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Общая характеристика диссертации 

Актуальность темы. Изучение суммируемости продифференцированных рядов 
Фуръе по обобщенным системам сферических функций и свойств интеграла Валле-
Пуссена на сфере является одним из актуальных вопросов современного 
гармонического анализа.  Интерес к этой теории обусловлен как внутренней 
потребностью, так и широким спектром применения в таких отраслях математики, 
как анализ Фурье, граничные задачи дифференциальных уравнений с частными 
производными и аналитических функций и др. Таким образом результаты, уста-
новленные в диссертации, относятся к актуальной тематике.  

Цель работы. Установление характеристик интеграла Вале-Пуссена и его 
продифференцированного интеграла на сфере, изучение вопросов суммируемости 
методом Абеля продифференцированных рядов Фурье  по системам обобщенных 
сферических функций. 

Метод исследования. В работе использованы методы теории функций.  
Научная новизна. 1. В метриках C(Sk-1) и Lp(Sk-1) установлен порядок 

отклонения функции, определенной на гиперсфере  Sk-1, от функции плотности 
интеграла Валле-Пуссена. 

2. Изучен вопрос суммируемости продифференцированного интеграла Валле-
Пуссена.  

3. Доказаны теоремы о суммируемости методом Абеля продифференцированных 
рядов Фурье по системам обобщенных сферических функций. 



Научная и практическая ценность. Работа имеет теоретический характер. 
Результаты и методы, представленные в работе, могут быть использованы в теории 
функций.  

Апробация работы. Основные результаты диссертации были доложены на 
научном семинаре при кафедре математики №63  Грузинского Технического 
Университета (зав. Кафедрой профессор С. Б. Топурия) и на научном семинаре при 
кафедре функциональной теории и функционального анализа Тбилисского 
Государственного Университета имени Ив. Джавахишвили (зав. Кафедрой академик 
Академии Наук Грузии Л. В. Жижиашвили).    

Публикации. На тему диссертации опубликованы четыре работы. Их список 
приведен на последней странице диссертации.  

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, двух глав и 
списка использованной литературы, который содержит 25 наименований. Общий 
объем диссертации составляет 55  страниц, набранных на компьютере.  

 

Содержание диссертации 
Во введении приведен короткий обзор тем, которые непосредственно связаны с 

рассмотренными в диссертации вопросами.  Обсуждается актуальность темы, 
значение и краткое содержание  работы.  

В первой главе диссертации, которая состоит из трех параграфов, изучены 
свойства  функции Валле-Пуссена, определенного на k-мерной Sk-1 гиперсфере (k≥ 3) 
и ее продифференцированного интеграла. 

В §1.1. приведены определения и обозначения, которые используются в первой 
главе. 

Опр е д е л е ни е  1 . 1 . 1 .  Скажем, что  f∈L(S2), интеграл 
 

                      )()(
2

),(1
4

1);( 2

2
ydSyfyxnxfV

n

S
n ∫ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++

=
π

                   

называется сингулярным интегралом Вале-Пуссена. 

 Опр е д е л е ни е  1 . 1 . 2 . Скажем, что  ∈f L(Sk-1). Точка P Sk-1  называется  D 
точкой функции f(P), если 
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Модуль непрерывности функции  f(P)∈C(Sk-1) определим формулой:  
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Модуль гладкости функции f(P)∈C(Sk-1) определим формулой: 
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Интегральный модуль непрерывности в пространстве Lp(Sk-1)  )1( ∞≤≤ p  

определим формулой: 
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а интегральный модуль гладкости, формулой: 
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Соответственно определим обобщенный модуль гладкости, интегральный модуль 

непрерывности и интегральный модуль гладкости:  
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Опр е д е л е ни е  1 . 1 . 3 .  Если  
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То скажем, что f удовлетворяет условию Липшица (обобшённому условию 
Липшица) в метрике C и пишем  Lipα∈f  ( )α*Lip∈f . 

 Опр е д е л е ни е  1 . 1 . 4 . Если  
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Тогда скажем, что f удовлетворяет условию (обобщенному) Липшица в метрике  
и пишем  pL
 

           1-kS p);Lip(α∈f        ( )1-kS p);(*Lip α∈f .    
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Обобщенный оператор Лапласа )(xfΔ  точке x∈Sk-1 функции f определяется 
равенством: 
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а оператор второго порядка имеет вид:  
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Более общий оператор Лапласа в точке x∈Sk-1 функции f определяется 
равенством: 
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А оператор второго порядка 
2~

Δ  определяется равенством: 
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В параграфе 1.2 исследованы свойства Валле-Пуссена на Sk-1 сфере.  
Опр е д е л е ни е  1 . 2 . 1 . Пусть ∈f L(Sk-1). Интеграл 
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называется сингулярным интегралом Валле-Пуссена.  

Доказаны некоторые свойства этого интеграла. В частности доказаны следующие 
теоремы: 

Те о р ем а  1 . 2 . 1 . Если  f(P)∈L(Sk-1), то во всех D-точках этой функции  
               Vn(f,P)=f(P). 
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Те о р ем а  1 . 2 . 2 . Если f(P)∈C(Sk-1), тогда  
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Те о р ем а  1 . 2 . 3 .  Если ( )kSpf L∈ , тогда  
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Сл е д с т в и е .  Если ( )p;*Lip α∈f ,   тогда 
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 Те о р ем а  1 . 2 . 4 . Оценки (1.2.6) и (1.2.9) окончательны (в смысле порядка). 
Те о р ем а .  1 . 2 . 5 . Скажем f(P)∈C(Sk-1). Если, в какой либо P точке существует 

обобщенный оператор Лапласа )P(fΔ , то 
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где  0→nρ , когда . ∞→n
Теорема 1.2.5 показывает, что интеграл Валле-Пусена несмотря на его общность 

(равномерно приближает всякую непрерывную функцию), дает сравнительно плохое 
приближение. Более того, никакое улучшение структурных свойств функции f не 

дает приближения лучшего порядка, чем 
n
1
. 

В параграфе 1.3 доказаны теоремы о суммируемости продифференцированного 
интеграла Валле-Пуссена. В частности: 

Те о р ем а  1 . 3 . 5 .  Скажем f∈L(Sk-1). Если в точке x∈Sk-1 существует )(~2 xfΔ , 

тогда  
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Те о р ем а  1 . 3 . 6 .  Если ( )12 )( −∈Δ kSCxf , тогда  
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ровномерно относительно x. 

Во второй главе, которая состоит из двух параграфов, рассмотрен вопрос 
суммируемости методом Абеля продифференцированных рядов Фурье по системам 
обобщенных сферических функций.  

В параграфе 2.1 приведены определения и обозначения, которые использованы в 
этой главе. 

Допустим, на поверхности единичной сферы дана вектор-функция v(θ;φ). 
Определим комбинацию компонентов этой функции [17] 
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и разложим их по отношению системе обобщенных сферических функций  
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коэффициентами Фурье. 

Рассмотрим средние Абеля ряда  (3.1.1)  
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Опр е д е л е ни е  2 . 1 . 1 .  Ряд (2.1.1) называют суммируемым методом Абеля  A к 

числу S в точке (1, θ0 ,φ0) , если 
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Опр е д е л е ни е  2 . 1 . 2 .  Ряд (2.1.1) называют суммируемым методом Абеля  A* 

к числу S в точке (1, θ0 ,φ0) , если 
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где   символ означает, что точка (ρ,θ ,φ) стремится к точке (1, θ0, 
φ0)  по некасательному  к сфере  направлению. 
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Опр е д е л е ни е  2 . 1 . 3 .  Если существуют числа a0, a1, ...,ar такие, что в 
некоторой окрестности области точки x выполняется равенство  
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