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ს არ ჩ ე ვ ი  

 

შესავალი.  

თავი I. ლიტერატურული მონაცემების მიმოხილვა. 

თავი II. სამგანზომილებიანი სასაზღვრო ამოცანის დასმა პუასონის 

განტოლებისათვის ელექტრული ველის პოტენციალის 

მიმართ.  

 

თავი III. სასაზღვრო ამოცანის მიახლოებითი ანალიზური ამოხსნის 

მეთოდი.   

 

თავი IV. ბიპოლარული ტრანზისტორული სტრუქტურების 

რეზისტიული მახასიათებლების განსაზღვრა სამგანზო-

მილებიანი მათემატიკური მოდელის საფუძველზე. 

თავი V. ბიპოლარული ტრანზისტორული სტრუქტურების ტევადური 

მახასიათებლების განსაზღვრა სამგანზომილებიანი 

მათემატიკური მოდელის საფუძველზე.   

დასკვნები.  

ლიტერატურა.  

დანართი.  

 

 

შ ე ს ა ვ ა ლ ი  

 

ინტეგრალური მიკროსქემების ტექნოლოგიების სწრაფი განვითარების შედეგად 

ბოლო ორი ათწლეულის განმავლობაში, ერთ კრისტალზე ფუნქციონალური 



ელემენტების რაოდენობა მილიონებამდე გაიზარდა. ასეთი მიკროელექტრონული 

მოწყობილობების თვითღირებულების შემცირება შესაძლებელია მხოლოდ 

პროექტირებაზე გაწეული დანახარჯების მინიმუმამდე დაყვანით, რაც საშუალებას 

მოგვცემს თავი დავაღწიოთ ძვირადღირებულ შეცდომებს მათი კონსტრუირებისას. 

მიკროსქემების ელემენტების ოპტიმიზაციისადმი წმინდა ექსპერიმენტული მიდგომა 

არსებითად მიუღებელი გახდა, რადგანაც ექსპერიმენტული კვლევები დიდ დროს 

მოითხოვს და ძვირადღირებულიცაა, ზოგ შემთხვევაში კი, პრაქტიკულად, 

შეუძლებელიც. ამიტომ აუცილებელი გახდა მათემატიკური მოდელირების მეთოდების 

გამოყენება ინტეგრალური სქემების პროექტირებისა და დამზადების ყველა ეტაპზე. 

 ინტეგრალური მიკროსქემების აქტიური ელემენტების გეომეტრიული ზომების 

მნიშვნელოვანი შემცირებისა და ე.წ. სუბმიკრონული ტექნოლოგიების დანერგვის 

შედეგად, ელემენტების გარკვეული პარამეტრების განსასაზღვრად აუცილებელი გახდა 

მათში მიმდინარე ელექტროფიზიკური პროცესების სამგანზომილებიანი 

მათემატიკური მოდელების გამოყენება, რადგანაც ერთ და ორგანზომილებიანი 

მოდელები, რომლებიც, ობიექტური თუ სუბიექტური მიზეზების გამო, დღესაც 

ფართოდ გამოიყენება, ადექვატურად ვერ აღწერენ მიკროსქემების ელემენტებში 

მიმდინარე ელექტროფიზიკურ პროცესებს, რის შედეგადაც, ხშირ შემთხვევაში, 

შეუძლებელია თავიდან ავიცილოთ სერიოზული ცდომილებები, როგორც 

მიკროსქემების პროექტირებისას, ასევე, მათი დამზადებისას. 

 ინტეგრალური მიკროსქემების ელემენტების მათემატიკური მოდელირების 

მეთოდი შეისწავლის ელემენტის მახასიათებელი პარამეტრების ურთიერთკავშირს 

კერძოწარმოებულიანი დიფერენციალური განტოლებების, ასევე შესაბამისი სასა-

ზღვრო, საკონტაქტო და საწყისი პირობების საშუალებით. 

 კერძოწარმოებულიანი დიფერენციალური განტოლებების შემცველი სასაზღვრო 

ამოცანების ამოხსნის ე.წ. რიცხვითი მეთოდები (სასრული სხვაობების მეთოდი და 

სასრული ელემენტების მეთოდი), რომლებიც ამჟამად გამოიყენება ელემენტების 

მათემატიკური მოდელირების პროცესში და რომლებიც დომინირებს ამ საკითხისადმი 

მიძღვნილ სამეცნიერო ლიტერატურასა თუ სხვადასხვა სამეცნიერო ნაშრომებში, 

სასურველ შედეგებს იძლევა ერთ და ორგანზომილებიანი ამოცანების რეალიზებისას. 



რაც შეეხება სამგანზომილებიან ამოცანებს, აქ რიცხვითი მეთოდების გამოყენება 

დაკავშირებულია დროისა და მეტერიალური რესურსების დიდ დანახარჯებთან და 

თანაც, ხშირ შემთხვევაში, ვერ უზრუნველყოფს შედეგების სასურველ სიზუსტეს. 

ამდენად, სამგანზომილებიანი სასაზღვრო ამოცანები, რომლებიც აღწერენ მექანიკურ, 

სითბურ და ელექტრულ პროცესებს მიკროელექტრონულ მოწყობილობებში, 

ნაკლებადაა შესწავლილი. 

 ამიტომ ჩვენ მიგვაჩნია, რომ სადისერტაციო ნაშრომში შემუშავებული 

სამგანზომილებიანი სასაზღვრო ამოცანების ერთი კლასის ამოხსნის მეთოდი და მის 

საფუძველზე სამგანზომილებიანი ბიპოლარული ტრანზისტორული სტრუქტურების 

რეზისტიული და ტევადობითი მახასიათბლების განსაზღვრის მეთოდები გარკვეულ 

წვლილს შეიტანს ინტეგრალური მიკროსქემების პროექტირების შემდგომი 

სრულყოფის საქმეში, როგორც ელემენტების პარამეტრების პრაქტიკული გათვლის 

თვალსაზრისით, ასევე მათში მიმდინარე ელექტრო-ფიზიკური პროცესების კვლევის 

თვალსაზრისით. 

 ნაშრომის მიზანს წარმოადგენს ინტეგრალური მიკროსქემების ფუნქციური 

ელემენტების სამგანზომილებიანი მათემატიკური მოდელირების მეთოდების 

შემუშავება მიკროსქემების პროექტირებისა და კონსტრუირების სხვადასხვა ეტაპზე 

მათი გამოყენების მიზნით. 

 აქ იგულისხმება შემდეგი: 

- პუასონის განტოლების სამგანზომილებიანი სასაზღვრო ამოცანის დასმა 

ბიპოლარული ტრანზისტორული სტრუქტურების შემადგენელ ნაწილებში 

(ემიტერი, ბაზა, კოლექტორი) განსაზღვრული სტაციონარული ელექტრული 

ველების პოტენციალბის მიმართ შერეული ტიპის სასაზღვრო პირობებით 

ზედაპირებზე. ეს სასაზღვრო პირობები განისაზღვრება ტრანზისტორის 

ტოპოლოგიური მონაცემების, ფიზიკური მახასიათებლების და მუშაობის 

რეჟიმებიდან გამომდინარე. 

- აღნიშნული სასაზღვრო ამოცანების ამოხსნის მეთოდების შემუშავება. 

- სამგანზომილებიანი ბიპოლარული ტრანზისტორული სტრუქტურების რეზის-

ტიული და ტევადობითი მახასიათებლების განსაზღვრის მეთოდების შემუშავება. 



ნაშრომის მეცნიერული სიახლე მდგომარეობს შემდეგში: 

1. შემუშავებულია პუასონის განტოლების სამგანზომილებიანი სასაზღვრო 

ამოცანების მიახლოებითი ანალიზური ამოხსნის მეთოდი სტაციონარული 

ელექტრული ველების პოტენციალის მიმართ. მიღებული ამოხსნის ანალიზური 

გამოსახულება ცხადი სახით შეიცავს გამოსაკვლევი სტრუქტურების გეომეტრიულ 

პარამეტრებს და გამოყენებული მასალების ფიზიკურ მახასიათებლებს. ეს 

გარემოება, საშუალებას იძლევა, საჭიროების შემთხვევაში, მოვახდინოთ 

განსასაზღვრი პარამეტრების ვარირება საწყის ინფორმაციაზე დამოკიდებულებით. 

2. შემუშავებულია ბიპოლარული ტრანზისტორების ემიტერისა და ბაზის აქტიური 

წინააღმდეგეობების განსაზღვრის მეთოდიკა სამგანზომილებიანი მათემატიკური 

მოდელის საფუძველზე. 

3. შემუშავებულია დაბალომური ფენის შემცველი კოლექტორის აქტიური წინაღობის 

განსაზღვრის მეთოდიკა სამგანზომილებიანი მათემატიკური მოდელის 

საფუძველზე. 

4. შემუშავებულია სამგანზომილებიანი ბიპოლარული ტრანზისტორული 

სტრუქტურების ტევადობითი მახასიათებლების განსაზღვრის მეთოდიკა 

ტრანზისტორში სტაციონარული ელექტრული ველის სრული ენერგიის 

მნიშვნელობის საშუალებით. 

ნაშრომის პრაქტიკული ღირებულება. სადისერტაციო ნაშრომში შემუშავებული 

რეზისტიული და ტევადური მახასიათებლების განსაზღვრის მეთოდიკა 

დაფუძნებულია მათემატიკური ფიზიკის გარკვეული კლასის სამგანზომილებიანი 

სასაზღვრო ამოცანების ამოხსნის მეთოდების გამოყენებაზე. ეს მეთოდები, რომლებიც 

ასევე შემუშავებულია მოცემულ ნაშრომში, ანალოგიური ამოცანების ამოხსნის ცნობილ 

რიცხვით მეთოდებთან შედარებით, უზრუნვეყოფს ინტეგრალური მიკროსქემების 

ელემენტების პარამეტრების განსაზღვრას ბევრად უფრო მაღალი სიზუსტით, ასევე ამ 

მეთოდების გამოყენებით შესაძლებელია გამოთვლითი ექსპერიმენტების ჩატარება 

დროისა და მატერიალური რესურსების მინიმალური დანახარჯებით, რაც საბოლოო 

ჯამში ამცირებს მიკროელექტრონული ხელსაწყოების პროექტირებისა და 

კონსტრუირების თვითღირებულებას. 



 ნაშრომში მიღებული შედეგების გამოყენების სფერო არ შემოისაზღვრება 

მხოლოდ მიკროელექტრონიკით. ისინი, შესაძლებელია, გამოყენებული იქნეს ფიზკისა 

და ტექნიკის რიგი სხვა ამოცანების გადასაწყვეტადაც. 

ნაშრომის აპრობაცია. სადისერტაციო ნაშრომის ძირითადი შედეგები 

მოხსენებული იყო მიკროელექტრონიკის სამეცნიერო-საინჟინრო ცენტრისა და 

ნახევარგამტარული მიკროელექტრონიკისა და ფიზიკური მასალათმცოდნეობის 

კათედრის ერთობლივ სხდომაზე, მიკროელექტრონიკისა და ნახევარგამტარული 

ხელსაწყოების ფიზიკის საკითხებისადმი მიძღვნილ IV რესპუბლიკურ კონფერენციაზე 

(თბილისი, 1980), სტუ-ს 80 წლისადმი მიძღვნილ, პროფესორ-მასწავლებელთა 

საიუბილეო კონფერენციაზე (თბილისი, 2002). 

პუბლიკაციები. დისერტაციის თემაზე გამოქვეყნებულია 4 სამეცნიერო ნაშრომი, 

მათ შორის – ერთი მონოგრაფია. ნაშრომების ჩამონათვალი მოცემულია 

ავტორეფერატის ბოლოს. 

ნაშრომის სტრუქტურა და მოცულობა. სადისერტაციო ნაშრომი შედგება შესავ-

ლის, ხუთი თავის, დასკვნების, ციტირებული ლიტერატურის ნუსხისა და 

დანართისაგან. 

პირველი თავი წარმოადგენს სამეცნიერო ლიტერატურული მონაცემების 

მიმოხილვას. 

მეორე თავი ეძღვნება სამგანზომილებიანი სასაზღვრო ამოცანის დასმას პუასონის 

განტოლებისათვის სტაციონარული ელექტრული ველის პოტენციალის ( )u  მიმართ, 

რომელიც განსაზღვრულია საკმარისად გლუვი, შეკრული  ზედაპირით 

შემოსაზღვრულ სამგანზომილებიან  არეში და აკმაყოფილებს პუასონის 

განტოლებას. 

S
3RG∈

მესამე თავში გადმოცემულია აღნიშნული სასაზღვრო ამოცანის მიახლოებითი 

ანალიზური ამოხსნის მეთოდი. 

მეოთხე თავში გადმოცემულია ბიპოლარული ტრანზისტორული სტრუქ-

ტურების რეზიტიული მახასიათებლების (ემიტერის, ბაზისა და კოლექტორის 

ელექტრული წინააღმდეგობები) განსაზღვრის მეთოდები სამგანზომილებიანი 

მათემატიკური მოდელის საფუძველზე. ემიტერისა და ბაზის წინაღობების განსზაღვრა 



იდენტური მეთოდებით ხდება, ხოლო კოლექტორის შესაბამისი პარამეტრის 

განსაზღვრისთავის, გამომდინარე ტექნოლოგიური თავისებურებებიდან, 

გამოყენებულია განსხვავებული მეთოდი. 

მესუთე თავი ეძღვნება ბიპოლარული ტრანზისტორების ტევადური მახა-

სიათებლების განსაზღვრას სამგანზომილებიანი მათემატიკური მოდელის 

საფუძველზე, ელექტრული ველის სრული ენერგიის მნიშვნელობის საშუალებით. 

სადისერტაციო ნაშრომში ჩატარებული კვლევის შედეგები განზოგადებულია მის 

დასკვნით ნაწილში. 

 

თავი I 

 

ლიტერატურული მონაცემების მიმოხილვა 

 

 მოცემულ თავში მიმოხილულია სამეცნიერო ლიტერატურაში არსებული 

მონაცემები, რომლებიც ეხება მიკროელექტრონიკაში მათემატიკური მოდელირების 

საკითხებს, კერძოდ, ინტეგრალური მიკროსქემების ბიპოლარული ტრანზისტორული 

სტრუქტურების ელემენტებში მიმდინარე ელექტროფიზიკური პროცესების კვლევის, ამ 

ელემენტების პარამეტრების განსაზღვრისა და იდენტიფიკაციის პრობლემებს. 

 წინამდებარე ნაშრომის კვლევის ობიექტს წარმოადგენს მიკროსქემების 

ელემენტების პარამეტრების განსაზღვრის მეთოდების შემუშავება და სტაციონარული 

და სტატიკური ელექტრული ველების აღმწერი კერძოწარმოებულიანი 

დიფერენციალური განტოლების შემცველი სამგანზომილებიანი სასაზღვრო ამოცანების 

მიხლოებითი ამოხსნის მეთოდის შემუშავება. 

 აქედან გამომდინარე, სამეცნიერო ლიტერატურის მიმოხილვა შედგება ორი 

ძირითადი ნაწილისაგან. პირველი ნაწილი ეხება ელემენტების მოდელირებისა და 

პარამეტრების გათვლის საკითხებს, ხოლო მეორე ნაწილი – შესაბამისი სასაზღვრო 

ამოცანების ამოხსნის მეთოდებს. 

 



მოდელირება და პარამეტრების გათვლა. მიკროელექტრონიკისადმი მიძღვნილ 

სამეცნიერო ლიტერატურაში მიკროსქემების ელემენტების წმინდა მათემატიკური 

მოდელირების და, მითუმეტეს, სამგანზომილებიანი მათემატიკური მოდელირების 

მეთოდების დამუშავებასა და მათი გამოყენების საკითხებთან დაკავშირებული 

სამეცნიერო ნაშრომების სიმწირის გამო ჩვენ მიმოვიხილავთ იმ კვლევებსაც, 

რომლებშიც განხილულია მიკროსქემების ელემენტების ფიზიკო-ტოპოლოგიური და 

ელექტრონული მოდელირების საკითხები [13÷35, 38, 39]. 

 [14, 19, 25] ნაშრომები ეძღვნება ბიპოლარული ტრანზისტორული სტრუქ-

ტურების რიგი პარამეტრების განსაზღვრას ფიზიკო-ტოპოლოგიური და 

ერთგანზომილებიანი მათემატიკური მოდელირების მეთოდებით. კერძოდ, მოცემულია 

დენების, ელექტრული წინაღობებისა და ტევადობების გათვლის მეთოდიკა. 

 განხილულია დიფერენციალური განტოლებები (პუასონის განტოლება და 

უწყვეტობის განტოლებები) იმ ფუნქციების მიმართ ( )p,n,ψ  რომელთა საშუალებითაც 

ხდება ტრანზისტორული სტრუქტურების ელექტროფიზიკური პარამეტრების 

განსაზღვრა: 

   ( ) ρψgradεdivε n −=0      (1) 

( GRq )
t
nqdivJn −=
∂
∂

−      (2) 

( GRq )
t
PqdivJ p −−=
∂
∂

+      (3) 

( ) ngradqDθψdivμqJ nnn +−−=      (4) 

( ) pgradqDθψdivμqJ ppp +−−=      (5) 

სადაც  ელექტრონული და ხვრელური დენის სიმკვრივეებია, შესაბამისად,  

რეკომბინაციის სიჩქარეა, 

pn J,J R

G  გენერაციის სიჩქარეა,  ელექტრონებისა და 

ხვრელების ძვრადობებია,  დიფუზიის კოეფიციენტებია, 

pn μ,μ

pD,nD qEg 2Δ=θ ,  

ნახევარგამტარული ნივთიერების აკრძალული ზონის სიგანეა. 

gE

 კონტაქტებში გამავალი დენების გათვლის უნივერსალურ მეთოდს წარმოადგენს 

დენის სიმკვრივეების ინტეგრება კონტაქტების ზედაპირებზე. თუმცა სასაზღვრო 

ამოცანების ამოხსნის რიცხვითი მეთოდების (სასრულ სხვაობათა მეთოდი, რომელსაც 



ავტორები იყენებენ) გამოყენების შემთხვევაში ასეთი ინტეგრება დიდი ცდომილებით 

ხასიათდება დენის მატარებლების დაბალი ინჟექციის პირობებში, რადგანაც 

საკონტაქტო ზედაპირებზე დენის ძირითადი მატარებლების მაღალი კონცენტრაციის 

გამო აპროქსიმაციური ბადის მეზობელ წერტილებში ფერმის კვაზიდონეების 

მნიშვნელობებს შორის სხვაობა ძალიან მცირეა. მაგალითად, თუ კონტაქტის 

ზედაპირზე განთავსებული საინტერპოლაციო ბადის ბიჯი 10,h = მკმ, 

ა/სმ2,  სმ2/(ვ.სმ) და 3102 −⋅=nJ 120=nμ
1910=n სმ-3, მიიღება, რომ ელექტრული 

ველის პოტენციალის ნაზრდი ( ) .10nnqμ ≈ 10
Tnn hJ φδψ −=  ამიტომ, იმისათვის, რომ 

 გამოთვლილი იქნეს მისაღები სიზუსტით, საჭიროა, რომ საკონტაქტო ზედაპირზე 

-ის და, აქედან გამომდინარე და 

nJ

nψ n ψ  სიდიდეების გამოთვლის სიზუსტე ტოლი 

იყვეს  რიგის, ხოლო შესაბამისი ალგებრული განტოლებათა სისტემის 

ამოხსნის სიზუსტე – უფრო მაღალიც, რაც პრაქტიკულად მიუღწევადია. 

111210− ÷10−

 აქედან გამომდინარე გამოიყენება დენების გათვლის მეთოდი, რომელიც 

გამოდგება მხოლოდ სტაციონარული რეჟიმის პირობებში და რომელიც ეფუძვნება (2) 

განტოლების ( npn −−  ტრანზისტორისათვის) ინტეგრებას მთელ სტრუქტურაში. 

გაუსის თეორემის გამოყენების შედეგად მიიღება: 

( )∫ −=+
k

e

x

x
nkne dxGRqJJ , 

სადაც nkne J,J  ემიტერისა და კოლექტორის ელექტრონული დენების სიმკვრივეებია, 

ke x,x

e JJ +

 ემიტერისა და კოლექტორის კონტაქტების კოორდინატებია. დადებითად 

ჩათვლილია ტრანზისტორიდან გამოსული დენი. მაშინ, რადგან 

, სადაც  დენების ხვრელური კომპონენ-

ტებია, რომლებიც განისაზღვრებიან შემდეგი სასაზღვრო პირობიდან კონტაქტზე.  

pknkk JJJ, +=0kb J =+ pkpe J,J

( )0ppqnJ pp −−= τυ . 

ამიტომ 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ .00
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⎪
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⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+−+−−= ∫
k

e

x

x
kkpeepb xpxpqxpxpqdxGRqJ ττ υυ ]   (6) 



ჩვეულებრივ მარჯვენა მხარის ბოლო წევრი ბევრად ნაკლებია პირველ ორზე, რადგანაც 

კოლექტორის კონტაქტი კოლექტორის np −  გადასასვლელისაგან დაშორებულია 

ხვრელების დიფუზიურ სიგრძეზე ბევრად მეტად. ანალოგიური მეთოდის გამოყენება 

არასტაციონარული რეჟიმის პირობებში მეტად პრობლემატურია, რადგან საჭირო 

ხდება ძალიან სწრაფადცვლადი ფუნქციების 
t
n
∂
∂

 და 
t
p
∂
∂

-ს ინტეგრება. 

 რაც შეეხება ემიტერისა და კოლექტორის დენებს, 

სტაციონარულ რეჟიმში უმჯობესია ისინი გამოითვალოს ხვრელური და 

ელექტრონული დენების შეკრებით შესაბამისი np −  გადასასვლელების არეებში, 

სადაც დენის მატარებლების კონცენტრაცია მინიმალურია. მუხტის შენახვის კანონიდან 

გამომდინარე ეს დენები ტოლია კონტაქტებში გამავალი სრული დენებისა. 

არასტაციონარულ რეჟიმში ასეთნაირად გამოთვლილ დენებს უნდა დაემატოს ე.წ. 

წანაცვლების დენი 

( )ψgrad
t

εεJ ncm ∂
∂

−= 0  

გამოთვლილი იგივე კვანძში. ამასთანავე დროითი და კოორდინატული ტიპიური 

ბიჯისათვის  სიდიდის საკმარისი სიზუსტით გამოსათვლელად აუცილებელია cmJ ψ -

ს გამოთვლა  სიზუსტით. თუ დენები გამოთვლილი იქნება უშუალოდ 

კონტაქტების ქვეშ, მაშინ წანაცვლების დენი შეიძლება არც იქნეს გათვალისწინებული, 

რადგან იქ ის ნულის ტოლია. 

1314 10−÷10−

 ორგანზომილებიან შემთხვევაში დენების გამოთვლის ზემოთ აღნიშნული 

მეთოდები გამოუსადეგარია და საჭირო ხდება დენების გამოთვლა საკონტაქტო 

ზედაპირების ქვემოთ. გამოსახულება (6) შეიძლება გამოყენებული იყვეს, თუ 

, ანუ ბაზის კონტაქტი შორსაა bbn II << np −  გადასასვლელებიდან. ამასთანავე (6)-ში 

გათვალისწინებული უნდა იქნას ინტეგრალი ზედაპირული რეკომბინაციიდან. 

ორგანზომილებიან შემთხვევაში ასეთი ინტეგრალის აგება და გამოთვლა შეუძლებელია 

[61]. თუმცა np −  გადასასვლელში პოტენციალის ცვლილება ერთ-ერთი 

საკოორდინატო ღერძის მიმართულებით მნიშვნელოვნად მეტია ვიდრე მეორის [44]. 



ამიტომ პირველი მიმართულებით შესაძლებელია ერთგანზომილებიანი შემთხვევის 

შესაბამისი ფორმულის გამოყენება. 

 ტრანზისტორული სტრუქტურების ლეგირებული ფენების ზედაპირული 

წინაღობების გამოთვლა, უპირველეს ყოვლისა, აუცილებელია ტექნოლოგიური 

პროცესების მოდელირებისას, რადგანაც ეს სიდიდეები, np −  გადასასვლელების 

კოორდინატებთან ერთად წარმოადგენენ ლეგირების პროცესის კონტროლისათვის 

აუცილებელ პარამეტრებს. წინაღობის 

( )
1

2

1

−

Π
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+= ∫

x

x
pnob dxpnqR μμ      (7) 

გამოსათვლელად აუცილებელია მოდელირების მთელ არეზე ამოიხსნას პუასონის 

განტოლება კვაზიწონასწორობის პირობების გათვალისწინებით 
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⎜⎜
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⎛
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TT φ
ψexpνp,

φ
ψexpνn  

და განისაზღვროს  ფუნქცია. (7) ინტეგრალი შესაძლებელია ამოიხსნას ანა-

ლიზურად, იმ ფაქტის გათვალისწინებით, რომ კვაზიწონასწორობის პირობებში 

 მაშინ, მაგალითად, ელექტრონებისათვის ადგილი ექნება ტოლობას: 
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ψψ

ψψ
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    (8) 

აქ უგულებელყოფილია ძლიერი ლეგირების ეფექტი, რაც ვერ ახდენს გავლენას 

ძირითადი მატარებლების კონცენტრაციაზე. იმის გათვალისწინებით, ასევე, რომ 

წონასწორულ პირობებში არაძირითადი მატარებლების რაოდენობა ბევრად ნაკლებია, 

ვიდრე ძირითადის, საბოლოოდ  ტიპის ფენისთვის მიიღება: n

,
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2
1,

2

1

−

=
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⎦

⎤
⎢
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⎡
= ∑

i

ii
innob IqR  



სადაც  და  1i 2i np −  გადასასვლელების კოორდინატების შესაბამისი კვანძების 

ნომრებია. 

 ელექტროფიზიკური პროცესების ერთგანზომილებიანი მოდელირებისას 

საინტერესოა აქტიური ბაზის ზედაპირული წინააღმდეგობის, -ს კოლექტორის 

დენზე დამოკიდებულების გათვლა მაღალი ინჟექციებისას. ამ შემთხვევაში დენის 

სიმკვრივეების ნულთან ტოლობის პირობა აღარ სრულდება. ეს პირობა, ძირითადი 

მატარებლებისათვის, მაღალი ინჟექციის პირობებში, შეიძლება შეიცვალოს ფერმის 

კვაზიდონის მუდმივობის პირობით, ამ პირობებში (8)-ის ნაცვლად ადგილი ექნება 

ტოლობას: 

nob
AKTbR

( )( )
( ) .
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nnxxD
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igigii
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ψψψ −Δ+−
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+++
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თუ ფერმის კვაზიდონე ორ მეზობელ წერტილში ერთმანეთისაგან განსხვავდება 

Tφ,010 -ზე მეტად, მაშინ ინტეგრალი ძირითადი მატარებლებისათვის უნდა 

გამოითვალოს ტრაპეციების მეთოდით. რაც შეეხება არაძირითადი მატარებლების 

კონცენტრაციას, მაღალი ინჟექციებისას მათი წილი -ში – მნიშვნელოვანია და 

მისი განაწილების პროფილი უწყვეტი ფუნქციაა, ამიტომ ინტეგრება შეიძლება 

ჩატარდეს ჩვეულებრივი მეთოდით [30, 31, 33]. 

nob
AKTbR

სამეცნიერო ლიტერატურაში არც თუ მცირე ადგილი აქვს დათმობილი ტევა-

დური მახასიათებლების განსაზღვრას დინამიურ პროცესებში [14,21÷26]. 

განიხილება ერთგანზომილებიანი და ორგანზომილებიანი სივრცითი მუხტის 

არეები ბიპოლარულ ტრანზისტორულ სტრუქტურებში. ერთგანზომილებიან 

დიოდისათვის, რომლის კონტაქტების კოორდინატებია pWx =  და  , სრული 

კუთრი ტევადობა ტოლია 

nWx =

∫∫ ==
n

p

n

p

W

W

W

W
i ndx

du
dqpdx

du
dqC ,     (9) 

სადაც  კონტაქტებზე მოდებული ძაბვაა. (9)-თ განსაზღვრული ტევადობა შედგება 

კვაზინეიტრალური არეების ე.წ. დიფუზიური ტევადობისა 

u



,pdxndx
du
dqC

n
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p

p

W

x

x

W
d

⎥
⎥
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⎤

⎢
⎢
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⎡
+= ∫∫      (10) 

სადაც  გაღარიბებული ფენებისა და, შესაბამისად, კვაზინეიტრალური არეების 

საზღვრებია, და მუხტების შემცველი ფენის ბარიერული ტევადობისაგან 

np x,x

( ) ( ) ,dxnp
du
dqdxpn

du
dqC

o

p

n x

W

W

x
i ∫∫ −=−=

0

    (11) 

სადაც  არის 0x np −

0=

 გადასასვლელის ის წერტილი, სადაც მუხტის სიმკვრივე 

( += )− A.DNnqρ p  ანუ ელექტრული ველი მაქსიმალურია; და, ასევე, ე.წ. 

სივრცითი მუხტი არეშის ე.წ. ნეიტრალური ტევადობისაგან 

.pdxndx
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dqC
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x

x

x

x
N

⎥
⎥
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⎤

⎢
⎢
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⎡
+= ∫∫      (12) 

(9)÷(12) ტოლობების მარტივი გარდაქმნებით მიღებულია, რომ .CCCC Njdt ++=  

 [27]-ში  და  წერტილებად აღებულია ის წერტილებ, რომლებზეც nx px du
dn

 და 

du
dp

 სიდიდეები მაქსიმალურია, ხოლო  ის წერტილია, რომელზედა 0x du
dp

du
dn

= , რაც 

ფაქტიურად თანაბარძალოვანია ( )0 0=xρ  პირობისა.  

 პრინციპში ელექტროფიზიკური პროცესების მოდელირების პროგრამით [28, 29] 

შესაძლებელია tC -ს სამივე მდგენელის გათვლა ზემოთ მოყვანილი განსაზღვრებებით. 

თუმცა, იქვე აღნიშნულია, რომ ორგანზომილებიან შემთხვევაში, უხეშ ბადეზე 

აპროქსიმაციისას  და dC NC  სიდიდეების გათვლა გაძნელებულია ( )xxx nn =  და 

 დამოკიდებულებების განსაზღვრასთან დაკავშირებული სირთულეების 

გამო (  ღერძის გასწვრივ). განცალკევებულად განიხილება 

( )xxx pp =

y tC  და  ტევადობები. jC

 (11)-დან გამომდინარეობს, რომ np −  გადასასვლელის ბარიერული ტევადობა 

გამოითვლება ფორმულით 



( dxNnp
du
dqC

o

p

x

W
.A.Dj ∫ +−= )     (13) 

პუასონის განტოლების გათვალისწინებით (13) ჩაწერილია შემდეგი სახით: 

( ) ( )[ ] ( ) .
du
xdEεεWExE

du
dεεdx

dx
ψdεε

du
dC npn

x

W
nj

o

p

0
0002

2

0 ≈−=−= ∫  (14) 

აქ ( ) ( )0xEWE p << ; E  ელექტრული ველის დაძაბულობაა;   ველის 

მაქსიმალური მნიშვნელობაა 

( 0xE )
np −  გადასასვლელის არეში. უმარტივეს შემთხვევაში 

შეიძლება მისი მნიშვნელობის განსაზღვრა, თუ np −  გადასასვლელის ახლომდებარე 

კვანძებში ამოვარჩევთ ( )1+iW−iW ( )ii xx −+1  სიდიდის მაქსიმალურ მნიშვნელობას. 

ცხადია, რომ უხეში ბადის შემთხვევაში ეს სიდიდე შეიძლება მნიშვნელოვნად 

განსხვავდებოდეს რეალურისაგან. 

 ორგანზომილებიან შემთხვევაში ზემოთ მოყვანილი გამოთვლები 

მნიშვნელოვნად რთულდება. მუხტის სიმკვრივის, -ს ინტეგრება, ამ შემთხვევაში 

უნდა მოხდეს სივრცითი მუხტის არეში, 

ρ

np −  გადასასვლელის ერთ მხარეს. ( )y,xΓ -

ით აღნიშნულია ამ არის საზღვარი, რომელიც შედგება მრუდისაგან , რომელიც 

აღწერს  

0Γ

np −  გადასასვლელის მდებარეობას, მრუდისაგან  -ნახევარგამტარისა და 

მეტალის საზღვარზე, მრუდისაგან  - ნახევარგამტარისა და დიელექტრიკის 

საზღვრისაგან, სადაც 

μΓ

DΓ

np −  გადასასვლელი ესაზღვრება გარემოს და, შესაძლებელია, 

 ღერძისგან, რომელიც წარმოადგენს მოდელირების არის საზღვარს. გამოყენებულია 

პუასონის განტოლება 

cΓ

00 =divEεεn  
და მიღებულია ტოლობა 

( ) ,ΓdE
du
dqεεC

Γ
nnj ∫= 0     (15) 

სადაც Γn - საზღვრის გარე ნორმალია. უნდა აღინიშნოს, რომ პრაქტიკულად 

ინტეგრება ხორციელდება -ის გასწვრივ, რადგან -ზე 0Γ μΓ E  მცირეა და არაა 



დამოკიდებული -ზე; -ზე u cΓ ( ) 0=nE , ხოლო -ზე DΓ E -ს ნორმალური მდგენელი 

განისაზღვრება სასაზღვრო პირობიდან 

fΓεε Q
n
ψ
=

∂
∂

0  

(  -მუდმივი სიდიდეა) და არ არის დამოკიდებული -ზე. fQ u

 რადგანაც  არის ბევრად უფრო გლუვი ფუნქცია, ვიდრე თვით ( ) ( )xx − n0n

( ) tC,xn -s  გათვლა რეკომენდირებულია შემდეგი ფორმულით 

( ) ( p−   )dxp
du
dqdx

du
d

t ∫= 0nn∫ − 0q=C ,   (16) 

სადაც  მატარებლების წონასწორული კონცენტრაციებია. ერთგანზომილებიან 

შემთხვევაში შესაძლებელია ინტეგრალების ანალიზური გათვლა -ის ფორმულის 

გამოყენებით [54]. თუმცა მიღებული შედეგების განვრცობა ორგანზომილებიან 

შემთხვევაში შეუძლებელია. 

00 p,n

( )xn

 ბიპოლარული ტრანზისტორის ერთ-ერთ მნიშვნელოვანი მახასიათებელია 

ემიტერიდან კოლექტორამდე სიგნალის გავრცელების შეყოვნება. npn −−  

სტრუქტურისათვის იგი ტოლია 

( )dxnn
dt
d

e
ek =τ ∫ − 0 ,     (17) 

სადაც ინტეგრება ხდება ტრანზისტორის მთელ მოცულობაზე. 

 რიგ ნაშრომებში განხილულია ინტეგრალური რეზისტორების მოდელირების და 

გათვლის საკითხები [13, 50÷55], რაც აუცილებელია ტექნოლოგიური პროცესების 

წარმატებით განხორციელებისათვის. 

 რეზისტორები – მარტივი ელექტრონული ელემენტებია. ისინი მნიშვნელოვან 

როლს თამაშობენ ინტეგრალური სქემების ფუნქციონირებში. ერთგვაროვანი, სწორი 

გეომეტრიული ფორმის მქონე გამტარის ნიმუშის წინაღობა განისაზღვრება ფორმულით 

  A
LρR = ,     (18) 

სადაც  - კუთრი წინაღობაა; იგი კუთრი გამტარებლობის შებრუნებული სიდიდეა და 

ლეგირებული ნახევარგამტარის შემთხვევაში ტოლია 

ρ



pμqnμq
ρ

σ pn +==
1

.     (19) 

ინტეგრალური რეზისტორი, რომელიც ფორმირდება კრისტალში დიფუზიის პროცესის 

შედეგად არ წარმოადგენს ერთგვაროვან ნიმუშს, რადგან მინარევების კონცენტრაცია 

მასში არათანაბარია, ამიტომ მისი წინაღობის განსასაზღვრად (18) ფორმულა არ 

გამოდგება. ინტეგრალური რეზისტორის წინაღობის გასათვლელად [13]-ში 

გამტარებლობა განხილულია ზედაპირის პარალელური მიმართულებით. 

 განხილულია p  -ტიპის რეზისტორი, რომელიც დამზადებულია აქცეპტორული 

მალეგირებელი მინარევის შეყვანით  ტიპის კრისტალში. n
L O 

 

თხელი  ფენის დიფერენციალური გამტარებლობა dx dG , რომელიც ზედაპირის 

პარალელურად x  სიღრმეზეა მოთავსებული, ტოლია 

( ) ( ) dx
L
WxpμqxG p ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=      (20) 

ასეთი ელემენტარული გამტარებლობების შეკრებით რეზისტორის ზედაპირიდან მის 

ქვედა წახნაგამდე მიიღება მთელი რეზისტორის წინაღობა. თუ 0→xΔ , მაშინ ეს ჯამი 

ტოლია ინტეგრალისა 

( )∫⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

jx

p dxxpq
L
WdG

0
μ ,     (21) 

სადაც  არის ის სიღრმე, რომელზეც ხვრელების კონცენტრაცია აღწევს პრაქტიკულად 

ნულის ტოლ მნიშვნელობას. დაშვებულია, რომ მინარევების განაწილება რეზისტულ 

ფენაში აღიწერება გაუსის კანონით 

jx

x 

y 

dx 
xj 

ნახ.1. ინტეგრალური რეზისტორის მოდელი 



( ) .
4

exp' 22
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

DT
x

nDT
Ntxc j     (22) 

იმის გამო, რომ საწყის კრისტალში ხვრელების კონცენტრაცია დაახლოებით 1015 სმ-3 

რიგისაა, ხოლო აქცეპტორების კონცენტრაცია 1018 სმ-3 რიგისაა, შეიძლება დაიშვას, რომ 

 და (22)-ის (21)-ში ჩასმით მიიღება: ( ) ( )xNxp a=

( )
dx

Dt
xexpμ

L
W

Dtπ

qN
G

jx

p

'
p ∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅=

0

2

2
1 4

.    (23) 

რადგან ძვრადობა მალეგირებელი მინარევების კონცენტრაციის ფუნქციაა, ხოლო 

მინარევების კონცემტრაცია, თავის მხრივ x  კოორდინატის, ამიტომ ( )xpp μμ =  

ძვრადობის ინტეგრალს გარეთ გამოტანა არ შეიძლება. (23) გამოსახულებაში  

ძვრადობა იცვლება გასაშუალებული მნიშვნელობით -

pμ

pμ .  რადგან დენის 

მნიშვნელოვანი ნაწილი გაივლის მალეგირებელი მინარევების კონცენტრაციის 

მაქსიმალური მნიშვნელობის მიმართულებით, ამიტომ ძვრადობის გასაშუალებულ 

მნიშვნელობად აღებულია მინარევების მაქსიმალური მნიშვნელობის ნახევრის 

შესაბამისი ძვრადობა, რის შედეგადაც გამტარებლობის საბოლოო მნიშვნელობა ტოლია 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==
L
Wq

L
WμqNG p

'
a ,      (24) 

სადაც pμq'Ng =  რეზისტორის გამტარებლობაა, რომელსაც კვადრატული ფორმა აქვს 

. გამტარებლობა ( WL = ) g , თავის მხრივ, განისაზღვრება გასაშუალებული 

ძვრადობის ნამრავლით ერთეულ ფართობზე გადაანგარიშებულ ჯამურ ზედაპირულ 

კონცენტრაციაზე. ამიტომ რეზისტორის წინაღობა 

gW
L

G
R 11

== .      (25) 

 [16] ნაშრომში განხილულია ბიპოლარული ტრანზისტორული სტრუქტურების 

კვაზისამგანზომილებიანი მოდელირების შესაბამისი დიფერენციალური 

განტოლებების ამოსახსნელად გამოყენებულია ამ განტოლებებისა და შესაბამისი 

სასაზღვრო და საწყისი პირობების ერთმანეთისაგან გარკვეული ბიჯით დაშორებული 



წერტილებით შექმნილ სამგანზომილებიან ბადეზე აპროქსიმაციის მეთოდით. რადგან 

რიცხვითი მეთოდების გამოყენება სამგანზომილებიანი ამოცანების გადაწყვეტისას 

სერიოზულ სირთულეებთან არის დაკავშირებული, პრობლემები გამარტივების 

მიზნით შემოტანილია შემდეგი დაშვებები: 

1. np −  გადასასვლელების გვერდით საზღვრებზე ინჟექცია და სასაზღვრო ეფექტები 

არ მიიღება მხედველობაში; 

2. დენის გადატანა არაძირითადი მატარებლების ბაზის გავლით კოლექტორში 

ხორციელდება მხოლოდ x  ორდინატის მიმართულებით; 

3. მუხტის არაძირითადი მატარებლების დენები y  და  მიმართულებით იმდენად 

მცირეა, რომ შესაძლებელია მათი არგათვალისწინება, ხოლო ძირითადი მატარებლების 

დენები განსაზღვრულია მხოლოდ დრეიფული მდგენელებით. 

z

 ასეთი დაშვებები სამართლიანია ისეთი ინტეგრალური ტრანზისტორებისათვის, 

რომელთა ტოპოლოგია y z  სიბრტყეზე ბევრად აღმატება np −  გადასასვლელების 

სიღრმეებს x  მიმართულებით. რეალურ ინტეგრალურ სქემებში, როგორც წესი, 

ელემენტების ტოპოლოგიური ზომები ათეულობით მიკრონს შეადგენს, ხოლო np −  

გადასასვლელების სიღრმეები ერთეულ მიკრონებს. ისეთი ტრანზისტორებისათვის, 

რომლებშიც np −  გადასასვლელების გვერდითი ინჟექციები გადამწყვეტ როლს 

თამაშობს, კერძოდ, ჰორიზონტალური pnp −−  ტრანზისტორებისათვის, ზემოთ 

ჩამოთვლილი დაშვებები არ არის სამართლიანი. 

 თუ სამგანზომილებიანი სტაციონარულ სისტემის ინტეგრება მოხდება x -ის 

მიმართულებით -დან -მდე, მიიღება, ორგანზომილებიანი პუასონის 

დიფერენციალური განტოლება, რომელიც აღწერს ელექტრული პოტენციალის 

განაწილებას 

1x

1x

2x

( 2x )−  სისქის დიფუზიურ შრეში: 

( ) ( ) ( )uzyJzyzyu k ,,,, Re⋅=Δ ρ     (26) 

 დენები ტრანზისტორის კონტაქტებში განისაზღვრება შემდეგნაირად [29]: 

( ) ( ) { b,k,eξ;dydz
n
z,yu

ρ
uI

ξΩ
ξ ∈

∂
}∂

= ∫
1

    (27) 

სადაც  ომური კონტაქტების პერიმეტრია,  - კონტაქტის საზღვრის ნორმალია, ξΩ n



( ) ( ) ( )uzyqrdxzgquzyJ
x

x
gk ,,,,

2

1

Re ∫ +−=  

რეკომბინააცის დენის სიმკვრივეა, რომელიც წარმოადგენს მოცულობითი და 

ზედაპირული მდგენელების ჯამს, 

( ) ( ) ( )
1

2

1

−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= ∫

x

x
p dxz,y,xpz,y,xμqz,yρ  

( 12 xx − ) სისქის p  - ტიპის დიფუზიური შრის ზედაპირული წინაღობაა. 

 ამგვარად, ზოგადი სამგანზომილებიანი ამოცანიდან მოხდა გადასვლა ორ 

მარტივად ამოსახსნელ ამოცანაზე: 

1. ერთგანზომილებიანი ამოცანა x  ღერძის გასწვრივ: იხსნება 

ერთგანზომილებიანი სისტემა ( ) ( ) ( )xn,  ფუნქციების მიმართ; ისინი 

გამოიყენებიან kJRe  და ρ  სიდიდეების განსასაზღვრავად; 

x,xφ p

2. ორგანზომილებიანი ამოცანა yz  სიბრტყეზე: იხსნება (26) ორგანზომილებიანი 

ამოცანა ( )z,yu  პოტენციალის მიმართ, (27) ფორმულებით განისაზღვრება 

დენები კონტაქტებში. 

მოდელს, რომელშიც გამოყენებულია ზემოთ ჩამოთვლილი დაშვებები და 

აღიწერება (26)-(27) ტოლობებით, ეწოდება კვაზისამგანზომილებიანი მოდელი. 

კვაზისამგანზომილებიანი მოდელი განიხილება ბიპოლარული 

ტრანზისტორისათვის: 

 

z 

0 x 

y 
K B E 

n+ 
p 

    III            II            I                 II            III
n 

ნახ. 2. ბიპოლარული ტრანზისტორის სამსექციიანი მოდელი



რომელშიც გამოყოფილია სამი დამახასიათებელი უბანი, რომლებიც 

განსხვავდებიან მინარევების განაწილების პროფილით და ე.ი. დიფუზიური შრეების 

კუთრიგამტარებლობათა სიდიდეებითაც. უბანი I – ტრანზისტორის აქტიური უბანია 

ემიტარის ქვემოთ; უბანი II – პასიური უბანი ემიტერის გარეთ; უბანი III – 

პერიფერიული უბანი ბაზის გარეთ. 

ყოველი  წერტილისათვის თითოეულ უბანში ფუნქციები ( y,x ) ( )uJ kRe  და -ს 

მნიშვნელობები (27)-ის მარჯვენა მხარეში – ერთნაირია. 

ρ

1. ტრანზისტორის ბაზის აქტიური უბნისათვის 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).,,1,,1,,, ''''
Re bkkIbeeNbkbek uzyJuzyJuuzyJ αα −+−=   (28) 

დენის გადაცემის კოეფიციენტები '
I

'
N α,α  და np −  გადასასვლელების დენების 

სიმკვრივეები ( ) ( )bk
'
kbe

'
e uJ,uJ  განისაზღვრება ერთგანზომილებიანი 

ტრანზისტორული სტრუქტურების გათვლების შედეგად. np −  გადასასვლელის 

ვოლტ-ამპერული მახასიათებლები აპროქსიმირდება ცნობილი ტოლობებით [52,53]: 

( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−= 1
Te

be
bobe

'
e φm

z,yuexpJu,z,yJ  

( ) ( ) ,
φm
z,yuexpJu,z,yJ
Tk

bk
kobk

'
k

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−= 1  

სადაც ,  ( z,yube ) )( z,yubk  ბაზის პოტენციალებია ემიტერისა და კოლექტორის 

კონტაქტების მიმართ; npJko,Jeo −  გადასასვლელების სითბური უკუდენების 

სიმკვრივეებია; npm,m ke −  გადასასვლელის მასშტაბური კოეფიციენტებია. 

კოლექტორის აქტიური უბნისათვის 

( ) ( ) ( ).u,z,yJu,z,yJαu,u,z,yJ bk
'
kbe

'
e

'
Nbkbepek −=    (29) 

 
(28)-ისა და(29)-ის გაერთიანებით მიღებულია განტოლებათა სისტემა, რომელიც აღწერს 

ელექტრული პოტენციალების განაწილებას ბაზასა და კოლექტორში: 

   ( ) ( ) ( )[ ]'k'
I

'
e

'
N

'
b

'
be JαJαρz,yuΔ −+−= 11      (30) 

 

     ( ) ( ),JJαρz,yuΔ '
k

'
e

'
N

'
k

'
bk −=      (31) 



სადაც kb ρ,ρ  ბაზისა და კოლექტორის კუთრი წინაღობებია, განსაზღვრული 

ერთგანზომილებიანი სტრუქტურის მიხედვით. 

2. პასიური უბნებისათვის ემიტერის გარეთ: 

( ) ,Jρz,yuΔ ''
k

''
b

''
be =        (32) 

( ) .Jρz,yuΔ ''
k

''
k

''
bk −=       (33) 

3. კოლექტორის პერიფერიული უბნებისათვის: 

0='''bkuΔ       (34) 

სასაზღვრო პირობები (30)-(34) განტოლებებისათვის ფორმირდება 

შემდეგნაირად: 

a. ომური კონტაქტების ფარგლებში პოტენციალები არაა დამოკიდებული 

კოორდინატებზე 

( ) ( ) ,Az,y,uz,yu ynp ∈=     (35) 

სადაც A  შესაბამისი ომური კონტაქტების ფართობია; 

b. დიფუზიური არეების გარე საზღვრებზე 

( ) ,
n
z,yu 0=

∂
∂

      (36) 

გ. შიგა i -ური და (  უბნების საზრვრებზე )1+i

( )

( )( )
( ) ( )

( )( )
( ) ;
n

z,yu
ρn

z,yu
ρ i

i

ii

i

i 1

1

1
11

+

+

+ ∂
∂

−=
∂

∂
    (37) 

( )( ) ( )( ).z,yuz,yu ii 1+=       (38) 

 (30)÷(34) კერძოწარმოებულიანი დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემის 

ამოსახსნელად (35)÷(38) სასაზღვრო პირობებით გამოყენებულია სასრულ სხვაობათა 

მეთოდი. თანაბარი ბადის  და  წერტილებში ჩვეულებრივი წრფივ ალგებრულ 

განტოლებათა სისტემა შემდეგნაირად ჩაიწერება: 

i m

( ) ( ) ( )

M...,,m;N...,,i
,JzΔyΔρ

uzΔyΔyΔuuzΔuu

m,im,i

m,im,im,im,im,i

2121

2
22

222
11

2
11

==
=

=+−+++ +−+−

  (39) 



სადაც  სტატიკური დენის ჯამური სიმკვრივეა, რომელიც ინჟექტირდება m,iJ np −  

გადასასვლელებიდან წერტილში კოორდინატებით . mi z,y

 სისტემის რიგი ტოლია 2MN  (თანამამრავლი 2 ითვალისწინებს იმ ფაქტს, რომ 

პოტენციალის განაწილება განისაზღვრება ორ არეში – ემიტერსა და კოლექტორში). 

 (39) განტოლებათა სისტემა იხსნება მიმდევრობითი ზემოთა რელაქსაციის 

მეთოდით ან სხვა რელაქსაციური მეთოდებით [55]. 

სასაზღვრო ამოცანები და ამოხსნის მეთოდები. ნაშრომებში [9, 48, 49] 

გადმოცემულია მათემატიკური ფიზიკის დირიხლესა და ნეიმანის ამოცანებისათვის 

ფუნქციონალური განტოლებების გამოყენების მეთოდის ძირითადი იდეა. მოცემულია 

თეორემები მიღებული წრფივი აკგებრული განტოლებათა სისტემის ამოხსნადობისა და 

ერთადერთობის შესახებ, ასევე ძირითადი ფუნქციონალური განტოლების 

მიახლოებითი ამოხსნის მეთოდების კრებადობის შესახებ. უნივერსალურობის 

თვალსაზრისით აღნიშნული მეთოდი არაფრით ჩამორჩება სასაზღვრო ამოცანების 

ამოხსნის მეტლაკლებად გავრცელებულ მეთოდებს: ვალირაციულ მეთოდს და 

სასრული სხვაობების მეთოდს. 

 ასევე განხილულია ფუნქციონალური განტოლებების მეთოდის გამოყენება 

ჰარმონიული ფუნქციების თეორიის ძირითადი სასაზღვრო ამოცანებისათვის. თუმცა ეს 

მეთოდები, მნიშვნელოვანი ცვლილებების გარეშე, შეიძლება გამოყენებული იყოს 

ელიფსური ტიპის სხვა განტოლებებისა და განტოლებათა სისტემებისათვის. ნაჩვენებია 

მეთოდის გამოყენების შესაძლებლობა პარაბოლური და ჰიპერბოლური ტიპის 

დიფერენციალური განტოლებების ზღვრული ამოცანების ამოსახსნელად, ასევე 

წყვეტადკოეფიციენტებიანი განტოლებების ამოხსნისათვის. ახალი მეთოდი სხვა, 

ცნობილი მეთოდებისაგან განსხვავდება იმითაც, რომ მისი გამოყენება შესაძლებელია 

ასევე იმ ამოცანების რეალიზაციისათვის, რომლებიც მიიყვანებიან სინგულარულ 

ინტეგრალურ განტოლებებამდე. 

 მეთოდის არსი მდგომარეობს შემდეგში: ვთქვათ,  არე შემოსაზღვრულია 

საკმარისად გლუვი, შეკრული 

iB

S  ზედაპირით, SBBi e += , ხოლო  - გარე 

უსასრულო არეა ასევე 

eB

S  საზღვრით. დავუშვათ ( ) ( )iB,xu x∈  ორჯერ უწყვეტად 



დიფერენცირებადი ფუნქციაა -ში iB { }( )321 x,x,xx =  და ის წარმოადგენს ლაპლასის 

განტოლების ამოხსნას. თუ განვიხილავთ ერთგვაროვან განტოლებებს, რომელთა 

ამოხსნებამდეც დაიყვანება არაერთგვაროვანი განტოლებების ამოხსნებიც რომელიმე 

კერძო ამონახსნის საშუალებით, მაშინ ადგილი ექნება ტოლობას: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

Sy,Bx

dSyφ
y,xr

ψ
y,xrnπ

xu

i

S y

∈∈

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

= ∫∫
11

4
1

nπ
dSy

S y∂
∂

− ∫∫4
1

  (40) 

სადაც ( ) Suyψ =  და ( )
Sn

uyφ
∂
∂

=  

და სამართლიანია ფუნქციონალური განტოლება: 

( ) ( ) ( ) ( )

ei

SS
Bx

dSyφ
y,xrπ

dSyψ
y,xrnπ

∈

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

= ∫∫∫∫
1

4
11

4
10

   (41) 

n∂
∂

- არის S  ზედაპირია შიგა ნორმალი წარმოებული Sy∈  წერტილში. 

 (41) განტოლებიდან განისაზღვრება უცნობი ფუნქცია  - დირიხლეს 

ამოცანისათვის ან  - ნეიმანის ამოცანისათვის ქვემოთ ჩამოთვლილი მეთოდთაგან 

ერთ-ერთით: 

( )yφ
( )yψ

1. უნდა აიგოს უცნობი ფუნქციის ფურიეს მწკრივად გაშლის კოეფიციენტები სრული, 

ორთოგონალურ ფუნქციათა სისტემის მეშვეობით; 

2. (41) ფუნქციონალური განტოლება უნდა შეიცვალოს, მექანიკური კუბატურის 

ფორმულის საშუალებით, რომლის ამოხსნებიც წარმოადგენენ უცნობი ფუნქციის 

მნიშვნელობებს S  ზედაპირის ცალკეულ წერტილებში. 

 მიღებული მნიშვნელობების ჩასმით (40) ტოლობაში განისაზღვრება საძებნი 

 ფუნქციის მნიშვნელობა დირიხლეს ან ნეიმანის ამოცანისათვის -ის ნებისმიერ 

შიგა წერტილში (ითვლება, რომ მოცემულია ან 

( )xu iB

( )yφ  ფუნქცია ან  ფუნქცია). (yψ )



 განიხილება  არე საკმარისად გლუვი, შეკრული  ზედაპირით, რომელიც 

მთლიანად მოიცავს 

1V 1S

V  არეს S - ზედაპირით და ( )1S 0>,Srmin , სადაც ( )1S,S  არის 

მანძილი S -სა და -ს შორის. შემოვიტანოთ აღნიშვნა: 1S

( )[ ] ( ) ( )...,,i,xWx,xr SiSi 211 ==−  

სადაც SxS ∈ , ხოლო  წარმოადგენს  ზედაპირზე განლაგებული წერტილთა 

სიმრავლის ელემენტებს. ამის შემდეგ მტკიცდება 

1Sxi ∈ 1S

( )Si xW  ფუნქციათა სისტემის 

სისრულე  და 2L C  სივრცეებში. ცნობილია, რომ თუ ( ){ }yWi  სისტემა წრფივად 

დამოუკიდებელია გილბერტის სივრცეში, მაშინ შესაძლებელია ისეთი ( ){ }yφi  

ორთოგონალური სისტემის აგება, რომლის ელემენტებიც იქნება  სისტემის 

ელემენტების წრფივი კომბინაცია. ადგილი აქვს პირიქით დებულებასაც: შვარცის 

ორთოგოლიზაციის პროცესის შედეგად ადგილი ექნება ტოლობას: 

( ){ yWi }

( ) ( )yWAyφ k

i

k
i,ki ∑

=
=

1
, 

( ) ( )yφAyW k

i

k
i,ki ∑

=
=

1
. 

 -ით აღნიშნულია ფურიეს კოეფიციენტები iΦ ( )yφ  ფუნქციისათვის ( )yφi  

ფუნქციების მიმართ. მაშინ: 

( ) ( ) ( ) y
S

dSyφyφyφ 1∫∫= . 

(41) განტოლება 1Sxk ∈  წერტილებისათვის მიიღებს სახეს: 

( ) ( ) ( )...,,kFdSyWyφ ky
S

21==∫∫  

სადაც 

( ) ( ) yk
S y

k dSyW
n

yF ∫∫ ∂
∂

= ψ  

პირველი i  განტოლების -ზე გამრავლებისა და მათი შეკრების შემდეგ მიიღება: kiA



( ) ( ) ( ) ( ) .FAΦdSyφyφdSyWAyφ k

i

k
i,kyi

S
yk

i

k
i,k

S
∑∫∫∑∫∫
==

===
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დირიხლეს ამოცანისათვის kF  - ცნობილია, ხოლო -ები შეიძლება ნაპოვნი იქნეს 

ორთოგონალიზაციის პროცესში, ე.ი. -ები ცნობილია, ეს კი ნიშნავს, რომ 

kiA

iΦ ( )yφ  

ფუნქცია განსაზღვრულია. 

 სამეცნიერო ლიტერატურის გარკვეული ნაწილი ეხება ელიფსური 

განტოლებებისათვის გარე სასაზღვრო ამოცანების ამოხსნის მეთოდებს. 

 [40, 62] ნაშრომებში აღწერილია ელიფსური ტიპის განტოლებების გარე 

სასაზღვრო ამოცანების აპროქსიმაციის მეთოდი შიგა სასაზღვრო ამოცანებით. 

 განხილულია ნეიმანის გარე სასაზღვრო ამოცანა 

( ) 30 RΩp,puΔ ∈∈=  

( ) Sp,pφ
n
u

ss
S

∈=
∂
∂

      (42) 

;u 0→   როცა ∞→p  

u  არის ელექტრული ველის პოტენციალი და ის  პოტენციალის 

გაგრძელებას წარმოადგენს. 

Ω\Ru 3
0 ∈

Ω

0u

 Γ  ზედაპირი  აგებულია S  

ზედაპირის გარეთ . 
SΓ  ( )ΩΓ ∈ Γ  და S  

ზედაპირებს შორის მანძილი ბევრად მეტია 

თვით S  ზედაპირის ზომებთან შედარებით, 

ისე რომ გარკვეული სიზუსტით 

სრულდებოდეს პირობა: 

 

( )pu
ნახ.3. სამგანზომილებიანი  არე 

ნეიმანის გარე სასაზღვრო 
ამოცანისათვის u 0= . Γ

ამის შემდეგ დირიხლეს გარე ამოცანა იცვლება შესაბამისი შიგა ამოცანით ( Γ -სა და S -

ს შორის მოთავსებული არისათვის - ) 1Ω Ωu∈  ფუნქციის ნაცვლად განიხილება 

აღნიშნულ შიგა არეში განსაზღვრული ფუნქცია G . შესაბამის სასაზღვრო ამოცანას 

ექნება შემდეგი სახე: 



( ) ( ) (

( ) ( ) (

)

)
.G

;xxδxxδxxδI

xxδxxδxxδIGΔ

Γ

jj

m

j
jj

kk

n

k
kk

0

3322
1

112

3322
1

111

=
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∑
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ასეთი ამოცანის ამოხსნა არ წარმოადგენს სირთულეს და ის ტოლია: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ] .xxxxxxI

xxxxxxI
π

x,x,xGΔ
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jjjj
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∂
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  - დირაკის ფუნქციაა. δ;SS,S jk ∈21

 ფუნქცია G  მიახლოებით ემთხვევა ნაშრომში მოყვანილი ძირითადი სასაზღვრო 

ამოცანის ამოხსნას, ე.ი. 

1Ωp,Gu ∈≈  

ამიტომ ეს არის გარე სასაზღვრო ამოცანის მიახლოებითი ამოხსნა. 

 ნაშრომებში [22, 64] განხილულია ორწერტილიანი სასაზღვრო ამოცანების 

ამოხსნის მეთოდი ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლებათა სისტემებისათვის, 

რომელიც დაიყვანება ქვეამოცანების მიმდევრობამდე, რომლებიც იხსნება კოშის 

ამოცანის ე.წ. რედუქციის მეთოდით. 

 არაწრფივი სასაზღვრო ამოცანების ამოხსნისას ძალზე აქტუალურია საწყისი 

მიახლოების არჩევის პრობლემა, რამდენადაც სწორედ ამ არჩევანზეა დამოკიდებული 

მიახლოებითი ამოხსნის კრებადობის საკითხი. 

 მოცემული მეთოდი საშუალება იძლევა გვერდი ავუაროთ იმ სირთულეს, რაც 

გამოწვეულია საწყისი მიახლოების არჩევის სირთულესთან, რადგანაც საწყისი ამოცანა 



იცვლება ისეთი ქვეამოცანების სიმრავლით, რომელთაგან თითოეული მათგანისათვის 

ადვილია ამოხსნასთან მიახლოებული საწყისი მიახლოების პოვნა. 

 [7,66] შრომებში განხილულია კერძოწარმოებულიანი დიფერენციალური 

განტოლებების შემცველი სასაზღვრო ამოცანების ინტეგრალურ განტოლებებამდე 

მიყვანის მეთოდები. ცნობილია ამ მიზნის მიღწევის რამოდენიმე მეთოდი: უშუალო 

ინტეგრება საწყისი და სასაზღვრო პირობების გათვალისწინებით, ე.წ. გავლენის 

ფუნქციის მეთოდი, ინტეგრალური გარდაქმნის მეთოდი, პოტენციალის თეორიის 

მეთოდი, გრინის ფუნქციის მეთოდი და სხვა. [66]-ში შემოთავაზებულია ინტეგრალურ 

განტოლებებზე მიყვანის, გარკვეულწილად, უნივერსალური მეთოდი, რომლის 

რეალიზაციისთვისაც საკმარისი მინიმალური რაოდენობის პირობების შესრულება. 

 მეთოდის სქემა ასეთია: განვიხილოთ დიფერენციალური ამოცანა: 

gLu =       (43) 

ψuM S =       (44) 

L  დიფერენციალური ოპერატორია (ზოგად შემთხვევაში – არაწრფივი), M  -  

სასაზღვრო პირობების შესაბამისი ოპერატორია (შესაძლებელია, ასევე 

დიფერენციალური). S  წარმოადგენს V  არის შემომსაზღვრელ ზედაპირს, ხოლო g  და 

ψ  ცნობილი ფუნქციებია. 

 დაშვებულია, რომ (43)-(44) სასაზღვრო ამოცანას აქვს ერთადერთი ამონახსნი V –

ში. შემდეგ V  არეში გამოყოფილია რაიმე კანონიკური ზედაპირი K . -ს მნიშვნელობა u
K –ზე აღნიშნულია -ით. (4)-(5) ამოცანის ნაცვლად ამოხსნილია შემდეგი ამოცანა φ

gLu =       (45) 

φuM K =       (46) 

სადაც ოპერატორი N  და ზედაპირი K  არჩეულია ისე, რომ (45)-(46) ამოცანას ჰქონდეს 

ამოხსნა, როგორც K -ს შიგნით, ასევე მის გარეთ. გარდა ამისა, აუცილებელია, რომ (6)-

(7)-ის ამოხსნა მარტივად ასაგები იყოს. ვთქვათ ეს ამოხსნაა 

( ),g,φΓu =      (47) 
სადაც Γ  ცნობილი (ზოგად შემთხვევაში – დიფერენციალური) ოპერატორია; - 

უცნობი ფუნქციაა. თუ (47) ფორმულა აღწერს (45)-(46) ამოცანის როგორც შიგა, ასევე 

გარე ამოხსნას, მაშინ (45) გამოყენებით (46)-დან მიღებულია შემდეგი: 

φ



( ) .ψg,φΓM S =       (48) 

 საზოგადოდ, როგორც ცნობილია, (48) განტოლების ამოხსნის მეთოდები 

ცნობილია და სირთულეს არ წარმოადგენს. (48)-დან ამოხსნილია  ფუნქციის 

მნიშვნელობა და შემდეგ (47) ფორმულით განსაზღვრულია საძიებელი ფუნქცია u . 

φ

 [66] ნაშრომში აღნიშნული მეთოდით ამოხსნილია ორგანზომილებიანი 

დირიხლეს ამოცანა ლაპლასის განტოლებისათვის: 

,uΔ 0= G -ში  (49) 
y L,ψu

L
=

uΔ 0=

-ზე  (50) L 

ამ ამოცანის ნაცვლად ამოხსნილია 

შემდეგი ამოცანა: 

,  (51) 
φu CR =   (52) 

RCR  რადიუსიანი წრეა L -ის შიგნით. 

კოორდინატთა სისტემის სათავე 

ემთხვევა წრის ცენტრს. ასეთ 

შემთხვევაში (51)-(52) ამოცანის ამოხსნას წარმოადგენს პუასონის ინტეგრალი: 

( )
( )

( )
,

RθsinyθcosxRyx

θdθφRyx

π
y,xu

π

π
∫
− ++−+

−+
= 222

222

22
1

   (53) 

რომელიც განსაზღვრავს როგორც (51)-(52) ამოცანის როგორც შიგა, ისე გარე ამოხსნას. 

(50) პირობის გამოყენებით მიღებულია ფრეგოლმის ტიპის ინტეგრალური განტოლება 

-ს მიმართ: φ

( ) ( ) ( )[ ] ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

,
RθsintyθcostxRtytx

θdθφRtytx
π

tψ
π

π
∫
− ++−+

−+
= 222

222

22
1

 

სადაც  და ( )tx ( ) Lty  კონტური პარამეტრული განტოლებებია. -ს განსაზღვრის 

შემდეგ მიიღება (49)-(50) ამოცანის ამოხსნა. 

φ

 მათემატიკური ფიზიკის მეთოდებისადმი მიძღვნილ სამეცნიერო 

ლიტერატურაში საკმაო ადგილი უკავია სასაზღვრო ამოცანების ამოხსნის ე.წ. 

RC
x

RC  G  

ნახ.4. ორაგანზომილებიანი შემოსა-
ზღვრული არე, დირიხლეს ამოცანისთვის 



ნიუტონის მოდიფიცირებულ მეთოდს [11,64]. ეს მეთოდი ეხება სუსტად არაწრფივი 

განტოლების 

( )u,xfuΔ =       (54) 
დირიხლეს ამოცანის ამოხსნის პრობლემას და, ასევე ელიფსური ტიპის განტოლების 

( ) ( ) ( )[ ]0≥=− xCxFuxCuΔ  
ამოხსნების ექსტრმალურ თვისებებს. 

 (54) განტოლება განიხილება შემდეგ სასაზღვრო პირობასთან ერთად. 

  ( ),xφu XGS =       (55) 

სადაც ( ) ( ) ( ) ( );SCxφ,DCxu ∈∈ 2  აქ  წარმოადგენს არეს -განზომილებიან 

ევკლიდის სივრცეში, ხოლო 

D n

S  - მისი შემომსაზღვრელი ზედაპირია. 

 უნდა აღინიშნოს, რომ (54)-(55) სასაზღვრო ამოცანა დასმულია -

განზომილებიან სივრცეში, მაგრამ ამოხსნილია სიბრტყეზე (ორგანზომილებიან 

ევკლიდის სივრცეში): 

n

( ) ( ) ( ) ( )( ),dyyu,yfy,xGSd
V
Gxφxu

D
y

S
∫∫∫ −

∂
∂

−=  

სადაც  (54)-(55) სასაზღვრო ამოცანის შესაბამისი გრინის ფუნქცია. ( y,xG )
 გარდა ზემოთ მოყვანილი ტიპიური მეთოდებისა ფართოდ გამოიყენება 

სასზღვრო ამოცანების ამოხსნის რიცხვითი მეთოდები, მათ შორის, სასრულო-

სხვაობების მეთოდი, რომელიც ყველაზე ხშირად მოიხსენიება იმ სამეცნიერო 

ლიტერატურაში, რომელიც ეძღვნება მათემატიკურ მოდელირებას 

მიკროელექტრონიკაში [13, 16, 20, 35÷47]. წინამდებარე ნაშრომის მიზნებისა და 

ძირითადი შედეგებიდან გამომდინარე, განვიხილოთ აღნიშნული მეთოდი პუასონის 

განტოლების შემცველი სასაზღვრო ამოცანისათვის. [36, 58]-ში განიხილება  

სიბრტყეზე შემოსაზღვრული არე 

210 xx

G , საზღვრით Γ . Γ=GUG  არეში განსაზღვრულია 

 ფუნქცია, რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ დიფერენციალურ განტოლებას  u

( ) ( ) Gx,xx,xfuΔ ∈=−= 21     (56)  

და სასაზღვრო პირობას  

( ) ( ) Γx,xx,xgu ∈== 21      (57) 



სადაც  და  მოცემული ფუნქციებია. ( )xf ( )xg
 (56), (57) სასაზღვრო ამოცანის სასრულო სხვაობებიან ამოცანად 

აპროქსიმაციამდე განმარტებულია, რომ G –ში დისკრეტული ბადის აგების დროს 

გათვალისწინებული უნდა იყოს Γ  საზღვრის სპეციფიკა. ბადე უნდა იყოს ისეთი, რომ 

მასზე (56), (57) ამოცანის აპროქსიმაცია მაქსიმალურად ხელსაყრელად უნდა 

წარიმართოს. მაგალითად, თუ G  არის მართკუთხედი, რომლის გვერდები 

კოორდინათა ღერძების პარალელურია, ანუ 

( ){ },,α,bxax,xxG ααα 2121 =<<==  

მაშინ მართკუთხა თანაბარი ბადის ბიჯები  და  უნდა იყოს შესაბამისობაში 

გვერდების სიგრძეებთან. კერძო სასურველია ბიჯები შენდეგნაირად აირჩეს: 

1h 2h

( ) ( ) ,, 22221111 NabhNabh −=−=     (58) 

სადაც  და  მთელი რიცხვებია. მაშინ ბადე იქნება შემდეგი წერილების 

სიმრავლე  

01 >N 02 >N

( ) ( )( ) ( ){ }
.2,1,0

, 2
2

1
1

=≤≤
+===

α
ω

αα

ααα
α

α

Ni
hiaxxxx iii

i     (59) 

სიმრავლე 
{ }2211 00 Ni,Nixω i <<<<=  

არის შიდა ω  ბადის კვანძების სიმრავლე, ხოლო  

( ) ( )( ){ ,N,ix,xxω\ωγ ii
i 11

2
2

1
1 0====  

220 Ni <<    და  }2211 00 N,i,Ni =<<  

წარმოადგენს ამ ბადის საზღვრის კვანძებს. 

 აგებულ ω  ბადეს ახასიათებს ის განსაკუთრებულობა, რომ ის თანაბარია 

თითოეული მიმართულებით ( )21 x,x  და მისი საზღვარი  მდებარეობს 

მართკუთხედის 

γ

Γ  საზღვარზე. აღსანიშნავია, რომ ბიჯები სპეციალურად რომ არ 

ყოფილიყო არჩეული, მაშინ ან ბადე უნდა ყოფილიყო არათანაბარი, ან ბადის საზღვარი 

 ან მისი ნაწილი ვერ დაემთხვეოდა γ Γ –ს. 



 აგებულ ბადეზე (56)-(57) სასაზღვრო ამოცანის აპროქსიმირება ხდება 

შემდეგნაირად 

( ) ( ) ωx,xx,xfyΛ ∈=−= 21      (60) 

( ) ( ) ,γx,xx,xgy ∈== 21       (61) 

სადაც  ბადის ხუთწერტილოვანი ოპერატორია: Λ

( ) ( ) ( ) ( ) .yyy
h

yyy
h

yyyΛ

iiii

xxxx

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−++−=

=+=

−+−+ 1111

21

2121
2
1

2
1

21

   (62) 

ω  ბადეზე შესაძლებელია (56)-(57) ამოცანის სხვა სახის აპროქსიმაციაც. კერძოდ,  

( ) ωx,xφy'Λ ∈−=      (63) 

                   ( ) γx,xgy ∈=                            (64) 

სადაც 'Λ  ცხრაწერტილოვანი ოპერატორია: 

.yΛΛhhyΛy'Λ 21

2
2

2
1

12
+

+=      (65) 

 ამის შემდეგ განიხილება აპროქსიმაცია მრუდწიროვანი საზღვრის მქონე 

არისათვის. კერძოდ, იმ შემთხევისათვის, როცა G  წარმოადგენს წრეს. ბადე 

ფორმირებულია პოლარულ კოორდინატებში. კოორდინატთა სისტემის სათავე 

ემთხვევა G  წრის ცენტრს: 

( ){ }.Rxxx,xxG 22
2

2
121 <+==  

 (56) განტოლებას პოლარულ კოორდინატებში შემდეგი სახე აქვს [3, 51, 62]:  

( ).φ,rfuLuL
φ
u

rr
ur

rr
uΔ φrφ,r −=+=

∂
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+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

= 2

2

2
11

  (66) 

როგორც ცნობილია [29, 33] მეთოდის ეფექტურობა იზრდება, თუ 0=r  წერტილი არ 

ჩაერთვება ბადის კვანძებში, ხოლო მისგან უახლოესად მდგარი წერტილები 

მოთავსებული იქნებიან 0,5 rh  მანძილზე, სადაც rh  ბადის ბიჯია r –ის მიმართულებით. 

იმისათვის, რომ გამარტივდეს აპროქსიმაცია, საზღვარზე, ფორმირებულია შემდეგი 

სახის ბადე: 



( ){ ( ),N,N...,,,n,h,nrφ,rω rnmn 121050 −=+==  

( ) ,mhφ,,NRh φmr =+= 50  

}.M/πh,...,,m φ 210 ==  

შიგა საკვანძო წერტილების სიმრავლე  

( ){ ,N...,,,nGφ,rω mn 1210 −=∈=  

},M,...,,m 110 −=  

ხოლო საზღვრის კვანძები ეკუთვნიან სიმრავლეს ω\ωγ =  და აქვთ კოორდინატები 

. ( ) 110 −= M,...,,m,φ,R m

 ასეთ ბადეზე (56)-(57) ამოცანა აპროქსიმირდება შემდეგი ამოცანით: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

∈=
∈+=
∈−=+=

.γφ,r,φgy
,ωφ,r,πφ,ryφ,ry
,ωφ,r,φ,rλyΛyΛyΛ φ

2
2

    (67) 

ნაშრომებში [41, 42] განხილულია პუასონის განტოლების სასაზღვრო ამოცანის 

(56-57) აპროქსიმაცია ნებისმიერი ფორმის მქონე Γ  წირით შემოსაზღვრულ G  არეზე. 

თუმცა აქვე აღნიშნულია, რომ Γ –ს მოეთხოვება საკმარისი სიგლუვე. ( )Gω  ბადის 

მისაღებად არეში ΓGUG = ,  სიბრტყეზე მოიცემა თანაბარინტერვალიანი, 

მართკუთხა ბადე 

21xox

Ω , რომელიც წარმოადგენს პარალელური წრფეების ორი ოჯახის: 

 და  111 hix = 222 hx i= ( )...,i ,1 2±±=  გადაკვეთის წერტილებს. წერტილები 

( ) ( )( )== 1
1
i

i xx 2
2
ix,  = ( ) Ω22h11 ,hi i  ბადის საკვანძო წერტილებია. კვანძებს ( )21 x,xx =  

და  ეწოდება მეზობელი კვანძები თუ ( 21 'x,'x )'x =

1''

2

22

1

11 =
−

+
−

h
xx

h
xx

 

ან 
,'ii'ii 12211 =−+−  



( )21,αh'i'x,hix αααααα ===სადაც , ასე 

რომ αα 'ii −  სიდიდე ტოლია 1–ის ან 0–ის. 

( ){ }Ghi,hixω ∈== 2211  წერტილთა 

სიმრავლე წარმოადგენს ( )2211 hi,hix =  

კვანძების სიმრავლეს G –ს შიგნით. ასეთ 

კვანძებს ეწოდება ( )Gω  ბადის შიგა 

კვანძები. ωxi ∈  შიგა კვანძს ეწოდება 

რეგულარული კვანძი, თუ მისი ოთხივე 

უახლოესი მეზობელი კვანძი, რომელიც 

ქმნის –თან ერთად ხუთწერტილოვან 

კვანძს, ე.წ. «ჯვარს», ეკუთვნის 

ix

G –ს. რეგულარული შიგა კვანძების სიმრავლე 

აღვნიშნოთ ω& –ით. თუ თუნდაც ერთ-ერთი კვანძი, -ის მეზობელი კვანძებიდან არ 

ეკუთვნის 

ix

G –ს (ე.ი. არ ეკუთვნის არც G –ს და არც Γ –ს) მაშინ ასეთ  კვანძს ეწოდება 

ბადის არარეგულარული კვანძი. ყველა არარეგულარული კვანძის სიმრავლეც 

აღნიშნულია 

ix

ω( –ით; ასე, რომ ,1h11 ix =  ,222 hix =   წრფეების Γ –სთან გადაკვეთის 

წერტილებს ეწოდება სასაზღვრო კვანძები. სასაზღვრო კვანძების სიმრავლე 

აღნიშნულია γ –თი. 

   2x

 ამის შემდეგ დასმულია სასრულო 

სხვაობებიანი ამოცანა, რომლითაც ხდება 

(56)-(57) სასაზღვრო ამოცანის 

აპროქსიმაცია ω  ბადეზე.  

 (56) განტოლება შიდა რეგულარულ 

კვანძზე აპროქსიმირდება 

ხუთწერტილიანი შაბლონით. სასაზღვრო 

კვანძებში  მოცემულია საძებნი ფუნქციის 

მნიშვნელობა 

γ

( ) .γx,xgy ∈=  

ω
γ  

1x  

ω  

ნახ.5. თანაბარინტერვალიანი მართ-
კუთხა ბადე, პუასონის ამოცანის  
       აპროქსიმაციისთვის 

   

2x  

4  

3 

2  

1- 1h
1h  

ნახ.6. არათანაბარინტერვალიანი მართ-
კუთხა ბადე, პუასონის ამოცანის  
       აპროქსიმაციისთვის 

 

1x  



რაც შეეხება აპროქსიმაციას არარეგულარულ ω(  კვანძებში, ამ შემთხვევისთვის 

განხილულია რამოდენიმე ვარიანტი: ნულოვანი რიგის ინტერპოლაცია, პირველი 

რიგის ინტერპოლაცია და აპროქსიმაცია არათანაბარ ბადეზე. ამათგან სასაზღვრო 

ამოცანის ამოხსნის მეტნაკლებად სასურველ სიზუსტეს უზრუნველყოფს ბოლო 

ვარიანტი, რომელიც მდგომარეობს შემდეგში: ω(  კვანძები განიხილება, როგორც შიდა 

და (40) განტოლება აპროქსიმირდება ხუთწერტილიანი შაბლონით არათანაბარ ბადეზე. 

არარეგულარული შაბლონის ერთ-ერთი შესაძლო ვარიანტი მოცემულია ნახაზზე. 

პუასონის განტოლების აპროქსიმაციას შემდეგი სახე აქვს: 

( ) 04022
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სადაც ( ) ∗∗+= αααα h,hh,h 50  – მანძილია x–დან ( ) yx ∈− α1   კვანძამდე. 

 G  არის შიგა კვანძებში აპროქსიმირებული განტოლებებით დგება ალგებრულ 

განტოლებათა სისტემა, რომელიც უცნობებად შეიცავს შიდა კვანძებში საძებნი 

ფუნქციის მნიშვნელობებს. აღნიშნული განტოლებათა სისტემის ამოხსნის შედეგად 

მიღებული მნიშვნელობებით ხდება ( )xu  ფუნქციის ინტეპოლაცია [51, 67]. 

 

 

თავი II 

 

სამგანზომილებიანი სასაზღვრო ამოცანის დასმა პუასონის განტოლებისათვის 

ელექტრული ველის პოტენციალის მიმართ 

 



 მიკროსქემების ელემენტების ელექტროფიზიკური პარამეტრების შესწავლისას 

ჩვენ ვიყენებთ იმ ცნებებს, რომლებითაც სარგებლობენ კლასიკურ ელექტროდინამიკაში 

იზოლატორში განლაგებულ ნახევარგამტართა სისტემის ელექტროსტატიკური 

მდგომარეობის ინტეგრალური მახასიათებლების აგებისას. როგორც ცნობილია, ეს 

საკითხი მიიყვანება პუასონის დიფერენციალური განტოლებისათვის გარკვეული 

სასაზღვრო ამოცანის ამოხსნამდე, რაც რთული გეომეტრიული კონფიგურაციის 

შემთხვევაში, მეტად ძნელად გადასაწყვეტ ამოცანას წარმოადგენს. 

 განსახილველ შემთხვევაში შევეცდებით ანალოგიური პარამეტრებით 

დავახასიათოთ მიკროსქემის ელემენტთა ელექტროსტატიკური მდგომარეობა და 

ელექტროფიზიკური პარამეტრების განსაზღვრის საკითხი მივიყვანოთ არაწრფივი 

დიფერენციალური განტოლებებისათვის შესაბამისი სასაზღვრო ამოცანის ამოხსნამდე. 

 მიკროსქემების ელემენტთა ელექტროსტატიკური მდგომარეობა გამოირჩევა 

იმით, რომ შესაბამისი ელექტროსტატიკური ველის და მუხტების დამახასიათებელი 

პარამეტრების დროით წარმოებულები და, აგრეთვე ჯამური დენების სიმკვრივეების 

მნიშვნელობები სივრცის ყველა წერტილში, რომელიც ელემენტს უჭირავს, ნულის 

ტოლია. 

 დამუხტული ნაწილაკების თვალსაზრისით (ელექტრონები, ხვრელები) 

სტატიკური მდგომარება წარმოადგენს წონასწორულ თერმოდინამიკურ მდგომარეობას, 

რომელიც შეიძლება შესწავლილ იქნეს სტატისტიკური თერმოდინამიკის მეთოდების 

გამოყანებით, ყველა იმ განსაკუთრებულობების გათვალისწინებით, რომლითაც 

ხასიათდება განსახილავი სისტემა. თუ საკითხს ამგვარად დავსვავთ, მაშინ 

მნიშვნელოვან პარამეტრს, რომლითაც ცალსახად ახაისთებს დამუხტულ ნაწილაკთა 

წონასწორულ მდგომარეობას, წარმოადგენს განაწილების ფუნქცია. მისი საშუალებით 

შესაძლებელია განვსაზღვროთ მიკროსქემების ელემენტებში ელექტრონებისა და 

ხვრელების განაწილების კანონი ელექტროსტატიკური ველის პოტენციალის 

განაწილების მიხედვით. ამასთან დაკავშირებით უნდა აღვნიშნოთ, რომ დამუხტულ 

ნაწილაკთა განაწილების ფუნქცია შეიცავს ჭარბ ინფორმაციას და, განსახილავ 

შემთხვევაში, მისი გამოყენება მიკროელექტრონიკის თვალსაზრისით საჭირო 

პრაქტიკული პარამეტრების გამოსათვლელად შეიძლება მიზანშეწონილი არც იყოს. 



დასახული მიზანი შეიძლება მიღწეული იქნეს ნაკლები სირთულისა და მოცულობის 

ინფორმაციის გამოყენებითაც, კერძოდ ზოგიერთი ექსპერიმენტული მასალისა და 

ლეგირებულ კრისტალში ელექტრული პროცესების აღმწერი დიფერენციალური 

განტოლებების გამოყენებით. 

 ნახევარგამტარისა და დიელექტრიკებისაგან შედგენილი სისტემის 

ელექტროსტატიკურ მდგომარეობას უწოდებენ ისეთ მდგომარეობას, რომლის დროსაც 

სრულდება შემდეგი პირობები: ელექტრული ველის  პოტენციალისა და 

ელექტრონებისა და ხვრელების  და 

u

n p  კონცენტრაციების წარმოებულები დროით 

მთელ სამგანზომილებიან სივრცეში ნულის ტოლია: 

        00 =
∂
∂

=
∂
∂

t
n,

t
u

და 0=
∂
∂
t
p

    (2.1) 

 ასევე ელექტრული და ხვრელური დენების სიმკვრივეების მნიშვნელობები 

ნახევარგამტარის ყოველ წერტილში ნულის ტოლია: 

0=− ugradμnngradD nn , 

                   0=+ ugradμppgradD pp .    (2.2) 

 განსახილავი საკითხის გამარტივების მიზნით ჩვენ განვიხილავთ ისეთ 

შემთხვევას, როცა დიფუზიის კოეფიციენტი  და ძვრადობა D μ , ორივე ტიპის 

დამუხტული ნაწილაკებისათვის, აკმაყოფილებენ ეინშტეინის პირობას: 
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ეს პირობები სამართლიანია არაგადაგვარებული ელექტრონული და ხვრელური 

გაზების შემთხვევაში. ამ პირობების გათვალისწინებით (2.2)-დან ვღებულობთ: 
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KT
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საიდანაც ინტეგრებით მივითებთ: 
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quexpAn n ,   .

KT
quexpAp p ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=    (2.4) 

აქ  და  ინტეგრების  ნებისმიერი მუდმივებია; ისინი, შესაბამისად, ტოლი არიან 

ელექტრონებისა და ხვრელების კონცენტრაციებისა ნახევარგამტარის იმ წერტილში, 

nA pA



რომელშიაც ელექტროსტატიკური ველის პოტენციალი ნულის ტოლია ( )0=u . თუ 

ელექტრონებისა და ხვრელების ამ მნიშვნელობებს გავითვალისწინებთ პუასონის 

დიფერენციალურ განტოლებაში, მივიღებთ: 
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4 .  (2.5) 

ეს დიფერენციალური განტოლება შეიცავს ელექტროსტატიკური ველის პოტენციალს, 

-ს და ორ უცნობ მუდმივ სიდიდეს -ს და -ს, რომელთა განსაზღვრის მიზნით 

გამოიყენება [1, 5] ელექტრონეიტრალობის პირობა და მოქმედ მასათა კანონი. 

u nA pA

 თუ ლეგირებულ კრისტალს, რომელიც იზოლატორშია მოთავსებული და 

უჭირავს G  არე, გარედან გადაეცემა რაიმე  მუხტი, მაშინ ელექტრონეიტრალობის 

პირობა ასე ჩაიწერება [1]: 
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მოქმედ მასათა კანონი კი შემდეგი ტოლობით გამოიხატება: 

          (2.8) 2
inpn =⋅

ან 

      ,      (2.9) 2
ipn nAA =⋅

სადაც  სუფთა (არალეგირებულ) კრისტალში ელექტრონების (ხვრელების) 

კონცენტრაციაა. მას მუხტის მატარებლების საკუთრივ კონცენტრაციას უწოდებენ. 

in

 ინტეგრალური (2.7) და ალგებრული (2.9) ტოლობები, რომლებიც სამართლიანი 

არის ელელქტროსტატიკურ მდგომარეობაში, წარმოადგენენ იმ დამატებით პირობებს, 

რომელთა გამოყენებითაც შეიძლება განისაზღვროს საძიებელი  და  მუდმივები. nA pA

 ვთქვათ, სამგანზომილებიანი სივრცის რაიმე სასრული  შევსებულია 

ლეგირებული ნახევარგამტარით. სივრცის დანარჩენი ნაწილი  წარმოადგენს 

დიელექტრიკს, რომლის დიელექტრიკული მუდმივაა .  არეში არსებობენ 

ელექტრული ველის წყაროები: ელექტრონები, ხვრელები, იონიზირებული დონორები 
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0G

0ε 1G



და აქცეპტორები, ხოლო  არეში წყაროები არ არსებობენ.  იყოს 

ელექტროსტატიკური ველის პოტენციალი  არეში, ხოლო 

0G ( )321 x,x,xu

1G ( )3x210 ,x,xu  - 

პოტენციალი -ში.  გარედან გადაეცემა  რაოდენობის მუხტი. თუ 

გავითვალისწინებთ ელექტრული ველის წყაროების განაწილებას სამგანზომილებიანი 

სივრცეში, (2.5) ტოლობის თანახმად  და  ფუნქციები აკმაყოფილებენ შემდეგ 

დიფერენციალურ განტოლებებს: 
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1u 0u

( ), ( 32
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4 Gx,xMp
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∈− ) 11 ,x1 −= nN +uΔ    (2.10) 

( ) 010 0 ,x, 32 x, GxMuΔ ∈=  
სადაც  ნახევარგამტარის დიელექტრიკული მუდმივაა. ამის გარდა  არეში ადგილი 

აქვს ელექტრონეიტრალობის პირობას და მოქმედ მასათა კანონს, რომლებიც (2.7) და 

(2.9) ტოლობებით განისაზღვრებიან. 

1ε 1G

 -ით ავღნიშნოთ გამყოფი ზედაპირი, რომლის გასწვრივაც ნახევარგამტარი 

ეხება დიელექტრიკს. ამ ზედაპირზე სამართლიანია შემდეგი პირობები [5]: 
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აქ იგულისხმება, რომ  ზედაპირზე ჭეშმარიტი ელექტრული მუხტები არ არიან 

განლაგებული.  - ზედაპირის გარე ნორმალია. გარდა ამისა,  არე უსასრულოა, 

ამიტომ  ფუნქციისათვის ადგილი აქვს შემდეგ პირობას: 
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აქედან გამომდინარე იმ სასაზღვრო ამოცანას, რომელიც აღწერს ელექტროსტატიკურ 

მდგომარეობას ლეგირებული ნახევარგამტარისაგან და დიელექტრიკისაგან შედგენილ 

განსახილავ სისტემაში, შემდეგი სახე აქვს:  

ვიპოვოთ დიფერენციალური განტოლებების 
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( ) 03210 0 Gx,x,xM,uΔ ∈=      (2.13) 
 ისეთი რეგულარული ამოხსნა, რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 
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 იმ შემთხვევაში, როცა 

დიელექტრიკში მოთავსებულია 

არა ერთი ლეგირებული 

ნახევარგამტარი, არამედ რამო-

დენიმე: 

nG...G,G 21  (ნახ.1), მაშინ 

სასაზღვრო ამოცანა დაისმება 

შემდეგნაირად: 

ვიპოვოთ 
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  ( ) kGx,x,xM ∈321    (2.15) 

( ) 03210 0 Gx,x,xM,uΔ ∈=     (2.16) 

დიფერენციალური განტოლებების ისეთი რეგულარული ამოხსნები, რომლებიც 

აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობებს: 
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( ) .nAA kipknk
2=⋅  

sadac: 

ნახ.1. იზოლატორში მოთავსებული 
ლეგირებული ნახევარგამტართა 

სისტემა 

o  1x

2x  

3x  

2G

2S1G  
nG

1S  
nS0G



  -  ზედაპირის გარე ნორმალია; kν kS

  - ელექტროსტატიკური ველის პოტენციალია  არეში. ku kG

  და  - nkA pkA k -ური ნახევარგამტარის შესაბამისი მუდმივებია; 

 ( )kin  - k -ური ნახევარგამტარის საკუთრივი კონცენტრაციაა; 

  - kQ k -ური ნახევარგამტარისადმი გარედან მიწოდებული მუხტია; 

 AkDkk NNN −=  

  - დონორების კონცენტრაციაა  -ში; DkN kG

  - აქცეპტორების კონცენტრაციაა -ში; AkN kG

  - -ების შემომსაზღვრელი ზედაპირია, რომლის გასწვრივაც 

ნახევარგამტარები ეხებიან დიელექტრიკს. 

kS kG

 n...,,k 21= . 

 აღნიშნულ სასაზღვრო ამოცანაში არ მონაწილეობს რაიმე პირობა, რომელიც 

შეიცავს  ზედაპირებზე გარედან მოდებული პოტენციალის მნიშვნელობებს. ეს 

სასაზღვრო ამოცანა ასეთი სახით ასახავს სისტემის ელექტროსტატიკურ მდგომარეობას. 

თუ ნახევარგამტარული არეების ზედაპირების გარკვეულ ნაწილებზე მოდებულია 

ელექტრული პოტენციალები, რომელთა მნიშვნელობები არ არის დროის ფუნქცია, ამ 

შემთხვევაში საქმე გვექნება სტაცონარულ სასაზღვრო ამოცანასთან. ამ ტიპის 

სასაზღვრო ამოცანა არათანაბრადლეგირებული ნახევარგამტარით შევსებული 

kS

3RG∈  

სამგანზომილებიანი არისათვის, რომელიც შემოსაზღვრულია საკმაოდ გლუვი, 

შეკრული S  ზედაპირით, დაისმება შემდეგნაირად [7] (ნახ.2): 

 ვიპოვოთ ფუნქცია ( ) ( ),GMMu ∈  რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ 

დიფერენციალურ განტოლებას: 

( ) { }321 x,x,xM,MfuΔ == �G ,    (2.18) 

სადაც � � ( )Mf ( ) ( )MU,GC1 ( )GC 2  ( ( )GC1  და ( )GC 2  - G  არეში უწყვეტად 

დიფერენცირებადი და ორჯერ უწყვეტად დიფერენცირებადი ფუნქციების კლასებია, 

შესაბამისად).  
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დავუშვათ, S  - ზედაპირი შედგება სამი ნაწილისაგან:  (საზოგადოდ, 

შემადგენელი ნაწილების რაოდენობა შეიძლება ნებისმიერი იყოს) და საძებნი 

321 S,S,S

( )Mu  

ფუნქცია აკმაყოფილებს S –ზე შემდეგ პირობებს: 

( ) ( ) 11 1
SM,MψM Su ∈=     (2.19) 

( ) ( ) 22 2
SM,MψM Su ∈=     (2.20) 

( ) ( ) 33 3
SM,MφM Su ∈=     (2.21) 

სადაც ( ) ( ),SCφ,SCψ,ψ ∈∈ 1
21  ხოლო νr  არის 321 SSSS ∪∪=  ზედაპირის გარე 

ნორმალია. 

 ვიგულისხმოთ, რომ (2.15)÷(2.17) და (2.18)÷(2.21) სასაზღვრო ამოცანებს აქვთ 

ამოხსნები და ვაჩვენოთ, რომ თითოეულ მათგანს აქვს ერთადერთი ამოხსნა. 

 ჯერ განვიხილოთ (2.15)÷(2.17) სასაზღვრო ამოცანა. დავუშვათ, რომ ამ 

სასაზღვრო ამოცანას აქვს ორი ერთმანეთისაგან განსხვავებული, ამოხსნა: 
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ნახ.2. სამგანზომილებიანი G  არე,  
S  ზედაპირით                         
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k 21=აქ ყველგან . 

 გაუსის ცნობილი თეორემიდან გამომდინარე ცხადია შემდეგი იგივეობა: 
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თუ გავითვალისწინებთ (2.22) ამოცანის სასაზღვრო პირობებს  ზედაპირებზე და, 

აგრეთვე, დიფერენციალურ განტოლებებს, რომლებსაც  და  ფუნქციები 

აკმაყოფილებენ შესაბამისად  და  არეებში, ბოლო ტოლობა ასეთ სახეს მიიღებს: 
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ეს ტოლობა მარცხენა მხარის მარტივი გარდაქმნის შემდეგ მიიღებს შემდეგ სახეს: 
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n...,,k 21= . 

ვაჩვენოთ ამ უტოლობის სამართლიანობა ( ).bk 02 >

.

 ამისათვის საკმარისია ვაჩვენოთ, 

რომ  და  ,A,A ''
nk

'
nk 00 >> A,A ''

pk
'
pk 00 >>

 როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული,  და  მუდმივები წარმოადგენენ შემდეგი 

ინტეგრალური განტოლების 
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და ალგებრული განტოლების 

2
ipn nAA =       (2.26) 

ამოხსნას. თუ -ს მნიშვნელობას (2.26)-დან pA

n

i
p A

nA
2

=  

ჩავსვათ (2.25)-ში, მივიღებთ განტოლებას: 
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(2.27) კვადრატული განტოლებიდან ვღებულობთ: 
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4 22 −+
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ვინაიდან  და 0>α 0>β , ცხადია, რომ .  0>nA

მეორეს მხრივ 
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4 222 ++
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იგივე მოსაზრებით დავასკვნით, რომ . აქედან გამომდინარე ცხადია, რომ -ით 

გამოსახული სიდიდე დადებითია. 

0>pA
2
kb

 გამოვიყენოთ ახალი პარამეტრები ( ),n...,,ku k 210 =  რომლებიც შემდეგი 

ტოლობებით განისაზღვრებიან: 
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მაშინ (2.23) ტოლობა ჩაიწერება ასე: 
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ამავე აღნიშვნებში (2.22) სისტემის ინტეგრალური ტოლობა შემდეგნაირად ჩაიწერება: 
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ეს ტოლობა გავამრავლოთ -ზე და შემდეგ ავჯამოთ 04 kquπ k  ინდექსით. ასეთი გზით 

მიღებული ტოლობა მივუმატოთ (2.32)-ს და მივიღებთ: 

( ) ( )

.dxdxdxugradε

dxdxdxb
KT
uuqexpuuqπ

k

k

G
k

n

k
k

n

k G
k

kk
kk

0

14

321
2

0

1
321

2
0

0

=+

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+

∫∫∫∑

∑∫∫∫

=

=   (2.34) 

  განვიხილოთ ინტეგრალი 

( ) ( ) .dxdxdxb
KT
uuqexpuu k
kk

G
kk

k

321
2

0
0 1

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+∫∫∫  

kG  არის იმ წერტილებში, სადაც სრულდება პირობა  კვადრატულ 

ფრჩხილებში მოთავსებული თანამამრავლიც არაუარყოფითი სიდიდეა: 

,uu kk 00 ≥+

( ) ,
KT
uuqexp kk 01

0
≥−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
 

ხოლო იმ წერტილებში, სადაც  სამართლიანია პირობა: ,uu kk 00 <+

( ) ,
KT
uuqexp kk 01

0
<−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
 

ამიტომ  

( ) ( )
k

kk
kk GM,

KT
uuqexpuu ∈≥⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
+ 01

0
0  

.n...,,k 21=  

 აქედან ცხადია,რომ (2.25) ინტეგრალი არაუარყოფითია k  ინდექსის ყველა 

მნიშვნელობისათვის. თუ ამას გავითვალისწინებთ (2.32) ტოლობაში, მაშინ, იმის გამო, 

რომ ეს ტოლობა შეიცავს არაუარყოფით შესაკრებებს, ცხადი გახდება შემდეგი 

ტოლობის სამართლიანობა: 



,dxdxdxugrad
kG

k 0321
2 =∫∫∫         ( )n...,,k 21=  

ე.ი. 

,GM,constu

,GM,constu

kk ∈=

∈= 00
 

მაგრამ იმის გამო, რომ  როცა ,u 00 → ∞→r , ცხადია, რომ  როცა ,u 00 ≡ .GM 0∈  

მეორეს მხრივ (2.22) სისტემის თანახმად ,u0uk =  როცა  kS∈M ( )n...,, 2k 1= , 

ამიტომ  როცა  ,uk 0≡ kGM ∈ ( )n...,2,k 1= . აქედან კი გამომდინარეობს ჩვენი იმ 

დაშვების უსამართლობა, რომ (2.15)÷(2.17) სასაზღვრო ამოცანას აქვს ორი 

ერთმანეთისაგან განსხვავებული ამონახსნი. ამიტომ ამ სასაზღვრო ამოცანის ამონახსნი, 

თუ ის არსებობს, ერთადერთია. 

 განსახილველ სისტემაში ელექტროსტატიკური ველის წყაროები შეიძლება იყოს 

ელექტრონები, ხვრელები, მინარევების იონიზირებული ატომები და 

 მუხტები, რომლებიც გადაეცემიან გარედან იზოლატორში 

განლაგებულ ნახევარგამტარებს. თუ ნახევარგამტარები არ არიან ლეგირებული 

მინარევებით  და მათი მუხტები ნულის ტოლია 

( n...,,kQk 21=

kN

)

( )0=kQ , მაშინ ასეთი სისტემის 

ელექტროსტატიკური ველის პოტენციალი ნულის ტოლი უნდა იყოს ( 0=ku , როცა 

). მართლაც, განსახილავ შემთხვევაში (2.15)÷(2.17) ტოლობები შემდეგ სახეს 

მიიღებს: 

kGM ∈

kpn
k

k GM,
KT
quexpA

KT
quexpA

ε
qπuΔ

kk
∈⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

4
 

,uΔ 00 ≡   0GM ∈  

k
kk

k
kk SM;

ν
uε

ν
uε,uu ∈

∂
∂

=
∂
∂

= 0
00    (2.35) 

,u 00 =  როცა ∞→r  

∫∫∫ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

k

kk
G

k
p

k
n dxdxdx

KT
quexpA

KT
quexpAq 0321  



( ) ,nAA kipknk
2=⋅    ( )n...,,k 21= . 

ამ სასაზღვრო ამოცანას აკმაყოფილებს საძიებელ პარამეტრთა შემდეგი მნიშვნელობები: 

( )kipkn nAA
k

==      (2.36) 

   ,uk 0≡   kGM ∈  

( )n...,,k 21= . 

იმის გამო, რომ სამართლიანია განსახილავი სასაზღვრო ამოცანის ამოხსნის 

ერთადერთობა, განსახილავ (2.35) სასაზღვრო ამოცანას სხვა ამოხსნა არ შეიძლება 

ჰქონდეს. (2.36) ტოლობებიდან კი გამომდინარეობს, რომ ასეთ პირობებში სისტემაში 

ელექტროსტატიკური ველი არ შეიძლება არსებობდეს. 

 ანალოგიურ გარემოებას აქვს ადგილი მაშინაც, როცა განსახილავი სისტემის 

ყოველი ნახევარგამტარი ლეგირებულია თანაბრად, ე.ი. როცა 

( ) ,constMNk =   kGM ∈ ,   ( )n...,,k 21=  

და  

,Qk 0≡   ( )n...,,k 21= . 

ამ შემთხვევაში (2.15)÷(2.17) ამოცანა მიიღებს სახეს: 

k
k

p
k
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k

k GM,
KT
quexpA

KT
quexpAN

ε
qπuΔ

kk
∈⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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⎠
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⎜
⎝
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,uΔ 00 ≡   0GM ∈  

k
kk

k
kk SM;

ν
uε

ν
uε,uu ∈

∂
∂

=
∂
∂

= 0
00    (2.37) 

,u 00 =  როცა 0→r  

∫∫∫ =⎥
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k
nk dxdxdx

KT
quexpA

KT
quexpANq 0321  

( ) ,nAA kipknk
2=⋅     

( )n...,,k 21= , 

რომელსაც აკმაყოფილებს საძიებელ პარამეტრთა შემდეგი მნიშვნელობები: 



( )( ) 04
2
1 22 >++= kikknk nNNA  

  ( ) 04
2
1 22 >⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++−= kikkpk nNNA     (2.38) 

( ) ,Muk 0≡   kGM ∈ ,    

( )n...,,k 21=  

 ერთადერთობის თეორემის თანახმად (2.37) სასაზღვრო ამოცანას სხვა ამოხსნა არ 

შეიძლება ჰქონდეს და ამიტომ (2.38) ტოლობებით განსაზღვრული პარამეტრები 

წარმოადგენენ (2.37) სასაზღვრო ამოცანის ამოხსნას. (2.38)-დან კი ცხადია რომ ამ 

შემთხვევაშიც არ შეიძლება აღიძრას ელექტროსტატიკური ველი სისტემაში. 

 იმ შემთხვევაში, როცა ნახევარგამტარები სუსტად არიან ლეგირებული, ე.ი., როცა 

( ) kki Nn >> , ამოხსნა მაღალი სიზუსტით ემთხვევა (2.36) ამოხსნას; ხოლო, როცა 

ლეგირების ხარისხი მაღალია, ე.ი. ( ) kki Nn << , (2.38)-დან მივიღებთ: 

( )kknk NNA +=
2
1

 

( )kkpk NNA +−=
2
1

 

( )n...,,k 21=  

 იმ შემთხვევაში, როცა, თუნდაც ერთი ნახევარგამტარი, მაგალითად პირველი, 

ლეგირებულია არათანაბრად (ან დამუხტულია გარედან გადაცემული მუხტით), ე.ი., 

როცა  ფუნქციაა კოორდინატების  (ან 1N 1G 01 ≠Q ), მაშინ ყველა  არეში აღიძვრება 

გარკვეული სტრუქტურის ელექტრული ველი 

kG

( ) 0≠MUk  ( )kGM ∈ . 

 ამასთან დაკავშირებით საჭიროა ავღნიშნოთ შემდეგი: თანამედროვე 

შეხედულებების თანახმად, იმისათვის, რომ რომელიმე ლეგირებულ ნახევარგამტარში 

აღიძრას ელექტროსტატიკური ველი, საჭიროა მასში არსებობდეს np −  

გადასასვლელი, ე.ი. უნდა არსებობდეს ისეთი ზედაპირი, რომელზედაც ,N 0=  თანაც 

ამ ზედაპირის ერთ მხარეს მინარევების ჯამური კონცენტრაცია N  დადებითი უნდა 

იყოს, ხოლო მეორე მხარეზე კი – უარყოფითი. აქ მიღებული შედეგის თანახმად ცხადია, 

რომ ნახევარგამტარში ელექტროსტატიკური ველის შესაქმნელად არაა აუცილებელი 



np −  გადასასვლელის არსებობა, იმ შემთხვევაშიც კი, როცა ნახევარგამტარი 

ლეგირებულია ერთი ტიპის მინარევით, მხოლოდ ისე, რომ ლეგირება არათანაბარია, 

ნახევარგამტარში და მის გარემომცველ არეში ყოველთვის აღიძვრება ელექტრო-

სტატიკური ველი. 

 (2.15)÷(2.17) სასაზღვრო ამოცანა წარმოადგენს თანამედროვე მათემატიკური 

ფიზიკის ტიპიურ სასაზღვრო ამოცანას. იგი დიფერენციალურ განტოლებებთან და 

შესაბამის სასაზღვრო პირობებთან ერთად შეიცავს ინტეგრალურ და ალგებრულ 

განტოლებებს. ასევე აღსანიშნავია, რომ სასაზღვრო ამოცანა არაწრფივია. 

(დიფერენციალურ განტოლებათა მარჯვენა მხარე შეიცავს -ს არაწრფივად), რაც 

გამორიცხავს მისთვის ისეთი მძლავრი პრინციპის გამოყენების (განსხვავებით 

(2.18)÷(2.21) სასაზღვრო ამოცანისაგან), როგორიცაა სუპერპოზიციის პრინციპი. ეს კი 

ზედმიწევნით ართულებს (2.15)÷(2.18) სასაზღვრო ამოცანის ამოხსნას. ამ სასაზვრო 

ამოცანის გამარტივებულ, ერთგვაროვან ვარიანტს განვიხილავთ ჩვენ ქვემოთ, 

ტევადური მახასიათებლების განსაზღვრისას. 

ku

 ეხლა, იმ დაშვებით, რომ (2.18)÷(2.21) სასაზღვრო ამოცანის ამოხსნა არსებობს, 

დავამტკიცოთ ამ ამოხსნის ერთადერთობა (ამოხსნის არსებობის საკითხი განხილულია 

შემდეგ თავში). 

 დავუშვათ, რომ  და  ფუნქციები განსახილავი სასაზღვრო ამოცანის ორი 

სხვადასხვა ამოხსნაა (  შემოვიღოთ აღნიშვნა 

1u

1 ≠

2u

).uu 2

21 uuu~ −=       (2.39)  

ძნელი მისახვედრი არ არის ის, რომ u~  ჰარმონიული ფუნქციაა G -ში და აკმაყოფილებს 

ლაპლასის განტოლებას: 

  0=u~Δ       (2.40) 

და ერთგვაროვან სასაზღვრო პირობებს S -ზე: 

10 S,u~ = -ზე და -ზე, 2S

30 S,
ν
u~
=

∂
∂

-ზე. 

გამოვიყენოთ ტოლობა [3]: 



.dxdxdxu~graddS
ν
u~qu~dxdxdxu~Δu~

kGSG
321

2
321 ∫∫∫∫∫∫∫∫ −

∂
=  

თუ გავითვალისწინებთ (2.40) და (2.41) ტოლობებს, მივიღებთ: 

.dxdxdxu~graddS
ν
u~qu~dS

ν
u~qu~dSu~

ν
u~q

GSSS
321

2

121
0 ∫∫∫∫∫∫∫∫∫ −

∂
+

∂
+

∂
=  

და 

321
2 dxdxdxu~grad

kG
∫∫∫ =0 

რადგანაც (Mu )~  უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციაა G  არეში, ცხადია: 

02 =u~grad  

ე.ი. 
constu~ =  

ჰარმონიული ფუნქციების ექსტრემალური მნიშვნელობების თეორემებიდან [11] 

გამომდინარე და იმის გათვალისწინებით, რომ Su~ 0= -ზე, შეგვიძლია დავასკვნათ, 

რომ 

( ) GM,Mu~ ∈= 0  

ანუ  ეს კი იმას ნიშნავს, რომ (2.18)÷(2.21) სასაზღვრო ამოცანის ამოხსნა, თუ ის 

არსებობს, არის ერთადერთი. 

.u~u~ 21 =

 

თავი III 

 

(2.18)÷(2.21) სასაზღვრო ამოცანის მიახლოებითი  

ანალიზური ამოხსნის მეთოდი 

 

 სამგანზომილებიან 3R \G  არეში  (G -ს შემოსაზღვრული  ზედაპირის გარეთ) 

განვიხილოთ შეკრული ზედაპირი , რომელიც მთლიანად მოიცავს –ს და არ გააჩნია 

მასთან საერთო წერტილები. ვთქვათ 
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ყველგან მკვრივად განლაგებული წერტილთა სისტემა, ე.ი. –ის ნებისმიერი, რაგინდ 

მცირე ელემენტში ამ სისტემის ერთი წერტილი მაინც არსებობს (ნახ.2). 
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 ასევე განვიხილოთ ლაპლასის ოპერატორის ფუნდამენტურ ამოხსნათა სისტემა 
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რომელიც არის წრფივად დამოუკიდებელი, სრული სისტემა  სივრცეში 

(კვადრატში ინტეგრებადი ფუნქციები -ზე) და სივრცეში  (უწყვეტად და 

შემოსაზღვრული ფუნქციები -ზე). 
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წარმოადგენს (3.2) ტოლობის მარჯვენა მხარეში არსებული დეტერმინანტის პირველი 

ელემენტის, -ის ალგებრულ დამატებას. (Mω0 )
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დეტერმინანტებისა და ლაპლასის ოპერატორის ფუნდამენტური ამოხსნების 

ზოგიერთი თვისების გათვალისწინებით მტკიცდება შემდეგი ტოლობების 

სამართლიანობა: 

( ) ( ) GM,MωΔMuΔ n ∈= 0     (3.5) 

ლაპლასის დიფერენციალური ოპერატორით ვიმოქმედოთ  ფუნქციაზე. 

თუ მივიღებთ მხედველობაში (3.1)-ს, მივიღებთ: 

(Mun )

( ) ( ).MωΔMuΔ n 0=      (3.6) 

რადგანაც  ფუნქცია არის უწყვეტი და აქვს პირველი რიგის უწყვეტი 

წარმოებული -ში,  ამიტომ 
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( )Mω0  ფუნქცია ორჯერ უწყვეტად წარმოებადია –ში  

და აკმაყოფილებს [11}: 

G

( ) ( ) GM,MfMωΔ ∈=0      (3.7) 
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ე.ი განსახილველი ფუნქცია ( )Mun  აკმაყოფილებს (2.18)  განტოლებას -ში. G

ვაჩვენოთ რომ ფუნქცია ( )Mun  აკმაყოფილებს (2.19) სასაზღვრო პირობას 

 წერტილებში, (2.20) სასაზღვრო პირობას{ }nkkM 11 = { }mkkM 12 =  წერტილებში  და (2.21) 

სასაზღვრო პირობას { }ekkM 13 =   წერტილებში. 

)  ფუნქციის მნიშვნელობა  { }nkkM 11 =  წერტილებში ტოლი იქნება: (Mun

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

)8.3(,

....,,

....................................

....,,

...,,,

....................................

...,,,

...,,,

....................................

...,,,

...,,,

1

333
3

3

1
3

1
3

1
3

3
1

3

22222

22222

11111

11111

210

2110

2120

11
2

1
1

1
2

1
0

2110

11
2

1
1

1
1

1
0

1121110

1

e
S

e
S

e
S

e
S

SSSS

M

N

MM

e
S

M

M

N

MM
S

M

m
SN

m
S

m
S

m
S

m
S

SNSSSS

n
SN

n
S

n
S

n
S

n
S

SNSSSS

k
sN

k
s

k
s

k
s

k
sN

M

M

MMMMM

MMMMM

MMMMM

MMMMM

MMMM

Mu

ν
ω

ν
ω

ν
ωφ

ν
ω

ν
ω

ν
ω

ν
ωφ

ν
ω

ωωωψω

ωωωψω

ωωωψω

ωωωψω

ωωωω

δ

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

−

−

−

−

=

 

                                                 n...,,k 21= . 

მარჯვენა მხარის დეტერმინანტი გავშალოთ პირველი სვეტის ელემენტების 

მიხედვით: 
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სადაც  (3.8)-ში – მოცემული დეტერმინანტი პირველი სვეტის 

ელემენტებია, ხოლო  - შესაბამისი ალგებრული დამატებებია. ცხადია, რომ 

ყველა , გარდა  და -სა, ნულის ტოლია. ვღებულობთ: 
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თუ  მნიშვნელობებს შევიტანთ (3.9)-ში, გვექნება: 111111 kk A,A,a,a
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ანალოგიურად მტკიცდება, რომ 
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) ფუნქციის νr  ნორმალით წარმოებულებისათვის გვექნება: (Mun
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 წინა შემთხვევის ანალოგიურად (3.13)-ის მარჯვენა მხარის დეტერმინანტი 

გავშალოთ პირველი სვეტის მიხედვით: 
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საიდანაც ვღებულობთ: 
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 (3.11), (3.12) და (3.14) ტოლობები ნიშნავს იმას, რომ ფუნქცია ( )Mun  

აკმაყოფილებს (3.19), (3.20), (3.21) პირობებს { }nkk
SM 11 = , { }mkk

SM 12 =  და { }ekk
SM 13 =  

წერტილებში, შესაბამისად. 

 შეიძლება ითქვას, რომ (3.2) ფუნქცია წარმოადგენს შემდეგი სასაზღვრო ამოცანის 

ამოხსნას: 

( ) ( ) GM,MfMuΔ N ∈=      (3.15) 

( ) ,SM,ψMu k
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 განვიხილოთ ფუნქციათა  მიმდევრობა  ( ) ( ) ( )GM...,,NMun ∈∞= 21 . 

რადგანაც ამ მიმდევრობის თითოეული ფუნქცია ზუსტად აკმაყოფილებს (2.18) 

განტოლებას წერტილში GM ∈  და [9] ნაშრომში დამტკიცებულია, რომ ლაპლასის 

ოპერატორის ფუნდამენტურ ამოხსნათა სისტემა  ( ){ }∞=1ii Mω  არის სრული სისტემა 

 სივრცეში, ცხადია, რომ ( )SC 2

( ) ( ),MuMun →    როცა    ∞→n , 

სადაც   არის (2.18)÷(2.21) სასაზღვრო ამოცანის ზუსტი ამოხსნა, ეს კი ნიშნავს, რომ 

ფუნქცია , განსაზღვრული (3.2) ტოლობით, წარმოადგენს (2.18)÷(2.21) 

სასაზღვრო ამოცანის მიახლოებითი ამოხსნას.  
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თავი IV. 

 

ბიპოლარული ტრანზისტორული სტრუქტურების რეზისტიული მახასიათებლების 

განსაზღვრა სამგანზომილებიანი მათემატიკური მოდელის საფუძველზე 

 

განვიხილოთ ბიპოლარული ტრანზისტორული სტრუქტურების რეზიტიული 

მახასიათებლების (ემიტერის, ბაზისა და კოლექტორის ელექტრული 

წინააღმდეგობების) განსაზღვრის მეთოდები სამგანზომილებიანი მათემატიკური 

მოდელის საფუძველზე. 

S  ზედაპირით შემოსაზღვრული ლეგირებული ნახევარგამტარით შევსებული 

დენგამტარი არის 3RG∈  ელექტრული წინაღობა დამოკიდებულია მასში ელექტრული 

ველის სტრუქტურაზე და მინარევული ატომებით ლეგირების ხარისხზე. 

ბიპოლარული ტრანზისტორის შემადგენელი ნაწილების რეზისტიული 

მახასიათებლების განსაზღვრისას სამგანზომილებიანი  არე წარმოადგენს ემიტერის, 

ბაზის ან კოლექტორის არეს, იმის მიხედვით თუ რომელი მათგანის ელექტრული 

წინაღობა განისაზღვრება. მიკროსქემების ტექნოლოგიური და ტოპოლოგიური 

თავისებურებებიდან  

G
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nax. 3     ა                  ნახ.3       ბ 
 ემიტერის არე      ბაზის არე 



გამომდინარე ამ არეების ზედაპირები სიბრტყეების ერთობლიობას წარმოადგენს. ამ 

ზედაპირების ნაწილი (  და )  დაფარულია ომური კონტაქტებით, ხოლო ნაწილი 

( )  გარეთა მხრიდან შეხებაშია იზოლატორთან (ნახ. 3). 

1S 10S

2S

1S  და  ზედაპირებზე, შესაბამისად, მოდებულია ელექტრული 

პოტენციალები  და 

10S

=1 constψ )ψψ(constψ 10110 ≠= . ცხადია, ასეთ პირობებში  

არეში იარსებებს სტაციონარული ელექტრული ველი და მასში გაივლის დენი რაიმე 

G

j
r

 

სიმკვრივით. ტოლობა , რომელსაც ადგილი აქვს  ზედაპირზე (0=νj 2S νr  - ამ 

ზედაპირის გარე ნორმალია) წარმოადგენს ელელქტრული მუხტის შენახვის კანონს –

ზე. 

2S

აღსანიშნავია, რომ ემიტერისა და ბაზის არეები ერთმანეთისაგან განსხვავდებიან 

მხოლოდ კონფიგურაციით და ომური კონტაქტების განლაგებით. ამიტომ ამ ორი არის 

ელექტრული წინაღობების განსაზღვრის მეთოდებს შორის პრინციპული განსხვავება არ 

არსებობს. 

რაც შეეხება კოლექტორს, აქ, როგორც წესი, თავს იჩენს გარკვეული სირთულეები 

ელექტრული წინაღობის განსაზღვრისას. საქმე იმაშია, რომ კოლექტორული არის 

დამზადების დროს გამოიყენება ზოგიერთი ტექნოლოგიური თავისებურება. კერძოდ, 

ბიპოლარული ტრანზისტორის დამზადებისას კოლექტორის არეში ქმნიან გარკვეული 

სისქის დაბალომურ ფენას, ე.წ. ფარულ ფენას. ცხადია, რომ დაბალომური ფენის 

კონტაქტი (საკონტაქტო ზედაპირი, როგორც წესი, სიბრტყეს წარმოადგენს) 

კოლექტორის დანარჩენ ნაწილთან (მათ სხვადასხვა გამტარებლობები ახასიათებთ) 

გავლენას ახდენს ელექტრული ველის სტრუქტურაზე -ში, ეს კი იწვევს კოლექტორის 

წინაღობის მნიშვნელოვან ცვლილებას, კერძოდ, შემცირებას. სწორედ ეს არის 

კოლექტორში ფარული ფენის შექმნის მიზანი. აღნიშნული თავისებურება 

აუცილებლად უნდა იქნას გათვალისწინებული კოლექტორში ელექტრული ველის 

სტრუქტურის განსაზღვრისას. 

G

იმის კანონის თანახმად,  არის ელექტროგამტარებლობა, მის საკონტაქტო  

და   ზედაპირებზე  და ψ  

G

10 (

1S

10S 1ψ )ψψ 101 ≠  პოტენციალების არსებობისას, ტოლია: 



      
G

S

G
G V

I
R

ρ 11
== ,      (4.1) 

სადაც  - წინააღმდეგობების სიდიდეა,GR 110 ψψVG −= , ხოლო  

      ds
ν
uχI

S
S ∂

∂
= ∫∫

1

1
     (4.2) 

წარმოადგენს კონტაქტში გამავალ დენს; 1S χ  - ამ ნახევარგამტარული მასალის 

კუთრიგამტარებლობაა, რომლითაც შევსებულია ; (შემდგომში ვიგულისხმებთ, რომ G

constχ = ); ( ) { }( φx,x,xMu )Mu ∈= 321=  არის ელექტრული ველი G -ში;  νr  - -ის 

გარე ნორმალია. 

1S

 ტრანზისტორის სხვადასხვა ნაწილების წინაღობაში ჩვენ ვგულისხმობთ მათი 

ელექტრონეიტრალური არეების წინაღობას, ამიტომ -ში ელექტრული ველის 

წყაროები არ არსებობენ და სასაზღვრო ამოცანას ელელქტრული ველის 

პოტენციალისათვის ექნება შემდეგი სახე: 

G

( ) ,GM,MuΔ ∈= 0      (4.3) 

,ψu 1=       -ზე      (4.4) 1S

,ψu 10=     -ზე      (4.5) 10S

,
ν
u 0=
∂
∂

 -ზე      (4.6) 2S

 წარმოვიდგინოთ   ორი ფუნქციის (Mu ) ( )Mu1  და -ის წრფივ კომბინა-

ციად : 

(Mu2 )

     ( ) ( ) ( ) GM,MuψMuψMu ∈+= 21011       (4.7) 

სადაც  და  წარმოადგენენ, შესაბამისად, შემდეგი სასაზღვრო ამოცანების 

ამონახსნებს: 

(Mu1 ) )(Mu2

        ( ) ,MuΔ 01 =      -ში     (4.8) G
        ,u 11 =       -ზე      (4.9) 1S

    ,u 01 =      -ზე     (4.10) 10S

    ,
ν
u 01 =
∂
∂

   -ზე     (4.11) 2S

და  



         ( ) ,MuΔ 02 =       -ში    (4.12) G
,u 02 =      -ზე     (4.13) 1S
,u 12 =      -ზე     (4.14) 10S

,
ν
u 02 =
∂
∂

  -ზე     (4.15) 2S

ცხადია, რომ  + (Mu1 ) ( )Mu2 =1  -ში. ასევე ცხადია, რომ  (4.7) აკმაყოფილებს  

(4.3)÷(4.6) სასაზღვრო ამოცანას.  

G

გარდავქმნათ (4.7) შემდეგნაირად: 

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 101

101101

11011 1

ψMuVMu

ψMuψψMu

MuψMuψMu

G +−=

+−=

−+=

    (4.16) 

(4.16)-ის გადიფერენციალება გვაძელვს: 

( ) ( )
ν
MuV

ν
Mu

G ∂
∂

−=
∂

∂ 1      (4.17) 

(4.4) ტოლობაში (4.17)-ის გათვალისწინება გვაძლევს: 

  ds
ν
uVχI

S
GS ∫∫ ∂

∂
−=

1

1
1      (4.18) 

საიდანაც გამომდინარეობს: 

  ds
ν
uχ

R SG
∫∫ ∂
∂

=
1

11
      (4.19) 

G  არის გამტარებლობას ჩვენ ვუწოდებთ   კონტაქტში გამავალი დენის ძალის 

აბსოლუტურ მნიშვნელობას, როცა 

1S

11 =ψ  და 010 =ψ . ამ გამტარებლობის 

შებრუნებული სიდიდე წარმოადგენს განსახილავი არის წინაღობას. ე.ი. 

ტრანზისტორის შემადგენელი ნაწილების ელექტრულ წინაღობას ჩვენ განვსაზღვრავთ 

(4.19) ფორმულით, სადაც   არის (4.8)÷(4.11) სასაზღვრო ამოცანის ამოხსნა. (Mu1 )
ემიტერისა (ან ბაზის) წინაღობების გამოსახულებების ასაგებად საჭიროა 

ამოვხსნათ (4.3)÷(4.6)   სასაზღვრო ამოცანა როცა  წარმოადგენს ემიტერის (ან ბაზის) 

არეს. 

G

ცხადია, რომ ამოცანა (4.3)÷(4.6) წარმოადგენს (2.18)÷(2.21) სასაზღვრო ამოცანას 

კერძო შემთხვევას. 



ზემოთ მოყვანილი მსჯელობის ანალოგიურად  და  ზედაპირებზე 

დავაფიქსიროთ წერტილთა სიმრავლეები: 

101 S,S 2S

{ }M
n

k
k
S1 =

,
1

 { }m
k=
,

1
M k
S10

 და { }e
k

k
SM 12 =

, 

, შესაბამისად ( Nemn =++ ) ( )G\RS 3
0 ∈   ზედაპირზე შემოვიტანოთ სიმრავლე 

{ }NkkM 10 = . (3.3)÷(3.6) სასაზღვრო ამოცანიდან გამომდინარე ადგილი ექნება შემდეგ 

ტოლობებს: 

       ( ) GM,Mω ∈= 00      (4.20)  

      
( ) GM,
ν
Mω

∈=
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∂ 00     (4.21) 

( ) n...,,T,Mψ k
S 211
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==     (4.22) 

( ) m...,,T,Mψ k
S 210
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==     (4.23) 

( ) e...,,T,Mψ k
S 2102 ==     (4.24) 

მაშინ (4.3÷4.6) ამოცანის ამოხსნას ექნება სახე: 
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(4.19) ტოლობის გათვალისწინებით ემიტერის (ბაზის) ელექტრული 

წინააღმდეგობისათვის მივიღებთ: 



( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )26.4,

,...,,,0

...........................

,...,,,0

,...,,,0

...........................

,...,,,0

,...,,,1

...........................

,...,,,1

,...,,,0

11

1
2

1
2

1
2

101010

101010

111

111

21

21

21

11
2

1
1

21

11
2

1
1

21

SSS

N

M

M

N

MM

m
SN

m
S

m
S

SNSS

n
SN

n
S

n
S

SNSS

N

bGe MMM

MMM

MMM

MMM

R

ωω
ν
ω

ν
ω

ν
ω

ν
ω

ωωω

ωωω

ωωω

ωωω

222
e
S

e
S

e
S MM νν

α α α

δ

∂∂
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−

−

≈

∂∂  

სადაც: 

( N,...,,i,ds
ν
ωχα

S

i
i 21

1

=
∂

)∂
−= ∫∫     (4.27) 

თუ მართკუთხა კოორდინატთა სისტემას მოვათავსებთ ისე, რომ 03 =x  სიბრტყე 

დაემთხვას  ზედაპირს, მაშინ ადგილი ექნება შემდეგ ტოლობებს: 1S

      21
3

dxdxds,
xν

=
∂
∂

=
∂
∂

    

და 

   21
31

dxdx
x
ωχα

S

i
i ∫∫ ∂

∂
−=

0G

თრი გამტარ

  (4.28) 

განვსაზღვროთ დაბალომიანი ფენის 

შემცველი კოლექტორის წინაღობა.  

0χ  კუთრი გამტარებლობის მქონე 

დაბალომიანი ფენის არე აღვნიშნოთ -ით, 

ხოლო კოლექტორის ძირითადი ნაწილი, რომლის 

კუ ებლობაა ,  G -თი. cχ c

1S  
O  

2S
10S  

H−  

1H−  

К  

3x  

sur. 4.            ნახ.4 
კოლექტორის არე ფა
          

რული  
ფენით 



განვიხილოთ სამგანზომილებიანი არე ,  რომელიც შედგება 

სხვადასხვა გამტარებლობის მქონე 

3
0 RGGG c ∈∪=

( )0χχc ≠   ორი ელექტრონეიტრალური ნაწი-

ლისაგან, რომელთა გამყოფი ზედაპირი არის სიბრტყე და რომელიც შემოსაზღვრულია 

შეკრული ზედაპირით .  გამყოფი სიბრტყის განტოლება იყოს 

 (ნახ. 4). 

2S∪101 SSS ∪=

Hx −=3 S  -ზედაპირის ის ნაწილი, რომლითაც შემოსაზღვრულია , აღვნი-

შნოთ Гс, ხოლო -ის შემოსაზღვრული ზედაპირი -  Г0-ით. 

cG

0G

განვიხილოთ შემდეგი სასაზღვრო ამოცანა: 

( ) ,GM,MuΔ ∈= 0      (4.29) 

            ,u 1=      -ზე      (4.30) 1S

      ,u 0=      -ზე     (4.31) 10S

,
ν
u 0=
∂
∂

  -ზე      (4.32) 2S
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(Mu1

(Mu1

 და  ჰარმონიული ფუნქციებია -ში და -ში, შესაბამისად. ამასთან 

 - აკმაყოფილებს (4.30)÷(4.32) პირობებს  Гс-ზე, ხოლო u  - (4.32)-ს  Г0-ზე. 

(Mu2 cG 0G
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სადაც: 
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       აქ გამოყენებულია შემდეგი აღნიშვნები: 
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 რთული არ არის იმის Xვენება, რომ  ( )Mγck  და ( )Mγk
0  აკმაყოფილებს შემდეგ 

ტოლობებს: 
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∂
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   როცა  ,13 Hx −=  .N,...,,,k 321=    (4.41) 

(4.39)÷(4.41) ტოლობების გათვალისწინებით შესაძლებელია  და (Mu1 ) ( )Mu2
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ფუნქციების მიახლოებითი მნიშვნელობების გამოსახულებების აგება  -ში და -ში, 

შესაბამისად. 
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 (4.29)÷(4.35) სასაზღვრო ამოცანის მიახლოებით ამოხსნაა: 

           ( ) ( )
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∈
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 იმის გათვალისწინებით, რომ ელექტრული წინააღმდეგობის განმსაზღვრავი 

(4.19) ფორმულის მარჯვენა მხარეში ინტეგრება ხდება -ზე, რომელიც წარმოადგენს Гс 

ზედაპირის ნაწილს, კოლექტორის წინაღობის განსასაზღვრავად საკმარისია აიგოს 

  ფუნქცია და 

1S
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⎠
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⎝
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∂
∂
ν
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c  - ფუნქცია ვაინტეგროთ -ზე. შედეგად მივიღებთ 

საბოლოო გამოსახულებას, რომელიც განსაზღვრავს დაბალომური ფენის შემცველი 

კოლექტორის წინაღობას: 
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 თუ მართკუთხა კოორდინატთა სისტემას განვათავსებთ წინა შემთხვევის 

ანალოგიურად, გვექნება: 
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თავი V. 

 

ბიპოლარული ტრანზისტორული სტრუქტურების ტევადური მახასიათებლების 

განსაზღვრა სამგანზომილებიანი მათემატიკური მოდელის საფუძველზე 

 

 ტრანზისტორული სტრუქტურების ტევადური მახასიათებლების განსაზღვრისას 

აუცილებლად უნდა გავითვალისწინოთ, რომ ლეგირებულ ნახევარგამტარში შეიძლება 

არსებობდეს ელექტროსტატიკური ველი, რის გამოც ნახევარგამტარის ტევადობა 

კლასიკური გაგებით (მუხტის რაოდენობა, რომელიც გამტარის პოტენციალს ცვლის 

ერთი ერთეულით) აზრს კარგავს. აქედან გამომდინარე ნახევარგამტართა ტევადური 

მახასიათებლების აგებისას ჩვენ გამოვიყენებთ იმ ცნებებს, რომლითაც სარგებლობენ 

კლასიკურ ელექტროდინამიკაში იზოლატორში განლაგებული გამტართა სისტემის 

ელექტროსტატიკური მდგომარეობის ინტეგრალური მახასიათებლების აგებისას. 

ამიტომ ჩვენ ჯერ განვიხილავთ იზოლატორში განლაგებულ გამტართა ტევადობითი 

მახასიათებლების აგების ამოცანას და ამის შემდეგ, მიღებული შედეგების 

განზოგადების საფუძველზე განვმარტავთ ნახევარგამრართა სისტემის ტევადურ 

მახასიათებლებს და მივიღებთ იმ ტოლობებს, რომლითაც განისაზღვრება 

ტრანზისტორული სტრუქტურების ტევადობის მატრიცის ელემენტები. 

 ვთქვათ, არეები (ნახ. 1) შევსებულია გამტარებით. გამტარები 

იმით გამოირჩევიან, რომ მათ შიგა წერტილებში ელექტროსტატიკური ველი არ 

არსებობს, ველის პოტენციალი შიგა და გარე წერტილებში მუდმივ მნიშვნელობას 

ინარჩუნებს. ელექტრული ველი შეიძლება არსებობდეს მხოლოდ იზოლატორში, 

რომელიც მათ გარს აკრავს. ველის პოტენციალი აკმაყოფილებს ლაპლასის განტოლებას: 

nG...,G,G 21

( ) ( ) 03210 Gx,x,xM,MuΔ ∈=     (5.1) 

 თუ -ით  ავღნიშნავთ გამტარების მუხტებს, 

შესაბამისად, რომლებიც მათ გარედან აქვთ მიწოდებული და განაწილებული არიან 

ზედაპირზე  ზედაპირული სიმკვრივეებით, მაშინ, რადგან 

 ცხადია, რომ სრულდება შემდეგი პირობები: 

nQ...,Q,Q 21

n
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სადაც kν
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 შიგა ( -ის მიმართ) ნორმალია  ზედაპირზე. ამის გარდა: 0G kS

( )n...,,kSM,constuu kk 210 =∈==    (5.3) 

,u 00 →  როცა ∞→r  

 შემოვიტანოთ შემდეგი ფუნქციები: , რომლებიც აკმაყოფილებენ 

დირიხლეს სასაზღვრო ამოცანებს, კერძოდ: 
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ანალოგიურად  ფუნქციისათვის: 2ψ
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და ასე შემდეგ: 
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მაშინ (5.1)÷(5.3) პირობებით განსაზღვრული სასაზღვრო ამოცანის ამოხსნა შეიძლება 

ასეთი სახით წარმოვიდგინოთ: 
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k
nnnn ∑

=
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22110    (5.7) 



სადაც  პოტენციალის მუდმივი მნიშვნელობებია  

ზედაპირებზე (შესაბამისად, არეებში). ცხადია (5.4)÷(5.6) სასაზღვრო 

ამოცანებს, რადგანაც ისინი დირიხლეს ამოცანებია, ყოველთვის აქვს ამოხსნა. თუ მათ 

ვიპოვით, მაშინ მუხტების ზედაპირული სიმკვრივეებისათვის, (5.2)-ის თანახმად, 

მივიღებთ: 

nu...,u,u 21 nS...,S,S 21
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აქედან k -ური გამტარისთვის გარედან გადაცემული მუხტი ტოლი იქნება: 
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u
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გამოვიყენეთ აღნიშვნა: 
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π
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მაშინ (5.9) ტოლობა ასეთ სახეს მიიღებს: 

n...,,k,uCQ
n

μ
μμkk 21

1
== ∑

=
.    (5.11) 

(5.4)÷(5.6) სასაზღვრო ამოცანები არ შეიცავენ განსაზილავ სისტემაში არსებულ 

პოტენციალებს ან ელექტრულ მუხტებს, შესაბამისად  ფუნქციები 

განისაზღვრებიან განსახილავი სისტემის მხოლოდ გეომეტრიული თვისებებით. 

ამასთან დაკავშირებით, ცხადია, რომ (5.10) ტოლობებით განსაზღვრული  

კოეფიციენტები დამოკიდებულნი არიან სისტემის გეომეტრიაზე და იზოლატორის 

დიელექტრიკულ მუდმივაზე. 

nψ...,ψ,ψ 21

μkC

μkC  მატრიცას უწოდებენ ტევადობის მატრიცას. მისი 

ელემენტები  წარმოადგენენ გამტარის საკუთრივ ტევადობებს, ხოლო 

არადიაგონალური  - ინდუქციურ ტევადობებს (

kkC

( μkC μk ≠ ) k -ური გამტარის 

ტევადობას, μ  ნომრის მქონე გამტარის ინდუქციით გამოწვეულს). 

 (5.11)-დან ცხადია, რომ 
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სადაც μkC  წარმოადგენს μkC  მატრიცის შებრუნებულ მატრიცას, ე.ი.: 
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≠
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==⋅ .νk,
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   (5.13) 

ტევადობითი მატრიცა μkC  ინტეგრალური მახასიათებელია განსახილავი 

სისტემისათვის, ამიტომ იგი კავშირში უნდა იყოს სხვა ინტეგრალურ 

მახასიათებელთან, კერძოდ ელექტრული ველის სრულ ენერგიასთან. ენერგია, როგორც 

ცნობილია, ტოლია: 
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გამოვიყენოთ შემდეგი იგივეობა 

( ) ,ugradugradudivuΔu 2
00000 −=  

მაშინ (5.14) ასეთ სახეს მიიღებს: 

( ) .dxdxdxuΔudxdxdxugraddiv
π
εW

GG ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−= ∫∫∫∫∫∫ 321003210
0

00
8

 

 გამოვიყენოთ გაუსის თეორემა და (5.1) ტოლობა, მივიღებთ: 

.dS
ν
uu

π
εW k

n

k S k
k

k

∑ ∫∫
= ∂

∂
=

1

00

8
     (5.15) 

თუ ამ ტოლობის მარჯვენა მხარეში ჩავსვავთ -ის გამოსახულებას (5.7)-დან, 

მივიღებთ 

0u

.uuCW
n

k
μk

n

μ
μk∑∑

= =
=

1 12
1

     (5.16) 

ეს ტოლობა ამყარებს კავშირს ელექტრული ველის ენერგიასა, ტევადობის მატრიცასა და 

გამტარების პოტენციალებს შორის.  ერთგვაროვანი ფუნქციაა  პოტენციალების 

მიმართ. (5.16)-დან ცხადია, რომ 

W ku



,QuC
u
W

kμ

n

μ
μk

k
==

∂
∂ ∑

=1
 

         
μk

μk uu
WC
∂∂

∂
=

2
     (5.17) 

ამის გარდა, თუ (5.16)-ში -ს მნიშვნელობას შევცვლით (5.12) ტოლობიდან, მივიღებთ: ku

.uQCCW
n

k
μν

n

μ

n

ν
νkμk∑∑∑

= = =
=

1 1 12
1

 

აქედან, თუ გავითვალისწინებთ (5.13)-ს მივიღებთ: 

     .uQuQδW
n

μ
μμμν

n

μ

n

ν
μν ∑∑∑

== =
==

11 1 2
1

2
1

    (5.18) 

თუ -ს კიდევ ერთხელ შევცვლით (5.12)-ის გამოყენებით, მივიღებთ: ku

∑∑
= =

=
n

k

n

μ
μkμk QQCW

1 12
1

     (5.19) 

აქედან, წინა შემთხვევის ანალოგიურად, გვაქვს: 

.
QQ
WC

μk
μk ∂∂

∂
=

2
     (5.20) 

 (5.17) და (5.20) ტოლობები განსაზღვრავენ განსახილავი სისტემის ტევადობით 

მახასიათებლებს ელექტრული ველის სრული ენერგიის მიხედვით. ეს ცნობილი 

ტოლობები აქ მიღებულია იმ მიზნით, რომ მათი განზოგადების საფუძველზე შევძლოთ 

ტევადობითი მახასიათებლების გამოთვლა იმ შემთხვევისათვის, როცა  

არეები წარმოადგენენ არა გამტარულ, არამედ ნახევარგამტარულ არეებს. 

nG...,G,G 21

 თუ აღნიშნულ გამტართა სისტემაში ადგილი აქვს პოტენციალების ან მუხტების 

მიმართ რაიმე ბმის პირობას, მაშინ ბმის პირობაში მონაწილე გამტარები ქმნიან 

კონდენსატორს. კონდენსატორის ასეთი განმარტება მეტად ზოგადია და ცხადად არ 

ჩანს რა კავშირშია ის კონდენსატორის კლასისკურ ცნებასთან. სიმარტივის მიზნით 

განვიხილოთ ორი გამტარის შემთხვევა, რომლებიც ავსებენ და არეებს და, 

თანაც, და  პოტენციალები შებმული არიან ბმის შემდეგი პირობით: 

1G 2G

1u 2u

.uu 021 =+       (5.21) 



ასეთ გარემოებას, მაგალითად, ექნება ადგილი, თუ მუდმივი დენის წყაროს ერთ 

პოლუსს შევაერთებთ ერთ გამტართან, ხოლო მეორეს – მეორე გამტართან. შემოვიღოთ 

აღნიშვნა 

,Vuu =− 21       (5.22) 

მაშინ 

.Vu,Vu
2
1

2
1

21 −==      (5.23) 

V  არის ძაბვა გამტარებს შორის. ამის გათვალისწინებით (5.7)-დან გვაქვს 

( ),ψψVu 210 2
1

−=     (5.24) 

ხოლო 

( )

( ) .dS
ν
ψψV

π
εQ

dS
ν
ψψV

π
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∫∫

∫∫

∂
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1
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8

8
    (5.25) 

ვაჩვენოთ შემდეგი ტოლობის სამართლიანობა: 

( ) ( ) .dS
ν
ψψdS

ν
ψψ

SS

0
21

2

21

1

21 =
∂
−∂

+
∂
−∂

∫∫∫∫    (5.26) 

∑R იყოს R  რადიუსიანი სფეროს ზედაპირი, რომლის ცენტრი ემთხვევა 

კოორდინატთა სისტემის სათავეს, ხოლო R  რადიუსი იმდენად დიდია, რომ 

მოიცავს და ზედაპირებს. ∑R 1S 2S

 გამოვიყენოთ გაუსის თეორემა ინტეგრალისათვის 

( ) ,dxdxdxψψΔ
RG

32121∫∫∫ −  

სადაც  წარმოადგენს  და RG ,S1 2S ∑R ზედაპირებით შემოსაზღვრულ არეს; 

გვექნება: 



 

( ) ( )

( ) ( ) .dS
R
ψψdS

ν
ψψ

dS
ν
ψψdxdxdxψψΔ

R

R

S

SG

∫∫∫∫

∫∫∫∫∫

∑ ∂
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1    (5.27) 

რადგანაც  როცა ( ) ,ψψ 021 →− ∞→R  და 
( ) 021 →
∂
−∂
R
ψψ

, როცა ∞→R , ასევე 

, როცა , ამიტომ (5.37) ტოლობის მარცხენა მხარე და მარჯვენა 

მხარის ბოლო წევრი ტოლია ნულის, ე.ი. სამართლიანია (5.26) ტოლობა. 

( 21 − uuΔ ) 0= M ∈ 0G

 მაშინ (5.25) სისტემის ტოლობათა ჯამი მოგვცემს: 

.QQ 021 =+      (5.28) 

 ეს უკანასკნელი პირობა წარმოადგენს (5.21) ბმის პირობისა შედეგს. გამოვიყენოთ 

აღნიშვნები: 

QQQ =−= 21  

  
( ) ( ) .CdS

ν
ψψV

π
εdS

ν
ψψ

π
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SS

=
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−=
∂
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∫∫∫∫
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   (5.29) 

ცხადია, C  დამოკიდებულია მხოლოდ სისტემის გეომეტრიაზე. მაშინ (5.25) სისტემის 

ტოლობები დაემთხვევიან ერთი შემდეგი სახის ტოლობას: 

CVQ = .     (5.30) 

 ამ ტოლობით განსაზღვრულ C  კოეფიციენტს უწოდებენ კონდენსატორის 

ტევადობას. 

 გამოვთვალოთ ეს ტევადობა ბრტყელი კონდენსატორისათვის. 

 მართკუთხა კოორდინატთა სისტემა მოვათავსოთ ისე რომ ბრტყელი 

კონდენსატორის შემონაფენებიდან მარცხენა დაემთხვეს  სიბრტყეს. ასეთ 

შემთხვევაში კოორდინატთა  ღერძი იქნება შემონაფენების ზედაპირის მართობული. 

შემონაფენების ზედაპირის ფართობი ავღნიშნოთ 

01 =x

1x

S -ით, მათ შორის მანძილი l -ით. 

იზოლატორის დიელექტრიკული შეღწევადობა -ით. ცხადია, ბრტყელი კონდენ-

სატორის შემთხვევაში (5.4) და (5.5) სასაზღვრო ამოცანები შეიძლება შეიცვალოს 

შესაბამისი ერთგანზომილებიანი ამოცანებით: 

0ε
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1
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=
dx
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0,1 11 ≤= xψ  

lx ≥= 11 ,0ψ  

და 

02
1

2
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=
dx
ψd

 

0,0 12 ≤= xψ  

lx ≥= 12 ,1ψ  

ამ სასაზღვრო ამოცანების ამოხსნებია: 
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და 
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ამიტომ  

( ;ψψVu,
e
xψψ 210

1
21 2

121 −=−=− )    (5.33) 

(5.29)-ის ძალით 
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(5.15) ტოლობაში -ის და -ის მნიშვნელობები ჩავსვათ (5.23)-დან, ხოლო -ის 

მნიშვნელობა (5.33)-დან, მივიღებთ: 

1u 2u 0u



( ) ( ) .dxdx
x
ψψdxdx
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(5.29) ტოლობის გათვალისწინებით გვექნება: 

2

2
1CVW =      (5.36) 

ეს კი კონდენსატორის ელექტროსტატიკური ველის სრული ენერგიაა. თუ -ს 

შევცვლით მისი მნიშვნელობით (4.30)-დან, მივიღებთ: 

V

  .
C
QW
2

2
=       (5.36) 

ამ ტოლობიდან გვაქვს: 

.

Q
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∂
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=      (5.37) 

 შევუდგეთ ნახევარგამტართა სისტემის ტევადური მახასითებლების 

განსაზღვრას. 

 პირველ რიგში განვიხილოთ ზოგადი მეთოდიკა იზოლატორში მოთავსებული  

ლეგირებული ნახევარგამტარების ტევადობითი მატრიცის ელემენტების 

განსასაზღვრავად, ხოლო შემდეგ (2.18)÷(2.21) სასაზღვრო ამოცანის ამოხსნის გზით 

განვსაზღვროთ ბიპოლარული ტრანზისტორის ტევადობითი მახასიათებლები იმ 

დაშვებით, რომ ტრანზისტორულ სტრუქტურაში სივრცითი მუხტების განაწილების 

კანონი ცნობილი ფუნქციაა (ე.ი. ვუშვებთ, რომ (2.18) განტოლების მარჯვენა მხარეში 

მდგომი ფუნქცია ცნობილია). 

 (2.16)÷(2.17) პირობებით განსაზღვრულ სასაზღვრო ამოცანაში საძიებელ 

ფუნქციებს წარმოადგენენ ელექტრული ველის პოტენციალები ( ).n...,,kuk 21=  

ელექტროსტატიკური ველის წყაროს წარმოადგენენ იონიზირებული დონორები, 

აქცეპტორები და მოცულობითი მუხტები, რომლებიც აღიძვრებიან 

არეებში ელექტრონების, ხვრელებისა და გარედან გადაცემული 

 მუხტების გადანაწილების შედეგად (ნახ.1). თუ გავითვალისწინებთ, 

რომ დონორებისა და აქცეპტორების კონცენტრაციები  და  ფიქსირებული 

nG...,G,G 21

nQ...,Q,Q 21

DN AN



(არავარირებადი) სიდიდეებია, მაშინ სამგანზომილებიან არეში ელექტროსტატიკური 

ველის ცვლილება (ვარაცია) შეიძლება განხორციელდეს  მუხტების 

ცვლილებით. სხვანაირად რომ ვთქვათ,  პოტენციალი წარმოადგენს ფუნქციას, არა 

მხოლოდ კოორდინატებისა და სისტემის გეომეტრიული და ფიზიკური პარამეტრებისა, 

არამედ  მუხტებისაც: 

nQ...,Q,Q 21

ku

nQ...,Q,Q 21

  ( )n,k M,Q...,Qx,x,xuku Q, ∈= kG21321    (5.38) 

k , n...,21=  

თუ შევცვლით ერთ-ერთი მუხტის მნიშვნელობას, მაგალითად -ისას, შეიცვლება 

არამარტო  პოტენციალი -ზე, არამედ შეიცვლებიან  პოტენციალი 

იზოლატორში და პოტენციალები დანარჩენ ნახევარგამტარებშიაც. ასეთ 

ცვლილებებთანაა დაკავშირებული საკუთრივი და გავლენითი ტევადობების ცნებები 

კლასიკურ ელექტროდინამიკაში, როგორც ეს ზემოთ იყო ნაჩვენები. 

1Q

0u1u

u,u2

1G

nu...,3

 ნახევარგამტართა სისტემის ტევადობის მატრიცას ვუწოდებთ ისეთი μkC  

მარტიცის შებრუნებულ მატრიცას, რომლის ელემენტებიც (გამტართა სისტემის 

შემთხვევის ანალოგიურად) შემდეგი ტოლობებით განისაზღვრება 

..,,μ,k
QQ
WC

μk
μk 21

2
=

∂∂
∂

= , ,n.    (5.39) 

სადაც 
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1 dxdxugradε
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=
= 3dx
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W    (5.40) 
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მთელი სისტემის ელექტროსტატიკური ველის ენერგიაა. აქ წარმოადგენს 

(5.16)÷(5.17) სასაზღვრო ამოცანის ამოხსნას. ამ ტოლობებიდან ცხადია, რომ 
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   (5.41) 



μkC  მატრიცის ელემენტების გამოსათვლელად შეიძლება ავაგოთ სხვა 

გამოსახულებაც. ამ მიზნით გამოვიყენოთ შემდეგი იგივეობები: 

( )
( )

0

2
0

2
00000

4 GM,
KT
quexpA

KT
quexpANu
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  (5.42) 

თუ ამ იგივეობებს გამოვიყენებთ (5.40) ტოლობაში და გარდავქმნით მას გაუსის 

თეორემის საფუძველზე, მივიღებთ: 

.dxdxdx
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(2.17) სისტემის საკონტაქტო პირობების გათვალისწინებით ეს უკანასკნელი  ტოლობა 

ასეთ სახეს მიიღებს: 
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თუ -ს ამ მნიშვნელობას ჩავსვავთ (5.39) ტოლობაში, W μkC -თვის მივითებთ შემდეგ 

გამოსახულებას: 

.dxdxdx
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ამ მატრიცის შებრუნებით მივიღებთ ნახევარგამტართა სისტემის ტევადობის მატრიცას. 

 იმ შემთხვევაში, როცა  მუხტები აკმაყოფილებენ nQ...,Q,Q 21 ( )1−n  ბმის 

პირობას 

( ) ,n...,,i,Q...,Q,QF n 121021 −==    (5.45) 



მაშინ, გამტართა სისტემის ანალოგიურად, ნახევარგამტართა სისტემას კონდენსატორს 

ვუწოდებთ. ასეთი კონდენსატორის საერთო მუხტი  განისაზღვრება შემდეგი 

ტოლობით: 

Q

( ) 0
1

21 =−= ∑
=

n

k
kn QQQ,Q...,Q,QF .    (5.46) 

(5.45) და (5.46) განტოლებათა სისტემა, თუ მისი იაკობიანი განსახვავებულია 

ნულისაგან, განსაზღვრავს  მუხტებს, როგორც Q -ს ფუნქციებს: nQ...,Q,Q 21

( ) n...,,i,QfQ ii 21==     (5.47) 

 თუ  მუხტების ამ მნიშვნელობებს ჩავსვამთ ენერგიის 

გამოსახულებაში, ვიპოვით -ს, როგორც -ს ფუნქციას. განსახილავი 

კონდენსატორის ტევადობა კი განისაზღვრება შემდეგი ტოლობით: 

nQ...,Q,Q 21

W Q

.
Q
W

C 2

21
∂
∂

=       (5.48) 

შეიძლება ადგილი ჰქონდეს უფრო რთულ შემთხვევას, როცა ნახევარგამტართა სისტემა 

წარმოადგენს ( )nmm <  კონდენსატორთა ერთობლიობას, რომელთა შორის არსებობს 

მხოლოდ ინდუქციური კავშირი. ამ შემთხვევაში მუხტები ბმის 

პირობებს აკმაყოფილებენ ჯგუფურად, კერძოდ,  მუხტი აკმაყოფილებს 

 ბმის პირობას: 

nQ...,Q,Q 21

nQ...,Q,Q 21

11 −n

( ) ,n...,,i,Q...,Q,QF ni 1210 1211 −==    (5.49) 

221 21 nnn Q...,Q,Q ++ ბმის შემდეგ პირობებს: 

( ) 1210 2112212 21
−++==++ n...,n,ni,Q...,Q,QF nnni   (5.50) 

და ა.შ., ხოლო შემდეგ პირობებს nnmnm Q...,Q,Q 21 ++

( ) 110 121 −+== −++ ...,ni,Q...,Q,QF mnnmnmmi   (5.51) 
თანაც  .n...nn =++ 21

 განსახილავ შემთხვევაში შეიძლება შემოვიტანოთ თითოეული კონდენსატორის 
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(5.49) და (5.52) სისტემის პირველი განტოლებებიდან გვაქვს, 

( ) ,n...,,i,QfQ ii 1
0
1 21==     (5.53) 

(5.50) და (5.52) სისტემის მეორე განტოლებებიდან: 

   ( ) ,n...,,i,QfQ iin 2
0
22 21

1
==+     (5.54) 

და ა.შ. 

 ამ ტოლობების გათვალისწინებით განსახილავი სისტემის მთელი 

ელექტროსტატიკური ველის ენერგია დამოკიდებულია  პარამეტრებზე 00
2

0
1 mQ...,Q,Q

( ).Q...,Q,QW m
00

2
0
1 ე.ი განსახილავი შემთხვევა დაიყვანება წინა შემთხვევაზე, ანუ 

ერთმანეთისაგან დამოუკიდებელ  ნახევარგამტარისაგან შედგენილი სისტემის 

შემთხვევაზე. თითოეული კონდენსატორის საკუთრივი და ინდუქციური ტევადობის 

განსაზღვრის მიზნით პირველად განვსაზღვრავთ შებრუნებული მატრიცის ელემენტებს 

n

    ,
QQ
WC

ji
ij 00
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∂∂
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=      (5.55) 

ხოლო ijC  მატრიცის შებრუნებით ვიპოვით საძიებელ ტევადობის მატრიცას. 

 თუ ორი ნახევარგამტარი, რომლებიც იზოლატორში არიან განლაგებული, 

შეერთებული არიან დენის მუდმივ წყაროსთან, მაშინ ბმის პირობას ასეთი სახე ექნება 

.QQ 021 =+      (5.56) 
ასეთ შემთხვევაში (5.45) და (5.46) განტოლებები ერთმანეთს ემთხვევიან და ამიტომ მათ 

მიერ შედგენილი სისტემის რანგი ნულის ტოლია. საჭიროა გამოვიყენოთ ერთი 

განტოლება, რომელშიც ვარირებადია ერთ-ერთი მუხტი  ან , ამიტომ, (4.56)-დან 

გამომდინარე, რადგან 

1Q 2Q

,QQQ =−= 21  
სრული ენერგია იქნება Q  მუხტის ფუნქცია და 
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C 2

21
=       (5.57) 

 გამტართა სისტემის ანალოგიურად, იმისათვის, რომ ნახევარგამტართა სისტემის 

შემთხვევაში გამოვთვალოთ სისტემის ტევადობითი მახასიათებლები, საჭიროა 

ვიპოვოთ (2.16) და (2.17) პირობებით შედგენილი სასაზღვრო ამოცანის ამოხსნა, ე.ი. 

ავაგოთ ელექტროსტატიკური ველისა და ელექტრონებისა და ხვრელების სივრცეში 

განაწილების კანონები და შემდეგ ზემოთ აღნიშნული ტოლობებით ვიპოვოთ 

ტევადობითი მატრიცის თითოეული ელემენტი. აღნიშნული სასაზღვრო ამოცანის 

ამოხსნის რეალიზაცია მეტად რთული საქმეა, უმარტივეს შემთხვევაშიც კი, რაც, 

როგორც ზემოთ ავღნიშნეთ, გამოწვეულია მისი არაწრფივობით. ამიტომ ქვემოთ, 

ბიპოლარული ტრანზისტორის ტევადობითი მახასიათებლების განსაზღვრისას ჩვენ 

გამოვიყენებთ მეორე თავში აღწერილ მიახლოებით მეთოდს, რომელიც გარკვეული 

სტრუქტურის დეტერმინანტთა გამოთვლამდე მიიყვანება, იმ დაშვებით რომ მუხტების 

განაწილების კანონი ტრანზისტორის სტრუქტურაში ცნობილია. 

 ტევადობების მატრიცა სიმეტრიული მატრიცაა: 

     ,С,С
С,CC ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

kkke

ekee      (5.58) 

რომლის ელემენტები წარმოადგენენ ემიტერისა და კოლექტორის p-n 

გადასასვლელების საკუთრივ ( kkee CC = ) და ინდუქციურ  ( keek CC = )  ტევადობებს. 

 სამგანზომილებიანი G  არე, ამ შემთხვევაში, წარმოადგენს ბიპოლარული 

ტრანზისტორის მიერ დაკავებულ არეს (ნახ. 5), ხოლო S  ზედაპირი მისი 

შემომსაზღვრელი ზედაპირია. S -ის ნაწილები, რომლებიც შეესაბამება ემიტერის, 

ბაზისა და კოლექტორის კონტაქტებს, 

შესაბამისად ავღნიშნოთ beS S,  და kS  

-ით, ხოლო კონტაქტებისაგან თავისუ-

ფალი ზედაპირი - -ით. 1S

 ტევადობითი მატრიცის კომპო-

ნენტების განსასაზღვრავად გა-

1S
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ЭS  S  SБ K

p +n  
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nax. 5. 
ნახ.5. 

ბიპოლარული ტრანზისტორის სქემა



მოვიყენოთ ტრანზისტორში ელექტრული ველის სრული ენერგია: 

       υdE
π
εW

G

2

8 ∫∫∫=
r

,   (5.59) 

სადაც  - ნახევარგამტარის დიელექტრიკული მუდმივაა, ხოლო  - 

ელექტრული ველის დაძაბულობაა 

ε ugradE −=
r

G -ში. 

 საძებნი ტევადობების მნიშვნელობები განისაზღვრება შემდეგი ფორმულებით: 

.
uu
WCC,

u
WC,

u
WC

ke

2

keek2
k

2

kk2
e

2

ee ∂∂
∂

==
∂
∂

=
∂
∂

=   (5.60) 

 როოგრც ცნობილია, ბიპოლარულ ტრანზისტორებში სხვადასხვა ტიპისა და 

გამტარებლობის მქონე ნაწილების კონტაქტის არეებში წარმოიქმნებიან ლოკალური 

სივრცითი მუხტები და G -ში წარმოიქმნება სტაციონარული ელექტრული ველი 

პოტენციალით ( ) ( )MMu G∈ .  

 be S,S  და kS  კონტაქტებზე, შესაბამისად, be u,u , ku  პოტენციალების 

მოდების შემთხვევაში   აკმაყოფილებს შემდეგ სასაზღვრო ამოცანას: (Mu )

                 ρ
ε
πuΔ 4

−=          G -ში    (5.61) 

 euu = ,          -ზე    (5.62) eS

 ,buu =          -ზე    (5.63) bS

 ,kuu =          -ზე    (5.64) kS
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 და გავითვალისწინებთ (5.62)÷(5.65) სასაზღვრო პირობებს იმ დაშვებით, რომ 
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თუ  ფუნქციის მიღებულ (5.66) მნიშვნელობას შევიტანთ (5.67) ტოლობის 

მარჯვენა მხარეში, მაშინ (5.60) დამოკიდებულებების საშუალებით განვსაზღვრავთ 

საძებნ ტევადობებს.  

(Mun )

 ნაშრომში მიღებული შედეგების მიკროსქემების პროექტირების პროცესში 

პრაქტიკული გამოყენების მიზნით ჩვენს მიერ შედგენილია რეზისტიული და 

დატევადური მახასიათებლების გათვლის პროგრამები: REZIST და COND, შესაბამისად, 

რომლებიც მოყვანილია სადისერტაციო ნაშრომის დანართში. გამოთვლის შედეგების 

(7÷8)%-იანი სიზუსტის მისაღწევად საკმარისია, დეტერმინანტების მაქსიმალური რანგი 

. 100max ≤N

 აღნიშნული პროგრამები წარმატებითაა აპრობირებული მიკროსქემების 

ავტომატიზირებული პროექტირების ერთიანი სისტემის ფარგლებში. 

ნაშრომში შესრულებული სამუშაოს შედეგები შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ 

შემდეგი ძირითადი დასკვნების სახით: 

 

დ ა ს კ ვ ნ ე ბ ი  

 

1. დასმულია პუასონის განტოლების სამგანზომილებიანი სასაზღვრო ამოცანები 

ბიპოლარული ტრანზისტორის შემადგენლ არეებში (ემიტერი, ბაზა) განსაზღვრული 

სტაციონარული ელექტრული ველების პოტენციალების მიმართ, შრეული 

სასაზღვრო პირობების გათვალისწინებით. 

2. დასმულია პუასონის განტოლების სასაზღვრო ამოცანა სტაციონარული 

ელექტრული ველის პოტენციალის მიმართ, რომელიც განსაზღვრულია ორი, 

ერთიდაიგივე ტიპის, მაგრამ განსხვავებული გამტარებლობების მქონე ნაწილისაგან 

შემდგარ სამგანზომილებიან არეში (დაბალომური ფენის შემცველი კოლექტორი), 

რომელიც შემოსაზღვრულია ნებისმიერი კონფიგურაციის საკმარისად გლუვი 

ზედაპირით, ხოლო შემადგენელი ნაწილების გამყოფი ზედაპირი არის სიბრტყე. 

3. შემუშავებულია დასმული ამოცანების მიახლოებითი ანალიზური ამოხსნის 

მეთოდები. 



4. შემუშავებულია ემიტერისა და ბაზის აქტიური წინააღმდეგობების განსაზღვრის 

მეთოდიკა ბიპოლარული ტრანზისტორის სამგანზომილებიანი მოდელის 

საფუძველზე. 

5. შემუშავებულია დაბალომური ფენის შემცველი კოლექტორის აქტიური 

წინააღმდეგობის განსაზღვრის მეთოდიკა ბიპოლარული ტრანზისტორის 

სამგანზომილებიანი მოდელის საფუძველზე. 

6. შემუშავებულია სამგანზომილებიანი ბიპოლარული ტრანზისტორული სტრუქ-

ტურების ტევადური მახასიათებლების განსაზღვრის მეთოდიკა ტრანზისტორში 

ელექტრული ველის სრული ენერგიის მნიშვნელობის საშუალებით. 

7. სადისერტაციო ნაშრომში შემუშავებული გარკვეული კლასის სამგანზომილებიანი 

სასაზღვრო ამოცანების ამოხსნის მეთოდები, გარდა მიკროელექტრონიკისა, 

შეიძლება გამოყენებული იქნეს ფიზიკისა და ტექნიკის სხვა ამოცანების 

გადასაწყვეტადაც. 

 

სამუშაოს ძირითადი შედეგები გადმოცემულია შემდეგ პუბლიკაციებში: 

 

1. Р.Ш. Гогсадзе, В.К. Гогичаишвили. Определение резистивных характеристик 

трехмерных биполярных транзисторных структур. Сообщ. АН ГССР, 1987, 127, №2. 

(стр. 357-359). 

2. Р.Ш. Гогсадзе, В.К. Гогичаишвили. Об одном приближенном методе определения 

трехмерной модели электрического поля и его применение в расчете емкостных 

характеристик транзистора. Сообщ. АН ГССР, 1988, 130, №1, (стр. 157-159). 

3. რ. გოგსაძე, ვ. გოგიჩაიშვილი. მათემატიკური მოდელირება მიკროელექ-

ტრონიკაში, I ნაწილი (მონოგრაფია). თბილისი, სტუ, 2002 წ. 

4. В.К. Гогичаишвили, Р.Ш. Гогсадзе, Т.Д. Мхеидзе. Некоторые задачи определения 

электрофизических параметров элементов интегральных микросхем. GEN, №3, 

стр. 68-70, 2005. 

 

 

 

 



დ ა ნ ა რ თ ი  

 

პ რ ო გ რ ა მ ე ბ ი  

 

რეზისტორული მახასიათებლების გათვლის პროგრამა  REZIST 
 

PROGRAM REZIST 

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z) 

DIMENSION ×(54), Y(54), Z(54), SX(75),SY(75), SZ(75) 

DIMENSION C1(54), C2(54), C3(54), F(54), U(75) 

COMMON /BORD/ EX, EY, EZ 

COMMON A,B,C 

DATA C1/18*0., 9*-1., 9*., 18*0./, C2/36*0., 9*1., 9*-1/, 

                *C3/9*-1., 9*., 36*0./ 

DATA F/9*100.,45*0./ 

A=1. 

B=1. 

C=1. 

EX=0. 

EY=0. 

EZ=0. 

DR=0. 

N1=54 

NI=54 

OPEN (5, FILE=’ REZIST.DAT’) 

READ(5,’(13)’) NM 

READ (5,’(3F5.1)’) (SX(I), SY(I),SZ(I), I=1,NM) 

CLOSE (5) 

CAAL INIT (X,Y,Z,DR) 

CALL DIRIHL (NM, SX, SY, SZ, N1, NI, X, Y, Z, C1, C2, C3, F, U) 

STOP 

END 

SUBROUTINE DIRIHL (NM, X1, X2, X3, N1, NI, Y1, Y2, Y3, C1, 



                *C2, C3, F, U) 

IMPLICIT REAL*8(A-H, 0-Z) 

DIMENSION Y1(54), Y2(54), Y3(54), Z1(54), Z2(54), Z3(54), 

                *W(54), WW(54, 54), F(54), C(54, 54), TF(54), TC(54), 

                *S(54), C1(54), C2(54), C3(54), CV(54), 

                *X1(NM), X2(NM), X3(NM), U(NM) 

COMMON  /BORD/ EX, EY, EZ 

COMMON AL, BL, CL 

CH=-10. 

ZH1=1.D-10 

ZH2=1.D-5 

P=DSQRT((Y1(1)-Y1(2))**2+(Y2(1)-Y2(2))**2 

                *+(Y3(1)-Y3(2))**2) 

B=10**(2*CH/(N1-1)) 

D=N1*P/3.141593 

DR=-(D+P)/2.+DSQRT((D+P)**2D*P*(1-B)/(4*B))/2. 

     C          OPEN (3, FILE=’USSR.MED’) 

L=1 

     C          WRITE (3, ‘(1X, I2, 1X, 3D12.5)’ (I, Y1(I), Y2(I), Y3(I), I=1,54) 

         201   EX=-DR 

AL=AL+DR 

EY=-DR 

BL=BL+DR 

EZ=-DR 

CL=CL+DR 

CALL  INIT (Z1, Z2, Z3, DR) 

     C          WRITE (3, ‘(1X, I2, 1X, 3D12.5)’) (I, Z1(I), Z2(I), Z3(I), I=1,54) 

DO 111 K=1,NI 

DO 111 I=1, N1 

WW(K,I)=DR/DSQRT((Y1(K)-Z1(I))**2+(Y2(K)-Z2(I))**2+ 

                *(Y3(K)-Z3(I))**2) 

        111    CONTINUE 

IF(N1-NI)  408, 408, 405 

        405    N2=NI+1 



DO 112  K=N2, N1 

DO 112 I=1, N1 

WA=(Y1(K)-Z1(I))*C1(K)+Y2(K)-Z2(I))*C2(K)+ 

                *(Y3(K)-Z3(I))*C3(K) 

                  WB=((Y1(K)-Z1(I))**2+(Y2(K)-Z2(I))**2+ 

                *(Y3(K)-Z3(I))**2)**(1.5) 

                  WW(K,I)=DR**2*WA/WB 

112 CONTINUE 

408 SG=DDET(WW,N1) 

WTITE(*,*)  CHAR(7) 

IF (DABS (SG)-ZH1)  202, 203, 204 

202 DR=DR-DR/ (L+1) 

L=L+1 

GO  TO  201 

204    (DABS (SG)-ZH2) 203, 203, 205 

205    DR=DR+DR/(L+1) 

          L=L+1 

          GO TO 201 

203 DO 1 K=1, NI 

DO 11 I=1, N1 

WW(K,I)=1./DSQRT((Y1(K)-Z1(I))**2+(Y2(K)-Z2(I))**2+ 

                *(Y3(K)-Z3(I))**2) 

         11     CONTINUE 

                  TF(K)=WW(K,K) 

1 CONTINUE 

WRITE(*,*)  DR 

IF(N1-NI)  409, 409, 444 

444 DO 7 K=N2, N1 

DO 71 I=1, N1 

WT=(Y1(K)-Z1(I))*C1(K)+(Y2(K)-Z2(I))*C2(K)+ 

                *(Y2(K)-Z3(I))*C3(K) 

                  WI=((Y1(K)-Z1(I))**2+(Y2(K)-Z2(I))**2+ 

                *(Y3(K)-Z3(I))**2)**(1.5) 

                  WW(K,I)=-WT/WI 



71 CONTINUE 

TF(K)=WW(K,K) 

7 CONTINUE 

409 DO 44 J=1,N1 

DO 22 M=1,N1 

DO 522 I=1,N1 

C(M,I)=WW(M,I) 

C(M,J)=-F(M) 

522 CONTINUE 

            C(M,J)=C(M,1) 

          C(M,1)=-F(M) 

          TC(M)=C(M,M) 

22   CONTINUE 

  CV(J)=-F(1)*WW(J,1)/(TF(1)*TF(J)) 

402  DO 311 II=1,N1 

 DO 311 JJ=1,N1 

311  C(II,JJ)=C(II,JJ)/TC(II) 

 S(J)=DDET(C,N1) 

 WRITE(*,’(1X, I1, 4X, D15.8)’) J,S(J) 

44  CONTINUE 

 CV(1)=-CV(1) 

 DO 312 II=1,N1 

 DO 312 JJ=1,N1 

312  WW(II,JJ)=WW(II,JJ)/TF(II) 

 SU=DDET(WW,N1) 

 DO 211 NR=1,NM 

 DO 212 K=1,N1 

 W(K)=1./DSQRT((X1(NR)-Z1(K))**2+(X2(NR)-Z2(K))**2+ 

              *(X3(NR)-Z3(K))**2) 

    212     CONTINUE 

               U1=0. 

               DO 66 J=1,N1 

               V=W(J)*S(J)*CV(J) 

               U1=U1+V 



66 CONTINUE 

U(NR)=U1/SU 

211 CONTINUE 

CALL GULIKO (NM, X1, X2, X3, U) 

RETURN 

END 

SUBROUTINE INIT (X, Y, Z, DR) 

IMPLICIT REAL *(A-H, 0-Z) 

DIMENSION X(54), Y(54), Z(54) 

COMMON /BORD/ EX, EY, EZ 

COMMON A, B, C, 

HX=(A+DR)/3. 

HY=(B+DR)/3. 

HZ=(C+DR)/3. 

     C       X0Y UP 

    HHY=EY+HY/2 

               DO 1 I=1,9,3 

               HHX=EX+HX/2 

               DO 2 J=I, I+2 

               X(J)=HHX 

               Y(J)=HHY 

2 HHX=HHX+HX 

1 HHY=HHY+HY 

DO 3 I=1,9 

3    Z(I)=EZ 

  C          X0Y DOWN 

    HHY=EY+HY/2. 

    DO 4 I=10,18,3 

    HHX=EX+HX/2. 

    DO 5 J=I, I+2 

    X(J)=HHX 

    Y(J)=HHY 

5 HHX=HHX+HX 

4    HHY=HHY+HY 



      DO 6 I=10, 18 

6    Z(I)=C 

   C         Y0Z  LEFT 

    HHZ=EZ+HZ/2. 

       DO 7 I=19, 27, 3 

    HHY=EY+HY/2. 

    DO 8  J=I, I+2 

    Y(J)=HHY 

    Z(J)=HHZ 

8 HHY=HHY+HY 

6 HHZ=HHZ+HZ 

                DO 9 I=19,27 

9   X(I)=EX 

   C           Y0Z RIGHT 

      HHZ=EZ+HZ/2. 

      DO 10 I=28, 36, 3 

      HHY=EY+HY/2. 

      DO 11 J=I, I+2 

      Y(J)=HHY 

      Z(J)=HHZ 

11   HY=HHY+HY 

10 HHZ=HHZ+HZ 

DO 12 I=28, 36 

         12     X(I)=A     

    C           X0Z NEAR 

      HHX=EX+HX/2. 

      DO 13 I=37, 45, 3 

      HHZ=EZ+HZ/2. 

      DO 14 J=I, I+2 

      Z(J)=HHZ 

      X(J)=HHX 

14 HHZ=HHZ+HZ 

13    HX=HHX+HX 

         DO 15 I=37, 45 



15     Y(I)=B 

  C          X0Z FAR 

               HHX=EX+HX/2. 

      DO 16 I=46, 54, 3 

      HHZ=EZ+HZ/2. 

      DO 17 J=I, I+2 

      Z(J)=HHZ 

      X(J)=HHX 

    17      HHZ=HHZ+HZ 

    16      HHX=HHX+HX 

              DO 18 I=46, 54 

18 Y(I)=EY 

         RETURN 

         END 
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PROGRAM COND 

DIMENSION X(100), ITARG(20) 

COMMON /WPAR/NTA,D(10),CA(10),F(10),QK(10), EROK(10),SBK(10) 

1 ,0T(10),QMT(10),ZT(10) 

REAL MY, MI, KL, I0, N, K, 

1 M111,M112,M021,M022,M221,M222 

DOBLEPRECISION I0N, SCR 

DATA EE/1001./,COR/1./ 

CALL ASNLUN(6, ‘TI’, 0) 

WRITE(6,*) ‘TAGET’ 

READ(5, 1005, END=9999)XTARG 

FORMAT(20A2) 

WRITE(6,*) ‘RHO, NTA, (ZT(I), MT(I), N(I))’ 

READ(5,*, END=9999) RHO, NTA, (ZT(I), QMT(I), OT(I) I-1, NTA) 

WRITE(6,*)’ION’ 

READ(5, 1010, END=9998)XX, ION 
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IF(II. EQ.0)GOTO 500 

FORMAT(Q, AB) 

WRITE(6,*)’ZI, MI, COR 

READ(5,*, END=9998)ZI, MI, COR 

WRITE(2, 2001) 

FORMAT(‘1’)  

WRITE(2, 2000) 

FORMAT(5X, ‘I’, 51(1H), ‘I’51(1H), ‘I’) 

WRITE(2, 2010) 

FORMAT(5X, ‘I’, 51X, ‘I’) 

WRITE(2,2020)XTARG, ION 

FORMAT(5X, ‘1’, 3X, ‘TAGET:’, 20A2, ‘I’,2X, 

1 ‘ION:’, A8, 36X, ‘I’) 

WRITE(2, 2030) INT(.5+ZT(1)), QMT(1), RHO, OT(1), 

1 INT(.5+ZI), MI, COR 

FORMAT((5X, ‘I’, 3X, ‘ZT:’, 13, 4X, ‘MT:’, F7.3, 4X,’RHO:’, F7.3, 

1 2X, F7.3, 1X, ‘I’, 3X, ‘ZI:’, 13, 5X, ‘MI:’, F7.3, 10X, ‘COR:’ 

1 , F7.3, 3X, ‘1’) 

IF(NTA.LE.1)GOTO 550 

DO 540 I=2, MTA 

WRITE(2, 2035) INT(.5+ZI(I)), QMT(I), OT(I) 

FORMAT(5X, ‘I’, 3X, ‘ZI:’, 13, 4X, ‘MT:’, F7.3, 5X,’NT:’, F7.3, 

1 10X, ‘I’, 51X, ‘I’) 

WRITE(2,2010) 

WRITE(2,2000) 

WRITE(2,2040) 

FORMAT(5X, ‘I’, 6(1H), ‘I’, 3(14(1H ), ‘I’), 

1 4(12(1H ), ‘I’)) 

WRITE(2,2050) 

WRITE(2,2055) 

FORMAT(5X, ‘I’,2X,’E’,2X,’I’,6X,’SE’,6X,’I’, 

1 6X,’SN’,6X,’I’,6X,’W2’,6X,’I’,5X,’R’,5X,’I’, 

2 5X,’DR’,5X,’I’,5X,’RP’,5X,’I’,5X,’DRP’,4X,’I’) 
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FORMAT(5X,’I’,’[KEV]’,1X,’I’,3X,’KEV/MY]’,3X,’I’, 

1 3X,’[KEV/MY]’,3X,’I’,1X,’[KEV**2/MY]’,4X,’[MY]’,4X,’I’, 

2 4X,’[MY]’,4X,’[MY]’,4X,’I’,4X,’[MY]’,4X,’I’) 

WRITE(2,2040) 

ELZ=0. 

QT=0. 

DO 10 I=1,NTA 

QT=QT+QRT(I)*OT(I) 

ELZ=ELZ+0T(I) 

QT=QT/ELZ 

N=.6022*RHO/QT 

DO 20 I=1,NTA 

CALL COEF(COR,N,MI,ZI,QMT(I),ZT(I),CA(I),D(I),F(I) 

1 ,QK(I),EPSK(I),SBK(I)) 

OT(I)=OT(I)/ELZMY=QT/MI 

MY=QT/MI 

B=.1 

E1=B 

SN1=WI(0,1,E1) 

W21=WI(0,2,E1) 

W31=WI(0,3,E1) 

W41=WI(0,4,E1) 

W51=WI(0,5,E1) 

W61=WI(0,6,E1) 

SE1=WI(1,0,E1) 

S1=SE+SN1 

F11=.5*MY*SN1/E1-.25*(.5-MY)*W21/E1**2-.125*(1.-1.5*MY)*W31 

1 /E1**3-.5/32.*(.75-MY)*W41/E1**4-7./64.*(1.-1.25*MY)*W51 

2 /E1**5-105./1024.*(1.-1.2*MY)*W61/E1**6 

P21=1.5*MY*SN/E1-.375*(1.-MY)**2*(W21/E1**2+W31/E1**3 

1 +W41/E1**4+W51/E1**5+W61/E1**6) 

R1=.5*B/S1 

DR1=SQRT(.5*B*W21/S1**3) 
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EX11=EXP(-.5*B*P11/S1) 

EX21=EXP(-.5*B*P21/S1) 

M111=R1 

M021=R*M111/S1 

M221=B*M111/S1 

DO 100 I=1,100 

C=10.-E1 

Q=(10.-B)16. 

DE=5. 

IF(I.LE.45)DE=1 

IF(I.LE.35)DE=.5 

IF(I.EQ.1)DE=AMIN1(B,Q,C) 

E2=F1+DE 

IF(E2.GT.EE)GOTO 400 

SN2=WI(0,1,E2) 

W22= WI(0,2,E2) 

W32= WI(0,3,E2) 

W42= WI(0,4,E2) 

W52= WI(0,5,E2) 

W62= WI(0,6,E2) 

SE2= WI(1,0,E2) 

S2=SE2+SN2 

P12=.5*MY*SN2/E2-.25*(.5-MY)*W22/E2**2-.125*(1.-1.5*MY)*W32 

1 /E2**3-5./32.*(.75-MY)*W42/E2**4-7./64.*(1.-1.25*MY)*W52 

2 /E2**5-105./1024.*(1.-1.2*MY)*W62/E2**6 

P22=1.5*MY*SN2/E2-.375*(1.-MY)**2*(W22/E2**2+W32/E2**3 

1 +W42/E2**4+W52/E2**5+W62/E2**6) 

R2=.5*DE*(1./S2+1./S1)+R1 

DR2=SQRT(.5*DE*(W22/S2**3+W21/S1**3)+DR1**2) 

EX12=EXP(-.5*DE*(P11/S1+P12/S2)) 

EX22=EXP(-.5*DE*(P21/S1+P22/S2)) 

M112=M111*EX12+.5*DE*(1./S2+EX12/S1) 

GM11=.5*DR2**2*((P12**2+S2*(P12-P11)/DE)*M112-P12) 



0097 

0098 

0099 

0100 

0101 

0102 

 

0103 

0104 

0105 

0106 

0107 

0108 

0109 

0110 

0111 

0112 

0113 

0114 

0115 

0116 

0117 

0118 

0119 

0120 

0121 

0122 

0123 

 

0124 

 

0125 

0126 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2060 

 

 

 

100 

 

RP=M112+GM11 

M022=M021+DE*(M112/S2+M111/S1) 

GM02=DR2**2*(1.-P12*M112) 

RM02=M022+GM02 

M222=M221*EX22+DE(M112/S2+M111*EX22/S1) 

GM22=.5*DR2**2*((P22**2+S2*(P22-P21)/DE)*M222-2.*P12+P22) 

1 *M112+2.) 

RM22=M222+GM22 

DRP=SQRT(1./3*RM02+2./3.*RM22-RP**2) 

E1=E2 

SE1=SE2 

SN1=SN2 

W21=W22 

W31=W32 

W41=W42 

W51=W52 

W61=W62 

S1=S2 

P11=P12 

P21=P22 

R1=R2 

DR1=DR2 

M111=M112 

M021=M022 

M221=M222 

IF(E1.NE.X(I)GOTO 3 

WRITE(2,2060)INT(.5+E),SE1,SN1,W21,R1,DR1,RP,DRP 

FORMAT(5X,’I’,1X,I4,1X,,’I’,3(1X,1PE12.3,1X,’I’) 

1 0P,4(1X,F10.4,1X,’I’)) 

IF(I.EQ.20.OR.I.EQ.35.OR.I.EQ.45.OR.IEQ.53) 

1 WRITE(2,2040) 

CONTINUE 

GOTO 600 
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STOP ‘EOF AFTER TARGET’ 

STOP ‘EOF AFTER ION’ 

END 
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