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В В Е Д Е Н И Е  

 

Изучение уравнений в частных производных связано со многими математическими и 

практическими моделями, соответствующими различным физическим процессам. Такие 

уравнения, как правило, нелинейны и для них не существует такой же  совершенной теории, 

какая построена для линейных уравнений. Поэтому каждый класс нелинейных уравнений 

требует индивидуального подхода. В некоторых случаях, на основании существенных 

ограничений и допущений, нелинейные уравнения линеаризуют (если это возможно и не 

требуется особой точности).  

Но и к линейным уравнениям предъявляют достаточно жесткие требования. Например, 

члены младшего порядка уравнения, которые не определяют его тип, должны быть если не 

непрерывны, то хотя бы ограничены. Довольно часто практические задачи и после 

линеаризации не удовлетворяют этим условиям.  

Подобные линейные уравнения с разрывными коэффициентами членов младшего 

порядка одним из первых в своих работах рассмотрел Г. Дарбу ([18]). Этим же вопросам 

посвящены труды Ж. Адамара ([1]), С. Пуассона ([36]), Л. Эйлера ([18]) и многих других 

известных авторов. Такие уравнения в литературе известны как уравнения Эйлера-Дарбу-
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Пуассона [45]. Они равносильны уравнениям с вырождением порядка. Этот факт был 

применен Н.Е. Жуковским и С.А. Чаплыгиным ([36]) в процессе исследования 

аэродинамических задач. Впоследствии выяснилось, что эллиптические и гиперболические 

уравнения с помощью простого преобразования могут быть приведены к параболически 

вырождающимся уравнениям, т.е. к уравнениям с вырождением типа.        

В результате фундаментальных исследований этих и многих других фактов, Ф.Трикоми 

построил теорию уравнений смешанного типа  ([44, 45]). Она стала актуальной при 

постановке и решении некоторых гидро- и аэродинамических задач. Впоследствии эта 

теория получила развитие в трудах таких ученых как Г.Фон Карман ([5]), П. Жермен ([24]), 

М.А.Лаврентьев ([35]), М.В. Келдыш ([26]), А.В. Бицадзе ([6, 7]), К.И. Бабенко ([4]) и др. 

Первые труды, посвященные нелинейным уравнениям смешанного типа, принадлежат 

Д.К. Гвазава (12-15), И.В. Майорову ([37]), М.И. Алиеву ([2]). В последствии этими 

вопросами занимались Р.Г. Бицадзе ([8, 9]), О.М. Джохадзе ([20-23]), М.З. Ментешашвили 

([38]), О.Ф. Меньших ([39]), А.Г. Подгаев ([41]). В их работах были исследованы различные 

задачи для нелинейных уравнений с применением методов нелинейного анализа.  

В настоящей работе мы рассматриваем класс квазилинейных уравнений второго порядка 

гиперболического типа со специальной главной частью с допустимым параболическим 

вырождением. Следует отметить, что при постановке классических задач для нелинейных 

уравнений, особенно гиперболических, мы часто сталкиваемся с существенными 

затруднениями, по причине зависимости характеристических многообразий от искомых 

решений. 

В данной работе изучена начальная задача Коши, исследованы новые нелинейные 

аналоги начально-характеристической задачи Дарбу и характеристической задачи Гурса. 

Получены условия разрешимости задач и дан анализ структуры областей определения 

решений ([27 - 32]). 

Постановка задач для нелинейных уравнений становиться возможной на основе общего 

представления решения. Но только для узкого класса уравнений, в том числе, и 

рассматриваемого в данной работе уравнения, удается найти его общий интеграл и общее 

решение.  

В первой главе рассмотрено квазилинейное уравнение второго порядка с двумя 

независимыми переменными: 
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             ( ) ( ) ( ) ( )yxyyxxyxyxxy u,u,uFuuuyuyuuyuyuL =−−−+−≡ 2222 .               

(0.1) 

Уравнение (0.1) эквивалентно закону сохранения (неразрывности), который в данном случае 

имеет вид: 
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Дифференциальному оператору  соответствуют два действительных характеристических 

направления, определяемых соотношениями 

L

                                            ( ) 022 =+−= dxudyyu,dxydy xy .    (0.3) 

Наряду с другими свойствами, уравнение (0.1) интересно тем, что одно его семейство 

характеристик вполне определено независимыми переменными x  и , как в линейном 

случае. Эффект нелинейности проявляется в другом семействе – это семейство не 

определено из-за зависимости от значений производных первого порядка искомого решения. 

Это свойство, в определенной степени, ставит уравнение (0.1) на стыке линейных и 

квазилинейных уравнений, отчасти упрощая исследование ряда задач для уравнения (0.1). 

y

На множестве точек, где характеристические направления, определяемые 

соотношениями (0.3) совпадают, т.е. выполняется условие 

                                              ( ) 012 =−− xy uyu ,               (0.4) 

уравнение (0.1) параболически вырождается. Если решения таковы, что условие (0.4) 

выполняется всюду, тогда вдоль этих решений уравнение параболического типа, а сами 

решения называются параболическими.  

Поэтому, (0.1) следует относить к классу параболически вырождающихся 

гиперболических уравнений.  

Для простоты изложения и с целью получения наиболее четких результатов, 

рассматриваем частный, специальный случай уравнения (0.1) со следующей правой частью 

                                            ( ) ( )12 −= xx uuuL ,      (0.5) 

когда представление общего интеграла возможно линейной комбинацией двух произвольных 

функций. 

Для построения общего интеграла мы обратились к классическому методу 

характеристик. 

Дифференциальные системы характеристических соотношений имеют вид: 
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каждая из которых дополняется условием согласованности 

                                                            qdypdxdu += .               (0.8) 

Здесь и ниже мы воспользовались известными обозначениями Монжа: yx uq,up ≡≡ . 

Опираясь на известные факты относительно совместных систем уравнений  первого 

порядка, устанавливаем, что оба дифференциальных соотношения имеют соответственно по 

два первых интеграла  

                                                 y
p

yq,yx ` 22
1

2 +
−

=−= ξξ    (0.9) 

и 

                                         ( ) qpy,yu +−=−= 121
2 ηη . (0.10) 

 

Т е о р е м а.  Каждая из характеристических систем (0.6), (0.8) и  (0.7), (0.8) уравнения 

(0.1) допускает по два первых интеграла. 

Эти первые интегралы являются характеристическими или Римановыми инвариантами. 

Характеристические инварианты ξ  и 1ξ  системы (0.9) постоянны вдоль каждой 

характеристики семейства, соответствующего корню 1λ  и  полностью определяют это 

семейство. Множество этих характеристик в дальнейшем будем называть ξ -семейством. Из 

соотношений (0.9) следует, что уравнение (1) имеет промежуточный интеграл вида 

                                          ( )222 yxGy
p

yq
−=+

−
,               (1.11) 

где - произвольная достаточна гладкая функция. G

Другая пара инвариантов η  и 1η  определяется вторым из соотношений (0.3) и 

соответствующее ей множество характеристик назовем η -семейством. 

Аналогичными рассуждениями приходим к выводу, что уравнение (0.5) имеет еще один 

промежуточный интеграл  

                                           ( ) ( )212 yuHqpy −=+−                (1.12) 
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с произвольной функцией ( )12 RCH ∈ . 

С помощью промежуточных интегралов строится общий интеграл уравнения (0.5)  

                               ( ) ( )22 yxgyuhy −−−= ,                (0.13) 

где g  и h  - произвольные функции того же класса ( )12 RC .  

Так как функция  произвольна, мы из общего интеграла (0.12) получаем представление 

общего решения  

h

                                                    ( )[ ]22 yxgyfyu −++= .                (0.14) 

Оно задано суперпозицией двух произвольных гладких функций  и f g . Такой класс 

квазилинейных уравнений с общими решениями, представимыми суперпозицией 

произвольных функций, одна из которых входит в состав аргумента другой, был рассмотрен 

в ([12-15]). В данном случае структура характеристических инвариантов в некоторой степени 

отличается от указанных выше общих решений.  

Т е о р е м а. Уравнение (0.5) интегрируемо и его общее решение выражается при 

помощи двух произвольных функций в виде (0.14), где одна произвольная функция входит в 

состав аргумента другой произвольной функции. 

Как отмечалось выше, при совпадении характеристических корней 21 λλ , , уравнение 

(0.5) параболически вырождается, и все его параболические решения определяются условием 

(0.4). Это условие в уравнении (0.5) учитывается двояко. Заменяя выражение ( ) xy uuy −2  в 

уравнении (0.5) на , приходим к линейному параболическому уравнению y2

                                     ( )1244 2 −−=++ xyyxyxx uuyuuy ,                 (0.15) 

характеристическое уравнение которого имеет кратный корень 

                                                
y2

1
21 == λλ , 

а его общее решение имеет вид 

                                              ( ) ( )2
1

2
1 yxgyxfyxu −+−+= ,    (0.16) 

где   - произвольные функции.  11 g,f

Если же выражение  заменить на y2 ( )xy uu −1 , получим квазилинейное уравнение 

параболического типа: 

                      ( ) ( ) ( )322 12112 −−=−+−− xyyxxyxyxxy uuuuuuuu ,               (0.17) 

которому соответствует кратный характеристический корень 
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y

x

u
u 1

21
−

−== μμ . 

Общий интеграл этого уравнения имеет вид: 

                                   ( ) ( )xuxuyyx −+−−= ψϕ2 ,    (0.18) 

где ϕ  и ψ  - также произвольные функции. 

Отсюда можно сделать вывод, что из уравнения (0.5) с учетом условия (0.4) получаются 

линейное уравнение (0.15) и нелинейное уравнение (0.17). Все эти три уравнения взаимно 

родственны. Существуют их общие решения (0.14), (0.16) и (0.17), но, в отличии от 

уравнений, они не связаны друг с другом, так как в условии (0.4) присутствуют производные 

первого порядка этих решений, а не сами решения. Из общего решения (0.14) не возможно 

получить общее решения уравнений (0.15) и (0.16) и наоборот. Тогда как, дифференцируя 

общие решения (0.14), (0.16) и (0.18) по независимым переменным, последующим 

исключением производных от произвольных функций из полученных соотношений, во всех 

трех случаях получаем один и тот же результат - выражение (0.4), определяющее класс 

параболических решений уравнения (0.5). 

 

Следует также отметить, что при введении контактного преобразования, в котором 

величины x  и  меняются местами, уравнение (0.5) сохраняет свою форму, т.е. инвариантно 

относительно преобразования . Это также видно из формы общего 

интеграла (0.13).  

u
22 yu,yx −=−= ηξ

Подвергая уравнение (0.5) произвольному неособому преобразованию: 

( ) ( y,x,y,x )ηηξξ == , мы получаем уравнение того же гиперболо- параболического 

смешанного типа. 

Рассматриваемое уравнение, в определенном смысле, родственно уравнениям Борна и 

Инфельда ([10], [46]) и Дюбрей-Жакотэн ([19], [43]). В этом легко убедится, применяя к 

уравнению (0.5) видоизмененное преобразование годографа (см., напр., [15], стр. 55]). 

 

Во второй и третьей главах комбинированием общего интеграла (0.13) и общего решения 

(0.14) с другими методами нелинейного анализа исследованы начальная задача Коши и 

характеристические задачи Дарбу и Гурса. 

В первом параграфе второй главы изучена следующая начальная задача Коши: Пусть 

( )xτ  и ( )xν  - заданные на замкнутом интервале [-1,1] соответственно дважды и один раз 
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дифференцируемые функции, причем функция ( )xν  всюду на данном интервале отлична от 

нуля. Отрезок прямой : [  выбран без ограничения общности. 0=y ]11,−

Задача Коши.  Вместе со своей областью определения найти регулярное решение 

уравнения (0.5), удовлетворяющее начальным условиям: 

) [( ]11,0 xy == τ x,u −∈ ,               (0.19)                                            

[ ]1,( )                                           1x,y −∈

]

0 xy == ν

[ ]11,

0

u ,               (0.20) 

где  - заданные функции.  [ ]11 12 C,,C −∈−∈ ντ

Отрезок [  прямой   выбран без ограничения общности. 11,− =y

Постановка задачи Коши, как и следовало ожидать, не отличается от классической. Но 

необходимо отметить, что решение и его область определения должны строиться 

одновременно. А также начальные данные должны быть подобраны таким образом, чтобы их 

носитель был свободен от параболического вырождения. 

Т е о р е м а. Если начальные функции на всем интервале J  удовлетворяют 

неравенствам 

( ) ( ) 00 ≠≠′ ,x xντ , 

а интегральное соотношение 

( )
( )

( )a
t
t

x

a

′
= ∫ ν

τζ gdt + , 

где Ja∈ - произвольная постоянная, однозначно разрешимо как функциональное уравнение 

относительно величины x , [ ]a,Gx ζ= , то задача (0.5), (0.18), (0.19) имеет единственное 

регулярное решение, представленное формулой   

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+2 τ ( )
( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
+= ∫

−

a,dtyGy
yx

a

′
t
t

2

ν
τu     (0.21)                                          

 и область его определения однозначна. 

Согласно этой формуле создается впечатление, что рассматриваемая задача имеет 

бесконечное множество решений – целое однопараметрическое семейcтво с параметром . 

Однако, дальнейшее упрощение представления (2.8) убеждает нас в обратном. 

a
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Действительно, если ввести обозначение ( ) ( )
( )

,
x
xx

ν
τϑ
′

≡′  где  и потребовать 

выполнения условия: уравнение 

[ 112 ,C −∈ϑ ]

( )xϑζ =  при любом ( ) ( )[ ]11 ϑϑζ ,−∈  должно имеет 

единственное решение: 

                                             ( )ζGx = , ( ) 00 =G ,  

непрерывно дифференцируемое в замкнутом интервале, тогда можно сделать следующий  

Вывод: Если функция ϑ  на всем интервале [ ]11,−  удовлетворяет неравенству  

( ) ,x 0≠′ϑ  

а уравнение ( )xϑζ =  однозначно разрешимо относительно величины x : 

( )ζGx = , , то задача Коши имеет единственное регулярное решение 

представленное формулой                  

( )0 =G 0

                                                    ( )[ ]{ }22 yxyGyu −++= ϑτ   

область определения которого ограничена характеристиками обоих семейств: , 

  и  

12 −=− yx

12 =− yx ( ) ( )12 −=−+ ϑϑ yxy , ( ) ( )12 ϑϑ =−+ yxy . 

Следствие. Если уравнение ( )xϑζ =  имеет k,...,i 1=  решений, тогда задача Коши 

разрешима в классе регулярных решений, число ее решений не превышает количества 

обратных относительно x  и каждое решение определяется в характеристическом 

четырехугольнике. Носитель начальных данных безусловно попадает в область определения. 

Для наглядности приведено несколько частных случаев. 

Во втором параграфе той же главы рассмотрена задача Дарбу. Эта задача 

предусматривает построение решения по заданным значениям на двух различных кривых, 

выходящих из одной точки. В первой задаче Дарбу одна из этих кривых характеристика, 

другая – свободная кривая. Мы рассматриваем случай, когда общей точкой является начало 

координат, одна кривая дуга характеристической параболы , , вторая же 

отрезок   оси . Из постановки задачи следует, что эта вторая кривая должна 

быть свободной. Для этого, исходя из структуры второго характеристического корня, 

характеристическое направление 

2yx = [ a,x 0∈ ]

][ b,x 0∈ 0=y

yu
u

dx
dy

y

x

2−
−=  не должно совпадать с направлением, 

параллельным оси Ox . Поэтому мы требуем выполнения следующего условия:  

                                                                ( ) const,xu ≠0  (0.22) 
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Задача Дарбу. Вместе со своей областью определения найти регулярное решение 

уравнения (0.5), если оно удовлетворяет следующим условиям: 

                                                          
( )

( ) ,ba,bx,xu

;ax,xu

y

xy

≤≤≤=

≤≤=

=

=

0

0

0 ψ

ϕ
               (0.23) 

где  - заданные функции и [ ] [ b,C,a,C 00 12 ∈∈ ψϕ ] ( ) ( )00 ψϕ = . 

 

Т е о р е м а. Если выполнены неравенство (0.22)  и следующие условия: 

1. Функциональное уравнение ( ) zxx =−ϕ  разрешимо при любом 

]aa( ) ( )[ ,z −∈ ϕϕ 0  и имеет единственное решение: ( )zx Φ= , ( )( ) 00 =Φ ϕ ; 

2. ( ) 1>′ xϕ ; 

3. ( ) ( ) [ ]b,x,aax 0∈−<ϕψ , 

тогда задача (0.5), (0.23) однозначно разрешима в классе регулярных решений; ее решение  

представлено формулой  

                   ( )[ ] ( )[ ]
2

2
2

22

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −Φ+−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −Φ++= yxyyxyyu ψψϕ              (0.24) и 

определяется в криволинейном четырехугольнике, ограниченном носителями данных, 

характеристикой  ( )[ ] ayxy =−Φ+ 2ψ  и дугой параболы ; byx =− 2

 

Т е о р е м а.  Если выполнены неравенство (0.22),  условия 1 и 2 предыдущей теоремы  и  

( ) ( ) aax −≥ϕψ , , тогда задача (0.5), (0.23) имеет единственное регулярное 

решение, представленное формулой (0.24), которое определяется в криволинейном 

треугольнике, ограниченном носителями данных и характеристикой  

[ b,x 0∈

)[ ]

]

( a=yxy −Φ+ 2ψ . 

 

Для иллюстрации рассмотрен случай линейной функции ( ) kxx =ϕ . 

 

Третья глава посвящена изучению характеристической задачи Гурса. Решение этой 

задачи определяется по заданным значениям на дугах двух различных характеристик, 
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выходящих из общей точки. В данном случае одна характеристика парабола и задана 

равенством  

                                                     ,    (0.25) δ+= 2yx

другая характеристика зависит от искомого решения, и мы выбираем ее произвольно. 

Допустим, что на плоскости переменных y,x  дана гладкая кривая γ , которая может 

пересекаться с характеристикой ξ -семейства не более одного раза и ее направление нигде не 

совпадает с ξ -характеристическим направлением. Другими словами, если эта кривая 

представима в явном виде уравнением 

                   ( ) cya,yx ≤≤=ω ,    ( ) 2aa += δω ,             (0.26) 

где  - заданная функция, тогда уравнение [ c,aC 2∈ω ]

                                                              ( ) kyy =− 2ω  (0.27) 

при произвольном значении  относительно величины  не может иметь более одного 

решения и, кроме того, всюду выполнено неравенство 

0>k y

                                                     ( ) 02 ≠−′ yyω . (0.28) 

Уравнение (0.26) при любой положительной правой части ( )[ ]2cc,k −∈ ωδ  имеет 

единственное решение: 

                                                         ( )kWy = , ( ) aW =δ ,  (0.29) 

непрерывно дифференцируемое в замкнутом интервале. При этом, функции ( ) 2yy −ω  и  

 должны быть взаимно обратными. ( )kW

Задача Гурса. Вместе со своей областью определения найти регулярное решение 

уравнения (0.5), если оно удовлетворяет  условию  

                                      ( ) ,bya,yu
yx

≤≤=
+=

υ
α2              (0.30) 

а дуга кривой γ , заданная соотношением (0.26) является характеристикой η -семейства. 

Т е о р е м а.  Если выполнены условия (0.27), (0.28) и функции , ( ) 2yy −ω ( ) 2yy −υ  

однозначно обратимы: , ( )kWy = ( ) aW =δ  и ( )tVy = , ( ) 00 =V  соответственно, тогда 

задача (0.5), (0.26), (030) имеет единственное регулярное решение; это решение 

представлено формулой  

                         ( ){ } ( ){ }2222 ayxWyayxWyyu +−−−+−−+= υ         

(0.31) 
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 и определяется в замкнутом криволинейном четырехугольнике, ограниченном дугами 

характеристических кривых: , δ+= 2yx ( )yx ω= , ( ) ( )22 baybayyx −++−++= ω , 

. ( ) 22 ccyx −+= ω

Для иллюстрации рассмотрен специальный простой случай, когда 

             

( )
( )

( )
( )

.
d
n

m
,m,myy

,d,
d
ny,lnydyy

121
1

1
12

2

2

−
−=

−
>=

≠
−

≠++=

δω

υ

 

 

Во втором параграфе этой же главы мы изучаем сингулярную задачу Гурса, когда 

характеристики касаются друг друга в общей точке - начале координат. 

В этом случае характеристиками – носителями данных являются парабола  

                                                                (0.32) 2yx =

и кривая γ , представленная уравнением  

                                 ( ) by,yx ≤≤= 0ω ,    ( ) 00 =ω ,   ( ) 00 =′ω     (0.33) 

где  - заданная функция и выполняются следующие условия: уравнение  [ b,C 02∈ω ]

                                                             ( ) ζω =− 2yy         (0.34) 

при любом положительном значении правой части ζ  относительно величины  не может 

иметь более одного решения и всюду в 

y

[ ]b,0  выполнено неравенство (0.28). Уравнение 

(0.34) при любой положительной правой части ( )[ ]20 bb, −∈ ωζ  имеет единственное 

решение 

                                 ( )ζWy = , ( ) 00 =W ,    (0.35) 

которое принадлежит классу ( )[ ] ( )( ]212 00 bb,Cbb,C −− ωω I .  

Безусловно, функции  и ( ) 2yy −ω ( )ζW  взаимно обратны.  

 

Задача Гурса. Вместе со своей областью определения найти регулярное решение 

уравнения (0.5), если оно удовлетворяет  условию  

                                          ( ) [ ]a,C,ay,yu
yx

00 2
2 ∈≤≤=

=
υυ  ,    (0.36) 

а дуга кривой γ , заданная соотношением (0.33) является характеристикой η -семейства. 
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Справедлива следующая 

Т е о р е м а.  Если выполнены условия (0.28), (0.34) и функции , ( ) 2yy −ω ( ) 2yy −υ  

однозначно обратимы: ( )ζWy = , ( ) 00 =W  и ( )tVy = , ( )( ) 0=0υV  соответственно, 

тогда задача Гурса имеет единственное решение, представленное формулой 

                                    ( ){ } ( ){ }2222 yxWyyxWyyu −−−−−+= υ ,    (0.37) 

которое определяется и непрерывно всюду в криволинейном характеристическом 

четырехугольнике, ограниченном дугами , 2yx = ( )yx ω= , , 

; а для его производных первого порядка кривая  является 

сингулярной.  

( ) 22 ayaayx −+−=ω
2yx =( ) 22 bbyx −+= ω

 

В качестве примера также приведен частный случай, в котором парабола  является 

огибающей 

2yx =

−η семейства, все характеристические кривые которого пересекаются между 

собой. 

  

В следующем параграфе этой же главы задача Гурса исследована на основании 

нелинейного аналога свойства среднего значения для уравнения (0.5). Это свойство 

позволяет доказать разрешимость задачи в классе как регулярных, так и обобщенных 

решений.  

Свойства среднего значения для гиперболических уравнений были установлены в ([3, 25, 

31, 34]). Для данного квазилинейного уравнения этот принцип определяется просто: суммы 

ординат противоположных вершин характеристического четырехугольника равны.  

Предположим, что общей точкой опять является начало координат, но 

характеристические дуги не касаются друг друга в этой точке. Характеристики заданы 

уравнениями: (0.32) и 

                       ( ) by,yx ≤≤= 0ω ,    ( ) 00 =ω ,             (0.38) 

где  - заданная функция. Уравнение (0.34) при любом положительном значении [ b,C 02∈ω ]
ζ  относительно величины  не может иметь более одного решения и, кроме того, всюду в 

 выполнено неравенство (0.28). Кроме того, уравнение (0.34) при любой положительной 

правой части 

y

( )

[ ,0 ]b

[ ]20 b, −∈ ωζ b  имеет единственное решение (0.35), непрерывно 

дифференцируемое в замкнутом интервале. Функции ( ) 2yy −ω  и ( )ζW  взаимно обратны.  
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Задача Гурса. Вместе со своей областью определения найти решение уравнения (0.5), 

если оно удовлетворяет  условию  

                               ( ) [ ]a,C,ay,yu
yx

00 2
2 ∈≤≤=

=
υυ ,             (0.39) 

а дуга кривой, заданная соотношением (0.38) является характеристикой η -семейства. 

В данном параграфе показано, что при заданной дуге характеристики (0.37) можно явно 

представить все дуги характеристик η -семейства, выходящих из точек параболы . 

Тем самым, полностью описывается структура области определения решения поставленной 

задачи. 

2yx =

   

Лемма. Дуги характеристик η -семейства, выходящих из точек параболы , при 

выполнении условий (0.28), (0.34), (0.35), покрывают бесконечную параболическую полосу 

 и между собой не пересекаются (

2yx =

( ) 22
00

2
0 bbyxy −+≤≤ ψ ( )00 y,x  - произвольно взятая 

точка). 

 

Т е о р е м а. Если выполнены условия (0.28), (0.34), функция  имеет 

единственную обратную 

( ) 2yy −ω

W , ( ) 00 =W , тогда задача (0.5), (0.38), (0.39) однозначно 

разрешима в классе регулярных решений; ее решение, представленное формулой (0.37), 

определяется в криволинейном четырехугольнике, ограниченном характеристическими 

кривыми: , 2yx = (yx )ω= , ( ) ( )2aya −+−= 2 yy +ωx , . ( )2 byx += ω 2b−

 

Т е о р е  м а 11.  Если для некоторого значения ( ]b,by 01 ∈=   

( ) 11 2bb =′ω  , 

а при  выполняется условие (0.28), то вся 10 by << −ξ характеристика 

( ) 2
11

2 bbyx −+= ω , 

проходящая через точку ( )( 11 b,b )ω , является множеством точек характеристического 

параболического вырождения уравнения (0.5). 
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ГЛАВА   I 

ПОСТРОЕНИЕ ОБЩЕГО ИНТЕГРАЛА 

КВАЗИЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ 

 

§1.   Построение промежуточных интегралов  методом  характеристик 

 
На плоскости  независимых переменных y,x  рассмотрим квазилинейное  уравнение 

второго порядка 
               ( ) ( ) ( ) ( )yxyyxxyxyxxy u,u,u,y,xFuuuyyuuuyuyuL =−−−+−= 2222 .    (1.1) 
Уравнение (1.1) эквивалентно закону сохранения (неразрывности), который в данном случае 
имеет вид (см., напр., [11], стр. 80):     

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=+
−

.y

,y
u

yu

yx

x

y

02

2
2

υυ

υ
 

Соответствующее (1.1) характеристическое уравнение 
( ) ( ) 02222 2 =−−−−− xxyy uyyuuyuy λλ  

на плоскости y,x  определяет два характеристических корня 

                                                  
yu

u
,

y y

x

22
1

21 −
−== λλ .               (1.2) 

Как известно, семейства характеристических многообразий линейных уравнений 
определяются главными коэффициентами. Тогда как, корни квазилинейных уравнений и 
соответственно семейства характеристик могут зависеть от искомого решения и  его 
младших производных. Поэтому эти семейства не будут определены до тех пор, пока не 
известно решение. 

Наряду с другими свойствами, уравнение (1.1) интересно тем, что одно его семейство 
вполне определено независимыми переменными x  и , как в линейном случае. Эффект 
нелинейности проявляется в другом семействе – это семейство не определено из-за 
зависимости от значений производных первого порядка искомого решения. Это свойство, в 
определенной степени, ставит уравнение (1.1) на стыке линейных и квазилинейных 
уравнений, отчасти упрощая исследование ряда задач для уравнения (1.1). 

y

Для ненулевых значений дискриминанта ( )222 xy yuyu +−   характеристические корни 
отличаются друг от друга. На множестве же точек, где характеристические направления, 
определяемые соотношениями 

                                 ( ) 0202 =+−=− dxudyyu,dxdyy xy                 (1.3) 
совпадают, т.е. выполняется условие 
                                                              ( ) 012 =−+ xy uyu ,               (1.4) 
уравнение (1.1) параболически вырождается. Если решения таковы, что условие  (1.4) 
выполняется всюду, тогда вдоль этих решений уравнение (1.1) параболического типа, а сами 
решения называются параболическими.  

Множество точек параболически вырождающихся линейных уравнений второго порядка 
с действительными характеристиками также определяется независимыми переменными. К 
этому классу относятся, в частности, уравнения  Трикоми и Чибрарио - Келдыша. В первом 
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случае кривая вырождения свободна, во втором – она огибает семейство характеристик, и 
сама является характеристикой ([6]). 

Множество же точек и характер параболического вырождения данного нелинейного 
уравнения зависят от поведения производных первого порядка  и . Поэтому 
вырождение может быть характеристическим или свободным, сильным или слабым. 

xu yu

Итак, уравнение (1.1) следует относить к классу параболически вырождающихся 
гиперболических уравнений смешанного типа [6,  44]. 

Для простоты изложения и с целью получения наиболее четких результатов  рассмотрим 
частный, специальный случай уравнения (1.1)  со следующей правой частью 
                                                            ( ) ( )12 −= xx uuuL ,                 (1.5) 
когда возможно представление общего интеграла линейной комбинацией двух произвольных 
функций.  

Как отмечалось выше, характеристические многообразия частично определяются 
соотношениями (1.3). Характеристические корни 21 λλ ,  в каждой точке задания уравнения 
(1.5) определяют характеристические направления равенствами (1.3). Первое из этих 
направлений определено полностью и его непосредственным интегрированием строится 
семейство парабол  - семейство характеристик, соответствующее корню Cyx =− 2

1λ . 
Другое дифференциальное соотношение характеристических направлений, соответствующее 
корню 2λ , также интегрируется непосредственно. В результате интегрирования получается, 

что каждая характеристика этого семейства является линией уровня комбинаций u , 
содержащей решение . Для полного определения характеристик обоих семейств и 
построения промежуточных интегралов, необходимо привести в соответствие 
дифференциальные соотношения (1.3) с другими дифференциальными соотношениями. В 
совокупности они должны быть равносильны уравнению (1.5). Следуя классической теории 
характеристик, в качестве дополнительных характеристических дифференциальных 
соотношений, мы берем само уравнение (1.5) вдоль обоих семейств (см. напр., [15], стр. 13 
или [17], стр. 51). 

2y−
( )y,xu

Семейство характеристических многообразий, соответствующее характеристическому 
корню 1λ , описывается дифференциальными соотношениями: 

                                               ( )
( )⎪

⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
−
−

−
−

−

=−

,dx
yuy

uu
du

yu
u

ud

,dx
y

dy

y

xx
y

y

x
x 0

2
1

2

0
2
1

                (1.6) 

а для характеристических многообразий, соответствующих корню 2λ   выполнены 
следующие дифференциальные соотношения: 

                                                
( )
( )⎪

⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
−
−

−+

=
−

+

.dx
yuy

uu
y

du
ud

,dx
yu

u
dy

y

xxy
x

y

x

0
2
1

2

0
2

                  (1.7) 

Вторые равенства этих систем представляют собой уравнения (1.5) вдоль соответствующих 
характеристических направлений. 
Обе группы равенств (1.6) и (1.7)  дополняем условием согласованности: 
                                                             dyudxudu yx += .                 (1.8) 
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Таким образом, существуют два различных семейства характеристик, которые получаются 
одно из другого перестановкой корней 1λ  и 2λ  и, которые сливаются при совпадении этих 
корней: 21 λλ = . 

Характеристики каждой системы зависят не от конечного числа произвольных 
постоянных, как в случае уравнений первого порядка,  а от одной произвольной функции. 
Действительно, дифференциальные характеристические многообразия объединяют 
независимые переменные x  и ,  решение   и  его производные первого порядка    и . 
Между  этими пятью величинами для каждого из семейств существует всего три 
дифференциальных соотношения, поэтому их не следует интегрировать как систему 
обыкновенных дифференциальных уравнений. Однако можно заняться нахождением первых 
интегралов для этих систем. 

y u xu yu

Как известно, некая функция    
( ) constu,u,u,y,x yx =ξ  

является первым интегралом характеристических дифференциальных соотношений (1.6), 
(1.8), если равенство   

( ) 0=yx u,u,u,y,xdξ  
равносильно системе  (1.6), (1.8).  Это значит, что функция ξ  сохраняет одинаковое 
значение вдоль любой характеристики этой системы,  которое меняется при переходе от 
одной характеристики к другой. 

Запишем полный дифференциал  ξd  в развернутой форме: 

( )
( ) 0

22
1

2
1

2
1

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
++

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
−

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+++ yu

y

x
uu

y

xx
uyxyx du

yu
u

dx
yuy

uu
u

y
u

y xyx
ξξξξξξ . 

Для  того, чтобы из системы (1.6) следовало 0=ξd , необходимо и достаточно выполнение 
следующих двух условий: 

                              

( )
( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+
−

=

=
−
−

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+++=

.
yq

pL

,
yqy

ppq
y

p
y

L

qp

puyx

0
2

0
2
1

2
1

2
1

2

1

ξξξ

ξξξξξ
                  (1.9) 

Для удобства здесь и ниже мы воспользуемся известными  обозначениями Монжа:  
 [40]. yx uq,up ≡≡

Уравнения системы (1.9) линейно независимы. Необходимо отметить, что система (1.9) 
находится в непосредственной связи с характеристическими дифференциальными 
соотношениями (1.6), (1.8) и замена величин  и dq  в этих равенствах 
выражениями  

dp,dy,dx

( ) ( )uyuxqp q,p,, ξξξξξξ +−+−  
соответственно, дает систему (1.9).  

Процесс построения системы (1.9) значительно упрощается тем, что ее коэффициенты не 
зависят от искомой функции ξ . Так как система (1.9) линейна, ее можно интегрировать 
стандартными методами. Прежде всего, расширим систему (1.9) применением скобок Якоби 
– Пуассона (см. напр. [17], стр. 21 или [45], стр.152): 

[ ] [ ]ξξξξ 1221213 LLLLL,LL −≡≡ . 
В результате получаем: 
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( )
00

22
22

3 =⇒=
−
+−

= uu ,
yqy
ypyqL ξξξ , 

с учетом последнего равенства система  (1.9) перепишется следующим образом: 

                                                

( )
( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

==

=+
−

=

=
−
−

++=

.L

,
yq

pL

,
yqy

pp
y

L

u

qp

uyx p

0

0
2

0
2
1

2
1

3

2

1

ξξ

ξξξ

ξξξξ

               (1.10) 

Как легко видеть, операторы  системы (1.10) линейно независимы. 321 L,L,L
Чтобы удостовериться, является ли полной, расширенная при помощи скобок Якоби – 

Пуассона, система (1.10), продолжим процесс ее расширения. Последующее применение 
скобок Якоби – Пуассона относительно дифференциальных операторов 31 L,L  и 32 L,L  
попарно дает 

[ ] [ ] ,LLLLL,LL 01331314 ≡−≡≡ ξξξξ  
[ ] [ ] .LLLLL,LL 02332325 ≡−≡≡ ξξξξ  

Очевидно, что система (1.10) больше не расширяется и, следовательно, она  является полной 
в смысле Якоби. 

Согласно теореме Якоби, полная однородная система  дифференциальных уравнений 
допускает  линейно независимых первых интеграла, где n - число независимых 
переменных [см. напр. [15], стр. 45]. Таким образом, система (1.10) допускает ровно два 
независимых решения. Следовательно, и система (1.6), (1.8) допускает ровно два первых 
интеграла. 

k
kn −

Обозначим через η  искомый первый интеграл системы (1.7), (1.8). Характеристические 
соотношения семейства корня 2λ  перепишем в виде 

                                    
( ) ( )

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=−=

=
−

+−−−=

.yL

,
y

ppyppyqL

qp

puyx

02

0122

2

1

ηηη

ηηηηη
  (1.11) 

Эти два уравнения линейно независимы. Как и в первом случае расширим систему (1.11) до 
полной. 
Применение скобок Якоби - Пуассона относительно операторов  и   1L 2L

[ ] [ ]ηηηη 1221213 LLLLL,LL −≡≡  
дает уравнение 

( ) 021223 =+
−

−++= qpyux p
y

pyL ηηηηηη , 

а, принимая во внимание, оператор η2L , получаем еще одно линейное уравнение  

                                              ( ) 0123 =
−

−++= pyux y
pyL ηηηηη ,    (1.12) 

которое не является линейной комбинацией двух уравнений  системы (1.11).  Поэтому, 
уравнения (1.11-1.12) также составляют независимую совместную систему. Продолжим 
процесс расширения системы (1.11-1.12). 
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Попарное применение скобок Якоби к дифференциальным операторам    321 L,L,L

( ) ηηηηηηη 3314
12 L

y
pyL,LL pyux =
−

−++≡≡ , 

ηη
η

ηη 2325 2
L

y
L,LL q

p ≡−≡≡  

не расширяет систему (1.11-1.12) и, следовательно, она является полной в смысле Якоби и, 
также как и система (1.7), имеет ровно два линейно независимых решения. 

Следовательно, системы (1.9) и (1.11) допускают по два первых интеграла, которые более 
легким способом получаются непосредственным интегрированием дифференциальных 
многообразий. 

Например, для системы (1.9) первое уравнение (1.6), вместе с условием совместимости 
(1.8), дает  

2yx −=ξ , 

а, умножая второе уравнение на величину  2
2

p
yq −

, получаем выражение  

0122
2 =

−
−−

− dy
p

)p(
p

dqdp
p

yq
. 

Последний член этого равенства перепишем в ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
− dy

p
dy 22  виде, в результате чего имеем 

dy
p

yqd 22
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
, 

откуда 

y
p

yq 22
1 +

−
=ξ . 

Для системы (1.11) первое из уравнений характеристических соотношений (1.7) вместе с 
условием совместимости (1.8), дает 

2yu −=η , 
второй характеристический инвариант рассматриваемого семейства, определяется 
уравнением 

dy
y

p
y

dqdp 1
2

−
−=+ , 

для которого существует интегрирующий множитель , при помощи которого получаем y

( ) 0
2

1 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

qpyd . 

Откуда следует, что 

( )
2

11
qpy +−=η . 

Окончательно заключаем, что вдоль семейства характеристик, соответствующего корню 1λ  
мы имеем два первых интеграла 
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⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−
+=

−=

,
p

yqy

,yx
221

2

ξ

ξ
    (1.13) 

первые интегралы другого семейства характеристик, соответствующего корню  2λ , имеют 
вид: 

                                                            (1.14) 
( )⎩

⎨
⎧

+−=
−=

.qpy
,yu

121

2

η
η

Первые интегралы (1.13) и (1.14) в литературе известны как характеристические или 
Римановы инварианты. Других характеристических инвариантов уравнение (1.5) как 
доказано выше не имеет и они в совокупности равносильны данному уравнению [см. напр., 
[15], стр. 26 или [17], стр. 60]. 

Таким образом, мы установили , что имеют место следующее утверждение: 
Т е о р е м а.  Каждая из характеристических систем (1.6), (1.8) и (1.7), (1.8) уравнения 

(1.5) допускает по два первых интеграла. 
Первые интегралы ξ  и 1ξ  системы (1.9) постоянны вдоль каждой характеристики 

семейства, соответствующего корню 1λ  и  полностью определяют это семейство. Множество 
этих характеристик в дальнейшем будем называть ξ -семейством. Первым интегралом 
системы (1.9) будет любая функция двух аргументов ξ , 1ξ  - ( )1ξξ ,K , которая также будет 
постоянна вдоль этих характеристик. Если подставить значения инвариантов ξ  и 1ξ , 
определенные формулами (1.13),  в произвольную функцию K  и приравнять её к какому-
либо постоянному, получим промежуточный интеграл уравнения (1.5). Функцию K  
рассмотрим в виде разности ( )ξξ G−1 , тогда промежуточный интеграл будет 

                                                       ( 222 yxGy
p

yq
−=+ )−

,  (1.15) 

где - произвольная достаточна гладкая функция. G
Другая пара инвариантов η  и 1η  определяется вторым из соотношений (1.3) и 

соответствующее ей множество характеристик назовем η -семейством. 
Аналогичными рассуждениями приходим к выводу, что уравнение (1.5) имеет еще один 

промежуточный интеграл  
                                                       ( ) ( )212 yuHqpy −=+−                (1.16) 

с произвольной функцией 1RH ∈ . 
 

§2. Построение общего интеграла 
 

Как было установлено в предыдущем параграфе, уравнение (1.5) допускает два 
промежуточных интеграла (1.15) и (1.16). 

Для построения общего интеграла понадобиться определить производные первого 
порядка искомого решения   с помощью этих двух промежуточных интегралов (см., 
напр., [15], стр. 29 или [17], стр. 62). Для удобства этого процесса мы воспользуемся 
характеристическими инвариантами (1.13) и (1.14) и выберем  

yx u,u

22 yu,yx −=−= ηξ  
в качестве характеристических переменных. Из промежуточных интегралов, переписанных в 
терминах характеристических инвариантов  
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( ) ( )ηηξξ H,G == 11  
определим величины p  и : q

( )
( )ξ
η

G
Hp =             и         ( ) ( )

( )
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−= 12

ξ
ηη

G
HyHq  

и подставим их в условие согласованности 

( )
( )

( ) ( dyHydyydydx
G
Hqdypdxdu η
ξ

)η
++−=+= 22 . 

Переписывая последнее равенство в виде 

( ) ( )
( )

( ) ( )dyHyxd
G
Hyud η
ξ
η

+−=− 22  

и, принимая во внимание вид характеристических переменных, получаем 

( ) ( )ξ
ξ

η
η

G
d

H
ddy −=  . 

Обозначая заново производные ( )ξG1  и ( )ηH1  соответственно через ( )ξg ′  и ( )ηh′ , 

последнее равенство перепишем в виде: 

( ) ( ) ξξηη dgdhdy ′−′= . 

Левая часть этого равенства действительно является полным интегралом. Его 
непосредственным интегрированием получается общий интеграл уравнения (1.5): 

( ) ( )ξη ghy −=  

или, учитывая значения ξ и η , 

                                                    ( ) ( )22 yxgyuhy −−−= ,              (1.17) 

где g  и  - произвольные функции. Так как функция  произвольна, мы из общего 

интеграла  (1.17) получим представление общего решения: 

h h

                              ( )[ ]22 yxgyfyu −++=  .               (1.18) 

Оно задано суперпозицией двух произвольных гладких функций ƒ и g . 

Такой класс квазилинейных уравнений с общими решениями, представимыми 

суперпозицией произвольных функций, одна из которых входит в состав аргумента другой, 

был рассмотрен в ([12-15]). В данном случае структура характеристических инвариантов в 

некоторой степени отличается от указанных выше общих решений.  

 

Следует удостовериться, действительно ли соотношение (1.18) является решением 

уравнения (1.5). Для этого продифференцируем равенство (1.18)  по x  и  до второго y



 22

порядка включительно, а затем из полученных выражений исключим функции  и f g  

вместе с их производными: 

 

( )( ) ( 22 yxgyxgyfux −′−+′= ), 
( )( ) ( )[ ]22 212 yxgyyxgyfyu y −′−−+′+= , 

( )( ) ( )[ ] ( )( ) ( )[ ]22222 yxgyxgyfyxgyxgyfuxx −′′−+′+−′−+′′= , 

( )( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) ( )[ ]2y2222 221 xgyxgyfyyxgyxgyyxgyfuxy −′′−+′−−′−′−−+′′= , 

( )( ) ( )[ ] +−′−−+′′+=
222 212 yxgyyxgyfu yy  

            ( )( ) ( ) ( )[ ]=−′′+−′−−+′+ 2222 42 yxgyyxgyxgyf  

      ( )( ) ( )[ ] +−′−−+′′+= 222 212 yxgyyxgyf  

             ( )( ) ( )[ ] ( )( ) ( )22222 24 yxgyxgyfyxgyxgyfy −′−+′−−′′−+′+ . 

g ′′Из третьего и четвертого равенств определяем производные второго порядка  и f ′′  
произвольных функций  и f g  

14
224 2

−′
+′⋅′−−

=′′
gy

gfuuy
f yyxx , 

( ) ( )( ) ( )
( )14

2112 222

−′′

′−−′−′⋅′+′
=′′

gyf
gyuggfug

g xxyy  

и подставляем их в последнее соотношение. Этим вторые производные произвольных 
функций будут исключены и мы получим связь между производными второго порядка 
решения  при наличии производных первого порядка произвольных функций  ( y,xu )
              ( ) ( )( ) +′⋅′′−+′⋅′−−=′−′⋅′ gfgygfuuyfgfyu yyxxxy 212244 2  

                                             ( ) ( )[ ]gfguggyufy yyxx ′⋅′−′+′−′−′+ 12212 222 . 
Остается исключить эти производные из трех соотношений – последнего равенства и 
выражений первых производных . Но сначала расположим вместе все коэффициенты 
при одинаковых производных второго порядка искомого решения, т.е. 

yx u,u

     ( ) ( )[ ] ( ) −′′−+′−′+′⋅′′− xyxx ufgyugyfygfgyy 41212214 22  

          ( )[ ] ( )( ) ( )142112221 222 −′′′=′⋅′′−′′−+′′+′⋅′′−− ffgygfgygfugfygfgy yy ′⋅g . 
Дальнейшее упрощение дает 

( ) ( ) ( ) 021241212 =′′⋅′−+′−′−+′− ggfugugyugyy yyxyxx . 
Вычисляя значения первой производной произвольной функции  и произведения 
производных двух произвольных функций 

g ′
gf ′⋅′  при помощи производных  и  

искомого решения 
xu yu
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xy

x

yuyu
u

g
22 +−

=′ ,     xugf =′⋅′  

получаем выражение: 
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⎜
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⎝

⎛
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+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
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                            ( ) ,
yuyu

u
uu

yuyu
u

xy

x
xyy

xy

x 0
22

12
22

=
+−

−+
+−

−  

которое эквивалентно уравнению (1.5).  

Таким образом, справедлива следующая  
Т е о р е м а. Уравнение (1.5) интегрируемо и его общее решение выражается при 

помощи двух произвольных функций в виде (1.18), где одна произвольная функция входит в 

состав аргумента другой произвольной функции. 

Как отмечалось выше,  при совпадении характеристических корней 21 λλ , , уравнение 
(1.5) параболически вырождается, и все его параболические решения определяются условием 
(1.4). Условие (1.4) в уравнении (1.5) можно учитывать двояко. Если в уравнении (1.5) 
выражение ( ) xy uuy −2  заменить на , приходим к линейному параболическому 
уравнению 

y2

                                               ( )1244 2 −−=++ xyyxyxx uuyuuy .               (1.19) 
Если же выражение  будет заменено на y2 ( )xy uu −1 , получим квазилинейное 

уравнение параболического типа: 
                    ( ) ( ) ( )322 12112 −−=−+−− xyyxxyxyxxy uuuuuuuu .               (1.20) 

Естественно выяснить в каком соотношении находятся общие решения уравнений (1.19) и 
(1.20) с общим решением (1.18) уравнения (1.5). Для этого построим эти общие решения.  
Рассмотрим сначала уравнение (1.19).  Его характеристическое уравнение имеет кратный 
корень 

y2
1

21 == λλ . 

Заменой переменных  уравнение (1.19) преобразуется в параболическое 
уравнение: 

2yx,x −== ηξ

( ) 22 =+− ξξξηξ uu  
с вырождением порядка на прямой ηξ = , которой в первоначальных переменных 
соответствует прямая . Это уравнение относится к классу  уравнений Эйлера-Дарбу, 
интегрируется непосредственно и его общее решение имеет вид 

0=y

                                            ( ) ( )2
1

2
1 yxgyxfyxu −+−+= ,  (1.21) 

где  - произвольные функции.  11 g,f
Теперь перейдем к нахождению общего решения уравнения (1.20). Его 

характеристическому уравнению соответствует кратный характеристический корень 

y

x

u
u 1

21
−

−== μμ . 
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Общий интеграл этого уравнения строится с помощью системы характеристических 
дифференциальных соотношений: 

                                
( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+=

=
−

+
−

−

−
−=

.qdypdxdu

,dx
q

pdq
q

pdp

,dx
q

py

0121

12

2

3

 

Два первых интеграла этой системы представлены формулами: 

                               
( )

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=
−

++

−=+
−

,xu
p

qyyx

xuy
p

q

ψ

ϕ

1

2
1

2
 

а общий интеграл имеет вид: 
                              ( ) ( )xuxuyyx −+−−= ψϕ2 ,  (1.22) 

где ϕ  и ψ  - также произвольные функции. 
Отсюда можно сделать вывод, что из уравнения (1.5) с учетом условия (1.4) получаются 

линейное уравнение (1.19) и нелинейное уравнение (1.20). Все эти три уравнения взаимно 
родственны. Существуют их общие решения (1.18), (1.21), (1.22), но, в отличии от 
уравнений, они не связаны между собой, так как в условии (1.4) присутствуют производные 
первого порядка этих решений, а не сами решения. Из общего решения (1.18) не возможно 
получить общее решения (1.21) и общий интеграл (1.22) и наоборот. Тогда как, 
дифференцируя выражения (1.18), (1.21) и (1.22) по независимым переменным, 
последующим исключением производных от произвольных функций из полученных 
соотношений, во всех трех случаях получаем один и тот же результат – выражение (1.4), 
определяющее класс параболических решений уравнения (1.5). 

В частности, для  уравнения (1.15) имеем 
( )( ) ( )122 −+=−+′ xy uyuyxgyf , 

а для уравнений (1.19) и (1.20)  
( ) ( )122

1 −+=− xy uyuyxf  , 
( )( ) ( )121 −+=−− xyx uyuuxuϕ  

соответственно. 
 

Следует также отметить, что при введении контактного преобразования, в котором 
величины x  и  меняются местами, уравнение (1.5) сохраняет свою форму, т.е. 
инвариантно относительно преобразования 

( y,xu )

22 yu,yx −=−= ηξ . 
Это также видно из формы общего интеграла (1.17). 
Действительно, исходя из произвольности выбора функций g  и h , общий интеграл (1.17) 
можно переписать следующим образом: 

( )[ ]22 yuhyGyx −−+= , 
а если заменить функции и другими произвольными функциями и G   h   f   g− , то мы 
получим выражение, которое имеет структуру аналогичную общему решению (1.18), т.е. 
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( )[ ]22 yugyfyx −++= . 
 

Уравнение (1.5), в определенном смысле, родственно уравнениям Борна и Инфельда 

10

(1.5) 

ГЛАВА II  
НАЧАЛЬНАЯ ЗАДАЧА КОШИ.   ПЕРВАЯ ЗАДАЧА ДАРБУ 

Общее реш апр. [7], стр. 
52-54, [10], стр. 12-14) в решении начальных и краевых задач. При постановке задачи Коши 
нач

Пусть

 

([ ], [46]) и Дюбрей-Жакотэн ([19], [43]). В этом легко убедится, применяя к уравнению 

видоизмененное преобразование годографа (см., напр., [15], стр. 55]). 

 
 

 
ение (1.18) дает возможность применить метод Даламбера (см., н

альные данные должны быть подобраны таким образом, чтобы их носитель был свободен 
от параболического вырождения, тогда задача Коши исследуется до конца. Что же касается 
характеристических или частично характеристических задач, то на них линейные постановки 
автоматически не переносятся и существуют их различные варианты ([37 – 40]).  

 
§ 1. Начальная задача Коши 

 
 ( )xτ  и ( )xν  - заданн 1] соответственно дважды и 

один раз дифференцируемые функции, причем нкция
ые на замкнутом интервале [-1,

  ( )xν   фу всюду на данном интервале 
отлична от . Отрезок прямой 0 нуля =y : [ ]11,−  выбран без ограничения общности. 

Задача Коши. Вместе со своей областью определени ти регулярное решение 
уравнения (1.5), удовлетворяющее словиям: 

я най
 начальным у

                                                    ( ) [ ]110 ,x,xu y −∈== τ ,                

                                                   

 (2.1)              

( ) [ ] ,,x,xu 11−∈=ν   yy 0=                                      

 - заданные функции. 
условие

         (2.2) 

где 
Согласно предположению (1.4), 

[ ] [ ]1111 12 ,C,,C −∈−∈ ντ
 ( ) Jx,x ∈≠ 0ν  исключает параболическое 

выро осителе начальных данждение уравнения (1.5) на н ных, где 
                                                  ( ){ y,xJ = : }011 =≤≤− y,x .           
Как отмечалось неоднократно, в нелинейном случае характеристи

    (2.3) 
ческие направления в 

 уравнени  от значени решения и его мл
ках 

каждой точке области задания я зависят й адших 
производных. Эта зависимость сохраняется во всех точках уравнения, в том числе и в точ
носителей начальных данных. Поэтому, начальные функции ( )xτ  и ( )xν  и производная
( )x

 
τ ′  определяют характеристические направления в каждой точке носителя. От их значений 
зависит также поведение самого уравнения, его параболическ ыро ние. В частности

если функция 
ое в жде , 

1) ν  отлична от нуля во всех точках, то характеристические направления в 

точках носителя различны и уравнение остается гиперболическим всюду на носителе. 

2) когда в некоторой точке 0x  носителя J  функция ν  обращается в нуль, какого угодно 

 ( )0xτ ′  порядка, а отлична от нуля, то равнение в этой точке параболично из-за 

совпадения двух характеристических направлений в этой точке.  

  у  (1.5) 
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Т е о р е м а. Если начальные функции на всем интервале J  удовлетворяют 
неравенствам 

( ) ( ) 00 ≠≠′ x,x ντ , 
а интегральное соотношение 

( )
( )

( )agdtt
+

′
= ∫

τζ , 
t

x

a
ν

Ja∈где - произвольная постоянная
относительно величины 

, однозначно разрешимо как функциональное уравнение 
x , [ ]a,Gx ζ≡ , то задача (1.5), (2.1), (2.2) имеет единственное 

регулярное решение, представленное формулой   

                                         
( )
( ) ⎪⎭

⎬⎨ ⎥
⎥

⎦
⎢
⎢ ++= ∫ a,dt

t
yGyu

a

2

ν
τ       

 и область его определения однозначна. 
 

⎪⎫

⎪⎩

⎪⎧ ⎤

⎣

⎡ ′
−

t
yx 2

τ

Доказательство. 

Построим решение поставленной задачи. С этой целью, подчиним общее решение 
ям (2.1), (2.2). Но сначала вычислим производную 

искомого решения 

           

(1.18) уравнения (1.5) начальным услови
yu  

( )[ ] ( )[ ]22212 yxgyfyxgyy −+′−′−+u y =                        ,    
 (2.4) 
а затем рассмотрим значения u  и xu  при 0=y .  
 

ю систему 

                                                   

Получаем следующу

   
( )[ ] ( )

( )
⎨
⎧

=′ ( )[ ]⎩

=

,x

,xxgf

ν

τ
 

xgf
              (2.5) 

 значения произвольных функций и f  gоткуда постараемся определить . Для этого 

продифференцируем первое уравнение системы (2.5) по x , тогда она    примет вид

( )[ ] ( ) ( )
⎨
⎧ ′=′⋅′

( )[ ] ( )⎩ =′ .xxgf ν

,xxgxgf τ
 

Из этих соотношений определяем производную произвол ной функции ь g : 

( ) ( )
( )x

xxg
ν
τ ′

=′ . 

Чтобы определить саму функцию g , выражение ее производной пр оинтегрируем в 

интервале [ ]x,a ,  
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( )
( )
( ) ( )agdt
t
t

x
′τxg

a

+= ∫ ν , 

Подставляя полученное выражение произвольной функции g  в первое уравнение системы 

(2.5),  для произвольной функции имеем  f  

( )
( )

( ) ( )xagdt
t
t

x

a
ν
τ ⎤⎡ ′

f τ=
⎥
⎥
⎦⎢

⎢
⎣

+∫ . 

Аргумент функции является монотонной функцией относительно величины f   x , так как его 

производная, согласно условиям задачи, знакоопределена на всем интервале  J  и однозначно 

отображает замкнутый отрезок [ ]11,−  на интервал  

 
( )
( )

( )( )
( )

( )++ ∫ agdt,agdt
a
ν

.      (2.6) 

Если теперь ввести обозначение  

                                                        

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ ′′
∫
−

t
t

t
t

a

11
τ

ν
τ

( )
( )

( )agdt
t
t

x

a

+
′

≡ ∫ ν
τζ               (2.7) 

и рассмотреть полученное соотношение как функциональное уравнение относительно 

величины x , тогда у нас появиться  (2.6)  возможность определить функцию на интервале f  

при произвольном значении Ja∈ . Уравнение (2.7) на основании наших предположений 

относительно функций ( )xτ ′  и ( )xν  должно быть однозначно разреш мым какого бы ни 

было 

и

Ja∈ . Следователь соблюдены достаточные условия разрешимости 

функционального уравне означим его решение через 

но, 

ния (2.7) и об

[ ],Gx aζ≡ , 

тогда функция ( )ζf  должна быть                              

( ) [ ]{ },Gf aζτζ = . 

реше чательно будет представлено формулой 

                                             

Таким образом ние задачи (1.5), (2.1), (2.2) окон

( )
( ) ⎪⎭

⎬
⎪⎩
⎨

⎥⎦⎢⎣
∫ t
a
ν

⎪⎫⎪⎧ ⎥
⎤

⎢
⎡ ′

++=
−

a,dttyGyu
yx 2

2 ττ .               (2.8) 

 создается впечатление, что рассматриваемая задача  

бесконечное множество решений – целое однопараметрическое семейство с параметром

Однако, дальнейшее упрощение представления (2.8) убеждает нас в обратном. 

Согласно этой формуле  имеет

 a . 
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Действительно, введем обозначения ( ) 
( )
( )x
xx

ν
τϑ
′

≡′ , тогда условие (2.2)  в 

следующем виде: 

перепишется

( )
( )

( ) ] [ ]112
0 ,C,x,xu yy −∈′

′
′

== ϑϑ
ϑ

[ 110 ,x,
x

−∈≠
τ

. 

Следует отмет при любом ( ) ( )[ ]11 ϑϑζ ,−∈   ( )xϑζ =  ить, что уравнение должно иметь 

единственное решение: 

( )ζGx = , ( ) 00 =G , 

неп нутом ин напр., [45], [46]). 

В таком случае произвольная функции

рерывно дифференцируемое в замк тервале (см., 

 

 g  принимает вид

, 

а первое уравнение системы (2.5) для произвольной функции дает 

: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )agaxagdttxg +−=+′= ∫ ϑϑϑ
x

a

 f  

( ) ( ) ( )[ ] ( )xagaxf τϑϑ =+− . 

Обозначая аргумент функции через f  ζ  

( ) ( ) ( )agax +−≡ ϑϑζ , 

 x : определим, если это возможно, величину

[ ( ) ( )]agaGx −+ϑζ= , 

где G  является обратной к функции ( )xϑ . Если  

( ) ( )[ ]( ) { }agaGf −+= ζτζ ϑ , 

тогда решение будет представлено соотношением 

                                                 ([ )]{ }2yxG −τ2 yyu ++= ϑ  .                   (2.9) 

Необходимо удостовериться, действительно ли полученная формула является решением 

, что задачи Коши. Непосредственными вычислениями убеждаемся

( )[ ]{ } ( ) . xxGu y τϑτ ===0

Производная yu  решения ( )y,xu  согласно формуле (2.9) 

( )[ ]{ } ( )[ ] ( )( )222 212 yxyyxyGyxyGyu y −′−−+′−+′+= ϑϑϑτ  

вычисляется на носителе начальных данных 
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( ) ( )[ ]xGxu yy ϑτ ′′==0  , 

что, с учетом, соотношений 

( )[ ] xxG ≡ϑ   и  ( )[ ] ( ) 1=′′ xxG ϑϑ  

приводит нас к равенству 

( )[ ]
( )x

xϑG
ϑ′

=′ 1
 . 

Отсюда непосредственно получаем 

( )
( )
( )

( )x

x
x
xu yy ν

ν
τ
τ

=′
′

==0 . 

Следовательно, полученное нами решение (2.9) удовлетворяет условиям задачи Коши и не 

зависит от постоянного интегрирования

о, 

 a . 

Необходимо выявить структуру области определения решения (2.9). Оно определен

когда 

( ) ( )[ ]{ } ( ),yxyGyu 11 22 ≤−+=−≤− τϑττ
 

.x,yx 1111 2 ≤≤−≤−≤−

Это криволинейный характеристический четырехугольник, который ограничен 

характеристиками, выходящими из конечных точек отрезка оси 0=y11 ≤≤− x  . 

й рУравнения семейств этих характеристик можно записать в явно  форме п и помощи 

решения (2.9). 

Через точку с координатами (-1,0) пройдут две характеристические кривые, заданные 

равенствами 

( ) ( )11 22 −=−+−=− ϑϑ yxy,yx . 

С другой стороны область определения решения ограничивают характеристические кривые, 

проходящие через точку с координатами (1,0): 

( ) ( )11 22 ϑϑ =−+=− yxy,yx . 

Следует отметить, что каждая характеристика одного семейства пересекает любую 

характеристику другого семейства в единственной точке, так как истема уравнений  с

( ) ( )⎩
⎨
⎧

=−+

=−

cyxy
byx

ϑϑ 2

2
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )bc,bbc ϑϑϑϑ −+− 2имеет единственное решение , где b и c – взяты 

произвольно. 

  

Вывод: Если функция ϑ  на всем интервале [ ]11,−  удовлетворяет неравенству  

( ) ,x 0≠′ϑ  

уравнение ( )xϑζ =  однозначно разрешимо относительно величин xа ы : 

( )ζGx = ,

ед

характерис

( )0 =G

 

тиками

0 , то 

формулой

 б

задача Коши имеет единственное регулярное решение 

 ч

в

 

пр ставленное (2.9), область определения которого ограни  

о оих семейст : 12 −=− yx , 12 =− yx  и ( )
ена

( )12 −−+ ϑϑ yx , 

( ) )12ϑ =−+ yxy . 

 

=y

(ϑ

( )xϑζ =  имеет k,...,i 1=  

 ее решений

Следствие. Если равнение  у решений, тогда задача Коши 

разрешима в классе регулярных , число  не превышает количества 

обр

 решений

атных относительно x  и решение яется в характеристическом 

четырехугольнике. Носитель начальных данных безусловно попадает в область определения. 

 

Рассмотрим несколько частных случаев:  

каждое  определ

 

1) пусть    

( ) ( )xx ντ =′ , 

, 

что касается функции

тогда 

( ) ( ) ( )∫ −+=+==
x

a

aagagdtxgz x

 f , то она, в этом случае, будет иметь вид: 

, 

а само решение будет представлено формулой: 

( )( ) ( ) ( ) ( )xaagagdtaagz
x

τττ =⎥
⎤

⎢
⎡

+−+=+− ∫
a ⎥⎦⎢⎣

( )22 yyxyu −++= τ . 

теристический четырехугольник, который с 

одной стороны ограничен параболами и проходящими через 

Область определения данного решения - харак

12 −=− yx ,yyx 12 −=−+
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точку с координатами ( )01;− , с другой – параболами ,yx 12 =−  

,yyx 12 =−+ проходящими через точку с координатами ( )01; . 

 с там

Характеристические 

кривые ре каются в точках а и пе се  координ  ( )2;  и 3 ( )25 −; . 

им также другой частный случай, когда начал нкции представлены 

формулами 

       2) Рассмотр ьные фу

( ) ( ) ,x,xhx 11 ≤≤−=

( ) ( ) .x 1≤≤,x −−x 11hx ′=ν

τ
 

В этом случае  

( ) ( ) ( )∫
−

+−+
−

==
x

xarcsing
x

dtxgz
1

21

π
−+ g 1=1 , 

примет вид: а функция f  

( ) ( ) hzsinhzf =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 1

Коши вычисляется следующи  

g −−
2
π

м образомрешение задачи 

( )x , 

( ) ( ) ( )

{ }.

g 1 ⎥⎦
⎤−

( )[ ]yxysinhy

yxarcsinysinh

2

2

2
1

−+=

=
⎭
⎬
⎫

⎨
⎧

⎢
⎡ −−+−+

π
 

 решение определено, когда 

arcsin

g

+

−+
πyu 2 +=

 

В данном случае

( )

2

2⎩ ⎣

( )[ ]{ } ( ) ,,hxarcsinysinhy 1111 22 ≤−≤−−+=− ,x 1≤  yx −≤y 2 ≤

 

 

uh 1 ≤−
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y  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
x

 

рис. 1 

т.е. в характеристическом четырехугольнике, который с одной стороны огра  

 

ничен кривой

( )
2
π2 −=−+ yxarcsiny  и параболой , проходящими через точку с 

координатами , с 

12 −=− yx

 ( )01;− другой – кривой )(
2

2 π
=−   и параболой 2 =− y , 

проходящими чку с координатами

+ xarcsiny

 

y 1x

через то ( )01,  (см. рис.1). Характеристические

пересекаются с координатами

 кривые 

в точках  ( )π,1−  и π 2 ( )π−+ ,12  π соответственно

3) Приведем еще один частный случай, когда 

. 

 

( ) ( )

( ) ( )( ) .x,exhx

,x,xhx
x 111

11

≤≤−+′=

≤≤−=

ν

τ
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Тогд

( )

а  

( ) ( ) ( )∫
−

−+++
+

=−+
+

==
x

x

x

t geln
e

elng
e

dtxgz
1

11
1

1
1

. 

ается функции , то она примет вид:  fЧто кас

( ) ( ) ( )( ){ }111 −−−+−−−= gzeelngzhzf , 

а решение задачи Коши вычисляется следующим образом 

{ ( )( ) }yex −yxelnyyhyu +−−++= − 11
222 . 

Данное решение определено, когда 

( ) (( ) ) ( )

x,yx

,he y

1111

1
2 ≤≤−≤−≤−

≤−
 

{ elnyxyhyuh yx 111 22 2
−+−−+=≤− − }

етырехугольнике, который с одной стороны ограничен кривой 

и параболой , проходящими через точку с 

другой – кривой

,

т.е. в характеристическом ч

( )( )112 −+−= eelnyx y  

координатами ( )01;− , с 

12 −=− yx

 ( )( )111 −+−ex  2 −= elny y и параболой , 

 

 12 =− yx

проходящими через точку с координатами ( )01,  (см. рис.2). Характеристические кривые 

 пересекаются в точках с координатами ( )12 −;  и ( )10;  соответственно. 

 

 

 

  y 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x
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рис. 2  

Задача Коши для гиперболических уравнений имеет свойство, которое распространяется 

и на задачу (1.5), (2.1), (2.2): если одно из начальных условий в какой-либо точк еет 

азрыв, то этот разрыв распространиться вдоль всей характеристики, выходящей из этой 

очки. 

 

 

е 0x  им

р

т

Допустим, что  

( ) ( ) ( ) 011 >≤≤−−= − αν10ν α ,x,xxxx ,  

или 

( ) ( ) ( ) 01110 >≤≤−−= − αττ α ,x,xxxx , 

где ( )x1ν  и ( )x1τ - непрерывные функции. В таком случае в выражении решения (2.9) будет 

тствовать слагаемое прису

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

dt
t
tttdt

ttt
t

yxyx

∫∫
−

−− 1 11 10

либо 

−

−

′
−=

−

′
22

0 ν
τ

ν
τ α

α  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

dt
t

tttttt
yx

∫
−

−

+−− ′−−′−
2

1

1
1

010

ν
τατ αα

, 

 вышесказанное. 

Поэтому, если функция 

что доказывает

( )xτ  или ( )xν  имеет разрыв в какой-либо точке, этот разрыв, в 

известной степени, изменит поведение решения. Подразумевается, то степень этого разрыва 

не должна препятствовать существованию интегрального слагаемого. 

. Пер

Дарбу. Как известно, 

адача Дарбу предусматривает построение решения по заданным значениям на двух 

различных кривых, выходящих и даче Дарбу одна из этих кривых 

характеристика, другая – свободная кривая. Мы рассматриваем случай, когда общей точкой 

является начало координат, одна кривая дуга характеристической параболы , 

 ч

 

§2 вая задача Дарбу 

 

Рассмотрим вариант аналогичный линейной постановке задачи 

з

з одной точки. В первой за

2yx =
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[ ]a,0 , вторая же отрезок x∈ [ ]b,x 0∈   оси 0=y . Из постановки задачи следует, что эта 

вторая кривая должна быть вободной. ля этого, исходя из структуры второго 

характеристического корня, характеристическое направление 

с Д

yu
u

dx
dy

y

x

2−
−=  не должно 

совпадать с направлением, параллельным оси Ox . Поэтому мы требуем выполнения 

его условия:  

                                                             

следующ

( ) const,xu ≠0 .       (2.10) 

З а д а ч а  Д а р б у. Вместе со своей областью определени ное решение 

                                        

я найти регуляр

уравнения (1.5), если оно условиям: 

  

удовлетворяет следующим 

 
( )

( ),x= 0ψ ,xu ≤
               (2.11) 

где

b≤a,b≤

;ax,xu
xy

≤≤=
=

0ϕ

y= 0

 [ ] [ ]b,C,a,C 00 12 ∈∈ ψϕ  - заданные функции и ( ) ( )00 ψϕ =  (см. рис.3). 

 

 
                                                                  рис.3 

Необходимо отметить, что поведения функций 

 

 от  в зависимости ϕ  и ψ  задача (1.5), 

(2.11) может оказаться как задачи так и задачи . Например, если аналогом  Гурса, Дарбу

const=ψ , задача (1.5), (2.11 естную задачу рса  однозначно 

; если функ

) представляет собой изв  Гу  и

разрешима ция ( ) cxx +=ϕ , тогда парабола 2yx =  одновременно будет 

характеристикой и кривой р

Т е о р

вырождения у авнения (1.5). 

 

Поэтому справедливы следующие утверждения: 

 е м а. Если выполнены неравенство (2.10)  и следующие условия: 

4. Функциональное уравнение ( ) zxx =−ϕ  и о при любом 

( ) ( )[ ]aa,z −∈

разреш м

ϕϕ 0  и имеет единственное решение: ( )zx Φ= , ( )( ) 00 =Φ ϕ ; 
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( ) 1>′ xϕ5. ;  

6. ( ) ( ) [ ]b,x,aax 0∈−<ϕψ , 

тог ний; ее решение 

                       

да задача (1.5), (2.11) однозначно разрешима в классе регулярных реше

представлено формулой 

( )[ ] ( )[ ]
2

2
2

2 ⎧⎫⎧ ⎤⎡2

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨ −Φ+−

⎭
⎬

⎩
⎨ ⎥⎦⎢⎣

−Φ++= yxyyxyyu ψψϕ     (2.12) 

 в криволинейном , ограниченном носителями данных, и определяется  четырехугольнике

характеристикой  ( )[ ] ayxy =−Φ+ 2ψ  и дугой параболы byx =− 2 ; 

 

Т е о р е м а.  Если выполнены неравенство (2.10),  условия 1 и 2 предыдущей теоремы  и 

( ) ( ) aax −≥ϕψ , , тогда задача (1.5), (2.11) имеет единственное регулярное 

 носит и рактеристикой  

[ ]b,x 0∈

ограниченном

( )[ ]

решение, представленное формулой (2.12), которое определяется в криволинейном 

треугольнике, елями данных ха

ayx =−Φ+ 2ψ . 

 

 Доказательство. 

y

 

Д

. Дл

На основании метода Даламбера приведем в соответствие условия задачи арбу и общий 

интеграл (1.17) я каждого x  из кнутого интервала  зам [ ]a,0 , ем  име

( )( ) ( ) xgxxh =−− 0ϕ . 

Это соотношение дает возможность определить функцию в том случае, если ее 

ргу

h  

а мент ( ) xx −ϕ  будет обратим. Так как это условие предусмотрено теоремой 2, можно 

говорить о разрешимости функционального уравнения ( ) zxx =−ϕ  относительно величины 

( ) , ( )( ) 00 =Φ ϕx , решение  определяется функцией переменного которого  x:z Φ z=  (см., 

напр., [45], [46]). 

Исходя из того, что функция ( )xϕ  монотонно возрастае , аргумент т z  пробежит 

интервал )[ ]aa −( ) (,ϕϕ 0 .  

Поэтому, произвольная функция  

( ) ( ) ( )zgzh Φ+= 0  
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впо  до Д

ной функции

лне определяется с точностью  постоянного слагаемого ( )0g . ля второй 

произволь  g  имеем 

( ) ( )[ ]xhxg ψ= . 

 Следовательно, область определения функции зависит от аргумента ( )xψ   g  функции ; 

т

 h

[ ]b,0 , когда ( )xψона может быть определена либо в замкну ом интервале   не превышает 

значения ( )( )aa −ϕ , либ  в полуоткрытом  [ ) , когдаb,0  ( )xψ  больше ( )( )aa −ϕ . о  интервале

g  Подставим полученные значения функций и в представление общего интеграла h  

(1.17). Тогда  

( ) ( )[ ] 02 =⎜
⎝
⎛ −Φ+−−Φ yxyyu ψ . 

Умножая ение на сопряженное и обращая функцию 

2 ⎟
⎠
⎞

это выраж Φ , чим реше и полу ние задач

(1.5), (2.11) 

( )[ ] ( )[ ]
2

2
2

22

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −Φ+−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −Φ++= yxyyxyyu ψψϕ . 

Граница области определения этого решения представляется в явном виде в терминах 

т.е. характеристика семейства имеет ( )[ ] ayxy =−Φ+ 2ψ  функции Φ ,  −η вид. 

 

Что же касается области определения решения, здесь может быть нескольк случаев, в 

зави

о 

симости от того, какие значения принимает функция ( )xψ : 

1) есл  ( ) ( ) aax −<

 

и ϕψ , огда областью я явт определения решени ляется 

четырехугольник. Две его стороны представлены носителями 

данных угие – дугой семейства параболы выходящей из 

точки  

характеристический 

 задачи, две др

с координатами

byx =− 2 , 

( )0,b  и характеристикой −η семейства 

( )[ ] ayxy =−Φ ψ+ 2 , проходящей через точку с координатами ( )a,a . (см. рис. 

4); 



 38

 

 

                                                                                                              

рис. 4 

 

2) если 

 

 

  

 

( ) ( ) aax −= ϕψ , 

 которого также

ны его ограничи

решение определяется в криволинейном треугольнике, две 

стороны  представляют собой носители данных задачи, с третьей 

сторо вает характеристика −η семейства ( )[ ] ayxy =−Φ+ 2ψ , 

выходящая из точки с координатами ( )a,a  и пересекающая прямую 0=y  в точке 

( )0,b . (см. рис. 5); 

 
                                                                                                          рис. 5 

 

3) если ( ) ( ) aax −>ϕψ , 

ограниченном носителями

решение также определяется в криволинейном треугольнике, 

 данных и характеристикой ( )[ ] ayxy =−Φ+ 2ψ . Но в 

отлич точка пересечения ие от случая 2), ( )0,c  этой характеристики с прямой 0=y  

попадает между точками ( )0,a  и ( )0,b . Поэтому  от точки 

пересечения ( )0,c  до точки 

, отрезок носителя

( )0,b  остается неосвоенным (см. рис. 6). 
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                                                                                рис. 6 

 

 

Область определения ; например, при 

бесконечно большом ни одна кривая

 решения задачи Дарбу может быть и неограниченна

 b   −η семейства не пересекает параболу . 

Замечание

 byx =− 2

. Когда , решение задачи Дарбу определяется в области, ограниченной 

нос

ba >

ителями данных задачи и характеристическими кривыми ( )[ ] ayxy =−Φ+ 2ψ  и 

byx =− 2 . 

 

Рассмотрим случай, когда функция ( )xϕ  имеет конкретный линейный вид: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 010001 ≥−==≠= xk,,k,kxx ψψϕϕ . 

Для  функций и h   g   произвольных имеем 

( ) ( ) ( )akz,
k

zgzh 10
1

0 −≤≤
−

+= , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )akx,bx,
k

xgxhxg 100
1

0 −≤≤≤≤
−

+== ψ
ψ

ψ . 

Тогда общий интеграл запишется в форму: 

( )
y

k
yx

k
yu

=
−
−

−
−
−

11

22 ψ
. 

 формулой: 

                                          

Отсюда решение задачи Дарбу представлено

( ) ( )
2

2
2

1
1 ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

+−+=
k

yxykyu ψ
.               (2.13) 

условия: Решение (2.13) определено, если выполнены следующие 
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( ) byx,a
k

yxy ≤−≤≤
−
−

+≤ 2
2

0
1

0 ψ
. 

Поэтому в данном случае имеем следующие области определения решения: 

1) когда 

 

( ) ( )1−< kabψ , характеристическая кривая −η семейства, проходящая через 

точку  с координатами ( )a,a  пересекает у и решение 

и

парабол byx =− 2  

ымопределяется в криволинейном четырехугольнике, ограниченном крив  ,yx 02 =−  

,y 0= ) ( ) ( ( ) 22 1 yak −−=yx −ψ   и  byx =− 2 ; 

2) когда ( ) ( )1−= kabψ , характеристика ( ) ( )( ) 22 1 yakyx −−=−ψ  проходит через 

точку с координатами ( )0,b  и решение определяется в криволинейном треугольнике

  

; 

3) когда ( ) ( )1−> kabψ , 

с координатами 

характеристическая выходящая из  cyu =− 2 , кривая семейства

( )a,a  пересека  0=y  в точке,точки ет ось абсцисс  лежащей между 

точками ( )0,a  и ( )0,b . Решение вновь определяется в криволинейном треугольнике, 

ГЛАВА III 

ЗАДАЧА ГУРСА 

§1.  Нелинейный аналог  характеристической задачи Гурса 

1.1. Мы рассматриваем нелинейн  Гурса. Как известно, решение 

адачи Гурса определяется по его значениям на дугах двух различных характеристик, 

выходящих из делена и явно 

задана равенством Поэтому, также как и в линейном случае, на ней можно 

 решения

 

но отр ается неосвоенным. 

 

езок оси Ox  ост

 

 

ую модификацию задачи

з

общей точки. В данном случае одна характеристика уже опре

δ+= 2yx . 

задавать значения решения. Другая характеристика зависит от искомого , и мы 

выбираем ее произвольно. Допустим, что на плоскости переменных y,x  дана гладкая 

кривая γ , которая может  с характеристикой  пересекаться ξ -семейства не более  раза одного

и ее направление совпадает с нигде не ξ -характеристическим . Другими направлением

словами, если эта кривая представима в явном виде уравнением 
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                    ( ) cya,yx ≤≤=ω ,    ( ) 2aa += δω ,               (3.1) 

где [ ]c,aC 2∈ω  - заданная функция, тогда авнение ур

                                                             ( ) kyy =− 2ω    (3.2) 

при произвольном значении относительно величины не может иметь более одного 

ния и, кроме

 0>k   y  

реше  того, всюду выполнено неравенство 

                                                    ( ) 02 ≠−′ yyω .   (3.3) 

Все эти предположени носительно функции я от ω  е противоречат еще одному 

условию, что уравнение (3.2) при любой положитель

н

н правой части ой ( )[ ]2cc,k −∈ ωδ  

имее

                                                       

т единственное решение: 

( )kWy = , ( ) aW =δ ,   (3.4) 

непрерывно дифференцируемое в замкнутом интервале. При этом, функ ( ) 2yy −ω  ции и

братными. 

Рассмотрим  другую функцию 

  

( )kW  должны быть взаимно о

[ ]b,aC 2∈υ  и потребуем от нее выполнение 

следующего условия: 

                                          ( ) yy − 2υ const≠ .     (3.5) 

   аЗадача Гурс . областью оп е л

о удовлетворяет  условию  

 Вместе со своей р де ения найти регулярное решение 

уравнения (1.5), если он

( ) ,byu
x=

 (3.6)                                     a,y
y

≤≤=
+

υ
α2               

уа д га кривой γ , заданная соотношением (3.1) является характеристикой η -семейства. 

  

Зам вия (3.3) и (3.5) не выполняются, тогда наруш  

и ой 

ческое вырождение на характеристических дугах. 

 

етим, что если усло ается условие

единственност  решения. Нарушение каждого из этих условий влечет за соб

параболи

Т е о р е м а.  Если выполнены условия 3.2), (3.3) (3.4) и функции ( ) 2yy −ω , ( ( , ) 2yy −υ  

однозначно обратимы: ( )kWy = , ( ) aW =δ  и ( )tVy = , ( )[ ] aa =2  aV −υ
соответственно
э

, тогда задача (1.5), (3.1), (3.6) имеет единственное регулярное решение; 
то решение представлено формулой  

                 ( ){ } ( ){ }222 ayxWyayxWyyu +−−−+−−+= υ   

(3.7) 

2
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 и определяется в замкнутом криволинейном четырехугольнике, ограниченном дугами 
характеристических кривых: += 2yx δ , ( )yx ω= , ( ) 22 ccyx −+= ω  

( ay ++ω )2 ybyx ++−= ( )2ba − . 
Действительно, решим задачу методом Даламбера: условия задачи и общее решение 

                         

(1.18) вместе дают следующие равенства: 

[ ( )] ( )⎧

−

+ gyf
( )[ ]{ } ( )⎩

⎨
≤≤−=+

≤≤−=

.cya,aayygyf

,bya,yy
22

2

υω

υδ
                (3.8) 

м обозначение: ( ) zgy ≡+ δДля первого равенства этой системы введе , тогда функция 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) (δδδδυ gbzga,gzgzzf +≤≤+−−−= 2 ) . 
Соотнеся ыражение со вторым равенством системы (3.8), получаем последнее в     

( )[ ] ( ){ } ( )[ ] ( ){ }2
g =− δ ( ) 222 aayygygyygy −−+−−−+ υωδωυ . 

В силу условия Теоремы, функция  ( ) 2yy −υ  обратима, поэтому  

( )[ ] ( ) ( )( ) aaaVgyygy =−=−−+ 22 υδω , 

где является решением функционального уравнения ( )tVy =    ( ) tyy =− 2υ . 

Введя еще одно обозначение: ( ) kyy ≡− 2ω , в силу условия (3.5), получаем 

( ) ( ) ( ) ( ) 2cck,agkWkg −≤≤++−= ωδδ , 

Следовательно, решение задачи можно построить в явной форме  

( ){ } ( ){ }2222 ayxWyayxWyyu +−−−+−−+= υ . 

Проверим корректность постановки задачи. Для этого найдем олный дифференциал 

первого 

п

( ) ( )yy,yu υδ =+ 2 . 

характеристического условия: 

( ) ( ) ( )yy,yuy,yuy yx υδδ ′=+++2 22 , 

его значение в точке равно:  ( )a,a 2  

( ) ( ) ( )aa,aua,a yx υδδ ′=+++ 22ua2 . 

Используя условие совместимости ( ) 2aa += δω , получаем следующее соотношение 

( )( ) ( )( ) ( ) aaaa,auua yx 222 −′=−+ υωa,aω , 
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справедливое во всей области. Ле о равенства ( ) yx uuy +−12  представая часть этог вляет 

собой 1η  инвариант −η семейства характеристик, т.е.  

( ) constaa =−′= 21 υη . 

Теперь родифферен уем второе характеристическое п цир  условие  

( )( ) ( ) 22 aayy,yu −=− υω . 

Значение его полного дифференциала 

( ) ( )( ) ( )( ) 02 =−+′ yy,yuy,yuy yx ωωω  

в точке ( )a,a 2  равно 

( ) ( )( ) ( )( ) aa,aua,aua yx 2=+′ ωωω . 

дные найдем из  Произво x  и yu u  

( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )⎨

⎧
=+′⎩

′=+

.aa,aua,aua

,aa,aua,aua

yx

yx

2

2

ωωω

υωω
 

системы: 

( )
( )aa

aaux ω
υ

′−
−′

=
2

2
,      ( ) ( )

( )aa
aaaau y ω

υ
ω

′−
′ −′−=

2
22 . 

е значения подставим в выражение 1ξ  семейства характеристик (1.13): Полученны

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) constaa
aaaa

aaaaaa =′−=
−′⋅′−

′ ′−⋅−′−= ω
υω

υ ωωξ 2
22

221 . 

Отсюда следует, что решение задачи Гурса вдоль характеристических дуг сохраняет 

постоянное значение, что доказывает корректность постановки задачи. 

Опишем структуру области определения решение (3.7). Оно определено, когда  

2

( ) ,ccyx 22 −≤−≤ ωδ  

( ) ( ){ } ( ){ } ( )bayxWyayxWyyuaa −≤+−−−+−−=−≤− υυυ 222222 b , 

т. е. решение задачи Гурса ограничено носителями данных, выходящими из точки с 

координатами , параболой ( )a,a 2 ( ) 22 ccyx −+= ω  и характеристической кривой 

( ) ( )baybayyx −+−−++= ω . Последняя принадлежит 22 −η семейству характеристик. 
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1.2. Рассмотрим следующий частный случай, когда характеристические функции 

представлены формулами: 

( )
( )

( )
( )

.
d
n

m
,m,myy

,d,
d
ny,lnydyy

121
1

1
12

2

2

−
−=

−
>=

≠
−

≠++=

δω

υ

 

Подчиним общее решение (1.18) сначала первому характеристическому условию: 

( )[ ] ( ) by
m

,lnyydgyf ≤≤
−

++−=+
1

1 2 δδ . 

После введения обозначения ( ) zgy ≡+ δ , имеем 

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )δδδδδ gbyg
m

,lgzngzdzf +≤≤+
−

+−+−−=
1

1 2 . 

Удовлетворяя второе характеристическое условие, 

( )[ ]{ } ( ) cy
m

,l
m

n
m

dymgyf ≤≤
−

+
−

+
−

−=−+
111

11 2 δδδ
 

и, соотнеся его с первым характеристическим условием, получаем 

( ) ( )[ ] ( ){ } ( )[ ] ( ){ } ( )
11

1111 222

−
+

−
−=−−++−−+−

m
n

m
dgymgyngymgyd δδδδ , 

откуда в силу условия совместимости 

( )[ ] ( ) ( ) ( )( )
( ) 112

112
1 2

−
=

−
−−+±−

=−−+
md

mdnn
gymgy δδ
δ . 

Если обозначить ,  тогда ( ) kym ≡− 21  
1−

±=
m

ky  и 

( ) ( )
11 −

+
−

=
mm

kgkg δδ m ,        ( ) 21 cmy −≤≤δ  

Решение (3.7) в этом случае принимает следующий вид: 

       ( ) l
mm

yxyn
mm

yxydyu +
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡⎫⎧ ⎤⎡
2

2

−
+

−
−

+
⎪⎭

⎪
⎬

⎪⎩

⎪
⎨

⎥
⎥
⎦⎢

⎢
⎣

−
+

−
−

−+=
1111

1
2

2 δδ
mm .      (3.9) 

Мы получили два соотношения. Проверим действительно ли оба они являются 

решением рассматриваемой задачи. Для этого подчиним каждое из них характеристическим 

условиям, откуда можно сделать вывод, что 
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1) ( ) l
mm

yxyn
mm

yxydyu +
⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎡

−
+

−
−

−+⎪⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
+

−
−

−−+=
1111

1
2

2
2

2 δδ
      (3.10) 

⎦⎣⎪⎭

является решением, т.к. 

( ) =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩ ⎢⎣

⎪
⎨
⎧

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
+

−
−+

⎥
⎥
⎦

⎤
⎢
⎡

−
+

−
−−+=

+=
l

mm
y

mm
ydyu

yx 1111
1

2

2
2

δδδδ
δ

 

             ( ){ } lnydylnyydy ++=++−+= 222 1 , 

   ,  ( ) 2myyx == ω ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
+−+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
+

−
−

−−=− l
m

yyn
m

y
m
mydyu

111
11

2

22 δδ
 

                                            ( ) l
m

n
m

d +
−

+
−

−=
11

1 δδ
. 

 

 

) ( ) l
mm

yxyn
mm

yxydyu +
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
+

−
−

++
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
+

−
−

+−+=
1111

1
2

2
2

2 δδ
 2

 не является решением, т.к. 

( ) =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩ ⎣

⎪
⎨
⎧

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
+

−
++

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎡

−
+

−
+−+=

+=
l

mm
yn

mm
ydyu

yx 1111
1

2

2
2

δδδδ
δ

                   

             ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
++

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
+−+= l

m
yn

m
ydy

1
2

1
21 22 δδ

, 

,  ( ) 2myyx == ω ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
+−+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
+

−
−

−−=− l
m

yyn
m

y
m
mydyu

111
11

2

22 δδ
 

( ) l
m

yn
m

yd +
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
++

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
+−=

1
2

1
21

2
δδ

                                         . 

 

Решение (3.10) определено, когда выполняются неравенства 
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( )
1

01
2

22

−
−≤

1−
−

−≤−≤
m

b
m

yxy,cmy δ
 . 

, что собою представляет характеристическая кривая  

−≤ xδ

Выясним

11

2

−
−=

−
−

− byxy δ
. 

mm
Последнее выражение перепишем в виде 

1−
Ayxy <

m −
−

−
2

,   где −= bA δ
1 m

. 

Умножим неравенство ( ) 0
1

2

<
−
−

−−
yxAy  на сопряженное, тогда  

m

1
2

2
22

−
−

<+−
m

yxAAyy  

или 

( ) ( )11 2 −+− mAy . 22 −> mAmyx

Правую часть этого неравенства заполним до полного квадрата 

            ( ) ( )( ) ( )( ) ( )11112 2
22

2 −+
−

−
−

+−−> mA
m

mA
m

mAymAmyx  

( )
m

mA
m
mAymx 11 2

2 −
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−>                              

 m  и разделим на

011
2

2
2

<
−

+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
m

mA
m
xA

m
my . 

Получ

               

енное уравнение 

 011
2

2
2

=
−

+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
m

mA
m
xA

m
my                                   (3.11) 

является уравнением параболы, координаты вершины которой соответственно равны 
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

−
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

−
=

1
11

1
11

0

2

2
0

m
b

m
mA

m
my

m
b

m
mA

m
mx

δ

δ

 

Найдем ее точки пересечения с параболой ( ) 22 1 cmyx −+= . 

Из двух точек пересечения  

(1)  
( )

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−
−+=

−+
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
−+=

1

1
1

2

2

m
cby

cm
m

cbx

δ

δ

     (2)   
( )

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−
−−=

−+
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−=

1

1
1

2

2

m
cby

cm
m

cbx

δ

δ

 

(2) не попадает в область определения решения, так как c
m

cb <
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
+−

1
δ

. 

Через (1) точку пересечения пройдет верхняя ветвь параболы (3.11). 

 

Поэтому, решение (3.10) определяется в замкнутом криволинейном четырехугольнике, 
ограниченном носителями данных и дугами характеристических кривых:  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )22 11112 −−−+−−−−= mbmymbmmyx δδ  и ( ) 22 1 cmyx −+= . 
 

 

§2.  Сингулярная задача Гурса 

 

2.1. Предположим, что характеристические дуги выходят из начала координат и 

касаются друг друга в общей точке. Характеристические кривые - носители данных 

представлены уравнениями:  

                                                          (3.12) 02 =− yx

и 

                                              ( ) by,yx ≤≤= 0ω ,    ( ) 00 =ω ,  ( ) 00 =′ω              (3.13) 

где  - заданная функция. А также выполняются условия аналогичные (3.2), (3.3) 

и (3.4): уравнение 

[ b,C 02∈ω ]

                                                           ( ) ζω =− 2yy     (3.14) 
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при любом положительном значении ζ  относительно величины  не может иметь более 

одного решения и всюду в [  выполняется неравенство (3.3). 

y

]b,0

Уравнение (3.14) при любой положительной правой части ( )[ ]20 bb, −∈ ωζ  имеет 

единственное решение: 

                                ( )ζWy = , ( ) 00 =W ,  (3.15) 

которое принадлежит классу ( )[ ] ( )( ]212 00 bb,Cbb,C −− ωω I . Безусловно, функции 

 и  взаимно обратны и выполняется условие (3.5). ( ) 2yy −ω ( )cW

Задача Гурса. Вместе со своей областью определения найти регулярное решение 

уравнения (1.5), если оно удовлетворяет  условию  

                        ( ) [ ]a,C,ay,yu
yx

00 2
2 ∈≤≤=

=
υυ ,             (3.16) 

а дуга кривой, заданная соотношением (3.13) является характеристикой η -семейства. 

Вообще, для гиперболических уравнений задачи с данными на открытых носителях 

корректны только в том случае, когда эти условия дают возможность определить искомое 

решение и его производные младшего порядка в каждой точке носителя. Если же 

характеристики касаются друг друга, задача, как правило, поставлена не корректно. Хотя, в 

некоторых случаях все же удается определить решение вне носителя.  

Инварианты Римана (1.13) и (1.14) уравнения (1.5) вместе с условиями задачи Гурса 

соответственно дают две следующие системы: 

         
( ) ( ) ( )
( )

( )( ) (
( )⎩

⎨
⎧

=+−
=−

⎩
⎨
⎧

=+−
=

.Cqpy
б,constyy,yu

,pCqpy
a,yy,yu

2

2

1

2

1212
ωυ )

 

Продифференцируем первые соотношения этих пар и рассмотрим полученные результаты 

совместно со вторыми соотношениями. Тогда 

                             
[ ] [ ] ( ) ( )
[ ] [ ] [ ]⎩

⎨
⎧

+=+

′=+

y,ypCyy,yqy,ypy
a,yy,yqy,ypy

2
1

22

22

22
2 υ

             (3.17) 

и 

                            
( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )

( )[ ] ( )[ ]⎩
⎨
⎧

+=+
=+′

222
2

Cyy,yqy,ypy
б,yy,yqy,ypy

ωω
ωωω

              (3.18) 

Вычисляя первые соотношения обеих пар при значении аргумента , мы получаем 

систему двух уравнений относительно неизвестных значений 

0=y

( )00,p , . Эти значения 

необходимы для определения постоянных  и . После подстановки этих постоянных во 

( 00,q )

1C 2C
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вторые соотношения систем  (3.17) и (3.18), мы имели бы вполне определенные линейные 

алгебраические системы двух уравнений относительно производных  и  уже не в начале 

координат, а вдоль характеристик, выпущенных из этой точки. Но система соотношений (а), 

(б), выписанная в начале координат, не дает возможность определения постоянных  и  

из-за параболического вырождения уравнения (1.5) в точке 

p q

1C 2C

( )00, .   

 Поэтому мы воспользуемся подходом предыдущего параграфа. Условие (3.16) на дуге 

кривой (3.12) определяет произвольную функцию  

( ) ( )( ) (( ))200 gzgzzf −−−= υ , 

в интервале ( ) ([ 00 ga,gz +∈ )] , границы которого пока неизвестны, а условие (3.13) дает 

( )[ ] ( ) ygyyg −=− 02ω . 

Чтобы определить произвольную функцию g , мы пользуемся единственным решением 

(3.15)  функционального уравнения ( ) ζω − yy ≡2 : 

( ) ( ) ( ) ( )b −ω 200 b,gWg ≤≤+−= ζζζ . 

Тогда решение задачи Гурса определяется по формуле: 

 

( ){ } { ( )}2222 yyyxWyyu −−−−+= υ xW− .                        (3.19) 

 

Необходимо описать структуру области определения решения задачи Гурса. Оно 

определено, когда  

( ) bbyx 220 −≤−≤ ω ,  

( ) ( ){ } ( ){ } 22220 aWyyxWyyu −−−−−=−≤ υυυ ( )a2yx − ≤ . 

 

Т. е. решение задачи Гурса ограничено носителями данных, выходящими из начала 

координат, параболой ( ) bbyx −+= ω2  и характеристической кривой 

. Последняя принадлежит ( ) ( 22 ayayyx −−−+= ω ) −η семейству характеристик, все 

кривые которого касаются параболы. 

 

Легко проверить, что парабола  является огибающей 2yx = −η семейства 

характеристик. Для этого следует дифференцировать уравнение −η характеристики по 
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параметру и затем исключить его из этих двух уравнений. Если такая система уравнений 

разрешима, то ее решение будет огибающей −η семейства. 

 Действительно, допустим ( ) ( ],,2 ∈βββ a,0  является произвольной точкой параболы 

. Через эту точку проходит характеристическая кривая 2yx = −η семейства, которая 

представлена уравнением 

{ } { }22 βω −−+= yyx β−y  

или, если переписать его в следующем виде  

{ } { } 022 =−−− βω yyyx +− β , 

тогда производная этого уравнения по параметру β  будет равна: 

( ) ( ) 02 =−−−′ ββω yy . 

Из имеющихся двух равенств вычисляем x  и : . y ββ == y,x 2

Откуда следует, что парабола  является огибающей 2yx = −η семейства характеристик. 

( )β,β 2 Исходя из произвольности выбора точки , мы делаем вывод, что парабола  

полностью состоит из таких точек, а значит представляет собой дискриминантную кривую.  

2yx =

 

Следует также отметить, что дуги характеристик −η семейства, выходящие из точек 

параболы  между собой не пересекаются (см. Гл. III, §3, Лемма). 2yx =

 

Решение (3.19) непрерывно всюду в области определения. Что же касается его 

производных первого порядка 

          ( ) ( ) ( )( ) ( )( ){ }222 2 yxWyyWyyxWy,xux −−−− x −′−′−= υ , 

( ) ([ )] { ( ( )) ( )( )}222 2212 yxWyyxWyyxWyyy,xu y −−−−−−′++= ′υ , 

то, в силу того, что ( ) ∞=′
+→

cWlim
y 0

, эти производные стремятся к бесконечности, когда точка 

 стремится изнутри области к любой точке параболы , в чем и проявляется 

сингулярность поставленной задачи. 

( y,x ) 02 =− yx

  

 Справедлива следующая 

Т е о р е м а.  Если выполнены условия (3.3), (3.14)) и функции ,  
однозначно обратимы: 

( ) 2yy −ω ( ) 2yy −υ
( )ζWy = , ( )0 0=W  и ( )tVy = , ( )( ) 0=0υV  соответственно, 
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тогда задача Гурса имеет единственное решение, представленное формулой (3.19), которое 
определяется и непрерывно всюду в криволинейном характеристическом четырехугольнике, 
ограниченном дугами , 2yx = ( )yx ω= , ( ) 22 ayaayx −+−=ω

2yx =
, ; а 

для его производных первого порядка кривая  является сингулярной. 

( ) 22 bbyx −+= ω

xu yu

 
Теперь из вторых характеристических инвариантов систем (3.17) и (3.18) легко 

определить постоянные  и , подставляя в них значения производных  и  вдоль 
соответствующих направлений. Так для характеристического инварианта системы (3.17) 
имеем: 

1C 2C

( )( ) ( ) ( )( ){ }+−−−−−′−′− 22 yxWy υ 2yxWy2 2yxWy
( )

 

[ ] ( )( ) ( )( ){ }=−−−−−′− 2yx′+++ 212 Wyy 22 2 yxWyyxWyυ  

( ) ( )( ) ( )( ){ }[ ]22 yxWy −−22 yxWyy −−−1 xW2 Cy ′−′−+= υ                             , 
откуда  

( )
( ) ( )[ ]

0
20

2
=

−′′1
−′

−=
W

C
yy

yy
υ

υ
. 

Аналогично, для системы (3.18), вычисляем постоянную : 2C
( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ){ }−−− 22 2 yyWy ω +− yyω−′ Wyυ

( )
−′− 22 yyWy ω  

[ ( )] ( )( )( ) ( )( )( ){ }=−−−−−′− 2y υ′ yW ω

22 Cy +

2yyW ω2 2 yyyWy ω+++ 212 yy             
= . 

Следовательно, 
( ) ( )02 υυ ′=−′= yyC  

 
 2.2. Рассмотрим частный случай, когда  

( ) 2my= 1>myω  , . 

Он интересен тем, что область определения решения имеет иную структуру.  
В этом случае решение (3.19) представлено формулой:  

2

⎪⎭

⎪
⎬
⎫2

1⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
−

−
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+
m

yxyxyυ
2

1
−

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−
−

m
y2= yu  

и определено в криволинейном четырехугольнике, ограниченном носителями данных, 

выходящими из начала координат, параболой ( )2 1 amyx −+= 2

2yx =

 и характеристической 

кривой . В данном случае, парабола  также является 

огибающей 

( )m − 21 ( ayaymx −−= 2

−

)

η семейства характеристик. Причем, все характеристические кривые этого 

семейства пересекаются между собой. 

Действительно, на дуге  взять точки 

 них провести

если 

β  и через

параболы

 

произвольно две 

( ) ( )ββ γγγ >,,,, 22 −η характеристики являются 

параболами 

, которые сами 
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( )( )
( ) )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−+=

−−=

,ymyx

ymy
22

22 1

γ

β
 

то точка их п

(
+x

1

ересечения  

( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

−+
=

+
2

4
4 2

γβ

ββ γγ

y

mx
 

попадет в область определения решения, так как выполняется следующее неравенство:  

( ) ( ) ( )222 4 γβγββγγβ +<++<+ mm . 

Отсюда следует вывод, что парабола  ( )( )22 1 β−−+= ymyx

дит за пределы области 

  проходит через точку  

 

,  затем параболу и выхо определения. 

 

 

нейный

 

3.1. Теперь предположим, что общей точкой опять является начало координат, но 

характеристические ики представлены 

уравнениями (3.12) и 

( )ββ ,2 , ее верхняя ветвь касается параболы  2yx = , пересекает все кривые своего

семейства  2myx =  

§3.  Нели  аналог свойства среднего значения 

 дуги не касаются друг друга в этой точке. Характерист

                     ( ) by,yx ≤≤= 0ω ,    ( ) 00 =ω ,             (3.20) 

где [ ]b,C 02∈ω  - заданная функция. Уравнение (3.14) при любой положительной правой 

части ( )[ ]2b−  

мое в замкн

0 b,∈ ωζ имеет единственное решение (3.15), непрерывно 

утом интервале. Кроме того, функции и дифференцируе ( )y −ω  2y ( )ζW  

долж имно обратными и всюду в ны быть вза [ ]b,0  выполнено неравенство (3.3). 

Задача Гурса. Вместе о сс воей областью определения найти решение уравнения (1.5), 

если оно удовлетворяет  условию  

                   ( ) [ ]a,Cay,yu
yx

00 2
2 ≤≤=

=
υ ,    , ∈υ          (3.21) 

а дуга кривой, заданная соотношением (3.20) является характеристикой η -семейства. 
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В этом параграфе исследуем задачу Гурса на основании нелинейного алога известнан ого 

сво

г

овлены в ([3, 25, 

21, 

ав .  

а ы

0) можно явно 

пре

йства среднего значения для уравнения (1.5). Это свойство позволяет доказать 

разрешимость задачи в классе как ре улярных, так и обобщенных решений.  

Свойства среднего значения для гиперболических уравнений были устан

34]). B простейшем случае, для уравнения струны, оно состоит в следующем: суммы 

значений решения в противоположных вершинах любого характеристического 

четырехугольника р ны Исходя из общего представления решения (1.18), указанное 

свойство для уравнения (1.5) можно перефразировать так: суммы ординат 

противоположных вершин характеристического четырехугольник  равн .  

Ниже будет установлено, что при заданной дуге характеристики (3.2

дставить все дуги характеристик η -семейства, выходящих из точек параболы 2yx = . 

Тем самым, нам представится возможность полностью описать структуру о  

определения решения поставленной выше задачи. 

Действительно. Через произвольно взятую точ

бласти

ку ( )00 y,x  проведем характеристику ξ -

нсем

я с дугой хара

ейства: 2
00

2 yxyx −=− . Согласно условию (3 а парабола либо вовсе е 

пересекаетс ктеристики (3.20), либо имеет с ней единственную точку 

пересечения. Первая группа точек, естественно не попадет в область определения решения. 

Мы рассмотрим только вторую группу. Координаты множества точек этой группы должны 

удовлетворять неравенствам 

               

.14), эт

 ( )bbyxy ω+−≤≤ 22
00

2
0 ,  (3.22) 

которыми определя нечная параболическая п

          

ется беско олоса D. Предполагая, что точка 

( )00 y,x  лежит в полосе D, в силу условий (3.3), (3.14), парабола 2
00

2 yxyx −=−  

ется с дугой (3.20) в единственной точке и уравнение (3.14) п  
2
00 yx −=ζ , имеет единственное решение. Оно согласно (3.15) представлено формулой: 

                                     

пересека ри правой части

( )2
00 yxWy −= . (3.23) 

Это с ординату точ

д

пересечения этих характеристик определяется полностью: 

В полосе D на уге характеристики (3.20) возьмем произвольную точку с ординатой, 

и через нее также проведем характеристику

 оотношение определяет ки пересечения рассматриваемых двух 

характеристических уг.  

Таким образом, точка 

( )[ ]2
00 yxWx −=ω , ( )2

00 yxWy −= . 

 д

[ ]b,y 02 ∈   ξ -семейства: ( ) 2
22

2 yyyx −=− ψ .  
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Через точку ( )00 y,x  должны пройти две характеристики - парабола 2
00

2 yxyx −=−  и 

характеристика искомая η -семейства. Последняя должна лупересечь парабо  

( )2
2 yy =ω которой точке с координатами 2

2y−  в неx − ( )33 y,x . Тем самы о 

замыкаем четырехугольник, ординатами верш  которого вляются: 

32 y, . На основании приведенного войства среднего значения, 

имеем: 

3120 yyyy

м, мы формальн

 я 

0y , ( 2
00 yxW −

характеристический

) , y

 ин

выше с

+=+ , 

откуда н  ( )33 y,x  аходим ординату точки

( )0203 yxWyyy −−+= 2
0 .              (3.24) 

и из ура нения параболы   

 

                                                   

 ( ) 2
22

2 yyyx −=− ωАбсциссу этой точки можно найт в

 ( ) 2
22

2
33 yyyx −+= ω . (3.25) 

етр, пробегающий начения из 

однопараметрическое

                                                    

Величину 2y  в соотношении (3.24) примем за парам з

интервала [ ]b,0  и рассмотрим  семейство 3y , зависящее от параметра 

2y  и аргументов 0x , 0y . Соотношения (3.24 - 3.25) фактически являются параметрическим 

представле характеристики нием η -семейства, проходящей чер  точку ( )00 y,x . Чтобы 

учить ее уравн е явном виде, исключим параметр 2y  из этих равенств: 

                           

ез

пол ени  в 

( ){ } ( ){ }22
000

2
000

2 yxWyyyxWyyyx −+−−−−+= ω . (3.26) 

Уравнением (3.26) представлены характеристики 

+

η -семейства, проходящие через любую 

Все они непременно пересекаются параболой , точку ( )00 y,x . [ ]a,0∈ . Так как  с  2yx = y

функция ( ) 2zz −ω  имеет единственный нуль 0=z то точки пересечения этой параболы  с 

характеристиками вида (3.22) вычисляются из условия  

, 

( ){ } ( ){ } 0
22

000
2
000 =−+−−+− yxWyxWyyω , 

откуда, согласно условию (3.15), ордината y  определяет

− yy

ся единственным образом 

( )2
000 yxWyy −−= . 

 Поэтому, не найдется ни одной такой точки ( )00 y,x , проведенная через которую 

характеристика η -семейства не пересекалась бы с п .  арабо ой 2yx =л
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Лемма. Дуги характеристик η -семейства, вы  и  точек параболы 2yx  при 

выполнении условий (3.3), (3.14), (3.15) покрывают всю полосу D

ходящих з

 и между собой не 

пер

оставляют каку у

точки  

 вида (3.26). А эта характеристика непременно выходит на 

 

=

есекаются. 

Действительно, при допущении, что эти характеристики  ю-либо лакун  в 

полосе D, приходим к противоречию, т.к. из любой  этой лакуны можно провести 

характеристику

характеристическую параболу 2yx = . Приходим к выводу, что  двухпараметрическое 

семейство характеристик (3.26) равносильно однопараметрическому семейству кривых, 

представленных соотношениями

                                     ( ) ( )00 yyyyyx −−−=− ω , (3.27) 

где 0y  является параметром со зн

22

 [ ]a,0 . ачениями из интервала

Вт же легко доказать допущениеморую часть Леммы так  обратного. Если две какие-либо 

характеристики η -семейства пересекаются в точке ( ) Dyx ∈*

 D может

*, , тогда получается, что через 

эту точку проходят две характеристики указанного семейства. А это противоречит 

доказанному выше факту, что через любую точку полосы  проходить не более одной 

η -характеристики. Лемма доказана. 

Таким образом, нам известны все характеристики −ξ семейства, лежащие в полосе D. 

то параболы constyx += 2 . Нами  η -Э  построены все характеристики семейства, которые 

вых

7). 

 обоих

представить решение задачи Гурса (1.5), (3.20), (3.21). Как уже было сказано, комбинация 

одят из точек параболы - носителя 2yx = . Они ставлены однопараметрическим 

семейством (3.2

Располагая всеми характеристиками  семейств, уже не трудно в явном виде 

2

пред

yu − , являясь характеристическим инвариантом, сохраняет постоянное значение вдоль 

каждой кривой 

=η

η -семейства. 

 словами, кривые (3.27) представляют собой множество линий уровня разности 

yu − . И вдол  каждой кр

Иными

ь ивой (3.27) значения искомого решения известны на том 

осн

2

овании, что 

( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )0
2
0

2
00

2
22

y,yyyyyyx
yy,xuyy,xu −=−

−−−+= ω
. 

Отсюда следует, что  

( ) 2
00

2 yyyu −+= υ . 
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Но это значение решения вдоль η -

 

характеристики, выходящей из точки параболы с 

ординатой . А мы должны определить значение решения в произвольно взятой  

 2yx =  

 точке

о и н

 0yy =

 чере

( )yx ′′ ,  полосы D. В этой точке значение инварианта 2yu −=η  то же, чт а, 

проходящей з эту точку Γ -характеристике η -семейства. Согласно (3.26), эта 

истика пересекается с параболой-носителем в точке  характер с ординатой ( )2yxWy ′−′+′  и 

значение ука анного инварианта оль всей характеристики определяется его значением в 

данной точке. Поэтому 

з вд

( ) ( )( ) ( )( )2222, yxWyyxWyyyxu ′−′+′−′−′+′+=Γ υ . 

Ввиду того, что точка (x ) была взята произвольно, приходим к выводу, что  

         

y′′ ,  

( ) ( ){ } ( ){ }2222, yxWyyxWyyyxu −−−−−+= υ .  (3.28) 

й W,υЕстественно, что гладкость решения (3.28) определяется гладкостью функци . В 

приведенных  рассуждениях не было необходимости требовать 

фун

выше дифференцируемость 

кции υ  и достаточна была только ее непрерывность. Поэтому построенн ми 

решение является обобщенным для уравнения (1.5). При требовании дважды непрерывной 

дифференцируемости функций 

ое на

υ , W  формулой (3.28) будут представлены регулярные 

решения.  

Не менее важно описание стр области определения решения (3.28). Очевидно, что 

эта област

уктуры 

ь расположена в полосе D и определена характеристиками −η семейства, 

выпущенными из точек параболы-носителя 2yx =  при [ ]a,y 0∈ . Но это семейство целиком 

представлено уравнениями вида (3.26) или (3.27). Они непрерывно покрыва некоторую 

часть полосы D без каких-либо лакун бласть будет ограничена 

характеристиками (3.27) при значениях параметра 00

ют 

. Поэтому эта о

=y  и ay =0 . При 00 =y , (3.27) дает 

уравнение дуги кривой (3.20). Другую часть области бу ет составлять характе истическая 

парабола ( ) 22 bbyx −+= ω .  Область, ограниченн ми обо  через 0D . 

Эта область, соответственно приведенным выше рассуждениям, является односвязной.  
Поэто дующая: 
Т е о р

д

этими кри

р

ачимую вы зн

му справедлива сле
 е м а. Если выполнены условия (3.3), (3.14)  и функция ( ) 2yy −ω  имеет 

единственную обратную W , ( ) 00 =W , тогда задача (1.5), (3.20), (3.21) однозначно 
раз й; ее решение представлено  (3.28) и 
опр  

решима в классе регулярных решени  формулой
еделяется в криволинейном четырехугольнике, ограниченном характеристическими

кривыми: 2yx = , ( )yx ω= , ( ) ( )2ayayx −+− , ( ) 22 bbyx −+= ω . 2y += ω
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3.2. Случай параболического вырождения. Как видно из проведенного выше

исследован сл ль  обеспечив

 

ия, у овие (3.3) играет существенную ро . Оно не только ает 

существование функции W , но и исключает параболическое вырождение уравнения (1.5) на 

кривой, представленной уравнением (3.20). При нарушении этого условия для некоторого 

значения 1b  аргумента y аправления касательных обеих характеристик  совпадают в точке 

их пересечения 

, н

( )( )11 b,bω , т.е. имеет место параболическое вырождение в этой точке. В 

таком случае, мы не можем обратить уравнение (3.14), тем самым, под вопрос ставится 

существование функции W  и, следовательно, разрешимость самой задачи. Необходимо 

установить, распространится ли в каком-либо направлении параболическое вырождение. 

Справедлива 

Т е о р е м а.  Если для некоторого значения ( ]b,by 01 ∈=   
                                                   ( ) 11 2bb =′ω , (3.29) 

а пр яи 10 by <<  выполняется условие (3.3), то вс  −ξ характеристика 

( )1
2 by +ω 2

1bx −= ,  (3.30)                                 

проход ез точку ( )( )11 b,bящая чер ω , является множеством точек характеристического 

параболическ внения (1.5) ([7]). ого вырождения ура

 

Доказательство.  

Все приведенные выше рассуждения, связанные с построением характеристики вида 

(3.26),  при . Поэтому в любой точке ( )00 y,x , [ ]a,y 00 ∈   10 by <<остаются справедливыми

полосы 

                                    ( ) ( )2
10 εε −−−−≤ byx , (3

где >

1
2 ω≤ b .31) 

−η0ε  - некоторое заданное достаточно малое число, характеристики семейства 

мог ормулой (3.26) и, следовательнут 

 хара

быть представлены ф о, формулой (3.27). Каждая из 

этих ктеристик пересекается с характеристикой −ξ семейства  

                            ( ) ( )2
11

2 εεω −−−+= bbyx   (3.32) 

в точке с ординатой  

( ) ( )[ ] εεεω −+=−−− 1
2

11 bybbW+= 00yy . 

характеристических кривых (3.27) и (3.32) касательные к этим кривым 

имеют различные направления и соответственно равны: 

В точке пересечения 
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( ) 01 2
1

10 ybdx
dy

byy +−′
=−+= εωε ,     

( )εε −+
=−+=

1
0dx

dy
yy . 

1021 byb

 

Теперь перейдем к пределу, когда 0→ε . 

 ус

В таком случае мы выходим на всю полосу 

где выполняется ловие (3.29) и где характеристика (3.27) и 

пар  

( ) 2
11

20 bbyx −≤−≤ ω , 

абола (3.32) в точке их пересечения имеют общую касательную с наклоном 

( )102
1

10 bydx
dy

byy ++= =  

Следовательно, все характеристики −η семейства касаются параболы (3.32) при 

пересечении с ней.  

(1.5)

рема доказана. 

Отсюда делаем вывод, что уравнение  параболически вырождается в каждой точке 

параболы (3.30). Тео

Если предположить, что bb =1 , тогда уравнение (1.5) параболически вырождается вдоль 

всей границы области ( ) 2b−  2 byx += ω и Теорема справедлива во всей полосе D. 
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