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eZRvneba Cemi mSoblebis 

naTel xsovnas 

winasityvaoba 

 monografia  maTematikuri modelireba, avtoris 

mecnieruli kvlevebis Sedegebzea damyarebuli. am wignis 

sxvadsxva nawili Sesrulda moskovis m.v. lomonosovis 

saxelobis saxelmwifo universitetSi(ruseTi), vladimiris 

saxelmwifo universitetSi (ruseTi), vitebskis saxelmwifo 

teqnologiur universitetSi (belorusia), moskovis 

saxelmwifo samTo universitetSi (ruseTi), moskovis 

biznesisa da politikis institutSi (ruseTi), moskovis 

humanitaruli ganaTlebis institutSi (ruseTi), moskovis 

sabuRaltro aRricxvis, analizisa da auditis institutis 

krasnodaris filialSi (ruseTi), moskovis saxelmwifo 

administrirebis institutSi (ruseTi), i. javaxiSvilis 

saxelobis Tbilisis saxelmwifo universitetis soxumis 

filialSi, saqarTvelos universitetSi da saqarTvelos 

teqnikur universitetSi. monografia dawerilia saxelmZRva-

nelos stilSi.  

masalis gadmocemisa da meTodikis mixedviT, naSromi 

warmoadgens avtoris sxva saswavlo-meToduri Sromebis 

gagrZelebas. yoveli Tavis bolos mocemulia gansxvavebuli 

variantebi individualuri muSaobisaTvis. mkiTxvelma unda 

Seasrulos amocanebi da savarjiSoebi Sesabamisi 

ganmartebebiT. moyvanilia aseve literaturis sia 

damoukidebeli muSaobisaTvis, raTa warmodgenili masala 

ufro Rrmad iqnes Seswavlili.   

avtori madlobas uxdis mecnier-xelmZRvanelebs: 

profesor Teimuraz giorgis Ze voiniC-sianoJenckis da 

akademikos giorgi ivanes Ze petrovs, romelTa Sromismo-

yvareoba, Tavdadeba da samecniero patiosneba, CemTvis 

yovelTvis iyo stimulis momcemi. 
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Sesavali 

fizikuri, socialur-ekonomikuri, fsiqologiuri an 

ekologiuri procesebis Seswavlisas Cvens winaSe dgeba 

amocana: didi moculobis informaciis gadamuSavebis 

Sedegad, miviRoT garkveuli optimaluri gadawyvetileba. 

aseT SemTxvevebSi, gansakuTrebul rols TamaSobs procesis 

maTematikuri modelireba. 

Cvens garSemo arsebuli rTuli procesebis 

Sesaswavlad, Cven jer vagrovebT am procesebTan 

dakavSirebul yovelgvar informacias. ase rom, am etapze 

Cven saqme gvaqvs codnis mouwesrigebel maragTan. 

Semdeg, xdeba Segrovili informaciis sistematizacia da 

klasifikacia. am etapze dagrovili codna warmoadgens – 

moZRvrebas, karl lineis tipTa Sesaxeb moZRvrebis 

analogiurad. 

amis Semdeg, Seiswavleba moZRvrebaSi ganxilul 

obieqtTa ganviTarebisa da urTierTqmedebis ZiriTadi 

kanonzomi-erebebi, romlebic ZiriTadad dakavSirebulia 

codnis sxva ufro Rrmad Seswavlil sferoebTan, 

analogiisa da intuiciis gziT, amitom xSirad atareben 

subieqtur-SemoqmedebiT xasiaTs. codnis ganviTarebis am 

etaps – xelovneba ewodeba. 

Semdeg etapze, xdeba ZiriTad cnebaTa da 

kanonzomierebaTa mwyobr aqsiomatur sistemad Camoyalibeba, 

rac saSualebas gvaZlevs codnis mocemuli sferos 

farglebSi vawarmooT Sesabamis movlenaTa prognozireba. am 

etapze, Cveni codnaTa maragi iZens mecnierul dones. 

Tanamedrove maTematikis miRwevebma (fraqtalebis 

Teoria) saSualeba mogvca gagvexsna `mSvenierebis~ arsic. 

aRmoCnda, rom Cven mogvwons xelovnebis esa Tu is 

nimuSi, formisa da Sinaarsis harmoniis SerwymiT 

`SemTxveviT-gamoucnobTan~(oqros kveTis farglebSi), rac 

damalulia ucxo damkvirveblis TvalTagan. 
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adamianis mTeli inteleqtualuri moRvaweoba 

dakavSirebulia mis garSemo arsebuli samyaros 

modelirebasTan. Cveni ganviTarebisa da codnis mixedviT, 

samyaros Sesaxeb Cveni warmodgenebic (samyaros modelebi) 

icvlebian. 

ganasxvaveben modelirebis sam ZiriTad mimarTulebas. 

a) fizikuri modelireba; 
b) imitaciuri modelireba; 
g) maTematikuri modelireba. 

 

gansazRvreba: mocemuli procesis sqematur 

aRweras, rac saSualebas iZleva viwinaswarmet-

yveloT am movlenis ZiriTadi kanonzomierebebi 

da ricxviTi maxasiaTeblebi modelireba 

ewodeba. 

a) fizikuri modeli – aris naturalur, an 
masStabebSi Secvlili modeli, romelic 
saSualebas iZleva SeviswavloT procesi 
eqsperimentalurad; 

b) imitaciuri modeli – aris kompiuteruli 
modeli, romelic gaiTamaSebs mocemul 
process ganmsazRvreli parametrebis 
sxvadasxva mniSvnelobebisaTvis da 
vizualurad gviCvenebs mosalodnel 
realizaciebs; 

g) maTematikuri modeli – aris maTematikuri 

meTodebis erTobliobiT procesis ganmsazRv-

rel parametrebs Soris damyarebuli kavSiri, 

romelic saSualebas iZleva viwinaswarmetyve-

loT movlenis suraTi, ganmsazRvreli 

parametrebis sxvadsaxva mniSvnelobebisaTvis 

mocemuli sizustiT. 

 umartivesi maTematikuri modelis magaliTia procesis 

blok-sqema. ganvixiloT codnis evoluciis modeli grafis 

meSveobiT. 
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      codnis evoluciis blok-sqema da grafi 

cxadia, rom moyvanili grafi aris metad gamartivebuli, 

sqematuri, radgan yovel etapze xdeba Sebrunebuli 

procesic anu codnis mouwesrigebeli maragis moZRvrebad 

gadaqcevis paralelurad, xdeba codnis moculobis 

gafarTovebac da a.S. ase rom codnis evoluciis grafi ar 

unda iyos orientirebuli. 

 

 

codnis evoluciis araorientirebuli grafi 

maTematikuri modelebi modelirebis meTodebis 

mixedviT iyofian or ZiriTad jgufad: a) uwyveti 

maTematikuri modelebi da b) diskretuli maTematikuri 

modelebi; Tumca, arseboben g) Sereuli tipis, rTuli 

sistemebis - sinTezuri maTematikuri modelebic. 

magaliTad, codnis evoluciis grafi – diskretuli 

maTematikuri modelia, xolo harmoniuli rxevebis 

gantoleba Sesabamisi sawyisi pirobebiT: 

02  xx  ,         00 xx  ,       10 xx   

warmoadgens uwyveti maTematikuri modelis magaliTs. 

maTematikuri modelireba warmoadgens informatikis 

erT-erT ZiriTad nawils.  

 

 

 

codnis 

mouwesrigebeli 

maragi          1           

111 

moZRvreba 

         2 

 

 

 

xelovneba 

          3 

mecniereba 

              4 
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I nawili. Cveulebrivi maTematikuri modelebi 

I Tavi. reaqtoruli sqemebis teqnikis gamoyeneba 

modelirebaSi 

1.1 ZiriTadi cnebebi 
 

gansazRvreba: maTematikur modelebs, romlebic 

aRiwerebian Cveulebrivi diferencialuri gantolebebiT da 

Sesabamisi algebruli pirobebiT – Cveulebrivi 

maTematikuri modelebi ewodebaT. 

Cveulebrivi maTematikuri modelebi saSualebas 

gvaZleven miaxlovebiT SeviswavloT rTuli procesebi: 

qimiaSi, biologiaSi, ekologiaSi, politikaSi, 

fsiqologiaSi, ekonomikaSi, fizikaSi da a.S. 

imisaTvis, rom SevadginoT Cveulebrivi maTematikuri 

modeli, saWiroa, jer SevadginoT konceptualuri 

(aRweriTi) modeli e.i. gamovyoT  

ZiriTadi – ganmsazRvreli parametrebi da SevadginoT 

movlenis reaqtoruli sqema. 

gansazRvreba: im sqemas, romelic mocemuli movlenis 

ganmsazRvrel parametrebs Soris amyarebs qimiuri 

reaqciebis magvar kavSirebs, reaqtoruli sqema ewodeba. 

Cven ganvixilavT reaqtoruli sqemebis sxvadasxva 

saxeebs. 

gansazRvreba: reaqtorul sqemas romelic Seicavs 

mxolod erT warmomqmnel elements, monomolekuluri sqema 

ewodeba. 

ganasxvaveben Seqcevad da Seuqcevad sqemebs. 

a) ganvixiloT Seuqcevadi monomolekuluri sqema: 
BA

k
 1                              (1.1) 

A - sqemis warmomqmneli elementia; 

B  - sqemis Sedegi; 
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1k  - A -dan B -s warmoqmnis siCqarea (reaqciis siCqare). 

 am reaqtoruli sqemis Sesabamisi maTematikuri modelis 

asagebad, SemoviRoT aRniSvnebi: 

a  - aris A warmomqmneli elementis koncentracia, b  - 

aris warmoqmnili B  elementis koncentracia. 

radgan (1.1) sqemidan gamomdinare, a  - elementis 

koncentracia mcirdeba 1k  siCqariT (e.i. 0
dt

da
), xolo b  - 

elementis koncentracia izrdeba igive siCqariT  (e.i. 0
dt

db
) 

miviRebT Cveulebriv maTematikur models: 

 

 





















0

0

1

1

0

0

bb

aa

ak
dt

db

ak
dt

da

                            (1.2) 

sadac 0a  da 0b  - Sesabamisi koncentraciebis sawyisi 

mniSvnelobebia. 

(1.2) – warmoadgens Seuqcevadi monomolekuluri sqemis 

Sesabamis Cveulebriv maTematikur models. 

 

b) exla ganvixiloT Seqcevadi monomolekuluri 

reaqtoruli sqema: 

BA
k

k





1

1

                            (1.3) 

sadac 1k  - aris sqemis warmomqmneli elementis aRdgenis 

siCqare (uku reaqciis siCqare). 

 Seqcevadi monomolekuluri reaqtoruli sqemis 

Sesabamis Cveulebriv maTematikur models aqvs saxe: 
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11
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bb

aa

bkak
dt

db

akbk
dt

da

                          (1.4) 

(1.2) – modelis Sesabamisi procesia – radioaqtiuri daSlis 

reaqcia, xolo (1.4) – models Seesabameba magaliTad A 

siTxis aorTqleba, erTdroulad orTqlidan kondensaciiT 

B . 

 

1.2 bimolekuluri maTematikuri modelebi 
 

gansazRvreba: reaqtorul sqemas ori warmomqmneli 

elementiT, bimolekuluri ewodeba. 

ganasxvaveben Seuqcevad da Seqcevad bimolekulur 

sqemebs: 

a) ganvixiloT Seuqcevadi bimolekuluri  reaqtoruli 

sqema: 

CBA
k
 1                              (1.5) 

ori elementidan A da B  warmoiqmneba erTi C elementi, 

1k  siCqariT. 

Sesabamis maTematikur models aqvs saxe: 

     





















000

1

1

1

0;0;0 ccbbaa

abk
dt

dc

abk
dt

db

abk
dt

da

                   (1.6) 

 

b) exla ganvixiloT Seqcevadi bimolekuluri reaqtoruli 
sqema: 
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CBA
k

k






1

1

                        (1.7) 

Sesabamis maTematikur models aqvs saxe: 

     



























000

11

11

11

0;0;0 ccbbaa

ckabk
dt

dc

abkck
dt

db

abkck
dt

da

                  (1.8) 

 

1.3 trimolekuluri maTematikuri modelebi 
 

gansazRvreba: reaqtorul sqemas sami warmomqmneli 

elementiT trimolekuluri ewodeba. 

ganvixiloT Seqcevadi trimolekuluri sqema: 

CBA
k

k






1

1

2                         (1.9) 

sadac A elements aqvs stexeometruli koeficienti 

 AAA 2  

(1.9) sqemis Sesabamis maTematikur models aqvs saxe: 

     



























000

1

2

1

2

11

2

11

0;0;0

2

ccbbaa

ckbak
dt

dc

bakck
dt

db

bakck
dt

da

               (1.10) 

praqtikuli amocanebi, rogorc wesi, ufro rTulia 

vidre zemoT ganxiluli sqemebi. ganvixiloT zogierTi 

arsebuli Cveulebrivi maTematikuri modeli, romelebic 

ukve klasikas miekuTvnebian. 
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1.4 mixaelis-mentenis maTematikuri modeli 
 

mixaelis-mentenis reaqcia erT-erTi yvelaze martivi 

fermentuli reaqciaa; sadac S  - substrati Seuqcevadad 

gardaiqmneba P  - produqtad erTi E  - fermentis meSveobiT 

da qmnis Seuqcevad SE  - ferment-substratul kompleqss. 

mixaelis-mentenis reaqciis reaqtorul sqemas aqvs saxe: 

 

      (1.11) 

Tu, gamoviyenebT zemoT moyvanil meTods, (1.11) 

reaqtoruli sqema SeiZleba miviyvanoT maTematikur 

modelamde: 

 

 

 

       
































000;0;0 00

2

211

211

11

pceess

ck
dt

dp

ckkesk
dt

dc

ckkesk
dt

de

eskck
dt

ds

              (1.12) 

(1.12) maTematikur models mixaelis-mentenis maTematikur 

models uwodeben. 

 

1.5 lotka-volteras maTematikuri modeli 
 

sxvadasxva populaciaTa urTierTqmedebis Seswavlis 

Semdeg, volteram Seadgina ekologiuri procesebis 

maTematikuri modeli, romelic maTematikis TvalsazrisiT, 

daemTxva lotkas reaqciis meTematikur models. 

es modeli aRwers or X  da Y  subieqts Soris 

brZolisa da konkurenciis process arsebobisaTvis 



13 

 

brZolaSi. cxadia, rom es modeli SeiZleba gamoyenebul 

iqnas ekonomikaSic. 

lotka-volteras procesis reaqtorul sqemas aqvs saxe: 





















constBconstA

BY

YYX

XXA

k

k

k

,

2

2

3

2

1

                     (1.13) 

sistema Riaa e.i. xdeba urTierTqmedeba garemosTan  BA . 

Sesabamis maTematikur models SevadgenT (1.13) sqemidan 

gamomdinare, zemoT Seswavlili meTodiT: 

 

 





















0

0

32

21

0

0

yy

xx

ykxyk
dt

dy

xykaxk
dt

dx

                       (1.14) 

(1.14) models lotka-volteras modeli ewodeba. 

 

1.6 belousov-Jabotinskis maTematikuri modeli 
 

belousov-Jabotinskis reaqcia – aris rxeviTi reaqcia, 

romelic detalurad Seiswavles fildma, kioresma da 

noiesma. Cven ar CauRrmavdebiT amocanis qimiur arss da 

pirdapir CavwerT reaqciis reaqtorul sqemas: 




























5,0,,

2

22

2

5

4

3

2

1

fconstPconstA

YfZ

APX

ZXXA

PYX

PXYA

k

k

k

k

k

                   (1.15) 
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es sistema Riaa radgan A -s umateben imdens ramdenic 

daakldeba, rom SeinarCunon constA  , f -stexeometruli 

koeficientia. 

(1.15) reaqtoruli sqemis Sesabamis maTematikur models 

belousov-Jabotinskis maTematikur models uwodeben: 

     





















000

53

521

2

4321

0,0,0

2

zzyyxx

zkaxk
dt

dz

fzkxykayk
dt

dy

xkaxkxykayk
dt

dx

                   (1.16) 

 

1.7 prigoJin-lefevris maTematikuri modeli 
 

prigoJin-lefevris modeli aris, ori Sualeduri 

produqtis mqone reaqciis maTematikuri modeli, romelsac 

aqvs perioduli amonaxsnebi parametrebis gansazRvruli 

mniSvnelobebisaTvis. es modeli agebul iqna im 

maTematikuri meTodebis demonstraciisaTvis, romlebic 

SemuSavebuli iqna q. briuselSi, nobelis premiis laureatis 

prigoJinis xelmZRvanelobiT, amitom, am models zogjer 

`briuseli-ators~ uwodeben. 

progoJin-lefevris raqciis reaqtorul sqemas aqvs saxe: 

























constEconstDconstBconstA

EX

XYX

DYXB

XA

k

k

k

k

,,,

32

4

3

2

1

               (1.17) 

es sistemac Riaa e.i. emateba an akldeba A , B , D , E  

nivTierebebi ise, rom maTi raodenoba SeinarCuneba erT 

doneze. 
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(1.17) reaqtoruli sqemidan gamomdinare advilad 

avagebT prigoJin-lefevris maTematikur models: 

 

 

   



















00

2

32

42

2

31

0,0 yyxx

yxkbxk
dt

dy

xkbkyxkak
dt

dx

                      (1.18) 

 

1.8 reaqtoruli sqemebis teqnikis gamoyeneba  
kolmogorovis gantolebebis Sesadgenad markovis uwyveti 

jaWvebisaTvis 

praqtikaSi xSirad gvxvdeba situacia, roca erTi 

mdgomareobidan sistema SemTxveviT gadadis meore 

mdgomareobaSi. magaliTad, aparaturis nebismieri elementi 

SeiZleba gamovides wyobidan drois nebismier momentSi, misi 

SekeTebac SieZleba moxdes drois SemTxveviT momentSi da 

a.S. 

aseTi procesebis aRsawerad gamoiyeneben markovis 

SemTxveviTi procesis reaqtorul sqemas, diskretuli 

mdgomareobaTa sivrciT da uwyveti droiT.  

vTqvaT nSSS ,,, 21   - sistemis mdgomareobaTa diskretuli 

mimdevrobaa, e.i.  n

kkS
1
 aris im mdgomareobaTa simravle 

romelSic SeiZleba iyos Cveni sistema drois sxvadsxva 

momentSi, situaciis mixedviT. 

ama Tu im iS -mdgomareobaSi sistemis yofnis albaToba 

aRvniSnoT  tpi -Ti.  tp ji -aris sistemis iS -mdgomareobidan jS -

mdgomareobaSi gadasvlis albaToba. 

gansazRvreba: sistemis iS -mdgomareobidan jS -

mdgomareobaSi gadasvlis albaTobis simkvrive ji -ewodeba, 

Sesabamisi gadasvlis albaTobis cvlilebis siCqares, e.i. 
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13

12

32

5334

1S 2S

3S

4S 5S

 

dt

tdp ji

ji                          (1.19) 

cxadia, rom drois mcire t  SualedisaTvis 

  ttp jiji                           (1.20) 

Tu ji -gadasvlis albaTobaTa simkvriveebi ar arian 

damokidebuli t -droze, maSin markovis process 

erTgvarovani ewodeba; winaaRmdeg SemTxvevaSi - 

araerTgvarovani. 

ganvixiloT mdgomareobaTa orientirebuli grafi,  

maSin Cveulebrivi maTematikuri modelebis reaqtoruli 

sqemidan agebis wesis gamoyeneba, mogvcems kolmogorovis 

gantolebaTa sistemas markovis  procesisaTvis, romelic 

Seesabameba (nax. 1.1).  

 

 

 

 

 

nax. 1.1. mdgomareobaTa orientirebuli grafi 

naxazze mocemuli grafis (amjerad am grafs vuyurebT 

rogorc reaqtorul sqemas), Sesabamis maTematikur models 

eqneba saxe: 

 

 





























335553445
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445334
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3353432553113

3

332112
2

11312
1

ppp
dt

dp

pp
dt

dp

ppp
dt

dp

pp
dt

dp

p
dt

dp











               (1.21) 
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Tu viciT, rom sawyis 0t  momentSi sistema imyofeboda 

1S -mdgomareobaSi, maSin sawyis pirobebs eqnebaT saxe: 

     101 p ;          00000 5432  pppp          (1.22) 

(1.21), (1.22) – warmoadgens markovis uwyveti jaWvis nax.1.1-

ze mocemuli mdgomareobaTa grafis Sesabamis maTematikur 

models. 

analogiurad, SeiZleba avagoT Cveulebrivi 

maTematikuri modeli rTuli procesebisaTvis, 

romlebisTvisac winaswar aigeba Sesabamisi mdgomareobaTa 

mimarTuli grafi. 

 

amocenebi da savarjiSoebi  

1. aageT mocemuli reaqtoruli sqemis Sesabamisi 

maTematikuri modelebi: 

a) DCBA
k

k







1

1

2 ,     constA  ,     constD  . 

b) BACBA
k

k

k

232 2

1

1









 

g) 














AXBY

BYXA

XYX

k

k

k

23

2

3

3

2

1

      constA  ,      constB  . 

d)             constE   

   constD   

 

 

e)          constE   
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2. aageT markovis SemTxveviTi procesis maTematikuri 

modeli, mdgomareobaTa orientirebuli grafis mixedviT. 

a)                               b) 

  

 

  

 

g)                               d)     

 

 

 

 

 

 

e)                                 v)     

 

 

 

 

z) 

 

 

 

 

  

  

31

12

43

1p
2p

4p
3p

24

   

31

12
1p 2p 3p23

 

 

15
21

43

1p

24

  

 

3p2p

4p

13

35

54

5p

 

  
23

1p

2p 3p

23
21

12
13

32

  

21

34

1p

24

 

 

3p2p

4p

23

42

12
 

 

31

34

1p

24
 

 

3p

2p

4p

23

41

12

  

35 34

1p

45

 

 

3p

2p 23

61

12

 

 

5p

6p

56

4p
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II Tavi. klasikuri meqanikis maTematikuri modelebi 

2.1. materialuri wertilis cneba da dinamikis gantolebebi. 

n-sxeulis problemis maTematikuri modeli. lanJevenis 

maTematikuri modeli 

 

gansazRvreba: sxeuls, romlis zomebic SeiZleba 

ugulebelvyoT mocemuli amocanis pirobebSi, materialuri 

wertili ewodeba. mag: planetebis urTierTis mimarT 

moZraobis Sesaswavlad, isini SeiZleba CavTvaloT 

materialur wertilebad, romelTac gaaCniaT Sesabamisi 

planetis toli masebi- im , magram, Tu gvainteresebs planetis 

brunviTi moZraobis modelireba sakuTari RerZis garSemo, 

mas ukve ver CavTvliT materialur wertilad da 

iZulebuli varT, sxva gzebi veZioT Sesabamisi procesebis 

maTematikuri modelebis Sesadgenad. 

Tanamedrove teqnikis miRwevebi mTlianad 

(TviTmfrinavebi, raketebi, manqana-meqanizmebi, mSeneblobebis 

proeqtireba da a.S.) emyareba klasikur-niutonur meqanikas. 

klasikuri meqanikis safuZvels Seadgenen niutonis 

kanonebi, romlebic emyarebian eqsperimentebs da saR-

metafizikur azrovnebas.  

ganvixiloT niutonis kanonebi: 

 a) niutonis pirveli kanoni: 

 Tu sxeulze ar moqmedeben sxva sxeulebi, an maTi 

moqmedeba kompensirebulia, maSin sxeuli an uZravia an 

moZraobs Tanabrad da wrfivad; 

anu Tu F

(Zalebis jami)=0, maSin a


(aCqareba)=0. 

SeniSvna: es kanoni ZalaSia, mxolod maSin roca 

dakvirvebas vawarmoebT iseTi aTvlis sistemebis mimarT, 

romlebic moZraoben aCqarebis gareSe. aseT aTvlis 

sistemebs inerciul aTvlis sistemebs uwodeben.  
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 b) niutonis meore kanoni:  

aCqareba, romliTac moZraobs sxeuli pirdapirpro-

porciulia moZraobis gamomwvevi Zalisa da ukuproporci-

ulia sxeulis masisa: 

              
m

F
a



                                       (2.1) 

am kanonidan gamomdinareobs, rom 

              amF

                                                                               (2.2) 

SeniSvna: niutonis meore kanonic ZalaSia mxolod 

inerciuli sistemebisTvis. 

 g) niutonis mesame kanoni: 

ori sxeulis urTierTqmedebisas, 12F


-Zala romliTac 

pirveli sxeuli moqmedebs meoreze, sididiT tolia da 

mimarTulia 21F


-Zalis sapirispirod, romliTac meore 

sxeuli moqmedebs pirvelze anu 

               2112 FF


                            (2.3) 

SeniSvna: es kanoni ZalaSia, Tu urTierTqmedeba 

xorcieldeba myisierad, magram realurad, sxeulTa 

Sejaxebisas deformacia gadaecema sasruli siCqariT. 

klasikuri meqanikis ZiriTadi kanonia niutonis meore 

kanoni: 

              FP
dt

d 
                                  (2.4) 

sadac vMP

 -impulsia, F


-Zala. es kanoni ZalaSia 

inerciuli sistemebisaTvis. 

Tu sxeulis masa M=const mudmivia, maSin (3.4) moZraobis 

gantoleba miiRebs saxes: 

              F
dt

rd
M

dt

vd
M




2

2

                           (2.5) 
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d) msoflio mizidulobis kanoni: 

planetebis urTierTqmedebis Sesaswavlad didi 

mniSvneloba aqvs am kanons, romlis Tanaxmadac: bunebaSi 

nebismieri 1M -masis sxeuli miizidavs nebismier sxva 2M -

masis sxeuls ZaliT, romelic pirdapirproporciulia am 

masebis namravlisa da ukuproporciulia am masebis 

centrebs Soris manZilis )( 2r  kvadratisa: 

               r
r

MM
r

r

MM
F
















3

21
122

21
12


          (2.6) 

sadac 111067,6   nm 2 /km 2 -universaluri gravitaciuli 

mudmivaa, 12r


-erTeuli sigrZis veqtoria, romelic 

mimarTulia 1M -dan 2M -saken. 
r

r
r 




12  

mocemuli gamartivebuli modelebis pirobebSi ganvixi-

loT, rigi saintereso faqtebisa. 

amocana 2.1.1. xelovnuri Tanamgzavris moZaraoba 

dedamiwis garSemo, wriul orbitaze.  

vTqvaT Tanamgzavris moZraobis mimarTuleba emTxveva 

dedamiwis brunvis mimarTulebas. Tanamgzavris orbitis r-

radiusis ra mniSvnelobisaTvis moeCveneba dedamiwaze myof 

damkvirvebels Tanamgzavri uZravad? 

amoxsna: wriuli orbitisaTvis mizidulobis Zala unda 

udrides centriskenul Zalas sididiT da mimarTulebiT 

unda iyos misi sapirispiro, e.i.  

                        rM
r

MM
tt

td 
2

2


  
,                       (2.7) 

sadac dM -dedamiwis masaa, tM -Tanamgzavris masa, t -

Tanamgzavris kuTxuri siCqare. am gantolebidan 

gamomdinareobs, rom 

        
2

2

2

3

)2( 





 td

t

d TMM
r




  
,                    (2.8) 
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sadac tT -Tanamgzavris brunvis periodia, 271098,5 dM dn 

imisaTvis, rom dedamiwaze myofma damkvirvebelma ver 

SeniSnos Tanamgzavris brunva, saWiroa rom Tanamgzavris 

kuTxuri siCqare t  iyos toli dedamiwis brunvis d -

kuTxuri siCqarisa, anu  

             dt   .                                (2.9) 

 magram 

              
41064,8

22







d

d
T

wm 1 = 5103,7  wm 1 .      (2.10) 

 maSin 

               
25

278
3

)103,7(

)1098,5()1067,6(







r sm 3 271075  sm 3        (2.11) 

 anu  

              9102,4 r sm 3 .                            (2.12) 

radgan dedamiwis radiusi Rd 81038,6  sm. (2.12) manZili 

warmoadgens mTvaremde manZilis 1/10-s. 

 amocana 2.1.2. planetebis moZraobis traeqtoriis 

dadgena. planetebi urTierTqmedeben msoflio mizidulobis 

kanoniT (2.6). ipoveT n-planetis moZraobis traeqtoriebi, Tu 

mocemulia maTi sawyisi ganlagebani 0)0( ii rr


  da sawyisi 

siCqareebi 0)0( ii vr


  . 

amoxsna: Sesabamisi maTematikuri modelis Sesadgenad 

visargeb-loT dinamikis gantolebebiT, sadac moZraobis 

gamomwvevi F

-Zalebi warmoadgenen msoflio mizidulobis 

(2.6) gravitaciul Zalebs: 

               



 


n

j

ij

ij

j

i

i

i r
r

M
M

dt

rd
M

1
32

2 


                       (2.13) 
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sadac Strixi jamis simboloSi gamoricxavs im 

SemTxvevas, roca i=j;  jiij rrr


 , sadac  ijr

-aris i-wertilidan j-

saken mimarTuli veqtori.  

(2.13)-modelis gasamartiveblad Strixiani jami gavyoT 

or nawilad: 

               







n

ij

ij

ij

j

i

i

j

ij

ij

j

i

i

i r
r

M
Mr

r

M
M

dt

rd
M

1
3

1

1
32

2 


   .        (2.14) 

sawyis pirobebs aqvT saxe: 

               0)0( ii rr


 ;                    (2.15) 

                      0)0( ii vr


  .                    (2.16) 

am modelis realizacia saWiroa kompiuterze. 

amocana 2.1.3. SeadgineT ori sxeuli problemis 

maTematikuri modeli. vTqvaT erTi sxeulia dedamiwa meore 

sxeulia mTvare. SeadgineT am planetebis moZraobis 

maTematikuri modeli. 

 amoxsna:  

 

nax. 2.1. dedamiwis moqmedeba mTvareze 

r 
y

F  

F


 

x
F  

y 

y 

x x 

mTvare 

dedamiwa 
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ganvixiloT moZraoba dedamiwis mimarT e.i. CavTvaloT, 

rom dedamiwa uZravia da mTvare moZraobs dedamiwis 

mizidulobis Zalis gavleniT:  

           


















r

y
FF

r

y

F

F

r

x
FF

r

x

F

F

y

y

x

x















                                                          (2.17) 

Tu gaviTvaliswinebT, rom 
2

r

MM
F mtd




   miviRebT, rom  
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3

3

yxr

y
r

MM

dt

dv
M

x
r

MM

dt

dv
M

mtdy

mt

mtdx

mt











    sawyisi pirobebi 

63,1)0(

0)0(

0)0(

5,0)0(









y

x

v

v

y

x

  (2.18) 

 

 amocana 2.1.4. SeadgineT n-sxeulis problemis 

maTematikuri modeli. moaxdineT gaTvlebi Cveni mzis 

sistemis planetebisaTvis.  

 amoxsna: wina amocanidan gamomdinare, SegviZlia vTqvaT, 

rom i-uri planetis j-ur planetaze moqmed Zalis x-mdgeneli 

iqneba: )(
3 ji

ij

ji
xx

r

MM







. Tu gaviTvaliswinebT yvela sxva 

planetebTan urTierTqmedebis Zalebs da SevkribavT, 

miviRebT: 
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1
3

1
3

1
3

)()()(

)(

)(

)(

jijijiij

n

j

ji

ij

jiiz
i

n

j

ji

ij

jiiy

i

n

j

ji

ij

jiix

i

zzyyxxr

zz
r

MM

dt

dv
M

yy
r

MM

dt

dv
M

xx
r

MM

dt

dv
M















                                                                   (2.19) 

Strixi jamis simbolosTan niSnavs, rom gamoiricxeba is 

SemTxvevebi, roca i=j(planeta Tavis Tavs ar izidavs). (3.19) 

models unda mivuerToT Sesabamisi sawyisi pirobebi:        

            








000

000

)0(;)0(;)0(

)0(;)0(;)0(

iziziyiyixix

iiiiii

vvvvvv

zzyyxx
 

SemoviRoT aRniSvnebi da CavweroT gantolebaTa sistema 

normaluri saxiT: 

 31: i  ;  31: j    222 )()()( jijijiij zzyyxxr   ;                   (2.20) 

 
dt

dx
u i

i   ;                                                                                                                         (2.21) 























3

1
3

)(
j

ji

ij

jii

i xx
r

mm

dt

du
m  ;                                                                             (2.22) 

 





















;;;

;;;

;;;

3

3

3

3

3

3

2
2

2
2

2
2

1
1

1
1

1
1

w
dt

dz
v

dt

dy
u

dt

dx

w
dt

dz
v

dt

dy
u

dt

dx

w
dt

dz
v

dt

dy
u

dt

dx

                                                                                     (2.23) 
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r

mm
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mm
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du
m

xx
r

mm
xx

r

mm

dt

du
m

xx
r

mm
xx

r

mm

dt

du
m







 ;                                         (2.24) 
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3,1
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123
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2
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31

213
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1

zz
r

mm
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r

mm

dt

dw
m

zz
r

mm
zz

r

mm

dt

dw
m

zz
r

mm
zz

r

mm

dt

dw
m

yy
r

mm
yy

r

mm

dt

dv
m

yy
r

mm
yy

r

mm

dt

dv
m

yy
r

mm
yy

r

mm

dt

dv
m













  .                                        (2.25) 

 amocana 2.1.5. lanJevenis maTematikuri modeli. 

SeadgineT nawilakis siTxeSi moZraobis maTematikuri 

modeli. siTxeSi moZraobisas nawilakze moqmedebs siCqaris 

proporciuli Zala. amas garda adgili aqvs SemTxveviT 

siTbur SeSfoTebebs m


X (t). 

 amoxsna: lanJevenis maTematikur models aqvs saxe: 

  flst FF
dt

pd 

  .                                               (2.26) 

sadac stF


-stoqsis winaaRmdegobis Zalaa; 

 flF

-SemTxveviTi fluqtuaciebisgan gamowveuli Zalaa; 

 vmFst


  ; )(tXmF fl


 ;  

ase, rom lanJevenis maTematikur models aqvs saxe: 
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 )(tmXvmvm      ; 

Tu movaxdenT Sekvecas, miviRebT: 

 )(tXvv   .                                                                                    (2.27) 

sadac  -erTeuli masisaTvis gadaangariSebuli xaxunis 

koeficientia, X(t)-fluqtuaciuri Zalis mdgenelia da 

maSasadame, misi saSualo mniSvneloba nulis tolia 0)( tX

. 

lanJevenis (2.27) gantolebis zust amonaxsns aqvs saxe:  

   

t

xtt dxxXeeevtv
0

)()0()( 
  .                                                                (2.28) 

 amocana 3.1.6. seluri nakadis dinamika 

  

modeli #1 

 

 

 

 

                                 

 

 

 

nax. 2.2. seluri nakadis dinamika 

  niutonis meore kanons simZimis O-centrisTvis aqvs 

saxe: 

  cossin0 mgMgWM  ,                                   (2.29) 

maSin 

RFxax    

cosMg  

Mg 

sinMg  



  

R
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 )cos(sin0  gW .                                             (2.30) 

sadac 0W -seluri masis O-simZimis centris aCqarebaa, g-

Tavisufali vardnis aCqarebaa,  -ferdobis horizontisadmi 

daxris kuTxea,  -xaxunis koeficientia selur masasa da 

ferdobis uZrav nawils Soris.  

formula (2.30)-dan gamomdinareobs, rom: 

a) Tu  tg , maSin W=0 da maSasadame moZraoba 
xdeba mudmivi siCqariT, radgan 

00 vconstvvW   , amasTan moZraoba iqneba 

wrfis gaswvriv, radganac 

               0vr
dt

dr
v   ;                                (2.31) 

aqedan 

               00 rtvr   .                                                

(2.32) 

b) Tu  tg , maSin moZraoba aris Tanabrad 

aCqarebuli da W-aCqareba gamoiTvleba (2.30) 
formuliT, gamovTvaloT siCqare v, formulidan 
         )cos(sin  gvW   .                (3.33) 

cxadia rom 

          0)cos(sin)( vtgtv   .                     (3.34) 

sadac )0(0 vv   sawyisi siCqarea. 

radgan 
dt

dr
v  , cxadia, rom moZraobis kanons eqneba saxe: 

 00

2

)cos(sin
2

)( rtv
gt

tr   .                                 (3.35) 

sadac 0v -simZimis centris sawyisi mdebareobaa. 

 

modeli #2 
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 axla vTqvaT, rom siCqare imdenad didia rom, 

gasaTvaliswinebelia haeris aerodinamikuri winaaRmdegobac 

(e.i. davuSvaT 100v km/sT), maSin haeris winaaRmdegobis Zala 

iqneba siCqaris kvadratis proporciuli da mimarTuli 

iqneba moZraobis sawinaaRmdegod, 

 2

1  vkMgF  ,   
2

1

av
k  ,   100av km/sT .                                  

(2.36) 

niutonis meore kanons eqneba saxe: 

 2cossin kMgvMgMgWM   .                      (2.37) 

maSin siCqarisTvis gvaqvs gantoleba:  

 )cos(sin 2vkg
dt

dv
  ;                             (2.39) 

0)0( vv  - sawyisi pirobiT.                           (2.40) 

amovxsnaT (2.39)-(2.40) koSis amocana: 

(davaleba studentebs): 

 a) Mathcad-is gamoyenebiT,  -xaxunis koeficientisa da            

k-proporciulobis sxvadasxva mniSvnelobebisaTvis, 

05,001,0  ; 9,001,0 k  

 b) moZraobis kanonis dasadgenad gvaqvs koSis amocana: 

  )cos(sin 2

2

2

vkg
dt

vd
  ;                  (2.41) 

 0)0( vv  ;                                   (2.42) 

 0)0( rr  .                                   (2.43) 

CavweroT (2.41) amocana normaluri saxiT da (2.42)-(2.43) 

pirobebSi da amovxsnaT koSis amocana Mathcad-is 

farglebSi. 
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maTematikuri modeli #3 

wina modelebi iyvnen metismetad gamartivebulebi, axla 

TandaTanobiT SevitanoT dazustebebi. am etapze, CavTvaloT 

rom  -xaxunis koeficienti damokidebulia ferdobis r-

koordinatze stoqastikurad,  

 )(sin 2 rf ;                                     (2.44) 

sadac )(rf -normalurad ganawilebuli SemTxveviTi 

sididea, r-is mixedviT,  );0 lr ,  1;0 ,  410k km/sT 

maSin gvaqvs moZraobis gantoleba: 

 )cos)(sin(sin 22 rkrfgr   ;                     (2.45) 

 0)0( r  ;                                         (2.46) 

 0)0( r .                                                     (2.47) 

gadavweroT (3.45)-(3.47) koSis amocana normaluri formiT: 

 vr   ;                                            (2.48) 

 ))(sin(sin 22 vkrfgv  ;                             (3.49) 

 0)0( v ;                                                                                                     (2.50) 

 0)0( r .                                              (2.51) 

(davaleba studentebs):  

(2.48); (2.51) amocana amovxsnaT Mathcad-is meSveobiT, avagoT 

r(t) da v(t) grafikebi, agreTve v(r)-grafiki, roca  lr ;0  

 

 modeli #4(davaleba studentebs) 

 axla, SevecadoT gaviTvaliswinoT masis cvlilebac 

moZraobisas. seluri masa waritacebs gzaze grunts Tu misi 

kinetikuri energia metia 0E -kritikulze; xolo Tu 

kinetikuri energia naklebia 0E - kritikulze, maSin xdeba 

masis daleqva anu moZravi masis Semcireba.  
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modeli #5(davaleba studentebs) 

 axla gaviTvaliswinoT is faqtic, rom seluri nakadi 

miedineba ara erTidaigive daxrilobis ferdobze, aramed  -

daxriloba icvleba wertilis r-koordinatis mixedviT, e.i. 

).(r  mocemuli  (r)-funqciis pirobebSi amoxseniT koSis 

amocana modelis bazaze.  

SesaZlebelia  (r) damokidebuleba vipovoT umcires 

kvadratTa meTodiT, ganzogadoebuli wrfivi regresiis 

pirobebSi.  

 

 

nax. 2.3. cvladi daxrilobis mTis ferdobis sqema 

Mathcad-is bazaze SeiswavleT amocana cvladi daxrilobis

 (r)-funqciiT. 

 

2.2 myari sxeulis dinamikis maTematikuri modeli 

 gansazRvreba: materialuri i - wertilis impulsis 

momenti O wertilis mimarT, ewodeba veqtorul namravls: 

 vMrprJ

  .                               (2.52) 

sadac p-impulsia (nax.2.4.)  

5  

4  

3  

2  

1
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nax 2.4. materialuri i  wertilis J

 momenti O-wertilis 

mimarT 

 gansazRvreba: materialur i wertilze moqmedi F

 Zalis 

brunviTi momenti ewodeba veqtorul N

namravls: 

 FrN


 ,                                      (2.53) 

sadac F

-Zalaa. 

 (2.52)-is diferencirebiT miviRebT:  

 
dt

pd
rp

dt

rd
pr

dt

d

dt

Jd








 )( ,                       (2.54) 

radgan 

 0 vMvp
dt

rd 


                            (2.55) 

da amasTan erTad adgili aqvs niutonis meore kanons: 

 F
dt

pd 

 .                                         (2.56) 

(2.54)-dan miviRebT, rom  

 NFr
dt

pd
r

dt

Jd 





 .                                          (2.57) 

O 

J


 

r


 
p


 



34 

 

e.i. impulsis J

 momentis cvlilebis siCqare brunvis 

momentis tolia. 

axla ganvixiloT materialur wertilTa sistemis 

momentis impulsis cvlilebis siCqare.  

materialur wertilTa sistemis impulsis jamuri 

(nakrebi) momenti J

-gamoiTvleba formuliT: 





N

n

nnn vrMJ
1


.                                                  (2.58) 

cxadia, rom J

-s sidide damokidebulia aTvlis O-

wertilis arCevaze. Tu csR . -iT avRniSnavT materialur 

wertilTa sistemis simZimis centris  

radius – veqtors, arCeuli aTvlis sistemis mimarT, 

miviRebT: 

 
 


N

n

N

n

cscsncsnncsnn pRJvRMvRrMJ
1 1

.... )(


;         (2.59) 

sadac csJ .


-wertilTa sistemis impulsis nakrebi momentia 

simZimis centris mimarT, 



N

n

nnvMP
1


-sistemis sruli impulsia. 

PR cs


. -simZimis centris impulsis nakrebi momentia aTvlis O-

sistemis mimarT. 

Tu, aTvlis sistemad avirCevT simZimis centrs, maSin 

 gare
cs N

dt

Jd 


. .                                           (2.60) 

 Siga Zalebis momentebi erTmaneTs awonasworeben, 

amitom (2.60)-is marjvena nawilSi gvaqvs gare Zalebis 

brunvis momentebis jami (nakrebi brunvis momenti). 

 simZimis centris sapovnelad viyenebT formulas: 

 

 


n

nn

cs
M

rM
R .


.                                       (2.61) 
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 n-uri materialuri wertilis wiriTi siCqare aTvlis 

O-wertilis mimarT gamoiTvleba formuliT: 

 nn rv


 .                                                       (2.62) 

maSin miviRebT, rom  

    )( nnnnnn rrMvrMJ


 .                    (2.63) 

rogorc viciT veqtoruli analizidan:  

)()( BACCABCBA


 ;                        (2.64) 

     nrA


         


B        nrC


 ; 

maSin 

 )()(
2




 nnnnn rrrrr ;                           (2.65) 

Tu SevitanT (2.65)-s (2.63)-Si miviRebT: 

    


nnnn rrrMJ (2 .                               (2.66) 

ganvixiloT, am veqtoris komponenti x-RerZze 

     nnnznnnynnxnnxnnnnnxx zxMyxMxMrMrxMrMJ  222 )(
 .   

(2.67) 

aseTive gamosaxulebebi gveqneba yJ  da zJ -Tvisac.  

 Cven vxedavT, rom (2.67) Seicavs inerciul 

koeficientebs, romlebic damokidebuli arian masebis 

ganawilebaze koordinatTa RerZis mimarT: 

 






















nnnxz

nnnxy

nnnxx

zxMI

yxMI

xrMI )( 22

.                            (2.68) 

analogiurad, Caiwereba yJ  da zJ -is Sesabamisi koefici-

entebi: 
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zzzyzyxzxz

zyzyyyxyxy

zxzyxyxxxx

IIIJ

IIIJ

IIIJ







.                           (2.69) 

anu 

     



3

1k

kiki IJ  . 

myari sxeuli SegviZlia ganvixiloT, rogorc 

erTmaneTis mimarT uZrav wertilTa erToblioba. 

inerciul sistemaSi moZraobis gantolebas aqvs saxe 

(2.57) anu 

 N
dt

Jd 


 .                                          (2.70) 

inerciuli ijI -koeficientebi martivad gamoiTvlebian im 

koordinatTa sistemaSi, romlebic moTavsebulia mbrunav 

sxeulSi, romelTanac dakavSirebulia arainerciuli 

sistema. rogorc viciT, inerciuli sistemidan mbrunav 

sistemaSi veqtoris gadasayvanad gamoiyeneba formula: 

J
dt

Jd

dt

Jd

in

















 .                                  (2.71) 

sadac  -aris mbrunavi koordinatTa sistemis kuTxuri 

siCqare. maSin, moZraobis (2.70) gantoleba miiRebs saxes: 

NJ
dt

Jd 


 .                                    (2.72) 

sadac J

-aris gamoTvlili mbrunav koordinatTa 

sistemis mimarT. vTqvaT, koordinatTa ReZebi mimarTulia 

mTavari RerZebis mimarT, maSin (2.69) Tanadobebi miiReben 

martiv saxes: 

1111 IJ  ; 2222 IJ  ;   3333 IJ  ;                                                           (2.73) 
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da (2.72) gvaZlevs eileris dinamikur gantolebebs myari 

sxeulisaTvis. 





















3211122

3

3

2313311
2

2

1322233
1

1

)(

)(

)(

NII
dt

d
I

NII
dt

d
I

NII
dt

d
I










.                                                                     (2.74) 

axla, ganvixiloT sxeulis(materialuri wertilis) 

moZraoba arainerciuli sistemebis mimarT. 

inerciul sistemaSi niutonis meore kanoni CavweroT 

Semdegi saxiT: 

r

U

dt

dv
m




0 ,                                                                                          (2.75) 

sadac U-moqmedi gare Zalebis potencialia, 0v -

materialuri wertilis siCqarea absoluturi (uZravi) 

koordinatTa sistemis mimarT. 

vTqvaT, gvaqvs k  -koordinatTa sistema, romelic 0k -is 

mimarT moZraobs )(tv


-siCqariT (gadataniTi moZraoba). 

siCqareebi 0v

 da v 


 am koordinatTa 0k  da k  sistemebis 

mimarT dakavSirebulni arian tolobiT: 

)(0 tvvv


 .                                                                                              (2.76) 

Tu, SevitanT siCqaris 0v -mniSvnelobas (2.75)-Si, miviRebT: 

)(tWm
r

U

dt

vd
m










.                                                                                (2.77)   

sadac 
dt

vd
tW


)( -aris k’-koordinatTa sistemis gadataniTi 

moZraobis aCqareba.SemoviRoT axali k koordinatTa sistema, 

romlis saTavec emTxveva k  -sistemis saTaves, magram k-

sistema brunavs k  -s mimarT )(t -kuTxuri siCqariT, xolo 0k -

is mimarT k-sistema asrulebs rogorc gadataniT aseve 

brunviT moZraobasac.  
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 k  -sistemis mimarT moZraobis siCqare v 

 Sedgeba, v


-

siCqarisagan k-s mimarT da  r


,  brunvis siCqarisagan k-

sistemasTan erTad: 

 rvv


, .                                   (2.78) 

Tu SevitanT (2.78)-s (2.77)-Si, miviRebT: 

 r
dt

d
mtWm

r

U

dt

vd
m



,)( 






.                                                          (2.79) 

movaxdinoT gamartiveba 

                  





,,2,,2,,,,, rvrrvrrrr
dt

d
;     

(2.80) 

maSin (2.79) miiRebs saxes: 

      





 

,,2,)( rmvmrmtWm
r

U

dt

vd
m .        (2.81) 

 
,rm -aris Zala, romelic dakavSirebulia brunvis 

araTanabar moZraobasTan, 

 


,2 vm -koriolisis Zalaa, 

  


,rm - aris centriskenuli Zala. 

 

2.3. safreni aparatis moZraobis maTematikuri modeli 

 safreni aparatebi: raketa, frTiani raketa, kosmosuri 

xomaldi, kosmosuri TviTmfrinavi da a.S. dakavSirebulni 

arian erTmaneTTan moZraobis erTnairi kanonzomierebiT, 

romelic ganisazRvreba, wevis traeqtoriisa da siCqaris 

cvlilebiT.  

radgan wevis Zala damokidebulia sawvavis wvaze, 

raketis masa icvleba drois mixedviT. atmosferoSi moZrav 

safren aparatze moqmedi aerodinamikuri datvirTvebi, 

damokidebu-lia moZraobis siCqaresa da atmosferos 
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simkvriveze. saWiroa, gaTvaliswinebul iqnas simkvrivis 

cvlileba 0-dan 150km simaRleze, raTa gaTvlil iqnas 

aparatze zRvruli datvirTvebis sidideebi. gamoviyenoT 

safreni aparatis moZraobis gantolebebi. CavTvaloT, rom 

drois t - momentSi safreni aparati warmoadgens myar 

sxeuls, romelzedac moqmedeben:  

a) gare Zalebi 
i

iF


, b) Zravis wevis P

-Zala, g) 

koriolisis Zala kF

  

 raketis simZimis centris moZraobis gantolebas aqvs 

saxe: 

  
i

crcrkic vmWmFPFWm


,2  .                                      

(2.82) 

crW


-aris simZimis centris aCqareba raketis korpusis 

mimarT, crv


-simZimis centris siCqarea raketis korpusis 

mimarT. simZimis centris gadaadgilebis siCqare da aCqareba 

korpusis mimarT, mcirea da amitom isini SeiZleba 

ugulebelvyoT, maSin miviRebT simZimis centris moZraobis 

gantolebas:  

 
i

kic FPFWm


.                                 (2.83) 

 exla ganvixiloT raketis moZraoba simZimis centris 

mimarT 

 raketis impulsis momenti (kinetikuri momenti) simZimis 

centris mimarT gamoiTvleba formuliT: 




 IJ c ;                                           (2.84) 

sadac I-inerciis tenzoria (Seesabameba matrica ijI ), 


-

raketis brunvis kuTxuri siCqarea.  

 moZraobis gantolebas aqvs saxe (2.85): 
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  cc
c NJ

dt

Jd 


  ,                                    (2.85) 

sadac 
dt

Jd c



-kinetikuri momentis warmoebulia mbrunav 

koordinatTa sistemis mimarT, romelic brunavs raketasTan 

erTad, cN


-nakrebi momentia yvela gare Zalebis, koriolisis 

Zalis da wevis Zalisa.  

 
i

ckcpcic NNNN


.                                                                            (2.86) 

drois mocemul momentSi I=const, amitom gvaqvs 

gantoleba: 

dt

d
I

dt

Jd c 


 .                                                                                            (2.87) 

maSin, (2.85)-dan miviRebT, rom  

  cNI
dt

d
I




 


, .                                                                                   (2.88) 

Tu, SemoviRebT aRniSvnas 

 


INN c ,  ,                                                                                         (2.89) 

maSin, (2.88) gadaiwereba saxiT: 



  NI
dt

d 
1

.                                                                                            (2.90) 

axla ganvixiloT is Zalebi da momentebi, romlebic 

moqmedeben safren aparatze atmosferoSi frenisas. 

 atmosferoSi frenisas, safren aparatze moqmedeben 

Zalebi da momentebi, romlebic gamowveulni arian haeris 

garsdenisagan. wnevis centrSi moqmed  isr FF


Zalas, srul 

aerodinamikur Zalas eZaxian. romelsac, rogorc wesi 

gadaitanen xolme simZimis centrSi da umateben Sesabamis 

moments. nakreb moments simZimis centris mimarT srN


- s srul 

aerodinamikur moments uwodeben. 
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 sruli aerodinamikuri Zalis mdgenelebis koeficien-

tebs da sruli aerodinamikuri momentis mdgenelebis 

koeficientebs pouloben aerodinamikur milSi Sebervis 

eqsperimentebisa da ricxviTi gaTvlebis meSveobiT. es 

koeficientebi SeiZleba dazustdes safreni gamocdis 

meSveobiTac.  

srul aerodinamikur Zalas Slian safren aparatTan 

Tanmxvedr koordinatTa sistemis mimarT, an siCqaris 

RerZebis mimarT, xolo srul aerodinamikur moments – 

mxolod Tanmxvedri koordinatTa sistemis mimarT.  

Tanmxvedri koordinatTa sistemis saTave – 

moTavsebulia simZimis centrSi (korpusis), Ox-RerZi 

mimarTulia safreni aparatis RerZis gaswvriv moZraobis 

mimarTulebiT (nax 2.5), Oy-RerZi mimarTulia vertikalurad 

zeviT safreni aparatis mimarT, xolo Oz-RerZi mimarTulia 

frenis mimarTulebis ganivad, ise rom Oxyz-sistema iyos 

marjvena sistema.  

 

            

nax. 2.5. Tanmxvedri koordinatTa sistema 

siCqariTi sistemis saTave moTavsebulia safreni 

aparatis simZimis centrSi, Ox-RerZis mimarTulia frenis 

X 

Y 

Z O 
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siCqaris mimarTulebiT, amwevi Zalis Oy-RerZi mimarTulia 

aparatis simetriis sibrtyeSi, xolo gverdiTi Oz-RerZi 

mimarTulia ise rom Oxyz-iyos marjvena sistema.  

),,( .....sin. dzgvdzamtstSsr ZYXF 


;                                                                       (2.91) 

.sin.tSX -Subluri winaaRmdegobis Zalaa; 

..dzamtsY -amwevi Zalaa; 

..dzgvZ -gverdiTi Zala. 

SqCX xtS .sin. ,   SqCY ydzamts .. ,   SqCZ zdzgv .. .                       (2.92) 

sadac xC , yC , zC -winaaRmdegobis, amwevi Zalis da 

gverdiTi Zalis uganzomilebo aerodinamikuri 

koeficientebia;  

2

2v
q

 
 -siCqaris nakadia Semxvedri haeris nakadisTvis,  -

haeris simkvrivea, v-garsdenis siCqarea, S-maxasiaTebeli 

farTia (frTis farTobia kosmosuri TviTmfrinavisTvis an 

midelia – raketis yvelaze didi kveTis farTobi). 

aerodinamikuri koeficientebi damikidebulni arian 

safreni aparatis formaze, mis orientaciaze garsdenis v


-

siCqaris mimarT, maxis 
a

v
M   ricxvze da reinoldsis 



lv 
Re  

ricxvze. a -bgeris siCqarea,  -haeris siblantis kinematikuri 

koeficientia, l -maxasiaTebeli sigrZe (TviTmfrinavisaTvis – 

frTis saSualo qordaa, raketisaTvis – misi sigrZea).  

amwevi Zalis aerodinamikuri yC -koeficienti TiTqmis 

wrfivadaa damokidebuli ieriSis  –kuTxeze. 



 yy CC  ;                                                                                             (2.93) 

sadac 









y

y

C
C . 
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bgeramdeli frenis siCqareebisaTvis (M<1), aerodina-

mikuri warmoebuli 

yC -rogorc wesi, ufro meti sididisaa 

vidre hiperbgeriTi (M>8) siCqareebisaTvis. frenis simaRle 

TiTqmis ar moqmedebs 

yC -s sidideze.  

aerodinamikuri xarisxis 
x

y

C

C
k   sidide damokidebulia M-

maxis ricxvsa da ieriSis  -kuTxis sidideze. magaliTad, 

hiperbgeriTi aerodinamikuri xarisxi, TviTmfrinavis tipis 

safreni aparatisaTvis 9,1k , xolo bgeramdeli aerodinami-

kuri xarisxi aseTi apartisaTvis 5,4k .   

Sublur xC -koeficientsa da yC -amwevi Zalis koeficients 

Soris damokidebuleba daaxloebiT paraboluria: 

2

0 yyxx CACC  ,                                                                                    (2.94) 

sadac 0xC -Subluri winaaRmdegobis koeficientis tolia, 

roca amwevi Zalis koeficienti yC =0, yA -raRac koeficientia 

(eqsperimentuli). gverdiTi Zalis zC -TiTqmis wrfivadaa 

damokidebuli dacurebis   -kuTxeze: 

  zz CC ,                                                                                            (2.95) 

sadac 








 z

z

C
C .                                       (2.96) 

sruli aerodinamikuri srN


-momenti, rogorc wesi, 

ganixileba Tanmxvedr koordinatTa sistemis mimarT. 

),,( zyxsr NNNN 


.                                     (2.97) 

am mdgenelebs, Sesbamisad uwodeben krenis xN -moments, 

riskaniis - yN  moments da tangaJis - zN  moments. isini 

gamoiTvlebian formulebiT: 

lSqmN xx  ,   lSqmN yy  ,  lSqmN zz  ,                           (2.98) 
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sadac xm , ym , zm -arian sruli aerodinamikuri momentis 

uganzomilebo koeficientebi.  

krenisa da riskaniis momentis koeficientebi ZiriTadad 

damokidebuli arian dacurebis  -kuTxesa da maxis M-

ricxvze, amasTan  

  xx mm ;      yy mm ;                                                                     (2.99) 

sadac 








 x

x

m
m  ;      










y

y

m
m  .                           (2.100) 

tangaJis momentis koeficienti damokidebulia ieriSis 

 -kuTxesa da maxis M-ricxvze.  

 

2.4. ganzogadoebuli koordinatebi da lagranJis 

maTematikuri modeli matrialur wertilTa dinamikis 

aRsawerad. hamiltonis modeli. puasonis frCxilebi 

ZiriTadi cnebebi: sivrceSi materialuri wertilis 

mdgomareobis dasaxasiaTeblad gamoiyeneba r


 radius-

veqtori, romlis koordinatebic emTxveva am wertilis 

dekartul koordinatebs ),,( zyxr


. amas garda, materialuri 

wertilis dinamikis dasaxasiaTeblad gamoiyeneba )(trv 

  

siCqare da )(trW 

  aCqareba. Tu mocemuli gvaqvs n-

materialuri wertili, maSin maTi ganlagebis 

dasaxasiaTeblad dagvWirdeba n-radius-veqtori da 

maSasadame,   3n -koordinati. 

gansazRvreba: im parametrebis minimalur raodenobas, 

romlebic calsaxad axasiaTeben sistemis ganlagebas – misi 

Tavisuflebis xarisxis ricxvi ewodeba. 

n-materialuri wertilis SemTxvevaSi, sistemis 

Tavisuflebis xarisxi 3n -is tolia. es parametrebi araa 

aucilebeli rom iyvnen wertilTa dekartis koordinatebi.  
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gansazRvreba: nebismier sqqq ,,, 21  -parametrebis 

erTobliobas, romlebic calsaxad axasiaTeben-sistemis 

ganlagebas, S-Tavisuflebis xarisxis mqone sistemis 

ganzogadoebuli koordinatebi ewodebaT, xolo 

warmoebulebs: iq -ganzogadoebuli siCqareebi. sistemis 

meqanikuri ganlagebis codna araa sakmarisi imis gasagebad, 

Tu ra mdgomareoba eqneba mas drois sxva momentSi. 

eqsperimentebiT dadginda, rom meqanikuri sistemis 

mdgomareobis sapovnelad drois mocemul momentSi, unda 

vicodeT sawyisi )0(iq -ganlageba da sawyisi  

)0(iq -siCqareebi. am ori ZiriTadi parametris codna 

saSualebas gvaZlevs vipovoT iq -aCqarebebic drois nebismier 

momentSi, rac dgindeba maTematikuri aparatis meSveobiT. 

gansazRvreba: gantolebebs, romlebic aCqarebas 

akavSireben koordinatebTan da siCqareebTan – moZraobis 

gantolebebi ewodebaT.  

)(tq -parametrebis mimarT, moZraobis gantoleba – 

diferencialur gantolebas warmoadgens.  

hamiltonis principi: nebismieri meqanikuri sistema 

xasiaTdeba funqciiT ),,,,,,( 2121 ss qqqqqqL  , ise rom, Tu drois 

1t  da 2t  momentebSi sistema imyofeboda Sesabamisad )1(q  da 
)2(q  mdgomareobaSi, maSin ( 1t , 2t )-SualedSi sistema moZraobs 

ise, rom integrali 

 
2

1

),(

t

t

dtqqLS   iRebs eqstremalur mniSvnelobas. 

 L-funqcias, lagranJis funqcias uwodeben. 

hamiltonis principis meSveobiT gamoviyvanT moZraobis 

diferencialur gantolebas.  

simartivisaTvis, ganvixiloT iseTi sistema, romlis 

Tavisuflebis xarisxic erTis tolia, ase rom sapovnia 
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mxolod erTi )(tq  funqcia, romelic eqstremalur 

mniSvnelobas aniWebs integrals lagranJianidan.  

vTqvaT, )(tqq   Cveni saZebari funqciaa, maSin nebismieri 

sxva funqcia, sadac )(tq  -mcire nazrdia,  

)()( tqtq   ;                                    (2.101) 

daarRvevs eqstremumis arsebobis pirobebs. radgan 1t  da 

2t  momentSi yvela gansaxilvelma funqciam unda miiRos 

Sesabamisad )1(q  da )2(q  mniSvnelobebi, miviRebT rom  

         0)()( 21  tqtq    .                         (2.102) 

gamovTvaloT integralis cvlileba, roca )(tq  icvleba 

)()( tqtq   -funqciiT: 

 
2

1

2

1

),(),(

t

t

t

t

dtqqLdtqqqqLS     .                (2.103) 

eqstremumis arsebobis aucilebeli pirobaa, rom 

pirveli variacia iyos nulis toil, e.i.  

S  0.                                             (2.104) 

Tu (2.103) sxvaobaSi movaxdenT varirebas, miviRebT:  

 










2

1

0)(

t

t

dtq
q

L
q

q

L
S 


    .                       (2.105) 

aq ugulvebelyofilia ufro maRali rigis usasrulod 

mcireebi anu  ;;;; 3322 qqqq       

Tu gaviTvaliswinebT, rom  

     q
dt

d
q     .                                      (2.106) 

miviRebT 

      







2

1

0)(

t

t

dtq
dt

d

q

L
q

q

L
  


.                   (2.107) 
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meore wevris nawilobiTi integrebiT miviRebT, rom  

 















2

1

2

1

0)(

t

t

t

t
qdt

q

L

dt

d

q

L
q

q

L
S    


.               (2.108) 

(2.102)-pirobis gamo pirveli Sesakrebi nulis tolia. 

integrali ki nuli unda iyos q  -s nebismieri 

mniSvnelobisaTvis, es ki SeiZleba mxolod maSin, roca 

integralqveSa gamosaxuleba nulis tolia: 

 0









q

L

dt

d

q

L


.                                   (2.109) 

am gantolebas weren saxiT: 

0









q

L

q

L

dt

d


                                     (2.110) 

da uwodeben lagranJis gantolebas.  

SeniSvna: a) Tu gvaqvs S-Tavisuflebis xarisxis mqone 

sistema, maSin miiReba lagranJis modeli formiT: 

0









ii q

L

q

L

dt

d


;      Si ,1 .                          (2.111) 

b) Tu Cven gvaqvs S-wertilTa sistema, maSin lagranJians 

aqvs saxe: 

 



S

i

S
ii rrrU

vm
L

1

21

2

),,(
2





.                           (2.112) 

sadac U-aris sistemis wertilebis urTierTqmedebis 

potencialuri energia. 

Tu, gaviTvaliswinebT imas, rom dekartis koordinatTa 

sistemaSi ii rq   da iii vrq   , maSin (2.111) gadaiwereba formiT: 

  
ii r

L

v

L

dt

d









.                                    (2.113) 

xolo (2.112)-is gaTvaliswinebiT, miviRebT cnobil 

niutonis meore kanons:  
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i

i

i
r

U

dt

dv
m




 .                                      (2.114) 

sadac 
i

i

F
r

U





 -aris i-ur wertilze moqmedi Zalebis 

tolqmedi. 

g) Tu gavixsenebT niutonis meore kanons 

FP
dt

d 
 .                                      (2.115) 

misi Sedareba (2.111) lagranJis gantolebasTan, gvaZlevs  

i

i
q

L
P




      da  

i

i
q

L
F




 .                                                   

anu 
iq

L




-ganzogadoebuli impulsebia, xolo 

iq

L




-

ganzogadoebuli Zalebia. 

d) lagranJis maTematikuri modeli materialur 

wertilTa sistemas Seiswavlis ganzogadoebuli 

koordinatebisa iq  da ganzogadoebuli            iq -

siCqareebis mixedviT. 

arsebobs sxva midgomac, roca gantolebebi Caiwereba iq  

ganzogadoebuli koordinatebisa da iP -impulsebis mixedviT. 

am midgomas gvaZlevs hamiltonis maTematikuri modeli.  

 hamiltonis funqcia H(p,q)-warmoadgens meqanikuri 

sistemis energias, romelic Cawerilia (p,q) cvladebSi:  





n

i

ii LqpqpH
1

),(  ;                                (2.116) 

marTlac 
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. (2.117) 

hamiltonis gantolebis gamosayvanad, vipovoT 

lagranJianis sruli diferenciali: 
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qdpqdpqd
q

L
dq

q

L
dL 

  












.           (2.118) 

i

i

i qdp


-niutonis meore kanonidan, i

i

i qdp  -ganzogadoebuli 

impulsebia. 

gardavqmnaT meore Sesakrebi: 

 
i

iii

i

ii

i

i dpqqdpdqdp  )( .                              (2.119)       

maSin (2.118-2.116)-dan miviRebT, rom  

  


i i i

iiiiiii dpqdqpLqpddH  )( ;                  (2.120) 

anu (2.116)-is ZaliT: 

 


i i

iiiii dpqdqpdH  .                                   (2.121) 

sruli diferencialis ganmartebis ZaliT (2.121)-dan 

miviRebT hamiltonis gantolebebs: 

i

i
p

H
q




 ,  

i

i
q

H
p








.                                      (2.122) 

e) puasonis frCxilebi. vTqvaT f(p,q,t)-raRac funqciaa. 

SevadginoT misi sruli warmoebuli: 

)( i

ii

i

i

q
q

f
P

P

f

t

f

dt

df















  ;                                (2.123) 

Tu iq  da iP  cvladebs SevcvliT hamiltonis (2.122) 

gantolebidan miviRebT: 

 fH
t

f

dt

df





 ;                                      (2.124) 

sadac 
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  ;                        (2.125) 
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(2.125)-gamosaxulebas puasonis frCxilebs uwodeben.  

Tu, f-funqcia ar aris cxadad damokidebuli t-droze 

maSin 

  0 fH .                                           (2.126) 

nebismieri ori, f da g funciebis puasonis frCxilebi 

ganimarteba analogiurad: 

  )(
iiii P

g

q

f

q

g

P

f
gf



















  .                         (2.127) 

puasonis frCxilebs aqvT Semdegi Tvisebebi(davaleba 

studentebs-daamtkiceT): 

1.    fggf  ;                                                                                   (2.128) 

2.   0cf ;                                                                                              (2.129) 

3.      gfgfgff  2121 , ;                                                                 (2.130) 

      4.      gffgffgff  122121 , ;                               (2.131) 

5.  






























t

g
fg

t

f
fg

t
;                                           (2.132) 

6.  
i

i
P

f
qf




 ;                                         (2.133) 

    7.  
i

i
q

f
Pf




  ;                                                                                                               (2.134) 

 8.   0kiqq  ,   0ki PP ,    ikkiqP  ;                         (2.135) 

     9. iakobis igiveoba 

         0 fghhfgghf .                                                                                                   (2.136) 

 

P.S. puasonis frCxilebis cneba M-mravalsaxeobaze 

gansazRvrul wrfiv veqtorul vels, aqcevs lis algebrad. 
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 gansazRvreba: lis algebra ewodeba wrfiv sivrces, 

maszed gansazRvruli oradwrfivi iribsimetriuli operaci-

iT LLL  , romelic akmayofilebs iakobis igiveobas.  

P.S. lis algebris cneba farTod gamoiyeneba dinamikuri 

sistemebis TeoriaSi. 

 

2.5. giroskopuli sistemebis maTematikuri modelireba 

 

 gansazRvreba: giroskopi ewodeba myar sxeuls, 

romelic imyofeba brunviT moZraobaSi.  

 es imas niSnavs, rom realurad mbrunavi sxulis 

deformaciebi imdenad mcirea, rom ver axdens sagrZnob 

gavlenas sxeulis brunviT moZraobaze. 

 ra Tqma unda, es daSveba saSualebas iZleva, 

SevadginoT Cveulebrivi maTematikuri modeli (Cveulebrivi 

diferencialuri gantolebebiT), maSin roca deformaciebis 

gaTvaliswineba mogvcemda ganawilebulparametrebian 

maTematikur models (kerZo warmoebulebian gantolebebs). 

 myari sxeulis brunviTi moZraobis maTematikuri 

modeli Cven ukve ganvixileT. axla, Semogvyavs Sesabamisi 

cnebebi da unda aRvniSnoT maTi farTo gamoyenebani 

navigaciaSi: TviTmfrinavebis, raketebisa da sazRvao 

xomaldebis samarTavad.  

 giroskopis magaliTs warmoadgens: Cikori (bzriala), 

badro, mfrinavi Wurvi, bumerangi, haerSi myofi fexburTis 

burTi da a.S. giroskopebis Teoria, konstruireba da maTi 

damzadebis teqnologia metad mniSvnelovani samxedro 

dargebia da arsebobs bevri saintereso saxelmZRvanelo am 

mimarTulebiT. Tumca, am dargSi ufro metad CaRrmaveba ar 

Sedis Cveni interesebis sferoSi. 
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amocanebi da savarjiSoebi 

1. rogoria dedamiwis centris mzis garSemo orbitaze 

moZraobis siCqare? (CaTvaleT, rom orbita wriulia, 

orbitis radiusi 231049,1 r sm, dedamiwis masa 271098,5 dM g, 

mzis masa 331099,1 mM g 

pasuxi: 6100,3  sm/wm 

2. SeadgineT mTvaris dedamiwis garSemo moZraobis 

maTematikuri modeli da kompiuteri meSveobiT SiswavleT 

moZraobis traeqtoria, Tu sawyis momentSi dedamiwa 

imyofeba koordinatTa saTaveSi da warmoadgens aTvlis 

sistemas, xolo mTvare imyofeba (x(0);y(0)) wertilSi da misi 

siCqarea )0(),0( yx vv : (mTvaris masa 251034,7 mtM g), (mzis 

moqmedeba ugulvebelyaviT) 

a)   0)0(5,0)0(  yx               

     63,1)0(0)0(  yx vv  

b)   0)0(0,2)0(  yx               

     0,3)0(0)0(  yx vv  

g)   0)0(0,3)0(  yx               

     1)0(1)0(  yx vv  

3. SeadgineT mzis, mTvarisa da dedamiwis moZraobis 

maTematikuri modeli da kompiuteri meSveobiT SeiswavleT 

moZraobis traeqtoriebi mzesTan dakavSirebul aTvlis 

sistemaSi. 

4. SeiswavleT neptunis, iupiteris, uranis, veneras, 

merkuris, marsis, dedamiwis, saturnis, plutonis moZraoba 

mzis garSemo cal-calke, xolo Semdeg gaiTvaliswineT maTi 

urTierTgavlena da SeecadeT aagoT mzis sistemis 
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planetebis moZraobis Sesabamisi maTematikuri modeli. am 

planetebis ganlagebis Sesaxeb drois sawyis momentSi, 

isargebleT tqvens mier internetiT mopovebuli 

informaciiT, aseve moipoveT maTi saSualo sawyisi 

siCqareebis Sesaxeb informaciac.    

5. a) ipoveT birTvis precesia, Tu maszed ar moqmedeben 

mabrunebeli N


-momentebi. 

amoxsna: radgan birTvi erTgvarovania 321 III  , amitom 

Tu 0N


, maSin eileris gantolebebidan miviRebT, rom 

const  e.i. an uZravia an brunavs mudmivi siCqariT. 

  b) ipoveT simetriuli bzrialas moZraobis kanoni.  

 amoxsna: radgan bzriala (Cikori) simetriulia 321 III 

, Tu ar moqmedeben mabrunebeli momentebi N


, maSin eileris 

gantolebebidan miviRebT, rom  

 








0

0

12

21








;   sadac   3

1

13 



I

II
. 

am sistemis amonaxsns aqvs saxe: 

 














const

tA

tA

3

2

1

sin

cos







  .                                                        (*) 

rac imas niSnavs, rom bzriala brunavs Cikoris RerZis 

garSemo 3 -kuTxuri siCqariT da  -kuTxuri siCqariT 

brunavs TviT RerZi A-radiusis wrewirze. 

P.S. dedamiwisaTvis 31 II  , radgan dedamiwa ar 

warmoadgens zust sferos. simetriuli bzrialas (*) tipis 

rxevebi aRmoCenili iqna dedamiwisaTvis eqsperimentulad, 

rasac ganedis variacias uwodeben. 

6. ipoveT raketis moZraobis kanoni (simZimis centris 

moZraoba), Tu raketa gaisroles horizontisadmi  -kuTxiT 

misi masaa 0m , wevis Zalaa P, winaaRmdegobis Zala (haeris) 
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aris 2

sin kvFt  , koriolisis Zala ugulvebelyaviT. ( =90); 

)( 2

0 kvPmg
dt

dv
m  -modeli. 

a) 0m =300kg;  8,9g m/wm 2 ;    k=0,02;  3400 v m/wm. 

b) 0m =300kg;  8,9g m/wm 2 ;    k=0,02;  4000 v m/wm. 

g) 0m =300kg;  8,9g m/wm 2 ;    k=0,02;  8000 v m/wm. 

7. SeadgineT maTematikuri modeli im SemTxvevisaTvis, Tu 

raketas isvrian 90  kuTxiT. gamoTvaleT traeqtoria, 

dacemis dro da adgili. 

8. SeadgineT raketis korpusis moZraobis maTematikuri 

modeli simZimis centris mimarT da gamoTvaleT  -kuTxuri 

siCqare modelidan gamomdinare. monacemebi airCieT TviTon 

saRi azridan gamomdinare (dasabuTebulad) da moiZieT 

Sesabamisi informacia internetSi. 
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III Tavi. rxeviTi sistemebis modelireba 

Cven garSemo arsebuli movlenebis umravlesoba 

xasiaTdeba ganmsazRvreli parametrebis rxeviTi cvaleba-

dobiT, raime monotonurad cvladi parametris(drois) 

mimarT. aseT procesebs rxeviTi procesebi ewodeba. rxeviT 

sistemebs, zogjer, oscilatorebs uwodeben. 

zogad SemTxvevaSi, rxeviTi sistema xasiaTdeba 

Tavisuflebis xarisxiT anu sistemis ganmsazRvreli 

parametrebis aucilebeli raodenobiT. magaliTad, Tu  

vswavlobT myari sxeulis brunviT rxevebs simetriis RerZis 

garSemo, maSin moZraobis aRsawerad sakmarisia erTi 

parametri -  mobrunebis kuTxe. rac niSnavs, rom aseT 

SemTxvevaSi, gvaqvs sistema, romlis Tavisuflebis xarisxi 

erTis tolia. rxeviTi sistemebis ZiriTadi Taviseburebebi 

naTlad Cans iseTi oscilatorebis magaliTzec, romelTa 

Tavisuflebis xarisxi erTis tolia. amitom simartivi-

saTvis,  ganvixilavT rxeviTi sistemebis ZiriTad cnebebs 

swored aseTi martivi oscilatorebis magaliTze, Tumca 

arsebobs iseTi rxeviTi sistemebic, romelTa Tavisuflebis 

xarisxi erTze metia. 

rxeviTi sistemebis daxasiaTeba xdeba aseve ori 

ZiriTadi mimarTulebiT. Eesenia: wrfivi da arawrfivi 

rxeviTi sistemebi, imis mixedviT, Tu rogor tips 

miekuTvneba is diferencialuri gantolebebi, romlebic 

aRweren Sesabamis maTematikur modelebs. realuri rxeviTi 

sistemebi yovelTvis arawrfivia, Tumca miaxloebiT, kvle-

vis gamartivebis mizniT, isini SeiZleba Seicvalos Sesaba-

misi wrfivi sistemebiT. 

vTqvaT, ganixileba rxeviTi sistema erTi ganmsazR-vreli 

)(tx  parametriT, romelic damokidebulia monotonu-rad 

cvlad t  parametrze. 
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gansazRvreba. iseT rxeviT sistemebs, romelTaTvisac 

adgili aqvs )()( Ttxtx   tolobas perioduli rxeviTi 

sistema ewodeba. xolo iseT Т minimalur mniSvnelobas, 

romlisTvisac am tolobas aqvs adgili rxeviს periodi 

ewodeba. 

gansazRvreba. rxevis periodis 
T

f
1

  Sebrunebul 

sidides rxevis sixSire ewodeba. rxevis sixSire gviCvenebs 

srul rxevaTa raodenobas monotonuri parametris(drois) 

erTi erTeuliT cvlilebisას.  Tu rxevis periods, wamebSi 

gavzomavT, maSin rxevis sixSiris erTeuli იქნება herci 

(rxevaTa ricxvi erT wamSi). 

rxevis sixSiris dasaxasiaTeblad, zogjer, iyeneben    

კუთხურ  სიხშირეს, romelic gamoxatavs rxevaTa raodenobas 

2  wamis (monotonuri parametris mniSvnelobis) ganmav-

lobaSi, 
T

f



2

 2  . 

qvemoT, mocemulia im rxeviTi procesebis rxevis sixSi-

ris ricxviTi mniSvnelobebi (gamosaxuli wm-1 erTeulebSi), 

rac bunebaSi gvxvdeba: 

10-10 – planetebis saukunebrivi SeSfoTebebis sixSire; 

10-8 – planetebis brunvis sixSire; 

10-5 – moqceva-ukuqcevis sixSire; 

101 – rxevis sixSire manqanebSi; 

100 – wamebis qanqara; 

104 – akustikuri rxevebi; 

105 – 108 – ultrabgeriTi meqanikuri rxevebi; 

50 – cvladi deni; 

1012 – infrawiTeli gamosxiveba; 
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1015 – xiluli optikuri speqtri; 

1018 – rentgenis sxivebi; 

1020 -   sxivebi; 

1023 – kosmosuri sxivebi. 

rxeviTi procesebi aseve xasiaTdebა  A amplitudiT. 

gansazRvreba. erTi sruli rxevis ganmavlobaSi 

gadaxris naxevris sigrZes amplituda ewodeba. 

Tu maxx  udidesi da minx  umciresi mniSvnelobebia )(tx  

gadaxrisაs rxevis erTi periodში ganmavlobaSi, maSin 

rxevis amplituda  minmax
2

1
xxA  . 

perioduli rxevisas gadaxris ganzogadebuli 

koordinati )(tx  asrulebs rxevebs 0x saSualo mniSvnelobis 

midamoSi  minmax0
2

1
xxx  . simetriuli rxevebis SemTxvevaSi, es 

mniSvneloba Seesabameba agreTve wonasworobis an uZraobis 

mdgomareobas. 

gansazRvreba. Tu )(tx  funqcia mxolod miaxloebiTaa 

perioduli anu  )()( Ttxtx  winaswar arCeuli   mcire 

sididisaTvis, maSin )(tx  funqcias TiTqmis perioduli 

funqcia ewodeba.  

rxeviTi sistemebi xasiaTdeba rxevis amplitudis 

cvlilebiთ raime monotonuri parametris(drois) mixedviT. 

ganasxvaveben: rxevebs zrdadi amplitudiT (ngrevadi 

sistemebi), mudmivi amplitudiT(perioduli) da klebadi 

amplitudiT (milevadi).  
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rxevebi zrdadi amplitudiT 

 

rxevebi mudmivi amplitudiT 

 

 

rxevebi milevadi amplitudiT 

rxeviTი sistemebი, warmoqmnis meqanizmidan gamomdinare, 

iyofa Semdeg tipebad: 

1. sakuTrivi rxeviTi sistemebi (Tavisufali rxevebi); 

2. avtorxeviTi sistemebi (TviTagznebadi rxevebi); 

3. parametruli rxeviTi sistemebi (parametriT agznebadi 

rxevebi); 

20 0 20 40 60 80 100
100

0

100

f t( )

t

10 5 0 5 10

0f t( )

t
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1
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1

f t( )
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4. iZulebiTi rxeviTi sistemebi (maiZulebeli Zalis 

gavleniT warmoSobili rxevebi); 

5. bmulი  rxeviTi sistemebi (erTmaneTTan SekavSirebuli 

ramdenime rxeviTi sistema).  

ganvixiloT rxeviTi sistemis TiToeuli  tipi. 

sakuTrivi(Tavisufali) rxeviTi sistemebiს dinamika 

mTlianad emyareba sawyis biZgs da Semdeg  aRar iRebს gare 

zemoqmedebas. e.i. energiis gazrda ar xdeba sistemis garedan. 

Gganixileba ori tipis sakuTrivი(Tavisufalი) rxeviTი 

sistemebი: aradempfirebuli da dempfirebuli.  

dempfirebuli rxeviTi sistemebi imiT gamoirCevა, rom  

adgili aqvs energiis daxarjvas winaaRmdegobis Zalebis 

daZlevaze. 

magaliTad, gravitaciuli qanqara sawyisi biZgis Semdeg  

Tavisufal rxevas iwyebs. Tavisufali rxeviTi sistemebis 

dinamika aRiwereba erTgvarovani diferencialuri 

gantolebebiT. 

sakuTrivi rxevebisagan gansxvavebiT, avtorxeviT 

sistemebSi adgili aqvs energiis garedan Semodinebas. 

amasTan, energiis wyaro araa TviTon rxeviTi sistema. 

sistema garedan iRebs zustad imden energias, ramdensac 

xarjavs. 

magaliTi ganvixiloT saaTi, romelSic energiis wyaro  

aweuli tvirTi an SekumSuli zambaraა. aseTi saaTi 

avtorxeviT sistemas warmoadgens. avtorxevebi aRiwerebა  

arawrfivi diferencialuri gantolebebiT. 

sakuTrivi rxevebisa da avtorxeviTi sistemebis 

SemTxvevaSi rxevis sixSire ganisazRvreba TviT rxeviTi 

sistemis xasiaTidan gamomdinare, amitom aseT sistemebs 

avtonomiur sistemebs uwodeben.  
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maTgan gansxvavebiT, parametrul da iZulebiT rxeviT 

sistemebs heteronomiul sistemebs uwodeben, radgan aseT 

sistemebSi rxevis sixSire ganisazRvreba gare zemoqme-

debidan gamomdinare. parametruli agznebadobis sistemeb-Si, 

gare zemoqmedeba iwvevs sistemis Sida parametrebis 

periodul cvalebadobas. magaliTad, maTematikuri qanqara 

Zafze Camokiduli tvirTiT, roca Zafis sigrZe periodulad 

icvleba. parametruli rxeviTi sistemebis maTematikuri 

modelebi imiT gamoirCevა, rom Sesabamisi diferencialuri 

gantolebebis zogierTi koeficienti aris monotonuri 

parametris(drois) periodulი funqcia. 

iZulebiT rxeviT sistemebSi, sistemaze aseve moqmedebs  

gare Zala, romelic gansazRvravs rxevis kanons. aq rxeviT 

procesebs ki gansazRvravს ara perioduli parametrebi, 

aramed damatebiTi wevrebi Sesabamis maTematikur modelSi, 

rac Sesabamisi diferencialuri gantolebebis 

araerTgvarovnebas iwvevs.   

bmuli rxeviTi sistemebis SemTxvevaSi, saqme gvaqvs or 

an met  rxeviT sistemasTan, romlebic axdenen erTmaneTze 
gavlenas. Tu erTi sistema axdens gavlenas meoreze, xolo 

meore ver axdens gavlenas pirvelze, es ar iqneba bmuli 

rxeviTi sistema. aseT SemTxvevaSi, ZiriTadi (pirveli) 

sistema iqneba Tavisufali, xolo meore sistema iqneba 

iZulebiTi rxeviTi sistema, romelic  pirveli sistemiT 

imarTeba. 

P.S. arsebobს Sereuli tipis sistemebic, romlebic 

erTdroulad iZulebiTi da avtorxeviTi sistemebiა da a.S. 

ganvixiloT jer wrfivi rxeviTi procesebi anu iseTi 

rxeviTi procesebi, romelTa Sesabamisi maTematikuri 

modelebi warmoadgens wrfiv diferencialur gantolebebs 

Sesabamisi sawyisi pirobebiT.  

 



62 

 

3.1. aradempfirebuli, Tavisufali rxeviTi procesebis 

maTematikuri   modelireba 

Tavisufali rxeviTi procesebi warmoiSobა, roca 

sistemaze sawyis momentSi moqmedebს amZravi Zalebi, 

romlebic Semdeg qrebა da sistemassaSualebas aZlevს  

gamoaCinos Tavisi Sinagani buneba. Tavisufali rxeviTi 

procesebis dros, sistemis kinetikuri da potenciuri 

energiebi periodulad cvlian erTmaneTs. Tu sistemis 

kinetikuri da potencialuri energiebis jami monotonuri 

parametris(drois) mixedviT ar icvleba (mudmivia), maSin am 

sistemas konservatიuli ewodeba. Kkonservatიul sistemebSi 

gvaqvs aradempfirebuli (aramilevadi) rxevebi.  

 

3.1.1. aradempfirebuli, Tavisufali meqanikuri rxeviTi 

procesebis modelireba 

 

 

nax. 3.1. wrfivi oscilatოris meqanikuri magaliTi 

 

ganvixiloT wrfivi oscilatoris meqanikuri rxevebi 

nax.3.1-is magaliTze. m  masis sxeuli c  sixistis  zambariT 

დაკავშირებულია kedelTan, sadac zambaris meore mxare 

mWidrodaa Camagrebuli. aseT SemTxvevaSi, niutonis meore 

kanons CavwerT m  masis sxeulisaTvis 

cxxmxm
dt

d








 

.                                        (3.1) 
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miviRebT Tavisufali rxeviTi sistemis maTematikur 

models: 

0
2

0 


xx  ,                                              (3.2)  

00 )0(x     ;)0( vxx 


,                                       (3.3)                  

sadac 

m

c
0   rxevis kuTxuri sixSirea. 

koSis (3.2)-(3.3) amocanis analizuri amonaxsni moicema 

formuliT 

 tsin cos)( 0

0

0
00 




v
txtx                                    (3.4) 

an formuliT 

)- tcos()( 0 atx  ,                                       (3.5) 

sadac   rxevis sawyisi fazaa da 

00

0

2

0

2

02

0
 x

v
    tg,







v
xa .                                 (3.6) 

rxevis periodi da sixSire Sesabamisad iqneba: 

T

1
f    ,

2

0





T .                                          (3.7) 

aseT rxevebs Seesabameba nax. 3.2. 
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nax. 3.2. Tavisufali aradempfirebuli rxeviTi sistemis 

dinamika 

rogorc vxedavT,  gvaqvs perioduli rxevebi mudmivi a  

amplitudiT, romelic damokidebulia rxeviTi sistemis 

sawyis mdgomareobaze, zambaris sixisteსა da merxevi 

sxeulis m  masaze. 

Teorema. Tavisufali rxeviTi sistemis sruli 

meqanikuri energiis sidide ar icvleba drois mixedviT. 

damtkiceba.  marTlac, ganvixiloT dinamikis gantoleba, 

gavamravloT orive nawili 


x  siCqareze da vaintegriroT,  

miviRebT 

 

constEE

EE
dt

d
x

c
x

m

dt

d
cxxmcxxm

potkin

potkin




















0
22

x x 0 2

2

 

r.d.g. 

Tavisufali rxeviTi sistemis energia 

22

0

22

0

22

2

2

1

222
amxx

mkxxm
E  


















,  

anu sistemis energia pirdapirproporciulia rxevis 

amplitudis kvadratisa.  

 

10 5 0 5 10

0f t( )

t



65 

 

3.1.2. aradempfirebuli, Tavisufali eleqtruli rxeviTi 

procesebis modelireba 

 

nax. 3.3. rxeviTi konturi 

Tu eleqtruli wredi Seicavs C  tevadobis 

kondensatorsa da L  induqciurobis mqone koWas, maSin am 

wredSi SeiZleba aRiZras eleqtruli rxevebi.  aseT wreds 

rxeviT konturs uwodeben (nax. 3.3). vTqvaT, kondensatoris 

zeda firfita damuxtulia dadebiTad, xolo qveda – 

uaryofiTad (nax. 3.3.а). rxeviTi konturis mTeli energia 

Tavmoyrilia kondensatorSi. CavrToT K CamrTveli, maSin 

kondensatori daiwyebs ganmuxtvas da L  koWaSi deni  gava.  

kondensatoris eleqtruli energia daiwyebs koWas magnitur 

energiad gardaiqmnas. es procesi damTavrdeba, roca 

moxdeba kondensatoris mTliani ganmuxtva da wredSi 

gveqneba maqsimaluri denis Zala (nax. 3.3.б). am momentidan 

denis Zala daiwyebs Semcirebas ise, rom ar Seicvlis 

mimarTulebas. magram Semcireba TandaTan  moxdeba,  vinaidan 

mis Semcirebas ewinaaRmdegeba koWas TviTinduqciis 

eleqtromamoZravebeli Zala. denis xarjze daiwyeba 

kondensatoris damuxtva, warmoiqmneba eleqtruli veli, 

romelic შეamcirebs denis Zalas.Bბolos da bolos 

kondensatori miiRebs maqsimalur muxts, xolo deni 
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gaTavdeba. amis Semdeg, kondensatori daiwyebs ganmuxtvas da 

deni daiZvreba sapirispiro mimarTulebiT da a. S. konturSi 

Tu  winaRoba ar iqneba, maSin miviRebT  peri-odul rxevebs. 

SevadginoT Sesabamisi maTematikuri modeli. vTqvaT, Q 

aris kondensatoris muxtis sidide, cU – kondesatorze 

modebuli Zabva, maSin 

C

Q
UC  .                                                (3.8) 

aseve, Tu I  aris denis Zala da LU  koWaze modebuli 

Zabva 

dt

dI
LUL  .                                               (3.9) 

kirxofis kanonis Tanaxmad,  gveqneba gantoleba: 

0
C

Q

dt

dI
LUU CL .                                    (3.10)     

denis Zala aris muxtis cvlilebis siCqare anu 

dt

dQ
I  .                                                (3.11)   

(3.10),(3.11) tolobebidan gveqneba:  

0
2

2


C

Q

dt

Qd
L .                                           (3.12)  

Tu SemoviRebT aRniSvnas: 

LC

12

0  ,                                              (3.13) 

maSin rxeviTi konturis gantoleba (3.12) gadaiwereba 

Tavisufali rxevebis kanonikuri gantolebis saxiT: 

0
2

0 


QQ  .                                            (3.14) 
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miiReba 
LC

1
0   sixSiris harmoniuli eleqtruli 

rxevebi, xolo rxevis periodi iqneba: LCT 



2

2

0

 . am 

formulas eleqtrodinamikaSi tompsonis formulas 

uwodeben.  

rxeviTi sistemis dinamika iseTivea, rogorc 3.2 naxazzea 

gamosaxuli. 

P.S. rogorc vxedavT, miviReT igive saxis maTematikuri 

modeli, rogoric Tavisufali meqanikuri rxevebis dros. 

rac  niSnavs, rom buneba erTiania da Tavisufali rxeviTi 

sistemebi eleqtruli sistemebisaTvis emorCileba igive 

kanonzomierebაs, rასაც  meqanikuri sistemebisaTvis. 

 

3.1.3. aradempfirebuli, Tavisufali socialuri rxeviTi 

procesebis modelireba 

ganvixiloT volteras cnobili modeli  mtacebeli-

msxverpli. am modelSi, ori saxeobis cxoveliა. aqedan, erTi 

saxeobis cxoveli ikvebebა meore saxeobis cxoveliT. xolo 

meore saxeobis cxoveli ikvebeba balaxiT. ismis kiTxva, 

mosalodnelia Tu ara, rom pirvelma saxeobam mTlianad 

gaanadguros meore saxeobis cxoveli ? 

am saxeobaTa raodenobis Sesaswavlad avagoT Sesabamisi 

maTematikuri modeli. vTqvaT, )(1 tN  aris pirveli saxეობis 

(mtaceblebis) raodenoba drois mocemul momentSi, xolo 

)(2 tN  - msxverplis Sesabamisi raodenoba. Tu msxverpli 

cxovrobs marto Sesabamisi kvebis arealze, maSin misi 

raodenoba izrdeba da  

222 NN 


,                                             (3.15) 

sadac 2  zrdis siCqaris koeficientiა. 
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aseve, Tu mtaceblebi marto aRmoCndebian, maSin maTi 

raodenoba SimSilis gamo ganadgurdeba. Sesabamis kanons 

aqvs saxe: 

111 NN 


,                                             (3.16) 

sadac 1  aris mtaceblebis sikvdilianobis siCqaris 

koeficienti. 

exla ganvixiloT, am ori saxeobis erTdrouli 

Tanacxovreba Sesabamis arealze. maSin mtaceblebis 

gamravlebis siswrafe damokidebuli iqneba msxverplTan 

maTi Sexvedrebis raodenobaze, romelic 21 NN   sididis 

proporciulia. maSasadame, sabolood miviRebT volteras 

models 

212111 NNNN  


,                                       (3.17) 

211222 NNNN  


,                                       (3.18) 

sadac 1  msxverplis sikvdilianobis koeficientia 

mtaceblebTan Sexvedris gamo; 2  - mtaceblebis gamravle-bis 

koeficienti. 

exla, ganvixiloT am modelis wonasworobis wertilebi 

anu is mniSvnelobebi, romelTa drosac sistema 

stacionarulia 

0212111 


NNNN   ,                                   (3.19) 

0211222 


NNNN  .                                    (3.20) 

am sistemis aratrivialuri amonaxsnia 

2

1
2

0

1

2
1

0 N       ,







N .                                     (3.21) 

saxeobaTa raodenobebis wonasworuli mniSvnelobebis 

mcire midamoSi anu, roca )(1 tn  da )(2 tn  mcire sidideebia, 

gvaqvs Tanafardobebi: 
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)()(N      ,)()( 2

0

221

0

11 tnNttnNtN  .                         (3.22) 

Tu am mniSvnelobebs SevitanT volteras (3.19),(3.20) 

modelSi da movaxdenT miRebuli gantolebebis 

linearizacias, miviRebT sistemas: 

2

1

22
1 nn








,                                             (3.23)  

1

2

11
2 nn








.                                            (3.24) 

Tu (3.23) gantolebaს droiT gavawarmoebT da  

gaviTvaliswinebT (3.24)  gantolebaს, miviRebT: 

01211 


nn  .                                            (3.25) 

sadac, Tu SemoviRebT aRniSvnas 

21

2

0   ,                                              (3.26) 

miviRebT Tavisufali sistemebis rxevis kanonikur 

gantolebas: 

01

2

01 


nn  .                                            (3.27) 

P.S. rogorc vxedavT, aqac miviReT Tavisufali rxeviTi 

sistemebis rxevis maTematikuri modeli. naTlad Cans,   ori 

saxeobis Tanacxovrebis Sedegi damokidebulia maTi 

gamravlebisa da sikvdilianobis siCqareTa koeficientebis 

mniSvnelobebze. 

 

3.1.4. aradempfirebuli, Tavisufali ekonomikuri rxeviTi 

procesebis modelireba (frangiSvil-obgaZis modeli) 

ganvixiloT ekonomikuri wonasworobis gantoleba 

keinsis sistemaSi 

)()()( tItCtX  ,                                         (3.28) 
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sadac )(tC  moxmarebaa, )(tI  - investiciebi, )(tX  - erovnuli 

Semosavali. 

samuelson-xiqsis aqseleraciis principze dayrdnobiT, 

SeiZleba CavweroT investiciebis ganzogadebuli gantoleba 



 )()()( tXttI  ,                                         (3.29) 

sadac )(t  aqseleraciis koeficientia.  

)(tC  moxmareba erovnuli Semosavlis funqciaa da 

damokidebulia moxmarebis mTel wina istoriaze 

   dXFtC

t

 ),()(
0

 .                                      (3.30) 

Tu (3.29) da (3.30) gamosaxulebebs SevitanT (3.28) 

wonasworobis gantolebaSi, miviRebT: 

        
t

dtXFtXttX
0

,  .                                                            (3.31) 

gantolebis orive mxaris t-Ti diferencirebiT, miviRebT: 

                   ttXFtXttXttX ,                            (1.32) 

anu miviRebT dinamikis frangiSvil-obgaZis diferenci-

alur gantolebas Semdegi saxiT: 

            0,1 


ttXFtXttXt   .                                                  (3.33) 

radgan   0t , SeiZleba (3.33) gantoleba gavyoT  t -ze.  

miviRebT dinamikur gantolebas: 

 
 
 

 
 

   0,
11




 ttXF
t

tX
t

t
tX



 


 .                                                 (3.34) 

Tu frangiSvil-obgaZis (3.34) ganzogadebul gantoleba-

Si movaxdenT Casmas:  

tt )(  da   )()(),( 2 tXtttXF   ,                        (3.35) 
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maSin dinamikis (3.34) gantolebidan miviRebT Tavisufali 

rxeviTi sistemebis kanonikur gantolebas: 

0)()(
2

0 


tXtX  .                                       (3.36) 

P.S. rogorc vxedavT, kvlav miviReT Tavisufali rxeviTi 

sistemis maTematikuri modeli. rac imas mowmobs, rom 

Tavisufali rxeviTi sistemis maTematikuri modeli 

universaluria da gvxvdeba sruliad sxvadasxva Sinaarsis 

amocanebis gadawyvetisas.  

 

amocanebi da savarjiSoebi 

1. SeadgineT Tavisufali rxeviTi sistemis maTematikuri 

modeli da gamoikvlieT miRebuli sistemis rxevis 

periodi, sixSire, faza da amplituda, sistemis sawyisi 

mdgomareobidan gamomdinare. 

2. SeiswavleT energiis Senaxvis kanoni Tavisufali rxeviTi 

sistemebisaTvis. 

3. gamoikvlieT Tavisufali rxeviTi sistema fazur 

sibrtyeze. ipoveT traeqtoriebi fazur sibrtyeze. 

4. SeadgineT meqanikuri rxeviTi sistemis maTematikuri 

modeli (zambaraze gamobmuli tvirTi, nax.1.1) im 

SemTxvevaSi, roca m  masis tvirTze moqmedebs xaxunis 

Zalac. iqneba Tu ara aseTi sistema Tavisufali? rxevebi 

iqneba dempfirebuli, Tu ara? 

5. CamoTvaleT rxeviTi sistemebis tipebi. 
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3.2. dempfirebuli, Tavisufali (sakuTrivi) rxeviTi 

procesebis maTematikuri modelireba 

Tu rxeviTi sistemis mTliani energia mcirdeba 

(winaaRmdegobis Zalebis gadalaxvaze Sesrulebuli 

muSaobis gamo), maSin aseT sistemas dempfirebuli sistema 

ewodeba. dempfirebul Tavisufal sistemebSi gvaqvs 

dempfirebuli (periodul-milevadi an araperiodul-

milevadi) rxevebi. 

 

3.2.1. dempfirebuli, Tavisufali (sakuTrivi) meqanikuri 

rxeviTi procesebis modelireba 

ganvixiloT dempfirebuli sakuTrivi (Tavisufali) meqa-

nikuri rxeviTi sistemis magaliTi (nax. 3.4). roca zambaris 

sixistea c , xolo tvirTis zedapirTan xaxunis koeficienti 

k , maSin 


 xkFxax. . 

 

nax. 3.4. dempfirebuli sakuTrivi rxevebi m masis tvirTis 

zedapirTan xaxunis gaTvaliswinebiT 

SevadginoT m masis tvirTis Tavisufali rxevis 

maTematikuri modeli xaxunis Zalis gaTvaliswinebiT  











xkcxxmxm

dt

d
.                                   (3.37) 

Tu (3.37) gantolebis orive mxares gavyofT m masis 

mniSvnelobaze da SemoviRebT aRniSvnebs: 

 2
m

      ,2

0 
k

m

k
,                                       (3.38) 
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miviRebT dempfirebuli Tavisufali (sakuTari) rxeviTi 

sistemis models:    

02 2

0 


xxx  ,                                         (3.39) 

sadac 0   sistemis Tavisufali rxevebis sixSirea,   

   - milevis koeficienti.                         

Tu (3.39) diferencialur gantolebaSi movaxdenT 

eileris Casmas rtetx )( , maSin miviRebT Sesabamis 

maxasiaTebel gantolebas:  

02 2

0

2  rr .                                         (3.40) 

rac niSnavs, rom (3.39) diferencialuri gantolebis 

zogad amonaxsns aqvs saxe:  

trtr
eCeCtx 21

21)(  , 2

0

2

2,1  r .                        (3.41) 

aq unda ganvixiloT sami SemTxveva: 

Tu 0  , maSin (3.41) tolobidan gamomdinare, gvaqvs 

maxasiaTebeli algebruli gantolebis ori kompleqsuri 

urTierTSeuRlebuli r  amonaxsni. am SemTxvevaSi, diferen-

cialuri gantolebis zogadi amonaxsni Semdegia: 

22

0

t 

0         ),cos()(    teAtx .                     (3.42) 

rxevis periodi:  

22

0

22










T , xolo 0A  da   mudmivi ricxvebi ganisaz-

Rvreba  

  0)0( x                                               (3.43) 

 0)0( vx 


                                              (3.44)           

sawyisi pirobebidan gamomdinare.  



75 

 

            22

0

2

00 /xvxA                      (3.45) 

   0000000 /sin     ,/cos AxvAx                 (3.46)   

es SemTxveva Seesabameba milevad rxeviT procesebs. 

 

nax. 3.5. milevadi rxevebi 

amplitudis milevadobis siswrafe regulirdeba   

parametriT, xolo dempfirebuli sistemis rxevis sixSire 

0  . rac  niSnavs, rom xaxunis Zala amcirebs sistemis 

sakuTari rxevebis sixSires anu dempfirebuli sistemis 

sakuTari rxevebis sixSire naklebia Sesabamisi 

aradempfirebuli sistemis rxevebis sixSireze. 

teAtA  
0)(   sidides milevadi rxevebis amplitudas 

uwodeben. rogorc am formulidan Cans, rxevis amplituda, 

aseT SemTxvevaSi, klebulobs eqsponencialurad. Semovi-

RoT aRniSvna: nA -iT aRvniSnoT wrfivi Tavisufali dempfi-

rebuli sistemis, wonasworobis mdgomareobidan dadebiTi 

mimarTulebiT maqsimaluri mimdevrobiTi gadaxris 

sidideebi. cxadia, rom es sidideebi akmayofilebs 

rekurentul Tanadobas 

   n

t

n AeA 

  
1 .                                       (3.47) 

gamovTvaloT ramdenjer Semcirdeba rxevis amplituda 

erTi periodis ganmavlobaSi, miviRebT: 
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(  Tt

Tt eAA 

   0 ,   t

t eAA  
0 ),    T

Tt

t e
A

A 


T
A

A
d

Tt

t 


ln .    

gansazRvreba. Td   sidides oscilatoris milevadobis 

(Caqrobis) logariTmul dekrements uwodeben. 

d -logariTmuli dekrementis 
d

N
1

  Sebrunebuli sidide 

gviCvenebs im  rxevaTa  ricxvs, romlis Semdeg amplituda e -

jer klebulobs.  

T - rxevis periodis ganmavlobaSi amplituda de -jer 

 Mmcirdeba. 

rogorc viciT, energia rxeviT sistemaSi rxevis 

amplitudis kvadratis proporciulia, amitom, am 

SemTxvevaSi, mTliani meqanikuri energia mcirdeba (xaxunis 

gamo siTboSi gardaiqmneba)  

t-2

0 e  EE . 

Tu  > 0 , maSin r -is orive mniSvneloba namdvil ricxvs 

warmoadgens da amave dros, orive mniSvneloba uaryofiTia. 

diferencialuri gantolebis zogad amonaxsns am 

SemTxvevaSi aqvs saxe:  

 
tt

eCeCtx





 





 


2
0

22
0

2

21)(


.                        (3.48) 

es moZraobis aperioduli Caqrobaa rac naTlad Cans 

grafikidan nax. 3.6 
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nax. 3.6. aperioduli milevadi moZraoba  

Tu 0  , maSin maxasiaTebel gantolebas aqvs erTi 

orjeradi fesvi r . rogorc cnobilia, am SemTxvevaSi,  

diferencialuri gantolebis zogad amonaxsns aqvs saxe: 

  tetCCtx  
21)( .                                     (3.49) 

esec aperioduli milevadi moZraobis gansakuTrebuli 

SemTxvevaa (nax. 3.7). 

 

nax. 3.7. aperioduli milevadi moZraobis gansakuTrebuli 

SemTxveva 
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3.2.2. dempfirebuli, sakuTrivi eleqtruli rxeviTi 

procesebis modelireba 

ganvixiloT dempfirebuli eleqtruli rxeviTi sistema.  

 

nax. 3.8. dempfirebuli, Tavisufali eleqtruli rxeviTi          

sistema 

am sistemaSi (nax. 3.8) aradempfirebuli rxeviTi konturi-

sagan gansxvavebiT, CarTulia R  winaRoba, rac iwvevs 

energiis danakargebs da Tavisufali sistema dempfirebuli 

xdeba.  

SevadginoT Sesabamisi maTematikuri modeli. vTqvaT, Q 

aris kondensatoris muxtis sidide, cU -kondesatorze mode-

buli Zabva, maSin  

C

Q
UC  ,                                               (3.50) 

aseve, Tu I  aris denis Zala da LU - koWaze modebuli 

Zabva, maSin 

dt

dI
LUL  .                                              (3.51) 

 Zabvis vardna R  winaRobaze  

IRUr  .                                              (3.52) 

kirhxofis kanonis Tanaxmad,  gveqneba gantoleba: 

0
C

Q
IR

dt

dI
LUUU CrL .                            (3.53)     

 denis Zala  muxtis cvlilebis siCqarea anu 
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dt

dQ
I  .                                                (3.54)   

(3.53)-(3.54) tolobebidan  

0
2

2


C

Q

dt

dQ
R

dt

Qd
L .                                    (3.55) 

Tu SemoviRebT aRniSvnebs: 

  
L

R
2    , 

12

0  
LC

,                                    (3.56) 

maSin gantoleba (3.55) miiRebs saxes: 

02 2

0 


QQQ  ,                                        (3.57) 

sadac 0  sistemis sakuTari (Tavisufali) rxevebis sixSirea, 

xolo  -milevis koeficienti.   

P.S. rogorc vxedavT, dempfirebuli Tavisufali 

eleqtruli rxeviTi konturis dinamikis (3.57) gantoleba 

identuria Sesabamisi dempfirebuli, Tavisufali, meqanikuri 

sistemis dinamikis gantolebisa. rac imas niSnavs, rom 

dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistemis maTematikuri 

modeli, erTnairad exeba rogorc meqanikur, aseve, 

eleqtrul rxeviT sistemebs. 

 

3.2.3. dempfirebuli, sakuTrivi socialuri rxeviTi 

procesebis modelireba 

ganvixiloT volteras cnobili modeli  mtacebeli-

msxverpli. am modelSi, aris ori saxis cxoveli. aqedan, 

meore saxis cxovelebi ikvebebian pirveli saxis 

cxovelebiT. xolo pirveli saxis cxovelebi ikvebebian 

balaxiT. SeviswavloT am sistemis Sesabamisi dinamika. 

amisaTvis aucilebelia sistemis maTematikuri modelis 

Sedgena. 
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avagoT, am saxeobaTa raodenobis Sesaswavlad Sesabamisi 

maTematikuri modeli. vTqvaT, )(1 tN  aris pirveli saxeobis 

(msxverplis) raodenoba drois mocemul momentSi, xolo 

)(2 tN  - mtaceblebis Sesabamisi raodenoba. Tu msxverpli 

cxovrobs marto Sesabamisi kvebis arealze, maSin misi 

raodenoba izrdeba mudmivi 0k  siCqariT, magram 

mtaceblebTan  Sexvedra iwvevs maTi zrdis siCqaris 

Semcirebas 2k  siCqaris koeficientiT. mtaceblebisa da 

msxverplis Sexvedris sixSire damokidebulia maTi 

raodenobebis namravlze da, maSasadame, SegviZlia 

SevadginoT Sesabamisi dinamikis gantoleba: 

21101 )( NNkktN 


.                                       (3.58) 

analogiurad, mtaceblebis raodenobis zrda damoki-

debulia msxverplTan Sexvedrebis raodenobaze, rac pirda-

pirproporciulia maTi raodenobebis namravlisa. magram, 

mtaceblebic iRupebian siberiT, avadmyofobiT an ufro 

Zlier mtacebelTan brZolaSi. maTi sikvdilianobis 

koeficientia 2k . maSin Sesabamisi dinamikis gantolebas 

eqneba saxe: 

222112 NkNNkN 


.                                       (3.59) 

stacionaruli wertilis gamosaTvlelad nuls 

gavutoloT  (3.58),(3.59) gantolebebis marjvena nawilebi. 

miRebuli sistemis amonaxsni iqneba: 

2

00

2

1

20

1 N      ,
k

k

k

k
N  .                                      (3.60) 

SeviswavloT (3.58),(3.59) sistema stacionaruli (3.60) 

amonaxsnis midamoSi. amisaTvis saZiebel raodenobebs mivceT 

mcire wanazardebi )(1 tn  da )(2 tn  anu (3.58),(3.59) gantolebebSi 

SevitanoT axali sidideebi da ukuvagdoT kvadratuli 

wevrebi mcire wanazardebis mimarT 

)()( 1

0

11 tnNtN  ,                                        (3.61) 
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)()( 2

0

22 tnNtN  .                                        (3.62) 

maSin miviRebT: 

1

2

01
221 )( n

k

kk
nktn 



,                                      (3.63) 

1

2

10
2)( n

k

kk
tn 



.                                           (3.64) 

Tu gavawarmoebT (3.63) gantolebas da SevitanT )(2 tn


-s 

mniSvnelobas (3.64) gantolebidan, maSin  

01101

2

01
1 



nkkn
k

kk
n .                                      (3.65) 

Tu SemoviRebT aRniSvnebs: 

 2
2

01

k

kk
  da 2

010 kk , 

maSin gantoleba (3.65) gadaiwereba dempfirebuli, Tavi-

sufali rxeviTi sistemis kanonikuri saxiT: 

02 1

2

011 


nnn  .                                       (3.66) 

es sistema ki ukve Seswavlili gvaqvs. 

P.S. rogorc vxedavT, dempfirebuli Tavisufali rxeviTi 

sistema gvxvdeba socialur sistemebSic. rac iZleva imis 

safuZvels, rom  CavuRrmavdeT sxvadasxva procesis aRweras 

da naklebad davixarjoT miRebuli modelebis aRmweri 

gantolebebis gamokvlevaze. 

 

3.2.4. dempfirebuli, sakuTrivi ekonomikuri rxeviTi 

procesebis modelireba frangiSvil-obgaZis modelis bazaze 

ganvixiloT ekonomikuri wonasworobis gantoleba 

keinsis sistemaSi 

)()()( tItCtX  ,                                         (3.67) 
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sadac )(tC  moxmarebaa, )(tI -investiciebi, )(tX -erovnuli  

Semosavali. 

samuelson-xiqsis aqseleraciis principze dayrdnobiT 

SeiZleba CavweroT investiciebis ganzogadebuli gantoleba: 



 )()()( tXttI  ,                                         (3.68) 

sadac )(t  aqseleraciis koeficientia. garda amisa, 

)(tC  moxmareba erovnuli Semosavlis funqciaa da 

damokidebulia moxmarebis mTel winaistoriaze 

   dXFtC

t

 ),()(
0

 .                                      (3.69) 

Tu (3.68) da (3.69) gantolebebs SevitanT (3.67) wonaswo-

robis gantolebaSi, miviRebT: 

        
t

dtXFtXttX
0

,  .                                                           (3.70) 

gantolebis orive mxaris t-Ti diferencirebiT, miviRebT: 

                  ttXFtXttXttX ,                                                      (3.71) 

anu vRebulobT dinamikis diferencialur gantolebas 

Semdegi saxiT: 

            0,1 


ttXFtXttXt   .                                                (3.72) 

radgan   0t , (3.72) gantoleba SeiZleba gavyoT  t -ze.  

miviRebT Semdegi saxis dinamikis gantolebas:  

 
 
 

 
 

   0,
11




 ttXF
t

tX
t

t
tX



 


 .                                               (3.73) 

Tu frangiSvil-obgaZis (3.73) ganzogadebul gantolebaSi  

movaxdenT Casmas 








 











2

1
)(

2
2

t
t e

et  ,    )()(),( 2

0 tXtttXF                   (3.74) 
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miviRebT dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistemis 

kanonikur gantolebas: 

02 2

0 


XXX  ,                                      (3.75) 

romelic ukve SeviswavleT sxva Sinaarsis procesebisaTvis. 

P.S. rogorc vxedavT, kvlav miviReT dempfirebuli, 

Tavisufali rxeviTi sistemis maTematikuri modeli. rac  

mowmobs, rom dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistemis 

maTematikuri modeli universaluria da is gvxvdeba 

sruliad sxvadasxva Sinaarsis amocanebis gadawyvetisas. 

 

 

amocanebi da savarjiSoebi 

1. rogor sistemebs uwodeben dempfirebuls? 

2. rogor gamoiTvleba dempfirebuli sakuTrivi rxeviTi 

sistemis milevadi rxevebis periodi, ra aris logariTmuli 

dekrementi da risTvisaa saWiro? 

3. ra SemTxvevaSi gvaqvs Tavisufal, dempfirebul sistemaSi 

araperioduli milevadi rxevebi? 

4. SeadgineT eleqtruli, dempfirebuli rxeviTi sistemis 

sqema da aageT Sesabamisi maTematikuri modeli. 

5. moiyvaneT socialuri dempfirebuli sistemis magaliTi da 

aCveneT koeficientebis ra mniSvnelobebisTvisaa mosa-

lodneli milevadi rxeviTi procesebi da ra Sinaarsi 

Seesabameba am SemTxvevas. 
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3.3. iZulebiTi rxeviTi procesebis maTematikuri modelireba 

iZulebiT rxeviT sistemebSi sistemaze moqmedebs gare 

Zala, romelic gansazRvravs rxevis kanons. aq Sesabamis 

maTematikur modelSi rxeviT procesebs gansazRvravს 

damatebiTi wevrebi, rac Sesabamisi diferencialuri 

gantolebebis araerTgvarovnebas iwvevs. 

 

3.3.1. iZulebiTi meqanikuri rxeviTi procesebis modelireba 

ganvixiloT meqanikuri rxeviTi sistema im pirobebSi, 

roca gvaqvs maiZulebeli Zalis moqmedeba. 

 

nax. 3.9. iZulebiTi meqanikuri rxeviTi sistema tQf  cos  

maiZulebeli perioduli Zalis moqmedebis pirobebSi 

 gvaqvs rxeviTi sistema (nax.3.9), romelic Sedgeba m  

masis sxeulisagan, roca zambaris sixistea c , xolo 

tvirTis zedapirTan xaxunis koeficienti k  anu 


 xkFxax. . Tu 
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moZraobis gamomwvevi gare perioduli Zalaa tQf  cos , 

advili misaxvedria, rom niutonis dinamikis kanonidan 

gamomdinare, SegviZlia SevadginoT gantoleba m  masis 

sxeulis xgadaadgilebis Sesaswavlad: 

t)cos( 


Qxkcxxm .                                  (3.76)  

gavyoT am gantolebis orive mxare m  masis sidideze da 

SemoviRoT aRniSvnebi: 

.
m

Q
    ,2

m

k
      ,2

0 H
m

c
                                   (3.77) 

maSin gantoleba (3.76) gadaiwereba Semdegi saxiT: 

t)cos(2 2

0 


 Hxxx .                                              (3.78) 

amrigad, miviReT wrfivi, dempfirebuli, iZulebiTi 

rxeviTi sistemis maTematikuri modeli.  

axla SeviswavloT am sistemis Taviseburebebi. ganvixi-

loT ori SemTxveva: 

1) iZulebiTi rxeviTi sistema araa dempfirebuli; 

2) dempfirebuli, iZulebiTi rxeviTi sistema. 

 

1) Tu rxeviTi sistema araa dempfirebuli, maSin 0  da 

dinamikis gantoleba miiRebs saxes: 

)cos(2

0 tHxx 


 .                                      (3.79) 

rogorc cnobilia, wrfivi araerTgvarovani diferenci-

aluri gantolebis zogadi amonaxsni tolia Sesabamisi 

erTgvarovani gantolebis zogadi  da araerTgvarovani 

gantolebis kerZo amonaxsnebis jamisa  

dzoaraertgzogadiertg xxx ker..var  .                              (3.80) 
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(3.79) gantolebis Sesabamisi erTgvarovani gantolebis 

zogadi amonaxsni tolia aradempfirebuli, Tavisufali 

rxeviTi sistemis amonaxsnisa  

)- tcos( 0.var  ax zogadiertg .                                  (3.81) 

sadac 
00

0

2

0

2

02

0
 x

v
    tg,







v
xa .  

araerTgvarovani (3.79) sistemis kerZo amonaxsnი  

)cos(ker. thx dzoaraertg   .                                    (3.82) 

(3.82) gamosaxuleba CavsvaT  (3.79) gantolebaSi, miviRebT  

)cos()cos()cos( 2

0

2 tHthth   , 

saidanac  

22

0  


H
h . 

რac  niSnavs, rom (3.79) araerTgvarovani gantolebis 

kerZo amonaxsns aqvs saxe: 

)cos(
22

0

ker. t
H

x dzoaraertg 


 


.                               (3.83) 

miviReT araerTgvarovani (3.79) gantolebis zogadi 

amonaxsni (3.81), romelic gadaiwereba Semdegi saxiT: 

)cos()cos()(
22

0

0 t
H

tatx 


 


 .                        (3.84) 

formula (3.84) ZalaSia, Tu  0 . aseT SemTxvevaSi, 

gvaqvs ori sxvadasxva sixSiris rxevaTa jami. sistemis 

dinamika gamosaxulia nax. 3.10 - ze. 
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nax. 3.10. ori sxvadasxva sixSiris harmoniuli rxevis jami 

Tu sistemis sakuTrivi rxevis sixSire 0  emTxveva, 

maiZulebeli perioduli Zalis rxevis   sixSires gveqneba 

rezonansi. 

aseT SemTxvevaSi (3.79) gantolebis zogadi amonaxsnis 

gamosaTvlelad (3.84) amonaxsni gadaiwereba saxiT: 

))cos()(cos()cos()( 022

0

0 tt
H

tatx 


 


 .           (3.85)   

Tu (3.85) formulaSi gadavalT zRvarze, roca 0  , 

lopitalis wesis gamoyenebiT miviRebT zogad amonaxsns: 

)sin(
2

)cos()( 0

0

0 tt
H

tatx  


 .                        (3.86) 

rogorc (3.86) amonaxsnidan Cans, rezonansis SemTxvevaSi, 

rxevis amplituda wrfivi kanoniT izrdeba (nax. 3.11). 

 

nax. 3.11. rezonansuli rxevebis dinamika 

10 5 0 5 10
2

0

2

x t( )

t
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50

0

50

x t( )

t
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Tu maiZulebeli Zalis rxevis sixSire axlosaa sistemis 

sakuTrivi rxevebis sixSiresTan, adgili aqvs rxevebis cemas 

ori maxlobeli sixSiriT. 

2) აxla ganvixiloT wrfivi, dempfirebuli iZulebiTi 

rxeviTi sistemis SemTxveva.  gvaqvs maTematikuri modeli 

t)cos(2 2

0 


 Hxxx .                                              (3.87) 

vipovoT am gantolebis kerZo amonaxsni   

)sin()cos( ttx   .                                  (3.88) 

 (3.88) formula SevitanoT (3.87) gantolebaSi, maSin   da 

 koeficientebis gamosaTvlelad miviRebT gantolebas: 

)cos()sin()cos(

)cos(2)sin(2)sin()cos(

2

0

2

0

22

tHtt

tttt








(3.89) 

Tu (3.89) gantolebiს, koeficientebs gavutolebT 

Sesabamis trigonometriul funqciebTan, miviRebT sistemas: 

.02

,2

2

0

2

2

0

2







 H
                                (3.90) 

am sistemis amonaxsnebia: 

 
  22222

0

22

0

4 









H
,                                   (3.91) 

 

  222222

0 4

2











H
.                                  (3.92) 

gamosaxulebaSi (3.88) SemoviRoT damatebiTi kuTxe, maSin 

(3.91)-(3.92) Tanafardobebis gaTvaliswinebiT, miviRebT (3.87) 

araerTgvarovani gantolebis kerZo amonaxsns: 

  
)sin(

4

*

22222

0

22

.var 



 



 t
H

x Krdzoaraertg .        (3.93) 
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SeviswavleT Sesabamisi erTgvarovani gantolebis 

zogadi amonaxsni. 

Tavisufali, dempfirebuli rxeviTi sistemebis 

Seswavlis dros. gvqonda sami SemTxveva: 

a) Tu 0  , maSin 22

0

t 

0var         ),cos(    teAxertg  ;   

b) Tu   > 0 , maSin 
tt

ertg eCeCx





 





 


2
0

22
0

2

21var



 ; 

g) Tu  0  , maSin   t

ertg etCCx  
21var . 

maSasadame, araerTgvarovani gantolebis zogadi amonax-

sni iqneba: 

varker.)( ertgdzoaraertgv xxtx  .                                  (3.94) 

cxadia, rom aqac gveqneba sami sxvadasxva SemTxveva. 

 

P.S. davaleba studentebs: Mathcad -is bazaze SeiswavleT am 

sami SemTxvevis Sesabamisi rxeviTi sistemebis dinamika. 

 

 

3.3.2. iZulebiTi eleqtruli rxeviTi procesebis modelireba 

ganvixiloT iZulebiTi eleqtruli rxeviTi procesi 

rxeviT konturSi (nax. 3.12): 
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nax. 3.12. rxeviTi konturi eleqtruli denis wyaroTi, 

romlis eleqtრomamoZravebuli Zalaa )(tE  

kirxofis kanonი am wredisaTvis  

)(tE
C

Q
IR

dt

dI
LUUU CrL  ,                                                               (3.95) 

sadac Q aris kondensatoris muxtis sidide, cU – konden-

satorze modebuli Zabva. 
C

Q
UC  . I –denis Zala,  LU –koWaze 

modebuli Zabva, amasTan 
dt

dI
LUL  . Zabvis vardna R  

winaRobaze  IRUr  ; )(tE  eleqtruli denis mamoZravebeli 

Zalaa. maSasadame, miviRebT maTematikur models 

)(tE
C

Q
IR

dt

dI
L  .                                     (3.96) 

Tu (3.96) formulaSi gaviTvaliswinebT,  rom denis Zala 

muxtebis mowesrigebuli nakadia anu  



 QI ,                                                 (3.97)  

maSin, miviRebT denis wyaros Semcveli eleqtruli rxeviTi 

konturis dinamikis gantolebas  

 ).(
2

2

tE
C

Q

dt

dQ
R

dt

Qd
L                                   (3.98)  

  Tu SemoviRebT aRniSvnebs: 

 
L

E(t)
F(t)   , 

L

R
2    , 

12

0  
LC

,                            (3.99)  

maSin (3.98) gantoleba miiRebs iZulebiTi, dempfirebuli, 

wrfivi rxeviTi sistemis maTematikuri modelis saxes,  

romelzec  ukve visaubreT:  

).(2 2

0 tFQQQ 


                                    (3.100) 
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P.C. rogorc vxedavT, iZulebiTi, dempfirebuli, wrfivi 

eleqtruli rxeviTi sistemis maTematikuri modeli emTxveva 

Sesabamisi meqanikuri sistemis maTematikur models. 

 

3.3.3. iZulebiTi socialuri rxeviTi procesebis modelireba 

ganvixiloT sociumis dinamika droSi. vTqvaT, )(tN  aris 

sociumis moculobis cvlilebis kanoni droSi. m  am 

sociumis saarsebo arealia, xolo )(1 tf  sociumis 

moculobis cvlilebis gamomwvevi Zala. amitom, sociumis 

moculobis cvlilebis kanonis sapovnelad ganvixiloT 

Sesabamisi dinamikis gantoleba 

)(1 tfNm 


.                                            (3.101) 

cxadia, rom sociumis moculobis cvlilebis gamomwvevi 

Zala sami nawilisagan Sedgeba:a) dadebiTi wevri, romelic 

gamowveulia gare migraciiT mocemul sociumSi )(tf ;  

b) kN  uaryofiTi wevriT, rac Seesabameba sociumis 

Semcirebis gamomwvev Zalas bunebrivi sikvdilianobis gamo. 

k  Sesabamisi sikvdilianobis koeficientia; g) 


 N2  Zalaa, 

romelic iwvevs sociumis Semcirebas sxva sociumebTan 

brZolaSi marcxis gamo. es niSnavs, rom 

kNNtftf 


2)()( 21 .                                   (3.102) 

Tu (3.102) gamosaxulebas SevitanT (3..101)-Si, miviRebT 

dinamikis gantolebas 

)(2 2 tfkNNNm 


 .                                    (3.103) 

am gantolebis m  arealis sidideze gayofiT da 

Sesabamisi aRniSvnebiT miviRebT: 

).(
)(f

   ,
m

k
     , 22

0 tf
m

t

m
 


                              (3.104) 

maSin gantoleba (3.103) gadaiwereba Semdegi saxiT: 
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)(2 2

0 tfNNN 


 .                                     (3.105) 

es gantoleba emTxveva wrfivi, iZulebiTi rxeviTi 

sistemis maTematikur models. rac imas niSnavs, rom rxeviTi 

sistemis maTematikuri modeli universaluria da aRwers 

sruliad sxvadasxva Sinaarsis procesebs. 

 

3.3.4. iZulebiTi ekonomikuri rxeviTi procesebis 

modelireba 

ganvixiloT ekonomikuri wonasworobis gantoleba 

keinsis sistemaSi 

)()()( tItCtX  ,                                        (3.106) 

sadac  )(tC  moxmarebaa, )(tI  - investiciebi, )(tX - erovnuli 

Semosavali. 

samuelson-xiqsis aqseleraciis principze dayrdnobiT, 

SeiZleba CavweroT investiciebis ganzogadebuli gantoleba 



 )()()( tXttI  ,                                         (3.107) 

sadac )(t  aqseleraciis koeficientia. 

garda amisa, )(tC   moxmareba aris erovnuli Semosavlis 

funqcia da damokidebulia moxmarebis mTel winaistoriaze 

   dXFtC

t

 ),()(
0

 .                                     (3.108) 

Tu (3.107) da (3.108) Tanafardobebs SevitanT (3.106) keinsis 

wonasworobis gantolebaSi, miviRebT: 

        
t

dtXFtXttX
0

,                                                              (3.109) 

gantolebis orive mxaris t-Ti diferencirebiT, miviRebT: 

                   ttXFtXttXttX ,                                                     (3.110) 
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anu dinamikis diferencialur gantolebas Semdegi saxe 

aqvs: 

            0,1 


ttXFtXttXt   .                                                (3.111) 

radgan   0t , (3.111) gantoleba SeiZleba gavyoT  t -ze.  

miviRebT dinamikis gantolebas:  

 
 
 

 
 

   0,
11




 ttXF
t

tX
t

t
tX



 


 .                                               (3.112) 

Tu frangiSvil-obgaZis  ganzogadebul gantolebaSi 

(3.112) movaxdenT Casmas (3.113),  








 











2

1
)(

2
2

t
t e

et ,        )()()(),( 2

0 tftXtttXF   .        (3.113) 

miviRebT: 

)(2 2

0 tfXXX 


 .                                   (3.114) 

P.S. rogorc vxedavT, kvlav miviReT wrfivi, dempfirebuli, 

iZulebiTi, rxeviTi sistemis maTematikuri modeli. rac imas 

mowmobs, rom dempfirebuli, iZulebiTi rxeviTi sistemis 

maTematikuri modeli universaluria da  gvxvdeba sruliad 

sxvadasxva Sinaarsis amocanebis gadawyvetisas. 

 

amocanebi da savarjiSoebi 

1. aageT iZulebiTi, wrfivi, dempfirebuli rxeviTi sistemis 

maTematikuri modeli, roca maiZulebeli Zala nebismieri 

perioduli, ara  aucileblad harmoniuli funqciaa. 

2. aageT iZulebiTi, wrfivi, dempfirebuli rxeviTi sistemis 

maTematikuri modeli, roca maiZulebeli Zala nebismieri, 

sazogadod - araperioduli funqciaa. 
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3. SeadgineT iZulebiTi, wrfivi, dempfirebuli rxeviTi 

sistemis maTematikuri modelis gamosakvlevi programa 

Mathcad -is bazaze. 

4. ra Taviseburebebi axasiaTebs aradempfirebul, iZulebiT 

rxeviT sistemebs?  

5. riT gansxvavdeba  iZulebiTi, wrfivi, rezonansuli 

dempfirebuli da aradempfirebuli rxeviTi sistemebi? 

 

 literatura 

1. Рабинович М.И., Трубецков Д.И. Введение в теорию колебаний и 

волн.М.: Наука, 1984. 

2.Андронов А.А.,Витт А.А., Хайкин С.Э. Теория колебаний. Москва, 1959. 

3. Волтерра В. Математическая теория борьбы за существование.М.: 

Наука,  1976. 

4. Магнус К. Колебания.Пер. с немецкого.М.:Мир,1982. 

5. Шмидт Г. Параметрические колебания. Пер. с нем. М.: Мир, 1978. 

6. Трубецков Д.И., Рожнев А.Г.Линейные колебания и волны.Саратов: 

Изд-во. Саратовского ГУ, 2002. 

7. Пейн Г. Физика колебаний и волн.Пер. с англ.М.:Мир,1979. 

8. Бать М.И., Джанелидзе Г.Ю., Кельзон. Теоретическая механика в 

примерах и задачах.Т.2: М.Наука, 1972. 

9. mirianaSvili მ. zogadi fizikis kursi, t.1. Tbilisi: Tsu, 

1973. 

10. obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi (uwyveti mode-

lebi), t.1. Tbilisi: stu, 2006. 

11. obgaZe თ.,obgaZe l.,mWedliSvili n,daviTaSvili i., 



96 

 

   TuSiSvili n.  maTematikuri modelirebis kursi 

(ekonomiqsi Mathcad - isa da Matlab - is bazaze), t.2, 

Tbilisi; სტუ, 2007. 

12. obgaZe თ. maTematikuri modelirebis kursi (magistrante-
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3.4. bmuli rxeviTi sistemebis maTematikuri modelireba 

bmuli rxeviTi sistemebis SemTxvevaSi saqme gvaqvs ori 

an meti raodenobis rxeviT sistemasTan, romlebic 

erTmaneTze axdenen gavlenas. Tu erTi sistema axdens 

gavlenas meoreze, xolo meore ver axdens gavlenas 

pirvelze, es ar iqneba bmuli rxeviTi sistema. aseT 

SemTxvevaSi ZiriTadi (pirveli) sistema iqneba Tavisufali, 

xolo meore sistema iqneba iZulebiTi rxeviTi sistema, 

romelic pirveli sistemiT imarTeba. 

 

3.4.1. bmuli meqanikuri rxeviTi procesebis matematikuri 

modelireba 

ganvixiloT wrfivi, bmuli, meqanikuri rxeviTi sistemis 

magaliTebi (nax. 3.13, 3.14). 
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nax. 3.13. bmuli meqanikuri rxeviTi sistemis magaliTi 

a) es sistema Sedgeba ori 1m  da 2m  masis sxeulebisagan, 

romlebic kedelTan da erTmaneTTan dakavSirebulia, 

Sesabamisad, 1c  da 2c  sixistis mqone zambarebiT da hukis 

kanons emorCileba. 

pirveli sxeulis sawyisi mdgomareobidan gadaadgileba 

aRvniSnoT 1x , xolo meore sxeulis gadaadgileba, 

Sesabamisad, 2x . maSin, niutonis meore kanonidan gamomdinare, 

miviRebT maTematikur models: 

    1221111 xxcxcxm 


,                                                                                   (3.115) 

   12222 xxcxm 


.                                                                   (3.116) 

  


 0

11

0

11 )0(x    ;)0( xxx ,                                                                  (3.117) 

   


 0

22

0

22 )0(x    ;)0( xxx .                                                                (3.118) 

davaleba studentebs: Mathcad-is bazaze, SeiswavleT am 

maTematikuri modelis Sesabamisi bmuli rxeviTi sistemis 

dinamika. 
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b) axla ganvixiloT bmuli meqanikuri rxeviTi sistema, 

romelic Sedgeba erTmaneTTan ori zambariT dakavSirebuli 

maTematikuri qanqarisagan (nax. 3.14). Tu davwerT niutonis 

dinamikur gantolebas TiToeuli qanqarisaTvis, zambariani 

kavSiris gaTvaliswinebiT da movaxdenT standartul 

gardaqmnebs, miviRebT bmuli meqanikuri (nax. 3.14) rxeviTi 

sistemis maTematikur models. 

 

nax. 3.14. bmuli meqanikuri sistema zambariT 

dakavSirebuli ori qanqariT 

Sesabamis maTematikur models aqvs saxe: 

 21

2

11

2

011 


 ,                                (3.119) 

 12

2

22

2

022 


 ,                                (3.120) 

sadac 
1

01
l

g
  da 

2

02
l

g
  qanqarebis sakuTari rxevis 

sixSireebia, xolo 1  da 2  koeficientebi asaxavs 

qanqarebis urTierTqmedebas, romelic ganpirobebulia k  

sixistis mqone zambariT 

11

2
2

1
lm

kh


 ,   

22

2
2

2
lm

kh


 .                                 (3.121) 

davaleba studentebs: Mathcad-is bazaze, SeiswavleT am 

maTematikuri modelis Sesabamisi bmuli rxeviTi sistemis 

dinamika. 



99 

 

g) ganvixiloT bmuli meqanikuri sistema, Sedgenili N  

rxeviTi sistemisagan (nax. 3.15). 

 

nax. 3.15. N  rxeviTi sistemisagan Sedgenili bmuli 

meqanikuri rxeviTi sistema 

vTqvaT, mocemuli gvaqvs bmuli, meqanikuri rxeviTi 

sistema, romelic Sedgeba N  rxeviTi sistemisagan. 

TiToeuli rxeviTi sistema Sedgeba Sesabamisi im  masis 

sxeulisagan da es sxeulebi erTmaneTTan dakavSirebulia 

zambarebiT ise, rom im  da 1im  masis sxeulebi 

dakavSirebulia  sixistis mqone 1 , iic  drekadi zambariT.  

advili misaxvedria, rom Tu CavwerT niutonis dinamikis 

gantolebas im  masis sxeulisaTvis am sistemaSi, miviRebT 

Sesabamis maTematikur models: 

    )(11i ,1i ,1 tFxxcxxcxm iiiiiiiii  



,  Ni ,1 .             (3.122) 

sadac )(tFi  aris i ur sxeulze moqmedi gare Zala. 

P.S. roca undaT Seiswavlon drekadi myari sxeulis rxevebi, 

mas ganixilaven, rogorc N  erTnairi masis sxeuls, 

dakavSirebuls erTnairi c  sixistis zambarebiT. maSin myari, 

drekadi sxeulis rxevebi ganixileba, rogorc Sesabamisi 
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bmuli, wrfivi, diskretuli, meqanikuri rxeviTi sistemis 

rxevebi da Sesabamis maTematikur models eqneba saxe: 

 112 



 iiii xxxcxm ,  Ni ,1                         (3.123) 

davaleba studentebs: Mathcad-is bazaze, SeiswavleT am 

maTematikuri modelis Sesabamisi bmuli rxeviTi sistemis 

dinamika, roca 3N . 

 

3.4.2. bmuli eleqtruli rxeviTi procesebis  maTematikuri 

modelireba 

ganvixiloT, bmuli rxeviTi eleqtruli sistema, romlis 

SedgenilobaSi kondensatoriT erTmaneTTan dakavSirebuli 

ori rxeviTi konturia. 

 

nax. 3.16. bmuli eleqtruli rxeviTi sistema 

CavweroT kirhxofis kanonebi nax. 3.16-ze gamosaxuli 

rxeviTi konturebisaTvis 

 21 IIi     


 21 qqq 21 qqq  .                      (3.124) 

,0
11

1

1

1
1  q

C
q

Cdt

dI
L                                   (3.125) 

 ,0
11

2

2

2
2  q

C
q

Cdt

dI
L                                 (3.126) 

sadac 


 11 qI  da 


 22 qI .  
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 (3.125) da (3.126) SegviZlia gadavweroT Semdegi saxiT: 

 12

1

1

11

1

11
qq

CL
q

LC
q 


,                                  (3.127) 

 12

2

2

22

2

11
qq

CL
q

LC
q 


.                                (3.128) 

P.S. bmuli rxeviTi eleqtruli sistemebi gamoiyeneba 

eleqtroteqnikaSi, signalebis gasafiltrad. 

 

3.4.3. bmuli socialuri rxeviTi procesebis modelireba 

ganvixiloT, ori urTierTmoqmedi socialuri jgufi, 

romelTa moculobebs aRvniSnavT, Sesabamisad, 1N  da 2N . am 

ori sociumis moqmedebis arealebi aRvniSnoT 1m  da 2m .  Tu 

gaviTvaliswinebT, rom socialuri jgufebi urTierTqmedebs 

toli da sawinaaRmdegod mimarTuli ZalebiT, romlebic 

pirdapirproporciulia maTi moculobebis sxvaobisa anu 

 122 NNk  ; amasTan, Tu CavTvliT, rom jgufebis moqmedebis 

1m  da 2m  arealebi SezRudulia da, maSasadame, rac ufro 

gaizrdeba sociumis 1N  da 2N  moculobebi, miT ufro 

naklebi iqneba am sociumis zrdis siCqare, miviRebT bmuli 

socialuri rxeviTi sistemis maTematikur models: 

 1221111 NNkNkNm 


,                              (3.129) 

 1222322 NNkNkNm 


.                              (3.130) 

P.S. rogorc vxedavT, am SemTxvevaSic miviReT bmuli rxeviTi 

sistemis maTematikuri modeli, romelic analogiuria 

Sesabamisi eleqtruli bmuli rxeviTi sistemis maTematikuri 

modelisa. 

 

3.4.4. bmuli ekonomikuri rxeviTi procesebis modelireba 
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ganvixiloT ori, urTierTkonkurentunariani produq-

ciis, bazarze realizebul moculobaTa 1X  da 2X  dinamika. 

cxadia, rac ufro didia realizebuli produqciis mocu-

loba, miT ufro naklebia realizebuli produqciis zrdis 

siCqaris cvlileba, bazris gajerebis gamo. aseve, 

realizebuli produqciis moculobis cvlilebis siCqare 

pirdapirpropor-ciulia moculobaTa sxvaobisa. amave dros, 

moqmedi Zalebi sididiT tolia da mimarTulebiT 

sawinaaRmdego. Tu  1m  da 2m  Sesabamisi produqciis fasebia, 

miviRebT bmuli ekonomi-kuri rxeviTi sistemis maTematikur 

models:  

 1221111 XXkXkXm 


,                              (3.131) 

 1222322 XXkXkXm 


.                              (3.132) 

P.S. rogorc vxedavT, am SemTxvevaSic miviReT bmuli rxeviTi 

sistemis maTematikuri modeli, romelic analogiuria 

Sesabamisi eleqtruli bmuli rxeviTi sistemis maTematikuri 

modelisa. am modelis ageba SesaZlebelia frangiSvil-

obgaZis modelis bazazec. 

 

amocanebi da savarjiSoebi 

1. gansazRvreT wrfivi, bmuli rxeviTi sistema da aageT 

Sesabamisi meqanikuri rxeviTi sistemis maTematikuri 

modeli. 

2. gamoikvlieT bmuli rxeviTi sistema Mathcad programis 

saSualebiT. 

3. aageT bmuli rxeviTi socialuri sistemis maTematikuri 

modeli da gamoikvlieT Mathcad programis saSualebiT. 

4. aageT bmuli rxeviTi ekonomikuri sistemis maTematikuri 

modeli frangiSvil-obgaZis modelis bazaze da 

gamoikvlieT Mathcad programis saSualebiT. 
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5. aageT bmuli rxeviTi fsiqologiuri sistemis 

maTematikuri modeli. 
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3.5. rxeviTi sistemebis modelirebis variaciuli meTodebi 

maTematikuri modelebis asagebad iyeneben universalur 

variaciul principebs, romlebic emyareba saukunovan 

praqtikul gamocdilebas bunebaSi mimdinare procesebis 

Sesaxeb. cnobilia, rom buneba erTiania anu mecnierebis erT 

sferoSi mimdinare procesebi analogiuria meore sferoSi 

mimdinare procesebisa. rac imas niSnavs, rom sakmarisia 

aRmovaCinoT procesebis msgavsebis kriteriumebi, rom 

SegviZlia fizikaSi damuSavebuli modelebi gamoviyenoT 

sxvadasxva inteleqtualur sferoSi. 

 

3.5.1. hamiltonis universaluri variaciuli principi. 

Tavisufali rxeviTi sistemis maTematikuri modelis ageba 

ganvixiloT dinamikuri sistema, romlisTvis )(tQ  mdgo-

mareobis ganmsazRvreli koordinatia.  Sesabamisad, 


Q  

warmoadgens ganmsazRvreli parametris cvlilebis siCqares. 

ganvsazRvroT dinamikuri sistemis lagranJis funqcia, 

rogorc sxvaoba mis kinetikur da potenciur energiebs 

Soris 

pk EE
dt

dQ
QL ),( .                                       (3.133) 

sadac kE  da pE , Sesabamisad, sistemis kinetikuri da 

potenciuri energiebia. 
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ganvixiloT sidide, romelsac moqmedebas uwodeben da 

Caweren formuliT: 

 









2

1

,)(

t

t

dt
dt

dQ
QLQS .                                      (3.134) 

am sididezea damokidebuli sistemis yofaqceva. 

hamiltonis universaluri principi ambobs,  Tu sistema 

realuria, maSin )(tQ  aris )(QS  funqcionalis stacionaრuლi 

funqcia anu 

  0
0





QS
d

d
.                                       (3.135) 

hamiltonis principSi moqmedi )(t  funqcia sacdeli 

funqciaა, romelic nulis toil xdeba drois 1t  da 2t  

momentebSi. )(t   funqcias )(tQ  funqciis variacia ewodeba. 

hamiltonis principi saSualebas iZleva avagoT rxeviTi 

sistemis maTematikuri modeli. 

ganvixiloT sistemis Tavisufali rxevebi, roca 

mocemuli gvaqvs zambara m  masis tvirTiT.  zambaris 

sixistis koeficientia c . maSin  sistemis lagranJis funqcia  

22

2

2

X
c

dt

dX
m

L 










 .                                     (3.136) 

მოqmedebisaTvis gveqneba gamosaxuleba: 
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2

1
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2

22
),()(

t

t

t

t

dtX
c

dt

dXm
dt

dt

dX
XLXS .                    (3.137) 

gamoviTvaloT მოqmedeba )(t   variaciis SemTxvevaSi 
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2
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t

t

dtX
c
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Xdm
XS 


 .                   (3.138) 

gavawarmooT es funqcia   cvladiთ,  maSin  
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.                          

(3.139) 

Tu  davuSvebT, rom 0 , maSin 

   







 

2

1

00

t

t

dtcX
dt

d

dt

dX
mXS

d

d






 .                     (3.140) 

am gantolebis marjvena nawilis pirveli wevris 

nawilobiTi integrebiT da imis gaTvaliswinebiT, rom 

0)()( 21  tt  , miviRebT 

  0
2

1

2

2

0 







  dtcX

dt

Xd
mXS

d

d
t

t




 .                      (3.141) 

radgan )(t  nebismieri sacdeli funqciaa, miviRebT 

Tavisufali rxeviTi sistemis maTematikur models 

0
2

2

 cX
dt

Xd
m .                                         (3.142) 

 Tu SemoviRebT aRniSvnas: 

m

c
2 ,                                               (3.143) 

miviRebT Tavisufali rxeviTi sistemis klasikur 

maTematikur models: 

.02 


XX                                             (3.144) 

P.S. rogorc vxedavT, variaciul meTods Tavisufali 

rxeviTi sistemisaTvიs mivyavarT igive maTematikur 

modelamde.  
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3.5.2. iZulebiTi rxeviTi sistemis maTematikuri modelireba 

variaciuli meTodiT 

im SemTxvevaSi, roca sistemaze moqmedebs maiZulebeli 

Zala 0F , icvleba potenciuri energiis mxolod formula  

 

X

p XF
X

cdXF
X

cE
0

0

2

0

2

22
,                             (3.145) 

xolo kinetikuri energiis gamosaxuleba ucvleli rCeba 

2

2











dt

dX

mEk .                                          (3.146) 

Sesabamis lagranJis funqcias eqneba saxe: 

XF
X

c
dt

dX

mL 0

2

2

22











 .                                 (3.147) 

Tu ganvaxorcielebT wina paragrafis analogiur 

gardaqmnebs, maSin miviRebT iZulebiTi, aradempfirebuli, 

rxeviTi sistemis maTematikur models: 

02

2

FcX
dt

Xd
m  .                                       (3.148) 

davaleba studentebs: aageT iZulebiTi rxeviTi sistemis 

maTematikuri modeli variaciuli meTodiT. 

amocanebi da savarjiSoebi 

1. CamoayalibeT hamiltonis universaluri variaciuli 

principi. 

2. aageT Tavisufali rxeviTi sistemis maTematikuri modeli 

hamiltonis variaciuli principis bazaze. 

3. aageT iZulebiTi, aradempfirebuli rxeviTi sistemis 

maTematikuri modeli hamiltonis principis bazaze. 

4. lagranJis funqciisa da hamiltonis funqciis kavSiri. 
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5. lagranJis funqciisa da hamiltonis funqciis 

ganmasxvavebeli Tvisebebi. 
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3.6. arawrfivi rxeviTi procesebis maTematikuri modelireba 

arawrfivi rxeviTi sistemis Sesabamisi maTematikuri 

modelebi aRiwereba arawrfivi gantolebebiT. realuri 

sistemebi arawrfivia da mxolod garkveuli miaxloebiT 

SeiZleba Seicvalos wrfivi sistemebiT. wrfivi rxeviTi 

sistemebis maTematikuri modelirebis sakiTxebi  ukve 

ganvixileT da exla SeviswavloT  arawrfivi sistemebi. 

 

3.6.1. aradempfirebuli,  Tavisufali, arawrfivi rxeviTi 

procesebis maTematikuri modelireba 

 

ganvixiloT  Tavisufali, arawrfivi rxeviTi sistema. 

Aam SemTxvevaSi arawrfivia aRmdgeneli Zalis 

damokidebuleba ganmsazRvrel  parametrze anu gvaqvs )(xf  

damokidebuleba. Sesabamis maTematikur models aqvs saxe: 

0f(x)  


xm .                                                                                       (3.149) 
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am gantolebis amoxsna kvadraturebSi, sazogadod, 

SeuZlebelia. SesaZlebelia am gantolebis zogadi 

Tvisebebis Seswavla energetikuli meTodis meSveobiT.  

(3.149)Ggantoleba gavamravloT 


x  sidideze da vainte-

groT, maSin  

 


0

2

xf(x)  
2

1
Econstdtxm .                            (3.150) 

amasTan,  

  


potEdxxfdtxxf )()( ,                                (3.151) 

e.i. (3.150) gantoleba warmoadgens energiis Senaxvis 

kanons: 

okin EE  potE  .                                          (3.152) 

cxadia, (3.150) tolobidan gamomdinare, SegviZlia 

CavweroT  

potEExm 


0

2

2

1
.                                       (3.153)  

Aaqedan gamomdinare, SegviZlia vipovoT rxevis siCqare 

)(
2

0 potEE
m

vx 


.                                     (3.154) 

Ffazur sibrtyeze 0x  wertilidan x  wertilamde 

gadaadgilebis dro gamoiTvleba formuliT: 

 




x

x

x

x
potEE

m

dx
t

v

dx
tt

0 0 )(
2

0

00 .                            (3.155) 

Sesabamisad, rxevis periodis gamosaTvlelad miiReba 

formula: 
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max

min )(
2

2

0

x

x
potEE

m

dx
T .                                   (3.156) 

formula (3.156) marTebulia mxolod Sekruli fazuri 

traeqtoriebisaTvis. 

 

3.6.2. Tavisufali rxeviTi sistema alag-alag wrfivi  

aRmdgeni ZaliT 

ganvixiloT rxeviTi sistema alag-alag wrfivi aRmdgeni 

ZaliT 










 0 xif h,-

0 xif , 
sgn)(

h
xhxf .                               (3.157) 

aseTi situaciaa releur marTvis sistemebSi.  

am SemTxvevaSi amonaxsni unda veZeboT cal-calke im 

SemTxvevebisaTvis, roca x>0 da roca x<0. 

roca x>0, maSin 

,)( hxfxm 


                                       (3.158) 

0vt
m

h
x 


,                                          (3.159) 

00

2

2
xtvt

m

h
x  .                                    (3.160) 

Tu CavTvliT, rom rxeviTi sistema sawyis momentSi 

imyofeba  zRvrul mdebareobaSi, miviRebT sawyis pirobebs  

Ax )0(0 ,                                              (3.161) 

0)0(0 v .                                              (3.162)  
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Tu (3.159) gantolebidan ganvsazRvravT t  parametrs da 

CavsvamT (3.161) tolobaSi, miviRebT fazuri traeqtoriebis 








 

xx; gantolebas 

)(
2

xA
m

h
vx 



.                                       (3.163) 

 

3.6.3. dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi procesebis 

maTematikuri modelireba 

Ddempfirebisas rxeviTi sistema xarjavs energias 

winaRobis Zalis daZlevaze. Sesabamis maTematikur modelSi 

winaRobis Zala damokidebulia ganmsazRvreli parametris 


x  

warmoebulze. 

zogadad dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistemis 

maTematikur models aqvs saxe: 

0)()( 


xfxgx .                                       (3.164) 

zogjer, dempfirebis  da aRmdgeni Zalebi ise mWidrodaa 

dakavSirebuli erTmaneTTan, rom maTi gancalkeveba ar 

xerxdeba. aseT SemTxvevaSi 

0),( 


xxfx .                                           (3.165) 

SevadginoT am sistemis Sesabamisi gantoleba fazur 

sibrtyeze. amisaTvis SemoviRoT aRniSvna vx 


, maSin 

dx

dv
v

dt

dx

dx

dv

dt

dv
x 


. Aaqedan gamomdinare, (3.165) gantoleba 

gadaiwereba Semdegi saxiT: 

.
),(

v

xxf

dx

dv


                                           (3.166) 
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es gantoleba saSualebas gvaZlevs SevadginoT 

dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistemis Sesabamisi 

suraTi fazur sibrtyeze. 

axla ganvixiloT am sistemis Sesabamisi energetikuli 

gantoleba. Aam gantolebis misaRebad, gavamravloT (3.164) 

gantoleba 


x  sidideze da vaintegroT. maSin miviRebT, rom 

 
 xt

Edxxfdtxxgmv
0

0

0

2 )()(
2

1
.                            (3.167) 

Tu SemoviRebT aRniSvnas DE  dempfirebis Zalebis 

gadalaxvaze daxarjuli energiisaTvis, miviRebT energiis 

gantolebas 

Dpotkin EEEE  0 .                                      (3.168) 

am gantolebidan naTlad Cans, rom dempfirebul 

Tavisufal rxeviT sistemaSi adgili aqvs energiis 

disipacias. 

 

 

3.6.4. dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistema mSrali 

xaxuniT 

myar sxeulebs Soris mSral xaxuns adgili aqvs im 

SemTxvevaSi, roca erTmaneTs exeba ori sxeuli, romlebic 

gadaadgildeba erTmaneTis mimarT ise, rom maT Soris ar 

aris Txevadi masa. am SemTxvevaSi, xaxunis Zalebi TiTqmis 

ar aris damokidebuli gadaadgilebis siCqareze da 

mimarTulia fardobiTi siCqaris sawinaaRmdego 

mimarTulebiT. 

umetes SemTxvevaSi, mSrali xaxunis Zala miaxloebiT 

Semdegi formuliT gamoiTvleba:  










0. vifr  

0,  vif  r
Kr                                        (3.169) 
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Aase, rom 



 x sgnrKr .                                          (3.170) 

rac imas niSnavs, rom procesis Sesabamis maTematikur 

models aqvs Semdegi saxe:   

0)(x sgn 


xfrxm .                                  (3.171) 

es gantoleba cal-calke ganixileba im SemTxvevebisa-

Tvis, roca 0v  da 0v . 

Tu 0v , maSin (3.171) gantolebidan miviRebT, rom 

rxfxm 


)( .                                         (3.172) 

Mmisi Sesabamisi energetikul gantolebas aqvs saxe: 

00 ExrEEE potkin  .                                  (3.173) 

Aam rxeviTi sistemisaTvis fazuri traeqtoriebis 

gantoleba Semdegia: 

 
potExrE

m
v  0

2
  ,    Tu 0v ,                    (3.174)             

 
potExrE

m
v  0

2
  ,    Tu 0v .                     (3.175) 

 

amocanebi da savarjiSoebi 

1. gamoiyvaneT aradempfirebuli Tavisufali rxeviTi 

sistemis energetikuli gantoleba. 

2. gamoiyvaneT Tavisufali, rxeviTi sistemis fazuri 

traeqtoriebis gantoleba, alag-alag wrfivi aRmdgeni 

Zalis SemTxvevaSi. 

3. SeadgineT dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistemis 

Sesabamisi suraTi fazur sibrtyeze. 
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4. gamoiyvaneT dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistemis 

traeqtoriebis gantoleba fazur sibrtyeze mSrali 

xaxunis SemTxvevaSi. 

5. gamoiyvaneT arawrfivi sistemis traeqtoriebis zogadi 

gantoleba fazur sibrtyeze. 
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3.7. avtorxeviTi sistemebi 

avtorxevebi - gansakuTrebuli tipis rxevebia. am tipis 

rxevebisTvis damaxasiaTebelia energiis wyaros arseboba, 

romelic avsebs sistemis energetikul danakargebs. 
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3.7.1. zogadi sqemebi da struqturuli Taviseburebebi 

struqturisa da moqmedebis principis mixedviT ganasxva-

veben avtorxeviTi sistemebis or tips: 

1. oscilatoruli sistema; 

2. dagrovebiTi sistema. 

oscilatoruli tipis sistemisaTvis damaxasiaTebelia 

Semdegi struqturuli sqema (nax. 3.17): 

 

 

 

 

nax. 3.17. oscilatoruli tipis avtorxeviTi sistemis 

struqturuli sqema 

oscilatoruli tipis sistemebSi  CamrTveli moqmedebs, 

rogorc ukukavSiri rxeviT sistemasa da energiis wyaros 

Soris, romelic CairTveba saWiro momentSi da sistemas 

saWiro energiiT amaragebs. 

cxrilSi mocemulia Sesabamisi tipis praqtikuli 

magaliTebi.  

                                               cxrili 3.1 

£№ avtorxeviTi 
sistema 

energiis wyaro oscilatori ukukavSiris saSualeba 

1 zari eleqtrobatarea CaquCi kontaqti 
2 saaTi deformirebuli 

zambara 
balansiri CamomSvebi regulatori 

3 violenCelos 
simi 

moZravi xemi simi mSrali xaxuni qrobadi 
maxasiaTebliT 

4 TviTmfrinavis 
mzidi frTa 

haeris nakadi drekadi frTa haeris nakadisa da 
frTis 

urTierTqmedebis 
arastacionaruli 

Zalebi 

 

energiis wyaro oscilatori CamrTveli 
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dagrovebiTi avtorxeviTi sistemis struqturuli sqema 

mocemulia nax. 3.18-ze. 

 

 

nax. 3.18. dagrovebiTi avtorxeviTi sistemis 

struqturuli sqema 

dagrovebiTi avtorxeviTi sistema, xSirad, asrulebs 

wyvetad(diskretul) rxevebs.  

 

3.7.2. van-der-polis avtogeneratoris maTematikuri modeli 

ganvixiloT van-der-polis avtogeneratoris sqema.  

  

nax. 3.19. van-der-polis generatoris sqema  

 а) tranzistorze; б) eleqtronul lamfaze 

Sesabamis maTematikur models aqvs saxe: 

dt

dI
MU

dt

dU
RC

dt

Ud
LC a

c
cc 

2

2

.                             (3.176) 

energiis 

wyaro 

energiis 

damgrove-

beli 
gadamrTveli 
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mniSvnelovania, rom eleqtronul lamfis badeze aU  

Zabvis gazrda iwvevs anoduri aI denis matebas. imisaTvis, 

rom miviRoT anoduri denis TviTagzneba, unda gamovTvaloT 

damokidebuleba )( caa UII  .  

c

a
c

dU

dI
US )(                                            (3.177) 

warmoebuls baduri maxasiaTeblis simrude ewodeba. 

Sesabamisi grafikebi mocemulia  nax. 3.20-ze. 

 

nax. 3.20. а)anoduri denisa da б) baduri simrudis  badur 

Zabvaze damokidebulebis grafikebi 

muSa mdgomareobaSi  adgili aqvT damokidebulebebs: 

2

20 cUSSS  ,                                              (3.178) 

3

20
3

1
ccaoa USUSII  .                                        (3.179) 

Tu  (3.178) da (3.179) formulebs gaviTvaliswinebT, maSin 

(3.176) gadaiwereba saxiT: 

02

0

2

202

2









 c

c
c

c U
dt

dU

M

RC
USS

LC

M

dt

Ud
 ,                    (3.180) 

სadaც 
LC

12

0  .                                            (3.181) 

Tu SemoviRebT aRniSvnebs:  

RCMS

MS
Ux c




0

2 ,               
LC

RCMS 
 02 .            (3.182)  

miviRebT van-der-polis avtogeneratoris maTematikur 
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models, romelic aRwers  cnobili avtorxeviTi sistemis 

dinamikas 

  012 2

0

2 


xxxx  .                                    (3.183) 

 

3.7.3. avtorxeviTi hidroaerodrekadi sistemebi (flateri da 

divergencia) 

hidroaerodrekadi sistemebi – drekadi konstruqciebia, 

romlebic moTavsebuliა  haeris an wylis nakadSi da 

Sesabamis urTierTqmedebas ganicdis. 

hidroaerodrekadi sistemebis magaliTs warmoadgenს 

samSeneblo nagebobebi, romlebic moTavsebulia  qaris 

zemoqmedebis qveS. haeris nakadis moqmedebis Sedegad 

nagebobebSi aRiZreba rxevebi da Tu  nagebobas ar SeuZlia 

qaris mier aRZruli rxevebis Caqroba, SesaZloa nagebobis 

dangrevac, rac araerTxel momxdara. amitom, daproeqtebis 

etapze aucilebelia qaris datvirTvis Seswavla nebismieri 

maRlivi Senoba-nagebobis an kiduli-vanturi xidebisaTvis.  

datvirTvebis sididisa da moqmedebis sixSiris Seswavla 

saSualebas gvaZlevs aviciloT flateri  anu  mavne,  

gamanadgurebeli rxevebi da sworad davaproeqtoT esa Tu 

is nageboba. 

flateris Seswavlas didi mniSvneloba aqvs safreni 

aparatebis daproeqtebis drosac.  

haeris zemoqmedebis Sedegad, TviTmfrinavis frTa 

deformacias ganicdis da Sedegad icvleba garsdenis 

reJimi. am movlenas divergencias uwodeben. divergenciis 

Sedegad icvleba frTis geometria, ramac SeiZleba 

gamoiwvios nakadis perioduli mowyveta da Sesabamisi 

sixSiris rxevebi. aseT SemTxvevaSi SesaZloa rezonansuli 

rxevebis warmoqmna da frTis damsxvreva garkveuli,  

kritikuli siCqaris frenis SemTxvevaSi. amitom, frTis 
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daproeqtebisas aucilebelia divergenciis kritikuli 

siCqaris daangariSeba, raTa Tavidan aviciloT 

konstruqciis arasaimedoოba muSa siCqareebis diapazonSi. 

flateri SeiZleba warmoiqmnas konstruqciis Taviseburebi-

dan gamomdinare, gare zemoqmedebis gareSe, garkveuli, 

flateris kritikuli siCqaris gadametebisas an siCqareTa 

garkveuli diapazonis SemTxvevaSic. 

a)divergenciis Sesaswavlad, ganvixiloT frTis sqema-

turi, gamartivebuli modeli (nax. 3.21) 

 

 

 

 

nax. 3.21. frTis divergenciis sqematuri modeli 

ganvixiloT brtyeli firfita, romelic marcxena mxares 

drekadadaa Camagrebuli (frTis Tavisufali mxare), marjvena 

mxares ki aqvs saxsruli Camagreba (frTis Camagreba 

fuzelaJTan). firfita moTavsebulia v  siCqaris mqone haeris 

nakadSi. vipovoT divergenciis kritikuli siCqare. 

frTis   kuTxiT gadaxrisas  warmoiqmneba wnevis Zalebi, 

romlebic or mdgenelad SeiZleba davSaloT (Subluri 

winaRobis  da amwevi Zalebi). 







 l
v

CX x
2

2

 ;        





 l
v

CY y
2

2

,                                            (3.184) 

sadac xC   Subluri winaRobis koeficientia; yC -amwevi Zalis 

koeficienti;    haeris simkvrive; l -frTis qorda; 

b -manZili saxsruli SeerTebidan aerodinamikuri wnevebis 

tolqmedis modebis wertilamde. 

Ffirfitaze (frTaze) modebuli Zalebis momentebis jami 

saxsruli SeerTebis RerZis mimarT aris: 
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bYbXlcM  2

0 ,                               (3.185) 

sadac 0c   drekadi Camagrebis zambaris sixistea. 

gaTvaliswinebulia, rom   mcire kuTxea,   s i n . CavsvaT 

(3.185) formulaSi (3.184), maSin  







 





 lb
v

Clb
v

ClcM yx
22

2
2

2
2

0 .              (3.186)    

SemoviRoT aRniSvna: I  - firfitis inerciis momenti 

saxsruli SeerTebis RerZis mimarT. Tu gaviTvaliswinebT 

Sesabamis gantolebas firfitisaTvis 

MI 


 ,                                              (3.187) 

miviRebT maTematikur models 

0)
2

(
2

0 








 lb
v

ClcI y .                            (3.188) 

winaRobis Zalis momentis Sesabamisi wevri 

gamotovebulia, radgan usasrulod mcirea. 

vinaidan   usasrulod mcire SeSfoTebaa, sistemis 

mdgradobisaTvis anu  sawyisi SeSfoTebis CaqrobisaTvis 

gvaqvs piroba 

0
2

2

0 


 b
v

Clc y


.                                     (3.189) 

aqedan, cxadia, rom divergenciis kritikuli siCqare  

bC

lc
v

y

kr






02

.                                         (3.190) 

am formulidan gamomdinare, SegviZlia davaskvnaT, rom 

rac ufro metia frTis sixiste, miT ufro metia 

divergenciis kritikuli siCqarec. rac metia divergenciis 

siCqare, miT  ukeTesia TviTmfrinavis frTisaTvis. 

b)axla ganvixiloT TviTmfrinavis frTis flateri. 

ganixileba gamartivebuli,  sqematuri modeli (nax. 3.22). 
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nax. 3.22. TviTmfrinavis frTis flateris sqematuri modeli 

      ganvixiloT is SemTxveva, roca firfitis orive mxares 

gvaqvs drekadi Camagreba. mosalodnelia sxva tipis 

aramdgradobac, romelic dakavSirebulia organzomilebi-

ani sistemis arakonservatიulobasTan.  

ganvixiloT mcire SeSfoTebebi am sistemaSi:  

)(ty  - firfitis simZimis centris gadaadgileba; 

)(t  - firfitis mobrunebis kuTxe; 

1c  da 2c - drekadi sayrdenebis sixisteebia; 

12

2lm 
-firfitis inerciis momentia, sibrtyis perpendiku-

larulad simZimis centrze gamavali RerZis mimarT; 

l - firfitis sigrZe  nakadis mimarT; 

b -manZilia amwevi Zalis modebis wertilidan mis 

marjvena bolomde. 







 l
v

CY y
2

2

.                                       (3.191) 

drekad reaqciis Zalebs aqvs  saxe: 

)
2

(11

l
ycR





;    )
2

(22

l
ycR





.                      (3.192) 

SeSfoTebuli moZraobis diferencialur gantolebebia:  
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 ymYRR 21 ;                                      (3.193) 














 

12222

2

21

lml
bY

l
R

l
R .                         (3.194) 

Tu am gantolebebSi SevitanT (3.191) da (3.192) 

mniSvnelobebs, miviRebT 

01211 


cycy ;                                      (3.195)  

02221 


 cyc ,                                      (3.196)  

sadac 

 
l

v

m

C

m

lcc

m

cc
c

y













22
c   ;

2

21
12

21
11


.                      (3.197) 

   
 bl

v

lm

C

m

cc

lm

cc
c

y














 2

2
6

3
c   ;

6 2

2

21
22

21
21


.           (3.198)  

am sistemis maxasiaTebel gantolebas aqvs saxe: 

0
         22

2

21

12        11

2






cc

cc




                                       (3.199) 

anu 

  0211222112211

24  cccccc .                         (3.200) 

maxasiaTebeli gantolebis fesvebia  

 21122211

2

22112211
4,3,2,1

22
cccc

cccc








 



 .             (3.201)  

sistemis mdgradobis pirobeba: 

2

2211
21122211

2
0 







 


cc
cccc .                             (3.202) 

pirveli utolobis darRvevisas am sistemaSi gveqneba 

divergencia nax. 3.23а,  მეore utolobis darRvevisas gvaqvs 

flateri  nax. 3.23б. 
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nax. 3.23. frTis mdgradobis dakargvis grafikebi: 

а) divergencia; б) flateri 

mdgradobis zRvariTi mniSvnelobebi (3.202) utolobebSi 

gvaZlevს Sesabamisi kritikuli siCqareebis mniSvnelobebs.  

Tu gaviTvaliswinebT (3.197) da (3.198) gantolebebs  miviRebT, 

rom 

divergenciis kritikuli siCqarea 

  bclbcC

lcc
v

y

div





21

212


.                               (3.203) 

flateris kritikuli siCqarea 

21

2

221

2

1

3

1
2

cc

cccc

C
v

y

flat









.                             (3.204) 

 

3.7.4. qimiuri avtorxeviTi sistemebi  (პrigoJin-lefevris 

modeli) 

avtorxeviTi sistemebi gvxvdeba zogierTi qimiuri 

reaqciis Seswavlisas. cnobilia, b. belousovis mier 1950 

wels aRmoCenili, mogvianebiT ki a.Jabotinskis mier 

Seswavlili qimiuri reaqcia. belousov-Jabotinskis reaqcia 
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aris malonis mJavas daJangvis procesi, ionebis 

katalizatoris arsebobisas. am reaqciis mimdinareobisas, 

xdeba koncentraciuli rxevebi, ris gamoc,  narevis feri 

icvleba: cisferi-wiTeli-cisferi . . . garda perioduli 

rxevebisa, qimiuri procesebis dinamika ufro rTulia da 

bolomde araa Seswavlili. arsebobs belousov-Jabotinskis 

reaqciis sxvadasxva maTematikuri modelebi, rogoricaa 

fildis, keresis, noiesis da sxva. magram verc  erTi   

bolomde ver aRwers qimiur dinamikas. 

ganvixiloT hipoteturi qimiuri reaqciis modeli, 

romelsac briuselatori hqvia da SemuSavebulia  

i. prigoJinis skolis mier. prigoJin-lefevris modeli ori 

Sualeduri produqtis mqone reaqciis maTematikuri 

modeliა, romelsac aqvs perioduli amonaxsnebi parametrebis 

gansazRvruli mniSvnelobebisaTvis. es modeli agebul iqna 

im maTematikuri meTodebis demonstraciisaTvis, romlebic 

SemuSavebul iqna  briuselSi, nobelis premiis laureatis 

prigoJinis xelmZRvanelobiT. amitom, am models zogjer 

`briuselators~ uwodeben. 

progoJin-lefevris rეaqciis reaqtorul sqemas aqvs 

saxe: 

























constEconstDconstBconstA

EX

XYX

DYXB

XA

k

k

k

k

,,,

32

4

3

2

1

               (3.205) 

es sistemac Riaa,  e.i. emateba an akldeba A , B , D , E  

nivTierebebi ise, rom maTi raodenoba SenarCundeba erT 

doneze. 

prigoJin-lefevris maTematikur models advilad 

avagebT (3.205) reaqtoruli sqemidan gamomdinare: 
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YXkBXk
dt

dY

XkBkYXkAk
dt

dX

2

32

42

2

31

                                 (3.206) 

CavweroT (3.206) gantolebebi uganzomilebo saxiT. 

amisaTvis SemoviRoT axali cvladebi formulebiT: 

YXtk 
4

3

4

3
4

k

k
y   ,

k

k
    x, ,                          (3.207) 

maSin (3.206) gadaiwereba saxiT: 

yxxbax 


2)1( ,                                    (3.208) 

,2 yxxby 


                                         (3.209) 

sadac 

      .
k

k
b    ,

4

2

3

4

3

2

1 BA
k

kk
a 


                            (3.210) 

amrigad,   miviReT meore rigis dinamikuri sistema ori a  

da b  marTvis parametrebiT. 

wonasworobis pirobebs aqvT saxe: 

a

b
ax  00 y   , .                                          (3.211) 

wonasworobis wertilSi ar xdeba x  da y  koncentraci-

ebis cvlileba. 

vipovoT wonasworobis mdgomareobis aramdgradobis 

pirobebi   anu  pirobebi, roca sistemaSi  avtorxevebi 

warmoiqmnebა. 

amisaTvis, wonasworobis wertils mivceT mcire 

SeSfoTebebi da vnaxoT rodis Sordeba sistema 
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wonasworobis wertils. ganvixiloT SeSfoTebuli 

mdgomareoba 

 
a

b
y    ,ax .                                     (3.212) 

SevitanoT es mniSvnelobebi (3.208),(3.209) gantolebebSi  

)()2()1()1( 22  


a

b
aababa ,              (3.213) 

)()2()( 22  


a

b
aaab .                       (3.214)  

am sistemis linearizacia gvaZlevs  

 


2)1( ab ,                                      (3.215) 

.2  


ab                                          (3.216) 

am sistemis yofaqcevis gamosakvlevad SevadginoT 

maxasiaTebeli gantoleba, risTvisac unda movaxdinoT Casma 

    pe     ,pe .                                      (3.217) 

maSin  

baapbp  22)()1( .                                 (3.218) 

Tu gavxsniT frCxilebs, miviRebT kvadratul 

gantolebas 

.0)1( 222  abapp                                  (3.219) 

misi fesvebia: 

2
222

4

)1(

2

1
a

baba
p 





 .                           (3.220) 

am formulidan Cans, rom wertilSi 

12  abkr                                              (3.221) 
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sistema kargavs mdgradobas da prigoJin-lefevris 

hipotetiur qimiur sistemaSi iwyeba avtorxevebi.  

 

 

amocanebi da savarjiSoebi 

1. rogori avtorxeviTi sistemebia TqvenTvis cnobili? 

aRwereT maTi muSaobis principebi. 

2.  van-der-polis avtogeneratoris maTematikuri modeli. 

3. SeadgineT TviTmfrinavis frTis flateris Sesabamisi 

maTematikuri modeli da ipoveT kritikuli siCqare. 

4. SeadgineT TviTmfrinavis frTis divergenciis Sesabamisi 

maTematikuri modeli da ipoveT kritikuli siCqare. 

5. prigoJin-lefevris maTematikuri modeli da avtorxevebis 

warmoqmnis piroba. 

 

literatura 

1.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi (uwyveti mode-

lebi), t.1. Tbilisi: stu, 2006. 

 2.obgaZe T, obgaZe l,mWedliSvili n., daviTaSvili i., 

  TuSiSvili n. maTematikuri modelirebis kursi (ekonomiqsi 

Mathcad-isa da Matlab-is bazaze), t.2. Tbilisi: stu, 2007. 

3.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi (magistrante-

bisaTvis), t.3. Tbilisi: stu, 2008 

4.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi (rxeviTi 

sistemebi), t.4. Tbilisi: stu, 2010 
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3.8. parametruli rxeviTi sistemebi 

parametruli rxeviTi sistemebisaTvis damaxasiaTebelia 

rxevebis agzneba romelime ganmsazRvreli parametris droSi 

cvlilebis gamo. yvelaze ufro xSirad gvxvdeba, aseTi 

parametrebis perioduli cvlileba. sistemaSi parametruli 

rxevebi ar aRiZvreba, Tu is wonasworobis mdgomareobaSia. 

es ganasxvavebs parametrul rxevebs iZulebiTi rxevebisagan. 

 

3.8.1. fizikuri qanqara sakidi RerZis perioduli 

gadaadgilebisas (maties gantoleba) 

ganvixiloT fizikuri qanqara (sxeuli), romelsac 

SeuZlia brunva A horizontaluri brunvis RerZis mimarT. 

moZraoba xasiaTdeba brunvis   kuTxiT RerZis mimarT. 

davuSvaT, rom brunvis A RerZi moZraobs vertikalur 

sibrtyeSi garkveuli )(taa   kanoniT. qanqaras moZraobis 

gantolebis Sedgenisas RerZTan dakavSirebuli aTvlis 

sistemis mimarT unda gaviTvaliswinoT rogorc simZimis 

Zalis momenti  

sin mgsM s ,                                        (3.222) 

Aaseve  inerciis Zalis momentic  

sin


samMb .                                          (3.223) 

aqedan gamomdinare, fizikuri qanqaras moZraobis 

gantolebas eqneba saxe: 

 sin











sagmMMI bs                              (3.224) 

an sxvanairad 

0sin 











 sag
I

m
,                                     (3.225) 
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sadac )(ta  drois perioduli funqciaa; I -fizikuri qanqaras 

inerciis momenti; s -manZili qanqaras mocemuli wertilidan 

brunvis A RerZamde. 

Tu ganvixilavT SemTxvevas, roca tAa  cos , miviRebT  

0sin)cos( 


 stAg
I

m
.                           (3.226)    

Tu SemoviRebT aRniSvnebs: 
I

mgs
2  da 

I

mAs
 ,  maSin 

(3.226) modeli gadadis maties modelSi 

.0sin)2cos( 2 


 t                                 (3.227) 

amrigad, miviReT klasikuri parametruli rxeviTi 

sistema. 

 

3.8.2.  eleqtruli rxeviTi sistema perioduli parametrebiT 

(meisneris gantoleba) 

eleqtruli rxeviTi sistemisaTvis, romelic Sedgeba  

C  tevadobis kondensatorisa da L  induqciurobis 

magnituri koWasagan, gvaqvs Tavisufali rxeviTi sistemis 

modeli 

.0
1







Q
CL

Q                                              (3.228) 

Tu kondensatoris tevadoba drois perioduli funqciaa 

)(tCC  , maSin  miiReba periodulkoeficientebiani diferen-

cialuri gantoleba, romlis drosac parametruli rxevebi 

warmoიქმნება. aseTi rxevebi, rogorc wesi, mavnea rxeviTi 

sistemisaTvis da cdiloben sistema ise daaproeqton,   rom 

aicilon parametruli rxevebi. 

Tumca, zogi   Wiri margebeliao da l. mandelStamma da n. 

papaleksma daaproeqtes cvladi denis generatori, romlis 

muSaobis principi damyarebulia kondensatoris tevadobis 



131 

 

cvlilebaze. tevadobis cvlileba xdeba imis xarjze, rom 

kondensatoris firfitebis nawili Seadgens mbrunav kbilana 

borbals. 

Tu tsignPP
CL




cos  
1

0 , t , 
2

0




P
 , 

2




P
 , maSin 

(3.228) gadaiwereba Semdegi saxiT: 

  0)(cos 


QsignQ  .                                (3.229) 

parametruli rxeviTi sistemis modeli (3.229) meisneris 

gantolebas warmoadgens. 

                 

3.8.3. parametruli rxevebi frangiSvil-obgaZis ekonomikuri 

sistemis farglebSi  (maties gantoleba) 

ganvixiloT keinsis wonasworuli ekonomika. 

wonasworobis pirobebis mixedviT vadgenT wonasworobis 

gantolebas 

X (t)=C(t)+I(t),                                                      (3.230) 

სadac   C(t)  moxmarebaa, I(t) _investiciebi. 

samuelson-xiqsis aqseleraciis principze dayrdnobiT, 

SeiZleba CavweroT investiciebis ganzogadebuli gantoleba 

     tXttI   ,                   (3.231) 

sadac  t  aqseleraciis koeficientia.  tC  moxmareba 

warmoadgens warmoebis moculobis funqcias da  damokide-

bulia moxmarebis mTel wina istoriaze anu erovnuli 

Semosavlis moculobaze 

    
t

dttXFtC
0

.                                       (3.232) 

(3.231)-isა   da (3.232)-is (3.230)-Si SetaniT miviRebT: 

        
t

dttXFtXttX
0

 .                              (3.235) 
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(3.235) gantolebis orive mxaris t-Ti diferencirebiT 

gveqneba: 

            tXFtXttXttX                       (3.236) 

anu vRebulobT dinamikis diferencialur gantolebas  

            01  tXFtXttXt   .                    (3.237) 

radgan   0t , SeiZleba (3.237) gantoleba gavyoT  t -ze.  

miviRebT dinamikis gantolebas:  

 
 
 

 
 

   0
11




 txF
t

tX
t

t
tX



 


 .                    (3.238) 

Tu (3.238)-Si SevarCevT  t  da   txF   

 

      tXtttXF

tt





2cos2 


   ,                                 (3.239) 

miviRebT ekonomikuri dinamikis maties gantolebas 

      02cos2  tXttX  .                             (3.240) 

rogorc vxedavT, miviReT maties gantoleba, romlis-

Tvisac damaxasiaTebelia parametruli rxevebis arseboba. 

 

 

amocanebi da savarjiSoebi 

1. riT gansxvavdeba parametruli rxevebi Tavisufali 

rxevebisagan? 

2.  gamoiyvaneT fizikuri saqanis parametruli rxevebis 

gantoleba. 

3. gamoiyvaneT maties maTematikuri modeli parametruli 

rxevebisaTvis. 

4. gamoiyvaneT eleqtruli rxeviTi sistemis maTematikuri 

modeli. 
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5. gamoiyvaneT mesneris maTematikuri modeli parametruli 

rxevebisaTvis. 

 

literatura 
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3.9. arawrfivi iZulebiTi rxeviTi sistemebi 

iZulebiT rxeviT sistemebზე moqmedebs gare Zala, 

romelic gansazRvravs rxevis kanons. aq rxeviT procesebs 

gansazRvravს Sesabamisi maTematikuri modelის damatebiTi 

wevrebi, rac Sesabamisi diferencialuri gantolebebis 

araerTgvarovnebas iwvevs. 

wrfivi, iZulebiTi rxeviTi sistemebisgan gansxvavebiT, 

arawrfiv, iZulebiT rxeviT sistemebSi adgili aqvs 

arawrfivi rezonansis movlenas. am movlenis saxelwodebiT 

erTiandeba is movlenebi, romelTac adgili aqvს arawrfiv 

sistemebSi, gare perioduli zemoqmedebis dros da 
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romlebic mJRavndeba rxevebis Tvisebrivi da raodenobrivi 

maxasiaTeblebis cvlilebiT, gare zemoqmedebis amplitudisa 

da sixSiris mixedviT. 

 

3.9.1. amocanis zogadi dasma 

inerciis koeficientze gayofis Semdeg arawrfivi 

iZulebiTi rxeviTi sistemis maTematikuri modeli, zogad 

SemTxvevaSi, Caiwereba aseTi saxiT: 

)()(),( tqgqqfq 


.                                   (3.241)  

Sadac )(t  gare maiZulebeli Zalaa;  )(qg -aRmdgeni Zala; 

),(


qqf -disipaciisa da amaCqarebeli Zalebis kombinacia; 

pirveli mimarTulia 


q  siCqaris sawinaaRmdego mimarTu-

lebiT, meore – siCqaris mimarTulebiT. 

zogad SemTxvevaSi, (3.241) gantolebis amoxsna SeuZle-

belia, Tumca, kerZo SemTxvevebSi, es SesaZlebelia. zogad 

SemTxvevaSi, gantoleba SeiZleba gamokvleuli iqnes 

kompiuteris daxmarebiT. 

 

3.9.2. frangiSvil-obgaZis arawrfivi, iZulebiTi, ekonomikuri 

rxeviTi sistemis maTematikuri modeli (diufingis 

gantoleba) 

ganvixiloT wonasworuli ekonomoka anu ekonomika, 

roca moTxovna miwodebis tolia. sxvanairad rom vTqvaT, 

iwarmoeba zustad imdeni X(t), ramdenic sWirdeba bazars Y(t). 

)()( tYtX  .                                                 (3.242) 

X(t) aris miwodeba (warmoebis moculoba), Y(t) - moTxovna. 

keinsis (3.242) wonasworobis pirobiT SeiZleba Sevadgi-

noT gantoleba: 
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I(t),C(t)X(t)                                             (3.243) 

sadac   C(t)   moTxovnis funqciaa, I(t) – investiciis funqcia. 

samuelson-xiksis aqseleraciis principze dayrdnobiT, 

SeiZleba davweroT gantoleba:  

)t(X)t(I


   ,                                                                                        (3.244) 

sadac    aqseleraciis koeficientia. 

garda amisa, moxmareba aris  warmoebis moculobis funqcia, 

romelic damokidebulia warmoebis mTel wina istoriaze 

gavlil t droSi. sxvanairad,  

  C(t)=  
0

( ),  ,

t

F X d                                                                              (3.245) 

wonasworobis (3.243) gantolebaSi (3.244) da (3.245) CasmiT 

miviRebT: 

      dttXFtXtX

t

0




  .                                                                      (3.246) 

(3.246) gantolebis orive mxaris diferencirebiT,  miviRebT: 

      tXFtXtX 


                                                                             (3.247) 

anu miviRebT frangiSvili-obgaZis dinamikis diferenci-

alur gantolebas  

       0
11




tXFtXtX


.                                                                  (3.248)    

vTqvaT, 

;
1

e
                                                                                                  (3.249) 

maSin wonasworuli ekonomikis dinamikis gantolebas 

Semdegi saxე  eqneba: 
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       01 


tXFtXetX ,                                                                    (3.250) 

sadac:   conste  , xolo    tXF1   moxmarebis simkvrivea. 

Tu ganvixilavT SemTxvevas, rodesac  

        )cos(
3

1 tAtXtXtXF   ,                                                   (3.251) 

maSin (3.251)-dan miviRebT diufingis gantolebas  

         )cos(
3

tAtXtXtXetX 


 ,                                           (3.252)  

romelic aRwers arawrfiv, iZulebiT rxevebs frangiSvil-

obgaZis ekonomikur sistemaSi. 

 

3.9.3. xalxis masis emociuri qcevis dinamikis       

maTematikuri modelireba, sxvadasxva saxis perioduli gare 

PR - gamRizianeblis moqmedebis SemTxvevaSi 

ganvixiloT xalxis masis emociuri მოqmedebis 

maTematikuri modeli. xalxis masisaTvis damaxasiaTebelia 

gadasvla erTi mdgomareobidan meoreSi, gare emociuri 

zemoqmedebis gavleniT, romlis rols SeiZleba asrulebdes 

saeklesio piri, politikosi, avantiuristi an 

teleJurnalisti. am zemoqmedebaTa erTobliobas PR-gamRi-

zianeblis zemoqmedebas uwodeben. ganvixiloT xalxis 

masaze emociuri zemoqmedebis sqematuri modeli (nax. 3.24): 

 

 

 

 

 

nax. 3.24. xalxis masaze emociuri zemoqmedebis sqematuri 

modeli 

emociuri 

zemoqmedebis 

centri 

mSvidi xalxis 

masa 
agznebuli xalxis 

masa, brbo 
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xalxis masis emociuri dinamikis maTematikuri modeli 

dgeba niutonis meore kanonis bazaze 

f
d

Pd
n 

2

2

2


,                      121  PP .                                                                        (3.253) 

sadac n  brbos warmomqmneli xalxis raodenobaa; 

  P2 – imis albaToba, rom xalxis masa aRgznebul  

mdgomareobaSia; f –xalxis masaze emociuri zemoqmedebis 

Zalis sididea;  -xalxis emociuri agznebis sididis 

maxasiaTebeli parametri; P1–imis albaToba, rom xalxis masa 

mSvid mdgomareobaSia. 

xalxis masaze emociuri zemoqmedebis Zalis sidide 

pirdapirproporciulia maTi ormagi moculobisa da imis 

albaTobisa, rom masa mSvid mdgomareobaSiა. roca 

agznebadobis albaToba izrdeba, emociuri zemoqmedebis 

Zala mcirdeba. ase, rom  



 212 PPnf  .                                (3.254) 

davuSvaT, rom 1 .                                              

(3.253) da (3.254) iZleva models: 

 


 222 12 PPP .                                                                                                        (3.255) 

ganvixiloT SemTxveva, roca sistemaze moqmedebs 

perioduli PR-gamRizianebeli. maSin (3.253) da (3.254) 

gamosaxulebis  nacvlad gveqneba: 




 sin
2

2

2

Anf
d

Pd
n ,      



 212 PPnf  ,    1 ,     121  PP .     (3.256) 

miviRebT Sesabamis maTematikur models 

)sin(2 212

2

2







AnPnP
d

Pd
n ,                                                                                                     (3.257) 

სadac    
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  21 1 PP                                                                                                                           (3.258) 

e.i. gvaqvs Sesabamisi maTematikuri modeli 

    


sin12 222 APPP .                              (3.259)  

amrigad, miviReT xalxis masis emociuri qcevis 

dinamikis  maTematikuri modeli, perioduli gare PR-

gamRizianeblis moqmedebis SemTxvevaSi.Ees ki arawrfivi 

iZulebiTi rxeviTi sistemis aSkara magaliTia. 

 

3.10. Cveulebrivi sistemebis analizuri amonaxsnebi da 

elifsuri funqciebi 

განვიხილოთ თავისუფალი არადემპფირებული რხევითი 

სისტემის მოდელი 

         ,                                                                                   (3.260) 

ეს მოდელი, როგორც უკვე ვიცით, შეიძლება შეესაბამებოდეს 

მატერიალური ნაწილაკის მცირე რხევებს, რომლებიც გამოწვეულია 

წონასწორობის მდგომარეობისაკენ მიმართული ძალით. ასეთ 

შემთხვევაში     
 

 
,  სადაც   - შეესაბამება ზამბარის სიხისტეს, 

ხოლო   ზამბარაზე გამობმული სხეულის მასაა. ასეთი მარტივი 

წრფივი სისტემისათვის, ადვილია ზუსტი ამონახსნის პოვნა      

     ჩასმის საშუალებით: 

                 .                                                                     (3.261) 

ინტეგრების ორ ცვლადს - რხევის ამპლიტუდასა და ფაზის 

წანაცვლებას, განსაზღვრავენ       და       საწყისი პირობებიდან 

გამომდინარე 

  
 

 
                ,            

     

     
 .                        (3.262) 
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3.10.1. wrfivi oscilatoris Tavisufali rxevebis 

modelis integreba kvadraturebSi 

ეხლა დავუბრუნდეთ (3.260) დიფერენციალურ განტოლებას და 

ამოვხსნათ სხვანაირად, ისე, რომ შემდეგ, ამ მეთოდის განზოგადებაც 

შეგვეძლოს უფრო რთული სისტემების ამოსახსნელად. ამისათვის 

გადავწეროთ განტოლება ნორმალური სახით 

    ,                                                                                               (3.263) 

       .                                                                                       (3.264) 

ასეთ წარმოდგენას, დიდი მნიშვნელობა აქვს 

ჰამილტონური(ინტეგრებადი) სისტემებისათვის, რომელებზედაც 

გვექნება საუბარი მოგვიანებით. თუ გავამრავლებთ (3.263) 

განტოლების ორივე მხარეს    , ხოლო (3.264) განტოლების ორივე 

მხარეს    სიდიდეებზე და შედეგებს შევკრიბავთ, მივიღებთ 

           .                                                                               (3.265) 

ადვილი მისახვედრია, რომ (3.265) შეგვიძლია გადავწეროთ 

სახით 

 

  
 
 

 
   

 

 
       .                                                                   (3.266) 

რაც იმას ნიშნავს, რომ ფრჩხილებში მოთავსებული 

გამოსახულება მუდმივი სიდიდეა 

 

 
            .                                                                         (3.267) 

ინტეგრების     ცვლადს მოძრაობის ინტეგრალს, ანუ პირველ 

ინტეგრალს უწოდებენ. თუ, გავითვალისწინებთ იმას, რომ     , 

ადვილი მისახვედრია რომ      სიდიდეს აქვს სისტემის 

მექანიკური ენერგიის შინაარსი. ამ ინტეგრალის გამოყენებით 
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შეგვიძლია (3.263)-(3.264) სისტემის რიგი, დავწიოთ ერთი 

ერთეულით. ამისათვის, გამოვსახოთ (3.267) თანადობიდან    

        
 

 
     ,                                                                      (3.268)  

და ჩავსვათ მისი მნიშვნელობა (3.263) განტოლებიდან. გვექნება უკვე 

პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლება 

  

  
       

 

 
     .                                                                     (3.269) 

ამ განტოლებაში განვაცალოთ ცვლადები, მაშინ მივიღებთ 

     
  

      
 

 
     

 ,                                                                      (3.270) 

თუ, ვაინტეგრებთ (3.270) განტოლებას, მივიღებთ ინტეგრირების 

კიდევ ერთ    მუდმივას: 

     
 

 
       

  

    
                                                                    (3.271) 

თუ, გავამრავლებთ (3.271) ტოლობას     ცვლადზე და ავიღებთ 

ორივე მხარიდან სინუსს, მივიღებთ ამონახსნს 

     
    

 
            ,                                                             (3.272) 

ეს ამონახსნი, ცხადია რომ იდენტურია, ადრე სხვა გზით 

მიღებული (3.261) ამონახსნისა. ინტეგრების მეორე მეთოდი უფრო 

რთული ჩანს, თუმცა, ამ მეთოდს ამონახსნამდე მივყავართ 

არაწრფივი განტოლებების ისეთ შემთხვევებშიც, როცა პირდაპირი 

მარტივი ინტეგრება(ჩასმის ხერხით) არ გამოდის. 

ამრიგად, ამ პარაგრაფის მეთოდით, სისტემის ამონახსნის პოვნის 

ალგორითმს აქვს ოთხი ეტაპი: 
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1. პირველი ინტეგრალის იდენტიფიკაცია; 

2. პირველი    ინტეგრალის გამოყენება სისტემის ხარისხის ერთი 

ერთეულით დასაწევად; 

3. ამოცანის ამოხსნა კვადრატურებში, ანუ ანალიზური 

ამონახსნის პოვნა; 

4. შებრუნებული ფუნქციის პოვნა, რომელსაც მივყავართ ცალსახა 

ამონახსნამდე. 

უნდა აღინიშნოს, რომ საზოგადოდ, არაწრფივი განტოლებების 

კვადრატურებში ამოხსნა არ ხერხდება, მითუმეტეს, თუ მათი რიგი 

ორზე მეტია. 

წრფივი ოსცილატორის რხევის პერიოდს ადვილად ვპოულობთ 

(3.261) ამონახსნიდან 

  
  

 
.                                                                                              (3.273) 

თუმცა, რხევის პერიოდის პოვნა შესაძლებელია მეორე, 

გეომეტრიული  (3.268)-(3.271) მიდგომიდანაც. მართლაც, თუ 

გავიხსენებთ რომ       შეესაბამება სისტემის მექანიკურ ენერგიას, 

ადვილად ვიპოვით სისტემის ზღვრული წონასწორობის წერტილებს 

(3.268) ტოლობიდან     
       
        

   

 
 , რაც იმას ნიშნავს, რომ  

სისტემის  სრული რხევის პერიოდი (3.271) თანადობიდან 

გამომდინარე იქნება 

    
  

     
 

 
     

 
  

 

   

 

 
   

 

.                                                          (3.274) 

P.S. ცხადია, რომ რხევის პერიოდი წრფივი ოსცილატორის 

თავისუფალი რხევის შემთხვევაში არაა დამოკიდებული ენერგიაზე 

და მაშასადამე საწყის პირობებზე. 

 

 

3.10.2. არაწრფივი ოსცილატორის თავისუფალი რხევების 

მოდელირება 

  განვიხილოთ, მარტივი არაწრფივი სისტემის თავისუფალი 

რხევების მოდელი წონასწორობისაკენ მიმართული არაწრფივი 

ძალით 

        .                                                                                    (3.275) 
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გადავწეროთ ეს სისტემა ნორმალური სახით 

                                                                                                     (3.276) 

                                                                                                (3.277)    

გავამრავლოთ (3.276) განტოლების ორივე მხარე    , ხოლო 

(3.277) განტოლების ორივე მხარე    სიდიდეებზე და შედეგები 

შევკრიბოთ, მივიღებთ 

                                                                           (3.278) 

(3.278) ადვილად გარდაიქმნება მარტივ განტოლებად 

                                                                                            (3.279) 

რომელსაც გადავწერთ სახით 

 

  
 
 

 
   

 

 
                                                                             (3.280) 

რაც იმას ნიშნავს, რომ ფრჩხილებსი მოთავსებული 

გამოსახულება მუდმივი სიდიდეა და მას ამ სისტემის პირველი 

ინტეგრალი ქვია, ხოლო შინაარსით, ის არის ამ არაწრფივი სისტემის 

მექანიკური ენერგია 

     
 

 
   

 

 
   .                                                                     (3.281) 

თუ, გავითვალისწინებთ (3.276) ტოლობას, (3.281) ტოლობიდან 

მივიღებთ განტოლებას 

  

  
       

 

 
    .                                                                       (3.282) 

ცვლადთა განცალება გვაძლევს განტოლებას 

            
  

      
 

 
    

 ,                                                                 (3.283) 
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საიდანაც, წინა მაგალითის ანალოგიურად ვპოულობთ რხევის 

პერიოდს 

    
  

     
 

 
    

 
  

 
 

 
 

  
  

 
 

 
 

 .                                                                 (3.284) 

ეს ინტეგრალი გამოითვლება გამა-ფუნქციის მეშვეობით 

  
 

  
 

  
 
 

   
 

 
   

 

 .                                                                       (3.285)  

P.S. რხევის პერიოდი ეხლა უკვე დამოკიდებულია ენერგიაზე. რაც 

მეტია ნაწილაკის ენერგია, მით უფრო მცირეა მისი რხევის პერიოდი. 

ამ შემთხვევაში რხევის სიხშირეც ენერგიაზეა დამოკიდებული და 

მაშასადამე საწყის პირობებზეც. ესაა, ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი 

განმასხვავებელი ნიშანი წრფივ და არაწრფივ სისტემებს შორის.                                       

 

3.10.3. მეორე რიგის არაწრფივი სისტემები და ელიფსური 

ფუნქციები 

პრაქტიკაში არსებული მოდელების უმრავლესობა, არაწრფივი 

დიფერენციალური განტოლებებით აღიწერება. დიფერენციალურ 

განტოლებათა საკმაოდ დიდ კლასს შეადგენენ ისეთი მოდელები, 

რომლებიც აღიწერებიან  

       ,                                                                                          (3.286) 

ტიპის განტოლებებით. სადაც      - პოლინომი, რაციონალური ან 

ტრანსცენდენტული ფუნქციაა დამოკიდებული   ცვლადზე. 

პოლინომის შემთხვევაში, მაგალითად 

         
        

 
       

       
 ,                      (3.287) 
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ჩვენ შეგვიძლია, განტოლება (3.286) ვაინტეგროთ (3.287) 

ფუნქციის გათვალისწინებით, რისთვისაც გადავწერთ მათ 

ნორმალური სახით 

                                                                                                     (3.288) 

       
  

                                                                                      (3.289) 

გავამრავლოთ (3.288) განტოლების ორივე მხარე -    
  

    

გამოსახულებაზე, ხოლო (3.289) განტოლების ორივე მხარე   

გამოსახულებაზე და შევკრიბოთ, მაშინ მივიღებთ განტოლებას 

          
     

                                                                         (3.290) 

რომელსაც ადვილად გადავწერთ ინტეგრებადი სახით 

 

  
 
 

 
    

 

   
   

    
                                                             (3.291) 

ამ ტოლობიდან მივიღებთ პირველ ინტეგრალს 

   
 

 
    

 

   
   

    
                                                                 (3.292) 

საიდანაც ამოვხსნით   ცვლადს 

         
 

 
   

    
 

   
   

       ,                           (3.293)  

თუ, გავითვალისწინებთ (3.288) ტოლობას გვექნება 

  

  
        

 

 
   

    
 

   
   

                                  (3.294) 

 ცვლადთა განცალებით მივიღებთ, რომ 

     
  

       
 

 
   

    
 

   
   

       

 .                                         (3.295) 
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ეხლა უკვე ამოცანის ამოხსნა დავიდა მარჯვენა მხარის 

ინტეგრალის გამოთვლამდე. თუ, ფესვქვეშა მრავალწევრის ხარისხი 

არ აღემატება სამს, მაშინ ინტეგრალი გამოისახება „ელიფსური“  

ფუნქციებით.  

ელიფსური ფუნქციები, ჩვეულებრივი ტრიგონომეტრიული 

ფუქციების(sinx, cosx, . . .) განზოგადებაა. ხოლო, ელიფსური 

ინტეგრალები შებრუნებული ტრიგონომეტრიული ფუნქციების( 

arcsinx, arccosx . . .)  განზოგადებაა. ელიფსური ფუნქციების თეორია 

განავითარეს აბელმა და იაკობმა.  მიუხედავად იმისა, რომ ასეთი 

მოდელების რაოდენობა არც ისე დიდია, რომლებსაც ვხსნით 

ელიფსური ფუნქციებით, მაინც ბევრი საინტერესო ამოცანა(ქანქარას 

რხევების ამოცანა . . .) ხვდება ელიფსური ფუნქციების მოქმედების 

არეშიც.  თუ (3.287) ფუნქციის ხარისხი,  არ აღემატება  სამს, მაშინ 

მისი ამონახსნი მოიცემა იაკობის ელიფსური ფუნქციებით. ხოლო, 

თუ მისი ხარისხი არ აღემატება ორს, ამონახსნი მოიცემა 

ვაიერშტრასის ელიფსური ფუნქციებით.     

 

3.10.4. იაკობის ელიფსური ფუნქციები 

განვიხილოთ სისტემა 

               .                                                              (3.296)  

ამ სისტემის შესაბამისი (3.292) პირველი ინტეგრალი შეგვიძლია 

ჩავწეროთ სახით 

   
 

 
 
  

  
 
 
     

 

 
    

 

 
    

 

 
                                   (3.297) 

სიმარტივისათვის, გადავწეროთ ეს სისტემა შემდეგნაირად 

 
  

  
 
 
                 .                                              (3.298) 
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ამ განტოლების მარჯვენა ნაწილი შეიძლება დაიშალოს 

მამრავლებად და შემდეგ გარდაიქმნას ლეჟანდრის კანონიკური 

სახემდე 

 
  

  
 
 
              .                                                           (3.299) 

ამ განტოლების ინტეგრება გვაძლევს გამოსახულებას 

     
  

              
.                                                                   (3.300) 

რომლის მარჯვენა ნაწილში მდგარ ინტეგრალს პირველი გვარის 

ელიფსური ინტეგრალი ეწოდება და აღინიშნება 

        
  

              

 

 
.                                                             (3.301) 

ცხადია, რომ როცა     ეს ფუნქცია ემთხვევა ჩვეულებრივ 

        ფუნქციას, რაც შეესაბამება ჩვენს მიერ ადრე ამოხსნილ 

ამოცანას (3.271).  

P.S. იაკობის ელიფსური ფუნქციები, არიან ელიფსური 

ინტეგრალების შექცეული ფუნქციები. 

 (3.301) ფორმულაში მოვახდინოთ ცვლადთა გარდაქმნა       , 

მაშინ გვექნება პირველი გვარის ელიფსური ინტეგრალი 

        
  

            

 

 
.                                                                        (3.302) 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

   
  

            

 

 
,                                                                          (3.303) 

მაშინ          ელიფსური ფუნქცია იქნება  
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განიხილავენ სხვა ტიპის ელიფსურ ფუნქციებსაც 

              

გვაქვს ანალოგია ჩვეულებრივ ტრიგონომეტრიულ ფუნქციებთან 

                                 

ამოცანები და სავარჯიშოები: 

1.იაკობისა და ვეიერშტრასის ელიფსური ფუნქციების ცნება; 

2.დამოკიდებულია, თუ არა თავისუფალი, არადემპფირებული 

რხევითი სისტემის რხევის პერიოდი სისტემის ენერგიაზე ? პასუხი 

დაასაბუთეთ. 

3.დამოკიდებულია, თუ არა არაწრფივი, კუბური რხევითი სისტემის 

რხევის პერიოდი სისტემის ენერგიაზე ? პასუხი დაასაბუთეთ. 

 

ლიტერატურა. 

1.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi (uwyveti 

modelebi), t.1, saqarTvelos teqnikuri universitetis 

gamomcemloba, Tbilisi, 2006 

2.obgaZe T., obgaZe l., mWedliSvili n., daviTaSvili i., 

TuSiSvili n. maTematikuri modelirebis kursi 

(ekonomiqsi Mathcad – isa da Matlab – is bazaze), t.2., 

saqarTvelos teqnikuri universitetis gamomcemloba, 

Tbilisi, 2007 

3.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi(magistrante-

bisaTvis), t.3., saqarTvelos teqnikuri universitetis 

gamomcemloba, Tbilisi, 2008 

4. Алешкевич В.А., Деденко Л.Г.,КараваевВ.А. Колебания и волны, учеб.  

пос., МГУ, Москва, 2001 
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5. Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Механика, теоретическая физика, т.1, 

Наука, Москва, 1973 

6. ობგაძე თ. maTematikuri modelirebis kursi (რხევითი 

პროცესები), t.4, saqarTvelos teqnikuri universitetis 

gamomcemloba, Tbilisi, 2010 

7. ობგაძე თ. maTematikuri modelirebis kursi(სოციალურ-

ეკონომიკური პროცესები), t.5, saqarTvelos teqnikuri 

universitetis gamomcemloba, Tbilisi, 2012 

8. Табор М. Хаос и интегрируемость в нелинейной динамике, пер.с 

англ., Мир, Москва,1988 

9. ობგაძე თ. cocxali sistemebis analizis meTodebi, t.1, stu, 

Tbilisi, 2014 

 

 

3.11. wrfivi sistemebis gamokvleva fazur sivrceSi 

დინამიკური სისტემის ფაზურ სივრცეში გამოკვლევა, 

საშუალებას იძლევა, სისტემის ანალიზურად ამოუხსნელად იქნას 

შესწავლილი, ამ სისტემის ამონახსნების ძირითადი თვისებები: 

განსაკუთრებული წერტილები, ბიფურკაციები, ზღვარითი ციკლები 

და ა.შ. 

განსაკუთრებულად ხელსაყრელია ფაზური სივრცის ცნება იმ 

შემთხვევაში, როცა ცვლადების რიცხვია ორი და მაშასადამე, ფაზური 

სივრცე ფაზურ სიბრტყეს წარმოადგენს. 
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3.11.1. წრფივი დინამიკური სისტემების ფაზური 

ტრაექტორიების აგების ალგორითმი 

განვიხილოთ წრფივი დინამიკური სისტემა: 

  

  
                                                                                          (3.304) 

  

  
      ,                                                                                   (3.305) 

1. ამ დინამიკური სისტემის შესასწავლად, უნდა ამოვიწეროთ 

სისტემის კოეფიციენტების მატრიცა: 

   
    
     

 ,                                                                                      (3.306) 

    ვიპოვოთ ამ მატრიცის კვალი და დეტერმინანტი: 

                                                                           (3.307) 

2. ცხრილი 11.1 მიხედვით, დავადგინოთ განსაკუთრებული 

წერტილის (0;0) ტიპი; 
ცხრილი 11.1 

             
     

      

 
 

მდგრადი კვანძი 

             
     

      

 
 

მდგრადი ფოკუსი 

             
     

      

 
 

არამდგრადი კვანძი 

             
     

      

 
 

არამდგრადი 

ფოკუსი 

       ჰიპერბოლური-უნაგირა წერტილი 

             ცენტრი 

3. ვიპოვოთ განსაკუთრებული მიმართულებები:  

      
  

  
     

  

  
                                                                            (3.308)  

   
 

 
           

 

 
                                                                   (3.309) 

4. თუ, განსაკუთრებული წერტილი კვანძია ან უნაგირა 

წერტილი, მაშინ ვპოულობთ ასიმპტოტებს ჩასმით       
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5. ვპოულობთ ფაზური ტრაექტორიების მიმართულებებს. 

 

განსაკუთრებული წერტილების მახლობლობაში, ორი ცვლადის 

მქონე დინამიკური სისტემის ფაზურ ნაკადს, შეიძლება ქონდეს ერთ-

ერთი სახე ნახ. 3.25 და ნახ. 3.26-დან: 

                                                

ნახ. 3.25. ლოკალური ფაზური ნაკადები                  ნახ. 3.26.ლოკალური ფაზური   

ნაკადები 

а) მდგრადი კვანძი; б)არამდგრადი კვანძი;                   а) მდგრადი ფოკუსი; б) 

არამდგრადი            

в)ჰიპერბოლური(უნაგირა) წერტილი.                                ფოკუსი;   в)ცენტრი.        
 

კვლევის ეს სქემა ძალაშია, ზოგადად, ყველა წრფივი 

ვტონომიური სისტემისათვის 
   

  
                           

 
                                                                     (3.310) 

ამ შემთხვევაში,  

   

                           
                         

         
                             

 ;            
 
   .                        (3.311) 

 

განვიხილოთ პრაქტიკული მაგალითი: 

1. ვთქვათ, მოცემულია დინამიკური სისტემა 

   
    

     
.                                                                                   (3.312)                                 

გადავწეროთ სისტემა ნორმალური სახით 

 
   

  
                                                                                        (3.313) 
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                                                                                           (3.314) 

სისტემის კოეფიციენტების მატრიცას აქვს სახე: 

   
     
      

 .                                                                                     (3.315) 

                   

2. რადგან (3.313)-(3.314) სისტემის დეტერმინანტი უარყოფითია, 

nax. 3.25 გვაძლევს, რომ  განსაკუთრებული (0;0) წერტილი 

ჰიპერბოლური- უნაგირის ტიპს მიეკუთვნება; 

3. განსაკუთრებულ მიმართულებებს მივიღებთ (3.313) და (3.314) 

განტოლებების მარჯვენა მხარეების ნულთან გატოლებით და 

ამოხსნით   ცვლადის მიმართ: 

   
 

 
                                                                             (3.316)      

პირველ წრფეს ფაზური ტრაექტორიები კვეთენ ვერტიკალური 

მიმართულებით, ხოლო მეორეს ჰორიზონტული მიმართულებით. 

4. ვპოულობთ ასიმპტოტებს: 

    
     

      
 

   

    
;                                                                    (3.317) 

ამ ტოლობიდან ვიღებთ კვადრატულ განტოლებას 

          ,  ანუ,           .                             (3.318) 

ამ განტოლების ფესვებია              
 

 
 . რაც იმას ნიშნავს რომ 

გვაქვს ასიმპტოტები:       და    
 

 
 . 

ეხლა განვსაზღვროთ ფაზური ტრაექტორიების მიმართულე-

ბები (ნახ. 3.27) ამისათვის ავიღოთ რაიმე წერტილი ასიმპტოტზე, 

მაგალითად (1;-1) და გამოვითვალოთ    ამ წერტილში (3.317) 

ფორმულიდან გამომდინარე 

          
          

          
     , 

რაც იმას ნიშნავს, რომ ფუნქცია   კლებადია   -ის ზრდისას და 

უახლოვდება განსაკუთრებულ (0;0) წერტილს.  
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ნახ. 3.27. უნაგირის ტიპის განსაკუთრებული წერტილის ფაზური 

ტრაექტორიები 

 

3.11.2. fazuri traeqtoriebi da fazuri portreti 

დიფერენციალური განტოლებების ამონახსნის შესახებ ყველაზე 

სრულ ინფორმაციას იძლევა მისი გამოკვლევა ფაზურ სიბრტყეზე. 

ორი   და   ცვლადი, საშუალებას გვაძლევს, შევისწავლოთ 

(3.304),(3.305) სისტემის ამონახსნის ყოფაქცევა - ფაზურ სივრცეში და 

რადგან ცვლადების რაოდენობა ორია, ფაზური სივრცე წარმოადგენს 

ფაზურ სიბრტყეს. 

იმ შემთხვევაში, თუ, საქმე გვაქვს   პირველი რიგის 

დიფერენციალური განტოლებების სისტემასთან (3.310), ან უფრო 

ზოგად, არაწრფივ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემასთან 

   

  
                                                                                    (3.319) 

მაშინ თითოეული           ცვლადებიდან, შეგვიძლია 

განვიხილოთ, როგორც   განზომილებიანი ფაზური სივრცის 

დამოუკიდებელი ცვლადი. ფაზური სივრცის ცნებას აზრი აქვს 

ნებისმიერი დიფერენციალური განტოლებისათვის, თუმცა, როგორც 
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დავინახავთ, მას განსაკუთრებულად მდიდარი გეომეტრიული 

სტრუქტურა აქვს ჰამილტონური სისტემებისათვის.  

მოცემული მომენტისათვის, ფაზური   და   კოორდინატების 

ნებისმიერი მნიშვნელობა ფაზურ სიბრტყეზე, მთლიანად 

განსაზღვრავს (3.304),(3.305) სისტემის  მდგომარეობას, დროის ამ 

მომენტისათვის. როგორც წესი, ამ სისტემის ნებისმიერ  ამონახსნს, 

ფაზურ სიბრტყეზე შეესაბამება გლუვი წირი, რომელსაც ფაზურ 

ტრაექტორიას (ან დონის წირს) უწოდებენ. ხოლო ამ ტრაექტორიის 

გასწვრივ მოძრაობას - ფაზურ ნაკადს ეძახიან. რადგან 

დიფერენციალური განტოლებების ფუნდამენტური თვისებაა, 

ამონახსნის ცალსახა ხასიათი, ნათელია, რომ სხვადასხვა ფაზური 

ტრაექტორიები არ იკვეთებიან. 

 თუ, ერთ ნახაზზე დავიტანთ, სხვადასხვა საწყისი პირობების 

შესაბამის ფაზურ ტრაექტორიებს, მაშინ მივიღებთ მოცემული 

სისტემის ფაზური ტრაექტორიებისაგან შემდგარ რთულ სურათს, 

რომელსაც სისტემის ფაზურ პორტრეტს უწოდებენ. განვიხილოთ 

მაგალითები: 

1. განვიხილოთ თავისუფალი რხევითი სისტემა-წრფივი 

ოსცილატორი (ამ სახით რხევითი სისტემის წარმოდგენა 

ხელსაყრელია ჰამილტონური სისტემებისათვის, რომლებსაც 

შემდგომში დაწვრილებით განვიხილავთ): 

                                                                                                     (3.320) 

                                                                                               (3.321)   

გავამრავლოთ (3.320) განტოლების ორივე მხარე      

გამოსახულებაზე, ხოლო (3.321) განტოლების ორივე მხარე  -ზე. 

მიღებული შედეგები შევკრიბოთ, მაშინ მივიღებთ, რომ 

                                                                                           (3.322) 
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იმისათვის, რომ გავარკვიოთ ფაზური ტრაექტორიებისა და 

ნაკადის სახე, განვიხილოთ, ამ სისტემის პირველი ინტეგრალი. ჩვენი 

სისტემის შემთხვევაში, ის ადვილად მიიღება (3.332) განტოლების 

ინტეგრებით 

  
 

 
         .                                                                          (3.323) 

ადვილი მისახვედრია, რომ ეს ინტეგრალი სისტემის მექანიკურ 

ენერგიას წარმოადგენს. პირველი ინტეგრალი (3.323) საშუალებას 

გვაძლევს, ფაზური   და   კოორდინატების სიბრტყეში, 

წარმოვადგინოთ სისტემის ფაზური პორტრეტი, რომლის 

თითოეული ფაზური ტრაექტორია ელიფსია და ნახევარღერძების 

სიდიდე, დამოკიდებულია საწყის პირობებზე, რომლებიც 

განსაზღვრავენ სისტემის ენერგიის სიდიდეს. ხოლო ღერძებთან 

გადაკვეთის წერტილები კი,  განისაზღვრება (3.323) თანადობიდან  

ნახ. 3.28. 

 

3.28. თავისუფალი რხევითი სისტემის ფაზური პორტრეტი 

თავისუფალი რხევითი სისტემის ფაზური ნაკადი, 

შემოსაზღვრულია ფაზურ სივრცეში, სისტემის საწყისი ენერგიის 

შესაბამისი ელიფსური ფაზური ტრაექტორიით. ფაზური ნაკადი, 

წარმოადგენს კონცენტრული ელიფსების ერთობლიობას, რომლებიც 

ფაზურ სივრცეში განლაგებული არიან განსაკუთრებული წერტილის 

(0;0) გარშემო. განსაკუთრებული წერტილი ამ ელიფსების ცენტრს 

წარმოადგენს. ჩაკეტილი ფაზური ტრაექტორიები ფაზურ სიბრტყეში, 
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შეესაბამება  პერიოდულ რხევებს. ასეთი ტიპის განსაკუთრებულ 

წერტილს - ცენტრს უწოდებენ. 

2. განვიხილოთ ეხლა დემპფირებული რხევითი სისტემა 

                                                                                                     (3.324) 

          .                                                                               (3.325) 

რომელიც მიიღება დემპფირებული რხევითი სისტემის 

მოდელიდან 

          =0.                                                                              (3.326)         

როგორც ვიცით, ამ განტოლების ამონახსნი, მოიცემა ფორმულით 

                      .                                                            (3.327) 

სადაც   
 

 
        , თუ, ფესქვეშა გამოსახულება მეტია ნულზე, 

ხოლო,   განისაზღვრება ამოცანის საწყისი პირობებით. 

ამ სისტემისათვის, მექანიკური ენერგია აღარაა მუდმივი და ის 

ექსპონენციალურად კლებულობს 

              .                                                                            (3.328) 

განსაკუთრებული წერტილის (0;0) ირგვლივ, ამონახსნები ეხვევა 

სპირალურად ნახ. 3.29. 
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ნახ. 3.29. დემპფირებული თავისუფალი რხევითი სისტემის ფაზური 

ტრაექტორიები 

ამ ტიპის განსაკუთრებულ წერტილებს - მდგრად ფოკუსს 

უწოდებენ. 

3. მათემატიკური ქანქარის რხევითი სისტემის აგება 

 

 
 

ნახ. 3.30. მათემატიკური ქანქარას სქემა 

 

მათემატიკური ქანქარას, რხევითი სისტემის შესაბამისი 

დიფერენციალური განტოლება, ყველაზე უფრო მნიშვნელოვანია იმ 

არაწრფივი განტოლებებიდან, რომლის ანალიზური ამოხსნაც 

შეიძლება აიგოს იაკობის ელიფსური ფუნქციების მეშვეობით. ნახ. 

3.30 გათვალისწინებით და ნიუტონის მეორე კანონზე დაყრდნობით, 

ადვილად ავაგებთ მათემატიკური ქანქარის რხევითი სისტემის 

დინამიკის, დიფერენციალურ განტოლებას 
                                                                                       (3.329) 

სადაც,    დაკიდული ტვირთის მასაა;   საკიდელის სიგრძეა; 

  ქანქარას ვერტიკალიდან გადახრის კუთხეა. 

თუ, (3.329) განტოლების ორივე მხარეს, შევკვეცავთ მასაზე და 

გავყოფთ საკიდელი სიგრძეზე, გვექნება 

   
 

 
    =0.                                                                                    (3.330) 

თუ, განვიხილავთ მცირე გადახრების შემთხვევას       მაშინ 

შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ       . ასეთ შემთხვევაში, ქანქარის 

არაწრფივი განტოლება (3.330) გარდაიქმნება წრფივ განტოლებად და 
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ის შეესაბამება, უკვე შესწავლილ თავისუფალ, არადემპფირებულ 

რხევით სისტემას 

   
 

 
 =0.                                                                                          (3.331) 

ამ სისტემის საკუთრივი რხევის სიხშირე იქნება 

   
 

 
.                                                                                            (3.332) 

საწყისი (3.330) არაწრფივი სისტემის პირველი ინტეგრალი, 

შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც სისტემის დაყვანილი მექანიკური 

ენერგია და ჩავწეროთ სახით 
 

 
      

 

 
       ,                                                                       (3.333) 

მართლაც, (3.333) პირველი ინტეგრალის წარმოებული გვაძლევს 

(3.330) განტოლებას,  რაც იმას ნიშნავს, რომ (3.330) განტოლების 

ინტეგრებით, შეიძლება მიღებულ იქნას (3.333) პირველი ინტეგრალი. 

(3.333) პირველი ინტეგრალის ამოხსნით მივიღებთ  

   
   

       
 

 
       

.                                                                       (3.334) 

გარდავქმნათ ეს ინტეგრალი პირველი გვარის ელიფსურ 

ინტეგრალად. ამისათვის, ჯერ შემოვიღოთ აღნიშვნა 

        
 

 
 ,                                                                                 (3.335) 

მაშინ (3.334) ინტეგრალი გადაიწერება სახით 

   
 

  
  

   

           

 

 
.                                                                   (3.336)  

თუ, გამოვიყენებთ ცვლადთა გარდაქმნას                  , 

სადაც       
 

 
 ,  მივიღებთ              

   
 

 
  

   

            

 

 
.                                                                  (3.337) 

სადაც მოდულის ცხადი სახე იქნება    
 

 
   

   

 
     

 

 
  იაკობის 

ელიფსური ფუნქციების გამოყენებით, შეგვიძლია ჩავწეროთ, რომ  

     
 

 
         

 

 
   

 

 
 და ჩვენ მივდივართ გადახრის კუთხის, 

ცხადად გამოსახვის ფორმულაზე დროის მიხედვით, რასაც ვეძებდით 
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    .                                                             (3.338) 

ეხლა ავაგოთ მათემატიკური ქანქარის (3.330) რხევითი სისტემის 

ფაზური პორტრეტი. ამისათვის, გადავწეროთ ის ნორმალური 

ფორმით 

                                                                                                             (3.339) 

    
 

 
    .                                                                                            (3.340) 

ამ განტოლებათა სისტემას შეესაბამება პირველი ინტეგრალი 

 

 
   

 

 
       .                                                                                   (3.341) 

ცხადია, რომ ენერგიის მცირე სიდიდის მნიშვნელობებისათვის, (0;0) 

წონასწორობის წერტილის მახლობლობაში, გვექნება წრფივი 

პერიოდული ხასიათის რხევები. გასაგებია, რომ ამ დროს ფაზური 

პორტრეტი წარმოადგენს კონცენტრულ წრეწირებს ცენტრით 

წონასწორობის წერტილში. ენერგიის სიდიდის ზრდის შემთხვევაში, 

რხევის ამპლიტუდებიც გაიზრდება, ვიდრე არ მიაღწევს ისეთ 

ენრგიას როდესაც სურათი მკვეთრად იცვლება და ქანქარა აცდება 

ჩვეულებრივ რხევის რეჟიმს და ენერგიის შემდგომი ზრდისას, იწყებს 

ბრუნვით მოძრაობებს საკიდელი წერტილის მიმართ. ეს მოხდება, 

მაშინ როცა სხეული     წონასწორობის მდგომარეობიდან გადადის 

     კუთხის შესაბამის მდგომარეობაში და ეს მოხდება როცა 

ენერგია იქნება    
 

 
   წერტილი     , როცა ქანქარა ყირამალა 

დგას და     ქანქარას არამდგრადი წონასწორობის მდგომარეობა 

უკავია. შემდგომ, დამაბრუნებელი ძალის პერიოდულობის გამო, 

ფაზური პორტრეტი პერიოდულად უნდა გამეორდეს (0;0) 

წერტილიდან მარჯვნივ და მარცხნივ    პერიოდით. ამგვარად, 

       წერტილები მდგრადი წონასწორობის წერტილებია და 

           არამდგრადი წონასწორობის წერტილებია. უნდა 

აღინიშნოს, რომ არამდგრადი წონასწორობის წერტილებში ადგილი 
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აქვს რხევითი მოძრაობის გადასვლას ბრუნვით მოძრაობაში. რაც 

გამოიხატება ფაზური ტრაექტორიების გაშლაში. მთლიანად, 

მათემატიკური ქანქარის ფაზურ პორტრეტს აქვს სახე ნახ. 3.31 

                                                                     სეპარატრისები 

 

ნახ. 3.31.მათემატიკური ქანქარის ფაზური პორტრეტი 

ფაზური ტრაექტორიების წყვილს, რომლებიც ერთმანეთისაგან 

გამოყოფენ რხევითი და ბრუნვითი მოძრაობის შესაბამის 

ტრაექტორიებს და იკვეთებიან არამდგრადი წონასწორობის შესაბამის 

წერტილებში - სეპარატრისები ეწოდებათ. ფაზურ სიბრტყეზე, 

სეპარატრისის გასწვრივ მოძრაობას შეესაბამება მოძრაობა უსასრულო 

პერიოდით. სეპარატრისები გამოყოფენ, სისტემის მუშაობის 

თვისობრივად სხვადასხვა რეჟიმებს. ასე, რომ ისინი  ბიფურკაციის 

მრუდებს წარმოადგენენ. 

 

3.11.3. konservatuli sistemebis fazuri portreti 

წინა განხილულ მაგალითებში არსებობდა მუდმივი პირველი 

ინტეგრალი სისტემის მექანიკური ენერგიის სახით, რაც 

გვიმარტივებდა სისტემისათვის გლობალური ფაზური პორტრეტის 

აგებას. 

ისეთ სისტემებს, რომლებისთვისაც ენერგია წარმოადგენს 

პირველ ინტეგრალს - კონსერვატიული სისტემები ეწოდებათ. 
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იმ შემთხვევებში, როდესაც სისტემის მთლიანი ენერგია 

შეგვიძლია წარმოვადგინოთ(ტრადიციული ფორმით), როგორც 

კინეტიკური და პოტენციალური ენერგიების ჯამი, ფაზური 

ტრაექტორიების სტრუქტურა (რომლებსაც ამ შემთხვევაში დონის 

წირებს უწოდებენ) განსაკუთრებულად მარტივდება. ასეთი 

სისტემებისათვის, შეგვიძლია ჩავწეროთ, რომ 

         
 

 
                                                                     (3.342) 

სადაც, „პოტენციალური      ფუნქცია“, როგორც წესი   

ცვლადის არაწრფივი ფუნქციაა. მაგალითად, მათემატიკური 

ქანქარისათვის       
 

 
    ; ხოლო კუბური ოსცილატორისათვის 

            . თუ, გავითვალისწინებთ, რომ დინამიკის 

განტოლება ჩაწერილი სახით 

   
  

  
                                                                                      (3.343) 

შეესაბამება ნაწილაკის მოძრაობას პოტენციალურ ორმოში     , 

(სადაც, სრულებით არაა სავალდებულო, რომ ეს განტოლება 

მექანიკურ პროცესებს აღწერდეს), ფიზიკური ინტუიციით ადვილად 

ავაგებთ შესაბამის დონის წირებს.  

მაგალითები: 

1. განვიხილოთ თავისუფალი, არადემპფირებული რხევითი 

სისტება (წრფივი ოსცილატორი). 

მოძრაობის განტოლება 
           
გადავწეროთ (3.343) სახით 

   
 

 
      .          

როგორც ვხედავთ, ამ შემთხვევაში       
 

 
       ავაგოთ ამ 

კვადრატული ფუნქციის შესაბამისი დონის წირები და 

შესაბამისი ფაზური პორტრეტი ნახ. 3.32 
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ნახ. 3.32. თავისუფალი, არადემპფირებული რხევითი სისტემის 

(კონსერვატული სისტემა) ფაზური პორტრეტის აგება 

2. მათემატიკური ქანქარის შემთხვევაში, გვაქვს პერიოდული 

პოტენციალური ორმო       
 

 
    . შესაბამის ფაზურ 

პორტრეტსაც ადვილად ავაგებთ ანალოგიურად, ნახ. 3.33. 

 

ნახ. 3.33. მათემატიკური ქანქარას (კონსერვატიული სისტემის) 

ფაზური პორტრეტის აგება პოტენციალური ორმოს გრაფიკის 

საშუალებით 

3. კუბური ოსცილატორის ფაზური პორტრეტი 

განვიხილოთ კუბური ოსცილატორი რომლის დინამიკის 

განტოლებას აქვს სახე 

         , 

მაშინ შესაბამის პოტენციალურ ფუნქციას აქვს სახე: 

      
 

 
   

 

 
  . პოტენციალური ფუნქციის გრაფიკის 

მეშვეობით ადვილად ავაგებთ სისტემის ფაზურ პორტრეტსაც 

ნახ. 3.34 
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ნახ. 3.34. კუბური ოსცილატორის ფაზური პორტრეტი 

4. კვადრატული ოსცილატორის ფაზური პორტრეტი 

განვიხილოთ სისტემა 

         , ამ სისტემის პოტენციალურ ფუნქციას ექნება 

სახე:      
 

 
   

 

 
  . ამ პოტენციალური ფუნქციის დონის 

წირები საშუალებას გვაძლევენ ავაგოთ სისტემის ფაზური 

პორტრეტი ნახ. 3.35 

 
ნახ. 3.35. კვადრატული ოსცილატორის ფაზური პორტრეტი 

 

 

3.11.4.  arawrfivi sistemis mdgomareobis ganmsazRvreli, 

gansakuTrebuli wertilebis mdgradobis gamokvleva 

გლობალური ფაზური პორტრეტის აგება, განსაკუთრებულად 

მარტივია ერთგანზომილებიანი კონსერვატიული სისტემებისათვის. 

მნიშვნელოვანი როლი უკავიათ განსაკუთრებულ (წონასწორობის) 
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წერტილებს, რომლებიც ხასიათდებიან ცნობილი ლოკალური 

ყოფაქცევით: მდგრადი წონასწორობის წერტილების გარშემო 

წარმოიქმნებიან ფაზური, შეკრული მრუდები; ხოლო, არამდგრადი 

წერტილების გარშემო წარმოიქმნებიან ჰიპერბოლური ფაზური 

წირები. არაკონსერვატიული სისტემების შემთხვევაში, თუ, ზუსტი 

ამონახსნი არაა ცნობილი, ფაზური პორტრეტის შედგენა მეტად 

რთული პროცესია. თუმცა, ყოველთვის შესაძლებელია მიახლოებითი 

ლოკალური ფაზური პორტრეტის შედგენა, თუ, განვსაზღვრავთ 

წონასწორობის წერტილებს (რომლებსაც, შემდგომში უძრავ 

წერტილებს ვუწოდებთ) მათ გარშემო გამოვხაზავთ შესაბამის ფაზურ 

ტრაექტორიებს. უძრავი წერტილები შეგვიძლია განვიხილოთ, 

როგორც ფაზური ტრაექტორიების მაორგანიზებელი ფაქტორები. ასე, 

რომ თუ, ვიპოვით უძრავ წერტილებს და გამოვიკვლევთ მათი 

მდგრადობის საკითხს, მაშინ შესაძლებელი ხდება ავაგოთ სისტემის 

გლობალური ფაზური პორტრეტი. 

განვიხილოთ ზოგადი სახის, მეორე რიგის სისტემები: 

                                                                                                (3.344) 

                                                                                                (3.345) 

სადაც   და   ნებისმიერი ორი ცვლადის, საზოგადოდ, 

არაწრფივი გლუვი ფუნქციებია.  

უძრავი ეწოდებათ ისეთ         წერტილებს, რომელთათვისაც 

ფაზური ნაკადი სტაციონარულია  ანუ,       :  

                                                                                              (3.346)   

                                                                                              (3.347) 

P.S. მაშასადამე, უძრავი წერტილების საპოვნელად, უნდა ამოვხსნათ 

ალგებრულ განტოლებათა სისტემა (3.346),(3.347). ამ განტოლებათა 
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სისტემას, საზოგადოდ, შეიძლება ქონდეს ნებისმიერი რაოდენობის 

ამონახსნი. 

მას შემდეგ, რაც ვიპოვით ყველა უძრავ წერტილს, უნდა 

მოვახდინოთ თითოეული მათგანის გამოკვლევა მდგრადობაზე.  

სისტემის უძრავი         წერტილის  მდგრადობაზე 

გამოკვლევისათვის, უნდა შევისწავლოთ სისტემის ყოფაქცევა, ამ 

წერტილის მცირე მიდამოში              . ამისათვის   და   

ფუნქციები გავშალოთ ამ ნაზრდების მიმართ ტეილორის 

მწკრივებად, უძრავი წერტილის მიდამოში  

                                                                                                          

(3.348)   

                                                                                                                                             

(3.349) 

თუ, შემოვიფარგლებით, მხოლოდ პირველი რიგის წევრებით, 

მაშინ არაწრფივი სისტემა (3.348),(3.349), შეგვიძლია გადავწეროთ 

წრფივი მიახლოების სახით (3.350) 

 

  
 
  
  
   

                    

                     
  
  
  
 ,                                        (3.350) 

სადაც 2x2 მატრიცას, რომელსაც ავღნიშნავთ A ასოთი, მდგრადობის 

მატრიცას უწოდებენ. უძრავი წერტილების მდგრადობის შესასწავლი, 

(3.350) პირველი რიგის, წრფივ, დიფერენციალურ განტოლებათა 

სისტემა ადვილად ზოგადდება იმ შემთხვევისათვის, როცა ცვლადთა 

რაოდენობაა   და მოცემული გვაქვს განტოლებათა სისტემა 

                                                                                        (3.351) 

უძრავი წერტილების მდგრადობის პირობების ჩამოყალიბება 

ადვილად ზოგადდება (3.350) სისტემიდან (3.351) სისტემისათვის, 

საკუთრივი რიცხვების ენაზე.  
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შემოვიღოთ აღნიშვნები     
  
  
 ; ხოლო ორი საკუთრივი 

ვექტორია    და   , რომლებიც შეესაბამებიან, შესაბამისად, ორ 

საკუთრივ    და    რიცხვს. მაშინ (3.350) სისტემის ზოგადი 

ამონახსნი, როგორც ვიცით, მოიცემა ფორმულით 

        
         

   ,                                                             (3.352)  

სადაც      და    ნებისმიერი მუდმივი რიცხვებია, ხოლო საკუთრივი 

რიცხვები წარმოადგენენ მდგრადობის მატრიცის მახასიათებელი 

(3.353) განტოლების ფესვებს 

                                                                                           (3.353)  

I - ერთეულოვანი მატრიცაა. ჩვენი წინა მსჯელობებიდან ცხადია, 

რომ თუ,    და    საკუთრივი რიცხვები წმინდა წარმოსახვითი 

კომპლექსური რიცხვებია, მაშინ შესაბამისი უძრავი წერტილის 

მახლობელი წერტილებიდან დაწყებული ლოკალური ფაზური 

ტრაექტორიები, წარმოადგენენ ელიფსებს და შეესაბამებიან მდგრად 

უძრავ წერტილებს. ხოლო, თუ საკუთრივ რიცხვებს გააჩნიათ 

არანულოვანი ნამდვილი ნაწილი, მაშინ შესაბამისი უძრავი 

წერტილის მდგრადობა-არამდგრადობის საკითხი დამოკიდებულია 

მის ნიშანზე. აქ ბევრი სხვადასხვა შემთხვევაა და ჩვენ მათ 

შევისწავლით, მაგრამ არ უნდა დაგვავიწყდეს     და    საკუთრივი 

ვექტორების წვლილიც. მათი მიმართულებები მიუთითებენ, 

ლოკალური ფაზური ტრაექტორიების მიმართულებებზე. 

 

3.11.4.1. uZravi wertilebis klasifikacia 

1. თუ,        , მაშინ გვაქვს მდგრადი კვანძი ნახ. 3.25а, 

ლოკალური ფაზური ნაკადი ორივე მხრიდან ჩაქრობადია უძრავი 

წერტილისაკენ; 
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2. თუ,        , მაშინ - არამდგრადი კვანძი ნახ. 3.25б, 

ლოკალური ფაზური ნაკადი ორივე მხარეს ექპონენციალურად 

იზრდება, უძრავი წერტილიდან გამოსვლისას; 

3. თუ,        , მაშინ - უნაგირა(ჰიპერბოლური) წერტილია. 

ექსპონენციალური ზრდა გვაქვს ერთ მხარეს და ექსპონენციალური 

კლება მეორე მხარეს ნახ. 3.25в. სწორედ ასეთ ტიპს მიეკუთვნებიან 

მათემატიკური ქანქარასა და ზოგიერთი სხვა, არაწრფივი 

ოსცილატორის განხილული, არამდგრადი უძრავი წერტილები. 

უძრავ წერტილში შემავალ და გამომავალ მიმართულებებს, ხშირად, 

მდგრად და შესაბამისად, არამდგრად მრავალსახეობებს 

(სეპარატრისები) უწოდებენ; 

4. თუ,                          , მაშინ - მდგრადი 

ფოკუსია. ნაკადი ეხვევა და შედის უძრავ წერტილში ნახ. 3.26а;  

5. თუ,                        , მაშინ - არამდგრადი 

ფოკუსი. ასეთ შემთხვევაში საკუთრივი რიცხვის ნამდვილი ნაწილი 

დადებითია, რაც იმას ნიშნავს, რომ სპირალი გამოდის უძრავი 

წერტილიდან და თანდათან იხსნება ნახ.3.26б; 

6. თუ,                     , მაშინ - მდგრადი ელიფსური 

(ცენტრი) წერტილი. ასეთ შემთხვევაში გვაქვს ელიფსური ფაზური 

ტრაექტორიები უძრავი წერტილის გარშემო. 

P.S. ზოგჯერ, მაგალითად 4,5,6 შემთხვევებში ისმის კითხვა, თუ 

საითაა მიმართული ფაზური ტრაექტორიები, საათის ისრის 

მიმართულებით, თუ მის საწინააღმდეგოდ. ამ კითხვაზე პასუხის 

გასაცემად მოცემული უძრავი წერტილისათვის, უნდა განვიხილოთ 

გაწრფივებული (3.350) განტოლება. დავუშვათ, რომ            . 

თუ, აქედან გამომდინარე, მივიღებთ  რომ       , მაშინ  „გვაქვს 

დაღმასვლითი მოძრაობა“, ანუ ლოკალურად, ფაზური 

ტრაექტორიები მოძრაობენ საათის ისრის მიმართულებით, ხოლო 
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თუ,      , მაშინ გვაქვს „აღმასვლითი მოძრაობა“ და მაშასადამე, 

საათის ისრის საწინააღმდეგოდ. 

აქამდე განვიხილავდით არაგადაგვარებული    და    ფესვების 

შემთხვევებს.  

თუ, ფესვები გადაგვარებულია, მაშინ (3.350) განტოლების 

ზოგადი ამონახსნი ჩაიწერება ფორმულით 

                     
  .                                                    (3.354) 

ასეთ შემთხვევებში, უძრავი წერტილის ტიპი, ცხადია, რომ 

დამოკიდებულია    და    საკუთრივი ვექტორების ნიშანზე და 

ტიპზე. 

7.  თუ,                , მაშინ ნაკადის წირები წარმოადგენენ 

დამოუკიდებელ ურთიერთმკვეთ წრფეებს, რომლებიც ქმნიან: 

а) მდგრად ვარსკვლავს, თუ      ნახ. 3.36а; 

б)არამდგრად ვარსკვლავს, თუ     , ნახ. 3.36б. 

 

ნახ. 3.36. ლოკალური ფაზური ნაკადები: а)მდგრადი 

ვარსკვლავი; б)არამდგრადი ვარსკვლავი; в)მდგრადი არასაკუთრივი 

კვანძი; г)არამდგრადი არასაკუთრივი კვანძი 
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8. თუ, საკუთრივი ვექტორი         , მაშინ ფაზური 

ტრაექტორიები იქნებიან მრუდი წირები და წარმოქმნიან: 

а)მდგრად არასაკუთრივ კვანძს, თუ      ნახ. 3.36в; 

б)არამდგრად არასაკუთრივ კვანძს, თუ    , ნახ. 3.36г 

 

3.11.4.2. uZravi wertilebis analizis magaliTebi 

ეხლა განვიხილოთ ზემოთმოცემული მეთოდების გამოყენება 

ჩვენს ნაცნობ რხევით სისტემებზე. 

а) დემპფირებული თავისუფალი რხევითი სისტემა 

ასეთ სისტემას, აქვს ერთადერთი უძრავი წერტილი         

     . სისტემის შესაბამისი მოდელი წრფივია და გაწრფივება აღარ 

ჭირდება 

 

  
 
 
    

                
      

  
 
  .                                                                  (3.355) 

მდგრადობის მატრიცაა    
                
      

 . მისი საკუთრივი 

რიცხვებია     
 

 
 

 

 
        და     

 

 
 

 

 
       . იმის 

მიხედვით, თუ, როგორია ფესქვეშა გამოსახულება, გვაქვს სხვადასხვა 

ვარიანტები: 

 თუ,       , მაშინ         , შესაბამისად წერტილი 

      მდგრადი კვანძია; 

 თუ,       , მაშინ      
   

 

 
  

       

 
 და 

შესაბამისად გვაქვს მდგრადი სპირალი(ფოკუსი); თუ 

(3.355) ტოლობაში დავუშვებთ, რომ           , მაშინ 

მივიღებთ, რომ 
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      , აქედან გამომდინარეობს, რომ მოძრაობა წარმოებს 

საათის ისრის მიმართულებით ნახ. 3.29; 

 თუ,       , მაშინ        
 

 
, შესაბამისად, ამ 

შემთხვევაში, გვაქვს არასაკუთრივი მდგრადი კვანძი. 

 

б) მეორე მაგალითია თავისუფალი მათემატიკური ქანქარა  

 

ამ სისტემას აქვს უძრავი წერტილების უსასრულო რაოდენობა 

                    და გაწრვივებულ მოდელს აქვს სახე 

 

  
 
  
  
   

                              

 
  

 
                

  
  
  
 ,                                                 (3.356) 

საკუთრივი რიცხვები იქნება         
 

 
      . როცა       , 

მაშინ         
 

 
, რაც იმას ნიშნავს, რომ ამ შემთხვევაში გვაქვს 

მდგრადი, ელიფსური (ცენტრი) უძრავი წერტილები, ხოლო, როცა 

          , მაშინ        
 

 
, რაც შეესაბამება ჰიპერბოლურ 

(უნაგირა) არამდგრად უძრავ წერტილებს. 

в) ეხლა განვიხილოთ მათემატიკური ქანქარის თავისუფალი, 

დემპფირებული რხევითი სისტემა 

შესაბამის მათემატიკურ მოდელს აქვს სახე 

                                                                                                     (3.357) 

    
 

 
       .                                                                           (3.358)  

ამ სისტემას იგივე                     უძრავ წერტილთა 

სისტემა აქვს, რაც თავისუფალ მათემატიკურ ქანქარას. მაგრამ 

შესაბამის გაწრფივებულ სისტემას აქვს სახე 

 

  
 
  
  
   

                        

 
 

 
            

  
  
  
 .                                                      (3.359) 

სისტემის მდგრადობის მატრიცის  საკუთრივი რიცხვებია:  
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       . 

 უძრავ წერტილებში                       კვლავ აქვს 

ადგილი უტოლობებს         , რაც იმას ნიშნავს რომ ეს 

წერტილები, ჰიპერბოლური (უნაგირა) ტიპს განეკუთვნებიან. ხოლო 

წერტილებში                     კი ადგილი აქვს რამოდენიმე 

შემთხვევას: 

    
  

 
,        კომპლექსურად შეუღლებული ფესვებია 

უარყოფითი ნამდვილი ნაწილით, მაშინ გვაქვს მდგრადი 

ფოკუსი მბრუნავი საათის ისრის მიმართულებით ნახ. 3.37; 

    
  

 
, რასაც მივყავართ უტოლობებამდე        , ეს 

კი იმას ნიშნავს, რომ გვაქვს მდგრადი კვანძი; 

    
  

 
, მაშინ ჩვენ გვაქვს გადაგვარებული შემთხვევა, როცა 

       
 

 
, რაც შეესაბამება მდგრად არასაკუთრივ 

კვანძს. 

რადგან ამ შემთხვევაში, ენერგია არაა მუდმივი, დონის წირებს 

ზუსტად ვერ დავხაზავთ, როცა არ ვიცით ზუსტი ამონახსნი, თუმცა, 

უძრავი წერტილების იდენტიფიკაცია და ფაზური ტრაექტორიების 

ლოკალური ანალიზი, საშუალებას გვაძლევს, მიახლოებით ავაგოთ 

სისტემის გლობალური ფაზური პორტრეტი. 

 

 
ნახ. 3.37. ჩაქრობადი(დემპფირებული) მათემატიკური 

ქანქარას ფაზური პორტრეტი იმ შემთხვევაში, როცა    
  

 
 

 

г) განსაკუთრებულ ყურადღებას იმსახურებს 

 მტაცებელი-მსხვერპლის მოდელი 
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ეს მოდელი პირველად ააგო ვოლტერამ პოპულაციური 

დინამიკის შესასწავლად. განვიხილოთ ერთ-ერთი, ამ ტიპის 

მოდელებიდან 

       ,                                                                                     (3.360) 

        .                                                                                   (3.361)  

სადაც   შეიძლება აღნიშნავდეს, მაგალითად კურდღლების  

პოპულაციას (კურდღლების ზუსტ რაოდენობას პოპულაციაში), 

ხოლო   მელიების პოპულაციას. შესაძლოა ტრივიალური შემთხვევა, 

როცა            , მაშინ კურდღლების პოპულაცია უსასრულოდ 

იზრდება, რადგან მელიები არ არიან. შებრუნებულ შემთხვევაში, 

როცა        და    , მელიები განწირული არიან შიმშილით 

სიკვდილისათვის, რადგან არ არიან მათი საკვები კურდღლები. 

ორივე პოპულაციის თანაცხოვრებისათვის, არსებობს ბალანსის 

შესაძლებლობა, რადგან მელიები ამცირებენ კურდღლების 

პოპულაციას და თუ ბევრს შეჭამენ თვითონ კი გამრავლდებიან, 

მაგრამ შემდგომში საჭმელი აღარ ეყოფათ და მათი პოპულაციაც 

შემცირდება. (3.360),(3.361) განტოლებათა სისტემა უმარტივესია და 

მისი უფრო დაზუსტება მარტივია იმის გათვალისწინებით, რომ 

კურდღლების კვების არეალიც შეზღუდულია, არსებობს 

ავადმყოფობა, უჭკუო საქციელი, კურდღლების მიერ კურდღლების 

დახოცვა . . . 

სისტემას აქვს ორი უძრავი წერტილი               და 

              . გაწრფივებულ განტოლებას აქვს სახე 
 

  
 
  
  
   

                  
                   

  
  
  
 ,                                             (3.362) 

პირველი უძრავი წერტილის შესაბამისი საკუთრივი რიცხვებია 

    , რაც იმის მიმანიშნებელია რომ                ჰიპერბოლური 

(უნაგირა) წერტილია. ხოლო მეორე უძრავი წერტილის შესაბამისი 

საკუთრივი რიცხვებია     , რაც შეესაბამება ელიფსურ წერტილს. 

შესაბამის მიახლოებით ფაზურ პორტრეტს აქვს სახე ნახ. 3.38. 
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ნახ. 3.38. მტაცებელი-მსხვერპლის მოდელის ფაზური პორტრეტი 

P.S.  უნდა აღინიშნოს, რომ გაწრფივებული მოდელით მდგრადობის 

შესწავლა, ყოველთვის არ იძლევა რეალურ შედეგს არაწრფივი 

სისტემებისათვის. 

 

3.11.4.3. zRvariTi ciklebi 

ზღვარითი ციკლი, წარმოადგენს ფაზური ტრაექტორიების 

განსაკუთრებულ ტიპს, რომელსაც ჩვენ ვერ ავაგებთ გაწრფივებული 

ანალიზის მეშვეობით. ყველაზე უფრო პოპულარულია ზღვარითი 

ციკლი, რომელიც აქვს ვან-დერ-პოლის ცნობილ რხევით სისტემას: 

                  .                                                           (3.363)  

გაწრფივებული, პირველი რიგის მიახლოების დონეზე 

ჩატარებული  მდგრადობის ანალიზი ამ სისტემისათვის 

    ,                                                                                               (3.364) 

               ,                                                                   (3.365) 

გვიჩვენებს, რომ სისტემას აქვს უძრავი წერტილი      , 

რომელიც წარმოადგენს არამდგრად კვანძს, თუ        და 

წარმოადგენს არამდგრად ფოკუსს, თუ         . განვიხილოთ 

აქედან მეორე შემთხვევა. რადგან (3.365) განტოლების მარჯვენა 

ნაწილში,   და   ცვლადების ზრდისას, დომინირებს არაწრფივი 

წევრი        
   

         ), შეგვიძლია დავუშვათ, რომ პირიქით,  

უძრავი წერტილისაკენ მიახლოებისას, ხდება არაწრფივი წევრის 

ჩაქრობა. ასე, რომ უძრავი წერტილიდან მოშორებით, ხდება ფაზური 

ტრაექტორიების მოძრაობა პერიფერიიდან ცენტრისაკენ. ამონახსნის 

უწყვეტობა ითხოვს, რომ არსებობდეს ამონახსნი მათ შორისაც. ეს 

ამონახსნი არის ზღვარითი ციკლი, რომელიც წარმოადგენს უძრავი 
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წერტილის მომცველ შეკრულ მრუდს. სისტემის სხვა ამონახსნები, 

რომლებიც გამოდიან ამ მრუდის გარედან, ასევე, შიგნიდან 

მიიზიდებიან ზღვარითი ციკლის მიერ. მისკენ მიისწრაფიან, მაგრამ 

არასოდეს არ კვეთენ. ამ სისტემის ზუსტი ამონახსნი ცნობილი არ 

არის, თუმცა, უბრალო ფიზიკურ მსჯელობას მივყავართ ზღვარით 

ციკლამდე. მისი ზუსტი გეომეტრიული ფორმის დადგენა 

შესაძლებელია მხოლოდ სისტემის მიახლოებითი ამოხსნით 

სხვადასხვა საწყისი პირობების შემთხვევაში. 

საზოგადოდ, ზღვარითი ციკლი შეიძლება იყოს  მდგრადი 

(როდესაც შიგნითაც და გარეთაც დაწყებული ფაზური 

ტრაექტორიები ზღვარითი ციკლისაკენ მიისწრაფიან)  ნახ. 3.39а, ან 

არამდგრადი, როცა ზღვარითი ციკლის მახლობლობაში დაწყებული 

ტრაექტორიები თანდათან სცილდებიან მას ნახ. 3.39б. 

 

ნახ. 3.39. ზღვარითი ციკლის სქემატური ნახაზები:а)მდგრადი 

ზღვარითი ციკლი; б)არამდგრადი ზღვარითი ციკლი 

 

ამოცანები და სავარჯიშოები: 

1. შეადგინეთ მოცემული სისტემების ფაზური პორტრეტები და 

პასუხი დაასაბუთეთ: 

 а) 
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პასუხი:  

б)  

 

 
პასუხი:  

в)  

 

 
პასუხი: 

2. ჩამოაყალიბეთ უძრავი წერტილების მდგრადობის გამოკვლევის 

ალგორითმი და განიხილეთ უძრავი წერტილების 

კლასიფიკაცია; 

3. შეადგინეთ კონსერვატიული სისტემის მაგალითები, ააგეთ 

შესაბამისი პოტენციალური ორმო და ფაზური პორტრეტი.  

 

ლიტერატურა: 

1.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi (uwyveti 

modelebi), t.1, saqarTvelos teqnikuri universitetis 

gamomcemloba, Tbilisi, 2006 

2.obgaZe T., obgaZe l., mWedliSvili n., daviTaSvili i., 

TuSiSvili n. maTematikuri modelirebis kursi 
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(ekonomiqsi Mathcad – isa da Matlab – is bazaze), t.2., 

saqarTvelos teqnikuri universitetis gamomcemloba, 

Tbilisi, 2007 

3.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi(magistrante-

bisaTvis), t.3., saqarTvelos teqnikuri universitetis 

gamomcemloba, Tbilisi, 2008 

4. Алешкевич В.А., Деденко Л.Г.,КараваевВ.А. Колебания и волны, учеб.  

пос., МГУ, Москва, 2001 

5. Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Механика, теоретическая физика, т.1, 

Наука, Москва, 1973 

6.ობგაძე თ. maTematikuri modelirebis kursi (რხევითი 

პროცესები), t.4, saqarTvelos teqnikuri universitetis 

gamomcemloba, Tbilisi, 2010 

7.ობგაძე თ. maTematikuri modelirebis kursi(სოციალურ-

ეკონომიკური პროცესები), t.5, saqarTvelos teqnikuri 

universitetis gamomcemloba, Tbilisi, 2012 

8.Табор М. Хаос и интегрируемость в нелинейной динамике, пер.с англ., 

Мир, Москва,1988 

9.Косевич А.М.,Ковалёв А.С. Введение в нелинейную физическую 

механику,Наукова думка, Киев, 1989 

10.Яковенко Г.Н.Лекции по теоретической механике устойчивость, 

колебания, гамильтонова механика, Москва, 2003   (www.study.com.ru) 

11.Берже П.,Помо И.,Видаль К. Порядок в хаосе о детерминистском 

подходе к турбулентности, Пер. с франц. под ред. Данилова Ю.А.,Мир, 

Москва, 1991 

12. ობგაძე თ. maTematikuri modelirebis kursi(dinamikuri 

sistemebi da qaosi), t.6, stu, Tbilisi, 2013 
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3.12. lagranJis formalizmi da hamiltonuri sistemebi 

 

სივრცეში, მატერიალური წერტილის მდგომარეობის დასახასი-

ათებლად გამოიყენება r

 რადიუს-ვექტორი, რომლის 

კოორდინატებიც ემთხვევა ამ წერტილის დეკარტულ კოორდინატებს 

),,( zyxr
 . ამას გარდა, მატერიალური წერტილის დინამიკის 

დასახასიატებლად გამოიყენება )(trv 

  სიჩქარე და )(trW 


  აჩქარება. 

თუ, მოცემული გვაქვს n-მატერი-ალური წერტილი, მაშინ მათი 

განლაგების დასახასიათებლად დაგვჭირდება n - ცალი რადიუს-

ვექტორი და მაშასადამე, 3n -კოორდინატი. 

 

განსაზღვრება: იმ პარამეტრების მინიმალურ რაოდენობას, 

რომლებიც ცალსახად ახასიათებენ სისტემის განლაგებას - მისი 

თავისუფლების ხარისხი ეწოდება. 

n - მატერიალური წერტილის შემთხვევაში, სამგანზომილებიან 

სივრცეში სისტემის თავისუფლების ხარისხი 3n  - ის ტოლია.  

 

P.S.  ეს პარამეტრები არაა აუცილებელი, რომ წერტილთა დეკარტის 

კოორდინატები იყვნენ. 

განსაზღვრება: ნებისმიერ nqqq ,,, 21   პარამეტრების 

ერთობლიობას, რომლებიც ცალსახად ახასიათებენ სისტემის 

განლაგებას, n- თავისუფ-ლების ხარისხის მქონე სისტემის 

განზოგადებულ კოორდინატებს უწოდებენ, ხოლო მათი, დროით 

წარმოებულების ერთობლიობას: iq , განზოგადებულ სიჩქარეებს. 

 

 

3.12.1. lagranJis funqcia da hamiltonis principi 

 

სისტემის მხოლოდ კონფიგურაციის ცოდნა, არაა საკმარისი იმის 

გასაგებად, თუ რა მდგომარეობა ექნება სისტემას დროის სხვა 

მომენტებში. როგორც ექსპერიმენტებით იქნა დადგენილი, 

მექანიკური სისტემის მდგომარეობის საპოვნელად დროის ნებისმიერ 

მომენტში, უნდა ვიცოდეთ სისტემის საწყისი კონფიგურაცია )0(iq  და 

შემადგენელი მატერიალური წერტილების საწყისი )0(iq  სიჩქარეები. 

ამ ორი ძირითადი ფიზიკური პარამეტრის ცოდნა, კლასიკურ 
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მექანიკაში, საშუალებას გვაძლევს, ვიპოვოთ iq  აჩქარებებიც დროის 

ნებისმიერ მომენტში.  

თუ, სისტემა გადაადგილდება        მდგომარეობიდან        

მდგომარეობაში, მაშინ ჭეშმარიტი მოძრაობის საპოვნელად, უნდა 

ვისარგებლოთ ჰამილტონის უმცირესი ქმედების პრინციპით. 

 

ეს პრინციპი მოითხოვს რომ, თუ, სისტემა გადაადგილდება 

       მდგომარეობიდან, რომელიც დროის    მომენტში ეკავა, ახალ, 

       მდგომარეობაში დროის    მომენტისათვის, მაშინ ინტეგრალს 

ამ დროის მომენტებს შორის მოცემული ),,,,,,,( 2121 tqqqqqqL nn
  

ფუნქციიდან, რომელსაც ლაგრანჟიანს უწოდებენ, იყოს 

ექსტრემალური, ანუ, ნულს უნდა უდრიდეს ქმედების   

ინტეგრალის პირველი ვარიაცია       

              
  
  

.                                                                       (3.366) 

ეხლა, ჰამილტონის პრინციპზე დაყრდნობით, გამოვიყვანოთ 

მოძრაობის განტოლება.                                                                                                      

 სიმარტივისათვის, ზოგადობის შეუზღუდავად, განვიხილოთ 

ისეთი სისტემა, რომლის თავისუფლების ხარისხიც ერთის ტოლია. 

ასე, რომ საპოვნელია      ფუნქცია, რომელიც ექსტრემუმს მიანიჭებს 

  ქმედების ინტეგრალს ლაგრანჟიანიდან და სისტემას 

გადაიყვანს       მდგომარეობიდან, რომელიც დროის    მომენტში 

ეკავა, ახალ,       მდგომარეობაში დროის    მომენტისათვის .  

ვთქვათ      ჩვენი საძებნი ფუნქციაა. მივცეთ მას მცირე       

ნაზრდი-ვარიაცია, მაშინ გვექნება ახალი            ფუნქცია. 

რადგან ამ ფუნქციამ უნდა გაიაროს       და       წერტილებში, 

ცხადია რომ  

               .                                                                       (3.367) 

შესანიშნავია ის ფაქტი, რომ ჩვენ ვეძებთ გადაადგილების 

ვარიაციას და თვითონ გადაადგილება ჯერ არ ვიცით. ქმედების 

ინტეგრალის ექსტრემუმის საპოვნელად, მისი პირველი ვარიაცია 

ნულს უნდა გავუტოლოთ 
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.              (3.368) 

თუ, პირველი ინტეგრალის ინტეგრალქვეშა გამოსახულებას 

გავშლით ტეილორის ფორმულით და შევინარჩუნებთ, მხოლოდ 

წრფივ წევრებს, გვექნება 

     
  

  
   

  

   
        

  
  

,                                                  (3.369) 

სადაც     
 

  
    , ამ ფაქტის გათვალისწინებით და (3.369) 

ინტეგრალქვეშა გამოსახულების მეორე წევრის ნაწილობითი 

ინტეგრებით მივიღებთ 

   
  

   
    

     
  

  
 

 

  
 
  

   
        

  
  

.                                       (3.370) 

თუ, გავითვალისწინებთ (3.367) სასაზღვრო პირობებს 

გადაადგილების პირველი ვარიაციისათვის, მივიღებთ რომ (3.370) 

ფორმულაში პირველი შესაკრები ნულის ტოლია. მაშინ ცხადია, რომ 

მეორე ინტეგრალის ინტეგრალქვეშა გამოსახულებაც უნდა ნულის 

ტოლი იყოს. ამრიგად, მივიღეთ დინამიკის განტოლება ლაგრანჟის 

ფორმით 

  

  
 

 

  
 
  

   
   .                                                                                       (3.371) 

  თავისუფლების ხარისხის შემთხვევაში             

ცვლადებისათვის, ცალ-ცალკე უნდა შევადგინოთ ვარიაციები 

                      . მაშინ, ანალოგიურ პროცედურას, 

მივყავართ ლაგრანჟის ცნობილ განტოლებებამდე 

  

   
 

 

  
 
  

    
   ,            .                                                             (3.372) 

თუ, მოცემული სისტემისათვის ცნობილია ლაგრანჟიანის სახე, 

მაშინ (3.372) განტოლებები წარმოადგენენ მოძრაობის განტოლებებს 

და ცნობილი საწყისი პირობების                შემთხვევაში ცალსახად 

განსაზღვრავენ სისტემის ევოლუციას.  
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ლ.ლანდაუსა და ე.ლიფშიცის წიგნში დასაბუთებულია, რომ 

თავისუფალი, არაურთიერთქმედი ნაწილაკებისათვის, ერთგვაროვან, 

იზოტროპულ სივრცეში, ლაგრანჟიანი პირდაპირპროპორციულია 

განზოგადებული სიჩქარეების კვადრატისა და თუ, 

პროპორციულობის კოეფიციენტად მასის ნახევარს ავიღებთ, 

მივიღებთ რომ ლაგრანჟიანი სისტემის კინეტიკური ენერგიის ტოლია  

     
     

 

 

 
   .                                                                           (3.373) 

იმ შემთხვევაში, როდესაც მატერიალური ნაწილაკები 

ურთიერთქმედებენ გარკვეული კანონით, რომელიც მოიცემა 

პოტენციალური ენერგიის                 ფუნქციით, როგორც 

ექსპერიმენტებმა აჩვენეს, ლაგრანჟიანს აქვს სახე 

       
     

 

 

 
                  .                                    (3.374) 

პოტენციალური ენერგიის ფუნქცია ისეთია, რომ სისტემის 

თითოეულ ნაწილაკზე მოქმედი ძალა გამოითვლება ფორმულით 

    
  

   
.                                                                                        (3.375) 

როცა, პოტენციალური ენერგია არაა დამოკიდებული 

სიჩქარეებზე, (3.372) განტოლებებიდან (3.374) და (3.375) 

ფორმულების გათვალისწინებით, მიიღება ნიუტონის  დინამიკის 

ცნობილი განტოლებები მართკუთხა კოორდინატთა სისტემისათვის 

       
  

   
.                                                                                    (3.376) 

 

3.12.2. lagranJianis Tvisebebi 

განვიხილოთ, ურთიერთქმედი ნაწილაკებისაგან შემდგარი 

სისტემის ლაგრანჟიანი. მისი სრული წარმოებული იქნება 

 

  
           

  

   
     

  

    
     

  

     
 

       
  

    
  

  

  
 .      (3.377) 
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ასე, რომ 

 

  
     

  

    
      

  

  
 .                                                                (3.378) 

ა)ჩაკეტილი სისტემების შემთხვევაში, ანუ, როდესაც ნაწილაკები 

არ ურთიერთქმედებენ  გარე ძალებთან, ლაგრანჟიანი, არაა 

დამოკიდებული დროზე  
  

  
      ამიტომ, ასეთი სისტემის ენერგია 

მუდმივი სიდიდეა (სისტემა კონსერვატულია) 

      
  

    
         .                                                              (3.379)     

 თუ, გავითვალისწინებთ (3.374) ტოლობას, მივიღებთ 

     .                                                                                        (3.380)  

ბ)ანუ, ჩაკეტილი სისტემის მთლიანი მექანიკური ენერგია, 

კინეტიკური და პოტენციალური ენერგიების ჯამის ტოლია.  

თუ, გავითვალისწინებთ  ლაგრანჟიანის განსაზღვრებას, 

შეგვიძლია განვსაზღვროთ განზოგადებული ძალები ფორმულით 

   
  

   
 .                                                                                           (3.381)  

ასევე, განისაზღვრება განზოგადებული იმპულსები 

   
  

    
 .                                                                                          (3.382)  

რომელთათვისაც ტოლობა          სრულდება, მხოლოდ 

დეკარტულ კოორდინატებში. ამ ორი განსაზღვრების შემდეგ, 

ლაგრანჟის განტოლება შეგვიძლია ჩავწეროთ ფორმით 

      .                                                                                              (3.383) 

ცხადია, რომ თუ, რომელიმე განზოგადებული    კოორდინატა, 

არ შედის ლაგრანჟიანში, მაშინ მისი შესაბამისი განზოგადებული 

ძალაც არ შედის (3.383) განტოლებათა სისტემაში და მაშასადამე, 

შესაბამისი იმპულსი         .  
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განსაზღვრება: იმ კოორდინატებს, რომლებიც არ შედიან 

ლაგრანჟიანში, ციკლურ კოორდინატებს უწოდებენ.  

ცხადია, რომ ციკლური კოორდინატების არსებობა, 

გვიმარტივებს დინამიკის განტოლებების ამოხსნას. ზემოთმოყვა-

ნილი, იმპულსის (3.382) განსაზღვრის გათვალისწინებით, 

მექანიკური სისტემის ენერგიის (3.379) ფორმულა შეგვიძლია 

გადავწეროთ შემდეგნაირად 

           
   .                                                                           (3.384)    

თუ, სისტემა ჩაკეტილია და სივრცე ერთგვაროვანია, მაშინ 

სისტემის შიგნით ნაწილაკებზე მოქმედი ძალების ჯამი ნულის 

ტოლია          ამ კანონს ჩვენ ვიცნობთ ორი ძალისათვის 

ნიუტონის მესამე კანონის სახელწოდებით. ამ შემთხვევაში, ჩვენ 

მივიღებთ (3.383) ტოლობის გათვალისწინებით, რომ 

                                                                                                          (3.385)  

გ)ანუ, ჩაკეტილი სისტემის იმპულსების ჯამი მუდმივი 

სიდიდეა.   

P.S. როგორც ვხედავთ, ჩაკეტილი სისტემისათვის, სივრცისა და 

დროის ერთგვაროვნების თვისებიდან, გამომდინარეობს ენერგიისა 

და იმპულსის შენახვის კანონები.  ეს შედეგები არიან, უფრო ზოგადი, 

ნიოტერის თეორემის კერძო შემთხვევები. რომელიც ამბობს რომ 

ლაგრანჟიანის გარდაქმნის ყოველი ჯგუფისათვის, 

დამახასიათებელია ამ გარდაქმნასთან დაკავშირებული 

ინვარიანტები. სივრცის ტრანსლაციის ჯგუფები გვაძლევენ 

ენერგიისა და იმპულსის შენახვის კანონებს; ბრუნვითი მოძრაობის 

ინვარიანტები - იმპულსის მომენტის მუდმივობის კანონს . . . 

 

3.12.3. ganzogadebuli impulsis Tvisebebi 
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განზოგადებული კოორდინატები და სიჩქარეები ლაგრანჟის 

ფორმალიზმში, განიხილებიან, როგორც დამოუკიდებელი 

ცვლადები. ამას გარდა, ჩვენ განვიხილეთ განზოგადებული 

იმპულსის ცნებაც. მისი ღრმა და არატრივიალური ხასიათი ნათლად 

ჩანს ჰამილტონური სისტემების ფაზური სივრცის გეომეტრიის 

განხილვისას. 

იმპულსების კოვარიანტული ხასიათის ყველაზე უფრო ნათელი 

გამოვლინებაა, ის ფაქტი, რომ შესაძლებელია მათი წარმოდგენა, 

სკალარული ველის გრადიენტულ ველად. ამის დასამტკიცებლად, 

დავუბრუნდეთ ქმედების ინტეგრალს. მოცემული ექსტრემალური 

წირისათვის, რომელიც აკმაყოფილებს ლაგრანჟის განტოლებებს, 

განვიხილოთ ახალი ექსტრემალური ამოცანა. სხვადასხვა 

ექსტრემალებისათვის, რომელთაც საერთო საწყისი წერტილი აქვთ. 

ბოლო წერტილს კი ვაძლევთ მცირე ვარიაციას და ვხსნით იგივე 

ვარიაციულ ამოცანას 

   
  

   
    

     
  

  
 

 

  
 
  

   
        

  
  

.                               (3.386) 

რადგან ვხსნით იგივე ამოცანას, ინტეგრალი ნულის ტოლია და 

(3.386) განტოლებაში გვრჩება მხოლოდ საზღვრის წერტილებში 

მნიშვნელობები.  საწყისი წერტილი დაფიქსირებულია         . 

აღვნიშნოთ       ,  როგორც    და გავითვალისწინოთ, რომ   
  

   
. 

მაშინ (3.386) განტოლებიდან მივიღებთ, რომ       , ან 

სხვანაირად, n თავისუფლების ხარისხის მქონე სისტემისათვის 

გვექნება 

          .                                                                                (3.387) 

რაც იმას ნიშნავს, რომ  

   
  

   
 .                                                                                          (3.388) 
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მაშასადამე, იმპულსები წარმოადგენენ ქმედების სკალარული 

ველის გრადიენტს, მოცემული ექსტრემალის გასწვრივ, დროის 

მოცემულ მომენტში. 

რაც შეეხებათ, განზოგადებულ სიჩქარეებს მათი ველი, 

საზოგადოდ, არაა კოვარიანტული, ანუ, მათი წარმოდგენა 

გრადიენტულ ველად საზოგადოდ შეუძლებელია. 

 

3.12.4. hamiltonis formalizmi 

ჰამილტონის მექანიკაში, მოძრაობა აღიწერება განზოგადებული 

   კოორდინატებისა და განზოგადებული    იმპულსების ცვლადებში. 

თუმცა, ფიზიკური შინაარსის მიხედვით, ჰამილტონური 

ფორმალიზმი, არ განსხვავდება ლაგრანჟის ფორმალიზმისაგან, 

მაგრამ უფრო ესადაგება კვანტური მექანიკის, სტატისტიკური 

მექანიკისა და შეშფოთებათა თეორიის გადმოცემის სილამაზეს. 

კერძოდ, ჰამილტონური ფაზური სივრცის ცნება, გაცილებით 

ამარტივებს ჰამილტონური სისტემების ინტეგრებადობის საკითხის 

შესწავლასა და იმ ქაოსური რეჟიმების აღწერას, რომლებიც შეიძლება 

არსებობდეს არაინტეგრებად სისტემებში. 

ლაგრანჟის          ცვლადებიდან, ჰამილტონის         

ცვლადებზე გადასვლა, ხორციელდება ლეჟანდრის გარდაქმნით 

                          
   ,                                                 (3.389) 

აქ,         არიან     განზომილებიანი ვექტორები, ხოლო          

სიდიდეს ჰამილტონიანი ეწოდება. როგორც ვიცით, 

           
  

    
        ,                                                                  (3.390) 

არაცხადი ფუნქციის შესახებ თეორემის თანახმად, (3.390) 

ფუნქციას აქვს შექცეული ფუნქცია, რომელიც საშუალებას გვაძლევს  

     გამოვსახოთ    ცვლადის საშუალებით, თუ,     
   

        
   . 
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განვიხილოთ მაგალითი, თუ  როგორ უნდა გადავიდეთ 

ლაგრანჟის ფორმალიზმიდან, ჰამილტონის ფორმალიზმზე: 

განვიხილოთ ლაგრანჟიანი 

   
     

 

 

 
                 .                                                   (3.391) 

ვიპოვოთ შესაბამისი იმპულსები 

   
  

    
                                                                                     (3.392) 

შებრუნებული გარდაქმნა გვაძლევს 

    
  

  
.                                                                                            (3.393)   

მაშასადამე, შესაბამის ჰამილტონიანს ექნება სახე 

                        
        

  

  
  

     
 

 
   

  

  
 
 
 

  1, 2      .                                             (3.394) 

 

3.12.5. hamiltonis gantolebebi 

ლაგრანჟის განტოლებები, მიიღებოდა სისტემის ლაგრანჟიანზე 

ჰამილტონის პრინციპის გამოყენებით. ეხლა ცხადია, რომ ჩვენ 

გვინდა მოძრაობის განტოლებები გამოვიყვანოთ ჰამილტონის 

ფორმალიზმის ფარგლებში. (3.389) ფორმულიდან გამომდინარე, 

ვიპოვოთ ჰამილტონის ფუნქციის სრული დიფერენციალი 

                  
  

    
      

  

   
    

  

  
  .                     (3.395) 

მარჯვენა მხარეში, პირველი და მესამე წევრი ერთმანეთს  

აბათილებენ, რადგან    
  

    
 . ამას გარდა      

  

   
, რაც იმას ნიშნავს, 

რომ (3.395) მიიღებს სახეს 

                   
  

  
  .                                                      (3.396) 



185 

 

მაგრამ, რადგან  

           
  

   
    

  

   
    

  

  
   ,                                    (3.397)  

ცხადია, რომ (3.396),(3.397) განტოლებებიდან, შეგვიძლია 

ჩავწეროთ ჰამილტონის კანონიკური განტოლებები    

    
  

   
,           

  

   
.                                                                   (3.398) 

ამას გარდა, თუ, სისტემის ლაგრანჟიანი და ჰამილტონიანი 

ცხადადაა დამოკიდებული დროზე, გვექნება დამატებით თანადობა 

  

  
  

  

  
.                                                                                         (3.399) 

P.S. ჰამილტონის კანონიკური (3.398) განტოლებათა სისტემა შედგება 

2n პირველი რიგის განტოლებისაგან, მაშინ როცა შესაბამისი 

ლაგრანჟის განტოლებათა სისტემა შედგებოდა n ცალი მეორე რიგის 

განტოლებისაგან. 

ჰამილტონის (3.398) განტოლებებს, გააჩნიათ რიგი საინტერესო 

თვისებებისა. ჩვენ ჯერ-ჯერობით განვიხილავთ ისეთ 

ჰამილტონიანებს, რომლებიც დროზე არა არიან ცხადად 

დამოკიდებული. ამ სისტემის კანონიკური ცვლადები    და   , 

რომელთა სერთო რაოდენობაა  2n, ქმნიან ფაზურ სივრცეს. დროის 

განმავლობაში      და      ცვლადები 2n განზომილებიან ფაზურ 

სივრცეში, შემოწერენ გარკვეულ არეს. ისმის კითხვა, თუ  როგორია ეს 

არე და რა ზოგადი თვისებები შეიძლება ქონდეს მას.  

ადვილი შესამჩნევია, რომ (3.398) განტოლებებიდან მიიღება 

ლიუვილის ცნობილი ფორმულა „უკუმშვადი სითხეებისათვის“, 

ამჯერად, სითხის როლს, თამაშობს ფაზური სივრცის ნაკადის 

„ნაწილაკი“ 

 
    

   
  

    

   
  .                                                                               (3.400) 
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P.S.  ასე, რომ ჰამილტონური სისტემის ფაზური ნაკადის ელემენტის 

მოცულობა არ იცვლება, თუმცა, დეფორმირდება გადაადგილებისას. 

ჰამილტონის განტოლებები, იმდენად სიმეტრიულია      და 

     ცვლადების მიმართ, რომ ზოგჯერ მათ თვლიან თანაბარი 

უფლებისმქონე დამოუკიდებელ ცვლადებად და განიხილავენ ახალ 

ცვლადს, 2n კომპონენტით                         . ეს, 

საშუალებას იძლევა ახალი ჰამილტონიანისათვის            , 

ჰამილტონის განტოლება ჩაიწეროს მოკლედ  

          ,                                                                                   (3.401) 

სადაც     სიმპლექტური მატრიცაა ზომებით         

   
         
        

 .                                                                                           (3.402) 

  - ერთეულოვანი მატრიცაა. 

 

3.12.6. puasonis frCxilebi 

ჰამილტონის განტოლებების ინტეგრებადობის ამოცანა, ერთ-

ერთი ყველაზე მნიშვნელოვანი საკითხია. თუ, სისტემის 

თავისუფლების ხარისხია ერთი და მაშასადამე, აღიწერება ორი 

კანონიკური ცვლადით      , მაშინ ის ინტეგრებადია. ასეთი 

შემთხვევები, ჩვენ უკვე განვიხილეთ კურსის მეორე ნაწილში. 

თავისუფლების ხარისხის რიცხვის მიუხედავად, სისტემის 

ამოხსნისას, ყველაზე მნიშვნელოვანია ინტეგრალების პოვნის 

პროცედურა. ჰამილტონის მიდგომას, მივყავართ, დინამიკური 

ცვლადების დროზე დამოკიდებულების, მოხდენილად პოვნამდე.  

განვიხილოთ რაიმე ფუნქცია           , ვიპოვოთ მისი სრული 

წარმოებული დროით 
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   ,                                (3.403) 

სადაც       - პუასონის ფრჩხილებია   და   ფუნქციებისათვის. 

მჭიდრო კავშირი არსებობს კლასიკური მექანიკის პუასონის 

ფრჩხილებსა და კვანტური მექანიკის კომუტატორის ცნებებს შორის. 

მართლაც, პუასონის ფრჩხილები შეგვიძლია ჩავწეროთ ნებისმიერი 

ორი ფუნქციისათვის 

        
  

   

  

   
 

  

   

  

   
  

   .                                                              (3.404) 

თუ, რომელიმე დინამიკური ცვლადი არაა დამოკიდებული 

დროზე, ანუ,          მაშინ მისი პუასონის ფრჩხილები ნულის 

ტოლია და მაშასადამე, ის მუდმივი სიდიდეა, რაც ნათლად ჩანს 

(3.403) ფორმულიდან. ცხადია, რომ დროზე დამოუკიდებელი 

სისტემებისათვის, სისტემის ენერგია      მუდმივი სიდიდეა, 

რადგან ჰამილტონიანის თავის თავთან პუასონის ფრჩხილები, 

ნულის ტოლია. 

პუასონის ფრჩხილების განსაზღვრებიდან გამომდინარე, 

ნებისმიერი სამი ფუნქციისათვის, შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ რიგი 

თვისებებისა 

            ;                                                                               (3.405) 

                   ;                                                             (3.406)  

                    ;                                                             (3.407) 

                               .                                         (3.408) 

პუასონის ფრჩხილების (3.408) თვისებას იაკობის იგივეობას 

უწოდებენ. ეს თვისებები, ნათელყოფს, რომ პუასონის ფრჩხილები 

შეესაბამება ლის ალგებრის ოპერაციის განმსაზღვრელ სტრუქტურას.  

თუ,     მოძრაობის ინვარიანტული ფუნქციებია, მაშინ მათი 

პუასონის ფრჩხილებიც მუდმივი იქნება მოძრაობის მიმართ. 

მართლაც, თუ, განვიხილავთ პუასონის ფრჩხილების (3.408) 
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თვისებას, მაშინ იქიდან რომ      ინვარიანტებია, გამოდის რომ 

                , მაგრამ მაშინ                               

  იაკობის იგივეობიდან მივიღებთ, რომ            , რაც იმას 

ნიშნავს, რომ       აგრეთვე ინვარიანტია. ეს იმას ნიშნავს, რომ ორი 

ნაპოვნი ინტეგრალის პუასონის ფრჩხილები ისევ სისტემის 

ინტეგრალი იქნება. თუმცა, ინტეგრალების ასეთი მეთოდით ძებნა, 

არაა ეფექტური. 

საზოგადოდ,    პირველი რიგის განტოლებათა სისტემის 

ბოლომდე ანალიზურად ამოსახსნელად, საჭიროა     ინტეგრალის 

პოვნა. მაგრამ ჰამილტონური სისტემების სიმპლექტიკური 

სტრუქტურის გამო    პირველი რიგის ჰამილტონური 

სისტემებისათვის საკმარისია   ინტეგრალის პოვნა.                                                                                                                                                                                                                                                                                             

 

3.12.7. hamilton-iakobis gantolebebi 

ჰამილტონური სისტემების ამოსახსნელად ეძებენ კანონიკურ 

გარდაქმნებს, ანუ ისეთ გარდაქმნებს, რომლებიც სისტემას ისე 

გაამარტივებს, რომ შევძლებთ მის ინტეგრებას. თუ, კანონიკური 

გარდაქმნა არაა დამოკიდებული დროზე, მაშინ ძველი 

ჰამილტონიანიდან ახალზე გადასვლა, ხორციელდება უბრალოდ 

ცვლადთა გარდაქმნით  

                        .                                                     (3.409) 

თუ, გამოვიყენებთ გარდაქმნის ფორმულებს 

   
 

   
                       ,                                            (3.410) 

   
 

   
                       ,                                            (3.411)  

სადაც      არიან ახალი კოორდინატები, შეუღლებულები     

ძველ იმპულსებთან. შესაბამისად, (3.409) განტოლებიდან მივიღებთ 

  
  

   
 
  

   
   

  

   
                          .                  (3.412)  
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ამ განტოლების მარჯვენა ნაწილს, უნდა ვუყუროთ, როგორც 

მუდმივ სიდიდეს, ჰამილტონიანის მნიშვნელობას.  ამ, პირველი 

რიგის კერძოწარ-მოებულიან განტოლებაში, უცნობია     სიდიდე, 

ხოლო              დამოუკიდებელი ცვლადებია.   ამ განტოლებას 

ეძახიან სტაციონარულ ჰამილტონ-იაკობის განტოლებას.  

ასეთი განტოლების ზოგადი ამონახსნი შეიცავს   ნებისმიერ 

მუდმივს, რომელთა როლშიც შეგვიძლია განვიხილოთ    

სიდიდეები. ჰამილტონ-იაკობის განტოლების ამოხსნა, 

ექვივალენტურია შესაბამისი ჰამილტონის განტოლებათა სისტემის 

ამოხსნისა. სეპარაბელური სისტემების გარდა, ასეთი განტოლებების 

ამოხსნა საკმაოდ რთულია, თუმცა, თუ, გავითვალისწინებთ (3.410) 

ფორმულებს, დაფიქსირებული     სიდიდეების შემთხვევაში, 

შეგვიძლია, საზოგადოდ შევხედოთ ამონახსნის სტრუქტურას. 

მართლაც 

    
  

   
            ,                                                           (3.413) 

ასე, რომ თუ, (3.413) ტოლობას ვაინტეგრებთ ფაზური 

ტრაექტორიის გასწვრივ, მივიღებთ წირით ინტეგრალს 

          
 

  
.                                                                             (3.414) 

                                                                

3.12.8. leJandris gardaqmnebis geometria 

ლაგრანჟის          ცვლადებიდან, ჰამილტონის         

ცვლადებზე გადასვლა, ხორციელდება ლეჟანდრის გარდაქმნით. 

ამიტომ, საინტერესოა თვით ამ გარდაქმნის გეომეტრიული აზრი და 

სტრუქტურა. 

მრუდი წირი შეიძლება აღვწეროთ, როგორც წერტილების 

ერთობლიობით, ასევე,  მხები სიბრტყეების ერთობლიობითაც. 

ლეჯანდრის გარდაქმნა კი კავშირს ამყარებს ამ ორ წარმოდგენას 
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შორის. ამ საკითხში, გავყვეთ ვ.არნოლდის გადმოცემის ფორმას, 

ვინაიდან ის საუკეთესოა მეთოდური თვალსაზრისით.  

განვიხილოთ        ფუნქცია. დავუშვათ, რომ ის 

ამოზნექილია ან ჩაზნექილი. ამ ფუნქციის ლეჟანდრის გარდაქმნა, 

გვაძლევს სხვა g(s) ფუნქციას ნახ. 3.40 

 

ნახ. 3.40. а)        ფუნქცია და მასთან დაკავშირებული 

მხებები; б)ლეჟანდრის გარდაქმნის აგება g(s) 

ჩვენ ვხედავთ, რომ g(s) წარმოადგენს უდიდეს მანძილს 

ვერტიკალის გასწვრივ        ფუნქციის გრაფიკსა და      წრფეს 

შორის, ანუ, 

                      .                                                              (3.415)  

რადგან         წერტილი განისაზღვრება მაქსიმუმის პირობებიდან, 

  

  
          .                                                                                 (3.416) 

ასე, რომ ახალი   ცვლადი წარმოადგენს,       ფუნქციის მხების 

დახრის კუთხეს         .  

განვიხილოთ, მექანიკური ინტერპრეტაცია. ვთქვათ, გვაქვს 

ჰამილტონიანი        ზემოთმოყვანილი ალგორითმით მივიღებთ, 

რომ ახალ      ფუნქციას აქვს სახე 

            .                                                                           (3.417) 
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ამ შემთხვევაში, ახალი ცვლადი   
  

  
   , ასე, რომ ლეჟანდრის 

გარდაქმნა ამ შემთხვევაში, შეგვიძლია გადავწეროთ ფორმით 

              .                                                                          (3.418) 

ეს მაგალითი არის, ჩვენს მიერ უკვე განხილული ფორმულების 

(3.389) ნათელი ილუსტრაცია 

                           
   ;                                              (3.419) 

                                   
   .                                                (3.420) 

 

3.12.9. klasikuri meqanikis geometria 

ტენზორულ ალგებრაში a

 ვექტორის კომპონენტების აღსაწერად 

გამოიყენებენ სიმბოლურ აღნიშვნებს  

 ia  და 
ia ;                                           (3.421)  

თუ, ინდექსები ჩაწერილია ზემოთ 
ia , მაშინ ის მიუთითებს 

კონტრავარიანტულ კომპონენტებზე, ხოლო თუ, ia - ქვემოთ, მაშინ 

კოვარიანტულ კომპონენტებზე. 

ერთგანზომილებიან ტენზორს ვექტორს უწოდებენ. განვიხილოთ 

ვექტორის კონტრავარიანტული და კოვარიანტული კომპონენტების 

ცნებები. 

ვთქვათ, მოცემული გვაქვს ერთი  
i მრუდწირულ 

კოორდინატთა სისტემიდან, მეორე 
ix კოორდინატთა სისტემაზე 

გადასვლის ფორმულები 
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nax. 3.41. 
i  და 

ix  მრუდწირულ კოორდინატთა სისტემები 















),,(

),,(

),,(

32133

32122

32111







xx

xx

xx

.                                          (3.422) 

ეს სამი ფორმულა სიმბოლური აღნიშვნებით ჩაიწერება ერთ 

სტრიქონში 

),,( 321 ii xx                                               (3.423) 

ჩავთვალოთ, რომ (3.423) გარდაქმნები არიან ჰომეომორფული P 

წერტილის მიდამოში. მაშინ, ცხადია რომ გარდაქმნის იაკობიანი ამ 

წერტილში განსხვავდება ნულისაგან, ანუ 

i

ix
J




  ,       0det J .                                      (3.424)  

ამ შემთხვევაში, არაცხადი ფუნქციის შესახებ თეორემის ძალით, 

(3.423) 
i  კოორდინატების მიმართ 

),,( 321 xxxii   .                                          (3.425) 

დავადგინოთ, თუ როგორ გარდაიქმნებიან შესაბამისი 

კოორდინატების დიფერენციალები ლოკალურად. (3.423) 

ფორმულებიდან ადვილად მივიღებთ, რომ      

O 

3  
2  

1  

O 

3x  
2x  

1x  
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 .                         (3.426) 

სიმბოლური აღნიშვნებით (3.426) გადაიწერება მოკლედ           

j

j

i
i d

x
dx 




 .                                             (3.427) 

ამ ფორმულაში გამოყენებულია აინშტაინის შეთანხმება 

შეჯამების შესახებ. ე.ი. როცა რომელიმე ჩანაწერის ერთ წევრში, 

ორჯერ მეორდება რომელიმე ინდექსი, მაშინ იგულისხმება რომ ამ 

ინდექსით ხდება შეჯამება. 

 განსაზღვრება: იმ ინდექსს, რომლითაც ხდება შეჯამება ყრუ 

ინდექსი ეწოდება. იმ ინდექსს, რომელიც ერთწევრში გვხვდება 

ერთხელ, თავისუფალი ინდექსი ქვია. 

 განსაზღვრება: ტენზორის თითოეულ წევრში, თავისუფალ 

ინდექსთა რაოდენობას, ტენზორის რანგი ეწოდება. 

 მაგალითად, ვექტორი-პირველი რანგის ტენზორია; 

სკალარული ფუნქცია - ნულ რანგის ტენზორია . . . 

განსაზღვრება: P-წერტილში განსაზღვრულ 
ia  სიდიდეებს 

ეწოდებათ პირველი რანგის ტენზორის კონტრავარიანტული 

კომპონენტები, თუ, კოორდინატთა სისტემის შეცვლისას, ისინი 

გარდაიქმნებიან, ისევე, როგორც გარდაქმნის ფორმულების 

დიფერენციალები (3.427). ანუ,  

 
j

j

i
i a

x
a




 .                                                                                  (3.428)                                                            

იმისათვის, რომ გავარკვიოთ ვექტორის კონტრავარიანტული 

კომპონენტების გეომეტრიული შინაარსი, ავაგოთ მრუდწირული 

კოორდინატთა სისტემა P-წერტილში ნახ.3.42, სადაც მოდებულია ეს 

ვექტორი 
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ნახ. 3.42.  a


 ვექტორის კონტრავარიანტული კომპონენტების 

გეომეტრიული ინტერპრეტაცია 

გავავლოთ მრუდწირული 
ix  ღერძების მხებები P წერტილში. 

მაშინ a


 ვექტორის კონტრავარიანტული კომპონენტები 

წარმოადგენენ მის ორთოგონალურ პროექციებს შესაბამისი 

მრუდწირული ღერძების მხებების მიმართულებებზე, რომლებიც 

გავლებულია P წერტილში. 

განვიხილოთ ოპერატორი 

     
 

   

 
   ,                                                                                 (3.429) 

ახალ   კოორდინატებზე გადასვლას მივყავართ ფორმულამდე 

      
   

   

 

   

 
   

 
        

 

   

 
   ,                                              (3.430) 

სადაც   

           
   

   

 
   ,                                                                            (3.431) 

როგორც ვხედავთ,      კომპონენტები გარდაიქმნებიან როგორც 

კონტრავარიანტული ტენზორის კომპონენტები.   

ეხლა განვიხილოთ პირველი რანგის ტენზორის კოვარიანტული 

კომპონენტები. ამისათვის, დაგვჭირდება   ფუნქციის გრადიენტის 
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გარდაქმნის ფორმულების შესწავლა. თუ მოცემული გვაქვს 

),,( 321 xxx   სკალარული ფუნქცია, მაშინ მისი გრადიენტი 

სიმბოლური აღნიშვნებით ჩაიწერება შემდეგნაირად jx


. ცხადია 

რომ                                                                   

i

j

ji

x

x 




















.                                          (3.432) 

 განსაზღვრება: P წერტილში განსაზღვრულ ia  სიდიდეებს 

ეწოდებათ პირველი რანგის ტენზორის კოვარიანტული 

კომპონენტები, თუ კოორდინატთა მრუდწირული ღერძების 

გარდაქმნისას, ისინი გარდაიქმნებიან, როგორც სკალარული 

ფუნქციის გრადიენტის კომპონენტები 

ji

j

i a
x

a



 .                                               (3.433) 

როგორც ვნახეთ, განზოგადებული იმპულსები ქმედების 

გრადიენტებს წარმოადგენენ, ამიტომ ცხადია, რომ განზოგადებული 

იმპულსები კოვარიანტულ ვექტორს წარმოადგენენ.  

P.S. ოპერატორი (3.429) წარმოადგენს მხები ვექტორის მაგალითს. 

მოცემულ     წერტილში, რომელიმე სკალარულ               ) 

ფუნქციაზე ამ ოპერატორის მოქმედების შედეგია მოცემული 

ფუნქციის ზედაპირის მხები მოცემულ წერტილში 

      
  

   
    

 
   .                                                                               (3.434) 

განვიხილოთ ეხლა, რაიმე წირი       , რომელიც 

პარამეტრიზებულია   ცვლადით, ისე, რომ გადის მოცემულ     

წერტილზე, როცა      თუ,               , ფუნქციის 

კოორდინატული წარმოდგენაა         , მაშინ ნებისმიერი 

სიდიდის წარმოებული      -ის გასწვრივ, მოცემულ     

წერტილში განისაზღვრება მხები ვექტორით 
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    ,                                                        (3.435) 

სადაც  

   
   

  
    .                                                                                    (3.436)  

ცხადია, რომ თუ       მოცემული       სისტემის ტრაექტორიაა, 

სადაც     დროა, მაშინ    სხვა არაფერია, თუ არა        სიჩქარის 

კომპონენტები. აქედან გამომდინარეობს სიჩქარის ვექტორის 

კონტრავარიანტულობა.       

მოცემულ     წერტილზე შეიძლება გაიაროს მრავალმა 

სხვადასხვა ტრაექტორიამ და ყოველივე მათგანს შეესაბამება თავისი 

მხები ვექტორი. ამ ვექტორების ერთობლიობა მოცემულ წერტილში 

ქმნის ვექტორულ სივრცეს, რომელსაც მხები სივრცე ეწოდება. ამ 

სივრცეს აღნიშნავენ სიმბოლურად     , სადაც   მრავალსახეობაა, 

ანუ სისტემის მიერ დაკავებული   განზომილებიანი სივრცე. მხები 

განფენის სივრცე აერთიანებს ყველა მხებ სივრცეს, მრავალსახეობის 

ყველა წერტილისათვის და მას აღნიშნავენ როგორც   . 

P.S. 1. ლაგრანჟის ფორმალიზმში, სისტემის მდგომარეობა 

ხასიათდება განზოგადებული    კოორდინატებითა და      

სიჩქარეებით. ამ დროს ნებისმიერ   წერტილში, დროის ნებისმიერ  

მომენტში გვაქვს მხები ვექტორი 

         
 

   
     .                                                                       (3.437) 

ასე, რომ სისტემის მდგომარეობა შეიძლება დავახასიათოთ 

წერტილის მეშვეობით მხები განფენის სივრცეში. ლაგრანჟიანი კი 

შეიძლება განვიხილოთ, როგორც მხები განფენის სივრცის გადასახვა 

ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეზე, ანუ,        . 

2. ჰამილტონურ ფორმალიზმში მოძრაობა აღიწერება 

განზოგადებული    კოორდინატებითა და მათი შეუღლებული    

იმპულსებით. შესაბამისი ფაზური სივრცე წარმოადგენს 

სიმპლექტიკურ სივრცეს და ხასიათდება რიგი  თვისებებით. 
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ჰამილტონური სისტემების განსაკუთრებული თვისებაა, ფაზური 

მოცულობის შენარჩუნება ჰამილტონური ნაკადის ზემოქმედებისას. 

ამოცანები და სავარჯიშოები 

1.ლაგრანჟის ფორმალიზმი და ლაგრანჟის განტოლების გამოყვანა; 

2.ჰამილტონის ფორმალიზმი და ჰამილტონის განტოლებების 

გამოყვანა; 

3.პუასონის ფრჩხილების თვისებები; 

4.ლაგრანჟიანისა და ჰამილტონიანის გეომეტრიული შინაარსი; 

5.ლეჟანდრის გარდაქმნის გეომეტრიული აზრი. 

      

ლიტერატურა 
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англ., Мир, Москва,1988 
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3.13. SeSfoTebaTa Teoria da hamiltonuri sistemebi 

ბოლომდე ინტეგრებადი ჰამილტონური სისტემები, 

გამონაკლისს წარმოადგენს. მიუხედავად ამისა, ისინი დიდ როლს 

თამაშობენ, არაინტეგრებადი ჰამილტონური სისტემების 

სტრუქტურული თავისებურებების შესწავლის საქმეში. ეს ხდება 

იმიტომ, რომ ზოგჯერ ხელსაყრელია არაინტეგრებადი 

ჰამილტონური სისტემის წარმოდგენა, ინტეგრებადი    და მცირე     

შეშფოთების ჯამის სახით, 

                       ,                                                     (3.438) 

სადაც    . ესაა შეშფოთებათა თეორიის იდეა და დიდი გამოყენება 

აქვს მზის სისტემის პლანეტების მოძრაობის დინამიკის შესწავლის 

საქმეში. თუ, შევისწავლით ორი სხეულის ამოცანას, მაგალითად, 

დედამიწის მოძრაობას მზის გარშემო, ეს ამოცანა იხსნება ბოლომდე 

და მივიღებთ, რომ დედამიწა მოძრაობს მზის გარშემო კეპლერის 

ელიფსურ ტრაექტორიებზე, მაგრამ მის მოძრაობაზე მცირე 
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შეშფოთების სახით, გავლენას ახდენს იუპიტერი, რომლის 

ზემოქმედებაც მცირე შეშფოთების სახით ემატება ორი სხეულის 

პრობლემის ამონახსნს. ასეთი, თითქოს მარტივი ამოცანაც კი, არაა 

დღემდე ამოხსნილი ბოლომდე. რადგან აქ მიიღება სუსტად კრებადი 

მწკრივები და მათი კრებადობის დაცქარება დიდ სიძნელეებს 

აწყდება.  

მიუხედავად ამისა, შეშფოთებათა თეორია საჭიროებს შესწავლას, 

თუნდაც იმიტომ რომ გავერკვეთ, სამი სხეულის პრობლემაში 

არსებულ სირთულეებში. 

შეშფოთებათა თეორიის ძირითადი იდეაა, ამონახსნის 

წარმოდგენა სახით, სადაც     

                                       .                (3.439) 

      - ინტეგრებადი სისტემის ზუსტი ამონახსნია. ხოლო 

დანარჩენი                      მიახლოებების პოვნა წარმოებს 

რეკურენტული ფორმულე-ბით. აქ არის იმის მოლოდინი, რომ როცა 

    (3.439) ამონახსნი მიისწრაფის ზუსტი         ამონახსნისაკენ, 

თანაც დამატებითი წევრები დააზუსტებენ შეშფოთებულ 

ამონახსნამდე. თუმცა, ამის იმედია ვერ გვექნება დროის დიდ 

შუალედების შემთხვევაში. ასე, რომ ნებისმიერი ამოცანის ამონახსნის 

(3.439) წარმოდგენისათვის, დგება მისი ფიზიკური კრებადობის 

საკითხი. 

 

3.13.1. SeSfoTebaTa regularuli mwkrivebi 

განვიხილოთ უბრალო კვადრატული განტოლება 

         .                                                                       (3.440) 

ნულოვან მიახლოებაში, გვაქვს „ინტეგრებადი“ შემთხვევის 

ანალოგი განტოლება 

      ,                                                                                       (3.441) 
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მისი ამონახსნებია       და     . ეხლა შევეცადოთ 

შეშფოთებული (3.440) ამოცანის ამონახსნის წარმოდგენა მწკრივის 

სახით 

      
         

  
   

 
   ,                                               (3.442) 

სადაც      „ ინტეგრებადი“  განტოლების ერთ-ერთი ამონახსნია.    

თუ, ჩავსვამთ (3.442) წარმოდგენას (3.440) განტოლებაში და 

გავუტოლებთ კოეფიციენტებს   ცვლადის ერთნაირ ხარისხებთან, 

მაშინ მივიღებთ       სიზუსტის ფარგლებში განტოლებებს, გაშლის 

კოეფიციენტებისათვის 

                    
                                                                    (3.443) 

                               ;                                               (3.444)  

                      
            .                                              (3.445) 

ამ განტოლებების მიმდევრობით ამოხსნა გვაძლევს საშუალებას 

წარმოვადგინოთ (3.440) განტოლების ამონახსნები შესაბამისი (3.442) 

მწკრივებით 

                ,                                                               (3.446) 

                   .                                                      (3.447) 

ეს არის შეშფოთებათა რეგულარული მწკრივი. ადვილი 

შესამჩნევია, რომ როცა    , (3.446),(3.447) მიახლოებები 

მიისწრაფიან შესაბამისი „ინტეგრებადი“  განტოლების ზუსტი 

ამონახსნებისაკენ.  
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3.13.2. SeSfoTebaTa singularuli mwkrivebi 

ეხლა განვიხილოთ სინგულარული განტოლება 

         .                                                                              (3.448) 

ეს ამოცანა არაა რეგულარული, რადგან ზღვარში როცა     

განტოლებას აქვს ერთი ამონახსნი, მაშინ როცა შეშფოთებულ (3.448) 

ამოცანას აქვს ორი ამონახსნი. ასეთ ამოცანებს, შეშფოთებათა 

თეორიის სინგულარული  ამოცანები ეწოდებათ. ასეთ შემთხვევაში 

ამოცანის ყველა ამონახსნი შეიძლება ვერ წარმოდგეს ხარისხოვანი 

(3.442) მწკრივის სახით. 

ამ განტოლების არაშეშფოთებული ნაწილის       ამონახსნია 

   . ამ ამონახსნის პოვნა ადვილად შეგვიძლია (3.442) მწკრივის 

სახით, რადგან ეს რეგულარული ნაწილის ფესვია. მისი ჩასმა (3.448) 

განტოლებაში, საშუალებას მოგვცემს ვიპოვოთ წარმოდგენა 

                .                                                             (3.449)  

ამოცანის სინგულარული ნაწილი დაკავშირებულია მეორე 

ფესვთან, რომელიც უსასრულობისაკენ მიისწრაფის, როცა    . ეს 

იმას ნიშნავს, რომ          . ეს იმაზე მიუთითებს, რომ 

მიზანშეწონილია ცვლადთა გარდაქმნა ფორმულით   
 

  
, თუ 

გავითვალისწინებთ იმ ფაქტს, რომ როცა    , განტოლებაში (3.448) 

წევრებმა     და   ერთმანეთი უნდა დააბალანსონ უსასრულობისაკენ 

სწრაფვის სიჩქარის თვალსაზრისით,ანუ,  
  

   
 და 

 

  
 ერთნაირი 

სისწრაფით უნდა მიისწრაფოდენ უსასრულობისაკენ, როცა    . ეს 

კი იმას ნიშნავს, რომ           , ანუ, ერთადერთი მისაღები 

ცვლადთა გარდაქმნაა   
 

  
. მაშინ (3.448) განტოლება გარდაიქმნება 

განტოლებად 

        .                              
 

  
                                        (3.450) 

ეხლა უკვე მივიღეთ რეგულარული ამოცანა და მისი წარმოდგენა 

შეგვიძლია სტანდარტული ხარისხოვანი მწკრივებით 
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                 ,                                                            (3.451) 

                    .                                                 (3.452) 

თუ, გამოვიყენებთ უკუ გარდაქმნას (3.450), მივიღებთ საწყისი 

სინგულარული ამოცანის ამონახსნების წარმოდგენებს 

                ,                                                             (3.453) 

    
 

 
              .                                                   (3.454) 

 

3.13.3 diferencialuri gantolebebis regularuli 

SeSfoTebaTa mwkrivebi 

განვიხილოთ დიფერენციალური განტოლება 

                                                                                 (3.455)  

და საწყისი პირობები:                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                               

          .                                                                                      (3.456) 

თუ, გამოვიყენებთ ამონახსნის (3.442) წარმოდგენას, ჩავსვამთ 

(3.455) განტოლებაში და გაუტოლებთ კოეფიციენტებს   ცვლადის 

ერთნაირ ხარისხებთან, მივიღებთ სისტემას 

                  ,                                                                            (3.457) 

                      
 ,                                                                  (3.458)   

                       .                                                              (3.459) 

ამოცანის ინტეგრებადი ნაწილი (3.457), ადვილად ინტეგრდება 

და მივიღებთ 

         ,                                                                                     (3.460) 

ამ ამონახსნის ჩასმა (3.458) განტოლებაში გვაძლევს განტოლებას 

             ,                                                                             (3.461) 
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საწყისი პირობით: 

       .                                                                                        (3.462)  

ასეთ, ერთგვაროვან სასაზღვრო პირობებს ვსვამთ ყველა 

შემდგომი მიახლოებისათვის, რათა მთლიანმა შეშფოთებულმა 

წარმოდგენამ დააკმაყოფილოს (3.456) პირობა. (3.461),(3.462) ამოცანის 

ამოხსნაა 

                .                                                                   (3.463) 

თავის მხრივ, თუ, ამ ამონახსნს ჩავსვამთ (3.459) განტოლებაში, 

მივიღებთ 

                  .                                                                (3.464) 

ასე, რომ       სიზუსტით (3.455),(3.456) ამოცანის ამონახსნს აქვს 

სახე 

                                      .              (3.465) 

 P.S.  აქ მოყვანილი განტოლებების ამოხსნიდან, შეიძლება 

შეიქმნას შთაბეჭდილება, რომ შეშფოთებათა თეორია ყოველთვის 

წარმატებით ხსნის ამოცანებს, მაგრამ სამწუხაროდ ასე არაა. როგორც 

არაერთმა მცდელობებმა აჩვენა, მრავალგანზომილებიანი ჰამილტო-

ნური სისტემებისათვის, შეშფოთებათა თეორიას შევყავართ 

პუანკარეს „მცირე მნიშვნელების“ ჩიხში და მხოლოდ კოლმოგოროვ-

არნოლდ-მოზერის ეგრეთწოდებულმა KAM თეორიამ შეძლო ამ 

ჩიხიდან ნაწილობრივი გამოსვლა. თუმცა, ეს თეორია გვერდს უქცევს, 

ჰამილტონური სისტემების ამოცანის გლობალური ამოხსნის  

ამოცანას და კმაყოფილდება კერძო ამოცანებით ფაზური 

ტრაექტორიების ტორზე ყოფაქცევის შესახებ.   

 

 

     



204 

 

ამოცანები და სავარჯიშოები 

1.შეშფოთებათა თეორიის მეშვეობით ამოხსენით განტოლება: 

         ; 

2.შეშფოთებათა თეორიის მეშვეობით ამოხსენით განტოლება: 

            ; 

3.შეშფოთებათა თეორიის მეშვეობით ამოხსენით განტოლება:  

         ; 

4.შეშფოთებათა თეორიის მეშვეობით ამოხსენით განტოლება: 

              ; 

5.შეშფოთებათა თეორიის მეშვეობით ამოხსენით განტოლება: 

            . 

 ლიტერატურა 

1. Ландау Л.Д.,Лифшиц Е.М. Теоретическая физика, т.I, механика, 

Москва 1988 

2. Киттель Ч., Найт У., Рудерман М. Берклиевски курс физики, т.I, 

механика, пер. с англ. Москва 1975 

3. Дяконов В. Mathcad 2001. Учебный курс, численные и символьные 

вычисления, Санкт-Петербург, 2001 

4. Синч Дж.л. Классическая механика. пер. с англ. Москва 1963 

5. Сихарулидзе Ю.Г. Балистика летательных аппаратов, Москва 1982 

6. Арнольд В.И. Математические методы классической механики, 

Москва, 2000 

7.  Яблонский А.А., Никифорова В.М. Курс теоретической 

механики,т.1,т.2,уч. пос., Москва, 1984 

8. Олховский И.И. Курс Теоретическая механики для физиков, изд 

МГУ, 1974 

9. Олховский И.И. Павленко Ю.Г., Кузменков Л.С. Задачи по 

теоретической механике для физиков. изд МГУ, 1977 

10. Козел С.М., Рашба Э.И. Славатинский С.А. Сборник задач по 

физике, задачи МФТИ, Москва 1978 

11. Коткин Г.Л. Сербо В.Г. Сборник задач по классической механике, 

Москва 1977 
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12. Кронин Г.Л. Гринберг Д, Телегди В. Сборник задач по физике с 

решениями. пер. с англ. Москва 1975 
13. obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi (uwyveti 

modelebi), t.1, saqarTvelos teqnikuri universitetis 

gamomcemloba, Tbilisi, 2006 

14. Табор М. Хаос и интегрируемость в нелинейной динамике, пер.с 

англ., Мир, Москва,1988 

15. Косевич А.М.,Ковалёв А.С. Введение в нелинейную физическую 

механику,Наукова думка, Киев, 1989 

16. Яковенко Г.Н.Лекции по теоретической механике устойчивость, 

колебания, гамильтонова механика, Москва, 2003   

(www.study.com.ru) 

17. Берже П.,Помо И.,Видаль К. Порядок в хаосе о детерминистском 

подходе к турбулентности, Пер. с франц. под ред. Данилова 

Ю.А.,Мир, Москва, 1991 

18. Алешкевич В.А., Деденко Л.Г.,КараваевВ.А. Колебания и волны, 

учеб.  пос., МГУ, Москва, 2001 

19. Лихтенберг А.,Либерман М.Регулярная и  стохастическая динамика, 

пер. с англ., Мир, Москва, 1984 

 

3.14. ქაოსი ჰამილტონურ სისტემებში 

როგორც ვხედავთ, ერთი თავისუფლების ხარისხის მქონე 

ჰამილტონური სისტემები ინტეგრებადია. ორი თავისუფლების 

ხარისხის მქონე სისტემის ფაზური სივრცე, უკვე 

ოთხგანზომილებიანია. თუ, სისტემა ამავე დროს, კონსერვატიულია, 

მაშინ ენერგეტიკული ზედაპირი სამგანზომილებიანია. ასეთ 

შემთხვევაშიც კი, სისტემის ქაღალდზე დატანით გამოკვლევა 

რთულია. ამიტომ, მეოცე საუკუნის უდიდესი მატემატიკოსების, 

პუანკარესა და ბირგკოფის შრომებში შემუშავებული იქნა კვეთის 

ზედაპირების მეთოდი. ის, განსაკუთრებით ეფექტურია, ორი 

თავისუფლების ხარისხის მქონე, კონსერვატიული სისტემებისათვის. 

თუმცა, მისი გამოყენება შეიძლება უფრო მაღალი განზომილების 

სისტემებისთვისაც. კვეთის ზედაპირების მეთოდი, პირველი 

რიცხვითი მეთოდი იყო, რომელიც შემუშავებული იქნა 

არაინტეგრებადი სისტემების გამოსაკვლევად. 
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3.14.1. kveTis zedapirebis meTodi ori Tavisuflebis 

xarisxis mqone hamiltonuri sistemebisaTvis 

განვიხილოთ, ორი თავისუფლების ხარისხის მქონე, 

კონსერვატიული სისტემის ჰამილტონიანი 

    
 

  
   

    
          .                                                   (3.466)  

ამ სისტემის ტრაექტორიების შესწავლის ამოცანა, შეიძლება 

დავიყვა-ნოთ ორგანზომილებიან ამოცანამდე. მოცემულ 

ენერგეტიკულ დონეზე, ვიხილავთ რაიმე კვეთას, მაგალითად    . 

ამის შემდეგ რიცხვითი ანალიზის მეშვეობით, მივყვებით რომელიმე 

ტრაექტორიას და ვპოულობთ შესაბამის მნიშვნელობებს    და    

ცვლადებისათვის. თუ,        პოტენციალი შემოფარგლავს 

ტრაექტორიებს, მაშინ აღნიშნულ კვეთში გავლისას, ჩვენ კვლავ 

მივიღებთ    და    ცვლადებისათვის ახალ მნიშვნელობებს და ა.შ. 

ამრიგად, ჩვენ მივიღებთ გადასახვას, რომელიც შედგება        

წერტილებისაგან (ნახ. 3.43) და წარმოადგენს კვეთის ზედაპირს. 

 

ნახ. 3.43. კვეთის ზედაპირი აგება 

კვეთის ზედაპირზე მყოფი წერტილი, განსაზღვრავს სისტემის 

მდგომარეობა ნიშნის სიზუსტით, რაც გამომდინარეობს (3.466) 

ფორმულიდან, როცა            და    . მართლაც, მაშინ 

          
 

  
  
         .                                              (3.467) 



207 

 

კვეთის ზედაპირი, როგორც წესი იგება ისე, რომ    სიდიდეს 

ქონდეს განსაზღვრული ნიშანი, მაგალითად     . თუ, მოცემული 

ტრაექტორიისათვის საწყის მონაცემებს                    კვეთის 

ზედაპირზე აღვნიშნავთ    ასოთი, მაშინ შემდგომი გადაკვეთის 

წერტილები             ადგენენ გადასახვას ფაზურ სიბრტყეში. ამ 

წერტილებმა შეიძლება შეავსონ გლუვი წირი, ან მოგვცენ 

დისკრეტული წერტილების სიმრავლე. ცალკეულ შემთხვევებში კი 

(არაინტეგრებადი), შეიძლება მოხდეს ამ წერტილების ქაოსური 

განლაგება კვეთის ზედაპირზე. თუმცა, მარტო ვიზუალური შედეგით 

ვერ ვიტყვით, რომ საქმე გვაქვს ქაოსთან.  

P.S. იმისათვის, რომ გამოვიკვლიოთ ქაოსურია, თუ, არა ტრაექტორია 

ფაზურ სივრცეში, საჭიროა, დამატებითი გამოკვლევები, ლიაპუნოვის 

მაჩვენებლები იქნება, თუ, ენერგეტიკული სპექტრი. 

 

 

3.14.2. henon-heilesis hamiltoniani 

განვიხილოთ, ჰენონ-ჰეილესის ჰამილტონიანი 

  
 

 
   

    
   

 

 
            

 

 
  .                                (3.468) 

ეს არის ვარსკვლავის მოძრაობის ჰამილტონიანი, ცილინდრული 

სიმეტრიის მქონე გრავიტაციულ ველში, გლუვი გალაქტიკური 

პოტენციალის პირობებში. პოტენციალურ ფუნქციას აქვს სახე 

       
 

 
            

 

 
  .                                              (3.469)  

     ეს პოტენციალი გამოსახულია ნახ. 3.44. დონის წირები 

აგებულია ენერგიის   
 

  
 მნიშვნელობიდან,   

 

 
  

მნიშვნელობამდე. 
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ნახ. 3.44. პოტენციალური ენერგიის დონეები.  გარე დონეს 

შეესაბამება   
 

 
 

შესაბამის კვეთის ზედაპირებზე, დონის წირების განლაგება, 

პოტენციალური ენერგიის დონეების მიხედვით, მოცემულია ნახ.3.45. 

 

ნახ. 3.45. ჰენონ-ჰეილესის სისტემის კვეთის ზედაპირები: а)  
 

  
     

 

 
     

 

 
 

 

3.14.3 brtyeli asaxvebi, romlebic inaxaven farTs 
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განვიხილოთ ბრტყელი გადასახვები: 

                                                                                             (3.470) 

          

                                                                                              (3.471)  

  ეს გადასახვა შეინარჩუნებს ფართს, თუ 

            

        
  .                                                                                 (3.472) 

თუ,    და   პოლინომებია, მაშინ ამ გადასახვას მთელი 

კრემონული გადასახვა  ეწოდება. ამ გადასახვის თვისებები, სწორედ 

ამ ფუნქციების სახეზეა დამოკიდებული. თუ, ისინი შეიძლება 

ჩავწეროთ წრფივი ფუნქციებით, მაგალითად ასე 

                                                                                    (3.473) 

                                                                                    (3.474) 

მაშინ, გადასახვა წარმოადგენს ბრუნვას     კუთხით. მეორე 

მაგალითი, წრფივი გარდაქმნით 

                                                                                             (3.475) 

                                                                                                 (3.476)  

შეესაბამება პარალელურ გადატანას X ღერძის პარალელურად. 

ჰენონმა მოიფიქრა შეშფოთებული გარდაქმნა 

                  
                                                           (3.477) 

    

                  
                                                           (3.478) 

ჰენონის მთავარი შედეგი ის არის, რომ (3.477),(3.478) გარდაქმნა 

წარმოადგენს ორი გარდაქმნის კომპოზიციას. რომელთაგან ერთი 

არაწრფივი(დეფორმაციით) გადატანაა და მეორე - მობრუნება, ე.ი. 

შეგვიძლია ჩავწეროთ 
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                                                                                                 (3.479) 

სადაც 

                                                                                                (3.480) 

                

                                   
                                                        (3.481) 

არაწრფივი დეფორმაცია-გადატანაა, ხოლო 

                                                                               (3.482) 

    

                                                                               (3.483) 

შესაბამისი გარდაქმნების გეომეტრიული სურათები მოცემულია 

ნახ. 3.46. 

 

ნახ. 3.46. ელიფსური დისკის გარდაქმნა ჰენონის გარდაქმნათა 

კომპოზიციით 

შესაბამის ფაზურ სიბრტყეში სისტემა იძლევა სურათებს ნახ. 

3.47, ნახ. 3.48. 
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ნახ. 3.47. ჰენონის გარდაქმნის ფაზური სიბრტყე, როცა   

       

 

ნახ. 3.48. არის დაშლა ჰიპერბოლურ წერტილთან 

ამ შედეგების მიღება მარტივია კომპიუტერის გამოყენებით. 

როგორც ნახ. 3.48 გვიჩვენებს, სისტემაში ჰიპერბოლური წერტილის 

მახლობლობაში წარმოიქმნება ქაოსი, რომელიც თანდათან 

ვრცელდება მთელ არეში. 
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3.14.4. kavSiri farTis Semnaxvel asaxvebsa da hamiltonur 

sistemebs Soris 

ჰენონის გადასახვას აქვს, არაინტეგრებადი ჰამილტონიანის 

ყველა თვისება, თუმცა, მისი მიღების წესი ამ ჰამილტონიანიდან არაა 

მარტივი. 

ამიტომ, შევეცადოთ ვუპასუხოთ კითხვაზე: შეგვიძლია, თუ, არა 

ჰამილტონიანიდან მივიღოთ ფართის შემნახველი ასახვები ? 

განვიხილოთ, ერთი თავისუფლების ხარისხის მქონე მარტივი 

ჰამილტონიანი 

       
 

 
       ,                                                                    (3.484) 

რომლისთვისაც ჰამილტონური განტოლებები ჩაიწერება 

მარტივად 

                                                                                                     (3.485) 

    
     

  
.                                                                                           (3.486) 

ჰამილტონურ (3.485),(3.486) განტოლებებში დროით 

წარმოებულები, შევცვალოთ სასრული სხვაობებით, მაშინ მივიღებთ 

            ,                                                                             (3.487) 

           
  

   
 
    

,                                                                (3.488)   

თუმცა, ეს გადასახვა არ ინახავს ფართობს, რადგან 

            

        
  ,                                                                                 (3.489) 

მაგრამ, თუ, ჩვენ (3.488) სხვაობიან სქემაში პოტენციალური 

ფუნქციის წარმოებულს გამოვითვლით წერტილში       , მაშინ 

მივიღებთ სქემას 

                 ,                                                                       (3.490)              
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.                                                        (3.491)  

რომელიც, უკვე ინახავს ფართს.     

ახლა, ამოვწეროთ ჰამილტონიანი, რომელსაც შეესაბამება 

(3.490),(3.491) სასრულ-სხვაობიანი სქემა. ამისათვის, (3.484) 

ჰამილტონიანის მაგივრად განვიხილოთ ჰამილტონიანი 

          
 

  
                  

 

   
     .                      (3.492) 

სადაც      . ასეთი ტიპის ჰამილტონიანები გამოიყენება 

ტალღგამტარებში გამავალი სიგნალების მოდელირებისათვის. 

თუ, განვიხილავთ ჰამილტონიანს 

          
 

 
                    

 

      
   ,                     (3.493) 

მაშინ მივიღებთ დისკრეტულ ასახვას, რომელიც ასევე, 

ინარჩუნებს ფართს                    

             ,                                                                           (3.494)  

            
  

   
 
    

.                                                                (3.495)  

 

3.14.5 teilor-Cirikovis standartuli asaxva 

ყველაზე უფრო მეტად პოპულარულია ასახვა, რომელიც 

მიიღება, თუ (3.495) ფორმულაში, პოტენციალური ენერგიის 

ფუნქციას ჩავწერთ სახით 

       
 

     
        .                                                               (3.496) 

მაშინ მივიღებთ მოძრაობის განტოლებებს 

            ,                                                                              (3.497) 
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         .                                                               (3.498) 

სადაც დავუშვით, რომ     . ამასთან, ამ მოდელის 

განხილვისას, თვლიან, რომ ცვლადები იცვლებიან პერიოდით 1, ანუ,  

                                                                                   (3.499) 

ამ ასახვას ტეილორ-ჩირიკოვის სტანდარტულ ასახვას უწოდებენ. 

მისი სურათი  ფაზურ სიბრტყეზე მოცემულია ნახ. 3.49-ზე. 

 

ნახ. 3.49. ტეილორ-ჩირიკოვის ასახვის ფაზური პორტრეტი, როცა 

k=0.97 

ამ ფაზური პორტრეტიდან, ნათლად ჩანს, თუ, როგორ 

ენაცვლებიან ერთმანეთს რეგულარული და ქაოსური ნაწილები. აქ 

ვხედავთ კუნძულებსაც, რაც იმაზე მიუთითებს, რომ ინვარიანტული 

წირები აქ ტორები კი არ არიან, არამედ კანტორები (დაკავშირებულია 

კანტორის სიმრავლესთან). 

 

3.14.6. ლოკალური ქაოსის წარმოქმნის კრიტერიუმი  

(ლიაპუნოვის მაჩვენებლები) 
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ჰამილტონურ სისტემებში, ქაოსური მოძრაობის დამახასიათე-

ბელი თვისებაა, ძლიერი დამოკიდებულება საწყის პირობებზე. 

ქაოსურობის შემთხვევაში, საწყის პირობებში ახლოსმდგომი 

ინტეგრალური წირები, შემდგომში, ექსპონენციალური სისწრაფით 

შორდებიან. თუმცა, ფაზური სივრცის შემოფარგლულობის გამო, 

ისინი უსასრულოდ ვერ დაშორდებიან. დაშორების სიჩქარის 

შესაფასებლად, იყენებენ ლიაპუნოვის მაჩვენებლებს.  

მათი გამოყენების არეალი, სცილდება ჰამილტონურ სისტემებს 

და ისინი გამოიყენება საზოგადოდ, ყველა სახის დინამიკური 

სისტემებისათვის. 

როგორც ვიცით, ატრაქტორები არსებობს სხვადასხვა სახის: 

მდგრადი ფოკუსი, ზღვარითი ციკლი, ტორი და ბოლოს, უცნაური 

ატრაქტორი. ისმის კითხვა: როგორი იქნება კრიტერიუმი, რომელიც 

საშუალებას მოგვცემს განვასხვავოთ ეს ატრაქტორები ერთმანე-

თისაგან ?  ასეთ კრიტერიუმს გვაძლევს ლიაპუნოვის მაჩვენებლის 

ცნება, რომლის შესწავლასაც ვაპირებთ ამ პარაგრაფში. 

ზოგადობის შეუზღუდავად, განვიხილოთ ავტონომიური 

დინამიკური სისტემა 

       .                                                                   (3.500) 

ამ შემთხვევაში, ერთადერთი შესაძლო ატრაქტორი არის, 

მდგრადი უძრავი წერტილი(ერთგანზომილებიანი კვანძი). ხოლო, 

მისი ტრაექტორია, არის ერთი უძრავი წერტილი     . იმისათვის, 

რომ დავამტკიცოთ ამ უძრავი წერტილის მდგრადობა, გამოვიყენოთ 

ჩვენს მიერ უკვე შესწავლილი, გაწრფივებული სისტემის 

მდგრადობის ანალიზის მეთოდი. ამისათვის, განვიხილოთ უძავი 

წერტილის მცირე შეშფოთება 

              .                                                                         (3.501) 

ჩავსვათ ეს ფუნქცია (3.500) განტოლებაში და მარჯვენა მხარე 

გავშალოთ მწკრივად უძრავი წერტილის მიდამოში. მიღებულ 
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გაშლაში, შევინარჩუნოთ მხოლოდ წრფივი წევრები შეშფოთების 

მიმართ. მაშინ გვექნება განტოლება 

 

  
      ,                                                                                    (3.502) 

სადაც    
  

      

- მუდმივი სიდიდეა. ცხადია, რომ (3.502) 

განტოლების ამონახსნს აქვს სახე 

              .                                                                          (3.503)  

თუ,     მაშინ უძრავი წერტილი მდგრადია. ამ მარტივ 

ამოცანაში    სიდიდის პოვნა, არ წარმოადგენს არავითარ სირთულეს, 

თუმცა სხვა შემთხვევაში, მის საპოვნელად კომპიუტერი 

დაგვჭირდებოდა. თუმცა, იმ რთული შემთხვევებისათვისაც კი 

შეგვიძლია ვიპოვოთ   სიდიდე, საკმაოდ მარტივი ფორმულით 

L=      
 

 
         .                                                                           

(3.504) 

ლიაპუნოვის მაჩვენებლის ცნება, აზოგადებს (3.504) ფორმულას 

ორი მიმართულებით 

1) ტრაექტორიები შეიძლება მოძრაობდნენ მრავალგანზომი-

ლებიან სივრცეში:      - რადიუს-ვექტორია, რომლის ბოლოც 

  დროის განმავლობაში, მოძრაობს ტრაექტორიის გასწვრივ; 

2) სისტემის მდგომარეობის მდგრადობას ვსწავლობთ       

ცნობილი ამონახსნის მახლობლობაში. 

წინა მაგალითის (3.501) ანალოგიურად, განვიხილოთ 

შეშფოთებული ამონახსნი, მხოლოდ, ახლა უკვე ვექტორული 

ტოლობა გვექნება, რადგან მრავალგანზომილებიან ამოცანას 

ვიხილავთ 

             .                                                                         (3.505) 

      - შეშფოთების დინამიკა გვიჩვენებს, თუ, როგორია    

ამონახსნის მეზობელი,       ტრაექტორიის დინამიკა. ის, დროთა 

განმავლობაში შორდება, თუ, უახლოვდება     ტრაექტორიას.         
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სიდიდის დინამიკის შესასწავლად, ჩავსვათ (3.505) ტოლობები 

ვექტორულ, არაწრფივ სისტემაში 

             ,                                                                              (3.506) 

სადაც    ამ სისტემის ამონახსნია. მარჯვენა ნაწილი, გავშალოთ 

მწკრივად       შეშფოთების მიმართ და მოვახდინოთ მისი 

გაწრფივება. მაშინ მივიღებთ განტოლებათა წრფივ სისტემას 
 

  
        

         

       

       .                                               (3.507) 

თუ, განვაზოგადებთ (3.504) თანადობას, მივიღებთ ლიაპუნოვის 

მაჩვენებლების გამოსათვლელ ფორმულას 

           
 

 
         .                                                              (3.508) 

ახლა ჩვენ უკვე შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ კრიტერიუმი, 

სხვადასხვა ტიპის ატრაქტორების განსხვავებისათვის. 

1.ერთგანზომილებიან შემთხვევაში არსებობენ მხოლოდ ისეთი 

მდგრადი, უძრავი წერტილები, რომელთათვისაც ლიაპუნოვის 

მაჩვენებელი უარყოფითია    ; 

2.ორგანზომილებიან შემთხვევაში, შესაძლებელია, მხოლოდ ორი 

ტიპის ატრაქტორები: მდგრადი უძრავი წერტილები და ზღვარითი 

ციკლები. 

 თუ, ატრაქტორი მდგრადი, უძრავი წერტილია (ფოკუსი), მაშინ 

ლიაპუნოვის ორივე მაჩვენებელი უარყოფითია      .  

თუ, ატრაქტორი ზღვარითი ციკლია, მაშინ მისი ტრანსვერსა-

ლური შეშფოთების შესაბამისი ლიაპუნოვის მაჩვენებელი უარყო-

ფითია, ხოლო ტანგენციალურისა - ნულის ტოლი      .  თუმცა, 

ასეთივე მნიშვნელობები შეიძლება გვქონდეს „პათოლოგიურ“ 

შემთხვევაშიც,  როცა გვაქვს წირი, რომელიც უძრავი 

წერტილებისაგან შედგება; 

3.სამგანზომილებიან შემთხვევაში,  

გვაქვს მდგრადი ფოკუსი, თუ, ლიაპუნოვის მაჩვენებლებია 

       ; 

მდგრადი ზღვარითი ციკლი, თუ,        ; 

მდგრადი ტორი, თუ,        ; 

თუ, ლიაპუნოვის რომელიმე მაჩვენებელი დადებითია, შეიძლება 

გვქონდეს სისტემაში ქაოსი. თუ, გვაქვს         მაშინ შეიძლება 

გვქონდეს არამდგრადი ტორი, რომელიც არაა ატრაქტორი. 
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თუ, სისტემის ატრაქტორის ლიაპუნოვის მაჩვენებლებია 

       , მაშინ ის ითვლება უცნაურ ატრაქტორად. უცნაური 

ატრაქტორის მეზობელი ტრაექტორიები სწრაფად შორდებიან მას. 

 

3.14.7.ჰამილტონური ქაოსი ჰიდროდინამიკურ სისტემებში 

 

ჰიდროდინამიკაში არსებობს ორგვარი მიდგომა. ესაა ეილერის 

მიდგომა და ლაგრანჟის მიდგომა. ეილერის მიდგომის დროს, 

სწავლობენ სითხის მოძრაობას მოცემულ კოორდინატთა სისტემაში 

და სითხის მოძრაობას ახასიათებენ სიჩქარის კომპონენტებით 

            ,                                                                               (3.509) 

            ,                                                                               (3.510) 

w=w         .                                                                                 (3.511)  

 ხოლო, ლაგრანჟის მიდგომის დროს მიყვებიან თითოეული 

ნაწილაკის ტრაექტორიას და სიჩქარეთა ველს წარმოადგენენ 

შემდეგნაირად 

             ,                                                                               (3.512) 

             ,                                                                               (3.513)  

             .                                                                              (3.514) 

სადაც უნდა გვქონდეს საწყისი პირობებიც 

                .                                                                            (3.515)  

ორგანზომილებიანი უკუმში სითხისათვის, ადგილი აქვს 

უკუმშობის პირობას 

       .                                                                                     (3.516) 

აქედან გამომდინარე, ცხადია, რომ უნდა არსებობდეს დენის 

ფუნქცია  , ისეთი, რომ 

  
  

  
,                                                                                             (3.517)  

   
  

  
.                                                                                         (3.518) 

ლაგრანჟის მიდგომის ფარგლებში, შეგვიძლია ჩავწეროთ 

მოძრაობის განტოლებები ფორმით 

   
  

  
,                                                                                              (3.519)  

    
  

  
.                                                                                          (3.520) 

ამ განტოლებებს, როგორც ვხედავთ, აქვთ ჰამილტონის 

განტოლებების სტრუქტურა, სადაც      ,     ,     . თუ, 

დენის ფუნქცია არაა დამოკიდებული დროზე, მაშინ (3.519),(3.520) 

სისტემა ავტონომიურია და ინტეგრებადი. ხოლო, თუ, გვაქვს დროზე 
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დამოკიდებულება, მაშინ სისტემაში შეიძლება გვქონდეს ქაოსი. 

თუმცა, სამგანზომილებიან  შემთხვევაში, ქაოსი შეიძლება წარმო-

იქმნას სტაციონარულ შემთხვევაშიც. 

 

 

 ამოცანები და სავარჯიშოები 

1. კვეთის ზედაპირის არსი და გამოყენების არეალი; 

2. ჰენონ-ჰეილესის ჰამილტონიანი; 

3. ააგეთ ფართის შემნახავი ასახვა სიბრტყეზე და შეისწავლეთ მისი 

დინამიკა კომპიუტერზე; 

4. კავშირი ფართის შემნახავ ასახვასა და ჰამილტონიანებს შორის; 

5. ლიაპუნოვის მაჩვენებლების გამოთვლა და ატრაქტორების 

განმასხვავებელი კრიტერიუმები. 
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1. Ландау Л.Д.,Лифшиц Е.М. Теоретическая физика, т.I, механика, 

Москва 1988 

2. Киттель Ч., Найт У., Рудерман М. Берклиевски курс физики, т.I, 

механика, пер. с англ. Москва 1975 

3. Дяконов В. Mathcad 2001. Учебный курс, численные и символьные 

вычисления, Санкт-Петербург, 2001 

4. Синч Дж.л. Классическая механика. пер. с англ. Москва 1963 

5. Сихарулидзе Ю.Г. Балистика летательных аппаратов, Москва 1982 

6. Арнольд В.И. Математические методы классической механики, 

Москва, 2000 

7. Яблонский А.А., Никифорова В.М. Курс теоретической 

механики,т.1,т.2,уч. пос., Москва, 1984 

8. Олховский И.И. Курс Теоретическая механики для физиков, изд 

МГУ, 1974 

9. Олховский И.И. Павленко Ю.Г., Кузменков Л.С. Задачи по 

теоретической механике для физиков. изд МГУ, 1977 

10. Козел С.М., Рашба Э.И. Славатинский С.А. Сборник задач по 

физике, задачи МФТИ, Москва 1978 

11. Коткин Г.Л. Сербо В.Г. Сборник задач по классической механике, 

Москва 1977 



220 

 

12. Кронин Г.Л. Гринберг Д, Телегди В. Сборник задач по физике с 

решениями. пер. с англ. Москва 1975 
13. obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi (uwyveti 

modelebi), t.1, saqarTvelos teqnikuri universitetis 

gamomcemloba, Tbilisi, 2006 

14. Табор М. Хаос и интегрируемость в нелинейной динамике, пер.с 

англ., Мир, Москва,1988 

15. Косевич А.М.,Ковалёв А.С. Введение в нелинейную физическую 

механику,Наукова думка, Киев, 1989 

16. Яковенко Г.Н.Лекции по теоретической механике устойчивость, 

колебания, гамильтонова механика, Москва, 2003   

(www.study.com.ru) 

17. Берже П.,Помо И.,Видаль К. Порядок в хаосе о детерминистском 

подходе к турбулентности, Пер. с франц. под ред. Данилова 

Ю.А.,Мир, Москва, 1991 

18. Алешкевич В.А., Деденко Л.Г.,КараваевВ.А. Колебания и волны, 

учеб.  пос., МГУ, Москва, 2001 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



221 

 

IV Tavi. ekonomikis maTematikuri modelebi 

სოციალურ-ეკონომიკური სისტემები მიეკუთვნება რთული, 

აქტიური სისტემების რიგს. მათთვის დამახასიათებელია გარემო 

პირობების მუდმივი ცვალებადობა, რაც იწვევს თვით ამ 

სისტემების განმსაზღვრელი პარამეტრების დინამიკური სურათის 

ცვლილებას. 

აქტიურ სისტემებში ხშირად ისე იცვლება გარემო პირობები, 

რომ სისტემის მუშაობის მექანიზმი თვისებრივად განიცდის 

ცვლილებას. სისტემა იმდენად რთულია, რომ მისი დინამიკის 

თვისებრივი ცვლილება, იწვევს გარემო პირობების შეცვლას. ასე 

რომ, სოციალურ-ეკონომიკური სისტემა, უმეტესწილად არის ღია 

სისტემა, რის გამოც მუდმივად მიმდინარეობს “ენერგიის” გაცვლა 

“გარე სამყაროსთან”(გარემო პირობებთან), რაც, თავის მხრივ, 

იწვევს სისტემის თვითორგანიზებას. ყოველივე ეს განაპირობებს 

სინერგეტიკის მეთოდების პოპულარობას აქტიური სისტემების 

შესწავლის პროცესში. მაგალითად, როცა ბაზარზე გვაქვს “დიდი 

რაოდენობის”(კრიტიკული მასის) ერთი სახეობის პროდუქტი, ის 

მოქმედებს მოთხოვნაზე (მოთხოვნა კლებულობს) და მისი 

გასაყიდი ფასი ეცემა (ვინაიდან, იმ შემთხვევაში, თუ შევინახეთ 

ჭარბი პროდუქტი, დაგვჭირდება დამატებითი ხარჯების გაწევა 

საწყობისათვის ან ტრანსპორტირებისათვის, თუ წავიღებთ 

საკუთარ საწყობში). აქედან გამომდინარე, საქონლის რეალიზაციის 

მოცულობის გაზრდის მიზნით, ხშირად უმჯობესია მისი ფასის 

შემცირება გარკვეულ საზღვრამდე. ცხადია, ფასს იმაზე მეტად ვერ 

შევამცირებთ, ვიდრე მისი სარეალიზაციო პროდუქტად გადაქცევა 

დაგვიჯდა. უფრო მეტიც, გვინდა, რომ რეალიზაციის ფასმა 

ხარჯებიც დაფაროს  და მოგებაც მოგვცეს.  

P.S. თუმცა, არსებობს სიტუაციები(ეკონომიკური ომი), 

როდესაც საჭიროა სუსტი კონკურენტების მოცილება და 

სპეციალურად საქონლის დემპინგურ (თვითღირებულებაზე 
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ნაკლებ) ფასებში გაყიდვა, რათა დავიპყროთ ბაზარი, ხოლო 

შემდეგ გავადიდოთ ფასები და მივიღოთ მეტი მოგება.  

ასეთ შემთხვევაში, ჩვენი ფირმა(ქვეყანა), რომელიც საქონელს 

აქცევს სარეალიზაციო პროდუქტად, სოციალ-ეკონომიკურ 

სისტემას წარმოადგენს, ხოლო ბაზარი მყიდველებსა და 

გამყიდველებთან ერთად არის გარემო, რომელშიც მუშაობა უხდება  

სისტემას. აქ ნათლად ჩანს ის ურთიერთქმედება სისტემასა და მის 

გარემოს შორის, რაზეც ადრე იყო საუბარი. 

ამ მაგალითის განზოგადება ადვილია როგორც დიდი 

კომპანიისათვის, ისე სახელმწიფო მასშტაბით.  

სახელმწიფო ყოველთვის დაინტერესებულია იმით, რომ 

ექსპორტი სჭარბობდეს იმპორტს და, მაშასადამე, სალდო იყოს 

დადებითი. თუ სალდო უარყოფითი იქნება, მაშინ სახელმწიფო 

იძულებულია დახარჯოს საერთაშორისო სავალუტო რეზერვები, 

რაც განაპირობებს ბალანსის დარღვევას ადგილობრივსა და 

უცხოურ ვალუტას შორის. ეს კი იწვევს ადგილობრივი ვალუტის 

გაუფასურებას (შესაბამისი ინფლაციით).  

იმისათვის, რომ სახელმწიფომ  საკუთარი ქვეყნის მეწარმეები 

დაიცვას უცხო ქვეყნის უფრო იაფი საქონლის შემოდინებისაგან, 

რაც საბოლოოდ იწვევს ეროვნული საწარმოების გაკოტრებას და 

უმუშევრობის ზრდას, ხდება გარკვეული ქვეყნისათვის 

სტრატეგიული მნიშვნელობის პროდუქციის შემოტანაზე აქციზის 

(დამატებითი გადასახადის) დაწესება. აქციზის სიდიდე ისეთი 

უნდა იყოს, რომ უცხო ქვეყნის საწარმომ ვეღარ შეძლოს 

ეროვნული საწარმოების გაკოტრება (შემოტანილი საქონლის 

თვითღირებულება უფრო მეტი უნდა იყოს, ვიდრე ეროვნული 

პროდუქტისა); ასევე, იკრძალება საქონლის დემპინგურ ფასებში 

გაყიდვა. 

ზოგჯერ, კორუმპირებული სახელმწიფო მოხელეები “წილში 

უჯდებიან” უცხო ქვეყნის მეწარმეებს, აქციზის გარეშე 
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შემოატანინებენ საქონელს და აკოტრებენ ეროვნულ საწარმოებსა 

და ფერმერებს საკუთარი “ჯიბის გასქელების” ხარჯზე. ასე 

ხდებოდა კარგა ხანს საქართველოშიც, როცა თურქეთიდან 

შემოჰქონდათ ნიტრატებით გაჟღენთილი მავნე, მაგრამ იაფი 

კვების პროდუქტები, რითაც წამლავდნენ და აავადებდნენ 

საკუთარ მოსახლეობას, საკუთარი გამდიდრების მიზნით 

აკოტრებდნენ ფერმერებსა და სოფლის მთელ მოსახლეობას. 

იქამდეც კი მივიდნენ, რომ გააუქმეს სანიტარიული სამსახური, 

რომელსაც ევალებოდა სარეალიზაციო პროდუქციის ხარისხის 

შემოწმება (კორუფციის მოსპობის საბაბით). მოსახლეობის 

ცხოვრების დონის მკვეთრი ვარდნა კი იწვევს სოციალურ 

დაძაბულობას და რევოლუციურ სიტუაციას ქმნის. 

კორუფცია დემოკრატიის თანმდევი სენია, რადგან ის 

თავისუფლებას აძლევს ადამიანის ხარბსა და გაუმაძღარ ბუნებას. 

კორუფციის მთლიანი მოსპობა შეუძლებელია, თუმცა დასაშვებ 

საზღვრებში (5%-10%) მოქცევა მხოლოდ სტალინის ტიპის 

დიქტატორსა და კონსტიტუციურ მონარქს შეუძლია, ვინაიდან 

დიქტატურა ფიზიკური განადგურების შიშზეა დამყარებული, 

ხოლო კონსტიტუციური მონარქის ძალაუფლებას შეუძლია 

ყოველთვის შეცვალოს კორუმპირებული მთავრობა.  

რაც შეეხება მრავალპარტიულ სისტემას მეფის გარეშე, ის 

ყოველთვის კორუფციის ბუდე იქნება და როგორც კი დაირღვევა 

ბალანსი საკანონმდებლო და აღმასრულებელ ხელისუფლებას 

შორის, კორუფციაც გალაღდება. თუ, კორუფციამ ქვეყანაში 

მიაღწია 29%, მაშინ სახელმწიფოებრიობა იწყებს მკვეთრ ნგრევას 

რევოლუციური გზით(ივერის ეფექტი). თუ ერთმა პარტიამ 

მოიპოვა კონსტიტუციური უმრავლესობა პარლამენტში, მაშინ 

დიდია დიქტატურისა და კორუფციული მთავრობის 

ჩამოყალიბების ალბათობა. 
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4.1. mikroekonomikis ZiriTadi cnebebi. ganurCevlobis 
mrudebi. moxmarebisa da moTxovnis Teoria 

 
piradi moTxovnilebebis dasakmayofileblad individebi 

sxvadasxva dovlaTs moixmaren. 

piradi moxmarebis modelirebisaTvis iyeneben 

ganurCevlobis mrudis cnebas.  

ganvixiloT magaliTi. vTqvaT, saojaxo meurneoba 

moixmars ori saxis dovlaTs (dovlaTi 1 da dovlaTi 2). 

davuSvaT drois raRac periodში pirveli dovlaTi 

moixmares Y1 , xolo meore dovlaTi _ Y2 raodenobiT. 

organzomilebian (Y1,Y2) veqtors uwodeben moxmarebis gegmas. 

saojaxo meurneoba moxmarebis A=(
AA YY 21 , ) veqtors adarebs, 

moxmarebis sxva ),( 21

BB YYB   veqtors da akeTebs qvemoT 

CamoTvlilidan erT-erT daskvnas: 

a) A veqtors upiratesoba aqvs B veqtorTan შედარებით; 

b) B veqtors upiratesoba aqvs  A veqtorTan შედარებით; 

g) A da B veqtorebs Tanabari upiratesoba aqvს 

(momxmareblisTvis sulerTia romels airCevs,  A Tu B 

veqtors). 

gansazRvreba. moxmarebis gegmaTa simravle, romelic 

ganurCevlobis mdgomareobaSia gansaxilvel gegmasTan, 

sibrtyeze Seadgens wertilTa simravles, და მას 

ganurCevlobis mrudi ewodeba.  

Tu  U=U(Y1,Y2)-iT aRvniSnavT funqcias an sxvanairad, 

sargeblianobis indeqss, romelic SeiZleba miviRoT (Y1 ,Y2) 

veqtoriT mocemuli dovlaTis moxmarebiT, maSin ganurCev-

lobis mrudi iqneba (Y1 ,Y2) mniSvnelobaTa erToblioba, 

romelTac mivyavarT sargeblianobis U indeqsis erTsa da 

imave mniSvnelobamde (e.i. ganurCevlobis mrudebi 

sargeblianobis funqciis donis wirebია). 
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ganurCevlobis mrudebi ganisazRvreba sargeblianobis 

funqciis mixedviT. 

ganvixiloT sargeblianobis funqciis ramdenime tipi, 

romlebic ekonomikaSi xSirad gamoiyeneba: 

1. funqcia dovlaTTa sruli urTierTCanacvlebiT (mag., 

fxvnili Saqri da natexი Saqari) 

2211 YYU   .                                         (4.1) 

2. sargeblianobis neoklasikuri (kob-duglasis) funqcia:                

      1, 21210
21   

YYU .               (4.2) 

3. sargeblianobis funqcia srulad urTierTSemvseბi 

dovlaTebisaTvis (mag., karaqi da puri, sosisi da mdogvi) 

                     ,),min(
2

2

1

1 uU
YY

U 


 sadac 








uY

uY

22

11




;                  (4.3) 

4. Sereuli, Semvseb-Camnacvlebeli tipis funqcia (mag., 

Cai da rZe): 

                    
21 uuU  ,   sadac 









22122

21111

uuY

uuY




       (4.4) 

ganurCevlobis mrudis asagebad sargeblianobis 

funqciis erT-erTi argumenti unda gamovsaxoT sxva 

argumentiTa da sargeblianobis funqciis U mniSvnelobiT. 

magaliTad, (4.1) funqciisaTvis gveqneba 

2

11
2



 YU
Y


 .                          (4.5) 

1 da 2 koeficientebs mivaniWoT mudmivi mniSvnelobebi 
da SevarCioT sargeblianobis funqciis U0 mniSvneloba, 

Semdgom Y1-სთვიs sxvadasxva mniSvnelobebიs მინიჭებისას, (4.5)-

dan miviRეbT Y2-is Sesabamis mniSvnelobebs. miRebuli (Y1,Y2) 

wertilebis  sibrtyeze asaxviT ki miviRebT ganurCevlobis 

mruds (nax. 4.1). 
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ნახ. 4.1. 

miiReba wrfeebი da amavdroulad, rac  metia U0, 
Sesabamisi ganurCevlobis mrudi miT ufro Sors gan-

Tavsdeba ko-ordinatTa saTavidan. 

funqciebi sruli urTierTCanacvlebiT Tavs iCens maSin, 

rodesac Y1 da Y2 urTierTSemcvlelebia; magaliTad, Tu  Y1 

არის Cai da Y2 - yava.   

sargeblianobis (4.2) funqciisaTvis ganurCevlobis 
mrudis asagebad vpoulobT  Y2-s:                                                                                                         

                      
2

1

1

10

2




 















Y

U
Y .     (4.6)                                                                    

(Y1,Y2) sibrtyeze 0, 1, 2 da U0-is dafiqsirebiT, miviRebT 

ganurCevlobis mruds (nax. 4.2).                                                                                         

rac ufro metia U0-is mniSvneloba, ganurCevlobis 

mrudi miT metad aris daSorebuli koordinatTa saTavidan. 

 

 

 

 

 

ნახ. 4.2. 

 sargeblianobis (4.6) funqciisaTvis ganurCevlobis 

mruds aqvs 4.2 ნახ-ზე mocemuli saxe. 

Y2 

 

4.

1 nax.1.1 

0 

 

Y2 

nax. 1.2 
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 funqciebi sruli urTierTSemvsebebiT Tavs iCens maSin, 

roca Y1 da Y2 erTad gamoiyeneba. magaliTad, Tu Y1 Caia da Y2 

Saqari (nax. 4.3). 

 Sereuli tipis funqciisaTvis gvaqvs 4.4 nax-ze 

mocemuli ganurCevlobis mrudebi. 

                                      

       

 

 

 

 

 

zRvruli sargeblianoba da Canacvlebis zRvruli norma 

moxmarebis Teoriis ZiriTadi cnebebia zRvruli 

sargeblianoba da Canacvlebis zRvruli norma. vTqvaT, 

U=U(Y1,Y2) - sargeblianobis funqciaa. 

gansazRvreba. sargeblianobis funqciis i-uri cvladis 

mixedviT cvlilebis  
1Y

U




 siCqares, i-uri dovlaTis zRvruli 

sargeblianoba ewodeba.  

magaliTad, sargeblianobis U=1Y1+2Y2 funqciisaTvis Y1 

dovlaTis zRvruli sargeblianobaa 1

1






Y

U
; xolo Y2 

dovlaTis zRvruli sargeblianoba iqneba 2

2






Y

U
 (zRvruli 

sargeblianoba - marginal utility). 

 kob-duglasis neoklasikuri tipis sargeblianobis 

funqciisaTvis 21

210


 YYU  , sadac 1+21, miviRebT, rom 

dovlaTis zRvruli sargeblianoba iqneba:  

nax. 4.3 

0 Y1 

Y2 

nax. 4.4 

0 

Y2 

Y1 
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.
1

11

1120

1

12

Y

U
YY

Y

U 







   

 

Y1 dovlaTis dY1 sididiT Semcirebisas sargeblianobis 

winandeli U donis SesanarCuneblad saWiroa, meore dov-

laTis moxmareba gavzardoT dY2 sididiT. 

am cvlilebis amsaxvel fardobas uwodeben Canacvlebis 

zRvrul normas (marginal rate of substitution). 

gansazRvreba: samomxmareblo dovlaTis Canacvlebis 

zRvruli norma  (MRS) ewodeba Semdegi gamosaxulebiT 

mocemul fardobas: 

constU
dY

dY
MRS




1

2  .           (4.7) 

Tu gaviTvaliswinebT, rom A=(Y1,Y2) da B(Y1+dY1;Y2+dY2) 

wertilebi ganurCevlobis erTsa da imave mrudze Zevs (e.i. 

Seesabameba sargeblianobis funqciis erTsa da imave dones), 

gveqneba: 

  U(Y1,Y2)=U(Y1+dY1;Y2+dY2).                            (4.8) 

amrigad, dU=0 , rac niSnavs,  

02

2

1

1










dY

Y

U
dY

Y

U
 .                        (4.9) 

aqedan gamomdinare 

constU

constU

Y

U

Y

U

dY

dY
MRS















2

1

1

2
.                (4.10) 

P.S. maSasadame, Canacvlebis zRvruli norma gamoisaxeba 

dovlaTTa zRvruli sargeblianobaTa fardobiT.  
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moTxovnis funqcia 

TiToeuli pirovnebisaTvis damaxasiaTebeli 

moTxovnile-ba, sxvadasxva saxis dovlaTze aisaxeba 

ganurCevlobis mrudis meSveobiT, xolo momxmareblis 

moTxovnis SezRudva moicema sabiujeto SezRudvebis 

pirobebiT. 

 Tu pirveli da meore dovlaTis sabazro fasebs 

aRvniSnavT P1 da P2-iT, xolo momxmareblis Semosavals 

(biujets) ki B-Ti, maSin dovlaTis moxmarebis (Y1,Y2) 

gegmisaTvis sabiujeto SezRudvis utolobasa da biujetis 

wrfis gantolebas mocemuli pirovnebisaTvis eqneba Semdegi 

saxe: 

P1Y1+P2Y2B.                         (4.11) 

gamosaxuleba (4.11) iZleva sabiujeto SezRudvis 

gantolebas. 

 ganvixiloT ganurCevlobis mrudebi da biujetis wrfe 

(nax. 4.5). 

 

                           

   

 

 

nax. 4.5 

CavTvaloT, rom TiToeuli pirovneba biujetis 

SezRudvis farglebSi cdilobs Tavisi Semosavali ise 

gadaanawilos sxvadasxva samomxmareblo dovlaTs Soris, 

rom miaRwios sargeblis maqsimizacias: 

.

max,

2211 BYPYP

U




                                          (4.12) 

0 

U=U0 

U=U1 

U=U2 

sabiujeto wrfe 

ganurCevlobis mrudebi 

Y1 

Y2 

1 

 

2 

 

nax. 1.5 



230 

 

dovlaTis Sesabamisi mniSvnelobebis  2*

1 ,YY  

erTobliobas moxmarebis optimaluri gegma ewodeba. is 

aRniSnavs biujetis wrfisa da ganurCevlobis mrudis 

Sexebis wertils. 

maSasadame, rodesac sabazro fasebi da pirovnebis 

Semosavali mocemulia, pirovnebis moxmarebis optimaluri 

gegma biujetSi arsebuli SezRudvebisas ganisazRvreba 

sargeblis maqsimizaciis principiT. moxmarebis optimaluri 

gegma icvleba fasisa da Semosavlis (pirovnebis biujetis) 

mixedviT.   

 

 







.,,

,,

212

*

2

211

*

1

BPPY

BPPY



              (4.13) 

am gamosaxulebas uwodeben saojaxo meurneobis 

moTxovnis  funqciebs. 

sargeblianobis funqciis Tvisebebi 

sargeblianobis U=U(Y1,Y2) funqciis arsidan gamomdinare 

მას aqvs Semdegi zogadi (e.i. funqciis tipisgan 

damoukidebელი) Tvisebebi: 

1) Tu Y2=const, maSin Y1–is zrdasTan erTad, 
sargeblianobis funqciac izrdeba; aseve, Tu Y1=const da  Y2 

izrdeba, maSin sargeblianobis funqciac izrdeba, 

sxvagvarad გვექნება: 

00
21











Y

U

Y

U
.             (4.14) 

 amrigad produqtebis zRvruli sargeblianoba 

dadebiTia; 

2) TiToeuli produqtis zRvruli sargeblianoba 
klebulobs, Tu misi moxmarebis moculoba izrdeba 

0
Y

U
0

Y

U
2

2

2

2

1

2










.              (4.15) 
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am Tvisebas uwodeben zRvruli sargeblianobis klebis 
kanons. es Tviseba imas niSnavs, rom saqonlis TiToeul 

saxeobaze moxmareba SezRudulia moTxovniT;  

3) dovlaTis TiToeuli saxeobis zRvruli 
sargeblianoba izrdeba, Tu izrdeba dovlaTis sxva 
saxeobis raodenoba. am SemTxvevaSi saqoneli, romlis 

raodenoba fiqsirebulia, SedarebiT deficituria. amitom, 
misi yoveli damatebiTi erTeuli iZens met Rirebulebas da 
SeiZleba ufro efeqturad iqnes gamoyenebuli. Tviseba 
marTebulia dovlaTis mxolod im Y1 da Y2 saxeobebisaTvis, 
romlebic erTmaneTs srulad ver Caanacvleben. igi 
analizurad Semdegnairad gamoisaxeba: 

0
21

2






YY

U
.                             (4.16) 

 zemoT moyvanili Tvisebebi gviCvenebs, rom (4.10)-is 

gamoyenebiT SegviZlia miviRoT Semdegi utoloba: 

.0

2

1

1

2 











Y

U

Y

U

dY

dY
       (4.17) 

es niSnavs, rom Y1-is zrdasTan erTad, Y2 mcirdeba. 

 gamovTvaloT meore rigis warmoebuli 

.
2

2

121

2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

2

2











































Y

U

Y

U

YY

U

Y

U

Y

U

dY

dY

dY

d

dY

Yd               (4.18) 

samive Tvisebidan gamomdinare vRebulobT, rom  

.0
2

1

2

2


dY

Yd
                 (4.19) 

amrigad Y2=f(Y1) funqciis grafiki Cazneqilia anu aqvs 

ganurCevlobis mrudis grafikze (nax. 4.5), gamosaxuli 

forma. 
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 ganvixiloT konkretuli amocana momxmareblis 

arCevanze.  

 amocana. vTqvaT gvaqvs Semdegi saxis sargeblianobis 

funqcia:  

21 YYU  ,                (4.20)  

sadac cnobilia Y1 da Y2 produqtebis Sesabamisi P1 da P2 

fasebi. gvaqvs sabiujeto SezRudva 

.2211 BYPYP                            (4.21) 

am pirobebSi ipoveT optimaluri gegma, e.i. Y1 da Y2 

produqtebis is raodenoba, romlis drosac sargeblianobis 

U funqcia maqsimaluria. 

amoxsna. cxadia, (4.21) piroba optimalur wertilSi iZens 

tolobis niSans, amitom gvaqvs: 









BYPYP

YYU

2211

21 max
.                (4.22) 

SevadginoT lagranJis funqcia: 

 BYPYPYYL  221121  .                   (4.23) 

eqstremumis aucilebel pirobebs Semdegi saxe aqvs:  

0

0

0

2211

21

2

12

1
















BYPYP
Y

L

PY
Y

L

PY
Y

L





.          e. i.    

,

,

,

2211

21

12

BYPYP

PY

PY











        (4.24) 

saidanac vRebulobT: 













BYPYP

P

P

Y

Y

2211

2

1

1

2

.                          (4.25) 

pirveli piroba niSnavs, rom orive produqtze 

daxarjuli fulis raodenoba unda iyos erTnairi  
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(P1Y1=P2Y2), maSin (4.25)-is meore gantolebidan vpoulobT 

moTxovnis funqciebs: 

;
2 1

1
P

B
Y                         (4.26) 

.
2 2

2
P

B
Y                         (1.27) 

amrigad, TiToeul produqtze gaweuli xarji Seadgens 

momxmareblis saerTo Semosavlis naxevars (es 

dakavSirebulia sargeblianobis funqciis Y1 da Y2-is mimarT 

simetriulobasTan). 

 

momxmareblis arCevanis zogadi modeli 

vTqvaT, gvaqvs sargeblianobis funqcia U=U(Y1,Y2,…,Yn), 

sadac Yi aris i-uri dovlaTis raodenoba, P=(P1,P2,…,Pn) - fasebis 

veqtori  da B - momxmareblis biujeti. 

maSin, miviRebT momxmareblis arCevanis zogad amocanas: 

max,),...,,( 21 nYYYU             (4.28) 

BYPYPYP nn  2211 ,     (4.29) 

,0iY   ni ,1  .            (4.30) 

lagranJis funqcia (4.28)-(4.30) CavweroT amocanisaTvis: 

   BYPYPYPYYYUL nnn   221121 ,,,  .           (4.31) 

eqstremumis arsebobis aucilebel pirobebs aqvs Semdegi 

saxe: 

,0, ,  iii PUL   i=
____

,1 n ;                    (4.32) 

BYPYPYP nn  2211 ,               (4.33) 

saidanac gamomdinareobs, rom 



234 

 

______

 ,

 ,
n1,j   ;n1,i    , 

j

i

j

i

P

P

U

U
.                            (4.34) 

ase rom, optimumis wertilSi nebismieri ori dovlaTis 

zRvruli sargeblianobis fardoba udris maTi sabazro 

fasebis fardobas. 

P.S. cxadia, rom zogadad moTxovnis funqciis analizuri 

saxiT warmodgena SeuZlebelia, Tu ar SemovifarglebiT 

garkveuli saxis sargeblianobis funqciebiT. 

sargeblianobis funqciis asagebad gamoiyeneba regresiuli 

analizis meTodebi, Sesabamisi Tvisebebis gaTvaliswinebiT. 

amocana. amoxseniT momxmareblis arCevanis amocana da 

ipoveT moTxovnis funqcia, roca dovlaTze fasebia: P1=10; 

P2=2,  biujeti B=60, xolo sargeblianobis funqcias aqvs saxe: 

a) max;YU 21  Y  

b) max;YU
3/2

2

2/1

1  Y  

g) max;)3()1Y(U 4/3

2

4/1

1  Y  

d) .min)7()5(3U 2

2

2

1  YY  

gamosaxeT ganurCevlobis mrudebi da biujetis wrfe. 

 

laboratoriuli samuSao 4.1 

amocana. mocemulia sargeblianobis funqcia: 

2/1

2

2/1

112 YYU    

 saqonlis fasebia: ,75.01 P  5.02 P  da biujeti 25B . 

am pirobebSi, unda vipovoT optimaluri gegma, anu Y1-isa 

da Y2-is is mniSvnelobebi, romlis drosac sargeblianobis 

funqcia maqsimaluria. (amocana amoxseniT analizurad da 

kompiuteris meSveobiT, Sedegebi SeadareT erTmaneTs. aageT 

amocanis grafikuli interpretacia). 
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amoxsna: 

SevadginoT sabiujeto SezRudva: 

BYPYP  2211
, 

255.075.0 21  YY . 

SevadginoT lagranJis funqcia: 

)5.075.025(12),,( 21

2/1

2

2/1

121 YYYYYYL    

da Sesabamisi SezRudvebi: 

05.075.025

05.0
2

1
12

075.06

21

2/1

2

2/1

1

2

2/1

2

2/1

1

1




















YY
L

YY
Y

L

YY
Y

L







;  

mivceT sistemis saxe: 























05.075.025

05.0
2

1
12

075.06

21

2/1

2

2/1

1

2/1

2

2/1

1

YY

YY

YY





; 




















05.075.025

5.0

2

1
12

75.0

6

21

2/1

2

2/1

12/1

2

2/1

1

YY

YY
YY

; 

 






















05.075.025

75.0
2

1
125.06

21

2/1

2

2/1

1

2/1

2

2/1

1

YY

YYYY
; 









05.075.025

75.065.06

21

2/1

1

2/1

1

2/1

2

2/1

2

YY

YYYY
;                       
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05.075.025

5.43

21

12

YY

YY
; 









05.075.025

5.1

21

12

YY

YY
; 

25

67.16

05.125

05.15.075.025

2

1

1

11









Y

Y

Y

YY

. 

 

programa  Mathcad-ze 
 

miznis funqciis Setana: 

U Y1 Y2( ) 12Y1

1

2
Y2

1

2
 ; 

sawyisi monacemebis gansazRvra: 

Y1 1

Y2 1  

SezRudvaTa sistema: 

Given

Y1 0

Y2 0

0.75 Y1 0.5 Y2 25 

sargeblianobis funqciis maqsimumis Sesabamisi 

mniSvnelobebi: 

 

 

R MaximizeU Y1 Y2( )

R
16.667

25
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avagoT sabiujeto SezRudvis grafiki da ganurCevlobis 

mrudi erT koordinatTa sibrtyeze. amisaTvis, Y2  

gamovsaxoT Y1-is saSualebiT, miviRebT funqcias: 

F y( )
25 0.75y

0.5


 

ganurCevlobis mrudis asagebad, CavataroT aseTive 

gamosaxva da masSi SevitanoT Cven mier gamoTvlili 

sargeblianobis funqciis mniSvneloba, miviRebT: 

G y( )
244.949

12 y

1

2












2



. 

avagoT grafiki. 
 

miRebuli Sexebis wertili warmoadgens momxmareblis 

arCevanis Sesabamis wertils. 

 

savarjiSo. 

mocemulia sargeblianobis funqcia: 

2/1

2

2/1

1 YYU   . 

 saqonlis fasebia: ,75.01 P  5.02 P  da biujeti 29B . 

U R
0

R
1

  244.949

0 20 40
0

50

100

F y( )

G y( )

y
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am pirobebSi, unda vipovoT optimaluri gegma, anu Y1-isa 

da Y2-is is mniSvnelobebi, rodesac sargeblianobis funqcia 

maqsimaluria (amocana amoxseniT analizurad da 

kompiuteris meSveobiT, Sedegebi SeadareT erTmaneTs. aageT 

amocanis grafikuli interpretacia). 

 
 

4.2. r. stounis sargeblianobis funqcia da momxmareblis 
arCevanis amocana 

 
stounis sargeblianobis funqcias aqvs Semdegi saxe: 

        max:::,,, 21

221121  n

nnn aYaYaYYYYU


   (4.35) 

sadac ai aris i-uri dovlaTis aucilebeli minimaluri 

raodenoba, romelic Seisyideba nebismier SemTxvevaSi da ar 

warmoadgens arCevanis sagans. imisaTvis, rom ai, ni ,1  

dovlaTTa erToblioba srulad iqnes SeZenili 

aucilebelia, B biujeti iyos am dovlaTTa erTobliobis 

SesaZenad saWiro fulis raodenobaze meti.  i0 xarisxis 

maCveneblebi axasiaTebs, momxmareblisaTvis dovlaTTa 

fardobiT Rirebulebas, anu axasiaTebs imas, Tu 

momxmareblisaTvis ramdenad metad sasurvelia esa, Tu is 

saxis dovlaTi. 

(1.35) miznis funqciaze sabiujeto SezRudvebis 

damatebiT  

BYPYPYP nn  2211  

,ii aY   ni ,1       (4.36) 

miviRebT r. stounis models. 

r. stounis sargeblianobis funqciisaTvis momxmareblis 

arCevanis amocanis amosaxsnelad, SevadginoT lagranJis 

funqcia: 
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n

i

nnii BYPYPYPaYL i

1

2211 


  (4.37) 

eqstremumis aucilebeli pirobebiT miiReba: 

 
,0

,,, 21 








i

ii

ni

i

P
aY

YYYU

Y

L


 
 ,,1 ni     (4.38) 

e.i. .
i

i

ii
P

U
aY



 
           (4.39) 

aseve, gvaqvs piroba: 

.2211 BYPYPYP nn                   (4.40) 

gavamravloT (4.39)-Si yoveli i-uri gantoleba Pi-ze da 

SevajamoT i-s mimarT, maSin miviRebT: 

.
1 11

 
 


n

i

n

i

iii

n

i

ii UaPaPY                (4.41) 

 (4.40)-is gamoyenebiT, (4.41)-dan vRebulobT: 

 
 


n

i

n

i

iii UPaB
1 1

,   (4.42) 

sxvagvarad, 

,

1

1












n

i

i

n

i

ii PaB
U




     (4.43) 

(4.39)-Si CavsviT (4.43, miviRebT moTxovnis funqcias: 

.n1,i    ,
____

1

1






















n

i

ii

n

i

iii

ii

P

aPB

aY





              (4.44) 

am funqciis interpretireba iolia. Tavdapirvelad 

gamoiyeneba yoveli ai dovlaTis minimalurad aucilebeli 

raodenoba, Semdeg gamoiTvleba fulis darCenili 
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raodenoba, romelic proporciulad gadanawildeba 

mocemuli saxis dovlaTis sasurvelobis i mniSvnelobis 

(wonadobis) mixedviT. fulis raodenobis Pi fasze gayofiT 

minimumis garda miviRebT damatebiT SesaZen i–uri dovlaTis 

raodenobas da mas davumatebT ai-s. 

 

laboratoriuli samuSao 4.2 
 

amocana. sargeblianobis funqcias aqvs r. stounis saxe. 

ipoveT moTxovnis funqcia im SemTxvevaSi, roca 

momxmarebeli aucileblad moixmars TveSi a1=18 cal purs 

P1=0.5 laris RirebulebiT,  a2=4 kg kartofils - P2=1.20 

laris RirebulebiT, a3= 3kg xorcs - P3=8 laris 

RirebulebiT, a4=2kg Tevzs P4=10 laris RirebulebiT da 

a5=10 cal kvercxs - P5=0.25 laris RirebulebiT, Tu 1=5; 

2=4; 3=2; 4=3 da 5=1. momxmareblis biujeti TveSi 500 

laria. amocana amoxseniT analizurad da kompiuteris 

meSveobiT. miRebuli Sedegebi SeadareT erTmaneTs. 

 

amoxsna: stounis sargeblianobis funqcias aqvs saxe: 

U(Y1,Y2,Y3,Y4,Y5)=(Y1-a1)1(Y2-a2)2(Y3-a3)3(Y4-a4)4(Y5-a5)5; xolo 

sabiujeto SezRudvebs aqvT saxe: 

P1Y1+ P2Y2+ P3Y3+ P4Y4+ P5Y5B; 

Y1 a1  Y2 a2  Y3 a3  Y4 a4  Y5 a5. 

amocanis analizuri amoxsnis Sedegad miviReT, rom 

moTxovnis funqcias aqvs saxe(1.10): 

____

5

1

5

1
1,5i   , 





















i

ii

i

iii

ii

P

aPB

aY





. 
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moTxovnis funqciis mniSvnelobebi gamovTvaloT 

ornairad: momxmareblis arCevanis amocanis amonaxsnidan da 

analizuri amonaxsnidan. 

programa Mathcad-ze 
 

monacemebis Seyvana da amocanis ornairi  

amonaxsni 

amocanis amoxsa analizuri amonaxsnis bazaze 

 

 

 

 

 

 

amocanis amoxsna arawrfivi daprogramebis amocanis  

bazaze 

 

  

 

ORIGIN 1

B 500

a

18

4

3

2

10

















 

5

4

2

3

1

















 P

0.5

1.2

8

10

0.25

















 i 1 5 Y1
i

a
i

i

B

1

5

i

P
i

a
i
















P
i

1

5

i

i






Y1

311.133

101.711

10.328

10.794

127.253



















U Y1( ) 8.449 10
26



U Y( )

1

5

i

Y
i

a
i

 
 i






Y a

Given

Y a
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Sedegebi: 

 

 

 

savarjiSo.  
 

sargeblianobis funqcias aqvs r. stounis saxe. ipoveT 

moTxovnis funqcia im SemTxvevaSi, roca momxmarebeli 

aucileblad moixmars TveSi a1=15 cal purs P1=0.5 laris 

RirebulebiT,  a2=5 kg kartofils - P2=1.20 laris Rirebu-

lebiT, a3= 3kg xorcs - P3=10 laris RirebulebiT, a4=2kg 

Tevzs - P4=10 laris RirebulebiT da a5=10 cal kvercxs - 

P5=0.25 laris RirebulebiT, Tu 1=5; 2=3; 3=2; 4=4 da 5=1. 

momxmareblis biujeti TveSi 400 laria. amocana amoxseniT 

analizurad da kompiuteris meSveobiT. miRebuli Sedegebi 

SeadareT erTmaneTs. 

 

4.3. funqciis elastiuroba 
 

ganvixiloT y=f(x) funqcionaluri damokidebuleba. damo-

ukidebeli x cvladis cvlileba iwvevs y funqciis 

mniSvnelobis cvlilebas. ismis kiTxva: rogor gavzomoT 

damokidebuli y cvladis mgrZnobiaroba x-is cvlilebis 

mimarT?! am cvlilebis erT-erTi maCvenebelia funqciis 

1

5

i

P
i

Y
i




B

R MaximizeU Y( )

R

311.56

101.589

10.327

10.792

127.099



















U R( ) 8.449 10
26
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warmoebulis cneba y , rac axasiaTebs y-is cvlilebis 

siswrafes x-is cvlilebisas. 

Tumca, ekonomikaSi warmoebulis cnebis gamoyeneba 

xSirad mouxerxebelia, vinaidan damokidebulia sazomi 

erTeulis arCevaze. magaliTad, Tu ganvixilavT Saqarze 

moTxovnis y funqcias x=p fasze damokidebulebiT, vnaxavT, 

rom p fasis TiToeuli SemTxvevaSi, warmoebulis ricxviTi 

mniSvneloba 
x

y
y




  damokidebulia imaze, rom Saqarze 

moTxovna izomeba kilogramobiT Tu centnerobiT. pirvel 

SemTxvevaSi, warmoebuli izomeba kg/lariT, Sesabamisad, misi 

mniSvneloba fasis erTsa da imave mniSvnelobisas, 

moTxovnis sididis erTeulidan gamomdinare, sxvadasxva 

iqneba. amitom, ekonomikaSi funqciis cvlilebis 

mgrZnobiarobis gasazomad Seiswavlian х-isa da y-is ara 

absoluturi, aramed maTi fardobiTi an procentuli 

cvlilebebis kavSirs (maSin, roca fizikaSi am sirTules 

Tavs arideben erTeulTa saerTaSoriso SI sistemis 

SemotaniT).  

gansazRvreba. y=f(x) funqciis elastiuroba ewodeba х da 

y cvladebis fardobiTi cvlilebebis Sefardebis zRvars, 

roca argumentis nazrdi .0x  

sxvagvarad, Tu  y=f(x) funqciis elastiurobas aRvniSnavT 

Ex(y)-iT, maSin  

   .limlim
00 y

x

dx

dy

x

y

y

x

x

x

y

y

yE
xx

def

x 












                      (4.45) 

gansazRvreba. f(x) funqciis saSualo mniSvneloba x 

wertilSi, ewodeba f(x)/x fardobas. 

Tu, f(x) funqciis saSualo mniSvnelobas aRvniSnavT Af(x)-

iT, gveqneba 
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.

x

xf
Af

def

       (4.46) 

gansazRvreba. funqciis zRvruli mniSvneloba ewodeba 

funqciis )(xf   warmoebuls (aRniSvna Mf). 

amrigad, am ori gansazRvrebiT SesaZlebelia 

ganvmartoT f(x) funqciis elastiuroba, rogorc zRvruli 

mniSvnelobis Sefardeba saSualo mniSvnelobasTan, anu 

 
.

)(

x

xf

xf

Af

Mf
fEx


       (4.47) 

zogjer mosaxerxebelia elastiurobis warmodgena 

logariTmuli warmoebulis saxiT. 

 
 

.
ln

ln

xd

yd
Ef                    (4.48) 

gadavideT elastiurobis cnebis geometriul interpre-

taciaze. 

 

 

 

 

    

 

ganvixilavT or SemTxvevas: 4.6 nax-ze  xf  funqcia 

klebulobs, xolo 4.7 nax-ze – izrdeba. 

gansazRvrebis Tanaxmad,  xfy   funqciis elastiuroba 

 yxC ;  wertilSi gamoiaxeba Semdegi formuliT:   ,
y

x

dx

dy
yEx   

tg
dx

dy
  (nax. 4.6-is SemTxvevaSi)  da tg

dx

dy
  (nax. 4.7-is 

0 x 

y 

y 

x A 

 

Y=f(x) 

C 

B 

nax. 4.6 

0 

B 

A 
 

x x 

y 

y 

C 

nax. 4.7 
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SemTxvevaSi) warmoebulis geometriuli Sinaarsis mixedviT: 

amrigad, erTmaneTis paralelurad ganvixilavT Semdeg or 

SemTxvevas:  

a). nax. 4.6 da b) nax. 4.7 

cxadia,  

a)   ;
y

x
tgyEx    

b)   .
y

x
tgyEx    

aseve cxadia, Tu: 

a) ;Oxx   

    .Oyy 
  

b) ;OAAxx   

    Oyy   

maSin miviRebT: 

a)   ;
Oy

Ox
tgyEx     

;sin

;cos





ACxCOy

BCyCOx




 

b)   ;
Oy

OAAx
tgyEx


   

;cosACAx   ;cosABOA   .sinACOy   

rac saSualebas iZleva  xfy   funqciis elastiuroba 

CavweroT Semdegi saxiT: 

a)   ;
sin

cos

AC

BC

AC

BC
tgyEx 




   

b)   .
sin

coscos

AC

BC

AC

ABAC
tgyEx 
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amgvarad,  xfy   funqciis elastiuroba tolia: 

  .
AC

BC
yEx   

roca С wertilSi gamavali AB mxebis koordinatTa 

RerZebTan gadakveTis A da B wertilebi ganlagebulia С 

wertilidan sxvadasxva mxares (nax. 1.6-isSemTxvevaSi); xolo, 

Tu gadakveTis A da B wertilebi ganlagebulia С wertilis 

erT mxares (nax. 4.7-is SemTxvevaSi), maSin  

   .
AC

BC
yEx    

ganvixiloT funqciis elastiurobis operatoris 

Semdegi Tvisebebi: 

1) elastiuroba warmoadgens sidides, romlis 

mniSvneloba ar aris damokidebuli imaze, Tu ra 

erTeulebiT izomeba x da y sidideebi, e.i. 

   .yEbyE xdx                                                     (4.49) 

damtkiceba. 

 
 
 

 .yE
by

ax

dx

dy

a

b

by

ax

axd

byd
ybE xbx    risi damtkicebac gvindoda; 

2) urTierTSebrunebuli funqciebis elastiurobebi, 

aseve urTierTSebrunebuli sidideebia 

 
 

.
1

xE
yE

y

x          (4.50) 

damtkiceba. 

 
 

;
11

xE

x

y

dy

dxy

x

dx

dy
yE

y

x 
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3) erTsa da imave х argumentze damokidebuli ori U(x) da 

V(x) funqciis namravlis elastiuroba tolia elastiurobaTa 

jamis: 

     .VEUEVUE xxx      (4.51) 

damtkiceba. 

 
 

   .VEUE
V

x

dx

dV

U

x

dx

dU
x

VU

UVVU

VU

x

dx

VUd
VUE xxx 










  

4) erTsa da imave х argumentze damokidebuli ori U(x) da 

V(x) funqciis Sefardebis elastiuroba tolia elasti-

urobaTa sxvaobisa: 

 
   .VEUE

V

U
E xxx 








    (4.52) 

damtkiceba. 

    ;
2

VEUE
V

x

dx

dV

U

x

dx

dU

U

xV

V

UVVU

V

U

x

dx

V

U
d

V

U
E xxx 




















  

5) erTsa da imave х argumentze damokidebuli ori U(x) da 

V(x)  funqciis jamis elastiuroba gamoiTvleba Semdegi 

formuliT: 

 
   

.
VU

VVEUUE
VUE xx

x



     (4.53) 

damtkiceba. 

 
 

  
















VU

V

x

dx

dV
V

U

x

dx

dU
U

VU

x
VU

VU

x

x

VU
VUEx

 

   
.

VU

VEVUEU xx




  

6)   .1xEx  

damtkiceba: 
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  .1
x

x

dx

dx
xEx

 

Sedegebi. 

a)     ;UnExUE x

n

x   

b) xarisxovani 
nxy   funqciis elastiuroba 

    ;nxnExE x

n

x   

g) maCvenebliani 
xay  funqciis elastiuroba  

  ;lnln ax
a

x
aa

a

x

dx

da
aE

x

x

x

x
x

x   

d) wrfivi baxy   funqciis elastiuroba 

 
 

.
bax

ax

bax

x

dx

baxd
baxEx








  

grafikulad ganvixiloT elastiurobis sididis 

cvlileba wrfivi baxY  funqciisaTvis (nax. 4.8). 

 

 

 

 

 

 

rogorc vxedavT, wrfivi funqciis elastiuroba 

damokidebulia wertilze, romelSic mas ganvixilavT, da 

misi sidide icvleba  -dan (abscisaTa RerZTan gadakveTis 

wertilSi) nulovan mniSvnelobamde (ordinatTa RerZTan 

gadakveTis wertilSi). 

 

0 

y   0yEx  

  1yEx     baxEx  

x 

baxy   a

b
  

a

b

2
  

nax. 1.8 
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4.3.1. elastiurobis cnebis gamoyeneba ekonomikaSi 

vTqvaT, gvaqvs Y dovlaTze moTxovnis funqcia  ,, BpfY   

sadac  р qonebis fasia, xolo В – momxmareblis biujeti. 

maSin, moTxovnis elastiuroba fasis mixedviT  

 
Y

P

P

Y
YE p 




                       (4.54) 

gviCvenebs Y dovlaTze moTxovnis sididis procentul 

cvlilebas, roca am qonebis fasi 1%-iT icvleba.  

 YE p  axasiaTebs momxmareblis mgrZnobiarobas 

produqciaze fasis cvlilebis mimarT. Tu moTxovnis 

fasobrivi elastiuroba absoluturi sididiT metia 1-ze, 

maSin moTxovnas ewodeba elastiuri, Tu naklebia 1-ze, maSin 

- araelastiuri. xolo, Tu   ,1YE p maSin amboben, rom 

moTxovnas aqvs erTeulovani elastiuroba. 

                
Y

B

B

Y
YEB 




             (4.55) 

sidides ewodeba moTxovnis elastiuroba Semosavlebis 

mixedviT. es sidide axasiaTebs Y dovlaTze moTxovnis 

sididis procentul cvlilebas momxmareblis В Semosavlis 

erTi procentiT Secvlisas. 

moTxovnis dadebiTi elastiuroba Semosavlis mixedviT 

axasiaTebs dovlaTis xarisxian saqonels, xolo uaryofiTi 

elastiuroba – uxarisxo saqonels (romelsac yiduloben 

mxolod dabali fasisa da momxmareblis mcire В Semosavlis 

gamo). 

ase rom, meurneobis dargSi Semosavlis mixedviT, 

moTxovnis maRali dadebiTi elastiurobis koeficienti 

 YEB
 miuTiTebs imaze, rom misi wili ekonomikur zrdaSi 

metia, vidre wili ekonomikis struqturaSi. amitom, mas aqvs 

Sansi samomavlo zrdisa da ganviTarebisaTvis. piriqiT, Tu  
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  ,1YEB
 maSin Y saqonels moelis Cawola da warmoebis 

Semcirebis perspeqtiva. 

iY
 dovlaTze moTxovnis sididis Seswavlisas, roca sxva 

jY  - dovlaTze (moxmarebaSi misi Semcvleli an Semavsebeli) 

jp  fasi icvleba erTi procentiT, Semodis fasis mixedviT 

moTxovnis jvaredini elastiurobis cneba.  

  .
i

j

j

i

j

j

i

i

ipj
Y

P

dP

dY

P

dP

Y

dY

YE                         (4.56) 

Tu    0ipj YE
, i da j dovlaTi urTierTCamnacvleblebia, 

xolo Tu   0pjE
, dovlaTebi urTierTSemavsebelia. 

daskvna: 

1) moTxovnis funqciis fasis mixedviT elastiuroba miT 

ufro maRalia, rac ufo maRalia dovlaTis 

Canacvlebisunarianoba; 

2) moTxovnis funqciis fasis mixedviT elastiuroba miT 

ufro maRalia, rac ufro maRalia mocemul dovlaTze 

xarjebis xvedriTi wona momxmareblis SemosavalSi; 

3) moTxovnis funqciis fasis mixedviT elastiuroba miT 

ufro maRalia, rac ufro dabalia mocemul dovlaTze 

moTxovnis subieqturi aucilebloba; 

4) moTxovnis funqciis fasis mixedviT elastiuroba 

izrdeba relaqsaciis drois Sualedis zrdasTan erTad. 
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laboratoriuli samuSao 4.3 

 

amocana. ori produqtisaTvis, romelTa fasebia Sesa-

bamisad 
1P  da 

2P , moTxovna warmodgenilia stounis funqci-

iT. unda vipovoT TiToeul produqtze moTxovnis elasti-

uroba fasis mixedviT. 

dasmuli amocanis amosaxsnelad SevadginoT programa.  

 

programa  Mathcad-ze 
 

sawyisi monacemebis Setana: 

B 120  

a
1

2

a
2

3

1 0.4

2 0.6

Y1 P1 P2( ) a
1

1 B P1 a
1

 P2 a
2

 
P1 1 2 



 

fasis mixedviT moTxovnis stounis funqcia mocemuli ori 

produqtisaTvis: 

Y1 P1 P2( ) a
1

1 B P1 a
1

 P2 a
2

 
P1 1 2 



Y2 P1 P2( ) a
2

2 B P1 a
1

 P2 a
2

 
P2 1 2 



 

maTi elastiurobis gamoTvla: 

E1 P1 P2( )
P1

Y1 P1 P2( )
d

d









P1

Y1 P1 P2( )


E2 P1 P2( )
P2

Y2 P1 P2( )
d

d









P2

Y2 P1 P2( )


 



252 

 

fasis konkretuli mniSvnelobisaTvis elastiurobis 

gamoTvla: 

P1 15

P2 12  

E1(P1,P2):=-0.651 

E2(P1,P2):=-0.789 

 

 

savarjiSo. 
 

mocemulia moTxovnis funqcia: 

Y:=1000-8BP 

ipoveT moTxovnis elastiuroba fasisa da biujetis 

mixedviT, aageT Sesabamisi grafikebi; ipoveT, elasti-urobis 

mniSvnelobebi fasisa da biujetis sxvadasxva 

mniSvnelobebisaTvis. 

 

 

4.4.  moTxovnis jvaredini elastiuroba 
fasis mixedviT 

 

iY
 dovlaTze moTxovnis sididis cvlilebis 

Sesaswavlad, roca sxva jY  dovlaTze (moxmarebaSi misi 

Semcvleli an Semavsebeli) jp  fasi erTi procentiT 

icvleba, Semodis fasis mixedviT moTxovnis jvaredini 

elastiurobis cneba.  



253 

 

  .
 

i

j

j

i

j

j

i

i

ip
Y

P

dP

dY

P

dP

Y

dY

YE
j

                 (4.57) 

Tu   ,0ip YE
j

 i da j dovlaTi urTierTCamnac-

vleblebia(yava da Cai). Tu  ,0
 


jpE

 
dovlaTi urTierTSe-

mavsebelia (Saqari da Cai). 

 

laboratoriuli samuSao 4.4 

 

amocana: mocemulia ori produqti, Sesabamisi fasebiT 

da momxmareblis biujetiT. moTxovna mocemulia stounis 

funqciis meSveobiT. gamovTvaloT fasis mixedviT moTxov-

nis jvaredini elastiuroba.  

amoxsna. SevadginoT Sesabamisi programa. 

programa  Mathcad-ze 
 

sawyisi monacemebis Setana: 

n 2

a1 2

a2 3

1 0.4

2 0.6

B 120

 

moTxovna mocemulia stounis formulebiT: 

Y1 P1 P2( ) a1
1 B P1 a1 P2 a2( )

P1 1 2 


Y2 P1 P2( ) a2
2 B P1 a1 P2 a2( )

P2 1 2 
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moTxovnis jvaredini elastiurobis gamoTvla fasis 

mixedviT: 

EY1 P1 P2( )
P2

Y1 P1 P2( )
d

d









P2

Y1 P1 P2( )


EY2 P1 P2( )
P1

Y2 P1 P2( )
d

d









P1

Y2 P1 P2( )


 

fasis mniSvnelobebis Setana: 

P1 15 P2 12
 

elastiurobis gamoTvla:  

     EEY1(P1,P2):=-0.279 

                                                                        EY2(P1,P2):=-0.263 

 

amrigad, dovlaTebi urTierTSemavsebelia. 

 

 

savarjiSo. 

amocana. mocemulia sami produqti. Sesabamisi fasebi da 

momxmareblis biujeti airCieT damoukideblad. moTxovna 

mocemulia stounis funqciis meSveobiT. gamovTvaloT fasis 

mixedviT moTxovnis jvaredini elastiuroba. avxsnaT 

miRebuli Sedegebis ekonomikuri arsi. 
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4.5. amonagebis elastikuroba fasis mixedviT 
 

Y dovlaTis gayidvidan amonagebis elastiuroba fasis 

mixedviT tolia: 

       .YE1YE pp  pEpYE pp    

vinaidan moTxovnis fasis mixedviT elastiuroba mudam 

uaryofiTia, am formulidan gamodis, rom elastiuri 

moTxovnis dros amonagebi izrdeba Y-is raodenobis 

zrdasTan, an fasis SemcirebasTan erTad, xolo 

araelastiuris dros – klebulobs. 

magaliTad, kargi mosavlis dros fermerebis Semosavali 

Semcirdeba, radgan soflis meurneobis produqtebze 

moTxovnis elastiuroba sakmaod dabalia. analogiurad, Tu 

gavzrdiT aqcizebs aryis warmoebaze, biujetSi 

Semosavlebma SeiZleba iklos, vinaidan sxva qveynebidan 

importirebuli iqneba iafi arayi. rasac adgili hqonda 1993 

wels ssrk-Si (gorbaCovis kampania). analogiuri Secdomebi 

ufro adre daSvebuli iyo vaSingtonSi 80-ian wlebSi, roca 

6%-iT gazardes gadasaxadi benzinze, razec moTxovnis 

elastiuroba amerikeli ekonomistebis SefasebiT Seadgenda 

0.2-s, Tumca, aman gamoiwvia moTxovnis 33%-iT dacema, rac 

Seesabameba elastiurobis 5.5-is tol mniSvnelobas.  ase 

rom, didi mniSvneloba aqvs moTxovnis funqciis analizuri 

saxis swor dadgenas, rac Cvens mier xorcieldeba ukve 

ganxiluli mravlobiTi regresiuli analizis meSveobiT.  

 

laboratoriuli samuSao 4.5 

 

amocana. mocemulia saqonlis moTxovnis funqcia 

Y(P):=28-0.25P. vipovoT gayidvebidan amonagebis elastiuroba 

fasis mixedviT  )(PEPY  konkretuli mniSvnelobisaTvis P 12  . 
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amoxsna. 

programa  Mathcad-ze 
 

saqonlis moTxovnis funqciis fasze damokidebulebis 

mixedviT, 

Y P( ) 28
1

4
P
 

avagoT moTxovnis fasze damokidebulebis grafiki: 
 

gamovTvaloT saqonlis moTxovnis elastiuroba fasis 

mixedviT: 

EY P( )
P

Y P( )
d

d









P

Y P( )


 

da saqonlis gayidvidan amonagebis elastiuroba misi fasis 

mixedviT: 

EPYP( ) 1 EY P( )  

orives grafiki avagoT erT sibrtyeze: 
 

0 50 100
0

20

40

Y P( )

P

0 20 40 60 80 100
5

0

5

EY P( )

EPY P( )

P
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fasis konkretuli mniSvnelobisaTvis vipovoT amonagebis 

elastiuroba: 

P 12  

EPY(P):=0.88 

miviReT, rom Y-is raodenobis zrdasTan an fasis 

SemcirebasTan erTad, amonagebi mcirdeba. 

 

savarjiSo. 

amocana. mocemulia saqonlis moTxovnis funqcia 

 Y(P):=29-0.2P.  

vipovoT gayidvebidan amonagebis elastikuroba fasis 

mixedviT  )(PEPY  konkretuli mniSvnelobisaTvis P 12  . 

 

4.6. warmoebis Teoria. sawarmoo funqcia 
 

unda aRiniSnos, rom warmoebis TeoriaSi yvelaze 

ZiriTadia sawarmoo saqmianobis sakiTxebi. magram Cven 

Tavidanve SemovitanoT, adre, moxmarebis TeoriaSi 

Semotanilis analogiur cnebebi; raTa advili iyos 

ekonomiqsis problematikasTan dakavSirebuli sakiTxebis 

Camoyalibeba. 

sargeblianobis funqciis donis wirebs warmoadgens 

ganurCevlobis mrudebi. warmoebis TeoriaSi sargeblianobis 

funqcias Seesabameba sawarmoo funqciis cneba, xolo, 

sawarmoo funqciis donis wirebs izokvanta ewodeba. 

maSasadame, izokvantas cneba warmoebis TeoriaSi, iseTive 

rols asrulebs, rogorc ganurCevlobis mrudis cneba 

moxmarebis TeoriaSi. aq, ara marto analogiasTan gvaqvs 

saqme, aramed funqciis saxeebic Tanxvdenilia.  
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gansazRvreba. Y Y=f(x1,x2,...xn)  saxis funqcias, sadac  x1,x2,...xn 

gamoyenebuli resursebis moculobebia, xolo Y gamoSvebuli 

produqciis moculobaa da mas sawarmoo funqcia ewodeba. 

mocemuli produqtis gamomSvebi calkeuli 

sawarmosaTvis (firmisaTvis) sawarmoo funqcia Y=f(x1,x2,...xn)  

gamoSvebuli produqciis moculobas akavSirebs 

(naturalur an RirebulebiT gamosaxulebaSi) sxvadasxva 

saxis SromiT danaxarjebTan da agreTve drois, nedleulis 

sxvadasxva saxeobis, makompleqtebeli nawilebis, energiis, 

ZiriTadi kapitalis danaxarjebTan. aseTi tipis sawarmoo 

funqcia kargad axasiaTebs warmoebis moqmed teqnologias. 

sawarmoo funqciis agebisas, calkeuli regionis an 

mTlianad qveynisaTvis, produqtis wliuri gamoSvebis Y 

maCveneblad ufro xSirad iReben regionis an Sesabamisad 

qveynis erTobliv produqts (Semosavals), aRricxuls 

ucvlel fasebSi, resursebad ganixilaven ZiriTad kapitals 

(х1=К – wlis ganmavlobaSi gamoyenebuli moculoba) da coc-

xal Sromas (х2=L _ erTi wlis ganmavlobaSi cocxali 

muSaxelis erTeulTa raodenoba). amrigad, makroekonomikaSi 

ganixilaven orfaqtorian sawarmoo funqcias 

 ., LKfY       (4.58) 

P.S. zogjer, gamoyenebuli bunebrivi resursebis 

moculobis damatebiT gaTvaliswinebis xarjze, ganixilaven 

makroekonomikis samfaqtorian sawarmoo funqcias. rac metia 

faqtorTa ricxvi, miT ufro zustia modeli, magram ufro 

rTulic.  

 

4.6.1. sawarmoo funqciis zogadi Tvisebebi 

a) warmoebaSi gamoyenebuli resursebis xarjis gazrdiT 

produqciis gamoSveba ver Semcirdeba, e.i. 

,0




ix

f
 .,1 ni       (4.59) 
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gansazRvreba. G simravles ewodeba Y=f(x1,x2,...xn)   sawarmoo 

funqciis ekonomikuri areali, Tu       00

2

0

1 ,,, nxxx   werti-

lisaTvis G simravlidan adgili aqvs (4.59) Tanadobas. 

magaliTi. Tu resursad ganixileba miwa, maSin samuSao 

Zalis ucvlelobisas, ijariT aRebuli miwis farTobis 

gazrdam SeiZleba ki ar gazardos Semosavali, piriqiT, Seam-

ciros kidec. is maqsimaluri farTobi, romelamdec 

daqiravebuli miwis farTobis gazrda momgebiania, war-

moadgens mocemul magaliTSi resursis ekonomikuri 

arealis zRvars. ekonomikuri arealis gareT, resursis 

efeqturoba iwyebs dacemas;  

b) gansazRvreba: Y=f(x1,x2,...xn)  sawarmoo funqciis cvli-

lebis siswrafes, ix  resursis cvlilebis mixedviT, i-uri 

resursis zRvruli efeqturoba ewodeba. cxadia, i-uri 

resursis zRvruli efeqturoba warmoadgens i-uri cvladis 

Semcveli sawarmoo funqciis kerZo warmoebuls .
ix

f




 

sxva resursebis raodenobis mudmivobis pirobebSi, erTi 

romelime resursis raodenobis zrdasTan erTad, am 

resursis gamoyenebis efeqturoba mcirdeba. sawarmoo 

funqciis am meore Tvisebas ewodeba klebadi zRvruli 

efeqturoba. es piroba mocemulia Semdegi utolobiT: 

,0
2

2






ix

f   .,1 ni       (4.60) 

g) erTi i-uri resursis gazrdiT sxva j-uri resursis 

zRvruli efeqturoba izrdeba, e.i.  

,0
2






ji xx

f       ni ,1   nj ,1   .ji    (4.61) 

d) sawarmoo funqcia warmoadgens 0k  xarisxis 

erTgvarovan funqcias. roca 1k , warmoebis masStabis t-jer 

gazrdiT ( 1t ) warmoebis moculoba kt -jer izrdeba, e.i. 

adgili aqvs warmoebis masStabis zrdiT gamowveul warmoe-
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bis efeqturobis zrdas. roca 1k , gvaqvs warmoebis mudmivi 

efeqturoba warmoebis mzardi masStabebis pirobebSi (an 

gvaqvs kuTri gamoSvebis damoukidebloba warmoebis 

masStabisagan - constant returns to scale). 

es piroba Caiwereba Semdegi saxiT:  

     .  ,,,,, 2121 n

k

n xxxfttxtxtxf      (4.62) 

 

4.6.2. ramdenime resursis sawarmoo funqciebis saxeebi 

 

a) rogorc mikro, aseve makroekonomikur doneze 

sawarmoo saqmianobis modelirebisaTvis xSirad gamoiyeneba 

kob-duglasis sawarmoo funqcia:  

11 1

210

 
 xxY .               (4.63) 

am funqcias uwodeben multiplikaciur(namravlis 

formis gamo) sawarmoo funqcias. 

ganixilaven SemTxvevas, roca Kx 1
 gamoyenebuli 

ZiriTadi kapitalis moculobaa (ZiriTadi fondebi), xolo 

Lx 2
 cocxal samuSao Zalaze danaxarjebi, e.i.  

11 1

0

 
 LKY .    (4.64) 

b) wrfiv sawarmoo funqcias Semdegi saxe aqvs: 

nn xaxaxaaY  22110 .   (4.65) 

igi e.w. aditiuri(jamis formis gamo) sawarmoo funqcias 

warmoadgens. multiplikaciuridan aditiur sawarmoo funq-

ciaze gadasvla xdeba galogariTmebiT. 

marTlac, (4.63)-dan galogariTmebiT miviRebT: 

21110 ln)1(lnlnln xxY   .             (4.66) 
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amrigad gadavdivarT aditiur formaze. 

ufro dawvrilebiT ganvixiloT kob-duglasis (4.64) 

funqcia. is SeiZleba CavweroT Semdegi saxiT: 




1

0 









L

K

L

Y .                (4.67) 

gansazRvreba.  
L

Y  da 
L

K  wiladebs Sesabamisad ewodeba 

Sromis mwarmoebloba da Sromis kapitalaRWurviloba. 

gansazRvreba. 
K

Y  wilads kapitalis mwarmoebluroba an 

kapitalukugeba ewodeba. 

gansazRvreba. 
Y

K  wilads ewodeba produqciis gamoSvebis 

kapitaltevadoba, xolo  
Y

L -s _ produqciis gamoSvebis 

Sromatevadoba. 

sawarmoo funqciisaTvis n ,,, 10   parametrebs pouloben 

gausis umcires kvadratTa meTodiT, iyeneben resursebisa da 

gamoSvebebis moculobaTa droiT mwkrivebs. 

P.S. unda gaviTvaliswinoT, rom sawarmoo funqciis 

parametrebi 0T  drois periodSi mocemulia droiTi 

mwkrivebis safuZvelze. miRebulma sawarmoo funqciam 

SeiZleba sarwmuno Sedegebi mogvces momavli drois 

SualedisaTvis, romelic xangrZlivobiT ar aRemateba  

0
3

1
T -s.  

gansazRvreba. wertilTa simravles, romelic 

warmoadgens ),,,( 11 nxxxfY   sawarmoo funqciis donis wirebs 

(hiperzedapirs), izokvanta ewodeba.  

P.S. rogorc vxedavT, izokvantis cneba sawarmoo 

funqciisaTvis, ganurCevlobis mrudis cnebis analogiuria 

sargeblianobis funqciisaTvis.  
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gansazRvreba. ),,,( 11 nxxxfY   sawarmoo funqciis  YEx1
 

elastikurobas i uri resursis mixedviT ewodeba  i uri 

resursis iM  zRvruli mwarmoeblobis Sefardeba mis Ai 

saSualo mwarmoeblobasTan i uri resursis mixedviT. 

 
),,,( 11 n

i

ii

i

x
xxxf

x

x

f

YA

YM
YE

i 





 .           (4.68) 

gansazRvreba. yvela resursis mixedviT elastikurobaTa 

jams, ewodeba warmoebis elastikuroba:   

   



n

i

xx YEYE
i

1

.     (4.69) 

amocana. SeamowmeT, sruldeba Tu ara sawarmoo 

funqciis zogadi Tvisebebi, multiplikaciuri da aditiuri 

sawarmoo funqciisaTvis. 

gansazRvreba. i uri resursis j-uriT Canacvlebis 

zRvruli norma ewodeba Semdeg gamosaxulebas:  

,
i

j

ij
dx

dx
R   nji ,1,                  (4.70) 

gamoSvebis Y moculobis mudmivobis pirobebSi. 

amocana. orfaqtoriani sawarmoo ),( 11 xxfY   funqciisaTvis 

CamoayalibeT Teoria analogiuri im Teoriisa, romelic 

CamovayalibeT ordovlaTiani sargeblianobis 

funqciisaTvis. am SemTxvevaSi SeiswavleT izokvantebis saxe. 

daamtkiceT, rom am dros Canacvlebis zRvruli normaa:  

.
1

2

2

1
12

x

x

YEx

YEx
R       (4.71) 

 

4.7. bazris muSaobis obobas qselisebri modeli 
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Cven ZiriTadad ganvixileT statikuri ekonomikis 

amocanebi. axla SeviswavloT dinamikuri amocanebi, anu 

amocanebi, sadac ekonomikis ganmsazRvreli parametrebi – 

fasebi, moTxovna, miwodeba da a.S. icvleba drois mixedviT 

da urTierTqmedebs erTmaneTTan. 

pirvel rigSi SeviswavloT bazris umartivesi modeli, 

romelsac uwodeben obobas qselisebrs (cobweb model). 

CavTvaloT, rom erTi saqonlis bazarze  tD  moTxovnis 

funqcia da Y(t) miwodebis funqcia,  tP  fasis wrfivi 

funqciebia an  1tP  fasisa, drois wina momentisaTvis. 

moTxovnis funqcia: 

 ,)( 12 tPAAtD                                   (4.72) 

sadac 
1A  da 

2A  mudmivi parametrebia; 

miwodebis funqcia: 

 ,1)( 12  tPBBtY      (4.73) 

sadac 
1B  da 

2B  mudmivi parametrebia. 

moTxovnisa da mowodebis mrudebi gamovsaxoT 

sibrtyeze, romlis abscisaTa RerZze ganTavsebulia fasebi, 

xolo ordinatTa RerZze - garigebaTa ricxvi. 

 

 

 

 

 

 

 

garigebaTa 

ricxvi

 DY ,   

P  

11 BA 

 
 

miwodebis 

mrudi 

nax. 1.9 

P(0) fasi (P) 

G5 

G4 G3 

G2 

  
G1 
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obobas qselisebri modelis arsi Semdegia:  

a) miwodeba reagirebs fasis cvlilebaze garkveuli 

lagiT (dagvianebiT); sxva sityvebiT, dRevandeli  tY  

miwodeba ganisazRvreba guSindeli  1tP  fasiT, xolo 

dRevandeli  tD   moTxovna  ganisazRvreba dRevandeli 

fasiT. 

b) yoveli periodis  tP  fasi dgindeba im doneze, rom 

gaTanabrdes moTxovna da miwodeba, e.i. im doneze, romlis 

drosac  tD =  tY . 

es procesi TandaTan uaxlovdeba wonasworul P  fass, 

Tu .1
1

1 
A

B sxvagvarad, procesi ganSladia. 

ganvixiloT nax 4.9. procesi iwyeba 
1G  wertilidan, 

rodesac produqtis fasi tolia  0P . vinaidan 
1G  wertili 

mdebareobs moTxovnis mrudis qvemoT, fasi gaizrdeba 
2G  

wertilamde, Semdeg fasi gaiyineba da produqtis mowodebis 

moculoba 3G  wertilamde izrdeba. radgan  3G  wertili 

mdebareobs moTxovnis mrudis zemoT, Cven gvaqvs imaze meti 

saqoneli, vidre moTxovnaa masze; amitom 3G  wertilidan 
4G  

wertilamde fasebi daecema. 
4G  wertilSi fasi iyineba da 

bazarze mowodebuli saqonlis moculoba 5G  wertilamde 

mcirdeba. amis Semdeg, moTxovna kvlav aRemateba miwodebas, 

fasebi izrdeba da a.S.  

 

laboratoriuli samuSao 4.7 

 

amocana. sawarmoo funqcias aqvs Semdegi saxe: 

),,,( 21 nyyyfY  . 

orfaqtoruli sawarmoo funqciis SemTxvevaSi, 
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),( 21 yyfY  . 

davamtkicoT, rom am dros: 

 

 
.

1

2

2

1

2,1
y

y

fE

fE
R

y

y
  

damtkiceba. ganvsazRvroT elastikuroba 
21, yy -sTvis: 
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y
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f
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R

y
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SevamowmoT multiplikaciuri sawarmoo funqciisaTvis 

sruldeba Tu ara sawarmoo funqciis ZiriTadi Tvisebebi. 

1. mocemuli produqtis raodenobis zrdasTan erTad, 
efeqturoba izrdeba, e.i. 

 .0
1






y

f
 

es davamtkicoT multiplikaciuri sawarmoo 

funqciisaTvis 

    0.        1;       ; i21210
21  


yyf  




  11 1

2

1

110

1

 yy
y

f
;

1

2

1
10

1
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anu:  

0

1

2

1
10

1














y

y
 r.d.g. 

0,

0,

21

10
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2. mocemuli resursis moxmarebis zrdasTan erTad, am 
resursis efeqturoba mcirdeba: 

.0
2

1

2






y

f  

es Tviseba vaCvenoT kob-duglasis funqciisaTvis: 

  0
1

1
2

2

2

1
1102

1

2 1

























yy

y

y

f


  r.d.g. 

3. romelime resursis raodenobis zrdasTan erTad, sxva 
resursis efeqturoba izrdeba. 

  01
2

2

1

2

2

1
110

21

2 1































y

y

y

y

yy

f


  r.d.g. 

vaCvenoT, rom sawarmoo funqcia erTgvarovania 

),()()( ),( 21

1

21

1

0

1

21021
111111 yyKfyyKKKyKyKyKyf 

    

r.d.g. 

 

savarjiSo. 

mravlobiTi polinomuri regresiis meTodis gamoyenebiT 

da romelime warmoebis monacemTa bazis mixedviT, aageT am 

warmoebis sawarmoo kob-duglasis funqcia da SeiswavleT 

sawarmoo funqciis elastikuroba kapitaldabandebaTa 

mimarT. 

 

4.8.  valrasis Tanamimdevruli miaxloebis procesi erou-
gurvicis modelSi 

 

makroekonomikuri analizis erT-erTma fuZemdebelma l. 

valrasma SeimuSava bazris zogadi ekonomikuri wonasworo-

bis Teoria. am Teoriis demonstrirebisaTvis erou-gurvicis 

maTematikuri modeli ganvixiloT safondo birJebis an 

kvebis produqtebis bazris funqcionirebis aRwerisaTvis, 



267 

 

sadac „samarTliani“ auqcionisti adarebs bazris monawile-

Ta moTxovnasa da miwodebas, da fasebis aweviT an daweviT 

yidva-gayidvas aregulirebs, obobas qselisebri modelis 

analogiurad. 

bazris funqcionirebis procesSi monawile sameurneo 

subieqtebad avirCioT ori sawarmo, romelTagan TiToeuli 

flobs orivesTvis xelmisawvdom erTaderT resurss (mag., 

cocxal Sromas), awarmoebs saboloo moTxovnisa da erTi 

moxmarebis TiTo saxeobis produqcias, romelic am 

moTxovnis sagans warmoadgens. SevTanxmdeT agreTve, rom 

gacvla xorcieldeba erTaderTi Suamavlis – auqcionistis 

meSveobiT. am SemTxvevaSi ekonomikuri cikli ase 

gamoiyureba:  

 

 

 

aseTi ekonomikisaTvis resursebis optimaluri 

ganawilebis problema Camoyalibdeba Semdegi saxiT: 

a) produqciis moTxovnisa da miwodebis pirobebi: 

  d

i

d

ii

s

i YLFY  ,    (4.74) 

sadac Yi
S aris i-uri sawarmos mier produqtis miwodebis 

moculoba, Yd
i _ i-ur produqtze momxmareblis moTxovnis 

moculoba, Ld
i - resursze i–uri sawarmos moTxovnis 

moculoba, Fi  _ i–uri sawarmos sawarmoo funqcia; 

b) resursis miwodebisa da moTxovnis pirobebi: 





2

1i

sd

i LL ;     (4.75) 

g) momxmareblis mier maqsimizebuli sargeblianobis 

funqcia: 

produqti 2 

produqti 1 
auqcionisti momxmarebeli resurs

i 

nax. 4.13 sawarmo №2 

sawarmo №1 
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  max, 11 dd YYU ;     (4.76) 

sadac U  momxmareblis sargeblianobis funqciaa. 

SeniSvna. maTematikur ekonomikaSi moTxovnis cvladebi 

aRiniSnebian d asoTi (ingl. Demand –moTxovna), xolo 

miwodebis cvladebi -  s asoTi (ingl. Supply –miwodeba). 

cxadia, erou-gurvicis es amocana, rodesac mocemulia Fi  

sawarmoo funqcia da sargeblianobis funqcia 

stacionaruli ekonomikis pirobebSi, SeiZleba amoixsnas 

monte-karlos meTodiT. marTlac, erou-gurvicis 

stacionaruli modelisaTvis specialur funqcias Semdegi 

saxe aqvs:     

       22

32223

22

21112

2
2

1

2

1121 ,  







 



 dddd

i

sd

i

dd LFYLFYLLYYUI . 

(4.77)  

 Cvens SemTxvevaSi, 
1 i  (   SezRudvaTa dakmayofilebis 

sizuste); Tumca, unda gaviTvaliswinoT Semdegi pirobac: 

 d)  i-uri sawarmos mogebis maqsimizacia: 

  d

i

d

iiii LWLFP   ;                        (4.78) 

sadac Pi  aris  i -uri sawarmos produqciis fasi, 

 W  _ L resursis fasi. 

maSin, stacionaruli ekonomikisaTvis specialuri 

funqcia miiRebs Semdeg saxes:  




 
2

1i

iII  .     (4.79) 

Tumca, valrasis sabazro procesi dinamikur process 

aRwers, anu mogeba da fasebi drois funqciebia, iseve 

rogorc moTxovna da miwodeba; mogebis gamosaxulebas 

Semdegi saxe aqvs: 
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          tLtWtLFtPt d

i

d

iiii  .   (4.80) 

am amocanis monte-karlos meTodiT amosaxsnelad drois 

yovel momentSi gveqneboda sxvadasxva (4.79) funqciebi da 

mTeli dinamikis gansazRvrisaTvis mogviwevda mravalcvla-

diani funqciis minimizeba, amasTan drois sakmaod grZel 

monakveTSi Seswavlisas, cvladebis ricxvi ise swrafad 

icvleba, rom amoxsna moiTxovs samanqano drois ramdenime 

saaTs. 

am amocanis amosaxsnelad gamoiyeneba valrasis mimdev-

robiTi miaxloebis Semdegi meTodebi: 

a) auqcionisti i -ur sawarmosTvis awesebs misi produqciis 

 tPi  fassa da misi resursis W(t) fass, agreTve momxmarebels 

acnobebs  tPi  fassa da moTxovnis fass, romelic zRvruli 

sargeblianobis tolia;   

 ;1



t

Y

U
d

i

      (4.81) 

b)  i-uri sawarmo, misTvis micemuli fasebidan 

gamomdinare, irCevs warmoebis xarjebisa da Sedegebis iseT 

Tanwyobas, romelic misi  ti  mogebis maqsimizebas axdens da 

am Tanwyobas gansaxilvelad warudgens auqcionerebs;  

g) momxmarebeli i -ur produqtze moTxovnas Semdegnairad 

acxadebs: Tu i-ur produqtze moTxovna ar aris an 

moxmarebis zRvruli sargeblianoba zRvrul xarjebze nak-

lebia, maSin momxmarebeli moTxovnis sidides ucvlelad 

tovebs; winaaRmdeg SemTxvevaSi, is moTxovnas koreqtirebas 

ukeTebs zRvruli sargeblianobisa da zRvruli xarjebis 

sxvaobis proporciulad da Sedegad awesebs  tY d

i –is Sesa-

bamis sidides; 

d) auqcionisti xelmZRvanelobs moTxovnisa da miwo-

debis kanoniT da cvlis fasebs (Tanamimdevruli mosinjvis 

procesi). Tu produqtze moTxovna aRemateba miwodebas, is 
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aswevs fass da piriqiT. Tumca im SemTxvevaSi, roca Warbi 

moTxovna uaryofiTia da misi Sesabamisi fasebi nulis 

tolia, fasebis arsebul doneze qvemoT daweva SeuZlebelia. 

ekonomikuri zrdis TeoriaSi, sagareo vaWrobisa da 

finansebis analizisas xSirad gamoiyeneba zogadi 

wonasworobis modelis erT-erTi nairsaxeoba – 

orseqtoriani modeli. igi wina modelisagan imiT 

gansxvavdeba, rom:  

a) masSi Seyvanilia warmoebis faqtorebis ori saxe 

(kapitali da Sroma); 

b) yoveli sawarmo ganixileba, rogorc calkeuli 

dargi; 

g) maTi sawarmoo funqciebi akmayofilebs warmoebis 

masStabis erTeulze mudmiv ukugebis dros miwodebas 

(wrfivi erTgvarovani funqciebi). 

 

4.9. wonasworuli ekonomikis makroekonomikuri analizi 

 “didi depresiis” dasawyisia movlena, romelsac 

SemdgomSi “Savi orSabaTi” uwodes - roca erTi dRis 

ganmavlobaSi amerikaSi moxda fasiani qaRaldebis kursis 

katastrofuli vardna. am momentidan, ekonomikuri 

azrovnebis avanscenaze neoklasikuri Teoriis nacvlad 

gamovida keinsis makroekonomikuri koncefcia, romlis 

mixedviT – erovnul meurneobaSi warmoeba, ganawileba da 

xarjebi ganisazRvreba erTi agregirebuli faqtoriT – 

erovnuli SemosavliT. Tavis mxriv erovnuli Semosavali 

ganisazRvreba efeqturi moTxovniT. makroekonomikur 

Teorias, xSirad Semosavlebis Teorias uwodeben.   

aRsaniSnavia, rom „didi depresia“ aRiniSneboda 

„keinsianelobis“ CasaxviT makroekonomikur TeoriaSi, xolo 
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ekonomikis analizis dargSi man dasawyisi daudo 

maTematikuri makroekonomikis dabadebas. 

ganvixiloT erovnuli Semosavlis gansazRvris meqanizmi 

efeqturi moTxovnis principis safuZvelze.   

efeqturi moTxovnis principis mixedviT, drois sakmaod 

mokle SualedebisaTvis, romelzec sawarmoo SesaZleblo-

baTa done mocemulad iTvleba, erovnuli Semosavali 

(gamoSvebis done) ganisazRvreba moTxovnis mier marTvadi 

faqtorebiT. 

SevadginoT Sesabamisi maTematikuri modeli. erToblivi 

efeqturi moTxovna D ganisazRvreba, rogorc C moxmarebisa 

da I investiciis jami: 

.ICD           (4.82)  

samomxmareblo moTxovna SeiZleba ase warmovadginoT: 

AYC   (0<<1)    (4.83) 

sadac C moTxovnaa; Y _ erovnuli Semosavlis wrfivi funq-

cia,  da A - konstantebi,  

A=(saarsebo minimumi)(mcxovrebTa ricxvi). 

P.S. C=Consumption (moxmareba), I=Investment (kapital-

dabandeba), D=demand (moTxovna). 

-koeficients ewodeba moxmarebisadmi midrekileba,  

xolo A–s _ sabazo moxmareba. 

investiciebis gansazRvrisaTvis visargebloT 

investiciis damoukidebeli xasiaTis hipoTeziT, romlis 

Tanaxmad investiciis done sawarmos Semosavlebis donis 

mixedviT ganisazRvreba garkveulwilad damoukidebeli 

grZelvadiani molodiniT.  

wonasworuli Y* erovnuli Semosavali, romelic pasu-

xobs moTxovnisa da miwodebis tolobis pirobas,  
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D=Y*       (4.84) 

ganisazRvreba, rogorc Semdegi gantolebis amonaxsni: 

 ,YIC                            (4.85) 

romelic miiReba (4.82) da (4.84)-dan. Semdeg, (4.83)-is da (4.85)-

is gaTvaliswinebiT, miviRebT 

.  YIAY                     (4.86) 

xolo (4.86)-dan advilad miviRebT 

  .1  YIA                               (4.87) 

rac, Tavis mxriv, SesaZlebels xdis Y* wonasworuli 

erovnuli Semosavlis povnas 

   .1
1

IAY 
                          (4.88) 

gansazRvreba. gamosaxulebas   1
1


 , romelic gviCvenebs 

investiciebis mocemuli zrdis pirobebSi ramdenad izrdeba 

erovnuli Semosavali, investiciis multiplikatori 

ewodeba. 

 wonasworobis wertili Y* asaxavs mimdinare sameurneo 

aqtiurobis iseT dones, romelic garkveulwilad 

akmayofilebs saojaxo meurneobebisa da sawarmoebis 

moTxovnilebebs, magram ar emTxveva sasurvel dones, 

romlis drosac miiRweva sruli dasaqmeba. amitom, 

saxelmwifo politikis mizania investiciebis mozidviT 

miaRwios erovnuli Semosavlis iseT  YY f  dones, romlis 

drosac uzrunvelyofilia sruli dasaqmeba. 

 

laboratoriuli samuSao 4.9 
 

amocana. investiciebis multiplikatoris, investiciebis 

sididisa da sabazo moxmarebis konkretuli 
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mniSvnelobebisaTvis vipovoT wonasworuli erovnuli 

Semosavali. 

moxmarebisadmi midrekileba 

;35.0  

sabazo moxmareba 

;102.1 8A  

investicia 

.50000I  

amoxsna. vipovoT wonasworuli erovnuli Semosavali, 

romelic gamoiTvleba Semdegi formuliT: 

).()1()( 1 IAIY    

masSi konkretuli mniSvnelobebis SetaniT miviRebT: 

Y(I):=1.847x108. 

programa  Mathcad-ze 
 

sawyisi monacemebis Setana: 

moxmarebisadmi midrekileba 

 0.35  

sabazo moxmareba 

A 1.2 10
8

  

erovnuli Semosavali: 

Y I( ) 1 ( )
1

A I( )
 

                 grafikze vxedavT, Tu rogor icvleba erovnuli 

Semosavali investiciebis sididis cvlilebisas:  
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gamovTvaloT wonasworuli erovnuli Semosavali 

investiciis konkretuli mniSvnelobis dros: 

I 50000  

                                                                    Y(I):=1.847x108 

naxazidan Cans, rom investiciebis sididis zrda iwvevs 

erovnuli Semosavlis zrdas, anu wonasworuli erovnuli 

Semosavali izrdeba investiciebis mozidvis Sedegad. 

 

savarjiSo. 

amocana. investiciebis multiplikatoris, investiciebis 

sididisa da sabazo moxmarebis konkretuli 

mniSvnelobebisa–Tvis vipovoT wonasworuli erovnuli 

Semosavali. saWiro monacemebi moiZieT praqtikidan 

gamomdinare. 

4.10. ekonomikuri zrdis makromodeli 
 

wina wonasworul makroekonomikur modelSi 

igulisxmeboda, rom sawarmoo simZlavreebis moculoba 

mudmivi sididea. es daSveba realurTan axloa mxolod im 

SemTxvevaSi, Tu ganvixilavT nacionaluri meurneobis 

ekonomikuri saqmianobis drois mokle Sualedebs. 

ganvixiloT SemTxveva, rodesac sawarmoo simZlavreebi 

investiciebis wyalobiT izrdeba. gaviTvaliswinoT agreTve 

kapitalis dagrovebis SesaZleblobebi, romlis meSveobiT 

SesaZlebelia avagoT ekonomikuri zrdis makromodeli. 

0 2 4 6 8 10
1.846153810

8

1.846153910
8

1.84615410
8

Y I( )

I
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ganvixiloT wrfivi, erTgvarovani sawarmoo funqcia 

ucvleli masStabiT  

 LKFY , ,          (4.89) 

sadac K  kapitalia; L  _ cocxali Sroma, Y  _ erovnuli 

Semosavali. cvladad SegviZlia CavTvaloT kapitalaRWur-

viloba (fondaRWurviloba): 

L

K
x  .         (4.90) 

Tu, gavalogariTmebT (4.90)-s, miviRebT:  

LKx lnlnln  .      (4.91) 

vipovoT (4.91) gantolebis orive nawilis warmoebulebi  

droiT: 

L

L

K

K

x

x 
 ;                                  (4.92) 

L

Y
y  –iT aRvniSnoT Sromis mwarmoebloba. (4.89) 

sawarmoo funqciis wrfivi erTgvarovnebidan gamomdinare, 

SegviZlia davweroT  









 1,

L

K
F

L

Y
.         (4.93) 

sxvanairad,                                        

                                      .1,xFy                                                              (4.94) 

 (4.90)-is gaTvaliswinebiT, miviRebT: 

 xfy  .       (4.95) 

axla gavakeToT Semdegi daSvebebi: 

a) drois TiToeuli monakveTisaTvis erovnuli 

Semosavlis gamouyenebeli nawilis wili, anu dagrovebis 

norma  
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const
Y

CY
s 


 ,     (4.96) 

xolo, drois yoveli monakveTisaTvis dagrovebuli 

kapitalis zrda, drois mocemul monakveTSi gamocxadebuli 

axali sainvesticio moTxovnis tolia, e.i. KI  ; 

b) Sromis miwodebis zrda n–is toli mudmivi sididea, 

rac formulis saxiT ase Caiwereba:   

n
L

L



.      (4.97) 

amrigad, n  cocxali Sromis zrdis tempia. 

miRebuli daSvebebidan gamomdinare, gamoviyvanT zrdis 

makroekonomikis ZiriTad gantolebas. (4.97)-is gaTvalis-

winebiT (4.92)-dan miviRebT: 

.nx
K

K
xx 


                    (4.98) 

Tu gaviTvaliswinebT (4.90)-s da mxedvelobaSi miviRebT 

KI    daSvebas, gveqneba: 

 xfssy
Y

CY

L

Y

Y

I

L

YI

LK

I

L

K

K

I
x

K

K
x 




1

1
, (4.99) 

saidanac (4.98)-is gaTvaliswinebiT vRebulobT: 

  .nxxfsx       (4.100) 

(4.100) warmoadgens ekonomikuri zrdis dinamikur 

gantolebas. 

(4.100) gantolebis wonasworobis x  wertili gvaZlevs 

Sromis wonasworul kapitalaRWurvilobas: 

  .  xnxfs        (4.101) 

amrigad, (4.101) gantolebidan vRebulobT dasaqmebis zrdis 

tempis mniSvnelobas: 
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x

xfs
n ,              (4.102) 

romlis drosac miiRweva ekonomikuri wonasworoba. 

 

laboratoriuli samuSao 4.10 
 

amocana. mocemulia sawarmoo funqcia  

f X( )
1

3
X 2

 

amoxseniT Sesabamisi ekonomikuri zrdis dinamikuri 

gantoleba da ipoveT: kapitalaRWurvilobis wonasworuli 

mniSvneloba Tu, dagrovebis norma s=0.4 da dasaqmebis zrdis 

tempi n=0.3. 

amoxsna. ganvixiloT, funqciis mniSvneloba da sawyisi 

monacemebi 

f X( )
1

3
X 2

 

s 0.4

n 0.3  

amovxsnaT Semdegi gantoleba: 

s f X( ) n X  

1

3
X 2

n X

s  

X
2

n

s

1

3




 

miviRebT Sedegs 

X 4.8  
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programa  Mathcad-ze 

f X( )
1

3
X 2

 
 

n 0.3

s 0.4

X 1  

Given

s
1

3
X 2









 n X
 

Find X( ) 4.8  

miviReT, rom wonasworuli kapitalaRWurvilobaa 4.8. 

 

 

savarjiSo. 

mocemulia sawarmoo funqcia  

f(X):=8X+29. 

amoxseniT Sesabamisi ekonomikuri zrdis dinamikuri 

gantoleba da ipoveT: kapitalaRWurvilobis wonasworuli 

mniSvneloba Tu, dagrovebis norma s=0.2 da dasaqmebis zrdis 

tempi n=0.5. 

 

0 50 100
0

20

40

f X( )

X
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4.11. fon neimanis wonasworuli ekonomikuri zrdis 
dinamikuri dargTaSorisi balansis modeli 

 

Cven SeviswavleT dargTaSorisi balansis leontievis 

stacionaruli modeli. axla ganvixiloT dinamikuri 

modeli:  

     tYtAXtX  ,                                   (4.103) 

sadac,  tY  saboloo moTxovnis(arawarmoebiTi daniSnulebis) 

veqtoria,  tX  - ekonomikis seqtorebis gamoSvebis veqtori, 

xolo A – teqnologiuri matrica. 

 saboloo moTxovnis veqtori Sedgeba ori 

komponentisagan:  tC  moxmarebis veqtorisa da  tI  investiciis 

veqtorisagan, e.i. 

     tItCtY  .     (4.104) 

Tu drois t momentSi Semosavals aRvniSnavT  tF -Ti, 

maSin dovlaTis (ekonomikis seqtorebis) calkeul saxeobaTa 

moxmarebis funqcia SeiZleba CavweroT ase: 

   .tFhtC ii                   (4.105) 

 tF  Semosavali SeiZleba warmovadginoT funqciis saxiT  

       ,2211 tXPtXPtXPtF nn              (4.106) 

sadac iP  aris i-uri dovlaTisaTvis damatebuli 

Rirebulebis wili. 

Sesabamisi veqtorebis SemotaniT, miviRebT: 























nh

h

h

h

2

1

; 























nP

P

P

P

2

1

; 

(1.105) da (1.106)-dan vRebulobT: 
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   tpXhtC  .                   (4.107) 

Tu i-uri dargidan miRebuli i-uri saxis kapitalis 

sidides, romelic aucilebelia j dovlaTis warmoebisaTvis, 

aRvniSnavT ijb -iT, maSin kapitalis koeficientebis B matrica 

Caiwereba Semdegnairad: 























nnnn

n

n

bbb

bbb

bbb

B









21

22221

11211

. 

Semdeg gamoviyenoT samuelson-hiksis koncefcia. Tu 

davuSvebT, rom produqciis gamoSvebasa da amisTvis aucile-

bel kapitals Soris arsebobs proporciuli damokidebu-

leba, maSin miviRebT, rom t drois manZilze i-ur dovlaTze 

(i–uri dargis saqoneli) sainvesticio moTxovnaa  

   



n

j

jiji tXbtI
1

,  sadac       .1 tXtXtX jjj                   (4.108) 

(4.108) gamosaxuleba SeiZleba gadaiweros matriculi saxiT: 

      .1 tXtXBtI        (4.109) 

(4.103) da (4.104) gantolebebidan gveqneba: 

       .tItCtAXtX                  (4.110) 

Semdeg (4.105), (4.107) da (4.110)-dan miviRebT: 

          tXtXBtPXhtXAtX  1      (4.111) 

anu 

          .1 tXtXBtXPhAtX              (4.112) 

swored es aris dinamikuri dargTaSorisi modelis 

ZiriTadi gantoleba. am matriculi gantolebis amoxsniT 

miviRebT, rom 
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X t 1( ) B
1

X t( ) A X t( ) h P X t( )( ) B X t( )[ ] .                                            (4.113)  

 

laboratoriuli samuSao 4.11 
 

amocana. vipovoT mTliani gamoSvebis axali gegma 

dinamikuri dargTaSorisi modelisaTvis Tu, mocemulia 

matricebi drois wina saangariSo periodisaTvis: 

B

10

30

20

20

20

30

30

10

20













 ,                    

A

0.1

0.3

0.2

0.4

0.4

0.6

0.15

0.05

0.1













 ,                 

X

50

80

60













, 

    

E

1

0

0

0

1

0

0

0

1













,           

h

0.8

0.9

0.5













,                 

P

0.05

0.13

0.1













, 

sadac iP  damatebuli Rirebulebis wilia i-uri 

dovlaTisTvis, )(tX  _ ekonomikis seqtoris gamoSvebuli 

dovlaTis veqtori, wina saangariSo periodisaTvis. 

 Cveni mniSvnelobebis CasmiT, dinamikur dargTaSoris 

modelSi miviRebT:  

 

X1 B
1

X A X h P X( ) B X[ ]

X1

51.345

78.562

60.14













 

 
programa  Mathcad-ze 

 

sawyisi monacemebi 
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B

10

30

20

20

20

30

30

10

20











 A

0.1

0.3

0.2

0.4

0.4

0.6

0.15

0.05

0.1













h

0.8

0.9

0.5












E

1

0

0

0

1

0

0

0

1













P

0.05

0.13

0.1











 X

50

80

60













 

saerTo gamoSvebis axali gegmis gamosaTvleli formula: 

X1 B
1

X A X h P X( ) B X[ ]

 

Sedegebi. 

X1

51.345

78.562

60.14













 

 

savarjiSo. 

vipovoT mTliani gamoSvebis axali gegma dinamikuri 

dargTaSorisi modelisaTvis, Tu mocemulia matricebi 

drois wina saangariSo periodisaTvis: 

B

10

30

20

20

20

10

30

10

30











 A

0.1

0.3

0.2

0.4

0.2

0.6

0.15

0.05

0.1













h

0.8

0.3

0.5












E

1

0

0

0

1

0

0

0

1













P

0.5

0.14

0.2











 X

80

83

65
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sadac iP  damatebuli Rirebulebis wilia i-uri 

dovlaTisTvis, 

)(tX  _ ekonomikis seqtoris gamoSvebuli dovlaTis veqtori, 

wina saangariSo periodisaTvis. 

 

4.12. lorencis maTematikuri modeli ekonomikaSi 

 

warmoebis moculobis cvlilebis siCqare tolia 

produqciis realizaciidan amonagebsa da warmoebis 

danaxarjebs Soris sxvaobisa. 

Tu SemoviRebT aRniSvnebs: 

x – warmoebis moculoba; 

y – realizebuli produqciis moculoba;  

– realizebuli produqciis erTeuli moculobis fasi; 

–warmoebuli produqciis erTeuli moculobis 

TviTRirebuleba; 

maSin miviRebT gantolebas: 

x -y 


x .                                          (4.114) 

realizebuli produqciis moculobis cvlilebis 

siCqare tolia warmoebuli produqciis bazriT 

uzrunvelyofis mocu-lobisa, gajerebis moculobisa da 

warmoebis resursebiT uz-runvelyofis moculobaTa 

sxvaobis. 

Tu SemoviRebT aRniSvnebs: 

r - bazris moTxovnis koeficienti warmoebis x 

moculobaze; 

   -  bazris gajerebis koeficienti; 



284 

 

  -  warmoebis resursebiT uzrunvelyofis koeficienti; 

z  -  warmoebisaTvis saWiro resursebis moculoba, 

maSin miviRebT gantolebas 

zx -y  - 


xry .                                     (4.115) 

warmoebis resursebis moculobis cvlilebis siCqare 

to-lia, resursebiT uzrunvelyofis moculobasa da 

daxarjuli resursebis moculobaTa Soris sxvaobisa.  

Tu SemoviRebT aRniSvnebs: 

b  – resursebis xarjvis siCqaris koeficienti; 

l  –  warmoebis resursebiT uzrunvelyofis koeficienti; 

maSin miviRebT gantolebas: 

yxl  


zbz .                                     (4.116) 

 amrigad, miviReT sawarmos funqcionirebis maTemati-

kuri modeli: 

    x -y 


x ; 

zx -y  - 


xry ;                                   (4.117) 

   yxl  


zbz .                                                              

advilad SevniSnavT, rom (4.117) gantolebebi emTxveva 

lorencis maTematikur models, roca 

==10; r=28; ==l=1; b=
3

8 . 

am SemTxvevaSi, fazur sibrtyeze miviRebT lorencis 

atraqtors, romelic fraqtalur simravles warmoadgens. 

lorencis atraqtori Seesabameba determinirebul siste-maSi 

qaosis warmoqmnis movlenas. am SemTxvevaSi, warmoebisa da 

amonagebis moculobebi aRaraa marTvadi da sistema midis 

ngrevisaken. amitom cdiloben, sistemis qaosuri muSaobis 
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reJimebs Tavi aaridon, პარამეტრების შესაბამისად შერჩევის 

saSualebiT.  

 

laboratoriuli samuSao 4.12    

 

amocana. amoxseniT lorencis gantolebaTa sistema: 

,
 

,
 

,  

erTeulovani sawyisi pirobebis SemTxvevaSi da gamoikvlieT 

lorencis ucnauri atraqtori fazur sibrtyeze. 

amoxsna. lorencis gantolebaTa sistemas advilad amovxsniT 

Mathcad-is meSveobiT. 

programa Mathcad-ze 

lorencis gantolebaTa sistemas Mathcad-ze Seesabameba 

matriculi operatori: 

 

 

 

 

 

t
x t( )

d

d
10 y t( ) 10 x t( )

t
y t( )

d

d
y t( ) x t( ) z t( ) 28 x t( )

t
z t( )

d

d
x t( ) y t( )

8

3
z t( )

D t Q( )

10 Q
1

 10 Q
0



Q
1

 Q
0

Q
2

 28 Q
0



Q
0

Q
1


8

3
Q

2


















Npts 3000

L Rkadapt

1

1

1











0 50 Npts D













t L
0 
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amonaxsnebi moicema grafikebis meSveobiT: 

 

 

   

 

 

 

 

X L
1 



Y L
2 



Z L
3 



i 0 Npts
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40

Yi
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avagoT dinamikis suraTi fazur sibrtyeze: 

 

 

 

 

 

 

 

miviRebT lorencis ucnauri atraqtoris suraTs, 

romelic Seesabameba determinirebuli sistemis qaosur 

reJimSi gadasvlas, magram romelic icvlis “pepelas 

frTebis” moxazulobas r-parametris cvlilebisas, rac 

Seesabameba bazris moTxovnis cvlilebas warmoebuli 

produqtis  moculobaze. 

0 10 20 30 40 50
0
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40
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Zi

ti
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4.13.  მონაცემთა კორელაციური ანალიზი. ეროვნული 

შემოსავლისა და მოხმარების კორელაცია. რეგრესიული ანალიზი 

socialur-ekonomikuri procesebis Seswavlisas, xSirad 

gvaqvs amocana: gavarkvioT sxvadasxva ganmsazRvrel 

maxasiaTebel sidideebs Soris rogori analizuri kavSiria. 

am amocanis amosaxsnelad atareben monacemebis korelaciur 

analizs. 

ganvixiloT situacia, roca eqsperimentis Sedegad 

gvaqvs ori ganmsazRvreli parametris x da y mniSvnelobaTa 

monacemebi. magaliTad, umuSevroba da inflaciis xarisxi; 

moTxovna da miwodeba; fasi da moTxovna. 

ase rom, monacemebi warmoadgens  wyvilebis 

simravles, sadac n eqsperimentul monacemTa raodenobaa. x da 

y sidideTa monacemebis statistikuri damuSavebis garda, 

ismis kiTxva: damoukidebelia es sidideebi Tu ara ? Tu ar 

R S T( )
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aris damoukidebeli, maSin rogoria maT Soris kavSiri 

(wrfivi Tu arawrfivi) ? 

am kiTxvebze pasuxis gasacemad ageben  x da y sidideTa 

Soris SesaZlo damokidebulebis grafikul suraTs, 

saidanac vizualurad Cans - maT Soris aris Tu ara 

funqcionaluri damokidebuleba. Tu monacemebis Sesabamisi 

wertilebi jgufdebian romelime wrfis maxloblobaSi, 

maSin amboben, rom es sidideebi korelireben da maT Soris 

arsebobs wrfivi damokidebuleba. Tu ramdenadaa es 

monacemebi erTmaneTTan dakavSirebuli, moicema korelaciis 

 koeficientis sididis mixedviT. korelaciis koeficienti 

yovelTvis akmayofilebs ormag utolobas: 

.                                                     (4.118) 

Tu  x da y sidideTa Soris wrfivi damokidebulebaa, 

maSin korelaciis koeficienti unda iRebdes  1 an -1 

mniSvnelobas. rac ufro axloa am mniSvnelobebTan 

korelaciis koeficientis mniSvneloba, maT Soris 

damokidebuleba miT ufro axloa wrfivTan. Tu, korelaciis 

koeficientis mniSvneloba axlosaa nulTan, maSin maT 

Soris araa wrfivi damokidebuleba, anu, damokidebuleba an 

arawrfivia, an saerTod ar korelireben es sidideebi. 

korelaciis koeficientis gamosaTvlelad gamoiyeneba 

Semdegi formulebi: 

;                                                     (4.119) 

 ;                                                       (4.120) 

  ;                                              (4.121) 

 ;                                              (4.122) 
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 ;                                       (4.123) 

 .                                                         (4.124) 

korelaciis koeficientis kvadrats, determinaciis 

koeficienti ewodeba. 

 .                                                       (4.125) 

Tu  determinaciis koeficienti metia 0.5-ze, maSin 

amboben, rom   x da y sidideTa Soris aris dadebiTi 

damokidebuleba; xolo, Tu naklebia 0.5-ze, maSin maT Soris 

susti kavSiria. es ki Seesabameba imas, rom, Tu korelaciis 

koeficienti metia 0.71-ze maSin gvaqvs dadebiTi kavSiri; 

xolo, Tu korelaciis koeficienti naklebia 0.71-ze, maSin - 

susti kavSiri. 

 ganvixiloT  erovnuli Semosavlisa da moxmarebis 

dinamika wlebis mixedviT  (cxrili 4.1) da SeviswavloT am 

monacemebis korelacia. 

ცხრილი 4.1. ეროვნული შემოსავლისა და მოხმარების დინამიკა 2003-2009წ. 

gamoviyenoT (4.119)-(4.125) formulebi, miviRebT rom 

korelaciis koeficienti , determinaciis 

koeficienti  rac imas niSnavs, rom x da y 

sidideTa Soris  aris dadebiTi damokidebuleba 99.6%, es 

მლნ.ლარი 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 

t 0 1 2 3 4 5 6 

ეროვნული 

შემოსავალი x 

8631,3 

 

10004,9 

 

11791,7 

 

14102,5 

 

17060,5 

 

18818,0 

 

17682,8 

 

მოხმარება y 5442,1 6044,1 7159,0 8478,9 10625,8 11796,9 10752,7 
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iZleva Sesabamisi regresiuli analizis Catarebis 

SesaZleblobas. 

vTqvaT, damokidebuleba x da y sidideTa Soris  aris 

wrfivi, anu, aqvs saxe: 

      y=ax+b,                                              (4.126) 

sadac  ucnobi a da b  koeficientebis sapovnelad iyeneben 

gausis umcires kvadratTa meTods. amocanis amosaxsnelad 

gamoiyeneba monacemTa wyvilebi:  sadac   gausis 

umcires kvadratTa meTodi moiTxovs, rom eqsperimentuli    

 wertilebis (4.126) wrfidan gadaxris kvadratebis jami 

unda iyos minimaluri. es imas niSnavs, rom 

;                                              (4.127) 

funqciam unda miiRos minimaluri mniSvneloba.  I(a,b) aris 

ori cvladis funqcia, romlis minimumis arsebobis 

aucilebel pirobebs (fermas Teorema) aqvT saxe: 

                                                             (4.128) 

       

  
  .                                                              (4.129) 

(4.127) funqciis CasmiT (4.128) da (4.129) gantolebebSi, 

advilad miviRebT, rom  

                                         (4.130) 

    
 
           

 
                                                 (4.131) 

 (4.130) da (4.131) sistemas aqvs erTaderTi amonaxsni: 

;    .                                                               (4.132) 

am koeficientebis Casma (4.126) formulaSi gvaZlevs wrfivi 
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regresiis formulas, romlis meSveobiT vipoviT yoveli x-

is Sesabamis y-s. ase rom, umcires kvadratTa meTodi 

saSualebas gvaZlevs amovxsnaT prognozis amocanebic. 

Tu regresiis wrfe napovnia, SegviZlia SevafasoT igi 

ramdenad karg miaxloebas gvaZlevs eqsperimentul 

monacemebTan SedarebiT. amisaTvis, gamoiTvlian Sesabamis 

saSualo kvadratul cdomilebas: 

                                                                   (4.133) 

cxadia, rac ufro mcirea   cdomileba, miT ufro kargia 

miaxloeba. 

ganvixiloT, Sesabamisi laboratoriuli samuSao 4.13 

moxmarebis erovnuli Semosavlis mixedviT korelaciisa da 

wrfivi regresiis amocanis gadasawyvetad Mathcad-is bazaze. 

 

laboratoriuli samuSao 4.13 
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 korelaciis koeficienti, 

 

determinaciis koeficienti, 

 

wrfivi regresia 

                               

 

     saSualo kvadratuli cdomileba 
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rogorc vxedavT, wrfivi regresia sakmaod karg 

miaxloebas iZleva moxmarebisa da erovnuli Semosavlis 

urTierTdamokidebulebis Sesaswavlad. 

 

savarjiSo. 

gamoikvlieT moxmarebis saSualo moculobis cvlileba, 

Tu erovnuli Semosavalis saSualo mniSvne-loba  1.2-jer 

izrdeba. 

 

 

4.14 eqsport-importis cneba. eqsport - imports Soris 

arsebuli uaryofiT saldosa da umuSevrobis koeficients 

Soris arsebuli korelacia, determinaciis koeficienti 

 

eqsporti aris qveyanaSi warmoebuli produqciis 

realizacia mis sazRvrebs gareT. cxadia, eqsporti 

saSualebas iZleva qveyanaSi Semovides konvertirebadi 

valuta, dasaqmdes sakuTari muSa xeli, damatebiTi stimuli 

mieces warmoebis simZlavreebis gadidebas da a.S. 

importi aris  sazRvargareT warmoebuli produqciis 

Semotana Sida bazarze realizaciisaTvis. igi dadebiT 

rols asrulebs, Tu xels uwyobs qveynis SigniT arsebuli 

deficitis Sevsebas. magram adgili aqvs uaryofiT movlenas, 

Tu xels uSlis Sida warmoebiTi simZlavreebis gazrdas da 

xalxis dasaqmebas. gansakuTrebiT mavnea saqarTvelosTvis 

iafi-uxarisxo kvebis produqtebis Semotana, radgan 

saqarTvelo agraruli qveyanaa, miT umetes, Tu isini genuri 

inJineriiTaa moyvanili da bolomde araa gamokvleuli maTi 

moqmedeba adamianis janmrTelobaze. 

sxvaobas eqsportisa da importis moculobebs Soris 

saldo ewodeba. 
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 Tu  saldo uaryofiTia rac niSnavs, rom ufro meti 

produqcia Semogvaqvs, vidre gagvaqvs, maSin qveynis 

savaluto rezervebi mcirdeba da qveyana finansurad 

sustdeba. xolo Tu, saldo dadebiTia, maSin Cveni qveyana 

adgas ganviTarebis gzas da TandaTan Zlierdeba 

finansurad. 

ganvixiloT saqarTvelos eqsport-importis moculobaTa 

dinamika (cxrili 4.2.) 

ც ხ რილი  4.2. ს ა ქ ა რთვ ე ლოს  ე ქ ს პ ორტ-ი მ პ ორტი ს ა  და  მ ა თ შ ორი ს  

პ როც ე ნ ტული  ს ხ ვ ა ობ ი ს  მ ნ ი შ ვ ნ ე ლობ ე ბ ი  
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rogorc cxrilidan Cans, eqsport-importis uaryofiTi 

saldo aSkarad izrdeba 2007 wlamde; es niSnavs, rom 

saqarTvelos ekonomika suls Rafavs. ar viTardeba 

warmoebiTi simZlavreebi, ver movipoveT bazari saqonlis 

realizaciisaTvis da saqarTvelo iqca iafi - dabali 

xarisxis  ucxouri produqciis bazrad. 
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ნახ. 4.14. პროცენტული სხვაობა საქართველოს ექსპორტსა და 

იმპორტს შორის 

yovelive amis Sedegi, iwvevs umuSevrobis zrdasa da 

mosaxleobis gaRatakebas. rac sabolood iwvevs socialuri 

daZabulobis zrdas da xelisuflebis reitingis dacemas. 

umuSevroba - ekonomikurad aqtiuri mosaxleobis 

droebiT dausaqmebloba. Sromis saerTaSoriso 

organizaciis ganmartebiT, umuSevrad iTvleba adamiani, 

romelsac SeuZlia muSaoba, magram samuSaos arqonis gamo, 

aqtiurad eZebs mas.  

saqarTveloSi gvaqvs cikluri umuSevroba, romelic 

dakavSirebulia saqonelsa da momsaxurebaze arasakmarisi 

erToblivi moTxovniT. 

 v.oukenis kanonis mixedviT, umuSevrobis nazrdis 

yoveli erTi procenti misi bunebrivi donis zemoT, iwvevs 

mSp-s moculobis 2.5 procentiT CamorCenas. 

4.3. cxrilSi mocemulia dasaqmebulTa da umuSevarTa 

raodenobis dinamika wlebis mixedviT. 

         cxrili 4.3. dasaqmebisa da umuSevrobis dinamika saqarTveloSi 

procentuli sxvaoba saqrTvelos importsa da eqsports Soris

0,0
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  1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 

dasaqmebuli 1728,5 1694,4 111 1877,7 1839,2 1814,9 1783,3 1744,6 1747,3 1704,3 1601,9 1656,1 

umuSevari 244,2 244,9 212 235,6 265 235,9 257,6 279,3 274,5 261 315,8 335,6 

 

4.2 da 4.3 cxrilebi saSualebas iZleva gamovikvlioT 

korelacia eqsport-importis uaryofiT procentul 

saldosa da umuSevrobis koeficients Soris. 

umuSevrobis koeficienti gamoiTvleba formuliT: 

                                  ,                                                     (4.134) 

სადაც   umuSevarTa raodenobaa; 

                 - dasaqmebulTa raodenoba. 

maSin miviRebT, rom korelaciis koeficienti 782.0Kxy  

და determinaciis koeficienti .612.0Dxy   

es niSnavs, rom x da y sidideTa Soris aris wrfivi 

damokidebuleba 61.2%-is sizustiT. Tumca, es 

damokidebuleba sakmaod mcirea. 

es  iZleva Sesabamisi regresiuli analizis Catarebis 

SesaZleblobas. ganvixiloT, Sesabamisi laboratoriuli 

samuSao 4.14. eqsport-imports Soris arsebuli uaryofiT 

saldosa da umuSevrobis koeficients Soris arsebuli 

korelaciisa da wrfivi regresiis amocanis gadasawyvetad 

Mathcad - is bazaze. 
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laboratoriuli samuSao 4.14 
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wrfivi regresia 

                                                           

  

                  

 

 

 

ცდომილება 

 

rogorc vxedavT, wrfivi regresia sakmaod karg 

miaxloebas iZleva eqsport-imports Soris arsebul 

uaryofiT saldosa da umuSevrobis koeficients Soris 

urTierTdamokidebulebis Sesaswavlad. 

savarjiSo. 

gamoikvlieT umuSevrobis koeficientis saSualo 

sididis cvlileba, Tu eqsport-importis uaryofiTi 

saldos saSualo mniSvneloba   1.2 jer izrdeba. 
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4.15. korelacia sagareo valebis moculobasa da 

saqarTvelos biujets Soris 

cxovrebis donisa da sazogadoebis ganviTarebis 

tempebis dasaxasiaTeblad, ganvixiloT  saxelmwifo valisa 

da saxelmwifo biujetis damokidebuleba. 

 

                    cxrili 4.4. saxelmwifo biujetis struqtura 

avagoT Sesabamisi nax. 4.15, romelzec SeimCneva 

Sualedebi, roca saxelmwifo vali aWarbebda biujets da 

biujetis Sevseba xdeboda valebis xarjze. Semdgom 

SeiniSneba dadebiTi tendencia, roca biujeti izrdeboda 

valebze ufro swrafad da 2006 wlidan 2008 wlamde 

gadaaWarba kidec valebs. Tumca, agvistos omma es warmateba 

waSala da 2009 wels valma kvlav gadaaWarba biujetis 

Semosavlebs.   
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ნახ. 4.15. სახელმწიფო ბიუჯეტისა და ვალების დინამიკა 

 

ნახ. 4.16. საშინაო და საგარეო ვალების დინამიკა საქართველოში 

2002-2009წწ. 
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zemoT moyvanili monacemebi saSualebas iZleva 

CavataroT biujetisa da valebis korelaciuri analizi, 

romlis meSveobiT SesaZlebelia gadavideT Sesabamis 

regresiul analizze, gamovikvlioT biujetisa da valebis 

dinamikis Semdgomi momavali. 

maSin miviRebT, rom korelaciis koeficienti Kxy=0.36, 

determinaciis koeficienti Dxy=0.132; es ki niSnavs, rom x da 

y sidideTa Soris ar aris wrfivi damokidebuleba. amitom, 

an gvaqvs arawrfivi damokidebuleba, an saerTod araa 

korelacia am sidideebs Soris. 

ganvixiloT Sesabamisi laboratoriuli samuSao 4.15, 

sagareo valebis moculobasa da saqarTvelos biujets  

Soris arsebuli korelaciis dasadgenad Mathcad - is bazaze. 

ლაბორატორიული სამუშაო 4.15 
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rogorc vxedavT, korelaciis koeficientia 0.36, xolo 

determinaciis koeficienti 0.132, es niSnavs, rom 

saqarTvelos biujetsa da gare valebs Soris ar arsebobs 

wrfivi damokidebuleba. maSasadame, kavSiri an arawrfivia,  

an saerTod ar korelireben es cvladebi erTmaneTTan. 

 

4.16. korelacia samomxmareblo kalaTis moculobasa da 
inflaciis maCvenebels Soris 

 
samomxmareblo kalaTis gaangariSebis wess 

ganvixilavT mesame TavSi. axla ki moviyvanT monacemebs 
saqarTvelosaTvis, saarsebo minimumis dinamikas wlebis 
mixedviT 
ცხრილი 4.5. საშუალო მომხმარებლის საარსებო მინიმუმის დინამიკა (ლარი თვეში) 

წლები  

 

საშუალო მომხმარებლის 

საარსებო მინიმუმი 

(ლარი თვეში) 

2004  85.2 

2005  87.1 

2006  106.5 

2007  102.7 

2008 115.8 

2009 111.7 
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Tu ganvixilavT inflaciis koeficientis dinamikis 

Sesabamis cxrils 4.6, maSin, advilad SeiZleba CavataroT 

Sesabamisi korelaciuri analizi. 

                    ცხრილი 4.6. ინფლაციის კოეფიციენტის დინამიკა წლების მიხედვით 

 2005 2006 2007 2008 2009 2010 

საშუალო წლიური წინა წლის საშუალო წლიურთან 
108.2 109.2 109.2 110.0 101.7 107.1 

დეკემბერი წინა წლის დეკემბერთან 
106.2 108.8 111.0 105.5 103.0 111.2 

წლიური ინფლაციის დონე 
6.2 8.8 11.0 5.5 3.0 11.2 

miviRebT, rom korelaciis koeficienti 576.0Kxy   da 

determinaciis koeficienti  .332.0Dxy  es ki niSnavs, rom   x 

da y sidideTa Soris  damokidebuleba sul raRac 33.2%-ia. 

amrigad, damokidebuleba metad sustia, radgan 33.2% <  50%. 

 es ki ar iZleva Sesabamisi wrfivi regresiuli 

analizis Catarebis SesaZleblobas.  

ganvixiloT, Sesabamisi laboratoriuli samuSao 4.16, 

samomxmareblo kalaTis moculobasa da inflaciis 

maCvenebels Soris arsebuli korelaciis  amocanis  

gadasawyvetad  Mathcad - is bazaze. 

 

 

laboratoriuli samuSao 4.16 
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rogorc vxedavT,  korelaciis koeficientia 0.58, xolo 

determinaciis koeficienti - 0.332, rac niSnavs, rom 

saqarTvelos biujetsa da gare valebs Soris ar arsebobs 

wrfivi damokidebuleba. maSasadame, kavSiri an arawrfivia,  

an es cvladebi saerTod ar korelireben erTmaneTTan. 

 

 

4.17.  kavSiri kvebis produqtebze erTian moTxovnas, 

saSualo xelfassa  da saSualo fass Soris. mravlobiTi 

regresiuli analizi 

ganvixiloT SesaZlo kavSiri kvebis produqtebze erTian 

moTxovnas, saSualo xelfassa da saSualo fass Soris. 

imisaTvis, rom davadginoT, rogoraa damokidebuli erTiani 
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moTxovna  y saSualo x xelfassa da saSualo p fasebze, unda 

SevadginoT arsebuli monacemebis Sesabamisi cxrili 4.7. 

ცხრილი 4.7 

№ y x p 

1 350 400 2.5 

2 360 400 3 

3 400 400 3.5 

4 380 400 3.4 

5 400 400 3.35 

6 450 400 3.4 

mravlobiTi regresiuli analizi warmoadgens 

orcvladiani regresiuli analizis ganviTarebas, romelic 

im SemTxvevaSi gamoiyeneba, rodesac sistemis agregirebuli 

maxasiaTebeli dakavSirebulia erTze met damoukidebel 

ganmsazRvrel cvladTan.   

ganvixiloT kvebis produqtebze erToblivi moTxovnis 

gansazRvris magaliTi. mosaxleobis x Semosavlebisa da 

kvebis produqtebze  p  fasebis arsebuli monacemebidan 

gamomdinare vipovoT kavSiri  

                                                     (4.135) 

sadac y kvebis xarjebis saerTo sididea; f – funqcia 

mocemuli klasidan. magaliTisaTvis visargebloT 

polinomebiT, anu polinomuri regresiiT 

mravalganzomilebiani SemTxvevisaTvis. mravlobiTi polino-

muri regresiis kerZo saxes warmoadgens mravalganzomi-

lebiani wrfivi regresia, anu SemTxveva, roca monacemebs 

uaxlovdebiT formuliT   
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pxy  21  .                                           (4.136) 

mravlobiTi polinomuri regresiis amocanis 

amosaxsnelad, mocemuli unda iyos ricxvTa masivi, romelic 

Seesabameba Y cvlads. vTqvaT  





























450

400

380

400

360

350

:Y ;                                                                                                                                                                             (4.137) 

 SevqmnaT organzomilebiani MXP monacemTa masivi, 

Sesabamisi (x, p) wertilebisaTvis. 

 

 

laboratoriuli samuSao 4.17 

amocana. mocemulia Y erToblivi moTxovna da Sesabamisi 

monacemTa MXP matrica, mosaxleobis X Semosavlebisa da 

kvebis produqtebze P fasebis mixedviT. avagoT mosaxleobis 

erToblivi moTxovnis miaxloebis mravalwevri, gavakeToT 

prognozi, SevafasoT aproqsimaciis cdomileba. 

 

amoxsna. gamoviyenoT regress(MXP,Y,n) operatori, sadac   

n miaxloebis polinomis xarisxia. n:=1, 

VS:=regress(MXP, Y, n), 

sadac VS polinomis saukeTeso miaxloebis koeficientebia. 

avagoT miaxloebis polinomi, sadac X0:=X  და X1:=P 

f(x):=interp(VS, MXP, Y, X). 

MXP

400

400

400

400

400

400

2.5

3

3.5

3.4

3.35

3.4
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da bolos, SevadginoT prognozi 









1

0

X

X
 sxva mniSvnelobe-

bisTvisac. 

grafikuli interpretaciisaTvis moxerxebulia Y 

erToblivi moTxovnis aRniSvna Z-iT da monacemTa 

matriculi saxiT Seyvana. 

          1:n                  





























450

400

380

400

360

350

:Z           

VS:=regress(MXP,Z,n)    f(x):=interp(VS,MXP,Z,x). 

 

prognozi: 

?
40.3

450






















f   (pasuxi: 426)   ?

00.4

500






















f  (pasuxi: 488) 

X:=MXP<0>       P=MXP<1> 

              i:=0..5. 

 

programa  Mathcad-ze 
 

kvebis produqtebze erToblivi moTxovnis, kvebis 

xarjebisa da Tviuri Semosavlebis monacemebi: 

 

Z

350

360

400

380

400

450























MXP

400

400

400

400

400

400

2.5

3

3.5

3.4

3.35

3.4























MXP

400

400

400

400

400

400

2.5

3

3.5

3.4

3.35

3.4
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koeficientebis moZebna 

 

 

VS

3

3

1

0.439

67.167

0.001























 

miaxloebis funqciis ageba 

 

erToblivi moTxovnis mniSvnelobaTa prognozireba 

f
450

3.40









425.946

 

 

f
500

4









488.199

 

 

 coeffsT=(0.439  67.167 0.001)    

:=(coeffsT)<0> 

=(0.439)
  

:=(coeffsT)<1> 

=(67.167)  

m:=(coeffsT)<2> 

X MXP
0 



P MXP
1 



n 1

VS regress MXP Z n( )

f x( ) interp VS MXP Z x( )

coeffs submatrix VS 3 length VS( ) 1 0 0( )
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m=(0.001)  

Z=m+X+P  aris   erToblivi moTxovnis funqcia 

Z1 X P( ) 0.001 0.439X 67.167P  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

i 0 5

ci f

X
i

P
i





















Z
i



c

6.457

17.126

10.71

23.993

0.635

46.007






















c

450
100



1.435

3.806

2.38

5.332

0.141

10.224





















max   10.224

0 2 4 6
0

5

10

15

 i

i
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savarjiSo. 

 mocemuli Y erToblivi moTxovniT da Sesabamis 

monacemTa MXP matriciT, mosaxleobis X Semosavlebisa da 

kvebis produqtebze P fasebis mixedviT, aageT miaxloebis 

optimaluri mravalwevri: PXY  21  . 

SeadgineT prognozi da aageT grafikuli interpretacia. 

 

4.18.  კობ-დუგლასის წარმოებითი ფუნქცია Mathcad-ის 

ბაზაზე 

 1927 wels, ganaTlebiT ekonomistma pol duglasma 

aRmoaCina, rom, Tu erTmaneTs SeuTavsebT Y gamoSvebis 

realuri moculobis, K kapitaluri danaxarjebisa da L 

Sromis danaxarjebis maCveneblebis logariTmebis droze 

damokidebulebis grafikebs, maSin, gamoSvebis maCveneblebis 

wertilebidan Sromis danaxarjebis maCveneblebisa da 

kapitalis xarjebis grafikebis wartilebamde daSorebebi 

Seadgens mudmiv proporcias. Semdeg, man TxovniT mimarTa 

maTematikos Carlz kobs, epova aseTi Taviseburebis mqone 

maTematikuri damokidebuleba. kobma SesTavaza Semdegi 

funqcia: 

.1   LKAY                                             (4.138) 

xSirad, ganixilaven kob-duglasis ganzogadebul formulas: 

 LKAY  ,                                                  (4.139) 

sadac   ,A  da   koeficientebi ganisazRvreba arawrfivi 

mravlobiTi regresiis meTodiT, rodesac mocemulia Y  

monacemTa K da L veqtori. 
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laboratoriuli samuSao 4.18 

 

 amocana. mocemulia warmoebis Y realuri moculobis, K 

realuri kapitaluri xarjebisa da L realuri Sromis 

xarjebis indeqsebi amerikaSi 1899 - 1922 wlebisaTvis (cxrili 

2.8). ipoveT kobi-duglasis damokidebuleba, Tu gvaqvs 2.8 

cxrilSi aRniSnuli monacemebi (safuZvlad aRebulia 1899 

wlis 100-is toli moculoba).                                      

                                                                                                          cxrili 4.8 

წელი Y K L  წელი Y K L 

1899 100 100 100  1911 153 216 145 

1900 101 107 105  1912 177 226 152 

1901 112 114 110  1913 184 236 154 

1902 122 122 118  1914 169 244 149 

1903 124 131 123  1915 189 266 154 

1904 122 138 116  1916 225 298 182 

1905 143 149 125  1917 227 335 196 

1906 152 163 133  1918 223 336 200 

1907 151 176 138  1919 218 387 193 

1908 126 185 121  1920 231 407 193 

1909 155 198 140  1921 179 417 147 

1910 159 208 144  1922 240 431 161 

 

amoxsna. kob-duglasis Tanadobis parametrebis mosaZebnad 

gavalogariTmoT es damokidebuleba: 

LKAY lnlnlnln    .                                  (4.140) 
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Tu SevitanT Semdeg aRniSvnebs: 

yY ln ;  mA ln ;  XK ln ; ,ln PL                             (4.141) 

miviRebT damokidebulebas: 

.Pxmy                                             (4.142) 

anu, pirveli xarisxis polinomis saxiT mocemul 

damokidebulebas, sadac ,m    da    unda ganvsazRvroT 

mravlobiTi polinomuri regresiis meTodiT, Semdeg ki 

ganvsazRvroT  A  parametric 

.meA                                                         (4.143) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

programa  Mathcad-ze 
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Y

100

101

112

122

124

122

143

152

151

126

155

159

153

177

184

169

189

225

227

223

218

231

179

240





































































 K

100

107

114

122

131

138

149

163

176

185

198

208

216

226

236

244

266

298

335

366

387

407

417

431





































































 L

100

105

110

118

123

116

125

133

138

121

140

144

145

152

154

149

154

182

196

200

193

193

147

161







































































i 0 23

Y1
i
ln Y

i 

K1
i
ln K

i 

L1
i
ln L

i 

MXP
0 

K1

MXP
1 

L1

n 1

VS regress MXP Y1 n( )
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kob-duglasis sawarmoo funqciis logariTmuli gaSlis 

koeficientebi lnY=lnA+lnK+lnL; 

 

 coeffs
T 

0 

  

=0.233  

 coeffs
T 

1 

  

=0.807 

                                                                  A e
coeffs

T  2 

  

A=0.838 

 

საწარმოო ფუნქციის პროგნოზირებული მნიშვნელობები 

 

 

savarjiSo. 

moiZieT Y warmoebis realuri moculobis, K realuri 

kapitaluri danaxarjebisa da L Sromis realuri xarjebis 

indeqsis cvlilebebi,  drois mixedviT saqarTvelosaTvis. 

ipoveT, aucilebeli monacemebi da gansazRvreT kob-

duglasis sawarmoo funqciis parametrebi. 

VS

3

3

1

0.233

0.807

0.177





















f X( ) interp VS MXP Y1 X( )

coeffs submatrix VS 3 length VS( ) 1 0 0( )

coeffs
T

0.233 0.807 0.177( )

f
420

330

















364.107

f
400

300

















335.228



316 

 

4.19. korelacia inflaciis donesa  da  umuSevrobis 

koeficients Soris saqarTvelos magaliTze. filipsis 

mrudi 

ganvixiloT SesaZlo kavSiri wliur inflaciis donesa 

da umuSevrobis koeficients Soris. amisaTvis visargebloT 

arsebuli oficialuri monacemebiT (cxrili 4.9 da cxrili 

4.10.) 

                                                                                                                 ცხრილი 4.9 

 2005 2006 2007 2008 2009 

საშუალო წლიური წინა წლის  

საშუალო წლიურთან 

108.2 109.2 109.2 110.0 101.7 

დეკემბერი წინა წლის დეკემბერთან 

106.2 108.8 111.0 105.5 103.0 

წლიური ინფლაციის დონე 6.2 8.8 11.0 5.5 3.0 

 

                                                                                                            ცხრილი 4.10 

 2005 2006 2007 2008 2009 

დასაქმებული 1744,6 1747,3 1704,3 1601,9 1656,1 

უმუშევარი 279,3 274,5 261 315,8 335,6 

უმუშევრობის  

კოეფიციენტი 

0.138 0.136 0.133 0.165 0.169 

 

wliur inflaciis donesa da umuSevrobis koeficients 

Soris rom SeviswavloT SesaZlo kavSiri, SevadginoT 

programa Mathcad-ze da gamovTvaloT Sesabamisi korelaciis 

koeficienti. 
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laboratoriuli samuSao 4.19 

 

                               

 

          

         

 

 

         

 

 

 

 

X

6.2

8.8

11.0

5.5

3.0

















 Y

0.138

0.136

0.133

0.165

0.169

















 n 5 Xsr
0

n 1

i

X
i



n
 Ysr

0

n 1

i

Y
i



n


sx2
1

n
0

n 1

i

X
i 

2
















Xsr
2

 sy2
1

n
0

n 1

i

Y
i 

2
















Ysr
2

 sy2 0

sx2 7.616 Sxy
1

n
0

n 1

i

X
i

Y
i

 














Xsr Ysr Kxy
Sxy

sx2 sy2
 Dxy Kxy

2


Kxy 0.857 Dxy 0.734

a 0.005 b 0.181

f x( ) a x b

2 4 6 8 10 12
0.12

0.14

0.16

0.18

Y

f X( )

X

 
 

b Ysr a Xsr
a

Sxy

sx2
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rogorc vxedavT, wrfivi regresia sakmaod karg 

miaxloebas iZleva umuSevrobisa da inflaciis 

koeficientis urTierTdamokidebulebis Sesaswavlad. 

regresiis wrfidan gamomdinare SegviZlia davaskvnaT, rom 

inflaciis gazrdiT, umuSevroba kelebulobs, rac swored 

filipsis mrudis ideas Seesabameba. 

 

4.20. განზოგადoებული წრფივი რეგრესია საქონლის ფასის 

პროგნოზირებისათვის 

zogjer wrfivi regresiis mეTodi uxeS miaxloebas 

iZleva aqciis kursis, saqonlis fasisa da erovnuli 

valutis  kursis prognozirebisas. aseT SemTxvevebSi, 

xSirad iyeneben ganzogadebuli wrfivi regresiis meTods. 

am meTodis arsi ისაა, rom eqsperimentuli wertilebis 

mocemul erTobliobas uaxlovdebა  

F(x, k1, k2,...,kn)=k1∙F1(x)+k2∙F2(x)+...+kn∙Fn(x)                    (4.144) 

tipis funqciiT, anu F1(x), F2(x) Fn(n), funqciis wrfivi 

kombinaciiT, amasTan TviT es funqciebi SeiZleba iyos 

wrfivic, rac mkveTrad afarToebs aseTi aproqsimaciis 

SesaZleblobebs da mas arawrfiv funqciebzec ganavrcobs. 

 

laboratoriuli samuSao 4.20 
 

amocana. cnobilia, rom 5 Tvis ganmavlobaSi VX 

saqonlis fasi icvleboda Semdegi cxrilis mixedviT: 


0

n 1

i

Y
i

a X
i

 b 
2




n


 0.008
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VX 1 2 3 4 5 6 7 8 

VY 15 12 9.4 16.2 26 ? ? ? 

 SevadginoT momdevno sami TvisaTvis fasis prognozi. 

amoxsna. zogadi saxis wrfivi regresiis realizebisaTvis 

gamoiyeneba linfit(VX,VY,F) funqcia. იგი abrunebs  zogadi saxis 

wrfivi regresiis koeficientebis veqtors, romlis drosac 

(VX,VY) koordinatebis sawyisi wertilebis  “Rrublis” 

miaxloebis saSualo kvadratuli gadaxra iqneba 

minimaluri. F veqtori unda Seicavdes F1(x),F2(x),...,Fn(x) 

funqciebs, Cawerils simboluri saxiT. 

programa Mathcad-ზე 

                               

miaxloebis funqciaTa matrica  

 

gaSlis koeficientebis povnis programa 

 

 

 

miaxloebis funqciis ageba 

VX

1

2

3

4

5

















 VY

15

12

9.4

16.2

26



















F x( )

1

x

x
2

e
x

















i 0 4

K linfit VX VY F( )

K

14.899

0.509

0.07
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funqcionaluri damokidebulebis prognozirebuli  

mniSvnelobebi 

 

 

 

savarjiSo. 

ganzogadebuli wrfivi regresiis meTodiT aageT fasis 

dinamikis kanonTan miaxloeba: a) navTobisaTvis; b) 

gazisaTvis da g) eleqtroenergiisaTvis. gamoTvaleT fasTa 

prognozirebuli mniSvnelobebi uaxloesi sami TvisaTvis.  

 

 

4.21. arawrfivi regresia aqciis kursis prognozisaTvis 
 

roca wrfivi regresia da ganzogadebuli wrfivi 

regresia Cveni prognozisaTvis uxeS Sedegebs iZleva, 

umjobesia mivmarToT zogadi saxis arawrfivi regresiis 

meTodebs.    

zogadi saxis arawrfiv regresiaSi igulisxmeba 

nebismieri F(x,k1,k2,...,kn) funqciis K parametrebis veqtoris 

g t( ) F t( ) K

r 1 1.25 5

0 2 4 6 8
0

10

20

30

g r( )

VY

r VX

g 6( ) 48.98

g 7( ) 103.651

g 8( ) 242.607
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povna, romlis drosac uzrunvelyofilia sawyisi 

wertilebis “Rrublis” optimaluri miaxloeba.  

laboratoriuli samuSao 4.21 

 amocana. ruseTis gazpromis aqciebis kursi naxevari 

wlis manZilze icvleboda cxriliT mocemuli wesiს 

მიხედვით: 

VX 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

VY 1.9 1.6 1.34 1.22 1.35 1.05 ? ? ? 

SevadginoT aqciebis kursis prognozi momdevno sami 

TvisaTvis. 

amoxsna. zogadi saxis arawrfivi regresiis Casatareblad 

gamoiyeneba funqcia  

genfit (VX,VY,VS,F).                                    (4.145) 

igi abrunebs F funqciis K-parametrebis veqtors, romelic 

Tavis mxriv gvaZlevs sawyisi monacemebis  F(x,k1,k2,...,kn) 

funqciiT daaxloebis minimalur saSualo kvadratul 

cdomilebas. 

F veqtori unda Seicavdes simbolur elementebs, 

romlebic, Tavis mxriv unda Seicavdes analizur 

gamosaxulebas sawyisi funqciisa da misi 

warmoebulebisaTvis yoveli parametris mixedviT, anu  

.
...

),(
1





























F
dk

d

F
dk

d

F

kxF

n

                                        (4.146) 

 VS veqtori unda Seicavdes sawyis miaxloebebs K 

veqtorisaTvis, rac aucilebelia regresiis arawrfiv 

gantolebaTa sistemis iteraciuli meTodiT amosaxsnelad. 
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 ganvixiloT zogadi saxis arawrfivi regresiis 

magaliTi Semdegi funqciis saSualebiT: 

.)exp(),,( baxbabaxF                                  (4.147) 

gamovTvaloT warmoebulebi yvela parametris mixedviT, anu  

,)exp(),,( bbxbaxF
da

d
                                  (4.148) 

.)exp(),,( axbxabaxF
db

d
                              (4.149) 

matriculi F(x,k) funqcia miiRebs saxes: 

.

)exp(

)exp(

)exp(

),(

121

22

2121

























kxkxk

kxk

kkxkk

kxF                              (4.150) 

ganvixiloT prognozis konkretuli amocana. 

gazpromis aqciebis kursis cvlilebis kanonis 

aproqsimaciisaTvis visargebloT zogadi saxis arawrfivi 

regresiiT. miaxloebis funqciis sayrden klasad avirCioT 

(4.147) eqsponencialur funqciaTa simravle: 

,21)2exp(1)2,1,( kkxkkkkxF                         (4.151) 

maSin 

,2)2exp()2,1,(
1

kxkkkxF
dk

d
                          (4.152) 

                   .1)2exp(1)2,1,(
2

kxkxkkkxF
dk

d
                     (4.153) 

  

programa  Mathcad-ze 

 

sawyisi monacemebi 

ORIGIN 1
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miaxloebis funqciisa da misi k koeficientebiT kerZo 

warmoebulebis matrica  

 

ucnobi

 

k koeficientebis sawyisi miaxloebebi 

 

amocanis amoxsnis operatori 

 

gaSlis saZiebeli koeficientebis mniSvnelobebi 

 

miaxloebis funqciis ageba 

 

 

VX

1

2

3

4

5

6



















 VY

1.9

1.607

1.34

1.22

1.35

1.05





















F x k( )

k
1

e
k2 x

 k
1

k
2



e
k2 x

k
2



k
1

 x e
k2 x

 k
1





















VS
2

2











P genfit VX VY VS F( )

P
1.62

0.712











G x( ) F x P( )
1



0 2 4 6 8
0

2VY

G x( )

VX x
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napovni prognozirebuli mniSvnelobebi 

 

 

          

savarjiSo. 

 

1. РАО ЭС РФ-is aqciebis kursi naxevari wlis 

ganmavlobaSi icvleboda cxriliT mocemuli wesis 

mixedviT: 

 VX   1    2    3    4   5   6   7   8  9 

 VY   2  1.9  1.7  1.8  1.3 1.2

5 

  ?   ?  ? 

SeadgineT aqciebis kursis prognozi momdevno sami 

TvisaTvis. 

2. SeiswavleT (internetis saSualebiT) msoflios 

wamyvani korporaciebis aqciebis kursis dinamika da 

SeadgineT kursis prognozi uaxloesi sami TvisaTvis. 

 

4.22. polinomuri regresia 
 

 arawrfivi regresiis erT-erTi saxea polinomuri 

regre-sia, romlis drosac aproqsimaciis funqciad irCeven 

mravalwevrTa simravles.  

 ganvixiloT konkretuli amocana. 

laboratoriuli samuSao 4.22 

 

 amocana. mocemulia surguTnavTobis aqciebis kursis 

dinamika: 

G 7( ) 1.164

G 8( ) 1.158

G 9( ) 1.156
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X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Y 0.8 3.5 8 15 19 26 ? ? ? 

avagoT polinomi, romelic saukeTeso miaxloebas 

mogvcems am monacemebTan; SevadginoT aqciebis kursis 

prognozi momdevno sami TvisaTvis. 

 

amoxsna.  Mathcad-Si arsebobs funqcia polinomuri 

regresiis uzrunvelsayofad, regresiis mravalwevris 

nebismieri xarisxis dros:  

VS:=regress (VX, VY, h),                                         (4.154) 

romelic gvaZlevs Semdegi funqciiT moTxovnil VS veqtors: 

f(x):=interp (VS, VX, VY, x)                                   (4.155) 

da Seicavs iseTi n-uri xarisxis mravalwevris 

koeficientebs, romlebic saukeTesod aaxlovebs VX da VY 

veqtorebiT mocemul koordinatTa wertilebis Rrubels 

(erTobliobas), xolo (4.155) operatori iZleva x wertilSi 

splainis mniSvnelobas sawyisi VX da VY-iT, da splainis  VS 

koeficientebiT. SevadginoT data monacemTa matrica 





























266

195

154

83

5.32

8.01

:data .                   (4.156) 

vTqvaT, polinomis xarisxi  

k:=3.                                                       (4.157) 

SevadginoT sawyisi monacemebis VX da XY veqtorebi: 

VX:=data<0>   VY:=data<1>.                                  (4.158) 
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gamoviTvliT mesame xarisxis “saukeTeso” mravalwevris 

koeficientebs (k=3): 

VS:=regress (VX, VY, k).                                    (4.159) 

avagoT saukeTeso polinomuri miaxloebebi: 

f(x):=interp(VS, VX, VY, x)                                 (4.160) 

da Sedegebis grafikuli interpretacia: 
 

polinomuri regresiis interpretacia 

 

ukve SesaZlebelia gamovTvaloT prognozirebuli 

mniSvnelobebi: 

f(7)=?         f(8)=?       f(9)=? 

programa Mathcad-ze 
 

amocanis monacemebi 

 

miaxloebis polinomis xarisxi 

 

0 2 4 6 8 10
20

0

20

40

VY

f x( )

VX x

data

1

2

3

4

5

6

0.8

3.5

8

15

19

26





















k 3
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monacemTa veqtorebis formireba matricis monacemebidan 

 

 

amocanis amoxsnis operatori 

 

 

 

 
 

monacemTa prognozirebuli mniSvnelobebi 

 

 

 

gaSlis koeficientebis povna 

 

 

 

VX data
0 



VY data
1 



VS regress VX VY k( )

VS

3

3

3

0.2

0.391

1.369

0.097

























f x( ) interp VS VX VY x( )

0 2 4 6 8 10
20

0

20

40

VY

f x( )

VX x

f 7( ) 30.8

f 8( ) 34.514

f 9( ) 36.3

coeffs submatrixVS 3 length VS( ) 1 0 0( )

coeffs
T

0.2 0.391 1.369 0.097( )

a coeffs
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aproqsimaciis polinomi 

 

 

 

savarjiSo. 

polinomuri regresiis meTodiT SeiswavleT 2011 wlis 

pirvel naxevarSi energomatareblebze fasis dinamika qalaq 

TbilisSi da SeadgineT prognozi wlis meore 

naxevrisaTvis. Sedegebi SeadareT realurs, axseniT 

gansxvavebebi. 

 

4.23.  wrfivi daprogrameba 
 

bevr praqtikul dargSi wamoiWreba amonaxsnis 

optimizaciis Taviseburi amocanebi, romelTaTvisac 

damaxasiaTebelia Semdegi Tvisebebi:  

a) efeqturobis maCvenebeli L(x1, x2, ..., xn) warmoadgens 

amonaxsnis x1, x2, ..., xn  elementebis wrfiv funqcias; 

b) SesaZlo amonaxsnebze gavrcelebuli SezRudvis 

pirobebs aqvs wrfivi gantolebis an utolobis saxe.   

aseT amocanebs, wrfivi daprogramebis amocanebi 

ewodeba. ganvixiloT wrfivi daprogramebis konkretuli 

amocana. 

p x( )

0

3

i

a
3 i

x
3 i






0 2 4 6 8 10
20

0

20

40

p x( )

VY

x VX
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laboratoriuli samuSao 4.23 

 

amocana. mecxoveleobis fermaSi Zroxebis kvebis 

racioni SeiZleba Sedges sami produqtisagan – Tiva, 

silosi, koncentratebi, romlebic Seicaven cilebs, 

kalciumsa da vitaminebs. ricxviTi monacemebi mocemulia 

cxrilSi: 

produqtebi 

sakvebi nivTierebebi 

cila 

(g/kg) 

kalciumi (g/kg) vitaminebi 

Tiva 5011   1021   231   

silosi 7012   622   332   

koncentrate

bi 
18013   323   133   

  

cilisa da kalciumis moxmarebis dRe-Ramuri normebi 

erT sul Zroxaze gadaangariSebiT, Seadgens aranakleb 2000 

g da 210 g Sesabamisad. vitaminebis moxmareba mkacrad 

dozirebulia da unda Seadgendes 87 mg-s dRe-RameSi. 

 SevadginoT yvelaze iafi racioni, Tu erTi kg Tivis 

Rirebuleba 150 laria, silosis – 200 lari da 

koncentratisa – 600 lari. 

 

amoxsna. CamovayaliboT amocana, anu SevadginoT Sesatyvisi 

maTematikuri modeli. 

vTqvaT, optimaluri raodenobaa: Tivis _  X1 kg, silosis 

_ X2 kg, koncentratis _ X3 kg. maSin miznis funqcia 

(racionis Rirebuleba dRe-RameSi) iqneba: 

L(X1, X2, X3)=150∙X1+200∙X2+600∙X3.                    (4.161) 
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amocanis pirobebSi saWiroa am funqciis minimizacia. 

CamovayaloboT SezRudvaTa raodenoba: dRe-RameSi 

cilis ≥2000g, kalciumis ≥210g, xolo vitaminebi zustad 

=87mg. 





















03,02,01

87312312

2103326110

20003180270150

XXX

XXX

XXX

XXX

              (4.162) 

 

programa  Mathcad-ze 
 

miznis funqcia 

 , 

cvladebis sawyisi miaxloebebi  

 

 

. 

amocanis amoxsnisa da SezRudvebis programuli bloki 

Mathcad-Si. 

Given 

 

 

 

 

 

 

R:=minimize(f,x1,x2,x3) 

f x1 x2 x3( ) 150 x1 200 x2 600 x3

x1 1

x2 1

x3 1

x1 1

x2 1

x3 1

50 x1 70 x2 180 x3 2000

10 x1 6 x2 3 x3 210

2 x1 3 x2 1 x3 87
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miznis funqciis minimumis wertili 

R

5.833

24.778

1













 

miznis funqciis minimaluri mniSvneloba 

f R
0

R
1

 R
2

  6430.556
 

 

savarjiSo. 

vTqvaT, mcire sawarmos saamqrom unda daamzados sami 

tipis 100 nakeToba. TiToeuli nakeToba unda damzaddes 

aranakleb 20 calisa. nakeTobaze ixarjeba Sesabamisad 4, 3.4 

da 2 kg liToni, roca misi saerTo maragi 340 kg-a, agreTve 

4.75,11 da 2 kg plastmasa 700 kg saerTo moculobiT. 

TiToeuli tipis Х1, Х2 da Х3 ramdeni nakeToba unda 

damzaddes, rom miviRoT gamoSvebis maqsimaluri moculoba 

fuladi gamosaxulebiT, Tu nakeTobis fasi kalkulaciis 

mixedviT Seadgens 4, 3 da 2 lars?  

 

4.24. saarsebo minimumis dadgena mocemul qalaqSi,  
mocemul raionSi 

 
wrfivi daprogramebis amocanebs ganekuTvneba: amocana 

saarsebo minimumze, warmoebaze, agreTve satransporto 

amocana gadazidvebze, mindvris savargulebis optimalur 

ganawilebaze da a.S.   

 amocana. ganvixiloT saarsebo minimumis dadgena. 

vTqvaT, gvaqvs kvebis n produqti (puri, xorci, rZe, 

kartofili, marili, Saqris fxvnili da a.S.), romlebic 

Seicavs sasicocxlod aucilebel nivTierebebs (cximebs, 

cilebs, naxSirwylebs da vitaminebs). 

 cnobilia Semdegi parametrebi:  
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 ija
  aris j-uri produqtis erTeulSi i-uri nivTierebis 

Semcveloba )0( ija ; 

 ib _ i-uri nivTierebis minimaluri raodenoba, romelic 

unda moixmaros individma drois mocemul SualedSi (dRe-

RameSi, dReSi, TveSi da a.S.);  

 jc
 aris j-uri produqtis erTeulis sabazro fasi  (cj>0). 

kvebis yvela racions (X1,X2,...,Xn) Soris, romlebic 

akmayofilebs individis minimalur moTxovnilebas 

sasargeblo nivTierebebze, unda amovirCioT SedarebiT iafi. 

Xj warmoadgens individis mier drois mocemul SualedSi 

moxmarebul j-uri produqtis raodenobas. garda amisa unda 

gaviTvaliswinoT, rom drois mocemul SualedSi individma 

unda miiRos kaloriebis mocemuli q raodenoba; 

t1_ i-uri produqtis erTeulSi kaloriebis Semcveloba. 

amoxsna. CamovayaliboT amocana saarsebo minimumis 

dadgenaze. 

miznis funqcia  (racionis Rirebuleba (X1,X2,X3,...Xn)) 





n

j

jj XCXnXXL
1

min),...,2,1( .                (4.163) 

SevadginoT SezRudvebi drois mocemul SualedSi 

cximebis, cilebis, naxSirwylebis da vitaminebis aucilebel 

raodenobebze: 





n

j

ijij bXa
1

,                                      (4.164) 

sadac mi ,1  da m aucilebeli nivTierebebis ricxvia. 

 garda (4.164) SezRudvisa gvaqvs gantolebis saxiT moce-

muli SezRudva kaloriebis aucilebel moculobaze: 
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n

i

ii qXt
1

.                                               (4.165) 

 (4.163), (4.164) da (4.165) amocana, wrfivi daprogramebis 

amocanebia. 

 vipovoT (X1,X2,...,Xn) optimaluri mniSvnelobebi, rodesac 

miznis funqcia (4.163) miiRebs minimalur mniSvnelobas. 

amasTan, es mniSvnelobebi unda akmayofilebdes (3.164) da 

(3.165) SezRudvebs. 

 

laboratoriuli samuSao 4.24 

 

 amocana. davadginoT saarsebo minimumi raionSi, sadac 

kvebis ZiriTad produqtebs Seadgens: puri, kartofili, 

xorci. sabazro fasi purze – 0.5 l, kartofilze – 0.6 l, 

xorcze – 10 lari.   

 

amoxsna. 

miznis funqcia iqneba: 

L(X1,X2,X3)=0.5∙X1+0.6∙X2+10∙X3→min. 

 bi _ cximebis, cilebisa da vitaminebis aucilebeli 

raodenobis mniSvneloba, agreTve am nivTierebebis 

Semcveloba aij produqtebSi, kaloriebis aucilebeli q rao-

denoba. mocemul produqtebSi  ti kaloriebis Semcveloba 

ganTavsebulia internetSi. 

magaliTisaTvis (aq aRebulia nebismieri ricxvebi), Tu  



















90

80

100

b ;   










2.0

3.0

1.0

)( ija

1.0

4.0

2.0

 








5.0

2.0

1.0

; 15000q ; 


















30

15

20

t , 

maSin miviRebT Semdeg SezRudvebs: 
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0.1∙X1+0.2∙X2+0.1∙X3 ≥100; 

0.3∙X1+0.4∙X2+0.2∙X3≥80; 

0.2∙X1+0.1∙X2+0.5∙X3≥90; 

20∙X1+15∙X2+30∙X3=15000. 

 

programa  Mathcad-ze 
 

amocanis miznis funqcia 

 

amocanis cvladebis sawyisi miaxloebebi 

 

 

 

SezRudvebisa da amonaxsnis povnis programuli bloki 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

amocanis minimumis wertili 

f x1 x2 x3( ) 0.5 x1 0.6 x2 10 x3
*

x1 1

x2 1

x3 1

Given

x1 0

x2 0

x3 0

0.1 x1 0.2 x2 0.1 x3 100

0.3 x1 0.4 x2 0.2 x3 80

20 x1 15 x2 30 x3 15000

0.2 x1 0.1 x2 0.5 x3 90

R Minimizef x1 x2 x3( )
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amocanis amonaxsni 

f(R0, R1, R2) = 420 

 
qalaq Tbilisis isnis raionSi saarsebo minimumis 

dadgena wrfivi daprogramebis amocanis safuZvelze 
 
saarsebo minimumis gamosaTvlelad saWiroa 

gamovikvlioT kvebis is produqtebi, romlebzec sakvlev 
raionSi yvelaze didi moTxovnaa. 

isnis raionSi yvelaze didi moTxovna Semdeg 
produqtebzea: 

 puri 

 cxvris xorci 

 xaWo 

 kartofili 

 lobio 

 saqonlis xorci 

 brinji. 
cnobilia, rom sicocxlis SesanarCuneblad adamianma 

unda miiRos: cilebi, cximebi da naxSirwylebi, romlebsac 
Seicavs mis mier moxmarebuli kvebis produqtebi (monacemebi 
moyvanilia Semdeg cxrilSi) 

 
 

  naxSirwylebi cilebi cximebi 

 puri a11=5.0 a21=7.9 a31=0.8 

 
cxvris 

xorci 
a12=16 a22=2.0 a32=0 

 xaWo a13=2.8 a23=13.2 a33=20.0 

 kartofili a14=16 a24=2.0 a34=0 

 lobio a15=46 a25=21 a35=0 

R

600

200

0
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saqonlis 
xorci 

a16=0 а26=18.9 а36=12.4 

 brinji a17=1.0 a27=71 a37=0 

 

 

 
dRe-Ramuri 
norma 

 

b1≤500 

 

b2≤90 

 

b3≤100 

 

                      

programa  Mathcad-ze 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

L X( ) 0.40 X
1

 1.10 X
2

 2.5 X
3

 0.50 X
4

 2 X
5

 4 X
6

 1 X
7



X
1

1

X
2

1

X
3

1

X
4

1

X
5

1

X
6

1

X
7

1

Given

X
1

0.500

X
2

0.500

X
3

0.500

X
4

0.500

X
5

0.500

X
6

0.500
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saarsebo minimumi qalaq Tbilisis isnis raionisaTvis 

Seadgens 6.161 lars dReSi da 184.83 lars TveSi. 

 

 

 

savarjiSo. 

daadgineT saarsebo minimumi Tqvens raionSi, sadac 

kvebis ZiriTadi produqtebia: puri, kartofili, xorci da a. 

S. 

SeniSvna. gamoiyeneT sabazro fasebi mocemul 

produqtebze. aucilebeli yvela informacia moipoveT 

internetSi da SeadgineT kvebis optimaluri racioni.  

 

X
7

0.500

3950 X
1

 500 X
2

 13200X
3

 2000 X
4

 21000X
5

 18900X
6

 1000 X
7

 90

400 X
1

 83500X
2

 20000X
3

 0 X
4

 0 X
5

 12400X
6

 0 X
7

 100

250000X
1

 1300 X
2

 2800 X
3

 16000X
4

 46000X
5

 0 X
6

 71000X
7

 500

255 X
1

 781 X
2

 94 X
3

 94 X
4

 55 X
5

 187 X
6

 351 X
7

 1200

R MinimizeL X( )

R

0

0.5

0.873

0.5

0.5

0.5

0.5

0.5



























L R( ) 6.161
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4.25. resursebis optimaluri ganawileba 

 

vTqvaT, mocemulia garkveuli resursebi (nedleuli, 

samuSao Zala, danadgarebi): 

R1, R2, ..., Rm,                                               (4.166) 

Sesabamisi raodenobebiT 

b1,b2,...,bm,                                          (4.167) 

am resursebis gamoyenebiT SeiZleba vawarmooT saqoneli: 

T1,T2,…,Tn .                                                   (4.168)                                                               

 Tj saqonlis erTi erTeulis sawarmoeblad saWiroa iR   

resursis ija  ),1,,1( njmi  erTeuli. Ri resursis TiToeuli 

erTeuli Rirs di lari; Tj saqonlis TiToeuli erTeulis 

realizacia SesaZloa jC  nj ,1(  ) larad. 

 saqonlis TiToeuli saxeobis warmoebuli erTeulebis 

raodenoba Semofarglulia moTxovniT. cnobilia, rom 

bazari ver STanTqavs jT  ),1( nj   saqonlis jK  erTeulze met 

raodenobas. 

 

ismis kiTxva: romeli saqoneli da ra raodenobiT unda 

iqnes warmoebuli imisaTvis, rom moxdes maqsimaluri 

mogebis realizeba? 

amoxsna. amocanis pirobebi CavweroT wrfivi daprogramebis 

maTematikuri modelis saxiT. 

 moTxovnis pirobebi awesebs SezRudvebs: 

ii KX   ,  ni ,1  .                                   (4.169) 
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  garda amisa, resursebi moixmareba ara umetes im 

raodenobisa, vidre gvaqvs sawyobSi; amitom Rebuloben 

SezRudvebs:  

),1(i       
1

____





n

j

ijij mbxa .                                 (4.170) 

 SevadginoT mogebis miznis funqcia. Tj saxis saqonlis 

erTeuli raodenobis sj TviTRirebuleba udris 





m

i

iijj das
1

    ),1( nj  .                                   (4.171) 

 Tj saqonlis erTi erTeulis realizebiT miRebuli 

sufTa qj mogeba tolia mis gasayid cjAfassa da sj 

TviTRirebulebas Soris sxvaobisa: 

 jjj scq   .                                               (4.172) 

yvela saqonlis realizaciiT miRebuli saerTo sufTa 

mogeba iqneba: 

  
  


n

j

n

j

m

i

jiijjjjn xdacxqxxxL
1 1 1

21 max)(),...,,( . 

 

 

laboratoriuli samuSao 4.25 
 

 amocana. sarTavi fabrika narTis ori saxeobis 

sawarmoeblad iyenebs sami tipis nedleuls – sufTa Sals, 

kaprons da akrils. 

 cxrilSi naCvenebia nedleulis xarjvis normebi, misi 

saerTo raodenoba, romelic fabrikam wlis ganmavlobaSi 

unda gamoiyenos da TiToeuli saxis narTis erTi tonis 

realizaciiT miRebuli mogeba.  

 



340 

 

 

nedleulis 

tipi  

1t narTze nedleulis 

xarjvis normebi 
 

nedleulis 

raodenoba 

(t) 

       saxeoba 1         saxeoba 2 

Sali 5.011    2.012    6001 b  

kaproni 1.021 a    6.022 a    6202 b  

akrili 4.031 a    2.032 a     5003 b  

1 t narTis 

realizaciiT 

miRebuli 

mogeba 

11001 q  9002 q   

 

SevadginoT mogebis maqsimizaciisaTvis narTis 

warmoebis wliuri gegma. 

amoxsna. CamovayaliboT amocana მათემატიკურ ენაზე. vTqvaT,  

х1 pirveli saxis narTis raodenobaa da  х2 – meore saxis 

narTis raodenoba. 

maSin SezRudvebs eqneba Semdegi saxe: 















50022.014.0

62026.011.0

60022.015.0

XX

XX

XX

 

xolo miznis funqcias (sufTa mogebas) - Semdegi saxe: 

.max290011100)2,1(  XXXXL  

             

programa  Mathcad-ze 
 

amocanis miznis funqcia 
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cvladebis sawyisi miaxloebebi 

 

 

amocanis amoxsnisa da SezRudvebis programuli bloki 

 

 

 

 

 

 

 

maqsimumis wertili 

 

amocanis amonaxsni 

 

savarjiSo. 

sami saxeobis A, B da C nakeTobis sawarmoeblad 

gamoiyeneba Т1, Т2, Т3 tipis nedleuli. amasTan, Т1 da Т3 

nedleulis Sesyidvebi SezRudulia momwodeblebis 

SesaZleblobebiT. cxrilSi mocemulia nedleulis xarjvis, 

nedleulsa da nakeTobaze fasebis normebi da nedleulis 

Sesyidvis SezRudvebi. 

f x1 x2( ) 1100 x1 900 x2

x1 1

x2 1

Given

x1 0

x2 0

0.5 x1 0.2 x2 600

0.1 x1 0.6 x2 620

0.4 x1 024 x2 500

R Maximizef x1 x2( )

R
800

900











f R
0

R
1

  1690000
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nedle-

ulis 

tipi 

1kg 

nedleul

is fasi 

(lari) 

erT nakeTobaze nedleulis xarjvis 

normebi (kg) 

 

nedleulis 

SeZenis 

SezRudvebi 

(kg) 

       A        B          C 

    T1  d1=2 a11=1    a12=3 a13=a   b1=3000 

    T2  d2=1 a21=4    a22=1 a23=3        - 

    T3  d3=b a31=6    a32=5 a33=2   b3=3320 

erTi nakeTobis 

fasi (lari) 
c1=6b+12 c2=5b+22 c3=c  

gansazRvreT mogebis maqsimizaciis mizniT produqciis 

warmoebis optimaluri gegma. SeadgineT zogadi saxis 

maTematikuri modeli. 

ganixileT (a,b,c) parametrebis mocemis sxvadasxva 

SemTxvevebi: 

       a         b       c 

       2         1      17 

       2         2      19 

       2         3      21 

 

4.26. gadazidvebis satransporto amocana 
 

vTqvaT, raRac produqti (qvanaxSiri, aguri, benzini,) 

inaxeba m sawyobSi da gamoiyeneba n punqtSi (qarxnebSi, 

mSeneblobaze, maRaziebSi, benzingasamarT sadgurebSi da 

a.S.). 

ia  aris produqtis maragi i-ur sawyobSi )0( ia ; jb  _ 

ganacxadebi saqonelze moxmarebis j-ur punqtSi; cij _ i-uri 
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sawyobidan moxmarebis j-ur punqtSi erTeulovani 

raodenobis produqtis gadazidvis Rirebuleba, ,0ijc  mi ,1 , 

nj ,1 . 

amasTan iTvleba, rom amocana dabalansebulia, e.i. 

jamuri maragebi tolia jamuri moTxovnilebisa  

 
 


m

i

n

j

ji ba
1 1

.                                            (4.173) 

unda avirCioT gadazidvebis iseTi strategia, rom 

srulad davakmayofiloT moTxovnilebebi, amasTan gada-

zidvebis jamuri xarjebi iyos minimaluri. 

amoxsna. vTqvaT, xij saqonlis raodenobaa, romelic 

gadaizideba i-uri punqtidan moxmarebis j-ur punqtSi, maSin 

miznis funqcias (gadazidvebis jamuri xarjebi) aqvs 

Semdegi saxe: 


 


n

j

m

i

ijij xcL
1 1

min .                                     (4.174) 

garda amisa, unda davakmayofiloT yvela ganacxadi, e.i.  

    



m

i

jij bx
1

, ),1( nj  .                                     (4.175) 

radgan dasaxarjia sawyobebis mTeli maragi, gveqneba: 





n

j

iij aX
1

, ),1( mi  .                                 (4.176) 

cxadia,  

0ijX .                                                   (4.177) 

amrigad, vRebulobT wrfivi daprogramebis (4.174)-(4.177) 

amocanas, romlis amoxsnac ukve viciT. 
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laboratoriuli samuSao 4.26 

 

amocana. regionSi aris cementis ori qarxana da maTi 

produqciis momxmarebeli sami binaTmSeneblobis 

kombinati. cxrilSi mocemulia cementis warmoebis 

dReRamuri moculobebi, kombinatebis dRe-Ramuri 

moTxovnilebebi da TiToeuli qarxnidan TiToeul 

kombinatamde erTi tona cementis gadazidvis Rirebuleba.   

SevadginoT cementis gadazidvebis optimaluri gegma 

satransporto xarjebis minimizaciis mizniT. 

 

qarxnebi 

  

cementis warmoeba 

t/dR 

 

1 t cementis gadazidvis 

Rirebuleba 

komb.1 komb. 2 komb. 3 

I qarxana          a1=40  c11=10   c12=15   c13=25 

II qarxana          a2=60  c21=20   c22=30   c23=30 

 cementis moxmareba 

t/dR 
 b1=50   b2=20   b3=30 

 

amoxsna. amocanis amosaxsnelad vadgenT maTematikur 

models. 

vTqvaT, ijX
 cementis raodenobaa  2,1i  ori qarxnidan 

gadaziduli  3,1j  sam binaTsamSeneblo kombinatSi. maSin, 

miznis funqcias aqvs Semdegi saxe: 

  .min
3

1

2

1


 


j i

ijij XCXL  

 gvaqvs Semdegi saxis SezRudvebi: 
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2

1i

jij bX ,   3,1j  





3

1j

iij aX ,   2,1i  

0ijX . 

satransporto amocanis amosaxsnelad vadgenT Semdeg 

programas  

 

 

programa  Mathcad-ze 
 

indeqsacia iwyeba i=1-dan 

 

gadazidvis fasebi 

 

or qarxanaSi cementis maragi 

 

sami binaTsamSeneblo kombinatis moTxovnileba 

 

 

 

gadazidvebis miznis funqcia 

ORIGIN 1

C
10

20

15

30

25

30











A
40

60











B

50

20

30
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cvladebis sawyisi miaxloebebi

 
 

 

 

 

SezRudvebisa da amocanis amoxsnis programuli bloki 

Given 

 

 

 

 

 

 

 

amocanis minimumis wertili 

 

gadazidvebis optimizebuli fasi 

L X( )

1

3

j 1

2

i

C
i j

X
i j









i 1 2

i 1 2

j 1 3

X
i j

1

1

2

i

X
i 1



B
1

1

2

i

X
i 2



B
2

1

2

i

X
i 3



B
3

1

3

j

X
1 j



A
1

1

3

j

X
2 j



A
2

X 0

R MinimizeL X( )

R
20

30

20

0

0

30
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savarjiSo. 

SeadgineT gadazidvebis analogiuri amocana Tqveni 

raionisaTvis da ipoveT gadazidvebis optimaluri gegma. 

(TiToeul students unda hqondes sxvadasxva monacemebi da 

amocanis gansxvavebuli Sinaarsi). 

 

 

4.27.  arawrfivi daprogramebis amocana 
 

arawrfivi daprogramebis amocanas aqvs Semdegi saxe: 

ipoveT minimumis (maqsimumis) wertili da minimaluri 

(maqsimaluri) mniSvneloba arawrfivi funqciisaTvis: 

),...,( 21 nxxxfz                                               (4.178) 

SezRudvebis პირობებში, romlebic mocemulia tolobebis 

saxiT 

0),...,,( 21 ni xxxS , ki ,1  ,                                       (4.179) 

ან utolobebis saxiT 

0),...,,( 21  nj xxx , mj ,1  .                                     (4.180) 

 

laboratoriuli samuSao 4.27 

 

amocana. vipovoT arawrfivi funqciis maqsimaluri mniSv-

neloba 

2)1(16)2,1( 2 xxxxxf   

Semdegi SezRudvebiს pirobebSi: 

L R( ) 2000
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02

,01

42

242213

15221

242312

x

x

x

xx

xx

xx

 

amoxsna. 

 

programa  Mathcad-ze 
 

miznis funqcia 

 

amocanis cvladebis sawyisi miaxloebebi 

 

 

SezRudvebisa da amocanis amoxsnis programuli bloki 

 

 

 

 

 

 

 

maqsimumis wertili 

 

amocanis amonaxsni 

f x1 x2( ) 6 x1 x2 x1
2



x1 1

x2 1

Given

x1 0

4 x2 0

2 x1 3 x2 24

x1 2 x2 15

3 x1 2 x2 24

R Maximizef x1 x2( )

R
3

4
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savarjiSo 

1. ipoveT arawrfivi funqciis maqsimaluri da minimaluri 

mniSvnelobebi 

    
2

2

2

1 )4()3()(  xxxf  

          Semdegi SezRudvebiT: 

12418

810

723

21

21

21







xx

xx

xx

; 

01 x   02 x . 

pasuxi:  

;2

;
101

123

max2

min1





x

x
   

;12

;
101

422

max2

min2





x

x
     

.65

101

324

max

min





f

f
. 

2. ipoveT arawrfivi funqciis minimaluri mniSvneloba 

2

22

2

11 84)( xxxxxf  , 

Semdgi SezRudvebiT:     

18021  xx , 

01 x  02 x . 

pasuxi.  

;91min1 x  ;89min2 x  17278min f . 

3. ipoveT maqsimaluri mniSvneloba 

2

2

2

1

2

21 242)( xxxxxf  , 

Tu 

f R
0

R
1

  13
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00

122

82

21

21

21

xx

xx

xx

 

 

pasuxi. 

,1max2max1  xx  3max f . 

4.ipoveT  maxf , Tu 

















00

122

82

242)(

21

21

21

2

2

2

121

xx

xx

xx

xxxxxf

 

pasuxi.  

99957.2;96321.0;99528.0 maxmax2max1  fxx . 

5.ipoveT  
minf , Tu 

















02054

02123

00

)3()1()(

21

2

2

2

1

21

2

2

4

1

xx

xx

xx

xxxf

 

pasuxi. 

0;999763.2;9989.0 minmin2min1  fxx . 

6. ipoveT 
minf , Tu 

.05

)4()4()(

21

2

2

2

1





xx

xxxf
; 

pasuxi. 

.5.4;5.2;5.2 minmin2min1  fxx  

7. ipoveT  
minf , Tu 
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000

05

04

0

)3()2()1()(

321

3

2

3

2

2

2

1

2

2

2

1

2

3

3111











xxx

x

xxx

xxx

xxxxxf

 

pasuxi. 

 0.2;011.2;001.0;01.2 minmin3min2min1  fxxx . 

8. ipoveT  maxf , Tu 

0,0,0)7()7(18;)( 21

2

2

2

1

2

2

2

1  xxxxxxxf . 

 pasuxi. 

337.32;021.4;021.4 max2max1  fxx .  

 

4.28.  sainvesticio proeqtebis Sefasebis meTodebi 

Tanamedrove etapze sainvesticio proeqtebis 

Sefasebisas, sabazro ekonomikis mqone qveynebSi farTod 

gamoiyeneba diskontirebis teqnika, romelic emyareba rTuli 

procentis logikas. am TavSi ganvixilavT aseTi meTodebis 

arssa da upiratesobebs. 

4.28. 1. proeqtis rentabelurobisa da riskis gamoTvla 

sainvesticio proeqtis rentabelურobisa da riskis cnebebis 
Sesaswavlad ganvixiloT konkretuli amocana. 

gansazRvreba. mosalodneli Semosavlis moculobis 

fardobas sainvesticio kapitalis moculobasTan proeqtis 

rentabelურobis maCvenebeli ewodeba. 

magaliTad, Tu Cveni proeqtis realizaciisaTvis saWi-

roa $20000 moculobis investiciebi da mosalodneli wli-

uri Semosavalia $30000, maSin rentabelურobis ReX 

maCvenebeli iqneba:  
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.5.1
20000

30000
RX                                (4.181) 

gansazRvreba. diskretuli SemTxveviTi sididis ganawi-

lebis funqcia ewodeba SemTxveviTi sididis mniSvnelobaTa 

cxrils Sesabamis albaTobebTan erTad.  

X x1 x2 ... xn 

P p1 p2 ... pn 

pi aris albaToba imisa, rom SemTxveviTi X sididis 

mniSvneloba iqneba  xi. 

diskretuli SemTxveviTi Х sididis saSualo mniSvne-

lobis Sesafaseblad Semodis maTematikuri lodinis (МХ) 

cneba.  

gansazRvreba. diskretuli SemTxveviTi Х sididis 

maTematikuri lodini (МХ) ewodeba Xi  mniSvnelobaTa 

Sesabamis pi albaTobebze namravlთა jams, anu 

.
1





n

i

ii pxMX                                    (4.182) 

SemTxveviTi sididis dispersia DX axasiaTebs SemTxve-

viTi Х sididis mniSvnelobaTa gabnevas misi saSualo 

mniSvnelobidan   - maTematikuri lodinidan. 

  .
1

2





n

i

ii pMXxDX                          (4.183) 

gansazRvreba.  kvadratul fesvs dispersiidan saSualo 

kvadratuli gadaxra ewodeba.  

.DXSX                                          (4.184) 

 

P.S. finansur analizSi saSualo kvadratul gadaxras 

riskis absoluturi mniSvneloba ewodeba. 
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gansazRvreba. riskis fardobiTi mniSvneloba ewodeba 

riskis absoluturi mniSvnelobisa da mosalodnelი saSu-

alo Semosavalis sididis fardobas, gamoxatuls procen-

tოbiT. 

%.100
MX

SX
X                                     (4.185) 

 

laboratoriuli samuSao 4.28.1 
 

amocana. mocemuli proeqtis $20000 moculobiTi inves-

tirebisas mosalodneli wliuri mogeba Seadgens 30%-s. 

proeqtis Cavardnis albaToba р=0,05. SeiswavleT renta-

beluroba da SeafaseT SemoTavazebuli proeqtis riskis 

SesaZlo mniSvnelobebi. 

 

amoxsna. proeqtis $20000 moculobiTi investirebisas, 

wlis bolos gvaqvs ori SesaZlebloba:  

a) warmateba, maSin miviRebT: 1.3200000.32000020000  ; b) 

Cavardna, maSin vRebulobT 0–s (e.i. Cadebuli fuli 

ikargeba). samuSaos Sesasruleblad saWiroa albaTobaTa 

Teoriis zogierTi cneba, rogoricaa: SemTxveviTi sididis 

ganawilebis funqcia, maTematikuri lodini, dispersia, 

saSualo kvadratuli gadaxra da variaciis koeficienti. 

mosalodneli wliuri Semosavlis ganawilebis funqcias 

aqvs Semdegi saxe: 

  

      X 20000 ∙ 1.3       0 

       P        0.95    0.05 
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amovxsnaT mocemuli amocana Mathcad–programuli 

paketis saSualebiT. 

programa  Mathcad-ze 
 

sawyisi monacemebis Setana 








 


0

3.120000
:X

               
 












95.01

95.0
:P  

mosalodneli saSualo Semosavali  

(maTematikuri lodini), 

 

   

rentabelurobis maCvenebeli 

RX:=MX/20000    

RX=1.235 

dispersia: 

 

   

riskis absoluturi mniSvneloba (saSualo kvadratuli 

gadaxra) 

 

   

finansuri riskis fardobiTi mniSvneloba (variaciis 

koeficienti) 

 

MX

0

1

i

X
i
P
i






MX 24700

DX

0

1

i

X
i
MX 

2
P
i






DX 32110000

S DX

S 5666.569


S

MX
100
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savarjiSo. 

mocemuli proeqtis I moculobiT investirebisas 

mosalodneli wliuri mogebaa m%. proeqtis Cavardnis 

albaToba p=PA. SeiswavleT rentabeluroba da SeafaseT 

warmodgenili proeqtis riskis SesaZlo mniSvnelobebi, Tu:  

1. I=$30000,   m=25%,   PA=0.01 

2. I=$50000,   m=20%,   PA=0.02 

3. I=$60000,   m=30%,   PA=0.03 

4. I=$70000,   m=15%,   PA=0.011 

5. I=$80000,   m=35%,   PA=0.1 

 

4.28.2. ori alternatiuli sainvesticio proeqtis Sedarebis 
teqnologia 

 
gansazRvreba. or sainvesticio proeqts ewodeba 

alternatiuli, Tu erTi maTganis investireba gamoricxavs 

meore proeqtis investirebas. 

ori proeqtis alternatiulobis SemTxvevaSi, gamoiTv-

lian orive proeqtisaTvis rentabelurobis maCveneblebsa da 

riskis koeficientebs. 

ganvixiloT sxvadasxva SemTxvevebi: 

a) Tu orive proeqts rentabelurobis erTi da igive 

maCvenebeli aqvs, maSin irCeven im proeqts, romlis riskis 

fardobiTi maCvenebelic naklebia; 

b) Tu orive proeqtis riskis fardobiTi koeficientis 

maCvenebeli erTnairia, amoirCeven im proeqts, romelsac 

rentabelurobis maRali maCvenebeli aqvs;  

 22.942
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g) Tu pirveli proeqtis rentabelurobis maCvenebeli 

metia da riskis koeficienti naklebi, vidre meore 

proeqtisa, maSin upiratesoba eniWeba pirvel proeqts; 

d) Tu pirveli proeqtis rentabelurobis maCvenebelic 

da riskis koeficienti metia meore proeqtisaze, maSin 

arCevans akeTebs menejeri investorisaTvis damatebiTi 

monacemebidan, kerZod, riskis dasaSveb sidideebsa da 

rentabelurobis fardobiTi koeficientis Rirebulebaze 

dayrdnobiT.  

ramdenadac es amocana emyareba meore laboratoriul 

samuSaoSi mocemul cnebebs, SegviZlia pirdapir gadavideT 

konkretul amocanaze. 

 

laboratoriuli samuSao 4.28.2 
 

amocana. investors warmoudgines ori alternatiuli 

sainvesticio A da B proeqti.  А proeqti moiTxovs $100 aTasi 

moculobis investiciebs 25%-iani wliuri mogebiT da misi 

Cavardnis albaTobaa РА=0,011. B proeqti moiTxovs $250 aTasi 

moculobis investiciebs 30%-iani wliuri mogebiT, 

Cavardnis albaTobaa РВ=0,012. 

gavakeToT arCevani am or proeqts Soris. 

amoxsna. orive proeqtisaTvis SevadginoT mosalodneli 

Semosavlebisa da Sesabamisi albaTobebis matricebi, iseve 

rogorc 4.1 laboratoriuli samuSaos amocanis dros. 

SevadginoT ganawilebis funqciebi: 

 

 

 

A 100∙1.25     0 

   PA 0.989 0.011 

   B 250∙1.3     0 

   PB 0.988 0.012 
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TiToeuli proeqtisaTvis viangariSoT rentabelurobis 

maCveneblebi da riskis koeficientebi, rac SemdgomSi 

mogvcems proeqtebis Sedarebis saSualebas. ganawilebis 

funqciidan gamomdinare, SevadginoT programebi Mathcad–ზე. 

 

programa  Mathcad-ze 
 

sawyisi monacemebis Setana 

 

               











989.01

989.0
:PA  

 

                  











988.01

988.0
:PB  

 

mosalodneli saSualo Semosavali TiToeuli proeqtisa-

Tvis 

                    

                                     

rentabeluroba 

                         

 

dispersia 

A
100 1.25

0











B
250 1.3

0











MA

0

1

i

A
i
PA
i




 MB

0

1

i

B
i
PB
i






MA 123.625 MB 321.1

RA
MA

100
 RB

MB

250
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riskis absoluturi mniSvnelobები 

                                                       

                                                    

finansuri riskis fardobiTi mniSvnelobები 

                                               
 

                                                                                     

                                             

am magaliTSi, rentabelurobis maCveneblebi da 

fardobiTi riski orive proeqtisaTvis TiTqmis erTnairia, 

amitom proeqtis amorCeva xdeba damatebiTi mosazrebebidan 

investorisaTvis fulis Rirebulebisa da proeqtebis 

maxasiaTeblebs Soris gansxvavebaTa Sesabamisi mniSvnelo-

bebis mixedviT. 

 

 savarjiSo. 

investors warudgines А da В alternatiuli ori proeqti. 

А proeqti moiTxovs IA moculobis investiciebs ma% wliuri 

mogebiT, proeqtis Cavardnis albaTobaa PA; xolo В proeqti 

moiTxovs IB moculobis investiciebs mb% wliuri mogebiT, 

proeqtis Cavardnis albaTobaa PВ. gaakeTeT arCevani am or 

proeqts Soris, Tu:  

1. IA= $ 80 000,     ma= 30 %,      PA= 0.02     

    IB= $ 70 000,     mb= 40 %,      PB= 0.04  

2. IA= $ 100 000,   ma= 15 %,      PA= 0.011     

DA

0

1

i

A
i
MA 

2
PA
i




 DB

0

1

i

B
i
MB 

2
PB
i






DA 169.984 DB 1252.29

SA DA SB DB

SA 13.038 SB 35.388

A
SA

MA
100 B

SB

MB
100

A 10.546 B 11.021

RA 1.236 RB 1.284
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    IB= $ 200 000,   mb= 15 %,      PB= 0.02 

3. IA= $ 90 000,     ma= 20 %,      PA= 0.05     

    IB= $ 90 000,     mb= 18 %,      PB= 0.02 

4. IA= $ 400 000,   ma= 15 %,      PA= 0.02     

    IB= $ 500 000,   mb= 20 %,      PB= 0.05 

5. IA= $ 1.5 млн.,  ma= 20 %,      PA= 0.03     

    IB= $  2.1 млн., mb= 15 %,      PB= 0.01 

 

4.28.3. sainvesticio proeqtis dRevandeli sufTa 

Rirebulebis (NPV) dadgena 

diskonti aris kreditis an fulis momavali Rirebuleba, 

raime periodis gasvlis Semdeg. 

saprocento ganakveTi aris:  

a) drois fiqsirebul intervalSi miRebuli Semosavlis 

fardobiTi sidide  

b) procentuli gadasaxadebis SedarebiTi sidide, 

romelsac msesxebeli uxdis kreditors drois garkveul 

periodSi(Tve, weli). igi SeiZleba gamoisaxos procentis an 

aTwiladi ricxvis saxiT. 

ganvixiloT  aRniSvnebi: 

PV — present value, dRevandeli sidide, sawyisi Tanxa; 
FV — future value, momavali sidide, gazrdili Tanxis sidide; 

I = (FV - PV) — interest money, Semosavlis sidide; 
r = I/PV = (FV-PV)/PV — interest, saprocento ganakveTi; 
d = I/FV = (FV-PV)/FV — discount rate, diskontirebis ganakveTi. 

Tu, viciT diskontirebis ganakveTi da gazrdili 
Tanxis sidide, SegviZlia amovxsnaT diskontirebis amocana 
(vpoulobT sawyisi Tanxis sidides): 
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PV = FV*(1-d).                                                               (4.186) 

diskontirebis ganakveTi da saprocento ganakveTi 

erTmaneTTan dakavSirebulia Semdegi saxiT: 

r= d * (FV/PV);                   d = r * (PV/FV).                                   (4.187) 
proeqtis  sufTa dRevandeli  faseuloba ganisazRvreba, 
rogorc drois erTsa da imave momentisaTvis 
diskontirebuli proeqtis Semosavlebisa da xarjebis 
sxvaoba: 

     
           

      
 
    ,                                                                                               (4.188) 

sadac  aris proeqtidan  drois ganmavlobaSi 

miRebuli fulis nakadi;  -  proeqtis danaxarjebi  

drois ganmavlobaSi; - diskontirebis ganakveTi;  - 

proeqtis sasicocxlo cikli. 

im SemTxvevaSi, rodesac fuladi investicia 

xorcieldeba erTjeradad, sawyis momentSi proeqtis  

sufTa dRevandeli  faseuloba ganisazRvreba Semdegi 

formuliT 

          
     

      
 
    ,                                    (4.189)  

sadac   - sawyisi investiciaa drois nulovan etapze. 

am formuliT sargebloba sakmaod martivia. Tu NPV>0, 

maSin investori miiRebs am sididis Sesabamis Semosavals 

sasurveli Tanxis zemoT. Tu NPV<0, maSin investori ara 

marto daibrunebs Cadebul investicias, aramed miiRebs 

gadidebul Tanxas, diskontirebis ganakveTis Sesabamisad. 

Tu      , maSin es proeqti unda uarvyoT. 

aRsaniSnavia, rom  sidide aditiuria droSi, anu 

ramdenime proeqtis sufTa dRevandeli  faseulobebi 

SegviZlia SevkriboT, rac metad mniSvnelovania 
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sainvesticio portfelis  optimalurobis  amocanis  

Seswavlisas. 

 

4.28.4. investiciebis rentabelurobis   indeqsis 

gansazRvra diskontirebis gaTvaliswinebiT 

investiciebis rentabelurobis indeqsi ganisazRvreba, 

rogorc diskontirebuli mogebis fardoba Sesabamisi 

investiciebis moculobasTan. ase rom, magaliTad, 

erTjeradi sawyisi investirebis SemTxvevaSi, 

rentabelurobis indeqsi gamoiTvleba Semdegi formuliT: 

   
      
 
   

  
.                                                    (4.190) 

im SemTxvevaSi, roca PI>1 , proeqti momgebiania; xolo, 

Tu, PI<1, maSin proeqtze uari unda vTqvaT. Tu, 

rentabelurobis indeqsi erTis tolia, maSin proeqti arc 

momgebiania da arc wamgebiani. 

PI maCveneblis upiratesoba isaa, rom is fardobiTi 

maCvenebelia NPV sufTa dRevandeli faseulobisagan 

gansxvavebiT. amitom, roca ramdenime proeqtis Sedareba 

gviwevs erTnairi  maCvenebliT, upiratesoba aqvs 

proeqts meti rentabelobis maCvenebliT. aseve, roca 

ramdenime proeqtis arCeva uwevs investors, is  ranJirebas 

axdens rentabelurobis maCveneblebis mixedviT da irCevs 

proeqtebis im portfels, sadac rentabeloba metia. radgan 

yvela proeqtis erTdrouli dafinansebisaTvis SeiZleba ar 

eyos finansuri resursebi. 

 

 

4.28.5. ინვესტიციების რენტაბელურობის IRR ნორმის 

განსაზღვრა 
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investiciebis rentabelurobis norma (internal rate of return) 

aris diskontirebis is procentuli ganakveTi IRR, romlis 

drosac proeqtis sufTa dRevandeli faseuloba nulis 

tolia, anu adgili aqvs tolobas: 

 

     
           

        
   

   .                                                             (4.191) 

IRR koeficientis sidide gviCvenebs proeqtis xarjebis 

maqsimalur dasaSveb mniSvnelobas. magaliTad, Tu proeqti 

mTlianad finansdeba sabanko kreditis meSveobiT, maSin 

rentabelurobis norma gviCvenebs im maqsimaluri sabanko 

procentis ganakveTis sidides, romlis zemoTac proeqti 

wamgebiani xdeba. 

 

4.28.6. sainvesticio proeqtis danaxarjebis anazRaurebis 

diskontirebuli T vadis gansazRvris meTodi 

danaxarjebis anazRaurebis diskontirebuli vada aris 

is minimaluri dro, romlis ganmavlobaSic investori 

mTlianad ibrunebs proeqtSi Cadebul investiciebs, 

uzrunvelyofs ra Semosavlebis saWiro dones.  

danaxarjebis diskontirebuli T vadis gansazRvra xdeba 

gantolebidan: 

   
     
      

 

   

                                                                                                         

sadac T danaxarjebis anazRaurebis diskontirebuli 

drois sididea;   investiciebis dRevandeli fasi. 

am meTods iyeneben, roca proeqtebis riski didia; maSin 

cdiloben, rac SeiZleba male amoiRon Cadebuli 

investiciebi.   
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4.28.7. ფინანსური ინსტრუმენტები 

finansur instrumentebs miekuTvneba: forvarduli da 

fiuCersuli kontraqtebi, opcionebi, variantebi, svopi, 

kombinaciebi, spredebi da a.S. 

ganvixiloT, TiToeuli maTgani cal-calke. 

1. forvarduli kontraqti anu forvardi, es winaswari 

yidva-gayidvis SeTanxmebaa garkveul saqonelze, garkveul 

droze momavalSi fiqsirebul fasze. 

magaliTad, glexi, ukve gazafxulze awarmoebs 

molaparakebas bostneulis sacavis mepatronesTan, rom 

Semodgomaze  fiqsirebul fasad miawodebs bostneulis 

gansazRvrul moculobas, Tumca, jer arc ki daurgavs 

CiTilebi; bostneulis sacavis mepatrone  molaparakebas 

awarmoebs realizaciis punqtebis-maRaziebis, restornebis . . 

. mepatroneebTan, rom  bostneuls miawodebs winaswar 

SeTanxmebul, fiqsirebul fasad. 

aseTi SeTanxmebebi  monawileebs icavs katastrofebisa 

da bankrotobisagan: glexs icaven rom bostneuli ar 

gaufuWdes da droze gayidos, bostneulis sacavis 

mepatrones saSualebas aZlevs, rom ar mocdes misi sacavebi 

da droze gaukeTos produqcias realizacia, xolo 

restornebisa da maRaziebis mepatroneebs saSualebas 

aZlevs Seuferxeblad imuSaon da  meti mogeba miiRon. 

winaswari SeTanxmebiT miRebuli fasebi SeiZleba aRar 

awyobdes erT-erT monawiles, Tumca, yvela monawile mzadaa 

mcire wagebisaTvis, oRondac Tavi daicvas ufro didi 

zaralisagan. ase rom, forvarduli kontraqti, aris 

riskebis Semcirebis saSualeba orive monawilisaTvis. esaa, 

swored yvela sxva warmoebuli finansuri instrumentebis 

warmoSobis mizezic. 
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forvarduli SeTanxmeba xdeba or monawiles Soris 

mowmis gareSe, ris gamoc, didia cduneba romelime mxarem 

daarRvios xelSekruleba, Tu adre SeTanxmebuli fasi, 

misTvis ukve wamgebiania. swored aseTi SemTxvevebisaTvis 

Seiqmna fiuCersebi. 

 

2. fiuCersuli kontraqtebi anu fiuCersebi iseTi 

SeTanxmebebia, romlebic forvardis analogiuria, magram 

damatebuli aqvs gadaangariSebis meqanizmebi, romlebic 

wamgebians xdis nebismieri monawilisaTvis xelSekrulebis 

darRvevas. 

gadaangariSebis meqanizmi  birJaze warmoebs kliringis 

palatis meSveobiT, romelic SeTanxmebis orive monawili-

saTvis xsnis specialur angariSs. fiuCersuli SeTanxmebis 

momentisaTvis orive monawiles Seaqvs am angariSebze 

garkveuli Tanxa, rogorc wesi 2%-10% xelSekrulebis 

moculobidan, romelsac sawyis marJas uwodeben. saqonlis 

sabazro fasis cvlilebisas, kliringis palata TviTon 

gadaricxavs wagebuli monawilis angariSze Sesabamis 

Tanxas, mogebulis angariSidan, raTa  mas aunazRauros 

mosalodneli wageba, Tu mogebuli mxare moindomebs 

Secvlili sabazro fasiT sargeblobas. 

 

3. opcioni aris kontraqti, romelic gamyidvels an 

myidvels aZlevs uflebas gayidos faseuloba winaswar 

garkveul droSi, winaswar SeTanxmebuli pirobebiT. es 

pirobebi, rogorc wesi, daiyvaneba yidva-gayidvis fasze. 

ganasxvaveben myidvelis opcions (opcioni-koli) da 

gamyidvelis opcions (opcioni-puti). opcion-kolis patrons  

ufleba aqvs iyidos, xolo opcion-putis patrons aqvs 

ufleba gayidos. 

opcionebi arsebobs evropuli da amerikuli tipis. 

evropuli tipis opcionebSi, yidva-gayidvis TariRi 
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fiqsirebulia momaval droSi; xolo amerikuli tipis 

opcionebSi yidva-gayidvis moments irCevs opcionis 

mflobeli, Tumca fiqsirebulia drois garkveuli Sualedi, 

roca SesaZlebelia opcionis Sesruleba. 

 

4.29. wiladuri rigis maTematikuri modelebi 
ekonomikaSi 

 
wiladuri rigis diferencialur aRricxvas 

oTxsaukunovani istoria aqvs. pirvelad mis Sesaxeb 

informacias vxvdebiT i.bernulisa da g. laibnicis 

mimoweraSi. jer kidev 1695 wels laibnicma 

iwinaswarmetyvela, rom wiladuri rigis diferencialebs 

momavalSi didi gamoyeneba eqneboda. am sakiTxze muSaobdnen 

iseTi geniosebi, rogorebic iyvnen eileri da lagranJi, 

Semdgom ki - laplasi, furie, abeli, liuvili, 

rimani,xevisaidi, xardi, zigmundi, kuranti, letnikovi, 

simaki,vasilevi da a.S. 

Tanamedrove etapze, mimdinareobs maTematikuri analizis 

am axali mimarTulebis praqtikuli gamoyenebis aqtiuri 

ganviTareba da danergva: ekonomikaSi, finansur gaTvlebSi, 

signalebis TeoriaSi, meqanikasa da sxva. 

 

4.29.1. elementaruli funqciebis Cveulebrivi da wiladuri 

rigis warmoebulebis SedarebiTi analizi 

wiladuri rigis maTematikur analizSi xSirad gvxvdeba 

klasikuri - eqsponencialuri funqciisa da faqtorialis 

ganzogadeba, amitom daviwyebT swored am funqciebiT. 

ganvixiloT, eileris gama–funqcia da msgavsi klasikuri 

funqciebi 
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x if  ,
1)-n2)...(x(x1)(xx

nn!
lim

0,Re(x)  if   ,

)(
1-x

0

1

n

xt dxte

xГ .                                      (4.193) 

gama–funqciis argumenti SeiZleba iyos nebismieri 

namdvili ricxvi, rogorc mTeli, aseve wiladuric. Tu,  

nx   mTeli dadebiTi ricxvia, maSin 

)!1()(  nnГ .                                                                                     (4.194) 

gama–funqciis garda, farTod gamoiyeneba agreTve, 

arasruli gama–funqcia, beta–funqcia da fsi–funqcia. 

arasrul gama–funqcias aqvs saxe 

 










x

i

i
x

x

ciГ

x
xdyyy

xГ

c
xc

0 0

1

)1(
)exp()exp(

)(
),( .                      (4.195) 

beta–funqcia ganisazRvreba gama–funqciis meSveobiT: 

)(

)()(
),(

qpГ

qГpГ
qpB




 .                                                                           (4.196) 

fsi–funqcia gama–funqciasTan dakavSirebulia 

formuliT: 

dx

xdГ

xГ
x

)(

)(

1
)(  .                                                                                    (4.197) 

am funqcias axasiaTebs rigi Tvisebebi, rac ganapirobebs 

mis farTo gamoyenebas wiladur analizSi: 

1)()1(  xxx  ,                                                                                   (4.198) 





n

i i
n

1

1
)1()1(   .                                                                               (4.199) 

fsi–funqcia aris poli–gama funqciis kerZo SemTxveva. 

axla, ganvixiloT elementaruli funqciebis klasikuri 

da wiladuri rigis warmoebulebi.  
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1. განვიხილოთ ხარისხოვანი 
kttx )(  ფუნქციის წარმოებულები: 

1)(  ktk
dt

tdx ;                                                                                           (4.200) 

2

2

2

)1(
)(  ktkk

dt

txd
;                                                                              (4.201) 

      . . . 

nknk

n

n

t
nk

k
tnkkkk

dt

txd  



)!(

!
)1)...(2()1(

)(
.                          (4.202) 

rogorc  (4.202) formulidan Cans, radgan gvaqvs faqtori-

alis ganzogadebuli cneba wiladuri ricxvebisaTvis, 

advilad ganvazogadebT am formulas gama–funqciis 

meSveobiT wiladuri rigis warmoebulebi-saTvisac: 













 kt

kГ

kГ

dt

txd

)1(

)1()(
.                                                                    (4.203) 

  SeiZleba iyos rogorc mTeli, aseve wiladuri ricxvi. 

2. განვიხილოთ ექსპონენციალური 
tketx )(  ფუნქციის წარმოებუ–

ლები: 

tkek
dt

tdx 
)( ;                                                                                             (4.204) 

tkek
dt

txd  2

2

2 )(
;                                                                                         (4.205) 

. . . 

tkn

n

n

ek
dt

txd 
)(

.                                                                                         (4.206) 

wiladuri rigis warmoebulebze advilad ganzogaddeba 

(4.206) formula, aq ubralod  mTeli maCvenebeli n 

Seicvleba wiladuri    maCvenebliT: 
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tkek
dt

txd  



 )(
.                                                                                        (4.207) 

3. ლოგარითმული ttx ln)(   ფუნქციის წარმოებულები: 

  
tdt

tdx 1)(
 ;                                                                                                (4.208)  

   
22

2 1)(

tdt

txd
 ;                                                                                          (4.209) 

   . . .  

  
n

n

n

n

t
n

dt

txd 1
)1()1(

)( 1   .                                                                        (4.210)  

rac Seexeba logariTmuli funqciis wiladuri rigis 

warmoebuls, is ganimarteba formuliT 

)1(

1
))1()1((ln

)(









 

Г
tt

dt

txd
.                                                (4.211) 

1. analogiurad xdeba  )sin()(   ttx  trigonometriuli 

funqciebis warmoebulebis ganzogadebac.  

 )
2

sin()cos(
)( 

  tt
dt

tdx ;                                             (4.212) 

)2/2sin(
)( 2

2

2

  t
dt

txd
;                                                             (4.213) 

     . . . 

)
2

sin(
)( 

  nt
dt

txd n

n

n

.                                                                 (4.214) 

(4.214) formulac martivad ganzogaddeba wiladuri rigis 

warmoebulis SemTxvevisaTvis: 

)
2

sin(
)( 

 





 t
dt

txd
.                                                                (4.215) 

savarjiSo. 
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1. ipoveT funqciebis meore da 1/2½ rigis warmoebulebi 

  a) 
5)( ttx   ;   b) 

tetx  23)(  ;  g) ttx ln5)(   ; d) ttx  3sin8)( . 

2. ipoveT funqciebis pirveli da 3/4¾ rigis warmoebulebi 

  a) tttx  2sin)( 5
 ;   b) tetx t  23)(  ;  g) tttx ln5)(   ;  

  d) tttx cos3sin8)(  . 

 

 

 

4.29.2. wiladuri rigis, dempfirebis Zalis ekonomikuri 

rxeviTi sistema 

ganvixiloT funqciis  klasikuri warmoebulis  

sasrul-sxvaobiani miaxloebebi da SevadginoT wiladuri 

rigis warmoebulis  Sesabamisi formula. 

 

  
           

           

 
;                                                            (4.216)            

  

   
           

                    

  
 ;                                           (4.217) 

         . . . 

  
  

   
           

 

 
       

 
 
         

    ,                               (4.218) 

სადაც  
 
 
  

  

        
  ბინომიალური კოეფიციენტებია. 

Tu, (4.218)  formulaSi warmoebulebis n rigs SevcvliT 

Sesabamisad, wiladuri    asoTi, xolo faqtorialebs  gama-

funqciebiT, miviRebT wiladi rigis warmoebulebis 

griunvald-letnikovis formulas 
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;                   

(4.219) 

         

sadac     -aris mTeli nawili. 

roca     , maSin (4.219) formula Seesabameba wiladuri 

rigis integralis cnebas. 

arsebobs wiladuri rigis warmoebulisa da integralis 

cnebis gansazRvreba, romelic emyareba koSis integraluri 

formulis ganzogadebas (riman-liuvilis formula). rogorc 

vxedavT, wiladuri rigis maTematikuri analizisas, 

warmoebulsa da integrals Soris gansxvaveba mxolod    

warmoebulis rიgis niSniT gamoixateba. Tu dadebiTia misi 

niSani, gvaqvs warmoebuli, Tu uaryofiTia - integrali. 

amitom, maT saerTo saxeli, diferintegralebi ewodeba. 

diferintegralebis koSiseul warmodgenas aqvs saxe 

    
 
     

 

    
 

    

        

 

 
  ;                                                          (4.220) 

    
 
     

 

      

  

   
 

    

          

 

 
  ,                                            (4.221) 

sadac      
 
     - integraluri operatoria Tu      ; 

     
 
     – diferencialuri operatoria Tu      . 

unda aRvniSnoT, rom arsebobs wiladuri rigis integro-

diferencialuri operatorebis sxva gansazRvrebebic:  

veilis, kaputos da a.S. praqtikis TvalsazrisiT, yvelaze 

ufro xelsayrelia kaputos gansazRvreba. riman-

liuvilisagan gansxvavebiT, jer pouloben funqciis 

warmoebuls, umciresi naturaluri n rigiT, romelic 

aRemateba  wiladurs da Semdeg Sedegs aintegreben       

rigiT: 
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;                                                                (4.222) 

 

სადაც         . 

ganvixiloT diferintegralebis Tvisebebi: 

1. wiladuri rigis warmoebulisa da integralis 
operatorebi wrfivobis TvisebiT xasiaTdebian 

    
 
      

 
               

 
   

 
       ;                                               (4.223) 

    
  
      

 
               

  
   

 
       ;                                             (4.224)  

2.   ori funqciis namravlis wiladuri rigis warmoebuli 
da integrali, anu ori funqciis namravlis wiladuri rigis 
diferintegralisaTvis gvaqvs formula: 

 

 
            

         
   

 
 
 

        

           
 

      

         
 
                                            (4.225)      

 
wiladuri rigis Cveulebriv, wrfiv integro 
diferencialur gantolebebs  aqvs saxe     

         
            

   ;                                                                    (4.226)                                                 

 სადაც              .                                                          (4.227) 

    

ganvixiloT wiladuri rigis, dempfirebis Zalis mqone 

ekonomikuri rxeviTi sistema 

)(2 2

0 tfXXX 


                                                                            (4.228) 

Tu am gantolebaSi       dempfirebis Zalis Sesabamis 

wevrs, SevcvliT     

 

  wiladuri rigis integrodiferen-

cialuri operatoriT, miviRebT baglei-torvikis 

gantolebas  Sesabamisi sawyisi pirobebiT 

  (t)     

 

        
          ;                                                         (4.229) 
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              (0)=  
 .                                                                             (4.230) 

Tu wiladuri rigis warmoebuls, ganvsazRvravT kaputos 

wesiT, maSin miviRebT gantolebas 

  (t)     

  

         
          .                                                        (4.231) 

 

 
 
 
 

4.29.3. wiladuri rigis finansuri sistemis maTematikuri 
modeli 

 
wiladuri maTematikuri analizi gamoiyeneba finansuri 

sistemebis modelirebis saqmeSic. Sesabamisi maTematikuri 

modelebi iZleva saintereso dinamikur suraTs da 

saSualebas gvaZlevs SeviswavloT finansuri qaosis 

warmoqmnis meqanizmebi. 

cnobilia sami arawrfivi gantolebisagan Semdgari 

finansuri sistemis maTematikuri modeli 

           ;                                                                                  (4.232) 

          ;                                                                                    (4.233) 

         ,                                                                                          (4.234) 

sadac    saprocento ganakveTia;      - moTxovna kapdabande-

bebze;   - fasebis indeqsi;        - arauaryofiTi koeficien-

tebi. 

agebulia am modelis Sesabamisi wiladuri rigis 

finansuri maTematikuri modeli: 

    

    
         ;                                                                          (4.235) 

 
    

    
         ;                                                                            (4.236) 
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       .                                                                                   (4.237) 

ამ მოდელის შესწავლა მნიშვნელოვნად აუმჯობესებს ფინანსური 

კრიზისების მექანიზმებში გარკვევასა და მათგან დროულად 

თავდაღწევის საშუალებას.     

 

amocanebi da savarjiSoebi. 

1.gamoTvaleT mudmivis warmoebulebi:  

a) klasikuri azriT;  

b) 3/2 rigis warmoebuli griunval-letnikovis formuliT; 

g)5/2 rigis warmoebuli  riman-liuvilis formuliT; 

d)3/2 rigis warmoebuli kaputos formuliT. 

2.SeadgineT socialuri sistemis fuqcionirebis wiladuri 

rigis maTematikuri modeli. 

 

4.30. dargTaSorisi balansis leontievis modeli 
 

ganvixiloT dargTaSorisi balansis amocana, romlis 

arsi ისაა, rom ganvlili wlis dargTaSorisi balansis 

safuZvelze meurneobis calkeuli dargebis prioritetuli 

ganviTarebis aucileblobis pirobebSi, sworad daigegmos 

mimdinare wlis yvela dargis produqciis saerTo gamoSveba. 

es amocana SeiZleba ganvixiloT, rogorc calke aRebuli 

romelime raionis an regionis farglebSi, ისე mTeli 

saxelmwifos masStabiT.   

Sesabamisi maTematikuri modelis asagebad SemovitanoT 

aRniSvnebi: vTqvaT, xi არის i-uri dargis saerTo gamoSveba fu-

ladi gamosaxulebiT, xij _ i-uri dargis produqciis moculo-
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ba, romelic gamoiyeneba j-uri dargis warmoebis 

uzrunvelsayofad,   xolo yi  _ i-uri dargis saboloo 

produqtis moculobaa arasawarmoo daniSnulebisaTvis 

fulad gamosaxulebaSi. 

maSin, vRebulobT dargTaSorisi balansis leontievis 

gantolebas Semdegi saxiT: 





n

j

iiji yxx
1

 .                   (4.238) 

SemovitanoT aRniSvnebi: 

j

ij

ij
x

x
a    .                                                      (4.239) 

ij  aris i-uri dargis produqciis moculoba, romelic 

ixarjeba j-uri dargis produqciis erTeulovani moculobis 

warmoebaze. 

gansazRvreba. ij  matricas ewodeba teqnologiuri 

matrica. 

(4.238) da (4.239)-dan vRebulobT leontievis gantolebas 

Semdegi saxiT: 





n

j

ijiji yxax
1

 .                                    (4.240) 

dargTaSorisi balansis (4.240) gantoleba unda 

amoixsnas ix -is mimarT. amisaTvis SemovitanoT matriculi 

aRniSvnebi: 
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x

x

X
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2

1

,    
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n22221

n11211

a...aa

.................

a...aa

a...aa
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n

2

1

y

...

y

y

Y .                         (4.241) 

maSin, leontievis (4.241) gantoleba SeiZleba 

gadavweroT matriculi saxiT: 
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.YXAX                                                 (4.242) 

(4.242) gantolebis amosaxsnelad X-is Semcveli Sesakrebebi 

gadavitanoT tolobis marcxena mxares da gavitanoT 

frCxilebs gareT: 

  YXAE   .                                            (4.243) 

(4.243)-dan advilad vRebulobT leontievis (4.242) 

matriculi gantolebis amonaxsns: 

YAEX  1)(  .                                        (4.244) 

laboratoriuli samuSao 4.30 

 

amocana. gasuli wlis ganmavlobaSi meurneobis samma 

dargma: soflis meurneobam, manqanaTmSeneblobam da 

energetikam saSualeba mogvca Segvedgina dargTaSorisi 

balansis cxrilebi 

 

 

№ 

 soflis 

meurneoba 

manqa-

naTmSeneb

loba 

energe

tika 

saboloo 

produqti 

saerTo 

gamoSveba 

  

1 

soflis 

meurneoba 
   x11=10 x12=20 x13=30      y1=40    x1=100 

  

2      

manqanaT-

mSenebloba 
   x21=30 x22=20 x23=10 y2=30 x2=90 

  

3 

energetika    x31=20 x32=30 x33=20 y3=50 x3=120 

 

SevadginoT mimdinare wlis saerTo gamoSvebis gegma im 

pirobiT, rom pirveli dargis (soflis meurneoba) saboloo 

produqti 10%-iT unda gaizardos, meore dargis (manqanaT-
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mSenebloba) – 20%-iT, xolo mesame dargisa (energetika) – 

8%-iT.  

amoxsna:  

programa  Mathcad-ze 

samive dargis saboloo produqtis moculobis rekomen-

debuli mniSvnelobebi. 

 

                                  

                         

 

mocemuli sami dargis saerTo gamoSvebis gegma. 

 

 

savarjiSo. 

wina wels meurneobis rva dargma saSualeba mogvca 

Segvedgina dargTaSorisi balansis cxrilebi: 

 

№ 

 

1 

 

2 

 

3 

 

4 

 

5 

 

6 

 

7 

 

8 

saboloo 

produqti 

saerTo 
gamoSve

ba 

1 10 20 30 40 20 10 30 40 100 300 

2 20 10 40 30 10 20 40 30 150 350 

Y

40 1.1

30 1.2

50 1.08













A

10

100

30

100

20

100

20

90

20

90

30

90

30

120

10

120

20

120



















 E

1

0

0

0

1

0

0

0

1













X E A( )
1

Y

X

111.362

103.481

132.919
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3 40 20 10 20 30 10 30 40 200 400 

4 20 20 10 40 40 30 10 30 100 300 

5 10 40 20 20 30 30 40 10 200 400 

6 10 30 20 40 20 40 30 10 150 350 

7 40 30 10 20 40 30 20 10 100 300 

8 10 10 20 20 30 30 40 40 50 250 

ipoveT mimdinare wlis saerTo gamoSvebis gegma im 

pirobiT, rom pirveli dargis saboloo produqti gaizrdeba 

m1%-iT, meore dargisa  m2%-iT, mesamisa - m3%-iT, ..., merve 

dargisa  m8%-iT, sadac: 

1. m1=10%; m2=20%;  m3=5%;     m4=8%;  m5=20%;  m6=5%;  m7=0%;  m8=9%; 

2. m1=5%;   m2=9%;    m3=10%;   m4=8%;  m5=6%;    m6=0%;  m7=0%;  m8=0%; 

3. m1=10%; m2=5%;    m3=-20%;  m4=2%;  m5=-10%; m6=5%;  m7=2%;  m8=9%; 

4. m1=9%;   m2=9%;    m3=20%;   m4=5%;  m5=10%;  m6=5%;   m7=2%;  m8=10%; 

5. m1=8%;   m2=-10%; m3=-25%; m4=2%;  m5=-40;    m6=2%;    m7=4%;  m8=20%;  

6. m1=5%;   m2=10%;  m3=10%;   m4=5%;  m5=8%;    m6=20%;  m7=5%;  m8=10%; 

7. m1=20%; m2=-10%; m3=50%;  m4=10%; m5=50%;  m6=10%;  m7=2%;  m8=20%; 

8. m1=10%; m2=35%;  m3=45%;   m4=10%; m5=6%;   m6=-10%; m7=8%;  m8=15%. 

 

 
4.31. erovnuli Semosavlis dinamikis samuelson-hiqsis 

modeli 
 

ekonomikisTvis damaxasiaTebelia ganviTarebis talRuri 

buneba, amitom erovnuli Semosavali xan izrdeba, xan 

mcirdeba. 

ekonomikis ganviTarebis talRuri bunebis Sesaswavlad 

samuelsonma da hiqsma Seadgines Sesabamisi maTematikuri 
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modeli. am modelSi X(t) erovnuli Semosavlis sididis 

rxevebi aixsneba aqseleraciis principiTa da 

multiplikatoris koncefciiT. 

aqseleraciis principi amtkicebs, rom investiciis 

masStabebi damokidebulia saboloo produqtze moTxovnis 

zrdis tempze. sainvesticio moTxovna saboloo produqtze 

moTxovnis proporciulia. proporciulobis xarisxs, 

ewodeba aqseleraciis faqtori. 

samuelson-hiqsis modelSi aqseleraciis principze 

dafuZnebul investiciis gantolebas aqvs Semdegi saxe:  

   )2()1(  tXtXtI  ,                                                                            (4.245) 

sadac β aqseleraciis koeficientia (faqtori). 

C(t) xarjis sidide wrfivad damokidebulia moTxovnaze, 

sadac ganixileba erTeulovani lagi (Seyovneba): 

,)1()( AtXtC                                                                                       (4.246)  

sadac α (0,1) ganisazRvreba regresiuli analizis safuZvel-

ze (qvemoT iqneba ganxiluli).  

A=(saarsebo minimumi)×(mcxovrebTa ricxvi).    (4.247) 

Tu gaviTvaliswinebT moTxovnisa da miwodebis 

wonasworobis pirobas, miviRebT: 

).()()( tItCtX                                                                                              (4.248) 

Tu (4.248)-Si SevitanT C(t) da I(t) mniSvnelobebs da 

SevasrulebT Sesabamis gardaqmnebs, miviRebT samuelson-

hiqsis gantolebas: 

.)2()1()()( AtXtXtX                                                         (4.249) 

  aqseleraciis koeficientis mixedviT, (4.249)-dan 

SeiZleba miviRoT erovnuli Semosavlis rxevebi rogorc 

mzardi, ise klebadi amplitudiT. 
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laboratoriuli samuSao 4.31 

 

amocana. SeviswavloT erovnuli Semosavlis dinamika 

samuelson-hiqsis gantolebiT, roca 5.0 . 

qalaq TbilisisaTvis vipovoT  А koeficienti da   

koeficientis  sxvadasxva mniSvnelobebisaTvis Seviswav-loT 

X(t)-s dinamika. 

amoxsna: 

amocanis amosaxsnelad virCevT sawyis pirobebs.  

 

programa  Mathcad-ze 
 

erovnuli Semosavlis sawyisi mniSvnelobebi  

       

(mcxovrebTa ricxvi) × (saarsebo minimumi) 

 

 

aqseleraciis koeficienti, 

β:=0.8 

samuelson-hiqsis rekurentuli modeli 
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rogorc vxedavT, erTi parametris cvlileba saSualebas 

gvaZlevs miviRoT dinamikis sruliad gansxvavebuli 

reJimebi: a)milevadi rxevebi,  

b)rxevebi mzardi amplitudiT,  

g)perioduli rxevebi. aseT SemTxvevebSi amboben, rom 

sistemaSi adgili aqvs bifurkacias. bifurkaciis wertilia 

   . am wertilSi sistema aris struqturulad aramdgradi. 

 

 

4.32. ferhiulstis modeli bankSi anabrebis dinamikisaTvis 
 

vTqvaT, Xn  fuladi anabrebis moculobaa n weliwadSi. 

anabrebis fardobiTi nazrdis koeficienti aRvniSnoT R-iT, 

maSin gveqneba: 

n

nn

X

XX
R


 1  ,                                            (4.250) 

anu                                        nnn XRXX 1 ,                                                (4.251) 

sadac constRR  0 . 

anabrebis dinamikis gamosakvlevad (4.251) formula 

gadavweroT Semdegi saxiT:  

  .1 01 nn XRX                                              (4.252) 

cxadia, Tu fuladi anabrebis sawyisi mniSvneloba iyo 

X0, maSin 

  001 1 XRX   , 

    0

2

0102 11 XRXRX   ,                                (4.253) 

 .   .   . 

  .1 00 XRX
n

n   
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(4.253) iteraciuli formulidan gamomdinareobs, rom n-

is zrdasTan erTad fuladi Senatanebis raodenoba 

usasrulod izrdeba, radgan 

.lim 


n
n

x                                                  (4.254) 

(4.253) formula saSualebas gvaZlevs amovxsnaT amocana 

R-s zrdis dasaSvebi procentebis Sesaxeb. magaliTad, 

gavigoT rogori unda iyos R0, rom anabrebis gaormageba 

moxdes 50 weliwadSi. gvaqvs 

  21
50

0

0

50  R
X

X
,                                  (4.255) 

maSin 

.1250
0 R                                                 (4.256) 

e.i. procentul gamosaxulebaSi vRebulobT nazrdis normas 

      
  

                                               (4.257) 

davuSvaT, klientebis mosazidad bankis direqtorTa 

sabWom gadawyvita    nazrdis koeficientis gazrda. 

gakotrebisagan Tavis dasacavad, direqtorTa sabWom 

gadawyvita aRar dauSvas anabrebis Semdgomi zrda, Tu misi 

sidide miaRwevs 1-s _ maqsimalur mniSvnelobas. amis Semdeg, 

koeficienti unda gaxdes uaryofiTi, raTa Semcirdes 

anabrebi, vidre ar gaxdeba 1-ze naklebi. 

am procesis uzrunvelsayofad gadawyda, rom  

 .1 nXrR                                                 (4.258) 

maSin (4.253) formulidan miviRebT 

  n

n

nn Xr
X

XX


 11 ,       sadac  r>R0.              (4.259) 

(4.259)-dan gveqneba rekurentuli Tanafardoba 
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  .1 2

1 nnn XrXrX                                      (4.260) 

am sistemas ewodeba ferhiulstis modeli. gamovikvlioT 

misi wonasworobis wertilebi.  

gansazRvreba: rekurentuli sistemis wonasworobis 

wertilebi ewodeba Xn–is im mniSvnelobebs, romlebic ar 

icvleba n-is zrdasTan erTad, e.i. Xn –is is mniSvnelobebi, 

romelTaTvisac  

nn XX 1                                                       (4.261) 

warmoadgens ferhiulstis modelis (4.260) wonasworobis 

wertilebs.  

cxadia, es mniSvnelobebia:  

a) Xn=0;      b)  Xn=1 . 

imisaTvis, rom wonasworobis wertili ganxorcieldes 

pratikulad, saWiroa misi mdgradoba mcire SeSfoTebebis 

mimarT. 

gamovikvlioT es mdgomareobebi mdgradobaze: 

a) Tavdapirvelad ganvixiloT wonasworobis 

mdgomareoba Xn=0, anu mdgomareoba, roca Cvens angariSze 

fuli ar aris. davumatoT “mcire SeSfoTeba” _ n <<1, 

wonasworobis wertils da gamovikvlioT misi dinamika 

droSi, anu nnX  0 , maSin (4.260) formulidan miviRebT 

 .)1( 2

1 nnn rr                                             (4.262) 

vinaidan n <<1 , cxadia, rom  nn  02  <<1 , amitom (4.262) 

gantolebaSi is SeiZleba ugulebelvyoT. amis Sedegad 

gveqneba 

  .11 nn r                                                 (4.263) 

aqedan advilad miviRebT, rom 
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n

n



 1 >1.                                               (4.264) 

amrigad, SeSfoTebebi droSi izrdeba, rac niSnavs 

wonasworobis wertilis Xn=0 aramdgradobas. amocanis arsis 

mixedviT, es gamoixateba imaSi, rom droTa ganmavlobaSi 

anabrebi gaizrdeba Tu ki angariSze daericxeba fulis 

raRac sul mcire raodenoba n . 

b) gamovikvlioT wonasworobis meore wertilis Xn=1 

mdgradoba. wonasworobis wertils aqac mivceT mcire 

nazrdi n <<1, anu ganvixiloT nnX 1  mniSvneloba da 

gamovikvlioT am mdgomareobis dinamika n drois 

ganmavlobaSi. (4.260) formulidan vRebulobT: 

     .1111
2

1 nnn rr                      (4.265) 

gardaqmnebis Sedegad gvaqvs: 

  .2111 2

1 nnnn rrrrr                                                          (4.266) 

Tu gaviTvaliswinebT, rom  nn  02  <<1  da amis gamo 

ugulebelvyofT mas, gveqneba 

  .11 nn r                                                 (4.267) 

Xn=1 wonasworobis wertilis mdgradobisaTvis unda 

sruldebodes piroba 

n

n



 1 <1,                                                        (4.268) 

anu                      r1 <1.                                                        (4.269) 

Tavis mxriv, es piroba niSnavs, rom 

0 < r < 2.                                                      (4.270) 

amrigad, Tu sruldeba (4.270) piroba, maSin ferhiulstis 

sistemis wonasworobis wertili Xn=1 mdgradia. winaaRmdeg 
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SemTxvevaSi, SeviWrebiT aramdgradobis zonaSi, romelic 

savsea moulodnelobebiT. 

kerZod, roca r=2.3, aRiZvreba Xn-is perioduli rxevebi 

(nax. 4.17). 
 

nax. 4.17. anabaris perioduli rxevebi 

 

r=2.57 SemTxvevaSi, suraTi rTuldeba da Cndeba ormagad 

perioduli rxevebi (nax. 4.18). 
 

nax. 4.18. anabaris ormagad perioduli rxevebi 

nazrdis r koeficientis Semdgomi zrdisas vRebulobT 

periodis gaoTxmagebas da a.S. Tu 0.3r , SeiniSneba qaosuri 

rxevebi (nax. 4.19.). 
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nax. 4.19. anabaris qaosuri rxevebi. 

amrigad, ferhiulstis tipis arawrfivi rekurentuli 

sistemebi moicavs bevr saidumlos da maT asaxsnelad 

saWiroa damatebiTi kvlevebi calkeul konkretul SemTxve-

vaSi; miT umetes, rom yovelTvis ar xerxdeba rekurentuli 

sistemiT mocemuli iteraciuli procesis krebadobis 

globaluri Sefaseba. 

 

laboratoriuli samuSao  4.32 

 

amocana. gamoikvlioT ferhiulstis modeli: 

  2

1 1 nnn XrXrX                                (4.271) 

r nazrdis koeficientis sxvadasxva mniSvnelobebisa da 

sawyisi pirobebisaTvis. 

amoxsna. laboratoriuli samuSaos Sesasruleblad Semovi-

fargloT X0 sawyisi pirobebiT da r nazrdis koeficientis 

mniSvnelobiT. 
 

programa  Mathcad-ze 
 

sawyisi anabari pirad angariSze  

 

anabris moculobis dinamikis gamoTvla ferhiulstis 

modeliT procentuli ganakveTiT r=2.3. 

0 20 40 60 80 100
0

1

2
1.331

7.704 10
3



Xn

1000 n

X
0

0.1



387 

 

 

 

.
 

 

ferhiulstis modeliT anabris moculobis dinamikis 

gamoTvla procentuli ganakveTiT r=2.57. 

 

 

.
 

 

ferhiulstis modeliT anabris moculobis dinamikis 

gamoTvla procentuli ganakveTiT r=3. 
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rogorc vxedavT, aqac adgili aqvs sistemis 

struqturul aramdgradobas. rac iwvevs perioduli 

rxeviTi sistemis gadasvlas qaosur reJimSi. es gadasvla 

xdeba parametris cvlilebidan gamomdinare. jer viRebT 

oradperiodul rxevebs, Semdeg - oTxadperioduls . . 

.bolos ki gadavdivarT qaosur reJimSi. 

 

savarjiSo. 

gamoikvlieT ferhiulstis modeli 

  2

1 1 nnn XrXrX   

r nazrdis koeficientis sxvadasxva mniSvnelobebisa da 

sawyisi pirobebisaTvis, Mathcad-isa da Matlab-is grafikuli 

saSualebebis safuZvelze. 

SeadgineT analogiuri rekurentuli arawrfivi sistema, 

ipoveT wonasworobis wertilebi, gamoikvlieT isini 

mdgradobaze. 

 

4.33. frangiSvili-obgaZis maTematikuri modeli 
 

ganvixiloT wonasworuli ekonomoka, anu ekonomika, 

roca moTxovna tolia miwodebisa. sxvanairad rom vTqvaT, 

iwarmoeba zustad imdeni X(t), ramdenic sWirdeba bazars Y(t) 
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)()( tYtX  .                                                  (4.272) 

X(t) aris miwodeba (warmoebis moculoba), Y(t) - moTxovna. 

(4.272) wonasworobis pirobiT SeiZleba SevadginoT 

gantoleba: 

I(t),C(t)X(t)                                              (4.273) 

sadac  C(t) moTxovnis funqciaa, I(t) – investiciis funqcia. 

samuelson-hiksis aqseleraciis principze dayrdnobiT, 

SeiZleba davweroT gantoleba:  

)t(X)t(I


   ,                                             (4.274) 

sadac   aqseleraciis koeficientia. 

garda amisa, moxmareba warmoadgens warmoebis 

moculobis funqcias, romelic damokidebulia warmoebis 

wina istoriaze, gavlil t droSi. sxvanairad,  

  C(t)=  
0

( ),  ,

t

F X d                                 (4.275) 

wonasworobis (4.273) gantolebaSi (4.274) da (4.275) CasmiT 

miviRebT: 

      dttXFtXtX

t

0




  .                               (4.276) 

(4.276) gantolebis orive mxaris diferencirebiT miviRebT: 

      tXFtXtX 


 .                                   (4.277) 

anu, miviRebT frangiSvili-obgaZis dinamikis 

diferencialur gantolebas Semdegi saxiT: 

       0
11




tXFtXtX


                             (4.278)    

vTqvaT, 
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;
1

e
                                           (4.279) 

maSin miviRebT wonasworuli ekonomikis dinamikis 

gantolebas Semdegi saxiT: 

       01 


tXFtXetX ,                               (4.280) 

sadac conste  , xolo    tXF1
  moxmarebis simkvrivea. 

Tu, ganvixilavT SemTxvevas, rodesac  

        )cos(
3

1 tAtXtXtXF   ,           (4.281) 

maSin (4.280)-dan miviRebT diufingis gantolebas Semdegi 

saxiT:  

         )tcos(AtXtXtXetX
3




 .       (4.282)  

 (4.282) gantolebis amosaxsnelad unda gadavweroT igi 

normaluri, e.i. pirveli rigis ori gantolebis sistemis 

saxiT. amisaTvis unda SemovitanoT aRniSvnebi: 

  1XtX 


;       0XtX   .                              (4.283) 

maSin, (4.282) gantoleba gadaiwereba Semdegnairad: 

 
 

   















1

3

001

10

cos XeXXtAtX

XtX



.             (4.284) 

 

 

laboratoriuli samuSao 4.33 

 

amocana. ganvixiloT diufingis ekonomikuri dinamikis 

gantoleba Semdegi sawyisi pirobebiT 

 

 







10X

10X

1

0                                                             (4.285) 
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da 2.0;0,1;25.0  eA   monacemebiT, Semdeg amoxseniT 

amocana Mathcad-სა da Matlab-Si. 

 

amoxsna. diufingis gantolebis amosaxsnelad SevadginoT 

programa.  

programa  Mathcad-ze 
 

dempfirebis proporciulobis koeficienti, 

c:=0.2 

moTxovnis gare SeSfoTebis sezonuri sixSire, 

 

moTxovnis gare SeSfoTebis amplituda, 

A:=0.25 

 

warmoebis moculobisa da misi cvlilebis siCqaris sawyisi 

pirobebi 

 

 diufingis gantolebaTa sistemis marjvena mxaris matrica.  

 

Cveulebrivi diferencialuri gantolebaTa sistemis 

amoxsnis operatori runge-kutas meTodiT cvladi bijiT. 

 

warmoebis moculobis damokidebuleba droze da dinamikis 

suraTi fazur sibrtyeze  

 

 1.0

ic
1

1











D t X( )

X
1

A cos  t  X
0

 X
0 

3
 c X

1
 0.3













S Rkadapt ic 0 100 500 D( )

i 0 last S
0  
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savarjiSo.  

ganixileT diufingis gantoleba normaluri saxiT: 

 















1

3

001

10

eXXXtcosAX

XX



 

da amoxseniT sawyisi pirobebiT 
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10

1

0

X

X
 

,A ,e parametrebis sxvadasxva mniSvnelobebisaTvis SeecadeT 

ise SearCioT parametrebis mniSvnelobebi, rom miiRoT 

ekonomikis ganviTarebis sxvadasxva reJimebi. gamoikvlieT 

sistemis wonasworobis wertilebi mdgradobaze. SeafaseT 

bifurkaciis wertilebi. 

4.34. ekonomikuri dinamikis maties gantoleba 
 

ganvixiloT wonasworuli ekonomika. 
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wonasworobis pirobebis mixedviT SevadgenT 

wonasworobis gantolebas 

X(t)=C(t)+I(t),                                                                                                       (4.286) 

sadac C(t) moxmarebaa, I(t) _investiciebi. 

samuelson-xiqsis aqseleraciis principze dayrdnobiT, 

SeiZleba CavweroT investiciebis ganzogadebuli gantoleba 

     tXttI   ,                                            (4.287)  

sadac  t  aqseleraciis koeficientia. garda amisa,  tC  

moxmareba warmoadgens warmoebis moculobis funqcias, 

amavdroulad is damokidebulia moxmarebis wina istoriaze, 

anu erovnuli Semosavlis moculobaze: 

    
t

dttXFtC
0

.                                        (4.288) 

(4.287)-isa da (4.288)-is (4.286)-Si SetaniT, miviRebT 

        
t

dttXFtXttX
0

 .                                (4.289) 

(4.289) gantolebis orive mxaris t-Ti diferencirebiT 

miviRebT 

            tXFtXttXttX    .                          (4.290) 

amrigad, miviReT dinamikis diferencialur gantoleba 

Semdegi saxiT: 

            01  tXFtXttXt   .                           (4.291) 

radgan   0t , SeiZleba (4.291) gantoleba gavyoT  t -ze.  

miviRebT dinamikis gantolebas Semdegi saxiT: 

 
 
 

 
 

   0
11




 txF
t

tX
t

t
tX



 


 .                    (4.292) 

Tu (4.292)-Si SevarCevT  t  da   txF   
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      txtttxF

tt





2cos2 


   ;                                 (4.293) 

miviRebT ekonomikuri dinamikis maties gantolebas: 

      .02cos2  txttX                                    (4.294) 

am gantolebis amosaxsnelad unda gadavweroT is 

normaluri saxiT, anu pirveli rigis ori gantolebis 

sistemis saxiT. amisaTvis SemovitanoT aRniSvnebi: 

    .      ; 010 XtXXtX                                (4.295) 

maSin (4.294) Semdegnairad gadaiwereba: 

 

 









0

2

1

10

)2cos( XttX

XtX




.                              (4.296) 

 

laboratoriuli samuSao 4.34 

 

amocana. ganvixiloT ekonomikuri dinamikis maties 

gantoleba Semdegi sawyisi pirobebiT:  

 

 







10

10

1

0

X

X
                                                   (4.297) 

da monacemebiT 3.0;5.0   . SeviswavloT ekonomikuri 

dinamika  -sa da  -is sxvadasxva mniSvnelobebisaTvis. 

avagoT )(0 tX  damokidebulebis grafiki parametrebis sxva-

dasxva mniSvnelobebisaTvis da SeviswavloT fazuri 

portreti. 

 

amoxsna.  

programa  Mathcad-ze 
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warmoebis moculobis dempfirebis koeficientis SeSfoTebis 

mcire amplituda  

8.0:  

SeSfoTebis sixSire 

 

 

warmoebis moculobisa da misi cvlilebis siCqaris sawyisi 

miaxloebebi 

 

maties gantolebis marjvena nawilebis matrica  

 

Cveulebrivi diferencialur gantolebaTa sistemis runge-

kutas meTodiT amoxsnis operatori cvladi bijis 

gamoyenebiT 

 

warmoebis moculobis damokidebuleba droze da dinamikis 

suraTi fazur sibrtyeze warmodgenilia Semdeg naxazebze: 

 
 

 0.01

ic
1

1











D t X( )

X
1

X
0

 
2

 cos 2 t( )  1.1













S Rkadapt ic 0 100 500 D( )

i 0 last S
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4.35. kurasaos ekonomikur-politikuri 
brZolis meTodi 

 
arsebobs arasasurvel biologiur saxeobasTan brZolis 

sxvadasxva meTodebi. erTi maTgani cnobilia “brZolis 

kurasaos meTodi”-s saxelwodebiT. misi arsi Semdegia: 

raRac arealze mcxovreb saxeobaTa populaciaSi, romlis 

ganadgurebac ganizraxes, regularulad SehyavT steriluri 

individi. es steriluri individebi ar monawileoben 

kvlavwarmoebis procesSi, magram sxva danarCenebTan erTad 

monawileoben Sidasaxeobriv brZolaSi, riTac amcireben 

populaciis bunebrivi zrdis siCqares. igive xdeba 

ekonomikasa da politikaSic.   

ganvixiloT Sesabamisi modeli.  

vTqvaT, N1(t) normaluri individebis ricxvia, M(t) – 

siCqare, romliTac am populaciaSi SehyavT steriluri 

individebi, romelTa raodenoba N2(t)-s tolia. amocanis 

mizania, SeZlebisdagvarad M(t)-s im minimaluri siCqaris 

gansazRvra, romlis drosac N1 populacia qreba. ganvixiloT 

kurasaos meTodis Semdegi dinamikuri modeli: 
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sadac m populaciis mgrZnobiarobis koeficientia sakvebis 

ukmarisobaze, a–Warbi sakvebis pirobebSi populaciis ra-

odenobis bunebrivi zrdis koeficienti, g da h ki dadebiTi 

konstantebi (populaciis gaumaZRrobis koeficienti). 

davuSvaT, steriluri individebi SehyavT populaciis 

N2(t) moculobis proporciulad, e.i. 

  ).(2 tNKtM                                             (4.299) 

aseve Tu aviRebT gaumaZRrobis Semdeg koeficientebs: 

g=h=1,                                                        (4.300) 

(4.298) da (4.299)-dan miviRebT kurasaos models:   

  

 









)()( 2122

2111

NNmktNN

NNmaNN




                             (4.301) 

gamoTvlebi gviCvenebs, rom: 

a) Tu a>k , normaluri populacia ar kvdeba maSinac ki, 

roca N2(0) Zalian didia. ufro metic, am SemTxvevaSi 

steriluri individebi adre Tu gvian kvdebian; 

b) Tu a<k, maSin normaluri populacia kvdeba, xolo 

steriluri individebis populacia izrdeba da misi 

raodenoba aRwevs Tavis maqsimalur N2=k/m mniSvnelobas. 

amis Semdeg, sterilur individTa populaciac iwyebs 

kvdomas. 

kurasaos meTodis erT-erTi strategiaa: (4.299) 

damokidebulebis nacvlad misi maqsimaluri stabiluri, 

droSi ucvleli amonaxsnis gamoyeneba 

m

k

m

k
KNKMM

2

max20   .                        (4.302) 

am SemTxvevaSi miRebulia, rom a da m parametrebi 

cnobilia, xolo k koeficientisaTvis sruldeba piroba k>a, 

ris Sedegadac normaluri populaciis raodenoba N1(t)0.                  
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mecnierebaSi analogiur amocanas vawydebiT, magaliTad, 

romelime SemoqmedebiTi koleqtivis samecniero 

potencialis analizis dros, romlis Sevseba xdeba 

arakvalificirebuli kadrebiT. 

ekonomikuri analogiis saxiT gamodgeba uvargisi 

danadgarebis SeZena.  

analogiuri amocana SeiZleba avagoT raime sawarmoo 

jgufebis konkurenciis analizis dros, saqonlis axal 

saxeobaTa warmoebis aTvisebisas, rodesac, magaliTad, erT-

erTi mowinaaRmdege “Seityuebs” Tavis konkurents 

konstruqciuli damuSavebis analizis naklebad 

perspeqtiul gzaze, romelic miiyvans mas 

arakonkurentunariani produqciis Seqmnamde.  

 

laboratoriuli samuSao 4.35 

 

amocana. SeiswavleT brZolis kurasaos meTodis 

maTematikuri modeli: 
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sawyisi pirobebiT: 
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rodesac                 

                                       a) m= 00001.0 ; a=9.9; k=10 (a<k); 

                                       b) m=0.01; a=10; k=9.9 (a>k). 

amoxsna:  

programa  Mathcad-ze 
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dasaTrguni populaciis bunebrivi zrdis tempi  

  
dasaTrguni da Setanili populaciebis sawyisi moculobebi

 

 

steriluri populaciis zrdis tempi
 

 

populaciis gaumaZRrobis maCvenebeli 

 
kurasaos modelis marjvena nawilebis matrica

 

 

Cveulebrivi diferencialur gantolebaTa sistemis runge-

kutas meTodiT amoxsnis operatori cvladi bijiT 

 

populaciis dinamika drosTan damokidebulebaSi 
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amocanebi da savarjiSoebi. 

1. SeiswavleT brZolis kurasaos maTematikuri modeli 

m, a, k parametrebis sxvadasxva mniSvnelobebis dros. 

ganixileT sawyisi pirobebis sxvadasxva variantebi. aageT 

Tqveni Sedegebis grafikebi da axseniT miRebuli Sedegebi. 

2.  ა)SeiswavleT maties modeli   da  ganmsazRvreli 

parametrebis sxvadasxva mniSvnelobebisaTvis; 

ბ)SeiswavleT sawyisi pirobebis gavlena dinamikur 

suraTze. 

3.SeiswavleT erovnuli Semosavlis dinamika samuelson-

hiqsis gantolebis mixedviT, roca α cnobilia. qalaqisaTvis 

Ν mcxovrebiT da l saarsebo minimumiT, β aqseleraciis 

koeficientis sxvadasxva mniSvnelobebisaTvis SeiswavleT 

X(t) dinamika, Tu: 

1. α=0.3;  N=3∙106;  l=80;      β -? 

2. α=0.2;  N=3∙106;  l=80;      β -? 

3. α=0.1;  N=3∙106;   l=80;      β -? 

4. α=0.4;  N=5∙106;  l=100;    β -? 

5. α=0.5;  N=5∙106;  l=100;    β -? 

6. α=0.6;  N=5∙106;  l=100;    β -? 

7. α=0.1;  N=3∙106;  l=100;    β -? 

8. α=0.1;  N=3∙106;  l=100;    β -? 

0 50 100 150 200
0

5000

1 10
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II nawili. ganawilebulparametriani sistemebis 

maTematikuri modelireba 

V Tavi. mravalnawilakiani sistemebis maTematikuri 

modelireba klasikur meqanikaSi 

im SemTxvevaSi, roca sistema Sedgeba metad 

mravalricxovani nawilakebisagan, TiTouli nawilakisaTvis 

lagranJis gantolebis Cawera, an moZraobis gantolebis 

romelime sxva formiT Cawera, ar gvaZlevs saimedo Sedegs, 

radgan kompiuteris operatiul mexsierebac 

Semofarglulia, amasTan SeuZlebelia sawyisi pirobebis 

zusti codnac.  

 aseT SemTxvevaSi, magaliTad, Tu saqme gvaqvs gazTan, 

siTxesTan, an deformirebad sxeulTan, romlebic uamravi 

molekulebisagan Sedgeba, Cven ver gamoviyenebT pirdapir, im 

modulebs, romlebic ganvixileT wina TavebSi. amitom, unda 

veZioT sxva maxasiaTeblebi da ganmsazRvreli parametrebi, 

romlebic Sesaswavl garemos ara molekulur doneze, 

aramed ufro globaluri – saSualo maxasiaTeblebis 

doneze warmoadgenen, an ganvixiloT sistemis albaTuri, 

statistikuri maxasiaTeblebi.  

 

5.1. liuvilis maTematikuri modeli 

   

 sistemis, albaTuri, statistikuri maxasiaTeblebiT 

modelirebas axdenen ststistikur meqanikasa da kvantur 

fizikaSi. 

 ganvixiloT, hamiltonis gantolebebi 

i

i
p

H
q








   ,   
i

i
q

H
p








.                                                                    (5.1) 

n-materialuri wertilisaTvis, rodesac n-imdenad didia, 

rom wertilTa sawyisi ganlagebani )0(iq  da maTi sawyisi 
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impulsebi )0(ip  - ganisazRvrebian mxolod garkveuli 

albaTobiT, garkveul sazRvrebSi magaliTad, 1sm 3  gazi 

normalur pirobebSi Seicavs daaxloebiT 10 23  molekulas, 

amitom cxadia, rom SeuZlebelia maTi zusti ganlagebisa da 

impulsebis dadgena.  

Tu CtqpfN ),,(


-aris (5.1) sistemis pirveli integrali anu 

Tu is Seesabameba, mocemuli sistemis realur moZraobas, 

maSin sistemis moZraobisas is rCeba mudmivi, e.i.  

0
dt

df N .                                               (5.2) 

 magram, Tu gavSliT (5.2) tolobas sruli warmoebulis 

formuliT, miviRebT gantolebas: 

 










i

i

i

N

i

i

NN p
p

f
q

q

f

dt

df
0)(  .                                 (5.3) 

 am gantolebaSi, Tu SevitanT (5.1) formulebs, miviRebT 

 




















i ii

N

ii

NN

q

H

p

f

p

H

q

f

dt

df
0)( .                             (5.4) 

am gantolebas liuvilis gantolebas uwodeben. Tu 

gamoviyenebT puasonis frCxilebis cnebas, liuvilis (5.4) 

gantoleba gadaiwereba saxiT: 

  0 fH
dt

df N .                                        (5.5) 

Tu, gaviTvaliswinebT sistemis statistikur ganxilvas 

da Nf -funqcias ganvixilavT, rogorc SesaZlo sawyisi 

monacemebis ganawilebis simkvrives, maSin (5.5) liuvilis 

modeli, swored is modelia, romelic safuZvlad udevs 

mTel statistikur meqanikas.  

 (5.5)-modeli aRwers, (p,q)---(p+dp, q+dq) fazur sivrceSi, 

sistemis yofnis  
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Nf -albaTobis simkvrivis ganawilebas drois mixedviT 

Tu ar xdeba sxva-dasxva nawilakebis urTierTSejaxeba. 

xolo, Tu gvinda gaviTvaliswinoT sistemaSi Semavali 

materialuri wertilebis Sejaxebac, maSin unda mivmarToT 

bolcmanis maTematikur models. 

 

5.2. bolcmanis maTematikuri modeli 

 ganvixiloT gazi, romelic Seicavs N-erTnair 

molekulas, romlebic moTavsebuli arian V moculobis 

WurWelSi. dauSvaT, rom molekulebi warmoadgenen 

idealurad drekad burTulebs. Sejaxebisas, molekulebis 

sruli energia da impulsi inaxeba (ar icvleba). gazis 

simkvrive imdenad mcirea, rom ori molekulis Sejaxebaze, 

mezobeli molekulebi ar moqmedeben. amasTan, Cven 

SemovifarglebiT TiTqmis idealuri gaziT.  

 avRniSnoT vdvfN


)( -im molekulebis raodenoba )( N  

romelTa siCqareebis komponentebic moTavsebuli arian xv  

da xx dvv  , yv  da yy dvv  , 
zv  da 

zz dvv  -s Soris. )(vf N


- funqcias 

uwodeben siCqareebis ganawilebis funqcias. ganvixiloT 

erTgvarovani da izotropiuli gazi da ugulvebel-yoT 

gareSe moqmedi Zalebi. aseT SemTxvevaSi, ganawilebis 

funqcia araa damokidebuli sivrciT koordinatebze da 

damokidebulia, mxolod siCqaris sidideze, e.i.  )()( 2vfvf NN 


. 

ganawilebis funqciis normirebis pirobas aqvs saxe: 





 Nvdvf N


)( .                                        (5.6) 

cxadia, rom usasrulo siCqareebi ar arsebobs, amitom 

Nf -funqcia unda qrebodes  -saken )(v
 -s miswrafebisas. gazi 

imyofeba molekuluri qaosis mdgomareobaSi. ganvixilavT 

mxolod iseT SemTxvevas, roca ejaxeba ori molekula. (e.i. 

sami molekulis an metis erTdrouli dajaxeba ar 

ganixileba). vTqvaT, dajaxebamde molekulebs hqondaT v

 da 
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1v
  siCqareebi. dajaxebis Semdeg, maTi siCqareebia v 


 da 

1v 
 . 

vgulisxmobT, rom maSin erT-erTi uaxlovdeba meores 

vvg


 1
 fardobiTi siCqariT da scildeba mas vvg 


1

 

siCqariT. dajaxebis mimarTuleba avRniSnoT erTeulovani n

-

veqtoriT, mimarTulia g
  da g 

 -s Soris kuTxis biseqtrisis 

gaswvriv. maSin,  

)( gnnvv

  ;    gg  ;                                (5.7) 

)(11 gnnvv

 .                                         (5.8) 

Tu, gamovTvliT (5.7) da (5.8) gardaqmnis iakobians 

mocemuli n

 da g

  veqtorebisaTvis, miviRebT rom  

11 vdvdvdvd 
 .                                          (5.9) 

ase, rom siCqareebis fazur sivrceSi elementaruli 

moculoba dajaxebis mimarT invariantulia.  

 ganvixiloT nawilak-samiznis zedapiris koncentruli 

sfero romlis radiusicaa a  da avagoT Sejaxebis cilindri, 

romlis fuZec mdebareobs sferos zedapirze da centrebis 

xazze. cilindris msaxveli paraleluria pirveli 

nawilakis siCqarisa dajaxebamde. vTqvaT, daxrili 

cilindris fuZis farTobia  dda sin2  , xolo msaxvelis 

sigrZea 1wm g . drois erTeulis ganmavlobaSi samiznes 

daejaxebian yvela nawilakebi, romelTa siCqareebic 

moTavsebulia ),( 111 vdvv


  SualedSi, xolo centrebi 

vardebian am cilindrSi. aseTi nawilakebis raodenobaa 

vdvfN


)(  gamravlebuli cilindris moculobaze: 

 dggIvdvfddagvdvf NN ),()(cos)sin()( 2 


;            (5.10) 

sadac 

 ddd sin ;                                      (5.11) 

  -gabnevis kuTxea, 
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 ),( gI   - gabnevis kveTia, romelic Cvens SemTxvevaSi 

udris 
4

2a  

 aseTi gabnevis centrebis raodenoba, anu im 

molekulebis raodenoba, romelTa siCqareebic 

moTavsebulia ),( 111 vdvv


  SualedSi, udris vdvfN


)( . amitom, 

aRniSnuli tipis dajaxebaTa raodenoba drois erTeulSi 

iqneba: 

 dggIvdvdvfvfA NN ),()()( 11 


.                           (5.12) 

arseboben, agreTve mocemuli dajaxebebis Seqceuli 

dajaxebebic, romelTa raodenoba: 

 dggIvdvdvfvfB NN ),()()( 11 


.                           (5.13) 

ganawilebis funqciis sruli cvlileba vd
dt

df N   iqneba B-A 

sxvaobis integrali 
1v
 ,

1v 
  da kuTxeebis mixedviT:  

  dvdggIffff
dt

df
NNNN

N

111 ),()(


 .                          (5.14) 

sadac )(vff NN


 , )( 11 vff NN


 , )(vff NN




, )( 11 vff NN



.       (5.15) 

(5.14) gantolebas bolcmanis gantolebas uwodeben. 

 statikuri meqanikis ZiriTadi amocanaa, gamosaxos 

makroskopuli sidideebi: T-temperatura, p-wneva,   -

simkvrive da a.S. ganawilebis albaTobaTa Nf  simkvrivis 

meSveobiT fazur sivrceSi. Sesabamisi teqnika moiTxovs 

ganzogadoebuli funqciebis codnas, rac sakmaod rTulia, 

amitom uwyvet tanTa meqanikis modelebis Sesadgenad Cven 

gamoviyenebT tenzorul aRricxvas da Senaxvis kanonebs.  

 

5.3. tenzoruli aRricxvis elementebi 

 tenzoruli algebra aris veqtoruli aRricxvis 

ganzogadoeba mrudwiruli koordinatebis SemTxvevaSi. 
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tenzoruli aRniSvnebi saSualebas gvaZleven gavamartivoT 

uwyvet tanTa maTematikuri modelebi.  

 tenzorul algebraSi a

 - veqtoris komponentebis 

aRsawerad gamoiyeneben simbolur aRniSvnebs:  

 ia  da 
ia  ;                                       (5.16) 

 Tu indeqsebi Cawerilia zemoT – maSin maT uwodeben a

-

veqtoris  

ia -kontravariantul komponentebs, xolo Tu, indeqsebi 

Cawerilia qvemoT, maSin maT uwodeben a

-veqtoris ia -

kovariantul komponentebs.  

 tenzoris, kontravariantuli da kovariantuli 

komponentebis gansasazRvrad, ganvixiloT erTi 
i -

mrudwiruli koordinatTa sistemidan meore 
ix -koordinatTa 

sistemaze gadasvlis formulebi. 

                                 

nax. 5.1. 
i da 

ix  mrudwiruli koordinatTa sistemebia 

vTqvaT, gardaqmnis formulebs aqvs saxe: 















),,(

),,(

),,(

32133

32122

32111







xx

xx

xx

.                                     (5.17) 

O 

3  
2  

1  

O 

3x  
2x  

1x  
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es sami formula simboluri aRniSvnebiT Caiwereba erT 

striqonSi: 

),,( 321 ii xx                                           (5.18) 

CavTvaloT, rom (5.18) gardaqmnebi arian, 

urTierTcalsaxa da ormxriv uwyvetni (homeomorfizmi), P-

wertilis midamoSi. maSin, cxadia rom gardaqmnis iakobiani 

am wertilSi gansxvavdeba nulisagan, anu 

i

ix
J




  ,       0det J .                                    (5.19) 

 am SemTxvevaSi, aracxadi funqciis Sesaxeb Teoremis 

ZaliT, (5.18) formulebi SeiZleba SevabrunoT P-wertilis 

midamoSi, anu amovxsnaT 
i -koordinatebis mimarT, 

),,( 321 xxxii                                     (5.20) 

(5.18) formulebis bazaze, davadginoT Tu rogor 

gardaiqmnebian Sesabamisi koordinatebis diferencialebi.  

      3IRP  wertilis midamoSi, (5.18)-dan miviRebT: 

3

3

2

21

1

1









d

x
d

x
d

x
dx

iii
i














 .                       (5.21) 

simboluri aRniSvnebis meSveobiT (5.21) gadaiwereba 

mokled: 

j

j

i
i d

x
dx 




 .                                           (5.22) 

 am formulaSi gamoyenebulia ainStainis SeTanxmeba 

Sejamebis Sesaxeb, e.i. roca romelime Canaweris erT wevrSi, 

orjer meordeba romelime indeqsi, maSin igulisxmeba rom 

am j-indeqsiT xdeba Sejameba 3,1j . 

 gansazRvreba: im j-indeqss, romliTac xdeba Sejameba – 

yru indeqsi ewodeba.  
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 zogadobis SeuzRudavad, yru indeqsi SeiZleba 

Seicvalos nebismieri sxva indeqsiT, romelic ar gvxvdeba 

mocemul CanawerSi.  

 gansazRvreba: im indeqss, romelic erTwevrSi ar 

meordeba Tavisufali indeqsi ewodeba.  

 (5.22)-CanawerSi i-aris Tavisufali indeqsi, j-yru 

indeqsia.  

gansazRvreba: tenzoris komponentebis Tavisufal 

indeqsTa ricxvs – tenzoris rangi ewodeba.  

magaliTad: ia  da 
ia - pirveli rangis tenzoris (rangis) 

komponentebia; 

        j

i

ij

ij aaa ,, -meore rangis tenzoris komponentebia 

),,( 321 xxx -skalaruli funqcia, anu, nul-rangis tenzoria. 

 gansazRvreba:  P-wertilSi gansazRvrul 
ia -sidideebs 

ewodebaT pirveli rangis tenzoris (veqtoris) 

kontravariantuli komponentebi, Tu koordinatTa sistemis 

Secvlisas, isini gardaiqmnebian, iseve, rogorc gardaqmnis 

formulebis (5.22) diferencialebi, anu, Tu Zvel sistemaSi 
ja  da axal sistemaSi 

ia -komponentebi dakavSirebuli arian 

TanadobiT: 

j

j

i
i a

x
a




 .                                      (5.23) 

imisaTvis, rom gavigoT kontravariantuli komponentebis 

arsi, avagoT mrudwiruli koordinatTa sistema (nax. 5.2) P-

wertilSi, sadac modebulia a

-veqtori.                            
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nax. 5.2. a

-veqtoris kontravariantuli komponentebis 

geometriuli inetrpretacia 

gavavloT mrudwiruli 
ix -RerZebis mxebebi P-wertilSi. 

maSin a

-veqtoris kontravariantuli komponentebi 

warmoadgenen am veqtoris orTogonalur proeqciebs 
ia , 

Sesabamisi mrudwiruli RerZebis mxebis mimarTulebebze, 

romlebic gavlebulebi arian P-wertilSi. 

meore rangis tenzoris kontravariantuli 

komponentebic gardaiqmnebian (5.23) formulebis 

analogiurad.  

gansazRvreba: P-wertilSi gansazRvrul 
ij -sidideebs 

ewodebaT meore rangis tenzoris kontravariantuli 

komponentebi, Tu koordinatTa Secvlisas, isini 

gardaiqmnebian formulebiT: 

mn

n

j

m

i
ij xx













 .                                (5.24) 

am formulebSi ainStainis SeTanxmebis Tanaxmad, 

igulisxmeba ormagi Sejameba m da n yru indeqsebiT, xolo 

i da j – Tavisufali indeqsebia. 

 ufro maRali rangis tenzoris kontravariantuli 

komponentebi ganisazRvrebian analogiurad.  
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 exla ganvixiloT tenzorebis kovariantuli 

komponentebi. amisaTvis, dagvWirdeba  -funqciis gradientis 

gardaqmnis formulebis Seswavla. Tu, mocemuli gvaqvs 

),,( 321 xxx - skalaruli funqcia, maSin misi gradienti 

simboluri aRniSvnebiT Caiwereba Semdegnairad:  

jx


.                                            (5.25)                                  

cxadia rom 

i

j

ji

x

x 




















.                                        (5.26) 

(5.26) – formulaSi igulisxmeba Sejameba j-yru indeqsiT 

(es aris rTuli funqciis warmoebuli), i-Tavisufali 

indeqsia. 

gansazRvreba: P-wertilSi gansazRvrul ia  - sidideebs 

ewodebaT pirveli rangis tenzoris (veqtoris) 

kovariantuli komponentebi, Tu koordinatTa mrudwiruli 

RerZebis gardaqmnisas, Zvel koordinatTa sistemaSi ja da 

axal koordinatTa sistemaSi ia dakavSirebuli arian 

erTmaneTTan skalaruli funqciis gradientis gardaqmnis 

(5.26) formulebis msgavsad: 

ji

j

i a
x

a



 .                                         (5.27) 

am formulebSi j-yru indeqsia (xdeba Sejameba am 

indeqsiT), i-Tavisufali indeqsia. 

 meore rangis tenzoris kovariantuli komponentebis 

gansazRvrisTvis gamoiyeneba (5.27) formulebis msgavsi 

gardaqmnebi. 

gansazRvreba: P-wertilSi gansazRvruli ij  sidideebs 

ewodebaT meore rangis kovariantuli komponentebi, Tu 
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koordinatTa gardaqmnisas isini gardaiqmnebian 

formulebiT: 

mnj

n

i

m

ij

xx













  .                                    (5.28) 

am formulebSi m da n yru indeqsebia (ormagi jamia), 

xolo i da j – Tavisufali indeqsebia. 

 pirveli rangis tenzoris (veqtoris) kovariantuli 

komponentebis geometriuli azris asaxsnelad, ganvixiloT 

nax. 5.3 pirveli rangis tenzori, anu, a

-veqtori modebulia 

P-wertilSi.  

 

 

nax. 5.3. a

-veqtoris kovariantuli komponentebis 

geometriuli interpretacia 

a

-veqtoris 1a  - kovariantuli komponenta warmoadgens 

a

-veqtoris orTagonalur proeqcias 

2x  da 
3x  RerZebze 

moWimuli minimaluri zedapiris P-wertilSi aRmarTul 

dadebiT normalur (perpendikular) mimarTulebaze,  

 321

32

1
ˆˆˆ

ˆˆ
ˆ

eee

ee
e


 ;                                          (5.29) 



416 

 

aq 
321 ˆ,ˆ,ˆ eee - P-wertilSi gansazRvruli kontravariantuli 

bazisia 
321 ,, xxOx  mrudwiruli koordinatTa sistemisaTvis, 

romelTac aqvs RerZebisadmi mxebi mimarTuleba, 
321 ˆ,ˆ,ˆ eee  - 

Sesabamisi kovariantuli bazisia, sadac 

 321

13

2
ˆˆˆ

ˆˆ
ˆ

eee

ee
e


    ,      321

21

3
ˆˆˆ

ˆˆ
ˆ

eee

ee
e


 .                        (5.30) 

xolo  321 ˆˆˆ eee  - kontravariantuli bazisis veqtorebis 

Sereuli namravlia.  

 maSasadame, sabolood SegviZlia vTqavT, rom a

-

veqtoris, ia -kovariantuli komponentebi warmoadgenen a

-

veqtoris orTogonalur proeqciebs, Sesabamisi  

iê - kovariantuli bazisis veqtoris mimarTulebaze. 

P.S.  Tu gamoviyenebT (5.28) gardaqmnis formulebis 

analogiur formulebs, SegviZlia SemoviyvanoT ufro 

maRali rangis tenzorebis kovariantuli komponentebis 

cnebac.  

 zogjer, ganixilaven tenzoris Sereul komponentebs, 

e.i. iseT komponentebs, romlebsac zogierTi indeqsi aqvT 

kovariantuli da zogic kontravariantuli.  

 ganvixiloT mesame rangis tenzoris Sereuli 

komponentebi.  

gansazRvreba: P-wertilSi gansazRvruli 
..

.

m

nqT -sidideebs 

ewodebaT mesame rangis tenzoris Sereuli komponentebi, Tu 

koordinatTa gardaqmnisas, isini gardaiqmnebian 

formulebiT: 

..

.

..

.

m

nqp

q

s

n

m

r
r

sp T
xx

x
T 



















.                            (5.31) 
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SeniSnva: am komponentebSi s da p –kovariantuli 

indeqsebia, r-kontravariantuli. marjvena mxareSi, 

igulisxmeba Sejameba sami indeqsiT (sammagi jami) m, n da q.  

 

5.4. simboluri aRniSvnebi 

maTematikuri modelebis kompaqturad Casawerad iyeneben 

simbolur aRniSnvebs (xSirad ganixilaven dekartul 

tenzorebs). 

ganvixiloT velis Teoriis operatorebi (rogorc 

dekartuli tenzorebi, sadac ar ansxvaveben 

kontravariantul da kovariantul komponentebs): 

skalaruli velis gradienti 























321

321 ,,),,(
xxx

xxxgrad
def 

 .                       (5.32) 

velis gradienti simboluri aRniSvnebiT Caiwereba 

Semdegnairad:  

 i,                                      (5.33)                                               

maSasadame, 

 11,
x





  ;  22,

x





  ;  33,

x





 .                        (5.34) 

analogiurad, v

-veqtoruli velis divergencia,  

 























1

3

1

2

1

1

x

v

x

v

x

v
vdiv

def
.                          (5.35) 

veqtoruli velis divergencia simboluri aRniSvnebiT 

Caiwereba ase:   

i
iv .,                                      (5.36) 

aq i-yru indeqsia (igulisxmeba Sejameba i-indeqsiT). 
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 veqtoruli v

-velis rotori, rogorc viciT 

gamoiTvleba determinantiT: 

 
321

321

321 ˆˆˆ

vvv
xxx

eee

vrot
def















.                                (5.37) 

am operatoris Casawerad simboluri formiT, unda 

ganvixiloT levi-Civitasfsevdotenzori, romlis 

kovariantuli ijk -komponentebic ganisazRvrebian 

formuliT: 

 










,0

,1

,1

ijk                   Sesabamisad,                                                (5.38) 

Tu, (i,j,k) luwi Casmaa (gadanacvleba) (1,2,3)-dan; 

Tu, (i,j,k) kenti Casmaa (gadanacvleba) (1,2,3)-dan; 

Tu, (i,j,k)-Si, romelime ori an samive indeqsi erTmaneTis 

tolia. 

magaliTad: 1312  , 1132  , 0122      da a.S.  

 levi-Civitas fsevdotenzoris ijk -komponentebi, saSua-

lebas gvaZleven kompaqturad CavweroT ori veqtoris 

veqtoruli namravli. magaliTad, Tu  

bac


 ;                                             (5.39) 

maSin 

 kjijki bac  .                                          (5.40) 

aseve, sami veqtoris Sereuli namravli,  
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321

321

321

)(

ccc

bbb

aaa

bacbacba kjijk  


.               (5.41) 

maSasadame, levi-Civitas tenzoris kovariantuli 

komponentebis meSveobiT, mokled Caiwereba veqtoruli 

namravli, Sereuli namravli da aseve determinantic.  

radagan veqtoruli v

-velis rotori warmoadgens nabla  



-operatorisa da v


-veqtoris, veqtorul namravls 

vvrot


 ;                                           (5.42) 

simbolurad, velis rotoris komponentebi Caiwereba 

formuliT: 

 jkijki vvrot ,)( 


.                                       (5.43) 

ganvixiloT exla, laplasis  -operatori: 

 2

3

2

2

2

2

2

1

2

xxx 















 .                                 (5.44) 

laplasis operatori simbolurad, Caiwereba aseTi 

formiT   

ii,  .                                       (5.45) 

aq i-yru (munji) indeqsia e.i. igulisxmeba Sejameba. 

simbolur aRniSnvebSi gawarmoebis operatori 

aRiniSneba mZimeTi, yvela indeqsi romelic mZimes moyveba, 

warmoadgens im cvladis indeqss, romliTac xdeba 

gawarmoeba. magaliTad: 

 ij

ji

T
xx

T
,

2





;  mnij

nm

ij

xx
,

2








.                        (5.46) 

5.5. operatorebi tenzorebze. metrikuli tenzori 
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gansazRvreba: ori tenzoris gare namravli ewodeba 

iseT tenzors, romlis komponentebic warmoadgenen 

Tanamamravli tenzorebis komponentebis yvela SesaZlo 

namravls. magaliTad: 

 ijji Tba          ijkjki TTv  .       

P.S. gare namravlis rangi warmoadgens TanamamravlTa 

rangebis jams.  

 211  jiij rangbrangarangT  

gansazRvreba: tenzoris naxvevis operacia, ewodeba iseT 

operacias, roca erTmaneTs utoldeba romelime ori 

indeqsi da xdeba Sejameba am indeqsiT.  

magaliTad: ijk -tenzoris komponentebze naxvevis 

operacia mogvcems: ijjijiiik   . 

P.S. naxvevis operaciis Sedegad, tenzoris rangi 

mcirdeba oriT.  

magaliTad: meore rangis tenzoris naxvevi – skalaruli 

funqciaa, ij -s naxvevia ii -skalari.  

gansazRvreba: ori tenzoris Siga namravli, ewodeba 

iseT namravls, romelzedac moqmedebs iseTi naxvevis 

operacia, rom utoldebian romelime ori indeqsi sxvadasxva 

Tanamamravlebidan.  

magaliTad: Tu gvaqvs ori veqtori (pirveli rangis 

tenzorebi) a

 da b


, maSin maTi gare namravlia jiba , xolo 

Siga namravli iqneba: iiba -e.i. skalaruli namravli.  

maRali rangis tenzorebs gaaCniaT ramodenime Siga 

namravli. 
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magaliTad: Zabvis- ij  tenzorisa da deformaciis mn  

tenzorebisaTvis, gvaqvs Siga namravlebi: 

inij   ; miij   ;   jnij   ;  mjij .                          (5.47) 

 

metrikuli tenzoris Semosatanad, ganvixiloT 
3IR -Si 

maxlobeli wertilebi P(x) da Q(x+dx). am or wertils Soris 

manZilis diferencialis kvadrati, dekartis marTkuTxa 

koordinatTa sistemaSi aris: 

2322212 )()()( dxdxdxds  .                           (5.48) 

simbolur aRniSvnebSi gvaqvs Canaweri: 

iidxdxds 2
.                                         (5.49) 

Tu, gadavalT mrudwiruli koordinatTa sistemaSi  

q

q

i
i d

x
dx 




    da 

p

p

i
i d

x
dx 




 .                      

(5.50) 

maSin (5.49) miiRebs saxes: 

pq

p

i

q

i
p

p

i
q

q

i

dd
xx

d
x

d
x

ds 






 
















2

.            (5.51) 

SemoviRoT aRniSvnebi: 

p

i

q

i

qp

xx
g

 






 .                                         (5.52) 

qpg -warmoadgenen meore rangis tenzoris komponentebs, 

romelsac metrikul tenzors uwodeben.  

 or maxlobel wertils Soris manZilis (5.51) kvadrati, 

(5.52)-metrikuli tenzoris meSveobiT moicema mrudwirul 

koordinatTa sistemaSi:  
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ji

ij ddgds 2
.                                       (5.53) 

gansazRvreba: mravalsaxeobas, sadac metrika (manZili) 

ganisazRvreba dadebiTad-gansazRvruli (5.53) kvadratuli 

diferencialuri formiT-rimanis mravalsaxeoba ewodeba. 

rimanis mravalsaxeobaSi ar arsebobs erTiani dekartis 

koordinatTa sistema mTeli sivrcisaTvis da es aris 

sivrcis Sinagani Tviseba. or wertils Soris umoklesi 

manZili, rimanis mravasaxeobaSi SeiZleba iyos raRac mrudi 

(da ara wrfis monakveTi), romelsac geodeziur wirs 

uwodeben. es cneba SemoiRo gausma, romelic swavlobda 

sferos zedapirze manZilebis gamoTvlis amocanas 

(dedamiwisTvis). 

 zogad SemTxvevaSi metrikuli tenzoris ijg  

komponentebi damokidebuli arian sivrciT koordinatebze. 

Tu, metrikuli tenzori ar aris damokidebuli sivrciT 

cvladebze, maSin aseT sivrces erTgvarovan rimanis 

mravasaxeobas uwodeben.  

 imis miuxedavad, rom rimanis sivrceSi, sazogadod, 

SeuZlebelia erTiani dekartuli koordinatTa sistemis 

Semotana, am sivrcis nebismieri wertilisaTvis SegviZlia 

SemoviRoT lokaluri(adgilobrivi) dekartis marTkuTxa 

koordinatTa sistema, romelic mogvcems saSualebas 

SeviswavloT am wertilis maxlobeli areebis geometria. 

aseT areebs – ruqebs uwodeben, xolo ruqebis erTobliobas 

uwodeben rimanis sivrcis atlass. 

 metrikuli tenzoris 
kjg -kontravariantuli 

komponentebi ganisazRvrebian formuliT: 

k

i

jk

ji

kj

ij gggg  .                                    (5.54) 

sadac k

i –kronekeris tenzoris Sereuli komponentebia. 

(5.54) tolobidan Cans, rom metrikuli tenzoris 
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kontravariantuli komponentebis 
kjg -matrica, warmoadgens 

misi ijg -kovariantuli komponentebis matricis Sebrunebul 

matricas.   

 metrikuli tenzoris komponentebi saSualebas 

gvaZleven SemoviRoT indeqsTa Jonglirebis operacia, anu 

maTi awev-dawevis operacia. 

magaliTad:  

i

kkj

ij TTg   ;                                       (5.55) 

jmn

i

mnij TTg  .                                       (5.56) 

 Semdgomi, maTematikuri modelebis gansaxilvelad, 

CvenTvis sakmarisia dekartuli tenzorebis ganxilva.  

gansazRvreba: iseT tenzorebs, romelTaTvisac ganixi-

leba koordinatTaA sistemis mxolod orTogonaluri 

gardaqmnebi, dekartuli tenzorebi ewodebaT.  

 dekartuli tenzorebisaTvis, metrikuli tenzoris 

komponentebi emTxvevian kronekeris tenzoris komponentebs: 

ijijg  ;                                         (5.57) 

sadac   

 





0

1
ij    

Sesabamisad, 

            Tu, i=j ;  

            Tu, i j. 

anu ij -komponentebi adgenen erTeulovan matricas.  

SeniSvna: dekartuli tenzorebisaTvis kontravarian-

tuli da kovariantuli komponentebi erTmaneTs emTxveva.  



424 

 

Cven (am TavSi) gamoviyenebT, mxolod dekartul 

tenzorebs, radgan aradekartuli tenzorebi gamoiyenebian, 

mxolod specialuri, rTuli modelebisaTvis fardobiTo-

bis Teoriasa da garsTa TeoriaSi.  

 

5.6 meore rangis tenzoris invariantebi. 

Hhamilton-kelis Teorema 

 

 ganvixiloT, meore rangis T tenzoris Siga namravli, 

pirveli rangis n tenzorze: 

  nTv

 ;                                            (5.58)  

es toloba komponentebSi miiRebs saxes: 

   jiji nTv  ;                                         (5.59)                                                                   

 meore rangis T tenzors SeiZleba SevxedoT, rogorc 

wrfiv operators, romelic moqmedebs n

 veqtorul velze da 

gvaZlevs axal v

veqtorul vels.  

ismis kiTxva: arseboben, Tu ara iseTi n

 veqtorebi, 

romlebic wrfivi T operatoris moqmedebis Semdeg, ar 

icvlian moqmedebis wrfes, anu  

 –invariantulni arian T operatoris mimarT? 

pasuxi: Tu n

 veqtori invariantulia T operatoris 

mimarT, maSin nv



  anu 

ji nv   ;                                     (5.60) 

sadac  –nulisgan gansxvavebuli ricxvia, maSin  

    jjij nnT   .                                    (5.61) 

aseT, invariantul mimarTulebebs, meore rangis T 

tenzoris mTavar mimarTulebebs uwodeben, xolo Sesabamis 
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 -ricxvebs, mTavari mimarTulebis Sesabamis sakuTriv 

ricxvebs (mniSvnelobebs) eZaxian.    

cxadia, rom 

 jiji nn   ;                                         (5.62) 

amitom, Tu SevitanT (5.61)-Si, gadavitanT marcxena 

mxareSi da frCxilebs gareT gavitanT jn -s, miviRebT wrfiv 

gantolebaTa erTgvarovan sistemas jn -is mimarT: 

  0)(  jijij nT  .                                    (5.63) 

 es aris wrfivi erTgvarovani gantolebaTa sistema. 

imisaTvis, rom mas hqondes aranulovani jn  amonaxsni, 

aucilebelia da sakmarisi, rom adgili hqondes gantolebas: 

0 ijijT  .                                        (5.64) 

am gantolebas saukunovan(maxasiaTebel) gantolebas 

uwodeben, radgan is Semovida ganxilvaSi cis meqanikis 

amocanebidan (planetaTa orbitebis saukunovani 

cvlilebebis Seswavlidan). gaSlilad (5.64) gantoleba 

Caiwereba ase: 

023  TTT IIIIII  .                                (5.65) 

am gantolebas, maxasiaTebel gantolebas uwodeben, 

xolo skalaruli koeficientebi 
TI , 

TII  da 
TIII  

warmoadgenen ijT -meore rangis tenzoris invariantebs. 

 ijjjT trTTI          (matricis kvali)              (5.66) 

 )(
2

1
ijijjjiiT TTTTII     (meore invarianti)                (5.67) 

ijijT TTIII det       (mesame invarianti)             (5.68) 
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(5.65) gantolebis 
1 ,

2 , 3  - fesvebs, ijT -tenzoris mTavari 

(sakuTrivi) mniSvnelobebi ewodebaT.  

simetriul tenzorebs (namdvil ricxvTa simravles 

zemoT), yovelTvis aqvs namdvili sakuTrivi mniSvnelobebi. 

Tu, isini, yvela gansxvavebulia erTmaneTisagan, maSin, maTi 

Sesabamisi mTavari mimarTulebebi urTierTperpen-

dikularulia. mTavar RerZebSi, meore rangis tenzors aqvs 

saxe: 



















3

2

1

00

00

00







T .                                 (5.69) 

Tu, 
21   , maSin tenzoris diagonaluri saxe araa 

damokidebuli maTi Sesabamisi mimarTulebebis arCevaze da 

damokidebulia mxolod 3 -is Sesabamis mimarTulebaze. Tu 

1 =
2 = 3  maSin yvela mimarTuleba mTavari mimarTulebaa. 

321 xxOx -dan, mTavar 

321 xxOx  RerZebze, gadasvlis matricas 

aqvs saxe: 

 
1x  2x  3x  



1x  
)1(

111 na   
)1(

212 na   
)1(

313 na   



2x  
)2(

121 na   
)2(

222 na   
)2(

323 na   



3x  )3(

131 na   )3(

232 na   )3(

333 na   

sadac )( j

in aris j-iuri mTavari mimarTulebis mimmarTveli 

kosinusebi. 

imisaTvis, rom ijT -meore rangis tenzoris komponentebi 

gadaviyvanoT mTavar mimarTulebebSi T , saWiroa 

gamoviyenoT gardaqmna: 

TATAT  ;                                           (5.70) 
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sadac 


















)3(

3

)3(

2

)3(

1

)2(

3

)2(

2

)2(

1

)1(

3

)1(

2

)1(

1

nnn

nnn

nnn

A ;                                     (5.71) 

gadasvlis matricaa, xolo TA -misi transponirebuli 

matrica. pirvel striqonSi (5.71) gvaqvs pirveli 
1  

sakuTrivi ricxvis Sesabamisi sakuTrivi veqtoris 

komponentebi, meoreSi 
2 -is Sesabamisi sakuTrivi veqtoris 

komponentebi, xolo mesameSi, 3 -is Sesabamisi sakuTrivi 

veqtoris komponentebi.  

hamilton-kelis Teorema: meore rangis tenzoris 

komponentebis matrica akmayofilebs Tavis saukunovan 

(maxasiaTebel) gantolebas.  

damtkiceba: meore rangis tenzoris komponentebis 

matrica gadaviyvanoT mTavar RerZebSi, maSin mas eqneba saxe: 

   


















3

2

1

00

00

00







T .                                    (5.72) 

ganvixiloT misi kvadrati, maSin miviRebT   TTT
2

 da 

maSasadame, 

   


















3
2

2
2

1
2

2

00

00

00







T .                                  (5.73) 

aseve vpoulobT, rom 
  TTT 23 )()(  da 

   


















3
3

2
3

1
3

3

00

00

00







T .                               (5.74) 

Tu, SevadarebT (5.69), (5.72), (5.73), (5.74) davinaxavT, rom 

tenzors da mis xarisxebs erTnairi sakuTrivi (mTavari) 
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mimarTulebebi aqvT. yvela sakuTrivi mniSvnelobebi 

akmayofileben (5.65) maxasiaTebel gantolebas, amitom TviT T 

tenzoric akmayofilebs maxasiaTebel gantolebas  

  023  EIIITIITIT TijTijTij .                          (5.75) 

sadac EE-erTeulovani matricaa.  

am Tanadobas Hhamilton-kelis Tanadoba ewodeba.  

Sedegi: (5.75)-dan gamomdinareobs, rom 

  EIIITIITIT TijTijTij  23)( ;                           (5.76) 

Tu, gavamravlebT (5.76) tolobas ijT -ze, miviRebT  

EIIIITIIIIIITIII

TIIITIIEIIITIITIITIIITIITIT

TTijTTTijTT

ijTijTTijTijTTijTijTijTij





)()(

)()(

22

22234

     (5.77) 

kidev erTxel Tu gavamravlebT (5.77) tolobas ijT -ze 

miviRebT 
5)( ijT -s gamosaxulebas, Tu gamoviyenebT wina 

formulebs miviRebT sabolood, rom:  

P.S. meore rangis tenzoris komponentebis matricis 

nebismier xarisxs aqvs saxe: 

2

210 ))(,,(),,(),,()( ijTTTijTTTTTT

n

ij TIIIIIITIIIIIIEIIIIIIT  

.  (5.78) 

 simboluri aRniSvnebiT integraluri formulebi 

Caiwereba Semdegnairad: 

 stoqsis Teorema: 

  
s

jkijki
c

ii dsFndxF , .                               (5.79) 

       gausis Teorema: 
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 dsnvdv iiii , .                               (5.80) 

5.7. Zabvisa da deformaciis tenzorebi 

 uwyvet tanTa meqanikis maTematikuri modelebi 

emyarebian iseT ZiriTad cnebebs, rogoricaa Zabva da 

deformacia.  

Zabvis  -tenzori – meore rangis tenzoria, anu mas 

gaaCnia komponentebisagan Semdgari matrica: 

 


















333231

232221

131211







 ij .                               (5.81) 

am matricaSi, diagonalur 
11 ,

22 ,
33 -komponentebs 

normaluri Zabvebi ewodebaT, radgan isini iwveven gaWimva-

SekumSvis deformacias.  

Zabvis tenzoris danarCen komponentebs, mxeb Zabvebs 

uwodeben da isini iwveven sxeulis formis cvlilebas.  

Zabvis     tenzoris cneba – ganazogadoebs, meqanikuri   

Zabvis cnebas sivrciTi sxeulisaTvis. amitom, jer 

ganvixiloT meqanikuri Zabvis cneba: 

gansazRvreba: meqanikuri Zabva  –aris sidide, romelic 

izomeba zedapiris n

 normalis mimarTulebiT S-farTis 

erTeulze moqmedi nF –Zalis sididiT.  

S

Fn .                                             (5.82) 
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nax. 5.4. meqanikuri Zabva 

sruliad analogiurad, deformaciis    -tenzoris cneba 

warmoadgens, Zelis fardobiTi  -wagrZelebis cnebis 

sivrcul ganzogadoebas. 

gansazRvreba: Zelis fardobiT  -wagrZelebas 

deformacia ewodeba. deformacia Zelis gaWimvisas 

gamoiTvleba formuliT: 

0

0

l

ll 
 .                                             (5.83) 

 

deformaciis tenzors 
3IR -Si Seesabameba komponentebis 

matrica 

 


















333231

232221

131211







 ij .                                     (5.84) 

aq, iseve, rogorc Zabvis tenzoris SemTxvevaSi, 
11 , 

22 , 33 -

normaluri deformaciaa, anu gaWimva-SekumSvis deformacia, 

xolo danarCeni komponentebi Seesabamebian formis 

cvlilebas, maT mxebi deformaciebi (zogjer Zvris 

deformaciebi) ewodebaT.  

rogorc fizikidan viciT, mcire deformaciebis 

SemTxvevaSi ( 1 ) drekadi sxeulebi emorCilebian hukis 

kanons: 
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  E ;                                                    (5.85) 

sadac E-iungis modulia. iungis moduli im Zabvis tolia, 

romelic iwvevs erTeulovan deformacias, anu sigrZis 

gaormagebas ( 021 le  ) 

hukis kanons zogjer Caweren ase: 

S

ll
E

S

Fn 0
 ;                                         (5.86) 

 Tu, Cven gvinda ganvazogadoT hukis kanoni sivrculi 

SemTxvevisaTvis, unda CavweroT wrfivi damokidebuleba 

Zabvisa da deformaciis tenzorebs Soris: 

 mnijmnij A   .                                        (5.87) 

(5.85)-tolobidan gansxvavebiT ,sadac sakmarisi iyo masalis 

Tvisebebidan gamomdinare, gvepova erTi E-mudmivi 

(eqsperimentebiT), sivrcul (5.87) SemTxvevaSi gvaqvs 81 

mudmivi (Tu masala erTgvarovania, Tu arada, sazogadod, 81-

funqcia koordinatebze da droze damokidebuli), romelTa 

raodenobac izotropuli masalebisaTvis (roca masalis 

Tviseba araa damokidebuli mimarTulebaze) dadis 2 

mudmivamde, ase rom izotropuli masalebisaTvis gvaqvs   

da   egreTwodebuli lames mudmivebi. am mudmivebs aqvT 

sxvadasxva mniSvneloba, sxvadasxva masalisaTvis da 

maSasadame, damokidebulia masalis gvarobaze.  

 Zabvisa da deformaciis tenzorebis komponentebis 

fizikuri azris asaxsnelad, ganvixiloT drekadi masalidan 

amoWrili kubi nax. 5.5.  
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nax. 5.5. Zabvis tenzoris komponentebis meqanikuri azris 

interpretacia 

am naxazidan Cans, rom ij -aris Zabvis komponenti, 

romelic moqmedebs i-uri RerZebis normalur farTze, j-uri 

RerZis mimarTulebiT. aseTivea ,deformaciis tenzoris” 

komponentebis meqanikuri azric.  

zogjer, cdiloben gamoyon saSualo normaluri Zabvebi 

da mxebi Zabvebi. am mizniT, Zabvis tenzors warmoadgenen 

sferuli da deviatoruli nawilebis jamis saxiT.  

 gansazRvreba: Zabvis tenzoris sferuli nawili 

ewodeba tenzors, romlis komponentebic moicema matriciT: 

  


















.

.

.

.

00

00

00

ср

ср

ср

ср E







 ;                            (5.88) 

sadac 
33

332211

.





 ii

ср p  - saSualo normaluri Zabvaa. 

gansazRvreba: Zabvis tenzoris deviatoruli nawili 
ewodeba tenzors, romelic avsebs sferul tenzors, Zabvis 

srul tenzoramde, anu 
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.333231

23.2221

1312.11

)(

ср

ср

ср

ijS







;                   (5.89) 

ase, rom Zabvis tenzori simbolur aRniSvnebSi SeiZleba 

CavweroT formiT: 

 ijij

kk

ij S 



3

.                                      (5.90) 

advilad dasamtkicebelia, rom Zabvis tenzoris 

deviatoris pirveli invarianti nulis tolia (marTlac 

(5.89)-is mTavar diagonalze mdgari wevrebis jami nulis 

tolia).  

analogiurad, deformaciis tenzoris komponentebic 

SeiZleba warmovadginoT sferuli da deviatoruli 

nawilebis jamis saxiT.  

 ijij
kk

ij e 



3

.                                        (5.91) 

sadac ije -deformaciis tenzoris deviatoris komponentebia.  

Tu, gamoviyenebT (5.91) formulas hukis kanonisTvis 

izotropuli masali SemTxvevaSi, maSin (5.87) gadaiwereba 

formiT: 

 ijijkkij  2 .                              (5.92) 

mcire deformaciis SemTxvevaSi, e.i. roca gadaadgilebis 

gradientebi gacilebiT mcirea erTze, deformaciis 

tenzorisa da gadaadgilebis gradientis komponentebi 

dakavSirebuli arian TanadobiT: 

 )(
2

1
,, ijjiij uu  ;                                     (5.93) 

sadac iu -gadaadgilebis veqtoris komponentia. 



434 

 

xolo Tu, deformaciebi araa mcire anu gvaqvs sasruli 

deformaciebi, maSin (5.93)-is magivrad gvaqvs fizikurad 

arawrfivi deformaciebi. (eileris deformaciis tenzori) 

 )(
2

1
,,,, jkikijjiij uuuu  .                             (5.94) 

P.S. Tu, drekadobis Teorias avagebT hukis (5.92) kanonze da 

deformaciis (5.93) tenzorze miviRebT wrfiv maTematikur 

models, xolo Tu gamoviyenebT eileris arawrfivi 

deformaciis tenzors, miviRebT arawrfivi drekadobis 

maTematikur models, miuxedavad hukis kanonis wrfivi 

xasiaTisa. sinamdvileSi, masalaTa umravlesobas aqvs Tavisi 

deformaciis wesi (damokidebuleba Zabvebsa da 

deformaciebs Soris), romelsac reologias uwodeben. 

masalaTa reologiis dasadgenad saWiroa eqsperimentebis 

Catareba da Sedegebis statistikuri damuSaveba.  

 

5.8. hukis ganzogadoebuli kanoni da mudmivaTa matricebi, 

drekadi sxeulis Tvisebebis simetriis xarisxis mixedviT 

wrfivad-drekadi masalebisaTvis hukis ganzogadoebuli 

kanoni gvaZlevs kavSirs Zabvis tenzoris ij  komponentebsa 

da deformaciis tenzoris ij  komponentebs Soris:  

 mnijmnij A   .                                    (5.95) 

erTgvarovani masalebisaTvis ijmnA  mudmivebisagan 

Semdgari matrices komponentebi ar arian damokidebuli 

sivrciT cvladebze. maTi raodenobaa 81. Tu, 

gaviTvaliswinebT Zabvis tenzorisa da deformaciis 

tenzoris simetriulobas.: 

 jiij       da    nmmn   ;                      (5.96) 

miviRebT, rom 
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 jimnijmn AA    da  jinmijmn AA  ;                     (5.97) 

e.i. damokidebul mudmivaTa ricxvi 81-dan mcirdeba 36-

mde. 

Tu arsebobs deformaciis W energiis funqcia, anu  

ij

ij

W







 ;                                      (5.98) 

sadac  

 mnjiijmnAW 
2

1
 ;                                  (5.99) 

maSin, koeficientebis ijmnA -matricas moeTxoveba simetriis 

ufro maRali xarisxi, e.i. 

 jinmijmn AA  .                                       (5.100) 

(5.95) tolobaSi, (5.100)-is gaTvaliswinebiT, 

damoukidebel mudmivaTa raodenoba ijmnA -matricaSi mcirdeba 

da xdeba 13.  

gansazRvreba: drekad masalas, romlis elastiurobis 

Tvisebebic simetriulia romelime sami urTierTmarTobuli 

sibrtyis mimarT orTotropiuli masala (sxeuli) ewodeba.  

orTotropiuli masalisaTvis damoukidebel mudmivaTa 

ricxvi aris 12. xolo Tu, orTotropiuli masalisaTvis 

arsebobs deformaciis energiis (5.99) funqcia, maSin 

mudmivTa ricxvia 9.  

cxadia, rom rac metia aranulovan damoukidebel 

mudmivaTa raodenoba ijmnA  matricaSi, miT ufro rTuli 

iqneba Sesabamisi masalis muSaobis maTematikuri modeli.  

mudmivaTa didi raodenoba damaxasiaTebelia kompozi-

turi masalebisaTvis. amitom, kompozitTa meqanikis 
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maTematikuri modelebi ufro rTulia, vidre izotropiuli 

masalebisa.  

izotropiuli, drekadi masalebisaTvis ijmnA  matrica 

Seicavs mxolod or mudmiv elements, romelTac   da   

lames mudmivebs uwodeben.  

hukis kanons izotropuli masalisaTvis aqvs saxe: 

 ijijkkij  2 .                               (5.101) 

am formulis gadasawerad iungisa E da puasonis  

mudmivebis meSveobiT, ganvixiloT erTganzomilebiani Zelis 

gaWimvis amocana 
1Ox -RerZis gaswvriv, maSin iungis E-moduli 

da puasonis  -koeficienti warmoadgenen proporciulobis 

koeficientebs, E-sigrZivi deformaciisas da  -ganivi 

deformacisas: 

 
1111   E      113322    .                        (5.102) 

am tolobebisa da (5.101)-is gaTvaliswinebiT, zogadi 

izotropiuli masalisaTvis miviRebT hukis kanons Semdegi 

saxiT: 

 )
21

(
1

ijkkijij

E








 





 .                       (5.103) 

rogorc ukve aRvniSneT adre, hukis kanoni axasiaTebs 

wrfivad-drekadi izotropiuli masalis elastiur 

Tvisebebs, amitom mas zogjer elastiuri (drekadi) masalis 

reologiur gantolebasac uwodeben mcire deformaciebis 

( 1 ) SemTxvevaSi.  

elastiuri (drekadi) masalis muSaobis maTematikuri 

modelis Sesaqmnelad reologiuri gantoleba, is ZiriTadi 

gantolebaa, romelic aRwers Sesaswavli masalis elastiur 

Tvisebebs da romelic dgindeba, eqsperimentuli masalebis 

statistikuri gadamuSavebis Sedegad.  
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umeteswilad, mcire deformaciebis SemTxvevaSi, 

reologiur gantolebas aqvs saxe: 

  ijij f   ;                                      (5.104) 

sadac f-funqciis konkretuli saxe dgindeba fizikuri 

eqsperimentebis Sedegad.  

ufro zogad SemTxvevaSi, roca ganixileba rTuli 

reologiis mqone masalebi, gamoiyeneba zogadi saxis 

reologiuri kanoni: 

0),,,,,,,,,,,( 321 txxxF ijijijijijij   .               (5.105) 

F-funqciis konkretuli saxe damokidebulia Sesaswavli 

masalis elastiur da blant-plastikur Tvisebebze.  

 am funqciis konkretuli saxis dasadgenad iyeneben 

fizikur eqsperimentebs da miRebuli Sedegebis 

statistikuri damuSavebiT adgenen umartivesi procesebis 

SemTxvevisaTvis (5.105) tipis Tanadobas. Semdeg xdeba am 

TanadobaTa ganzogadoeba da miRebuli rTuli modeliT 

testuri amocanebis Seswavla modelis adekvaturobis 

dasadgenad. 

 

5.9. niutonis ganzogadoebuli kanoni siTxeebisaTvis 

 wylisa da sxva blanti siTxeebisaTvis, niutonma 

cdebiT daadgina kanoni: 

 
dy

dv
  ;                                        (5.106) 

sadac  -Zvris mxebi Zabvaa siTxis fenebs Soris, 

romelsac adgili aqvs siTxis siblantis gamo;  -siblantis 

koeficientia,v -siTxis siCqare nax. 5.6. 
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nax. 5.6. blanti siTxis moZraobis siCqaris epiura 

rogorc (5.106) formulidan Cans ,mxeb Zabvebsa da 

siCqaris gradients Soris damokidebuleba aris wrfivi. 

(5.106) aris hukis kanonis analogi: 

   E .                                       (5.107) 

Tumca, hukis kanoni iZleva reologiur Tanadobas 

wrfivad-drekadi masalebisaTvis, xolo (4.106) aRwers 

ukumSvadi niutonuri blanti siTxis reologias.  

niutonis ganzogadoebul kanons blanti siTxeebisaTvis 

aqvs saxe: 

 mnijmnij DB ;                                (5.108) 

sadac ijijD  -deformaciis sicqaris tenzoris 

komponentebia,  

ijmnB -siTxis Tvisebebze damokidebuli mudmivaTa matrica 

81 komponentiT. damoukidebel mudmivaTa raodenoba, damoki-

debulia, iseve rogorc drekadi masalis SemTxvevaSi, 

siTxis Sinagani, fizikuri Tvisebebis simetriis xarisxze.  

izotropuli, blanti ukumSvadi siTxisaTvis ijmnB -

matricaSi gvaqvs mxolod ori   da 
  damoukidebeli 

mudmiva (siblantis koeficienti) da (5.108) niutonis 

reologiuri kanoni, am SemTxvevaSi, Caiwereba formiT: 

 ijijkkijij DDp    2 ;                   (5.109) 
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sadac p-hidrostatikuri wnevaa, 

ijD  - deformaciis siCqaris tenzoris komponentebia, 

romlebic miiRebian Sesabamisi deformaciis tenzoris 

gawarmoebiT droiT, maSasadame 

 )(
2

1
,, ijjiijij vvD   ;                                  (5.110) 

sadac iv -siTxis nakadis siCqaris veqtoris 

komponentebia. 

 

5.10. nolis Teorema. reineris drekadi masala. reiner-

rivlinis siTxis reologiuri gantoleba. masalebi 

mexsierebiT. ganzomilebaTa meTodi 

arseboben masalebi ufro rTuli reologiiT, vidre 

wrfivad-drekadi masalebi da niutonuri siTxeebi.  

ganvixiloT ufro zogadi damokidebuleba Zabvis 

tenzorsa da deformaciis tenzors Soris (elastiuri 

masalebisaTvis). 

  ijij f                                               (5.111) 

da damokidebuleba Zabvis tenzorsa da deformaciis 

siCqaris tenzors Soris (blanti siTxeebisaTvis): 

  ijij Dg .                                           (5.112) 

rogorc vxedavT, (5.111) da (5.112) Tumca Seexebian 

sxvadasxva tipis procesebs, isini iZlevian funqcionalur 

damokidebulebas, or meore rangis tenzors Soris da aqvT 

erTnairi maTematikuri struqtura. 

 izotropiuli areebisaTvis es Tanadobebi (masalebi, 

siTxeebi, gazebi....), (5.111) da (5.112) unda akmayofilebdnen 

garkveul invariantobis pirobebs, romlebic gamomdinare-

oben meore rangis tenzoris komponentebis Tvisebebisagan. 
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 (5.111) da (5.112) tipis TanadobaTa zogadi saxis 

dasadgenad nolma daamtkica Teorema:  

nolis Teorema: Tu, gvaqvs funqcionaluri 

damokidebuleba ori meore rangis tenzoris komponentebs 

Soris ( )( Cf ), 

  ijij f   ;                                   (5.113) 

maSin, es damokidebuleba yvelaze zogad SemTxvevaSi iqneba 

Semdegi saxis: 

 2

210 )( ijijijij MMM   .                 (5.114) 

damtkiceba: gavSaloT (5.113) teiloris mwkrivad  ij -s 

mimarT, miviRebT: 

 
k

ij

k

kijijijijij MMMMM )()()(
0

3

3

2

210  




  ;(5.115) 

sadac 

 ),,(  IIIIIIM kk  ;                           (5.116) 

 iiI   ;                                       (5.117) 

 jiijII 
3

1
 ;                                    (5.118) 

 kijkijIII 
3

1
 .                                  (5.119) 

Hhamilton-kelis Teoremis Tanaxmad yoveli meore 

rangis tenzoris komponentebis matrica, akmayofilebs Tavis 

maxasiaTebel gantolebas, saidanac SegviZlia vipovoT 
3

ij , 

rogorc ufro dabali xarisxebis wrfivi kombinacia: 

 ijijijij IIIIII    )()( 23

.                     (5.120) 
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Tu gavamravlebT (5.120) tolobas ij -ze da 
3

ij -isaTvis 

gamoviyenebT (5.120) gamosaxulebas, maSin 
4)( ij -gamoisaxeba 

ij -s xarisxebis wrfivi kombinaciiT, romelTa xarisxi ar 

aRemateba ors. Tu gavagrZelebT am process, analogiurad 

miviRebT rom nebismieri xarisxi 
n

ij )( , im xarisxebis wrfivi 

kombinaciiT, romelTa xarisxi ar aRemateba ors, xolo 

koeficientebi iqnebian ij -s invariantebze damokidebuli 

k -mravalwevrebi, ase rom 

kjikijijij IIIIIIIIIIIIIIIIII   ),,(),,(),,( 210   

.      (5.121) 

rac niSnavs (5.114) dasamtkicebels. 

gansazRvreba: drekad (elastiur) masalebs, romelTaTvi-

sac reologiur kanons aqvs (5.121) saxe, reineris drekadi 

masala ewodebaT. 

SeniSvna: hukis wrfivad-drekadi masala, reineris 

drekadi masalis kerZo SemTxvevaa, miiReba, roca 02  . 

(5.121) reologiur tolobaSi kvadratuli 
2 -wevri 

saSualebas gvaZlevs SevadginoT iseTi kompozituri 

masalebis muSaobis maTematikuri modeli, romlebic 

sigrZivi gaWimvisas SeiZleba gaizardon sisqeSic. 

Tu, nolis Teoremas gamoviyenebT (5.112) TanadobisaTvis, 

miviRebT reologiur gantolebas reiner-rivlinis blanti 

siTxisaTvis: 

kjikDDDijDDDijDDDij DDIIIIIIDIIIIIIIIIIII ),,(),,(),,( 210  

.   (5.122) 

sadac 
DDD IIIIII ,, -deformaciis siCqaris komponentebis ijD  

matricis invariantebia.  
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gansazRvreba: siTxeebs, romlebic emorCilebian (5.122) 

reologiur kanons reiner-rivlinis blanti siTxeebi 

ewodebaT.  

SeniSvna: niutonuri siTxeebi warmoadgenen reiner-

rivlinis siTxis kerZo SemTxvevas, miiRebian roca 02  . 

(5.122) reologiur tolobaSi, kvadratuli 
2  wevri 

iZleva saSualebas SevadginoT iseTi siTxeebis 

maTematikuri modelebi, romelTac axasiaTebT dilataciis 

Tviseba, anu fxvieri, siTxiT gaJRenTili masalebis Tviseba 

`isunTqon-ibuybuyon~ moZraobisas (moZraobisadmi 

perpendikularuli-ganivi mimarTulebiT). 

ufro rTuli reologiis mqone elastiuri masalebis 

muSaobis maTematikuri modelis Sesadgenad, iyeneben 

rivlinis reologiur kanons. rivlinma dauSva, rom rigi 

rTuli reologiis masalebi TavisSi aerTianeben rogorc 

drekad, aseve, siblantis Tvisebebs anu gvaqvs 

damokidebuleba: 

  ijijij Df ,  .                                       (5.123) 

rivlinma gamoiyena Hhamilton-kelis ganzogadoebuli 

Teorema da daamtkica (daamtkiceT TviTon), rom (5.123) 

reologiur kanons, yvelaze ufro zogad SemTxvevaSi aqvs 

saxe:  

))()()()((

))()(())()((

)()()(

2222

8

22

7

22

6

5

2

43

2

210

ijijijij

ijijijijijijijij

kjikkjikijijijijijij

DDM

DDMDDM

DDMDMDMMMM













 (5.124) 

sadac ),,,,,( DDDik IIIIIIIIIIIIFM  . 
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trusdelma, igive meTodikis gamoyenebiT, aago hipo-

drekadi masalebis muSaobis Sesabamisi reologiuri 

gantoleba: 

 ),( ijijij Df   .                                    (5.125) 

masalebisaTvis, romelTac axasiaTebT blanti-

elastiuroba (masalebi mexsierebiT, sxvanairad rom vTqvaT 

– cocvadi masalebi), reologiur kanons, aqvs saxe: 

 ),,( ijijij Dtf   .                                   (5.126) 

aseTi masalebisaTvis, ganixileba reologiuri 

gantoleba Semdegi formiT: 

 



 d

d

d
tCt mn

t

ijmnij )()(  


;                       (5.127) 

sadac )(tijmn -masalis relaqsaciis funqciaa. 

 zogjer (5.127)-is nacvlad ixilaven reologiur 

gantolebas formiT: 

 



 d

d

d
tJt mn

t

ijmnij )()(  


;                         (5.128) 

sadac ijmnJ -cocvadobis funqciaa. 

 praqtikuli gamoyenebis TvalsazrisiT, yvelaze ufro 

zogadia trusdelis reologiuri kanoni: 

 0),,,,,,( ijijijijijijtF   .                   (5.129) 

sadac ijij D -deformaciis siCqaris tenzoris komponentebia. 

(meoreze ufro maRali rigis warmoebulebi arTuleben 

analizs, magram sanacvlod ar iZlevian arafers). 

P.S.    reologiuri kanonis dadgena xdeba eqsperimentis 

meSveobiT, rasac win uZRvis procesebisa da masalebis 
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mecnieruli analizi. eqsperimentuli masalebis damuSaveba 

ki xdeba statistikis meSveobiT.  

 eqsperimentebis Catarebis meTodika da Sedegebis 

damuSavebis teqnika, calke Seswavlis sagania, 

inteleqtualuri moRvaweobis ama Tu im sferoSi, amitom am 

sakiTxze Cven aRar SevCerdebiT (zogadad ar ganvixilavT 

-Teoremas, romelic bukingems ekuTvnis).  

maTematikuri modelirebisas, zogjer iyeneben 

ganzomilebaTa meTods (kerZo SemTxvevaa  -Teoremis). 

am meTodis gasacnobad, ganvixiloT konkretuli 

magaliTi: daadgineT kavSiri, maTematikuri qanqaras rxevis 

T-periodsa, Zafis   - sigrZesa da Tavisufali vardnis g-

aCqarebas Soris.  

amoxsna: dauSvaT hipoTeza, rom am kavSirs aqvs saxe 

 
 glKT  .                                  (5.130) 

sadac   da   sidideebs davadgenT im pirobebidan, rom 

(5.130) tolobaSi, marcxena da marjvena nawilebis 

ganzomilebebi unda iyvnen erTnairni, K-mudmivi 

uganzomilebo sididea, romlis sapovneladac saWiroa 

eqsperimentebis Catareba.  

 ][][][  glT  ;                                   (5.131) 

anu 

 
 ][][][ glT  .                                    (5.132) 

gamoviyenoT ganzomilebaTa saerTaSoriso SI-sistema, 

maSin 

][T =wm;  ][l =m;  ][g =mxwm 2                              (5.133) 

Tu, (5.133)-s SevitanoT (5.132)-Si, miviRebT:  

 wm=m  (mwm 2 )                                   (5.134) 
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anu  

 wm=m 
wm

2
                                     (5.135) 

(5.135)-dan, Tu gavutolebT erTnairi ganzomilebebis 

xarisxebs, marcxena da marjvena nawilSi, miviRebT: 

 








0

12




                                       (5.136) 

am sistemis amonaxsnebia: 

 
2

1
   ;   

2

1
 .                                      (5.137) 

Tu, (5.137) amonaxsnebs CavsvamT (5.130) tolobaSi, 

miviRebT: 

  2

1

2

1


 glKT ;                                    (5.138) 

anu 

 g

l
KT  .                                        (5.139) 

rac mogvagonebs skolis fizikis kursidan cnobil 

formulas 

 K-koeficientis dasadgenad exla unda Catardes 

eqsperimenti maTematikur qanqaraze. rac saSualebas 

mogvcems vipovoT (5.130) Tanadoba sabolood. es eqsperimenti 

studentobisTvis kargi savarjiSoa. Tumca, martivad 

Casatarebelia, magram K-s sapovnelad saWiroa cdis 

ramodenimejer gameoreba da Semdeg Sedegebis 

statistikurad damuSaveba.  

analogiur mosazrebebs, xSirad iyeneben, ufro rTuli 

reologiuri kanonebis dasadgenadac. 
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amocanebi da savarjiSoebi 

1. ipoveT hamiltonis H-funqcia erTi materialuri 

wertilisaTvis dekartis marTkuTxa koordinatebSi.  

pasuxi: ),,()(
2

1 222 zyxUppp
m

H zyx  .    (SeamowmeT!) 

2. rodis emTxveva, bolcmanis gantoleba liuvilis 

gantolebas? 

3. samganzomilebian sivrceSi IR 3 , warmoadgineT: 

ijjiijiijijjii SbaTaRBA ,,,,  tenzorebi, komponentebis meSveobiT.  

4. daamtkiceT, gansazRvrebidan gamomdinare, rom levi-

Civitas ijk -tenzoris komponentebi akmayofileben 

pirobebs: 

a) 6kijijk ;      b) 0kjijk aa . 

5. dekartis koordinatebsa da sferul 321 ,,   koordinatebs 

Soris gvaqvs kavSiri: 

 














213

3212

3211

cos

sinsin

cossin







x

x

x

. 

ipoveT, 
q

i

p

i
pq

xx
g

 






 - metrikuli tenzoris komponentebi 

sferul 321 ,,   koordinatTa sistemaSi.  

6. ipoveT dekartuli T-tenzoris mTavari mniSvnelobebi da 

mTavari mimarTulebebi, Tu is mocemulia matriciT: 

 






















100

031

013

)( ijT . 

7. Hhamilton-kelis Teoremis gamoyenebiT ipoveT 4B , Tu B-

tenzoris komponentebi moicemian matriciT: 
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)( ijB . 

8. elastiur (drekad) sxeulebSi Zabvebis ganawileba moicema 

Zabvis tenzoriT: 

 





















2

3

2

3

21

2

2

1

2

22

2

1

200

03/)3()1(

0)1(

)(

x

xxxx

xxxx

ij . 

  ipoveT, Zabvis tenzoris deviatoris mTavari 

mniSvnelobebi  

    )2,0,( aaP -wertilSi. 
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VI Tavi. drekadi (elastiuri) masalebis qcevis maTematikuri 

modelireba 

6.1. drekadobis (elastiurobis) Teoriis statikuri 

amocanebi 

drekadi(elastiuri) masalebisaTvis, fizikuri 

eqsperimen-tebis meSveobiT adgenen daZabul-deformirebuli 

mdgomare-obis reologiur kanons. 

wrfivad-drekadi masalebisaTvis, izotropiul 

SemTxveva-Si gvaqvs reologiuri Tanadoba, romelsac hukis 

kanons uwodeben. 

.                                (6.1) 

ufro rTuli modelebidan, xSirad gamoiyeneba reineris 

drekadi masalis reologiuri gantoleba 

;                                 (6.2) 

sadac i - deformaciis tenzoris komponentebis matricis 

invariantebze damokidebuli funqciebia. 

drekadi masalis muSaobis maTematikuri modelis 

Sesadgenad mxolod reologiuri kanoni araa sakmarisi. 

saWiroa: wonasworobis gantoleba, kinematikuri 

Tanadobani da sasazRvro pirobebi. 

ganvixiloT izotropiuli masalebisaTvis elastiuri 

muSaobis sxvadasxva maTematikuri modeli: 

a)wrfivad-drekadi izotropiuli masalebisaTvis 

statikis (wonasworobis) amocana ismeba Semdegnairad: 

wonasworobis gantoleba koSis formiT: 

,                                      (6.3) 

sadac  - elastiuri masalis simkvrivea, b – erTeul 

moculobaze moqmedi gareSe Zalis veqtoris komponentebi; 

ijijkkij  2

kjikijijij  210 

0,  ijij b
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kinematikuri Tanadobebi mcire deformaciebis 

 ( <<1) SemTxvevaSi: 

;                                   (6.4) 

hukis reologiuri gantoleba: 

.                                    (6.5)  

(6.3),(6.4) da (6.5) gantolebebi unda dakmayofildes 

elastiuri   masalis nebismier wertilSi. amasTan erTad 

unda dakmayofildes sasazRvro pirobebic  - sazRvris 

nebismieri wertilisaTvis. 

sasazRvro pirobebis mixedviT statikaSi ganixileba 

sami tipis amocana: 

     a.1) sazRvris TiToeul wertilSi mocemulia 

gadaadgilebebi: 

;                              (6.6) 

aseT SemTxvevaSi, mizanSewonilia gardavqmnaT (6.3),(6.4) 

da (6.5) amocana ise, rom gvqondes erTi gantoleba 

gadaadgilebebis mimarT Sesabamisi sasazRvro (6.6) 

pirobebiT. 

amisaTvis (6.4) CavsvaT (6.5)-Si da miRebuli Sedegi 

SevitanoT (6.3)-Si. 

marTlac, Tu (6.4)-s CavsvamT (6.5)-Si miviRebT 

;       (6.7) 

Tu, am gamosaxulebas SevitanT dinamikis (6.3) 

gantolebaSi, miviRebT 

0)( ,,,  iijjjjiijkjk buuu  ,                             (6.8) 

)(
2

1
,, ijjiij uu 

ijijkkij  2

),,( 321 xxxgui 

)()(
2

1
2)(

2

1
,,,,,,, ijjiijkkijjiijkkkkij uuuuuuu  
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anu Tu gavamartivebT gveqneba gantoleba gadaadgile-

bebisaTvis Semdegi formiT: 

.                                  (6.9) 

am gantolebas lames gantolebas uwodeben, zogjer ki 

navie-koSis models. 

am gantolebisaTvis ganixileba dirixles(mocemulia 

gadaadgilebebi masalis sazRvris wertilebSi da unda 

vipovoT gadaadgilebebi aris Siga wertilebSi) (6.6) amocana. 

P.S. (6.6) – araerTgvarovani sasazRvro pirobebi 

SegviZlia gavanuloT(vaqcioT erTgvarovan sasazRvro 

amocanad) Tu, movaxdenT cvladTa gardaqmnas 

.                                 (6.10) 

maSin (6.9) gantoleba gadaiwereba iv -s mimarT da 

sasazRvro (6.6) pirobebi miiReben erTgvarovan formas 

0 iv ,                                                (6.11) 

rac aadvilebs amocanis amoxsnas. 

 

a.2) meore tipis sasazRvro amocana miiReba im 

SemTxvevaSi, roca mocemulia Zabvebi sazRvris yoveli 

wertilisaTvis: 

.                                          (6.12) 

am SemTxvevaSi, hukis kanonis, wonasworobis gantolebisa da   

sen-venanis pirobebidan SesaZlebeli deformaciebisaTvis 

0,,,,  ikjmjmikijkmkmij  ,                                (6.13) 

miiReba elastiurobis gantoleba Zabvebis mimarT: 

0
1

)(
1

1
,,,,, 





 kkijijjiijkkkkij bbb 







 .                (6.14) 

0)( ,,  ijijjji buu 

),,( 321 xxxgvu ii 

ijijn 0 )(  
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am gantolebas beltrami-miCelas gantolebas uwodeben. 

beltrami-miCelas gantolebebiT daZabul-

deformirebuli mdgomareobis Sesaswavlad (6.14) gantolebas 

xsnian (6.12) pirobebSi, (6.3) wonasworobis gantolebebis 

gaTvaliswinebiT. 

    a.3) mesame tipis amocana – es aris Sereuli tipis 

amocana, roca sazRvris erT 
1 - nawilze mocemulia 

gadaadgilebebi, xolo meore 
2 - nawilze mocemulia 

Zabvebi da  

21  .                                           (6.15) 

amasTan, moiTxoveba ganisazRvros Zabvebi da 

deformaciebi  - aris nebismieri wertilisaTvis. 

am SemTxvevaSi, xsnian amocanas zogadi saxiT: 

0,  ijij b ;                                            (6.16) 

;                                         (6.17) 

;                                       (6.18) 

;                                     (6.19) 

     ijijn 0 2
)(   .                                         (6.20) 

 

6.2. dinamikis amocanebis maTematikuri modelireba 
   

roca gvinda SeviswavloT elastiuri masalis qceva 

drois mixedviT cvlad pirobebSi, vixilavT dinamikis 

gantolebebs koSis formiT: 

;                                         (6.21) 

kinematikur Tanadobebs: 

)(
2

1
,, ijjiij uu 

ijijkkij  2

),,()( 321  1
xxxgui 

..

, iijij ub  
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;                                        (6.22) 

reologiur kanons(hukis kanoni); 

.                                      (6.23) 

statikis amocanebisagan gansxvavebiT, dinamikis 

Seswavlisas sasazRvro pirobebTan erTad ganixilaven 

sawyis pirobebsac. 

a.1) Tu gvaqvs amocana sazRvarze mocemuli 

gadaadgilebebiT, viyenebT lames maTematikur models: 

..

,, )( iijijjji ubuu   ;                               (6.24) 

amave dros, gvaqvs sasazRvro pirobebi 

),,,()( 321  1
txxxgu ii  ;                                    (6.25)  

da sawyisi pirobebi 

),,()( 3210 xxxfu iti  .                                     (6.26) 

a.2) rTuli reologiis masalebisaTvis xSirad iyeneben 

reineris elastiuri masalis maTematikur models 

(kompozitebi, selebi, zvavebi, mravalfaziani masalebi da 

a.S.), romelsac aqvs saxe: 

dinamikis gantoleba koSis formiT 

;                                         (6.27) 

kinematikuri Tanadobebi 

                                         (6.28) 

reineris reologiuri gantoleba 

kjikijijij  210  ;                                  (6.29) 

sadac  

)(
2

1
,, ijjiij uu 

ijijkkij  2

..

, iijij ub  

)(
2

1
,, ijjiij uu 



454 

 

      i  - deformaciis tenzoris komponentebis 

matricis invariantebze damokidebuli funqciebia. 

am funqciebis konkretuli saxe dgindeba xangrZlivi da 

mZime eqsperimentebis Sedegad. 

sasazRvro da sawyisi pirobebi aq ismeba iseTive saxiT, 

rogorc wrfivad-drekadi masalebis SemTxvevaSi (6.25), (6.26). 

 

6.3. wrfivad-drekadi masalis Termodrekadi muSaobis 

maTematikuri modeli 

wrfivad-drekadi masalis Termodrekadi muSaobis 

SemTxvevaSi, aseve, moqmedebs dinamikis gantoleba koSis 

formiT 

..

, iijij ub   ;                                    (6.30) 

kinematikuri Tanadobebi 

 .                                        (6.31)   

 damatebiT, ganixileba Sesabamisi reologiuri kanoni  

;                      (6.32) 

sadac  - wrfivi gafarTovebis temperaturuli koefici-

entia; 0T - elastiuri masalis sawyisi temperatura;   da   

- lames koeficientebia, romlebic axasiaTeben masalis 

Tvisebebs deformaciebis TvalsazrisiT; 

da energiis gantoleba 

..
(v)

, )23(c kkii TTkT   ;                               (6.33) 

sadac k – masalis siTbogamtarobis koeficientia; )(vc - 

kuTri siTbotevadoba mudmivi deformaciis(moculobis) 

pirobebSi. am maTematikur modelSi ucnobebia: ijij  ,  da T . 

)(
2

1
,, ijjiij uu 

ijijijkkij TT  )()23(2 0
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ucnobebis sapovnelad agebul gantolebaTa (6.30) – (6.33) 

sistemas, unda mivuerToT Sesabamisi sasazRvro da sawyisi 

pirobebi. 

 

literatura 

1. Мейз Дж. Теория и задачи механики сплошных сред, пер. с англ.,Мир, 

Москва, 1974 

2. Зоммерфельд А. Механика деформируемых сред, пер. с англ, ИЛ, 

Москва,1954 

3. Жермен С. Механика сплошных сред, пер. с франц., Мир, Москва,1965 

4. Кристенсен Р. Введение в теорию вязкоупругости, пер. с англ., Мир, 

Москва, 1974 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



456 

 

VII Tavi. siTxeTa dinamikis maTematikuri modelebi 

siTxeTa dinamikas Seiswavlis hidroaeromeqanika. iseve, 

rogorc drekadi(elastiuri) masalebis SemTxvevaSi, 

hidroaeromeqanikaSic, siTxisa da gazis dinamikis 

maTematikuri modelireba iwyeba eqsperimentebiT, mocemuli 

siTxis(gazis anu airis) reologiuri kanonis dasadgenad. 

7.1. niutonuri da araniutonuri siTxeebis reologiuri 

kanonebi 

niutonuri siTxeebisaTvis gvaqvs niutonis 

ganzogadoebuli reologiuri kanoni: 

mnijmnij DB  ;                                       (7.1) 

sadac 
.

mnmnD   deformaciis siCqaris tenzoris 

komponentebia.  

Tu siTxe erTgvarovania, maSin ijmnB - mudmivi sidideebisagan 

Sedgeba, romlebic axasiaTeben mocemuli siTxis blant 

Tvisebebs. 

Tu, ganvixilavT  izotropiul niutonur siTxes, maSin 

mudmivaTa matricaSi 81 komponentidan mxolod oria *  da 
* damoukidebeli. 

Sesabamis reologiur kanons aqvs saxe: 

ijijkkijij DDp ** 2  ;                                 (7.2) 

sadac *  da 
*  siTxis siblantis dinamikuri 

koeficientebia. 

saSualo normaluri Zabva iqneba: 

iiiiii DpDp *** )23(
3

1

3

1
  ;                        (7.3) 

sadac 
* - siblantis sivrculi koeficientia. 
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Tu, miviRebT stoqsis pirobas da davuSvebT, rom 

* = 0,                                                (7.4) 

maSin (7.3)-dan miviRebT, rom 

pii 
3

1 ,                                               (7.5) 

anu hidrostatikuri wneva blant siTxeSi, wonasworobis 

pirobebSi saSualo normaluri Zabvis tolia da 

mimarTulia siTxis SigniT.                                   

amiT aixsneba siTxis wveTis wonasworoba sibrtyeze. 

aseT SemTxvevaSi, Termodinamikuri wneva – mTlianad 

ganisazR-vreba meqanikuri sidideebiT. 

garda reologiuri (7.2) kanonisa, maTematikuri modelis 

asagebad izotropiuli niutonuri siTxeebisaTvis, saWiroa: 

moZraobis gantolebebi koSis formiT, masis 

Senaxvis(uwyvetobis) gantoleba, energiis Senaxvis kanoni da 

mdgomareobis gantoleba. 

moZraobis gantolebas koSis formiT aqvs saxe 

.

, iijji vb   ;                                         (7.6) 

sadac iv - siTxis nawilakebis moZraobis siCqaris veqtoris 

komponentebia. 

uwyvetobis gantoleba Caiwereba formiT: 

0,

.

 iiv .                                              (7.7) 

energiis Senaxvis kanons aqvs forma: 

.

,

11
ZCDU iiijij 





;                                    (7.8) 

sadac U – Sinagani energiaa, Ci- siTburi nakadis veqtoris 

komponentebi, romelic drois erTeulSi, erTeul farTSi 
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gadis siTbogamtarobis xarjze, Z – erTeul droSi 

gamosxivebuli siTbos mudmivaa, gadaangariSebuli masis 

erTeulze. 

mdgomareobis gantoleba(eqsperimentebidan) Caiwereba ase: 

),( Tpp  .                                              (7.9) 

Tu, saWiroa siTburi efeqtebis gaTvaliswinebac, rac 

xSirad gvxvdeba praqtikaSi, maSin (7.6),(7.7) – (7.9) 

gantolebaTa sistemas unda mivuerToT furies 

siTbogamtarobis gantoleba da kaloriuli gantoleba. 

furies siTbogamtarobis gantolebas Caweren mokled: 

ii kTC ,                                                (7.10) 

sadac k – siTbogamtarobis koeficientia. 

kaloriuli gantoleba Caiwereba eqsperimentebze 

dayrdnobiT 

).,( TUU                                               (7.11) 

miiReba 16 gantoleba 16 ucnobiT, anu sistema aris 

Caketili. am gantolebaTa sistemas miuerTeben sasazRvro 

da sawyis pirobebs. 

hidrodinamikaSi, blanti siTxisaTvis gamoiyeneba 

specifikuri sasazRvro pirobebi, romelTac siTxis mikvris 

pirobebs uwodeben: 

.                                              (7.12) 

 

7.2. navie – stoqs – diugemis gantoleba 

ganvixiloT blanti siTxis maTematikuri modeli im 

SemTxvevisaTvis, roca siTburi efeqtebi imdenad umniSvne-

loa, rom SeiZleba ugulebelvyoT. 

Tu, kinematikur Tanadobebs: 

0 )( iv
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)(
2

1
,, ijjiij vvD  ;                                         (7.13) 

SevitanT niutonis siTxis reologiur gantolebaSi, 

miviRebT 

                                               (7.14) 

Semdeg, (7.14) gantolebas Tu SevitanT moZraobis (7.6) 

gantolebaSi, gveqneba: 

ijijjjiijkjkii bvvvpv   )( .,

*

,

*

,

.

.                     (7.15) 

anu, sabolood 

;                        (7.16) 

am (7.16) gantolebas ewodeba navie – stoqs – diugemis 

gantoleba blanti siTxeebisaTvis. 

P.S. Tu siTxe ukumSavia(rogorc wyali), maSin 

 .                                               (7.17) 

 

 

7.3. navie – stoqsis gantoleba ukumSi siTxeebisaTvis 

Tu ganvixilavT ukumS siTxeebs, maSin siTxis 

ukumSvadobis (7.17) pirobis gaTvaliswinebiT (7.16) – dan 

miviRebT navie – stoqsis maTematikur models: 

;                                    (7.18) 

0 , iiv ;                                                (7.19) 

;                                              (7.20) 

.                                             (7.21) 

ijjijijii bvvpv   ,

*

,

**

,

.

)(

0 , iiv

ijjiii bvpv   ,

*

,

.

0 )( iv

00 )( iti vv 
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miRebuli (7.18) – (7.21) maTematikuri modeli aRwers 

blanti, ukumSi siTxis moZraobas   - areSi,  - sazRvriT. 

 

 

7.4. navie – stoqsis gantoleba gazebisaTvis 

Tu navie – stoqs – diugemis modelSi, gaviTvaliswinebT 

stoqsis pirobas  

**

3

2
 
                                              (7.22) 

maSin, miviRebT navie – stoqsis gantolebas gazebisaTvis: 

ijijjjiii bvvpv   ,

*

,

*

,

.

3

1 .                           (7.23) 

am gantolebas unda mivuerToT mdgomareobis (7.9) 

gantoleba, energiis (7.8) gantoleba da uwyvetobis (7.7) 

gantoleba(Tu ara gvaqvs siTburi efeqtebi). 

 

7.5. gantolebaTa Cawera uganzomilebo saxiT 

simartivisaTvis, ganvixiloT organzomilebiani, blanti, 

ukumSi siTxis dineba. Sesabamisi maTematikuri modeli 

gadavweroT uganzomilebo saxiT da davadginoT msgavsebis 

kriteriumebi, dinebaTa fizikuri modelebis Sesadgenad 

(eqsperimentebis Casatareblad). 

)(
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;            (7.24) 
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;               (7.25) 

0
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x

v

x

v
;                                           (7.26) 
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 0 )( iv ;                                             (7.27) 

00 )( iti vv  .                                              (7.28) 

Tu (7.24) – (7.28) gantolebebSi gadavalT uganzomilebo 

Strixian cvladebze formulebiT: 

.b  ;vp  ;
v

l
  t;  v; '

i

'2

0

'

0

0'

0i

'

0 iiii gbptvvxlx                     (7.29) 

maSin, miviRebT amocanas: 

;             (7.30) 

'

22

0

0

*

'

2

'
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0
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0'
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'
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'
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12
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'
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;             (7.31) 

;0)(
'

2

'

2

'

1

'

1

0

0 









x

v

x

v

l

v
                                        (7.32) 

;    ;                               (7.33)   

;      0)( '

2 v .                                (7.34) 

Tu, (7.30) – (7.34) gantolebebSi SemoviRebT aRniSvnebs 

;
gl

v
Fr      ;Re

0

0

*

00 


lv
                                   (7.35)    

da aRar davwerT Strixebs, miviRebT maTematikur models 

uganzomilebo formiT: 

 ;                      (7.36) 

 ;                      (7.37) 

 ;                                           (7.38)   

 ;     2002 )( vv t  ;                             (7.39) 
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 0)( iv .                                             (7.40)   

mudmiv koeficients Re – reinoldsis ricxvi ewodeba, 

xolo Fr  – frudis ricxvi. 

imisaTvis rom, sxvadasxva masStabis ori modeli iyos 

eqvivalenturi, maT Soris unda arsebobdes msgavseba. 

cxadia, rom ori modeli msgavsi iqneba, Tu modelis reJimis 

ganmsazRvreli mudmivi koeficientebi (Re da Fr), iqnebian 

Sesabamisad tolebi, anu, Tu  

21 ReRe  ;    
21 FrFr  .                                       (7.41) 

am pirobebis erTdroulad dacva ki Zalzed rTulia, 

gansakuTrebiT im amocanebSi, sadac mniSvneloba aqvs 

simZimis Zalis gavlenas. 

modelebis maTematikurad gamosakvlevad, maT rogorc 

wesi, gadaweren uganzomilebo formiT. GgaTvlebis 

Sedegebis praqtikaSi gadasatanad iyeneben Sesabamisi 

gadasvlis formulebs (7.29). 

 

 

7.6. eileris maTematikuri modeli idealuri siTxeebisaTvis 

ganvixiloT blanti, ukumSvadi siTxis dinamika im 

SemTxvevaSi, roca reinoldsis ricxvi izrdeba. eqsperi-

mentebiT dadgenilia, rom mocemuli amocanis pirobebSi, 

arsebobs reinoldsis ricxvis kritikuli mniSvneloba, ase 

rom, Tu krReRe   gvaqvs laminaruli(fenovani, wynari) dineba, 

xolo, Tu krReRe   gvaqvs fenebis Sereva-difuzia, am reJims 

turbulenturi dineba ewodeba.  

Tu ganvixilavT dinebas, romlis drosac , 

miviRebT iseT turbulentur dinebas, romlis drosac 

ganviTarebuli difuziis gamo, siblantis Tvisebas aRar 

aqvs fizikuri gavlena anu dineba SeiZleba ganxiluli iyos, 

Re
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rogorc iseTi siTxis dineba, romlis fenebs Sorisac ara 

gvaqvs xaxunis Zala(aseT siTxeebs idealurs uwodeben). 

idealuri siTxis dinamikis maTematikuri modeli 

SeiZleba miviRoT blanti siTxis modelidan, Tu movaxdenT 

Sesabamis zRvarze gadasvlas im pirobiT, rom . maSin, 

(7.36) –(7.40) maTematikuri modeli miiRebs saxes 

1
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;                              (7.42) 
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;                             (7.43) 

    ;                                           (7.44) 

    00)( iti vv  ;                                             (7.45) 

    0)( 





n

vi .                                             (7.46) 

maTematikur models, romelic moicema (7.42) – (7.46) 

saxiT eileris modeli ewodeba.  

 

 

7.7. uwyvet garemoSi siTbos ganawilebis maTematikuri 

modelireba(difuziis gantoleba) 

ganvixiloT, 3R  - Si raime uwyveti   garemo(siTxe, gazi, 

elastiuri masala ...),  …sazRvriT. 

fizikis kursidan viciT, rom drois t  monakveTSi,   

zedapirs gasWolavs  raodenobis siTbo, romelic 

gamoiTvleba zedapiruli integraliT: 

;                                        (7.47) 

sadac n – aris sazRvris garenormali (x,y,z)  wertilSi; 

Re

0
2
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1
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       k – Sida siTbogamtarobis koeficienti. 

vTqvaT, adgili aqvs uwyveti garemos(masalis) gacivebis 

process, maSin 

0




n

T ;                                               (7.48) 

da maSasadame, (7.47) miiRebs saxes 

tdS
n

T
kQ 



 



 1 .                                       (7.49) 

  - sazRvris zedapirs gadakveTs   - siTbos 

raodenoba, romelic dakarga   moculobis uwyvetma 

garemom (masalam). 

  moculobis m masisa da c kuTri siTbotevadobis,   

simkvrivis garemo gascems  
2Q  siTbos raodenobas, 

romelic gamoiTvleba jeradi integraliT 

   


 dtxxxTttxxxTcQ ),.,(),,,( 3213212
;               (7.50)  

uaryofiTi niSani miuTiTebs imaze, rom xdeba masalis 

gaciveba. Tu ueyveti garemos SigniT arian siTbos 

ganawilebuli wyaroebi 

),,( 321 xxxI kuTri simZlavreebiT, maSin t  droSi wyaroebis 

mier gamomuSavebuli siTbos  3Q  raodenoba iqneba: 




 tdtxxxIQ ),,,( 3213
.                                 (7.51) 

siTburi balansis gantolebas aqvs saxe: 

321 QQQ  ;                                         (7.52) 

aqedan miviRebT, rom 

 

















tdtxxxI

dtxxxTttxxxTctdS
n

T
k





),,,(

),,,(),,,(

321

321321

 .       (7.53)  

1Q
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radgan 

        ;n    ; 00
n

n
ngradT

n

T






                          (7.54) 

da 


 SddSn0
, advilad miviRebT, rom 

 
 







SdkgradTdS

n

T
k ;                                 (7.55) 

magram, gausis formulis Tanaxmad 






 dkgradTdivSdkgradT )( ;                            (7.56) 

Tu (7.54) – (7.56)-s, SevitanT (7.53)-Si miviRebT  

 













tdtxxxI

dtxxxTttxxxTctdkgradTdiv





),,(

),,,(),,,()(

321

321321

;  (7.57) 

Tu, yvela integralqveSa gamosaxulebas erTi 

integralis qveS movaqcevT, gavyofT t -ze da gadavalT 

zRvarze, roca ,0t  miviRebT 

0),,,()( 321 



 txxxI

t

T
cgradTkdiv  .                        (7.58) 

am gantolebas siTbosgamtarobis (difuziis) 

gantolebas uwodeben. am gantolebaSi 

).,,,,(fc      );,,,,( 32123211 txxxTtxxxTfk                        (7.59) 

e.i. (7.58), (7.59) zogad SemTxvevaSi gvaZlevs arawrfiv 

models.  

Tu, davuSvebT, rom 

const,c     constk                                       (7.60) 

maSin, miviRebT wrfiv gantolebas erTgvarovani garemosa-

Tvis: 
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),,,( 321 txxxI
t

T
T 




  ;                                   (7.61)                  

sadac 

       
ii ,TT   ; 

k

c
                                   (7.62) 

Tu, uwyvet garemoSi ar arian ganawilebuli siTburi 

wyaroebi, maSin (7.61) gantoleba miiRebs saxes: 

t

T
T




  .                                              (7.63) 
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VIII Tavi. masalaTa plastikuri muSaobis maTematikuri 

modelireba 

drekadi (elastiuri) masalebi, modebuli datvirTve-

bisagan (Zalebisagan) ganTavisuflebis Semdeg, mTlianad 

aRidgenen Tavis sawyis aradeformirebul mdgomareobas. 

magram, arseboben elastiuri masalebi, romlebic 

nawilobriv inarCuneben daZabul – deformirebul 

mdgomareobas, modebuli datvirTvebis moxsnis Semdegac. 

aseT masalebs plastikuri masalebi ewodebaT, xolo narCen 

deformaciebs – plastikuri deformaciebi.  

8.1. plastikuri deformacia 

plastikuri deformaciebi warmoiSobian deformirebad 

masalaSi, roca Zabvis intensivoba miiRebs garkveul y - 

mniSvnelobas, romelsac drekadobis zRvari an denadobis 

zRvari ewodeba. 

plastikuri masalebis muSaobis maTematikuri modelis 

Sesadgenad, saWiroa dadgindes Sesabamisi reologiuri 

Tanadoba da is pirobebi, romlis drosac iwyeba 

plastikuri deformaciebi. mikroskopiul doneze 

plastikuri deformaciebis Seswavla aris myari sxeulis 

fizikis amocana, Cven ki, SeviswavliT makroskopiul 

fenomenologiur midgomas. 

plastikur zonaSi muSaobisas (siTxeebisagan gansxvave-

biT), masalebisaTvis damaxasiaTebelia mxebi Zabvebis 

arseboba maSinac, roca misi nawilakebi ar moZraoben. 

plastikuri muSaobisaTvis damaxasiaTebeli cnebebi 

ganvixiloT hipoTeturi – plastikuri masalis, Zabva – 

deformaciebis diagramis meSveobiT, romelic yoveli 

konkretuli masalisaTvis igeba masalis laboratoriuli 

Seswavlisas gaWimva – SekumSvis deformaciaze(aseve Zvris 

deformaciaze) (nax. 8.1). 
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nax. 8.1. plastikuri masalis muSaobis daZabul – 

deformirebulimdgomareobis diagrama 

am naxazze  - pirobiTi Zabvaa(Zala gayofili sawyis 

kveTze); xolo   - teqnikuri fardobiTi deformaciaa 

0

0

L

LL
e


 ,                                          (8.1) 

(sadac L – nimuSis sigrZea, L0 – sawyisi sigrZe); 

an naturaluri(logariTmuli) deformaciaa 

).(
2

)1ln(ln 3
2

0

eO
e

ee
L

L
                             (8.2) 

mcire deformaciebis SemTxvevaSi, deformaciis es ori 

maxasiaTebeli erTmaneTs emTxveva( e ). 

naxazze P – wertili, romelic Seesabameba drekadobis 

zRvars, diagramas yofs or nawilad: drekad (lurji 

grafiki) da plastikur(wiTeli grafiki) zonad. 

  

y  

p  E  

  

P  

B 

C 
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zogjer, plastikur zonad iReben iseTi J – wertilidan, 

roca mxebis daxriloba Seadgens 50%-s sawyis 

daxrilobasTan SedarebiT(denadobis jonsonis zRvari). 

P – wertilamde (wrfivi drekadobis zona - lurji), 

Zabvebsa da deformaciebs Soris arsebobs urTierTcalsaxa 

damokidebuleba, amitom Zabvebis moxsnisas masala aRidgens 

sawyis mdgomareobas. 

plastikur zonaSi (P – wertilis marjvniv – wiTeli), 

situacia icvleba. magaliTad, Tu B – wertilSi daviwyebT 

gantvirTvas (TandaTan movxsniT moqmed Zabvebs), maSin 

gantvirTvis mrudi, romelic Sesabamis daZabul – 

deformirebul mdgomareobas aRwers gayveba BC – wrfes, 

romelic praqtikulad paraleluria OP – wrfivi drekadobis 

zonis mrudis nawilisa. C – wertilSi, sadac 0 , Cven gvaqvs 

narCeni  p - deformacia. naxazze E - aRniSnavs deformaciis 

drekad nawils(romelic mTlianad aRdgeba Zalebis moxsnis 

Semdeg). xelaxla datvirTvisas mdgomareobis mrudi C – 

wertilidan wava B – sken, magram ar gauyveba BC – s da ar 

moxvdeba zustad B – wertilSi, radgan datvirTva – 

gantvirTvisas xdeba energiis disipacia (xarjva) da 

maSasadame, gveqneba histerezisis mrudi. 

B – wertilSi dabrunebisas, deformaciebis gasazrdelad 

saWiroa Zabvis gazrda, am movlenas masalis gamyarebas 

uwodeben. cxadia, rom plastikur zonaSi Zabva 

damokidebulia datvirTva – gantvirTvisa da deformaciis 

mTel istoriaze. 

P.S. a) plastikuri deformaciebi Zlieraa damokidebuli 

temperaturaze, magram maTematikuri modelirebisas 

(simartivisaTvis) Tvlian, rom temperatura mudmivia da 

ganixileba izoTermuli plastikuri deformaciebi; 

b) aseve (simartivisaTvis), plastikurobis TeoriaSi, 

datvirTva – gantvirTvis siCqarec ar miiReba mxedvelobaSi 

da Tvlian, rom plastikuri deformaciebi araa 
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damokidebuli droze (am mimarTulebiT elastiurobis 

modelebis dasazusteblad, plastikurobis Teoriis 

paralelurad, ganixilaven masalis cocvadobisa da 

relaqsaciis maTematikur modelebs). 

 

 

8.2. plastikuri deformaciebis warmoSobis kriteriumebi 

plastikurobis kriteriumebi ganazogadeben drekadobis 

zRvaris cnebas samganzomilebiani SemTxvevebisaTvis. 

plastikurobis kriteriumebi gvaZleven gantolebebs, 

romlebsac unda akmayofilebdnen Zabvis tenzoris 

komponentebi, imisaTvis rom daiwyos plastikuri dineba: 

yij Cf )(1 ;                                             (8.3) 

sadac yC - plastikuri dinebis mudmivaa mocemuli 

masalisaTvis. 

zogjer (8.3) Tanadoba Caiwereba erTgvarovani formiT 

0)(2 ijf  ;                                             (8.4) 

aseT SemTxvevaSi, 2f - funqcias denadobis funqcias 

uwodeben. 

yvelaze ufro gavrcelebuli da maTematikurad martivi, 

plastikurobis kriteriumebia: treskis kriteriumi da 

mizesis kriteriumi. 

ganvixiloT TiToeuli maTgani cal – calke: 

a) treskis kriteriumi: plastikuri denadoba iwyeba 

maSin, rodesac maqsimaluri mxebi Zabvebi aRweven kritikul 

yC - mniSvnelobas. 

Tu 321  , ,   Zabvis tenzoris mTavari mniSvnelobebia da  
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321   ;                                             (8.5) 

maSin treskis kriteriums aqvs saxe: 

;
2

)(
2

1
31

y

y constC


                                  (8.6) 

anu 

    .31 y                                           (8.7) 

 

 

b) mizesis kriteriumi: plastikuri denadoba iwyeba 

maSin, rodesac Zabvis tenzoris deviatoris meore 

invarianti aRwevs kritikul yC -mniSvnelobas. 

maTematikurad mizesis kriteriumi Caiwereba 

Semdegnairad: 

22

13

2

32

2

21 26)()()( yyC   .                  (8.8) 

P.S. plastikuri masalebisaTvis erTiani Teoria jer-

jerobiT ar arsebobs, arsebobs rigi miaxlovebiTi 

teqnikuri Teoriebisa, romelTa gamoyenebac Semoifargleba 

Sesabamisi masalebiT da romelTa aRwerac moicema 

Sesabamis specialur kursebSi. 
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III nawili. dinamikuri sistemebis kvlevis meTodebi 

IX Tavi. bulis algebrebis kategoria  
 

Sesavali 
 

kategoriaTa Teoria aris maTematikis dargi, romelic 
maTematikur struqturebs da maT Soris kavSirebs swavlobs 
garkveuli abstraqtuli meTodebis gamoyenebiT. kategoriebi 
pirvelad Semoitanes sonders makleinma da samuel 
ailenbergma. kategoriaTa Teoriis sabaziso cnebebia: 
kategoria, funqtori, bunebrivi gardaqmna, SeuRleba da a.S. 
kategoriaTa Teoria farTod gamoiyeneba Teoriul informa-
tikaSi. Cven ganvixilavT bulis algebrebis kategorias, 
sadac morfizmebis rols asruleben bunebrivi homomor-
fizmebi. 

 
9.1. gamonaTqvamTa bulis algebra  

 
mogexsenebaT, rom msjelobisas Cven viyenebT TxrobiT 

winadadebebs, maTematikaSi maT gamonaTqvamebs uwodeben da 
laTinuri asoebiT aRniSnaven. 
 
magaliTad: p –  “sokrate adamiania”; 
                        q –  “adamiani mokvdavia”; 
                        r – “sokrate mokvdavia”. 
 
gamonaTqvamebis saSualebiT adgenen rTul winadadebebs. am 
faqtis formalizacias maTematikur logikaSi axorcieleben 
unaruli da binaruli operaciebi.  
gansazRvreba: unaruli ewodeba operacias, romelic 
sruldeba erT obieqtze(gamonaTqvamze). una – laTinurad 
niSnavs erTs. 
gansazRvreba: binaruli ewodeba operacias, romelic 
sruldeba or obieqtze(gamonaTqvamze). bi – laTinurad 
niSnavs ors. 
 
gansazRvreba: ori p da q gamonaTqvamis diziunqcia (“ ” – an) 
ewodeba iseT p q gamonaTqvams(p an q), romelic WeSmaritia 
maSin da mxolod maSin, roca WeSmaritia an p an q (erT-erTi 
mainc). 
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aristoteles modelSi[1-3] (zogjer amboben logikaSi), 
nebismieri gamonaTqvami an WeSmaritia, an mcdari. amboben, 
rom WeSmariti(true) gamonaTqvamis WeSmarituli mniSvneloba 
udris 1-s, xolo, mcdari(false) gamonaTqvamisa ki, udris 0-s. 
am SeTanxmebis safuZvelze, SegviZlia SevadginoT 
WeSmaritobis cxrili diziunqciis operaciisaTvis (cxrili 
9.1): 
                             
                          cxrili 9.1 

p q p q 
1 1 1 
1 0 1 
0 1 1 
0 0 0 

                                                 
gansazRvreba: ori p da q gamonaTqvamis koniunqcia (“ ” – da) 
ewodeba iseT p q gamonaTqvams(p da q), romelic WeSmaritia 
maSin da mxolod maSin, roca WeSmaritia p da q (orive 
erTdroulad).  
koniunqciis operaciisaTvis, aseve, SegviZlia SevadginoT 
WeSmaritobis cxrili (cxrili 9.2):   
  
                           xrili 9.2 

p q p q 
1 1 1 
1 0 0 
0 1 0 
0 0 0 

 
 gansazRvreba: or p da q gamonaTqvams eqvivalenturi 
() ewodebaT (Caweren pq), Tu maT aqvT WeSmaritobis 
erTnairi mniSvnelobebi, maTSi Semavali gamonaTqvamebis 
nebismieri mniSvnelobebisaTvis. 

eqvivalentobis cneba saSualebas gvaZlevs 
CamovayaliboT zemoT Semoyvanili ori binaruli operaciis 
(“ ” da “ ”) Tvisebebi. isini, nawilobriv, analogiuri 
arian, CvenTvis cnobili ricxvebis Sekrebisa da gamravlebis 
operaciebis Tvisebebisa. Tumca, aris gansxvavebebic. 
ganvixiloT es sakiTxi ufro detalurad (cxrili 9.3). 
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cxrili 9. 3 

gamonaTqvamebis 
Tvisebebi 

Tvisebis 
dasaxeleba 

Sesabamisi 
Tviseba  
Sekrebisa da 
gamravlebis 
operaciebisaTvis 

emTxvevian(+), 
Tu, ar 
emTxvevian(-)  
Tvisebebi 

p q  q p komutaciurobis 
Tviseba 

a+b=b+a + 
p q  q p axb=bxa + 

(p q) r  p (q

 r) 

asociurobis 
Tviseba 

(a+b)+c=a+(b+c) + 

(p q) r  p (q

 r) 

(axb)xc=ax(bxc) + 

(p q) r(p r)

 (q r) 

distribuciulobis 
Tviseba 

(a+b)xc=axc+bxc + 

(p q) r(p r)

 (q r) 

(axb)+c
(a+c)x(b+c) 

- 

p pp idempotentobis 
Tviseba 

a+a a - 

p pp axa a - 

 
rogorc vxedavT, distribuciulobis meore Tviseba da 

idempotentobis Tviseba, gamonaTqvamebze gansazRvrebuli 
operaciebisaTvis, ukve, iZleva gansxvavebas ricxvebze 
gansazRvrul operaciebTan SedarebiT. rac imis momaswave-
belia, rom ricxviTi simravleebi operaciebTan mimarTebaSi 
(algebris TvalsazrisiT) ufro sxva struqturuli sistemaa 
bulis algebrasTan SedarebiT. 
 
exla, ganvixiloT uaryofis unaruli operacia, romelic 
ganisazRvreba gamonaTqvamebze: 
 
gansazRvreba: p gamonaTqvamis uaryofa (“”-ara) ewodeba 
iseT p gamonaTqvams(ara p), romelic WeSmaritia, roca p 

mcdaria da piriqiT, mcdaria roca p WeSmaritia. 
Sesabamis WeSmaritobis cxrils aqvs saxe (cxrili 9.4) : 
                          cxrili 9.4 

p p 

1 0 

0 1 

 
amrigad, gamonaTqvamTa algebraSi ganimarteba sami 

ZiriTadi operacia ( , , ). es sami operacia gansazRvravs 
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mTel gamonaTqvamTa algebras. analogiur, algebrul 
sistemebs bulis algebrebs uwodeben. 

yvela sxva operacia gamonaTqvamTa bulis algebraSi, 
gamoisaxeba am sami operaciis meSveobiT.  

maTematikur msjelobaSi (aseve, sxva tipis gansjis 
dros), Cven xSirad viyenebT sityvier konstruqcias: “Tu p, 

maSin q”. am winadadebas maTematikur logikaSi Caweren 
Semdegnairad : pq  (p – dan gamomdinareobs q). “” - 

simbolos implikacis uwodeben. 
 
imisaTvis, rom gansja vawarmooT da avagoT rTuli 

winadadebebi, saWiroa gamovyoT is ZiriTadi kanonebi, 
romlebsac Cven azrovnebis kanonebs vuwodebT da romlebic 
saSualebas gvaZleven formalizacia gavukeToT Cveulebriv-
salaparako enas (cxrili 9.5) : 
                                               cxrili 9.5 

kanonis formaluri Cawera kanonis dasaxeleba 

p (p)1 gamoricxuli mesamis kanoni 

p (p)0 winaaRmdegobis kanoni 

p 11; p 0p; p 1p; p 00 STanTqmis kanonebi 

(pq)((p) q) kontrapoziciis kanoni 

(pq)  (qr)  (pr) silogizmis kanoni 

 (p q)(p) (q) de morganis  
kanonebi 

 (p q)(p) (q) 

 (  p)  p ormagi uaryofis kanoni 

))()(()( pqqpqp   eqvivalentobis kanoni 

 
salaparako enis maTematikur models warmoadgens, 
gamonaTqvamTa bulis algebra : sami operaciiT, implikaciis 
cnebiTa da eqvivalentobis mimarTebiT. 

Cven ukve SegviZlia formalizacia gavuwioT sakmaod 
rTul winadadebebs.  
 

magaliTad: vTqvaT, gvaqvs winadadeba - “Tu, didia 
tenianoba da maRalia temperatura, maSin Cven, Tavs ver 
vgrZnobT kargad”. movaxdinoT misi formalizacia. 
amisaTvis, SemoviRoT aRniSvnebi : 
         “didia tenianoba” – aRvniSnoT P asoTi ; 
         “maRalia temperatura” – aRvniSnoT Q asoTi ; 
         “Tavs vgrZnobT kargad ” – aRvniSnoT C asoTi ; 
maSin, SemoTavazebuli winadadeba SeiZleba formalurad 
CavweroT Semdegi saxiT: 
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(PQ) (C).                                                       (9.1)     
aseTnairad agebul formalur gamosaxulebebs bulis 

formulebs uwodeben. 
 
gansazRvreba: iseT gamosaxulebebs, romlebic aigebian 
atomebze - sawyis gamonaTqvamebze, bulis algebris sami 
operaciisa, implikaciis cnebisa da eqvivalentobis 
mimarTebis meSveobiT bulis formulebi ewodebaT. 
 
magaliTad:  P  ; da   (C)  - ara arian bulis formulebi.  
 

gansazRvreba: bulis formulebs eqvivalenturi 
ewodebaT, Tu maTi WeSmarituli mniSvnelobebi erTmaneTs 
emTxvevian, maTSi Semavali atomebis nebismieri realizaciis 
SemTxvevaSi. 
 

magaliTad: ganvixiloT de morganis pirveli kanoni da 
davamtkicoT, rom eqvivalentobis marjvena da marcxena 
mxares mdgari formulebi marTlac eqvivalenturi arian. 
amisaTvis, ganmartebis Tanaxmad, ganvixiloT am formulebis 
WeSmaritobis cxrilebi atomebis (p,q) nebismieri 
realizaciis SemTxvevaSi (cxrili 9.6) da vaCvenoT, rom maTi 
WeSmarituli mniSvnelobebi erTmaneTs emTxvevian: 
 

 (p q)(p) (q)  de morganis pirveli kanoni            
(9.2) 

 
damtkiceba : 

                                                                cxrili 9.6 

p q p q p q  (p
q) 

(p) (
q) 

1 0 0 1 1 0 0 

1 1 0 0 1 0 0 

0 1 1 0 1 0 0 

0 0 1 1 0 1 1 

rogorc vxedavT, bolo ori svetis mniSvnelobebi 
erTmaneTs emTxveva, rac niSnavs dasamtkicebels. anu, 
eqvivalentobis marcxena da marjvena mxares mdgari 
formulebi – arian eqvivalenturi. 
 

gansazRvreba: iseT formulas, romlis WeSmarituli 
mniSvnelobac udris 1, masSi Semavali atomebis 
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(gamonaTqvamebis) nebismieri realizaciis SemTxvevaSi – 
tavtologia ewodeba. 
magaliTad : 1) Gp (p) – tavtologiaa, gamoricxuli mesamis 
kanonis Tanaxmad. 
2) ganvixiloT formula : H((PQ)P)Q . misi 
WeSmarituli mniSvnelobis dasadgenad, saWiroa, an 
SevadginoT WeSmaritobis cxrili, an gavamartivoT is 
azrovnebis zemoT moyvanili kanonebis mixedviT. Cven, am 
magaliTSi, virCevT bulis funqciis gamartivebis gzas : 

H(((PQ)P)Q)(((PQ)P) Q)(((PP) (QP))Q)      
(9.3) 

(0 (QP)) Q) ((QP) Q)( (QP))Q(Q) (P)  Q  

1 (P) 1. 
rac imas niSnavs, rom mocemuli formula tavtologiaa. 
 

gansazRvreba: amboben, rom formula winaaRmdegobrivia 
(araa swori), Tu, is mcdaria (sxvanairad, misi WeSmarituli 
mniSvneloba udris 0-s), masSi Semavali atomebis(martivi 
gamonaTqvamebis) nebismieri realizaciis SemTxvevaSi.  
 

magaliTad : G  p (p) formula winaaRmdegobrivia, 
winaaRmdegobis kanonis Tanaxmad. 
 
savarjiSo: aCveneT, rom formula 

H(PQ) (P (Q))  - winaaRmdegobrivia.                 (9.4) 
 
gansazRvreba: atoms an atomis uaryofas litera ewodeba. 
 
magaliTad : Q; P  - literebia.  PQ – araa litera. 
 
gansazRvreba: amboben, rom formula 
FF1 F2  . . . Fn    ;                                                                                                                     (9.5)                                  

warmoadgenilia koniunqtiur normalur formaSi, Tu 
TiToeuli Fi  warmoadgens diziunqtiur literas. 
anu, koniunqtiuri normaluri formis formula, Seicavs 
literebis diziunqciaTa koniunqcias. 
 

magaliTad : F(P (Q))  (PQ).                                       (9.6) 
 
analogiurad, ganixilaven diziunqtiuri normaluri formis 
cnebas. 
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gansazRvreba: amboben, rom formula 

FF1 F2 . . . Fn                                                                                                                               (9.7)    
warmoadgenilia diziunqtiur normalur formaSi, Tu 
TiToeuli Fi  warmoadgens koniunqtiur literas. anu, 
diziunqtiuri normaluri formis formula Seicavs 
literebis koniunqciaTa diziunqcias. 
 
magaliTad : F(P  (Q))  (PQ).                                              (9.8) 
 

Teorema : vTqvaT mocemulia formulebi F1 ; F2 ; . . .Fn   da 
formula G. formula G  gamomdinareobs F1 ; F2 ; . . .Fn 

formulebidan , maSin da mxolod maSin, roca formula  
(F1  F2 ; . . .  Fn) G  tavtologiaa. 
 
Teorema : vTqvaT mocemulia formulebi F1 ; F2 ; . . .Fn   da 
formula G. formula G  gamomdinareobs F1 ; F2 ; . . .Fn 

formulebidan , maSin da mxolod maSin, roca formula  
(F1  F2 ; . . .  Fn) (G)  winaaRmdegobrivi formulaa. 
 
P.S.  

1) warmodgenili Teoria, ara marto warmoadgens salaparako  
enis formalur models, aramed qmnis safuZvels, raTa 
amoixsnas rene dekartis amocana universaluri algoriTmis 
povnis Sesaxeb, im amocanebisaTvis, romlebic uSveben 
formalizacias aristoteles logikis farglebSi, zemoT 
moyvanili meTodebis meSveobiT [4]; 
    2) aristoteles logikis garda, arsebobs samniSna 
logikac. aq nebismieri gamonaTqvami an WeSmaritia, an 
mcdari an mis WeSmaritobaze arafris Tqma ar SegviZlia [3]. 
    3) arsebobs maTematikuri ganzogadoeba n-niSna logikac. 
romlis Teoriac sakmaod ganviTarebulia, magram jer-
jerobiT naklebad gamoiyeneba praqtikaSi [5]. 
    4) SemuSavebulia aramkafio logikac [6]. aq TiToeuli 
gamonaTqvami WeSmaritia garkveuli albaTobiT. es Teoria 
farTo gamoyenebas poulobs ekonomikaSi, katastrofebis 
prognozirebis saqmeSi da saerTod, yvela im amocanaSi, 
sadac garemo pirobebi imdenad swrafad da moulodnelad 
icvleba, rom amocanis determinirebuli, calsaxa dasma 
SeuZlebelia. 
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    5) maTematikosebi swavloben aseve, intuicionistur 
logikas, romlis fuZemdeblebic arian Bbraueri, veili da 
heitingi [7]. intuicionisturi logika maTematikur kuriozs 
warmoadgens, aq uaryofen winaaRmdegobis kanons da cdilo-
ben axleburad aagon mTeli mecniereba.  
 

 

9.2. simravleTa bulis algebra 
 

gamonaTqvamTa bulis algebris analogiur struqturas, 
warmoadgens simravleTa bulis algebra. movaxdinoT misi 
konstruqciuli ageba, gamonaTqvamTa bulis algebris 
analogi-urad. simravleebs aRniSnaven didi laTinuri 
asoebiT, xolo maT elementebs Sesabamisi patara asoebiT. 
 
magaliTad:       
A – msmenelTa ricxvi auditoriaSi; 
N – naturalur ricxvTa simravle;  
Z – mTel ricxvTa simravle; 
Q – racionalur ricxvTa simravle;    
R – namdvil ricxvTa simravle; 
M – qalebis ricxvi qarTul leqsebSi . . . 

simravleTa Teoriis fuZemdeblad iTvleba germaneli 
maTematikosi georg kantori[8]. simravlis cnebas zusti 
gansazRvreba ara aqvs, Tumca is moicema intuiciurad 
g.kanto-ris mier Semdegi formiT: 
 
miniSneba: simravle aris bevri, romelsac Cven erTianad 
gaviazrebT. 
 

gansazRvreba: or simravles ewodebaT toli, Tu, isini 
Sedgebian erTidaimave elementebisagan. am faqts Caweren 
Semdegnairad: A=B. 

 
SemoviRoT diziunqciisa, koniunqciis da gamonaTqvamis 

uaryofis Sesabamisi operaciebi simravleebze. 
 
gansazRvreba: ori A da B simravlis gaerTianeba (“ ” - 
gaerTianeba) ewodeba iseT AB simravles, romlis yoveli 
elementic ekuTvnis an A, an B simravles(erT-erTs mainc). 
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simboloebis saSualebiT es gansazRvreba Caiwereba 
Semdegnairad: 

AB= BeAe e .                                                                                  (9.9) 

Canaweri Ae  - waikiTxeba ase“e ekuTvnis(rogorc elementi) 
A simravles”. 
P.S. rogorc simboluri Canaweridanac Cans, gaerTianebis 
operacia ganisazRvreba diziunqciis operaciis saSualebiT.  
 
gansazRvreba: ori A da B simravlis TanakveTa (“ ” - 
TanakveTa) ewodeba iseT AB simravles, romlis yoveli 
elementic ekuTvnis  A-sac da B - sac (erTdroulad). 
 
simboloebis saSualebiT es gansazRvreba Caiwereba 
Semdegnairad: 

AB= BeAe e .                                                                                (9.10) 

 

P.S. rogorc simboluri Canaweridanac Cans, TanakveTis 
operacia ganisazRvreba koniunqciis operaciis saSualebiT.  
   

exla ganvixiloT mcdari da WeSmariti gamonaTqvamebis 
analogebi simravleTa bulis algebraSi. 
 
gansazRvreba: iseT simravles, romelic ar Seicavs 
elementebs carieli simravle (Ø) ewodeba. 
 
P.S. carieli simravle simravleTa bulis algebraSi 
TamaSobs igive rols, rasac mcdari gamonaTqvami - 
gamonaTqvamTa bulis algebraSi. 
 
gansazRvreba: iseT simravles, romelic Seicavs yvela sxva 
simravles universaluri (E) simravle ewodeba. 
 
P.S.  

1. universaluri simravle, simravleTa bulis algebraSi 
TamaSobs igive rols, rasac WeSmariti gamonaTqvami - 
gamonaTqvamTa bulis algebraSi.  

 
2. aqve unda aRiniSnos, rom am cnebasTan dakavSirebulia 
rigi antinomiebisa, rac xSirad, ukavSirdeba cnebaTa 
aRrevas. 
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 simravle, romelic Tavis Tavs Seicavs elementis 
saxiT, cocxali sistemebis sivrceSi moxvedrisas, 
fraqtalad gardaiqmneba, radgan sxvadasxva masStabSi aqvs, 
erTidaigive, erTmaneTSi usasrulod Calagebuli 
ganusazRvreli struqtura.  

amdenad, aseTi tipis warmonaqmnebi ar unda CavTvaloT 
klasikur simravled, anu, universaluri simravlisaTvis 
aseTi winaaRmdegobrivi struqturis moTxovna araa 
marTlzomieri. 

is faqti rom A simravle aris sxva B simravlis nawili, 
anu CarTulia masSi rogorc qvesimravle, Caiwereba 
Semdegnairad: BA .  

am CanawerSi aRniSnulia, rom A simravle aris sxva B 

simravlis nawili da SeiZleba mTlianad emTxveodes kidec 
mas.  

im SemTxvevaSi, roca am simravleebis toloba 
gamoricxulia, amboben rom, A simravle aris sxva B 

simravlis sakuTrivi nawili da Caweren BA . 
exla ganvixiloT gaerTianebisa da TanakveTis operaci-

ebis Tvisebebi, romlebic mTlianad analogiuria, gamonaT-
qvamebze gansazRvruli diziunqciisa da koniunqciis opera-
ciaTa Tvisebebisa (cxrili 9.7). 
                                                                 cxrili 
9.7 

simravleTa gaerTianebisa 
da TanakveTisa Tvisebebi 

Tvisebisa da 
kanonebis 
dasaxeleba 

diziunqciisa da 
koniunqciis 
Tvisebebi 

ABBA   komutaciuroba p q  q p 

ABBA   p q  q p 
)()( CBACBA   asociuroba (p q) r  p (q r) 

)()( CBACBA   (p q) r  p (q r) 

)()()( CBCACBA   distribuciuloba (p q) r(p r) (q
 r) 

)()()( CBCACBA   (p q) r(p r) (q
 r) 

AAA   idempotentoba p pp 

AAA   p pp 





A  ;EA

  A;A  ;

A

EEA
 

STanTqmis kanonebi p 11; p 0p; p 1
p; p 00 

exla, SemoviRoT gamonaTqvamis uaryofis Sesabamisi 
operacia simravleebze. am operacias simravlis damatebas 
eZaxian. 
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 gansazRvreba: mocemuli A simravlis damateba E 

universumamde ewodeba iseT A
c
 simravles, romlis yoveli 

elementic ekuTvnis E-s da ar ekuTvnis A-s. 
 
es gansazRvreba, formaluri aRniSvnebiT ase Caiwereba: 

A
c
= AeEee   .                                                                                     (9.11) 

 
de morganis kanonebs, simravleTa bulis algebraSi aqvT 
saxe: 

ccc BABA  )( ;                                           (9.12) 
ccc BABA  )( .                                           (9.13) 

ormagi uaryofis kanons, simravleebisaTvis Caweren Semdeg-
nairad: 

(A
c
)

c
=A.                                                                                                      (9.14)      

 

P.S. rogorc vxedavT, gamonaTqvamTa bulis algebra da 
simravleTa bulis algebra, miuxedavad Sinaarsobrivi 
sxvao-bisa, operaciebis mimarT identurni arian.  
 

gansazRvreba: or algebrul sistemas hqviaT homomorfuli, 
Tu, maTSi gansazRvrulia operaciaTa erTnairi raodenoba 
da maT elementebs Soris arsebobs iseTi Sesabamisoba, rom 
operaciebis Sesabamisoba inaxavs elementTa Sesabamisobas.  

ase, rom cxadia gamonaTqvamTa bulis algebra homomor-
fulia simravleTa bulis algebrisa. 

 
9.2.1. fraqtali, rogorc simravle 

 
  simravle moicema Tavisi elementebis saSualebiT 
         ,                                               

sadac    mocemuli   simravlis   uri elementia, xolo   
indeqsTa simravlea. 

simravlis TiToeuli    elementi, is umciresi 
“agurTagania”, romlisganac   simravle Sedgeba. Tu, gvinda 
   elementis SigniT SevideT, maSin mas unda SevxedoT, 
rogorc “damoukidebel” axal simravles. es mogvcems 
saSualebas “davinaxoT” misi Semadgeneli       elementebi. 

Tu gvinda SevideT ufro Rrmad, anu, SeviswavloT          

simravle, maSin       elementebs unda SevxedoT rogorc 
damoukidebel simravleebs da a.S. 
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cxadia, rom    aris   simravlisaTvis wertili, xolo 
      aris    simravlis wertili da a.S. anu, SegviZlia 
SemoviRoT cneba: 

gansazRvreba:   simravlis yovel    elements, misi 
wertili ewodeba. 

Tu,   simravle metrikuli sivrcea (anu, gvaqvs masSi 
manZilis cneba), maSin SegviZlia vTqvaT, rom   simravlis 
diametri araa naklebi, misi    wertilebis diametrebze, anu, 

                    . 
gansazRvreba: Tu,            . . . erTnairi geometriuli 

struqturis simravleebia, maSin   simravles fraqtali 
ewodeba. 

fraqtalebs axasiaTebs sxvadasxva masStabSi ganmeoreba-
di geometriuli struqtura. magaliTad, cnobili klasiku-
ri, fraqtaluri simravleebia: serpinskis samkuTxedi 
(nax.9.1); serpinskis kvadratuli xaliCa (nax. 9.2); kantoris 
simravle (nax. 9.3). 

 
 

nax. 9.1. serpinskis samkuTxedi 
 

 
nax. 9.2. serpinskis kvadratuli xaliCa 

 

 
nax. 9.3. kantoris simravle 
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aseve, fraqtalia tyeSi yoveli xe, romlis TiToeul 
tots aqvs erTnairi geometriuli struqtura, Tumca, rac 
ufro zemoT kenweroskenaa toti, misi zomebi ufro mcire 
masStabisaa. 

fraqtaluri forma aqvs cocxali organizmebis Sinagani 
organoebis qsovils(filtvs, RviZls, guls, sisxlZarRvebs), 
Tumca, TiToeuli maTganis fraqtaluri struqtura 
individualuria, amdenad, cocxali sistemebi multifraqta-
luri struqturis matareblebi arian. 

 

 
9.3. relaciuri sistemebi 

 

vTqvaT, mocemuli gvaqvs A simravle. maSin am simravlis 
Tavis Tavze dekartul namravls aRniSnaven 2AAA 

simboloTi. 
 
gansazRvreba: ori A da B simravlis dekartuli namravli 
ewodeba iseTi (a;b) dalagebuli wyvilebis simravles, 
romelTagan pirveli ekuTvnis A-s, xolo meore B-s. 
simboloebis saSualebiT es ganmarteba ase Caiwereba: 

 Bb A a );(  baBA .                                           (9.15)   

 
es ganmarteba saSualebas gvaZlevs SemoviRoT mimarTebisa 
da funqciis cneba. 
 
gansazRvreba: ori A da B simravlis dekartuli namravlis 
nebismier R qvesimravles, mimarTeba ewodeba. 
e.i. Tu R mimarTebaa, maSin BAR  .                          (9.16) 

magaliTi : Tu, A – namdvil ricxvTa simravlea(wrfis 
wertilebis simravle), maSin A

2
 – dekartuli namravli 

gvaZlevs sibrtyis wertilTa simravles da nebismieri 
monakveTi am sibrtyeze, an nebismieri wertilTa 
qvesimravle, iqneba mimarTeba gansazRvruli A simravleze. 
 
gansazRvreba: iseT mimarTebas, romlis drosac a-s yovel 
mniSvnelobas Seesabameba b-s erTaderTi mniSvneloba 
funqcia ewodeba. 
 

e.i. funqcia iseTi gadasaxvaa BA : f , romlisTvisac A 

simravlis nebismier mniSvnelobas, Seesabameba B simravlis 
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erTaderTi elementi. sxvanairad rom vTqvaT, f  funqcias 
moeTxoveba calsaxoba. 
 
 
P.S.  
arsebobs sami tipis gadasaxva: sureqcia, ineqcia da bieqcia. 
sureqciis dros gadasaxvaSi monawileoben A da B 

simravleebis yvela elementi; ineqciis dros A simravle 
urTierTcalsaxa TanadobaSia B simravlis raRac nawilTan; 
xolo bieqciis dros, gvaqvs urTierTcalsaxa Tanadoba A 

da B simravleebs Soris. ase, rom bieqcia aris, 
erTdroulad, ineqciac da sureqciac. 
 
gansazRvreba: Tu, gvaqvs iseTi gadasaxva BA : f , rom A da 

B raime abstraqtuli simravleebia(funqciebi, adamianebi 
arCeuli garkveuli niSniT, qalaqebi, neironebi . . .), maSin 
f  gadasaxvas operators uwodeben. 
 
gansazRvreba: funqciebisagan Sedgenil simravles 
funqcionaluri sivrce ewodeba. 
 

magaliTi: )(GC
- Tavis nebismieri rigis warmoebulTan 

erTad uwyveti, funqciebisagan Semdgari simravlea.  
 

2L  - kvadratiT integrebadi funqciebisagan Sedgenili 
hilbertis funqcionaluri sivrcea.  
    rac Seexeba operatoris cnebas, Cven viciT, warmoebulis 

operatori 
22L : L

dx

d
 ; sadac 

2L  hilbertis funqcionaluri 

sivrcea; aseve, viciT integrebis operatori; koordinatTa 
sistemis mobrunebis operatori d.a.S. 
 
gansazRvreba:  Tu, gvaqvs iseTi gadasaxva BA : f , rom A 

raime funqcionaluri sivrcea, xolo B raime ricxviTi 
simravle, maSin f gadasaxvas funqcionals uwodeben. 
 
es funqcionali praqtikaSi gamoiyeneba Semdegi formiT: 


1

0

)()( dxxffK .                                             (9.17)      

magaliTi:  

1

0

2L : Rdx  funqcionali nebismier funqcias  
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2L -funqcionaluri sivrcidan gadasaxavs namdvil ricxvTa R 
simravleSi. anu, nebismier funqcias Seusabamebs, mocemuli 
gansazRvruli integralis mniSvnelobas am funqciidan. F 
 
gansazRvreba: Tu, mocemuli gvaqvs A simravle da masze 

gansazRvrulia R mimarTeba, maSin RA;  wyvils relaciuri 

sistema ewodeba. 
 
magaliTi: Tu, A gamonaTqvamTa bulis algebraa, xolo R 

masSi gansazRvruli raime mimarTeba, maSin RA;  iqneba 

relaciuri sistema. aseve, Tu, B simravleTa bulis algebraa 

da S masze gansazRvrebuli raime mimarTeba, maSin SB;  

relaciuri sistemaa. 
 

gansazRvreba: ori RA;  da SB;  relaciur sistemas 

ewodebaT izomorfuli, Tu, arsebobs iseTi 
urTierTcalsaxa gadasaxva BA : f , rom nebismieri ( ) x,y

A adgili aqvs tolobas: 
)()( ySfxfxRy  .                                                    (9.18) 

izomorfuli relaciuri sistemebisaTvis, Tu raime Tvisebas 

aqvs adgili RA; -Si, maSin, aqvs adgili SB; -Sic. maSasadame, 

izomorfuli sistemebi algebrulad identuria(erTnairia). 
P.S.  
homomorfizmi, izomorfizmisagan gansxvavebiT, ar iTxovs 
Sesabamisobis urTierTcalsaxobas. xolo, Tu 
homomorfizmis moTxovnas davumatebT Sesabamisobis 
urTierTcalsaxobas miviRebT izomorfizms. relaciuri 
sistemebi farTod gamoiyeneba informaciis geometriuli 
kodirebis TeoriaSi [9-17] (RO-funqciis meTodi). 
 

 
9.4. TeoremaTa avtomaturi damtkicebis Teoriis elementebi 

 
TeoremaTa avtomaturi damtkicebis Teoria aris 

xelovnuri inteleqtis SemuSavebis erT-erTi meTodi, 
romelic saSualebas iZleva kompiuteris saSualebiT 
davadginoT, rom mocemuli mravalricxovani informaciidan 
SesaZlebelia, Tu ara, gavake-ToT garkveuli daskvna. maSin, 
roca Cveni amocana formalizebulia bulis formulebis 
meSveobiT, Cven SegviZlia gavakeToT daskvna warmoadgens, 
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Tu ara mocemuli formula, sxva agebul formulaTa 
simravlis logikur Sedegs. 

magaliTisaTvis, ganvixiloT amocana: vTqvaT, aqciebis 
kursi ecema, Tu maTi sawyisi saprocento ganakveTi izrdeba. 
davuSvaT, aseve, rom xalxis umravlesoba ubedurad grZnobs 
Tavs, roca aqciebis kursi ecema. vTqvaT, cnobili gaxda, 
rom sawyisi saprocento ganakveTebi izrdeba. maSin, 
SegviZlia gavakeToT daskvna, rom xalxis umravlesoba 
ubeduria. 
imisaTvis, rom gavakeToT aseTi daskvna avtomaturad, 
movaxdinoT mocemuli amocanis formalizacia. 
P – aqciebis sawyisi saprocento ganakveTi izrdeba; 
S – aqciebis fasi ecema; 
U – xalxis umravlesoba ubeduria. 
maSin, am amocanis formalizacias aqvs saxe: 

  ;SP                                                                                                       (9.19) 
;US                                                                                                         (9.20) 

;P                                                                                                                 (9.21) 
.U                                                                                                                 (9.22) 

vaCvenoT, rom (9.22) WeSmaritia, rogorc ki WeSmariti iqneba 
bulis formula: 

))()(( PUSSP  . jer, es formula gardavqmnaT 
koniunqtiur normalur formamde: 

))()(( PUSSP   ))(())((()))(())(( USSPPPUSSP  
 )))(())(0(()))(())())(((( USSPUSSPPP  

USPUSPSSPUSSP  )())(())(()( .                    
(9.23) 

ase, rom Tu, ))()(( PUSSP   formula WeSmaritia, maSin 
USP   formulac WeSmaritia. radgan frmula USP   

WeSmaritia, maSin da mxolod maSin, roca WeSmaritia P,S da 
U gamonaTqvamebi erTdroulad, cxadia, rom maSin WeSmaritia 
U gamonaTqvamic. rac, imas niSnavs rom, formula U, aris 
(1.19), (1.20) da (1.21) formulebis Sedegi. 
 

P.S.analogiurad xdeba sxvadsxva tipis amocanebis 
formalizacia da maTi avtomaturi amoxsna kompiuteris 
meSveobiT, risTvisac SemuSavebulia gilmoris, devisis, 
robinsonis, Cenis, kovalskis da erbranis algoriTmebi[4]. 
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9.5. predikatebi. rvaCov-obgaZis geometriuli kodirebis  
RO – meTodi 

 
Cvens mier adre ganxilul gamonaTqvamebs qondaT 

fiqsirebuli saxe: “sokrate adamiania”, “sokrete mokvdavia” 
d.a.S. praqtikaSi, xSirad, vxvdebiT cvladebis Semcvel  
gamonaTqvam-funqciebs: “x racionaluri ricxvia”, “y keTili 
adamiania”. . . 
 
gansazRvreba: cvladis Semcvel gamonaTqvamebs predikatebs 
uwodeben. 

xarkovelma inJinerma rvaCovma Seqmna geometriuli 
kodirebis erT-erTi meTodi, romelsac R – funqciis meTods 
uwodeben. SemdgomSi, es funqciebi gamoyenebuli iqna 
maTematikuri fizikis amocanebis amosaxsnelad[9]. 
mogvianebiT, R – funqciis meTodi Tamaz obgaZis mier 
gadayvanil iqna Tanamedrove algebris enaze [10-11], rac 
saSualebas iZleva maTematikuri sizustiT Camoyalibdes R - 

funqciis agebis algoriTmi da ganzogaddes mravladbmuli 
SemTxvevebisaTvis.  

exla gadavideT, TviT RO – funqciis agebis algoriTmze, 
romelsac warmovadgenT diagramis meSveobiT bulis 
algebrebis kategoriaSi (bulis algebrebis kategoria aris 
bulis algebrebis simravle, maT Soris arsebul gadasxveb-
Tan (morfizmebTan) erTad): 

rLLL  21
 ,                                             (9.24) 

sadac 
1L  - aris simravleebze agebuli bulis algebra, 

       
2L  - aris predikatebze agebuli bulis algebra, 

       
rL - aris rvaCovis funqciebis bulis algebra. 

isrebiT aRniSnulia bunebrivi homomorfizmebi. 
es algoriTmi ganvixiloT konkretul magaliTze. vTqvaT, 
gvsurs avagoT rTuli wiris gantoleba, maSin roca viciT 
Tu, misi nawilebi romeli funqciebis grafikebia (nax. 9.4) 

 
nax. 9.4. ori wrewiri R da r radiusebiT 
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Cveni amocanaa SevadginoT iseTi funqciis analizuri 
gamosaxuleba, romelic nulis tol mniSvnelobas iRebs am 
ori wrewiris sazRvarze da sxva wertilebSi araa nuli. 
(9.24) diagramidan gamomdinare, jer 

1L  simravleTa bulis 
algebraSi vagebT sayrden simravleebs, anu im simravleebs, 
romelTa saSualebiTac SesaZlebelia simravleTa bulis 
algebraSi aRvweroT saZebni simravle. 

 0)()(),( 222

1  Rbyaxyx ,                            (9.25)  

 0)()(),( 222

2  byaxRyx ,                            (9.26)  

 0)()(),( 222

3  rdycxyx ,                             (9.27)  

 0)()(),( 222

4  dycxryx .                             (9.28)  

es is simravleebia, romelTa saSualebiTac SeiZleba avagoT 
saZebni funqciis simravluri gantoleba: 

)()( 4321  .                                     (9.29) 

sayrdeni simravleebis agebisas, Cven viyenebT Sesabamisobas 
“metia an toli nulze”, rac am SemTxvevaSi saWiroa raTa 
SegveZlos advilad gadasvla homomorfizmebis saSualebiT  

2L -Si. marTlac, bunebrivi homomorfizmis saSualebiT 
2L -Si 

miviRebT wiris predikatul gantolebas : 

)()( 4321 PPPPP  ,                                       (9.30) 

sadac 1P aris gamonaTqvami 01 x , 
       2P aris gamonaTqvami 02 x ,          

       3P aris gamonaTqvami 03 x , 

       4P aris gamonaTqvami 04 x ,                                         
222

1 )()( Rbyaxx  ; 
222

2 )()( byaxRx  ; 
222

3 )()( rdycxx  ;                                     (9.31) 
222

4 )()( dycxrx  . 
exla, gadavideT rL Si rvaCovis homomorfizmis meSveobiT : 



















ii

jijiji

jijiji

xP

xxxxPP

xxxxPP

22

22

                                    (9.32)  

 miviRebT R – funqcias : 
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22

4

2

343

22

2

2

121

2

4

2

3

2

2

2

14321

2

4

2

343

2

2

2

121

)()(

)()(

xxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxR




 

(9.33) 
sadac gaTvaliswinebuli unda iyos (9.31) Tanadobebi. 

iseT SemTxvevebSi, roca zustad cnobilia bmis 
ramdenime elementis mqone wiris Semadgeneli elementebis 
gantolebebi, ufro mizanSewonilia T.obgaZis 
homomorfizmi[10] struqturebs Soris : 

roKKK  21 ,                                            (9.34) 











22

jiji

jiji

xxPP

xxPP
 .                                          (9.35)   

sadac aris Sesabamisoba: “WeSmariti”  “udris nuls”; 
                           “mcdari” “ar udris nuls”. 
ganxiluli magaliTis SemTxvevaSi, sayrdeni simravleebi 
iqnebian : 

 0)()( ),( 222

1  Rbyaxyx ,                            (9.36)   

 0)()( ),( 222

2  rdycxyx .                            (9.37)       

maSin,  

21   ;                                              (9.38)  
e.i. 

21 PPP   ;                                            (9.39)   
sadac 

       1P aris gamonaTqvami 0)()( 222  Rbyax ,       (9.40) 

        2P aris gamonaTqvami 0)()( 222  rdycx  ;       (9.41)                
e.i. 

])()[(])()[( 222222 rdycxRbyaxRO  . 
rogorc vxedavT, T.obgaZis[10] homomorfizmebi 

sagrZnoblad amartiveben saZiebeli wiris gantolebas, 
romelic Tavis mxriv mravladbmuli geometriuli 
simravleebis kodirebis saSualebas iZleva uwyveti 
funqciebis saSualebiT.  

aseve, rig SemTxvevebSi mniSvnelovnad gamartivda  
R – funqciis analizuri saxec [12-17]. amitom, miRebul 
algoriTms xSirad, rvaCov-obgaZis RO – meTods eZaxian. 
 

P.S.  
salaparako ena – cocxali sistemaa, mas axasiaTebs 
evolucia, rac gamoixateba axali sityvebiT Sevsebasa da 
gramatikis daxvewaSi. es sistema Ria sistemaa, radgan masze 
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moqmedebas axdenen sxva enebi. magram cocxali sistemebisa-
Tvis damaxasiaTebelia TviTmyobadobis dacvis meqanizmebic 
(imunuri sistema), rac irTveba maSin, rodesac garedan 
cdiloben mis darRveva – dazianebas(ase moxda roca 
garedan cdilobdnen qarTuli enis saxelmwifo statusis 
Secvlas). es iyo erTerTi mTavari mizezTagani, ramac 
gamoiwvia erov-nuli moZraobis aRmavlobis daCqareba da 
xelisuflebis bifurkaciulad – stiqiurad, Secvlac.  
 
 
amocanebi da savarjiSoebi 

 
varianti 1 

 
1. gansazRvreT winaaRmdegobis kanoni da daamtkiceT 

WeSmaritobis cxrilebis gamoyenebiT. 
2. gansazRvreT binaruli operaciebi simravleebze. 
3. gaamartiveT gamosaxuleba: 

    ?)(  BAA c
 

4. logikis kanonebis gamoyenebiT gaamartiveT gamosaxuleba: 
  ?))((  qqp  
5. ramdeni nuliT bolovdeba yvela naturaluri ricxvis 

namravli 1-dan 81-is CaTvliT? 
6. riTi gansxvavdebian erTmaneTisagan sureqcia da bieqcia? 

pasuxi daasabuTeT. 
 
 
 

varianti 2 
 

1. CawereT gamoricxuli mesamis kanoni da daamtkiceT 
WeSmaritobis cxrilebis meSveobiT. 

2. CamowereT STanTqmis kanonebi simravleebisaTvis. 
3. gaamartiveT gamosaxuleba: 

  ?)()(  cAABA  
4. logikis kanonebis gamoyenebiT gaamartiveT gamosaxuleba: 
  ?))(()1(  ppp  
5. gaqvT 3 litriani da 5 litriani qilebi. rogor CavasxaT 

maTi meSveobiT doqSi 4 litri Rvino ? 
6. ra gansxvavebaa mimarTebasa da funqcias Soris ? pasuxi 

daasabuTeT. 
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varianti 3 

 
1. daamtkiceT de morganis meore kanoni gamonaTqvamTa 

bulis algebraSi. 
2. daamtkiceT de morganis pirveli kanoni simravleTa 

bulis algebraSi. 
3. gaamartiveT gamosaxuleba: 

  ?)()()(  ccc CBABBAA  
4. logikis kanonebis gamoyenebiT gaamartiveT gamosaxuleba: 
  ?)())(())(((  rqpqqpp  
5. romeliRac TveSi 3 kvira dRe daemTxva luw ricxvs. ra 

dRe iyo am Tvis 20 ricxvSi? 
6. ra gansxvavebaa operatorsa da funqcional Soris? pasuxi 

daasabuTeT. 
 

varianti 4 
 

1. daamtkiceT de morganis pirveli kanoni gamonaTqvamTa 
bulis algebraSi. 

2. daamtkiceT de morganis meore kanoni simravleTa bulis 
algebraSi. 

3. gaamartiveT gamosaxuleba: 

  ?)()(  cc AAACBA  
4. logikis kanonebis gamoyenebiT gaamartiveT gamosaxuleba: 
  ?))(())((()(  rrqqrqp  
5. turnirSi monawileobda 7 moWadrake. sul ramdeni partia 

gadamaSdeboda? 
6. ra gansxvavebaa funqciasa da funqcionals Soris? pasuxi 

daasabuTeT. 
 
 
 

varianti 5 
 

1. gansazRvreT diziunqciisa da koniunqciis operaciebi. 
2. gansazRvreT operaciebi simravleebze. 
3. gaamartiveT gamosaxuleba: 

  ?)()()(  cAAAAA  
4. logikis kanonebis gamoyenebiT gaamartiveT gamosaxuleba: 
  ?))((()()0(  ppppp  
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5. 1983 wels iyo 53 SabaTi dRe. kviris ra dRe iyo 1 ianvari 
am wels? 

6. ra gansxvavebaa relaciuri sistemebis homomorfizmsa da 
izomorfizms Soris? pasuxi daasabuTeT. 

 
 

varianti 6 
 

1. CawereT gamoricxuli mesamis kanoni da daamtkiceT 
WeSmaritobis cxrilis meSveobiT. 

2. gansazRvreT mocemuli simravlis damatebiT simravlis 
cneba. 

3. gaamartiveT gamosaxuleba: 

?)()()(  cc BBAABA  
4. logikis kanonebis gamoyenebiT gaamartiveT gamosaxuleba: 

?))((())0((()(  ppqqq  
5. oci qalaqidan TiToeuli SeerTebulia sahaero xazebiT. 

sul ramdeni sahaero xazia? 
6. ra kavSiria sureqcias, ineqciasa da bieqcias Soris? 

pasuxi daasabuTeT. 
 
 

varianti 7 
 

1. gansazRvreT implikaciisa da evivalenciis mimarTebebi. 
2. CamoayalibeT mimarTebis, funqciis, operatorisa da 

funqcionalis cnebebi da aCveneT funqciisa da 
funqcionalis ganmasxvavebeli niSnebi. 

3. gaamartiveT gamosaxuleba: 

  ?)()()(  BABEA c
 

4. logikis kanonebis gamoyenebiT gaamartiveT gamosaxuleba: 
  ?)0()1())((()(  ppqqpp  
5. 1970 weli daiwyo xuTSabaTiT. kviris romeli dRiT 

daiwyeboda 1876 da 1977 wlebi Sesabamisad? ra 
kanonzomiereba SeiniSneba? 

6. ra gansxvavebaa koniunqtiur da diziunqtiur literebs 
Soris? pasuxi daasabuTeT. 

 
 

varianti 8 
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1. relaciuri sistemebis izomorfizmis cneba. izomorfulia 
Tu homomorfuli gamonaTqvamTa bulis algebra da 
simravleTa bulis algebra? 

2. gansazRvreT funqcionalis cneba. 
3. gaamartiveT gamosaxuleba: 

  ?))(  BBA c
 

4. logikis kanonebis gamoyenebiT gaamartiveT gamosaxuleba: 
   ?))((()))(((((  qqqqpp  
5. moitanes 5 Cemodani da 5 gasaRebi. ar viciT, romeli 

gasaRebi aRebs ama Tu im Cemodans. yvelaze uares 
SemTxvevaSi, ramdeni cdaa saWiro rom, yvela Cemodans 
movargoT Tavisi gasaRebi? 

6. ra gansxvavebaa bulis formulis diziunqtiur da 
koniunqtiur normalur formebs Soris? pasuxi 
daasabuTeT. 
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X Tavi. ricxviTi simravleebi da algebruli gantolebebis 
ricxviTi amoxsnis algoriTmebi 

 
 

Sesavali 
 

adamiani, bunebasTan urTierTobis procesSi, dadga 
simravleTa raodenobrivi Sedarebis aucileblobis winaSe. 
amgvarad, warmoiSva naturaluri ricxvis cneba. 
 

gansazRvreba: Tvlis procesSi warmoSobil ricxvebs, 
naturaluri ricxvebi ewodebaT.  
naturaluri ricxvebis simravle aRiniSneba N asoTi. 

N={1;2;3;. . .}.                                                                                            (10.1)   

 naturalur ricxvTa simravle usasruloa. imisaTvis, rom 
Seadaron usasrulo simravleebis elementTa raodenoba, 
SemoaqvT simravlis simZlavris cneba. 

 gansazRvreba: Tu, ori usasrulo simravlis elementebs 
Soris arsebobs urTierTcalsaxa Tanadoba(bieqcia), maSin 
amboben, rom am simravleebs erTnairi simZlavre aqvT.  
gansazRvreba: naturalur ricxvTa simravlis simZlavres 
Tvladi usasruloba ewodeba.  
P.S,cxadia, rom yvela simravle, romlis elementebis 
gadanomrvac SeiZleba naturaluri ricxvebiT, agreTve 
Tvladi iqneba.         
   

naturaluri ricxvebi arsebobs ori saxis: martivi da 
Sedgenili ricxvebi. 
gansazRvreba: erTisagan gansxvavebul ricxvs martivi 
ewodeba, Tu is iyofa mxolod erTze da Tavis Tavze. xolo, 
erTze met naturalur ricxvs, romelic araa martivi 
Sedgenili ewodeba. 

magaliTi: martivi ricxvebia  
P={2; 3; 5; 7; 11; 13; 17 ;19 ; 23 ; 29;. . .}. 
Sedgenili ricxvebia  
N\P\{1}={4; 6; 8; 9; 10; 12; 14; 15;. . .}.  
           

naturalur ricxvTa simravleSi, dRemde, bevri 
amouxsneli amocanaa dagrovili ; romelTa Camoyalibeba 
elementarulia, magram amoxsna jer-jerobiT ver xerxdeba. 
es problemebi, ZiriTadad exeba martiv ricxvTa ganawilebis 
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kanons naturaluri ricxvebis mimdevrobaSi. CamovayaliboT 
zogierTi aseTi amocana(problema): 
1. viciT luwi ricxvebis zogadi formula: kn 2 ; aseve, 
viciT kenti ricxvebis zogadi formula: 12  kn . es 
formulebi gvaZleven Sesabamisad, yvela luw da kent 
ricxvebs, roca k  cvladi gairbens naturalur ricxvTa 
simravles. saWiroa, vipovoT analogiuri formula martivi 
ricxvebisaTvis. 

2. cnobilia eileris mravalwevri: 41)( 2  xxxf , romelic 
iZleva martiv ricxvebs, Tu 39. .; . . 2; 1; ;0x  ucnobia, arseboben, 

Tu ara iseTi naturaluri m>41 ricxvebi, rom mxxxf  2)(  
mravalwevri iZleodes martiv ricxvebs, roca 2.-m .; . . 2; 1; ;0x  
3. ucnobia, usasruloa, Tu ara 12 n  saxis martivi ricxvebis 
simravle. 
4. ucnobia, usasruloa, Tu ara iseTi martivi ricxvebis 
simravle, romelTa Soris sxvaoba 2-is tolia(holdbaxis 
problema). 
5. ucnobia, SesaZlebelia, Tu ara nebismieri luwi ricxvis 
warmodgena ori martivi ricxvis sxvaobis saxiT. 

 
zemoT moyvanili problemebi, ZiriTadad, dakavSirebuli 

arian martivi ricxvebis zogadi formulis povnis amocanis 
amoxsnasTan. am problemis amoxsnis gzaze sagrZnob 
winsvlas iZleva obgaZis Teorema.  
obgaZis Teorema(1972w): martivi ricxvebis simravlis zogad 

formulas, ar SeiZleba qondes cbxaxxf  2)( kvadratuli 
funqciis saxe. 
 

damtkiceba: ganvixiloT cbxaxxf  2)( kvadratuli funqciis 
sasruli sxvaobebi:  

baaxcbxaxcxbxaxfxfxf  2)1()1()()1()( 22
; 

abaaxbaxaxfxfxfxf 22)1(2)()1())(()(2  ; 

0)()1())(()( 2223  xfxfxfxf . 
 

cxadia, rom ufro maRali rigis 3k sasruli sxvaobebi 
kvadratuli funqciidan, agreTve iqnebian nulis tolni. 
(advilad Semowmdeba, rom analogiuri Tvisebebi aqvT 
sazogadod n xarisxis mravalwevra funqciebs(polinomebs), 
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romelTaTvisac Sesabamisad yvela 1 nk  xarisxis sasruli 
sxvaobebi iqnebian nulis toli). 

axla, ganvixiloT martivi ricxvebis mimdevroba da maTi 
Sesabamisi sasruli sxvaobebi mesame rigamde CaTvliT. Tu, 
mesame rigidan dawyebuli yvela sasruli sxvaoba ar 
aRmoCnda nulis toli, maSin martiv ricxvTa simravle ar 
SeiZleba moicemodes kvadratuli funqciiT da Cveni 
Teorema damtkicebuli iqneba. 

ganvixiloT, martiv ricxvTa simravle da Sesabamisi 
sasruli sxvaobebi: 
 
2   3   5  7   11   13   17   19   23   29 
  1   2   2  4    2   4    2    4    6 
    1   0   2  -2   2    -2   2    2 
      -1   2  -4  4    -4   4    0 
rogorc vxedavT mesame rigis sasruli sxvaoba(meoTxe 
striqoni) araa mxolod nulebisagan Semdgari, rac imas 
niSnavs, rom martivi ricxvis zogad formulas ar SeiZleba, 
rom hqondes kvadratuli funqciis saxe r.d.g. 
 
P.S. Teoremis damtkicebidan naTlad Cans, rom es Teorema 
advilad zogaddeba nebismieri n sasruli xarisxis 
mravalwevra funqciisaTvis.  

zemoTmoyvanili danarCeni problemebis amoxsna 
avtorisaT-vis araa cnobili da amdenad, axalgazrdebs 
SeuZliaT gamoscadon Zalebi maT amosaxsnelad. 
 

naturalur ricxvTa simravleSi, yovelTvis SeiZleba 
ori ricxvis Sekreba. ase, rom ori naturaluri ricxvis 
jami isev naturaluri ricxvi iqneba. am faqts maTematikaSi 
Camoayalibeben ase: “naturalur ricxvTa simravle 
Caketilia Sekrebis operaciis mimarT”. magram, ori 
naturaluri ricxvis sxvaoba, sazogadod araa naturaluri 
ricxvi.  

 
magaliTi: N75 . rac imas niSnavs, rom naturalur 
ricxvTa simravleSi, SeuZlebelia 57 x gantolebis 
amoxsna. 
 
amitom, saWiro gaxda naturalur ricxvTa simravlis 
gafarToveba mTel ricxvTa simravlemde. 
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gansazRvreba: naturaluri ricxvebis, maTi mopirdapire 
ricxvebis da nulis gaerTianebas mTel ricxvTa simravle 
ewodeba. 

mTel ricxvTa simravle aRiniSneba Z asoTi. 
formalurad, es gansazRvreba SeiZleba Caiweros 
Semdegnairad 

 0 NNZ .                                             (10.2) 
advili misaxvedria, rom  

ZN  .                                                     (10.3) 
am simravleSi gantoleba 57 x , ukve amoxsnadia da 

275  xx ;                                            (10.4)   
 
magram, wrfivi gantoleba, sazogadod, araa amoxsnadi. 

magaliTi: Zxx 
2

3
32 .                               (10.5) 

amitom, saWiroa ricxvis cnebis Semdgomi gafarToveba 
racionalur ricxvTa simravlemde. 

gansazRvreba: 
b

a  saxis ricxvebis simravles, sadac 

NbZa   racionalur ricxvTa simravle ewodeba. 
racionalur ricxvTa simravle aRiniSneba Q asoTi. 









 Nb Za  
b

a
Q .                                         (10.6) 

advili misaxvedria, rom  
 NZQ  .                                                (10.7)                                                  

racionalur ricxvTa simravleSi, ukve, SegviZlia 
amovxsnaT wrfivi gantolebebi, Tumca, arc es simravle 
aRmoCnda sakmarisi algebruli gantolebebis amosaxsnelad. 
ase Semovida maTematikaSi namdvil ricxvTa simravle da 
kompleqsur ricxvTa simravle. xolo mogvianebiT, 
hiperkompleqsuri da klifordis ricxvebis cnebebi. am 
ricxviTi simravleebis ageba moiTxovs faqizi maTematikuri 
cnebebis codnas da Cveni amocanebisaTvis imdenad 
mniSvnelovania, rom Cven CavuRrmavdebiT TandaTanobiT. 
 
 

10.1. naturaluri da mTeli ricxvebis gamoyenebani 
 

numerologiis elementebi. naturaluri ricxvis cnebas 
farTod iyenebs mecnierebis yvela dargi. jer kidev antikur 
xanaSi, rodesac mecniereba da religia erTad 
Seiswavleboda, rogorc saerTo sibrZnis nawilebi, 
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mecnierebi swavlobdnen ama, Tu im movlenis ricxviT 
maxasiaTeblebs: zomavdnen sameurneo savargulebis farTs, 
manZilebs, WurWlis moculobas da a.S. zogierT SemTxvevaSi, 
ki iseTi mecnierebic ki, rogoric iyo piTagora 
swavlobdnen ricxvTa magias. maT sjerodaT, rom adamianis 
mTeli cxovreba da xasiaTi ganpirobebulia ara marto 
varskvlavTa da planetebis ganlagebiT (astrologia), 
aramed im ricxviTi maxasiaTeblebiT, rac dakavSirebulia 
mocemuli adamianis dabadebis TariRTan (numerologia)[1-2]. 
numerologiiT iyo gatacebuli isaak niutonic. 

magaliTisaTvis, Tu, adamiani daibada 1976 wlis 19 
noembers, maSin misi personaluri ricxvi iqneba dabadebis 
ricxvis cifrebis jami 1+9=10 anu 1+0=1. xolo dabadebis 
TariRis personaluri ricxvi rom miviRoT, unda SevkriboT 
misi Sesabamisi Tvis nomris cifrebic noemberi=11 e.i. 1+1=2, 
garda am ricxvebisa unda SevkriboT dabadebis wlis 
cifrebic e.i. 1+9+7+6=23 am ricxvis cifrebis jamia 2+3=5, 
sabolood, unda SevkriboT dabadebis ricxvis, Tvis da 
wlis cifrebi erTad 19.11.1976. maSin miviRebT 
(1+9)+(1+1)+(1+9+7+6)=10+2+23=35 Tu, am ricxvis cifrebsac 
SevkribavT, miviRebT 3+5=8. rac imas niSnavs, rom am 
pirovnebisaTvis damaxasiaTebelia ricxvi 8-is upiratesi 
gavlena. es niSnavs imas, rom ganxiluli pirovneba 
umeteswilad, aris warmatebuli yvela wamowyebaSi, amasTan 
erTad, masze moqmedebs dabadebis ricxvis(19) cifrebis jami 
1, rac migvaniSnebs misi patronis liderul Tvisebebze. 
sazogadod, adamiani ganicdis rogorc Tavisi ricxvebis, 
aseve, cxovrebis adgilisa da mocemuli TariRis 
gavlenasac. 
 
ganixilaven personaluri wlis 9 mimdevrobiT safexurs, 
aTvlils dabadebidan: 
I weli – SesaZleblobaTa welia; 
II weli – wonasworobis welia; 
III weli – SemoqmedebiTi aqtivobis welia; 
IV weli – mSeneblobis welia; 
V weli – komunikabelobis welia; 
VI weli – davalebaTa Sesrulebis welia; 
VII weli – ganxorcielebebis welia; 
VIII weli – karmis welia; 
IX weli – ciklis dasrulebis welia. 
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P.S. yoveli 9 wlis Semdeg, cikli iwyebs ganmeorebas. 
 
aseve, ganixilaven dabadebis TveTa gavlenas:  
ianvari – gmiruli; 
Tebervali – wonasworoba; 
marti – sixaruli; 
aprili – pasuxismgebloba; 
maisi – cxovrebis energia; 
ivnisi – Semsrulebloba, morCileba da mzrunveloba; 
ivlisi – sinTezuroba; 
agvisto – lideroba; 
seqtemberi – rwmena; 
oqtomberi – sibrZne; 
noemberi - STagonebuli; 
dekemberi – dasrulebuloba. 
 
yovel ricxvs Seesabameba garkveuli xasiaTi: 
ricxvi 1 - Seesabameba egocentrul liders; 
ricxvi 2 – mgrZnobiare, komunikabeluri, uyvars kuTxeebis 
momrgvaleba; 
ricxvi 3 – mxiaruli, cdilobs miiRos siamovneba fizikuri 
Sromidan, uyvars xelebiT muSaoba; 
ricxvi 4 – iwvevs daudegar xasiaTs, romelic periodulad, 
cdilobs Tavi daaRwios monotonurobas; 
ricxvi 5 – iwvevs naTel gonebas da komunikabelobisaken 
midrekilebas. am ricxvis xalxs axasiaTebT magnetizmi da 
hipnozis unari, romelic izidavs maTken xalxs. 
ricxvi 6 – iZleva TanagrZnobis mwvave grZnobas. uyvars 
wesrigi, samarTlianobisaken swrafva. uyvars koleqtiuri 
Sroma. arad dagidevs sxvis azrs, Tu isini ewinaaRmdegebian 
mis sakuTar interesebs. 
ricxvi 7 – iwvevs ganviTarebul intuicias. uyvars martooba. 
aris punqtualuri da akuratuli. xSirad mosdis SemaSfo-
Tebeli azrebi da eZebs problemebs iqac, sadac isini ar 
arian. 
ricxvi 8 – iZleva momTmen, dinj xasiaTs da aRwevs 
warmatebebs yvela saqmeSi. warmatebuli adamiania. Tqveni 
garSemomyofni grZnoben Tqvens gansakuTrebulobas da 
respeqtabelobas, cdiloben mogeqcen mowiwebiT. 
ricxvi 9 – iwvevs codnisaken da filosofiuri 
azrovnebisaken swrafvas. advilad patiobT sxvebs codvebs. 
ver itanT xepre adamianebs. 
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aseve, mniSvnelovania Sesabamisoba asoebsa da ricxvebs 
Soris(informaciis kodirebis erT-erTi pirveli istoriuli 
magaliTi): 
 

1 a k t Z 
2 b l u w 
3 g m f W 
4 d n q x 
5 e o R j 
6 v p y h 
7 z J S  
8 T r C  
9 i s c  

 
am Sesabamisobis gamoyenebis magaliTisaTvis ganvixiloT 
saxelebi: 
 
ieso qriste=i+e+s+o+q+r+i+s+t+e=9+5+9+5+4+8+9+9+1+5=64,  
cifrTa jami=6+4=10; sabolood 1+0=1; udavo lideria 
samyaroSi; 
alahi=a+l+a+h+i=1+2+1+6+9=19,  cifrTa jami=1+9=10; 
anu sabolood 1+0=1; udavo lideria samyaroSi. 
 
ieRovo=i+e+R+o+v+o=9+5+5+5+6+5=35,    cifrTa jami=3+5=8; 
eSmaki=e+S+m+a+k+i=5+7+3+1+1+9=26,      cifrTa jami=2+6=8; 
satana=s+a+t+a+n+a=9+1+1+1+4+1=17,      cifrTa jami=1+7=8; 
rac Seesabameba amqveyniur warmatebebs siamovnebaTa 
sferoSi, imqveyniuri samudamo tanjvis sanacvlod. 
 
kriSna=k+r+i+S+n+a=1+8+9+7+4+1=30, anu 3+0=3, rac Seesabameba 
RmerTis msaxurs morCilebiT. 
naTela=n+a+T+e+l+a=4+1+8+5+2+1=21,    cifrTa jami=2+1=3; 
ilia=i+l+i+a=9+2+9+1=21,               cifrTa jami=2+1=3;              
naTela=ilia=3=swrafva RmerTisaken morCilebiT. 
 
bizantia=b+i+z+a+n+t+i+a=2+9+7+1+4+1+9+1=34, cifrTa 
jami=3+4=7; 
romi=8+5+3+9=25,  cifrTa jami=2+5=7; 
babiloni=b+a+b+i+l+o+n+i=2+1+2+9+2+5+4+9=34, cifrTa 
jami=3+4=7; 
israeli=9+9+8+1+5+2+9=27+16=43; cifrTa jami=3+4=7; 
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cifri 7 Seesabameba RmerTTan mebrZol, daudegar qveynebs, 
romlebic adre Tu, male qrebian rukidan. 
 
RmerTi=R+m+e+r+T+i=5+3+5+8+8+9=38, cifrTa jami=3+8=11; anu 
1+1=2;  
osana=5+9+1+4+1=20 rac imas niSnavs, rom 2 RmerTis ricxvia. 
afxazeTi=a+f+x+a+z+e+T+i=1+3+4+1+7+5+8+9=38, cifrTa 
jami=3+8=11; anu 1+1=2. rac imas niSnavs, rom afxazeTi 
RmerTis mfarvelobis qveSaa.  
erayi=5+8+1+6+9=29; cifrTa jami=2+9=11; anu 1+1=2. rac imas 
niSnavs, rom erayi RmerTis mfarvelobis qveSaa.  
 
ruseTi=r+u+s+e+T+i=8+2+9+5+8+9=41; anu 4+1=5; Zlieri 
qveyanaa, axasiaTebs komunikabeloba da magnetizmi, romelic 
izidavs sxvadasxva juris xalxs Tavisaken. 
ebraeli=e+b+r+a+e+l+i=5+2+8+1+5+2+9=32; anu 3+2=5; 
ebraelebisaTvis metad xelsayreli qveyanaa ruseTi. 
     P.S. cxadia, rom dainteresebulma mkiTxvelma, zemoT 
moyvanili piTagoriseuli ricxvTa magiis ufro detalurad 
gasacnobad, unda mimarTos damatebiT literaturas[1-2]. 
 

 
 

10.1.1. ricxvTa Teoriis elementebi 
 

 am gamoyenebaTa gamo, Zvelad, xelisufalTa farTo 
mxardaWe-riT sargeblobdnen brZenni(mecnierebisa da 
filosofiis msaxurni). swored, aman misca antikur xanaSi 
biZgi mecnierebisa da maT Soris, ricxvTa Teoriis 
ganviTarebas. mogvianebiT, dirixles, gausisa da eileris 
fundamentalurma Sromebma, axali impulsi misca ricxvTa 
Teoriis ganviTarebas. gausis mier SemuSavebul iqna 
SedarebaTa Teoria[3-7] ganusazRvreli gantolebebis 
amosaxsnelad N - naturalur ricxvTa simravleSi. 
mogvianebiT, am Teoriam didi gamoyeneba pova 
kriptografiaSi[8-9] (informaciis dacva da gaSifrva); aseve, 
monacemTa cifruli damuSavebis TeoriaSi[10] (furies 
diskretuli gardaqmna). amitom, Cven ufro detalurad 
SeviswavliT gausis SedarebaTa Teorias. 
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gansazRvreba: or a da b ricxvs urTierTmartivi ewodebaT 
Tu, maTi udidesi saerTo gamyofi (a;b)=1. 

magaliTi: 2 da 3 urTierTmartivi ricxvebia, radgan (2;3)=1. 
           3 da 5 ;  7 da 9 ; 9 da 11 d.a.S. 
 
Teorema : Tu, mocemuli gvaqvs nebismieri ori a da b>0 

mTeli ricxvebi, maSin arsebobs erTaderTi wyvili mTeli q 

da r ricxvebisa, romlebic akmayofileben pirobebs : 
1-br0   ,  rbqa .                                         (10.8) 

r - ricxvs uwodeben a-ricxvis b-ze gayofisas miRebul naSTs. 

magaliTi: a=185 ;  b=12; maSin 185=1215+5, anu  q=15 da r=5. 

 
ori ricxvis udidesi saerTo gamyofis sapovnelad 

iyeneben evklides algoriTms, romelic emyareba (10.8) 
warmodgenas. marTlac, vTqvaT a nebismieri mTeli ricxvia 
da b nebismieri mTeli dadebiTi ricxvi, maSin Teoremis 
Tanaxmad, adgili eqneba tolobebs : 

.

;r0  ;r

.    .    .    .    .    .    .    .     .     .

;r0   ;

;r0     

;r0     ;

11

1n12-n

122210

01;110

000















nnn

nnnn

qrr

rrqr

rrqrr

rrqrb

brbqa

                                     (10.9) 

ricxvebi . . . ,,, 210 rrr  adgenen mkacrad klebad arauaryofiT 

ricxvTa mimdevrobas; magram yoveli aseTi mimdevroba 
sasrulia, saidanac gamomdinareobs, rom nebismieri a da b>0 

wyvilisaTvis mimdevrobiTi gayofis procesi(evklides 
algoriTmi) sasrulia, e.i. sasrulia (10.9) tolobaTa ricxvi. 
procesi wydeba im safexurze, romelzedac gayofa 

Sesruldeba unaSTod. anu roca .01 nr  amgvarad, nr  aris 

ukanaskneli nulisagan gansxvavebuli naSTi-udidesi saerTo 
gamyofi. cxadia, rom 

nn rrrrrbba  );(r . . . );();();( 1-n100 .                            (10.10)  

magaliTi: vipovoT d=(664 ;480) ; a=664 ; b=480. 

                     maSin, evklides algoriTmis Tanaxmad gveqneba : 

           664=4801+184 ; 

          480=1842+112 ; 

          184=1121+72 ; 

          112=721+40 ; 
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          72=401+32 ; 

          40=321+8 ; 

          32=84. 
e.i d=(664 ;480)=8. 

 
ariTmetikis ZiriTadi Teorema: erTze meti yoveli 

naturaluri ricxvi erTaderTi saxiT(TanamamravlTa rigis 
sizustiT) iSleba martiv ricxvTa namravlad. 
anu, Tu n erTze meti naturaluri ricxvia, maSin 

n21 p . . . ppn                                                                                                (10.11)     

am namravlSi zogierTi Tanamamravli SeiZleba 
ramdenimejer meordebodes, amitom Tu, gamoviyenebT 
ganmeorebaTa ricxvis xarisxebs, miviRebT (10.11) gaSlis 
kanonikur warmodgenas 

n21

n21 p . . . 


ppn  .                                            (10.12)        

am (10.12) Canaweridan naTlad Cans, rom n ricxvis 
gansxvavebul gamyofTa raodenoba iqneba: 

)1( . . . )1)(1()( n21   n .                                  (10.13)  

P.S. ori ricxvis umciresi saerTo jeradi udris maT 
namravls gayofils maTsave udides saerTo gamyofze. 
 

naturalur ricxvTa simravleze ganisazRvreba rigi 
ariTmetikuli funqciebisa. maT Soris gansakuTrebuli 
adgili uWiravs eileris )(n funqcias, romelic udris 1-

dan n-mde yvela im naturaluri ricxvebis raodenobas, 
romlebic urTierTmar-tivi arian n-is mimarT. 
 magaliTi: 2.(6)  4;(5)  2;(4)  2;(3)  1;(2)  ;1)1(    
 

vTqvaT, n21

n21 p . . . 


ppn  mocemuli ricxvis kanonikuri daSlaa, 
maSin  

)
p

1
-(1 . . . )

1
1)(

1
1()(

n21 pp
nn  .                                (10.14) 

Tu, p  martivi ricxvia, maSin 
1)(   ppp .                                           (10.15)    

kerZo SemTxvevaSi, 
.1)(  pp                                                 (10.16)               

magaliTi: ;16)
5

1
1)(

3

1
1)(

2

1
1(60)60(   

           
.415)5(

;542781)81(
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10.1.2. SedarebaTa Teoriis elementebi 
 

ganvixiloT mTeli ricxvebi mocemul m naturalur 
ricxvze gayofisas, miRebuli naSTebis TvalsazrisiT. am m 

ricxvs moduls uwodeben. yovel naturalur ricxvs, m 

ricxvze gayofisas Seesabameba naSTis garkveuli 
mniSvneloba 
(0;1;2;3;... m-1)-naSTTa sruli sistemidan. sxvanairad, rom 
vTqvaT naturalur ricxvTa simravle iyofa m-1 klasad. 
TiToeul klasSi moTavsebuli arian urTierTsadari 
ricxvebi m modu-liT. Tu, ganixileba SedarebaTa Teoria 
ufro farTo ricxviT simravleSi, kerZod mTel ricxvTa 
simravleSi, maSin ganixilaven absoluturad umcires 
naSTTa srul sistemas: 

2

m
 .; . .  2; 1; 0; 1;- ;-2; . . .  ;

2

4-m
-   ;

2

2


m ; roca m luwia; 

;
2

1-m
 ; . . . 2; 1; 0; 1;- 2;- ; . . . ;

2

3-m
- ;

2

1


m  roca m kentia. 

gansazRvreba: or mTel a da b>0 ricxvs ewodebaT 
urTierTsa-dari moduliT m, Tu m – ze gayofisas isini 
ernair naSTebs iZlevian. 

Sedarebis damokidebuleba ase Caiwereba: 
)(mod mba  .                                               (10.17)    

(10.17) ikiTxeba ase: a sadaria b –si moduliT m. 

cxadia, rom Tu a sadaria b –si, anu m – ze gayofisas 
isini ernair naSTebs iZlevian, maSin maTi sxvaoba (a-b) 

unaSTod iyofa m – ze.  
magaliTi: )10(mod1525  , radgan 25 da 15 10-ze gayofisas 
naSTSi iZlevian 5-s. aseve, cxadia rom 25-15=10 da iyofa  
10-ze(Sedarebis modulze). 
 
SedarebaTa Tvisebebi : 
1.erTnairmoduliani Sedarebebi SeiZleba wevr-wevrad 
SevkriboT, anu, 

))(mod()a .  .  . );(moda  );(mod(
11

n2211 mbabmbmba
n

i

i

n

i

in 


 .      (10.18)   

2.Sedarebani erTnairi moduliT, SeiZleba wevr-wevrad 
gadavamravloT, anu 

))(mod()a .  .  . );(moda  );(mod(
11

n2211 mbabmbmba
n

i

i

n

i

in 


 .      (10.19)    
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3.Sedarebis orive mxare da moduli SeiZleba erTdroulad 
gavamravloT naturalur ricxvze, anu 

))(mod())(mod( 1111 mnnbnamba  .                            (10.20)  
4.Tu, Srdarebas adgili aqvs ramdenime moduliT, maSin am 
Sedarebas adgili eqneba axali moduliTac, romelic 
mocemuli modulebis umciresi saerTo jeradis tolia, anu 

]));(mod[())(mod)(mod( 2121 mmbambamba  .                (10.21)   
5.Sedarebis orive mxare SeiZleba Seikvecos, maT iseT 
saerTo gamyofze, romelic modulTan urTierTmartivia, anu 

b(modm))(a1)n)(m; )(mod(  mbnan .                       (10.22) 
 
eileris Teorema: Tu m erTze meti nebismieri naturaluri 
ricxvia da (a ;m)=1, maSin 

)(mod1)( ma m 
.                                               

(10.23)   
kerZo SemTxvevaSi, roca pm  martivi ricxvia da 1);( pa , 

1)(  pp , miiReba fermas mcire Teorema : 

)(mod11 pa p 
.                                             (10.24)  

 
ganvixiloT erTucnobiani Sedarebebis amoxsnis magaliTebi: 
  

1) )5(mod01323  xxx    
es Sedareba mesame xarisxisaa. 5-is moduliT naSTTa 

sruli sistemidan: (0 ;1 ;2 ;3 ;4) am Sedarebas akmayofilebs 
mxolod ricxvi 1. e.i. mas aqvs erTi fesvi. es fesvi ase 
Caiwereba 

)5(mod1x . 

2) )4(mod012  xx  
Sedareba kvadratulia. naSTTa sruli sistemidan 4-is 
moduliT: (0 ;1 ;2 ;3), mas arcerTi ricxvi ar akmayofilebs. 
e.i. mas amonaxsni ara aqvs. 

3) )6(mod032312 23  xxx  
es Sedarebac kvadratulia, radgan ufrosi koeficienti 

kubTan modulze iyofa unaSTod, anu )6(mod012  . ase, rom 
igi Semdegi Sedarebis eqvivalenturia : 

)6(mod0323 2  xx . 
naSTTa sruli sistemidan 6-is moduliT: (0;1;2;3;4;5) mas 

akmayofilebs mxolod ricxvi 3, e.i. misi erTaderTi fesvi 
iqneba  

)6(mod3x . 
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4) )7(mod015  xx  
naSTTa sruli sistemidan 7-is moduliT: (0;1;2;3;4;5;6) am 
Sedarebas akmayofilebs ori ricxvi 2 da 4; amitom gveqneba 
ori amonaxsni: 

4(mod7).         x);7(mod2 x  
 

gansazRvreba: or mravalwevrs ewodeba urTierTmisada-
ri moduliT m, Tu maTi saTanado koeficientebi 
urTierTsada-ria m-is moduliT. anu, 

))(mod()( mxgxf  .                                          (10.25) 
 

P.S.  

1. SedarebaTa TeoriiTa da maTi informatikaSi 
gamoyenebebiT dainteresebul mkiTxvels SeuZlia mimarTos 
saTanado literaturas[3-10]. 
2. mTel ricxvTa simravle Sekrebisa da gamravlebis 
operaciebTan mimarTebaSi qmnis algebrul sistemas, 
romelsac maTematikaSi komutaciur, unitarul rgols 
uwodeben[11-12]. 
 

 
10.2. racionaluri ricxvebi da namdvil ricxvTa simravlis 

topologiuri ageba 
 

racionaluri ricxvebis simravleSi, mTel ricxvTa 
simravlisagan gansxvavebiT, arsebobs mocemuli ricxvis 
Sebrunebuli ricxvi gamravlebis operaciis mimarT. amitom, 
maTematikosebi algebrul sistemas, romelsac qmnis 
racionalur ricxvTa simravle, masSi gansazRvruli 
operaciebis mimarT vels [11-12] uwodeben. 
algebris(algebrul operaciebTan mimarTebaSi) 
TvalsazrisiT ar aris sxvaoba racionalur ricxvTa 
simravlesa da namdvil ricxvTa simravles Soris. ase, rom 
namdvil ricxvTa simravlec algebruli sistemis 
TvalsazrisiT qmnis vels. Tumca, am or simravles Soris 
aSkara sxvaobaa topologiis[11-12] TvalsazrisiT. 

topologiis cneba saSualebas gvaZlevs SemoviRoT 
zRvarisa da uwyveti funqciis cnebebi, rac esoden 
mniSvnelovania cocxali sistemebis maTematikuri 
modelirebisaTvis. 
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gansazRvreba: mocemul Q simravles, misi yoveli x elementis 
Semcvel Ria B(x) simravleebTan(topologiis baza) erTad 
topologiuri sivrce ewodeba. 
 

racionalur ricxvTa simravlis topologiis bazas 
warmoadgens misi yvela Ria intervalebis B(x)  simravle. 
amasTan erTad, radgan racionalur ricxvTa simravle 
Tvladia, misi topologiis bazac Tvladia.  
 

ganvixiloT ricxviTi mimdevrobis cneba racionalur 
ricxvTa simravleSi. 
gansazRvreba: naturalur ricxvTa simravlis gadasaxvas 
racionalur ricxvTa simravleSi, racionalur ricxvTa 

 
1nnq  mimdevroba ewodeba. 

gansazRvreba: racionalur ricxvTa  
1nnq  mimdevrobas 

ewodeba koSis(fundamentaluri mimdevroba), Tu  
0lim 




nm

m
n

qq .                                              (10.26)   

Teorema: Tu, racionalur ricxvTa mimdevroba krebadia 
racionaluri ricxvisaken, maSin is koSis mimdevrobas 
warmoadgens. 

 

magram, Tu  
1nnq  koSis mimdevrobaa, misi zRvari, 

sazogadod, SeiZleba arc arsebobdes(Tu zRvariTi wertili 
araa racionaluri ricxvi). 

gansazRvreba: Qx 0  wertils ewodeba racionalur ricxvTa 

simravlis zRvariTi wertili, Tu am wertilis Semcveli 
nebismieri Ria simravle(intervali), Seicavs racionalur 
ricxvs. 

Teorema: Qx 0  wertili warmoadgens zRvariT wertils, 

maSin da mxolod maSin, roca arsebobs Q  racionalur 

ricxvTa iseTi mimdevroba  
1nnq , romelic krebadia 0x  

ricxvisaken 0lim xqn
n




. 

Tu, SevadgenT racionalur ricxvTa mimdevrobas 
iseTnairad, rom yoveli Semdegi wevri warmoadgendes 2 -is 
ukeTes miaxlovebas, maSin miviRebT racionalur ricxvTa 
koSis mimdevrobas, romelic krebadia araracionaluri 2  
ricxvisaken. es imas niSnavs, rom racionalur ricxvTa 
simravle ar Seicavs Tavisi zRvariTi wertilebis mTlian 
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simravles. Tumca, is Seicavs racionalur ricxvebs da 
TiToeuli racionaluri ricxvi zRvariTi wertilia. 
gansazRvreba: Q  racionalur ricxvTa simravlis 
gaerTianebas misi zRvariTi wertilebis Q  simravlesTan 

Q  racionalur ricxvTa simravlis 


Q  Caketva ewodeba. 

       .                                              (10.27) 

gansazRvreba: racionalur ricxvTa simravlis    Caketvas

namdvil ricxvTa R simravle ewodeba. 
 

yovelive zemoTqmulidan gamomdinare, SegviZlia vTqvaT, 
rom Caketili simravlis nebismieri elementi warmoadgens 
zRvariT wertils da maSasadame, SegviZlia avagoT misken 
krebadi mimdevroba. 
 
gansazRvreba: simravles sruli ewodeba, Tu nebismieri 
koSis mimdevroba krebadia am simravleSi. 
magaliTi: racionalur ricxvTa Q simravle araa sruli, 
xolo namdvil ricxvTa R simravle srulia(radgan is 
Seicavs Tavis yvela zRvariT wertils). 
 
gansazRvreba: A simravles ewodeba mkvrivi B simravleSi, Tu 
B simravlis nebismieri b0 elementisaTvis, moiZebneba A 

simravlis elementebis iseTi mimdevroba, romelic krebadi 
iqneba am b0 elementisaken. 
magaliTi: racionalur ricxvTa simravle mkvrivia namdvil 
ricxvTa simravleSi, xolo naturalur ricxvTa simravle 
araa mkvrivi mTel ricxvTa simravleSi(daasabuTeT ratom?). 
 
gansazRvreba(intuiciuri): simravles metrikul sivrces 
uwodeben, Tu, masSi gansazRvrulia or elements Soris 
manZilis cneba.  
magaliTi: manZili or racionalur ricxvs Soris 
ganisazRvreba formuliT: 

1221 );( qqqq  .                                           (10.28)                                      

formula (10.28)-is gaTvaliswinebiT racionalur 
ricxvTa simravle metrikuli sivrcea. Tu, gavixsenebT or 
namdvil ricxvs Soris manZilis cnebas, romelic (10.28) 
formulis analogiuria, miviRebT rom namdvil ricxvTa 
simravlec metrikuli sivrcea. 
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gansazRvreba: metrikul sivrces ewodeba separabeluri, Tu 
arsebobs araumetes vidre Tvladi, masSi mkvrivi 
qvesimravle. 
 
magaliTi: namdvil ricxvTa simravle separabeluria, radgan 
masSi, arsebobs masSi yvelgan mkvrivi Tvladi, racionalur 
ricxvTa qvesimravle. 
 
P.S. 
 separabelobis Tviseba saSualebas iZleva metrikuli 
sivrcis elementebs mivuaxlovdeT Tvladi simravlis 
elementebis mimdevrobiT. es Tviseba farTod gamoiyeneba 
variaciul(pirdapir) ricxviT meTodebSi.  

 
namdvil ricxvTa simravle, ukve, sakmarisia sainJinro 

praqtikaSi gamoyenebeli algebruli gantolebebisa da 
gantolebaTa sistemebis amosaxsnelad. 
 
 
10.2.1. arawrfivi gantolebis amoxsna niutonis algoriTmiT 

 
Sesavali 

 
gantolebebis amosaxsnelad, umeteswilad, iyeneben 

iteraciul meTodebs, romlebsac zogjer pikaris 
TandaTanobiTi miaxloebis meTodebsac uwodeben. am tipis 
meTodebis arsis Sesacnobad, ganvixiloT arawrfivi 
gantoleba 

      .                                             (10.29) 
am gantolebis amosaxsnelad, mas gadaweren Sesabamisi 

iteraciuli formulis saxiT 
          .                                         (10.30) 

airCeven fesvis sawyis miaxloebas 
    ,                                               (10.31) 

amis Semdeg, (10.30) formulebis meSveobiT pouloben 
Semdgom miaxloebebs 

                                                      (10.32) 
rogor vxedavT, aRwerili iteraciuli procedura 

yovel      etapze, iyenebs wina    erTi bijis mniSvnelobas. 
aseT, (10.30) tipis iteraciul formulebs, erTbijian 
iteraciul formulebs uwodeben. arseboben orbijiani, 
sambijiani da a.S. iteraciuli formulebic 
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                – orbijiani formulaa; 
                     - sambijiani formulaa da a.S. 
 
(10.30) iteraciuli formulis agebis Semdeg, ismis 

kiTxvebi: 
a) ramdeni   miaxloeba unda aviRoT, anu, iteraciuli 

procesi rodis unda gavaCeroT, rom miRebuli miaxloeba 
iyos winaswar moTxovnil farglebSi ? 

b) krebadia, Tu, ara (10.30) iteraciuli procesi (10.29) 
gantolebis fesvisaken ? 

 
am kiTxvebs pasuxoben Semdegnairad: 
a) winaswar irCeven gamoTvlis dasaSveb   cdomilebas 

da iteraciul process aCereben rogorc ki 
gamoTvlis absoluturi cdomileba daakmayofilebs 
pirobas 
           ; 

b) iteraciuli (10.30) procesis krebadobisaTvis, misi 
agebisas, unda gaviTvaliswinoT banaxis Teorema 
kumSvadi asaxvebis Sesaxeb, anu, krebadobis sakmarisi 
piroba. 
 

gansazRvreba: vTqvaT   metrikuli sivrcea   metrikiT, 
      operators ewodeba mkumSavi, Tu, arsebobs iseTi 
       , rom   sivrcis nebismieri ori   da   
elementebisaTvis, adgili aqvs utolobas                 . 

 
banaxis Teorema. Tu,   aris mkumSavi operatori srul 

  metrikul sivrceSi, maSin      gantolebas aqvs erTi 
da mxolod erTi   amonaxsni, romelic SeiZleba miviRoT 
rogorc am sivrcis    elementebis mimdevrobis zRvari 
          , sadac          xolo sawyisi      
miaxloeba SegviZlia avirCioT nebismierad. 

 
aqve, SegviZlia SevadginoT erTbijiani kumSvadi 

iteraciuli formulebis agebis wesic. amisaTvis 
ganvixiloT (10.30) formula da gamoviyenoT lagranJis 
formula sasruli nazrdebis Sesaxeb, maSin miviRebT 

                                   ,         (10.33) 
aqedan cxadia, rom kumSvadobis piroba 
                                                  , 
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Sesruldeba Tu,              . 
 

exla, ganvixiloT niutonis iteraciuli formula. 
niutonis iteraciuli formulisaTvis unda avirCioT 

sawyisi miaxloeba, amisaTvis iyeneben veierStrasis 
Teoremas: 

Tu,       Sualedis boloebze      uwyvet funqcias aqvs 
sxvadasxva niSnis mniSvnelobebi, anu,           , maSin am 
SualedSi arsebobs iseTi   wertili rom       . 

maSasadame, sawyisi    miaxloeba unda avirCioT iseT 
      SualedSi, romlis boloebzec sruldebs            
piroba. cxadia, rom rac ufro mokle iqneba       Sualedi, 
miT ufro cota iteraciebi dagvWirdeba fesvis sapovnelad. 
miaxloebis Sesafaseblad virCevT angariSis dasaSveb   
cdomilebas.  

(10.29) gantolebis amosaxsnelad      funqcia gavSaloT 
teiloris mwkrivad sawyisi    miaxloebis midamoSi 

                   
       

       
 

  
            ,   (10.34) 

Tu, teiloris (10.34) formulaSi ugulebelvyofT 
kvadratul da ufro maRali rigis wevrebs, miviRebT fesvis 
Semdgomi miaxloebis sapovnel formulas 

               
        ,                           (10.35) 

aqedan cxadia, rom   

      
     

      
,                                       (10.36) 

fesvis Semdgomi miaxloebebis sapovnelad, analogiuri 
proceduris gavliT miviRebT                          

      
     

      
,                                       (10.37) 

da sazogadod, gveqneba niutonis iteraciuli formula 

        
     

      
.                                     (10.38) 

iteraciuli procesi grZeldeba, vidre ar Sesruldeba 
piroba            . 

 
P.S. 
niutonis iteraciuli formula praqtikulad kargad 
muSaobs, mxolod maSin, roca sawyisi miaxloeba axlosaa 
zust amonaxsnTan. amitom, umeteswilad, iyeneben iakobis 
martivi iteraciis meTods an monte-karlos, fesvis 
SemTxveviTi Zebnis meTods.P 
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10.2.2. arawrfivi gantolebis amoxsna iakobis martivi 

iteraciis meTodiT 
 

miuxedavad imisa, rom arsebobs arawrfivi algebruli 
gantolebis miaxloebiTi amoxsnis, klasikuri meTodebis 
didi simravle, praqtikaSi, ufro xSirad iyeneben iakobis 
martivi iteraciis meTods. is Tavis TavSi moicavs 
klasikuri meTodebis dadebiT Tvisebebs da saSualebas 
iZleva, individualurad mivudgeT yovel arawrfiv 
gantolebas da avagoT Sesabamisi krebadi iteraciuli 
formula. 

ganvixiloT, iakobis iteraciuli formulis agebis 
algoriTmi. 

vTqvaT, amosaxsneli gvaqvs arawrfivi algebruli 
gantoleba 

      .                                             (10.39) 
a) gantolebis orive mxares vamravlebT raRac   

ricxvze, romlis mniSvnelobasac mogvianebiT 
avarCevT iteraciuli procesis krebadobis pirobidan, 
miviRebT 

                                                    (10.40) 
b) miRebuli (10.40) gantolebis orive mxares vumatebT  -

s da marcxena mxares avRniSnavT     -iT, maSin 
gveqneba 

              .                                  (10.41) 
g) vagebT Sesabamis (10.30) iteraciul formulas 
              .                                    (10.42) 

dagvrCa mxolod   mamravlis mniSvnelobis povna (10.42) 
iteraciuli procesis krebadobis               pirobidan.   

advili misaxvedria, rom 
              , anu, krebadobis piroba miiRebs saxes 
                      .                               (10.43) 
praqtikaSi iyeneben ufro martiv pirobas 

                   .                        (10.44) 
am pirobidan pouloben   mamravlis    mniSvnelobas, 

rac sabolood, gvaZlevs iakobis krebad iteraciul 
formulas 

                 .                                (10.45) 
                                        
iteraciuli procesis gaCerebis pirobaa 
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           .                                       (10.46) 
am SemTxvevaSi, absoluturi cdomilebaa 
      ,                                             (10.47) 

xolo, fardobiTi cdomilebaa 

     
    

    
.                                           (10.48) 

   
ganvixiloT magaliTi. 
 
vTqvaT, gvinda amovxsnaT gantoleba 
        ,                                         (10.49)    

       sizustiT. 
amoxsna:  
gadavweroT (10.49) gantoleba zogadi (10.39) formiT 
               .                               (10.50) 

exla, gamoviyenoT misTvis zemoTmoyvanili procedura 
da avagoT iakobis, Sesabamisi iteraciuli formula 

a)                     ;                        (10.51) 
b)               , anu, 
                     .                       (10.52) 

     g)                       ,                     (10.53) 
darCa amocana:   mamravlisaTvis vipovoT iseTi    

mniSvneloba, romlisTvisac dakmayofildeba iteraciuli 
formulis krebadobis piroba              , romelsac 
Cvens SemTxvevaSi aqvs saxe 

      
 

      
   .                                   (10.54) 

sawyisi miaxloebis sapovnelad viyenebT veierStrasis 
Teoremas. 

                   
                         

e.i.          . sawyis miaxloebad avirCioT     . maSin 
krebadobis (2.54) piroba miiRebs saxes 

              
 

     
   .                           (10.55) 

am pirobas akmayofilebs, magaliTad      , es mniSvne-
loba cxadia, rom araa erTaderTi. miviReT iakobis 
iteraciuli formula mocemuli (10.49) gantolebisaTvis.  

                           
 
                 .                               (10.56) 
     .                                              (10.57) 
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am iteraciuli formulebiT gaTvla gvaZlevs, rom 
                    

                         
                          
                          

              , rac imas niSnavs rom mocemuli 
gantoleba amoxsnilia moTxovnili      sizustiT da misi 
fesvia 3.7893 

fardobiTi cdomileba iqneba 
 

     
    

    
 

      

      
                                   (10.58) 

rac savsebiT misaRebia mocemuli amocanisaTvis. 
 
 
 
 

10.2.3. or da sam cvladian wrfiv gantolebaTa sistemebis 
amoxsna matriculi xerxiT Mathcad – is bazaze 

 
or da samcvladian, wrfiv gantolebaTa sistemebis 

amosaxsnelad, gamoiyeneba arsebuli programuli paketebi 
romlebic eyrdnobian gausis meTods, esenia: Mathcad, Matlab, 

Mathematica da a.S. Cven simartivisaTvis, gamoviyenebT Mathcad 

pakets. 
vTqvaT, amosaxsnelia mesame rigis, wrfiv gantolebaTa 

sistema 
                    , 
                    , 
                    . 

gadavwerT mas matriculi formiT: 
     ,                                                 ( 

     
sadac,  

   

         
         
         

 ,       

  
  
  

 . 

 
maSin, matriculi (   gantolebis amonaxsns eqneba saxe 
       . 
ganvixiloT magaliTi 
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             , 
              , 
              . 
SavadginoT Sesabamisi Mathcad programa 
 

           

 

                     

 
rogorc vxedavT, am SemTxvevaSi, Mathcad programa 

sakmaod martivia da emTxveva amocanis matricul amoxsnas. 
cxadia, rom maRali rigis (     ) sistemebis aseTnairad 
amoxsna, sakmaod mouxerxebelia, miTumetes, rodesac 
sistemis matricis determinanti axlosaa nulTan  (sistema 
cudadaa ganpirobebuli). 

 
 
 
 

10.2.4. maRali rigis wrfiv gantolebaTa sistemis amoxsna 
iteraciuli meTodiT 

 
maRali rigis (   ) wrfiv gantolebaTa sistemis 

amosaxsnelad, umeteswilad, iyeneben iteraciul meTodebs. 
imisaTvis, rom SeviswavloT wrfiv gantolebaTa 

sistemis amoxsnis algoriTmebis krebadoba, cdomileba da 
gamoTvle-bis mdgradoba, iyeneben veqtorisa da matricis 
normis cnebas, romlebic veqtoris sigrZis cnebis 
ganzogadebas warmoadgenen. 

wrfivi    veqtoruli sivrcis      elementis norma 
ewodeba     ricxvs, romelic akmayofilebs pirobebs: 

1)                  ; 
2)                      ; 
3)               
               veqtorisaTvis, rogorc wesi, ganixilaven 

ori tipis normas 
                 ,                                   (10.59) 

A

1

7

8

2

4

9

5

3

5











 B

20

24

41













X

1

2

3
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   .                                      (10.60)     

kvadratuli                               matricis norma 

ganisazRvreba   da    veqtorebis normebis saSualebiT: 

          
    

   
.                                       

(10.61) 
damtkicebulia, rom 

                   
 
   ,                                
(10.62) 

          
  

      
 

 ;                                   (10.63) 

amasTan, Tu, matrica simetriulia, anu,     , maSin 

                    , da   
     

 

               
,          

(10.64) 
sadac,        mocemuli   matricis sakuTrivi ricxvebia, 

anu,             maxasiaTebeli gantolebis fesvebia. 
 
ganvixiloT normis gamoTvlis magaliTebi Mathcad –is 

bazaze. 
a)   veqtoris pirveli da meore norma: 

         

b) exla ganvixiloT, mocemuli arasimetriuli   matri-
cis pirveli norma da meore normis Sefaseba zemodan: 

 

         

 

matricis normebis gamoTvla ufro martivia, Tu 
gamoviyenebT Mathcad –is standartul programebs 

  
 
ganvixiloT normis Tvisebebi: 
a)              ;             ; 
b)             . 

 

x

10

3

5

1















 max x( ) 10

0

3

i

x
i 

2




11.619

A

2

1

2

3

3

5

4

2

4











 j 0 2 v
j

0

2

i

A
T  j 



 i



 v

9

6

11











 max v( ) 11

0

2

i 0

2

j

A
i j 

2







9.381

norm1 A( ) 11 norm2 A( ) 8.847
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ricxviTi algoriTmebis realizaciisas gardauvalia 
cdomilebebi, romelTa Sefasebac xdeba cdomilebis   
veqtoris normis saSualebiT. cdomilebebi gamowveulia 
sawyisi monacemebis cdomilebis veqtoriT, romlis normas 
avRniSnavT   , TviT meTodis cdomilebebiT, romlis 
veqtoris normas avRniSnavT    da kompiuterSi ricxvebis 
damrgvalebis cdomilebis veqtoriT normiT   . jamuri   
cdomileba fasdeba utolobiT 

          .                                     (10.65) 
rogorc wesi, Tvlian rom meTodis cdomileba 10-jer 

naklebi unda iyos sawisi monacemebis cdomilebaze. Tavis 
mxriv, damrgvalebis cdomileba 10-jer naklebi unda iyos 
meTodis cdomilebaze. 

cvladTa gamoricxvis gausis meTodi zusti meTodia, mas 
ara aqvs meTodis cdomileba, Tumca, sawyisi monacemebis an 
damrgvalebis mcire cdomilebasac SeuZlia amoxsnis 
SedegSi mogvces mniSvnelovani cdomileba.  

wrfiv gantolebaTa      sistemis   amonaxsnis 
cdomilebis Sesafaseblad marjvena   mxareze 
damokidebule-biT, ganixilaven sistemis amonaxsnis 
fardobiTi cdomilebis Sefardebas marjvena mxareebis 
fardobiT cdomilebebTan 

   
   
   
   

 
       

       
 
           

       
 
                 

       
  

               ,                                    
(10.66) 

sadac   amonaxsnis cdomilebaa,   - marjvena mxareebis 
cdomileba. 

               ricxvs   matricis ganpirobebulobis 
ricxvs uwodeben. matricis ganpirobebulobis ricxvi, 
axasiaTebs sistemis marjvena mxareebSi cdomilebis 
gavleniT, amonaxsnis cdomilebis zrdis siswrafes. Tu, 
ganpirobebulobis ricxvi gacilebiT metia erTze, maSin 
sistemas cudad ganpirobebuli ewodeba da misi amxsnisas 
cdomileba didia. 

simetriuli matricebisaTvis 

     
               

               
  .                                (10.67) 

ganvixiloT magaliTi Mathcad –is bazaze. 
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rogorc vxedavT, am SemTxvevaSi, matricis 
ganpirobebulobis ricxvia 3.588. 

zusti meTodebis gamoyeneba wrfiv gantolebaTa 
sistemebis amosaxsnelad, maRali rigis (     ) SemTxvevaSi 
araa mizanSewonili, radgan operaciaTa ricxvi swrafad 
matulobs ganzomilebasTan erTad da maSasadame matulobs 
angariSis cdomilebac. Tu, sistemis matrica samdiagonalaa, 
maSin iyeneben Tomasis gaSvebis meTods, rac faqtiurad, 
gausis meTodia, Tumca operaciaTa ricxvi mcirdeba, radgan 
nulovan diagonalebTan ar xdeba operaciebi, rac amcirebs 
operaciaTa saerTo raodenobas da maSasadame cdomilebas. 

sasrul-sxvaobaTa meTodis gamoyenebas wrfivi, 
kerZowar-moebuliani diferencialuri gantolebebis 
amosaxsnelad, mivyavarT maRali rigis wrfiv gantolebaTa 
sistemis amoxsnis aucileblobasTan. aseT SemTxvevaSi, 
umeteswilad, iyeneben iteraciul meTodebs, romelTac 
sazogadod aqvT saxe 

  
       

    
             ,                         (10.68) 

sadac      iteraciis parametria. Tu,    , maSin 
iteraciul meTods  

       

    
             ,                            (10.69) 

ewodeba cxadi iteraciuli sqema da amonaxsni moicema 
sqemiT 
                          .                        (10.70) 

Tu,     maSin iteraciul sqemas ewodeba aracxadi da 
is moicema formuliT 

                               .              (10.71) 
aracxadi iteraciuli sqemis SemTxvevaSi, iteraciis 

yovel axal bijze, unda amoixsnas gantolebaTa sistema 
(10.71). 

iakobis martivi iteraciis sqemas wrfiv gantolebaTa 
sistemisaTvis aqvs saxe 

                                   ,    (10.72) 
D                          .                     (10.73) 

Teorema. Tu,       maSin wrfiv gantolebaTa sistemas 
aqvs erTaderTi amonaxsni da (10.72) iteraciuli procesi 
krebadia sistemis amonaxsnisaken geometriuli progresiis 
siswrafiT. 

A

2

1

0.5

1

3

1

0.5

1

4












max eigenvals A( )( )

min eigenvals A( )( )
3.588
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iteraciuli procesiT miRebuli amonaxsnis, zust 
amonaxsnTan absoluturi cdomileba fasdeba utolobiT 

         
   

     
         .                         (10.74) 

  es utoloba saSualebas gvaZlevs gavaCeroT 
iteraciuli procesi maSin, roca miRweulia amoxsnis 
Sesabamisi sizuste. 

ganvixiloT Sesabamisi magaliTi Mathcad –is bazaze 
 

            

 

       

 miaxloebiTi amonaxsni      

cdomileba            zusti 

amonaxsni 
 
10.2.5. arawrfiv gantolebaTa sistemis amoxsna iakobis 

martivi iteraciis meTodiT 
 

Tu, gvinda amovxsnaT arawrfiv gantolebaTa sistema  

 

                

                
 

                

 ,                                 (10.75) 

iteraciuli meTodiT, maSin iseTnairadve viqceviT, rogorc 

skalarul SemTxvevaSi. (10.75) sistema SegviZlia gadavweroT 

veqtoruli formiT, Tu SemoviRebT Sesabamis aRniSvnebs 

 

      

               

               

 .                                  (10.76) 

Sesabamis iteraciul sqemas eqneba saxe: 

A

1

2

1

1

3

2

0

1

1











 b

1

2

10











  0.4 N 15 x
0 

1

6

2











 D A
0

 A

norm2 D( ) 1.231 n 0 N x
n 1 

D x
n 

 c xn x
n 1 

x
n 



xN 9.19 10
3

 x
N 1 

2.241

1.24

10.214













0 5 10 15
0

5

10

xn

n A
1

b

2.25

1.25

10.25
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                             .                     (10.77) 

Tu, iteraciuli procesis warmomqmneli              

funqcia, akmayofilebs banaxis Teoremis pirobebs, maSin 

(10.77) procesi krebadia (10.75) arawrfivi gantolebis 

amonaxsnisaken. 

ganvixiloT, arawrfiv gantolebaTa sistemis iakobis 

martivi iteraciis meTodiT amoxsnis magaliTi. 

vTqvaT, gvinda amovxsnaT arawrfiv gantolebaTa sistema  

        SevadginoT Sesabamisi programa Mathcad –is 

bazaze 

amosaxsneli sistemis marcxena mxaris veqtor-funqcia. 

   

iteraciis parametri:  

iteraciaTa ricxvi:   

ucnobebis sawyisi miaxloebebi:  

iakobis martivi iteraciis sqema: 

    

cdomilebebis dinamika iteraciebis nomris mixedviT: 

 

cdomilebis dinamikis grafikuli suraTi: 

F x( )

x
0 

2
x
1

 1

e
x1

x
1

















 1

N 15

x
0  0

0











n 0 N x
n 1 

x
n 

 F x
n  

xn x
n 1 

x
n 
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miaxloebiTi amonaxsni meTxuTmete iteraciaze: 

 

     funqciis mniSvneloba          : 

 

rogorc vxedavT, absoluturi cdomilebaa       . 

 

10.2.6. arawrfiv gantolebaTa sistemis amoxsna niutonis 
meTodiT 

 
ganvixiloT arawrfiv gantolebaTa sistemis  

 

                

                
 

                

 .                                  (10.78) 

amoxsnis niutonis algoriTmi. aqac unda visargebloT (10.76) 
veqtoruli aRniSvnebiT. anu, gvaqvs gantolebaTa sistema 
      . ganvixiloT, am veqtor-funqciis pirveli rigis 
warmoebulebisagan Sedgenili matrica (iakobis matrica): 

      

 

  
 

   

   
  
   

   
   

   

   
   

   
  
   

   
  

   

   
 

   

   
  
   

   
  

   

    

  
 
.                              (10.79) 

maSin, niutonis iteraciuli sqema arawrfiv 
gantolebaTa sistemisaTvis, Caiwereba veqtoruli formiT: 

0 5 10 15
0

1

2

xn

n

x
N 1  0.658

0.567











F x
N 1   4.699 10

4


1.182 10
4
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        .                           (10.80) 

Tu, sistemis iakobis matrica araa gadagvarebuli 
          da sawyisi pirobebi “sakmaod axlosaa 
amonaxsnTan”, maSin niutonis iteraciuli procesi krebadia. 
Tumca, niutonis sqemiT, arawrfiv gantolebaTa sistemis 
amoxsna arapraqtikulia, Teoriulad is mravali axali 
ideis momcemia. 
 

10.3. kompleqsuri ricxvebis simravle 
 

rogorc viciT, namdvil ricxvTa simravlesa da wrfis 
wertilebs Soris arsebobs urTierTcalsaxa Tanadoba-
bieqcia; rac saSualebas iZleva, wrfesTan dakavSirebuli 
geometriuli amocanebi CavweroT namdvili ricxvebis 
meSveobiT da amovxsnaT algebruli meTodebis saSualebiT. 
magram, wrfeebis garda geometriaSi arseboben 
sibrtyeebic(organzomilebiani sivrce). ismis kiTxva: viciT, 
rom erTganzomilebian sivrces - wrfes Seesabameba namdvil 
ricxvTa simravle, arseboben Tu ara sibrtyis Sesabamisi 
“brtyeli ricxvebi"? 

am kiTxvaze pasuxi aris dadebiTi: diax arseboben, Tan 
aseTi ricxviTi simravleebi mniSvnelovnad gansxvavdebian 
erTmaneTisagan. 

sibrtyis yovel P wertils Seesabameba ori ricxvi(misi 
koordinatebi) P(x;y). amrigad, Cven SegviZlia SemoviRoT 
“brtyeli ricxvebi". vTqvaT, gvaqvs ricxvebi 

    ).;(B      );;(  A  imisaTvis, rom azri qondes axali 
ricxvebis SemoRebas, unda gvqondes Sesabamisi algebruli 
operaciebi da maTi Tvisebebi. amis Semdeg, SegveZleba 
davaxasiaToT Sesabamisi algebruli sistema. amitom, 
SemoviRoT operaciebi “brtyel ricxvebze". 

);();();(   BA ;                             (10.81)  
);();();(  BA ;                       (10.82)   



















2222
,

);(

);(













B

A .                            (10.83)       

Tu, SemoviRebT nulisa da erTis Sesabamis brtyel 
ricxvebs 

).0;1(1

);0;0(0




                                                 (10.84)     

miviRebT algebrul sistemas, romlis operaciebic 
ZiriTadad akmayofileben igive Tvisebebs, rasac operaciebi 
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namdvil ricxvebze(wrfiv ricxvebze), Tumca, aris 
gansxvavebebic. kerZod, Tu “brtyel ricxvebs" CavwerT 
algebruli formiT   iA . sadac, 0) ; (  );1;0(  i . maSin 
gveqneba 

12  iii .                                                                                              (10.85)        

aseTi toloba SeuZlebelia namdvili ricxvebis 
SemTxvevaSi. ase, rom Cven saqme gvaqvs axali tipis 
algebrul sistemasTan romelsac C - kompleqsur ricxvTa 
simravles[13] uwodeben. CRQZN  . 

 
 

10.3.1. kompleqsuri ricxvebis trigonometriuli da 
maCvenebliani Caweris formebi 

 
gansazRvreba: ibaz  kompleqsuri ricxvis moduli ewodeba 
sibrtyeze am ricxvis gamomsaxveli wertilidan 

koordinatTa saTavemde manZils 22 baz  .  

samkuTxedis ori gverdis sigrZeTa jami metia mesame 
gverdis sigrZeze ; xolo ori gverdis sxvaoba naklebia 
mesame gverdze : 

21212121 z     ; zzzzzzz  .                            (10.86)  

    
gansazRvreba: ibaz  kompleqsuri ricxvis SeuRlebuli 

ricxvi ewodeba ibaz 


kompleqsur ricxvs. 
cxadia, rom adgili eqneba tolobebs: 

zz  ; 2121 zzzz  ; 2121 zzzz  .                           (10.87)      

 
gansazRvreba: ibaz  kompleqsuri ricxvis namdvili nawili 
ewodeba az Re ricxvs, xolo warmosaxviTi nawili ewodeba 

bz Im ricxvs. 
 
kompleqsuri ricxvi igive sibrtyis wertilia. sibrtyis 
wertilebi ki, SegviZlia gamovsaxoT, rogorc dekartis 
koordinatebSi(Seesabameba kompleqsuri ricxvis algebruli 
Caweris forma iyxz  ), aseve, polarul koordinatTa 
sistemaSi. 

am SemTxvevaSi wertili xasiaTdeba z  moduliT (manZiliT  

koordinatTa saTavemde) da kuTxiT abscisaTa RerZis 

dadebiT mimarTulebasTan 
x

y
arctg , romelic aiTvleba 
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saaTis isris sawinaaRmdego mimarTulebiT k  2  sizustiT 
da romelsac kompleqsuri ricxvis argumenti zarg ewodeba. 

k  2argarg)arg( 2121  zzzz ;                                                                   (10.88) 

k  2argargarg 21

2

1  zz
z

z
;                                   (10.89)    

. . . 2; 1; ;0 k                                              (10.90)      
Sedegad, kompleqsuri ricxvi SegviZlia CavweroT 
trigonometriuli formiT: 

 sin(argz) iargz)cos(  zibaz .                              (10.91)     

 
Tu, gavixsenebT eileris formulas 

 sincos  iei
;                                          (10.92)    

maSin, kompleqsuri ricxvis (10.91) trigonometriuli 
formidan gadavalT mis maCveneblian formaze; 

ziezz arg .                                                (10.93) 

magaliTi: 1 1  iz  kompleqsuri ricxvi CawereT 
trigonometriuli da maCvenebliani formiT. 

amoxsna: 211 22 z ; 
41

1
arg


 arctgz  aqedan gamomdinare, 

trigonometriul formas eqneba saxe: 











4
sin

4
cos2


iz ;  xolo Sesabamis maCveneblian (10.93) 

formas, miviRebT saxiT 42





i

ez . 
 
 
10.3.2. orwevra gantolebebis amoxsna kompleqsur ricxvTa 

simravleSi 
 

kompleqsuri ricxvis trigonometriuli formidan 
gamomdinare, cxadia rom 

 )argsin(arg)argcos(arg 21212121 zzizzzzzz  .                  (10.94)    

am formulidan miviRebT, rom 

 )argsin()argcos( zniznzz
nn  ;                             (10.95)      

 
am formulidan gvaqvs: 








 





n

kz
i

n

kz
zz nn  2arg

sin
2arg

cos .                        (10.96)     

sadac  
      1-n ; . . . 2; 1; ;0k . 
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aqedan naTlad Cans, rom kompleqsuri ricxvidan n-uri 
xarisxis fesvs aqvs n mniSvneloba. rac imas niSnavs, rom n 

xarisxis mravalwevrs aqvs n fesvi. 
ganvixiloT orwevra gantolebebi: 
1)   12 x  am gantolebas namdvil ricxvTa simravleSi 
amonaxsni ara aqvs. exla vnaxoT misi amonaxsnebi 
kompleqsur ricxvTa simravleSi: 

2

2
sin

2

2
cossincos1

k
i

k
ix








  

1;0k   anu gvaqvs ori amonaxsni 

.
2

3
sin

2

3
cos

;
2

sin
2

cos

2

1









ix

ix

 

2) 33 22  xx  fesqveSa gamosaxuleba gadavweroT 
trigonometriuli formiT da mere visargebloT (10.96) 
formuliT. 

  






 





3

20
sin

3

20
cos20sin0cos22 333 k

i
k

ix


. 

2. 1; ;0k  maSasadame, gvaqvs sami amonaxsni: 

.
3

4
sin

3

4
cos2

;
3

2
sin

3

2
cos2   x;2

3
3

3
2

3
1

























ix

ix

 

P.S.  
kompleqsur ricxvebs farTo gamoyeneba aqvs informaciis 
fraqtaluri SekumSvis amocanebis Seswavlisas da signale-
bis filtraciis saqmeSi[13-14]. aseve, didia maTi gamoyenebis 
areali uwyvet tanTa meqanikis brtyeli amocanebis Seswav-
lis saqmeSi [15-16]. arseboben kompleqsuri ricxvebisagan 
gansxvavebuli sxva brtyeli ricxvebic. konkretulad, 
dualuri da ormagi ricxvebi, magram am ricxvebisaTvis 
gayofis operacia araa yovelTvis SesaZlebeli(aq araa 
laparaki nulze gayofaze), amitom praqtikaSi “brtyeli 
ricxvebidan", jer-jerobiT, farTo gamoyeneba aqvT, 
ZiriTadad, kompleqsur ricxvebs. 

 
 

10.4. ricxviTi sistemebis ageba grasman-klifordis 
proceduriT 
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kompleqsur ricxvTa sistema araa dalagebuli, anu araa 
maTTvis, sazogadod, ganmartebuli metoba-naklebobis mimar-
Teba. kompleqsurma ricxvebma didi gamoyeneba pova fizikasa 
da teqnikaSi, meqanikasa da maTematikaSi. swored amitom, 
gagrZelda axali tipis ganzogadebuli, ricxviTi sistemebis 
Zieba da Seswavla [19-23], im pirobiT rom, maT qonodaT 
namdvili da kompleqsuri ricxvebis ZiriTadi Tvisebebi. ase 
warmoiqmna ormagi da dualuri ricxviTi sistemebi, 
kvaternionebi, oqtavebi, klifordis ricxvebi, grasmanis 
sistemebi da a.S. 

ganvixiloT axali, ganzogadebuli ricxviTi sistemebis 
agebis grasman-klifordis procedura.  

vTqvaT     - nebismieri namdvili ricxvebia. ganvixiloT 
      ,                                           (10.97) 

saxis ricxvebis simravle, sadac   - raRac simboloa 
(obieqti), romelic namdvil ricxvebze gamravlebisas, 
akmayofilebs komutaciurobis pirobas, anu,            da 
adgili aqvs tolobas                   , anu,  
    ,                                                   (2.98)    

sadac   iRebs mniSvnelobebs -1, an 1 an 0.     – ricxvebs 
ewodebaT rTuli   ricxvis komponentebi, xolo   - s 
uwodeben warmosaxviT erTeuls. ase, rom grasman-
klifordis proceduris pirveli bijis Semdeg, xdeba 
namdvil ricxvTa simravlis gaormageba: erTi namdvil 
ricxvTa simravle adgens   komponents, xolo meore 
namdvil ricxvTa simravle   - komponents. 
 

gansazRvreba: (2.97) saxis ricxvebs ewodebaT 
kompleqsuri ricxvebi, Tu,      , ewodebaT ormagi 
ricxvebi, Tu,      da ewodebaT dualuri ricxvebi, Tu, 
    . 

am gansazRvrebidan gamomdinare, kompleqsuri, ormagi da 
dualuri ricxvebis namravli Sesabamisad, ganisazRvreba 
ubralo ariTmetikuli formulebiT (10.98) pirobis 
gaTvalis-winebiT 

                             ,              (10.99) 
                             ,              (10.100) 
                            .                 (10.101)            

yvela SemTxvevaSi, gamravlebis operacia 
komutaciuricaa da asociatiuric.  
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xolo, ormagi da dualuri ricxvebi arian sistemebi 
gayofis gareSe, radgan maTTvis gayofis operacia 
yovelTvis araa SesaZlebeli (ormagi ricxvebi ar iyofa 
       ricxvebze, xolo dualuri ricxvebi ar iyofa 
     ricxvebze). 

gamovikvlioT romeli      da      ricxvebisaTvis 
aqvs adgili tolobas 

       .                                           (10.102) 
aseT ricxvebs nulis gamyofebi ewodebaT. kompleqsur 

ricxvTa simravleSi nulis gamyofebi ar gvaqvs, radgan 
                 .                          (10.103) 

ormag ricxvTa simravleSi 
                           .              (10.104) 

yvela aseTi saxis ricxvebi roca    , nulis 
gamyofebia. 

dualur ricxvTa simravleSi nulis gamyofebia    
ricxvebi, romlebisTvisac        , radgan 

            ,                                    (10.105) 
nebismieri namdvili     ricxvebisaTvis. 
 
gadavideT grasman-klifordis proceduri meore 

nabijze. vTqvaT,    da   , (10.97) saxis raime ricxvebia, sadac 
warmosaxviTi   erTeuli akmayofileben (10.98) pirobas. 
SemoviRoT raime meore   simbolo (obieqti), romelisTvisac  

    ,                                              (10.106) 
sadac   iRebs mniSvnelobebs -1, an 1 an 0. amasTanave,   
simbolos namravli namdvil ricxvebze aris komutaciuri, 
xolo   warmosaxviT erTeulze marjvena namravli 
antikomutaciuria          , an komutaciuria        , an 
gadagvarebulia       , anu, 

      ,                                             (10.107) 
sadac   iRebs mniSvnelobebs -1, an 1 an 0. ganvixiloT 

        ,                                         (10.108) 
saxis ricxvebis simravle. radgan        ,        , 

             .                                  (10.109)  
am formulaSi    namravli warmoadgens obieqts axali 

TvisebebiT. SemoviRoT aRniSvna     . maSin miviRebT rom 
            .                                  (10.110)      
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  obieqtisaTvis       simboloebs warmosaxviT 
erTeulebs uwodeben. maT namravlebs aqvT saxe ix. cxrili 
10.1 

cxrili 10.1 
       
         
           
             

 
 

10.4.1. kvaternionebi 
 

ufro detalurad ganvixiloT (10.110) tipis ricxvebi. 
roca         , anu,          da       , maSin 
warmosaxviTi       erTeulebi mravldebian erTmaneTze 
wesiT, romelic mocemulia cxriliT 10.2 

cxrili 10.2 
       
  -1      
     -1   
          

 
aseT              ricxvebs, kvaternionebs uwodeben. es 
ricxvebi pirvelad ganixila hamiltonma.  

nebismieri kvaternionisaTvis adgili aqvs formulebs 
            ,              ,                 ,     (10.111) 

sadac               aris              kvaternionis 

SuRlebuli kvaternioni, xolo                  aris 
kvaternionis norma. kvaternionebis   simravle aris sistema 
gayofiT. kvaternionebis simravles aqvs kompleqsuri 
ricxvebis mravali Tviseba. kvaternionebis gamravlebas 
Seesabameba samganzomilebiani da oTxganzomilebiani 
sivrceebis paraleluri gadatana, brunva da msgavsebis 
gardaqmna, centraluri da RerZuli simetria. 
 

10.4.2. paulis ricxvebi 
 

Tu, gavagrZelebT zemoTmoyvanil grasman-klifordis 
proceduras maTematikuri induqciis principiT, maSin   -ur 
bijze miviRebT  

        ,                                        (10.112) 
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saxis ricxvebs, sadac       aris grasman-klifordis 
proceduriT       bijze agebuli ricxvebi, xolo   axali 
simboloa, romelsac warmosaxviTi erTeulebisnairi 
Tvisebebi aqvs. maSin cxadia, rom   ricxvebs eqnebaT saxe 

                      ,                      (10.113) 
sadac       , xolo             namdvili ricxvebia; 
          warmosaxviTi erTeulebia, romlebic gamravlebisas 
komutireben namdvil ricxvebTan. xolo, erTmaneTze 
namravlebisaTvis adgili aqvs formulebs 

  
                                                  (10.114) 

sadac        iRebs mniSvnelobebs -1, an 1 an 0. 
 

Tu,     da       maSin (10.112),(10.113) kompleqsuri 
ricxvebia; Tu,     da      maSin (10.112),(10.113) ormagi 
ricxvebia; Tu,     da      maSin (10.112),(10.113) dualuri 
ricxvebia; Tu,     da                , maSin 
(10.112),(10.113) kvaternionebia; Tu, (10.114) namravlebSi yvela 
      , maSin (10.112),(10.113) klifordis ricxveba; Tu, yvela 

           , maSin (10.112),(10.113) grasmanis ricxvebia; Tu, 

    da yvela            , maSin (10.112),(10.113) paulis 

ricxvebia; Tu,     da                        , 
maSin (10.112),(10.113) dirakis ricxvebia. 

paulis ricxvebs aqvT saxe 
                                            , (10.115) 

sadac                                         . amas garda, 

  
    

    
                                       .   (10.116) 

 
 

P.S. paulis ricxvebis namravli asociatiuria, magram araa 
komutaciuri. aseTive Tviseba aqvT klifordis ricxvebs, 
garda kompleqsuri ricxvebisa. 

10.4.3 hiperkompleqsuri ricxvebi 
 

yvela, zemoTganxiluli ricxvebi hiperkompleqsur ricx-
vebs miekuTvnebian. ase eZaxian maTematikur obieqtebs, 
romlebsac aqvT saxe 

                      ,                       (10.117) 
sadac              namdvili ricxvebia, xolo      

        warmosaxviTi erTeulebia, romlebic komutireben 
namdvil ricxvebTan namravlSi. aseTi ricxvebisaTvis 
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toloba da jami iseve ganimarteba, rogorc 
veqtorebisaTvis, xolo maTi erTmaneTze namravlebi 
ganisazRvreba, warmosaxviTi erTeulebis gamravlebis 
dadgenil wesze damokidebulebiT 

                                 ,              (10.118) 

sadac                    . 
(10.117) saxis ricxvebis simravles, maTze zemoT 

gansazRvruli Sekrebisa da gamravlebis operaciebiT da 
maTi tolobis cnebiT,     rangis hiperkompleqsuri 
ricxviTi sistema ewodeba.  

 
 

10.5. keli-diqsonis procedura 
          
vTqvaT,   aris (10.117) saxis hiperqompleqsuri sistema 

raime garkveuli (10.118) tipis gamravlebis wesiT. 

ganvixiloT      tipis ricxviTi sistema 
        ,                                       (10.119) 

sadac        , xolo   axali simboloa, romelic 
namravlebSi komutirebs namdvil ricxvebTan. ganvsazRvroT 
toloba, agreTve, Sekrebisa da gamravlebis operaciebi 

    tipis ricxvebisaTvis Semdegi wesiT 
                           

                                ;          (10.120) 
                                         ; 

sadac                        .  

gansazRvreba:        rangis      hiperkompleqsur 

sistemas gaormagebuli   sistema ewodeba, xolo TviT      
sistemis agebis proceduras – keli-diqsonis gaormagebis 
procedura.  

es procedura gansxvavdeba grosman-klifordis 
procedurisagan gamravlebis (10.120) wesiT. amas garda, 
sawyis   sistemas SeiZleba qondes nebismieri rangi 
(ganzomileba) da gamravlebis nebismieri (10.118) tipis wesi. 

 
10.5.1. oqtavebi 

 
ganvixiloT, klasikuri ricxviTi simravleebidan keli-

diqsonis proceduris Sedegad miRebuli sistemebi.  
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a) Tu,    , maSin      aris kompleqsur ricxvTa 

simravle  , anu,       ; 

b) Tu,    , maSin        kvaternionebis ricxviTi 
sistemaa; 

g) Tu,    , maSin      aris  
                                            

      
 
   ,                                                                                                   (10.121) 

saxis ricxviTi sistemaa, sadac         kvaternionebia, 
     , aseve,                                      
       warmosaxviTi erTeulebia, romelTa yvela 
SesaZlo namravlebi (2.120) wesebis Tanaxmad mocemulia 
cxrilSi 10.3 

                                           cxrili 10.3 
                      
   -1                      
       -1                  
          -1               
               -1          
                 -1        
                    -1     
                        -1 
 
gansazRvreba: (10.121) saxis ricxvebs, warmosaxviTi 

erTeulebis gamravlebis cxrilSi moyvanili wesiT, 
oqtavebi ewodebaT. 

oqtavebis namravli, sazogadod, araa komutaciuri da 
asociatiuri. 

 
 
10.6. zogierTi ricxviTi sistemis matriculi warmodgena 

 
hiperkompleqsuri ricxvebis praqtikuli gamoyenebisas, 

xSirad, mizanSewonilia maTi matriculi warmodgena. 
a) ganvixiloT        kompleqsuri ricxvebis 

simravle. CavweroT isini           saxiT, sadac 
     da     . gaviTvaliswinoT am simboloebis 
algebruli Tvisebebi: 

  
                    

                         . 
(10.122) 
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am        da    obieqtebis nacvlad, ganvixiloT 
Sesabamisi kvadratuli matricebi 

    
  
  

 ,      
  
   

 .                         (10.123) 

advili Sesamowmebelia, rom es matricebi akmayofile-
ben (10.122) pirobebs. magaliTad, 

  
   

  
   

   
  
   

   
   
   

     .           (10.124) 

         matriculi Sesabamisobebidan gamomdinare, 
SegviZlia davweroT, rom           kompleqsur 
ricxvs Seesabameba matrica 

   
  
   

 .                                      (10.125) 

am Sesabamisobidan gamomdinare, SegviZlia vTqvaT, 
rom kompleqsur ricxvebsa da (10.125) tipis matricebs 
Soris arsebobs urTierTcalsaxa Tanadoba, romlis 
drosac, kompleqsuri ricxvebis jamsa da namravls 
Seesabameba (10.125) saxis Sesabamisi matricebis jami 
da namravli. aseT Sesabamisobas or simravles Soris, 
izomorfizmi ewodeba. 

b)                              
kvaternionebisaTvis gvaqvs Sesabamisoba 

    
  
  

      
  
   

   

    
  
   

         
  
  

   

sadac    . am Sesabamisobis gaTvaliswinebiT, 
kvaternionebis matricul warmodgenas aqvs saxe: 

   
        
         

   
    
       

 ,                 (10.126) 

amrigad, kvaternionebsa da (10.126) saxis kompleqsur 
ricxvebs Soris arsebobs izomorfizmi. 

    g) paulis ricxvebis matriculi warmodgenisaTvis, 
   obieqtisa da mTavari warmosaxviTi 
erTeulebisaTvis iyeneben warmodgenebs 
    

    
  
  

      
  
  

   

    
   
  

         
  
   

   

xolo sxva warmosaxviTi erTeulebis matriculi 
warmodgenebisaTvis unda gamoviyenoT formulebi    
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d) klifordis ricxvebis warmodgena xdeba oTxi 
matriculi komponentiT: 
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0    0    i  0

0    i-  0  0

i-  0    0  0
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0   0     i-  0

0   0     0    i

i   0     0   0

0   i-   0   0

3 ;  























1-   0    0   0

0     1-   0   0

0      0    1   0

0      0    0   1

4 . 

aq, adgili aqvs normirebis Tanadobebs 12 i . 

klifordis ricxvebis meSveobiT igeba specialuri 
spinoruli operatorebi[17-18], romelTac farTo 
gamoyeneba aqvT Teoriul fizikaSi. 

 
 
amocanebi da savarjiSoebi 
 

varianti 1 
 

1.raSi mdgomareobs evklides algoriTmis arsi naturalur 
ricxvTa simravleSi(risi povnis saSualebas iZleva) ? 

2.ramdeni naturaluri gamyofi aqvs ricxvebs: 120; 180? 
3.risi povnis saSualebas iZleva eileris formula )(n da 

rogoria misi analizuri saxe? 
4.amoxseniT Sedareba: 

 )2(mod03 23  xxx ; 
5.amoxseniT orwevra gantoleba: 
 15 x ; 
6.separabeluria, Tu ara namdvil ricxvTa simravle(ratom)? 

varianti 2 
 

1.evklides algoriTmis gamoyenebiT ipoveT )100;150(d  ? 
2.ramdeni naturaluri gamyofi aqvs ricxvebs: 12; 18? 
3.risi povnis saSualebas iZleva eileris formula )(n da 

rogoria misi analizuri saxe? 
4.amoxseniT Sedareba: 

 )5 (mod03 23  xxx ; 
5.amoxseniT orwevra gantoleba: 
 ix 5 ; 
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6.separabeluria, Tu ara namdvil ricxvTa simravle(ratom)? 

 
varianti 3 

1.ra kavSiria udides saerTo gamyofsa, umcires saerTo 
jeradsa da ori ricxvis namravls Soris ? 

2.ramdeni naturaluri gamyofi aqvs ricxvebs: 150; 18? 
3.risi povnis saSualebas iZleva eileris formula )(n da 

rogoria misi analizuri saxe? 
4.amoxseniT Sedareba: 

 F y( )
25 0.75y

0.5
 ; 

5.amoxseniT orwevra gantoleba: 
 G y( )

244.949

12 y

1

2












2

 ; 
6.rogor miiReba namdvil ricxvTa simravle racionalur 

ricxvTa simravlidan? 
varianti 4 

 
1.ra kavSiria udides saerTo gamyofsa, umcires saerTo 

jeradsa da ori ricxvis namravls Soris ? 
2.ramdeni naturaluri gamyofi aqvs ricxvebs: 125; 8? 
3.risi povnis saSualebas iZleva eileris formula )(n da 

rogoria misi analizuri saxe? 
4.amoxseniT Sedareba: 

 )5(mod0375 23  xxx ; 
5.amoxseniT orwevra gantoleba: 
 83 x ; 
6.rogor miiReba namdvil ricxvTa simravle racionalur 

ricxvTa simravlidan? 
 
 
 

 
varianti 5 

 
1.CawereT iz 43  kompleqsuri ricxvi trigonometriuli da 

maCvenebliani formiT? 
2.ramdeni naturaluri gamyofi aqvs ricxvebs: 25; 56? 

3.ipoveT 
i

i
w

4

32 
 kompleqsuri ricxvis trigonometriuli 

forma? 
4.amoxseniT Sedareba: 

 )7(mod0375 23  xxx ; 
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5.amoxseniT orwevra gantoleba: 
 14 x ; 
6.moiyvaneT separabeluri sivrcis gansazRvreba? 

 
varianti 6 

 
1.CawereT )32)(43( iiz   kompleqsuri ricxvi trigonome-

triuli da maCvenebliani formiT? 
2.ramdeni naturaluri gamyofi aqvs ricxvebs: 250; 560? 

3.ipoveT 
2008

1

1














i

i
w kompleqsuri ricxvis trigonometriuli 

forma? 
4.amoxseniT Sedareba: 

 )3(mod0375 23  xxx ; 
5.amoxseniT orwevra gantoleba: 
 164 x ; 
6.moiyvaneT kvaternionebis gansazRvreba? 

 
varianti 7 

 

1.CawereT 
107)43( iz   kompleqsuri ricxvi trigonometriuli 

da maCvenebliani formiT? 
2.ramdeni naturaluri gamyofi aqvs ricxvebs: 50; 60? 

3.ipoveT 
200

1

1














i

i
w kompleqsuri ricxvis trigonometriuli 

forma? 
4.amoxseniT Sedareba: 

 )8(mod0375 2  xx ; 
5.amoxseniT orwevra gantoleba: 
 ix 164  ; 
6.moiyvaneT klifordis ricxvebis gansazRvreba? 

varianti 8 
 

1.CawereT )1)(1( iiz   kompleqsuri ricxvi trigonometriuli 
da maCvenebliani formiT? 

2.ramdeni naturaluri gamyofi aqvs ricxvebs: 25; 60? 

3.ipoveT 
8

1

1














i

i
w kompleqsuri ricxvis trigonometriuli 

forma? 
4.amoxseniT Sedareba: 
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 )2(mod0373  xx ; 

 
5.amoxseniT orwevra gantoleba: 
 ix 4 ; 
6.moiyvaneT sruli metrikuli sivrcis gansazRvreba? 
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XI Tavi. funqcionaluri simravleebi 
 

Sesavali 
 

samyaros rTuli procesebis aRsawerad, rogorc wesi, 
iyeneben sxvadasxva tipis funqciebs. am funqciebs 
axasiaTebT garkveuli zogadi Tvisebebi, ris gamoc, maT 
aerTianeben garkveul klasebSi - funqcionalur 
simravleebSi[1-3]. aseve, uwyveti procesebis modelirebisas, 
Cven veZebT diferenci-alur (operatorul) gantolebaTa 
rogorc klasikur, aseve, ganzogadoebul amonaxsnebs. 
amitom, funqcionaluri sivrce-ebis (simravleebis) Seswavla 
maTematikuri modelirebis erT-erTi mniSvnelovani amocanaa.  
 

 
11.1. wrfivi funqcionaluri sivrce 

 
gansazRvreba: G simravleze gansazRvrul funqciaTa L 

simravles ewodeba lineali(wrfiviani), Tu )(1 xu  da )(2 xu  
funqciebTan erTad, is Seicavs maT wrfiv kombinaciasac 
(anu )()( 2211 xuaxua   funqcias). 
magaliTebi :  

1. vTqvaT, L  aris Caketil G  areze gansazRvrul uwyvet 
funqciaTa simravle. maSin uwyveti funqciebis 
Tvisebebidan gamomdinare, L iqneba lineali. 

2. vTqvaT, L  aris Caketil G  areze gansazRvrul uwyvet 
funqciaTa simravle romelTaTvisac adgili aqvs 

pirobas 5)( xu . maSin aseTi funqciebis simravle ar 

iqneba lineali, radgan Tu 3)( xu  da 2a , miviRebT 
56)( xau . 

  

P.S. Tu L  aris lineali, maSin n funqciebTan  n

ii xu
1

)(

 erTad 

is Seicavs maT wrfiv kombinaciasac 


n

i

i xua
1

1 )( . sadac Rai   

namdvili ricxvebia. Tumca, SeiZleba lineali avagoT 
kompleqsur ricxvTa simravlis zemoTac. 
 
gansazRvreba: L linealis ori )(xu  da )(xv  funqciebis 
skalaruli namravli );( vu  SeiZleba ganisazRvros tolobiT: 


G

dxxvxuvu )()();( .                                           (11.1) 
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ase, rom linealis ori funqciis skalaruli namravli aris 
ricxvi. 

magaliTi :  ;)( xxu    )(xv =1;    50   xxG ; maSin skalaruli 

namravli iqneba: 

2

25

2
1)()();(

5

0

25

0

 
x

dxxdxxvxuvu
G

. 

(11.1) skalaruli namravlis Tvisebebi gamomdinareoben, 
uSualod integralis Tvisebebidan: 

);();( uvvu  ;                                                (11.2)           

);;();();( 22112211 vuavuavuaua                                  (11.3) 
;0);( uu                                                    (11.4)    

G.x   0)(0);(  xuuu                                      (11.5) 
 

 gansazRvreba: L  linealis )(xu  funqciis norma )(xu  ewodeba 

arauaryofiT ricxvs: 


G

dxxuuuxu )();()( 2 .                                     (11.6)    

 
exla SemoviRoT manZilis cneba linealis or funqcias 

Soris, romelsac funqcionalur analizSi metrikas 
uwodeben: 
gansazRvreba: L linealis or )(xu  da )(xv  funqciebs Soris 
manZili (anu metrika) ewodeba arauaryofiT ricxvs: 

 
G

dxvuvuvuvuvu 2)();();( .                        (11.7)     

magaliTi: ;)( xxu    )(xv =1;    50   xxG , maSin 

3

35

3

125

3
)(

5

0

35

0

2  
x

dxxxu . 

3

65

3

164
)1()();();(

5

0

22 


  dxxdxvuvuvuvuvu
G

 . 

 
maTematikaSi gamoyofen im ZiriTad Tvisebebs, romelsac 
akmayofilebs metrika(manZili): 

0);( vu ;                                                 (11.8) 
)()(0);( xvxuvu  ;                                       (11.9) 

);();( uvvu   ;                                             (11.10)            
);();();( zvvuzu   .                                       (11.11) 

es is Tvisebebia, romlebic gansazRvraven metrikas. 
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garda (11.7) metrikisa, romelic inducirebulia normiT, 
zogjer ganixilaven metrikis sxva saxeebsac. magaliTad, 
CebiSevis metrikas 

 )()( max);( xvxuvu
Gx

c 


 .                                     (11.12) 

 
P.S. metrikas, rogorc ar unda ganisazRvros is, moeTxoveba 
mxolod (11.8)-(11.11) Tvisebebis dakmayofileba. miuxedavad 
imisa, rom CebiSevis (11.12) metrika ufro intuiciurad 
zustia (11.7) metrikasTan SedarebiT uwyveti 
funqciebisaTvis, mas iSviaTad iyeneben. es gamowveulia imiT, 
rom praqtikaSi ufro xSirad gvaqvs saqme wyvetil 
funqciebTan, romlebisTvisac CebiSevis metrika ar 
gamodgeba. amitom, Cven Semdgomi agebebisaTvis gamoviyenebT 
(11.7) metrikas, romelic skalaruli namravliT ganimarteba. 
Tu, lineals vagebT kompleqsur ricxvTa simravlis zemoT, 
maSin skalaruli namravli ganimarteba formuliT 


G

dxxvxuvu )()();( , sadac )(xv  aris )(xv  funqciis kompleqsurad 

SeuRlebuli funqcia. 
 
 
 

11.2. hilbertis funqcionaluri sivrce 
 

gansazRvreba: G areze gansazRvrul )(xu  funqcias 
kvadratiT integrebadi ewodeba, Tu lebegis integralebi 
 

 
G

dxxdxxu
G

2 ;)(u          ;)(                                         (11.13)  

erTdroulad arseboben(arian krebadi). 
 
kvadratiT integrebadi funqciebis simravle, ufro farToa 
vidre uwyvet funqciaTa simravle. 
 
P.S. Tu,  

G

dxxu 0)(2 , maSin 0)( xu  TiTqmis yvelgan(garda iseTi 

wertilebis simravlisa, romlis lebegis zomac udris 
nuls). es exeba metrikasac. Tu, ori funqcia erTmaneTisagan 
gansxvavdeba, araumetes, vidre nul zomis simravlis 
wertilebSi, maSin amboben, rom es funqciebi emTxvevian 
erTmaneTs TiTqmis yvelgan.  
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gansazRvreba: L lineals, masze gansazRvruli (11.6) 

normiT da (11.7) metrikiT, hilbertiswina(unitaruli) 2S

sivrce ewodeba. 
 

G areze gansazRvrul uwyvet funqciaTa simravles 
aRniSnaven )(GC  simboloTi. xolo, Tu funqciebis nebismieri 
rigis warmoebulebic uwyvetia, maSin Sesabamis funqciaTa 

klass(simravles) aRniSnaven )(GC
 simboloTi. 

 
ganvixiloT mimdevrobis krebadobis cneba 

2S  
funqcionalur sivrceSi. 

gansazRvreba: vityviT, rom  
1

)(
nn xu  funqciaTa 

(funqcionaluri) mimdevroba krebadia )(xu funqciisaken Tu, 
.0);(lim 


uun

n
                                               (11.14)   

anu, Tu 

0)]()([lim 2 
G

n
n

dxxuxu .                                     (11.15)    

funqcionalur sivrceebSi bunebrivad zogaddebian is 
topologiuri cnebebi, rac Cven gvqonda ricxviTi simravle-
ebisaTvis. 

gansazRvreba:   
1

)(
nn xu  funqciaTa mimdevrobas koSis (funda-

mentaluri) mimdevroba ewodeba, Tu 0);(lim 




nm

m
n

uu . 

gansazRvreba: vityviT, rom )(xu warmoadgens 
2S

unitaruli sivrcis zRvariT wertils, Tu )(xu funqciis 
nebismieri midamosaTvis, moiZebneba 

2S sivrcis iseTi 
elementebi, romlebic am midamos ekuTvnian. 
Teorema: )(xu funqcia aris 

2S  unitaruli sivrcis zRvariTi 
wertili, maSin da mxolod maSin, roca arsebobs am sivrcis 

elementebis(funqciebis) iseTi mimdevroba  
1

)(
nn xu , romelic 

krebadia )(xu funqciisaken. 
 
P.S. iseve, rogorc racionalur ricxvTa simravlis 
SemTxvevaSi, 

2S  unitaruli sivrcis zRvariT wertili 
SeiZleba ar ekuTvnodes am sivrces. 
gansazRvreba: 

2S  unitaruli(hilbertiswina) sivrcis 
gaerTi-anebas misi zRvariTi wertilebis simravlesTan, am 
sivrcis Caketva ewodeba. es gansazRvreba simbolurad ase 
Caiwereba: 
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222 SSS  .                                               (11.16)    

gansazRvreba: hilbertiswina(unitaruli) sivrcis 2S  
Caketvas,  hilbertis )(2 GL sivrce ewodeba. 
 

gansazRvreba: wrfiv, metrikul, normirebul sivrces, 
romelic srulia, normiT inducirebuli metrikis mimarT, 
banaxis sivrce ewodeba. 
 
P.S. 
 hilbertis B 120  sivrce srulia, anu masSi yvela koSis 
(fundamentaluri) mimdevroba krebadia. sxvanairad, is 
Seicavs Tavis yvela zRvariT wertils. iseve, rogorc 
racionalur ricxvTa simravle aris mkvrivi namdvil 
ricxvTa simravleSi; yvela racionalurkoeficientebiani 
polinomebis(funqciebis) simravlec mkvrivia )(2 GL  
hilbertis sivrceSi. amitom, hilbertis sivrcec 
separabeluria, iseve, rogorc namdvil ricxvTa simravle. 
sivrcis separabeluroba saSualebas iZleva, mis elementebs 
mivuaxlovdeT masSi moTavsebuli mkvrivi qvesimravlis 
elementebis krebadi mimdevrobiT; rac did gamoyenebas 
poulobs miaxlovebiT analizSi. hilbertis sivrce 
yovelTvis aris banaxis sivrcec. hilbertis funqcionaluri 
sivrce warmoadgens kvadratiTintegrebadi funqciebis(alag-
alag uwyveti) simravles.  

unda aRiniSnos, rom hilbertis sivrce Y1 P1 P2( ) a
1

1 B P1 a
1

 P2 a
2

 
P1 1 2 



Y2 P1 P2( ) a
2

2 B P1 a
1

 P2 a
2

 
P2 1 2 



, amave 
dros banaxis sivrcea. xolo banaxis sivrce yovelTvis araa 
hilbertis sivrce(radgan banaxis sivrceSi araa 
savaldebulo rom gvqondes skalaruli namravli).  
 

gansazRvreba: funqciaTa sistemas 
E1 P1 P2( )

P1
Y1 P1 P2( )

d

d









P1

Y1 P1 P2( )


E2 P1 P2( )
P2

Y2 P1 P2( )
d

d









P2

Y2 P1 P2( )

 ewodeba wrfivad 

damokidebuli, Tu am sistemis erTi funqcia mainc, SeiZleba 
gamovsaxoT, rogorc danarCeni funqciebis wrfivi 
kombinacia. Tu, funqciaTa sistema araa wrfivad 
damokidebuli, maSin mas wrfivad damoukidebel sistemas 
uwodeben. 

magaliTi: funqciaTa sistema 
P1 15

P2 12
 

wrfivad damokidebulia, radgan 213 44 uuu  . 

imisaTvis, rom gamovarkvioT funqciaTa sistemis wrfivad 
damoukideblobis sakiTxi unda davTvaloT am sistemis 
gramis determinanti. 



546 

 

Teorema: funqciaTa sistema  k

nn xu
1

)(

 wrfivad 

damoukidebelia hilbertis )(2 GL  sivrceSi, maSin da 
mxolod maSin, roca am sistemis gramis determinanti 
gansxvavebulia nulisagan, anu 
 

.0

);(u   .  .  ).;(u   );(u

.      .     .     .     .    .     .    .

)u;(u  .  .  . );(u   );(u

)u;(u .  .  .  )u;(u   );(

);...;;(

k2k1k

k22212

k12111

21 

k

k

uuu

uu

uu

uuuD                      (11.17)    

magaliTi: funqciaTa sistema 1u     ;cosu   ;sin 321  xxu  wrfivad 

damoukidebelia ];0[2 L  sivrceSi, radgan 

  

 




0 0

223121

2

11 .);(u    ;2);(u     ;0cossin);(u     ;
2

sin);( uuxdxxuxdxuu  

Y1 P1 P2( ) a1
1 B P1 a1 P2 a2( )

P1 1 2 


Y2 P1 P2( ) a2
2 B P1 a1 P2 a2( )

P2 1 2 


. 

gansazRvreba: wrfivad damoukidebel 
EY1 P1 P2( )

P2
Y1 P1 P2( )

d

d









P2

Y1 P1 P2( )


EY2 P1 P2( )
P1

Y2 P1 P2( )
d

d









P1

Y2 P1 P2( )


 funqciaTa 

sistemas ewodeba sruli P1 15 P2 12  sivrceSi, Tu am sistemis 

yvela SesaZlo 



Ii

ii xuax )()( wrfivi kombinaciebiT miRebuli 

)(x funqci-aTa simravle mkvrivia P 12  sivrceSi. 
 

gansazRvreba: amboben, rom Y P( ) 28
1

4
P  funqciaTa wrfivad 

damoukidebeli sistema warmoadgens Sauderis baziss EY P( )
P

Y P( )
d

d









P

Y P( )
  

sivrceSi, Tu sivrcis nebismieri funqcia SeiZleba 

warmovadginoT EPYP( ) 1 EY P( )  saxiT.  

magaliTi: P 12  funqcionalur sivrceSi, roca 

 dyc bxa );(  yxG  Sauderis mravalwevra bazisia: 

.  .  .  ;y  xy;; xy;  x;;1 22
 

aseve, )2,0(2 L sivrceSi, arsebobs trigonometriul funqciaTa 
bazisi: . . . cos2y;sin2x cos2y;sinx cosy;sin2x cosy;sinx ;1   
cnobilia, rom )(2 RL sivrceSi SeiZleba aigos veivlet 
funqciebisagan Semdgari bazisebic.  
P.S.  
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mocemuli amocanisaTvis, bazisis SerCeva sakmaod rTuli 
problemaa, radgan jer-jerobiT, SerCevis zogadi 
procedura ar arsebobs. sxvadasxva bazisi ki ganapirobebs 
krebadobis sxvadasxva siCqares. 
 

11.3. analogia n  ganzomilebian veqtorul da hilbertis 
)(2 GL  funqcionalur sivrceebs Soris 

 
hilbertis )(2 GL  sivrcis geometriis gasagebad, 

ganvixiloT analogiebi n  ganzomilebian veqtorul 
sivrcesTan. 
 
# nR veqtoruli sivrce hilbertis )(2 GL sivrce 
1. elementebi veqtorebia 

);...;;( 21 nxxxx     

elementebi )(xf funqciebia  

2. veqtorebis skalaruli 
namravli 





n

i

ii yxyx
1

);(  

funqciebis skalaruli 
namravli 


G

dxxgxfxgxf )()())();((  

3. veqtoris sigrZe 





n

i

ixxxx
1

2);(  

funqciis norma 


G

dxxfxfxfxf )())();(()( 2  

4. manZili or wertils Soris 





n

i

ii yxyxyxyx
1

2)();(  

metrika 

 





G

dxxgxf

xgxfxgxf

xgxfxgxf

2))()((

))()();()((

)()())();((

 

5. Tu,  n

iie
1
 wrfivad damoukidebel 

veqtorTa sistemaa nR -Si, maSin 
nebismieri x elementi(veqtori) am 
sivrcidan warmoidgineba saxiT: 





n

i

ii exx
1

 

Tu,  
1

)(
nn xu  Sauderis bazisia 

)(2 GL  sivrceSi, maSin am 
sivrcis nebismieri )(xf

elementi(funqcia) SeiZleba 
warmovadginoT saxiT: 







1

)()(
i

ii xuaxf  

 
 
 
 
 

11.4. sobolevis )(2 GW k
 funqcionaluri sivrce 
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Cven ganvixileT hilbertis )(2 GL  funqcionaluri 

sivrce. praqtikuli, operatoruli gantolebebis 
amosaxsnelad, zogjer, iyeneben iseT funqcionalur 
sivrceebs, romlebic uzrunvelyofen egreTwodebuli 
ganzogadoebuli da susti amonaxsnis cnebaTa gamoyenebas.  

es sivrceebi iseTive wesiT igeba, rogorc Cven avageT 
)(2 GL  hilbertis sivrce. gansxvavebaa mxolod skalaruli 

namravlis gansazRvris wesSi. 
Tu, skalarul namravls ganvsazRvravT formuliT : 

 
G G

dxvuvdxuvu '');(  ;                                     (11.18) 

da gavimeorebT )(2 GL  hilbertis sivrcis agebis teqnikas, 

maSin miviRebT sobolevis funqcionalur sivrces )(1

2 GW . 
analogiurad, Tu skalarul namravls ganvsazRvravT 
formuliT : 

  
GG G

dxvudxvuvdxuvu '''''');(  ;                              (11.19) 

maSin, miviRebT )(2

2 GW  sobolevis funqcionalur sivrces. 

analogiurad aigeba sobolevis )(2 GW k
 funqcionaluri 

sivrce, Sesabamisi skalaruli namravlis SemoRebiT. 

.);(
0

)()(



k

i G

ii dxvuvu                                           (11.20) 

     
 

11.5. damokidebuleba funqcionalur sivrceebs Soris 
 

Cven ganvixileT sxvadasxva funqcionaluri sivrceebi, 
romlebic erTmaneTisagan gansxvavdebian rigi topologiuri 
TvisebebiT. Yvelaze ufro “kargi” funqciebi arian 
mravalwevrebi da maTi simravle qmnis polinomialuri 

funqciebis sivrces )(xPn , sadac argumenti sazogadod,  

m -ganzomilebiani veqtoria (e.i. )(xPn  mravalcvladiani 

polinomebis simravlea). es funqciaTa simravle aris uwyvet 

funqciaTa )( mRC funqcionaluri sivrcis 
qvesimravle(nawili). uwyvet funqciaTa simravle aris 
wrfivianis(linealis) qvesimravle. funqciaTa lineali aris 
wrfivi metrikuli sivrcia nawili. funqciaTa wrfivi 
metrikuli sivrce aris unitaruli (hilbertiswina) sivrcis 
nawili. is ki Tavis mxriv hilbertis  funqcionaluri 



549 

 

sivrcis nawilia. H   hilbertis funqcionaluri sivrce ki 

Cadgmulia sobolevis )(2 GW k
 sivrceSi, Tu 1k . 

 
 
amocanebi da savarjiSoebi 
 

 varianti 1 
 
1.vTqvaT, L  aris Caketil G  areze gansazRvrul uwyvet 

funqciaTa simravle romelTaTvisac adgili aqvs pirobas 

8)( xu . maSin aseTi funqciebis simravle iqneba lineali, 

Tu ara da ratom?  

2. ;)( xxu    )(xv =1;    50   xxG ; maSin gamoTvaleT 

skalaruli namravli )(0

2 GW -is azriT. 
3.gamoTvaleT wina amocanaSi mocemuli funqciebis normebi 

)(2 GL sivrcisaTvis. 
4.gamoTvaleT, ))();(( xvxu  wina amocanis pirobebSi. 
5.wrfivad damoukidebelia, Tu ara funqciaTa sistema: 

;)( xxu    )(xv =1;    50   xxG ? 

6.ra gansxvavebaa unitarul, hilbertis da banaxis sivrceebs 
Soris? 

varianti 2 
 
1.vTqvaT, L  aris Caketil G  areze gansazRvrul uwyvet 

funqciaTa simravle romelTaTvisac adgili aqvs pirobas 

9)( xu . maSin aseTi funqciebis simravle iqneba lineali, 

Tu ara da ratom?  

2. ;)( 2xxu    )(xv =1;    50   xxG ; maSin gamoTvaleT 

skalaruli namravli )(0

2 GW -is azriT. 
3.gamoTvaleT wina amocanaSi mocemuli funqciebis normebi 

)(2 GL sivrcisaTvis. 
4.gamoTvaleT, ))();(( xvxu  wina amocanis pirobebSi. 
5.wrfivad damoukidebelia, Tu ara funqciaTa sistema: 

;)( 2xxu    )(xv =1;    50   xxG ? 

6.ra gansxvavebaa sobolevis, hilbertis da banaxis 
sivrceebs Soris? 
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varianti 3 
 
1.vTqvaT, L  aris Caketil G  areze gansazRvrul uwyvet 

funqciaTa simravle romelTaTvisac adgili aqvs pirobas 

6)( xu . maSin aseTi funqciebis simravle iqneba lineali, 

Tu ara da ratom?  

2. ;)( 3xxu    )(xv =1;    50   xxG ; maSin gamoTvaleT 

skalaruli namravli )(0

2 GW -is azriT. 
3.gamoTvaleT wina amocanaSi mocemuli funqciebis normebi 

)(2 GL sivrcisaTvis. 
4.gamoTvaleT, ))();(( xvxu  wina amocanis pirobebSi. 
5.wrfivad damoukidebelia, Tu ara funqciaTa sistema: 

;)( 3xxu    )(xv =1;    50   xxG ? 

6.ra gansxvavebaa hilbertis da banaxis sivrceebs Soris? 
 
 

varianti 4 
 
1.vTqvaT, L  aris Caketil G  areze gansazRvrul uwyvet 

funqciaTa simravle romelTaTvisac adgili aqvs pirobas 

66)( xu . maSin aseTi funqciebis simravle iqneba lineali, 

Tu ara da ratom?  

2. ;)( 4xxu    )(xv =1;    50   xxG ; maSin gamoTvaleT 

skalaruli namravli )(0

2 GW -is azriT. 
3.gamoTvaleT wina amocanaSi mocemuli funqciebis normebi 

)(2 GL sivrcisaTvis. 
4.gamoTvaleT, ))();(( xvxu  wina amocanis pirobebSi. 
5.wrfivad damoukidebelia, Tu ara funqciaTa sistema: 

;)( 4xxu    )(xv =1;    50   xxG ? 

6.ra gansxvavebaa hilbertis da banaxis sivrceebs Soris? 
 
 

 
varianti 5 

 
1.vTqvaT, L  aris Caketil G  areze gansazRvrul uwyvet 

funqciaTa simravle romelTaTvisac adgili aqvs pirobas 
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88)( xu . maSin aseTi funqciebis simravle iqneba lineali, 

Tu ara da ratom?  

2. ;)( 5xxu    )(xv =1;    50   xxG ; maSin gamoTvaleT 

skalaruli namravli )(0

2 GW -is azriT. 
3.gamoTvaleT wina amocanaSi mocemuli funqciebis normebi 

)(2 GL sivrcisaTvis. 
4.gamoTvaleT, ))();(( xvxu  wina amocanis pirobebSi. 
5.wrfivad damoukidebelia, Tu ara funqciaTa sistema: 

;)( 5xxu    )(xv =1;    50   xxG ? 

6.ra gansxvavebaa hilbertis da sobolevis sivrceebs Soris? 
 

varianti 6 
 
1.vTqvaT, L  aris Caketil G  areze gansazRvrul uwyvet 

funqciaTa simravle romelTaTvisac adgili aqvs pirobas 

1)( xu . maSin aseTi funqciebis simravle iqneba lineali, 

Tu ara da ratom?  

2. ;)( 8xxu    )(xv =1;    50   xxG ; maSin gamoTvaleT 

skalaruli namravli )(0

2 GW -is azriT. 
3.gamoTvaleT wina amocanaSi mocemuli funqciebis normebi 

)(2 GL sivrcisaTvis. 
4.gamoTvaleT, ))();(( xvxu  wina amocanis pirobebSi. 
5.wrfivad damoukidebelia, Tu ara funqciaTa sistema: 

;)( 8xxu    )(xv =1;    50   xxG ? 

6.ra gansxvavebaa hilbertis da sobolevis sivrceebs Soris? 
 

varianti 7 
 
1.vTqvaT, L  aris Caketil G  areze gansazRvrul uwyvet 

funqciaTa simravle romelTaTvisac adgili aqvs pirobas 

10)( xu . maSin aseTi funqciebis simravle iqneba lineali, 

Tu ara da ratom?  

2. ;)( 6xxu    )(xv =1;    50   xxG ; maSin gamoTvaleT 

skalaruli namravli )(0

2 GW -is azriT. 
3.gamoTvaleT wina amocanaSi mocemuli funqciebis normebi 

)(2 GL sivrcisaTvis. 
4.gamoTvaleT, ))();(( xvxu  wina amocanis pirobebSi. 
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5.wrfivad damoukidebelia, Tu ara funqciaTa sistema: 

;)( 16xxu    )(xv =1;    50   xxG ? 

6.ra gansxvavebaa banaxisa da sobolevis sivrceebs Soris? 
 

varianti 8 
 
1.vTqvaT, L  aris Caketil G  areze gansazRvrul uwyvet 

funqciaTa simravle romelTaTvisac adgili aqvs pirobas 

11)( xu . maSin aseTi funqciebis simravle iqneba lineali, 

Tu ara da ratom?  

2. ;)( 13xxu    )(xv =1;    50   xxG ; maSin gamoTvaleT 

skalaruli namravli )(0

2 GW -is azriT. 
3.gamoTvaleT wina amocanaSi mocemuli funqciebis normebi 

)(2 GL sivrcisaTvis. 
4.gamoTvaleT, ))();(( xvxu  wina amocanis pirobebSi. 
5.wrfivad damoukidebelia, Tu ara funqciaTa sistema: 

;)( 13xxu    )(xv =1;    50   xxG ? 

6.ra aris gramis determinanti da ra informacias iZleva 
misi mniSvneloba? 
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XII Tavi. geometriulad konstruirebadi fraqtalebi 

mecnierebi samyaros kvlevisa da modelirebis procesSi, 

rogorc wesi, yuradRebas amaxvilebdnen xolme iseT 

simravleebsa da funqciebze, romlebisTvisac advili 

gamosayenebelia gamoTvlis klasikuri meTodebi. iseT 

funqciebs ki, romlebic ar iyvnen saTanado sigluvis 

matarebeli anu regularuli, xSirad Tvlidnen xolme 

paTologiebad da ar uTmobdnen saTanado yuradRebas. didi 

xani ar aris, rac situacia Seicvala da aragluvma 

funqciebma Tu simravleebma didi popularoba moipova, rac 

ganpirobebulia bunebaSi mimdinare procesebis kompiuteriT 

ufro zustad aRweris aucileblobiT. benua mandelbrotis 

fraqtaluri geometria [1] swored aseTi araregularuli 

simravleebis SeswavliTaa dakavebuli. fraqtaluri geome-

triis ZiriTadi cnebaa fraqtali, romlis warmoSobac 

mniSvnelovnadaa dakavSirebuli kompiuteruli modelirebis 

amocanebTan. mniSvnelovania fraqtalebis gamoyenebani info-

rmaciis SekumSvisa da kompiuteruli dizainis sferoSi. 

didi xani araa, rac fraqtalebis saSualebiT aRiwera 

wylis gruntSi filtraciis traeqtoriebi, Weqa-quxilis 

dros caze warmoqmnili naTeba, xis totebis zrdis dinamika, 

adamianis Sinagani organoebis, fsiqikisa da organizaciuli 

sistemebis fraqtaluri struqtura. 

amJamad, ar arsebobs maTematikis TvalsazrisiT fraqta-

lis zusti gansazRvreba. leveries [2] azriT, fraqtali 

aris geometriuli figura, romelSic erTi da igive 

geometriuli fragmenti meordeba sxvadasxva masStabSi 

Semcirebisas. aseTi fraqtalebi wrfivi (afinuri) kumSvadi 

msgavsebis asaxviT miiyvaneba “uZrav wertilamde” romlis 

sawyissac Cven konstruqciul deda fraqtals vuwodebT.  

arsebobs sxva tipis fraqtalic, romelic warmoiqmneba 

arawrfiv dinamikur sistemebSi da amitom mas, zogjer, 

dinamikur fraqtals uwodeben [3]. maTac axasiaTebT 

“masStaburi invariantoba”, Tumca, mxolod miaxloebiT. 

orive tipis fraqtalis erTdroulad aRsawerad, benua 
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mandelbrotma mogvca fraqtalis Semdegi gansazRvreba: 

“fraqtali iseTi simravlea, romlis topologiuri 

ganzomilebac naklebia, vidre misi xausdorfis 

(fraqtaluri) ganzomileba”.  

cxadia rom, am gansazRvrebas damatebiTi ganmarteba 

Wirdeba, romelsac mogvianebiT gavakeTebT. pirveli 

ganmartebiT, cneba - “fraqtali” warmodgeba laTinuri 

sityvidan “fractus”, rac niSnavs damsxvreuls. meore 

gansazRvrebaSi, es cneba dakavSirebulia inglisur 

sityvasTan “fractional” rac niSnavs wiladurs. 

dinamikuri fraqtali 1918 wels aRwera frangma maTema-

tikosma gaston Juliam [4]. Tumca, maSin kompiuterebi ar 

arsebobda da Sesabamisi geometriuli ilustraciebi 

mxolod mogvianebiT gamoCnda [5]. 

aRmoCnda, rom xismagvar regularul maTematikur fraq-

talSi Tu, SevitanT SemTxveviT SeSfoTebebs miviRebT 

namdvili xis models. fraqtalebs iyeneben rTuli, 

sxvadasxva tipis signalebis klasifikaciisaTvis. gamo-

iyeneba, agreTve, ekonomikaSi valutis kursis rxevebis 

Seswavlisas, hidroaeromeqanikaSi turbulenturi dinebis 

aRsawerad, gruntSi siTxis filtraciis dros 

traeqtoriebis aRsawerad. fraqtalismagvari simravleebia 

Rrubelis sazRvari, zRvis sanapiro, dedamiwis rRvevis 

wirebi, gulsisZarRvTa sistema, Sinagani organoebis 

struqtura. gamoiyeneba qaosis TeoriaSi da a.S. 

amJamad, ar arsebobs maTematikis TvalsazrisiT 

fraqtalis zusti gansazRvreba. leveries [2] ganmartebiT, 

fraqtali aris geometriuli figura, romelSic erTi da 

igive geometriuli fragmenti masStaburad Semcirebisas 

meordeba sxvadasxva masStabSi. aseTi fraqtalebi wrfivi 

(afinuri) kumSvadi msgavsebis asaxviT miiyvaneba “uZrav 

wertilamde”. 

12.1. fraqtali da poziciuri Tvlis sistema  
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rogorc viciT, naturalur ricxvTa simravle 

usasruloa, amitom TiToeuli ricxvisaTvis sxvadasxva 

simbolos SemoReba arapraqtikulia. aqedan gamomdinare, 

SemuSavebul iqna poziciuri Tvlis sistemebi, romlebic 

sasruli raodenobis simboloTa meSveobiT gverds uvlis am 

sirTules, naturaluri ricxvebis sxvadasxva poziciaSi 

ganlagebiT da TiToeuli poziciisaTvis garkveuli 

Sinaarsis miniWebiT. amitomac uwodeben am sistemebs 

poziciurs. imis mixedviT Tu, ricxvebis Casawerad  ramden 

simbolos viyenebT, ganasxvaveben aTobiT, orobiT, rvaobiT, 

ocobiT, samocobiT da a.S. ricxviT sistemebs. 

 

12.1.1. poziciuri sistemebis xismagvari struqtura 
 

ganvixiloT fraqtal – “dendritis” erT-erTi saxe: 

orobiTi xe. sityva dendriti – warmodgeba berZnuli 

“dendron” – sityvisagan, rac niSnavs xes. 

 

nax. 12.1. orobiTi xe 

es saxeli savsebiT Seesabameba am fraqtals, radgan 

misi struqtura Zlier waagavs xis struqturas: ZiriTadi 

Rerodan gamodis ori toti, romelTagan TiToeuli xdeba 

masStabSi ufro mcire Rero Semdgomi datotvisaTvis da a.S. 

Tu, am process gavagrZelebT usasrulod, maSin gveqneba 

doneTa usasrulo raodenoba nax. 12.1. am naxazze, 
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TvalSisacemia TviTmsgavseba sxvadasxva masStabSi. 

Semcirebis masStabi arCeulia 0.5. vertikaluri Reroebis 

raodenoba ormagdeba yovel Semdeg doneze, xolo maTi 

sigrZeebi orjer klebulobs. horizontuli xazebi orjer 

ufro grZelia wina donis vertikalur RerosTan SedarebiT. 

rac ufro zemoTa arian totebi, miT ufro mWidroa maTi 

ganlageba. simravlis dajgufeba an dayofa or-or 

elementad damaxasiaTebelia Tvlis orobiTi sistemisaTvis 

(aTobiTi sistemisaTvis damaxasiaTebelia aT-aT elementad 

dajgufeba). nax. 12.1. warmoadgens orobiTi sistemis 

geometriul interpretacias fraqtal-dendritis formiT. am 

fraqtalis warmomqmnel sawyis fragment - elements deda- 

fraqtals vuwodebT. nax.1.1-ze gamosaxuli dendritis deda-

fraqtali iqneba nax. 12.2. 

 

nax. 12.2. orobiTi xis deda-fraqtali 

aTobiTi sistema, romliTac Cven vsargeblobT 

SemuSavebul iqna indoelebis mier 14 saukunis win, an ufro 

adre, Cinelebis mier. Tanamedrove aTwiladebi evropaSi 

Semovida simon stevinis saSualebiT meTeqvsmete saukuneSi. 

aTobiTi sistema Cven gveCveneba moqnilad da praqtikulad. 

am sistemaSi nebismieri ricxvi SegviZlia CavweroT 10-is 

xarisxebis saSualebiT: 

                            .                 (12.1) 

aTobiTi sistemis gavrceleba dakavSirebulia albaT im 

faqtTan, rom adamians aqvs 10 TiTi. albaT arseboben sxva 

planetaze xalxi romelTac aqvT 8 TiTi da maTTvis ufro 

bunebrivia rvaobiTi sistema. 
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unda aRiniSnos, rom aTobiT sistemasac, iseve, rogorc 

nebismier sxvas, aqvs naklic. Tundac is rom  wiladi 
 

 
 ver 

gamoixateba sasruli aTwiladiT da iZulebuli varT 

davjerdeT mis miaxloebiT mniSvnelobas. 

daaxloebiT 5000 wlis win Sumerebma mesopotamiaSi 

SeimuSaves samocobiTi sistema, romelic akmayofilebda maT 

moTxovnebs agrokulturasa da astrologiaSi. Cven dResac 

vsargeblobT am sistemiT drois gamoTvlisas: gvaqvs saaTSi 

60 wuTi, wuTSi 60 wami. aseve, kuTxeebis gazomvisas       ; 

       .    

maias tomebi sargeblobdnen ocobiTi sistemiT (xelebze 

da fexebze erTad gvaqvs 20 TiTi). es sistema 

damaxasiaTebelia albaT qarTvelebisTvisac, radgan 

viyenebT ricxvTa dasaxelebebs: ormoci=ori oci, 

samoci=sami oci . . .   

amJamad, mTeli msoflio sargeblobs aTobiTi sistemiT, 

xolo kompiuterebSi, gamoiyeneba orobiTi sistema.      

 

12.1.2. orobiTi sistema 
 

orobiT sistemaSi ricxvis Casawerad gamoiyeneba ori 

simbolo: 0 da 1. magaliTad,  

                                              

                                             

orobiTi sistemidan rom gadaviyvanoT ricxvi aTobiT 

sistemaSi, saWiroa warmovadginoT 2-is xarisxebad da 

daviangariSoT. magaliTad, 

                                          (12.2) 

                                                   (12.3) 
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Sesabamisad, aTobiTi sistemidan rom gadaviyvanoT 

ricxvi orobiTSi, unda warmovadginoT is 2-is xarisxebad 

da mimdevrobiT amovweroT warmodgenis koeficientebi. exla 

ganvixiloT orobiTi gamravlebis tabula, cxrili 12.1: 

cxrili 12.1 

X 0 1 
0 0 0 
1 0 1 

 

12.1.3. samobiTi sistema 

samobiT sistemaSi ricxvis Casawerad gamoiyeneben sam 

simbolos: 0; 1; 2. magaliTad, 

                .                                (12.4) 

                        .                      (12.5) 

rogorc vxedavT, aq ricxvi warmodgeba samis xarisxebis 

mixedviT. samobiT sistemaSi gamravlebis tabula moicema 

cxrili 12.2-iT: 

cxrili 12.2 

X 0 1 2 
0 0 0 0 
1 0 1 2 
2 0 2 1 

 

avagoT samobiTi sistemis Sesabamisi dendriti nax. 12.3. 
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nax. 12.3. samobiTi dendriti 

am naxazze sawyisi wertilia 0, saidanac erTmaneTisadmi 

    -iani kuTxiT gamodis sami Rero, romlebis boloebic, 

Semdgom etapze, TviTon xdebian sawyisi wertili da sami 

Reros mSobeli da a.S. mimarTulebas marjvniv aRvniSnavT 

“0”-iT, mimarTulebas marcxniv-zemoT – “1” da mimarTulebas 

marcxniv-qveviT – “2”-iT. samobiTi dendritis deda-fraqtals 

aqvs saxe nax. 12.4. 

 

nax. 12.4. samobiTi dendritis deda-fraqtali 

 am algoriTmidan gamomdinare, SegviZlia samobiTi 

dendriti avagoT kompiuterzec nax. 12.5. 
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nax. 12.5. samobiTi dendriti 

 

12.1.4. serpinskis fraqtaluri xaliCa 

polonelma maTematikosma vaclav serpinskim 1915 wels 

Seqmna lamazi maTematikuri obieqti, romelic Zalze waagavs 

samobiT dendrits. am obieqts serpinskis fraqtalur 

xaliCas uwodeben.  

mis asagebad, viwyebT tolgverda samkuTxedidan, sadac 

amovWriT gverdebis Sua wertilebis SeerTebiT miRebul 

samkuTxeds. Semdeg darCenil sam samkuTxeds veqceviT 

analogiurad da am process vagrZelebT usasrulod nax. 

12.6, nax. 12.7. 

 

nax. 12.6. serpinskis fraqtaluri xaliCis agebis dawyebiTi 

etapebi 
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nax. 12.7. serpinskis fraqtaluri xaliCa 

serpinxkis fraqtaluri xaliCis deda-fraqtalia 

tolgverda samkuTxedi da misgan mama-fraqtalis moqmedebiT 

(Sua samkuTxedis amoWra) miiReba serpinskis fraqtaluri 

xaliCis warmomqmneli elementi nax. 12.8. 

 

nax. 12.8. serpinskis xaliCis warmomqmneli elementi 

 

12.1.5.  kantoris fraqtali 

 
simravleTa Teoriis erT-erTma Semqmnelma - georg 

kantorma Seiswavla saintereso simravle, romelsac 
kantoris simravles uwodebdnen. Cven ki kantoris fraqtals 
vuwodebT. 

kantoris fraqtalis asagebad ganixilaven erTeulovani 

sigrZis monakveTs. sawyis etapze: dayofen sam tol nawilad 

da amoWrian Sua  
 

 
 
 

 
  monakveTs. Semdeg, darCenil or 

monakveTsac aseve moeqcevian da amoaWrian Sua mesameds. es 
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procesi grZeldeba usasrulod. zRvarSi miRebul 

wertilTa simravles kantoris fraqtals uwodeben nax.12.9. 

 

nax. 12.9. kantoris fraqtali 

kantoris fraqtalis deda-fraqtals aqvs saxe nax. 12.10: 

 nax. 12.10. kantoris fraqtalis warmomqmneli elementi 

romelic miiReba kantoris deda-fraqtalidan (monakveTi 

[0;1]) Sua monakveTis amoWriT (mama-fraqtali)  

cxadia rom sami bijis Semdeg gveqneba      monakveTi, 

romelTagan TiToeulis sigrZea     
 

  
. cxadia, rom   

bijis Semdeg miviRebT    monakveTs, romelTagan 

TiToeulis sigrZea    . rac imas niSnavs, rom darCenili 

monakveTebis saerTo sigrZea  
 

 
 
 
. gasagebia rom, roca     

darCenili monakveTebis saerTo sigrZe nulisken miiswrafis. 

es imas niSnavs rom, kantoris simravlis lebegis zoma 

nulis tolia da maSasadame misi topologiuri 

ganzomilebac nulovania. arsebobs ganzomilebis 

gansazRvrebis sxva wesic, romlis mixedviTac kantoris 

fraqtalis ganzomilebaa 0.6309. es ganzomileba wiladuria 
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(araa mTeli ricxvi). aqedan warmodgeba fraqtaluri 

ganzomilebis cnebac. 

 

12.2. fraqtaluri simravleebis ganzomilebis 
eqsperimentuli gansazRvra 

 
fraqtalis ganzomileba ganisazRvreba eqsperimentidan 

gamomdinare, romelic Catarda riCardsonis mier, didi 
britaneTis sanapiro zolis sigrZis gansazRvrisTvis. 
 

12.2.1. riCardsonis eqsperimenti 

fraqtalebisadmi didi yuradReba ganpirobebulia benua 

mandelbrotis Rrma naSromebiT [1],[6],[7]. mandelbrotis es 

warmateba mniSvnelovnadaa damokidebuli misi winamorbedis, 

cnobili meteorologis riCardsonis naSromebiT [8].  

riCardsonis naSromSi, romelic gamoqveynda misi 

sikvdilis Semdeg 1961 wels, mandelbrotma aRmoaCina 

britaneTis sanapiro zolis sigrZis gamosaTvleli 

formula. riCardsonma SeniSna rom, gazomvis sizuste 

mniSvnelovnadaa damokidebuli rukis masStabze. Tu rukaze 

avirCevT raime sigrZis erTeuls da gavzomavT farglis 

meSveobiT ramdenjer eteva es monakveTi sanapiro zolis 

konturSi, miviRebT rom      , sadac  -konturis 

mTlianad mosavlelad aucilebeli bijebis raodenobaa, 

roca sigrZis erTeulia  . sigrZis erTeulis Semcirebisas, 

cxadia rom sanapiro zolis sigrZis mniSvneloba izrdeba 

radgan sul ufro meti mixveul-moxveulebis sigrZeebis 

damateba xdeba. am gazomvebis Sedegad, riCardsonma SeniSna, 

rom sanapiro zolis sigrZis logariTmebsa da sigrZis 

masStabis logariTmebis mniSvnelobebs Soris arsebobs 

wrfivi damokidebuleba. man aago wrfivi regresiis wrfe da 

daadgina am wrfis daxriloba nax. 12.11, ramac saSualeba 

misca ganesazRvra sanapiro zolis konturis fraqtaluri 

ganzomileba. sur. 12.1-ze mocemulia sanapiro zolis 

realuri saxe. 



564 

 

 

sur. 12.1. kunZulis sanapiro zoli 

 

nax. 12.11. riCardsonis eqsperimentebis Sedegi 

regresiis gantolebas aqvs saxe: 

                  ,                                (12.6) 
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sadac    aris sanapiro zolis sigrZe roca sigrZis 

erTeulad miRebuli iyo    km. formula (12.6)-is amoxsna 

gvaZlevs gamosaxulebas: 

      
     .                                          (12.7) 

es formula SegviZlia gadavweroT formiT: 

      
 

 
 
    

.                                        (12.8)      

am formulidan naTlad Cans rom, Tu sigrZis erTeuls 

 -s SevamcirebT 32-jer, maSin sanapiros sigrZe gaizrdeba 

daaxloebiT 2-jer. roca     maSin    , magram 

realurad, sigrZe usasrulo ar iqneba radgan sigrZis 

erTeulis Semcireba garkveuli bijis Semdeg aRar 

gamoiwvevs sanapiro zolis sigrZis Secvlas (aRar gveqneba 

damatebiTi mixveul-moxveulebi sazRvris konturSi).  

sasargeblo iqneboda konturis mrudwirulobisaTvis 

gvqonoda raRac ricxviTi maxasiaTebeli. mandelbrotma 

formula (12.8)-Si xarisxis maCvenebels daumata erTi da 

miiRo ricxvi   romelsac man sanapiros konturis 

fraqtaluri ganzomileba uwoda (am SemTxvevaSi       ). 

 

12.2.2. fraqtaluri ganzomilebis cneba 

maTematikaSi arsebobs simravlis ganzomilebis gansaz-

Rvrebis sxvadasxva wesi, maTgan yvelaze popularulia 

a.puankares topologiuri ganzomilebis gansazRvreba, 

romlis mixedviTac, carieli simravlis ganzomilebaa “-1”, 

Semdgomi simravleebisaTvis ganzomileba ganimarteba 

maTematikuri induqciis meTodiT: Tu viciT, ra aris “n-1” 

ganzomileba, maSin simravlis ganzomilebaa “n” niSnavs, rom 

is SeiZleba warmovadginoT ragind mcire “n-1”-ganzomi-

lebiani simravleebis saSualebiT da ar SegviZlia 

warmovadginoT “n-2” ganzomilebiani simravleebiT. am 

ganmartebidan gamomdinare, wertils, wrfes, zedapirs 
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Sesabamisad, aqvT 0; 1 da 2 topologiuri ganzomileba. 

mogvianebiT, ganzomilebis ufro zusti ganmarteba mogvca 

brauerma, xolo ganzomilebis sxva ganmartebebi SemoiRes 

xausdorfma, bezikoviCma da kolmogorovma, romelTa 

gansazRvrebebi ukve moicavs wiladuri ganzomilebis 

sivrceebsac. 

davubrundebiT riCardsonis eqsperimentebs. Tu, rukaze 

avirCevT raime sigrZis erTeuls da gavzomavT farglis 

meSveobiT, ramdenjer eteva es monakveTi sanapiro zolis 

konturSi, miviRebT rom      , sadac  -konturis 

mTlianad mosavlelad aucilebeli bijebis (texilis 

monakveTebis) raodenobaa, roca sigrZis erTeulia  . 

mandelbrotis gansazRvrebis Tanaxmad, texilis 

“fraqtaluri ganzomileba  ” tolia: 

        
   

  
 

 

.                                        (12.9) 

cxadia, rom   aris sanapiro zolis wiris “mixvev-

moxvevadobis” ricxviTi maxasiaTebeli. Tu   bijis Semdgomi 

Semcirebisas, (12.9) formulaSi Semavali wiladis 

mniSvneloba Rar icvleba, es formula miiRebs saxes: 

  
   

  
 

 

,                                             (12.10) 

anu 

   
 

 
 
 
.                                             (12.11) 

Tu gavixsenebT, rom      , maSin gveqneba 

   
 

 
 
   

.                                           (12.12) 

es formula gviCvenebs Tu, rogor icvleba sanapiro 

zolis sigrZis gazomili   mniSvneloba, gazomvis   

masStabis mixedviT. 

12.3. koxis “dafraqtalebuli” wiri 
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koxis dafraqtalebuli wiris asagebad, viqceviT imis 

analogiurad, rogorc kantoris fraqtalis agebis dros. 

gansxvaveba isaa, rom sawyisi erTeulovani sigrZis 

monakveTis amoWrili Sua nawili ki ar uqmdeba, aramed, 

Seivseba tolgverda samkuTxedamde qveda gverdis gareSe 

(mama-fraqtali) nax. 12.12 da es procesi grZeldeba miRebuli 

texilis yvela monakveTisaTvis. 

 

nax. 12.12. koxis dafraqtalebuli wiris agebis 

algoriTmis sqema 

koxis algoriTmiT, monakveTis deda-fraqtalidan ([0;1] 

monakveTidan) mama-fraqtalis (monakveTis amoWrili Sua 

nawilis magivrad Casmuli, amozneqili ori monakveTi) 

zemoqmedebiT miRebul dafraqtalebul wirs aqvs saxe: 
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nax. 12.13. koxis dafraqtalebuli wiri 

vipovoT koxis dafraqtalebuli wiris fraqtaluri 

ganzomileba (12.5) formulis saSualebiT. radgan sawyisi 

monakveTis sigrZea 1, pirveli bijis Semdeg miRebuli 

TiToeuli fragmentis (monakveTis) sigrZe iqneba 
 

 
 da 

maSasadame oTxive monakveTi erTad mogvcems   
 

 
 sigrZes. 

Semdegi biji mogvcems 16 monakveTs, romelTagan TiToeulis 

sigrZe iqneba 
 

 
 da maSasadame, miRebuli wiris sigrZea 

  
  

 
  

 

 
 
 
 da a.S. aqedan gamomdinare, (12.12) formulidan 

miviRebT, rom 

  
   

   
 

    

    
                                       (12.13) 

rac imas niSnavs, rom koxis dafraqtalebuli wiris 

ganzomilebaa       . 

advili SesamCnevia rom, koxis dafraqtalebul wirs 

axasiaTebs TviTmsgavseba: misi yoveli nawili romelic 

miiReba Semdeg bijze, aris masStabSi Semcirebuli wina 

bijis wiris kopio. 

fraqtaluri wiriT SegviZlia avagoT realuri qviSis 

qariSxalis sazRvris modelic sur. 12.2 



569 

 

 

sur. 12.2. erayis erT-erT qalaqs uaxlovdeba qviSis 

qariSxali  

 

12.3.1. koxis dafraqtalebuli kunZuli 

Tu, koxis deda-fraqtalad aviRebT raime wesier mraval-

kuTxeds (magaliTad, wesier samkuTxeds) da mis Semadgenel 

yovel monakveTze vimoqmedebT koxis gareT mimarTuli mama-

fraqtaliT, miviRebT koxis dafraqta-lebul kunZuls  

nax. 2.4, xolo, Tu vimoqmedebT SigniT mimarTuli mama-

fraqtaliT, miviRebT koxis dafraqtalebul kunZuls rac 

gamoxatulia nax. 12.14: 
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nax. 12.14. koxis dafraqtalebuli kunZuli gareT 

mimarTuli mama-fraqtaliT 

 

nax. 12.15. koxis dafraqtalebuli kunZuli SigniT 

mimarTuli mama-fraqtaliT 

realurad, bunebaSi gvxvdeba cocxali sistemebi, 

romlebsac waagavs koxis kunZuli sur. 12.3. 
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sur. 12.3. xveuli kombosto 

 

12.3.2. minkovskis fraqtali 

minkovskis fraqtalisaTvis gvaqvs deda-fraqtali nax.2.6 

da mama-fraqtali nax. 2.7. 

 

nax. 12.16. minkovskis deda-fraqtali 

 

nax. 12.17. minkovskis mama-fraqtali 
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Tu, mama-fraqtaliT vimoqmedebT minkovskis deda-fraq-

talze da Semdeg, TiToeul miRebul monakveTs ganvixilavT 

deda-fraqtalad, maTzec vimoqmedebT minkovskis mama-

fraqtaliT da a.S. oTxi bijis Semdeg miviRebT minkovskis 

fraqtals formiT nax. 12.18. 

 

nax. 12.18. minkovskis fraqtali 

minkovskis fraqtalis ganzomilebas gamoviTvliT (12.12) 

formuliT: 

  
   

  
 

 

 
    

     
 

   

  
 

    

    .                           (12.14) 

 

12.3.3. fraqtaluri kunZuli 

vTqvaT, deda-fraqtalia kvadrati wveroebiT wertilebSi 

       , nax. 12.19, xolo mama-fraqtalia fragmenti nax. 12.20, 
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nax. 12.19. kvadrati wveroebiT         wertilebSi 

 

nax. 12.20. mama-fraqtali Sualeduri wertilebiT           

da            

maSin miviRebT fraqtalur kunZuls nax. 12.21 

 

nax. 12.21. fraqtaluri kunZuli 
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12.3.4. minkovskis fraqtaluri kunZuli 

deda-fraqtalad aviRoT isev kvadrati wveroebiT 

wertilebSi        , nax. 12.22, xolo mama-fraqtalia 

fragmen-ti nax. 12.23, 

 

nax. 12.22. kvadrati wveroebiT         wertilebSi 

 

nax. 12.23. minkovskis mama-fraqtali Sualeduri 

wertilebiT             da              

Sesabamisad, agebul minkovskis fraqtalur kunZuls aqvs 

forma nax. 12.24. 

 

nax. 12.24. minkovskis fraqtaluri kunZuli 

minkovskis fraqtaliT SegviZlia miuaxlovdeT mcenaris, 

krasula budas taZris formas sur. 12.4 
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sur. 12.4. krasula budas taZari  

 

12.3.5. fiordebis fraqtaluri kunZuli 

Tu, deda-fraqtali kvlav kvadratia nax. 12.25 wveroebiT 

wertilebSi        , nax. 12.25, xolo mama-fraqtalia 

fragmen-ti nax. 12.26, 

 

 

nax. 12.25. kvadrati wveroebiT         wertilebSi 
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nax. 12.26. fiordis mama-fraqtali Sualeduri wveroebiT 

          da            

maSin, Sesabamis fiordis fraqtalur kunZuls eqneba 

saxe nax. 12.27 

 

nax. 12.27. fiordis fraqtaluri kunZuli 

bunebaSi xSirad gvxvdeba sxvadasxva fraqtaluri 

formis obieqti sur. 12.5, sur. 12.6. 

 

sur. 12.5. FfrTis formis Rrublis fraqtali warmoiqmneba   

7-10km simaRleze, aRmavali haeris masebis atmosferuli 

frontis gaciebisas 
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sur. 12.6. yinulis bunebrivi fraqtali 

 

12.3.6. yinulovani fraqtaluri kvadrati 

ganvixiloT deda-fraqtalad kvadrati wveroebiT 

        wertilebSi nax. 2.18, xolo mama-fraqtalia 

fragmenti nax. 12.29 sami Sualeduri wertiliT:        , 

           da        . 

 

nax. 12.28. deda fraqtali 

 

nax. 12.29. mama-fraqtali Sualeduri wveroebiT werti-

lebSi        ,            da         
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Sesabamis yinulovan fraqtalur kvadrats eqneba Semdegi 

saxe nax. 12.30: 

 

nax. 12.30. yinulovani fraqtaluri kvadrati 

Sesabamisi bunebrivi fraqtalia Tovlis fifqi sur. 12.7 

 

sur. 12.7. Tovlis fifqis yinulovani fraqtali 
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12.3.7. yinulovani fraqtaluri samkuTxedi 

deda-fraqtalad ganvixiloT tolgverda samkuTxedi 

wveroebiT wertilebSi      ,            da       nax. 12.31, 

xolo mama-fraqtalad ganvixilavT fragments nax. 22.32 

Sualeduri wveroebiT wertilebSi        ,                da 

              . 

 

nax. 12.31. deda-fraqtali 

 

 

nax. 12.32. mama-fraqtali 

maSin, Sesabamis yinulovan fraqtalur samkuTxeds 

eqneba saxe nax. 12.33 

 

nax. 12.33. yinulovani fraqtaluri samkuTxedi 
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sur. 12.8. wvimis Rrublis wylis orTqlisagan Sedgenili  

fraqtali, warmoiqmneba 0.5-2km simaRleze 

 

sur. 12.9. yinulis nawilakebisagan Sedgenili Rrublis 

fraqtali 8km simaRleze warmoiqmneba 
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12.3.8. geometriulad konstruirebadi fraqtalis agebis 

algoriTmi 

zemoT ganxiluli, gemetriulad konstruirebadi fraq-

talebis agebis magaliTebidan gamomdinare, SegviZlia 

avagoT zogadi algoriTmi. 

vTqvaT, deda-fraqtali Sedgeba   raodenobis monakve-

Tisgan, xolo, mama-fraqtalis fragmenti moicavs   

monakveTs. deda-fraqtalisa da mama-fraqtalis monakveTebis 

boloebis koordinatebi, iTvleba rom winaswaraa gansazR-

vruli. vTqvaT, mocemulia mama-fraqtali nax. 12.34 

 

nax. 12.34. mama-fraqtali 

  wertili koordinatTa saTavea koordinatebiT      , 

xolo   wertilebis koordinatebia      . Sualeduri 

wveroebis koordinatebia            ,             . maSin 

             
 

  
. 

deda-fraqtalad ganvixiloT kvadrati wveroebiT      , 

      ,        ,       . Tu bijebis raodenobaa  , maSin    

mama-fraqtalis moqmedebiT deda-fraqtalis yovel 

monakveTze, miviRebT      wveros mqone texils. am 

texilis wveroebis koordinatebi gamoiTvleba msgavsebis 

gardaqmniT:  

 
                         
                         

 .                   (12.15) 
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nax. 12.35. msgavsebis gardaqmna 

am gardaqmnis geometriuli interpretacia mocemulia 

nax. 12.35. Sesabamisad gvaqvs asaxva:                 , 

                 ,                 . 

TviTmsgavseba kargad Cans analizurad agebul [5] man-

delbrotis fraqtalSi nax. 12.36. 

 

nax. 12.36. mandelbrotis fraqtali 
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XIII Tavi. spiralebi, xeebi da varskvlavebi 

piTagoram daamtkica Tavisi saxelganTqmuli Teorema, 

romlisTvisac man, marTkuTxa samkuTxedis gverdebze aago 

kvadratebi. amJamad, am figuridan ukve warmoiqmna “xe”. 

arqimedis yuradReba miipyro spiralurma formam da man 

traqtatic ki miuZRvna spirals. erT-erTi tipis spirals 

arqimedis saxeli qvia. spirali cocxali sistemis asagebi 

aguris rols TamaSobs. cnobilia rom, lokokina Tavis 

saxls agebs spiraluri fragmentebis saSualebiT. ujredis 

birTvi igeba ormagi gadajaWvuli spiraluri fragmentiT – 

dizoqsiribonukleinis mJavis struqturiT, romelic Seicavs 

formirebadi cocxali sistemis genetikur kods. aseve, 

xSirad, spiraluri forma aqvs ganviTarebis garkveul 

etapze myof galaqtikasac. 

 

13.1. spiralebi 

gamoyofen sami tipis spirals:  

a)daxveuli Zafis gaxsnisas Zafis, gaWimuli bolos mier 

sivrceSi aRwerili spirali;  

b)arqimedis spirali; 

  g)logariTmuli zrdis spirali. 

ganvixiloT TiToeuli maTgani cal-calke:  

a) tipis spiralis aRsawerad mivmarToT nax. 13.1-s. 
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nax. 13.1. Zafis naxvevi gaSlisas misi gaWimuli bolo 

asrulebs brunviT moZraobas wagrZelebiT 

advili misaxvedria rom, Tu Zafis bolos sawyisi 

mdgomareobaa   , xolo momdevno mdgomareoba -     , maSin 

radius veqtori     Semobrundeba       mdgomareobaSi   

kuTxiT da radius veqtoris sawyisi sigrZe garkveulad 

wagrZeldeba  -jer anu          . aqedan gamomdinare, 

radgan     radius-veqtoris abscisTa RerZTan daxris 

kuTxea   , gveqneba tolobebi: 

                                                , 

(13.1) 

                                                , 

(13.2) 

magram 

                da            .                          (13.3) 

aqedan gamomdinare miviRebT, rom    

                        ,                          (13.4) 
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                        .                         (13.5) 

amrigad, miviReT spirali, romelic yovel bijze, saaTis 

isris sawinaaRmdego mimarTulebiT mobrundeba   kuTxiT da 

Sesabamisad, daSordeba koordinatTa saTaves  -jer nax. 13.2.          

 

nax. 13.2. a) tipis spirali 

b) arqimedis spirali nax. 13.3. 

arqimedis spirali polar-koordinatebSi Caiwereba 

formiT: 

     ,                                        (13.6) 

sadac     mudmivi ricxvia da is garkveul SesabamisobaSia 

mezobel xveulebs Soris manZilTan, xolo   Sesabamisi 

mobrunebis kuTxea. marTlac, radgan   aris manZili 

spiralis romelime wertilidan polusamde, aviRoT 

wertili pirvel xveulze roca      anu       , 

spirali kidev erTxel Semobrunebisas gveqneba       da 

       ; maSin manZili mezobel xveulebs Soris iqneba 

                      . 
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nax. 13.3. arqimedis spirali 

 

sur. 13.1. cocxali fraqtali: spiraluri sukulenti 

g) logariTmuli zrdis spirali nax. 13.4. 

polar-koordinatebSi logariTmuli zrdis spirals 

aqvs saxe: 

              
   .                             (13.7) 

logariTmuli spiralisaTvis nax. 13.4 damaxasiaTebelia 

rigi saintereso Tvisebebisa, Tu ganvixilavT spiralis 

brunvas Tanabari siCqariT saaTis isris sawinaaRmdego 

mimarTulebiT da Sesabamis sam, mimdevrobiT mdgomareobas 

nax. 13.5, maSin: 
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       .                       (13.8) 

        

a)                         b)                

nax. 13.4. logariTmuli spirali (daxvevis mimarTuleba 

damokidebulia   koeficientis niSanze. Tu is uaryofiTia, 

maSin daxvevis mimarTuleba daemTxveva saaTis isris 

mimarTulebas) 

 

nax. 13.5. logariTmuli spiralis sami mimdevrobiTi 

wertili 

sxvanairad rom vTqvaT,            adgenen geometriul 

progresias. iakob bernulim am spirals “saswaulebrivi” 

uwoda, radgan aRmoaCina misi masStaburi invariantobis 
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Tviseba (TviTmsgavseba). anu spiralis masStaburi Semcireba 

gvaZlevs igive Sedegs, rac misi mobruneba raime   kuTxiT. 

marTlac, 

      
            

               
   .               (13.9) 

imdenad ganacvifra am faqtma, rom mis saflavze 

gaakeTebines warwera “Eadem mutata resugo” rac niSnavs Semdegs 

“me ucvlelad aRvdgebi”.    

SegviZlia SevniSnoT rom, bunebaSi farTodaa gavrcele-

buli spiraluri fraqtalis forma sur. 13.1, sur. 13.2, sur. 

13.3, sur. 13.4, sur. 13.5, sur. 13.6. 

 

sur. 13.2. lokokinas saxlis fraqtali (   ) 
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sur. 13.3. lokokinas saxlis logariTmuli, spiraluri 

fraqtali (Wrili) 

 

 

sur. 13.4. mzesumziras logariTmuli spiraluri fraqtali 

(   ) 
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sur. 13.5. georginas spiraluri fraqtali 

 

sur. 13.6. kombostos foTlebisZarRvebi qmnian 

logariTmul, spiralur fraqtals (   ) 
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sur. 13.7. galaqtikis spiraluri fraqtali (   ) 

 

13.2. piTagoras fraqtaluri xe 

rogorc viciT, piTagoras Teoremis Tanaxmad: marTkuTxa 
samkuTxedis hipotenuzis sigrZis kvadrati udris kaTetebis 
sigrZeTa kvadratebis jams. aqedan gamomdinare, ganvixiloT 

erTeulovani farTobis mqone kvadrati, rogorc deda-

fraqtali nomerad 1, nax. 13.6, xolo mama-fraqtali iyos mis 

zeda gverdze hipotenuziT dayrdnobili tolferda 

marTkuTxa samkuTxedi mis kaTetebze agebuli kvadratebiT 

nomriT 2 da 3, Semdeg es procesi meordeba TiToeuli am 

axali kvadratisaTvis da a.S. advili misaxvedria, rom 2 da 

3 nomriani kvadratebis farTobTa jamic iqneba 1. igive 

faqts eqneba adgili sxva kvadratebisTvisac. 
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nax. 13.6. paTagoras fraqtaluri xis agebis dawyebiTi 

etapebi 

Tu davakvirdebiT nax. 13.6-s davinaxavT, rom kvadratze 

indeqsiT  , dayrdnobilia tolferda marTkuTxa 

samkuTxedi, romlis kaTetebze izrdeba ufro mcire sididis 

ori kvadrati. marcxniv mdgomi kvadratis indeqsia   , xolo 

marjvnin mdgomi kvadratisa -       . maSin yovel doneze 

arsebuli kvadratebis farTobTa jami, sawyisi kvadratis 

farTobis tolia anu Tu aviRebT kvadratebs nomriT 

8;9;10;11;12;13;14;15 aRmovaCenT, rom maTi farTobebis jamic 

erTis toli iqneba. Tu am process gavagrZelebT, maSin 

miviRebT piTagoras fraqtalur xes nax. 13.7 
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nax. 13.7. piTagoras fraqtaluri xe 

 

sur. 13.8. magniumis xelovnuri dendriti, romelic miiReba 

magniumis orTqlis kondensaciiT civ zedapirze. Zalian 

gavs naZvis girCebis grovas 
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13.2.1. piTagoras spiraluri fraqtaluri xe 

piTagoras spiraluri fraqtaluri xe warmoadgens 

piTagoras fraqtaluri xis ganzogadebas. misi agebis 

algoriTmi mocemulia nax. 13.8-ze. 

 

nax. 13.8. piTagoras spiraluri fraqtaluri xis agebis 

algoriTmi 

fraqtali warmoiqmneba TiToeul bijze, marjvena mxri-

dan kvadratis damatebiT. 

logariTmuli spirali (texili) warmoiqmneba msgavsebis 

gardaqmniT, romelic warmoadgens mobrunebas   kuTxiT da 

masStaburi SemcirebiT     -jer. erTdroulad, SegviZlia 

ganvixiloT msgavsebis gardaqmna romelic moqmedebs 

marcxena mxridan: mobruneba  
 

 
   -kuTxiT da masStaburi 

Semcireba     -jer. maSin miviRebT spiralur fraqtalur 

xes nax. 3.9, sadac   
 

 
, [2]. 
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nax. 13.9. spiraluri fraqtaluri xe 

Tu gavamartivebT piTagoras spiraluri fraqtaluri 

xis agebis algoriTms, amisaTvis ukuvagdebT kvadratebs da 

davxatavT mxolod im monakveTebs, romlebic samkuTxedebis 

“centrebs” aerTeben, xolo samkuTxedebs aRar davxatavT, 

miviRebT piTagoras spiralur, gaSiSvlebul fraqtalur 

xes, romelic gamosaxulia nax. 13.10 da nax. 13.11-ze. 
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nax. 13.10. piTagoras spiraluri gaSiSvlebuli, 

fraqtaluri xis agebis sawyisi bijebi 

 

nax. 13.11. piTagoras spiraluri gaSiSvlebuli 

fraqtaluri xe 

mandelbrotis wignSi [1] ganxilulia fraqtaluri xis 

sxva variantebic nax. 13.12, nax. 13.13 
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nax. 13.12. mandelbrotis fraqtaluri xis deda-fraqtali 

da zemoTa agregati(mama-fraqtali) 

 

nax. 13.13. mandelbrotis fraqtaluri xe 

mandelbrotma aago realuri fraqtaluri xis modelic 

nax. 13.14 da nax. 13.15 
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nax. 13.14. realuri fraqtaluri xis modeli 

 

nax. 13.15. realuri fraqtaluri xe 

ganvixiloT Sesabamisi bunebrivi fraqtalebis suraTebi: 

sur. 13.8-13.18 
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sur. 13.9. dedamiwis zedapiris suraTebi kosmosidan 

gvaZleven fraqtaluri formis landSafts 

 

sur. 13.10. Txevadi an gazobrivi nivTierebis 

kristalizaciiT warmoqmnili mineralis fraqtali 
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sur. 13.11. qviSis diunis wyliT nawilobrivi morecxvis 

Sedegad warmoqmnili fraqtali 

 

sur. 13.12. xis totebi – bunebrivi fraqtali 
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sur. 13.13. xis totebi iyofa orad, Semdeg bijze, 

TiToeuli toti kvlav iyofa da a.S. garkveul sasrul 

raodenobamde (rogorc mis genetikur programaSia 

Cadebuli), esaa dendritis tipis-fraqtali 

 

sur. 13.14. baobabi, agreTve, fraqtaluri kanoniT 

itoteba, Tumca, yvela xes Tavisi genetikuri kodi 

(datotvis wesi) aqvs  
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sur. 13.15. amofrqveuli vulkanis gacivebuli lava 

inarCunebs dinebis fraqtalur formas 

 

sur. 13.16. mcenareTa fraqtaluri formaa-dendriti 
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sur. 13.17. adamianis tvinis sisxlZarRvTa sistemac 

dendritia 

 

sur. 13.18. mdinareTa datotvis fraqtalic dendritia 
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sur. 13.19. marjanis fraqtalic dendritia 

 

13.3. varskvlavebi 

ganvixiloT varskvlavuri fraqtali. is Sedgeba xuTqi-

miani varskvlavisagan 5 ufro mcire girliandiT, romlebic 

ufro mcire masStabis varskvlavebs warmoadgenen da 

TiToeulis oTx wveroze ufro mcire zomis varskvlavebia 

ganlagebuli. Teoriulad es procesi usasrulod grZel-

deba nax. 13.16. 
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nax. 13.16. varskvlavuri fraqtali 

ganvixiloT bunebrivi varskvlavuri tipis fraqtalebi: 

sur. 13.19-13.22 

 

sur. 13.20. mcenaris fesvTa varskvlavuri fraqtali  
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sur. 13.21. filtvi Seicavs erTmaneTSi gadajaWvul sam 

fraqtals: sasunTqi fraqtali, sisxlZarRvTa venozuri 

sisxlis da arteriuli sisxlis fraqtalebi  

 

sur. 13.22. amazonis wylis SroSani 
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sur. 13.23. baobabis datotvis sistema mogvagonebs 

sisxlZarRvTa sistemasac 
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XIV Tavi. geometriulad konstruirebadi fraqtalebis 

gardaqmnaTa analizi 

kompiuterze geometriulad konstruirebadi fraqta-

lebis asagebad, xSirad gamoiyeneba afinur gardaqmnaTa 

naxevarjgufi. sibrtyeze afinuri gardaqmnaa: gaWimva-kumSvis, 

mobrunebisa da simetriis asaxva.  

14.1. invariantuli gardaqmna 

umartives SemTxvevaSi, afinuri gardaqmna moicema 

rogorc masStabSi Semcirebisa da mobrunebis wrfiv  

asaxvaTa kompozicia: 

             ,                                        (14.1) 

romelic moicema formulebiT: 

 
          

          
 ,                

     
 .                          (14.2) 

(14.2) gardaqmnas, gardaqmnis   matriciT avRniSnavT 

mokled   asoTi. 

Tu, sibrtye aisaxeba Tavis Tavze ise rom,      da 

    , maSin (14.2) gardaqmnis formulebidan miviRebT rom 

 
         
         

  
             

             
  

   
   

   .      (14.3) 

maSasadame, sibrtyis Tavis Tavze asaxvisas, gvaqvs 

erTaderTi uZravi wertili       . am uZravi wertilis 

tipis dasadgenad, unda amovxsnaT   matricis maxasiaTebeli 

gantoleba: 

              ,                                (14.4) 

sadac       .    

gvaqvs oTxi SemTxveva: 

1. Tu        da       , maSin   wertili mdgradia; 
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2. Tu        da       , maSin O   unagira (hiperboluri) 

wertilia; 

3. Tu        da       , maSin O   elifsuri wertilia; 

4. Tu        da       , maSin O   aramdgradi wertilia. 

amboben rom,   asaxva inaxavs farTobs Tu         . am 
SemTxvevaSi, cxadia rom            . farTobis Semnaxveli 
asaxvis uZravi wertili, SeiZleba iyos mxolod elifsuri 
an hiperboluri tipis. 

ganvixiloT farTobis Semnaxveli asaxva nax. 14.1 

 
nax. 14.1.   farTobis Semnaxveli asaxva 

Teorema: arsebobs aragadagvarebuli wrfivi asaxva 

             , romelic SegviZlia CavweroT formiT: 

 
                

                
 ,                               (14.5) 

sadac  - mobrunebis kuTxea, Tu       ,        da    . 

 

14.2. mobruneba 

 
ganvixiloT, saaTis isris sawinaaRmdego mimarTulebiT, 

(gaWimvva-SekumSvis gareSe)   kuTxiT mobrunebis gardaqmna. 
aseTi gardaqmna moicema formulebiT (14.5). am gardaqmnis 
iakobiani cxadia, rom tolia 1-is. es formulebi asaxaven 
sibrtyis mobrunebas koordinatTa saTavis garSemo. 
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 asaxva, romelic mdgomareobs sibrtyis raime         
(uZravi) wertilis garSemo, saaTis isris sawinaaRmdego 
mimarTulebiT   kuTxiT mobrunebaSi, Caiwereba 
formulebiT: 

  
                             
                             

 .             (14.6) 

 
14.3. gaWimva-SekumSvis gardaqmna 

 
gaWimva-SekumSvis gardaqmna dakavSirebulia masStabis 

cvlilebasTan. centraluri gaWimva-SekumSvis gardaqmna 
       koordinatTa saTavis mimarT gaWimva-SekumSvis   
maxasiaTebliT, moicema formulebiT: 

 
      
      

 ,                                       (14.7) 

xolo, gaWimva-SekumSvis gardaqmna          wertilis 
mimarT,   maxasiaTebliT, moicema formulebiT: 

 
              
              

 .                                      (14.8) 

roca       es gardaqmnebi aRweren gaWimvis asaxvas, 

xolo roca       gvaqvs SekumSvis asaxva. Tu      gvaqvs  

arekvla          wertilis mimarT anu mobruneba     -iani 

kuTxiT saaTis isris sawinaaRmdego mimarTulebiT. 

 

14.4. mobrunebisa da Gcentris mimarT gaWimva-

SekumSvis gardaqmnaTa kompozicia 

 
kompiuterze, geometriulad konstruirebadi fraqtale-

bis asagebad, xSirad gamoiyeneba mobrunebisa da centris 
mimarT gaWimva-SekumSvis gardaqmnaTa kompozicia. aq 
ganmsazRvrelia: mobrunebis kuTxe, centris mdebareoba da 
masStabirebis koeficienti. nax. 14.2-ze mocemulia mobruneba, 
gaWimva-SekumSvis operaciis Sedegi koordinatTa        
saTavis mimarT: 
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nax. 14.2. mobrunebisa da Gcentris mimarT gaWimva-SekumSvis 

gardaqmnaTa kompozicia 
 

romelic moicema (14.9) gardaqmniT: 

 
          

          
 ,        

   
  

 .                        (14.9) 

  sidide axasiaTebs gaWimva-SekumSvis sidides. roca 

    gvaqvs gaWimva, xolo    -is SemTxvevaSi gvaqvs 

SekumSva. Tu gvaqvs mobruneba, gaWimva-SekumSvis gardaqmna, 

romlis drosac        aisaxeba         wertilSi nax. 14.3, 

maSin masStabirebis koeficienti iqneba: 

  
   

  
       .                                        (14.10) 

am asaxvisas, mobrunebis kuTxea  , romelic 

akmayofilebs tolobebs: 

     
  

   
 

 

      
,       

   

   
 

 

      
.                    (14.11) 
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nax. 14.3. mobruneba, gaWimva-SekumSvis gardaqmna 

Tu gvinda CavweroT, mobruneba gaWimva-SekumSvis 

gardaqmna nebismieri          wertilis mimarT, maSin unda 

visargebloT gardaqmniT: 

 
             
             

 .                              (14.12) 

am gardaqmnebis safuZvelze igeba fraqtalebi nax. 14.4, 

nax. 14.5 

 

nax. 14.4. mobruneba-SekumSvis gardaqmniT miRebuli 

fraqtali 
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nax. 14.5. ormagi mobruneba-SekumSvis gardaqmniT miRebuli 

fraqtali 

bunebaSi gvxvdeba msgavsi fraqtalebic sur. 14.1 

 

sur. 14.1. kaqtusi 
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14.5. simetriis gardaqmna 

 
simetriis   asaxva SegviZlia ganvmartoT tolobiT: 
    ,                                              (14.13) 

sadac   igivuri gardaqmnaa. marTlac, mocemuli figuris 
simetriuli figuris simetriis gardaqmna gvabrunebs 
mocemul figurasTan nax. 14.6 

 

nax. 14.6. RerZis mimarT simetriis gardaqmna 

fraqtalebis konstruirebis dros simetriis gardaqmna 

umeteswilad, gvxvdeba SekumSvis asaxvasTan kompoziciaSi. 

SekumSvis asaxvisas gvaqvs SekumSvis uZravi centri da 

masStabirebis koeficienti, xolo simetriis asaxvisas gvaqvs 

uZravi ori urTierTperpendikularuli wrfe. 

Tu uZravi centria koordinatTa saTave        , maSin 

gvaqvs gardaqmna: 

 
      
       

 .                                        (14.14) 

ufro zogad SemTxvevaSi, roca gvaqvs uZravi          

centri, kumSva-simetriis asaxva moicema gardaqmnebiT: 

 
             
             

 ,                                 (14.15) 

sadac masStabirebis koeficientia         . 
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SekumSva-simetriis asaxvaTa kompozicia farTod 

gamoiyeneba fraqtalebis agebisas: nax. 14.7-14.9 

 

nax. 14.7. SekumSva-simetriis asaxvaTa kompozicia koxis 

fraqtalSi 

 

nax. 14.8. SekumSva-simetriis asaxvaTa kompozicia 

dendritis fraqtalSi 
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nax. 14.9. fraqtali romelic miiReba mobruneba-

SekumSvisa da SekumSva-simetriis asaxvaTa kompoziciiT 

 

sur. 14.1. blanti siTxiT cilindris garsdenisas miiReba 

turbulenturi kvali, romelic rRvevis ubnebSi, qmnis 

bunebriv fraqtals 
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sur. 14.2. Weqa-quxilis dros caze gamosaxuli fraqtali 

 

sur. 14.3. Tovlis zvavis fraqtalic cocxali sistemaa 
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sur. 14.4. Tergis CanCqeris fraqtali  

 

sur. 14.5. lorwomis kldis dafraqtalebuli zedapiri 

qsnis xeobaSi 
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sur. 14.6. cxavatis gamSrali Tixis zeda fenis 

fraqtali, romelic Zalian waagavs kanis teqsturasa da 

mcenareTa foTlis aRnagobas 

 

sur. 14.7. wylisa da miwis urTierTqmedebiT Camoyalibebuli 

kavkasionis mTaTa fraqtaluri landSafti 
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sur. 14.8. “iupiteris Tvalis fraqtali”. iupiteri 

gazobriv mdgomareobaSi myofi planetaa. es Tvalebi misi 

atmosferos dinamikuri warmonaqmnia 

 

14.6. geometriulad konstruirebadi idealuri fraqtalis 

dinamikuri struqtura 

 
geometriulad konstruirebadi idealuri fraqtali 

SegviZlia warmovadginoT zogadi formuliT: 
                        ,                          (14.16) 

sadac   - deda-fraqtali(sawyisi simravle),   - mama-
fraqtali(yovel bijze damatebadi geometriuli agregati), 
xolo parametri       fraqtalis evoluciis genetikuri 
kodia, romelic miuTiTebs Tu, ramdeni biji keTdeba 
TviTmsgavsebis principiT agebisas da rogoria fraqtalis 
zrdis kanonis genetika (evoluciis wesi).  

fraqtals idealurs vuwodebT, radgan mxedvelobaSi ar 
miiReba garemo pirobebis SemTxveviTi     zemoqmedeba 
fraqtalis evoluciis geometriaze. 
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amgvarad, warmodgenili fraqtalebi, farTod gamoiye-
neba cocxali sistemebis modelirebisas. 

Tu viciT deda-fraqtalis, mama-fraqtalisa da genetiku-
ri kodis saxe, SegviZlia avagoT geometriulad konstru-
irebadi idealuri fraqtali. aseTi amocanis amosaxsnelad, 
arsebobs Sesabamisi algoriTmebic.  

Tumca, gacilebiT mniSvnelovania iseTi algoriTmis 
damuSaveba, romelic amogvixsnis Sebrunebul amocanas anu 
roca viciT cocxali sistemis geometriuli forma, rogor 
davadginoT Sesabamisi deda-fraqtali, mama-fraqtali da 
genetikuri kodi. 

marTlac, cnobilia rom adamianis Sinagani organoebi 
warmoadgenen fraqtalebs, romelTagan TiToeuls aqvs 
Tavisi deda-fraqtali, mama-fraqtali da genetikuri kodi; 
maTi codna gagviadvilebda Sinagani organoebis laborato-
riul pirobebSi aRdgenis problemas da daavadebuli 
organoebis Secvlas. cnobilia rom, kibosac fraqtaluri 
struqtura aqvs. Tu SevZlebT misi deda-fraqtalis, mama-
fraqtalisa da genetikuri kodis dadgenas, maSin 
gvecodineba Tu, rogor vebrZoloT am daavadebas ufro 
efeqturad, vidre es dResaa SesaZlebeli. 

ase rom, geometriulad konstruirebadi idealuri 
fraqtalebis saxeTa gamocnobis amocana, rac am SemTxvevaSi, 
niSnavs misi agebis Sebrunebuli algoriTmis dadgenas, 
metad mniSvnelovnad gamoiyureba praqtikuli medicinis 
TvalsazrisiTac. 

 
 

14.7. metrikuli sivrcis afinuri gardaqmna 

 
ganvixiloT   sivrce. vTqvaT, am sivrceSi gvaqvs     

dekartul namravlze gansazRvruli namdvili cvladis 
       funqcia ise rom, adgili aqvs aqsiomebs: 

a)                    ;                          (14.17)            

b)               ;                              (14.18) 

g)              ;                                   (14.19)        
d)                               .                (14.20) 

maSin       wyvils metrikul sivrces uwodeben. 
sxvanairad rom vTqvaT, metrikuli sivrce aris simravle, 
masze gansazRvruli metrikis (manZilis) cnebiT. 
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vTqvaT mocemulia       metrikuli sivrce.   asaxvas 
ewodeba kumSvadi (SekumSva) Tu arsebobs iseTi       
ricxvi, rom adgili aqvs utolobas: 

                     ,                             (14.21)         
rac imas niSnavs rom, kumSvad asaxvas nebismieri ori 

wertili gadayavs iseT sxva or wertilSi, romelTa 
Sorisac manZili ufro naklebia, vidre iyo is asaxvamde.   

kumSvadi asaxvebi saSualebas gvaZleven vimsjeloT 
asaxvaTa uZrav wertilebze.      asaxvis uZravi wertili 
ewodeba iseT      wertils, romlisTvisac adgili aqvs 
tolobas: 

        .                                           (14.22) 
advili misaxvedria, rom      funqcia mogvcems kumSvad 

asaxvas, Tu adgili aqvs utolobas: 
           .                                       (14.23)      

cxadia rom, Tu      kumSvadi asaxvaa, maSin erTbijian 
iteraciul sqemas, cnobili sawyisi    miaxloebiT: 

              ,                                  (14.24) 
aqvs uZravi wertili     anu       , sadac 

          .                                         (14.25)     

magaliTisaTvis: ganvixiloT                funqcia    
 

 
  

SualedSi. es funqcia SemosazRvrulia da uwyveti am 
SualedSi. amasTan erTad                          , rac 
imas niSnavs rom, Sesabamisi erTbijiani iteraciuli sqema  
              ,         sawyisi miaxloebiT krebadia 
uZravi wertilisaken nax. 14.10 
 
 



624 

 

 

nax. 14.10. obobas qselismagvari diagrama erTbijiani 
iteraciuli sqemisaTvis 

 
axla gadavideT metrikuli sivrcis afinur gardaqmnaze. 

metrikuli sivrcis wrfiv gardaqmnas Semdgomi gadatanis 
asaxviT, afinuri gardaqmna ewodeba. 

metrikuli    sivrcis   gardaqmnas ewodeba wrfivi, Tu 
metrikuli sivrcis nebismieri ori   da   elementisaTvis 
da     namdvili ricxvebisaTvis, adgili aqvs tolobas: 

                    .                           (14.26) 
Tu   wrfivi gardaqmnaa, maSin adgili aqvs mis 

matricul warmodgenas: 
        .                                         (14.27) 

gadatanis  gardaqmna ganisazRvreba tolobiT: 
        ,       ,                               (14.28) 

sadac   gadatanis mudmivi veqtoria. 
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amgvarad, afinuri gardaqmna sazogadod, SegviZlia 
CavweroT saxiT: 

          .                                      (14.29) 
   sibrtyis gardaqmnis SemTxvevaSi afinuri gardaqmna 

moicema eqvsi mudmivis                    saSualebiT: 

     
  
    

  
 

  
    

    
    

   
  
  
   

  
  
 .                 (14.30) 

gardaqmna (14.30) adidebs       an amcirebs 
mravalkuTxedis farTobs       Sesabamisad  -jer, imis 
mixedviT Tu, rogoria gardaqmnis 

       
    
    

 ,                                    (14.31)  

matricis determinanti.  

 
14.8. manZili metrikuli sivrcis qvesimravleebs 

Soris 

 
ganvixiloT       metrikuli sivrce.  
gansazRvreba: vityviT rom   metrikuli sivrcis 

wertilTa mimdevroba        
  krebadia     wertilisaken, 

Tu                . 
gansazRvreba: vityviT rom,   metrikuli sivrcis 

wertilTa mimdevroba        
  aris fundamenturi anu koSis 

mimdevroba, Tu                       . 
cxadia rom metrikul sivrceSi yoveli krebadi 

mimdevroba koSis mimdevrobaa, Tumca Sebrunebuli debuleba 
araa yovelTvis WeSmariti anu yoveli fundamenturi 
mimdevroba, sazogadod araa krebadi. 

gansazRvreba: metrikul sivrces ewodeba sruli, Tu 
masSi yoveli fundamenturi mimdevroba krebadia. 

gansazRvreba:       metrikuli sivrcis   qvesimravles 
ewodeba Caketili       sivrceSi, Tu is Seicavs misi 
fundamentaluri mimdevrobebis yvela zRvariT wertils. 

gansazRvreba:       metrikul sivrces ewodeba 
kompaqturi, Tu misi wertilebis nebismieri        

  
mimdevrobidan SegviZlia gamovyoT masSi krebadi 
qvemimdevroba. 

     Tu sawyisi metrikuli sivrcea   , maSin misi 
qvesimravlis kompaqturobisaTvis aucilebelia da 
sakmarisi, rom is iyos Caketili da SemosazRvruli.  



626 

 

vTqvaT mocemulia       sruli metrikuli sivrce. 
SemoviRoT aRniSvna:     -iT avRniSnoT   simravlis yvela 
kompaqturi qvesivrce. ganvsazRvroT manZilis cneba   
simravlis raime     wertilsa da     -is raime        
kompaqtur simravles Soris rogorc umoklesi manZili 
tolobiT: 

                      .                          (14.32) 
axla ukve SegviZlia ganvsazRvroT manZili or 

kompaqtur   da   simravles Soris tolobiT: 
                      .                          (14.32) 

advili Sesamowmebelia rom, sazogadod, 
             .                                    (14.33) 

am faqtis gamosworeba SesaZlebelia, Tu SemoviRebT 
manZilis axal        cnebas formuliT: 

                         .                         (14.34) 
axla ukve sruldeba metrikis simetriulobis Tviseba 
                                                  (14.35) 

da        aris      sivrcis metrika. am metrikas 

xausdorfis metrika qvia. xolo          sivrces 

xausdorfis metrikuli sivrce ewodeba. barnslim am 

sivrces “fraqtalebis sacxovrisi” uwoda. es sruli 

metrikuli sivrcea. im SemTxvevaSi, roca sawyisi metrikuli 

sivrcea    Sesabamis kompaqtur qvesimravleTa simravles 

aRniSnaven mokled      . 
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fraqtalTa samyaro metad farToa da mravalferovani. 
fraqtalebs vxvdebiT meqanikasa da akustikaSi, qimiasa da 
biologiaSi. axali ricxviTi meTodebi, saSualebas iZleva 
Tavidan aviciloT mosalodneli socialuri katastrofe-
bic. sinergetikis specialistebi ukve darwmundnen, rom 
qimiuri, fizikuri, biologiuri da socialur-ekonomikuri 
procesebi ufro zustad aRiwereba fraqtaluri 
struqturebiT, vidre klasikuri uwyveti da gluvi 
funqciebiT. fraqtalebi axali mimarTuleba gaxda xelovne-
baSic, sadac maTi saSualebiT iqmneba saocari silamazisa 
da mimzidvelobis suraTebi. Tumca, Cveni interesebis 
sferoa is maTematikuri kanonzomierebebi, rac 
dakavSirebulia fraqtalebTan. 

 
15.1. diskretuli dinamikuri fraqtalebi 

 
fraqtalis ZiriTadi maxasiaTebelia TviTmsgavsebis 

Tviseba, rac gamoixateba mama-fraqtalisa da genetikuri 
kodis saSualebiT, romlebic saSualebas iZlevian deda-
fraqtalidan Sesabamisi rekursiiT (rekurentuli formu-
liT)[20] miviRoT dinamikuri fraqtali.  

ganvixiloT        kompleqsuri cvladi da kompleq-
suri ricxvi       . maTi saSualebiT SevadginoT 
rekurentuli formula: 

       
   ,                                         (15.1) 

romelic SegviZlia gadavweroT sxva saxiTac, Tu gamovyofT 

masSi namdvil da warmosaxviT nawilebs, marTlac: 

                   
      ,                          (15.2) 

anu 

       
    

   ,                                         (15.3) 

              .                                        (15.4) 

ganvixiloT konkretuli SemTxveva, roca 

                                     .                   (15.5) 

SevadginoT programa da gamovTvaloT         wertile-

bis mniSvnelobebi                mniSvnelobebisaTvis, romlis 
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grafikic iqneba nax. 15.1, xolo Sesabamisi sistemis fazuri 

portreti moyvanilia nax. 15.1a.  

SevadginoT Sesabamisi programa da vawarmooT gamoTvla 

Mathcad programis bazaze: 

  

  

 

 

 

nax. 15.1. diskretuli dinamikuri sistemis dinamika, roca 
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nax. 15.1a. diskretuli dinamikuri fraqtalis orbita, 

roca                       

analogiurad, Tu (a ;b) parametrebis mniSvnelobebia 

                    , gveqneba periodulad cvladi dinami-

kuri sistema nax. 15.2, xolo Sesabamis fazur portrets 

eqneba saxe nax. 15.2a. 
 

 

nax. 15.2. diskretuli dinamikuri sistemis dinamika, roca 
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nax. 15.2.a. diskretuli samis periodis mqone dinamikuri 

sistemis perioduli orbita, roca                      

Tu (a ;b) parametrebis mniSvnelobebia                   ,  

 

nax. 15.3. diskretuli qaosuri sistemis dinamika, roca 
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gveqneba qaosuri dinamikuri sistema nax. 15.3, Sesabamisi 

fazuri portretiT nax. 15.3a. 

 

nax. 15.3.a. diskretuli qaosuri, usasrulobisaken 
mimavali sistemis orbita, roca 

                    
Tu (a ;b) parametrebis mniSvnelobebia                 ,  

 

 

nax. 15.4. fraqtaluri centrisken mimavali sistema 
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maSin gvqneba fraqtaluri centrisaken mimavali sistemis 

dinamika nax. 15.4, romlis fazur portrets aqvs 

fraqtaluri orbitis saxe nax. 15.4a. 

 

nax. 15.4a. fraqtaluri centrisken krebadi sistemis 
orbita, roca                  

 
Tu ganvixilavT (a ;b) parametrebis mniSvnelobebs: 

                , maSin kvlav gvaqvs centrisaken krebadi 
dinamikuri sistema nax. 15.5, Sesabamisi nax. 15.5a, fazuri 
portretiT. 

 

 

0.5 0 0.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

Y

X

0 50 100 150
0

0.5

1

Yi

i



634 

 

 

 
nax. 15.5. fraqtaluri centrisken mimavali sistemis 

dinamika, roca                  

 

nax. 15.5a. fraqtaluri centrisken krebadi sistemis 
orbita, roca                  

 
ganvixiloT (a ;b) parametrebis mniSvnelobebs: 

                 , maSin kvlav gvaqvs centrisaken krebadi 
dinamikuri sistema nax. 15.6, Sesabamisi nax. 15.6a, fazuri 
portretiT, romelic gamosaxavs dinamikuri sistemis 
orbitas. 
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nax. 15.6. fraqtaluri centrisken mimavali sistemis dinamika, 

roca                  
  

nax. 15.6a. fraqtaluri centrisken krebadi sistemis orbita, 
roca                   

 
 

ganvixilavT (a ;b) parametrebis mniSvnelobebs: 
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                  , maSin kvlav gvaqvs centrisaken krebadi 
dinamikuri sistema nax. 15.7, Sesabamisi nax. 15.7a, fazuri 
portretiT, romelic gamosaxavs dinamikuri sistemis 
orbitas.  

  

nax. 15.7. fraqtaluri centrisken mimavali sistemis dinamika, 
roca                    

nax. 15.7a. fraqtaluri centrisken krebadi sistemis orbita, 
roca                    

ganvixiloT (a ;b) parametrebis mniSvnelobebi: 
                   , maSin kvlav gvaqvs centrisaken krebadi 
dinamikuri sistema nax. 15.8, Sesabamisi nax. 15.8a, fazuri 
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portretiT, romelic gamosaxavs dinamikuri sistemis 
orbitas.  

 

nax. 15.8. fraqtaluri centrisken mimavali sistemis dinamika, 
roca                     

nax. 15.8a. fraqtaluri centrisken krebadi sistemis orbita, 
roca                     

 
ganvixiloT (15.3), (15.4) iteraciuli formulebiT moce-

muli diskretuli dinamikuri sistemis (x,y) orbitebi, 
romlebic warmoiSoba sistemis sxvadasxva sawyisi (a,b) 
pirobebis SemTxvevaSi.  nax. 15.1a warmoadgens diskretul 
dinamikur fraqtals, romelic warmoiSoba (15.5) sawyisi 
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pirobebis SemTxvevaSi da miiswrafis (-0.2381; 0.4242) 
mizidulobis centrisaken. nax. 15.2a araa fraqtali, is 
warmoadgens periodul orbitas, romlis periodicaa sami, 
Tumca, misi sawyisi pirobebi, didad ar gansxvavdebian wina 
nax. 15.1а fraqtalis sawyisi pirobebisagan. nax. 15.3a 
warmoadgens usasrulobisken mimaval iteraciul orbitas, 
romelic Seesabameba qaosur sistemas. amrigad, Cven 
ganvixileT sami sxvadasxva tipis orbita: a) fraqtaluri, 
mizidulobis centrisken mimavali orbita (nax. 15.1а; 15.4a-

15.8a); b) perioduli orbita nax. 15.2a; g) qaosuri, 
usasrulobisken mimavali orbita nax. 15.3a.   

yvelaze met yuradRebas imsaxureben fraqtaluri 
orbitebi.  

 
15.2. fraqtaluri orbitebi da Julias simravleebi 

 
ganvixiloT ufro detalurad (15.1) diskretuli dinami-

kuri sistema, raTa gaverkveT Tu, ratom arsebobs sawyis 
monacemebsa da parametris arCevaze damokidebuli sami 
sxvadasxva tipis orbita. 

am problemis Seswavlis mizniT, ganvixiloT jer (15.1) 
dinamikuri sistemis msgavsi, namdvili cvladis (15.6) 
dinamikuri sistema: 

              
                .                         (15.6) 

davuSvaT, rom    , maSin (15.6) sistema miiRebs saxes:  
       

 ,                                            (15.7) 
am sistemis uZravi (wonasworobis) wertilebis 

sapovnelad unda vigulisxmoT, rom  
          .                                        (15.8) 

maSin (15.7) iteraciuli formulidan miviRebT, rom 

     
  anu                   .                  (15.9) 

rac imas niSnavs, rom (15.7) dinamikur sistemas aqvs sami 
wertili                da      . 

SeviswavloT maTi mdgradobis sakiTxi. amisaTvis, wonas-
worobis wertils unda mivceT mcire nazrdi        da 
(15.7) sistemidan gamomdinare SeviswavloT nazrdis dinamika. 
Tu is izrdeba, maSin Sesabamisi wertili araa mdgradi, 
xolo Tu nulisken miiswrafis, maSin gvaqvs mdgradoba. 
ganvixiloT cal-calke wonasworobis wertilebis 
mdgradobis sakiTxi.   
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a)     . maSin ganvixilavT am wertilis SeSfoTebas anu 

       .                                  (15.10)  

Tu gaviTvaliswinebT (15.7) sistemis saxes, gveqneba 
       

 .                                            (15.11) 
rac imas niSnavs, rom 

    

  
     ,                                        (15.12) 

maSasadame, 
          .                                          

(15.13) 
e.i. wonasworobis wertili      mdgradia. rac imas 

niSnavs, rom Cven Tu aviRebT sistemis sawyis mdebareobad 
       mniSvnelobas, maSin sistemas aqvs fraqtaluri 
mizidvis centri     da nebismieri aseTi        sawyisi 
pirobis SemTxvevaSi, misi orbita miizideba am centris mier. 
aseve, mizidulobis centria       da misken miizidebian 
iseTi wertilebis orbitebi, romelTaTvisac       .  

b)     . maSin ganvixilavT am wertilis SeSfoTebas anu 
       .                                         (15.14) 

Tu gaviTvaliswinebT (15.7) sistemis saxes, gveqneba 
             

 ,                                  (15.15) 
 anu  

               
 ,                              (15.16) 

maSin 
    

  
     .                                        (15.17) 

da radgan       , miviRebT rom 
          .                                         (15.18) 
rac imas niSnavs, rom      wonasworobis wertili 

araa mdgradi. maSasadame, Tu sistemis sawyisi mdgomareobaa 
     maSin mcire SeSfoTebac ki sakmarisia rom sistemis 
orbita wavides usasrulobaSi, Tumca SeSfoTebis ar 
arsebobis SemTxvevaSi, sistema iZleva periodul process. 
Tu sawyisi mniSvneloba        maSin sistema iZleva 
usasrulobaSi mimaval orbitas. 

es sami SemTxveva, Seesabameba nax. 15.1  - 15.3  sam 
SemTxve-vas.  

exla ganvixiloT kompleqsuri cvladebis SemTxveva 
(15.1).  

       
   .                                         (15.19)  
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Tu iteraciis romelime bijze        maSin funqcia 
mogvcems usasrulobaSi mimaval orbitas. arsebobs 
zRvruli SemTxveva             .  

magaliTad, Tu                  , maSin wertilebi 
lagdebian erTeulovani radiusis wrewirze, Tumca, ramde-
nime bijis Semdeg TandaTan cildebian mas nax. 15.9, nax. 15.9 . 
iTvleba rom, wrewirze mdebare wertilebi aramdgradia da 
isini an mogvcemen usasrulobaSi mimaval orbitas an 
miizidebian wris romelime Siga wertilis mier.   

 

nax. 15..9. sistemis dinamika roca              
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nax. 15.9 . diskretuli dinamikuri sistemis orbita, roca 
             

     funqciis      Julias simravle, ewodeba im   
wertilebis simravlis sazRvars romelTa orbitac 
usasrulobisken midis  -Tan erTad [3]. 

                     .                            (15.20) 
an sxvanairad: 

      Julias simravle, aris   funqciis yvela mizidulobis 

wonasworobis wertilis (maT Soris  -is), mizidulobis 

velis sazRvari. 

umartivesi        
  sistemisaTvis Julias simravles 

aqvs saxe      . aq gvaqvs qaosi, Tumca, es simravle ar 
warmoadgens fraqtals, magram rogorc wesi, Julias 

simravle fraqtalia[21]. amitom rogorc wesi, ganixilaven 
mocemuli   mniSvnelobisaTvis  -is  iseT mniSvnelobebs, 
romelTaTvisac       da Sesabamisi wertilebis simravles 
Julias HSida simravles uwodeben. iTvleba, rom Tu       
maSin Sesabamisi orbita midis usasrulobisaken. Julias 
Sida simravlis sazRvars Julias wirs uwodeben. xolo 
Julias wiris damatebiT simravles - fatus simravles[4],[22]. 

nax. 15.1 -ze gamosaxuli diskretuli dinamikuri 
sistemis Sesabamis Julias simravles aqvs saxe nax. 15.10: 
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nax. 15.10. diskretuli dinamikuri sistemis Julias simravle, 
romlis orbitac gamosaxulia nax. 15.1 -ze 

ganixiloT        
    sqemisaTvis Julias Sida 

simravlis agebis programa fsevdokodebSi, sadac       : 
monacemebis Setana: 

      
      (fanjris centri) 
  (fanjris zomebi) 

  (piqselebis raodenoba fanjris yovel gverdSi) 
Sedegebis gamotana: 

Julias Sida simravlis gamosaxva 
inicializacia: 

grafikuli ekranis fanjris zomebia    
 

 
   

 

 
     

 

 
   

 

 
  

bijebi: 
             

     
 

 
 
  

 
 

             

     
 

 
 
  

 
 

     
     
    
       

               
            
           
         

     
     

        
       ciklidan gamosvla,        

          
       avagoT wertilebi       ,        

        
        

fro xSirad ganixilaven Julias Sida simravlis 
sazRvars da mas uwodeben Julias wirs, romelTa 
magaliTebic gamosaxulia nax. 15.11, nax. 15.12, nax. 15.13, nax. 
15.14  
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nax. 15.11. Julias wiri. paraboluri SemTxveva, roca 

              
am SemTxvevaSi, fazuri portreti warmoadgens 

varskvlavis formis orbitas nax. 15.11   

nax. 15.11 . fazuri portreti varskvlavis formis orbitaa, 
roca               
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nax. 15.12. Julias wiri. dendriti roca     

 
nax. 15.13. Julias wiri. roca               

 
nax. 15.14. diskretuli samis periodis smqone dinamikuri 

sistemis Julias simravle, romlis orbitac gamosaxulia 
nax. 15.2  -ze  
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15.3. mandelbrotis simravle 

 
rogorc ukve viciT,           funqciis Julias 

simravle SeiZleba iyos sxvadasaxva tipis, imis mixedviT Tu 
rogoria   parametris mniSvneloba. amis miuxedavad, am 
funqciisaTvis arsebobs mxolod ori tipis Julias 
simravle: a) bmuli simravle; b) sruliad ara bmuli. bmuli 
Julias simravleebi erTmaneTisagan SeiZleba Zalian 
gansxvavdebodes vizualuri TvalsazrisiT. erTni SeiZleba 
warmoadgendnen Sekrul wirebs fraqtaluri struqturiT, 
rogorc magaliTad,            SemTxvevaSi; xolo 
sruliad arabmul Julias simravleebs aqvT kantoris 
mtveris geometriuli struqtura nax. 15.15, nax. 15.16 

 
nax. 15.15. Julias simravle, roca       

 

 
nax. 15.16. Julias simravle, roca              

 
mocemuli           funqciis Julias simravlis tipis 

indikators warmoadgens misi mandelbrotis simravle nax. 
15.17 
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nax. 15.17. mandelbrotis simravle 
 

mandelbrotis simravlis yovel   wertils Seesabameba 
bmuli Julias simravle, xolo mis damatebiT simravles ki 
– srliad arabmuli Julias simravle. 

gansazRvreba:           funqciis mandelbrotis 
simravle ewodeba iseTi     kompleqsuri ricxvebis 
simravles, romlebisTvisac 0 wertilis orbitebi Semosaz-
Rvrulia. 

axla SevadginoT           funqciis mandelbrotis 
simravlis agebis programa fsevdokodebSi: 

monacemebis Setana: 
      (fanjris centri mag. (0 ; 0)) 

  (fanjris zomebi    ) 
  (piqselebis raodenoba fanjris yovel gverdSi) 

     (iteraciaTa raodenoba) 
Sedegebis gamotana: 

mandelbrotis simravlis gamosaxva 
inicializacia: 

grafikuli ekranis fanjris zomebia    
 

 
   

 

 
     

 

 
   

 

 
  

bijebi: 
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      , ciklidan gamosvla,        

          
       
          
       
        
        

 
 

XVI Tavi. gamosaxulebis SekumSva veivletebiT 

16.1. veivletebi da signalebis maTematikuri modelireba 
 
veivletebi -  aris garkveuli zogadi dasaxeleba 

gansakuTrebuli tipis funqciebisa, romelTac aqvT mokle, 

talRaTa paketis saxe, nulovani integraluri mniSvnelobiT 

da garkveuli, zogjer rTuli formiT, romelsac 

axasiaTebs lokaluri Zvra da masStabireba. 

veivletebi igeba specialuri bazisuri funqciebis 

meSveobiT,  romlebic garkveul pirobebs akmayofilebs. 

veivletebis erTobliobas SeuZlia funqciisa da signalebis 

miaxloeba zustad an garkveuli sizustiT. veivletebi 

saSualebas iZleva gamosaxulebebi davamuSaoT, gavukeToT 

dekompozicia, restavracia da identifikacia; aseve 

gavfiltroT xmaurisagan, SevkumSoT failebi, romlebic 

Seicaven ricxviT monacemebsa da gamosaxulebebs.  

veivletebis cneba SemoRebul iqna grosmanisa da 

morles mier 80-iani wlebSi [14]. amJamad, veivletebi farTod 

gamoiyeneba saxeTa amocnobis amocanebSi; sxvadasxva tipis 

signalebis damuSavebisa da sinTezis amocanebSi; 

turbulenturi velebis Tvisebebis SeswavlisaTvis da a.S. 
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veivlet-gardaqmna mdgomareobs imaSi, rom signals 

daSlian solitonisebri funqciebisagan Semdgari, 

masStaburi da wanacvlebuli bazisis mimarT. bazisis 

TiToeuli funqcia axasiaTebs rogorc garkveul sivrciT 

(droiT) sixSires, aseve mis lokalizacias fizikur 

sivrceSi (droSi). 

signalebis analizis tradiciuli furies gardaqmni-sgan 

gansxvavebiT, veivlet-gardaqmna gvaZlevs erTganzomi-

lebiani signalis organzomiebian sixSire-koordinatad  

warmodgenas. amis Sedegad, saSualeba gveZleva Seviswav-

loT signali, erTdroulad, fizikur da speqtrul 

sivrceSi. 

cnobilia mokle, maRalsixSiriani an lokalizebul 

maRalsixSiriani signalebis damuSavebis sirTule. aseTi 

monacemebis adekvaturi gaSifrvisaTvis saWiroa iseTi 

bazisi, romlis elementebi warmoadgens  maRal sixSireebs 

da aseve kargad lokalizebulia sivrceSi (droSi). 

veivletebi saSualebas gvaZlevs davamuSaoT aseTi 

signalebi moZravi sixSire-drois fanjriT. amis gamo, 

zogjer veivletebs maTematikur mikroskopsac uwodeben. 

signalebis warmodgenisas mniSvnelovania vipovoT iseTi 

warmodgena, romelic garkveuli azriT  optimaluri iqneba. 

sasurvelia signalis iseTi warmodgena, romelic 

SeinarCunebs signalis yvela Tvisebas. aseTi warmodgena 

SeiZleba x signalis dekompoziciiT, elementaruli xi  

signalebiT: 


i

ixx ,                                               (16.1) 

sadac xi elementaruli funqciebia. ufro metic, sasurvelia, 

rom am funqciebs hqondeT garkveuli fizikuri 

interpretacia. signalis dekompozicia unda Sesruldes 

swrafi algoriTmiT, winaaRmdeg SemTxvevaSi, mas mxolod 

Teoriuli Rirebuleba eqneboda. dekompoziciisas unda 

amoixsnas aproqsimaciis amocana  anu  dekompoziciis 
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Sedegi,  rac SeiZleba axlos unda iyos sawyis signalTan. 

es unda ganxorcieldes, rac SeiZleba naklebi raodenobis 

elementaruli blokebis gamoyenebiT. sxvadasxva “optikuri 

daSvebiT”, analizis koncefcia saSualebas mogvcems 

SevasruloT es moTxovnebi bunebrivad, sawyisi uxeSi 

aproqsimaciis TandaTanobiTi dazustebiT, detalebis 

mimdevrobiTi damatebiT. aseTi amocanis klasikur 

gadawyvetas gvaZlevs furies gardaqmna  rogorc uwyveti, 

aseve wyvetili droiT. SemuSavebulia furies swrafi 

gardaqmnis mravali algoriTmi. miuxedavad imisa, rom es 

sxvadasxva algoriTmiT amoixsneba, TiToeulisTvis 

damaxasiaTebelia erTi da igive maTematikuri aparatis 

gamoyeneba. 

Tu  mocemulia erTsixSiriani signali tie  , maSin furies 

gardaqmnaze damyarebuli meTodebi saSualebas mogvcems 

sixSireze  vipovoT signalis piki.  Tu signali Seicavs or 

sinusoidas mainc, gansazRvruls sxvadasxva droiT 

intervalze, maSin warmoiSoba problema. miiReba ori piki 

drois lokalizaciis gareSe. aqedan gamom-dinareobs 

signalis  sixSire-dro cvladebSi warmodgenis 

aucilebloba, romelic saSualebas mogvcemda migveRo 

lokaluri informacia signalis Sesaxeb  rogorc sixSi-

riT, aseve  drois areSi. cxadia, rom saWiroa ufro 

lokalizebuli bazisuri funqciebi, vidre sinusoidaa. 

amitom ganixilaven e.w. fanjrebs 

tt sin)( ,                                               (16.2) 

sadac )(t  fanjris funqciaa, romelic iZleva drois 

lokalizacias. aseT gardaqmnas fanjrul furies 

gardaqmnas uwodeben. miRebuli elementaruli blokebi 

yofen  sixSire-dro sibrtyes garkveul nawilebad. aseT 

situaciaSi, heizenbergis principidan gamomdinare, SeuZ-

lebelia mivaRwioT erTnairad karg, droiT da sixSiriT 

lokalizacias. sixSirisa da drois daSvebebi Semoifar-

gleba heizenbergis utolobiT: 
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4

1
 ft .                                            (16.3) 

veivlet-analizi SedarebiT axali  cnebaa, amitom misi 

gadmocemisas gamoiyeneba furie-analizis paraleluri 

ganxilva. 

vTqvaT, )2;0(2 L  aris )2;0(  -SualedSi gansazRvruli, 

kvadratiT integrirebad  funqciaTa simravle (funqciona-

luri sivrce) anu 


2

0

2
)( dxxf < .                                                                                      (16.4) 

es alag-alag uwyveti funqciebis simravlis 

gansazRvrebaa. is SeiZleba periodul funqciamde SevavsoT 

namdvil ricxvTa R simravleSi  

f(x)=f(x-2 ),   .x                                                                               (16.5) 

nebismieri 2 - periodiani kvadratiT integrirebadi 

)2;0()( 2 Lxf   funqcia SeiZleba warmovadginoT furies 

mwkriviT 







n

inx

neCxf )( .                                         (16.6) 

sadac nC   mudmivi ricxvebia da  







2

0

)(
2

1
dxexfC inx

n
                                    (16.7) 

amave dros  (16.6) mwkrivi Tanabrad krebadia  anu 

  


2

0

2

,

0)(lim dxeCxf
N

Mn

inx

n
NM

.                               (16.8) 

unda aRiniSnos, rom  

. . . .,-1,0,1, . .n   ,)(  inx

n exW                                  (16.9) 
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funqciebi adgens orTonormirebul baziss )2;0(2 L

sivrceSi. bazisuri funqciebi miiReba erTaderTi 
ixexW )(

funqciis masStaburi cvlilebebiT ise, rom 

).()( nxWxWn                                            (16.10) 

am moqmedebas integralur gafarToebas uwodeben.  

P.S. ase, rom )2;0(2 L -s nebismieri kvadratiT integrirebadi 

funqcia SegviZlia warmovadginoT bazisuri 
ixexW )(  

funqciis )()( nxWxWn   integraluri gafarToebis 

superpoziciiT. 

radgan (16.9) bazisi orTonormirebulia, adgili aqvs 

parsevalis tolobas: 

 










2

0

22
)(

2

1

n

nCdxxf .                                  (16.11) 

exla ganvixiloT )(xf  funqciis warmodgena veivlete-bis 

meSveobiT. ganvixiloT kvadratiT integrirebadi funqciebis  

)(2 RL  funqcionaluri  sivrce, sadac 






dxxf
2

)( .                                          (16.12) 

)(2 RL  da )2;0(2 L  funqcionaluri sivrceebi 

mniSvnelovnad gansxvavdeba erTmaneTisagan. kerZod, )(2 RL

sivrcis nebismieri funqciis saSualo lokaluri 

mniSvneloba miiswrafvis nulisken. amitom, sinusoiduri 

talRa ar ekuTvnis )(2 RL -s da, maSasadame, )(xWn  ar SeiZleba   

iyos am funqcionaluri sivrcis bazisi. vipovoT martivi 

funqciebi )(2 RL  bazisis konstruirebisaTvis. bazisis 

warmomqmneli funqcia unda miiswrafodes nulisken orive 

mimarTulebiT. veivleti–niSnavs patara talRas. 

rogorc )2;0(2 L  sivrcis SemTxvevaSi, )(2 RL -Sic Seve-

cadoT avagoT bazisi erTi )(x  warmomqmneli funqciis 

meSveobiT (is SeiZleba iyos ramdenime sixSiriani an erTsi-
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xSiriani veivleti). Tu veivleti swrafad miiswrafvis 

nulisken, am  funqciebiT rogor davfaroT mTeli ricxviTi 

RerZi? yvelaze martivad   es SeiZleba gavakeToT k sididiT 

wanacvlebis operaciis saSualebiT  anu gveqneba )( kx  . am 

operacias integralur Zvras uwodeben. ganvixiloT 

sinusoiduri sixSiris analogi  simartivisaTvis, is 

warmovadginoT oris xarisxiT. 

)2( kxj  ,                                            (16.13) 

sadac j ;k    mTeli ricxvebia. 

radgan 






 dxxfxf 2)()( ,                                      (16.14) 

amitom 

)(2)2( 2 xkx

j

j 


 .                                  (16.15) 

maSin orTonormirebul veivlet-baziss eqneba saxe: 

)2(2 2 kxj

j

jk   .                                    (16.16) 

sazogadod, veivlets ewodeba orTogonaluri, Tu 

Sesabamisi veivlet-bazisi jk  akmayofilebs pirobebs: 

kmjllmjk   ; .                                       (16.17) 

maSin )()( 2 RLxf   adgili aqvs veivlet-warmodgenas: 

 









j k

jkjk xCxf ).()(                                     (16.18) 

am jeradi mwkrivis Tanabari krebadoba Caiwereba  

Semdegi  zRvariT: 

0
2

2

1

12,2,1,1
lim 



N

M

N

M

jkjk
NMNM

Cf  .                           (16.19) 
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yvelaze martivი orTogonalurი veivleti xaaris 

veivletia :)(xH  























1 x 0 xif  ,0

1
2

1
 if  ,1

2

1
x0 if  ,1

)( xxH ;                                (16.20) 

 

16.2.  integraluri veivlet-gardaqmna 

axla ganvixiloT veivletebi zogad SemTxvevaSi, roca 

masStaburi cvlileba ar aris aucileblad oris xarisxi. 

aseve, ganvixiloT nebismieri wanacvleba. erTi warmom-

qmneli )(x -veivlet funqciis integraluri a gafarToebiT 

da b wanacvlebiT SesaZlebelia konstruireba gavukeToT 

nebismier funqcias )(2 RL  funqcionaluri sivrcidan. 

)(L R,ba,   ),()( 2
2

1

, R
a

bx
axba 





 .                     (16.21) 

am formulis safuZvelze SegviZlia avagoT integra-

luri veivlet-gardaqmna: 

   

















 
 dxxxfdx

a

bx
xfabafW a )()()(),( b , 

2

1


,            (16.22) 

sadac   funqcias veivletis dedafunqcias (warmomqmnels) 

uwodeben. 

(16.22) formulaSi )(b, xa  funqcia igive rols asrulebs,  

rasac  tie  funqcia furies gardaqmnaSi. 

Tu gavagrZelebT analogiis Zebnas furies 

gardaqmnasTan, maSin (16.23) formulaSi f(x) funqciis 

veivletebiT warmodgenis  jkC   koeficientebi  
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j k

j

j

jk kxCxf )2(2)( 2  ,                           (16.23) 

SegviZlia ganvsazRvroT  

jkjk fC ; .                                          (16.24) 

tolobebidan gamomdinare, integraluri veivlet-

gardaqmnebis safuZvelze SegviZlia  davweroT: 

  









jjjk

k
fWC

2
,

2

1
   .                                     (16.25) 

 

 

 

 

16.3.  veivletisa da veivlet-gardaqmnis Tvisebebi 

veivlet-gardaqmna saSualebas gvaZlevs signali 

ganvixiloT solitonisebrivi funqciebisagan Semdgari 

bazisis mimarT.  

ganvsazRvroT is ZiriTadi Tvisebebi, romlebic unda 

hqondeT solitonisebr (warmomqmnel) )(x  dedafunqciebs 

(veivletebs), raTa ganxilul iqnes, rogorc veivletebi. 

lokalizacia  

veivlet-gardaqmna furies gardaqmnisgan gansxvavebiT 

iyenebs iseT bazisur (warmomqmnel) dedafunqcias, romelic 

lokalizebulia sivrcis (drois) SemosazRvrul areSi. 

veivleti unda iyos lokalizebuli rogorc fizikur, aseve 

speqtrul  sivrceSi, rogorc wesi, 2 kx . 

nulovani saSualo mniSvneloba 

rac  niSnavs, rom  
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 0)( dxx .                                           (16.26) 

gamoyenebiTi amocanebis ganxilvisas, zogjer, 

moiTxoveba ufro mkacri pirobac: 

 




 0)( dxxxm .                                        (16.27) 

aseT veivlets m  rigis veivlets uwodeben. aseTi piroba 

maSin ganixileba, roca saWiroa veivletis warmoebulebis 

ganxilva,  m  rigis CaTvliT. 

SemosazRvruloba  moicema pirobiT 






dxx
2

)( .                                          (16.28) 

kargi lokalizacia da SemosazRvruloba zogjer 

moicema pirobebiT 

n
x

x



1

1
)(                                          (16.29) 

an Sesabamisi furie-gardaqmnisaTvis 

n
k 01

1
)(









,                                      (16.30) 

sadac 0  veivletis dominanturi sixSirea. 

Aaxla  ganvixiloT veivlet-gardaqmnis Tvisebebi: 

SemoviRoT aRniSvnebi: 

  ),( )( ),( bawfwbafW  .                                (16.31) 

veivlet-gardaqmnis operatoris wrfivobis Tviseba 

  ),(),()()()()( 212121 bawbawfwfwxfxfw   .          (16.32) 

invariantuloba wanacvlebis operaciis mimarT 
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  ),()( 00 bbawbxfw  .                                  (16.33) 

invariantuloba masStabis cvlilebis mimarT  
































0000

,
1

a

b

a

a
w

aa

x
fw .                                 (16.34) 

energiis Senaxvis Tviseba 

veivlet-gardaqmnisTvis adgili aqvs parsevalis 

tolobis analogs: 

  


2

211

21

),(),(
)(f)(

a

dadbbawbaw
Cdxxxf 

,                           

saidanac gamomdinareobs, rom 

  


2

2
12 ),(

)(
a

dadbbaw
Cdxxf  .                              (16.35) 

 

 

16.4. veivlet-funqciebis kerZo SemTxvevebi 

ganvixiloT veivlet-funqciebis konkretuli saxeebi: 

 meqsikuri qudi (maaris veivleti) 

ase uwodeben funqcias, romelic miiReba gausis 

funqciis orjer gawarmoebiT 

22

2

)1()(

t

ett


 .                                       (16.36) 

meqsikuri qudis grafiki mocemulia  16.1 nax-ze. 
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nax. 16.1.  maaris veivleti-meqsikuri qudi 

 

Sesabamis veivlet-baziss eqneba saxe: 

)2(2 2 kxj

j

jk   .                                    (16.37) 

damasStabebisa da wanacvlebis grafikuli ilustracia 

maaris veivletisaTvis mocemulia  16.2 nax-ze. 

, 

.
 

 

nax. 16.2. damasStabebisa  da wanacvlebis grafikuli 

ilustracia 

10 5 0 5 10
1

0

1

 t( )

t

 t( )
2

t

e

t
2



2


d

d

2

exp
1

2
t
2










t
2

exp
1

2
t
2












 a b t( )
1

a


t b

a











10 5 0 5 10
1

0

1

 t( )

 1 10 t( )

 2 0 t( )

 3 10 t( )

t
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zogjer iyeneben gadabrunebul meqsikur quds, romelic 

moicema formuliT: 

22

2

)1()(1

t

ett


 .                                      (16.38) 

gadabrunebuli meqsikuri qudi mocemulia   16.3 ნახ-ზე. 

 

nax. 16.3. maaris veivleti-gadabrunebuli meqsikuri qudi 

 

Sesabamis veivlet-baziss eqneba saxe: 

)2(121 2 kxj

j

jk   .                                       (16.39) 

xaaris veivleti 

signalebis dekompoziciisa da rekonstruqciisaTvis, 

xSirad, iyeneben xaaris veivletebs, romelTa warmomqmnel 

(deda) funqcias aqvs saxe (nax. 16.4): 























1))(x   0)((x if   0

)1
2

1
( if  1-

)
2

1
x(0 if   1

)( xxH ;                             (16.40) 

10 5 0 5 10

1

0

1

1 t( )

t
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nax. 16.4. xaaris veivleti 

Sesabamis veivlet-baziss eqneba saxe:  

)2(2 2 kxjH

j

jk
H   .                                  (16.41) 

advili Sesamowmebelia, rom nebismieri ori H

mn   H

jk  

funqcia veivlet-bazisidan, romlebic miiReba xaaris deda-

funqciidan,  
m2

1
 ,

2

1
j

-integraluri gafarToebisa da 
m2

n
 ,

2 j

k -

wanacvlebis Semdeg  orTonormaluria erTmaneTis mimarT 

anu adgili aqvs tolobas   

knjmmn
H

jk
H   ; .                                   (16.42) 

P.S. xaaris bazisis uaryofiTi mxarea  is, rom es veivleti 

arasimetriuliა da gluvi, Tumca zogierT amocanaSi 

signalebis damuSavebisas  es umniSvneloa.  amdenad, xaaris 

veivletebs   xSirad iyeneben praqtikaSi. 

ufro xSirad iyeneben xaaris veivletis msgavs, 

simetriul warmomqmnel veivlets  (dedafunqcias), romelsac 

frangul quds uwodeben. 

frangul qudi 

am veivlets Caweren Semdegი  saxiT: 

1 0.5 0 0.5 1 1.5 2

1

0

11.2

1.2

H x( )

21 x
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1x  if    0

1
3

1
  if   1

3

1
x  if   1

xF ;                                   (16.43) 

 

nax. 16.5. veivleti-franguli qudi 

Sesabamis veivlet-baziss eqneba saxe: 

)2(2 2 kxjF

j

jk
F   .                                  (16.44) 

ufro rTuli, organzomilebiani signalebisaTvis garda 

wanacvlebisa da damasStabebisa saWiroa gaviTvaliswinoT 

mobrunebac. 

veivlet-gardaqmnebi farTod gamoiyeneba signalebis 

filtraciisa da SekumSvisaTvis  [14-15]. 

maRali rigis veivletebisaTvis, warmomqmneli-deda 

veivletis asagebad, rogorc wesi, gamoiyeneba Sesabamisi 

filtraciis koeficientebis gamoTvlis iteraciuli, 

funqciuri gantolebebi, romelTaTvisac aucilebelia 

Semqmneli-mama veivletebis ageba. Aაse aigeba, magaliTad, 

dobeSis meoTxe rigis veivleti [14-16] Seswavla. 

 

16.5. veivlet-analizi Mathcad-is bazaze 

vTqvaT, mocemulia signali )(ts , romlis energia 

SemosazRvrulia   anu 

2 1 0 1 2

1

0

1

F x( )

x
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R

dtts )(2 .                                           (16.45) 

am signalis pirdapiri veivlet-gardaqmna, furies 

gardaqmnis analogiurad, moicema Sesabamisi veivlet-

koeficientebis meSveobiT: 

 






 


R

dt
a

bt
tstbatsbaC  )(),,(),(),( .                     (16.46) 

ase, rom veivlet-koeficientebi moicema signalisa da 

mocemuli saxis veivlet-funqciis skalaruli namravliT. 

ganvixiloT veivlet-gardaqmnis magaliTebi: 

1) mocemul signals aqvs simetriuli marTkuTxa 

impulsebis saxe - meandra. Mmoicemა  analizuri formuliT: 

))04.0(sin()( tsignts  .                                    (16.47) 

grafikulad, meandras tipis signali mocemulia  

nax. 16.6 -ze. 

 

nax. 16.6. meandras grafikuli saxe 

avagoT, am signalis pirdapiri veivlet-gardaqmna da 

speqtrograma, maaris warmomqmneli veivlet-funqciis 

meSveobiT Matcad 2001-is bazaze: 
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N 256   

 

 

 

 

 
 

nax. 16.7.   meandras tipis signalis speqtrograma 

 

2) mocemul signals aqvs sinusis kubis saxe  anu 

3)1.0sin()( tts  .                                        (16.48) 

grafikulad, am tipis signali mocemulia nax. 16.8 -ze. 

 a b t( )
1

a


t b

a











C a b( )





t a b t( ) s t( )




d
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b 0 1
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nax. 16.8. sinuskubis grafikuli saxe 

avagoT am signalis pirdapiri veivlet-gardaqmna da 

speqtrograma, maaris warmomqmneli veivlet-funqciis meSve-

obiT  Matcad 2001-is bazaze: 

 

                           

N 256   
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nax. 16.9. sinuskubis speqtrograma 

im SemTxvevაSi, roca gvaqvs perioduli signali, 

umjobesia gamoviyenoT furie-gardaqmnebi. Tumca, roca 

signali xasiaTdeba sivrciTi an droiTi lokalizaciiT, 

maSin veivlet-gardaqmna yvelaze ufro zustia. es 

upiratesobebi mkveTrad Cans bgeriTi  da gamosaxulebaTa 

signalebis SemTxvevebSi. 

 

16.6. veivlet-gardaqmnebi da signalebis gafiltვრa 

 Mathcad-is bazaze 

signalebi SeiZleba warmovadginoT, rogorc misi uxeSi 

miaxloebisa da damazustebeli (ufro detaluri) 

warmodgenaTa jami. am procesis realizaciisaTvis 

orTogonaluri veivletebi gamoiyeneba, romelTa asagebad, 

xSirad, gamoiyeneba multimasStaburi (multiresolution) analizi. 

es analizi emyareba Semdeg ZiriTad faqtebs: 

 signalebis V sivrce SeiZleba daiyos iseT 

ierarqiul Vj qvesivrceebad, romlebiც erTmaneTს 
ar kveTs da romelTa gaerTianebac zRvarSi L2(R) 
sivrces   iZleva; 

N
T
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 nebismieri jVts )(  funqciisaTvis, misi SekumSuli 

versia ekuTvnis Vj-1 qvesivrces; 

 arsebobs iseTi 0)( Vx   funqcia, romlisTvisac 

misi wanacvlebა )()(,0 kxxk   adgens 

orTonormirebul baziss V0 sivrceSi. 

radgan )(,0 tk  funqciebi adgens orTonormirebul baziss 

V0 sivrceSi  

)2(2)( 2/

, ktt jj

kj                                     (16.49) 

ფunqciebi adgenen ოrTonormirebul baziss L2(R) sivrceSi. am 

funqciebs Semqmnel-mama veivletebs uwodeben. isini 

mamasStabirebeli funqciebia, radgan   qmnian Tavisnair 

funqciebs sxvadasxva masStabSi. ე.ი. s(t) signali SeiZleba 

warmodgenil iqnეs, rogorc misi Vj subqvesivrceebSi 

Taნაmimdevruli miaxloebis zRvari 

)(lim)( tsts j
j 

 .                                          (16.50) 

rogorc wesi, signalis dekompoziciis wesidan 

gamomdinare, j-s didi mniSvnelobisaTvis miiReba uxeSi 

miaxloebebi, xolo mcire mniSvnelobisaTvis-ufro zusti 

miaxloebebi. 

signalis aproqsimacias Seesabameba iteraciuli 

formula: 

 
k

kjj tkjCts )(),()( , ,                                   (16.51) 

 
k

k ktht )2(2)(0,0  .                                 (16.52) 

zogad SemTxvevaSi, signalis rekonstruqcia nj   daSvebis 

doneze xorcieldeba  















n

nn

jj k

kkj

k

kjkj tdtats )()()( ,,,  ,                       (16.53) 
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 sadac kjn
a , aproqsimaciis koeficientebia; -damazuste-beli 

koeficientebi; )(, tkjn
 - Semqmneli-mama veivleti; 

 )(tk -warmomqmneli-deda veivleti. signalis mTliani aRd-

gena SesaZlebelia, Tu  

   









k

k kth
t

Zk )(2
2

h  , k  .                         (16.54) 

am gantolebas damazustebeli   (refinement) ewodeba.  

magaliTi. xaaris veivletisaTvis 
2

1
21  hh . 

              


 




1

0

2

0

,,0,0

1

)()()(
n

j k

kjkj

j

tdtCts  ,                                         (16.55) 

Sadac 0,0C  aris signalis dabalsixSiriani nawilis  koefi-

cienti; kjd , -signalis maRalsixSiriani nawilis koeficiente-

bis matrica; )(t -mama-veivleti; )(, tkj -deda-veivleti;  

vTqvaT, gvaqvs signali  2;1;0;1;2;3;0;1 y , romelic 

gansazRvrulia  1,02L sivrceSi. 

Tu gamoviyenebT xaaris veivlets da dekompoziciis 

(16.55) formulas, maSin miviRebT matricas: 













































































































3,2

2,2

1,2

0,2

1,1

0,1

0,0

0,0

2- 0     0    0    2-     0      1-   1

2   0     0    0      2-   0      1-   1

0   2-   0    0      2     0      1-   1

0   2     0    0      2     0      1-   1

0   0     2-  0      0      2-   1     1

0   0     2    0      0      2-   1     1

0   0     0    2-    0      2     1     1

0   0     0    2      0      2     1     1

2   

1   

0   

1   

2   

3

0   

1   

 

d

d

d

d

d

d

d

c

.                (16.56) 

am tolobis marjvena nawilis did matricaSi  

 pirveli sveti aris masStabirebis )(t  funqcia; 

kjd ,
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 meore sveti  - xaaris veivleti; 
 mesame da meoTxe svetebi signalis pirveli donis 

warmodgenis ricxviTi mniSvnelobebi; 

 mexuTe-merve svetebi Seesabamebა signalis meore 
donis warmodgenas. 

ase, rom tolobis marjvena nawilis ucnobi matricis 

gamosaTvlelad saWiroa (16.56) matriculi gantolebis 

amoxsna. roca Semomavali signalis ricxviTi 

mniSvnelobebis raodenoba sakmaod didia, veivlet-

koeficientebi   gamoiTvleba  filtraciis meTodebiT. 

ganvixiloT Semomavali signalis dekompoziciis  

(filtraciis) algoriTmi: 

 
n

nk aknhHa )2()( ,                                   (16.57) 

  
n

nk akngGa )2()( ,                                  (16.58) 

Sadac Ha signalis dabalsixSiriani  filtraciis opera-

toria; Ga -signalis maRalsixSiriani filtraciis ope-

ratori; h -veivlet-filtris dabalsixSiriani koefici-

entebis veqtori; g -veivlet-filtris maRallsixSiriani 

koeficientebis veqtori. 

cnobilia, rom xaaris veivlet-filtris SemTxvevaSi  

2

1
21  hh  ;  

2

1
21  gg .                            (16.59) 

am faqtebis gaTvaliswinebiT, movaxdinoT Semomavali y

signalis dekompozicia 
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2                                                   

2-                                                d

2                    0                                          c
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)3(

c
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c

cy 

 

dekompoziciis pirvel doneze, signalis 

dabalsixSiriani mdgenelisaTvis (16.57) gamosaxulebis 

gaTvaliswinebiT miviRebT: 

analogiurad, (16.58) gamosaxulebis safuZvelze SegviZlia 

vipovoT  signalis Sesabamisi maRalsixSiriani mdgenelic. 

Semdeg, dekompoziciis meore doneze, signalis 

dabalsixSiriani mdgenelisaTvis miviRebT: 
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 veqtorad, romlis komponen-

tebis raodenoba emTxveva Semomavali signalis elementebis 

raodenobas, Tumca, energiis ZiriTadi nawili moqceulia 

komponentebis SedarebiT mcire raodenobis elementebSi. Tu 

SemTxveviTi SeSfoTebebis zRvrul mniSvnelobad aviRebT 

0.9, miviRebT rezultatis axal veqtors: 
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 2 ;2 ;1 ;1 ;0 ;0 ;

2

3
 ;0 . rac niSnavs, rom koeficientebis 

nawili atarebs umniSvnelo informacias da maTi 

mniSvnelobebi SegviZlia    nulovnad   CavTvaloT. 

amis Semdeg, Sesabamisi Semomavali signalis aRsadgenad 

unda visargebloT operatorebiT: 

 
k

nn aknhHa )2()( * ,                                   (16.60) 

 
k

nn akngGa )2()( * .                                   (16.61) 

P.S.  es algoriTmi amartivebs signalis filtraciis 

algoriTms.  

      ganvixiloT am signalis veivlet-gardaqmna da 

ukugardaqmna Mathcad-is bazaze (nax.6.10). 

      

             

 

 

nax. 16.10.   signalis veivlet-filtracia, analiz-sinTezi 
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rogorc vxedavT, eqsperimentuli da veivlet-filtriT 

sinTezirebuli signalebi erTmaneTs emTxveva. 

 

16.7. Sereuli fraqtalur-veivleturi kodireba 

TviTmsgavsebis arseboba fraqtalis ZiriTadi Tvisebaa. 
veivletebi ki saSualebas gvaZleven gaviTvaliswinoT 
masStaburi efeqtebi, amitom veivletebi fraqtaluri 
analizis bunebrivi instrumentia. amitomacaa rom, 
gamosaxulebaTa SekumSvisaTvis, umeteswilad, iyeneben 
Sereul fraqtalur-veivletur meTodebs. gamosaxulebis 
SekumSvis procesi SegviZlia gamovsaxoT Semdegi blok-
sqemiT nax. 16.11. cifruli gamosaxuleba – pikselTa 
mniSvnelobebis masivia, romelic gamoisaxeba ricxviTi 
matricis saSualebiT. gamosaxulebis SekumSvis operacia 
Sedgeba ori ZiriTadi nawilisagan: kodireba da dekodireba. 

kodireba gardaqmnis sawyis ricxviT masivs ise rom, man 
rac SeiZleba naklebi mexsiereba daikavos kompiuterSi. 

dekodireba aRadgens sawyis gamosaxulebas kodirebuli-
dan (Sebrunebuli gardaqmniT). Tu dekodirebuli gamosaxu-
leba zustad emTxveva sawyis gamosaxulebas, maSin amboben 
rom kodireba-dekodirebis algoriTmi aris algoriTmi 
danakargis gareSe. Tu dekodirebuli gamosaxuleba 
gansxvavdeba sawyisi gamosaxulebisagan, maSin amboben rom 
gvaqvs algoriTmi danakargebiT. SekumSvis sxva umravles 
meTodebTan erTad, fraqta-luri da veivlet meTodebic 
warmoadgenen algoriTmebs danakargebiT. arsebobs, 
monacemTa SekumSvis ori xerxi:  

a) SegviZlia SevamciroT monacemebi maTi 

gafiltvris saSualebiT, maSin Semcirdeba maT 

Sesanaxad saWiro bitebis raodenobac;  

b) an davamrgvaloT ricxvebi mocemul masivebSi da 

amiT SevamciroT Sesanaxad aucilebeli 

mexsiereba. srul sqemebSi gamoiyeneba SekumSvis 

orive meTodi.  
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nax. 16.11. gamosaxulebis SekumSvis procesis blok-sqema 
 
monacemTa SekumSvisaTvis xafmanma SeimuSava 

entropiuli meTodi, romelic amowmebs cifrul monacemTa 
ganawilebis struqturas. im ricxviT mniSvnelobebs, 
romlebic masivSi xSirad gvxvdeba, Seusabameben naklebi 
raodenobis bitebs, xolo im mniSvnelobebs romelic ufro 
iSviaTad gvxvdeba, Seusabameben ufro met bitebs. 
entropiul midgomas iyenebs ariTmetikuli kodirebis 
meTodic. 

საწყისი გამოსახულება 

კოდირება                      

    ფურიე (JPEG, . . .), ფრაქტალური, 
ვეივლეტ-kodireba . . . 

გამოსახულების კომპაქტური წარმოდგენა 

ხოფმანის კოდირება, არითმეტიკული 
კოდირება, დაკვანტვა, ბიტების ჩალაგება . . 

შეკუმშული კოდირებული გამოსახულება. 

დეკოდირება 

დეკოდირებული გამოსახულება 
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praqtikaSi mizanSewonilia yvela am meTodis sinTezu-

rad gamoyeneba, raTa yvela midgomis dadebiTi mxare iqnas 
gamoyenebuli gamosaxulebis efeqturi kodirebisaTvis. 

monacemTa fraqtaluri SekumSvisaTvis, mniSvnelovan 
rols TamaSobs xaTCinsonisa [12] da barnslis [13] iterire-
bad funqciaTa Teoria. amitom ganvixiloT iterirebad 
funqciaTa sistemebi       da maTi gamoyenebani. 

 
 
 

16.8. iterirebad funqciaTa sistemebi 
 
sibrtyis afinuri gardaqmnis ganxilvisas miviReT 

gardaqmnis formulebi romlebic damokidebulia eqvs 
Tavisufal cvladze. aqedan gamomdinare, cxadia rom, Tu 
gvinda brtyeli figuris sami sxvadasxva wertilis 
koordinatebi                           avsaxoT^ sxva, gansxvave-
bul sam wertilSi    

    
       

    
       

    
  , maSin calsaxad 

ganisazRvreba gardaqmnis eqvsi cvladis mniSvnelobebi 
gantolebebidan: 

 

     
     
     

   

  
  
  
   

  
 

  
 

  
 
 ,                                (16.62) 

 

     
     
     

   

  
  
  
   

  
 

  
 

  
 
 .                                (16.63) 

avagoT    sibrtyis afinuri gardaqmnebi 

     
  
    

  
 

  
    

    
    

   
  
  
   

  
  
 ,                 (16.64) 

romlebic saSualebas mogvcemen avagoT serpinskis 

fraqtaluri xaliCa nax. 16.12 
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nax. 16.12. serpinskis fraqtaluri xaliCis deda da mama 
fraqtalebi 

am naxazze kargad Cans, rom erTi samkuTxedi      
icvleba sami samkuTxediT           da     . aqvea 
miTiTebuli wveroTa Sesabamisi koordinatebi. exla Cveni 
amocanaa: vipovoT is afinuri gardaqmnebi, romlebic did 
samkuTxeds gadasaxaven sam mcire samkuTxedze. 

ai es afinuri gardaqmnebic: 

          :  
  
 

  
    

 

 
 

 
 

 

  
  
  
   

 
 
 ;              (16.65) 

   :   

 

 

  

 

   

 

 
 

 
 

 

  

 

 

  

 

   
 
 
 .                    (16.66) 

aseTnairadve mowmdeba sxva wertilebis asaxvebic: 

        :   
  
 

  
    

 

 
 

 
 

 

  
  
  
   

 

 

 
 ;              (16.67) 

   :   

 

 

  

 

   

 

 
 

 
 

 

  

 

 

  

 

   
 

 

 
 .                   (16.68) 

bolos 

         :  
  
 

  
    

 

 
 

 
 

 

  
  
  
   

 

 

  

 

 ;            (16.69) 
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    :    

 

 

  

 

   

 

 
 

 
 

 

  

 

 

  

 

   

 

 

  

 

 .                (16.70) 

mxedvelobaSi unda viqonioT, rom didi samkuTxedis 

farTobi yovel bijze mcirdeba       

 

 
 

 
 

 

   -jer. 

procesis geometriulad gamosaxvisaTvis afinuri asaxvebi 
unda gavimeoroT yoveli axlad warmoqmnili patara 
samkuTxedisaTvis da Sedegebi gamovxazoT sawyisi 
samkuTxedis naxazze. amisaTvis dagvWirdeba kidev oTxi 
tipis asaxva: mobruneba   kuTxiT, simetriis asaxva    
RerZis mimarT,    RerZis mimarT da centruli simetria 
koordinatTa saTavis mimarT. es asaxvebi Sesabamisad 
moicema asaxvis matricebiT: 

 
         
        

 ,  
  
   

 ,  
   
  

 ,  
   
   

 .          (16.71) 

es algoriTmi advilad realizebadia        garemoSi. 
          
     

16.8.1. gamosaxulebis kodirebis magaliTi 
 
ganvixiloT gvimris orobiTi tipis gamosaxuleba  

nax. 16.13, rac imas niSnavs rom, aq pikselis mniSvneloba 
aris 0 an 1. 

 
nax. 16.13. gvimris orobiTi tipis gamosaxuleba 

 
am gamosaxulebas axasiaTebs TviTmsgavseba anu fraqta-

luri struqtura. am SemTxvevaSi, misi fraqtaluri 
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kodirebisaTvis sakmarisia oTxi obieqtis kodireba, 
romelTagan TiToeuli am SemTxvevaSi xasiaTdeba sami 
ricxviT: pirveli obieqtia qveda marcxena totis momcveli 
minimaluri zomis samkuTxedi (sami wveroTi), meore obieqtia 
qveda marjvena totis momcveli minimaluri samkuTxedi (sami 
wveroTi), mesame obieqtia qvemo datotvidan Semdgom 
datotvamde arsebuli Reros monakveTi (ori datotvis 
wertili da maT Soris Sua wertili) da meoTxe obieqtia 
zeda wveros momcveli minimaluri samkuTxedi (sami 
wveroTi). aqedan gamomdinare, am gamosaxulebis fraqtaluri 
kodirebisaTvis sakmarisia 24 ricxvis Senaxva. marTlac, 
samkuTxedis afinur gardaqmnas Wirdeba 6 ricxvi(16.62-16.63) 
da 4 triadis(sami wertilis) gadasaxvas daWirdeba        
piqseli. es aadvilebs gamosaxulebis kodirebas. danarCeni 
totebis miReba xdeba afinuri, TviTmsgavsebis principidan 
gamomdinare, radgan gvimris totebs erTnari geometriuli 
aRnagoba aqvT da mxolod masStabiT gansxvavdebian. 
sazogadod, yvela gamosaxulebas ara aqvs fraqtaluri 
struqtura da aseT SemTxvevebSi unda veZeboT ganmeorebadi 
fragmentebi, raTa gavimartivoT gamosaxulebis kodireba. 

 
 
16.8.2.     funqciaTa sistemebi xausdorfis sivrceSi 
 
fraqtalur gamosaxulebebs ganvixilavT          

xausdorfis sivrceSi. ganvsazRvroT kumSvadi asaxvebis 
specialuri saxe romelic moqmedebs gamosaxulebaze anu 
         sivrcis elementebze. 

vTqvaT             aris       metrikuli sivrcis 
kumSvad asaxvaTa sasruli raodenoba kumSvis Sesabamisi 
          koeficientebiT, sadac         . SemoviRoT   
asaxva, romelic moqmedebs   sivrcis kompaqtur 
qvesimravleebze (anu     elementebze) Semdegnairad: 

                                
 
   ,         .(16.72) 

maSasadame,             aris kumSvadi asaxva 
xausdorfis          sivrceSi kumSvis   koeficientiT, 
sadac                   da adgili aqvs utolobas: 

                               .              (16.73) 
     iterirebad funqciaTa       sistema Sedgeba sruli 

metrikuli       sivrcisa da sasruli raodenobis kumSviTi 
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asaxvebisagan. aseTi asaxvebisaTvis ixmareba aRniSvna 
                 . 

kumSvadi asaxvebi SegviZlia gamoviyenoT iterirebadi 
funqciebisaTvisac. gamosaxulebas, romelic aris     
asaxvis erTaderTi uZravi wertili, atraqtori ewodeba. 
barnslim Camoayaliba Teorema xausdorfis metrikul 
sivrceSi kumSviTi asaxvebis Sesaxeb da mas kolaJis 
Teorema uwoda. 

kolaJis Teorema: vTqvaT   aris wertili       . 
mocemulia     mudmivis raRac mniSvneloba. avirCioT     

funqciaTa sistema                   kumSvis   koeficientiT 
      ise rom, adgili qondes utolobas: 

          
 
      ,                                (16.74) 

maSin  

                         
 
     

 

   
 ,                  (16.75) 

sadac   aris     funqciaTa sistemis atraqtori.      

 radgan   atraqtori aris     iteraciaTa usasrulo 
raodenobis Sedegi, cxadia rom is fraqtalia. kolaJis 
Teorema gvaZlevs algoriTms gamosaxulebis Sesabamisi 
fraqtalebis asagebad. es naTlad gamoCnda gvimris orobiTi 
fraqtalis agebisas. 

 
16.8.3. gamosaxulebis fraqtaluri kodireba Sav-TeTr 

ferebSi 
 
iseTi gamosaxuleba rogoricaa, gvimris orobiTi 

gamosaxuleba, SegviZlia avagoT SedarebiT martivi     
funqciaTa sistemis safuZvelze, radgan mas axasiaTebs 
globaluri TviTmsgavseba. es imas niSnavs rom mTliani 
gamosaxuleba Sedgeba misi an misi nawilebis msgavsi 
masStabSi Semcirebuli fragmentebisagan. amasTan, aseTi 
gamosaxuleba – orobiTi tipis gamosaxulebaa, radgan mis 
yovel piqsels aqvs mniSvneloba 1 an 0. realur obieqtTa 
umravlesobas ara aqvs TviTmsgavsebis Tviseba, ufro metic, 
maTi umravlesoba araa orobiTi tipis anu yoveli piqseli 
iRebs mniSvnelobebs garkveul diapazonSi Sav-TeTri 
gamosaxulebebisaTvis an xasiaTdeba veqtoriT feradi 
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gamosaxulebis SemTxvevaSi. am SemTxvevaSi dagvWirdeba     
sistemaze ufro zogadi sistema. 

rogorc adre aRvniSneT Sav-TeTri tipis gamosaxuleba 
SegviZlia ganvixiloT rogorc        kvadratze 
gansazRvruli ori namdvili cvladis funqcia        anu 

                 ,                              (16.76) 
sadac   Savi feris gradaciaTa raodenobaa. Cven SegviZlia 

am tipis funqciaTa simravleze SemoviRoT metrika: 

                               
 

 

 

 
 

 

 
.               (16.77) 

aqedan gamomdinare, Cven vixilavT kvadratiT 

integrirebad   srul metrikul sivrces. am sivrcisaTvis 

adgili aqvs Teoremas kumSvadi asaxvis Sesaxeb. 

Cven ganvixilavT cifrul gamosaxulebebs.     zomis 

cifruli gamosaxuleba warmoadgens      matricas, sadac 

           da            , xolo              . aseT SemTxvevaSi, Cven 

vityviT rom, gvaqvs gausis diskretuli metrika: 

                               
  

   
 
    

 

 
.             (16.78) 

 

 

16.8.4. alag-alag gansazRvruli iterirebad funqciaTa 

sistema 

gamosaxulebis fraqtaluri SekumSvisaTvis gamoiyeneba 

specialuri tipis alag-alag gansazRvruli iterirebad 

funqciaTa sistema                                            . 

es sistema Sedgeba sruli metrikuli   sivrcisa, misi 

                qvesimravleebisa da kumSviTi                      

asaxvebisagan. 

 

 



678 

 

16.8.5. Sav-TeTri gradaciis gamosaxulebis afinuri asaxva 

vTqvaT, gvaqvs erTeulovani kvadratis afinuri asaxva 

Tavis Tavze: 

      
    .                                           (16.79) 

sxvanairad rom vTqvaT, gvaqvs     zomis    matricisa 

da     zomis    veqtorisaTvis afinuri asaxvis Canaweri: 

            
 
     .                                  (16.80) 

vTqvaT       aris erTeulovani kvadratis raRac 

qvesimravle da    aris     asaxvis saxe, misi    

qvesimravleze moqmedebisas, maSin           . exla Cven ukve 

SegviZlia CavweroT        funqciaze moqmedi        

asaxva Semdegnairad: 

                   
           .                      (16.81) 

   konstantazea damokidebuli gamosaxulebis kontras-

tuloba. xolo    gamosaxulebis sikaSkaSes marTavs. 

     asaxvas    asaxvis sivrcul mdgenels uwodeben. 

(16.81) asaxva is bazuri asaxvaa, romelsac iyeneben Sav-TeTri 

gradaciis gamosaxulebis fraqtaluri kodirebisas. 

exla ganvixiloT Sav-TeTri gradaciis gamosaxulebis 
kumSviTi asaxva. imisaTvis rom        asaxva iyos 
kumSviTi, unda Sesruldes utoloba: 

                         ,                         (16.82) 
sadac        . Tu gamoviyenebT cvladTa gardaqmnas 

orjerad integralSi, maSin miviRebT, rom [11] 

  
                   

            
      ,                 (16.83) 

sadac     aris    gardaqmnis matrica,        - gardaqmnis 

matricis determinanti,     - kumSvis koeficienti.   
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16.8.6. Sav-TeTri gradaciis gamosaxulebis kumSviTi asaxva 

erTeulovani    kvadrati davfaroT ranguli blokebis 
     simravliT, ise rom 

      ,                                            (16.84) 
       .                                           (16.85) 

vTqvaT     aris alag-alag gansazRvruli iterirebad 
funqciaTa sistema     : 

          ,                                          (16.86) 
ase rom   , domenuri areebia       romlebic SeiZleba 
ikveTebodnen kidec.     asaxva    domenebs asaxavs rangul    
simravleebze. domenebi SeiZleba ikveTebodnen kidec, xolo 
ranguli areebi mTlianad faraven erTeulovan kvadrats. 

TiToeuli     asaxvisaTvis ganvsazRvravT Sesabamis    
asaxvas gamosaxulebaTa   simravleze: 

                   
           ,                    (16.87) 

sadac    airCeva ise, rom    iyos kumSviTi asaxva. axla 
ganvsazRvroT       Semdegnairad: 
                              .                       (16.88) 

radgan ranguli areebi mTlianad faraven erTeulovan 
kvadrats,   asaxva moqmedebs mTel erTeulovan kvadratze 
da Sesabamisad      aris SekumSuli gamosaxuleba. kumSvadi 
asaxvebis Sesaxeb Teoremidan viciT, rom gveqneba erTaderTi 
uZravi wertili: 

        .                                          (16.89) 
Teorema kumSvadi asaxvebis Sesaxeb aris bazuri, 

gamosaxulebaTa fraqtaluri kodirebis saqmeSi. marTlac, 
Tu gvaqvs   cifruli gamosaxuleba, maSin veZebT iseT 
kumSviT   asaxvas rom misi uZravi wertili   , axlos iyos 
sawyis   gamosaxulebasTan. maSin   Seicavs mTel 
informacias   -s misaRebad da Tu   ikavebs ufro mcire 
adgils, vidre sawyisi cifruli gamosaxuleba, maSasadame 
migviRwevia cifruli informaciis fraqtaluri 
SekumSvisaTvis. aqac kolaJis Teorema saSualebas iZleva 
fraqtaluri kodireba movaxdinoT erT bijze da aRar 
gvWirdeba iteraciaTa usasrulo raodenoba.   
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XVII Tavi. topologiuri meTodebi 
           sivrce da misi topologia 

 

   sivrce aris Cveulebrivi veqtoruli algebris  –gan-

zomilebiani sivrce; am sivrceSi wertils, Seesabameba   

namdvili ricxvi             . intuiciurad vTvliT, rom es 

uwyveti sivrcea: am sivrcis nebismieri wertilisaTvis 

arseboben masTan, ragind axlomdebare wertilebi, aseve, 

nebismier or wertilTan erTad, es sivrce Seicavs am 

wertilebis SemaerTebel monakveTsac. arseboben 

diskretuli sivrceebic. uwyvetobis cneba zust azrs iZens 

misi topologiis Seswavlisas. maTematikaSi «topologiis» 

cnebas orgvari interpretacia aqvs. Cven ganvixilavT 

«lokalur tipologias». misgan gansxvavebiT, arsebobs 

«globaluri topologiac» romelic, Seiswavlis mTliani 

sivrcis Tvisebebs, magaliTad, im Tvisebebs, romlebic 

ganasxvaveben sferos torisagan. globalur topologiaze 

visaubrebT mogvianebiT, diferencialuri formebis 

ganxilvisas. aq ki ganvixilavT lokaluri topologiis 

ZiriTad cnebebs. 

aq ZiriTadi cnebaa    sivrcis wertilis midamos cneba. 

am cnebis Semosatanad gvWirdeba sivrcis or              da 

             wertils Soris manZilis cneba: 

               
          

           
 .       (17.1) 

   sivrcis   wertilis midamo ewodeba am sivrcis im 

      wertilebis simravles, saidanac   wertilamde 

manZili naklebia mocemul   ricxvze. magaliTad,    

sivrcis SemTxvevaSi   wertilis midamo warmoadgens   - 

radiusiani wrewiris SigniT mdebare wertilebis simravles, 

romlis centric   wertilSia nax. 17.1 
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nax. 17.1.    sivrcis SemTxvevaSi   wertilis midamo 

warmoadgens   - radiusiani wrewiris SigniT mdebare 

wertilebis simravles, romlis centric   wertilSia 

axla, ukve SegviZlia sivrcis uwyvetobis cnebis ufro 

zustad Camoyalibeba.    sivrcis wertilebis simravles 

ewodeba diskretuli, Tu mis yovel wertils aqvs iseTi 

midamo, romelic ar Seicavs am simravlis sxva wertilebs. 

cxadia, rom TviTon    sivrce araa diskretuli. amboben, 

rom    sivrcis raime   wertilebis simravle Riaa, Tu am 

simravlis nebismier   wertils aqvs iseTi midamo, romelic 

mTlianad ekuTvnis   simravles. cxadia rom diskretuli 

simravle ar ariს Ria da maს aRar gamoviyenebT. Ria 

simravlis martivi magaliTia    sivrcis iseTi   wertile-

bis simravle, romlebic akmayofileben utolobas      .  

   sivrcis nebismier or wertils aqvs iseTi midamoebi, 

romlebic erTmaneTs ar kveTen (Tumca maT iseTi midamoebic 

aqvT, romlebic ikveTebian, magram, Tu sakmaod SevamcirebT 

maT radiusebs, SegviZlia mivaRwioT imas, rom isini aRar 

gadaikveTon). am Tvisebas    sivrcis gancalebadobას (anu 

xausdorfobას) uwodeben. arsebobს aragancalebadi sivrcec, 

magram Cveni miznebisaTvis is ar gamodgeba, amitom maს ar 

ganvixilavT. 

amrigad, SemoviReT        manZilis funqcia, ramac 

saSualeba mogvca gangvemarta wertilis midamos da, 

maSasadame, Ria simravlis cneba. aqedan gamomdinare, 

SegviZlia vTqvaT, rom    sivrcis topologia 
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inducirebulia        manZilis funqciiT. rac imas niSnavs, 

rom manZilis cnebis saSualebiT ganisazRvreba Ria 

simravleebi    sivrceSi, romlebic akmayofileben 

Tvisebebs: 

a)Tu    da    Ria simravleebia, maSin maTi TanakveTis 

       simravlec Riaa; 
b)nebismieri raodenobis Ria simravlis gaerTianeba Riaa. 

 
imisaTvis, rom pirveli (a) Tviseba ZalaSi iyos 

nebismieri Ria simravlisaTvis, CavTvaloT rom, carieli 
simravle Riaa gansazRvrebis Tanaxmad. 

rogorc vxedavT, manZilis        funqcia    sivrces 
gadaaqcevs topologiur sivrced. manZilis funqcias 

(metrikas) SeiZleba ჰqondes sxvanairi saxec. amitom ismis 
kiTxva: «ramdenadaa damokidebuli inducirebuli 
topologia manZilis funqciis konkretul saxeze ?». 
ganvixiloT, magaliTad, axali manZilis funqcia 

                 
             

           
 .   (17.2) 

am metrikasac mivyavarT midamosa da Ria simravlis 
cnebebamde; rac, Tavis mxriv, gvaZlevs topologiur 
struqtu-ras. aq mTavaria is, rom, Tu simravle Riaa         
metrikis pirobebSi, maSin is Riaa        metrikaSic da, 
piriqiT. ase rom, topologiuri Tvisebebi ufro «uxeSia» 
metrikulTan SedarebiT, amitom manZilis funqciis 
konkretul saxes ara aqvs principuli mniSvneloba.        
metrikiT inducirebul topologias bunebriv topologias 
uwodeben. aq mTavaria is, rom wertilebs Soris manZili 
ragind mcire SeiZleba iyos da sxvadasxva wertils Soris 
manZili ar SeiZleba iyos nulis toli. zogjer midamos 
cnebac SeiZleba gamoviyenoT sxva formiT da   wertilis 
midamo vuwodoT mis Semcvel nebismier simravles, romelic 
Seicavs am wertilis momcvel Ria simravles. 
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17.2. asaxvა 

 
  asaxva   sivrcidan N  sivrceSi aris   wesi, romelic 

  sivrcis yovel   elements, Seusabamebs N  sivrcis 
romeliRac erTaderT      elements. am Sesabamisobis 
naTlad warmosadgenad ganvixiloT nax.1.2 

 
nax.17.2. asxvis sqema      , romelic aRniSnavs 

Sesabamisobas        

asaxvis umartivesi magaliTia namdvili cvladis 

funqcia    simravleze. aseTi funqcia namdvil ricxvTa 

simravlis nebismier   wertils Seusabamebs amave simravlis 

     wertils. ganvixiloT aseTi funqciis grafikuli 

warmodgena nax. 17.3 

 

nax. 17.3. namdvil ricxvTa simravlis araurTierTcalsaxa 

asaxva Tavis Tavze 

Tu gvaqvs asaxva      , maSin   simravlis nebismieri 

    qvesimravle aisaxeba   simravlis raRac     

qvesimravleSi, romelsac   simravlis saxe ewodeba   

asaxvisas da aRiniSneba     -iT. piriqiT,   simravles, 

romelic Sedgeba   simravleSi asaxuli elementebisagan,   

simravlis winasaxe ewodeba da aRiniSneba       -iT. Tu   

asaxvas ramdenime wertili gadahyavs erT wertilSi, maSin 
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    aRar iqneba asaxva, radgan is aRar iqneba calsaxa. ase 

rom,        gamosaxulebas, sazogadod, unda SevxedoT 

rogorc erTian simbolos, romelic aRniSnavs simravles da 

ara     asaxvas. im SemTxvevaSi, roca   simravlis yovel 

wertils aqvs erTaderTi winasaxe   simravleSi, amboben, 

rom   ineqturi asaxvaa anu arsebobs Sebrunebuli asaxva 

   , romelic   simravlis saxeTa simravles asaxavs isev   

simravleSi. aseT asaxvebs, zogjer 1-1 asaxvas uwodeben. 

1-1 asaxvis magaliTia saqarTvelos geografiuli ruka. 

am SemTxvevaSi dedamiwis zedapiris garkveuli nawilis 

yoveli wertili aisaxeba sibrtyis garkveul wertilSi. 

Tu gvaqvs ori   da   asaxva, sadac       da     

 , maSin ganisazRvreba asaxvaTa kompozicia    , romelic 

  simravles asaxavs   simravleSi           xsvanairad 

rom vTqvaT,                 . 

sazogadod, vsaubrobT   simravlis asaxvaze   

simravleSi. xolo, Tu N  simravlis yovel wertils aqvs 

winasaxe   simravleSi, maSin vambobT rom gvaqvs   

simravlis asaxva   simravleze anu sureqcia. iseT asaxvas, 

romelic erTdroulad ineqciacaa da sureqciac, bieqcia 

ewodeba.  

Semotanili cnebebi saSualebas gvaZlevს ganvsazRvroT 

uwyveti asaxva topologiuri eniT. vityviT rom gvaqvs 

uwyveti asaxva       mocemul   wertilSi, Tu   

simravlis      elementis Semcveli nebismieri Ria simravle 

moicavs   simravlis   elementis Semcveli romeliRaca Ria 

simravlis saxes. igulisxmeba rom   da   topologiuri 

sivrceebia (winaaRmdeg SemTxvevaSi uwyvetobaze laparaks 

azri ara aqvs). vityviT rom   asaxva uwyvetia   simravleze, 

Tu is uwyvetia mis yovel wertilSi. 
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marTebulia Teorema: asaxva       uwyvetia maSin da 

mxolod maSin, Tu   simravlis yoveli Ria simravlis 

winasaxe   simravleSi Ria simravlea. 

radgan ukve gaverkvieT uwyvet asaxvebSi, SegviZlia 

ganvi-xiloT funqciaTa diferencirebadobis sakiTxebic.  

vityviT, rom    sivrcis raime Ria   simravleze 

gansazRvruli               funqcia(asaxva) aris  
  klasis, 

Tu is uwyvetia Tavis yvela (  rigის CaTvliT) kerZo 

warmoebul-Tan erTad. kerZo SemTxvevebia: uwyvet funqciaTa 

klasi   ; usasrulod diferencirebadi funqciebi   . 

Tu ineqtiur 1-1 asaxvas    sivrcis raime Ria   

simravle gadahyavs amave sivrcis sxva   Ria simravleze, 

maSin es asaxva SeiZleba CavweroT Semdegi saxiT 

                  anu       ,           ,               (17.3) 

sadac        . Tu yvela    funqcia aris    klasis, 

maSin am asaxvas    - asaxva ewodeba. 

   -asaxvis iakobis matrica ewodeba 
   

   
 kerZo 

warmoebulebisagan Semdgar matricas. am matricis 

determinants iakobians uwodeben. mas zogjer gamosaxaven 

Semdegnairad:     

  
             

             
.                       (17.4) 

aracxadi funqciis Sesaxeb Teoremidan gamomdinare, Tu 

mocemul   wertilSi iakobiani gansxvavebulia nulisagan, 

maSin am wertilis midamoSi asaxva bieqciaa 

(urTierTcalsaxa asaxva) da SesaZlebelia    wertilis 

midamoSi (17.3) formulebis amoxsna Zveli cvladebis mimarT 

         . 

Tu               da                funqciebi erTmaneTTan 

dakavSirebulia formuliT 
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                            ,                         (17.5) 

maSin integrali   funqciidan   simravleze tolia integ-

ralisa     funqciidan   simravleze. 

 

 

17.3. namdvili cvladis funqciaTa Teoria 

erTi namdvili cvladis namdvil      funqcias ewodeba 

analizuri      wertilSi, Tu am wertilis midamoSi 

arsebobs misi      funqciisaken krebadi warmodgena 

teiloris mwkrivad: 

                  
  

  
 
  
 

 

 
      

  
   

   
 
  
        (17.6) 

cxadia, rom, Tu      funqcias ara aqvs yvela rigis 

warmoebuli      wertilSi, maSin is araa analizuri, 

Tumca SeiZleba funqcia iyos    klasis, magram ar iyos 

analizuri. magaliTad,       
 
 

  . am funqciis mniSvneloba, 

yvela rigis warmoebulis mniSvnelobasTan erTad     

wertilSi nulis tolia, Tumca nulis nebismier midamoSi 

is gansxvavdeba nulisagan nax. 1.4 

 

nax. 17.4. araanalizuri yvelgan diferencirebadi    

klasis       
 
 

   funqciis grafiki 

10 5 0 5 10
0

0.5

1

f x( )

x
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miuxedavad imisa, rom analizuri    funqciebis klasi 

sakmaod viwroa, maT mainc didi gamoyeneba aqvT 

funqcionalur analizSi. es ganpirobebulia imiT, rom 

kvadratiT integrebad    klasis yvela      funqcias 

SegviZlia ragind didi sizustiT     normiT) mivuaxlovdeT 

Sesabamisi      analizuri funqciiT. anu nulTan ragind 

axlos iqneba integrali 

                 .                                (17.7) 

amitom, sadac es SesaZlebelia, didi sizustiT 

SegviZlia gamoviyenoT miaxloebuli analizuri    

funqciebi.  

gansazRvrebis Tanaxmad,   operatori    sivrceSi 

gansazRvrul   funqcias asaxavs sxva      funqciaSi. 

magaliTad, Tu        , sadac   raime fiqsirebuli 

funqciaa, maSin es operatori aRniSnavs ubralod 

gamravlebas. operatorebis sxva magaliTebia Cveulebrivi 

diferencirebis operatori      
  

  
 an integrebis 

operatori mocemuli   guliT                        
 

 
 an 

ufro rTuli operatori         
   

   
. 

operatori SeiZleba gansazRvruli iyos yvela   

funqciaze an SeiZleba hqondes garkveuli gansazRvris are. 

magaliTad,   operatori gansazRvrulia mxolod 

diferenci-rebad funqciebze, xolo   araa gansazRvruli im 

funqciebze, romlebisTvisac Sesabamisi integrali ar 

arsebobs. 

ori   da   operatoris komutatori aRiniSneba ase: 

      da ganisazRvreba, rogorc axali operatori, 

formuliT 

                                   .           (17.8) 

Tu ori operatoris komutatori nulis tolia, maSin 

amboben rom es operatorebi komutireben. aq sifrTxilea 
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saWiro operatorebis gansazRvris aresTan dakavSirebiT. 

komutatoris gansazRvris are SeiZleba ufro viwro 

aRmoCndes vidre calkeuli   da   operatorebis. 

diferencialur operatorebTan praqtikuli muSaobisas, 

xSirad, xelsayrelia gansazRvris ared aviRoT    klasis 

funqciebi da ar SemovifargloT gansazRvris areebze 

fiqriT. 

17.4. jgufTa Teoria 

 
  simravlis elementebis erTobliobas, maTze gansazRv-

ruli binaruli operaciiT (aRvniSnavT wertiliT) ewodeba 
jgufi, Tu marTebulia aqsiomebi:  

a) asociatiuroba: nebismieri       elementebisaTvis   

simravlidan 

               ,                                  (17.9) 
b) marjvena erTeulis arseboba:   Seicavs iseT   

elements, rom nebismieri sxva     elementisaTvis 

     ,                                          (17.10) 
    g) marjvena Sebrunebulis arseboba: nebismieri      

elementisaTvis arsebobs iseTi      , rom 

       .                                         (17.11) 
jgufs ewodeba abeluri (komutatiuri), Tu amas garda, 

nebismieri        elementisaTvis marTebulia piroba: 
       .                                          (17.12) 

sasruli jgufis standartuli magaliTia n - 

elementiani simravlis elementebis gadanacvlebaTa jgufi; 

ori gadanacvlebis binaruli kompozicia aris, am ori 

gadanacv-lebis mimdevrobiTi Sesrulebis Sedegi. am jgufSi 

aris    elementi. erTeuli elementis rols asrulebs iseTi 

gadanacvleba, romelic yvela elements adgilze tovebs.  

jgufebis ganmartebaSi Semavali aqsiomebidan 

gamomdinareobs, rom   erTeulovani elementi erTaderTia 

da amave dros marcxena erTeulicaa anu      ; unda 

aRiniSnos, rom       Sebrunebulic erTaderTia da amave 
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dros is marcxena Sebrunebulicaa anu        . zogjer 

gamravlebis niSans gamotoveben xolme da weren, ubralod, 

  . 

cocxali sistemisaTvis gansakuTrebuli mniSvneloba 

aqvs lis jgufebs, romelTac detalurad ganvixilavT 

meore TavSi. esaa uwyveti jgufi: lis jgufis yoveli Ria 

simravlisaTvis dasaSvebia 1-1 asaxva, romelsac is gadahyavs 

n – ganzomilebiani    sivrcis raime Ria simravleze. lis 

jgufis magaliTs warmoadgens    sivrcis translaciaTa 

        jgufi, sadac          am   ricxvis yovel 

mniSvnelobas Seesabameba translaciaTa lis jgufis 

რომელიღაც elementi. ase rom, translaciaTa lis jgufi 

urTierTcalsaxad aisaxeba mTel    sivrceze. jgufis 

operaciaa Cveulebrivi Sekreba, or              da 

             elements Seesabameba maTi jami  

                         .                     (17.13) 

es magaliTi gviCvenebs, rom jgufis operacia yovelTvis 

ar aRiniSneba multiplikaciuri     simboloTi. abeluri 

jgufisaTvis, romlis magaliTic ukve ganvixileT ufro 

xelsayrelia aditiuri     simbolo.  

  jgufis qvejgufi ewodeba mis nebismier   

qvesimravles, romelic aris jgufi, masSi Semavali 

elementebisaTvis   jgufis binaruli operaciis mimarT.  

winsarTi qve xSirad gvxvdeba da mas viyenebT, roca 

laparakia sawyisi simravlis raime qvesimravlis Sesaxeb, 

romelsac igive struqtura aqvs, rac sawyis simravles 

(qvemravalsaxeoba, lis qvejgufi, lis qvealgebra . . .) 

qvejgufi aris jgufi, rac imas niSnavs, rom is 

yovelTvis Seicavs erTeulovan elements.  

magaliTad: gadanacvlebaTa jgufisaTvis advili 

asagebia qvejgufebi; ganvixiloT n – elementiani simravlis 

elemente-bis gadanacvlebaTa jgufis iseTi qvesimravle, 
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romlis elementebic aris iseTi gadanacvlebebi, romlebic 

uZravad toveben pirvel elements. cxadia, rom es iqneba n – 

elementiani simravlis elementebis gadanacvlebaTa jgufis 

qvejgufi; marTlac, a) aseTi qvesimravlis elementebisaTvis 

binaruli kompozicia asociatiuria; b) igivuri gardaqmna 

uZravad tovebs pirvel elements da, maSasadame, is 

erTeulovani elementia qvesimravlisaTvisac; g) Tu 

mocemuli gadanacvleba uZravad tovebs pirvel elements, 

maSin misi Sebrunebulic uZravad tovebs pirvel elements. 

es qvejgufi emTxveva n-1 - elementiani simravlis 

elementebis gadanacvlebaTa jgufs.  

advili Sesamowmebelia, rom n - elementiani simravlis 

elementebis gadanacvlebaTa jgufis iseTi qvesimravle, 

romelic Seicavs mxolod luw gadanacvlebebs, agreTve 

qvejgufia, xolo mxolod kenti gadanacvlebebis Semcveli 

qvesimravle araa qvejgufi. 

Cveni winadadeba, rom n elementiani simravlis 

elementebis gadanacvlebaTa jgufis romeliRac qvejgufi, 

emTxveva n-1- elementiani simravlis elementebis 

gadanacvlebaTa jgufs, imas niSnavs, rom es ori jgufi 

izomorfulia.  

or    da    jgufs Sesabamisi binaruli operaciebiT 

    da     ewodeba izomorfuli, Tu arsebobs iseTi 1-1 

asaxva        , romelic inarCunebs jgufis operacias: 

                .                                  (17.14) 

magaliTi: vTqvaT,    aris dadebiTi namdvili ricxve-

bisagan Sedgenili jgufi gamravlebis (multiplikaciuri) 

operaciis mimarT, xolo    aris namdvili ricxvebisagan 

Sedgenili jgufi Sekrebis (aditiuri) operaciis mimarT. 

maSin, Tu       da          , gveqneba asaxva        , 

romelic akmayofilebs (17.14) pirobas: 

                 .                                 (17.15) 
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es ori jgufi izomorfulia da   aris izomorfizmi. 

meore mniSvnelovani cnebaa jgufTa homomorfizmi. misi 

gansazRvreba analogiuria izomorfizmis gansazRvrebisa, 

oRond, am SemTxvevaSi ar moiTxoveba urTierTcalsaxa 

Tanadoba (bieqcia), magram (1.14) Tanadoba aucileblad unda 

sruldebodes. jgufis Tavis Tavze trivialuri 

homomorfiz-mi aris iseTi asaxva, roca jgufis yvela 

elementi gadadis erTeulovan elementSi. naklebad 

trivialuria – gadanacvlebaTa jgufis homomorfizmi 

multiplikaciur jgufze, romelic Sedgeba mxolod ori 

elementisagan       . am fomomorfizmis dros, nebismier 

luw gadanacvlebas Seesabameba 1, xolo kenti gadanacvleba 

gadadis -1-Si.  

 

 

17.5. wrfivi algebra 

 
  simravles ewodeba veqtoruli sivrce (namdvil ricxv-

Ta velis zemoT), Tu is Qqmnis abelur jgufs, masSi 

gansazRv-ruli aditiuri     operaciis mimarT da, Tu 

gansazRvrulia misi elementebis     namravli namdvil 

ricxvebze, romlebic akmayofileben aqsiomebs: 

                   ,                           (17.16) 

                   ,                           (17.17) 

                 ,                                 (17.18) 

         .                                          (17.19) 

erTeulovani elementi   abelur jgufSi aRiniSneba 0-

iT. garda Cveulebrivi veqtorebis simravlisa, veqtoruli 

sivrcis magaliTebia:      
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1) kvadratuli     matricebis simravle, sadac     

operacia niSnavs matricebis Sesabamisi komponentebis 

Sekrebas, xolo matricis     gamravleba namdvil 

ricxvze niSnavs, matricis TiToeuli elementis 

gadam-ravlebas am ricxvze; 

2) mocemul       Sualedze gansazRvruli namdvili 

cvladis uwyveti funqciebis simravle Sesabamisi 

operaciebiT. 

rogorc wesi, gamotoveben xolme wertils namdvil 

ricxvze gadamravlebisas da frCxilebs, romlebic 

figurireben veqtoruli sivrcis gansazRvrebis aqsiomebSi. 

  veqtoruli sivrcis       elementebis wrfivi 

kombinacia ewodeba gamosaxulebas 

        ,                                         (17.20) 

sadac        .  

  veqtoruli sivrcis              elementebs ewodebaT 

wrfivad damoukidebeli, Tu ar arsebobs iseTi aranulovani 

ricxvTa erToblioba             , romlisTvisac 

marTebulia toloba 

        
   .                                         (17.21) 

wrfivad damoukidebel sistemas ewodeba maqsimaluri, 

Tu masTan nebismieri sxva veqtoris mierTebas, mivyavarT 

wrfivad damokidebul sistemamde. gansazRvrebis Tanaxmad, 

es imas niSnavs, rom   veqtoruli sivrcis nebismieri 

elementi SegviZlia gamovsaxoT maqsimaluri wrfivad 

damoukidebeli sistemis veqtorebis wrfivi kombinaciis 

saxiT.  

ase rom, maqsimaluri wrfivad damoukidebeli sistema 

qmnis   veqtoruli sivrcis baziss.  

magaliTad, Tu ganvixilavT namdvili ricxvebisagan 

Sedgenili kvadratuli     matricebis simravles, maSin 
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misi erT-erTi bazisi Sedgeba    sxvadasxva matricisagan, 

romelTagan TiToeulSi mxolod erTi elementia 

aranulovani,  danarCeni nulebia. 

sazogadod, bazisis elementebis raodenobas   

veqtoruli sivrcis ganzomileba ewodeba.  

mocemuli sivrcis nebismieri bazisi Sedgeba erTi da 

imave raodenobis elementebisagan, Tu sivrcis ganzomileba 

sasru-lia.  

vTqvaT,              aris   veqtoruli sivrcis bazisi, 

maSin      gveqneba warmodgena 

 =     
 
   ,                                          (17.22) 

sadac              ricxvebs uwodeben   veqtoris 

komponentebs mocemuli              bazisisaTvis. cxadia, 

rom sxva bazisSi veqtoris komponentebi, saerTod, sxva 

ricxvebi iqneba. 

  veqtoruli sivrcis qvesivrce  ewodeba mis 

qvesimravles, romelic TviTonaa veqtoruli sivrce. 

 cxadia, rom qvesivrce unda Seicavdes nulovan veqtors 

da Tavisi elementebis yvela SesaZlo wrfiv kombinacias. 

amboben, rom              veqtorTa simravle warmoqmnis   

veqtoruli sivrcis qvesivrces, romelic Sedgeba am 

veqtorebis yvela SesaZlo wrfivi kombinaciisagan. am 

sistemis maqsimaluri wrfivad damoukidebeli veqtorebis 

raodenoba qmnis qvesivrcis ganzomilebas. Tu    , maSin 

wrfivi kombinaciebiT warmoqmnili simravle warmoadgens, 

sakuTriv qvesivrces. anu mTlianad Sedis sawyis   

veqtorul sivrceSi.  

aqamde araferi gviTqvams veqtorebis skalaruli 

namravlis da veqtoris sigrZis Sesaxeb. es cnebebi 

damatebiTi cnebebia veqtoruli sivrcisaTvis da araa 

savaldebulo veqtorebis zogadi TeoriisaTvis. am cnebaTa 
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Semotanis erT-erTi meTodia, veqtoruli sivrcisaTvis 

normis cnebis Semotana.  

normirebuli veqtoruli   sivrce aris veqtoruli 

sivrce masze gansazRvruli namdvili cvladis iseTi      

funqciiT (mas normas uwodeben), romelic akmayofilebs 

aqsiomebs:                                                  

N                ,             ;                (17.23) 

                 ,          ;                       (17.24) 

                    ,       .                      (17.25) 

arsebobs mravali sxvadasxva saxis      funqcia, 

romlებic akmayofilebs am aqsiomebs. 

magaliTad, ganvixiloT   , rogorc veqtoruli sivrce, 

sadac veqtorTa jami ganisazRvreba tolobiT 

                         ,                    (17.26) 

xolo namdvil ricxvze gamravleba    

       =                 -tolobiT.                     (17.27) 

Cven SegviZlia, norma SemovitanoT, rogorc manZili 

veqtoris bolodan koordinatTa saTavemde.          

         
  

   ;                                     (17.28) 

          
     

      
  ;                       (17.29) 

     
 
                       .                        (17.30) 

pirveli ori norma (17.28) da (17.29), mesame (17.30) 

normisagan gansxvavebiT, akmayofilebs paralelogramis 

aqsiomas (diago-nalebis kvadratebis jami udris gverdebis 

kvadratebis jams):                    

                              ,                (17.31) 
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rac saSualebas gvaZlevs ganvsazRvroT ori veqtoris 

biwrfivi, simetriuli skalaruli namravli      

    
 

 
        

 

 
       .                        (17.32)  

biwrfivoba niSnavs, rom 

                       ,                        (17.33) 

da 

                       .                        (17.34) 

simetriuloba niSnavs, rom 

       ,                                          (17.35) 

amas garda, skalaruli namravli dadebiTad gansazRvru-

lia anu 

      da          .                         (17.36) 

es cxadia, radgan          . 

   veqtoruli sivrcisaTvis zemoT gansazRvrul      

normas evkliduri norma ewodeba.                                   

   veqtoruli sivrces masze gansazRvruli evkliduri 

normiT  -ganzomilebiani evkliduri sivrce ewodeba da mas 

aRvniSnavT    simboloTi.  

unda ganvasxvavoT    veqtoruli sivrce da    

evkliduri sivrce. pirveli maTgani, mxolod              

veqtorTa erTobliobaa, yovelgvari manZilisa da veqtoris 

sigrZis cnebis gareSe. am gansxvavebis mniSvnelobas 

gavigebT meore TavSi. 

skalaruli normis bilinearobisa da simetriulobis 

dasamtkiceblad gvWirdeba mxolod paralelogramisa da 

     aqsiomebi. 
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 Tu darRveulia      da      aqsiomebi, maSin gvaqvs 

fsevdonorma. am SemTxvevaSi, araa savaldebulo, rom 

veqtorTa skalaruli namravli iyos dadebiTi. 

fsevdonormis cnebas farTo gamoyeneba aqvs fardobiTobis 

specialur TeoriaSi, sadac farTo gamoyeneba aqvs 

minkovskis fsevdoevkliduri sivrcis cnebas da mis 

geometrias, rac mniSvnelovanwilad ganapirobebs 

fardobiTobis specialuri Teoriis fizikur arss. 

Cven ganvixileT veqtoruli sivrceebi namdvil ricxvTa 

velis zemoT, Tumca SegviZlia analogiurad avagoT 

veqtoruli sivrceebi kompleqsur ricxvTa velis zemoTac. 

amisaTvis dagvWirdeba mxolod is, rom mudmivi   da   

ricxvebi aviRoT   kompleqsur ricxvTa simravlidan. maSin 

veqtoris komponentebi iqneba kompleqsuri ricxvebi. aseTi 

veqtoruli sivrceebi xSirad gamoiyeneba kvantur meqanikaSi 

da talRuri procesebis modelirebisas. 

 

 

 

17.6. kvadratul matricაTa algebra 

 
  veqtoruli sivrcis   asaxvas Tavis Tavze       

ewodeba wrfivi gardaqmna, Tu marTebulia gardaqmnis 
wrfivobis Tviseba 

                    .                           (17.37) 
Tu gvaqvs   veqtoruli sivrcis              bazisi, 

maSin 
       

 
    ;                                        (17.38) 

            
 
              

 
          

 
     

 
    ,    (17.39) 

sadac yoveli       veqtori SevcvaleT misi warmodgeniT 

mocemul bazisSi     
 
       am warmodgenaSi     

koeficientebs   wrfivi gardaqmnis matricis komponentebs 
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uwodeben da isini warmoqmnian   wrfivi gardaqmnis 

kvadratul     matricas mocemul              bazisSi.  

ganvixiloT mniSvnelovani algebruli igiveoba, 

romelsac Semdgom, xSirad gamoviyenebT 

          
 
               

 
     

   
 
   .                 (17.40) 

sxvanairad rom vTqvaT, Sejamebis rigs ara aqvs mniSvne-

loba. amitom, es gamosaxuleba xSirad Caiwereba Semdegi 

formiT:                      

         
 
   

 
    an ufro martivad,             ;      (17.41) 

rac xazs usvams im faqts, rom esaa jami, sadac indeqsebi 

iReben yvela SesaZlo mniSvnelobas. 

wrfiv gardaqmnaTa kompozicia anu ori   da   wrfivi 

gardaqmnis mimdevrobiT zemoqmedeba   veqtorul sivrceze 

gvaZlevs axal    gardaqmnas : 

                                                                 .                          

(17.42) 

aqedan gamomdinareobs, rom    gardaqmnis komponentebi 

moicema Semdegi formuliT: 

        .                                            (17.43) 

rac imas niSnavs, rom veqtoruli sivrcis ori wrfivi 

gardaqmnis kompoziciis Sesabamisi gardaqmnis matrica 

udris am gardaqmnebis Sesabamisi matricebis matricul 

namravls!  

matricaTa namravli, sazogadod, ar aris komutaciuri 

anu      . 

  matricis transponirebuli   matricis komponentebi 

moicema  

                                                    (17.44) 
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formuliT.  

Tu   matrica kompleqsuria, maSin misi    SeuRlebuli 

matrica ganisazRvreba  

                 ,                                        (17.45) 

formuliT, sadac xazi asos Tavze aRniSnavs kompleqsurad 

SeuRlebuls.                                            

erTeulovan   matricas mTavar diagonalze aqvs 

erTianebi,  sxvagan ki - nulebi. es faqti misi 

komponentebisaTvis Caiwereba     kronekeris simbolos 

saSualebiT: 

          ;         
        
        

  ;                        (17.46) 

igivuri gardaqmnisas nebismieri veqtori uZravad rCeba 

anu mas Seesabameba erTeulovani matrica     komponentebiT. 

  matricis Sebrunebul     matricas gansazRvraven 

formuliT 

           .                                     (17.47) 

nulovan matricas ara aqvs Sebrunebuli matrica. Tu 

matricas gaaCnia Sebrunebuli, maSin es Sebrunebuli 

erTaderTia. Tu matricas gaaCnia Sebrunebuli, maSin 

amboben, rom es matrica aragadagvarebulia, winaaRmdeg 

SemTxvevaSi matrica gadagvarebulia.   

yvela aragadagvarebuli     matricis simravle qmnis 

jgufs matricebis gamravlebis operaciis mimarT. am jgufis 

erTeulovani elementia erTeulovani matrica. esaa lis 

jgufis mniSvnelovani magaliTi da aRiniSneba specialuri 

        simboloTi.  

meore rigis matricis determinanti      ganisazRvreba 

tolobiT:   
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 ,             .                           (17.48) 

ufro maRali rigis matricebis determinantebi ganisaz-

Rvreba induqciurad laplasis Teoremaze dayrdnobiT. 

ganvi-xiloT mesame rigis matrica 

   
             
             
             

 .                                      (17.49) 

mesame rigis matricis determinantis gamoTvla 

SegviZlia daviyvanoT meore rigis matricis determinantis 

gamoTvlamde. amisaTvis gvWirdeba matricis     elementis 

algebruli damatebis cneba. am elementis algebruli 

damateba ewodeba                gamosaxulebas, sadac     

aris im matricis determinanti, romelic miiReba mocemuli 

  matricisagan, Tu masSi amovSliT     elementis Sesabamis 

striqonsa da svets. cxadia, rom     matricis rigi erTiT 

naklebia sawyisi   matricis rigze anu mesame rigis 

matricis SemTxvevaSi gveqneba meore rigis     matricis 

determinantebi. mocemuli matricis determinanti udris, 

misi romelime striqonis (an svetis) elementebis Sesabamis 

algebrul damatebebze namravlebis jams anu 

         
       

       
   ;                      (17.50) 

amrigad, mesame rigis matricis determinantis gamoTvla, 

daiyvaneba sami meore rigis matricis determinantis jamis 

gamoTvlamde. analogiurad xdeba meoTxe rigis matricis 

determinantis gamoTvlis dayvana oTxi mesame rigis 

matricis determinantis gamoTvlamde da a.S. nebismieri 

sasruli rigis matricis determinantis gamoTvla SeiZleba 

daviyvanoT ufro dabali rigis matricebis determinantebis 

gamoTvlamde. matrica aragadagvarebulia, Tu misi 

determinanti gansxvavebulia nulisagan.  

  matricis kvali ewodeba misi mTavari diagonalis 

komponentebis jams 

         .                                           (17.51) 
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  matricis msgavsebis gardaqmna aragadagvarebuli   

matriciT ewodeba         gardaqmnas. 

gavixsenoT ramdenime saWiro formula  

           ;                                        (17.52) 

              ;                                     (17.53) 

                     ;                              (17.54) 

                ;                                   (17.55) 

              .                                     (17.56) 

 amboben, rom   aris   matricis sakuTrivi ricxvi da    

misi Sesabamisi sakuTrivi veqtori, Tu 

         ,                                           (17.57) 

sadac (17.57) tolobis marcxena nawilSi   matrica 

moqmedebs    veqtorze, rogorc wrfivi gardaqmna. 

sakoordinato formaSi es toloba gadaiwereba Semdegi 

formiT: 

                .                                       (17.58) 

am sistemas aqvs aranulovani amonaxseni, maSin da 

mxolod maSi, roca (17.58) sistemis determinanti udris 

nuls anu 

           .                                       (17.59) 

am  -uri rigis gantolebis amonaxsnebi gvaZleven   

matricis sakuTriv ricxvebs. maTi CasmiT (1.58) sistemaSi, 

miviRebT Sesabamis sakuTriv veqtorebs. 

mniSvnelovania, rom: 

1) mocemuli   matricis sakuTrivi mniSvnelobebi 

emTxveva misi transponirebuli matricis sakuTriv 

mniSvnelobebs; 
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2)            
 
   ;                                 (17.60) 

3)            .                                    (17.61)        

 
amocanebi da savarjiSoebi                                                              
1.rogor vaqcioT    veqtoruli sivrce topologiur 

sivrced. aris Tu, ara metrikiT inducirebuli 

topologiuri sivrcis struqtura damokidebuli manZilis 

cnebis analizur saxeze ? 

2.CamoayalibeT asaxvis gansazRvreba da aRwereT saxeebi. 

asaxvaTa kompozicia. asaxvis uwyvetobis cneba. iakobis 

matrica; 

3.ganmarteT operatorebis komutatoris cneba. operatoris 

gansazRvris are; 

4.CamoayalibeT jgufis cneba. abeluri jgufi. lis jgufi. 

gadanacvlebaTa jgufi. jgufTa izomorfizmi da 

homomorfizmi. lis jgufi        ; 

5.ganmarteT wrfivi veqtoruli sivrce. bazisia cneba. normis 

cneba da misi saxeebi    veqtorul sivrceSi. fsevdonormis 

cneba. veqtoruli sivrcis wrfivi gardaqmna. wrfiv 

gardaqmnaTa kompozicia.  
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XVIII Tavi. diferencirebadi mravalsaxeoba da tenzori 

 

cocxali sistema uwyveti sistemaa. uwyvetia,rogorc 

cocxali organizmis organoTa qsovilebi, rogorc 

fizikuri sivrce, oTxganzomilebiani dro-sivrce, 

klasikuri da kvanturi meqanikis fazuri sivrce, sistemis 

Termodinamikuri wonasworobis mdgomareobaTa sivrce da 

ufro zogadi, abstraqtuli sivrce. yvela am sivrces 

gaaCnia saerTo geometriuli Tvisebebi, romlebic 

dakavSirebuli arian sivrcis uwyvetobasTan. am TvisebaTa 

yvelaze mniSvnelovani nawili iZleva safuZvels imisa, rom 

SeviswavloT diferencirebadi mravalsaxeobis cneba, 

romelic azustebs termin “sivrcis” maTematikur 

mniSvnelobas.  

 

18.1. mravalsaxeobis cneba 

   veqtoruli sivrce Sedgeba              wertilebi-

sagan, sadac TiToeuli    koordinati miiRebs yvela 

SesaZlo mniSvnelobas namdvil ricxvTa simravlidan.  

wertilebisagan Sedgenil   simravles ewodeba mraval-

saxeoba, Tu mis yovel wertils gaaCnia iseTi Ria midamo, 

romlisTvisac arsebobs 1-1 asaxva    veqtoruli sivrcis 

romelime Ria simravleze romeliRac  -isaTvis.  

ase rom,   mravalsaxeoba lokalurad emsgavseba   -s. 

cxadia, rom   iqneba mravalsaxeobis ganzomileba. rogorc 

vxedavT, mravalsaxeobis gansazRvrebaSi monawileoben 

mxolod Ria simravleebi da ara mTlianad   an mTlianad 

  , ase rom, Cven ar vadebT araviTar SezRudvas   

mravalsaxeobis globalur topologias. unda mivaqcioT 

yuradReba, rom gadasaxvisagan moiTxoveba mxolod 

urTierTcalsaxoba da ar moiTxoveba sigrZis, kuTxis an 

sxva geometriuli Tvisebebis SenarCuneba. geometriis am 
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doneze manZilis cneba arc aris ganmartebuli da arseboben 

iseTi cocxali sistemebi, sadac manZilis cneba arc aris 

saWiro. geometriis am umartives doneze gvWirdeba mxolod 

is, rom sivrcis lokaluri topologia iyos iseTive, 

rogoricaa   -Si. mravalsaxeoba aris sivrce aseTi 

topologiiT. 

gansazRvris Tanaxmad, 1-1 koordinatuli asaxvisas,   

mravalsaxeobis TiToeul   wertils Seusabameben   ricxvs 

                      nax. 18.1. am       ricxvebs uwodeben   

wertilis koordinatebs mocemuli gadasaxvis mimarT. 

 

nax. 18.1.   mravalsaxeobis   wertilis Semcveli   Ria 

simravlis    sivrcis      Ria simravleze 

urTierTcalsaxa   asaxva 

 -ganzomilebiani mravalsaxeobis gansazRvrebis erT-

erTi koncefciis mixedviT, mravalsaxeoba ganisazRvreba 

misi yoveli wertilis Ria midamoSi gansazRvruli   

damoukide-beli koordinatiT. swored es koordinatebi 

gansazRvraven mis asaxvas    sivrcis      Ria simravleze.  

amrigad, zemoT moyvanili msjelobiT SevqmeniT zogadi 

warmodgena imis Sesaxeb, Tu ra aris mravalsaxeoba. axla 

ufro detalurad ganvixiloT koordinatuli asaxva, raTa 

ufro zustad ganvsazRvroT mravalsaxeobis cneba.  

vTqvaT,   aris ineqtiuri asaxva   mravalsaxeobis   

wertilis Semcveli   Ria simravlisa,    sivrcis      Ria 
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simravleze. cxadia, rom araa savaldebulo   Ria simravle, 

Seicavdes mTel   mravalsaxeobas. ase rom, arseboben sxva 

Ria simravleebic sakuTari koordinatuli asaxvebiT, amave 

dros,    mravalsaxeobis yoveli wertili unda Sediodes 

erT aseT Ria simravleSi mainc.  

wyvils  „wertilis Ria midamo Sesabamisi 

koordinatuli asaxva“  ruka ewodeba.  

radgan nebismieri wertili Sedis erT Ria midamoSi 

mainc, cxadia, rom es Ria simravleebi unda kveTden 

erTmaneTs. swored es gadakveTebi iZleva mravalsaxeobis 

cnebis dazustebis saSualebas nax. 18.2. 

 

nax. 18.2. mravalsaxeobis wertilebis   da   Ria midamoebi 

kveTen erTmaneTs(daStrixuli are) 

am midamoebis Sesabamisi   da   asaxvebi   -Si, 

gvaZleven TanakveTis zonebSi(TanakveTac Ria simravlea) or 

sxvadasxva asaxvas da, maSasadame, or sxvadasxva 

sakoordinato bades. am ori sakoordinato sistemis 

urTierTmimarTeba axasiaTebs mravalsaxeobis sigluves. 

vipovoT kavSiri am or sakoordinato sistemas Soris. 

amisaTvis, ganvixiloT TanakveTis raime wertilis saxe   -

Si   asaxvis mimarT anu     -Si. vTqvaT, esaa              

wertili nax. 2.3.   asaxvas gaaCnia     Sebrunebuli, amitom 

arsebobs erTaderTi   wertili, romelic moTavsebulia   

da   Ria midamoebis iseT TanakveTaSi, romelsac aqvs 

mocemuli koordinatebi   asaxvis mimarT.  
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nax. 18.3. asaxvaTa kompozicia            . 

axla vTqvaT,   funqcias TanakveTis   wertili 

gadahyavs   -is sxva              wertilSi. maSin gvaqvs 

asaxvaTa kompozicia            , rac imas niSnavs, rom 

gvaqvs koordinatebs Soris funqcionaluri damokidebuleba 

                 ,                                  (18.1) 

                 ,                                  (18.2) 

 . . . . . . . . . . . . 

                 .                                  (18.3) 

Tu yvela am funqciis kerZo warmoebulebi   rigis 

CaTvliT arsebobs da aris uwyveti, maSin amboben rom   da 

  funqciebi   -TanxmobaSi arian erTmaneTTan, an ufro 

zustad,       da       rukebi   -TanxmobaSi arian 

erTmaneTTan.   

Tu SesaZlebelia rukaTa sruli erTobliobis(atlasi),  

ageba ise, rom mravalsaxeobis TiToeuli wertili Sediodes 

erT maTganSi mainc da nebismieri ruka yvela mis TanamkveT 

sxva rukasTan iyos   -TanxmobaSi, maSin amboben, rom gvaqvs 

  -mravalsaxeoba.    klasis mravalsaxeobas 

diferencirebad (gluv) mravalsaxeobas uwodeben. cxadia, 

rom   -mravalsaxeoba, sazogadod, diferencirebadi 

mravalsaxeobaa.  
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mravalsaxeobis diferencirebadoba saSualebas gvaZ-

levs gavamdidroT is sxvadasxva struqturiT: SegviZlia 

ganvsazRvroT tenzori, diferencialuri forma, lis 

warmoebuli. Cven jer ar Semogvitania metrikis cneba - 

amitom jer ar gvaqvs warmodgena mravalsaxeobis „formaze“ 

an „simrudeze“. viciT mxolod, rom is lokalurad 

diferencirebadia da esaa CvenTvis mniSvnelovani. Semdgom 

CavTvliT, rom mravalsaxeobebi diferencirebadia saWiro 

rigamde CaTvliT. 

 

18.2. sfero, rogorc mravalsaxeoba 

sfero (birTvis zedapiri) aris mravalsaxeobis erT-

erTi umartivesi magaliTi, romelic warmoadgens im faqtis 

naTel ilustracias, rom saWiroa erTze meti ruka. 

ganvixiloT organzomilebiani sfero    anu    sivrcis 

wertilebis simravle, romelTaTvisac 

                       .                           (18.4) 

yovel mis wertils, aqvs sakmaod mcire midamo romelic 

SesaZlebelia 1-1 gadasaxviT avsaxoT   -Si wreze nax. 18.4.  

 

nax. 18.4.    sferos   wertilis midamo urTierTcalsaxad 

aisaxeba   -Si 

cxadia, rom es asaxva ar inaxavs sigrZesa da kuTxes. 

magaliTisaTvis, ganvixiloT sferuli koordinatebi 

         . erTi SexedviT, SeiZleba mogveCvenos, rom 

mTeli sfero aisaxeba                marTkuTxedze 

nax. 18.5. 
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nax. 18.5. Cveulebrivi sferuli koordinatebi gvaZleven 

gadasaxvas   -dan   -Si, magram es ar aris 1-1 asaxva 

ufro detaluri ganxilvisas vxvdebiT, rom es ase ar 

aris. marTlac,     polusSi „asaxva fuWdeba“, radgan erTi 

wertili aisaxeba monakveTis wertilebSi 

                ,                                  (18.5) 

ase rom, polusSi ar gvaqvs 1-1 asaxva. meore mxriv, 

wertilebi, romelTaTvisac     aisaxeba or sxvadasxva 

adgilas:      da      . ase rom, isev irRveva 1-1 asaxvis 

pirobebi. am sirTulidan gamosavali aris asaxvis 

Semofargvla Ria simravliT: 

               .                                   (18.6) 

maSin asaxvidan iTiSeba, rogorc polusebi, ise maTi 

SemaerTebeli     naxevarwre. amitom mTeli sferos 1-1 

asaxvisaTvis gvWirdeba ori asaxva mainc. meore asaxva 

SeiZleba iyos sxva sferul koordinatTa sistema, 

romlisTvisac     meridiani warmoadgens pirveli 

sistemis ekvators. cxadia, rom sferos yoveli wertili 

Zevs am ori rukidan erT-erTSi mainc. TanakveTis funqciebi, 

romlebic akavSirebs meore sistemis koordinatebs 

pirvelis koordinatebTan, am SemTxvevaSi sakmaod rTulad 

gamoiyureba, magram cxadia, rom isini analizuri arian; rac 

imas niSnavs, rom sfero analizuri mravalsaxeobaa. 

sferuli zedapiris sibrtyeze, meore „ufro kargi asaxvaa“ 
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stereografiuli proeqcia, Tumca am SemTxvevaSic minimum 

ori ruka gvWirdeba. ar arsebobs iseTi koordinatuli 

gardaqmna, romelic gamodgeboda mTeli   -dan   -Si 1-1 

asaxvisaTvis. es faqti ukavSirdeba sferos zedapiris 

globalur topologias.   

 

18.3. mravalsaxeobis sxva magaliTebi 

mravalsaxeobis cnebis mniSvnelovani Tvisebaa misi 

zogadoba. mravalsaxeoba zogjer iseTi simravlea, rom, Tu 

ar gveqneboda mravalsaxeobis cneba, mas arc ki CaTvlidnen 

sivrced. gansazRvris Tanaxmad, nebismieri simravle, 

romelic uSvebs uwyvet parametrizacias warmoadgens 

mravalsaxeobas, romlis ganzomilebac emTxveva 

damoukidebeli parametrebis raodenobas. magaliTad: 

1) samganzomilebian sivrceSi, myari sxeulis yvela 

SesaZlo brunva warmoadgens mravalsaxeobas, radgan 

uSvebs parametrizacias eileris kuTxeebis meSveobiT; 

2) lorencis yvela gardaqmnis simravles, romlebic 

gvaZleven moZrav aTvlis sistemaze gadasvlis 

formulebs, aqvs samganzomilebiani mravalsaxeobis 

struqtura. parametrebs warmoadgens moZraobis 

siCqaris sami komponenti; 

3)   raodenobis nawilakisaTvis, maTi mdgomareobisa 

(3 ) da siCqaris komponentebis (3 ) sidideebi, 

warmoqmnian wertilebs 6 -ganzomilebian 

mravalsaxeobaSi, romel-sac fazuri sivrce ewodeba; 

4) Tu   cvladis   argumentze damokidebulebis sapov-

nelad, mocemuli gvaqvs algebruli an 

diferencialuri gantoleba, maSin SesaZlebelia 

mravalsaxeobis struqturis Semotana       wyvilebis 

simravleze, sadac yoveli kerZo amonaxseni iqneba 

wiri am mravalsaxeobaze. es magaliTi advilad 

ganzogaddeba mravali cvladis funqciebisaTvisac 
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5) mravalsaxeobis magaliTia veqtoruli   sivrce, 

romelic yvelaze ufro xSirad gvxvdeba. marTlac, 

nebismieri   veqtori  -ganzomilebian sivrceSi 

moicema bazisis mixedviT, rogorc        
 
    ; rac 

imas niSnavs, rom gvaqvs asaxva   -Si, 

               .                                 (18.7) 
ase rom, mTeli veqtoruli sivrce ifareba erTi rukiT. 

ufro metic,   da    erTmaneTis izomorfuli arian. rac 

imas niSnavs, rom, roca gvWirdeba, yoveli veqtoruli 
sivrce, SegviZlia CavTvaloT    sivrced.  

axla, ukve SegviZlia ganvsazRvroT lis jgufi.   
simravles ewodeba lis jgufi, Tu is aris jgufi da amave 
dros    - mravalsaxeoba, amasTan, jgufis operacia unda 
inducirebdes   mravalsaxeobis   - asaxvas Tavis TavSi.  

es imas niSnavs, rom nebismieri     elementi 
inducirebs   mravalsaxeobis Tavis TavSi asaxvas, romlis 
drosac nebismieri     elementisaTvis     . moiTxoveba, 
rom es asaxva iyos   klasis. koordinatTa enaze es imas 
niSnavs, rom    wertilis koordinatebi unda iyos   
wertilis koordinatis   klasis funqciebi. sinamdvileSi, 
es moTxovna aris jgufis struqturis mravalsaxeobis 
struqturasTan Tanxmobis piroba. 

advili misaxvedria, rom myari sxeulis mobrunebebis 
simravle adgens jgufs, romlis jgufuri struqtura 
TanxmobaSia samganzomilebiani mravalsaxeobis struqturas-
Tan. lis am jgufs       jgufs uwodeben. lis jgufis 
magaliTia TviT   . 

 
 

18.4. mravalsaxeobis globaluri Tvisebebi 
 

radgan yoveli mravalsaxeoba, lokalurad isevea 
mowyobili, rogorc   , nebismieri ori erTnairganzomile-
biani da erTnairi sigluvis mravalsaxeoba deferencialuri 
geometriis am doneze lokalurad ar ganirCeva erTmaneTi-
sagan. situacia mkveTrad icvleba, roca gadavdivarT 

mravalsaxeobis globalur struqturaze, da amis naTeli 
magaliTia    da   . ase rom, maTi globaluri struqturis 
mixedviT, mravalsaxeobebi iyofa sxvadasxva klasad.  
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magaliTad, sferos zedapirs da carcis zedapirs erTnairi 
globaluri struqtura aqvT. arc erTi maTgani ar SeiZleba 
avsaxoT    ზე, Tumca isini SegviZlia 1-1 asaxviT avsaxoT 
erTmaneTze nax. 2.6. 

 
nax. 18.6. carcis gluvi zedapiri SegviZlia 

urTierTcalsaxad avsaxoT    sferoze da es asaxva 

globaluria (dიfeomorfizmia) 
 

gansazRvreba:   mravalsaxeobis urTierTcalsaxa    
klasis asaxvas amave klasis sxva mravalsaxeobaze    , 
sadac   mravalsaxeobis wertilebis koordinatebi 
gamoisaxeba   mravalsaxeobis Sesabamisi wertilebis 
koordinatebiT ise, rom gamosaxvis funqciebi, maT 
Sebrunebul funqciebTan erTad, arian    klasis, ewodeba 
  mravalsaxeobis difeomorfizmi   mravalsaxeobaze. 

aseT   da   mravalsaxeobebs difeomorfuli ewodeba. 
magaliTad, yavis finjani difeomorfulia toris (bublikis 
zedapiri), radgan uwyveti deformaciiT SegviZlia erTi 
maTgani gadaviyvanoT meoreSi. ZiriTadad gamoviyenebT 
lokalur geometrias, romelic damokidebulia mxolod 
mravalsaxeobis diferencialur struqturaze, Tumca 
ganfenisa da funqciaTa integrirebis dros gveqneba iseTi 
sakiTxebic, roca dagvWirdeba mravalsaxeobis globaluri 
Tvisebebic. 

 
18.5. mrudi  

 
CvenTvis metad mniSvnelovania mravalsaxeobaze 

mocemuli mrudis cneba. sazogadod, miRebulia mrudis 

ganmarteba, rogorc mravalsaxeobis uwyvetad Calagebuli  

wertilebis erTobliobisa. CvenTvis mizanSewonilia misi 

ekvivalenturi sxva ganmarteba.  
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gansazRvreba:   -is Ria simravlis diferencirebad asaxvas 

  mravalsaxeobaSi mrudi ewodeba nax. 18.7. 

 

nax. 18.7.          am gadasaxvis saxea mrudi   

mravalsaxeobaSi 

ase rom, Ria          simravle aisaxeba   mravalsaxe-

obaSi, ise, rom TiToeul wertils       Ria Sualedidan 

Seesabameba   parametris raRac konkretuli mniSvneloba 

(namdvili ricxvi), romlis Sesabamisi saxec aris   

mravalsaxeobis raRac wertili. am saxeebis erTobliobaa 

swored, Cven mier gansazRvrebuli mrudi. am gansazRvrebis 

Tanaxmad, wiris yovel wertils Seesabameba   parametris 

raRac konkretuli mniSvneloba. rac imas niSnavs, rom 

movaxdineT wiris parametrizacia am parametriT. amitom 

sxvadasxvanairad parametrizebuli wirebi unda ganvasxvavoT 

erTmaneTisagan, maSinac ki, roca maTi wertilebis 

simravleebi emTxveva erTmaneTs  -Si. rogorc adre 

aRvniSneT asaxvas ewodeba diferencirebadi, Tu asaxvis saxe 

wertilebis koordinatebis funqciebi                

diferencirebadia   parametris mimarT. 

 

18.6. mravalsaxeobaze gansazRvruli funqcia 

gansazRvreba:        asaxvas ewodeba funqcia   

mravalsaxeobaze, Tu   aris wesi, romelic   mravalsaxe-

obis yovel wertils Seusabamebs erTaderT namdvil 
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ricxvs(funqciis mniSvnelobas). Tu   mravalsaxeobis raRac 

Ria simravle gluvi 1-1 koordinatuli asaxviT aisaxeba   -

Si, maSin   mravalsaxeobis funqcia gadaiqceva funqciad 

  -Si nax. 18.8. 

 

nax. 18.8. Tu,   aris funqcia   -ze        , xolo   aris 

koordinatuli asaxva  :       , (sadac        ), romelic 

cxadia Seqcevadia, maSin asaxvaTa kompozicia             

aris funqcia   -ze anu gvaqvs ubralod     -s gamosaxva   

wertilis koordinatebiT. 

Tu es funqcia diferencirebadia, maSin amboben, rom 

gvaqvs diferencirebadi funqcia   mravalsaxeobaze. radgan 

  wertili moicema Tavisi koordinatebiT, Cveni funqcia 

SeiZleba Caiweros Semdegnairad:              . Tu es 

funqcia diferencirebadia argumentebis mimarT, maSin mas 

diferencirebad funqcias uwodeben. TviTon koordinatebi, 

ra Tqma unda, uwyvetia da usasrulod diferencirebadi 

funqciebia. amis Semdeg aRar vilaparakebT koordinatul 

asaxvebze, Tumca gveqneba koordinatebi, romlebic iZlevian 

am asaxvebs. koordinatul asaxvebs viyenebdiT, raTa zustad 

gadmogveca ZiriTad cnebaTa  gansazRvrebebi. amis Semdeg am 

cnebaTa gamoyeneba dagvainteresebs mxolod cocxali 

sistemisaTvis, risTvisac dagvWirdeba mravalsaxeobaze 

ramdenime diferencialuri struqturis SemoReba.  

davuSvebT, rom ganxilul mravalsaxeobebSi yvelgan 

SegviZlia SemoviRoT  koordinatebi             da nebismieri 
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gluvi           funqciebisaTvis, romlebic lokalurad 

Seqcevadia (iakobiani gansxvavebulia nulisagan), SegviZlia 

gadavideT axal koordinatTa sistemaze. 

 

18.7. veqtori da veqtoruli veli 

ganvixiloT   mravalsaxeobis   wertilze gamavali 

wiri, romelic moicema Semdegi gantolebiT: 

               .                                      (18.8) 

aviRoT am mravalsaxeobaze diferencirebadi 

              funqcia, romelsac zogjer mokled ase 

CavwerT      . wiris yovel wertilSi gamoiTvleba am 

funqciis mniSvneloba. ase rom, wiris gaswrviv warmoiqmneba 

diferencirebadi      funqcia, romelic iZleva   funqciis 

mniSvnelobas   parametris Sesabamis wertilSi:       

                                    .               (18.9) 

gamovTvaloT am funqciis sruli warmoebuli  

  

  
  

   

  

  

    .                                         (18.10) 

es formula marTebulia nebismieri   funqciisaTvis, ase 

rom, SegviZlia davweroT, rom 

 

  
  

   

  

 

    .                                         (18.11) 

  Cveulebrivi veqtoruli aRricxvis TvalsazrisiT, 

evklidur sivrceSi  
   

  
  sidideebi im veqtoris 

komponentebia, romelic       wiris mxebs warmoadgens; es 

advilad SeiZleba gavigoT iqidan, rom       usasrulod 

mcire gadaadgilebaa wiris gaswvriv da misi gayofa    

sidideze cvlis mxolod veqtoris sigrZes da ara 



715 

 

mimarTulebas. gansazRvrebis Tanaxmad,  
   

  
  sidideebi 

warmoadgens wiris mxebi veqtoris komponentebs.  

cxadia, rom yoveli veqtori warmoadgens mxeb veqtors 

  wertilze gamavali usasrulod bevri wirisaTvis da amas 

aqvs ori mizezi: jer erTi, arsebobs   wertilze gamavali 

usasrulod bevri wiri, romlebic erTmaneTs exeba da aqvT 

saerTo mxebi veqtori; meorec, mocemuli wiri SeiZleba 

iqnes parametrizebuli ise, rom   wertilSi arsebuli mxebi 

veqtori ar Seicvalos. es faqti gamosaxulia nax. 18.9 

 

nax. 18.9. a) saerTo mxebis mqone ori mrudi; b) ori 

geometriulad Tanmxvedri mrudi sxvadasxva 

parametrizaciiT 

Tu sxvadasxva parametrizaciis Sesabamis asaxvebs 

aRvniSnavT   -iTa da   -iT, maSin    da    ori sxvadasxva 

parametrizaciisaTvis, asaxvaTa kompozicia   
       iZleva 

kavSirs          . Tu   wertilSi  
   

   
  , maSin am 

wertilSi, sxvadasxva parametrizaciis Sedegad miRebuli 

ori wiris mxebi veqtorebi erTmaneTs emTxveva.  

radgan mravalsaxeobaSi araa savaldebulo or wertils 

Soris manZilis cnebis SemoReba, saWiroa veqtori 

ganvsazRvroT   mravalsaxeobis wertilebis infinitezima-

luri midamoebis saSualebiT. vTqvaT,   da   ori nebismieri 
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ricxvia,          ki -   wertilze gamavali wiri. maSin am 

wertilSi gveqneba 

 

  
  

   

  

 

                                             (18.12) 

da 

 
 

  
  

 

  
    

   

  
  

   

  
 

 

    .                        (18.13) 

ase rom, ricxvebi   
   

  
  

   

  
  im axali veqtoris 

komponentebia, romelic exeba   wertilze gamaval 

romeliRac wirs. Sesabamisad, unda arsebobdes romeliRac 

  wiri, iseTi, rom   wertilSi 

 

  
    

   

  
  

   

  
 

 

    .                               (18.14) 

miRebuli Sedegebidan gamomdinare, advilad davaskvniT, 

rom   wertilSi 

 
 

  
  

 

  
 

 

  
.                                       (18.15) 

Sesabamisad, wiris gaswvriv diferencirebis 

operatorebi mocemul    wertilSi adgenen veqtorul 

sivrces. nebismier koordinatTa sistemaSi arseboben 

specialuri wirebi, sakoordinato xazebi. gasagebia, rom am 

wirebis gaswvriv diferencirebis operatorebia 
 

   
 da (18.11) 

formula gviCvenebs, rom nebismieri 
 

  
 operatori SeiZleba 

warmovadginoT 
 

   
 kerZo warmoebulebis wrfivi kombinaciis 

saxiT. amitom  
 

   
  sistema warmoadgens veqtoruli sivrcis 

baziss. (18.11) formulidan gamomdinareobs, rom 
 

  
 veqtors 

am bazisSi aqvs koordinatebi  
   

  
 . amrigad, miviReT, rom   

wertilSi yvela mxebi veqtoris sivrcesa da am wertilSi 

gamavali wirebis gaswvriv diferencirebaTa sivrces Soris 

arsebobs urTierTcalsaxa Tanadoba. amitom maTematikosebi 
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amboben, rom 
 

  
 aris       wiris mxebi veqtori. axla unda 

gaviTvaliswinoT, rom am pirobebSi SeiZleba mxolod iseTi 

veqtorebis Sekreba, romlebic modebuli arian erT 

wertilSi. mxebi veqtorebi ara   mravalsaxeobaSia, aramed 

misi   wertilis mxeb sivrceSi, romelic aRiniSneba   -Ti. 

advili misaxvedria, rom sferos SemTxvevaSi, mis   

wertilSi gavlebuli mxebi sibrtye emTxveva mxeb sivrces. 

ufro rTuli mravalsaxeobebisaTvis aseTi warmodgena 

rTulia. termin veqtorul vels, gamoviyenebT im wesis 

aRsaniSnavad, romelic   mravalsaxeobis yovel wertils 

Seusabamebs veqtors.  

 

18.8. bazisuri veqtorebi da bazisuri veqtoruli velebi 

  mravalsaxeobis nebismieri   wertilisaTvis, am 

wertilSi agebuli    mxebi sivrce imave   ganzomilebisaa, 

romlisac sawyisi   mravalsaxeoba. rac imas niSnavs, rom 

nebismieri   wrfivad damoukidebeli veqtori, qmnis baziss 

   mxeb sivrceSi. 

Tu agebuli    mxebi sivrceebisaTvis avirCevT raRac 

baziss   mravalsaxeobis TiToeuli   wertilisaTvis, maSin 

miviRebT bazisur veqtorul velebs. Tu   wertilis   

midamoSi mocemulia      koordinatTa sistema, maSin   

simravlis yovel wertilSi gansazRvrulia sakoordinato 

bazisi  
 

   
 , magram sulac araa savaldebulo sakoordinato 

bazisSi muSaoba, veqtorebi SeiZleba ganvixiloT nebismier 

      bazisSi. aq   indeqsi ixmareba bazisuri veqtorebis 

numeraciisaTvis da is ar niSnavs raRacis komponents.   

wertilSi nebismieri veqtori SeiZleba Caiweros Semdegi 

saxiT 

      
 

   
         .                                 (18.16) 
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     ricxvebi    veqtoris komponentebia  
 

   
  bazisis 

mimarT, xolo       ricxvebi imave veqtoris komponentebia 

      bazisSi. es komponentebi erTmaneTTan dakavSirebulia 

garkveuli, veqtorebisaTvis damaxasiaTebeli formulebiT, 

ris Sesaxebac Semdeg gveqneba saubari.  

  ,  
 

   
  da       veqtoruli velebia, xolo    veqtoruli 

velis komponentebi:      da         mravalsaxeobaze 

gansazRvruli funqciebia. 

Cven aracxadad davuSviT, rom  
 

   
  veqtorebi wrfivad 

damoukidebelia nebismieri   wertilis   midamoSi, es imas 

niSnavs, rom isini iZlevian 1-1 asaxvas   wertilis raRac   

midamoSi,   -Si Sesabamis   Ria simravleSi.  

ganvixiloT raime „kargi“              koordinatTa 

sistema  -ze. maSin                simravlidan asaxva  -Si 

SeiZleba daiweros Semdegi saxiT 

                 ,        .                        (18.17) 

es funqcia urTierTcalsaxaa maSin da mxolod maSin, 

roca am gardaqmnis iakobiani gansxvavebulia nulisagan, 

rac imas niSnavs, rom misi striqonebisagan (svetebisagan) 

Semdgari veqtorebi wrfivad damoukidebelia. magram es 

funqciebi swored  
 

   
  veqtorebis komponentebia       

       koordinatTa sistemaSi, radgan 

 

   
 

   

   
 

   
 

   

   
 

   
    

   

   
 

   
,                      (18.18) 

 
 

   
 

   

   
 

   
 

   

   
 

   
    

   

   
 

   
,                    (18.19)  

                      , 

 

  
 

   

   
 

   
 

   

   
 

   
    

   

   
 

   
.                      (18.20) 
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amrigad,   midamoSi      koordinatTa sistema „kargia“, 

maSin da mxolod maSin, Tu  
 

   
  veqtorebi qmnian  -s yvela 

wertilis Sesabamisi mxebi sivrcis baziss.  

 

18.9. ganfenili sivrce 

Tu mocemul   mravalsaxeobas gavaerTianebT misi 

yvela mxebi    sivrcis erTobliobasTan, Zalian saintereso 

mravalsaxeobas miviRebT.  

magaliTisaTvis, ganvixiloT erTganzomilebiani   

mravalsaxeoba(mrudi) da misi mxebi sivrceebi (am mrudis 

mxebebi, mis yovel wertilSi) nax. 18.10. 

 

nax. 18.10.    erTganzomilebiani mravalsaxeoba da misi 

zogierTi mxebi sivrce;    igive, magram mxebi sivrceebi 

daxazulia erTmaneTis paraleluri wrfeebiT, raTa Tavidan 

aviciloT maTi SemTxveviTi, umniSvnelo TanakveTa 

   erTganzomilebiani mravalsaxeoba da misi zogierTi 

mxebi sivrce naxazze gamosaxulia mrudiT da misi zogierTi 

mxebi wrfiT. igulisxmeba, rom mxebebi vrceldeba 

usasrulod, raTa veqtoris sigrZes nebismier wertilSi 

SeeZlos nebismieri mniSvnelobis miReba. yvelaferi es rom 

dagvetana naxaze, maSin is metad gaurkveveli iqneboda, 

amitom umjobesia yvelaferi gamovsaxoT ise, rogorc es 

gamosaxulia    SemTxvevisTvis nax. 18.10, sadac mxebi 
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sivrceebi gamosaxulia erTmaneTis paraleluri wrfeebiT 

da mruds kveTen mxolod im wertilSi romelTanac 

SesabamisobaSi arian. samwuxarod, es naxazi ver gamosaxavs 

im faqts, rom mxebi sivrceebi exebian mocemul mruds, 

Tumca esaa fasi, rasac vixdiT naxazis naTlad 

warmosadgenad. vertikaluri    wrfis yoveli wertili 

warmoadgens mocemuli sigrZis veqtors, romelic   

mravalsaxeobas exeba   wertilSi. nax. 18.10,    gvaZlevs 

saSualebas davaskvnaT, rom gamosaxuli organzomilebiani 

mravalsaxeobis yoveli wertili warmoadgens   

mravalsaxeobis mxolod erTi romelime mxebi sivrcis 

wertils, magaliTad,   wertili ekuTvnis mxolod    mxeb 

sivrces. organzomilebiani figuris yovel wertils 

Seesabameba erTaderTi veqtori,   mravalsaxeobis mxolod 

erTi wertilisaTvis.  

yovelive zemoT Tqmuls mivyavarT axali    

mravalsaxe-obis gansazRvrebamde, romelic Sedgeba 

mocemuli mravalsaxeobis yovel wertilSi gavlebuli mxebi 

veqtorebisagan, Cveni magaliTis SemTxvevaSi es organzomi-

lebiani mravalsaxeobaa. am sivrces ewodeba ganfenili 

sivrce (sxvanairad ganfena); misi fenebia    mxebi sivrceebi 

  mravalsaxeobis yoveli   wertilisaTvis. termini „fena“ 

Seesabameba nax. 18.10    naxazze vertikalur wrfeebs.  

imisaTvis, rom davrwmundeT    mravalsaxeobis 

organzomilebianobaSi, avagoT misi raime intervalis 

koordinatTa sistema. vTqvaT, erTganzomilebiani   

mravalsaxeobis koordinatia  ; avagoT im mxebi sivrceebis 

koordinatebi, romlebic Seesabamebian   mravalsaxeobis im 

wertilebs, romlebic moTavsebuli arian         

intervalSi. CavTvaloT, rom   „kargi“ koordinatia. maSin   

mravalsaxeobis yoveli   wertilisaTvis, Sesabamisi mxebi    

veqtori SeiZleba Caiweros Semdegi saxiT: 

    
 

  
.                                              (18.21) 
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ase rom,   aris    mxebi sivrcisTvis „kargi“ koordinati. 

radgan TiToeuli fena Seesabameba  -is fiqsirebul 

mniSvnelobas,       koordinatebi calsaxad gansazRvraven 

mxeb   veqtors da im   wertils, romelsac es veqtori 

Seesabameba. radgan ganfenili sivrcis yoveli wertili 

unda iyos ganxiluli saxis raime Ria sivrceSi, amiT 

davamtkiceT, rom    organzomilebiani mravalsaxeobaa.  

cxadia, rom es konstruqcia advilad gadaitaneba 

mravalganzomilebiani mravalsaxeobis mxebi ganfenili 

sivrcisaTvisac.  

zemoT ganxiluli tipis koordinatebs, sadac   -s 

koordinatebi ganisazRvreba   mravalsaxeobis   wertilis 

midamoSi veqtoris warmodgeniT  
 

  
  bazisis mimarT,   -is 

bunebrivi koordinatebi ewodeba.  

ganvixiloT wyvetili mrudi nax. 18.11. es wiri   

mravalsaxeobis yovel wertilSi gvaZlevs raRac veqtors, 

amitom es mrudi qmnis raRac veqtorul vels  -ze. aseT 

mruds ganfenili    sivrcis kveTa ewodeba. 

 

nax. 18.11. erTganzomilebiani   mravalsaxeobis (uwyveti 

wiri) zemoT ganfenili    sivrcis kveTa (wyvetili wiri) 

cxadia, rom aseTi wiris sigrZeze laparaks azri ara 

aqvs. maSasadame, gvaqvs iseTi mravalsxeobis magaliTi, 

romlisTvisac metrikis Semotana araa aucilebeli. 
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zogad SemTxvevaSi, ganfenili sivrce Sedgeba bazisagan 

(Cveni magaliTis SemTxvevaSi es iyo   wiri) da bazis 
yoveli wertilisaTvis gansazRvruli fenisagan. 

Tu baza  -ganzomilebiania, xolo yoveli fena  -

ganzomilebiani, maSin ganfenili sivrcis ganzomilebaa 

     

 es gansakuTrebuli tipis mravalsaxeobebia, romlebic 

iSleba fenebad, ise, rom erTi fenis wertilebi 

erTmaneTTanaa dakavSirebuli, xolo sxvadasxva fenis 

wertilebi - ara. am situacias mivyavarT   proeqciis 

cnebamde; es proeqcia fenis yovel wertils asaxavs bazis 

im wertilSi, romelzedac mibmulia es fena.  

  proeqciis cneba yvela mravalsaxeobaze ar ganisazRv-

reba. 

 

18.10. ganfenil sivrcis magaliTebi 

1) zemoT ganxilul ganfenil    sivrces, romelic 

Sedgeba mravalsaxeobisa da misi mxebi sivrceebisagan, mxeb 

ganfenas (zogjer mxeb konas) uwodeben. es aris 

abstraqtuli mravasaxeobis mniSvnelovani magaliTi, 

romelic xSirad gamoiyeneba cocxali sistemebisaTvis.   

ganzomilebiani   mravalsaxeobis Sesabamisi    mxebi 

ganfenis ganzomilebaa    ; 

2) mogvianebiT, ganvixilavT tenzorebs. yoveli tipis 

tenzors Seesabameba ganfena gluvi mravalsaxeobis zemoT; 

3) araa savaldebulo, rom fena mibmuli iyos bazis 

gluv struqturasTan. ganvixiloT elementaruli 

nawilakebis Siga Tavisuflebis xarisxi, rogoricaa 

izospini. ganfena, romlis fenebic izospinuri sivrceebia, 

xolo baza fizikuri dro-sivrce, SesaZleblobas iZleva 

aRvweroT, rogorc nawilakis mdebareoba           dro-

sivrceSi, ise misi Siga mdgomareoba (izospini); 
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4) niutoniseuli fizikis TvalsazrisiT, dro-sivrces 

aqvs ganfenili sivrcis struqtura. niutonisa da 

galileisTvis dro absoluturia anu is erTnairad 

miedineba yvelgan. amitom, SegviZlia avagoT ganfena, sadac 

baza iqneba   -dro, xolo fena -    sivrce nax. 18.12. 

 

nax. 18. 12. niutonis (galileis) dro-sivrcis ganfenis 

bunebrivi struqtura. sxvadasxva fena Seesabameba sxvadsxva 

fiqsirebul msoflio dros(moments) 

sxvadsxva fenis wertilebs (drois sxvadasxva moments) 

Soris ar arsebobs araviTari kavSiri, radgan sivrce 

niutoniseul fizikaSi ara aris absoluturi: erTmaneTis 

mimarT sxvadsxva siCqariT moZrav or damkvirvebels 

sruliad gansxvavebuli warmodgena eqnebaT imaze, Tu 

sivrcis romeli wertilebia uZravi. amitom, bunebrivi 

ganfena baziT    ar arsebobs, arsebobs ganfena mxolod    

baziT. ainStainis fardobiTobis Teoriis erT-erTi efeqti 

isic aris, rom man daangria niutoniseuli ganfenis 

struqtura da Secvala is metrikuli struqturiT, 

romelsac Cven Semdeg SeviswavliT. 
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18.11. ganfenili sivrcis siRrmiseuli analizi 

ganfenili sivrcis Teorias gaaCnia ori erTmaneTTan 

dakavSirebuli aspeqti, romelTa ganxilvac aucilebelia, 

raTa saTanadod gaverkveT ganfenis cnebis mniSvnelobaSi. 

es aspeqtebia: maTi globaluri Tvisebebi da maT asagebad 

jgufebis gamoyeneba. 

raTa ukeTesad gaverkveT ganfenili sivrcis globalur 

TvisebebSi, SemovitanoT jer ufro martivi, sivrceebis 

pirdapiri namravlis, cneba. nebismier or   da   sivrces 

SegviZlia SevusabamoT maTi pirdapiri (dekartes) namravli 

   , romelic Sedgeba yvela SesaZlo       iseTi 

dalagebuli wyvilisagan, rom     da    . magaliTad, 

        . Tu   da   mravalsaxeobebia, maSin     

agreTve mravalsaxeoba iqneba:   mravalsaxeobis   Ria 

simravlis             da   mravalsaxeobis   Ria 

simravlis             koordinatebi, iZlevian     

pirdapiri namravlis     Ria simravlis     koordinats.  

zemoT moyvanili ganfenili sivrceebis konstruqciidan 

gamomdinare, SegviZlia davaskvnaT, rom ისინი, lokalurad 

mainc, warmoidginebian     pirdapiri namravlis saxiT, 

sadac   aris   bazis Ria simravle, xolo   - tipuri fena 

(yvela fena emTxveva  -s). sinamdvileSi, es Tviseba 

ganfenili sivrcis gansazRvris mxolod nawilia da mas 

ganfenis lokalur trivialobas uwodeben (ganfena 

daiyvaneba pirdapir namravlamde, Tu SemovifarglebiT   

bazis sakmarisad mcire Ria simravliT).   

magaliTisaTvis, ganvixiloT organzomilebiani    

sferos mxebi ganfena    . es ganfena rom iyos globalurad 

trivialuri, maSin unda arsebobdes    asaxva anu 

difeomorfizmi:          , radgan sferos 

zedapirisaTvis    warmoadgens tipur fenas (mxeb sibrtyes). 

ganvixiloT        tipis wertilebis simravle       

pirdapiri namravlidan, sadac      da    romeliRac 
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fiqsirebuli veqtoria    mxebi sibrtyidan. maSin am 

simravlis winasaxe mogvcemda aranulovan kveTas     anu 

  -veqtorul vels   -ze, romelic arasodes ar xdeba nuli. 

magram   -ze aseTi veqtoruli veli ar arsebobs uZravi 

wertilis Sesaxeb cnobili Teoremis Tanaxmad, romelic 

ambobs, rom nebismieri 1-1 asaxva(difeomorfizmi) sferosi 

Tavis Tavze       aucileblad iZleva erT uZrav wertils 

mainc. amitom     ar aris mTlianad(globalurad) 

trivialuri. es aris imis magaliTi, rom ganfena ar aris 

globalurad trivialuri bazis    topologiis gamo.  

2) meore magaliTi gviCvenebs, rom aratrivialuri 
ganfena SeiZleba aigos iseT bazazec, romelic 
uSvebs trivialur ganfenasac. ganvixiloT     mxebi 
ganfena wrewirisaTvis.    sferosagan gansxvavebiT,    
wrewiri uSvebs uwyvet, veqtorul vels, romelic 
arsad ar xdeba nuli da 
          nax. 18.13. 

 

nax. 18.13.     ganfena wrewirisaTvis 
 

axla warmovidginoT, rom gavWeriT wrewiri   wertilSi 
da gavSaleT ganfena sibrtyeze nax. 18.14. 
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nax. 18.14. wrewiris     ganfena gaWrilia erTi fenis 

gaswvriv da gaSlili sibrtyeze. fenebi usasrulod 

grZeldeba zemoT da qvemoT 

imisaTvis, rom nax 18.14-dan davubrundeT nax. 18.13, unda 

ubralod gavaigivoT Sesabamisi wertilebi:   da    ;   da 

   ;   da    da a.S., Tumca SegviZlia ganfena „davaweboT“ 

sxvanairad da miviRoT miobiusis lenti: amjerad, vaigivebT 

wertilebs   da    ;   da    ;   da    da a.S. aseTi dawebeba 

Cvens lents dagrexs da axla is ukve gamoiyureba 

sxvanairad nax. 18.15. 

 

nax. 18.15. miobiusis lentis Sesabamisi axali ganfena, 

romelic gansxvavdeba     ganfenisagan, Tumca maT aqvT 

erTnairi baza da fena 

miobiusis lenti ar warmoidgineba globalurad, 

pirdapiri namravliT, rac imas niSnavs, rom is 

aratrivialuri ganfenaa. aratrivialuri ganfenis 

konstruqciebi gamoiyeneba Tanamedrove elementaruli 

nawilakebis fizikaSi „instantonebis“ gansasazRvravad.  
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miobiusis lentis magaliTi gvaswavlis, rom ganfenis 

calsaxad gansazRvrisaTvis, araa sakmarisi baza da fena. 

saWiroa ganfenis ufro zusti ganmarteba da aq gvexmareba 

jgufis cneba.  

zemoT moyvanili   -is ori ganfenis gansxvaveba 

mdgomareobs, egreTwodebuli, ganfenis struqturuli 

jgufis cnebaSi. imisaTvis, rom kompaqturad ganvsazRvroT 

ganfenili sivrce, dagvWirdeba homeomorfizmis cneba; es 

aris erTi sivrcis ormxriv uwyveti 1-1 asaxva meore 

sivrceze. sxvanairad rom vTqvaT, homeomorfizmi aris 

difeomorfizmi diferencirebadobis moTxovnis gareSe. 

amrigad, gvaqvs ganfenili sivrcis Semdegi gansazRvreba: 

  sivrces ewodeba ganfenili, Tu misTvis arsebobs:   

mravalsaxeoba, romelsac bazas vuwodebT, proeqcia      , 

tipuri   fena,   fenis Tavis Tavze homeomorfizmebis   

struqturuli jgufi da   mravalsa-xeobis gadamfaravi Ria 

     simravleebis erToblioba, romlebic unda 

akmayofilebdnen moTxovnebs:  

a) lokaluri ganfena trivialuria anu TiToeuli    

simravlis zemoT         ganfena uSvebs homeomorfizms 

     pirdapir namravlze. am homeomorfizmis kerZo 

SemTxvevaa TiToeuli fenis        homeomorfizmi, sadac   

aris   bazis elementi   fenze, romelsac aRvniSnavT       

simboloTi, sadac gamoyofilia ara marto is   elementi 

romelzedac «kidia » fena, aramed is   indeqsic, romelic 

gamoyofs im Ria    simravles, romelic Seicavs   elements;  

b) Tu   wertili ekuTvnis    da    Ria simravleebis 

TanakveTas, maSin warmoiqmneba   fenis   wertilis ori    

da    homeomorfizmi da radgan homeomorfizmebi Seqcevadia, 

asaxva         
      aris   fenis Tavis Tavze homeomorfizmi. 

moiTxoveba, rom is ekuTvnodes   struqturul jgufs.  
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bolo moTxovna ukavSirdeba ganfenili sivrcis 

globalur struqturas. amis SesamCnevad, ganvixiloT     

ganfena(romlis uSualo ganzogadebaa nebismieri   mraval-

saxeobis    ganfena).     ganfenis bazaa     , tipuri 

fenaa      da proeqciaa            , sadac      da    

veqtoria      . gadamfaravi Ria simravleebis erTobliobad 

SeiZleba miviRoT nebismieri atlasi    sivrceze. Ria 

simravleTa tipuri erToblioba mocemulia nax. 18.16. 

 

 

nax. 18.16. Ria simravleTa tipuri erToblioba    sivrceze 

yovel    Ria simravles aqvs    sivrcis Tavisi 

koordinatTa sistema anu parametrizacia, romelsac 

aRvniSnavT    simboloTi. veqtori 
 

   
 aris    sivrcis 

bazisi    simravlis   wertilisaTvis, ase rom,    sivrcis 

yoveli    veqtori SegviZlia warmovadginoT     
 

   
 saxiT. 

vTqvaT,      fenis homeomorfizms, romelic figurirebs 

    sivrcis gansazRvrebaSi aqvs               saxe. Tu   

ekuTvnis or sxvadasxva    da    Ria simravles, maSin 

arsebobs ori sxvadasxva Hhomeomorfizmi      da    

parametrizacia aranairad ar aris damkidebuli    

parametrizaciaze, amitom       da      koordinatebic, 

nebismieri, sxvadasxva aranulovani ricxvia.         
        

  homeomorfizmi moqmedebs Semdegnairad:       da, 

maSasadame, niSnavs     
    

    
 ricxvze gamravlebas. radgan     

SeiZleba iyos nebismieri aranulovani ricxvi, 
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struqturuli jgufis rols aq asrulebs        anu jgufi 

gamravlebis operaciis mimarT(lis jgufi). unda aRiniSnos, 

rom zogadi  -ganzomilebiani   mravalsaxeobis 

SemTxvevaSi, ganfenis struqturuli    jgufi aris     

zomis aragadagvarebuli matricebis simravle, am jgufs 

aRniSnaven         simboloTi. 

ase rom,     ganvsazRvreT. magram rogor gamoiyureba 

is ? SesaZlebelia    koordinatebi ise avirCioT, rom 

nebismieri ori    da    maTganisaTvis orive izrdebodes 

erTi mimarTulebiT,    da    Ria simravleebis saerTo 

nawilisaTvis (TanakveTisaTvis). aseT SemTxvevaSi amboben 

rom    orientirebadia. koordinatTa midamoebis aseTi 

arCevisas TanakveTis yvela     ricxvi iqneba dadebiTi da 

struqturuli jgufi daiyvaneba dadebiTi namdvili 

ricxvebisagan Semdgar jgufze, Sekrebis operaciis mimarT. 

ufro metic, SesaZlebelia mivaRwioT 
   

   
   tolobas 

yoveli TanakveTili midamosTvis, maSin jgufi daiyvaneba 

erTaderT 1 elementamde. es aris trivialuri struqturuli 

jgufi da Sesabamisi ganfenac aris trivialuri. 

imisaTvis, rom aRvweroT miobiusis lentis Sesabamisi 

ganfena, unda gamoviyenoT sxva       gadasaxva. Tanac, unda 

viyoT yuradRebiT, rom es ganfena ar aurioT mxeb 

ganfenaSi. umartivesia, gamoviyenoT                midamoTa 

erToblioba, romelic gamosaxulia nax. 2.16 da davuSvaT, 

rom                    , magram axla miobiusis lentis 

dagrexa gvaiZulebs, rom davuSvaT       . amjerad, 

struqturuli jgufi Sedgeba ori elementisagan       , 

sadac jgufis operaciaa gamravleba.  

mxeb     ganfenas aqvs Tavisi sakuTari struqturuli 

jgufi       , romelic TiTqmis tipuri fenaa. reperebis 

ganfena nebismier mravalsaxeobaze aris iseTi ganfena, 

romelsac igive struqturuli jgufi aqvs, rac mxeb 

sivrces, xolo misi fena aris mxebi sivrcis yvela SesaZlo 
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bazisis simravle. Tu reperebis ganfena    sivrceze, 

homeomorfulia misi struqturuli jgufisa, maSin es 

marTebuli iqneba reperebis yoveli ganfenisaTvis. aseT 

ganfenil sivrces mTavari ganfenili sivrce ewodeba. 

 

 

18.12. veqtoruli veli da integraluri wirebi 

veqtoruli veli aris wesi, romelic   mravalsaxeobis 

yovel wertils Seusabamebs veqtors. mravalsaxeobis yovel 

wertilSi gvaqvs Sesabamisi mxebi sivrce, ase rom, 

veqtoruli veli yoveli mxebi sivrcidan „irCevs“ TiTo 

veqtors. Semdeg, nebismieri wiris yovel wertilSi, 

gansazRvrulia mxebi veqtori da ismis bunebrivi kiTxva: xom 

ar SeiZleba SebrunebiTac, mocemuli veqtoruli velisaTvis 

vipovoT iseTi wiri, romelic iwyeba mocemul   wertilSi 

da mis yovel wertilSi gavlebuli mxebi veqtori ekuTvnis 

mocemul veqtorul vels ? uwyveti    klasis veqtoruli 

velisaTvis pasuxi dadebiTia da aseT wirebs integralur 

wirebs uwodeben.  

damtkiceba: vTqvaT,       mocemuli veqtoruli velis 

komponentebia. nebismier      koordinatTa sistemaSi 

gveqneba, rom             . is, rom es veli exeba   

parametrizebul wirs, gamoisaxeba gantolebiT 

   

  
       .                                          (18.22) 

amrigad, miviReT Cveulebriv diferencialur gantolebaTa 

sistema       cvladebis mimarT; romelsac zemoT 

moTxovnili daSvebis pirobebSi, aqvs erTaderTi amonaxsni 

sawyisi   wertilis raRac midamoSi. nax. 18.17-ze mocemulia 

veqtoruli velis integraluri wirebis ori magaliTi.  
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nax. 18.17. ori veqtoruli velis integraluri wirebis 

magaliTi    SemTxvevisTvis 

unda aRiniSnos, rom sxvadasxva integraluri wiri 

SeiZleba gadaikveTos mxolod iseT wertilebSi, sadac 

     yvela  -sTvis(amonaxsenis erTaderTobidan 

gamomdinare). integraluri wirebi avseben mTel   

mravalsaxeobas, radgan misi TiToeuli   wertilisaTvis 

gvaqvs xvadasxva integraluri wiri. Cveni magaliTebis 

SemTxvevaSi 

 a)    
 

  
  

 

  
 ;                                                                        (18.23)       

b)      
 

 
 
 

  
    

 

 
 
 

  
 ;                                                     (18.24) 

gvaqvs Sesabamisi integraluri wirebi nax. 18.17.  

magaliTad, Tu gvaqvs samganzomilebiani   mravalsa-

xeoba, maSin masze gansazRvruli nebismieri veqto-ruli 

veli iZleva organzomilebian integralur wirTa 

erTobliobas, romelic mTlianad faravs   mravalsaxeobas, 

im wertilebis gamoklebiT, sadac     . aseT integralur 

wirTa simravles kongruencias uwodeben.  

18.13.  
 

  
 operatoris eqsponenta 

 
SemovitanoT cneba, romelic Semdgomi gamoTvlebisaTvis 

gamogvadgeba. vTqvaT, mocemuli gvaqvs analizuri 
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mravalsaxe-oba (   klasis). amasTan,    
 

  
 veqtoruli 

velis yoveli integraluri wiris wertilebis       

koordinatebi analizuri funqciebia   parametris mimarT, 

maSin wertilebis koordinatebi, romlebic Seesabameba 

parametris    da      mniSvnelobebs, dakavSirebuli arian 

teiloris mwkrivis formuliT: 

                  
   

  
 
  

 
 

  
   

    

   
      

=    
 

  
 

 

 
  

  

   
              

 

  
     ,          (18.25) 

sadac eqsponenta aris diferencialuri operatori, Tu mas 

gamoviyenebT       funqciebis mimarT da Semdeg CavsvamT 

     mniSvnelobas, miviRebT teiloris formulas.   

am operators ewodeba  
 

  
 - operatoris eqsponenta.  

 

  
 

aris usasrulod mcire gadaadgileba integralur wirze, 

xolo misi eqsponenta iZleva ukve sasrul gadaadgilebas. 

Cven Tanabrad gamoviyenebT aRniSvnebs 

     
 

  
    

 

       .                                 (18.26) 

 

18.14. lis frCxilebi da arakoordinatuli bazisi 

Tu mocemulia romelime    koordinatTa sistema, maSin 

xSirad mizanSewonilia bazisur veqtorul velad avirCioT 

 
 

   
 , Tumca bazisad SeiZleba avirCioT nebismieri wrfivad 

damoukidebel veqtorTa veli: advili misaxvedria, rom 

yvela maTgani ar warmoiSoba raRac koordinatTa 

sistemisagan. saqme isaa, rom 
 

   
 da 

 

   
 operatorebi 

komutireben nebismieri   da  -sTvis, magram sazogadod, 

sxvadasxva veqtoruli veli ar komutirebs erTmaneTTan. Tu 

  
 

  
 da   

 

  
, maSin 
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=      
 

   
 

   
 

 

   
 

   
     

   

   
 

   
      

 

   
 

              

=    
   

   
     

 

   
 

 

      ,                                

(18.27) 

ase rom,  

 
 

  
 
 

  
  

 

  

 

  
 

 

  

 

  
,                                 (18.28) 

aris veqtoruli veli, romelic, sazogadod, araa 

nulovani. Tu  
 

  
 da 

 

  
 romeliRac bazisis elementebia, 

maSin maTi warmodgena, rogorc romeliRaca koordinatebis 

warmoebulebisa, SeuZlebelia.  

ase rom, esa aris arakoordinatuli bazisi.  

mniSvnelovania vicodeT, rom koordinatul da 

arakoordinatul bazisebs Soris gansxvaveba Tavs iCens 

mxolod maSin, Tu ganvixilavT mravalsaxeobis raRac ares 

da ara erT romelime wertils. is ganisazRvreba veqtorebis 

komponentebis warmoebulebiT da ara mxolod 

mniSvnelobebiT mocemul wertilSi. ase rom, koordinatul 

da arakoor-dinatul bazisebs Soris gansxvaveba Tavs iCens 

mxolod maSin, roca saqme gvaqvs mravalsaxeobis areebTan 

da ara aqvs mniSvneloba im amocanebisaTvis, roca vixilavT 

mxeb    sivrces, romelime erT   wertilSi.   

 
 

  
 
 

  
  komutators ewodeba lis frCxilebi    da    

velebisaTvis. moviyvanoT misi geometriuli interpretacia 

nax. 18.18.    
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nax. 18.18. tipuri sakoordinato bade organzomilebian 

mravalsaxeobaze 

unda SevniSnoT, rom    mudmivia    wiris gaswvriv, 

eseni integraluri wirebia, amitom 
 

   
 da 

 

   
 velebi 

komutireben. TiToeuli maTgani warmoadgens 

diferencirebas im koordinatis mimarTulebiT, sadac meore 

koordinata mudmivia. axla ganvixiloT nebismieri ori 

veqtoruli veli    
 

  
 da    

 

  
, romelTa integraluri 

wirebi mocemulia nax.-ze 18.19 

 

nax. 18.19. ori veqtoruli velis tipuri integraluri 

wirebi organzomilebian mravalsaxeobaze 

  velis integraluri wiri araa maincdamainc is wiri 

sadac   mudmivia da piriqiTac. amitom 
 

  
 da 

 

  
 ar 

komutireben.    da    velebi gamoiyurebian rogorc 

sakoordinato wirebi, magram maTi parametrizacia araa 

iseTi, rogorc sakoordinato sistemaSi. is rom isini 

gamoiyurebian, rogorc sakoordinato wirebi aris 

organzomilebianobis specifika. samganzomilebian SemTxveva-



735 

 

Si, SesaZlebelia, rom wiri (1) kveTdes     da     wirebs, 

xolo wiri     kveTdes mxolod     wirs.  

        veqtors SeiZleba mivceT geometriuli 

interpretacia, nax.18.20. 

 

nax. 18.20. lis         frCxilebis geometriuli 

interpretacia 

lis frCxilebi gviCvenebs paralelogramis Caketilobis 

zomas, roca paralelogramis gverdebi Seesabamebian tol 

nazrdebs    da    veqtoruli velebis integraluri wirebis 

gaswvriv. 

daamtkiceT, rom    klasis   ,    da    veqtoruli 

velebisaTvis marTebulia iakobis igiveoba: 

                                       .                    (18.29) 

  mravalsaxeobis   areSi veqtoruli velebis lis 

algebra aris veqtoruli velebis nebismieri   erToblioba, 

romelic aris veqtoruli sivrce Sekrebis mimarT (anu 

veqtoruli velebis wrfivi kombinaciac mas ekuTvnis) da 

Caketili komutirebis operaciis mimarT (  erTobliobis 

nebismieri ori velis lis frCxili ekuTvnis am simravles). 

cxadia, rom    klasis veqtoruli velebis simravle   

areze aris lis algebra. 
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18.15. rodisaa bazisi koordinatuli 

vTqvaT,   mravalsaxeobaze mocemulia ori    
 

  
 da 

   
 

  
 veqtorul velebi; amasTan, davuSvaT rom es 

veqtoruli velebi wrfivad damoukidebeli arian     Ria 

simravlis yovel wertilSi, ase, rom isini qmnian 

veqtoruli velebis baziss   simravleSi. ismis kiTxva: ra 

SemTxvevaSi SegviZlia vTqvaT, rom es bazisi aris 

sakoordinato, anu,   da   rodis arian koordinatebi   

simravleSi ? cxadia, rom maSin Cveni veqtoruli velebi 

unda  komutirebdnen, anu,          . 

es winadadeba zogaddeba  -ganzomilebian SemTxvevazec. 

Tu,   cali veqtoruli velebi                       arian 

wrfivad damoukidebeli  -ganzomilebian     

mravalsaxeobaze da komutireben erTmaneTTan, maSin isini 

arian sakoordinato bazisuri vetorebi      sakoordinato 

sistemaSi, romelTac nebismier      koordinatebSi eqnebaT 

saxe: 

                           
     ,                        (18.30) 

sadac   centri SeiZleba iyos   simravlis nebismieri 

wertili. 

 

18.16. forma – 1 

davubrundeT mravalsaxeobis   wertilSi gavlebuli 

mxebi veqtorebis    sivrcis Seswavlas. tenzorebis pirvel 

magaliTad ganvixiloT forma-1, rogorc veqtorebze 

gansazRvruli wrfivi namdvili mniSvnelobebis mqone 

funqcia. es imas niSnavs, rom forma-1    mravalsaxeobis   

wertilSi modebul    veqtors Seusabamebs namdvil        

ricxvs. asos zemoT talRa aRniSnavs im faqts, rom saqme 

gvaqvs forma-1, romelic aris veqtoris funqcia. veqtorebs 
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ki avRniSnavT zemoT xaziT. am funqciis wrfivoba imas 

niSnavs, rom 

                           ,                         (18.31) 

sadac   da   nebismieri namdvili ricxvebia. bunebrivad 

ganisazRvreba ori forma-1-is jami da namravli namdvil 

ricxvze. 

                         ,                             (18.32) 

                 .                                     (18.33) 

amrigad, mocemul wertilSi gansazRvruli forma-1-ebis 

erToblioba qmnis veqtorul sivrces. am sivrces uwodeben 

   sivrcis dualurs (SeuRlebuls) da aRniSnaven   
  

simboloTi. termini oraduli ixmareba, radgan 

SesaZlebelia veqtorebic ganvixiloT, rogorc wrfivi 

namdvilmniSvnelo-biani funqciebi gansazRvruli forma-1-

ebis simravleze. amitom xmaroben Canawers 

                     .                                 (18.34) 

Zvel wignebSi xmarobdnen veqtorebisTvis termins-

kontravariantuli pirveli rangis tenzori, xolo, forma-1-

s uwodebdnen pirveli rangis kovariantul tenzors.  

 

 

18.17. forma-1-is magaliTebi 
 

forma-1-ebidan yvelaze ufro xSirad gvxvdeba forma-1 

funqciis gradienti, romelsac calke ganvixilavT. axla 

ganvixiloT ufro martivi magaliTebi: 

1) matricul algebraSi Tu, veqtorad CavTvliT svet-

veqtors, maSin striqon-veqtori iqneba forma-1. 

marTlac, maTi namravli mogvcems namdvil ricxvs. 

magaliTad, organzomilebian SemTxvevaSi striqon-
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veqtori       SegviZlia CavTvaloT funqciad, 

romelic nebismier svet-matricas Seusabamebs namdvil 

ricxvs: 

       
 
         

 
        .                    (18.35) 

advili Sesamowmebelia am funqciis wrfivobac. 
 

2) kvantur meqanikaSi gamoiyeneba hilbertis sivrce, 

sadac striqon-veqtorisa da svet-veqtoris rols 

asruleben ket-veqtorebi       da bra-veqtorebi       

(forma-1), aRniSvnebi da terminologia ekuTvnis 

diraks. am veqtorebis naxvevi        aris kompleqsuri 

ricxvi. aq kompleqsur ricxvebzea ganzogadebuli 

tenzoris cneba, rac martivad xdeba(saWiroa mxolod 

namdvili cvladis funqcia SevcvaloT kompleqsuriT). 

 
 
 

18.18. dirakis delta – funqcia 
 

 kvantur meqanikaSi, xSirad gvaqvs saqme funqcionalur 
sivrceebTan (funqciebisagan Semdgar simravleebTan). 
ganvixi-loT,            intervalze gansazRvruli 
namdvili cvladis uwyveti funqciebis simravle   -
klasidan. es simravle warmoadgens aditiur jgufs 
(Sekrebis operaciis mimarT) da veqtorul sivrces, namdvil 
ricxvTa vels zemoT. am sivrcis oradul sivrces (forma-1), 
ganzogadebul funqciebs uwodeben. ganzogadebuli 
fuqciebis erT-erTi kerZo magaliTia dirakis      delta-
funqcia, romelic ganisazRvreba, rogorc forma-1, romlis 
ricxviTi mniSvnelobac   -klasidan aRebul nebismier      
funqciaze aris     , anu, 

                .                                    (18.36) 
nebismieri      funqciisaTvis            simravlidan, 

SegviZlia avagoT Sesabamisi forma-1      , romlis 
mniSvnelobac      funqciaze, iqneba 

                        
 

  
.                           (18.37) 

es, marTlac wrfivi asaxvaa, romelic      funqcias 
Seusabamebs namdvil ricxvs. es integrali yovelTvis 
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arsebobs, radgan   da   funqciebi arian uwyvetni         
simravlidan. radgan      aris forma-1, SegviZlia masze 
vilaparakoT rogorc iseT funqciaze, romlisTvisac misi 
     funqciaze namravlidan integrali iZleva am funqciis 
mniSvnelobas nulovan wertilSi, anu, 

                        
 

  
     .                    (18.38) 

Cveulebrivi, maTematikuri azriT, ra Tqma unda      
aris funqcionali da ara funqcia, radgan is asaxavs 
funqcionalur sivrces namdvil ricxvTa simravleSi.  

imisaTvis, rom maTematikurad daesabuTebinaT dirakis  
     funqciis gansazRvris siswore, Seiqmna ganzogadebul 
funqciaTa Teoria da misi avtorebi arian loran 
Svarci(burbakebis erT-erTi wevri) da sabWoTa maTematikuri 
skolis cnobili warmomadgeneli, akademikosi sobolevi. 

 
 

18.19. gradientis cneba da forma – 1 
 
forma-1-is veli – veqtoruli velis analogiurad, aris 

wesi, romelic yovel wertilSi iZleva Sesabamis forma-1-s. 
(18.32) da (18.33) formulebiT mocemuli gansazRvrebebi 

gadaitaneba velebze: am SemTxvevaSi,   aris   
mravalsaxeobaze gansazRvruli funqcia, romelic araa 
aucileblad mudmivi ricxvi. forma-1-is velis 
diferencirebadoba SeiZleba ganisazRvros veqtoruli 
velebisa da funqciebis diferencirebadobis saSualebiT. 
anu,   -mravalsaxeobaze gansazRvruli forma-1    Sesabamis 

   veqtorul velTan erTad gansazRvravs        funqcias. Tu 
es funqcia ekuTvnis    klass, Nnebismieri    klasis    
veqtoruli velisaTvis, maSin    aris    klasis forma-1. 
rogorc veqtoruli velebis SemTxvevaSi, aqac warmoiqmneba 
ganfenili sivrce    , romelsac komxeb ganfenas uwodeben; 
am ganfenis bazaa  , xolo   wertilis zemoTa fenaa   

 . 
Sesabamisi kveTebi    -Si arian forma-1-is velebi. 

yvelaze ufro saintereso da sasargeblo forma-1 aris 

  funqciis gradienti, romelsac Cven aRvniSnavT     
simboloTi. miuxedavad imisa, rom maTematikuri analizis 
elementarul saxelmZRvaneloebSi mas veqtors uwodeben, is 

aris forma-1. ase, rom     gradienti ganisazRvreba 
formuliT 



740 

 

    
 

  
  

  

  
,                                          (18.39) 

sadac 
 

  
 nebismieri mxebi veqtoria. sxva sityvebiT rom 

vTqvaT,   funqciis gradienti mravalsaxeobis romelime   

wertilSi, aris   
  fenis iseTi elementi, romlis 

mniSvnelobac    veqtorze udris   funqciis warmoebuls    

veqtoris mimarTulebiT(anu im wiris gaswvriv romlis 

mxebicaa    veqtori). unda SevamowmoT, rom es aris wrfivi 

funqcia   
 -ze. marTlac, 

     
 

  
  

 

  
    

 

  
  

 

  
    

  

  
  

  

  
      

 

  
       

 

  
 .                                             

(18.40)  

 gradientis cneba saSualebas gvaZlevs TvalsaCino 

gavxadoT forma-1-isa da veqtoris geometriuli 

interpretacia nax. 2.21. 

 

nax. 18.21. mTagoriani adgilis topografiuli ruka 

am rukaze donis wirebi aRweren, zRvis donidan 

Tanabari simaRlis wertilebs, xolo isrebi gviCveneben 

mTaze asvlis SesaZlo mimarTulebebs. forma-1 am 

SemTxvevaSi, aRiwereba mravalsaxeobaze erTiT naklebi 

ganzomilebis paraleluri sibrtyeebis ojaxiT nax. 18.22, 

xolo    veqtoris mier gadakveTili sibrtyeebis raodenoba 

moicema         naxvevis mniSvnelobiT. 
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nax. 18.22. mxebi forma-1-is geometriuli interpretacia 

am naxazebidan Cans, Tu, ra sxvaobaa veqtorebsa da 

forma-1 Soris. Cven SeCveuli varT rom gradients, romelic 

naxazze gamosaxulia isrebiT, da erTeul sigrZeze 

gadakveTs yvelaze met donis wirs uwodoT veqtori, Tumca, 

SeiZleba mravalsaxeobaze arc gvqondes metrika. Tu, gvaqvs 

metrika, maSin gradienti SegviZlia CavTvaloT veqtorad. 

  

18.20. bazisuri forma – 1 da misi komponentebi 

  - wertilSi gansazRvruli forma -1 –ebisagan 

Sedgenil veqtorul   
  sivrceSi, nebismieri  U- cali 

wrfivad damoukidebeli forma -1 –ebisagan Sedgenili 

sistema qmnis baziss. magram, Tu,   - wertilSi 

gansazRvruli veqtorebis    sivrceSi, ukve arCeulia 

                 bazisi, maSin   
  sivrceSi arsebobs 

privilegirebuli                   bazisi, romelsac oradul 

(anu, dualur) baziss uwodeben. ganvsazRvroT es bazisi. Tu, 

    aris   - wertilSi gansazRvruli nebismieri veqtori, 

maSin     aris misi   - uri komponenti: 

           .                                           (18.41) 

advili Sesamowmebelia, rom es funqcia wrfivia    

sivrceSi. kerZo SemTxvevaSi, roca           gveqneba erTaderTi 

aranulovani    uri komponenti da 

             
 .                                           (18.42) 

nebismieri     – s sapovnelad saWiroa yvela         

veqtoris codna. nebismieri         veqtoris Secvla, iwvevs 

yvela     bazisuri forma – 1-is Secvlas. amrigad, Cven 

avageT Sesabamisoba bazissa da mis oradul baziss Soris. 
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vaCvenoT, rom                   formebi - 1 arian wrfivad 

damoukidebelni. amisaTvis, ganvixiloT nebismieri    forma -

1 –is moqmedeba raime     veqtorze: 

                                                         .          (18.43) 

am formulaSi  

            ,                                           (18.44) 

sidideebi warmoadgenen    forma -1 –is komponentebs         

bazisis dualur bazisSi. gadavweroT (18.44) Tanadoba 

formiT 

            
        .                                    (18.45) 

    veqtoris nebismierobidan, gamomdinareobs, rom 

          .                                          (18.46) 

aqedan gamomdinareobs, rom       dualuri sistema qmnis 

baziss, radgan maTi raodenobaa   da nebismieri forma – 1,  

   warmoidgineba am sistemis elementebis wrfivi kombinaciis 

formiT. yvelaze mTavari ki is aris, rom ukve gvaqvs 

formulebi, romlebic gamosaxaven         sidideebs   -s da    -s 

komponentebis saSualebiT : 

            
 

 .                                       (18.47) 

rogorc ukve aRvniSneT, es aris   -s da    -s naxvevi.    

cxadia, rom es msjeloba pirdapir gadaitaneba forma-1-

is velzec. 

 

18.21. indeqsuri aRniSvnebi 

Cven indeqsebisaTvis viyenebT Semdeg SeTanxmebas: 

veqtorebis komponentebi aRiniSneba zeda indeqsebiT, 

magaliTad   , xolo forma-1-is komponentebisaTvis viyenebT 
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qveda indeqsebs, magaliTad   . sabaziso veqtorebis 

nomrebisaTvis viyenebT qveda indeqsebs      , xolo sabaziso 

forma-1-ebisaTvis – zeda indeqsebs      . amrigad, 

sakoordinato bazisisaTvis forma-1-ebi      gadainomrebian 

zeda indeqsebiT, xolo 
 

   
 veqtorebi iTvlebian, rogorc 

qveda indeqsis mqoneni, radgan zeda indeqsi aqvT 

mniSvnelSi. indeqsebis aseTnairi ganlageba Zalze 

mosaxerxebelia. marTlac, ganvixiloT naxvevi 

              ,                                       (18.48) 

romelic warmoadgens ori sididis namravlTa jams, 

romelTagan erTs aqvs zeda indeqsi meores ki– qveda 

indeqsacia. miviRebT ainStainis SeTanxmebas Sejamebis 

Sesaxeb: Tu, romelime formulaSi erTidaigive indeqsi 

gvxvdeba orjer, erTxel rogorc qveda da meored rogorc 

zeda, maSin vigulisxmebT, rom am indeqsiT xdeba Sejameba. 

magaliTad, formulebSi 

        
 ,        

 

   
 ,              ,                 (18.49) 

igulisxmeba Sejameba    indeqsiT. ainStainis SeTanxmebis 

gamoyeneba gvimartivebs komponentebze gamoTvlebis 

Catarebas. axla gadavideT veqtoruli algebridan 

tenzorulze.  

 

18.22. tenzori da tenzoruli veli 

tenzoris cneba, warmoadgens im sidideebis bunebriv 

ganzogadebas, romlebic ukve ganvixileT. maTi algebra 

agebulia martivad da aqvs didi praqtikuli gamoyeneba. 

mTavari sirTule aq aris vizualizaciis SeuZlebloba, maTi 

daxatva SeuZlebelia. zemoT ganvixileT veqtorebisa da 

forma-1-is cneba da maTi geometriuli warmodgenebi. aq 

SesaZlebelia pirdapiri ganzogadeba, Tumca, naxazebi 

imdenad gadatvirTuli gamodis maRali rangis SemTxvevaSi, 
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rom geometriuli vizualizacia azrs kargavs. ase rom, 

umjobesia tenzorebs vuyuroT, rogorc wrfiv operatorebs, 

romlebic gansazRvrulia veqtorebsa da forma-1-is 

simravleebze. 

ganvixiloT   mravalsaxeobis raime   wertili. am 

wertilSi gansazRvruli  
 
    tenzori, ganisazRvreba 

rogorc poliwrfivi funqcionali(wrfivi yvela argumentis 

mimarT), romlis argumentebs warmoadgenen   raodenobis 

forma-1 da    raodenobis veqtori, xolo mniSvnelobebi 

namdvili ricxvebia. magaliTad, Tu   aris  
 
 
  tipis 

tenzori, maSin misi mniSvnelobebi    da    forma-1-ze da or 

    da       veqtorze, Caiwereba Semdegi saxiT                     . 

wrfivobis Tviseba aq imas niSnavs, rom nebismieri ori   da 

  namdvili ricxvisaTvis marTebulia toloba: 

                                                               ,     (18.50) 

analogiuri Tvisebebi unda hqondes tenzors sxva 

argumente-bis mimarTac.  

rogorc veqtoruli da forma-1-ebis sivrceebis SemTxve-

vaSi, ise tenzoruli velebis SemTxvevaSic,  
 
    tenzori 

aris wesi, romelic mravalsaxeobis nebismier wertils 

Seusabamebs  
 
    tenzors. tenzoruli velisTvisac 

marTebulia wrfivobis Tviseba. am SemTxvevaSi,    da   

mniSvnelobebi sxvadasxva wertilisaTvis SeiZleba iyos 

sxvadasxva anu isini mravalsa-xeobaze gansazRvruli 

funqciebia. 

advili SesamCnevia, rom veqtorebi warmoadgenen  
 
 
  

tipis tenzorebs anu isini forma-1-ebis sivrceze 

gansazRvruli wrfivi operatorebia. 
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analogiurad, forma-1 aris  
 
 
  tipis tenzori, xolo 

skalaruli funqciebi -  
 
 
  tipis tenzori. 

 

18.23. tenzoris magaliTebi 

ganvixiloT tenzoris magaliTebi. 

1) Tu, svet-veqtors CavTvliT veqtorebad, xolo 

veqtor-striqons forma-1-ebad, maSin matrica gadaiqceva 

 
 
 
  tenzorad, radganac matricis namravli veqtorze  

aris veqtori, xolo Tu, matricas marcxnidan 

gavamravlebT veqtorze da marjvnidan forma-1-ze, 

miviRebT ricxvs; 

2) ganvixiloT         funqcionaluri sivrce. wrfiv 

diferencialur operators (magaliTad,   
 

  
) am 

sivrcis funqcia(veqtori) gadahyavs sxva 

funqciaSi(veqtorSi). radgan es asaxva wrfivi 

operatoria, is warmoadgens  
 
 
  tenzors mocemul 

funqcionalur sivrceSi; 

3) mesame magaliTia Zabvis tenzori. Tu, deformirebuli 

sxeulis moculobaSi avirCevT romeliRac farTeuls, 

maSin Zabvis tenzori gansazRvravs Zabvis 

veqtors(Zalas romelic moqmedebs erTeul farTeulze 

misi erTi mxridan meore mxareze), romelic moqmedebs 

am farTeulze. radgan farTeuli aris zedapiri, 

zedapiri ki moicema forma-1-ebiT, Zabvis tenzori 

warmoadgens wrfiv operators, romelic 

gansazRvrulia forma-1-ebis simravleze da 

mniSvnelobaTa simravlea veqtorebi. ase, rom Zabva aris 

 
 
 
  tipis tenzori.  
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18.24. tenzoris komponentebi da tenzoruli namravli 

 
 
 
  tipis umartivesi tenzoris asagebad, viRebT or     

da       veqtors da ganvsazRvravT axal           tenzors, 

rogorc iseT wrfiv operators, romelic nebismier or    da 

   forma-1-ze moqmedebisas gvaZlevs                  namravls.  

 -operacias tenzorul(gare) namravls uwodeben. ori 

 
 
 
  da  

  

    tenzoris tenzoruli namravli iqneba  
    

      

tipis tenzori. 

tenzoris komponentebi ewodeba mis mniSvnelobebs 

bazisur veqtorebsa da forma-1-ebze. magaliTad, Tu, gvaqvs 

 
 
 
  tipis   tenzori, maSin misi komponentebi       bazisis 

mimarT iqneba 

   
   

                       .                              (18.51) 

 

18.25. naxvevis operacia 

  
 
 
  tipis        tenzoris komponentebia     . Tu 

SevajamebT diagonalur (   ) komponentebs, miviRebT      

ricxvs, romelic araa damokidebuli bazisis arCevaze, es 

aris   -s mniSvneloba    -ze, romelic warmoadgens skalarul 

 
 
 
  tenzors. am operacias naxvevis operacia ewodeba. 

analogiurad, Tu, gvaqvs  
 
 
  tipis tenzoris gare 

namrav-li  
 
 
  tipis tenzorze, maSin miviRebT  

 
 
  tipis 

tenzors, romlis komponentebic SegviZlia CavweroT    
     

saxiT. Tu, am tenzorSi, magaliTad gavutolebT erT zeda   

indeqss   qveda indeqss, rac ainStainis SeTanxmebis 

safuZvelze niSnavs am indeqsiT Sejamebas, miviRebT naxvevis 
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operacias, romelic  
 
 
  tipis tenzoridan mogvcems  

 
 
  

tipis tenzors    
     komponentebiT. 

unda aRiniSnos, rom naxvevis operacia araa damokidebu-

li bazisis arCevaze. 

 

18.26. bazisis cvlileba 

ganvixiloT   mravalsaxeobis raime   wertilSi 

gansazRvruli veqtorebi da tenzorebi. vTqvaT, gvaqvs       

bazisi              da gvinda gadavideT sxva       bazisze 

            , maSin    gveqneba wrfivi gardaqmna  , romelic 

gvaZlevs saSualebas gadavideT Zveli bazisidan axalze: 

      
 
   .                                             (18.52) 

cxadia, rom   
 
 matrica aragadagvarebulia, winaaRmdeg 

SemTxvevaSi     veqtorebi ar iqnebodnen wrfivad damouki-

debeli. am matricas gardaqmnis matrica ewodeba da mas aqvs 

Sebrunebulic. 

forma-1-ebis Zveli bazisi, rogorc viciT, akmayofilebs 

Tanafardobas  

           
 .                                           (18.53) 

Tu, gavamravlebT (18.53) tolobas   
 
 matricaze da 

gamoviyenebT (18.52) Tanafardobas, maSin gardaqmnis 

wrfivobis Tvisebidan gamomdinare, miviRebT rom 

           
   

 
   

 .                                  (18.54) 

saidanac advilad gamoiyvaneba forma-1-ebis gardaqmnis 

kanoni 

      
    ,                                          (18.55) 
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romelic gansxvavdeba sabaziso veqtorebis gardaqmnis (18.52) 

kanonisagan. zogjer tenzorebis zeda indeqsebs 

kontravariantuls uwodeben, xolo qveda indeqsebs – 

kovariantuls. ase rom, forma-1-ebs kovariantul 

veqtorebsac uwodeben.  

zogjer tenzorebis gansazRvrisaTvis iyeneben maTi 

gardaqmnis formulebs. 

 

18.27. tenzoruli operaciebi komponentebze 

vTqvaT,   tenzors romeliRac bazisSi aqvs komponentebi 

     
    , Tu am komponentebs gavamravlebT raime   namdvil 

ricxvze, miviRebT       
    , rac warmoadgens    tenzoris 

komponentebs. aqedan cxadia, rom mudmivi ricxvis tenzorze 

namravli ar aris damokidebuli bazisis arCevaze. ase rom, 

aq gvaqvs asaxva:     .  

analogiurad, tenzoruli namravlis operacia aris 

asaxva:         , romelsac komponentebiT CavwerT 

Semdegnairad: 

     
          

          
       

    .                             (18.56) 

amrigad, gvaqvs Semdegi tenzoruli operaciebi: 

1) erTnairi tipis tenzorebis Sesabamisi komponentebis 

Sekreba(gamokleba); 

2) nebismieri tipis tenzoris yvela komponentis 

gamravleba mocemul mudmiv ricxvze(iZleva igive 

tipis tenzors); 

3) ori tenzoris komponentebis namravli iZleva axal 

tenzors, romlis tipic TanamamravlTa tipebis jamis 

tolia; 

4) tenzoris naxvevi raime ori indeqsiT, romelTagan 

erTi zeda indeqsia, xolo meore – qveda, iZleva 

tenzors romlis rangi oriT naklebia sawyisi 

tenzoris rangze. 
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gantolebebi, romlebSic tenzorebi erTmaneTTan 

dakavSi-rebulia mxolod am operaciebiT, tenzorul 
gantolebebia, isini ar arian damokidebuli bazisis 
arCevaze. 

 
 
 

18.28. funqcia da skalari 
 

skalari aris  
 
 
  tipis tenzori anu arian 

mravalsaxeobaze gansazRvruli funqcia, romelic 
invariantu-lia bazisis arCevis mimarT. magaliTad, naxvevi 

     skalaria, radgan misi mniSvneloba araa damokidebuli 
bazisis arCevaze.  

 
 
 

18.29. metrikuli tenzori veqtorul sivrceSi 
 
veqtorul sivrceSi xSirad ganixileba veqtorTa skala-

ruli namravlis cneba. es aris wesi, romelic or veqtors 
Seusabamebs namdvil ricxvs, ise rom, es namravli wrfivadaa 
damokidebuli TiToel veqtorze. ase rom, skalaruli 

namrav-li aris  
 
 
  tipis tenzori. am tenzors metrikul 

tenzors uwodeben da aRniSnaven   simboloTi. ase rom, 
gansazRvris Tanaxmad,  

                                .                              (18.57) 
pirveli toloba miuTiTebs, rom skalaruli namravli 

araa damokidebuli TanamamravlTa mimdevrobaze anu 
skalaruli namravli aris simetriuli tenzori. misi 
komponentebi       bazisSi aris 

                      .                                  (18.58) 

es komponentebi qmnian kvadratul     matricas. unda 
moviTxovoT, rom es matrica iyos aragadagvarebuli da, 
maSasadame, hqondes Sebrunebulic. Tu es aris erTeulovani 
matrica anu 

       ,                                             (18.59) 



750 

 

maSin metrikul   tenzors evklidurs uwodeben, xolo 

Sesabamis veqtorul sivrces – evklidur sivrces.  

im SemTxvevaSi, rodesac metrikul tenzors ara aqvs ase 

martivi saxe, yovelTvis SegviZlia avirCioT iseTi axali 

bazisi       , rom axal komponentebs hqondeT rac SeiZleba 

martivi saxe 

         
    

    .                                       (18.60) 

ganvixiloT es Tanadoba, rogorc matriculi 

gantolebis komponentebi; maSin SegviZlia is gadavweroT 

Semdegnairad: 

         
       

 .                                       (18.61) 

CavweroT es toloba matriculi gantolebis saxiT  

       ,                                           (18.62) 

sadac     aris      
  matricis transponirebuli matrica.  

vaCvenoT, rom Tu kargad avirCevT   matricas, maSin    

metrikuli tenzori SeiZleba maqsimalurad martivi saxiT 

CavweroT. 

marTlac, warmovadginoT   matrica   – orTogona-

luri          da   – digonaluri        matricebis 

namravlis saxiT 

     .                                           (18.63) 

rogorc matricebis Tvisebebidan viciT 

                                             (18.64) 

da  

          .                                       (18.65) 

rogorc cnobilia, nebismieri simetriuli matrica da, 

maSasadame,   matricac, msgavsebis Sesabamisi 
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orTogonaluri matriciT gardaqmniT, SegviZlia miviyvanoT 

   diagonalur matricul saxeze. vTqvaT,   - swored aseTi 

orTogonaluri matricaa:      

        ,                                          (18.66) 

maSin (2.65) tolobidan miviRebT, rom 

       .                                           (18.67) 

Tu                     da                   , maSin 

            
      

        
  .                         (18.68) 

davuSvaT axla, rom        
 
 

 , maSin (18.68) diagonaluri 

matricis TiToeuli wevri udris +1-s, an -1-s. 

    matricis diagonaluri                 elementebi warmo-

adgenen   matricis sakuTriv ricxvebs da ganisazRvrebian 

mimdevrobis sizustiT. ufro metic, radgan matrica 

aragadagvarebulia, arc erTi maTgani araa nulovani. 

 ase rom, metrikuli tenzoris Semcveli nebismieri 

veqtoruli sivrce miiyvaneba iseT bazisze, rom am 

orTonormirebuli bazisis mimarT, metrikul tenzors aqvs 

kanonikuri saxe                       . am matricis diago-

naluri elementebis jams signaturas uwodeben.   

Tu metrika dadebiTad gansazRvrulia, maSin mis 

kanonikur warmodgenaSi gvaqvs mxolod +1-ianebi da aseTi 

sivrce evkliduria. Tu yvela diagonaluri elementi araa 

+1, maSin metrikas indefiniturs uwodeben. indefinituri 

metrikis magaliTia minkovskis metrika (-1,1,1, . . .,1). aseTi 

metrika aqvs fardobiTobis specialur Teorias (   ). 

evklidur sivrceSi kanonikur bazisebs dekartuls 

uwodeben. aseT bazisSi metrikuli tenzoris komponentebi 

emTxveva kronekeris simbolos komponentebs anu moicema 

erTeulovani matriciT. dekartuli bazisidan meore 

dekartul bazisze gadasvlis matrica orTogonaluria.  
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ori orTogonaluri matricis namravli isev 

orTogonaluria da, maSasadame, orTogonaluri matricebis 

simravle jgufia, romelsac      orTogonalur jgufs 

uwodeben. 

analogiurad, veqtorul sivrceSi minkovskis metrikiT 

aRsaniSnavia kanonikuri bazisi, romelsac fsevdoevkliduri 

(lorencis) bazisi ewodeba. sadac metrikis komponentebs 

aqvs Semdegi saxe: 

                 .                                 (18.69) 

erTi fsevdoevkliduri bazisidan meoreze gadasvlis 

matrica    akmayofilebs Tanadobas 

     
     .                                         (18.70) 

aseT gardaqmnas lorencis gardaqmnas uwodeben. es 

gardaqmnebic adgenen jgufs, romelsac lorencis      

jgufs uwodeben da zogjer asec aRniSnaven:         . 

metrikuli tenzoris yvelaze ufro mniSvnelovani 

Tviseba aris is, rom maTi saSualebiT myardeba 

urTierTcalsaxa kavSiri (bieqcia) veqtorebsa da forma-1-

ebs Soris. 

Cven davuSviT, rom     matrica iyos aragadagvarebuli, 

es ganapirobebs misi Sebrunebuli     matricis arsebobas 

anu 

         
 .                                          (18.71) 

Sesabamisoba veqtorebsa da forma-1-ebs Soris moicema 

Semdegi tolobebiT:  

       
   da          .                            (18.72) 

 Sesabamisad     aris  
 
 
  tipis tenzori. metrikuli 

tenzori saSualebas iZleva indeqsebi avwioT an davwioT. 
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magaliTad,   
 
 
  tipis     tenzori, SeiZleba 

gardavqmnaT  
 
 
  tipis   

  tenzorad formuliT:    

  
      

  .                                          (18.73) 

aseve, SegviZlia  
 
 
  tipis   

  tenzori gardavqmnaT  
 
 
  

tipis     tenzorad formuliT: 

         
         

  .                             (18.74) 

aqedan ki SegviZlia davubrundeT sawyis tenzors 

formuliT: 

             .                                      (18.75) 

am operacias indeqsebis awev-dawevis operacias 

uwodeben. 

metrikul veqtorul sivrceSi ara aqvs mniSvneloba 

tenzori  
 
 
  tipis iqneba, Tu  

   
   

  tipis. aq yvelafers 

gansazRvravs tenzoris rangi anu    .  

evklidur sivrceSi            
               . amitom 

veqto-rebsa da forma-1-ebs Soris evklidur sivrceSi, 

orTonor-mirebuli bazisis SemTxvevaSi, ar aris gansxvaveba, 

Tumca evklidur sivrceSi araorTonormirebuli bazisiT an 

indefinituri metrikis SemTxvevaSi nebismieri bazisiT, 

forma-1-i gansxvavdeba veqtorisagan. 

 

 

18.30. metrikuli tenzoris veli mravalsaxeobaze 

metrikuli   tenzoruli veli   ravalsaxeobaze aris 

simetriuli  
 
 
  tipis tenzoruli veli, romelic 

Sebrunebadia nebismier wertilSi. mravalsaxeobis nebismier 
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  wertilSi is iZleva metrikas mxeb    sivrceSi, 

romlisTvisac sruldeba yvela Tviseba, romlebzedac wina 

paragrafSi gvqonda saubari, da kidev bevri sxva.  

 
 
 
  tipis tenzoruli velis gamoyofa mravalsaxeobis 

metrikisaTvis Zalian amdidrebs mravalsaxeobas da 

gardaqmnis mas metad xist struqturad. ukve SesaZlebeli 

xdeba ganvsazRvroT masze manZili da simrude. es 

mniSvnelovania fardobiTobis zogadi TeoriisaTvis, Tumca, 

SeiZleba agvacilos diferencirebadi mravalsaxeobebis 

geometriis iseT mniSvnelovan cnebebs, rogoricaa lis 

warmoebuli da kartanis diferencialuri formebi. amitom, 

SevecdebiT metrikuli tenzori gamoviyenoT mxolod iq, 

sadac is aucilebelia. 

metrikuli tenzori diferencirebadia saWiro rigamde 

CaTvliT. ase rom, mas vTvliT uwyvetad. misi kanonikuri 

Canaweri unda iyos erTnairi, radgan is ganisazRvreba 

mTelricxva parametrebiT. amitom SegviZlia vilaparakoT 

metrikuli tenzoruli velis signaturaze. Tu 

vigulisxmebT, rom gardaqmnis matrica SegviZlia 

damoukideblad amovirCioT yvela wertilSi, maSin miviRebT 

globalur kanonikur saxes. 

metrikis mniSvnelovani Tvisebaa is, rom misi meSveobiT 

SegviZlia mravasaxeobaze SemoviRoT manZilis cneba. Tu 

    
   

  
 aris mocemuli mrudis mxebi veqtori, maSin wiris 

gaswvriv    gadaadgilebas Seesabameba manZilis kvadrati 

                                                  .      (18.76) 

Tu, metrika dadebiTad gansazRvrulia, maSin              

nebismieri       mniSvnelobisaTvis. am SemTxvevaSi       

da mrudis sigrZis elementisaTvis gveqneba gamosaxuleba 

               
   

  .                                   (18.77) 
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magram indefinituri metrikis SemTxvevaSi, mrudis 

sigrZis elements ukve aRar eqneba gansazRvruli niSani. 

wirs SeiZleba hqondes rogorc dadebiTi     (sivrcis-

msgavsi wiri), ise uaryofiTi (drois-msgavsi wiri). aseT 

SemTxvevaSi, namdvili ricxvi 

                 
   
  ,                                  (18.78) 

SegviZlia CavTvaloT sakuTriv sigrZed sivrcis-msgavsi 

wirebisaTvis da sakuTriv drod drois-msgavsi wirebisaTvis. 

es sidide nulis tolia nulovani wirebisaTvis. 

indefinitur metrikasTan muSaobisas erTmaneTisagan 

unda ganvasxvavoT nulovani sigrZis veqtori da nulovani 

veqtori. 

 

18.31. fardobiTobis specialuri Teoria 

fizikisaTvis erT-erT yvelaze mniSvnelovan mravalsa-

xeobas warmoadgens veqtoruli sivrce   , romelsac aqvs 

metrika signaturiT +2, esaa minkovskis sivrce. 

fardobiTobis specialuri Teoriis sivrce dro.  

rogorc viciT, arsebobs privilegirebuli koordinatTa 

sistemebi – lorencis aTvlis sistemebi, romelTaTvisac Tu 

ori movlena daSorebulia sakoordinato intervaliT 

             , maSin 

                             ,                  (18.79) 

sidide araa damokidebuli lorencis koordinatTa sistemis 

arCevaze(aq   sinaTlis siCqarea). SevcvaloT masStabebi 

koordinatTa sistemisaTvis formulebiT: 

                        ,                       (18.80) 

maSin (18.79) gadaiwereba Semdegi formiT: 

                                      
    ,  (18.81) 
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sadac     diagonaluri matricaa da 

                  .                                   (18.82) 

    aris                   veqtoris fsevdonorma. mas 

Seesabameba skalaruli namravli 

              
   .                                     (18.83) 

ase rom, faqtobrivad     aris kanonikuri saxiT 

Cawerili metrikuli tenzori, xolo lorencis sistema aris 

Sesabamisi orTonormirebuli bazisuri sistema.            

     

Teoriuli masalis gameoreba 

1. gansazRvreT mravalsaxeoba; 

2. daaxasiaTeT       mravalsaxeoba; 

3. gansazRvreT mxebi    sivrce sferosaTvis; 

4. ganfenili sivrcis gansazRvreba; 

5. mxebi ganfenili sivrceebis magaliTebi. ruka da 

atlasi; 

6. lis frCxilebi da arasakoordinato bazisi; 

7. tenzoruli velis cneba. veqtorebi da forma-1; 

8. metrikuli tenzori. fsevdonorma. signatura. indeqsis 

awev-dawevis operacia. evkliduri da minkovskis sivrce-

ebi. lorencis gardaqmna. 
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XIX Tavi. lis algebrebi da lis jgufebi 

 

jgufTa Teoriis gamoyeneba diferencialuri gantolebe-

bis amosaxsnelad Camoyalibda rogorc axali mecnieruli 

mimarTuleba sofus lis SromebSi da, Tavdapirvelad, 

uwyveti jgufebis Teoriis saxeliT iyo cnobili. pirveli 

ZiriTadi amocanebi, diferencialuri gantolebebis 

kvadraturebSi amoxsnadobasTan dakavSirebiT, TviT s. lis 

SromebSi iqna gadawyvetili. mogvianebiT, l.ovsianikovisa da 

n.ibragimovis SromebSi lis Teoriis meSveobiT, miRweul 

iqna mravali warmateba meqanikisa da maTematikuri fizikis 

diferencialur gantolebaTa zusti amonaxsnebis klasebis 

povnis saqmeSi. 

 

19.1. gardaqmnebis erTparametriani jgufi 

ganvixiloT gardaqmnaTa erTparametriani jgufebi 

namdvi-li parametriT. yoveli aseTi jgufi ganisazRvreba 

misi parametris mimarT teiloris mwkrivad gaSlis pirveli 

wevriT, anu, misi mxebi veqtoruli velis sivrciT, 

romelsac zogjer jgufis infinitezimalur operatorsac 

uwodeben. jgufis magivrad, misi infinitezimaluri 

operatoris gamoyeneba ufro mizanSewonilia. 

ganvixiloT   gardaqmna: 

       ,                                             (19.1) 

romelsac    evkliduri sivrcis             wertili 

gadah-yavs axal                   wertilSi erTi da imave 

koor-dinatTa sistemis mimarT. CavTvaloT, rom (3.1) 

gardaqmna Seqcevadia da mis Sebrunebul gardaqmnas, 

romelsac    wertili gadahyavs kvlav   wertilSi, 

aRvniSnavT     simboloTi.   da     gadaqmnebis 

mimdevrobiT Sesrulebas, nebismieri TanmimdevrobiT, 
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mivyavarT igivur   gardaqmnamde, romelsac nebismieri 

wertili Tavis TavSi gadahyavs. 

ganvixiloT axla      erTparametrian gardaqmnaTa 

erTo-blioba: 

         ,                                           (19.2) 

sadac     parametri uwyvetad icvleba raRac     

SualedSi. am parametris yovel mniSvnelobas Seesabameba 

konkretuli gardaqmna erTparametrian gardaqmnaTa 

ojaxidan. CavTvaloT, rom roca     misi Sesabamisi 

gardaqmna aris igivuri gardaqmna      da nebismieri 

aranulovani     mniSvnelobisaTvis, Sesabamisi      

nebismieri       mniSvnelobisaTvis CavTvaloT, rom 

nebismier    gardaqmnasTan erTad, gardaqmnaTa 

erTparametriani ojaxi Seicavs mis Sebrunebul   
        

gardaqmnasac, sadac     aRniSnavs parametris im 

mniSvnelobas, romelic     -Si Seesabameba Sebrunebul   
   

gardaqmnas. 

magaliTad, Tu gvaqvs gaWimvis       gardaqmna, maSin 

    mniSvnelobas Seesabameba igivuri gardaqmna. Tu 

gadavanacvlebT parametrs, miviRebT gardaqmnas 

       ,                                           (19.3) 

sadac     . vipovoT (19.3) gardaqmnis Sebrunebuli 

gardaqmna, amisaTvis, SevucvaloT    da    koordinatebs 

adgili da amovxsnaT miRebuli toloba   -is mimarT, 

miviRebT    
 

   
 anu,   

   
 

   
. axla SevecadoT, vipovoT   -

s is     mniSvneloba, roca (19.3) gardaiqmneba   
   

 

   
 

formulad anu 

 

   
       .                                        (19.4) 

aqedan advilad miviRebT, rom 
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.                                           (19.5) 

ase rom, nebismieri           mniSvnelobisaTvis 

arsebobs Sesabamisi Sebrunebuli      gardaqmna.  

axla ganvixiloT parametris raime ori sxvadasxva   da 

  mniSvneloba mocemuli intervalidan da mimdevrobiT 

Sevas-ruloT maTi Sesabamisi (19.3) gardaqmnebi. pirveli 

gardaqmnis Semdeg   wertili gadava         wertilSi, 

romelsac meore gardaqmna gadaiyvans     wertilSi 

                                   .     (19.6) 

ase rom, (19.3) gardaqmnis orjer mimdevrobiT 

Sesrulebas, mivyavarT isev imave tipis gardaqmnamde, 

parametris axali          mniSvnelobisaTvis. 

simbolurad am Tvisebas weren              formiT da 

amboben, rom (19.3) gardaqmnebi qmnian erTparametrian jgufs.  

sazogadod (3.2) gardaqmnis SemTxvevaSi, vityviT rom is 

qmnis erTparametrian jgufs, Tu zemoT CamoTvlili 

Tvisebebis garda, marTebulia toloba 

            ,                                         (19.7) 

sadac        funqciebi diferencirebadia saWiro rigamde 

CaTvliT. am Canaweris azri igivea, rac wina magaliTSi. rac 

imas niSnavs, rom    da    gardaqmnebis mimdevrobiT 

Sesrulebis Sedegad miviRebT axal imave saxis gardaqmnas 

axali          parametriT.  

vTqvaT, (19.2) gardaqmnis SemTxvevaSi, sruldeba gardaqm-

naTa jgufis (19.7) Tviseba da      sawyisi piroba. maSin 

                   .                                   (19.8) 

aqedan gamomdinareobs, rom  

                    .                                (19.9) 
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magaliTad, (19.3) gardaqmnisaTvis               da 

(19.9) formulebis marTebuloba advili Sesamowmebelia.  

erTparametriani jgufis umartives magaliTs 

warmoadgens wrfis gaswvriv gadatanaTa jgufi, sadac 

gardaqmnas aqvs Semdegi saxe: 

      .                                            (19.10) 

  wertilis ori mimdevrobiTi gadatanis Sedegi iqneba 

         .                                        (19.11) 

am SemTxvevaSi,            da       .   

amrigad, erTparametriani jgufis Tvisebebi SegviZlia 

CamovayaliboT Semdegnairad: 

1)      erTeulovani elementis arseboba; 

2)   
        Sebrunebuli elementis arseboba; 

3)                    
4) jgufis operaciis asociaciuroba.                (19.12) 

jgufTa abstraqtul TeoriaSi, jgufis gansazRvrisa-

Tvis es sami Tvisebaa ZiriTadi. Cven ki parametris mimarT 

uwyvetobis Tvisebac gvWirdeba. amitom gadavdivarT lis 

Teoriis elementebis ganxilvaze. 

 

19.2. lis gantoleba 

vTqvaT,           gardaqmnebi adgenen jgufs da 

erTparametriani jgufis (3.7) Tvisebas aqvs martivi saxe  

          anu           .                        (19.13) 

sxvanairad rom vTqvaT, davuSvaT, rom 

                    ,                              (19.14) 

aseT SemTxvevaSi cxadia, rom       . aseTnairad 

SesaZlebelia aRvweroT yvela erTparametriani jgufi da 
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gamravlebis nebismier wess SegviZlia mivceT (19.14) saxe 

axali parametrizaciis (jgufis parametris 

aragadagvarebuli gardaqmniT) saSualebiT. am jgufs 

aRvniSnavT   simboloTi.  

gavSaloT         funqcia teiloris mwkrivad,   paramet-

ris mimarT,     wertilis midamoSi. pirobis Tanaxmad 

     da, maSasadame,         . amitom, Tu SemoviRebT 

aRniSvnas 

     
       

  
    ,                                      (19.15)  

maSin (19.2) gardaqmna miiRebs aseT saxes: 

               .                                  (19.16) 

lis Teorema amtkicebs, rom gaSlis am ori wevriT 

SegviZlia calsaxad ganvsazRvroT        funqcia, romelic 

akmayofilebs (19.14) pirobas. aseve amboben, rom   jgufi 

calsaxad ganisazRvreba mxebi veqtoruli   veliT, radgan 

(19.15) warmoadgens   wertilSi gavlebul mxeb veqtors im 

wiris mimarT, romelic aiwereba    wertilebiT        

gardaqmnisas. 

Teorema: Tu        funqcia akmayofilebs              

         tolobas da aqvs                 warmodgena, 

maSin is akmayofilebs lis gantolebas sawyisi pirobiT: 

  

  
                 .                                  (19.17) 

piriqiTac, nebismieri gluvi      veqtoruli velisaTvis 

(19.17) koSis amonaxsni akmayofilebs                      

pirobas.  

damtkiceba: vTqvaT sruldeba                      piroba. 

  parametrs mivceT    nazrdi, maSin gveqneba           

            . Tu am tolobaSi misi mwkrivad gaSlis Semdeg 

gamovyofT wrfiv nawils   -s mimarT, miviRebT  
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        , 

                    
  

   
            . 

Tu SemoviRebT aRniSvnas 
             

   
                da 

gaviTvaliswinebT (19.15) tolobas, miviRebT lis gantolebas 

       

  
          . 

davamtkicoT axla Teoremis meore nawili. vTqvaT,        

aris (19.17) amocanis amonaxsni. davafiqsiroT parametris 

mniSvneloba     mniSvnelobis maxloblobaSi da 

ganvixiloT ori funqcia: 

                         da              . lis 

gantolebi-dan gamomdinare,  

  

  
 

        

  
     ,               , 

  

  
 

         

  
     ,               . 

ase rom,      da      akmayofileben erTi da imave 

diferencialur gantolebas erTnairi sawyisi pirobiT, 

radgan aseT koSis amocanas aqvs erTaderTi amonaxsni 

gveqneba rom          , rac imas niSnavs, rom             

        . r.d.g. 

 

ganvixiloT magaliTebi: 

1) gadatanaTa jgufs        aqvs mxebi veqtori 

      . marTebulia lis gantoleba, romelsac am 

SemTxvevaSi aqvs saxe 
   

  
   ; 

2) namdvil ricxvTa RerZze ganvixiloT veqtoruli veli 

       da amovxsnaT Sesabamisi lis gantole-ba, 

romelsac aqvs Semdegi saxe:  
   

  
   ,         . es 
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amocana advilad ixsneba da gvaZlevs gaWimvebis jgufs 

       ; 

 

19.3. invariantebi. jgufis infinitezimaluri operatori 
 

     funqcias ewodeba                        

gardaq-mnaTa jgufis invarianti, Tu, yvela dasaSvebi     

mniSvnelobebisaTvis marTebulia toloba 

              .                                     (19.18) 

Teorema:      funqcia invariantia, maSin da mxolod maSin, 

rodesac is akmayofilebs gantolebas 

     
     

   
  .                                       (19.19) 

 invariantobis es kriteriumi warmoadgens pirveli 

rigis kerZowarmoebulian, wrfiv, erTgvarovan gantolebas. 

amitom, gardaqmnaTa nebismier erTparametrian jgufs    

sivrceSi gaaCnia     wrfivad damoukidebeli invarianti, 

ise, rom nebismieri sxva invarianti am bazisuri 

invariantebis funqciaa. aseT bazisur invariantebad, 

SegviZlia avirCioT (3.19) gantolebis maxasiaTebeli 

gantolebis  

   

     
 

   

     
    

   

     
,                                (19.20) 

pirveli integralebis marcxena mxareebi  

                               .                               (19.21) 

ganvixiloT magaliTebi: 

gaWimvis jgufisaTvis    sivrceSi 

                        , 

gvaqvs              mxebi veqtori, amitom mis Sesabamis 

(19.19) gantolebas aqvs aseTi saxe: 
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  ,                                (19.22) 

Sesabamis maxasiaTebel gantolebas ki – aseTi: 

   
  

 
 

  

  
 

  

   
,                                          

romlis pirveli integralebia 

 

  
        

     .    

invariantebs aqvs aseTi saxe:    
 

  
,       .      

zogad invariants ki  - aseTi:     
 

  
      . 

Tu SemovitanT diferencialur operators 

       
 

   
 ,                                         (19.23) 

maSin invariantobis kriteriumi SegviZlia gadavweroT 

saxiT 

    .                                              (19.24) 

am   operators gardaqmnaTa   jgufis infinitezimaluri 

operatori ewodeba. 

Semdgom, gardaqmnaTa jgufis mxebi    veqtoris nacvlad, 

ZiriTadad, gamoviyenebT infinitezimalur operators.  

Tu mocemulia jgufis infinitezimaluri operatori, 

maSin jgufis gardaqmnis kanonis sapovnelad, unda 

amovxsnaT lis Sesabamisi gantoleba.  

ganvixiloT magaliTebi:  

1) vipovoT jgufi, romlis operatoria (brunvis 

jgufi):    
 

  
  

 

  
. Tu SevadarebT (19.23) 

tolobas, advilad vipoviT, rom saqme gvaqvs 

         mxeb veqtorTan. amitom lis gantolebas 

eqneba aseTi saxe: 
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    , saidanac sawyisi pirobebis gaTva-

liswinebiT, miviRebT rom gardaqmnis jgufi 
moicema formulebiT 
                , 
                . 
invarianti iqneba        . 
2) ganvixiloT   RerZis gaswvriv gadatanaTa 
jgufi:  
      , 
    . 
maSin am jgufis infinitezimaluri operatori 

iqneba:   
 

  
 , xolo invarianti -    . 

3) ganvixiloT   RerZis gaswvriv gadatanaTa 
jgufi:  
      , 
    . 
maSin am jgufis infinitezimaluri operatori 

iqneba:   
 

  
 , xolo invarianti -    . 

4) ganvixiloT         wrfis paralelurad 

gadatanaTa jgufi:        ,         . Sesabamisi 

infinitezimaluri operatori iqneba:     
 

  
  

 

  
, 

xolo invarianti -        . 
5) lorencis gardaqmnaTa jgufisaTvis: 
              , 
              . 
Sesabamisi infinitezimaluri operatori iqneba:   

   
 

  
  

 

  
, xolo invarianti -        .    

6) galileis gardaqmnaTa jgufisaTvis: 
       , 
    , 
infinitezimaluri operatoria:   

   
 

  
, xolo invarianti -    . 

7) erTgvarovani gaWimvebis jgufisaTvis gvaqvs 
gardaqmnebi:       ,       . Sesabamisi 

infinitezimaluri operatoria:     
 

  
  

 

  
, xolo  

invarianti -   
 

 
. 
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8) araerTgvarovani gaWimvebis jgufisaTvis: 
      , 

       . 
Sesabamisi infinitezimaluri operatoria: 

   
 

  
   

 

  
.  

xolo invarianti -   
  

 
.  

 

19.4. gardaqmnebis erTparametriani jgufis eqsponencialuri 

warmodgena 

zogjer xelsayrelia gardaqmnis           jgufisa da 

                   invariantis warmodgena jgufis   

parametris xarisxovani mwkrivis saxiT. rogorc ukve viciT, 

arsebobs gaSla 

                      ,                                                  (19.25) 

                 
     

   
     .                                             (19.26) 

axla vipovoT (19.26) gaSlis Semdgomi wevrebi    paramet-

ris mimarT. Canaweris Semoklebis mizniT SemoviRoT 

aRniSvnebi        ;         ;         
 

   
 ;           

 

    
.  

maSin (19.26) Caiwereba ase:  

                                                (19.26’) 

xolo toloba 
          

  
        

      

    
, gadaiwereba aseTi 

formiT:  

   

  
     .                                           (19.27) 

Tu gaviTvaliswinebT im faqts, rom (19.27) gantolebis 

marjvena nawili kvlav warmoadgens    cvladis funqcias, 

kvlav SegveZleba gamoviyenoT es formula da miviRoT 

Semdegi formulebi 
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                     ,                     (19.28) 

    

   
      , . . .                                      (19.29) 

Tu am formulebs SevitanT teiloris gaSlaSi: 

             
   

  
 
   

 
  

  
 
    

   
 
   

                   (19.30) 

miviRebT Semdeg warmodgenas          

         
  

  
      ,                                                        (19.31) 

 rac imas niSnavs, rom 

            
     

  
                .                 (19.32) 

kerZo SemTxvevaSi, roca    , formula (19.32)-s aqvs 

Semdegi saxe: 

         .                                           (19.33) 

am warmodgenas erTparametriani gardaqmnebis jgufis 

eqsponencialur warmodgenas uwodeben.  

ganvixiloT magaliTebi: 

1) vTqvaT, gvaqvs   gadatanaTa jgufi namdvil 

ricxvTa RerZis gaswvriv, maSin   
 

  
 da (19.32) 

formula gvaZlevs        funqciis gaSlas 
teiloris mwkrivad   wertilSi 

                   
  

  
       

  

  
          .   (19.34) 

2) vTqvaT,   aris wrfivi gaWimvis gardaqmnebis 
jgufi, romlis infinitezimaluri operatoria 

   
 

  
, maSin 

    
 

  
  

 

  
  

 

  
   

  

   
,                     (19.35) 

     
 

  
   

 

  
   

 

  
   

 

  
    

  

   
   

  

   
, . . . (19.36) 

Sesabamis (19.32) gaSlas aqvs aseTi saxe:   
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                               .             (19.37) 

 
Semdgom dagvWirdeba Teorema:           
gardaqmnaTa nebismieri erTparametriani lokaluri 

jgufi    sivrceSi, Sesabamisi, aragadagvarebuli            

gardaqm-niT miiyvaneba gadatanaTa jgufamde     RerZis 

mimarT. 

damtkiceba: vTqvaT, mocemul   jgufis Sesabamisi operato-

ria 

        
 

   
.                              (19.38) 

            maSin, radgan       
 

   
      

    

   
 

    
, cxadia 

cvladTa gardaqmna           , (3.38) operators 

miiyvans  

                     
 

    
                                  (19.39) 

            saxemde. 

avirCioT mocemuli jgufis nebismieri     

raodenobis funqcionalurad damoukidebeli 

invarianti: 

                     ,                                   (19.40) 

                axal sakoordinato     cvladebad, xolo     

cvladi ganvsazRvroT gantolebidan 

                  .                                    (19.41) 

                    es axali cvladebi 

                                                   ,             (19.42) 

   funqcionalurad damoukidebelni arian da 

gvaZleven Sesabamis gardaqmnas. marTlac, am 

cvladebSi Cveni jgufis (19.38) operatori miiRebs 
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saxes    
 

    
, rac, rogorc ukve viciT, Seesabameba 

gadatanaTa jgufs     RerZis gaswvriv. r.d.g. 

 

ganvixiloT magaliTi: 

vTqvaT   aris gaWimvis jgufisaTvis    sivrceSi 

                         

gvaqvs              mxebi veqtori, amitom mis Sesabamis 

(19.19) gantolebas aqvs aseTi saxe: 

 
  

  
   

  

  
   

  

  
  .                                (19.43) 

mis operators ki – aseTi: 

   
 

  
   

 

  
   

 

  
.                               (19.44) 

Sesabamisi            gardaqmnaa:                , sadac 

axal cvladebad virCevT invariantebs:   
 

  
,       . xolo 

mesame cvladis sapovnelad unda gamoviyenoT (19.41) 

gantoleba, romelsac am SemTxvevaSi (19.44) operatoris 

gaTvaliswinebiT, aqvs Semdegi saxe: 

 
  

  
   

  

  
   

  

  
  .                              (19.45) 

cxadia, rom kerZo amonaxsnis sapovnelad, xesayrelia   

CavTvaloT mxolod   cvladis funqciad. maSin (19.45) 

gantolebidan gveqneba, rom  
  

  
  . rac imas niSnavs, rom 

     . ase rom, cvladTa gardaqmna  

  
 

  
,       ,       .                                (19.46) 

gvaZlevs axal cvladebSi gadatanaTa jgufs 

                   .                            (19.47) 
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19.5. invariantuli gantolebebi 

ganvixiloT       ganzomilebiani      zedapiri, 

gansazRvruli gantolebaTa sistemiT  

                     .                           (19.48) 

CavTvaloT, rom zedapiris aseTi mocema aris regularu-

li anu  
   

   
 
 
                     matricis rangi aris  . 

  zedapirs ewodeba invariantuli   gardaqmnis  

                      ,                         (19.49) 

jgufis mimarT, Tu, am gardaqmnis Sedegad zedapiris 

yoveli wertili isev am zedapiris wertilSi gadadis.    

sxva sityvebiT rom vTqvaT, Tu   aris (19.48) sistemis 

amonaxsni, maSin    c agreTve amonaxsnia anu 

     
            .                                (19.50) 

amis gamo amboben, rom (19.48) gantolebaTa sistema 

invariantulia   jgufis mimarT, anu, es sistema uSvebs   

jgufs. Tu     
 

   
 gardaqmnis    jgufis infinitezimaluri 

operatoria maSin SegviZlia CamovayaliboT  

Teorema:  (19.48) gantolebaTa sistema invariantulia 

gardaqmnis   jgufis mimarT maSin da mxolod maSin, roca 

                .                                 (19.51) 

gardaqmnis jgufis bazisuri invariantebis saSualebiT 

SesaZlebelia yvela invariantuli zedapiri aRvweroT. 

marTlac, marTebulia Teorema: 

  jgufis invariantuli zedapiri SegviZlia warmova-

dginoT Semdegi saxiT: 

                               ,                      (19.52) 
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sadac                 warmoadgens jgufis invariantebis 

baziss, Tu Sesabamisi infinitezimaluri operatori ar 

xdeba nuli zedapiris wertilebisaTvis. 

 

19.6. diferencialuri gantolebebis dasaSvebi jgufi 

dasaSvebi jgufi Seesabameba diferencialuri 

gantolebis simetriis Tvisebebs. is gamoiyeneba 

diferencialuri gantolebis srulad integrirebisaTvis, an 

misi amonaxsnebis garkveuli klasebis sapovnelad da 

Tvisobrivi gamokvlevi-saTvis. 

 

19.6.1. siTbogamtarobis gantolebis dasaSvebi jgufi 

ganvixiloT siTbogamtarobis gantoleba 

        .                                         (19.53) 

cxadia, rom am gantolebis saxe ar icvleba droisa da 

sivrcis cvladTa gadatanis gardaqmniT:     

       ;          .                              (19.54) 

aseve, gantolebis wrfivobisa da erTgvarovnebidan 

gamomdinare, ar icvleba gantolebis saxe ufro zogadi 

gardaqmnisas 

            ,  an,       ,                        (19.55) 

sadac        nebismieri cnobili amonaxsnia (19.53) 

gantolebisaTvis.  

yovel iseT gardaqmnas, romelic ar cvlis sawyisi 

diferencialuri gantolebis saxes, diferencialuri 

gantolebis dasaSveb gardaqmnas uwodeben. 

maSasadame, Cven mier moyvanili oTxi erTparametrian 

gardaqmnaTa jgufi dasaSvebia siTbogamtarobis gantolebi-

saTvis. 
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ufro naklebad cxadia, rom siTbogamtarobis 

gantolebas aqvs agreTve, erTparametrian gardaqmnaTa 

Semdegi jgufi: 

                         
   .                    (19.54)    

vaCvenoT siTbogamtarobis gantolebis invarintuloba 

(19.54) gardaqmnebis mimarT. amisaTvis, gamoviyenoT warmoebu-

lis gardaqmnis formulebi cvladTa Sesabamisi gardaqmnis 

dros: 

   
                

                                (19.55) 

   
                

   ,                              (19.56) 

     
                 

         .                    (19.57) 

maSin miviRebT, rom 

   
       

           
         ,                       (19.58) 

rac imas gviCvenebs, rom (19.54) gardaqmnis Sedegad, 

gantoleba (19.53) gadadis imave saxis 

    
       

   ,                                      (19.59) 

gantolebaSi. am faqtis gamoyenebiTi mniSvneloba is aris, 

rom Tu gvaqvs siTbogamtarobis gantolebis raime amonaxsni 

        ,                                          (19.60) 

maSin  

         
                                          (19.61) 

funqciac iqneba misi sxva amonaxsni, romelic gansazRvravs 

amonaxsnTa erTparametrian jgufs. rogorc vxedavT, gvaqvs 

gardaqmnaTa xuTi sxvadasxva erTparametriani jgufi. 

TiToeuli maTgani Seicavs amonaxsnebis usasrulo 

raodenobas.  
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Cndeba kiTxva: miRebuli xuTi gardaqmna, romlebic 

gvaZleven dasaSveb jgufebs, yvela SesaZlo gardaqmnaa, Tu 

arsebobs sxva gardaqmnebic ? Tu arsebobs, rogor vipovoT 

isini da rogor davamtkicoT, rom es ukve yvela dasaSvebi 

jgufia ? 

 am sakiTxis gadasawyvetad konstruqciuli midgoma 

iqneba Teoremis 19.1-is gamoyeneba da diferencialur 

gantolebaTa algebruli interpretacia, sadac 

diferencialur gantolebebs ganixilaven, rogorc 

zedapirebs gafarToebul sivrceSi. 

sanam am zogad interpretacias ganvixilavT, jer (19.54) 

gardaqmnis magaliTze ganvixiloT midgomis ZiriTadi arsi, 

rac saSualebas mogvcems gavigoT zogadi interpretacia. 

(19.54) - (19.57) gardaqmnebi adgenen erTparametrian jgufs 

                    cvladebis mimarT    sivrceSi. siTbogam-

tarobis gantolebas am SemTxvevaSi, aqvs Semdegi saxe: 

                      , sadac     da gansazRvravs xuT-

ganzomilebian zedapirs       romelic gantolebaTa 

wrfivobis gamo, warmoadgens xuTganzomilebian hipersibr-

tyes. am (19.54) gardaqmnebis mimarT siTbogamtarobis 

gantolebis invariantuloba ganapirobebs hipersibrtyis 

invariantobas (19.54) - (19.57) gardaqmnebis mimarT. radgan es 

gardaqmnebi adgenen jgufs, sruldeba invariantobis 

infinitezimaluri (19.51) kriteriumi. amovweroT es 

kriteriumi am SemTxvevaSi. amisaTvis gavixsenoT, rom (19.54) 

gardaqmnisaTvis Sesabamis infinitezimalur operators aqvs 

aseTi saxe: 

    
 

  
   

 

  
,                                      (19.62) 

xolo gafarTovebuli (19.54) - (19.57) gardaqmnebis mimarT 

Sesabamisi operatori Caiwereba ase: 

              
 

   
        

 

   
           

 

    
,  (19.63) 
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am formulaSi indeqsi 2 imas niSnavs, rom (3.63) operatori 

miiReba (19.62) operatorisagan misi gafarToebiT meore 

rigis warmoebulebamde CaTvliT.    operatori moqmedebs 

                    cvladebis funqciebze ise, rom am 

cvladebs ganixilavs, rogorc damoukidebel cvladebs, 

amitom gveqneba, rom 

                     
 

   
                   

 

    
    

        +2  +    +2          

 .                 (19.64) 

aqedan gamomdinareobs, rom invariantobis infinitezi-

malur operators aqvs Semdegi saxe: 

            .                                     (19.65) 

Tu am kriteriums gavyvebiT ukan (19.65)-dan (19.62) 

operatorisaken, miviRebT yvela dasaSveb jgufs.  

 

19.6.2. wertilovani gardaqmnebi da gafarToebis formulebi 

Semdgom   veqtoris komponentebisaTvis gamoviyenebT 

aseT aRniSvnebs: 

      ,       ,       
  ,        

  , . . .            (19.66) 

sadac            xolo            . es cvladebi algebrulad 

damoukidebelia erTmaneTisagan, Tumca dakavSirebuli arian 

diferencialuri tolobebiT 

  
      

  ,    
       

         
  , . . .              (19.67) 

sadac 

   
 

   
   

  

   
    

  

   
                              (19.68) 
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    damoukidebeli cvladebia;    - diferencialuri, 

xolo,   
 ,    

 , . . . - diferencialuri cvladebis pirveli 

rigis, meore rigis da a.S.  warmoebulebia.  

diferencialur                     funqciaSi Semavali 

cvladebis umaRlesi rigis warmoebulis   rigs, am 

funqciis rigi ewodeba. 

yvela diferencialuri funqciis simravles aRvniSnavT 

  simboloTi. vTqvaT,     aris   rigis diferencialuri 

funqcia. maSin gantoleba 

                   ,                                (19.69) 

gamosaxavs zedapirs Sesabamis fazur sivrceSi. am 

gantolebas ganvixilavT mis yvela diferencialur 

SedegTan erTad 

     ,        , . . .                              (19.70) 

da vityviT, rom mocemuli gvaqvs diferencialuri 

mravalsaxeoba  .  

analogiurad ganimarteba diferencialuri mravalsaxe-

oba, romelic aiwereba ara erTi gantolebiT, aramed, 

gantolebaTa sistemiT. dasaSvebi jgufis sapovnelad, Cven 

viviwyebT amonaxsnis cnebas da manipulaciebs vaxdenT 

Sesabamis mravalsaxeobaze. amitom am sistemas SegviZlia 

SevxedoT, rogorc ubralod algebrul gantolebaTa 

sistemas Sesabamis fazur sivrceSi, sadac is Seesabameba 

raRac zedapirs da, maSasadame, SegviZlia gamoviyenoT 

invariantobis kriteriumi. 

vTqvaT,         da CavweroT gardaqmnis formulebi 

             ,              ,                        (19.71) 

             ,               .                     (19.72) 

am formulebs, wertilovan gardaqmnebs uwodeben.     
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vTqvaT, am gardaqmnebisaTvis marTebulia jgufis (19.14)  

formulebi, maSin (19.71) da (19.72) gardaqmnaTa 

erTparametriani   jgufis infinitezimalur operators 

eqneba Semdegi saxe: 

         
 

   
        

 

   
,                          (19.73) 

sadac 

    
   

  
     ,       

   

  
     .                     (19.74) 

warmoebulebis gardaqmnis formulebia: 

       
    

 .                                        (19.75) 

sadc Strixiani cvladebisaTvis marTebulia gardaqmnis 

(19.67) formulebi 

  
     

                                              (19.76) 

axla gavawarmooT (19.72) toloba da gamoviyenoT 

(19.75),(19.76) tolobebi:       

    
       

    
         

      
  .                     (19.77) 

ase rom, (19.71),(19.72) wertilovani gardaqmnebisaTvis 

warmo-ebulebi gardaiqmnebian formulebiT: 

  
      

       
                                     (19.78) 

an, ufro detalurad, 

 
   

   
   

    

   
   

   
   

   
   

    

   
.                            (19.79) 

aqedan vpoulobT   
   cvladebs          argumentebisa da 

  parametris sakmaod mcire mniSvnelobebisaTvis. meore 

rigis warmoebulebis gardaqmnis formulebs miviRebT (19.78) 

formulebis gawarmoebiT. 

Semdeg, dagvWirdeba ara gardaqmnebis, aramed 

infinitezimaluri operatoris gafarToeba.  
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CavweroT am operatoris gafarToeba pirveli rigis war-

moebulebamde 

       
  

   
 ,                                      (19.80) 

sadac   
  

   
  

  
      damatebiTi koordinatebia, romlebic 

unda vipovoT. Tu gavawarmoebT (19.78) formulebs 

parametris mimarT,     pirobebSi, miviRebT: 

    
     

     
     

     
     

   
 
   

     
  .         (19.81) 

aqedan miviRebT infinitezimaluri operatoris gafarTo-

ebis formulas pirvel warmoebulamde  

  
      

     
     

  .                                (19.82) 

rogorc am formulebidan Cans, infinitezimaluri 

operatoris (19.80) gafarToebis sapovnelad saWiroa mxolod 

sawyisi           
 

   
        

 

   
 operatoris    da    

koor-dinatebis codna.  

analogiurad, Tu gvinda infinitezimaluri operatoris 

gafarToeba meore rigis warmoebulamde  

         
  

    
 ,                                      (19.83) 

sadac     
  

    
  

  
     , maSin unda gavimeoroT wina 

procedura ukve (19.83) formulisaTvis da miviRebT, rom 

        
       

      
     

  .                              (19.84) 

ganvixiloT magaliTi:   

vTqvaT, gvinda vipovoT     
 

  
   

 

  
 operatoris 

gafarToeba meore rigis warmoebulamde, zemoT moyvanili 

formulebis saSualebiT.  
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SemoviRoT aRniSvnebi -             . maSin am 

operatori-saTvis gveqneba                  . amitom 

(19.82) formulebidan miviRebT, rom  

                            , 

                          , 

xolo (19.84) formulebidan miviRebT, rom 

                                  . 

Sesabamisad miviRebT gafarToebul operators meore 

rigis warmoebulamde, saxiT 

       
 

   
   

 

   
    

 

    
. 

 

19.6.3. ganmsazRvreli gantolebebi 

davubrundeT   diferencirebad mravalsaxeobas, rome-

lic warmoiqmneba                                    diferenci-

alur gantolebaTa sistemis amonaxsnebisagan. radgan am 

gantolebaTa sistemaSi gvxvdeba warmoebulebi   rigamde 

CaTvliT, saWiroa, rom               ,              ,                         

             ,                gardaqmnebi gavafarTooT 

  
      

       
   formulebis  -jer diferencirebis saSua-

lebiT da        
    

  formulis gamoyenebiT. Tu, sawyisi 

gardaqmnebi warmoadgens erTparametrian   jgufs, maSin ga-

farToebis Sedegad miRebul jgufs aRvniSnavT    

simboloTi. es jgufi moqmedebs                  cvladebis 

sivrceSi. am  -jer gafarToebuli jgufis infinitezimalur 

operators aqvs Semdegi saxe: 

       
  

   
            

  

        
 .                     (19.85) 
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es operatori miRebulia          
 

   
        

 

   
 operato-

ris  -jer gafarToebiT. maRali rigis gafarToebis 

formula msgavsia    
       

      
     

   formulisa, 

romelic gvqonda meore rigis warmoebulamde gafarToebis 

SemTxvevaSi. sazogadod, gveqneba 

       
               

             
      

  .                  (19.86) 

vityviT, rom diferencialur gantolebaTa 

sistemisaTvis 

                                  ,                           (19.87) 

 dasaSvebia gardaqmnaTa erTparametriani jgufi 

              ,              ,              ,   

                                                        (19.88) 

Tu am gardaqmnebiT warmoqmnili   mravalsaxeoba invarian-

tulia gafarToebuli    jgufis mimarT. sruldeba 

invariantulobis kriteriumi, romelic gviadvilebs 

gardaqmnaTa dasaSvebi jgufis gamoTvlas.   

Teorema(kriteriumi). diferencialur gantolebaTa (19.87) 

sistema uSvebs   jgufs,   infinitezimaluri operatoriT 

maSin da mxolod maSin, roca marTebulia gantolebebi: 

                ,                                         (19.89)    

mravalsaxeobis yvela wertilisaTvis.  

es Teorema, lis TeoremasTan erTad, saSualebas 

gvaZlevs mocemuli diferencialur gantolebaTa 

sistemisaTvis dasaSvebi, gardaqmnaTa erTparametriani 

jgufis povnis amocana, daviyvanoT (3.89) gantolebaTa 

sistemis amoxsnamde, ris gamoc am gantolebebs 

ganmsazRvrel gantolebebs uwodeben. 
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19.7. lis algebra 

kamil Jordanis norvegielma mowafem sofus lim SeZlo 

ganezogadebina galuas algebrul gantolebaTa Teoria, 

diferencialur gantolebaTa sistemisaTvis. manve Seiswavla 

im gardaqmnaTa uwyveti jgufebi, romelTa mimarTac invari-

antulia diferencialur gantolebaTa sistema.  

sofus lim SeZlo lis algebris bazisis povnis 

algoriTmis Camoyalibeba, rac saSualebas iZleva vipovoT 

diferencialur gantolebaTa sistemis dasaSvebi jgufi da, 

maSasadame, yvela is gardaqmna, romlis mimarTac 

invariantulia mocemuli diferencialuri gantoleba. lis 

Teoria lokaluria anu masSi Seiswavleba gardaqmnebi, 

romlebic axlosaa igivur gardaqmnasTan. dasaSvebi jgufis 

povnis procesi viTardeba diferencirebadi   

mravalsaxeobis    mxeb sivrceSi da mxolod bolo etapze 

xdeba daSveba TviT mravalsaxeobaSi, romelsac qmnian 

diferencialur gantole-baTa sistemaSi Semavali yvela 

cvladisa da maTi warmoebulebis erToblioba, romelic 

gafarToebulia masSi Semavali umaRlesi warmoebulis 

rigamde CaTvliT.  

gamoTvlebis Sedegad miRebuli infinitezimaluri 

operatorebi qmnian lis algebras anu simravles, romelSic 

gvaqvs wrfivi veqtoruli sivrcis struqturas erTi 

damatebiTi operaciiT, romelsac komutirebas uwodeben. 

  da   operatorebis komutirebas uwodeben antisimet-

riul              oradwrfiv operacias, romlisTvisac 

marTebulia iakobis toloba 

                               ,                   (19.90) 

kerZod,   da   operatorebis komutatorad SegviZlia 

ganvixiloT maTi kombinacia: 

           ,                                      (19.91) 
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sadac operatorebis namravli niSnavs maT mimdevrobiT Ses-

rulebas. 

davamtkicoT, rom maSin marTebulia (19.90) iakobis 

toloba. marTlac, 

                                                  

                                                    

                                        

         . r.d.g. 

 

19.7.1. gafarToebis koordinatuli gadmocema 

vTqvaT, gvaqvs sawyisi   rigis diferencialur gantole-

baTa sistema   damoukidebeli cvladiT da   ucnobi 

funqciiT. Cveni cvladebis   mravalsaxeoba ganisazRvreba 

                        koordinatebis sivrciT, sadac 

               damoukidebeli cvladebia, xolo               - 

saZebni funqciebi. romelTaTvisac marTebulia gantolebaTa 

sistema          . veZebT iseTi gardaqmnebis jgufs, 

romlis mimarTac es sistema invariantuli iqneba anu saxes 

ar icvlis. 

saZebni gardaqmnebi cvladTa                         

sivr-ceSi warmoiqmneba Sesabamisi infinitezimaluri 

operatore-biT 

          
 

   
         

 

   

 
   

 
   ,                  (19.92) 

sadac         da         (jer-jerobiT) ucnobi funqciebia. 

 

19.7.2. pirveli gafarToeba 

SemoviRoT aRniSvna 

  
 
 

   

   
.                                              (19.93) 
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lis TeoriaSi pirveli gafarToebis sivrce ewodeba 

                         
 
                           ,          (19.94) 

cvladebis sivrces. 

am gafarToebis cvladebis sivrceSi (19.92) infinitezi-

maluri operatoris Sesabamis gardaqmnebis 

infinitezimalur operators aqvs Semdegi saxe: 

        
        

 

   
    ,                             (19.95) 

sadac damatebiTi   
 
 koordinatebi ganisazRvreba gamosaxu-

lebebidan         

  
 
           

 
         ,                             (19.96) 

xolo    cvladiT sruli warmoebulis gamosaTvleli 

formulaa: 

   
 

   
    

  

    .                                    (19.97)     

 

19.7.3. meore gafarToeba 

Tu           gantolebaSi Semavali funqciebis war-

moebulis umaRlesi   rigi metia erTze, maSin cvladebis 

sivrce                        , Sesabamisad, unda gavafar-

TooT  -jer, raTa SevavsoT is saZebni funqciebis warmoebu-

lebiT   rigamde CaTvliT. 

lis TeoriaSi meore gafarToebis sivrced iTvleba 

                         
 
    
   cvladebis sivrce, sadac 

   
  

    

      
                           .                       (19.98) 

meore gafarToebis                          
 
    
   cvlade-

bis sivrceSi, Sesabamis infinitezimalur operators aqvs 

aseTi saxe: 
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    ,                         (19.99) 

xolo damatebiTi    
  koordinatebi ganisazRvreba gantole-

bebiT: 

   
        

       
 

          ,                            (19.100) 

sadac  

    
 

   
    

  

   
     

  

   
       ,                       (19.101) 

sruli diferencirebis operatoria. cxadia, rom 

              .                                      (19.102) 

amitom, formula (19.100) miiRebs sabolood aseT saxes: 

   
        

       
 

         .                            (19.103) 

 

19.8. lis meTodis gamoyenebis magaliTebi 

ganvixiloT umartivesi meore rigis gantoleba 

     .                                            (19.104) 

am SemTxvevaSi gvaqvs       cvladTa sivrce. Sesabamisi 

infinitezimaluri operatoria 

        
 

  
       

 

  
.                             (19.105) 

pirveli gafarToeba: Semogvaqvs aRniSvna pirveli rigis 

warmoebulisaTvis 

  
  

  
.                                              (19.106) 

pirveli gafarToebis cvladTa sivrcea 

       .                                             (19.107) 

  cvladis mimarT sruli warmoebulis formulas aqvs 

Semdegi saxe: 
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.                                        (19.108) 

pirveli gafarToebis Sedegad miRebuli infinitezima-

luri operatoria               

             
 

  
,                                 (19.109) 

sadac damatebiTi   koordinatis sapovnelad gvaqvs 

formula 

             
  

  
  

  

  
   

  

  
  

  

  
  

  

  
   

  

  
 

  

  
    

  

  
.                                                                                     

(19.110) 

radgan        da        cvladebi ar aris damokidebuli 

  cvladze, (19.110) gantoleba   cvladis mimarT mxolod 

kvadratul funqcias warmoadgens. 

meore gafarToeba: Semogvaqvs damatebiTi aRniSvna meore 

rigis warmoebulisaTvis 

  
   

   
.                                             (19.111) 

meore gafarToebis cvladTa sivrcea 

         .                                           (19.112) 

  cvladis mimarT sruli warmoebulis formulas, 

meore gafarToebis Semdeg eqneba Semdegi saxe: 

      
 

  
.                                         (19.113) 

meore gafarToebis Sedegad miRebuli infinitezima-

luri operatoria               

        
 

  
,                                      (19.114) 

sadac damatebiTi   koordinatis sapovnelad gvaqvs formu-

la 
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 .                                              

(19.115) 

axla unda vimoqmedoT    operatoriT (19.104) 

gantolebis marcxena mxareze 

          .                                       (19.116) 

radgan    operatori ar Seicavs warmoebuls   

cvladiT, (19.116) tolobidan gamomdinare gveqneba 

     
  

  
       .                                 (19.117) 

anu (19.115) tolobidan miviRebT, rom 

             
   

                                   (19.118) 

 anu 

       .                                           (19.119) 

       
   

     
 

  
 
   

 
 

  
  

 

  
,                   (19.120) 

 
 

  
  

 

  
  

  

  
   

  

  
 

  

  
    

  

  
   ,                 (19.121) 

anu gamartivebiT miviRebT gantolebas 

   

   
  

   

    
   

   

    
 

   

   
     

   

   
 

   

    
    

   

    
   

   

   
  .      (19.122) 

am gantolebaSi   da   cvladebi damokidebulia mxolod 

      cvladebze, amitom (19.122) gantolebis marcxena mxare 

warmoadgens igivurad nulis tol kubur mravalwevrs   

cvladis mimarT. aqedan gamomdinare, SegviZlia davaskvnaT, 

rom yvela koeficienti nulis tolia. 

   xarisxis koeficienti:  
   

   
   ;                     (19.123) 

   xarisxis koeficienti:   
   

   
  

   

    
   ;               (19.124) 
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     xarisxis koeficienti:   
   

    
 

   

   
   ;            (19.125) 

   xarisxis koeficienti:    
   

   
  .                    (19.126) 

(19.123) gantolebidan miviRebT, rom 

            .                                    (19.127) 

(19.126) gantolebidan mivirebT, rom 

            .                                    (19.128) 

(19.124) gantolebidan gveqneba 

                     .                             (19.129) 

(19.125) gantolebidan miviRebT 

                    .                             (19.130) 

gavawarmooT (19.129)   cvladiT, maSin miviRebT gantole-

bas 

                  .                                (19.131) 

gavawarmooT (19.130)   cvladiT, maSin miviRebT   

                  .                                 (19.132) 

aqedan miviRebT, rom 

          ,           ,          ,          .        (19.133) 

Sesabamisad, gveqneba, rom 

               
 ,                               (19.134) 

               
 ,                               (19.135) 

               
 ,                               (19.136) 

               
 .                               (19.137) 

Tu gaviTvaliswinebT (19.127)-(19.137) gantolebebs, 

miviRebT, rom                    
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            ,                                   (19.138) 

                 
 ,                             (19.139) 

              ,                                   (19.140) 

               
 ,                            (19.141) 

sadac koeficientebi nebismieri mudmivebia. Sesabamis 

infinite-zimalur operators aqvs aseTi saxe: 

        
 

  
       

 

  
,                             (19.142) 

                      
 ,                      (19.143) 

                      
 .                     (19.144) 

Tu (19.142)-(19.144) formulebSi davuSvebT, rom erTi 

koeficienti udris 1, xolo danarCenebi – 0-s, miviRebT lis 

algebris bazisur operatorebs, romelTac uSvebs 

gantoleba (19.104). marTlac, gveqneba, rom   

     
 

  
   

 

  
,                                    (19.145) 

     
 

  
   

 

  
,                                    (19.146) 

    
 

  
,                                            (19.147) 

    
 

  
,                                            (19.148) 

    
 

  
,                                            (19.149) 

    
 

  
,                                            (19.150) 

   
 

  
,                                              (19.151) 

   
 

  
.                                             (19.152) 

operatorebis simravle, romlisTvisac (19.145)-(19.152) 

bazisia, warmoadgens wrfiv veqtorul sivrces. komutirebis 
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operaciis mimarT es sivrce Caketilia anu warmoadgens lis 

algebras.   

infinitezimalur operatorebs, sazogadod, aqvT aseTi 

saxe:  

   
 

  
  

 

  
.                                       (19.153) 

Tu, gvaqvs gardaqmnis kanonikuri formulebiT mocemuli 

jgufi 

           ,                                       (19.154) 

           .                                       (19.155) 

maSin 

     
  
 
   

,        
  
 
   

.                             (19.156) 

                                            

19.8.1. biurgersis gantolebis bazisuri lis algebra 

ganvixiloT biurgersis gantoleba 

          .                                       (19.157) 

Tu cvladebs gardavqmniT xopfi-koulis formuliT 

     
      

  
,                                       (19.158) 

maSin, biurgersis gantoleba gardaiqmneba siTbogamtarobis 

gantolebad 

       .                                           (19.159) 

biurgersis gantolebis Sesabamisi lis algebris 

bazisia 

   
 

  
,                                             (19.160) 

   
 

  
,                                              (19.161) 
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,                                 (19.162) 

    
 

  
 

 

  
,                                        (19.163) 

     
 

  
   

 

  
       

 

  
.                         (19.164) 

biurgersis gantolebis lis algebra 

xuTganzomilebiani mravalsaxeobaa komutirebis operaciiT. 

xolo siTbogam-tarobis gantolebis dasaSvebi lis algebra 

eqvsganzomi-lebiani mravalsaxeobaa. rac imas niSnavs, rom 

lis es ori algebra ar aris izomorfuli.  

 

19.8.2. kortevega-de-frizis gantolebis bazisuri lis 

algebra  

ganvixiloT kortevega-de-frizis gantoleba 

           .                                      (19.165) 

am gantolebisaTvis ar arsebobs xopfi-koulis gardaqm-

nis analogiuri gardaqmna, romelic mas gardaqmnida wrfiv 

siTbogamtarobis gantolebad. 

kortevega-de frizis gantolebiT dasaSvebi lis algeb-

ris bazisi oTxganzomilebiania da Sedgeba Semdegi 

operato-rebisagan 

   
 

  
,                                             (19.166) 

   
 

  
,                                             (19.167) 

    
 

  
   

 

  
   

 

  
,                               (19.168) 

    
 

  
 

 

  
.                                        (19.169) 
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amocanebi da savarjiSoebi 

1.aCveneT rom gardaqmna, romelic moicema formuliT 

         , qmnis jgufs. ipoveT Sesabamisi        da     ; 

2.gamoikvlieT, adgenen Tu ara jgufs             

   gardaqmnebi       sibrtyeze; 

3.amoxseniT lis gantolebebi 
   

  
       

   

  
     brunvis 

gardaqmnisTvis da ipoveT gardaqmnis jgufis invarianti da 

infinitezimaluri operatori; 

4.ipoveT lorencis gardaqmnebis jgufis invarianti da 

infinitezimaluri operatori; 

5.ipoveT galileis gardaqmnis jgufis invarianti da 

infinitezimaluri operatori; 

6.ipoveT erTgvarovani gaWimvebis gardaqmnis jgufis 

invarianti da infinitezimaluri operatori; 

7.ipoveT         wrfis paralelur gadatanaTa gardaqmnis 

jgufis infinitezimaluri operatori da invarianti; 

8.ipoveT araerTgvarovani gaWimvebis gardaqmnis jgufis 

invarianti da infinitezimaluri operatori; 

9.aCveneT, rom                          
    , 

    
                

         , 

    
                

   , 

      
                 

          gardaqmnebi adgenen jgufs, 

eqvsganzomilebian                     cvladTa sivrceSi da 

ipoveT Sesabamisi infinitezimaluri operatori; 

10.SeamowmeT, rom Tu          funqcia aris 

siTbogamtarobis gantolebis raime cnobili amonaxsni, 

maSin           
              funqciac akmayofilebs 

siTbogamtarobis          gantolebas. 
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11.ipoveT,        
  

   
  operatoris gafarToeba meore rigis 

warmoebulebamde CaTvliT          
  

    
  saxiT da aCveneT, 

rom    
       

      
     

  . 

12.gamoTvaleT         gantolebis dasaSvebi lis algebra. 

13.gamoTvaleT            biurgersis gantolebis 

dasaSvebi lis algebra. 

14. gamoTvaleT             kortevega-de-frizis 

gantolebis dasaSvebi lis algebra. 
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XX Tavi. diferencirebadi mravalsaxeobis lokaluri 

geometriis elementebi  

diferencialuri geometriis codnis gareSe, 

SeuZlebelia iseTi rTuli cocxali sistemis Seswavla, 

rogoricaa samyaro, Tavisi geometriuli formebis 

mravalferovnebiTa da swrafad cvalebadi, dinamikuri 

struqturiT.  

diferencialuri geometriis ZiriTadi instrumentia 

diferencirebadi mravalsaxeoba. mravalsaxeoba SeiZleba 

ganisazRvros, rogorc lokalurad evkliduri sivrce. 

gavixsenoT, rom  -ganzomilebiani evkliduri    sivrce 

aris yvela SesaZlo              wertilis simravle, sadac 

TiToeuli      koordinati namdvili ricxvia. am 

simravleSi Cveulebisamebr, gansazRvrulia wertilis 

Caketili da Ria midamoebis cnebebi.   mravalsaxeoba 

lokalurad emTxveva evklidur sivrces im azriT, rom 

mravalsaxeoba gadafarulia Ria    simravleebiT (anu 

      ) da TiToeul Ria    simravlesTan 

dakavSirebulia Sesabamisi urTierTcalsaxa    asaxva, 

romelic    midamos yovel      wertils gadaiyvans    

sivrcis Sesabamisi Ria simravlis              wertilSi. 

vTqvaT, mravalsaxeobis ori    da    midamo ikveTeba ise, 

rom         xolo,    ;    is Sesabamisi asaxvebia, 

romlebic am midamos wertilebs asaxavs    sivrcis 

Sesabamisi Ria simravleebze, maSin      
    asaxva       

wertils         , romlis koordinatebia              

gadaiyvans       wertilSi, romlis koordinatebia raRac 

               . gansazRvris Tanaxmad,   iqneba 

diferencirebadi mravalsaxe-oba, Tu    koordinatebi 

gamoisaxeba rogorc     koordi-natebis gluvi funqciebi(anu 

es funqciebi uwyvetia Tavis yvela rigis kerZo 

warmoebulebTan erTad). 
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ori mravalsaxeobis pirdapiri     namravli aris 

diferencirebadi mravalsaxeobis struqturis mqone, iseTi 

dalagebuli       wyvilebis simravle, sadac     da    , 

anu, Tu    da   , Sesabamisad,   da   mravalsaxeobebis 

midamoebia, xolo    da    am midamoebTan dakavSirebuli 

asaxvebi koordinatebiT: 

                   da                , maSin asaxva  

                                     gansazRvravs      - 

ganzomilebian mravalsaxeobas. 

ganvixiloT        asaxvis Sesabamisi   funqcia. 

davuSvaT, rom asaxvaTa kompozicia     
   romelic 

                wertils Seusabamebs    simravlis 

wertils aris              koordinatebis gluvi funqcia.   

mravalsaxeobaze ganvsazRvroT   gluvi mrudi Semdegi 

asaxviT 

                      ,                     (20.1) 

sadac                                 da       gluvi 

funqciebia. 

  mravalsaxeobaze gansazRvruli fuqciis saSualebiT 

SegviZlia ganvsazRvroT     funqcia   mrudze, xolo      

asaxva saSualebas gvaZlevs ganvixiloT funqciebi 

                              ,                           (20.2) 

sadac                       aris        wertilis koordina-

tebi    asaxvisas. 

 

20.1. mxebi veqtori (kontravariantuli veqtori) 

zemoT ganxilul      mrudze gansazRvruli 

                       funqciisaTvis ganvixiloT warmo-ebuli 
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   , 

(20.3) 

sadac bolo tolobaSi igulisxmeba ainStainis SeTanxmeba 

Sejamebadobis Sesaxeb. 

cxadia, rom Tu ganvixilavT   mravalsaxeobis   

wertilze gamaval sxvadasxva   mruds, SegviZlia avagoT   

wertilSi wrfivi veqtoruli sivrce, romelic Sedgeba 

kerZo wamoebulebis yvela SesaZlo wrfivi kombinaciisagan 

    
 

   
,                                       (20.4) 

sadac    aris   namdvil ricxvTa nebismieri erToblioba. 

es mxebi veqtorebi warmoiqmneba im   mrudebis ganxilvisas, 

romlebic moicemian funqciebiT 

                          ,                             (20.5) 

sadac         . 

mxebi veqtorebi   wertilSi qmnian wrfiv veqtorul 

sivrces    simravlis zemoT, romelic moWimulia koordi-

natul warmoebulebze anu  
 

   
 
 
 veqtorebi qmnian am 

veqtoruli sivrcis baziss.  

marTlac, advili Sesamowmebelia, rom 

                    ,                           (20.6) 

nebismieri   da   veqtorebisa,  ,   ricxvebisa da nebismieri 

  funqciisaTvis. amasTan,  
 

   
 
 
 veqtorebi wrfivad 

damoukidebelia. 

advili misaxvedria, rom nebismier   gluv funqciaze 

    
 

   
 operatoris moqmedeba gvaZlevs am funqciis 

mocemuli veqtoris mimarTulebiT warmoebuls 
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                                           (20.7) 

am formulaSi bolo indeqsis win mZime aRniSnavs 

warmoebuls Sesabamisi koordinatis mixedviT. es 

warmoebuli akmayofilebs laibnicis wessac 

                           .                               (20.8) 

 -ganzomilebiani   mravalsaxeobis   wertilSi arse-

buli mxebi veqtorebis sivrce (sxvanairad, 

kontravariantuli veqtorebis sivrce) warmoadgens 

  ganzomilebian veqtorul sivrces. es sivrce SegviZlia 

warmovidginoT, rogorc   wertilSi arsebuli yvela 

SesaZlo mimarTulebis simravle. mas   wertilis mxeb 

sivrces uwodeben. misTvis miRebulia aRniSvna       an, 

ubralod    rogorc adre gvqonda. 

lokaluri koordinatuli bazisis garda SegviZlia 

gamoviyenoT nebismieri sxva   wrfivad damoukidebeli 

              veqtorebis sistema. maSasadame, unda arsebobdes 

wrfivi gardaqmnebis Sesabamisi formulebic 

     
  

   
 .                                          (20.9) 

am gardaqmnis determinanti ar SeiZleba iyos gadagva-

rebuli. maSasadame, unda arsebobdes misi Sebrunebuli 

matricac, rac saSualebas mogvcems (20.9) formulebidan 

amovxsnaT 
 

   
 cvladebi 

 

   
   

 
  .                                           (20.10) 

gadasvlis   matrica akmayofilebs formulebs: 

  
   

    
       

   
    

 .                                   (20.11) 

Tu mocemulia raime    bazisi, maSin   wertilSi 

nebismieri   mxebi veqtori am bazisSi SegviZlia 

warmovadginoT formuliT 
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      .                                             (20.12) 

sadac    sidideebs ewodebaT   veqtoris komponentebi      

bazisSi. 

 

20.2. forma-1 (koveqtori anu kovariantuli veqtori) 

mravalsaxeobis   wertilSi forma-1, anu   (pirveli 

rigis diferencialuri forma) aris mxebi    sivrcis wrfivi 

asaxva namdvil ricxvTa    simravleze 

        .                                           (20.13) 

sxva sityvebiT rom vTqvaT, mravalsaxeobis   wertilSi 

nebismier   mxeb veqtors forma-1 Seusabamebs calsaxad 

gansazRvrul namdvil      ricxvs, romelic agreTve, 

SeiZleba Caiweros formiT 

          .                                        (20.14) 

asaxvis wrfivoba gamoisaxeba TanafardobiT 

                       ,                        (20.15) 

sadac     nebismieri mxebi veqtorebia, xolo     - 

nebismieri namdvili ricxvebi. 

forma-1-s namdvil ricxvze gamravleba(20.16) da forma-1-

ebis jami(20.17) ganisazRvreba tolobebiT 

              .                                    (20.16) 

                    .                           (20.17) 

Tu, es wesebi Sesrulebulia, maSin forma-1-ebi qmnian 

veqtorul sivrces, romelsac aRniSnaveb zogjer   
  

simboloTi. es veqtoruli sivrce   wertilSi 

gansazRvruli mxebi sivrcis dualuri (SeuRlebuli) 

sivrcea. amitom forma-1-ebs koveqtorebs, an kovariantul 

veqtorebs uwodeben.  
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aviRoT   
  (forma-1-ebis) veqtoruli sivrcis      elemen-

ti da vimoqmedoT   wertilSi raime   mxeb veqtorze, 

romlisTvisac gvaqvs        warmodgena. maSin cxadia, rom 

                              .                         (20.18) 

am gantolebidan miviRebT, rom 

                 
 .                                   (20.19) 

nebismieri forma-1   SegviZlia warmovadginoT, rogorc 

     sabaziso forma-1-ebis wrfivi kombinacia.  

marTlac, 

                       .                           (20.20) 

Tu, SemoviRebT aRniSvnas 

               ,                                   (20.21) 

im ricxvebisaTvis, romlebsac Seusabamebs forma-1  ,   

wertilis    mxebi sivrcis sabaziso      veqtorebs, 

SegviZlia CavweroT, rom 

         
      

            
    .                  (20.22) 

radgan es gantoleba WeSmaritia nebismieri      mxebi 

veqtorisaTvis, cxadia, rom (20.22) gantolebidan 

gamomdinare-obs formula 

     
 .    r.d.g.                                   (20.23) 

     da   
   (   da   

  sivrceebis Sesabamisi) erTmaneTis 

dualuri bazisebia. 

     da      dualuri bazisebisaTvis avirCioT sxva 

bazisebi, romlebic sawyis bazisebTan dakavSirebuli iqneba 

aragadagvarebuli gardaqmnebiT 

     
  
 
       

     
  
   ,                              (20.24) 
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maSin axali bazisebisagan dualurobis moTxovna gvaZlevs 

tolobebs       

 
  
  
    

 
        

  
   
           

  
   
   

 
   

  
 
  
 
.           (20.25) 

sxvanairad rom vTqvaT, es matricebi urTierTSebrunebuli 

unda iyos. Tu gaviTvaliswinebT im faqts, rom erTi      

lokalur koordinatTa sistemis sxva    
 
  lokalur 

koordinatTa sistemiT Secvlisas, Sesabamisi gardaqmnis 

matricebi moicema formulebiT 

  
  
  

   
 

   
 
 
       

   
   

   
  
 
.                         (20.26) 

mravasaxeobaze gansazRvruli   funqcia gansazRvravs 

forma-1-s   , romelic nebismier      veqtors Seusabamebs 

ricxvs Semdegi wesiT: 

               .                                 (20.27) 

lokalur sakoordinato bazisSi 

    
 

   
.                                            (20.28) 

amitom, gansazRvris Tanaxmad, gvaqvs 

         
  

   
      .                                 (20.29) 

kerZo SemTxvevaSi 

     
 

   
    

 
.                                        (20.30) 

ase, rom forma-1       adgens lokalur koordinatTa 

baziss kovariantuli veqtorebis sivrceSi, romelic 

dualuria mxeb veqtorTa sivrcis     
 

   
  sakoordinato 

bazisisa.      da   
 

   
  bazisebs mxebi da dualuri sivrcis 

kanonikur bazisebs uwodeben.       

Tu, mocemulia rom 



800 

 

       
 ,                                           (20.31) 

maSin 

                  
           

             
   

 
    

   (20.32) 

Tanadobebidan gamomdinareobs, rom 

                  
 .                                     (20.33) 

bolo formula emTxveva funqciis diferencialis cnobil 

formulas.    

 

20.3. tenzorebi da tenzoruli namravli 

ganvixiloT   mravalsaxeobis   wertilSi   

raodenobis dualuri   
  sivrcisa da   raodenobis    mxebi 

sivrcis pirdapiri   
  namravli 

  
    

       
 

          

 

                       
 

.                   (20.34) 

anu gvaqvs   forma-1-ebisa da   mxebi veqtorebis da-

lagebuli erTobliobis sivrce  

                 .                                  (20.35) 

 ganvixiloT   
  sivrcis poliwrfivi   asaxva namdvil 

ricxvTa    sivrceze: 

     
    .                                           (20.36) 

es asaxva   forma-1-sa da   mxeb veqtors calsaxad 

Seusabamebs namdvil ricxvs   

                   namdvili ricxvi.             (20.37) 

am funqciis poliwrfivoba niSnavs mis wrfivobas 

TiToeuli cvladis mimarT.  
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aseTnairad gansazRvrul poliwrfiv asaxvas       

tenzori ewodeba. am tipis tenzorebis wrfivi kombinacia 

ganisazRvreba formuliT: 

                                             

                    ,                                 (20.38) 

sadac        nebismieri namdvili ricxvebia,      
  da 

     ,                          .  

(20.38) Tvisebidan gamomdinare cxadia, rom       

tenzorebi qmnian       -ganzomilebian wrfiv veqtorul 

sivrces. aseTi tipis tenzorebis sivrces tenzoruli 
namravlebis sivrce ewodeba da misTvis miRebulia 

aRniSvnebi 

  
       

       
 

          

 

                         
 

.              (20.39) 

      tipis tenzorebis namravlebis sivrcis baziss Seadgens 

     specialuri asaxvebis erToblioba, romlebic moicema 

formuliT 

       
                        

       
          

          
       

          
          

       
   

        
  .   

                      (20.40) 

cxadia, rom es gardaqmnebi wrfivia nebismieri argumentis 

mimarT da warmoadgens       tipis tenzorebs. sxvanairad es 

asaxvebi SegviZlia warmovadginoT Semdegi tolobebiT:   

       
                               

       
     

       
 .            (20.41) 

poliwrfivobidan gamomdinare, nebismieri       tipis 

tenzori SeiZleba warmovadginoT (20.41) tipis asaxvaTa 

wrfivi kombinaciis saSualebiT. marTlac, 
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                        .                    

(20.42) 

Tu SemoviRebT aRniSvnebs 

                                 
        ,                    (20.43) 

maSin miviRebT warmodgenas 

           
                 

        .                                   (20.44) 

cxadia, rom (20.41) asaxvebi wrfivad damoukidebelia da, 

maSasadame, warmoadgenen       tipis tenzorebis baziss. 

bazisuri          
         elementebis raodenoba udris   

  sivrcis 

     ganzomilebas. 

(20.44) warmodgenaSi          
         sidideebs   tenzoris kompo-

nentebs uwodeben.                        

zogad SemTxvevaSi       tipis tenzorebis bazisi 

SegviZlia warmovadginoT dualuri bazisebis tenzoruli 

namravlis saxiT 

         
                    

        .                    (20.45) 

axla ganvixiloT tenzorebis naxvevis operacia. 

          
         - komponentebiani       tipis tenzoris naxvevis 

operacia    kontravariantuli da    kovariantuli 

indeqsebiT aris           tipis tenzori. erTnairi 

indeqsebiT xdeba ajamva, Sesabamisad, tenzoris rigi 

mcirdeba ori erTeuliT. naxvevis operacia araa 

damokidebuli bazisis arCevaze. 

      tipis tenzors ewodeba simetriuli, Tu 

             ,                                           

xolo - antisimetriuli, Tu 
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              ,                                   (20.47) 

nebismieri   da   veqtorebisaTvis mxebi    sivrcidan. (20.46) 

da (20.47) tolobebidan miviRebT, rom komponentebi 

Sesabamisad unda akmayofilebdnen pirobebs 

       ,             .                               (20.48) 

es cnebebi bunebrivad zogaddeba nebismieri       tipis 

tenzorisaTvis. 

 

amocanebi da savarjiSoebi 

1.gansazRvrebidan gamomdinare, daamtkiceT toloba 

                     . 

2.daamtkiceT, rom  
 

   
 
 
veqtorebi qmnian wrfivad 

damoukidebl sistemas. 

3.daamtkiceT, rom nebismieri     
 

   
 operatorisaTvis 

sruldeba laibnicis wesi                            . 

4.Tu       
  

   
 da 

 

   
   

 
  , maSin daamtkiceT, rom 

    
   

    
       

   
    

 . 

5.daamtkiceT formula         
 . 

6.aCveneT, rom       tipis tenzorebis namravlebis sivrcis 

baziss Seadgens      specialuri asaxvebis erToblioba, 

romelic moicema formuliT: 

       
                               

          
          

       
          

       

    
       

   
        

  .   
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XXI Tavi. kartanis diferencialuri formebi 

gansakuTrebul ganxilvas imsaxureben mTlianad 

antisime-triuli anu       tipis kovariantuli tenzorebi, 

romlebic mTlianad antisimetriuli arian argumentebis 

yoveli wyvilisaTvis 

                                          ,      (21.1) 

nebismieri   da   indeqsebisa    veqtorisaTvis.  

mTlianad antisimetriuli tenzori SegviZlia miviRoT 

nebismieri       tipis kovariantuli tenzorisagan, Tu masze 

vimoqmedebT antisimetrizaciis   operatoriT, romelic 

gani-sazRvreba tolobiT 

            
 

  
                                ,           (21.2) 

sadac Sejameba xdeba yvela    gadanacvlebis mixedviT   

mTeli ricxvidan        , xolo                 imis 

mixedviT luwia, Tu kenti           Casma. (21.2) toloba unda 

sruldebodes             veqtorebis nebismieri 

erTobliobi-saTvis.  

cxadia, rom Tu   savsebiT antisimetriuli tenzoria, 

maSin     . Tu     (  veqtoruli sivrcis ganzomilebaa), 

maSin     .  

mTlianad antisimetriul       tipis tenzorebs,  -

formas uwodeben. 

radgan nebismieri ori argumentis Tanxvedrisas   

formis mniSvneloba nulis tolia, amitom am formebis 

veqtoruli sivrcis ganzomilebaa           . am 

sivrcisaTvis arsebobs specialuri     
  aRniSvna. 

vTqvaT,         aris       tipis tenzoris komponentebi 

          ,                                      (21.3) 
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bazisSi, maSin, Tu         tenzori mTlianad 

antisimetriulia, SegviZlia misi mniSvnelovani            

komponenti miviRoT, Tu indeqsebs davalagebT monoto-nurad 

klebadi mimdevrobiT. 

    
  sivrcis bazisi SegviZlia miviRoT antisimetriza-

ciis   operatoris moqmedebiT sabaziso veqtorebze 

             .                                     (21.4) 

aseTnairad miRebuli sabaziso elementebi SegviZlia 

CavweroT    formebis gare namravlis saxiT: 

          .               .                        (21.5) 

sazogadod,  -formas aqvs warmodgena 

          
         ,                                 (21.6) 

sadac ajamva xdeba indeqsebis yvela monotonurad klebadi 

kombinaciisaTvis. indeqsebis wyvilis gadanacvleba 

ekvivalen-turia Sesabamisi elementebis gadanacvlebisa gare 

namravlebSi. amitom gare namravlSi elementebis 

gadaadgileba unda iwvevdes niSnis cvlas 

            .                                     (21.7)        

 -formis warmodgenas sakoordinato bazisSi aqvs 

Semdegi saxe: 

           
          .                               (21.8) 

vTqvaT, mocemuli gvaqvs  -forma    da  -forma   . 

maSin maTi gare namravli SegviZlia ganvsazRvroT 

formuliT 

              .                                  (21.9) 

 -formisa da  -formis gare namravli aris      -forma. 

amitom is unda iyos igivurad nulis toli, roca      . 
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gare namravli akmyofilebs asociaciurobisa da distri-

buciulobis kanonebs, Tumca, sazogadod, araa komutaciuri. 

 

21.1. gare diferencireba 

gare diferencirebis   operacia  -formas aqcevs      -

formad Semdegi pirobebis Sesrulebis SemTxvevaSi: 

a) nul-formaze anu   funqciaze   operatoriT 

moqmedebisas miviRebT    forma-1-s, romelic 

ganisazR-vreba tolobiT                , 

nebismieri     
 . kerZod, lokalur sakoordinato 

bazisSi 

   
  

   
   . 

b) Tu,    da    ori  -formaa, maSin 

                    ,          
  .         (21.10) 

g) Tu,   aris  -forma, xolo   -  -forma, maSin 
                     .                     (21.11) 

d)marTebulia puankares lema 
       .                                         (21.12) 

nebismieri  ,  -formisaTvis.     
unda davrwmundeT, rom   operatori kargadaa 

gansazRvruli anu unda SevamowmoT zemoT moyvanili 

pirobebis Sesruleba. 

ganvixiloT nebismieri    -formisaTvis gare 

warmoebuli 

              
                       

            

 
        

   
                .                                

(21.13) 

   forma araa damokidebuli lokaluri sakoordinato 

bazisis arCevaze. marTlac, radgan 

                 
    

    
   

    

  
  
 ,                             (21.14) 
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miviRebT, rom 

             
  
 
        

 
             

           . r.d.g.     

(21.15) 

SevamowmoT (g) piroba  

                  
                    

            

        

   
                          

           

       
        

   
                                   

              
            

        

   
                     

           .                                              

(21.16) 

da bolos, SevamowmoT puankares lemis Sesruleba. (d) 

piroba 

        
        

   
                  

         

      
        

              .                                      (21.17) 

rogorc vxedavT, gare diferencirebis   operatori 

gansazRvrulia koreqtulad. 

 

21.2. lis frCxilebi da lis warmoebuli 

nebismieri ori   da Y veqtoruli velis lis frCxilebi 

      ganisazRvreba tolobiTY 

                           .                 (21.18) 

ori mxebi veqtoris lis frCxili isev mxebi veqtori 

iqneba, radgan 

                            .                   (21.19) 

                          .                        (21.20) 
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(21.19) gviCvenebs, rom lis frCxili wrfivi operatoria, 

xolo (21.20) tolobidan gamomdinare, SegviZlia vTqvaT, rom 

lis frCxili raRac diferencirebis operaciaa. 

advili Sesamowmebelia, rom lis frCxilebi 

akmayofilebs iakobis igiveobas 

                            .                      (21.21) 

mxebi veqtorebis lis frCxili isev mxebi veqtoria da 

misi komponentebi lokalur sakoordinato sistemaSi 

SegviZlia miviRoT, Tu lis frCxilebiT vimoqmedebT    

funqciebze 

                              
 
      

 
.      (21.22) 

cxadia, rom lis frCxili          . 

lis frCxils      , rogorc diferencirebis operators, 

ewodeba   veqtoris lis warmoebuli   veqtoris 

mimarTulebiT.    

                     .                         (21.23) 

sazogadod, tenzoruli   velis lis warmoebuli     

aris imave tipis tenzori da is akmayofilebs pirobebs: 

1. skalaruli   velis lis warmoebuli udris 

             ;                                 (21.24) 
2. veqtoruli   velis lis warmoebuli udris 

          ;                                      (21.25) 
3. tenzorul velebze lis warmoebulis moqmedeba aris 

wrfivi operatori, romlis moqmedebis Sedegic 

ganisazRvreba laibnicis wesiT 

                    .                    (21.26) 
amrigad,   forma-1-ze lis operatoris moqmedebis 

Sedegi ganisazRvreba formuliT 
                         .                     (21.27) 

es formula komponentebiT SegviZlia CavweroT (21.22) 
formulis analogiurad 
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 .                               (21.28) 
forma-1-is gare warmoebulsa da lis warmoebuls Soris 

kavSiri moicema formuliT: 

        
 

 
                         .             (21.29) 

 
 
 
 

21.3. kovariantuli warmoebuli 
 

axla ganvixilavT axali tipis diferencirebis 
operacias, romelic gansxvavdeba gare diferencirebisa da 
lis diferencirebisagan imiT, rom am operaciis gansazRvra 
iTxovs mravalsaxeobis gansakuTrebul struqturas. es 
damatebiTi struqtura aris mravalsaxeobis afinuri bma  , 
romelic mocemuli   mravalsaxeobis nebismieri   veqto-
ruli velisaTvis, gvaZlevs    operators. es operatori 
nebismier   veqtorul vels gadasaxavs     veqtorul 
velSi. afinuri bma unda akmayofilebdes Semdeg pirobebs: 

1.     veqtoruli veli wrfivia   argumentis mimarT 

anu 

                 ,            
  .            (21.30) 

2.     veqtoruli veli wrfivia   argumentis mimarT, 

anu, 

               ,            
  .              (21.31) 

3.       .                                           (21.32) 

4.                   .                           (21.33) 

unda aRiniSnos, rom (21.32) pirobidan gamomdinare, 
lokalur sakoordinato    bazisSi     operatoriT raime 
funqciaze zemoqmedebis Sedegi emTxveva am funqciis kerZo 

warmoebuls    cvladiT.  

   operatoriT     
  veqtorul velze moqmedebiT, 

roca es operatori akmayofilebs (1)-(4) Tvisebebs, miviRebT 
  veqtoruli velis kovariantul warmoebuls   , rogorc 
      tipis tenzorul vels, romelic kontravariantul 
veqtorul   vels asaxavs     velSi anu 

                .                             (21.34) 
am aRniSvnebiT (21.33) gadaiwereba Semdegnairad: 
              .                                (21.35) 
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zogjer mizanSewonilia     CavweroT arCeul lokalur 

     da mis dualur      bazisSi, raTa vaCvenoT afinuri 
bmis arsi. gamoviyenoT (1)-(4) Tvisebebi. maSin 

        
                   .                    (21.36) 

radgan     , fiqsirebuli   -s SemTxvevaSi, aris       
tipis tenzori, unda arsebobdes warmodgena 

            
       ,                                 (21.37) 

sadac   
  forma-1-ebia, amitom 

         
                 

      .                (21.38) 

meore mxriv SegviZlia CavweroT, rom  

                                        .       (21.39) 

Tu gamoviyenebT (21.37) tolobas gveqneba 

                  
        .                        (21.40) 

SemoviRoT aRniSvna 

  
         

  .                                         (21.41) 

aqedan gamomdinareobs, rom afinuri   bmis struqturis 

mocema niSnavs    raodenobis,   
  forma-1-is mocemas an, rac 

igivea,    raodenobis skalaruli    
  velis mocemas. 

gadavweroT (21.38) toloba Semdgnairad: 

           
         .                              (21.42) 

am tolobidan naTlad Cans komponentebi: 

     
        

      .                               (21.43) 

lokalur sakoordinato       
   bazisSi es toloba 

gadaiwereba Semdegnairad: 

      
 
    

       
 
    

 
      

 
.                    (21.44) 

lokalur sakoordinato bazisSi iyeneben aRniSvnebs 

    
 
    

 
.                                            (21.45) 

 kovariantuli warmoebulis aRsaniSnavad iyeneben wer-
til-mZimes    , xolo warmoebulisaTvis, ubralod, mZimes (,). 
am aRniSvnebiT gveqneba standartuli formula:                       

   
 
    

 
      

 
.                                       (21.46) 

veqtoruli velebis kovariantuli warmoebulis cneba, 
zogad SemTxvevaSi, SeiZleba ganzogadebul iqnes tenzoru-
li velebisaTvisac. amitom, unda moviTxovoT   
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operatorisaTvis laibnicis wesis Sesruleba tenzoruli 
namravlze moqmedebisas anu 

                                               (21.47) 
Tu   aris forma-1, maSin nebismieri   veqtoruli 

velisaTvis gveqneba toloba 

                  
        ,                      (21.48) 

Tu warmovadgenT      da      lokalur bazisebSi, maSin 

miviRebT 

      
          

         
 .                       (21.49) 

afinuri bmis mesame moTxovnis gaTvaliswinebiT 

miviRebT, 

               
    .                               (21.50) 

rac imas niSnavs, rom 

             
       .                              (21.51) 

kerZo SemTxvevaSi, roca     , miviRebT, rom 

   
     

      .                                     (21.52) 

lokalur sakoordinato bazisSi (21.50) gadaiwereba 

for-miT 

               
 .                                     (21.53) 

Tu (21.50) da (21.53)  formulebs gamoviyenebT forma-1   -

is mimarT, miviRebT, rom 

                
  ,                                     (21.54) 

xolo nebismieri tenzoruli velisaTvis gveqneba 

kovariantuli warmoebuli 

    
  
     

  
   

  
   
    

     
 
   

  
   
 .                    (21.55) 
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21.4. paraleluri gadatana da geodeziuri wirebi 

vTqvaT,   aris kontravariantuli veqtoruli veli. 

ganvixiloT misi cvlileba   mravalsaxeobis   mrudis 

gaswvriv. veqtoruli velis cvlileba   mrudis gaswvriv   , 

SegviZlia ganvixiloT, rogorc   veqtoruli velis 

gadatana   mrudis gaswvriv, rasac iwvevs        

parametris cvlileba   mrudze. veqtoruli velis    

cvlileba lokalur koordinatTa      sistemaSi iqneba 

         
   

       

  
  .                                  (21.56) 

evklides geometriaSi, dekartes koordinatTa sistemaSi, 

  veqtori paralelurad gadaitaneba   mrudis gaswvriv Tu 

    . zogad SemTxvevaSi, roca gvaqvs diferencirebadi 

mravalsaxeoba, arsebobs analogiuri gansazRvreba.   

veqtori paralelurad gadaitaneba   mrudis gaswvriv, Tu  

            
         

  
      

   
       

  
    ,           (21.57) 

anu 

    
 
      

 
 
         

  
    .                             (21.58) 

sxvanairad rom vTqvaT, gadaitaneba   mrudis gaswvriv 

paraleluri gadatanisas,   veqtoris cvlileba iqneba 

            
          

  
  .                              (21.59) 

    mravalsaxeobis   mruds ewodeba geodeziuri wiri, 

Tu misi mxebi veqtori paraleluri gadatanisas rCeba 

Tavisi Tavis proporciuli.  

geodeziuri wiris gantolebas aqvs Semdegi saxe: 

    

   
    

    

  

   

  
     

   

  
 ,                           (21.60) 
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sadac      raRac funqciaa. advili misaxvedria, rom Tu   

parametris nacvlad   mrudis gaswvriv SemoviRebT axal   

                    
   

 
 

 

 
                            (21.61) 

parametrs, maSin (5.60) miiRebs ufro martiv saxes       

    

   
    

    

  

   

  
  .                                   (21.62) 

  parametrs, romlisTvisac geodeziuri wiris gantole-
ba  (21.62) saxisaa afinuri ewodeba. unda aRiniSnos, rom 
afinuri parametri gansazRvrulia calsaxad, aTvlis 
sistemis gadatanisa da masStaburi faqtoris sizustiT. 

 
 

21.5. kartanis formebi 
 

Tu mravalsaxeobaSi gvaqvs afinuri bma, maSin SegviZlia 
avagoT Semdegi ori asaxva: 

                    ,                           (21.63) 
                       ,                        (21.64) 

sadac   da   ori kontravariantuli veqtoruli velia.Yam 

ori asaxvidan, pirvels hqvia grexa, xolo meores – simrude. 

orive asaxva antisimetriulia Tavisi argumentebis mimarT.  

a) ganvixiloT grexis asaxva. advili misaxvedria, rom   

asaxva wrfivia Tavisi argumentebis mimarT. 

                      ,                         (21.65) 

aseve  

               .                                       (21.66) 

(21.65) da (21.66) tolobebi gvarwmuneben, rom asaxva 

     
    

    
 ,                                       (21.67) 

aris poliwrfivi. Sesabamisad,   aris       tipis 

tenzoruli veli.  
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Tu gamoviyenebT   
  da    sivrceebis dualur bazisebs, 

maSin nebismieri ori   da   veqtoruli velisaTvis gveqneba 

 

 
         

 
      .                              (21.68) 

am Tanadobas, kartanis struqturis pirvel gantolebas 

uwodeben, xolo    sidideebs – kartanis formebs. mniSvne-

lovani kerZo SemTxvevaa, roca grexa nulovania, am 

SemTxvevaSi 

      
 
     .                                     (21.69) 

lokalur sakoordinato bazisSi      , radgan       . 

amitom grexisTvis gveqneba gantoleba 

       
 
            

 
    

 
        .                (21.70) 

b) axla ganvixiloT simrudis asaxva. simrudis 

gansazRvris Tanaxmad, 

                           .                 (21.71) 
am formulis marjvena mxare wrfivia TiToeuli 
argumentis mimarT, amasTanave, 
                          ,                  (21.72) 
                 .                              (21.73) 

nebismieri   funqciisaTvis. Sesabamisad,  

     
    

    
    

 ,                               (21.74) 
gadasaxva aris poliwrfivi Tavisi argumentebis 
mimarT, xolo   -       tipis tenzori. am tenzors 
rimanis tenzors uwodeben.  
nebismieri   forma-1-isaTvis marTebulia toloba 

               
 

                        .    (21.75) 
  rimanis tenzorisaTvis gvaqvs warmodgena 
 

 
    
 

         
 
   

 
   

 .                          

Tu SemoviRebT forma-2-s 

  
 
    

 
   

 
   

 ,                                (21.76) 
miviRebT kartanis struqturis meore gantolebas 

 

 
    
 

        
 
.                                    (21.77) 

Tu gamoviyenebT lokalur sakoordinato baziss, 
gveqneba 
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   .                                         (21.78) 

kartanis struqturis meore gantoleba rimanis 
tenzoris Cveulebrivi gansazRvrebis ekvivalenturia. 

    
 

      
 

      
 

    
 
   
     

 
   
 .                   (21.79) 

       
 
 

21.6. rimanisa da riCis tenzorebi 
 

             
 
     

 
    

    
 
       .                   (21.80) 

aqedan miviRebT, rom 

    
 
     

 
      

 
      

    
 
.                            (21.81) 

am tolobas riCis igiveobas uwodeben da nulovani 
grexis pirobebSi mas gamoiyeneben rimanis tenzoris 
gansazRvrisaTvis. 

ganvixiloT gantoleba 
             

    .                                      (21.82) 
aqamde vswavlobdiT        operatoris zemoqmedebas 

kontravariantul veqtorebsa da skalarul velebze. axla 
ganvixilavT am operatoris zemoqmedebas, nebismier 
tenzorul velze.   

Tu gamoviyenebT laibnicis wess tenzoruli 
namravlebis kovariantuli warmoebulisaTvis, miviRebT 

                               .           (21.83) 
axla vimoqmedoT        operatoriT   forma-1-ze. Tu   

nebismieri kontravariantuli veqtoruli velia, maSin (21.83) 
tolobidan gveqneba 

          
              

               
 
          (21.84) 

magram        asaxva skalarze moqmedebisas gvaZlevs 
nuls, amitom 

           
         

 
              

       .         (21.85) 
maSin 

                
    

   .                             (21.86) 

ganvixiloT        asaxvis moqmedeba       tipis   ten-
zorze, miviRebT 

    
  
     

  
      

         
 

       
    

  
.                (21.87) 

axla ganvixiloT        asaxvis moqmedeba       tipis 
tenzorze  , miviRebT  

                  
         

        
      .                (21.88) 
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Tu ganvixilavT rimanis     
 

      
 

      
 

    
 
   
     

 
   
  

tenzorze naxvevis operacias, roca erTmaneTs utoldeba 
kontravariantuli indeqsi da meore (an mesame) 
kovariantuli indeqsi, maSin miviRebT riCis tenzors (an, 
Sesabamisad, minus riCis tenzors):          

    
 

      
 

    .                                   (21.89) 

lokalur sakoordinato bazisSi riCis tenzoris 
komponentebia 

         
 

      
 

    
 
   
     

 
   
 .                     (21.90) 

 ganvixiloT SemTxveva, roca        grexa nulis 
tolia, maSin miviRebT, rom 
              ,                                      (21.91) 

ris gamoc simrudis tenzori akmayofilebs or mniSvnelovan 
igiveobas:  

    
 

     
 

     
 

  .                                (21.92) 
am igiveobas ciklur igiveobas uwodeben, xolo meore  

       
 

        
 

       
 

                               (21.93) 

igiveobas – biankis igiveobas. 

 

21.7. metrika da metrikuli bma 

metrikuli   tenzori ewodeba       tipis aragadagvare-
bul simetriul tenzors, rac imas niSnavs, rom 

1)      
    

     ; 

2)                      
  ; 

3)       
               . 

lokalur bazisSi metrikul tenzors aqvs Semdegi saxe: 

      
                ,                               (21.94) 

xolo, Tu lokaluri bazisi koordinatulia, maSin 

       
                 .                             (21.95) 

radgan metrikuli tenzori aragadagvarebulia,     

matri-cisaTvis arsebobs Sebrunebuli     matrica         

    da metrikuli tenzoris Sebrunebuli tenzori dualur 
bazisSi iqneba 

            .                                       (21.96) 
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metrikuli tenzori gamoiyeneba   mravalsaxeobaze 
gansazRvruli   wiris      wertilidan      wertilamde   
sigrZis gamosaTvlelad 

       
         

  

         

  
 

 

 
  

 

 
.                          (21.97) 

am gansazRvrebidan gamomdinare weren, rom 

         
    .                                      (21.98) 

metrikul tenzorTan dakavSirebulia mniSvnelovani 
sidide - signatura. signatura aris mravalsaxeobis 
romelime wertilSi diagonalur saxemde miyvanili 
metrikuli tenzoris dadebiTi diagonaluri elementebisa 
da uaryofiTi elementebis raodenobebs Soris sxvaoba. 
mtkicdeba, rom mravalsaxeobis nebismieri sxva 
wertilisaTvis signatura igive sididea. metrikas ewodeba 
evkliduri Tu misi signatura ricxobrivad udris 
mravalsaxeobis ganzomilebas. metrikas ewodeba lorenculi 
an minkovskis metrika, Tu, misi signaturaa        sadac   
mravalsaxeobis ganzomilebaa.   

Tu mravalsaxeobaSi gvaqvs metrikuli tenzori, maSin 
SesaZlebelia masSi SemoviRoT simetriuli bma grexis 
gareSe, romelic calsaxad ganisazRvreba pirobiT:  

    .                                             (21.99) 
lokalur koordinatTa bazisSi advilad miviRebT, rom 

            
        

 ,                                  (21.100) 

sadac   simboloebi simetriulia kovariantuli indeqsebis 

mimarT, radgan pirobis Tanaxmad grexa nulis tolia, Tu am 

gantolebebs amovxsniT bmis koeficientebis mimarT, gveqneba 

      
  

 

 
 
    

   
 

    

   
 

    

   
                                (21.101) 

an  

      
  

 

 
    

    

   
 

    

   
 

    

   
 .                            (21.102) 

amrigad, metrikuli tenzoris mocema calsaxad 

gansazRvravs mravalsaxeobis bmas. es bma aris rimanis 

geometriis safuZveli.   
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 -simboloebs, romlebic metrikuli tenzoriT ganisazR-

vreba kristofelis simboloebs uwodeben, xolo TviT bmas 

- metrikul bmas an kristofelis bmas.      

  ganvixiloT         pirobis ori Sedegi: erTia is, rom 
ori   da   kontravariantuli veqtoruli velis 
skalaruli namravli, romelic moicema formuliT 

                 
   ,                            (5.103) 

invariantulia   da   veqtorebis mravalsaxeobis   wiris 

gaswvriv paraleluri gadatanis mimarT. meorea is, rom 

geodeziuri wiris gantoleba SeiZleba miRebul iqnes, 

rogorc eiler-lagranJis gantoleba funqcionalis 

eqstremumis amocanisaTvis. marTlac, 

      
 

 
,       

         

  

         

  
,                        (21.104) 

sadac   wiri parametrizebulia rkalis   sigrZis 

parametriT   wiris gaswvriv. maSin geodeziuri wiris 

gantolebas eqneba aseTi saxe: 

    
 
    

 
          

 
                                (21.105) 

Tu parametri geodeziuri wiris gaswvriv ar aris 

afinuri, maSin geodeziuri wiris gantolebas eqneba Semdegi 

saxe: 

    
 
      ,                                         (21.106) 

sadac   raRac skalaruli funqciaa. 

 

amocanebi da savarjiSoebi 

1.aCveneT, rom lis frCxilebi akmayofilebs iakobis 

igiveobas 

                            .    
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2.aCveneT, rom, Tu   mTlianad antisimetriuli tenzoria, 

maSin     . Tu     (  veqtoruli sivrcis ganzomilebaa), 

maSin     .  

3.aCveneT, rom gare namravli, akmyofilebs asociaciurobisa 

da distribuciulobis kanonebs, Tumca, sazogadod, araa 

komutaciuri. 

4.daamtkiceT, rom    forma araa damokidebuli lokaluri 

sakoordinato bazisis arCevaze. 

5.CawereT   forma-1-ze lis operatoris moqmedebis Sedegis 

formula da gadawereT lokaluri koordinatebiT. ra saxe 

aqvs komponentebs. 

6.gansazRvreT mravalsaxeobis afinuri bmis arsi da Camoaya-

libeT kontravariantuli veqtoris kovariantuli warmoebu-

lis gamoTvlis wesi. 
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