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რეზიუმე 

           დავით მეტრეველის სადისერტაციო ნაშრომი „დრეკადობისა და 

თერმოდრეკადობის თეორიის სასაზღვრო ამოცანების ამოხსნა კონკრეტული 

არეების შემთხვევაში“ ძირითადად ეძღვნება მათემატიკური ფიზიკის, კერ-

ძოდ დრეკადობისა და თერმოდრეკადობის თეორიის სტსტიკის სამგანზო-

მილებიანი სასაზღვრო და სასაზღვრო-საკონტაქტო ამოცანების შესწავლას 

ორკომპონენტიანი დრეკადი ნარევებისაგან შედგენილი სხეულებისათვის. 

         თანამედროვე ტექნოლოგიურ პროცესებში ფართოდ გამოიყენება 

რთული სტრუქტურის დრეკადი კომპოზიტური მასალები და არსებითად 

განსხვავებული ფიზიკური თვისებების მქონე მასალებისგან შედგენილი 

კონსტრუქციები. ასეთი კომპოზიტური მასალებისა და კონსტრუქციების 

კლასს მიეკუთვნება ჰემიტროპული დრეკადი მასალები, ორი ან რამოდენიმე 

დრეკადი მასალისაგან დამზადებული ნარევები და სხვა. ასეთი მასალების 

მექანიკის პრაქტიკული ამოცანების გამოკვლევას ბუნებრივად მივყავართ 

ისეთი მათემატიკური მოდელის შექმნის აუცილებლობამდე, რომლებიც 

საშუალებას მოგვცემს უფრო ზუსტად აღვწეროთ ექსპერიმენტის დროს 

მიმდინარე რეალური პროცესები. ბუნებრივია ასეთი მოდელების შედგენას, 

გამოკვლევას და გაანალიზებას შესაბამისი მექანიკური თერმული და სხვა 

ფიზიკური თვისებების დადგენის მიზნით, თეორიულ მნიშვნელობასთან 

ერთად დიდი პრაქტიკული მნიშვნელობა აქვს. დრეკადი ნარევისათვის 

(მყარი სხეული - მყარ სხეულთან) პირველი მათემატიკური მოდელი, ე.წ. 

დიფუზიური მოდელი, ააგეს ა.გრინმა და ტ.სტილმა 1966 წელს. იმავე წელს 

მათ მიერ აგებულია დრეკად ნარევთა თერმოდრეკადობის ერთტემპერა-

ტურიანი თეორიის დიფუზიური მოდელი. ორტემპერატურიანი დრეკად 

ნარევთა თერმოდრეკადობის წრფივი თეორიის  მათემატიკური მოდელი 

მარცვლოვანი, ბოჭკოვანი და ფენოვანი სტრუქტურების მქონე კომპო-

ზიტებისათვის 1984 წელს აგებულ იქნა ლ.ხოროშუნისა და ნ.სოლტანოვის 

მიერ. უნდა აღინიშნოს, რომ კომპოზიტური მასალებისათვის მათემატიკური 

მოდელები სხვადასხვა ტემპერატურული ველების გათვალისწინებით 

გამოირჩევიან თავიანთი რთული სტრუქტურით და მათი გამოკვლევა 

თანამედროვე მძლავრი მათემატიკური მეთოდების გამოყენებით მოითხოვს 

დიდ ძალისხმევას. ამდენად მიგვაჩნია, რომ ამ მიმართულებით მიღებული 

შედეგები თავიანთი მეცნიერული ღირებულებებითა და პრაქტიკული 

გამოყენების თვალსაზრისით, ფრიად აქტუალურია. 

        სადისერტაციო ნაშრომის მთავარი მიზანია ორკომპონენტიანი დრეკად 

ნარევთა და ორტემპერატურიანი დრეკად ნარევთა (როცა ნარევში შემავალი 

კერძო გადაადგილებები ერთმანეთის ტოლია) თეორიის სტატიკის არაკლა-

სიკური სამგანზომილებიანი სასაზღვრო და საკონტაქტო ამოცანების შესწავ-

ლა კონკრეტული არეების შემთხვევაში, კერძოდ ბირთვისათვის და მთელი 

სივრცისათვის ბირთვული ღრუთი, ნახევარ სივრცისათვის ბირთვული 

ღრუთი, მთელი სივრცისათვის ორი ურთიერთ არაგადამკვეთი ბირთვული 
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ღრუთი და ნახევარ სივრცისათვის. შესწავლილია გრინის ფორმულების 

გამოყენებით ყველა ამოცანისათვის ერთადერთობის თეორემები. 

          ერთადერთობის საკითხის გაანალიზებისას, ორტემპერატურიანი 

დრეკად ნარევთა თეორიის სტატიკის ამოცანების შემთხვევაში დისერტა-

ციის ერთ-ერთ მნიშვნელოვან შედეგს წარმოადგენს გარე ამოცანების შემთხ-

ვევაში დადგენილი სტრუქტურული და ასიმპტოტური შეზღუდვების 

საკმარისი პირობები უსასრულობის მიდამოში, რომლებიც უზრუნველყო-

ფენ  საძიებელი ამონახსნის ერთადერთობას. 

       სადისერტაციო ნაშრომში გამოყენებულია დრეკადობის და თერმოდრე-

კადობის თეორიის სამგანზომილებიანი ამოცანის ერთ-ერთი ძირითადი  

მეთოდი ფურიეს მეთოდი, რომელიც ეფუძნება მოცემული ძირითადი 

დიფერენციალური განტოლების ამოხსნას ცვლადთა განცალების მეთოდით 

გარკვეულ მრუდწირულ კორდინატთა სისტემის მიმართ. ამ მეთოდით 

სასაზღვრო ამოცანების შესწავლისას მთელი სიძნელე გადატანილია სა-

საზღვრო პირობების დაკმაყიფილებაში. დისერტაციაში მიღებულია ორტემ-

პერატურიანი დრეკად ნარევთა თეორიის სტატიკის (როდესაც კერძო 

გადაადგილებები ერთმანეთის ტოლია) დიფერენციალურ განტოლებათა 

სისტემის ამონახსნის ზოგადი წარმოდგენის ფორმულა, რომელიც გამოსა-

ხულია ოთხი ჰარმონიული და ერთი მეტაჰარმონიული ფუნქციების საშუა-

ლებით. მიღებული წარმოდგენა საშუალებას იძლევა, როგორც გადაადგი-

ლების ვექტორი ასევე ძაბვის ვექტორი წარმოდგენილი იქნას ფურიე-

ლაპლასის მწკრივად ერთსა და იმავე ორთონორმირებულ ვექტორთა სრულ 

სისტემაში, რაც ამარტივებს სასაზღვრო პირობების დაკმაყოფილებას. 

ამოცანების ამონახსნები წარმოდგენილი არიან აბსოლუტურად და თანაბ-

რად კრებადი მწკრივების სახით, რაც მეტად ალგორითმულია რიცხვითი 

შედეგების მისაღებად. 

     დისერტაციაში შესწავლილია ორკომპონენტიან დრეკად ნარევთა 

თეორიის, ასევე ორტემპერატურიან დრეკდ ნარევთა თეორიის სტსტიკის 

არაკლასიკური სასაზღვრო ამოცანები ნახევარ სივრცისათვის. მიგნებულია 

ამოცანების ამოხსნის მარტივი გზა, რომელიც დაკავშირებულია 

ჰარმონიული ფუნქციებისათვის დირიხლესა და ნეიმანის ამოცანების 

ამოხსნებთან ნახევარ სივრცის შემთხვევაში. ამოცანის ამოხსნები 

მიღებულია კვადრატურებში სასაზღვრო ვექტორ-ფუნქციების საშუალებით. 

      ნაშრომში შესწავლილია ასევე სასაზღვრო ამოცანები მთელი 

სივრცისათვის ორი ურთიერთ არაგადამკვეთი ბირთვული ღრუთი, ასევე 

ნახევარ სივრცის ამოცანა  ბირთვული ღრუთი. ორივე ამოცანის შესწავლა 

დაიყვანება წრფივ ალგებრულ განტოლებათა უსასრულო სისტემის 

გამოკვლევაზე. ნაჩვენებია, რომ ეს სისტემები არიან კვაზირეგულარულნი. 

ამოცანების ამოხსნები მიღებულია აბსოლუტურად და თანაბრად კრებადი 

მწკრივების სახით. 
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SUMMARY 

David Metreveli’s dissertation work “The Solution of Laundry conditions of 

Elasticity and thermoelasticity theory, in the case of specific areas”, is dedicated to 

the Mathematical Physics, in particular to the study of the tasks of  three-

dimensional boundary and boundary-contact of elasticity and thermoelasticity 

theory statistics. They are  designed for flexible two-component mixtures which  

consist  of elastic bodies. 

In modern technological processes complex structural  flexible composite materials 

are often used as well as composited  structures of  materially different physical 

properties. 

In such composited  materials and structures class belong to: the hemitropul elastic 

materials, the mixtures which are made of  two or more flexible materials and etc. 

The practical examination of such materials mechanics naturally leads us to the 

necessity of creation of such mathematical model, which gives us the opportunity 

to describe the current real processes more accurately at the experiment period. In 

order to set the appropriate  mechanical thermal and other physical properties, 

naturally    the creation of such models, also their researches and analysis have great 

theoretical and practical importance. For  elastic mixture (hard body – with hard 

body) the first mathematical model – so called Diffusion Model- was   constructed 

by A. Agarin and T. Stil in 1966. On the same year they had also constructed 

Diffusion Model  of  the theory of elastic mixtures thermoelasticity of the one 

temperature. The mathematical model of  the two   temperature   elastic mixtures 

thermoelasticity   linear  theory for the composites of  granular      fiber and layered 

structures  was constructed by L. Khoroshurin and N.Soltanov in 1984. It must be 

mentioned that according the different temperature fields, the mathematical models 

for the compositive materials are distinguished of it’s complex  structure. Using 

mathematical methods  their examination needs  the hard work. That is why we 

think that the obtained  results in this direction are the  most actual according it’s 

scientific value and practical usage.  

The main aim of the dissertation work is     the following:  the study of not classical 

three-dimensional boundary and contact  problems, of the theory statistics of two 

component elastic mixtures and two temperature elastic mixtures (when the mix 

consisting private movies  are equal) in the case of concrete areas. In particular this 

is for the core of the   whole space     with nuclear hole,            for      the whole space 

with not inter crossing  nuclear hole and for half space. Using Grin’s formulas  it is  

explored the sameness  theories for all the problems.   

 While analyzing the issue of the sameness   in the case of  the solving problems  of  

the statistics theory of two temperature elastic mixtures  the most important result 

of the dissertation work is the following: in  external tasks case the  existence of 

sufficient conditions in infinity area of established structural and asymptotic limits, 

which provide the sameness of searched solution. 
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In dissertation work it is used the Furie’s method, which is one of the general 

methods of the three-dimensional problems of elastic and thermoelasticity theory. 

That is based on the following: on the solution  of the given main differential 

equation, against the defined curved coordinate system, with variables separation. 

While studying boundary problems using this method the the whole difficulty is 

moved  to the satisfaction of board conditions. The dissertation has obtained the 

general submission formula of the solution  the differential equations system of the 

statistic theory of two temperature elastic mixtures (when the private movies  are 

equal). They are  featured through four harmonic and one  metaharmonic functions. 

The obtained  submission gives us the opportunity for both the displacement vector 

and the stress vector to be represented in one and the same orthonormal vector full 

system of vector in Furie’s  laplace rows. The above mentioned simplifies the 

satisfaction of boundary conditions. The solutions of the problem are represented in 

the forms of  absolutely equally converging rows. That is most algoritmical to receive 

numerical results. 

The Dissertation work obtains the theory of two component elastic mixtures, also 

not classical boundary solutions theory statistics  of two temperature elastic mixtures 

for half space. There is found the simple way of the solution of the problem. This is 

related to the Direkhle’s and Neiman’s solutions of the problems in the case of half 

space. Through  boundary vector  functions we obtained the solutions of the 

problems in Squares. 

In the thesis we also obtained  the board problems for the the whole space with two 

not crossing nuclear hollow and the problem of half space with nuclear hollow. The 

both problem studying are reduced to the infinite system research of linear algebraic 

equations. It is shown that these systems are kvazregular. The solutions of the 

problems are obtained absolutely in equally converging rows. 
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შესავალი 

დრეკადობის კლასიკური თეორია არის მექანიკის ნაწილი, რომელიც 

შეისწავლის უძრავ ან მოძრავ მდგომარეობაში მყოფ დრეკად სხეულზე გარე 

ძალების მოქმედების შედეგად გამოწვეულ გადაადგილებებს,  დეფორმაცი-

ებს და ძაბვებს. მყარი დეფორმადი სხეულების მექანიკაში ამ თეორიას 

საპატიო ადგილი უკავია.  

 დრეკადობის თეორია, როგორც მყარი დეფორმადი სხეულების 

მექანიკის დამოუკიდებელი ნაწილი შეიქმნა ისეთი მეცნიერების ძალისხმე-

ვით, როგორებიც იყვნენ კოში, პუასონი, ლაგრანჟი, სენ-ვენანი, კირხოფი, 

ბეტი და სხვა. 1852 წელს ლამემ  შექმნა დრეკადობის თეორიის პირველი 

სახელმძღვანელო, რომელსაც არ დაუკარგავს თავისი მნიშვნელობა და ამ 

დარგში დღესაც ითვლება კლასიკურ სახელმძღვანელოდ. დრეკადობის თეო-

რიამ, რომელიც ვითარდებოდა მეცნიერების მიერ, მეოცე საუკუნის 20-30 

წლებამდე შეინარჩუნა თავისი კლასიკური ფორმა. ამ წლებში შეიქმნა მყარი 

დეფორმადი სხეულების მექანიკის ახალი მიმართულებები: პლასტიკურო-

ბის თეორია, თერმოდრეკადობა, დრეკადობის მომენტური თეორია და სხვა. 

 რამდენადაც სხვადასხვა სახის საინჟინრო კონსტრუქციები მუშაობენ 

საკმარისად მაღელ ტემპერატურებზე, მკვლევართა მთელი ყურადღება 

გადატანილი იქნა ტემპერატურული  დაძაბულობის თეორიის შესწავლაზე. 

ამასთან დაკავშირებით შეიქმნა ახალი დარგი - თერმოდრეკადობა, რომელიც 

წარმოადგენს კლასიკური დრეკადობის თეორიის და სითბოგამტარობის 

თეორიის სინთეზს, ენერგეტიკული დანადგარების, ბირთვული რეაქტო-

რების, თვითმფრინავმშენებლობისა და რაკეტმშენებლობის ტექნიკის 

განვითარების სწრაფმა ტემპმა განაპირობა თერმოდრეკადობის თეორიის 

მძაფრი ზრდა.  

კლასიკური დრეკადობის თეორიის მათემატიკური მოდელი არ ითვა-

ლისწინებს ტემპერატურულ ცვლილებებს, მაგრამ სხეულის დეფორმაციას 

თან სდევს ტემპერატურის ცვლილება, ხოლო ტემპერატურის ცვლილებას, 

მაშინაც კი, როცა სხეულზე არ მოქმედებს გარე ძალები, თან სდევს მისი 



12 

დეფორმაცია. ტემპერატურული ველისა და დეფორმაციის ველის 

სხვადასხვა პირობის გათვალისწინებით ვღებულობთ დრეკადობის თეორი-

ის სხვადასხვა მოდელს: თერმოდრეკადობის არაბმული თეორია, თერმო-

დრეკადობის ბმული თეორია, განზოგადებული თერმოდრეკადობა და სხვა.  

 უკანასკნელი ორმოცი წლის განმავლობაში ინტენსიურად დაიწყო 

გამოკვლევები ტემპერატურულ ძაბვათა თეორიასთან შედარებით უფრო 

ზოგადბმულ თერმოდრეკადობის თეორიაში, სადაც გათვალისწინებულია 

დეფორმაციისა და ტემპერატურული ველების ურთიერთქმედება. არსებობს 

კლასიკური თერმოდრეკადობის თეორიის ორი სხვადასხვა განზოგადება: 

გრინ-ლინდსეის და ლორდ- შულმანის. ამასთან პირველს ტემპერატურული 

პროცესისათვის შემოაქვს რელაქსაციის ორი კოეფიციენტი, ხოლო მეორეს კი 

- ერთი. რელაქსაციის მუდმივობის შემოტანა საგრძნობლად ართულებს 

ძირითად დეფრენციალურ  განტოლებათა სისტემებს, რის გამოც საკმარისად 

რთულდება განტოლებათა ამოცანების შესწავლა. ამ მიმართულებით უნდა 

აღინიშნოს თ. ბურჭულაძის. ლ. გიორგაშვილის, კ. დაფერმოსის, ლ. იენტჩის, 

დ. ნატროშვილის, ვ. ნოვაცკის, ი. პოდსტრიგაჩის და სხვათა შრომები. 

თანამედროვე ტექნოლოგიურ პროცესებში ფართოდ გამოიყენება 

რთული სტრუქტურის დრეკადი კომპოზიტური მასალები და არსებითად 

განსხვავებული ფიზიკური თვისებების მქონე მასალებისგან შედგენილი 

კონსტრუქციები. ასეთი კომპოზიტური მასალებისა და კონსტრუქციების 

კლასს მიეკუთვნება ჰემიტროპული დრეკადი მასალები, ორი ან რამოდენიმე 

დრეკადი მასალისგან დამზადებული მასალები და სხვა. ასეთი მასალების 

მექანიკის პრაქტიკული ამოცანების გამოკვლევას ბუნებრივად მივყავართ 

ისეთი მათემატიკური მოდელის შექმნის აუცილებლობამდე, რომლებიც 

საშუალებას მოგვცემს უფრო ზუსტად აღვწეროთ ექსპერიმენტის დროს 

მიმდინარე რეალური პროცესები. ბუნებრივია ასეთი მოდელების შედგენას, 

გამოკვლევას და გაანალიზებას შესაბამისი მექანიკური, თერმული და სხვა 

ფიზიკური თვისებების დადგენის მიზნით თეორიულ მნიშვნელობასთან 

ერთად დიდი პრაქტიკული მნიშვნელობა აქვს. კერძოდ, ფრიად დიდი 
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თეორიული ინტერესის საგანს წარმოადგენს შესაბამისი მათემატიკური 

ამოცანების კორექტულობის (ამონახსნთა არსებობის, სიგლუვის, 

ერთადერთობისა და მდგრადობის)  შესწავლა და ადექვატური გამოთვლი-

თი ალგორითმების შექმნა პრაქტიკული გამოყენების მიზნით. ასეთი ტიპის 

მასალებისთვის მათემატიკური მოდელების აგება სათავეს იღებს გასული 

საუკუნის სამოციანი წლებიდან, კ. ტრუსდელმა და რ. ტუპინმა თავიანთ 

შრომებში პირველად ჩამოაყალიბეს რთული შინაგანი სტრუქტურის მქონე 

დრეკადი სხეულებისთვის ახალი მოდელის ძირითადი მექანიკური 

პრინციპები და საფუძველი ჩაუყარეს დრეკადი სხეულების ნარევთა კონტი-

ნუალურ თეორიას. შემდგომში ეს თეორია განზოგადდა და განვითარდა 

სხვადასხვა მიმართულებით. კინემატიკური და თერმოდინამიკური პრინცი-

პების საფუძველზე შეიქმნა შემდეგი ტიპის ორკომპონენტიან ნარევთა 

თეორია: სითხე - სითხე, სითხე-მყარი სხეული, მყარი სხეული- მყარი 

სხეული. 

 დრეკადი ნარევისათვის (მყარი სხეული - მყარ  სხეულთან)  პირველი 

მათემატიკური მოდელი, ე.წ. დიფუზიური მოდელი, ააგეს ა. გრინმა და ტ. 

სტილმა 1966 წელს. ამ მოდელში კომპონენტებს შორის ურთიერთქმედების 

ძალა დამოკიდებულია კერძო გადაადგილებების სიჩქარეთა სხვაობაზე. 

იმავე წელს მათ მიერ აგებულია დრეკად ნარევთა თერმოდრეკადობის 

ერთტემპერატურიანი თეორიის დიფუზიური მოდელი.  

 მე-20 საუკუნის ბოლოს მნიშვნელოვანი გამოკვლევები მიეძღვნა დრე-

კად ნარევთა ფიზიკური და მექანიკური თვისებების, ტემპერატურული 

ველებისა და დაძაბული მდგომარეობის შესწავლას. ამ გამოკვლევათა შედე-

გებმა პრაქტიკული გამოყენება ჰპოვა გათვლებში არაერთგვაროვანი მასალე-

ბის კონსტრუქციების მდგრადობაზე, მათი დამზადების ტექნოლოგიური 

რეჟიმის შემუშავებაში, აგრეთვე ახალი კომპოზიტური მასალების და 

ოპტიმალური სტრუქტურის შერჩევაში.  
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კომპოზიტური მასალებისგან დამზადებული კონსტრუქციის ელემენ-

ტებში, მათი არათანაბარი გაცხელების პირობებში წარმოშობილი თერმო-

დრეკადი დაძაბულობის შესწავლა დაკავშირებულია ისეთი მათემატიკური 

მოდელის შესწავლასთან, რომელიც აღწერს კომპოზიტის სითბოგამტა-

რებლობას და მექანიკურ ყოფაქცევას მიკრომოცულობაში. ამასთან ერთად 

გასათვალისწინებელია, რომ კომპოზიტური მასალების კომპონენტების მე-

ქანიკურ თვისებებს შორის განსხვავებები იწვევს მათი ტემპერატურების 

სხვადასხვაობას. ასეთი ეფექტის ტიპიური მაგალითია ელექტრო და რადიო-

მოწყობილობებში ფართოდ გავრცელებულ მაგნიტოდიელექტრიკებში 

ტემპერატურული ველი. აქედან გამომდინარე გაჩნდა აუცილებლობა ასეთი 

ტიპის კომპოზიტური მასალებისთვის აგებულიყო  ისეთი მათემატიკური 

მოდელი, რომელიც აღწერს ორტემპერატურიან ველს და მათ მიერ 

გამოწვეულ თერმოდრეკად ძაბვებს.  

 ორტემპერატურიან დრეკად ნარევთა თერმოდრეკადობის  წრფივი 

თეორიის მათემატიკური მოდელი მარცვლოვანი, ბოჭკოვანი და ფენოვანი 

სტრუქტურების მქონე  კომპოზიტებისათვის 1984 წელს აგებულ იქნა ლ. 

ხოროშუნისა და ნ. სოლტანოვის მიერ.  

 ჩვეულებრივ, სხეულში მიმდინარე პროცესების შესწავლა მიიყვანება 

შესაბამისი მათემატიკური მოდელისათვის, რომელიც კერძოწარმოებულიან 

დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემით აღიწერება, სასაზღვრო, შერეუ-

ლი ტიპის და სასაზღვრო-საკონტაქტო ამოცანების გამოკვლევაზე.  

თეორიული თვალსაზრისით დიდი ინტერესის საგანს წარმოადგენს 

აგრეთვე შესაბამისი მათემატიკური ამოცანების (ამოხსნათა არსებობის, სიგ-

ლუვის, ერთადერთობისა და მდგრადობის)  გამოკვლევა და ადექვატური  

გამოთვლითი ალგორითმების შექმნა პრაქტიკული გამოყენების მიზნით.  

 სამეცნიერო ლიტერატურაში ორკომპონენტიან დრეკად ნარევთა  ორ-

ტემპერატურიანი წრფივი თეორიის სამგანზომილებიანი და ბრტყელი სა-

საზღვრო,  შერეული და სასაზღვრო-საკონტაქტო ამოცანები ჯერჯერობით 

ნაკლებადაა  შესწავლილი.  არ არის შესწავლილი იგივე ამოცანები ბზარის 
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ტიპის დეფექტების შემცველი სხეულებისათვის. ამ უკანასკნელებში განსა-

კუთრებით  საინტერესოა დადგენილი იქნეს  ბზარის ბოლოების  მახლობ-

ლობაში ძაბვების კონცენტრაციის ზონები და შესაბამისი სინგულარობის 

მაჩვენებელი. სინგულარული ძაბვების წარმოშობა მოსალოდნელია აგრეთვე 

შერეული ამოცანების შემთხვევაშიც  იმ წერტილების მიდამოში, სადაც იცვ-

ლება სასაზღვრო პირობების ტიპი. ეს  სინგულარობები ხშირად დამოკი-

დებულია დრეკად და სხვა ფიზიკურ პარამეტრებზე და მათი ეფექტურად 

გამოსათვლელი ფორმულების მიღება მეტად მნიშვნელოვანია, როგორც 

თეორიული, ასევე პრაქტიკული თვალსაზრისით. 

 ტექნოლოგიური და ინდუსტრიული განვითარების თნამედროვე დო-

ნემ, აგრეთვე ბიოლოგიაში და მედიცინაში მიღწეულმა პროგრესმა, არსე-

ბითად განაპირობა რთული მიკროსტრუქტურის მქონე, როგორც უწყვეტ  

ტანთა მექანიკაში დრეკადი კომპოზიტების, ასევე ჰიდროდინამიკაში ბლან-

ტი სითხეების დაზუსტებული მათემატიკური მოდელების შესწავლა. ამ 

მოდელებით  აღიწერება რთული შინაგანი ბმის კომპოზიტური სხეულები, 

რომელთა მიკროსტრუქტურა ისეთია, რომ თითოეულ მატერიალურ  ნაწი-

ლაკს გააჩნია მექანიკური თავისუფლების ექვსი  ხარისხი,  სამი  გადაადგი-

ლების კომპონენტი  (მყარი სხეულის შემთხვევაში)  ან  სამი სიჩქარის კომ-

პონენტი (სითხის შემთხვევაში)  და მათგან დამოუკიდებული სამი მიკრობ-

რუნვის კომპონენტი. ასეთ სხეულებს (სითხეებს) მიკროპოლარულ სხეუ-

ლებს (სითხეებს) უწოდებენ. შევნიშნოთ, რომ ბლანტ არაკუმშვად სითხეთა 

კლასიკური თეორია უშვებს თავისუფლების  სამ  ხარისხს, სიჩქარის ვექტო-

რის სამი კომპონენტი. ორკომპონენტიან დრეკად ნარევთა ორტემპერატუ-

რიანი თეორია უშვებს თავისუფლების რვა ხარისხს,  კერძო გადაადგი-

ლებების  ვექტორების ექვს და ტემპერატურის ორ კომპონენტს.  

 როგორც ექსპერიმენტულმა გამოკვლევებმა დაადასტურა მიკრო-

პოლარულ სხეულებს არსებითად განსხვავებული მექანიკური თვისებები 

აღმოაჩნდათ. უწყვეტ ტანთა  მექანიკის არაცენტრულად  სიმეტრიულ  მიკ-

როპოლარულ სხეულებში, რომელთაც ჰემიტროპულ სხეულებს უწოდებენ, 
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შესაძლებელია მარცხენა და მარჯვენა მოგეზულობის დრეკადი ტალღების 

ერთდროულად  გავრცელება. გარდა ამისა, ღერძული გაჭიმვა იწვევს გრეხ-

ვის ეფექტს, რაც არ გვხვდება კლასიკურ თეორიაში.  აღმოჩნდა, რომ ჰემიტ-

როპული თვისებები შეიძლება გამომჟღავნდეს, როგორც მიკრო-ატომურ - 

მოლეკულურ დონეზე ასევე მაკრო დონეზე (სპირალური, შრუპის ანუ 

სჭვალის, ბოჭკოვანი და თხელი მემბრანული ტიპის ჩართვების შემცველი 

კომპოზიტები, ნანო მასალების და სხვა).  

 უნდა აღინიშნოს, რომ კომპოზიტური მასალებისათვის მათემატი-

კური მოდელები სხვადასხვა ტემპერატურული ველების გათვალისწინებით 

გამოირჩევიან თავიანთი რთული სტრუქტურით და მათი გამოკვლევა თა-

ნამედრომე მძლავრი მათემატიკური მეთოდების გამოყენებით მოითხოვს 

დიდ ძალისხმევას. ამდენად მიგვაჩნია, რომ ამ მიმართულებით  მიღებული 

შედეგები თავიანთი მეცნიერული ღირებულებებითა და პრაქტიკული 

გამოყენების თვალსაზრისით, ფრიად აქტუალური იქნება. 

 საზოგადოდ  სამგანზომილებიანი ამოცანების ამოხსნა საკმარისად 

რთულია. ზუსტი ანალიზური ამონახსნები მიიღება  ზოგიერთ კონკრეტულ 

შემთხვევებში. მაგალითად, თუ ვიხილავთ ამოცანას სპეციალური კონფიგუ-

რაციის მქონე სხეულებისათვის - ნახევარსივრცე, ბირთვი, ზოგიერთი 

ბრუნვითი სხეულებისთვის და სხვა. არსებობს დრეკადობისა და თერმო-

დრეკადობის თეორიის სამგანზომილებიანი ამოცანების ამოხსნის სხვადა-

სხვა მეთოდი:  ფუნქციონალური ანალიზის მეთოდი, ვარიაციული მეთოდი, 

პოტენციალთა მეთოდი და სხვა.  

 ვარიაციული და ფუნქციონალური ანალიზის მეთოდი გამოირჩევა 

დიდი ზოგადობით, რომელიც მოიცავს იმ შემთხვევასაც, როცა წონასწორო-

ბის განტოლებებში შემავალი კოეფიციენტები ცვალებადია და სასაზღვრო 

ზედაპირები საკმარისად რთული კონფიგურაციისაა. ამ მეთოდით სასაზღვრო 

ამოცანების ამოხსნა საკმარისი სიზუსტით გადმოცემულია გ. ფიკერას, კ. და-

ფერმოსის და სხვათა შრომებში. 
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 მიუხედავად იმისა, რომ პოტენციალთა და მრავალ განზომილებიანი 

სიგნგულარულ ინტეგრალურ განტოლებათა მეთოდი, რომელიც წარმოად-

გენს ჰარმონიულ პოტენციალთა და ფრედჰოლმის ინტეგრალურ განტოლე-

ბათა თეორიის იდეის უშუალო განზოგადებას, ჩამორჩება პირველ მიმართუ-

ლებას ზოგადობაში, მაინც ითვლება ერთ-ერთ ძლიერ მეთოდად, რომლის 

საშუალებითაც შეისწავლება დრეკადობის თეორიის და თერმოდრეკადობის 

თეორიის მნიშვნელოვანი სასაზღვრო ამოცანები. ამ ამოცანების ამოხსნის 

ერთადერთობისა და არსებობის თეორემები გადმოცემულია შემდეგ 

ავტორთა მონოგრაფიებში: ვ. კუპრაძე, თ. გეგელია, მ. ბაშელეიშვილი და თ. 

ბურჭულაძე - „დრეკადიბისა და თერმოდრეკადობის სამგანზომილებიანი 

ამოცანები“ , ვ. ნოვაცკის - „დრეკადობის თეორია “, ა. ლურიე - „დრეკადობის 

თეორია“, ასევე თ. ბურჭულაძის, თ. გეგელიას მ. ბაშელეიშვილის, ლ. 

გიორგაშვილის, შ. ზაზაშვილის, დ. ნატროშვილის, ო. ჭკადუას,   რ. გა-

ჩეჩილაძის და სხვათა ნაშრომებში. 

 დრეკადობის და თერმოდრეკადობის თეორიის სამგანზომილებიანი 

ამოცანების ამოხსნის ერთ-ერთი ძირითადი მეთოდია ფურიეს მეთოდი, 

რომელიც ეფუძნება მოცემული ძირითადი დიფერენციალური განტოლების 

ამოხსნას ცვლადთა განცალების მეთოდით გარკვეულ მრუდწირულ კორდი-

ნატთა სისტემის მიმართ. დრეკადობისა და თერმოდრეკადობის სტატიკისა 

და სტაციონარული რხევის შესაბამისი  ერთგვაროვანი  დიფერენციალური 

განტოლებათა სისტემების ამოხსნები  წარმოიდგინებიან  ჰარმონიული,  

ბიჰარმონიული  (სტატიკის შემთხვევაში) და მეტაჰარმონიული  (რხევის 

შემთხვევაში) ფუნქციების საშუალებით. ამ მიმართულებით დრეკადობის 

კლასიკურ თეორიაში საყოველთაოდაა ცნობილი უ. კელვინის, ჟ.ადამარის, 

ჟ. ბუსინესკის, მ. პაპკოვიჩის, გ. ნეიბერის, ე. ტრეფტცის, მ. სლობოდიანსკის, 

კოლოსოვ - მუსხელიშვილის და სხვათა შრომები, რომლებშიც 

გადაადგილების ვექტორი წარმოდგენილია ჰარმონიული და ბიჰარმონიუ-

ლი ფუნქიებით.  აღნიშნული წარმოდგენები საშუალებას იძლევა განვავითა-
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როთ ცვლადთა განცალების მეთოდი (გარკვეულ მრუდწირულ კორდი-

ნატთა სისტემის მიმართ) დრეკადობის თეორიაში კანონიკური ზედაპი-

რებით შემოსაზღვრული არეების შემთხვევაში. ამ მეთოდით სასაზღვრო 

ამოცანების ამოხსნის მთელი სირთულე გადატანილია სასაზღვრო პირობე-

ბის დაკმაყოფილებაში. სასაზღვრო პირობების დაკმაყოპილების ერთ-ერთი 

მიდგომა მოცემულია ა. ულიტკოს, პ. მორსის და ჰ. ფეშბახის, მ. ბაშელეიშვი-

ლის ლ. გიორგაშვილის, დ. ნატროშვილის და სხვათა შრომებში.  

  როცა არის საზღვარს სიბრტყეები წარმოადგენს, მაშინ ასეთი არეები-

სათვის სასაზღვრო ამოცანების ეფექტური ამოხსნები მიიღება სიმეტრიის 

პრინციპის გამოყენებით, რომელიც დრეკადობის თეორიაში პირველად 

დაამტკიცა ე. ობოლაშვილმა. ვ. კუპრაძისა და თ. ბურჭულაძის მიერ შესწავ-

ლილია თერმოდრეკადობის სასაზღვრო ამოცანები  𝜋/2n   (n≥ 0 -  მთელი 

რიცხვია) ხაზოვანი კუთხის შემცველი ორწახნაგა  კუთხეებისათვის. ამოხს-

ნები მიღებულია კვადრატურებში. 

  ზემოთ აღნიშნული პაპკოვიჩ-ნეიბერის, ბუსინესკის, სლობოდიანს-

კის წარმოდგენები საშუალებას იძლევიან ამოვხსნათ სასაზღვრო ამოცანები 

ისეთი არეებისათვის, რომლებიც შემოსაზღვრულნი არიან სიბრტყეებით. 

ტრეფტცის წარმოდგენა მოსახერხებელია სფერული ზედაპირებით შემო-

საზღვრული არეებისათვის სასაზღვრო და სასაზღვრო-საკონტაქტო ამოცა-

ნების შესასწავლად, თუმცა სასაზღვრო პირობების დაკმაყოფილების ალგო-

რითმი საკმარისად რთულია. 1980 წელს პრფესორ ლ. გიორგაშვილმა მიიღო 

ლამეს დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემის ამოხსნის ისეთი წარ-

მოდგენა, რომელიც საშუალებას იძლევა, როგორც გადაადგილების  ვექ-

ტორი, ასევე ძაბვის ვექტორი წარმოდგენილი იქნას ფურიე-ლაპლასის  

მწკრივად, ერთი და იმავე  ორთონორმირებულ ვექტორთა სრულ სისტემაში. 

ასეთ შემთხვევაში სასაზღვრო და სასაზღვრო-საკონტაქტო ამოცანების 

შესწავლა დაიყვანა წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემის გამოკვლე-

ვაზე. თუ სასაზღვრო პირობებზე მოვითხოვთ სიგლუვის გარკვეულ საკმა-

რის პირობებს, მაშინ სასაზღვრო ამოცანების ამონახსნები  მიიღება 
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აბსოლუტურად და თანაბრად კრებადი ფურიე-ლაპლასის მწკრივების 

სახით. სასაზღვრო და სასაზღვრო-საკონტაქტო ამოცანები სტაციონარული 

რხევის შემთხვევაში შეისწავლება ანალოგიურად სტატიკის ამოცანებისა. ამ 

ამოცანების ამოხსნის ერთადერთობის თეორემების შესწავლა ხდება გრინის 

ფორმულების გამოყენებით. შევნიშროთ, რომ როცა ვიხილავთ ერთადერ-

თობის თეორემებს გარე ამოცანებისათვის, საჭიროა სტატიკის შემთხვევაში 

გადაადგილების ვექტორს და მის პირველი რიგის წარმოებულებს უსასრუ-

ლოდ დაშორებული წერტილის მახლობლობაში მოვთხოვოთ ქრობის გარკ-

ვეული პირობები, ხოლო სტაციონარული რხევის შემთხვევაში კი გადაადგი-

ლების ვექტორი უსასრულოდ დაშორებული წერტილის მახლობლობაში 

უნდა აკმაყოფილებდეს  ეგრეთწოდებულ  ზომერფელდ-კუპრაძის გამოსხი-

ვების პირობას, 1997 წელს ლ.გიორგაშვილმა (იხ.  Georgian Math. J.,4 , N5 

(1997),  421 -438) ზომერფელდ-კუპრაძის  გამოსხივების პირობების გარეშე 

დაამტკიცა თერმოდრეკადობის თეორიის სტაციონარული რხევის სასაზღვ-

რო ამოცანების ერთადერთობის თეორემები გარე არისათვის. 

სადისერტაციო ნაშრომი შედგება შესავლის, ოთხი თავისა და 

ლიტერატურის ჩამონათვალისაგან. 

შესავალში გადმოცემულია დრეკადობის კლასიკური თეორიიდან 

დრეკად ნარევთა თეორიამდე განვითარების მოკლე ისტორიული ფაქტები. 

საუბარია სასაზღვრო ამოცანების ამოხსნის ფურიეს მეთოდზე და მის 

უპირატესობაზე სხვადასხვა კანონიკური ზედაპირებით  შემოსაზღვრული 

არეების შემთხვევაში. 

 პირველ თავში მოყვანილია ზოგიერთი დამხმარე თეორემა და ფორ-

მულა. კერძოდ მოყვანილია, თუ რა სახე აქვს ორ კომპონენტიან დრეკად 

ნარევთა თეორიის სტატიკის დიფერენციალურ განტოლებათა ერთგვაროვან 

სისტემას, ასევე ორტემპერატურიან დრეკად ნარევთა თეორიის სტატიკის  

დიფერენციალურ განტოლებათა ერთგვაროვან სისიტემას, როდესაც ნა-

რევში მონაწილე დრეკადი სხეულების კერძო გადაადგილება ერთმანეთის 
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ტოლია. ამავე თავში მიღებულია ორტემპერატურიან დრეკად ნარევთა თეო-

რიის სტატიკის ერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემის 

ამოხსნის ზოგადი წარმოდგენის ფორმულა, რომელიც გამოსახულია ოთხი 

ჰარმონიული და ერთი მეტაჰარმონიული ფუნქციების საშუალებით.  

 მეორე თავში, პირველ თავში მიღებული ზოგადი ამოხსნის წარ-

მოდგენის ფორმულის საშუალებით, ამოხსნილია ორტემპერატურიანი დრე-

კად ნარევთა თეორიის სტატიკის დიფერენციალურ განტოლებათა ერთგვა-

როვანი სისტემისათვის არაკლასიკური სასაზღვრო ამოცანები ბირთვისათ-

ვის და უსასრულო სივრცისათვის ბირთვული ღრუთი. კერძოდ შესწავლი-

ლია შემდეგი ამოცანები: 

1) როდესაც საზღვარზე მოცემულია გადაადგილების ვექტორის ნორმა-

ლური მდგენელის, ძაბვის ვექტორის მხები მდგენელის  და ტემპერატურუ-

ლი ცვლილების ან ტემპერატურული ნაკადების ზღვრული  მნიშვნელობები. 

2) როდესაც საზღვარზე მოცემულია ძაბვის ვექტორის ნორმალური მდგენე-

ლის, გადაადგილების ვექტორის მხები  მდგენელის და  ტემპერატურული  

ცვლილების ან  ტემპერატურული  ნაკადების ზღვრული მნიშვნელობები. 

3) როდესაც საზღვარზე მოცემულია გადაადგილების ვექტორის ნორმა-

ლური მდგენელის, ბრუნვის ვექტორის მხები მდგენელის  და ტემპერატუ-

რული  ცვლილების ან ტემპერატურული ნაკადების  ზღვრული მნიშვნელო-

ბები.  დამტკიცებულია ამ ამოცანების ამოხსნის ერთადერთობის თეორემები. 

ამოცანების ამოხსნები მიღებულია ფურიე-ლაპლასის მწკრივების სახით. 

შესწავლილია ამ მწკრივების კრებადობის საკითხი. 

 მესამე თავში შესაწავლილია ორკომპონენტიანი დრეკად ნარევთა 

თეორიის სტატიკის სასაზღვრო ამოცანები ნახევარსივრცისათვის, როდესაც 

ნახევარსივრცის საზღვარზე მოცემულია: 

1) კერძო გადაადგილებების ნორმალური მდგენელებისა და ძაბვის 

ვექტორების მხები მდგენელების ზღვრული მნიშვნელობები. 

2) კერძო ძაბვების ნორმალრი მდგენელებისა და კერძო გადაადგილებების 

მხები მდგენელების  ზღვრული მნიშვნელობები. 
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3) კერძო გადაადგილებების ნორმალური მდგენელებისა და ბრუნვის ვექ-

ტორის მხები მდგენელების ზღვრული მნიშვნელობები. ასევე შესწავლილია 

ორტემპერატურიანი დრეკად ნარევთა თეორიის (როდესაც კერძო გადაად-

გილებები ერთმანეთის ტოლია) სტატიკის სასაზღვრო ამოცანები, როდესაც 

ნახევარსივრცის საზღვარზე მოცემულია გადაადგილების ნორმალური 

მდგენელის, ბრუნვის ვექტორის მხები მდგენელის და ტემპერატურული 

ცვლილებებისა ან ტემპერატურული ნაკადების ზღვრული მნიშვნელობები. 

გამოყენებულია ამ ამოცანების ამოხსნის ახალი მეთოდი, რომელიც დაკავში-

რებულია ჰარმონიული ფუნქციებისათვის ნახევარსივრცის შემთხვევაში 

დირიხლესა და ნეიმანის ამოცანების ამოხსნასთან. ამ თავში შესწავლილი 

ამოცანების ამოხსნები მიღებულია კვადრატურებში სასაზღვრო ვექტორ-

ფუნქციების საშუალებით. 

 მეოთხე თვში შესწავლილია ორტემპერატურიანი დრეკად ნარევთა 

თეორიის (როდესაც კერძო გადაადგილებები ერთმანეთის ტოლია) სტატი-

კის სასაზღვრო ამოცანები მთელი სივრცისათვის ორი ურთიერთ არაგადამკ-

ვეთი ბირთვული ღრუთი, როდესაც სფერულ ზედაპირებზე მოცემულია 

გადაადგილების ვექტორის ნორმალური მდგენელის, ძაბვის ვექტორის 

მხები მდგენელისა და ტემპერატურული ცვლილებების ან სითბური 

ნაკადების ზღვრული მნიშვნელობები. ამ თავში შესწავლილია ასევე ნახევარ-

სივრცის სასაზღვრო ამოცანები ბირთვული ღრუთი, როცა ნახევარ-სივრცისა 

და ბირთვის საზღვარზე მოცემულია ძაბვის ვექტორის ნორმალური 

მდგენელის, გადაადგილების ვექტორის მხები მდგენელისა და 

ტემპერატურული ცვლილებების ან სითბური ნაკადების ზღვრული მნიშვ-

ნელობები. ამ ამოცანების ამოხსნები დაიყვანება წრფივ ალგებრულ განტო-

ლებათა უსასრულო სისტემის გამოკვლევაზე. ნაჩვენებია, რომ ეს უსასრულო 

სისტემები  არიან   კვაზი რეგულარულნი.  ამოცანების ამოხსნები მიღებუ-

ლია აბსოლუტურად და თანაბრად კრებადი მწკრივების სახით. 
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თავი I.  ძირითდი განტოლებები და მათი ამონახსნების 

წარმოდგენები 

§1. ზოგიერთი აღნიშვნა და ტერმინი 

 აღვნიშნოთ  ℝn სიმბოლოთი ევკლიდეს  n- განზომილებიანი სივრცე. 

ვთქვათ  ℝ𝑛,  𝜕Ω-თი ავღნიშნოთ   არის საზღვარი,  -თი კი   არის  

ჩაკეტვა, ე.ი. .   

 განსაზღვრება 1.1.  ნამდვილ, უწყვეტ ფუნქციათა სიმრავლე Ω არეში 

აღვნიშნოთ   C - თი.  kC -თი, სადაც k  მთელი დადებით რიცხვია,  

ავღნიშნოთ Ω  არეზე  განსაზღვრულ იმ ნამდვილ ფუნქციათა სიმრავლე 

რომლებსაც ამ არეში გააჩნიათ უწყვეტი წარმოებული k - რიგამდე ჩათვლით. 

 განსაზღვრება 1.2. ვიტყვით, რომ Ψ(x) ფუნქცია უწყვეტად გაგრძელე-

ბადია საზღვრის  y  წერტილში,  თუ  არსებობს  სასრული  ზღვარი  

 .lim
yx

x


  

განსაზღვრება 1.3.   kC სიმბოლოთი ავღნიშნოთ სიმრავლე  kC  

კლასის იმ ფუნქციებისა, რომელთა ყველა კერძო წარმოებულები k - რიგამდე  

ჩათვლით უწყვეტად გაგრძელებადია    საზღვრის ყოველ წერტილში.  

განსაზღვრება 1.4.   ვთქვათ Ψ(x) არის ვექტორი ან მატრიცა, რომელიც 

განსაზღვრულია  Ω  არეში. მაშინ       kk CC   ნიშნავს, რომ მისი 

ყოველი კომპონენტი ეკუთვნის Ck(Ω) [Ck(Ω)] კლასს. აღვნიშნოთ Ω+-ით  ℝn  

სივრცის სასრული არე, რომელიც  შემოსაზღვრულია    ზედაპირით,  

ხოლო  Ω- -ით კი    არის დამატება  ℝn სივრცემდე, ე.ი. Ω-=ℝn\ .  

განსაზღვრება 1.5.  ვთქვათ Ω+ (Ω-) არეში განსაზღვრული  x  

ფუნქცია უწყვეტად გაგრძელებადია z  წერტილში. მაშინ 

      
zz   სიმბოლოთი აღვნიშნოთ შემდეგი ზღვარი 

    
zx

xz






  lim      .lim 













 zx

xz   
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§2. ძირითადი განტოლებები 

 სამგანზომილებიან ორკომპონენტიან დრეკად ნარევთა წრფივი 

თეორიის სტატიკის ერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებათა სის-

ტემას აქვს სახე [26]  

011  udgraddivucugraddivbua ,                              (1) 

,022  ugraddivbuaudgraddivuc                              (2) 

სადაც   T321 ,, uuuu  ,  T321 ,, uuuu   კერძო გადაადგილების ვექტორებია,      

  ლაპლასის სამგანზომილებიანი ოპერატორია, T ტრანსპონირების სიმბოლოა 

,511  a     ,2
1511 




 b     ,522  a  

,1
2522 




 b       ,53  c    ,53    

,533 



  1d       ,21  

 

21,  დრეკად ნარევის კერძო სიმკვრივეებია, ,,.....,., 521  321 ,,    ნარევის 

დრეკადი მუდმივებია, რომლებიც აკმაყოფილებენ შემდეგ უტოლობებს  [26]    

 1 >0,       1   2  -  2

3 >0,   ,05     
3

2
1    1 02  




, 

.
3

2

3

2

3

2
2

1
33

1
22

2
11 


























 














  

ამ უტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ [38]  

0: 2

211  caad ,      ,0:
2

22112  dcbabad   01 a , 011  ba .   (3) 

ძაბვის ვექტორს აქვს შემდეგი სახე [38]   

        TUnUnUn ,,,, 21  ,                                   (4)   

  სადაც         ,,
T

uuU                      

         ,,,, 211 ununUn   

         ,,,, 432 ununUn   

     urotnundiv
n

u
un 













 51

2
11

1 2, 



 , 
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     urotnundiv
n

u
un 













 53

1
33

2 2, 



 , 

     urotnundiv
n

u
un 













 53

1
33

3 2, 



 , 

     urotnundiv
n

u
un 













 52

1
22

4 2, 



 , 

 T321 ,, nnnn   არის ერთეულოვანი ვექტორი,  ba  სიმბოლო აღნიშნავს  

ორი ვექტორის  ვექტორულ  ნამრავლს   ℝ3-ში,  
 






 3

1j j

j
x

n
n

.  

ორტემპერატურიან დრეკად ნარევთა თეორიის სტატიკის დიფერენ-

ციალურ განტოლებათა ერთგვაროვან სისტემას, როცა ნარევში შემავალი 

ორი დრეკადი სხეულის კერძო გადაადგილებები ერთმანეთის ტოლია, აქვს 

შემდეგი სახე  [27]  

    ;02211   gradgraddivuu                       (5) 

  0212211   , 

  0212312   ,                               (6) 

სადაც ∆  ლაპლასის სამგანზომილებიანი ოპერატორია,  T321 ,, uuuu   არის  

კომპოზიტურ მასალაში შემავალი ორი მყარი სხეულის ერთმანეთის ტოლი 

გადაადგილების ვექტორი, 21 ,  მყარი სხეულების ტემპერატურების ცვლი-

ლებებია,  j, 3,2,1, j   დადებითი   ფიზიკური  მუდმივებია,  ,  

დრეკადი მუდმივებია,  21,   თერმული პროცესების დამახასიათებელი 

მუდმივებია, რომლებიც  აკმაყოფილებენ  შემდეგ  უტოლობებს 

,0   023   ,    02

231  ,      2,1,0  jj .                         (7) 

ვთქვათ   T21,, uU  .  ძაბვის ვექტორს, რომელსაც   Un,   სიმბო-

ლოთი აღვნიშნავთ აქვს შემდეგი სახე [27]  

     ,,, 2211   nunUn                                    (8) 

  სადაც   n  არის  ერთეულოვანი ვექტორი, ხოლო 

   rotunndivu
n

u
un 




 2,  . 
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§ 3 ზოგიერთი დამხმარე ფორმულა და თეორემა 

 ვთქვათ  ,,r     20,0,0  r     x ℝ3   წერტილის 

სფერული კოორდინატებია.  1
- ით  აღვნიშნოთ ℝ3  სივრცეში ერთეულ-

რადიუსიანი სფერო ცენტრით  კოორდინატთა სათავეში. 

 განვიხილოთ  12L  სივრცეში ორთონორმირებულ ვექტორთა სრუ-

ლი სისტემა   [8],  [33 ] 

     ,0,,,  ke m

krmk   

 
 

  





 ,
sin1

1
, m

kmk

e
e

kk



















 ,    ,1k  

   
 

  


 
 ,

sin1

1
, m

kmk e
e

kk



















 , ,1k              (9) 

სადაც  km  ,   eeer ,,   ორთონორმირებული ვექტორებია:   ℝ 3-ში, 

 T cos,sinsin,sincosre , 

 T sin,cossin,coscos e , 

 T0,cos,sin  e , 

  
 
 

   ,cos
!

!

4

12
, 


 imm

k

m

k e
mk

mkk








  

  cosm

k   ლეჟანდრის მიკავშირებული  პოლინომია. 

 ვთქვათ  T321 ,, ffff    ვექტორ-ფუნქცია და 4f   ფუნქცია წარმოდგე-

ნილია შემდეგი ფურიე-ლაპლასის  მწკრივების სახით. 

           ,,1,,
0

mkmk

k

km

mkmkmkmk

k

Zkkf  






, 

    ,,,
0

4 







k

km

m

kmk

k

Yf                             (10) 

სადაც  mkmkmkmk  ,,,  ფურიეს  კოეფიციენტებია, რომლებიც გამოითვლე-

ბიან შემდეგი ფორმულებით. 

    ,0,sin,,
0

2

0

  kdfd mkmk 

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 
    ,1,sin,,

1

1

0

2

0




  kdfd
kk

mkmk 


                 (11) 

 
    ,1,sin,,

1

1

0

2

0




  kdfd
kk

mkmk 


 

     .0,sin,,
0

4

2

0

  kdfd m

kmk 


 

აქ  mkmkmk  ,,   ვექტორები და  m

k  ფუნქცია წარმოადგენენ  შესაბამისად  

mkmkmk  ,,  ვექტორებისა და   m

k  ფუნქციის კომპლექსურად შეუღლებულ 

ვექტორ-ფუნქციებს. სიმბოლო b  აღნიშნავს ორი ვექტორის სკალარულ 

ნამრავლს  ℝ3-ში. 

 შევნიშნოთ, რომ (10) ფორმულაში და შემდგომში ანალოგიური მწკრი-

ვების იმ   შესაკრებებში,  რომლებიც შეიცავენ   ,mk  და  ,mk   

ვექტორებს, შეჯამების ინდექსი იცვლება 1-დან  + ∞-მდე. 

 ჩამოვაყალიბოთ რამოდენიმე მნიშვნელოვანი თეორემა  [8] , [32] 

თეორემა  1.6.  თუ      ,)(
124  wzf , მაშინ mk  კოეფიციენტი, რომელიც 

განსაზღვრულია (1.11) ფორმულით, უშვებს შემდეგ შეფასებას 

   ,1,    m

kmk k                                                   (12) 

სადაც       .
2

0








m

k

k

kmk

  

თეორემა  1.7.   თუ      ,)(
1 Czf   სადაც 1

ერთეულრადიუსიანი  

სფეროა, მაშინ  mkmkmk  ,,  კოეფიციენტები, რომლებიც განსაზღვრულნი 

არიან  (11) ფორმულებით, უშვებენ  შემდეგ  შეფასებებს 

      1,,, 11    kOkOkO mkmkmk  .                                (13) 

თეორემა 1.8.    ნებისმიერი  0k -თვის    ,m

k   ფუნქცია და    ,,mk   

 ,,mk    ,mk   ვექტორები უშვებენ  შემდეგ  შეფასებებს: 

     ,0,
4

12
,,

4

12
, 





 k

kk
mk

m

k





  

 
 

 
 

.1,
12

12
,,

12

12
, 









 k

k

kk

k

kk
mkmk                            (14) 
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შემდგომში  ჩვენ ვისარგებლებთ შემდეგი ტოლობებით [8]  

    ,,,  m

kmkre       ,0,  mkre       .0,  mkre  

   ,0,  mkre          ,,,  mkmkre       ,,,  mkmkre   

         ,,
2

,  m

kmk ra
rdr

d
radiv 








  

    
 

    ,,
1

,  m

kmk ra
r

kk
radiv 


  

     ,0,  mkradiv  

       
 

 
   ,,

1
,,  mkmk

m

k ra
r

kk

dr

rda
ragrad 


  

           ,,1,  mk

m

k rakkrxarot                                (15) 

    
 

   ,,
1

,  mkmk ra
r

kk
rarot 


  

        ,,
1

,  mkmk ra
rdr

d
rarot 








  

    
 

       ,,
1

,
1

,  mkmkmk ra
rdr

d
ra

r

kk
rarot 











  

       
         ,,

1
1,

1
,  mkmk

m

k ra
rdr

d
kkra

r

kk
rxarotrot 











  

სადაც   ,,, 321 xxxx    ra  _ r -ის  ნებისმიერი (წარმოებადი) ფუნქციაა. 

 ვთქვათ   RB ℝ3 არის ბირთვი, რომელიც შემოსაზღვრულია  

 
R

 სფერული ზედაპირით, ცენტრით კოორდინატთა სათავეში და 

რადიუსით  .R  შემოვიღოთ აღნიშვნა  : ℝ3\ .  

სამართლიანია შემდეგი ტოლობები [8], [44]  

  




 


 i,SemTxvevaS sxva yvela

 roca

,0

,0,2
,

2 mkR
dsm

k


  

 
    

mk

mkReeie
ds mmmmm

mk










 




isaTvis,mniSvnelob sxva yvela is- da,0

,1,0,1,2
3

2

,
2

30211111 


  
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   


 ,,2, dsds mkmk                                         (16) 

       ,0, 


dsmk   ყოველი k და m რიცხებისთვის, სადაც    ,,, 321

T

jjjje   

,3,2,1j   საბაზისო ვექტორებია,  kj  კრონეკერის სიმბოლოა,  

ე.ი.  









.,0

,,1

jk

jk
kj

 roca

roca
  

განსაზღვრება 1.9.     არეში განსაზღვრული   xu  ვექტორ-ფუნქციას 

ვუწოდოთ რეგულარული, თუ      .12  CCxu   

 

 

 

§ 4.  ორ ტემპერატურიან დრეკად ნარევთა თეორიის სტატიკის 

დიფერენციალურ განტოლებათა ერთგვაროვანი სისტემის 

ამონახსნის წარმოდგენა 

თეორემა 1.10.  იმისათვის, რომ   T21,, uU   ვექტორი იყოს (5)-(6) 

სისტემის რეგულარული ამონახსნი    არეში, აუცილებელი და საკმარისია, 

რომ იგი წარმოიდგინებოდეს შემდეგი სახით: 

        












 xxrrotrotx

r
ragradrxgradxu 2

2

2

2

1 1

        ,514213 xgradaxxxxrot    

           ,253 532

2

141 xx
r

rx 










 

           
 (17) 

                        ,253 521

2

142 xx
r

rx 












   

სადაც 

  ,0 xj   ,4,3,2,1j        ,05

2

1  x       ,/2 231

2

1 d    

,2

231  d     ,2/  a     ,2123211  a  

  ,, 321

T
xxxx     ,xr    .gradx

r
r 



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დამტკიცება.   ვთქვათ   T21,, uU   ვექტორი არის (5)-(6) სისტემის  ამონახს-

ნი.  (6) სისტემიდან  ვღებულობთ, რომ  

         ,0232121  xx   

       ,021

2

1  xx                                               (18) 

სადაც    ლაპლასის სამგანზომილებიანი ოპერატორია,  ხოლო  

  ,/2 231

2

1 d         .02

231  d  

(18)  სისტემიდან ვღებულობთ, რომ  

               ,532 4231232121 x
r

rxx 












   

         xxx 5231

2

121 22   , 

სადაც        ,04  x          05

2

1  x . 

უკანასკნელი სისტემიდან ვღებულობთ, რომ 

           ,253 532

2

141 xx
r

rx 












   

          .253 521

2

142 xx
r

rx 












              (19) 

თუ   x1   და   x2   ფუნქციების ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ (5)  

განტოლებაში,  მივიღებთ 

       

   ,2

53

51

2

1

421

xgrada

x
r

rgradgraddivuu





















    (20) 

სადაც    

   ,2123211  a      .gradx
r

r 



 

(20)  დიფერენციალური განტოლების ამონახსნი წარმოიდგინება შემ-

დეგი სახით 

     ,~
0 xuxuxu                                          (21) 

სადაც  T321
~,~,~~ uuuu    არის  (20) დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემის 

რაიმე კერძო ამონახსნი, ხოლო  T3020100 ,, uuuu    ვექტორი არის შემდეგი  

ერთგვაროვანი  
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      ,000  xgraddivuxu                               (22) 

სისტემის ზოგადი ამონახსნი. 

(20)  სისტემის კერძო ამონახსნს აქვს შემდეგი სახე 

       .~
51421 xgradaxxxu                                 (23) 

(22)  სისტემის ზოგადი ამონახსნი წარმოიდგინება შემდეგი სახით [9] 

           ,1 32

2

2

2

10 xxrotxxrrotrotx
r

ragradrxgradxu 












  (24) 

სადაც     ,0 xj    ,3,2,1j       .2 a  

 თუ   xu~   და   xu0   ვექტორების მნიშვნელობებს  (23) და (24)-დან  

შევიტანთ   (21)-ში, მივიღებთ  დასამტკიცებელ  (17)  ფორმულას. 

 უშუალო შემოწმებით მტკიცდება, რომ  T21,, uU   ვექტორი წარ-

მოდგენილი  (17)  სახით არის (5)-(6) სისტემის ამონახსნი. 

 

 

 

§ 5.  ზოგიერთი მნიშვნელოვანი თეორემა 

               თეორემა 1.11.   T21,, uU   ვექტორი წარმოდგენილი  (17) სახით  

ცალსახად იქნება განსაზღვრული     არეში   5,1,  jxj  ფუნქციებით, 

თუ სრულდება შემდეგი პირობა 

  




r

rj dx 0 ,   3,1j ,    Rxr   ,                       (25) 

  




r

rj dx 0 ,  3,2j ,    Rxr   ,                       (26) 

ე.ი.  T21,, uU   ვექტორის ნულოვან მნიშვნელობას შეესაბამება  

 T521 ,....,,    ვექტორის ნულოვანი მნიშვნელობა და პირიქით. 

დამტკიცება.   ვთქვათ    ,0xu       ,0xj    ,2,1j      .x   მაშინ (17)-დან 

ვღებულობთ, რომ    ,04  x     ,05  x    x    და   
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          .01 32

2

2

2

1 












 xxrotxxrrotrotx

r
ragradrxgrad      (27) 

ტოლობის ორივე მხარეს მოვახდინოთ  div  ოპერატორი, მივიღებთ 

  ,0132 2 

























x

r
r

r
r    .x                            (28) 

    არეში    x2    ფუნქცია წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით 

       ,, 2

0

2 mk

k

k

km

m

k

k

R

r
x 








  



 

  

 სადაც    2

mk   ნებისმიერი მუდმივია. 

თუ     x2    ფუნქციის ამ მნიშვნელობას შევიტანთ  (28)-ში,  მივიღებთ 

        ,0,321 2

0









 



 

mk

k

k

km

m

k

k

R

r
kk        .x  

თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს გადავალთ ზღვარზე, როცა  Rr  ,  

მივიღებთ 

        ,0,321 2

0




 

mk

k

k

km

m

kkk          ,1x  

საიდანაც დავასკვნით, რომ       ,02 mk      ,0k    ე.ი.      ,02  x      .x  

თუ (27)-ში  გავითვალისწინებთ, რომ    ,02  x  მივიღებთ 

     ,031  xxrotxgrad     .x                                     (29) 

ტოლობის ორივე მხარეს მოვახდინოთ   rot-ის ოპერაცია  და  გავითვალისწი-

ნოთ  ტოლობები ,0rotgrad   , graddivrotrot  მივიღებთ 

  ,01 3 












x

r
rgrad      .x  

თუ ტოლობის  ორივე  მხარეს  სკალარულად  გავამრავლებთ   T321 ,, xxxx    

ვექტორზე, მივიღებთ 

  ,01 3 
















x

r
r

r
r     .x                             (30) 

 x3   ფუნქცია    არეში წარმოვადგინოთ  შემდეგი  სახით 

       ,, 3

0

3 mk

k

k

km

m

k

k

R

r
x 








  



 

       .x                          (31) 
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თუ    x3  ფუნქციის ამ მნიშვნელობას  შევიტანთ  (30)-ში, მივიღებთ  

       ,0,1 3

0









 



 

mk

k

k

km

m

k

k

R

r
kk         .x  

თუ  ამ ტოლობის ორივე მხარეს გადავალთ ზღვარზე, როცა Rr  ,  

მივიღებთ 

       ,0,1 3

0




 

mk

k

k

km

m

kkk        ,1x  

აქედან  ვღებულობთ, რომ    ,03 mk  1k . თუ ამ ტოლობას  გავითვალის-

წინებთ   (31)-ში, მივიღებთ 

   ,
2

1 3

003 


x      .x  

თუ   x3  ფუნქციის ამ მნიშვნელობას  შევიტანთ  (25)-ში, მივიღებთ, რომ    

  ,03

00    ე.ი.    ,03  x   .x   ამ ტოლობის გათვალისწინებით  (29)-დან  

ვღებულობთ   ,01  xgrad    ანუ    .1 constcx    თუ   ,1 x   ფუნქციის ამ 

მნიშვნელობას  შევიტანთ  (25)-ში, მივიღებთ, რომ  ,0c   ე.ი.     ,01  x   

.x  

 ვთქვათ   ახლა    ,0,, 21 
T

uU    
x ,  მაშინ  (17)-ის  მეორე და 

მესამე  ტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ     ,05  x     x   და  

    ,053 4 










 x

r
r      .x                            (32) 

   არეში  განსაზღვრული   ,4 x   ფუნქცია წარმოვადგინოთ  

შემდეგი სახით 

       ,, 4

0

1

4 mk

k

k

km

m

k

k

r

R
x 








  



 



         x  ,                    (33) 

სადაც     ,4

mk   ნებისმიერი მუდმივია. 

 თუ    x4   ფუნქციის  (33)  მნიშვნელობას შევიტანთ  (32)-ში  

მივიღებთ 

          ,0,22 4

0

1













 



mk

k

k

km

m

k

k

r

R
k    .x  
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აქედან, თუ  გავითვალისწინებთ, რომ       ,022  k    ,0k   

მივიღებთ, რომ     ,04 mk     ,0k   ანუ      ,04  x    .x  

 (27)  ტოლობის ორივე მხარეს მოვახდინოთ   div -ის  ოპერაცია, 

მივიღებთ 

  ,0132 2 

























x

r
r

r
r     .x                             (34) 

  არეში   x2  ფუნქცია  წარმოვადგინოთ  შემდეგი  სახით: 

       ,, 2

1

0

2 mk

m

k

k

k

k

km r

R
x 












 

        .x                         (35) 

თუ   x2   ფუნქციის  ამ მნიშვნელობას  შევიტანთ  (34)-ში,  მივიღებთ 

       ,0,12 2

0

1









 



 



mk

k

k

km

m

k

k

r

R
kk     .x  

აქედან გამომდინარეობს, რომ    ,02 mk  .1k   თუ ამ ტოლობას  გავითვალის-

წინებთ  (35)-ში, მივიღებთ 

   ,
2

2

002 
r

R
x


    .x  

თუ  x2   ფუნქციის ამ მნიშვნელობას გავითვალისწინებთ  (26)-ში, 

მივიღებთ, რომ    ,02

00   და მაშასადამე    ,02  x    .x  

  ,02  x    x   გავითვალისწინოთ  (27)-ში, მივიღებთ   

     ,031  xxrotxgrad     .x                                         (36) 

ტოლობის ორივე მხარე  სკალარულად გავამრავლოდ   T321 ,, xxxx    ვექ-

ტორზე და გავითვალისწინოთ, რომ   ,
r

rgradx



      ,03  xxrotx    მი-

ვიღებთ 

  ,01 



x

r
r      .x                                         (37) 

 x1   ჰარმონიული ფუნქცია წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით 

       ,, 1

0

1

1 mk

k

k

km

m

k

k

r

R
x 








  



 



     .x  

თუ    x1    ფუნქციის ამ მნიშვნელობას  შევიტანთ  (37)-ში, მივიღებთ 
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       ,0,1 1

0

1









 



 



mk

k

k

km

m

k

k

r

R
k       .x  

აქედან  გამომდინარეობს,  რომ    ,01 mk    ,0k   ანუ    ,01  x    .x  

 (37)  ტოლობიდან    ,01  x   ტოლობის გათვალისწინებით 

ვღებულობთ, რომ    

   ,03  xxrot     .x                                          (38) 

 x3   ჰარმონიული  ფუნქცია წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით 

       ,, 3

0

1

3 mk

k

k

km

m

k

k

r

R
x 








  



 



  .x  

თუ   x3  ფუნქციის ამ  მნიშვნელობას  შევიტანთ  (38)-ში და გავითვალის-

წინებთ  (15)  ფორმულას, მივიღებთ 

      ,0,1 3

0

1













 



mk

k

k

km

mk

k

r

R
kk     .x  

აქედან  ვღებულობთ, რომ     ,03 mk    ,1k   ანუ   

   .
2

3

003 
r

R
x


                                   (39) 

(26)-დან  (39)-ის გათვალისწინებით  ვღებულობთ, რომ    ,03

00   ანუ  

  ,03  x    .x   ამრიგად მივიღეთ, რომ  თუ სრულდება  (25) და (26) 

ტოლობები, მაშინ   ,0,, 21 


uU  ტოლობიდან გამომდინარეობს  

  ,0 xj  5,....,2,1j  ტოლობა შესაბამისად   
  და  

  არეებში.  პირიქით, 

თუ     5,....,2,1,0  jxj     x   ან  
x  არეში, მაშინ  (17) ფორმულიდან 

გამომდინარეობს, რომ   0xU   შესაბამისად  
  და  

  არეში. 

თეორემა 1.12.   თუ (5)-(6) სისტემის    T21,, uU    ამონახსნი უსასრულოდ  

დაშორებული წერტილის მახლობობაში  აკმაყოფილებს ქრობის შემდეგ 

პირობას 

   ,1Oxu       ,1
 xOxj   2,1j , 

    ,0
4

1
lim

2





r
r

dxuxn
r

r

                               (40) 



35 

მაშინ  უსასრულობაში  მას გააჩნია შემდეგი  ასიმპტოტიკა 

   ,1
 xOxu       ,2

 xOxuk          .3,2,1,2,1,
2




kjxOxj  

(40)-ში   r  არის  სფერული ზედაპირი ცენტრით კოორდინატთა სათავეში 

და რადიუსით r .   

დამტკიცება.   
   არეში  (5)-(6)  სისტემის  ამონახსნი  ვეძებოთ  (17)  

ფორმულის სახით, სადაც     5,....,2,1,  jxj
  ფუნქციებს აქვს შემდეგი სახე 

       ,4,3,2,1,,
0

1









 



 



j
r

R
x j

mk

k

k

km

m

k

k

j   

         ,, 5

0

15 mk

m

k

k

k

km

k rhx   


 

                                 (41) 

სადაც    5,...,2,1,  jj

mk
    საძიებელი  მუდმივებია, ხოლო  

 
 
 

,
12/1

12/1
1

RK

rK

r

R
rh

k

k
k








  

 rKk 12/1    მაკდონალდის ფუნქცია, ანუ წარმოსახვით არგუმენტიანი 

ჰანკელის ფუნქციაა.  

თუ  (41)-დან    3,2,  jxj
  ფუნქციის მნიშვნელობებს შევიტანთ  (26) 

და ვისარგებლებთ (16)-ის პირველი ტოლობით, მივიღებთ, რომ    ,000  j   

3,2j . 

 თუ    5,.....,2,1,  jxj
  ფუნქციების  (41)  მნიშვნელობებს  შევიტანეთ   

(17)-ში  და  ვისარგებლებთ  (15) ტოლობებით, მივიღებთ, რომ 

                 ,,,1,
0

 mkmkmkmk

k

k

km

mkmk Zrwrvkkruxu 


 

   

,x   (42) 

       


 


0

,2,1,,
~

k

k

km

m

k

j

mkj jrx     ,x                          (43) 

სადაც             



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


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




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
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R
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R
abkRk
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R

k
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    ,0,5

11  krh
dr

d
a mkk   
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            ,2
1 5

1
121

2

mkkmk

k

mk

k

mk rh
r
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r

R
bkR

r

R

R
rv 













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






      ,1k  

    ,3

1

mk

k

mk
r

R
rw 












        ,1k  

                  ,222
~ 5

132
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1
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mkkmk
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mk rh
r

R
kr 












     ,0k  

                  ,222
~ 5

121
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1

4

1

2

mkkmk

k

mk rh
r

R
kr 












   0k . 

(42) განტოლებიდან  (15)-ის გათვალისწინებით ვღებულობთ 

        


 

 
0

,,
k

k

km

m

kmk ruxuxn            ,x  

თუ    xuxn  -ის ამ მნიშვნელობას შევიტანთ  (40)-ში, და გავითვალისწინებთ  

(16)-ის  პირველ  ტოლობას, მივიღებთ, რომ      ,04

00   თუ ამ ტოლობას 

გავითვალისწინებთ  (42)-(43) -ში, მივიღებთ, რომ  

   ,1
 xOxu     ,2

 xOxuk      .3,2,1,2,1,
2




kjxOxj    kk x /  (44) 

შენიშვნა  1.13.   შევნიშნოთ რომ, თუ  T21,, uU   ვექტორს უსასრულობაში 

გააჩნია  (40)  ასიმპტოტიკა, მაშინ  
   არეში  შეგვიძლია დავწეროთ (5) - (6)     

სისტემის შესაბამისი გრინის ფორმულები. 
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თავი II. არაკლასიკური სასაზღვრო ამოცანები სფერული 

ზედაპირით  შემოსაზღვრული არეებისათვის 

 ამ თავში ჩვენ შევისწავლით ორტემპერატურიან დრეკად ნარევთა 

თეორიის სტატიკის არაკლასიკურ ამოცანებს ბირთვისთვის და მთელი 

სივრცისათვის ბირთვული ხვრელით იმ შემთხვევისთვის, როცა ნარევში 

შემავალი დრეკადი მასალების კერძო გადაადგილებები ერთმანეთის ტო-

ლია. 

 

§ 1. ამოცანების დასმა. ერთადერთობის თეორემები 

 აღვნიშნოთ  
 -ით  ბირთვი, რომელიც  შემოსაზღვრულია     

სფერული  ზედაპირით, ცენტრით  კოორდინატთა  სათავეში და რადიუსით  

R.   :=ℝ3\ .  

 ამოცანა   .


III  ვიპოვოთ     არეში  (5) - (6) განტოლებათა  სისტე-

მის ისეთი რეგულარული ამონახსნი   21,, uU  რომელიც     საზღვარზე  

აკმაყოფილებს შემდეგი სასაზღვრო  პირობებიდან ერთ-ერთს 

      ,4 zfzuzn 
      ,z  

              ,,, zfzUnznznzUn 


    ,z                           (45) 

    ,51 zfz 


      ,62 zfz 


     ,z                             (46) 

ან 

 
 

 ,5
1 zf
zn

z















  
 

 ,6
2 zf
zn

z
















,z                               (47) 

სადაც    ,,, 321

T
ffff   

jf , 6,....,2,1j     საზღვარზე  მოცემული  ფუნქციე-

ბია,   zn  არის   ,z   წერტილში გამავალი  
  არის  მიმართ  გარე 

ნორმალის ორტი,   Un,  ძაბვის  ვექტორს  აქვს  (8)  სახე. 

 უსასრულოდ  დაშორებული  წერტილის  მახლობლობაში   xU  

ვექტორი აკმაყოფილებს  ქრობის  შემდეგ  პირობებს:  
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   ,1Oxu            ,1
 xOxj     ,2,1j                                     (48) 

    ,0
4

1
lim

2





r
r

dxuxn
r

r


                                          (49) 

 III ამოცანა (45), (46) სასაზღვრო პირობით აღვნიშნოთ     სიმბო-

ლოთი, ხოლო (45), (47) სასაზღვრო პირობით კი    სიმბოლოთი. 

ამოცანა  V .  ვიპოვოთ       არეში  (5)-(6) განტოლებათა სისტემის  ისე-

თი რეგულარული ამონახსნი   T21,, uU  ,  რომელიც     საზღვარზე  აკმა-

ყოფილებს შემდეგი  სასაზღვრო  პირობებიდან  ერთ-ერთს  

        ,, 4 zfzUnzn 
       ,z  

           ,zfzuznznzu 
    ,z                           (50) 

    ,51 zfz 


      ,62 zfz 


     ,z                           (51) 

ან 

 
 

 ,5
1 zf
zn

z
















  

 
 

 ,6
2 zf
zn

z
















 ,z                        (52) 
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jf , 6,....,2,1j      საზღვარზე მოცემული ფუნქ-

ციებია,   zn   არის  ,z   წერტილში  გამავალი  
  არის  მიმართ  გარე  

ნორმალის  ორტი.  
 zn


 არის  ნორმალის  მიმართულებით  წარმოებული. 

 უსასრულოდ  დაშორებული  წერტილის  მახლობლობაში  xU   

ვექტორი აკმაყოფილებს  ქრობის  (48)-(49)  პირობებს. 

  IV ამოცანა  (50)-(51)  სასაზღვრო  პირობით  აღვნიშნოთ   IIV  

სიმბოლოთი, ხოლო (50), (52)  სასაზღვრო პირობით კი   IIIV  სიმბოლო-

თი. 

 ამოცანა   . ვიპოვოთ     არეში  (5) - (6)  განტოლებათა სისტემის 

ისეთი რეგულარული ამონახსნი  T21,, uU  , რომელიც   საზღვარზე 

აკმაყოფილებს  შემდეგი სასაზღვრო პირობებიდან ერთ-ერთს 

      ,4 zfzuzn 
          ,zfzrotuzn 


    ,z                    (53)                                                                     
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    ,51 zfz 


      ,62 zfz 


      ,z                        (54) 

ან 

 
 

 ,5
1 zf
zn

z
















   

 
 

 ,6
2 zf
zn

z
















    ,z                       (55) 
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T
ffff  jf ,  6,....,2,1j       საზღვარზე მოცემული ფუნქციე-

ბია. 

 უსასრულოდ  დაშორებული  წერტილის  მახლობლობაში   xU  

ვექტორი აკმაყოფილებს  ქრობის  (48)-(49)  პირობებს. 

   ამოცანა  (53)-(54)  სასაზღვრო  პირობით  აღვნიშნოთ     

სიმბოლოთი,  ხოლო  (53),  (55)  სასაზღვრო  პირობით  კი      სიმ-

ბოლოთი. 

 ვთქვათ  
  არე  შევსებულია  ორკომპონენტიანი დრეკადი  კომპოზი-

ტური მასალით, ხოლო 
  სკალარული ველი განსაზღვრულია ჰარმო-

ნიული ფუნქციით. 

 ამოცანა  C .  ვიპოვოთ 
   არეში  (5) - (6) განტოლებათა სისტემის  

ისეთი რეგულარული  T21,, uU   ამონახსნი და 
  არეში ისეთი  რეგულა-

რული ჰარმონიული   x   ფუნქცია,  რომლებიც    საზღვარზე   

აკმაყოფილებს  შემდეგ საკონტაქტო პირობებს 

    
 
 

 ,41 zf
zn

z
dzuzn 
















      ,z  

           ,, 2 zfzzndzUn 


      ,z                       (56) 

    ,51 zfz 


      ,62 zfz 


       ,z                       (57) 

ან  

 
 

 ,5
1 zf
zn

z
















      

 
 

 ,6
2 zf
zn

z
















   ,z                       (58) 
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T
ffff  jf , 6,....,2,1j   საზღვარზე მოცემული ფუნქციებია,  1d  

და  2d  მუდმივებია,  რომლებიც  აკმაყოფილებენ  პირობას   .021 dd  
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 უსასრულოდ დაშორებული წერტილის მახლობლობაში  x  

ფუნქცია აკმაყოფილებს  ქრობის შემდეგ პირობას 

   ,1
 xOx      

   ,2





xO

x

x

k


      .x                                   (59) 

 C   ამოცანა  (56) - (57)  სასაზღვრო  პირობებით აღვნიშნოთ   C   

სიმბოლოთი, ხოლო  (56); (57)  სასაზღვრო  პირობებით  კი   C   

სიმბოლოთი. 

 თეორემა  2.1.   თუ  III  ამოცანას  გააჩნია  ამონახსნი,  მაშინ    III  

და  IIII . ამოცანას  გააჩნია ერთადერთი  ამონახსნი,  ხოლო  IIIII.  

ამოცანის  ნებისმიერი ამონახსნი განისაზღვრება    ,xbxu     ,1 cx   

  ,2 cx   შესაკრების   სიზუსტით, სადაც  b   სამგანზომილებიანი   მუდმივი   

ვექტორია, c  ნებისმიერი მუდმივაა. 

 დამტკიცება.  თეორემა დამტკიცებული იქნება, თუ  ვაჩვენებთ,  რომ  

 
0III  და   

0.IIII  ერთგვაროვან  ამოცანას  გააჩნია  მხოლოდ  ტრივიალური  

ამონახსნი,  ხოლო   
0.IIIII   ერთგვაროვან  ,0jf 6,....,2,1j  ამოცანის  ნე-

ბისმიერი  ამონახსნია       ,xbxu       ,1 cx       cx 2 . 

 თუ  (6)  სისტემის  პირველ   განტოლებას    გავამრავლებთ  1 -ზე,  ხო-

ლო  მეორეს  2  -ზე   და ვაინტეგრირებთ  
  არეზე,  მაშინ  სტოქსის  ფორ-

მულის გათვალისწინებით  მივიღებთ,  რომ                    

    
 
 

    
 
 






















 ds

zn

z
zz

zn

z
zz 2

2312
1

2211





              (60) 

             


 02
2

2

2

23212

2

11 dxxxxgradxgradxgradxgrad i  . 

თუ   (60) ტოლობაში  გავითვალისწინებთ   
0III   ერთგვაროვანი ამოცანის 

ნულოვან სასაზღვრო პირობებს, მივიღებთ  

             


 02
2

2

2

23212

2

11 dxxxxgradxgradxgradxgrad i  . 

(61) 

შევნიშნოთ, რომ 
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  
2

11 xgrad       
2

232122 xgzadxgradxgrad 

      ,0
1 2

2312
3

2

1

3

2

231 


 xgradxgradxgrad 






 

ვინაიდან    ,03     .02

231   

ამრიგად  (61) ტოლობაში ინტეგრალქვეშა გამოსახულება არაუარყოფითი 

ფუნქციაა,  ამიტომ  (61)-დან ვღებულობთ  

  ,0xgrad j   ,2,1j     ,21 xx    .x  

აქედან  გამომდინარეობს,  რომ 

     ,21 constcxx       .x                                  (62) 

 
0.IIII ამოცანის  შემთხვევაში 0c , ხოლო  

0.IIIII ამოცანის  

შემთხვევაში კი  constc  . 

თუ  ,j ,2,1j   ფუნქციების  (62)  მნიშვნელობებს  შევიტანთ  (5)  განტოლე-

ბაში, მივიღებთ 

          ,0:  xgraddivuxuxu      .x  

ამ  განტოლებისათვის  .   არეში  გრინის  ფორმულას აქვს  შემდეგი  სახე [28] 

               dxuuEdszunzudxxuxu 
 





 ,, .                    (63) 

შევნიშნოთ,  რომ 

               unnnununnuunnununu ,,,,  .             (64) 

 
0III  ერთგვაროვანი  ამოცანის  სასაზღვრო  პირობების  თანახმად   (64)-დან 

ვღებულობთ,  რომ         ,0, 


zunzu   რის  გამოც  (63)   გადაიწერება   

შემდეგი  სახით   

                        .0, 


dxuuE                                                  (65) 

 uuE ,  კვადრატულ  ფორმას  აქვს  შემდეგი  სახე [28] 

     
 





















































3

1

3

1,

22

2
.0

323

23
,

jk jk j

j

k

k

k

j

j

k

x

u

x

u

x

u

x

u
divuuuE


       (66) 

(65)-დან ვღებულობთ,   რომ       ,0, xuxuE .x   ამ   განტოლების   ამო-

ნახსნს  აქვს   შემდეგი  სახე [28] 
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   ,xbdxu      .x                                        (67) 

სადაც   b  და  d    სამგანზომილებიანი  მუდმივი   ვექტორებია.  თუ   xu   

ვექტორის (67) მნიშვნელობას შევიტანთ (45) ერთგვაროვან    4,3,2,1,0  jf j
  

სასაზღვრო  პირობებში, მივიღებთ,  რომ  .0d    თეორემა დამტკიცებულია. 

r -ით   აღვნიშნოთ  სფერო,  ცენტრით  კოორდინატთა  სათავეში და 

რადიუსით   .Rrr   r -ით  აღვნიშნოთ სფერული რგოლი, რომელიც შემო-

საზღვრულია    და  r  კონცენტრული სფერული ზედაპირებით.  

დავწეროთ  გრინის  (60)  ფორმულა  r   არეში,  მივიღებთ  

 




r

x11   
 
 

  



x

xn

x
x 12

1
22 


  

 
  1
2

23 [] 


 






ds

xn

x
x  z1

  
 
 

  



 z

zn

z
z 12

1
22 


   

 
 




 ds
zn

z
z ]2

23


 

r

1   
2

1 xgrad

    xgradxgrad 2122          0
2

21

2

23  dxxxxgrad  . 

ტოლობის ორივე მხარეს გადავიდეთ ზღვარზე, როცა  r  და  

გავითვალისწინოთ  (48)-(49) ქრობის პირობები, მივიღებთ  

 


z11   
 
 

  



z

zn

z
z 12

1
22 


   

 
 




 



1

2
23 ] 


 ds

zn

z
z   

2

1 xgrad

    xgradxgzad 2122          0
2

21

2

23  dxxxxgrad  .           (68) 

თუ  (68)  ფორმულაში  გავითვალისწინებთ   
0III   ერთგვაროვანი  ამოცანის 

სასაზღვრო  პირობებს   6,...,2,1,0  jf j   მივიღებთ 




1   2

2

1 2 xgrad     xgradxgrad 21   

        0
2

21

2

23  dxxxxgrad                               (69) 

ამ ტოლობიდან ვღებულობთ, რომ  

  ,2,1,0  jxgrad j       ,21 xx       .x  

აქედან  ვღებულობთ 

    ,21 constcxx     .x  
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ვინაიდან   ,xj ,2,1j  ფუნქცია უსასრულობაში მიისწრაფვის  ნულისაკენ, 

ამიტომ  0c ,  ე. ი.      ,021  xx   .x  ამის  გათვალისწინებით  (5)   გან-

ტოლება მიიღებს  სახეს: 

    ,0:  graddivuuu     .x  

ამ  განტოლებისთვის   
  არეში  გრინის ფორმულას აქვს  სახე [28]        

                ,,, dxuuEdszunzudxxuxu 
 





                  (70) 

სადაც   uu,  კვადრატულ  ფორმას  აქვს  (66)  სახე. 

 (64)  ტოლობის თანახმად,  
0III  ამოცანის  ერთგვაროვანი  სასაზღვრო  

პირობების  გათვალისწინებით  ვღებულობთ,  რომ  

        .0, 


zunzu  

ამის გათვალისწინებით  (70) -დან  ვღებულობთ, რომ   


 .0, dxuu  აქედან 

ვღებულობთ, რომ   ,0,  uu  საიდანაც გამომდინარეობს,  რომ  

   ,xbdxu  .x  ვინაიდან     ,xu   მიისწრაფვის  ნულისაკენ,  როცა  

,x   ამიტომ  0d ,  0b , ე. ი.    ,0xu  .x  ამრიგად   
0III  

ერთგვაროვან  ამოცანას  გააჩნია  მხოლოდ  ტრივიალური  ამონახსნი. 

 თეორემა 2.2. თუ  IV ამოცანას  გააჩნია  ამონახსნი,  მაშინ  იგი  

ერთადერთია. 

 დამტკიცება. თეორემა დამტკიცებული  იქნება,  თუ  ვაჩვენებთ,  რომ   

 
0IV   ერთგვაროვან   6,...,2,1,0  jf j  ამოცანას გააჩნია მხოლოდ 

ტრივიალური ამონახსნი. თუ გავიმეორებთ სიტყვა-სიტყვით თეორემა  2.1-

ში  ჩატარებულ  მსჯელობას,  მივიღებთ, რომ  

   ,xbdxu          ,21 Cxx      x . 

თუ   ,xu   ვექტორისა  და   2,1, jxj  ფუნქციების ამ  მნიშვნელობებს  

შევიტანთ  (50)  ერთგვაროვან   4,3,2,1,0  jf j  სასაზღვრო  პირობებში,  

მივიღებთ, რომ  0d ,  0b , 0c ,  ე. ი.   
0IV    ერთგვაროვან  ამოცანას  

გააჩნია  მხოლოდ ტრივიალური  ამონახსნი. 
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 თეორემა 2.3.   თუ      ამოცანას გააჩნია ამონახსნი, მაშინ     და  

   ამოცანას  გააჩნია  ერთადერთი  ამონახსნი, ხოლო     ამოცანის 

ნებისმიერი ამონახსნი განისაზღვრება   ,0xu      ,21 constCxx   

შესაკრების  სიზუსტით.  

 დამტკიცება.    თეორემა დამტკიცებული იქნება, თუ ვაჩვენებთ, რომ  

  0
  და    0

 ერთგვაროვან   6,...,2,1,0  jf j  ამოცანებს გააჩნიათ 

მხოლოდ  ტრივიალური  ამონახსნი,  ხოლო      ერთგვაროვანი  ამოცა-

ნის  ნებისმიერი  ამონახსნია    ,0xu     .21 constCxx   

 (61)  და  (69)  ტოლობებიდან  ვღებულობთ,  რომ   

    ,21 constCxx     .x                                 (71) 

  0
 და    0

  ამოცანების  შემთხვევაში  0C ,  ხოლო    0
  ამოცანის 

შემთხვევაში   კი  .constC      

 თუ   x1  და   x2   ფუნქციების  (71)  მნიშვნელობებს  შევიტანთ  (5)-

ში, მაშინ  იგი  მიიღებს  შემდეგ  სახეს 

          ,0:  xgraddivuxuxu      .x                          (72) 

(72)  ტოლობის ორივე მხარე   სკალარულად   გავამრავლოთ   xu  ვექტორზე, 

მივიღებთ 

                .0 xgraddivuxuxuxuxuxu   

თუ  ამ  ტოლობაში  ვისარგებლებთ შემდეგი  იგივური  ტოლობებით 

        ,
22

rotudivurotuudivudivudivuu   

    ,
2

divuudivudivgraddivuu   

მივიღებთ 

                 ,,
~

2 uuxrotuxuxdivuxudivxuxu                   (73) 

სადაც 

       .02,
~ 22

 rotudivuuu                                          (74) 

თუ ვისარგებლებთ სტოქსის ფორმულით, მაშინ  (73)-დან  მივიღებთ 

                
 



 

 ,,
~

,
~

dxuudszunzudxxuxu                         (75) 



45 

სადაც 

                     .2,
~

zrotuznzuzdivuzuznzunzu                  (76) 

აქ  ვისარგებლებთ  ტოლობით 

             .zrotuznzuzrotuzuzn   

(76)  ტოლობაში თუ გავითვალისწინებთ    0
  ერთგვაროვანი  ამოცანის  

ნულოვან სასაზღვრო  პირობებს   მივიღებთ,  რომ  

        .0,
~




zunzu  

 ამ ტოლობისა და  (72)  ტოლობის  გათვალისწინებით,  (75)-დან   მივიღებთ 

  .0,
~



 dxuu                                                   (77) 

ვინაიდან    ,0,
~

 uu   ამიტომ   (77)-დან  ვღებულობთ 

  ,0xdivu       ,0xrotu       .x  

ამ  სისტემის  ამონახსნს  აქვს  სახე      

   ,xgradxu  .x                                            (78) 

სადაც   ,x  ჰარმონიული  ფუნქციაა. 

     0


zuzn      სასაზღვრო  პირობიდან  გამომდინარეობს,  რომ   ,x   

ფუნქცია  აკმაყოფილებს  ნეიმანის  სასაზღვრო  პირობას 

 
 

,0













zn

z
       .z  

ცნობილია,  რომ  ნეიმანის  ამოცანის  ამონახსნია    ,constCx   .x   თუ  

  Cx    მნიშვნელობას   შევიტანთ  (78)-ში,  მივიღებთ    ,0xu  .x   

ამრიგად  მივიღებთ,  რომ    0
  ამოცანას  გააჩნია  მხოლოდ  ტრივიალური 

ამონახსნი, ხოლო    0
  ამოცანის  ნებისმიერი  ამონახსნია    ,0xu  

    ,21 Cxx   .x  

 აღვნიშნოთ  r -ით სფერული  ზედაპირი  ცენტრით  კოორდინატთა  

სათავეში  და რადიუსით    .Rrr    r -ით აღვნიშნოთ სფერული  შრე,  

რომელიც  შემოსაზღვრულია     და r    სფერული  ზედაპირებით.  r  

არეში  დავწეროთ  (75)  გრინის  ფორმულა 
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                      
 







rrr

dxuudsxunxudszunzudxxuxu ,,
~

,
~

,
~

    

(79) 

(76)   ტოლობაში  თუ  გავითვალისწინებთ    0
   ამოცანის  ნულოვან   

სასაზღვრო  პირობებს,  მივიღებთ,  რომ 

        .0,
~




zunzu  

ამ  ტოლობისა  და  (72)  ტოლობის  გათვალისწინებით,  (79)  ტოლობა  

გადაიწერება  ასე  

          .0,
~

,
~

 
 rr

dsuudsxunxu  

ტოლობის  ორივე  მხარეს  გადავიდეთ  ზღვარზე,  როცა  r   და  გავითვა-

ლისწინოთ უსასრულოდ დაშორებული წერტილის მახლობლობაში  

  21,, uU  ვექტორის   (48)   ასიმპტოტიკა, მივიღებთ 

  .0,
~




dxuu  

აქედან  ვღებულობთ,  რომ     0,
~

 uu , საიდანაც   გამომდინარეობს   

  ,0xdivu    ,0xrotu  
x .  ამ  ტოლობიდან გამომდინარეობს,  რომ   

   ,xgradxu      
x                                   (80) 

სადაც     x   ჰარმონიული  ფუნქციაა. 

     0


zuzn  სასაზღვრო  პირობიდან  გამომდინარეობს,  რომ   x   

ფუნქცია აკმაყოფილებს  ნეიმანის  სასაზღვრო  პირობას 

 
 

,0













zn

z
    .z  

ნეიმანის  ამოცანის  ამონახსნია     .constCx   

 x  ფუნქციის ამ  მნიშვნელობას თუ შევიტანთ  (80) -ში,  მივიღებთ    ,0xu  

x . ამრიგად  მივიღეთ,  რომ    0
  ერთგვაროვან  ამოცანას  გააჩნია  

მხოლოდ  

ტრივიალური  ამონახსნი. 
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 თეორემა 2.4.  თუ   C  ამოცანას  გააჩნია  ამონახსნი,  მაშინ   C  

ამოცანის  ნებისმიერი  ამონახსნი  განისაზღვრება     ,xaxu    xv ,0

  2,1,0  jxj   შესაკრების სიზუსტით, ხოლო  C  ამოცანის ამონახსნი კი 

    ,x
R

C
xaxu





   ,
1

2

xd

RC
xv





      ,21 Cxx   შესაკრების სიზუსტით, 

სადაც a  სამგანზომილებიანი  ნებისმიერი  მუდმივი  ვექტორია, C  

ნებისმიერი მუდმივია, ხოლო      .23/ 2

2

1211 dRdRd    

 დამტკიცება.  თეორემა  დამტკიცებული  იქნება,  თუ  ვაჩვენებთ,  რომ  

 
0C    ერთგვაროვანი  6,...2,1,0  jf j

  ამოცანის  ნებისმიერი  

ამონახსნია          2,1,0,0,  jxxvxaxu j , ხოლო  
0C  ამოცანის 

ნებისმიერი  ამონახსნი  წარმოიდგინება  შემდეგი  სახით 

    ,x
R

C
xaxu





     ,
1

2

xd

RC
xv





         Cxx  21  . 

(61) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ   ,0xgrad j  ,2,1j  

   ,21 xx    .x  აქედან  ვღებულობთ, რომ      .21 c o n s tCxx    

.x   
0C   ამოცანის  შემთხვევაში 0C , ხოლო   C   ამოცანის  

შემთხვევაში  კი  .constC   

თუ      Cxx  21    ტოლობას  გავითვალისწინებთ   
0C   ერთგვა-

როვან  ამოცანაში,  მაშინ     xu   ვექტორისა  და   xv   ფუნქციისათვის  მივი-

ღებთ  შემდეგ  საკონტაქტო  ამოცანას 

          ,0:  xgraddivuxuxu    
x ,     ,0 xv   ;x    (81) 

    
 
 

,01 

















zn

zv
dzuzn        ,z  

             ,, 212 znCzvzndzun  
      ,z                      (82) 

ვთქვათ   0C  ე. ი.  განვიხილოთ   
0C   ამოცანის  შემთხვევა. 

(81)  განტოლებებისათვის  დავწეროთ  გრინის  ფორმულები [28 ], [44] 

                
 



 

 ,,, dxuudszunzudxxuxu                        (83) 
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      
 
 

  
 





 













 ,

2
dxxvgradds

zn

zv
zvdxxvxv  

სადაც   uu,  კვადრატულ  ფორმას  აქვს  (66)  სახე. 

(82)  საკონტაქტო  ( 0C  შემთხვევაში)  პირობებიდან  ვღებულობთ 

          
 
 

., 21


















zn

zv
zvddzunzu                                         (84) 

თუ  ამ  ტოლობას  გავითვალისწინებთ  (83)  ტოლობებში,  მივიღებთ  

   
 

 .0,
2

21 dxxgradvdddxuu                                            (85) 

(85)  ტოლობიდან  ვღებულობთ,  რომ  ვინაიდან  ,021 dd   ,0,  uu  ამიტომ  

  ,0)(),(  xuxu   
x ,    ,0xgradv   .x  

აქედან  (59)-ის  თანახმად  გვაქვს  

 ,)( xabxu    
x ,   ,0xv  .x  

სადაც  b და  a  სამგანზომილებიანი  ნებისმიერი  მუდმივი  ვექტორებია.  

(82)-ის პირველი  ტოლობიდან ვღებულობთ, რომ  0b .  ამრიგად   
0C  

ამოცანის ნებისმიერი ამონახსნია     xaxu ,   ,0xj  ,2,1j  
x  და 

  ,0xv   .x  

 
0C   ერთგვაროვანი  ამოცანის  შემთხვევაში   ,0C   (81)-(82)  ამოცანის  

კერძო ამონახსნს  აქვს  შემდეგი  სახე 

  ,0 x
R

C
xu





  ,x      ,
1

2

xd

RC
xv





    
x ,                     (86) 

სადაც        .23/ 2

2

1211 dRdRd    

ამრიგად   C   ამოცანის  ზოგად  ამონახსნს  აქვს  შემდეგი  სახე 

  ,)( x
R

C
xaxu





      ,Cxj
  ,2,1j  

x , 

  ,
1

2

xd

RC
xv





      .x  

§2.       ამოცანის  ამოხსნა 
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ამ  ამოცანის  ამონახსნი  ვეძებოთ  (17)  სახით,  სადაც 

       ,4,3,2,1,,
0









 



 

jY
R

r
x j

mk

m

k

k

k

k

km

j   

         ,, 5

1

0

5 mk

m

k

k

k

km

k Yrgx  


 

                                        (87) 

   5,....,2,1,  jj

mk
  საძიებელი  მუდმივებია,   ,,r    x    წერტილის  სფერუ-

ლი  კოორდინატებია,    ,m

k   სფერული  ფუნქციაა,  რომელსაც  აქვს  

შემდეგი  სახე. 

  
 
 

   ,cos
!

!

4

12
, 


 imm

k

m

k e
mk

mkk








                              (88) 

  cosm

k    ლეჟანრის  მიკავშირებული  პოლინომია,  ხოლო 

 
 
 

,
12/1

12/1
1

R

r

r

R
rg

k

k
k













  

 xk 2/1  წარმოსახვით  არგუმენტიანი  ბესელის ფუნქციაა.  თუ    3,1,  jxj
 

ფუნქციის  მნიშვნელობებს  (87)-დან  შევიტანთ   (25)-ში  და გავითვალისწი-

ნებთ  (16)-ის  პირველ  ტოლობას, მივიღებთ,  რომ    .3,1,000  jj  

თუ    5,...,2,1,  jxj
 ფუნქციის  (87)  მნიშვნელობებს  შევიტანთ  (17)-

ში  და  გავითვალისწინებთ  (15)  ტოლობებს,  მივიღებთ 

                 ,,,1,
0




 

 
k

k

km

mkmkmkmkmkmk rwrvkkruxu 
 

.x    (89) 

        ,2,1,,
0




 

jrx m

k

k

k

km

j

mkj        .x  

სადაც 

            

    ,0,

21

5

11

4

1

21

2

1

1

1



































krg
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d
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R

r
R

R

r
abkkR

R

r

R

k
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k
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k
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k
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
 

            ,
1

2
1 5

11

2

1

1

1

mkkmk

k

mk

k

mk rg
r

a
R

r
bbkR

R

r

R
rv 





















      ,1k  
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    ,3

mk

k

mk
R

r
rw 








   ,1k    ,1 ab   

                ,223 5

132

2

1

41

mkkmk

k

mk rg
R

r
kr 








      ,0k  

                ,223 5

121

2

1

42

mkkmk

k

mk rg
R

r
kr 








      0k . 

(89)-  ის   მეორე  ტოლობიდან  ვღებულობთ 

 

 
      .,2,1,,

0




 





 xjr

dr

d

xn

x

k

k

km

m

k

j

mk

j



                           (90) 

თუ   xu   ვექტორისა  და   ,xj  2,1j    ფუნქციის  მნიშვნელობებს   (89)-დან  

შევიტანთ  (8)-ში  მაშინ  ძაბვის  ვექტორს  ექნება შემდეგი  სახე 

                   ,,,1,,
0




 

 
k

k

km

mkmkmkmkmkmk rcrbkkraxUn 

,x  (91) 

სადაც 

 
          

      
    ,0,

1
2

2
3
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
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 
    .1,

1 3

1









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
 

(91) -დან   ვღებულობთ 

                    .,,,1,,
1




 

   xZrcrbkkxUnnnxUn
k

k

km

mkmkmkmk 

            (92) 

(89)-დან  ვღებულობთ, რომ  
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         


 

   xruxuxn
k

k

km

m

kmk ,,
0

 .                                  (93) 

ვთქვათ  zf   ვექტორი  და     6,5,4, jzf j
  ფუნქციები  აკმაყოფილებენ  

სიგლუვის ისეთ  საკმარის  პირობებს,  რომლებიც  საშუალებას  გვაძლევენ  

წარმოვადგინოთ  ისინი  ფურიე-ლაპლასის  მწკრივების  სახით 

         ,,,1,
0

 mkmk

k

k

km

mkmkmkmk kkrf 


 

              (94) 

       ,6,5,4,,
0




 

jrf m

k

k

k

km

j

mkj                                        (95) 

სადაც    ,mk  ,mk ,mk   6,5,4, jj

mk  ფურიე-ლაპლასის  კოეფიციენტებია. 

ვინაიდან     ,0 zfzn  ამიტომ     ,0,  mkzn      ,0,  mkzn  

       ,, m

kmkzn    ტოლობების  გათვალისწინებით,  (94)  ტოლო-

ბიდან  ვღებულობთ, რომ  ,0mk  რის გამოც  (94)  ტოლობა  გადაიწერება  

ასე 

      


 

 ,1
1

mkmk

k

k

km

kkrf   ,mkmkZ .                       (96) 

(18) სისტემის  პირველი  განტოლებიდან  სტოქსის  ფორმულის  გამოყენებით  

ვღებულობთ, რომ 

 
 
 

 
 
 

.0][ 2
32

1
21 









 



 ds
zn

z

zn

z 



  

თუ  ამ  ტოლობაში  გავითვალისწინებთ  (47)  სასაზღვრო  პირობებს,  

მივიღებთ 

      


 .0632521 dsfzf                                           (97) 

  6,5, jzf j
  ფუნქციის  (95)  მნიშვნელობა  შევიტანოთ  (97)  ტოლობაში  და 

გავითვალისწინოთ  (16)-ის  პირველი  ტოლობა,  მივიღებთ 

        .06

0032

5

0021                                             (98) 

    ამოცანის  ამონახსნის  არსებობის  აუცილებელ  და  საკმარის  პირობას 

წარმოადგენს  შემდეგი  ტოლობა 
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  


 .0dszfz                                                 (99) 

თუ   zf   ვექტორის  (96)  მნიშვნელობას   შევიტანთ  (99)-ში   და 

გავითვალისწინებთ  (16)  ტოლობებს,  მივიღებთ  

01 m ,    1,0,1m .                                               (100) 

თუ  (92), (93)  ტოლობებში  და    2,1, jxj   ფუნქციის  (89)  მნიშვნე-

ლობაში  გადავალთ  ზღვარზე,  როცა   zx   და  გავითვალისწინებთ  

(45)-(46)  სასაზღვრო  პირობებს,  მაშინ  საძიებელი    ,j

mk   5,...,2,1j  

მუდმივებისათვის  მივიღებთ  წრფივ  ალგებრულ  განტოლებათა  შემდეგ  

სისტემას, რომელიც  შეესაბამება      ამოცანას 

   ,4

mkmk Ru         ,51

mkmk R            ,0,62  kR mkmk   

  ,mkmk Rb       ,mkmk RC       1k                                     (101) 

თეორემა  1.11,  თეორემა  2.1-ის  და  (100)-ის  თანახმად  (101)  ალგებ-

რულ განტოლებათა  სისტემა  თავსებადია,  განუსაზღვრელი  რჩება  

მხოლოდ  სამი  მუდმივი    .1,0,1,3

1  mm
  ეს  ბუნებრივიცაა,  რადგან     

ამოცანის ამონახსნი  განისაზღვრება      ,xbxu       ,0xj   2,1j   

შესაკრებების  სიზუსტით. 

შევისწავლოთ (89), (91)  მწკრივების  კრებადობის  საკითხი.  

სამართლიანია  შემდეგი  ასიმპტოტური  წარმოდგენა,  როცა  k  

  ,1

k

k
R

r
rg 








       ,1

k

k
R

r

r

k
rg 








       .Rr                           (102) 

თუ   
x    ,Rr   მაშინ   (102)-ის  თანახმად  ზემოთ  აღნიშნული  მწკრივები 

არიან  კრებადნი. 

თუ  x ,    ,Rr    მაშინ  თეორემა  1.8-ისა  და  (102) ასიმპტოტიკის 

თანახმად  ზემოთ  აღნიშნული  მწკრივები  იქნებიან  აბსოლუტურად  და 

თანაბრად  კრებადნი,  თუ  კრებადი  იქნება  შემდეგი  მაჟორანტული  

მწკრივი 
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       6542/3

0

mkmkmkmkmk

kk

kk  




.                                   (103) 

მოცემული  მაჟორანტული  მწკრივი იქნება  კრებადი,  თუ  მოცემული  

ფურიე-ლაპლასის  კოეფიციენტები  უშვებენ  შემდეგ  შეფასებებს: 

 ,0 4 kmk      ,0 4 kmk        ,0 34  kmk  

   ,0 45  kmk          ,0 46  kmk                                           (104) 

თეორემა  1.6  და თეორემა  1.7-ის  ძალით  ადგილი  ექნება  (104)  შეფასებებს,  

თუ  სასაზღვრო  ვექტორ-ფუნქციებს  მოვთხოვთ  შემდეგ  სიგლუვეს 

   ,3 Czf        ,3

4 Czf        ,4 Czf j
   .6,5j                         (105) 

ამგვარად  ვაჩვენეთ,  რომ    zf   ვექტორი  და   zf j
,  6,5,4j  

ფუნქციები  აკმაყოფილებენ  სიგლუვის   (105)  პირობებს, მაშინ      

ამოცანის  ამონახსნი  წარმოიდგინება  (89)  მწკრივების  სახით. 

ახლა  ვაჩვენოთ,  რომ   xu   ვექტორი  შეიცავს  შესაკრების  სახით  

ნებისმიერ   xb  სახის  ვექტორს,  სადაც  b  ნებისმიერი  სამგანზომილებიანი  

მუდმივი  ვექტორია. ამ  მიზნით (89)  ფორმულით  წარმოდგენილი  xu  

ვექტორი  გადავწეროთ  შემდეგი  სახით 

         
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(88)  ფორმულიდან  ვღებულობთ,  რომ   
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თუ  ვისარგებლებთ  ლეჟანდრის  პოლინომებისათვის  ცნობილი 

ფორმულებით [44]     
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  ,coscos1    

მივიღებთ,  რომ 
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    ,

2

3

2

1
, 21

1

1 ixxr 


  

    ,
2

3

2

1
, 21

1

1 ixxr  


  

                 


 
1

1

3

013

3

11

3

112

3

11

3

111

3

11 2
2

3

2

1
,

1

m

m

m eiee
R

rgrad
R 

 , 

სადაც   

  ,0,0,11

T
e      ,0,1,02

T
e      ,1,0,03

T
e  

შემოვიღოთ  აღნიშვნა 

             beiee
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,                          (108) 

სადაც  b  სამგანზომილებიანი  ნებისმიერი  მუდმივი  ვექტორია. 

 თუ  (108)  აღნიშვნას  გავითვალისწინებთ  (107)-ში,  მივიღებთ 

     xbrw
m

mm 



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1

11 ,2  , 

რის  გამოც   xu   ვექტორი  წარმოდგენილი  (106)  ფორმულით  მიიღებს  

შემდეგ  სახეს 

       
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  

xrwrvkk
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mkmk

k

k

km




 (109) 

1k   კრონეკერის  სიმბოლოა. 

შევისწავლოთ  ახლა      ამოცანა. 

თუ  (90),  (92)  და  (93)  ტოლობებში  გადავალთ  ზღვარზე  როცა   zx  

და  გავითვალისწინებთ  (95)  და  (96)  ტოლობებს,  მივიღებთ      ამო-

ცანის  შესაბამის  წრფივ  ალგებრულ  განტოლებათა  სისტემას 

   ,4

mkmk Ru          ,51

mkmk R
dR

d
          ,62

mkmk R
dR

d
      ,0k  

  ,mkmk Rb        ,mkmk Rc      1k .                                      (110) 
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თეორემა  1.11,  თეორემა  2.1-სა  და  (98),  (100)  ტოლობების  თანახმად  (110)  

სისტემა  თავსებადია,  განუსაზღვრელი  რჩება  მხოლოდ  ოთხი  მუდმივი, 

 4

00A   და  3

1mA , .1,0,1m  ეს ბუნებრივიცაა, ვინაიდან  xU  ვექტორი  

განისაზღვრება     xbxu    ვექტორისა  და    cxj  , 2,1j   შესაკრების  

სიზუსტით. 

თუ  (110)  სისტემის  ამონახსნს  შევიტანთ  (89)-ში  მივიღებთ      

ამოცანის  ამონახსნს.  თუ  სასაზღვრო  ვექტორ-ფუნქციებისგან  მოვითხოვთ, 

რომ  

   ,3 Czf         ,3 Czf j
    .6,5,4j  

მაშინ  (89)-(91)  მწკრივები  იქნებიან  აბსოლუტურად  და  თანაბრად  

კრებადი. 

 

 

§3.     ამოცანის  ამოხსნა 

ამ  ამოცანის  ამონახსნი  ვეძებოთ  (17)  სახით,  სადაც   

      

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15 ,,
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k
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m

kk rhx                                         (111) 

  5,...,2,1,  jj

mk
  საძიებელი  მუდმივებია,   ,,r ,  x   წერტილის  სფერული  

კოორდინატებია,    ,m

k  სფერულ  ფუნქციას  აქვს  (88)  სახე,  ხოლო 

 
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,
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12/1
1
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R
rh
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k
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





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 rKk 12/1     წარმოსახვით  არგუმენტიანი  ჰანკელის  ფუნქციაა. 

თუ    3,2,  jxj
  ფუნქციის  მნიშვნელობას  (111)-დან  შევიტანთ  (26)-ში  

და  გავითვალისწინებთ  (16)-ის  პირველ  ტოლობას,  მივიღებთ, რომ  

  .3,2,000  jj  
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  5,...,2,1,  jxj
ფუნქციის  (111)  მნიშვნელობები  შევიტანოთ  (17)-ში  და  

გავითვალისწინოთ  (15)  ტოლობები,  მივიღებთ 
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თუ   xu   ვექტორის  მნიშვნელობას  (112)-დან,  და    2,1, jxj   ფუნქციის  

მნიშვნელობას  (113)-დან  შევიტანთ  (8)-ში,  მაშინ  ძაბვის  ვექტორს  ექნება  

შემდეგი  სახე 
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(112)-(114)-დან  ვღებულობთ, რომ  
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   ,2,1j    .x  

თუ  (113),  (115) ტოლობებში  გადავალთ  ზღვარზე,  როცა   zx  

გავითვალისწინებთ     ამოცანის  (45) - (47)  სასაზღვრო  პირობებს  და  

(95) - (96)  ტოლობებს,  მაშინ  საძიებელი    5,...,2,1,  jj

mk
  მუდმივებისათვის  

მივიღებთ  ალგებრულ  განტოლებათა  შემდეგ  სისტემას. 

     ამოცანის  შემთხვევაში 

   ,4

mkmk Ru           ,
~ 51

mkmk R             ,
~ 62

mkmk R        ,0k  

  ,mkmk Rb        ,mkmk Rc      ,1k                                        (116) 

    ამოცანის  შემთხვევაში 

   ,4

mkmk Ru           ,
~ 51

mkmk R
dR

d
           ,

~ 61

mkmk R
dR

d
       ,0k  

  ,mkmk Rb         ,mkmk Rc      ,1k                                      (117) 

თეორემა  1.11  და  თეორემა  2.1-ის  თანახმად  (116)  და  (117)  სისტემები  

არიან  თავსებადნი.  თუ  ამ  სისტემების  ამონახსნებს  შევიტანთ  (112) და  

(113) გამოსახულებაში, მივიღებთ შესაბამისად    და    ამოცანის  

ამონახსნს. 
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 იმისათვის, რომ (112)-(114)  მწკრივები  იყვნენ  აბსოლუტურად და 

თანაბრად  კრებადნი,  საკმარისია  სასაზღვრო  ვექტორ-ფუნქციებიდან  

მოვითხოვოთ  სიგლუვის  შემდეგი  პირობები 

     ამოცანის  შემთხვევაში: 

   ,3 Czf          ,3

4 Czf         ,4 Czf j
     .6,5j  

                ამოცანის  შემთხვევაში: 

   ,3 Czf        ,3 Czf j
     .6,5,4j  

ზემოთ  ნახსენები  მწკრივების  კრებადობის  დასადგენად  ვისარგებლებთ  

შემდეგი  ასიმპტოტიკით [ ] 

  ,~
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



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


k

k
r
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






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
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R

r
rh      .k  

 

 

§4.   V   ამოცანის  ამოხსნა 

 ამ  ამოცანის  ამონახსნი  ვეძებოთ  (17)  სახით,  სადაც   ,xj  

5,....,2,1j  ფუნქციები  წარმოდგენილნი  არიან  (87)  სახით.  თუ   xj  

ფუნქციის  ამ მნიშვნელობებს  შევიტანთ  (17)-ში,  მივიღებთ   xu   ვექტორისა  

და    2,1, jxj   ფუნქციების  (89)  მნიშვნელობებს.  ძაბვის  ვექტორს  აქვს  

(91)  სახე. 

(89)  და  (91)  ფორმულებიდან  ვღებულობთ,  რომ  

          ,,,
0

m

k

k

k

km

mk YraxUnxn 


 

    ,x                         (118) 

               ,,,1
0

 mkmkmkmk

k

k

km

rwrvkkxunnxu  


 

    .x  

 თუ  (90), (118)  და  (89)-ის  მეორე  ტოლობაში  გადავალთ  ზღვარზე,  

როცა   zx   და  გავითვალისწინებთ   V   ამოცანის,  როგორც  (2.6) -

(2.8)  სასაზღვრო  პირობებს,  ასევე  (95) - (96)  ტოლობებს,  მაშინ  საძიებელი  
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  5,...,2,1,  jj

mk
 მუდმივებისათვის  მივიღებთ  წრფივ  ალგებრულ  განტოლე-

ბათა  შემდეგ  სისტემას. 

  V   ამოცანის  შემთხვევაში: 

   ,4

mkmk Ra         ,51

mkmk R          ,62

mkmk R      ,0k  

  ,mkmk Rv       ,mkmk Rw     1k ;                                   (119) 

  V ამოცანის  შემთხვევაში: 

   ,4

mkmk Ra            ,51

mkmk R
dR

d
           ,62

mkmk R
dR

d
       ,0k  

  ,mkmk Rv        ,mkmk Rw        1k .                                 (120) 

 თეორემა  1.11,  თეორემა  2.2  და  (98)   (  V  ამოცანის  შემთხვევაში) 

ტოლობის  გათვალისწინებით  (119)  და  (120)  სისტემები  არიან  თავსე-

ბადნი. 

 თუ  ამ  სისტემების  ამონახსნებს  შევიტანთ  (89)-ში,  მივიღებთ  შესაბა-

მისად   V  და  V   ამოცანების  ამონახსნს. 

 (89), (90)  და (91)  მწკრივები  იქნებიან  აბსოლუტურად  და  თანაბრად  

კრებადნი,  თუ  სასაზღვრო  ვექტორ-ფუნქციებს  მოვთხოვთ  სიგლუვის  

შემდეგ  პირობებს: 

 V   ამოცანის  შემთხვევაში     ,4 Czf      ,4 Czf j
   .6,5,4j  

 V   ამოცანის  შემთხვევაში     ,4 Czf      ,3 Czf j
  .6,5,4j  

 

 

 

§5.   V   ამოცანის  ამოხსნა 

 ამ  ამოცანის  ამონახსნი  ვეძებოთ  (17)  სახით,  სადაც  ,xj  

5,....,2,1j  ფუნქციები  წარმოდგენილნი  არიან  (111)-ის  სახით.  თუ   xj   

ფუნქციების  ამ  მნიშვნელობებს  შევიტანთ  (17)-ში,  მივიღებთ  (112)  და  

(113)  გამოსახულებებს.  ძაბვის  ვექტორს  აქვს  (114)  სახე. 
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 (113)-დან    2,1, jxj   ფუნქციების  ნორმალით  წარმოებული  

წარმოიდგინება  შემდეგი  მწკრივის  სახით 

 

 
     ,,

~

0




m
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k

km
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mk

j
r

dr

d

xn

x








 

   .x                      (121) 

 (112)  და  (114)  ტოლობებიდან  ვღებულობთ 

          ,,
0

1 m

k

k

k

km

mk raxUnxn  


 


 

               .,,1
0

 mkmkmkmk

k

k

km

rwrvkkxunnxu  


 

      (122) 

თუ   (113), (121)  და  (122)  ტოლობებში  გადავალთ  ზღვარზე, როცა  

 zx  და  გავითვალისწინებთ   V  ამოცანის,  როგორც  (50)-(52)  

სასაზღვრო  პირობებს,  ასევე  (95)-(96)  ტოლობებს. მაშინ  საძიებელი  

  5,...,2,1,  jj

mk
 მუდმივებისათვის  მივიღებთ  წრფივ  ალგებრულ  განტოლე-

ბათა  შემდეგ  სისტემას: 

  V    ამოცანის  შემთხვევაში: 

   ,4

mkmk Ra             ,
~ 51

mkmk R              ,
~ 62

mkmk R         ,0k  

  ,mkmk Rv          ,mkmk Rw         ,1k                                   (123) 

  V    ამოცანის  შემთხვევაში: 

   ,4

mkmk Ra              ,
~ 51

mkmk R
dR

d
            ,

~ 62

mkmk R
dR

d
       ,0k  

  ,mkmk Rv         ,mkmk Rw        .1k                                    (124) 

თეორემა  1.11  და თეორემა  2.2-ის  გათვალისწინებით  (123)  და  (124)  

სისტემები  არიან  თავსებადნი. 

 თუ ამ  სისტემის  ამონახსნებს  შევიტანთ  (112)-(113)  გამოსახულებაში, 

მივიღებთ  შესაბამისად   V  და   V   ამოცანების  ამონახსნს. 

(112)-(114)  მწკრივები  იქნებიან  აბსოლუტურად  და  თანაბრად  კრებადნი,  

თუ  სასაზღვრო  ვექტორ-ფუნქციებს  მოვთხოვთ  სიგლუვის  შემდეგ  

პირობებს 
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 V    ამოცანის  შემთხვევაში: 

   ,4 Czf            ,4 Czf j
          .6,5,4j  

 V    ამოცანის  შემთხვევაში: 

   ,4 Czf          ,3 Czf j
          .6,5,4j  

 

 

 

§6.      ამოცანის  ამოხსნა 

ამ  ამოცანის  ამონახსნი  ვეძებოთ (17)  სახით,  სადაც   ,xj   

5,....,2,1j  ფუნქციები  წარმოდგენილნი  არიან  (87)  სახით .  თუ   xj   

ფუნქციების  ამ მნიშვნელობებს  შევიტანთ  (17)-ში,  მივიღებთ   xu   

ვექტორის  და   ,xj  2,1j    ფუნქციების  (89)  მნიშვნელობებს.  ძაბვის  

ვექტორს  აქვს  (91)  სახე. 

(89)-დან  ვღებულობთ 
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x                                 (125) 

 თუ  ვისარგებლებთ  (15)  ტოლობებით,  მაშინ  (89)-დან  მივიღებთ   

              ,,~,~1
0

 mkmkmkmk

k

k

km

rwrvkkxrotuxn  


 

   
x          

(126) 

სადაც                               ,322~ 4
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 თუ  (125), (126), (90)  და  (89)-ის  მეორე  ტოლობაში  გადავალთ  

ზღვარზე,  როცა   zx  და  გავითვალისწინებთ     ამოცანის,  

როგორც  (53)-(55) სასაზღვრო  პირობებს,  ასევე  (95)-(96)  ტოლობებს,  მაშინ  

საძიებელი   5,..,2,1,  jj

mk
 მუდმივებისათვის მივიღებთ წრფივ ალგებრულ  

განტოლებათა  შემდეგ  სისტემას 
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    ამოცანის  შემთხვევაში 

   ,4

mkmk Ru           ,51

mkmk R            ,62

mkmk R        ,0k  

  ,~
mkmk Rv          ,~

mkmk Rw         ,1k                                (127) 

    ამოცანის  შემთხვევაში 

   ,4

mkmk Ru           ,51

mkmk R
dR

d
           ,62

mkmk R
dR

d
      ,0k  

   ,~
mkmk Rv         ,~

mkmk Rw            .1k                            (128) 

 თეორემა  1.11  და  თეორემა  2.3-ის  თანახმად  (127)  სისტემა  

თავსებადია.  თეორემა  1.11,  თეორემა  2.3  და  (98)  ტოლობის  გათვალის-

წინებით   (128)  სისტემა  თავსებადია  განუსაზღვრელი  რჩება  მხოლოდ   4

00   

მუდმივი  ეს  ბუნებრივიცაა, ვინაიდან      ამოცანა  განისაზღვრება  

  ,0xu       constCxx  21    შესაკრების  სიზუსტით. 

 თუ  (127) და (128) სისტემების  ამონახსნებს ევიტანთ  (89)-ში,  

მივიღებთ  შესაბამისად      და      ამოცანების  ამონახსნს. 

 (89)-(91)  მწკრივები  იქნებიან  აბსოლუტურად  და  თანაბრად  კრებად-

ნი, თუ  სასაზღვრო  ვექტორ-ფუნქციებს  მოვთხოვთ  სიგლუვის შემდეგ 

პირობებს: 

     ამოცანის  შემთხვევაში: 

   ,3 Czf          ,3

4 Czf     .6,5j  

     ამოცანის  შემთხვევაში: 

   ,3 Czf          ,3 Czf j
      .6,5,4j  

 

 

§7.      ამოცანის  ამოხსნა 

ამ  ამოცანის  ამონახსნი  ვეძებოთ  (17)  სახით,  სადაც   5,....,2,1,  jxj
    

ფუნქციები  წარმოდგენილნი  არიან  (111)  სახით.  თუ   xj   ფუნქციების  



63 

(111) მნიშვნელობებს  შევიტანთ  (17)-ში და  გავითვალისწინებთ  (15)  

ტოლობებს,  მივიღებთ  (112)  და  (113)  ტოლობებს. 

(112)  ტოლობიდან  (15)-ის  გათვალისწინებით  ვღებულობთ 

        ,,
0

m

k

k

k

km

mk ruxuxn  


 


,x  

              ,,~,~1
1

 mkmkmkmk

k

k

km

rwrvkkxrotuxn  


 

   ,x     (129)   

სადაც           

          ,122~ 4

1

21

2

1

mk

k

mk

k

mk
r

R

r

R
krv 





















   

    .~ 3

2

mk

k

mk
r

R

R

k
rw 












  

 თუ (113), (121) და  (129) ტოლობებში  გადავალთ  ზღვარზე,  

 zx ,  გავითვალისწინებთ     ამოცანის,  როგორც  (53) – (55) 

სასაზღვრო  პირობებს,  ასევე  (95) –(96) ტოლობებს,  მაშინ  საძიებელი   j
mk ,  

5,.....,2,1j  მუდმივობისათვის მივიღებთ  წრფივ ალგებრულ განტოლებათა  

შემდეგ  სისტემას 

     ამოცანის  შემთხვევაში 

   ,4

mkmk Ru            ,
~ 51

mkmk R             ,
~ 62

mkmk R        ,0k  

  ,~
mkmk Rv        ,~

mkmk Rw       ,1k                                      (130) 

     ამოცანის  შემთხვევაში 

   ,4

mkmk Ru           ,
~ 51

mkmk R
dR

d
            ,

~ 62

mkmk R
dR

d
       ,0k  

   ,~
mkmk Rv           ,~

mkmk Rw        .1k                                 (131) 

 თეორემა 1.11  და  თეორემა   2.3-ის  თანახმად  (130)  და  (131)  

სისტემები  არიან  თავსებადნი.  თუ  ამ  სისტემების  ამონახსნებს  შევიტანთ  

(112)-(113)  ტოლობებში,  მივიღებთ  შესაბამისად    და     ამოცა-

ნების  ამონახსნებს. (112)-(113), (129) მწკრივები  იქნებიან  აბსოლუტურად  
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და  თანაბრად  კრებადნი,  თუ  სასაზღვრო  ვექტორ-ფუნქციებს  მოვთხოვთ  

სიგლუვის  შემდეგ  პირობებს: 

    ამოცანის  შემთხვევაში 

   ,3 Czf          ,3

4 Czf       ,4 Czf j
     .6,5j  

    ამოცანის  შემთხვევაში 

   ,3 Czf          ,3 Czf j
      .6,5,4j  

 

 

§8.   C   ამოცანის  ამოხსნა 

ამ  ამოცანის  ამონახსნი  ვეძებოთ  (17)  სახით,  სადაც  ,xj   

5,....,2,1j ფუნქციები  წარმოდგენილნი  არიან   (87)  მწკრივების  სახით.  

 xv   ფუნქცია  წარმოვადგინოთ  შემდეგი  სახით 

       ,, 6

0

1

mk

m

k

k

k

km

k

r

R
xv 












 



       ,x                        (132) 

(89)-დან  ვღებულობთ,  რომ   

        ,,
0

m

k

k

k

km

mk ruxuxn   


 


  ,x                       (133) 

(132)-დან  ვღებულობთ  

 
 

     ,,
1 6

2

0

mk

m

k

k

k

k

km r

R

R

k

xn

xv
















 

        ,x                  (134) 

 თუ  (132)-(134), (91), (90)  და  (89)-ის  მეორე  ტოლობაში  გადავალთ  

ზღვარზე,  როცა   zx   და  გავითვალისწინებთ,  როგორც   C   ამოცანის  

(56)-(58)  საკონტაქტო  პირობებს,  ასევე  (94)-(95)  ტოლობებს,  მაშინ  სა-

ძიებელი   j
mk ,  6,...,2,1j   მუდმივობისათვის  მივიღებთ  ალგებრულ  

განტოლებათა შემდეგ  სისტემას:  

  C  ამოცანის  შემთხვევაში 

     ,
1 46

1 mkmkmk
R

k
dRu 


            ,51

mkmk R              ,62

mkmk R         ,0k  
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    ,6

2 mkmkmk dRa      ,0k        ,mkmk Rb         ,mkmk Rc       ,1k     (135) 

  C   ამოცანის  შემთხვევაში 

     ,
1 46

1 mkmkmk
R

k
dRu 


         ,51

mkmk R
dR

d
          ,62

mkmk R
dR

d
     ,0k  

      ,6

2 mkmkmk dRa     ,0k       ,mkmk Rb        ,mkmk Rc      .1k          (136) 

 თეორემა  1.11,  თეორემა  2.4-ისა  და  (100)  ტოლობის  გათვალისწი-

ნებით (135)  სისტემა  თავსებადია,  განუსაზღვრელი  რჩება,  მხოლოდ  სამი  

მუდმივი    .1,0,1,3

1  mm
 ეს  ბუნებრივიცაა,  ვინაიდან   C   ამოცანის  

ამონახსნი  განისაზღვრება     ,xaxu      ,0xv    2,1,0  jxj   შესაკრე-

ბის  სიზუსტით. 

 თეორემა 1.11, თეორემა 2.4, (100) და  (98)  ტოლობების  გათვალის-

წინებით ვღებულობთ, რომ  (136)  სისტემა  თავსებადია.  განუსაზღვრელი  

რჩება  მხოლოდ  ოთხი    ,1,0,1,3

1  mm
    4

00   მუდმივი.  ეს  ბუნებრივიცაა,  

ვინაიდან   C   ამოცანის  ამონახსნი  განისაზღვრება   

    ,x
R

C
xaxu





    ,
1

2

xd

RC
xv





       Cxx  21   

შესაკრების  სახით,  სადაც  C   ნებისმიერი  მუდმივია,  a   ნებისმიერი  

სამგანზომილებიანი  ვექტორია,       .23/ 2

2

1211 dRdRd    

 თუ  (135)  და  (136)  სისტემების  ამონახსნს  შევიტანთ  (89)  და  (132)  

გამოსახულებაში,  მივიღებთ  შესაბამისად   C   და   C   ამოცანების  

ამონახსნებს. 

 (89), (91), (132)-(133)  მწკრივები  იქნებიან  აბსოლუტურად  და  თანაბ-

რად  კრებადნი,  თუ  სასაზღვრო  ვექტორ-ფუნქციებისაგან  მოვითხოვთ  

სიგლუვის  შემდეგ  პირობებს: 

  C    ამოცანის  შემთხვევაში 

   ,3 Czf          ,3

4 Czf       ,4 Czf j
     .6,5j  

  C   ამოცანის  შემთხვევაში 

   ,3 Czf           ,3 Czf j
       .6,5,4j
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თავი  III.  დრეკად  ნარევთა  თეორიის  სტატიკის  სასაზღვრო  

ამოცანები  ნახევარსივრცისათვის 

 ამ  თავში  ჩვენ  შევისწავლით  დრეკად  ნარევთა  თეორიის  სტატიკის  

არაკლასიკურ  ამოცანებს  ნახევარსივრცისათვის.  ამოცანების  ამოხსნები 

ჩაიწერება  კვადრატურებში  სასაზღვრო  ვექტორ-ფუნქციების  საშუალებით. 

 

§1.  სასაზღვრო  ამოცანების  დასმა 

 აღვნიშნოთ  
 -ით  03 x   ნახევარსივრცე,  ხოლო   -ით  03 x   

სიბრტყე. 

ამოცანა    .  ვიპოვოთ  
   არეში  (1)-(2)  სისტემის  ისეთი  რეგულარული  

 TuuU  ,  ამონახსნი, რომელიც   საზღვარზე აკმაყოფილებს  შემდეგი  

სასაზღვრო  პირობებიდან  ერთერთს 

      ,3 zfzuzn 
             ,3 zfzuzn 

  

    
                 ,,, 11 zFzUnznznzUn 



                               (137) 

                 ,,, 22 zFzUnznznzUn 


         z , 

ან 

         ,, 3

1 zfzUnzn 


                ,, 3

2 zfzUnzn 


 

           ,zFzuznznzu 
                                     (138) 

           ,zFzuznznzu 
           z , 

უსასრულოდ  დაშორებული  წერტილის  მახლობლობაში   xU   ვექტორი  

აკმაყოფილებს  ქრობის  შემდეგ  პირობებს: 

     ა)     ,1
 xOxU j         ,2

 xOxU jk  

            ,3.2,1k      ,6,......,2,1j     03 x ,       ,x   

ბ)     ,1oxU j        ,1
 xoxU jk                                                                      (139) 

          ,2,1k      ,6,......,2,1j     03 x ,       ,x  
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სადაც    ,,, 321

T
FffF       ,,, 321

T
FffF     ,jf      ,jf       ,3,2,1j    ,3F     ,3F       

საზღვარზე  მოცემული  ფუნქციებია,   zn   არის  z   წერტილზე  

გამავალი  
  არის  მიმართ  შიგა  ნორმალის  ორტი,   ,,, 321 xxxx    

 ,0,, 21 zzz      .3.2,1,/  kxkk  

     ამოცანა  (137)  სასაზღვრო  პირობით  აღვნიშნოთ      

სიმბოლოთი,  ხოლო  (138)  სასაზღვრო  პირობით  კი   V   სიმბოლოთი. 

 ამოცანა    
~

.  ვიპოვოთ  
 არეში  (1)-(2)  სისტემის  ისეთი  რეგულა-

რული   TuuU  ,    ამონახსნი,  რომელიც      საზღვარზე  აკმაყოფილებს  

შემდეგ  სასაზღვრო  პირობებს 

      zfzuzn 3


  ,             ,zfzurotzn 
  

               ,3 zfzuzn 
           ,zfzurotzn 

        z ,                     (140) 

სადაც    ,,, 321

T
ffff     ,,, 321

T
ffff   ,jf    ,jf   ,3,2,1j  ,3F   ,3F   საზღვარზე  

მოცემული  ფუნქციებია,   zn  არის  z   წერტილში  გამავალი  
   არის  

მიმართ  შიგა  ნორმალის  ორტი. უსასრულოდ  დაშორებული  წერტილის  

მახლობლობაში   T,,uuU    ვექტორი  აკმაყოფილებს  ქრობის  (139)  

პირობას. 

 ამოცანა  ~ .  ვიპოვოთ  
   არეში  (5)-(6)  სისტემის  ისეთი  

რეგულარული   T21,, uU   ამონახსნი, რომელიც   საზღვარზე აკმაყო-

ფილებს შემდეგ   პირობებს 

      ,3 zfzuzn 
             ,zfzrotuzn 

    z ,                         (141) 

    ,41 zfz 


           ,52 zfz 


       z                             (142) 

ან 

 
 

 ,4
1 zf
zn

z
















      

 
 

 ,5
2 zf
zn

z
















      ,z                         (143) 
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სადაც    ,,, 321

T
Ffff    ,3F   ,jf   5,.....,2,1j   საზღვარზე  მოცემული  

ფუნქციებია,  zn   არის  z   წერტილში  გამავალი  
   არის  მიმართ  

შიგა  ნორმალის  ორტი. 

 უსასრულოდ  დაშორებული  წერტილის  მახლობლობაში   xU    

ვექტორი  აკმაყოფილებს  ქრობის  შემდეგ  პირობებს 

ა)     ,1
 xOxu         ,2

 xOxuk     ,3.2,1k  

        ,2
 xOxjk        ,1

 xOxj    ,2,1j   ,3.2,1k    

      03 x ,  ,x                                                                                    (144) 

ბ)     ,1oxu        ,1
 xoxuk     2,1k , 

         ,1oxj         ,1
 xoxjk      .2,1, jk   03 x ,  .x  

 ~   ამოცანა  (141)-(142)  სასაზღვრო  პირობებით  აღვნიშნოთ   
~

   სიმბო-

ლოთი,  ხოლო  (141)  და  (143)  სასაზღვრო  პირობებით   
~

    სიმბოლო-

თი. 

 

 

§2.  ერთადერთობის  თეორემები. 

 თეორემა  3.1.  თუ   M   და  V  ამოცანებს  გააჩნიათ  ამონახს-

ნი,  მაშინ  იგი  ერთადერთია. 

            დამტკიცება.  შემოვიღოთ  აღნიშვნა,   ,,0: RR      სადაც   

 ,,0 R   არის  ბირთვი  ცენტრით  კოორდინატთა  სათავეში  და  რადიუსით  

R . R -ით  აღვნიშნოთ   R,0   ბირთვის  ზედაპირის  ის  ნაწილი,  რომე-

ლიც  მდებარეობს  
   არეში,  ხოლო   RS ,0   იყოს  წრე  ცენტრით  კოორ-

დინატთა  სათავეში  და  რადიუსით  R ,  რომელიც  მოთავსებულია  03 x   

სიბრტყეში. 
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 თეორემა  დამტკიცებული  იქნება,  თუ  ვაჩვენებთ,  რომ  ერთგვაროვან  

 0,0,3,2,1,0,0 33  FFjff jj
     

0   და   
0V  ამოცანებს  

გააჩნიათ  მხოლოდ  ტრივიალური  ამონახსნი.  

 შემოვიღოთ  მატრიცული  დიფერენციალური  ოპერატორი   :  

          
     
     

,:

66

43

21















    

      ,
33

 
kj    ,4,3,2,1                      (145) 

   ,11

1

jkkjkj ba    

   ,jkkjkj dc       ,3,2  

   ,22

4

jkkjkj ba    

სადაც  
kj   კრონეკერის  სიმბოლოა,    ,3,2,1,/  kxkk    321 ,,  .   

(145)    აღნიშვნის   გათვალისწინებით  (1)-(2)  სისტემა  ასე  ჩაიწერება 

                                                                 ,0 xU                                           (146) 

სადაც     .,
T

uuU   

R   არეში   დავწეროთ  გრინის  ფორმულა     (146)    განტოლებისათვის   [37]   

                   
 

 

 













R

RR

dxUUE

dszUnzUdsxUnxUdxxUxU
RS

,,

,,
,0

    (147) 

სადაც  [37] 

         

 



 







































































































































3

1

3

1,

2

5
3

3

1

2

2
3

1

2

1

2

22

2

11

.
2

22

2,

jk jk k

j

j

k

k

j

j

k

k

j

j

k

k

j

j

k

jk k

j

j

k

jk k

j

j

k

x

u

x

u

x

u

x

u

x

u

x

u

x

u

x

u

x

u

x

u

x

u

x

u

udivudivdcvdibaudivbaUUE




        (148) 

(3)  უტოლობების  თანახმად    .,0,  xUUE   მარტივი  საჩვენებელია,  

რომ 
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                   

            

                         
                         .,,

,,

,

,,

22

11

2

1

zUnznznzUnzuznznzu

zUnznznzUnzuznznzu

zUnznzuzn

zUnznzuznzUnzU

















              (149) 

 თუ  (149)  ტოლობაში  გავითვალისწინებთ   
0   და   

0V  

ამოცანების  ერთგვაროვან  სასაზღვრო  პირობებს,  მივიღებთ 

         .0, 


zUnzU                                             (150) 

 (146)   და  (150)  ტოლობები   გავითვალისწინოთ  (147)  ტოლობაში,  

მივიღებთ 

        
 



R R

dsxUnxUdxUUE .0,,  

 თუ  ამ  ტოლობის  ორივე  მხარეს  გადავალთ  ზღვარზე,  როცა  R   

და  გავითვალისწინებთ   (139)  ასიმპტოტიკას,  მივიღებთ 

 


 .0, dxUUE  

აქედან  ვღებულობთ,  რომ     ,,0,  xUUE   საიდანაც   გამომდინა-

რეობს  შემდეგი  ტოლობები: 

    ,0,0  xudivxudiv  

       
,0,0 




















k

j

j

k

k

j

j

k

x

xu

x

xu

x

xu

x

xu
 

       
.,0 



















x

x

xu

x

xu

x

xu

x

xu

k

j

j

k

k

j

j

k  

ამ  სისტემის  ამონახსნს  აქვს  შემდეგი  სახე  [37]   

        ,,,  xbxaxubxaxu  

სადაც   bba  ,,   სამკომპონენტიანი  მუდმივი  ვექტორებია. 

ვინაიდან   (139)-ის  ძალით   xu   და  xu    ვექტორები  უსასრულობაში  

მიისწრაფვიან   ნულისკენ,   ამიტომ   ,0 bba   ე. ი.    .,0  xxU  

თეორემა  (3.2).   თუ   
~

   ამოცანას  გააჩნია  ამონახსნი,  მაშინ  იგი  

ერთადერთია. 
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დამტკიცება.  თეორემა  დამტკიცებული  იქნება,  თუ  ვაჩვენებთ,  რომ  

ერთგვაროვან   

   033

~
0,0,3,2,1,0,0  FFjff jj

  ამოცანას  გააჩნია  მხოლოდ  

ტრივიალური   ამონახსნი. 

 გამოვთვალოთ  შემდეგი  სკალარული  ნამრავლი 

       

  .2

121

ugraddivubud

udraddivudubuuaucuucuaUU




    (151) 

ვთქვათ  T321 ,, uuuu   და   T321 ,, vvvv    სამკომპონენტიანი  ვექტორებია.  

მარტივი  გარდაქმნებით  მივიღებთ,  რომ 

    ,rotvrotuvdivudivrotvudivudivdivvu    

  .vdivudivvudivdivvgraddivu   

თუ  ამ  ტოლობებს  გავითვალისწინებთ  (3.15)-ში  მივიღებთ 

           

         ,,21

2211

UUEurotuaurotucurotucurotua

udivubaudcudivudcubadivUU




  (152) 

სადაც 

         

     .
1

1
,

2

1

2

1

1

2

2

2

11

11

urotducroturota
a

udivdudivdcudivba
ba

UUE








                 (153) 

სტოქსის  ფორმულის  გამოყენებით,  (152)-დან  მივიღებთ 

                   
 

 

 













R

RR

dxUUE

dszUnzUdsxUnxUdxxUxU
RS

,,

,,
,0

   (154) 

სადაც 

        
      

       .

,

21

22

11

urotnuaucurotnucua

udivbaudivdcun

udivdcudivbaunUnU







                     (155) 

აქ  ვისარგებლებთ  ტოლობით 

   .rotunurotuun   
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თუ    0
~
   ერთგვაროვანი  ამოცანის  სასაზღვრო  პირობებს  გავითვალისწი-

ნებთ  (155)-ში,  მივიღებთ 

         .,0,0, RSzzUnzU 
  

ამ   ტოლობისა  და  (146)-ის  გათვალისწინებით  (154)-დან  ვღებულობთ 

        
 



R R

dsxUnxUdxUUE .0,,  

თუ  ამ  ტოლობის  ორივე  მხარეს  გადავალთ  ზღვარზე,  როცა  R   და  

გავითვალისწინებთ  (139)  ასიმპტოტიკას,  მივიღებთ 

                    


 .0, dxUUE                                                (156) 

(3)  უტოლობის  თანახმად    ,,0,  xUUE   ამიტომ  (156)-დან  

ვღებულობთ 

  .,0,  xUUE  

ამ  ტოლობის  გათვალისწინებით  (153)-დან  ვღებულობთ 

        .,0,0,0,0  xxurotxurotxudivxudiv  

ამ  სისტემის  ამონახსნია 

                                      ,,, 21  xxgradxuxgradxu                      (157) 

სადაც      2,1, jxj    ნებისმიერი   ჰარმონიული  ფუნქციებია. 

     0


zuzn     და        0


zuzn   სასაზღვრო  პირობებიდან  

გამომდინარეობს,  რომ  ჰარმონიული    2,1, jxj   ფუნქცია     

საზღვარზე  აკმაყოფილებს  ნეიმანის  შემდეგ  პირობას 

 

 
.,0 














z
zn

zj
 

ცნობილია,  რომ  ნეიმანის  ამოცანის  ამონახსნია    .2,1,  jconstCxj   

თუ    xj    ფუნქციის  ამ  მნიშვნელობას  შევიტანთ  (157)-ში,  მივიღებთ 

  ,0 xu    .,0  xxu     

ამრიგად  მივიღეთ,  რომ   0
~
   ერთგვაროვან  ამოცანას  გააჩნია მხოლოდ  

ნულოვანი  ამონახსნი. 
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 თეორემა  3.3.   თუ    ~    ამოცანას  გააჩნია  ამონახსნი,  მაშინ  იგი  

ერთადერთია. 

 დამტკიცება.  თეორემა  დამტკიცებული  იქნება,  თუ  ვაჩვენებთ,  რომ 

ერთგვაროვან    5,4,3,0,0  jff j
    0

~
   და    0

~
   ამოცანებს  

გააჩნიათ  მხოლოდ  ტრივიალური  ამონახსნი.  

R   არეში  დავწეროთ  გრინის  ფორმულა  (6)  განტოლებათა  

სისტემისათვის,  მივიღებთ 

    
 
 

    
 
 

    
 
 

    
 
 

 

       

      0

2

2

21

2

23212

2

11

,0

2
3312

1
2211

2
3312

1
2211























































dsxx

xgradxgradxgradxgrad

ds
zn

z
zz

zn

z
zz

ds
xn

x
xx

xn

x
xx

R

R

RS

















           (158) 

თუ  (158)  ტოლობაში  გავითვალისწინებთ   0
~

   და   0
~

   ერთგვაროვანი  

ამოცანების  სასაზღვრო  პირობებს,  მივიღებთ 

    
 
 

    
 
 

 

            02
2

21

2

23212

2

11
2

2312
1

2211




















 



dxxxxgradxgradxgrad

xgradds
xn

x
xx

xn

x
xx

RR










 

თუ  ამ  ტოლობის  ორივე  მხარეს  გადავალთ  ზღვარზე,  როცა  R   და 

გავითვალისწინებთ   (144)  ქრობის  პირობებს,  მივიღებთ 

             


 .02
2

21

2

23212

2

11 dxxxxgradxgradxgradxgrad 

 (159) 

ვინაიდან   ,0,0 3

2

231     ამიტომ 

            

            .0
1

2

2

21

2

2312

3

2

1

3

2

231

2

21

2

23212

2

11








xxxgradxgradxgrad

xxxgradxgradxgradxgrad











 

ამ  უტოლობის  თანახმად  (159)  ტოლობიდან  ვღებულობთ 

      ,2,1,0,21  jxgradxx j  
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საიდანაც   გამომდინარეობს,   რომ 

    .21 constCxx   

მეორეს  მხრივ,  ვინაიდან    ,0xj   როცა  ,x   ამიტომ  ,0C   ე. ი.  

  .,2,1,0  xjxj  

 თუ    2,1,0  jxj    მნიშვნელობას  შევიტანთ  (5)  განტოლებაში,  

მივიღებთ 

      .,0  xxgzaddivuxu   

ამ  განტოლებისათვის  გრინის  ფორმულას  R   არეში  აქვს  სახე   

        
 

      








RR

dxuuEdszunzudSxunxu
RS

,0,
~

,
~

,
~

,0

             (160) 

სადაც       zunzu ,
~
   და   uuE ,

~
  სიდიდეებს  აქვთ  შესაბამისად  (76)  და  

(2.30)  სახე. 

თუ  (141)  ერთგვაროვან   0,0 3  ff    სასაზღვრო  პირობებს  გავითვალი-

სწინებთ  (76)-ში,  მივიღებთ 

        .0,
~




zunzu  

ამ  ტოლობის  გათვალისწინებით  (160)-დან  ვღებულობთ 

       




RR

dxuuEdsxunxu 0,
~

,
~ . 

თუ  ამ  ტოლობის  ორივე  მხარეს  გადავალთ  ზღვარზე,  როცა  R   და  

გავითვალისწინებთ  (144)  ასიმპტოტიკას,  მივიღებთ  

 


 ,0,
~

dxuuE  

აქედან  ვღებულობთ,  რომ    ,0,
~

uuE   ანუ 

    .,0,0  xxrotuxdivu  

ამ  სისტემის  ამონახსს  აქვს  სახე 

                               ,,  xxgradxu                                (161) 

სადაც   x   ნებისმიერი  ჰარმონიული  ფუნქციაა. 

(161)-დან,        


zzuzn ,0    სასაზღვრო  პირობის  გათვალისწი-

ნებით,  მივიღებთ 



75 

 
 

.,0 











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როგორც  ცნობილია  ნეიმანის  სასაზღვრო  ამოცანის  ამონახსნი  

  .constCx    თუ   x   ფუნქციის  ამ  მნიშვნელობას  შევიტანთ  (161)-ში,  

მივიღებთ,  რომ    ,,0  xxu    ე. ი.   0
~

    და   0
~

   ერთგვაროვან  

ამოცანას  გააჩნია  მხოლოდ  ტრივიალური  ამონახსნი.   

 

§.3.       ამოცანის  ამოხსნა 

 თუ  (137)  სასაზღვრო  პირობებში  გავითვალისწინებთ,  რომ  
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(162)  ფორმულაში  და  შემდგომში  3x -ით  წარმოებულის  ზღვრული  
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(1)-(2)   განტოლებათა  სისტემიდან  ვღებულობთ,  რომ  

                              .,0,0  xxurotxurot                                (163) 

(162)   სასაზღვრო   პირობებიდან   ვღებულობთ 

                                ,2,1,, 43 
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(138)-(139)   წარმოადგენს  დირიხლეს  ამოცანას,  ხოლო (138), (140)    კი  

ნეიმანის  ამოცანას.  თუ  გავიხსენებთ  ჰარმონიული  ფუნქციისათვის,  

ნახევარსივრცეში  დირიხლესა  და  ნეიმანის  ამოცანების  ამონახსნებს  რა  

სახე  აქვთ,  მაშინ  მივიღებთ,  რომ   
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ამ  ტოლობებიდან  ვღებულობთ 
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თუ (1)-(2) განტოლებებში გავითვალისწინებთ, რომ ,rotrotuugraddivu   

მივიღებთ 

                       ,0111  xudrotrotxudcxurotrotbxuba       (167) 

            .,0222

 xxurotrotbxubaxudrotrotxudc  

მეორეს  მხრივ,  თუ  (167)-ში  გავითვალისწინებთ  შემდეგ  ტოლობებს 

         ,2,2 xurotrotxurotxxurotrotxurotx   

მივიღებთ,  რომ 

                                   ,,0,0  xxvxv                            (168) 
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 (168), (170)  დირიხლესა  და  (168), (171)  ნეიმანის  ამოცანის  ამოხსნებს  
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(169)-დან  გვაქვს 

           ,5432 xurotxxurotxxvxvxu    

           ,7631 xurotxxurotxxvxvxu                     (174) 

სადაც 

      ,2/,2/,2/ 2322222111 ddcdbadba    

          ,2/,2/ 2222522214 dbaddcbdbabdcd    

          .2/,2/ 2112721116 dbabdcddbaddcb    
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                                                   ,,
2

1
dyyfyxKxU  












                                 (175) 

სადაც 

 
     
     

       ,,,,
,,

,,
,

33

66

43

21













 yxKyxK

yxKyxK

yxKyxK
yxK p

jl

p  

      ,,,,,,,,4,3,2,1 321321

TTT
fffffffffffp   



79 

        

   

  ,4,3,2,1,
11

1
1

11
1

11
11,

2

3

2

3

3

4133

333

3

2

333

2

413212

1

33


































































p
r

x
rx

rx
x

rxx
x

rx
a

xx

r

r
aca

d
yxK

pppjl

j

pjl

l

p

l

plj

jl

pjlppppjl

p

jl




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  ,3,1,
1

432

1

  lca
d

lll   

  ,4,2,
1

231

1

  lca
d

lll   

     ,3,1,
1

311412

1

  ldd
d

lll   

  ,2,1,1 2

1

1  l
d

a l

l
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

  

     ,4,2,
1

312211

1

  ldd
d

lll   

  .4,3,1 3

1

2  l
d

a l

l

ll 


  

აქ   ვისარგებლებთ   შემდეგი   ტოლობებით 

 
    


























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 
 

    





























 ,2,1,,,

1

3

3

3

jkdyyf
xxx

r
dy

y

yf

rx
yx j

kk

j 



 

(175)  ფორმულის  საშუალებით  გამოვთვალოთ  ძაბვის     xUn,   

ვექტორი,  მივიღებთ 

                                             








 ,,
2

1
, dyyfyxLxUn


                                (176) 
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          
     
     

        ,4,3,2,1,,,,
,,

,,
,

33
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













lyxLyxL
yxLyxL
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yxL l
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        

     

,4,3,2,1,
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11
1

1
1

11
11,

3

3

3

32

3

2

1

35
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3

2
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3

3
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3

3
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
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







l
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x
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d

rxx
x

rxrxx
x

rxx
x
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yxL

llljk

j

l

j

lljk

k

lkj

jk

lkjlljk

l

jk










 

  ,2,1,2 231   llll    ,4,3,2 223   llll   

    ,4,3,2,2,1,2 223231   ll llllll   

    ,4231122111 lllll dd    

,4,3,2,1,3241  llllll   

jkd  ,2

3213      კრონეკერის  სიმბოლოა. 

თუ მოვითხოვთ, რომ  ,zf j
     ,,0  Czf j

  ,3 zf       ,
3 Czf ,

,2,1j ,10    მაშინ    xU    ვექტორი  წარმოდგენილი  (175)  ინტეგრალის  

სახით  წარმოადგენს  (1)-(2)  სისტემის  ამონახსნის  
   არეში.  თუ  (176)-დან   

      2,1,,,  jxUn j 
    ფუნქციისა  და  (175)-დან     xuxu 33 ,   ფუნქციების  

მნიშვნელობებში  გადავალთ  ზღვარზე, როცა  zx   03 x    და  

გავითვალისწინებთ  შემდეგ  ტოლობას 

                      













,,

1

2

1
lim

3

zzfdyyf
rxzx 

                                  (177) 

მივიღებთ  რომ   xU   ვექტორი  წარმოდგენილი  (175)  ფორმულით  

დააკმაყოფილებს  (137)   სასაზღვრო  პირობებს. 

 თუ      ამოცანის  სასაზღვრო  ვექტორ-ფუნქციებს  მოვთხოვთ  

შემდეგ  პირობებს: 

    ,2,1,
1

,
1

22










 j

z
zf

z
zf jj

 

    ,0,,
1

,
1

33 








 constz

z
zf

z
zf  

მაშინ   xU   ვექტორს,  წარმოდგენილი  (175)  ფორმულით,  უსასრულოდ  

დაშორებული  წერტილის  მახლობლობაში  ექნება  შემდეგი  ასიმპტოტიკა 
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      ,2,1,ln,
1




jxxOxuxu jj  

     ,,
1

33


 xOxuxu  

      ,2,1,,
2




jxOxuxu jkjk  

      .3,2,1,ln,
2

33 


kxxOxuxu kk  

 

 

 

§4.   V    ამოცანის   ამოხსნა 

 (138)   სასაზღვრო  პირობებში  ვიგულისხმოთ,  რომ      ,1,0,0
T

zn   

მაშინ  იგი  შეგვიძლია  ასე  გადავწეროთ: 

          ,2,1,, 


jzfzuzfzu jjjj  

                  
    ,1

3

3

3 zf
x

zu















      
     ,,2

3

3

3 













zzf
x

zu
                   (178) 
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   ,22 322121 dcbad    

   ,22 22231 dcba    

   ,22 11132 dcba    

   .22 311222 dcbad    

(1)-(2)  განტოლებათა  სისტემიდან  გამომდინარეობს,  რომ   

                               .,0,0  xxudivxudiv                                (179) 

(138)  სასაზღვრო  პირობებიდან  გამომდინარეობს,  რომ  

                     ,,, 4

3

3

3 


zzfzudivzfzudiv                          (180) 
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(179)-(180)  დირიხლეს  ამოცანების  ამონახსნებია 

     












 ,,

1

2

1 3

3

3

xdyyf
rx

xudiv


 

     












 ,,

1

2

1 4

3

3

xdyyf
rx

xudiv


                        (181) 

სადაც        .2

3

2

22

2

11 xyxyxr   

 თუ  განტოლებათა  (1)-(2)  სისტემაში  გავითვალისწინებთ  შემდეგ  

ტოლობებს 

         ,2,2 xugraddivxuxdivxugraddivxuxdiv   

მაშინ  მოცემული  სისტემა  ასე  გადაიწერება 

                                ,,0,0  xxvxv                                    (182) 

         ,22 11 xudxdivxuxdivbxucxuaxv   

                               .22 22 xuxdivbxudxdivxuaxucxv          (183) 

 დავაგეგმილოთ   (182)  ვექტორული  ტოლობები  ,2,1,0 jx j
  

საკოორდინატო  ღერძებზე,  მივიღებთ 

                                 .,2,1,0,0  xjxvxv jj
                         (184) 

მეორეს  მხრივ  (178)  და  (180)   სასაზღვრო  პირობებიდან,  (183)-ის   გათვა-

ლისწინებით,   ვღებულობთ 

                      ,,2,1,, 65 


zjzfzvzfzv jjjj                         (185) 

სადაც 
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            ,22 4
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5 zfdzzfzbzfczfazf jjjjj   

             .2,1,22 4
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3

32

6  jzfzbzfdzzfazfzf jjjjj
 

(184)-(185)  დირიხლეს  ამოცანების  ამონახსნებს  აქვთ  შემდეგი  სახე 
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                          (186) 
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(182)   ვექტორული  ტოლობები  დავაგეგმილოთ   30x   ღერძზე,  მივიღებთ 

                                    .,0,0 33

 xxvxv                                        (187) 

(178), (180)  სასაზღვრო  პირობების  გათვალისწინებით,  (183)-დან  

ვღებულობთ 

        
    ,5

3

3

3 zf
x

zv















      
     ,,6

3

3

3 













zzf
x

zv
             (188) 

სადაც 

              ,22 4

3

3

31

2

3

1

31

5

3 zdfzfbzcfzfazf   

              .22 4

32

3

3

2

32

1

3

6

3 zfbzdfzfazcfzf   

(187)-(188)  ნეიმანის  ამოცანების  ამონახსნებია 

     








 ,,
1

2

1 5

33 xdyyf
r

xv


                              (189) 

     








 .,
1

2

1 6

33 xdyyf
r

xv


 

(183)-დან  ვღებულობთ 

                 ,
2

1
22122

1

xuxdivdacbxuxdivbacdxvcxva
d

xu      (190) 

              .
2

1
21111

1

xuxdivbacdxuxdivdacbxvcxva
d

xu   

 თუ  (181), (186)  და  (189)  ტოლობებს  გავითვალისწინებთ  (190)-ში,  

მივიღებთ 

                                     








 ,,
~

2

1
dyyfyxKxU


                                    (191) 



84 

სადაც 

 
     
     

       ,,
~

,
~

,
,

~
,

~
,

~
,

~

,
~

33

66

43

21

















 yxKyxK

yxKyxK

yxKyxK
yxK p

jl

p  

      ,,,,,,,,4,3,2,1 321321

TTT
fffffffffffp   

       

   

,4,3,2,1,
11

11
1

1
1

1
11,

~

3

32433

3

2

313333233

3

3

1

3

4133




































































p
rx

x
r

rxx
x

rxrx
x

xxx

r

rx
yxK

ppjl

j

p

l

pjl

l

plj

jl

pjlppjl

p

jl







 

,433321111 ppppp    

,443422122 ppppp    

,43

2

2
33

2

2
21

2

1
1

2

1
13 ppppp

dddd












 











































 
  

,44

2

11
34

2

22

2

12

2

22
4 ppppp

d

ba

d

dc

d

dc

d

ba
 














































  

     ,
2

1
2221212

21

1   dacbdbacd
dd

 

      ,
2

1
222212

21

2 dcdacbbabacd
dd

  

     ,
2

1
2222112

21

1   ddacbbacd
dd

 

      ,
2

1
121122

21

2 dcbacdbadacb
dd

  

     ,
2

1
2211211

21

3   bacdddacb
dd

 

      ,
2

1
212211

21

4 dcbacdbadacb
dd

  

     ,
2

1
2221111

21

3   dbacddacb
dd

 



85 

      ,
2

1
112111

21

4 babacddcdacb
dd

  

kj   კრონეკერის  სიმბოლოა. 
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 მოვითხოვოთ,  რომ  სასაზღვრო  ფუნქციები      ,, ,1  Czfzf jj
 

 zf3
 ,      ,0

3 Czf , ,10,2,1  j    მაშინ  უშუალო  შემოწმებით  

მტკიცდება,  რომ   xU   ვექტორი  წარმოდგენილი  (191)  სახით  წარმოად-

გენს  (1)-(2)  სისტემის  ამონახსნს.  თუ    ,, xuxu jj


     2,1,,  jxUj  

ფუნქციებში  (191)-(192)-დან  გადავალთ  ზღვარზე,  როცა   03  xzx    

და  გავითვალისწინებთ  (177)  ტოლობას,  მივიღებთ,  რომ   xU    ვექტორი  

წარმოდგენილი  (191)  ფორმულით  აკმაყოფილებს  (138)  სასაზღვრო  

პირობებს. 
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მაშინ   xU    ვექტორი  წარმოდგენილი  (191)  ფორმულით  წარმოადგენს  

 V   ამოცანის   რეგულარულ   ამონახსნს,  რომელსაც   უსასრულობაში  

გააჩნია  შემდეგი  ასიმპტოტიკა: 

           ,ln,,,
1

33

1
xxOxuxuxOxuxu jj


  

     ,ln,
2

xxOxuxu jkjk


  

      .3,2,12,1,,
2

33 


kjxOxuxu kk  

 

 

 

§.5.   
~    ამოცანის   ამოხსნა 

 (140)   საკონტაქტო  პირობებში  თუ  გავითვალისწინებთ,  რომ  

    ,1,0,0
T

zn   მაშინ  იგი  ასე  გადაიწერება: 

         ,, 3333 zfzuzfzu 
  

   
 ,3

3

zf
z

zf

x

zu
j

j

j 


















   
   

  


















zjzf
z

zf

x

zu
j

j

j
,2,1,3

3

.   (193) 

(1)-(2)  სისტემიდან  ვღებულობთ 

    .,0,0  xxurotxurot                               (194) 

 (193)   სასაზღვრო   პირობებიდან   ვღებულობთ,   რომ   

      ,1221 zfzfzurot jjj



  

       ;,2,1,1221 


zjzfzfzurot jjj                              (195) 

 
   

,
1

2

2

1

33 z

zf

z

zf
zurot

x 























 

                                        
   

.,
1

2

2

1

33


























z
z

zf

z

zf
zurot

x
                (196) 

(194)-(196)  დირიხლესა   და  ნეიმანის  ამოცანების  ამონახსნები  ჩაიწერება  

ასე: 



88 

        












 ,2,1,

1

2

1
1221

3

jdyyfyf
rx

xurot jjj 


 

        












 ,2,1,

1

2

1
1221

3

jdyyfyf
rx

xurot jjj 


 

  
   

 

























 ,

1

2

1

1

2

2

1
3 dy

y

yf

y

yf

r
xurot


 

  
   

 

























 ,

1

2

1

1

2

2

1
3 dy

y

yf

y

yf

r
xurot


 

    .2

3

2

22

2

11 xyxyxr   

ამ   ტოლობის   გათვალისწინებით   ვღებულობთ 

  
   

  

 









































,2,1,
1

2

1

2

1

3

3

1

2

2

12112

jdyyf
rx

x

dy
y

yf

y

yf

r

xx
xurotx

j

jj

j






 

  
   

  

 









































,2,1,
1

2

1

2

1

3

3

1

2

2

12112

jdyyf
rx

x

dy
y

yf

y

yf

r

xx
xurotx

j

jj

j






                       (197) 

        












 ,

1

2

1
2211

3

3 dyyfxyfx
rx

xurotx


 

        












 ,

1

2

1
2211

3

3 dyyfxyfx
rx

xurotx


 

kj    კრონეკერის   სიმბოლოა. 

     თუ (1)-(2) განტოლებებში გავითვალისწინებთ, რომ  

,rotrotuugraddivu    მაშინ  იგი  ასე  გადაიწერება   

            ,0111  xudrotrotxudcxurotrotbxuba                  (198) 

            .,0222

 xxurotrotbxubaxudrotrotxudc  

მეორეს  მხრივ,  თუ  (198)-ში  გავითვალისწინებთ  შემდეგ  ტოლობებს   

         ,2,2 xurotrotxurotxxurotrotxurotx   

მაშინ  იგი  ასე  გადაიწერება 
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                              ,,0,0  xxvxv                                        (199) 

სადაც 

               ,22 111 xurotxdxurotxbxudcxubaxv              (200)  

               .22 222 xurotxbxurotxdxubaxudcxv   

(183), (185)-(186)  სასაზღვრო  პირობების  გათვალისწინებით,  (200)-დან  

ვღებულობთ 

           ,,, 2

3333 


zzfzvzfzv                              (201) 

          .,2,1,, 2

3

1

3






























zjzfzv
x

zfzv
x

jjjj              (202) 

სადაც 

                    ,22 22112221113311

1

3 zfzzfzdzfzzfzbzfdczfbazf   

                    ,22 2211222113223

2

3 zfzzfzbzfzzfzdzfbazfdczf   

    
 

   
 

 

         
,

22

1

2

2

1

1

2

2

1
12112

33
11

1
























































































z

zf

z

zf
d

z

zf

z

zf
bzz

zf
z

zf
dczf

z

zf
bazf

jj

j

j

j

j

j



 

    
 

   
 

 

         
.2,1,

22

1

2

2

1
2

1

2

2

1
2112

3
22

32
























































































j
z

zf

z

zf
b

z

zf

z

zf
dzz

zf
z

zf
bazf

z

zf
dczf

jj

j

j

j

j

j



 

(199), (201)  დირიხლეს  და   (199), (202)  ნეიმანის  ამოცანების  ამონახსნებს  

აქვთ  შემდეგი  სახე: 

     










 ,

1

2

1 1

3

3

3 dyyf
rx

xv


 

                                               










 ,

1

2

1 2

3

3

3 dyyf
rx

xv


                              (203) 

     








 ,2,1,
1

2

1 1 jdyyf
r

xv jj


 

     








 .2,1,
1

2

1 2 jdyyf
r

xv jj

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(200)-დან   ვღებულობთ,  რომ 

           ,5432 xurotxxurotxxvxvxu    

            ,7631 xurotxxurotxxvxvxu                     (204) 

სადაც 

      ,2/,2/,2/ 2322222111 ddcdbadba    

          ,2/,2/ 2222522214 dbaddcbdbabdcd    

          .2/,2/ 2112721116 dbabdcddbaddcb    

(204)  ტოლობებიდან,  (197)  და  (203)  ტოლობების  გათვალისწინებით  

მივიღებთ 

                                           
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









   

         

  .
11

1

1
1

1
111,

3

333337

33

2

7733

4

rxrx
x

rxxx

r

r
yxK

jl

j

lj

l

jl

jl

jljljl








































 

 აქ  ჩვენ   ვისარგებლებთ   ტოლობებით 

 
   


























,2,1,,

11
jldyyf

rx
dy

y

yf

r
l

jj

l  
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                             
 

   

























 .2,1,,

1 2

jldyyf
xx

r
dy

y

yf

r
yx k

jlj

k
ll

      (206) 

 თუ   xU   ვექტორის  (205)  მნიშვნელობას  შევიტანთ     xUn,   

ძაბვის  ვექტორის  (4)  მნიშვნელობაში,  მივიღებთ 

        








 ,,
2

1
, dyyfyxLxUn


 

სადაც    
     
     

       ,4,3,2,1,,,,
,,

,,
,

33

66

43

21















lyxLyxL
yxLyxL

yxLyxL
yxL p

jk

p  

 

         

   

  ,
1

2
1

2

1

2
21

1
12

2
1

11,

2

3

2

331

3

2

36341

1
1133

3

2

331

3

3

6341

3

141633

rxrxx
x

rx

b
a

rxx

xxx

r

rx
aacyxL

jk

j

j

kj

k

jk

jk

kjjk

l

kj








































































 

         

   

  ,
1

2
1

2

1

2
21

1
12

2
1

11,

2

3

2

333

3

2

37351

333

3

2

333

3

3

7351

3

75133

2

rxrxx
x

rx

d
c

rxx

xxx

r

rx
ccayxL

jk

j

j

kj

k

jk

jk

kjjkkj








































































 

 

         

   

  ,
1

2
1

2

1
2

2
1

1
12

2
1

11,

2

3

2

3

3

2

34362

333

3

2

333

3

3

4362

3

46233

3

rxrxx
x

rx

d
c

rxx

xxx

r

rx
ccayxL

j

j

kj

k

jk

jk

kjjkkj





































































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         

   

  .
1

2
1

2

1
2

2
1

1
12

2
1

11,

2

3

2

332

3

2

37253

2
2

233

3

2

332

3

3

7253

3

272533

4

rxrxx
x

rx

b
a

rxx

xxx

r

rx
aacyxL

jk

j

j

kj

k

jk

jk

kjjkkj






































































 

  

თუ მოვითხოვთ, რომ სასაზღვრო ფუნქციები  ,zf j
     ,,1  Czf j

 

 ,3 zf        ,10,2,1,,0

3   jCzf  მაშინ  უშუალო  შემოწმებით  

მტკიცდება,  რომ   xU    ვექტორი  წარმოდგენილი  (205)  ფორმულის  სახით  

წარმოადგენს  (1)-(2)  სისტემის  ამონახსნს.  თუ  
 

,
3x

xu j



  
,

3x

xu j





   xuxuj 33 ,,2,1     ფუნქციების  მნიშვნელობებში (205)-დან  გადავალთ  

ზღვარზე,  როცა   03  xzx   და  გავითვალისწინებთ  (177)  

ტოლობას,  მივიღებთ,  რომ   xU    ვექტორი  წარმოდგენილი  (205)  

ფორმულით,  აკმაყოფილებს  (140)  სასაზღვრო  პირობებს. 

  

თუ  სასაზღვრო  ვექტორ-ფუნქციებისაგან  მოვითხოვთ,  რომ   

    ,2,1,
1

,
1

22










 j

z
zf

z
zf jj

 

    ,0,,
1

,
1

33 








 constz

z
zf

z
zf  

მაშინ   xU   ვექტორი  წარმოდგენილი  (205)  სახით,  წარმოადგენს   
~

  

ამოცანის  რეგულარულ  ამონახსნს,  რომელიც  უსასრულოდ  დაშორებული  

წერტილის  მახლობლობაში  აკმაყოფილებს  ქრობის  შემდეგ  პირობებს: 

     ,ln,
1

xxOxuxu jj


  

      ,2,1,,
2




jxOxuxu jkjk  

     ,,
1

33


 xOxuxu  
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      .3,2,1,ln,
2

33 


kxxOxuxu kk  

 

 

 

 

§.6.   
~    ამოცანის   ამოხსნა 

 თუ   (141)-(142)   სასაზღვრო  პირობებში   გავითვალისწინებთ,  რომ  

    ,1,0,0
T

zn   მაშინ   
~

  ამოცანის   სასაზღვრო  პირობები  ასე  გადაიწე-

რება: 

    ,33 zfzu 
       

   
  ,2,1,3

3




















jzf
z

zf

x

zu
j

j

j
               (207) 

          .,, 5241 


zzfzzfz                       (208) 

(6)  სისტემიდან  მარტივი  გარდაქმნების  შემდეგ  ვღებულობთ 

         ,0232121  xx                                         (209) 

       ,021

2

1  xx                                                   (210) 

სადაც      .2,,/ 3212

2

2312

2

1   dddd  

(208)  სასაზღვრო  პირობების  გათვალისწინებით  ვღებულობთ 

                ,532421232121 zfzfzz  
                 (211) 

        .5421 zfzfzz 


                                             (212) 

(209), (211)  და  (210), (212)  დირიხლეს  ამოცანების  ამონახსნები  
   არეში  

წარმოიდგინებიან  შემდეგი  სახით 

                 












 ,

1

2

1
532421

3

232121 dyyfyf
rx

xx 


  

         .
2

1
54

3

21

1

dyyfyf
r

e

x
xx

r





  












  

ამ  ტოლობებიდან  ვღებულობთ,  რომ 
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         ,
11

2

1
54

32

32
4

3

1

1

dyyfyf
r

e

xd
yf

rx
x

r

 




































         (213) 

         .
11

2

1
54

32

21
5

3

2

1

dyyfyf
r

e

xd
yf

rx
x

r

 




































  

 თუ   x1   და    x2     ფუნქციების  (213)  მნიშვნელობებს  შევიტანთ  (5)  

განტოლებაში,  მივიღებთ 

          

          .
11

1

2

1

54

3

212321

2

5241

3

1

dyyfyf
r

e

xd

yfyf
rx

gradxgraddivuxu

r



































 










        (214) 

  

 ჩვენი  მიზანია  ვიპოვოთ  (214)  არაერთგვაროვანი  განტოლების  

ისეთი  ამონახსნი,  რომელიც  აკმაყოფილებს  (207)  სასაზღვრო  პირობებს.  

ამ  ამოცანის  ამონახსნი  წარმოიდგინება  შემდეგი  სახით 

                                              ,,~
0

 xxuxuxu                                       (215) 

სადაც     xu0    ვექტორი  
    არეში  აკმაყოფილებს  შემდეგ  ერთგვაროვან  

განტოლებას 

      ,,000

 xxgraddivuxu                                (216) 

ხოლო     საზღვარზე  კი   (207)   სასაზღვრო  პირობებს. 

  xu~    არის  (214)  არაერთგვაროვანი  განტოლების  კერძო  ამონახსნი,  

რომელიც      საზღვარზე  აკმაყოფილებს  შემდეგ  ერთგვაროვან  

სასაზღვრო  პირობებს. 

   ,0~
3 


zu       

 
.,0

~

3















z
x

zu j
                           (217) 

(214)  განტოლების  კერძო  ამონახსნს,  რომელიც  აკმაყოფილებს  (144)  
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                    (228) 

(226)-დან,   (207)  და  (221) – (222)   სასაზღვრო  პირობების   გათვალისწი-
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,5,4,3

,10     მაშინ  უშუალო  შემოწმებით  ვაჩვენებთ,  რომ   xU   ვექტორი  

წარმოდგენილი  (235)  სახით,  აკმაყოფილებს  (5)-(6)  სისტემას. 
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 (235)  ფორმულიდან  ვღებულობთ,  რომ 

        












 .,2,1,

1

2

1
1221

3

xjdyyfyf
rx

xrotu jjj 


                 (238) 

 თუ  (235)  ფორმულიდან   xu3   ფუნქციის,  (213)  ფორმულებით  

განსაზღვრულ   2,1, jxj  ფუნქციების, (238) ფორმულით განსაზღვრული 

   ,jxrotu 2,1j  ფუნქციების მნიშვნელობებში გადავალთ ზღვარზე, როცა 

 zx  03 x   და  გავითვალისწინებთ  (177)  ტოლობას,  მივიღებთ,  

რომ   xU   ვექტორი  წარმოდგენილი  (235)  ფორმულის  სახით  

აკმაყოფილებს  (141)-(143)  სასაზღვრო  პირობებს. 

 თუ  სასაზღვრო  ფუნქციები  აკმაყოფილებენ  შემდეგ  პირობებს 

    ,5,4,3,
1

,
1

2










 

z
zf

z
zf j

 

,0,  constz  

მაშინ  (235)  ფორმულით  წარმოდგენილი   xU   ვექტორი  უსასრულოდ  

დაშორებული  წერტილის  მახლობლობაში  აკმაყოფილებს  ქრობის  შემდეგ  

პირობებს 

       ,,ln
11 

 xOxxxOxu jj   

       ,ln,
22

xxOxuxOxu jkjk


  

   ,1

3


 xOxu         .2,1,3,2,1,ln

2

3 


jkxxOxuk  

 ამრიგად  მივიღეთ,  რომ    xU   ვექტორი  წარმოდგენილი  (235)  

ფორმულით  წარმოადგენს    
~

   ამოცანის  რეგულარულ   ამონახსნს  
   

არეში. 

 

 

§.7.   
~    ამოცანის   ამოხსნა 
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 თუ  (141), (143) სასაზღვრო  პირობებში  გავითვალისწინებთ,  რომ  

    ,1,0,0
T

zn   მაშინ    
~

 ამოცანის  სასაზღვრო  პირობები  გადაიწერება  

ასე 

    ,33 zfzu 


                                                                (239)                                                          

 
 

 
  



























zzf
x

z
zf

x

z
,, 5

3

2
4

3

1 
.                        (240) 

(240)  სასაზღვრო  პირობების  გათვალისწინებით  ვღებულობთ 

                 ,,532421232121

3
















zzfzfzz
x

      

(241) 

         














zzfzfzz
x

,5421

3

 .                     (242) 

 (209),  (241)  და  (210),  (242)   ნეიმანის  ამოცანების  ამონახსნები  
   

არეში  წარმოიდგინებიან  შემდეგი  სახით 

                 ,
2

1
532421232121 dyyfyfzz  









 


  

        .
2

1
5421

1

yfyf
r

e
zz

r

  











  

ამ  ტოლობებიდან  მივიღებთ 

         





















 ,

11

2

1
54

2

32
41

1

dyyfyf
r

e

d
yf

r
x

r



                   (243) 

         





















 .

11

2

1
54

2

21
52

1

dyyfyf
r

e

d
yf

r
x

r



  

 თუ    x1   და    x2   ფუნქციების  (243)   მნიშვნელობებს  შევიტანთ  

(5)-ში,  მივიღებთ 

   
  )103.3(,,2,1,3

3




















zjzf
z

zf

x

zu
j

j

j
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          

          .,
11

1

2

1

54212321

2

5241

1


























  

xdyyfyf
r

e

d

yfyf
r

gradxgraddivuxu

r








 (244)  

 ამ  არაერთგვაროვანი  განტოლების  ამონახსნი,  რომელიც  

აკმაყოფილებს  (239)  სასაზღვრო  პირობებს  მოიცემა  (215)-ის  სახით,  სადაც  

 xu0   ვექტორი  
   არეში  აკმაყოფილებს  ერთგვაროვან  (216)  განტოლებას,  

ხოლო     საზღვარზე  კი  (239)  სასაზღვრო  პირობას.   xu~   ვექტორი  

წარმოადგენს  (244)  არაერთგვაროვანი  განტოლების  ისეთი  კერძო  

ამონახსნს,  რომელიც     საზღვარზე  აკმაყოფილებს  (217)  ერთგვაროვან  

სასაზღვრო  პირობას. 

  xu0   ვექტორს  აქვს  (233)  სახე,  ხოლო   xu~   ვექტორი  წამოიდგინება  

შემდეგი  სახით 

            














 
   xdyyfyf

r

e
yfyfrgradxu

r

,
1

2

1~
5435241

1




   

(245) 

სადაც  3,2,1, jj    მუდმივებს  აქვს  (219)  სახე. 

 თუ    xu0   ვექტორის  მნიშვნელობას  (233)-დან  და   xu~   ვექტორის  

მნიშვნელობას  (245)-დან  შევიტანთ  (215)  ფორმულაში  და  გავით-

ვალისწინებთ   x1   და    x2   ფუნქციების  (243)  მნიშვნელობებს,  

მივიღებთ 

                                        








 ,,,
~

2

1
xdyyfyxKxU


                            (246) 

სადაც           ,,,,,,,, 5432121

TT
ffffffuU    

 
     
     

     ,0,
~

,
,

~
,

~
,

~
,

,
~

32

3

55

43

21

















 yxK

yxKyxK

yxKyxK
yxK  

              ,,
~

,
~

,,
~

,
~

22

44

23

22


 yxKyxKyxKyxK jj   

  yxK j ,1


-ს    აქვს  (234)  სახე, 
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       ,
1

,
~ 1

32121

2

r

e

xx

r
yxK

r

e

jj

e

jjjj















  

        .
11

,
~ 1

212321

2

214

r

e

dr
yxK

r

jj

jj












   

 (246)  ტოლობით  განსაზღვრული   xU   ვექტორის  საშუალებით  

გამოვთვალოთ  ძაბვის     xUn,   ვექტორი,  რომელსაც  აქვს  (8)  სახე.  

გამოთვლის  შედეგად  ვღებულობთ 

                                           ,,,
~

2

1
, 









   xdyyfyxLxUn


          (247) 

სადაც 

                 ,,
~

,
~

,,
~

,,
~

23

22

53

21

  yxLyxLyxLyxLyxL kj
 

  yxLkj ,1  -ს  აქვს  (237)  სახე, 

        

    .
1

12
1

2
1

1
12

1
2

1
2,

11

3

2

33

2

12

3

2

1321

3

333

3

3121

2











 












 













































r

e

xxr

e

xr

rx
x

rx
x

r
yxL

r

k

kk

r

jj

kjkjjjjkj







 

თუ   5,...,2,1, jzf j
 ფუნქციებისაგან მოვითხოვთ, რომ  

    ,5,4,2,1,,0  jCzf j

         ,,1

3  Czf   ასევე  თუ 

    ,
1

,5,4,2,1,
1

32
z

zfj
z

zf j








  

,0,  constz  

მაშინ     xU   ვექტორი   წარმოდგენილი  (246)  სახით,  წარმოადგენს  (5)-(6)  

სისტემის  ამონახსნს,  რომელიც  უსასრულოდ  დაშორებული  წერტილის  

მახლობლობაში  უშვებს   შემდეგ  ასიმპტოტიკას 

       ,ln,ln
11

xxOxxxOxu jj


   

        ,2,1,,
22




jxOxxOxu jkjk   

   ,1

3


 xOxu         ,3,2,1,ln

2

3 


kxxOxuk  
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 თუ  (246)  ფორმულიდან   ,3 xu   (243)  ფორმულიდან    2,1,3  jxj   

და  (238)  ფორმულიდან     2,1, jxrotu j
 ფუნქციების  მნიშვნელობებში  

გადავალთ  ზღვარზე,  როცა   zx   და  გავითვალისწინებთ  (177)  

ტოლობას, მაშინ   xU   ვექტორი  წარმოდგენილი  (246)  სახით და  

აკმაყოფილებს  (141), (143)  სასაზღვრო  პირობებს.  ამრიგად,  მივიღებთ,  რომ  

 xU   ვექტორი  წარმოდგენილი  (246)-ის  სახით  არის   
~

  ამოცანის  

რეგულარული  ამონახსნი  
   არეში. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

თავი  IV .   ამოცანები, რომლებიც დაიყვანება ალგებრულ 

განტოლებათა უსასრულო სისტემის გამოკვლევაზე 

§1. ამოცანის დასმა. ერთადერთობის თეორემა 
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ვთქვათ 
j ,  2,1j  სფერული ზედაპირია ცენტრით 

jO  კოორდინატთა 

სათავეში და რადიუსით 
jR . აღვნიშნოთ 

j -ით, 2,1j  ბირთვი, რომელიც შე-

მოსაზღვრულია 
j  სფერული ზედაპირით, ხოლო 

 ℝ3  21\  . ვიგუ-

ლისხმოთ  21
. ჩავთვალოთ, რომ ერთგვაროვანი სხეული ავსებს 

 არეს. 

ვიგულისხმოთ, რომ       jjj

j xxxO 321
, 2,1j  კოორდინატთა სისტემის შე-

საბამისი საკოორდინატო  ღერძები არიან პარალელურნი და ერთნაირად 

მოგეზილნი. აღვნიშნოთ       jjj xxx 321
 და  jjjr  ,, -ით, 2,1j , x  წერტილის 

დეკარტისა და სფერული კოორდინატები      jjj

j xxxO 321
 სისტემის მიმართ. 2O  

წერტილის სფერული კოორდინატები      1

3

1

2

1

11 xxxO  სისტემის მიმართ 

აღვნიშნოთ  00,, d -ით. 

რადგან საკოორდინატო ღერძები ერთმანეთის პარალელურია და 

ერთნაირადაა მოგეზილი, ამიტომ   

   
0

21 dexx                                                    (248) 

სადაც 
 jx , 2,1j  არის x  წერტილის მნიშვნელობა      jjj

j xxxO 321
 სისტემის 

მიმართ, 
21OOd  ,  T000000 cos,sinsin,sincos e . 

ამოცანა (A). ვიპოვოთ 
  არეში (5)-(6) სისტემის ისეთი 

რეგულარული  T21,, uU   ამონახსნი, რომელიც 
j , 2,1j  საზღვარზე 

აკმაყოფილებს შემდეგ სასაზღვრო პირობებს: 

       zfzuzn j

4
 ,    

jz  , 

                zfzUnPznznzUnP j


,, ,    
jz  ,                   (249) 

     zfz j

51  ,        zfz j

62   ,   
jz  ,  2,1j ,                     (250)     

ან       
 
 

  zf
zn

z j

5
1 















,     

 
 

  zf
zn

z j

6
2 















,   

jz  ,  2,1j ,                  (251)     

სადაც 
        Tjjjj ffff 321 ,, ,  jf , 2,1j , 6,,2,1    საზღვარზე მოცემული 

ფუნქციებია,   zn   არის 
jz   წერტილზე გამავალი 

j  არის მიმართ გარე 

ნორმალის ორტი. 
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ნახ. 1 

 xU  ვექტორი უსასრულოდ დაშორებული წერტილის მახლობლო-

ბაში აკმაყოფილებს ქრობის შემდეგ პირობებს 

   1Oxu  ,       1
 xOxj ,  2,1j , 

    0
4

1
1

1

1

2

1

lim 



 


r
r

dxuxn
r

r


,                                      (252) 

სადაც 
1r

არის სფერო ცენტრით 1O  წერტილში და რადიუსით xr 1

 21 Rdr  . 

ამოცანა (A) (249)-(250) სასაზღვრო პირობებით აღვნიშნოთ (A.I)  

სიმბოლოთი, ხოლო (249), (251) სასაზღვრო პირობები კი (A.II)სიმბოლოთი. 

 ვთქვათ   არის  

2

1

3

d
x   სიბრტყე. აღვნიშნოთ 1  სფერული 

ზედაპირი ცენტრით 1O  წერტილში და რადიუსით 1R . 1 -ით აღვნიშნოთ 

ბირთვი, რომელიც შემოსაზღვრულია 1  სფერული ზედაპირით. 
 -ით 

აღვნიშნოთ  

2

1

3

d
x   ნახევარ-სივრცე 1  ბირთვული ღრუთი. ვიგულისხ-

მოთ, რომ 
  არე შევსებულია დრეკადი კომპოზიტური მასალით. 



106 

 

ნახ. 2 

ამოცანა (B). ვიპოვოთ 
  არეში (5)-(6) სისტემის ისეთი რეგულარული 

 T21,, uU   ამონახსნი, რომელიც 
j  საზღვარზე აკმაყოფილებს შემდეგ 

სასაზღვრო პირობებიდან ერთ-ერთს: 

         zfzUnPzn 1

4, 
 ,    1z , 

            zfzuznznzu 1


,    1z ,                                 (253) 

     zfz 1

51  ,        zfz 1

62  ,    1z ,                         (254)     

ან 
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 
 

  zf
zn

z 1

5
1 















,     

 
 

  zf
zn

z 1

6
2 















,   1z ,                        (255)     

სადაც 
        Tjjjj ffff 321 ,, ,  jf , 2,1j , 6,,2,1    საზღვარზე მოცემული 

ფუნქციებია,   zn    არის 1z  წერტილზე გამავალი 1  არის მიმართ გარე 

ნორმალის ორტი. 

  სიბრტყეზე შემდეგ სასაზღვრო პირობებიდან ერთ-ერთს: 

       0, 


zUnPzn ,            0


zuznznzu ,    0


zj , 2,1j ,     (256) 

ან 

       0, 


zUnPzn ,           0


zuznznzu ,
 

 
  zf

zn

z
jj

5














,   2,1j ,  

(257)     

სადაც  zn   არის z  წერტილზე გამავალი 
  არის მიმართ გარე 

ნორმალის ორტი. 

 xU  ვექტორი უსასრულოდ დაშორებული წერტილის მახლობლო-

ბაში აკმაყოფილებს ქრობის შემდეგ პირობებს 

   1Oxu  ,       1
 xOxj ,  2,1j , 

    0
4

1
2lim 



 


R

R

dxuxn
RR 

,                                     (258) 

სადაც R
არის  

  არეში მოთავსებული R  რადიუსიანი სფერული 

ზედაპირის ნაწილი, ცენტრით 1O  წერტილში 









2

d
R . 

ამოცანა (B) (253)-(254) და (256) სასაზღვრო პირობებით აღვნიშნოთ 

(B.I) სიმბოლოთი, ხოლო (253), (255) და (257)  სასაზღვრო პირობებით კი (B.II) 

სიმბოლოთი. 

თეორემა 4.1  თუ  (A.I) და (A.II)  ამოცანებს გააჩნიათ ამონახსნი, მაშინ 

იგი ერთადერთია. 
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დამტკიცება. თეორემა დამტკიცებული იქნება, თუ ვაჩვენეთ, რომ (A.I)0 და 

(A.II)0 ერთგვაროვან     6,5,4,2,1,0,0   jff
jj  ამოცანებს გააჩნიათ 

მხოლოდ ტრივიალური ამონახსნი. 

 შენიშვნა 1.13-ის თანახმად 
  არეში შეგვიძლია დავწეროთ (1.6) გან-

ტოლებათა სისტემის შესაბამისი გრინის (68) ფორმულა 

    
 
 

    
 
 
























 ds
zn

z
zz

zn

z
zz

21

1
2312

1
2211





  

       



2

23212

2

11 2 xgradxgradxgradxgrad   

      0
2

21  dxxx  . 

 თუ ამ ტოლობაში ვისარგებლებთ (A.I)0   და (A.II)0   ერთგვაროვანი 

ამოცანების სასაზღვრო პირობებით, მაშინ მივიღებთ 

       



2

23212

2

11 2 xgradxgradxgradxgrad 

      0
2

21  dxxx  . 

 აქედან, რადგან ინტეგრალქვეშა ფუნქცია არაუარყოფითად განსაზღვ-

რული ფუნქციაა, ამიტომ ვღებულობთ 

       xxxjxgrad j ,,2,1,0 21  , 

ანუ     constcxx  21  , 
x . ვინაიდან   2,1, jxj  ფუნქციები უსას-

რულობაში მიისწრაფიან ნულისკენ, ამიტომ 0c , ე.ი.     021  xx  , 

x . ამ ტოლობის საფუძველზე (A.I)0 და (A.II)0 ამოცანები დაიყვანება 

შემდეგ ამოცანაზე: ვიპოვოთ 
  არეში ისეთი რეგულარული  T321 ,, uuuu   

ვექტორი, რომელიც ამ არეში აკმაყოფილებს შემდეგ განტოლებას 

      0 xgraddivuxu  ,    
x , 

ხოლო 
j , 2,1j  საზღვარზე კი შემდეგ სასაზღვრო პირობას 

     0


zuzn ,                 0,, 


zunTznznzunT ,   
jz  , 

სადაც    zunT ,  ძაბვის ვექტორია. 

 უსასრულოდ დაშორებული წერტილის მახლობლობაში  xu  

ვექტორი აკმაყოფილებს ქრობის (44) პირობებს.  
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 ცნობილია, რომ (იხ. [28]) ამ ამოცანას გააჩნია მხოლოდ ტრივიალური 

ამონახსნი, ე.ი.   0xu , 
x . 

 თეორემა 4.2. თუ (B.I) და (B.II)  ამოცანებს გააცნიათ ამონახსნი, მაშინ 

იგი ერთადერთია. 

დამტკიცება. თეორემა დამტკიცებული იქნება, თუ  ვაჩვენეთ, რომ 

(B.I)0  და (B.II)0 ერთგვაროვანამოცანებს გააჩნია მხოლოდ ტრივიალური 

ამონახსნი. ამ მიზნით დავწეროთ (6) სისტემის შესაბამისი გრინის ფორმულა 

  არეში. 

    
 
 

    
 
 
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


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
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z
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1

2211
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  

    
 
 

    
 
 
























ds
zn

z
zz

zn

z
zz

1

1
2312

1
2211





  

       



2

23212

2

11 2 xgradxgradxgradxgrad   

      0
2

21  dxxx  . 

თუ ამ უტოლობაში გავითვალისწინებთ (B.I)0   და (B.II)0   ამოცანების 

ნულოვან სასაზღვრო პირობებს, მივირებთ  

       



2

23212

2

11 2 xgradxgradxgradxgrad   

      0
2

21  dxxx  . 

აქედან ვღებულობთ, რომ     constcxx  21  . მეორეს მხრივ,  

ვინაიდან   2,1,  jxj , როცა x , ამიტომ 0c , ე.ი.   0xj , 

2,1j , 
x . თუ ამ ტოლობას გავითვალისწინებთ (B.I)0, (B.II)0 ამოცანებში, 

მაშინ ჩვენ დავალთ შემდეგ ამოცანაზე: ვიპოვოთ 
  არეში ისეთი  

 T321 ,, uuuu   ვექტორი, რომელიც ამ არეში აკმაყოფილებს შემდეგ განტო-

ლებას 

      0 xgraddivuxu  ,    
x ,                      (259) 

1   საზღვარზე  შემდეგ სასაზღვრო პირობას 

       0, 


zunTzn ,            0


zuznznzu ,  1z             (260) 
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  საზღვარზე კი  შემდეგ სასაზღვრო პირობას 

       0, 


zunTzn ,            0


zuznznzu ,  z .                (261) 

უსასრულოდ დაშორებული წერტილის მახლობლობაში  xu  ვექტორი აკმა-

ყოფილებს ქრობის (44) პირობებს.  

 დავწეროთ (259) განტოლების შესაბამისი გრინის ფორმულა 
  არეში, 

გვექნება 

                  0,,,

1

 











dxuuEdszunTzudsznnTzu ,          (262) 

სადაც  uuE ,  კვადრატულ ფორმას აქვს (66) სახე,    zunT ,  ძაბვის 

ვექტორია. თუ (262) ტოლობაში გავითვალისწინებთ (B)0 ამოცანის 

სასაზღვრო პირობებს, მივიღებთ 

  0, 


dxuuE . 

აქედან ვღებულობთ, რომ    xabxu  , სადაც a  და b  სამკომპონენტიანი 

მუდმივი ვექტორებია. ვინაიდან   0xu , როცა x , ამიტომ 0 ba , 

ე.ი.   0xu , 
x .  

 

 

 

 

§2.  (A)  ამოცანის  ამოხსნა  

 ჰარმონიული და მეტაჰარმონიული ფუნქციებისათვის შეკრების 

ფორმულებს აქვთ შემდეგი სახე [45], [47] 

        ,,,, 00

0

,

,

1

jj

s

p

p

j

p

p

ps

ms

qpkqq

m

k

k

q YrGYr  


 

  2,1 qj ,   drj  ,        (263) 

            ,,~,,
~

00

0

,

, jj

s

pj

p

p

ps

ms

qpkqq

m

kqk YrHYrh  g


 

 2,1 qj ,   drj  ,       

(264) 

სადაც  
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          
 12100

,

,

1
111,

pkq

p

q

ksms

qpk
d

G   

    
         

  00

2
1

,
!!!!12212

!!124


 sm

pkY
spspmkmkpkp

smpksmpkk 













 , 

              00

,

,2100

,

, ,
~~

11,  sm

ll

ms

lpk

kp

kpl

q

l

q

spms

qpk YdhbH 






  , 

            




1

1

,

,

,

,

~
dxxPxPxPb sm

l

s

p

m

k

ms

lpk

ms

lpk  , 

          
     

2
1

,

,
!!!

!!!121212














smlspmk

smlspmklpkms

lpk


 , 

   rK
r

rh kk  21

1~
 ,        rI

r
r kk  21

1~
g , 

  ნებისმიერი დადებითი ნამდვილი რიცხვია,   xP 

  ლეჟანდრის 

მიკავშირებული პოლინომია. 

 თუ (4.16)-ში ვიგულისხმებთ, რომ  

  jj

q

jq drdrr cos21222  , 2,1 qj , 

სადაც   000 coscoscossinsincos  jjj   და ვისარგებლებთ 

ლეჟანდრის პოლინომისათვის შემდეგი რეკურენტული ფორმულებით [25] 

           coscoscoscossin1 1

1 m

k

m

k

m

k PPPmk 

  , 

           coscoscossin12 11

1 m

k

m

k

m

k PPPk 

  , 

             coscoscoscossin 1

1 m

k

m

k

m

k PmkPmkP 

  , 

        


 coscoscossincossin 1 m

k

m

k

m

k PmPP
d

d
  , 

მივიღებთ 

        


 

  2

00

0

,

,

1 ,, p

j

p

p

ps

ms

qpkqq

m

k

k

q rYr   

      jj

s

p

p

j

ms

qpk Yrb  ,, 00

,

, ,  2,1 qj ,                        (265) 

სადაც  

          00
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,
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, ,1,,  q
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qpk dG


 , 
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          00

,2

00

,

,

2

00

,

, ,1,,  q

mskp

qms

qpk

ms

qpk dGdb  , 

  
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  
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







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



00

,1

,1000

,1 ,
3212

21
sin, 0   ms

qkp
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mskp G
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spsp
e  

  
  

  
 

  
   00

,

,1

22
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,1

,1 ,
3212

1
cos2,

3212

21
0  ms

qkp
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qkp

i
G

pp

sp
G

pp

spsp
e 



















 , 

  
     









 





00

,1

,12000

,2 ,
14

1
sin, 0   ms

qkp

iq

mskp G
p

spsp
e  

         00

,

,12

22

000

,1

,12
,

14
cos2,

14

1
0  ms

qkp

ms

qkp

i
G

p

sp
G

p

spsp
e 
















 . 

(A)  ამოცანის  ამონახსნი  ვეძებოთ შემდეგი სახით 

                   
 


























2

1

2

2

2

2

1 1
j

jj

j

jjj

j

jj

jj xrxrotrotx
r

rragradxgradxu  

                     jjjjjjjj xgradaxxxxrot 514213    ,                (266) 

                 
 













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
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532

2

141 253
j

jjjj

j

j xx
r

rx  , 

                 
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2

142 253
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jjjj
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j xx
r

rx  , 

სადაც     jj

l x ,  2,1j ,  4,3,2,1  ჰარმონიული ფუნქციებია, ხოლო     jj x5  

მეტაჰარმონიული ფუნქციაა, რომელიც აკმაყოფილებს        05

2

1  jj x  

განტოლებას,         jjjj xxxx 321  არის  321 ,, xxxx   წერტილის მნიშვნელობა 

     jjj

j xxxO 321   საკოორდინატო  სისტემის  მიმართ,   j
j xr  ,   gradx

r
r j

j

j 




. 

    jj

l x ,  2,1j ,  5,...,2,1   ფუნქციები   ვეძებოთ  შემდეგი  სახით 

        ,4,3,2,1,2,1,, ,
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                  (267) 
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სადაც     5...,,2,1,2,1,,   jj

mk   საძიებელი  მუდმივებია,  ხოლო 

 
 
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.2,1,
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 (277)-(278)   ფორმულების  გამოყენებით  გამოვთვალოთ  ძაბვის  
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თუ  (278), (286)  ტოლობებში  გადავალთ  ზღვარზე,  როცა  

jzx      2,1,  jRr jj  და  გავითვალისწინებთ,  როგორც  (249)-(250)  

სასაზღვრო  პირობებს  ასევე  (284)-(285)  ტოლობებს,  მაშინ  საძიებელი  

  5,...,2,1,2,1,,   jj

mk  მუდმივებისადმი   მივიღებთ  ალგებრულ  განტო-

ლებათა  შემდეგ  სისტემას 
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j
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              .0,~2 5,
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შემოვიღოთ  აღნიშვნა 

                  ,.,..,,,.,..,, 5,2,1,5,2,1, TT j

mk

j

mk

j

mk

j

mk

j

mk

j

mk

j

mk

j

mk xxxxa   
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ამრიგად,  (289)  აღნიშვნებისა  და  (290)  ტოლობების  თანახმად  (287)  

სისტემის  ამონახსნი  ჩაიწერება  შემდეგი  სახით 

                                               .0,  kxka j
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 თუ  (280)-ში  გავითვალისწინებთ  (270)  და  (273)  ტოლობებს,  მაშინ  
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ამ  აღნიშვნების  საფუძველზე  (296)  გადაიწერება  ასე 
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spsmpkmkmk aMa                                              (297) 

 გამოვიკვლიოთ   (297)  სისტემა.  ამოსათვის   საჭიროა  შევაფასოთ  

 j
smpkM    მატრიცის  ელემენტები  p  და  k    პარამეტრების  მიმართ. 

სამართლიანია  შემდეგი  შეფასება [47]   
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(14)   და   (298)  უტოლობების  გამოყენებით  ვღებულობთ, რომ 
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სამართლიანია  შემდეგი  უტოლობები [47]   
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სადაც   2/1 k   -  გამა  ფუნქციაა. 

 თუ  ვისარგებლებთ  (14),  (298)-(299)   უტოლობებით,  მივიღებთ 
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აქ  ვისარგებლებთ  ტოლობით [47]     
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 (296)  ტოლობაში,  თუ  ვისარგებლებთ  (298) – (301)  უტოლობებით,  
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სადაც     დადებითი  მუდმივია,  რომელიც  არ  არის  დამოკიდებული   p    

და   k   პარამეტრებზე. 

 ვაჩვენებთ,  რომ  (297)  უსასრულო  სისტემა  კვაზირეგულარულია,  

ე.ი.  რეგულარობის  პირობა  სრულდება  გარკვეული  ნორმიდან  დაწყებული  

ყველა  სტრიქონისათვის,  ანუ  [48] 
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 ჯერ  ვაჩვენოთ,  რომ  მოიძებნება  ისეთი  ნატურალური  N   რიცხვი,  

რომ,  როცა  Nk     ადგილი  ექნება  შემდეგ   უტოლობას 
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სადაც  .10,...,2,1,...,2,1,10  NNk  

(302)  უტოლობისა  და  შემდეგი  ტოლობის  [47]   
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გათვალისწინებით    ვღებულობთ 
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სადაც  21 ,,    დადებითი  მუდმივებია,  რომლებიც  არ  არიან დამოკი-

დებულნი  k   პარამეტრზე. 

 სამართლიანია  შემდეგი  ლემა  [15] 



127 

ლემა 4.3    თუ    ,0,10  constcconsta   m  და  k   ნატურალური  

რიცხვებია,  მაშინ  cak km    უტოლობა  სამართლიანია  ყოველი 
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სადაც        სიმბოლო  აღნიშნავს  ბრჩხილებში  მოთავსებული  რიცხვის  

მთელ  ნაწილს. 

 ამ  ლემის  თანახმად,  უტოლობა 
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სამართლიანია  ყოველი  Nk  -თვის,  სადაც 
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ამრიგად,  დავამტკიცეთ   (306)  უტოლობა  და  მასთან  ერთად  (303)  

უტოლობა. 

(308)  უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 
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აქედან  (306)-ის  გათვალისწინებით  ვღებულობთ,  რომ 
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p
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







ამით  (305)  უტოლობა  დამტკიცებულია. 

 ამრიგად,  ვაჩვენეთ,  რომ  (296)  სისტემა  არის  კვაზირეგულარული.  

ცნობილია,  რომ  ასეთი  სისტემების  მიახლოებითი  ამონახსნები  მიიღება  

რედუქციის  მეთოდით. 

 (288)  სისტემიდან  გამომდინარეობს,  როცა  k  



128 

    .5,...,2,1,2,1,~~ ,

,

,  


 jx j

mk

j

mk                                     (310) 

(278) , (286)  ფორმულაში  შემავალი  მწკრივები,  რომლებიც  შეიცავენ   ,,j

mkB   

       2,2,2,, ,,,4,2,,7,...,2,1 j

mk

j

mk

j

mk

j

mk HEDC     მუდმივებს  არიან  კრება-

დი  იმისდა მიუხედავად   x   თუ   .2,1,  jx j   T21 ,, uU    ვექ-

ტორის  რეგულარობა     არეში  დამოკიდებულია  (278), (286)  ფორმულებ-

ში  შემავალი  იმ  მწკრივების  კრებადობაზე,  რომლებიც  შეიცავენ  

  5,...,2,1,2,1,,   jA j

mk    მუდმივებს.  თუ  x ,  ე. ი.   ,2,1,  jRr jj   

მაშინ  ხსენებული  მწკრივები  არიან  აბსოლუტურად  და  თანაბრად  

კრებადი.  თუ   ,jx    მაშინ  (14)  უტოლობებისა  და  (311)  ეკვივალენ-

ტობის  გათვალისწინებით  (278), (286)  მწკრივების   კრებადობისთვის  

საკმარისია  ფურიეს     6,...,3,2,, j

mk   კოეფიციენტები,  როცა  k   

უშვებენ  შემდეგ  შეფასებებს 

        .2,1,3,2,,6,5,4, 4,3,   jkOkO j

mk

j

mk                 (311) 

თეორემა  1.6,  თეორემა  1.7 -ის  თანახმად    6,...,3,2,2,1,,   jj

mk   

კოეფიციენტებს  ექნებათ  (311)  რიგი,  როცა  k ,  თუ  სასაზღვრო  

ვექტორ-ფუნქციებისაგან  მოვითხოვთ  სიგლუვის  შემდეგ  პირობებს 

  
          .6,5,4,2,1,, 33   jCzfCzf j

j

j

j
               (312) 

შენიშვნა   4.4   ვინაიდან    6,...,3,2,2,1,,   jj

mk    კოეფიციენტები  

მიისწრაფვიან   ნულისაკენ,  როცა   k ,  ამიტომ  ყოველთვის  შეგვიძლია  

შევარჩიოთ  0M   რიცხვი  ისე,  რომ  შესრულდეს  (309)  ტოლობა. 

ამრიგად  მივიღეთ,  რომ,  თუ    zf j   ვექტორი  და     6,5,4,  zf j   

ფუნქციები  აკმაყოფილებენ  სიგლუვის  (312)  პირობებს,  მაშინ  

 T21 ,, uU    ვექტორი  წარმოდგენილი  (277)-(278)  სახით  წარმოადგენს   

    ამოცანის  რეგულარულ  ამონახსნს. 

ანალოგიურად  იხსნება      ამოცანა. 
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§3.  (B)  ამოცანის  ამოხსნა  

 ვთქვათ  1O   და  2O   წერტილები  სიმეტრიულნი  არიან     სიბრტყის  

მიმართ.  ვიგულისხმოთ,  რომ        2,1,321 jxxxO jjj

j   სისტემების  საკოორ-

დინატო  ღერძები  ერთმანეთის  პარალელურია  და  ერთნაირადაა  ორიენტი-

რებული  (იხ. ნახ. 2)  1O   და  2O  წერტილებს  შორის  მანძილი  d -ს  ტოლია.  

2O   წერტილის  სფერული  კოორდინატები      1

3

1

2

1

11 xxxO   სისტემის  მიმართ  

აღვნიშნოთ   00 ,, d  -ით,  ამასთან   .00    თუ  ამ  უკანასკნელ  ტოლობას  

გავითვალისწინებთ  (263) , (265)  ტოლობებში,  მივიღებთ 

          ,,, 11122
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k rGr                              (313) 
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
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ასევე 

                             ,,, 111

2

122
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2 

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 
mp

m

p
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k rbrar                        (314) 

     
  

  ,
3212

1
2 1

22

m

kp

m

pk

m

pk G
pp

mp
dGa 




  

      .
14

2 12

22
2 m

kp

m

pk

m

pk G
p

mp
dGdb 




  

(248)  ტოლობიდან  ვღებულობთ,  რომ 

               ,3

21 dexx                                          (315) 

სადაც     .1,0,03

T
e  

თუ       ,,,,,,  mkmkmk    ვექტორთა  (9)  

გამოსახულებაში  გავითვალისწინებთ,  რომ 

  
       ,,1,  m

k

mkm

k 


                             (316) 

მივიღებთ             
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        ,2,1,,1, 


j
jmk

mk

jmk   

        ,,1,
3

1

3
 mk

mk

mk 


 

        ,2,1,,1, 


jY
jmk
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jmk   

          ,,1,
3

1

3
 mk
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mk Y


                            (317) 

        ,2,1,,1,
1
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jmk
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        .,1,
33
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
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თუ  (256)  და  (257)  სასაზღვრო  პირობებში  გავითვალისწინებთ,  რომ  

    ,1,0,03

T
 ezn     მივიღებთ 

  
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(319)

 
(318) – (319)  სასაზღვრო  პირობები  შეგვიძლია  ასე  გადავწეროთ   

         ,,2,1,0,0,03 


zjzzurotzu jj
                      (320)
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(B)  ამოცანის  ამოხსნა  ვეძებოთ  (266)  სახით,  სადაც 
     5...,,2,1,2,1,   jx jj   ფუნქციებს  აქვს  შემდეგი  სახე   

          ,4,3,2,1,, ,
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                ,2,1,, 5,

1

0

5  


 

jrhx j

mkjj
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jj                     (322) 

სადაც     5,....,2,1,2,1,,   jj

mk    საძიებელი  მუდმივებია. 
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     3,2,11   x    ფუნქციებისაგან  მოვითხოვოთ,  რომ 

            


 ,3,2,011  dsx                                            (323) 

სადაც     არის  სფერული  ზედაპირი  ცენტრით  1O   წერტილში  და რა-

დიუსით  .
21

dRRR   

(323)  ტოლობაში  შევიტანოთ       3,2,11   x   ფუნქციების  მნიშვ-

ნელობები  (322)- დან,  და  გავითვალისწინოთ   (16)-ის  პირველი  ტოლობა,  

მივიღებთ  რომ    .3,2,0,1

00      

 თუ       5...,,2,1,2,1,   jx jj   ფუნქციის  (322)  მნიშვნელობას  

შევიტანთ  (266)-ში,  მივიღებთ 
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 (324) – (325)  ფორმულების  გამოყენებით  გამოვთვალოთ     xUn,   

ძაბვის  ვექტორი,  გვექნება 
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თუ  (325) ,  (328)  ტოლობებში  გადავალთ  ზღვარზე,  როცა   
 

2

1

3

d
x     და  

გავითვალისწინებთ  (316) – (317)  ტოლობებს,  მაშინ  ვნახავთ,  რომ  (256)  და  

(257)  სასაზღვრო პირობები დაკმაყოფილდება, თუ   5,....,2,1,,2  
mk  

მუდმივებს  შევარჩევთ,  ასე   
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 იმისათვის,  რომ  დავაკმაყოფილოთ  (253)- (254)  სასაზღვრო  

პირობები,  საჭიროა,  როგორც   xu   ვექტორი,  ასევე     xUn,   ძაბვის  

ვექტორი  და   xj  ფუნქციები წარმოვადგინოთ ფურიე-ლაპლასის 

მწკრივად  ,, 11 mk  ,, 11 mk    ,, 11 mk  ვექტორთა  სისტემის  მიმართ. 
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m

kpmpk GGC   

(330)  და  (332)  ტოლობებიდან  ვღებულობთ 

                       ,,,1
1

111111

1111  


 


k

k

km

mkmkmkmk rwrvkkxuxnxnxu 

(334) 

            .,,
0

111

11

 


 


k

k

km

m

kmk raxUnxu 
 

 თუ  (331)  და  (334)  ტოლობებში  გადავალთ  ზღვარზე,  როცა  

   111

1 Rrzx    და  გავითვალისწინებთ,  როგორც  (253) – (254)  

სასაზღვრო  პირობებს,  ასევე  (284) – (285)  ტოლობებს,  მაშინ  საძიებელ  

  5,...,2,1,,1  
mk   მუდმივებისათვის  მივიღებთ  ალგებრულ  განტოლებათა  

შემდეგ  სისტემას: 

          

      
      ,0,

1
2

2
4

41212
212

15,1

11

111

14,1

21

2,11,1

2

1








 





kxRh
R

kk

dR

d

R

a
k

bkkbk
R

kk

mkmkkmk

mkmk









 

            ,1,
1

2
1 25,1

11

1

1

2,1

1

1,1

1

 kxRh
R

abkR
R

mkmkkmkmk   

                      
    ,1,33,1  kxmkmk                                         (335)                                       

               ,0,222 45,1

32

2

1

4,1  kxk mkmkmk   

               ,0,222 55,1

21

2

1

4,1  kxk mkmkmk   

სადაც 

                   

    ,~2

123231

5

11

2

12

1

2

1

4

121

22

1

1

1

4,11

mkk

mk

k

mk

k

mk

k

mkmk

BR
dR

d
a

CRRkRkkkx





g









  

            ,~11 5

11

1

1

21

1

31

1

2,12

mkkmk

k

mk

k

mkmk BR
R

aR
k

Rx  g  

 
                                                          ,4

1

3,13

mk

k

mkmk Rx                                             (336) 

              ,~2 5

1132

2

1

4

1

5,14

mkkmk

k

mkmk BRCRx  g  
              ,~2 5

1121

2

1

4

1

6,15

mkkmk

k

mkmk BRCRx  g  
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სადაც 

            ,221 4,11

1

14

mp

m

kp

p

mp

mk

mk GRbpC  






                      (337) 

         .
~

1 5,1

11

115

mp

m

kpp

mp

mk

mk HRhB  






   

შემოვიღოთ  აღნიშვნა 

              ,,...,,,,...,, 5215,12,11,1 TT

mkmkmkmkmkmkmkmk xa   

               ,55 kNkN q                                               (338) 

 
 
 

 
 

      ,0,4121
2

,
2

1212
1

11 
 


 


 kNbkkb

k

k
kN

k

bkR
kN


 

 
 
 

     
 

 

     ,
1

41112

22
2

24

11

1

11

21
12121

3

14

Rh
R

bbkk

dR

d
bk

kR

aa
bkkR

k

ka
kN

k 


















 


 


 

 
 
 

     
 

 

     ,
1

41112

22
2

24

11

1

11

21
13221

3

15

Rh
R

bbkk

dR

d
bk

kR

aa
bkkR

k

ka
kN

k 


















 


 


 

 
 

 
  

 
  ,0,

212
,

1
232

1

22

1

21 
 




 
 kN

kR

kk
kN

kR
kN



 

 
 
 

   
 

 ,
14

4 11

11

2

1

21
2121

1

3

24 Rh
R

k

dR

d

kR

aa
k

kR

ka
kN k 












 


 


 
  

 
 
 

   
 

 ,
14

4 11

11

2

1

21
3221

1

3

25 Rh
R

k

dR

d

kR

aa
k

kR

ka
kN k 












 


 


 
  

    ,5,4,2,1,0,1 333   kNkN  

           ,,,3,2,1,0 32345213444   kakNkakNkN   

      ,,,3,2,1,0 2552455 akNakNkN    

სადაც               ,,4122
2

2123211

2

1




  abkk
R

k  

2a   და  3a -ს  აქვს  (290)  სახე. 
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 ამ აღნიშვნების  საფუძველზე  (334)  განტოლებათა  სისტემის  

ამონახსნი  ჩაიწერება  ასე 

  .0,  kxkNa mkmk                                                    (339) 

თუ  (333)-ს  შევიტანთ  (336)-ში  და გავითვალისწინებთ  (337)-ს,  მივიღებთ 

                                     ,~ 





mp

mpmpkmkmk aLx                                                   (340) 

სადაც 

              ,,,,,~, 6,15,13,12,14,1

55

, 


 mkmkmkmkmkmk

q

mpkmpk LL   

        ,121 1

1

1,1 m

kp

pkmk

mpk GRkkL 
   

                ,1232311 312

1

1

1

2,1

mpkmpk

pkmk

mpk CkCRkkkRL  
  

        ,1 4,11

1

3,1 m

kpmk

pkmk

mpk GRL 
  

           
              .221

32311

21

2,1

21

22

1

1

1

4,1

m

kp

m

kpmk

mpk

pkmk

mpk

GbpGk

CRkkkRL



 





       ,~~
2 11

2

12

1

2

11

1

1

5,1 R
dR

d
HRhaL k

m

kppmpk  g







   

      ,1 1

1,2 m

kp

pkmk

mpk GRL 
  

        ,
1

1 42

1

3

1

2,2









 

mpkmpk

pkmk

mpk CRC
k

RL  

        ,1 4,1

1

3,2 m

kpmk

pkmk

mpk GRL 
  

                ,
1

1
2

1 4,12

1
212,1

211

4,2













  m

kpmk

m

kpmk

pkmk

mpk GR
k

GRL 


  

          ,
~~1

1 11

1

11

1

1

5,2 m

kppk

mk

mpk HRhR
R

aL  
 g

 
  ,5,1,0,3  
mpkL                ,121 3,11

1

2,3 m

kpmk

pkmk

mpk GpRL  

      ,1 51

1

13,3

mpk

pkmk

mpk CRL 


 

          ,
2

1
1 3,1

21

1

1

4,3 m

kpmk

pkmk

mpk GRL   
                                                         (341)       

  ,3,2,1,0,4  
mpkL              ,221 1

1

14,4 m

kp

pkmk

mpk GbpRL  

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              ,~~
21 1111

1

32

2

1

5,4 m

kpkp

mk

mpk HRRhL  g


 
  ,3,2,1,0,5  
mpkL              ,221 1

1

14,5 m

kp

pkmk

mpk GbpRL  


 

              ,~~
21 1111

1

21

2

1

15,5 m

kpkp

mk

mpk HRRhL  g


 
თუ  mkx   ვექტორის  (340)  მნიშვნელობას  შევიტანთ  (339)-ში,  

მივიღებთ 

                    





mp

mpmpkmkmk kaMa ,0,                                    (342) 

სადაც                          kNMkN mpkmkmk  ,~
    

55

,5,5


 q

mpkmpk ML                 (343) 

გამოვიკვლიოთ  (342)  სისტემა.  ამისათვის  საჭიროა  შევაფასოთ  mpkM   

მატრიცის  ელემენტები  p   და  k   პარამეტრების  მიმართ. 

 (343)  ტოლობაში  თუ  ვისარგებლებთ  (298) – (301)  უტოლობებით,  

მივიღებთ 

   
 

 
,

!1!

!1

12

12
1

1

12,




















kp

pk

k

p

d

R
kpM

pk

mpk

                             (344) 

სადაც     დადებითი  მუდმივია,  რომელიც  არ  არის  დამოკიდებული   p   

და  k   პარამეტრებზე. 

 ვაჩვენოთ,  რომ  (342)  ალგებრულ  განტოლებათა  უსასრულო  სისტემა  

კვაზირეგულარულია,  ე. ი.  რეგულარობის  პირობა  სრულდება  გარკვეული  

ნორმიდან  დაწყებული  ყველა  სტრიქონისათვის,  ანუ  [48]  

  ,5,...,2,1,..,2,1,1
5

1

, 


 

 NNkM
mp

mpk



               (345) 

გარდა  ამისა 

  ,5,...,2,1,..,2,1,
5

1

, 


 

 NkM
mp

mpk



                 (346) 

 უნდა  არსებობდეს  ისეთი  0   რიცხვი,  რომლისთვისაც  

სამართლიანია  უტოლობა 

  ,5,...,2,1,..,2,1,1
1

5

1

,

, 












  



 


 NNkMM

Np

mpkmk



         (347) 
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 ჯერ  ვაჩვენოთ,  რომ  მოიძებნება  ისეთი  ნატურალური     რიცხვი,  

რომ,  როცა  k   ადგილი  ექნება  შემდეგ  უტოლობას 

  ,1
5

1

, 


 


 mp

mpkM                                                 (348) 

სადაც  .5,...,2,1,...,2,1,10  NNk    

 (344)  და  (307)  უტოლობების  თანახმად  გვაქვს 

    ,
1

13

0

5

1

,
5

1

,

k

p

mpk

mp

mpk
Rd

R
kMM 














 



 








                            (349) 

სადაც       დადებითი  მუდმივია,  რომლებიც  არ  არიან  დამოკიდებულნი  

k   პარამეტრზე. 

 ლემა  4.3 - ის  თანახმად,  უტოლობა 

 









1

1

13

k

Rd

R
k  

სამართლიანია  ყოველი  k  - თვის,  სადაც 

    .14,2
2

3
1

3
1

3
1

3
2

1
3

1













 



RRdRxmaN   

 ამრიგად  დავამატკიცეთ  (348)  უტოლობა  და  მასთან  ერთად  (345)  

უტოლობა. 

 (349)  უტოლობიდან  გამომდინარეობს,  რომ 

  ,5,...,2,1,,...,2,1,33
5

1

, 


 

 NkNkM
mp

mpk 


                   (350) 

ამით  (346)  უტოლობა  დამტკიცებულია. 

 შევარჩიოთ     რიცხვი  შემდეგნაირად: 

.5,...,,2,1,0,
1

, 


  kxmaM mk


                                (351) 

აქედან  (348)-ის  გათვალისწინებით  ვღებულობთ,  რომ   

   

.5,...,2,1,...,2,1

,11max
1

5

1

,
5

1

,

,
0

,































  



 



 







NNk

MMMMMM
Np

mpk

mp

mpkmk
k

mk








 

ამით  (347)  უტოლობა  დამტკიცებულია. 
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 ამრიგად  ვაჩვენებთ,  რომ  (342)  სისტემა  არის  კვაზირეგულარული.  

ასეთი  სისტემების  მიახლოებითი  ამონახსნები  მიიღება  რედუქციის  

მეთოდით. 

 (336)  სისტემიდან  გამომდინარეობს,  რომ  როცა  k    

     .5,...,2,1,~~ , 


mkmkx                                            (352) 

 თუ   ,11 Rrx     მაშინ  (325) , (328)  იქნებიან  აბსოლუტურად  

და  თანაბრად  კრებადნი.  თუ  ,1x   მაშინ  (14)  უტოლობებისა  და  (352)  

ეკვივალენტობის  გათვალისწინებით  (325) , (328)  მწკრივების  

კრებადობიათვის  საკმარისია   ფურიეს   5,...,2,1,~
, mk   კოეფიციენტები,  

როცა  k   უშვებდნენ  შემდეგ  ასიმპტოტიკას 

          .3,2,,6,5,4, 4,13,1     kOkO mkmk                            (353) 

თეორემა  1.6,  თეორემა  1.7 - ის  თანახმად    6,...,3,2,,1 
mk    

კოეფიციენტებს  ექნებათ  (353)  რიგი,  როცა  k ,   თუ  სასაზღვრო  

ვექტორ - ფუნქციებისგან  მოვითხოვთ  სიგლუვის  შემდეგ  პირობებს 

          .6,5,4,, 1

31

1

31   CzfCzf                       (354) 

 ამრიგად   მივიღეთ,  რომ,  თუ     6,5,4,1  zf   ფუნქციები  

აკმაყოფილებენ  სიგლუვის  (353)  პირობებს,  მაშინ   T21,, uU    

ვექტორი  წარმოდგენილი  (330)-(327)  მწკრივების  სახით  წარმოადგენს   

      ამოცანის  რეგულარულ  ამონახსნს. 

 ანალოგიურად  იხსნება       ამოცანა. 
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დასკვნა 

         სადისერტაციო ნაშრომი „დრეკადობისა და თერმოდრეკადობის 

თეორიის სასაზღვრო ამოცანების ამოხსნა კონკრეტული არეების შემთხვე-

ვაში“ ძირითადად ეძღვნება მათემატიკური ფიზიკის, კერძოდ დრეკადობისა 

და თერმოდრეკადობის თეორიის სტატიკის სამგანზომილებიანი სასაზღვრო 

და სასაზღვრო-საკონტაქტო ამოცანების შესწავლას ორკომპონენტიანი 

დრეკადი ნარევისაგან შედგენილი სხეულისათვის. 

        თანამედროვე ტექნოლოგიურ პროცესებში ფართოდ გამოიყენება 

რთული სტრუქტურის დრეკადი კომპოზიტური მასალები და არსებითად 

განსხვავებული ფიზიკური თვისებების მქონე მასალებისგან შედგენილი 

კონსტრუქციები. ასეთი კომპოზიტური მასალებისა და კონსტრუქციების 

კლასს მიეკუთვნება ჰემიტროპული დრეკადი მასალები, ორი ან რამოდენიმე 

დრეკადი მასალისგან დამზადებული მასალები და სხვა. ასეთი მასალების 

მექანიკის პრაქტიკული ამოცანების გამოკვლევას ბუნებრივად მივყავართ 

ისეთი მათემატიკური მოდელის შექმნის აუცილებლობამდე, რომლებიც 

საშუალებას მოგვცემს უფრო ზუსტად აღვწეროთ ექსპერიმენტის დროს 

მიმდინარე რეალური პროცესები. ბუნებრივია ასეთი მოდელების შედგენას, 

გამოკვლევას და გაანალიზებას შესაბამისი მექანიკური, თერმული და სხვა 

ფიზიკური თვისებების დადგენის მიზნით თეორიულ მნიშვნელობასთან 

ერთად დიდი პრაქტიკული მნიშვნელობა აქვს დრეკადი ნარევისათვის 

(მყარი სხეული - მყარ  სხეულთან)  პირველი მათემატიკური მოდელი, ე.წ. 

დიფუზიური მოდელი, ააგეს  ა. გრინმა და  ტ. სტილმა 1966 წელს. იმავე წელს 

მათ მიერ აგებულია დრეკად ნარევთა თერმოდრეკადობის ერთტემპე-

რატურიანი თეორიის დიფუზიური მოდელი. ორტემპერატურიან დრეკად 

ნარევთა თერმოდრეკადობის  წრფივი თეორიის მათემატიკური მოდელი 

მარცვლოვანი, ბოჭკოვანი და ფენოვანი სტრუქტურების მქონე  კომპოზი-

ტებისათვის 1984 წელს აგებულ იქნა ლ. ხოროშუნისა და ნ. სოლტანოვის 

მიერ. უნდა აღინიშნოს, რომ კომპოზიტური მასალებისათვის მათემატიკური 

მოდელები სხვადასხვა ტემპერატურული ველების გათვალისწინებით 
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გამოირჩევიან თავიანთი რთული სტრუქტურით და მათი გამოკვლევა 

თანამედრომე მძლავრი მათემატიკური მეთოდების გამოყენებით მოითხოვს 

დიდ ძალისხმევას. ამდენად მიგვაჩნია, რომ ამ მიმართულებით  მიღებული 

შედეგები თავიანთი მეცნიერული ღირებულებებითა და პრაქტიკული 

გამოყენების თვალსაზრისით ,ფრიად აქტუალური იქნება. 

       სადისერტაციო ნაშრომის მთავარი მიზანია ორკომპონენტიან დრეკად 

ნარევთა  და ორტემპერატურიანი დრეკად ნარევთა (როცა ნარევში შემავალი 

დრეკადი სხეულისათვის კერძო გადაადგილებები ერთმანეთის ტოლია) 

თეორიის სტატიკის არაკლასიკური სამგანზომილებიანი სასაზღვრო და 

საკონტაქტო ამოცანების შესწავლა კონკრეტული არეების შემთხვევაში, 

კერძოდ ბირთვისათვის და მთელი სივრცისათვის ბირთვული ღრუთი, 

ნახევარ სივრცისათვის ბირთვული ღრუთი, მთელი სივრცისათვის ორი 

ურთიერთ არაგადამკვეთი ბირთვული ღრუთი და ნახევარ სივრცისათვის. 

           სადისერტაციო ნაშრომში მიღებული ძირითადი შედეგები შეიძლება 

ასე ჩამოყალიბდეს: 

 ორტემპერატურიან დრეკად ნარევთა (როცა ნარევში შემავალი 

დრეკადი სხეულების კერძო გადაადგილებები ერთმანეთის ტო-

ლია) თეორიის სტატიკის სამგანზომილებიანი სასაზღვრო ამოცა-

ნების შემთხვევაში დადგენილია ცხადი სახის სტრუქტურული და 

ასიმპტოტური შეზღუდვების საკმარისი პირობები უსასრულობის 

მიდამოში, რომლებიც უზრუნველყოფენ საძიებელი ამონახსნების 

ერთადერთობას. 

 გრინის ფორმულების გამოყენებით დამტკიცებულია დისერტაცია-

ში განხილული ყველა ამოცანისთვის ერთადერთობის თეორემები. 

 მიღებულია ორტემპერატურიან დრეკად ნარევთა თეორიის სტატი-

კის სასაზღვრო და საკონტაქტო არაკლასიკური ამოცანების ამონახს-

ნები ბირთვისათვის და მთელი სივრცისათვის ბირთვული ღრუთი. 

ამოცანები მიღებულია ფურიე-ლაპლასის მწკრივების სახით. 

სასაზღვრო პირობებზე მოთხოვნილია სიგლუვის ის საკმარისი 
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პირობები, რომლებიც უზრუნველყოფენ მიღებული მწკრივების 

აბსოლუტურად და თანაბრად კრებადობას. 

 მიღებულია ორტემპერატურიან დრეკად ნარევთა თეორიის (როცა 

ნარევში შემავალი დრეკადი სხეულების კერძო გადაადგილებები 

ერთმანეთის ტოლია) სტატიკის დიფერენციალურ განტოლებათა 

ერთგვაროვანი სისტემის ზოგადი, ამონახსნის წარმოდგენის ფორ-

მულა გამოსახული ოთხი ჰარმონიული და ერთი მეტაჰარმონიული 

ფუნქციების საშუალებით. 

 შესწავლილია ორტემპერატურიან დრეკად ნარევთა და ორტემპე-

რატურიან დრეკად ნარევთა თეორიის სტატიკის არაკლასიკური 

სასაზღვრო ამოცანები ნახევარ სივრცისათვის. შემუშავებულია ამ 

ამოცანების ამოხსნის ახალი მეთოდი, რომელიც დაკავშირებულია 

ჰარმონიული ფუნქციისათვის დირიხლესა და ნეიმანის სასაზღვრო 

ამოცანების ამონახსნებთან ნახევარ სივრცისათვის. ამოხსნები 

მიღებულია კვადრატურებში სასაზღვრო ვექტორ-ფუნქციების 

საშუალებით. 

 შესწავლილია ორტემპერატურიან დრეკად ნარევთა თეორიის 

სტატიკის სასაზღვრო ამოცანები მთელი სივრცისათვის ორი 

ურთიერთ არაგადამკვეთი ბირთვული ღრუთი და ნახევარსივრცი-

სათვის ბირთვული ღრუთი. ამ ამოცანების შესწავლა დაყვანილია 

წრფივ ალგებრულ განტოლებათა უსასრულო სისტემის გამოკვ-

ლევაზე. ნაჩვენებია, რომ ეს სისტემები არიან კვაზირეგულარულნი. 

ამოხსნები მიღებულია აბსოლუტურად და თანაბრად კრებადი 

ფურიე-ლაპლასის მწკრივების სახით, რომლებიც არიან მეტად 

ალგორითმული რიცხვითი შედეგების მისაღებად. 
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