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Abstract. One of the main goals of applied mathematics is to construct a mathematical model 

for problems considered in the dissertation, the study of the formulated differential problem, 

come up with the corresponding discrete analogs, theoretical research, carrying out of the 

numerical experiments and to analyze obtained results. To find the approximate solutions and 

making relevant decisions to the problems described by partial differential equations and by 

systems of such equations are an important direction in mathematical modeling. The present 

work concerns the questions of investigation and numerical solution of non-linear two-

dimensional partial differential equations that describe the diffusion processes of vein 

development in plant leaves. In particular, the uniqueness of the solution of the initial-

boundary value problem for the system of non-linear two-dimensional equations is shown. In 

order to obtain an approximate solution, two different approaches are used. Both of them 

belong to the so-called decomposition method group. Some theoretical researches are carried 

out for them by applying special mathematical apparatus. Difference schemes for both 

approaches were built and the algorithms for their realization are described. For the realization 

of the constructed algorithms, the relevant program codes have been developed; many 

numerical experiments have been fulfilled for various test examples. The results are presented 

in tables and charts. The comparative analysis of these results has been carried out and relevant 

conclusions were made.  
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შესავალი 

 სამყაროს ფორმირება რთული და მრავალმხრივი პროცესია, მისი შექმნა და გან-

ვითარება შორეული წარსულიდან იწყება, დღესაც გრძელდება და მომავალშიც 

მრავალი საინტერესო პროცესია მოსალოდნელი. სამყაროს ფორმირების ერთ-ერთი 

შემადგენელი ნაწილია დედამიწაზე მიმდინარე პროცესები, რომლებიც თავის  მხრივ 

მრავალ საინტერესო, რთულ და ზოგიერთ შემთხვევაში ამოუცნობ ბუნებრივ მოვ-

ლენებს აერთიანებს. ბუნებრივ პროცესებზე დაკვირვება, ექსპერიმენტების და 

შესაბამისი ანალიზის ჩატარება აქტუალურია და მეცნიერების ერთ-ერთ მნიშ-

ვნელოვან და საინტერესო სფეროს წარმოადგენს.  თანამედროვე ტექნოლოგიების 

სწრაფი განვითარების მიუხედავად უამრავი პროცესის სრულყოფილი გამოკვლევა და 

შესაბამისი გამართული, უტყუარი შედეგების მიღება ვერ ხერხდება.  

დღეისთვის მრავალი მეცნიერის ინტერესის სფეროს წარმოადგენს ბუნებაში 

მიმდინარე პროცესები. ამ მიმართულებით ტარდება მრავალი ექსპერიმენტი, კეთდება 

მიღებული შედეგების მრავალმხრივი ანალიზი, რომლებზე დაყრდნობითაც შესაძ-

ლებელია ზოგიერთ ბუნებრივი მოვლენის საფუძვლიანი შესწავლა, ასევე 

შესაძლებელია აღწერილი იქნას მისი ყოფაქცევა და გაკეთდეს სავარაუდო პროგნოზი 

თუ როგორ განვითარდება სამომავლოდ ამ მოვლენასთან მიმართებაში რაიმე პრო-

ცესები.  

 ბუნებაში მიმდინარე პროცესებზე დაკვირვებასა და ანალიზის დროს ხშირად 

გამოიყენება  მათემატიკური მეთოდები. დარგში ჩართული მეცნიერები აწარმოებენ 

მრავალმხრივ კვლევებს, რათა უფრო მეტად ჩასწვდნენ ამა თუ იმ ბუნებრივი 

მოვლენის არსს, ცდილობენ მათემატიკურად აღწერონ პროცესის მიმდინარეობა. 

ახდენენ მიმდინარე პროცესების დაკვირვებას და შესწავლას. ამ კუთხით მრავალი 

მეცნიერული ნაშრომი თუ კვლევა იწვევს ინტერესს. ზოგიერთ შემთხვევაში 

ბუნებრივი მოვლენების შესწავლა ხერხდება და მათი მიმდინარეობა ექვემდებარება 

მეცნიერების მიერ დადგენილ და აღმოჩენილ კანონზომიერებებს, რიგ შემთხვევაში 

კვლევის შედეგად პროცესების კონტროლიც კი არის შესაძლებელი. დაკვირვებებისა 
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და ექსპერიმენტების საფუძველზე მიღებული შედეგები  ხშირად იღებს მათე-

მატიკური მოდელის სახეს. რომელთა შესწავლა და შესაბამისი მათემატიკური დას-

კვნების გაკეთება საინტერესო და აქტუალურია.   

მათემატიკური მოდელირება რთულ, საინტერესო და განვითარებულ მათემა-

ტიკის მიმართულებას წარმოადგენს. ადამიანის მოღვაწეობის თითქმის ყველა 

სფეროში გვხვდება ამა თუ იმ სახით სხვადასხვა მათემატიკური მოდელი, რომლებიც 

გარკვეული პირობების გათვალისწინებით აღწერენ რაიმე პროცესს. ასევე როგორც 

ზემოთ აღვნიშნეთ ზოგიერთ შემთხვევაში მათემატიკური მოდელის სახე შეიძლება 

მიიღოს ბუნებრივმა მოვლენებმაც.  მათემატიკურ მოდელირებაში კერძოწარმოებუ-

ლებიანი არაწრფივი დიფერენციალური განტოლებები  წარმოადგენს ერთ-ერთ მნიშ-

ვნელოვან ინსტრუმენტს, რომლის საშუალებითაც შესაძლებელია მრავალი სხვა-

დასხვა რეალური პროცესის აღწერა. ზოგიერთ შემთხვევაში მიიღება დიფერენ-

ციალურ განტოლებათა სისტემა, რომლის ზუსტი ამონახსნის პოვნა შეუძლებელია, 

ამიტომ საჭიროა მათი მიახლოებითი ამოხსნა. ხშირად მოსახერხებელია სხვაობიანი 

განტოლებებით მათი აპროქსიმაცია. აქტუალურია ასეთნაირად მიღებული სის-

ტემების ამოხსნის ეფექტური მეთოდის შერჩევა და ისეთი ეკონომიური 

ალგორითმების მოძიება, რომლებიც მოითხოვენ ნაკლებ ოპერატიულ მეხსიერებას და 

მანქანურ დროს. 

მათემატიკური მოდელირების თვალსაზრისით ერთ-ერთ საინტერესო დარგს 

წარმოადგენს ბიოლოგია. საინტერესოა როგორ ფორმირდება ბიოლოგიური პრო-

ცესები, ხომ არ არსებობს პროცესებში რაიმე კანონზომიერება. მათემატიკური 

ფიზიკის განტოლებებით აღიწერება მრავალი რეალური ბიოლოგიური პროცესი. 

ერთ-ერთ ასეთ პროცესს წარმოადგენს მცენარეთა ფოთლებში ძარღვების ფორმირება, 

რომელიც აღიწერება ორგანზომილებიანი არაწრფივი კერძოწარმოებულებიანი 

განტოლებებით.  

როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, კერძოწარმოებულებიან დიფერენციალურ განტო-

ლებათა სისტემის ზუსტი ამონახსნის მიღება რიგ შემთხვევაში შეუძლებელია, 

ზოგიერთ შემთხვევაში ხერხდება განტოლებათა სისტემის მიახლოებითი ამონახსნის 

პოვნა, რომელიც თავის მხრივ გამოთვლითი მათემატიკის მეთოდების სიღრმისეულ 
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ცოდნას მოითხოვს. უნდა აღინიშნოს, რომ თითოეული სისტემა თავისი სპე-

ციფიკიდან გამომდინარე წარმოადგენს ცალკე შესწავლის საკითხს. საწყის ეტაპზე 

ხდება მოცემული სისტემის შეფასება და იმის გაანალიზება თუ რომელი ალგორითმი 

იქნება აღნიშნული სისტემისთვის ეფექტური, შესაბამისად ამ ეტაპზე ხდება 

თეორიული დასკვნების გაკეთება. კერძოდ, შესაძლებელია თუ არა რომელიმე 

რიცხვითი ალგორითმის მისადაგება სისტემისათვის, აქვს თუ არა სისტემას ამონახსნი 

და არის თუ არა ის ერთადერთი, არის თუ არა ამონახსნი საწყისი მნიშვნელობების 

მიმართ მდგრადი, რა ცდომილობას უნდა ველოდოთ სისტემის მიახლოებითი 

ამოხსნის შემთხვევაში, რა რიგისაა ცდომილება.  შემდეგ ეტაპზე ხორციელდება არ-

ჩეული ალგორითმის კომპიუტერული რეალიზაცია, რომელიც თავის მხრივ მოიცავს 

რამოდენიმე პროცედურის თანმიმდევრულ გავლას, ასევე პროგრამირების საკით-

ხების სიღრმისეულ ცოდნას. აღნიშნულ ეტაპზე უნდა შეირჩეს ტექნოლოგია, 

რომელიც ალგორითმის აგებისთვის იქნება ეფექტური,  გამოთვლების პროცესში გათ-

ვალისწინებული უნდა იყოს კომპიუტერის მიერ დაგროვების ცდომილების არსებობა. 

შემდეგ ეტაპზე ხორციელდება მიღებული შედეგების შეფასება და ანალიზი,  წარმოებს 

დაკვირვება თუ რამდენად ახლოს დგას სისტემის ზუსტი ამონახსნი მიახლოებით 

ამონახსნთან, ამ ეტაპზე ხორციელდება სხვადასხვა ტიპის გათვლების ჩატარება და 

დაკვირვება თუ როგორ შედეგებს იძლევა რეალიზებული ალგორითმი მარტივი, 

საშუალო ან რთული ტესტების შემთხვევაში, რამდენად შესაბამისობაშია პრაქ-

ტიკული რეალიზაციის შედეგად მიღებული მონაცემები თეორიულ დასკვნებთან. 

მნიშვნელოვანია დასკვნით ნაწილში მიღებული მონაცემები  თვალსაჩინოდ იყოს გა-

მოსახული, რაც ითვალისწინებს შესაბამისი მონაცემების წარმოდგენას ცხრილების, 

დიაგრამების ან გრაფიკების სახით. შედეგებზე დაკვირვება ასევე ზოგიერთ შემთხვე-

ვაში იძლევა საშუალებას, რომ  ვიფიქროთ არსებული ალგორითმის გაუმჯობესებაზე. 

 მცენარეთა ფოთლებში ძარღვოვანი სისტემის ფორმირების ერთ-ერთი მათემა-

ტიკური მოდელი შემოთავაზებული იქნა ინგლისელი მეცნიერის ჯ. მიჩისონის მიერ 

[83].  

 მცენარეთა ფოთლებში ძარღვების რეგენერაციაზე ექსპერიმენტი აჩვენებს, რომ 

გარკვეული ტიპის სიგნალი, რომელმაც შეიძლება გამოიწვიოს მცენარეში ძარღვების 

დიფერენციაცია, მიედინება  მზარდ ქსოვილებში არსებული წყაროდან ფესვებისკენ. 
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დამტკიცებულია, სიგნალის გზის ტევადობა მზარდია. აქვე ნავარაუდებია, რომ ეს 

ზრდა შეიძლება გამოიწვიოს სიგნალის დინების არხმა, რომელშიც ფორმას იღებს 

ცალკეული თვისებები, რომლებიც შემდეგ ძარღვებში განსხვავებულად არის წარ-

მოჩენილი. 

მიჩისონის ნაშრომში [83] აღწერილ  მათემატიკური მოდელში მარტივ შემთხვე-

ვაში ძარღვების ფორმირების სიგნალი უჯრედებს შორის გადაიცემა დიფუზიით. 

როგორც ექსპერიმენტებიდან ჩანს ძარღვების ფორმირება ხორციელდება მოკლე 

დროში და ის დამოკიდებულია შესაბამისი დიფუზიის კონსტანტებსა და დინების 

კონცენტრაციაზე. მოდელის საშუალებით ხდება ძარღვების ფორმირების აღწერა, 

რომელიც ეყრდნობა სხვადასხვა ექსპერიმენტების შედეგს. შესაძლებელია სიგნალის 

გავრცელების მოდელის გამოყენება ფოთლების გარკვეულ სეგმენტზე ან მცენარის 

სხვადასხვა კვანძების განვითარებებზე. 

 ძარღვების ფორმირების შესახებ ინფორმაციის ძირითად წყაროს წარმოადგენს 

დაკვირვებები ძარღვების აღდგენაზე და ექსპერიმენტები, რომელიც იწვევს მცენარეში 

ძარღვების სტიმულირებას ჰორმონი აუქსინის (ნივთიერება, რომელიც გამოიყოფა 

მცენარეში ფესვებსა და ყლორტების წვეროებში და რომელიც მონაწილეობას იღებს 

მათი ზრდის პროცესში, სიტყვა აუქსინი არის ბერძნული წარმოშობის αὔξω და გაზ-

რდას, გადიდებას ნიშნავს) საშუალებით. ორივე შემთხვევაში შეიძლება დავასკვნათ, 

რომ ახალი ძარღვის ფორმირების სიგნალი ერთმანეთის იდენტურია. სხვადასხვა 

ექსპერიმენტის საფუძველზე დაკვირვებები იძლევა საშუალებას დავასკვნათ, რომ 

ძარღვების განვითარების პროცესს ქმნის სიგნალის ნაკადი. თუ ძლიერდება უჯ-

რედებს შორის ტრასპორტირების სიგნალი, მაშინ ნაკადი იზრდება და იგი სიგნალის 

გატარებას უკეთესად ახორციელებს,  ამ შემთხვევაში ძარღვების ფორმირებას აქვს 

ბუნებრივი ხასიათი. 

 ნაშრომში [83] ნაჩვენებია ძარღვების ფორმირების ნაკადის შექმნის ზუსტი 

მათემატიკური ფორმულირება. უმარტივესი სახის მოდელში დაშვებულია, რომ 

უჯრედებს შორის დიფუზიური გავრცელების  სიგნალი იზრდება ნაკადთან ერთად. 

მოყვანილია ახალგაზრდა ქსოვილებში ძარღვების განვითარების სისტემის ფორ-

მირება. მცენარის სხვა ნაწილებში, როგორებიცაა ღერო და ფესვი, შესაძლებელია 

მოდელმა სრულყოფილად ვერ აღწეროს პროცესი.   
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მიჩისონის ნაშრომში წარმოდგენილი მოდელის ამოსავალია უჯრედების 

მასივი. დაშვებულია, რომ სიგნალის დიფუზიურად გადაცემის პროცესში ბარიერები 

არის მხოლოდ გარსები ან სხვა სტრუქტურების სახეები, რომელიც მოთავსებულია ორ 

უჯრედს შორის.  მათემატიკურ მოდელს აქვს შემდეგი სახე [83]: 

𝜕𝑆

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥1
(𝐷1

𝜕𝑆

𝜕𝑥1
) +

𝜕

𝜕𝑥2
(𝐷2

𝜕𝑆

𝜕𝑥2
), 

𝜕𝐷1
𝜕𝑡

= 𝑓 (𝐷1, 𝐷1
𝜕𝑆

𝜕𝑥1
), 

𝜕𝐷2
𝜕𝑡

= 𝑓 (𝐷2, 𝐷2
𝜕𝑆

𝜕𝑥2
), 

(0.1) 

სადაც 𝑆(𝑡, 𝑥1, 𝑥2 ) სიგნალის კონცენტრაციაა, ხოლო 𝐷1 და 𝐷2 კი დიფუზიის კოეფი-

ციენტებია, შესაბამისად 𝑂𝑋1 და 𝑂𝑋2  ღერძების გასწვრივ.  აღნიშნული მათემატიკური 

მოდელი აღწერს შემთხვევას, როდესაც ძარღვების ფორმირების პროცესში არ მო-

ნაწილეობს გარე ფაქტორები, არ ხდება ქსოვილების დამახინჯება, დახლეჩვა ან 

წყვეტა.  

წარმოდგენილი (0.1) მოდელი მოიცავს სამ უცნობ ფუნქციას.  მათემატიკური 

თვალსაზრისით საინტერესოა როგორ აიგება უცნობი ფუნქციები სხვადასხვა საწყისი 

და სასაზღვრო  პირობების შემთხვევაში. 

 ნაკადში დიფუზიური მუდმივების ცვლილებების კონცეფციის აღმწერი (0.1) 

მათემატიკური მოდელის პარალელები მოიძებნება სხვადასხვა ფიზიკურ სისტემაში. 

მაგალითად, ცვლადი დენის გატარებამ გაზში შეიძლება გამოიწვიოს მისი გათბობა და 

იონიზაცია რაც ზდრის მის გამტარუნარიანობას. მსგავსი დიფუზიური პროცესები 

აღიწერება მრავალგანზომილებიანი არაწრფივი რთული განტოლებების სისტემებით 

და მათი რიცხვითი ამოხსნა საინტერესო კვლევის საგანია (იხ. მაგალითად, [6-9, 11-13, 

15, 20, 25-28, 35-37, 40, 48, 49, 51, 53-54, 57, 60, 62, 63, 66 90] და მათში მოყვანილი ლიტე-

რატურული ციტირებები). 

 უნდა აღინიშნოს, რომ აღწერილი (0.1) მათემატიკური მოდელის შესწავლა არა 

მხოლოდ ბიოლოგიის და მათემატიკის თვალსაზრისით არის საინტერესო, არამედ 
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მოითხოვს ინფორმაციული ტექნოლოგიების ეფექტურ გამოყენებას. მოდელში  აღწე-

რილი სისტემის ამოხსნა ეფუძნება რიცხვითი მეთოდების და ოპტიმალური ალგო-

რითმების გამოყენებას, რაც თავის მხრივ კავშირშია ინფორმაციული ტექნოლოგიების 

კერძოდ, პროგრამირების სიღრმისეულ ცოდნასთან, შესაბამისი ალგორითმების რეა-

ლიზაცია და შედეგების მიღება წარმოადგენს პროგრამირებაში ერთ-ერთ საინტერესო 

საკითხს. 

(0.1)  სისტემის შესწავლა საინტერესოა, რის გამოც აღნიშნული მოდელი 

სწრაფად მოექცა მრავალი მეცნიერის ყურადღების ცენტრში. ამერიკელმა მათემა-

ტიკოსებმა ჯ. ბელმა, ჩ. კოსნერმა და უ. ბერტიგერმა გამოიკვლიეს შესაბამისი შესა-

ბამისი ერთგანზომილებიანი ანალოგი [8]. მათ მიერ განხილული იქნა შემდეგი 

ერთგანზომილებიანი ამოცანა შესაბამისი საწყის-სასაზღვრო პირობებით: 

𝜕𝑆

𝜕𝑡
=
𝜕

𝜕𝑥
(𝑑
𝜕𝑆

𝜕𝑥
),            (𝑥, 𝑡) ∈ (0,1) × (0, 𝑇], 

𝜕𝑑

𝜕𝑡
= −𝑑 + 𝑔 (𝑑

𝜕𝑆

𝜕𝑥
),       (𝑥, 𝑡) ∈ [0,1] × (0, 𝑇], 

(0.2) 

𝑆(0, 𝑡) = 0,        𝑑
𝜕𝑆

𝜕𝑥
|
𝑥=1

= 𝜓,      𝑡𝜖[0, 𝑇], 

𝑆(𝑥, 0) = 𝑆0(𝑥);        𝑑(𝑥, 0) = 𝑑0(𝑥) ≥ 𝛿0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,     𝑥𝜖[0,1], 

(0.3) 

სადაც 𝜓 დადებითი მუდმივია,  ხოლო 𝑔,  𝑆0, 𝑑0 - მოცემული საკმარისად გლუვი 

ფუნქციები. მათ მიერ დამტკიცებულ იქნა (0.2), (0.3) ამოცანის ამონახსნის არსებობისა 

და ერთადერთობის თეორემები, რისთვისაც გამოიყენეს ცვლადთა გარდაქმნა და იტე-

რაციული სქემა. კერძოდ, ახალი უცნობის შემოტანით 

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑑
𝜕𝑆

𝜕𝑥
 (0.4) 

 (0.2), (0.3) ამოცანიდან გვაქვს: 

𝜕𝑆

𝜕𝑡
=
𝜕𝑤

𝜕𝑥
,            (𝑥, 𝑡) ∈ (0,1) × (0, 𝑇], 

𝜕𝑑

𝜕𝑡
= −𝑑 + 𝑔(𝑤),       (𝑥, 𝑡) ∈ [0,1] × (0, 𝑇], 

(0.5) 
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𝑤(𝑥, 0) = 𝑤0(𝑥) = 𝑑0
𝑑𝑆0(𝑥)

𝑑𝑥
,      𝑡𝜖[0, 𝑇], 

𝑑(𝑥, 0) = 𝑑0(𝑥),    𝑥𝜖[0,1]. 

(0.6) 

გარდაქმნის მიზანია მოვახდინოთ (0.5), (0.6) ამოცანის  𝑤 და  𝑑 ფუნქციებზე 

დაყვანა.  

თუ (0.4)  დამოკიდებულების ორივე მხარეს გავაწარმოებთ t ცვლადით ვღებუ-

ლობთ  

𝜕𝑤

𝜕𝑡
=
𝜕𝑑

𝜕𝑡

𝜕𝑠

𝜕𝑥
+ 𝑑

𝜕𝑠

𝜕𝑥𝜕𝑡
. (0.7) 

(0.7) განტოლებაში შევიტანოთ (0.5) სისტემის მეორე განტოლების 
𝜕𝑑

𝜕𝑡
 მნიშვნელობა და 

გავითვალისწინოთ (0.5) სისტემის პირველი განტოლება, შესაბამისად გვაქვს: 

𝜕𝑤

𝜕𝑡
= (−𝑑 + 𝑔(𝑤))

𝜕𝑠

𝜕𝑥
+ 𝑑

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
. (0.8) 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ 
𝑤

𝑑
=

𝜕𝑆

𝜕𝑥
, მაშინ 

𝜕𝑤

𝜕𝑡
= (−𝑑 + 𝑔(𝑤))

𝑤

𝑑
+ 𝑑

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
. (0.9) 

საბოლოოდ ვღებულობთ შემდეგ საწყის-სასაზღვრო ამოცანას: 

𝜕𝑤

𝜕𝑡
= 𝑑

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ [
𝑔(𝑤)

𝑑
− 1]𝑤,   

𝜕𝑑

𝜕𝑡
= −𝑑 + 𝑔(𝑤),   

(0.10) 
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𝜕𝑤

𝜕𝑥
|
𝑥=0

= 0,         𝑤(1, 𝑡) = 𝜓,   

𝑤(𝑥, 0) = 𝑤0(𝑥) = 𝑑0
𝑑𝑆0(𝑥)

𝑑𝑥
,       𝑑(𝑥, 0) = 𝑑0(𝑥).   

(0.11) 

ნაშრომში [8] აგებული (0.10), (0.11)-ის შესაბამისი იტერაციული სქემაა: 

𝜕𝑤𝑛

𝜕𝑡
= 𝑑𝑛−1

𝜕2𝑤𝑛

𝜕𝑥2
+ [
𝑔(𝑤𝑛−1)

𝑑𝑛−1
− 1]𝑤𝑛−1,   

𝜕𝑑𝑛

𝜕𝑡
= −𝑑𝑛 + 𝑔(𝑤𝑛−1) ,    

(0.12) 

𝜕𝑤𝑛

𝜕𝑥
|
𝑥=0

= 0,    𝑤𝑛(1, 𝑡) = 𝜓,    

𝑤𝑛(𝑥, 0) = 𝑤0(𝑥),       𝑑
𝑛(𝑥, 0) = 𝑑0(𝑥). 

(0.13) 

(0.12), (0.13) ამოცანის შესაბამისი დისკრეტული სქემის ალგორითმი კომპიუ-

ტერზე ადვილად რეალიზებადია. 

ნაშრომში [8] ასევე მიღებულია სტაციონალური ამონახსნის მდგრადობის საკმა-

რისი პირობა სივრცის 𝐿2(0,1) ნორმის აზრით. ამ პირობას აქვს შემდეგი სახე 

1

𝛿0
[𝐺1𝐷1 +

𝜓

𝑔(𝜓)
] +

𝐺1𝜓

𝑔′(𝜓)
< 1,  

სადაც   𝐺1, 𝐷1   დადებითი მუდმივებია. 

იმავე ნაშრომში მითითებულია ისეთი 𝜓𝑐 სიდიდის არსებობა, რომ თუ შეს-

რულდება პირობა 0 < 𝜓 < 𝜓𝑐 ამონახსნი წრფივად მდგრადია,  ხოლო თუ 𝜓 > 𝜓𝑐, მა-

შინ ადგილი აქვს ჰოფის ბიფურკაციას [76]. 

(0.1) მათემატიკური მოდელის აქტუალობაზე და მის მიმართ ინტერესზე მეტ-

ყველებს მასზე დაფუძნებული ნაშრომების სიმრავლე (იხ. მაგალითად, [68, 69, 72, 75, 

78, 79, 81, 85, 93, 95, 98, 100, 101, 105, 107-110, 112, 115, 122, 124]). მრავალი წელია მიმ-

დინარეობს აღნიშნული მათემატიკური მოდელის კვლევა. ამ მოდელისა და მისი  

მრავალგანზომილებიანი ანალოგების შესწავლისთვის ძირითადად განიხილება გახ-

ლეჩის მეთოდები. (0.1) მათემატიკური მოდელის ერთგანზომილებიანი ანალოგის 
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შესწავლის ზოგიერთი საკითხი ასახულია დისერტაციის ავტორობით და თანაავ-

ტორობით შესრულებულ შემდეგ ნაშრომებში [58, 88, 117, 119]. აგებულია სხვაობიანი 

სქემები, შემუშავებულია მიღებული ალგორითმის რეალიზებისთვის საჭირო კომ-

პიუტერული პროგრამა და მიღებული შედეგების საფუძველზე ჩატარებულია შესა-

ბამისი ანალიზი. 

(0.1) მათემატიკური მოდელის ერთგანზომილებიანი ანალოგისთვის  განხილუ-

ლია შემდეგი ამოცანა: 

𝜕𝑈

𝜕𝑡
=
𝜕

𝜕𝑥
(𝑉
𝜕𝑈

𝜕𝑥
), 

𝜕𝑉

𝜕𝑡
= −𝑉 + 𝑔 (𝑉

𝜕𝑈

𝜕𝑥
) , 

𝑈(0, 𝑡) = 𝑈(1, 𝑡) =  0,    𝑡 ∈ [0, 𝑇], 

𝑈(𝑥, 0) = 𝑈0(𝑥),    𝑉(𝑥, 0) = 𝑉0(𝑥),        𝑥 ∈ [0,1]. 

(0.14) 

ზემოთ ჩამოთვლილი ნაშრომების სიმრავლის მიუხედავად, რომლებიც დაკავ-

შირებულია (0.1) მათემატიკური მოდელის კვლევასთან, აღნიშნული მოდელი არ 

კარგავს აქტუალობას მისი შინაარსისა და მასში აღწერილი მათემატიკური ამოცანების 

გამო. მოდელის თეორიული კვლევისას მიღებული ალგორითმების აგება და შესწავლა 

საინტერესოა.  

(0.1) მათემატიკურ მოდელში დასმული ამოცანის ამოსახსნელად საჭიროა გარ-

კვეული თანმიმდევრობით განსაზღვრული მოქმედებების ჩატარება, დასკვნით 

ნაწილში აუცილებელია მიღებული ალგორითმის სწორი, ოპტიმალური რეალიზაცია. 

ალგორითმების აგებისა და ოპტიმიზაციის საკითხების შესწავლას დიდი ხნის ის-

ტორია აქვს (იხ. მაგალითად, [5, 61, 82]). კერძოწარმოებულებიანი დიფერენციალური 

განტოლებების შესწავლის პროცესში წარმოშობილი ალგორითმების კომპიუტერული 

რეალიზაციის საკითხები აქტუალურია ( იხ. მაგალითად , [24, 38, 64]). 

კერძოწარმოებულებიანი დიფერენციალური განტოლებების კვლევის აქტუა-

ლობაზე მეტყველებს მათემატიკაში გამოყენებულ ცნობილ პროგრამულ პაკეტებში ჩა-

შენებული სხვადასხვა დანიშნულების ინსტრუმენტი, რომელთა დახმარებითაც გა-
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მარტივებულია ზოგიერთი ტიპის ამოცანის გადაწყვეტა. შეიძლება გამოიყოს რა-

მოდენიმე განსაკუთრებით ძლიერი პროგრამული უზრუნველყოფა, რომლებიც 

გამოყენებულია დისერტაციაში დასმული ამოცანის კომპიუტერული რეალიზაციისა 

და მონაცემების წარმოდგენისთვის. 

კომპიუტერული პროგრამა MATLAB წარმოადგენს კომპანია MathWorks -ის 

მიერ შექმნილ მათემატიკურ პაკეტს (https://www.mathworks.com/products/matlab.html). 

პროგრამა შეიქმნა 70-იან წლებში ამერიკელი მეცნიერის კლივ მოულერის მიერ. ის 

თავდაპირველად ორიენტირებული იყო წრფივ ალგებრულ განტოლებათა 

სისტემების ამოხსნის მეთოდების კომპიუტერულ რეალიზაციაზე. MATLAB-ის ბოლო 

განახლებულ პაკეტებში მომხარებლისთვის შექმნილია ინტერაქტიული  გარემო, 

რომელიც ძირითადად ემსახურება სამეცნიერო ხასიათის პრობლემების და 

ამოცანების ფართო სპექტრის ამოხსნას. MATLAB განსაკუთრებით გამოირჩევა 

მათემატიკური ამოცანების ამოხსნის ინსტრუმენტების მრავალფეროვანი არჩევანით. 

მასში მძლავრად არის წარმოდგენილი კერძოწარმოებულებიანი დიფერენციალური 

განტოლებების ამოხსნისთვის საჭირო სხვადასხვა დანიშნულების ინსტრუმენტი. 

MATLAB-ში ჩაშენებული ინსტრუმენტების გამოყენება ეფექტურია (იხ. მაგალითად, 

[70, 103]). დისერტაციის ფარგლებში MATLAB-ის პროგრამული პაკეტი გამო-

ყენებულია სიმბოლური გამოთვლების საწარმოებლად და დიაგრამების ასაგებად.  

კომპიუტერული პროგრამა MATHCAD წარმოადგენს კომპანია MathSoft-ის მიერ 

შექმნილი მათემატიკურ პაკეტს (https://www.ptc.com/en/products/mathcad). პროგრამას 

აქვს მათემატიკური ამოცანების ამოხნის მრავალფეროვანი, ინტერაქტიული ინტერ-

ფეისის მქონე ინსტრუმენტები. მასში ინტეგრირებულია დაპროგრამებისთვის საჭირო 

გარემო. მარტივად არის შესაძლებელი როგორც ერთგანზომილებიანი, ასევე 

მრავალგანზომილებიანი სხვადასხვა გრაფიკის აგება და გაფორმება. პროგრამა შეიქმნა 

ალენ რეზდოუს მიერ 90-იან წლებში. პროგრამის საწყისი ვერსიები განკუთვნილი იყო 

ოპერაციული სისტემა WINDOWS-ისთვის. სამეცნიერო ნაშრომებში წარმოდგენილი 

მათემატიკური გათვლებისთვის MATHCAD-ის სხვადასხვა სახით გამოყენება სულ 

უფრო მეტად აქტუალურია მისი ინტერფეისის სიმარტივისა და მოქნილობის გამო 

(იხ. მაგალითად, [80, 99, 113]). დისერტაციის ფარგლებში MATHCAD გამოყენებულია 

https://www.mathworks.com/products/matlab.html
https://www.ptc.com/en/products/mathcad
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სიმბოლური გამოთვლების საწარმოებლად, ასევე მიღებული შედეგების გრაფიკული 

სახით წარმოდგენისთვის. 

(0.1) მათემატიკური მოდელის რიცხვითი ამოხსნის პროცესში წარმოშობილი 

ალგორითმის შესწავლა საინტერესო და აქტუალურია მისი მრავალკომპონენტიანი 

ბუნების გამო.  შესაბამისი ალგორითმის კომპიუტერული რეალიზაცია მოითხოვს 

დაპროგრამების ძირითადი პრინციპების ეფექტურ გამოყენებას. ტექნოლოგიების და 

კომპიუტერული ტექნიკის თანამედროვე განვითარება გვთავაზობს   დაპროგრამების 

გარემოსა და პროგრამირების ენის არჩევის ფართო ასორტიმენტს. დისერტაციის 

ფარგლებში ალგორითმის კომპიუტერული რეალიზაცია შესრულებულია მაღალი 

დონის პროგრამირების ენა C++-ზე, ხოლო პროგრამის რეალიზაციის გარემოდ შერ-

ჩეულია ერთ-ერთი თანამედროვე ე.წ. Integrated Development Environment (IDE)  

კომპანია Microsoft-ის მიერ წარმოებული პროგრამული უზრუნველყოფა VISUAL 

STUDIO. 

სამეცნიერო გამოთვლების წარმოების პროცესში პროგრამირების ენა C++-ს აქვს 

ფართო გამოყენება მისი სიზუსტისა და სისწრაფის გამო (იხ. მაგალითად, [10, 39, 67, 

114]). დისერტაციის ფარგლებში პროგრამირების ენა C++-ის საშუალებით დაწერილია 

კონსოლური აპლიკაცია და აგებულია შესაბამისი ალგორითმი. 

კომპიუტერული პროგრამის აგებისა და ტესტირებისთვის ერთ-ერთი მნიშ-

ვნელოვან წინაპირობას წარმოადგენს შესაბამისი სამუშაო გარემოს სწორი შერჩევა. 

კომპიუტერული ტექნიკის განვითარების სწრაფი განვითარების პარალელურად 

მსოფლიოს წამყვანი ტექნოლოგიური კომპანიები  მომხარებელს სთავაზობს პროგრა-

მების აგება/შემუშავების სხვადასხვა კომფორტულ, მომხარებელზე მორგებულ 

გარემოს. კომპიუტერული პროგრამის აგების პროცესი დაწყებული მისი დაგეგმვიდან 

ტესტირებამდე გადის სხვადასხვა ეტაპს. პროგრამის ეფექტური და სწრაფი 

შემუშავებისთვის მნიშვნელოვანია მოხერხებული სამუშაო გარემოს შეჩევა. დისერ-

ტაციის ფარგლებში კომპიუტერული პროგრამის შემუშავების სამუშაო გარემოდ შერ-

ჩეულია VISUAL STUDIO (https://visualstudio.microsoft.com/) [52], რადგანაც მასში ინ-

ტეგრირებულია პროგრამირების ენა C++ მძლავრი დახმარებისა და ტესტირების მოქ-

ნილი სისტემით. 

https://visualstudio.microsoft.com/
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სადისერტაციო ნაშრომში წარმოდგენილია მიჩისონის  ორგანზომილებიანი 

მათემატიკური მოდელის ამოხსნის ორი განსხვავებული მეთოდი, მეთოდების შესწავ-

ლის მიზნით განხორციელებულია ზოგიერთი თეორიული და პრაქტიკული კვლე-

ვები. შესწავლილია მეთოდების ეფექტურობის საკითხები. ერთმანეთთან შედა-

რებულია შესაბამისი მეთოდებში აღწერილი ალგორითმების რეალიზაციით მიღე-

ბული შედეგები.  

დისერტაციის ფარგლებში ჩატარებული კვლევის შედეგები გამოქვეყნებულია  

ნაშრომებში [49, 58, 59, 89, 116]. მოხსენებები გაკეთებულია ადგილობრივ და საერთა-

შორისო სამეცნიერო კონფერენციებზე: თბილისის სახელმწიფო უნივერსიტეტის 

ილია ვეკუას სახელობის გამოყენებითი მათემატიკის ინსტიტუტის სემინარების 

გაფართოებულ სხდომებზე [58, 88, 89, 116, 119], საქართველოს მათემატიკოსთა 

მეოთხე ყრილობაზე (ბათუმი, 2013) [117]. შედეგების ჩვენება ასევე განხორციელდა 

WSEAS-ის მე-15 საერთაშორისო კონფერენციაზე [49], საბერძნეთის დედაქალაქ 

ათენში 2010 წელს. დისერტაციის თემასთან დაკავშირებით 2016 წელს მოპოვებულია 

გრანტი (#PhDF2016_14) დოქტორანტებისთვის, რომელიც წარმატებით დასრულდა 

2017 წელს. გრანტის ფარგლებში კვლევის ძირითადი შედეგები ასახულია ნაშრომებში 

[59, 116]. მიღებული შედეგების სამეცნიერო საზოგადოებისთვის გაცნობა განხორ-

ციელდა 2016 წლის 8-10 დეკემბერს მე-5 საერთაშორისო კონფერენციაზე ბიოტექ-

ნოლოგიებში და ბიოინჟინერიაში, რომელიც ჩატარდა ტაილანდის დედაქალაქ 

ბანგკოკში [118]. 
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ნაშრომის სტრუქტურა და კვლევის თეორიული კონტექსტი 
 

სადისერტაციო ნაშრომში აღწერილია მიჩისონის მიერ მიღებული (0.1) მათე-

მატიკური მოდელის ამოხსნის ორი განსხვავებული მეთოდი, შესწავლილია ცვა-

ლებადი მიმართულების სხვაობიანი სქემა და გასაშუალებული მოდელი.  აღნიშნული 

მეთოდებისთვის გამოკვლეულია ზოგიერთი თეორიული საკითხი, აგებულია შესა-

ბამისი სხვაობიანი სქემები, ალგორითმების რეალიზაციისთვის დაწერილია  პროგ-

რამული კოდი და წარმოდგენილია რიცხვითი შედეგები. 

სადისერტაციო ნაშრომში განხილულია (0.1) მათემატიკური მოდელი, რომელ-

საც აქვს შემდეგი სახე: 

𝜕𝑈

𝜕𝑡
=
𝜕

𝜕𝑥
(𝑉1

𝜕𝑈

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑉2

𝜕𝑈

𝜕𝑦
), (0.15) 

𝜕𝑉1
𝜕𝑡

= −𝑉1 + 𝑔1 (𝑉1
𝜕𝑈

𝜕𝑥
), 

          
𝜕𝑉2
𝜕𝑡

= −𝑉2 + 𝑔2 (𝑉2
𝜕𝑈

𝜕𝑦
),          

(0.16) 

მიუხედავად იმ გარემოებისა, რომ ორგანზომილებიან განტოლებათა (0.15), 

(0.16)  სისტემას საფუძვლად უდევს ბიოლოგიური პროცესები, აღნიშნული განტო-

ლებათა სისტემა  ასევე საინტერესოა ფიზიკისა და სხვა მომიჯნავე დარგების 

სამეცნიერო მიმართულებებისთვისაც.  

(0.15), (0.16) სისტემის ზოგიერთი ხარისხობრივი და სტრუქტურული თვისება 

დადგენილია [8, 43] ნაშრომებში. [8] ნაშრომში (0.15), (0.16) სისტემისთვის გამოკვლე-

ულია შესაბამისი ერთგანზომილებიანი ანალოგი უცნობი 𝑈 და 𝑉1 ფუნქციისთვის.  [8] 

და [84] ნაშრომებში ასევე ყურადღება გამახვილებულია (0.15), (0.16) სისტემის შე-

საბამისი საწყის-სასაზღვრო ამოცანების მიახლოებითი ამონახსნების აგების მნიშ-

ვნელობაზე და გამოყენებაზე. 

სადისერტაციო ნაშრომის ძირითადი ნაწილი მოიცავს სამ თავს და გამო-

ყენებული ლიტერატურის ნუსხას. 
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ცვალებადი მიმართულების სხვაობიანი მეთოდების გამოყენების ეფექ-

ტურობის გათვალისწინებით სადისერტაციო ნაშრომის პირველ თავში (0.15), (0.16) 

სისტემისთვის განხილულია შესაბამისი ცვალებადი მიმართულების სხვაობიანი 

სქემის შესწავლის თეორიული საკითხები. [2, 3, 43] ნაშრომებზე დაყრდნობით შეს-

წავლილია აღნიშნული სისტემის შემთხვევაში როგორ შეიძლება იყოს გამოყენებული 

ცვალებადი მიმართულების სხვაობიანი სქემა. 

პისმენის, რეკფორდის და დუგლასის შრომებიდან იწყება [16-19, 91], სხვა-

ობიანი სქემების გამოყენება. აღნიშნული მიდგომის შესწავლა ფართოვდებოდა და 

ღრმავდებოდა სხვა მათემატიკოსების შრომებშიც. ამჟამად, ეს მეთოდი და მისი სხვა 

მრავალი ნაირსახეობა გამოიყენება მათემატიკური ფიზიკის მრავალგანზომილებიანი 

ამოცანების ამოხსნის სხვაობიანი სქემების ეფექტური აგებისთვის. თუმცა მოცემული 

მეთოდის გამოყენების და მისი შესწავლის დროს, ზოგ შემთხვევაში წარმოიქმნება 

გარკვეული სიძნელეები, დაკავშირებული მაგალითად, სქემის აბსოლუტურ მდგრა-

დობასა და კრებადობასთან.  

ცვალებადი მიმართულებების სხვაობიანი სქემები და მათი გამოკვლევა წარ-

მოდგენილია მრავალი სხვადასხვა მეცნიერის ნაშრომში, აღნიშნული მიმართულებით 

მრავალი წელია მიმდინარეობს სამეცნიერო მუშაობა (იხ., მაგალითად, [23, 29-31, 43-

45, 47-49, 56, 59]). მეთოდის ზოგიერთი ვარიანტებისთვის შესწავლილია შესაბამისი 

სქემების მდგრადობისა და კრებადობის საკითხები. 

ასეთი სხვაობიანი სქემების მეთოდის მნიშვნელოვან უპირატესობას წარ-

მოადგენს აბსოლიტური მდგრადობა მრავალგანზომილებიანი ამოცანებისთვის, იგი 

განსაკუთრებით ეფექტურია რიცხვითი ამონახსნების მიღებისთვის. 

ცვალებადი მიმართულების სხვაობიანი სქემის შესწავლისას [3] ნაშრომზე დაყ-

რდნობით და მასში გამოყენებული აღნიშვნების გათვალისწინებით განვიხილოთ შემ-

დეგი სახის  მრავალგანზომილებიანი ამოცანა: 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝐴𝑢 + 𝑓, Ω𝑝 × Ω𝑡, 𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥), Ω𝑡 = (0, 𝑇), 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑝), (0.17) 

Ω𝑝 (0 ≤ x𝑎 ≤ l𝑎, 𝑎 = 1,2, … 𝑝) 𝑝-განზომილებიანი პარალელეპიპედია. 𝛾-წარმოად-

გენს Ω𝑝 არის საზღვარს. 
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დავუშვათ, რომ 𝐴 = ∑ 𝐴𝑎
𝑝
𝑎=1 .  𝐴𝑎-შესაძლებელია განისაზღვროს ამოცანათა სხვა-

დასხვა კლასისთვის. 

შემოვიღოთ ბადე:  

𝜔ℎ𝜏 = 𝜔ℎ × 𝜔𝜏, 

 𝜔ℎ = {𝑥𝑎
(𝑖𝑎) = 𝑖𝑎ℎ𝑎 , 𝑎 = 1,… , 𝑝, ℎ𝑎 =

𝑙𝑎
𝑁𝑎
} , 

𝜔𝜏 = {𝑡𝑗 = 𝑗𝜏,   𝑗 = 1,… }, 

ამოვწეროთ შემდეგი თანაფარდობა: 

𝑢ℎ𝑡 =∑Λ𝑎�̂�ℎ +

𝑗

𝑎=1

∑ Λ𝑎𝑢ℎ +

𝑝

𝑎=𝑗+1

𝑓ℎ + 𝜓𝑗 , 𝑗 = 𝑗 = 1,2, … , 𝑝, (0.18) 

სადაც  𝑢ℎ, 𝑓ℎ წარმოადგენენ  𝑢  და 𝑓-ის პროექციას 𝜔ℎ𝜏 ბადეზე,  𝜓𝑗 - ცდომილებაა. 

 Λ𝑎 = 𝐴𝑎
ℎ  - წრფივი ოპერატორია,  𝐴𝑎 დიფერენციალური ოპერატორია.  

თუ (0.18)-ში ცდომილებას ვუგულებელვყოფთ, მივიღებთ სხვაობიან განტოლე-

ბათა სისტემას 

𝑦𝑗𝑡 =∑Λ𝑎(�̂�
(𝑎)) +

𝑗

𝑎=1

∑ Λ𝑎(�̂�
(𝑎)) +

𝑝

𝑎=𝑗+1

𝑓ℎ , 

(0.19) 

𝑗 = 1,2, … , 𝑝,  �̂�(𝑎) = (𝑦1, … , 𝑦𝑎). 

(0.19) სხვაობიანი სისტემა ამოიხსნება მიმდევრობითი მეთოდით, ალგორითმის 

რეალიზაციის შედეგად ვიღებთ ამონახსნს ბადის ყოველ წერტილში. 

განვიხილოთ  𝐴 და  𝐴𝑎 ოპერატორების შერჩევის მაგალითები, ავიღოთ პარაბო-

ლური განტოლების შემთხვევა:    

𝐴𝑢 = ∑
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑎2
,

𝑗

𝑎=1

  𝐴𝑎 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑎2
, Λ𝑎 = (𝑦(𝑎)) = Λ𝑎(𝑦�̅�𝑎𝑥𝑎). 

სხვაობიანი სქემა (0.17) მიიღებს სახეს:  

𝑦𝑗𝑡 = ∑ Λ𝑎(�̂�𝑎)
𝑗
𝑎=1 + ∑ Λ𝑎(𝑦𝑎) + 𝑓ℎ

𝑝
𝑎=𝑗+1 , 𝑗 = 1,2, … , 𝑝 . 
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ამოხსნა დაიყვანება ერთგანზომილებიანი მიმდევრობითი სხვაობიანი სქემების 

გამოყენებაზე და შესაბამისად მეთოდი ეკონომიურია. 

თუ პარაბოლური განტოლება შეიცავს შერეულ წარმოებულებს, კერძოდ: 

𝐴𝑢 = ∑ 𝑎𝑎𝛽
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑎𝜕𝑥𝛽
, 𝑎𝑎𝛽 = 𝑎𝛽𝑎,

𝑝

𝑎,𝛽=1

 (0.20) 

და სრულდება პირობა 

0 < 𝐶1∑𝜉𝑎
2

𝑝

𝑎=1

≤ ∑ 𝑎𝑎𝛽𝜉𝑎

𝑝

𝑎,𝛽=1

𝜉𝛽 ≤ 𝐶2∑𝜉𝑎
2

𝑝

𝑎=1

, 𝐶𝑖 > 0,  (0.21) 

მაშინ, 𝐴𝑎 შეირჩევა ისე, რომ 

𝐴𝑎𝑢 = 𝑎𝑎𝑎
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑎2
+∑2𝑎𝑖𝑎

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑎

𝑎−1

𝑗=1

, 

𝐴 =∑𝐴𝑎

𝑝

𝑎=1

. 

სხვაობიან სქემაში (0.19) სივრცულ ოპერატორ Λ𝑎 - ს აქვს შემდეგი სახე: 

Λ𝑎(𝑦
(𝑎)) = 𝑎𝑎𝑎𝑦𝑎𝑥𝑎̅̅ ̅̅ 𝑥𝑎 +∑2𝑎𝑖𝑎𝑦𝑖�̇�𝑖�̇�𝑎

𝑎−1

𝑗=1

 

და 𝑦𝑗  (𝑗 = 1,2, … , 𝑝)-ის პოვნის პროცესი დაიყვანება ერთგანზომილებიანი მიმდევრო-

ბით ამოხსნის მეთოდზე და შესაბამისად ეკონომიურია. 

განვიხილოთ საკითხები, რომლებიც დაკავშირებულია (0.19) მეთოდის მდგრა-

დობასთან და კრებადობასთან. გავამრავლოთ (0.19) სკალარულად 𝜏(Λ𝑗(𝑦
(𝑗)))𝑡-ზე 

შესაბამისად (𝑗 =  1,2, … , 𝑝) და ავჯამოთ 𝑗-ით, შედეგად მივიღებთ ტოლობას: 

−𝜏∑(𝑦𝑗𝑡, Λ𝑗(𝑦
(𝑗))

𝑡
) + 0,5 ‖∑Λ𝑗(�̂�

(𝑎))

𝑝

𝑎=1

‖

2𝑝

𝑗=1

+ 0,5𝜏2∑‖(Λ𝑗(𝑦
(𝑎)))𝑡‖

2
=

𝑝

𝑎=1

= 0,5‖∑Λ𝑗(𝑦
(𝑎))

𝑝

𝑎=1

‖

2

− 𝜏∑(𝑓, (Λ𝑎(𝑦
(𝑎)))𝑡),

𝑝

𝑎=1
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საიდანაც უშუალოდ გამომდინარეობს 

−𝜏∑(𝑦𝑗𝑡 , (Λ𝑗(𝑦
(𝑗)))𝑡) + 0,5 ‖∑Λ𝑎(�̂�

(𝑎)) + 𝑓

𝑝

𝑎=1

‖

2

≤

𝑝

𝑗=1

≤ 0.5 ‖∑Λ𝑎(𝑦
(𝑎)) + 𝑓

𝑝

𝑎=1

‖

2

+ 𝜏𝑀 (‖𝑓 + 𝑓‖
2
+ ‖𝑓𝑡‖

2), 

(0.22) 

სადაც   || ∙ || - არის 𝐿2 ნორმის დისკრეტული ანალოგი; M - კონსტანტაა, რომელიც არ 

არის დამოკიდებული h-ზე და τ-ზე. (0.22) უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ სხვა-

ობიანი სქემის (0.19)-ის მდგრადობა დამოკიდებულია გამოსახულების ნიშანზე: 

Φ(𝑦) = −∑(𝑦𝑗𝑡 , (Λ𝑖(𝑦
(𝑗)))

𝑡
) .

𝑝

𝑗=1

 

თუ Φ(𝑦) ≥ 0, მაშინ ძნელი არ არის ვაჩვენოთ (0.19) სხვაობიანი სქემის მდგრადობა. 

თუ А განისაზღვრება (0.20)-დან და აკმაყოფილებს (0.21)-ის პირობებს ხოლო         

𝑦|𝛾 = 0, მაშინ (0.22) უტოლობიდან გამომდინარეობს (0.19) სხვაობიანი სქემის მდგრა-

დობა. სამართლიანია შეფასება:  

𝐶1∑||𝑦�̃��̅�𝑎]|
2

𝑝

𝑎=1

≤ 

≤ 𝑀{∑||𝑦�̃��̅�𝑎(0)]|
2

𝑝

𝑎=1

+ ‖∑Λ𝑎 (𝑦
(𝑎)(0)) + 𝑓(0)

𝑝

𝑎=1

‖

2

+ 

+𝑚𝑎𝑥(‖𝑓‖2 + ‖𝑓𝑡‖
2)} 

(0.23) 

ვინაიდან 

Φ(𝑦) =  ∑ (𝑎𝛼𝛽𝑦𝑎𝑡𝑥̅̅ ̅𝑎 , 𝑦𝛽𝑡𝑥̅̅ ̅𝛽]

𝑝

𝛼,𝛽=1

≥ 𝐶1∑‖𝑦𝑎𝑡𝑥̅̅ ̅𝑎‖
2

𝑝

𝑎=1

. 

თუ საწყისი ამოცანის ამოხსნა საკმარისად გლუვია, მაშინ ადგილი აქვს 

სხვაობიანი ამოცანის (1.19)-ის ამონახსნის კრებადობას საწყისი ამოცანის ამონახ-

სნისაკენ და მეთოდის 𝑧𝑗 = 𝑢 − 𝑦𝑗 ცდომილებისთვის სამართლიანია შეფასება [3] 
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∑||𝑍𝑎�̅�𝑎]| ≤ 0(𝜏 + ℎ
2).

𝑝

𝑎=1

 

ამონახსნისკენ იკრიბება ყველა 𝑦𝑗(𝑗 = 1,2, … , 𝑝). მიახლოებითი ამონახსნად, რო-

გორც წესი ითვლება 𝑦𝑝 ან 𝑦 =
1

𝑝
∑ 𝑦𝑖
𝑝
𝑖=1 . თუ (0.21) უტოლობაში 𝐶1 ≥ 0 ანუ ოპერატორი 

𝐴 ≥ 0, მაშინ (0.23)-დან არ გამომდინარეობს (0.19) სქემის მდგრადობა. ვაჩვენოთ, რომ 

ამ შემთხვევაშიც (0.19) მეთოდი ინარჩუნებს მდგრადობას.  თუ   𝑗 =  𝑝, (0.19)-ს სკალა-

რულად �̂�𝑝-ზე გამრავლებით, მარტივად მიიღება შემდეგი უტოლობა 

‖�̂�𝑝‖
2
≤ (1 + 𝜏𝐶)‖𝑦𝑝‖

2
+ 𝜏𝑀‖∑Λ𝑗(𝑦

(𝑗)) + 𝑓

𝑝

𝑗=1

‖

2

, 

სადაც 𝐶,𝑀 – შემოსაზღვრული კონსტანტებია, რომლებიც არ არიან   ℎ-ზე და 𝜏-ზე და-

მოკიდებულები. აქედან და (0.22) უტოლობიდან  𝑦𝑝- სთვის მივიღებთ შემდეგი სახის 

შეფასებას: 

‖�̂�𝑝‖
2
≤ 𝑀

{
 
 

 
 
‖𝑦𝑝(0)‖

2
+ ‖∑Λ𝑗(𝑦

(𝑗))(0) + 𝑓(0)

𝑝

𝑗=1

‖

2

+

𝑚𝑎𝑥⏟
𝑡

(‖𝑓‖2 + ‖𝑓𝑡‖
2)

}
 
 

 
 

. (0.24) 

შესაძლებელია გავაკეთოთ დასკვნა 𝑦𝑝-ს მდგრადობის შესახებ შესაბამისი 

საწყისი პირობებისა და მარჯვენა მხრის გათვალისწინებით. 𝑧𝑝 = 𝑢 − 𝑦𝑝-სთვის ძნელი 

არ არის მივიღოთ შეფასება ‖𝑧𝑝‖ ≤ 𝑂(𝜏 + ℎ
2). 

(0.15), (0.16) ორგანზომილებიანი სისტემისთვის ზემოთ შემოთავაზებული 

მსჯელობის გათვალისწინებით  შესწავლილია ცვალებადი მიმართულების სხვაობია-

ნი სქემა. 

კერძოდ, დისერტაციაში ჩატარებულია კვლევა (0.15), (0.16) სისტემის მიახლო-

ებითი ამოხსნის პოვნის რიცხვითი მეთოდების შესახებ. მეთოდების შესწავლის პრო-

ცესში �̅� არეზე, შემოვიტანოთ ბადეები: 

�̅�ℎ𝜏 = �̅�ℎ × 𝜔𝜏, �̅�𝛼ℎ𝜏 = �̅�𝛼ℎ × 𝜔𝜏, 𝛼 = 1,2,  

სადაც: 
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�̅�ℎ = {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) = (𝑖ℎ, 𝑗ℎ), 𝑖, 𝑗 = 0,1, … ,𝑀,   𝑀ℎ = 1},   

(0.25) 

�̅�1ℎ = {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) = ((𝑖 − 1/2)ℎ, 𝑗ℎ), 𝑖, 𝑗 = 1,… ,𝑀,   𝑀ℎ = 1},   

�̅�2ℎ = {(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) = (𝑖ℎ, (𝑗 − 1/2)ℎ), 𝑖, 𝑗 = 1,… ,𝑀,   𝑀ℎ = 1},   

𝜔ℎ = Ω ∩ �̅�ℎ, 𝛾ℎ = �̅� ∖ 𝜔ℎ,   �̅�ℎ = 𝜔ℎ ∪ 𝛾ℎ , 

𝜔𝜏 = {𝑡𝑘 = 𝑘𝜏,   𝑘 = 0,… ,𝑁,    𝑁𝜏 = 𝑇}. 

სხვაობიანი სქემებისთვის გამოყენებულია შემდეგი ცნობილი აღნიშვნები: 

𝑢 = 𝑢𝑖,𝑗
𝑘 = 𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑘), �̂� = 𝑢𝑖,𝑗

𝑘+1 = 𝑢(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 𝑡𝑘+1), 

(0.26) 

𝑢𝑡 =
�̂� − 𝑢

𝜏
, 𝑢�̅� =

𝑢𝑖,𝑗
𝑘 − 𝑢𝑖−1,𝑗

𝑘

ℎ
, 𝑢�̅� =

𝑢𝑖,𝑗
𝑘 − 𝑢𝑖,𝑗−1

𝑘

ℎ
,   

𝑢𝑥 =
𝑢𝑖+1,𝑗
𝑘 − 𝑢𝑖,𝑗

𝑘

ℎ
, 𝑢𝑦 =

𝑢𝑖,𝑗+1
𝑘 − 𝑢𝑖,𝑗

𝑘

ℎ
,  

𝑢�̅�𝑥 =
𝑢𝑖+1,𝑗
𝑘 − 2𝑢𝑖,𝑗

𝑘 + 𝑢𝑖−1,𝑗
𝑘

ℎ2
, 𝑢�̅�𝑦 =

𝑢𝑖,𝑗+1
𝑘 − 2𝑢𝑖,𝑗

𝑘 + 𝑢𝑖,𝑗−1
𝑘

ℎ2
. 

სასრული სხვაობები �̅�𝛼ℎ, 𝛼 = 1,2 ბადეზე მოცემული ფუნქციებისთვის განისაზ-

ღვრება ანალოგიურად. 

 განვიხილოთ პირველ თავში წარმოდგენილი საკითხები დეტალურად. 

დისერტაციის პირველ თავში (0.15), (0.16) სისტემისათვის დამტკიცებულია 

ამონახსნის ერთადერთობის შესახებ თეორემა. აგებულია შესაბამისი ცვალებადი 

მიმარულებების სხვაობიანი სქემა. მოყვანილია სხვაობიანი სქემის აბსოლუტურად 

მდგრადობის და კრებადობის თეორემები. 

არაწრფივი კერძოწარმოებულებიანი განტოლებათა (0.15), (0.16) სისტემა განხი-

ლულია შემდეგი საწყისი და სასაზღვრო პირობებით: 

𝑈(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑈0(𝑥, 𝑦), 𝑉1(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑉10(𝑥, 𝑦),

        𝑉2(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑉20(𝑥, 𝑦),    (𝑥, 𝑦) ∈ Ω,̅ (0.27) 

                               𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0, (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝜕Ω × [0, 𝑇], 
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სადაც, Ω = (0,1) × (0,1),   𝜕Ω  არის Ω-ს საზღვარი, 𝑇 ფიქსირებული დადებითი 

რიცხვია, 𝑈0,  𝑉𝛼0,  𝑔𝛼  წარმოადგენენ დასმული ამოცანის შესაბამის ცნობილ საკმაოდ 

გლუვ ფუნქციებს, რომლებიც აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობებს: 

𝑉𝛼0(𝑥) ≥ 𝛿0 ≥ 0, 𝑥 ∈ Ω̅, (0.28) 

𝛾0 < 𝑔𝛼(𝜉𝛼) ≤ 𝐺0, |𝑔𝛼
′ (𝜉𝛼)| ≤ 𝐺1, 𝜉𝛼 ∈ 𝑅, 𝛼 = 1,2,  

სადაც 𝛿0,  𝛾0,   𝐺0,   𝐺1  დადებითი მუდმივებია. 

 დისერტაციის პირველ თავში დასმულ საწყის-სასაზღვრო ამოცანას აქვს სახე: 

𝜕𝑈

𝜕𝑡
=
𝜕

𝜕𝑥
(𝑉1

𝜕𝑈

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑉2

𝜕𝑈

𝜕𝑦
), (0.29) 

𝜕𝑉1
𝜕𝑡

= −𝑉1 + 𝑔1 (𝑉1
𝜕𝑈

𝜕𝑥
), 

          
𝜕𝑉2
𝜕𝑡

= −𝑉2 + 𝑔2 (𝑉2
𝜕𝑈

𝜕𝑦
),          

(0.30) 

𝑈(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑈0(𝑥, 𝑦), 𝑉1(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑉10(𝑥, 𝑦),

        𝑉2(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑉20(𝑥, 𝑦),    (𝑥, 𝑦) ∈ Ω,̅ (0.31) 

                               𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0, (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝜕Ω × [0, 𝑇], 

𝑉𝛼0(𝑥) ≥ 𝛿0 ≥ 0, 𝑥 ∈ Ω̅, 

(0.32) 
𝛾0 < 𝑔𝛼(𝜉𝛼) ≤ 𝐺0, |𝑔𝛼

′ (𝜉𝛼)| ≤ 𝐺1, 𝜉𝛼 ∈ 𝑅, 𝛼 = 1,2, 

(0.29) - (0.32) ამოცანისათვის ცნობილი აღნიშვნების (0.25), (0.26) გათვალისწინე-

ბით აგებულია ცვალებადი მიმართულების შემდეგი სხვაობიანი სქემა: 

𝑢1𝑡 = (�̂�1�̂�1�̅�)𝑥 + (𝑣2𝑢2�̅�)𝑦, 

(0.33) 
𝑢2𝑡 = (𝑣1�̂�1�̅�)𝑥 + (𝑣2�̂�2�̅�)𝑦, 

𝑣1𝑡 = −𝑣1 + 𝑔1(𝑣1𝑢1�̅�), 

(0.34) 

𝑣2𝑡 = −𝑣2 + 𝑔2(𝑣2𝑢2𝑦), 

𝑢1(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑢2(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑈0(𝑥, 𝑦),   (𝑥, 𝑦) ∈ �̅�ℎ, (0.35) 
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𝑣1(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑉10(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ �̅�1ℎ, 

 𝑣2(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑉20(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ �̅�2ℎ, 

𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0,   (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝛾ℎ × 𝜔𝜏, 

სადაც (0.33) - (0.35) განტოლობებში დისკრეტული უცნობი 𝑢1  და 𝑢2    ფუნქციები გან-

საზღვრულია მთელკვანძებიან  �̅�ℎ𝜏 ბადეზე, ხოლო 𝑣𝛼 ფუნქცია კი შუაკვანძებიან - 

�̅�𝛼ℎ𝜏 ბადეზე (𝛼 = 1,2). 

პირველი თავის ფარგლებში ზემოთ განხილული ამოცანისთვის დამტკიცე-

ბულია  შემდეგი დებულებები: 

თეორემა 0.1. თუ  (0.29) - (0.32) ამოცანას გააჩნია კლასიკური ამონახსნი, მაშინ 

ის  ერთადერთია. 

თეორემა 0.2. თუ (0.29) - (0.32) კერძოწარმოებულებიან დიფერენციალურ გან-

ტოლებათა სისტემას გააჩნია საკმაოდ გლუვი ამონახსნი 𝑈,  𝑉1,  𝑉2, მაშინ არსებობს 𝜏0 >

0, ისეთი რომ ყოველი 𝜏 < 𝜏0  სიდიდისთვის (0.33) - (0.35) სქემა საწყისი პირობების 

მიმართ აბსოლიტურად მდგრადია. 

თეორემა 0.3. თუ (0.29) - (0.32) კერძოწარმოებულებიან დიფერენციალურ გან-

ტოლებათა სისტემას აქვს საკმაოდ გლუვი ამონახსნი 𝑈,  𝑉1,  𝑉2, მაშინ არსებობს 𝜏0 > 0, 

ისეთი რომ ყოველი 𝜏 < 𝜏0  სიდიდისთვის (0.33) - (0.35) სქემა კრებადია როცა, 𝜏 →

0,  ℎ → 0,   და სამართლიანია შემდეგი შეფასება 

||𝑢1�̅� − 𝑈1�̅�]|1 + ||𝑢2�̅� − 𝑈2�̅�]|2 + |
|𝑣1 − 𝑉1]|1 + ||𝑣2 − 𝑉2]|2 = 𝑂(𝜏 + ℎ

2). 

მრავალგანზომილებიანი, კერძოწარმოებულებიანი დიფერენციალურ განტო-

ლებათა სისტემის ამოხსნის პროცესში  ოპერატორთა გახლეჩვის ტექნიკის გამოყენება 

ერთ-ერთ ეფექტურ მიდგომას წარმოადგენს. შესაბამისად დისერტაციის მეორე თავში 

განხილულია ოპერატორთა გახლეჩვის მეთოდის გამოყენებით (0.15), (0.16) სისტემის 

შესწავლა. ოპერატორთა გახლეჩვის მიდგომა მნიშვნელოვნად აადვილებს ალგო-

რითმის აგების პროცესს. ალგორითმის აგების გამარტივება გამოწვეულია მრავალგან-

ზომილებიანი ამოცანის ერთგანზომილებიან ამოცანებზე დაყვანით. ასევე ალგო-

რითმი ოპტიმალურია და მისი რეალიზაციისთვის საჭირო მანქანური დრო ეკო-
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ნომიურია, აღნიშნული მიდგომები გამოყენებულია მრავალი მათემატიკური მო-

დელის რიცხვითი მეთოდებით ამოხსნისთვის (იხ. მაგალითად, [21-22, 32-34, 40, 42, 

46]). 

დისერტაციის ფარგლებში განხილული (0.15), (0.16) სისტემა ორგანზომი-

ლებიანია, შესაბამისად ოპერატორთა გახლიჩვის მეთოდის გამოყენება აღნიშნული 

ამოცანის რიცხვითი ამოხსნისა და ალგორითმის რეალიზაციისთვის აქტუალურია და 

ბუნებრივია აქცენტი გაკეთდა შესაბამისი მეთოდის გამოყენებაზე.  

(0.15), (0.16) სისტემა, თავისი შინაარსით და აღწერილობით გვაძლევს 

საშუალებას გამოვიყენოთ დეკომპოზიციის (გახლეჩის) მეთოდი, რადგანაც გან-

ტოლება (0.15) ორგანზომილებიანია, ხოლო (0.16) განტოლებები შესაბამისად შეიცავენ 

მხოლოდ  𝑥 ან 𝑦 ცვლადს და  𝑉𝛼, 𝛼 = 1,2 დიფუზიის კოეფიციენტებს. 

დისერტაციის მეორე თავში (0.15), (0.16) სისტემისათვის (0.27), (0.28) საწყის-

სასაზღვრო პირობების გათვალისწინებით განხილულია გასაშუალებული მოდელი, 

რომელიც წარმოადგენს ეკონომიური ალგორითმის აგების ერთ-ერთ მნიშვნელოვან 

მეთოდს. გასაშუალებული მოდელისთვის განხილულია სხვაობიანი სქემა.  

გასაშუალებულ მოდელს აქვს შემდეგი სახე: 

𝜂1
𝜕𝑈1

𝑘

𝜕𝑡
=
𝜕

𝜕𝑥
(𝑉1

𝑘
𝜕𝑈1

𝑘

𝜕𝑥
) , 

(0.36) 

𝜂2
𝜕𝑈2

𝑘

𝜕𝑡
=
𝜕

𝜕𝑦
(𝑉2

𝑘
𝜕𝑈2

𝑘

𝜕𝑦
) , 

𝜕𝑉1
𝑘

𝜕𝑡
= −𝑉1

𝑘 + 𝑔1 (𝑉1
𝜕𝑈1

𝑘

𝜕𝑥
) , 

(0.37) 
𝜕𝑉2

𝑘

𝜕𝑡
= −𝑉2

𝑘 + 𝑔2 (𝑉2
𝜕𝑈2

𝑘

𝜕𝑦
) , 

𝑈1
𝑘|
𝑥=0

= 𝑈1
𝑘|
𝑥=1

= 0, 𝑈2
𝑘|
𝑦=0

= 𝑈2
𝑘|
𝑦=1

= 0,  𝑈𝑖
0(𝑥, 0) = 𝑈0(𝑥) , 

(0.38) 

𝑈𝑖
𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑡𝑘) = 𝑈

𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝑡𝑘),          𝑉𝑖
𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑡𝑘) = 𝑉𝑖

𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝑡𝑘) , 𝑖 = 1,2, 

სადაც  

𝑈𝑘(𝑥, 𝑡) = 𝜂1𝑈1
𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝜂2𝑈2

𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝜂1,𝜂2 > 0,     𝜂1 + 𝜂2 = 1. 
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გასაშუალებული მოდელისთვის (0.25), (0.26) აღნიშვნების გათვალისწინებით  

აგებულია  სხვაობიანი სქემა: 

𝑢1𝑡 = 𝜎1(𝑣1�̂�1�̅�)𝑥 + (1 − 𝜎1)(𝑣1𝑢1�̅�)𝑥, 

(0.39) 

𝑣1𝑡 = −𝑣1 + 𝑔1(𝑣1𝑢1�̅�),  

𝑢2𝑡 = 𝜎2(𝑣2�̂�2�̅�)𝑦 +
(1 − 𝜎2)(𝑣2𝑢2�̅�)𝑦, 

(0.40) 

𝑣2𝑡 = −𝑣2 + 𝑔2(𝑣2𝑢2�̅�),  

    𝑢1(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑢2(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑈0(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ �̅�ℎ, 

(0.41) 𝑣1(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑉10(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ �̅�1ℎ,   𝑣2(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑉20(𝑥, 𝑦),   (𝑥, 𝑦) ∈ �̅�2ℎ,   

𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0,   (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝛾ℎ × 𝜔𝜏, 

(0.39) - (0.41) გახლეჩილ ამოცანებში 𝜎1, 𝜎2𝜖]0,1];  𝑢1 და 𝑢2  ფუნქციები განსაზ-

ღვრულია �̅�ℎ𝜏 ბადეზე,   𝑣1 და 𝑣2  კი შესაბამისად  �̅�1ℎ𝜏 და �̅�2ℎ𝜏 ბადეებზე. 

დასმული (0.39) – (0.41) ამოცანის მიახლოებითი ამონახსნების 𝑡 = 𝑡𝑘 შრის წერ-

ტილებში საპოვნელად, ამ წერტილებში პარალელურად ვპოულობთ  (𝑢1, 𝑣1) და 

(𝑢2, 𝑣2) მიახლოებით ფუნქციებს. საძიებელ შრეზე საბოლოო მიღებულ მიახლოებით 

ამონახსნს წარმოადგენს  (𝜂1𝑢1 + 𝜂2𝑢2, 𝑣1, 𝑣2) ფუნქციები, რომლებიც მომდევნო შრეზე 

გამოიყენება, როგორც საწყისი მნიშვნელობები.  

აღნიშნული მეთოდი წარმოადგენს პარალელური ტიპის დეკომპოზიციის მე-

თოდს, რადგანაც 𝑢 ფუნქციის საპოვნელად ამოცანის დეკომპოზიციის შედეგად მი-

ღებული 𝑢1 და 𝑢2 ფუქციების პოვნა პარალელურად მიმდინარეობს. 

მიახლოებითი ამონახსნის მისაღებად შეიძლება გამოყენებულ იქნას აგრეთვე 

მიმდევრობითი ტიპის დეკომპოზიციის მეთოდი, დროის ყოველ შუალედში მიმდევ-

რობით ამოიხსნას ამოცანა პირველად (𝑢1, 𝑣1)-ს მიმართ, ხოლო შემდეგ (𝑢2, 𝑣2)-ს 

მიმართ. ამოცანის საბოლოო მიახლოებით ამონახსნად ავიღოთ (𝑢2, 𝑣1, 𝑣2).   

მეორე თავში დამტკიცებულია  შემდეგი დებულებები: 
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თეორემა 0.4. (0.36) - (0.38) ამოცანის ამონახსნი (𝑈𝑘, 𝑉1
𝑘, 𝑉2

𝑘) კრებადია (0.15) - 

(0.16) ამოცანის ამონახსნისაკენ, (0.27), (0.28) საწყის-სასაზღვრო პირობების გათვა-

ლისწინებით,  (𝑈, 𝑉1, 𝑉2), როცა 𝜏 → 0 და ადგილი აქვს შეფასებას 

‖𝑈𝑘(𝑡) − 𝑈(𝑡)‖2 + ‖𝑉1
𝑘(𝑡) − 𝑉1(𝑡)‖

2
+ ‖𝑉2

𝑘(𝑡) − 𝑉2(𝑡)‖
2
= 𝑂 (𝜏

1
2⁄ ). 

თეორემა 0.5. (0.36) - (0.38) სხვაობიანი სქემის აპროქსიმაცია (0.15) - (0.16) 

ამოცანის გლუვ ამონახსნებზე არის 𝑂(𝜏 + ℎ2) და იგი კრებადია (0.15) - (0.16) ამოცანის 

ამონახსნისაკენ ბადურ ფუნქციათა 𝐿2(𝜔ℎ) ნორმის აზრით, ამასთან კრებადობის 

სიჩქარე ემთხვევა აპროქსიმაციის რიგს. 

როგორც უკვე არაერთგზის აღინიშნა, მათემატიკური ამოცანის ან ამოცანათა 

სისტემის ამოხსნის პროცესში რიცხვითი მეთოდების გამოყენებას ძალიან დიდი ის-

ტორია და მნიშვნელობა აქვს. ალგორითმების ეკონომიურობის გაუმჯობესების 

თვალსაზრისით მრავალი მეცნიერი აწარმოებს თეორიულ და პრაქტიკულ კვლევებს.  

კვლევის თეორიული კონტექსტი აღნიშნული  პროცესში გადამწყვეტ როლს ასრუ-

ლებს,  თუმცა ალგორითმების რეალიზაციის სწორ პროცესს, დაპროგრამების 

პარადიგმების გამოყენებით გამართულ პროგრამულ რეალიზაციას უმნიშვნელო-

ვანესი როლი აქვს. დისერტაციის მესამე თავში განხილულია კერძოწარმოებულიანი 

დიფერენციალურ (0.15), (0.16) განტოლებათა სისტემისთვის ცვალებადი მიმარ-

თულების სხვაობიანი სქემა და ამავე განტოლებათა სისტემის გასაშუალებული 

მოდელისთვის სხვაობიანი სქემა. განხილულია მიღებული ალგორითმების 

პრაქტიკული რეალიზაციის საკითხები. თეორიული საკითხების შესაბამისად 

დასმულია პრაქტიკული ამოცანები, წარმოდგენილია მიღებული რიცხვითი 

შედეგების შესაბამისი გრაფიკები, ასევე შედარებულია აღნიშნული მეთოდების ეფექ-

ტურობა ერთმანეთთან. 

ალგორითმების პრაქტიკული რეალიზაციის საკითხები თანამედროვე ტექნო-

ლოგიების განვითარებასთან ერთად სულ უფრო მეტად იხვეწება და ვითარდება. 

განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია ისეთი ალგორითმების დამუშავება, რომლებიც 

მრავალ ეტაპად არის დაყოფილი, მსგავსი ტიპის ალგორითმების პროგრამული 

დამუშავება პროგრამირების საკითხების სიღრმისეულ ცოდნას მოითხოვს. მეთერ-

თმეტე საუკუნიდან დაწყებული ალგორითმების შემუშავების პროცესი კიდევ უფრო 
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მეტად დაიხვეწა და განვითარდა. ალგორითმის ჩამოყალიბება, მისი სწორი 

გადაწყვეტის პროცესი მარტივი თანმიმდევრული ბიჯებიდან დაწყებული, 

განშტოებადი, ციკლური, რეკურსიული, პარალელური და სხვა მრავალი სახის 

ალგორითმებით გაგრძელებული  დღევანდელ დღეს წარმოადგენს ცალკე კვლევის 

საგანს [14, 50]. 

ალგორითმის რეალიზაცია და შესაბამისი კომპიუტერული პროგრამის აგების 

თანამედროვე მიდგომები ითვალისწინებს  პროგრამის დაგეგმვისა და შემუშავების 

თანმიდევრულ რამოდენიმე მნიშვნელოვან ასპექტს [4, 65, 73, 77].  

• ალგორითმის სპეციფიკიდან გამომდინარე მოხდეს შესაბამისი პროგრა-

მირების ენის შერჩევა;  

• დაპროგრამების გარემოს შერჩევა;  

• პროგრამული ვერსიების კონტროლის სერვისის შერჩევა; 

• ფაილური სისტემის აგება; 

• ობიექტზე ორიენტირებული დაპროგრამების პრინციპების გამოყენება; 

• პროგრამული კოდის წერის დიზაინის შერჩევა; 

• ალგორითმის შესაბამისი პროგრამული კოდის დაწერა; 

• შეცდომების აღმოჩენა/გასწორება. 

დისერტაციის ფარგლებში შესწავლილი საკითხებიდან მნიშვნელოვანი ყუ-

რადღება ეთმობა მის ფარგლებში განხილული რიცხვითი მეთოდების შესაბამისი 

ალგორითმების პრაქტიკული რეალიზაციისა და მეთოდების შედარებითი ანალიზის 

საკითხებს. აღნიშნული მიმართულებით კვლევები ძალიან აქტუალურია (იხ. მაგალი-

თად, [71, 92, 94, 102-104, 111, 116, 117]).  

დისერტაციის მესამე თავში წარმოდგენილია ცვალებადი მიმართულების 

სხვაობიანი სქემისა და გასაშუალებული მოდელისთვის სხვაობიანი სქემის შე-

სატყვისი ალგორითმი. მიღებულია ალოგირთმების კომპიუტერული რეალიზაციის 

რიცხვითი შედეგები. ალგორითმის მუშაობის სიზუსტის შესამოწმებლად განხი-

ლულია დასმული ამოცანის შესაბამისი ტესტები. ერთმანეთთან შედარებულია 

მიღებული შედეგები და ჩატარებულია შესაბამისი ანალიზი. მეთოდების შედარება 

განხორციელდა ერთი და იგივე ტესტზე დაყრდნობით ორი მნიშვნელოვანი 
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ფაქტორის შესაბამისად. პირველი დროითი ფაქტორი, პროგრამა რა დროს ანდომებს 

თითოეული მეთოდის შემთხვევაში მონაცემების დამუშავებს. მეორე მიღებული 

მონაცემების სიზუსტის ფაქტორი, რომელი მეთოდით მიიღება შედარებით ზუსტი 

რიცხვითი შედეგები. სიზუსტის შესადარებლად პროგრამაში დათვლილია ზუსტ და 

მიახლოებით ამონახსნებს შორის სხვაობები, ზემოთ მოცემული ორივე მეთოდისთვის 

ერთი და იგივე კვანძებზე აღებულია  სხვაობებს შორის მაქსიმალური და მიღებული 

მაქსიმალური მნიშვნელობები შედარებულია ერთმანეთთან.    

კომპიუტერული პროგრამა აგებულია ობიექტზე ორიენტირებული დაპროგრა-

მების პრინციპების სრული დაცვით. მასზე მუშაობის პროცესში დაცულია პროგრამის 

შემუშავებისა და განვითარების სტანდარტები. პროგრამის დაწერისას გამოყენებულია 

პროგრამირების ენა C++. 

 დისერტაციის განუყოფელ ნაწილს წარმოადგენს კონსოლური აპლიკაცია, რო-

მელშიც მოცემულია და აღწერილია პროგრამული კოდი, შესაბამისი კომენტარებით. 

პროგრამული კოდის საშუალებით განხორციელდა შესაბამისი გათვლები.  
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თავი I  -  დეკომპოზიციური ცვალებადი მიმართულების 

სხვაობიან სქემაზე დაფუძნებული მეთოდი 

თავში I-ში დასმულია მიჩისონის მიერ შემოთავაზებული მცენარეთა ფოთ-

ლებში ძარღვოვანი განვითარების ბიოლოგიური პროცესის აღმწერი  მათემატიკური 

მოდელის ორგანზომილებიანი (0.15), (0.16) სისტემისთვის შესასწავლი ამოცანა.  

დამტკიცებულია დასმული ამოცანის ამონახნის ერთადერთობის თეორემა, აგებულია 

შესაბამისი ცვალებადი მიმართლების სხვაობიანი სქემა. შესწავლილია და 

გამოკვლეულია სქემის მდგრადობისა და კრებადობის თეორიული საკითხები. 

კვლევის პროცესში გამოყენებულია ნაშრომები (იხ. მაგალითად [3, 43, 48, 49, 55, 86-

89]).  

 

 

 

§ 1.1.  ამოცანის დასმა 

განვიხილოთ შემდეგი საწყის-სასაზღვრო ამოცანა: 

𝜕𝑈

𝜕𝑡
=
𝜕

𝜕x
(𝑉1

𝜕𝑈

𝜕x
) +

𝜕

𝜕y
(𝑉2

𝜕𝑈

𝜕y
), (1.1.1) 

𝜕𝑉1
𝜕𝑡

= −𝑉1 + 𝑔1 (𝑉1
𝜕𝑈

𝜕𝑥
), 

𝜕𝑉2
𝜕𝑡

= −𝑉2 + 𝑔2 (𝑉2
𝜕𝑈

𝜕𝑦
), 

(1.1.2) 

𝑈(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑈(𝑥, 1, 𝑡) = 𝑈(0, 𝑦, 𝑡) = 𝑈(1, 𝑦, 𝑡) = 0, 

𝑈(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑈0(𝑥, 𝑦), 

𝑉1(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑉10(𝑥, 𝑦),  𝑉2(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑉20(𝑥, 𝑦), 

𝑥𝜖[0, 1],  𝑦𝜖[0, 1],  𝑡𝜖[0, 𝑇]. 

(1.1.3) 
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𝑈, 𝑉1, 𝑉2 წარმოადგენენ საძიებელ ფუნქციებს,  T  ფიქსირებული დადებითი რიცხვია. 

 𝑔1, 𝑔2, 𝑈0, 𝑉10, 𝑉20   მოცემული საკმაოდ გლუვი ფუნქციებია. 𝑔1, 𝑔2 ფუნქციები 

დადებითი და შემოსაზღვრულნი არიან თავის ყველა წარმოებულთან ერთად. ასევე 

სრულდება შემდეგი პირობები: 

𝑉10 ≥ 𝛿, 𝑉20 ≥ 𝛿,    𝛿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0.           (𝑥, 𝑦)𝜖Ω̅, 

𝑔0 ≤ 𝑔1(𝜉1) ≤ 𝐺0,          |𝑔1
′ (𝜉1)| ≤ 𝐺1,      𝜉1 ∈ 𝑅, 

𝑔0 ≤ 𝑔2(𝜉2) ≤ 𝐺0,          |𝑔2
′ (𝜉2)| ≤ 𝐺1,      𝜉2 ∈ 𝑅, 

(1.1.4) 

სადაც  𝛿0, 𝑔0, 𝐺0, 𝐺1  დადებითი მუდვივებია. 

ვთქვათ, შესრულებულია ზემოთ მოყვანილი პირობები და არსებობს (1.1.1) -  

(1.1.3) ამოცანის ამონახსნი. შევნიშნოთ, რომ (1.1.4) დამოკიდებულების გამოყენებით 

(1.1.2)-ში განსაზღვრული 𝑉1, 𝑉2  ფუნქციებისთვის ვღებულობთ შემდეგ შეფასებას 

𝑉1(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑒−𝑡𝑉10(𝑥, 𝑦) + 𝑒
−𝑡∫𝑒𝜏𝑔1

𝑡

0

(𝑉1
𝜕𝑈

𝜕𝑥
)𝑑𝜏 ≥ 

≥ 𝑒−𝑡𝛿0 + 𝑒
−𝑡 ∫ 𝑔0𝑒

𝜏𝑡

0
𝑑𝜏 > 𝜎0 > 0, 

𝑉2(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑒−𝑡𝑉20(𝑥, 𝑦) + 𝑒
−𝑡∫𝑒𝜏𝑔2

𝑡

0

(𝑉2
𝜕𝑈

𝜕𝑦
)𝑑𝜏 ≥ 

≥ 𝑒−𝑡𝛿0 + 𝑒
−𝑡 ∫ 𝑔0𝑒

𝜏𝑡

0
𝑑𝜏 > 𝜎0 > 0. 

(1.1.5) 

ანალოგიურად ვღებულობთ  𝑉1, 𝑉2  ფუნქციების ზემოდან შემოსაზღვრულობას: 

𝑉1(𝑥, 𝑦, 𝑡) < 𝑉0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 

𝑉2(𝑥, 𝑦, 𝑡) < 𝑉0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 
(1.1.6) 

ასევე ადგილი აქვს შემდეგ შეფასებას 

|
𝜕𝑉𝛼
𝜕𝑡
| ≤ 𝐶, (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ �̅�, 𝛼 = 1,2. (1.1.7) 
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§ 1.2.  ამოცანის ამონახსნის ერთადერთობის შესახებ 

შევისწავლოთ  ამონახსნის ერთადერთობის საკითხი შემდეგი ამოცანისთვის: 

𝜕𝑈

𝜕𝑡
=
𝜕

𝜕x
(𝑉1

𝜕𝑈

𝜕x
) +

𝜕

𝜕y
(𝑉2

𝜕𝑈

𝜕y
) − 𝑞(𝑈), (1.2.1) 

𝜕𝑉1
𝜕𝑡

= −𝑉1 + 𝑔1 (𝑉1
𝜕𝑈

𝜕𝑥
), 

𝜕𝑉2
𝜕𝑡

= −𝑉2 + 𝑔2 (𝑉2
𝜕𝑈

𝜕𝑦
), 

(1.2.2) 

𝑈(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑈(𝑥, 1, 𝑡) = 𝑈(0, 𝑦, 𝑡) = 𝑈(1, 𝑦, 𝑡) = 0, 

𝑈(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑈0(𝑥, 𝑦), 

𝑉1(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑉10(𝑥, 𝑦),  𝑉2(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑉20(𝑥, 𝑦), 

𝑥𝜖[0, 1],  𝑦𝜖[0, 1],  𝑡𝜖[0, 𝑇]. 

(1.2.3) 

სადაც 𝑞 ზრდადი ფუნქციაა  და  𝑞(𝑈)𝑈 ≥ 0. 

თეორემა 2.1.1 თუ  (1.2.1) - (1.2.3) ამოცანას გააჩნია კლასიკური ამონახსნი, მაშინ 

ის  ერთადერთია. 

თეორემის დამტკიცება. დავუშვათ, არსებობს (1.2.1) - (1.2.3) ამოცანის ორი 

ამონახსნი (𝑈, 𝑉1, V2) და (�̃�,   �̃�1, �̃�2), განვიხილოთ მათ შორის სხვაობები  (𝑍, 𝑆1, 𝑆2), 

სადაც  

𝑍 = 𝑈 − �̃�,     𝑆1 = 𝑉1 − �̃�1,     𝑆2 = 𝑉2 − �̃�2. 

მივიღებთ: 

𝜕𝑍

𝜕𝑡
=
𝜕

𝜕𝑥
(𝑉1

𝜕𝑍

𝜕𝑥
+ 𝑆1

𝜕�̃�

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑉2

𝜕𝑍

𝜕𝑦
+ 𝑆2

𝜕�̃�

𝜕𝑦
) − (𝑞(𝑈) − 𝑞(�̃�)), (1.2.4) 

𝜕𝑆1
𝜕𝑡

= −𝑆1 + �̅�1(𝑥, 𝑡) (𝑉1
𝜕𝑍

𝜕𝑥
+ 𝑆1

𝜕�̃�

𝜕𝑥
) , (1.2.5) 
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𝜕𝑆2
𝜕𝑡

= −𝑆2 + �̅�2(𝑥, 𝑡) (𝑉2
𝜕𝑍

𝜕𝑦
+ 𝑆2

𝜕�̃�

𝜕𝑦
) , 

𝑍(𝑥, 𝑦, 0) = 0,   𝑆1(𝑥, 𝑦, 0) = 0, 𝑆2(𝑥, 𝑦, 0) = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω̅, 

𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0,   (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝜕Ω × [0, 𝑇] . 
(1.2.6) 

      აქ  

�̅�1(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝑔1
′ (𝜃𝑉1

𝜕𝑈

𝜕𝑥
+ (1 − 𝜃)�̃�1

𝜕�̃�

𝜕𝑥
) 𝑑𝜃

1

0
 , 

�̅�2(𝑥, 𝑡) = ∫𝑔2
′ (𝜃𝑉2

𝜕𝑈

𝜕𝑦
+ (1 − 𝜃)�̃�2

𝜕�̃�

𝜕𝑦
)𝑑𝜃

1

0

. 

გავამრავლოთ (1.2.4), (1.2.5) ტოლობები შესაბამისად 𝑍 და  𝑆1, 𝑆2  ფუნქციებზე 

და ვაინტეგროთ Ω არეზე: 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑍‖2 + (𝑉1, (

𝜕𝑍

𝜕𝑥
)
2

) + (𝑉2, (
𝜕𝑍

𝜕𝑦
)
2

) + (𝑞(𝑈) − 𝑞(�̃�), 𝑍) = 

= −(𝑆1
𝜕�̃�

𝜕𝑥
,
𝜕𝑍

𝜕𝑥
) − (𝑆2

𝜕�̃�

𝜕𝑦
,
𝜕𝑍

𝜕𝑦
), 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑆1‖

2 + ‖𝑆1‖
2 = (�̅�1 (𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑆1, 𝑉1

𝜕𝑍

𝜕𝑥
+ 𝑆1

𝜕𝑈

𝜕𝑥
) , 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑆2‖

2 + ‖𝑆2‖
2 = (�̅�2 (𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑆2, 𝑉2

𝜕𝑍

𝜕𝑦
+ 𝑆2

𝜕𝑈

𝜕𝑦
), 

სადაც   

‖𝑢‖ = (𝑢, 𝑢)1 2⁄ ,        (𝑢, 𝑣) = ∫𝑢𝑣𝑑𝑥 .        

 

Ω

 

გარდაქმნების შემდეგ და იმის გათვალისწინებით, რომ 𝑞 ზრდადია და 𝑞(𝑈) ≥ 0 

ზრდადია და შესაბამისად (𝑞(𝑈) − 𝑞(�̃�), 𝑈 − �̃�) შესაკრები არის არაუარყოფითი, მივი-

ღებთ შეფასებებს: 

1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑍‖2 + 𝐶 (‖

𝜕𝑍

𝜕𝑥
‖
2

+ ‖
𝜕𝑍

𝜕𝑦
‖
2

) ≤ 𝐶(‖𝑆1‖
2 + ‖𝑆2‖

2) , 

1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑆1‖

2 + ‖𝑆1‖
2 ≤ 휀 ‖

𝜕𝑍

𝜕𝑥
‖
2

+ 𝐶‖𝑆1‖
2 , 
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1

2
 
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑆2‖

2 + ‖𝑆2‖
2 ≤ 휀 ‖

𝜕𝑍

𝜕𝑦
‖
2

+ 𝐶‖𝑆2‖
2 , 

სადაც 휀 არის საკმარისად მცირე არაუარყოფითი მუდმივი, ხოლო 𝐶 აღნიშნავს საზო-

გადოდ განსხვავებულ მუდმივებს. 

გარდაქმნების შედეგად მივიღებთ 

𝑑

𝑑𝑡
(‖𝑍‖2 + ‖𝑆1‖

2 + ‖𝑆2‖
2) ≤ 𝐾(‖𝑆1‖

2 + ‖𝑆2‖
2) . 

გრონუოლის ლემის გამოყენებით და (1.2.6) პირობის ძალით ვღებულობთ: 

𝑍 ≡ 0,       𝑆1 ≡ 0,       𝑆2 ≡ 0. 

ამრიგად, (1.2.1) - (1.2.3) ამოცანის ამონახსნის ერთადერთობა დამტკიცებულია. 

 

 

 

§ 1.3.  დეკომპოზიციური მოდელის შესაბამისი ცვალებადი მიმართულების 

სხვაობიანი სქემა 

ავაგოთ განტოლებათა (1.1.1) - (1.1.3) სისტემისთვის შესაბამისი ცვალებადი 

მიმართულების სხვაობიანი სქემა. 

შემოვიტანოთ (0.25) ბადეები �̅� არეზე. ასევე გავითვალისწინოთ ცნობილი 

აღნიშვნები (0.26) და ავაგოთ (1.1.1) - (1.1.3) სისტემისთვის შემდეგი ცვალებადი 

მიმართულებების სხვაობიანი სქემა: 

𝑢1𝑡 = (𝑣1�̂�1�̅�)𝑥 + (𝑣2𝑢2�̅�)𝑦, 

(1.3.1) 
𝑢2𝑡 = (𝑣1�̂�1�̅�)𝑥 + (𝑣2�̂�2�̅�)𝑦, 

𝑣1𝑡 = −𝑣1 + 𝑔1(𝑣1𝑢1�̅�), 

(1.3.2) 

𝑣2𝑡 = −𝑣2 + 𝑔2(𝑣2𝑢2𝑦), 

𝑢1(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑢2(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑈0(𝑥, 𝑦),   (𝑥, 𝑦) ∈ �̅�ℎ, 

(1.3.3) 

𝑣1(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑉10(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ �̅�1ℎ, 
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 𝑣2(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑉20(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ �̅�2ℎ, 

𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0,   (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝛾ℎ ×𝜔𝜏, 

(1.3.1) - (1.3.3) ამოცანის ზუსტი ამონახსნისათვის გვაქვს: 

𝑈𝑡 = (�̂�1�̂�1�̅�)𝑥 + (𝑉2𝑈2�̅�)𝑦 + 𝜑1, 

(1.3.4) 
𝑈𝑡 = (�̂�1�̂�1�̅�)𝑥 + (�̂�2�̂�2�̅�)𝑦 + 𝜑2, 

𝑉1𝑡 = −�̂�1 + 𝑔1(𝑉1𝑈1�̅�) + 𝜒1, 
(1.3.5) 

𝑉2𝑡 = −�̂�2 + 𝑔2(𝑉2𝑈2�̅�) + 𝜒2, 

𝑈(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑈0(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ �̅�ℎ,   

(1.3.6) 
𝑉1(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑉10(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ �̅�1ℎ, 

𝑉2(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑉20(𝑥, 𝑦),   𝑥 ∈ �̅�2ℎ,  

𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0, (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝛾ℎ × 𝜔𝜏. 

სადაც, 𝜑1, 𝜑2, 𝜒1, 𝜒2 ფუნქციები წარმოადგენენ ცდომილობებს. 

 (1.3.1) - (1.3.3) სხვაობიანი სქემა ეკონომიურია, ვინაიდან 𝑡 = 𝑡𝑗+1 შრეზე მიახ-

ლოებითი ამონახსნის საპოვნელად მიმდევრობით იხსნება (1.3.1), (1.3.2) გან-

ტოლებათა სისტემა 𝑣1, �̂�1 ფუნქციების მიმართ, ხოლო შემდეგ 𝑣2, �̂�2 ფუნქციების 

მიმართ ნაპოვნი 𝑣1, �̂�1 ამონახსნების გამოყენებით. უნდა ავღნიშნოთ, რომ მოყვანილი 

ალგორითში არ გამოიყენება იტერაციულ პროცესი, რადგან 𝑣1, 𝑣2  ფუნქციების გა-

მოთვლა (1.3.3) და (1.3.4) ტოლობებიდან  ხდება ცხადი სახით, შემდეგ კი �̂�1, �̂�2  

ამონახსნებს ვპოულობთ წრფივ სამდიაგონალური მატრიცის მქონე ალგებრულ გან-

ტოლებათა სისტემის ამოხსნით, რომლისთვისაც  ვიყენებთ ფაქტორიზაციის მეთოდს. 

 თეორემა 1.3.1. (1.1.1) - (1.1.3) სისტემის შესაბამისი (1.3.1) - (1.3.3) სხვაობიანი 

სქემა საკმაოდ გლუვი 𝑈,  𝑉1,  𝑉2 ამონახსნებისთვის ახდენს აპროქსიმაციას და 

აპროქსიმაციის რიგია: 

𝜑1 = 𝑂(𝜏 + ℎ2), 𝜑2 = 𝑂(𝜏 + ℎ2), 

𝜒1 = 𝑂(𝜏 + ℎ2), 𝜒2 = 𝑂(𝜏 + ℎ
2). 
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𝜑1 და  𝜑2 ცდომილებებისათვის ადგილი აქვს ტოლობებს: 

𝜑1 = 𝑈𝑡 − (�̂�1�̂�1�̅�)𝑥 − (𝑉2𝑈2�̅�)𝑦, 𝜑2 = 𝑈𝑡 − (�̂�1�̂�2�̅�)𝑥 − (�̂�2�̂�2�̅�)𝑦. (1.3.15) 

 

 

§ 1.4.  დეკომპოზიციური მოდელის შესაბამისი ცვალებადი მიმართულების 

სხვაობიანი სქემის მდგრადობა 

 სხვაობიანი სქემის ეფექტურობისთვის საჭიროა შესწავლილი იქნას აღნიშნული 

სქემის მდგრადობა საწყისი პირობების მიმართ [43, 45, 58]. 

 თეორემა 1.4.1. თუ (1.1.1) - (1.1.3) დიფერენციალურ ამოცანას გააჩნია საკმაოდ 

გლუვი ამონახსნი 𝑈,  𝑉1,  𝑉2, მაშინ არსებობს 𝜏0 > 0, ისეთი რომ ყოველი 𝜏 < 𝜏0  

სიდიდისთვის (1.3.1) - (1.3.3) სქემა საწყისი პირობების მიმართ აბსოლიტურად 

მდგრადია და სამართლიანია შემდეგი შეფასებები: 

||𝑢1�̅�]|1
2 + ||𝑢2�̅�]|2

2
≤ 𝑒𝐶𝑇 {||(𝑉10𝑈0�̅�)𝑥]|

2
+ ||𝑈0�̅�]|1

2 + ||(𝑉20𝑈0�̅�)𝑦]|

2

+ ||𝑈0�̅�]|2
2
}, 

0 < 𝑐 < 𝑣𝛼(𝑥, 𝑦, 𝑡) ≤ 𝐶, (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ �̅�𝛼ℎ𝜏, 𝛼 = 1,2, 

სადაც c და 𝐶 აქ და შემდგომშიც აღინიშნება დადებითი მუდმივები, რომლებიც 

დამოკიდებულნი არ არიან  𝜏, ℎ სიდიდეებზე. 

 დამტკიცება. (1.3.2) დიფერენციალური განტოლებებიდან, 𝑉10, 𝑉20, 𝑔1 და 𝑔2 

ფუნქციებზე (1.1.4) შეზღუდვების გამოყენებით, ადვილად ვღებულობთ (1.1.6), (1.1.7) 

შეფასებების ანალოგიურ შეფასებებს: 

შემოვიტანოთ აღნიშვნა  𝐴1 = (𝑣1𝑢1�̅�)𝑥,   𝐴2 = (𝑣2𝑢2�̅�)𝑦 და გავამრავლოთ (1.3.1)-ში 

მოცემული ტოლობები სკალარულად 𝜏𝐴1𝑡 და 𝜏𝐴2𝑡 ფუნქციებზე შესაბამისად 𝑥 და 

𝑦  ცვლადების მიმართ დისკრეტული ანალოგის ნაწილობითი ინტეგრებისა და 

შემდეგი ტოლობის გამოყენებით 

𝑐 < 𝑣𝛼(𝑥, 𝑦, 𝑡) ≤ 𝐶, |𝑣𝛼𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑡)| ≤ 𝐶, (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ �̅�𝛼ℎ𝜏, 𝛼 = 1,2. (1.4.1) 

𝜏[(�̂�1, 𝐴1𝑡) + (𝐴2, 𝐴1𝑡) + (�̂�1, 𝐴2𝑡) + (�̂�2, 𝐴2𝑡)] = (1.4.2) 
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 (1.3.3) სასაზღვრო პირობების გათვალისწინებით გვაქვს 

(1.4.1) შეფასებებისა და 휀-უტოლობის გამოყენებით (1.4.3) ტოლობიდან ვღე-

ბულობთ 

‖�̂�1 + 𝐴2‖
2
+ 𝜏2(‖𝐴1𝑡‖

2 + ‖𝐴2𝑡‖
2) + 𝜏(𝑐 − 휀𝐶) (||𝑢1�̅�𝑡]|1

2
+ ||𝑢2�̅�𝑡]|

2

2
) ≤ 

≤ ‖𝐴1 + 𝐴2‖
2 +

𝜏𝐶

휀
(||𝑢1�̅�]|1

2
+ ||𝑢2�̅�]|

2

2
). 

მიღებული უტოლობის ორივე მხარეში  

𝜏(𝑢1𝑡�̅�, �̂�1�̅� + 𝑢1�̅�)1 + 𝜏(𝑢2𝑡�̅�, �̂�2�̅� + 𝑢2�̅�)2 

წევრის მიმატებით გვექნება 

‖�̂�1 + 𝐴2‖
2
+ 𝜏2(‖𝐴1𝑡‖

2 + ‖𝐴2𝑡‖
2) + 𝜏(𝑐 − 휀𝐶) (||𝑢1�̅�𝑡]|1

2
+ ||𝑢2�̅�𝑡]|

2

2
) + ||�̂�1�̅�]|1

2
+ ||�̂�2�̅�]|

2

2
≤ 

≤ ‖𝐴1 + 𝐴2‖
2 + (

𝜏𝐶

휀
+ 1) (||𝑢1�̅�]|1

2
+ ||𝑢2�̅�]|

2

2
) + 𝜏휀 (||𝑢1�̅�𝑡]|1

2
+ ||𝑢2�̅�𝑡]|

2

2
) + 

+
𝜏

2휀
(||�̂�1�̅�]|1

2
+ ||�̂�2�̅�]|

2

2
+ ||𝑢1�̅�]|1

2
+ ||𝑢2�̅�]|

2

2
). 

მსგავსი წევრების შეკრება გვაძლევს 

ავიღოთ 휀 > 0 ისე, რომ 𝑐 − 휀 − 휀𝐶 > 0 და ავირჩიოთ დროითი 𝜏  ბიჯი ისე, რომ 0 < 1 −

𝜏

2𝜀
< 1 ე.ი. 0 < 𝜏 < 2휀 . მაშინ (1.4.4) უტოლობა გვაძლევს 

=
1

2
‖�̂�1 + �̂�2‖

2
+
𝜏2

2
(‖𝐴1𝑡‖

2 + ‖𝐴2𝑡‖
2) −

1

2
‖𝐴1 + 𝐴2‖

2, 

‖�̂�1 + �̂�2‖
2
+ 𝜏2(‖𝐴1𝑡‖

2 + ‖𝐴2𝑡‖
2) + 𝜏(�̂�1𝑢1�̅�𝑡, 𝑢1�̅�𝑡]1 + (𝑣2𝑢2�̅�𝑡, 𝑢2�̅�𝑡]2 + 

(1.4.3) 

+𝜏(𝑣1𝑢1�̅�𝑡, 𝑢1�̅�𝑡]1 + (𝑣2𝑢2�̅�𝑡, 𝑢2�̅�𝑡]2 = ‖𝐴1 + 𝐴2‖
2. 

‖�̂�1 + �̂�2‖
2
+ 𝜏2(‖𝐴1𝑡‖

2 + ‖𝐴2𝑡‖
2) + 𝜏(𝑐 − 휀 − 휀𝐶) (||𝑢1�̅�𝑡]|1

2
+ ||𝑢2�̅�𝑡]|

2

2
) + 

(1.4.4) +(1 −
𝜏

2휀
) (||�̂�1�̅�]|1

2
+ ||�̂�2�̅�]|

2

2
) ≤ 

≤ ‖𝐴1 + 𝐴2‖
2 + (1 +

𝜏

2휀
+
𝜏𝐶

휀
) (||𝑢1�̅�]|1

2
+ ||𝑢2�̅�]|

2

2
). 
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შემდეგი აღნიშვნის შემოტანით 

𝑃(𝑢, 𝜗) = ‖𝐴1 + 𝐴2‖
2 + ||𝑢1�̅�]|1

2
+ ||𝑢2�̅�]|

2

2

, 

𝐶1 =
1

2휀
, 𝐶2 =

𝐶

휀
+
1

2휀
, 

(1.4.5) დამოკიდებულებიდან ვღებულობთ 

ცხადია, რომ არსებობს 𝜏0, ისეთი რომ ნებისმიერი 𝜏 < 𝜏0 სიდიდისთვის სამართლიანია 

შემდეგი უტოლობა 

𝐶1 + 𝐶2
1 − 𝐶1𝜏

< 𝐶, 

სადაც 

𝐶 =
𝐶1 + 𝐶2
1 − 𝜏0𝐶1

, 1 − 𝜏0𝐶1 > 0. 

(1.4.6) გამოსახულების გათვალისწინებით გვაქვს 

როგორც უკვე (1.4.1) დამოკიდებულებებში აღვნიშნეთ, დისკრეტული ფუნ-

ქციები 𝑣1და 𝑣2 არიან შემოსაზღვრულები. მაშასადამე, (1.4.1) და (1.4.7) დამოკიდე-

ბულებების გათვალისწინებით ვღებულობთ თეორემა 1.4.1-ის სამართლიანობას. 

 

 

 

(1 −
𝜏

2휀
) (‖�̂�1 + �̂�2‖

2
+ 𝜏2‖𝐴1𝑡‖

2 + 𝜏2‖𝐴2𝑡‖
2 + ||�̂�1�̅�]|1

2
+ ||�̂�2�̅�]|

2

2
) ≤ 

(1.4.5) 

≤ ‖𝐴1 + 𝐴2‖
2 + (1 +

𝜏

2휀
+
𝜏𝐶

휀
) (||𝑢1�̅�]|1

2
+ ||𝑢2�̅�]|

2

2
). 

𝑃(�̂�, 𝑣) + 𝜏2‖𝐴1𝑡‖
2 + 𝜏2‖𝐴2𝑡‖

2 ≤
1 + 𝐶2𝜏

1 − 𝐶1𝜏
𝑃(𝑢, 𝑣) = (1 +

𝐶1 + 𝐶2
1 − 𝐶1𝜏

) 𝑃(𝑢, 𝑣). (1.4.6) 

𝑃(𝑢𝑘+1, 𝑣𝑘+1) ≤ (1 + 𝜏𝐶)𝑃(𝑢𝑘, 𝑣𝑘) ≤. . . ≤ (1 + 𝜏𝐶)𝑘+1𝑃(𝑢0, 𝑣0) ≤

≤ 𝑒𝐶𝑇𝑃(𝑢0, 𝑣0). 
(1.4.7) 
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§ 1.5.  დეკომპოზიციური მოდელის ცვალებადი მიმართულების სხვაობიანი 

სქემის კრებადობა 

შევისწავლოთ (1.3.1) – (1.3.3)  ცვალებადი მიმართულების სხვაობიანი სქემის 

კრებადობა [43, 45, 58]. 

თეორემა 1.5.1. თუ (1.1.1) - (1.1.3) დიფერენციალურ ამოცანას გააჩნია საკმაოდ 

გლუვი ამონახსნი 𝑈,  𝑉1,  𝑉2, მაშინ არსებობს 𝜏0 > 0, ისეთი რომ ყოველი 𝜏 < 𝜏0  

სიდიდისთვის (1.3.1) - (1.3.3) სქემა კრებადია როცა, 𝜏 → 0,  ℎ → 0 და სამართლიანია 

შემდეგი შეფასება: 

||𝑢1�̅� − 𝑈�̅�]|1 + ||𝑢2�̅� − 𝑈�̅�]|2 + |
|𝑣1 − 𝑉1]|1 + ||𝑣2 − 𝑉2]|2 ≤ 𝐶(𝜏 + ℎ2). 

დამტკიცება. ცდომილებებისთვის 𝑧𝛼 = 𝑢𝛼 − 𝑈 და 𝑠𝛼 = 𝑣𝛼 − 𝑉𝛼, 𝛼 = 1,2, (1.3.1), 

(1.3.2) და (1.3.4), (1.3.5) ტოლობებიდან ვღებულობთ: 

𝑧1𝑡 = (𝑣1�̂�1�̅� − �̂�1�̂��̅�)𝑥 + (𝑣2𝑢2�̅� − 𝑉2𝑈�̅�)𝑦 − 𝜑1, 

𝑧2𝑡 = (𝑣1�̂�1�̅� − �̂�1�̂��̅�)𝑥 + (𝑣2�̂�2�̅� − 𝑉2𝑈�̅�)𝑦 − 𝜑2, 

𝑠1𝑡 = −𝑣1 + �̂�1 + 𝑔1(𝑣1𝑢1�̅�) − 𝑔1(𝑉1𝑈�̅�) − 𝜒1, 

𝑠2𝑡 = −𝑣2 + �̂�2 + 𝑔2(𝑣2𝑢2�̅�) − 𝑔2(𝑉2𝑈�̅�) − 𝜒2. 

შემდეგი დამოკიდებულებების გათვალისწინებით: 

𝑣1𝑢1�̅� − 𝑉1𝑈�̅� = 𝑣1𝑧1�̅� + 𝑠1𝑈�̅�, 

𝑣2𝑢2�̅� − 𝑉1𝑈�̅� = 𝑣2𝑧2�̅� + 𝑠2𝑈�̅�, 

𝑔1(𝑣1𝑢1�̅�) − 𝑔1(𝑉1𝑈�̅�) = 𝑔1
′ (𝜉1)(𝑣1𝑧1�̅� + 𝑠1𝑈�̅�), 

𝑔2(𝑣2𝑢�̅�) − 𝑔2(𝑉2𝑈�̅�) = 𝑔2
′ (𝜉2)(𝑣2𝑧2�̅� + 𝑠2𝑈�̅�), 

გვაქვს: 

𝜉1 = 𝜂𝑣1𝑢1�̅� + (1 − 𝜂)𝑉1𝑈�̅�, 0 < 𝜂 < 1, 

𝜉2 = 𝜂𝑣2𝑢2�̅� + (1 − 𝜂)𝑉2𝑈�̅�, 0 < 𝜂 < 1. 

ზემოთ მოყვანილი ტოლობებისა და (1.3.3), (1.3.6) პირობების გათვალის-

წინებით 𝑧𝛼, 𝑠𝛼 𝛼 = 1,2 ცდომილებებისთვის ვღებულობთ შემდეგ სხვაობიან სქემას: 



38 
 

𝑧1𝑡 = (𝑣1�̂�1�̅� + �̂�1�̂��̅�)𝑥 + (𝑣2𝑧2�̅� + 𝑠2𝑈�̅�)𝑦 − 𝜑1, 

(1.5.1) 
𝑧2𝑡 = (𝑣1�̂�1�̅� + �̂�1�̂��̅�)𝑥 + (𝑣2�̂�2�̅� + �̂�2�̂��̅�)𝑦 − 𝜑2, 

𝑠1𝑡 = −�̂�1 + 𝑔1
′ (𝜉1)(𝑣1𝑧1�̅� + 𝑠1𝑈�̅�) − 𝜒1, 

(1.5.2) 
𝑠2𝑡 = −�̂�2 + 𝑔2

′ (𝜉2)(𝑣2𝑧2�̅� + 𝑠2𝑈�̅�) − 𝜒2, 

𝑧1(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑧2(𝑥, 𝑦, 0), (𝑥, 𝑦)𝜖�̅�ℎ, 

(1.5.3) 𝑠1(𝑥, 𝑦, 0) = 0, (𝑥, 𝑦)𝜖�̅�1ℎ, 𝑠2(𝑥, 𝑦, 0) = 0, (𝑥, 𝑦)𝜖�̅�2ℎ, 

𝑧1(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑧2(𝑥, 𝑦, 𝑡), (𝑥, 𝑦, 𝑡)𝜖𝛾ℎ × 𝜔ℎ, 

შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

𝐵1 = (𝑣1𝑧1�̅� + 𝑠1𝑈�̅�)𝑥,   𝐵2 = (𝑣2𝑧2�̅� + 𝑠2𝑈�̅�)𝑦,  

�̂�1 = (𝑣1�̂�1�̅� + �̂�1�̂��̅�)𝑥,   �̂�2 = (𝑣2�̂�2�̅� + �̂�2�̂��̅�)𝑦,  

მაშინ (1.5.1) სხვაობიანი განტოლებები შესაძლებელია გადაიწეროს შემდეგი სახით: 

𝑧1𝑡 = �̂�1 + 𝐵1 − 𝜑1, 
(1.5.4) 

𝑧2𝑡 = �̂�1 + �̂�2 − 𝜑2. 

გავამრავლოთ (1.5.4) განტოლებები სკალარულად 𝜏𝐵1𝑡 და 𝜏𝐵2𝑡 სიდიდეებზე 

შესაბამისად. მიღემული ტოლობების აჯამვით და (1.4.2) დამოკიდებულების გათვა-

ლისწინებით ვღებულობთ 

𝜏(𝑧1𝑡, 𝐵1𝑡) + 𝜏(𝑧2𝑡, 𝐵2𝑡) =
1

2
‖�̂�1 + �̂�2‖

2
+
𝜏2

2
(‖𝐵1𝑡‖

2 + ‖𝐵2𝑡‖
2) − 

(1.5.5) 

−
1

2
‖𝐵1 + 𝐵2‖

2 − 𝜏(𝜑1, 𝐵1𝑡) − 𝜏(𝜑2, 𝐵2𝑡). 

თუ გავითვალისწინებთ 𝐵𝛼 ფუნქციის სახეს, დისკრეტულ ანალოგებისთვის 

ნაწილობითი ინტეგრებისა და ნამრავლის გაწარმოებისა ფორმულების, ასევე (1.5.3) 

ერთგვაროვან სასაზღვრო პირობებს, (1.5.5) ტოლობიდან გვაქვს 

𝜏{(𝑧1�̅�𝑡, 𝑣1�̂�1�̅�𝑡]1 + (𝑧1�̅�𝑡, 𝑣1𝑧1�̅�𝑡]1 + (𝑧2�̅�𝑡, 𝑣2�̂�2�̅�𝑡]2 + (𝑧2�̅�𝑡, 𝑣2𝑧2�̅�𝑡]2 + (1.5.6) 

+(𝑧1�̅�𝑡, 𝑠1𝑡�̂��̅�𝑡]1 + (𝑧1�̅�𝑡, 𝑠1𝑈�̅�𝑡]1 + (𝑧2�̅�𝑡, 𝑠2𝑡�̂��̅�𝑡]2 + (𝑧2�̅�𝑡, 𝑠2𝑈�̅�𝑡]2} + 
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+
1

2
‖�̂�1 + �̂�2‖

2
+
𝜏2

2
(‖𝐵1𝑡‖

2 + ‖𝐵2𝑡‖
2) = 

=
1

2
‖𝐵1 + 𝐵2‖

2 + 𝜏(𝜑1, 𝐵1𝑡) + 𝜏(𝜑2, 𝐵2𝑡). 

 

შევაფასოთ (1.5.6) უტოლობის მარცხენა მხარეში მყოფი სკალარული ნამრავლი. 

ზუსტი 𝑈, 𝑉1, 𝑉2 ამონახსნების საკმარისად გლუვობის, (1.4.1) დამოკიდებულების და 휀-

უტოლობის გათვალისწინებით ვღებულობთ: 

(𝑧1�̅�𝑡, 𝑣1�̂�1�̅�𝑡]1 ≥ 𝑐||𝑧1�̅�𝑡]|1
2
, (𝑧2�̅�𝑡, 𝑣2�̂�2�̅�𝑡]2 ≥ 𝑐||𝑧2�̅�𝑡]|2

2, (1.5.7) 

(𝑧1�̅�𝑡, 𝑣1𝑧1�̅�]1 ≤ 휀𝐶||𝑧1�̅�𝑡]|1
2
+
𝐶

4휀
||𝑧1�̅�]|1

2
,  

(𝑧2�̅�𝑡, 𝑣2𝑧2�̅�]2 ≤ 휀𝐶 ||𝑧2�̅�𝑡]|
2

2

+
𝐶

4휀
||𝑧2�̅�]|

2

2

, 

(1.5.8) 

(𝑧1�̅�𝑡, 𝑠1𝑈�̅�𝑡]1 ≤ 휀𝐶||𝑧1�̅�𝑡]|1
2
+
𝐶

4휀
||𝑠1]|1

2
, 

(𝑧2�̅�𝑡, 𝑠2𝑈�̅�𝑡]2 ≤ 휀𝐶 ||𝑧2�̅�𝑡]|
2

2

+
𝐶

4휀
||𝑠2]|2

2
. 

(1.5.9) 

გამოვიყენოთ (1.5.2) ტოლობები (𝑧𝛼�̅�𝛼𝑡 , 𝑠𝛼𝑡𝑈�̅�𝛼𝑡]𝛼 , 𝛼 = 1,2,  სკალარული ნამრავ-

ლის შესაფასებლად (შემოტანილია აღნიშვნები: 𝑥1 = 𝑥,  𝑥2 = 𝑦): 

(𝑧𝛼�̅�𝛼𝑡, 𝑣𝛼�̂�𝛼�̅�𝛼𝑡]𝛼 = (𝑧𝛼�̅�𝛼𝑡, �̂�𝛼�̂��̅�𝛼]𝛼 − (𝑧𝛼�̅�𝛼𝑡, 𝑔𝛼
′ (𝜉𝛼)𝑣𝛼𝑧𝛼�̅�𝛼�̂��̅�𝛼]𝛼 − 

(1.5.10) −(𝑧𝛼�̅�𝛼𝑡, 𝑔𝛼
′ (𝜉𝛼)𝑠𝛼𝑈�̅�𝛼�̂��̅�𝛼]𝛼 − (𝑧𝛼�̅�𝛼𝑡, 𝜑𝛼�̂��̅�𝛼]𝛼 ≤ 

≤ 휀𝐶 ||𝑧𝛼�̅�𝛼𝑡]|𝛼

2

+
𝐶

4휀
(||�̂�𝛼]|𝛼

2
+ ||𝑠𝛼]|𝛼

2
+ ||𝑧𝛼�̅�𝛼]|𝛼

2

+ ||𝜑𝛼]|𝛼
2
). 

(1.5.7) – (1.5.10) უტოლობების გამოყენებით ვღებულობთ 

𝜏𝑐 (||𝑧1�̅�𝑡]|1
2
+ ||𝑧2�̅�𝑡]|

2

2
) +

1

2
‖�̂�1 + �̂�2‖

2
+
𝜏2

2
(‖𝐵1𝑡‖

2 + ‖𝐵2𝑡‖
2) ≤ 

(1.5.11) ≤ 𝜏휀𝐶 (||𝑧1�̅�𝑡]|1
2
+ ||𝑧2�̅�𝑡]|

2

2
) + 

+
𝐶

4휀
(||𝑧1�̅�]|1

2
+ ||�̂�1]|1

2
+ ||𝑧2�̅�]|

2

2

+ ||�̂�2]|2
2
+ ||𝑠1]|1

2
+ ||𝜑1]|1

2
+ 
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+||𝑠2]|2
2
+ ||𝜑2]|2

2
) +

1

2
‖𝐵1 + 𝐵2‖

2 + 𝜏(𝜑1, 𝐵1𝑡) + 𝜏(𝜑2, 𝐵2𝑡). 

დავუმატოთ (1.5.11) უტოლობის ორივე მხარეს შემდეგი გამოსახულება 

𝜏(𝑧1�̅�𝑡, �̂�1�̅� + 𝑧1�̅�]1 + 𝜏(𝑧2�̅�𝑡, �̂�2�̅� + 𝑧2�̅�]2, 

გვაქვს 

𝜏𝑐 (||𝑧1�̅�𝑡]|1
2
+ ||𝑧2�̅�𝑡]|

2

2
) +

1

2
‖�̂�1 + �̂�2‖

2
+
𝜏2

2
(‖𝐵1𝑡‖

2 + ‖𝐵2𝑡‖
2) + 

(1.5.12) 

+||�̂�1�̅�]|1
2
+ ||�̂�2�̅�]|

2

2

≤ ||𝑧1�̅�]|1
2
+ ||𝑧2�̅�]|

2

2

+ 𝜏(𝑧1�̅�𝑡, �̂�1�̅� + 𝑧1�̅�]1 + 

+𝜏(𝑧2�̅�𝑡, �̂�2�̅� + 𝑧2�̅�]2 + 𝜏휀𝐶 (||𝑧1�̅�]|1
2
+ ||𝑧2�̅�]|

2

2
) + 

+
𝜏𝐶

4휀
(||𝑧1�̅�]|1

2
+ ||�̂�1]|1

2
+ ||𝑧2�̅�]|

2

2

+ ||�̂�2]|2
2
+ ||𝑠1]|1

2
+ 

+ ||𝜑1]|1
2
+ ||𝑠2]|2

2
+ ||𝜑2]|2

2
) + 

+
1

2
‖𝐵1 + 𝐵2‖

2 +
𝜏𝐶

4휀
(||𝜒]|

1

2
+ ||𝜒2]|2

2
) + 𝜏(𝜑1, 𝐵1𝑡) + 𝜏(𝜑2, 𝐵2𝑡). 

შევაფასოთ (1.5.12) უტოლობაში სკალარული ნამრავლი 

(𝑧𝛼�̅�𝛼𝑡 , �̂�𝛼�̅�𝛼 + 𝑧𝛼�̅�𝛼]𝛼 ≤ 휀 ||𝑧𝛼�̅�𝛼𝑡]|𝛼

2

+
1

2
(||�̂�𝛼�̅�𝛼]|𝛼

2

+ ||𝑧𝛼�̅�𝛼]|𝛼

2
). (1.5.13) 

თუ გავითვალისწინებთ 𝐵𝛼 ფუნქციის სახეს, (1.5.10) დამოკიდებულებებს და 

(1.5.2) ტოლობებს, ვღებულობთ 

(𝜑𝛼, 𝐵𝛼) = (𝜑𝛼, (𝑣𝛼𝑧𝛼�̅�𝛼 + 𝑠𝛼𝑈�̅�𝛼)�̅�𝛼𝑡
) = 

(1.5.14) 

= −(𝜑𝛼�̅�𝛼 , �̂�𝛼𝑧𝛼�̅�𝛼𝑡 + 𝜗𝛼𝑧𝛼�̅�𝛼 + 𝑠𝛼𝑡�̂��̅�𝛼 + 𝑠𝛼𝑈�̅�𝛼𝑡]𝛼 ≤ 

≤ 휀𝐶 {||𝑧𝛼�̅�𝛼𝑡]|𝛼

2

+ ||𝑧𝛼�̅�𝛼]|𝛼

2

+ ||𝑠𝛼�̅�𝛼]|𝛼

2

} +
𝐶

4휀
||𝜑𝛼�̅�𝛼]|𝛼

2

= 

= −(𝜑𝛼�̅�𝛼 , (−�̂��̅�𝛼 + 𝑔𝛼
′ (𝜉𝛼)(𝜗𝛼𝑧𝛼�̅�𝛼 + 𝑠𝛼𝑈�̅�𝛼) − 𝜑𝛼)�̂��̅�𝛼]𝛼 ≤ 

≤ 휀𝐶 {||𝑧𝛼�̅�𝛼𝑡]|𝛼

2

+ ||𝑧𝛼�̅�𝛼]|𝛼

2

+ ||�̂�𝛼�̅�𝛼]|𝛼

2

+ ||𝑠𝛼�̅�𝛼]|𝛼

2

} + 
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+
𝐶

4휀
||𝜑𝛼�̅�𝛼]|𝛼

2

+
1

2
||𝜑𝛼�̅�𝛼]|𝛼

2

+
1

2
||𝜓𝛼�̅�𝛼]|𝛼

2

. 

 (1.5.13) და (1.5.14) დამოკიდებულებების გამოყენებით (1.5.12) შეფასება მი-

იღებს შემდეგ სახეს 

𝜏(𝑐 − 휀𝐶) (||𝑧1�̅�𝑡]|1
2
+ ||𝑧2�̅�𝑡]|

2

2
) +

1

2
‖�̂�1 + �̂�2‖

2
+ 

(1.5.15) 

+
𝜏2

2
(‖𝐵1𝑡‖

2 + ‖𝐵2𝑡‖
2) + (1 −

𝜏

휀
) (||�̂�1�̅�]|1

2
+ ||�̂�2�̅�]|

2

2
) ≤ 

≤ [1 + 𝜏𝐶 (휀 +
1

휀
) (||𝑧1�̅�]|1

2
+ ||𝑧2�̅�]|

2

2
) + 

+𝜏𝐶 (휀 +
1

휀
) (||�̂�1]|1

2
+ ||𝑠1]|1

2
+ ||�̂�2]|2

2
+ ||𝑠2]|2

2
) +

1

2
‖𝐵1 + 𝐵2‖

2 + 

+𝜏𝐶 (휀 +
1

휀
) (||𝜒1]|1

2
+ ||𝜑1�̅�]|1

2
+ ||𝜒2]|2

2
+ ||𝜑2�̅�]|

2

2
) . 

გავამრავლოთ (1.5.2) განტოლებები სკალარულად 𝜏𝑠1 და 𝜏𝑠2 სიდიდეებზე 

შესაბამისად, რათა მივიღოთ დამატებითი აპრიორული შეფასებები 𝑠𝛼 , 𝛼 = 1,2, ბა-

დური ფუნქციებისთვის.  გვაქვს 

𝜏(𝑠𝛼𝑡, �̂�𝛼]𝛼 + 𝜏||�̂�𝛼]|𝛼
2
= 𝜏(𝑔𝛼

′ (𝜉𝛼)𝑣𝛼𝑧𝛼�̅�𝛼 , �̂�𝛼]𝛼 + 𝜏(𝑔𝛼
′ (𝜉𝛼)𝑠𝛼𝑈�̅�𝛼 , �̂�𝛼]𝛼 − 

(1.5.16) 

−𝜏(𝜒𝛼, �̂�𝛼]𝛼 ≤
𝜏𝐶

휀
{||𝑧𝛼�̅�𝛼]|𝛼

2

+ ||𝑠𝛼]|𝛼
2
} + 𝜏휀𝐶||�̂�𝛼]|𝛼

2
+
𝜏

4휀
||𝜒𝛼]|𝛼

2
. 

შემდეგი მარტივი იგივეობის გამოყენებით 

𝜏(𝑠𝛼𝑡, �̂�𝛼]𝛼 =
1

2
||�̂�𝛼]|𝛼

2
−
1

2
||𝑠𝛼]|𝛼

2
+
𝜏

2
||𝑠𝛼𝑡]|𝛼

2
, 

 (1.5.16) მიიღებს სახეს 

1

2
||�̂�𝛼]|𝛼

2
+
𝜏

2
||𝑠𝛼𝑡]|𝛼

2
+ 𝜏||�̂�𝛼]|𝛼

2
≤
1

2
||𝑠𝛼]|𝛼

2
+ 

+
𝜏𝐶

휀
{||𝑧𝛼�̅�𝛼]|𝛼

2

+ ||𝑠𝛼]|𝛼
2
+ 𝜏휀𝐶||�̂�𝛼]|𝛼

2
+
𝜏

4휀
||𝜒𝛼]|𝛼

2
}, 

ან 
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(1 − 𝜏휀𝐶)||�̂�𝛼]|𝛼
2
+ 𝜏2𝐶||𝑠𝛼𝑡]|𝛼

2
≤ 

(1.5.17) 

≤ (1 +
𝜏𝐶

휀
) ||𝑠𝛼]|𝛼

2
+
𝜏𝐶

휀
||𝑧𝛼�̅�𝛼]|𝛼

2

+
𝜏𝐶

휀
||𝜒𝛼]|𝛼

2
. 

(1.5.15) და (1.5.17) შეფასებების გათვალისწინებით, საბოლოოდ ვღებულობთ 

𝜏(𝑐 − 휀𝐶) (||𝑧1�̅�𝑡]|1
2
+ ||𝑧2�̅�𝑡]|

2

2
) +

1

2
‖�̂�1 + �̂�2‖

2
+ 

(1.5.18) 

+
𝜏2

2
(‖𝐵1𝑡‖

2 + ‖𝐵2𝑡‖
2) + (1 −

𝜏

휀
) (||�̂�1�̅�]|1

2
+ ||�̂�2�̅�]|

2

2
) + 

+[1 − 𝜏𝐶 (휀 +
1

휀
)] (||�̂�1]|1

2
+ ||�̂�2]|2

2
) + 𝜏2𝐶 (||𝑠1𝑡]|1

2
+ ||𝑠2𝑡]|2

2
) ≤ 

≤ [1 + 𝜏𝐶 (휀 +
1

휀
)] (||𝑧1�̅�]|1

2
+ ||𝑠1]|1

2
+ ||𝑧2�̅�]|

2

2

+ ||𝑠2]|2
2
) + 

+
1

2
‖𝐵1 + 𝐵2‖

2 + 𝜏𝐶 (1 +
1

휀
) {||𝜒1]|1

2
+ ||𝜑1�̅�]|1

2
+ ||𝜒2]|

2

2

+ ||𝜑2�̅�]|
2

2

}. 

ავიღოთ 휀 > 0, ისე, რომ  𝑐 − 휀𝐶 > 0, ხოლო 𝜏 შევარჩიოთ შემდეგი უტოლობებიდან 

0 < 1 −
𝜏

휀
< 1, 0 < 1 − 𝜏𝐶 (휀 +

1

휀
) < 1. 

(1.5.18) უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ არსებობს 𝜏0 > 0, ისეთი, რომ 

ნებისმიერი 𝜏 < 𝜏0 სიდიდისთვის სამართლიანია შემდეგი უტოლობა 

𝐽(𝑧𝑗+1, 𝑠𝑗+1) ≤ (1 + 𝜏𝐶)𝐽(𝑧𝑗 , 𝑠𝑗) + 

(1.5.19) 

+𝜏 (||𝜒1]|1
2
+ ||𝜒2]|2

2
+ ||𝜑1�̅�]|1

2
+ ||𝜑2�̅�]|

2

2
), 

სადაც 

𝐽(𝑧, 𝑠) = ‖𝐵1 + 𝐵2‖
2 + ||𝑧1�̅�]|1

2
+ ||𝑠1]|1

2
+ ||𝑧2�̅�]|

2

2

+ ||𝑠2]|2
2
. 

ერთგვაროვანი (1.5.3) საწყისი მონაცემების გათვალისწინებით (1.5.19) უტოლობიდან 

გამომდინარეობს შემდეგი შეფასება 

(𝑧𝑗+1, 𝑠𝑗+1) ≤ (1 + 𝜏𝐶)𝑗 {𝐽(𝑧0, 𝑠0) + 𝜏∑(||𝜒1
𝑘]|

1

2

+

𝑗

𝑘=0
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+ ||𝜑1�̅�
𝑘 ]|

1

2

+ ||𝜒2
𝑘]|

2

2

+ ||𝜑2�̅�
𝑘 ]|

2

2
)} ≤ 

≤ 𝑇𝑒𝑇𝐶 max
𝑡𝑘𝜖𝜔𝜏

(||𝜒1
𝑘]|

1

2

+ ||𝜑1�̅�
𝑘 ]|

1

2

+ ||𝜒2
𝑘]|

2

2

+ ||𝜑2�̅�
𝑘 ]|

2

2
). 

თეორემა 1.5.1 დამტკიცებულია.  
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თავი II - დეკომპოზიციური გასაშუალებული მოდელი  

თავი II- ში შესწავლილია ორგანზომილებიანი განტოლებათა (0.15), (0.16) სის-

ტემისთვის გასაშუალებული მოდელი. განტოლებათა სისტემის სტრუქტურიდან 

გამომდინარე, ბუნებრივად დგას საკითხი აღნიშნული მოდელის შესასწავლად გამო-

ყენებული იყოს ე.წ. დეკომპოზიციური მეთოდი. რომლის არსიც მგდომარეობს 

მრავალგანზომილებიანი ამოცანის ერთგანზომილებიან ამოცანებზე დაყვანის შე-

დეგად  სისტემების მიახლოებითი ამონახსნის მოძებნაში. ერთგანზომილებიანი 

ამოცანების მიახლოებითი ამოხსნის შემდეგ ხდება მიღებული ამონახსნების კომ-

პოზიციით საბოლოო მრავალგანზომილებიანი ამონახსნის მიღება. არსებობს აღნიშ-

ნული მიდგომის ორი ტიპი: პარალელური და მიმდევრობითი. მიმდევრობითი მიდ-

გომის დროს მრავალგანზომილებიანი ამოცანის დაყოფის შედეგად მიღებული 

ერთგანზომილებიანი ამოცანების ამოხსნა ხორციელდება მიმდევრობით, მკაცრად 

განსაზღვრული რიგითობის გათვალისწინებით, საბოლოო ამონახსნად აღებულია ბო-

ლოს მიღებული ამონახსნი. პარალელური მიდგომის დროს მრავალგანზომილებიანი 

ამონახსნის პოვნის პროცესი დაიყვანება ერთგანზომილებიანი ამოცანების  და-

მოუკიდებლად, პარალელურ რეჟიმში ამოხსნის პროცესზე და ამონახსნების მიღების 

შემდეგ ხორციელდება ამონახსნების კომპოზიცია რაიმე წესის მიხედვით. მრავალ-

განზომილებიანი სისტემების ამოხსნის დეკომპოზიციური მეთოდები განხილულია 

შემდეგ ნაშრომებში (იხ. მაგალითად [1, 22, 23, 74, 96, 97, 106, 120, 121]). ასეთი 

მიდგომის ძირითადი უპირატესობა დასმული ამოცანის შესაბამისი ალგორითმების 

ეკონომიურობაშია. ალგორითმი შედარებით მარტივად რეალიზებადია. გამოთ-

ვლების პროცესი სწრაფად მიმდინარეობს.  
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§ 2.1.  ამოცანის დასმა 

განვიხილოთ ორგანზომილებიან კერძოწარმოებულებანი განტოლებათა (0.15), 

(0.16) სისტემისთვის გასაშუალებული მოდელი შესაბამისი სასწყის-სასაზღვრო პირო-

ბებით.  

ვთქვათ, Ω = (0,1) × (0,1).  შემოვიტანოთ [0, 𝑇] სეგმენტზე  ბადე:  𝜔𝜏 =

{𝑡𝑗 = 𝑗𝜏,   𝑗 = 0,… ,𝑁;    𝜏 =
𝑇

𝑁
}  და ყოველ Δ𝑘 = [𝑘𝜏,   (𝑘 + 1)𝜏] შუალედში განვიხილოთ  

𝑈𝑖
𝑘 და 𝑉𝑖

𝑘 (𝑖 = 1,2) ფუნქციები, რომლებიც წარმოადგენენ შემდეგი გასაშუალებული 

ადიტიური მოდელის ამონახსნებს: 

𝜂1
𝜕𝑈1

𝑘

𝜕𝑡
=
𝜕

𝜕𝑥
(𝑉1

𝑘
𝜕𝑈1

𝑘

𝜕𝑥
) , 

𝜂2
𝜕𝑈2

𝑘

𝜕𝑡
=
𝜕

𝜕𝑦
(𝑉2

𝑘
𝜕𝑈2

𝑘

𝜕𝑦
) , 

(2.1.1) 

𝜕𝑉1
𝑘

𝜕𝑡
= −𝑉1

𝑘 + 𝑔1 (𝑉1
𝜕𝑈1

𝑘

𝜕𝑥
) , 

𝜕𝑉2
𝑘

𝜕𝑡
= −𝑉2

𝑘 + 𝑔2 (𝑉2
𝜕𝑈2

𝑘

𝜕𝑦
) , 

(2.1.2) 

𝑈1
𝑘|
𝑥=0

= 𝑈1
𝑘|
𝑥=1

= 0, 𝑈2
𝑘|
𝑦=0

= 𝑈2
𝑘|
𝑦=1

= 0,  𝑈𝑖
0(𝑥, 0) = 𝑈0(𝑥) , 

(2.1.3) 
         𝑈𝑖

𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑡𝑘) = 𝑈
𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝑡𝑘),          

 𝑉𝑖
𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑡𝑘) = 𝑉𝑖

𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝑡𝑘) . 

 𝑖 = 1,2. 

სადაც  

𝑈𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝜂1𝑈1
𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝜂2𝑈2

𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝜂1,𝜂2 > 0,     𝜂1 + 𝜂2 = 1. 

(2.1.1) – (2.1.3) განტოლებათა სისტემა წარმოადგენს დეკომპოზოციურ მოდელს. 

(0.15) განტოლებაში წარმოდგენილი საძებნი 𝑈 ფუნქციის ამოხსნის პროცესი დაიყ-

ვანება ერთგანზომილებიან 𝑈1, 𝑈2 ფუნქციების პოვნაზე.  
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§ 2.2.  დეკომპოზიციური გასაშუალებული მოდელის კრებადობა  

შევისწავლოთ (2.1.1) – (2.1.3) გასაშუალებული მოდელის კრებადობა [22].  

თეორემა 2.2.1. თუ (2.1.1) - (2.1.3) ამოცანას გააჩნია საკმაოდ გლუვი ამონახსნი 

(𝑈𝑘, 𝑉1
𝑘, 𝑉2

𝑘) ,  მაშინ იგი კრებადია  (1.1.1) - (1.1.3) ამოცანის ამონახსნისაკენ  (𝑈, 𝑉1, 𝑉2), 

როცა 𝜏 → 0 და ადგილი აქვს შეფასებას 

‖𝑈𝑘(𝑡) − 𝑈(𝑡)‖2 + ‖𝑉1
𝑘(𝑡) − 𝑉1(𝑡)‖

2
+ ‖𝑉2

𝑘(𝑡) − 𝑉2(𝑡)‖
2
= 𝑂 (𝜏

1
2⁄ ). 

დამტკიცება. შემოვიტანოთ ცდომილებები:   

𝑍 = 𝑈𝑘 − 𝑈,     𝑍𝑖 = 𝑈𝑖
𝑘 − 𝑈,    𝑆𝑖 = 𝑉𝑖

𝑘 − 𝑉𝑖 , 𝑖 = 1,2. 

ცხადია, რომ  𝑍 = 𝜂1𝑍1 + 𝜂2𝑍2. 

𝑍𝑖 და   𝑆𝑖 ფუნქციებისთვის გვაქვს ტოლობები: 

𝜂𝑖
𝜕𝑍𝑖
𝜕𝑡

=
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑉𝑖

𝑘 𝜕𝑈𝑖
𝑘

𝜕𝑥𝑖
− 𝑉

𝜕𝑈

𝜕𝑥𝑖
) + 𝐴𝑖𝑈 − 𝜂𝑖𝐴𝑈 , (2.2.1) 

𝜕𝑆𝑖
𝜕𝑡

= −𝑆𝑖 + 𝑔𝑖 (𝑉𝑖
𝑘 𝜕𝑈𝑖

𝑘

𝜕𝑥𝑖
) − 𝑔𝑖 (𝑉𝑖

𝜕𝑈

𝜕𝑥𝑖
) , (2.2.2) 

სადაც  

𝐴𝑖𝑈 =
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑉𝑖

𝜕𝑈

𝜕𝑥𝑖
) ,           𝐴𝑈 = 𝐴1𝑈 + 𝐴2𝑈 . 

გავამრავლოთ სკალარულად (2.2.1), (2.2.2) ტოლობები შესაბამისად   𝑍𝑖 და  𝑆𝑖 

ფუნქციებზე. შედეგად ვღებულობთ შემდეგ თანაფარდობებს: 

1

2
𝜂𝑖
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑍𝑖‖

2 = 𝐽𝑖
1 + (𝐴𝑖𝑈,   𝑍𝑖) − 𝜂𝑖(𝐴𝑈, 𝑍) , (2.2.3) 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑆𝑖‖

2 = −‖𝑆𝑖‖
2 + 𝐽𝑖

2 , (2.2.4) 

სადაც:  

𝐽𝑖
1 = −(𝑉𝑖

𝑘 𝜕𝑈𝑖
𝑘

𝜕𝑥𝑖
− 𝑉𝑖

𝜕𝑈

𝜕𝑥𝑖
 ,   
𝜕𝑍𝑖
𝜕𝑥𝑖

) , 
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𝐽𝑖
2 = (𝑔𝑖 ( 𝑉𝑖

𝑘 𝜕𝑈𝑖
𝑘

𝜕𝑥𝑖
) − 𝑔𝑖 (𝑉𝑖

𝜕𝑈

𝜕𝑥𝑖
) ,   𝑆𝑖) . 

თუ გავითვალისწინებთ იგივეობას  

𝑍𝑖 = 𝑍 +∑𝜂𝑗

2

𝑗=1

(𝑈𝑖
𝑘 − 𝑈𝑗

𝑘) , 

(2.2.3)   შეიძლება გადავწეროთ შემდეგი სახით 

1

2
𝜂𝑖
𝑑

𝑑𝑡
‖𝑍𝑖‖

2 = 𝐽𝑖
1 − 𝜂𝑖(𝐴𝑈,  𝑍𝑖) + (𝐴𝑖𝑈,   𝑍) + (𝐴𝑖𝑈,∑𝜂𝑖(𝑈𝑖

𝑘 − 𝑈𝑗
𝑘)

2

𝑗=1

) . (2.2.5) 

შევაფასოთ 𝐽𝑖
1   ,    𝐽𝑖

2 და    𝐼𝑖 = ∑ 𝜂𝑖(𝐴𝑖𝑈,  𝑈𝑖
𝑘 − 𝑈𝑗

𝑘) 2
𝑗=1  გამოსახულებები. თუ გავითვალის-

წინებთ, რომ 𝑉𝑖
𝑘  ფუნქციებისათვის სამართლიანია (1.1.5), (1.1.6)-ის ანალოგიური 

შეფასებები, მივიღებთ 

𝐽𝑖
1 + 𝐽𝑖

2 = −(𝑉𝑖
𝑘 , (
𝜕𝑍𝑖
𝜕𝑥𝑖

)
2

) − (𝑆𝑖
𝜕𝑈

𝜕𝑥𝑖
 ,   
𝜕𝑍𝑖
𝜕𝑥𝑖

) + (𝑔𝑖
𝑘̅̅̅̅ (𝑥, 𝑡)𝑉𝑖

𝑘 , 𝑆𝑖
𝜕𝑍𝑖
𝜕𝑥𝑖

) + 

       + (𝑔𝑖
𝑘̅̅̅̅ (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑈

𝜕𝑥𝑖
 , 𝑆𝑖

2) ≤ −𝜎0 ‖
𝜕𝑍𝑖
𝜕𝑥𝑖

‖
2

+ 휀 ‖
𝜕𝑍𝑖
𝜕𝑥𝑖

‖
2

+ 𝐶‖𝑆𝑖‖
2. 

 

(2.2.6) 

 

აქ შემოტანილია აღნიშვნა 

𝑔𝑖
𝑘̅̅̅̅ (𝑥, 𝑡) = ∫𝑔𝑖

′

1

0

(𝜃𝑉𝑖
𝑘 𝜕𝑈𝑖

𝑘

𝜕𝑥𝑖
+ (1 − 𝜃)𝑉𝑖

𝜕𝑈

𝜕𝑥𝑖
)𝑑𝜃 

და რამდენიმეჯერ გამოყენებულია  휀 - უტოლობა. 

თუ ავჯამავთ (2.2.5) და (2.2.6) ტოლობებს 𝑖 ინდექსის მიმართ (𝑖 = 1,2) და 

ავიღებთ 휀 < 𝜎0, მაშინ (2.2.6) უტოლობის ძალით მივიღებთ 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
(𝜂1‖𝑍1‖

2 + ‖𝑆1‖
2 + 𝜂2‖𝑍2‖

2 + ‖𝑆2‖
2) + ‖𝑆1‖

2 + ‖𝑆2‖
2 ≤

≤ 𝐾(‖𝑆1‖
2 + 𝜑1 + 𝐼1 + ‖𝑆2‖

2 + 𝜑2 + 𝐼2), 

(2.2.7) 

სადაც  

𝜑𝑖 = (𝐴𝑖𝑈, 𝑍𝑖) − 𝜂𝑖(𝐴𝑈, 𝑍𝑖) , 𝑖 = 1,2, 

აღვნიშნოთ, რომ   
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𝜑1 + 𝜑2 = 0 . 

შევაფასოთ 𝐼𝑖    გამოსახულება. თუ გავითვალისწინებთ იგივეობას  

𝑈𝑖
𝑘 − 𝑈𝑗

𝑘 = ∫
𝜕

𝜕𝑡′
(𝑈𝑖

𝑘 − 𝑈𝑗
𝑘)𝑑

𝑡

𝑡𝑘

𝑡′ 

და დავუშვებთ, რომ  ‖𝐴𝑖𝑈‖ < 𝐶  ,  ‖𝜕𝑈𝑖
𝑘 𝜕𝑡⁄ ‖ < 𝐶 , გვექნება 

(𝐴𝑖𝑈,𝑈𝑖
𝑘 − 𝑈𝑗

𝑘) = (𝐴𝑖𝑈, ∫
𝜕

𝜕𝑡1
(𝑈𝑖

𝑘 −𝑈𝑗
𝑘)𝑑

𝑡

𝑡𝑘

𝑡) ≤ 𝐶𝜏
1
2⁄  . 

(2.2.7) უტოლობიდან  𝑡 ∈ Δ𝑘 ცვლადით ინტეგრების შემდეგ, ვღებულობთ 

∑(𝜂𝑖‖𝑍𝑖‖
2 + ‖𝑆𝑖‖

2)

2

𝑖=1

≤ 𝐶∑ ∫‖𝑆𝑖(𝑡
1)‖

𝑡

𝑡𝑘

2

𝑖=1

𝑑𝑡1 + 

+‖𝑍(𝑡𝑘)‖
2 +∑‖𝑆𝑖(𝑡𝑘)‖

2

2

𝑖=1

+ 𝐶𝜏
3
2⁄  . 

თუ გავითვალისწინებთ ნორმის ამოზნექილობას 

∑𝜂𝑖

2

𝑖=1

‖𝑍𝑖‖
2 ≥∑‖𝜂𝑖𝑍𝑖‖

2

2

𝑖=1

= ‖𝑍‖2 , 

მივიღებთ 

‖𝑍(𝑡)‖2 +∑‖𝑆𝑖(𝑡)‖
2

2

𝑖=1

≤ 𝐶∑ ∫‖𝑆𝑖(𝑡
1)‖2

𝑡

𝑡𝑘

2

𝑖=1

𝑑𝑡′ + 

+‖𝑍(𝑡𝑘)‖
2 +∑‖𝑆𝑖(𝑡𝑘)‖

2

2

𝑖=1

+ 𝐶𝜏
3
2⁄  . 

აქედან ადვილად მიიღება შეფასება 

‖𝑍(𝑡)‖2 + ‖𝑆1(𝑡𝑘)‖
2 + ‖𝑆2(𝑡𝑘)‖

2 ≤ 𝐶𝜏
1
2⁄  . 

ამით თეორემა დამტკიცებულია. 
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შენიშვნა 2.2.1 აღვნიშნოთ, რომ კრებადობის რიგის  𝑂 (𝜏
1
4⁄ )  შეფასების გაუმჯო-

ბესება თეორემა 2.2.1-ში შესაძლებელია.  კერძოდ, თუ დავუშვებთ, რომ |
𝜕𝑈𝑖

𝑘

𝜕𝑡
| < 𝐶, 

მაშინ კრებადობის რიგი იქნება 𝑂 (𝜏
1
2⁄ )  . 

 

 

 

§ 2.3.  დეკომპოზიციური გასაშუალებული მოდელის შესაბამისი სხვაობიანი 

სქემა 

ავაგოთ (2.1.1) - (2.1.3)  გასაშუალებული მოდელის შესაბამისი  სხვაობიანი სქე-

მა. სხვაობიანი სქემა. 

შემოვიტანოთ (0.25) ბადეები �̅� არეზე. ასევე გავითვალისწინოთ ცნობილი 

აღნიშვნები (0.26).  ამოცანის სხვაობიანი ამონახსნის მისაღებად 

�̅�𝜏 = {𝑡𝑘 = 𝑘𝜏,   𝑘 = 0,1, … ,𝑁,   𝑁𝜏 = 𝑇},    

ბადის ყოველ ბიჯზე იხსნება ორ სისტემა:  

პირველი სისტემა: 

𝑢1𝑡 = 𝜎1(�̂�1�̂�1�̅�)𝑥 + (1 − 𝜎1)(𝑣1𝑢1�̅�)𝑥, (2.3.1) 

𝑣1𝑡 = −𝑣1 + 𝑔1(𝑣1𝑢1�̅�) ,  (2.3.2) 

𝑢1(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 0) = 𝑈0(𝑥𝑖, 𝑦𝑗),       (𝑥𝑖, 𝑦𝑗) ∈ �̅�ℎ  

(2.3.3) 
 𝑣1(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 0) = 𝑉01(𝑥, 𝑦), (𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) ∈ �̅�1ℎ,   

𝑢1(0, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑘+1) =  𝑢1(1, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑘+1) = 0,    

 𝑖, 𝑗 = 0,1,2, … ,𝑀, 𝑘 = 0,1, … ,𝑁 − 1. 

მეორე სისტემა:  

𝑢2𝑡 = 𝜎2(𝑣2�̂�2�̅�)𝑦 +
(1 − 𝜎2)(𝑣2𝑢2�̅�)𝑦,  (2.3.4) 



50 
 

𝑣2𝑡 = −𝑣2 + 𝑔2(𝑣2𝑢2�̅�) ,  (2.3.5) 

𝑢2(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 0) = 𝑈0(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗),       (𝑥𝑖, 𝑦𝑗) ∈ �̅�ℎ  

(2.3.6) 
    𝑣2(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 0) = 𝑉02(𝑥, 𝑦), (𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) ∈ �̅�2ℎ,   

𝑢2(𝑥𝑖, 0, 𝑡𝑘+1) =  𝑢1(𝑥𝑖, 1, 𝑡𝑘+1) = 0,     

𝑖 = 0,1, … ,𝑀, 𝑘 = 0,1, … , 𝑁 − 1. 

𝑢1 და 𝑢2  ფუნქციები განსაზღვრულია �̅�ℎ𝜏 ბადეზე, 𝑣1 და 𝑣2  კი �̅�1ℎ𝜏 და �̅�2ℎ𝜏   ბადეებზე 

შესაბამისად, ხოლო 𝜎1, 𝜎2𝜖]0,1]. 

იმისათვის, რომ ვიპოვოთ შესასწავლი ამოცანის მიახლოებითი ამონახსნების 

მნიშვნელობები 𝑡 = 𝑡𝑘 შრის წერტილებში, საჭიროა დროის ყოველ შუალედში ახალ 

შრეზე გადასვლისას პარალელურად ვიპოვოთ (2.3.1) - (2.3.3) სისტემის 𝑢1, 𝑣1  

ფუნქციებისა და (2.3.4) - (2.3.6)  𝑢2 , 𝑣2  ფუნქციების მიახლოებითი ამონახსნები. საბო-

ლოო მიახლოებით ამონახსნს წარმოადგენს  𝑣1, 𝑣2, 𝑢, სადაც 𝑢 = 𝜂1𝑢1 + 𝜂2 𝑢2, 𝜂1𝜂2 >

0,  𝜂1 + 𝜂2 = 1. ახალ შრეზე გადასვლისას 𝑣1 და 𝑣2 ფუნციებისთვის საწყისი პირობები 

განისაზღვრება წინა შრეზე მიღებული ამონახსნების შედეგად, ხოლო 𝑢1 და 𝑢2 

ფუნქციებისთვის საწყის პირობას წარმოადგენს წინა შრეზე მიღებული 𝑢 ფუნქცია. 

აღნიშნული მეთოდი არის გასაშუალებული პარალელური ტიპის დეკომპოზიციური 

მეთოდი. 

მიახლოებითი ამონახსნი შეიძლება მივიღოთ ასევე მიმდევრობითი ტიპის დე-

კომპოზიციის მეთოდით,  რაც გულისხმობს დროის ყოველ შუალედში მიმდევრობით 

ამოიხსნას ამოცანა ჯერ  (𝑢1, 𝑣1) -ს მიმართ, შემდეგ  (𝑢2, 𝑣2)-ს  მიმართ  და საბოლოო 

ამონახსნად გამოცხადდეს  (𝑣1, 𝑣2, 𝑢2). 

რადგანაც ამოცანის ამოხსნა დაიყვანება ერთგანზომილებიანი ამოცანების 

ამოხსნაზე, შესაბამისად (2.3.1) - (2.3.6) სხვაობიანი სქემის აპროქსიმაცია (0.15) - (0.16) 

ამოცანის გლუვ ამონახსნებზე არის 𝑂(𝜏 + ℎ2) და იგი კრებადია (0.15) - (0.16) ამოცანის 

ამონახსნისაკენ, ამასთან კრებადობის სიჩქარე ემთხვევა აპროქსიმაციის რიგს.  
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თავი III - ალგორითმების რეალიზაცია და შესაბამისი 

რიცხვითი ექსპერიმენტების ანალიზი 

თეორიული კვლევების გამყარება პრაქტიკული კომპონენტით გამოყენებითი 

მათემატიკის მნიშვნელოვან თანმხლებ პროცესს წარმოადგენს. წარმოდგენილი 

დისერტაციის ფარგლებში რიცხვითი ექსპერიმენტების ჩატარება შესაბამისი ალგო-

რითმების აგებას, მიღებული მონაცემების დამუშავებას და წარმოდგენას გულის-

ხმობს. დისერტაციის მესამე თავი ეთმობა თეორიული კვლევების შესაბამისი ალგო-

რითმების რეალიზაციის შედეგების აღწერასა და წარმოდგენას. მასში მოყვანილია 

ცვალებადი მიმართლების სხვაობიანი (1.3.1) – (1.3.3) სქემისა და გასაშუალებული 

მოდელის შესაბამისი სხვაობიანი (2.3.1) - (2.3.6) სქემის ალგორითმების რეალი-

ზაციებით მიღებული რიცხვითი ექსპერიმენტის შედეგები. აღწერილია სხვაობიანი 

სქემით მიღებული ალგორითმი და შესაბამისი კომპიუტერული რეალიზაციის 

პროცესი. ალგორითმების რეალიზაცია განხილულია შესაბამისი ტესტების საფუძ-

ველზე. რიცხვითი მონაცემების მისაღებად დაწერილია კომპიუტერული კონსოლური 

პროგრამა პროგრამირების ენა C++-ის საშუალებით. ჩატარებული რიცხვითი 

ექსპერიმენტის შედეგები  წარმოდგენილია გრაფიკული სახით. ზემოთ განხილული 

ორი მეთოდით მიღებული შედეგები შედარებულია ერთმანეთთან და გაკეთებულია 

შესაბამისი დასკვნები. 

 

 

 

§ 3.1.  ალგორითმების რეალიზაციის მნიშვნელოვანი ასპექტები 

რიცხვითი მეთოდების მნიშვნელოვან და განუყოფელ ნაწილს წარმოადგენს 

სხვაობიანი სქემების შესაბამისი ალგორითმის რეალიზაციის პროცესი. შესაბამისი 

ალგორითმის საფუძველზე პროგრამის აგება, მიღებული რიცხვითი შედეგების 

წარმოდგენა და თვალსაჩინოებისთვის შესაბამისი გრაფიკების აგება. ალგორითმის 

რეალიზაციით მიღებული რიცხვითი შედეგები ამყარებს შესაბამის თეორიულ 

კვლევას. დისერტაციის ფარგლებში (1.1.1) - (1.1.3) სისტემის მიახლოებითი ამოხსნის 
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შესახებ თეორიული კვლევების გადამოწმებისთვის დაიწერა კომპიუტერული პროგ-

რამა.  

კერძოწარმოებულებიანი დიფერენციალური განტოლებების მიახლოებითი 

ამოხსნის პოვნის პროცეში წარმოშობილ ამოცანებში განსაზღვრული ალგორით-

მისთვის კომპიუტერული პროგრამის შემუშავებასა და მიღებული რიცხვითი შედე-

გების წარმოდგენისათვის ჩატარდა რამოდენიმე ეტაპიანი სამუშაო, რომელსაც 

გარკვეული  სპეციფიკა ახასიათებს.  

თანმიმდევრულად განხორციელდა შემდეგი სამუშაო: 

• საწყის ეტაპზე განისაზღვრა სხვაობიანი სქემის შესაბამისი ალგორითმის აგების 

გზები, განისაზღვრა ალგორითმის რეალიზაციისთვის საჭირო ტექნოლოგია;  

• კომპიუტერული პროგრამის შედეგის შესამოწმებლად შეირჩა შესასწავლი ამო-

ცანის შესაბამისი პრაქტიკული ტესტები, ფუნქციები, რომლებიც აკმაყოფილებენ 

ამოცანის საწყის-სასაზღვრო პირობებს. აღნიშნული ფუნქციები დისერტაციის 

ფარგლებში მოხსენიებულია როგორც ზუსტი ამონახსნები;  

• ტესტების შერჩევის შემდეგ დადგინდა შესაბამისი მარჯვენა მხარეები.  რადგანაც 

(1.1.1) - (1.1.3) ამოცანა წარმოადგენს ორგანზომილებიან კერძოწარმოებულების 

შემცველ სისტემას, შესაბამისი ტესტებში განსაზღვრული ფუნქციების გაწარ-

მოების შედეგად რიგ შემთხვევაში მიიღება საკმაოდ დიდი გამოსახულება 

(მარჯვენა მხარე). მარჯვენა მხარის დასადგენად გამოყენებულია პროგრამული 

უზრუნველყოფა MATLAB, რომლის საშუალებითაც შესაძლებელია სიმბოლური 

გამოთვლების წარმოება; 

• მარჯვენა მხარის მიღების შემდეგ განხორციელდა მისი  გადატანა დაპროგრამების 

გარემოში პროგრამირების ენა C++-ის სინტაქსის დაცვით;  

• შემდეგ ეტაპზე ობიექტზე ორიენტირებული დაპროგრამების პრიცნიპების დაც-

ვით  განისაზღვრა კომპიუტერული პროგრამის აგებისთვის აუცილებელი კლა-

სები; 

• შემუშავდა კლასების ურთიერთდამაკავშირებელი ლოგიკა, თითოეული კლა-

სისთვის მისი დანიშნულების გათვალისწინებით განისაზღვრა შესაბამისი ცვლა-

დები, კონსტრუქტორები და მეთოდები; 

• აიგო ალგორითმი, დაიტესტა დაწერილი პროგრამული კოდი; 
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• რადგანაც შესასწავლი ამოცანის ამონახსნს ფუნქციები წარმოადგენენ, რომელთა 

ანალიზური სახით წარმოდგენა ვერ ხერხდება, მიღებული შედეგის წარმოდგენის 

საშუალებაა რიცხვები და გრაფიკები, პროგრამული კოდის შედეგად მიღებული 

რიცხვითი მონაცემების საფუძველზე აიგო გრაფიკები. სამგანზომილებიანი 

გრაფიკების ასაგებად გამოყენებულია პროგრამული უზრუნველყოფა MATHCAD, 

რომელშიც ინტეგრირებულია გრაფიკების აგებისთვის საჭირო მოსახერხებელი ინ-

ტერფეისი; 

• ჩატარებულია მიღებული შედეგების ანალიზი. 

დისერტაციის ფარგლებში დაიწერა კონსოლური პროგრამა  პროგრამირების ენა 

C++-ზე რომელიც მოიცავს თვრამეტ ფაილის, აქედან ცხრა .h(კლასის) და ცხრა .cpp 

გაფართოების ფაილს. პროგრამის დაწერისას გათვალისწინებულია პროგრამის  შემუ-

შავების რეკომენდაციები,  გამოყენებულია ობიექტზე ორიენტირებული დაპროგრა-

მების პრინციპები და ოპტიმალური დაპროგრამების ძირითადი ელემენტები. 

თითოეულ ფაილში აღწერილ კოდს თან ერთვის კომენტარები ქართულ ენაზე, 

რომელიც მომხარებელს საშუალებას აძლევს მარტივად გაერკვეს კლასის მეთოდების 

დანიშნულებასა და გამოყენების სპეციფიკაში.  

ძირითადი კლასები დაიყო ორ ფაილად .h და .cpp გაფართოების ფაილებად, .h 

გაფართოების ფაილებში აღწერილია კლასის ცვლადები, კონსტრუქტორები, გამო-

ყენებული მეთოდები. კონსტრუქტორებისა და მეთოდების განსაზღვრის პროცესში 

გათვალისწინებულია როგორც დასმული ამოცანის,  ასევე ობიექტზე ორიენტი-

რებული დაპროგრამების სპეციფიკა. .cpp ფაილებში ხორციელდება შესაბამის .h 

ფაილში აღწერილი მეთოდების იმპლემენტაცია, პროგრამის ძირითადი კოდიც 

აღნიშნულ ფაილებშია განთავსებული.  
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ნახ. 3.1.1  კომპიუტერულ პროგრამაში არსებული ფაილები. 

წარმოდგენილი კლასების უმეტესობაში განსაზღვრულია მონაცემების გამოტა-

ნისთვის საჭირო მეთოდები, რომლებიც  პროგრამის აგებისა და ტესტირების პროცე-

სისთვის მნიშვნელოვან ინსტრუმენტს წარმოადგენენ, აღნიშნული მეთოდების გამო-

ყენებით შესაძლებელია პროგრამის სრული სურათის დანახვა, მეთოდების საშუა-

ლებით შესაძლებელია პროგრამის მუშაობაზე თანმიდევრული დაკვირვება და შესა-

ბამისი ანალიზის ჩატარება. 

ფაილების აღწერა და კლასებში წარმოდგენილი ძირითადი ცვლადები, 

კონსტრუქტორების და მეთოდების პროტოტიპები თანდართული კომენტარებით 

(კომენტარები პროგრამულ კოდს თან ერთვის მარჯვნიდან ან ქვემოდან): 
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Source.cpp წარმოადგენს გამშვებ ფაილს,  რომელიც შეიცავს main() მეთოდს. მას-

ში ხორციელდება ძირითადი კლასების შექმნა და მეთოდების გამოძახება ალგორითის 

შესაბამისი თანმიმდევრობით. 

int main() { 

  exectFunctions exactFunctions(true);  // ზუსტი ამონახსნები (ტესტების გამოტანა) 

  initialCond initianConditionsForFunctions(exactFunctions); 

  // საწყისი მნიშვნელობები (ზუსტი ფუნქციები) 

  for (int i = 0; i < M + 1; i++) { 

  rightFunctions = new rightSideFunction(i, exactFunctions.getTestNumber()); 

// მარჯვენა მხარე (შრის ნომერი, ტესტის ნომერი) 

  aprFunctions calculateAproximate(initianConditionsForFunctions.getU0(), 

  initianConditionsForFunctions.getV10(), 

  initianConditionsForFunctions.getV20(), 

  rightFunctions->getFRu(), 

  rightFunctions->getFRv1(), 

rightFunctions->getFRv2()); 

// ობიექტი, რომელიც ითვის მიახლოებითი ამონახსნს 

} 

calculateAproximate.printVvalues(); 

 } 

constants.h ფაილი განკუთვნილია პროგრამაში გამოყენებული კონსტანტების-

თვის. მასში განსაზღვრულია მათემატიკური კონსტანტები, კვანძების წერტილების 

რაოდენობა, კვანძებს შორის მანძილები და ა.შ.   

#define e  2.718281828459045 

#define Pi 3.141592653589793  

// მათემატიკური მუდმივები 

#define X 1.0 

#define Y 1.0 

#define T 1.0 

//მაქსიმალური მნიშვნელობა ღერძების გასწვრივ 

#define M   25 

#define N   1000 

#define h  X/M 

#define tau T/N 

#define Curant tau/h*h  // ნაკლებია 0.5 

// მუდმივები 

points.h, points.cpp  ფაილებში წარმოდგენილია კლასის ცვლადები, მასივები და 

მეთოდები, რომლებიც უზრუნველყოფენ ბადის წერტილების აგებას და შესაბამისი 

მასივების შევსებას ბადის წერტილებით, განსაზღვრულია მეთოდები, რომლის საშუა-

ლებითაც შესაძლებელია კვანძების წერტილების დაბრუნება მასივის სახით.  

class points 

{ 

private: 

  double* x; // კვანძების მნიშვნელობები სიბრტყეზე  

  double* m_x; // შუა კვანძებში მნიშვნელობები სიბრტყეზე 

  double* y;  

  double* m_y; 

  double* t; // კვანძების მნიშვნელობები t ღერძზე (დროითი ღერძი) 
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  // სტრიქონში მონაცემების რაოდენობა, გამოიყენება ბეჭდვის შემთხვევაში 

  int countLine;  

public: 

  points(); // კვანძების ინიციალიზაცია 

  void setCountLine(int countLine); 

// სტრიქონში მონაცემების რაოდენობის ინიციალიზაცია  

  double* getX(); // აბრუნებს კვანძების მასივს X ღერძის გასწვრივ 

  double* getMX(); // აბრუნებს შუა კვანძების მასივს X ღერძის გასწვრივ 

double* getY();  

  double* getMY();  

  double* getT();  // აბრუნებს კვანძების მასივს T ღერძის გასწვრივ 

  void printXpoints(); // ბეჭდავს კვანძების მნიშვნელობებს X ღერძზე 

  void printMXpoints(); // ბეჭდავს შუა კვანძების მნიშვნელობებს X ღერძზე 

void printYpoints();  

  void printMYpoints();  

  void printTpoints(); // ბეჭდავს კვანძების მნიშვნელობებს T ღერზე 

}; 

exectFunctions.h, exectFunctions.cpp ფაილებში წარმოდგენილი კლასის ცვლა-

დები, მასივები  და მეთოდები უზრუნველყოფენ ფუნქციების ზუსტი მნიშვნელო-

ბების დათვლას ტესტების და შრეების გათვალისწინებით, მეთოდების საშუალებით 

შესაძლებელია ტესტების გამოტანა/არჩევა და შესაბამისი შრეზე ზუსტი მნიშვნე-

ლობების ჩვენება. 

class exectFunctions 

{ 

private: 

  long double*** Ue; // U ფუნქციის ზუსტი ამონახნების მასივი 

  long double*** Ve1; // V1 ფუნქციის ზუსტი ამონახნების მასივი 

long double*** Ve2; // V1 ფუნქციის ზუსტი ამონახნების მასივი 

  int test = 1; // ტესტის ნომერი, გაჩუმების პრინციპით ეშვება 1(პირველი ტესტი) 

public: 

  void allocatedMemory(); // დინამიური მეხსიერების გამოყოფა 

  exectFunctions(); // უპარამეტრო კონსტრუქტორი 

exectFunctions(bool); 

// ფუნქციების ზუსტი მნიშვნელობების ავტომატურად დათვლა, (ტესტების გამოტანა)  

  void inputTestNumber(); // ტესტების გამოტანა და შესაბამისი ნომრის შეტანა 

  long double U_Exact(double, double, int);  

  long double V1_Exact(double, double, int); 

  long double V1_Exact(double, double, int); 

// ზუსტი სატესტო ფუნქციები, (x ბადის კვანძი, y ბადის კვანძი,  t შრე,  ტესტის ნომერი) 

  void fill_Exact(); 

// ბადეზე ფუნქციების ზუსტ მნიშვნელობების დათვლა, (ტესტის ნომერი)  

  long double*** getUe(); // აბრუნებს U ფუნქციის მნიშვნელობების მასივს 

  long double*** getVe(int); // აბრუნებს V ფუნქციების მნიშვნელობების მასივს 

  int getTestNumber();  // აბრუნებს ტესტის ნომერს 

  void printUe(); // ბეჭდავს U ფუნქციის ზუსტ მნიშვნელობებს 

  void printUe(int);  

// ბეჭდავს U ფუნქციის ზუსტ მნიშვნელობებს მიმდინარე შრის ნომრის მიხედვით 

  void printVe(int); // ბეჭდავს V ფუნქციების ზუსტ მნიშვნელობებს 

  void printVe(int, int); 

// ბეჭდავს V ფუნქციების ზუსტ მნიშვნელობებს მიმდინარე შრის ნომრის მიხედვით  

}; 
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initialCond.h, initialCond.cpp  ფაილებში წარმოდგენილი კლასის ცვლადები, 

მასივები  და მეთოდები უზრუნველყოფენ ფუნქციების საწყისი და სასაზღვრო მნიშ-

ვნელობების დათვლას. 

class initialCond 

{ 

  long double** U0; // U ფუნქციის საწყისი მნიშვნელობები 

  long double** V10; // V1 ფუნქციის საწყისი მნიშვნელობები 

long double** V20; // V2 ფუნქციის საწყისი მნიშვნელობები 

     public: 

  initialCond(exectFunctions); 

  // საწყისი მნიშვნელობების დათვლა (ზუსტი ფუნქციების ობიექტი)  

  long double** getU0(); // აბრუნებს U ფუნქციის საწყის მნიშვნელობებს 

  long double** getV0(int); // აბრუნებს V ფუნქციების საწყის მნიშვნელობებს 

  void printU0(); // ბეჭდავს U ფუნქციის საწყის მნიშვნელობებს  

  void printV0(int); // ბეჭდავს V ფუნქციის საწყის მნიშვნელობებს 

}; 

 rightSideFunction.h, rightSideFunction.cpp  ფაილებში წარმოდგენილი კლასის 

ცვლადები, მასივები  და მეთოდები უზრუნველყოფენ ტესტების შესაბამისი მარჯვენა 

მხარეების მნიშვნელობების დათვლას. მარჯვენა მხარეების გამოსახულებების აღება 

ხდება MATLAB-ში დამუშავებული სიმბოლური გამოთვლების შესაბამისად. 

class rightSideFunction 

{ 

private: 

 long double** RightFunctionForU; // U ფუნქციისთვის მარჯვენა მხარე 

 long double** RightFunctionForV1; // V1 ფუნქციისთვის მარჯვენა მხარე 

long double** RightFunctionForV2; // V2 ფუნქციისთვის მარჯვენა მხარე 

 long int level; // შრის ნომერი 

 points p; 

public: 

 rightSideFunction(); // დინამიური მეხსიერების გამოყოფა  

 rightSideFunction(int, int);  

// მარჯვენა მხარის ავტომატური დათვლა (მიმდინარე შრის ნომერი, ტესტი ნომერი)  

 long double uRFunctuon(double, double, double, int);  

// U ფუნქციის მარჯვენა მხარე (x ბადის კვანძი, y ბადის კვანძი,   t ბადის კვანძი,  ტესტის 

ნომერი) 

 long double vRFunction(double, double, int); 

 void fillRightFunction(int, int);  

// მარჯვენა მხარის დათვლა მიმდინარე შრეზე (შრის ნომერი, ტესტის ნომერი) 

 long double** getFRu();  

// აბრუნებს u ფუნქციის მარჯვენა მხარის მნიშვნელობებს მიმდინარე შრეზე 

 long double** getFRv(int);  

// აბრუნებს v ფუნქციების მარჯვენა მხარის მნიშვნელობებს მიმდინარე შრეზე 

 void printFRu();  

// ბეჭდავს u ფუნქციის მარჯვენა მხარის მნიშვნელობებს მიმდინარე შრეზე 

 void printFRv(int);  

// ბეჭდავს v ფუნქციების მარჯვენა მხარის მნიშვნელობებს მიმდინარე შრეზე 

}; 
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dataFact.h, dataFact.cpp  ფაილებში დამუშავებულია ფაქტორიზაციის მეთოდის 

შესაბამისი ალგორითმი, აღნიშნული მეთოდის გამოყენება ერთ-ერთ საკვანძო სა-

კითხს წარმოადგენს სრული პროგრამის შემუშავებისთვის, დისერტაციის ფარგლებში 

ფაქტორიზაციის მეთოდის პროგრამული რეალიზაცია ცალკე პროგრამის სახითაც 

განხორციელდა, აღნიშნული პროგრამაში არა მხოლოდ ალგორითმია აგებული, არა-

მედ მისი საშუალებით შესაძლებელია აღნიშნულ მეთოდის მუშაობაზე საფუძვლიანი 

დაკვირვება.   

class dataFact 

{ 

private: 

 long double* kniu = new long double[4]{ 0, 0, 0, 0 };  

// საწყისი და საბოლოო მნიშვნელობების გამოსათველი მნიშვნელობები 

 long double* aCoef; // ქვედა დიაგონალი 

 long double* cCoef; // დიაგონალი 

 long double* bCoef; // ზედა დიაგონალი 

 long double* alpha; // alpha კოეფიციენტები 

 long double* beta; // beta კოეფიციენტები 

 long double* U = new long double[M + 1];  

// საძიებელი მნიშვნელობები 

 long double* F; // მარჯვენა მხარე 

public: 

 dataFact(); // ცარიელი კონსტრუქოტრი 

 dataFact(long double, long double, long double, long double*);  

// მუდმივების გადაცემა კონსტრუქტორში + მარჯვენა მხარე 

 dataFact(long double*, long double*, long double*, long double*);  

// მასივის გადაცემა კონსტრუქტორში + მარჯვენა მხარე 

 void setACB(long double, long double, long double, long double*);  

// მუდმივების გადაცემა ფაქტორიზაციაში + მარჯვენა მხარე 

 void setACB(long double*, long double*, long double*, long double*);  

// მასივის გადაცემა ფაქტორიზაციაში + მარჯვენა მხარე 

 void factorization(); // ფაქტორიზაციის მეთოდის რეალიზაცია 

 void printABC(); // კოეფიციენტების ბეჭდვა 

 void printU(); // მიღებული მნიშვნელობების ბეჭდვა 

 long double* getFactU(); // საძიებელი მნიშვნელობების დაბრუნება 

}; 

aprFunctions.h, aprFunctions.cpp  ფაილებში წარმოდგენილი კლასის ცვლადები, 

მასივები  და მეთოდები უზრუნველყოფენ ფუნქციების მიახლოებითი მნიშვნელობე-

ბის დათვლას სქემის შესაბამისად,  ცვალებადი მიმართულების სხვობიანი სქემისა და 

გასაშუალებული მოდელის შესაბამისი სხვაობიანი სქემის ალგორითმის აგების მეთო-

დები დამოუკიდებელ ფუნქციებად არის განსაზღვრული. შესაბამისი მეთოდები უზ-

რუნველყოფენ მიღებული რიცხვითი მასივების მნიშვნელობების  .txt ფაილებში ჩა-

წერას. 

class aprFunctions 

{ 
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private: 

 long double** U; // U ფუნქციის ამონახსნები, NxM-ზე 

 long double** V1; // V ფუნქციის ამონახსნები, NxM-ზე 

 dataFact* factorisation; // ფაქტორიზაციის მეთოდის ობიექტი 

public: 

 void allocatedMemory(); // მეხსიერების გამოყოფა 

 aprFunctions(); // ცარიელი კონსტრუქტორი  

 aprFunctions(long double**, long double**, long double**, long double**); 

 // კონსტრუქტორი გადაეცემა საწყისი მნიშვნელობები + შესაბამისი მარჯვენა მხარეები U0, 

V0, UF, VF, 

 long double funcA(long double); // ამოცანის შესაბამისი g  ფუნქცია   

 void printUvalues(); // მონაცემების ბეჭდვა 

void printVvalues(); 

 long double** getU(); // მონაცემების დაბრუნება 

long double** getV(); 

}; 

compareFunctions.h, compareFunctions.cpp  ფაილებში წარმოდგენილი კლასის 

ცვლადები, მასივები  და მეთოდები უზრუნველყოფენ მიღებული მიახლოებითი და 

ზუსტი ამონახსნების ერთმანეთთან შედარებას,  და მიღებული სხვაობების ფაილებში 

ჩაწერას, ფაილებში წარმოდგენილია მეთოდები, რომლებიც უზრუნველყოფენ მი-

ღებული შედეგების ცდომილების რიგის დადგენას. 

class compareFunctions 

{ 

       private: 

  long double** Uz; // ცდომილება U ფუნქციისთვის 

  long double** V1z; // ცდომილება V1 ფუნქციისთვის 

  long double** V2z; // ცდომილება V2 ფუნქციისთვის 

 

    public: 

  void allocatedMemory(); // მეხსიერების გამოყოფა 

  compareFunctions(); // ცარიელი კონსტრუქტორი 

    

  compareFunctions(long double**, long double**, double); 

  // გადაეცემა ზუსტი, მიახლოებითი ამონახსნი და შრის ნომერი 

  long double** getCompareFunctions(int);  

  // აბრუნებს ცდომილების მასივს გადაეცემა 1-U, 2-V1, 3-V2 ფუნქციები 

  void printCompareFunctions(int); 

  // ბეჭდავს ცდომილების მასივს გადაეცემა 1-U, 2-V1, 3-V2 ფუნქციები 

}; 

compareMethods.h, compareMethods.cpp  ფაილებში წარმოდგენილი კლასის 

ცვლადები, მასივები  და მეთოდები უზრუნველყოფენ ცვალებადი მიმართულების 

სხვაობიანი სქემისა და გასაშუალებული მოდელის შესაბამისი სხვაობიანი სქემის 

მიხედვით  დათვლილი მონაცემების შედარებას სიზუსტის თვალსაზრისით, ასევე 

წარმოდგენილია მეთოდები, რომლებიც უზრუნველყოფენ  აღნიშნული ორი 

მეთოდის მანქანური დროის შესაბამის შედარებას. 



60 
 

class compareMethods 

{ 

    private: 

  long double** Uz; // ცდომილება U ფუნქციისთვის 

  long double** V1z; // ცდომილება V1 ფუნქციისთვის 

  long double** V2z; // ცდომილება V2 ფუნქციისთვის 

  long double* time;  

// მითითებულ შრეზე ალგორითმის შესრულებისთვის დახარჯული დრო 

  

    public: 

  void allocatedMemory(); // მეხსიერების გამოყოფა 

  compareMethods(); // ცარიელი კონსტრუქტორი  

  compareMethods(long double**, long double**, double*); 

  // გადაეცემა ზუსტი, მიახლოებითი ამონახსნი და შრის ნომრების მასივი 

  long double* getCompareMethod(int); 

  // აბრუნებს ცდომილების მასივს გადაეცემა, ავსებს time მასივს 

  void printCompareMethods(int); 

  // ბეჭდავს ცდომილების მასივს შესაბამის დროსთან 

  }; 

ფაილები და მათში წარმოდგენილი პროგრამული კოდი ერთმანეთთან დაკავ-

შირებულია ლოგიკურად დაპროგრამების პრინციპების დაცვით.   

 

 

 

§ 3.2.  დეკომპოზიციური ცვალდებადი მიმართულების სხვაობიანი სქემაზე 

დაფუძნებული მოდელის შესაბამისი რიცხვითი ექსპერიმენტების შედეგები 

 სხვაობიანი სქემის ალგორითმის სიზუსტის შესამოწმებლად ბუნებრივია  

შესასწავლი (1.1.1) – (1.1.3) ამოცანა დაისვას მარჯვენა მხარეების გათვალისწინებით. 

განვიხილოთ შემდეგი ამოცანა: 

𝜕𝑈

𝜕𝑡
−

𝜕

𝜕𝑥1
(𝑉1

𝜕𝑈

𝜕𝑥1
) −

𝜕

𝜕𝑥2
(𝑉2

𝜕𝑈

𝜕𝑥2
) = 𝐹(𝑥1, 𝑥2, 𝑡), (3.2.1) 

𝜕𝑉1
𝜕𝑡

+ 𝑉1 − 𝑔1 (𝑉1
𝜕𝑈

𝜕𝑥1
) = 𝐹1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡), 

(3.2.2) 
𝜕𝑉2
𝜕𝑡

+ 𝑉2 − 𝑔2 (𝑉2
𝜕𝑈

𝜕𝑥2
) = 𝐹2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡), 

შესაბამისი საწყისი და სასაზღვრო პირობებით: 

𝑈(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑈0(𝑥, 𝑦),   

𝑉1(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑉10(𝑥, 𝑦), 𝑉2(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑉20(𝑥, 𝑦),    𝑥 ∈ Ω,̅ 
(3.2.3) 
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𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0, (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝜕Ω × [0, 𝑇], 

განვიხილოთ (3.2.1) - (3.2.3) ამოცანის შესაბამის ცვალებადი მიმართულების 

სხვაობიანი სქემა:  

𝑢1𝑡 = (�̂�1�̂�1�̅�)𝑥 + (𝑣2𝑢2�̅�)𝑦 + 𝑓1, 

(3.2.4) 

𝑢2𝑡 = (�̂�1�̂�1�̅�)𝑥 + (𝑣2�̂�2�̅�)𝑦 + 𝑓2, 

𝑣1𝑡 = −𝑣1 + 𝑔1(𝑣1𝑢1�̅�) + �̂�1, 

(3.2.5) 

𝑣2𝑡 = −𝑣2 + 𝑔2(𝑣2𝑢2𝑦) + �̂�2, 

𝑢1(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑢2(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑈0(𝑥, 𝑦),   (𝑥, 𝑦) ∈ �̅�ℎ, 

(3.2.6) 
𝑣1(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑉10(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ �̅�1ℎ, 

 𝑣2(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑉20(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ �̅�2ℎ, 

𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0,   (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝛾ℎ ×𝜔𝜏, 

სადაც 𝑓1, 𝑓2, 𝜑1, 𝜑2 შესაბამისი მარჯვენა მხარეებია. ალგორითმის სრული აღქმისთვის 

მოვახდინოთ (3.2.4)-(3.2.6) სქემის დეტალური შესწავლა. (0.26) აღნიშვნების გათვა-

ლისწინებით გვაქვს: 

𝑢1
𝑘+1 − 𝑢1

𝑘

𝜏
= 𝑣1𝑥

𝑘+1𝑢1�̅�
𝑘+1 + 𝑣1

𝑘+1𝑢1�̅�𝑥
𝑘+1 + 𝑣2𝑦

𝑘 𝑢2�̅�
𝑘 + 𝑣2

𝑘𝑢2�̅�𝑦
𝑘 + 𝑓1

𝑘+1, 

(3.2.7) 
𝑢2
𝑘+1 − 𝑢2

𝑘

𝜏
= 𝑣1𝑥

𝑘+1𝑢1�̅�
𝑘+1 + 𝑣1

𝑘+1𝑢1�̅�𝑥
𝑘+1 + 𝑣2𝑦

𝑘+1𝑢2�̅�
𝑘+1 + 𝑣2

𝑘+1𝑢2�̅�𝑦
𝑘+1 + 𝑓2

𝑘+1, 

𝑣1
𝑘+1 − 𝑣1

𝑘

𝜏
= −𝑣1

𝑘+1 + 𝑔1(𝑣1
𝑘𝑢1�̅�

𝑘 ) + 𝜑1
𝑘+1, 

(3.2.8) 
𝑣2
𝑘+1 − 𝑣2

𝑘

𝜏
= −𝑣2

𝑘+1 + 𝑔2(𝑣2
𝑘𝑢2�̅�

𝑘 ) + 𝜑2
𝑘+1 , 

𝑢1(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 0) = 𝑢2(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 0) = 𝑈0(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗),   (𝑥𝑖, 𝑦𝑗) ∈ �̅�ℎ, 

(3.2.9) 𝑣1(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 0) = 𝑉10(𝑥𝑖, 𝑦𝑗), (𝑥𝑖, 𝑦𝑗) ∈ �̅�1ℎ, 

𝑣2(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 0) = 𝑉20(𝑥𝑖, 𝑦𝑗), (𝑥𝑖, 𝑦𝑗) ∈ �̅�2ℎ, 
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𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0,   (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝛾ℎ ×𝜔𝜏, 

გადავწეროთ (3.2.8) განტოლებები შემდეგი სახით: 

𝑣1
𝑘+1 =

𝜏

2
(𝑣1

𝑘 + 𝑔1(𝑣1
𝑘𝑢1�̅�

𝑘 ) + 𝜑1
𝑘+1), 

(3.2.10) 

𝑣2
𝑘+1 =

𝜏

2
(𝑣2

𝑘 + 𝑔2(𝑣2
𝑘𝑢2�̅�

𝑘 ) + 𝜑2
𝑘+1), 

განტოლებებიდან ჩანს, რომ 𝑣1, 𝑣2 ფუნქციების პოვნა ახალ შრეზე ხორციელდება 

ცხადი სახით.  

(3.2.7) განტოლებათა სისტემის მარჯვენა მხარეში გავითვალისწინოთ პირველი 

და მეორე რიგის დისკრეტული ანალოგები (0.26), ასევე ჩავთვალოთ რომ 𝑣1
𝑘+1, 𝑣2

𝑘+1 

მნიშვნელობები ცნობილია:  

𝑢1𝑖,𝑗
𝑘+1 − 𝑢1𝑖,𝑗

𝑘

𝜏
= 𝑣1𝑥

𝑘+1
𝑢1𝑖,𝑗
𝑘+1 − 𝑢1𝑖−1,𝑗

𝑘+1

ℎ
+ 

+𝑣1
𝑘+1

𝑢1𝑖+1,𝑗
𝑘+1 − 2𝑢1𝑖,𝑗

𝑘+1 + 𝑢1𝑖−1,𝑗
𝑘+1

ℎ
+ 

+𝑣2𝑦
𝑘
𝑢2𝑖,𝑗
𝑘 − 𝑢2𝑖,𝑗−1

𝑘

ℎ
+ 

+𝑣2
𝑘
𝑢2𝑖,𝑗+1
𝑘 − 2𝑢2𝑖,𝑗

𝑘 + 𝑢2𝑖,𝑗−1
𝑘

ℎ
+ 𝑓1𝑖,𝑗

𝑘+1, 

(3.2.11) 

𝑢2𝑖,𝑗
𝑘+1 − 𝑢2𝑖,𝑗

𝑘

𝜏
= 𝑣1𝑥

𝑘+1
𝑢1𝑖,𝑗
𝑘+1 − 𝑢1𝑖−1,𝑗

𝑘+1

ℎ
+ 

+𝑣1
𝑘+1

𝑢1𝑖+1,𝑗
𝑘+1 − 2𝑢1𝑖,𝑗

𝑘+1 + 𝑢1𝑖−1,𝑗
𝑘+1

ℎ
+ 

+𝑣2𝑦
𝑘+1

𝑢2𝑖,𝑗
𝑘+1 − 𝑢2𝑖,𝑗−1

𝑘+1

ℎ
+ 

+𝑣2
𝑘+1 𝑢2𝑖,𝑗+1

𝑘+1 −2𝑢2𝑖,𝑗
𝑘+1+𝑢2𝑖,𝑗−1

𝑘+1

ℎ
+ 𝑓2𝑖,𝑗

𝑘+1. 

მიღებული (3.2.11)-ის პირველ განტოლებაში მარცხენა მხარეს გადავიტანოთ საძებნი 

ფუნქციები 
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𝑢1𝑖,𝑗
𝑘+1

𝜏
− 𝑣1𝑥

𝑘+1
𝑢1𝑖,𝑗
𝑘+1 − 𝑢1𝑖−1,𝑗

𝑘+1

ℎ
− 𝑣1

𝑘+1
𝑢1𝑖+1,𝑗
𝑘+1 − 2𝑢1𝑖,𝑗

𝑘+1 + 𝑢1𝑖−1,𝑗
𝑘+1

ℎ
= 

=
𝑢1𝑖,𝑗
𝑘

𝜏
+ 𝑣2𝑦

𝑘
𝑢2𝑖,𝑗
𝑘 − 𝑢2𝑖,𝑗−1

𝑘

ℎ
+ 

+𝑣2
𝑘
𝑢2𝑖,𝑗+1
𝑘 − 2𝑢2𝑖,𝑗

𝑘 + 𝑢2𝑖,𝑗−1
𝑘

ℎ
+ 𝑓1𝑖,𝑗

𝑘+1, 

(3.2.12) 

(3.2.12)  დამოკიდებულების (რომელშიც წარმოდგენილია (3.2.11)-ის მხოლოდ პირვე-

ლი განტოლება) ორივე მხარის 𝜏ℎ გამრავლებით ვღებულობთ 

ℎ𝑢1𝑖,𝑗
𝑘+1 − 𝜏𝑣1𝑥

𝑘+1(𝑢1𝑖,𝑗
𝑘+1 − 𝑢1𝑖−1,𝑗

𝑘+1 ) − 𝜏𝑣1
𝑘+1(𝑢1𝑖+1,𝑗

𝑘+1 − 2𝑢1𝑖,𝑗
𝑘+1 + 𝑢1𝑖−1,𝑗

𝑘+1 ) = 

= ℎ𝑢1𝑖,𝑗
𝑘 + 𝜏𝑣2𝑦

𝑘 (𝑢2𝑖,𝑗
𝑘 − 𝑢2𝑖,𝑗−1

𝑘 )+ 

+𝜏𝑣2
𝑘(𝑢2𝑖,𝑗+1

𝑘 − 2𝑢2𝑖,𝑗
𝑘 + 𝑢2𝑖,𝑗−1

𝑘 ) + 𝜏ℎ𝑓1𝑖,𝑗
𝑘+1, 

(3.2.13) 

(3.2.13)-ის  გარდაქმნის შედეგად გვაქვს 

𝜏(𝑣1𝑥
𝑘+1 − 𝑣1

𝑘+1)𝑢1𝑖−1,𝑗
𝑘+1 + (ℎ − 𝜏𝑣1𝑥

𝑘+1 + 2𝜏𝑣1
𝑘+1)𝑢1𝑖,𝑗

𝑘+1 − 𝜏𝑣1
𝑘+1𝑢1𝑖+1,𝑗

𝑘+1 = 

= ℎ𝑢1𝑖,𝑗
𝑘 + 𝜏𝑣2𝑦

𝑘 (𝑢2𝑖,𝑗
𝑘 − 𝑢2𝑖,𝑗−1

𝑘 ) + 

+𝜏𝑣2
𝑘(𝑢2𝑖,𝑗+1

𝑘 − 2𝑢2𝑖,𝑗
𝑘 + 𝑢2𝑖,𝑗−1

𝑘 ) + 𝜏ℎ𝑓1𝑖,𝑗
𝑘+1. 

(3.2.14) 

(3.2.14) განტოლებათა სისტემის ამოხსნის ოპტიმალურ მიდგომას წარმოადგენს ფაქ-

ტორიზაციის მეთოდი. (3.2.14)-ში მკაფიოდ ჩანს ფაქტორიზაციის მეთოდისთვის 

საჭირო კოეფიციენტები. მას შემდეგ რაც (3.2.10)-დან ცხადი სახით ვითვლით 𝑣1, 𝑣2 

ფუნქციებს,  (3.2.14)-იდან ფაქტორიზაციის მეთოდის გამოყენებით ვპოულობთ 𝑢1 

ფუნქციას.  

 ჩავთვალოთ, რომ 𝑢1
𝑘+1 ფუნქციები ცნობილია და ანალოგიურად გარდავქმნათ 

3.2.11-ის მეორე განტოლებათა სისტემა  

𝑢2𝑖,𝑗
𝑘+1

𝜏
− 𝑣2𝑦

𝑘+1
𝑢2𝑖,𝑗
𝑘+1 − 𝑢2𝑖,𝑗−1

𝑘+1

ℎ
− 𝑣2

𝑘+1
𝑢2𝑖,𝑗+1
𝑘+1 − 2𝑢2𝑖,𝑗

𝑘+1 + 𝑢2𝑖,𝑗−1
𝑘+1

ℎ
= 

=
𝑢2𝑖,𝑗
𝑘

𝜏
+ 𝑣1𝑥

𝑘+1
𝑢1𝑖,𝑗
𝑘+1 − 𝑢1𝑖−1,𝑗

𝑘+1

ℎ
+ 

+𝑣1
𝑘+1

𝑢1𝑖+1,𝑗
𝑘+1 − 2𝑢1𝑖,𝑗

𝑘+1 + 𝑢1𝑖−1,𝑗
𝑘+1

ℎ
+ 𝑓2𝑖,𝑗

𝑘+1. 

(3.2.15) 
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(3.2.15)-ის ორივე მხარე გავამრავლოთ 𝜏ℎ-ზე 

ℎ𝑢2𝑖,𝑗
𝑘+1 − 𝜏𝑣2𝑦

𝑘+1(𝑢2𝑖,𝑗
𝑘+1 − 𝑢2𝑖,𝑗−1

𝑘+1 ) − 𝜏𝑣2
𝑘+1(𝑢2𝑖,𝑗+1

𝑘+1 − 2𝑢2𝑖,𝑗
𝑘+1 + 𝑢2𝑖,𝑗−1

𝑘+1 ) = 

= ℎ𝑢2𝑖,𝑗
𝑘 + 𝜏𝑣1𝑥

𝑘+1(𝑢1𝑖,𝑗
𝑘+1 − 𝑢1𝑖−1,𝑗

𝑘+1 ) + 

+𝜏𝑣1
𝑘+1(𝑢1𝑖+1,𝑗

𝑘+1 − 2𝑢1𝑖,𝑗
𝑘+1 + 𝑢1𝑖−1,𝑗

𝑘+1 ) + 𝑓2𝑖,𝑗
𝑘+1. 

(3.2.16) 

(3.2.16) მიიღებს საბოლოო სახეს 

𝜏(𝑣2𝑦
𝑘+1 − 𝑣2

𝑘+1)𝑢2𝑖,𝑗−1
𝑘+1 + (ℎ − 𝜏𝑣2𝑦

𝑘+1 + 2𝜏𝑣2
𝑘+1)𝑢2𝑖,𝑗

𝑘+1 − 𝜏𝑣2
𝑘+1𝑢2𝑖,𝑗+1

𝑘+1 = 

= ℎ𝑢2𝑖,𝑗
𝑘 + 𝜏𝑣1𝑥

𝑘+1(𝑢1𝑖,𝑗
𝑘+1 − 𝑢1𝑖−1,𝑗

𝑘+1 ) + 

+𝜏𝑣1
𝑘+1(𝑢1𝑖+1,𝑗

𝑘+1 − 2𝑢1𝑖,𝑗
𝑘+1 + 𝑢1𝑖−1,𝑗

𝑘+1 ) + 𝑓2𝑖,𝑗
𝑘+1. 

(3.2.17) 

ალგორითმის ბოლო ეტაპზე ფაქტორიზაციის მეთოდის საშუალებით იხსნება (3.2.17) 

განტოლებათა სისტემა.  

 რიცხვითი ექსპერიმენტების ჩასატარებლად საჭიროა სატესტო ფუნქციების 

შერჩევა. მოყვანილ ტესტურ ექსპერიმენტში მარჯვენა მხარე  შერჩეულია ისე, რომ 

ზუსტი ამონახსნია: 

U(𝑥, y, t) = xy(1 − x)(1 − y)(1 + t), (3.2.18) 

V1(𝑥, y, t) = xy(1 − x)(1 − y)(2 + t + t2) + 1, 

(3.2.19) 

V2(𝑥, y, t) = xy(1 − x)(1 − y)(2 + t + t3) + 1, 

და 

g𝑘(ξ) = 1 +
ξ2

1 + ξ2
, k = 1,2. 

(3.2.20) 

პარამეტრების მნიშვნელობებია:  𝑀1 = 𝑀2 = 20 და 𝑁 = 1000.    
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ცხრილი 3.2.1. სხვაობების აბსოლუტური მნიშვნელობების მაქსიმუმები ზუსტ 

და მიახლოებით ამონახსნებს შორის სხვადასხვა დროითი პარამეტრისათვის. 

 

 

ცხრილი 3.2.2. 𝑈 ფუნქციისთვის კრებადობის რიგები, როცა  𝑡 =  0.5. 

𝒉 𝝉 ცდომილება 
კრებადობის რიგი 𝒉 

ბიჯის მიმართ 

კრებადობის რიგი 𝝉 

ბიჯის მიმართ 

0.1 0.005 0,0021471549271 1,97676837742577 0,97338418871288 

0.05 0.00125 0,0001578888667 1,98870174081678 0,95935087040839 

0.04 0.0008 0,0001614985501 1,97750127536620 0,94375063768310 

0.025 0.0003125 0,0001573863179   

 

 

 

 

𝒕 ცდომილება 𝑼 

ფუნქციისთვის 

ცდომილება 𝑽𝟏 

ფუნქციისთვის 

ცდომილება 𝑽𝟐 

ფუნქციისთვის 

0.2 0.00010842385853721551 0.0000286637100943507 0.00000016589258744482 

0.4 0.00038951627884258131 0.0000217683842285105 0.00000121995095070382 

0.6 0.00037023791408955767 0.0000179778858910805 0.00000515877373530316 

0.8 0.00008673135778793728 0.0000372260948910963 0.00000910660812003528 

1.0 0.00000000000000713858 0.0000797580445488499 0.00000952916303376128 
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ცხრილი 3.2.3. 𝑉1 ფუნქციისთვის კრებადობის რიგები, როცა 𝑡 =  0.5. 

𝒉 𝝉 ცდომილება 
კრებადობის რიგი 𝒉 

ბიჯის მიმართ 

კრებადობის რიგი  𝝉 

ბიჯის მიმართ 

0.1 0.005 0,00016928004378 1,92090408449112 0,95545204224556 

0.05 0.00125 0,00002171735464 1,98140675530180 0,96570337765089 

0.04 0.0008 0,00001769684000 1,98465014379733 0,97732507189866 

0.025 0.0003125 0,00001078629769   

 

 

ცხრილი 3.2.4. 𝑉2 ფუნქციისთვის კრებადობის რიგები, როცა  𝑡 =  0.5. 

𝒉 𝝉 ცდომილება 
კრებადობის რიგი 𝒉 

ბიჯის მიმართ 

კრებადობის რიგი  𝝉 

ბიჯის მიმართ 

0.1 0.005 0,00037078723049 1,85161023298955 0,93080511649477 

0.05 0.00125 0,00021047635154 1,89582788893755 0,96791394446877 

0.04 0.0008 0,00017433201902 1,95380259087501 0,98190129543250 

0.025 0.0003125 0,00002150743218   
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ცხრილი 3.2.5. 𝑈 ფუნქციისთვის კრებადობის რიგები, როცა  𝑡 =  1. 

𝒉 𝝉 ცდომილება 
კრებადობის რიგი 𝒉 

ბიჯის მიმართ 

კრებადობის რიგი  𝝉 

ბიჯის მიმართ 

0.1 0.005 0,00189264232466 1,97184683282478 0,97092341641239 

0.05 0.00125 0,00047151056363 1,96602530925643 0,96801265462822 

0.04 0.0008 0,00021765723981 1,97647046601262 0,97323523300631 

0.025 0.0003125 0,00021880758903   

 

 

 

ცხრილი 3.2.6. 𝑉1 ფუნქციისთვის კრებადობის რიგები, როცა  𝑡 =  1. 

𝒉 𝝉 ცდომილება 
კრებადობის რიგი 𝒉 

ბიჯის მიმართ 

კრებადობის რიგი  𝝉 

ბიჯის მიმართ 

0.1 0.005 0,00065887313209 1,91962806069178 1,00981403034588 

0.05 0.00125 0,00023425091499 2,01020393071454 1,00110196535727 

0.04 0.0008 0,00023511580210 1,99746582360909 0,98373291180454 

0.025 0.0003125 0,0000609170316   
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ცხრილი 3.2.7.  𝑉2 ფუნქციისთვის კრებადობის რიგები, როცა  𝑡 =  1. 

𝒉 𝝉 ცდომილება 
კრებადობის რიგი 𝒉 

ბიჯის მიმართ 

კრებადობის რიგი  𝝉 

ბიჯის მიმართ 

0.1 0.005 0,00150656149698 1,97533622643524 0,94266811321762 

0.05 0.00125 0,00061715052894 2,00721475369074 1,00860737684537 

0.04 0.0008 0,00016714231849 2,00748437582204 0,95874218791102 

0.025 0.0003125 0,00080447592253   

  

 ცდომილებებზე და კრებადობის რიგებზე დაკვირებიდან ჩანს, რომ რიცხვი-

თი ექსპერიმენტის შედეგები ცვალებადი მიმართულების სხვაობიანი სქემის შემ-

თხვევაში თეორიულ კვლევებთან შესაბამისობაშია. 

 𝑈, 𝑉1, 𝑉2 ფუნქციებისთვის აგებულია რიცხვითი ექსპერიმენტის შესაბამისი 

გრაფიკები ზუსტი, მიახლოებითი ამონახსნებისა და შესაბამისი ცდომილებისთვის.  
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ნახ. 3.2.1. ზუსტი 𝑈(ზედა) და მიახლოებითი 𝑢(ქვედა) ამონახსნი. 
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ნახ. 3.2.2. ზუსტი 𝑉1(ზედა) და მიახლოებითი 𝑣1(ქვედა) ამონახსნი. 
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ნახ. 3.2.3. ზუსტი 𝑉2(ზედა) და მიახლოებითი 𝑣2 (ქვედა) ამონახსნი. 
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ნახ. 3.2.4.  სხვაობა ზუსტ 𝑈  და მიახლოებით 𝑢 ამონახსნებს შორის 

 

ნახ. 3.2.5.  სხვაობა ზუსტ 𝑉1 და მიახლოებით 𝑣1 ამონახსნებს შორის. 
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ნახ. 3.2.6.  სხვაობა ზუსტ 𝑉2 და მიახლოებით 𝑣2 ამონახსნებს შორის. 

 

 

 

§ 3.3.  დეკომპოზიციური გასაშუალებული მოდელის შესაბამისი სხვაობიანი 

სქემის რიცხვითი ექსპერიმენტების შედეგები 

განვიხილოთ (1.1.1) – (1.1.3) ამოცანისთვის გასაშუალებული მოდელი მარჯვენა 

მხარეების გათვალისწინებით: 

𝜂1
𝜕𝑈1
𝜕𝑡

−
𝜕

𝜕𝑥1
(𝑉1

𝜕𝑈1
𝜕𝑥1

) = 𝐹1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡), 

(3.3.1) 

𝜂2
𝜕𝑈2
𝜕𝑡

−
𝜕

𝜕𝑥2
(𝑉2

𝜕𝑈1
𝜕𝑥2

) = 𝐹2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡), 

𝜕𝑉1
𝜕𝑡

+ 𝑉1 − 𝑔1 (𝑉1
𝜕𝑈1
𝜕𝑥1

) = 𝛷1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡), 

(3.3.2) 
𝜕𝑉2
𝜕𝑡

+ 𝑉2 − 𝑔2 (𝑉2
𝜕𝑈2
𝜕𝑥2

) = 𝛷2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡), 

შესაბამისი საწყისი და სასაზღვრო პირობებით: 
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𝑈(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑈0(𝑥, 𝑦), 

  𝑉1(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑉10(𝑥, 𝑦), 𝑉2(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑉20(𝑥, 𝑦),    𝑥 ∈ Ω,̅ (3.3.3) 

𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0, (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝜕Ω × [0, 𝑇], 

განვიხილოთ (3.3.1) - (3.3.3) ამოცანის შესაბამისი სხვაობიანი სქემა:   

𝑢1𝑡 = 𝜎1(𝑣1�̂�1�̅�)𝑥 + (1 − 𝜎1)(𝑣1𝑢1�̅�)𝑥 + 𝑓1, 

(3.3.4) 

𝑢2𝑡 = 𝜎2(𝑣2�̂�2�̅�)𝑦 +
(1 − 𝜎2)(𝑣2𝑢2�̅�)𝑦 + 𝑓2, 

𝑣1𝑡 = −𝑣1 + 𝑔1(𝑣1𝑢1�̅�) + �̂�1, 

(3.3.5) 

𝑣2𝑡 = −𝑣2 + 𝑔2(𝑣2𝑢2�̅�) + �̂�2, 

𝑢1(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 0) = 𝑈0(𝑥𝑖, 𝑦𝑗),       (𝑥𝑖, 𝑦𝑗) ∈ �̅�ℎ,  

(3.3.6) 
 𝑣1(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 0) = 𝑉01(𝑥, 𝑦), (𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) ∈ �̅�1ℎ,   

𝑢1(0, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑘+1)  =  𝑢1(1, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑘+1) = 0,    

 𝑖, 𝑗 = 0,1,2, … ,𝑀, 𝑘 = 0,1, … ,𝑁 − 1. 

(3.3.4),  (3.3.5) გავშალოთ შემდეგი სახით:   

𝑢1𝑡 = 𝜎1(𝑣1𝑥�̂�1�̅� + 𝑣1�̂�1�̅�𝑥) + (1 − 𝜎1)(𝑣1𝑥𝑢1�̅� + 𝑣1𝑥𝑢1�̅�𝑥) + 𝑓1, 

(3.3.7) 

𝑢2𝑡 = 𝜎2(𝑣2𝑦�̂�2�̅� + 𝑣2�̂�2�̅�𝑦) + (1 − 𝜎2)(𝑣2𝑦𝑢2�̅� + 𝑣2𝑦𝑢2�̅�𝑦) + 𝑓2, 

𝑣1𝑡 = −𝑣1 + 𝑔1(𝑣1𝑢1�̅�) + �̂�1, 

(3.3.8) 

𝑣2𝑡 = −𝑣2 + 𝑔2(𝑣2𝑢2�̅�) + �̂�2, 

აღნიშვნების გათვალისწინებით გვაქვს: 

𝑢1𝑖.𝑗
𝑘+1 − 𝑢1𝑖.𝑗

𝑘

𝜏
= 𝜎1 (𝑣1𝑥

𝑘+1
𝑢1𝑖,𝑗
𝑘+1 − 𝑢1𝑖−1,𝑗

𝑘+1

ℎ
+ (3.3.9) 
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+𝑣1
𝑘+1

𝑢1𝑖+1,𝑗
𝑘+1 − 2𝑢1𝑖,𝑗

𝑘+1 + 𝑢1𝑖−1,𝑗
𝑘+1

ℎ
) 

+(1 − 𝜎1) (𝑣1𝑥
𝑘
𝑢1𝑖,𝑗
𝑘 − 𝑢1𝑖−1,𝑗

𝑘

ℎ
+ 

+𝑣1
𝑘
𝑢1𝑖+1,𝑗
𝑘 − 2𝑢1𝑖,𝑗

𝑘 + 𝑢1𝑖−1,𝑗
𝑘

ℎ
) + 𝑓1

𝑘+1, 

𝑢2𝑖.𝑗
𝑘+1 − 𝑢2𝑖.𝑗

𝑘

𝜏
= 𝜎2 (𝑣2𝑦

𝑘+1
𝑢2𝑖,𝑗
𝑘+1 − 𝑢2𝑖,𝑗−1

𝑘+1

ℎ
+ 

+𝑣2
𝑘+1

𝑢2𝑖,𝑗+1
𝑘+1 − 2𝑢2𝑖,𝑗

𝑘+1 + 𝑢2𝑖,𝑗−1
𝑘+1

ℎ
) 

+(1 − 𝜎2) (𝑣2𝑦
𝑘
𝑢2𝑖,𝑗
𝑘 − 𝑢2𝑖,𝑗−1

𝑘

ℎ
+ 

+𝑣2
𝑘
𝑢2𝑖,𝑗+1
𝑘 − 2𝑢2𝑖,𝑗

𝑘 + 𝑢2𝑖,𝑗−1
𝑘

ℎ
) + 𝑓2

𝑘+1, 

𝑣1
𝑘+1 =

𝜏

2
(𝑣1

𝑘 + 𝑔1(𝑣1
𝑘𝑢1�̅�

𝑘 ) + 𝜑1
𝑘+1), 

(3.3.10) 

𝑣2
𝑘+1 =

𝜏

2
(𝑣2

𝑘 + 𝑔2(𝑣2
𝑘𝑢2�̅�

𝑘 ) + 𝜑2
𝑘+1) , 

(3.3.9) განტოლებებში მარცხენა მხარეს გადავიტანოთ უცნობი ფუნქციები 

𝑢1𝑖.𝑗
𝑘+1

𝜏
− 𝜎1 (𝑣1𝑥

𝑘+1
𝑢1𝑖,𝑗
𝑘+1 − 𝑢1𝑖−1,𝑗

𝑘+1

ℎ
+ 

+𝑣1
𝑘+1

𝑢1𝑖+1,𝑗
𝑘+1 − 2𝑢1𝑖,𝑗

𝑘+1 + 𝑢1𝑖−1,𝑗
𝑘+1

ℎ
)+= 

=
𝑢1𝑖.𝑗
𝑘

𝜏
+ (1 − 𝜎1) (𝑣1𝑥

𝑘
𝑢1𝑖,𝑗
𝑘 − 𝑢1𝑖−1,𝑗

𝑘

ℎ
+ 

+𝑣1
𝑘
𝑢1𝑖+1,𝑗
𝑘 − 2𝑢1𝑖,𝑗

𝑘 + 𝑢1𝑖−1,𝑗
𝑘

ℎ
) + 𝑓1𝑖,𝑗

𝑘+1, 

(3.3.11) 

𝑢2𝑖.𝑗
𝑘+1

𝜏
− 𝜎2 (𝑣2𝑦

𝑘+1
𝑢2𝑖,𝑗
𝑘+1 − 𝑢2𝑖,𝑗−1

𝑘+1

ℎ
+ 
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+𝑣2
𝑘+1

𝑢2𝑖,𝑗+1
𝑘+1 − 2𝑢2𝑖,𝑗

𝑘+1 + 𝑢2𝑖,𝑗−1
𝑘+1

ℎ
) = 

=
𝑢2𝑖.𝑗
𝑘

𝜏
+ (1 − 𝜎2) (𝑣2𝑦

𝑘
𝑢2𝑖,𝑗
𝑘 − 𝑢2𝑖,𝑗−1

𝑘

ℎ
+ 

+𝑣2
𝑘
𝑢2𝑖,𝑗+1
𝑘 − 2𝑢2𝑖,𝑗

𝑘 + 𝑢2𝑖,𝑗−1
𝑘

ℎ
) + 𝑓2𝑖,𝑗

𝑘+1, 

მიღებულ (3.3.11)-ში ტოლობის ორივე მხარე გავამრავლოთ 𝜏ℎ-ზე: 

ℎ𝑢1𝑖.𝑗
𝑘+1 − 𝜎1𝜏𝑣1𝑥

𝑘+1(𝑢1𝑖,𝑗
𝑘+1 − 𝑢1𝑖−1,𝑗

𝑘+1 ) − 

−𝜎1𝜏𝑣1
𝑘+1(𝑢1𝑖+1,𝑗

𝑘+1 − 2𝑢1𝑖,𝑗
𝑘+1 + 𝑢1𝑖−1,𝑗

𝑘+1 ) = 

= ℎ𝑢1𝑖.𝑗
𝑘 + (1 − 𝜎1)𝜏(𝑣1𝑥

𝑘 (𝑢1𝑖,𝑗
𝑘 − 𝑢1𝑖−1,𝑗

𝑘 ) + 

+𝑣1
𝑘(𝑢1𝑖+1,𝑗

𝑘 − 2𝑢1𝑖,𝑗
𝑘 + 𝑢1𝑖−1,𝑗

𝑘 )) + 𝜏ℎ𝑓1𝑖,𝑗
𝑘+1, 

(3.3.12) 
ℎ𝑢2𝑖.𝑗

𝑘+1 − 𝜎2𝜏𝑣2𝑦
𝑘+1(𝑢2𝑖,𝑗

𝑘+1 − 𝑢2𝑖,𝑗−1
𝑘+1 ) − 

−𝜎2𝜏𝑣2
𝑘+1(𝑢2𝑖,𝑗+1

𝑘+1 − 2𝑢2𝑖,𝑗
𝑘+1 + 𝑢2𝑖,𝑗−1

𝑘+1 ) = 

= ℎ𝑢2𝑖.𝑗
𝑘 + (1 − 𝜎2)𝜏(𝑣2𝑦

𝑘 (𝑢2𝑖,𝑗
𝑘 − 𝑢2𝑖,𝑗−1

𝑘 ) + 

+𝑣2
𝑘(𝑢2𝑖,𝑗+1

𝑘 − 2𝑢2𝑖,𝑗
𝑘 + 𝑢2𝑖,𝑗−1

𝑘 )) + 𝜏ℎ𝑓2𝑖,𝑗
𝑘+1, 

გარდაქმნების შედეგად ვღებულობთ: 

𝜎1𝜏(𝑣1𝑥
𝑘+1 − 𝑣1

𝑘+1)𝑢1𝑖−1,𝑗
𝑘+1 + (ℎ − 𝜎1𝜏𝑣1𝑥

𝑘+1 + 

+2𝜎1𝜏𝑣1
𝑘+1)𝑢1𝑖,𝑗

𝑘+1 − 𝜎1𝜏𝑣1
𝑘+1𝑢1𝑖+1,𝑗

𝑘+1 = 

ℎ𝑢1
𝑘 + (1 − 𝜎1)𝜏(𝑣1𝑥

𝑘 (𝑢1𝑖,𝑗
𝑘 − 𝑢1𝑖−1,𝑗

𝑘 ) + 

+𝑣1
𝑘(𝑢1𝑖+1,𝑗

𝑘 − 2𝑢1𝑖,𝑗
𝑘 + 𝑢1𝑖−1,𝑗

𝑘 )) + 𝜏ℎ𝑓1𝑖,𝑗
𝑘+1, 

(3.3.13) 
𝜎2𝜏(𝑣2𝑦

𝑘+1 − 𝑣2
𝑘+1)𝑢2𝑖,𝑗−1

𝑘+1 + (ℎ − 𝜎2𝜏𝑣2𝑦
𝑘+1 + 

+2𝜎2𝜏𝑣2
𝑘+1)2𝑢2𝑖,𝑗

𝑘+1 − 𝜎2𝜏𝑣2
𝑘+1𝑢2𝑖,𝑗+1

𝑘+1 = 

ℎ𝑢2
𝑘 + (1 − 𝜎2)𝜏(𝑣2𝑦

𝑘 (𝑢2𝑖,𝑗
𝑘 − 𝑢2𝑖,𝑗−1

𝑘 ) + 

+𝑣2
𝑘(𝑢2𝑖,𝑗+1

𝑘 − 2𝑢2𝑖,𝑗
𝑘 + 𝑢2𝑖,𝑗−1

𝑘 )) + 𝜏ℎ𝑓2𝑖,𝑗
𝑘+1, 
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 (3.3.13)-ში მიღებულ განტოლებათა სისტემის ამოხსნისთვის ვიყენებთ ფაქტო-

რიზაციის მეთოდს. (3.3.10)-ისა და (3.3.13) შედეგად გვაქვს საბოლოო ალგორითმი:  

𝜎1𝜏(𝑣1𝑥
𝑘+1 − 𝑣1

𝑘+1)𝑢1𝑖−1,𝑗
𝑘+1 + (ℎ − 𝜎1𝜏𝑣1𝑥

𝑘+1 + 

+2𝜎1𝜏𝑣1
𝑘+1)𝑢1𝑖,𝑗

𝑘+1 − 𝜎1𝜏𝑣1
𝑘+1𝑢1𝑖+1,𝑗

𝑘+1 = 

ℎ𝑢1
𝑘 + (1 − 𝜎1)𝜏(𝑣1𝑥

𝑘 (𝑢1𝑖,𝑗
𝑘 − 𝑢1𝑖−1,𝑗

𝑘 ) + 

+𝑣1
𝑘(𝑢1𝑖+1,𝑗

𝑘 − 2𝑢1𝑖,𝑗
𝑘 + 𝑢1𝑖−1,𝑗

𝑘 )) + 𝜏ℎ𝑓1𝑖,𝑗
𝑘+1, 

(3.3.14) 

𝑣1𝑖,𝑗
𝑘+1 =

𝜏

2
(𝑣1𝑖,𝑗

𝑘 + 𝑔1𝑖,𝑗(𝑣1
𝑘𝑢1�̅�

𝑘 ) + 𝜑1𝑖,𝑗
𝑘+1), 

𝜎2𝜏(𝑣2𝑦
𝑘+1 − 𝑣2

𝑘+1)𝑢2𝑖,𝑗−1
𝑘+1 + (ℎ − 𝜎2𝜏𝑣2𝑦

𝑘+1+ 

+2𝜎2𝜏𝑣2
𝑘+1)2𝑢2𝑖,𝑗

𝑘+1 − 𝜎2𝜏𝑣2
𝑘+1𝑢2𝑖,𝑗+1

𝑘+1 = 

ℎ𝑢2
𝑘 + (1 − 𝜎2)𝜏(𝑣2𝑦

𝑘 (𝑢2𝑖,𝑗
𝑘 − 𝑢2𝑖,𝑗−1

𝑘 ) + 

+𝑣2
𝑘(𝑢2𝑖,𝑗+1

𝑘 − 2𝑢2𝑖,𝑗
𝑘 + 𝑢2𝑖,𝑗−1

𝑘 )) + 𝜏ℎ𝑓2𝑖,𝑗
𝑘+1, 

(3.3.15) 

𝑣2𝑖,𝑗
𝑘+1 =

𝜏

2
(𝑣2𝑖,𝑗

𝑘 + 𝑔2𝑖,𝑗(𝑣2
𝑘𝑢2�̅�

𝑘 ) + 𝜑2𝑖,𝑗
𝑘+1) , 

ალგორითმში (3.3.14), (3.3.15)-ში შემავალი უცნობი ფუნქციების დათვლა ხორ-

ციელდება პარალელურად. რიცხვითი ექსპერიმენტები ჩატარებულია (3.2.18) – (3.2.20) 

ტესტების საფუძველზე. 
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ცხრილი 3.3.1. სხვაობების აბსოლუტური მნიშვნელობების მაქსიმუმები ზუსტ 

და მიახლოებით ამონახსნებს შორის სხვადასხვა დროითი პარამეტრისათვის. 

𝒕 ცდომილება 𝑼 

ფუნქციისთვის 

ცდომილება 𝑽𝟏 

ფუნქციისთვის 

ცდომილება 𝑽𝟐 

ფუნქციისთვის 

0.2 0.00091442740483927483 0.00023860025346259623 0.00002333039147702775 

0.4 0.00078163405180922446 0.00054273663029244903 0.00005301652662963191 

0.6 0.00056633397499628870 0.00092074937725837808 0.00002978406392209638 

0.8 0.00060341097809001141 0.00138279238372147808 0.00003444206522051065 

1.0 0.00000000000000325628 0.00193893634968879858 0.00008768830847336419 

 

 

ცხრილი 3.3.2. 𝑈 ფუნქციისთვის კრებადობის რიგები, როცა  𝑡 =  0.5. 

𝒉  𝝉 ცდომილება 
კრებადობის რიგი 𝒉 

ბიჯის მიმართ 

კრებადობის რიგი  𝝉 

ბიჯის მიმართ 

0.1 0.005 0,0003049579762 1,99706564824331 0,99853282412166 

0.05 0.00125 0,0000763947182 1,99329673448354 0,99664836724177 

0.04 0.0008 0,0000489658075 1,99900718063099 0,99950359031549 

0.025 0.0003125 0,0000191361959   
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ცხრილი 3.3.3. 𝑉1 ფუნქციისთვის კრებადობის რიგები, როცა 𝑡 =  0.5. 

𝒉  𝝉 ცდომილება 
კრებადობის რიგი 𝒉 

ბიჯის მიმართ 

კრებადობის რიგი  𝝉 

ბიჯის მიმართ 

0.1 0.005 0,00026510126667 2,04946626785852 1,02424313392926 

0.05 0.00125 0,00010965015524 2,08726869651192 1,01063434825596 

0.04 0.0008 0,00021114939057 2,03294122988735 1,01097061494367 

0.025 0.0003125 0,00010193022257   

 

 

 

ცხრილი 3.3.4. 𝑉2 ფუნქციისთვის კრებადობის რიგები, როცა 𝑡 =  0.5. 

𝒉  𝝉 ცდომილება 
კრებადობის რიგი 𝒉 

ბიჯის მიმართ 

კრებადობის რიგი  𝝉 

ბიჯის მიმართ 

0.1 0.005 0,00020145131770 2,08736798762681 1,03218399381340 

0.05 0.00125 0,00013799728058 2,04811055150060 1,01405527575030 

0.04 0.0008 0,00012039024573 1,99743166712515 1,01871583356257 

0.025 0.0003125 0,00010177432705   
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ცხრილი 3.3.5. 𝑈 ფუნქციისთვის კრებადობის რიგები, როცა    𝑡 = 1. 

𝒉  𝝉 ცდომილება 
კრებადობის რიგი 𝒉 

ბიჯის მიმართ 

კრებადობის რიგი  𝝉 

ბიჯის მიმართ 

0.1 0.005 0,0002148648115 1,97680931328549 1,00040465664275 

0.05 0.00125 0,0001820540249 2,00006070881431 0,98630354407159 

0.04 0.0008 0,0001490118463 1,97308656880015 0,97904328440008 

0.025 0.0003125 0,0001530722424   

 

 

 

ცხრილი 3.3.6. 𝑉1 ფუნქციისთვის კრებადობის რიგები, როცა 𝑡 =  1. 

𝒉  𝝉 ცდომილება 
კრებადობის რიგი 𝒉 

ბიჯის მიმართ 

კრებადობის რიგი  𝝉 

ბიჯის მიმართ 

0.1 0.005 0,00031365131676 2,00249544749296 1,02124772374648 

0.05 0.00125 0,00010818090304 2,00180813649124 0,99590406824562 

0.04 0.0008 0,00001410083250 2,01539272685836 1,01769636342918 

0.025 0.0003125 0,00001858235595   
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ცხრილი 3.3.7. 𝑉2 ფუნქციისთვის კრებადობის რიგები, როცა 𝑡 =  1. 

𝒉  𝝉 ცდომილება 
კრებადობის რიგი 𝒉 

ბიჯის მიმართ 

კრებადობის რიგი  𝝉 

ბიჯის მიმართ 

0.1 0.005 0,00023667280043 2,02908665384607 1,00954332692304 

0.05 0.00125 0,00021625023389 2,01770242155969 1,01085121077985 

0.04 0.0008 0,00010743046065 2,01049926827801 1,01324963413901 

0.025 0.0003125 0,00010608746329   

 

ქვემოთ 𝑈, 𝑉1, 𝑉2 ფუნქციებისთვის ასევე მოყვანილია რიცხვითი ექსპერიმენ-

ტის შესაბამისი გრაფიკები ზუსტი, მიახლოებითი ამონახსნებისა და შესაბამისი ცდო-

მილებისთვის. 
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ნახ. 3.3.1 ზუსტი 𝑈(ზედა) და მიახლოებითი  𝑢(ქვედა) ამონახსნი. 
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ნახ. 3.3.2 ზუსტი  𝑉1(ზედა) და მიახლოებითი 𝑣1(ქვედა) ამონახსნი. 
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ნახ. 3.3.3 ზუსტი 𝑉2(ზედა) და მიახლოებითი 𝑣2(ქვედა) ამონახსნი. 
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ნახ. 3.3.4.  სხვაობა ზუსტ 𝑈  და მიახლოებით 𝑢 ამონახსნებს შორის 

 

ნახ. 3.3.5.  სხვაობა ზუსტ 𝑉1  და მიახლოებით 𝑣1 ამონახსნებს შორის 
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ნახ. 3.3.6.  სხვაობა ზუსტ 𝑉2  და მიახლოებით 𝑣2 ამონახსნებს შორის 

 

 

 

§ 3.4.  რიცხვითი ექსპერიმენტების შედეგების შედარებითი ანალიზი 

დისერტაციის ფარგლებში შესრულებული კვლევის დასკვნით ნაწილში წარ-

მოდგენილია მიჩისონის ნაშრომში აგებული მათემატიკური მოდელის შესაბამისი 

ორგანზომილებიანი კერძოწარმოებულებიანი არაწრფივი (1.1.1) – (1.1.3) სისტემის 

მიახლოებითი ამონახსნის ასაგებად გამოყენებული ცვალებადი მიმართულებისა 

სხვაობიანი სქემაზე დაფუძნებული დეკომპოზიცური მეთოდისა და  გასაშუალებული 

მეთოდის შესაბამისი ექსპერიმენტების შედეგებზე დაკვირვება და  შედარებითი ანა-

ლიზი. რიცხვითი მეთოდებში წარმოდგენილი ალგორითმის მუშაობის შემოწმება, 

შეიძლება სხვადასხვა მახასიათებლის მიხედვით განხორციელდეს, თუმცა ძირი-

თადად მოწმდება ორი მნიშვნელოვანი ფაქტორი ალგორითმის შესრულებაზე დახარ-

ჯული მანქანური დრო, რაც გვაძლევს საშუალებას ვიმსჯელოთ ალგორითმის 

ეკონომიურობაზე და მეორე ჩატარებული  რიცხვითი ექსპერიმენტების სიზუსტე. ზე-
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მოთ აღნიშნულ მეთოდებში წარმოდგენილი ალგორითმების შედარება განხორციელ-

და ერთდაიგივე კომპიუტერზე (3.2.18) – (3.2.20) ტესტისთვის ორი ფაქტორის გათვა-

ლისწინებით, 

• დროითი ფაქტორი. კომპიუტერული პროგრამა რა დროს ანდომებს თითოეული 

მეთოდის შემთხვევაში მონაცემების დამუშავებას, დისერტაციის ფარგლებში 

წარმოდგენილი მონაცემები მიღებულია: Intel@Core i7 6700 HQ CPU @ 2.60 GHz 

პროცესორი, DDR4 8GB ოპერატიული მეხსიერება, L1D 32 KB, L1I 32KB, L2 256 KB, 

L3 6 MB ქეშმეხსიერება, 120 GB SSD მონაცემების კომპიუტერზე. 

• რიცხვითი ექსპერიმენტების სიზუსტის ფაქტორი. დისერტაციის ფარგლებში 

განხილულ რიცხვით მეთოდებში მნიშვნელოვან კვლევის საგანს წარმოადგენს 

შესასწავლი ამოცანის მიახლოებითი ამონახსნის   მიღება, რომელიც ცხადია 

მაქსიმალური სიზუსტით ახლოს უნდა იყოს რეალურ ამონახსნთან. სიზუსტის 

შესადარებლად პროგრამაში დათვლილია ზუსტი ფუნქციებისა და მიახლოებითი 

ამონახსნებს შორის სხვაობები, ზემოთ მოცემული ორივე მეთოდისთვის ერთი და 

იგივე კვანძებზე აღებულია  სხვაობებს შორის მაქსიმალური და მიღებული მაქსი-

მალური მნიშვნელობები შედარებულია ერთმანეთთან.     

ცხრილი 3.4.1. ზუსტ და მიახლოებით ფუნქციებს შორის სხვაობების აბსო-

ლუტური მნიშვნელობების მაქსიმუმები დროის სხვადასხვა მნიშვნელობისათვის და 

პროგრამის მიერ დახარჯული დრო წამებში ცვალებადი მიმართულების სხვაობიანი 

სქემით დათვლილ ტესტურ ექსპერიმენტში. 

𝒕  დრო 

წამებში 

ცდომილება 𝑼 

ფუნქციისთვის 

ცდომილება 𝑽𝟏 

ფუნქციისთვის 

ცდომილება 𝑽𝟐 

ფუნქციისთვის 

0.2 0.274000 0.00010842385853721551 0.0000286637100943507 0.00000016589258744482 

0.4 0.483000 0.00038951627884258131 0.0000217683842285105 0.00000121995095070382 

0.6 0.683000 0.00037023791408955767 0.0000179778858910805 0.00000515877373530316 

0.8 0.872000 0.00008673135778793728 0.0000372260948910963 0.00000910660812003528 

1.0 1.079000 0.00000000000000713858 0.0000797580445488499 0.00000952916303376128 
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ცხრილი 3.4.2. ზუსტ და მიახლოებით ფუნქციებს შორის სხვაობების აბსო-

ლუტური მნიშვნელობების მაქსიმუმები დროის სხვადასხვა მნიშვნელობისათვის და 

პროგრამის მიერ დახარჯული დრო წამებში გასაშუალებული მეთოდით დათვლილ 

ტესტურ ექსპერიმენტში. 

𝒕 დრო 

წამებში 

ცდომილება 𝑼 

ფუნქციისთვის 

ცდომილება 𝑽𝟏 

ფუნქციისთვის 

ცდომილება 𝑽𝟐 

ფუნქციისთვის 

0.2 0.224000 0.00091442740483927483 0.00023860025346259623 0.00002333039147702775 

0.4 0.402000 0.00078163405180922446 0.00054273663029244903 0.00005301652662963191 

0.6 0.584000 0.00056633397499628870 0.00092074937725837808 0.00002978406392209638 

0.8 0.766000 0.00060341097809001141 0.00138279238372147808 0.00003444206522051065 

1.0 0.938000 0.00000000000000325628 0.00193893634968879858 0.00008768830847336419 

 რიცხვით ექსპერიმენტებზე დაკვირვება (3.2.18) – (3.2.20) ტესტების გათვალის-

წინებით გვაძლევს საშუალებას დავასკვნათ, რომ გასაშუალებული მეთოდის შესა-

ბამისი ალგორითმი შედარებით სწრაფად რეალიზებადია ვიდრე ცვალებადი მიმარ-

თულების სხვაობიანი სქემა. აღნიშნული ფაქტი მოსალოდნელიც იყო, რადგანაც 

გასაშუალებული მოდელის ალგორითმის რეალიზაციის პროცესში ახალ შრეზე 

მონაცემების დათვლა მიმდინარეობს პარალელურად, ხოლო ცვალებადი მიმარ-

თულების სხვაობიანი სქემაში მიმდევრობით. 3.4.1 და 3.4.1 ცხრილებში წარმოდგენილ 

მონაცემებზე დაკვირვებით ჩანს, რომ შრეების წერტილების რაოდენობის ზრდასთან 

ერთად გასაშუალებული მოდელის შესაბამისი ალგორითმის რეალიზაცია უფრო 

სწრაფად მიმდინარეობს.   
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ნახ. 3.4.1  ცვალებადი მიმართულების სხვაობიანი სქემისა და გასაშუალებული 

მოდელის შესაბამისი სხვაობიანი სქემების ალგორითმის რეალიზაციაზე დახარჯული 

დრო შრეების მიხედვით. 

 დისერტაციაში აღწერილი ორივე მეთოდისთვის  ერთიდაიგივე შრეზე აღე-

ბული ზუსტ და მიახლოებით ამონახსნებს შორის სხვაობებს შორის მაქსიმუმების 

შედარებით შეიძლება დავასკვნათ, რომ ცვალებადი მიმართულების სხვაობიანი სქემა 

იძლევა შედარებით მეტ სიზუსტეს ვიდრე გასაშუალებული მოდელის შესაბამისი 

სხვაობიანი სქემა. აღნიშნული შედეგი გამოწვეულია სხვაობიანი სქემების ბუნებიდან 

გამომდინარე, რადგანაც ცვალებადი მიმართულების სხვაობიან სქემაში 𝑈 ფუნქციის 

გამოთვლების პროცესში დეკომპოზიციის შედეგად მიღებული განტოლებები 

ორგანზომილებიანია, ხოლო გასაშუალებულ მოდელში დეკომპოზიციის შედეგად 

მიღებული 𝑈 ფუნქციის გამოთვლა დაიყვანება ერთგანზომილებიან განტოლებებზე. 
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ნახ. 3.4.2  ცვალებადი მიმართულების სხვაობიანი სქემისა და გასაშუალებული 

მოდელის შესაბამისი სხვაობიანი სქემების ცდომილების შედარება 𝑢 ამონახსნისთვის. 
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ნახ. 3.4.3  ცვალებადი მიმართულების სხვაობიანი სქემისა და გასაშუალებული 

მოდელის შესაბამისი სხვაობიანი სქემების ცდომილების შედარება 𝑣1 ამონახსნის-

თვის. 
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ნახ. 3.4.4  ცვალებადი მიმართულების სხვაობიანი სქემისა და გასაშუალებული 

მოდელის შესაბამისი სხვაობიანი სქემების ცდომილების შედარება 𝑣2 ამონახსნი-

სთვის. 
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დასკვნა 

არაწრფივ კერძოწარმოებულებიან დიფერენციარულ განტოლებათა სისტემის 

სრული შესწავლა  უმეტეს შემთხვევაში  შეუძლებელია. უფრო ხშირად ხერხდება მისი 

მიახლოებითი ამონახსნის პოვნა, რომელიც თავის მხრივ გამოთვლითი მეთოდების 

სიღრმისეულ ცოდნას მოითხოვს. უნდა აღინიშნოს, რომ თითოეული სისტემა თავისი 

სპეციფიკიდან გამომდინარე მოითხოვს ცალკე შესწავლას. საწყის ეტაპზე ხდება მოცე-

მული სისტემის გაანალიზება თუ რომელი ალგორითმი იქნება აღნიშნული სის-

ტემისთვის ეფექტური. შემდეგ ეტაპზე ხორციელდება არჩეული ალგორითმის 

კომპიუტერული რეალიზაცია, რა დროსაც გათვალისწინებული უნდა იყოს 

გამოთვლების პროცესში კომპიუტერის მიერ დაგროვების ცდომილების არსებობა. 

მიღებული მონაცემები  თვალსაჩინოდ უნდა იყოს წარმოდგენილი, რაც ითვა-

ლისწინებს შესაბამისი მონაცემების წარმოდგენას ცხრილების, დიაგრამების ან 

გრაფიკების სახით. ბოლო ეტაპზე ხორციელდება მიღებული შედეგების შეფასება და 

ანალიზი,  წარმოებს დაკვირვება თუ რამდენად ახლოს დგას სისტემის ზუსტი 

ამონახსნი მიახლოებით ამონახსნთან, ამ ეტაპზე ხორციელდება სხვადასხვა ტიპის 

გათვლების ჩატარება და დაკვირვება თუ როგორ შედეგებს იძლევა რეალიზებული 

ალგორითმი მარტივი, საშუალო ან რთული ტესტების შემთხვევაში, რამდენად 

შესაბამისობაშია პრაქტიკული რეალიზაციის შედეგად მიღებული მონაცემები 

თეორიულად დასკვნებთან. შედეგებზე დაკვირვება ასევე ზოგიერთ შემთხვევაში 

იძლევა საშუალებას, რომ  ვიფიქროთ არსებული ალგორითმის გაუმჯობესებაზე. 

მიჩისონის ორგანზომილებიანი არაწრფივი (1.1.1) - (1.1.3) სისტემისთვის აიგო 

ცვალებადი მიმართულების სხვაობიანი სქემა, გამოკვლეული იქნა აღნიშნული სქემის 

მდგრადობისა და კრებადობის  საკითხები.  

დისერტაციის ფარგლებში (1.1.1) - (1.1.3) სისტემისთვის ასევე აიგო გასაშუა-

ლებული მოდელის შესაბამისი სხვაობიანი სქემა და გამოკვლეული იქნა მისი აპროქ-

სიმაციის თეორიული საკითხები.  

ცვალებადი მიმართულების სხვაობიანი სქემისა და გასაშუალებული მოდელის 

შესაბამისი სქემისთვის დაიწერა კომპიუტერული პროგრამა, რომლის საშუალებითაც 

მოხერხდა შესაბამისი ალგორითმების პრაქტიკული რეალიზაცია.  დაპროგრამების 
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გარემოდ შერჩეული იქნა მაღალი დონის პროგრამირების ენებს შორის ერთ-ერთი 

სწრაფად რეალიზებადი პროგრამირების ენა C++. პროგრამული კოდის დაწერა მოხდა 

ერთ-ერთ ყველაზე პოპულარულ გარემოში VISUAL STUDIO-ში. პროგრამირების 

პროცესში გათვალისწინებული იქნა ობიექტზე ორიენტირებული დაპროგრამების 

პრინციპები და მიდგომები. ფუნქციების სიმბოლური დათვლებისა და მონაცემების 

ვიზუალური წარმოჩენისთვის გამოყენებულია მათემატიკური სიმბოლური პაკე-

ტების დამუშავებისთვის განკუთვნილი პროგრამული უზრუნველყოფა MATLAB, 

MATHCAD. 

რიცხვით მეთოდებში ეკონომიური ალგორითმის მოძიება, რომელიც დასმული 

ამოცანის სასურველი სიზუსტით ამოხსნის საშუალებას იძლევა, ასევე ალგორითმის 

რეალიზაციის მანქანური დროის მინიმალურ ნიშნულამდე დაყვანა აქტუალურია. 

დისერტაციის ფარგლებში ჩატარებული სამუშაო და მიღებული შედეგები, რომლებიც 

განხორციელდა (1.1.1) - (1.1.3) ამოცანის მიახლოებითი ამონახსნის მისაღებად ზემოთ 

აღნიშნული ორი მეთოდით გამოყენებითი მათემატიკის სფეროში საინტერესო  

კვლევას წარმოადგენს. დისერტაციის დასკვნით ნაწილში განხორციელებული 

რიცხვითი ექსპერიმენტები, რომელთა საფუძველზეც ერთმანეთს შედარდა 

მიღებული მიახლოებითი ამოხნები, საშუალებას გვაძლევს დავასკვნათ რომ 

მიღებული შედეგები თანხვედრაშია ჩატარებულ თეორიულ კვლევებთან. მომავალში 

საინტერესოა დისერტაციის ფარგლებში განხილული მეთოდების გამოყენება სხვა 

მსგავსი ამოცანების ამოხსნის პროცესში.  
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