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ლექციების წინამდებარე კურსში განიხილება თეორიული ფისიკის პირველი საგნის – 
კლასიკური თეორიული მექანიკის საფუძვლებ დები. ტრადიციულ ცნებებთან 
ერთად გაშუქებულია ისეთი საკითხები, რომლებიც სარიარა დ სასწავლო კურსებში არ არის 
წარმოდგენილი. განსაკუთრებული ყურადღება. ეთმობა ღრმა ურთიერთკავშირს სიმეტრიებს, 
ინგარიანტულობასა და შენახვის კანონებს შორის, რაც თანამედროვე «ფიზიკაში. უმ- 
ნიშვნელოყანეს როლს ასრულებს. 

ლექციების. ამ წა “სარგებლობა 9 მეფადეიათ | ციბიკის ფაკულტეტების ბაკალავრი- 
ატის სტუდენტებს, აგრეთეე მ. ტს სტრანტებსა და ეორიული ფიზიკის სპეც! 
ბით. 
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წინათქმა 

წინამდებარე წიგნი ემყარება ავტორის მიერ უკანასკნელი 8-I0 წლის მან- 
ძილზე უნივერსიტეტის ფიზიკის ფაკულტეტზე წაკითხული ლექციების მასალას და ამ 
ხნის განმავლობაში საგნის სწავლებისას დაგროვილ პედაგოგიურ გამოცდილებას. 
  კლასიკური მექანიკა თეორიული ფიზიკის საუნ ტეტო კურსის პირველ 

დისციპლინაა. მართალია, მექანიკურის გარდა „ფიზიკა იცნობს სხვა სახის მოძრაობებს, 
რომლებიც მარტოოდენ მექანიკურ მოძრაობაზე არ დაიყვანებიან, მაგრამ კლასიკური   

თეორიული მექანიკა ასრულებს განმსაზღვრელ როლს მთელი თეორიული ფიზიკის 
შენობაში კლასიკური თეორიული მექანიკის მეთოდები გამსჭვალავენ თეორიული 
ფიზიკის მთელ. კურსს, უწყობენ რა ხელს ამ დისციპლინათა უკეთ გაგებას. 

უკანასკნელი 20-30 წლის მანძილზე მნიშვნელოვნად შეიცვალა თეორიული 
ფიზიკის სწ. ავ. ების მეთოდიკა, განსაკუთრებ ელეთის უნივერსიტეტებში. წმინდა 

ხებთან ერთად საგრძნობ აქცენტია გადატანილი პრაქტიკულ გამო- 
ყენებებსე სორაიას სირთულის ამოცანებისა და სავარჯიშოების სახით. მხოლოდ ამ 
უკანასკნელში – სავარჯიშოებისა და ამოცანების ამოხსნაში მჟღავნდება, თუ რამდენად 
შეგნებულად ყის სავით ე. ული მასალა, რამდენ დაეუფლა თეორიის 
მათემატიკურ მეთოდებს ნ ნად იყენებს მათ. 

  

  

    

  
  

  

ე 
ებარე კურსში უხვა გამოყენებული ევროპისა და ამერიკის 

სხვადასხვა. სენავერსიტეტების „სახელმპდვანედოთა მეთოდიკა და უკვე ტრადიციად 
ქცეული თეორიული საკითხების გადმოცემის სტილი – პირველადი ცნებებიდან გამომ- 
დინარე ძირითად ქვაკუთხედ არანაეაებაბდე ასელა და შემდეგ უკყე გადმოხედვა ამ სი- 
მაღლეებიდან. როგორც პრაქტიკა აჩეენებს, ეს გსა უფრო ადვილად გასაგებია სტუ- 
დენტებისათვის, ვიდრე პირდაპირი აქსიომატიკური მიდგომა, რადგან, ამ უკანასკნელ 
შემთხვევაში აქსიომების ფიზიკური საფუძვლები, როგორც წესი, გაუგებარი რჩება. 

ასეა, მაგალითად, გადმოცემული ჩვენი კურსის პირველ თაეებში ლაგრანჟის 
მეთოდი – ნაბიჯ-ნაბიჯ გაკვლეულია გზა ჰამილტონის ქმედების პრინციპისაკენ. და 
შემდგომ ეს პრინციპი ყვ. ქვაკუთხედის რანგში, საიღანაც გ. ეობს თე- 
ორიის ძირ ებები და თან. ბები. საკითხების შინაარსში გარკვევა 
უნდა გაამარტივოს ყოველ ეტაპზე გარჩეულმა მაგალითებმა და სავარჯიშოებმა 
ამოხსნილი ამოცანების სახით, ატრეთეე სტუდენტის დამოუკიდებელი მუშაობისათვის 
განკუთვნილმა ამოცანებმა, 

ეორიული მასალის გადმოცემის სტილი ეყრდნ ისეთ კლასიკურ სახ- 
ელმძღვანელოებსა და მონოგრაციებს, როგორიცაა ჯ. ტოლდსტეინის "კლასიკურ 
მექანიკა”, დ. გრინვუდის. "კლასიკური დინამიკა“, ვ.გრეინერის "კლასიკური თეორ 
ფიზიკის კურსი", აგრეთვე ჯ. მაკკელის “კლასიკური მექანიკა", ჩვენი კურსის ბოლოს 

ამ და სხვა სახელმძ სრული ნუსხა. ზემოაღნიშნულ წიგნებში 
თეორიული ფიზიკის ადრინდელი ' ტრადიციული კურ! ეც 

ბებულია იმის მცდელობით, რომ სტუდენტისათეის მისაღები ფორმით გადა- 
მუშავდეს მაღალ მათემატიკურ დონეზე დაწერილი ბოლო პერიოდის მონოგრაფიები, 

ც ქ. ცნობილი მონოგრაფია “კლასიკური მექანიკის 
მათემატიკური მეთოდები”, რომელმაც გასული საუკუნის 60-იანი წლებიდან მოყოლე- 
ბული, უდიდესი ზეგავლენა იქონია თყორიული ფისიკის მათემატიკური საფუძვლების 
განეითარებასე და ამავე დროს ახალი ეპოქის მოთხოვნებსაც ეხმიანება. 

როგორც მრავალწლიანმა პრაქტიკამ გვიჩვეჩა, უნივერსიტეტის ბაკალავრი- 
ატის მე-2 კურსზე 3კრედიტიანი სალექციო კურსით, ყოველკვირეული 2-საათიანი 
პრაქტიკული. მეცადინეობების ყლექციო კურსთან მეხამებულად, სტუდენ- 
ტობის უდიღესი ნაწილის მიერ საკმაოდ კარგად დაიძლევა საგნის. სირთულეები. სტუ- 
დენტობა კარგად ეუფლება კლასიკური მექანიკის შემოთავაზებულ. მეთოდებს. რის 
შემდეგაც თეორიული ფიზიკის დანარჩენ კურსებშიც აჭქლენს ორიენტირების გამახ- 
ვილებელ უნარ-ჩვევებს. 
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როგორც ცნობილია, კლასიკური თეორიული მექანიკა იკითხება მექანიკის 
ზოგადი კურსის გავლის შემდებ, რაც თავისთავად შესანიშნავ შედეგს იძლევა. 

წინამდებარე კურსში გაძლიერებულია ყურადღება კავშირებზე სიმეტრიების, 
ინვარიანტულობის და შენახვის კანონებს შორის, შეტანილია ისეთი საკითხები, რომ- 
ლებიც წინა წლებში არ იკითხებოდა და არც იყო გადმოცემული ტრადიციულ სახ- 
ელმძღვანელოებში, ასეთ საკითხთა რიგს განეკუთვნება ნიოტერის თყორემა, კეპლერის 
და იზოტროპული ოსცილატორის ამოცანების “ფარული სიმეტრია”, ბერტრანის თეო- 
რემა, უსასრულოდ მცირე კანონიკური გარდაქმნების მეთოდი და ა,შ. ჰამილტონ- 
იაკობის მეთოდი და განტოლება გადმოცემულია კანონიკური გარდაქმნების ჭრილში, 
რაც ფიზიკურად უფრო გასაგებს ხდის როგორც ერთს, ისე მეორეს. 

წინამდებარე ლექციების კურსი ქართულ ენაზე ზემოაღნიშნული ტიპის სახ- 
  

  

  

  

ელ ნ ს შექმნის ქელ დამო თუკ ებელი ცდაა. ამიტომ ის განხილული უნდა 
რს როგორც სახელმ. მძღვარი. მით უმეტეს, რომ ერთადერთი არსე- 
ბული სახელმძღვანელო ქართულ ენაზე, მ.ს მამასახლისოვის და გ. ჭილაშვილის ავჟ- 

ტორობით, უკვე ბიბლიოთეკურ წ გენს. ბუნებრივია, რომ ლექციების 
ეს კურსი ვერ იქნება თავისუფალი „სარვეზებისგან, ამიტომ ავტორი სიამოგნებით 
მიიღებს ყეელა შენიშვნას თუ კ მკითხველს წინასწარ უხდის 
მადლობას, 

ავტორი მადლობას უხდის თეორიული ფიზიკის კათედრის უფროს მას-     

წავლებლებს - ოლღა მუსხელიშვილს და ილია ლომიძეს, აგრეთვე დოც. თეიმურაზ ნა- 
დარეიშვილს, რომლებმაც პრაქტიკულ მეცადინეობებსა და კოლოკვიუმებზე წარმატე- 
ბით გამოსცადეს ლექციათა ამ კურსის განსაკუორებული საკითხები და ამით ფას- 
დაუდებელი სამსახური გაუწიეს როგორც სტუდენტებს, ასევე ავტორს. ავტორისათვის 
არსებითი მნიშვნელობა პქონდა ნაყოფიერ დისკუსიებს ბატონ “ილია ლომიძესთან, 
რამაც საგრძნობლად გააუმჯობესა კურსის შინაარსი, 
  

  

აქტორი განსაკუთრებ კმაყ! ული ფიზიკის კათედრის 
თანამშრომელთა ყუ ებ მლე ბმაც. "ლექციების საკვანძო თავები საკმაოდ 
კრიტიკულად გ. ე! ედღრის ტრადიციულ სემინარებზე,   

  ამასიან დაკავშირებით ავტორი სიამოჟნებით აღნიშნავს იმ მხარდაჭერას, რო- 
მელსაც მუდმივად გრძნობდა დოცენტ ნუგზარ ჩიტაიას მხრიდან, განსაკუთრებით კომ- 
პიუტერული უზრუნველყოფის დროს. 

დაბოლოს, ავტორი კიდევ ერთხელ მაღლობას უხდის დოც. თეიმურას ნა- 
დარეიშვილს, რომელმაც იკისრა კურსის რედაქტორის ურთულესი 
მოვალეობა– წაიკითხა იგი ორიგინალში და მიუთითა ავტორს რიგი ხარვეზების თაო- 
ბაზე. · 

ავტორი გულწრფელ მადლობას უხდის პროფესორ მერაბ ელიაშვილს, რომელ- 
მაც გასწია კურსის რეცენზირება, 

თავის დროზე ნილს ბორი აღნიშნავდა, რომ მათ (თვითონ და მისმა სკოლამ) 
იმიტომ მიაღწიეს ესოდენ დიღ შედეგებს, რომ ჰყავდათ კარგი მეუღლეები. ავტორი 
ძალიან შორს დგას ნიღს ბორთან შედარებისგან, მაგრამ არ შეუძლია დიდი პატივით 
არ მოიხსენიოს მეუღლის (და საერთოდ, ოჯახის წეგრების) მუდმივი. ყუ. ება. და 
ხელშეწყობა. 

იმედი გვაქვს, რომ ლექციათა განახლებული კურსი პოვებს თავის ადგილს 
ეორიული ფისიკის სწ. ულება? ში. და ხელს შეუწყობს სტუდენტ ახალგაზრდობას შო- 
ის თეორიული აზროვნებ ნვ. 

    

  

     



თავი L 

I 
2, 
3, 
4. 

§. 

თავი ს. 

გ
.
·
.
ა
 

თავი III, 

ა
=
 

შინაარსი 

––––––––>V!Vიიიიიიიიწიიი 
შესაალი ლოა აავაალალ-ი-- 

კლასიკური მექანიკის ძირითადი კონცეფციები 

მატერიალური სისტემები. ბმები და მათი კლლასიფიკაცია = – = 
ეირტუალური გადაადგილებები. ვირტუალ. "ერი სიჩქარეები – – 
ყირტუალერი მუშაობა. იდეალური ბმები – – ------– 
„არათაგისუ უფალი (ამებიანი) მექანიკური სისტემების 
  

  შესწავ. ასმა. 
განზოგადებული კოორდინატები. განსოგადებული ძალები – –   

კლასიკური დინამიკის დი პრინციპები და მოძრაობის 
განტოლებები 
  

ეირტუალურ გადაადგილებათა პრინციპი – = == <= == – 
ვირტუალურ გადაადგილებათა პრინციპი განხოგადებულ 
კოორდინატებში – ლოა ალლეაეააალაააალლვ– 
წონასწორობის მდებარეობის მდგრადობა – – == == – 
დალამბერის პრინციპი და ლაგრანჟის განტოლებები – – 
სიჩქარეზე დამოკიდებული პოტენციალი და დისიპაციური 
ფუნქცია – ––––ოოლაალალაააალავალალელლ– 
ლაგრანუჟის განტოლებების მაგალითები – – – – – – – – –-- 

ა) კინეტიკური ენერგია (თავისუფალი მატერიალური 
წერტილის ლაგრანჟიანი) – – – – –< – – – 

ბ) მოძრაობის განტოლების ფორმა – – – – – 
არაპოლონომური სისტემები და ლაგრანჟის განტოლებები -- 

  

   

; ვარიაციული პრინციპები 'და ლაგრანჟის განტოლებები 
იზოქრონულ ს ქმედე 
ვარიაციული აღრიცხვის სოგიერთი მჟთოდი == – – 
  

  

ბის ფუნქცია 

  თავი IV. სიმეტრიების თვის შენახვის (მუდმივობის) კანონები 
1. განსოგადებული იმპულსები, ციკლური კოორდინატები – – 
2  რაუსის ფუნქცია და რაუსის განტოჯება რითია 

ს 
  ვრცე-დ ეტ 
ფიზიკური სიდიდექბნ – – – –--––--ა–5––––– 

ა) იმპულსი == == –-ო––უულუუაეიუალალლოლლლ–- 
ბ) იმპულსის მომენტი – – – –--–– 
ბ) თეორემა კონსერვატიული 

ენერგიის შენახყის შესახებ 
რ4  ნიოტერის თყორქმა – – –––ო5ოოააულალლ-ლ----- 

    

თავი V, შენახვის კანონებისა და დინამიკის ძირითადი განტოლებების 
გამოყენება მოძრაობის განტოლებათა ინტეგრაციისათვის 

ჟრთგანსომილებიანი მოძრაობა – – – – ––-5555--=-= 
შებრუნებული სპექტრალური ამოცანის ცნება – – – – – == – 
მცირე რხევები. – 
ორი სხეულის ამოცანა 
მოძრაობა ცენტრალური სიმეტრიის ველში == =-==--–– 

    

  

ხ
ა
ს
ა
 

ქ"



12. 
13. 

თავი VI. 

1, 
2. 
3. 
4. 
5. 

თავი VIII. 

4. 
5. 

ცენტრალური სიმეტრიის ველში მოძრაობის თვისებრივი 
გამოკვლეჭ 
მოძრაობა ჩაკეტილ პერ: ტებ“სე ( 
ჩაკეტილობის პირობები). ასირიაი თერ ირემი შერილ 
კეპლერის ამოცანა – == –––ოა-ალააალლლ---– 

უნცის ვექტორი და კულონური 
'ული'' სიმეტრია – – –ლ=-5-5-5------–– 

მენტები– – – 
0 = 00%) ფუნქციონალური დამოკიდებულების შესწავლა. 
გაფანტვის შებრ'ენებული ამოცანა = – –<=5=55555--=– 
რესერფორდის ფორმულა – – –-55555-5----=– -- 
თეორემა ვირიალის მესახებ – – –<––--5-55555-5-=-– 

         

    
   ველის “ფ 
ნაწილაკთა გაფანტვის კლასიკური თეორიის 

  

  

  

ჰამილტონის კანონიკური განტოლებები 

ლეჟანდრის გარდაქმნა = = == ––-–5-5----5--- 
ციკლური კოორდინატები და რაუსის მეთოდი 
ფაზური სივრცე და ფაზური ტრაექტორიების 
ფასური სიერცე და ლიუვილის თეორემა-– – – –=-55-5-=-–– 
ვარიაციული პრინციპები ჰამილტონის განტოლებები- 
უეეეეეააეაეაეაეარ --- -- 
ვარიაციული პრიჩციპების სხვადასხვა სახე = == ==-=-=-–- 

  

· კანონიკური გარდაქმნები 
  

   

კანონიკური გარდაქმნების განტოლებები – – –< – – –– – – 
კანონიკური გარდაქმნების მიტალითები – <= =<-=–=-–-––-– 
პუასონის ფრჩხილები – – –––აააააავვვვვლ– 
პუასონის ფრჩხილები და კანონიკური გარდაქმნები – – – – – 
უსასრულოდ მცირე კანონიკური გარდაქმნები. მოძრაობის 
ინტეგრალები და სიმეტრიის ოვისებები – – – – –– –––– 
კიდეე ერთხელ “ფარული სიმეტრიის” შესახებ – – – – – – – 

იაკობის თეორია. ჰამილტონ-იაკობის მეთოდი 

  

ჰამილტონ-იაკობის განტოლებები – == =-555-5-5==–– 
იაკობის თეორქმა – == –––5555-5--5-- ხლ 
კონსერვატიული სისტემები და იგნორირებადი 
ჰოორდინატები – ––––ო–აფაალალეველელლ– 
ცვლადთა განცალების მეთოდი – – – ––-–––-–– ––– 

ლსიუვილის სისტყმა. ლიუვილ ეორემა – –------––   

თავი IX. ლაგრანჟისა და ჰამილტონის ფორმალიზმის ელემენტები 

ა
ლ
ა
 

უწყვეტი სისტემებისათვის 

დისკრეტულიდან უწყეეტ სისტემებსე გადასვლა – – – – – – – 
თღაგრანჟის განტოლებები უწყვეტი სისტემე რისათვის, -–- 

ს განტოლებები უწყვეტი სისტემებ! --- 
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შესავალი 

თეორიული ფიზიკა, როგორც დამოუკიდებელი მეცნიერება, გამოიყო გა- 

სული საუკუნის პირველ ათწლეულში. მისი ამოცანა იყო ფიზიკური მოვლვჩე- 

ბის რომელიმე სფეროს წარმმართველი ზოგადი კანონების აღმოჩენა, ერთი 

მხრივ, ხოლო მეორე მხრიე, იმის განსაზღვრა, თუ ამ ზოგადი კანონებიდან გა- 
მომდინარე, როგორ შეიძლება ვიწინასწარმეტყველოთ ამა თუ იმ ფიზიკური სის- 
ტემის ყოფაქცევა. 

ეს ამოცანები ჩვენ მიერ ბუნების შემეცნების თანამედროვე ეტაპზე იმდენად 
რთულია და ლოგიკური გაასრების იმდენად გრძელ ჯაჭეებს მოითხოვენ, რომ 
რაიმე წინსელა ამ გზაზე შეუძლებელია მძლავრი მათემატიკური აპარატის გა- 
რეშე. მათემატისაციის მაღალი ხარისხი, ალბათ არის თეორიული ფიზიკის 
პირველი დამახასიათებელი ატრიბუტი ზსოგისთვის ეს შეიძლება ძნელად 
დასაძლევიც კი აღმოჩნდეს, მაგრამ მიუხედავად ამისა, მხოლოდ ამ მათემატი- 
კურ აპარატზე გადის ყეელაზე უმარტივესი გზა იმის გასარკვევად, თუ 
როგორაა მოწყობილი ბუნება. 

  

  

ყოველივგე ეს, ცხადია, არ ნიშნავს, რომ თეორიული ფიზიკა განვიხილოთ 
როგორც მათემატიკის დარგი. საქმე ისაა, რომ თეორიულ ფიზიკას აქვს თავისი 
სპეციფიკური განსაკუთრებუ: მლებიც მას არა თუ განასხვავებს 
მათემატიკისაგან, არამედ ხშირად ბევრი მისი მეთოდი გარკვეული შინაარსით 
პირდაპირ საწინააღმდეგოა მათემატიკური მეთოდისა. ერთი ცნობილი ფიზიკოსი- 
თეორეტიკოსი ამბობდა: "მათემატიკოსი იძლევა მტკიცებებს ფიზიკოსი კი 
არწმუნებს მსმენელს”. 

    

ეს განსხვავება, ცხადია, იმით კი არ არის განპირობებული, რომ მათე- 
მატიკოსებს და ფიზიკოს-თეორეტიკოსებს განსხვავებული აზროვნება აქეთ, არა- 
მედ ამას თვით კელევის საგანი განაპირობებს. მაშინ როცა მათემატიკოსი თვი- 
თონ აგებს კვლევის ობიექტებს საკუთარი სურვილის მიხედვით და შემოსახ- 
ღერულია მხოლოდ ლოგიკის მოთსოენების ჩარჩოებით, ფიზიკოსი სწავლობს 
ჩვენგან დამოუკიდებლად არსებულ ბუნებას, რომელიც ერთადერთია და, ამი- 
ტომ, ფიზიკოსი ეალდებულია იზრუნოს ამ ერთადერთი ობიექტისათვის საჭირო 

შესატყვისი ცნებების შემოტანისთვის, 
სხვა სიტყვებით რომ ეთქვათ, თეორიული ფიზიკა მათემატიკას იყენებს 

როგორც დამხმარე საშუალებას, რომელიც წისქვილის ქვის მსგავსად “ფქვავს 
იმას, რასაც მასზე დაყრიან". 

დიდი ინგლისელი ფიზიკოსი, კვანტური მექანიკის ერთ-ერთი ფუძემდებელი 
პოლ დირაკი თვლიდა, რომ “სწორი ფიზიკური თეორია მათვმატიკურად 
მოსდენილი უნდა იყოს". გამოჩენილი საბჭოთა მათემატიკოსი და ფიზიკოს- 
თეორეტიკოსი ნიკოლო% ბოგოლიუბოვი მათემატიკით ზედმეტად მოხიბლულ 
ფიზიკოსებს აფრთხილებდა სოლმე, რომ მათემატიკა მარტო იმას მოგცემს, რა 
ფიზიკურ სურათსაც ჩადებთ მამი. სწორედ ამაშია თეორიული ფიზიკის, და 
საქრთოდ ფისიკის დიდი თავისებურება.



ბუნების ფილოსოფიის უმთაერესი დებულებების თანახმად, სივრცე და 
დრო მატერიის არსებობის ფორმებია. ამასთან სივრცის და დროის ცნებები თე- 

ორიული ფიზიკის ძირითადი ცნებებია. მათი შემოტანა უნდა ემყარებოდეს ცდი- 
სეულ მონაცემებს. 

არ არსებობს ცდები, რომლებიც საშუალებას მოგეცემდჩენ განესახღვროთ 
სხეულის მდებარეობა სივრცეში ან დროის მომენტი, რომელშიც ხდება მოცე- 
მული მოვლენა – ექსპერიმენტულად ჩეენ შეგვიძლია განვსახღვროთ მსოლოდ 
მანძილები სხეულებს შორის ან დროის შუალედები მოვლენებს შორის. 

ცდები გვიჩვენებს, რომ ერთი სხეულის მდებარეობის განსაზღვრისათვის 
მეორის მიმართ რაიმე მასშტაბის მეშვეობით უნდა ჩავატაროთ სამი დამოუკიდე- 
ბელი გაზომვა. ეს ნიშნაეს, რომ სივრცე არის სამგანზომილებიანი. სხვადასხვა 
სხეულებს შორის მაჩძილების გაზომვა და მიღებული შედეგების ანალისმა 
დაგვარწმუნა, რომ ჩვენი სივრცე არის ევკლიდური, და ამიტომაც, მას ახ- 

ასიათებს ერთგვაროვნება და იზოტროპულობა, 

კლასიკურ, ე.წ. არარელატივისტურ მექანიკაში მიღებულია წარმოდგენა აბ- 
სოლუტურ სიერცესა და დროზე. სხვა სიტყვებით, ითელება, რომ სხეულებს 
შორის მანძილები და მოელენებს შორის დროის შუალედები არ არის და- 
მოკიდებული ათელის სისტემის მოძრაობაზე რომელშიც ეს სიდიდეები 
განიხილება. 

ამავე წარმოდგენებით მატერიალურ წერტილს დროის ყოეელ მომენტში 
უკავია სუსტად განსასღვრული მდებარყობა სივრცეში, რაც შეიძლება დახ- 

სამი. კ. დინატის მოცემით ან რადიუს-ვექტორით, როგორც დროის   

ფუნქციით: 

# =წ(-.»#,2) =X(I) = ს, ()1 თ =1,2,3. 
ყურადღება მივაქციოთ იმას, რომ ეს არის ფიზიკური დაშეება, რომელიც 

კვანტურ მექანიკაში არ სრულდება. ეთელით, რომ რადიუს-ვექტორის (ან კოორ- 
დიჩატის) დამოკიდებულება დროზე აღიწერება საკმაოდ გლუვი ფუნქციებით, ე.ი. 

მათ გააჩნიათ პირეელი და მეტი რიგის წარმოებულები (ეს კვლავ ფიზიკური 

დაშვებაა, რაც არ არის სამართლიანი კვანტურ მექანიკაში). ამის შედეგად შეგ- 

ვიძლია განვმარტოთ მატერიალური წერტილის სიჩქარე 6 =9%, =X და აჩ- 

ქარება 2 =4MV, = 20, =6=7#7. ეს ვექტორები არიან მატერიალური წერტილის 

მთავარი კინყმატიკური მახასიათებლები. 

  

ნიუტონისეულ ანუ არარელატივისტურ კლასიკურ მექანიკაში წერტილის 
(სხეულის სიჩქარე არ არის შემოსასღვრული რაიმე სიდიდით ანუ 

ურთიერთქმედება სხეულიდან სხეულსე გადაეცემა მყისიერად (უსასრულო სიჩ- 
ქარით), განსხვავებით ფარდობითობის (რელატივისტური) თეორიისაგან, სადაც 

სინათლის სიჩქარე შესაძლო სიჩქარის ზედა ზღვარია. 

წინამდებარე ლექციების კურსში კლასიკური თეორიული მექანიკა გვესმის 
სწორედ არარელატივისტური ფიზიკის შინაარსით, ესაა მექანიკა რომელიც 

დიბდა და განვი და ფარდობითობის სპეციალური თეორიის შექმნამდე. 
ამავე. დროს, როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული, მე-20 საუკუნეში ეს დარგი 
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დამატებით განვ და. ქვემოთ, ეელ რიგში, გავიხსენებთ მექანიკის ძირი- 
თად ფიზიკურ სი: ეებს და დობებს მათ შორის. 
  

  ც 

მატერიალური წერტილის მექანიკის ფიზიკური საფუძველია ნიუტონის 

მეორე კანონი, რომელიც განიხილება ან როგორც ძირითადი პოსტულატი ან 
როგორც ძალის განმარტება. იგი ასე ჩაიწერება 

  სადაც # არის მატერიალურ წერტილზე მოქმედი ძალ ტოლქმედი, ხოლო წ 
– ამ წერტილის მოძრაობის რაოდენობა ან იმპულსი, რომელიც ტოლია წერ- 
ტილის მასის ნამრავლისა მის სიჩქარეზე 

ნ=»თხწ 
არარელატივისტურ მექანიკაში განხილლულ უმეტეს შემთხევევაში მატერი- 

ალური წერტილის (სხეულის) მასა მუდმივი სიდიღეა და ნიუტონის მეორე კა- 
ნონი იღებს სახეს 

#= „<9 =Mმ 
თ 

მექანიკის მრავალი უმნიშენელოვანესი დებულება გამოიხატება ამა თუ იმ 
ფიზიკური სიდიდის მუდმივობის (შენახვის) თეორემების ფორმით. ეს თეორემები 
გვეუბნება, თუ რა პირობებში რჩება მექანიკის ზოგიერთი სიდიდე დროში უცვ- 
ლელი. ასე, მაგალითად, ნიუტონის მეორე კანონიდან გამომდინარეობს პირველი 
ამ თეორემათაგანი: 

თეორემა მატერიალური წერტილის მოძრაობის რაოდენობის შენახვის 

შესახებ. თუ სხეულზე მოქმედი # ძალა ნულის ტოლია, მაშინ წ =0,ანუ მისი 
მოძრაობის რაოდენობა # ინასება. 

იმპულსის მომენტი (ან კინემატიკური მომენტი) რაიმე 0 ცენტრის მიმართ 
ეწოდება ვექტორს 

1=XX#, 

სადაც #- მატერიალური წერტილის რადიუს-ვექტორია რ ცენტრის მიმართ. 

# ძალის მომენტი 0 წერტილის მიმართ (ან ამ ძალის ბრუნვითი მომენტი) 

ეწოდება ეექტორს 
M#=0X#/ 

მისთვის შეგვიძლია მივიღოთ მოძრაობის შემდეგი განტოლება 

#-4 წთ) 4, 

რისთვისაც საკმარისია გამოვიყენოთ ი ვექტორული ნამრავლის უმარტივესი 
თვისებები. 

შევნიშნოთ, რომ V- -იც დამოკიდებულია 0 ცენტრის არჩევაზე. შეგვიძლია 

მივიღ მუდმივობის შემდეგი თეორემ.  



მატერიალური წერტილის კინეტიკური მომენტის შენახვის თეორემა: 

თუ მატერიალურ წერტილზე მოქმედი ძალთა მომენტი MV ნულის ტოლია, 

მაშინ 1 =0 და, ამრიგად, კინეტიკური მომენტი ინახება. 

განვიხილოთ ახლა ” ძალის მიერ მატერიალურ წერტილზე შესრულე- 
ბული მუშაობა, რომელიც განმარტების თანახმად ტოლია 

8 
Mკ. = I” .ძ5 

' 
ესაა 1 მდგომარეობიდან 2 მდგომარეობაში ნაწილაკის გადატანისათვის 

შესრულებული მუშაობა. მუდმივი მასის შემთხვევაში ვიღებთ 
> ძნ _ M (9, ა 
#.ძე =M 0 ==-- | დ ა)V 
(8.2 „I, წ (მობ » 

და, ამიტომაც 
” 

V. =5C –ა) 

2 

სკალარულ სიდიდეს 72 ეწოდება მატერიალური წერტილის კინეტიკური 

ენერგია და აღნიშნავენ ” ასოთი. ამრიგად 

M,=0-71, 
ანუ შესრულებული მუშაობა ტოლია ნაწილაკის კინეტიკური ენერგიის ცვლი- 
ლებისა. 

თუ ძალთა ველი ისეთია, რომ ნებისმიერი ჩაკეტილი კონტურის ირგელივ 

ნაწილაკის შემოტარებაზე შესრულებული მუ'შმაობა ნულის ტოლია, გვექნება 

ძ/”.ძწ=0 

ასეთ ძალებს ეწოდება კონსერვატიული. ფიზიკური თვალსაზრისით ნათე- 

ლია, რომ ხახუნის ან სხეა წინააღმდეგობის ძალების არსებობისას სისტემა 

კონსერვატიული არ იქნება, რადგან ამ ძალებისათვის #-ი ყოველთვის უარყო- 
ფითი სიდიდე გამოდის და მათი აჯამვით ნულს ვერ მივიღებთ. 

სტოქსს თეორემის თანახმდ ძალთა კონსერეატიულობის პირობა 
შეიძლება ასე ჩავწეროთ 

#0II =VX # =0 
რადგან გრადიენტის როტორი ყოველთვის ნულის ტოლია, თუკი სივრცე 

მარტივად ბმულია, ძალის ვექტორი შეგვიძლია წარმოვადგინოთ რაიმე სკალა- 
რული ფუნქციის გრადიენტის სახით 

#=-VV 
ეს დებულება მტკიცდება ვექტორული და ტენზორული ანალიზის ნების- 

მიერ კურსში. 

7 სიდიდეს ეწოდება პოტენციალი ან პოტენციალური ენერგია. ბუნებრივია, 
რომ ის ცალსახად არ არის განსასღვრული. მას შეიძლება დაემატოს ნების- 
მიერი მუდმივი. ამით ძალა და მოძრაობის განტოლება არ შეიცელება. ეს არა- 
ცალსახობა დაიყვანება პოტენციალის ნულოვანი დონის არჩევის თავისუფლე- 
ბაზე,



კონსერვატიული სისტემისათვის შეხრ: უედეებული მუშაობა ტოლია 

თ. თ-- IM. ძ§=V, -,, 
I 

თუ ამას შევადარებთ კინეტიკური ენერგიის“ ცვლილებით გამოხატულ 
მუშაობას, მივიღებთ 

#M,=V -9=X-# 

ანუ 

#+M51:+M,, 
რაც ნიშნავს თეორემას მატერიალური წერტილის ენერგიის შენახვის შესახებ: 

თუ მატერიალურ წერტილზე მოქმედი ძალები კონსერვატიულია, მაშინ 
ნაწილაკის სრული ენერგია – კინეტიკური და პოტენციალური ენერგიების ჯამი 
– ინახება. 

მატერიალურ წერტილთა სისტემის მექანიკა 

სემოთ მიღებული შედეგები ადვილად ზოგადდება მატერიალურ წერტილთა 
სისტემის შემთხვევაზე. ოღონდ ასლა ერთმანეთისგან უნდა გავარჩიოთ გარე და 
შინაგანი ძალები. 

გარე (გარეშე) ძალებად გვესმის მოცემულ მატერიალურ წერტილთა სისტე- 
მაზე გარედან მოქმედი ძალები, ხოლო შინაგანი ძალები ისინია, რომლებითაც 
მატერიალური სისტემის ნაწილაკები მოქმედებენ ერთმანეთზე. 

ამიტომ !-ურ ნაწილაკზე მოქმედი ძალა (ნიუტონის მე-2 კანოჩი) ასე ჩაი- 
წერება: 

8-2 6 +ჩ5 
, 

სადაც # აღნიშნავს ჯ1-ურ ნაწილაკზე მოქმედ გარე ძალას, ხოლო #, არის 

სისტემის 1-ურ ნაწილაკზე /-ური ნაწილლაკის მხრივ მოქმედი ძალა. 

ჩავთელით, რომ L, ძალები ემორჩილებიან ნიუტონის მე-3 კანონს – 

ქმედებისა და უკუქმედების ტოლობას, მლის! ნახმ ორი მატერიალური 
წერტილი ერთმანეთსე მოქმედებს ტოლი და “რთიერთსაწინააღმდეგოდ მიმარ- 
თული ძალებით, რომლებიც მოქმედებენ მათი შყმაერთებელი წრფის გასწვრივ. 
უნდა აღვნიშნოთ, რომ, მაგალითად, ელექტრომაგნიტური ძალების შემთხვევაში 
ნიუტონის მე-3 კანონი არ არის სამართლიანი. ამიტომ ასეთი სისტემების მი- 
მართ მისი გამოყენება მოითხოვს გარკვეული სიფრთხილის გამოჩენას. 

თუ ნიუტონის მე-2 კანონს დავწერთ ყველა წერტილისათვის და ავჯამავთ, 
მივიღებთ 

  

პომოჩაგენო+2:ჩ, ო 

პირველი ჯამი მარჯვენა მხარეში არის მოცემელ სისტემაზე მოქმედი 
ყველა გარე ძალების ტოლქმედი, ხოლო მეორე წევრი არის ყველა “შინაგანი 
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ძალების ჯამი, რომელიც ნულის ტოლი ხდება ნიუტონის მე-3 კანონის გამო- 

ყენების შედეგად. 
თუ შემოვიტანთ გასაშუალოებულ რადიუს-ვექტორს 

2065. 2, 

ვსი M ” 

რომელიც განსასღერავს სისტემის მასათა ცენტრს, მაშინ მოძრაობის ("”) გან- 
ტოლება ასე გადაიწერება: 

M– –-= 8 აფ წო წეს) , 

საიდანაც ჩანს, რომ მასათა ცენტრი ისე მოძრაობს, თითქოსდა ამ წერტილშია 
თავმოყრილი სისტემის მთელი მასა და მოდებულია ყველა გარე ძალების 

ტოლქმედი #59, ანუ მასათა ცენტრის მოძრაობაზე შინაგანი ძალები არავითარ 
გავლენას არ ახდენენ. 

სისტემის სრული იმპულსი ეწოდება სიდიდეს 
· წ23 I 

= 22% # = Mჩ 

  ამიტომ, გვაქვს თეორემა მაI კენტრის მოძ, ბის რაოდენობის შენახ- 
ვის შესახებ: თუ სისტემაზე მოქმედი გარე ძალების ტოლქმედი ნულის ტოლია, 
მაშინ სისტემის სრული მოძრაობის რაოდენობა (სრული იმპულსი) ინახება. 

სისტემს სრული მოძრაობის რაოდენობის მომენტი ეწოდება ჯამს 

2» X 9, , ადვილად მოწმდება, რომ 

2” X#6,=1 =2წ »#01->. - XI 

მაგრამ ნიუტონის მე-3 კანონის ძალით 

ჩX#7, +,, Xჩ, = წ -იXI#, 

რაც ნულის ტოლია, რადგან ჩ-7/, ვქექტორი /-დან 1 წერტილისაკენ არის მი- 

მართული და #, ძალის კოლინეალურია. ამიტომ მივიღეთ, რომ 

“. 

წე 
და გვაქვს თეორემა სისტემის კინეტიკური მომენტის შენახეის შესახებ: 

=MVი 

თუ სისტემაზე მოქმედი გარე ძალების სრული მომენტი ნულის ტოლია, 

მაშინ სისტემის სრული კინეტიკური მომენტი / რჩება დროში უცვლელი. 

შევნიშნოთ, რომ ესაა ეექტორული თეორემა, ამიტომ თუ, მაგალითად, 
სრული მომეჩტის მხოლოდ რომელიმე მდგენელია ნული, ხოლო დანარჩენი 

მდგენელები ჩულისგან განსხვავდება, შეინახება კინეტიკური მომენტის შესაბამ- 
ისი მდგყნელი. 

როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, ელექტრომაგჩიტურ ველებში ძალთა ქმედება- 
უკუქმედების ტოლობა საზოგადოდ არ სრულდება, და, ამიტომ, სრული მექანი- 
კური მომენტი არ რჩება მუდმივი, მაგრამ მუდმივი რჩება სისტემის მექანიკური 
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მომენტისა და ელექტრომაგნიტური ველის კინეტიკური მომენტების ჯამი. ასე 
რომ სრული კინეტიკური მომენტის შენახვის კანონს აქვს უნივერსალური ხასი- 
ათი. 

ახლა განეიხილოთ ენერგიის განტოლება. გამოვთვალოთ სისტემაზე მო- 

ქმედი ყველა ძალის მუშაობა. სისტემის საწყისი და საბოლოო მდგომარეობანი 
პირობითად აღვნიშნოთ ისევე, 1 და 2 სიმბოლოებით. 

გვაქვს 

Mა-2|ჩ. -ძ§, = > |ჩი. %9 +2|# 

მოძრაობის განტოლების გამოყენებით. ვიღებთ 

26. -ძ5, = 2 1ოა 54-24 თხ, '| 

ამრიგად, შესრულებული მუშაობა ტოლია საბოლოო და საწყისი კინეტიკური 
ენერგიების სხვაობისა, 

M,.=7ი -1) 

სადაც 7 სრული კინეტიკური ენერგიაა, 7=12ეთხ. 

ახლა გარეშე ძალები ჩაევთეალოთ პოტენციალურად და მუშაობის ფორმუ- 

ლაში ჩავატაროთ სათანადო გარდაქმნები: 

თ ნით, =-2 102 -“, =-2# ”. 

სადაც I! ინდექსი 7 ოპერატორთან აღნიშნავს # ვექტორის მიხედეით გაწარ- 
მოებას (გრადიენტს). 

თუ შინაგანი ძალებიც პოტენციალურია, მაშინ ისინიც დაუკავშირდებიან 

ნაწილაკთა M წყვილის პოტენციალურ ენერგიას: 

M#=M 6-ს 
ამ დროს 

#,=-96ი-=Vწ-ჩV, 
სადაც # არის მანძილის რაიმე სკალარული ფუნქცია. ამრიგად, სრული მუშაო- 
ბისათვის გვაქვს 

წაით -ძი,+V,V, ·«წ,) 

ამიტომ, თუ აღვნიშნავთ ”, 

გადავწერთ ასე: 
ს ჩეენთეის საინტერესო გამოსახულებას 

  

V1I,=V,=-V,) და 4რ.-ძ, =ძ -“, =ძ, 
და V ინდექსიანი წევრი მიიღებს სახეს 

- MI,9,-«, 
ხოლო შინაგან ძალთა მუშაობა ტოდი იქნება , 

I -15 96.4 --12:%



სემოთქმულიდან ნათელი ხდება, რომ თუ შიგა და გარე ძალები პოტენ- 

ციალურია, მაშინ შეგვიძლია ვილაპარაკოთ სრული პოტენციალური ენერგიის 

შესახებ, რაშიც გვესმის 

#=2:M+12-M, 
, 2-7 

ამავე დროს სრული ენერგია მუდმივი სიდიდეა, რაც აზოგადებს ერთი მა- 

ტერიალური წერტილისათვის მიღებულ შედეგს. 

ნიუტონის მექანიკის ამ მცირეოდენი შესავლის შემდეგ გადავიდეთ 

ნაწილაკთა სისტემების მექანიკის სისტემატურ შესწავლაზე.



თავი I 

პლასიკური მექანიძის ძირითადი ყჰონცეშიიები 

V-ს. მატერიალური სისტემები. ბმები და მათი კლასიფიკაცია 

მატერიალურ წერტილთა ერთობლიობა იწოდება მატერიალურ წერ- 
ტილთა სისტემად ანუ მატერიალურ სისტემად, თუ თითოეული ნაწილაკის 
მოძრაობა დამოკიდებელია დანარჩენი ნაწილაკების მდებარეობასა და მოძ- 
რაობაზე ეს ნიშნავს, რომ მატერიალური სისტემის ნაწილაკებს შორის 

არსებობს ურთიერთქმედების ძალები. 
გავიხსენოთ, რომ მატერიალური სისტემის წერტილებს შორის მოქმედ 

ძალებს ეწოდება შინაგანი ძალები. ძალებს, რომლებითაც მოქმედებენ სის- 
ტემის წერტილებზე ნაწილაკები ან სხეულები, რომლებიც არ ეკუთვნიან მო- 
ცემულ სისტემას, ეწოდება გარე ძალები. 

მატერიალურ სისტემას, რომელშიკც ნებისმიერ ორ ნაწილაკს შორის 
მანძილი არ იცვლება, ეწოდება მყარი სხეული. 

ნაწილაკი ჰქვია იდეალიზებულ მატერიალურ სხეულს, რომლის მასა 
თავმოყრილია წერტილში. ნაწილაკის მოძრაობა არის წერტილის მოძრაობა 
სივრცეში. რაკი წერტილს გეომეტრიული განზომილება არ აქეს, ვერ ვილა- 
პარაკებთ ნაწილაკის ორიენტაციაზე სიერცეში და მას ვერ მივაწერთ ბრუნ- 
ვით მოძრაობას. 

თუ მატერიალური სისტემის ყოველ წერტილს შეუძლია სივრცეში ჩე- 
ბისმიერი მდებარეობა დაიკავოს და ჰქონდეს ნებისმიერი სიჩქარე, ვიტყეით, 

რომ ასეთი სისტემა არის თ აგი ს უფალი. 
თავისუფალი მატერიალური სისტემს კლასიკური მაგალითია მზის 

პლანეტარული სისტემა, ყველა პლანეტასა და მზეს შორის მოქმედებენ ნი- 
უტონის მსოფლიო მიზიდულობის ძალები, თვით პლანეტების და მზის მდე- 
ბარეობა და სიჩქარეები კი არაფრით არ არის შეხღუდული. 

თუ რაიმე შეზღუდვების (პირობების) გამო მატერიალური სისტემის 
ნაწილაკებს და სხეულებს არ შეუძლიათ დაიკავონ ნებისმიერი მდებარეობა 
სივრცეში და ჰქონდეთ ნებისმიერი სიჩქარეები, მაშინ მატერიალურ სისტემას 
უწოდებენ არათავისუფალს. · 

შესღუდვები (პირობები), რომლებიც სისტემის წერტილებს უკრძალავენ 
(არ აძლევეჩ საშუალებას) დაიკავონ ნებისმიერი მდებარეობა. სივრცეში და 
ჰქონდეთ ნებისმიერი სიჩქარეები, იწოდებიან ბ მე ბ.ა დ. 

ბმები სღუდავს წერტილების კოორდინატების და სიჩქარეების ცვლილე- 
ბას, ეს შეზღუდვები ანალიზურად ჩაიწერება განტოლებების ან უტოლობე- 
ბის სახით. ისინი არ გამომდინარეობენ მოძრაობის განტოლებებიდან. 

·. გთქვათ, მატერიალური სისტემა შეიცავს M წერტილს. დეკარტეს 
კოორდინატებში /-ური ნაწილაკის კოორდინატები იყოს ჩ(X,.»#,2,), სადაც 

I=ს2, M, თუ მატერიალურ სისტემაზე დადებულია მხოლოდ ერთი 

ბმა, მაშინ. იგი სოგადად შეგვიძლია ჩავწეროთ შემდეგი ანალიზური სახით: 

 



”თაც?აბა», 2) <0, (I-II) 

აქ X,I#,2,0 =1.2,..,») აღნიშნავს 7– ური ნაწილაკის სიჩქარის გეგმილებს 
დეკარტეს სისტემის ღერძებზე, ( – დროა. 

ამ ფორმულაში ტოლობის ნიშნის შემთხვევაში ბმას უწოდებენ შ ე მ.- 
კავებელს, უტოლობის შემთხვევაში – არა შემკავებელს. 

მაგალითი. ვთქვათ, ორი ნაწილაკი „ რომელთა მდებარეობა 
მოიცემა კოორდინატებით X,V,2, და XX, დაკავშირებულია ერთ- 

მანეთთან მყარი / სიგრძის ღეროთი. ამ შემთხვევაში ბმა არის შემკავებელი 
და ბმის განტოლებას აქვს სახე: 

CL; – X)? +C# – ”,)? +(7; – 2,)? – I“ =0, 
რაც ნიშნავს, რომ ამ წერტილებს შორის მანძილი ყოველთვის რჩება მუდ- 
მივი. 

· თუ ღეროს შეეცელით გლუვი უჭიმეადი ძაფით, წერტილები მიიღე- 
ბენ დაახლოების საშუალებას, მაგრამ, როგორც ადრე, კვლაე ვერ დაშორდე- 
ბიან ერთმანეთს I! – ზე მეტი მანძილით. ამ შემთხვევაში ბმა არაშემკავებელი 
იქნება და ჩაიწერება უტოლობის სახით: 

(CX, – X,)? + CV, – »,)? +(2ე – 2,)” –!7 <0. 

თუ შეჩკავებელი ბმის განტოლება ცხადი სახით შეიცავს / დროს, 
მაშინ ბმასს უწოდებენ რე ონომ ურს ან არას ტაციონ 
რულს, ხმიიად - კინემატიკურსაც, 

#2 ნთ, 20=0 0-L 2 
ასეთი ბმის მაგალითი შეიძლება იყოს ორი მატერიალური წერტილი, შეერ- 
თებული არახისტი ღეროთი, რომელიც თავის სიგრძეს იცვლის რაიმე მოცე- 
მული წესით, მაგ, 1=7, +1ე 51ი/. 

თუკი ბმის განტოლება დროს ცხადად არ შეიცაეს, ე.ი. აქვს სახე 

#C,I»,,2,;X, 7,2.) =0 
ბმას უწოდებენ ს კლე რონომულს ანუ 

ს, 

·» 

სტაციონა- 

ბმას, მლის განტოლება კ: დინატების წარმოებულს არ შეიცავს, 
ე.ი. ზღუდავს მარტო კოორდინატებს, 

#(X,XI2,;I/1=9, (I-1.3) 
ეწოდება გეომეტრიული ანუ ჰოლონომური. 

თუ კინემატიკური ბმის (LI2) განტოლება ინტეგრაციით არ შეიძლება 
მიეიყვანოთ (I-13) სახეზე, მაშინ ბმას უწოდებენ ა რაჰოლონომურს 
ანუარაინტეგრებადს. 

თუკი კინემატიკური ბმის ინტეგრაციით ხერხდება სიჩქარეთა მთლიანად 
გამორიცხვა, ბმა არსებითად ჰოლონომური ყოფილა. 

მაგალითი: ვთქვათ, კინემატიკურ ბმას აქვს სახე 
” 

  

2,0 +2,7,+2,2,)=9, 
წ) 

ინტეგრაციის შემდეგ მიეიღებთ 

” · 3 

20 +), +2,)=C



(C- ინტეგრაციის ნებისმიერი მუდმივია. ამრიგად, მოცემული ბმა ყოფილა გე- 
ომეტრიული. 

» თუ მატერიალურ სისტემასე დადებულია #-რაოდენობის ბმა, მაშინ 

გვექნება ბმების # განტოლება: 
#ჩ(I,»,2,.X,»,,2,)=0 (/ =12,...,#) 

აქაც თუ განტოლებათა სისტემა ინტეგრებადია, ბმები პოლონომური იქნება, წი- 
ნააღმდეგ შემთხვევაში – არაჰპოლონომური. 

ბმების ხასიათი განსასღვრავს მატერიალურ სისტემასაც – ის ან ჰოლონ 
მურია ან არაჰოლონომური. 

ჩვენ ჰოლონომურ ბმებს ყოველთვის ჩაეწერთ წარმოებულების გარეშე ასე: 
#/,(X,»,2,:()=0 (/ =12,...,#) (I -14) 

  

  

მაგალითი 1 #,ნაწილაკთან ! სიგრძის უჭიმვადი ღეროს საშუალებით 

მიერთებულია #, ნაწილაკი. M, ნაწილაკს შეუძლია ბრუნეა წრეწირის რკალის 
გასწვრიე, რომელიც ვერტიკალურ სიბრტყეში ძეეს (იხ. ნახაზი ს. 
ბმების განტოლებებია: 

2,=0 

X +“ +2, – #7 =0 

CV, – X,)” +C7, – »,)” +(2; – 2)? –I1=0 

  

ნახაზი I. 
როგორც ვხედავთ, ბმები გეომეტრიულია (პჰოლონომური). 

მაგალითი 2: ღერო ვერტიკალური ღერძის ირგვლივ ბრუნავს თანაბრად 
თ კუთხური სიჩქარით. M, და #, ერთმანეთთან სამბარითაა დაკავშირებული 
(ნახ. 2). 

ნათელია, რომ ბმა იქნება არასტაციონარული. ბმების განტოლებებია: 

X, 511 Cთ/ – )/, C08 CI =0 

X; 510 CI – )/; C0§ CI =0    
ნახაზი 2. 

ორივე მაგალითში პოლონომური ბმაა. 
მეორე მაგალითში ბმების განტოლებები შეიცავენ / დროს (რეონომური). 

მაგალითი 3: ორი ნაწილაკი ერთმანეთს ხისტი ღეროთი უკავშირდება, 
ნაწილაკებს შეუძლიათ ხახუნის გარეშე სრიალი ჰორისონტალურ სიბრტყეში. 

ცხადია, რომ ასეთი სისტემა არის პოლონომური. ახლა დავადოთ შემდეგი 
დამატებითი პირობა: ღეროს მა! ცენტრი ლურსმნი დავაჭედოთ სიბრტყეში,   
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მაშინ ღეროს აეკრძალება მოძრაობა ღეროს გასწვრივ და ამიტომ დარჩება 
ბრუნეითი მოძრაობის შესაძლებლობა ღეროს პერპენდიკულარულად მასათა 
ცენტრის გარშემო (ნახ. 3). 

  

ნახაზი 3 

ცხადია, ამ დამატებითი შეზღუდვით სისტემა გახდება არაჰოლონომური. 
მართლაც, ჯერ ჩავწეროთ კონფიგურაცია თითოეული ნაწილაკის დეკარტეს 
კოორდინატებით. გვაქვს ორი დამოუკიდებელი ბმის განტოლება (ჰოლონომური) 

06 –X)” +C7 – »#)” =1 

X – 7», =(X, – X,X§0, 0=0I 
რომლებიც გამოხატავენ ღეროს სიგრძესა და მის ორიენტაციას. გარდა ამისა, 
გვაქვს არაპჰოლონომური ბმის განტოლება 

(X, +Xე)00§C/ + LX, + X,) 510 დ/ = 0, 

რომელიც სღუდავს ღეროს ცენტრის სიჩქარეს ღეროს პერპენდიკულარული მი- 
მართულებით). 

თუ შემოვიტანთ ღეროს ცენტრის კოორდინატებს (X»”) ასეთი გარ- 
დაქმნით: 

»X, =»X-1/60§6/ 
2 

=»7-1/ყიი 2, 2 

1 
Xე =X+-=1008თ/ 

2 
1, , 

X» 5»+ 213906 

არაჰოლონომური ბმის განტოლება ასე გადაიწერება 

X005C + »X5Iი თ/ =0 
ლაეი სისტემა მ. ლაც რომ არაჰოლ ნ მურია, უკეთ გამოჩნდება 

ს »ანხ · მელშიც წარმოიქმნება აგრეთვე დიფერ- 
ნსახ 

შემდეგი მაგალ გ ვ 
ენციალური სახის შეზღუდვები. 
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მაგალითი 4; (გოლდსტეინი) 
დისკი მიგორავს სრიალის გარეშე ჰორიზონტალურ X»/ სიბრტყეზე. ბმა 

ისეთია, რომ დისკის სიბრტყე მთელი მომრაობის განმავლობაში რჩება ვერტ 
კალურად. ხახუნი არ გვაქვს. (ნახ. 4) 

ი» რ”, 

    

ნახაზი 4. 

კოორდინატებად შეიძლება ავიღოთ დისკის ცენტრის კოორდინატები X,X», 
დისკის თავისი ღერძის ირგვლივ მობრუნების თ კუთხე, აგრეთვე დისკის ღერძსა 

და ვთქვათ, Xღერძს შორის შედგენილი კუთხე 60. 
გორეის პირობის თანახმად დისკის ცენტრის სიჩქარის მოდული იქნება 

დ- ის პროპორციული: 

ხ=ჩVი 
(#- დისკის რადიუსია) ამ სიჩქარის მიმართულება იქნება დისკის ღერძის პერ- 
პენდიკულარული. გვაქვს: 

XჯX=ხს9ი606 

X»X= –06036 

აქედან, წინი ტოლობის გათვალისწინებით მივიღებთ ბმებისათვის ორ 
დიფერენციალურ განტოლებას 

ძი – 85Iი V/თ =0 · 

თ” + IIC0§0Vდ =0 ' ) 

ამ განტოლებებს ვერ ვაინტეგრებთ, სანამ ამოცანა ბოლომდე არ იქნება 

ამოხსნილი ასეთი არაინტეგრებადი ბმები – არაპოლონომური ბმების კერძო 
შემთხვევაა. 

C ") სისტემა მართლაც. არაინტეგრებადია. ამაში დასარწმუნებლად ის 
გადაეწეროთ ასე 

0056VX + 5I0CIM=0. (ლ 
ეხედაეთ, რომ ეს შეზღუდეა ემთხვევა წინა მაგალითის ანალოგიურ “შეჭზ- 

ღუდვას. ამიტომ მათ ერთდროულად განვიხილავთ, ეს. გამოსასუ სება არ. არის 
სრული დიფერენციალი, ანუ არ მოიძებნება ისეთი ფუნქცია 9XX,#.0), რომ 
მისთვის (5) განტოლებას ჰქონდეს სახე: 

ძი-29ე,, მე, , მსკ6= ას XI VI მ0 
  საზოგადოდ, დიფერენციალურ განტოლებათა თეორიიდან ცნობილია, რომ 

თუ გვაქვს განტოლება



თ,ძX+0,0!+ იკძ0 =0, 

მისი ინტეგრებადობის ჰირობაა 

მ მი, 
ძ. 90, _ მი» +ძ, 90, _ მი. +ძე “ი, _%. =0, 
“სმი 90» “0. მმ მ) >X 

სადაკ იძ-ები არიან (L»,0)– ს ფუნქციები ამ კრიტერიუმს თუ მიეუყენებთ 
(უტ. განტოლებას, დაერწმუნდებით, რომ ეს გამოსახულება არ არის ინტეგრე- 

ბადი, რადგან აქედან მიიღება განტოლება ი05”0+5Iი”0=0, რაც შეუძლებელია. 

  

ამოცანები: 
) სხეული მოსრიალებს დახრილ სიბრტყესე ხახუნის გარეშე. 

დასრის კუთხე იცელება დროის მიხედვით (ნახ. 5). გამოარკ- 
ვიეთ სისტემაზე დადებული ბმის ხასიათი. რა შეიცვლება, თუ 
ხახუნსაც გავითვალისწინებთ? 

თა?! 
  

ნახა-ახსი 5. 

2, გამოარკვიეთ ბმების ხასიარი შემდეგ სისტემებში: 
(ა). მცირე ზომის ბირთვი ჩამოგორდება ხახუნის გარეშე დიდი 

“რომის ბირთვის წვერიდან გრავიტაციული ველის მოქმედებით. 

(ბ) ცილინდრი ჩამოგორდება არაგლუვ დახრილ სიბრყეზე. 
(ე) ნაწილაკი სრიალებს ბრუნვითი პარაბოლოიდის შიდა არაგლუვ 

სედაპირზე. 

(დ) ნაწილაკი მოძრაობს ძალიან გრძელ ღეროსე ხახუნის გარეშე. 
ამავდროულად ღერო ბრუნავს” თ კუთსური სიჩქარით ვერტი- 
კალურ სიბრტყეში ჰორიზონტალური ღერძის ირგელიე. 

(ე, ბმების განტოლებებს აქვთ სახე 

V +? MX+ X2ძ2 =0 

(ლ + X? VI/ + )2ძ2 =0 

აჩვენეთ, რომ ერთად ეს ბმები პოლონომურია.



» თავისუფლების ხარისსთა რიცხვი 

ჰოლონომური მატერიალური სისტემის თავისუფლების ხარისხთა რიცხეი 
განისასღვრება იმ დამოუკიდებელ პარამეტ რაოდენობით, მლებიც სავსე- 
ბით ასასიათებენ სისტემის კონფიგურაციას, ე.ი. განსაზღვრავენ სისტემის ყველა 

წერტილის მდებარეობას. 
თუ V ნაწილაკისგან შედგენილ. სისტემაზე დადებულია (I-I3) ტიპის # 

ბმა, ეს ნიშნავს, რომ დეკარტეს ყველა კოორდინატა არ არის ერთმანეთისაგან 
დამოუკიდებელი. მ ლაც, 3V კ. დინატაზე ბმების # დამოუკიდებელი გან- 
ტოლებაა დადებული. ამ განტოლებებიდან რომელიმე # კოორდინატებს თუ 
გამოეხატაეთ დანარჩენების საშუალებით, დაგერჩება 3V-# დამოუკიდებელი 
კოორდინატა, რომლებიც სავსებით დაახასიათებს სისტემას. ამრიგად, თავისუ- 
ფლების სარისხთა რაოდენობა ტოლია #M=3V –#. 

მაგალითი: ნაწილაკი მოძრაობს ელიფსზე (X,») სიბრტყეში. ელიფსის 
ნახევარღერძები ფიქსირებულია. გადადით პოლარულ კოორდინატებზე 
და დაადგინეთ თავისუფლების ხარისხთა რიცხვი. 

  

  

IL-2. ვირტუალური გადაადგილებები. ვირტუალური სიჩქარეები 

ჰოლონომური ბმებს ს ზოგადი თვისებებს “შესწავლლა მჭიდროდ 
უკავშირდება ცნებებს: შესაძლო, ნამდვილი და ვირტუალური გადაადგილებები. 

მექანიკურ სისტემაზე მოქმედი ყოველი ბმა ზღუდავს მისი წერტილების 

უსასრულოდ მცირე გ გილებებს, მლებიც სრულდება დროის უსასრუ- 
ლოდ მცირე ინტერვალში #/. 

მართლაც, თუ სისტემასე დადებულია # რაოდენობის ჰოლონომური ბმა 
#,რარ, ს )=0, (/ =1,2,...,#) (1-2. 

მაშინ მისი წერტილების სიჩქარეები დააკმაყოფილებენ შემდეგი სახის # 
პირობას 

  

  

== | =1,2,...,# -2.2 «რი 9V 9 (6) ) (I-22) 

ამიტომ სისტემის წერტილების უსასრულოდ მცირე გადაადგილებები 
#, = 6,ტ/ აღმოჩნდებიან ერთმანე ნ შებმული შემდეგი თანაფარდობებით   

V. მ 2, 

30%. +% =0, (/ =1,2,...,M) (L-23) 

სისტემის ნაწილაკების უსასრულოდ მცირე გადაადგილებებს, რომლებიც 
თავსებადია მათზე დადებულ ბმებთან, ე.ი. აკმაყოფილებენ 0-23) განტოლებებს, 
ეწოდება სისტემის 9 ეს აძლო გადაადგილებები. რაც შეეხება წერტილითა 
ნამ დ ვ ი ლ გადაადგილებებს, ასე ეწოდება მარტო იმ შესაძლო 
გადაადგილებებს, რომლებიც (I-23) ტოლობებთან ერთად მოძრაობის განტოლე- 
ბებსაც აკმაყოფილებენ. უსასრულოდ მცირე ნამდეილი გადაადცი ებები, გა- 
მოწვეულია სისტემაზე აქტიური და რეაქციის ძალების მოქმედებით. ისინი აღი- 
ნიშნება დიფერენციალით, V-.



ნათქვამის“ საილუსტრაციოდ წარმოვიდგინოთ ასეთი მაგალითი: მატერი- 
ალური წერტილი მოძრაობს რაიმე მოცემულ ზედაპირზსე, ე.ი. მისი შესაძლო 
გადაადგილებები დროის ნებისმიერ მომენტში ძევს ამ ზედაპირის მხებ 
სიბრტყეში მხოლოდ ერთი მათგანი რომელიც ნაწილაკის მოძრაობის 
ტრაექტორიის მხებს მიჰყვება, იქნება ნამდეილი გადაადგილება. 

განეიხილოთ ახლა რაიმე წერტილის ორი უსასრულოდ მახლობელი 
შესაძლო გადაადგილება #, და #V. ამ ორი გადაადგილების სხვაობას 

უწოდებენ მატერიალური წერტილის ე ი რ ტ უა ლ უ რ გადაადგილებას, 
მისთვის შემოღებულია აღნიშვნა #.,, ე.ი. 

0, =6M, -M/, (L-24) 
ძ-2.3) თანაფარდობიდან ცხადია, რომ სისტემის ვირტუალური 

გადაადგილებები აკმაყოფილებენ თანაფარდობებს: 
M 

ა % =0, (/ =1,2,...,M) (I-2.5) 
“I 2, 

(ამის მისაღებად (I-2.3) ნაფარდობანი უნდა ჩავწეროთ ორჯერ რ, და #M” 

შესაძლო გადაადგილებებისათვის და ერთმანეთს დავაკლოთ ეს ორი თანაფარ- 
ობა). 

ღ 0-23) თანაფარდობები თანხედება განტოლებებს, რომლებსაც დააკმაყო- 
ფილებენ სისტემის შესაძლო 4, გადაადგილებები, თუ მათზე დადებული ბმები 

არის სტაციონარული. ამრიგად ვირტუალური გადაადგილებები ხშირად განი- 
მარტებს როგორკ სისტემს წერტილებს პოტენციალურად “შესაძლო 
გადაადგილებები დროის მოცემული მომენტისათვის 1 = C0ჩM§9/, ე.ი. დროის მოცე- 

მულ მომენტში ბმები თითქოს “გაიყინა” და შეწყეიტა ცვლილება. 

ვირტუალური გადაადგილებები არ არის გამოწეეული რაიმე ძალების მო- 
ქმედებით და ამიტომ არ გააჩნიათ ხანგრძლივობა. ამის გამო სისტემის ვირტუ- 
ალური გადაადგილებების შესახებ წარმოდგენა წმინდა გეომეტრიულია და 
ხასიათდება სისტემაზე დადებული ბმების სტრუქტურით. 

სტაციონარული ბმების შემთხვეაში შესაძლო და გეირტუალური 
გადაადგილებების ცნებები ერთმანეთს ემთხვევა. 

მათემატიკაში (I-2.4)-ის მსგაესს სიდიდეებს უწოდებენ ფუნქციის ვ ა რი ა- 

ც ი ა ს. ასე მაგალითად, V, არის სათანადო მატერიალური წერტილის #(I) 

რადიუს-ვექტორის ვარიაცია, ამასთან 

ბ =1ბX,+1ბ/,+ ხრ, (L-2.6) 

ამავე დროს XV) ფუნქციის ვარიაციაში ესმით ამ ფუნქციის მცირე ნაზრდი თი, 
რომელიც არ არის დაკავშირებული მისი ! არგუმენტის ცვლილებასთან 
(რადგან / = იჩ), არამედ გამოწვეულია თეითონ ამ ფუნქციის ვარირებით, ქ.ი. 
XV) ფუნქციიდან მასთან მახლობელ XVI) ფუენქციაზსე გადასვლით. (იხ. ნახ. 6). 

მასსევე წარმოდგენილია განსხვავება ფუნქციის დიფერენციალისაგან «. 
» 

  

    
ნახაზი 6 
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ვარიაცის ცნებასთან დაკავშირებბძთთ მიზანშეწონილია ვირტუალურ 
ბ ტილებებთან ერთად განვიხ ვირტუალური სიჩქარეებიც. 

ჯერ განვიხ ერთი მატერიალური წერტილი, რომლის მოძრაობასაც 
ედება ბმა 

  

  

X#CXი%#,2;/1=0 (I-2.7) 

დავუშვათ, რომ ცნობილია ამ ნაწილაკის მოძრაობის კანონი: 

XXს) X=XI,) 2=2(0) CI-28) 
თუ ამას გავითვალისწინებთ, ბმის განტოლება იგივეობად გადაიქცევა 

#CX(0), XV, 20);/) = (I-29) 
რომლის გაწარმოება დროის მტერ. გვაძლევს 

V,,%)1%,,%.95 
XX VC მ მ 

დავუშვათ, რომ დროის რაღაც I! =/: ფიქსირებულ მომენტში მატერიალუ 

წერტილის კოორდინატები იყო X.#,2.- დროის ამ მომენტისათვის ზედა გან- 
ტოლება მიიღებს სახეს: 

89-0-90C რი 
სადაც 0 ინდექსი მიუ“ ებს, რომ წარმოებულები გამოთვლილ (=ჩმო- 
მენტში, როცა X=Xა,»= X.?2 = 2. ამპ: ბებში ”ემავ. წარმოებულებიც 

X #2 შეესაბამებიან (ა მომენტს. 

ძ-2.I0 არის გამოსახულება, რომელსაც უნდა აკმაყოფილებდნენ ( =(ა) მო- 

(I-2.10) 

  

      

  

  მენტში წერტილის სიჩქარეების პროექციები ხ,=»” ხ,=X7, ხ,=2. სიჩ- 

ქარეს 

5=X +)+2% (12.12) 
უწოდებენ ნ ა მ დ ე ი ლ სიჩქარეს (რაკი X,#,2 არიან მოძრაობის განტოლების 

ამოხსნები). 
ბმა სტაციონარული რომ ყოფილიყო, მისი განტოლება იქნებოდა 

#C>3.2) =0 (C2.I3) 
და (L-2.II) პირობა გამარტივდებოდა 

(C "(> 
შემოვიტანოთ ასეთი, ვექ ქტორი 

6' =1ჯX +I/V/ +#> (L-2.15) 
და მოვითხოვოთ, რომ მისი პროექციები აკმაყოფილებდნენ (I-2.I4) პირობას, ე.ი. 
იმავეს, რასაც ნამდვილი სიჩქარის პროექციები სტაციონარული ბმისას. 

ამრიგად, თუ ბმა არასტაციონარულია, მაშინ ჩვენ მიერ შემოტანილი სთ“ 
სიჩქარეები დროის მოცემულ მომენტში წარმოადგენენ კინემატიკურად შესაილე- 

ბელ სიჩქარეებს ბმების მყისიერი გაყინვისას, ე. ს. ესაა ბმებთან თაესებადი 
სიჩქარეები, ოღონდ მათ არ აქეთ ბმების დეფორმაციით (ცვლილებით) გამოწ- 

ვეული მდგენელები. 
ასეთ ხ6' სიჩქარეებს უწოდებენ ვ. ი რტ უალ ურ სიჩქარეებს. 

C4     (I-2.IM4) 
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მაგალითი. ეთქვათ წერტილი მოძრაობს რაიმე ზედაპირზე, რომელიც თა- 
ვის მხრივ გადაადგილდება სივრცეში. წერტილის ნამდეილი სიჩქარე იქნება 2 

მდგენელის ჯამი: მდგენელი 8", რომელიც მოთავსებულია მოცემულ მომენტში 
ნაწილაკს მდებარეობის _ წერტილზე ე გავლებულ მსებ 
სიბრტყესე და განისაზსღერება (IL-2.15) განტოლებით და ' მდგენელით, რომლითაც 
გადაადგილდება ზედაპირი. 

ვირტუალური სიჩქარეები მოთავსებული იქნება მხოლოდ მსებ სიბრტყეში. 
(L-2.I2) და (I-2.15) პირობების შედარებიდან გამომდინარეობს, რომ არასტაციონა- 
რული ბმების შემთხვევაში ნამ სიჩქარე არ თანხვდება ვირტუალურ სიჩ- 
ქარეს. სტაციონარული ბმის დროს კი ნამდვილი სიჩქარე დაემთხვევა ერთ-ერთ 
ვირტუალურ სიჩქარეს. 

მატერიალურ წერტილთა სისტემის შემთხვევაში, როცა გვაქვს # ჰოლონო- 
მური ბმა 

  

  

  

  

#/(X,»I,2,:0 59, (,=1,2,.ს)MV /=1,2,..,#) 
ეირტუალური სიჩქარეები დროის მოცემელ მომენტში აკმაყოფილებენ გან- 
ტოლებათა სისტემას: 

მა. %.. %. ! მსკ, 0 ეა; 1-0, =L2,.,6 » ჯ ს. აგი +9-,, 00512) C 
ხამდვილი სიჩქარეების პროექციები კი – 

აIV,. მი. %.!) 9, , 
– – =0. =1,2,..,# 2 გასაუიი თი 21+-/ C/ =12,..,#) 

ეს ნიშნავს, რომ არასტაციონარული ბმების შემთხვევაში ნამდვილი სიჩ- 
ქარეები სასოგადოდ არ ემთხვევა ვირტუალურ სიჩქარეებს. 

სტაციონარული ბმებისას ბოლო განტოლება იღებს სახეხ 

-V 

- ' I ითი» 
რაც გარეგნულად ემთხვევა C) განტოლებებს,ს ამიტომ ამ შემთხვევაში 

ნამდვილი სიჩქარეები ემთხვევიან ვირტუალურ სიჩქარეთა ერთ-ე კრებულს. 

(/=1.2,..”#) 

  

  

მაგალითი განეიხილოთ ბმა 

CL -X)X +წ, -” +C, – 2,) –I? =0 

C) პირობა იღებს სახეს 

ლთ -5) დ -#)+Cთ -»)-სი“ -#)+6C –2):(6” -7")=9 
ან ვექტორული ფორმით 

რ -ჩ)- თ -6,)=0. 
ეს ტოლობა გვეუბნება, რომ ორი წერტილის ფარდობითი ყირტუალური სიჩქარე 

პე, დიკულარულია ფ. რადიუს-ვექტორისა ნამდვილი 
სიჩქარეებისათვის. ეს ფაქტი კარგადაა ცნობილი კინემატიკიდან. 

მატერიალური წერტილის ნამდვილი გადაადგილება, როგორც ცნობილია, 

ეწოდება ვექტორს 

  

ძ» =Cხძ!, 

რომლის გეგმილები, როგორც ვხედავთ, აკმაყოფილებენ განტოლებას 
V,,,V,,.V# #9 + თ+-V=0 

მ, -%8,ი თ.გ, %“+5, 
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» სისტემის მატერიალური წერტილების ნამდვილ გადაადგილებას უწოდებენ 
ვექტორებს: 

ძი =0,4 
ნათელია, რომ მათი გეგმილები უნდა აკმაყოფილებდნენ განტოლებებს 

ს წ მ/, 
აიიი +%თ,+ %.,  1%„-ი, (#4 =12,.,#). 
“IL CX, თ, X, მ 

განვიხილოთ ახლა კავშირი ეირტუალურ გადაადგილებასთან. ვთქვათ 
წერტილი იმყოფება ზედაპირსე 

#(9%#2)=0 
დროის ფიქსირებულ 0 მომენტში წერტილის მდებარეობას განსაზღვრავს რა- 

დიუს-ვექტორი # =XI +)/+2#. განეიხილოთ ახლა წერტილის უსასრულოდ მახ- 
ლობელ. მდებარეობათა სიმრავლე, რომელიც დასაშვებია ბმით ამ ფიქსირებულ 
მომენტში და დაეუშვათ, რომ ეს უსასრულოდ მახლობელი მდებარეობები განი- 
საზღვრება რადიუს-ვექტორით 

LV)=”0)+2 =(X+%)/ +(CV+8/)/+(2+62X, 
სადაც რთ,8,ძმ არიან თ ვექტორის მდგენელები. 

თ ეექტორი არის #(C) რადიუს-ვექტორის უსასრულოდ მცირე ნაზრდი 

წერტილის წარმოდგენითი გადაადგილებისას #C) რადიუს-ვექტორით განსაზ- 
ღერული წერტილიდან ”() რადიუს-ვექტორით განსაზღვრულ წერტილში. მას 
ეწოდება ვ ი რტ უალურ ი გააადგილების ვექტორი ესაა უსასრულოდ 
მცირე ვექტორი, რომელიც საშუალებას იძლევა წარმოდგენით (აზრობრივად), 
ბმების დაურღვევლად გადავიტანოთ წერტილი უსასრულოდ მახლობელ წერ- 
ტილში დროის იმაეე მომენტში. #-ს ჯ#ჯ-ეექტორის ვ ა რიაციასაც 

უწოდებენ. 
ნათელია, რომ XL'I)-ვექტორის მდგენელებმა იგივე (I-27) ხასიათის ბმის 

განტოლება უნდა დააკმაყოფილონ: 
#(+X+Cთ,/+06),2+086:()=90 

თუ ამ განტოლებას უსასრულოდ მცირე სიდიდეთა მწკრივად გავშლით, გა- 
ვითვალისწინებთ, რომ /(X,»,21=0 და შემოვიფარგლებით პირველი რიგის 
უსასრულოდ მცირე სიდიდეებით, მივიღებთ კოორდინატების ვარიაციებსე დადე- 
ბულ პირობას: 

  

  

29+2-0+2X - 0 (L-2.16) 

რადგან ამ განტოლებების მისაღებად დრო ფიქსირებულად ითელებოდა, 
თ,0/,0 ვარიაციებს უწოდებენ ი ზო ქრონულს. 

როგორ დავუკავშიროთ ვირტუალური გადაადგილებები ვირტუალურ სიჩ- 
ქარეებს? მამოვეცამით დროის განზომილების მქონე პარამეტრი L და მასზე 

  

გავამრავლ » ნაფარდობის თითოეული წევრი. ამავდროულად შემოვი- 
ტანოთ აღნიშვნები 
  

ბX=XV, 2» = “ი, 82=2 

მივიღებთ თანაფარდობას 

VI %8+#X > =0. 
CX მ» მ 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ბ; =0XI +2)/ +207 =6% ვექტორის ბეგმილები აკ- 
მაყოფილებენ (L2.)2) პირობას. თუკი ასლა # პარამეტრს ისე შევარჩევთ, რომ 

27



ბ. გადაადგილებები თავსებადი იყვნენ ბმასთან (ამისათვის #-ს უნდა ჰქონდეს 

სიმცირე არანაკლებ რირი,” სიდიდეებისა,) მაშინ რადგანაც ი, 02 

სიდიდეები აკმაყოფილებენ 0-2.16) პირობას, 2” -ვექტორები წარმოადგენენ 

ვირტუალურ გადაადგილებებს, ე.ი. 6 = 8”, თანაფარდობიდან 2 =60% გამოდის, 
რომ ვირტუალურ გადაადგილებათა ვექტორებს აქვთ ვირტუალური სიჩქარეების 
მიმართულება. 

თუ ბმა, რომელსაც ემორჩილება მატერიალური წერტილის მოძრაობა, არის 

სტაციონარული, მაშინ ძ«' ნამდვილი გადაადგილების გეგმილები (თი თ,,ძ:) და- 

აკმაყოფილებენ განტოლებას: 

XV, %>,.%–,-ი 
2 V მ» 

ეს კი ნიშნაეს რომ სტაციონარული ბმის შემთხვევაში ნამდვილი 
გადაადგილების გექტორი დაემთხვევა ერთ-ერთ ვირტუალურ გადაადგილებას. 

(0-2.16) პირობას შეგვიძლია მივცეთ თვალსაჩინო გეომეტრიული ინტერ- 
პრეტაცი. ბმის განტოლებას /(»,#,2)=0ი “შეიბლება ეუყუროთ (დროის 
ფიქსირებულ მომენტში) როგორც ზედაპირის განტოლებას. მაშინ V-2.12)-დან გა- 
მომდინარეობს, რომ # ეირტუალური გადაადგილებები არიან ვექტორები, რომ- 
ლებიც მდებარეობენ მატერიალური წერტილის მდებარეობაზე მოცემული ჩედ- 
აპირისადმი გატარებულ. მხებ სიბრტყეში (იხ.ნახ. 7 ). 

    
ICL,X,2,1)=0. 

ნახასი 7 

მატერიალურ წერტილთა სისტემის შემთხვევაში ვირტუალურ გადაადგილე- 

  ბებს უწოდებენ უსასრულოდ მცირე ვექტ ა ერთ'იბლიობას: 

8 = 61 +0V,/+8,6 ( =12,...,”) (L-2.17) 

მათი პროექციები აკმაყოფილებენ განტოლებათა სისტემას 

%, ,% => 
–თ>,+ =0 #=12,...,# I-2.18. 2 გით + გ ) ი2აზ 

სტაციონარული ბმების ფემთხვევიში ნამდვილი გადაადგილების ვექტორე- 
ბის მდგენელები ასეთსავე სახის პირობებს აკმაყოფილებენ. ამიტომაც ამ დროს 
ნამდვილი გადაადგილებანი თანხვდებიან ერთ-ერთ ვირტუალურ გადაადგილე- 
ბათა ერთობლიობას. 

თუ მატერიალური სისტემა შედგება V ნაწილაკისაგან„ მას ექნება 

3MV კოორდინატთა ვარიაცია. მაგრამ თუ სისტემასე დადებულია # ბმა, კოორ- 
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დინატთა ეს ვარიაციები აღარ არიან ურთიერთდამოუკიდებელი. ბმების გან- 
ტოლებები ასე გამოიყურება: 

ლთ (მ, მ მ 3 იგ .%იგს,%8-ი (/=12 ს) _ 029 
2) L CX, 2, მჩ7, 

ამ განტოლებებს თუ ამოვსსნით კოორდინატთა # ვარიაციის მიმართ, გა- 

მოვხატავო მათ დანარჩენი 3M -–# ვარიაციით. ამრიგად, დამოუკიდებელ ვარია- 
ციათა რაოდენობა იქნება 3V -#, ე.ი. კოორდინატთა დამოუკიდებელი ვარიაციე- 
ბის რაოდენობა ემთხვევა სისტემის თავისუფლების ხარისხთა რიცხვს. 

I31 ვირტუალური მუშაობა. იდეალური ბმები 

თუ მატერიალური სისტემის წერტილებსე დროის მოცემულ ფიქსირე- 

ბულ მომენტში მოქმედებენ ძალები ჩრ... M,, ხოლო სისტემის წერტილების 

ვირტუალური გადაადგილებები, შესაბამისად, არის რთ.,605,..,თ,, მაშინ ვ.ი. რ 

ტუალური მუშაობა ეწოდება ამ ძალების მუშაობას სისტემის ვირ- 
ტუალურ გადაადგილებებზე, ე.ი. 

64=3 ოჩ-8 0-3.) 

ანუ თუ # =(X,,#,2,), მაშინ 
M 

64= 2 (X,6 + 1,0), + 2,%,) (1-3.2) 
აე) 

განვსასღეროთ ახლა იდეალური ბმების ცნება. იდეალური ისეთ ბმებს ეწოდება, 
რომლებისთვისაც ბმების რეაქციების ვირტუალური მუშაობა ნებისმიერ ვირტუ- 
ალურ გადაადგილებაზე ნულის ტოლია, ე.ი. 

წ 

2,8 -6%=0 (L-3.3) 
I 

აქ #ჩ, არის /– ურ ნაწილაკზე მოდებული ბმის რეაქციის ძალა. 

ძალიან ბევრ შემთხვევაში ბმის რეაქციის ძალები პერპენდიკულარულია 

მოძრაობის მიმართულებისა, და ამიტომ #,-:V, ნამრავლი ნულის ტოლია. მა- 

გალითად, თუ წერტილოვანი მასა იმულებულია იმოძრაოს მოცემულ სივრცულ 

მრუდზე, მისი მოძრაობის მიმართულება ყოველთეის მრუდის მხებადაა; ბმის 

რეაქცია კი მრუდის მხების მართობულია. · 
მაგრამ არის ისეთი შემთხევვებიც, როცა ცალკეული ბმის რეაქციების 

ძალები ასრულებენ არანულოვან მუშაობას, მაგრამ ყველა მათგანის მუშაობათა 
ჯამი ნულის ტოლი ხდება ასეთი მაგალითია ძაფით მბრუნავ ღერძზე. 
(იდეალური ბლოკი) გადაკიდებული ორი მასიური სხეული. ძაფის დაჭიმულო- 
ბანი არიან ამ მაგალითმი რეაქციის ძალები, რომლებიც ინდივიდუალურად 
ერთმანეთის ტოლ და საწინააღმდეგო ნიშნის მუშაობას ასრულებენ. 

განვიხილოთ კიდევ ასეთი მაგალითი (ნახ. 8): 
სისტემა წარმოადგენს ორ ერთნაირ ბორბალს, 

29



  

ნახაზი 8 

რომლებზეც მოთავსებულია ფიცარი (დაფა. ბორბლებს შეუძლიათ გორეა 
ხახუნის გარეშე უძრავ ჰორიზონტალურ სიბრტყეზე დაფის სრიალი ბორ- 
ბლებზე აკრძალულია რაიმე პირობ - ნ და L წერტილების წანაცვლება 
ბორბალზე და ფიცარზე პირველი რიგის სიზუსტით ერთნაირია. 

დაფა და ბორბალი ურთიერთქმედებს სიდიდით ტოდი და საწინააღმდეგოდ 

მიმართული შინაგანი რეაქციის ძალებით, ჩა და „ ვირტუალურ მუშაო- 
ბათა ჯამი ნულის ტოლია. 

  

+ დავუბრუნდეთ კელაე (L3.3) განტოლებას. 
ვისარგებლოთ ამ პირობით ბმების რეაქციების გამოსარიცხავად. ჩავწეროთ 

იგი ჯერ ასე: 
” 
2, „თ, +ჩ, 6, + ჩ, ·%,)=0 C-3.4) 

და გავიხსენოთ, რო კოორდინატების ვარიაციები ემორჩილებიან განტოლებებს: 
მ 

28 +% ოსონო %გეაბ (-I2ხ 0-35 
თითოეული ეს სანტოლები გავამრავლოთ ე.წ. ლაგრანჟის განუსაზლვრელ მამ- 
რავლებზე ბარია რს რომლებიც შეიძლება იყვნყკნი კოორდინატებისა და 
დროის ფუნქციები, 

ა 7 მ მ 
2:4ფ 44, +224, იგე  0-ს2. 
02) ' ' “/ 

შევკრიბოთ მიღებული გამოსასულებები და შეეცეალოთ აჯამვის თანმიმდევ- 
რობა, 

2122 242 %,გ, 2 იმი, 24 > 0 (I-34) 

ეს გამოსახულება დაგაკლოთ რ 34 სახოდებას. 

24, (ჩ, -2, 2+9, (CV -2:2, ფე+., (,. – 24 3)-ი (I-37) 
"I V 

როგორ დავაკმაყოფილოთ ·ეს პირობა? რადგანაც (I-3.9) განტოლებების თანახმად 

დამოუკიდებელი ვარიაციების რაოდენობა არის 3V – #, ავირჩიოთ ლაგრანჟის 4 

მამრავლები ისე, რომ პირეელი # გეარიაციის წინ მდგომი კოეფიციენტები 

გადაიქცნენ ნულად. დანარჩენ ·გამოსახულებებში (I-37)დან 3MV-# ვარიაცია 
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უკვე იქნება დამოუკიდებელი და ამიტომ მათთაჩ მდგომი კოეფიციენტებიც 
აგრეთვე ნულის ტოლი უნდა იყოს, ქ.ი. 

+ მ/ + #V + 
=2,2?., # =2.4-“, ჩ.=2,2,–“. C-3.8) 
» 70.“ 24%%,, იი24%6 

მოვიყვანოთ იდეალური ბმების მაგალითები: 

მაგალითი 1. 
ორ #, და M,ე მატერიალურ წერტილებს შორის ბმას ახორცივლებს აბ- 

სოლუტურად ხისტი ღერო (ნახ. 9). 

(#” „,    
ი 

ნახაზი 9 

წ და #, იყოს ბმების რეაქციები (#, =-/). თუ 9, და 0, არიან სათანადო 
ვირტუალური სიჩქარეები, მაშინ ამ წერტილების ეირტუალური გადაადგილებები 

იქნება #.=ს >. და #65=6,. 
რეაქციების ძალთა მუშაობა წერტილთა ვირტუალურ გააადგილებაზე ტო- 

ლია: 

ჩ-თ+8M-0 =M(თ -26)=5C –6;)- =0 
რადგან 6, - 0, ' სხვაობა პერპენდიკულარულია ღეროს მიმართულებისა (იხ. 

მაგალითი წინა პარაგრაფში), ხოლო ჩ- მიმართულია ღეროს გასწერივ. 

მაგალითი 2. 
წერტილი მომრაობს ბრუნეითი პიპერბოლოიდის 

#(X,#,2) = Xჯ" +)? – 2 =0 
შიდა ზედაპირზე, რომელიც აბსოლუტურად გლუვია. 

ცხადია, სიგლუვის გამო რეაქცია მიმ. ულია 1 პირის ნორმ 
გაასწერივ და ვირტუალური გადაადგილებები მოთავსებული ია სედაპირის ევს 

სიბრტყეში, ე.ი. #:% =0. 
მოვიყვანოთ ახლა სხვა მტკიცება ლაგრანუის მამრავლის გამოყენებით. 

რადგან რეაქცია მიმ. ულია ედაპირის ნორმალის გასწვრივ, შეიძლება 
დავწეროთ 
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ა წ. ა ს.ე” ი წ ც 
შ2 შXC მ -- % ს, 2 X 2» 4 

საიდანაც 
ჩ=2ს, #.=20, #.=-ძ2 

ამიტომ 

L-6 =9,8:+ M,9/+ XL. = 2(2X%+236/ – ი6:) 
ბმების განტოლების თანახმად უნდა გექონდეს 

მითამეფი 26 - 0 

ანუ 

2X0+2)2/–ი8%=0 => ჩ-.8 =0 

მაშასადამე, ბმა ყოფილა იდეალური. 

1-4. არათავისუფალი (ბმებიანი) მექანიკური სისტემების 
მოძრაობის შესწავლის ამოცანის დასმა 

ბმებიანი მექანიკური სისტემებისათეის მოძრაობის შესწავლის ამოცანა 

მდგომარეობს შემდეგში: სისტემის ნაწილაკებსზე მოქმედი ცნობილი აქტიური # 

ძალების და სისტემაზე დადებული ბმების განტოლებების მეშეეობით უნდა 
განისასღვროს მოძრაობის კანონები და ბმების რეაქციების #, ძალები. 

პრაქტიკულად ამოცანა დაიყვანება მოძრაობის დიფერენციალურ განტოლებათა 
სისტემისა და ბმების განტოლებების ერთობლივ ამოხსნაზე. მოძრაობის გან- 
ტოდეებებს აქვთ სახე: 

ი =#+ზ, ნ =1,2,...,M) C-4.0 
ამავე დროს სისტემაზე დადებულია M# ჰოლონომური ბმა 

#/,რარ ა/ა =0, (7 =12,...,#) 0-4.) 
გარდა ამისა, ცნობილი უნდა იყოს ბმებთან თავსებადი საწყისი პირობები. 

ბუნებრივია, რომ ფიზიკურად საინტერესოა მხოლოდ ის შემთხვევა, როცა 

#<3V, ხოლო #, ძალებში იგულისხმება როგორც შინაგანი (ნაწილაკებს შო- 

რის მოქმედი), ასევე გარე აქტიური ძალები, მაშინ როცა #,-ში იგულისხმება 

გეომეტრიული ჯამი 71-ურ ნაწილაკზე მოქმედი რომელიმე / (/ =1,2,.,M) ბმის „ი- 
რობით გამოწეეული ყველა რეაქციის ძალთა გეომეტრიული ჯამი 

– L.- 

#=2,, 
წუ) 

ამრიგად, შესასწავლია 3MV +X# განტოლებისგან შედგენილი სისტემა (L4.I,2), 
რომელიც შეიცავს ნV” უცნობს 3» ნაწილაკთა კოორდინატას და 3M 
რეაქციის ძალების გეგმილებს., ამიტომ სოგად შემთხევეაში ასე ჩამოყალიბე- 
ბული ამოცანა განსახღვრული არ არის, 

ქვემოთ ჩვენ "დავრწმუნდებით, რომ ამოცანა გახდება მათემატიკურად კო- 
რექტული ჰ ერი სისტემებისათვის იდეალური ბმებით მართლაც, 
როგორც ფინა. პარაგრაფში დავრწმუნდით, იდეალური ბმების შემთხვევაში 
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რეაქციის ძალები შეგვიძლია გამოვხატოთ ბმების პირობების მეშვეობით ლა- 
გრანჟის განუსაზღვრელი მამრავლების მეთოდით (იხ. L-3.8), ამ თანაფარდობათა 

გათვალისწინებით მოძრაობის (I-4.I) განტოლებები ასე გადაიწერება 
L3 

თ, =5+2)2, %, (V =1,2,...,V) (I-4.3) 
შლ) , 

ახლა ბმების (IL-42) განტოლებებთან ერთად გვაქვს სულ 3V+# სკალარულ 
განტოლებათა სისტემა რომელშიც საძიებელია 3V+# “უცნობი: სისტემის 
ნაწილაკთა 3V კ დინატა და # დენობის ლაგრანჟის განუსასღვრელი 
მამრავლები 2,2... 6. ამრიგად ამოცანა სავსებით განსაზღვრული გახდა – 

იმდენი განტოლება გვაქვს, რამდენიც საძიებელი უცნობია. 
(-43) განტოლებათა სისტემას უწოდებენ პირველი გვარის ლაგრანჟის 

განტოლებებს. მათი საშუალებით ერთდრულად მოიძებნება ნაწილაკთა ყველა 
კოორდინატა და ყველა რეაქციის ძალა. 

მაგალითი: ვაჩეენოთ ამ განტოლებათა გამოყენება ერთი თავისუფლების 
ხარისხის მქონე სისტემის შემთხეევაში, როგორიცაა ბრტყელი მათემატიკური 
საქანი, რომელიც ასრულებს მოძრაობას ვერტიკალურ X»X» სიბრტყეში (ნახ.I0). 

  

  

ნახა'სი I0 

ბმების განტოლებებს აქვთ სახე 

ჩ(0012)=Xჯ" +/' + 2” – 17 =0 (6) 
4#1(X,,2)=2=0 ' · 

(L-4.3-ის საფუძველზე მიიღება მოძრაობის შემდეგი განტოლებები 
იIX = 99 + #2X, 

იჯ = 2,2, (683) 
0=#7,, 

რადგანაც 750. ამ განტოლებებიდან ეპოულობთ 

2 =0 _. 
2» 

ჩავატაროთ ახლა საჭირო ალგებრული გარდაქმნები: გავამრავლოთ (#M»)-ის 
პირველი განტოლება »V-სე და დავაკლოთ მას X-ხყ გამრავლებული მეორე 
განტოლება, მივიღებთ 

#ICX/ – IX) = #I§/ რ6.+.+) 
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შემდგომი მსვლელობისათვის მისანშეწონილია პოლარულ კოორდინატებზე 
გადასვლა: 

X=7008თ, X=!ზიდ 

მაშინ (+»#»+») განტოლება მიიღებს ცნობილ სახეს 

#+#9ით=0 

აზ განტოლების ინტეგრაცია საწყისი პირობით:თC((=0)=0, რთ(/ =0)=ძა, 

გვაძლევს პირველ ინტეგრალს 

თ'=თ 270 -იით). 
ახლა მოეძებნოთ ძაფის რეაქცია. (I-39) ფორმულების თანახმად 

  

  

ჩ,=ტ2X=Mი“,  ჩ, =2,2/=MV, #, =0 
» 

ამიტომ 

? ? ? იე! » #=V#", + 1, + #7. = VIII = MI =+ 
» » 

ან 
I 

#= თი! - 9956 | 
ყიდ | 

რადგან გ=- 55) ადგა! თდ= წვა 

ხოლო დ? განსასღერული გეაქ3ვს სზემოთ, მიიღება 

#= „რ -2#%0- იი56)+9-0050 

  

ჟ–=> 
= ორ” -#90 – 3იიაი) 

ამ განტოლებიდან ჩანს, რომ ძაფის ბმა იქნება შემკავებელი, თუ, როცა C=0, 

გვექნებოდა #>0. ეს მოხდება მაშინ, თუ საწყისი კუთხური სიჩქარე აკმაყო- 
ფილებს უტოლობას 

·» მექანიკური მოძრაობის სემოთ დასმული ზოგადი ამოცანის გადაწყ- 
ვეტის მეორე გზა არის ახალი კოორდინატების შემოტანა, რომელთა რაოდენობა 
ემთხვევა სისტემის თავისუფლების ხარისხს ამ კ დინატებსე გადასვლის 
მეშვეობით შესაძლებელი ხდება განტოლებათა სისტემის დაქვანნა 3M-# გან- 
ტოლებისგან შემდგარ სისტემასე, რომელიც ცხადი სახით აღარ შეიცავენ 
რეაქციის ძალებს ამ განტოლებებს ლაგრანჟის მე-2 გვარის (ან უბრალოდ, 
ლაგრანჟის) განტოლებებს უწოდებენ. 

გადავიდეთ ამ მეთოდის განხილვაზე. 
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1-5, განსოგადებული კოორდინატები. განზოგადებული ძალები 

ადრე დავადგინეთ, რომ თუ მატერიალური სისტემის მდებარეობა ემორ- 
ჩილება # ჰოლონომურ ბმას, მაშინ მისი მდებარეობა განისაზღვრება M =3MV -# 
დამოუკიდებელი დეკარტეს კოორდინატით. მაგრამ, ბევრ “შემთხვევაში 
დეკარტეს კოორდინატების გამოყენება რთულ გამოთვლებთან არის დაკავშირე” 
ბული, ამიტომ, ხშირად სისტემის მდებარე დ უფრო 
მოსახერხებელია სხვა ურთიერთდამოუკიდებელი 4#,4.,..,4, სავამეტრების გა- 
მოყენება. მათ შეიძლება ჰქონდეთ სხვადასხვა განზომილება – შეიძლება იყვნენ 
კუთხეები, რკალის სიგრძეები, ფართობები და აშ. ყეელა 3V დეკარტეს კოორ- 

დინატა შეიძლება გამოიხატოს შემოყვ. მეტრებით (რადგან დამოუ- 
კიდებელია მხოლოდ 3V –#) 

2, =X,(9,9ი, მ,» 
X, = (მთ, 9,» (L-5.1) 
2, = 2,(9,,0;,-.»:9,:) 0 =I2,...V) M=3M -#. 

ეს ფუნქციები ბმების განტოლებებსაც აკმაყოფილებენ, თუკი ასეთნი 
დადებული იყო სისტემაზე: 

#C0V,X,2,:0 =0 თ =L2..#) 
ჩეენ დავუშვებთ, რომ მატერიალური სისტემის ბმებთან თავსებადი ყოველი 

მდებარეობა ცალსახად განისაზღერება (I-5.) ფუნქციებით 9#,0,..,ძ,ე პარამე- 
ტრების რაიმე მნიშვნელობების დროს. 

ამ ურთიერთდამოუკიდებელ პარამეტრებს 4,.ძე,..სი,,სადაცკ ”- თავისუ- 

ფლების ხარისხთა რიცხყია, უწოდებენ გ ა ნ ზოგადებ უ ლ კოორდცი- 

ნატებს. 
ბე სალი მი დეკარტეს კოორდინატებიდან განზოგადებულ კოორღინატებზე 

გ. ნაწილაკი რომლის მოძრაობა შეზ- 
ღუდულია ძ მაფოტიბ წრეწირით (ნახ. 11) 

ბმის განტოლებას აქვს სახე (5. +X?)” ”=ი 

  

  

  

  

  

+. 
(4 
ბ. 7 

ნახასი )1 

4, იყოს ერთ-ერთი განზოგადებული კ დინატა – პოლარული კუთხე. მეორე 
განზოგადებულ კ) დინატად ავიღ ბმის 3 ბა, 

ძე “რ 

  

  

გარდაქმნა ხდება ასე 

=ძ: 005ძ, 

ი =თ იძ, 
ამ გარდაქმნის იაკობიანია 
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ამიტომ ძ# -–ები შეიძლება გამოისახოს როგორც X- ების ფუნქციები ყველა წერ- 

ტილში, გარდა ნულოვანი იაკობიანისა, 0; =0. ამ დროს წრის რადიუსი ნულის 

ტოლია და ამიტომ კუთხე ძ, განუსასღვრელია. ეს გ. ქმნებ   

გოთივზ, ი =(1+X) 
1 

სადაც ნებისმიერად ავიღეთ 0<ძ, <2”, 0<ძ, <თ, რათა #-ები იყვნენ 

X- ების ცალსახა ფუნქციები. გარდაქმნის ეს განტოლებები გამოდგება ფთ.X,) 
სიბრტყის ყეელა წერტილში სათავის გარდა. ამ მაგალითში დავრწმუნდით, რომ 
ახალი კოორდინატების ასეთი შემოტანისას სისტემის აღწერა შესაძლებელია 

მარტო ერთი, 94, ცვლადით. 

· ცხადია, რომ VI-5.) განტოლებები ვექტორული ფორმითაც შეიძლება 
ჩაიწეროს: 

ს =>, +),7+>,6 =”(9,9;,--+9,:/) 0-52) 
სტაციონარული ბმების შემთხვევაში ფუნქციები შეიძლება ისე შეირჩეს, რომ 
ისინი არ შეიცავდნენ დროს ცხადად, ვ.ი. ჰქონდეთ სახე: 

წ =ჩ(9,,0-,--»9,) 0 = I2,....V) (1-5.3) 
(L4.12,3) არიან წ ცვლადებიდან ძ, ცელადებზე გარდაქმნის განტოლებები. მათი 

გახილვა შეიძლება აგრეთვე როგორც ს) ცელადების პარამეტრული წარ- 
მოდგენა დეკარტეს კოორდინატებისგან განსხვავებით განზოგადებული კოორ- 
დინატები არ ცალდება სამ ჯგუფად, რათა შექმნან სათანადო ვექტორები. 

მაგალითი; , სიგრძის სფერული საქანი შეიძლება დავახასიათოთ 

კუთხეებით 4ძ,=60, ძ«ძ, =თ. (ნახ. 12). 

  

„ნახა'სი 12, 

გარდაქმნის ფორმულებს აქვთ სახე: 
Xჯ=75010005თ =751იძ, 0050; 

X»=1715)ი05Iიდ=7ყიძ,3ი0; 

7 =700§0 =70059, 
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განსოგადებული კოორდინატები სშირად თავისუფალი (ბმების გარეშე) 
სისტემებისთვისაც მოსახერხებელია. ასე მაგალითად, სფერული სიმეტრიის 
ველის ამოცანაში ან სხვა ტიპის სიმეტრიულ ამოცანებში. 

გამოვთვალოთ ახლა (L-5.) ფუნქციების დიფერენციალები იმ დაშვებით. 
რომ /( დრო ფიქსირებულია. მათ აქვთ სახე (აღვნიშნოთ თავზე ხაზით): 

– ლ 0, – 5 C მ, – 2 ლ 0, 
ძ», = ძი. ძა), = –“ძშძ,, ძ?, = ბ,–+ძყ, არფერი  % 52 გერ ლს 

მოვძებნ ახლა დიფერენციალები ბმების პირობებისა, რომლებიც მოძრაობის 
განტოლებებსაც აკმაყოფილებენ, ანუ ბმების იგივეობებისა: 

  

  

ჩC.X,2,:(1=0 (/ =1,2,..,#) 
აქ! ფიქსირებულია. მათში (I-5.0) ჩასმის შემდეგ გვაქვს 

მ მ მ 
V > –“9 „ი V, 7, ძ,, +--–“ %23 მ, V = I2,...#) 

4-2 მX, 8, მ», 

ეს კი თანხვდება (L2.15)-ს. ვასკვნით, რომ ძX,ძიV,ძ:, დიფერენციალები თანხ- 

ვდება კოორდინატების ვარიაციებს (რადგან ორივე ერთდროულია) #,,0/,,თ,. ამ 

გზით ჩვენ დავადგინეთ კოორდინატების ვარიაციების გამოთელის ”რეცეპტურა”, 
სახელდობრ, როგორც სტაციონარული, ასევე არასტაციონარული ვარია- 

ციები კ დ ბებ გ ელება ფორმულებ 

8. =25% -% “მირ წ, = -2 წ... ((-54 
უო) თ. 09, იო 

  

  

სადაც რ, =ძძ,  'თ= 12, ი სიდიდეებს ეწოდება განზოგადოებული კოორდი- 
ნატების ვარიაციები. 

  

  

აშკარაა, რომ ყირტუალური გადაადგილებებისათვის მიიღებ 

+L+2 რ=2 2-6, 
2 აე 

ჩავსეათ ეს გამოსახულება ილიას მუშაობის ფორმულაში: 

#M=2:ჩ- 2 
I თ5 უა. 

გადაჯგუფების შემდეგ 
ა მ» «-2% ნ. 2 ლ +” მი, 

ჯამებს 

მ, =2.ჩ. => CV =1,2,...,#) (-5.4) 
დე) წი 

  უწოდებენ განზოგადებულ ძალებს. 
ყოველ განსოგადებულ კოორდინატას 4, ვირტუალური მუშაობის ფორ- 

მულაში ეთანადება თავისი განსოგადებული მალა 0», ყ.ი. 

%=2,0,შ9, 0-5.5) 
ლუ) 

ეს გამოსახულება იძლევა განსოგადებული ძალის შემდეგ განმარტებას: 
განზოგადებული ძალები ეწოდება ვირტუალური მუშაობის ფორმულაში გან- 
ზოგადებული კოორდინატების ვარიაციებთან მდგომ კოეფიციენტებს. 
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მაგალითი. ზემოთ განხილულ სფერული საქანის მაგალითში მოვძებნოთ 
განზოგადებული ძალები. 

ამოხსნა: ამ ამოცანაში V =1,#=2, განსოგადებული კოორდინატებია 

ყ,=0, «.=თ, ხოლო განზოგადებული ძალები მოიცემა ასე: 

=+47-“ 
მიე 2690 მმ 

ლ, =X9% VI. 29% 
გით მთ მთ 

სადაც X,1,2 არიან საქანხე მოქმედი ჯ ძალისს მდგენელები: 

X=X=0, 272=»8=7#. 

ზემოთ ამოწერილი გარდაქმნის ფორმულების მიხედვით ეპოულობთ: 
22 : 2 

= –/510 60; –=0 
მ0 მთ 

ამრიგად 

0, =-#7Iწით, C, =0 
ცხადია, იგივე შედეგს მივიღებთ, თუ განზოგადებულ ძალებს განვსაზ- 

ღვრავთ ვირტუალური მუშაობით, მართლაც 
#64 = X62X+ X6/+ 7Cთ = 28 

რაკი 
#2 = –/ §1ი 0060, 

ამიტომ 
64 = –IIV5)ი 000, 

ამრიგად, 0, = –#X/§51060, 0, =0. 
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თავი II 

კლასიკური დინამიკის ძირითადი პრინციკები და მოძრაობის 
განტოლებები 

II-I. ვირტუალურ გადაადგილებათა პრინციპი 

ესაა მექანიკის პრინციპი, რომელიც აწესებს მატერიალური სისტემის წო- 
ნასწორობის (მათ შორის, უძრაობის) აუცილებელ და საკმარის პირობებს. 

ვთქვათ, მატერიალური სისტემა ემორჩილება # ჰოლონომურ სტაციონა- 
რულ ბმას: 

#,თაX,2,1=9 (/ =12,..+MX) 
ასეთი არათავისუფალი სისტემის მოძრაობის განტოლებები შემდეგი სახისაა: 

”,0, = ს +7, ( =1,2,....,V) CI-I.) 

# და #, არიან 1-ურ წერტილზე მოდებული ყველა აქტიური და ბმების 

რეაქციების ძალების ტოლქმედები. 
მატერიალური სისტემის წონასწორობაში (უძრაობაში) გვესმის მისი ისეთი 

მდებარეობა, რომელშიც სისტემა იქნება მთელი დროის განმავლობაში, თუ მას 
საწყის მომენტში ჰქონდა რა ნულის ტოლი სიჩქარეები, იმყოფებოდა ამ მდე- 
ბარეობაში-ი სსეა სიტყეებით, წონასწორობის მდებარეობაში სისტემის ყველა 

წერტილის სიჩქარე და აჩქარებები ნულის ტოლია: 

6, =0, შ,=0 0 =12,....,V) 
ან მოძრაობის განტოლებების შესაბამისად 

0,=0 #+Vწ, =0 (I =12,...,M) 0I-12) 
ჩამოვაყალიბოთ ახლა ვირტუალურ გადაადგილებათა პრინციპი: 

” ჰოლონომური სისტემის წონასწორობის აუცილებელი და საკმარისი პი- 
რობა, რომელზეც იდეალური ბმებია მოდებული, მდგომარეობს ყველა აქტიური 
ძალების მიერ ნებისმიერ ვირტუალურ გადაადგილებაზე შესრულებული მუშაო- 
ბის ნულთან ტოლობაში, ე.ი. 

> : 

2ე# 8, =0. (II-13) 
1) 

გარდა ამისა, წონასწორობის განმარტების შესაბამისად, C,(I(ა) =0. (I = L2,...,V), 

სადაც (ა დროის საწყისი მომენტია. 

აუცილებლობა: 
ე.ი. სრულდება პირობები (II-I.2), მეორე მათგანი სკალარულად გავამრავლოთ 
1- ური ნაწილაკის ვირტუალური გადაადგილების ვექტორზე, 

თ -(M+#,)=0, 
რომელიც სამაროლიანია სისტემის ყველა წერტილისათვის. ავჯამოთ ახლა ეს 
გამოსახულებები: 

M _ი _ M#_ XL _ 

26-00 +ჩ)=0, ანუ 2#.06+2,წ-2, =0 
ლე ლე ლე) 
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რადგან პირობის თანახმად სისტემაზე დადებული ბმები არიან იდეალური, 
ა» _ 

2,7, ·თ,=0, და ამიტომაც გერჩება 
სე) » _ 

2ეL-ბ =0 (რ.დგ) 

საკმარისობა: 
უნდა დავამტკიცოთ, რომ (II-I3)-დან გამომდინარეობს (II-12). თანაფარდობა (II- 

13) გადავწეროთ ასე (მდგენელებში, /, = M(CX,,#,.2,)) 
M 

2,(X,8%, +1 8), +2,C,) =0. (LI.4) 

ამავე დროს კოორდინატების ვარიაციები ემორჩილებიან # განტოლებას: 

მ 
2 + %.) 2, +“ %» »|- 0 თ =L2,..,M) 
“51 2, 

გამოვიყენოთ საარანეს გარ საზღერელი რცრ რ მამრავლების მეთოდი. 

გგაქვს: 

24212 –+6,+ 46 +2- 6 |-ა 
ი” ა 

63. ას ფანმეპრ ფირ, 22 #3 %I-ი (IL1.5) 
22, „I 

ეს გამოსახულება შეეკრიბოთ (II-1.4)-თან, მიილება: 

XIX +2-), 93- +X+) +242 3. «(2 +3:7, 3. ,- 0 
+CI “" 

ავარჩიოთ 2, მუდმივები ისე, რომ X# კოორდინატების ვარიაციებთან მდგომი 

კოეფიციენტები ნულად გადაიქცნენ. მაშინ ნულად გადაიქცევა დანარჩენ 3M –# 
ვარიაციებთან მდგომი კრეფიციენტებიც ამ ვარიაციების ურთიერთდამოუკიდე- 
ბლობის გამო. ამრიგად, მიეიდებთ განტოდლეებებს: 

+ მ + 

X+2:, % -ი, X#+2,4 %- , 8 +227 =0 
მ, 4. 7/, /= 

აქედან (L–. 38 ფორმულების გათვალისწინებით გვექნება 

X,+#, =0, #+7#, =0, 2+,=0– C0=1,2,...,M) 
ეს კი (ILI.2) განტოლებებია. (რდგ) 

მტკიცების ორივე ნაწილში საწყისი სიჩქარეები ყველგან ნულია. 

ეირტუალურ გადაადგილებათა პრინციპი საშუალებას იძლევა არათავისუ- 
ფალი მატერიალური სისტემის წონასწორობის მდებარეობა განვსაზღეროთ ისე, 

რომ არ შემოვიტანოთ უცნობი რეაქციის ძალები. 

ამაგდროულად ეს პრინციპი შეიძლება გამოვიყენოთ იდეალური ბმების გა- 

მომწვევი რეაქციების საპოვნელად. 
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ამისათვის უნდა გადავაგდოთ ბმა და შეეცვალოთ რეაქციების მოქმედებით, 
ამის შემდეგ ეს რყაქცია ჩაერთოთ აქტიური ძალების რიცხვში. ამასთან უნდა 
გეახსოედეს რომ ბმების გადაყრით ეზრდით სისტემის თავისუფლების 
ხარისხთა რიცხეს. როცა დადებული ბმები არ არიან იდეალური, მაშინ პრინ- 
ციპს ასეთ სისტემებს პირდაპირ ვერ მიეუყენებთ. ამ დროს რეაქცია მდგენელე- 
ბად უნდა დავშალოთ და არანორმალური (არაპერპენდიკულარული) მდგენელი 
ჩავრთოთ აქტიური ძალების რიცხვში. 

მაგალითი: 
2! სიგრძის მძიმე ერთგვაროვანი ღყრო შუალედური წყ:რტილით ეყრდნობა 

კედლის კუთხეს 8 წერტილში. მეორე ბოლო კი შეკავებულია ! სიგრძის 
უწონადი ძაფით, რომელიც. კიდია ჭერზე 0 წერტილში. მოცემულია აგრეთვე, 
რომ C4=098=!/. (ნახ. 13) 

იპოვეთ რდ კუთხე, რომელსაც ღერო ადგენს პჰორიზონტთან წონას- 
წორობის დროს. 

  

+ 
ნახასი 13 

ამოხსნა: 
აქტიური ძალა მარტო ერთია – ღეროს წონა #=#8, რომელიც მოდებუ- 

ლია ღეროს სიმძიმის ცენტრში C. ამიტომ ეირტუალურ გადაადგილებათა პრინ- 
ციპის თანახმად ღეროს წონასწორობის პირობა ასე გამოიყურება 

ნ-8.=ხბი=0ე =ძ6-.=0 
მაგრამ 

Xჯ- =159ი2თ –/90ითდ 

ამიტომ 
თ%,. = I(200§2C – C05თ)ბდ = 0 

მაგრამ, რადგან ბთ ნებისმიერად აიღება, უნდა ჩავთვალოთ ძ4თX0, ე.ი. 

20082Cდ – 60§თ =0, = 40083“ თ – 0050 –2 =0 

აქედან 

ი0§თ = 195601452 =0.842 (კუთხე ნაპოვნია) 

I-2. ვირტუალურ გადაადგილებათა პრინციპი განზოგადებულ 
კოორდინატებში 

ეირტუალურ გადაადგილებათა პრინციპი ყალიბდება განტო ღებებით: 
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ნ,0-)=- (I =1,2,...,V), #-2:ჩ-#. 

ეს უკანასკნელი გამოსახულება გადაწერილი გვაქვს განზოგადებულ კოორდი- 
ნატებში (იხ. განტ. (I-5.5)): 

C29, +009; +...+0,ძე, =0 
აქ ბები ერთმანეთისგან დამოუკიდებელია, ამიტომ ყველა გან- 

სოგადოებული ძალა ერთდროულად ნულის ტოლი უნდა იყოს: 
0, =0, (7 =1,2,....,M) (II-2.1) 

ამრიგად, ჰოლონომური სტაციონარული სისტემის წონასწორობის აუ- 
ცილებელი და საკმარისი პირობა იქნება სისტემის ყველა წერტილის სიჩქარის 
ნულთან ტოლობა და ყველა განზოგადებული ძალის ნულთან ტოლობა. 

განვიხილოთ კონსერეატიული ძალების შემთხვევა. როგორც ცნობილია, 
კონსერვატიული ძალები გამოიხატებიან პოტენციალური ენერგიის გრადიენტის 
მეშვეობით 

»=-წ, > %, 2,=-9% თ-22) მ, მ, %, 
ჩავსვათ ეს განსოგადებული ძალის ფორმულაში (/ - 5.4) და გავიხსენოთ 

განზოგადებულ კოორდინატებზე გადასვლის ფორმულები CI-5.1): 
· , 

0,=-302-9% ,06%. ,0VI% I ი. ცე აი 23 
CL მი მ0, _ 8, მი, თ, მი,) მი,” 

ამრიგად, კონსერვატიული ძალების შემთხვევაში 4«, განსოგადებული კოორდი- 

ნატის შესაბამისი განზოგადებული ძალა 0, არის მიჩუს ნიშნით აღებული პო- 

ტენციალური ეჩერგიის კერძო წარმოებული ამ კოორდინატით. 
აშკარაა, რომ (II-2.1)) წონასწორობის პირობა ამ შემთხვევაში ასე ჩაიწერება 

მV/ 
–-=0, (7 =L2,...,M) (0I-2.4) 
მძ, 

ანუ წონასწორობის მდებარეობაში სისტემის პოტენციალურ ენერგიას გააჩნია 
ექსტრემალური მნიშვნელობა. 

I-3. წონასწორობის მდებარეობის მდგრადობა 

სავსებით ბუნებრივია, რომ წონასწორობის ყველა მდებარეობის რეალი- 
საცია არ ხერხდება. 

მაგალითად, ადრე განხილული სფერული საქანისათვის განსოგადებული 
ძალები ასე გამოიყურებოდა: 

0, =-#7/9ი0, 0, =0 
ამიტომ წონასწორობის პირობას. ექნება სახე 

#!900 =0, 0 =MX, (I = 0,+1,+2,....) 

ამ პირობას პრაქტიკულად ფონასწორობის 2 მდებარეობა შეესაბამება: ქვედა 
(9=0) და ზედა (0=7). 
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ქვედა მდებარეობისთვის დამახასიათებელია ის, რომ მცირე გადახრებისას 
და საკმაოდ მცირე სიჩქარის მინიჭებისას საქანი შეასრულებს მოძრაობებს წო- 
ნასწორობის მდებარეობის მახლობლად. 

სედა მდებარეობისთვის კი რაგინდ მცირე გადახრისას ან რაგინდ მცირე 
სიჩქარის მინიჭებისას საქანი მხოლოდ დაშორდება წონასწორობის მდებარეო- 
ბას. 

ამრიგად, გვაქვს მდგრადი და არამდგრადი წონასწორობის მდებარეობანი. 
შეიძლება არსებობდეს აგრეთვე ე.წ. განურჩეველი წონასწორობის მდებარეობა, 
როცა აქედან გამოყვანილი სისტემა არც დაბრუნებას ეცდება და არც დაშორე- 
ბას ამისი მაგალითია ბურთულას წონასწორობა ჰორიზონტალურ სიბრტყეზე. 
ა.მ, ლიაპუნოემა ჩამოაყალიბა მდგრადობის მკაცრი განსაზღვრა: +» სისტემის 
მდგრადი წონასწორობის მდებარეობა ეწოდება მის ისეთ მდებარეობას, როცა 
მისგან საკმაოდ მცირე გადახრისას და საკმაოდ მცირე საწყისი სიჩქარის მინი- 
ჭებისას სისტემის ყველა წერტილი, ექნება რა რაგინდ მცირე სიჩქარე, იმოძ- 
რავებს ისე, რომ ყოველი მათგანი არ გავა თავისი წონასწორული მდებარეო- 
ბიდან წინასწარ დასახელებულ მანძილზე შორს, რაგინდ მცირე არ უნდა იყოს 
ეს უკანასკნელი. 

წონასწორობის მდგრადობის ხასიათის გარკვევაში დაგვეხმარება 
ლაგრანჟის და დირიხლეს თეორემა: თუ მატერიალური სისტემისათვის, რო- 
მელიც კონსერვატიულ ძალთა ველში იმყოფება და ჰოლონომურ იდეალურ 
ბმებს ემორჩილება, პოტენციალურ ენერგიას წონასწორობის მდებარეობაში აქვს 
მინიმუმი, მაშინ წონასწორობის მდებარეობა არის მდგრადი. 

II-4. დალამბერის პრინციპი და ლაგრანჟუის განტოლებები 

ვირტუალურ გადაადგილებათა პრინციპს ხშირად ვირტუალურ მუშაობათა 
პრინციპსაც უწოდებენ. ზემოთ ეს პრინციპი გამოვიყენეთ სისტემის წონას- 
წორობის შესასწავლად. 

ბეჭირდება პრინციპი ზოგადი შემთხვევისათვის. ამიტომ გამოვიყენოთ 
ხერხი, რომელიც შემოთავაზებული იყო ჯერ კიდევ იაკობ ბერნულის მიერ და 
განაეითარა დალამბერმა. 

L-– ური ნაწილაკის მოძრაობის განტოლება ჩავწეროთ ასე 

ი+ს -ჯჩ, =0 (I-4.0) 
და შეიძლება გავიასროთ როგორც სისტემის (L-ური ნაწილაკის წონასწორობის 

განტოლება, რომელსეც რეალური # და #, ძალების გარდა მოქმედებს “ინერ- 

ციის” ძალა - #,. ასეთი გსით დინამიკის ამოცანა დაგვყავს სტატიკა'ხე. 

ახლა შევადგინოთ კელავ ეირტუალურ მუშაობათა ჯამი: 
#/- – - 
2)6+8 - #4. =0 
ჯი. 

აჩუ, რაკი ბმები იდეალურია, დაგვრჩება 
'უ 
26-87 =0 0I-42) 
I 

ამ ტოლობას ხმირად დალამბერის პრინციპს უწოდებენ. ის ახე ყალიბდება: 
მატერიალური სისტემის მოძრაობის ყოველ მომენტში აქტიური ძალების და ინ- 
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ერციის ძალების ვირტუალურ მუშაობათა ჯამი ნულის ტოლია. ესაა დინამიკის 
სოგადი პრინციპი. ხანდახან დალამბერის პრინციპს უწოდებენ სოლმე (II-4.)) 
განტოლებას: მოძრაობის ნებისმიერ მომენტში აქტიური ძალის, რეაქციის ძალის 
და ინერციის ძალის ჯამი ნულის ტოლია. 

შემდგომში ჩვენ ასე ვუწოდებთ (II–-4.2)-ს. 
მოსახერხებელი ფორმით მოძრაობის განტოლებების მისაღებად შემოვიღოთ 

განზოგადებული 0, კოორდინატები და (II-4.2) ისეთ სახეზე მივიყვანოთ, რო- 

მელიც შეიცავდეს ამ კ დინატების დამოუკიდებელ ვარიაციებს. მაშინ თი- 

თოეული მისი კოეფიციენტის ნულთან გატოლებით უნდა მივიღოთ მოძრაობის 
განტოლებები განსოგადებულ კოორდინატებში. 

გადასელა # –+9იძ, ხდება ფორმულებით (აქ უფრო მოსახერხებელია ვის- 

არგებლოთ ვექტორული ენით): 

7 =ჩ(თ,.თ,-.9,:/) 
ამ შემთხეევაში სიჩქარეებისთვის გვაქვს 

  

· ლ8% მ, 
0 =0=2,+0ი+- (II-4.3) 

#10,” მ 

ახლა 

12 
თ =2-% (II-4.4) 

219, ” 
ამ ტოლობაში არ შევიდა დროის ვარიაცია #V, რადგანაც განმარტებით ვირტუ- 
I გადაადგილებები განისასღერება მხოლოდ ძ-ების ცელილებით. უნდა 

ქმნ (II-4.2). ველი წევრია ვირტუალური მუშაობა, რომელიც უკვე 
გვაქვს. გადაწერილი განსოგადებული კოორდინატებით, (L-5.4): 
  

3ჩ.თ =3.0,6, 0L45 
ლუ 75) 

ირ გ 

აქ 0, =2 8-» 

განვიხილოთ განტოლების მეორე წეერი: 

3ჩ, თ. = 2თან. -თ = აუუ. 
” #5 

გარდავქმნათ წია ჯამი იგიეურად 

ზა თ.ბ, 4” 2) ,4(> 
– 4. ” VL“ მი,) '4ILმ9, 

და ამ გამოსახულებაში გავითვალისწინოთ სიჩქარის (II-43) ფორმულიდან გა- 
მომდინარე თანაფარდობა 

მ, ში, 
მაშინ ზემოთ მოყვანილი ჯამი ასე გადაიწერება 
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ირი. უძ, _ მ, _ მ, 
””, = – M,ნ0, ·–“ |– ი,0,.–_– 

2, “ე ჯ რ-2ე 4 22 > 
ამის გამო ჩვენთვის საინტერესო წევრი განტოლებაში მიიღებს სახეს 

> მ სსთა|- 02 ოა! | ; 
I ძ მთ,L245/ ” “წ ) მი,ს2+“ ”” , 
MV 

კინეტიკური ენერგია აული აღვნიშნოთ 7 ასოთი. საბოლოოდ დალამბერის 
დე 

პრინციპს ასე ჩავწერთ: 

C ძი| მ” მ/' 
«“«  «' _ “/ _ =0 II-4.6. 2 4-2, თაი 

ახლა გამოვიყენოო სისტემის ჰოლონომურობა (აქამდე არ გამოგვიყენებია). მა- 
შინ #9, ვარიაციები ურთიერთდამოუკიდებელი იქნება. ამიტომ (II-4.6) ტოლობა 

მხოლოდ მაშინ შვსრულდება, თუ ყველა ბ0, – ის წინ მდგომი თითოჟყული კოე- 

ფიციენტი გადაიქცევა ნულად, რაც მოგეცემს განტოლებებს: 
4«ძ(მL)_%. 
«%LმV,) მ9, 

ამ განტოლებებს ჩეეულებრივ ლაგრანჟის მე-2 გვარის განტოლებებს უწოდებენ. 

=0, (/ =I2,...,#) (II-4.7) 

ახლა ჩავთვალოთ, რომ სისტემაზე მოქმედი ძალები არიან კონსერვატიული. 
როგორც უკვე გამოვარკვიეთ ზემოთ, (II-2.3), ამ შემთხეევაში 

მV 

9 “გ, 
და ლაგრანჟის განტოლებები მიიღებენ სახეს 

4( მ> | მთ-#ი_ა 
იIL09, მძ, 

შშეენიშნოთ აგრეთვე, რომ სისტემის პოტენციალური ენერგია ” დამოკიდე- 
ბულია მხოლოდ სისტემის ნაწილაკების მდებარეობაზე და, ამიტომ, მხოლოდ 
განსოგადებულ კოორდინატებზე და არა მათ წარმოებულებსე ამის 

მიღებულ. განტოლებაში კერძო წარმოებული 29%, 
, 

მოსახულებით 22%, და მიიღება 
, 

მC -M) |, მდ'-M) _6 
7 მი, მი 

შემოვიტანოთ ახალი ფუნქცია – ლაგრანჟიანი 
#=7-V, #L=LV,9:) CIL-4.8) 

მისი გათვალისწინებით ლაგრანჟშის განტოლებები გაღაიწერება ტრა- 
დიციული ფორმით: 

გამო 

შეიძლება შევცვალოთ გა- 

, 

ძმ. | % 
--- =0, / =1,2,..., -4. 92% ში, (6, ”) (I-4თ 
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ამის შემდეგ, თუ სპეციალურად არ არის ნათქვამი, (II-49) განტოლებებს ეუ- 
წოდებთ ლაგრანჟის მეორე გვარის განტოლებებს, ან უბრალოდ ლაგრანჟის 
განტოლებებს. ამრიგად, ესენი მიიღება პოტენციალური ძალების შემთსხეევაში, 

ამოცანა: აჩვენეთ, რომ ლაგრანჟის (I-49) განტოლებათა ფორმა დამოუ- 
კიდებელია განსოგადებული კოორდინატების შერჩევაზე. 

მოძრაობის აღწერის ლაგრანუის მეთოდის საილუსტრაციოდ გაეარჩიოთ 
ერთი ასეთი ამოცანა: 

ამოცანა: ზამბარიანი საქანი. 
ი” მასის მცირე ზომის სხეული დაკიდებულია ზ%ზამბარიან საქანზე. ზამბა- 

რის სიხისტეა X. გასწვრივი რხევითი მოძრაობის გარდა ზამბარა საქანთან ერ- 
თად ასრულებს რსევებს (ნახ.14), ააგეთ ლაგრანჟიანი, მიიღეთ მოძრაობის გან- 
ტოლება და განიხილეთ მიღებული შედეგი. ' 

  

  
ნახასი 14 

ამოხსნა: 
შემოვიტანოთ პოლარული კოორდინატები სიბრტყეზე: 

Xჯ=7”50ი2Cთ, X=#”90ით+7/თდ005დ 

X»X=7005Cდ, »=7ლ05თდ-7დვე)იდ 
კინეტიკური ენერგიაა 

7=1თს? +» )=1»L” +”? დ 2) 

ზამბარის სიგრძე. წაგრძელების გარეშე აღვნიშნოთ #ა-ით. პოტენციალური 

ენერგია იქნება 

V =- თლ/+5Cთ-წ)? = 

2 ამიტომ 

= გი ი05დ+5C – წ)? 

ლაგრანჟიანი ასე გამოიცკურება 
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1. /.2 · # 
== +/2ი?)+ თოფ 0050-5607 -#)” 

ახლა პირდაპირ ამოვწერთ ლაგრანჟის განტოლებებს 

5 დი) =-თთაიდ 

ეს სხვა არაფერია, თუ არა კუთხური მომენტის წესი კოორდინატთა სათავის მი- 
მართ. გაშლილი სახით ეს ასე გამოიყურება 

თI'C6 = –7§ §1ი თ – 2Mდ 

მარჯვენა მხარეში ბოლო წევრი არის კორიოლისის ძალა, გამოწვეული საქანის 
#» სიგრძის ცელილებით. 

რადიალური კოორდინატისათვის ვიპოვით განტოლებას 

/II = MI'"დ” + MI6 008Cდ – #C” – 7) 

აქ პირველი წევრი მარჯენიე წარმოადგენს რადიალურ აჩქარებას, მეორე 
წევრი გამომდინარეობს სიმძიმის ძალის რადიალური კომპონენტიდან, ხოლო მე- 
სამე წევრი ჰუკის კანონს გამოხატავს. მცირე ამპლიტუდებისთვის (მცირეა გად- 
ახრის კუთხე დ) მოძრაობა წარმოიდგინება, როგორც ”/,დ-სიბრტყეში ჰარმო- 

ნიული ვიბრაცია. 

I-5, სიჩქარეზე დამოკიდებული პოტენციალი და დისიპაციური ფუნქცია 

განტოლებები (II-49) ფორმით მივიღეთ კონსერეატიული სისტემებისათვის. 
თურმე როცა სისტემა არ არის კონსერვატიული, მაშინაც შეიძლება ლლაგრანჟის 
განტოლებების წარმოდგენა ამავე ფორმით. 

ეს იმ შემთხვევებში ხერხდება, როდესაც განზოგადებული ძალები 0, სპე- 

ციალური სახისაა. სახელდობრ, როცა ისინი მიიღებიან რაღაც L/(0,.ი,) ფუნ- 

ქციებისაგან შემდეგი ტოლობით 

მხ– 4ძ|მ”C 
= II-5.1 

0, _ მი, +922 ( ) 

ამ შემთხვევამი უშუალო იჩასმით მოწმდება, რომ (I-47) განტოლებებიდან 
მიიღება (II-4.9) ფორმის განტოლებები, თუ ფლააგრანუიანს განემარტავთ ასე 

L=7-V (IL-5 
სიდიდეს V, რომელიც განსოგადებული კოორდინატების გარდა მათ 

დროით წარმოებულებსეც არის დამოკიდებული, უწოდებენ განზოგადებულ პო- 
ტენციალს ან "სიჩქარეზე დამოკიდებულ პოტენციალს”. 

ორად ორ შემთხვევაში – პოტენციალური ძალები ან განსოგადებულიი პო- 

ტენციალის სათანადო ძალები – მიიღება ერთნაირი ფორმის ლაგრანჟის გან- 

ტოლიებები. 

  

სემოთ მოყვანილი განზოგადებული პოტენციალის განხილეა არ არის 
რაიმე განყენებული ამოცანა. ასეთი ამოცანების კლასს მიეკუთვნება ფიხიკურად 
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ისეთი მნიშვნელოვანი შემთხვევა, როგორიცაა ელექტრომაგნიტურ ძალთა 
ველში დამუხტული ნაწილაკის მოძრაობა. 

განვიხილოთ. ეს შემთხეევა უფრო დაწერილებით. აქ ჩვენ “მევხვდებით 
ვექტორული ანალიზის მარტივ გამოყენებებს. 

დამუხტული ნაწილაკის მოძრაობა ელექტრომაგნიტურ ველში, როგორც 
ცნობილია, აღიწერება მაქსველის განტოლებებით. ერთეულთა ე.წ. გაუსის სის- 
ტემაში მათ აქვთ სახე: 

წ. წ+158 0, (0) 
CC 

დაწ-1%. %; დ) 
CV C 

V-9 =470, 8) 

V-8=0 (4 

ელექტრულ ი. მუხტზე ველი მოქმედებს როგორც ელექტრული, ასევე მაგ- 
ნიტური ძალით (ლორენცის ძალით) 

#=ძ(ს 41 VX 8) 
C 

რადგანაც V. 8 =0, მაგნიტური ინდუქციის ვექტორი 8 წარმოიდგინება როგორც 

რაიმე ვექტორული 4 ველის როტორი ( 4 – ვექტორული მაგნიტური პოტენ- 
ციალი): 

  

8=VX4 

რაც შეეხება ელექტრულ ველს #, ის აღარ განისაზღვრება მარტო სკალარული 

თი პოტენციალით. თუ 8-ს გამოსახულებას გავითვალისწინებთ მაქსველის (1) 
განტოლებაში, მივიღებთ 

წ.ნ+19(9>-2)=0 =წXCწ+19)-0 
Cმ Cმ 

რაც საშუალებას იძლევა ჩავთვალოთ, რომ ფრჩხილებში მოთავსებული გა- 
მოსახულება არის რაიმე სკალარული ფუნქციის გრადიენტი 

=> 1 მ4 +-“= 721 –-Vთ 
Cმ 

მინუს ნიშანს იღებენ ფისიკური მოსაზრებებით მოხერხებულობისათვის. ამრი- 

გად გეაქ3ვს შემდეგი გამოსახულება ელექტრული ველის დაძაბულობისათეის 

8=-წი--“ (I-5.3) 

ახლა შევეცადოთ ლორენცის ძალის გამოსახვას შემოტანილი პოტენციალებით. 

გვაქვს _ 
> 104 1-8. – =ი-წთ-<-44+"6XVX24 01-54) - 

ამ ტოლობაში შემავალი წევრები შეიძლება უფრო მოსახერხებელი სახით 

გადაიწეროს, რისთვისაც გამოვიყენოთ ვექტორული ალგებრის ცნობილი 

თანაფარდობები. ჯერ მოვძებნოთ ძალის X-მდგენელი. ნათელია, რომ 
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ხოლო 

ს6XVწX4L =ი,წ»7L -ს,VX4L = 

” ი ი “მ მ 

_ც M, ს, %. ს, M,_ , მ4, _ , M, _ , 84, 
7% “მ “ი 72 წმ "2 

ბოლო სტრიქონის მისაღებად წინა სტრიქონში ჩავატარეთ იგივური ოპერაცია, 

  

სასელდობრ, დავამატეთ და დავ _” 
X 

ახლა ცალკე განვიხილოთ 4,-ის სრული წარმოებული დროით: 

                

9, მ, 0, ,%, ,ზ%., 
თ“ % ს#”“ თს ? მ. ' 

გავითვალისწინოთ ეს წინა ტოლობაში: 

IნXწ»X2, =-5 (6.2) +კ9% 
X 9 მ 

ამიტომ #, ასეთ სახეს იღებს (იხ. (IL-54)): 

აჯ-.- 
ბოლო წევრის მიღების დროს გათე. სწინებულია, რომ 4#,-ები მარტო კოორ- 
დინატებზეა დამოკიდებული და არა სიჩქარეებზე, ხოლო ამავე დროს სიჩქარის 
სხვადასხვა მდგენელი ერთმანეთისგან დამოუკიდებე: · ამის გამო ბოლო 

  

  

  

ვრში „ადრა, ი ფრჩხილი ასე შეგვიძლია შევცვალოთ –- თ-1ჟ.2I. ევ კვადრატული ფ ლ ე. შეგვ. ექცვ. 2 

გარდა ამისა, რადგან სკალარული პოტენციალი თ დამოუკიდებელია აგრეთვე 
სიჩქარეზე, ძალის X-მდგენელს ასე გადაეწერთ 

მხ , ძ მV 
· მ 4«მს,' 

სადაც 

ყVყ= «40-12 · 2) (II-5.5) 
2 

ამრიგად, V ყოფილა განსოგადებული პოტენციალი (II-5.ს 'მინაარსით და 
ამიტომ ელექტრომაგნიტურ ველში მოძრავი დამუხტული ნაწილაკის ლაგრანუი- 
ანს ჰქონია სახე: 

  

ს=7-იი+94-6 (II-5.6) 

» შევნიშნოთ, რომ თუ სისტემაზე, მოქმედ ძალთაგაჩ პოტენციალურია 
(ჩვეულებრივი ან განზოგადებული 4 ლოდ ზოგიერთი, ხოლო დან- 

არჩენს, რომელთაც აღენიშნავთ C-ით, არ თი პოტენციალი, მაშინ ლაგრან- 
ჟის განტოლებები ასე ჩაიწერება: 
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ძ(მL) მL > = 
28>-+ =0, (V =L2,...,/) 0II-5.7) 

საილუსტრაციოდ განვიხილოთ მექანიკური სისტემა, რომელზეც პოტენ- 
ციალური (ან განზოგადებულ-პოტენციალური) ძალების გარდა მოქმედებენ ე-წ. 
დისიპაციური ძალები ანუ ბლანტი ხასუნის ძალები, რომლებიც იწვევენ სის- 
ტემის მექანიკური ენერგიის გაფანტეას. ჩავთექალოთ, რომ ხახუნის ძალა წერ- 
ტილის მოძრაობის სიჩქარის პროპორციულია. ასე, რომ მისი X-მდგენელი გა- 
მოიხატება ტოლობით 

#, =-ხ,ხ, 
ამ შემთხვევებში ხახუნის ძალები თურმე შეგვიძლია გამოვხატოთ რელეის 
დისიპაციური ფუნქციით, რომელსაც აქვს სახე 

გ» 
C=42 LV,” +6,ს,” +#,ს,”) 

ლე 
აქედან ჩანს, რომ რომელიმე წერტილზე მოქმედი ხახუნის ძალა მიიღება სიჩ- 
ქარის მიხედვით გაწარმოებით 

#=-წV,ი 
დისიპაციურ ფუნქციას შეიძლება მიეცეს შემდეგი ფიზიკური ინტერპრე- 

ტაცია. როგორც ცნობილია, სისტემის მიერ ხახუნზე შესრულებული მუშაობა 
ტოლია 

ბM =-ჩ.ძ.= -ჩწ.ნი-=L(L,ს? +M,61 +ს.ს?M! 
ამრიგად, 2თ სიდიდე გამოხატავს სისტემის მიერ დაკარგული (გაფანტული) ენ- 
ერგიის სიჩქარეს. ხახუნის ძალით გამოწვეული განზოგადებული ძალებია: 

” · - _ _ » 
0,= #9 . ზედ. X 

რე .– , 
- 

როგორ, რ ყქადგინეთ, –“-=---, ამ მ გორც ადრე დავადგინეთ მი, _ 9 ამიტო? 

” ” 
–2,V,რ % > · -% 09. 

ლე მძი, “= მი, მძ, 

– გდ 

ე.ი. 0,=-–-., / მბ, 

ხოლო ლაგრანჟის განტოლებები მიიღებს სახეს 

«(XI ,2თ ჩინ =0 7 = 1,2,...,7?, II-5.8 ი ონემუბიი 8, ა 01-58) 
7” , 
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I-6 ლაგრანჟის განტოლებების მაგალითები 

თუ სისტემა ისეთია, რომ მისთვის შეიძლება ლაგრანჟიანის აგება (ე.ი. 
სისტემა ჰოლონომურია. და გააჩნია პოტენციალი – ჩვეულებრივი ან განზოგადე- 
ბული), მაშინ გეაქეს ასეთი სისტემებისათვის მოძრაობის განტოლებების მიღე- 
ბის მეტად მოსახერხებელი (ლოაგრანჟის) მეთოდი. 

ლაგრანუის განტოლებების მიღებისას ჩეენი მისანი იყო გამოგვერიცხა 
ბმის რეაქციები პარალელურად მივიღეთ სხვა სასარგებლო შედეგებიც. 

როცა ნიუტონის კანონებს ვიყენებთ მოძრაობის განტოლებებად, საქმე 
გეაქვს ძალებისა და აჩქარებების ბევრ ვექტორთან. ლაგრანჟის მეთოდის გამო- 
ყენებისას კი ვემყარებით მხოლოდ 2 სკალარულ ფუნქციას, ”? და 7, რაც 
საგრძნობლად ამარტივებს დასმულ ამოცანას მომრაობის განტოლებათა 
შედგენის ეს მეთოდი ზოგადია მექანიკის ყველა ამოცანისათვის. საჭიროა ჩაი- 
წეროს მხოლოდ ეს ორი ფუნქცია განსოგადებული კოორდინატების საშუალე- 
ბით, შედგეს მათგან # ლაგრანჟიანი და, (I-4.9-ში ჩასმით მივიღოთ მოძრაობის 
განტოლებები. ამასთან, დეკარტეს კოორდინატებიდან განზოგადებულ კოორდი- 
ნატებზე გადასელა განვახორციელოთ (L-5.1)) გარდაქმნის ფორმულებით. 

ა) კინეტიკური ენერგია (თავისუფალი მატერიალური წერტილის ლაგრანჟიანი) 

დეკარტეს კოორდინატებში ნაწილაკის ან ნაწილაკთა სისტემის კინეტიკური 
ენერგიის ფორმულა კარგად არის ცნობილი: 

ჯ -1 ათა C) 
ლე) 

ამ გამოსახულების დასაბუთება ადვილად შეგეიძლია გალილეის გარდაქმ- 
ნების მიმართ ინვეარიანტულობის მოთხოენით, ჯერ განვიხილოთ უსასრულოდ 

მცირე გარდაქმნები: თუ # ინერციული. სისტემა მოძრაობს #“” ინერციული 
სისტემის მიმართ უსასრულოდ მცირე 6 სიჩქარით, მაშინ 

9 =6+6 
რადგან ათელის ყველა ასეთ სისტემაში მოძრაობის განტოლებებს ერთი და 

იგივე სახე უნდა ჰქონდეთ, ლაგრანჟიანები ამ ორ სისტემაში ერთმანეთს უნდა 
დაემთხეეს (ან განსხვავდებოდნენ მაქსიმუმ დროის მიხედეით სრული წარმოე- 
ბულით – დაამტკიცეთ ეს დებულება ! ყ.ი. დაამტკიცეთ, რომ ლაგრანჟიანისათ- 
ვის დროის მიხედვით სრული წარმოებულის დამატება არ ცელის ლაგრანჟის 
განტოლებებს): 

#L'= L(C6'?) = L(CC' +26:6+6?) 
ცხადია, ლაგრანჟიანი უნდა იყოს სიჩქარის კვადრატს სე დამოკიდებული სკალა– 

  

  

რული ფუნქცია. გავშალოთ ეს გამოსახულება §-ის ხარისხებად და დავიტოვ 
მხოლოდ პირეელი რიგის უსასრულოდ მცირე | დეები, მიე ვიღებთ 

_ · – – 0L 
#6”) = L6”')+26-86 + 

მს 
ამ გამოსახულების მარჯვენა ნაწილში მეორე წევრი იქნება დროის მიხედეით 

სრული წარმოებული მხოლოდ იმ შემთხვევაში, თუ 25 არ არის სიჩქარეზე 
მც 

დამოკიდებული, ანუ როცა ლაგრანჟის ფუნქცია სიჩქარის კვადრატის პროპორ- 
ციულია, რაც ასე ჩავწეროთ: 

#=5 წ, 
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სადაც პროპორციულობის კოეფიციენტი (დადებითი რიცხვი) აღებულია სჰყე- 
ციალური სახით ახლა ადვილად დაერწმუნდებით, რომ ლაგრანჟის ფუნქცია 
ინვარიანტული აღმოჩნდება გალილეის სასრულო გარდაქმნების მიმართაც. ესაა 
ზოგადი თვისება, რომელიც ასასიათებს ნებისმიერ უწყვეტ გარდაქმნებს და სა- 
ფუძვლად უდევს ეწ. ლის ჯგუფებს, რომლებსაც შევხვდებით თეორიული 

ფიზიკის შემდგომ კურსებშიც. სასრულო ” მუდმიეი სიჩქარით გარდაქმნისას 

გვექნება: 
C= 569 =2 =”(5+7)? =2ხ' +#M6. 7+2 7 = 

=:+4 7-7+57%| 

ეი. დამატებითი წევრი არის სრული წარმოებული დ ს მიხედე: ” 
სიდიდეს უწოდებენ ნაწილაკის მასას. 

თუ მექანკური სისტემა ორი ჩაწილაკისგან შედგება 1 და 2, თითოეული 
მათგანის კინეტიკური ენერგია (ლაგრანჟიანი, როცა ისინი თავისუფალია) არის 
#, და #:. მაშინ ზღეარში, როცა ეს ნაწილაკები დაშორებულია ისე ძალიან, 
რომ მათ შორის ურთიერთქმედება შეიძლება უგულეებელეყოთ, მთელი სისტემის 
ლაგრანჟის ფუნქცია მიისწრაფის ზღვარისაკენ 

)სი#=1,+L, 

  

ეს არის ლაგრანჟიანის ადიტიურობის თვისება და გამოხატაეს იმ უბრალო 
ფაქტს, რომ თითოეული არაურთიერთქმედი ნაწილაკის განტოლებები არ 
შეიძლება შეიცავდნენ სიდიდეებს, რომლებიც განეკუთვნებიან სისტემის სხვა 
ნაწილაკებს. 

ამიტომაც სისტემის კინეტიკური ენერგია ჩაიწერება () სახით, რაც 
დაემთხვევა არაურთიერთქმედი ნაწილაკების სისტემის ლაგრანჟიანს. 

გამოვხატოთ ახლა კინეტიკური ენერგია განსოგადებული კოორდინატებით. 

გვქონდა 

  

ამიტომ 

-12» 83% ,+%) =7+7+7, 0I6.I) 
მძი, · 2+ ლ) CV 

სადაც ინდექსები მიუთითებენ განსოგადებული სიჩქარეების რომელი რიგის 
ერთგვაროვანი ფორმებია სათანადო წევრები. ცსადი სახით: 

1 + .. 
7; = 2 2, შემ, 

წო) 

7, = 2ეძ,ი, (II-62) 

“შმევნიშნოთ, რომ #, და ძ,, ისევე როგორც 7”, საზოგადოდ, არიან 4-ს და (-ს 

ფუნქციები: 
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=თ,=9 თ, +2%C M,=M, უი მი, 00, 

“ი, %% ძ, ტიმი მ 

თუ განზოგადებულ კოორდინატებზე გადასვლის ფორმულები დროს ცხადი 
სახით არ შეიცავენ (ბმები სკლერონომულია), მაშინ 7: =7,=0 და 1 კინეტი- 

კური ენერგია იქნება განზოგადებული სიჩქარეების ერთგვაროვანი კვადრატული 
ფორმა. ასეთი სახის კინეტიკური ენერგიის ფორმას უწოდებენ ნორმალურს. 

(L-63) 

ბ) მოძრაობის განტოლების ფორმა 

განვიხილოთ უფრო ცხადად ლაგრანჟის გაჩტოლებებიდან გამომდინარე 
მოძრაობის განტოლებათა ფორმა. 

სიდიდეს 

ს,=<–- 01-64) 

ეწოდება განზოგადებული იმპულსი. 
წინა პუნქტის ფორმულებიდან აშკარაა, რომ 

0=5%-3)თ,4,+ი,, (I-6:9 
2 

სადაც, როგორც უკვე ითქვა, M, და ი, კოეფიციენტები საზოგადოდ არიან გან- 

სოგადებული კოორდინატებისა და დროის ფუნქციები, აქედან გამომდინარეობს, 
რომ მოძრაობის განტოლებებში # შევა წრფივად. მართლაც, 

ძ | მს ლეს ალი ჩ 94%) „+ ,ი,+4, 
2LV) ასია“ 

    

სადაც 
, ბმ, 0, · მი, მძ, 
”ს-2 იშ. 0, =2,=–-ძ,+- 

5 094, C + 09, მ( 

აშკარაა, რომ თუ ლაგრანჟის განტოლების მეორე წევრსაც, წ გა- 

მოვთვლით ამავე გზით, ადეილად დავრწმუნდებით, რომ განზოგადებული 
კოორდინატის მეორე რიგის წარმოებული დროით აღარსად წარმოიქმნება. “ ამი- 
ტომ განტოლების შედგენის შემდეგ იგი მეგვეიძლია ამოვხსნათ #-ის მიმართ. ეს 
არ არის რთული, რადგან იგი "მევა წრფიეად და შედეგი გამოიხატება გან- 
სოგადებული კოორდინატებისა და დროის მიხედვით მათი პირველი რიგის წარ- 
მოებულების საშუალებით. ამრიგად ლაგრანჟის განტოლებებს ჰქონიათ შემ- 
დეგი უზოგადესი სახე: 

9,+დ,(9,0;I)=0, „C =12,..,M) (II-6.6) 
როგორც მოსა ლღოდნელი იყო, მოძრაობის განტოლება არის დროის მიხედ- 

ვით მეორე რიგის ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლება. ცხადია, მოძ- 
რაობის განსაზღვრისათვის საჭირო იქნება კიდევ საწყისი პირობების მოცემა. 

ასე, რომ გვაქვს მათემატიკაში კარგად ცნობილი კოშის ჩვეუ ლებრივი ამოცანა. 
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I-7. არაპოლონომური სისტემები და ლაგრანჟის განტოლებები 

ჰ, 
  ჩვენ ძირითადად ვიხილავდ ლ მურ სისტემებს, როდესაც ბმების 

განტოლებებს ჰქონდათ გეომეტრიული სახე ან მიიყეანებოდნენ ამ სახეზე 

27) 05» 7) = 0, #=L2.-..,# (II–7.1) 

აღვნიშნეთ, აგრეთვე, რომ ყეელა ისეთი ბმა, რომელიც ამ სახესე არ მიიყვანება, 
იწოდება არაჰოლონომურად. ასევე იწოდება შესაბამისი მექანიკური სისტემები. 
როცა ჰოლონომური სისტემა გვაქეს, ბმის განტოლებების გეომეტრიული ხასი- 
ათის გამო ყოველთვის შეგეიძ. გამოვრიცხოთ # კ დინატი და გამოეხა- 
ტოთ ისინი #=3V-# დამოუკიდებელი განზოგადოებული ძ«, კოორდინატებით. 

არაპჰოლონომური ბმების შემთხვევაში ეს შეუძლებელია, რადგან დამატებითი 
პირობები ედება. დიფერენციალური მილში 

246) ს/)-ძ5 + /„((5ს/) = 7 =12,...,# (II–7.2) 

საზოგადოდ, ეს განტოლებები შეიძლება არაინტეგრებადი იყოს, ამიტომ 

ვერ შევძლებთ # დამოკიდებული კოორდინატის გამორიცხვას ამ დიფერენ- 

ციალური ფორმიდან. ეიქცევით ასე: დეკარტეს კოორდინატებს „ უბრალოდ გა- 

მოვსახავთ 3V განზოგადებული კ 

  

  დინატით ძ,. ნდ ახლა ყველა მათ- 
განი არ იქნება დამოუკიდებელი, არამედ შეიზღუდება (II-7.22ჯ-ის მსგავსი პი- 
რობებით,. რაც განსოგადებულ კოორდინატებში შეგვიძლია ასე ჩავწეროთ: 

2 ირ, /)ძი, +0,(9,!)ძ! =0, #5=12,..ს# (II–73) 

ვირტუალური ბე, გადაადგილებებისათვის, როცა #=0, ეს პირობები ასე 
ჩაიწერება 

1M 
2,0„(%,L/)ბმ, = 0, 7=12,..,# CI–74) 
#აI 

ამ სახით ეს დამატებითი პირობები შეგვიძლია იმავე ფორმით ჩაწერილ 
ღაგრანჟის განტოლებებთან ერთად განეიხილოთ, სახელდობრ, 

ღლ > მსხ. ძ მ 
0, ბუ –-ბ,=0 II–7.5, 

2 , მ9, « >) , ( ქ 
ამ ჩაწერისას, ისევე როგორც (II-57) განტოლებაში, კონსერვატიული ძალები 

იგულისხმება ლაგრანჟიანში ჩართულად. (II-74) პირობების გამო ყველა 90%, 

არაა ურთიერთდამოუკიდებელი. ამის სასიმალისწინებლად გამოვიყენოთ კვლავ 
მ 

    ლაგრანუის განუსასღვრელ ვლ დი – გავამრაელოთ (II–74) ჯერ- 
ჯერობით უცნობ 4, მამრავლებზე და ავჯამოთო #-ის მიხედვით, 

224 ძ,(9,/)ბე, =0 CI-75) 
4545! 

ამ ბიოლო ორი ტოლობის შეკრება იძლევა 

XI მ, ძი მL « 
242,400 (9! =0 II-7.7, »2>- 220, 2, „(9 ი, 0I-77) 

ქველა 3V ვარი. აციებს შორის მსოლოდ 3MV-/ შეიძლება ავირჩიოთ ნების- 

მიერად, რადგან # დამატებითი პირობა კვლავ უნდა შესრულდეს, დავნომროთ 

რყ, ისე, რომ მათგან სწორედ პირველი # იყოს დამოკიდებული; დანარჩენი 
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3M-# კი იყოს ნებისმიერი. ახლა, როგორც ჩვეულებრივად, ნებისმიერი #2, 

კოეფიციენტების შერჩევით ისე, რომ პირველ # ი, ვარიაციებთან მდგომი 

კოეფიციენტები ნულის ტოლი გახდეს, მივიღებთ # განტოლებას 

2 მL იძ მL 
ელე 4, ,(1=0, #=12,..:MX II-7.8 ლ, მი, 489 +> „0,(ძ,(/) = ( ) 

ამიტომ 01-77) განტოლება დაიყვანება შემდეგზე 

ლ” > 2 _ძ მL « 
08+-–- 4,0,(09,!) (99, =9 (II–7.9) აცანა 99% 24, 

ამ განტოლებაში უკვე თავისუფლად შეგვიძლია ავირჩიოთ #ძ9/, სიდიდეები. ამი- 

ტომ ფრჩხილებში მდგომი გამოსახულება ნულს გაუტოლდება თითოეული /- 
სათვის, ე.ი. 

2 0 ძი «< 
+ +224, 'I(1=0 /(=M#+1,X +2,...,3V II-7.10, შე. წე თ2ერრ თი , თუათ 

ახლა ვხედავთ, რომ განტოლებ ორი სისტემა (II-7.8) და (II-7.10) ერთნაირი 
ფორმისაა და მათი მარტივი კომბინირება შეიძლება. შედეგად მიიღება: 

მL ძ მL > “< 
== 4  ,ც 6+%92 ,„(1=0 / = 1,2,...,3V II-7.11 მი, 4 02, 0, 2, „ი,(9,/) 7 ( ) 

ამრიგად, მივიღეთ 3M განტოლება, რომლებიც შემდეგი # დამატებითი პი- 
რობით უნდა შეივსოს 

> თ/»(4,/)9,+0,(9.0=9 #75 ს2..ს# CI-7.I2) 

ყველაფერი ეს ერთად განსაზღვრავს 3V+# უცნობს, სახელდობრ 3V კოორდი- 

ნატას 4, და # ლაგრანჟის მამრავლს 2,. ამიტომ (,,2,) სიდიდეების სრული 

რაოდენობა არის 3V+#, რაც ემთხეევა (II-7.I) და (IL-7..22) განტოლებების 
რაოდენობას და, ამრიგად, განსაზღვრავს მათ. 

ღლაგრანჟის მამრავლების ფიზიკური შინაარსი კიდევ უფრო უკეთ შეიძლება 
გავიასროთ, თუ (IL-7.11)) განტოლების ბოლო წევრს გავიგებთ როგორც დამატე- 
ბით ძალას, სახელდობრ, 

  

97 4,0,(9,,) (0I–7.I2) 

ეს ახალი ძალები არიან ბმის რეაქციები რომლებიც წარმოიქმნებიან 

დამატებითი პირობებით სისტემის მოძრაობის შეზღუდვის გამო. მართლაც, თუ 

მოვხსნით შეზღუდეებს, (ი, =0), მაშინვე გაქრება ბმის რეაქციებიც, 0, =0. 
ადრინდელი განტოლება 01-74), ახლა ასე გადაიწერება 

2,6“. =0 0I-7.14) 

და შეგვიძლია გავიგოთ, როგორც ბმების რეაქციე ების ძალების მიერ შესრულე- 

ბული ვირტუალური მუშაობების ჯამის ნულ ტოლობა. 
სავსებით ბუნებრიეია, რომ აქ გამოყენებული ლაგრანჟის მამრაელის მე- 

თოდი გამოდგება ჰოლონომური სისტემისთვისაც. მართლაც ჰპოლონომური 
ბმების განტოლებები (II-7.) შეგვიძლია ასეთივე წარმატებით გადავწეროთ 
დიფერენციალური ფორმით 

 



ლმ მ 
+ -თ,-- » ,ძ=0, # =1,2,...,# (CII–7.15) 

(4) C, 

მას აქეს ზუსტად არაპოლონოჩური სისტემის სახე, (0-7.3) ამის შემდეგ 
ლაგრანჟის მამრავლების მეთოდი ჩვეულებრივად იმოქმედებს. შედეგად ეიპოვით 
3.I გადაბმულ განტოლებებს მაშინ როცა ზემოთ გამოყენებულმა 
გამორიცხვის მეთოდმა მოგვცა მხოლოდ 3M-# განტოლებათა სისტემა. დან-   

არჩენი 2 განტოლებით განისასღვრება ბმის რეაქციების ძალები, 0, „როგორც 

0I-7.13) ფორმულაშია, ყოველგვარი სირთულეების გარეშე. 
არაჰოლონომური სისტემის მაგალითები განხილული იყო წინა თავში. ახ- 

ლაც. განვიხილოთ რამდენიმე ამოცანა. 

სა 

V „ია 

ნახაზი 15 

ა
ღ
ღ
ვ
ლ
ა
ლ
ა
ა
 

ამოცანა: მყარი ცილინდრი ჩამოგორდება # სიმაღლისა და თ დახრის 
კუთხის მქონე სიბრტყეზე. გორვის პირობა არის პოლონომური პირობა, მაგრამ, 
მიუხედავად ამისა, გამოგვადგება მეთოდის ილუსტრაციისათვის (ნას. 15). 

ორ განსოგადოებულ კოორდინატად ავიღოთ § და დ. ბმის პირობა ასე 
იკითხება 

  

#თ=5 ან ”ძთ-ძ=0 

ამ განტოლებათა პირდაპირი ინტეგრაცია ადვილად ჩატარდება. მიიღება 
#დ = §+ 00ჩ5!. 

ამიტომ ბმა ყოფილა პოლონომური. მაგრამ ამ მაგალითზეც შეგვიძლია ლაგრან- 
ჟის მამრავლების მეთოდის ილუსტრირება. ამ გზით ჩეენ ბმის რეაქციებსაც ვი- 
პოვით. ბმებში მონაწილე კოეფიციენტები ტოლია 

ძი,=-I, ძ.=#%, 

რაც ჩანს (I-7.3)-თან შედარებით. კინეტიკური ენერგია 7” ტოლია მასათა ცენ- 
ტრის და ბრუს. სიწაბიკურ. ენერგიათა ჯამისა 

სადაც  გამოვიევნეთ, რომ მყარი ცილინდრის ინერციის მომენტია 

1 ? #=-M# 
2 

პოტენციალური ენერგია ბოლის 
V = ICI – M)C§5)ი თ 

ამიტომ 
2 

კ-7-/- ში +5-/' |-»86- იძი“) 
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უნდა შევნიშნოთ, რომ ამ ლაგრანჟიანის პირდაპირი გამოყენება მოძრაობის გან- 
ტოლების მისაღებად არ შეიძლება, რადგან კოორდინატები § და თ არ არიან 
ერთმანეთისგან დამოუკიდებელი. ამრიგად, რ არ არის იგნორირებადი, თუმცა 
ცხადი სახით არ შედის ლაგრანჟიანში. 

რადგან მსოლოდ ერთი ბმა გეაქვს, მხოლოდ ერთი ლაგრანჟის მამრავლი 
გვჭირდება. ზემოთ მოყვანილი კოეფიციენტებით ეპოულობთ ლაგრანჟის შემდეგ 
განტოლებებს 

ოა – MC 9ით+ 4=0 

2#% – 27=0 

რომლებიკ #დ=+§+ შეზღუდეასთან ერთად ქმნიან 3 განტოლების სისტემას 3 

უცნობი სიდიდისათეს თCდ,§,2. ბოლო ფორმულის გაწარმოებით დროის მიხედ- 
ვით ვპოულობთ 

X#XC=+, 
საიდანაც მე-2 განტოლებასთან ერთად მიიღება 

#3 =24 
ამიტომ, პირველი განტოლება ასე შეიცვლება 

»დყაIსთ =342 

აქყდან ვპოულობთ ლაგრანჟის მამრავლს 

4#= 3 ყვი ს 

ხოლო განზოგადებული ბმის რეაქციებია 

0.#4=-–ოდაით, ძ.2 =ჩივაით 

პირველი მათგანი არის ხახუნით გამოწეეული რეაქცია, ხოლო მეორე – ამ 
ძალით გენერირებული წნეეა, რომელიც განაპირობებს ცილინდრის გორვას. 
ლაგრანჟის მამრავლის ჩასმა პირველ განტოლებაში გვაძლევს დიფერენციალურ 
განტოლებას 

3§= ? 3Iი თ 3 § 

ხოლო თდ-სთეის მიიღება 

თ= <8 ყით 

ამ მაგალითის განხილვით ჩვენ დავინახეთ, რომ ლაგრანჟის მამრაყლების მე- 
თოდი არა მარტო მოძრაობის საძიებელ განტოლებებს იძლევა, არამედ ბმების 
რეაქციებსაც, მლებიც საე. დ არ შედიან ლაგრანჟიანში.   

როგორც არაპოლონომური ბმების შემთხვევა, განეიხილოთ ახლა შემდეგი 
ამოცანა: ვიპოვოთ M მასისა და # რადიუსის წრიული დისკის მოძრაობის 

განტოლება და ბმების რეაქციები, რომელიც სრიაღის გარეშე მიგორავს »,»- 
სიბრტყეზე (ნახ. 16). დისკი მუდამ უნდა იდგეს ამ სიბრტყის პერპენდიკულარუ- 
ლად. ესაა ჩვენს მიერ წინა თავში განხიღული გოლდსტეინის ამოცანა,



  

» , 
ძIნL მXI » 

   
(ა დ) 

ნახა'სი 16 

ჯერ გავერკვეთ, თუ როგორ ჩამოვაყალიბოთ მათემატიკურად ამოცანის 

მოთხოვნები. ეს ნიშნავს, რომ დისკის ცენტრი ზუსტად სიბრტყესთან შეხების 
(X#) წერტილის თავზეა (დისკი დგას პერპენდიკულარულად), ხოლო დისკის 

ცენტრის წრიული სიჩქარე #თ ტოლია შეხების წერტილის სიჩქარისა (თ არის 
დისკის თავისი ღერძის ირგელივ შემობრუნების კუთხე) ეს უკანასკნელი ნიშ- 
ნაეს, რომ არ გვეაქეს სრიალი. თუ შემოვიტანთ 0 კუთხეს დისკის ღერძსა და 
Xჯ- ღერძს შორის, ტერმინი “სრიალის გარეშე” მათემატიკურად ასე იკითხება 

ჯ=წ7დ9ი6, »#= –7რთC058 
დიფერენციალური ფორმით კი 

თ – წ59)იფძდ =0 

ძ/+ 7C050ძCთ =0 
ტრადიციული (II-7.12) ფორმით ეს პირობები ასე გადაიწერება 

ძეძX+0,ც0მV+ძკიდ+ი,იძ6 =0 

რ:,09X + თ;აი/ + 0,10C + ი,,ძდლ = 0 

სადაც 

ძე =1 ძე =9, იკ =-#ჩ59ი0, 0ი,ც =0 

ძ;, =0, ძ., =1, თ; = #0050, ძე, =0 

(II–7.)3) განტოლებების თანახმად ბმების რეაქციები ტოლია 

6,=4, 
0,=7 
0 = –2,”89ი6C+2,ჩ60§6, 

დისკის კინეტიკური ენერგიაა 
17022. 1 165.1 1 

7 =-V,C7 + 2,6? +-=- MI +-M/“ 27 220726127 
სადაც V,V, არიან დისკის ინერციის მომენტები, შესაბამისად, დისკის ცენტრზე 
მისი სიბრტყის პერპენდიკულარულად გამავალი ღერძის, და ცენტრზე და შეხე- 
ბის წერტილზე გამავალი ღერძის მიმართ. ახლა ლაგრანჟის განტოლებები 

ცხადი სახით ასე ჩაიწერება: 
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M:=0,+4, 
M=0,+4%, 

#6 =0ა – ##50ი06+7, 70050, 

#,0=0C 

ამ განტოლებებში 0,-ები არიან შესაძლო გარე ძალები შევისწავლოთ 

შემთხვევა ამ ძალების გარეშე. მაშინ გვექნება განტოლებები 
X= 72, 

M=7, 

V#,თ = –2,750C+ 2,ჩ70050, 

#,0 =0. 
ამ ბოლო განტოლების პირდაპირი ინტეგრაცია იძლევა 

C=06/+0ა 

ჩასმა ბმის პირობებში სიჩქარისათვის გვაძლევს მეორე წარმოებულების 
გამოთვლის საშუალებას, საიდანაც განისაზღვრებიან ლაგრანჟის მამრავლები: 

2 =M>= M(8რყი(ი + 0.)+ თ/M2Cთ C05(თ/ +0ა)) 

2, =M)= –M(8რ90%9(+6კა) – თჩრ9Iი(თ/ + 6))) 
ახლა ამას ჩავსვამთ მესამე განტოლებაში და მივიღებთ: 

XV” დ = –M(/Cთ5Iი(თ( +Cა)+ თჩთ C09%(0X + 0ა))§(ი 6/ 

– M#M(/თ ი05(0/ + 6,) – თ–Cრ 5IIIC/ + 6,))C05 6# 

= -M#?:C; 

ე.ი. 

ს, +M#6:#-=0, 
რაც იძლევა თდ=0 და ამიტოა რ=0იM. ამის შემდეგ უკექ “შეგვიძლია 
ჩაეწეროთ ბმების რეაქციის ძალები ცხადი სახით: 

C, = Mთჩთიი5(რთ! +6კ), 

ნ, = MთMრყი(%+0,), 

% =0, % =0 

ბმების რეაქციების ეს ძალები უნდა მოქმედებდნენ, რათა დისკი შეინარჩუნონ 
ვერტიკალურ მდგომარეობაში »,» სიბრტყესე. თუკი დისკი იგორებდა წრფის 
გასწვრივ (თ =0), ბმების რეაქციები აღარ გეექნებოდა. 
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თავი III 

ვარიაციული პრინციპები და ლაბრანჟის ბანტოლებები 

II-I. იხოქრონული ვარიაციის თვისებები ჰამილტონის ქმედების ფუნქცია 

გადავხედოთ კიდეე ერთხელ ლაგრანუის განტოლებებს განსხვავებული 
პოსიციიდან– ეს განტოლებები ჩაწერილია ლაგრანჟის ფუნქციისათეის, რო- 
მელიც არის განსოგადებული კოორდინატების და მათი დროითი წარმოე- 
ბულების (განსოგადებული სიჩქარეების) სკალარული ფუნქცია: 

L=L(9,0,;/, (I =1,2,...,#) 
გამოვთვალოთ ამ ფუნქციის ვარიაცია 

ლ მL ლ მს 
ბხ=ა, ––ბ,+2,--ძ, 

22, 22, 
შევისწავლოთ წარმოებულის ვარიაცია რ%,(იხ.ნახ.17). 

«რ 

    
ნახაზი 17, 

როგორც ეიცით, 

ბე=9'()-–49() 
ხოლო წარმოებული განიმარტება ასე 

§=9%9= სე 2C+40=ძ0 
რი ბი ი 

აშკარაა, რომ 

ძმ" _ (0+40+ძ9V+4რ0 –«(0) –%9C0 
  

წე #/ 
ანუ 
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ძი _ძყ 5ყ/VC+40 – 0) _ ძ 
7 =Iი““ 7. 172- ტი 

V« “«“ ტობ რტ! « #0) 

4ძ 
თავის მხრიე, ამ თანაფარდობის მარცხენა მხარეში დგას 24). 

ე.ი. ისოქრონული ვარიაცია გადასმ გაწარმოებასთან:   გადასმად 

ძ თ#=–“- III-12: ქეი % C 1) 

ასევე · 
ბძი =ძბყ 

ეს ფაქტი გამოვიყენოთ ზემოთ მოყვანილ #ჩ-ში, სადაც მეორე წევრი ასე 
გადავწეროთ: 

ძ | მL 

გ - « 2X # | 
ამის გამოყენებით ლაგრანჟიანის სალიას ასე გადაიწერება 

მL _ ძ მL 
ბL = III-1.3 

>L>- 4 07, 2-0 09 + ' 02 
დავუშვათ ახლა, რომ ძ,C-ები ნამდვილ მოძრაობას შეესაბამებიან, ქ.ი. 

ადგილი აქეს ლაგრანუჟის განტოლებას. მაშინ (III-I.3)-ში პირეელი წევრი ნულის 
ტოლი იქნება და ნამდვილი მოძრაობისათვის დაგერჩება 

#= 950+ 2L #I (00-14) 

ამრიგად, ლაგრანჟიანის იზოქრონული ვარიაცია ნამდეილი მოძრაობისათ- 
ვის ყოველთვის რაიმე ფუნქციის სრული დიფერენციალი გამოდის. ამ ფაქტით 
შეგვიძლია ვისარგებლოთ მოძრაობის შესასწავლად დროის რაიმე სასრულო 
ინტერვალში შერჩეულ /(, და /, მომენტებს შორის. განხოგადებული კოორდი- 
ნატები და სიჩქარეები არიან დროის რაღაცა ფუნქციები ნამდვილი, მოძრაო- 
ბისას იზოქრონული ვარიაციები შეგეიძლია მოვცეთ დროის ყოველ მომენტში 
ისე რომ მივიღოთ დროის უწყვეტი და დიფერენცირებადი ფუნქციები 
რ09,(),ბ9,(,) მაშინ იL-იც იქნება დროის დიფერენცირებადი ფუნქცია. (III-14) 

ტოლობის ორივე მხარე გავამრავლოთ «#-ზე და ვაინტეგროთ (/,-დან /,-მდე: 

«ს, (07( ლ # რ = I თ (>> ი ნუყკე # 

  იჩტეგრაციის საზღერები ფიქ! ბულია, მათი ვ. ება არ ხდება. ამიტომ 
ვარიაციის და დროით ინტეგრაციის "ოპერაციების უ I) მიება 

ტოლობის მარცხენა მხარეში, მარჯვენა მხარეში კი ინტეგრაცია ტარდება მარ- 
ტივად. მიიღება თანაფარდობა: 

    

იIM4->. >> ო (IIIL-I.5)



რადგან, ყველაფერი აქ შეეხება ნამდვილ მოძრაობას, ინტერვალის კიდეებზე 
კოორდინატების ვარიაცია არ ხდება, ე.ი. 

ძ9,(0)=9%,(.)=0 
ამიტომ, ვიღებთ ჰამილტონის პრინციპის გამოსახულებას: 

” 
6IL6,თი4 =0 0I-16) 

ინტეგრალს 

IM =§ (0II-17) 
ჩ 

უწოდებენ ჰამილტონის ქმედების ფუნქციას. ის არის ფუნქციონალი, რომლის 
რიცხვითი მნიშვნელობა დამოკიდებულია ლაგრანჟის ფუნქციის სახეზე. მიღე- 
ბული შედე გი ასე შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ: 

ს დროს ჰოლონომური სისტემის ჰამილტონის ქმედება 
იღებს სტაციონარულ მნიშვნელობას, თუ ყველა აქტიური ძალა არის პოტენ- 
ციალური, ხოლო განზოგადებული კოორდინატების ვარიაციები ნულის ტოლია 
ინტეგრაციის არის ბოლოებზე. 

სწორედ ესაა ჰამილტონის პრინციპი. 
როცა გამოგვყავდა ლაგრანჟის განტოლებები, ვიხილავდით სისტემის მყის- 

იერ მდებარეობას და მის მცირე ეირტუალურ ცელილებას, ე.ი. ჩვენ ამოვდიო- 
დით „დიფერენციალური პრინციპიდან“, როგორიცაა დალამბერის პრინციპი. 

მაგრამ ლაგრანჟის განტოლებების მიღება შეიძლება სხეა პრინციპიდანაც, 
რომელშიც განიხილება სისტემის მოძრაობა დროის სასრულო ინტერვალში და 
მდებარეობის მცირე ცელილებები ამ ინტერვალში. ამ სახის პრინციპებს 
უწოდებენ „ინტეგრალურ პრინციპებს“. 

ჯერ დავასუსტოთ ფრაზა –,სისტემის მოძრაობა დროის სასრულო ინტერ- 
ვალში“. 

სისტემის კონფიგურაცია ყოველ მოცემულ დროის მომენტში განისაზ- 
ღვრება 94,.0,,.,მი, განხოგადებული კოორდინატების მნიშენელობებით და თუ 

ამათ შევხედავთ როგორც დეკარტეს კოორდინატებს #- განზომილებიან სიერ- 
ცეში, მაშინ სისტემის ყოველ კონფიგურაციას შეესაბამება ამ სიერცის წერ- 
ტილი. ასეთ M-განსომილებიან სივრცეს ვუწოდებთ კონფიგურაციულ სივრცეს. 
დროის განმავლობაში სისტემის მდებარეობა იცვლება და ამ მდებარეობის გა- 

მომხატგელი წერტილი კონფიგურაციულ სივრცეში აღწერს რაღაცა მრუდს – 
„სისტემის მოძრაობის ტრაექტორიას" ამიტომ, სისტემის მოძრაობა შეგვიძლია 
განვიხილოთ როგორც გამომსახველი წერტილის მოძრაობა რაღაც ტრაექტო- 
რიის გასწვრივ კონფიგურაციულ სივრცეში, ხოლო ! დრო შეგვიძლია გან- 

ვიხილოთ როგორც პარამეტრი. ტრაექტორიის ყოეელ წერტილს შეესაბამება ამ 
პარამეტრის ერთი ან რამდენიმე მნიშვნელობა. 

აშკარა, რომ კონფიგურაციებს სიერცე საზოგადოდ არ იქნება 
ჩვეულებრივი 3-განზომილებიანი სივრცე, რომელშიც ხდება სისტემის მოძრაობა. 
ამ ტრაექტორიასაც არ ექნება მსგავსება ჭეშმარიტ ტრაექტორიასთან. 

კონფიგურაციულ სივრცეში ტრაექტორიის ყოველი წერტილი გამოხატავს 
ამ სისტემას დროის რომელიმე მომენტში. 

ჩამოვაყალიბოთ ახლა ჰამილტონის ინტეგრალური პრინციპი კონსერვა- 
ტიული სისტემისათვის (მას ადგილი აქვს აგრეთეე სისტემებისთვის, რომლებ- 
შიც მოქმედებენ განზოგადებული პოტენციალური ძალებიდც): 

  

62



სისტემის ჭეშმარიტი მოძრაობა დროის სასრულო ინტერვალში ისეგთია, 
რომ ინტეგრალს 

#. 

§= II! (III-1.9) 
0 

(სადაც #=”-”) აქვს ექსტრემუმი. 
ამრიგად, გამომსახეელ წერტილის ყველა შესაძ მოძ. ბებიდან 

/, მომენტში მისი მდებარეობიდან მდებარეობამდე „ მომენტში ჯეშმარიტი 
იქნება ის მოძრაობა, რომლისთვისაც IIII-I8) ინტეგრალს აქეს მინიმუმი ან 
მაქსიმუმი (ექსტრემუმი) 

ანუ 

    

ი 
§5=61L(9 0,040 =0 (0ILI9 

  

  I > 

ნახაზი 18, გამომსახველი წერტილის 
ტრაექტორია კონფიგურაცსულ სივრცეში. 

სემოთ ვაჩვენეთ, რომ ჰამილტონის პრინციპი გამომდინარეობს ლაგრანჟის 
განტოლებებიდანი. ახლა მოვიქცევით პირიქით – ლაგრანჟის განტოლებებს გა- 
მოვიყვანთ ჰამილტონის პრინციპიდან. 

ამით ნაჩვენები იქნება, რომ კონსერვატიული სისტემების მექანიკა შეძლება 
ავაგოთ, თუ გამოვალთ ჰამილტონის პრინციპიდან, როგორც ძირითადი პოსტუ- 
ლატიდან, რომელიც შეცვლის ნიუტონის კანონებს. 

ამისათვის, ჯერ გავეცნოთ ვარიაციული აღრიცხვის ზოგიყრთ ელემენტებს. 

III-2. ვარიაციული აღრიცხვის ზოგიერთი მეთოდი 

(IILI9) ინტეგრალის ექსტრემუმის ამოცანაში მთავარი მიზანია მოიძებნოს 
მრუდი, რომლისთვისაც მოცემულ წირით ინტეგრალს ექნება ექსტრემალური 

მნიშვნელობა. ს 
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განვიხილოთ ეს ამოცანა პირველყოვლისა ერთგანზომილებიანი ფორმით, 
როგორც ამას განიხილავს ე.წ. ვარიაციული აღრიცხეა: უნდა ვიპოვოთ ისეთი 

მრუდი »=#X, რომელიც ინტერვალში X <X<X, ანიჭებს ექსტრემუმს წირით 

ინტეგრალს მოცემული ფუნქციიდან #C09, #CXI,X), სადაც »”= M, . სხეი 

სიტყვებით, საძიებელი XC) ფუნქციისათვის ინტეგრალს 
2: 

1= |/CVCი.»Cი, XX; (I-2.ს 

უნდა ჰქონდეს ექსტრემუმი. X ასრულებს ! დროითი პარამეტრის როლის. ამას- 
თან ჩვენ ვიხილავთ მარტო ისეთ XV) მრუდებს,ს რომლებისთვისაც 

XX)=X, XX.) = X.. (ნახ, 19) 

)” 

XXI) 

VI) 

  
  

  

ნახასი )9 

ამოცანის გადასაწყვეტად საჭიროა / წარმოვადგინოთ ისეთი ფორმით, რომ 
მისთვის დიფერენციალური აღრიცხვის ჩვეულებრივი აპარატის გამოყენება შეგ- 

ვეძლოს, რომელიც საშუალებას მოგეცემს დასაშვებ ფუნქციათა კლასში ევიპო- 

ვოთ ისეთი XL(C» ფუნქცია, რომელიც ინტეგრალს მიანიჯებს სტაციონარულ 
მნიშვნელობას. 

შემოვიტანოთ მრუდების ერთპარამეტრიანი ოჯახი XXC,X). ამ ოჯახის 
სხვადასხვა წევრი განისასღვრება თ პარამეტრის სხვადასხეა მნიშვნელობით 
და დავუშეათ, რომ, მაგალითად, ამ პარამეტრის ნულოვან მნიშენელობას 
ეთანადებოდეს საძიებელი მრუდი, ანუ ეს ოჯახი ასე დავახასიათოთ: 

XCCთ,X) = #0,X) + თII(X) = / (X)+თ70, (III-2.2) 

სადაც /”(») არის ჯ-ის ჩებისმიერი ფუნქცია, რომელიც ინტერეალის ბოლოებ“სე 

0-ის ტოლი ხდება 

    

77(X,) =7(X;) = 0 0II–2.3) 
ამ მოთხოვნის შემღებგბ (II.-22 გახდება XC) მრუდების ერი-ერთი ”შესაძლი 
ოჯახი. 
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თუ XVC,X)-ს (არააუცილებლად (III-22) სახით) ჩავსვამო (III-2.) გამოსახ- 
ულებაში, მაშინ აშკარაა, რომ ეს უკანასკნელი გადაიქცევა თ-ს ჩვეულებრივ 

ფუნქციად: 

1=I(თ)= # (ICC X) (თ, X):X)ძX CII-24) 

ამის შემდეგ ნათელია, რომ ექსტრემუმის პირობა მიღებს სახეს: 

(40) 0 
ძთ /.ი 

რადგან ინტეგრაციის საზღგრები დამოუკიდებელია თ-სგან, შეგვიძლია გაწარ- 
მოება ჩავატაროთ ინტეგრალის ნიშნის ქეეშ: 

90 IVV>V V-IV 
ძთ ე;:LVმთ CV მთ 

მარჯეენა მხარეში მეორე წევრი ასე გარდავქმნათ 

%გ, , მ/ მგ? (-ღუეი 1 I 532 ძი =ჩავატაროთ ნაწილობითი ინტეგრაცია = 

-რ2(თV. -VII M4(იი თ. 
: მ მXL0თ "» მთ, 19% მV') მთ 

=. - სო4 (94 
  თ 4 

აშკარაა, რომ (III-2.3)-ის გამო პირველი შესაკრები ნულის ტოლია. (ნულის 

ტოლებია აგრეთვე (XL) „ რადგანაც განხილული ოჯახის ყეელა წირი 
> 

გადის ბოლო წერტილებზე. შეგე/ე)ძლო არც კი გამოგვეყენებინა აქ (IIL-2.2) წარ- 
მოდგენა). 

ამრიგად, დაგერჩენია მოვითხოვოთ ექსტრემუმი 

(4) =(I(V 9 # CVIV=0 (III-2.5) 
მთ /,ა ;:I9> თXLC6V )| მთ 

რადგანაც 2. არის ჩებისმიერი, «22 | =#ძ/, ანუ გეაქვს 
თ-0 

2L =-(/V. 4. - (26) ,4რ“1 2 22%) ბ=0, (III-2:6) 

თ-ის ნებისმიერობის გამო აქედან ვასკვნით, რომ ინტეგრალის ექსტრემუმისათ- 
ვის აუცილებელი პირობა ყოფილა შემდეგი განტოლების შესრულება: 

V _ძ(V 9L =0 2 მ, -4517 | (III-27) 

აშკარაა, რომ ეს პირობა საკმარისიცაა, რადგან თუ ის სრულდება, მაშინ (III- 
26-ში ინტეგრალი ნულის ტოლია ეს კი სხვა არაფერია, თუ არა 

6(0) =I(M6ა) ,ძთ. ანუ 4 =0.



(II-27)-ს ვარიაციულ აღრიცხვაში უწოდებენ ეილერ-ლაგრანჟის განტოლე- 
ბებს. ისინი პირეელად ვილერმა მიიღო I744 წელს, და, მოგვიანებით ლაგრანჟმა 
მიუყენა მექანიკურ სისტემებს. 

განვიხილოთ ექსტრემუმის მოძებნის ამ მეთოდის სოგიერთი მაგალითი. 

მაგალითი 1. 
განესაზღვროთ სიბრტყის ორ წერტილს შორის უმოკლესი მანძილი. 
ამოხსნა: 
ბრტყელი წირის რკალის ელემენტის სიგრძე უდრის 

ძვ = „ძა? + თ; = ძ.#ჩ+)?, ხოლო I და 2 წერტილების შემაერთებელი ბრტყელი 
წირის სრული სიგრძეა 

/-Iრ-| 1+ #”% 

ამრიგად ! უნდა იყოს მინიმალური, რ ათა მანმილი იყოს უმოკლესი. მივედით 

ექსტრემუმის ზემოთ დასმულ. ამოცანაზე, რომელშიც 

#60#X»-X) = 1 +» 
უნდა “შევადგინოთ ეილერ-ლაგრანჟშის განტოლება, რისთვისაც გა- 

მოვთვალოთ 

%-9 
მ» 

XV. »_ 
I + »“ 

ამრიგად, ეილერ-ლაგრანჟის განტოლებას აქვს სახე 

V «(VI_ა _4 » I 
> -2 თ)“ > ულო ე 

7 

აშკარაა, რომ ამ ტოლობას ადგილი მხოლოდ მაშინ ექნება, თუ X» 
მივი 

  

ანუ 

  =0 = 005. 

იქნება მუდ- 

  , C 
» = =0ძ = 005. 

VI-C0? 

ამ განტოლების ამონახსნია მრუდი: 

X=X#(X)=ძX+ხ, 
სადაც ხ ინტეგრების ახალი მუდმივია. 

მიგიღეთ, რომ საძიებელი მრუდი ყოფილა წრფე. ინტეგრაციის მუდმივები « 
და ხ განისაზღვრებიან იმ კერთბიდან, რომ წრფემ უნდა გაიაროს მოცემულ ორ 

წერტილზე, (XX) და (=,X».). 

მაგალითი 2. ბრაქისტოქრონის პრობლემა 

ესაა ვარიაციული აღრიცხვის ერთ-ერთი კლასიკური პრობლემა. 
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უნდა მოიძებნოს XC») წირი 0 წერტილსა და რაღაც CI.X) წერტილს შორის 
ისეთი, რომ ნაწილაკი, იწყებს რა 0 წერტილში უძრაობის მდგომარეობიდან, 
მოძრაობს ერთგვაროვანი გრავიტაციული ველის გავლენით (წინააღმდეგობის 
გარეშე), უნდა მიაღწიოს (»,”) წერტილს (ნახ. 20) მინიმალურ დროში (ე-ი. 
გრავიტაციული ძალის გავლენით სხეული ხახუნის გარეშე “ცურავს”? რაღაცა 
წირჩე). 

(XII) 1.   

(+, >) 

: 
ნახაზი 20 

სიჩქარე ადეილად მოიძებნება ენერგიის შენახეის კანონიდან 

  =”9X ლ სც=+V29% 

საძიებელი დროა 

-= (#9 #1 +# 
“I -I 29X 2 

ამრიგად, ვარიაციულ-ინტეგრალქვეშა ფუნქცია ახლა არის 

  

  

#2 
#CV-X»,X) = 1.7 , 

5X 
რომელიც »-ს არ შეიცავს ცხადად ამიტომ ეილერ-ლაგრანჟის განტოლება 
იქნება 

<(%1-ი 
ძXL მ 

ანუ 

VV ” . C = C0M5/. 
თ” ·„/2=+X? 

გადავწეროთ ასე 

9“ _ 2დლ7 22 =5. 7= ილლულ X 

“% 1-2§0“ჯ 2ყლ1 კ 
ამოსახსნელად მოსახერხებელია შემოვიტანოთ ახალი ცვლადი 
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X=0(1–20§6), ი=-- 

მიიღება 

»= Iი0 –იC0§0)ძ0 

ეს ინტეგრალი ცხადად აიღება და 
#»=ძ(0–§0ი0) 

ინტეგრაციის მუდმივა 0-ის ტოლია, რადგან ნაწილაკი მოძრაობას იწყებს 
სათავიდან. 

მივიღეთ ციკლოიდას პარამეტრული განტოლება. 

მაგალითი 3. მოვიებნოთ უმოკლესი წირი ორ მოცემულ: წერტილს შორის 
#» რადიუსის სფეროს ორგანზომილებიან ზედაპირზე. 

ამოხსნა: 

  გამოვიყენოთ სფერული (0,0) ცვლადები. სიგრძის დიფერენციალური ელვ- 
მეჩტია 

ძა? =-'ძ0! +»? ყი? 6/ტ? 
ანუ 

ძ 2 

ძა =+”.I1+5)ი? ძ2%) ძი 
ძი 

ავირჩიოთ ფესვის წინ ნიშანი ისე, რომ §-ის ყოველი ცელილება ძ§ იყოს 
დადებითი. მაშინ წირის სიგრძეა 

წ წეფულე „4 + 1+#'?5|ი? 0ძ0, => 

მივიღეთ ფუნქციონალის სტანდარტული სახე, საიდანაც გვაქვს: 

#/=V1+6' 50:60, 

რაც ცხადად არ არის დამოკიდებული #-%ზე, ამიტომ ამ ცვლადის მიმართ 
ეილერ-ლაგრანჟის განტოლებას ექნება სახე: 

#V _ #ი'89ი“ 0 

მ „/I+#/'?9ი?0 

ამოვხსნათ ეს თანაფარდობა #' – ისათვის და გამოეთვალ 

= 0 = 00M5/. 

    

  

,_ % _ 0 
ძმ ფი0/9ი:0-ი?” 

საიდანაც 
#= I იძე = მლ00 0090 +რ 

§(06“V§1ი? 0 – 0? 1-0 
ანუ 

ი0%# – რე) =--===თ§0, 
   

სადაც რა არის ინტეგრების მუდმივა. 

მიღებული შედეგი უკეთ რომ აღვიქვათ, დავუბრუნდეთ დეკარტეს კოორდი- 
ნატებს. ზოგიერთი მარტივი ტრიგონომეტრიული გარდაქმნების შემდეგ მივიღებთ 

განტოლებას: 
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X608ძე + V5)ი ძე – 

  

ეს კი არის სათავეზე გამავალი სიბრტყის განტოლება. ეს სიბრტყე 
გადაკვეთს სფეროს დიდ წრეწირზე, რომელიც ამ მაგალითში არის გეოდეზი- 

ური. 

მრავალი ცვლადის შემთხვევა 

უნდა ვიპოვოთ ფუნქციები 7,(X), #.(»X),..,»,(X), რომლებიც ექსტრემალურ 

მნიშვნელობას „მიანიჭებენ იჩტეგრალს: 

1= მაი „#7, ა7,:XMX (III-2.8) 

სადაც თითოეულ I,(X») ფუნქციას აქვს ფიქსირებული მნიშენელობა ინტეგრა- 

ციის არის ბოლო წერტილებზე XX. 
ავირჩიოთ ფუნქციათა კლასები ერთი ცელადის შემთხეევის ანალოგიურად: 

X(Cთ,X) = #(0,)+ თV, (X) = », (X)+0/ (X), 
X.(% X) = X, (0,X) + თ”, (X) = /; "(X) + V;CX), 

X,(Cთ,X) = #,(0,X) + თI,(X) = », '(X) + შ/,(X), 

სადაც ”,(X,,)=0. 
ადეილად დავინახავთ, რომ #ინტეგრალი (III-2.8) გადაიქცევა მხოლოდ თ-ს 

ფუნქციად »,00) ფუნქციებს მოცემული სისტემისათეის ამიტომ წინა 

შემთხვევის ანალოგიურად „გამოვიყვამთ! 
სთ V# 

#4. თ, C0++-7C) თX=0 27518 ორ“გე 
მეორე წევრში ნამიიეიბიბი ინტეგრაციით ამ გამოსახულებას მივიყვანთ 

სახეზე: 

ი» 

I>, # 9IV% , ე«=0 
ლე მ, რ« CV, 

საიდანაც შM,(0 ფუნქციების ნებისმიერობის გამო, ვიღებთ ეილერ–ლაგრანჟის 
განტოლებათა სისტემას: 

V -2(> =0, 6=12,..M) 0I-2%) 
>, ძ-L8, 

ეს განტოლებები არის სწორედ / - ინტეგრალის ექსტრემუმის აუცილებელი 
და საკმარისი ჰირობა. 

ახლა ნათელია, რომ ჰამილტონის პრინციპის გამოყენებით შეგვიძლია ლა- 

გრანუის განტოლებების გამოყვანა, რისთვისაც მოგვიწევს მივუყენოთ მას მრა- 
ვალი ცვლადის შემთხვევა. 

ჰამილტონის ქმედების ინტეტრალს აქეს სახე: 
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2 

§= IL(4ცსმ,:0,-- 0, (III-2.10) 
' 

ვხედავთ, რომ (IV-2.8)-დან ეს მიიღება ფორმალური შეცვლით 

X->6 'რობეს #C,,#2) 23 LV-9,.ი 
ამის გამო ეილერ-ლაგრანჟის განტოლებები გადადიან ლაგრანჟის მოძრაო- 

ბის განტოლებებში: 
  

4 X _-X-0, (= ს2,...,M (III-2.11) 
«(L6C0,) მძ, 

ახლა ეს განტოლებები მიღებულია ჰამილტონის პრინციპიდან: 

კონფიგურაციულ სივრცეში რეალური წირი, რომელსაც მიყვება ჰოლონო- 
მური დინამიკური სისტემა ფიქსირებული (,/, ინტერვალის განმავლობაში 

არის ისეთი, რომელზეც ინტეგრალი 
    

§= I“ 

არის ექსტრემალური წირების იმ ვარიაციების მიმართ, რომლებიც ნულის ტო- 
ლია ინტერვალის ბოლო წერტილებში.



თავი IV 

სიმეტრიების თვისებები. შენახვის (მუდმივობის) კანონები 

IV-I. განზოგადებული იმპულსები. ციკლური კოორდინატები 

აქამდე ძირითადად დაკავებული ეიყავით მოძრაობის განტოლებების გამოყ- 
ვანით და თითქმის არაფერი გვითქვამს მათი ამოხსნების მეთოდების შესახებ, 
რაც, სასოგადოდ, მათემატიკის ამოცანაა. 

ჩვენ ვნახეთ, რომ # თავისუფლების ხარისხთა მქონე სისტემა აღიწერება 
დროის მიხედვით მეორე რიგის ” დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემით. 
თითოეული ასეთი განტოლების ამოხსნა მოითხოვს ორჯერად ინტეგრაციას, 
რაც გამოიწეევს სულ 2M ნებისმიერი მუდმივის გაჩენას ყოველ კონკრეტულ 
შემთხვევაში ეს მუდმივები უნდა განისაზღერონ სასაზღვრო პირობებით, ე.ი. 0, 

კოორდინატების საწყისი მნიშვნელობებით (სულ # ცალი) და # განზოგადოე- 

ბული 4, სიჩქარეების საწყისი მნიშვნელობებით. 

სოგიერთ კერძო შემთხვევაში ინტეგრაცია ელემენტარულ ფუნქციებში ად- 

ვილად ხერხდება. მაგრამ უმრავლეს შემთხვევაში განტოლებები არაინტეგრე- 
ბადია ამ შინაარსით და საჭირო ხდება ინტეგრაციის მიახლოებითი რიცხვითი 
მეთოდების გამოყენება თანამედროვე კომპიუტერებზე. 

სავსებით ბუნებრივია, რომ რიცხვითი მეთოდების გარდა განვითარებულია 

სისტემის მოძრაობის განსასღვრის სხეადასხვა ეფექტური მეთოდები, რათა 
ყველა შემთხეევაში შევძლოთ საკმარისი ინფორმაციის მიღება ფიზიკური სუ- 
რათის შესახებ-ა ამ ინფორმაციას ზოგჯერ უფრო მეტი მნიშვნელობა აქეს 
ფიზიკური სურათის დასადგენად, ვიდრე ძ4,() ფუნქციების ცოდნას. 

ამიტომ, არსებითია შეგვეძლოს რაც შეიძლება მეტი ცოდნის მიღება მო- 

ცემული სისტემის მოძრაობის შესახებ განტოლებათა ინტეგრაციის გარეშე. 
ასეთ შემთხვევებში პირველსარისხოვანი მნიშვნელობა ენიჭება სიმეტრიის 
თვისებებს და მათგან გამომდინარე მოძრაობის ინტეგრალების მიღებას. 

შეიძლება არსებობდნენ განზოგადებული კოორდინატებისა და განზოგადე- 
ბული სიჩქარეების ისეთი კომბინაციები (ფუნქციები), რომლებიც არ ი ცვლ 
ებიან დროის მიხედვით. მათ უწოდებენ მოძრაობის განტოლებების პირველ 
ინტეგრალებს. ესაა შემდეგი სახის თანაფარდობები: 

#(თ,თ...,9,,რ,მა,-»0,;/)= 00. (IV-I.I) 

ეს თანაფარდობები თვითონ წარმოადგენენ ქელი რიგის დიფერენციალურ 

განტოლებებს. მათ გარკვეული ინტერესი აქვთ, რადგან სისტემის მოძრაობაზე 
სოგიერთ ფიზიკურ მონაცემს შეიცავენ. 

განეიხილოთ ჯერ კონსერვატიული სისტემა (პოტენციალი მარტო მდე- 
ბარეობაზეას დამოკიდებული) გამოვიყენოთ დეკარტეს კოორდინატები. გა- 
მოვთეალოთ შემდეგი სიდიდე: 

მL _ მჯ _ მV/ 2 მლ 

  

გმ კუბი?) ე. _ , I" + +2/)=>.ს =#., 

  

  

მ», “CV, CX 

სადაც #2, არის ჩვეულებრივი მექანიკური იმპულსის X კომპონენტა. 

ამ ნაფარდობაზე დაყრდნობ შეგვიილია განვაზოგადოთ იმპულსის 
ცნება: 
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განზოგადებული იმპულსი ეწოდება სიდიდეს 

CL »”, (0V-12) 
მძ, 

ამრიგად, ყოველ ძ, კოორდინატას შეესაბამება განსოგადებული იმპულსი /;,. 

ხშირად მას კანონიკურ იმპულსსაც უწოდებენ. 
როცა ძ, არ არის დეკარტეს კოორდინატა, მაშინ ჯ#,-ს, საზოგადოდ, არ 

ექნება ჩვეულებრივი იმპულსის განზომილება. გარდა ამისა, როცა პოტენციალი 
დამოკიდებულია სიჩქარეზე, ძ, დეკარტეს კოორდინატაც რომ იყოს, განსოგადე- 

ბული იმპულსი არ დაემთხვევა ჩვეულებრივ მექანიკურ იმპულსს. ასეა, მა- 
გალითად, ზემოთ განხილულ ელექტრომაგნიტურ ველში ნაწილაკის მოძრაობის 
შემთხვევაში, როცა 

149322 «< საარი 5 
L=-2 M7, - 2.06 C06)+2,““ჩ-4თ) 

“. ლ) „I 6 

ამ გამოსახულებაში, ცხადია, 0, არის (-ური ნაწილაკის ელექტრული მუხტი. 

ჩათელია, რომ 

ჩ,=> თა +104, CV-I>) 
2, C 

ე.ი. მექანიკურ იმპულსს დაემატა წევრი, 
თუ სისტემის ლაგრანჟიანი არ შეიცავს რომელიმე კოორდინატას (ამ დროს 

ის შეიძლება შეიცავდეს შესაბამის სიჩქარეს 4#,) მაშინ ამ კოორდინატას 

  უწოდებენ ციკლურს ან იგნ ებადს. ასეთი კ დინატისთვის ლაგრანჟის 
განტოლება 

24% V_ 
ძ,მი, მით, 

მიიღებს სახეს 

0 1-6 
ძ(Lმძ, 

ანუ 

ჩ, =-% იიი, (IV-14) 
მ , 

ამრიგაღ, ციკლური ძ, კოორდინატის სათანადო განზოგადებული იმპულსი იჯ, 

არის მუდმივი. 
(IV-I.4) ტოლობა არის (IV-I.) ტიპის პირველი ინტეგრალი და შეიძლება გა- 

მოვიყენოთ ციკლური კ“ დინატის ფორმალური გამორიცხვისათვის. ასეთი 

გამორიცხვის შემდეგ ამოცანა დაიყვანება ერთით ნაკლები ცვლადის შემცველი 
მოძრაობის განტოლების შესწავლაზე. 

აგრანჟის ფორმალისმში იგნ ებადი კ. დინატის კონცეფციის უკეთ 

გაგებისათვის განვიხილოთ ერთი მაგალითი, რომლის დანადგარი ნაჩვენებია 

ჩახ. 21-ე. 

  

  

 



  

–+ V 

ნახაზი 21 
მაგალითი: 
ორი მასა M# და M დაკავშირებულია ერთმანეთთან 1=”.I++ სრული 

სიგრძის მქონე ძაფით, რომლის მასა უგულებელვყოთ. ” მასას შეუძლია 
ბრუნვა სიბრტყეში ძაფთან ერთად ცვლადი პარციალური სიგრძით ”. 
სიბრტყეში ბრუნეის თ კუთხური სიჩქარის სიდიდეზე დამოკიდებულებით ძაფს 
შეუძლია სრიალი ზევით და ქვევით. ამიტომ M მასა მოძრაობს მხოლოდ 2- 
ღერძის გასწვრიე. სისტემის დამახასიათებელი ბმები არიან ჰოლონომური და 
სკლერონომული. სისტემას აქვს ორი თავისუფლების ხარისხი. მათი შესაბამისი 
განზოგადებული კოორდინატები თ და § ცალსასად ახასიათებენ სისტემის 
მოძრაობას. 

ს X=7C605თ =(I – 1)00§Cთ, 

გვაქვს »=#”58ითდ=( – წვით 

სისტემის კინეტიკური აწერგიისთვის ვპოულობთ 

1 1 
თა 14“ ი) +1 +–-(I – §)?იდ? +2M” 

= „– M)ჯ? +10- ით! 

ხოლო პოტენციალური ენერგიაა MV = –M§§. 
ლაგრანჟიანი 

ხ=L-V =1Cთ+M# +30- ითი” + MVს. 

ახლა შევადგინოთ ლაგრანჟის განტოლებებისთვის საჭირო წევრები 
ძ მL 
# ეა I %+%M)% გ თ -0-9თი +M§ 

რი მL _ძ 0L 
L- –=0 

“ მდ "“ წვ, >. თი) მთ 

აქ რ არის ციკლური ანუ იგნორირებადი კოორდინატა, რაკი მას ლაგრანჟიანი 
არ შეიცაეს. ამიტომ ლაგრანეის გაჩტოლება მისთვის დაიყვანება შემდეგზე 

ან 

(0 – §)?/დ = L = C0/I. 

სადაც # არის მბრუნავი # მასის კუთხური მომენტი. 
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ასე, რომ მოძრაობის პირეელი ინტეგრალი აქ ნიშნავს კუთსური მომენტის 
შენახეის კანონს. 

ლაგრანჟის განტოლება მეორე ცელადისათვის ასე გამოიყურება 

0M+ M)§+0 – §)/Iდთ? – MC =0 

ან §-სე გამრავლების შემდეგ, 

= L+« : 
(თაბრმაიის ეე 40 =0, 

ეს განტოლება შეგვიძლია უცებ ვაინტეგროთ და ვიპოვოთ მოძრაობის კიდევ 

ერთი პირველი ინტეგრალი 

1C+ M)ჯ? +”.  Mვა= იიი! =7+V=# 
2... 20-59) #M 

ანუ სისტემის სრული ენერგია ინახება. ეს სისტემა იქჩება წონასწორობის 
მდგომარეობაში, როცა აჩქარება ნულის ტოლია, §=0. 

– 2 

1 L 0=Lჯ= Mლ -0- 9 “| I 
M => 8-C აჩ) | 

77 

=- 1. M--%.. 
#»+M V-ა) #7 

შედეგი გვეუბნება, რომ § უნდა დარჩეს მუდმივი. ფიქსირებული სჯა მანძილი- 

სათვის წონასწ ბა წარმოიქმნება გარკვეული კუთხური მომენტისათვის 

#=1ე =/MM§0 – ჯა). 

როცა #>IL, მთელი სისტემა სრიალებს ზევით; როცა #L <X-, სისტემა 

სრიალებს ქვევით. როცა გეაქვს ტოლობა, # =7ა, სისტემა წონასწორობაშია. 

ძალიან კერძო შემთხვევაში, როცა L=0, ეი. (0=0), აღარ გვაქვს ბრუჩვა 

სიბრტყეში, უბრალოდ გვრჩება ვარდნა M მასისა. 
» ციკლური კოორდინატების განცალებასთან დაკავშირებით საინტერესოა 

რაუსის მეთოდი, რომელიც ლაგრანჟიანის ისეთი მოდიფიკაციაა,„ რომლის 
დროსაც ქრება ციკლური კოორდინატების სათანადო სიჩქარეების ფუნქციები და 
მათ ნაცელად შემოდიან სათანადო განსოგადებული იმპულსები. 

  

  

IV-2. რაუსის ფუნქცია და რაუსის განტოლება 

რაუსის მეთოდით ლაგრანჟის განტოლებებიდან გამოირიცხება ციკლური 
კოორდინატები და გამორიცხულ კოორდინატთა რაოდენობის ტოლფასად 
მცირდება დამოუკიდებელ განტოლებათა რაოდენობა. 

თუ არც ერთი კოორდინატა არ არის ციკლური, მაშინ ლაგრანჟიანი 
ყველა მათგანის ფუნქციაა და ამ დროს გვაქვს # განტოლება 

2(XI- +-ი CV =1,2,...,7) 
ძ(Lმ9,) მში, 

დავყოთ ახლა ცვლადები ორ ჯგუფად: (/ =1.2,.../) და 06 =»”+1,/+2,..,/). 

ჯერჯერობით ეს დაყოფა სრულიად ნებისმიერია პირველი IC” <=”) წარმოებუ- 

ლისათვის შემოვიღოთ განსოგადებული იმპულსები: 
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ი,=->%, 0 =12,.) 0V-2ს 
მ9, 

მაშინ ლაგრანჟის განტოლებების საფუძველზე გვაქვს: 
.- _ 0V 

=–--, / =1,2,..., IV-2.2 ჩ, - უე, C ”) (V-22) 

გამოვთვალოთ ახლა ლაგრანჟის ფუნქციის სრული დიფერენციალი 

ლ მL ლომ  მL 
ძხ= ბ ––-ძი,+ბ ––. ძი, +–V“« 

2890,” ღუ 
რომელიც (IV-2.1,2) თანაფარდობების გამოყენებით ასე გადავწეროთ: 

ლ ს ა მს დ წ ლმL  მL 
ძ= 2.გ,ძ,+ 2,5 -ძი,+2,0,00,+ 2, 3 -ძი,+-5=% წე ტემი, წუ ტიმი, V 

რადგან 

2.ი,%,=ძ2,0,4, 2,0,9,, 
„ „I #3 

გვექნება 
> 2. >» მ 2 იმი. 

427, -'1--> #4, – 2 ფე-შ0,+2,0,ძი,– 2, უ--ძ0, – 5, « 
4! წო 09, წო) ჯიმი, მ 

შემოვიტანოთ ე.წ. რაუსის ფუნქცია 

#=2ჩი,9,-L (IV-2.3) 
ე 35 

ეს ფუნქცია პრინციპში შეიძლება დამოკიდებული იყოს ყველა არგუმენტზე. 
მაშინ მისი სრული ·დიფერენციალისთვის ვწერთ: 

მ” ლა მჩ მ” მწ... მჯ მჯ 
ძბს=ბ,–ძი,+ ბ ძი, +ბ ძი – ძინი, +.ბპბ ძი +--–-V 

I 09, 7 209, 7, IX-. , 2-8, , 23 ” მ 

ამ უკანასკნელის შედარებით “ზემოთ მოყვანილი ფრჩხილის დიფერენ- 
ციალთან ეასკენით, რომ უნდა შესრულდეს შემდეგი თანაფარდობები: 

    

  

მ” მ#/ 
–-=-/,; –-=ძთ –-=4 0 =I2..) (IV-24) 
მი, 7 მი, მ%, ” 

მ# მL მ” მL 
2 : –. =7+1,..., IV-2.5 

თ ში, ში, ბე CM. ფარია (723 
გარდა ამისა 

296 V«# (IV-2.6) 
მ მ 

ახლა გავაანალისოთ მიღებული თანაფარღობები. ბიდან 

აო (7 =L2,.../) 
მი, 

გამომდინარეობს, რომ რაუსის # ფუნქცია პირველ » განსოგადებულ სიჩ- 
ქარეზე არ არის დამოკიდებული. ეს არც არის გასაკვირი, რადგან რაუსის 
ფუნქციის განმარტება (0IV-23) პრაქტიკულად არის ე.V. ლეჟანდრის გარდაქმნა, 
რომელიც გამორიცხავს სიჩქარის ცვლადებზე დამოკიდებულებას (იხ. ქვემოთ), 
თუ ზემოთ მიღებულ თანაფარდობებს ლაგრანუის განტოლებებში გავითვალის- 
წინებთ, მიიღება შემდეგი განტოლებები რაუსის ფუნქციისათვის: 

 



9227 2 =0 (7 =#7+1,7 +2,...,/) (IV-2.7) 
თ“ მ9, მძ, 

და 

: მX# · მჯ : 
“55 ხ,5--. (7 =1.2,....”) (IV-2.8) 

ი, მი, 
როგორც ვხედავთ, მოხერხდა განტოლებათა განცალება ცელადების ორი კრე- 
ბულისათეის, რომელთა შემოყვანა იყო სავსებით ნებისმიერი-ი ახლა დაეუ- 
ბრუნდეთ ციკლური კოორდინატების ამოცანას და მეთოდი მისთვის გამოვი- 
ყენოთ. 

ვთქვათ, პირველი #» განზოგადებული კოორდინატა (9,9, ,.-,9,) არის ციკ- 
ლური. მაშინ 

მL 
++ =0, (V =12,...,I) 
მძ, 

ამიტომაც ჩ?, =9, (V =12,..”) 

და 

#?,= 15 = 00115/. V = 12...) 

99, 
ამის შედეგად (IV-2.89) განტოლებებიდან მიეიღებთ 

მ? / ი =–“ <--=0 (7 =1,2....,/) (IV-29) 
, მ, მძ, 

ამრიგად რაუსის ფუნქციიდან განდევნილია დამოკიდებულება ციკლური კოორ- 
დინატების წარმოებულებზე სათანადო განზოგადოებული იმპულსების სასარგვ- 
ბლოდ: 

#= 0.9,» ა4ა:ნ, ამა მანმა ნ) 
ეს ნიშნავს, რომ ციკლური კოორდინატები და მათი წარმოებულები არ შედიან 
რაუსის ფუნქციაში. რაც შეეხება რაუსის განტოლებებს (IV-2.7), რომელთა სახე 
ემთხვევა ლაგრანუჟის განტოლებებს, მათი რაოდენობა უკვე #-ით ნაკლებია და 

ამოსახსნელად გვრჩება »-–” განტოლება.ა ხოლო ციკლური კოორდინატები, 
(IV-2.9)-ის გამო, განისაზღვრებიან უბრალო ინტეგრებით: 

მ” : ძ,= LCუჯე +C,, (C7 =L2,...,”) (IV-2.)0) 

  

მაგალითი: 
რაუსის მეთოდის საილუსტრაციოდ განვიხილოთ მატერიალური წერტილის 

მოძრაობა გრავიტაციულ ველში. გამოვიყენოთ პოლარული კოორდინატები 

თ =0, ძ;:=7 რაკი 
1 ყე? ე? თ 

71=-C' ++“ ა #=-- 2 ი) და » 

ამიტომ 

ჩ= 13 თ? + 22ე+% 
2 , 

ვხედავთ, რომ # ციკლური კოორდინატაა. ამიტომ 
მL · : 7 

ი,=ნ= ე,  M ჩ= იიი => §=-–, 

შევადგინოთ რაუსის ფუნქცია 
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2 წ) · 
M#= - > +” ოა“ –ოლჩლ–– 

თ,ზ I” M”)-7 , 2? 
ე.ი. მთლიანად განიდევნა ციკლური ცელადი # და მისი წარმოებული #4. 

ახლა რაუსის განტოლებების შესადგენად გეჭირდება სიდიდეები: 

მ# წ მ” ხ თ 
–-=-M, <-=- +615 
მ CV უე! ე 

შევადგინოთ რა' უხის განტოლება LM “შემთხვევაში, ქრთი) 

“უფ + #6. –%-0 
ი უს ” „ = 

ანუ საბოლოოდ 
2 

ი, ნ -+%=0 ო 
„” .” 

ესაა განტოლება 7 =I“I) ფუნქციის განსაზღვრისათვის. 

მჯ ნ 
რადგან წო = წოლას, გვაქეს 

= (L”, 4“, 
უე? 

სადაც #-ის ნაცვლად უნდა ჩაისვას (9 განტოლების ამონახსნი. 

IV-36 სივრცე-დროითი სიმეტრიები და შენახვადი ფიზიკური სიდიდეები 

ა) "იმპულსი 
იმპულსის შენახვის კანონი წარმოიქმნება სივრცის ერთგვაროვნებასთან 

დაკავშირებით. 
სიერცის ერთგვაროვნება ნიშნავს, რომ სივრცეში ყველა წერტილი აბსო- 

ლუტურად ტოლფასია. ათელის სისტემის სათავე შეიძლება ნებისმიერ წერ- 
ტილში მოვათავსოთ და, ამიტომ, ჩაკეტილი სისტემის თვისებები არ იცვლება 
სისტემის, როგორც მთლიანის, პარალელური გადატანის (ტრანსლაციის) დროს. 

ამასთან დაკავშირებით განეიხილოთ უსასრულოდ მცირე - ევექტორზე 
ტრანსლაცია (წანაცვლება) და მოვითხოვოთ, რომ ამ გარდაქმნისას სისტემის 
ლაგრანუჟიანი არ იცელებოდეს. გარდაქმნას აქვს სახე (განხოგადებულ კოორდი- 
ნატებად ავირჩიოთ დეკარტეს. კოორდინატები): 

#7370+6, § =005!. 

თ 2=6 
გაჩვიხილოთ ლაგრანჟიანის ვარიაცია ამ გარდაქმნის დროს 

ლმ _ მL 2,=9 +თ=269“ 
2; ' რ0C, 

6-ის ნებისმიერობის გამო თX= 0 პირობა (ინეარიანტუელობა) ეკვივალენტურია 
პირობისა 

# გ, ჯ#-ი მ 
ლაგრანჟის გაჩტოლებების თანახმად ეს ნიშნავს 

29> I-4 3-2. 
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რაც გვეუბნება, რომ ჩაკეტილი სისტემისათვის შემადგენელი ნაწილაკების იმ- 
პულსების ჯამი არის მუდმივი: 

  

CV-3.) 

ეი. შენახვადი სიდიდე – კანონიკური იმპულსი შეგვიძლია ავაგოთ ინეარიანტუ- 
ლობიდან. ამავე დროს ნათელია იმპულსის ადიტიურობის თვისება: სისტემის 
სრული იმპულსი უდრის ცალკეული ნაწილაკების იმპულსების ჯამს მიუხედა- 
ვად ურთიერთქმედებებისა, რომელიც მათ შორის შეიძლება არსებობდეს. 

შემოტანილ სიდიდეს რომ მართლაც იმპულსის შინაარსი აქვს, შეიძლება 
ადვილად დავრწმუნდეთ. გაჩვიხილოთ რაიმე სისტემა და შემოვიღოთ მისთვის 
განსოგადებული ძ#, კოორდინატები ისე, რომ მისი ძე, დიფერენციალი ტოლი 

იყოს განსახილავი სისტემის, როგორც მთლიანის, გადაადგილებისა მოცემული 
მიმართულებით. 

ასეთი კოორდინატის მაგალითია სისტემის მასათა ცენტრის დეკარტეს 

კ დინატა. მაშინ ნათელია, რომ 0, არ შევა 7 კინეტიკური ენერგიის გა- 

მოსახულებაში, რადგან სისტემის, როგორც მთლიანის წანაცვლება გავლენას 

არ ახდენს მისი წერტილების სიჩქარეებზე ამიტომ %, =0. ამის გარდა, 
, 

სისტემის პოტენციალური ენერგიაც შეგვიძლია ჩავთვალოთ სიჩქარეზე დამოუ- 
კიდებლად. მაშინ ამ კოორდინატისათვის ლაგრანუის განტოლებიდან გვაქვს: 

ძ| მჯ · მV _ 

  

ვაჩეენოთ ახლა, რომ ეს განტოლება გამოხატავს თეორემას იმპულსის შესახებ, 
ეი. 0, არის 4«,-ის მიმართულებით ყველა ძალების ტოლქმედი, ხოლო 7ჯ,– 

ამავე მიმართულებით სისტემის იმპულსის მდგენელი. 

როგორც ვიცით, 0, = # 8 
შუ მძ, 

მაგრამ, რადგან ჩვენ შემთხვევაში ძი, არის სისტემის გადაადგილება 

რაიმე ღერძის გასწვრივ, #(4,) და #(9,+ძი,) ექქტორები განლაგებული იქნე- 
ბიან ნახაზსე გამოხატული წესით ამიტომ #-ის დიფერენცირებისას ძ,-ით 

მივიღებთ 

„90 ტ 

  

ნახასი 22 

=8207 1+00,)-ჩM(9,) _ 99, __ «ს ი“ ““ოშიითი02 
მყ, 4,9 99, ძი, 

78



სადაც ” არის ერთეულოვანი გექტორი ძე, წანაცვლების მიმართულებით. ამ- 

რიგად 

ანუ 0, ყოფილა სრული # ძალის მდგენელი M# მიმართულებაზე. 

ასლა განვიხილოთ მტკიცების მეორე ნაწილი. კინეტიკურ ენერგიას აქვს 

  

სახე 

7-1 თ, 
2 /(=L 

მიტომ ი, კ დინატის შესაბამისი განზოგადებული იმპულსი ასე ჩაიწერება 

მ» _ი _ მ, _. 
რ - გე. რთი მ, =ჩ . »,ხ, 

ამრიგად, დავამტკიცეთ დებულების მეორე ნაწილიც – ჩნ, არის სრული იმპულ- 

სის მდგენელი #- მიმართულებაზე. 

დავუშვათ ახლა, რომ ჩვენ მიერ განხილული ძ, კოორდინატა არის ციკ- 

ლური. მაშინ ის არ უნდა შევიდეს პოტენციალურ ენერგიაში და 

ამ დროს მივიღებთ ჩვეულებრივ თეორემას იმპულსის შენახვის შესახებ – 

თუ სრული # ძალის ერთ-ერთი მდგენელი უდრის ნულს, მაშინ იმპულსის 
სათანადო მდგენელი იქნება მუდმივი. 

ბ) იმპულსის მომენტი 

სივრცის იზოტროპულობას უკავშირდება იმპულსის მომენტის შენახვის 
თეორემა იზოტროპულობა ნიშნავს რომ ჩაკეტილი სისტემის მექანიკური 
თვისებები არ იცვლება სისტემის, როგორც მთლიანის, ჩებისმიერი მობრუნების 
დროს. 

ამ შემოხვევაში ციკლური კოორდინატა ძ, ისეთი უნდა იკოს, რომ ძი, 

შეესაბამებოდეს სისტემის ბრუნვას რაიმე ღერძის ირგვლივ. მაშინ თანაფარ- 
დობა/ჯ, =00M5/ გამოხატაეს თეორემას კინეტიკური მომენტის შენახვის შესახებ. 

აქაც თუ გავიმეორებთ ა) პუნქტში ნათქვამს: 4, კოორდინატა არ შეიძლება 

შედიოდეს კინეტიკურ ენერგიაში, რაღგან სისტემის მთლიანი მობრუნება არ 

მოახდენს გავლენას ნაწილაკთა სიჩქარეების სიდიდესე, ანუ მე, =0.ასევე 

%, =0.ამიტომ ისევ ექნება ადგილი ლაგრანჟის განტოლებებს “შემდეგი 
, 

სახით: 
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მაგრამ რადგან ახლა ძ, არის კუთსური ცელადი, უნდა ვაჩვენოთ, რომ 

განზოგადებული ძალა 0, იქნება ყველა ძალების ჯამური მომენტი ბრუნეის 

ღერძის მიმართ, სოლო #, – სრული კინეტიკური მომენტი იმავე ღერძის მი- 

მართ. 

განზოგადებულ ძალაში შემავალ % ფაქტორს ახლა სხვა გე- 
, 

ომეტრიული შინაარსი აქვხ. ძ,-იისს ცელილება ახლა ნიშნაეს , ვექტორის 

უსასრულოდ მცირე მობრუნებას მისი სიგრძის შეუცელელად. ამიტომ გვეექნება 
(ნახ. 23) 

   

  

ს(C4,+ძ9,) 

ნახა'სი 23 

VI, კიი 
მძ,| 

ამასთან ამ ვექტორის მიმართულება იქნება # და #” ეექტორების პერ- 

მ, 
პენდიკულარული. ამის გათვალისწინებით ვწერთ 5 ოჩXწ. მაშინ 

M, 

IC|=, ირ ი, = 

  

V _ წ3 » _ 

0,=2,ნ-MXჩ=2,ჩნXMხ=#-2 M,=#-M, 
#-I #51 ყვ) 

რაც ასაბუთებს ჩვენი მტკიცების პირველ ნაწილს. 

სუსტად ანალოგიურად გარდავქმნით #, სიდიდესაც: 
“ გ» M _ 

ი,=9 ათა. =3ან-ჩ XI, =M-2)ნ,=ჩ-7, 

ამრიგად, თუ კუთხური კოორდინატა ძ, იქნება ციკლური, მაშინ განზოგადე- 

ბული ძალა 0, (ყველა მოქმედი ძალის მომენტი #-ღერძის მიმართ) ნულის 

ტოლი იქნება. 
სისტემის კინეტიკური მომენტი ჩ-ღერძის მიმართ ამ დროს მუდმივი იქნება, 

ქი. დავამტკიცეთ თეორემა კინეტიკური მომენტის შესახებ, მივიღეთ რა ციკ- 

ლური კოორდინატებისათვის დამტკიცებული შენახვის ზოგადი თეორემიდან. 

აშკარაა, რომ ლაგრანჟიანის ინვარიანტულობიდან მობრუნებების მიმართ 

უნდა გამოიყვანებოდეს სრული კინეტიკური მომენტის შენახვის კანონი 
დეკარტეს კოორდინატებში, 

IM მართლაც, მობრუნებისას ლაგრანჟიანის ვარიაციაა: 
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ბთ = 218 2-8, ბ (ინვარიანტულობა) 
თ) 

  

აქ, ცხადია, C, 

შევცვალოთ -2-=,, 9%= ,, მაშინ მ %# 
. – 

«=> (7, -ბიX8+ჩ, ბიის, |=0 
„I 

სადაც გამოყენებულია ეექტორის ცელილების წესი მობრუნებისას 

6. =2ი»ნ, 28, =ბიX9, 
წინა ფორმულაში მოვახდინოთ ციკლური გადასმა 

V ა ახია 
«=ბი2:6Xწ+6,Xჩ,)=6#5-2ჩXჩ, =0 

#9 (ფლ 

ანუ გი -ის ნებისმიერობის გამო 
ჯ 

L. ს =%->90, = #=00M%. 
მ! + ძ 

ამრიგად, იმპულსის და კინეტიკური მომენტის შენახვის შესახებ თეორემები 

მჭიდროდ უკავშირდება სისტემის სიმეტრიის თვისებებს. 
ჩვენ ქვემოთ შესაძლებლობა საულს დავამტკიცოთ ზოგადი თეორემა 

სისტემის სიმეტრიის თვ ნტულობასა და შენახვის კანონებს 
შორის. ჯერჯერობით კი განვიხილოთ · კიდევ ერთი შენახეის კანონი. 
  

ბ) თეორემა კონსერვატიული სისტემის სრული ენერგიის შენახეის 

შესახებ 
ნაწილაკთა სისტემისათვის შემოვიღოთ დამატებითი შეზღუდვა: პოტენ- 

ციალები დამოუკიდებელი იყენენ დროზე ცხადად, მაშინ ლაგრანუიანიც არ 
იქნება ცხადად დროზე დამოკიდებული. 

ესაა ე.წ. დროის ერთგვაროვნების თვისება ანუ ინეარიანტულობა დროის 
ათელის მომენტის შერჩევის მიმართ. / ->/+%ა. 

როგორც ადრე ითქვა, ლაგრანჟიანისთვის ეს ნიშნავს 

მL <=0, 
.% 

«% _ 2X, > 
– +221 მ, 
თ რმ,“ <0), 

ლაგრანჟის განტოლების გამოყენებით ამ ფორმულას ასე გადავწერთ 

ძს ლძ | მL ლმ . ძლ . % 
7ჯ -29(> . +253; #-942142 |! 

მძ, -V %, ლ) მძ, 

მაგრამ მაშინ 

საიდანაც 

ძილ. # ,) 
– მ–--ჩI=0 46, მი, ') 

და ფრჩხილში მოთავსებული გამოსახულება არის მოძრაობის ინტეგრალი. აღვ- 
ნიშნოთ ასე: 
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M= ურფ ო! (IV-3.2) 
ა 0ძ, 

მივიღეთ, რომ M# არის მოძრაობის განტოლების პირველი ინტეგრალი. შეგ- 
ვიძლია ვაჩვენოთ, რომ ეს სიდიდე უკავშირდება სისტემის სრულ ენერგიას. 

მართლაც, კონსერვატიული სისტემისათვის 

-#% 9 
” ში, ში, 

ამიტომ (IV-3.2)-ში პირველი წევრია სუარის 
0, 

წინა მასალიდან ვიცით, რომ თუ ბმები დროზე დამოუკიდებელია, მაშინ 
განსოგადებულ კოორდინატებსე გადასვლის ფორმულებიც არ შეიცავენ დროს. 
ამ შემთხვევაში სისტემის კინეტიკური ენერგია არის 0ძ,-ის კვადრატული ფუნ- 

ქცია. 
  გავიხსენ ეილერი! ემა – ყოველი ერთგვაროვანი /(»”) ფუნ- 

ქციისათევის სამართლიანია ტოლობა 

22 5>. , 
სადაც # არის / ფუნქციის ერთგვაროვნების მაჩვენებელი. კინეტიკური ჟგნერ- 

გიისათვის #=2. ამიტომ 

2462- 
(უე 

და 
MM =2 -L8=2-(I-V7V)=7+V 

ეს კი სისტემის სრული ენერგიაა. ამ თეორემის მიღებისას ძალთა კონსერვა- 
ტიულობის გარდა უნდა მოვითხოვოთ ბმების დამოუკიდებლობა დროზე (ბმების 
სკლერონომულობა). 

ლიტერატურაში მოძრაობის ამ ინტეგრალს ხშირად იაკობის ინტეგრალს 
უწოდებენ და აღნიშნავენ ასე: 

რადგან საზოგადოდ კინეტიკური ენერგია შეიძლება არ იყოს მხოლოდ კვად- 
რატული ფუნქცია განზოგადოებული სიჩქარეებისა: 

X=7+7+7 

ამიტომ ' 
ჩ=70 –LL+V7 

იაკობის ინტეგრალს აქვს ენერგიის განსომილება ამრიგად, თუ კონსერვა- 
ტიული სისტემებისთვის განსოგადებულ კოორდინატებზე გადასვლის ფორ- 

მულები (8 და 4ძ,-ების დამაკავშირებელი გარდაქმნის განტოლებები) დროს 

ცხადად შეიცავენ (ეს შესაძლებელია), იაკობის ინტეგრალი # არ დაემთხეევა 

ენერგიას. 

ბუნებრივს უწოდებენ სისტემებს, რომლებისთვისაც 7 =7; =12)ი,44, კ სა- 
თ 

დაც ინერციის კოეფიციენტები #X, დამოუკიდებელია დროზე მხოლოდ ასეთი 

სისტემებისათეის იაკობის ინტეგრალი ემთხვევა სრულ ენერგიას. 
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IV- 4, ნიოტერის თეორემა 

ლაგრანჟიანის იზოქრონული ვარიაციისათვის მიღებული გვქონდა (III-14) 
ფორმულა, როცა ნაგულისხმევი იყო აგრეთვე ნამდვილი მოძრაობა. ჩვენი შემ- 
დგომი მიზნებისათვის ეს ფორმულა ასე გამოვიყენოთ: ჩავთვალოთ, რომ ვარია- 
ცია ეთანადება განზოგადებული კოორდინატების უსასრულოდ მცირე გარდაქმ- 
ნებს. სხვა სიტყვებით, ახალ საკოორდინატო სისტემაში გადასვლას უსასრუ- 
ლოდ მცირე გარდაქმნებით, როგორიცაა, მაგალითად, სისტემის სათაეის 

წანაცელება, ღერძების მობრუნებები და ა.შ. ეს მცირე გარდაქმნები დავახასია- 
თოთ სათანადო უწყვეტი პარამეტრით, თ, რომელიც შეიძლება იყოს მობრუნე- 

ბის კუთხე ან სხვა გეომეტრიული სითი, თუ უწყვეტი, პარამეტრის ნულოვანი 
მნიშვნელობა ეთანადება იგივურ გ. მნ, მის მახლობლობაში ველი 
ვარიაცია შეგვიძლია ასე ავიღოთ 
  

ასეთი განმარტება არაერთხელ გამოგვიყენებია 'სემოთ. 
(IIL-4) ფორმულის თანახმად ჰამილტონის ქმედების ცვლილება ტოლია 

ი-/ რერერ, ბი % ს         «9 = 56) -90)> (ს ული მი,თ) მთ მ0,(C) მთ 
რომელიც მოძრაობის განტოლებების გამოყენებით ადვილად მიიყეანება შემდეგ 
სახეზე 

მ, %,C0)| | 
IV-4.1 - რაი -სრზლ) ე თი 

დროის მიხედვით ინტეგრაცია აქაც ჩატარდა იმის გამო, რომ როგორც საწყისი, 
ახევე მისგან უსასრულოდ მცირედ განსხვავებული (გარდაქმნილი) ამონახსნები 
აკმაყოფილებენ ლაგრანჟის განტოლებებს ორ სხეადასხვა საკოორდინატო სის- 
ტემაში – ორივე ამონახსნი არის ერთიდაიგივე დინამიკის აღწერა კონფიგუ- 
რაციულ სიერცეში. შევნიშნოთ, რომ ქმედების ცვლილება, გამოწვეული უწყვეტი 
გარდაქმნის პარამეტრის ცვლილებით ფიქსირებულ მომენტში არის შემდეგი 
სიდიდეების სხეაობა 

    

ირე , (IV-4.2) 
მთ 1.) 

გამოთვლილი დროის ორ განსსვავებულ მომენტში, ,/ ლდა #.. ზედა ფორ- 

მულებში ლაგრანჟიანის ინდექსი მიუთითებდა მიკუთვნებასე ამა თუ იმ სა- 
კ დინატო სისტემისათვის. 

ჩვენ ახლა მომზადებული გეაქვს ყველაფერი, რათა ჩამოვაყალიბოთ 
კავშირი სიმეტრიასა, ინჩეარიანტულობასა და შენახეის კანონებს შორის. 

როგორც ცნობილია, ლაგრანჟიანი არის განსოგადებული კოორდინატებისა 

და სიჩქარეების სკალარული ფუნქცია ნებისმიერი წერტილოვანი გარდაქმნების 
მიმართ (ეი. გარდაქმნებისა რომლებიც ახალ კოორდინატებს გამოსახავენ 
ძველი კოორდინატების მეშვეობით), 
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სკალარული ფუნქცია ნიშნავს, რომ ის იღებს ერთი და იმავე რიცხვით 
მნიშვნელობებს გარდაქმნის შედეგად დაკავშირებულ ორ სხვადასხვა წერ- 

ტილში, ანუ I(909'/)= LX9 ში 
რაც შეეხება ინვარიანტულობას, ეს კიდეე უფრი ზღუდავს შესაძლებ- 

ლობებს: ეს ნიშნავს, რომ სიით ''ვუნქციები არ იცვლება, #=#"“ 
ამ ნაბიჯზე მ ლოდ, რო ნვ. ნტული იყოს ქმედება. 
სემოთ მოყვ დობების ძალით ქმედების იჩვარიანტულობა 

გარდაქმნის მარაიირის არარი აბია: მცირე ბთ ვარიაციების დროს იძლევა 
მუდმივობას სიდიდისა 

  

  

C= , თ = 00MV/., 0V-4.3) 
მთ = 

რაც შენახვის კანონს წარმოადგენს! 
ესაა ნაწილაკთა მექანიკაში კარგად ცნობილი ნიოტერის თეორემის ში- 

ნაარსი და გამოხატავს იმ მჭიდრო კავშირს, რომელიც არსებობს სიმეტრიებსა, 
ინვარიანტულობასა და შენახვის კანონებს შორის, დინამიკური სიდიდე C 
ინახება სისტემის ნამდჯვილი ტრაექტორიების გასწერიე კონფიგურაციულ სივრ- 
ცეში, თუკი უწყვეტი უსასრულოდ მცირე გარდაქმნები სისტემის ქმედებას 
ტოვებეჩ ინვარიანტულს. 

ჩვენ მიერ ზემოთ განხილული შენახვის. კახონი არის ნიოტერის თეორე- 
მის კერძო გ. ' ბ ვლ ლაც, გავიხსენ ნხილული მაგალითები უკვე 
ნიოტერის თეორემის კუთხით: 
    

  

  

LL თუ ლაგრანჟ ნვ. ნტულია უსასრულოდ მცირე წანაცვლებების 
მიმართ რაიმე ძ, ღერძის გასწვრივ, ძ, +9,+0თ, კონფიგურაციულ სივრ- 

ცემის, რაც იგივეს რომ #L დამოუკიდებე 9, კ' დინატაზე, მაშინ 

9, =0 და შესაბამისი შენახვის კანონი უბრალოდ /#, განზოგადებული იმ- 
, 

პულსს შენახეას ნიშნავს. შესაბამისი კანონიკური ი, იმპულსის შენახვა 

ეეკლიდურ სიერცეში ამ შედეგის კერძო შემთხვევაა. 
თავისუფალი ნაწილაკის ლაგრანჟიანი დეკარტეს კოორდინატებში 

  

  

8=5-%; 

ნე. ნატ L ვის გადატანის მიმართ, პარი =X-თ და 

გერთიც "იმპულსი ”= ინახება: ამ კანონის საფუძველი გეომეტრიულია – 

ევკლიდური სივრცის ერთგვაროვნება: X-ღერძი ყველგან ერთნაირად გამოიყ-   

ურება, რაც იგივეა ქთქვათ, რომ ევკლიდურ სიგრცეში საკოორდინატო ღერძზე 
ყველა წერტილი ტოლფასოვანია, როცა თავისუფალი ნაწილაკის მოძრაობას 

ვიხილავთ. 
სიმეტრია გეომეტრიულია, ინვარიანტულობა არის ალგებრული ანუ ანალ- 

იზური – ობიექტის შესაბამისი ფუნქცია არის ინვარიანტული, ის არ იცელება 
  

  

  

ნატები!ს კ დ ქმ! 
2. განვიხ ახლა M -ჩაწილაკოვანი სისტემის მყარი ბრუნვა ეყკკლიდერ 

სივრცეში. _ ზოგადობის დაურღვევლად შეგვიძლია გამოვიყენოთ დეკარტეს 

დ ები და ვაბრუ! ნატ სისტემა, მაგალ ლ 2-ღე 
ირგვლივ საათის ისრის საწინააღმდეგო მიმართულებით: 
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X,(0) =X,C050+ V,500 

X»#,(9) = –X,5ი 0+ ), 90850 (IV-44) 

2,(0) = 2, 
ამიტომ უსასრულოდ მცირე გარდაქმნებს, გამოთვლილს იგიგური გარდაქმნების 
მახლობლად, ექნებათ სახე 

ძი, = ),00 
ბ, =-–»,0 (IV-4.5) 

%,=0 
დეკარტეს კოორდინატებში, სისტემის კინეტიკური ენერგიაა 

7=12, (272 + 1? +272), 
2% 

ხოლო დეკარტეს კოორდინატების სათანადო იმპულსებია 

ჩნ. =M,X, ნ,= გ.=M2. 
რომელთა ჩასმა ნიოტერის თეორემის შედეგში (IV-4.3), სადაც გამეორებული 
(მუნჯი) ინდექსებით იგულისხმება აჯამეა, გეაძლევს, რომ 

” 

2, (CV,X, – 7,X,) = 0005. (V-4.6) 
წ) 

ამ თანაფარდობის მარცხენა მხარე არის V -ნაწილაკოვანი სისტემის სრული 
კუთხური მომენტის 7-მდგენელი, #.. სხეა სიტყვებით, ლაგრანჟიანის ინვეარიან- 
ტულობიდან ბრუნვების მიმართ მიეიღეთ შენახვადი დინამიკური სიდიდე – 
კუთხური მომენტი. ამ ”შემთხევეეეაში კანონი ემყარება ცარიელი ევკლიდური 
სივრცის იზოტროპულობის თვისებას: სივრცე ერთნაირად გამოიყურება ყველა 
მიმართულებით. 

ამ შედეგის უკეთ გააზრებისათვის შევხედოთ პრობლემას განსხვავებული 
კუთხიდანაც, სახელდობრ, ვუპასუხოთ კითხვას: რას ნიშნავს ლაგრანჟიანის ინ- 
ვარიანტულობა ბრუნვების მიმართ? რაკი გეაქვს არჩევის თავისუფლება, მო- 
ბრუნების კუთხე 0 ავირჩიოთ განზოგადებულ კოორდინატად კონფიგურაციულ 
სიერცეში, მაშინ 

მL · მ 
ხა და /#.==5 

ბრუნეების მიმართ ინვარიანტულობა ნიშნავს, რომ მხი =0, ამიტომ ლაგრან- 

ჟის განტოლებების თანახმად შესაბამისი განზოგადებული იმპულსი ჯა კონ- 

სტანტაა. გამოვთვალოთ ახლა /#ც „ე მაბრზეს კოორდინატებში: 

_ 0» დ V. მ», 297 , V,(0) , , (0) 
Mე = 6-2,» C, <%+ც, თ. 23) 2» „(CX, #- აი 9 მნ ) 

ხოლო რუნვების უსასრულოდ მცირე წარმოდგენის 0V45 გამოყენებით და- 
ქასკენით, რომ 

  

= 2 MC, –I,X,) = L. (IV-4.7) 

კონფიგურაციულ სივრცეში 4, 5ძ გარდაქმნების მიმართ ინვარიანტულობა, 

როგორც არაერთხელ ითქვა, ნიუჩავს ლაგრანჟიანის უცვლელობას 

IC. 0”/) = LCV9,/) ამის გამო ლაგრანჟის მოძრაობის განტოლებებიც უცვ- 
ლელია. ამის უმარტივეს მაგალითად ჩვენ განვიხილეთ თავისუფალი ნაწილაკი 
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დეკარტეს სხვადასხვა სისტემაში: ნებისმიერ მათგანში მოძრაობის დიფერენ- 

ციალური განტოლება ერთნაირია 205) _ 0, ესაა ნიუტონის ფარდობითობის 

პრინციპი და აგრეთვე გამოხატას აბსოლუტური ევკლიდური სიერცის 
სიმეტრიას, სახელდობრ, მის ინდეფერენტულობას სიჩქარის (და არა აჩქარების) 
მიმართ. ყველაფერს ერთად თუ შევაჯამებთ, შეგვიძლია ვთქეათ, რომ მყარი 
გადატანების (ტრანსლაციების), მ ყარი. _ ბრუნვების, დროის. ტრანსლაციების და 
ინერციულ სისტემებს შორის გ. ქმ! ქმნის ინეარიანტუ- 
ლობას, რომელსაც გალილეის ინვარიანტულობა ჰქ ქვია. 

კონფიგურაციულ სივრცეში ლაგრანჟის განტოლებები არის ვექტორული 
განტოლებები გარდაქმნებს კლასი რომელიც ვექტორულ განტოლებებს 
ტოეებს უცვლელად, განსაზღვრავს კოვარიანტულობას ამ გარდაქმნების მიმართ. 
ამის საპირისპიროდ, გარდაქმნათა გარკვეული კლასი, რომელიც არ ცვლის 
სკალარულ ფუნქციებს, განსასღვრავს მათ მიმართ ინვარიანტულობას. ვაჩვენეთ, 
რომ ლაგრანჟიანის ინვარიანტულობა არის გარკეეული შენახვის კანონების სა- 
ფუძველი. ამ ინვარიანტულობას არაფერი საერთო არ აქეს ლაგრანუჟის გან- 
ტოლებების ზოგად კოვარიანტულობასთან. გარდაქმნების სპეციალური კლასი, 
რომელიც ლაგრანჟიანს ტოვებს ინვარიანტულს, წარმოადგენს სიმეტრიის ოპერ- 
აციებს ამ ლაგრანჟიანით განსაზღვრულ ფიზიკურ სისტემაზე. მათემატიკის 
კლასიკოსთა (კლეიჩი, ლი და სხე) განმარტება გეომეტრიისა გარდაქმნების 
ჯგუფით, რომელიც მოცემული სივრცის გეომეტრიულ ობიექტებს ტოვებს ინ- 

ვარიანტულს, სულისკვეთებით ძალზე ახლოსაა ნიოტერის თეორემასთან. (L ემი 
ნიოტერი, გქრმანელი მათემატიკოსი ქალი, 1882 – 1935). 

ქვემოთ, შემდგომ თავებში კიდევ შევხედებით სიმეტრიისა და ინვარიან- 
ტულობის საკითხებს. 

 



თავი V 

შენახვის კანონებისა და დინამიკის ძირითადი ბანტოლებების ბამო- 
ყენება მოძრაობის ბგანტოლებათა ინტებრაციისათვის 

(V-ს. ერთგანზომილებიანი მოძრაობა 

  მექანიკაში (ფიზიკაში) ასე უწოდებენ ნებისმ ნსერეატიული სის- 
ტემის მოძრაობას ერთი თავისუფლების ხარისხით, როცა მისი · სრული ენერგია 
შეიძლება წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით: 

.? 
8=“ +Vცი=ითი (V-I.1) 

სადაც V00 არის სისტემის პოტენციალური ეჩერგია გარეშე ველში, ხოლო X – 

აღწერს ამ სისტემის მდებარეობას სიერცეში. იგი ნებისმიერი პარამეტრია. 
ერთგანზომილებიანი მოძრაობის მაგალითებად შეიძლება მოვიყვანოთ ი) 

მასის მატერიალური წერტილის წრფივი. მოძრაობა VC) პოტენციალური ენერ- 
გიის ეელში. ერთგანზომილებ ჩ ს აგრეთვე ბრტყელი 
მათემატიკური საქანის (ან ფიზიკური საქანის) მოძრაობა თ მასის ნაწილაკისა 
დედამიწის მიზიდულობის ერთგვაროვან ველში (ნახ. 24) 

  

ლლ–დ– ი V=0 

I » 

I (71 
_– 

' თდ 

ნახაზი 24 

ამ უკანასკნელ ამოცანაში სისტემის სრული მექანიკური ეჩერგია ასე წარ- 
მოიდგინება: 

»”I' დ“   L= –M90ლ05თ 

რაც (V-1.1) –ის ანალოგიურად გამოიყურება. 
ამრიგად, სასოგადოდ X და თ (V-I.1) გამოსახულებაში აუცილებლად არ 

იგულისხმება რაიმე ნაწილაკის დეკარტის კოორდინატა და მასა. დადებით 

პარამეტრს დავარქმევთ სისტემის კინემ. ატიკურ პარამეტრს (მაგალითად, 
ბრტყელი მათემატიკური საქანისათვის ამ პარამეტრის როლში გამოდის ინერ- 

ციის მომენტი VII). 

ერთგანსომილებიანი ამოცანის ანალისური ამოხსნისათვის არ არის აუ- 
ცილებელი მიემართოთ სათანადო მოძრაობის განტოლებას, არამედ შესაილე- 
ბელია დავეყრდნოთ უშუალოდ მოძრაობის პირველ ინტეგრალს (V-I.I), მართ- 
ლაც, შენახეის ამ კანონს შეგვიძლია შევხედოთ როგორც პირველი რიგის 
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დიფერენციალურ განტოლებას და მასში ძ»X/ძ! სიჩქარის ამოხსნისა და ცვლადთა 
განცალების შემდეგ მივიღოთ: 

ძ#= თ « 12 
/ >> თო. 

საიდანაც ინტეგრაციით მიიღება 

” თ 
(+წ = #60, წ) 50:5>. (V-1.3) 

შევნიშნოთ, რომ ამ ფორმულებში საზოგადოდ ინტეგრალის წინ უნდა იყოს 
ორი ნიშანი “+”. ჩვენ დავტოვეთ მარტო ერთი – დადებითი. ნიშნის არჩევა 
ხდება საწყისი სიჩქარის მიმართულების მიხედვით, »X = X(0)> ან < 0. 

ესაა ამოცანის ზოგადი ამონახსნი, რომელშიც ნებისმიერი მუდმივების 
როლს ასრულებენ სრული L ენერგია და ინტეგრაციის Iს მუდმივა. ეს ორი 

რიცხვი შეგვიძლია გამოვსახოთ საწყისი მონაცემებით Xი =X(0) და ხე = X(0), ანუ 
საწყისი კოორდინატით და საწყისი სიჩქარით. მართლაც, გვაქვს (თუ ზემო 
თანაფარდობებს საწყის მომენტში განეიხილავო);: 

2 

8= 229. +VC)) (V-I.4) 

(ე =#CX,#) 
ასეთის ერთგანსომილებიანი მოძრაობის ზოგადი ამონახსნი რომელიც 

შეიცავს სრულ (ამომწურავ) ინფორმაციას გარეშე V(C) ველში სისტემის ყო- 
ფაქცევის შესახებ. ამავე დროს უნდა აღვნიშნოთ, რომ ენერგიის შენახვის კა- 
ნონი თავისთავად უკვე გვაძლევს საშუალებას გამოვააშკარაოთ სისტემის ყო- 
ფაქცევის თავისებურებანი მოცემულ გარეშე V(X) ეელში ზოგადი ამოხსნის გა- 
მოყენების გარეშე. ასეთი თვისებრივი გამოკვლევა ხანდახან მეტად მიზანშე- 
წონილია და საკმაოდ ბეერ ფიზიკურ ინფორმაციას იძლევა. 

მოძრაობის თვისებრიეი გამოკვლევისას ჩვეულებრივ გვაინტერესებს შემ- 
დეგი საკითხების ჯგუფი: ' 

ს სრული ენერგიის როგორი მნიშვნელობებისათვის პრინციპში 
შესაძლებელია მოძრაობა V(X) ველში? 

. დამოუკიდებელი ცვლადის მნიშვნელობათა როგორ არეშია 
შესაძლებელი მოძრაობა? ასეთ არეებს უწოდებენ კლასიკურად დასაშვებ 
არეებს (ე.ი. ისეთ არეებს, რომლებშიც დასაშვებია მოძრაობა კლასიკური 
მექანიკის კანონების მოხედვით)... 

3. როგორია მოძრაობის ხასიათი თითოეულ დასაშვებ არეში? 
ამ კითხვებს პასუხის გასაცემად ენერგიის შენახვის კანონი 

გადავწეროთ ასე: 
უე? 

5 =6-V>0, 

რადგან სისტემის კინეტიკური ენერგია არსებითად დადებითი სიდიდეა. 
ამრიგად, მოცემული სრული ენერგიისას კლასიკურად დასაშვებ 

არყებში ისღუდება პოტენციალური ენერგია 
XC) <წ (V-I.5) 

წერტილები, რომლებშიც პოტენციალური ენერგია უდრის სრულ ენერ- 

გიას 
VC0=CL 

იწოდებიან სისტემის გაჩერების (ზოგჯერ მობრუნების) წერტილებად. ამ 

წერტილებში სისტემის »ჯ სიჩქარე ხდება ნულის ტოლი და იცელის თავის 

ნიშანს. ეს წერტილები არის სასღერები, რომლებიც განაცალკევებენ ერთ- 
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მანეთისგან კლასიკურად დასაშვებ და აკრძალულ არეებს (რომლებშიც (V- 
1.5) პირობა არ სრულდება). 

ნათელია, რომ ერთგანსზომილებიანი მოძრაობა სრული ს ენერგიის 
მარტო იმ მნიშვნელობებისთვისაა შესაძლებელი, რომლებისთვისაც თუნდაც 
ერთი დასაშვები არე იარსებებს, რომელიც არ დაიყვანება წერტილზე. ნახ. 
25 ზე მოცემულია V(X) პოტენციალური ენერგიის სანიმუშო მრუდი. იმავე 
ნახაზზე სრული ენერგიის სხეადასხეა მნიშვნელობები შეიძლება გამოვს- 
ახოთ აბსცისთა ღერძის პარალელური წრფეებით. ' 

V> 

  

  

ნახა'ხი 25, 

აშკარაა, რომ მოცემული სისტემის მოძრაობა შეიძლება მხოლოდ მაშინ, 
როცა #>V, რადგან ამ პირობებში მიიღება თუნდაც ერთი კლასიკურად 
დასაშვები არე. 

განეიხილოთ ახლა ცს სრული ენერგიის რაიმე მნიშვნელობა, რომელიც 
მოთავსებულია 0-სა და MX; =V,» შორის. მოცემული L – სთვის მექანიკურ 

სისტემას უჩნდება 2 დასაშეები არე. (XX) და (X,+თ) და ორი 

აკრძალული არე: (-თ,X) და (XX). დასაშვებ არეს (XX) უწოდებენ 

პოტენციალურ ორმოს, ხოლო აკრმალულ (=,X,) არეს – პოტენციალურ ბარ- 

იერს (ჯებირს) მოცემული ნ ენერგიით მექანიკური სისტემის მოძრაობა 
შეიძლება ერთ-ერთ დასაშეებ არეში: (X,,X,) ან (X,+თ). თუ რომელში – 

დამოკიდებულია კოორდინატის საწყის მნიშვნელობაზე XC0), სადაც. კი. მოხ- 
ვდება ეს უკანასკნელი. გადასვლა (X,X,) არიდან (ი–,+თ) არეში შესამლყხოა 
მარტო იმ შემთხვევაში, თუ სისტემას მივანიჭებთ დამატებით კინეტიკურ ენ- 
ერგიას #»>>V, ს. ბარიერისქვეშა გადასვლები კლასიკური (ნიუტონის) 

მექანიკის თანახმად, დამატებითი კინეტიკური ენერგიის მინიჭების გარეშე 
აკრძალულია ენერგიის შენახვის კანონით (ასეთი გადასვლები დასაშვებია 

მსოლოდ კვანტურ მექანიკაში, სადაც ნაწილაკებს (მიკროობიექტებს) ტალ- 
ღური თვისებებიც გააჩნიათ კორპუსკულურთან ერთად. ამ მოვლენას კვან- 
ტურ მექანიკაში უწოდებენ გვირაბის ეფექტს ან ტუნელირებას). 

თუ დასაშვები არე შემოფარგლულია ორი მობრუნების წერტილით 
(როგორც მაგ. (XX) არე) მოძრაობა წარმოებს სივრცის შემოფარგლუ: აი 

4“ 
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არეში და მოძრაობას ეწოდება ფინიტური (შემოსაზღვრული). ამის საწი- 
ნააღმდეგოდ, სისტემის მოძრაობას არეებში, რომლებსაც არ გააჩნიათ მო- 
ბრუნების წერტილები აჩ მარტო ცალ მსარეს გააჩნიათ ასეთი, არის ინფინი- 
ტური (შემოუსაზღვრავი), რადგანაც ამ შემთხევევაში სისტემას შეუძლია წას- 
ვლა უსასრულობაში. 

ერთგანზომილებიან პოტენციალურ ორმოში ფინიტურ მოძრაობას აქვს 
რხევითი ხასიათი: სისტემა ასრულებს პერიოდულ (განმეორებად) მოძრაობას 
X დაX, მობრუნების წერტილებს შორის. ამ რხევის პერიოდი შეგვიძლია 
განესაზღეროთ, როგორც გაორკეცებული დრო, რომელიც სისტემას ესაჭი- 
როება X, – ჯ, მონაკეეთის გასავლელად. (V-1.3) –ის მიხედვით ეს დრო იქნება 

ი 
1(6) =V2» | ოლი 9 (V-I.7) 

5 V6-V(იი 
სადაც »X, =X,L((;) და X =X.(ს) არიან (V-1.6) განტოლების ფესვები. 

როგორც ვხედავთ, ერთგანსომილებიანი მექანიკური სისტემის რხევის 
პერიოდი საზოგადოდ დამოკიდებულია მის სრულ ენერგიასე და ამრიგად, 
მთლიანად განისასღვრება საწყისი პირობებით. 

არსებობს მხოლოდ ერთი ერთგანზომილებიანი მექანიკური სისტემა, 

რომლის პერიოდი ენერგიაზე არაა დამოკიდებული. ასეთია წრფივი ჰარმო- 
ნიული ოსცილატორი, რომლის სრული ენერგია ასე წარმოიდგინება 

  X” ლტ 
= + 

2 2 
ამიტომ ჰვრიოდი ტოლია 

25(#) 
ძ« 

7(6)=V2ი | == 
„ს 7-2 /2 

თუ აქ გამოვიყენებთ ტიპურ ცხრილის ინტეგრალს, 
ძ 1 „ ხX · 

(--=== =–მ9ი--,2>0,6>0 
Vთი -ხჯ ხ ი 

2 

ხოლო საინტეგრაციო საზღვრებს მოვძებნით პირობიდან 8-% მარტივი 

გამოთვლით მივიღებთ, რომ 

” 
1I(ჩხ)=2#X.I– = 

მაგალითი: გამოთვალეთ თ მასის ნაწილაკის რხევის პერიოდი შემდეგ 
ერთგან სომილებიან პოტენციალურ ორმოში (ნას.26) 

– MაX, ჯ<0; 
V7(CI = 

#იX, X»X>0 

VC) 

  

ნასაზი 26 
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ასეთი პოტენციალი აქს უსასრულო თანაბრად დამუხტული სიბრტყის 

ელექტროსტატიკურ ეელს. 
ამოხსნა: ამ ველში რხევის პერიოდი ტოლია 0X ღერძზე სათავიდან X- 

მობრუნების წერტილამდე გასავლელად საჭირო დ ს გაოთხკეცებული 
მნიშენელობისა. ეპოულობთ: 

ი ძ% V2= „  4/2ინ 
7(ჩ) 2/27 1. >; – > /6- XI“ წ-ის 

რადგან X-მოიძებნება პირობიდან # = ”აXა- 
ამ მარტივი მეთოდით მკითხველს ეძლევა ამოსახსნელად შემდეგი ამო- 

ცანები (MI. .ჰ“ისაი)/,I.M. MI. M6X2MIIM2, გვ.41). 

ამოცანა 1 განსასღვრეთ ბრტყელი მათემატიკური საქანის (თ ნაწილაკი 
დაკიდებული 1 სიგრძის ძაფზე სიმძიმის ძალის ველში) რხევების პერიოდის 
დამოკიდებულება ამპლიტუდაზე. 

  

ამოცანა 2. განსასღვრეთ თ მასის ნაწილაკის რხევების პერიოდი LILCL) 

შემდეგ პოტენციალურ ველებში: 
ა) V” = 4" 

% 

ით 
ბ) V =Mა(C”C, 

დ) M = Vა(M'C 
/: 

2 ჯ 

ბ) 7=-   , –M <6<0 

# 
ე /=--+ მ) ჯ 

ამოცანა 3. ოსცილატორი ირხევა შემდეგი პოტენციალური ფუნქციის 
გაგლენით: 

წ) 
” == 6<<1 

  დეთ. კერიოდ 
მოსახულება, როგორც ამპლიტუდის ფუნქცია (პირველ რიგში 6-ის მიხედ- 
ეით). 

ისარგებლეთ §-ის სიმცირით და მ ს მიახლოებ გა- 

V-2. შებრუნებული სპექტრალური ამოცანის ცნება 

თუ ექსპერიმენტულად ან რაიმე სხვა მოსახრებებიდან ცნობილია რხევის 
პერიოდის დამოკიდებულება სრულ ენერგიასე, ე.ი. ფუნქცია # =7%ჩ),მაშინ 
(V-I7) ტოლობას შეიძლება შეეხედოთ, როგორც ინტეგრალურ განტოლებას 

უცნობი VI(CX) ფუნქციის მიმართ. ამის გამო შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ ე.წ. შე- 

ბრუნებული სპექტრალური ამოცანა, ე.ი. V(X) პოტენციალური ენერგიის მრუდის 
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სახის აღდგენის ამოცანა პოტენციალური ორმოს არეში, (X.X,), ცნობილი IL(ს) 

სპექტრალური ფუნქციის საშუალებით. 
პირველ რიგში გამოვიკვლიოთ ყოველთეის აქეს თუ არა ამ ამოცანას 

ცალსახა ამოხსნა. (V-1.7) განტოლება მიეკუთვნება აბელის ინტეგრალურ გან- 
ტოლებათა კლასს, რომელიც შედარებით იოლად ამოიხსნება (ანუ, როგორც 

იტყვიან” იძლევა VC) ფუნქციის განსაზღერის საშუალებას. განტოლების 
ამოსახსნელად, უპირველეს ყოვლისა, 'უჩდა გადავსვ. V და X ცვლადების 
როლები, სახელდობრ, V განვიხილოთ დამოუკიდებელ ცვლადად, ხოლო X - მის 
ფუნქციად, ე.ი. X=X(CV). შევნიშნოთ, რომ VC) ფუნქციისგან განსხეავებით X(V) 
ფუნქცია არის ორსახა: V-ს ყოველ მნიშვნელობას შეესაბამება X(CV) ფუნქციის 2 
მნიშვნელობა (ნახ. 27) 

  

XI 
XIV)     
ნახაზი 27 

  ჩასაზის მიხედეით ამ ფუნქციის ე! ე! შტო, მელიც ძევს დადებით 

ნახევარსიბრტყეში, აღვნიშნოთ X,(/)-ით, ხოლო უარყოფით ნახევარსიბრტყეში 

მოთავსებული შტო - X,(V/)-ით. ნათელია, რომ V ცვლადსე გადასელისას ინტე- 
ბრალი (V-I.7) ფორმულაში უჩდა დავყოთ 2 ნაწილად. ამასთან V-ს მიხედვით 
იჩტეგრაციის საზღვრებად საჭიროა ავიღოთ 0 და დ. 

ნათქვამის გათვალისწინებით ჩვენი განტოლება ასე გადავწეროთ: 

#(C8) _ #თC(V) _ ძ” 1 (00) ი” _"“ 2-9) ძ” 

V22 გ: ძმ, V6-V ) ძი, /6-7 :L 97 ძი)/»L-” 
ახლა გამოვიყენოთ აბელის მეთოდი: ამ განტოლების ორივე მხარე გავამ- 

      

  რავლოთ ფუნქციაზე =- , სადაც თ რაიმე დამხმარე პარამეტრია და ჩავა- 

ტაროთ ინტეგრაცია ენერგიით (0.თ) მსარვაღში 

    1054 IM ი ე--ლ- ძ” 
+V/2X# 2 /თC – ჩ > ძ” ) (თ – XX 6 – IV) 

მარჯვენა მხარეში შევცვალოთ ინტეგრების რიგი მათემატიკურ ანალიზში 

ცნობილი წესის მიხედვით. ბეაქვს 

7CL) _ (თ, თ, -- I 5. = ე ელაი 
ი დღმოოთ # სმი” თი” 7 (თ - 5X6 – 7) 
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ახლა მარჯვენა მხარეში ენერგიით ინტეგრალი უკვე ადვილად აიღება 
შემდეგი ცხრილის ინტეგრალის გამოყენებით: 

=I გივი 20ჩ + 9/ +ხ0. ხ/ <0 იორი წV7 ს V-ხი 
ჩვენი შემთხვევისათვის: 

X=ჩნ,0=თ,ხ=-ს0=-V/M,/=1 და ხ/=-1<0 

ამიტომ ინტეგრალი ტოლი იქნება 
–2ს+თ+V #L  # –=-ი- ==+“-=ჯ 

ამრიგად, ტრივიალურად შეგვიძლია ჩავატაროთ დარჩენილი ძV ინტეგრა- 

ციაც, რადგან ინტეგრალქეებ სრული დიფერენციალია. ამიტომ მიიღება 

_ ები 

+V/2M% ე 

აქ ნებისმიერი თ-ს ნაცვლად შეგეიძლია ავიღოთ V. მივიღებთ აბელის 
გარდაქმნის საბოლოო ფორმულას: 

  

– მI05171 

    =#იV(თ –X (თ) 

(824 
  XLIV) –X,(V) = CV –2.1) ლოლ 

ამრიგად, ცნობილი IC6) ს აეტრალური, ფუნქციის” მიხედვით ზოგად 
შემთხვევაში შეიძლება განისაზღეროს მხოლოდ სხეაობა X,(/) -– X,(V). თვით 

XIV) და X,(V) ფუნქციები რჩებიან განუსაზღვრელი. ეს ნიშნავს, რომ არსებობს 

VC) პოტენციალური მრუდების უსასრულ დეჩობა, რომლებიც მოგეცემენ 
ერთიდაიგივე IC6) ფუნქციას. ყველა ეს მრუდი შეგვიძლია მივიღოთ თუკი ერთ- 
ერთ მათგანზე განეახორციელებთ ცალმხრივი წანაცვლების დეფორმაციას, 
რომლის დროსაც ნებისმიერი V-სთეის მობრუნების წერტილებს შორის მანძილი 
არ შეიცვლება. 

ამიტომ შებრუნებული სპექტრალური ამოცანის ცალსახა ამოხსნის საპოვ- 
ნელად უნდა გვქონდეს რაიმე დამატებითი პირობა. 

კერძოდ, არაცალსახობა ქრება იმ შემთსეევაშიც, როცა ცნობილია, რომ 
საძიებელი პოტენციალური V(CX) მრუდი სიმეტრიულია ორდინატთა ღერძის მი- 
მართ, ე.ე. თუ X,(M/) = -», (#7) = X(L/).ამ კერძო შემთხეევაში (V – 2.1) ფორმულა 

იძლევა ამოცანის ცალსახა ამოხსნას: 

  

    (05« (VI – 2.2) 
აო წ! 

გეეცოდინება რა XC) ფუნქცია, მისი შებრუნებით ვიპოვით V(I) პოტენ- 
ციალურ ენერგიას. 

ამრიგად, 1(”) ფუნქცის ცალსახად განსასღვრავს VC0) ფუნქციის 

მხოლოდ სიმეტრიულ ნაწილს მისი მინიმუმი“ წერტილის მიმართ, ან- 
ტისიმეტრიული ნაწილი “რჩება ნებისმიერი. 

მაგალ 1: განვიხილ ხიული თოსცილიატ || უმარტივესი 

” 
შემთსეევა, როცა 1 =>” -» =C0ა/ ანუ სპექტრალური ფუნქცია არის მუდ- 

მივი. 
მაშინ გეაქეს 

  

/ელ- ა - I _–>=-2--V7/= 
X00= 252 ი –- 2 -უ-V#- => -5CV7. 

სადაც გამოვიყენეთ ელემენტარული ცხრილის ინტეგრალყლი 
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ძ: 2 
I - =–V0ი+ხX, ი=V,ხ=-I 

წინა ფორმულიდან მიიღება ჰარმონიული ოსცილატორის პოტენციალი 
, C 

  

      

    

ამოცანები: გამოიყენეთ (V-2.2) ფორმულა და აღადგინეთ სიმეტრიული პო- 
ტენციალური ორმოს სახე პყრიოდის შემდეგი IL(Cს) ფუნქციებისათვის: 

  

  

  

ა) 7(#)=7Cთ M.> # 

ბ) 7(6) = „X2M 1 
თ ს#ხ+M 

#V2#/ 
ბ) 7(ნ) = ბ) (6) წია 

V-3 მცირე რხევები 

შესავლი. ლაგრანჟის განტოლებების გამოყენებსს ერთ-ერთი ”უმ- 
ნიშენელოვანესი შემთხვევაა კონსერვატიული მექანიკური სისტემის მცირე მოძ- 
რაობის ანალიზი წონასწორულ კონფიგურაციებთან თუმცა მოძრაობის გან- 
ტოლებები შეიძლება სხვა გზებითაც მიეიღოთ, მაგალითად, ნიუტონის კანონე- 
ბით, ლაგრანჟის მეთოდი იძლევა მოძრაობის განტოლებებს ისეთი ფორმით, რო- 
მელიც სისტემის სიმეტრიის თეისებებს უკეთ ამჟღავნებს. ამიტომ ჩვენ მცირე 
რხევებს შევისწავლით ლაგრანუის მეთოდით. 

ყურადღება მივაქციოთ იმას, რომ მცირე რხევების თეორია გამოყენებას 
პოულობს ფისიკის უამრავ სფეროში, როგორიცაა, მაგალითად, აკუსტიკა, 
ტალღები, მოლეკულური სპექტრები, ელექტრული კონტურის რხევები და მათი 
ურთიერთქმედება. გარდა ამისა მცირე რხევების შესწავლა “შეგვამსადებს 
ქელების და უწყვეტი გარემოს მექანიკისათვის. 

ამ პარაგრაფში ჩვენ განვიხილავთ მხოლოდ იმ რხევებს, რომლებიც აღიძ- 

ქრება წონასწორობის მდებარეობიდან სისტემის მცირე გადახრების დროს. ამი- 
ტომ ჩვენი განხილვა არის მხოლოდ საფუძველი რთული რხევითი და ტალღურ 
მოვლენების შესასწაგლად. 

ამოცანის დასმა. 
განვიხილოთ ბუნებრივი სისტემა, რომლის კონფიგურაცია განისაზღერება 

# დამოუკიდებელი განზოგადებული კოორდინატით 94,,4,,.,მ, ამავე: დროს 
ჩავთვლით, რომ დეკარტეს კოორდინატებიდან განზოგადებულზე გადასვლა არ 
შეიცავს დროს, ე.ი. სისტემაზე დადებული ბმები იყოს სტაციონარული. ამიტომ 

სისტემის პოტენციალური ენერგია არის მხოლოდ განზოგადებული კოორდი- 

ატების ფუნქცია. ! 
ნატების ფო: რომ სისტემა წონასწორობაშია, თუ მასზე მოქმედი განსოგადე- 
ბული ძალები ნულის ტოლია (იხ. სათანადო პარაგრაფი, II-3) 
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0-2) =0 (V-3.ს) 
9, 9 

სხვა სიტყვებით, წონასწორობის დროს სისტემის პოტენციალურ უენყრგიას აქეს 
ექსტრემუმები. თუ სისტემის საწყისი კონფიგურაცია არის წონასწორული და 

მისი ნაწილაკების საწყისი სიჩქარეები ნულის ტილია, სისტემა შემდეგშიც 
დარჩება წონასწორობაში. ამასთან დაკავშირებით შეგვიძლია გავიხსენოთ სის- 

ტემის წონასწორობის კრიტერიუმები, რომლებიც განვიხილეთ (II-3) პარაგრაფში. 
იქ დავადგინეთ, რომ თუ V ფუნქციის ექსტრემუმი არის მისი მინიმუმი, 

მაშინ წონასწორობა მდგრადია. ჩვენ დავინტერესდებით სისტემის მოძრაობით 
მდგრადი წონასწორობის უშუალო მახლობლობაში. ამიტომ, ამ მდებარეობიდან 
გადახრას ჩავთვლით მცირედ და სხვადასხვა ფიზიკური სიდიდეების სათანადო 
ფუნქციების ამ მდებარეობასთან ტეილორის გაშლის მწკრივში შემოვიფარგლე- 
ბით უდაბლესი რიგის წევრებით. 

ჩავთვალოთ, რომ 

0,=9,+7/, (V-32) 
სადაც ძა, არის ძ, კ დინატების მნიშვნელობა წონასწორობის მდებარეო-   
ბაში. ჩავთვალოთ აგრეთვე, რომ ”, არიან ახალი განსოგადებული კოორდი- 

ნატები და გავშალოთ პოტენციალური ენერგია ძე,C-ების მახლობლად. მივიღებთ 

VC ძ,)=VC )+3) 9 +193) _7V_ წ), +... CV-323) მმ. ..9 'შიI901-->9ი„ 21 შე, „” 2:2L9,0, |, 00 

ამ მწკრივში წონასწორობის (V-3.ს პირობის გამო 7”,-ის პროპორციული წეერები 

განულდება. რაც შეეხება პირველ (მუდმივ) წეერს, M(9ა,.9.».0ი,), მისი უგულ- 
ვებელყოფა შეგვიძლია, რაც ნიშნავს, რომ პოტენციალური ენერგიის ათვლას 

ვაწარმოებთ მისი წონასწორული მნიშენელობიდან. ამიტომ პოტენციალური ენ- 
ერგიის პირველი არატრივიალური გახდოების, სახით გვრჩება 

2) „უშ, = 22: ს, (V34 
ი 

  

      

> % 99,მ9, 

სადაც მეორე წარმოებულები აღვნიშნეთ /.-ით. ცხადია, M=/,„ ადგენს 

სიმეტრიულ მატრიცას. 
სუსტად ანალოგიურად შეგეიძლია გაეშალოთ მწკრივად კინეტიკური ენერ- 

გიაც. რადგან განსოგადებული კოორდინატები დროზე ცხადად არ არიან და- 
მოკიდებული, სისტემის კინეტიკური ენერგია იქნება განსოგადებული იძ, სიჩ- 
1 ბი! 
ძ. ეების ერთგვაროვანი კვადრატული ფუნქცია 

1< .. _1< 8. 
=- 2 M,0,0, == 2,M,ჩ, (V-3.5) 
24 20/ 

სადაც M, კოეფიციენტები 0, კოორდინატების რალაც ფუნქციებია. გავშალოთ 

ისინიც ტეილორის მწკრივად: 

I, (9... 4,) = M, (ძის. ანა+2ე თა 91> 

  

რადგან (V-35) ტოლობა კვადრატულია #”,-ს მიხედვით, იმისათვის, რომ 

მივიღოთ პირველი ნულისგან განსხვავებული მიახლოვება /'- -სთვის, ამ 
მწკრივში უნდა ჩამოვუშვათ ყველა წევრი, გარდა პირველისა. ამრიგად, თუ 7)- 

ით აღენიშნაეთ M,(რი-»“,) მუდმივებს, კინეტიკური ენერგიისათვის მ მივიღებთ; 
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1ლ» ი. 
7=>2 27, (V-34) 

#/5) 

აშკარაა, რომ 1, სიმეტრიულ მატრიცას შეადგენს. 

მიღებული თანაფარდობების თანახმად განსახილავი სისტემის ლაგრანჟი- 
ანს ექნება სახე: 

1 «< .. 
#= 22), –M 7.) CV-37 

#ყა 

ამიტომ თუ 7”,-ს განსოგადებულ კოორდინატებად ჩავთვლით, მიეილებთ 
ლაგრანჟის შემდეგ განტოლებათა სისტემას: 

2.თ 7, + 2,7, =0, ( =12,..,M) (V-3.8) 
/. წვ 

_ გამოყვანისას გამოყენებულია აქ შემავალი კოეფიციენტების სიმეტრიუ- 
ლობა. 

ამრიგად, მივიღეთ # დიფერენციალური განტოლებისგან შედგენილი სის- 
ტემა, რომელიც განსაზღვრავს სისტემის მოძრაობას წონასწორობის მდებარეო- 
ბის მახლობლად. 

მოძრაობის განტოლებათა შესწავლა. 
ზემოთ მიღებულ მოძრაობის განტოლებათა სისტემას ხშირად მატრიცული 

სახით ჩაწერენ ხოლმე: 

    

7#+77 =0, (V-3.9) 
სადაც 

_--. ი” 

7 = V= ? , (V-3.10) 

7, 

ხოლო 7 აღნიშნავს სვეტს წ” = ( (V-3.I1) 

7 

მატრიცათა გამრავლების სტანდარტული წესის გამოყენებით ადვილად დავრწ- 
მუნდებით, რომ მოძრაობის განტოლებათა ეს ორივე ჩაწერა ერთმანეთის ტოლ- 
ფასია მიღებული მოძრაობის განტოლებები არის მეორე რიგის წრფივი 

დიფერენციალური განტოლებები (სისტემა მუდმივი კოეფიციენტებით. 7” და 

I მატრიცები სიმეტრიულია. შევნიშნოთ, რომ თუ ნიუტონის კანონებს გამოვი- 
ყენებდით მოძრაობის განტოლებათა მისაღებად, მაშინ ეს მატრიცები, სა- 
სოგადოდ, სიმეტრიული არ იქნებოდა. მაგრამ, მიუხედავად ამისა, განტოლებათა 

სიმეტრიის აღდგენას მაშინაც შევძლებდით განტოლებათა გამრავლებით სა- 
თანადოდ შერჩეულ მუდმივებზე და მათი კომბინაციების განხილვით. ეს არ 

შეცვლიდა ამონახსნების თეისებებს, ლაგრანჟის მეთოდის უპირატესობა ამ 

შემთხვევაში სწორედ ისაა, რომ ის ყოველ ეტაპზე ინარჩუნებს ამოცანისთვის 

ამჩახასიათებელ სიმეტრიებს. და! ა 5 შევუდგეთ განტოლებათა მიღებული სისტემის შესწავლას. 

დავუშვათ, რომ მის ამონახსნებს აქვთ სახე: 
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უ, = 4,C0ლ09%9+Cდ,), (I =12,...,7) (V-3.12) 

სადაც ამპლიტუდად ავიღეთ მუდმიეების ნამრავლი 4,C. აქ C გამოხატავს 7,- 

ების საერთო სკალას, მაშინ როცა «, -ები – მათ ფარდობით სიდიდეებს. 

თუ ამ საცდელ ამონახსჩს ჩავსვამთ (V-3.9) განტოლებაში, მივიღებთ 

2. თ'7, +”, 4,C ი05%(6( +C,) =0, 6 =I2,....,7) (V-3.I3) 
45! 

საერთო მამრავლი C-609(%+0C,) არ შეიძლება იყოს ნული გარდა ტრივი- 

ალური შემთხვევისა, როცა ყველა წ”, ნულია, რაც არ არის საინტერესო. ამი- 

ტომ არატრივიალური ამოჩახსნის არსებობისათვის უნდა დავასკვნათ, რომ 

3. –რ',M, =0, 0 =12,..., 7). (V-3.14) 
(ლე 

ესაა წრფივი ერთგეაროეანი ალგებრული განტოლებების სისტემა მუდმივი კოე- 
ფიციენტებით. ამიტომ არატრივიალური ამონახსნის არსებობისათვის მისი კოე- 
ფიციენტებისგან შედგენილი დეტერმინანტი ნულის ტოლი უნდა იყოს: 

ჩარი, M, -თ'ჩ,, 

M, – თ", წე – თ", 

   

=0 (V-3.15) 
  

ეაუი_-უ 7, - თ? 

ამ დეტერმინანტის გამოთვლის შედეგად მიიღება #-ური რიგის განტოლება თ”- 
ის მიმართ. მისი ფესვები განსასღვრავენ იმ სიხშირეებს, რომლებისთეისაც (V- 
3.12) იქნება მოძრაობის განტოლებათა სისტემის ამოხსნა. თაეის მხრივ 4, ამ- 

პლიტუდები უნდა განისასღვრონ (V-3.14) სისტემიდან თ'-ის თითოეული ნაპოვნი 
მნიშვნელობისათვის (უფრო ზუსტად, ყველა 4, ამპლიტუდა გამოიხატება ერთ- 

ერთი მათგანით). 

(V-3.15)ს უწოდებენ მახას ებელ ან საუკუნოებრიე განტოლებას, ხოლო 

მი” ” ფესვს თრ;, (L=12,..,) “უწოდებენ მახასიათებელ ანუ საკუთარ 

მნიშვნელობებს. ისინი წარმოადგენენ ბუნებრივი სიხშირეების კვადრატებს. 

მატრიცების თეორიიდან ცნობილია, რომ რ; ფესვები არიან ნამდვილი და 

სასრულო სიდიდეები, თუ ” და V არიან ნამდვილი სიმეტრიული მატრიცები. 

ამასთან ” უნდა იყოს დადებითად განსაზღვრულიც. (V-3.15) განტოლების 
ამონახსნის ნამდვილობა და დადებითობა წინასწარვე ნათელია ფიზიკური მო- 
საზრებებიდაჩ გამომდინარე. მართლაც, თ-ს რომ ჰქონდეს წარმოსახეითი 
ნაწილი, ამოხსნაში გაჩნდებოღა ექსპონანციალურად ზრდადი ან ექსპონენ- 
ციალურად კლებადი მამრავლი. მაგრამ ასეთი მამრავლი დაუშვებელია, რადგან 
ეს გამოიწვევდა სისტემის სრული #=1+V ენერგიის ცვლილებას, რაც ეწი- 
ნააღმდეგება ენერგიის შენახეის კანონს. 

ამაში ადვილად დავრწმუნდებით წმინდა მათემატიკური გზითაც. ამისათვის 

(V-3.14) განტოლება გავამრავლოთ სიდიდეზე 4, და ჩავატაროთ აჯამეა. 1-ს 
მიხედეით. მივიღებთ განტოლებას: 
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25 – თ”? MI4, =0, 
” 

საიდანაც 

2.0,44, 
თ? = ია 

2ს44, 
IC 

ამ გამოსახულების მრიცხველი და მნიშვნელი ნამდვილია 7, და M, კოე- 

ფიციენტების სიმეტრიულობის და ნამდვ ბის გამო. მ. ლაც,   

(2544 - 2,044, - 2.1,4,4; – 2,1,4:4, 
.'” ” თ 'M 

ე.ი. ეს გამოსახულება ნამდეილია. ამავე დროს იგი დადებითად განსაზღვრული- 
ცაა. მართლაც, თუ კომპლექსურ #4, სიდიდეებს გადავწერთ ზოგადი კომ- 

პლექსური რიცხვის სახით 4, =თ, +Iმ,, გადამრავლების შემდეგ მივიღებთ 

2244, = 270, –I(8,XC, +//,)= 2 7,თ,თ,+2)1,8,ჩ, 
თ ” ” “” 

სადაც ორივე წევრი აშკარად დადებითია. სუსტად იგივე ეხება მრიცხველში 

მოთავსებულ გამოსახულებასაც, ამიტომ თ? არსებითად დადებითია. 

დავუბრუნდეთ კვლავ (V-3.14)-ს. ვხედავთ, რომ ყოველი თ; -ისათვის შეგ- 

ვიძლია დავწეროთ » ალგებრულ განტოლებათა სისტემა, რომელშიც შევა # 

განსასასღვრავი ამპლიტუდა 4. რადგან განტოლებები ერთგვაროვანია, უც- 

ნობებისთვის ცალსახა ამოსსნებს ეერ ავაგებთ. ვიპოვით მხოლოდ მათ შორის 
ფარდობებს, მოხერხებულობისათვის ამოხსნები გამოვხატოთ პირველი ამპლი- 
ტუდით, 4,, რომელიც ერთის ტოლად ავიღოთ, #4, =1. დარჩენილი დთ-I) უც- 
ნობი ამპლიტუდის ამოსახსნელად გამოვიყენოთ დანარჩენი განტოლებები, რომ- 
ლებიდანაც ამოვაგდეთ, მაგალითად, პირველეი განტოლება: 

LC, – 27,140) = (2, – 7), (,/ =2.3,...,M) 
სადაც ფრჩხილში გამოეხატეთ ტიპიური მატრიცული ელემენტი თითოეული 
შემთხვევისათვის. ქვედა ინდექსები მიუთითებენ საწყის სტრიქონებს და სეეტებს. 

ამ უკანასკნელი განტოლებებიდან 4#"' ამპლიტუდების ამოხსნით მივიღებთ: 
8) _ VMო)= რ –-ი51 (ი –-ჩ).  (/=23,.,ი) (V-3.16 

სადაც ჩვენ დავუშვით, რომ საკუთარი მნიშვნელობები ურთიერთგანსხვავებულია 

და 40#0. ამ დაშვებით უზრუნვეყოფილია ამონახსნის აგებისას გამოყენებული 

მატრიცის შებრუნების შესაძლებლობა. იმ შემთხეევაში, როცა 400 =0, სხეა 

ნულისაგან განსხვავებული ამპლიტუდა შეგვიძლია ავირჩიოთ ამოსავალ. (სა- 
ბაზო) ამპლიტუდად და მისთვის გავიმეოროთ ყველაფერ. საზოგადოდ შეგ- 
ვიძლია გამოვიყენოთ ამპლიტუდების ნებისმიერი ნორმირება, ოღონდ უნდა 

შევინარჩუნოთ სწორი ფარდობითი მნიშენელობები. 

ი ამპლიტუდების სრულ სისტემას, ერთეულოვანი საბასო ამპლიტუდის 
ჩათელით, ეწოდება საეუთარი ვექტორები ან მოდალური სვეტები. გვაქვს თი- 

თოეული თ; -ის შესაბამისი საკუთარი ვექტორი 44), ამპლიტუდების ეს სისტემა 
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განიხილება როგორც მოცემულ სიხშირესთან დაკავშირებული მოდა. ყოველი 

ბუნებრივი სიხშირე თ, თავის შესაბამის საკუთარ #4“. ვექტორთან ერთად გან- 

სასღვრავს ვიბრაციის (რხევის) ბუნებრივ მოდას, რომელსაც ხანდახან უწოდე- 
ბენ მთავარ ან ნორმალურ მოდას. 

ჩეენ მიერ განხილული ბუნებრივი სისტემებისათვის თ: არის ნამდვილი და 
სათანადო ამპლიტუდაც ნამდვილია. თუ სისტემა ასრულებს რხევებს ერთ მო- 
დაში, ნაცვლად ზოგადი შემთხვეეისა, როცა გვაქვს მოდების სუპერპოზიცია, 
მაშინ ყველა კოორდინატი ასრულებს სინუსოიდალურ მოძრაობას თანხვედრი 
სიხშირით (მარტივი მოდა). 

ნულსიხშ ნი მოდები ხანდახან გამორჩეულია ფიზიკურად იმით, რომ არ 
ხდება დრეკადი დეფორმაციები ამ მისესით ისინი ცნობილია როგორც 
მყარსხეულოვანი მოდები. კინეტიკური და პოტენციალური ენერგიები არიან 
ცალკ-ცალკე მუდმივები, რაც გამოიხატება ერთგვაროვან ტრანსლაციურ და 
რხევით მოძრაობაში. 

  

მთავარი (ნორმალური) კოორდინატები როგორც ზემოთ დაერწმუნდით, 
ბუნებრივ წრფივ სისტემას ”» თავისუფლების ხარისხით აქვს ” საკუთარი 
მნიშენელობა ანუ ბუნებრიეი სიხშირე. სისტემას შეუძლია შეასრულოს მარტივი 
რხევა, თუ საწყის პირობებს სათანადოდ შევარჩევთ; მაგალითად, თუ ყველა 
საწყისი სიჩქარეები ნულია და საწყისი გადახრები პროპორციულია მოცემული 

მოდის #“" ამპლიტუდებისა. მაგრამ საზოგადოდ საჭირო ხდება სხვადასხვა 
  მოდების სუპერპოზიციების განხილეა. ასე, მაგალითად, ჩვენ მიერ მიღებული 
ამონახსნები ასეთია (იხ. (V-3.12, 16) 

7, = 2,4,„C, C0%რ,/+0,), (V-1.I7) 
14 

სადაც 4/ =/. წარმოადგენენ (V-3.16)-ში მატრიცის შებრუნებისას წარმოქმნილ 

მინორებს (იხ. წრფივი ალგებრის ნებისმიერი კურსი). 
ახლა შემოვიტანოთ აღნიშენა 

C, =C, C05(C,/+Cთ,) (V-3.I8) 

მაშინ ამონახსნი ასე ჩაიწერება 

”/, = 2,4,ტ0, (V-3.19) 

ამრიგად, სისტემის თითოეული კოორდინატის ცელილება დროის მიხედეით 

წარმოიდგინება # მარტივი C,,0;,..,0, პერიოდული რხეეების ზედდებით ნე- 
ბისმიერი ამპლიტუდებით და ფაზებით, ოღონდ მკაცრად გარკვეული სიხშირეე- 
ბით. 

ბუნებრივად ისმის კითხეა: ხომ არ შეიძლება ისე ავირჩიოთ განზოგადე- 
ბული კოორდინატები, რომ თითოეული მათგანი ასრულებდეს ერთ მარტივ 
რხევას მკაცრად გარკეეული ჰარმონიული კანონით? ამ კითხვაზე პასუხს გვკარ- 

ნახობს თეითონ ზოგადი ამონახსნის ფორმა, (V-3.19). 
მართლაც, თუ ამ გამოსახულებებს შევხედავთ როგორც განტოლებათა 
  

  

სისტემას # უცნობი | დისათეის C,, შეგვიძ. ეს სიდიდეებ 0,,თლ,...,C, 

გამოვხატოთ #,,შ „7, კოორდინატებით. ამრიგად 0, სიდიდეებს შეგვიძლია 

შევხედოთ, როგორც ახალ განზოგადებულ დინატებს. ამ კ. დინატებს წ) 
უწოდებენ ნორმალურს (ან მთავარს), ხოლო მათ მიერ შესრულებული მარტივ 
პერიოდულ რხევებს – სისტემის ნორმალურ რხევებს. 
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ამ თანაფარდობით განსაზღვრული 0, ნორმალური კოორდინატები აკმაყ- 

ოფილებენ განტოლებებს 

0,+0:0, =9, (L =1,2,..,7) (V–3.20) 
რაშიც ადვილია დარწმუნება მათი განმარტებიდან გამომდინარე. ეს ნიშნავს, 
რომ ნორმალურ კოორდინატებში მოძრაობის განტოლებები იხლიჩება გრთ- 
მანეთისგან დამოუკიდებელ ”„ ცალკეულ განტოლებად, ე.ი. სისტემის ნორ- 
მალური რხევები ურთიერთდამოუკიდებელია. 

ნათქვამიდან ნათყლია, რომ ნორმალური კოორდინატებით ჩაწერილი ლა- 
გრანჟიანი იქნება თ, სიხშირის შესაბამისი წევრების ჯამი, ანუ ექნება სახე 

#-2. 7 C6; –თ:61) (V-32ს 

სადაც M, – დადებითი მუდმივებია. მათემატიკური თვალსაზრისით ეს ნიშნაეს, 

რომ (V-3.19) გარდაქმნით ორივე კვადრატული ფორმა (V-3.5) და (V-3.6) – კი- 
ნეტიკური და პოტენციალური ეჩერგიები – ერთდროულად მიიყვანება დი- 
აგონალურ სახეზე. ამაში დარწმუნება ძალსე ადვილია მატრიცების თეორიის 
ელემენტარული მეთოდების გამოყენებითაც. 

ნორმალურ კოორდინატებს, როგორც წესი, ისე ირჩეეენ ხოლმე, რომ ლა- 
გრანჟიანში სიჩქარეების კვადრატებთან კოეფიციენტად M/2 იდგეს. ასლა ამას 
მივაღწევთ უბრალო გადანორმვით 

0, = /»,0, (V-3.22) 
მაშინ 

#= 12.0; –ი101) (V-323) 
ლ) 

ყოველივე ზემოთ გადმოცემული თითქმის არ შეიცვლება, როცა მახასიათე- 
ბელი (V-3)5) განტოლების ფესვებს შორის გვხედება ჯერადი ფესეები. 
ამონახსნის ზოგადი სახე უცელელი რჩება. განსხვავება მხოლოდ ისაა, რომ 
ჯერადი ფესვების შესაბამისი #4, კოეფიციენტები დეტერმინანტის ”"სხეა მი- 

ნორებს დაუკავშირდება და უნდა ცალკე განისასღვრონ. თითოეულ ჯერად (ან, 
როგორც ამბობენ, გადაგვარებულ) სიხშირეს ესაბამება იმდენი სხვადასხეა 
ნორმალური კოორდინატი, რასაც უდრის გადაგვარების ჯერადობა. მაგრამ ამ 
ნორმალური კოორდინატების არჩევა ცალსახად ველარ ხდება, რადგან კინეტი- 
კურ და პოტენციალურ ენერგიებში ნორმალური კოორდინატები (ერთნაირი სიხ- 
შირის შესაბამისი) შედიან დიაგონალური კვადრატული ფორმების სახით, ამი- 
ტომ მათზე შეიძლება ნებისმიერი წრფივი გარდაქმნის ჩატარება, რომელიც ინ- 
ვარიანტულს დატოვებს კეადრატების ჯამს. 

განვიხილოთ ამოცანა: 
მოვძებნოთ 2 თავისუფლების ხარისხის მქონე სისტემის საკუთარი სიხ- 

შირეები კინეტიკური და პოტენციალური ენერგიების (V-35-6) კეადრატული 

ფორმების კანონიკურ (დიაგონალურ) სახეზე მიყვანით. 
ამოხსნა: ნორმალური კოორდინატები შემოვიტანოთ შემდეგი თანაფარდო- 

ბებით: 
ჟ, =თ00, +0,, 7 =0, +/6;, 

სადაც Cთ,/- განუსაზღერელი მუდმივებია. ჩავსვათ ეს კინეტიკური და პოტენ- 

ციალური ვნერგიების ფორმულებში, მიილება: 
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7= (CV +207, +707 +I + +თმ)ჩ, +//»ტ,9, + 
1 · 

+ -V +281, +681) #: 

#= 167, +2თ/, +Vც)C; +|თ/,, +(1+ თმ), + ##,, 6,8, + 

1 
+2V +2/V, +8'M, 6: 

ავირჩიოთ ახლა თ,# მუდმივები ისე, რომ არადიაგონალური წევრები გაჩულდ- 
ნენ 

თი, +(I+თმ), +/7, =0 
თM,+0+თ0M,+/M, =0 

ამ სისტემის ამონახსნი ასე წარმოიდგინება 

თ-ის - წა +VX4 გ-ის ჩარა +V4 

2(0ჩ, -Mს?) 2CV,7, –Mა?,) 
სადაც 

4= (07 + – 2,7, - 4(I,, -V; სს -7) 
ამიტომ სისტემის ლაგრანჟის ფუნქცია მიიყვანება სახეზე 

M, (2 M, /(- #=<0-(6; –ი70;)+“:+(6; – ი;6:) 
M, =თ'», +2თ7, +1ე; 

სადაც 8 
M; = I, +201 +ჩ 7, 

და 

ა: - ნაშა + ნაშ, -2Mე7ც + V4 
ს.“ თ 2 

2V 07: – 7 

ხოლო ნორმალური რხეეების ფორმები (შებრუნებული გარდაქმნა) განისაზ- 
ღვრება თანაფარდობებით: 

0, = ჩა +, C; = ჩა, + ეა, 
სადაც 

1 თ 
#M,.= –_, L.=- 1) 1- თ 2? 1 მ     1- თმ” ჩ, = %, = 

განეიხილოთ კიდეე ერთი ამოცანა. 
ამოცანა: 

სამატომიანი მოლეკულის თავისუფალი რხევები 
განვიხილოთ წრფივი სამატომიანი მოლეკულა, რომლის მოდელი ნაჩვენე- 

ბია ნახაზსე 28. 

- გსსსსსშოა- ბუბუ შ ა: 
X. ჯ X%25 ჯ X3 

ნახაზი 28. წრფივი სიმეტრიული სამატომიანი მოლეკულის მოდელი 
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კიდურა ატომების მასები იყოს #”-ის ტოლი, ხოლო შუა ატომისას +–M. 

წონასწორობის მდებარეობაში კიდურა ატომებს შორის მანძილი იყოს 2ხ. 
მარტივისათვის განეიხილავთ ატომების რხევას მხოლოდ მათი შემაერთებელ 
წრფის გასწვრივ (გასწვრივი რხევები). ამასთან ატომებს შორის კაეშირი წარ- 
მოვიდგინოთ მათი შემაერთებელი ორი უწონადი ზამბარის სახით, რომლებსაც 
ერთნაირი # სიხისტე აქვთ. ამ ატომების მდებარეობის განმსაზღერელ კოორ- 
დინატებად ავიღოთ მათი აბსცისები. მაშინ სისტემის პოტენციალური ენერგია 
” ტოლი იქნება 

სი- 

  

#=5Cთ –X, -ხ” +5თფ –X% -ხX” 

შემოვიტანოთ აგრეთვე ატომების წანაცვლებები წონასწორობის მდებარეობების 
მიმართ 

ჟ, =X, –X, 

სადაც 

+ეუ – Xე, = 6 = Xივ – X; 
მაშინ გვაქვს 

#-"თ-ი)+5ფ, -»,) 2 2 “7: 

ან 

# 
#- 5C" +27; +); – 277; – 277) 

ამიტომ პოტენციალის ” მატრიცას აქვს სახე 

· #, -9, 0 
#= -M 2X,-# 

0, -#, # 
კიდევ უფრო მარტივად გამოიყურება სისტემის კინეტიკური ენერგია 

»=”ცწ2+ ე1)კ 4 2: =-თ+7 7; 

რომლის მატრიცა დიაგონალურია · 

», 0, 0 

7=|0, #M, 0 
0, 0. # 

ამიტომ სისტემის საუკუნოებრივი განტოლება ასეთ სახეს მიიღებს 

ხ-ი?, -V, 0 

M#-თ'=| -ს 2-იM 0 I=0 
0, -M ნ-თ'M 

რაც გვაძლევს განტოლებას 

თ'(C– თ?» IMCM +27) – თ?MV|=0 

# # 2» 
თ, =0, რთ. =,I–, რთ, = +(+57) 

აქედან პირველი ამონახსნი, თ,=0, უცნაურად გამოიყურება, რადგან ის არ 

ეთანხმება წარმოდგენას რხევითი მოძრაობის შესახებ, რამეთუ ნულოვანი სიხ- 

შირისას სათანადო მთავარი კოორდინატი არ შეასრულებს რხევით მოძრაობას, 

მისი ამონახსნებია 
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არამედ დააკმაყოფილებს განტოლებას, 8=0, რაც თანაბარ მოძრაობას 
ეთანადება და არა რხევას. ეს არც არის გასაკვირი, რადგან მოლეკულას, 
როგორც მთლიანს, შეუძლია შეასრულოს გადატანითი მოძრაობა. ამ დროს მისი 
პოტენციალური ენერგია არ შეიცვლება. ამიტომ იყო, რომ ჩულოვანი სიხშირის 
მოდას დავარქეით მყარსხეულოვანი მოდა. 

თ“'-ის სოგადი ამონახსნიდან ჩანს, რომ ამ შემოხვევას ადგილი ექნება, 
როცა პოტენციალური ენერგია არ არის დადებითად განსაზღვრული. 

სწორედ ასეთ “შემთხვევასთან გვაქეს ახლა საქმე, რადგან ზემოთ მოყვა- 
ნილი პოტენციალური ენერგია გადაიქცევა ნულად, როცა #7, =7, =”,, ანუ 

მოლეკულის თანაბარი გადატანითი მოძრაობის დროს. 
რაკი თ,=0 სიხშირე ჩეენს ამოცანაში ფიზიკურად საინტერესო არ არის, 

სასურველია მისი გამორიცსვა, ანუ ამოცანის ისეთნაირი მოდიფიცირება, რომ 

ეს ნულოვანი ფესვი აღარ გვექონდეს. ამას ყველაზე იოლად მივაღწევთ, თუ 
მოვითხოვთ, რომ მოლეკულის, როგორც მთლიანის, გასწვრიეი წანაცვლება არ 
ხდებოდეს, ანუ, რაც იგივეა, მოლეკულის მასათა ცენტრი იყოს უძრავი (ეთქვათ, 
მუდმიეად იმყოფებოდეს კოორდინატთა სათავეში), მაშინ გვექნება პირობა 

იI(X, +X,)+ MX, =0 

ამ პირობის გამოყენებით ლაგრანჟიანიდან შეგეიძლია გამოვრიცხოთ ერთ-ერთი 
ჩ. დინატი და მიეიღ ამოცანა ორი თავისუფლების ხარისხით. დავუბრუნ- 
დეთ ახლა ზემოთ მიღებული საკუთარი სიხშირეების გამოკელევას. ადვილად 
მიესვდებით, რომ თ, შეგვიძლია განეიხილოთ როგორც # სიხისტის ზამ- 
ბარაზე დამაგრებული # მასის ნაწილაკის რხევის სიხშირე. ამიტომ მოველით, 
რომ ამ სიხშირით ირხევიან მხოლოდ კიდურა ატომები, ხოლო შუათანა ამ 
დროს უძრაეი რჩება. ეს მოლოდინი მართლდება ნორმალური კოორდინატების 
განხილვისას მოლეკულის ლაგრანჟიანში: 

L= 5V +X1) )3-#-წIM - X) +(C (დ –X,)?| 

  

შემოვიტანოთ ისინი შემდეგი ი თანაფარდობებით: 
CდC,=X+X%. 0. =X, -X 

ან შებრუნებულად; 

1 1 
=-(6,+8 =-(0, 6 5L «“ შე. % 2! · მ) 

ჩასმის შედეგად მიიღება 

M#614M6: LI. #-6:-ჩი! 
4M “4 ' 4M 

აქედან მიღებული ლაგრანუის განტოლებები იძლევიან შემდეგ მოძრაობის გან- 
ტოლებებს: 

L#= 

6. +46, = 
” 

6, „909+Mც, =0. 
MM 

ვხედავთ, რომ ამ (ნორმალური) კოორდინატების რხევების საკუთარი სიხ" მირეები 
სუსტად ემთხვევა კსემოთ (საუკუნოებრივი განტოლებიდან) მიღებულ: სიხ- 
შირეებს. ამავე დროს აღარ გვაქვს ნულოვანი მოდა. 
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V –4. ორი სხეულის ამოცანა 

ასე ეწოდება ორი ნაწილაკისაგან შემდგარი ჩაკეტილი მექანიკური სის- 
ტემის მოძრაობის ამოცანას. ამასთან ნაწილაკები ურთიერთქმედებენ ერთ- 
მანეთთან მათ შორის მანძილზე დამოკიდებული ძალებით. 

თეორიული თვალსაზრისით ეს ამოცანა იმითაა საინტერესო, რომ მრა- 
ვალი (2-ზე მეტი) სხეულის ამოცანისგან განსხვავებით უშვებს სრულ და 

ზუსტ ამოხსნას ზოგად შემთხეევაში. რაც შეეხება ამოცანის პრაქტიკულ 
ღირებულებას, მისი მნიშვნელობა ძალსედ დიდია. ორი სხეულის ამოცანა 
საფუძელად უდევს ციურ მექანიკას და ხელოენური თანამგზავრების მოძ- 
რაობას, ნაწილაკთა დაჯახებისა და გაფანტეის პროცესებს. ორი სხეულის 
ამოცანის კლასიკური ამოხსნებს დროს გამოყენებული იდეები წარ- 
მოადგენენ კვანტური მექანიკის საფუძვლებს და გვეხმარება ატომური და 
ბირთვული ფიზიკის ბეერი მნიშვნელოვანი ამოცანის გააზრებაში. 

გადაუჭარბებლად შეიძლება ითქვას, რომ ორი ნაწილაკის ამოცანა არის 
მთელი ფიზიკის ფუნდამენტური ამოცანა. · 

ქვემოთ ამ ამოცანას განეიხილაეთ ჯერ მოძრაობის განტოლებათა და 
შენახეის კანონების გამოყენებით, ხოლო შემდგომში კვლავ დავუბრუნდებით 

მას ლაგრანჟის და ჰამილტონის მეთოდების ფარგლებში. 
ამრიგად, ვიხილავთ 2 ნაწილაკის ჩაკეტილ სისტემას მასებით #», და 

»,, რომელთა რადიუს-ვექტორები ნებისმიერი ათვლის სისტემის მიმართ 

იყოს 5 და წ. როგორც ითქვა, მათი ურთიერთქმედების ძალები დამოკიდე- 

ბულია მათ შორის მანძილზე: ჩა05-5) და MI 0წ-ხ). ამიტომ ნაწილაკთა 

მოძრაობის (ნიუტონის) განტოლებებს ექნებათ სახე: 

Mნ = ჩა08 –6ს (V –4.1) 

თხ = ჩნ -ჩს=- ჩრ -ჩს თ-+2 
ამ განტოლებათა შეკრებით მიიღება: 

#5 +M0ნ5 =0, (V –4.3) 
რაც ნიშნავს, რომ თუ “შემოვიტანთ ე.წ მასათა ცენტრის რადიუს- 

ვექტორს L, თანაფარდობით: 

5 _ი105ჩ5 
#. 

მაშინ (V – 4.3) გვეუბნება 

, M =M, +Mს 

ML =0 
ანუ სისტემის მასათა ცენტრი მოძრაობს მუდმივი სიჩქარით: 

XV. = ჩ, = C0Mა( 

აქედან მარტივად ვპოულობთ მასათა ცენტრის რადიუს-ვექტორის ცვლი- 

ლების კანონს: 

#.=V, -(+#ჩ. (V –4.4) 
ე.ი. სისტემის, როგორც მთლიანის მოძრაობის კანონი ცნობილია. დაგვრჩა გან- 
ვსასღროთ ნაწილაკთა ურთიერთმოძრაობის ანუ ფარდობითი მოძრაობის კა- 

ნონი. 
ნაწილაკთა ფარდობით მოძრაობას აღწერს რადიუს-ვექტორი 

ჩ=6-7 (V – 4. 5) 
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ამრიგად, ამოცანის გასაანალიზებლად ნაცვლად წ”, ცვლადებისა მიზან- 

შეწონილია შემოვიტანოთ სხეა ორი (ცელადი: (Cჩ,/) ზემოთ მოყეანილი 
  თანაფარდობებით. ამ ნ. დობებიდან შეგვიძ. ცვლად გარდაქმნა 

ჩავწეროთ პირდაპირი სახითაც: 

ი”=ჩწ+-2ი 

(V-4M.რ 
5 #. 

ი =7#, ი 

ხოლო მოძრაობის (V-4.1, 2) განტოლებებს ასე მოვეპყრათ: პირველი მათგანი გა- 

ვამრავლლლჰილდ #,-ზე, მეორე M#M-სე და გამოვაკლოთ მიღებული განტოლებები. 
ახალი ცელადების გამოყენებით განტოლებების სხვაობა ასე ჩაიწერება 

I” = Mჩ,(”) 

ანუ თუ შემოვიტანთ ე.წ. დაყვანილ მასას 

თ. 
M 

ფარდობ მოძრაობისათვის! დაგერჩება განტოლება: 

/# =ჩ,.C) (CV -4.7) 
რაც ნიშნავს, რომ ფარდობითი რადიუს-ვექტორი ისეთიეე განტოლებას აკმაყო- 

ფილებს, რასაც /, დაყეანილი მასის ნაწილაკი იმავე ძალის ველში. 
ამრიგად, ახალი ცელადების შემოტანით ჩეენ მოვახერხეთ 2 ნაწილაკის 

ამოცანაში ცვლადთა განცალება, რაც ნიშნავს ორი მოძრაობის განცალებას – 

მასათა ცენტრისა და ფარდობითი მოძრაობისა. რადგან მასათა ცენტრი მოი- 
რაობს წრფივად და თანაბრად, გალილეის ფარდობითობის პრინციპის თანახმად 
ინერციულ სისტემად გამოდგება სისტემა, მელიც უძრავია მა! ცენტრის 
მიმართ. თუ ასე ავირჩევთ ათელის სისტემას, მაშინ შესასწავლი დაგერჩება 
მხოლოდ ფარდობითი მოძრაობა, რომელიც აღიწერება (V-4.7) განტოლებით. ამ- 

რიგად, ორი ნაწილაკის ამოცანა პრაქტიკულად დავიდა ერთი დაყეანილი მასის 
ნაწილაკის მოძრაობის შესწავლაზე ძალთა ველში. 

შევნიშნოთ, რომ როცა ნაწილაკებს შორის მოქმედი ძალები პოტენციალუ- 

  

  

რია 

> (> _ > ნV მM/ 
ჩ.სნ -5)= 2 8 

ფარდობითი მოძრაობის განტოლებას ექნება სახე 

(00040) (V – 4.8)   
2 

შეენიშნოთ აგრეთვე, რომ ადვილად შეგვიძლია დავაკაეშიროთ #, და #I. 

რეალური ნაწილაკების 0, და 59, სიჩქარეები ფიქტიური / მასის ნაწილაკის 8 
სიჩქარესთან, რისთვისაც საკმარისია გავაწარმოოთ დროის მიხედეით (V – 4, 6) 
თანაფარდობა. მიიღება 

9 =7+51ს, ს =M-Vნ (V –4.9) 

მასათა ცენტრის სისტემაში CV =0) ეს თანაფარდობა კიდევ უფრო მარ- 

ტივდება 

ს,=-26 0,=-”%6 
" M.” :. MV



ბუნებრივია, რომ ს ემთხვევა ფარდობითი მოძრაობის სიჩქარეს: 

8=6, წხ, 
შემდეგისათვის მიზანშეწონილია ახალ ცველადებში გამოვხატოთ სისტემის 

ძირითადი დინამიკური სიდიდეები: 
ა) სრული ენერგია 

2 2 „2 2 
გაა აეთ4%ი არი 

ბ) იმპულსის მომენტი 

1= Mწ,6)+# 8,6, 1= MI, ,წ. + »L,6) 

როგორც ვხედავთ, ამ სიდიდეებშიც ხდება მასათა ცენტრისა და ფარდობითი 
მოძრაობების განცალება. მასათა ცენტრის სისტემაში 

2 
§--- +M0) და 1=/”ს (V –4.10) 

მას, ცენტრის სისტემაში გამოთვლილ ინერციის მომენტს ხშირად სის- 
ტემის საკუთარ მომენტს (სპინს) უწოდებენ. 

ადეილი საჩვენებელია, რომ სრული ენერგიისა და იმპულსის მომენტის 
მუდმივობიდან გამომდინარეობს მათი მუდმივობა ფარდობითი მოძ ბისთვისაც. 

თუ ამოვხსნით ამოცანას ფარდობითი მოძრაობისათვის, ე.ი. განვსაზღვრავთ 
ფარდობით რადიუს-ვექტორს #=I”C), რეალური #, და #, ნაწილაკებისათვის 

კოორდინატთა გარდაქმნის ფორმულების გამოყენებით “შეგვეძლება გან- 
ესაზღვროთ მათი რადიუს-ვექტორებიც. 

განეიხილოთ რამდენიმე კერძო შემთხვევა: 
ა) M,<<M, (ასეთი თანაფარდობა ხორციელდება, მაგალითად სისტემაში 

"პლანეტა – მზე”, “წყალბადისმაგვარი ატომი”) ამ შემთხევევაში რადიუს- 
ვექტორების და დაყვანილი მასის მნიშენელელობები შეგვიძლია მიასლოებით 
ასე წარმოვადგინოთ (მა! ცენტრის სისტემაში): 

- # .. - #, ”, 
ხთ), რ-ი, #91 

MI #M VI 
ზსღვარში, როცა #, –>+თ , გეაქეს 

ჩ,=X; #8 0, #=»ი 

ამრიგად, 2 ნაწილაკის სისტემაში მოძრაობა დაიყვანება მსუბუქი V#, 

ნაწილაკის მოძრაობაზე უძრავი #, მძიმე ნაწილაკის მიმართ. 

ბ # ==” (ასეთი თანაფარდობა გეხვდება ზოგიერთ ორმაგ 
ვარსკვლავებში, აგრეთვე ელემენტარულ ნაწილაკთა სისტემებში “ნეიტრონი – 
პროტონი”, “ელექტრონი – პოზიტრონი” და ა.შ. 

ამ დროს 

  

  

  

(1 8=17, ი=- 1, „== "“ , 2-–-270 =–- 2 2 

როგორც შემდგომში დავინახავთ, გრავიტაცკიულ ველში გარკვეულ პი- 

რობებში შესაძლებელია ფიქტიური „ ნაწილაკის მდგრადი მოძრაობა წრიულ 
ორბიტაზე. ამ დროს რეალური ნაწილაკები ტოლი მასებით იმოძრაეებენ ერ- 

თიდაიმავე წრიულ ორბიტაზე, თითქოსდა მისდევენო ერთმანეთს. ასტრო- 

ნომიული დაკვირვებები აჩვენებენ, რომ ასეთ სიტუაციას აქვს ადგილი დიდი 

დათვის თანავარსკელავედის ორმაგ ვარსკვლავებში. 
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(V-5), მოძრაობა ცენტრალური სიმეტრიის ველში 

როგორც ვნასეთ, ორი », და –თ, ჩაწილაკის მოძრაობის გამოკვლევის 

ამოცანა ყვანება მის ეკეიევალენტურ ამოცანასე – დაყვანილი წლისა ი   

”, +#7 
მასის ერთი ნაწილაკის მოძრაობაზე გარეშე ველში. თუკი ამ ველის პოტენ- 

ციალური ენერგია V/C) დამოკიდებულია მარტო ცენტრამდე ” მანძილზე, მაშინ 

საქმე გვაქვს ნაწილაკის მოძრაობის ამოცანასთან ცენტრალური სიმეტრიის 

ველში. როგორც აღვნიშნეთ, თუ M, >> MI, =M, მაშინ შეგვიძლია ვილაპარაკოთ 

მსუბუქი # ნაწილაკის მოძრაობაზე ცენტრალური სიმეტრიის ველში, რომელ- 
საც ქმნის "ძრავი მძიმე ნაწილაკი »,. სწორედ ასეთი შემთხვევის განხილეაზე 
გადავდივართ. 

ამრიგად, განვიხილოთ ”, მასის წერტილოვანი ნაწილაკის მოძრაობა ცენ- 
ტრალური სიმეტრიის ველში, რომელშიც მის პოტენციალურ ენერგიას აქვს 

სახე / =M/0V), სადაც ” არის მანძილი რაიმე უძრავ 0 წერტილამდე, რომელსაც 

უწოდებენ ველის (ან ძალთა) ააა 
ამ ამოცანის განხილ ბუნებ ვიყენ. შენახეის კა- 

ნონები სახელდობრ, რადგან _ ველი V7= ჩო სატა რირი “შეინახება 
  

ნაწილაკის სრული ენერგია 5, ხოლო, ცენტრალური სიმეტრიის გამო, 7 მო- 

მენტი ველის ცენტრის მიმართ. ? ეექტორის მიმართულების შენახვა ნიშნავს 
იმას, რომ ნაწილაკის მოძრაობა იქნება ბრტყელი: ნაწილაკის ტრაექტორია ძევს 

7 ვექტორის პერპენდიკულარულ სიბრტყეში, რადგან #-/ =0. 
მომენტის ვექტორი შეგეიძლია უფრო მოსახერხებელი სახით გადავწეროთ, 

სთვისაც გავიხსენ სიჩქარის ვექტორის გაშლა რადიალურ წ, და ბრუნვით 

თ, მდგენელებად, რაც ადქეილად "გამოისახება, თუკი რაჯიუს – ეექტორს წარ- 

  

მოვადგენთ მისი » მოდულისა და მის გასწვრიე ერთეულოვანი ჩ ვექტორის 

ნამრავლის სახით (იხ. მაგ, მათე მირიანაშეილი; ზოგადი ფიზიკის კურსი, 

ნაწილი I, მექანიკა, თსუ, 1973), ჩნ =” ჩი. მაშინ 

  

6=0,+0, მ,=8%, ულლ= > 
804 ხუ წ” “” 

სადაც გამოყენებული გვაქვს პოლარული ცელადები #დ. 
მაშინ ნათელია, რომ 

1 =#V,6, +0,|= M6,5,), ხოლო.” 
აქ ჩვენ გამოვიყენეთ ცხადი თანაფარდობანი #I6, და 7 L9,. ამრიგად, ს-დ) 

პოლარული სისტემის პოლუსს თუ ავირჩევთ ძალთა 9 ცენტრში, ხოლო პოლა- 
რული ღერძის მიმართ'ელებებს” ჯერჯერობ სმიერად. . ჩ 
ნაწილაკის V(0) ველში მოძრაობის შესწავლა დაიყვანება. M0 და თ() ფუნქციების 
განსაზღვრაზე. ეს უკანასკნყლი კი ყველაზე ადვილად გადაწყდება, თუ ვის- 
არგებლებთ ზემოაღნიშნული მოძრაობის ინტეგრალებით 

# =2LC' +76)+VC (V – 5.1) 

  

  1=»M-'დ 
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I!=M- თ (V –5.2) 

ეს ტოლობები უცნობი Iს და თ() ფუნქციების მიმართ პირველი რიგის 

დიფერენციალურ განტოლებებს წარმოადგენენ. 
ამავე დროს + და თ ცვლადები ამ გაჩტოლებებში ადვილად ცალდება, 

რადგან მომენტის განტოლებიდან კუთხურ დ სიჩქარეს გამოვსახავთ 

თ= 50 (V – 5.3) 
» 

ლაგრანჟის ფორმალიზმის თვალსაზრისით 7-ის შენახეა გამომდინარეობს 
იქიდანაც, რომ თ კუთხე ლაგრანჟიანისთეის, რომელიც 8 –ს გამოსახულებისგან 
VCი- ის წინ მინუს ნიშნით განსხეავდება, არის ციკლური კოორდინატა და მისი 
შესაბამისი განზოგადებული იმპულსია 

ნ, ე-ე -! (V – 5.4) 

ამიტომ დ-იც გამოირიცხება, თუ (V-5.3)ს გამოვიყენებთ ენერგიის გა- 

მოსახულებაში 

ნ-M ს, #C) (V-5.5) 

სადაც 

  
/წ 

(,ო=Mთო+= (CV –5.6) 

ამ ფუნქციას უწოდებენ ერთგანსომილებიან ეფექტურ პოტენციალს. ამ 
ტერმინით ხაზგასმულია, რომ ცენტრალური სიმეტრიის შემთხეევაში ნაწილაკის 
რადიალური მ. შეიძლება განეიხილოთ როგორც ერთგანზომილებიანი 

მოძრაობა ეფექტური 7,6) პოტენციალური ენერგიის ველში. “ეფექტური ერთ- 

განზომილებიანი მოძრაობ” ცენტრალურ ველში იმით განსხვავდება წმინდა 

ერთგანზომილებიანი მოძრაობისაგან, რომ თაეისი შინაარსით » კოორდინატა 
დადებითად არის განსასზღერული 0 </<Cთ. ეს პრინციპულ განსხვავებას იძლევა 
შესაძლო მოძრაობათა კლასიფიკაციაში. 

    

2 

გავიხსენოთ, რომ MI) C) –ში შემავალ წევრს = > 
MI 
                     

პოტენციალს უწოდებენ. თუმცა უნდა აღვნიშნოთ, რომ ეს სახელწოდება მთლად 
შესატყვისი არ არის, რადგან სინამდვილეში ეს სიდიდე არის ნაწილაკის კი- 
ჩეტიკური ენერგიის ნაწილი, რომელიც დაკავშირებულია მის ბრუნვით მოძრაო- 
ბასთან ველის ცენტრის მიმართ. 

გავიხსენოთ აგრეთვე, რომ ბრტყელი მოძრაობისათვის მომენტის შენახვას 

მარტივი გეომეტრიული შინაარსი გააჩნია. გამოსახულება გი გეომეტრიუ- 

ლად არის იმ სექტორის ფართობი, რომელიც შექმნილია ძი კუთხით გაშლილი 
ორ უსასრულოდ ახლოს მდებარე რადიუს – ეექტორისა და ტრაექტორიის რკა- 
ლის ელემენტით. (იხ. ნახ. 29) 
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, 

Lტდ 

–“ ”აა 

ტდ (ლ X ს» 

9 Xჯ 

ჩახაზი 29 

თუ ამ ფართობს § –ით აღვნიშნაეთ, ნაწილაკის მომენტი ასეც ჩაიწერება 

(=2M5 (V – 5.7) 

ციურ მექანიკაში 8 –ის წარმოებულს, §-ს უწოდებენ სექტორულ სიჩქარეს. 
ამიტომ, მომენტის შენახვა ნიშნავს სექტორული სიჩქარის მუდმივობას –დროის 
ნებისმიერ ტოლ შუალედებში მოძრავი წერტილის რადიუს-ვექტორი შემოწერს 
ტოლ ფართობებს. ესაა ცნობილი კეპლერის მეორე კანონი. ამავე დროს გავიხ- 
სენოთ, რომ კეპლერის LI კანონის თანახმად ნაწილაკი” (პლანეტის) 
ტრაექტორია ბრტყელი წირია, რაც, როგორც ზემოთ ითქვა, გამომდინარეობს 
მომენტის ვექტორის მიმართულების შენახვიდან. 

ქვემოთ განვიხილავთ ე.წ კეპლერის ამოცანას – ნაწილაკის მოძრაობას 
გრავიტაციულ ველში და მივიღებთ კეპლერის მე-3 კანონსაც. 

ახლა შევუდგეთ განტოლებათა ინტეგრაციას (V-5.5) განტოლებიდან 
ამოვხსნათ # 

ძ“ 2 
'=5-- =1+)-(ჩ-M/, CV 7=--=1)(ჩ-/V CV») 

აქ ტრივიალურად ხერხდება Lდა | ცვლადების განცალება და ვიღებთ 

თ«-.- “ (V – 5.8) 
” 

I 6-/„თ) 
რომლის ინტეგრაცია იძლევა 

(+ –-“. V-59 
” 2(5-”-ორ) 

ამ გამოსახულებიდან პრინციპში შეიძლება გაჩისასღვროს (L, როგორც 

დროის ფუნქცია LLC), რომლის ჩასმა (V– 5,3) –ში მოგვცყმს კიდევ ერთ საძიებელ 

ფუნქციას: 
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თ() 

მიღებული გამოსახულებები, რომლებსაც მოძრაობის მეორე ინტეგრალებ- 
საც უწოდებენ, იძლევიან ნაწილაკის V(C) პოტენციალურ ველში მოძრაობის 
სრულ ამოხსნას. ამოცანის მიღებული სრული ამონახსნი, როგორც უნდა ყო- 
ფილიყო, შეიცავს ნებისმიერ მუდმივებს, (/(-,თა), რომლებიც “უნდა განი- 

სასღვრონ საწყისი პირობებიდან. ინტეგრალის წინ ნიშნის არჩევა უნდა მოხდეს 
საწყისი რადიალური სიჩქარის ნიშნის მიხედვით, # =/+X0). 

ნაწილაკის მოძრაობს ტრაექტორია სიბრტყეში # =/”(თ) შეიძლება გან- 

ვსასღეროთ 2 გზით. ჯერ ერთი, ზოგჯერ შესაძლებელი ხდება L დროის 
გამორიცხვა I) და თ()ფუნქციებიდან, რომლებიც მეორე ინტეგრალებითაა 

მოცემული. 
გარდა ამისა, ტრაექტორიის განტოლების მიღება შეგვიძლია უბრალო 

კვადრატურებითაც. მართლაც (VI – 5.3)-ში (VI – 5. 8)-ის გამოყენებით მივიღებთ 

I 
„დმი 

ძდ=+ > , V –5, 11 
? 2» ნ -V, თ) ( ) 

IV 
=+ + V – 5, 12, 

? 126 # – M, CI) % ( ) 

ეს გამოსახულება არის ცენტრალური სიმეტრიის ველში მოძრავი 
ნაწილაკის ტრაექტორიის ზოგადი განტოლება, რადგანაც ის პრინციპულად 
#=/7(დთ) ფუნქციის პოვნის საშუალებას იძლევა. . 

განვიხილოთ ახლა შემთხეევა როცა VC) ველში მოძრავი ნაწილაკის 
ტრავქტორიას გააჩნია პერიცენტრი Lხ, ე.ი. წერტილი, მელშიც L ცვლად 
იღებს მინიმალურ მნიშენელობას, #,„ #0. ამ შემთხევევაში პოლარულ ღერძებად 
მოსახერხებელია ავიღოთ 0 წრფე, რომელიც გადის ნაწილაკის ტრაექტორიის 
ს პერიცენტრზსე და ეწოდება აფსიდა (იხ.ნახ.30) 

” 

ი“ 
3?!“ (V – 5. 10) 

საიდანაც 

  

  
ნახასი 30 
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მაშინ პერიცენტრის მქონე ტრაექტორიის განტოლება იღებს სახეს: 

0=+ |-. “ (V – 5. 13) 
“ა” I 2/1L6 – I, CI”). 

ამ ინტეგრალის წინ ორი ნიშნის არსებობა გვიჩვენებს, რომ ნაწილაკის 
სათანადო ტრაექტორია სიმეტრიულია 0ხ აფსიდის მიმართ მართლაც 
ტრაექტორიის ნებისმიერი M(-ი,თე) წერტილისათვის იარსებესს 0 აფსიდის 

მიმართ მისი სიმეტრიული წერტილი M(,-თა). 

ამიტომ ს პერიცენტრის მქონე ტრაექტორიის განტოლება შეგვიძლია ასე 
წარმოვადგინოთ 

4 I 
9= | მნ6-7 თ) 

ი, /2Mჩ – I, C) 

სანამ მოძრაობის ზოგად გამოკვლევაზე გადავიდოდეთ, განეიხილოთ ერთი 

მაგალითი. 
მაგალითი: ი მასის ნაწილაკი მოძრაობს ცენტრალური სიმყტრიის ველში, 

(V –5.14) 

2 
რომელშიც მისი პოტენციალური ენერგიაა „თ =- 27%. მოახდინეთ მოძრაო- % 

ბის განტოლების ინტეგრაცია, თუ ცნობილია, რომ /(0) =/”-, (X0) = ა =9V# და 
% 

ძირ-->, სადაც 0>> არის კუთხე #(0) და ხ(0) ვექტორებს შორის. განსაზ- 

ღერეთ ნაწილაკის ტრაექტორია (პოლარულ ღერძად აიღეთ ძალთა ცენტრის და 
ნაწილაკის საწყისი მდებარეობის შემაერთებელი წრფე): 

    

ამოხსნა: 
უპირველეს ყოვლისა, საწყისი პირობებიდან განესაზღ ამოცანის 

პარამეტრები 
2 2 2 

§=:79%. _500_ =5MC _5I/თC ცე 

1 = M/იხა 510.0 = თ 

5ით” , I"თ _ _2Vთ" M,=5- 
“ 2»? 2? ჯ? 

ჩავსვათ ახლა ყველაფერი (V – 5. 9) ფორმულაში 
2 

(ი=- I -- “ი 72 (V – 5.15) 

  

აქ ინტეგრალის წინ აეიღეთ "-“ ნიშანი, რადგანაც პირობის თანახმად 

საწყისი რადიალური სიჩქარე უარყოფითია (9>2). 

ახლა (V – 5.15) – დან საწყისი პირობებით ეიპოვით 
2 

7 ჯ(=-87. 
" ძთ 

ამიტომაც 

„71 = ” –-4თ.· 

ეს ფუნქცია ჩავსვათ (V – 5. 10) განტოლებაში და ჩავატაროთ ინტეგრაცია 
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(4 / “ ი)=“ (“სათ “ ა 
იი ო ფუვბი II 2-2 % 

ანუ 

თ=თ წინ –4თ-/) 

ახლა რაკი პოლარული ღერძი ცენტრს აერთებს ნაწილაკის საწყის მდე- 

ბარეობასთან, უნდა ავიღ თ(0)=0, როცა #=%.   

ამიტომ 

=1ი,? % 49 

და საბოლოოდ 

I “ 
/)=--ი----მ– V –5, 16 

ითი 4 I. – ბთ. ს ) 

ტრაექტორიის მისაღებად შეგეიძლია პირველი გზა ავირჩიოთ. მიღებული 
ამონახსნებიდან გამოვრიცხოთ ( : მიიღება ტრაექტორიის განტოლება პა- 
რამეტრული სახით 

” = 1-6 (V – 5.17) 

ამრიგად, განსახილავი ნაწილაკი, რომელიც მოძრაობს ს = 0 ენერგიით და 
აქვს 7=#Cთ მომენტი “ეცემა”? ძალთა ცენტრს ლოგარითმული სპირალის გავ- 
ლით (ნახ3L, : 

| VI --2ოთ2/,2 

ხ ==.” 
–, 

  

ნახა'სი 31 

დაცემის # დრო მოიძებნება პირობიდან #=0 ანუ 

ჯ=-9- 
4თ 

ამ დროში ნაწილაკი ასწრებს შემოწეროს უსასრულოდ ბევრი ხვია. 
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  (V – 6. ცენტრალური სიმეტრიის ველში მოძრაობის თვისებრივი გა- 

მოკვლევა 

სანამ მოძრაობის ზოგადი ამონახსნის ანალიზს შევუდგებოდეთ ამა თუ იმ 
ცენტრალური სიმეტრიის ველისათვის, მიზანშეწონილია ჩავატაროთ მოძრაობის 
თვისებრივი გამოკვლევა, ე.ი. განესაზღვროთ # კოორდინატის დასაშვები და 

აკრძალული არეები, მოვძებნოთ მობრუნების წერტილები რომლებიც გა- 

ნაცალებენ დასაშეებ არეებს “აკრპალულისგან და დავადგინოთ მოძრაობის 
ხასიათი თითოეულ დასაშვებ არეში. 

ასეთი თვისებრივი ანალისი ცენტრალური სიმეტრიის MC.) ველში მოძრაო- 

ბისა ტარდება ერთგანზომილებიანი #/CV) ეფექტური პოტენციალის გრაფიკების 

მეშვეობით, რომლებსაც აგებენ იმპულსის / მომენტის სხვადასხვა ფიქსირე- 
ბული მნიშვნელობებისათვის. 

Mს CV) ფუნქციის გრაფიკებით და სრული ს ენერგიით პირველ რიგში 

შეიძლება განვსაზღვროთ » ცვლადის ცელილების არე, რომელშიც კლასიკური 
მექანიკის კანონებით დასაშვებია მომრაობა (კლასიკურად დასაშვები არეები), 

მართლაც, რადგან რეალური ნაწილაკის კინეტიკური ენერგია =2 უნდა იყოს 

  ებ განსაზღვრული L ე, ენერგიის შენახვის (V – 5.5) კანონიდან გა- 
მომდინარეობს უტოლობა: 

-V/,დლ) 20, (V – 6.1) 

რომელიც განსაზღვრავს. #» კოორდინატის ცვლილების არეებს. მობრუნების 
წერტილები (ანუ მოძრაობის საზღერები) განისაზღვრება განტოლებით 

V”, ნ). (V – 6.2) 

თვისებრივი  გამოკვლელის მაგალითად ავიღოთ შემდეგი სახის პოტენ- 
ციალური ენერგია 

Mო=-> (V- 62) 
შევნიშნოთ, რომ ასეთი ფუნქციის არჩევით ჩვენ მოვიცაეთ ფიზიკური 

ამოცანების საკმაოდ ფართო კლასს. მართლაც, თუ #=1, საქმე გვექნება კუ- 
ლონურ ველთან, რომლისთვისაც თ არის მუხტების ნამრავლი თ =#0,0; (ატო- 

მური ფიზიკის ამოცანები), ხოლო გრავიტაციული ველისათვის თ = CMV, (ცი- 
ური მექანიკის ამოცანები). ასეთი პოტენციალური ფუნქცია, როცა # =6, გამოი- 
ყენება მოლეკულური ფიზიკის ამოცანებში მოლეკულებს შორის 
ურთიერთქმედების აღსაწერად (ეან–-დერ–ეაალსის პოტენციალი). 

განვიხილოთ ჯერ შემთხვევა, როცა 
თ>0 და 1<5<?2 

(სუსტად სინგულარული მიზიდვის ველი). ეფექტური პოტენციალი არანულოვანი 
1I#0 მომენტით ასე გამოიყურება: 

I? 

2იი” 
ამ ფუნქციის სავარაუდო გრაფიკი მოცემულია ნახ. 32-ზე 

” 0=-+>++ “ უ 
» 
  (V-– 6.4) 
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Vარო- შია ბი. 

L
-
 

 .
 

  

       
ნ V«Iიი   

  

ნახასი 32 ნასაზი 33 

შევნიშნოთ, რომ თვისებრივი გამოკელევისათვის არ არის აუცილებელი 

გასაკუთრებული სიზუსტით გამოვხასოთ M,0)-ის მრუდი. საკმარისია ჯერ 

შევისწავლოთ ამ მრუდის ასიმპტოტიკები, როცა #”-–+0 და #7 -+>+თ, ხოლო შემ- 

დეგ დავხაზოთ გრაფიკი მისი ექსტრემუმების და L ღერძთან გადაკვეთის წერ- 

ტილების რაოდენობის გათვალისწინებით ნახაზზე ასიმპტოტური უბნები 
გამსხვილებული წირებითაა წარმოდგენილი. 

ნახაზსე ჰორიზონტალური წყვეტილი წრფეებით ნაჩვენებია # ენერგიის 
მნიშვნელობები. ჩანს, რომ როცა #>0, დასაშვები არეა C,,თ), ე.ი. მთელი 

უსასრულო სიბრტყე #, რადიუსის წრის გამოკლებით. ამრიგად, ამ შემთხვევაში 
ნაწილაკის მოძრაობა არის ინფინიტური, რომელიც ხორციელდება ჰიპერბო- 
ლური ტიპის ტრაექტორიაზე. ამასთან ნაწილაკი შეიძლება მოვიდეს უსასრუ- 
ლობიდან, მიუახლოვდეს ძალთა 0 ცენტრს #/, მანმილამდე და კვლავ უსასრუ- 

ლობაში წავიდეს. ნახ. 33%ე აკრძალული არე დაშტრიხულია. ამრიგად, ამ 
შემთხვევაში საქმე გვაქვს გაფანტვის პროცესთან. 

ასეთი ხასიათი აქეს მოძრაობას ნებისმიერი დადებითი სრული # ენერ- 
გიით, #>0. 

ანალოგიურია მოძრაობა ნულოვანი ენერგიის (#=0) დროსაც. ითვევალის- 

წინებენ რა ამ შემთხვევის შუალედურ (გარდამავალ) ხასიათს დადებით და 
უარყოფით ენერგიებს შორის, მიღებულია ჩავთვალოთ, რომ #=0 მნიშენელო- 
ბით მოძრაობა არის პარაბოლური ტიპისა, რაშიც ქვემოთ დავრწმუნდებით 

ცხად მაგალითზე. 
როცა #<0, დასაშვები არე წარმოადგენს რგოლს, რომელიც შემოსაზ- 

ღერულია #8 და. M რადიუსის წრეწირებით. ამიტომ, მოძრაობა ამ დროს ფინი- 

ტურია. ექეივალენტურ ორნაწილაკოვან ამოცანაში #, და MI მასის ნაწილაკე- 

ბით, გეაქყს მდგომარეობა, როცა ნაწილაკები ერთმანეთს უსასრულოდ არ 
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შორდებიან. ატომური ფისიკის ამოცანებში ეს ეთანადება ელექტრონის და 
პროტონის, ორი ატომის ან მოლეკულის ბმულ. მდგომარეობებს. 

ფინიტური მოძრაობის ტრაექტორიეს (,,) პოტენციალურ ორმოში 

უწოდებენ ელიფსური ტიპის ტრაექტორიებს, ასეთი ტრაექტორიები იქნება 
ჩაკეტილი ორბიტები მარტო იმ ”შემთხეევაში როცა ” და თ ტცელადების 

ცვლილების პერიოდები 7, და 7, ურთიერთთანაზომადია , ე.ი. თუ 

რ M 
ტატთ=2 =2X#-4, 

4 1>62--7-C 
(V – 6.5) 

ანუ 

ბი=-2 წ | (26 – M,0)) =2#-4, (V – 6.6) 

სადაც 4 არის რაციონალური რიცხვი (მთელი ან წილადი), 

ტრაექტორიის ჩაკეტილობა ნიშნავს, რომ ეს კუთხე იყოს 2#»-ს რაციონ- 

   

ალური რიცხვი 27-, სადაც M,/- მთელი რიცხეებია. მაშინ »# მობრუნების 

შემდეგ (ამ პერიოდის #- ჯერ გამეორების შემდეგ) წერტილის რადიუს-ვექტორი 
” სრულ ბრუნს შეასრულებს და დაუბრუნდება თავდაპირველ მნიშვნელობას, 
ე.ი. ტრაექტორია ჩაიკეტება. 

რაკი #- ის ცვლილება ორმხრივადაა შემოსაზღვრული ფინიტური მოძრაო- 
ბის დროს (არე #,/) ტრაექტორია მთლიანად ძევს რგოლის შიგნით, რომელიც 

შეზმოსასღერულია #=I,» და #=I,, რადიუსიანი წრეწირებით. ცხადია, ეს არ 

ნიშნაეს, რომ ტრაექტორიები აუცილებლად ჩაკეტილი მრუდებია. #-ის მთელ 

ინტერვალში #=”», ”=/,ი ცვლილების დროში (ანუ #=7,,-დან #”=7/,,„- მდე 

და შემდეგ კვლავ # =/,,„- მდე) ნაწილაკის რადიუს-ეექტორი შემობრუნდება ტთ 

კუთხეზე, რომელიც (V – 6.5) ფორმულით გამოისახება. 
ნებისმიერ ცენტრალური სიმეტრიის ველში, რომელიც რაგინდ მცირედ 

განსხვავდება ქვემოთ აღნიშნული 2 პოტენციალისაგან, ტდ არ არის 2X-ს რა- 
ციონალური ჯერადი რიცხვი. ამიტომ ზოგად შემთხვევაში ფინიტური მოძრაო- 
ბის ტრაექტორია არ არის ჩაკეტილი. მოძრაობის პროცესში ნაწილაკი უსასრუ- 
ლოდ ბევრჯერ გადის პერიცენჩტრსა და აპოცენტრზსე და უსასრულოდ დიდი 

დროის განმავლობაში რაგინდ მკვრიევად ავსებს დ.5) რგოლს. ასეთ ტრაექტო- 

რიებს უწოდებენ როზეტებს (ნახ. 34), 

  
ნახა'სი 14



მათხე მოძრაობა შეგვიძლია თეალსაჩინოდ წარმოვიდგინოთ, როგორც 
ნაწილაკის მოძრაობა ელიფსსე დიდი ნახევარღერძის პრეცესიით ძალთა ცენ- 
ტრის მიმართ. 

როდესაც # -> (/ყ),ა, რგოლი ს. 5) იკუმშება #” რადიუსის წრეში, რო- 

მელზსეც სდება ნაწილაკის მოძრაობა. ამ წრიულ ორბიტაზე მოძრაობა მდგრა- 
დია, რადგანაც ი” წერტილს შეჟგსაბამება ეფექტური პოტენციალის მინიმუმი. ეს 

კი ნიშნავს , რომ მცირე შეშფოთებას არ შეუძლია შეცვალოს მისი წრიული 
ორბიტა. 

თ და »# იმავე მნიშენელობისთეის, ოღონდ 1=0 “შემთხვევაში ეფექტური 
პოტენციალის გრაფიკი მოცემულია ნახ. 35-სე 

V,(0 =- თ/IL" 

== ---– 6>0 # 

  

  

   

  

=-ვია–-–-წნ<0 

ნახაზი 35 
ამ დროს დასაშვები არყებია: 

ა) თუ 820 – მთელი უსასრულო სიბრტყე (0,თ). 

ბ) თუ 8<0 – არე (0,ჯ) 
ნებისმიერი საწყისი პირობების შემოსეევაში მოძრაობა წმინდად რა- 

დიალურია (ერთგანზომილებიანი). მართლაც, 1=0 ტოლფასია მოთხოენის დ=0 
ანუ დ =00Mწ!. 

# ენერგიის ნებისმიერი მნიშენელობებისას შესაძლებელია ნაწილაკის ჩაჭ- 
ერა ცენტრის მიერ: როცა #>0- რაგინდ დიდი მანძილიდან; როცა X#<0- მან- 

ძილიდან ”/ <7”. თუ #>0 და 7(0)>0, მაშინ ნაწილაკი წავა უსასრულობაში. 
ახლა შევისწავლოთ მიზიდვის სინგულარული ველი, »>2 შე- 

მოვისასღვროთ არანულოვანი მომენტით 1%0. ამ შემთხეევისათვის ეფექტური 
პოტენციალის გრაფიკს აქვს ნახ. 36-%ე გამოსახული სახე: 

V, (1)=-#ი+ 1%ცი2;M>2 

ლოროიუალლო ონი: წია      
ნახაზი 36 
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დასაშვები არეებია: 

ა), როცა # <0 - წრე რადიუსით ”, <ჩM. 

ბ). როცა #>(M#/)„., – მთელი უსასრულო სიბრტყე (0,თ). 

ბ) როცა 0< ჩ<(M/„)ა, – გვაქვს 2 დასაშვები არე: C, ჩ) და (.,თ), 

რომლებიც ერთმანეთისგან გაყოფილია პოტენციალური ბარივრით (02! 

ნაწილაკის მოძრაობის ხასიათი ასეთია: (0,,,) არეში – ცენტრზე დაცემა 
სასრულო მანძილიდან, რაც, როგორც წესი, ხდება სპირალური ტრაექტორიების 
გასწვრივ (გავიხსენოთ ზემოთ განხილული ამოცანა) ცალკეულ შემთხვევვებში 

ნაწილაკის ცენტრზე დაცემა ხორციელდება უფრო მარტივ ტრაექტორიებზე, მა- 
გალითად, წრეწირის რკალზე. როცა #<0, ნაწილაკის ჩაჭერა ცენტრის მიერ 
ხდება მისი რადიალური სიჩქარის ნიშნის მიუხედავად: როცა #(0)<0, ნაწილაკი 

ეცემა ცენტრს, უახლოედება რა მას განუწყვეტლად, ხოლო როცა 7(0)>0, 

ნაწილაკი რაღაც /, მომენტამდე, სანამ არ მიაღწევს მობრუნების » წერტილს 
და არ შეიცვლის რადიალური სიჩქარის მიმართულებას, შორდება ცენტრს, 
ხოლო შემდეგ იწყებს მასზე დაცემას. 

ნაწილაკის ცენტრზე დაცემის პირობა შეგეიძლია მივიღოთ თავდაპირველი 
(V –5.1) განტოლებით, რომელიც ასე გადავწვროთ 

„წო + <8 

და ” მივასწრაფოთ ნულისკენ. მაშინ ეC პირობა მიიღებს სახეს: 

==” / = სუ. #თ)<-2– (V – 6.7) 

ზსემოთ განხილული ხარისხოვანი 7 = -5% პოტენციალისათეის ეს პირობა 
(2 

შესრულდება, როცა 

#=2, თუ თ>I1/2” (V –6.8) 

M#>2 თუ C>0 

  სწორედ ამაზეა დამყარებული პოტენციალთა დაყოფა სუსტად და ძლიერად 
სინგულარულ ველებად, 

ძლიერად სინგულარულ ველში, როცა 65>V,). შესაძლებელია 

ნაწილაკის ჩაჭერა რაგინდ დიდი მანძილებიდან, თუ ”X#(C01<0. მაგრამ თუ 

#M0)>0, მაშინ ნაწილაკი წავა უსასრულობაში ნებისმიერი სასრულო მაჩძილი- 
დან. 

როცა 6=V, ). და #(00=0 – შესაძლებელია ნაწილაკის მოირაობა 

ს რადიუსის წრიულ ორბიტაზე. მაგრამ ეს მოძრაობა ძლიერ არამდგრადია: 
ნაწილაკისათვის რაგინდ მცირე რადიალური იმპულსის მინიჭებისას ის ან 
ეცემა ცენტრს ან მიდის უსასრულობაში. 

როცა 0<8<ს 2 მაშინ ნაწილაკი, მისი საწყისი კოორდინატის ”(0)-ის 

მნიშვნელობის მიხედვით მოძრაობს (0.,). ან CC) არეებში. ამასთან პირველ 

არეში მომრაობა არაფრით განსხვავდება ცენტრზე დაცემისაგან, როცა <0, 
მოძრაობა (,,თ) არეში არის ინფინიტუ და მიმდინარეობს ჰიპერბოლური 
ტიპის ტრაექტორიებზე, ე.ი. გვაქვს გაფანტეის პროცესი. 

მისიდულობის ველში M#=2 ”შემთხეჟგვაში ერთგან ზსომილებიან ეფექტურ 
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პოტენციალს აქვს სახე 

1 
-50C-I/2») თუ თ>/" /2M 

“ 
1 ს?/2» – თ), თუ თ </?/2/ + » 

ამ ფუნქციების გრაფიკები მოცემულია (ნახ. 37 ა, ბ) –ზე. 

"%აკნ)2 ი (X- 772/) ზი) = > ((//9/ –4) 

ოღლი ->0 
  

ღოლო ლილ –=-–Iო>0 

      

  

(C) (ბ) 
ნახასი 37 

ამ გრაფიკებიდან ჩანს, რომ როცა 2Mთ >! ნებისმიერი # ენერგიისა და 
#(0) <0-თვის ხდება ნაწილაკის დაცემა ცენტრზე (სასრულო ან რაგინდ დიდი 

მანძილიდან), ხოლო როცა 2#7!თV<I!?, შესაძლებელია მხოლოდ ინფინიტური 

მოძრაობა #>0 დადებითი ენერგიით. 
ბოლოს განეიხილოთ ნაწილაკის მოძრაობა განზიდეის ველში 

Vდ)=%“, (თ>0,#>09) · 

ამ დროს ეფექტური პოტენციალის გრაფიკი გამოიყურება წინამდებარე 
ნახასის ბ) გრაფიკის მსგავსად. აქედან ჩანს, რომ განზიდეის ველში მხოლოდ 
ინფინიტური მოძრაობაა შესაძლებელი დადებითი ენერგიით. 

მაგალითი. განსაზღერეთ ნაწილაკის შესაძლო ტრაექტორიები სფერულ 

სწორკუთხა პოტენციალურ ორმოში 

-M, #<# 7თ)= 
0, „> 

ამოხსნა. ამ ელში მოძრაობის შესწავლისას აუცილებელია გაეითგალის- 

წინოთ, რომ I რადიუსის სფეროს შიგნით და გარეთ ნაწილაკი მოძრაობს თა- 

ნაბრად და წრფივად, შესაბამისად, სიჩქარეებით 
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ხ, =12(6+%) და Vხ,.= 2 

ამ სფეროს ზედაპირზე გდება მისი მოძრაობის მიმართულების შეცვლა 
უსასრულოდ დიდი ძალის გაელენით. ეფექტური პოტენციალის მრუდი გამოსახ- 
ულია ნახ. 38-%ე. 

#7) 

წოულლლლ– -ნ» დ 

ი. – – – 
ლოლ -ასდუა0<ნ6</4ად 

0 LI #I _) 
ჩ/1V 15 წ ” 

მეეე --ნ<0 

უღვლოი '048"-ი, 
ნახასი 38 

  

  
  დასაშეები არეებია: 7), როცა 2 ·, –%Mე < ჩ <0; არეები თლ.#) და (თ), წუ 

8 
  

/ 

როცა 0<6<> 
»? 

და არე C.,თ), როცა 8>- 

C..#) და C,»#) არეებში მოძრაობა არის ფინიტური და ხდება ტეხილ 

წრფეებზე, რომლებიც მრავალჯერადად აირეკლებიან არის ერთი საზღერიდან 

და ეხებიან მის მეორე საზღეარს (ნახ. 39ა) (თ) არეში --ინფინიტური მოძ- ეხე ეორე ღე ე ფინიტუ 

  რაობა, როცა 0<#< და X(0)> #, ხდება წრფეებსე, რომლებიც ეხებიან 
ჯ 

2M#“ 
2 

ს” რადიუსის წრეწირებს (ნახ. 39ბ) დაბოლოს, როცა ჩ>--- ხდები 
”I 

ტრაექტორიების გარდატეხა (ნახ.39%გ). 

119



  

(ა) (ბ) Cზ) 
ნახაზი 39 

ამოცანები: 
1. აინტეგრეთ სიმძიმის ძალის ველში კონუსის ზედაპირსე მოძრავი მატე- 

რიალური წერტილის მოძრაობის განტოლება, თუ კონუსი მოთავსებულია ვერ- 

ტიკალურად წვეროთი ქვემოთ და წვეროსთან გაშლის კუთხეა 2თ. 
2. აინტეგრეთ ბრტყელი საქანის მოძრაობის განტოლება, რომლის VI, მა- 

სის დაკიდების წერტილი ასრულებს მოძრაობას ჰორიზონტალური მიმართულე- 
ბით (იხ. ნახ. 40). აწვენეთ, რომ ამ ორივე ამოცანაში საქმე გვაქვს ელიფსურ 
ინტეგრალთან. 

  

| ჯა მე 

LL 1 
'ი 
I / 

ე 

  

ყე 

ნახაზი 40 

3. აჩვენეთ, რომ თუ ნაწილაკი მოძრაობს წრის რკალის გასწერიე ცენ- 

ტრალური მიზსზიდეის ძალის მოქმედებით, რომელიც მიმართულია იმავე წრე- 

წირის წერტილისაკენ, მაშინ ეს ძალა აღმოჩნდება მანძილის მეხუთე ხარისხის 
უკუპროპორციული. 

არსებობს ბერტრანის თეორემა, რომელიც ამტკიცებს, რომ ერთადერთი 

ცენტრალური სიმეტრიის პოტენციალები რომლებისთვისაც ბმული მდგო- 

მარეობების ორბიტები ნებისმიერი საწყისი პირობებისას ჩაკეტილი მრუდებია. 

არიან კულონური პოტენციალი Vდ=-% და სამგანსომილებიანი ისოტრო- 
(> 

2 
პული ოსცილატორის პოტენციალი Mთ=45-. ამ თეორემის სამართლიანობაში 

ადვილად დავრწმუნდებით ქეემოთ. 
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V-7. მოძრაობა ჩაკეტილ პერიოდულ ორბიტებზე (ორბიტის ჩაკეტილობის 
პირობები) ბერტრანის თეორემა 

დასადგენი გეაქვს ორბიტების ჩაკეტილობის პირობები მოძრაობის გან- 
ტოლების ცხადი ამოხსნის გარემე. სახელდობრ, თურმე შესაძლებელია მივი- 
ღოთ მეტად მძლავრი თეორემა მიზიდეის ხასიათის ცენტრალური ძალების შეს- 
ახებ რომლებიც იძლევიან ჩაკეტილ, ორბიტებს, ანუ ორბიტებს, რომლებზეც 
ნაწილაკი პერიოდულად იმეორებს თავის ნაკვალეეს. 

პირველ რიგში აღვწეროთ ძალთა ცენტრის ირგელივ კერძო სახის ჩაკეტილ 
ორბიტაზე, სახელდობრ, წრეწირზე მოძრაობა. ნებისმიერი მოცემული /! მომენ- 
ტისათვის ნაწილაკი იმოძრავებს წრეზე, თუკი ეფექტურ IM») პოტენციალს 

ექნება მინიმუმი რაიმე / მანძილ%ზე და, ამასთან ერთაღ, სრული # ეჩერგია 

სუსტად დაემთხვევა M„(Cა)-ს. აშკარაა, რომ ეფექტური პოტენციალისათვის 

ექსტრემუმის პირობა ასე გამოიყურება: 

, / 
MV რი) =V იი) -––. =0 (V-7.) 

0 

აჩუ 

|? = MI /I(M), (V-72) 
რაც ჩეენი ადრინდელი ნაფარდობების ნახმ შეესაბამება იმას, რომ 
წრიულ ორბიტაზე ნაწილაკის რადიალური სიჩქარე ნულის ტოლია, 7 = 0. 

ეს აგრეთვე ნიშნავს, რომ ნებისმიერი ცენტრალური ველის შემთხვევაში 

შესაძლებელია გექონდეს რაიმე ” რადიუსის წრეწირზე მოძრაობა, თუკი ! მო- 

მენტი მოიცემა (V-7,2) თანაფარდობით, ხოლო ნაწილაკის სრული ენერგიაა 

  

=VVა)+-––> L (V-73) 
2MX 

ცხადია, რომ თავის მხრივ ეს გულისხმობს სათანადო საწყისი პირობების 
შერჩევას. 

ორბიტა ეფექტური პოტენციალის მიჩიმუმს რომ შეესაბამებოდეს (ანუ მოძ- 
რაობა სტაბილური რომ იყოს) აუცილე ებელია, რომ ეფექტური პოტენციალის 
მეორე რიგის წარმოებული იყოს 

(აო 

  

>0 
  ა (–     

ანუ 

II "VC)+3V” CV)>0 (V-74) 

ბის ყველა მნიშენეყჭობისათვის რომლებიც ამ უტოლობას აკმაყო- 
ფილებენ, შესაძლებელია დავადგინოთ სტაბილური წრიული «რბიტა, თუ 

ნაწილაკს მივანიჭებთ ისეთ საწყის ეჩერგიასა და იმპულსის მომენტს, რომლე- 

ბიც (V-7.I-2) პირობებს შეასრულებენ. 
ბუნებრივად იბადება კითხვა: პოტენციალის როგორი ფორმა უნდა. ავი- 

ღოთ, რომ ოდნავ შეცვლილი (შეშფოთებული) წრიული ორბიტები კვლავ 

ჩაკეტილი იყვნენ. 

121



სემოხსეებულ წრიულ ტრაექტორიასე მოძრაობისს სათანადო 
კუთხური სიჩქარე განისაზღვრება მომენტის გამოსახულებიდან: 

! 

  

რა=დ=–+>, 
I 

რაც (V-62)-ის თანახმად გვაძლევს 
? თო , ” / ს. იი.“ = MI თ ი MI 

რაკი განსახილავი წრიული ორბიტა სტაბილურია, ნაწილაკის ენერგიის 
მცირე ზრდა წრიულის ს ნ მნიშვნელობიდან გამოიწეევს მხოლოდ ” მან- 
ძილის მცირედ შეცვლას # მნიშვნელობიდან” ი =”-”, სოლო ახალ ორბი- 

ტაზე მოძრაობის კუთხური სიჩქარე მოიძებნება პირობიდან 
(I I (4 =დ=--– > .1-–. 

ი =? „/” წოვს ს 

  

მეორეს მხრივ, ახალ ორბიტაზე კუთხური სიჩქარე შეგვიძლია მოეძებნოთ 
ეფექტური პოტენციალის მეორე წარმოებულის საშუალებით (გავიხსენოთ მცირე 
რხევების თეორია) 

თრ; = რ. თ =MMე+>” 9 ა/ნე+3>” თ) (V-7.6) 
” ი 

ნაწილაკის ტრაექტორია იქნება ჩაკეტილი მრუდი, თუ ეს კუთხური სიჩ- 
ქარეები ურთიერთთანასომადია, ე.ი. 

თ, = თა", (V-77) 

სადაც V - რაციონალური რიცხვია. 
ამ მოთხოვნის დასაბუთება შეიძლება ასე: როცა ნაწილაკის ენერგია ოდნავ 

მეტი გახდება (V-73)·ით მოცემულ მნიშენელობაზე, კვლავ უნდა გექონდეს 
წრიული ორბიტა, ხოლო პერიოდული ორბიტა რომ გექონდეს ნებისმიერ ენერ- 
გიებზე, შემობრუნების კუთხე ვდ ველ წერტილში დაბრუნებისას 2#-ს 
რაციონალური ჯერადი რიცხვი უნდა გამოვიდეს. 

თუ (V-77) პირობას ავიყვანთ კეადრატში და (V-756) განტოლებებს 

გამოვიყენებთ, მიეიღებთ შემდეგ განტოლებას პოტენციალზე: 

#7 C) = (V” – 3) 
ამ განტოლების ამოხსნაა ხარისხოვანი პოტენციალი 

#0)=Cთ“, თ=V“ –2 (V-7.8) 
სადაც C- ნებისმიერი საინტეგრაციო მუდმივია. ამრიგად, ხარისხოვანი პოტენ- 
ციალის შემთხვევაში ორბიტაზე მოძრაობის პერიოდების ხასიათი დამოკიდე- 
ბული არ ყოფილა ენერგიაზე, რაც თაეის მხრივ საწყის პირობებს განსაზ- 
ღერავს. ეს კი ნიშნავს, რომ შემობრუნების სიხშირე ერთნაირი უნდა იყოს 
როგორც ძალიან დიდი, ასევე ძალიან მცირე ენერგიებისათეის. როგორც ზემოთ 
გაირკვა ენერგიასე დამოუკიდებლობას გერ ექნება ადგილი ყველა დვეჩ- 
ტრალური პოტენციალისათვის. მას ადგილი აქვს მხოლოდ ხარისხოვანი პოტენ- 
ციალებისათეის, თუმცა წრეზე მოძრაობა შესაძლებელი იყო ნებისმიერი ცენ- 
ტრალური პოტენციალებისათვის. 

ამავე დროს აუცილებელია აღვნიშნოთ, რომ ცენტრზე დაცემის თავიდან 
ასაცილებლად, როგორც შ%ემოთ დაგრწმუნდით, უნდა შესრულდეს პირობა 

ი>–-2 

ამასთან თავიდანვე შებვიძლია გამოერიცხოთ თ=0 შემთხვევა, რომელიც 
ლოგარითმულ პოტენციალს შეესაბამება. მართლაც, 
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„ კპ თი, თ–30 

ეს შემთხვევა გამოირიცხება იმის გამო, რომ მისთვის MX“ =2, ანუ V=MV2, 
რაც ირაციონალური რიცხვია. 

ამრიგად, ცალკ-ცალკე უნდა განეიხილოთ 2 შემთხვევა: თ=V. –2>0, 
ეი. მანძილის მიხედეით უსასრულოდ ზრდადი (მიზიდვის) პოტენციალი და 

თ =V? –2<0, ანუ მანძილის მიხედვით კლებადი პოტენციალი. 
ამის შემდეგ სხვადასხვა მოქმედ სახელმძღვანელოში ანალიზის 

სხვადასხა გზებია არჩეული ასე მაგალითად, გოლდსტეინისს სახ- 
ელმძღვანელოს უკანასკნელ, მე-3 გამოცემაში განიხილება მობრუნების „, =/, 

და ბ =/,, წერტილებს შორის მოძრაობისას შემობრუნების კუთხის ცელი- 

ლების ფორმულა 

L-==–=–=-- 
რი? 2I(6-V)- 

ამ გამოსახულებაში პოტენციალისათვის ხარისხოვანი ყოფაქცევის XV = 

ჩასმის და #->V= 

ულება 

  

ა.=-L--- “ი (V-79) 
70 ,-ი- 5 ც? 

“V     
რომელიც ანალიზურად ცხადი სახით ამოიხსნება რამდენიმე შემთხვევაში, სახ- 

ელდობრ, 

  

M=Lს-2,-3, 
ამ დროს პასუხი გამოიხატება ტრიგონომეტრიული ფუნქციებით და, ამრი- 

გად, ეთანადება პე დულ მოძ. ბას, და აგრეთეე, როცა 
M = 5,3,0,–4,–5,–7. 

ამ დროს პასუხი გამოიხატება ე.წ. ელიფსური ფუნქციებით და არ შეესა- 
ბამება პერიოდულ მოძრაობას. 

შემდგომ ამ შემთხეევებისგან გამოირიცხება #=-3, რადგან იძლევა ცენ- 
ტრზე დაცემას. ასე, რომ რჩება ორად-ორი შემთხეევა პერიოდული ჩაკეტილი 
ორბიტებისა – იზოტროპული ოსცილატორი (5=)) და კელონური (M=-2) პო- 
ტეჩციალები. 

ამ მტკიცების ნაკლი ისაა, რომ მხოლოდ კონკრეტული შემთხვევები 
განიხილება. ' 

გაცილებით მეტ ინფორმაციას შეიცავს ევ. არნოლდისა და მაკკელის სახ- 
ელმძღვანელოები, რომლებშიც პრაქტიკულად ერთი და იგივე სტრატეგიაა არ- 
ჩეული (იხ. სახელმძლვანელოთა ჩუსხა ლექციების კურსის ბოლოში). 

განიხილება გარდაქმნა »=# და ამოცანა მიყვანილია ყრთგანზსომილები- 

ანი მოძრაობის შემთხვევაზე, რაც ამ თავის დასაწყის პარაგრაფებზი იყო გად- 
მოცემული. ამიტომ 

ათ= 1-2. (V-710 
%“ V/2M(# – MX) ' 7:10) 

სადაც 

2 I 
> =5+M(2) (V-7.II) 
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ამის შემდეგ გამოითელება წრიულთან ახლო მდებარე ორბიტის შესაბამისი 
"შემობრუნების კუთხე, რაც Lგანზომილებიანი ამოცანის ნახევარპერიოდს 
ეთანადება. ეს კუთხეა 

V” =” 3-3 (V-7,12) 

(ამ შედეგის სამართლიანობაში დარწმუნება ადვილია თ; -ისათვის ზემოთ 

2) 
ამის შემდეგ დგინდება, რომ ეს კუთხე დამოუკიდებელია „ რადიუსზე 

მხოლოდ ხარისხოვანი პოტენციალებისათეისს Vი0)=”“, ამ დროს 

ბრ, 

  

  მოყვანილი ფორმულიდანაც, თუ ამავე დროს გაეიხსენებთ, რომ თ, 

ჯ 

-/X+2 
და იმ მოთხოენით, რომ ეს კუთხე არ იყოს დამოკიდებული # ენერგიაზე, 
განიხილება ზღვრული შემთხვევები:  ->თ (დადებითი ხარისხის მაჩვენებლის 
დროს) და 5-0 (უარყოფითი ხარისხის მაჩვენებლისათვის). გარკვეული მიახ- 

ლოებების გამოყენების შემდეგ აღმოჩნდება, რომ ადგილი აქეს სასურველ 
შედეგს (ბერტრანის თეორემას), 

ამ განხილვის ტოლფასია ა. პერელომ ვის. წიგნში აღწერილი მტკიცება. 
ჩვენ სწორედ ამ მეთოდს გაეყვებით ვ. არნ სთან კომბინაციაში 
შემდეგჩაირად. ჩავატაროთ კუთხის სამასალე ეში ცვ ლადის შემდეგი გარ- 

დაქმნა: # –> 0 = M/. გვაქვს 

ბთ=   

  

  

, თ“  (V-7I3) 
2 2 

  

რაკი საწყის პირობებზე (ენერგიაზე) დამოუკიდებელი შედეგი უნდა მივი- 
ღოთ, შეგვიძლია ინტეგრალი გამოვთვალოთ ნებისმიერი ენერგიისათვის. 

ჯერ განეიხილოთ დადებითი ხარისხის მაჩვენებლის შემთხვევა. რადგან ამ 
დროს პოტენციალი უსასრულოდ ზრდადია მანძილის მიხედეით, ნათელია, რომ 
მისთვის მობრუნების წერტილი „, წავა უსასრულობაში, როცა #->თ, ანუ ამ 

დროს გვექნება #V -+0. ახლა ჩაკეტილ მრუდად კარგი მიახლოებიო შეგვიძლია 

ავიღოთ წრეწირი და ინტეგრალქვეშ გამოვიყენოთ (V-7.3) ფორმულა. მივდივართ 

შედეგზე 
# ?. " . #-# 

= 80090 0), = 2“ 200810 2 –> > 

  

მეორეს მხრიე, შემობრუნების კუთხე უნდა იყოს 4, ეი. #=2. 
I 

ამრიგად, პოტენციალისათეის მივიღეთ, 

V=თ', C>0. (V-7.14) 

ახლა. განვიხილოთ მეორე შემთხეევა, როცა V-2<0 , ანუ პოტენ- 

ციალს აქვს სახე 
V=-#V“9, X>9, 0<თ<2 (V--7.15) 

ამჯერად კვლაე »X=# გარდაქმნა გამოვიყენოთ. ვუბრუნდებით ერთგან- 

%სომილებიან ამოცანას. გავაანაღისოთ იგი 6 ->0 ზღვარში. მაშინ 
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სადაც საზღვრებად დგას მობრუნების წერტილები, ამიტომ ცხადია, რომ 
MC.) = MX.ა.)=0, რაც ჩეემი. პოსენციალისათვის ასე გამოიყურება 

რ # 2 “ 

ამავე დროს პოტენციალი ჩულის ტოლი ხდება შორ მანძილებზე, ” -> თ. 
ამიტომ 

1 

%» =0, ხოლო X,., =(27/)7-, #5=+% (V-7.16) 

ამიტომ ცვლადის გაჭიმვის გამოყენებით, » =X,,.”, საძიებელი კუთხის გა- 

მოსახულება მიიყვანება სახეზე 
” 

"”“ I» 
ას“ -» 

რაც ცხრილის მარტიე იჩტეგრალზე დაიყვანება აღნიშვნით 
, 

     

” 
%. 2 MX 

6=V1? „=40=--»? ' ამრიგად 

როგორც ვიცით, უნდა მიგვეღო #,. ამიტომ გეაქეს თანაფარდობა 

<>5> =5V? =V = V =0,1 

ცხადია, ნულოვანი მნიშენედობა არ გამოგვადგება, რადგან შეესაბამება 

ცენტრზე დაცემის შემთხვევას, ” =””? და დაგვრჩა #=1 ანუ #=-M. 

ამრიგად, დავამტკიცეთ, რომ ცენტრალური ველების შემთხვევაში საწყისი 
პირობებისგან და პოტენციალის სიძლიერისგან (C ან '/) დამოუკიდებლად 
ჩაკეტილ პერიოდულ ორბიტებზე მოძრაობა მიიღება მხოლოდ ორ შემთხეექვაში, 

სახელდობრ, იზოტროჰული ოსცილატორისა V=თ”, C>0) და კულონური პო- 

ტენციალისათვის ( 5-4, #> ი. ” 

სწორედ ესაა ბერტრანის თეორემა. 
შენიშვნა: სემოთ მიღებული ორივე ცნობილი პოტენციალისათვის შემობრუნების კუთხე 

ბი გამოვა #-ს რაციონალური ჯერადი. ამ გამოყვანაში, იგულისხმებოდა, რომ. საწყისი ჰი- 
რობები მხოლოდ ოდნავ იცვლებოდა წრიელი ორბიტის განმსისღვრელ პირობებთან შედარებით. 
აშკარაა, რომ ცნობილ პოტანის უბის გარდა შემობრუნების კუთხე. #-ს რაციონალური 
რიცხვი გამოვა სხე უცნაუ! სხის. მაჩვე კ როგორიცაა, მად ს, 7/9, 
#4 და ა.შ. ეს ეგზოტიკური ხარისხებიც დასაშვები გამოდის. მაგრამ საქმე ისაა, როს როცა 
საწყის პირობებს ძალიან ვცვლით, ამავე ძალებმა უჩდა მოგვცენ ჩაკეტილი. პერიოდული მო” 

  

  

       

  

  

  

    

  

           
       

რაობა. ამ კითხვაზე პასუხის გასაცემად განხილული უჩდა იყოს გადახრები, რომ სთვისაც 
ტეილორის M. კრივად გაშლი ში მეტი რიგის შესწარებებია გასათვალისწინებელი. სწორედ ეს 

სცაწყვიტა ჯ. ბერტრანმა 1873 ს. ესაა. მეტად მნიშენუდოვანი თეორიული 

შედეგი, რომლის მისაღებად საკმაოდ რთული მათემატიკური მანიპულაციებია ჩასატარებელი.   
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ვ 
ჩვენ მიერ მოყვანი: ლ. მტკიცებაში დიდი გადახრების გათვალისწინების მცდელობა მდბი- 

ეობს უსასრულო ენერგიის ღვრის განხილვაში. 
ნიშანდობლივია, რომ თეორემაში მიღებული შედეგი სამართლიანი აღმოჩნდა ბუნებაში 

კარგად ცნობილი ძალებისაოვის, როგორიცაა ჰუკის დრეკადობის” ძალა და მსოფლიო 
მიზიდულობის ძალა. · 

ასტრონომიული დაკვირვებები ცხადეოფენ. რომ ხილული ციური ობიექტები მოძრაობენ 
ორბიტებსე. რომლებიც პირველ მიასდოებაში „არიან. ჩაკეტილი. უმრავლესი მათგანისათვის 
ჩაკეტილი ორბიტისგან მცირე გადახ მიეწეროს სხვა ახლომდებარე ციური 
სხ გამოწვეულ. შეშფოთებებ! სანათი ბიტებ! ებე არა მარტო 
მსის სისტემის პლანეტებისათვის, არამედ ე.წ. ორმაგი აარ არარასრეაბაბთას რაც დადას- 
ტურებულია უამრავი გასომვებით. 

რაც შეეხება ჰუკის კანონს, ის ვერ გეექნება ყველა მანძილსე, რადგან ეს ნიშნავს ძალის 
უსასრულო “სრდას მანძილის მიხედვით. ჰუკის კანონი, როგორც ცნობილია, დაიკეირვება 
მდგრადი წონასწორობის მდებარეობიდან მცირე გადახრებისას და ასრულებს მნიშენელოვან 
როლს ნივთიერებათა აღნაგობაში. უკანას, ანელი 'ფარმოდგენების ნახმ. წ 
ზრდადი პოტენციალები უნდა განა: ტერიის ფუნდამენტალურ შემადგენლებს, ეწ. 
კვარკებს შორის არსებულ ურთიერთქმედებას. · 

თუ გრავიტაციულ ძალებს დავუბრუნდებით, უნდა აღვნიშნოთ, რომ საწყისი პირობე- 
ბის ძალიან ფართო არეში ჩაკეტილი ორბიტების არსებობა მიუთითებს იმასე, რომ გრავი- 
ტაციული ძალები ინარჩუნებენ თავის 

  

  

    

  

  

  

    
#1 ზასიათს ძალიან დიდ მანძილებზეც- თუმცა 

უკანასკნელ წლებში დაკვირვებულია, ს ს. აჩქარებული. გად მლის ახსნის 
გრთ-ერთი მექანიზმი მდგომარყობს არიი გრავიტაციული არერეგების ' შესუსტებაში 
და მანძილ“სე. დამოკიდებულების კანონის ცვლილებაში იმის გამო, რომ სამყაროს შეიძლება 
ჰქონდეს დამატებითი განზომილებები, რომლებიც ახლო (ჩვეულებრივ) მანძილებზე დაუმსერა- 
დია (6.CV2II, C.68ხმძიძ7C, M.ჩიიბC,, ჩხა/§. LCV6%. 8485, 208-2 (4 (2000). 

  

  

  

(VV- ვ. კეპლერის ამოცანა 

ცენტრალური სიმეტრიის ველების უმნიშვნელოვანესი მაგალითია 
ველები, რომლებშიც #, და »I, ნაწილაკებს შორის ურთიერთქმედების პოტენ- 
ციალური ენერგია (ანუ ეკვივალენტურად /# დაყვანილი მასის მქონე ნაწილაკის 

პოტეჩციალური ენერგია) უკუპროპორციულია მანძილისა, #, ხოლო სათანადო 

ძალები მანძილის კვადრატის, », უკუპროპორციულია. ასეთ მაგალითს განე- 

კუთევნებიაინ ნიუტონი მსოფლიო მიზიდულობის ველები და კულონური 
ელექტროსტატიკური ველი, რომელიკ გრავიტაციულისაგან განსხვავებით 
შეიძლება იყოს როგორც მიზიდვისა, ასევე განზიდვისა. 

ნაწილაკის კულონურ V=-< ველში მოძრაობის ამოცანას უწოდებენ 
(2 

კეპლერის ამოცანას. 
ჯერ განვიხილოთ ამოცანა მიზიდვის ეელში, როცა « არის დადებითი 

მუდმივი. 
-სოგადი განხილეის თანასმად გვაინტერესებს ნაწილაკის ტრაექტორიისა 

და სხვა მახასიათებლების მოძებნა შემდეგი ეფექტური პოტენციალით (ნახ. 41) 
” თ | 
V “+ 

» 2” 
  ; (V –8.I)



    
ნახასი 41 

ცხადია, რომ # სრული ენერგიისა და 1720 მომენტის ნებისმიერი 
დასაშვები მნიშვნელობისათვის » კოორდინატას შეუძლია მიიღოს მინიმალური 
მნიშენელობა, რაც განისაზღვრება §=VVC) განტოლებიდან და, ამრიგად, ერთ- 

ერთი ქვემოთ მოყვანილი გამოსახულებიდან 

თ 2ჩ/' 
=--“ I I+ II+““. V – 8.2. “ >. + | ( ) 

ამიტომ ნაწილაკის ტრაექტორიის განტოლებას მივიღებთ სოგადი (IV–- 
5.14) გამოსახულებიდან მასში (V – 8.1) -ის გათვალისწინებით 

I“, 
_.,? 2ი6+24%- L 

” V » 

მარჯვენა მხარეში ჩასმით #=+ და ტრივიალური გარდაქმნებით ინტე- 
3 

(V – 8.3) 

გრალი მიიყვანება სახეზე: 

  

” “ V _ ი ალელი ე 
M ჩან, > თ -( რ) 

| ყრი 
V”7 ! 

შემოვიტანოთ აღნიშვნები: 

2/L 1/%V. ბფ? 
ხ' = /7/. თ /. 

ჯაყ-8რ 
” 

რის შედეგად მიეალთ ცხრილის ინტეგრალის სახე'სე: 
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თ=- ხ-- = შაილ0§>- 
/ნ1 – 

თუ დავუბრუნდებით ძველ ცელადებს, მივიღე ებთ: 

  

#თ I" 
თ = 20005 -C==-==-- 

2#I” 
1+ ჯ 

#”თ 
საიდანაც ტრაექტორიის განტოლებას ჩავწერთ შემდეგი კომპაქტური სახით: 

წ2 
+ =1+ დ §005თ (V – 8.4) 

სადაც 
/: 

6= ა =-- – დ > (V – 8.59 

  

მიღებული (V –8.4) განტოლება არის ნ ა.ა კონუსური კვეთის ფოკალური გან- 
გოლები. ესაა ევორე რიგის მრუდის ისეთი განტოლება, როცა ს პოორდინატოა 

ქ ც ნხედება 0 ცენტრს, მიღებულია მრუდის ერთ–ერთი ფო- 
კუ სი. "ამასთან. '§ მუდმივს უწოდებენ მეორე რიგის მრუდის ექცენტრისიტეტს, 
პარამეტრი -ს თ ფოკალურ პარამეტრს. ჩებისმიერი კონუსური კვეთის ფოკალური 
არამეტრი ტოლია ფოკუსიდან მრუდის გადაკეეთის წერტილამ. უმა ლი 
პერპენდიკულარის სიგრძისა (6ახ.42). გადაკვეთის. წერტილამდე, აღმართული 

  

  
  
  

  

ნახასი 42 

წ სწვენ მიერ გიღებული ამონახსნი საესებით ეთანხმება წინა ჰპარა- 

გრაფებში სუსტად სინგულარული მისიდვის ველის შემთხვევაში ჩატარებულ 
თვისობრივ ანალიზს. ' მ მელ ემთხვევაში. ჩატარებულ 

· მართლაც (VI – 8.5) ექცენტრისიტეტის ფორმულიდან ნათელია, რომ 

ნაწილაკის ტრაექტორია კულონური მისიდეის ველში შეიძლება იყოს: 

ა) ჰიპერბოლა (§>1), თუ #>0,; 

ბ) პარაბოლა (<=)), თუ #=0; 

გ) ელიფსი (§<1), თუ 6<0; 
2 

დ) წრეწირი (”=0), რადიუსით +. თუ ნარ 
წლ



ორი ნაწილაკის ეკვივალენტურ ამოცანაში თითოეული ნაწილაკის 
ტრაექტორია იქნება მეორე რიგის ანალოგიური მრუდები, მელ ფოკუსი 
თაჩხედება მათ საერთო მასათა ცენტრს. 

განვიხილოთ უფრო დეტალურად ელიფსური მოძრაობა. მიღებული 
გამოსასულებების გამოყენებით შეგვიძლია წარმოვადგინოთ ელიფსის დიდი 

  

    

    

და მცირე ნახევარღერძები ამოცანის ძ დ ებლებ #,: და თ: 

' 4 =- 7? 2. V –8.6 
1-6. 216) ( , 

ი (I 
= = (V –8.7) 

VI - 61 +/2/48| 

  ე! დის გამოსათელელად ჩავატაროთ კეპლერის მე-2 კანონის (V– 
5.7) გამოსახულების ინტეგრაცია ორბიტასე ერთი სრული ბრუნვისათვის. 
აშკარაა, რომ მივიღებთ თანაფარდობას: 

/ჰ7=2/46, 
სადაც 5 არის ორბიტის ფართობი. ელიფსისათვის 5 = იხ და ზედა ფორ- 

მულების მიხედვით პერიოდისათვის ვიპოვით 

ჯ= 5 V – 8.8 “ 28" ( ) 

ანდა |”I ენერგიის გამორიცხვით დიდი ნახევარღერიძის (V –8.6) ფორმულიდან, 

  

  

საიდანაც 
2 2 L 4»“/ (V- 8.9) 

ი თ 
რაც კეპლერის მე-3 კანონს გამოხატავს. 

განვიხილოთ ახლა სისტემა “პლანეტა – მზე, რომლისთვისაც 

თ =CMM,, სადაც M, პლანეტის მასაა, ხოლო M,- მზის მასა. რადგან MI. >> M 

(ან თუ ავიღებთ, რომ »I, +თ და მსე უძრავია), ძალიან კარგი მიახლოებით 

შეგეიძლია ჩაეთვალოთ, რომ /#=», და 0=0ძ,, სადაც ძი, არის პლანეტის 

ელიფსური ორბიტის დიდი ნახევარღერძი. ეს მონაცემები შევიტანოთ (V – 8.9) 

ფორმულაში. მივიღებთ 

2 
საიდანაც ჩანს, რომ ო. შეფარდება ერთნაირია მზის სისტემის ყველა 

' 
პლანეტისათვის. 

თუ გვჭირდება მზის მოძრაობის გათეალისწინება (ანუ ის, რომ მზის თ 
მასა სასრულოა), უნდა ავიღოთ (იხ. პარაგრაფი (V – 4)) 

”M, IIწყმ 
ძია“ ი, = 

», +, ”, +, 

ამ დროს საძიებელი შეფარდება ტოლია 
1 3 

M | 1 _ 4#"/ წის 
ხოს აა. #M) ი თ „” 
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ანუ 

    
2 2 ს 2 

L ტევრი აი ეა2ი (V – 8.10) 
ძე CM, M CV; Mს 

აქედან ჩანს, რომ კეპლერის პირველი ორი კანონისგან განსხვავებით, 

რომლებიც მკაცრად სრულდება, მე -3 კანონი მიახლოებითია, თუმცა სრულდება 
მაღალი სიზუსტით. / ნაწილაკის უმცირესი და უდიდესი დაშორებანი ველის 

ი ცენტრამდე (ანუ მისი პერიცენტრის და აპოცენტრის კოორდინატები) განი- 
საზღვრება გამოსახულებებიი): 

ჩ - =+ ეი > =-ნ--ი-ი) » 

” == ' -+- > =0(0+4) 

რომელთა მიღება შეიძლებოდა აგრეთეე 8 =V,ც0) განტოლების ფესვებით (იხ. 

V– 7.2). 
როცა #>0 ნაწილაკის მოძრაობა კულონურ ველში ხდება ჰიპერბო- 

ლურ ტრაექტორიებზე, რომლებიც გარს უვლიან ველის ცენტრს (ნახ. 43). 

  

ნახასი 43 

ამ ტრაექტორიების ასიმპტოტებია 0M, და 0M, სხივების პარალე- 
ლური წრფეები, რომლებიც 0X ღერძთან ადგენენ კუთხეებს 

თ, =7 180005 
§ 

ხოლო ცენტრამდე უმცირესი მანძილი მოიცემა ასე: 
თ 

28 
და ბოლოს, როცა #=0, კონუსური კეეთის ექსცენტრისიტეტი §=1, ე.ი. მოძ- 

რაობა ხდება პარაბოლაზე, რომელსაც ასიმპტოტები არ გააჩნია. კუთხისთვის 

=ძ(--I), ი (V – 8.10 მ ფშ
. 

ო 

მიიღება რ, =#, ხოლო ჩ» =%. კულონურ ველში ინფინიტური მოძრაობის ეს 
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შემთხვევა რეალიზდება, როცა # ნაწილაკი იწყებს მოძრაობას უსასრულოდ 

დაშორებული წერტილიდან ნულოვანი საწყისი სიჩქარით V(0)=0. 
დასასრულ, განვიხილოთ /ტ# ნაწილაკის მოძრაობა გაჩზიდვის კუ- 

ლონურ ველში 

„იე“, (თ>თ (CV – 8.12) 
, 

როგორც უკეე ითქეა, ამ დროს მხოლოდ ინფინიტური მოძრაობაა 

შესაძლებელი დადებითი > 0 ენერგიით. სათანადო ტრაექტორიის განტო ლების 

მოსაძებნად კვლავ (V – 5.14) ფორმულას უნდა მიემ მასთან გ. ვლები 
არაფრით განსხეავდება მიზიდვის შემთხვევისაგან. საბოლოოდ მიიღება 

    

#6=-I+500§თ CV – 8.13) · 
სადაც ? და6 პარამეტრები განისაზღერებიან ძეელი ფორმულებით. 

მიღებელი განტოლება გვიჩვენებს, რომ განზიდვის კულონურ ველში 
ნაწილაკის მოძრაობის ტრაექტორია არის ჰიპერბოლა, რომელიც გადის ველის 
ცენტრის ახლოს, ოღონდ ახლა ველის 0ცენტრი თანხვდება ჰიპერბოლის გარე 
ფოკუსს (ნახ. 44) 

  

   

ყ 

„აჭ 
/ >» 

/ 2«, ს 

% ნლ. 

ააა ით 

ნახაზი 44 

მაგალითი 1: კოსმოსური სიჩქარეები 

დავუშვათ, რომ ”» მასის სხეულს, რომელიც იმყოფებოდა დედამიწის 

ცენტრიდან 7 მანძილზე, დროის რაღაც მომენტში მიაჩიჭეს სიჩქარე შა, რო- 

მვლიც თ) კუთხეს ადგენს მისი რადღიუს-ვექტორის მიმართულებასთან. რისი 

ტოლი უნდა იყოს საწყისი სიჩქარის ხე სიდიდე, რომ სხეული გადაიქცეს 

დედამიწის ხელოვნურ თანამგზავრად (დხთ) ან საპლანეტთაშორისო ხომალდად? 
(იხ.ნახ. 45) 

13)



ნახასი 45 

ამოხსნა: პირობიდან ნათელია, რომ ამოცანა დაიყვანება ფარდობითი 
მოძრაობის შესწავლაზე ორი ნაწილაკის სისტემაში (სხეული მასით »” და 
დედამიწა მასით #), რომლებიც ერთმანეთთან მოქმედებენ კანონით 

70=-5 
, 

ამიტომ შეგვიძლია ჩვენთვის ცნობილი ამოხსნები გამოვიყენოთ. 
ვიპოვოთ ჯერ ამ ამოხსნაში შემავალი პარამეტრები თ,#,,. როგორც 

  ცნობილია, გრავიტაციული მიზიდეის ძალა 2 დედამიწის ზედაპირზე (#- 

დედამიწის რადიუსია) #§-ს ტოლია ანუ 

CM = §ჩ? 
და სხეულის პოტენციალური ენერგია შეგვიძლია ასე ჩავწეროთ 

#ე=-%,  თ= „ი? 
(> 

ამიტომ დროის საწყის მომენტში სხეულის სრული ენერგია და მექანიკური 
მომენტი იქნება: 

2 > LC -2- | 
2 % 

1 = ახ, 510 თე 

თუ ამას გამოვიყენებთ ორბიტის ექსცენტრისიტეტისათვის, მივილებთ: 
2 

წ. _ 280 
      

  (> 5ი? თ 

(5 ჯა CV – 8.14) 

ახლა გავაანალიზოთ ეს შედეგი. შესაძლო ტრაექტორიები იქნება: 

# 
ჰიპერბოლა, თუ თ%>C, |. 

9 

ჯ” 
პარაბოლა, თუ Vხა-=ხ. I 

ი 
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#7 
ხე >ხ,.I–. 

#% 

წრეწირი, თუ Vხ.=ხ.I-, თ =2“ 

სადაც 96, = /9# =7,9 კმ/წმ; ხს, = -/297 = 7,9 კმ/წმ – არიან პირველი და მეორე 

კოსმოსური სიჩქარეები ზეღაპირთან. 

მაგალითი 2: იპოვეთ ფინიტური მოძრაობის ტრაექტორია ველში: 

„Vუ=-95-4 (=>0,8>0) 
.”» 

ამოხსნა: ამ ველში მოძრავი ნაწილაკის ეფექტური პოტენციალი ადვილად 
მიიყვანება შემდეგ სახეზე: 

1? 

  

თ –- 
რს ანაგოულე, სადაც 1 =7'7, 

ხოლო X#= I+24წ., ტრაექტ ს გამოსათვლელი ფორმულა ახლა ასე ჩაი- 

წერება (დაამტკიცეთ: 

4 17 
X= | =====--=, 

რააა 2% _ 
, 

საიდანაც ჩანს, რომ ნაწილაკის შესაძლო ტრაექტორიები მოიძებნება განტოლე- 
ბიდან 

    

#6 -I+2იი5ჯი, (V –8.15) M 

სადაც 

7=7LC 8=.1+–“ #2   

„თ #ფ? 

მიუხედავად ამ განტოლების გარეგჩული მსგავსებისა (V – 8.4) 
ამოხსნებოთან, მათ მიერ აღწერილი ტრაექტორიები საგრძნობლად განსხვაედე- 
ბიან და მით უფრო, რაც 7 განსხვავდება 1 – სგან. ეს განსხვავება განსა- 

კუთრებით ჩანს ფინიტური მოძრაობის (# <0) შემთხვევაში. ამაში დასარწმუნე- 
ბლად გამოვთვალოთ პოლარული დ კუთხის ნაზრდი »# კოორდინატის ცელი- 

ლების მთელი პერიოდის განმავლობაში. გამოთვლები აჩვენებს, რომ 

ვ რ >» 
„0 6-V,კC) ” 

თუ როგორი რიცხვი იქნება #», დამოკიდებულია ამოცანის პარამე- 
ტრებსე ყველასე ხშირად » რიცხვი ირაციონალურია და დიდად არ 

განსხეავდება 1I-სგან (როცა 2#7498 <<7?). ამ დროს მოძრაობა ხდება როზეტულ 

ტრაექტორიებზე – ნაწილაკი მოძრაობს ელიფსურ ორბიტაზე, რომელიც ნელა 
პრეცესირებს ველის ცენტრის მიმართ. 

ამ პრეცესიის სიჩქარეს ახასიათებენ სიდიდით: 
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როცა 2//8 <</?, მიასლოებიო ვპოულობთ: 

> -2# 

შევნიშნოთ, რომ ანალოგიური პრეცესიული მოძრაობა ელიფსური ორ- 
ბიტებისა დაიკვირვება აგრვთვე ველში 

რიული (თ=>0,ჩ>0) 

24,       თუკი 2//8 <</?. ამ დროს 

შენიშვნა: მცირე დამატებითი წევრები +6 ურთიერთქმედების პოტენ- 

ციალში შეიძლება გამოწვეული იყოს პლანეტაზე სსვა პლანეტების მხრივ 
სუსტი შეშფოთებით ან მსის ფორმის გადახრით ზუსტი სფეროსგან. 
ზემოთქმულიდან გამომდინარეობს, რომ ასეთი შეშფოთებები იწვეეს პლანეტის 
ორბიტის ნელ პრეცესიას მზის სისტემის მასათა ცენტრის მიმართ. პრეცესიის 
ყველასე მეტი სიჩქარე დაკვირებულია მზესთან უახლოესი პლანეტა მერკურის 
ორბიტისათვის (559974 საუკუნეში) კლასიკური მექანიკის კანონებზე დაყრდ- 
ნობით ჩატარებული გამოთვლები იძლევა მერკურის ორბიტების პრეცესიის სიჩ- 
ქარეს - 5557”,8 საუკუნეში. განსხვავება 42.56 ამ შედეგსა და დაკვირვებულს 
შორის ახსნა მხოლ დ ბის ზოგადმა თე: მ შეილ 

შევნიშნოთ აგრეთეე, რომ დიდი სიჩქარეების დროს ორბიტების პრეცე- 
სია შეიძლება განპირობებული იყოს რელატივისტური ეფექტებით. მაგალითად, 
რელატივისტური ელექტრონიკ წყალბადის ატომში იმოძრავებს როზეტულ 
ტრაექტორიებზე. 

  

(Vა. ლაპლას–რუნგე–ლენცის ვექტორი და კულონური ველის “ფა- 
რული” სიმეტრია 

სემოთ ნახსენები იყო ბერტრანის თეორემა, რომლის მიხედვითაც 
ჩაკეტილ ტრაექტორიებზე პერიოდული მოძრაობა ცენტრალური სიმეტრიის 
ველებში ხდება მხოლოდ კულონური და ოსცილატორული პოტენციალების 
შემთხვევაში. მაგრამ ეს თეორემა არ ხსნის თუ რატომაა გამოყოფილი ეს ორი 
პოტენციალი. 

ამ პარაგრაფში შევეცდებით გამოვარკვიოთ მიზეზი, თუ რითაა განპი- 
რობებული კულონური ველის ეს თავისებურება? აღმოჩნდება, რომ კულონის 

ამოცანაში გვაქვს კიდევ ერთი მოძრაობის ინტეგრალი. 
ამის გასარკვევად განვიხილოთ მოძრაობის განტოლება: 

ნ§=-VM0)=-VIVCX#, (V-9.1) 

  

სადაც და ჩ=/06=/”. 

გავამრ ავლოთ მოძრაობის განტოლება ეექტორულად იმპულსის მომენ- 

ტის ვექტორზე /: – =- 
|6XI1= –V'ოწXII (V-9.2) 
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ცხადია 

|- X 1|= წ» (3 X #5)I= #სწ-6)–იLC '”1= „ი -7) (V-9.3) 

ასე, რომ თუ ამას (V-9.2) –ში გამოვიყენებთ, 

|6X1|= –,/VIი-7)= „L- · | 

  

და რაკი 

1 ძი ”- წ 7.” 
სვ =-- წ, 

V” (2 , »# 
ამიტომ 

' # 5XI|= //72 4 ო2>> 
მარცხენა მხარე, 7 -ის შენახვის გამო მიიყვანება სახეზე: 

ჩ»XL=“ XII 
ი! 

ე.ი. გვქონია თანაფარდობა 

ძ. > “ ––I6X1 |=/(/71–- V-9.4 23 I6XI)- „9 CV-9.M 
ეხედავთ, რომ მარჯეენა მხარეში შეიქმნება დროის მიხედვით სრული წარ- 

მოებული, თუ V-ს გაწარმოებისას მნიშვნელში #” წარმოიქმნება. ეს კი მარტო 
| სხ 

კულონური პოტენციალ 0) დება   

”ალდ-- – VI) =%. 
(2 , 

ასე, რომ ამ შემთხვევაში მიიღება 

ძ( > “ %“ 5XII= „თ“- 
ი წ I “ი 

ანუ 
თ, - 2. 
+6»XII-/25 -0, 

საიდანაც ვასკენით, რომ ფრჩხილებში მოთავსებული ვექტორი ინახება, 

4=|6»! – თ = C0M! (V-9.5) 
ამრიგად, კულონური პოტენციალის შემთხვევაში გვქონია კიდევ ერთი 

შეჩახვადი ვექტორი. მას უწოდებენ ლაპლას – რუნგე – ლენცის ვექტორს. 
ადრე ჩვენ გავარკვიეთ, რომ შენახვის კანონები დაკავშირებულია რაიმე 

სიმეტრიასთან კოორდინატების (და დროის) გარდაქმნების მიმართ. ქვემოთ, ჰამ- 
ილტონის ფორმალიზმის განხილვის დროს კელავ დავუბრუნდებით ამ პრობლე- 
მას და ვნახავთ, რომ ამ შენახვადი ვექტორის არსებობა დაკავშირებულია 
ლორენცის გარდაქმნასთან და 3-განსზომილებიან სივრცეში არავითარი გარდაქმ- 
ნების მიმართ ინვარიანტობას არ შეესაბამება. ამიტომ ხშირად ამ შემთხვევას 
უწოდებენ “ფარულ” სიმეტრიას, რომელიც ახასიათებს მარტო კულონის ამოცა- 
ნას. 

უკვე ვიცით, რომ ყოველი შენახვის კანონი საშუალებას გვაძლევს 
ცვლადთა რაოდენობა შევამციროთ და ამოცანა უფრო დაბალგანზომილებიანზე 
დავიყვანოთ. ცენტრალურმა სიმეტრიამ – ბრუნვების მიმართ ინვარიანტობამ– 
მოძრაობის ვექტორულ განტოლებებში ცვლადთა განცალების და ნაწილი მათ- 
განის აცილების საშუალება მოგვცა. ასე მაგალითად,



ს). მომენტის შენახვიდან (რაც ბრუნვის მიმართ ინვარიანტობას შეევსა- 

ბამება) მივიღეთ, რომ მოძრაობა ხდება სიბრტყეში. ამით ავიცილეთ ერთ-ერთი 
კუთხური ცელადი სფერულ კოორდინატებში. 

2. მომენტის მოდულის შენასვიდან კიდევ ერთი ცელადი – პოლარული 
კუთხე განვაცალეთ და ამრიგად, ამოცანა მარტო რადიალურ L ცელადზე დავიყ- 
ქანეთ, 

3). ენერგიის მუდმივობის კანონმა უკვე რადიაღურ ცვლადებში ჩაწერილი 
გამოსახულებიდან მოძრაობის განტოლების რიგი დაგეაწევინა, რის შემდეგაც 
განტოლება ამოიხსნა უბრალო კვადრატურებში. 

ახლა გეაქეს კიდეე ერთი ახალი შენახვადი სიდიდე კულონის ამოცან- 
ისთვის. ხომ არ გამოიწვეეს ეს რაიმე დამატებით გამარტივებას? 

ამის გასარკვევად შევისწავლოთ 4 ეექტორის ზოგიერთი თვისება: 

ა) აშკარაა,რომ ს .4)=0, ანუ 4LI და ძევს ორბიტის სიბრტყეში. 
მისი მიმართულება ემთხვევა ველის ცენტრის ტრაექტორიის პერიცენტრთან 
შემაერთებელ წრფეს (ნახ. 46). 

  

  

  
ნახაზი 46 

ბ.ე ახლა გავამრავლოთ 4 სკალარულად #-სე და ერთდროულად შე- 

მოვიყვაჩოთ თ კუთხე 4 და (2 ვექტორებს შორის, მიიღება 

»4005თდ =1? – ,(თ“, საიდანაც 

ანუ 
ი 

'ლეეშრიოლთლ, V-9.6 
” 1+§60§50 ს ) 

2 
სადაც ჩ-2 ემთხვევა ორბიტის პარამეტრს, ხოლო §-ით აღვნიშნეთ სიდიდე 

§=-, (V-9.7) 
თ/ 

რომელიც, როგორც ქეემოთ გამოჩნდება, ემთხვევა ორბიტის ექცენტრისიტეტის 
ცნობილ გამოსახულებას. 
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ამისათვის გავიხილოთ რუნგე-ლენცის ვექტორის კვადრატი: 

4= ნ»II +თ“/? -26XI.7თV = ი! – (6-1)+თ?/ – 2,ყ/7=-= M 
2? =2,/ ჩ 2“), ა.ა 

# (> > +C # 

(4 

გამოვიყენოთ სრული ენერგიის გამოსახულება 6=1--2 და გავითვალის- 
V/" #" 

წინოო 4”-ის გამოსახულებაში. მიიღება 

4“ = 2/)ნI? + თ'/! 
ანუ 

  

რაც ემთხვევა 8 ექცენტრისიტეტს. 
ამრიგად, დამატებითმა მოძრაობის ინტეგრალმა საშუალება მოგვცა 

მიბველო ტრაექტორიის განტოლება ალგებრულად, მოძრაობის განტოლების 
ამოხსნის გარეშე. 

ვიცით, რომ ყოველი მოძრაობის ინტეგრალი მექანიკური ამოცანის 
ამოხსნას ამარტივებს. ამიტომ მოძრაობის ინტეგრალების მოძებნას დინამიკის 
ამოცანების გადასაწყვეტად უდიდესი მნიშენელობა აქვს. როგორც “უკვე ითქვა, 
ამ საკითხს კიდევ დავუბრუნდებით ქვემოთ ჰამილტონის ფორმალიზმის განხილ- 
ქისას, სადაც ამ შენახეადი სიდიდის ფიზიკური მნიშვნელობა უფრო ნათლად 
გამოიკვეთება. 

(V-10. ნაწილაკთა გაფანტვის კლასიკური თეორიის ელემენტები 

ნაწილაკთა დაჯახების ამოცანის დასმა. ჩვეულებრივ ნაწილაკთა და- 

ჯახების შესახებ ამოცანა ასე ისმება: I, მასის ერთნაირ ნაწილაკთა ერთგვა- 
როვანი კონა 9. სიჩქარით უსასრულოდ დიდი მანძილიდან ეცემა სამი'ხნე #I, 
მასის ნაწილაკების რაიმე ერთობლიობას, რომელიც უძრავია ე.წ. ლაბორატო- 

რიული სისტემის მიმართ. დაცემული ნაწილაკების სამიზნე ნაწილაკებთან 
ურთიერთქმედების შედეგად ხდება მათი გაფანტვა. საწყის (დაჯახებამდე) და 
საბოლოო (დაჯახების შემდეგ) მდგომარეობათა ისეთი კონფიგურაციები 
განიხილება, როცა ნაწილაკები ერთმანეთისგან იმდენად შორსაა, რომ მათ შო- 
რის. ურთიერთქმეჯება "შეგვიძლია უგულებელვყოთ. შემდეგ ნაწილაკები ისე 

ნ, რომ უ ერთქმედება 'ეკვე იჩენს მასა და თანდათანობით 
სააიაბი ტიარა ხდება. ამის გამო. ნაწილაკები გ. პირველი 

(სწორხაზოვანი) მიმართულებიდან. შემდეგ ნაწილაკები კვლავ შორდებიან ერთ- 

მანეთს, მათ "მორის კელაკ მცირდება და ბოლოს მისი 
უგულებელყოფა შეიძლება. ამის შემდგომ ნაწილაკები კვლავ წრფივად და თა- 

ნაბრად მოძ, ბენ თუ ცნობილ ” და თე ნაწილაკებს “მორის 

ერთქმედების კანონი, მოითხოვება განისაზღვროს #, ნაწილაკების რაოდე- 
ნობა, რომლებიც გაიფანტება დროის ერთეულში ძი, სხეულოვან კუთხეში და 
აგრეთვე #, ნაწილაკების დენობა, მლებიც იმავე დროში გაიბნევიან თ), 

სხეულოვან კუთხეში, 
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დასმული ამოცანის გადაწყვეტა საგრძნობლად გამარტივდება, თუ და- 
ცემულ ნაწილაკთა და სამიზნე ნაწილაკთა ერთობლიობა საკმარისად გაიშვი- 
ათებულია. ამ შემთხვევაში ერთი და იგივე სახის ნაწილაკებს შორის 
უროიერთქმედება შეიძლება არ მიეიღოთ მხედეელობაში და ნაკადის ნაწილაკთა 
დაჯახება სამიზნეს ნაწილაკებთან ჩავთვ ერთჯერადად. ეს სამუალებას 
გვაძლევს ჩამოყალიბებული ამოცანას დავიყვანოთ ნაკადის თითოეული 
ნაწილაკის ერთ სამი%ნე-ნაწილაკთან ერთჯერადი გაფანტვის ამოცანაზე, ე.ი. 
», და M, მასის ურთიერთქმედი ნაწილაკების ინფინიტური ფარდობითი მოძ- 
რაობის ამოცანაზე ანუ ფიქტიური #„, ნაწილაკის M/(,) ძალთა რცენტრის მი- 
მართ მოძრაობაზე. ძალთა ცენტრთან დაკავშირებულ ათვლის სისტემას უწოდე- 
ბენ მასათა ცეჩტრის ანუ C- სისტემას. 

  

# ნაწილაკის გაფანტვის ეფექტური განიეკვეთი. განეიხილოთ ძალთა 

უძრავი 0 ცენტრის მიერ /, ნაწილაკთა კონის გაფანტვა მასებით ც--95. 
” +7M% 

და ი, სიჩქარეებით (გავისსენოთ, რომ ფიქტიური ,„, ნაწილაკის სიჩქარე უნდა 

ემთხვეოდეს რეალური #, და #,ე ნაწილაკების ფარდობით ნ, 0, სიჩქარეს და 

განსახილავ შემთხვევაში უდრის ხ,-ს) დავუშვათ, რომ /# ნაწილაკის პოტენ- 
ციალური ენერგია მიისწრაფვის 0 – სკენ, როცა ”–+Cთ. ამიტომ მისი სრული 

თხ: >   ენერგია ჩაეწეროთ # = სახით. 

# ნაწილაკოა ნაკადი დავახასიათოთ მისი ინტენსიურობით (ან 
სიმკვრივით) #, ე.ი. ნაწილაკთა რიცხვით, რომლებიც გადიან დროის ერთეულში 
კონის პერპენდიკულარული ერთეულოვანი ფ ბის განივკვეთში, რომელიც 

მოთავსებულია ძალთა ცენტრიდან საკმაოდ დიდ მანძილზე. მისი განზომილებაა 
LM) =ნაწილაკოა რაოდენობა/სმ?.წმ. 

/ ნაწილაკის ძალთა 0 ცენტრის მიერ გაფანტვა ხდება ჰიპერბოლური 
ტიპის ტრაექტორიის გასწვრიე (ნახ. 47). ამ ნახასზე გამოხატულია ორი 

# ნაწილაკის ტრაექტორია იმ შემთხეევისათვის, როცა MC) არის განწზიდვის 

ველი. 

  

        

| 
ჯ L 

  

II
I 

III
III

II 

ნახა'სი 47 

თითოეული /# ნაწილაკის ტრაექტორია სხა! დება ორი სიდიდ სამ- 

იზნე 2 პარამეტრით და გაფანტვის ჯ კუთხით, 
ნაწილაკის სამი“სნე პარამეტრი ეწოდება უმოკლეს მანძილს, რომელზეც 

ჩაუვლიდა ნაწილეაკი სამიზნეს (გავანტვის ცენტრს), ძალთა ველი რომ არ ყო- ' 
ფილიყო. 
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/, ნაწილაკის გაფანტეის კუთხე ჰქვია კუთხეს ამ ნაწილაკის ტრაექტო- 

რიის ასიმპტოტებს "შორის. (ეს კუთხე იმაეე დროს არის რეალური M#, და #, 

ნაწილაკების გაფანტვის კუთხე C- სისტემაში), 2 და ჯ პარამეტრებს შორის 
არსებობს ფუნქციონალური დამოკიდებულება #0 = %7), ამასთან წარმოებული 

%. როგორც წესი, უარყოფითია. ამის მიხვედრა ადვილია, თუ გავითვალის- 

წინებთ, რომ ” პარამეტრის გაზრდის დროს ნაწილაკზე გამფანტავი ცენტრი 
ნაკლები ძალით იმოქმედებს. ამის გამო გადახრის ჯ კუთხეც შემცირდება. 

ცენტრალური სიმეტრიის ველში გაფანტვის პროცესი ეერ დაარღვევს 
თავდაპირველი ნაკადის აქსიალურ (ღერძულ) სიმეტრიას. ამიტომ გაფანტვის 
სურათი აბსოლუტურად ერთნაირი იქნება ნაკადის მიმართულების მართობულად 
გადამკვეთ ნებისმიერ (ყველა) სიბრტყეში. აქედან გასაგებია, რომ (2,7+47) ინ- 
ტერეალში 2 კუთხეზე შეიძლება გაიფანტონ მხოლოდ ის ნაწილაკები, რო- 

მელთა სამიზნე პარამეტრი # მოთავსებულია (2,0+ძი) ინტერვალში. ამიტომ 
/, ნაწილაკთა საძ ებე. დენ , მლებიც დროის ერთეულში გაიბნევიან 

#2 კუთხეზე (#,72+ძ7) ინტერვალში, ტოლი იქნება ნაკადის # სიმკვრივის ნამ- 
რავლისა 2 და 0+ძი რადიუსებიანი წრეწირებით შემოსასღვრული რგოლის 
ფართობზე, ე.ი. 

  

ძM = ».2”იძი (V-10.L) 
მაგრამ ეს ძMV რიცხეი მოუხერხებელია გაფანტვის პროცესის დასახ- 

ასიათებლად, რადგან დამოკიდებულია დაცემული ნაკადის სიმკვრივეზე. ამიტომ 
იM-ის ჩაცვლად შემოაქვთ შეფარდება: 

ძთ= 9» = 2#XCI (V-L0.2) 
” 
    სიდიდეს ძთ, მელსაც აქვს ფ ბის გაჩსომილება, უწოდებენ 

გაფანტვის დიფერენციალურ განივკვეთს. ის განსასღრავს / ნაწილაკთა ფარ- 
დობით რიცხვს, რომლიც გაიბნეევა დროის ერთეულში გაფანტეის კუთხის 

უსასრულოდ მცირე (#,7+ძ7)ინტერვალში. გაფანტეის ეფექტური განივკვეთი 
ძთ მთლიანად განისაზღვრება გამფანტავი 7/CV) ეელით და ამიტომ გაფანტეის 
პროცესის უმნიშენელოვანეს მახასიათებელს წარმოადგენს. სწორედ მისი გა- 
ზომვა ხერხდება ექსპერიმენტალურად. 

თუ # და ჯ პარამეტრებს შორის კავშირი ურთიერთცალსახაა (რასაც 
ყოველთვის აქვს ადგილი, როცა გაფანტვის ჯ კუთხე არის 0-ს მონოტონურად 
კლებადი ფუნქცია), მაშინ გაფანტვის დიფერენციალურ განიეკვეთი შეგვიძლია 
ასე წარმოვიდგინოთ: 

ძთ= შიც)“ მიი (64 '“ (V-10.3) 

ანუ 

ძთ = IMC,)27510 XIX, (V-10.4) 
სადაც 

ი ძი9_ 2 #% 
§)ი7 ძ. ფი-7!'ძ; 

თუ /#() ფუნქცია მრავალსახაა, მაშინ ამ ფორმულის მარჯვენა 

(V-I0.5) 

  

  
“ წ 

მხარეში უნდა ავიღოთ 204 გამოსახულებათა ჯამი ამ ფუნქციის ყველა 

შტოსე. 
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MC) ფუნქციის ფიზიკური შინაარსის გასარკეევად (V-10.40 გამოსახ- 

ულებაში გაფანტვის ბრტეელი ძ7 კუთხიდან გადაეიდეთ სხეულოვანი კუთხის 

ელემენტზსე, რთ) = 2#51ი 22ჯ, რომლითაც 0 ცენტრიდან ჩანს ერთეულოვანი რა- 
დიუსის სფეროს ზედაპირის უსასრულოდ მცირე ელემენტი, რომელსაც ამოჭრის 
კონუსები 2» და 2(7+ძ7;) გაშლის კუთსით. ამ შემთხეევაში ზედა ფორმულები 
მიიღებენ სახეს: 

თ2 

    
ძთ = 420190 ი (V-I0.6) 

5)ი ჯIთ» 

და 

ძთ Iფ)=““ V-10.7 (2) 70 ( ) 

ამრიგად, #C>) ფუნქცია განსაზღვრავს დროის ერთეულში ერთეულოვან 
სხეულოვან კუთხეში გაფანტული ნაწილაკების ფარდობით რიცხვს. ამასთან, თუ 
გავითვალისწინებთ, რომ გაფანტეის ეფექტური კეეთა არ არის დამოკიდებული 
დაცემული ნაწილაკების ნაკადის სიმკერივესე, #(C2)ძილ,ა სიდიდე შეგეიძლია გა- 
ვიგოთ, როგორც ცალკეული ნაწილაკის ძი სხეულოვან კუთხეში გაფანტვის 
ალბათობა, ხოლო #(C>) ფუნქცია – როგორც ამ ალბათობის სიმკვრივე. 

თუ გაფანტვის >; კუთხე შეიძლება იცვლებოდეს (0,#) ინტერვალში, მა- 
შინ ადგილი აქვს შემდეგ ტოლობას: 

ი'C) =2|”ცფ)9ი 24» (V-10.8) 

ამაში ადვილად დავრწმუნდებით, თუ გავიხსენებთ, რომ ტ#(»)=0 (ცენ- 

ტრალური დარტყმისას 0=90 და ჯ=X#) და გამოვალთ (V-10.5) ფორმულიდან. 
დიფერენციალური კვეთის გარდა ხშირად გვაინტერესებს სრული 

ეფექტური განივკვეთი, რომელიც "შეიძლება მივიღოთ (V-10.3) ან (V-10.4) გა- 
მოსახულებების ინტეგრაციით ჯ კუთხის ყველა მნიშვნელობებისათვის, ე.ი. 

თ=2# I” C)ზი ,ძ; (V-10.9 
გაფანტვის სრული განიეკვეთი ტოლია დროის ერთეულში ყველა მი- 

მართულებით გაფანტული ნაწილაკების საერთო რაოდენობის შეფარდებისა და- 
ცემული ნაკადის ” სიმკვრივესთანრ. იმ შემთხვევაში როცა გამფანტავ 
ცენტრთან # ნაწილაკის ურთიერთქმედება შეგვიძლია უგულებელეყოთ რაღაც 

#=// მანძილიდან დაწყებული, სრული კვეთა გამოდის 

თ=»წ„ (V-I0.10) 
„ყ„ სიდიდეს უწოდებენ ურთიერთქმედების ეფექტურ რადიუსს. 

შენიშვნა: ზემოთ მოყვანილ ფორმულების მიხედვით ვადგენთ, რომ (იხ. მაგ. 
(V-10.2)) სრული განივკვეთი ასე მოიცემა 

თ= Iთ =2# იძი 

სადაც ინტეგრება ახლა ვრცელდება ყველა სამისნე მანძილსე, რომლებისთ- 

ვისაც ხდება თუნდაც რაიმე გაბნევა. ამიტომ VV) პოტენციალური ენერგია 
რომც ეცემოდეს # –ის სრდით რაგინდ სწრაფად, მაგრამ არ გადაიქცევა ზუს- 

ტად 0-ად რაიმე #-დან დაწყებული, მაშინ სრული ეფექტური განივკეეთი გა- 
მოდის უსასრულო, ქ-ი. კლასიკურ მექანიკაში სრული ეფექტური განიეკვეთი 

განშლადია. , 
ფისიკურად ეს შედეგი პარადოქსალურია: წარმოუდგენელია, რომ გა- 

ფომვეებზე დამყარებულ მეცნიერებაში რაგინდ მცირე სიდიდეს შეეძლოს მოგ- 
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ეცეს "შედეგები, რომლებიც პრინციპულად განსხვავდება ზუსტად ნულოვანი 

მნიშვნელობიდან, მიღებულისგან. 
  ა დან გამოსავლის ძიებისას ხშირად მოყავდათ არგუმენტაცია, 

რომ საკმაოდ სწრაფად კლებადი პოტენციალებისათვის დიდი სამიზნე პარამე- 
ტრებისას გაფანტვა მოხდებ ენად მცირე კუთხეებზე, რომ ცდაზე მათი   

გარჩევა დაცემული ნაკადის ნაწილაკებისაგან შეუძლებელი იქნებოდა. ამიტომაც 
ცდაზე გაზომილი სრული კვეთა აღმოჩნდებოდა სასრულო. მაგრამ ის, რომ 
ფიზიკური სიდიდის მნიშვნელობა არსებითად გახდებოდა დამოკიდებული ექ- 
სპერიმენტებსს სისუსტეში მიღწეულ პროგრესზე, კელავაც არადამაკმაყო- 
ფილებლად გამოიყურება მხოლოდ კვანტურმა მექანიკამ გამოამჟღავნა, რომ 
ზემოთ მოყვანილი განურჩევლობა ძალზედ მცირე კუთხეებზე გადახრილი 
ნაწილაკებისა და გაუბნეჟველ ნაწილაკებს შორის ხელსაწყოს “ბრალი” კი არ 
არის, არამედ ფუნდამენტურ ხასიათს წრით წამია კვანტურ მექანიკაში 

აღმოჩდა, რომ ჩელა კლებადი VVC) პოტენც. გ ელილი სრული 
კვეთა სასრულო შედეგს იძლევა! 

  

(V-ს). /ც0=/X7) ფუნქციონალური დამოკიდებულების შესწავლა. 
გაფანტვის შებრუნებული ამოცანა 

გაფანტესს დიფერეჩციალური განივკვეთის გამოთელა, როგორც 
ვნახეთ, დაიყვანება 2 სამიზნე პარამეტრის გაფანტვის ჯ კუთხეზე დამოკიდე- 
ბულების განსაზღვრაზე. ამ მიზნით განვიხილოთ რაიმე /„, ნაწილაკის გაფანტ- 

ვის ტრაექტორია (ნახ. 48) 

   
ნახაზი 48 

ვიცით, რომ ცენტრალური სიმეტ! ეელში ნაწილაკის ტრაექტორია 
სიმეტრიულია მისი 07” აფსიდის მიმართ. თუ ამ წრფესა და დაცემული ნაკადის 
მიმართულებას შორის კუთხეს აღვნიშნავთ თა--ით, მაშინ გაფანტვის ჯ კუთხე 

ასე წარმოიდგინება 

  

»=+732რ, (V-II.I) 
სადაც ზედა ნიშნები ეთანადება განზიდვის, ხოლო ქვედა – მიზიდვის ველებს. 

თვით რთ კუთხე განისასღვრება "შემდეგი ინტეგრალით 

(V –LI.2) 

 



აქედან ჩანს, რომ გაფანტეის კუთხე დამოკიდებულია სრულ ენერგიაზე 

და იმპულსის მომენტზე, ეი. ჯ# =7X(ნ,,). ამიტომ %ედა (V-II.1), (V–1I1.2) 

თანაფარდობებით არაცხადი სახით განისაზღვრება 2-7) დამოკიდებულებაც. ეს 
კავშირი უფრო აშკარა რომ გავხადოთ, იმპულსის მომენტი გამოვხატოთ და- 

ჯახების პარამეტრით. 48-ე ნახაზიდან ნათელია, რომ 

1 = #0? 501C = /(ხ„0 (V –11,3) 

გარდა ამისა, ეიცით, რომ 

ცხ. =--2> V –11. 4 2 ( ) 

ამის გათვალისწინებით ეპოულობთ: 
+ " 

424 ==,  Cით%_ (V – I1.5) 

    
/# 

სადაც ზედა ნიშანი ჯ-ს წინ შეესაბამება განსიდეის ველებს. სწორედ ამ 

ნაფარდობით განისაზღვრება 2) ფუნქციონალური დამოკიდებულება. 
(V-11.5) თანაფარდობა სრულდება #/# ნაწილაკის მოძრაობისას სუსტი 

  

სინგულარობის მისიდეის ველებში MC) =-<– თ <2) და განზიდვის ნებისმიერ 
» 

ველებში XV) = «+ თ>თ. 
” 

მხოლოდ ამ შემთხვევებში (V-1I.5) თანაფარდობიდან მიიღება ცალსახა 
დამოკიდებულება #= 2(ჯ). მიზიდვის ველებში, როცა #>2, ადგილი აქეს ორ- 

ბიტირების ეფექტს ანუ /# ნაწილაკის ტრაექტორიის ჩახეყვას, როგორც ალ- 

ნიშნული იყო (V – 7) პარაგრაფში. ამ ეფექტის გათვალისწინებას მივყავართ 
ი0(7) ფუნქციის არაცალსახობასთან და ამ დროს განივკვეთის გამოსათვლელი 
სოგადი ფორმულა ასე უნდა ჩავწეროთ 

9თ #2, (7) ““-2 წ V –11. 6, მ» 260 2» ( ) 

სადაც აჯამვა ხდება მრავალსახს /4(7) ფუნქციის ცალკეული შტოების მიხედ- 
ვით. · 

შევნიშნოთ, როიმ ზოგჯერ /ტ(2) დამოკიდებულების განსაზღვრა 

შესაძლებელი ხდება (V-II.59 ფორმულის გარეშეც, წმინდა გეომეტრიული მო- 
საზსრებებით (ამის მაგალითი მოყვანილი იქნება ქვემოთ). 

ამრიგად, ჩვენ მივიღეთ ,„: ნაწილაკთა ნაკადის გაფანტვის დიფერენ- 

ციალური განიგკვეთის გამოსათვლელი ფორმულები (V – 11. 3) და (V–-11, 5). თუ 

ამ ფორმულებში ჩავატარებთ შეცელას 

ს/ი, 712630 

მაშინ ისინი განსაზღვრავენ მცირე #M მასის ნაწილაკის გაფანტვის განივკ- 
ვეთს ,>># მასის უძრავი სამიზნის ნაწილაკზე. აქედან რომ მივიღოთ გაფანტ- 

ვის მაკროსკოპული განივკვეთი 2 (ანუ იმის ალბათობა, რომ ცალკე აღებული 

” ნაწილაკი დროის ერთეულში გაიფანტება ნებისმიერი 0 კუთხით დაცემული 

ნაკადის მიმართ, როცა გაივლის / ნაწილაკებისაგან შედგენილ გამბნევთა IL სმ 

სისქის ფენას) საკმარისია (VI –10, 90) სრული კეეთის ფორმულა გავამრავლოთ 1 

სმ? –ში მოთაესებული სამიზნე ნაწილაკთა M რიცხეზე, ე.ი. 
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9,=2MV I M(9)5Iი 90 (V –11.7) 
გაფანტეის პირდაპირ ამოცანასთან ერთად ხშირად წარმოიქმნება 

გაფანტვის შებრუნებული ამოცანის ამოხსნის აუცილებლობა, ე.ი. გამფანტავი 
VC) პოტენციალის სახის აღდგენის ამოცანა ნაწილაკთა დრეკადი გაფანტვის 

ექსპერიმენტული მონაცემებიდან. 
განვიხილოთ უმარტივესი ამოცანა – ჩაევთეალოთ, რომ საძიებელი პო- 

ტენციალი VC) არის განზიდვის ხასიათისა და #-ის მიხედვით მონოტონურ 
ფუნქციას წარმოადგენს, რომელიც ნულისკენ მიისწრაფვის, როცა ”-+Cთ. 

შევნიშნოთ, რომ გაფანტეის ექსპერიმენტებში, რომლებიც ტარდება / 
მომენტის მოცემული ფიქსირებული მნივნელობისათვის, განისაზღვრება დიფერ- 
ენციალური განიეკვეთების დამოკიდებულება სრულ #ჩ ენერგიასა და გაფანტვის 

წ» კუთხესე ანუ ფუნქცია ჩთ6)=9C. ამასთან ჯ(”) დამოკიდებულება 

შეიძლება განვსახღროთ I/(#,წ) მრუდების რაიმე ოჯახის გადაკეეთის წერ- 

ტილების მიხედვით (#ჯ,#) სიბრტყეზე !=იი”! წრფესთან. მრუდების ასეთი 
ოჯახი განისასღვრება განტოლებით 

” 
(წ. =2/(5 II (თ ნ)ყსი 2ძX, 

  

წ 

რაც გამომდინარეობს (V –10. 8) თანაფარდობიდან. 
საძიებელი VVC) პოტენციალის განსაზღვრისათეის მოცემული 2(ჩ) და- 

მოკიდებულებით გამოიყენება (V–11.2) განტოლება, რომელიც ასე გადავწეროთ 

#- 7(9)2-ლ 

“ი 2, (> წრ 
ცხადია, IV V)-იც არის #-ის მონოტონური მია ამიტომ უნდა არსე- 

ბობდეს #. ი თ)-ის შებრუნებული ცალსახა ფუნქცია /XI//). (ნახ. 49), 

#IV) 

  (V– II.8) 

ნახა'სი 49 

(V–-11.8) – ში გადავიდეთ ახალ დამოკიდებულებახე VV დამოუკიდებელი 

ცელადისა. მივიღებთ 
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(V –11,.9 

ეს თანაფარდობა წარმოადგენს აგრეთვე აბელის ინტეგრალურ გან- 
ტოლებას. მისი შექცევა არაფრით არ განსხეავდება ერთგანზომილებიანი მოძ- 
რაობს შესწავლისასს გამოყენებული მეთოდისაგანი მოვიყვანოთ მხოლოდ 
საბოლოო შედეგი 

  
    

1 _ _ #V2# IC – 2C5)M5 · თე“ 27 ქ ე -> (V – 11.10) 

ამრიგად, თუ გვეცოდინება 2(M), შეგვეძლება ვიპოვოთ #» როგორც Vყკ- 

ის ფუნქცია და განვსასღეროთ საძიებელი MC) ფუნქცია, როგორც სხვაობა 
? 

V=VX, თ-–- ამ მეთოდის ნაკლი ისაა, რომ რთულია ნაწილაკთა გაფანტ- 
#“ 3 

ვის ექსპერიმენტის ჩატარება, როცა იმპულსის მომენტი ფიქსირებულია, ? = იიჩწ/. 
გაცილებით უფრო ადვილია მივიღოთ ექსპერიმენტული მონაცემები გაფანტვის 

ეფექტური განივკვეოის ჯ კუთხეზე დამოკიდებულებისა მოცემული # ენერ- 
გიით ეს ამოცანა გადაწყვიტა ო.ფირსოვმა 1963 წელს და მოყვანილია ამო- 
ცანის სახით ლანდაუსა და ლიფშიცის სახელმძღვანელოში (გვ. 7). 

ამოცანა აღადგინეთ გამფანტავი ველის M/0) პოტენციალის სახე 
ეფექტური განივი კვეთის გაფანტვის კუთსეზე დამოკიდებულების მიხედვით 

ფიქსირებული # ენერგიის დროს. ჩათვალეთ VC) #-ის მონოტონურად კლებად 

ფუნქციად (გაჩზიდვის ველი). ამასთან M#(01> #, 7CC)=0. 

ამ ამოცანის ამოხსნაც მიიყვანება აბელის ინტეგრალურ განტოლებაზე, 
რომელიც შეისწავლება სტანდარტული მეთოდებით (იხ. II.) 2IIმუ,, MM ისთ, 
10000IVM60X39 00M3IVMX2. 1.1, M0C0X9IMIM2. გვ-7), აგრეთვე .ILIხI010V.1600#% იმი”ლიშIMVI9 

80MIM # კ0C”MI. გვ 137). 
დაბოლოს, შევნიშნოთ, რომ კლასიკურ მექანიკაში ჩაწილაკთა გაფანტ- 

ვის ამოცანა განსაკუთრებით მარტივად ყალიბდება კანონიკურ ფორმალიზმში 
ჰამილტონ-იაკობის განტოლების ბაზაზე, რასაც შემდგომ განვიხილავთ.   

(V – 12). რეზერფორდის ფორმულა 

კლასიკურ მექანიკაში გაფანტვის ეფექტური განივკვეთის გამოთვლის 

უმნიშვნელოვანესი შემთხვევა არის გაფანტვა კულონური ძალების მოქმედებით. 
განსაკუთრებული ყურადღება ამ შემთხვეეისადმი გამოწვეულია 3 მთა- 

ვარი მიზეზით ჯერ-ერთი, თვითონ კულონური ურთიერთქმედება მიკ- 

რონაწილაკთა სამყაროში თვალსაჩინო როლს ასრულებს. მეორე, ეს გახლავთ 

ერთ-ერთი კერძო შემთხვევა უამრავთაგან, როცა ეფექტური განივკვეთის გა- 

მოთვლისათვის საჭირო ინგრადიენტები გამოითვლება ცხადი სახით და მესამეც, 

კულონური ურთიერთქმედება იძლევა სასიამოვნო სიურპრისს – აღმოჩნდება, 
რომ კლასიკურ მექანიკაში ამ შემთხვევისათვის გამოთვლილი განივკვეთის 
ფორმულა ინარჩუნებს თავის სახეს კვანტურ მექანიკასე გადასვლისას (ოღონდ 
თუ გაბნეული და გამბნევი ნაწილაკები არ არიან იგივერჩი) დაბოლოს, დროა 
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გავისსენოთ, რომ რეზერფორდის 191) წლის ექსპერიმენტებში სწორედ ეს ამო- 
ცანა წარმოიქმნა, რომელმაც საფუძველი დაუდო ატომის ბირთვის აღმოჩენას. 
თუ არა ზემოთ ჩამ ეისებურებანი კულონის ამოცანისა, ალბათ 
ატომბირთვის აღმოჩენა გადაიდებოდა კიდევ დიდი ხნით. 

შევუდგეთ ამ ამოცანის განხილვას ჯერ C – სისტემაში. 0=7/0(7) და- 

მოკიდებულების მიღება შეგვიძლია ზოგადი ფორმულიდან (V – 11. 5): 
1 

-1-- > წწ 
» 

    

(V –I2.1) 

     /ხ% 
  ამ ფორმულაში გადავიდეთ ახალ ცვლად“ე »ჯ=1 და ჩავატაროთ ინტე- 

» 
გრაცია, როგორც (V-6) პარაგრაფში. მიიღება 

  

  

  

  

  

საიდანაც 

  (V – 12.2) 

  

აქედან #(7) დამოკიდებულების მისაღებად გამოვიყენოთ მარტივი ტრიგო- 

ნომეტრიული იგივეობა, 1+CI6” ჯ =1/005” #. შედეგად მივიღებთ 
C 

ი? “| 8 თი? 4 (V – 12.3) 
#,ხე 2 

თუ ამ გამოსახულებას ჯ კუთხით გავაწარმოებთ და მიღებულ შედეგს 
ჩავსვამთ დიფერენციალური განიეკვეთის გამოსათვლელ. ფორმულებში (V – 10.3) 
ან (V –10. 4), საძიებელი დიფერენციალური განიეკვეთისათვის გიპოვით: 

2 ? C60§“ 

ძთ= XC « (| 2 ძ;= > 5) 40-92) ლგ)   

    

//ხ1 ვებ რ ს - 008 7” 

2 
ანუ 

2 

თ) ძთ= < | : (V – 12.4) 
2/(0. ეტ რ 

2 
განიეკვეთის ამ გამოსახულებას უწოდებენ რეზეფორდის ფორმულას, 

ამ ფორმულიდან ჩანს, რომ კულონური გაფანტვის დიფერენციალური 
განიეკვეთი სრულებით არ არის დამოკიდებული იმაზე, ნაწილაკები მიიზიდებიან 
თუ განიზიდებიან, მაშინ როცა ამ ორი შემთხვევისათვის ნაწილაკის მოძრაობის 
ტრაექტორიები სხვადასხვაა, 

კულონური გაფანტვისათვი! მახასიათებ დიფერენციალური 
განივკვეთის ძალზედ მკვეთრი სრდა მცირე ჯ->+0 კუთხეებზე გაფანტვისათვის, 

 



ამ დროს დიფერენციალური განივკეეთი 4. აგრეთვე მისი პირეელი წარმოე- 

ბული უსასრულო ხდება. ეს იმას ნიშნავს, რომ უკან (ან დიდ კუთხეებზე) 
გაფანტული ნაწილაკთა რაოდენობა ძალზედ მცირე გამოდის, ხოლო გაფანტვის 
სრული განივკვეთი – უსასრულობა. 

მართლაც რეზერფორდის ფორმულის ინტეგრაცია გვაძლევს: 

“> I _ 1940=თ+0 _ 1 8 8 CV-I05 

2XL თ ბ0-იიი” 96057 -1 

ეს შედეგი 'კერბრო გამოვლინებაა კლასიკურ მექანიკაში გაფანტვის 
სრული განივკვეთის განშლადობისა, რომელზეც საუბარი გვქონდა(VL – 10) 
პარაგრაფში და დამახასიათებელია ყველა შორსქმედი პოტენციალისათვის. 

ლაბორატორიულ (L) სისტემაზე გადასვლა ხდება ტრივიალურად. ჩეენ 
შემოვისაზღვრებით ყველაზე საინტერესო შემთხვევების განხილვით: 7”, <<#, 

    

და M, =Mს. 

პირველ “შემთხვევაში დაცემული »”», ნაწილაკის #ე >>, “უძრავ 
ნაწილაკსე გაფანტვის აღსაწერად საკმარისია ზედა ფორმულებში მოვახდინოთ 

შეცვლა: /# > I 7 3 0. შედეგად მიიღება 
2 

ძთ, -ნ თ 3 2 (CV – 12.6) 
'შლი/ ფერ 

    

  სწორედ ეს ფორმულა მიიღო რეზეფორდმა 19!) წელს. 

თუკი #, =M., #=59 მაშინ ჯ გაფანტვის კუთხე შემდეგნაირად 

უკავშირდება გაფანტვის 0, კუთხეს დაცემული ნაწილაკებისა და უკუცემის 0, 
კუთხეს თავდაპირველად უძრავი ნაწილაკისა: 

#5<20, და 27=7X-20, 

შესაბამისად ამისი ჩასმა (V-II.4)·-ში იძლევა დიფერენციალურ განიეკ- 
ვეთებს 

  

    

2 

ძთ -( 2.) 905090), (V – I2.7) 
ხა 8ი“ 0, 

და 

2თ ' ძი 
ძთ, = 2 V – 12.7, 

: (> 3 605" 6, : ) 

თუ ორივე ნაწილაკს ერთნაირი აქვთ არა მარტო მასები, არამედ სხვა 
მახასიათებლებიც, ანუ როგორც იტყვიან, ნაწილაკები არიან იგივურნი (მა- 
გალითად, ელექტრონის გაბნევა ელექტრონსე,„ თ- ნაწილაკების გავლა 
(გაფანტვა) ჰელიუმის ორთქლში), მაშინ გაფანტვის შემდეგ უაზროა შევეცადოთ 
დაცემული და თავდაპირველად უძრავი ნაწილაკების გარჩევას. 

ორივე მათგანისათეის საერთო დიფერენციალური განიეკვეთი, ბუნე- 
ბრივია, მივიღოთ ძთ, და ძთ, განიევკვეთების შეკრებით, ხოლო 0, და 0, კუთხე 
შევცვალოთ ერთი საერთო 0 კუთხით. ამ დროს იგიეურ ნაწილაკთა გაფანტვი- 

სათვის მიიღება შემდეგი ფორმულა 
2 

2თ 1 1 წ =) 2%_ + ლი56-%) თავიი LC წწ | (> 0 ლილა“ 3: 

146 

 



მაგრამ ამ ფორმულის შედარებისას ექსპერიმენტულ მონაცემებთაჩ ალ- 
მოჩნდება შეუთანხმებლობა! 

როგორც კვანტურმა მექანიკამ აჩვენა, დიფერენციალური განივკვეთის 
ფორმულა განსხვავდება ამისაგან და აქვს სახე 

  2008 1ი(-70 წაი 2 
2თ 1 

მთ, = + +ა-–“+ ი 
““ | ს I | 9ი“0 იი§'6 აივ? 0§Iი?60 

C050 -ძC)       

აქ გაჩდა დამატებითი, ე.წ. ინტერფერენციული წევრი, რომელიც განპი- 
რობებულია იგივურ ნაწილაკთა სრული განურჩევლობით კვანტურ მექანიკაში. 
კლასიკურ მექანიკაში იგივური ნაწილაკების გარჩევა კიდევ შეიძლება მათი 
ტრაექტორიების მიხედვით. კეაჩტურ მექანიკაში ტრაქტორიის ცნება აზრს კარ- 
გავს და იგივური ნაწილაკებისათვის ჩნდება ე.წ გაცელითი ურთიერთქმედება 
(ურთიერთქმედება გამოწვეული ნაწილაკთა ურთიერთგადასმით) შევნიშნოთ, 
რომ დამატებითი წევრი ძთ, , “ში იძლევა დიფერენციალური განივკვეთის 

არსებით ზრდას. (მაგალითად - 45'-ზე, თითქმის ორჯერ). 

V-I1. თეორემა ვირიალის შესახებ 

დავადგინოთ ცენტრალური ძალების ეელში მოძრაობის კიღევ ერთი 
თვისება, რომელიც შეიძლება მიღებულ იქნას როგორც კერძო შემთხვევა უფრო 
ზოგადი თეორემისა, რაც სამართლიანია სხვადასხვა სისტემების ფართო წრი- 
სათვის. ესაა თეორემა ვირიალის შესახებ. მას აქვს სტატისტიკური ხასიათი, ე.ი. 

განიხილავს დროის მიხედეით გასაშუალებულ მექანიკურ სიდიდეებს. 
განეიხილოთ მატერიალურ წერტილთა ნებისმიერი სისტემა, რომელიც 

განისაზღვრება #/ რადიუს-ვექტორებით. მისი მოძრაობის განტოლებებია 

შევადგინოთ სიდიდე 

წ) 

MX. 

222 IL -ჩ, (V-I3.)) 

  
მ, 

გ გთვალ 

  

M#, ” · · 

ჯ. -ჩ, იიი -ჩ ბას. =27, 
ლე ლ) წე 

ხოლო მეორე – ასე 
უ .. 
2) ნ 2ჩ-ჩ 

მაშინ (V-I3.I) ტოდება მიიღებს. სახეს 

42. , =27. +2ჩ .ჩ.



  აქ შემავალი სიდიდეების საშუალო მნიშვნელობებზე გადასასვლელად 
საჭიროა ვაინტებროთ ეს ტოლობა დროის რაღაც ინტერეალში და შედები 

გავყოთ ინტეგრაციის არის სიგრძეზე 
  

  

, _ კ 
1 249,497. ზჩ., 
ჯა “V “ - 

ანუ 

– » _ 

27+2,ჩ-ჩ =1 6) –0C)| (V-I3.2) 
L2 უღ) 

ამ და ქვემოთ მოყვანილ ფორმულებში თავზე ხაზის გადასმა აღნიშ- 
ნავს დროის მიხედეით გასაშუალოებას. 

თუ ამ სისტემის მოძრაობა არის პერიოდული, ე.ი. მისი ყველა წერ- 
ტილის კოორდინატის მნიშვნელობები მეორდება დროის გარკვეული შუალედე- 
ბის შემდეგ, მაშინ, თუკი ამ შუალედს ავირჩევთ L-ს ტოლად, მარჯვენა მხარეს 

ვაქცევთ ნულად. ანალოგიურ დასკვნას გავაკეთებო არაპერიოდული მომრაობის 

დროსაც, თუ მოძრაობა იწარმოებდა შემოსაზღვრულ არეში. ამ შემთხვევაში 9) 

სიდიდე სემოდან შემოსასღვრული იქნება, და საკმაოდ დიდს თუ ავიღებთ ჯ- 

შუალედს, (V-I32, ტოლობის მარჯვენა მხარე შეიძლება გავხადოთ რაგინდ 

მცირე. ყოველ ასეთ შემთხეევაში გვექნება: 
– M# 

თ=-120ჩ-ჩ (V-I33) 
” 

ამ ტოლობის მარჯვენა მხარეს უწოდებენ კლაუზიუსის ვირიალს, თვით 
ამ ტოლობას კი – თეორემას ვირიალის შესახებ. 

ამ სახით თეორემა ძალიან სასარგებლოა გაზსების კინეტიკურ თეორიაში, 
საზოგადოდ, მას დიდი გამოყენება აქვს ფიზიკის მრავალ სფეროში, სადაც 
საქმე გეაქვს მრავალნაწილაკიან სისტემებთან. უკანასკნელ ხანს ამ თეორემამ 
ფართო გამოყენება პოვა მიკროსამყაროს ფიზიკაში მაგალითად, კვარკ- 
ანტიკეარკისაგან შედგენილი სისტემების დონეების სტრუქტურის შესასწავლად, 

აგრეთვე კლასიკური სოლიტონური ამონახსნების შესწავლისას ეელების კვან- 
ტური თეორიის ტოპოლოგიურ მოდელებში. 

შეიძლება ჩვენება, რომ თუ # ძალაში აქტიურ ძალებთან ერთად 
მონაწილეობს სიჩქარის პროპორციული ხახუნის ძალები, ეს უკანასკნელნი 
ვირიალის გამოთვლაზსე არ ახდენენ გავლენას. ამავე დროს, ცხადია, უნდა 
ეიგულისხმოთ, რომ სისტემის მოძრაობა ხახუნის გამო არ წყდება, ე.ი. მუდმივად 
მიეწოდება ენერგია მოძრაობის შესანარჩუნებლად (აჩვენეთი. 

თუ სისტემასე მოქმედი ძალები პოტენციალურია, მაშინ თეორემა 

მიიღებს სახეს: · 
– M 

712 7-7. (V-13.4) 
1 

ნაწილაკისათვის, (V–I34) ტოლობა მოგეცემს 

7=14%, (V-I3.5) 
მ 

თუ, მაგალითად, პოტენციალი ხარისხოვანი ფუნქციაა 
V = თ" 

მაშინ 

%, =C+IV (V-I3.6)



და თეორემა იღებს სახეს 

ჯ= =20 (V-87) 

კერძო შემთხევევაში, როცა პოტენციალი კულონური სახისაა, MI = –2,ვირი- 
ალის თეორემა იღებს კარგად ცნობილ ფორმას 

7=--V 
2 

ამოცანები: 

1. განსაზღერეთ ნაწილაკის ცენტრზე “დაცემის” ეფექტური განიეკვეთი 

შემდეგ ველებში: (ა) ” = -თ//?. (ბს, MV=-თ/" (M>2, თ>0). 

2. განსასღვრეთ », მასის ნაწილაკოა MM, მასის და # რადიუსის 
სფეროზე დაცემის ეფექტური განივკვეთი, თუ სფერო მათ იზიდავს ნიუტონის 
მსოფლიო მისიდულობის ძალით. 

3. განსაზღერეთ V =თC/»“ (თ>0) ეეღლშმი ნაწილაკის გაფანტვის 

ეფექტური განივკვეთი. 
4. განსასღერეთ მცირე კუთხეებზე გაფანტვის ეფექტური განიეკვეთი 

შემდეგ ველში V =თ/', (>0) 

5. განიხილეთ შემდეგი ძალა ნო=-4- #. აჩვენეთ, რომ თუ 
”". 

ი'L>#', ნაწილაკს შეუძლია იმოძრაოს სტაბილურ წრიულ ორბიტაზე რადი- 
უსით ”#=7/. 

6. განიხილეთ ძალა #VC-)= -#//? 6X0(<+/ძ). გამოიკვლიეთ მის ველში 
წრიული ორბიტების სტაბილურობის პრობლემა. 

? 
7. ბანსასღვრეთ ისოტროპული ოსცილატორის ველში, ”ო=5-, 

ნაწილაკის მოძრაობის ტრაექტორია. 

ვ. განიხილეთ ნებისმიერი M ნაწილაკისგან შედგენილი სისტემა. 
ნაწილაკთა წყვილებს შორის მოქმედი ძალები ჩათვალეთ ცენტრალურად. შე- 
მოიტანეთ მასათა ცენტრის რადიუს-ვექტორი და აჩვენეთ რომ ის არის ციკ- 

ლური.



თავი VI 

ჰამილტონის კანონიკური ბანტოლებები 

ამ თავში გავაგრძელებთ მექანიკის თეორიული მეთოდების განვეი- 
თარებას და ჩამოვაყალიბებთ ე.წ. ჰამილტონის ფორმალიზმს, თუმცა ფიზიკური 
თვალსაზრისით ახალი დიდი არაფერი მოემატება, მიუხედავად ამისა, მივიღებთ 
მექანიკური სისტემებს“ გამოკელეეის უფრო მძლავრ მეთოდს. შემდეგში 
ავთვლით, რომ განხილული სისტემები არის ჰოლონომური, ხოლო მოქმედი 
ძალები – პოტენციალური ზოგადი შინაარსით. 

  

VI-I. ლეჟანდრის გარდაქმნა 

განვიხილოთ რაიმე ფუნქცია /(X,”).მის დიფერენციალს აქვს სახე 

ძ/ =VძX+L9V/, (VI-I.I) 

სადაც 

V= %. ხ= V# (VI-I2) 
2“ მ 

გადავიდეთ ახლა X,7» დამოუკიდებელი ცელადებიდან V,7”» დამოუ- 
კიდებელ ცელადებზე და ამრიგად, ი,ძ/ დიფერენციალებიდან ძV,ი/ დიფერენ- 
ციალებზე. ვთქვათ # არის V და 7 ცვლადების ფუნქცია, განსაზღვრული ასე 

§=/-#X (VI-13) 
მაშინ მისი დიფერენციალი იქნება 

ძი =ძ/ – ყძM – XV. 

მაგრამ (VII.I)-ის ძალით 

ძი = სV/ – XმV, 

სადაც X და ., 9 სიდიდეები ახლა არიან V და »/ ცვლადების ფუნქციები. ის- 
ინი ასე განიმარტებიან 

= % =9% - Xჯ= 2 და ს= > (VI-I.4) 

ამ ფორმულებს ვწერთ (VI-1.2)-ის მსგავსად, რადგან 
ძი = იძ/ +ხძი. ზემოთ მოყეანილი ფორმულები განსასღვრავენ ლეჟანდრის გარ- 

დაქმნას. 
ამ გარდაქმნის შედეგად /(V ») ფუნქციიდან გადავდივართ §(,#) ფუნქცი- 

აზჯსე. 
შ სხვანაირად, გეინდა გადავიდეთ /C»,2/) 3 §(V,/) ანუ +#-დან განედევ- 

ნოთ ჯ»ჯ-%ზე დამოკიდებ ულება და შემცი ლ ოსა დამოკიდებულებით. გვაქვს:   

ძ/ =ით:+ LV, «== 0-3 

შემოგვაქვს § =/ -IXX=§9(,7»7). როდის მოხდება ასე? 

აშკარაა, რომ თუ ასეა, მაშინ 
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2§ ,, , % ძლი =->-ძყ+--თ 
5 მ“ “ V ” 

მეორეს მხრივ 

რ/ – MძX – XC = VძX + LVI) – MC – XVV 
საიდანაც გამოდის , რომ მიზანს მივაღწევთ თუ 

ხ = ლა და Xჯ= 58 

“ ლეჟანდრის გარდაქმნის გეომეტრიული ინტერპრეტაცია 

სიმარტივისათვის განვიხილოთ ერთი დამოუკიდებელი X» ცვლადის ფუნ- 

#=/C0) 
დავუშვათ ახლა, რომ გვინდა გადავიდეთ ახალ დამოუკიდებელ ცელადზე 

V#=--, 
«% 

ქცია 

ისმის კითხვა: რომელი სიდიდე უნდა ავირჩიოთ მის ფუნქციად (მასზე 

დამოკიდებულ ცვლადად), რათა შევინარჩუნოთ წინა გამოსახულებაში მოცე- 
მული სრული ინფორმაცია? 

/ / 

  

  

(თ (0) 

7/ 
(0) “ი 

    
ნახა'სი 50 

სტრატეგია გადმოცემულია ამ გრაფიკებზე: (ი) გრაფიკი გამოსახავს 

მდაპირველ. თანაფარდობას. (0) – ზე ფორმალურად გამოხატულია. /6ი0 ფუნ- 
ქცია. შეიცავს თუ არა ეს გრაფიკი (ი) – სე გამოხატულ. სრულ იჩფორმაციას? 
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(ს-ს მიხედეიით / ფუჩექცია რომ აღეადგინოთ. ეს არ მოხდება 
ცალსახად 

მიიღება (ი0-ზე გამოხატული სურათი (წარმოებულიდან ფუნქციის 

აღდგენა). 
გავიხსენოთ, რომ (ი)- გრაფიკის (მრუდის) მხები აღიწერება განტოლებით: 

#=ბLX+9 

აქ § არის /#/-ღერძზე მოკვეთილი მონაკვეთი, ხოლო V- პირველი წარ- 
მოებული. ამრიგად, თუ ” დამოუკიდებელი ცვლადია და ჩვენ გვეცოდინება 

ფუნქცია §=§8(0ი, სადაც 
§=/-). ო 

შეგვეძლება აღვადგინოთ / ფუნქციის გრაფიკი, როგორც მხებების მომელები. 
ესაა ლეჟანდრის გარდაქმნის კერძო მაგალითი, რომლის განზოგადება მრა- 

ვალ. ცვლადზე ტრიეიალურია. 

.· როგორც ვიცით, # თავისუფლების ხარისხის მქონე მექანიკური სის- 

ტემა აღიწერება შემდეგი # განტოლებით: 

9(+I-> =0, (=12,...,/) (VI-1.5) 

რადგან ყსაა მეორე რიგის განტოლება დროითი წარმოებულის მიხედვით, 
მოძრაობის ცალსახად განსაზღერისათვის აუცილებელია ნებისმიერად დავასახ- 
ელოთ საწყისი მნიშვნელობები » კოორდინატისა 0, და მათი # წარმოებუ- 

ლისა 4,. ამ შინაარსით 4«, კოორდინატები და ძ, სიჩქარეები ადგენენ 2M და- 

მოუკიდებელ ცვლადთა სრულ სისტემას, რომელიც აუცილებელია სისტემის 
მოძრაობის აღსაწერად. ამიტომ ლაგრანუჟის მეთოდი ნიშნავს სისტემის აღწერას 
განსოგადებული კოორდინატებითა და განსოგადებული სიჩქარეებით. 

ჰამილტონის მეთოდში კი დამოუკიდებელ ცვლადებად აიღებიან გან- 
ზოგადებული კოორდინატები ი, და განსოგადებული იმპულსები #,, განსაზ- 

ღვრული ასე 

= X0,9-ი0 (VI-I6) 
94, 

ამრიგად, (თ4.) ცვლადებიდან უნდა. გადავიდეთ (თ ,,) ცელადებზე, 
რისთვისაც შეგვიძლია გამოვიყენოთ ლეჟანდ გარდაქმნა მრავალი ცვლადი- 
სათვის. 

ანუ ლაგრანჟიანის ნაცვლად უნდა შემოვიტანოთ ახალი ფუნქცია 

#C, 60522, ჩი, L9V,4I). (VI-17) 

რომელიც აგებულია ზემოთ განხილული § ფუნქციის მსგავსად, (VI-1.3). 

თუ გავიხსენებთ ადრე შემოყვანილი განსოგადებული იმპულსის განმარტებას 
და გამოვიყენებთ (VI- 17) ფორმულაში. დავრწმუნდებით, რომ (VI-17) ემთხვევა 
(IV-3.2)-ს, 

გამოვთვალოთ ახლა #-ის, როგორც 4,0! ცელადების ფუნქციის სრული 

დიფერენციალი: 

, 

  

20.0 მწM. 2 
ძI=2, V +359 რ +“--«# VI-I.8) 

ი 4 ი რი, “გ ' 

მაგრამ (VI-I.7) გარდაქმნის თანახმად ეწერთ: 
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ძM = 2:44, +2-, ძი, – ძL =>, ძ,+2 იძ, - ავარი -2 ე 4-4 

თუ თ.I6 განმარტებას გავიხსენებთ, | 4-ის შემცველი წევრები 

გაბათილდებიან და ჟს განტოლება მიიღებს სახეს: 

ძი = 24%, - 2 ძი, -%“ (VL19) 

აქ კიდევ მხედველობაშია მიღებული ლაგრანჟის განტოლება 

თუ ახლა შევადარებთ ძ/M-ის ორივე გამოსახულებას, (VI-1.8)-(VI-I.9), და- 
ვასკვნით: 

955”, 0 5-M 0=12, ი (V/LI.I0) 
მი, მი, 

გარდა ამისა გვაქეს კიდევ ერთი თანაფარდობა 

X __0 CVLIII 
2 ი 

(VI-I.I0) განტოლებებს უწოდებენ ჰამილტონის განტოლებებს. ისინი წარ- 
მოადგენენ 2» პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემას, 
რომლებიც ეკვივალენტურია ლაგრანჟის განტოლებებისა. 

ამ განტოლებათა შესადგენად პირველ რიგში უნდა ავაგოთ ლაგრანჟიანი 
LC“) და, გამოეთვლით რა განსოგადებულ იმპულსებს (VI-I6) თანაფარდო- 

ბით, შევადგენთ ჰამილტონიანს (VI-17), როგორც (/.ი,!) ცვლადების ფუნქციას. 

ამის შემდეგ (VI-I.I10) მოგეცემს საძიებელ განტოლებებს, 
მაგალითი: შევადგინოთ ჰამილტონიანი / სიგრძის მათემატიკური საქანი- 

სათვის რომლის დაკიდების წერტილი მუდმივი სე სიჩქარით მოძრაობს #რა- 

დიუსის ეერტიკალურ წრეწირზე (ნახ. 50 

  

  

ნახასი 5! 

ამოხსნა: განსოგადებულ კოორდინატად ავიღოთ გადახრის კუთხე ე 
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თ=9 
ცხადია, ბურთულას დეკარტეს კოორდინატებია 

% X, =”0605-–>/ +7008თ, თ=–, ძთ=VCთ 
,„ 

», = #90ი0“9/+ /ყით 
» 

ამიტომ 

ჯ =5V +X)-5 IX + 2ხ)/რ –_ 
, 

განსოგადებული ძალის პოვნისას ბმები ითვლება მყისიერად გაჩერებულად. 
ამიტომ პოტენციალური ენერგიაა 

= –M6§/ C05თ 

ე.ი. 

#| ,2 2 · ხა 7 
L=1-” =, დ ამატი გ- + |+თი/იიაი 

ამრიგად, 

ხ= 2 =”I'0+ თთ/თიბ ი -%) 
მდ ” 

აქედან მოიძებნება 

შევადგინოთ ჰამილტონის ფუნქცია 

#= 2:4- #= 3თ(7ჯ' – ხ2)– თ§/005დ 

თუ ხა =0,მაშინ 

1 22 ი 
#52 რთ –M9IC050=7+V, 

რაც ემთხვევა სრულ ენერგიას. 
ჩავსვათ აქ დ–ის გამოსახულება, მივიღებთ საძიებელ. პჰამილტონიანს: 

2 

M= გოი ნ  თ +) – თო იიზდ 
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VI2 ციკლური კოორდინატები და რაუსის მეთოდი 

ჰამილტონის განტოლებები განსაკუთრებით მოსახერხებელია ისეთი 
სისტემების შესასწავლად, რომლებსაც ციკლური კოორდინატი გააჩნიათ. 
როგორც ვიცით, თუ 9«, ციკლური კოორდინატია, ის არ შედის ლაგრანჟიანში 

და, ამიტომ, მისი შესაბამისი განსოგადებული იმპულსი მუდმივია. მაგრამ თუ 

ასეა, მაშინ #ჯ,=0, ანუ ჰამილტონის განტოლებების თანახმად, შე--0, ე.ი. 
, 

  

ციკლური კოორდინატა არც პამილტონიანში შევა. 
ახლა პირიქით, ვთქე რომ მელიღაც ძ, კ დინატი არ შედის 

ჰამილტონიანში. მაშინ ჰამილტონის განტოლებებიდან გამოვა, რომ სათანადო 
ჩ, მუდმივია. 

ამრიგად, ჰამილტონისა ღა ლაგრანუის მეთოდებს შორის ამ საკითხში 
სრული მსგავსებაა. მაგრამ მათ შორის არსებითი განსხვავებაც წარმოიქმნება. 

თუ რომელიმე კოორდინატი, მაგ, ი, არის ციკლური, ლაგრანჟიანს 
ექნება სახე: 

  

#= წთ. არ რამა, ამა ირი: 
ქ.ი. შეიცავს ყეელა განზოგადებულ სიჩქარეს. ამიტომ, ციკლური კოორდინატის 
„მიუხედავად, ჩეენ მაინც საქმე გვაქვს # თავისუფლების ხარისხთან. 

ამის საწიჩააღმდეგოდ, ჰამილტონისეული აღწერისას «ი, – ის შესაბამ- 

ისი #, იმპულსი იქნება რაღაც თ მუდმივი და ჰამილტონიანს ექნება სახე: 

M = MI(წათ, არია. მი მის 0-0) 
ამრიგად, ჰამილტონიანში ამ შემთხვევაში შეეა მარტო #-I) კოორდი- 

ნატი და მათი განსაზღვრა ხდება ციკლური კოორდინატის სრული იგნორირე- 
ბით. ეს კოორდინატი თავს ავლენს მხოლოდ ინტეგრაციის თ მუდმივის სახით, 
რაც განისაზღვრება ამოცანის საწყისი პირობებიდან. ამდენად ჰამილტონის 
ფორმალიზმში ციკლური კოორდინატი მართლაც "იგნორირებადია”. მისი გან- 
საზღვრისათეის საკმარისი იქნება ვაინტეგროთ განტოლება 

. V 9, - უთ 

.· მივაქციოთ ყურადლება იმას, რომ არსებობს ციკლური კოორდინატის 
სრული გამორიცხვის მეთოდი – რაუსის მეთოდი. ჯერ აღვწეროთ პირდაპირი 
მეთოდი: 

დავუშვათ, რომ განსოგადებული კI ყინატებიდან პირეელი 

კოორდინატი 4,,4;,..,0, არის ციკლური. მაშინ ისინი არ შედიან ჰამილტონიანში 
და ჰამილტონის განტოლებების თანახმად გვექნება: 

  

მM მწ 86 ==“ =0, 4, ==“ /(=1,2,...,# (VL2.I ჩ,=-2ე 9-7, C ) ა 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 
0, 

ი, =0, =CიM9. 95%, (ც=12..  (VC22) 

სადაც ი, - ინტეგრაციის მუდმივებია. 
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ჰამილტონის ფუნქცია ახლა დამოკიდებული იქნება #-# გან'სოგადე- 
ბულ კოორდინატზე, #-# განზოგადებულ იმპულსზე, ,! დროზე და # ინტე- 

გრების მუდმივზე თ,: 

#M = წრმი,აში ათაში მიამ ო ანრის %), (VI-23) 

გამოვიყენოთ ჰამილტონის განტოლებები 

ჯ” =- I. 4, => (ო =#+1,M#+2,...,M) (VI-2.4) 
/7, მძ, 

ესაა პირველი რიგის 2MX-2# დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა 
ჩ,.ძ, ცვლადების მიმართ. მის ამონახსნში შევა 2M=2(0-#) ინტეგრების ნე- 

ბისმიერი მუდმივი ი. და ი», აგრეთვე 0, ინტეგრაციის მუდმივები 

აჩი 5 ჩარა თან, ) (9=#+L#+2,...,ი) (VL25) 
მ, =ძ,L, 0,,0,,6 ,) 

ჩაესვათ ეს ამოხსნები # ფუნქციაში, (VI-23). გვაქვს 
IM = MI. V,V, 0.00, 0,ს0, ს 6,,0,,6, 

ვისარგებლოთ შემდეგ (VI-2.2) გამოსახულებებით: 

4,= 9. (V =1X2,...,M) 
00, 

ვიპოვით 

დ/ფ რძ (/ =12,...,#M) (VI-2.6) 

ამრიგად, „” ციკლური კოორდინატის არსებობის დროს ამოცანის 
ამოხსნა დაიყვანება (VI-24) განტოლებათა სისტემის ამოხსნაზე. ამ სისტემაში 
ახლა 2M რაოდენობით ნაკლები განტოლება გვაქვს. 

.· გაცილებით ელეგანტურად გამოიყურება ჩეენს მიერ IV თაევში განL- 
ილული რაუსის მეთოდი. შემოვიტანოთ რაუსის ფუნქცია შემდეგნაირად: 

#L 

ჩწნთ, ამირან ანიმა მ)= 2. 0,4 –L (VI227) 
. 

რაც წააგავს პირველი # სიჩქარით ლეჟანდრის გარდაქმნას. მისი დიფერენ- 
ციალია 

, ” „ 2, 
რომენრობეჩრობ, რი- 24-75 

” მ# მ =3 ი, - 2 <=, 32-ე, %„ 
2.4, ი 48,“ 2. “ %, 

აქედან ვასკვნით, რომ ადგილი აქვს შემდეგ თანაფარდობებს: 

, მ” __. . 
#Vსა 2?” (0 =1,.#) 
მი, %V, > (VI-2.8,9%) 
მL _ _მ.LI 0L__XL 06=#+I),..M) 
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პირველი მათგანი მიეკუთვნება ციკლურ კოორდინატებს და აქვს ჰამილ- 
ტონის განტოლებების ფორმა, რომელშიც # ასრულებს ჰამილტონიანის როლს. 

ამავე დროს, დანარჩენი განტოლებები გვიჩვენებენ, რომ ძ,,,..,4, კოორდინატე- 

ბისათეის გვაქ8ვს განტოლებები: 

+ XI- %-ი, (=#+L...#M) (VL2.10) 
“ მძ, მ, 

რომელთაც აქვთ ლაგრანჟის განტოლებების სახე და # ასრულებს ლაგრანჟი- 
ანის როლს. 

რაკი ძი..სი, –ციკლური კოორდინატებია, ისინი ლაგრანჟიანთან ერთად 

ჩ#- შიც არ შეელენ, ხოლო მათი შესატყვისი განსოგადებული იმპულსები 

ჩან, 0, მუდმივებია (თ,თ,...,თ,), რომლებიც უნდა განისაზღერონ საწყისი 

პირობებიდან. ამრიგად რაუსის ფუნქცია შემდეგი სახისაა: 

#= ჩ(რასააწა მასწ, რის თიი 
ე.ი. აღარ შეიცავს ციკლურ კოორდინატებს და მათ წარმოებულებს. ამის საფუძ- 
ქეელზე (VI-2.10) განტოლებები შეგვიძლია ამოვხსნათ ისე, რომ არ განვიხილოთ 

ციკლური კოორდინატების ყოფაქცევა. 
ამრიგად, სიტუაცია წააგავს ჰამილტონის განტოლებებში არსებულს – 

რაუსის მეთოდი ამცირებს განსახილავი ცვლადების რაოდენობას. 

« შევადაროთ კიდევ ერთხელ ლაგრანჟისა და ჰამილტონის მეთოდები. 
ლაგრანუის ფორმალიზმში მექანიკური სისტემის მდგომარეობა (დროის 

რაიმე მომენტში) ფიქსირდებოდა ყველა განზოგადებული კოორდინატისა და 
ყველა განზოგადებული სიჩქარის მოცემით. რაც. ივეხება საბეშის კანონიკური 
ცვლადებით აღწერას, ბუნებრივია უნდა დ ტი და 
იმპულსი. ამიტომ #” თავისუფლების სარისხის · მქონე სისტემისათვის თუ აე- 
აგებთ 27» – განსომილებიან სიერცეს, რომელშიც კოორდინატებია «, და /#,, მა- 

შინ ამ სივრცეში თითოეული წერტილი შეესაბამება სისტემის რაიმე მდგო- 
მარეობას. ამ სივრცეს უწოდებენ ფაზურ სივრცეს, ხოლო სისტემის მდგომარეო- 
ბის გამომსახველ წერტილებს (დროის რაიმე მომენტში) უწოდებენ გამომხატველ 
წერტილებს. გამომხატველი წერტილების ერთობლიობა დროის სხვადასხვა მო- 
მენტებში ფასურ სივრცეში წარმოქმნის რაიმე მრუდს – სისტემის ფაზურ 
ტრაექტორიას. 

  

ნასასი 52. ფასური ტრაექტორია 

რადგან, მდგომარეობის ცნების შინაარსის მიხედვით სისტემის მდგო- 

მარეობის მოცემა რაღაც (=/. მომენტში განსაზღერავს მის მდგომარეობას 

დროის ყეელა დანარჩენ მომენტებში, ზუსტად ასევე, რაიმე 7=% მომენტში გა- 

მომსახველი წერტილის მოცემა განსაზღვრავს მთელ ფაზურ ტრაექტორიას, 
ამისგან განსხვავებით – სისტემის მდებარჟობის მოცემა კი ანფიგურაციუ ლ. სივრ- 
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ცეში ტოვებს კონფიგურაციული ტრაექტორიების გატარების უამრავ შესაძლე- 
ო ე' ს. 

» სხეადასხვა მეთოდის საილუსტრაციოდ განვიხილოთ საქანის მოძრაობის 
განტოლების მიღების ამოცანა ნიუტონის, ლაგრანჟის და ჰამილტონის ფორ- 
მალიზჭმებში. 

ა) ნიუტონის თეორია: 
ვიწყებთ ნიუტონის აქსიომით 

#7” 
გადახრის შესაბამისი რკალის სიგრძე აღვნიშნოთ §-ით, ხოლო ერთეულოვანი. 

მხები ვექტორი იყოს 7'(ნახ. 53). მაშინ 

# = -M690ი667 
და ამიტომ 

თა = –II§51ი 67. 

  

ნახაზი 52 

რაკი § =/0, გვაქ>ვს #=/7/6, ამიტომ ვიღებთ მოძრაობის განტოლებას 

8+#%ი0=0 

მცირე გადახრებისათვის (ყი >0+..), გვრჩება 

6+90=0 

ამ დიფერენცია! იური განტოლების ზოგადი ამონახსნია 
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0= თ: |5+ მთი. |5ი 

სადაც მუდმივები უნდა განისასღვრონ საწყისი პ   >Xი2 C 
ყ 

ბ) ლაგრანჟის თეორია: 

1= 1 „ა! = 1 „ტა? = 1 „/?ტ?, 
2 2 2 

V =)იდჩ = MI§(/ –7C00§0) = /IM9I(I – 6050). 
ამიტომ ამ კონსერვატიული სისტემის ლაგრანჟიანი ასეთია 

ჩ= 7-V= თბ! – #M§/(1 – C050) 

ახლა დავწეროთ ლაგრანჟის განტოლებები 

  

4(7) %.ი 
ი Lმ06) 28 

ამიტომ აქ 

% _ „/9ი8, 2% _ „ტ 
მ6 ბ 

გვაქვს 
#II”C +MI§75I06 =0, = 6+7900=0 

ბ) ჰამილტონის თეორია: 

გამოვიყენოთ განზოგადებული იმპულსი 

ჩა = 26 =»I?დ 

კინეტიკური ენერგია ტოლია 

=1#. 
2 M/? 

ამიტომ ჰამილტონიანი, რაკი სისტემა კონსერვატიულია, ასე გამოიყურება 

#=7+V=1-09. 4 თე/(I – C0§6) 
2”/“ 

ხოლო ჰამილტონის განტოლებები იღებენ სახეს 
// 

=-–-=-თV59ი6 #7 26 I 

6=-9M- 7. 
მია ”I/ 

როგორც ეხედა>ვთ ეს განტოლებები პირველი რიგისაა დროითი წარმოებუ- 

ლის მიხედვით. ამიტომ, ზოგადი შემთხვევის (როცა კუთხე არ არის მცირე) 
ანალიზი შესაძლებელია თუნდაც რიცხვითი მეთოდებით. ამ მხრივ ჰამილტონის 

მეთოდს აშკარა უპირატესობა გააჩნია. რაც შეეხება ეკვივალენტურობას, ის ად- 

ვილი საჩვენებელია. მართლაც, უკანასკნელი განტოლებიდან გვაქვს 

ჩა =MI70, 
რომლის გაწარმოება იძლევა 

ჩა = IC 

ზედა ფორმულასთან შედარებას საბოლოოდ მივყავართ საძიებელ 
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განტოლებაზე 

ტ+75ი0=0 

VI-3 ფაზური სიერცე და ფაზური ტრაექტორიების მაგალითები 

როგორც ითქვა ჰამილტონის ფორმალისმში ” თავისუფლების 
ხარისხის მქონე მექანიკური სისტემის მოძრაობის მდგომარეობა დროის მოცე- 
მულ მომენტში სავსებით აღიწერება » რაოდენობის განზოგადებული კოორდი- 

ნატებისა და ამდენივე განზოგადებული იმპულსების ძმა ,--ა6,: 0,0, მ, 

მოცემით. ეს სიდიდეები შეგვიძლია გავიგოთ როგორც კოორდინატები 2#M გან- 
“სომილებიან სივრცეში, ფაზურ სივრცეში. ამ სივრცის განსოგადებული ძ, 

კოორდინატების ”# განზომილებიანი ქვესივრცე არის კონფიგურაციული სივრცე, 

ხოლო #, იმპულსების ქვესივრცეა იმპულსური სივრცე. მოძრაობის დროს 

სისტემის გამომსახეელი წერტილი აღწერს წირს, ფაზურ ტრაექტორიას. თუ 
ჰამილღლტონიანი ცნობილია, მაშინ მთელი ტრაექტორია შეიძლება ცალსახად გა- 
მოითვალოს წინასწარ ერთი წერტილის კოორდინატებიდან. ამიტომ ყოეელი 
წერტილი მიეკუთენება მხოლოდ ერთ ტრაექტორიას, და ორი სხვადასხვა 
ტრაექტორია ერთმანეთს არ კეეთს. წირი ფასურ სივრცეში მოიცემა პჰა- 
რამეტრული წარმოდგენით ძ,C/)./,(/) (/ =1,2,..,)/). ჰამილტონის განტოლე- 

ბების ამონახსნის ერთადერთობის გამო სისტემა მოძრაობს სხვადასხვა 
ტრაექტორიების გასწვრივ სხვადასხვა საწყისი და სასაზღვრო პირობების შესა- 
ბამისად. კონსერვატიული სისტემებისათვის ფასური წერტილი მოძრაობს 
(2M –1)-განსომილებიან ზედაპირზე, რადგან ედება პირობა /#I(0, #) = # = 001. 

ფაზური ტრაექტორიები შეიცავენ ერცელ ინფორმაციას მოძრაობის 
შესახე თუნდაც ყველაზე %ოგადი (ტოპოლოგიური) სურათი ფასური 
ტრაექტორიების მდებარეობისა საშუალებას იძლევა გავაკეთოთ მთელი რიგი 
დასკენები სისტემის შესაძლო მოძმრაობების შესახებ. ესაა დიფერენციალურ 
განტოლებათი თვისებრივი თე: ის ერთ-ერთი მთავარი მეთოდ 

განვიხილოთ, მაგალითად, ბრტყელი საქანის ფასური დიაგრამა, თუ გად- 
ახრის თ კუთხეს ავირჩევთ განსოგადოებულ კოორდინატად, ბრტყელი საქანი- 
სათვის გვექნება 

  

ი, =»!'დ 
ჰამილტონიანი (ამ შემთხვევაში სრული ენერგია) იქნება 

2 

1 #ჩ. 
#I = – IM(/(C)” – MI61C008C = ––-–-- – #Iყ/ ი0§თ = ჩ 27 რდ) 819056 = 2= 1 – თვ! იი§დ 

პოტენციალის ათვლას ვიწყებთ დაკიდების წერტილიდან. ახლა შეგვიძლია 

ჩავწეროთ ფაზური ტრაექტორიის /#, = ი,(დ) განტოლება: 

დ», = +127 (5+ »9I C05დ) 

ამრიგად ვიპოვეთ მრუდების ოჯახი, რომლებისთვისაც 6 ენერგია არის 
პარამეტრიც (ნახ. 54). 
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( აM> 
  ბა /ქ , 

  

  
ნახაზი 54, ერთგან სომილებიანი საქანის ფაზური სიყრცე და ფაზური დიაგრამა 

8<M89! ენერგიებისათვის ფასური ტრაექტორიები არიან ჩაკეტილი 
(ელიფსის მსგავსი) მრუდები; საქანი ირხევა წინ და უკან (ვიბრაციას განიცდის). 
თუ სრული ენერგია გადააჭარბებს MMI-ს, საქანს კვლავ ექნება კინეტიკური ენ- 
ერგია უმაღლეს წერტილებში თ=+M და განაგრძობს მოძრაობას მიმარ- 

თულების შეუცელელად (ბრუნაეს). 

VI-4, ფაზური სივრცე და ლიუევილის თეორემა 

განვიხილოთ ახლა დამოუკიდებელ ნაწილაკთა დიდი რაოდენობა, V, 
რომლებიც მექანიკურად იგიეურნი არიან. რაც ნიშნაეს, რომ ისინი გარდა საწყ- 
ისი პირობებისა, აღიწერებიან ერთი“ და იგივე ჰამილტონიანით. როგორც კერძო 
მაგალითი, შეიძლება წარმოვიდგინოთ ნაწილაკთა ნაკადი ამაჩქარებელში. თუ 

ყველა წერტილი დროის რაღაც /, მომენტში მოხვედრილია 2#-I განზომილე- 

ბიანი ფაზური სივრცის C, არეში, რომლის მოცულობაა 

ტV = #ტი,..ტი,ბი,...ბი, 

შეგეიძლია განემარტოთ სიმკვრივე 

=4–-M 
ჩ V 

მოძრაობის განმავლლობაში C, იცვლება ჰამილტონის განტოლებების 

მიხედეით და გადადის C, არეში (ნახ55). ლიუვილის თეორემის მტკიცება 
შემდეგში მდგომარეობს: · 

ფაზურ სივრცეში ნებისმიერი არის მოცულობა ინახება, თუ მისი საზ- 
ღერის წერტილები მოძრაობენ კანონიკური განტოლებების მიხედვით, 
ან, სხვა სიტყვებით, თუ ჩავატარებთ ხღევრულ გადახელის, 

ფაზური სივრცის წერტილების სიმკვრივე ნაკადთან ყრთად მოძრავი წერ- 
ტილის მახლობლობაში არის მუდმივი. 

ამ თეორემის დასამტკიცებლად შევისწავღოთ სისტემის წერტილების 

მოძრაობა ფაზური სივრცის მოცულობის ელემენტში ჯერ განვიხილოთ 

ნაწილაკთა ნაკადის კომპონენტები ძ, და #7, მიმართულებით. „18Cი9 არე (ნახ. 

5ნწარმოადგენს 2M# განზომილებიანი მოცულობის ძ/ ელემენტის პროექციას 

94 სიბრტყეზე. 

(VI-4.ს



+ 
L>1, 

  

  

ნახასი 55 არის ეეოლუცია ფასურ სივრცეში 

წერტილთა რაოდენობა, რომლებიც შედიან მოცულობის ელემენტში 
დროის ერთეულში "გვერდითი კვეთიდან” (პროექციით #0), არის 

#4,ძი, “ი, 

სადაც ძთ, = 1 4,ძი, 
2-2» 

არის (2#-2)- განსომილებიანი დანარჩენი მოცულობის ელემენტი,;„ ძ/0,ძM, არის 

გვერდითი ზედაპირის სიდიდე, რომლის პროექციაა 40 ზემოაღნიშნულ 

#9, – სიბრტყეში. 

  

      

  

”. | 

ი C 

_–_ მძ, _– 

ძმ, 

· 4 I 8 

9, 

ნახასი 56. მოცულობის ელემენტის პროექცია 9,, #2, -სიბრტყესე   

  იმ წერტილთა ტეილორის გაშლა, რომლებიც ტოვებენ 8C გვერდს 
პირველი მიმართუ დებით არის 

(« +გ (“არ რ. -ძი, (VI-4.2) 
# 

ანალოგიურად, ნაკადისათვის /, -მიმართულებით გვაქვს 

– შესვლა 48 გვერდში: #/»#,ძი, ·ძ!,, 
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ი მ... 
– გასელა CM გვერდში: (“. «8 ინათ, |. -ში%. 

" 
ჩ.- და ძ, – მიმართულებებით ნაკადის კომპონენტებიდან სისტემის 

წერტილთა ის რაოდენობა, რომელიც დარჩა მოცულობის ელემენტში დროის 
ერთეულში, ტოლია 

მ... მ... , 
-(= იმა“ვუხჩა | 

მძ, 0, 
#-ს მიხედვით აჯამვით (# =1,...,#) ეიპოეით ასეთ წერტილთა სრულ 

რაოდენობას. სწორედ ეს სიდიდე შეესაბამება სიმკვრივის 47 -ზე ნამრავლის 
დროის მიხედვით ცელილებას. აქედან ვასკვნით, რომ 

მი ღაწ/მ. ,. მ... %>- 5 “ 0V,)+---(“ I »C. ·. გე,“ (VI43 

ამრიგად მივიღეთ ნაკადის უწყვეტობის განტოლება შემდეგი ფორმით 

% +407) =0 (VI44) 
დივერგენცია გამოითვლება 2M#-განზომილებიან ფაზურ სიერცეში 

თის=V-ა- 2 კამ. (VI-4.5) 
(00, 1-0, 

ამ სახის უწყვეტობის განტოლებები წარმოიქმნება დინებების ფიზიკაში 
(ჰიდროდინამიკა, ელექტროდინამიკა, კვანტური მექანიკა). ისინი ყოველთვის 

რაიმე შენახეის კანონს გამოხატავენ. 
ცხადი გაწარმოებით (VI-4.3) განტოლება ასე ჩაიწერება 

  
+/”გ – გ” 
LI > „ა... (VIL46) 
+IVC99, მყ, 02%, ბი, ) მ 

ჰამილტონის განტოლებებიდან გვაქვს 

მი, _ მ'წ მი, __ მ” 
მი, მძ,მ, მ,  მV,მი, 

თუ ჰამილტონიანის მეორე წარმოებულები უწყვეტია, მივიღებთ 

მ + მიი =0 

მძ, ში, 
აქედან გამომდინარეობს,რომ 

ა 6-2. +561. X = (VI-47) 
+-IV09, მი, 

ეს კი ზუსტად უდრის სიმკვრივის სრულ წარმოებულს დროის მიხედვით, 
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ძ ' (VI–4.8) 

და,ამიტომ, / = 00”. 
მაგალითი: 
ფაზური სივრცის სიმკვრივე ნაწილაკებისათვის გრავიტაციულ ველში: 

» მასის ნაწილაკების სისტემა იმყოფება მუდმიე გრავიტაციულ ველში. ენერ- 
გიისათეის გვაქვს 

2 

M=6=9- ი 
2” 

  

  

” 1» 7: 
– 

L2 

XI “>> 

ხე Vს#I ძ 

ნახასი 57 

ფასური ტრაექტორიები (ი) პარაბოლებია (იხ. ნახ. 57) 

#(9) = -/20IC5 + XI99), 
რომლებისთვისაც ენერგია პარამეტრია. გაჩეიხილოთ ნაწილაკთა რაოდენობა, 
რომლებსაც 7=0 მომენტში აქვთ იმპულსები ინტერეალში /, < ნ < ე, ხოლო 

ენერგიები #, <#M5<#, ისინი დაფარავენ ფაზურ სივრცეში რალაც #.არეს. 

დროის გვიანდელ მომენტში ( წერტილები დაფარავენ უკვე #“ არეს. მათ ექნე- 
ბათ იმპულსები 

  

ი = ნ+/M8! 
ასერომ #' ყოფილა არე ინტერვალში ჯ, + M§! < ჩ' < 0; +MI9I. თუ გა- 

ვიხსენებთ, რომ 

_( ი" /2XM)- ჩ აე. 

ამ არეების ფართობები ასე გამოითვლება 

94 
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სი'/2»M)-# 

  რეჩ - 86%, _ ხე –ჩ. 
ჩ- M |თV “5 6-5 (ე 5-%C, - გ), 

რ ('/ი)-ჩ. #8 "წ „ #8 
ლ 

ანალოგიურად 

  

– წ. 

LI4 
ესაა სწორედ ლიუვილის თეორემა: #=”' ნიშნავს, რომ ფაზურ სივრცეში 
სისტემს წერტილთა სიმკვრივე დროის მიხედვით მუდმივია. ლიუვილის თეო- 
რემის მნიშვნელობა ძალიან დიდია სტატისტიკურ მექანიკაში, სადაც განიხი- 
ლავენ ნაწილაკთა ანსამბლებს, რადგან იკარგება ზუსტი ცოდნა ნაწილაკთა 
სისტემის შესახებ. 

    (2: –იე= 4. -ი ი) 
= 

VI-56. ვარიაციული პრინციპები ჰამილტონის განტოლებებისათვის 

მოძრაობის განტოლებები ლაგრანჟის ფორმით ჩეენ მიეიღეთ პამილ- 
ტონის ვარიაციული პრინციპიდან, სახელდობრ, მოვითხოვეთ ქმედების ფუნ- 
ქციონალის (ანუ ჰამილტონის ქმედების) ექსტრემუმი 

მ =0 სადაც 1= IC თ.) (უ) 

  

იძ, ცვლადების ნებისმიერი ვარიაციების მიმართ, რომლებიც ინტეგრაციის არის 

ბოლოებზე აკმაყოფილებდნენ პირობას ში, 0. 
ამრიგად, დამოუკიდებლად ითვლებოდა კოორდინატების ვარიაციები. 

რაც შეეხება სიჩქარეთა ეარიაციებს, ისინი გამოითვლებოდა. სახელდობრ, ჩეენ 
ვაჩვენეთ, რომ ისოქრონული ვარიაციის დროს 

„97. 
2, =–=ბი, 

ახლა ჩვენი მიზანი იქნება ისე შევცვალოთ გარიაციული პრინციპი, 
რომ ის პირდაპირ ჰამილტონის განტოლებებს იძლეოდეს. 

დავიწყოთ იქიდან, რომ .» ლაგრანჟიანი () ტოლობაში 

შევცვალოთ მისი კავშირით // ჰამილტონიანთაი, (VI-I7): 

L=2.ი,9, – I/(4.6,I) 
” 

და გადავწეროთ (2?) ასე 
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VI =2ბ IM(2, -MV, ჩი) =0 (VI-5.1) 
კუ I 

ან 

25 I, - აIM4-ი (VI-5.2) 
“ლ 6 

ამ ტოლობებს ხშირად ჰამილტონის მოდიფიცირებულ პრინციპს 
უწოდებენ. მას უფრო ხშირად ეწ. კანონიკური გარდაქმნების განხილვისას 
იყენებენ. ახლა კი ვაჩვენებთ თუ როგორ მიიღება აქედან ჰამილტონის გან- 
ტოლებები. 

ამ ფორმულებში შემავალი ირ - ვარიაცია ანუ ინტეგრალის ვარიაცია 
გვესმოდა, როგორც ინტეგრალის ცვლილება კონფიგურაციების სიერცეში გა- 
მომსახველი წერტილის ტრაექტორიის ცელილებისას. ამასთან ტრაექტორიის 
საწყისი და საბოლოო წერტილები რჩებოდნენ უცელელი. ამავე დროს ვარიაცია 
იყო ისოქრონული, ეი. გამომსახველი წერტილის ტრაექტორიის ვარირების 
დროს ! დრო არ იცვლებოდა, ტრაექტორიის საწყისი და საბოლოო წერ- 
ტილების შესაბამისი დროის მომენტები ვარიაციის დროს რჩებოდნენ უცელელი 
და მოძრაობის მთელი დრო ყველა ტრაექტორიასე იყო ერთნაირი. ეს პირობები 
ედებოდა (VI-5.ს)-ში შემავალი ინტეგრალის ვარიაციას. 

ჩვენ უკეე ვიცით, რომ ინტეგრალის ვარიაციის პროცესი შეიძლება 
დავიყვანოთ დიფერენციალების გამოთვლაზე, რისთვისაკ საკმარისია გან- 
ვიხილოთ შესაძლო ტრაექტორიების ერთპარამეტრიანი ოჯახი კონფიგურაციათა 
სივრცეში. ამ დროს ძ, კოორდინატები |! დროსთან ერთად რაიმე თ პარამეტ- 

რის ფუნქციებიკ ხდებიან. თ პარამეტრი აკონკრეტებს თუ რომელი 
ტრაექტორია გამოიყენება ,! ინტეგრალის გამოთვლისას. ამიტომ ! “შეიძლება 
გაჩვიხილოთ როგორც თ-ს ფუნქცია #=/(თ) და მასში შემავალი სიდიდეების 
ვარიაციები განეიხილოთ როგორც მათი დიფერენციალები, ან სიმბოლურად: 

  

წ-აძი 
მთ 

სწორედ ეს მეთოდი იყო გამოყენებული ლაგრანჟის განტოლებების 
მიღებისას. 

გამოვიყენოთ ეს მეთოდი ახლაც, ოღონდ ი და # სიდიდეების ვარია- 
ციები ჩავთვ. ერთდამოუკიდებლად, რაკი ჰამილტონის მეთოდში § და 
#X განიხილებიან როგორც ტოლუფლებიანი კოორდინატები, რომლებიც აღწერენ 
სისტემის მდგომარეობას. 

გადავწეროთ (VI-–5,) « პარამეტრის მეშვეობით. გვაქვს: 

  

მ! გ ” » . 

ი=–-ძთ=ძ«-- ,0, – IICთ, 9,! =0 22 3C 1>:- (7, ა 

ძთ 2.1 27%, თ +”, 9. 0M0, _ 0Mმი, I, 0 (VI-53) 
მთ მი,მთ მა, მთ 

რაკი ვარირება ხდება მუდმივი (“გაყინული”) ! დროისათვის, მძ 

წევრში შეგვიძლია , და თ ცვლადებით გაწარმოების რიგი გადაესეათ და ეს 
წევრი ასე ჩაეწეროთ: 
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4 2) 
ით'სმთ 

“ 2, “+ ძ/იყ | მი, “IV = (გ «| “#” Iყ/, = ე I. 22 I X# ი, 

მაშინ 
გ 

  მთ მთ 
%. მი, 122 წერე. 

ნათელია, რომ აქ პირველი შესაკრები ნულის ტოლი იქნება, რადგან 

ყეელა ტრაყქტორია გადის ერთსა და იმავე კიდურა წერტილებზე, ამიტომ როცა 

ს, ' 

I=/, ან 7=#ე, 99, 0, 
მთ 

ამის გათვალისწინებით და აგრეთვე იმით, რომ 

მი, მი, 
ძთ-“=შ0,, ძთ--“- =2ი,, 2 ბი, 2თ L2 

C 

(VI-4.23) ტოლობა ასე გადაიწერება 

ი. I-/ 

I თV->)-“(+>2)+-ი 
წუ მი, მი, 

მაგრამ, რადგანაც #0, და ბე, ვარიაციები ყველა ურთიერთდამოუ- 
კიდებელია, ეს ინტეგრალი ნულის ტოლი იქნება, თუ დამოუკიდებელ ვარია- 
ციათა წინ მდგომი კოეფიციენტები უტოლდება ნულს. ეს კი ნიშნაეს შემდეგი 
განტოლებების შესრულებას: 

მწ მს ძთ,==“, ნ,=-=-, =12,-» ი, მი, ” მი, C ”) 

რაც ემთხვევა ჰამილტონის განტოლებებს. 
ამ განტოლებათა მიღებისას ვარიაციული პრინციპიდან არსებითი 

მნიშვნელობა ჰქონდა «4, და თ“, ვარიაციების ურთიერთდამოუკიდებლობის 

მოთხოვნას. ეს გარემოება გაჩასხეავებს ლაგრანუჟისა და ჰამილტონის მეთოდებს.   

.· ლაგრანჟის მეთოდში სისტემის ყოფაქცევა აღიწერება განზოგადებული 
კოორდინატებით და განსოგადებული სიჩქარეებით, (0,0, მაგრამ ი, და- 

კავშირებულია 09, - სთან უბრალო გაწარმოებით. ამიტომ ლაგრანჟის გან- 

ტოლებების გამოყვანისას 2, უნდა გამოვხატოთ ბი, – ით. ეს ადვილად კეთდება 

ინტეგრალქვეეშ ნაწილობითი ინტეგრაციით შედეგდ ეიღები წევრს 

%L%,) რასაც მივყავართ მეორე რიგის განტოლებებთან. 

· მოდიფიცირებული პამილტონის პრინციპის გამოყენებისას ეიღებთ 
პირველი რიგის განტოლებებს და ეს იმიტომ ხდება, რომ 0/, – ისგან განსხვაეე- 

ბით რ“, ის ეითვლით «/,- სგან დამოუკიდებლად. ეს კი ნიშნავს, რომ გან- 
ზოგადებულ იმპულსებს ეთვლით ისეთსავე დამოუკიდებელ ცელადებად, 
როგორც განსოგადებულ კოორდინატებს. 

ეგეთვლით, რომ ი, დაკავშირებულია 0ძ, და ( ცყლადებთან მხოლოდ 

მოძრაობის განტოლებებით და არა რაიმე წინასწარმოცემული თანაფარდობით. 
ამრიგად, არც ერთ მათგანს არ ვანიჭებთ უპირატესობას, ორივე ერთნაირად და- 
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მოუკიდებელი ცვლადებია. ამით Mჩ-–დან 2ი-მდე ვზრდით დამოუკიდებელ 
ცვლადთა რაოდენობას და ვიღებთ პირველი რიგის განტოლებებს. 

ამასთან დაკავშირებით ცნებები “კოორდინატი” და “იმპულსი” უკვე 
მოუხერხებელი ცნებებია, რადგანაც მაშინვე იწვევენ წარმოდგენას სივრცულ 
კოორდინატებთან და მოძრაობის რაოდენობასთან აჩ კინეტიკურ მომენტთან. სი- 
ნამდვილეში მათ უნდა მივანიჭოთ უფრო ფართო შინაარსი და ჩავთვალოთ, რომ 
კოორდინატებად და იმპულსებად დაყოფა არის მოძრაობის აღმწერი დამოუ- 

კიდებელი ცელადების დაყოფა ორ დამოუკიდებელ ჯგუფად, რომლებიც ერთ- 
მანეთს უკაშირდებიან ჰამილტონის განტოლებებით თითქმის სიმეტრიულად. 

ჰამილტონის განტოლებებს მისი სიმეტრიისა და სილამაზის გამო 
უწოდებენ კანონიკურსაც. 

VI-6. ვარიაციული პრინციპების სხვადასხვა სახე 

ჰამილტონის ვარიაციული პრინციპის ჩამოყალიბებისას ეთვლიდით, რომ 

განზოგადებულ კოორდინატთა ძშყ, ვარიაციები არიან მყისიერი, ანუ, სხვა სიტყ- 

ეებით, წერტილი (ყ,+59,,!) ვარირებულ ტრაექტორიაზე ეთანადება წერტილს 

(9,,,/) ნამდეილ წირზე. ამიტომ ვუშვებდით, რომ ვარიაციები ხდება დროის 

ცვლილების გარეშე, როგორც ვირტუალური წანაცელებისას. 
ბუნებრივია, განვიხილოთ ეარიაციის უფრო ზოგადი სახე, როდესაც, 

წერტილი (0,+49/,,(+9!) ეთანადება წერტილს ი,./), როგორც ნაჩეენებია ნახ, 58- 
შე. 

  
  

IM. (გ+ნ6ტ)(ძი+ძნე) ჯ(+ს,+ძ|+ძს/ 
(+, 

V8§XMXCძ 
ხი , ზი+ძაძი თ" 

ი წოლე 
(+4, ოთ 

9 9+ძი 

0, 

რ 49 

ნახასი 58 

აქ ვარირებული წერტილი, სასოგადოდ, დროის განსხვავებულ მო- 
მენტს შეესაბამება. ასეთ ცელილებას სრულ ეარიაციას უწოდებენ და აღნიშ- 

ნავენ. ბ სიმბოლოთი. ნათელია, რომ სრული ვარიაციით მიღებული ტრაექტო- 

რიები განსხვავდებიან დროის დიფერენციალებითაც. სწორედ ამის გამო შებ- 
, რომ რტ-ვ. ციით მიღებული მოძრაობები ფიზიკურად   ვიძლია მოვითხოვ 
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შესაძლო იყვნენ, ოღონდ ამისათვის უნდა მოეითხოეოთ აგრეთვე, რომ # იყოს 
მუდმივი არა მარტო ნამდვილ ტრაექტორიებზე, არამედ #-ვარიაციით მიღებულ 
ტრაქტორიებზეც. ამაშია პრინციპული განსხეავება ამ ორ ვარიაციას შორის. 
ისოქრონული ვარიაციით მიღებული გადაადგილება ყოველთვის არ მიეკუთვნება 
ისეთ გადაადგილებათა რიცხეს, რომელსაც ადგილი ექნება სისტემის მოძრაო- 
ბისას. სრული ვარიაციისას სხვადასხვა ტრაექტორიებზე მოძრაობის დრო მამი 
არაა აუცი დებელი ერთნაირი იყოს, რადგან ჰამილტ მუდმივობისას მოგ- 
ვიწეეს ავ. ან ნე: მოძრავი წერტილი. ამიტომ #-პროცესი 
გულისხმობს · დროის ვარიაციას ტრავქტორიის კიდურა (საწყის და საბოლოო) 
წერტილებშიც, სადაც პირობის თანახმად ძ, სიღიდეების სრული ვარიაციები 

ნულის ტოლად ითელება. 
#ტ-ვარიაცის მისაღებდ შეგვიძლია ”შემოვიტანოთ რაიმე თ- 

პარამეტრზე დამოკიდებული მრუდების ოჯახი, ზუსტად ისე, როგორც ვიქცეო- 
დით 0 -ვარიაციისას მაგრამ ახლა დროის ვარიაციაც “უნდა ჩავატაროთ. 
იგულისხმება დრო, რომელიც ეთანადება ტრაექტორიის თითოეულ წერტილს. 
ამის გამო (-ც უნდა განვიხილოთ როგორც თ-ს ფუნქცია. ე.ი. 9«,C,თ) კოორდი- 

ნატები განისასღვრებიან არა მარტო ძ,C-ის ცხადი დამოკიდებულებით თ-ზე, 

არამედ არაცხადი დამოკიდებულებითაც, რომელიც ჩნდება ! ცვლადის მეშვეო- 
ბით. ამის გათეალიწინებით შეგეიძლია დავწეროთ 

იღ, რ(> + « | 
ძ მთ ძთ 

  

  

მაგრამ, როგორც ვიცით 

9 =C) ძი | 

ხოლო 4-ძთ არის დროის ცვლილება სრული ეარიაციის გამო, რაც აღვნიშ- 

ნოთ #/ სიმბოლოთი. ამიტომ საბოლოოდ ეწერთ 
ტი =ბი+ძი/ (VL-6.1) 

ასეთი თანაფარდობა სამართლიანია აგრეთვე ნებისმიერი /(0,/) ფუნ- 

ქციისათვის შემდეგი სახით 

რ/ = 9 + /V (VI-6.2) 
ადვილად დავრწმუნდებით, რომ სრული ვარიაცია აღარ კომუტირებს 

დროით გაწარმოებასთან. 
შემოვიღოთ ახლა ქმედების ინტეგრალი 

(ქლ 
4= I» ი,0V, (VI-6.3) 

რომელსაც ხშირად შემოკლებულ ქმედებასაც უწოდებენ. 
სანამ მის სრულ ეარიაციას გამოვოვლით, გადავწეროთ იგი ცხადი 

სახით ასე: 
/), MI 

= I(6+//MV = I/V+ M0, –/)), 

რადგან #/ = იიი. ახლა 

ი, 

ბ#4=ტI/ძი+ M(ბჩი – ტი) 
” 

ცხადია, რომ საზღერების ვარიაციაც ხდება. 
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L(I,) – ფუნქციის პირველადი აღვნიშნოთ IC) – ით. მაშინ გვექნება 

აქს - #0.) –#IV,) = 2IC1) – 2/(0I,,1+7C, ატ”, –IV, აბ“, 

ანუ საბოლოოდ, 

აM« = იი +#4/7 

პირველი წევრი ჩული არ არის, რადგან საზღერებიც განიცდიან ვარია- 
ციას, რის გამოც ტრაექტორიის საბოლი წერტილებში ნულის ტოლი ხდება 

არა იზოქრონული ვარიაცია, არამედ სრული ვარიაცია. განმარტების თანახმად, 

  

მ|M4-) 'ა-9- 29. 

ეს კი ლაგრანუის განტოლებების გამოყენებით ასე გადაიწერება: 

“ ლი ძI LI. ს მL ძ ლ ძ| მL ტ |Iძ#= – – = == « ქ:რ-2.) მეთ “9, 2 292“) 
აქ %, შევცვალოთ #- ვარიაციით: 

მს 5/ მ ი...“ 
თ |#ძ! = –-#%Mმ, -6#/#- (Cა- – ლე 

I 2 IX .C მძ 2, მძ, მი, · 
ახლა თუ მივიღებთ, რომ ტრაექტორიის ბოლო წერტილებზე #ი, ხდება 

ნული, ხოლო #/ #0, დაგვრჩება 

2. -2,00,VI 

დავუბრუნდეთ ახლა #ტ4-–ს ფორმუ ლას და გავითვალისწინოთ ეს უკანასკ- 
ნელი გამოსახულება. გვაქვს 

, მ 

-(->ი, +-#/ 
  ”“ 

მაგრამ ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულება #-ის განმარტების 
თანახმად უდრის ნულს. 

ამრიგად, დავამტკიცყთ უმცირესი ქმედების პრინციპი: 

#4 =0, როცა ტძ, I =0. 

მური კონსერვატიული სისტემის ნამდვილი ტრაექტორია ისეთია, 
რომ "მის. გასწვრივ შემოკლებული ქმედება არის ექსტრემალური სრული ვარია- 
ციების მიმართ ტრაექტორიებისა რომელთაც აქვთ ერთნაირი ბოლო წერ- 
ტილები კონფიგურაციულ სივრცეში და ერთნაირი ენერგიის ინტეგრალი VI. 

იმისათვის, რიმ უკეთ გავიგოთ ქმედების იჩტეგრალის შინაარსი, გავიხ- 
სენოთ, რომ 

C 
  

2,0,0,=27+X 
ღუ 

ბუნებრივი სისტყმებისთეის 7 =0,7=7 და უმცირესი ქმედების პრინციპი 

იღებს სახეს 
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ტ |217 =0 (VI-64) 
ჩ 

ამ შემთხვევაში ვარირებულ ტრაექტორიებზე გვაქვს ერთნაირი სრული ენ- 
ქრგია. 

ი თუ ამავე დროს დავუშვებთ, რომ კინეტიკური ენერგია მუდმივია (მაგ. 
თავისუფალი სხეული), მაშინ აქედან მიიღება უმცირესი დროის პრინციპი (ოპ- 
ტიკაში ცნობილი ფერმას პრინციჰის ანალოგი) 

ბტ(, –/,)=0, 
რაც ნიშნავს, რომ კონფიგურაციულ სივრცეში სისტემის ტრაექტორია ისეთია, 

რომ მასზე მოცემული ენერგიით მოძრაობისას ს სისტემა ორ წერტილს შორის 
გზას გაივლის უმცირეს დროში (უფრო სწორედ, მოძრაობის დრო არის 

ექსტრემალური). 

· განეიხილოთ უმცირესი ქმედების პრინციპის კიდეე ერთი, იაკობის 
ფორმა, 

ქთქვათ ვიხილაეთ ბუნებრივ სისტემას და ეწერთ (VIL-6.4) პრინციპს შემ- 
დეგი ფორმით: 

2L 7(M – V)ძI =0 (VI-6.5) 

განვსაზღვროთ დიფერენციალი ძა შემდეგნაირად 

ძი? = 3 პათ,ი,9,თ' = აათ,ძე, 4, (VI-6.6) 

ასე რომ “ი “ 

ძა = V2IV, (VI-6.7) 
ამიტომ ვიპოვით 

#4 =ტ I/2(/ –#)ძ§=0 (VI-6.8) 

ესაა უმცირესი ქმედების პრინციპის იაკობის ფორმა. 
მართალია შემოტანილი დიფერენციალი ძა ფორმალურ ხას! ს ატარებს, 

შეგვიძლია მიეცეთ ნათელი ინტერპრეტაცია. 
დიფერენციალურ გეომეტრიაში (VI-6.6) სახის ტოლობა არის #M- განზო- 

მილებიან სივრცეში (0,.0,,..4, - კოორდინატებით) წირის სიგრძის ელემენტის 

  

ყველაზე ზოგადი განსაზღვრა. ასეთი ინტერპრეტაციისას #M, -კოეფიციენები 

შეადგენენ ე.წ. ფუნდამენტალურ მეტრიკულ ფორმას. თუ, მაგალითად, ძ, 
დეკარტეს კოორდინატებია, მაშინ #, =4,, რაც ჩანს ტოლობიდან 

ძა? = ძჯ? +ძ)? +ძ2? 

საზოგადოდ, მტკიცდება, რომ ნებისმიერი მრუდწირული ორთოგონა ლური 

კოორდინატებისათვის მეტრიკული ფორმის მატრიცა ”, კოეფიციენტებით 

იქნება დიაგონალური (ოღონდ არ არის აუცილებყლი დიაგონალური ელემენ- 
ტები ერთმანეთის ტოლიი იყენენ) მაგალითად, ცილინდრული კოორდინატების 
შემთხეევაში 

  

ძვ? = თ. +”"ძ0” +C“ 
ასე, რომ მეტრიკულ მატრიცაში არანულოვანი ელემენტებია 

», =1, MM, =L, I. =1 
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ამრიგად “ი” დიფერენციალი შეიძლება გავიგოთ, როგორც კონფიგუ- 

რაციულ სივრცეში (ი, – კოორდინატებით) ტრაექტორიის სიგრძის ელემენტი. 

რაც შეეხება უმცირესი _ ქმედების პრინციპის იაკობის ფორმას (VI-6.8), 
მასში განისილება გამ ხველი წერტილის ტრაექტორია და არა ამ 
ტრაექტორიაზე წერტილის მოძრაობის კანონი. ეს იქიდანაც ჩანს, რომ მასში (ჯ 
დრო გამორიცხულია. ე.ი. იაკობის ფორმაში გვაინტერესებს სისტემის მიერ აღ- 
წერილი ტრაექტორია და არ გავაინტერესებს კოორდინატების დამოკიდებულება 
დროზე. საილუსტრაციოდ განეიხილოთ შემდეგი მაგალითი: 
კეპლერის პრობლემა. პირველ ყოვლისა შევნიშნოთ, რომ ეს არის ბუნებრივი 
სისტემა მუდმივი სრული ენერგიით 

#= 2( კე) #9 =# 
(2 

იაკობის ფორმის გამოყენება გვაძლევს 

ბს? C რ» =0 

სადაც, (VI-6.6”-ის შესაბამისად, 

ძა? = -? +/!ძი?) 

მ ჩავთვალოთ დამოუკიდებელ ცვლადად და გამოვიყენოთ აღნიშენა 

= რა. გეაქვს 

  

ა 9C რ“ +/7M0=0, 

სადაც ”» და 0-ს მიხედვით ბოლო წერტილები დაფიქსირებულია. ამრიგად 
პრინციპმა მიიღო სახე: 

L 

6 I/C,/,59ძ0 =0, 
ი, 

სადაც 

  #V,, )= ო(4. რისა +777) 

პრინციპს ახლა აქეს სტანდარტული სახე, ამიტომ ეილერ-ლაგრანჟის მე- 
თოდის გამოყენება შეიძლება და "ვიღებთ განტოლებას 

უმჯობესია უშუალოდ მოძრაობის პირველი ინტეგრალი მოეძებნოთ. შეე- 
ნიშნოთ, რომ /არ არის 0 დამოუკიდებელი ცელადის ცხადი ფუნქცია. ამიტომ 
ზედა განტოლების ინტეგრალს აქვს სახე 

იიი გ აოდ. ო 
საიდანაც 

8 იფულუთი =0/,? 

” 
დავუბრუნდეთ ჩასმას 
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ჯ =,6 
შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ მოძრაობის ეს მუდმივი არის უარყოფითი ნიშ- 

ნით აღებული კუთხური მომენტი, ანუ 

–ის:0=C 
ორბიტის განტოლების საპოვნელად (ე განტოლებაში გადავალაგოთ 

წევრები ასე 
,ჯ? „2 2 

(4) =2 I 6.4 წი” -C. 
ძმ C? 2# 

ათვლის სისტემა ისე ავირჩიოთ, პოლარული კუთხის ათვლა დაიწყოს 
მანძილის მინიმუმიდან, ე.ი. #» =7, =#,,, როცა 0=0ე =0. მაშინ მიღებული გან- 

ტოლებიდან ვპოულობთ 

  

“ 9--C L=--“ 
ა/2V ; #./ წ? + #0IM" – C:/2# 

ეს კი ცხრილის ინტეგრალია. გვაქვს 

#CMI - CL 7 M _# 

#ც'0'ი? +26C1/M) 2 ' 

აქ ბოლო რიცხვის მისაღებად გამოვიყენეთ ენერგიის მნიშენელობა ინტე- 
გრალის ქვედა საზღვარზე. 

ახლა კი ამოეხსნით #– ს, როგორც 0-ს ფუნქციას 

C?/ CI 
=---–----=- 

1+-/1I+26C?///?» C0§0 

ესაა ჩვეულებრიეი კონუსური კეეთის ფორმულა და წარმოადგენს კე- 
პლერის ამოცანის ორბიტას სრული ენერგიით #, კუთხური მომენტით –C და 
ექცენტრისიტეტით 

6=./1+26C!/ „6?! , 
ხოლო ორბიტის პარამეტრია 

0= იაა, 

დ? 

?- #07?”



თავი VII 

კანონიკური ბარდაქმნები 

ჰამილტონის განტოლებების პირდაპირი გამოყენებისას მექანიკის ამოცანე- 
ბის ამოხსნის მათემატიკური სირთულეები, როგორც წესი, არსებითად არ 
მცირდება, რადგანაც ამ 'ემოთხვევაშიც საქმე გვექნება ისეთივე სირთულის 
დიფერენციალურ განტოლებებთან, როგორც ლაგრანჟის მეთოდში. 

ჰამილტონის მეთოდის უპირატესობა არის არა მისი მათემატიკური სქემა, 
არამედ ის, რომ ეს მეთოდი უფრო ღრმად იჭრება მექანიკის სტრუქტურაში, 
რადგან კოორდინატებისა და იმპულსების, როგორც დამოუკიდებელი ცვლადე- 
ბის თანაბარუფლებიანობა, არჩევის მეტ თავისუფლებას იძლევა. 

ამის შედეგად მივდივართ ფისიკური არსის გადმოცემის ახალ, უფრო აბ- 
სტრაქტულ. ფორმებთან. თუმცა ამ გზებით მიღებული მეთოდები დაგვეხმარებიან 
ამოცანების ამოხსნისას, თანამედროვე თვალსასრისით მათი მთავარი ღირსება 
ისაა, რომ ახალი თეორიების აგებისას ისინი არსებით როლს ასრულებენ. მა- 
გალითად, კლასიკური მექანიკის სწორედ ეს აბსტრაქტული კონცეფციები გახდ- 
ნენ სტატისტიკური მექანიკისა და კვანტური მექანიკის აგების ამოსავალი. 

ჩვენ ქვემოთ გადმოვცემთ ჰამილტონის მეთოდში განვითარებულ სწორედ 
ასეთი სახის კონცეფციებს. 

    

VII-1. კანონიკური გარდაქმნების განტოლებები 

შეიცავს თუ არა ჰამილტონიანი ციკლურ კოორდინატას, საზოგადოდ და- 
მოკიდებულია მოცემული პრობლემის შესასწავლად არჩეულ კოორდინატებზე. 
ეს პირდაპირ ჩანს შემდეგი მაგალითიდან. თუ ცენტრალურ ველში წრეზე მოძ- 
რაობას აღეწერთ დეკარტეს კოორდინატებით, არ გეექნება ციკლური კოორდი- 

ნატები, მაშინ როცა პოლარული კოორდინატების გამოყენებისას კუთხური 
ცვლადი აღმოჩნდება ციკლური, რაც, როგორც ვიცით, დაკავშირებულია 
კუთხური მომენტის შენახვასთან. 

განეიხილოთ სისტემა, რომლის ჰამილტონიანი არის მოი ბის კონსტანტა, 

სოლო ყველა მ, კოორდინატი ციკლურია. ამ დროს, ცხადია, ყველა გან- 

ზოგადოებული იმპულსი /#, იქნება მუდმივი, ე.ი. 

ჯ, =თ, = 005!. (I = 1,2,...,7) 

ხოლო რადგან, როგორც ითქვა, ჰამილტონიანი ცხადად არ შეიცავს დროს და 
ციკლურ კოორდინატებს, შეგეიძლია დავწეროთ: 

#= MI(Cთ,თ,..,თ,) 

  

  ამიტომ განზოგადებული კ დინატებისათვის· ჰამილტონის განტოლებებს 

ექნება სახე: 
მM/ ; 

ე =–--=C, =1,2,,..., VII-1.1 0“ =ფ- 504, ( ”) ( ) 

აქ თ, არიან მარტო თ, –ების ფუნქციები, ანუ რაღაც მუდმივებია. ამ გან- 

ტოლების ინტეგრაციით ვიღებთ 

თ =თ,/+/, 
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სადაც /, - ინტეგრაციის მუდმიეებია, რომლებიც უნდა განისასღვრონ საწყისი 

პირობებით. 

ამრიგად, ამოცანა ამოიხსნა მარტივად! 

– ყოველი მატერიალური სისტემა შეიძლება აღიწეროს განზოგადებული 
კოორდინატების სხეადასხვა კრებულით. 

მაგალითად, სიბრტყეზე მოძრაობის განხილვისას დეკარტეს X./ ცვლადე- 
ბის ნაცვლად განსოგადებულ კოორდინატებად შეიძლება ავირჩიოთ #,თ პოლა- 
რული ცვლადები. ორივე არჩევანი დასაშეებია, და რომელი მათგანია უკეთესი, 
დამოკიდებულია ამოცანის ხასიათზე. 

ცნობილია, რომ ცენტრალური ძალების დროს დეკარტეს კოორდინატები 
ნაკლებ მოსახერხებელია, მაშინ როცა პოლარული კოორდინატების გამოყენე- 
ბისას ერთ-ერთი ცვლადი (თ) ხდება ციკლური. 

– კოორდინატის ციკლურობა დაკავშირებულია მათი არჩევის ხერხთან 
და შეიძლება ვივარაუდოთ, რომ ყოველ კონკრეტულ შემთხვევაში შესაძლებე- 

ლია ისე ავ განსოგადებულ კოორდინატთა კრებული, რომ ყველა 
ცვლადი იყოს ციკლური. 

ცხადია, რომ თუ ასეთ კრებულს ეიპოეით, ამოცანას ტრივიალურად 
ამოვხსნით. 

მაგრამ, რადგან ის განსოგადებული კ მლებსაც ჩვენ ვი- 
ყენებთ, როგორც ყველაზე ბუნებრივს მოცემული აერია ჩვეულებრივ 
ციკლური არ არიან, საჭიროა დამუშავდეს სპეცკიალური პროცედურა კოორ- 

დინატთა ახალ სისტემაზე გადასასვლელად, სადაც ისინი აღმოჩნდებიან უფრო 
მოსახერხებელი. 

– აქამდე – ლაგრანჟის მეთოდში – ვხედებოდით გარდაქმნებს, რომლე- 
ბიც წარმოადგენდნენ ძველი ძი, კოორდინატებიდან ახალ 0, კოორდინატებზე 

გადასელას. ასეთი გარდაქმნები გამოიზატებიან განტოლებებით: 

0,=0C,0 (VI– 12 
სხეა სიტყვებით, გ. ქმ! დინატები გამოიხატებიან მხოლ ძველი 
კოორდინატებით. ასეთ. დარიო უწოდებენ წერტილოვანს. 

მაგრამ ჰამილტონის მეთოდში იმპულსები ისეთივე დამოუკიდებელი 
ცვლადებია, როგორც განზოგადებული კოორდინატები. ამიტომ ჩვენ უნდა გა- 
ვაფართოვოთ კოორდინატთა გარდაქმნის ცნება და ჩავრთოთ ძ, დამოუკიდებელ 

  

  

  

კოორდინატებთან ერთად /, იმპულსების გარდაქმნაც. 
ამრიგად, საზოგადოდ, საქმე გვექნება გარდაქმნებთან, რომლებიც აღიწერე- 

ბიან განტოლებებით: 

0,=0,(9, ი.) 
# =M(თ ი.ი 

სადაც 0, – ახალი კოორდინატებია, ხოლო ჩ- ახალი იმპულსები. ამგეარად 
ახალი კოორდინატები (და იმპულსები) გამოიხატებიან არა მარტო ძველი 

კოორდინატებით, არამედ ძველი იმპულსებითაც. 
ასეთი გარდაქმნებისათეის ხშირად გამოიყენება ტერმინი – კონტაქტური 

გარდაქმნები. 
ჩვენ გვსურს შევინარჩუნოთ ამოსავალი განტოლებების სტრუქტურაც. ამი- 

ტომ დაგეაინტერესებს მხოლოდ ის გარდაქმნები რომლის დროსაც ახალი 

ცელადები 0,,” იქნებიან აგრეთვე კანონიკური. სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, 

ჩვენ ეთხოულობთ, რომ ახალ. ცვლადებში განტოლებებს ჰქონდეთ იგივე ფორმა, 
რაც ჰამილტონის განტოლებებს, ე.ი. ჩაიწერებოდა ასე: 

(VII-I3) 
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0 -3 ჩ8- «4 (VI0–-14) 

სადაც #(0./”.,!) ახალი ცვლადების და დროის რაღაც ფუნქციაა, რომელიც ახ- 
ალი ჰამილტონიანის როლს ასრულებს. 

გარდაქმნები, რომლებიც ამ პირობებს აკმაყოფილებენ, იწოდებიან კანონი- 
კურ გარდაქმნებად. 

რადგან 0, და #» ცვლადები უნდა იყვნენ კანონიკური, ისინი უნდა აკმაყო- 

ფილებდნენ ჰამილტონის პრინციპს, ჩაწერილს ამ ცვლადებში: 

#12 #0,- #M(0.#; არი = (VII-I.5) 
ლე) 

ამავდროულად ძველი ცვლადებიც, რა თქმა უნდა, დააკმაყოფილებენ ამავე 
პრინციპს 

ვხ». #C.00|4-9 (VII-16) 

ამრიგად, ეს ორი ტოლობა უნდა დაკმაყოფილდეს ერთდროულად. აქედან, 
ცხადია, არ გამომდინარეობს, რომ ამ ტოლობებში ინტეგრალქეეშ მდგომი ფუნ- 
ქციები ერთმანეთს ემთხვევიან – ისინი შეიძლება განსხვავდებოდნენ ერთ- 
მანეთისაგან, მაგრამ არაუმეტეს რაიმე ” ფუნქციის სრული წარმოებულით 
დროის მიხედვით. 

მართლაც, ამ ფუნქციათა სხვაობიდან ინტეგრალი ტოლი იქნება 

I. = MC) – #თ) 

და რისი ტოლიც არ უნდა იყოს ეს # ფუნქცია, მისი ვარიაცია ნულის ტოლი 
იქნება, რადგან ინტეგრაციის სასღვრებსე ი/ =0. 

# ფუნქციას უწოდებენ მოცემული გარდაქმნის მაწარმოებელ ფუნქციას. 
ქვემოთ ჩვენ დავრწმუნდებით, რომ ამ ფუნქციის ნებისმიერი შერჩევისას 

ცალსახად განვსაზღვრავთ გარდაქმნის განტოლებებს, (VII-I.3). 
პირველ რიგში შეენიშნოთ, რომ # ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრავს 

ძველი კანონიკური ცელადებიდან ახალზე გადასვლას, უნდა იყოს ცვლადთა 

ორივე კრებულის ფუნქცია. ამიტომ 7 დროის გარდა უნდა შეიცავდეს 4 
ცვლადს. მაგრამ, რადგან გარდაქმნის განტოლებები აკავშირებენ მათ, ამიტომ 
დამოუკიდებელი მათ შორის იქნება 27 ცელადი. ასე რომ მაწარმოებელი ფუნ- 
ქცია შეიძლება შემდეგი 4 სახით ჩაიწეროს: 

#(V0:0, ჩ(,#0, #C2.0;/), #MC9V,/:ი 
თუ რომელი მათგანით ვისარგებლებთ, დამოკიდებულია განსახილავი ამოცანის 
თავისებურებებზე. 

განეიხილოთ გარდაქმნის ხასიათი თითოეულ შემთხვევაში: 

1. თუ აეირჩიეთ #,(9,0;,!) ფუნქცია, მაშინ ვარიაციული ინტეგრალების 

ქვეშ მდგომი გამოსახულებები დაკავშირებული იქნება თანაფარდობით: 

2:24, -M09.0= 2აბ – MC, ჩი ით (VI–I» 
ამ დროს 

“6 თ0> 3-4, +232 0+5-5% 
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მაგრამ რადგან ძველი და ახალი კოორდინატები აქ განიხილება როგორც 
დამოუკიდებელი ცელადები, (VII–17) ტოლობას მაშინ ექნება ადგილი, როცა 0, 

და ლ, – სთან მდგომი კოეფიციენტები ტოლობის ორივე მხარეს იქნებიან ერთ- 

ნაირი. ამრიგად განხილულ შემთხეევაში გვექნება: 
მ”, 

  

(VII–I.9) 

#=V +% 
მ 

ამათგან პირველი წარმოადგენს თანაფარდობას, რომელშიც შედის მარტო 

ხალითი და / მათი საშუალებით ყველა 0-ს გამოვხატავთ ;,.ძ,,/ 
ცვლადებით. ამ გზით მივიღებთ (VII-I.3) გარდაქმნების პირველ ნაწილს. ამის 

შემდეგყ გამოვიყენებთ (VII-19)-ის მეორე თანაფარდობას და მივიღებთ 
XVII–I.3)-დან დანარჩენ ” განტოლებას, რისთეისაც დაგვჭირდება ახლახან 
მიღებული გარდაქმნის ფორმულის გამოყენებაც. 

დაბოლოს, (VII–I.9)-ის უკანასკნელი განტოლება გეაძლეეს ახალ ჰამილ- 
ტონიანს, #. 

2. ახლა განვიხილოთ გარდაქმნა მეორე ფუნქციით, #,. როცა დამოუ- 

კიდებელ ცელადებად არჩეულია ძ, და ჩ. ავიღ ჯერ ადრინდელი გან- 
ტოლება, (VII–I7), რომელიც ასე გადავწეროთ 

720. 2ჩბ- M(V,90:0+M(0,7;ი0 = 

მეორე წევრი გარდავქმნათ სრული წარმოებულის  შეშვერბით 

2,ჩ0, +520 =42-ჩ0, 
" >) 

  

ძჩ 24020 (4) 

გვაქვს: 

> ი, +9ჩ0.- -–9+M= 94% (ძ, თი+2:ჩ0 | 
“ ლე 

მარჯვენა მხარეში ფრჩხილებში გვიწერია ლეჟანდრის გარდაქმნა, რომლის მეშ- 
ვეობით ხდება ცელადის შეცვლა 0, > ჩ და, ამრიგად, მიიღება ფუნქცია #, : 

მჩ. 
#M·(0,0;() = ჩრთფი+2:ჩ0, , ამასთან ი მევიია 

ეი. გეაქვს კანონიკური გარდაქმნის პირობა შემდეგი სახით: 

90 ძრ(. ჩი) _ ლმი , , ლმჩ ა, 96 «სყ. ი:/ %I 271 ნჩ--- 2,64,+2)ჩ0,- #+-6=-4-+> 3 უთე 2 “ V 
ახლა 4,(ჩ)–თან მდგომი კოეფიციენტების გატოლებით ამ განტოლებას დავაკ- 
მაყოფილებთ, როცა 

  _ მ. _ მი 
#”– ბი, ' იჩ. 

(VII–I.10) 

X=V/ +». 
მ 
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პირველი განტოლება შეიცასს, თანაფარდობას ჯ#,,949,L,! ცელადებს შორის, 

საიდანაც გამოვხატავთ # =#ჩ(0,ხ:) – ვიღებთ კანონიკური გარდაქმნების 

მეორე ჯგუფს. მეორე განტოლება შეიცავს ცვლადებს C,,ი,#,,. საიდანაც 

მიღებული #-ს გამორიცხვით დავიყვანთ კანონიკურ გარდაქმნათა 

ჯგუფზე: 
3. ახლა განეიხილოთ გარდაქმნა მე-3 ფუნქციით, როცა ცვლადებად აიღება 

ჩ,,0. აქაც შეიძლება გამოვიყენოთ ლეჟანდრის გარდაქმნა. 

რადგან 

პირველ 

_ მჩ(C0,C/) 
მძ, 

შეგვიძლია ძი -> ნ გადასვლა განვახორციელოთ ლეჟანდრის გარდაქმნით: 

#M(9.0:/0)– 2>, ი, = 5(წ9.0;!) 

ამიტომ, ამოსავალ განტოლებაში მოვახდინოთ სათანადო გარდაქმნა ძველი 

ცვლადების შემცველ ნაწილში: 
000 ძი 

2ნრ- 9=- -298- M+92 76 - =2,–0-ჩ+-+ 
#5 

საიდანაც გვაქვს 
– · 

-99/- -#M= 2,ჩ0 - #+98- 2:84 |=2,60 -ჩ+456C00ი 
I 

, 

რაკი 

ძი ლმე ლღმი უ» მწ 
3-3 24 220, +-- 
თ მხ, 9 მთ, ი 

ამიტომ გარდაქმნის კანონიკურობა მოითხოეს შემდეგი თანაფარდობების შეს- 
რულებას: 

  - % =- % 
ა '“ 20, 

#=# 22%) 
მთ, 

4, დაბოლოს, მე4 ფუნქციით გარდაქმნის მისაღებად დაეემყაროთ 
#, –ის განტოლებას: 

#(9,0.0 -> M(9,”0 
ეს შეიძლება მივიღ ლეჟანდრის ორი გარდაქმნით: 

M(ი,ჩ:/) = M(9,0;0– 2,0,7 +2,M0, =8C,0:)+2,#70, 
ლე წე 1 

ამ დროს გვახსოეს, რომ 

  

ამიტომ, გგაქ8ვს – ძები. ში „ 
ააი# - M=2,ჩ0, -#+ , =2.ტ80, -M+4 24, - 2,0, +ჩC-MI 

“I 0.) „I 4=I 

აქედან 
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ძჩ.(0,/:/) -ა ინ -M--ეცჩ- (05% 
:9L #2 

  

  
წარმოებულის გამოთვლის შემდეგ მიიღებ ნაფარდობები: 

ი > 8 => 
– “ იჩ 

#=V/V (> 
მ 

ამრიგად, მივიღეთ 4 ტიპი კანონიკური გარდაქმნებისა, რომლებიც შეგ- 
ვიძლია მოვიყვანოთ შეჯამებული სახით: 

მჩ, 2”, 
1. #.(9.0;!) : =--“', ჩ=---_+ I(9.0;/) 7“ 5, “50 

მI- 0ჩ, 
2. #,(ძ,7:!): „ლ, 05=5- (0. ) წ2 მმ, თ – გი 

38 #ჩ(2.0.0: თ-- 2, ჩ--% 
მი, მძ, 
C/" 0, ს,  ჩ(ი,ჩ,! =-=+, ,=--+ +C0,/.!) მ, ში, 0, 2ი 

VII-2. კანონიკური გარდაქმნების მაგალითები 

განვიხილოთ კანონიკური გარდაქმნების რამდენიმე მარტივი მაგალითი, 
რომელიც ხორციელდება სხეადასხვა მაწარმოებელი ფუნქციით: 

ა) იგივური გარდაქმნა. ავილოთ #,: ტიპის ფუნქცია შემდეგ- 
ნაირად 

# =2,იჩ (VII-2.0 
ს.) 

ამ შემთხეევაში კანონიკური გარდაქმნების განტოლებები ასეთია 

_ გა გ”: 
=-1?=ი, =ძ, #C=M0+--+-=V ი, ტ 0, ძ, 2 

მი, "მნ. 
ე.ი. ყველა ახალი კოორდინატი და იმპულსი ემთხვყეეა ძველს, ანუ. განხ- 
ილული გარდაქმნა არის იგიყური. 

ბ) განვიხილოთ ამ გარდაქმნის ერთი განზოგადება: 

5 =2,.#/(4.0ჩ (VII-22) 
ლე 

სადაც # არიან 4-ს ნებისმიერი ფუნქციები. მაშინ, რადგან 0-% 
მნ ' 

მიიღება 

0, = /,(4.,) (VII–212) 
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ანუ ახალი კოორდინატები მთლიანად გამოიხატა ძველი კოორდინატებით და 
დროით, მაგრამ არ შეიცავს ძველ იმპულსებსე დამოკიდებულებას. ესენი 
განეკუთვნებიან წერტილოვან გარდაქმნათა კლასს. 

ამრიგად, წერტილოვანი გარდაქმნებიც ყოფილა კანონიკური. 

რადგან განსილულ მაგალითში / ფუნქციები საესებით ნჩების- 

მიეგრია, ვასკვნით, რომ ყველა წერტილოვანი გარდაქმნა არის კანონიკური. 

ახალი ჰამილტონიანი ძველს უკავშირდება მ, გ, წარმოებულებით. 

ბ) ორთოგონალური გარდაქმნები 
განვიხილოთ წერტილოვანი გარდაქმნების კერძო სახე, როცა 

#(94.()= 2,094, (VII-2.4) 
რუე 

და, ამიტომ, 

#M(9,–;/)= 2,ძ,თჩ (VII-2.5) 
წო) 

ჩავთვალოთ, რომ ძ, არიან ორთოგონალური მატრიცის ელემენტები 

2,რა9 =0, 
#" 

ახლა 

0, _ « ინ,==4+=3 თ, 
ი მ, ღრ 

აქედან რომ ამოვხსნათ #, გამოვიყენოთ ორთოგონალურობის პირობა „ 

2,0„/, = 2,მაძ,ჩ = 2,0,6 =#, 
#5I /“4-L #=I 

ე-ი. 

6 =2ე0,ჩ, (VII-2.6) 
#- 

ანუ იმპულსებზეც ისეთივე ორთოგონალური გარდაქმნა ხდება, როგორც 

კოორდინატებსე როგორც ცნობილია ანალიზური გეომეტრიიდან 3- 
განზომილებიან ევკლიდურ სიერცეში კოორდინატთა სისტემის ბრუნვები 
ორთოგონალურ გარდაქმნებს წარმოადგენს. ზემოთ განხილული კოორდი- 
ნატებს ორთოგონალური გარდაქმნები განმარტების თანახმად განსაზ- 
ღვრავენ ბრუნვებისას ვექტორის გარდაქმნის წესს. (VII-26) გვეუბნება, რომ 
იმპულსებიც ვექტორებს წარმოადგენენ. ამ ზოგადი შედეგით ჩვენ უკვე ვის- 
არგებლეთ IV თავში იმპულსის მომენტის მისაღებად სივრცის სიმეტრიის 

თვისებებიდან. 
დ) განვიხილოთ ახლა #, ტიპის შემდეგი ფუნქცია 

რ= 200 (VI-27) 
#=I 

კანონიკური განტოლებების თანახმად მიიღება 

2, მ”, 
სობა. =-5+2=-ძ, VII-2.8 

”” მ,“ მ0, 7? C ) 

ქ-ი. გარდაქმნები კოორდინატებსა და იმპულსებს ადგილს უცვლიან. ეს 
მაგალითი გვეუბნება, რომ განსოგადებული კოორდინატები და განზსოგადე- 
ბული იმპულსები ტოლუფლებიანი ცვლადებია. ჰამილტონის განტოლებებში 
მათ შორის განსხვავება მხოლოდ სახელწოდებაშია. 

180



ე კანონი კ უ რ ი გარდაქმნები ოსცილატორის ამოცა- 
ნაში. 

განვიხილოთ ჰარმონიული ოსცილატორის ჰამილტონიანი   

_ #0” , #0“ _ ი" , თრი“ 
2 2 2 2 

სადაც გავითვალისწინეთ კავშირი # = 7Iთ?. 

  , 

თურმე ოსცილატორის ჰამილტონიანი საგრძნობლად მარტივდება, თუ 
ჩვენ გამოვიყენებთ კანონიკურ გარდაქმნას შემდეგი სახის პირველი ტიპის 

ფუნქციით 

ჩ= 50 (VII-2.9) 

მაშინ ამ გარდაქმნიდან შეგვიძლია გამოვიყვანოთ კაეშირი ძველ და 
ახალ სიდიდეებს შორის, რისთეისაც ვისარგებლოთ სათანადო კანონიკური 
განტოლებებით 

6-5 - თრიი§0 
მი 
_ მჩ _ თთ 9? _ |! 

მი 2 %10 
ეს განტოლებები შეიძლება ამოიხსნას ახალი ცვლადების მიმართ და 

გამოიხატოს ისინი ძველი ცვლადებით. მაგრამ ჩვენი მისნებისათვის უფრო 
მოსახერხებელია ძეელი ცვლადები გამოვხატოთ ახლებით. 

ბოლო განტოლებიდან ეიპოვით 

ჩ=     

ძ=. 20 (VII–2.I0) 
თით 

ჩავსვათ ეს წინა განტოლებაში, მიიღება 

#ჩ = /2MC/ 0050 (VI–2.II 
ამრიგად, ძველი ცელადები გამოვსახეთ ახალი ცვლადებით. ერწმუნ- 

დებით, რომ ისინი ტრიგონომეტრიული ფუნქციებია. აშკარაა, რომ რაკი 
გარდაქმნა დროს ცხადად არ “შეიცავს, ამიტომ ახალი ჰამილტონიანი 

ემთხვევა ძეელს, #=/M და 
# = თჩ005 0+CთჩM9ი'0=6C/ (VII–=2.12) 

ამრიგად, ახალ ცელადებში ჰამილტონიანი არის ციკლური 0-ს მი- 

მართ, რის გამოც ” იმპულსი უნდა იყოს მუდმივი. მიღებული განტოლე- 
ბიდან ჩანს, რომ ' 

ჩ=+4, # = 00ჩაI. 
რი 

რაც შეეხება განტოლებას კოორდინატისთევის, მას აქვს სახე 

5 -M-. 
გ ” 

0=იI!+/ჩ, 
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სადაც #- ინტეგრების ნებისმიერი მუდმივია. მივიღეთ ცნობილი ამონახსნი 

2ჩ... 
0 =,)–––5Iი(რ/ + /0) (VII–2.13) 

”ით 

აქ არსებითია, რომ ამონახსნი მიეიღეთ მოძრაობის განტოლების შეს- 
წავლის გარეშე მხოლოდ კანონიკურ გარდაქმნაზე დაყრდნობით. 

VII-3 პუასონის ფრჩხილები , 

ჰამილტონისეული მექანიკა (ან როგორც ხშირად ამბობენ – ჰამილ- 
ტონის ფორმალიზმი მექანიკისთვის) შეიძლება ჩაიწეროს მეტად ლამაზი და 
ელეგანტური ფორმით. ამისათვის შემოაქვთ გარკეეული სპეციალური სტრუ- 
ქტურა – წარმონაქმნი, რომელიც მართლაც არსებით როლს ასრულებს. 

ვგთქეათ, გვაქეს კანონიკური 9,» ცვლადების (რომლებსაც ხშირად 
კანონიკურად შეუღლებულ ცელადებს უწოდებენ) ორი ნებისმიერი ფუნქცია 

#7 =7(თV#:!) და §(4,ი:!) 
ამ ორი ფუნქციის პუასონის ფრჩხილი ეწოდება გამოსახულებას 

V % _ V ძ%. (/.§)= I> –=- (VII–3.ს 
» მი, %, გი, მძ, 

აღსანიშნავია, რომ ლიტერატურაში პუასონის ფრჩხილებისათვის გამოი- 
ყენება სხვა აღნიშენებიც, რომელთა შორის ყველაზე გაერცელებულია კვად- 
რატული ან ფიგურული ფრჩხილების გამოყენება. გარდა ამისა, ზოგჯერ გან- 
მარტებაში ადგილები აქვს შეცვლილი კოორდინატით და იმპულსით გაწარ- 
მოების რიგს. ყოველივე ეს, ცხადია არ ცვლის ამ სიმბოლოს შინაარსს. 

განმარტებიდან პირდაპირ გამომდინარეობს რამდენიმე თვისება: 
ანტისიმეტრიულობა 

C,§)=-(8,/) 
კერძო შემთხვევაში, (/,/)=0, 
2. მუდმივთან ფრჩხილის ნულთან ტოლობა 

(0ო=0 
3. წრფივობა თითოეული არგუმენტით 

(ჩ +#6,§)=(ჩ.8)+(ჩ..5), (909)=C(/,#) 
კერძოდ, ნულის ტოლია ფრჩხილი 2 წრფივად დამოკიდებული სიდიდისა 

(/.ძ)=0 
ანალოგიურად მეორე ფუნქციისათვის 

(00 +9,)=C66)+(/.#,) 
4, ჯუფდებადობის თვისება ნამრავლის მიმართ, რაც ემთხვევა- 

გაწარმოებისათვის ლეიბნი I წესს: 

(M#.8)= Lჩ.8)/,+#/(6.წ) 

ავოხიოიოიი C.თ) 
5. პარამეტრით კერძო წარმოებულის გამოთვლის ლაიბნიცის 

წესი: 
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2Cთი-(7.2+( >) (VII-32) 
იაკობის იგივეობა: 

(ფ.წ.ა)+6.0.ჩ)+(V(/.6)- (VII-33) 
ეს ემსგავსება ლაიბნიცის სამარმიების წესს პუასონის ფრჩხილებით 

CV.(.M))=(M§#”)+(8.(/.#)) 
შევნიშნოთ, რომ იაკობის იგივეობის დამტკიცება არ წარმოადგენს 

რაიმე სირთულეს და მოყვანილია უამრაგ სახელმძღვანელოში. მაგრამ 
როგორც იგივეობა, ადვილად მოწმდება უშუალო გამოთვლით. 

დ 

განეიხილოთ ახლა პუასონის ფრჩხილების ზოგიერთი სპეციალური 
(კერძო) თვისება, რომლებიც სასარგებლო თანაფარდობებს წარმოადგენენ: 

თუკი ერთ-ერთი ფუნქცია თანხედება კოორდინატს ან იმპულსს, 

გვაქვს: 
მ, მ, 

C6,8)=+5, (ი,§)=-–<5- (VII-34) 
მი, მი, 

ამ ტოლობებში რომ ავიღოთ დ-ს ნაცვლად ძ ან /„., მიიღება: 

(,,,9,)=9, „ი,)= 
V.ი,)=4, 

ამ თანაფარდობებს ხშირად პუასონის ფუნდამენტურ ფრჩხილებს 

უწოდებენ. 
ეს კერძო მნიშვნელობები პირდაპირ გვკარნახობს, თუ. როგორ შეგ- 

ქვიძლია გავამარტივოთ ჰამილტონის ფორმალიზმის ჩაწერა: 
მართლაც, რაკი 

(VII–3.5) 

: 0 : _ მM 

უეუეაეი – 
და (VII-34) ფორმულაში § ფუნქციად ჰამილტონიანს ავიღებთ, ეს გან- 
ტოლებები ჩაიწერება სრულიად სიმეტრიულად 

#,=(თ#M) ჩ, =(ი,,9) (VII–3.6) 
ადვილად დავრწმუნდებით, რომ სინამდვილეში სიმეტრია უფრო „ფარ- 

თოა. მართლაც, ავიღოთ ნებისმიერი დინამიკური სიდიდე, ანუ კ! დინატე: 
ბის და იმპულსების ჩებისმიერი დ უნქცია წი ჯი და გავაწარმო იოთ დროით 

=% V 
+2 > (ო. ,+2, აგ” 

გამოვიყენოთ აქ ჰამი: ს დტონის მანრელიბები და გადავწეროთ ასე 

  

1-X X” 
-2(-> ა, #. 

1 L0ი, 00, მ», მძ, 

ანუ 

= +(ჩ/) (VI-3ჯ» 
  ე.ი. სრული წარმ. ებ ული “დროის მიხედვ! უდრის კერძო წარმოებულს 

დამატებული ამ სიდიდის პუასონის ფრჩხილი ჰამილტონიანთან. 
ძერძო შემთხვევაში, როცა დინამიკური სიდიდე ცხადად დრი ზე. არ 

არის დამოკიდებული, მიიღება 
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4 CV. # CV, თუ 3-9 (VII–3.8) 

გარდა ამისა, თუ (VII-3.6) ფორმულაში / –ის ნაცვლად VI – ს ავიღებთ, 

მივიღებთ,რომ 
0 _ მ. 40-5%+. VII-3. 
“ CI (VII-35) 

ე.ი. ჰამილტონიანის კერძო და სრული წარმოებულები ერთმანეთს ემთხვევა. 

განვიხილოთ ახლა %სოგადი პუასონის "ფრჩხილის სრული წარმოებული 
დროით: 

4C.8)=2(059)+C69##)= 

=(7-9)+(/ > |+C-#9)+C-C.#)= 

=(V+C- + ჯ+C.#) 
რაც ნიშნაეს, რომ სრული წარმოებულის გამოსათელელადაც გვაქვს ლაიბ- 

ნიცის წესი: 

4(7”8)=| ” 48 <(9-(#,5)+(V «) 
აქედან ჩანს, მაგალითად, რომ კერძო შემთხვევაში, როცა ორივე დინამი- 

კური სიდიდე მოძრაობის ინტეგრალებია, ანუ თუ /,§ =00MV, მათი პუასონის 
ფრჩხილიც მოძრაობის ინტეგრალი იქნება. 

ამრიგად 
(C,ი)=ი”იი%, თუ /=00MV, და § = 60M§I. 

ამ წინადადებას ჰქვია პუასონის თეორემა. 

პუასონის ფრჩხილების გამოთვლის მაგალითები 

განვიხილოთ დეკარტეს კოორდინატებით შედგენილი დინამიკური 
სიდიდეების პუასონის ფრჩხილები. ავიღოთ ჯერ იმპულსი და მომენტი. 

M” _ _ _ # 

ჩ=2.ჩ #=2.წ.#.ს 
თ. იძ 

ან მდგენელებში 

L, =5, ცხი 

)ჰ აშკარაა, რომ 

(ჩ,”,)=9 
2 განვიხილოთ ახლა 

(L.5)= “აჩი =6ან (ჩა ჩ)+5»(8”,X, = 
=- მეკი! „= - ნც, = ნი 

(VIყ-3.10) 

გამოყვანის პროცესში გამოვიყენეთ პუასონის ფუნდამენტური ფრჩხილების 

თვისებები, (VII-3.5). 
, 
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სუსტად ასევე დავადგენთ, რომ 

სL,0,)=5„/, (VII-3.I1) 
როგორც ადრე აღენიშნეთ, ბოლო ორი თანაფარდობა წარმოადგენს 

ვექტორის კომპონენტების გარდაქმნის წესს კოორდინატთა ღერძების მობრუნე- 
ბისას. 

3. როგორც ვიცით, იმპულსის მომენტი არის ვექტორი, ამიტომ მისთ- 
ვისაც უნდა გვქონდეს ზუსტად ანალოგიური ნაფ. ბა, რაშიც ადვილად 
დავრწმუნდებით მსგავსი გამოთვლებით: 

6,,1,)= 5(–ან.6,) = 6»ჩასი#,)+65» წ. 6,120, = 

= ნაა ნყარა ნ, + ნანამ, = (0,6, – 0,0, ) ნ, +(ტ,რ, – მ.მ, ი, = 
=0,( ნ) – ,0,+ჩხნ, 0,0 8)=ჩჩი, – 0, = ნ»L, 

აქ ბოლო წინადადება ადეილად შემოწმდება იმპულსის მომენტის განმარ- 
ტების გამოყყნებით. ამრიგად 

  

  

(8,#,)=5„M (VII–3.12) 
4. დვილად დაერწმუნდებ რომ იმპულსის მომენტის 

პუასონის ფრჩხილი კოორდინატების და (ან) იმპულსების სკალარულ 
კომბინაციებთან ნულის ტოლია, რაც ამ L ეთა სკალარულ ხასიათს   

გამოხატავს სივრცეში მობრუნებების მიმართ. მართლაც: 

ნ) (ნაჩჩა-ი რაა -გნა -0 
ამ ტოლობაში ბოლო წინადადება გამომდინარეობს იქიდან, რომ 

სიმეტრიული და ანტისიმეტრიული ტენსორების ნამრავლი ნულის ტოლია. 
5. ზუსტად ასევე, 

#ნ )=0 
6. -ან ზოგადად, 

(L.თL”,ნ')=0, 
რაშიც ადეილად დავერწმუნდებით თუ აქ "შემავალ ჩებისმიერ სკალარულ 

ფუნქციას თხ, ი? გავშლით ხარისხოვან მწკრივად. 
შენიშენა: ამ ფორმულების გამოყვანის დროს ჩვენ ვსარგებლობდით სა- 

ყოველთაო შეთანხმებით რომ გამეორებული ინდექსებით იგულისხმება 
აჯამვა. 

VIს-4 პუასონის ფრჩხილები და კანონიკური გარდაქმნები 

საინტერესოა გავერკვეთ, თუ როგორ იცვლება პუასონის ფრჩხილები 

ცყლადების გარდაქმნების დროს. შევისწავლოთ კვლავ ჩვენს მიერ ადრე განხ- 
ილული გარდაქმნები: 

0, =0,(9, #4) #, =M(0.#,/) 
ჯერჯერობით ჩავთვალოთ, რომ ესაა ნებისმიერი გარდაქმნები და არა ა» უ- 

ცილებლად კანონიკური. დავსვათ ამოცანა ასე: გამოვყოთ. აქედან გარდაქმნათა 
სპეციალური კლასი, რომელიც პუასონის ფრჩხილებს დატოვებს ინვარიანტულს, 
ეი. 

(ჩე, =( 89)». Vსნ (VII-4.) 
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ჩავატაროთ მოყვანილი გარდაქმნები ამ განტოლების მარცხენა მხარეში, 
სადაც, განმარტების თანახმად, 

ე) 5 28 #8 
თი. 1 მი, მი, მი, 

ცვლადის გარდაქმნა ნიშნავს: 

V _ გ ბ0, , მ მჩ. 
მძ, 20, 2, მ”, 09, 

8, 20. ა მი, მჩ, ში, 
და ა.შ. 

ასეთივე ფორმულები დაიწერება პუასონის ფრჩხილში შემავალ დანარჩენი 
წარმოებულებისათვის. ამიტომ გვაქვს: 

თი. -| მ, მ0, , V 2 მთ მ0, , მწ 22.   
80, მი, მჩ, მი, Lმ0, მი, მჩ მი, 

/( გ 20, V 2 | ბ მ0, +282. 
მლ0, თ, მ”, მ», I მლ, მი, მჩ, მძ, 

წევრები ასე დავაჯგუფოთ გადამრავდლების შემდეგ: 

ი ბლ, _ მ0, 2. მ/- მ | მ0, მჩ _ მ0, =2. 
_ მ0, მ0,L მი, მი, მი, მი, ) _ მC, მჩ L მი, მი, მი, მი, 
„.V მწ | %, მძ, _ 0/, 2 V CC მი, _ %, 23. 
“ში, მ0, სმი, მი, მი, მი, ) _ 8ჩ, მჩ. L მი, მი, _ მი, 8, 

  

  

  

=გამოვიყენოო პუასონის ფრჩხილების ჩეეულებრივი განმარტება. მიიღება; 

- X % V ბ. V მ6. %X 0 20 ი აიგე გგ ჩა “გი გე, 0. +25 გგ არჩ 
თუ ახლა ჩვენ მოვითხოეთ, რომ პუასონის ფუნდამენტალური ფრჩხილები 

ერთსახელა სიდიდეებს შორის ინარჩუნებს თავის ძველ მნიშვნელობებს ახალი 
კოორდინატებისთვისაც, 

ანუ, თუ 

V,,ჩ),, =(0,.0,), = 
მაშინ, ზედა გამოსახულებაში დაგერჩება შემდეგი ორი წევრი: 

მ” მ V მ. _ 2თ 2 (,.ჩ),,+ 26 20, C,9), (VV-42) 
პირველ წევრში შეგვიძლია მუნჯი ინდექსები ურთიერთშევცვალოთ /+«>1 

და შემდეგ გამოვიყენოთ პუასონის ფრჩხილების ანტისიმეტრიულობა 

V 2 == # %# 20 მჩ ჩო“ გიგი ი), 
ამიტომ, სევით მოყვანილი ორი წევრი ასე გადაიწერება 

0V % _V 29. 
V,.ძ, 9C” მჩ, მჯ, 3 
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ანუ თუკი შესრულდება დარჩენილი პუასონის ფრჩხილიც 

(..7, იყ =2,, 

სედა გამოსახულება შეიკვრება ორი ფუნქციის პუასონის ფრჩხილად ახ- 
ალი ცვლადებით. ამრიგად, საბოლოოდ 

(C.8)„ =C8)% (VII-43) 
ცსადია, ესაა საკმარისი პირობა იმისა, რომ გარდაქმნები მიეკუთენებოდნენ 

სპეციალურ კლასს, რომელიც ინვარიანტულს ტოეებს ჰუასონის ფრჩხილებს. 
გავარკვიოთ ახლა თუ რომელია ის გარდაქმნები ზოგადი გარდაქმნე- 

ბიდან” რომლებიკცკ ინვეარიანტულს ტოვებენ პუასონსს ფუნდამენტალურ 
ფრჩხილებს და, ამიტომაც (VII–4.3) თანაფარდობას. 

ამისათვის, ჯერ განეიხილოთ დროზე დამოუკიდებელი გარდაქმნები, 
რომლებიც პუასონის ფუნამენტალურ ფრჩხილებს აკმაყოფილებენ. ადრე მიღე- 
ბული განტოლებების თანახმად გვაქეს: 

0 -(0,M)„=(0,.M)ს=2> 

„ჩ-რ ი, 6, =-უნ, M=#(ჩ,0) 
ამრიგად, ახალი კოორდინატებისა და იმპულსებისათვის სრულდება ჰამილტონის 
განტოლებები, ე.ი. გარდაქმნა ყოფილა კანონიკური. 

დასკვნა: გარდაქმნა, რომელიც პუასონის ფრჩხილებს ინახავს, არის 
კანონიკური გარდაქმნა. 

ცხადია, ადგილი აქვს შებრუნებულ წინადადებასაც. 

ამოცანები: 

1 განიხილეთ ერთგანსომილებიანი სისტემა ჰამილტონიანით 
.? ა? 

9#V=-#§ _9. 
2 .2 

აჩვენეთ, რომ ფუნქცია 0=ჩიი/2-7M არის მოძრაობის ინტეგრალი. 
2 აჩვენეთ, რომ ცვლადთა გარდაქმნა 

C0C=7/7+(00ძ, #”=(ი-Iიძ)/2!# 

არის კანონიკური და იპოვეთ ამ გარდაქმნის მაწარმოებელი ფუნქცია. 
3. მოცემულია ჰამილტონიანი 

# = თი, – წაი; – 00; +ხძ; 
აჩვენეთ, რომ ფუნქციები 

0, - 00, 
ჩ.= 8 # =9,9, 

4; 
არიან მოძრაობის ინტეგრალები. 

4. განიხილეთ გარდაქმნა 

0=IM 1ყი ”) ' ჩ=ძით 
ძ 

ა) აჩვენეთ, რომ გარდაქმნა არის კანონიკური, 
ბ) ააგეთ ამ გარდაქმნის ოთხივე ტიპის მაწარმოებელი 

ფუნქციები. 
აჩვენეთ, რომ თუ მოძრაობის განტოლების ორი პირველი ინ- 

ტეგრალი ცხადად შეიცავს (ჯ-ს, მათგან შედგენილი პუასონის ფრჩხილი 
მაინც იქნება მოძრაობის ამ განტოლებათა ინტეგრალი. 
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ნ. თ-ს და #- ს რომელი მნიშვნელობებისათვის იქნებიან გარდაქმნები 

0C=ძ” ი05/ი, #”=ძ“ 89ი/ი 
კანონიკური? რაც უდრის ამ დროს მაწარმოებელი ფუნქცია #)? 

7. განიხილეთ გარდაქმნა 0= 1Cდ' +»), #ჩ=-თირდი 4. აჩვენეთ, 
წ2 

რომ ეს გარდაქმნა კანონიკურია და მოძებნეთ ახალი ჰამილტონიანი, თუ ძველი 

ჰამილტონიანი იყო # =1Cღ' + #”). 

(VI-5), უსასრულოდ მცირე კანონიკური გარდაქმნები. 
მოძრაობის ინტეგრალები და სიმეტრიის თვისებები 

პუასონს ფრჩხილების ერთ-ერთ მნიშენელოვან გამოყენებას 
ვხვდებით უსასრულოდ მცირე კანონიკური გარდაქმნების განხილვისას. 

ასე უწოდებენ გარდაქმნებს რომლის დროსაც განზოგადებული 
კოორდინატები და იმპულსები განიცდიან ცელილებას უსასრულოდ მცირე 
სიდიდეზე. ამ დროს გათვლები ტარდება ხოლმე ამ ცელილების პირველი რიგის 
სიზუსტით უსასრულოდ მცირე გარდაქმნეს სხვანაირად “უწოდებენ ინ- 
ფინიტეზიმალურს. 

ინფინიტესიმალური გარდაქმნები ასე ჩაიწერება: 
0, =9,+99,, # =»M,+ში, (VII–5.1) 

აქ %, და %, არიან უსასრულოდ მცირე ნასრდები და არა ეირტუალური 

ცვლილებები. ეს ნაზრდები შეიძლება გამოწვეული იყოს, მაგალითად, ცელადთა 
უსასრულოდ მცირე გარდაქმნით. ცხადია, რომ უსასრულოდ მცირე გარდაქმნის 
მაწარმოებელი ფუნქცია უსასრულოდ მცირედ იქნება განსხეავებული იგიეური 
გარდაქმნის მაწარმოებელი ფუნქციისაგან, რომელიც ჩეენ განეიხილეთ წინა 
პარაგრაფში, (VII–2.1): 

#; =#1(49,,)=2.9ჩ 
"I 

შესაბამისად ახალ ფუნქციას ასე ჩავწერთ 

რ =2,96+9X(C77), 
I 

სადაც 5 არის უსასრულოდ მცირე პარამეტრი (§ <<1). მაშინ კანონიკური გარ- 
დაქმნების განტოლებიდან მიიღება: 

„მრ „00 
მი, მი, 

აჩუ 
მთ 

ჩ-ი,=9%, = “ი. 

ანალოგიურად 

ც.ბ, 
' გი 7” გი 
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ამ ჯამებში მეორე წევრი უნდა იყოს პირველი რიგის უსასრულოდ მცირე 
6-ის მიხედვით. რაკი ” განსხვავდება ი, ისგან 6 სიზუსტით, ამ ფორმუ- 

დაში გაწარმოება შეგვიძლია ძველი იმპულსით მოვახდინოთ: 

C(0,)–+00, ი) და ლალი 

ამრიგად, გვაქეს უსასრულოდ მცირე გარდაქმნების შემდეგი სახე: 

ბე,=657 8, =-§59 (VII=52) 
მი,” მ, 

ხშირად C-ს უწოდებენ უსასრულოდ მცირე კანონიკური გარდაქმნების 
მაწარმოებელ ფუნქციას ან გენერატორს. 

უსასრულოდ მცირე კანონიკური გარდაქმნების საინტერესო მაგალი- 
თია, როცა მაწარმოებელ ფუნქციად აიღება ჰამილტონიანი C = MI(0,ი) ხოლო 

§-–არის უსასრულოდ მცირე დროის ინტერვალი ძ. 

მაშინ 

მ” 
ბ,=6--=ძ-ძ, =ძძ, 

მ», 

8,=-6%=V./,=4, 
მძ, 

ეს ტოლობები გვიჩვენებენ რომ კოორდინატები და იმპულსები ისე 
იცვლება, რომ დროის ! მომენტში ი«(0) და ჯ() მნიშვნელობების ნაცელად 
ძი დროის შემდეგ ისინი ხდებიან ი(+ძი) და #XC+ძ!). ამრიგად, სისტემის 

მდგომარეობის შეცვლა ი“ დროში შეიძლება მიეიღოთ უსასრულოდ მცირუ კა- 
ნონიკური გარდაქმნით, რომელსაც ახორციელებს ჰამილტონიანი, 77. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ რაიმე საწყისი /: მომენტიდან I! მომენ- 

ტამდე სისტემის მდგომარეობის ცვლილება შეიძლება მიეიღოთ უსასრულოდ 
მცირე კანონიკური გარდაქმნების მიმდევრობით. რადგან ორი თანმიმდევრული 
კანონიკური გარდაქმნა ეკვივალენტურია რაიმე ერთი კანონიკური გარდაქმნისა, 
ამიტომ გადასელა იძ(სა,0(ახ,)ს მდგომარეობიდან «(),ნ,) მდგომარყობაში 

შეიძლება მივიღოთ დროზსე დამოკიდებული კანონიკური გარდაქმნით. ამრიგად, 
მექანიკური სისტემის მოძრაობა შეიძლება განეიხილოთ როგორც უწყვეტად 
მიმდინარე კანონიკური გარდაქმნების «ჯაჭვი, რომლის მაწარმოებელი ფუნქცია 
დროის ყოეელ მომენტში არის სისტემის ჰამილტონიანი, ე.ი. 

მოძრაობა არის კანონიკური გარდაქმნა! 

ნათელია, რომ არსებობს შებრუნებული კანონიკური გარდაქმნაც, რომელ 

საც 4#()#20C) გადაყავს მუდმივ მნიშვნელობებში «(Iა)./7(Mს). ასეთი კანონიკური 

გარდაქმნა ეკვივალენტურია მომრაობის ამოცანის სრული ამოხსნისა. 

« პუასონის ფრჩხილები და უსასრულოდ მცირე კანონიკური გარდაქმნები 

განვიხილოთ რაიმე ფუნქცია M(/.,) და მისი ცელილ 
ლოდ მცირე კანონიკური გარდაქმნისას. ფუნქციის ცვლილებას ვ. 
მოსახულებას 

სება უსასრუ- 

უწ ოდებთ გა- 
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0# =V(9+99,0+00) – (0, ») 
პირველ რიგამდე გაშლა იძლევა 

ლ) 6V 2 
ბV= –-290,+--პბი, 
ალ” ი, | 

ჩავსვათ აქ ზემოთ. მიღებული უსასრულოდ მცირე ცვლილებები: 

2C> მC _ მ მთ თ=65- 1 ++ 57 0L 
მძ, მს, 07, 0ძ, 

ანუ 
8 =6C0,C) (VII–5.3) 

ავიღოთ ასლა V = #, მაშინ 
ახ =5(M,0) 

თუ C არის მოძრაობის პირველი ინტეგრალი, როგორც ვიცით, ის დროზე 
ცხადად არ იქნება დამოკიდებული, ამიტომ მისი სრული წარმოებული დროით, 
რომელიც მუდმივობის გამო ნულის ტოლია, დაემთხვევა მისსავე პუასონის 
ფრჩხილს ჰამილტონიანთან, ე.ი. 

(M,0C)=0 

რაც ნიშნავს, რომ ასეთი მაწარმოებელი ფუნქციით გენერირებული უსას- 
რულოდ მცირე კანონიკური გარდაქმნა არ ცვლის ჰამილტონიანის მნიშენელო- 
ბას. 

ამრიგად, მოძრაობის განტოლების ყოველი (პირველი) ინტეგრალი არის 
იმ უსასრულოდ მცირე კანონიკური გარდაქმნების მაწარმოებელი ფუნქცია, 
რომლებიც არ ცვლიან ჰამილტონიანს. 

რაც შეეხება გარდაქმნებს, რომლებიცკ ჰამილტონიანს არ დცვლიან, 
მათი მოძებნა შეიძლება სისტემის სიმეტრიის თვისებებზე დაყრდნობით, იმიტომ, 
რომ თუ ფიზსიკური სისტემა სიმეტრიულია მისი კონფიგურაცების გარკვეული 
ცვლილებების მიმართ, მაშინ მისი ჰამილტონიანხი ამ გარდაქმნებისას უნდა 
დარჩეს უცვლელი. ჩვენ მიერ ადრე მიღებული შენახვის თეორემები, ბუნებრივია, 
აღმოჩნდება აქ გამოთქმული ზოგადი დებულების კერძო შემთხვევები. 

ვხედავთ, რომ ადრე განხილული ნიოტერის თეორემის მოძრაობის ინ- 

ტეგრალებმა შეიძინეს ნათელი ფიზიკური და გვომეტრიული შინაარსი, სახელ- 
დობრ, ისიჩი ყოფილან ჰამილტონიანის სიმეტრიის შესაბამისი ინფინიტეზი- 
მალური (და სასრულოც, სასოგადოდ) გარდაქმნების გენერატორები. 

მაგალითები: 

(ა) ტრანსლაციური გარდაქმნა 

ეთქვათ, რომელიმე 4, კოორდინატი არის ციკლური. მაშინ ჰამილტო- 

ნიანი არ იქნება მასზე დამოკიდებული და, ცხადია, არ შეიცვლება უსასრუ- 
ლოდ მცირე კანონიკური გარდაქმნებისას, მლებიც მარტო ამ კ ჩდინატს 

ცელიან 

  

ბე, =60, 

მი, =0 
განმარტების თანახმად გვაქვს: 
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რაც ნიშნავს, რომ C-=/,, ანუ 0, – ს შესაბამისი განხოგადებული იმპულსი 

ინახება. 

(ბ) კოორდინატთა სისტემის მობრუნება 
განვიხილოთ უსასრულოდ მცირე კანონიკური გარდაქმნა, რომელიც 
შეესაბამება მთელი სისტემის მობრუნებას უსასრულოდ მცირე § 
კუთხეზე. 

სოგადობის შეუსღუდავდ შეგეიძლიას განვიხილოთ ბრუნვა 
2- ღერძის ირგვლიე. ანალიზური გეომეტრიიდან ცნობილია ამ გარ- 
დაქმნის სახე 

X =X ბ05დ+V§იდ 

XV =–-X5)ით+ 7C605თდ 

27 =72 

თუ კუთხეს ჩავთვლით უსასრულო მცირედ, თ=6<<1, მაშინ ამ 
გარდაქმნებიდან დაგვრჩება 

X=X +M# 

X =»-X6 

=2 
ასეთივე გარდაქმნებს განიცდიან იმპულსის მდგენელები. ამრიგად 

გვაქვს: 

>% =X6. ბ =-Xწ, თ =0 

ბ, = 0,6, ბ, =-ი,§, თი. =9 

ადვილია იმის მიხეედრა, რომ ეს გარდაქმნები შეგვიძლია გა- 
მოვხსატოთ პუასონის ფრჩხილებით 

%=6V. >, რ“=60,), _  რ%=26(..2), 
რის შესახებაც გექონდა საუბარი პუასონის ფრჩხილების მაგალითების 
განხილვისას. 

რაკი ჰამილტონიანი ინვარიანტულია აღნიშნული ბრუნვის მი- 
მართ, ამიტომ ამ გარდაქმნის გენერატორი შენახვეადი სიდიდე უნდა 
იყოს. 

განმარტების თანახმად 

ფ-ე9იე გ.ი, 90 
%, რთ, მი 

ე.ი. გვაქვს 
მC მი 6C +”), <25=-X, 2%4=0 
მ%, მი, მი. 

ანუ 

C =X#ი, –X,, 

რაც ემთხვევა /, – ს. 
ამრიგად, იმპულსის მომენტი, ერთის მხრიე ბრუნვების გენ- 

ერატორია, ხოლო მეორეს მხრივ, ის მოძრაობის ინტეგრალია იმის 
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გამო, რომ სისტემის ჰამილტონიანი ინვარიანტ'ელია ამ გარდაქმნების 
მიმართ. 

VII-ნ6. კიდევ ერთხელ “ფარული სიმეტრიის" შესახებ 

ადრე (თავი V. პარაგრაფი V-7) ვნახეთ, რომ კეპლერის ამო- 

ცანაში გვაქვს დამატებითი შენახვადი ინტეგრალი, ე.ოწ. დლღაპლას- 
რუნგე-ლენცის ვექტორი, რამაც საშუალება მოგეცა მიგეეღო ორბიტის 
განტოლება უკვე ალგებრულად – მოძრაობის განტოლების ამოსსნის 
არეშე. 

სახის. ამავე დროს ბერტრანი” თეორემით გამოვარკვიეთ, რომ 
არსებობს მხოლოდ ორი ცენტრალური პოტენციალური ველი, რო- 
მელიც იძლევა ჩაკეტილ ორბიტებზე პერიოდულ მოძრაობას ნების- 
მიერი საწყისი პირობების შემთხვევაში – ესაა კულონური და 
ისოტროპული ოსცილატორის პოტენციალები. 

ახლა ჩვენი მისანი იქჩება გამოვამსეუროთ ამ არატრივი- 
ალურ დამატებით შენახვის კანონებთან დაკავშირებული “ფარული 
სიმეტრია”. 

ორიეე ჰამილტონიანი არის ინვარიანტული სამგანზომილე- 
ბიანი ბრუნეების მიმართ. თურმე ამავე დროს ორივე ჰამილტონიანი 
ინვარიანტულია უფრო ფართო გარდაქმნების (ანუ, როგორც იტყვიან, 
ჯგუფის) მიმართ, რაც ნათელი არ არის ამ ჰამილტონიანების გარეგ- 
ნული სახის პირდაპირი განხილვის დროს. 

დავიწყოთ კეპლერის ამოცანით, 

2 

ყ-”2 58 (VII–6.,) 
2: #» 

როგორც ზემოთ დავინახეთ, 3-განსომილებიან ეეკლიდურ სივრ- 
ცეში ბრუნვების მიმართ ინვარიანტულობა ნიშნავს იმას, რომ ამ 

სიმეტრიის ინფინიტეზიმალური გენერატორი – მომენტის 7 -ვექტორი – 
ინახება 

თ. #M)=0 (VII–62) 
თუკი გავიხსენებთ ლაპლას-რუნგე-ლენცის ვექტორს 

24= 6»7)+”“., (VII-63) 
, 

როგორც უკვე ვაჩვენეთ, ისიც ინახება 

%-9, = (4,M)=0 (V0-64) 

ანუ. // ინეარიანტულია 4 ვექტორის 4, კომპონენტების, როგორც 

რაიმე ინფინიტეზიმალური გენერატორების მიერ გენერირებული გარ- 

დაქმნების მიმართ. 
ამავე დროს გეაქვს შემდეგი პუასონის ფრჩხილი 

(,,4,)=6»4, (VIL–6.5) 

რაც, როგორც ვიცით, იმ უბრალო ჭეშმარიტებას აღნიშნავს, რომ 
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4, არიან 3-განსომილებიანი ვექტორის კომპონენტები. “შემდგომი 

მსჯელობისათვის სასურველია მათთვის შემოვიტანოთ ახლებური ნორმირება 

ი,-- 4, (VII-6.8) 
V#2MII 

სედა თანაფარდობებიდან გამომდინარე ნათელია, რომ ადგილი ექნება შემდეგ 
ბლივ პუასონის ჩ% ბს: 

8) ლივ პუ ეი 
(0,,,)=6„L, 0V,0,)=5,#,, (§,,0,)=5,/, (VII–6.9) 
  

როგორც ვხედავთ, ეს 6 გენერატორი ერთად წარმოქმნის ჩაკეტილ ალიგე- 
ბრას პუასონის ფრჩხილების მიმართ, რაც ჰუასონის თეორემის თანახმად ჩიშ- 

ნავს, რომ მათ შორის პუასონის ფრჩხილების შედგენისას მოძრაობის ახალი 
ინტეგრალები აღარ წარმოიქმნება. 

ამავე დროს ეს ექვსიეეჟ გენერატორი ინვარიანტულს ტოვებს კეპლერის 
ამოცანის ჰამილტონიან და ამიტომ განსაზღვრავენ ექვსგანზომილებიან 
სიმეტრიას. ამ სიმეტრიის ხასიათში უკეთ გარკვევისათვის შემოვიტანოთ გენ- 
ერატორების შემდეგი კომბინაციები 

_ ს -/,   _ I, +!0, 

2.” 2 
თუ ახლა პუასონის ზემოთ მოყვანილ ფრჩხილებს გამოვიყენებთ და 

გამოვთვლით პუასონის ფრჩხილებს ამ ახალ გენერატორებს შორის, მიიღება 

V M, (VII-6.10) 

(,,,X,)=6,V- (M,M,)=0„Mის 
(C,,M,))=0 

ამრიგად, ზემოთ მოყვანილი ორი ჯგუფი გენერატორებისა ერთმანეთ- 
თან ნულოვან პუასონის ფრჩხილს იძლევა და ამავე დროს თითოეული მათგანი 
ცალკე ქმნის ბრუნვებს“ გარდაქმნებისათვის დამახასიათებელ ჰპუასონის 
ფრჩხილების ალგებრულ თანაფარდობებს. სულ ასეთი 6 გეჩნერატორია. ამიტომ 
კოლექტიურად მათ მიერ წარმოებული გარდაქმნები ეკვივალენტურია 4- 
განზომილებიან ევკლიდურ სივრცეში ბრუნვებისა მართლაც, რადგაჩ თი- 
თოეული პუასონის ფრჩხილი გენერირებს მობრუნებას რომელიმე სიბრტყეში და 
6 გენერატორისათვის გვექნება 6 დამოუკიდებელი სიბრტყე, ესაა სწორედ ის, 
რაც ხდება 4-განსომილებიან სივრცეში ბრუნვების შემთხვევაში – სამი 
“ჩვეულებრივი” სიბრტყე და სამი სიბრტყე, რომლებიც გადიან მე-4 ღერიზე და 
ერთ-ერთ “ჩვეულებრიე” ღერძზე. ასეთი გარდაქმნების ერთობლიობა აღინიშნება 

0'(4)-ით, განსხეავებით 3-განსომილებიანი ბრუნვების C (ვ) ერთობლიობისა- 
გან. 

(VI-–61 

ეს “ფარული სიმეტრია” განსაკუთრებით ნათელი ხდება +, და M, გენ- 

ერატორების ენაზე, მაშინ როცა თავდაპირველი გენერატორებით ეს სიმეტრია 

შედარებით მიჩქმალული იყო. კეპლერის ამოცანაში ამ სიმეტრიასე წარ- 
მოდგენას პირველად მიაგნო ცნობილმა საბჭოთა ფიზიკოსმა-თეორეტიკოსმა 
ვ-ფოკმა 1935 წელს. სწორედ ამ “ფარული” სიმეტრიის არსებობით აიხსნება 
დამატებითი შენახეადი ვექტორის არსებობა კეპლერის ამოცანაში. ამასთანვე 
არის დაკავშირებული ორბიტების ჩაკეტილობა და პერიოდულობა, ხოლო კვან- 
ტურ მექანიკაში წყალბადის ატომის სპექტრის ე.წ. “შემთხეევითი გადაგვარება”. 

რაც შეჟხება ბერტრანის თეორემაში აღნიშნულ მეორე პოტენციალს – 
იზოტროპულ ჰარმონიულ ოსცილატორს – მისთვისაც შეგვიძლია მოეძებნოი, 
დამატებითი მოძრაობის ინტეგრალები. 
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დავიწყოთ 2-განზომილებიანი ანისოტროპიული ოსცილატორით და ავიღოთ 

მისი შესაბამისი ჰამილტონიანი შემდეგი ფორმით #77 =/7/,,+7V,, სადღაც V# 

ცალკეული ღერმის გასწვრივ რხევების აღმწერი ჰამილტონიანებია 
2 2.2 

ყი. 95% 0-2 (VII-6.11) 
2/! 2 

აქ ესარგებლობთ კოორდინატებისათვის შემდეგი აღნიშვნებით: 
(I,»,2) > (XXX). როგორც ეიცით, (+.X,) სიბრტყის პერპენდიკულარული X,- 

ღერძის ირგელიე ბრუნეების გენერატორი (მომენტი) ასე განიმარტება 

# =§„X,ნ, = X 0; – X: 70, 
გამოვთვალოთ მისი პუასონის ფრჩხილი სრულ ჰამილტონიანთან. მიიღება 

1 
C.M)=5-Xი(რ; –6;) 

ვხედავთ, რომ მხოლოდ ისოტროპული ოსცილატორისათვის თ, =თ, =თ 

გვექნება ბრუნვების მიმართ სიმეტრია, (/,//) = 0. 

შემოვიტანოთ მეორე რანგის ტენზორი ასე 

  

I 4,= 2-V, ი, +Mთ?XX,) CVIIL6.I2) 

ადვილად დაერწმუნდებით, რომ 
4,,M)=0, (VII6.13) 

ე.ი. ამ ტენზორის კომძონენტები არიან ისეთი გარდაქმნების გენერატორები, 
რომლებიკ პამილტონიანს ტოეებენ ინვარიანტულს. გარდა ამისა, ადვილი 
საჩვენებელია, რომ 

2,4/, =9, (VII-6.I4) 
, 

რაც ნიშნავს, რომ ამ ტენსორის კომპონენტები თავმოყრილია ორბიტის 
სიბრტყეში. 

თუ შემოვიტანთ გენერატორებს 

MC 4, #, რა =4ს, #M,=4 CVII-6.15) 
თ 2თ 

ადვილად დაერწმუნდებით, რომ ისინი ქმჩიან პუასონის ფრჩხილების 
ჩაკეტილ ალგებრას 

(C,,M,)=5„M,, (VII-6.16) 
ანუ ეთანადებიან გარკვეულ ბრუნვებს, ოღონდ უკვე მეტ (სამ) –განსომილებიან 

რაიმე სივრცეში. ამრიგად, სიმეტრია აქაც გაფართოედა. 

ახლა თუ შემოვიტანთ 3-განსომილებიან ისოტროპულ ოსცილატორს   

#=M9M +M9M,+ჩ8, (VIL-6.17) 

აღმოჩნდება, რომ 4,-კომპონენტები მასთანაც ნულოვან პუასონის ფრჩხილებს 

იძლევიან და გარკვეულ შენახვად სიდიდეებს გამოხატავენ. 
რაკი 4, სიმეტრიული ტენზორია, მას შეიძლება ჰქონდეს სულ მეტი 6 

დამოუკიდებელი კომპონენტი. ადვილად შემოწმდება, რომ 

LM,.ს)= 5,4,+5V4, (VII-6.)8) 
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(4.4) + ნთ, 19 +0ანა, +906)  (VII-6.I9 
ამავე დროს თუ გეეხსომება. რომ /, აკმაყოფილებენ ბრუნვების გენერა- 

ტორების ჩვეულებრივ ფრჩხილებს, გამოვა, რომ 3 კუთხური მომენტი 7, და 6 

დამოუკიდებელი 4, კომპონენტები 4 ტენზორისა ქმნიან პუასონის ფრჩხილების 

მიმართ ჩაკეტილ სისტემას და ამიტომ ეთანადებიან რაღაც ფართო სიმეტრიის 
გარდაქმნებს, რაიმე 8-განზომილებიან სიერცეში-ი სათანადო სიმეტრია ცნჩო- 
ბილია როგორც სიმეტრია სპეციალური უნიტარული გარდაქმნების მიმართ, რო- 
მელსაც უწოდებენ §5V/(3)-ს. 

ეს სიმეტრიით განსაკუთრებით მნიშენელოვანა ელემენტარულ 
ნაწილაკთა ფიზიკაში სახელდობრ, კვარკების საშუალებით ელემენტარულ 
ნაწილაკთა კლასიფიკაციისათვის, აგრეთვე ძლიერ ურთიერთქმედებათა ფუნდა- 
მენტალური თეორიის ასაგებადდ რომელშიც ზემოაღნიშნული სიმეტრიის 
მატარებელია. კვარკების კვანტური მახასიათებელი, ე.წ. “ფერი”. ფერის დი- 
ნამიკის შექმნისათვის გადამწყვეტი მნიშვნელობა ჰქონდა სწორედ დამატებითი 
სიმეტრიებსს კონცეფციას,ს რაც კვარკებისათვის ”შემოიტანეასს საბჭოთა 
ფიზიკოსებმა ბ.სტრუმინსკიმ, ნ. ბოგოლიუბოემა და ა. თავხელიძემ იაპონელი 
ფი'ხიკოსების პარალელურად და მათგან დამოუკიდებლად.



თავი VIII 

იაკობის თეორია. ჰამილტონ–-იაკობის მეთოდი 

VIII-.. ჰამილტონ-იაკობის განტოლებები 

კანონიკური გარდაქმნების განხილვისას ჩვენ დავასაბუთეთ დებულება: 
მოძრაობა არის კანონიკური გარდაქმნა, ' 

რაც ნიშნავს შემდეგს: შეიძლება მოიძებნოს კანონიკური გარდაქმნა, რომელიც 
ახორციელებს 4ძ() კოორდინატებიდან და »() იმპულსებიდან საწყის «(Mი) 

და ჩ?(ა) მნიშვნელობებზე გადასვლას, ანუ იძლევიან მექანიკის ამოცანის სრულ 

ამოსსნას. საწყისი კოორდინატები და იმპულსები აღენიშნოთ ასე: 

9C/ი) =9ი, #XC%) = /7% 
ესენი იყვნენ “იველი” ცვლადები. ახალ კანონიკურ ცყლადებსე გადასვლას 

მაშინ ექნება სახე 

4 = 9(0ა»ჯი»!) 
#9 = M9ი.ჩი:) 

ნათელია, რომ ეს გარდაქმნა იძლევა მექანიკის ამოცანის სრულ ამოხსნას, 
რადგან კოორდინატები და იმპულსები გამოსატულია მათი საწყისი 
მნიშენ, და დ · ცხადია, ეს მეთოდი ყველაზე ზოგადია. მაგრამ,   ელ 
როცა აღია (არააა ვიყენებთ, დარწმუნებული უნდა ვიყოთ, რომ კანონიკური 
გადასვლა მაროლაც მუდმიე მნი 'შვნელობებზე ტარდება. 

ამ პროგრამის განხი ს მოვიშველ ჩეენსდ ცოდნა 
სიმეტრიებისა და შენახვის კანონების შესახებ. 

ვიცით, რომ თუ რომელიმე განზოგადებული კოორდინატა არის ციკლური, 
მაშინ სათანადო განსოგადებული იმპულსი მუდმივია და თვითონაც ციკლურია. 
ამიტომ ძალიან მარტივად მოიძებნება. 

დავსვათ კითხვა: შეიძლება თუ არა მოეძებნოთ ისეთი კანონიკური გარ- 
დაქმნა, რომლის შედეგად ჰამილტონის გარდაქმნილ განტოლებებში ახალი ჰამ- 
ილტონის ფუნქცია # საერთოდ არ შეიცავდეს ახალ განზოგადებულ კოორ- 
დინატებს, ე.ი. ყველა განზოგადებული კოორდინატა იყოს ციკლური? 

დავუშვათ, რომ ვიყენებთ მე-2 ტიპის კანონიკურ გარდაქმნებს, როცა 
მაწარმოებელი ფუნქციაა #;(0,,/,/). ამასთან 

  

მ/. მM · =-=1. =-2 =1,2...., III-II #7 “ე. 0 =- C ოა CVVI-I 
მოვძებნით “შემდეგი სახის ჰამილტონის ახალ ფუნქციას 

#= /(ჩ.#,,.,#7,) = #+9%%, (VIII-12) 

სადაც /- ნებისმიერი ფუნქციაა. მაშინ ახალი ცვლადებისათვის მიიღება გან- 
ტოლებები: 

VIII-I. 
ე X# 0 =122....,”)) ოა გი" „2. 

ზედა განტოლებიდან გამომდინარეობს, რომ 
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ჩ =თ, =00#M. (7 =12,...,#) (VIII-I.4) 
ხოლო თ, – ინტეგრების მუდმივებია. 

თუ ამას გავითვალისწინებთ (VIII-1.2) განტოლებებში, მივიღებთ 
(რადგან MX მუდმივია): 

0.=თ/+/8, 0 =L2,...,#) (VIII-15) 
სადაც 

მ/ = 7 III-I.6 ი-V),. თხამ 
არიან მუდმივი სიდიდეები, სოლო /#,– ინტეგრების მუდმივებია. 

(VIII-I4; 1.5) წარმოადგენენ (VII-I.3) განტოლებების ინტეგრალების სისტე- 
მას. ახლა (VIII-I.1) გარდაქმნებით შეგვეძლო მიგვეღო ძველი ცვლადებიც 4,./, 
და, ამრიგად, ამოგვეხსნა ამოცანა სისტემის მოძრაობის შესახებ (ამათი მოძებნა 
აუცილებელია იმიტომ, რომ შეეძლოთ საწყისი პირობების ჩართვა – საწყისი 

პირობები ხომ ძველ ცვლადებში გეაქვს! მაგრამ ამის გაკეთება ჯერ არ შეგ- 
ვიძლია სანამ საეხთვის მკრობია #ე კანონიკური „გარდაქმნის ფუნქცია). 

» განეიხ დობ აია წე მელიც ასე ჩავწეროთ 

ს «თ 9- სმი: მ მას. „ჩა+9%+=/C, ჩ,.../,) (VIII-I.7) 

ამ თანაფარდობაში ი„,-ები შევცვალოთ კანონიკური გარდაქმნების 

  

  

თანაფარდობებით (VIILI.), ხოლო რუბი თ, საით მივიღებთ 

მჩ, მ, 

მძ, "მი, 
ესაა ჰამილტონ-იაკობის სიფერინციალური კერძოწარმოებულებიანი გან- 

ტოლება, 
ამრიგად #,-ის განსაზღვრისათვის მ ველი რიგის კერძოწარმოე- 

ბულებიანი დიფერენციალური განტოლება, რომელსაც უნდა აკმაყოფილებდეს 
მაწარმოებელი ფუნქცია სჩ (ძცრი;,..ა0,:თ,, თ. Cთ,,) ძირითადი ცელადებით 

9,0, 0,;. იმის გამო, რომ სედა განტოლებაში მუდმიეი ფუნქცია / ნების- 
მიერია, შეგვიძლია ავირჩიოთ 

თ, თ, ,თ,)=0, (VII-L9) 
ანუ, რაც იგივეა, რომ ახალი ჰამილტონიანი MX =0. მაშინ ჰამილტონ-იაკობის 
განტოლება მიიღებს სახეს: 

M(წ,9,, 9, შა. = /(თ,C,,..,Cთ,) (VIII-18) 

  

  

  

მო მ. 8 
(ძამია ში ა-ა – ია VIII-I.I0: (9,,0;..-+9»: "2, "შე," ი+ ( ) 

კერძო წარმ ენციალური განტოლების ამონახსნს, რო- 
მელიც იმდენივე ეასმიეი მუდმივს შეიცავს, ამ ენიც დამოუკიდებელ 
ცვლადია (ჩვენ შემთხვევაში #+I), ეწოდება განტოლების სრული ინტეგრალი. 
რაკი #, ფუნქცია (VIII-1.I)0) განტოლებაში მხოლოდ თავისი წარმოებ'ელებით 

შედის, ნიშნავს, რომ ერთი ნებისმიერი მუდმივი სრულ. ინტეგრალში შევა ადი- 
ტიური შესაკრების სახით, ე. ი ჰამილტონ-იაკობის განტოლების სრულ ინტე- 

გრალს აქვს სახე: 

5 = რ (ძცმე....9,:C0,Cთ,,.. ათ, )+C-, (VIII-LII) 

სადაც თ-- ნებისმიერი ადიტიური მედმ 
მართლაც, თუ #:(თ,-..4,:2,ც. ათე. არის (VIII-1.I0) განტოლების ამოხსნა, 

რადგანაც 
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==“ 6 =1/2....,7) მ 
M, 0, CVVI-I.I2) 

მ9 _ 0, 
მ მ/ 

ფუნქცია 5§ იქნება (VIII-10);ის ამოხსნა, რომელიც შეიცავს #+1 ნებისმიერ მუდ- 

მივს, ე.ი. წარმოადგენს სრულ ინტეგრალს. 

»## ამრიგად, თუ ცნობილია ჰამილტონ-იაკობის განტოლების სრული 

ინტეგრალი (VIII-I.II), მაშინ საწყისი ჰამილტონის განტოლებათა სისტემის 

ულ კ , , “ში, 

ამონახსნის საპოვნელად მაწარმოებელ ფუნქციად უნდა ავიღოთ ფუნქცია 

V = (9,0... 0,:C,)C CV.) 
რის შემდეგაც გარდაქმნის (VIIL-1)) ფორმულებში ჩავატაროთ შეცვლა 

# 3 თ,, და (VIII-I5) ფორმულის შესაბამისად 0 -> #,. მაშინ (VIII-IL.I) გარდაქმნა 

ჩაიწერება შემდეგი სახით 

(( =1,2,...,ი) (VIII-1.13) 

ჯ=12,...,/ CVIII-I.I4) 

იმიტომ, რომ როცა /=0, თ,=0, !=1:2,...,/. 

(VIIL-I.I4) განტოლებები საშუალებას გეაძლევენ განზოგადებული კოორ- 

დინატები 4,9... გამოეხატოთ ! დროის და 2” ნებისმიერი 

თ,,ჩ, ( =12,...,M) მუდმივის საშუალებით. 

ამრიგად, ჩაჩეენებია, რომ თუ ცნობილია ჰამილტონ-იაკობის გან- 
ტოლების სრული ინტეგრალი, მაშინ აღარ გვჭირდება ვაინტეგროთ ჰამილ- 
ტონის ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა, ე.ი. ეს ამოცანა 
იცელება (VIII-)0) განტოლების სრული ინტეგრალის მოძებნის ამოცანით. 
ესაა იაკობის თეორემის შინაარსი რომელსაც უფრო კონსტრუქციული 
სახით ჩამოვაყალიბებთ ქვემოთ. ჰამილტონ-იაკობის განტოლების სრულ ინ- 
ტეგრალს ხშირად ჰამილტონის მთავარ ფუნქციასაც უწოდებენ და აღნიშ- 
ნავენ #-ით. 

(VIII-2 იაკობის თეორემა 

ზემოთ ვნახეთ, რომ ჰამილტონის მთავარი ფუნქცია გამოიხატება # 
რაოდენობის საწყისი კოორდინატებით და ამავე რაოდენობის მუდმივი გან- 
ზოგადებული იმპულსებით. იბადება კითხვა: კანონიკური განტოლებების 
სრული ინტეგრაციისათვის რა როლს ასრულებს ჰამილტონის მთავარი ფუნ- 
ქცია? გვჭირდება მხოლოდ გარკევული ამოხსნები მთავარი ფუნქციისათვის 
თუ ნებისმიერი სრული ამონახსნი დააკმაყოფილებს პრობლემას? ამ კითხ- 

ვებზე პასუხს იძლევა იაკობის თეორემა: 

თუ 5(ძ,თ,!) არის ჰამილტონ-იაკობის განტოლების 
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მწ მ§ მა, ყცბხი=0 VIII-2.1 ოთ, (4. 2 ) ( ) 

ნებისმიერი სრული ამონასხნი, და თუ 9,(თ,#,!() და ჯ,(თ,/,!) სიდიდეების 
ამოსასსნელად გამოიყენება განტოლებები 

-ც/-9?ი. (ნ6=12,.,ი) 
MM (VIII–-22) 

ნ=–-, ც = 12,..-.,M) 
მი, 

მაშინ ეს გამოსახულებები იძლეეიან II(ძ9,ნ,!) ჰამილტონიანთან დაკაე შირე- 

ბული კანონიკური განტოლებების ზოგად ამონახსნებს. 
ამ თეორემის დასამტკიცებლად პირველ რიგში ჰამილტონ-იაკობის 

განტოლება გავაწარმოოთ თ,-ს მიხედვით: 

0'§ 99, 
0თ,0მ/ 400, მთ, 

სადაც 2, განიხილება როგორც («.თ.!)-ს ფუნქცია, (VIII-22)-ის შესაბამი- 

სად. 

  =0, (VIII-23) 

  ახლა (VIII.2.2)-ის პირველი განტოლების დ ს მიხედვით სრული 
წარმოებული მოვნახოთ იმ შემთხვევისათეის, როცა მიეყეებით ფაზურ სივრ- 

ცეში ნამდვილი ამონახსნის წირს. შევნიშნოთ, რომ -9%. არის (ძ,თ,!)– ს 

ფუნქცია, ხოლო თ,/ სიდიდეები მუდმივებია. მიეიღებთ: 

სულ” 
მ(მთ, 4+4> მ0,მთ, 

ნაწილობრივი გაწარმოების რიგს არ აქვს მნიშვნელობა §5§ ფუნქციის 
გლუვობის გამო. ზედა განტოლებების გათვალისწინებით ამ უკანასკნელში 
გიპოვით 

  4, =0 (VIII-2.4) 

  2 4->) მა 0. ნ) (V0I-25) 
მი, 

ჰამილტონის მთავარი ფუნქციის მეორე წარმოებულების სიგლუვის 
გამო, რასაც ახლა მოვითხოვთ, მათგან ჰედგენილი მატრიცის დეტერმინანტი 

ნული არ იქნება. ამიტომ ზედა განტოლებების შესრულება მოითხოვს, რომ 
ფრჩხილებში მოქცეული გამოსახულება ნულის ტოლი იყოს. მაშინ მიიღება 

,= 2, (7 =12,...,#) (VIII-2.:6) 
თ, 

რაც ჰამილტონის პირველი გაჩტოლებაა. 
ახლა დავუბრუნდეთ კელავ ჰამილტონ-იაკობის განტოლებას, ოღონდ 

გავაწარმოოთ ძ, – ს მიხეღეით, დავუშვებთ რა, რომ ჯ#, არის (0,თ./)- ს ფუნ- 

ქცია, კვლავ (VII-22) განტოლებების შესაბამისად. გვაქვს 

მ? ამყ მი, მ// 
ლ--+-2ა ამელი 3 ი 
იყ, 4.20, მძ, CM, 

  

0 (VIII-2.7) 

ახლა ავიღოთ (VIII-22)-იის მე2 განტოლების სრული წარმოებული 
დროის მიხედვით, თანაც შევნიშნოთ, რომ ყოველი თ, არის მუდმივი ნამჯვილ 

წირზე, მიიღება 
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  მ'ზწ დ. მ75 
–-- – ბაღში, =0 (VIII-2.8) 

მ(მძ, “-, 09,მძ, 

ტი) ვევკრიბოთ ეს, განტოლება წინასთან და გამოვიყენოთ (VIII-22) და 
–-–.0), ეი. ოვით, ოი 

ს, 

  

მ/I! ჩ,5-=-“- (CV =12,...,#) (VIII-2.9) 
მძ, 

რაც მე-2 კანონიკური განტოლებაა. 
ამრიგად, ვსედავთ, რომ ჰამილტონ-იაკობის განტოლების ნებისმიერი 

სრული ამონახსნი იძლევა ჰამილტონის პრობლემის ამოხსნას. ამონახსნს 
აქვს ნებისმიერი მუდმიეების სწორი რაოდენობა, და აკმაყოფილებს კანონი- 
კურ განტოლებებს. 

.>.·. ჰამილტონის მთავარი ფუნქციის §5(9,,” =თ,;!) ფიზიკური ში- 

ნაარსი უკეთ გამოჩნდება, თუ გამოვთვლით მის სრულ წარმოებულს დროის 
მიხედვით: 

ძა დაღმა. მ5. 
=-90+- 

თ ბამ, 2 · 
აქ არ შევიდა წარმოებულები #” იმპულსებით, რადგან # =0. 

მაგრამ კანონიკური გარდაქმნების განტოლებების მიხედვით შეგვიძლია 
შევცვალოთ 

ამიტომ 

საიდანაც 

5= II“ + 00#M9/. 

ჰამილტონის პრინციპი ემყარება განსაზღვრულ ინტეგრალს, მაშინ, 
როცა სედა განტოლებაში გვაქეს განუსაზღვრელი ინტეგრალი. უნდა აღი- 
ნიშნოს, რომ პრაქტიკული თვალსაზრისით განუსაზღვრელი ინტეგრალი არ 
შეიძლება აღმოჩნდეს სასარგებლო, რადგან მისი გამოთელა მხოლოდ მას 

შემდეგ შეიძლება, როცა ჩვენთვის ცნობილი იქნება თ, და #,, როგორც 

დროის ფუნქციები, ე.ი. მხოლოდ მას შემდებ, რაც მიღებული გვექნება მოცე- 
მული ამოცანის ამოხსნები. 

მეთოდის საილუსტრაციოდ განეიხილოთ კვლავ ამოცანა ჰარმონიული 
ოსცილატორის შესახებ. 

ერთგანზომილებიანი ამოცანის ჰამილტონიანი ასე ჩაიწერება 

მაშინ ჰამილტონ-იაკობის განტოლებას აქეს სახე 

1 (095) , 0? _ მ5 
– +-3-+--= 

მძ 2» 2 მ 

რადგან დრო შედის მარტო ბოლო წევრში, ამოხსნა ვეძებოთ სახით 
§5(0,თ,I)=M(94,თ) – , თ = 0019. 

ამ მუდმივს შემდეგ ჩავთვლით გარდაქმნილ იმპულსად. ასეთი არჩევის 
დროს განტო ლებიდან დრო გამოირიცხება და მივიღებთ 

იგი



2 2 I (0# I ,M”_,. 
2პL მძ 2 

რომლის ინტეგრაციით გვექნება 

M = -/MIM IM, 2. 

§ = VM IM. 28-ე: –-“V 

ეს ინტეგრალი მარტივი ასაღებია, მაგრამ მისი გამოთელა მიზანშეუ- 
წონელია, რადგან შემდგომში დაგვჭირდება მხოლოდ მისი კერძო წარმოე- 
ბულები. 4-ს განსაზღვრისათვის გამოვთვალოთ (VIII-LI4)-ის მიხედვით 

აა IL «4 _ 
#- მთ MI 2Cთ 

# 
რაც ინტეგრაციის შემდეგ გვაძლევს 

(+8=- > გ, 
X 

აქედან ვიპოვით 

ამიტომაც 

–/ 
   

LC60§ # 
“V 2თ 

=– 

ძ= 22 აივთ( + /ჩ), ი= + 
# # 

აქ თ და # ინტეგრაციის მუდმივებია. მიღებული გამოსახულება თანხ- 
ვდება ჰარმონიული ოსცილატორის ამონახსნის ჩვეულებრივ ფორმულას. 

საბოლოო ამონახსნის მისაღებად ეს მუდმივები უნდა დაეუკავშიროთ 
საწყის პირობებს. 

ავიღოთ ასეთი საწყისი პირობები: (=0 მომენტში მატერიალური წერ- 

ტილის სიჩქარე ნულის ტოლი იყოს, ეი. 9ი=ძ,ე /#=”/ე =0. ჩაესვათ ზედა 

ფორმულებში (ჯ=0. 

გ #02 
0-8 =>) = V2M თ-% 

ლ 
საიდანაც 

2 2? 
თ = 490 _ 960 მი. 

2 2 

ამრიგად, თ ყოფილა სისტემის საწყისი სრული ენერგია. სისტემის 
კონსერვატიულობის გამო ენერგია მუდამ ამ სიდიდის ტოლი დარჩება, ამის 
დადგენა შემდეგნაირადაც შეიძლებოდა: ტოლობაში 

25. =0 
მ/ 

ჩავსვათ 5=M –V, მიიღება #=თ. 
თ-ს ეს მიღებული მნიშვნელობა ჩავსვათ ამონახსნში. გვაქვს 

ძ =თა005CXI+/), 

საიდანაც საწყისი პირობის გათვალისწინებით ვადგენთ, / =0. ამრიგად, 
განხილული 5 ფუნქცია ახორციელებს გადასგლას ახალ. კანონიკურ იმპულ- 
სზე, რომელიც თანხვდება სრულ ენერგიას და კოორდინატ"ზე, რომელიც 
იგივურად ნულის ტოლია (არჩეული სასაზღვრო პირობის გამი), 

ახლა უყვე შეგვიძლია გამოვთვალოთ ჰამიყეტოჩის მთავარი ფუნქცია 

გტი1



§ = თთ |«9(-/9: –ი? 54 
ანუ 4-ს ჩასმით (რაკი უკვე ვიცით) 

§ = »თ"ძგ I8ი? ი” - ეძ 

აქედან ვასკენით, რომ 

  = თით (წი? თ/ – იი§” თ/)= თი? (ნი? ი/ -%M) 

საიდანაც აშკარად ჩანს, რომ 5(,) თანხვდება განუსაზღვრელ ინტეგრალს 

IV. ეს ასეც უნდა ყოფილიყო, ოღონდ ამაში დარწმუნება ხერხდება 

მხოლოდ მას შემდეგ, რაც მიღებულია ამოცანის საბოლოო ამონახსნი 

ამოცანები თემაზე: ჰამილტონ-იაკობის განტოლებები 

ამოცანა 1. განიხილეთ დროზე დამოკიდებული ჰამილტონიანი 

#V= ნიV – #IMIX, 4 =00Mწ/. 

გამოიყენეთ იაკობის მეთოდი და განსაზღვრეთ #() და XV) ამონახსნები 

შემდეგი საწყისი პირობებით: როცა I=0, #=MM0, X=X(01=0. 

ამოცანა 2. განიხილეთ დამუხტული ოსცილატორი V =#-/2 მუდმივ 

8 მაგნიტურ ველში, ვექტორული პოტენციალით 
5 17 
4= 38» ”) 

ჩათვალეთ, რომ 8 მიმართულია X0X სიბრტყის მართობულად, ხოლო 7 არის 
ამ სიბრტყეში მერხევი წერტილის რადიუს-გექტორი. 

შეადგიჩეთ ჰამილტონ-იაკობის განტოლება და ააგეთ ჰამილტონის მთა- 
ვარი ფუნქცია. 

ამოცანა 3. განიხილეთ სისტემა ჰამილტონიანით #=4ძ+/ჩ. ამოხ- 
სენით ჰამილტონ-იაკობის განტოლება და აჩვენეთ, რომ მისი სრული ინტე- 
გრალი იძლევა კანონიკური განტოლებების სწორ ამონახსნებს. 

ამოცანა 4. განიხილეთ კონსერეატიული სისტემა, რომლისთვისაც 
2... # 

7=167+411I7+4:) ლეო, (#>9) 

გამოიყენეთ ჰამილტონ-იაკობის მეთოდი და მოძებნეთ ტრაექტორია კონ- 
ფიგურაციულ სივრცეში. 

ამოცანა 5. შეადგინეთ ჰამილტონ-იაკობის განტოლება ერთგეაროვან 
სიმძიმის ძალთა ველში მოძრავი ნაწილაკისათვის და მიიღეთ სრული ინტე- 
გრალი. 
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  (VIII-ვ3. კონსერვატიული სისტემები და იგნ! ებადი კ. დინატებ 

დავუშეათ,„ რომ განსახილეელი მექანიკური სისტემა ემორჩილება 
სტაციონარულ ბმებს. ამ შემთხევევაში ჰამილტონიანი (VIII–I.I0) განტოლე- 
ბებში დროზე ცხადად დამოკიდებული არ იქნება და ჰამილტონ-იაკობის 
განტოლება მიიღებს სახეს 

ბმ/ მV. მV ჩნარიარა ი ე)+ ფე =9 (VII-3.) 
ამის ნაცვლად შეგვიძლია მივიღოთ უფრო მარტივი განტოლება, თუ 

წარმოვადგენთ 

  

V(9,,თ,;() = –M/ +M/(0,,0.,..:60,1/C,,..:C,), (VIII-3.2) 

სადაც #,თ,,.,თ, არიან ნებისმიერი მუდმივები. ამავე დროს ცხადია, რომ 

95V 00. _, ნ Vწ. ი.) (VII33) 
მ მ მყ, მძ, 

ამიტომ (VIII-3.-ის ნაცვლად მიეიღებთო 

M(9,,.. აასს (VIII-3.4) 
მყ მწ, 

აქ # არის სრული მექანიკური ენერგია. (VIII-3.4)ს უწოდებენ ჰამილ- 
ტონ-იაკობის მოდიფიცირებულ (შემოკლებულ ან მახასიათებელ) განტოლე- 
ბას. მისი ინტეგრაციით მიიღება ფუნქცია 

# =M(იცთ..ამ,:,ძისსCV,) 
და, ამიტომაც, 

  

  

§=- #M+M(9 9, ჩ,თ.,.,თ,) (VIII-3.5) 
საიდანაც 

მ§ მMV 

9 ო % X ._ (VIII-36) 
მა _ მV 22 
–-= , ( =2,,..., ) 
მთ, მთ, 

(VIII-I.14)-ის გამო გვაქვს 

მM”/ 
#=-+ ყოფ 

= (VIII-37) 
8 =-- (7, =23,..:M) 

მთ, 

ჩავთვალოთ /, =-/ს, საბოლოოდ ვიღებთ 

თე =(-% 
მჩ 

(VIII-3.8) 
0V =#ჩ,, C = 21,...,M) 
მთ, 

ამავე დროს 
M/ %M.ი, (=I.2,....7) (VII-39) 

მძ, 
ამ ფორმულებით შეგვიძლია ვიპოვოთ ახლია განსოგადებული კოორდი- 

ნატები ძმ... დრო შედის მარტო პირეელ განტოლებაში, მეორე გან- 
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ტოლებები, რაკი არ შეიცავენ დროს, წარმოადგენენ განზოგადებულ კოორ- 
დინატებს შორის ბმების განტოლებებს. 

დასკვნა: კიდევ ერთხელ ვაჩვენეთ, რომ ჰამილტონის კანონიკური გან- 
ტოლებების ინტეგრაცია შეიძლება შეიცვალოს ჰამილტონ-იაკობის. გან- 
ტოლების სრული ინტეგრალის პოვნით. სასოგადოდ, ორივე ამ ამოცანას 

ერთნაირი სირთუ ხეები ახასიათებს, მაგრამ არსებობენ დინამიკური ამო- 

ცანები რომლებისთვისაც ჰამილტონ-იაკობის განტოლების სრული ინტე- 
გრალის პოვნა უფრო მარტივია, ეიდრე კანონიკური ჰამილტონის განტოლე- 
ბების ინტეგრაცია. 

(VIII-4). ცვლადთა განცალების მეთოდი 

ვთქვათ განზოგადებული კოორდინატები“ ნაწილი, მაგალითად, 
მ,./, (<7) და შესაბამისი განზოგადებული იმპელსები /#,,... 2, ჰამილ- 

ტონის ფუნქციაში შედიან ცალკეული ფუნქციების სასით: 

დ,(0,9»V:(9:; 2;X»--»თ, (9, 7.» 
რომლებიც დამოუკიდებელია დროსე და იმ კოორდინატებზე, რომლებსაც 
არ აქეთ ფუნქციის ინდექსი. 

სხვა სიტყვებით, ჰამილტონიანს აქეს სახე: 

MI = ”/(C,(9,, 7, )C, (9;, 0-),..-,რ (9,009: 0) 

და ჩავწეროთ მისი სათანადო ჰამილტონ-იაკობის განტოლება 

გ მ მ 
”I ა. -_ თ +---0” (VIII4.)) 

მძ, მძ, მ 

ვეძებოთ ამ განტოლების ამონახსნი შემდეგი სახით 

V =V)(9,)+V0(9,)+..+V,(9,)+V (ში. 6,/) (VIII-42) 

(VIII-4.1) განტოლებაში ჩასმის შემდეგ მივალთ განტოლებაზე 

მთ 9V- :0#  მV-. |+%- =0 (VII-43 ”Iით. მი, ),.. 60 (9, მი, სმაში ფი ლმე 1 2 

დავუშვათ ახლა. რომ (VII-42, გამოსახულება არის (VIII-4.) გან- 

ტოლების ამონახსნი, მაშინ (VIII-43) გადაიქცევა იგივეობად, რომელიც უნდა 
შესრულდეს ძი, სი ცვლადები” ნებისმიერი მნიშვნელობებისათვის. 

რადგან ეს კ დინატები ერთმანეთზე დამოუკიდებელია, იგივეობა მხოლოდ 

მაშინ შესრულდება თუ რიარ,..სი ფუჩქციეი დარჩებიან” უცვლელი 
ზემოაღნიშნული კოორდინატების ცვლილებისას. ეს კი ნიშნავს, რომ (VIIL 
43) დაიშლლება X+1 განტო დებად 
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რ,(9, წი =თ,, (, =12,...,#) (VIII4.4) 

ჩვენ აქ კერძო წარმოებული შევცვალეთ ჩვეულე 
რადგან ფუნქციები მხოლოდ ერთ განზოგადებულ ააიერთიიი არიან და- 
მოკიდებული, რომლითაც ხდება გაწარმოება. 

(VIII 44) განტოლებებთან ერთად დაგვრჩება კიდევ ერთი, (#+1)-ე გან- 

ტოლება დარჩენილი ფუნქციისათვის 

  

M თათ... თ. 9, ი, #0. #+%--ი (VIII-4.5) 
მძ,” მძ, 

სადაც თ,-ები არიან ნებისმიერი მუდმივები. პირველი # განტოლება (VIII- 

44 უკვე ჩვეულებრიეი დიფერენციალური განტოლებებია, ხოლო (VIII-4.5) 

არის ჰამილტონ-იაკობის განტოლება ცვლადთა ნაკლები რაოდენობით. 

(VIII-5). ლიუვილის სისტემა. ლიუვილის თეორემა 

ცელადთა განცალებამ საშუალება მოგვცა მიგველო ჰამილტონ- 
იაკობის განტოლების სრული ინტეგრალი. მაგრამ, ცხადია. ეს მეთოდი ყოვ- 
ელთვის ვერ გამოიყენება, რადგან არ არის მარტივი მოიძებნოს ცვლადთა 
შესაფერისი გარდაქმნები, რითაც სისტემის ყეელა განსოგადებული კოორდი- 
ნატა გამოირიცხოს. 

მეორე მხრიე, ცვლად გან, მე: ც წინა პარა- 

გრაფში აღეწერეთ, არის დინამიკური მასგემების "მოძრაობის განტოლებათა 
ამოხსნის ერთ-ერთი ძირითადი მეთოდი. ის ხშირად საშუალებას იძლევა 
მრავალი თავისუფლების ხარისსთა მქონე სისტყმის ინტეგრების ამოცანა 
დავიყვანოთ ერთგანსომილებიანი ამოცანების მიმდევრობათა ინტეგრების 
ამოცანაზე. 

მექანიკის განტოლებებში ცელადთა განცალების პრობლემას ინტენსი- 
ურად სწავლობდნენ ჯერ კიდევ მე-19 საუკუნეში. ამოცანა ასე დაისმის: 

– ჰამილტონის ფუნქციის როგორი სახისათვის შეიძლება გამოვი- 
ყენოთ ცვლადთა განცალების მეთოდი? 

ქვემოთ ჩვენ შემოვისასღვრებით მხოლოდ პრაქტიკულად 
მნიშვნელოვანი რამდენიმე შემთხვევის განსილეით. 

ამოცანაში უკეთ რომ გავერკეეთ, განეიხილოთ ე.წ. ლიუვილის სის- 
ტემის (1849 წ) უმარტივესი მაგალითი. 

ამ მაგალითის ჩამოყალიბებისათვის საილუსტრაციოდ განეიხილოთ 
სისტემა, რომლის კინეტიკურ და პოტენციალურ ენერგიებს განსოგადებულ 
კოორდინატებში აქეს სახე: 

და 7=2/2)7. 

= 
#=--> #0) (აუტი 

  

(VIII-5.1) 

სადაც 

#=2,#09)>9 (VIII-52) 
ლ) 
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ახლა ვაჩვენოთ, რომ ეს სისტემა არის განცალებადი (სეპარაბელური). 
გამოვიყენოთ დლაგრანჟის განტოლებები შემდეგი სახით 

4 07 | _0/ ,% _ 
ძ,Lმმ,) მძ, მი, 

ვიპოვით 

მ 06ა- 28-20 +; #26 -0 (VIII-53) 
ესაა ბუნებრივი სისტემა, ამიტომ მას აქვს ენერგიის ინტეგრალი 

I+M=1/2 0 +#=/ 
ჰო! 

ამიტომ 

15. _ 1 
–=3 601=-V-V”7) (VIII-5.4) 22577 

ამის ჩასმით (VIII-5.3)-ში, გარკეეული გამარტივებების ჩატარების შემდეგ 
მიიღება 

ძ9ი,,. ჩ მ, ) მი 
4 კ... VIII-5.5 7 I.) #7 ში, მმ, ( ) 

გავამრავლოთ ახლა ეს განტოლება სიდიდესე 2//, და ვიპოვით 

ძი... .: მ, . 0V, . “+ 2 28-7- 2=+ჟ =0 LC 9) 'გე 0928, ი“ 

ანუ 

<0 0=240% -X), 
რომლის ინტეგრაციის შემდეგ მიიღება 

#10; =2IM(9,) –M,(9,)+C,1 (I =1.2,...,M) (VIII-5.6) 

სადაც Cთ,-ები არიან ინტეგრაციის მუდმივები. სედა განტოლებების გამოყენე- 

ბით აღმოჩნდება, რომ 

2,Cთ=9 (CVIII-5.7) 
ღუ 

ამიტომ, 0,-ები #-თან ერთად ქმნიან მომრაობის ” დამოუკიდებელ მუდ- 

მივებს. 
მოძრაობის დანარჩენი „» ინტეგრალი მიიღება, თუ (VII-56) გან- 

ტოლებას გადავწერთ 2I-1/XMV-# +0C) სახით, რაც გულისხმობს შემ- 

დეგი ტოლობების შესრულებას: 

იყ, 09; · იძ, CI (VII-58) 
  

207 –M +თ) I V2Cთი -%ი+თ) 1 V/2V/, – M,+9,) ./ 

თითოეული დიფერენციალური გამოსახულება არის ერთადერთი იძ, 

ცვლადის ფუნქცია. ამრიგად ამოცანა დაყვანილია უბრალო კვადრატურებზე, 

რომლის ჩატარების შემდეგ მიიღება მოძრაობის დანარჩენი # მუდმივა. 
ეს. მაგალითი შეგვიძლია ისე განვასოგადოთ, რომ გადაიქცეს ლიუ- 

ვილის სისტემად. თუ ჩავატარებთ შეცვლას მძი, -> /M,(4“,)ძ0,, ვიპოვით



1 ,« 2 
7=5#/2.M,(4,', M,(9,)>0 

რ (VII–5.9) 1 
=-%ზ #7” # #2: "(9,) 

ბუნებრივი სისტემა, რომლის კინეტიკური და პოტენციალური ენერგიები 
მოიცემა ზედა თანაფარდობებით, იწოდება ლიუვილის სისტემად. (VIII-5.8) 
განტოლებების შესაბამისი ახლა ასე ჩაიწერება: 

  ძი _ ძი. _ _ _ «,. _« (VIII-5.10) 
V#6 (0) ·-/#0.(9;) Vრ (წ) # 

სადაც 

#09)= 5 -#M+2), 0 =12,.,M) (VIII-5.IV) 

მაშინ წინა განტოლებიდან ვიპოვით 

ს. #99, _ _ =ძ/”, 
2 Vტ60,) 
  

აა ( 99, ==--=(+ჩ, 

2 I, (9) 
ანალოგიურად (VII-5.10ე) განტოლებებში განუსაზღვრელი ინტეგრალების 

სხვაობებს თუ განვიხილავთ, მიიღება 

ძი, მყ, _= 
- =ჩ. (/=2.3,..,») (VIII5.12) 

სელა V#,(00,) ” 
სადაც პირველი ინტეგრალი აღებულია ნებისმიერად ასათვლელად. ამრიგად, 

მიღებული განტოლებები იძლევიან # დამატებით მუდმივს. /#,/,...,/0,, რომ- 

ლებიც ადრინდელ M#-I მუდმივ C,-ებთან და ენერგიის # მუდმივასთან ერ- 

თად შეადგენენ მოძრაობის 2» დამოუკიდებელ მუდჯმიეას. 

    

... 

· 

მეთოდის უფრო ცხადი სახით წარმოსადგენად განვიხილოთ სფერული 
საქანის ამოცანა. ვაჩვენოთ, თუ როგორ დაიყვანება პრობლემა კვადრა- 

ტურებზვ და მივიღოთ მოძრაობის ინტეგრალები. 
გამოვიყენოთ სფერული კოორდინატები კინეტიკური და პოტენ- 

ციალური ენერგიებისთვის გეაქვს: 

7=1/!(6?+4“იი?0) 
V = MIC/C0350 

სადაც # არის ნაწილაკის მასა, რომელიც დაკიდებულია ! სიგრძის უმასო 
ჭსამბარასე. ენერგიების ეს გამოსახულებანი შევადაროთ ლიუვილის ზემოთ 
განხილულ. ფორმას. შეგვიძლია ვთქვათ, რომ პარამეტრები ასეთია: 

6 = MI” 5Iი?0, M, = იწ! 8)ი” 6ლ060 #M/, = 1. 
ყი“ 0 

# =0, M, =1, V,=0



(VIII–5.10) თანაფარდობების გამოყენებით ვასკენით, რომ 

49 = 2510? 6 I? ყი? 0 - »I§/ 0050)+C, | 

9, =29, 
სადაც ადრე მოყვანილი განტოლებების თანასმად წარმოიქმნება თანაფარ- 
დობანი: 

20კ = –20, = ს? #51)? წ). =თ7, 

საბოლოოდ ამ გამოსახულებათა გამოყყნებით მიღებული შედეგები შეგ- 
ვიძლია ჩაეწეროთ უკვე განსასღვრული ინტეგრალების სახით 

9! ი? 0ძ0 
–==---=7-I/ 

+ V#6,(0) ე 

  

და 

უთ“ M- 

ან 

12<4- ა-/ 
რ -/4,(9) ' 

ახლა განვისილოთ ლიუვილის სისტემა ჰამილტონ-იაკობის 
ტოლების პოზიციებიდან. 

თეორემა: თუ #» თავისუფლების ხარისხის მქონე ჰოლონომურ სისტე- 
მებში კინეტიკურ და პოტენციალურ ენერგიებს აქვთ სახე ავალებს 

7=2/2- 4,0, 
ჯ” 

= 
=-3 7 75 ,(9,) 

გან- 

CVIII5.13) 

სადაც 

#=2,7M(0,), 
I 

მაშინ ჰამილტონ-იაკობის განტოლებების ინტეგრაცია ხდება კვადრატურებში. 
დამტკიცება: ჰამილტონის ფუნქციის შესადგენად ჯერ გამოვთვალოთ 

განზოგადებული იმპულსები 

ი, -ფ--#, («,)9,, (/ =1,2,...,M) (VIII-5.14) 
” 

შევადგინოთ ჰამილტონის ფუნქცია სტანდარტული გზით 

9M=7+V =1/240,X ++26C) =» 
2 რ 

ან (VIII-5.14)-ის თანახმად 

  +V,( =# VIII-5.15. 721 27 მუ ერთ) ) ( ) 
ფევცვალით პამიყდტონ-იაკობის მეთოდის სტილში 
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თ ?,= , / მი, 

მივალთ ჰამილტონ-იაკობის განტოლებაზე 
C 

C 1 მMV 
=-.)=- | +#”,(9,)-#M”V0,)|=0 CVIII-5.16) 2, 2ი3(= ე) „ი ”,4, 

ამ განტოლების სრული ინტეგრალი ეეძმებოთ სახით 

# =V,(9,)+M,(0,)+..+#.(9,) 
მაშინ (VIII-5.16) განტოლება მიიღებს სახეს 

  
2 

1 ძM 
– - = / =1,2,... -5.17 თლ +V,(9,)-MM,(9,)=თ,, (CV =12,..,ი) (VIIL5.17) 

ამასთან ერთად უნდა შესრულდეს პირობა 
თ,+თე +..+Cთ, =0 

თითოეული განტოლება (VIII-5.17)-იდან ამოიხსნება კეადრატურებში 

M,(4,)= |/24,C,)Iთ, +#-(9,)–V,(9,)M, 
ამიტომაც ჰამილტონ-იაკობის განტოლების სრული ინტეგრალი იქნება 

  

  
MV= 2 M,V24, (9,)(თ,+M#,(9,)– 7,(9,)), (VIII–5.18) 

რომელიც შეიცავს M# ნებისმიერ მუდმივს 

#,თ,C,ე, სთ, 

ხოლო 
თ,=-(თ +თ +..+თ,,) 

ამრიგად, ლიუვილის თეორემა დამტკიცებულია.



თავი IX 

ლაბრანჟისა და ჰამილტონის ფორმალიზმის ელემენტები უწყვეტი 
სისტემებისა და ველებისათვის 

აქამდე ზემოთ განსილულ თავებში საქზე გვქონდა სასრულო 
რაოდენობს ან, უკიდურეს შემთხვევაში, თვლადი რაოდენობის თავისუ- 
ფლების ხარისხების მქონე სისტემებთან. არსებობს მექანიკური ამოცანები, 
რომლებიც უწყეეტ გარემოსაც მოიცავენ. ასე მაგალითად, დრეკადი მყარი 
სხეულების რხევები, როცა უწყვეტი გარემოს ყველა წერტილი მონაწილეობს 
რხევით მოძრაობებში. ამ დროს სრული მოიმრაობა შეიძლება დახასიათდეს 
მხოლოდ ყეელა წერტილის კოორდინატების განხილვით. ბუნებრივია, რომ 
ასეთი ამოცანებისათეის ზემოთ განხილული მეთოდების პირდაპირი გადმო- 
ტანა გაუმართლებელია, მაგრამ მათი სახეცელილებით შესაძლებელი ხდება 

უწყვეტი გარემოს აღწერაც. 

IX-1. დისკრეტულიდან უწყვეტ სისტემებზე გადასვლა 

ამ პროცედურას განვიხილაეთ უსასრულოდ გრძელი ძელის მა- 
გალითსე, რომლის ნაწილაკები განიცდიან მცირე გასწვრივ რხევებს (ვი- 
ბრაციებს), სხვა სიტყვებით, ძელის ნაწილაკები განიცდიან ოსცილატორულ 
წანაცელებებს ძელის ღერძის პარალელური მიმართულებით. 

დისკრეტული სისტემა, რომელიც ასეთი ძელის აპროქსიმაციას მოდ- 

ელირებს, შედგება ტოლი მასების მქონე უსასრულო რაოდენობის წერ- 
ტილებისგან რომლებიკ ერთმანეთისგან ტოლი თი მანძილებით არიან 
დაშორებული და ერთმანეთთან დაკავშირებული არიან უმასო ზამბარებით, 
რომელთა სიხისტის კოეფიციენტებია # (იხ. ნას.59) 

4 · 

! | 
I) ' ' 

| 
' I ! 

- 
V- M· MM. 

ნახა'ხი 59 

დისკრეტული სისტემა შეგეიძლია გავიგოთ როგორც წრფივი მრა- 
ვალატომიანი მოლეკულა. ასეთი სისტემის მოძრაობის განტოლებებს ად- 
ვილად მივიღებთ, თუ გამოვიყენებთ მცირე რხევების შესწავლისათვის გან- 
ვითარებუდ მ მეთოდებს. 
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თუ 1-ური ნაწილაკის გადახრას წონასწორობის მდებარეობიდან აღვ- 
ნიშნავთ 7, ასოთი, კინეტიკური ენერგიისათვის შეგვიძლია დავწეროთ 

» =-XC (0X-9ი 

სადაც # არის თითოეული ნაწილაკის მასა. შესაბამისი პოტენციალური ენ- 
ერგია იქნება ჯამი თითოეული ზამბარის მარიების წაიღოს 
რომლებიც გაჭიმულია ან შეკუმშულია მათი წონ ე 
თან შედარებით: 

  

=12:M 7, <7) (IX-I2) 

ამ ორი გამოსასულების კომბინაციით ვწერთ სისტემის ლაგრანჟიანს 

#6=7-#=21 9)? – ხთ, –ი,)| თI3) 
ეს გამოსახულება გადავწეროთ შემდეგნაირად: 

1 #7. 
L=-ბ,ძ –-7, “ M,, IX-I4, 2 2 წ 7, გა -2 -) '- 2 CL, (X-L4) 

სადაც თ არის ნაწილაკებს შორის მანძილი წონასწორობის დროს. ახლა 
უკვე შეგვიძლია დავწეროთ ლაგრანჟის განტოლება ჯ-ური კოორდინატისათ- 
ვის 

აღააღუი. #2. 9 0X-L5 2 : 
ლაგრანჟიანისა და სათანადო მოძრაობის განტოლებების ეს 

სპეციფიკური სახე არჩეულია ისე, რომ მოხერხებული იყოს თ->+0 ზღვარზე 

გადასელა. ამ დროს ნათელია, რომ Mე შეფარდება გადაიქცევა უწყვეტი 

სისტემის ერთეულოვანი სიგრძის მასად, //. მაგრამ ამავე დროს #ძ 
სიდიდის ღვრული მნიშვნელობა არც ისე ნათელია. ამის გასარკეევად გა- 
ვიხსენოთ, რომ რადგან დრეკადი ღერო ემორჩილება ჰუკის კანონს, მისი 
ფარდობითი წაგრძელება პროპორციული უნდა იყოს გამჭიმაგვი ძალისა და 
ამიტომ, შეგვიძლია დავწეროთ 

#=19, 
სადაც % არის ფარდობითი წაგრძელება, ანუ ღეროს ერთეულოვანი სიგრძის 

წაგრძელება, ხოლო X” არის იუნგის მოდული. ამავე დროს, ნათელია, რომ « 

მონაკვეთის ფარდობითი წაგრძელება ტოლია 

=C> “7, 

ხოლო ამისათვის აუცილებელი მალაა #=V#C),,, –7,)1= სი შა“ 3) 

ეი. #ი ნამრავლი უნდა ეთანადებოდეს უწყ8ვეტი ღეროს იუნგის 
მოდულს, ამის შემდეგ ნათელია, რომ 7; ინდექსი, რომელიც მატერიალური 
წერტილის ნომერს მიუთითებს უწყვეტ დეროსე გადასვლისას უნდა 

გადავიდეს უწყვეტ კოორდინატაში »ჯ. ამიტომ, 7, ცვლადის ნაცელად ახლა 

გეექნება ცელადი MC), ხოლო 1, – ში შემავალი სიდიდე 
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თ. –,)/0= 

ცხადია, გადავა წარმოებულში 

7(X+20) –7(X) 
« 

წ 
, 

რადგან ი “თუნდა მივასწრაფოთ ნულისკენ. ეს უკანასკნელი თავისთავად 
შეიცვლება ახლა ძთX-ით, ხოლო დისკრეტული აჯამვა შეიცვლება X-ის 
მიხედვით ინტეგრალით. ყოველივე ამის შემდეგ 0X-I14) ლაგრანჟიანი მიიღებს 
სახეს 

2 

L =1 IC · #4) 4 0X-L6) 

გადავიდეთ ახლა მოძრაობის განტოლებაზე როცა ძ-–>0, (IX-1L5) 
განტოლების ბოლო ორი წევრი იღებს სახეს 

= რირი) ისნი ი|ILთC/. ხთ)... 
2 

47, რაც, ცხადია, განსაზღვრავს მეორე რიგის წარმოებულს და უდრის -75. 

ამრიგად, უწყვეტი ღეროს რხეეები აღიწერება განტოლებით 

  
2. 

7-7“ 7-0 0X-L7) 

ესაა კარგად ცნობილი ტალღური განტოლება, რომელიც აღწერს ერთი 
ღერძის გასწვრივ ერთგანსომილებიან მოძრაობას სიჩქარით 

5= IX (0X-18) 
წ) 

ეს მარტივი მაგალითი სავსებით საკმარისია რათა გავერკვეთ დისკ- 
რეტულიდან უწყვეტ სისტემებზე გადასელის დამახასიათებელ თავისებურე- 
ბებში. ყველაზე მნიშვნელოვანია ხაზი გაესვას » კოორდინატის როლის 
გააზრებას, რომელიც არ არის განზოგადებული კოორდინატა, არამედ გან- 
სასღერავს ნაწილაკის “უწყვეტ ნომერს”, რაც ანალოგიურია მისი “დისკრე- 
ტული ნომრისა” |. დისკრეტულ სისტემაში ჯ-ს ყოველ მნიშვნელობას შეესა- 

ბამება გარკვეული განსოგადებული კოორდინატა 7,. უწყვეტ გარემოში კი 

ჯ-ის ყველა მნიშენელობას ეთანადება განზოგადებული კოორდინატა V”(»), 
მაგრამ რადგანაც ” დამოკიდებულია აგრეთვე ! დროზე, უმჯობესია 
ჩავწეროთ 7 =7(CX,I), მივანიშნოთ რა, რომ ჯ და (უ შეიძლება განეიხილოთ, 
როგორც ლაგრანჟიანში შემავალი ცვლადები, ანუ ლაგრანჟიანის პარამე- 
რები. 

ბ უწყვეტი გარემო 3-განზომილებიანი რომ ყოფილიყო, განზოგადე- 
ბულ კოორდინატებს განეასხვავებდით 3 უწყვეტი ინდექსით – X,,,72 და 
ჩაეწერდით ასე – უ=7(C 7,2). შევნიშნოთ, რომ ფრჩხილებში მითითებული 

სიდიდეები ურთიერთდამოუკიდებელია და წარმოადგენენ ცხად ცელადებს, 
რომლებზეც დამოკიდებულია 7. ლაგრანუის ფუნქცია, რასაც ადრე ლაგრან- 

ჟიანსაც ვუწოდებდით, რომელიც გამოიხატებოდა როგორც ინტეგრალი X»-ის 

მიხედვით, ახლა ჩაიწერება სამგანზომილებიანი ინტეგრალის სახით 

#= | |IVIთითი#., (0X-19 

სადაც # არის მოცულობის . ერთეულის ლაგრანჟის ფუნქცია, რომელსაც 

ლაგრანჟიანის სიმკვრივეს უწოდებენ. შევნიშნოთ, რომ ველის თეორიაში, 
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განსაკუთრებით კვანტური ელების. თეორიაში, ხშირად. #-ს. უწოდებენ. ლა- 
გრანჟიანს. ზემოთ განხილული უწყვეტი ღეროს შემთხგეყაში იგი ტოლია 

2 2 

#=+ (VI) -L(2) 0X-ILI0) 
2 ი % 

ეს შყესაბამება (IX-I4) ფორმულაში შემავალ #, სიდიდის უწყვეტ 

სღვარს. როცა 0-0. შემდგომში დავინახავთ, რომ უწყვეტი სისტემის მოძ- 
რაობის შესასწავლად დაგვჭირდება სწორედ ლხაგრანჟიანის სიმკვრივე. 

IX-2. ლაგრანჟის განტოლებები უწყვეტი სისტემებისათვის 

(IX-I.10 ფორმულიდან ჩანს, რომ დრეკადი ღეროს შემთხვევაში 

#/ შეიცავს არა მარტო დროით წარმოებულს #7 = CI -ს, არამედ სივრცით წარ- 
CV 

მოებულსაც, 97. ამრიგად X» და ( აქ არიან ლაგრანჟიანის სიმკერივის 
X 

ტოლუფლებიანი პარამეტრები. ზოგად შემოხსეევაში ლაგრანჟიანის სიმკვრივე 
დამოკიდებული იქნება არა მარტო ამ წარმოებულებზე, არამედ თვითონ 
7,,X-ზეც. თუკი განსახილავი უწყვეტი სისტემა სამგანზომილებიანია, მაშინ 
მისი ლაგრანჟიანის სიმკვრივე სხვა წარმოებულებსაც უნდა შეიცავდეს: 

=Cეაოულლ (29 
მL მ, მ» მ 

დისკრეტული სისტემებს მექანიკში ლაგრანჟიაინი იმით იყო 
მნიშვნელოვანი რომ მოძრაობის განტოლებების მიღების საშუალებას 
გეაძლევდა. ახლა დავრწმუნდებით, რომ უწყვეტი გარემოსათვის მოძრაობის 
განტოლებების გამოყვანა მოხდება ლაგრანჟიანის სიმკვრიეის გამოყენებით. 
გამოვიდეთ კვლავ ჰამილტონის პრინციპიდან, რომელიც ახლა იღებს სახეს 

გ = “|| (იაატიით =0 ძ0X-22) 
; 

აქ შემავალი ვარიაციის ხასიათი თითქმის ისეთივეა, როგორც ვიხი- 
ლავდით ადრე პარამეტრები »X,,),7 ამ ვარიაცკის პროცესში არ 
მონაწილეობენ და ყველა ვარიაცია გამოითვლება X.»,> და I პარამეტრების 

მუდმივი მნიშენელობების ჰირობებში. ამავე დროს არ იცვლებიან მათ მიხედ- 
ვით ინტეგრაციის საზღვრებიც. რაც შეეხება ბ/ ვარიაციებს, ისინი ნული 

უჩნდა ხდებოდეს არა მარტო დროის საწყისი და საბოლოო მნიშენელობე- 

ბისათვის (=,, (8, არამედ ინტეგრაციის მოცულობის ნებისმიერ სასა%- 
ღვრო წერტიდიში. 

ჩვეულებრივი ექსტრემუმის ამოცანასე გადასვლა აქაც. ისევე ხდება, 
როგორც დისკრეტული სისტემების შემთხვევაში ვიქცეოდით, ე.ი. შემოგვაქვს 
შესაძლო ტრაექტორიების ოჯახები და ყახასიათებთ მათ რაიმე თ ჰა- 
რამეტრით. ამ გამოცდილებით შეიარაღებულებს შეგვიძლია პირდაპირ ვის- 
არგებლოთ ვარიაციის სიმბოლოთი და გეახსოვდეს, რომ 
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ა. ძთ-“ 
მ» 

ამრიგად, გვექნება 

  
3. 

რევ # ოა 1C4 0X2. 3) ბM= ---ი0+--021+ 
მუ» მ» გ მI მს 

2, 

სადაც X,»,72 ჩაწერის მოხერსებულობისათეის შეცვლილია X,X,,X--ით. ამი- 

ტომ ჰამილტონის პრინციპი ასე ჩაიწერება 

  
2 2 1 წ 
III ჩემიაა 2# 1-3 რთეთით, =0 (IX-24) 
' მ» ” მ” +. ჟლ 2X, 

CV, 

ჩავატაროთ ნაწილობითი ინტეგრაცია (როგორც ამას ვიყენებდით ლა- 
გრანუჟის ჩვეუ! ლებრივი განტოლებებისათვის), მიეიღებთ: 

IL> CV =- ბ). (ააფი 
ს ნალოგიურად. უნდა მოვექცეთ ინტეგრალებს, რომლებიც შეიცავენ 

ვარიაციებს ქ). გადავესვამთ რა ვარიაციისა და გაწარმოების სიმ- 
« 

ბოლოებს, მივიღებთ 

(1 ექრერი, მი _ მძი ს. (0IX-2.5) 
გ 27 |) I% მუ | 

2X, 2X, 

ნაწილობითი ინტეგრაციის ჩატარებით კი ვიღებთ 

  

მ/ ძ) 2 “ს ფი (“იე რ. ტუთ,. IX-2.6 72 7-| ულუ ბ ავი C0X-2.6) 

2, 2, 

ამ სხვაობის პირველი წევრი ნულის ტოლია (ისევე, როგორც ინტე- 
გრალში დროის მიხედვით), რადგან ინტეგრაციის ინტერეალის კიდურა წერ- 
ტილებზსე 27 =0. აქ შეიძლება გარკვეული ეჭეიც წარმოიშვას, რადგან განს- 
ახილველი სისტემის ზომები უსასრულოც კი შეიძლება იყოს. მაგრამ მან- 
ძილის უსასრულობისკენ მისწრაფებისას 7” “უმრავლეს შემთხვევებში 
სწრაფად მიისწრაფის ნულისკენ, და ამიტომ ამ სხვაობის პირეელი წევრი 
შეგვიძლია ნულად ჩაგთვალოთ ამ შემთხვეგებში. გარდა ამისა, იქცევიან 

ხოლმე ფორმალურადაც – ინტეგრაციას ატარებენ სასრულო არეში და (IX- 
2.60) ფორმულაში პირველი წევრის ჩამოშვების შემდეგ უსასრულო ზომებ- 
“ეც გადადიან. 

ამრიგად, ჰამილტონის პრინციპი იღებს სახეს 
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მუ «მ 1. -- ა...“ 
სადაც გამოყენებულია ტენსორული ანალისის ტრადიციული აღნიშვნა 

= 27 მძიმით 7, = %' 

ნებისმიერი #7/(X,,X,,Xკ,,!) ფუნქციის შემთხვევაში ეს ინტეგრალი ნულად 

გადაიქცევა მარტო მაშინ, თუ შესრულდება განტოლება 

#4“ 8 ძ 2 -%#-0 0X-28 
თმ, 19. Iმ”.|) მ” 

ეიცით რომ ” თავისუფლების ხარისხის მქონე სისტემების 
შემთხვევაში გვექნება ლაგრანჟის » განტოლება. ამიტომ, შეიძლება მოგ- 
ვეჩვენოს უცნაურად, რომ უსასრულო რაოდენობის თავისუფლების ხარისხე- 
ბის მქონე სისტემებისათეის მიიღება მარტო ერთი განტოლება (IX-2.8). მა- 
გრამ უნდა გვახსოვდეს, რომ ლაგრანჟის ჩვეულებრივი განტოლებები დამოუ- 
კიდებელ ცვლადად შეიცავენ მარტო დროს, მაშინ, როცა (IX-2.8) განტოლე- 
ბაში შედის 4 ცელადი X,,X2,X,,!. ამიტომ, მიღებული განტოლება არის 

ძერძო წარმოებულებიანი, მას შეიძლება შევხედოთ როგორც ჩვეულებრივ 
დიფერენციალურ განტოლებათა ერთობლიობას, რომელიც მიიღება ამ 
ცვლადების ფიქსირებული მნიშენელობებისათვის. ამ შემთხევევაში გამოვა, 
რომ საქმე გვაქვს განტოლებათა უსასრულო რაოდენობასთან და შესა- 
ბამისად, თავისუფლების ხარისხთა უსასრულო რაოდენობასთან. 

განტოლების გამოყვანის დროს ეთელიდით, რომ სისტემის ყოველი 
წერტილი ასრულებს 7 ცელადით აღწერილ ერთადერთი სახის 
გადაადგილებას. მაგრამ უფრო ზოგად ამოცანებში, როგორიცაა, მაგალითად, 
დრეკადი სხეულის რხევების ამოცანა, ადგილი ექნება გადაადგილებებს 
ყველა სამივე მიმართულებით. ამ შემთხვევაში გვექნება არა ერთი გან- 
ზოგადებული კოორდინატა, არამედ სამი, რომლებსაც აღენიშნავთ დამატე- 
ბითი ინდექსის 7: 7,(X2,X,), სადაც #=1,2,3, უურო ზოგად 

შემთხვევაში შეიძლება გექონდეს სამზე მეტი განზოგადებული კოორდინატა, 
მაშინ ლაგრანჟიანის სიმკრივე ყველა მათგანის და მათი სააბი 

  

    

  

ფუნქცია იქნება. ყელი განსოგადებული ძ დ ს) 
CV .ი5,X,) გვექნება შემდეგი სახის მოძრაობის განტოლება 

1 გ გ 
40:09) #6 II V._ი 0 =12,...1 (IX-29 
“V მ», #-+0V |მ7,, მ», 

= 2, ,. იფ 

ჩვენ მიერ გამოყენებელი აღნიშენები საგრძნობლად გამარტივდება, 
თუ შემოვიტანთ # ლაგრანუიანის ე.წ. ფუნქციონალურ ანუ ვარიაცი: ულ წარ- 

მოებულს 7,-ის მიხედვით. 

#-ის ფუნქციონალური წარმოებული 7-ს მიხედვით ახასიათებს #-ის 

ცვლილებას M(X) ფუნქციის ცვლილებისას სიერცის მოცემული წერტილიის 

მახლობლობაში იმ პირობით, რომ „/-ს ( დროზე დამოკიდებულება რჩება 
უცვლელი, ჩვენი ლაგრანჟიანის შემთხვევაში ეს ასე განისაზღვრება 
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რ _ მს დ ძ 2 
ბ», 1 მი, #9, 07, | 

ანალოგიურად განისაზღვრება #-ის ფუნქციონალური წარმოებული 7,- 

ით. მაგრამ რადგან # არ არის დამოკიდებული ამ წარმოებულის, ე-ი. (7,)-ის 

გრადიენტზე. გვაქვს 

    0X-2.10) 

# _ XL 
ბი, მი, 

ფუნქციონალური წარმოებულის უპირატესობა ისაა, რომ მისი გამო- 

ყენებისას საქმე აღარ გვექნება #-ის დამოკიდებულებასთან 21%. -ზე. ასე, 
“ 

მაგალითად, (IX-2.9)-ის და (IX-23), (IX–2.6);ის თანახმად გვექნება 

ბ%= 020, - -თ- 92 V კი 2, (IX-2.12) 

0X-2I0) 

  
ძა, მ», 

სადაც 9” არის მოცულობის ელემენტი. თუ ფუნქციონალური წარმოებულით 
ვისარგებლებთ, ეს შედეგი მიიღებს სახეს 

ბ-L= სXC- ბი,+ 7 ბ, I. C0X-2.13) 

რაც გაცილებით ადვილად გამოიყურება, ვიდრე (IX-2.12, რადგან აქ 

შედის % . რაც შეეხება მოძრაობის განტოლებებს (IX-2.99), ფუნქციონ- 

ალური წარმოებულით ისინი ასე ჩაიწერება 

29% % 0 CX-2.14) 

რაც გარეგნულად ლაგრანჟის ჩვეულებრივ განტოლებებს წააგავს. 

დასასრულ შევნიშნოთ, რომ ზემოთ მიღებული მოძრაობის ლაგრან- 
ჟისეული განტოლებები პირდაპირ შეგვიძლია მივუყენოთ ისეთ უწყეეტ 
ობიექტებს, როგორიცაა, მაგალითად, სიმი ან მემბრანა. კლასიკური სიმის , 
რხევის განტოლებას აქვს ჩვეუდვებრივი ტალღური განტოლების სახე 

მ” _ L 
(=- წ-- ვართ (1=0, (IX-2.15) 

სადაც #(X,,) ფუნქცია აღწერს სიმის გადახრას წონასწორობიდან, ხოლო ხ 
არის დრეკადი დეფორმაციების გავრცელების სიჩქარე სიმში, რომელიც გა- 
მოიხატება სიმს დაჭიმულობს ძალის ფარდობით მის გრძივ 
სიმკვრივესთან 

  

ხ=. I“ X-2.I6) 
Cთ 

მრავალი ცვლადის ზემოთ აღწერილი ფორმალისმი შეგვიძლია მი- 
ქუყენოთ, მაგალითად, ორგანზომილებიანი ზედაპირის (მემბრანის) რხეეებს. 
მისთვის ასეთი განტოლება მიიღება 

(+-, 55 #05=0, 0X-2.I7 
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გ? მ: 

=- 41“ 
მX: მ? 

სივრცეში, ხოლო V ასლა აღწერს გადახრებს მემბრანის ზედაპირის პერ- 
პენდიკულარულად, სიჩქარე კი იმავე (IX-2.16) ფორმულით გამოისახება, 
ოღონდ თ არის ზედაპირული სიმკვრივე. 

სადაც ტი არის ლაპლასის ოპერატორი ორგანზომილებიან 

IXX-ნ. ჰამილტონის განტოლებები უწყეეტი სისტემებისათვის 

ჰამილტონის განტოლებების მიღება აგრეთეე შეგეიძლია დისკრე- 
ტული სისტემებისათეის წინა თავებში განხილული მეთოდების გან- 
სოგადებით. განვიხილოთ კვლავ წინა პარაგრაფებში აღწერილი დისკრე- 
ტული სისტემა და ყოველ განზოგადებულ ”, კოორდინატას შევუსაბამოთ 

კანონიკური იმპულსი 

= (IL = ”% (IX-3.I) 
მ, 0”, 

ამიტომ ასეთი სისტემის ჰამილტონიანი იქნება 

M-ააი,-ხ=2 0 ი -L 

, 

  
მ», 

ანუ 

მL, 
#= –“”/, -L, IX-32 24557 -+| 032 

“სღვარში, როცა ძ-–3>0 და #563#, ეს ჯამი გადავა ინტეგრალში 

მ” 
9#=ძ-ი-/ IX-3.1, L C. | (0X-33) 

(IX-3.) ტოლობიდან ჩანს, რომ როცა თ-–>0, თითოეული /#, იმპულსიც 

აგრეთვე ნულისკენ მიისწრაფის, ამიტომ უნდა შემოვიტანოთ კუთრი იმპულ- 
სის ან იმპულსის სიმკვრივის ცნება, რომელსაც განემარტავთ ტოლობით 

„-2 0X-34) 
მ” 

გარდა ამისა, შემოვიტანოთ კუთრი ჰამილტონიანიც ანუ ჰამილტონიანის 
სიმკვრივე, რომელშიც გეესმის 

ა =7/-# (0IX-35) 
მაშინ (IX-3.3) ჰამილტონიანი გადაიქცევა ინტეგრალად |თი%, და მისი 

განსოგადებ სამგანსომილებიან სისტემასე რამდენიმე თავისუფლების 
ხარისხით გადაიწერება ანალოგიური ფორმულის სახით 

#= | IMრიძიძი = (თრთის, -ჩ) (1IX-3.6) 
; 

სადაც გ თ 

#, = => == (IX-32) 
მშ, რი» 

მოძრაობის კანონიკური განტოლებების მისაღებად აქაც შეგვიძლია გა- 
მოვიყენოთ წინა პარაგრაფში განვითარებული პროცედურა. სახელდობრ, 
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ჩავთვალოთ, რომ ი? არის /”,(X,/) განზოგადებული კოორდინატებისა და 

#,(X,,) კანონიკური იმპულსების, აგრეთვე 9L წარმოებულების” და, 
ს, 

შესაძლოა, ( დროის ფუნქცია და დავწეროთ 

_ 091 მM 09 მა · ძ. = III =« აოყეტ ულო, რ «2 4 რარა 

აქ ამოწერილი ინტეგრალი გვაგონებს (IX-24) ინტეგრალს უწყვეტი სის- 
ტემისათევის ჰამილტონის პრინციპის ჩამოსაყალიბებლად. ამიტომ ახლაც გა- 
მოვიყეჩნებთ ნაწილობით ინტეგრაციას წევრში 

I 891 

  

  მ”, 0, 
.) 

ამ დროს ორ შესაკრებს მივიღებთ, რომელთაგან პირველი (ზედაპირული 

წევრი) შეგვიძლია ნულად ჩავთვალოთ, რადგან ინტეგრაციის არე იმდენად 
დიდი შეიძლება იყოს, რომ მის საზღერებზე » და # ნულებად გადაიქცევა. 
მეორე წევრს კი გავითვალისწინებთ ჩვეულებრივად. ამიტომ 

06% მთ თი | მ მ% 
ძ9M = მეკ,+-–-მი, - პ-– თ), +-–ძ ა) ძათიძთ>, (IX3.8, (> = .“ გ 222) >) V ! ამირი, ((X38) 
ან თუ (IX-2.110) ფუნქციონალურ წარმოებულს გამოვიყენებთ, ეს გამოსახ- 
ულება გადაიწერება უფრო კომპაქტური სახით: 

    

27 ტ// მ |, _ 
ძI= II (> 2 ძ», იიი | ფრიზი 0X-3.9) 

გავიხსენოთ ახლა, რომ (IX-3.6)-იის თანახმად 

2L 2% ,. მ/ 
ძI = ძ7, +7,07X, – ––-შე, – ძი, – მძ თიძX.თ:, IX-3.10 (II>C= ს +4ი – გვ რი – 3. ” | – | ძირი, CX-3.10) 
აქ ჩვეულებრივ ფრჩხილში მოთავსებული კიდურა წეერები ერთმანეთს გაა- 

ბათილებს კუთრი იმპულსის განმარტების თანახმად. გარდა ამისა, ლაგრანჟის 
(0X-2.14) განტოლების თანახმად 

ამიტომ, წინა ტოლობა (IX-3.10) შეიძლება ასე გადავწეროთ 

ძჩ = III>-C #,ძა, «ირ 02 |რიზირი 0X3.0 

თუ ახლა ამას შევადარებო (IX-33) ტოლობას, მივიღებთ განტოლებათა 
შემდეგ სისტემას: 

#”-–, #”-–= (IX-3.!2) 

და იგივეობას 

მ მ( 
როგორც გეხედავთ, (IX-3.)2) განტოლებები წარმოადგენენ ჰამილტონის 

ჩვეულებრივი განტოლებების ანალოგს და სამართლიანი არიან ნებისმიერი უწყ- 

ვეტი სისტემისათვის. მათ დავარქმევთ ჰამილტონის განტოლებებს უწყვეტი სის- 

ტემებისათვის. 
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საინტერესოა, რომ მათი გადაწერა შეიძლება კუთრი ჰამილტონიანის 
მეშვეობითაც. მიიღება 

მ ძ | მ . მ _ . ში, – 2-- => 8. -ჩ, მი, =7. (IX-3.13) 

ამ ფორმით, ფუნ; ქციონალურ სახესთან შედარებით, განტოლებები არა- 
სიმეტრიულად გამოიყურებიან განზოგადებული კოორდინატებისა და კანონი- 
კური იმპულსების მიმართ. ეს არც არის გასაკეირი, რადგან % კუთრი ჰამილ- 
ტონიანი არ არის დამოკიდებული #, სიდიდეების გრადიენტებზე. 

რიგი ფორმალური შედეგებისა რომლებიც ადრე გეაქვს მიღებული 
ჰამილტონის განტოლებებთან დაკავშირებით, შეგეიძლია ადვილად განეაევრცოთ 
უწყვეტ სისტემებზე. ასე მაგალითად, ჰამილტონის მოდიფიცირებული პრინციპი 
ახლა მიიღებს სახეს 

2 

2 I I I IM 5» ი რარარარ =0, (IX-3.I4) 
|) ·# 

საიდანაც გამომდინარეობენ “ზემოსსენებული (IX-3.12) მოძრაობის ჰამილტონ- 
ისეული განტოლებები. 

სხეა მაგალითის საილუსტრაციოდ განეიხილოთ ჰამილტონიანის სრული 

წარმოებული დროის მიხედვით 

9%-III> 2 . 7, + კ 9 19 ძიძირი , 

წო მი, “8 

რაც (X-3.)2) განტო: ლებების თანახმად მივა შემდეგ სახეზე 

ძ” ტი ბს ბ ბ) მთ 21 6910% _ 0.0) რირი,თი , 
« IM”. ბი, ბ, 2. 2 15 

ანუ 

–-= ი (((214% რითი. 

რაც ჩიშნავს, რომ #M იქნება მუდმივი მაშინ, როცა % (ან #) ცხადად არ 
არის დამოკიდებული დროზე. 

სუსტად ასევე შეგვიძლია მივიღოთ დასკენები მოძრაობის ინტე- 

გრალების შესახებ. 
ავიღოთ ნებისმიერი ფუნქცია C, რომელიც დროზე ცხადად არ არის 

დამოკიდებული და მოიცემა შემდეგი იჩტეგრალით: 

Cთ= | | §ძიძიძი 

გამოვთვალოთ რიხი გიუდი წიმოებედი დროით 

4%7-II ს ო –”, I> ძიძი 

თუ აქ მოძრაობის განტოლებებს გამოვიქენებთ, მიიღება 

22. (0ს2C 2-2 42% V 1> თითი, (IX-3.15) 
ბო, ბX, ბ, ბ), 

მაგრამ, ამ ტოლობის მარჯვეჩა მხარეს დგას პუასონის ფრჩხილების 
სუსტი ანალოგი, იმ განსხეავებით, რომ ფუნქციონალური გაწარმოებაა გამო- 
ყენებული, ხოლო განსოგადებული კოორდინატებით აჯამვა შეცვლილია ინტე- 
ბგრაციით “უწყვეტი ნუმერაციის” მიხედვით. ამიტ!იმ. ვწერთ 
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4 =(C,7/), (IX-3.16) 

ხოლო იმ შემთხვევაში, როლს C დროის ცხადი ფუნქცია იქნებოდა, ზედა გან- 
ტოლება მიიღებდა ჩვენთვის კარგად ცნობილ სახეს 

9 (6 წ/ე+5 
C/ (0 

ამრიგად, შენახვის თეორემები უწყვეტი სისტემებისთვისაც შეგეიძლია 
მივიღოთ იმავე მეთოდებით. აგრეთვე შენარჩუნდება კავშირი სიმეტრიებსა და 
მოძრაობის ინტეგრალურ კონსტანტებს შორის. გარდა ასეთი ინტეგრალური 
შენახვის კანონებისა, უწყვეტი სისტემების ფიზიკაში ადგილი აქეს შეჩახვის კა- 
ნონების დიფერენციალურ ფორმებს, მლ ლოგი ლიუვილის თეორემის 
სახით ჩეეჩ უკეე განვისილეთ ერთ-ერთ წინა თავში. ასეთი სახის კანონები უწყ- 
ვეტი გარემოსათვის გამოხატავენ გარკვეული ფიზიკური სიდიდეების ნაკადების 
უწყვეტობის თვისებებს და კანონსომიერებებს. 

უწყვეტი სისტემის თვალსაჩინო მაგალითია გელი, მაგალითად, 
ელექტრომაგნიტური ველი. თვით ველის ცნება საკმაოდ ფართოა, მისი შემოყ- 
ვანა შეიძლება პრაქტიკულად ყველა უწყვეტი გარემოსათვის. ამისათვის საკ- 
მარისია გექონდეს რაიმე ფიზიკური სიდიდე, რომელიც განმარტებულია სივრ- 

ცის ყოველ წერტილში. 
ამრიგად, ვრწმუნდებით, რომ კლასიკურ თეორიულ მექანიკაში განვი- 

თარებული მეთოდები საკმარისად სოგადია და გააჩნიათ გამოყენების მეტად 
ფართო სპექტრი. 

ისიც აღვნიშნოთ, რომ ლექციების ამ კურსში გადმოცემული მეთოდებით 
არ ამოიწურება კლასიკური თეორიული მექანიკიის შესაძლებლობები და 
სიმძლავრე. უკანასკნელ პერიოდში მძლავრი გაჩეითარება ჰპოვა არაწრფივმა 
მექანიკამ,„ ქაოსის თეორიამ, სადაც დიდი ინტენსივობ გამოიყენებ 
დროვე მათემატიკის მძლავრი აპარატი, განსაკუთრებით ჯგუფთა თეორია და 
ტოძოლოგია. 

ამ აპარატის გამოყენებას სტუდენტი შეხვდება თეორიული ფიზიკის 
“შემდგომ კურსებში. 

  

 



უკანასკნელ წლებში საგრძნობლად იცელება სწავლების მეთოდები, რაც მთავარია, შე- 
ფასების სისტემა. კურსი აღებულია იქითკენ, რომ სტუდენტი შეეჩვიოს დამოუკიდებელ და სის- 
ტემატურ მუშაობას. ამისათვის იქნა შემოღებული სემესტრის განმავლობაში სტუდენტის ცოდ- 
ნის შემოწმების სხვადასხვა ფორმები. მართალია პრაქტიკული მეცადინეობის სახით სტუდენტის 
ცოდნის კონტროლი ად ელ წლებშიც ხდებოდ ების სისტემას ეს უკვე 
აღარ აკმაყოფილებს. შემოღებულია საკონტროლო წერები, კოლოკვიუმები და შემოწმების სხვა 
ფორმებიც, რაც საგნის მასწავლებლის პრეროგატივაა. ამ ახალი მეთოდიკის მთავარი, განმასხ- 
ვგავებელი ნიშანი ისაა, რომ სემესტრის მანძილზე ჩატარებული შუალედური შემოწმებების 
შედეგები საგამოცდო შეფასებასთან ერთად აისახება სტუდენტის საბოლოო შეფასებაზე. 

ამიტომ, ჩვენ ქვემოთ მოვიყვანთ საგნის სწავლების გეგმას და სათანადო შეფასების სის- 
ტემის (ე.წ. სილაბუსის) ნიმუშს. 

    

ივანე ჯავახიშვილის სახელობის თბილისის სახელმწიფო უნივერსიტეტი 

ფიზიკის ფაკულტეტი 
ული ფიზიკის კ. წი 

(2005 – 2006 სასწავლო წელი, I სემესტრი) 

  

სილაბუსი 

საგანი. თეორიული მექანიკა 
ლექტორი: პროფესორი ანსორ ხელაშვილი 
საგნის მოცულობა: სალექციო–3 კრედიტი, პრაქტიკული–2 კრედიტი. 

ლექციის დღე: 
ლექციის ჩატარების დრო: 
პრაქტიკული მეცადინეობის დღე: 
პრაქტიკული მეცადინეობის ჩატარების დრო: 
ლექციის ჩატარების ადგილი: თსუ II კორპუსი, (ფდა) 
საკონტაქტო ტელეფონები: 235163 (ბინა); 231397 (სამს); (899)172775 (მობ) 

კურსის მიზანი: სტუდენტები ეუფლებიან თეორიული ფიზიკის პირეელ სა- 
განს – კლასიკურ თეორიულ მექანიკას: მექანიკის ძირითადი კონცეფციები, ვირტუალურ 

და ს პრინციპები, ჰამილტონის ქმედების პრინციპი, ბმებიანი სის- 
ტემები, გ განსოგადებული კოორდინატები, დინამიკის. განტოლებუბი, შენახვის. კანონები.  ლა- 
გრანჟისა და ჰამილტონის განტოლებები, ყარიაციული პრინციპები. იაკობის თეორია. ჰამილტონ- 
იაკობის მეთოდი. კანონიკური გარდაქმნები. პუასონის ფრჩხილები, ინფინიტესიმალური გარ- 
დაქმნები, სიმეტრიები და მათი ბი ტორები. სიმეტრია, ინვარიანტულობა და შენახეის. კა- 
ნონები. ნიოტერი! სიმეტრიები და ჩაკეტილი პერიოდული ორბიტები. 

ერთგინ'სომილებიანი. მოძრაობა. მცირე რხევები. ორი სხვულის. პრობლემა, მოძრაობა ა ცენ- 
ტრალური სიმეტრიის ველებში. მექანიკის პრინციპების გამოყენება უწყვეტი გარექოსათვ 

მექანიკის ამოცანების ამოხსნა, 
ლექტორის მოთხოვნა: სტუდენტი უნდა ფლობდეს მათემატიკური ანალიზის 

საფუძვლებს, დიფერენციალურ და ინტეგრალურ აღრიცხვას, წრფივი ალგე- 
ბრისა და ანალისური გეომეტრიის მეთოდებს. ჩაბარებული უნდა ჰქონდეს 
მექანიკის სოგადი კურსი. 

სტუდენტი ვალდებულია მოისმინოს აღნიშნული საგნის სრული კურსი ( 3 
კრედიტი ანუ 45 სთ). მიუღებელია გაცდენა და. დაგვიანება, ლექციებზე. წეს- 
რიგის დარღვევა. სავა! ღდებულოა პრაქტიკულ მეცადინეობებზე დასწრება, 

სააუდიტორიო სამუშაოების და საშინაო დავალებების "შესრულება. 

ლექტორის საშინაო დავალებები. სტუდენტებს ორ კვირაში ერთხელ 
ლექტორი აძლევს საშინაო დავა: ემას 10 ამოცანის სახით, რაც სტუდენტმა 

უნდა შეასრულოს ცალკე რეყულში, და დარქმულ. ვადაში დაუბრუნოს 
ლექტორს. ამოცანები შერჩეულია. ლექციებზე. გავლილი. თემების. მიხედვით, 
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სტუდენტს სემესტრში ეძლეეა 6 ასეთი დავალება, ე.ი. სულ სამუმაოდ ეძლევა 
სემესტრში 60 ამოცანა თითოვული სწორად ამოსსნილი ამოცანა ფასდება 2 
ქულით. სტუდენტი ვალდებულია შეასრულოს ამოცანების არანაკლებ 60%-ხა. 
არ არის რეკომენდებული გადაწერა. დავალებების შესრულების ხარისსის 
მისედვით სტუდენტი ხედება ამა თუ იმ პროცენტულ კატეგორიაში. ლექტორის 
საშინაო დავალებების საბოლოო შეფასება ნორმირდება 30 ქულაზე. 

შეფასების სისტემა: სტუდენტის საბოლოო შეფასება საგანში გამოიყვანება 
მისი მუშაობის ხარისხის მისედვით მთელი სემესტრის განმავლობაში. ამასთან 
გათვალისწინებული იქნება სამუშაოთა სრული კომპლექსი შემდეგი კრიტერი- 
უმების მიხედვით: 

ქვემი მ ჩილია თითოეული ეტაპის მაქსიმალური შესაძლო ქულები) 
ა) ლექტორის საშინაო დავალებები – 30 ქულა; 
ბ) საკონტროლო წერა (პრაქტიკულ მეცადინეობებზე, სემესტრში ორჯერ– 

სულ 10 ქულა, შემაჯამებელი წერა – 10 ქულა; 
ბ) კოლოკვიუმი (სემესტრში 2-ჯერ, ატარებს საგნის ლექტორი) – 14 ქუ- 

ლა. სულ. 

დ) გამოცდა –“I6 ქულა. 
სულ მაქსიმალურად შესაძლო ქულების რაოდენობაა – 80 ქულა. 

  

  მიღებული ცალკეული შეფასებების მიხედვით გამოითვლება საბოლ 
შეფასება შემდეგნაირად: 

5(ფრიადი) – 70 ქულა და მეტი; 87.5% 

4(კარგი· – 50-დან 69 ქულის ჩათვლით; 75% 
3(დამაკმ) – 45-დან 59 ქულის ჩათვლით; 56% 
2(არადამ) –44 ქულის ქვევით; <55% 

სასწავლო პროგრამა: 
დაყოფილია 4 ნაწილად: 

ა) სალექციო კურსი; 

ბ) სააუდიტორიო პრაქტიკული მეცადინეობა (თეორიული მექანიკის ამო- 
ცანების ამოხსნის მეთოდების დაუფლება); 

გ) საშინაო დავალებები (თეორიული საკითხების დამუშაეება, ლიტერა- 
ტურის გაცნობა, ამოცანების ამოხსნა); 

დ) კონსულტაციები. 

ამ პროგრამის განხორციელება მოხდება შემდეგი ღონისძიებებით: 
ა) სალექციო კურსი 

(იხ. კურსის შინაარსი, გვ7 და რეკომენდებული ლიტერატურა, ქვე- 
მოთ, გე. 223) 
ბ) სააუდიტორიო პრაქტიკული მეცადინეობა 

სალექციო თემების მიხედვით ამოცანების ამოსსნის მეთოდების დაუ- 
ფლება. წინამდებარე კურსში მოცემული ამოხსნილი ამოცანების ამოხსნის 
მეთოდების შესწავლა. 

გ) საშინაო დავალებების შესახებ ლაპარაკია პუნქტში შეფასების სის- 
მა. 

ტე კონსულტაციები თეორიული ფიზიკის კათედრის სამუშაო ოთახში 

(ოთხშაბათობით, I3-15 სთ).
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გამომცემლობის რედაქტორი "ს. გიორგაძე 

სამხატვრო რედაქტორი ი. ჩიქვინიძე 

ტექრედაქტორი ფრ. ბუდაღაშვილი 
კორექტორები ნ. ჩახაია 

ლ. ბაღოშვილი 

ხელმოწერილია დასაბეჭდად. I4.0305 
საბეჭდი ქაღალდი 60X84 
პირ. ნაბეჭდი თაბახი 32,62 
სააღრ. – საგამომც, თაბახი 144) 
შეკვეთა » 4! ტირაჟი 200 
ფასი სახელშეკრულებო 

  

თბილისის უნივერსიტეტის გამომცემლობა 
0128, თბილისი, ი. ჭავჭავაძის გამ. 14, 
თბილისის უნივერსიტეტის სარედაქციო-სადუბლიკაციო 
კომპიუტერული სამსახური, 0128, ობილისი, ი.ჭავჭავაძის გამზ.,L


