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წინასიტქყქვაობა 

მესამე ტომი „მათემატიკური ანილიზის კურსისა" 

შირითადად მოიც:ეს მასალას, რომელიც გათვალის–-. 

წინებულია უნივერსიტეტის ფიზიკის ფაკულტეტის. 
სტუდენტებისათვს ჩვეულებრივ დიფერენციალურ 
განტოლებათა თეორიაში ღა ვარიაციათა აღრიცხ- 

გაში. 

მკითხველს მოეხსენება, რომ 1971 წლიდან მო- 

ყოლებული დღემდე უკვე გამოიცა მათემატიკური 
ანალიზის კურსის პირველი (1971 წ.. მეორე 

გამოცემა 1976 წ., და მეორე ტომი (1975 წ.) 

ელ. ჭელიძისა და ე. წითლანაძის ავტორობით, რომ- 

ლებმაც საკმაო დახმარება გაუწიეს ფიზიკის ფაკულ–- 

ტეტის პირველი და მეორე კურსის სტუდენტებს და. 
არამარტო მათ. 

თავდაპირველი ჩანაფიქრის მიხედვით, მათემატი– 

კური ანალიზის მესამე ტომში, გარდა ჩვეულებრივი 

დიფერენციალური განტოლებებისა და ვარიაციათა 

აღრიცხვისა, გადმოცემული უნდა ყოფილიყო აგრეთვე, 

წრფივი ინტეგრალური განტოლებებისა და სპეცია- 
ლური ფუნქციების თეორიის საკითხებიც. სამწუხა- 

როდ, პროფ. ვლ. ჭელიძის მოულოდნელმა გარდა- 

ცვალებამ საშუალება მოგვისპო სახელმძღვანელო– 

ში| ზემოაღნიშნული მასალა შეგვეტანა. მაგრამ,,. 

რაკი ულმობელმა მიზეზმა ხელიდან გამოგვაცალა- 
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ხსენებული შესაძლებლობა, ვისურვოთ წინამდებარე 

სახით გამოცემულმა მესამე ტომმა ხელი შეუწყოს 

მოსწავლე ახალგაზრდობასა და კოლეგებში ბრწყინ–- 

ვალე მათემატიკოსის, და მასწავლებლის პროფ, 

| ვლ. ჭელიძის | ნათელი ხსოვნის განმტკიცებას,



ჩვეულებრიჰი. დიშერენსიალური ბანზოლებები 

თავი I 

პირვილი რიგბის დიფერენციალური ზანტოლებები 

§ 1, ზოგიერთი განსაზ ღვრები. ვთქვათ უჯ დამოუკიდებელი ცვლადია, 

ყ=VყV(უ)--ამ ცვლადზე დამოკიდებული ფუნქცია, ხოლო 

,=9V, ყნშ=9“V (0 =9%# 
ძ2თ ძე ძე" 

არის ყ(ჯ) ფუნქციის სხვადასხვა რიგის წარმოებულები. ჩვეულებრივი 

დიფერენციალური განტოლება არის დ ცვლადსა, ყ ფუნქციასა და ყ”, 
V ს... ყი წარმოებულებს შორის დამოკიდებულება: 

#L(=, # V”,.+.,ყ(M?)=0 (CI 1) 

სადაც # არის ფრჩხილებში მითითებული არგუმენტების ფუნქცია. ჩავ- 

თვალოთ, რომ #” ერთობლივ უწყვეტია თავისი არგუმენტებისა #-+2 

განზომილების სივრცის რომელიღაც (7)) არეში. თუ #=ყV (თ) ფუნქციის 
უმაღლესი რიგის წარმოებული, რომელიც (1 1) დიფერენციალურ გან- 
ტოლებაში მონაწილეობს, არის ყ!”), მაშინ დიფერენციალური განტოლება 
1 რიგისაა, ცხადია, როცა #X=1, მაშინ (1.1) დიფერენციალური განტო- 

ლება პირველი რიგისა იქნება. დიფერენციალური განტოლების ინტეგ- 

რალი ეწოდება ისეთ წარმოებად V#=ყV(ჯ) ფუნქციას, რომელიც ამ გან– 

ტოლებას იგივურად დააკმაყოფილებს. ინტეგრალების მოძებნის პროცესს 
ეწოდება დიფერენციალური განტოლების ინტეგრება. თუ დიფე- 
რენციალური განტოლება ჯუ რიგისაა, მისი რიგი იგივე იქნება მაშინაც, 

როცა 2, შ, ზ,.- ყი არგუმენტებიდან ზოგიერთი (ან ყველა) განტო–- 
ლებაში არ მონაწილეობს. 

ავიღოთ პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლება 

XL, ყ, ყ')=0. (1.2 

ვიგულისხმოთ, რომ იგი ამოიხსნება ყ-ის მიმართ: 

ყ”= / (თ, ყ). (1.2) 

უკანასკნელი დიფერენციალური განტოლება ასეც ჩავწეროთ: 

XI (თ, ყ) ძთ+X (დ, ყ) ძყ=0, (1,2) 
ს



'სადაც XV («, ყ) არის დ და წ არგუმენტების მოცემული ფუნქცია, ხოლო 
MC, M)––- XC, %) / (2, ყა. დიფერენციალური განტოლება (1.2) 
-ისეა ჩაწერილი, რომ საჭიროების მიხედვით, შეგვიძლია ჩავთვალოთ V, 
როგორც ე-ის ფუნქცია ან ჯ შეგვიძლია ჩავთვალოთ როგორც ყ-ის 

ფუნქცია. როგორც ვხედავთ, ყოველი პირველი რიგის დიფერენციალური 
განტოლება შეიძლება ჩაიწეროს (1.2), (1.2”) ან (1.2”) სახით. 

ვიგულისხმოთ, რომ ყ არის ჯ>-ის ფუნქცია და განვიხილოთ (1.2”) 
განტოლების კერძო სახე: 

II 
= 1.3 ოუ 7C>) (1.3) 

რომლის ინტეგრალები, ცხადია, იქნება 

ყ=| / C)0=+C (1.4) 

სადაც C ნებისმიერი მუღმჭივია. მაშასადამე, ამ შემთხვევაში, დიფერენ–- 
ციალური განტოლების ინტეგრება მიიყვანება ერთი ინტეგრალის ან, რო– 
გორც ხშირად ამბობენ, ერთი კვადრატ ურის გამოთვლაზე. უკანასკ- 

6ელი ტოლობა გვიჩვენებს, რომ (1.3) დიფერენციალური განტოლების 
ყველა ინტეგრალის ოჯახი 'დამოკიდებულია ერთ (სახელდობრ C) პარა- 

მეტრზე. ხშირად ყველა ინტეგრალის (1.4) ოჯახს უწოდებენ (1.3) დიფე- 
რენციალური განტოლების ზოგად ინტეგრალს. ნებისმიერი მუდმივი 

0 აღვილად განისაზღვრება თუ ერთ-ერთ წერტილზე თ=თე მოცემული 
იქნება (1.4) ტოლობით განსაზღვრული ინტეგრალის მნიშვნელობა ყ(ჯ)) = 
= ყე. მართლაც, მაშინ გვექნება 

XX 

ყ=ყე-+ I #(200ძX (1.5) 

Xგ 

ამ ტოლობით განსაზღვოული ფუნქცია ერთადერთია, რომელიც იგი– 

ვურად დააკმაყოფილებს (1.3) დიფერენციალურ განტოლებას დაყ («)= 
=ყე პირობას. (1.5) ტოლობით განსახღვრულ ფუნქციას ეწოდება (1.3) 
"დიფერენციალური განტოლების კერძო ინტეგრალი. 

ქვემოთ დავამტკიცებთ, რომ (1.2) განტოლების ყველა ინტეგრალის 

ოჯახიც (ე. ი. ზოგადი ინტეგრალიც) ერთ ნებისმიერ მუდმივზეა დამო- 
კიდებული. თუ მოვითხოვთ, რომ (1.2) განტოლების ინტეგრალი ყე:= 

=Vყ (ჯე) პირობასაც აკმაყოფილებს, მაშინ იგი იქნება ერთადერთი, 
§ 2. მაგალითები. ფიზიკისა და მათემატიკის მრავალი ამოცანის გა–- 

მოკვლევა მიიყვანებ დიფერენციალური განტოლების ამოხსნაზე. მოვი- 

ყვანოთ მაგალითები. 
1. ვთქვათ მყარი სხეული გაცხელებულია #” გრადუსამდე. შევიტა- 

ნოთ იგი 0?-ტემპერატურიან გარემოში. სხეულის ტემპერატურა დაიწყებს 
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დაცემას. შევისწავლოთ სხეულის გაცივების რეჟიმე. ეს იმას ნიშნავს, რომ 
საჭიროა ავაგოთ ჯ დროზე დამოკიდებული ფუნქცია 2? =7' (0), რომელიც 

მოგვცემს სხეულის ტემპერატურას გაცივების ნებისმიერ ჯ მომენტში. 

ცხადია, X (ქ) არის კლებადი ფუნქცია და ამიტომ 2» <0. თუ გავიხ- 

სენებთ, რომ გაცივების სიჩქარე მიმდინარეობს სხეულის ტემპერატურის 

პროპორციული კანონით, მაშინ გვექნება 

ძ”» (2.1) 
თ! ! 

სადღაც X პროპორციულობის კოეფიციენტია. 

ტოლობა (2.1) წარმოადგენს პირველი რიგის დიფერენციალურ გან- 
ტოლებას და გამოსახავს დიფერენციალურ კანონს, რომლის მიზედვითაც 

მიმდინარეობს ტემპერატურის დაცემა სხეულში, ფუნქცია 

#7 =(6-M/1C 

სადაც 0 ნებისმიერი მუდმივია, წარმოადგენს (2.1) განტოლების ზოგად 

ინტეგრალს. როგორც ეხედავთ, იგი შეიცავს ერთ ნებისმიერ მუდმივს. 

ამოცანის პირობის (საწყისი პირობის) მიხედვით, როცა L=0, მაშინ 

2“ა=X(0) და, მაშასადამე C=10 7. ამრიგად, (2.1) განტოლების კერძო 
ინტეგრალი #' == ჟი" გვაძლევს სხეულის გაცივების რეჟიმს. როგორც 

ვხედავთ, სხეულის გაცივება მიმდინარე- + 

ობს ექსპონენციალური კანონით. ! 

2. შევისწავლოთ მატერიალური M , 

წერტილის თავისუფალი ვარდნის კანონი, ჩე 
რომელიც მოძრაობს დედამიწის მიზიდე- 'ც 

ლობის ძალის მოქმედებით. ამისათვის 0ყ ( 
ღერძის დადებითი მიმართულება ავიღოთ 9 | 

ვერტიკალურად ზევით, ხოლო კოორდი- 
ნატთა სათავე 0 მოვათავსოთ დედამიწის 

ზედაპირზე (ნახ. 1). საჭიროა წერტილის 
მდებარეობის გამომსახველი კოორდინატი 

/ გამოვსახოთ როგორც ჯ დროის ფუნქ- ' 

ცია ყჯ=V(I) ვთქვათ ვარდნის საწყის CI 
მომენტში, ე. ი. როცა ჯ=0, მოძრავი · 

წერტილის საწყისი კოორდინატია ყ =ყე, ხოლო საწყისი სიჩქარე უდრის 

შე = +) · როგორც ვიცით, IM წერტილის აჩქარება ნებისმიერ 
(=0 

ჯ მომენტში გამოისახება, ყ კოორდინატის მეორე რიგის წარმოებულით 
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2 
+ . ისიც ცნობილია რომ მატერიალური წერტილის თავისუფალი 

ვარდნის აჩქარება დედამიწის მახლობლობაში მუდმივია, უდრის ე-ს 

( ყ22981 _ სმ ) და მიმართულია ვერტიკალურად ქვემოთ, ამრიგად, 

მართებულია ტოლობა 

ა (2.2) 
ძი? 

რომელიც წარმოადგენს / წერტილის მოძრაობის დიფერენციალურ გან- 

ტოლებას უცნობი (საძიებელი) ყ=ყ(ჯჰ) ფუნქციით. როგორც ვხედავთ, 
(2.2) არის მეორე რიგის დიფერენციალური განტოლება, თუ (2.1)Lგან- 

ტოლებას ასე გადავწერთ; 

+) .(პ#4)=-ი 
(· წ 

და უკანასკნელ ტოლობას გავაინტეგრალებთ, გვექნება 

“(V –“_ =–ე+0 2.3 მ ყ 1 (2.3) 

სადაც C, ნებისმიერი მუდმივია. ხშირად, თკანასკნელ გამოსახულებას 

უწოდებენ (2.2) დიფერენციალური განტოლების პირველ ინტეგრალს. 
გადავწეროთ (2.3) განტოლება შემდეგნაირად: 

ძყ=-“--ეის-+ C. 0! 

და უკანასკნელი ტოლობა გავაინტეგრალოთ, მივიღებთ 

1 
ყ=-- ---'+C0IM+თ,, (2.4) 

სადაც (ე ნებისმიერი მუდმივია, ასეთია (2.2) დიფერენციალური განტო- 
ლების ზოგადი ინტეგრალი. იგი შეიცავს ორ ნებისმიერ მუდღმივს (ე. ი. 
ზოგად ინტეგრალში ნებისმიერი მუდმივების რიცხვი უდრის დიფერენ- 

ციალური განტოლების რიგს). გამოვიყენებთ რა საწყის პირობებს, (2.3) 

და (2.4) ტოლობებიდან გვექნება: 
C=9%ს C+=%ი 

ახლა (2.4) ტოლობიდან დავწერთ 

1 
ყ=–- “2. ე! +ია+VყVი, (2.5) 

რომელიც (2.2) დიფერენციალური განტოლების კერძო ინტეგრალია. ეს 
ინტეგრალი აკმაყოფილებს საწყის პირობებსაც, ტოლთბა (2.5) გამოსახავს 

8



. წერტილის მოძრაობის (ვარდნის) სასრულ კანონს, რომლის საშუალებით 
შეგვიძლია გამოვთვალოთ 1! წერტილის დაშორება ყ დედამიწის ზედა–- 

პირიდან და სიჩქარე ზ=-–ყ/(ნ-+ჯფეა ნებისმიერ მომენტში #, 

§ 8. პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების გეოზეტრიული. 

შინაარსი, ვთქვათ (თ, ყ) წერტილის კოორდინატებია დეყ სიბრტყეზე, 
ხოლო (7)––არე, რომელშიც განსაზღვრულია (1.2“) განტოლებაში შე–- 
მავალი / (თ, V) ფუნქცია. თუ V#=ყV(>) არის 02) განტოლების ინტეგ– 

რალი (ანუ ინტეგრალური წირი), მაშინ ყ” =% იქნება იმ კუთხის ტან- 

გენსი, რომელსაც ინტეგრალური წირის (დ, ი წერტილში გავლებული 
მხები შეადგენს 0» ღერძის დადებით მიმართულებასთან, ეს იმას ნიშნავს, 
რომ (1.2”) განტოლება (#) არის ყოველ (ჯ, ყ) წერტილს შეუსაბამებს 
გარკვეულ მიმართულებას. ყველა ამ მიმართულებათა სიმრავლეს უწო- 
დებენ (1.27) დიფერენციალური განტოლებით განსაზღვრულ მიმართუ- 
ლებათა ველს. მიმართულებათა ველი რომ ავაგთთ, საკმარისია. 

  

# (=, ს) C(2) წერტილიდან გავავლოთ ვექტორი, რომელიც 0ჯ ღერძის 
დადებით მიმართულებასთან შეადგენს ეLC(ყ (+) კუთხეს, ვინაიდან. 

> 

86 (+) კუთხეს განსაზღვრავს > რიცხვის ჯერადობის სიზუსტით, ამი- 
ჯ 

ტომ (თ, ყ) წერტილზე გავლებული ვექტორის დადებითი მიმართულება. 
შეგვიძლია ავიღოთ ნებისმიერად, 

(1.2) განტოლების ინტეგრალი ყ=ყ(»), რომელიც (თე; #ი) C (#0) 
წერტილზე გაივლის, ისეთი წირია, რომლის ნებისმიერ წერტილზე გავ– 
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ლებული მხები დიფერენციალური ჯანტოლების მიმართულებათა ველის 
პარალელურია. 

ბრტყელ წირებს, რომელთა განტოლებაა # (თ, ყ)=ყს, სადაც ს მუდ- 
მივია. უწოდებენ (1.2) დიფერენციალური განტოლების იზოკლინებს. 

მაგალითი, განვიხილოთ დიფერენციალური განტოლება 

ყ'=ფ-+Lყ?. (3.1) 
ამ განტოლებით განსაზღვრული მიმართულებათა ველი იქნება 

ჟე + ყთ=ს 

სადაც L3ჯ-2. უკანასკელი ტოლობით განსაზღვრულია კონცენტრიული 
წრეწირები, რომელთა ცენტრია კოორდინატთა სათავე. 

ადვილი სანახავია, რომ (3.1) დიფერენციალური განტოლების ინტეგ- 
რალურ წირებს მიახლოებით ექნებათ სახე, რომელიც ნაჩვენებია მე-2 

ნახაზზე. 
§ 4. დიფერენციალური განტოლება განცალებული ცვლადებით. დი- 

ფერენციალური განტოლება განცალებული ცვლადებით კერძო სახვა 
(1.2) განტოლებისა. სახელდობრ, დავუშვათ (1.2”) განტოლებაში, რომ 

ფუნქცია M (>, ჯ)= (>) არის მხოლოდ დ ცვლადის ფუნქცია, ხოლო 
ფუნქცია (>, #V)=0 ()) არის მხოლოდ ყ ცვლადის ფუნქცია. მაშინ 
განტოლება (1.2”)”ასე ჩაიწერება: 

XC)0=2+0 (#)ძყ =9, (4.1) 
რომელსაც უწოღებენ დიფერენციალურ განტოლებას განცალებული 
ცვლადებით. 

ამ განტოლების მარცხენა მხარე წარმოადგენს 

დ(თ, Vყ)= I #(თ)ძთ-+ I 0 (ყ)ძყ 

ფუნქციის სრულ დიფერენციალს და რაკი ძდ(», V)=0, ამიტომ 

| 8C)ი>2+ | Cფ)ძყჯ=C, (4.2) 
სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. როგორც ევხედავთ, როცა საქმე გვაქვს 
დიფერენციალურ განტოლებასთან განცალებული ცვლადებით, მაშინ მისი 
ინტეგრება შესრულდება ორი კვადრატურით. ფუნქცია (4.2) წარმოადგენს 
(4.1) განტოლების ზოგად ინტეგრალს. 

მაგალითი. განტოლებაში 
ჯძ>ჯ-LVიVყ=0 

ცვლადები განცალებულია. ინტეგრების შემდეგ მივიღებთ: ჯ9%-LV?= 

მაშასადამე, ინტეგრალური წირები წრეწირების ოჯახია, რომლის ცენტრი 
კოორდინატთა სათავეა. 
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§ ნ. დიფერენციალური განტოლება, რომელიც მიიყვანება განტო- 

ლებაზე განცალებული ცვლადებით. განვიხილოთ ერთი კლასი დიფერენ- 
ლიიალური განტოლებებისა რომელთა ინტეგრება ადვილად მიიყვანება 

ინტეგრებაზე დიფერენციალური განტოლებისა განცალებული ცვლადებით. 
ვთქვათ, (1.2) განტოლებაში კოეფიციენტები M (>, V)= I ,(თ) V;(ყ) 

და XV (თ, V)= #3 (>) M, (ყ), სადაც 7#, (თ) და M(თ) არიან თ-ის მოცე- 

მული ფუნქციები, ხოლო I, (ჯ) და X, (ყ) არიან ყ-ის მოცემული ფუნქ- 
ციები. მაშინ გვექნება 

II, (თ) XV, (Vყ) ძC-L #3, (თ) X, (ყ) თიყ==0. (5.1) 

ყოველი დიფერენციალური განტოლება (5.1) სახისა შეიძლება დავიყვა– 
ნოთ განტოლებაზე განცალებული ცვლადებით. ამისათვის საკმარისია გავ- 
ყოთ (5.1) განტოლების ორივე ნაწილი (თ) V,(ყ) ნამრავლზე, მივი– 

ღებთ 

XI (9) MC) 
რადგან უკანასკნელ გან”ოლებაში იჯ დიფერენცი:ლის კოეფიციენტი 

72 არის მხოლოდ ჯ ცვლადის ფუნქუიჯა, ისევე როგორც ძყ დიფე- 
2 

M,( რენციალის კოეფიციენტი =-1 V) 
XV, 2 (V) 

ამიტომ (5.2) არის დიფერენციალური განტოლება განცალებული ცვლა- 

დებით. მისი ზოგადი ინტეგრალი იქნება 

_%C) კ, | 270) კ, = დ, (5.3) 
#32) M.- (7) 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

შენიშვნა. ვინაიდან” ზევით (5,1) განტოლება Mკ (ჯ) V_ (ყ) ნამ– 
რავლზე გავყავით, ამიტომ შესაძლოა დავკარგოთ ამ განტოლების ზოგი- 
ერთი ინტეგრალი. სახელდობრ, დაიკარგება ის ინტეგრალები, რომლე- 

ბისთვისაც (თუ ასეთი, ინტეგრალები არსებობენ) 1/:(>)=0 ან M,(/)=0. 
მართლაც, თუ «=6 არის M.(2)=0 განტოლების ფესვი 1/კ(თ)=0, 
მაშინ ჯ„=ძი, როგორც ადვილი სანახავია, იქნება (5.1) განტოლების ერთ- 
ერთი ინტეგრალი. თუ ყV =ხ არის Mა(ყ)=0 განტოლების ფესვი Xჯ(6) =0, 
მაშინ ყ= ს არის აგრეთვე (5.1) განტოლების ერთ-ერთი ინტეგრალი. იმ 
შემთხვევაში, როცა დ=V ინტეგრალის მიღება შეიძლება (5.3) ზოგადი 

ინტეგრალიდან (0, მუდმივის რაიმე კერძო მნიშვნელობისათვის, მაშინ იგი 

იქნება (5.1) განტოლების ერთ-ერთი კერძო ინტეგრალი. თუკი ინტეგ- 
რალი ჯ=0 არ მიიღება (5.3) ზოგადი ინტეგრალიდან C მუდმივის არც- 
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“'/“4ყ =უე. (5.2) 

  არის მხოლოდ ჯყ (ელადის ფუნქცია,



ერთი კერძო მწიწვნელობისათვის, მაშინ ე;=-ც არის (5.1) განტოლების. 
ე. წ. განსაკუთრებული ინტეგრალი. იგივე ითქმის ყ=ს ინტეგ– 

„რალის შესახებაც. 

მაგალითი. ავიღოთ განტოლება 

(«ყ+>7–-ყ–-1) ით+(-ყ–-2+ყ--1) ძყ=0, (5.4) 

რომელიც, როგორც ვხედავთ, არ არის დიფერენციალური განტოლება 
(4.1) სახისა, მაგრამ თუ მას ასე გადავწერთ 

(ფთ––1) (/-+1) ძთდ-L(C>-L1) (ყ––1) ძყ=-0, 
მაშინ იგი (5.1) განტოლების ყაიდისა იქნება. გავყოთ უკანასკნელი გან- 

ტოლება (#+ 1) (Vყ+1) ნამრავლზე და შედეგი გავაინტეგრალოთ, გვექ– 
ნება 

I” თთ-+ 151 იყ=C, 

Xჯ+ყ–10 I(დ+ 1) (/-L1))"= C, (5.5) 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. ასეთია (5.4) დიფერენციალური განტო- 
ლების ზოგადი ინტეგრალი. შეენიშნოთ, რომ განტოლებას (5.4), გარდა 
წირთა (5.5) ოჯახისა, აქვს განსაკუთრებული ინტეგრალები >»=--1 და 

ყ=-–-1, 

§ 6. დიფერენციალური განტოლება, რომელიც ცვლადების გარდა- 

ქმნით მიიყვანება განტოლებაზე განცალებული ცვლადებით. გავეცნოთ 

დიფერენციალური განტოლებების კიდევ ერთ კლ.სს, რომელიც ცვლადე- 
ბის გარდაქმნით მიიყვანება (4.1) სახის განტოლებაზე. 

განვიხილოთ დიფერენციალური გან ტოლება 

„ე. ი. 

M = / («ფ+ხ)), (6.1) 

სადაც # არის ი>+ბყ არგუმენტის მოცემული ფუნქცია, ხოლო თ. და ხ 
ზმუდმივებია. ამ განტოლების ინტეგრება მიიყვანება ისეთი დიფერენცია- 
ლური განტოლების ინტეგრებაზე, რომელშიც ცელადები განცალებული 
იქნება. მართლაც, გადავიდეთ (6.1) განტოლებაში » და ყ ცვლადებიდან 
ჯ და გ ცვლადებზე ჩასმის -=0X+ სყ დახმარებით. გვიქნება 

92 =თC+ხ 4V 
იX ძ» 

და, მაშასადამე, (6.1) განტოლებიდან შეღეი 

% =აკ.699 
ძ» ო 
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საიდანაც 

V/3 

M«–+ს/ (#2) 

უკანასკნელი ტოლობა წარმოადგენს დიფერენციალურ განტოლებას გან- 

ცალებული (ვლადებით, რომლის ინტეგრებით გვექნება 

=||_ რ _ 
6 I CL) 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. თუ გამოვიყენებთ! აღნიშვნას 

ი+ს/ (ი ” 

მაშინ (6.1) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი ასე ჩაიწერება: 

თდ=დ(იჯ+სყ)+C. 

მაგალითი. ამოეხსნათ დიფერენციალური განტოლება 

ძ: ძჯ» 

და მოცემული განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს: 

ძ2 0-1 
ძ» 17 

აქედან მივიღებთ დიფერენციალურ განტოლებას განცალებული ცვლადე- 
ბით 

  

#+1 

ინტეგრების შემდეგ გვექნება 10 | #+11==-L1ი C, სადაც C აღნიშნავს 
ნებისმიერ მუდმივს, უკანასკნელი ტოლობიდან მივიღებთ ზოგად ინტეგ- 

რალს ყ=C600--7”--1. 
§ 7. პირველი რიგის ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება, 

განტოლებას 

· ი CV - / (თ, ყ) ქ.) 
ძ> 

ეწოდება პირეელი რიგის ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება, 
თუ ფუნქცია / (>, ყ) არის ერთგვაროვანი ფუნქცია, რომლის ერთგვა- 

როვნების მაჩვენებელია 0, ეს იმას ნიშნავს, რომ ნებისმიერი პარამეტ- 

IMI



რისათვის ჯ მართებულია ტოლობა / (2», #V)= / (>, ყ). ხშირად /(>, ყ) 
ფუნქციას, რომელიც აკმაყოფილებს უკანასკნელ პირობას, უწოდებენ 

ნული რიგის ერთგვაროვან ფუნქციას თუ დავუშეებთ, რომ X=-1., 
ჯ 

გვექნება. / (ს, +)=/ (>, ყ). როგორც ეხედავთ, როცა / (>, ყ) არის 

ნულის რიგის ერთგვაროვანი ფუნქცია, მაშინ იგი ფაქტიურად დამოკი–- 

დებულია არგუმენტების შეფარდებაზე. ახლა განტოლება (7.1) ასე ჩავ- 
წეროთ 

1+X-/(0, +). (7.1) 
ძჯ თ 

ადვილი სანახავია, რომ ჩასმით ყ=ჯ7; განტოლება (7.I”) მიიყვანება 

დიფერენციალურ განტოლებაზე განცალებული ცვლადებით, სადაც Lჯ ახალი 
ცვლადია. მართლაც, გვექნება 

ძყ ძ 
== _–_ 

ძჯ სეო 2 

და განტოლება (7.17) ასე წარმოგვიდგება 

(LC %.=#/0, წ. 
ძ2 

აქედან მივიღებთ დიფერენციალურ განტოლებას განცალებული ცვლა- 
დებით 

თ /0,0–4 
საიდანაც ინტეგრებით მივიღებთ 

ძ. 
1ი|თI-C=| –-----–-_ 

და სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. აღვნიშნოთ 

თ 
1) = _ეაა––, 

თ I+C. ჯ– 
გვექნება 

V(7)- | =I+C. 
თ 

ასეთია პირველი რიგის ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების 

ზოგადი ინტეგრალი, 
მაგალითი. ამოვხსნათ დიფერენციალური განტოლება 

მყ _ V . წოვეველით- (7.9) 
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მარჯვენა ნაწილი ამ დიფერენციალური განტოლებისა წარმოადგენს ნული 

რიგი ერთგვაროვან ფუნქციას, გამოვიყენებთ რა ჩასმას ყ=1ჯ, გვექ– 
ნება 

ძ» L 
(-ჯ7ჯ -–--= -.-., 

+ ძე 1--/ 

საიდანაც მივიღებთ შემდეგ დიფერენციალურ განტოლებას განცალებული 
ცვლადებით: 

1=> 2 

1. = 9, 
წა ჯ 

აქედან, ინტეგრების შემდეგ, მივიღებთ 

1 
1 –უ- 9 I ჯ1|I=1ი | დI+Iი ICI ანუ )იIC4I=–-> 

და რადგან (=+, ამიტომ (7.2) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი სა- 

ბოლოოდ ასე ჩაიწერება: 
- 

I | CVI=- 2» 
შენიშვნა. განტოლება | 

4 (თ, ყ)ძთ+VX (2, ყ) ძყ=90 (7.3) 

ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება იქნება მაშინ, როცა 2/ («, ყ) 

და V (თ, ყ/) არის ერთი და იმავე რიგის ერთგვაროვანი ფუნქციები, მართ– 

ლაც, გადავწეროთ (7.3) განტოლება შემდეგი სახით: 

II ! (თ, ყV) 7.3) 

'ძთ # (=, 9%) 

რადგან M (თ, ყ) და (>, ყ) ერთი და იმავე რიგის ერთგვაროვანი 
ფუნქციებია, ამიტომ 

| M 0.თ, XVყ)ლ=2#%71 (თ, ზშ), # (2.თ, X9)=X! IX (თ, ყ) 

და, მაშასადამე, შეფარდება ოდი იქნებ ნული რიგის ერთგვარო- 
2%V ჭ/7, 

ვანი ფუნქცია. განტოლება (7.3”) ამოიხსნება ისევე, როგორც (7.1). 

§ 8. განტოლება, რომელიც მიიყვანება ერთგვაროვან დიფერენციალურ 
განტოლებამდე. განვიხილოთ შემდეგი დიფერენციალური განტოლება. 

ძის  თ,თ–+ხV/+%4, 
== =ითოთნთიიააასაბეაბსბრ6წრ“ძ–““ოიივ 

მი თა«+ხ.V9+რ 
სადაც 7») ხ,, ნივ. რთა. ხ,, რ მოცემული ნამდვილი რიცხვებია. თუ C= 

=2,=0, მაშინ (8.1) არის ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება, 
რომლის ამოხსნის მეთოდი წინა პარაგრაფში შევისწავლეთ. 

(8.1) 
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ვთქვათ 6, და (ეკ რიცხვები (ან ერთ-ერთი მათგანი) არ არის ნულის 

ტოლი. მივმართოთ ცვლადთა გარდაქმნას: 

თ=§+თ, ყ=»უ+ჩ (8.2) 

სადაც § და უ ახალი ცვლადებია, თ და 8 ჯერჯერობით უცნობი მუდმი- 
ვებია. მაშინ, „ცხადია (<=. > და, (8.1) განტოლებიდან, გვექნება 

» 

ძუ _ თ,-+ს,უ+ი,0>+ხ, +“, . 

ინ ი,ნ+ნეუსო+ი:თ+0ხ:8+2თ 
ახლა, აქამდე უცნობი მუდმივები თ და მ შევარჩიოთ შემდეგი, ალგებ- 

რული განტოლებების სისტემიდან: 
თ)თ+ხ,)8+0,=0, 

| თ.თ-+ ხე +0,=0, 

რომელსაც უსათუოდ აქვს ერთადერთი სასრული ამონახსნი თუ 

  (8.3) 

ი, ხI +, (8.4) 
ძვ ხვ 

ამრიგად, როცა შესრულებულია პირობა (8.4), მაშინ (8.3) განტოლები– 
დან მივიღებთ ერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებას 

ძუ _ ი,ნ+ხეუ , 

ძნ იან+ჩუ 

რომელიც განხილული იყო წინა პარაგრაფში. შევნიშნოთ, რომ როცა 
უკანასკნელი განტოლების ამოხსნას დავასრულებთ, საქიროა (8.2) ტო- 

ლობების საშუალებით, დავუბრუნდეთ ძველ (ცვლადებს თ და ყ. 
ვთქვათ #ტ=0, მაშინ 9-9%.X ე. ი. ძკ=X0,, ხა=Xხ,. ამ ”შემ= 

4) ' 
თხვევაში განტოლება (8.1) ასე გადავწეროთ: 

ძყ (ი,თ-Lხ,))+%, = ' (8.5) 
მიი #(V,თ2-+V,V)-+-0 

#ს= 
  

  

  

თუ აქ გამოვიყენებთ ჩასმას თ=», + ხ, Vყ, მაშინ 2 =V,+ ს, 4. , 
>» 2 

ძყ_ ! ძი თ. და (8.5) მიიყვანება განტოლებაზე 

(ძი-+72) 07 
უ= , 

(თე.+6ნ)2+თ,ფთ+ს,6, 
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რომელიც ამოიხსნება ისე როგორც დიფერენციალური განტოლება გან- 

ცალებული ცვლადებით. 
შენიშვნა. ავვღოთ დიფერენციალური განტოლება 

ძყ _ /( ი,=<+ხ,ყ+%ი, ): 

ძთ>2 თეჯ+ ხაყ +თ> 

სადაც / არის მისი არგუმენტის უწყვეტი ფუნქცია. ამ განტოლების 
ამოხსნის მეთოდი იგივეა, როგორც (8.1) დიფერენციალური განტოლე- 

ბისა 
მაგალითი, ამოვხსნათ დიფერენციალური განტოლება 

ძყ_ _  _თ4+V-2 (8.6) 
თ» ქ 4-1 

ამისათვის ავიღოთ პელლეშ გარდაქმნა (8.2), მაშინ მივიღებთ 

_ ნ+უ+თ+ჩ-2. (8.7 
  

2“ ნ–უ+თ--) 
„შევარჩიოთ თ და 8 მუდმივები სისტემიდან 

  

| თ+ე–2=90, 

თ–8გ–-! =0, 

„ საიდანა() «=-> , ზ= _: .· ამის შემდეგ (8.7) განტოლება მიიღებს სახეს: 

. V 1+-1 
ძო _ 6+7, = _ ნწ. (8.8) 

ძნ ხ–თ _ ი 

გამოვიყენოთ ჩასმა უ=L(”. მაშინ, (კხადია # =წ + > და განტო- 

ლება (8.8) მიიღებს სახეს 

ძი 1” 
_–-= ძL, 

ნ 1+”,' 

რომელიც წარმოადგენ დიფერენციალურ განტოლებას განცალებული 
ცვლადებით., უკანასკნელის ინტეგრებით მივიღებთ 

CC 1+# = გსIC 18 /. 

საიდანაც, ჯ და ყ (ქვლადებზე გადასვლის შემდეგ, გვექნება 
9ჯ-–-8 

? 9 ეჯი ს 

ი/ (7--3)10-) თ 
  

 



აქ 0 ნებისმიერი მუდმივია უკანასკ ელი ტოლობა განსაზღვრავს (8.6) 
დიფერენციალური განტოლების ზოგად ინტეგრალს. 

§ 0. პირველი რიგის წრფივი დიფერენციალური განტოლეზა. პირ- 

ველი რიგის არაერთგვაროვანი წრფივი დიფერენციალური განტოლება 

ეწოდება 
ა («)ყ+C(თ>)=0 (9.1) 
ძი 

სახის განტოლებას, სადაც (>) და 0 (ჯ) არის დ ცვლადის მოცემული 
უწყვეტი ფუნქციები. იგი წრფივია ყ-ისა და + -ის მიმართ. კერძოდ, 

როცა 0 (200, მაშინ გვექნება ” 

'ი +X#(-)ყ=0, (5.2) 

რომელსაც (9.1) განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლება ეწო– 
დება, უკანასკნელი ადვილად მიიყვანება დიფერენციალურ განტოლებაზე 

განცალებული ცვლადებით: 

მყ ==» () რთ, 

V 
რომლის ინტეგრებით მივიღებთ 

10 ყთ– თ ძთ+1ა 0, 

საიდანაც 

V= ი” ფიძX. (9.3) 
0 ნებისმიერი მუდმივია, ასეთია ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი 

ინტეგრალი, რომელიც მოიძებნება ერთი კვადრატურით. იმისათვის, რომ 
მოეძებნოთ (9.1) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი, მივმართოთ ე. წა 
მუდმივის ვარიაციის ანუ ლაგრანეის ხერხს. ჩავთვალოთ, რომ 
(9.1) განტოლების ზოგადი ინტეგრალიც (9.3) სახისაა, რთმელშიც (0 არის 

თ ცვლადზე დამოკიდებული ჯერჯერობით უცნობი ფუნქცია: (0=C(თ“) 
და ისე მევარჩიოთ იგი, რომ (9.3) იყოს (9.1) განტოლების ზოგადი 
ინტეგრალი. ამისათვის ჩავსვათ ფუნქცია 

ყ=0(ფ) წი (5.4) 
და მისი წარმოებული (9.1) განტოლებაში, გამარტივების შემდეგ, გვექ- 
ნება 

490) ,-Mი% კ 6ფ)=9, 
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ანუ 
ძლ )_ _ 

42 

საიდანაც განისაზღვრება ფუნქცია 

C (2)= – I ი0Cდ)4 ძთ+0.. 

აქ C, ნებისმიერი მუდმივია "შევიტანოთ C7(.) ფუნქციის მოძებნილი 
მნიშვნელობა (9.4) ტოლობაში, მივიღებთ 

ყ=ლ MX (0, _ I 0C) „ეძ ძ2 | ღ.5) 

როგორც ვხედავთ, პირველი რიგის წრფივი დიფერენციალური განტო- 
ლების ზოგადი ინტეგრალი მოიძებნება ორი კვადრატურით. 

არსებობს კიდევ სხვა ხერხები (9.1) განტოლების Cნტეგრებისა. 

მაგალითი. მოვძებნოთ 

4 0 ე--2დ7:5)0ი დ=0 
ძი 

–0Cთ) 2 წ0)ძ+. 

|18ი)ძჯX 

დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრალი. 

თანახმად (9.5) ფორმულისა, გვექნება 

ყ=ე105+ ძX (თ+2/ თში თC ' ა(თ ჯ XV), 

საიდანაც მივიღებთ 
Vყ=(C),-L27) 51 დ. 

§ 10. წრფივია დიფერენციალური განტოლების ინტეგრალების თვისე- 

ბები. შევნიშნოთ, რომ (9.1) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი შედგება 
ორი შესაკრებისაგან: 

ი, ეძ და _ “ხოძ: I 0(2 |ნთიXჯ 2.. 

პირველი შესაკრები წარმოადგენს ერთგვაროვანი განტოლების ზოგად 
ინტეგრალს, ხოლო მეორე––არაერთგვაროვანი განტოლების კერძო ინტეგ- 
რალს, რომელიც მიიღება ზოგადი(ჯ(9.5) ინტეგრალიდან, როცა (1=0. 

ამასთან დაკავმირებით მართებულია 

თეორემა 1, თუ ცნობილია (9.1) განტოლების ერთი კერ- 

ძო ინტეგრალი, მაშინ განტოლება (9.1) შეიძლება მივიკ- 
ვანოთ ერთგვაროვან წრფივ დიფერენციალურ განტო- 

ლებაზე. 

დამტკიცება, შემოვიყვნოთ ყ=წVყ(>) ფუნქციის ნაცვლად ახალი 
უცნობი ფუნქცია #=/(>) შემდეგი ტოლობით: 

V=V(თ)+4# (2), (10,1) 
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სადაც V= V (2) არის (9.1) განტოლების ცნობილი კერძო ინტეგრალი! 

9# + X(C2)ყ+0 C)=0. (10.2) 
შევიტანოთ (10.1) ფუნქცია (9.1) განტოლებაში, გვექნება 

ძი – ძ + + (0#+5-+X თ) #+-0(:) =0, 

"საიდანაც, თანახმად (10,2) იგივეობისა, მივიღებთ 

% კ აC),=0, 
02 

·თეორემა დამტკიცებულია, 
დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ როცა ცნობილია 

"არაერთგვაროვანი (9.1) განტოლების ერთი კერძო ინტეგრალი, მაშინ 

“მისი ზოგადი ინტეგრალის მოსაძებნად საკმარისია შევასრულოთ ერთი 

ყვადრატურა, 
შევნიშნოთ ისიც, რომ თუ ყ"=ყ" (თ) არის ერთგვაროვანი განტოლე- 

ბის კერძთ ინტეგრალი, მაშინ მისი ზოგადი ინტეგრალი იქნება Cყ" (თ), 
სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

თეორემა 9. თუ ცნობილია (9.1) განტოლების ორი კერ- 

ძო ინტეგრალი V,=ყ,(2) და ყა=წყე(2), მაშინ მისი ზოგადი 

ინტეგრალი იქნება 

ყ=V, (2) + C IV, (=)––V, (11, (10.3) 
სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

დამტკიცება. პირობის თანახმად, გვაქვს 

მ | (2) ყ,+0 C)=0, 
ძX 

24 +C0V+0 (2)=0, 
საიდანაც მივიღებთ 

თ (ყე––ყ,) 

ძ» + 

ამ იგივეობიდან ჩანს, რომ ფუნქცია ყ§,--ყ, წარმოადგენს ერთგვაროვანი 
დიფერენციალური განტოლების კერძო ინტეგრალს, ამის გამო C(V,-–-V) 

იქნება ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ინტეგრალი. მაშინ (9.1) გან- 
ტოლების ზოგადი ინტეგრალი იქნება (10.3) ტოლობით განსაზღვრული 

ფუნქციათა ოჯახი, თეორემა დამტკიცებულია. 
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აქედან გამომდინარეობს, როცა ცნობილია არაერთგვაროვანი გან- 

ტოლების ორი კერძო ინტეგრალი, მაშინ მისი ზოგადი ინტეგრალი 

დაიწერება კვადრატურების გარეშე, 
§ 11. ბერნულის განტოლება. განვიხილოთ განტოლება 

4V , ი),+0 C)ყო=0, (01.1) 
იჯ 

სადაც (CV) და 0 (1) არის დ ცვლადის მოცემული ფუნქციები, #1- 
ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვი, როცა #=0, მაშინ იგი წარმოადგენს (9.1) 

განტოლებას, ხოლო როცა #=1, მაშინ 

4V , 8 (2) ყ=0, 
ძი 

სადაც I72(>)=Xჯ(2)-++0 (2). უკანასკნელი განტოლება არის მეცხრე პარა- 
გრაფში შესწავლილი (9.2) ყაიდის დიფერენციალური განტოლება. ქვევით 
გამოვრიცხავთ განხილვიდან »:1=0 და »1=1 მნიშვნელობებს. (11.1) წარ- 
მოადგენს იაკობ ბერნულის დიფერენციალურ განტო- 
ლებას. რადგან განტოლებაში მონაწილეობს უცნობი ფუნქციის ხარისხი 
ყო და #0 და X#1, ამიტომ ბერნულის განტოლება არაწრფივია. 
შევნიშნოთ, რომ ყ=0 არის (11.1) განტოლების ერთ-ერთი კერძო ინტეგ- 

რალი, რომელსაც უწოდებენ ტრივიალურ ინტეგრალს, ქვევით ჩვენ მოვ- 
ძებნით ბერნულის განტოლების არატრივიალურ ინტეგრალებს. 

ბერნულის განტოლების ინტეგრება მიიყვანება წრფივი განტოლების 
ინტეგრებაზე. ამისათვის საკმარისია გადავწეროთ იგი შემდეგი სახით: 

ყ–ო MM | ი ფ)ყ.-ირ+0C)=0 
ძი · 

და შემოვიღოთ ახალი უცნობი ფუნქცია #«=ყ!”თ, მაშინ გვექნება 

იძ უმ 
== (1-- თ” 

ძ= 0-8” 2 

და განტოლება (11.1) ასე გადაიწერება: 

% 0 თ) (0 2+0–ი) 0 დ)=0. 
ი» 

უკანასკნელი წარმოადგენ წრფივ დიფერენციალურ განტოლებას, რომ- 
ლის ზოგადი ინტეგრალი, თანახმად (9.5) ფორმულისა, იქნება 

კ='-0-თ თარი, ძ–-0-”») I 0) # L–ი)!ნ(თძ» ძი | . 
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ამრიგად, ბერნულის განტოლების ზოგადი ინტეგრალი ასე წარმოგვი- 

დგება 
-–. 

ყ=ი ს% 0. (I თ) I9=თ ემი) ჩიეძო,, |” , (11.3) 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

მაგალითი, ამოვხსნათ დიფერენციალური განტოლება 

V +2ყ--ტ+ყზ=0-· 

ეს ბერნულის განტოლებაა, რომელშიც #სL(:)=2, (0:(2)1=–-ძ”. გამოვი- 
ყენოთ ფორმულა (11.3), მივიღებთ 

Vყ=(0-+00“). 
§ 19. სტეკლოვის განტოლება, ასე ეწოდება შემღეგი სახის პირველი 

რიგის დიფერენციალურ განტოლებას: 

(დ, (ყ)-L 9, (V)1 + +დე(/)=0, (12.1) 

სადაც დ,, დ,, დე არიან ყ ცვლადის მოცემული უწყვეტი ფუნქციები და 
დე: (ყ)460. ამ განტოლების ინტეგრება მიიყვანება წრფივი დიფერენცია- 
ლური განტოლების ინტეგრებაზე. მართლაც, გადავწეროთ (12.1) განტო– 
ლება წუმდეგნაირად: ს 

და თ) . დ, (V) 

> დი) CV) 
ჩავთვალოთ, რომ ჯ არის საძიებელი ფუნქცია Vყ ცვლადისა, ხოლო ყ 

არის დამოუკიდებელი ცვლადი; მაშინ (12.2) იქნება წრფივი დღიფერენ- 
ციალური განტოლება უცნობი დ ფუნქციის მიმართ. თანახმად (9.5) 

ფორმულისა, ზოგადი ინტეგრალი (12.1) განტოლებისა, იქნება 

დIX კ, დMV) კ, 
თვ). IC _ (თ თ) „ დე(V) ძყ , 

დე XV 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. კვადდრატურების შესრულების შემდეგ 
მივიღებთ ჯ=დ(V, C), სადაც დ იქნება თავისი არგუმენტების ცნობილი 

ფუნქცია. 
მაგალითი. ამოვხსნათ დიფერენციალური განტოლება 

(=+ყზ 5” - ყ=0. (12.3) 
ძ>ჯ 

  

გადავწეროთ იგი ასე 

თ. –_ 1 > ყ=0, (12.4) 
იყ ყV 
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თუ ჯ ჩავთვლით საძიებელ ფუნქციად, მაშინ (12.4) წარმოადგენს წრფიე 

დიფერენციალურ განტოლებას უცნობი დ ფუნქციის მიმართ, რომლის 
ამოხსნა მოგვცემს 

–|4# 9. 0.1) 
= V V = + –- VI. =4 (0+IV ძ/ ) - 13 3 

ამრიგად, (12.3) განტოლების ზოგადი ინტეგრალია 

)ყმ-–-3აყ=C, 
სადაც C=–30· 

§ 18. განტოლება სრულ დიფერენციალებში. ვიტყვით, რომ 

M (თ, ყ)ძთო--M (7, Vყ)ძყ=0 (13.1) 

არის დიფერენციალური განტოლება სრულ დიფერენციალებში, თუ კოე- 
ფიციენტები 1#=/# (7, ყ) და #=X (თ, ყ) უწყვეტი ფუნქციებია ,და 
აქვთ კერძო“ წარმოებულები გარკვეულ (2) არეში, ამასთან შესრულებუ- 
ლია პირო 

მXM _ 0XV (13.2) 
ძყ 0. 

ვიგულისხმოთ, რომ («,, წე) C (1) წერტილის რაიმე მიდამოში არსე- 

ბობს (13.1) განტოლების ინტეგრალი. 
ტოლობა (13.2) არის აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმისა, რომ 

(13.1) განტოლების მარცხენა ნაწილი იყოს რაღაც I =V (თ, ყ) ფუნქ- 

ციის სრული დიფერენციალი. დავამტკიცოთ ეს წინადადება. 
წინასწარ შევნიშნოთ, რომ თუ VI (თ, ყ) ფუნქციის სრული დიფე- 

რენციალი წარმოადგენს (13.1) განტოლების მარცხენა ნაწილს, მაშინ 
ძი (თ, ყ)=0 და (13.1) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი იქნება 

თV=წ (თ, ყ)=C, (13.3) 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 
· დავამტკიცოთ ჯერ (13.2) პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ (13.1) 

განტ ტოლების მარცხენა ნაწილი არის წ” ფუნქციის სრული დიფერენციალი. 
აშინ, გვექნება 

_ => 0»1+ ა-მყ= XMძა+MძV, 

საიდანაც 

M= 90, ჯ#=9C (13.4) 
ძ2» ძყ 

გავაწარმოვოთ (13.4) ტოლობებიდან პირველი ყ ცვლადით, ხოლო მეორე -– 
დ ცვლადით, მივიღებთ 

პM _ იხ იძX _ 0 
_–= – 

ძყ 'ძ»მს ' მყ მყძ» |



პე 
თუ ვიგულისხმებთ, რომ წარმოებულები ხოთ და ძები უწყვეტი 

ფუნქციებია (#) არეში, მაშინ წინა ტოლობებიდან მივიღებთ (13.2). 
ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ამისათვის ჩავთვალოთ, 

რომ შესრულებულია (13.2) პირობა. გავაინტეგრალოთ (13.4) ტოლობე- 

ბიდან პირველი დ ცვლადით საზღვრებში ჯთე-დან «-მდე, გვექნება 

90= -/ M (თ, ყა ძ=+C (4), (13.5) 
X 

სადაც დ(ყ) არის ჯერჯერობით განუსაზღვრელი ყ ცვლადზე დამოკიდე- 
ბული ფუნქცია. იგი წარმოიქმნება იმის გამო, რომ (13,5) ტოლობაში 

ინტეგრება შესრულებულია „დ; ცვლადით და ”მესაძლოა ინტეგრების ნების- 

მიერი მუდმივი დამოკიდებული იყოს ყ-ზე. ფუნქცია დ(ყ) ისე უნდა შე- 
ვარჩიოთ, რომ ფუნქCია ს აკმაყოფილებდეს (13.4) ტოლობათაგან მეო– 

რესაც, ე. ი. 

# I მM# . , ძდV)_ ს 
% ძყ იყ 
  

ე" ი. 

#C> #)–-X (2, ყ)-+ ო, –=#C, V), 

საიდანაც გვექნება 
ძდ (V) 
ძყ =IMCთ 9) 

V 

დ (ყ) =| # (თა, V) ძყ+ CI, 

ყი 

სადაც 0) ნებისმიერი მუდმივია. შევიტანოთ დ (ყ) ფუნქციის მნიშვნელობა 
(13.5) ტოლობაში, მივიღებთ 

ყ90= / M (თ, V) ძ«+ ' X (წა. 1) ძყ+0,. (13.6) 
Vი 
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ამ ტოლობით განსაზღვრული V=V (>, ყ) ფუნქციის სრული დიფე“ენ- 
ციალი არის (13.1) განტოლების მარცხენა ნაწილი. პირობის საკმარისო- 

ბაც დამტკიცებულია. 
ახლა ცხადია, რომ (13.1) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი იქნება 

Xჯ 

(7. = | # C,, ყ) ძღდ–+ /წMC ყ)ძყ=C. 

%ი ყი 

მაგალითი. ამოვხსნათ დიფერენციალური განტოლება 

ჟ 2თVყძ2-+ (თ'-––ყ?)ძყ=0. (13.7) 
ა 

#Cთ, ყ)=2=ყ, (თ, ყა=თბ-ყმ, 90% ეე, 9X -2თ, 
მყ ძ». 

ამრიგად, (13.7) არის დიფერენციალური "განტოლება სრულ დიფერენ- 
ციალებში. რადგან 

სალ 

ძთ 
ამიტომ 

წ (თ, 9ყ)==>%-L (V). 
განესახღვროთ ფუნქცია დ (ჯ)+ გვაქვს 

ძ0 _ „ , ძთფ)_ ._ ს 
მ სალ იყ "7 

საიდანაც 

9. და დც)=– –-0+0. 
ძყ 

მაშასადამე, (13.7) განტოლების ზი«გადი ინტეგრალი იქნება ფუნქცია 

ყV(, ყ)=თ.ყ-- --ყმ=0. 

§ 14, მაინტეგრებელი მამრავლი. ზოგჯერ, როცა 

M# (თ, ყაძთ-+X (თ, ყაძყ=0 (14.1) 

არ წარმოადგენს განტოლებას სრულ დიფერენციალებში, ადვილად ხერ- 
ხდება შერჩევა ისეთი I(სL=IM(თ, ყ) ფუნქციისა, რომელზედაც (14.1) გან- 
ტოლების გამრავლების შემდეგ იგი გადაიქცევ» განტოლებად სრულ დი- 
ფერენციალებში. ასეთ ფუნქციას ეწოდება მაინტეგრებელი მამ- 
რავლი. ამრიგად, როცა # მაინტეგრებელი მამრავლია, მაშინ დიფერენ– 

ციალური განტოლებისათვის 

# (1/ძ0+-+- #ძყ) =0 (14.2) 
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არსებობს ისეთი ფუნქცია CV =- V (თ, ყ), რომ მართებულია ტოლობები 

მტკიცდება, რომ თუ დაკმაყოფილებულია გარკვეული პირობები, მაშინ 

(14.1) განტოლებას უსათუოდ აქვს მაინტეგრებელი მამრავლი #50. 
რადგან (14.2) განტოლების მარცხენა ნაწილი სრული დიფერენცია- 

ლია; ამიტომ შესრულებული იქნება პირობა 

0ძ(სM) _ CV) 

ძყ ძ2 
  

ანუ 

#% _ ე,% = (ბ _ ლი. (14.3) 
ძყ ძთ მძი ძყ 

ასეთია განტოლება, საიდანაც „უნდა განისაზღვროს მაინტეგრებელი მამ- 
რავლი ს. (14.3) წარმოადგენს კერძო წარმოებულებიან დიფერენციალურ 
განტოლებას საძიებელი ს ფუნქციის მიმართ. საზოგადოდ, I ფუნქციის 
განსაზღვრა (14:3) განტოლებიდან უფრო რთული ამოცანაა, ვიდრე (14.1) 

განტოლების ინტეგრება. მიუხედავად ამისა, ზოგიერთ შემთხვევაში ადვი–- 
ლია (14.3) განტოლების რომელიმე კერძო ინტეგრალის მოძებნა და მა- 
შინ (14.1) განტოლების ინტეგრება მიიყვანება (14.2) განტოლების ინტეგ-– 
რებაზე სრულ დიფერენციალებში. 

განვიხილოთ მაინტეგრებელი მამრავლის მოძებნის რამდენიმე შემ- 

თხვევა: 
1) ვთქვათ მაინტეგრებელი მამრავლი მხოლოდ ჯ ცვლადის ფუნქციაა 

-+=M6(2) და გამოსახულება 
_1 /მV _ მM 

»XLსმნ მყ 

არის აგრეთვე ჟ-ის ფუნქცია ან მუჯმივი, მაშინ ს (დ) გამოითვლება შემ- 
დეგი ფორმულით: 

(– მ// VძC 

–| ძX IV. 

მართლაც, რადგან #=ჯM (7), ამიტომ + -9 და (14.3) ტოლობიდან გვექ– 

" 
ნება 

ს ()=4 (14.4) 

ძL _ _ (0V _ ძM «ძი 
" მთსყდ ძყ 

„საიდანაც ინტეგრების შემდეგ მივიღებთ (14.4). 
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2) წინა შემთხვევის მსგავსად, როცა მაინტეგრებელი მამრავლი ყ 

ცვლადის ფუნქციაა და გამოსახულება ' 

1 (--– 0M. 
ს სმ ძყ 

არის ყ-ის ფუნქცია ან მუდმივი, მაშინ მაინტეგრებელი მამრავლი გამო- 
ოთვლება შემდეგი ფორმულით: 

I(C- 20%. 
სფ)=ი ს» მ// M, (14.5) 

ვ) თუ მაინტეგრებელი მამრავლი #=X+ყ ცვლადის ფუნქციაა და 
გამოსახულება 

1 მ იძM I" 

ჰI- სმ ძყ / 

წარმოადგენს ჟ-ის ფუნქციას ან მუდმივს, მაშინ 

Iხრე” 
IL (>) =0 მს მყ /M-VM. (14.6) 

4) თუ ML=V(#2), #=X-V დღა გამოსახულება 
1 /0V იძ X) 

  

  

M–-IM VL ძ» მთ 

არის # ცვლადის ფუნქცია ან მუდმივი, მაშინ 

(ირანი 
მ მშყ/M-VMV. (14.7) ს, (8)=4 

5) თუს=M#%(7), 2=ჯ7V და გამოსახულება 

. (თ თ) 
თ9-ყVX სმ» იყ 

არის # ცელადის ფუნქცია ან მუდმივი, მაშინ 

II-“) «4 
დ (2ე1=06 ძმ» მყ +M-–-VყM . (14.8) 

დამტკიცებისათვის საკმარისია შევნიშნოთ, რომ ამ შემთხვევაში მა რ– 

თებულია ტოლობები: 

თ მ, ს რ. 
ძX ძი ძ| ძ” 
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რომელთა ძალით განტოლება (14.3) ასე გარდაიქმნება: 

თ (MX მX) _ ბ 
ს მის მყ 

აქედან ინტეგრებით მივიღებთ (14.8) ტოლობას. 

იე) თუ #=L#C#2), =+ და გამოსახულება 

  (--_ 22) თ _ 
ძ> მ / თM+ყM 

არის 2 ცვლადის ფუნქცია ან მუდმივი, მაშინ 

ILC– 22) ჯბძ2 

IL(C2)=0 მი მი” / XM–+ყM (14.9) 

დამტკიცება წინა შემთხვევის ანალოგიურია. 
7) თუ +=/#M(4). თრი და ა სამოსწელი 

_ 1 

მთ. მყ. ყM–თ2MV-. 

არის ჟ (ცვლადის ექი. ან ხარრ, მაშინ 

  

XI - 22) ძ2 

#ს(C0=0?2 ყM–»X" „ (14.10) 
ამ შემთხვევაში ცხადია, რომ 

მძ. ძს ძLს_ აგ ძ" 

თი თ მყ ძ.' 
რომელთა ძალით განტოლება (14.3) შეგვიძლია ასე ჩავწეროთ: 

ძა 1 /მძI ძV 02) 

ს. 2 მთ... ძყ ) ყM-–-თM ” 

საიდანაც ინტეგრებით მივიღებთ (14.10) ფორმულას. 

8) თუ #=V.(2), 2=2?+ყ? და გამოსახულება 

I ი 1. 
VM+თ# +7MV 

არის # ცვლადის კეწესა ე წარ მაშინ 

  

მM მ#M ძ2 

IM(C)= IC. -)" ყM-+»V , (14.11) 
დამტკიცება წინა  ემოხვევის ანალოგიურია. 
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მაგალითი, მოვძებნოთ შემდეგი დიფერენციალური განტოლების 

(Iდ95(1-L1911+ 2ყ) ძდ- თ (3»%ყ1–– 1) ძყ=0 (14.12) 

ზოგადი ინტეგრალი. აქ 

მძM# , ძM M =ჟფ9%(1-L1ი თ|=2ყ, X == თ(3ჟ?ყშ-1), წოსი კოოს 
2 

მაშასადამე, (14.12) განტოლების მარცხენა ნაწილი ა წარმოადგენს სრულ 
დიფერენციალს, შევნიშნოთ, რომ გამოსახულება 

მV" ბძM ვ 

# ძ» მყ თ 

წარმოადგენს მხოლოდ დ; (კვლადის ფუნქციას. თანახმად (14.4) ფორმუ- 

ლისა, მაინტეგრებელი მამრავლი | (2) = == · ახლა, გავამრავლოთ (14.12) 

განტოლების ორივე ნაწილი M#(») ფუნქციაზე, მივიღებთ 

( 1+I. დ + +) 42+ ( მყ'– –,) იყ=90. (14.12”) 
ებ 

მ 2ყ ძ 1 99/ 141 2), მ (ვ.ა 1" 
| +9ი>2++)– 2 (# +) 

ამიტომ (14.12) განტოლების მარცხენა ნაწილი რაღაც LI ფუნქციის 
სრული დიფერენციალია. 

რადგან 

გვექნება 
1%. 

წ-|(V- >) V-”– 2 +6C, 
აქედან 

: პV =2+9%5 1+1ით + -# 
0» = 

საიდანაც 

ლ ვათ, თდ (2)=(1-I0 უ)ძთ, დ (დ)=ჯ1ი 2. 
2 

ამრიგად, (14.12) განტოლების ზოგადი ინტეგრალია: 

ყბ- 9 +თ10 თ=0, 
«% 

·სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

§ 16. ეილერის განტოლება, განვიხილოთ განტოლება 

3 > 0+0თ9+#MC/=0, (15.1) 
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სადაც #=ყ(ჯ) არის საძიებელი ფუნქცია, კოეფიციენტები X#=7? (2), 
0=0 (2), #=#(თ) მხოლოდ >» ცვლადზე დამოკიდებული მოცემული 
ფუნქციებია. ამ განტოლებას ეილერის დიფერენციალური გან- 

ტოლება ეწოდება. 
საზოგადოდ, ნებისმიერი კოეფიციენტებისათვის »#, 0, #, შეუძლე- 

ბელია ეილერის განტოლების ზოგადი ინტეგრალის მოძებნა კვადრატუ- 
რებით. იმ შემთხეევაში კი როცა ცნობილია (15.1) განტოლების 

ერთი კერძო ინტეგრალი, მაშინ მისი ზოგადი ინტეგ- 
რალი კვადრატურებით მოიძებნება. 

მართლაც, ვთქვათ ყა=ყე(თ) არის (15.1) განტოლების რომელიმე 
კერძო ინტეგრალი: 

99 | 8+0+ 7/:=0. (15.2) 

შემოვიღოთ ყ=ყ (ჯ) ფუნქციის ნაცვლად ახალი საძიებელი ფუნქცია 
2=7 (27) შემღეგი ჩასმით: 

ყ=#+9%ი (15.3) 
თუ ამ უკანასკნელს შევიტანთ (15.1) განტოლებაში და გამოვიყენებთ 
(15.2) იგივეობას, გვექნება 

<1 (0+2წ) თ-L 1/6?=0. (15.4) 

როგორც ვხედავთ, (15.4) წარმოადგენს ბერნულის დიფერენციალურ გან- 
ტოლებას, რომლის ზოგადი ინტეგრალი მოიძებნება § 11-ის (11.3) 
ფორმულით. 

შევიტანთ რა (15.4) განტოლების ზოგად ინტეგრალს (15.3) ტოლო- 
ბაში, მივიღებთ ეილერის განტოლების ზოგად ინტეგრალს. 

ქვევით გავეცნობით ეილერის განტოლების ზოგიერთ კერძო შემთხვე– 

ვას. ' 
§ 16. ბულის განტოლება. ეილერის განტოლების ერთ-ერთ კერძო 

შემთხვევას წარმოადგენს ბულის დიფერენციალური განტოლება: 

ძყ „გა წ ეე ს-ე, 06.1) 
ძთ თ , თ 

სადაც თ#0, 8#0, ჯ#0 ნამდვილი რიცხვებია. განტოლება (16.1) ბო– 
ლომდე ამოიხსნება კვადრატურებით. მართლაც, მივმართოთ ჩასმას 

ყV=თჩ, (16,2) 
სადაც «=»#(2) არის ახალი უცნთბი ფუნქცია. მაშინ გვექნება 

ძყ -2% “+. 3-9, 

ძა



და განტოლება (16.1) ასე გარდაიქმნება 

% , „გ-მ ი) =0, 
ძი 

საიდანაც, ცვლადების განცალების შემდეგ და ინტეგრებით, მივიღებთ 

  

V6მ--თ 
ანუ 

თ 
ი V/ + 2 

16 - ” 'ე გ. თ/ დ8=I0C, 
-% 

_ ”+ V + 
საღაც + ნამდვილი ან წარმოსახვითი რიცხვია, 1ი C= 2V/. თ, C. 

აქედან, (12.2) ჩასმის გამოყენებით, მივიღებთ (16.1) განტოლების 
ზოგად ინტეგრალს: 

  

V ი» /ი»” 
– ,ზი “კე. 98” 

= „თ ცრ +C4 06.3) 

”V სნ VI, VI. ' 
გ.შ -– თ 

§ 17. რიკატის განტოლება. ეილერის განტოლების კერძო სახეს წარ- 

მოადგენს აგრეთვე განტოლება 

ი _ 4+ 29 ყ+C/), 0<»<თ, (17.1) 
ძი ” თ 

სადაც 4, 8, C მუდმივი რიცხვებია. ამ განტოლებას რიკატის "გან- 
ტოლებას უწოდებენ, მისი ინტეგრება ყოველთვის შეიძლება კვად- 

რატურებით. ამისათვის საკმარისია გამოვიყენოთ ჩასმა 
(2 ყლ–-”-, (17.2) 
ჯ 

სადაც #=/(>) არის ახალი უცნობი ფუნქცია. მაშინ გვექნება 

და (17.1) განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს: 

დ % 0/+(8+1):+4, 
ძჯ 
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თუ უკანასკნელ განტოლებაში მოვახდენთ ცვლადების განცალებას, მივი- 

ღებთ 

ძი _ ძი 

6"+(8+1)+4 თ' 
რომლის ზოგადი ინტეგრალი არის ელემენტარული ფუნქცია. შევიტანთ 
რა (17.3) განტოლების ზოგად ინტეგრალს ჩასმაში (17. 2), მივიღებთ 
(17.1) განტოლების ზოგად ინტეგრალს. 

ხშირად განტოლებას 

  (17-3) 

მV , ყმ=ხუეთ, (17.4) 
ძ. 

რომელიც აგრეთვე ეილერის განტოლების კერძო სახეს წარმოადგენს, 
უწოდებენ რიკატის სპეციალური სახის დიფერენციალურ 

განტოლებას. ით, ს და თ მუდმივი რიცხვებია. განტოლება (17.4) 
ბოლომდე ამოიხსნება კვადრატურებით თ პარამეტრის უსასრულოდ მრა- 
ვალი მნიშვნელობებისათვის. 

მაგალითად, როცა Cთ=0, მაშინ (17.4) მიიყვანება დიფერენციალურ 
განტოლებაზე 

ძყ 
ხ–იყ? =ძ2 

განცალებული ცვლადებით. თუ თ=-–-2, მაშინ ჩასმით ყ=-+, სადაც 
§ 

2=# (7) ახალი უცნობი არარი მიიყვანება განტოლებაზე 

6-9 
რომელიც ამოიხსნება ივერი ერთგვაროვანი დიფერენციალური გან- 

ტოლება (იხ. § 7). 

§ 18. ლაგრანჟის განტოლება. ავიღოთ შემდეგი სახის განტოლება 

ყ=თ?C (ყ)+% (§”, (18.1) 

სადაც ყ=ყ(2) არის უცნობი ფუნქცია, გ = 59 - მისი წარმოებული, 
თ 

დ (ყ”) და % (ყ)-– ნებისმიერი წარმოებადი ფუნქციები »=ჯყ” ცვლაღის მი- 
მართ, განტოლებას (18.1) ეწოდება ლაგრანჟის დიფერენცია- 
ლური განტოლება. შევნიშნოთ, რომ იგი წრფივად შეიცავს >» და 
V ცვლადებს. ლაგრანჟის განტოლების ამოხსნა შესრულდება გაწარმოების 

ხერხით, ამისათვის გადავწეროთ (18.1) შემდეგი სახით: 

ყ=ჯდ (ჯ#)-L% (ჯ) (18.1') 
ვი



და ეს უკანასკნელი გავაწარმოოთ ჯ (ავლადით, მივიღებთ 

§=§9C)+I»7 (7) +V' (I) 27. (18.2) 
ცხადია, ყოველი ინტეგრალი (18.1) განტოლებისა წარმოადგენს (18.1 
განტოლების ინტეგრალს. 

ჩავთვალოთ, რომ თ დამოუკიდებელი „ცვლადია, ხოლო ჯ»-დამოკიდე- 
ბული ცვლადი. მაშინ ადვილი სანახავია, რომ (18.2) იქნება წრფივი დი- 

ფერენციალური განტოლება უცნობი «=თ(») ფუნქციით. მართლაც, 
საკმარისია (18.2) განტოლება ასე გადავწეროთ: 

ძთ_ 9 (0) აე VV _ი, 

  

  

(18.25 
, ძი დ(უ-იე რდ()–ი 

სადაც ვიგულისხმოთ, რომ დ (უ)–-–უ”0. 
ზოგადი ინტეგრალი (18.2”) განტოლებისა იქნება 

თი) ძი , თ” (0)ძი 
ფ=ტც „წთ! 0+ % (ჯ) კ, რდ(0)––? | (18.3) 

ჯ-–დ(#) : 
ანუ 

თ=0C0 (»)+ M (ჯ), (18,4) 
სადაც 

თ” (0)ძი , წ დ” დ)ძი 
თ(ჯ)–ი' ჩ-დ(ი), "V(უ)=თ(ჯ») |2-9%. თ(ა–ი, 

უ–-დ() 
შევიტანოთ ჟ-ის მნიშვნელობა (18.4 ტოლობიდან (18.17) ტოლობის 
მარჯვენა ნაწილში, გვექნება 

Vყ=049, (ჯ) -+LMI, (#), (18.5) 
სადაც 

თ, (იდ) =< (ჯ) თ (ჯ), VI, (თ) = (1 -Lდ (ჯ)) VI (ი» 
ერთობლითბა ორი განტოლებისა: 

ა რტანჩოხვას! 

ყ=C 9, (ჯ)-+M, (ჯ) 
წარმოადგენს (18.1) განტოლების ზოგად ინტეგრალს პარამეტრული სა– 
ხით. ჯ პარამეტრია, 

თუ (18.6) განტოლებებიდან პარამეტრს გამოვრიცხავთ (როცა ეს შე- 

საძლებელია), მაშინ (18.1) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი ასე ჩაიწე–- 
რება: #(თ, ყ, C) =0. 

შენიშვნა. ზევით, დ (§)-- ი სხვაობაზე გაყოფის შედეგად განტთ- 
ლება (18.2) მივიყვანეთ წრფივ განტოლებაზე (18.2”), მაგრამ ეს მართე– 

8 ე. წითლანაძე LL < | 

(18.6)



ბულია მხოლოდ მაშინ, როცა დ(ჯ)–-»5-0. ეს იმას ნიშნავს, რომ გა- 
ყოფისას შესაძლოა დავკარგოთ (18.1) განტოლების ისეთი ინტეგრალები, 

რომლებისთვისაც დ (»)--=0, ვთქვათ, წ, ნ.ნ. არის დ(ჯ)--.=0 
განტოლების ნამდვილი ფესეები: ჩ» (5,)=წ, (ჯ=1, 2,...,»), მაშინ განტო- 

ლებას (18.1), გარდა ზოგადი ინტეგრალისა (18.6), ექნება განსაკუთ- 
რებული ინტეგრალები. 

ყ=C(ნ)) თ-+LM (§/), 1=1, 2,---,თ?, (18.7) 

რომლებიც არ მიიღება ზოგადი ინტეგრალიდან ნებისმიერი მუდმივის 
არც ერთი კერძო მნიშვნელობისათვის. 

როგორც ვხედავთ, თუ ლაგრანჟის განტოლებას აქვს განსაკუთრებული 
ინტეგრალები, მაშინ ისინი შეიძლება იყოს მხოლოდ წრფეები. ამ წრფე- 
ების (განსაკუთრებული ამონახსნების) განტოლებები იქნება (18.7). 

მაგალითი 1, ამოეხსნათ ლაგრანჟის დიფერენციალური განტოლება 

ძVყ , ძთ =2ჯ CV | 95. 18.8) I/ ძო მყ ( 

აღვნიშნოთ ჯ= 9V. გვექნება 
ძ» 

1 
ყო2ათი““. (18.8) 

აქ 

დ (ჯ)=9ჯ, ათ=+., დ(ჯ)–ი+#0, · 

ე. ი. განტოლებას (18.8) არა აქვს განსაკუთრებული ინტეგრალი. გავა- 
წარმოოთ (18.8) განტოლება ჯ ცვლადით, მივიღებთ 

ძთ 2. ფლ 1-0, 

ძი ი» » 
რომელიც წარმოადგენს პირველი რიგის წრფივ დიფერენციალურ განტო- 

ლებას დ ცვლადის მიმართ. უკანასკნელი განტოლების ზოგადი ინტეგრალი 
იქნება 

1 
2=-- (C-+Iი ჯ). 

ჯ» 
შევიტანოთ ეს მნიშვნელობა (18,8”7) განტოლებაში, მივიღებთ 

2 1 
ყ=--(0 +1»») + –. 

ჯ ჩ? 

ამრიგად, (18.8) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი პარამეტრული სახით 
ასე ჩაიწერება: 
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1 
==-1(06+19 #), 

2 1 =-- 1 –-, ყ » (0 118») + » 

სადაც ჯ პარამეტრია, 
მაგალითი 2. ამოვხსნათ ლაგრანჟის განტოლება 

ყლ–“-თყბი+V ი (1+V”- (18.9) 
გვაქვს , 

ყ=-–-ჯიე"+»-–-10 (1 + წ). (18.9) 
ამ განტოლებაში: 

დ (»)=–– ჯმ, მ (»)= დ––I0 (1+ 1), დ (ჯ)=–2/», % 'თ–=5- 

განტოლებას (18,2”) აქვს სახე: 

ი? 2 1 
უნანია = 
ძე »XI+1 (ი +1)? 

რომლის ზოგადი ინტეგრალია 

2= 

  

  

1 
1), 04-11 (თღ+ჯ-+1) 

სადაც C-+1 ნებისმიერი მუდმივია. აქედან გვექნება 

1 + ს/ 402 +1 
»+1= LC -2> 

შევიტანოთ ეს მნიშვნელობა განტოლებაში (18.9”), მივიღებთ 

22 

ყია. 20C2-1- V 402+1-2-0.. 
ასეთია (18.9) განტოლების ცხადი სახით ჩაწერილი ზოგადი ინტეგრალის 

ახლა, ვთქვათ თ(ჯ)––ა=–) (X+1)=0. მაშინ ე=0, ა=-–-1. უკა- 
წასკნელი მნიშვნელობა ჯ=-–-1!1 უნდა გამოვრიცხოთ განხილვიდან, ვი- 
ნაიდან ამ მნიშვნელობისათვის (18.9) განტოლებას აზრი არა აქვს. მეორე 

მნიშვნელობა »=0 გვაძლევს (18.9) განტოლების განსაკუთრებულ ინტეგ– 
რალს ყ=0. 

§ 19. კლეროს განტოლება. კლეროს დიფერენციალური განტოლება 
თ და ყ ცვლადების მიმართ წრფივი განტოლებაა და ლაგრანქის განტო- 
ლების კერძო შემთხვევას წარმოადგენს (იგი მიიღება ლაგრანჟის განტო–- 

ლებიდან როცა დ (ყ)=ყ/: 

  

  

ყ=თ;Vყ'-+LVM(V') (19.1). 
კვლავ გამოვიყენოთ აღნიშვნა ჯ'= წ, მაშინ გვექნება 

4 = 1ე)ჯ-L% (ჯ). (19.1”» 
პი



მოვძებნოთ ამ ტოლობის ორივე ნაწილის დიფერენციალი > ცვლადით, 

მივიღებთ 

ჯძ2= ჯ0X+თძ»-+%' (უ)ძ», 

(=+%” (ჯუ))თ» = 0. (192) 

აქ უნდა გავარჩიოთ ორე შემთხვევა. 
1. ძ»=0, ე. ი, 2=6. შევიტანოთ ეს მნიშვნელობა განტოლებაში 

(19.1), მივიღებთ კლეროს განტოლე ბის ზოგად ინტეგრალს 

Vყ=C027ჯ-+1%(0).- (19.3) 

გეომეტრიულად განტოლება (19.3) წარმ ოადგენს წრფეთა ოჯახს, რომ- 
ლებსაც აქეთ საერთო კუთხური კოეფიციენტი (0. როგორც ვხედავთ, 

კლეროს განტოლების ზოგადი ინტეგრალის მოსაძებნად საჭირო არ არის 
რაიმე კვადრატურების შესრულება. ზოგადი ამონახსნის დასაწერად საკ- 
მარისია მოცემულ განტოლებაში (19.1) შევცვალოთ წარმოებული Vყ” 
ნებისმიერი მუდმივით C. 

2. ახლა ვთქვათ, რომ განტოლებაში (19.2) პირველი თანამამრავლი 

თ+% (2) =0. 
ეს უჯანასკნელი (19.3) განტოლებასთან ერთად გვაძლევს კლეროს გან–- 

ტოლების პარამეტრული სახის კიდევ ასეთ ინტეგრალს: 
თლ=-V (ჯ), , (19.4) 

ყ=–ჯს'() +" (ჯ) 
რომელიც, ცხადია, არ მიიღება ზოგადი ინტეგრალიდან (19.3). განტო- 
ლებები (19.40) განსახღვრავს კლეროს განტოლების განსაკუთრებულ 
ინტეგრალს, ადვილი სანახავია, რომ (19.4) განტოლებებით განსახღგრული 
ბრტყელი წირი გეომეტრიულად წარმოადგენს (19.3) განტოლებით გან– 
საზღვრული წრფეთა ოჯახის მომვლებს. 

მაგალითი. ამოვხსნათ განტოლება 

ყ=დჯყ +ყ. (19.5) 

რადგან % (») = ჯბ, ამიტომ, თანახმად (19.3) ტოლობისა, მოცემული დი- 
ფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრალი იქნება წრფეთა ოჯახი: 

საიღანაც 

ყ=C02+C). 
განსაკკუთრებული ინტეგრალის მოსაძებნად, შევადგინოთ განტოლებები 

(19.4), გვექნება 
დ=-–-2», | 

ყ=--ჯ" 
საიდანაც 

_ 1. “V 7 4 
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მაშასადამე, (19.5) დიფერენციალური განტოლების განსაკუთრებული 
ინტეგრალი არის კოორდინატთა სათავეეზე გამავ:ლი პარაბოლი, 

§ 90. განტოლება X (2, ყ”)=0 სახისა. ეს განტოლება წარმოადგენს 
პირველი პარაგრაფის (1.1) განტოლების კერძო სახეს, იგი ()ხადად არ 

შეიცავს ყ ცვლადს»; გადავწეროთ განტოლება ასე: 
XL», ჯ)=0, (20.1) 

სადაც ჯუ=ყ”. დავუშვათ, რომ განტოლება (20.1) ამოიხსნება დ» ცვლადის 
მიმართ 

ჯ-9%-/C. 

მაშინ, ცვლადების განცალებისა და ინტეგრების შემდეგ, მივიღებთ 

ყ=| / დ)ძ»+0. 

უკანასკნელი ტოლობა, განხილულ შემთხეევაზი, გვაძლევს (20.1) გან- 
ტოლების ზოგად ინტეგრალს. 

ახლა ვთქვათ, განტოლება (20.1) ამოიხსნება დ ცვლადის მიმართ: 

==V (ჯ)- 
გავაწარმოვოთ იგი ჯ ცვლადით, გვექნება 

ძ» 
ში დ (ჯ) 

და, რადგან ძუ=-1 კ), ამიტომ 

' 7 

ძყ= თ» დ (ჯ)მი. 
აქედან, ინტეგრების შემდეგ, მივიღებთ 

ყ=| ჩ»დ' (ი) ძი+0. 
ამის შემდეგ, განხილულ შემთხვევაზი, (20.1) განტოლების ზოგადი 

ინტეგრალი პარამეტრული სახით ასე ჩაიწერება 

დჯ=ფ (ჯ), 

ყ= | ად (») ძი+0. 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია, )-–-პარამეტრი. თუ (20.2) განტოლებები– 

დან გამოვრიცხავთ ჯუ პარამეტრს, მაშინ (20.1) განტოლების ზოგადი 
ინტეგრალი ასე ჩაიწერება 

(20.2) 

დ (თ, V–(C=9. 

მაგალითი, ამოვხსნათ განტოლება 
ყმL-2ყ'--–-2=0, 

ჯა?



განტოლება ამოიხსნება დ ცვლადის მიმართ, გვექნება 

თ=ყ“ +2ყ=ჯ“+2%. 

აქ ფუნქცია დ(»)=ჯ+2იე და, მაშასადამე, განტოლებები (20.2) ასე 
ჩაიწერება: 

თ=ჯ+2ჯ, 
4 

ყ=ჯ»"+ -ვ- ჯ»'+0. 

უკანასკნელ განტოლებათა ერთობლიობა წარმოადგენს მოცემული დიფე- 
რენციალური განტოლების ინტეგრალს პარამეტრული სახით. 

§ 31, განტოლება X (V, ყ')=0 სახისა. ეს განტოლებაც არის (1.1) 

განტოლების კერძო სახე (იხ. § 1), იგი ცხადად არ შეიცავს დ ცვლადს. 
გადავწეროთ იგი შემდეგი სახით 

  

XC ჯ)=0, ჯ=ყ (21.1) 

ვიგულისხმოთ, რომ იგი შეიძლება ამოვხსნათ ჯ (ცვლადის მიმართ 

ძ 

ძ» 

საიდანაც, ცვლადების განცალების შემდეგ, მივიღებთ 

ძყ 
=ძ27. 

7V) 
ამ განტოლების ინტეგრებით, მივიღებთ (21.1) განტოლების ზოგად 

ინტეგრალს 

#7 C) 
სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

თუკი (21.1) განტოლება ამოიხსნება ყ (კვლადის მიმართ, მაშინ 

ყ=ფ (#), (21.2) 
საიდანაც 

ძყ=დ' (ჯ)ძ»:, ე. ი. აძთ=დ' (უ)ძა, ძთ»= დ ო, ძუ. 

“უკანასკნელი არის დიფერენციალური განტოლება განცალებული ცვლა- 
დებით, რომლის ინტეგრებით მივიღებთ 

გ | ძ»-+0, (21.3) 
» 

სადაც C ნებისმიერი მუღმივია. ? 
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ვინაიდან, (21.2) და (21.3) ტთლობები ყ და ვ; ცვლადებს ერთი და 
იმავე ჯ პარამეტრით გამოსახავენ, ამიტომ (21კ1) განტოლების ზოგადი 
ინტეგრალი ჩაიწერება ასე: 

დ (#) 
–ძი+თ 2- |?“ 9” 7? | (21.ფ 

ყ=დ (ჯ)- 
მაგალითი. ამოვხსნათ დიფერენციალური განტოლება 

ყ=ყ”+19 ყ”. 
აქ, ფუნქცია 

, 1 
დ (-)= ჯ"-LIი ი, დ” (»)=27+ ყო 

ამიტომ, თანახმად (21.2) ტოლობებისა, გვექნება 

2უ%–-1 
  ქყ= 

I) 

+0, 
ყ=7»'+1V ». 

რომელიც წარმოადგენს მოცემული განტოლების ზოგად ინტეგრალს პარა- 

მეტრული სახით. 

§ 23. ინტეგრება დიფერენციალური განტოლებისა; 

ს) ძთღ+VMი0ყ+ I (ყმთ–-72იყ) =90, 
სადაც 

თ =Vწ (თ, %), ” =I (თ, V), IV = IM («. #) 

ერთგვაროვანი ფუნქციებია. 

ამ განტოლების ინტეგრებისათვის გამოვიყენოთ ჩასმა „=-–-, მაშინ 

ძყლ–280თ+თძ8 და მოცემული განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს: 

(0+V2) ძთ-+თ=(I-–-I7 თ) ძჯ=0. 

ვიგულისხმოთ, რომ ფუნქციები L და I ერთი და იმავე რიგის ერთ– 

გვაროვანი ფუნქციებია ერთგვაროვნების მაჩვენებლიო ჯ, ხოლო IV არის 

ერთგვაროვანი ფუნქცია ერთგვაროვნების მაჩვენებლით ჯი, ე. ი. 

=ქყჩდ, (%+)=2%, (ფუფ, I”=ე"დ, (+ )=თთ (თ), 
თ ჯ 

M7=ჟო დე (+ )– ი ფე). (22.1) 
LM 

შევიტანოთ ეს მნიშვნელობანი წინა განტთლებაში, მივიღებთ 

დ, (2)-+#/დ; (2)) თ”ძთ-L IC" “1 დე (2)–– IV 1 თ'ძ2=90,



საიდანაც 

ძ>». + 2" (2 'ა-–-V#V = 0. 

ძი 2» მ?(დ,(2)+V#დ,(2)) 

შევიტანოთ აქ I” ფუნქციის მნიშვნელობა ტოლობიდან (22.1) და "მე–- 

დეგი ასე გადავწეროთ: 

  

ლკ დ (2)=-+ (2 (9) =0, (22.წ– 

სადაც 

დ; (#) დე (#2) ჩ#სM()ლ=-“–– ლ=ლ-_-ი-. ---, ს=)-–-#%-4+-2. 
ი დ, (6) -+”-დკ (§) 90 დ.(#)-+ წრე (2) ხთ ი+ 

შევნიშნოთ, რომ (22.2) წარმოადგენს ბერნულის განტოლებას (იხ. § 11), 

რომელშიც დ დამოკიდებული ცვლადია, ხოლო # დამოუკიდებელი ცვლადია 
უკანასკნელი დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრალი იქნება 

თ=“- M9#X 0-- (0) ა? 49%კ.|, (22.3) 
სადაც 0 ნებისმიერი მუდმივია. კვადრატურების შესრულების შემდეგ 

(როცა ეს შესაძლებელია), ცვლადი # უნდა შევცვალოთ მისი მნიშვნელო- 
ბით -V- და ამით მოცემული განტოლების ზოგადი ინტეგრალი მოძებ- 

თ 
ნილი იქნება. 

მაგალითი, ამოვხსნათ შემდეგი დიფერენციალური განტოლება 

(2+2>V-+ყ") ძთ-L (1--2ემ––თყ) ძყ=0 (22.4). 

მარტივი გარდაქმნების შემდეგ, გვექნება 
2ძთ- ძყ+ (2თ-LV) (ყმთ––ჯძყ) =0ა 

როგორც ვხედავთ უკანასკნელი განტოლება არის სათაურში მოყვა- 
წილი განტოლების კერძო სახე. აქ 

სV=2, I” =1, M =2;-+VყV, #=0, X=1, დ,=2, და=1, 

  

დე=2+ %, #X(C)=-'-, 0(0=--1, ც=3, 
ჯ წ 2+ 

მაშასადამე, (22.3) ფორმულიდან, მივიღებთ 

თ ზ=2(02-+ძ)+C(2-+)%ბ, 
ე. 9. 

C (ყ+22)12=1-–-2თ (ყ-+22), 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 
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უკანასკნელი ტოლობით განსაზღვრული არაცხადი ფუნქცია V წარ- 
მოადგენს (22.4) განტოლების ზოგად ინტეგრალს, 

§ 38. პირველი რიგის ჯ ხარისხისს დიფერენციალური განტოლება. 

ვთქვათ «. ნებისმიერი ნატურალური რიცხვია. განვიხილოთ დიფერენცია– 
ლური განტოლება | 

#LC, ს, V)=-4ა (თ, ჯჭ) ყი+4, (თ, ყაყი1+L...L+ 

+4»ა-, (თ, ყV) MV+4 (თ, V)=9, (23.1) 

სადაც #-V(>2) არის საძიებელი ფუნქცია, ყ”--მისი წარმოებული, „4:= 
= 4) (თ, წყ), 41= 4, (2, ზ),--·-,4ე= 4ი (2, წ“) არის დ და ყ არგუმენ– 

ტების მოცემული უწყვეტი ფუნქციები თიყ სიბრტყის რაიმე ( 7)) არეში, 
რომელშიც 4ე#0. ამ განტოლებას ეწოდება პირველი რიგის»თ» 
ხარისხის დიფერენციალური განტოლება, ხოლო ფუნქციებს 

-4ი 4-4 8--განტოლების კოეფიციენტები. 
თანახმად ალგებრის ძირითადი თეორემისა, (23.1) განტოლებას ნების- 

მიერ (თ, 9) C(2) წერტილში ყ” ფუნქციის მიმართ აქვს ჯ. ამოხსნა, ქეე- 
ვით განვიხილავთ (23.1) განტოლების მხოლოდ ნამდვილ და მარტიე 
ამოხსნებს ყV, ფუნქციის მიმართ. არაცხადი ფუნქციის არსებობის თეო- 

რემის ძალით, თუ დ, ყ, ყწ ცვლადების აღებული მნიშვნელობებისათვის 

პი #0, მაშინ (23,1) განტოლების ყოველი ნამდვილი ამოხსნა ყ” ფუნქ- 

ციის მიმართ: §”=დ (2, ყ) წარმოადგენს თ და ყ ცვლადების უწყვეტ 
ფუნქციას (2) არეში და ამასთან იმავე არეში არსებობს სასრული ნაწი– 

ლობითი წარმოებული V · 
V 

დავამტკიცოთ შემდეგი 
თეორემა თუ კოეფიციენტები #4I,((=0, 1,..-,;) აკმაყო– 

ფილებენ (») არეში ლიპშიცის პირობას ყ ცვლადის მი– 

9» >თ>0, მაშინ (23.1) განტოლების ამოხსნა 
(4 

სყ =დ(ი, ყ) აკმაყოფილებს ლიპშიცის პირობას ყ ცვლა- 
დის მიმართ იმავე (») არეში. 

შევნიშნოთ, რომ რაკი კოეფიციენტები 4; აკმაყოფილებენ ლიპშიცის 
პირობას ყ (ვლადის მიმართ (#7) არეში, ამიტომ (») არეში X#VL>, ყ, V') 

ფუნქცია აგრეთვე აკმაყოფილებს ლიპშიცის პირობას 4 ცვლადის ში- 
თ. 

მართ და 
    

ვთქვათ ყ; და ყე არის (23.1) განტოლების ორი ნებისმიერი ამოხსნა. 
V' (ცვლადის მიმართ, მაშინ 

XL ყა ყალ=ლ # (თ, ყა, 9:)=0. 
აქედან მივიღებთ 

XL(თ, V., V)–-# (თ, ყე, ყ:)= X (თ, Vჯ, V.)-– I (თ, ყე ე) (23.2) 
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გარდავქმნათ უკანასკნელი ტოლობის მარცხენა ნაწილი ლაგრანჟის ფორ- 

მულით, გვექნება 
, · 0# XC, ი 9) #7 დ, ყი #9=60–ყი (<”. 0<0<1 (თ, VI 1. ყა 3-)= (ყ:––ყ)) მ) MV.9I1-0(I:–ჯე' , 

გარდა ამისა, ზემოთ მოყვანილი შენიშვნის ძალით, დავწერთ 

| # (თ, V2, Vყა)–- # (2, ყე, ყა) | <= | MI, 
სადაც # ლიპშიცის მუდმივია. ამის შემდეგ, უკანასკნელი ორი ფორმუ- 
“ლისა და თეორემის პირობების მიხედვით, (23.2) ტოლობიდან ადვილად 

მივიღებთ 

I-V <-- | ყ– 1: 
თეორმა დამტკიცებულია. 

ვთქვათ (23.1) განტოლების ნამდვილი და მარტივი ამოხსნები ყ” 
'ფუნქციის მიმართ არის 

V=დ;, (თ, ყV), ყ'==დე (თ, V),-.ყ =დ (7, ყ)- (23.3) 

რადგან, დამტკიცებული თეორემის ძალით, ფუნქციები 

დ, (თ, ყ), თ; (თ, ყ),--»თდL(თ, V) 

აკმაყოფილებენ ლიპშიცის პირობას, ამიტომ, პიკარის თეორემის თანახ- 

მად1, ყოველ განტოლებას (23.3) განტოლებებიდან (#0) არეში აქვს ერთად- 
ერთი იჩტეგრალი, რომელიც გაივლის მოცემულ წერტილზე (ჯე, ყი) C (20). 
მაშასადამე, (23.1) დიფერენციალურ განტოლებას აქვს # ინტეგრალური 

"წირი, რომლებიც გაივლიან წერტილზე («,, ყი) C (71). 
მაგალითი. ვიპოვოთ დეფერენციალური განტოლების 

- ყმ+C-–-ყ--ტ9) ყ +626" (ყ––=) =0 

· ინტეგრალები, რომლებიც გაივლიან კოორდინატთა სათავეზე. 
ამ განტოლების მარცხენა ნაწილი მეორე ხარისხის მრავალწევრია 

ყ წარმოებულის მიმართ, ამიტომ 

ყშ=ი, წყ'=Vყ--თ. 
უკანასკელი განტოლებების ინტეგრებით, შესაბამისად, მივილებთ 

მოცემული დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრალების ორ 
ოჯახს: 

ყ=–0+0, ყ=00-+თ+1» 
გამოვიყენოთ საწყისი პირობა, გვექნება (C(=0. ამრიგად, საძიებელი ინ– 
ტეგრალები იქნება ყ=2--–-1 და #=-–-2--+27-+1. 

1 პიკარის თეორემა დამტკიცებულია მე-II თავის § 7-ში. 
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სავარჯიშო 

ამოხსენით შემდეგი დიფერენციალური განტოლებები განცალებული 

ცვლადებით: 

  

1. დძთ-LVMVყ=0. პასუხი: უბLყბ= 07 

2. ( 1 + – M»+ (> –1 )2=ი. პასუხი: =––ყ+1ი(2ყ)=0. 

3, ას თით»-–-ნდყ ძყ=0. პასუხი: 81იდ>6008ყ=0. 

11-+ 11 >=9, პასუხი: --9-- 

ააღვვუთთ =0, პასუხი: რად: <0. 

მიიყვანეთ დიფერენციალურ განტოლებაზე განცალებული ცვლაღებით და 
მოძებნეთ ზოგადი (მითითებულ შემთხვევებში კერძო, როცა არსებთბს 

განსაკუთრებული) ინტეგრალი: 

1. ' თM/ 1+ყ? ძთ +ყ / 1+2?ძყ=0- 
პასუზი: I 1+2?+L M 1+ყ1=0. 

2. თყძთ--(1-+ქ2) #ყ=90. პასუხი: Cყ=ს/ 1+>". 

  

ა: ჟ)  ყ თ 
3, (2?-+1) ყძ»–-(ყწ–--1)თიყ=0. პასუხი: 312171097  C>X 

4. თ(1-Lი/) მთ––ი/ძყ=-0. პასუხი: „“-210 (1+0I1=C 
5. 800" თ სთ ყმთ-+8 60 ყ სთ თძყ=თშ. პასუხი: (სჯ სფყ=თ. 

6, თ?(1-+Vყ)თ»-L (28-11) (ყ––1) ქყ=0. 

პასუხი: 3ყ+10 

7. (1-Lყბ) (62% ძ2--ი ძყ)--(1--ყ)ძ ყ=0. 

პასუხი: 96 - V 19 I 1--ყ- ვაი ყ=0. 

=Cთ. 
(ყ+1) 

  

ზ. 2ყI/ იყ -– V? მფ-(ეზ-+- თ“) ძყ=0. 

' C-ყ 2? _ი. პასუხი: V' წ +8X 6 -> 

ი” M1+ყმქძ»-(2-+Vყ)ს/ 1+თ"'ძყ=0 

პასუხი დთ+// 1+2= 01 +VM + I/ 1437. 
4 

 



10 თძყ-Vყძ» = I/ 1-+-თ? 0ყ+ I/ 1+ყ? ით, 

პასუხი: ჟ? ყზ. თ ს 1+-ე18-+L I 1--ყზ + 

+1ი |(თ + I/ 1+23(ყ + IV 1+ყმ))=0. 
მ 

11. სყ”=3)/ ყ?. პასუხი: ყ=-(:--C0)მ?; ყ=0. 
1 

12. 22>"ყყ--ყზ=2. პასუხი: ყზ=0C46“ +2. 

13, ნ+(1+9% =1. პასუხი: „+=1+0%, 

14 ყ'=008(ყ–-2). პასუხი: იც #M-= %=გ+0. 

15. ყ –ყ=2ე--ვ. პ ა ს უ ხ ი: ყ= 1–-22:-- 06”, 

9 
16. ჯ=ე?ყმყ -+1. პასუხი: # +V+1MV-|=0-“-. 

ჯ9 

17. ქთყ'+ყლ–ყ!?.V/(1)=0,05. პასუხი: ყ(1--(72)=1; ყ=0; 

V(1+27)=1. 

18. (თ+2ყ)Vყ=1; ყ(00)-=-1 პასუხი: თდ-+-2ყ-1-2= (00); 

თდ+2ყ-+2=0, 

ამოხსენით შემდეგი ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლებები 

და განტოლებები, რომელთა ამოხსნ: მიიყვანება ერთგვჯრთვანი დიფე- 
რენციალური განტოლების ამოხსნაზე: 

1: (>–ყ)რთ--/ძყ=0. პასუხი 1ით>+“ =0. 
ჯ« 

2. (თ+ყ)ძ.:--ჯიყ=0. პასუხი: »(თ+2ყ)=0. 

' უზ. Lე? 
ვ. (ჯ– ა) ძთ-+(2+ყ)აძყთ0, პასუხი: გილს V-= 1ი #2, 

ჭტ (28+ყ)მთ-–-2ჯყძყ=0. პასუხი: ფზ.-ყზ= (02. 

5, (თ–ყ)აყმთ.--ე?ძყ=0. პასუხი გჯ=00", 

ნ. თ" ძთ-+(პეზ-L2ყ?) ყიყ=0. პასუხი: ე?-L2ყ1=(0/ თ2-L ყ?. 

7. ყძ.=(თ+I/ დზ-))ძყ. პასუხი: Vყ.=C0(2:-0C). 

8. („ზ--3ყზ)ძდ-+-2-ყიყ=0. პასუხი უზ=C(:3--ყშ. 

მ. (5თ+7ყ)ით+2(4-+5ყ)ძყ=0. პასუხი: (ჯ-ყ)%.--2ყ)მ=C"“ 
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9 
·. ,,,მე+I=ჩ+2 (იძსი”ლ 

(C+X)§ 

"0=ჩ0 (L+ჩ-+თC)+99 (+#/-–-) 
_5-30=L+ჩ-+2 :0ლსოლლ 

'"ი=20(8-–ჩ+29)+2%9 (L–-ჩ2+თ;:) 

7ი=2 !ე=# (20 =5 :00ლსილ "0=/ჩ/9M(L+ჩ>72) თ--Mჩ 

  

·ეი=ჩ 'თე)სჩ/-=თ :060ი0C1 '0=გ--ჩ2--,ჩ.2?გ 

:0=ჩ 'L+C0?ე) სL,ჩ––7 :იძსილლ '"0=/0Xგ-2M# (I-+,ჩ.-) 

„2=ჩ !თე)სნ-კ)=,თ2> (0ლ9C>ილC<C ',#=(“-–-,ი) 
L+2 LI+59 L+9 · == _ ლა. _–_ 

ფლითთ ევე 0ინი9ლC '·0 22- 3) 21-7. ” 
  

MLI+29)0= 

,ჩ+9 _5+9 აინ ჩჩნ+თ 6+თ 
2 11-71 I 1990 09% “7. ი +> 

  

    

I+ჩ+თ -ე=(IL+7ჩ-29) სL+ 32 :0ცლხილდ 

'ეი=ჩ59/ +ჯი9 (L+/ჩ2-+2?) 

  

· „მჩ=(ჩე)ს(0M+2?) :ი8 ს იCC 
ჯ 

"ჩი „. 9 (I10-+2) + „მ ,2)=თაჩ2 : 
» ჯ 

=:M+2)იჩ+,) :0ფCილდ 
·ჩი=/»: (-2-L-ჩ.ილ-:ჩ§9)+ თ (6ჩ--ჩ26-LაX5) 

“,.,90=2:ჩ-X)6+9) :00სილ 
ჩა 

·0=#ჩ0 ((ფ–-–ჩ2-–-,/) + თა, 
ჩ ჩ 

ჩე+1=-- VI :0ცსილლ '6= ჩხ -- ს(2--თაჩ 

·ელ–26|++ 09 0ილC ·0=ჩუეთ-+-20#/ ,((ჩ „ჭ–- თ „?%) 

"(ჩ–-=)ე=,„ჩ:-თ)თ :0ცCიCლC 
·ჩ0=ჩუ (ფ8-–-ჩ) + 9ი 6ჩ+ჩ2–-კი 

ჯსს! 2 

-დხი 90ე #2 = ჩიჩ -+ა> 

  

'თL 

“II



2ნ6. (2დ--ყ-–-1) პთ+(2ყ–2-+1) ძყ==0. 

პასუხი: უყზ-ჟყ+-ყზ-თ.“+-ყ=C. 

27. დ–-ყ-14+(ყ--თ-L-2) ყ' =0. 
პასუხი: (ყ--თ-L2)1=0 (ჯ-2ყ-L4). 

2ზ. (2ფ-4ყ+6) ძთდ-+-(>-+Vყ-–-3) ძყ=0. 
პასუხი: (ყ--22)პ=C0(ყ--თფ-1)%. ყ=7-L1, 

ამოხსენით შემდეგი პირველი რიგის წრფივი დიფერენციალური გან–- 
ტოლებები: 

  

1. ყ + 7 --2=ძ. პასუხი: 2აყთიი:ბ+C. 

2. ყ'+იყ--M00პშ%=0. პასუხი: ყ=--“-(ეM I ძია, 
ი+წ 

ვ. თყ”+(თ-+1) ყ–-3ფეზე“X-=0. პასუხი: უყ=(.ჰ3-LCთ) ი-», 

4ტ (2:+1) ყ –-იყ=78%(თ-+L1))., პასუხი: ყ=(თ-L1)”(C-+#67. 

5. ფყ--2ყ+-21=0. პასუხი: ყ=29(0--1ი ე). 

6. (§Iს ყ+თისყყ)ყ'=1. პასუხი: დ=-(0-–-008 ყ) 519 ყა 

7. (თ'--1) ყ -- ფყ--დ (:1--1)=0, 

პასუხი ყ=ჟუ?“-1-L0VM/ ფბპ--1. 

მ. ყ0098თ2+ყ30>--1=0. პასუხი. ყ=510თ-+0C00032»ა 

ი. ყ'+ყი08თ=51020082:, პასუხი: ყ+0ი ქ93ჩ) ვით, 
1 1_ 10, ყ'+-%- = =>. პასუხი: ყჯ= 6M(C+იქ). C. 

11. (თყ”–-1) 10 «=2ყ. პასუხი: ყ=010?.-)ი -. 

12, 4 +,+20=0. პასუხი: ყ=2(უ--1)-- 21-+-C6 
2? 

  

13. ყ'+ძყ–0035ხ2=0. პასუხი: ყ=5595ბთ+ხ 9002 თი“, 

ცბზ+ხ? ' 

14, ყ'--იძყ-ებ=0, პასუხი: ცზ(060-%-ყ)= 

= ბუ L 4ემემ | 12ცზ,?ზ.| 240X+24/ 

15, 99 L V# 0. პასუხი: ფ=0ყ+-ყ"' ყ=0. ძთ ყბ–3 

16. 4V , „კ ემ-0, პასუხი: ყ=დ? 

ძა 
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17. ყ"(შთ=-ძყა=თ(2ყ--1)ძყ. პასუხი: თ=ყ?(1+0ი7 ). 
18. (1-–-,ყ,+თყ–-ი»=0. პასუხი: ყლ=–თ+CLV/ 1--ე?. 

მყ წ დ+ ხ/ 1-2 
19. _–აეაააეაე–– აა –=0. 

ძე VI/ 1--ე) “ MI 1-2 

პასუხი: ყ=(დ-+LI/ 1+231)(თ ეX651ი >-LC)- 

ძყ ჯყ 
20. –-–- =-–-2ჯ=0. 

ძო წს 1-2 

პასუხი: ყ=ლ0C" 810810 X_ _ 

  

12 I/ 1--ჯ8-| 1--279 
” +4 

ამოხსენით ბერნულის შემდეგი დიფერენციალური განტოლებები: 

1) ეყზე ეყ ებ=0. პასუხი: 2ემემ--ვ3ებიბ= თ. 

  

2, % Lთ თ+2ყ სეზ თ--იყ"=0. 
ნ 

პასუხი: თყ(პ1ი?თ--219 510 თ)= CV. 

ვ. ქეყზძყ=(:+ყ-I-1)იი. პასუხი. ფ+ყმ?4+-2=00". 

რ მყ -+2ყ-ყ?ენ=0. პასუხი: ყ(-“-+VCV6C#)=1; ყ=0. 

5. ყ'==ყი 005 დ-+-V Lფ >. 
პასუხი: ყ“მ=00039 >–--3 51)თ 008?ე:; ყ=0 

რ. ფუყე 1-+Vყ). პასუხი: ყ%=(0ქე9--3X1, 

ჟ7. 2-5 = _#I პასუხი: ყბლეუ--1+CIV | ფბ-1 1, 

ყ თ=-1 
8. ეყ აიყ=ყფ,--2ყ, პასუხი: ყ=ე?(0–ი08ყ) ყ=0. 

0. (თ»+V?)ძთ=92ყძყ. პასუხი: :-+1-+-ყე=0C06". 

10. ჯყ0+ყ-–-ჯყ1ი 2=0. პასუხი: ჯყ(1+1022)+2=0. 

11. 30/=(1--ვ3ებ) ყვ)ითი. პასუხი: ყმ(3+0ი 55=1, 
IX 

12 იძყ-+-ყთძთ=ფყ! ი ძი. პასუხი: უყბ=#M»>-0+06 9. 

= ! _ _ 
“ 302+C0I/ 1--3)" 

14. თდძმყ+(1--VI0ით)ყძ»=0. პასუხი: ყ(1-+10ი>-02ჯ)=1, 

15. თ603” თ 0ყ--2ყ 005! თრთ=2>|/ ყ. 
პასუხი: თ=M/ # =0+10ი008თ+2%9 2. 

13. 3(1--ემ) ყლეყ/“+-3ყე. პასუხი ცყ? 
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3 

16. 2ძი-(= --/)ი პასუხი: დზ. ყბლ=C60Vყ". 

ყ 

17. თყძთ _ _ა,–– აუ. ძყ+1I ი ჯIV/ ყიძ= 

4 

პასუხი V ყ =0M/ 1-2 --(L- აზ, 
  

  

8 '=- V · 
1. ყ 20-25 1 29. 

პასუხი: ყ= 3 ; ' 

2(01--ფ)-–30M 1-7 

ყზ 

19. ძ2=(1-+ეყყშ) თყმყ. პასუხი: ჟ-L-+=2-+0 2, 
2# 

2 
ჯ 20. თყბმთ=(2?/+2)ძე' პასუხი: „პ=1--- | 0. 

2ჯ7 

„ამოხსენით შემდეგი განტოლებები სრულ დიფერენციალებში: 

ე 1 1 
1. | V 5 – + -+- => ჯ | მ-ი. 

(=–ყ) თ ყ (თ–VM) 

2. 310 22 ძთ=2 003 (თ-Lყ) (09>+ძყ). ! 
პასუხი: 810"ე:--2510 (თ-L1/)==C 

3, (3»ე'-L22 ძ“ -L - (2-"ყ+ყ") ძყ=0. 
პასუხი: უხ ვეშებ. ყა => 

4. 2თყით»-“+-(ებ--ყ?)ძყლ0. პასუხი: შ3ეუ?ყ--ყმ=0. 

5, (3--2ყ--7ყბ) ძთ-+(2თ--21-ყ3-L20ყ9 ძყ=0, 
პასუხი ვ»-+-2ეყ--7ეყპ-5ყბ=6C 

    

6. -# ცკ: LC(ცზ-L1ა ე) ძყ=0. პასუხი: 4ყ1ით-+-ყბლ 0 
დ 

7. (1+ყბზ 810 2თ) ძდ--2ყ ი03თძყ=0, პასუხი: დ--ყ?003->=C0. 

ძთ-L-C22-++V)თV თ ვ, =090069IMI0I 0 პასუხი: 10(თ--9)-–- –-–-=0. 
(=+ყ? უ ჟ" ფყ 

9, (=+5-)ტ.= 24%. პასუხი. დ“'--ყზ-= ლე. 
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10. (2 + პა! +-5+5 76 )45+ (27% + 3" +2- 

პასუხი: ემ-ყზ-- 9#+V +#( #/+-; =C0, 

ჯ#V : LV 

ჯ%+V+1 V (“+ L2 ) ძ – ! –=–––-=. _–--ასეV =0, 

( დ! 1 >) ” თყ + ემ+-ყ? “V 
  “რ

 
' 

11. 

პასუხი: I” + მყ” + #+1-ყ. 
თ თ 

  

  

  

ძთ,–იიყ 19. ძი-ყძი => -/4V>2--%CIV დი. -+ყVძყ დმ-ყ? 

პასუხი »ბ-Lყბ--28:: ხე -=0. 
V 

2ყ? 2თM" _ 

, 28 / _ -% _ 5 მ შეი პასუხთ III/ --7 მ00%6 – ---თ/ 5ფ--ყზ–-7ყ=C 

14.   

ყ 1 -_L ) –( 2 LC 

(– რკ MV ყე +C8ყ ძი ვებ ყ. ' 
(2 "ს „სა„ეაა„აე|ე – 7ყ=0. 

ყV ყი «> M 

პასუხი: დი(Cყ+-Vხე დ+3XC5310 -, 0. 

· ქვემოთ მოყვანილი დიფერენციალური განტოლებები ამოხსენით მაინ- 
ტეგრებადი მამრავლის ჯამოყენებით: 

  

(სL=ს (თ) 
1. (თყ/--1) მთდ-+-–მძყ=0. პასუხი: უ=0C00677. 

2 |23(1+190 2)-L2/1 ძთ-თ (3>"ყ"--1) ძყ=0. 

პასუხი: გ +-იIს2=0. 

ვ. ყძთ–-თ(ჯყ+1) 0ყ=0. პასუხი: ჟთ»ყბზ-.-2ყ=C07. 

4ჭტ. (2?-- ვ3ყბ) ძე--2დV მყ =0. პასუხი: თ? ყბ= (29, 

5. ყმთ'L(1--%6%9) ძყ=0. პასუხი; იX(1+0/ყ)=1, 
4 ე. წითლანაძე 49



7. 

10, 

1. 

8. 

წ0 

(CC «+910 ყ C08 >) ძ–=817 დ C08 ყ თ. | 
! ვი ყ 

პასუხი: ხთ –--“–-=C0. 
81 «> 

(უ?+ყზ-L1) ძდ-L>V ძყ=0. პასუხი: უშ. 2ეყშL2:1=0. 

(ფ?-LI 608? >) ძ2:== 1: 6083 დ (1––თ 819 V) ძყ. 

პასუხი: ხუთ–-008ყ-- --.=0. 
«% 

თშებძე=თძ9ყ--ყძ=» პასუხი X(თC--1)-- -%=ძ0. 
(«4 

(1--4თ+2#) ძთ–L(1 +9) ძყ=0. 
პასუხი, 0+თ.ყ+თ- -- 8---იბ=0. 

#=ს (4) 
ყ?ზ(C--ყ) ძთ-L(C1--ჯყ?)ძყ=0. 

პასუხი: 1 2 თ 1”. 

2 ყ 
ყ(1+Vყ-) ძთ-+(თყ"-+-თ-1) ძყ=0მა პასუხი: ჯყ-+8I”ინV=C0. 

0038 2ძ27-+ (810 უ––ყ) ძყ=0. აპასუხიე 810 უ=ყ-1-+-0- M% 

(2თ-LV) ძთ+(1–-7V) (დ-+V) =0. 

პასუხი: =C+V)=1+0-5>V. 

2 (დ––-1) ძთდ-LCფზ-Lყ?) ძყ-=2 (თ-––ყ) ძყ, 

პასუხი: ეზ-+-ყშზ– 2ე:=06“ ”ა 

(1+ყ)ძა+(4.V –1) ძყ=0. 

პასუხი: თ 4+ყბბ-/---/=0. 

ყი" 0თ--(26--+Lყ“)ძყ=0. პასუხი: 2:06=Vყ%0-Lყ". 

ყძდ=(თ-+Lყ?)ძყე=0 პასუხი: 5% ყ=0, 

| ყ 
L=M(»+V) (+==0(>-––-ყ) 

(თ+ყ)ა? ძთ–იბ?/ყ=0. პასუხი: თ+Vყ=ის LC, 
თ 

ყ”=3)ი (>–-ყ)- პასუხი: “2 ი 
1-06--= 

 



I9 

'ე=I1+ + 258,4 II+LM#+ 2 %9Cიილ« 
'ჩ-- 2) =ჰ) "0=#X/ (§ჩ--:თ) +20>(I + ჩ-ა) 16 

“(L--2)ე =:ჩ+ჯ»? „1 000 იოლლ 

'C6V+თ)4=9 “0=/ხ C--)#ჩ+თს8+“) « · =:ჩ+აე? „4-ჩ0-+თ9 :00სი9ლC 

'((ჩ+უთ2) I=9 "ჩა#ჩ -+->2»X = (#0 -++>უუ) „/ -L „2 ·C 

  

  

” 

(+). ე=2 :ხისილდ 

თ 
- VIა26 "ფ 

ჯ ჯ 

. (+) »=1 –- 805(7იჩ –– ჩ0Xჯ) = თდ 

/ ფლ 
'ელკვ–– Iილხილლ 

ჯჩ 
ჯ ჩ დ 

(7) 5=/(--« )+%-- ” 
:0ლნლნია'ადეის ითსალინენთინაილთ 096060, 

თიცნივთე= (ი0ლ0ცნჩ(Mაის იხთანიაცლ0 000000090 00-00 იილლეი ითნლოლინყი 

"იმე=>2 :00სილC == 70ჩ,2+0ჩ(L“-ჩ?) "9 

' # :0ფილდ '0=ჩ02+2ი(L :/+ +) 7 

-„მჯე=ჩ :0ი0CსილC -ეი=ჩიხ»X(MX-+1)-->C/ #X–“–-ს) 19 
L 

-ე=9)L“- 
  

#2ჯ 

"09=-- +ჩ+>2 -იძსი“,= '(ჩეჩ-+თათ) „ჩეთგ=თიჩ+ჩხ» ·ლ 

“ჩე=,(--ჩX)7 :06L:ი20 ·მ0=ჩე=გ--2ნჩ(I(-ჩ2) 'წ 

რ-ყყმე–ლ–? :0ფნსილC ·ი=ჩი,-თ2+2X((+/2–-,ცჩბ2) მ   

".ჩ ამწე =,ჩ '0ისხი9ლ ·"20/--/ე2=(ჩხ7-+->ი/ი),ჩკ2» '» 

'პმე=,”2 :990Cიილდ ·ჩიჩ==ჩა»გ+>თაჩხ 'L 
(რ2)M==4 

'I=(ჩ–ე)(ჩ-–?) :0იფ სილ "0=ჩ2IL+,(ჩ–-%)-–-თა ·ლ 

“,მე=»ა ბმნ+ი 2 :0იხი”Cლ ·0=ჩ0(,მ+-ე-ი 

+ILM8+2)ე=#M+M/2+,კ2 :ილსი”ლდ 
·(2)-–#0)((#-–-– ა) =(ჩხ#--თ97) #ჩXC-ჩ9 (#+აკ2)+თ=0Cჩ+ 2) '·C



,ჩ 2 
"ყნგ=,ჩ 2. +კე=ჩ :0ხ9Cი5« ,(”+#)25=ჩ 5 

·I+თ ”I+ე=#ჩ # :00ხილდ 'M(I+%)=#/ “+ 

-ი=ჩ9+კ2 '(0+თე=/ იავსიი” -,,#+,8X=/ MხC 

·(7-+LI)=ჩა '(ე–-I)ე+20=ჩ :00სი”ლ ”(ჩ-I)#+,X=ჩ "2 

"=კყნ-,ჩ §0-I,4+თე=ჩ :0ხ9CილC “#-I 1+,42=# "I 
:06ნლნიადაC) 

-ცი? 0თნასალილენინდით) 080016060, იCXანთაწ ლი ლილ?”ლლაზლაა C20ცსიძ(აელ 

წ” ლ Vე 

  

    

“მ=ჟნ,-ჩ-ჩხ+,ჩ2 კ 
,_დე)ს| 

I 

იჯ 0I 272-+-> 2, 
„540199 –-“=ჩ 'იცსილლ %= ს-ა ==. –-–– 7 

  
“-=ჩ>.> :000ი0ლC „06= 

თდით+6თიე 2”; 
  

  

:0ლ0ინ2ა 
“ადელ ით სალი0ეყნთნიას 096000060, ი06XM0C) ლია იალნთაინ «იილსიძხ«ალლ 

  ·ე= 52 შეიაგ-52რ + ს6+6>- ი 442) VL--- აყლილდ 

M#+54= =4 ·0=#/0 (#–27) ჩ- თეი. +, 6 

"სჩ-)ე=ას/+თ) :09Cი0Cდ 

'Cჩ+2=) M=1 "0=#9 (2C--,) ჩ-ს დ-ი ·8 

'IMჩ+290=ჩ+თ :ილ0ილ« 
%X.ჩ+=9) I=4! '(79ჩ--ჩე?) (1--/,2C) = (”0,ჩ/--დი) > 

·=თე+-.ჩ-ე2 :9C0ი9C 

“ცჩ--,2) == "0=ჩ0ჩა-გ-თი(L+,+2) ·9 

'L



რ. V#=(1+ყ)თ+ ყ'. 
პასუხი თ=2(1-ჯ)+C06C 70, ყ=–2--უჯზ-L-C”/ (1 -L ჯუ) 

1 - 

7 ყ=-–- --V (2თ+Vყ)- 

1 – 
პასუხი: ფუ=- ია + -0-, ყ=- იი თ. 

ვ V » 
– #2+C-) 

8, ყ=ყ I»V". პასუხი: ყ=(V/ 21+0-–1) 6 · 

9 ყ=V-+ 5 თ. პასუხი: «=(ს-C)C, ყ?+-4ე%1=0. 

10. ყე მ-- 2-ს -+ყ=0. პასუხი: ყბ--20თ>+C01=0; ყ?ბ=ე1, 
11, ვყ'მ. უბე -.2,მყ =0, 

პასუხი: 2ყ-0ეპ+303=0; 9ყ4+-3=0. 

12. ყ=(2+ყ9 VI 1–/”. პასუხი: ყ+0- 451 =0, ყ=2. 

  

13, გ=-. MI, პასუხთ თ+0=1»(>+|/ 2-1) 

  

77 . –- 

1. თ=- ე ა სასუხთ 0%-0VI+ი1=0; ყბ=4ც"?. 
15, ეყმ-მრეყყ + 8მეზ=0. პასუხი: C?პყ=(0თ--1)?; 27ყ=42% 

ვ 

16 ყ==“V +თს/ 1--ყშ. 
3 ვ 

9. 
3. ე 3. 

პასუხი: ყ=0თ+ის/ 1-0); ყ.-თ? ==", 

17 თყ?ე მ ყმყ +-ეზჯ=0. 

პასუხი: C1ბთ- იყ +იბ=0; ყ"--4ებიბ=0. 
18. (1--დ)ყ'შ 1 2თყყ ++ დზ=0, 

პასუხი: დბ+ყ"-1=(/+C)"; თ'+ყბ=1. 
ამოხსენით პირველი რიგის # ხარისხის შემდეგი დიფერენციალური 

განტოლებები: 
1 ყზ-ეთ=0, პასუხი: 4ც:მ--9(ყ/-+-C)=0. 

2, თყყმ--რთ--ყყხ++-ყ=0. პასუხი: (/-0თ)(--2-+თ=ბ. 

ვ. ყმ+:წყ+72%=-0, პასუხთ (V+0)>M+თ=-ი. 
წვ



4, ყბ--7ე-+-6=0. პასუხი: (ყV-+C)ბ--7ე2(ყ+C)--6»?=0ა 

5 (1--ჯ)ყმ-L42(1-- ემ) ყ'ბ-- ს --4თ =0, 
პასუხი: (#+2ე?-+C0)I(/-+C0)ბ1--(8X0810 დ)?1) =0, 

ნ. (ყმ--ე)ბ-–ყ (ყ?წ-+-9)ზ=0. 

პასუხი: თ=0-L2|ს/ 1-- ყუ-8IXლ ვი (2ყ/--1) 

7 ყ"(2?+ყ?)? ყბ-+-2თყყ-- ფერ ყბ=0, 

პასუხი: #->6( 0+5-).



თავი IL 

პირველი რიზის ღდიფერენშიალური განტოლების 
ინტებრალის არსებობისა და ერთადობის საკითხები 

ქვემოთ, წინასწარ, შევეხებით ზოგადი მათემატიკის ზოგიერთ საკითხს, 
რომლებსაც გამოყენება აქვთ დიფერენციალური განტოლების ამთხსნის 
არსებობისა და ერთადობის დამტკიცებაში. 

§ 1, მეტრული სივრცე. ცნობილია, რომ მათემატიკური ანალიზის 
მრავალი საკითხი დაკავშირებულია რიცხვებს შორის მანძილის ცნებასთან» 

დიდი მნიშვნელობა აქეს ნებისმიერი სიმრავლის ელემენტებს (წერტილებს) 
შორის მანძილის (მეტრიკის) განსაზღვრას. იგი საშუალებას გვაძლევს 
“ზოგადი ბუნების სიმრავლეში შემოვიღოთ ანალიზის მნიშენელოვანი ოპე– 
რაციის –– ზღვარზე გადასელის ცნება. 

მეტრული სივრცის განსაზღვრა შემოიღო მ. ფრეშემ მეოცე საუკუნის 
დასაწყისში. ნებისმიერ სიმრავლეს X მეტრული სივრცე ეწოდება, თუ 
ყოველ ორ ელემენტს XI), X9 CXჯ შესაძლოა შევუსაბაპპოთ არაუარყო- 

ფითი რიცხვი ი (XI), XC), რომელიც დააკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

1) 0 (XX), #2))>>0, ამასთან ი (XV), X0)=0 მხოლოდ მაშინ, როცა 

XX =ჯ) (იგივეობის აქსიომა). 
2) 0 (ჯი), (9) = 0 (#9, #V) (სიმეტრიის აქსიომა), 

3) ნებისმიერი სამი ელემენტისათვის ჯ(), ჯრ, ჯ0)C X მართებულია 
უტოლობა - 

0 I), #I9) <0 (XIს), X9I) + 0 (XII, ჯმ) 

(სამკუთხედის აქსიომა). 
ხშირად რიცხვს 0 (XV), ჯ)) უწოდებენ მანძილს ჯ»”! და ჯI) ელემენ– 

ტებს შორის. მოყვანილი განსაზღვრიდან ჩანს, რომ (6(XI9), #X)) არის ორთ 
ჯა და ჯმ ცვლადის ნამდვილი ფუნქცია. ამ ფუნქციას სივრცის მეტრი– 

კას უწოდებენ. 
ვიტყვით, რომ მიმდევრობა (X„)C>X კრებადია ჯ" C X  ელემენტისაკენ 

თუ III 0(ჯ,, »")=0. სხვანაირად ეს იმას ნიშნავს, რომ ელემენტთა მიმ- 
M”ა-. თ 

დევრობა (ჯგ) კრებადია ჯ”? ელემენტისაკენ, თუ ნებისმიერი რიცხვისათ- 
ვის 6>0 არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხეი M#=I (ი) რთმ 

წ5



7 (X, X)<6 როცა >». Xჯ" ელემენტს უწოდებენ (X-) მიმდევრობის 
ზღვარს და წერენ X»„ -+ ჯ". 

§ 9. მანძილის ზოგიერთი თვისება, მართებულია შემდეგი 

თეორემა. 0(X, ყ) არის მისი »,9ყCX არგუმენტების უწყვე- 

ტი ფუნქცია. 
მართლაც, ვთქვათ #-> ჯ? და ყა-- ყ", სადაც IX»I, IV). ჯ,ყCX, 

მაშინ სამკუთხედის აქსიომიდან ადვილად გამოვიყვანთ 

| -(Xი, ყი») –– C(X", ყ") |==0(Xი, X")+ C(ყი ყ), 
საიდანაც მივიღებთ 

110 0(Xი, V»)= 0(X", ყ”). 
გ”. 

თეორემა დამტკიცებულია. ' 

თეორემა. კრებად მიმდევრობას '(ჯა)CX აქვს მხოლოდ 

ერთი ზღვარი. 

ვთქვათ, X„ –>X#ჯ' და ჯი > XXს როცა »-> თ და ჯ" 2 9. გამო- 

ვიყენოთ სამკუთხედის აქსიომა ელემენტებისათვის ჯ", #"X, ჯგ C XI, გვექ– 
ნება · 

0(X", ჯ"') <- 0(X", Xი)+ 0(X-, X""). 
თანახმად დაშვებისა, როცა =-> თ, მაშინ უკანასკნელი უტოლობის 
მარჯვენა ნაწილი მიისწრაფვის ნულისაკენ. მარცხენა ნაწილი არაუარყო- 
ფითი რიცხვია. ამ პირობებში უტოლობა შესაძლებელია მხოლოდ მაშინ, 
როცა ჯ"==ჯ?, ეს ეწინააღმდეგება დაშვებას და თეორემა დამტკიცე–- 
ბულია. 

თეორემა. თ'უ IX), X"CX და ჯა ->X#9, ხოლო ყCX არის ნე- 
ბისმიერი ფიქსირებული ელემენტი, მაშინ რიცხვითი 
მიმდევრობა (ი(ჯი, ყ)| შემოსაზღვრულია. 

მართლაც, გვაქვს 
0(X», ჭყ) < 0(Xი, »ჯ')+ 0(X", ყ). 

რაკი ჯი > ჯ%, ამიტომ რიცხვთა მიმდევრობა (0(Xა, X%)) შემოსაზღვრუ- 

ლია რაღაც C, რიცხვით. რაც შეეხება 0(X?, ყ) მანძილს, იგი სასრული 

რიცხვია. ამრიგად, 9%(X, ყ)=0)1-L0(X”, ყე)=–C, როცა #=1; 2,... 

დავამტკიცოთ კიდევ შემდეგი 
თეორემა, თუ მიმდევრობა (ჯა)CX კრებადია ზღვარისა–- 

კენ »„CX#, მაშინ ყოველი ქვემიმდევრობა (X.,)=I(X») აჭ- 
რეთეე კრებადი იქნება იმავე »" ზღვრისაკენ, 

პირთბის თანახმად, ნებისმიერი რიცხვისათვის 6>0 არსებობს ისეთი 

ნატურალური რიცხვი #= XC), რომ როცა M>M, მაშინ ი(Xა, X")<6- 
წს



მაგრამ, მაშინ ჩ(X»,, X)<58, როცა #X+1>.-. ეს იმას ნიშნავს, რომ ქეე- 

მიმდევრობა (X,,) კრებადია ჯ? ზღვრისაკენ. 
§ 8. მეტრული სივრცის მაგალითები. 1, განვიხილოთ (ი, ხ) სეგმენტ- 

ზე განსახღვრული ყველა უწყვეტი ფუნქციის სიმრავლე CILი, ხ), რო- 
მელშიც X(#0), V(I) C CIთ, ს) ელემენტებს შორის მანძილი განსაზღვრულია: 
ტოლობით: 

0(X, ყ)= 108X | X(I) –– ყ(I/) 1. (3.1) 
ძ<1<ხ 

ამ ტოლობით განსაზღვრული მანძილისათვის, „ცხადია, დაცულია იგი- 
ვეობისა და სიმეტრიის აქსიომები. დავრწმუნდეთ, რომ შესრულებული> 
სამკუთხედის აქსიომაც; მართლაც, თუ XLI), ყV(I), #(ჯ) C CIთ, ს) ნებისმი– 
ერი ელემენტებია, მაშინ ჯC IV, ს) არგუმენტის ყველა მნიშენელობისათ- 
ვის მართებულია უტოლობა 

| X(#) –– ყV() 1 = | X(6) –– 2(6) |+ | (0) –– ყ(ი I, 
საიდანაც 

XI8X | X(#) –– V(#) I << X08X | X(0) –– #(7) (+ IX |2(0 –– VV) I, 
1CI0. 8) IC, ხ) (CI0, 6) 

9(X, ყ)=C6(X, #)+0(>, 4). 

ელემენტების მიმდევრობის კრებადობა (3.1) მეტრიკის მიხედვით ნიშ. 

ნავს ამ მიმდევრობის თანაბარ კრებადობას უწყვეტი ზღვარითი ფუნქ- 

ფიისაკენ, მართლაც, ვთქვათ მიმდევრობა (X» (())CCIით, ბ) კრებადია 
X"ცV) C CIთ, ხ) ფუნქციისაკენ (1.1) მეტრიკის მიხედვით. მაშინ, ყოველი. 
>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი X»= XVC§), 
რომ როცა M=>X, შესრულდება უტოლობა 7ოიმX 1 Xა(8) –– ჯ"C) |<6. მა- 

ძ. 
შასადამე, 1 C IC, ს) არგუმენტის ნებისმიერი მნიშენელობისათვის, როცა. 

>, მართებულია უტოლობა; | ჯე(1) –– XC) |< 6. ეს კი იმას ნიშნავს, 

რომ მიმდევრობა (X„-(C,)) თანაბრად კრებადია ჯ"(ჰ) უწყვეტი ფუნქციისა– 

კენ (თ, ხ) სეგმენტზე. 

პირიქით, თუ მიმდევრობა IX,()) თანაბრად კრებადია ჯ"(I) ფუნქ- 

ციისაკენ IC, ხ1 სეგმენტზე, მაშინ 11თ ი(X„, »")=0. 
”.ვ თ 

2. ახლა განვიხილოთ (ი, ბ) სეგმენტზე განსაზღვრული ისეთი უწყვე– 
ტი ფუნქციების სიმრავლე CMთ, სხ), რომლებსაც ამ სეგმენტზე აქვთ 

ყველა წარმოებულები ჯ რიგამდე ჩათვლით. ამასთან, იგულისხმება, რომ” 
ნული რიგის წარმოებული არის თვით მოცებული ფუნქცია. მანძილი ნე– 

ბისმიერ X(#), ყ(9) C CM)Iთ, ს) ელემენტებს შორის განვსახღვროთ ტო–- 
ლობით: 
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ი(X, ყ)= >? X09X | XXXI) –– ყIძ00 I. (3.2) 
1=00<1<ხ 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ამ ტოლობით განსაზღვრული მან- 
ძილი აკმაკოფილებს პირველი პარაგრაფის 1)-- 3) აქსიომებს. რაიმე 
III 0)) =CC(MმM თ, ხ) მიმდევრობის კრებადობა ზღვარითი ელემენტისაკენ 

ჯ"=X"LC) = CMIთ, ბ) ნიშნაკს, როგორც თეით (|X,!!)) მიმდევრობის თა- 

ნაბარ კრებადობას ჯ" ელემენტისაკენ, ისე წარმოებულთა |XVIX()) მიმ- 
დევრობის თანაბარ კრებადობას ზღვარითი ფუნქციისაკენ X%M)= ჯ%)((), 
ჯ15=1, 2,..., #. 

§ 4. სრული სივრცე. შემოვიღოთ შემდეგი განსაზღვრა: მეტრული X 
სივრცის ელემენტების უსასრულო მიმდევრობას (X,) ფუნდამენტური მიმ- 

დევრობა ეწოდება, თუ ნებისმიერი რიცხვისათვის 6>0 არსებობს ისეთი 
ნატურალური რიცხვი #V==X(6), რომ როცა თ), M=>X, მაშინ 

0(Xთ. X8) <6. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ თუ მიმდევრობა (X„) კრებადია ელემენტი- 
საკენ X»" C X, მაშინ (X-) იქნება ფუნდამენტური მიმდევრთბა. ეს წინა- 
დადება გამომდინარეობს უტოლობიდან: 

0(X», Xი)=0(Xთ, ჯ»ჯ.)+ 0(X", Xი), 

რომლის მარჯვენა ნაწილი მიისწრაფვის ნულისაკენ როცა #7, # -> C. 
შებრუნებული წინადადება, საზოგადოდ, არ არის მართებული. 

განსაზღვრა. თუ მეტრული სივრცე ჯ» ისეთია, რომ ნებისმიერი 
ფუნდამენტური მიმდევრობა (X„)C>Xჯ კრებადია ამავე სივრცის რაიმე 
ელემენტისაკენ X%?, მაშინ X სივრცეს სრული სივრცე ეწოდება. 

დავამტკიცოთ, რომ სივრცე (CIთ, ბს) სრულია. მართლაც, ეთქვათ, 

წX.C))=C(თ, ა) არის ნებისმიერი ფუნდამენტური მიმდევრობა. მაშინ, 

თანახმად ფუნდამენტური მიმდევრობის განსახღვრისა, როგორიც უნდა 

იყოს რიცხვი 6>0 არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი XV = M(6), 
როცა I, M=>XX, მაშინ 

0(Xოთ, Xი)= 1038X IXოC) _ XC) ს 

(C(0, ხ) 
. 0. 

: |Mთ(,) –– ჩჯ„(წ) |<5, ყველა 1 C LV, შ)- 
ეს იმას ნიშნავს, რომ უწყვეტი ფუნქციების მიმდევრობისათვის IXჯა(/)) 
შესრულებულია თანაბარი კრებადობის კოშის პირობა (თ, ბ) სეგმენტზე. 

ვთქვათ »"L) წარმოადგენს ამ მიმდევრობის ზღვარით ფუნქციას. ფუნქ- 

ცია XM%I) უწყვეტია Iთ, ხ1 სეგმენტზე, ე. ი. X%L) C CLი, ბ). წინადადება 
დამტ კიცებულია. 

58



§ ნ, ოპერატორი მეტრულ სივრცეში. ავიღოთ ორი მეტრული სივრ–- 

დძე X და X. ვთქვათ, რომ ყოველ ელემენტს X» C X, გარკვეული წესით, 
შესაძლოა შევუსაბამოთ ერთი გარკვეული ელემენტი VC XL. შესაბამისო– 
ბის წესი აღვნიშნოთ სთ ასოთი, ხოლო შესაბამისობის ფაქტი ჩავწეროთ 
ასე: ყ=VXჯ ან ყ= VI). ამ პირობებში იტყვიან, რომ X სივრცეში გან- 

საზღვრულია გადასახვა ანუ ოპერატორი თ, რომელიც X- სივრციდან 

მოქმედებს X. სივრცეში. როცა ჯ გაირბენს X სიერცის ყველა წერტილს, 

მაშინ ოპერატორი ყ=VVX წარმოქმნის გარკვეულ XLI(CX) = X სიმრავლესა 

7X სივრცეს უწოდებენ წ ოპერატორის განსაზღვრის არეს, ხოლო 
CVL(CX) სიმრავლეს უწოდებენ V ოპერატორის მნიშვნელობათა სიმ- 

რავლეს. კერძოდ, როცა »X რიცხვთა სიმრავლეა, მაშინ ყ=VI”X ოპე– 
რატორს უწოდებენ ფუნქციონალს. თუ, Xჯ რიცხვითი სივრცეა, 

ხოლო X –- რაიმე მეტრული სიერცე (განსხვავებული რიცხვითი X სივრ- 

ცისაგან), მაშინ ყ=Vჯ ოპერატორს უწოდებენ სკალარულ არგუმენტზე 
დამოკიდებულ ოპერატორს ან აბსტრაქტულ ფუნქციას. როცა 
X და I ორივე რიცხვითი სივრცეებია, მაშინ ოპერატორს უწოდებენ 

სკალარულ ფუნქციას. ვიტყვით, რომ თ ოპერატორი გადასახავს 

X სიერცეს X სივრცეზე, თუ V(CX)=X. იმ შემთხვევაში, როცა 

იმ(X)C=” ეიტყვით, რომ V ოპერატორი გადასახავს X სივრცეს X# 

სივრცეში. 
ის, რაც X და X სივრცეების შესახებ ითქვა, შეიძლება გავიმეოროთ 

ამ სივრცეებში აღებული სიმრავლეებისთვისაც. ვთქვათ, M# არის X სივრ–- 
ცის რაიმე სიმრავლე, რომელსაც V ოპერატორი გადასახავს X სივრცის 

სიმრავლეში VI(#M#). ხშირად, I(CM)Cლ=X სიმრავლეს უწოდებენ CV ოპე- 
რატორის სახეს, ხოლო M სიმრავლეს–V ოპერატორის პირ- 

ველ სახეს. 
ვთქვათ, სიმრავლე M#=X# არის ს ოპერატორის განსაზღვრის არე, 

ხოლო სიმრავლე V(C1#) –-V –– მნიშვნელობათა არე. ვიტყვით, რომ დ 

შებრუნებადი ოპერატორია, თუ VX=ყ განტოლებას, ყოველი ელე- 
მენტისათვის ყ C ICI), აქვს ერთადერთი ამონახსნი ჯC M. როცა V 
შებრუნებადი ოპერატორია, მაშინ ყოეელ ყ C VI(M) ელემენტს ეთანადე– 
ბა მხოლოდ ერთი ელემენტი XC #, რომელიც წარმოადგენს სIX=ყ 
განტოლების ამონახსნს, აღვნიშნოთ ეს ამონახსნი ასე: CV“ Iყ=X. ოპერა- 

ტორს #1 ეწოდება V ოპერატორის შებრუნებული ოპერატორი, 
ცხადია, რომ ნებისმიერი ელემენტისათვის XჯC M გვექნება V-1VIX=X, 

ხოლო ნებისმიერი ყ C VCM) ელემენტისათვის VI ყ=ყ. 
§ 6. ბანახისა და კაჩოპოლის თეორემა! ვიგულისხმოთ, რომ X 

სრული მეტრული სივრცეა, ხოლო XI C X-–-ჩაკეტილი სიმრავლე. ვთქვათ 

1 ამ თეორემას, ხშირად, უძრავი წერტილის პრინციპსაც უწოდებენ, 
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თ ოპერატორი #/ სიმრავლის ელემენტებს ამავე სიმრავლის ელემენტებ- 

ში გადასახავს: LM) C= 7/. ელემენტს ჯC #I ეწოდება V ოპერატორის 
უძრავი წერტილი, თე 

ა X=ჯ. (6.1) 

ავიღოთ ორი ნებისმიერი ელემენტი ჯ,, XC #. თუ შესრულებულია 

უტოლობა 
0(VXა LI Xეა=Cთ90(XI, X2) (6:2) 

სადაც 0<Cთ<1, მაშინ V ოპერატორს კუმშვის ოპერატორი ეწო- 

ბა. 

შე დავამტკიცოთ ბანახისა და კაჩოპოლის "მემდევი 

თეორემა, თუ V კუმშვის ოპერატორია და სრული სივრ- 
ციდან X ისევ ჯ სივრცეში მოქმედებს, მაშინ Xჯ სივრ- 

ცეში არსებობს V ოპერატორის ერთადერთი უძრავი 

XCX წერტილი: ს ა=ჯ. ამასთან, „ჯ" წარმოადგენს 

ზღვარს (წჯ„)ლ=XჯX მიმდევრობისა, სადაც IXა=Xჯოსი 
.1=0, 1, 2,--.,/ ჯე–– ნებისმიერი ელემენტია. გარდა ამისა, 
შესრულებულია შეფასება: 

  0(Xი, X,)· (6.3) ი(Xთ X")<; 4 

თეორემის დასამტკიცებლად ავიღოთ ნებისმიერი ელემენტი ჯე C X და 

ავაგოთ შემდეგი მიმდევრობა: 

X.=VXი, X= CსXი.. “ Xს»=სXთ- ც...-ლ X. 

დავამტკიცოთ, რომ მიმდევრობა |Xჯ, IM2 ფუნდამენტურია. თუ გამოვი- 

ყენებთ თეორემის პირობას, გვექნება: 

0(X,, X,)= 0(C Xი; C X1)==Cთ0(Xე: X,)= Cთ0(Xი, VIXა), 

0(Xვ, Xკ)= 0(VX,, CVXა) ==2თ0(X,, X-)==თ?0(Xე, CI Xი), 

აქედან, ნებისმიერი ნიშნაკისათვის » 21 =>#, მივიღებთ: 

0(Xთ Xი) MX, Xო+))+ 0(Xთ+V X»ი+3) +... +00%ი-. Xი)= 

  ლ (ოთ ტო... + თ% 1) 0(Xე, IIXი) =- = 

– 

- –CXი, LIXი)· 

გამოვიყენოთ პირობები: C<1, (აი ფრ -- თე<თ”, გვექნება 

0(Xთ» Xი) <2   – IX. თXI). (6.4)



ახლა ცხადია, როცა »ი, #-> თ, მაშინ 0 (X», Xი)->0. ამრიგად 

მიმდევრობა (ჯX» I»-ი ფუნდამენტურია და, ვინაიდან X სრული სძერცეა, 

ამიტომ არსებობს ისეთი ელემენტი ჯ%"C X, რომ მართებულია ტოლობა 

1100 0(Xთ, X") =0. 
თ თ 

დავამტკიცოთ, რომ ჯ? არის V ოპერატორის უძრავი წერტილი ანუ 
(6.1) განტოლების ამონახსნი. გვაქვს 

0(X', VX')=0(X", Xთ)+0(Xთ, IX )=0(X", Xი) + 

+0(VXო-ის VX")<0(X", Xო)+თი0(Xთ-ი X"). 

რაკი ჯ" არის ( ჯX,) მიმდევრობის ზღვარი, ამიტომ ნებისმიერი რიცხვისა- 
თვის 6>0 და საკმარისად დიდი ნიზნაკისათვის », შესრულდება უტო- 
ლობები 

8 6 
0(X", Xთს)<-–, 0Xო-) XL)>=, 

2 2თ 

რომელთა დახმარებით წინა უტოლობიდან მივიღებთ: ი(ჯ", VI XV)<წ 
რადგან 6 ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, ამიტომ უკანასკნელი ატოლო– 

ბიდან მივიღებთ: LI X%"= ჯმ, 
ახლა დავამტკიცოთ, რომ ამონახსნი ჯ“ ერთადერთია. დავუშვათ, რომ 

განტოლებას (6.1), გარდა ჯ" ამონახსნისა, აქვს ამონახსნი ჯ"?, მაშინ 

გვექნება 
0(X", »"")=0(VX", 0 X"") =0ი(X", ჯ"") 

საიდანაც მივიღებთ: თ>>1. ეს კი ეწინააღმდეგება თეორემის პირობას. 
თეორემის დამტკიცების დასამთავრებლად საჭიროა ვუჩვენოთ, რომ 

მართებულია შეფასება (6.3). ამისათვის უტოლობაში (6.4) დავაფიქსი- 
როთ » და გადავიდეთ ზღვარზე როცა M-> <<, გარდა ამისა, გამოვიყე- 
ნოთ ტოლობა VXა=Xც მივიღებთ (6.3). თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 7. პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების ინტეგრალის 

არსებობისა და ერთადობის თეორემა, დავამტკიცოთ პიკარის შემდეგი 

თეორემა. ეთქვათ მოცემულია დიფერენციალური გან- 

ტოლება 

2 = ICC #) დ.) 
ძX 

და საწყისი პირობა 

%0= 9(Xი), (7.2) 

სადაც /(# ყ) განსაზღვრულია გარკვეულ არეში (#ჯ), რო- 
მელიც შეიცავს («, ყ)C(») წერტილს. ვიგულისხმოთ, 
რომ (7) არეში ფუნქცია /(X 9) უწყვეტია და ყ ცვლადის 
მიმართ აკმაყოფილებს ლიპშიცის პირობას: 
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I 7(C% V,) – / CV, ყი) | <- 4 | 9, –– 90 I, (7.3) 

სადაც # მუდმივია. 

მაშინ გარკვეულ სეგმენტზე |IX– ჯ-აI=ძ არსებობს (7.1) 

განტოლების ინტეგრალი V=VCთ(») რომელიც აკმაყოფი–- 

ლებს საწყის პირობას (7.2). 

დამტკიცებისათვის შევნიშნოთ, რომ დიფერენციალური განტოლება 

(7.1) და საწყისი პირობა (7.2) შესაძლოა შევცვალოთ შემდეგი ეკვივა–- 

ლენტური ფუნქციონალური განტოლებით 

«(00 =ყი+ | /(#, §(1)) ძL. რ.4) 
Xი 

რაკი /(X, ყ) უწყვეტი ფუნქციაა (7) არეში, ამიტომ რაღაც დახურულ 
არეში (#”)C()), რომელიც შეიცავს (X, ყა) წერტილს, გვექნება: 
| #(X. ყ) :=X#, (X, ყ) C (#X). 

ახლა, რიცხვი ძ7>0 ისე შევარჩიოთ, რომ ”შმესრულებული იყოს პი- 

რობები: . 

1) როცა  X–- X|< 0 IV-V |=X9ძ, მაშინ (X, ყ)C= (72), 
2) 170<1. 
ამის შემდეგ, ' განვიხილოთ 1Xჯ-–- XI <0 სეგმენტზე განსახღვრუ– 

ლი ისეთი უწყეეტი დ ფუნქციების სიმრავლე C", რომლებისთვისაც 
| დ(X) –– ყა| = #ძი. მანძილი დ,(ი), დ») ფუნქციებს” შორის იყოს 
ი(დ,, დ;) == 209 | დ,(X) –– თჯ(X) | აღენიშნოთ |X-– XI =0 სეგმენტზე გან- 

„სახღვრული ყველა უწყვეტი ფუნქციის სიმრავლე CIXა-- ძ, Xი+-ძ) 
სიმბოლოთი. იგი, როგორც ვიცით (იხ, § 4), სრული სივრცეა, სიმრავლე 
C" წარმოადგენს CIXა– ძ, Xა-+ძ) სივრცის ქვესივრცეს. ამის გამო 0” 
არის სრული სიერცე. 

ავიღოთ ოპერატორი V= დ, რომელიც განსაზღვრულია ტოლობითა 

ჯ 
MVC)=%ი+ | /(V, 9) 9, 

%05 

სადაც | X- X-I<ძ. ადვილი შესამჩნევია, რომ | მოქმედებს (0“" სივრ- 
ციდან ისევ ამ სივრცეში და წარმოადგენს კუმშვის ოპერატორს. მართ- 

ლაც, გვაქვს 

|9/ც0 –– ყ,I= 
  
I #C,, თ(0)) XV =<Xძ. 
X0



ე. ი. CC "CC". გარდა ამისა, თუ VI.(X), V,C0) C C”, მაშინ 

ჯ 

IMI,ფი -– V/-რი | < | | /(V, დ,(0))––,/ (I, დ;(0)) | ძ(< 
%96 

=Mძ თიმ | დ,(X) –– დ;(X) I, 
ე. 0, 

ი(VC,, CV დ.) <- თი(დ,, თ,). 
სადაც თ=1IC6<1. 

ამრიგად, განტოლებას ს>თ=დ, ე. ი. განტოლებას (7,4) სივრცეში 
C" აქ>ვს ერთადერთი ამოხსნა. თეორემა დამტკიცებულია, 

§ 8. ერთ პარამეტრზე დამოკიდებულ წირთა ო/ჯახის დიფერენცია- 

ლური განტოლება. შევისწავლოთ შემდეგი ამოცანა: მოცემულია (/ პა- 
რამეტრზე დამოკიდებული ბრტყელი წირების ოჯახი 

ყ=V(X, C) (8.1) 
და ცნობილია, რომ ჯიყ სიბრტყის (ან ამ სიბრტყის რაიმე არეს) ყოველ 

წერტილზე გადის ამ ოჯახის მხოლოდ ერთი წირი. 
მოვძებნოთ დიფერენციალური განტოლება, რომლის ზოგადი ინტეგ– 

რალი არის წირთა ოჯახი (8.1). 
ამოცანის გადასაწყვეტად გავაწარმოვოთ ტოლობა (8.1) ცვლადით: 

“V – VI(X, 0)- (8.2). 

პირობის ძალით, X0ყV სიბრტყის ყოველ წერტილზე გადის წირების 

(8.1) ოჯახის ერთადერთი წირი. ეს იმას ნიზნავს, რომ (8.1) განტოლე– 
ბაში რიცხვთა ყოველ ჯ და ყ წყვილს შეესაბამება C პარამეტრის ერთად- 

ერთი მნიშვნელობა. თუ C პარამეტრის ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (8.2) 

განტოლებაში, მივიღებთ 9 წარმოებულის გამოსახულებას ჯ და ყ 
XX 

ცვლადებით, ე. ი. მივიღებთ საძიებელ დიფერენციალურ განტოლებას. 
ამრიგად, დაყენებული ამოცანა პრაქტიკულად რომ გადავწყვიტოთ, 

საკმარისია (8.1) და (8.2) განტოლებებიდან გამოვრიცხოთ პარამეტრი C» 

მაგალითი, მოვძებნოთ ყ=C0»' წირთა ოჯახის დიფერენციალური 

განტოლება. ამისათვის გავაწარმოვოთ მოცემული განტოლება, გვექნებაე: 

9 20 ახლა, გამოვრიცხოთ უკანასკნელი და მოცემული ტოლობები– 
X 

დან პარამეტრი 0, მივიღებთ: 4 =2#, ასეთია დიფერენციალური გან- 
X ჯ 

ტოლება, რომლის ზოგადი ინტეგრალია ყ= CX'. 
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§ 9. ერთ პარამეტრზე დამოკიდებულ წირთა ოჯახის მომვლები. ვან- 

ვიხილოთ ბრტყელი წირების ოჯახი 

დ(X, ყ, C)=9, (9.1) 

სადაც C ნებისმიერი ნამდვილი პარამეტრია, ფუნქცია დ არის თავისი 
არგუმენტების მიმართ წარმოებადი ფუნქცია გარკვეულ (»#) არეში. 
ბრტყელ წირს (0) ეწოდება (9.1) ოჯახის მომელები, თუ მისი ყოველი 
წერტილი არის ამ ოჯახისს რომელიმე წირთან შეხების წერტილი, ამას- 
თან, (ე) წირის ყოველი ორი სხვადასხვა წერტილი არის (9.1) ოჯახის 

ორ სხვადასხვა წირთან შეხების წერტილი, 
ეთქვათ წირთა (9.1) ოჯახს მომვლები გააჩნია, მომვლების განტოლება 

იყოს #=V(X), სადაც ვიგულისხმოთ, რომ #(ჯ») არის X ცვლადის წარ- 

მოებადი ფუნქცია. ავიღოთ (ე) წირზე ნებისმიერი წერტილი #M(X, V). 
მომვლების განსაზღვრის თანახმად, 74 (», ყ) არის წირთა (9.1) ოჯახის 
ერთ-ერთი (ე) წირის წერტილი. (ე) წირს 'შეესაბამება C პარამეტრის 

გარკვეული მნიშვნელობა, რომელიც მოცემული წერტილისათვის MC, V) 
განისაზღვრება (9.1) განტოლებიდან: C=CV(X. ყV). აქედან გამომდინარეობს, 
რომ მომვლების ყოველი წერტილისათვის მართებულია ტოლობა” 

დ(X, ყ; C(X, ყ))=0. (9.2) 

ეს იმას ნიშნავს, რომ წირთა (9.1) ოჯახის მომვლების განტოლება არის 

(9.2). მომელების ფაქტიური მოძებნისათვის ვიგულისხმოთ, რომ C=C(Cჯ, ყV) 
არის დიფერენცირებადი ფუნქცია (ა) არეში. მოეძებნოთ მომვლების 
კუთხური კოეფიციენტი X#(X, ყ) წერტილში. ამისათვის ჩავთვალოთ, რომ 

(9.1) განტოლებაში ყ არის ჯ ცვლადის არაცხადი ფუნქცია და გავაწარ–- 
მოვოთ (9.2) განტოლება ჯ ცვლადით, შედეგი ასე ჩავწეროთ 

მჯ _ ძდ ძV , ძდ 90 მC 0ყ " _ 

საყო შX ' 20 L2» სმო 2 1-0. 

რადგან (9.1) ოჯახის მოცემული წირისათვის C მუდმივია, ამიტომ ამ 
წირის მხების კუთხური კოეფიციენტი 71/(ჯ, ყ) წერტილში გამოითვლება 

განტოლებიდან 

(5.1) 

მდ იძი იყ ი ძი? C9-M, იც 
+ მყ ძX ' 

ვიგულისხმოთ, რომ 2 26:0. ცხადია, M(X,ყV) წერტილში მომვლების 
(4 

მხების და (9.1) ოჯახის სათანადო წირის მხების კუთხური კოეფიციენტე- 
ბი თანატოლია, ამის აი MX და (9.4) განტოლებებიდან, გეექნება 

_9C „პლა 

26 სთ თX 

(9,4)



ვინაიდან წირთა (9.1) ოჯახის მომვლების წერტილებისათვის (0(- ს) არ 

არის მუდმივი, ამიტომ 

5 ძC ძყ 

ძ» მყ ძყ თ#X #9 

და წინა განტოლებიდან მივიღებთ 1-0, 

ამრიგად, წირთა (9.1) ოჯახის მომელების განსაზღვრისათვის გვექნება 
შემდეგი ორი განტოლება: 

დ(X, " თ) =0, 

მთ (X, V, C) =0 (9.5) 

0C 

ამ განტოლებებიდან (0 პარამეტრის გამორიცხვის შედეგად მივიღებთ მო– 

მგლების განტოლებას, 
ცხადია, ბრტყელ წირთა (9.1) ოჯახის მომვლები, საზოგადოდ, არ 

ეკუთვაის ამ ოჯახს. 

შენიშენა. განტოლებათა ერთობლიობამ (9.5) შესაძლოა მომველე– 
ბის ნაცვლად მოგვცეს წირთა (9.1) ოჯახის განსაკუთრებულ წერტილთა 
გეომეტრიული ადგილი. მართლაც, ვთქვათ წირთა (9.1) ოჯახს გააჩნია 
განსაკუთრებული წერტილები. გამოვსახოთ განსაკუთრებული წერტილე- 

ბის ჯ დღა ყ კოორდინატები (9.1) განტოლებაში შემავალი C პარამეტრით: 

X=თ(0C), ყ=წ(0), (9.6) 
სადაც თ(C) და 8(0) წარმოებადი ფუნქციებია, მაშინ (9,1) განტოლები– 
დან დავწერთ: დ(თ(0), 8(C), C)=0, საიდანაც C პარამეტრით გაწარმოე–- 

ბის შემდეგ, გვექნება 
ძდ ძთ ძთ , ძდ ივ დ.7) 

მჯ ძი მყ ძC 0. 

რადგან განსაკუთრებულ წერტილებში 2-0, 2-0, ამიტომ (9.7) გან– 
X LV 

ტოლებიდან მივიღებთ 2 =0, მაშასადამე, (9.5) განტოლებებს აკმაყო- 

ფილებს წირთა (9.1) ოჯახის განსაკუთრებული წერტილების კოორდინა- 
ბი 

V რიგად, ყოველი წირი, რომელიც (9.5) განტოლებით განისახღვრე–- 
ბა, ყოველთვის არ იქნება წირთა (9.1) ოჯახის მომვლები და, როცა 

ხსენებული წირი მოძებნილია, საჭიროა დამატებით გამოვიკელიოთ იგი 
წირთა (9:1) ოჯახის მომვლებია, თუ ამ ოჯახის განსაკუთრებული წერტი- 
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ლების გეომეტრიული ადგილი. ზოგჯერ განტოლებათა ერთობლიობა (9.5) 
განსაზღვრავს როგორც წირთა (9.1) ოჯახის მომელებს, ისე ამ ოჯახის 

განსაკუთრებული წერტილების გეომეტრიულ ადგილს. იგულისხმება, რომ 
ზემონათქვამი მართებულია მაშინ, როცა წირთა (9.1) ოჯახს აქვს მომე- 

ლები, ან აქვს განსაკუთრებული წერტილები, ან ორივე ერთად. 
§ 10, წირთა ოჯახის მომვლების მაგალითები. 1. ვთქვათ მოცემულია 

წრეწირების ოჯახი: 

(-–- თფ)"?-+Lყზ –– ე1=0. (10.1) 

მოვძებნოთ მისი მომვლები, 
ამოხსნა. გავაწარმოვოთ (10.1) განტოლება C პარამეტრით, გვექნება 

2(X –– C)=0 (10.2) 

ახლა (10.1) და (10.2 განტოლებებიდან გამოვრიცხოთ პარამეტრი 0, 

მივიღებთ ყ=-+ 0. 
ამრიგად, წრეწირთა (10.1) ოჯახის მომვლები არის 0ჯ ღერძის პარა–- 

ლელური წრფეები ყ=თ და ყ=-–-ძთ (იხ. ნახ. 3). 

| 7 
- 

'_ჩ “– 

  

V ს M 7 +% 
  

    
წ. 

“(CI 
0 

„M   
ნახ, 3. 

2. ა--ღოთ თ პარამეტრზე დამოკიდებულ წრფეთა ოჯახის განტოლება: 

XC05თ+ყ39ით–– 0ე=0, (10.3) 

მოვძებნოთ ამ ოჯახის მომვლები. “· 
ამოხსნა. (10.3) განტოლების თ პარამეტრით გაწარმთების შემდეგ 

მივიღებთ 
V003C –– X810 თ=0 

აქედან და (10.3) განტთლებებიდან, თ პარამეტრის გამორიცხვის შემდეგ, 

გვექნება 
X"-+-ყბ=ყ%, 

მაშასადამე, წრფეთა (10.3) ოჯახის მომვლები არის წრეწირი, რომლის 
რადიუსია «ჯ (იხ. ნახ, 4)+ 
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3, ვთქვათ, კოორდინატთა სათავიდან, ჰორიზონტთან თ კუთბის დახ– 

რილობით და საწყისი წე სიჩქარით, გასროლილია მატერიალური წერ- 

ტილი #(X, ყ), რომელზედაც მხოლოდ სიმძიმის ძალა მთქმედებს. თუ 

0ჯ ღერძს ჰორიზონტის გასწვრივ 

ავირჩევთ, 0ყ ღერძს ვერტიკა- IV 

ლურად ზევით მივმართავთ, მა” 

შინ, როგორც ცნობილია, წერ- 
ტილის მოძრათბის განტოლებები 
იქნება |     

  

_– ჯ 

X=IMი00603Cთ'1, 

L | 

ყ=7ა31სი თ.ჯ--5> , | 
2 

საიდანაც აღვილად მივიღებთ ნას, 4. 
მოძრათობის ტრაექტორიას 

ყლჯწყთ-- ი” ·.., (10.4) 
2M79 0051 თ 

სადაც ყ სიმძიმის ძალის აჩქარებაა,. უკანასკნელი განტოლება წარმოადღ- 
გენს თ პარამეტრზე დამოკიდებულ პარაბოლების ოჯახს (ნახ. 5). მოვძებ– 
ნოთ ამ ოჯახის მომვლები, 

  

  

ნახ. 5. 

ამისათვის (10.4) გავაწარმოვოთ თ პარამეტრით და შედეგი გავ–ტო- 
ლოთ ნულს, გვექნება 

ჯ-- 915- 4-0, (10.5) 
»”. 

ახლა (10.4) და (10.5) განტოლებებიდან გამოვრიცხოთ პარამეტრი თ, 
მივიღებთ 

(10.6) 

ჩ7



რომელიც წარმოადგენს პარაბოლების (10.4) ოჯახის მომვლებს. შეენიშ- 

ნოთ, რომ მომვლები (10.60) თვითონაც პარაბოლია. იმის გამო, რომ 
კოორდინატთა სათავიდან #ე საწყისი სიჩქარით გასროლილი არც ერთი 
მატერიალური წერტილი #(ჯ, ყ) არ გავა (10.6) პარაბოლის გარეთ, 
ამიტომ მას უზრუნველყოფის პარაბოლს უწოდებენ. 

§ 11. პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლებას განსაკუთრე- 

ბული ინტეგრალები. ზევით, ზოგიერთი კერძო სახის დიფერენციალური 
განტოლების შესწავლისას “ (იხ. თავი I, §§ 5, 18), უკვეე შეგეხვდა განსა- 
კუთრებული ინტეგრალის განსაზღვრა. ახლა დავამტკიცოთ შემდეგი 

თეორემა. თუ 

#(». "V + )=0 (11.1) 

ძX 

დიფერენციალური განტოლების ზოგად ინტეგრალს 

დ(X, ყ, C)=0 (11.2) 

მომვლები გააჩნია, მაშინ ეს მომვლები იქნება აგრეთვე 
(11.11) განტოლების ინტეგრალი. 

დამტკიცება. მართლაც, წინა პარაგრაფის ძალით, მომვლები თა– 

ვის ყოველ წერტილში ეხება დიფერენციალური განტოლების ინტეგრა- 
ლების (11.2) ოჯახის ერთ გარკვეულ წირს, თუ #(X, ყ) არის შეხების 

წერტილი, მაშინ ამ წერტილში სიდიდენი X ყ და + დააკმაყოფილებს 

როგორც (11.1) დიფერენციალურ განტოლებას, ისე მოთმვლების განტო- 
ლებას. მომვლების ნებისმიერი სხვა წერტილი შეხების წერტილია (11.2) 

ოჯახის სხვა წირისა და, ამიტომ, სიდიდენი X, ყ და + ამ წერტილში 
X 

ისევ დააკმაყოფილებს (11.1) დიფერენციალურ განტოლებას, ეს იმას ნიშ- 

ნავს, რომ მომკლების ყველა წერტილში სიდჯიდენი X, ყ და + აკმაყო- 

ფილებს (11.1) განტოლებას. მაშასადამე, წირთა (11„-2) ოჯახის მომვლე- 
ბი, როცა იგი არსებობს,“ უსათუოდ (11.1) დიფერენციალური განტოლე– 

ბის ინტეგრალია. თეორემა დამტკიცებულია. 
შენიშვნა. რადკან, სახოგადოდ, წირთა (11.2) ოჯახის მომვლები 

ამ ოჯახს არ ეკუთვნის, ამიტომ (11.1) დიფერენციალური განტოლები» 

განსაკუთრებული ინტეგრალი არ მიიღება (11.2) განტოლე"იდან C პარა- 

მეტრის არც ერთი კერძო მნიშვნელობისათვის, 
მაგალითი. მოვძებნოთ დიფერენციალური განტოლების 

ყ(1-+ყ”)=ეც1 (11.3) 

განსაკუთრებული ინტეგრალი. 
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ამისათვის ჯერ მოვქებნოთ ზოგადი ინტეგრალი. გადავწეროთ განტო- 
ლება (11.3) შემდეგი სახით: 

  ძX=-–- 
+ -22-» ე-ე 

რომლის ინტეგრების შემდეგ გვექნება 

(X – 0)ზ1--ყ1=-0), (11.4) 

სადაც 0 ნებისმიერი მუდმივია. 
როგორც ვხედავთ, ზოგადი ინტეგრალი წარმოადგენს (7, პარამეტრზე 

დამოკიდებულ წრეწირების ოჯახს, რომლის ცენტრი (C, 0) მჯებარეობს 
0ჯ ღერძზე. როგორც წინა პარაგრაფში ვნახეთ, არსებობს (11.4) ოჯახის 

მომველები და იგი წარმოადგენს ორი წრფის ერთობლიობას ყ= +ი და 

ყ=-–-თ. ეს უკანასკნელი ფუნქციები აკმაყოფილებენ მოცემულ განტო- 
ლებას (11.3). 

მაშასადამე წრფეები ყ=ით და #=-- ით წარმოადგენენ (11.3) დიფე- 
რენციალური განტოლების განსაკუ»რებულ ინტეგრალებს, 

§ 19. ორთოგონალურა ტრაექტორიები. განვიხილოთ (0 პარა მეტრზე 
დამოკიდებული წირთა ოჯახი 

დ(X, ყ, 0C)=0. (12.1) 

წირს, რომელიც (12.1) ოჯახის ყველა წირს გადაკვეთს და თითოეულ 
მათგანთან მართ კუთხეს შეადგენს, ეწოდება ამ ოჯახის ორთოგონალური 
ტრაექტორია. 

შევადგინოთ დიფერენციალური განტოლება, რომელსაც წირთა (12.1) 
ოჯახის ორთოგონალური ტრაექტორიები დააკმაყოფილებს, ამისათვის, გა– 
მოვრიცხოთ (12.1) და 

ძდ , ძდ ძVყ =0 

ძX +» მყ ძX 

განტოლებებიდან პარამეტრი 0. გამორიცხვის შედეგი ასე ჩავწეროთ: 

# X, "V 2ი)=0. (12.2) 

ძX 

აქ წარმოებული 9 გეომეტრიულად წარმოადგენს იმ მხების კუთხურ 
X 

კოეფიციენტს, რომელიც (12.1) ოჯახის ნებისმიერი წირის 7I/ (X, ყ) 

წერტილზეა გავლებული. განსაზღვრის ძალით, იმავე #(X, ყ) წერტილ- 
ზე გავლებული ორ»ოგონალურე ტრაექტორიის მხების კუთხური კოეფი- 

ციენტი იქნება -- ---. ამრიგად, ორთოგონალური ტრაექტორიის ნების- 
LV 
ძX 
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მიერი #(ჯ, ყ) წერტილის კოორდინატები და ამ წერტილზე გავლებული 
მისი მხების კუთხური კოეფიციენტი დააკმაყოფილებს პირობას 

1 
”C V, “ი (12.3) 

შX 
ასეთია წირთა (12,1) ოჯახის ორთოგონალური ტრაექტორიების დიფე- 
რენციალური განტოლება (ნახ. 6). ამ განტოლების ინტეგრალები იქნება 
წირთა (12.1) ოჯახის ორთოგონალური ტრაექტორიები, 

4 + # 

ა
დ
 

  წრ · 5 

/ #– | 
ნახ. 6 

    
მაგალითი, მოვძებნოთ პარაბოლების ოჯახის 

ყ=077 (2.4) 

ორთოგონალური ტრაექტორიები. 

ამისათვის, მოცემული და ყ–-20X=0 განტოლებებიდან გამოვრიც- 
ხოთ პარამეტრი C0, გვექნება 

შევცვალოთ ამ განტოლებაში წარმოებული V' სიღიდით +, მიგიღებთ 
ყ 

ორთოგონალური ტრაექტორიების დიფერენციალურ განტოლებას: 

<-ძX+ყძყ=0 
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რომლის ზოგადი ინტეგრალი იქნება 

X#2-L2ყზ =407. (12.5) 

მაშასადამე, წირთა (12.4) ოჯახს ორთოგონალურ ტრაექტორიებს 

წარმოადგენს ელიფსების ოჯახი (12.5). 

§ 18. იზოგონალური ტრაექტორიები, გამოვიყენოთ წინა პარაგრა- 
ფის აღნიშვნები. წირს, რომელიც (12,1) ოჯახის ყველა წირს გადაკვეთს 
და თეთოეულ მათგანთან ერთ- 

სა და იმავე თ კუთხეს შეად- 
გეხს, ეწოდება ამ ოჯახი იზო- 
გონალური ტრაექტორია, 

შევადგინოთ წირთა (12.1) 
ოჯახის იზოგონალური ტრაექ- 

ტორიების დიფერენციალური 
განტოლება. ამისათვის ჯერ 
შევადგინოთ წირთა (12.1) 
ოჯაზის დიფერენციალური გან– 

ტთლება (12.2). 
ახლა ვთქვათ, წირთა (12,1) 

ოჯახის ნებისმიერი წირის #M(X, ყ) წერტილზე გავლებული მხების კუთხე 
0X ღერძის დადებით მიმართულებასთან არის წ. ამავე წერტილზე გამა- 
ვალი იზოგონალური ტრაექტორიის მხების კუთხე იყოს «- 

მაშინ, ცხადია ზ=ჯ -–-თ და 

ო 
.
თ
–
 
ი
.
.
.
 

ა
.
.
_
.
.
.
_
.
.
-
.
 

  

ლ!
 I 

    

ძX 
სადაც თ=(–თ, ხოლო 4 არის (12.1) ოჯახის ნებისმიერი წირის 1 (X, V) 

X 

წერტილზე გამავალლი იზოგონალური ტრაექტორიის მხების კუთხური 
კოეფიციენტი. ამის შემდეგ, (12,2) განტოლებიდან გვექნება 

  

+“. 
XI X, ჭ, 9 =0, 

1+0-#/ 
ძX 
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სადაც - არის უკვე იზოგონალური ტოაექტორიის მხების კუთხური 

კოეფიციენტი #(X, ყ) წერტილში, 
უკანასკნელი დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრალი 

იქნება (12.1) წირების იზოგონალური ტრაექტორიების ოჯახი (ნახ. 7). 
§ 14. დიფერენციალური განტოლების მიახლოებითი ამოხსნა ეილე- 

რისა და კოშის მეთოდით. გავეცნოთ პირველი რიგის დიფერენციალური 
განტოლების : 

(I /Mყ) (14.1) 
თ X ! 

მიახლოებითი ამოხსნის ეილერისა და კოშის მეთოდს, სადაც ფუნქცია 
#(X, ყ) აკმაყოფილებს § 7-ის პირობებს (7#)) არეში. არგუმენტის მოცე- 
მული ჯ მნიშვნელობისათვის, ვიპოვოთ მიახლოებით (14.1) განტოლების 
ის ყ=ყ(X) ინტეგრალი, რომელიც აკმაყოფილებს საწყის პირობას 

5 , ,· V(X-)= =- წე: 

გავავლოთ სიბრტყეზე 0ყ ღერძის პარალელური წრფეები: ჯ= =X, 

X=X X=X..ს სადა Xა<X<X <.... დავუშვათ, რომ ყ =),(X) ინტე- 
გრალური წირის საწყისი წერტილი არის 1#7ა(Xე, 40) (ნას, 8). ამ წერ– 

“I. 
! 

M, 

  

              8 თ 9 ა. 
ნახ. 8. | | 

ტილიდან გავავლოთ წრფის ისეთი მონაკვეთი მეზობელ X=X, წრფის 

გადაკვეთამდე M, (X%,, ყე), რომლის კუთხური კთეფიციენტი ტოლია 
- #(Xა ყე) რიცხვისა. შევნიშნოთ, რომ რაკი მონაკვეთები 7/ე#V =X –-X 

და M,M==-9) – ყე, ხოლო (თ< M,M6XV = #(Xი, ყი), ამიტომ 7#იIV #V, 
სამკუთხედიდან ადვილად გამოითვლება ორდინატი 

V1=Vი + 7 (Xი V0) (X –– Xი). 
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ამრიგად, 1I/)(X, ყ,)) წერტილის კოორდინატები სავსებით განსაზღერუ- 
ლია, ასევე ვიპოვით #Iა(X,, #) წერტილს და ა. შ. 

ზემოთ დასმული ამოცანის გადასაწყვეტად, შუალედი 1X-; XL დავყოთ 

Xე<X <X<.<XI-< X-ს <X წერტილებით მცირე ნაწილებად. შესა- 
ბამისი ორდინატები ყ,, ყე,--·, ი, X გამო ითელება შიმდევრობით შემდეგი- 
ფორმულებით: 

9;=ი0+ (X –– Xე) ,/ (Xი; 30); 

V:= 9 +L+LCX-––- X.) /(X- ყ)), 
––“-'.“".”” (14.2) 

ყი-=ჭVი-§+LCXიგ-) –- Xი-ე) #0ო-, ზში–-ი), 

X#=ყი,ს+CსX– Xი-)) #0თ-ს ყია 

აქედან ადვილად მივიღებთ: 
X=Vი+(X, -– Xი) / (X %ი)-1- (Xვ –– X,) 7 (X, V0+---+ 

- +0თ-,–-X%ა-ა) / (Xი-ა ყი) +(X – #ი-)) /(%ი- ყი-)), (14.3) 

რომელიც წარმოადგენს ზუსტი ყ=V() ინტეგრალის მიახლოებას. თუ 
მოცემული მნიშვნელობა ჯ საკმარისად ახლოა საწყის მნიშვნელობასთან 
Xე როცა # იზრდება, თითოეული ქვეგანაყოფის სიგრძე ნულისაკენ მი– 

ისწრაფვის და შეიძლება დამტკიცება, რომ 11თ |V(X) –- ”X |=0, სადაც 
8->თ 

ყ=ყV(X) არის (14.1) განტოლების ზუსტი ინტეგრალი, რომელიც გაივლის 
(Xი; V0) წერტილზე. 

§ 15,ქ პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების მიახლოებითი- 

ამოხსნა ტეილორის ფორმულის დახმარებით. ვთქვათ ჯ იცვლება IXე, ს) 

სეგმენტზე. ვიპოვოთ მიახლოებით დიფერენციალური განტოლების 

49 (015.1). 
იX 

ამთხსნა IXე, ხ) სეგმენტზე, რომელიც დააკმაყოფილებს საწყის პირობას; 
როცა X=Xე, მაშინ #=ჯე. 

ვიგულისხმოთ, რომ /#(ჯ, ყ) ფუნქცია აკმაყოფილებს მეშვიდე პარა–- 
გრაფში მისთვის შემოღებულ პირობებს (იხ. გვ. 61), აქვს ნაწილობითი · 
წარმოებულები ჯ და ყჯ („ცვლადების მიმართ საჭირო რიგამდე, ხოლო 

V=V(X) არის წარმოებადი ფუნქცია IX, ს) სეგმენტზე აგრეთვე საჭირო 
რიგამდე. 

დავშალოთ (15.1) განტოლების ამოხსნა X=ჯე წერტილის მიდამოში 
ტეილორის ფორმულით, გვექნება 

–_ – L 

9=ყა+> ი C--X)   ყე +... %- მიი 2! ყი + ოკახი, . (15.2). 
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'სადაც ჩო+ახი დაშლის დამატებითი წევრია, აქ ყე ცნობილი რიცხვია, 
გამოვთვალოთ ყე, ე... ყე” რიცხვები, ამისათვის დავწეროთ (15.1) 
-ტთლობა როცა X=ჯე, გვექნება 

%0 == /(X ყი): 
„ახლა (15.1) ტოლობა გავაწარმოვოთ ჯ ცვლადით და შედეგში ჩავსვათ 
ჩჯ=ჯე, მივიღებთ 

#-(2-+ / ”) · 
მს) ძყ Xჯ= XX, ყ=აყი, წ =V0 

თუ (15.11 ტოლობას მეორედ გავაწარმოებთ დღა გამოვიყენებთ უკვე 
-მოძებნილ ყე და ყე რიცხვებს, მივიღებთ ყე” და ა. ში 

ამის შემდეგ, (15.2) ტოლობის მარჯვენა ნაწილში ყველა წევრი იქნე– 
ბა ცნობილი, გარდა დამატებითი წევრისა. მაშასადამე, თუ (15.2) ტო- 
-ლობაში ჩამოვაცილებთ დამატებით წევრს, მივიღებთ (15.1) დიფერენცია– 
ლური განტოლების „მიახლოებით ინტეგრალს ჯ ცვლადის ნებისმიერი მნი– 
შვნელობისათვის Iჯა, ბ) სეგმენტზე. მიახლოების სიზუსტე დამოკიდებუ: 

ლია |X-– X | სიდიდეზე და შესაკრებთა რაოდენობაზე (15.2) ტოლობის 
“მარჯვენა ნაწილში.



თავი III 

მაღალი რიზის დიფერენძიალური ბანტო. ლებები 

§ 1. ს რიგის დიფერენციალური განტოლება, ზემოთ, პირველი თავის 
§ 1-ში მოყვანილი გვქონდა # რიგის დიფერენციალური განტოლების 
განსაზღვრა. იგი ჩაწერილი იყო შემდეგი სახით: 

XV V ყV, V,.. ყI))=0, (1.1) 

სადაც X დამოუკიდებელი ცვლადია, #=4(X) –– საძიებელი ფუნქცია, იგუ– 
ლისხმება, რომ #>1, ფუნქცია # არის თავისი არგუმენტების უწყვეტი 

ფუნქცია #+2 განზომილების რაიმე არეში (7)) და შეიცავს საძიებელი 

ფუნქციის ჯ რიგის წარმოებულს მაინც. 

ვთქვათ მოცემულ წერტილში (Xი, ჯი, #0, #5 ,--, 67) შესრულებუ- 
ლია პირობები: 

XXVXი, ყი, ყი, ეს", V65)) =0, 

#0,   

(C 0X ) 

ძყი! / X=Xა, ყლყი, V”=V2.-, #(9)=ყ(ი) 

მაშინ მოცემული წერტილის მცირე მიდამოში განტოლება (1.1) შეიძლება 
ამოვხსნათ უმაღლესი ყ/) წარმოებულის მიმართ: 

ყი)= #CX წ, ყი... ყო“), (1.2) 

განსაზღვრა. (1.2) დიფერენციალური განტოლების ზოგადი 

ინტეგრალი ეწოდება ისეთ ფუნქციას #=(», C), C;--. Cი), რომე– 
ლიც დამოკიდებულია # ნებისმიერ მუდმივზე C,, 0„.., რ, და აქვს 
შემდეგი თვისებები: 

ა) ფუნქცია Vყ=%(X», CI, C7..-- C„) იგივურად აკმაყოფილებს (1.2) 

განტოლებას 0,, 0,.-·, 0, მუდმივების ნებისმიერი მნიშვნელობებისათვის; 

ბ) მოცემული საწყიი მნიშვნელობებისათვის ყე = 9 (Xა), ყი= 

= V (Xე),-+-, /ნ”7 => V() (ჯე) ისე შეიძლება "შევარჩიოთ მუდმივები 
0, ფ.--. 0”, რომ ფუნქცია ყ=დCდ(ჯ, C,, C„...··, Cი) და მისი წარმოე- 

ბულები აკმაყოფილებს ამ მნიშვნელობებს. 

ზოგჯერ (1.2) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი გამოისახება. არაცხადი 

ფუნქციის სახით: თ(X, V, CV) C ვ... Cი)=0. 
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ყოველი ფუნქცია, რომელიც მიიღება ზოგაღი ინტეგრალიდან C,, Cა, 
-.ა CC, მუდმივების კონკრეტული მნიშენელობებისათვის, წარმოადგენს 
(1.2 დიფერენციალური განტოლების კერძო ინტეგრალს. კერძო 

ინტეგრალის გრაფიკს ინტეგრალურ წირს უწოდებენ. 
ამოვხსნათ (ანუ ვაინტეგროთ) ჯ რიგის დიფერენციალური განტოლება 

(1.2) ან (1.1) იმას ნიშნავს, რომ მოვძებნოთ მისი ზოგადი ინტეგრალი 
და, როცა საჭიროა, მისგან გამოვყოთ კერძო ინტეგრალი, რომელიც მო- 

ცემულ საწყის პირობებსაც აკმაყოფილებს, 
(1.2) დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრალი V=-C(X, 

0, 0». ნი) გეომეტრიულად განსახღვრავს ბრტყელ წირთა ოჯახს, 
დამოკიდებულს # ნებისმიერ პარამეტრზე. სხვანაირად, » რიგ«=ს დიფე–- 

რენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრალი არის # პარამეტრზე და–- 
მოკიდებულ ბრტყელ წირთა ოჯახი. ამ ოჯახის ყოველი წირი წარმოად. 

გენს (1.2) დიფერენციალური განტოლების ინტეგრალურ წირს. 
ისევე, როგორც ბირველი რიგის დიფერენციალური განტოლებისათვის 

(იხ. თავი II, § 7), უძრავი წერტილის პრინციპას გამოყენებით, მტკიც- 
დება (1.2) განტოლების ამოხსნის არსებობისა და ერთადობის შემდეგი 

თეორემა. თუ (1.2) განტოლებაში ფუნქცია /(,ყV,ყV,-., 

ყი) და მისი ნაწილობითი წარმოებულები ყ,ჯწ,..., ყ”) 
არგუმენტების მიმართ უწყვეტია »ა+1 განზომილების 
რაიმე (ჩ#») არეში, წერტილი (I, ჭე, ყე: ·-, ყ6'-1)) C (0,), მაშინ 
არსებობს (1.2) დიფერენციალური განტოლების ერთად- 
ერთი ისეთი ინტეგრალი ყ=ყ(Xა) რომელიც აკმაყოფი- 
ლებს საწყის პირობებს: როცა ჯ=ჯ, მაშინ ყე= =V(Xეა, 1/0== 

=V (Xი),- .” ყი» = ყ/8-XXა) · 

გადავიდეთ (1.1) განტოლების ზოგიერთი კერძო სახის განხილვაზე. 
§. 8. ი რიგის განტოლების ზოგიერთი კერძო სახე. განვიხილოთ დი– 

ფერენციალური განტოლება 
X#VL(X, ყI))=0, (2.1) 

ეთქვათ შესაძლოა ამ განტოლების ამოხსნა ყ) წარმოებულის მიმართ: 

ყი)=Cდ(ი) (2.2) 
თუ უკანასკნელი განტოლების ორივე ნაწილს ძX-ზე გავამრავლებთ და 

შემდეგ ვაინტეგრებთ, მივიღებთ 
ჯ 

ყრ-)= | დცი ძX+C), 

X- 

სადაც X, არის დამოუკიდებელი ცვლადის მოცემული მნიშენელობა, C,- 
ინტეგრების ნებისმიერი მუდმივი. ახლა ეს ტოლობა გავამრავლოთ «X-ზე 

და შედეგი ვაინტეგროთ, გვექნება 
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X Xჯ 

ყი = | I დ(X) იX0X+C)(X –– 1ე)+4+-თ, 
X- X6 

სადაც C, ინტეგრების ახალი მუდმივია: 

თუ იმავე ოპერაციას გავიმყორებთ ჯ,-ჯერ, მივიღებთ (2.2) განტოლე– 
ბის „ზოგად ინტეგრალს 

  

» # (L--X)ბ . , (C-- X)რ V=I ...| დიე ძX.-.-XX+C0 8 +C 8 

I I ' თ-II ო? ფ=2 
–+..-+ Cი- (X–-X)+Cი, (2.3) 

სადაც (თ. 0-.·.·-, C-ს C„ ნებისმიერი მუდმივები, როგორც ვხედავთ, 

(2.3) ტოლობაში ნებისმიერი მუღმივების რიცხვი ემთხვევა დიფერენცია- 
ლური განტოლების რიგს. 

კერძო ინტეგრალი, რომელიც აკმაყოფილებს საწყის პირობებს: როცა 

X=Xც მაშინ Vა= 9(Xე) 9/ე =9/ (XიV:·-·, V6') = XX), როგორც ადვილი 
“შესამჩნევია, იქნება 

ჯ» «> 
(X-– Xე)”-1 

= IL... იჯმყიო- ში 
V I ჯი #9 (I –– 1)! 

Xი XI 

–- ჯ)მლ-? 
+ყ!”“") თ ·-ხVი(X –– Xი) + ჭი: (2.4) 

CI) -– 2)! 

ზოგადი ინტეგრალის პირველი შესაკრები წარმოადგენს »-ჯერად ინ- 
ტტეგრალს დ() ფუნქციისა X ცვლაღითა აღვნიშნოთ იგი ”უ-ით. დავამტ- 
კიცოთ, რომ #, ინტეგრალის გამოთვლა შეიძლება დავიყვანოთ მარტივი 
ინტეგრალის გამოთვლაზე. 

მართლაც, ვთქვათ #=2, გვექნება 

„ Xჯ ჯ »ჯ ჯ 

ძ:=| ძX Iთი000X=| ძX I დ(8) ძ2 
” X6 – #X– 

თანახმად დერიხლეს ფორმულისა, ორჯერად ინტეგრალში ინტეგრების რი–- 
გის გადანაცჰლების შესახებ (იხ, ტა IL, გვ. 454), მივიღებთ 

ჯ ჯ L ჯ XჯX 

ჰა= I ძი | დ(9) 02X= I დ(ი ძ; I ძX= I (– 2 Cთ(7 ი. 
? Xე Xე 2 Xე



როცა ა =3, მაშინ 

თო|თ/თ თბ წი/თ-- 2 დ(0 ძ·:= 
XX XX XX · X6 

- უზ” 
= (თარ /C--აძ-= თათ 

= | = 

X 2 Xი 

  

1 Xჯ 

=-- I (X–– #)პ დ(#) ძ#/. 
X 

ახლა, ვთქვათ ჯ ნებისმიერი ნატურალური რიცხვია და დავუშვათ, 
რთმ მართებულია ტოლობა: 

  

ჩ–1 
2. 1» ჯ 

_ 1 –- „VI-2 ჰი-,= |... | დიიძ» ლ: IC – 2” ?დ(8 ძა, 
"ლ MX %0 

მაშინ 
ჯ 

ძა= I" თარო ა- –-2) 

  

II (ჯ –– 5-ბშ დ(2) ძ4= 

    

ჯ Xჯ 

I თ(#) ძნ I (+ –– 2)5-3 -X= 
1 - 

= I (X –– ფე”“1 დ(ი) ძი. 
(1-2)! 2 : (8 –– 1)! 4, 

ამრიგად, უკანასკნელი ფორმულა მართებულია ნებისმიერი ნატურა- 
ლური » რიცხვისათვის. ამის შემდეგ, (2.2) განტოლების ზოგადი ინტეგ- 
რალი (2.3) შეგვიძლია ასეც ჩავწეროთ: 

1 

(4 –– 1)! 
  

ო.ო–-1 

V= IC– თ) 1დ(2)ძი+0, ი 1 1)! 

(X–X) 9 0.IX=%)  _ 
%თ თ 2 თ-–2! 

ხოლო კერძო ინტეგრალი (2.4) ასე: 

“–...+ 0C»-I(X-–– X)+ Cი, (2.5) 

  

; (X-- "1 I თ-ერ ი()ძი-ყრსაბ % 
(8 –– 1)! , -1)! 

+ყო“5) ს-ა. ც0==2)! +.. ·“+LVი(X –– X0)+ ყი (2.6)



წინა ფორმულა (2.4) გვაძლევს (2.1) განტოლების ზოგადი ინტეგრალის 

წარმოდგენას მხოლოდ ერთი კვადრატურით. ფთრმულა (2.5) კი გვაძ- 
ლევს (2.1) განტოლების კერძო ინტეგრალის წარმოდგენას აგრეთვე ერთი 

კვადრატურით, 
მაგალითი. მოვძებნოთ დიფერენციალური განტოლების 

V”=ლ0ც03 XX 

ზოგადი ინტეგრალი და კერძო ინტეგრალი, რომელიც დააკმაყოფილებს 
საწყის პირობებს: როცა Xჯ=0, მაშინ ყა=#V/(0)=1, ყVე==V'(0)=2» 

ამოხსნა. მოცემული განტოლების პირველი ინტეგრებით მივიღებთ. 

=/ 008 LX ძX-+ C| = “- 310 MX+CI 

9 

რომლის ინტეგრება მთგვცემს 

V#= 

=
=
 1 + იაM4+თ | თ+C- 

C05 MX –– 

ასეთია მოცემული დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრალი. 
კერძო იწტეგრალის მოსაძებნად საჭირთა გამთვთვალოთ საწყისი პი- 

რობების შესაბამისი მუდმივები C, და C:. რადგან ყVყ(0)=Vა=0, ამიტთმ 
Cე=1. გარდა ამისა, იმის გამო, რომ Vყ'(01=V:ე=2, გვექნება C,=2, მა– 
შასადამე საძიებელი კერძო ინტეგრალი იქნება: 

  + -+თ»X+0. 

1 
#M=-, (1 –– 208X)+2X-L-1. 

ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, როცა განტოლება (2.1) ამოიხსნება X 

ცვლადის მიმართ: 

»ჯ=V/ცCთ) = სს” (20), დ.” 
1-1 
  ოლი „ თუ ვიგულისხმებთ, რომ ჯ, წარმოადგენს საძიებელ 

ფუნქციას, მაშინ ცნობილი წესის მიხედვით (იხ. თავი I, § 20) ვიპოვით 
(2.7) დიფერენციალური განტოლების ინტეგრალს 

დ,(, ჯაჯ“ C)=0, (2.8) 

სადაც 0, ნებისმიერი მუდმივია. ვთქვათ შესაძლოა ამ განტთლების ამო- 
ხსნა თ21- თ ცვლადის მიმართ: 

სადაც #2= 
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· წაი.) 

2:= პო“ 

უკანასკნელი. განტოლება წარმოადგენს (2.2) ყაიდის დიფერენციალურ 

განტოლებას 
თუკი განტოლება (2.8) შეიძლება ამოვხსნათ ჯ ცვლადის მიმართ: 

_ _ V /( 6 _ რ ყ 
X=VIXი,, 0,)=M (2 , თ), ჩ23= ქი-ნ' 

მაშინ უკანასკნელი დიფერენციალური განტოლების ინტეგრება მოხდება 

ზევით შესწავლილი წესის მიხედვით (იხ. თავი I, § 20) და გვექნება 

თ» ჩა C), C.) = დე) »” ი 8 თ. თ)=მ, (2.9) 

  # = წ(ი +C.. 

  

       , ხოლო 0, და დვ ნებისმიერი მუდმივებია. თუ ეს გან 

ტოლება ამოიხსნება სათ ცვლადის მიმართ, მაშინ მივიღებთ ისეე (2.2) 

ყაიდის დიფერენციალურ განტოლებას, რომლის ინტეგრების მეთოდიკა 

უკვე ვიცით. თუკი (2.9) ამოიხსნება ჯ ცვლადის მიმართ, მაშინ 

X= VI_კ(/0ჯვ, C., C3)= =V (2 „ე , C), თ). 

ძX 

რომლის ინტეგრება უნდა · შევსრულოთ ცნობელი წესის მიხედვით (იხ. 

თავი 1, § 20). 

გავაგრძელოთ ეს მსჯელობა იქამდე, ვიდრე მიკიღებთ (2.7) განტო- 
ლების ზოგად ინტეგრალს. 

როცა განტოლება (2.1) არ ამოიხსნება არც ყV) წარმოებულის მიმართ 
და არც X ცვლადის მიმართ, მაშინ ხელსაყრელია მისი ინტეგრება დავი– 
ყვანოთ პირველი რეგის დიფერენციალური განტოლების ინტეგრებაზე. 

ამისათვის მავშართოთ ჩასმას ი,= 8 ნ. მაშინ ი - ფლ > და (2.1) გან- 
ტოლება მიიღებს შემდეგ საჯეს: 

#(» 91) –ი, (2.9) 
ძX /· 

რომელიც წარმოადგენს პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლებას 
საძიებელი ფუნქციით /);,. 

ვთქვათ, შესაძლოა (2.9,) განტოლების ინტეგრება. მისი ზოგადი ინ- 

ტეგრალი ჩავწეროთ ასე: 

დ,(X, ჩი 0,)=0, 
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სადაც 0, ნებისმიერი მუდმივია. წარმოვადგინოთ იგი შემდეგი სახითაც: 

დ) (» 98 ' თ) =0, (2.9) 
ძX 

IM.) 

სადაც ელით თუ ამ განტოლებაში საძიებელ ფუნქციად მივიჩნევთ 

დაკ ცვლადს, მაშინ (2.9,) იქნება პირველი რიგის დიფერენციალური გან- 
ტოლება უცნობი ფუნქციით ჯ,. ვთქვათ შეიძლება (2.9,)) განტოლების 

ინტეგრება. მისი ზოგადი ინტეგრალი იყოს 

და (» შია, C,, თ)–მ, (2.9) 

ძთX 

სადაც /ა=- – 3 ; ხოლო (0, და C0,ე ნებისმიერი მუდმივებია. გავიმეო- 

როთ მსგავსი გარდაქმნები ჯ-ჯერ, გვექნება 

  

  დ, (» 40. 0, 0... თ )=9, (2.9) 
თX 

დავუშვათ აქ #=#--1, მივიღებთ 

დი-I(X, მი; CI, C-ს C6ი-))=9, 

სადაც ი, · უკანასკ ელი ტოლობა წარმოადგენს პირველი რიგის 

დიფერენციალურ განტოლებას, რომლის ინტეგრებით მივიღებთ (2.1) გან– 
ტოლების ზოგად ინტეგრალს: 

დ(X, ყ, CI, Cი.--·, Cი)=0, (2|10) 

სადაც C), C;,--., დ, ნებისმიერი მუდმივებია. 
განტოლებები (2.9,კ), (2.9ე),..., (2.9) წარმოადგენენ ე- წ. (2.1) დი- 

ფერენციალური განტოლების შუალედურ ინტეგრა- 
ლებს, მათ შორის (2.90) არის ბირვეფი შუალედური ინტეგრალი, 
(2.9) –– მეორე შუალედური ინტეგრალი და ა. შ. 

§ 8. პარამეტრის ხერხი. ვთქვათ განტოლება 

XV ყI)=0 (3.1პ) 

შეუძლებელია ამოვხსნათ ყი) წარმოებულის მიმართ. ამ შემთხვევაში (3,1) 
დიფერენციალური განტოლების ინტეგრებისათვის ხშირად ხელსაყრელია 
გამოვიყენოთ ე. წ. პარამეტრის ხერხი. ამ ხერხის შინაარსი იმაში მდგო– 
მარეობს, რომ ცვლადი ჯ და საძიებელი ფუნქციის » რიგის წარმოებული 
ყო) უნდა გამოვსახოთ (როცა ეს შესაძლებელია) ერთი და იმავე პარა- 
მეტრით ჯL. კერძოდ, ხსენებული ხერხი გამოიყენება მაშინაც, როტა გან- 
ტოლება (3.1) ადვილად ამოიხსნება ჯ (ყვლადის მიმართ. 
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ვთქვათ განტოლება (3.1) პარამეტრული სახით ჩაწერილია ასე: 

=დ;(/), ყI) =დ,(0). (3.2) 

ფუნქციები დ,(/) და თ,(ჯ) აქ ისე უნდა იყოს შერჩეული, რომ დიფერენ- 
ციალური განტოლება (3.1) და განტოლებები (3.2) იყოს ეკვივალენტური. 

გამოვიდეთ იგივეობიდან: ქძყი 1) ყო», საიდანაც, (3.2) ტოლობე- 

ბის ძალით, გვექნება 
ყიი”)) = | დ;(0 დჯ(0) ძ:=C,0, თა. 

სადაც Cე არის ინტეგრებით წარმოქმნილი ნებისმიერი მუდმივი, 
გავამრავლოთ უკანასკნელი ტოლობა ქყჯ-ზე და შემდეგ ვაინტეგრთთ, 

მივიღებთ: 

ყრა) 5= | ყო“) ძX= | დ;(0 ძა | დ;(() დ;(0) ძი= დ.დ, თ), CI), 
სადაც 0, ინტეგრების ახალი ნებისმიერი მუდმივია. გავაგრძელოთ აღწე- 
რილი ხერხის გამოყენება, გვექნება 

ყ=ფთდაC, Cთ CC»... C). 

ტოლობების ერთობლიობა 

X=ფ,(I), Vყ=0Cთ,(CI, C.-·, C.) 

წარმოადგენს (3.1) დიფერენციალური განტოლების ზოგად ამოხსნას პა–- 
რამეტრული სახით. თუ, ტოლობებიდან (3.3) გამოვრიცხავთ ჯ პარამეტრს 

(როცა ეს შესაძლებელია) მივიღებთ (3.1) განტოლების ზოგად ინტეგ- 
რალს არაცხადი ან ცხადი სახით. 

მაგალითი. ვაინტეგროთ დიფერენციალური განტოლება 

2" –- ყ” –– X=0. 

ცხადია, ეს განტოლება არ ამოიხსნება ყ” წარმოებულის მიმართ. მი- 

ვმართოთ ზევით აღწერილ პარამეტრის ხერხს. ჩავწეროთ მოცემული გან– 

ტოლება, ეკვივალენტური პარამეტრული სახით, ასე: 

X= 2 – ზ ყ”=%, 

გვექნება 

საიდანაც 

ჯ= (დ212-0%= »( –-)-3-+ძ. 
| ახლა, უკანასკნელი განტოლება გავამრავლოთ ძX#-დიფერენციალზე და 
შედეგი ვაინტეგროთ, მივიღებთ: 

ყ= | VმX= I IX L--5-)--+თ CV%2- 11ძ9L= 

ძყ”=V" თX=L(2! 12 -– 1) CL, 
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(I 1 =2V| ს... -L2! _–- რით · 
C; 02 (თ + 19 = 2 ) 6 +0I+თ 

ამრიგად, მოცემული დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგ- 
რალი პარამეტრული სახით ასეთია: 

L ჯ =2! -- 1, ყლ2%V/| + -_ 2( – 
4 ი" (2 41» :5)17( 042 12 –>)1 

+> სბ CთL+ CL, 

სადაც C, დღა (კ ნებისმიერი მუდმივებია. 

§ 4. დიფერენციალური განტოლება XVI), ყი 1))=-0 სახისა. განვი-. 
ხილოთ ჯერ შემთხვევა, რთცა განტოლება 

XჯVXყი, ყო“) =0, (4.1) 

შეიძლება ამოვხსნათ ყI) წარმოებულის მიმართ: 

ყი)=- /(ყიო“1), (4.1) 

ამ განტოლების ინტეგრებისათვის შემოვიღოთ ახალი საძიებელი ფუნქცია» 
გ შემდეგი ტოლობით: #=Vი-). მაშინ, განტოლება, (4,1) ასე ჩაიწერება 

ა'= IC), 

I/_ 

#C 

ვიგულისხმოთ, რომ შესაძლებელია უკანასკნელი განტოლების ამოხსნა # 
ცვლადის მიმართ: 

საიდანაც გვექნება 
X + C, =   

#=CდXX, C), 

ე· ი. 

ყო“1) =დ(Xჯ, CI)" 

ეს განტოლება წარმოადგენს ზევით § 2-ში შესწავლილ დიფერენციალურ 
განტოლებას და, მაშასადამე, მისი ზოგადი ინტეგრალი იქნება: 

M5–1 

ყ=| I თ(X, CV) ძო" .L თვა ?წ+ ···+Cი-.X+C0ი, 

სადაც 0, C„-·, 6, ნებისმიერი მუდმივებია. 

ახლა, ვთქვათ შეუძლებელია (4,1) განტოლების ამოხსნა ყი) წარმოე- 
ბულის მიმართ. ამ შემთხვევაში შეიძლება გაზოვიყენოთ პარამეტრის ხერ- 

ხი (იხ. § 3): 

ყ”)=დ,(0, ყი )=ფ,)თ), (4.2) 
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სადაც იგულისხმება, რომ დ,(0) და და() სათანადოდ შერჩეული ფუნქ- 
ციებია. იგივეობიდან ქყი“))= ყი ძჯ ადვილად მივიღებთ 

Xჯ= || -?ია(ი. ი'+C,. 
დ,(I) 

გარდა ამისა, მართებულია ტოლობები: 

თი). დ, (0) ” 

'ქყიი-3) = ყო-მ) ჯ= წო | ბ დ(ჯ)დ;(I) ძ(+ თ | ძ, 

დ,(I) დ.(I) 

ოთ = ( #0, | თ(09:0) ეც |V+ძ ყრი-| და I) დრ რო 
და ა, შ. უკანასკნელი ტოლობა ასეთი იქნება: 

ყ= I V მX+C0ი- 

აქ შესაკრები I ყშრX, გარდა პარამეტრისა 1, შეიცავს ნებისმიერ მუდმი–- 

ვებს C%, Cუ,.··, C»-· 
ერთობლიობა ტოლობებისა 

_დ;(ჯ) ი1_ 
––-+-თ, 

=| დ,(I) 1 

ყ= I Vრ0X+C0ი 

წარმოადგენს (4.1) დიფერენციალური განტოლების ზოგად ინტეგრალს 
პარამეტრული სახით. 

§ §. დიფერენციალური განტოლება #(VყიM“9, ,(0) =0 სახისა, განვი- 

ხილოთ დიფერენციალური განტოლება 
IVXყრ 3), ყI8)) =0, (5.1) 

სადაც ყრი“? და ს) აღნიშნავენ საძიებელი V=ყV(X) ფუნქციის წარმოე- 
ბულებს შესაბამისად #-–- 2 და რიგისა, I არის თავისი არგუმენტების 

მოცემული ფუნქცია. 
ვთქვათ, შესაძლებელია (5.1) განტოლების ამოხსნა ყი) წარმოებულის 

მიმართ: 
VყI)= სფ” ?). (5.1) 

ამ განტოლების ინტეგრებისათვის შემოვიყვანოთ ახალი უცნობი ფუნქცია 

6=/C09, რომელიც საძიებელ ფუნქციასთან ყ დაკავშირებულია ტოლო- 
ბით #=ყორ-ბ, მაშინ; ტოლობა (5,1) ასე ჩაიწერება გ” = Iო(2), საიდა- 
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ნაც „?=7#,თ. თუ ამ განტოლებას გავამრავლებთ ძ» დიფერენცია ლ- 

ზე და შედეგს ვაინტეგრებთ, მივიღებთ 

2"=0თ,+2 I Xო(ი ძი, 

  , “5 
=== “ C+2/#) (#) იძ”, 

CX 

სადაც C,; ნებისმუერა მუღჯჭივია. აქედან ადჰჯილად მივიღებთ; 

_ ძე 

X+თ | >252>8>». 

უკანასკნელი ტოლობიდან ვიპოვით ახალ უცნობ ფუნქციას #= 

=დCXCX, CI, C2). ამის, შემდეგ საძიებელი ფუნქცია ყ მოიძებნება დიფერენ- 
ციალური განტოლებიდან ყი %=დL, CI, C,), რომლის ინტეგრება უნდა 
შევასრულოთ § 2-ში აღწერილი მეთოდით. 

ახლა ვიგულისხმოთ, რომ განტოლება (5.1) ამოიხსნება ყო“) წარ- 

მოებულის მიმართ: 

  

ყი ა= (ყი). 
მისი ინტეგრებისათვის შემოვიყვანოთ ახალი უცნობი ფუნქცია შემდეგი 

ტოლობით: #=ყIჩ-2), მაშინ უკანასკნელი განტოლება მიიყვანება მეორე 

რიგის დიფერენციალურ განტოლებამდე: „= X7,(»”), საიდანაც, #” (ვლა- 
დის მიმართ დიფერენციალის გამოთვლის შედეგად, გვექნება 

თ 2 = X1(-”) ძ””. 
მაგრამ, ვინაიდან 

ძა= 92 ძX=7#/ძX, 
ძX 

ამიტომ 

”' 9 ორ ძა. 
2 

საიდანაც 

„და = ი" #ვ(თ) ძი. 

უკანასკნელი ტოლობა წარმოადგენს დიფერენციალურ განტოლებას გან- 

ცალებული ცვლადებით და თუ შევასრულებთ ინტეგრებას, მივიღებთ 
#"=0(+2 | #5) 9”, 

'– ოში = V0,+2/ წობი.  



შევნიშნოთ, რომ ეს განტოლება ადვილად მიიყვანება შემდეგი სახის 

დიფერენციალურ. განტოლებამდე განცალებული ცვლადებით: 

  

  
  

_ _ ლ) ძა” _ 

M C,+2 / I5C2)ძ.” 

რომლის ინტეგრებით გვექნება 

IX%5(4”) ძვ” 
Xჯ-– 6C= - · 

'" 1) //0,+21 150ეძ2” 
ეს ტოლობა ერთმანეთთან აკავშირებს ჯ და #” (ვლადებს, რომელიც ასე 
ჩავწეროთ: დ(ჯ, 2”)=0. ცხადია, უკანასკნელი განტოლება წარმოადგენს 
§ 2-ში შესწავლილი დიფერენციალური განტოლების კერძო სახეს უცნო- 

ბი ფუნქციით ჰა მისი ინტეგრებით ვიპოვით # უცნობს. თავიდა5 საძიე- 

ბელი ფუნქციაა კი მიიღება ჩვენთვის უკვე ცნობილი, ყII-9=#,ცკ დიფერენ- 
ციალური განტოლების ინტეგრებით. 

ახლა, ვთქვათ განტოლება (5.1) არ ამოიხსნება არც ყI) და არც 
ყო! ცვლადის მიმართ, მაგრამ შესაძლებელია მისი ჩაწერა ეკვივალენ– 
ტური პარამეტრული სახით: 

ყო =დღ,(, ყი" =და(I), (5.1) 

სადაც # პარამეტრია, ხოლო დ,(ჯ) და და(ჯ) სათანადოდ შერჩეული ფუნქ- 
ციებია. ' 

ამ შემთხვევაში ხელსაყრელია გამოვიყენოთ ფორმულები: 

დყიი )= V/VX, ძყყო““ = ყი», 

საიდანაც, თანახმად (5.1) ტოლობებისა, გამომდინარეობს 

ყ”“) იყ” = ყო) ძყიო–შ =დ)() დ;(,) · 

აქედან მივიღებთ 
  

ყი-)=V/ 2/დ, (0 (0 ი(+თ. 
როგორც ვხედავთ ახლა საქმე გვაქვს შემდეგ განტოლებებთან: 

ყ” ს=V/ 2|დ,(0 დ; 00) ძ(+0,, ყ”-9%=დ;(0, 
რომლებიც განხილული იყო § 4-ში (იხ. (4.2) განტოლებები). 

მაგალითი. ამოეხსნათ დიფერენციალური განტოლება 

ყი ––- ყ”=0. 

გამოვიყენოთ აღნიშვნა #=ყ”, მივიღებთ განტოლებას 2" –-– =0, აქე- 

დან გვექნება #7 ==:ძი, რომლის ინტეგრება მოგვცემს 
წ 1= 0,+7 
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ან 
ე ძ-- “ი 

V C,+თ ” 
სადაც 0) მუდმივია. 

უკანასკნელი ტოლობა არის ისევ დიფერენციალური განტოლება გან– 
ცალებული ცვლადებით. მისი ინტეგრებით მივიღებთ 

”- 0. CV. - =V” 2. 2 ე 

აქედან მივიღებთ მოცემული გმხოლშის ზოგად ინტეგრალს 

C - ყლეა“ ი –2 #6%X-LCეX+C, 

სადაც 0), (კ. C0+ ნებისმიერი მუღმივებია. 
§ 6. დიფერენციალური განტოლება, რომელიც ცხადი სახით არ შე- 

იცავს საძიებელ ფუნქციას და მის წარმოებულებს M რიგამდე. განვიხი- 
ლოთ »უ რიგის დიფერენციალური განტოლება, რომელიც („ცხადი სახით 
არ შეიცავს საძიებელ ფუნქცია, ყ=V(C) და მის წარმოებულებს 

V”, ყ”,.-- ყოს, ჩავწეროთ იგი შემდეგნაირად: 

XC ყე, ყ0+),,.., ყI0) =0. (6.1) 
ადვილი სანახავია, რომ ინტეგრება # რიგის დიფერენციალური ჯან- 

ტოლებისა (6.1) მიიყვანება ისეთი დიფერენციალურა განტოლების ინტეგ- 
რებაზე, რომლის რიგი დაწეულია L ერთეულით. 

მართლაც, "შემოვიღოთ ახალი საძიებელი ფუნქცია #X=/(X), რომელიც 
ძველ საჭიებელ ფუნქციასთან წყ=:ყ (X) დაკავშირებულია ტოლობით 

9=ყი. მაშინ, გვექნება 

ყ+) =ი”, ყ(MI9 = ი”,..., ყ()= ყი-# 

და განტოლება (6.1) მიიღებს შემდეგ სახეს: 

XXLX, #0, ნ”,..., 00-M)=0. (6.1) 

ეს ტოლობა უკვე წარმოადგენს =--# რიგის ღიფერენციალურ განტო- 
ლებას და გამოთქმული წინადადება დამტკიცებულია. 

ვთქვათ ფუნქცია 
0=%XV, C... Cთ+ვ..- C») 

არის (6.1,) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი, სადაც CMჯ),-··, დ, ნების- 
მიერი მუდმივებია. მაშინ ყ=V(X) ფუნქციის მოსაძებნად გვექნება დიფე- 
რენციალური განტოლება 

ყIს=9XX, CMკს CM+»'. ს C»), 

რომლის ინტეგრება შესწავლილია § 2-ში, . 
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მაგალითი, ამოვხსნათ დიფერენციალური განტოლება 

_–_ . 
ყ”– (1+ყ”?)? =0. 

შემოვიღოთ ახალი უცნობი ფუნქცია 0=ყ', მივიღებთ 

ძი 99 90 _ (| + 852 =0. 
ძX 

აქედან, ცვლადების განცალების შემდეგ გვექნება 

ფ=-  , 

(1+ი)" 
რომლის ინტეგრების შემდეგ მივიღებთ: 

- 0 == LI 1+/" Xჯ+ C, 

ანუ 

ძყ X+C, 
  

პი MI 1-=C+0ა' 
სადაც 0, ნებისმიერი მუდმივია. უკანასკნელი განტოლება ახლა ასე ჩა–- 

ვწეროთ 
X + C, 

ლ=ლ=–= „ესს -- 
M/ 1-CთC+0ა! 

აქედან მივიღებთ მოცემული განტოლების ზოგად ინტეგრალს: 

Vყ= +V/ 1 – (0, + X) +Cთ, 
სადაც 0; ღა 0, ნებისმიერი მუდმივებია. 

§ 7. დიფერენციალური განტოლება, რომელიც ცხადი სახით არ შე- 

იცავს დამოუკიდებელ ცვლადს და საძიებელი ფუნქციის წარმოებულებს 

M# რიგამდე. განვიხილოთ შემდეგი სახის დიფერენციალური განტოლება 

ჯო, ყო3),..., ყ(0M)=0, (7.1) 

სადაც # არის თავისი არგუმენტების მოცემული ფუნქცია, ხოლო X-ს 
შეუძლია მიიღოს მნიშვნელობები: 0, 1, 2,..., # –– 1. 

კერძოდ, როცა #=# –– 1, განტოლება (7.1) მიიღებს სახეს: 

XV”, ყI))=0. 

ასეთი დიფერენციალური განტოლება შესწავლილი იყო ზევით § 4-ში. 

ახლა დავუშვათ #=0, მაშინ განტოლება (7.1) ასე ჩაიწერება: 

XVCV, ყ”, ყ”,--., /())=0. (7.2 

ძყ



დავამტკიცოთ, როშ ჯ რიცხვის ყველა სხვა შესაძლო მნიშენელობისა- , 
თვის (7.1) განტოლების ინტეგრების საკითხი შეიძლება მივიყვანოთ (7.2) 
სახის განტოლების ინტეგრებაზე. 

მართლაც, გამოვიყენოთ ჩასმა: ყ(ს=», მაშინ უ/(ნ+)=//, ყ0+9 => 
=/',..., ყლ = ეი და განტოლება (7.1) ასე ჩაიწერება: 

XXVI, ჩ”, ჩი”...., ე: “M)) = 0. 

უკანასკნელი დიფერენციალური განტოლება მხოლოდ იმით განსხვაედება 
(7.2) განტოლებისაგან, რომ (7.2) განტოლებაში საძიებელი ფუნქცია ყ 
შეცვლილია ახალი საძიებელი ფუნქციით ი, ხოლო ჯ შეცვლილია რიცხ- 
ვით »ჯ-–-#. წინადადება დამტკიცებულია. 

ზემონათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ (7.1) განტოლების შესწავ- 

ლისათვის საკმარისია შევისწავლოთ განტოლება (7.2). 
ახლა დავამტკიცოთ, რომ (7.2) განტოლების რიგი ყოველთვის შეიძ- 

ლება ერთი ერთეულით შევამციროთ. ამისათვის შემოვიღოთ აღნიშვნა 

ყ'=/ი0 და « მივიჩნიოთ გმრეირეილ ი ცვლადად, გვექნება 
„_ ძი _ ძი ძყ _ ძი _ 1. ძი. 

ი» ძყ 0იX წა 2. ძი ' 

„'=90_ 1 9” ი/_ ი ძი 
მ» 2 ძყეძX 2 ძეო 

როგორც ეს გამოთვლები გვიჩვენებს, წარმოებული #”'= 2 გამოისახე- 

ბა ი ცვლადისა და მისი პირველი წარმოებულით ყ ცვლადის მიმართ. 

ასევე წარმოებული #”= ლი გამოისახება #7 ცვლადისა და მისი მეორე 
X 

წარმოებულით ყ ცვლადის მიმართ. ინდუქციის წესით ადვილად დავრ- 
წმუნდებით, რომ ნებისმიერი ნატურალური ჯ რიცხვისათვის გვექნება 

ა 

ეM= თი ს/ი,90,9ჩი., ,9% ი. (7.3) 
CრX" ” კ, ძყშ  ' ძყ 

გავითვალისწინოთ აგრეთვე, რომ 

რომლის ძალით განტოლება (7.2) ასე ჩაიწერება 

ძი ძი იძ" 1ი 

#(V „4 შX" ქ»' " -» §=+)=9.



3 ”“. 

თუ ამ განტოლებაში წარმოებულებს X, LX ... «9 შევცვლით 
რ» ძX" 

სათანადო ტოლობებიდან (7.3), მივიღებთ # –– 1 რიგის დიფერენციალურ 
განტოლებას: 

ძი. ძზბი ით” 1ი ლომი 

დი! ი, · = 7.4 ( ჩ' კ, ' შეზ" ქენი! (7.4) 

რომელშიც იგულისხმება, რომ ყ დამოუკიდებელი ცვლადია, ხოლო #2 
საძიებელი ფუნქცია. წინადადება დამტკიცებულია. 

ვაინტეგროთ (როცა ეს შესაძლებელია) განტოლება (7,4) და მისი 

ზოგადი ინტეგრალი ასე ჩავწეროთ 

#V. ჩი Cა რCა..·, C»-,)=0, (7.5) 

სადაც CI, Cა.-·, Cა-, ინტეგრების მუდმივებია. 
განტოლება (7.5) არის პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლე- 

ბა, რომელშიც საძიებელი ფუნქცია არის ყ, ხოლო დამოუკიდებელი 

ცვლადი არის Xჯ. მისი ინტეგრება მოხდება I თავში განხილული ერთ-ერთი 
ხელსაყრელი მეთოდით. ამით განტოლება (7.2) ამოხსნილი იქნება ბო- 
ლომდე. 

§ 8. დიფერენციალური განტოლება (ყი, ყი), ყ(0) =0 სახისა. 
განვიხილოთ წინა პარაგრაფის (7.1) განტოლების ერთი კერძო შემთხვე- 
ვა, სახელდობრ, ვთქვათ (7.1) განტოლებაში #=# ––- 2, მაშინ იგი ასეთი 
სახისა იქნება: 

#Xყრ-ბ, ყიო-)), ყ0))==0. (8.1) 

ამ განტოლების ინტეგრება მიიყვანება მეორე რიგის დიფერენციალური 

განტოლების ინტეგრებაზე. ამისათვის საკმარისია მივმართოთ ჩასმას 
ყო )= ი, მაშინ ცხადია, რომ 

-) 902, რი' 
(უ-1)-- -L , (ი) = -+. – იე” ყ ოუ” მ. ყ ო” ჩ? 

და განტოლება (8.1) მიიღებს სახეს: 

X%00, ?”, ჩ”)=90. (8.2) 

ახლა გამოვიყენოთ ახალი ჩასმა ლე მაშინ #” =2- და განტო- 
X ი 

ლება (8.2) მიიღებს სახეს: 

XL, ყ (91 ) –ი. (8.3) 
იი 

ჩავთვალოთ, რომ ი დამოუკიდებელი „ცვლადია, ხოლო ყ საძიებელი 
უცნობი ფუნქცია. მაშინ განტოლება (8.3) წარმოადგენს პირეელი რიგის 
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დიფერენციალურ განტოლებას და მისი ინტეგრება მოხდება L თაეში შე- 
სწავლილი ერთ-ერთი ხერხით. 

(8.1) ყაიდის განტოლებას ხშირი გამოყენება აქვს მექანიკაში. 

ს წ. მ. დიფერენციალური განტოლება I(ყIი“ ბა“) = #,(ე0ი-მ))წყ(ჩ-ს)თ+1 

ახლისა. 

შეეისწავლოთ (7.1) განტოლების კერძო სახის განტოლება: 

(ყი. 9) ყლ = 1.(ყი შა (ყი სურ“), (9.1) 
სადაც გ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია, # და X, მოცემული ფუნქციე- 

ბია ყი“) წარმოებულისა, თუ ავიღებთ ჩასმას ც=ყ:ი ბ, მაშინ განტო- 
ლება (9.1) მიიღებს შემდეგ სახეს: 

თ +1 

წყენჩ- ლიი (%-) 
ანუ 

ძი _ XM(0L 
–-= –_ “- ი  VX, 
ი“ MIX) 

-, ძმ 
სადაც ი#'= 2, აქედან გვექნება განტოლება 

ძი _ IM) ძ 

ს” VXVX7) 

რომლის ინტეგრებით მივიღებთ 

= „- (0 – თა | ან +” =ფდ(#, CI). · 

უკანასკნელი ტოლობა წარმოადგენს პირველი რიგის დიფერენციალურ 

განტოლებას უცნობი ი ფუნქციით, რომელშიც ადვილია (ცვლადების გან- 
„ალება: 

  

აქედან ინტეგრებით მივიღებთ 

. ძი _ (<9 ) 

= Cგ= –=–-,ლ0)+C. Xჯ I=> მა +C0ა=9%, ოლ :( C 

სადაც 0, ინტეგრების მუდმივია. ეს ტოლობა წარმოადგენს § 2-ში ”შეს- 

წავლილ (2.7) ყაიდის დიფერენციალურ განტოლებას. 
§ 10. გურსას დიფერენციალური განტოლება. განვიხილოთ ე. წ. 

გურსას დიფერენციალური განტოლება 
(1+ყ') ყ”ყ'”=(3ყ1 -- 1) ყ”" (10.1) 

9) 

 



_ რომელიც, ცხადია, წარმოადგენს § 9-ში შესწავლილი დიფერენციალური 
განტოლების კერძო სახეს. გადავწეროთ იგი "შემდეგნაირად: 

0+ი50-#-ფ/-1)%., 
ძX 

4ყ , 
ძX · 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას ჯ#” = 2 , მაშინ უკანასკნელ განტოლე- 
X 

სადაც 0= 

ბას შეგვიძლია მივცეთ სახე დიფერენციალური განტოლებისა განცალებუ- 

ლი ცვლადებით: ბი_ 4იძი _ ძი 
” 1+/ ი' 

რომლის ინტეგრებით მივიღებთ 

1ი ი” =21%ი (1 + ე?) –– 10 0+1» C", 

  

საიდანაც 

M -C' (10.2) 
(1 +ი! 3 · 

ანუ 
=- 200“ 

“ 0+იზ! 
სადაც C,=–- 20". 

შევასრულოთ (10.2) განტოლებაში ცვლადების განცალება და შედეგი 
ვაინტეგროთ, მივიღებთ 

_ - = C.ჯ + Cე· 

1+ჯ' 
აქედან ადველად მივიღებთ 

ძყ= + / .ქთა10ა – (C)X+ C.) , 

C)X+CთC 

საიდანაც ინტეგრების შემდეგ გვექნება 

CთM+C0ა= + (8X6Iი I/ CX+Cთ+ I/ (0,X+ C) L-C6,X+6»')- 
ასეთია (10.1) დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრალი. 

§ 11, ლიუვილის დიფერენციალური განტოლება. ლიუვილის დიფე- 

რენციალურ განტოლებას აქვს შემდეგი სახე; 

ყი) + #00 ყი”) + დ(ყრ მ) (ყრ-1))შ=-0, ყI1) # 0, (11.1) 

საოაც #C#%) და დ(ყრ“?) არის შესაბამისად ჯ და ყო“) არგუმენტების მო– 
ცემული ფუნქციები. მისი ინტეგრებისათვის აღვნიშნოთ ც=ყ(”“9), · მაშინ 

მივიღებთ მეორე რიგის ღიფერენციალურ განტოლებას 
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ი”+ #0 –'+დ(#ი) ი შ= 

რომელშიც საძიებელ ფუნქციას წარმოადგენს #. უკანასკნელი განტოლე– 
ბა ასეც გადავწეროთ 

++/0სა+იძ ”'=0 
ანუ 

_ძ1იჩ_ 

ძX 
რომლის ინტეგრებით ალბთ 

1 +| /00ძX+ | (ი) ძი=1ი თ. 

გადავწეროთ იგი შემდეგნაირად 

სი ი” 9) 4. = 10 (0, –- / 90) ძი,, 
საიდანაც გვექნება 

“ოს – | #V–V ძX++C –I «(0) ძი=0, 

ჩ' ქ I(2) ძი _ 0, „1 დი)ძი 

-IM9#,, = / 90 ძიკი, 
აქედან ინტეგრებით ი ვიღებთ 

C,)X,(X)+C:= XX), (11.2) 

სადაც (0, და (ე ნებისმიერი მუდღმიეებია, ხოლო 

X)00= (IC ძა). #V)= | კ/ თი) ძი კი, 

თუ (11.2) განტოლებას ასე ჩავწერთ 

მწე( ეი“ შ)) = CV, #),(X) + Cთ 

დავრწმუნდებით, რომ იგი უნდა ვაინტეგროთ ისე, როგორც (2.1) ყაი- 
დის დიფერენციალური განტოლება (იხ. § 2). 

§ 19%. დიფერენციალური განტოლება, რომლის მარცხენა ნაწილი 

არის ერთგვაროვანი ფუნქცია საძიებელი ფუნქციისა და მისი წარმოებუ- 

ლების მიმართ. განეიხილოთ დიფერენციალური განტოლება 

ა IM%იV 90” ს... ყლ) =0, (12,1) 

წია მარცხენა ნაწილი წარმოადგენს ერთგვაროვან ფუნქციას V, ყ”, 
· „ ყი! ცვლადების მიმართ ერთგვაროვნების მაჩვენებლით ჯV, ე. ი. 
ფუნქცია X აკმაყოფილებს პირობას 

, ” (/ ) 

XXLC% Vყ, ყ', ყ ,-.., 3 ))=ყი#, (» #M ყა. (12.2) 
ყ ყ ყ 
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შევნიშნოთ, რომ თუ (12.1) განტოლების მარცხენა ნაწილი აკმაყოფი- 

ლებს (12.2) პირობას და თუ ყ,=Vყ,(X) არის ამ განტოლების ერთ-ერთი 
ინტეგრალი, მაშინ მისი ინტეგრალი იქნება აგრეთვე ფუნქცია 0Vყ.(X), 
სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

დავამტკიცოთ, რომ როცა შესრულებულია (12.1) პირობა, მაშინ 

(12.1) განტოლების ინტეგრება შეიძლება მივიყვანოთ #»–- 1 რიგის დი–- 

ფერენციალური განტოლების ინტეგრებამდე. 
ამისათვის საძიებელი ყ=ყ(X»X) ფუნქციის ნაცვლად შემოვიღოთ ახალი 

ფუნქცია 
, 

ჟკ=VM. (12.3) 
ყ · 

მაშინ, როგორც მარტივი გამოთვლები გვიჩვენებს, გვექნება 

V =/ -+2?1=დ,(V, ”), 
ყ 
”. 

V „ად,(ი, #) + ძი, „-+9%. #''=და(V#, #', #), 
ყ ძი ძვ 
«იი ი წ ი 6 2 ია ა ი « 2 ი 9 წე „ი.“ . % 

ყი) 

=- =დი(C,, 2", წ”. დოთ). 
ყ 

უკანასკნელი და (12.2) ტოლობების ძალით, განტოლება (12.1) მიიღებს 
შემდეგ სახეს: 

XXV|IVXCV, წ, სა(”, #”), დე(#, ””, ”), დი(მ, 2, შ ,ა.., დM-1))) =0, (12.3) 

რომელიც წარმოადგენს 8-1 რიგის დიფერენციალურ განტოლებას. 
წინადადება დამტკიცებულია. 

ვთქვათ (12.4) დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრალი 
არის 

#=%(, თა Cა--·, Cი-), 

სადაც C)ყ". C0;.--, C»-კ ნებისმიერი მუდმივებია, მაშინ, (12.1) განტოლე- 
ბის ზოგადი ინტეგრალი, თანახმად (12.3) ჩასმისა, იქნება ფუნქცია 

ყ= ძი 0, CI, CL...» C» -1) ძ» · 

მაგალითი, მოვძებნოთ დიფერენციალური განტოლების 

Xყყ”-ნXყზ– ყყ=0 · (12.5) 

ზოგადი ინტეგრალი. 
ამ განტოლების მარცხენა ნაწილი არის ერთგვაროვანი ფუნქცია»), 

ყ', ყ” არგუმენტების მიმართ, რომლის ერთგვაროვნების მაჩვენებელია 
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#=2. მისი ამოხსნისათვის გამოვიყენოთ (12.12) ჩასმა, მაშინ მივიღებთ 
ბერნულის დიფერენციალურ განტოლებას (იხ. თავი 1, გვ. 18) 

” ლლ 1 „, 2/1=0, 
ჯX 

რომლის ინტეგრებით მივიღებთ 

ჯ 

' მ,+”» 

ამის შემდეგ საძიებელი ფუნქცია ასე ჩაიწერება 

ყ=Cთ V 0,+X. 

§ 18. კლეროს განზოგადებული დიფერენციალური განტოლება. გან– 

ტოლება 

  

  

  

  

ს %ყა'+" %Mა'“" ნი- –-1) +), (1ქ.1 ყ=თ(%ი) %ყც'-, M.., % ა+2! ) ალი ყი (13.1) 

სადაც ყრ+M+ს= ლ დ 

ი-I 
= –- 1V 7» +), 13.2 ჟ“ 2! ) ოლ. (13.2) 

წარმოადგენს კლეროს განზოგადებულ დიფერენციალურ განტოლებას. 
როცა X=1, მივიღებთ კლეროს პირველი რიგის დიფერენციალურ გან- 
ტოლებას, რომელიც ზემოთ იყო შესწავლილი (იხ. თავი I, § 19). 

კლეროს განზოგადებული განტოლების ზოგადი ინტეგრალის მოსაძებ– 
ნად აღვნიშნოთ ყ'=/ და მისი მარჯვენა ნაწილის მეორე შესაკრები ასე 
ჩავწეროთ 

  

#-1 ჯს+1 
#-VC-I» იის, 13.3 ჯ» ) CI ” (13.3) 

უკანასკნელი ტოლთბა გავაწარმოვოთ ჯ ცვლადით, წ გვიმობა 

  

  

= 2 IM) -L –1» ე090+0= 

, 2 ” LX +) 

–ი+ სო მო+51–ი 3 2 'ეთა+%C I) საბამრელულუბ 
24 (L+1)! 

=6+C-1)"4 -- ე, (13.4) 
ჯI 
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ახლა (13.21 ტოლობაში შევიტანოთ ს”წ=/ და შემდეგ გავაწარმოოთ 

»ჯ ცვლადით, მივიღებთ 
8-1. ჯ5-#-1 9#-1 

1= (–1)“» () L VI „ 1)01ს “ „  უე+)- 

“ 2, ფ6–#-–))I17”. სას. ) ლულუ ” 

(წ აავემი 
= 1”) უი, =0, 1, 2,..., #-–– 1). 13.5 (––1) ლ CL-- X--1)! ჩ (ს M ) ( ) 

თუ ამის შემდეგ თვით (13.1) განტოლებას გავაწარმოეებთ ჯ ცვლადით, 

გვექნება 
»#»#-L ძდ 

=23 –--%+V ” 2 ს ზძV, , 

საიდანაც, (13.4) და (13.5) ტოლობების ძალით, მივიღებთ 

ეჯ, ბ ს-) მდ კო-ხ-1 (ი | C– 1)ჩ-1. _ ე =0ი. (13.6 
” I ოემბსი ი პი თ-ს-1) |= (19.0 

  

რაკი (13.6) არის (13.1) განტოლების ჯ ცვლადით გაწარმოების შე- 

დეგად მიღებული განტოლება, ამიტომ (13.1) განტოლების ყოველი ინტეგ- 
რალი იქნება (13.6) განტოლების ინტეგრალიც. სხვანაირად ეს იმას ნიშ- 
ნავს, რომ (13.6) განტოლების ყველა შესაძლო ინტეგრალთა სიმრავლე 

შეიცავს, (13.1) განტოლების ინტეგრალთა სიმრავლეს, როგორც ქვესიმ- 
რავლეს. 

შევნიშნოთ, რომ განტოლება (13.6) იგივურად კმაყოფილდება როცა 
0I)=0. აქედან მივიღებთ 

0=0ა+0,»+59ბ+.. + ---–-- ლ»-. 

(1-1 
სადაც CC 0), C,,··., Cი-| ნებისმიერი მუდმივებია. გარდა ამისა, თანახ- 
მად (13.5) ტოლობისა, გვაქვს 

»"), (13.7) 

#:=0, 
ე. 9. 

VL=C» (:=0,1, 2,..., 11–– 1). (13.8) 

თუ გამოვიყენებთ (13.7) გამოსახულებას, მაშინ (13 1) ტოლობით 
განსაზღვრული ფუნქცია ე, სათანადო გამოთვლების შესრულების შემ- 
დეგ, ასე წარმოიდგინება 

  

M-I 41 
ულ=%1)0, –+ (13.9) 

2 " დ+1)! 
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და, მაშასადამე, კლეროს განზოგადებული დიფერენციალეცრი განტოლე- 

ბის ზოგადი ინტეგრალი, თანახმად (13.1), (13,8) და (11.9) ტოლობები 
სა, იქნება 

  

#- 

=დC(C, C,, თა. 60ი-,))+X)0 : "ყ 0 1 2 ' ლ ს. ოთო 

როგორც ვხედავთ, კლეროს განზოგადებული დიფერენციალური გან 
ტოლების ზოგადი ინტეგრალის მისაღებად საკმარისია (13.1) განტოლე- 
ბაში დ ფუნქციის არგუმენტები «ჯ შევცვალოთ შესაბამისი ნებისმიერი მუდ- 
მივებით (0 ღა მიღებულ გამოსახულებას მივუმატოთ (13.9) ტოლობით 
განსახოღვრული ჯ ხარისხის მრავალწევრი. 

შენიშვნა. თუ (13.6) განტოლებაში მეორე თანამამრავლს გავუ– 
ტოლებთ ნულს, მივიღებთ # ცვლადის მიმართ #–- 1 რიგის დიფერენ- 

ციალურ განტოლებას: 

(13.10) 

მ ჯო ლარ 2 Xჯ" +2C- –არო= > 3-9 (13.11) 

რომელიც წარმოადგენს (13.1) განტოლების განსაკუთრებული ინტეგრა- 
ლების დიფერენციალურ განტოლებას, 

მაგალითი, მოვძებნოთ დიფერენციალური განტოლების 

2 
ყ= 5 - – + ს („ --XI+ 5”) (13.12) 

ზოგადი ინტეგრალი. 

ამისათვის გადავწეროთ იგი შემდეგნაირად: 

, ”“ , 1 9 _/ =- ბთ -#ი +X–ი (”- + +- »” ), (13.12) 

სადაც 7=Vყ”. ახლა კი შევნიშნოთ, რომ ეს განტოლება (13.1) ყაიდის 

განტოლებაა, რომელშიც 

„” , 1 

დ(Mე, 9, %ვ) =–- ი (, –# + > »”) ' 

უკანასკნელი ფენქცია დამოუკიდებელია თ, არგუმენტისაგან და დამოკი- 
,, 1 

დებულია მხოლოდ არგუმენტებისაგან «ა= 0 -- «01-ე - I” და V,=/”, 

ამიტომ, თანახმად (13.10) ფორმულისა, (13.12) დიფერენციალური გან- 
ტოლების ზოგადი ინტეგრალი საა 

ყ= თ,X+-! Iი+8ა– Cთთ: (13,13) 
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ახლა მოვძებნოთ (13.12) განტოლების განსაკუთრებული ინტეგრალე- 
ბი, ამისათვის შევნიშნოთ, რომ ამ შემთხვევაში (13.11) განტოლებას 
აქვს შემდეგი სახე: 

, 1 
ჯბ?ი" – Xი' + 9= « 79, 

რომლის ზოგადი ინტეგრალია 

” 

ი=-- 0+- 4,X)0 X+ 4ა», 
24 . 

სადაც >, და „ე ნებისმიერი მუდმივებია, აქედან 

ი'= – X+4, 1X+ 4,+ 4, 

შევიტანოთ », ი” და ი” ფუნქციების მნიშვნელობანი (13.12) განტოლე- 
ბაში, მივიღებთ განსაკუთრებული ინტეგრალების ორ პარამეტრზე დამთ- 
კიდებულ წირთა ოჯახს 

= 2 42” ე 40% , 4, 4)მ10 X 
“96 41 2.12“. 2. ” 

რომლის მიღება, ცხადია, შეუძლებელია (13.13) ზოგადი ინტეგრალიდან 

თ. C). 0, მუღდმივების რაიმე კერძო მნიშვნელობებისათვის. 

სავარჯიშო 

მოძებნეთ ზოგადი ინტეგრალი XV, ე) =0 ყაიდის ქვემომოყვანილი 
დიფერენციალური განტოლებებისა: : 

1. 3103 Xყ” --2005X=0, პასუხი: ყ=1ი 310 XL+CX-+C0X+C0კ- 

2. I 1+/2 ყწ–1=0 

პასუხი: ი (-2ი + MV/ 1+XI)–– (16 2+თა+0„ 
3, ყI)=:6%, თ -- ნამდვილი რიცხვია, 

პასუხი: ყ=ი-+ 5-ს 9 კ თ»+0» 

4. ც/ებ-- 0 4 ბ1–ი, 
წ 

პასუხთ ყ=+-2X , 0,4+0»+0.



5. ყ''= 8 911) X, 

ჯ · 3 ვავა–ეს) , 1 . 
პასუხი: ყ=-- 8L6 819 X+--+ ჯ V” 1 –X +-- 8I0 910 X+C)X+ Cა- 

6. ყ”=276%-L120X1, პასუხი: ყ=60%-X?1-+LC0,X"+ C:X+ თა: 

7. ყ” 510“ X=3510 2X, პასუხი: ყ=1)ს5)იX-+C)+C:X+ CაX". 
8 ყ'+0V“ =ჯX, 

L) პასებრ ლიი #-(7-4)რ+(;-+თ)“+ 
ე 

+ <+6!+თ. 

მოძებნეთ ზოგადი ინტეგრალი XV(ყI?)), ყ0)=0 ყაიდის ქვემომოყვა– 
ნილი დიფერენციალური განტოლებებისა: 

1. ყწ=ს I 9-0, პასუხი: ყ-10(6( ++" 9-2 )+0» 

2. ყწ+I 1-–ეყ9=0, პასუხი: ყ=51ი(X–C0,)+ 0. 

ვ. 0 +?" +იყ=0, პასუხი (L- 0)'+V-– 0)'=ი'. 

4 ყ"=0+-ეობ, პასუხი ((-0)1+ფ-0ებ=). 
-%. 

5. იყ” =Vყ', პასუხი: ყ=C6C,6წ -LCX+Cვ. 

6, M(1+ყ?)=CV””, პასუხი: Xჯ–VC=თ1ე5Iი ყ–თ , 

IM 

7. ყწ=ფს,  პასუხთ ყ= - (CV -20ბ+0»+0, 
მ, ყ'-ყრბ=-0, პასუხი: (X+C,)1)-(X+C,)+ CკX+Cვ. 

9. ყ/ყ"-– IM 1+ყ35=0, 

პასუხი: ყ= #<=C   M/ C-–-0შ-1-– 

1 ლლ 
– წ IX–- C)+ I C–0)1–11 +Cთ. 

10. ყო) –რ MVყ“=0, 
9, იჯ 

პასუხი: ყ=“%-0ა , ეა ფა+0, 

ი9:



11, ვ I(ყ''”)?+Vყ"1 _ 2(ყ”'””)%=0, 

ბასუხი: ყ=C+C,X+ 2 (თ- 3.) +++ -უ; 105 (X+ ძა+ 

12. შეადგინეთ იმ წირის განტოლება, რომლის სიმრუდის რადიუსი 
მუდმივია და უღრის ი. 

პასუხი: (L-C0,)-+(ყ-–- CI) =0", 
13, შეადგინეთ იმ წირის განტოლ.ება, რომლის სიმრუდის რადიუსის 

გებმილი 0ყ ღერძზე მუდმივი სიდიდეა, 
პასუხი: #-M+C-=ყ60ი(იX+C.): 

14, შეადგინეთ იმ წირის განტოლება, რომლის სიმრუდის რადიუსის 

გეგმილი 0; ღერძზე “მუდმივია, 

პასუხი: ყ-- თ =0 =1ფ31ს ->---2 , 
რ 

15, მოვძებნოთ წირი, რომლის სიმრუდის რადიუსი უდრის ნორმა- 

ლის მონაკვეთს, მოთავსებულს 0ჯ ღერძსა და ყ=თ წრფეს შორის. 

XჯX+C 

თ 

  

პასუხი: ყ+თ1აი 008 "=C-   

მოძებნეთ ზოგადი ინტეგრალი ქვემომოყვანილი XV(ყი), ყი 2)=0 ყაი- 

დის დიფერენციალური განტოლებებისა: 

  

M/ 4ი+ C –-MC ს" ხ ” =19 

1 /=2გ პასუხი X+Cთ 711 C+V6 

2, იყ ყ=0, პასუხი: V#= 0,5 +C. . 4, 

1 
3 ".- ====0, 

” VV 
პასუხი: »=-- (/ 7 –20აV7 7+C+0» 

1 _ 

4. ყMყ”+1=0 პასუხი: X=--V 1+6V+0» 
71 · 

:: X ჯ 
, – : = _– ზ8§--. „- 5, თ'ყ'+ყ=9, პასუხი ყ C, 519 +0C0, 00 

- 2 

6. 3ყ'–ყ " =9, 1 ვ, “> ვა-=“ 

პასუხი: >6--,(თV V" +2)V 0,/ #1. 
3 
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7. ყ' –- ცზყმ=0, პასუხი: C,(X-–-Cე)=C0)ეყ1–- ი“. 

8. ყმყ" ყე L1=0, 

პასუხი: 2X+C,=I1ის (თ,+2ყ?+2 V ყ" + 0,.V+ 1). 
მოძებნეთ ზოგადი ინტეგრალი ქვემომოყვანილი XXX, ყი», ყო?!)),., -,ყ(ს=0 

ყაიდის დიფერენციალური განტოლებებისა: 
1- (თ+ X) ყ”-+-Xყბ=ყ, 

–0ი 
პასუხი: ყ=1) –(C: --1 L+C ასუხი: უ(“? თეი ი +თCთ: 

2. XV” – – (ყ”)ზ –– ყ”=0, 

პასუხი: ყ=--შ+0, ყ=C)X(CX-–- Cთ))+ C:. 

ვ, ცრ... ყრ=0, პასუხი: ყ=0,პ+0,2-+0,+0,X+C. 
ჯ 

1 
4. 2Xყ –– (1+Xმ)ყ=0, პასუხი: ყ=0X+-- თა0+C. 

5, (1+X»)ყ”+ყშ+1=0, 

პასუხი: 0?0=(1 LC9)1ი(1+0,X) – 0,X+0;. 
, 

"  ”ა სწ _ სოხი: ყ= _ თეა 6L0 
6. Xყ V 190 =0, პა უში: V (თC,ჯ C1) 6 + “, 

ჯ 

7. ც?I/ ც"-+Xყ + იშყ -- X1=:0, 

პასუხი: ,/--(3-#+-+; 5)+38C +093 + 

+2 (> / 23 0-5 IICX+ / +) |+0. 

8. 2ჯპყ' –- აბე = (ყე, 
3 

პასუხი: ყ= Cა+06CX+-- ია IX“ 4) (თX-L1)12. 

9. XV ყ" + Vმ+1 =იყ” ს” 1+ყ" +ყ“. 

C,+0იი 

_ V1+»' 
_ თი 

წ-–ე2335 7 2157 

  

პასუხი: 

– 01 (X+IM/ 1+ ჯ)+0,- 
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მოძებნეთ ზოგადი ინტეგრალი ქვემომოყვანილი /LV, ყ”, V,-.., 4, 0=0 
ყაიღის დიფერენციალური განტოლებებისა: 

1, 2ყყ –-ყშ=0, 
· C ვ)! 1 პასუხი: ყ= 1 _X-- 6 | = „_/ 9. ასუხი: ყ თ) + 4 : C. + · (X C.) 

2. (1 + ყ'?) ყ”ლ=(1-L/V) ყ””, 

| X=0,10 (»X+ს/ 1 + ჯუ?) +1ი ი+C0., 
პასუხი: , 

ყ=ინს+0,V/ 1+ი?. 

  

” X ვ. ყ +, -ე=8, პასუხი: ყ=53C 

4. ყყ' –- ყ3%=0, პასუხი: ყ=C0,00%, 

5, ყზ+-ყ'?=ყყ”ს”, პასუხი: ყ=C+C0:0·. 
6. ყყ"+-ყზ -- 1=-0, პასუხი: »=ს/ ყზ-- თ L0,. 
7. 2ყყ+-ყბ=0, პასუხი: 4ყ9=90,(ჯX- 0,)'. 
8. 2ყყ” –- ვ3ყ'ზ-- 4ყპბ->0, პასუხი: Vყ008%(X-+C,)=C03- 

9, (ყ')ბ-– ყ'ყსა=0, 
პასუხი: ყ=0,'+CX+ 60 და ყ=0ე:0-+--CX+C.. 

10. ყბ–-ყყ"= V ყ'+ი"ი”, | 
პასუხი: C,X+0,=1ი (0,/ +I|/ 1+ ი”C1). 

X=0,+2Cთ 

ე 71 /4 ვეპ' 
11. 2ყყ + ყ'შ+ყბ1=0, პასუხი: 0.0+იზ 

= C2CIII+ 7). 
ე? 

12. ყზ 510 ყ--ყ" 008 ყ –– ყ”=0, 

პასუხი: ჯX=C,+C0080ჯ1ი ლილ · 

მოძებნეთ ზოგადი ინტეგრალი ქვემომოყვანილი დიფერენციალური 
განტოლებებისა, რომლებიც ე რთგვაროვანია ყ,, ყ”, ყ"”,..., ყ() ცვლადების 

მიმართ. · , 

1. Xყყ ყე მ-ყი·=0, „ პასუხი: ყ=0)I/ X+0.. 

  

· , თ(+5) 

2. ყყ! #1 MV =0, პასუხი: ყ= 2 +C,. 

Iთღ



თ) 
3. Xყყ" – (XV –- ყ)ზ%=0, პასუხი: ყ=თX6". 

4. ყზ– ყყ" ი» ყწ+-ი?ებ=0, 
პასუხი: 0,Xჯ=1ი(0/+»იI/ 1+თ?:C1)+0.. 

“წ _ი, 
M თ +X2 

პასუხი: 1ი(0,/)=0,ი!1ს (X+I// ი'+ X)+0,X(X+I/ თ + X). 
6. Xყ (ყყ" – ყ) – ყყ'"-- Xგყშ=0, 

5. ყყე ყლ 

=X 

–(ფდჭო? 
პასუხი. ყ=C46 . 

7. ყნ+#M - #->-.0, პასუხი: ყ=0»ჯ+-C, 
X „ X 

/”3 

მ. Xყყ”=ყM+X/ბ+ 7     

პასუხი: ჯს/ ც'--X# =C10 (თ+ის/ 6ზ-–- #2) –– ო'1ი (0.#)- 
, 

  

9. ” ” _ ყყ = 

ყყ “+ყ CI+C2 

პასუხი: ყ=C0+C IX +XLV/1 +X + (X+ IM/ 1+X"?)I. 

მოძებნეთ ზოგადი ინტეგრალი ქვემომოყვანილი დიფერენციალური 
განტოლებებისა ხელოვნური ხერხით. 

1. (X-– 2ყ9) ძX-L3ყმ (2X –– ყმ) ძყ=0, 

პასუხი: (ჯ-+ყ)1=0 (X-–-ყ?) 

მითითება. გამოიყენეთ ჩასმა #=ყ4, 

8 
2, (2–– 6--V" _ Vყ'-+L1=0, პასუხი: ყლჯ– 0-– : - 

X-C0 

  

2--Vყ 

V 

მითითება, გამოიყენეთ ჩასმა: =   

3. 01+2Xყ+ყ!) ძX -– 40ყ=9, 

პასუხი: X=28X6Lხ9 5LV +0. 

მითითება, გამოიყენეთ ჩასმა: ი2=Xჯ-ყ. 
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4. ყ'=(0X+ნხყ+0)?ზ, _ 

პასუხი: იX+ბყ+6-1/ “-X (0 +I5%ნია. 

მითითება: გამოიყენეთ ჩასმა: #/=0#+სყ-ი. 

5. ყყ'+ყ? 3ყყ+-ყბშ-- 0,5=0, 
პასუხი: ყ=ს/ C,6C+ 0:6-%+0,5. 

მითითება: გამოიყენეთ ჩასმა: 2=Vყ1?. 

6. XV, –- X6- V+-1=0, პასუხი: ყ=ა(თC- C++ +): 

  

მითითება, გამოიყენეთ ჩასმა: „=გV. 

7. ყ'-+X608 ყ+51)0 ყ+X=0, პასუხი: C-2-=06>+--»+1. 

მითითება. გამოიყენეთ ჩასმა: ჯე 2+= 

8. იჯყყ მ? +(X1 -–“- იყზ –– ხ) ყ–Xყ=0, 

ხლ 
  პასუხი: სე =0. ასუხი: ყზ-- 0X+ 1+თ0 : 

მითით ხა. გამოიყენეთ გარდაქმნა: #=X12, ა=Vყ", 

9. , ყ=--V ”+XV", პასუხი: ყ= =0,2VX+ 0, --2V X 

მითითება. ხელსაყრელია ჩასმა: X=ჯ9. 

3 
10. (ყ/-– X) V/ 1+Xი2ყ=(1+ყ?) წ ძX, 

პასუხი: C(+-+ +-98)=++თ 
4 2 

მითითება. გამოიყენეთ ჩასმა: ჯ=LსხC V, ყ=L ყ. 

11. + ყყ' –- 1=0, 

ვ C 
პასუხი: #-V(“ – >“). ყ= კპ––===-. 

2 #/ თ 2" 

მითითება. გამთიყენეთ ჯერ ჩასმა ყ=-“ და შემდეე, ჩასმა #V#V.,, 

ძ ყ 
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12. ყმ-–- 65Xყ+X=0, 
_ იV# 

3(1-+ჯ9)1 
  პასუხი: ჯ= ი! , 

აას აილუ. 
მითითება. ხელსაყრელია ჩასმა: ყ=1ჯჯ. 

13. XCყ” –– ყე – C-+2) (ყ” – #)=0, . 

პასუხი: ყ=0++04-++0,1- 

მითითება. გამოიყენეთ ჩასმა: #„=Vყ” –- ყ. 

14. ყ' –- (1 +268) ყ”-+-ყტ%=0, 

პასუხი: ყ=(C,+0,05) ა“. 

მითითება: გამოიყენეთ ჩასმა: X=სდ L, 

15. X/V –- (4-+2XV) ს” +4ყბზ=0, 

პასუხი: ყ=ჯ?| 1 

+C. 

X-!+Cთ ) 

ჯი. თ 

მითითება: გამოიყენეთ გარღაქმნა: X=465, ყ==#6“?. 

ჯ 2თფX-–- C 16. Xჯ"(ყყ + ყმ) -– ყზ=0, ბასუხი: ყ 3 
X 

მითითება: გამოიყენეთ ჩასმა: X=#4!, ყ=#0! 

17. Xყ' –+(Xყ – ყ)1=0, „პასუხი: ყლX (თ – ათი 2). 

X 

მითითება: გამოიყენეთ წინა მაგალითის ჩასმა. 

18. ჯ?ყყ” –- 2X-Vბ+Xყყ"+-ყზ=0, პასუხი: =- CV _, 

მითითება. გამოიყენეთ 16 მაგალითის ჩასმა. 

19. (X-+ყ)ყ – ყყრ+Xყ-ჯყ –ყ=0, 
პასუხი: -–-20,Xყ-- ყზ= 0. 

მითითება, გამოიყენეთ 16 მაგალითის ჩასმა,



თავი VI 

მაღალი რიბის წრფივი დიფერენციალური 
ზანტოლებები 

§ 1. ზოგიერთი განსაზღვრა და წინასწარი დებულება. ვთქვათ 

XC)თ, ხს დამოუკიდებელი ცვლადია, V= V (X) –– საძიებელი ფუნქცია, 
თ|=0თI(X), (=1,.2,-. M) და /(X) არის ჯ ცვლადის მოცემული უწყვეტი 
ფუნქციები 1თ, ხL შუალედში (კერძოდ, შეიძლება იყოს მუდმივები ან 

ტოლი ნულისა), განტოლებას 

ყო +იეყი)-L...4- ია ,V'+თაყ= #CX) (1.1) 

ეწოდება #» რიგის წრფივი არაერთგვაროვანი დიფერენციალური 
განტოლება, ხოლო განტოლებას 

ყოიიყი)+...4+- თი ყM +თაყ=-0 (1.2) 
ეწოდება არაერთგვაროვანი (1,1) განტოლების შესაბამისი ერთგვარო- 

ვანი დიფერენციალური განტოლეძა. ფუნქციები თჯ=იკ(») არის ღიფე- 
რენციალური განტოლების კოეფიციენტები, ,(X) –– თავისუფალი წევრი. 
ფუნქციას ყ=0 ეწოდება ერთგვაროვანი (1.2) განტოლების ტრივიალუ- 

რი ინტეგრალი. ! 
თეორემა. თუ განტოლებაში (1.1) მოვახდენთ დამოუკი- 

დებელი ცვლადის გარდაქმნას: 

X=დ(L), (1.3) 

მაშინ მიღებული განტოლება ისევ წრფივი იქნება. იგუ- 

ლისხმება, რომ #CIე,1, როცა ჯC)1ი,ხს, დ“) არის »-ჯერ 

უწყვეტად წარმოებადი ფუნქცია და დ“()#90. 
მართლაც, თანახმად ჩასმისა (1.3), გვექნება 

ძძ ძი”X” X' 

”ყ ძ/1 /) ძ,.,. ძი0. 1., 
_–=_=>“=–-!, ==. =– –- ( ) '–=- ' 

( M X, ძ% “ 2; ჯ, ”“ 
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ეს გამოთვლები გვარწმუნებს, რომ ნებისმიერი ჯ რიგის წარმოებული 

“ 

, ”“ 

ყი) = უთ! წრფივად გამოისახება V/, #/,..., |, წარმოებულებით. შევი- 

ტანოთ ყ”, ყ",:.., /) წარმოებულების გამოთვლილი მნიშვნელობანი (1.1) 
განტოლებაში, მივიღებთ 

ყ/ა+ბეყბი)+-..+ბ, /+ბიყ=XV0, 0-4) 
სადაც კოეფიციენტები #,,..., ს», ხი და თავისუფალი წევრი XXI) იქნე- 

ბიან # ცვლადის უწყვეტი ფუნქციები 1#ე, (,| შუალედში. როგორც ვხე- 
დავთ, განტოლება (1.4) ისევ წრფივია /=ყ(X()) საძიებელი ფუნქციის 
მიმართ. თეორემა დამტკიცებულია. 

შევნიშნოთ, რომ (1.2) განტოლება (1.2) ჩასმის შემდეგ ისევ ერთ- 
გვაროვანი დარჩება, 

ახლა დავამტკიცოთ 
თეორემა. თუ არაერთგვაროვან წრფივ დიფერენცია- 

ლურ განტოლებაში (1.1) მოვახდენთ საძიებელი ფუნქ- 
ციის წრფიე გარდაქმნას: 

ყ=თ(X) 2+ჩ(X,; (1.5) 

მაშინ იგი ისევ წრფივი განტოლება დარჩება, სადაც # 
ახალი საძიებელი ფუნქციაა, თ=Cთ(X) და ქ=3(X) არის # რი- 

გამდა ჩათვლით) უწყვეტად წარმოებსდი ფუნქციები და 
თნ 20, XჯC 1თ, ხL. 

მართლაც, გვაქვს 

ძყ ძ2 -% =თ --+თ/წ6+8 
ძX თX 

თ“ყ თზე ,ძ2 „” ” 
LV =Cთ +2თ - 11% 2+ 
ძX' ძX +. 

თუ გამოთვლებს გავაგრძელებთ, გაი რომ ნებისმიერი ჯ რიგის წარ- 

მოებული V ფუნქცაისა X ცვლადათ წრფივად გამოისახება > ფუნქციის 
პირველა ჯL რეგის წარმოებულებით ჯ ()ვლადიეთ. ცხადია, როცა განტო- 

99. თ", დყ. ძ"ყ · 
ლებაში (1.1) შევიტანთ ყ, –– უო ' 23! ი > ფუნქციების ზემოთ მოყვა 

ნილ შესაბამის მნიშვნელობებს, მივიღებთ ისევ წრფივ დიფერენციალურ 
განტოლებას. თეორემა დამტკიცებულია, 

შევნიშნოთ, რომ თუ ერთგვაროვან განტოლებაში (1.2) გამოვიყენებთ 

ჩასმას: 

ყ= თ(X)#, (1.6) 
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მაშინ იგი ისევ ერთგვაროვან განტოლებად გარდაიქმნება. თუკი კერძოდ 

- 1 
თხე _ M % I თ,(X) ძ 

მაშინ გარდაქმნის შედეგად მიღებულ დიფერენციალურ განტოლებაში 
– 

5= წარმოებულის კოეფიციენტი წულის ტოლი იქნება, ხშირად ეს სა–- 

სურველი და საჭირო გარდაქმნაა. : 

§ 9. ჯ რიგის წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება. 

განვიხილოთ ფუ რიგის წრფივი ერთგვაროვანი განტოლების მარცხენა ნა- 

წილი 

  

ჩLIყ)=ლყო + ყი )-L...+ რ თი +ძიყ- (2.1) 

ამ ტოლობით განსაზღვრულ »/Iყ) გამოსახულებას უწოდებენ დიფ ე- 
რენცირების წრფივ ოპერატორს. 

ცხადია, რომ თუ ყ,=ყI(X) და ყ:=ყა(X) არის თ-ჯერ წარმოებადი 
ფუნქციები 10, ხL შუალედზე, მაშინ 

XXIV, +ყა1= LIV1-C XLIV) (2.2) 

ეს იმას ნიშნავს, რომ დიფერენცირების წრფივი ოპერა- 

ტორი ადიტიურია, გარდა ამისა, თუ 0 მუდმივია და ყ=ყ(X) არის 
#-ჯერ წარმოებადი ფუნქცია |Iი, ს( შუალედზე, მაშინ 

X#ICყ) = CLIVII. (2.3) 

სე. ი. LIყ) ერთგვაროვანი ოპერატორია. დიფერენცირების წრფივი ოპე- 
რატორის (2.2) და (2.ექ) თვისებებიდან გამომდინარეობს, რომ თუ 

ყ=ყ)(X), ყ.=V+(X),.- ყი = ყი არის ერთგვაროვანი (1.2) განტოლე- 
?·. 

“, ბის კერძო ინტეგრალები, მაშინ მათი წრფივი კომბინაცია ყ=3) CV! 
(21... 

აგრეთვე ინტეგრალი იქნება (1.2) განტოლებისა: 

„ჩI9) =# | ბ, თ | =1, CIXჯIVII =0, 

(51 1 

სადაც C, 1=1, 2,..., #, ნებისმიერი მუღმივებია. 

გა ნსაზ ლ ვრა. ფუნქციებს ყ.=Vყ. (X), ყა => ყა (X),.+.·, ყა = V»M (ი 

წრფივად დამოკიდებული ფუნქციები ეწოდება 1ი, ხ| შუალედ- 
ში, თუ არსებობს ისეთი მუდმივი რიცხვები C,, C,--·, C», რომელთაგან 

ერთი მაინც განსხვავდება ნულისაგან და წრფივი კომბინაცია 
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2, CVMI(9=0, (2.4) 
(51 

სადღაც » C10, ბL. 
თუ ტოლობა (2.4) შესაძლებელია მხოლოდ მაშინ, როცა (,)=C0კ= 

=...=08=0, მაშინ ყ,(X), ყ2(X),--·, Vი(X) ფუნქციებს ეწოდება წრფი- 

ვად დამოუკიდებელი ფუნქციები 1ი, ბ| შუალედში. 
შევნიშნოთ, რომ თუ ერთ-ერთი ფუნქცია, მაგალითად Vყ„=ყი(X) 

იგივურად წულია 1Vთ, ხ( შუალედში, მაშინ V,(X), ყვ(),-.-, ყა(X) წრფივად 
დამოკიდებული ფენქციებია )ი, ს( შუალეღჯზე, მართლაც, ამ შემთხვევაში 
„ტოლობა (2.4) შესრულდება როცა C,=C:=..-=0 1=0 და (ი ჯ# 0. 

მაგალითი 1. ნებისმიერ 1თ;, ს| მუალეღში წრფივად დამოუკიდე- 
ბელია ფუნქციები: V,=1, ყაე=X, ყა=VX,.-. ყი=#" , მართლაც, ამ 
ფუნქციებისათვის ტოლობა (2.4) შესრულდება |ი, | შუალედში მხო- 
·ლოდ მაშინ, როცა C,1=(C0:=...=C0»=0. 

მაგალითი 2. წრფივად დამოკიდებულია 1-– თ, +=C( შუალედში 

ფუნქციები: კ1=1, ყ,=5101# ყვ=00ს"ჯ. ამ შემთხვევაში ტოლობა 
C,ყ1+ C-ყა+ Cვყკ=0 

იგივურაღ შესრულდება შუალედში )- თი, +CთI, როცა 0.=-1, 
თ.)=0აკ=). 

ვთქვათ ყოველი ყ/(X) (1=1, 2,--ს ,) არის »-- 1-ჯერ უწყვეტად 
წარმოებადი ფუნქცია )თ, LL შუალედში. ფუნქციონალურ დეტერმინანტს 

# თი ··ყი 
»იმ =ჯჩIყს ყი-- ყეე)ლ ი, #4 “'M (2.5) 

ყრი –1) ყოს). „·ყი- #” 

ვრონსკის დეტერმინანტი ეწოდება. 
თეორემა. თუ VყI(X), ყა(X),-.» #»(+) არის ერთგვაროვანი (1.2) 

დიფერენციალური განტოლების წრფივად დამოკიდებუ- 
ლი კერძო ინტეგრალები Iი,სხI შუალედში, მაშინ ერონს- 

კის დეტერმინანტი (2.5) იგივურააჯ ნულია ამ შუალედში. 

დამტკიცება. პირობის თანახმად, ტოლობა (2.4) წარმოადგენს 

იგივეობას 19, ხL შუალეჯში, სადაც ყველა 0; არ არეს ნულის ტოლი. 
ვთქვათ, მაგალითად, 60, # 0. ამოვხსნათ (2.4) ტოლობა ყ.(») ფუნქციის 
მიმართ, გვექნება 

ი-1 
ყა= M) თ,ყა, (2.6) 

(=1 
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სადაც ფ-5- CL, §=1, 2,..., #ჯ-–-– 1. გავაწარმოვოთ (2.6) იგივეობა 

მიმდევრობით # –– 1-ჯერ, მივიღებთ 

ყი=ბ იყ, ს. (2.7) 

9-1 
ყდ- I= 2, VI" –1), 

შევნიშნოთ, რომ (2.5) დეტერმინანტის მნიშვნელობა არ შეიცვლება, 

თუკი მას ასე გარდავქმნით 

  
ყ” MM ყი– 2ეთყ 

ი»ცე= #9) #. · #ი–-2,%V; 

M-=1 

ყა ყლ!) .. . ყი- ა გერ ყი“ 1) 

ჯ=1 
რომელიც, (2.6) და (2.7) ტოლობების თანახმად, იგივურად ნულის ტო- 

ლია 1ი, სL მუალედში. ამრიგად, როცა შესრულებულია თეორემის პი–- 
რობები, მაშინ XXX) ==0. თეორემა დამტკიცებულია. 

ახლა დავამტკიცოთ შემდეგი 
თეორემა. თუ ყ., ყ.,--., ყე არის ერთგვაროვანი (1,2) დიფე– 

რენციალური განტოლების წრფივად დამოუკიდებელი 

ინტეგრალები 1ი,ს! შუალედში, მაშინ ერონსკის დეტერ- 

მინანტი XXX) არ არის ნულის ტოლი 1ი,სL შუალედისარი 

ერთ წერტილზე. 
დამტკიცება, დავუშვათ, რომ რომელიმე წერტილზე Xი C10, ხს 

_ დეტერმინანტი XXX)=9. განვიხილოთ განტოლებათა შემდეგი სისტემა: 

CთMი + C+M%ი +..--+ Cთ»ყიი =9, 

თM + ; CV« +. · -+ CV = 20, 

    

1. (2.8) 

110 თი ა+ თMრ- ს+..+Cთ ი )1=0,



სადაც V/ი= III(Xი), ჯ=), 2,...-# და ყ(ნ)==/ XX), L=>1, 2,..., #-–- 1. ვი- 
გულისხმოთ, რომ განტოლებათა სისტემაში (2.8) მუდმივები C,; უცნო- 
ბებია. მაშინ, დაშვების ძალით, (2,8) ალგებრულ განტოლებათა ერთგვა- 
როვან სისტემას ექნება არატრივიალური ამოხსნა C,, 0,,..., თ უცნობე- 
ბის მიმართ. ახლა განვიხილოთ წრფივი კომბინაცია: 

#0=%. CIVILX). (2.9) 
ლდ 

თანახმად (2.8) განტოლებებისა, ფუნქცია (2.9) და მისი წარმოებულები 

ყ”, წს... ყ”) წერტილზე ჯ=ჯა, წულის ტოლია: 

VCXი) = V/ (X-)=...= ყი“) =0, (2.10) 
თანახმად თეორემისა, #-რიგის დიფერენციალური განტოლების ინტეგრა- 

ლის არსებობისა და ერთადობის შესახებ (იხ. გვ. 85), საწყისი პირობები 
(2.10) განსაზღვრავს (1.2) დიფერენციალური განტოლების ერთადერთ 

ინტეგრალს, რომელიც ნულის ტოლია მთელ 1თ, ხ( შუალედში: ყ(X) ==0. 
მაშასადამე, ყოველ წერტილზე X C10თV, ბ, (2.9) ტოლობის ძალით, გვაქვს 

ჯ CLIVყI(X) =0, 

წ=1 

სადაც ყველა 0; არ არის ნულის ტოლი. ეს იმას ნიშნავს, რომ ფუნქ- 

ციები ყ,(X) წრფივად დამოკიდებულია, რაც ეწინააღმდეგება თეორემის 
პირობებს. 

ერთგვაროვანი (1.2) დიფერენციალური განტოლების წრფივად დამო– 

უკიდებელ კერძო ინტეგრალების სიმრავლეს, რომელიც # ფუნქციისაგან 
შედგება, ეწოდება (1.2) განტოლების ინტეგრალების ფუნდამენტური 
სისტემა. 

თეორემა. კოველ # რიგის წრფივ ერთგვაროვან დიფე- 

რენციალურ განტოლებას აქვს ფუნდამენტური:ინტეგ- 
რალების სისტემა. 

მართლაც, ავიღოთ ნებისმიერი, ნულიღან განსხვავებული, დეტერმი- 
ნანტი: 

მე ზი ··- ზი 

ჩ., ჩავ ··· ჩი 260 (2.11) 

ში1 მი? ''' მი» · ' 

და (1.2) დიფერენციალური განტოლების კერძო ინტეგრალები ყ, ყ,.--, ყი 
განვსაზღეროთ შემდეგი საწყისი პირობებით: როცა ჯ=Xა, მაშინ (I|=ძ,,, 
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ყ)ლ–ზა,-.ს ყი -ს=3,ე, ((=1,2,..., ი). ამ პირობებში (2.11) წარმოად- 
გენს 7XX დეტერმინანტის მნიშვნელობას წერტილზე X-==Xა და თანა() 
XXXI) # 0. ეს იმას ნიშნავს, რომ ფუნქციები ყ,, V,..-, ყ– არის (1.2) 

განტოლების წრფივად დამოუკიდებელი ინტეგრალები. ამრიგად, V,, M,,-- » ყი 
წარმოადგენს (1.2) განტოლების ფუნდამენტურ სისტემას, 

კერძოდ, როცა (2.11) დეტერმინანტს აქეს სახე: 

100...0 
0 1.0...0!, 

00 0...1 

მაშინ შესაბამის ფუნქციებს ყ,, V,,-·-- ყე უწოდებენ (1.2) განტოლების 

კერძო ინტეგრალების ნორმალურ ფუნდამენტურ სისტემას. 

ადვილი სანახავია, რომ (1.2) განტოლებას აქვს უსასრულო სიმრავ- 

ლე ფუნდამენტური ინტეგრალების სისტემებისა. · 
§ 8. » რიგის წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლე- 

ბის ზოგადი ინტეგრალი, გავეცნოთ (1.2) განტოლების - ზოგადი ინტეგ- 
რალის მოძებნის წესს, როცა ცნობილია მისი ფუნდამენტური ინტეგრა- 
ლების სისტემა. 

თეორემა, თუ V,=VI(X), ყე=ყ:(X),.-·- ყი= ყი) წარმოადგენს 

2 დიფერენციალური განტოლების ინტეგრალების 
ფუნდამენტურ სისტემას, მაშინ ფუნქცია 

ყ=%0VI (3.1) 
(=1 

იქნება (1.2 განტოლების ზოგადი ინტეგრალი, სადაც 

0 თ... თ» ნებისმიერი მუდმივებია. 

თეორემის დასამტკიცებლად უნდა ვუჩვენოთ, რომ თუ ყ,, ყი... ყი 

არის (1,2) განტოლების წრფივად დამოუკიდებელი ინტეგრალების ფუნ- 
დამენტური სისტემა, მაშინ (3.1) ტოლობიდან მიიღება ჯ-რიგის წრფივი 

ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების ყოველი ინტეგრალი. 

სხვანაირად, უნდა დავრწმუნდეთ, რომ (3.1) ტოლობიდან, C,,-.., Cი 

მუდმივების სათანადო შერჩევით, მეიძლება მივიღოთ (1.2) განტოლების 
ნებისმიერი კერძო ინტეგრალი. » რიგის დიფერენციალური განტოლების 

ინტეგრალის არსებობის და ერთადობის თეორემის ძალით (იხ . გვ. 85), 
(1.2) განტოლების ყოველი კერძო ინტეგრალი ცალსახად განისაზღვრება 
შესაბამისი საწყისი პირობებით: 

როცა Xჯ=ჯXჯე, მაშინ ყ=//,ც წყ = ყე... ყI” )) = ყი “10, (3.2) 
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საძიებელი კერძო ინტეგრალის შესაბამისი 0,,..., 6„ მუდმივების გან- 

საზღვრისათვის, გეექნება ალგებრულ განტოლებათა შემდეგი სისტემა: 

CIV,ი +CაVი + ·--+ C6ის/იი=VყM0 

C)VIიI L CM: + ···+ Cიყიი = ყი: (3.3) 

CV (I -) + თფMI? .+.. ·-+თყი ))=ყიტ“ .), 

ამ სისტემის დეტერმინანტი წარმოადგენ, 7XX) დეტერმინანტის მნი- 

შვნელობას წერტილზე X=»ჯეა და რაკი ყ/, Vყე,--- ყე არიან (1.2) განტო- 
ლების ფუნდამენტური ინტეგრალები, ამიტომ XXX) # 0. 

ამრიგად, (3.3) სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსნი C,, C0C,,---, Cი 

უცნობების მიმართ, როცა (3.1) ტოლობაში (0, კოეფიციენტები განსა„ 

ზღვრულია (3.3) სისტემიდან, მაშინ ფუნქცია ყ აკმაყოფილებს (3.2) საწ- 
ყის პირობებს. ოეორემა დამტკიცებულია, 

შევნიშნოთ, თუ დამტკიცებულ თეორემაში V,, ყ.,.-., ყე არის კერძო 

ინტეგრალების ნორმალური ფუნდამენტური სისტემა, მაშინ (1.2) განტო–- 

ლების ის ინტეგრალი, რომელიც აშაყოფილებს (3.2) საწყის პირობებს, 

იქნება ფუნქცია V=ყი/)+ VI +---+ყ 
§ 4. რიგის დაწევა წრფივ ა ერთგვაროვან დიფერენციალურ განტო- 

ლებაში. დიფერენციალური განტოლება (1, 2). ეკ «L თენის განტოლებების 
იმ კლასს, რომლებიც ერთგვაროვანი არიან VV  ყ ს... ყრი ცვლადების 

მიმართ (იხ. გვ. 109, § 12), ამიტომ მისი ინტეგრება "დაიყვანება #1 
რიგის დიფერენციალური განტოლების «ნტეგრებაზე, ამისათვის უნდა 

გამოვიყენოთ ჩასმა 82=-%# , სადაც იგულისხმება, რომ ყ # 0. ამ ჩასმის 
V 

შედეგად მიღებული „ –- 1 რიგის განტოლება, საზოგადოდ, არაწრფივია. 
ნათქვამის გამო სასურველია ისეთი ჩასმით ვისარგებლოთ, რომლის გამო- 

ყენების შედეგად მიღებული დიფერენციალური განტოლება იქნება წრფი- 
ვი. როგორც ვნახავთ ეს შესაძლებელია ყოველთვის როცა ცნობილია 
(1.2) განტოლების კერძო ინტეგრალი. 

თეორემა. თუ ცნობილია (1.2) დიფერენციალური განტო- 
· ლების ერთი კერძო ინტეგრალი, მაშინ მისი ინტეგრება 

მიიყვანება »--1 რიგის წრფივი ერთგვაროვანი დიფე- 
რენციალური განტოლების ინტეგრებაზე. 

დამტკიცება. ვთქვაო ყ,=ყ,(0) არის (1.2) განტოლების ერთ- 
ერთი კერძო ინტეგრალი, გამოვიყენოთ ჩასმა 

ყ=ყ)#, (4.1) 
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სადაც # ახალი საძიებელი ფუნქციაა. მაშინ გვექნება 

MCI –– 1) ყვი) 1... + ყი, (4.2) 
ყ= ყ.ვ)+ ყელ“) + 2 

(X= 1, 2,..-, #1). 

თუ ახლა (1.2) განტოლებაში ჩავსვამთ (4.1) და (4.2) მნიშვნელობებს, 
მივიღებთ 

ყ,2)-L სყ,+ი,ყ,) ქი )+...+ IყI)-+X- იეყრნი ო)... +- 

+0იი-V+ ძიყ)I #=0 (4.3) 

და რადგან, პირობის ძალით, მარცხენა ნაწილში უკანასკნელი შესაკრები 

იგივურად ნულის ტოლია, ამიტომ (4,3) ისეთი დიფერენიიალური გან- 
ტოლებაა, რომელიც ცხადი სახით არ შეიცავს საძიებელ ფუნქციას #. 

გავყოთ (4.3) განტოლება ყ, ფუნქციაზე და შემდეგ ავიღოთ ჩასმა 2” =#, 

გვექნება შემდეგი სახის დიფერენციალური განტოლება: 

ყო) L წყო“ ბ). ...-L ხუ ,#%=0. (4.4) 

გთქვათ #), #,,..., %„-კ არის (4.4) განტოლების კერძო ინტეგრალების 

ფუნდამენტური სისტემა, მაშინ ფუნქციები 

1, I %VIX, I Vა0X..... I Mი-10X 

იქნებიან # ფუნქციის შესაბამისი მნიშვნელობები, ხოლო ფუნქციები 

ყე. ყა= VI) IV. ძX. ყვ=V, I 0X-.., ყი =ყV) | Mი-(0X (4.5) 

იქნებიან (1.2) განტოლების წესაბამისი კერძო ინტეგრალები. 
დავამტკიცოთ, “რომ ფუნქციები (4.5) წარმოადგენს (1.2) განტოლე- 

ბის კერძო ინტეგრალების ფუნდამენტურ სისტემას. 
მართლაც, დავუშვათ წინააღმდეგი: 

CI9ყ.+ Cთაყა-L--·-+ იყი =9, 

სადაც ყველა C,; არ არის ნულის ტოლი. აქედან, გვაქვს 

Cთ+ძი | «,0X+Cე | +0X+-.-+0» | «ი». (4.6) 

გავაწწარმოოთ ტოლობა (4.6), გვექნება 

C9M,-L C3%;-+. ··+C თიზი-,=0. 

უკანასკნელი ტოლობა შეუთავსებელია ჩვენ დაშეებასთან იმის შესახებ, 

რომ «V,, %ე,-.-, Vი-1 არის (4.4) განტოლების კერძო ინტეგრალების ფუნ- 
დამენტური სისტემა. მაშასადამე, #C= (0:=...-=C0„=0 და, ვინაი 

ყე # 0, ამიტომ (4,6) ტოლობიდან (/=0. როგორც ვხედავთ ფუნქციე- 
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ბი ყIი ყე. ყვ არის (1.2) განტოლების კერძო ინტეგრალების ფუნდა- 

მენტური სისტემა. თეორემა დამტკიცებულია. 
მსგავსი მს/ელობით მტკიცდება, რომ თუ ცნობილია (1.2) განტოლე.- 

ბის / წრფივად დამოუკიდებელი ინტეგრალი, მაშინ მისი ინტეგრება მი- 
იყვანება # ––- # რიგის წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტო– 
ლების ინტეგრებაზე. 

§ 5. » რიგის წრფივი არაერთგვაროვანი დიფერენციალური განტო- 

ლება განვიხილოთ არა ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება 

(1.1). 
თეორემა. თუ ცნობილია არაერთგვაროვანი (1.1) განტო– 

ლების ერთი კერძო ინტეგრალი M#=XV), მაშინ მისი ზო- 

გადი ინტეგრალი იქნება შესაბამისი ერთგვაროვანი გან- 
ტოლების ზოგადი ინტეგრალისა და X” ინტეგრალის ჯამი. 

პირობის მიხედვით დავწერთ 

XIX (X))= #(X). (5.1) 

სადაც XLI 1 არის § 2-ში შემოღებული დიფერენცირების წრფივი ოპეოა- 

ტორი. ეთქვათ ყხ ყი,.-., ყე არის არაერთგვაროვანი დიფერენციალური 
განტოლების შესაბამისი ერთგვაროეანი განტოლების ფუნდამენტური ინტეგ- 
რალები, მაშინ 

I, > Cთ, «I => 0. (5.2) 

ჯ=1 

ჯერ დავამტკიცოთ, რომ ფუნქცია ყ(X)=XL(X) + 2CVI არის (1.1) 
(=1 

განტოლების ინ, „ეეგრალი. მართლაც, (5.1), (5.2) და (2.2) ტოლობების 

ძალით, გვექნებ 

XVC9I= LLX6ი1+7. I2 CV | = /Cი. 
(=1 

ახლა ვუჩვენოთ, რომ ყ(») ფუნქცია (1.1) განტოლების ზოგადი ინ- 
ტეგრალია. ამისათვის უნდა დავრწმუნდეთ, რომ CI, 0,,..-, 0„ მუდმივე– 

ბის სათანადო შერჩევით შეგვიძლია დავაკმაყოფილოთ ნებისმიერი საწ- 

ყისი პირობები: ნებისმიერ X == ჯ C1ი, სხ წერტილზე ყ = ყე, == 
=ყე,..., ყრი ს=ყIი ა, სადაც. ყი ყ.-ს ყ( ნებისმიერად მოცემული 
რიცხვებია. 

იმისათვის, რომ ინტეგრალი MX) აკმაყოფილებდეს მოცემულ საწყის 
პირობებს, საჭიროა მუდმივები C,, C,,--. Cგ ცალსახად განისაზღვროს 

განტოლებათა შემოკგი სისტემიდან: 

1I=



|, 

ყი=X(XI)+ 2) CIVIი" 
(=1 

» 

ყი=X”CX.)+ 5) CIVი, (5.3) 
ჯ=1 

ყდი- -)-X» წო სც)+ % 0,ყი- ”, 

ჯ=1 

"მევნიშნოთ, რომ ამ სისტემის დეტერმინანტი წარმოადგენს ვრონსკის 

“დეტერმინანტის მნიშვნელობას X=ჯა წერტილზე და, რადგან VI, M,,--ს ი 
არის ერთგვაროვანი (1.2) განტოლების ინტეგრალების ფუნდამენტური 
სისტემა, ამიტომ XXს) # 0. ამრიგად, არსებობს (5.3) სისტემის ერთად- 
ურთი ამონახსნი C,, C,,..., დ, მუღმივების მიმართ. 

მაშასადამე, (0, C.,..-.. დ მუდმივების სათანადო "შერჩევით, VყXX) 

'ფუნქციიდან შეიძლება მივიღოთ (1.1) განტოლების ყოველი კერძო ინტეგ– 
რალი. ეს იმას ნიშნავს, რომ ყ(ჯ») წარმოადგენს (1.1) განტოლების ხო- 
გად ინტეგრალს. 

თეორემა დამტკიცებულია. 
ისევე როგორც ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების შემ- 

თხვევაში მტკიცდება, რომ როცა ცნობილია (1.1) განტოლების შესაბამისი 
ერთგვაროვანი (1,2) განტოლების ერთი კერძო ინტეგრალი ყ,, მაშინ 
(1.1) განტოლების ინტეგრება, ჩასმით #=ყ,7, დაიყვანება »--1 რიგის 

წრფივ არაერთგვაროვან დიფერენციალური განტოლების ინტეგრებაზე. 

§ 06. მუდმივების ვარიაციის (ლაგრანჟის) მეთოდი. წინა პარაგრაფში 

შევისწავლეთ არაერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების: ზოგადი 
ინტეგრალის მოძებნის ხერაი, როცა ცნობილია მისი ერთი კერძო ინტეგ- 

რალი. ახლა გავეცნოთ იმავე (1.1) განტოლების ზოგადი ინტეგრალის 
მოძებნის მეთოდს, რომელსაც ეწოდება მუდმივების ვარიაციის ანუ ლაგ- 
რანჟის მეთოდი. 

  

თეორემა. თუ ცნობილია არაერთგვაროვანი (1.1) განტო- 
ლების შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების ინტეგრა- 

ლების ფუნდამენტური სისტემა, მაშინ (1.1) განტოლების 
ზოგადი ინტეგრალი მოიძებნება კვადრატურების სა- 

შუალებით. 

ვთქვათ ყ:=ყVყI(X), ყM«=Vყ(X),--- #ი=ყი(X) არის ერთგვაროვანი (1.2) 
დიფერენციალური განტოლების ინტეგრალების ფუნდამენტური სისტემა, 

მაშინ ფუნქცია 
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» 

ყ= 3,0 (6.1) 
ჯ=1 

იქნება მისი ზოგადი ინტეგრალი. რადვან აქ „თ, 0.) დ,» ნებისმიერი 

მუდმივებია და #(X) # 0, ამიტომ შეუძლებელია (6.1) ტოლობით განსა- 

ზღვრული ფუნქცია ყ აკმაყოფილებდეს (1.1) განტოლებას. 
ჩავთვალოთ, რომ (6.1) ტოლობაში კოეფიციენტები C,, (ს. C» 

არიან X (-ვლადის ფუნქციები და «სინი ისე შევარჩიოთ. რომ (1.1) არა- 
ერთგვაროვანი განტოლების ზოგად ინტეგრალსაც ჰქონდეს (6.1) სახე. 

ამისათვის გავაწარმოოთ (6.1) ტოლობა: 

M ” 

ყ'=%) CIVყ,+ ჯა 
(=1 (=1 

რომელშიც მეორე ჯამი გავუტოლოთ ნულს 

# 

V VI 0;=9. (6.2) 
1.1 

მაშინ წინა ტოლობიდან გეექნება 

ხ =7X) ლ“V (6.3) 

„ხლა გავაწარმოოთ (6.3) ტოლობა: 

" (13 

ყწ=%0(V(+ 3,V 0. 
1=1 (91 

რომელშიც მეორე ჯამი გავუტ-ლოთ წნულს, გვექნება 

#»· 

2, ყ;Cჯ=0. (6.2) 
151 

მაშინ წინა ტოლობიდან მივიღებთ 

ი 

ს =% C, ყ;. (6.3) 

(=1 

გავიმეოროთ ასეთი გამოთვლები # –– 1-ჯერ, მივიღებთ 

» · 

1? 0=0, (6.2) 
51 
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ყო )ს=% 0, ყI“)), (6.3, ა 

(ჯ=1 

ამ გამოთვლების დასამთავრებლად, გავაწარმოვოთ ტოლობა (6.3, _), 

დავწერთ 

ყო= > C ყო+ ელ -1) თ. (6.3) 

(41 

ჩავსვათ (1.1) განტოლებაში „, ყ', ყ”,..., ყია ფუნქციების მნიშვნე- 
ლობანი შესაბამისად (6.1), (6.3), (6.3,),..., (6.3„) ტოლობებიდან, გვექ- 
ნება 

» 

1 ყ0+ი,ყ ხს +. ..+იი (+ 6იყა თV + 
(=1 

+%VV თი-) C-= /(ი. 
ჩრ 1 

რადგან, პირობის ძალით, V,, ყთ.- ყი არის (1.2) განტოლების ინ- 
ტეგრალების ფუნდამენტური სისტემა, ამიტომ 

ყIსრ+ი,ყი“)+...-+ 6 /1+ძთიყ;=0, (ჯ(=1, 2,..., #1). 

ამის გამო, წინა ტოლობიდან, მივიღებთ 

» 

2გ/თ-/თ. (6.2„) 

ტოლობები (6.2), (6.2,)...., (6,2„_,), (6.2) ქმნიან ალგებრულ გან- 
ტოლებათა წრფივ არაერთგვაროვან სისტემას უცნობი C,, C-·.. თ 
ფუნქციების მიმართ. ამასთან ამ სისტემის დეტერმინანტი წარმოადგენს 
ვრონსკის დეტერმინანტს ღა, ამიტომ 7XX) # 0. 

ვთქვათ C01=დC)() (ჯ=1, 2,..., I) წარმოადგენს ხსენებული სისტემის 

ამონახსნს, მაშინ 

C,= | დ/(X) ძX+ 4, (6.4) 

სადაც „#4: ნებისმიერი მუდმივაა. ჩავსვათ (6.1) ტოლობაში CI ფუნქ- 

ციების მოძებნილი მნიშვნელობები (6.4), გეექნება 

ყ= =X 419ყ.+ თ I დ/)ძ». (6.5) 
რთ =1 (=1 
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აქ პირველი შესაკრები არის ერთგვაროვანი დიფერენციალური გან- 
ტოლების ზოგადი ინტეგრალი, ხოლო მეორე შესაკრები არის არაერთ- 

გვაროვანი განტოლების კერძო ინტეგრალი. მაშასადამე, (6.5) არის არა- 
ერთგვაროვანი (1.1) დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრალი. 

თეორემა დამტკიცებულია, 

§ 7. ჯ რიგის წრფივი დიფერენციალური განტოლება მუდმივი კოე- 

ფიციენტებით. განვიხილოთ (1.1) განტოლების კერძო შემთხვევა, როცა 
კოეფიციენტები ც, (§ჯ=1, 2,..., #) ნამდვილი მუდმივი რიცხვებია. ჯერ 

შევისწავლოთ მუდმივკოეფიციენტებიანი ერთგვაროვანი განტოლება (1.2). 
დავამტკიცოთ, რომ ამ შემთხვევაში (1.2) განტოლების ინტეგრება ყო- 
ველთვის შეიძლება შევასრულოთ ელემენტარული ფუნქციების კლასში. 

მართლაც, თუ დაუკვირდებით (1.2) განტოლების მარცხენა ნაწილს, 
დავრწმუნდებით, რომ იგი მაშინ შეიძლება იყოს იგივურად ნულის ტოლი, 
როცა კერძო ინტეგრალებს აქვს სახე 

ყ=6", (7.1) 

სადაც ვ სკალარული პარამეტრია. აქედან მივიღებთ 

ყ'=§0%, ყ' =3%%,..., I)= §96%., (7.2) 

შევიტანოთ საძიებელი ყ ფუნქციისა და V”, V,..., ყრი) წარმოებულების 
მნიშვნელობები (1.2) განტოლებაში, მივიღებთ 

XLL6"+) = 65% (99 +ი,ი%" +ი," +--..-+ძი -15+ძიი)=0, 

საიდანა(), რაკი ტ% # 0, გვექნება 

ყი +- ცივი ყვი ბ-L...Lძიძი)ვ8+ძიია =0. (7.3) 

ამ ალგებრულ განტოღ ებას ეწოდება (1.2) დიფერენციალური განტო- 
ლების მახასიათებელი განტოლება. როგორც) ვხედავთ, (7-1) 
სახის ფუნქციები მაშინ იქნება (1.2) განტოლების კერძო ინტეგრალები, 
როცა პარამეტრი ჯ არის (7.3) განტოლების ფესვი. მახასიათებელ გან- 

ტოლებას აქვს » ფესვი: 
5. ზვ... 87. (7.4) 

ვიგულისხმოთ, რომ ეს ფესვები ნამდვილი და მარტივი ფესვებია. მაშინ 
_ (1.2) განტოლების კერძო ინტეგრალები იქნება 

V,=6წ1, ყა = ფა... ყა “> გპიX. (7.5) 

დავამტკიცოთ, რომ მაჩვენებლიანი (ექსპონენციალური) ფუნქციები 
(7.5) წარმოადგენს (1.2) დიფერენციალური განტოლების ფუნდამენტურ 
სისტემას. ამისათვის შევადგინოთ ვრონსკის დეტერმინანტი 
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65IX ე9X ... ცხი 

XჯI”ყი ყლ." სე)= 8, ც5%X 8:60 32%... ვე 6 MX = 

ვ: ტ9%X ყე ცაა+ .., ვი ცაიX 

1 1 ·...1 

=ი0(59-+5ჯ+..--+L+5ი)X 8 8 «პი 

ვე”! ვუ-1,., ვშ) 

უკანასკნელი თანამამრავლი ვანდერმონდის დეტერმინანტია და, ვინაი- 

დან (7.3) მახასიათებელი განტოლების ფესვები მარტივია, ამიტომ გვექ– 

ნება 

#ჯჩIყ,, ყვ... ყი)= 

=6(9 + 58-ნზიჰX(§, – - 8.) (8, –– მე) «+. (8, –– 8ა) «+ (8ი-ე––3ი) # 0 
და გამოთქმული წინადადება დამტკიცებულია. 

ამრიგად, როცა მახასიათებელი განტოლების ფესვები მარტივი და ნამ- 

დვილი რიცხვებია, მაშინ, თანახმად § 3-ში დამტკიცებული თეორემისა, 

(1.2) დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრალი იქნება ფუნქცია 

ყლ=C)0!"-+L 0:6%%-+ ...+ 66%, 

სადღაც 0,, C,..-, C„ ნებისმიერი მუდმივებია. 

მაგალითი. მოეძებნოთ Vყ" –-ყ' –- 4ყ'+4ყე=0 დიფერენციალუ- 
რი განტოლების ზოგადი ინტეგრალი, მახასიათებელი განტოლება იქნება? 

ვშ ვშ .4ვ-++4=0. მას აქვს ნამდვილი მარტივი ფესვები §,=1, §,=2, 

8.=-–- 2. კერძო ინტეგრალების ფუნდამენტური სისტემა იქნება: ყ;=C”, 

ყი == 6%, ყა=0 %. მაშასადამე, ფუნქცია ყ = 0,6 + C;6+ + 00 % 
არის საძიებელი ზოგადი ინტეგრალი, სადაც C0,, C,, Cვ ნებისმიერი მუდ” 

მივებია. 
§ 8. კომპლექსური მარტივი ფესვების "შემთხვევა. განვიხილოთ შემ– 

თხვევა, როცა (7.3) განტოლებას აქეს კომპლექსური მარტივი ფესვები, 

ვინაიდან (1.2) დიფერენციალური განტოლების კოეფიციენტები ნამდვილი 
რიცხვებია, ამიტომ (7.3) განტოლებას შეიძლება ჰქონდეს მხოლოდ წყვილ– 

წყვილად შეუღლებული კომპლექსური ფესვები. ვთქვათ კომპლექსური 
ფესვების ერთ-ერთი ასეთი წყვილია #=თ-L 31, #=Cთ – 8. მაშინ, თანახ–- 
მად (7.1) ტოლობისა, # ფესვის შესაბაძისი კერძო ინტეგრალი იქნება ნამ– 

დვილი ჯ ცვლადის კომპლექსური ფუნქცია 
ყ,=06+30», (8.1) 

რომელიც, თანახმად ეილერის ცნობილი ფორმულებისა, შეიძლება ასე. 

ჩავწეროთ 
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ყ, = 8I=+2IM-=ტC» (ი08 მჯ-I- 819 8X). (8.2 

ადვილი სანახავია, რომ (8.2) ტოლობით წარმოდგენილი კომპლექსუ- 
რი კერძო ინტეგრალი წარმოქმნის ორ, წრფივად დამოუკიდებელ, ნამდ-. 
ვილ კერძო ინტეგრალს: V,, = 6003 3X, წვ = 62 810 ს. მართლაც, 
თანახმად დიფერენცირების ოპერატორის თვისებებისა (იხ. § 2), გვაქვს 

XLIV) = #ICIC"ჩIIX) = #I6X C05 ჩX)–+1LIC2" 810 8ჯ) ==0, 

საიდანაც X#IV,,1=0, LIV,.1- 0, გარდა ამისა, ცხადია ყ,, და ყ, წრფი- 

ვად დამოუკიდებელი ფუნქციებია. 
შეენიშნოთ, რომ # ფესვის შეუღლებული გ ფესვის შესაბამისი კომპ. 

ლექსური ინტეგრალი 
ა ყ,ა=0C 00 = გ (ლ09 წ; –– § 519 ვე) 

წარმოადგენს იმავე ყე, და ყვ ნამდვილი კერძო ინტეგრალე ბის წრფივ 
კომბინაციას. 

ამრ.გად, მახასიათებელი განტოლების ფესვების ყოველ კომპლექსურ 
შეუღლებულ წყვილს შეესაბამება (1.2) განტოლების წრფივად დამოუკი- 
დებელი ორი ნამდვილი კერძო ინტეგრალი ყ,; და ყე. 

მაგალითი, განვიხილოთ მატერიალური წერტილის თავისუფალი 

ჰარმონიული რხევის დიფერენციალური განტოლება 

L) 

9X_ 2.0, (8.3) 

მისი მახასიათებელი განტოლება არის კზ+Iმ=0, რომელსაც აქვს მარ- 

ტივი კომპლექსური შეუღლებული ფესვები §,=#: და ყვ:=-- ML. კერძო 
კომპლექსური ინტეგრალები (80.3) განტოლებისა იქნება X, = (6 და 
X = 6 "I, ხოლო მათი შესაბამისი წრფივად დამოუკიდებელი ნამდვილი 

ინტეგრალები არის (05 #L და 810 ##. მაშასადამე, (8.3) განტოლების ზო– 

გადი ინტეგრალი ასე წარმოგვიდგება: 
X>:=C) 608 7:L-L C-ვ 510 XL, 

სადაც 0) და Cკ ნებისმიერი მუდმივებია. 
§ 9. ჯერადი ფესვების შემთხვევა. როცა მახასიათებელ განტოლებას 

(7.3) აქვს ჯერადი ფესვები, მაშინ ერთმანეთისაგან განსხვავებული მისი 
ფესვების რიცხვი ნაკლებია #-ზე. ეს იმას ნიშნავს, რომ წრფივად დამო- 

უკიდებელი კერძო ინტეგრალების რიცხვი, რომლებსაც აქვს (7-1) სახე, 
აგრეთვე ნაკლები იქნება ჯ-ზე. მაშასადამე, (7.1) სახის კერძო ინტეგრა- 
ლების რიცხვი საკმარისი არ იქნება ზოგადი ინტეგრალის შესადგენად. 

ამ შემთხვევაში წრფივად დამოუკიდებელი ინტეგრალები, რომლებიც ფუნ– 
დამენტურ სისტემას აკლია, საჭიროა (7.1) ფუნქციისაგან განსხვავებული 
სახით ვეძებოთ. დავამტკიცოთ შემდეგი 
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თეორემა თუ ჭ, არის (7.3) მახასიათებელი განტოლების 

7, ჯერადი ნამდვილი ფესვი, მაშინ (1.2) დიფერენციალუ- 
რი განტოლების კერძო ინტეგრალები იქნება ფუნქციე- 
ბი: ტ5X, ჯე9X, ჯზე 52, ..,, ჯ6#--1 .8!X, 

ჯერ დავუშკათ, რომ §,=0. ამ შემთხევევაში მახასიათებელ განტოლე- 

ბას მარცხენა ნაწილში აქვს საერთო მამრავლი კრ, ე. ი. ძთა»= ძი.,= 

=..=რი X4)=0. დიფერენციალურ განტოლებას (1.2) ექნება სახე 
ყი + თ,ყი“)) L. · -+–-თი- ყ(-!) =0, (9.1) 

„რომლის მახასიათებელი განტოლება არის 

ვე+-ი,იე" ქ +-...-+0ძია-), 54! =0ა (9.2) 

შევნიშნოთ, რომ ფუნქციები 

1, X, #”,... ჯი!“ (9.3) 

წარმოადგენს (9.1) განტოლების წრფივად დამოუკიდებელ კერძო ინტეგ- 
რალებს. ამრიგად, X, ჯერად ფესვს §,=0 შეესაბამება წრფივად დამოუ- 

კიდებელი ინტეგრალები (9.3), რომელთა რიცხვი უდრის 7». 

ახლა განვიხილოთ შემთხვევა როცა მახასიათებელი განტოლების ჯე- 

რადი ფესვი ვ, # 0. 
დავამტკიცოთ, რომ ეს შემთხვევა დაიყვანება წინა შემთხვევაზე. მართ– 

ჟლაქ, შემოვიღოთ ახალი საძიებელი ფუნქცია #=7(X) შემდეგი ჩასმით: 

§,X 
ყ=6 დ”. (9.4) 

"მოვძებნოთ (9.4) ტოლობით განსაზღვრული ყ ფუნქციის წარმოებულები 

ყე ყ ს... ყლ), შევიტანოთ მათი და ყ ფუნქციის მნიშვნელობანი (1.2) 

განტოლებაში, მივიღებთ ისევ # რიგის ერთგვაროვან დიფერენციალურ 

„განტოლებას მუდმივი ნამდვილი კოეფიციენტებით უცნობი # ფუნქციით: 

ყი) +ხ,ს-)+...+სი , 4+ხე”=0. (9.5) 

უკანასკნელი განტოლების მახასიათებელი განტოლება იქნება 

ი”+ხ,0" 1+..-+ სი ,0-+ხი =0. (9.6) 

შევნიშნოთ, რომ რაკი ყ=6% სახის კერძო ინტეგრალსა და (9.5) გან- 
ტოლების #=72% სახის კერძო ინტეგრალს მორის უხდა იყოს დამოკი- 

დებულება · 4%%X = 60% . #17 == გ9+5M. ამიტომ (7.3) მახასიათებელი გან- 

ტოლების ყოველი ფესვი ვ განსხვავდება (9.6) განტოლების შესაბამისი ი 

ფესვისაგან ვ, შესაკრებით. ამასთან §, და #,)=0 ფესვების ჯერადობა 

თანატოლია, ე. ი. ე, ფესვის ჯერადობაც უდრის X. 
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(9.5) განტოლების მახასიათებელი განტოლების 2, ჯერად ფესვს 

ი =0 შეესაბამებ წრფივად დამოუკიდებელი ინტეგრალები ჯ„ = 1, 
2=X..., ”=ჯ2“1. მაშასადამე, (1.21 დიფერენციალური განტოლების 
შესაბამისი კერძო ინტეგრალები, თანახმად (9.4) ჩასმისა, იქნება 

ყ=6', ყ= Xი"',. (82) ყ=ჯ" უა . (9.7) 

ადვილად მტკიცდება, რომ კერძო ინტეგრალები (9,7) ნებისმიერ სას- 

რულ სეგმენტზე, წრფივად დამოუკიდებელია. 
მაშასადამე, იმ შემთხვევაში, როცა მახასიათებელ განტოლებას (7,3) 

ჯერადი ფესვები აქვს, (1.2) დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგ- 
რალი ასე წარმოგვიდგება 

” 

ყ= V(0+0,X+00+...+C., -,(XM 9 CV, 
(=1 

სადაც ჯა არის (7.3) მახასიათებელი განტოლების ერთმანეთისაგან გან– 
სხვავებული ფესვების რიცხვი, ხოლო C,/ (+=9, 1, 2,..., ს –– 1) ნების- 

მიერი მუდღმივებია. 
მაგალითი. მოვძებნოთ ზოგადი ინტეგრალი დიფერენციალური 

განტოლებისა: ყ!) -- ვყ''-L+ვ3ყ -- ყ”=0. 
მახასიათებელი განტოლება იქნება: ვ% –- 3§9-L3§2? –- §=0, რომელსაც 

აქვს ერთი ნამჯვილი ფესვი §ვ,=0 და სამჯერადი ნამდვილი ფესვი 
8ა=ვ8ე=§8,=1. წრფივად დამოუკიდებელი ინტეგრალებია 1, თ", X65, 
XC, ხოლო ზოგადი ინტეგრალი Vყ=C0),+(C,+03X+C.X)“, სადაც 
C,, C:. Cე, C, ნებისმიერი მუდმივებია. 

როცა მახასიათებელ განტოლებას (7.3) აქვს V ჯერადი ფესვი თ-8ჭ), 
მაშინ შესაბამისი კერძო ინტეგრალები 

ი(თ+8I)X, ჯXგI>+2), ჯზე(თ+ვX, ..., XV-1 ტ(>+8ვ!)IXჯ 

უნდა გარდავქმნათ ეილერის ფორმულით და განვაცალკეოთ ამ კომპლექ- 
სური ფუნქციების ნამდვილი და წარმოსახვითი ნაწილები. ამის შემდეგ 

წარმოიქმნება 2V რაოდენობის წრფივად დამოუკიდებელი ნამდვილი კერ- 

ძო ინტეგრალები: 

ი 008 8X, X6+X 0098 3X, X-6CX 0608 3X,..., XV 1 62% 608 8X, | დ.ზ) 

ი%X §10 8X, X6++ 911Lც6X, X1ტX 510 8X,..., XV 1 > ვ1ი 3X. | 

მახასიათებელი განტოლების V ჯერადი ფესვი თ -–- ვ/, . შეუღლებული 
თ+ჩჯ ფესვისა, წარმოქმნის იმავე კერძო ინტეგრალებს. ამრიგად, V ჯე- 

რადი კომპლექსური ფესვები თ 8: გვაძლევს წრფივად დამოუკიდებელ 
ნამდვილ ინტეგრალებს (9.8) სახისა, რომელთა რიცხვია 2V. ამის შემდეგ 
ზოგადი ინტეგრალი (1.2) განტოლებისა დაიწერება ჩვეულებრივი წესით. 
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მაგალითი. მოვძებნოთ ზოგადი ინტეგრალი დიფერენციალური გან- 

ტოლებისა 
ყა -3ყ-L3ყ”-L ყ=0. 

მახასიათებელ განტოლებას ექნება სახე: (§7მ7-+ 1)9=0, რომელსაც აქეს 
სამჯერადი კომპლექსური ფესვები +. ამიტომ, ზოგადი ინტეგრალი 

იქნება: #/= (C++ 6:X+ CღეX”) 608 X+ (C4 +C:X+ 0აX") §1ი X, სადაც CI, ·-C| 
ნებისმიერი მუდმივებია. 

§ 10. ეილერის დიფერენციალური განტოლება. ზოგიერთი ცვლადი 

კოეფიციენტებიანი წრფივი დიფერენციალური განტოლების ინტეგრება 
შეიძლება მივიყვანოთ მუდღმიეკოეფიციენტებიანი დიფერენციალური გან- 
ტოლების ინტეგრებაზე. ასეთ განტოლებებს განეკუთვნება ეილერის დი- 

ფერენციალური განტოლება: 

რეკ ყო “+ი,X” ყო“) + ··--- თი XV +იაყ=0. (10.1) 

სადაც ი) (:=0, 1,.-., #) მუდმივი რიცხვებია. მისი ინტეგრებისათვის სა– 
ჭპიროა გამოვიყენოთ ჩასმა 

X=(!, (10.2) 

სადაც ( ახალი დამოუკიდებელი ცელადია. იგულისხმება, რომ X>0. 
როცა X<0, მაშინ უნდა გამოვიყენოთ ჩასმა X= – ქტ. გამოვსახოთ სა- 

ძიებელი ყ/ ფუნქციის წარმოებულები ყ”, ყ',..ს ყი! ახალი #ჯ ცვლადის 
საშუალებით, გვექნება 

    

, იყ. 
=6 ”! 

/ ძი ' 

ს” (ქ? ყ _ ძX 

_ ი, “ა Vყ თ იყ 
0ა)= 6“ ”/ +...+ ): 

წ იქ. სულ 

სადაც 4, “ს ”ი მუდმივი რიცხვებია. შევიტანოთ წარმოებულების 

მნიშვნელობები (10.3) მოცემულ განტოლებაში (10.1), თანაც გავითვა–- 
ლისწინოთ, რომ #X»·+=(ტ", მივიღებთ ჯ რიგის წრფივ ერთგვაროვან მუდ- 

მივკოეფიციენტებიან დიფერენციალურ განტოლებას” 

ძყ თ" შ1ყ ძყ 

ხი –“-+ს, – –” +...4 სი, > +ხიყ= 
ივი კლი ი იხია მ ხთყ- 

რომლის ინტეგრების ხერხი ზევით იყო შესწავლილი. 
მაგალითი. მოვძებნოთ ზოგადი ინტეგრალი დიფერენციალური 

განტოლებისა 
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X "ეყ -+ 22ყ"" # „ +4XV" – 4ყ= 0, (10.4) 

ავიღოთ ჩასმა (10.2). გვექნება 

მყ _ ,,შ/. 
ძX თ! 

CV _ V/9"ყ –%), 
წ ნ 2: ძ0? V( 

<= VCM(5#9 _ ვ9-4 +2%), 

215) ძ) თ! თ 

ის თ(C-7 4 69V, 1-9. 44%). 
ქა! იI2 ძ," ძ,! ძ! 

ჩავსვათ ეს მნიშენელობანი მოცემულ დიფერენციალურ განტოლებაში, 

მივიღებთ 
ძზყ ვ 9" | 9ყ_ კ,კ9V/ ,ვ9V ,კ9/ _ ,,_ი, 00.5) 
ჟე იე ი, “თ. ” 

მახასიათებელ განტოლებას აქვს სახე: 

გზ –- 4ვ% +3ეზ.-4ვ-– 4=0, 

რომლის ფესვებია §,=ვკ=2, ვ§ე:=1 და ვკ,=-–- 1. მაშასადამე, (10.5) გან- 

ტოლების ზოგადი ინტეგრალი იქნება 

ყ= (C, + თხ ც"! + Cენ +0Cთარნ! , 

ხოლო მოცემული (10.4) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი ასე ჩაიწერება 

ყ=(CთC+C)10 X)X2+CეX+C0)X 1), 

სადაც 0 C. Cა, Cკ ნებისმიერი მუდმივებია, 

ხშირად ეილერის დიფერენციალურ განტოლებას უწოდებენ აგრეთვე 
შემდეგ განტოლებას: 

თა(C0X+ ხ)” ყი) --V,(0X+ ხ)” შყინ მ) +...+ ძი )(0X-+ ხ)ყ”'+ძაყ=0, 

რომლის ინტეგრება ადვილად მიიყვანება (10.1) დიფერენციალური გან- 
ტოლების ინტეგრებაზ). ამისათვის საკმარისია შემოვიღოთ ახალი (ვლადი 

ტოლობით იX+სხ=4'. 

მაგალითი. მოეძებნოთ ზოგაჯი ინტეგრალი დიფერენციალური 

განტოლებისა: 

(3X-L2)%' + 7(3X +2)ყ” =0. 

ავიღოთ ჩასმა 3X+2=ი/ მაშინ ყ”=ვე/2#, ყ'= 9--” (+ მყ __ 
ძ! თ 

15



–%) „ მოცემული განტოლება მიიყვანება შემდეგი სახის დიფერენცია- 
1 

ლურ განტოლებაზე მუდმივი კოეფიციენტებით 
მი, 4 იძ _ე 
თი”? 3 ძ 

მისი მახასიათებელი განტოლება იქნება: მ გ=0, საიდანაც §,=0, 

ფ=---. მაშასადაძე, „უკანასკნელი დიფერენციალური განტოლების 

4 -+/ 
ზოგადი ინტეგრალია ყ=C,+C:6 " , ხოლო მოცემული დიფერენცია- 

4 

ლური განტოლებისა -- ფუნქცია ყ=0,+C0,(3X+2) ?, სადაც C, C2 
ნებისმიერი მუდმივებია. 

§ 11. # რიგის არაერთგვაროვანი წრფივი დიფერენციალური განტო–- 

ლება მუდმივი კოეფიციენტებით. » რიგის მუდმივკოეფიციენტებიანი. 
წრფივი არაერთგვაროვანი (1,1) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი მოი- 
ძებნება ნებისმიერი მუდმივების ვარიაციის (ლაგრანჟის) მეთოდით. ჩვენ 

ვნახეთ (იხ. § 6), რომ თუ ყ,=V/,(X), ყა=–Vი(X),-··, ყ„=წი(X) არის არა- 
ერთგვაროვანი (1,1) განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი (1.2) განტო- 
ლების კერძო ინტეგრალების ფუნდამენტური სისტემა, მაშინ ხსენებული 
მეთოდი საშუალებას გვაძლევს არაერთგვაროვანი (1.1) განტოლების ზო- 
გადი ინტეგრალი დავწეროთ კვადრატურების საშუალებით (იხ, § 6, 

ტოლობა (6.5)), 

ზოგჯერ არაერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებაში (1.1) თავი- 
სუფალი წევრი /(») ისეთი სახისაა, რომ შესაძლებელია მისი კერძო ინ- 
ტეგრალი XC») ვიპოვოთ კვადრატურების გარეშე. ამ შემთხვევაში (1.1) 

ზოგადი ინტეგრალის მოსაძებნად, თანახმად § 5–-ში დამტკიცებული თეო–- 

რემისა, საკმარისია შევკრიბოთ შესაბამისი ერთგვაროვანი (1.2) განტოლე– 
ბის ზოგადი ინტეგრალი და არაერთგვართვანი განტოლების კერძო ინ- 

ტეგრალი. 
' არაერთგვაროვაძნი განტოლების კერძო ინტეგრალის მოსაძებნად ზოგ- 

ჯერ. ხელსაყრელია ვიცოდეთ შემდეგი 
თეორემა. თუ (1.1) არაერთგვაროვანი წრფივი დიფერენ- 

ციალური განტოლების მარჯვენა ნაწილია /(ლ0=/,(0 + 
+ /ლი), ე. ი. თუ (1.1) განტოლებას აქვს სახე 

XIM1= 71+(X-+/:0%, (11.1) 

ამასთან ფუნქცია 7 1=XI(X) არის XLIყ))ლ– /I(X) განტოლების 
კერძო ინტეგრალი, ხოლო X,=1'(X) არის #IV)= /კ(X) გან- 
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ტოლების კერძო ინტეგრალი, მაშინ ფუნქცია #/=X»,(0+ 

+XX წარმოადგენს (11.1) განტოლების კერძო ინტეგ- 
რალს. 

დამტკიცება იქიდან გამომდინარეობს, რომ ვინაიდან 

XIX )= IX. (X)-L X :(X))== LX ,(X)) + #ILX_(X)) 

და, ვინაიდან პირობის ძალით 

#7.LX,(X)I = #,(%), #LIX56-CL0)= /.(X), 

LIXI)= /I(X0+ / ,თ). 

თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 19. შემთხვევა როცა თავისუფალი წევრი მრავალწევრია. განვიხი- 
ლოთ დიფერენციალური განტოლება 

LIყ)=Vყ”!+ი,ყი“) + ყი +... +რი ყ+თძიყ=ჯისს (12.1) 

სადაც სუცე არის კ, ხარისხის მრავალწევრი ნამდვილი ან კომპლექსური 

კოეფიციენტებით: 

ჯოლი = 4აXL”" + 4,5 1-+C...-+-4თ- )X+ 4. 

აქ საჭიროა განვიხილოთ ორი შესაძლო შემთხეევა: 

ა) ვთქვათ ლდიფერენციალლუ- განტოლებაში (1.1) კოეფიციენტი 
თა # 0. ვუჩვენოთ, რომ ამ შემთხვევაში (12.1) განტოლების კერძო ინ- 
ტეგრალი არის »; ხარისხის მრავალწევრი: 

0»ო(0)= მა" + 18,” 1+...-+ 8ი-)X+ მია (12.2) 

გავაწარმოოთ იგი მიმდევრობით ჯ-ჯერ და (12.2) მრავალწევრისა და 

0»(#. 070:(-),--., (XII(X) წარმოებულების მნი შენელობანი შევიტანოთ, 
შესაბამისად, ყ ფუნქციის და ყ”, ყ”,..., ყს) წარმოებულების ნაცვლად 

(12.1) განტოლების მარცხენა ნაწილში, მივიღებთ 

XICC=(X))= სი(X)- 

გაუტოლოთ ამ ტოლობის მარცხენა და მარჯვენა ნაწილებში ჯ „ცვლადის 
ერთნაირი ხარისხების კოეფიციენტები. ასე წარმოიქმნება განტოლებათა 

შემდეგი წოფივი სისტემა: 

%0ი.)80-+-ძი.81= 4. 

თ1(2 – 1)რი-.8-+ (#% –– 1)ძა-,3,+ ია 8=+4,, 

ამიტომ 

  

(12.3). 

#13) --თM» – 1) ... 20, 85, +L.. ·+იგმზმზა=4»ი, 

127



რომელშიც უცნობებია (11.2) მრავალწევრის კოეფიციენტები #7ე, 8,--., მო. 
ადვილი შესამჩნევია, რომ (12.3) სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსნი. 

ასე განისახლვრება მრავალწევრი C,„(X) და, მაშასადამე, კერძო ინტეგ- 
რალი (12.1) დიფერენციალური განტოლებისა. 

მაგა ლითი. მოვძებნოთ ზოგადი ინტეგრალი დიფერენციალური გან- 

ტოლებისა 
ყ+4ყ+3X=X». (12.4) 

ამოხსნა. მოცემული განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი განტო- 
ლება იქნება ყ"' +490 +-3ყ=0, რომლის მახასიათებელი განტოლებაა 

ვზ-+45+3=0. აქედან §,=– 1, 8,==-- 3, მაშასადამე ერთგვაროვანი გან– 

ტოლების ზოგადი „ინტეგრალი იქნება ყ=C)6+X-+-C6 %, სადაც 0, და 
·C, ნებისმიერი მუდმივები». 

ვეძებოთ ახლა (12.4) განტოლების კერძო ინტეგრალი C0,(X) = 8აX-L #9, 

სახით. მაშინ C(X)= 8:. C0I(X)=0. შევიტანოთ 0)(X), C1:(X), 01(X) 
ფუნქციების მნიშვნელობანი (12.4) განტოლების მარცხენა ნაწილში შესა- 

ბამისად ყ, ყ”, ყ” ფუნქციების ნაცვლად, მივიღებთ 

38-X+(48ე+38,)=X, 

საიდანაც, კოეფიციენტების გატოლების შემდეგ, გვექნება 
38)=1, 

48,+37,=90. 
1 

აქედან #ა= > 8=- = ამრიგად, (12.4) განტოლების კერძო ინ–- 

1 4 ტეგრალია თ =-- #-–- ––-,, ხოლო ზოგადი ინტეგრალი –– 
9 

– – 1 4 
ყ=C)6%+C02:6 “ჭუივჯპ-ლი 

ბა ახლა განვიხილოთ შემთხვევა როცა (12.1) განტოლებაში კოეფი- 

ციენტები ძა=ძთა.,=--.-=0, „=0. ეს იმას ნიშნავს, რომ (12.1) განტო- 
ლებაში უმცირესი რიგის წარმოებული საძიებელი ფუნქციისა არის ყი), 
ე. ი. დიფერენციალურ განტოლებას აქვს სახე 

ყო «იე,ყო )-...-++ ძი იყი) = საოლი. (12.1) 

მისი მახასსიათებული განტოლების 

§ვ"+0,ვ" )+.---- თი-ავწ=0 

ერთ-ერთი ფეხვი არის §=0, რომლის ჯერადობა უდრის ი. თუ გამოვი- 
ყენებთ ჩასმას 2=ყრ0), მივიღებთ ახალ არაერთგვაროვან დიფერენცია- 

ლურ განტოლებას 
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ცი-ი- ცერი) +...-L თა -ინ=#ო(, (12.5) 
რომელშიც კოეფიციენტი ი„_ა # 0. ზემოგანნილული შემთხვევის მიხედ– 

ვით, (12.5) განტოლების კერძო ინტეგრალი ა ხარისხის მრავალწევრია, 

რომელიც აღვნიშნოთ ჯ#»(X)-ით, მაშინ გვექნება 

ყი) = 7 (X)- 

უკანასკნელი დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრალის მისა- 
ღებად საკმარისია იგი მიმდევრობით ვაინტეგროთ ყ„-ჯერ, გვექნება 

ყ(X)= ჰ8აჯოზი + 8,X-51ი1 “+..·-+.8აX7 + C,#- 1-+L · 

–+0აX” 1–+ ..+ C»-IX+C;. 

სადაც C), C,-·-· C» ნებისმიერი მუდმივებია. იმისათვის, რომ მივიღოთ 

(12.1) განტოლების კერძო ინტეგრალი XIX), საკმარისია დავუშვათ 
C1= C.= = =C» = 0, მაშინ 

X(CX)ლ–X9(8აX- + 8.X” 1+..·-+ 8» 1X+ 8»ა· (12.6) 

მაშასადამე, როცა (12.1) განტოლებაში კოეფიციენტები ი„=ძაე ,= 
ლ ··=მი=0, მაშინ მისი კერძო ინტეგრალი უნდა ვეძებოთ (12.6) 

ით. 

მაგალითი. მოეძებნოთ დიფერენციალური განტოლების 
ყ” _ ვყ”" =92ჯ _ 1 (12.7) 

ზოგადი ინტეგრალი. 

მახასიათებელ განტოლებას ვ§9-- 322=0 აქვს ფესვები §,=3,კ=0, 

§ე=3. ამიტომ, (12.7) განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების 

ზოგადი ინტეგრალი იქნება Vყ(X)=C;+CX+C00%. სადაც C), C, C 
ნებისმიერი მუდმივებია, (12კ7) განტოლების კერძო ინტეგრალი უნდა ვე- 
ძპებოთ შემდეგი სახით: 

C0(X) =XXმაX„++ 8,X+ 8»), 
საიდანაც მივიღებთ 

0:(0 =4შა»ჯ"-L-38,X#+278,», 
C:(ყ)=12ეჯ"--680,X+2#,, 

0: (X) =248ეX+628,. 

ჩავსვათ C,(X), C(:(X), C00:(X), 0: (X) ფუნქციების მნიშვნელობანი (12.7) 
განტოლებაში, გვექნება 

– 36 შ,»"-LC248,–- 188)X+6(8, – 8ა=2/0-– I. 
აქედან, ტოლობის მარცხენა და მარჯვენა ნაწილებში ჯ-ის ერთნაირი ხა- 

რისხების კოეფიციენტების გატოლების შემდეგ, შე, 8,, 8, კოეფიციენ- 
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ტების განსაზღვრისათვის, მივიღებთ ალგებრულ განტოლებათა შემდეგ 
წრფივ სისტემას: 

1ზ88ე=–1, 48)– 38,=0, შ,-8,=--, 

5 
საიდანაც გვექნება 8ა=–--, 8,=–:>-, ჩ8, = => მაშასადამე, (2.7) 

1 
განტოლების კერძო ინტეგრალია 0,(X)=»! (_» “2. I, 

ხოლო ზოგადი ინტეგრალი (12.7) დიფერენციალური განტოლებისა იქნება 

ყილი=ყ00+0:00=C-+CX+ C++ 

+2( 2-ე-» = 
27 

§ 18. შემთხვევა, როცა თავისუფალი წევრის სახეა # .(X)6-:. და- 

ვამტკიცოთ შემდეგი 
თეორემა. ვთქვათ თ ნამდვილი ან კომპლექსური რიცხ- 

ვია, LI) – მოცემული ჯ ხარისხის მრავალწევრი ნამდ- 

ვილი ან კთმპლექსური კოეფიციენტებით. დიფერენცია- 
ლურ განტოლებას 

LIV)=#თ(X) 6“, (13.1) 

როთცა თ არ არის #I9))=0 განტოლების მახასიათებელი 
განტთლების ფესვი, აქეს XL(X)= 0,„(X60C>X სახის კერძო 
ინტეგრალი, სადაც 0ი„() არის ჯ ხარისხის მრავალწევ- 

რი. თუკი თ მახასიათებელი განტოლების #-ჯერადი ფეს- 
ვია, სადაც 2>1, მაშინ (13.1) განტოლების კერძო ინტებ- 
რალს აქვს სახე: XL(X)=X9C0„+XX) 6%”. 

ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ თ არ არის (13.1) განტოლების შესაბამისი 
ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების მახასიათებელი განტოლე” 
ბის ფესვი. საძიებელი ყ=V(X) ფუნქციის ნაცვლად შემოვიღოთ ახალი 
უცნობი ფუნქცია შემდეგი ტოლობით: ყ=ჯ/იე- და შევიტანოთ იგი 

(13.1) განტოლებაში, გვექნება 

(7) , 
ავალთ ჟიჯ.+63 ო 8” + დ(თ)ბ6=XL,,(X); (13,2) 

( ' 
სადაც 

დ(თ)=თ"-+ თეთ +-.--+ძაე-ეთ+თი: 

რაკი პირობის ძალით თ არ არის მახასიათებელი განტოლების ფესვი, 
ამიტომ დ(თ) # 0. განტოლება (13.2) წარმოადგენს § 12-ში შესწავლილ 
არაერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებას, რთმლის კერძო ინტეგ- 
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რალი, როგორც ვიცით, არის ჯი ხარისხის მრავალწევრი 0 „(X). ამრი- 

გად, თეორემის პირველი ნაწილი დამტკიცებულია. 
ახლა ეთქვათ თ არის მახასიათებელი განტოლების /-ჯერადი ფესვი. 

ამ შემთხვევაში დ(თ)=დ”(თ)=დ'(თ)ლ=...=დV-I>)=0, დით) #0. ამ 
შემთხვევაში, როგორც ვიცით (იხ. § 12), (13,2) განტოლების კერძო 

ინტეგრალია XM0C (X) სახის ფუნქცია და, მაშასადამე, (13.1) განტოლე- 
ბის კერძო ინტეგრალი იქნება X(CX=X-0,„ლ00 ი სახის ფუნქცია. ამით 
თეორემის მეორე ნაწილიც დამტკიცებულით 

მაგალითი. მოვძებნოთ დიფერენციალური განტოლების 

ყ''- მყ, -+-2ყ=(9ჯ--1) (+-+9ე-M% (13.3) 
ზოგადი ინტეგრალი. 

მახასიათებელ განტოლებას აქვს სახე 

ვმ –– 33-+2=90, 

საიდანაც §,=83=1, ყვე:=-=- 2. 

მაშასადამე, (13.3) განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების 

ზოგადი ინტეგრალი იქნება 

ყიი – (C,+ C:X) §++ Cე 6“, 

სადაც C), C. Cე ნებისმიერი მუდმივებია. 

იმისათვის, რომ მოვძებნოთ (13.3) განტოლების კერძო ინტეგრალი, 

ჯერ ვიპოვოთ კერძო ინტეგრალი არაერთგვაროვანი დიფერენციალური 
განტოლებისა 

ყ ვე'+2ყ-=C0ჯ-L1) C.. (13.4) 

რადგან მახასიათებელ განტოლებას აქვს ორჯერადი ფესვი §,=ჯვ-=1, 
ამიტომ (13.4) განტოლების კერძო ინტეგრალი უნდა ვეძებოთ VV,(X)= 

=X(8აX+8,) + ფუნქციის სახით. შევიტანოთ (13.4) განტოლების მარ- 
ცხენა ნაწილში X)(X), X)(X9, I” (X) ფუნქციების მნიშვნელობანი და მი- 
ღებული ტოლობის მარცხენა და მარჯვენა ნაწილებში X ცვლადის ტოლი 
ხარისხების კოეფიციენტები ერთმანეთს გავუტოლოთ, მივიღებთ ალგებ- 
რულ განტოლებათა წრფივ სისტემას 

6(8მა+ 8,)=1, 

1 1 1 1 
საიდანაც „8ა= > ' 8=- ვ ამრიგად, X,(X) =X (> ჯ-– 2) (1 X 

ახლა მოვძებნოთ : 
ლ ყ' ვე +2ყ=90 % (13.5) 
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არაერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების კერძო ინტეგრალი. 
ვინაიდან ვე=–-2 არის მახასიათებელი განტოლების ფესვი, ამიტომ 

(13.5) განტოლების კერძო ინტეგრალი უნდა ვეძებოთ X(X) = 4X6 M 
ფუნქციის სახით. მარტივი გამოთვლების შემდეგ, მივიღებთ ,4=>1. მაშა- 
სადამე, (13.5) განტოლების კერძო ინტეგრალი არის Xე,(X)=X6 27%. გა- 

მოვიყენოთ § 11 ში დამტკიცებული თეორემა, რომლის მიხედვით (13.3) 
განტოლების კერძო ინტეგრალი იქნება ფუნქცია 

Xც0=რი0+ ანა =(-- X- ვ ) «+». 
ამის შემდეგ (13.1) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი ასე ჩაიწერება: 

ყ=VC) LX6იი = (თ+ 0» - 2 0+- ») +(0+X)% 

§ 14. შემთხვევა, როცა თავისუფალი წევრი არის §-XI XI, (X) C03 ზX+ 

+C0თ09ი 310 3») სახისა. განვიხილოთ მუდმივკოეფიციენტებიანი დიფერენ- 

ციალური განტოლება 
X#Iყ) = ყ)+თ,ყ” + ·-+იძი სყ +-იიყ= 

=0%XI ჩა (X) 609 8X-+ Cთ(X) 510 8X), (14.1) 

სადაც თ და ჩ ნამდვილი რიცხვებია, L,,(X) და C0თ(X) მოცემული მრა- 
ჟალწევრებია, რომელთა ხარისხები არ აღემატება #-ს. მართებულია შემ- 

დეგი 
თეორემა. თუ 6-+ 8: არ არის მახასიათებელი განტოლე- 

ბის ფესვები, მაშინ (14.1) განტოლების კერძო ინტეგ- 
რალს აქეს სახე 

XIX) =6-LVVიე 603 8X+ 09 V)Vი 810 8+XI, 

სადაც #IXX) და C09XICX) მრავალწევრებია, რომელთა ხარისხი არ. აღემა- 
ტება ჯ-ს. თუ თ- 8: წარმოადგენს მახასიათებელი განტოლების ჯ-ჯე- 

რად ფესვებს, მაშინ (14.1) განტოლების კერძო ინტეგრალს აქვს სახე 

XLCX) =X#9 XXL XXI)6ი 609 3X+ 00)(X) §19 ჩXI. 
აღვილი სანახავია, რომ (14.1) განტოლების კერძო ინტეგრალის მო- 

ძებნის ამოცანა მიიყვანება § 13-ში განხილულ შემთხვევაზე. მართლაც, 

თუ ფუნქციებს 609 §X და 310 მ ეილერის ფორმულებით გარდავქმნით: 
L . 1 

003 ჩX= - (9 + Iს, 610 ჩ8#= 2: (69IM -_ გ-»), 
კ 

მაშინ განტოლება (14,1) ასე ჩაიწერება: 

LIM)=7თლი 05+IMX +მთხი 4-8», (14.1– 
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სადაც | 
(ლ 1 . == 1 . 
ჩო=- (წოფი – +0თი0), 0=00 = --- (0ა00+%0ო0ი) 

წარმოადგენს მრავალწევრებს კომპლექსური კოეფიციენტებით, რომელთა 
ხარისხი არ აღემატება ჯ-ს. 

ახლა საკმარისია ცალ-ცალკე ვიპოვოთ კერძო ინტეგრალი X”,(X) დი- 

ფერენციალური განტოლებისა 
XIV) = 9»(X) 0(C- 80» (14.2) 

და კერძო ინტეგრალი X»(X) დიფერენციალური განტოლებისა 

#IV/1–დCუ (ე ი=-8+, (14.3) 

მაშინ, თანახმად § 11-ში დამტკიცებული თეორემისა, (14.1) განტოლე- 

ბის კერძო ინტეგრალი იქნება ფუნქცია XCX)= XI(X)-L+IXV(X). კერძო ინტეგ– 
რალები (14.2) და (14.3) დიფერენციალური განტოლებებისა მოიძებნება 
§ 13-ში შესწავლილი წესით, 

მაგალითი, მოვძებნოთ დიფერენციალური განტოლების 

ყ' +-2ყ,+ყ=7X? 6 +008 X (14.4) 
ზოგადი ინტეგრალი. 

ადვილი სანახავია, რომ შესაბამისი ერთგვაროვანი დიფერენციალური 

განტოლების ზოგადი ინტეგრალი იქნება 
ყ(9=(თ+0M)4“. 

შევნიშნოთ, რომ (14.4) განტოლების კერძო ინტეგრალი იქნება დი- 

ფერენციალური განტოლების 
ყ”-+2ყ'-+Vყ=X? 6 % (008 X+X 810 X) =ჯ" 1-1 (14.5) 

კერძო ინტეგრალის ნამდვილი ნაწილი. (14.5) განტოლების კერძო ინტეგ– 
რალი უნდა ვეძებოთ შემდეგი ფუნქციის სახით: 

ჰX(X)=ი0LM-9 (8) + 8,X+1.), 
მაშინ 

XX) = (2-1 ((ჯ –– 1) (3)X"+8,X+ 8)+28ა:X+ 78), 

X”00=4L-) -(6-– 1)%შეჯბ-L 8,X+18) + 

'. +-20--1)(28-+8)+238))- 
ჩავსვათ ყ, ყ”, ყ” სიდიდეთა ნაცვლად შესაბამისად XX), X”VX), X” (XX) 
ფუნქციები (14,5) განტოლების მარცხენა ნაწილში, მივიღებთ 

I( –– 1)ქ+2((– 1)-L1) (8ხ»-L8,X+ 8ა+ 
-++L2ც6 –– 1)+9) (2,3,)X+ 8,)+28,=» 
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ანუ 
–-ჰშმა? – 8,X – 8:+2(28:X+ 8) -++28ა=X" 

აქედან მარცხენა და მარჯვენა ნაწილებში ჯ ცვლადის ტოლი ხარისხე- 

ბის კოეფიციენტების გატოლების შემდეგ, მივიღებთ ალგებრულ განტო- 
ლებათა შემდეგ სისტემას: 

– ჩ10:=1, 

–)ს,+4)8ა1=90, , 

_ ნგ +2#9,:+2785:5=0, 

საიდანაც | 
ჩ80-0=–-1, 83ელ=--44, ჩ18კ=6, 

ამრიგად, (14,5) განტოლების კერძო ინტეგრალი არის ფუნქცია 

XL(X)=ცM“M(-- 1 -- 4(X-+6) = 
=6“XI(6 –- X9) 008 X+ 4X 310 X-L1L(6 –– #2) 310 X –– 4X 608 XI), 

რომლის ნამდვილი ნაწილი 
XC)=46 XL(6 –– X9) 608 X-+-4X 310 XI 

წარმოადგენს (14.4) განტოლების კერძო ინტეგრალს, მაშასადამე, მოცე– 
მული (14.4) დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრალი ასე 
ჩაიწერება 

ყ=ყ+XV00=(Cთ+0,X) - ++ L(6 –– #მ) 003 X-+- 47 §10 XI 6-# 
ანუ 

=0+XICVI-+C:X- 4X 3810 X-L (6 –– Xჯ?) 008 XI, 

სადაც C,, (ე ნებისმიერი მუდმივებია. 

სავარჯიშო 

მოვძებნოთ ზოგადი ინტეგრალი შემდეგი წრფივი "ერთგვაროვანი დი– 
ფერენციალური განტოლებებისა: 

1ა 2ყ”+7ყ' –- 15ყ=0, პასუხი: /=0-%+L0,1“ · 

2, ყ'-- ვყ”+2ყ=0, პასუხი: ყ=0,- %+(0,+ 0,4". 
3. ყ”'– 2ყ''-+5ყ'-+26ყ=0, 

პასუხი: ყ=0,6 M-L(CCთვ 008 3ჯ-+ თე 310 3X)6", 

4, ყე ცბპყ=0, 
პასუხი: ყ=0)09%-LC0,6 %X-I-Cვ 603 0X+ C 310 თX. 
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5. ყრი 4ყ'” -++10ყ” – 12ყ'+5ყ=0, 

პასუხი: ყ=(0,+C,X+0, 005 2X+0, 81 2»)6", 
6. ყI!) -- 6ყ(შ-L 16ყ'” ––- 32ყ –-48ყ” –– 32ყ=0, 

პასუხი: ყ=0, 008 2X+C0: 810 2X+(03+ 0(X+ 0 )ტ% 
შ, ჟი ყრი --ვყ”+-5ყ - 2ყ=0, 

პასუზი: ყ=C0, M-+(Cთ>+C)X+ CX4)ი". 

8. ყლ)-L ფამაარილელ ყო) + 

+ ით არ –2 ყო +...+ოყ-+Vყ=0, 
  

პასუხი: ყ=(თფ-+C:X+C0აჯ"-+L...+ 0 X-" 1)“ X 
9, ყი 2ყ) 9ე(შ)-L 16ყ'” -L24ყV -+L32ყ”+16ყ-=0 

პასუხი: ყ=(0,--C-X)6 ++(C0კ+ C,X) 310 2X-LCCIგ+ 0ეყ) 608 2X. 

10. ვიპოვოთ კერძო ინტეგრალი დიფერენციალური განტოლებისა 

ყ'-+L+2ყ' +5ყ=90, რომელიც დააკმაყოფილებს პირთბებს: როცა X#=0, 
მაშინ ყ=2, §”=4, 

პასუხი: ყ=-(2 008 2X-L3 310 2X)6 X. 

„: 1. ვიპოვოთ კერძო ინტეგრალი დიფერენციალური განტოლებისა 
–7ყ +6ყ=0, რომელიც დააკმაყოფილებს პირობებს: როცა #ჯ=0, 

მაშინ ყ=2, ყი=8, ყ'=0. 
პასუხი: ყ=ტ%-+-260%--გ %.. 

მოძებნეთ ზოგადი ინტეგრალი შემდეგი წრფივი არაერთგვაროვანი 

დიფერენციალური განტოლებებისა: 
1» ყ' –- 4ყ'-+-4ყ=Xჯ9, 

პასუხი: ყ= =(C,+0,0-%+-- (20+4X-+-3). 

2. რ + 2” +3ყ 1-2 +ყ=1-+X+X)0 

„> 3 
პასუხი: ყ=6 IC,+ თ.ა ია V   X+ 

  

V 3 
–+-(0C1-+ CაX) 319 2 #1 +18-–3X+1. 

3, ყ' – 4ყ”+5ყ --2ყ–2X+3, 
პასუხი: ყ=(C--C3X)"+C06% –- X –– 4. 
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4. ყ''+ ყ=6-, პასუხი: ყ=C,003X+C) 90 X+-- ტ>, 

5. ყ” –- 2ყ'+Vყ= 319 6X, 
(1 –– 35310 იჯX+-2თ ი03 იX 

პასუხი: ყ=(7+C0.X)6--+L · 
უ #-(Cფ+0+ (2-2) 
  

6. ყ”+-ყ=2 00839 ჯ (866" X –– 1), 

პასუხი: ყ=0, 608 X+C8)0X+-- (4X 810 X-L-C08 3X). 

7. ყ' –- 6ყხ'+--9ყ=X %9X2-L6X--2), 

პასუხი: ყ=(0,+0»)%++--. 
8. ყ"+ყ-–-6ყ=07, 

» 

პასუხი: ყ=C0,60%-I- (7, 9 L- . 
უუ ყი 922 “2 1-ი)(3+160) 

  

9. ყ”+Vყ=8006X, | 

ბასუხი: ყ=C0/, 003 X-+LC- 810 X+X810 X-+- 608 X10 (009 X)- 

” 1 
ბმ. ყ 1ყ= 008 2XL/ C082X ' 

პასუხი: ყ=0,008X+Cე 310 X–I/ 008 2». 

11. ყ”+ყ”+ყხ–+ყ=X--3X-+6X+ 6, 

პასუხი: ყ=C0,6 X%-+C) 608 X+ (3 810 #+X, 

12. ყი. 5ყ”-- რყ=81ი 6X, 

პასუხი: ყ=0C, 008 V 2X+0, 810 I/ 2 X-- 

  

  

–+010608I/ 3X+C,8თი 1// 3X+ ლიი · 

13, ყე მე” -++16ყ = 605 X, 

პასუხთ #=(0,+0, 000 2X+(0)+ LX) 610 2X-L- – ი08 X 
14. ყლ).  ებყ=1-+#, 

პასუხი: ყ=0,6%-+ 0,6 %+-L (კ 608 0”X-+ C+ 810 ც--–- 2. (1+ჯზ. 

15, ყრ-- 2ყ0-+5ყ” -- 10ყ” -- 36ყ”-+-72ყ=4095, · 
პასუხი: ყ=C00853X+ C5 810 3X-+-(0გ-L CღაX) CM-L 

გ9% ' –. 

109 ++C- 2)?(–+2)(ც1-C9) 
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16. ყ.)-:-ყ”=ჯXჯ, 

პასუხი: ყ=C,+C0,X+C0ა6ნ ++ 

+! '(ი, 91» V2 X+Cე ი08 3-2, 2 .)+>. – 

17. ყი L3ყ(ს-L3ყ”-+-ყ=% 310 CთX, 
ბასუხი: ყლ=(0)+C,X+ CX?) 608 X+ . 

+(0C+0CთX+C0ეXჰ 81ე ჯ – 2 31907 . 
(61 -- 1)? 

18, ყე 4ყ” L8ყ” -- 16ყ”'--16ყ=96X6%, 

პასუხი: V=0) 005 2X-+-C, 5Iი 2X-+(03+-C,X –– 3X +2X)ი“. 

· 19. ყრ-20%ყ”-Lიბყ=6008 6X, 

პასუხი: ყ=(თ+0CკX) C03 -X+(C;-++ CკX) 81ი 0X –– 5 9000X, 

20. ყრ-- მყ” -+ყ=8(60-L4 X) +4 (910 X-+L609X), “ 

პასუხი: ყ=(C,-+C0:X+X?)6"+ (0კ-CCთX-+X2?)6+X-+810 X-+ 008 X- 

21. ყ”+2ხ -+ყ=>X1%?6 + 008 X, 

პასუხი: ყ=IC+C:;X+4X 519 X+ (6–– #”) ი08 X)C ”. 

22. ყრი ცშყ=5ც44% 510 6X, 

პასუხი: ყ#ყ=(C -- 810 0CX)69X+ C:6 + C3 005 თX-L Cჯ4 51ი CX- 

2ვ. ყ-- 2ყ+ყ=6 5810 X+46", 

პასუხი: ყ==(C + C.X)6---2X%' + 

24, ყ”+ყ=81ი ჯ §1ი0 2», 

3531ი X-+ჰ2-4 6095 ჯ 

25 
  64. 

პასუხი: ყ=0ე 00ჩ X+C.510 X+<- ჯი »+-- 605 3Xჯ. 

25. მოძებნეთ კერძო ინტეგრალი დიფერენციალური განტოლებისა 

ყ–ყ--ყ'-იყ=40%6X-- 1)+3+X, 
რომელიც დააკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: როცა ჯ=0, მაშინ ყ==1, 
ყლ=- 1 ყ” =0., 

პასუხი: ყ=(2X -- 4X-2-+5X#-- 5,5)++3(+1)+3,56%, 

26. მოვძებნოთ კერძო ინტეგრალი დიფერენციალური განტოლებისა 

| ყ”+4ყ=81)0 X, 

რომელიც 'დააკმაყთფილებს შემდეგ პირობებს: როცა: =0, მაშინ /=1,_ 
ყ=1»ა · 
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მოვძებწმთთ ზოგადი ინტეგრალი ქვემომოყვანილი დიფერენციალური 

განტოლებებისა ცვლადი კოეფიციენტებით. 
27. (X-+თ)ბყ” –– 4(X+თ)ყ'+6ყ= 0. 

პასუხი: #=0)(X+თ)3?-L თ,(X-L თ)% 

28- აბე” /=0, 
პასუხი: ყ=(0,+0)კ109 X+C0კ (19 X)მ?)X 

29. (2X-L3)9 ყ” -- 8(2ჯ-L3)ი--32ყ=0, 

პასუხი: ყ=(2X+3)"IC,-++ C:10 (2X-L3)) + 

-:30, ჯზყ” –- 2Xყ + 2ყ-LX-- 2X9=0, 

თ. 
2ჯ-3 

პასუხი: ყ=2-+0, 608 (1ი X»)-C თკ 619 (Iი X)- 

31, ჯტყ(ი –- 112,” -+-49Xყ – 861ყ=0, 

პასუხი: ყ=##Xთ+0,1 X+Cთ1იბე+<1. 

„” VI #V , 2 32. ყ- #+#=-“, 
“ ჯ”» ”»წ X 

პასუხი: ყ=XCC+C:1ი X+4103 X). 

-33. (#-I-1)?ყ” –– 3(X-+-1)ყ +4ყ=(1+ X), 
პასუხი: ყ=(X-+-1)%0,-LX +- თვ 10 (X-L 1))+ 

16 
34, ჯზყ" XI" –- 3ყ+ 10 X 

  

=0, 

პასუხი: ყ=-“ (0,-+0,X4+1ი X+2 12"). 
X 

  

35. (2X-–– 1)ზყ”-|.6(2X –– 1)ზყ" -I-4(2X – 1)ყ”-+8ყ= 92-X--0, 

1... 1 პასუხი; ყ= ეკ 190(2X--1)+ -3-10%(2ჯ-–1 

+ ს/ 2ჯX–1 | C2 608 (Mპით- სI+ 

+თკ§1ი M3 ით - ს))I. 

„- 36. ჯ"ყ” – 9ჯყ -+37Xყ –- 64ყ=6X7მ(1+410 ჯX+10 103? X), 

პასუხი: ყ=X%XC, +010 X-- თე 10? X+ 104 X+1ი" ჯ.. 
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37. »ჯყ +3Xჯი” +ყ= _ 1. 
(1 ––- #2 

1 
პასუხი: ყ#/---(თ+თ!ი» +190 –- ): 

  

38, ჯ% –- ცყ=0; მითითება: გამოიყენეთ ჩასმა »=-- ი 

LI. 9 
პასუხი: /V=X(C,ტ6“ + კინ ”). 

39. ჯმ -- 2Xმყ 4-2ჯმ1+2)ყ=0; 

მითითება: გამოიყენეთ ჩასმა #-=-L · 
ჰ 

2 
პასუხი: /=X(თ9ი---+0, ი = ). 

ჯ ჯ 

40. Xყ +-2ყ+ი%ყ=0 მითითება: გამოიყენეთ ჩასმა: #V=(. 

პასუხი: ყ=-L (C, 519 იX-LC, 003 CX). 
Xჯ 

41, ყწ+3 წ –ყ=0; მითითება: გამოიყენეთ ჩასმა: XV=L#» 
V 

-= 3. 
პასუხი: /-+ თ=+ +. (თ 1, + ძათი§+ >»). 

ჯ 

/, 22., 2 
42. ყ –--V –(«-+)#=თ 

მითითება: გამოიყენეთ ჩასმა: V=LVX, 

პასუხი: ყ=X(C)6%-LCე6 9), 

რიგის დაწევით მოვძებნოთ ზოგადი ინტეგრალი ქვემომოყვანილი დი- 
ფერენციალური განტოლებებისა, რომლებშიც ცნობილია ერთი კერძო 

ინტეგრალი ყ, =ყ1(X). 
პრაქტიკულად, საკმარისია გამოვიყენოთ ჩასმა ყ=ყ/, I 2პ0)ძო სა- 

დაც #=#-(X) არის ახალი საძიებელი ფუნქცია. 

1. X2–1ჯ) სყ +-(C2 –- 2 ყ+2 (1–– X)ყ=0, ყ,=X2, 

პასუხი: ყ=C)6--+-CკX?. 

2. XI – 1) ყ' –-2ყ=0, #V=: X. 
–Xჯ 

პასუხი: #=თ(»+ 1+ 

  

  

2X19 X )+ C5ჯ 

1–-Xჯ 1=ჯ



  

2. , 91 ჯ 
ვ. ყ,+--ყ+ყ=მ, Vყ,= 

X ჯ 

პასუხი: ყ=-1 (თ, 605 X+-C, 310 X). 
X 

4. (2X-+1)ყ” -L-2(2X –– 1)ყ'–– 8ზყ=0, ყ,=6M, #=0003L., 

პასუხი: ყ=C0)(4X--+ 1) C,6 ?. 

5. XC4X –– 1)ყ”'-L 2(2ჯ –- 1) ყ' –– 4ყ=6X(2XჯX-–-1), შესაბამისი ერთგვა- 

1 
როვანი განტოლების კერძო ინტეგრალი არის ყ.=--. 

ჯ 

პასუხი: ყ= 5 -+0,2»- 1)-LX2?. 
X 

6. (1+X)ყ"+XI –- #V=0, ყ,=–(X+L/ 1+X"/, 
პასუხი: ყ=0(- IV 1+X)/+Cთ(X+I/ 1+X"”. 

7. Xყ –-(1+XყყM-+ყ=0, ყ,ლ–1+X, 
პასუხი: ყ=0,-%-+C%9(1-+X, 

  8. 95 /-– ყ = #6008X–“ ოთ) 819 X , მესაბამისი ერთგვარო- 
· ჯ 

ვანი განტოლების კერძო ინტეგრალი ყე==X 

პასუხი: ყ=Cთ+ C0)X+83I10 ჯ. 
ჯ 

9, ყ'- ყ-+-ყე%=X6% -1, შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების 

კერძო ინტეკრალი არის IV, =510 #6”. 

პასუხი: #=»-0, 003 6"-L C; 810 6".



თავ0 V 

ჩმეულებტივი დიფერენციალუტი ბანტოლებების 
სისტემები 

§ 1. ნორმალური სისტემა. ინტეგრალის არსებობისა და ერთადობის 

თეორემა. 

ვთქვათ ერთსა და იმავე შუალედზე წარმოებადი » ფუნქცია ყ,=ყ,(X), 
ყი=ყი(X),.-·, #ი=/ი(X) დაკავშირებულია ჯ ცვლაღთან და V,, ყა... M2 
წარმოებულებთან შემდეგი განტოლებებით: 

ყ:=დ,(X, ყი ს/ი: ·, ყო)” 

ყ:=C,კ(X, VI ყი'- ყის L, (1.1) 

ყი=დი(X, VI. ყ.-ს ყი), 

სადაც ყოველი დჯ(», V), ყე, ყი), (ჯ=1, 2,..., #) არის თავისი #-+1 
არგუმენტის მოცემული ფუნქცია. იგულისხმება, რომ ჯ ნატურალური 

რიცხვია. განტოლებების ერთობლიობას (1.1) უწოდებენ ჩვეულებრი– 
ვი დიფერენციალური განტოლებების ნორმალურ სის- 
ტემას. ფუნქციების მიმდევრობას ყ,(X), ყ.(X),.··, ყი(X) ეწოდება (1.1) 
სისტემის ინტეგრალი თუ ამ მიმდევრობის ფუნქციები აღებულ 
შუალედზე იგივურად აკმაყოფილებენ (1.1) სისტემის ყოველ განტოლე– 
ბას. შევამჩნიოთ, რომ დიფერენციალური განტოლებების ნორმალურ სის- 
ტემაში საძიებელი ფუნქციების წარმოებულები გამოსახულია დამოუკი- 
დებელი ჯ ცვლადითა და თვით საძიებელი ფუნქციებით. ამასთან განტო- 
ლებათა რიცხვი და საძიებელი ფუნქციების რ-აცხვი თანატოლია, 

ავიღოთ #+1 განზომილების არე (3), რომლის წერტილის კოორდი– 

ნატები იყოს (LX, ყ,, Vი,.-·» ყი), სადაც XC IX –– თ, Xე+0I, VI C IVIი--ხ, 
ყIი“LC6); თ, ხი Xი მოცემული რიცხვებია, ყ:ი=VყI(Xი)ს (§=1, 2,..-, 4). 

დავამტკიცოთ შემდეგი 

თეორემა. თუ (»ჩ) არეში (1.1) სისტემის მარჯვენა ნაწი– 

ლები დჯ|=დ,(, ყი ყე-·· ყი) წარმოადგენენ თავისი არგუმენ– 
ტების ერთობლივ უწყვეტ ფუნქციებს (და, მაშასადამე, 
არსებობს ისეთი რიცხვი M#, რომ |Cდ;|=<#M1), ამავე არეში 
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აკმაყოფილებენ ლიპშიცის პირობას V.,Vყ;,..., ყი არგუ- 
მენტების მიმართ: 

#» 

| დI(X, ყე: ყვა: >> ყი) –– დ)(X, ”#), შვე" ჩი) |<»2IVI –ი ს 

' (=1 

სადაც (XX, ყე ყა, წი), (X, წი #ვ,--· #·)C (») ნებისმიერი წერ- 

ტილებია, მაშინ არსებობს (1.1) სისტემის ერთადერთი 

ისეთი ინტეგრალი ყ)=VII(X), ყე=ყე(X),--» ყია=ყი(X), XC ხიი–– თ, 
X+0ი0I), რომელიც აკმაყოფილებს მოცემულ საწყის პირო- 
ბებს VICXა)== ყი: 

თეორემის დასამტკიცებლად ავაგოთ წრფივი ფუნქციონალური სივრ- 

ცე 0», რომლის ელემენტი (წერტილი) ვუწოდოთ IXა-––- 70; Xე + 71 სეგ- 
მენტზე უწყვეტი ფუნქციების ერთობლიობას (#,(X), ჩ,:(X),--·, რი(X)), სა- 

ს ხხ. 2. ვთქვათ 20)=-(»ი), „(),..., 2) „ <Iი ( კ – = 
დაც #M% ი 3" 3 ლ 

და 2(9=(21), „),..., 9) არის 0, სივრცის ნებისმიერი ორი ელემენ- 

ტი. მანძილი ამ ელემენტებს შორის განვსაზღვროთ შემდეგი ფორმულით: 

ი(20, 20)=9X | ჟ) ა), 

Xჯ 

XC IXე –– ჩი" Xი-LIსიIL (=1, 2... !). (1.2) 

ცხადია, 0 (20), 70) დააკმაკოფილებს მეტრიკისათვის სავალდებულო 
ყველა აქსიომას (იხ. თავი 1I, § 1). C,„ სივრცის ელემენტების კრებადო- 
ბა (1.2) მეტრიკით ნიშნავს თანაბარ კრებადობას, ამის გამო, ზოგჯერ, 
Cა სიერცეს თანაბარი კრებადობის სივრცეს უწოდებენ. გარ- 

და ამისა, 0 სრული სივრცეა. 
(1.1) სისტემის ინტეგრალი ყ.=ყ)(X), ყვ=Vი(X),.··, ყი=წყი(X), რო- 

მელიც აკმაყოფილებს მოცემულ საწყის პირობებს, შეგვიძლია ვეძებოთ 

ეკვივალენტური ინტეგრალური განტოლებების შემდეგი სისტემიდან 
ჯ 

ყI=ყი+| თა!X, ყე ყვა ყი)ძX, (#+=1, 2,..-, 11). (1+.3) 

X- 

განვიხილოთ ოპერატთრი IX), რომელიც განსაზღვრულია (0 სივრ- 

ცეზე შემდეგნაირად: 
»ჯ 

თი)“ (ა+ IთC> ყ1I! §53.... ყი) თX,.--, ყიიL 

XC 
ჯ 

+| დი(X, ყი V9'· ·) წი) «I · (1·4) 

%0 
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ვინაიდან 
ჯ ჯ 

Iყ– MI=| | დ(CX ყი, ყი,-·-, Vი) ძX | =# | 
X- ჯა 

ამიტომ თIX) ოპერატორი (0, სივრცის ყოველ ელემენტს გადასახავს 
ამავე სივრცის ელემენტში. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ თუ ჩალას სადაც «<1, მაშინ (XI 
ჯ% 

კუმშვის ოპერატორია. მართლაც, ვთქვათ V  =(ყ,, ყ,--- ყი) ღა 2= 

=(ძყც ჩ,-.ს ჩე) არის Cც„ სივრცის ნებისმიერი ელემენტები, მაშინ გვექ- 
ნება 

ლ7##ჩი=ხ, 

    

  

ი(VIVI, CI>I))= 

8ჯ #C(9) (თთ MI". ი) –– დ|(X, 5,'·· 2ი)) XI == I 

ას
ი 8 

    

  

<» 2» თბაIV-XI2. ომ+ 
2-1 XC(9     

ჯ 

1 წ 
=VIXMე0(X, 2)=:თ0(X, 2), თ<1. 

თანახმად ბანახისა დი კაჩოპოლის თეორემისა (იხ, თავი II, § 6) C»ი 
სივრცეში არსებობს „ერთადერთი ელემენტი XV%=(ყ1, ყ5,:-·, ყე), რომლის– 
თვისაც მართებულია ტოლობა 

CVIX" =V_, 

ჯ 

ყI(=VI9+ | თ((% ყ? ყ5---, ძი) 0X  (§=1, 2,-.., ჩა), 
% 

თეორემა დამტკიცებულია. 
§ 9. # რიგის დიფერენციალური განტოლების დაყვანა სისტემაზე. 

ვთქვათ მოცემულია # რიგის დიფერენციალური განტოლება ერთი უცნო- 
ბი ფუნქციით, რომელიც ამოხსნილია საძიებელი ფუნქციის უმაღლესი 

წარმოებულის მიმართ: 

ყს= /CV, ყ, V ,..., ყი (2.1) 
ადვილი შესამჩნევია რომ ყოველი (2.1) ყაიღის დიფერენციალური 

განტოლების ინტეგრება შეიძლება დავიყვანოთ ნორმალური სახის დიფე- 
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-რენციალური განტოლებების სისტემის ინტეგრებაზე » უცნობი ფუნქ- 

-კცკიით. 

მართლაც, შემოვიღოთ ახალი საძიებელი ფუნქციები: ყ,=ყ/”, ყ,= 
=Vყ ს.-ს #1 =ყ” ს, მაშინ განტოლება (2.1) ჩაიწერება შემდეგი ეკვი- 

„ვალენტური სახით: 
ყ'=ყ, , 

ყ.=Vი , 
აამ... · (2,2) 

ყი-3=ყი , 

ყი-1= /CX ყ ყი ყთ-·-M»-ე)- 
ცხადია, რომ (2.2) წარმოადგენს წინა პარაგრაფში განხილული (1.1) 

'სისტემის კერძო სახეს რომელშიც საძიებელი ფუნქციები არის ყ, ყი 

ყია: ყი. ამით წინადადება დამტკიცებულია, 

§ 8, ნორმალური სისტემის დაყვანა ერთ დიფერენციალურ განტო- 

·ლებაზე. დავამტკიცოთ, რომ გარკვეულ პირობებში მართებულია წინა 

პარაგრაფში დამტკიცებული წინადადების შებრუნებული წინადადებაც. 
'სახელდობრ, (1.1) სისტემის ინტეგრება ტოლფასია ერთი ისეთი ჯ-რიგის 

ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლების ინტეგრებისა, რომელიც 
შეიცავს მხოლოდ ერთ უცნობ ფუნქციას. 

მართლაც, ავიღოთ (1.1) სისტემის ერთ-ერთი განტოლება, მაგალი- 

თად, პირველი განტოლება: 

ყ1= Cდ;(X, VI I9»··-» ყი) (3.1) 

და გავაწარმოვოთ იგი ჯ ცვლადით, მივიღებთ 
ყ;= =99) მე 0+.. .+99,, ”. 

9X მყი 

უკანასკნელი ტოლობის ს მრყვენა ნაწილში ჩავსვთ წარმოებულების 
ყოს ყი. ყე ნაცვლად მათი მნიშვნელობებისა (1.1) სისტემიდან, მივიღებთ 

წელია მ8 არა: ფლ +-ებ დი, 
ბი მს, მ“ » 

ე. ი. გვექნება შემდეგი სახის განტოლება 

ყI == /კ(X, ყ1! Mჯ"'· ყი), (3.1.) 

სადაც #;(X, ყ ყ§.·· ყო) აღნიშნავს წინა განტოლების მარჯვენა ნაწილს. 
ახლა (3.1,) განტოლება გავაწარმოვოთ ისევ Xჯ ცვლადით და მიღებული 
შედეგის მარჯვენა ნაწილში გამოვიყენოთ (1.1) სისტემის გასტოლებები, 

მივიღებთ: 
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ყ.= =%+9%# +" 2 L-..+ ,მ0 
“ოდი, 

მყ, მVი "პყ ყVი 
ანუ , 

MI = ”M>(CX, ყ)I. ყვა." ყი): (3.13) 

გავაგრძელოთ მსგავსი გამოთვლები, გვექნება 

ყლრომ= /,ფ ვ(X, ყე, > ყი), ,(3.1»-)) 

ყრ=/#%ი-((X, ყი ყი: ყი)- (3.1) 

ახლა განტოლებები (1.1,), (3-1,),..., (3.1გ-ე) ამოვხსნათ (როცა ეს 
შესაძლებელია) ყე, ყვ,--.-ა ყი ფუნქციების მიმართ (ცხადია, ისინი გამო- 

ისახებიან ჯ, ყე ყი Iს. ყა სიდიდეებით) და მათი მნიშვნელობანი 
შევიტანოთ (3.1,) განტოლებაში, მივიღებთ ერთ დიფერენციალურ გან- 

ტოლებას უცნობი ყ,=#/,(») ფუნქციით: 
ყა = XV, ყ. VI ყ.ს.. ” ყI“ 1). · (1.2) 

ვთქვათ (3.2) განტოლების ზოგადი ინტეგრალია 

ყ,=%XX, C). C»·- CV) (3.3) 

თუ ყ, ფუნქციის მიღებულ მნიშვნელობას და მის წარმოებულებს 
ყი ყIს'-., II“ შევიტანთ (3.1,), (3,1,),--., (მ,1გ_,X განტოლებებში, მი– 
ვიღებთ »– 1 სასრულ (არადიფერენციალურ) განტოლებას, საიდანაც 

მთვძებნით დანარჩენ ყე, ყე. ყა უცნობ ფუნქციებს. 

შესაძლებელია ისეთი შემთხვევაც, როცა უცნობი V,, ყვ,..., ყა, ფუნქ- 

ციების გამორიცხვა ხდება არა ყველა (3.1), (3.1ყ),..., (3-1) განტო– 
ლების გამოყენებით, არამედ უფრო შემოკლებული სისტემიდან, რომე– 

ლიც არ შეიცავს ერთ ან რამდენიმე უკანასკნელ განტოლებას. ვთქვათ, 

მაგალითად, უცნობი ყა, Vვ,.ს ი ფუნქციების გამორიცხვა შესაძლებე- 
ლია # (<7) განტოლებიდან: 

ყ:=ფდკ(X, V, MM“ "· წო), 

ყ = 7 V" ყს'' ” » #» (3-4) 

კხ= /, ყი ყლ... ყი). 

აქედან, V,, ყ,.··, /გ ფუნქციების გამორიცხვის შედეგად მივიღებთ შემ- 

დეგ დიფერენციალურ განტოლებას: 

ყოხ=X7CI ყი ყი... ყი), (3.5) 

რთმლის ზოგადი ინტეგრალი იქნება 

ყ,=%X», C,, Cღ»:--, CL) 
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სახისა. იმისათვის, რომ ვიპოვოთ დანარჩენი #-–1 ფუნქცია, ავიღოთ 

დიფერენციალური განტოლებების სისტემა: 

ყ:=ფდCჯ(X, MI ყვა... ყო 

ყე = /1(X, ყა; ყMთ--·, ყო» (3,6) 

ყო“) = #ს-)ა(X, ყა? ყვ... ყი 

საიდანაც გამოვსახოთ #-–-- 1 უცნობი ფუნქცია X, C), Cუ,.:» C, და 

დანარჩენი # –– # უცნობი ფუნქციის საშუალებით. ასე გამოსახული უც- 
ნობი ფუნქციის მნიშენელობა შევიტანოთ (1+1) სისტემის იმ #-–--# გან- 

ტოლებაში, რომელთა მარცხენა ნაწილები შეიცავს სწორედ დარჩენილი 

#2-–-X უცნობი ფუნქციების წარმოებულებს» მივიღებთ დიფერენციალურ 
განტოლებათა ნორმალურ სისტემას, ეს სისტემა, თავის მხრივ, დაიყვა– 

ნება ან ერთ „– # რიგის დიფერენციალურ განტოლებაზე ერთი უცნობი 

ფუნქციით, ანდა დაიყვანება # რიგის დიფერენციალურ განტოლებამდე 
და ახალ I –- #-–- #” რიგის ნორმალურ სისტემაზე და ასე ”შემდეგა 

მაგალითი 1. მოვძებნოთ შემდეგი სისტემის ინტეგრალი: 

ყ.= ვყე +8Vყ,, | (3.7) 

ყე=– ყ, –– 3ყ.. 
პირველი განტოლების გაწარმოების ძემდეგ, გვექნება 

ყე =3ყ:+8ყ. 
შევიტანთთ უკანასკნელი განტთლების მარჯვენა ნაწილში ყ; და ყე წარ- 
მოებულების ნაცვლად მათი მნიშენელობანი (3.7) განტოლებებიდან, მი– 
ვიღებთ მეორე რიგის ერთ განტოლებას: 

ყ. –– ყ,=0, 

რომლის ზოგადი ინტეგრალი იქნება 

Vყ,== 016" + Cვ6 X, (3.8) 
აქედან გაწარმოებით მივიღებთ 

ყ1=C)6" –– (2:6 +. (3.9) 

ჩავსვათ ყ, და ყუ ფუნქციების (3.8) და (3.9) მნიშვნელობანი (3,7) სის- 
ტემის პირველ განტოლებაში, მივიღებთ: 

#=- +(თფ+2თ“ი. 
ამრიგად, (3.7) სისტემის ინტეგრალი იქნება: 

ყ.= C)6"- 05% “, 
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1 
#V“ (C,6"--2056 %), 

სადაც C, და (კ ნებისმიერი მუდმივებია, 

მაგალითი 2. მოვძებნოთ შემდეგი სისტემის 

  

== ”, 2 ყ+ 

+ +” (3.10) 

+ =X+Vყ. 

ინტეგრალი. ' 
| გავაწარმოოთ პირველი განტოლება, გვექნება 

ძX ძყ , ძ” 
== =2 8 
ძი თითი ი I9M 

ამ განტოლებიდან და (3.10) სისტემის პირველი განტოლებიდან გამოვ- 
რიცხოთ ყ--/, გვექნება 

რ6იX  თX 
ძე «> 

უკანასკნელი განტოლების ზოგადი ინტეგრალი იქნება 

X=0C0,60 1+ ებ”. 

ახლა (3,10) სისტემის პირველი განტოლებიდან განსაზღვრული მნიშევნე- 

ლობა ,-% –-ყ შევიტანოთ სისტემის მეორე განტოლებაში, მივიღებთ. 

=2ჯ=0 

ანუ 

საიდანაც 

ამის შემდეგ 

:=% ეყ“ (0+0ალ+თ 

სადაც C,, C,, (ვ ნებისმიერი მუდმივებია, 
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ამრიგად, (3.10) სისტემის ინტეგრალი ასე წარმოგვიდგება: 

X=0,6 1 + თენ", 

ყ=C0ვ6 /+ (აL”, 

8=-– (C,+C) 67 +Cე4?. 

§ 4. სისტემის პირველადი ინტეგრალები, ზოგჯერ დიფერენციალური 
განტოლებების (1.1) სისტემის ინტეჯრება მიზანშეწონილია ჩავატაროთ 
ეგრეთწოდებული ინტეგრებადი კომბინაციების ხელსაყრელი შერჩევით. 
ინტეგრებად კომბინაციას უწოდებენ ისეთ დიფერენციალურ გან- 

ტოლებას, რომელიც შედეგია (1.1) სისტემისა და მისი ინტეგრება უფრო 
მარტივია ვიდრე (1.1) სისტემისა ან მისი რომელიმე განტოლებისა. მაგა- 

ლითად, თუ დიფერენციალური განტოლება 
ით ყ ყვ," Vი)=0 (4.1) 

წარმოადგენს (1.1) სისტემიდან გამომდანარე შედეგს, მაშინ იგი არის 
(1.1) სისტემის ინტეგრებადი კომბინაცია. მისი ინტეგრებით მივიღებთ 

«XV», VI ყის·'- ყი)= C) (4.2) 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. უკანასკნელ ტოლობას უწოდებენ (1.1) 
სისტემის პირველ ინტეგრალს. იგი დამოუკიდებელ ჯ ცელადს უკავში- 

რებს საძიებელ ყ,, ყვ,--· ყი ფუნქციებს ნებისმიერი C მუდმივის საშუა- 

ით. 

აა როცა მუდმივი C ფიქსირებულია, მაშინ პირველადი ინტეგრალი (4.2) 
გეომეტრიულად წარმოადგენს ჯ განხომილების დ!) ზედაპირს #-+-1 გან- 

ზომილების სივრცეში, რომლის წერტელის კოორ დინატებია (#, V,, ყი, -,Iი)“ 

(1.1) სისტემის ყოველი ინტეგრალური წირი, რომელსაც 8) ზედაპირ- 
თან საერთო წერტილი აქვს, მთლიანად ამ ზედაპ ირზე მდებარეობს. 

ვთქვათ მოძებნილია (1.1) სისტემის # პირველადი ინტეგრალი: 

დ,(V ყVI, ყე! ყი)=C0 

რა(V, ყი. ყა. 5. ყი) =(13) (4.3) 

დ,(V, ს): ყა.” "ე ყი)=CM». 

ვიგულისხმოთ, რომ ისინე დამოუკიდებელი პირველადი ინტეგრალე“ 

ბია. ეს იმას ნიშნავს, რომ ფუნქციოზალური დე.5 ერმინანტებიდან 

#(დ,, დ,,..., დ.) 

· 2Vი, #4), #;გ) 

ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან, სადაც V,,, #:,»-- MI, არის 

ყია ყ.-ს ი ფუმქ კვებიდან აღებული ნებესმიერი # ფუნქცია. 
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ამ პირობებში პირველი ინტეგრალებიდან (4.3) შეგვიძლია X უცნობი 

ფუნქცია გამოვსახოთ დანარჩენი #» –--# ფუნქციის საშუალებით. ”შევი- 
ტანთ რა ამ ფუნქციების გამოთვლილ მნიშვნელობებს (1.1) სისტემაში, 
მივიღებთ ახალ სისტემას უკვე #–); უცნობი ფუნქციით. კერძოდ, როცა 
#=%, მაშინ ყველა უცნობი ფუნქციები განისაზღვრებიან დამოუკიდებე- 
ლი, პირველადი ინტეგრალების (4.3) სისტემიდან. 

მაგალითი 1, ვაინტეგროთ სისტემა: 

ძყ_ __ 2M 
ძი I ყე ' 

ძი 2X8 

მოცემული სისტემიდან გვექნება 

ძყ _ ძი. 
ყ #” 

საიდანაც # =თ, სადღაც 0, ნებისმიერი მუდმივია, მოცემული სისტემა 
X 

ახლა ასე ჩავწეროთ 

აქედან 

  

შევადგინოთ პროპორცია 

X0X+ყძყ+#208_ _ _ძყ_ 

XC +ყ?+79) 2Xყ 

და ვაინტეგროთ იგი, გვექნება 
1ი (#ჯ+ყზ-+L7#/9 =19 | /|+10 Cჟე, 

ებ ყე 

V 

  

ანუ 
=Cკ, 

სადაც (კ ნებისმიერი მუდმივია. 

ამრიგად, მოცემული სისტემის (ერთმანეთისაგან დამოუკიდებელი) პირ– 

ველი ინტეგრალებია



რომლებიც იმავე დროს წარმოადგენს მოცემული სისტემის ყველა ინტეგ- 
რალურ წირებს. 

მაგალითი 2. ვაინტეგროთ სისტემა 

  
გავაწარმოოთ სისტემის უკანასკნელი განტოლება ორჯერ # ცვლადით 

და მიღებულ განტოლებებში შევიტანოთ +, 2 , > წარმოებულების 
X X X 

მნიშვნელობანი მოცემული სისტემიდან, გვექნება 

ის ძყ ძე V# 

ძი თ 9 თ...” რი 
ძ% ძი _ ვშ#« _ მყ 
ძეა ძ»X მ» ძX 

ახლა მოცემული სისტემის უკანასკნელი განტოლებიდან და (4.4) ტოლო- 

ბიდან ადვილად მივიღებთ 

=5ყ+3#4-–-3V (4.5) 

თს, ძM CV, ძი ი , 
მა ე, იი 

საიდანაც 
' 1 /ძსი , ძM =-!-=-.IL ==”) 4,6 #-->-( ++ +) · (4,6) 

და 3 
ძის ძ“სV 9 ი% ა, 2), 
ძ» ი«»#» ყ- 2 

საიდანაც 

1 /ძს ძ% 
=-–-!=–=--- 2Vა 4.7 

# 2 (> 22)+ “ (4.7 

ჩავსვათ ყ და # ფუნქციების მოძებნილი მნიშენელობანი (4,5) განტოლე- 
ბაში, მივიღებთ 

ძმა 3 /ძსა იძ“ 5 /ძს თ“ 59%. – ს აბა რასა მაL-–- 
კი 2 Vძ» 22) “282 ძ»;: 

-++10,-––3)=49% == 
ძი» ძ»/ 
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მაშასადამე, ჩატარებული გარდაქმნების შედეგად, მივიღებთ ერთ დი–- 

ფერენციალურ განტოლებას ერთი უცნობი ფუნქციით: 
თს , 0"! წე 

აზე იაბეე – 4=0, 
რომლის მახასიათებელი განტოლებაა 

ვე" 4ვ-- 4=0, 

ხოლო ზოგადი ინტეგრალი 

| #=->C,6 «-L CCე6M-L (ქენ %. (4.8) 

გავაწარმოოთ მიღებული ფუნქცია ორჯერ: 

9 _ 0,6 X-+L2036% –– 2036 %, 
ძX ლ. 

9%_ C,6 %-+4C0ეც0% +40ე6 25, “ 
ძ»" ა 

ძM იძ“ ' 
ახლა, V, ქ» 22 ფუნქციების მნიშვნელობები 'მევიტანოთ (4.6), (4.7) 

განტოლებებში, მივიღებთ ტოლობებს 

ყ =0C,6 X+C,6% _ ლ0ვი M, 

#=–-7C6+%+20კ4%, 

რომლებიც, (4.8) ტოლობასთან ერთად, გვაძლევს მოცემული სისტემის 
ინტეგრალს. 

§ 5. წრფივი დიფერენციალური განტოლებების სისტემა. დიფერენ- 

ციალური განტოლებების სისტემას ეწოდება წრფივი, თუ მასში შემავალი 
განტოლებანი პირველი ხარისხისა არიან უცნობი ფუნქციებისა და მათი 
წარმოებულების მიმართ. 

წრფივი დიფერენციალური განტოლებების ნორმალური სისტემა ასე 

იწერება: 

2+6ათ +თეაყე+--..+რთიყი = დ(X), 

ძ 
იო “რთი, +CაM+4--.-4-რიყა=–=დწკ(იე, ( (5.1) 

„ძყა. ძ» “+რი,სმე+ თივსყა+--.+რCთა იყი == დი(X),   
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სადაც ყ:=VყX(X), ყ+=-Vყ2X),.--, ყი=Vი(X) უცნობი ფუნქციებია, კოეფიცი- 
ენტები თჯ|ს1=C|)(ჯ) და მარჯვენა ნაწილები დ,(X), (+, 1=1, 2,..., #) მოცე– 
მული ნამდვილი უწყვეტი ფუნქციებია ერთსა და იმავე შუალედში 10, ხL. 

იმ შემთხვევაში, როცა დკ1(0X ფუნქციებიდან ერთი მაინც იგივურად არ 
არის ნულის ტოლი |IVთ, ჩ| შუალედში, მაშინ (5.1) სისტემას არაერთ- 
გვაროვანი სისტემა ეწოდება. თუკი ყველა V«,(X) => 0, როცა 
XC)1თ, 5, მაშინ (5.1) სისტემას აქვს სახე 

ისა თაი +-რაბ+ „+ თიXი =0, 

ი 

ე" +რთაM,+ თ.ყMა+ .-+ თუყი =0, ' (5.2) 

ი. +ფთი,)+რთივყი1 ·-+ თი» ყი=9,   
და არაერთგვაროვანი (5.1) სისტემის შესაბამისი ე რთ გვაროვანი სის- 

ტემა ეწოდება. 
როცა ყველა თ, და დ,(0 ფუნქცია უწყვეტია 1თ, ბ| შუალედში, 

მაშინ ყოველი (ჯე, VIი, I/20;-“·» იი) C (0) წერტილის საკმარისად მცირე 
მიდამოში არსებობს ერთადერთი კერძო ინტეგრალი (5.1) სისტემისა, რო– 
მელიც აკმაყოფილებს საწყის პირობებს ყ;(Xე) =ყჯე, (§=>1, 2,---, 92). 

(5.1) სისტემის ინტეგრალი ყ,=4)(X), ყა= ყა(X),---» ყი=ყი(») შებ- 
ვიძლია წარმოვიდგინოთ როგორც #-განზომილებიანი ვექტორ-ფუნქცია 

X =CV, ყ.-ს ყიც რომლის კოორდინატებია Vყ,, ყე,..., ე. ამნათრადვე 
(5.1) სისტემის მარჯვენა ნაწილები დ,(X) ჩავთვალოთ კოორდინატებად 
#-განზომილებიანი ვექტორ-ფუნქციისა დ =(დ,, დ,,..-, დე). უცნობი ფუნქ- 

ციების წარმოებულები განვიხილოთ როგორც + ვექტორ-ფუნქციის 
X 

კოორდინატები: <+ თ ყა." ყე), ჩავწეროთ X, C, => ვექტორ– 

ფუნქციები, (5.1) სისტემის კოეფიციენტები და #-განზომილებიანი ვექ- 
ტორთა სივრცის ნულოვანი ვექტორ-ფუნქცია 0=(09, 0,..., 00) მატრიცე- 
ბის სახით: 

წყ, 

L/I' დ. ი 0 თ, თევ თ» 

X=II ყი? |, თ=|) => ჩო , 0=|| 9 |, 4=|| თვე თჯვ:--თჯი |, 
ჯ |“რეეე  //)| 1) /|..2.««»დ 

ყი და» ძყი 0 რთა რივ. რეი 

: ძX  



მაშინ, მატრიცებზე მოქმედების ცნობილი წესების მიხედვით, გვექნება 

  

MM ძ »” , 

2, თI)IV) 24 + %' თ;)ყჰ 
751 ძ»X 151 

ლ მM , «ო 
4X=I| 2, თ) |, 27%, გ” =) -+ ბთ 

ჯ") ძX ძჯ 151 

MM ი »" 

2) თი)შ) 2ი%IMVI თემ 
#51 ძლ     

და არაერთგვაროვანი სისტემა (5.1) ვექტორული სახით ასე ჩაიწერება: 

9, #»- რ, (5.1". 
ძX 

ხოლო ერთგვაროვანი სისტემა (5.2) –– ასე: 

9X_ >>, (5.2): 

ძ» 

§ 6, ერთგვაროვანი წრფივი სისტემა. განვიხილოთ წრფივი დიფერენ– 

ციალური განტოლებების ერთგვაროვანი სისტემა (5.2) (ანუ, ვექტორული. 
სახით (5.2,)). როგორც ზევით აღვნიშნეთ, იგულისხმება, რომ კოეფიცი- 

ენტები თ;, (§, ქ=1, 2,..., #) უწყვეტი ფუნქციებია 1ი, სL შუალედში. 
ადვილი შესამჩნევია, რომ მართებულია ·შემდეგი ორი თეორემა: 

თეორემა 1. თუ ვექტორ–- ფუნქცია X=(Vყ,(X), ყ;(2),-.., ყი() 

წარმოადგენს ერთგვაროვანი (5.2) სისტემის კერძო ინ– 

ტეგრალს, მაშინ ვექტორ-ფუნქცია 0X=(CV1(X), Cყ.V...., 
Cყე(X)), სადაც'0 ნებისმიერი მუდმივია, იქნება იმავე სის- 

ტემის ინტეგრალი. | 

თეორემა 2. თუ X#V)=(ყსა, ყ),..., ყი) და XIC0=(ყIმXX), ყლ... .., 
ყMXX) წარმოადგენს ერთგვაროვანი (5.2) სისტემის კერ– 
ძო ინტეგ რალებს, მაშინ ჯამი XIVI)-+LXIV9) = (ყIIMX)+ყშძე,.... 

ყოთ)+ყლიე) იქნება იმავე სისტემის კერძო ინტეგრალი. 
ამ თეორემების გამოყენებით მივიღებთ: თუ XV)= (ს XX), ყ('XX).---,VCMX)),. 

X»0 = (ლიი, ყე... “ ყოდთ),.--, XII) = (ყი, ყეოX),-.-, (ოX))“ 

წარმოადგენს ერთგვაროვანი (5.2) სისტემის კერძო ინტეგრალებს, მაშინ- 

” რ > 
მათი წრფივი კომბინაცია: X-(> ლკყ!ი, ?, CV)". ჯ თი) ჯ სა-- 

“1 
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“დაც 0, თ. დ, ნებისმიერი მუდმივებია, აგრეთვე იქნება იმავე სის- 
ტემის კერძო ინტეგრალი. 

ახლა დავამტკიცოთ შემდეგი 
თეორემა 8. თუ ერთგვაროვან (5.2) სისტემას აქვს კომპ- 

ლექსური კერძო ინტეგრალი X#=V +117, საღაც თ = 

=(%ა; Mვი>>-, %,) და 1 =(თ,ს ი... ხი) არის »-განზომილებიანი 

ვექტორ-ფუნქციები, მაშინ #” დაX» ცალ–ცალკე იქნება 
-იმავე სისტემის კერძო ინტეგრალები. 

მართლაც, 1 და 2 თეორემების ძალით, გვექნება 

იძ, XV 147) _ „+ ე= 
იX ძX 

= გარა (§=+4») =9, 
| ძX ძX 
საიდანაც 

=+ 47=9 და 9”, .» = 0, 
ძX 

· თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 7. ერთგვაროვანი წრფივი სისტემის ზოგადი ინტეგრალი. განვიხი- 

-ლოთ (5.2) სისტემის ისეთი კერძო # ინტეგრალი 

XI =(ყI)ძე, ყოძე,.. - ყI7(X)), 

ჯ თო= (ყიხი, ყა MXX),--· #5 (X)), (7.1) 
.·. ი. «თი... 

#ო=(ფო/ი, რდი, · 9ყ0XX)), 

რომ ფუნქციონალური დეტერმინანტი 

ყოიიე ყნბიი ··· ყI0CVX) 

M(0= ყIMX9) 'ყწი ყი) ქ. 

ყრი ყრი --.Vყლი%) 

იგივურად ნული არ იყოს 1ი, ბ| შუალედში. კერძო ინტეგრალების ასეთ 
„მიმდევრობას (7.1) უწოდებენ ერთგვაროვანი (5.2) სისტემის კერძო ინ- 
ტეგრალების ფუნდამენტურ სისტემას. (5.2) ერთგვაროვანი 

სისტემის კერძო ინტეგრალების ფუნდამენტური სისტემები არსებობენ. 
იმისათვის, რომ ამ წინადადების ჭეშმარიტებაში დავრწმუნდეთ, ავიღოთ 
ისეთი რიცხვები „IM (ჯ, #=1, 2,..., 4), რომელთა რაოდენობა უდრის ჯ?! 

და, რომელთა დეტერმინანტი არ უდრის ნულს. ამის შემდეგ (5.2) სის- 

„ტემის ისეთი # კვრძო ინტეგრალი /"MX), ყნნ(X), ყ(MI(X), (# =1, 2,---, #) 
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განვსაზღვროთ, როჰ ყIMXXე) =+/IM, საჯაც. Xა C 1თ, ხ( მოცემული წერტი– 
ლია. არსებობისა და ერთადობის თეორემის ძალით, ასეთი კერძო ინტეგ- 

რალები არსებობენ. რაკი 7XX) #0 და ყIXX) უწყეეტი ფუნქციებია 
1თ, ხ| შუალედში, ამიტომ არსებობს ჯე. წერტილის ისეთი მიდამო, რო– 
მელშიც 7XCX) # 0. 

აქ შეიძლება დავამტკიცოთ უფრო საყურადღებო დებულება: 
თეორემ. თუ დეტერმინანტი 7#”() ერთ წერტილში 

X-C)ი, ხ ნულიდან განსხვავებულია: 7#1()7#0, მაშინ 

XXX) #0 მთელ 1ი, სხ შუალედში. 
დამტკიცებისათვის გავაწარმოოთ MC) დეტერმინანტი ჯX ცვლაღით, 

გვეგნება 

        

    

მყ). ყი)... I) ყI) _ძყას ·.ყე) 

ძ»X ძX 

, ძე" 2... რ) ცე .CყI" (5) 
1”CC = ძმ #- VI +)V4 ძX V + 

ძყI! ყლ)... ყი) X9. ცო) 
ძX ” 

ყლ ყი... 9ყი 
ძX 

აე) მწყი +...+| ყი ყლ... 585 (ფ.3) 

ყო ყო... ძყი) 
ძX 

ამ ტოლობის მარჯვენა ,ნაწილში პირველი დეტერმინანტის პირველ 

სვეტში წარმოებულები 9%L =1, 2,..., #), შევცვალოთ მათი ტოლი 

წ · 

შესაბამისი მნიშვნელობებით: –– ბპ, რ ყი (L=1, 2,..., ·), რომლებიც 
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გამოთვლილია (5,2) სისტემიდან. ამის შემდეგ (7.3) ტოლობის, პირველი 
დეტერმინანტი ასე წარმოვადგინოთ 

ყო ყ I), .. VI) ყლ ყნ)... · ყი) 

თ. ყა ყI). ... ყე) რთ, ყა” ყI) ... ყა) –-



ყი ყ...ყი) 
– თი | ყი” ყნმ...ყი =- თე». 

ყლ) ყლ), ყლ 
უკანასკნელი ტოლობა იმის შედეგია, რომ მის მარცხენა ნაწილში ყველა 
დეტერმინანტი ნულის ტოლია, გარდა პირველისა, რომელიც უდრის 7XX) 
დეტერმინანტს. 

ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ (7.3) ტოლობის მარჯვენა ნაწილ- 
ში მომდევნო შესაკრებები შესაბამისად ტოლია შემდეგი ფუნქციებისა: 

– % ჯო», – თვე XჯV).. ა – რთი XXX). 

ჩატარებული გარდაქმნების შემდეგ, (7.3) ტოლობიდან მივიღებთ დი– 
ფერენციალურ განტოლებას 

#9 (0=–#9V) 1, თ.M 
#=1 

საიდანაც 

ჩჯX »M» 
–/ 2 თხ ძX. 

#0X0= 790) ი + ”=9 
როგორც ვხედავთ, როცა 7XX) #00, მაშინ 70) #0 ნებისმიერი 

XC)თ, სI. . 
ახლა გავეცნოთ დიფერენციალური განტოლებების წრფივი სისტემის 

ზოგადი ინტეგრალის აგების მარტივ წესს. 

თეორემა თუ ფუნქციები ყ0Mს=ყ/MX), ყლ =ყოიი,.--, ყი) = 
=VყIMV#XX), ((=1, 2,-··, 2) წარმოადგენენ (5.2) სისტემის ინტე- 
გრალების ფუნდამენტურ სისტემას, მაშ-იინ მისი ზოგადი 
ინ ტეგრალი იქნება: 

ჩ 

ყ,= X, C, ყIV), 

L=1 

ყ:= V. CI VIIIX), ქ.4) 

ყა= 1?) C( ყIIXX), 

ჯ»1   
სადაც 0, ნებისმიერი მუდმივებია, 
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ზევით § 6-ში შესწავლილი დებულებების ძალით, ცხადია, (7.4) ტო- 

ლობებით განსაზღვრული ფუნქციები Vყ,, V,,.--, ყ„ წარმოადგენს (5.2) 
სისტემის ინტეგრალს. საჭიროა დავამტკიცოთ, რომ ეს ფუნქციები წარ- 

მოადგენს (5.2) სისტემის ზოგად ინტეგრალს. სხვანაირად, უნდა ეუჩვე- 
ნოთ, რომ (7.4) ტოლობებიდან შეიძლება მივიღოთ (5.2) სისტემის ნე- 
ბისმიერი კერძო ინტეგრალი. ამისათვის საკმარისია დავრწმუნდეთ, რომ 
ყოველთვის შეიძლება ისე შევარჩიოთ მუდმივები C,, Cა.-.-, ნგ, რომ 
როცა X=Xე, მაშინ ყ.(Xე)=– MI), (L=1, 2,..., #), სადაც ყ(3) ნებისმიერი 

რიცხვებია. თუ მოცემულ საწყის მნიშვნელობებს შევიტანთ (7.4) ტო- 
ლობებში, გვექნება 

C)MI'(Xა)+ CI MX) +-·-+ CიყI XX) =ყI, (1=1, 2,..., 2), (7.5) 
საიდანაკ «უნდა განისაზღვროს მუდმივები (0, 0ე.... 0. ეინაიდან 

IXX)) # 0, ამიტომ წრფივი ალგებრული სისტემა (7.5) თავსებადია. თუ 
შევიტანთ (7.5) სისტემიდან ცალსახად განსაზღვრულ C,, Cე,.·-, C, მუდ- 

მივების მნიშვნელობებს (7.4) ტოლობებში, მივიღებთ (5,2) სისტემის სა- 
ძიებელ კერძო ინტეგრალს. თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშენა. ვიტყვით, რომ (7.1) ვექტორ-ფუნქციები წრფივად 
დამოკიდებულია 10, ზ| შუალედში, თუ არსებობს ისეთი მუდმივები 

ჩი ზ..-.-, მი, რომელთაგან ერთი მაინც განსხვავდება ნულისაგან და 

»" 

გ" X»0-=0, XC1Iი, LL. (7.6) 

იმ შემთხვევაში, როცა იგივეობა (7.6) მართებულია მხოლოდ ჩ8,= 
=8.კ=...=ზგ=0 მნიშვნელობისათვის, მაშინ XI),..., I) წრფივად 

დამოუკიდებელი ვექტორ-ფუნქციებია. 
ადეილი სანახავია, რომ თუ XI), #თ,..., II) არის (5.2) სისტემის 

კერძო ინტეგრალების წრფივად დამოუკიდებელი ვექტორ-ფუნქციები 
1თ, ხL შუალედში, მაშინ ისინი ერთგვაროვანი (5.2) სისტემის კერძო 

ინტეგრალების ფუნდამენტური სისტემაც იქნება იმავე შუალედში და 
პირიქით. 

§ 8. წრფივი დიფერენციალური განტოლებების არაერთგვაროვანი 

სისტემა, განვიხილოთ წოფივი დიფერენციალური განტოლებების არაერთ– 

გვაროვანი ნორმალური სისტემა (5.1) (ანუ, რაც იგივეა, (5.1/))» მართე= 

ბულია შემდეგი 
თეორემა. თუ ცნობილია არაერთგვაროვანი ნორმალუ- 

რი (5.1) სისტემის კერძო ინტეგრალი X(X)=(ყ,(X), ყV3(X),.--, 
ჟი(X)), მაშინ მისი ზოგადი ინტეგრალის მოძებნის საკით– 
ხი დაიყვანება შესაბამისი ერთგვაროვანი (5.2) სისტემის 
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(ანუ, რაც იგივეა, (5.2) სისტემის) ზოგადი ინტეგრალის 
მოძებნაზე. 

მართლაც, შემოვიღოთ არაერთგვაროვანი სისტემის ზოგადი ინტეგრა- 
ლის XL(X)=(V,(X), M2(X),-··, ყი(X)) ნაცვლად ახალი უცნობი ევექტორ- 

ფუნქცია 200=(ჯV, 5(X),-. #ი(X)), რომელიც X(X) ეექტორ-ფუნქ- 
ციასთან დაკავშირებულია ტოლობით X(CX)= 2(X)+”(X). შევიტანოთ ეს 
მნიშვნელობა (5.1”) სისტემაში და თანაც გავითვალისწინოთ, რომ, პირო– 
ბის ძალით, მართებულია იგივეობა 

იXI ძI (ა 

თX 

მაშინ მივიღებთ დიფერენციალური განტოლებების ერთგვაროვან სისტემას. 

ი7 #2 V) 

იX 

==" L /XC) = დი), 

+ 42700=0 

უცნობი ფუნქციით 2(X). თეორემა დამტკიცებულიაა 

იმავე წესით, როგორც #ჯ რიგის წრფივი არაერთგვაროვანი ერთი დი- 

ფერენციალური განტოლების შემთხვევაში (იხ. თავი IV, § 5), დავრწმუნ- 
დებით, რომ თუ 

XIX) =(ყIმXX), ყლიი,..., ყრი), (:=1, 2,..., ) 
არის არაერთგვაროვანი სისტემის შესაბამისი ერთგვაროვანი სისტემის ინ– 
ტეგრალების ფუნდამენტური სისტემა, მაშინ არაერთგვაროვანი სისტემის 
ზოგადი ინტეგრალი ასე წარმოგვიდგება: 

V)(X)= C)VI)(X) +თხლიი+.-.-+0„ყლX)-- ყ,(X), 

ყ2(X)= C,1VIს(X)+ 0,ყI0(X) -L.. + თყლიი+V00, , 

სადაც C,, C;..-·, Cი ნებისმიერი ს შემივებია, ს 

§ 9, არაერთგვაროვანი სის ტემის ინტეგრება ნებისმიერი მუდმივების 
ვარიაციის (ლაგრანჟის) მეთოდით. დავამტკიცოთ შემდეგი 

თეორემა. თუ ცნობილია არაერთგვაროვანი (5.1) სისტე- 
მის შესაბამისი ერთგვაროვანი (5.2) სისტემის ზოგადი 
ინტეგრალი, მაშინ არაერთგვაროვანი სისტემის ზოგა- 

დი ინტეგრალი შეიძლება მივიღოთ (5.2) სისტემის ზოგა- 
დი ინტეგრალიდან ნებისმიერი მუდმივების ვარიაციის 
მეთოდით. 

თანახმად თეორემის პირობებისა, მოცემულია (5.2) სისტემის ზოგადი 
ინტეგრალი (7.4), ვიგულისხმოთ, რომ (7.4) ფორმულებში კოეფიციენ- 
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, 

ტები C„, C53,--., 0, არიან X ცვლადის წარმოებადი ფუნქციები: CI= 
=(C0I(X, (L=1, 2,..., 1). ვუჩეენოთ, რომ შესაძლებელია ამ ფუნქციების 

ისე შერჩევა, რომ თუ მათ შერჩეულ მნიშვნელობებს (7.4) ტოლობებში 
შევიტანთ, მივიღებთ არაერთგვაროვანი (5.1) სისტემის ზოგად ინტეგ-. 
რალს. 

ამისათვის გავაწარმოოთ (7.4) ტოლობები Xჯ (ვლ:დით, გვექნება 

'=>0თ ყი -9VI ე VI ყრ 4, 0ც=1,2... 7). (9.1). 
წი წლ თX ლ (რX 

ჩავსვათ (9.1) და (7-4) მნიშვნელობები არაერთგვაროვან სისტემაში (5.1) 
შივიღებთ 

ს თ %- +თ.ყIი-L...+თ» „)+2 გყო 9   =დ,(%), 
2 

+, (2 +იაქ+.. სარგიდაი „ დ» ჯო" 

....... «992 92.2 ია ი ი." . იზი «2 60 == 46 რი 646 6 . 

  ს თ, არნაასარ)ს დ ყდრ შლ = „ცა. 
წუ5) ძX   

ვინაიდან თეორემის პირობის ძალით, ფუნქციები ყ!), ყ(შ,..., (I), 
(ჯ=1, 2,..., ი) წარმოადგენენ ერთგვაროვანი სისტემის. ინტეგრალებს. 
ამიტომ (9,2) განტოლებებიდან მივიღებთ: 

ს. ყ ა) ძთ 

L51 

  - =დ,(X), 

  

გყროლ ძი, =დაცე, დ.3) 

#"1 

X V -- 2 =დე(X)- 
    L=1 · ) 

ასეთია განტოლებათა სისტემა, საიდანაც ჯ,ნდა მოიძებნოს ჯერ საძიებელი- 

ფუნქციების წარმოებულები 20% , 45 ჯ” თ> და შემდეგ თვით სა- 
იX 

ძიებელი ფუნქციები C= თ(, C0:= CX(X).. ს” Cა=Cი(V). შევნიშნოთ, 
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/ 
-რომ (9.3) წარმოადგენს წრფიე განტოლებათა არაერთგვაროვან სისტემას 

995, (:=1, 2,..., 2), უცნობების მიმართ. რაკი ვიგულისხმეთ, რომ 
X 

ფუნქციები ყI), ყI),..., ყ(", (1=1, 2,..., #), არიან ერთგვაროვანი (5.2) 
სისტემის ფუნდამენტური ინტეგრალები, ამიტომ (9.3) სისტემის დეტერ- 
მინანტი XXX) # 0. მაშასადამე, სისტემა (9,3) თავსებადია და მისი ამო–- 
ხსნა მოგვცემს: 

ჯ #) CI(X) 
ძC) _ ჯ=1 

ძX XXL) 
  =V,(X), (1=1, 2... 2ბ), (9.4) 

“სადაც #7, (§, 1,=1, 2,..., #) წარმოადგენს XXX) დეტერმინანტის იმ მი- 
ნორს, რომელიც ყV! კოეფიციენტს შეესაბამება, 

ახლა (9.4) განტოლებების ინტეგრების შედეგად მივიღებთ 

0)(X)= I სს,(X) .X+ C,, (9.5) 

"სადაც 0, ინტეგრების მუდმივებია. 

ამრიგად, თუ (7.4) ტოლობებში (0,კ= C0/(X) ფუნქციებს (9.5) ფორ- 
მულებით შევარჩევთ, მივიღებთ არაერთგვაროვანი (5.1) სისტემის ზოგად 

ინტეგრალს 

ყI=5%) თ, ყი + Vი (ჯ=1, 2,-.., ბ). (9.6) 
ჯ=1 

სადაც ფუნქციები 2) 6IVI), (1=1, 2,..., #) არის ერთგვაროვანი (5,2) 

I"1 

სისტემის ზოგადი ინტეგრალი, ხოლო ფუნქციები 

ჟL=ყI)IV,00 ძX+V1? I სალი რX+---+#V/)| სიხიძX ((=1, 2,..., ») 

წარმოადგენენ არაერთგვაროვანი (5.11) სისტემის კერძო ინტეგრალებს. 

მაგალითი. მოვძებნოთ შემდეგი არაერთგვაროვანი სისტემის ზო- 

გადი ინტეგრალი 

X 

კ - (9,») 
C5 

ძჰX ყ 
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ამისათვის ჯერ მოეძებნოთ შესაბამისი ერთგვაროვანი სისტემის 

0 ძ=0, 
ძX დ.ზ) 

ძე ' 
_–_ =0, 

ძX +4 

ზოგადი ინტეგრალი, გავაწარმოოთ უკანასკნელი სისტემის პირველი გან–- 

ტოლება და მიღებულ ტოლობაში გავითვალისწინოთ, რომ %--V მი– 
X 

ვხღებთ 

ამ დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრალი არის ყ=C0, 008X+ 
-L 0 §I0 X, სადაც 0, და Cე მუდმივებია. ამის შემდეგ ადვილად მივი–- 
ღებთ, რთმ ერთგვაროვანი (9.8) სისტემის ზოგადი ინტეგრალი არის 

X==C, 005 X+ Cე 319 X, | 

6=– 0, 510 X + დ 008 X. 

ჩავთვალოთ, რომ C, =C)(X), C:= C.(X) და ჩავსვათ ყ და # ფუნქციების 
მნიშვნელობები (9.10) ტოლობებიდან (9.7) განტოლებებში, მაშინ, მარ– 

ტივი გამოთვლების შემდეგ, C,(ი) და CXX) ფუნქციების წარმოებულე- 
ბის განსაზღვრესათვის მივიღებთ შემდეგ სისტემას: 

კარ 005 X + 9359 510 X=X, 

(5.10) 

81 10 X + ძთიი _ ით) 06058 X=1. 
ძX 

აქედან გვაქვს 

ძთ თ) _ ; ძ0XX) 
X608X-–8იV, 

ძX 

ამ განტოლებების ინტეგრების შემდეგ მივიღებთ 

=X 810 X-L 009 X. (9.11) 

C,(X)=X391ი X+2 308 X+ 0. 

C05(X)=–– XC09X-+2 810 X+CX, | 

სადაც C) და C არიან ინტეგრების ნებისმიერი მუდმივები. შევიტანოთ 
C,(X) და C(X) ფუნქციების მოძებნილი მნიშვნელობები (9.12) განტო- 

ლებებიდან (9.10) განტოლებებში, გვექნება 
11. ე. წითლანაძე 

(9.12) 
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ყ= 0, 008 X-+C; 310 X+2, | 

§=– 0; 810 X+ C: 605 X –- X, 

ასეთია არაერთგვაროვანი (9.7) სისტემის ზოგადი ინტეგრალი. 
§ 10. დიფერენციალური განტოლებების სისტემა მუდმივი კოეფი- 

ციენტებით. მარტივი ფესვების შემთხვევა. განვიხილოთ წრფივი დიფე- 
რენციალური განტოლებების ერთგვაროვანი სისტემა (5,2), რომელშიც 
ვიგულისხმოთ, რომ კოეფიციენტები თკ, (§ჯ, ქ=1, 2,..., #) მუდმივი რი- 
ცხვებია. ვეძებოთ მისი კერძო ინტეგრალი მაჩვენებლიანი ფუნქციების 
სახით: 

=X0%, ყა=7#6%,..., ყი=2ე6%, (10.1) 

სადაც X»#; (ჯ=1, 2,.-., წ) და § მუდმივებია. საჭიროა ეს მუდმივები ისე 
შევარჩიოთ, რომ ფუნქციები (10.1) წარმოადგენდეს (5.2) სისტემის კერ- 
ძო ინტეგრალს. ამისათვის (10.1) ფუნქციები და მათი წარმოებულები 
შევიტანოთ (5.2) სისტემაში, მაშინ გამარტივების შემდეგ, მივიღებთ 

(თ,1-L 8)M -L თევ + ..-+ თაა =0, 

რაზ + Cა+90X+-- -+რი #=9, · (10.2) 

=> + თამვჰ-.. -+C.ა+9)X,= =0. 

(10.2 განტოლებები წარმოადგენს ერთგვაროვან წრფივ სისტემას 2, 
(§+=1, 2,..» გ) უცნობების მიმართ. იმისათვის, რომ (10.2) სისტემას 

არატრივიალური ამონახსნი ჰქონდეს, როგორც ცნობილია, უნდა მოვით- 
ხოვოთ, რომ დეტერმინანტი 

თ.+8 თევ ··. იი 

ტ#(8)=)|თას რთია“L8 -.-Cთლი =0, (10.3) 

თა, %ოვ თია +383 

როგორც ვხედავთ იმისათვის, რომ ფუნქციები (10.1) წარმოაჯგენ– 
დეს (5.2) სისტემის კერძო ინტეგრალს, საჭიროა § იყოს (10.3) განტო- 
ლების ფესეი. (10.3) არის (5.2) სისტემის მახასიათებელი განტო- 

ლება, ცხადია, იგი წარმოადგენს | ხარისხის ალგებრულ განტოლებას 
ვ-ის მიმართ. 

აქ ორი შემთხვევა წარმოგვიდგება. სახელდობრ: მახასიათიბელ გან- 
ტოლებას აქვს მარტივი ფესეები და მახასიათებელ განტოლებას აქვს ჯე– 
რადი ფესვები. ამ პარაგრაფში განვიხილავთ პირველ შემთხვევას. 

ვთქვათ §,, 8,,.--, ჯგ არის (10.3) განტოლების მარტივი ფესვები, და– 
ვამტკიცოთ, რომ §=§8, წერტილზე #(თ) დეტერმინანტის ყველა #-–-1 

რიგის მინორებს შორის ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან, სადაც 
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§=ვ, არის (10.3) განტოლების ერთ-ერთი ფესვი. მართლაც, გავაწარ- 
მოოთ #(§) დეტერმინანტი ვ-ით, მივიღებთ 

  

თღაე+§8§ თვ ·.რი თე+1ვ პფვ -.რი 

ლბ ==): რCევ+8.-იიე IL თე რაL+5...რთი + 
ყა. (/..ა.ი........II ||............ 

%იგ რთ» თი +8 თი: რივ თი “+8 

თახჭრე ·-რწი- 

+..+)ი”,ს რა+მ8..:რი., (10.4) 

რა), რი.) ·. რი. 1+8 

-იმის გამო, რომ ვ=ჯვ, არის (10,3) განტოლების მარტივი ფესვი, ამი– 

ტომ | | უ60 და, მაშასადამე, ვ=§,7 წერტილზე (10.4) ტოლო–- 
§ ყწ=წკ 

ბის მარჯვენა ნაწილში ერთი დიაგონალური მინორი მაინც განსხვავდება 

ნულისაგან. გარდა ამისა, რადგან #(§,)=0 და (10.2) სისტემის კოეფი- 

ციენტების მატრიცის რანგი §=კვ, წერტილზე უდრის #--1, ამიტომ 

(10.2) სისტემას აქვს ნულიდან განსხვავებული ამონახსნები XVI), XV,),..., 7.) 
და ეს ამონახსნები განსაზღვრულია ნებისმიერი მამრავლის სიზუსტით: 

XI = 0/0, 10 =0/4,...,Xს=0/4, სადაც ყოველი I) CL =1, 2,..-, ი) 
ცნობილი რიცხვია. · 

ამრიგად, (10.3) განტოლების ყო-ელ მარტივ ფესვს §=ჯ§, შეესაბამება 
(5.2) სისტემის კერძო ინტეგრალი: 

ყ0)=„():წ/%, ყ() =/4 ი “,..., ყ(/)= ჯ-/) 5, (10.5) 

როცა ნიშნაკი კ გაირბენს მნიშენელობებს 1, 2,.. , ;, მაშინ (10.5) ტო- 
ლობებიდან მივიღებთ (5.2) სისტემის / კერძო ინტეგრალს, ადვილად 

მტკიცდება, რომ (10.5) ტოლობებით განსახღვრული ფუნქციები წრფი- 
ვად დამოუკიდებელია. 

ვიცით რა (5.2) სისტემის ; წრფივად დამოუკიდებელი კერძო ინტეგ– 

რალი, შეგვიჰლია დავწეროთ მისი ზოგადი ინტეგრალი: 

” LM) ” 

ყ.= 2 CI", #= 2, Cყ2'»,..., ყი= 2, 0·ყI, 
§5I #51 L51 

სადაც C, ნებისმიერი მუდმივებია. 
იმ შემთხვევაში როცა მახასიათებელი განტოლების ფესვი (ან ფესვე- 

ბი) კომპლექსურია, მაშინ მას ექნება ამ ფესვის შეუღლებული ფესვიც. 
ვთქვათ §,= სყ+#0, 53:=/ –-10. მათი შესაბამისი კერძო ინტეგრალები 
იქნება: 
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ყ02=+4!) ცხი+!:9, ყა =)+V%) ტIი–(0)§., 

(1) თუ I) და +) კოეფიციენტებს ავიღებთ (ი-I-(0) და #(0 –– ჯე) დეტერ- 
მინანტების შესაბამისი სტრიქონების მინორების ტოლად, მაშინ ისინი 

იქნებიან შეუღლებული კომპლექსური რიცხვები. ვთქვათ ჯ()=4+1)-LLV/19, 
#()=+VI/)) –– ჯე(3), მაშინ ვ=/ –+– 10 ფესეების შესაბამის კერძო. ინტეჯ- 
რალებს ექნებათ სახე 

Iს = გ»ტ ა) 605 6X –– VI) 810 იX), 

/)= 0%6/V)) 310 იX+VIშ C05 0X) 

სადაც VI) და XI! ნამღვილი რიცხვებია, 
მაგალითი 1. მოვჰებნოთ შემდეგი სისტემის ზოგადი ინტეგრალი: 

იX 

4წ _ გ, ვ,=0. | 
ძX 

ვეძებოთ კერძო ინტეგრალები #V=2., 6%, #=230% სახით. შევიტანოთ 
საძიებელი ფუნქციების ეს მნიშვნელობანი (10.6) სისტემაში, მივიღებთ 

(1 –– 52)X+21=0, 
41,+(3 –– §)X=>0. 

უკანასკნელი სისტემის თავსებადობის პირობა მოგვცემს (10.6) სისტემის 
მახასიათებელ განტოლებას: 

1-8 1 

4 3-–ვ 

საიდანაც §,=5, §ჯ= –- 1. მაშასადამე, კერძო ინტეგრალები უნდა ეეძე- 

ბოთ შემდეგი სახით: 

9V _ ს» 2/=0, | 

(10.6) 

(10.7) 

=0, ე. ი. ვზ--–43-–- 5=0, 
  

ყ,=X) ტ%, „,=XI)) ტ%% (10.8) 
ა 

ს ყა=X5ყX, ც=X9 24. 00.9 
ჩავსვათ ჯერ ყ, და #, ფუნქციების მნიშვნელობები (10.8) ტოლობებიღდან 

(10.6) სისტემაში, მივიღებთ XLI=2X), როგორც ვხედავთ, ფუნქციები 

(10.8) მაშინ წარმოადგენს (10.6) სისტემის კერძო ინტეგრალს. როცა 
XI=0, ნებისმიერი რიცხვია, ხოლო. 24) =20,. ამრიგაღ, პირველი კერ- 

ძო ინტეგრალი იქნება: 

ყ.=C0716%, #=2C0, 09, 

ახლა (10.6) სისტემაში შევიტანოთ ყე და #კ ფუნქციების მნიშვნე- 

ლოზები (10.9) ტოლობებიდან, მაშინ ანალოგიურად მივიღებთ 
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ყ.ე=C60:6 7, #ა=- (06%, საღაც C=7#". 

საბოლოოდ (10.6) სისტემის ზოგადი ინტეგრალი იქნება: 

ყ=Cთ5M+C16 7, ) 

§= 2C, გ _ თ 07%, ' 

სადაც 0, და 0 ნებისმიერი მუდმივია. 

მაგალითი 2, მოვძებნოთ ზოგადი ინტეგრალი სისტემისა: 

«+ ყ+5/=0, 

· (10.10) 
წ 

–_–-2 –+#ძი=0. 2X ყ 

ვეძებოთ კერძო ინტეგრალები V=)) C 5, #=7:6% ფუნქციების სა- 
ხით. მათი ჩასმით მოცემულ სისტემაში მივიღებთ 

(§-–– 11#+5X=0, | , 
2» _–_ (§-L1) 2#5=0. 

მახასიათებელ განტოლებას აქვს სახე: 

(10,11) 

ვ–1 

2 – 

რომლის ფესვებია §,=23ჯ, §,=-- 3ჯ. იმისათვის რომ განვსაზღვროთ 7, 
და კ, ჩავსვათ (10.11) სისტემაში ჯერ პირველი ფესვი, მივიღებთ 

(3-– 1)X-+5X=0, | 
2X, –– (3ჯ-+1) X,=0, | 

5 |=27+9–, 

ვ–! 

რთმელსაც აკმაყოფილებს, მაგალითად, მნიშვნელობები X=5, X= 1–-2ჯ. 
მაშასადამე, (10,10) სისტემის კერძო ინტეგრალია 

ყ() = 5ც9IX= 5 (0603 3ჯ-L+ 810 3X), | 

#0 ==(1 –– 3ჯე 39IX=(1 –– 31) (008 3X-L§ 510 3X). 

შევნიშნოთ, რომ ამ კომპლექსური კერძო ინტეგრალის ნამდვილი და წარ- 
მოსახვითი ნაწილები აგრეთვე კერძო ინტეგრალებია მოცემული სისტემი- 
სა. მეორე 8კ-=-- 3( ფესვის შესაბამისი კერძო ინტეგრალი ანალოგიურად 

მოიძებნება, იგი შემდეგნაირად შეიძლება ჩაიწეროს: 

(10.12) 

ყLI) = 50 9§== 5 (008 3X –– 1 510 3X), 
· 10.13 

წა) =(1+3/)ც M+= (1-+38%)(თ08 3X –– 1 510 3X). ( ) 
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ამრიგად, (10.10) სისტემის ზოგადი ინტეგრალი ასე წარმოგვიდგება 

ყ=50) 60038 3X-L 5053 510 3X, 

#=C0, (008 3X-L3 310 3X) -+L C: (918 3X –– 3 იი3 ვ), | ' 

სადაც C, და (ვ ნებისმიერი მუდმივებია. 

§ 11. ჯერადი ფესვების შემთხვევა. ვთქვათ მახასიათებელი განტოლე– 
ბის ფესვებს მორის ვ, არის I ჯერადი ფესვი. მაშინ ვ=ვ, მნიშენელო- 

ბისათვის 4(«) დეტერმინანტის წ»: რიგის წარმოებული #%Xყ,) # 0. #(4) 
დეტერმინანტის ყველა # –- # რიგის მინორებს შორის §=კ, მნიშვნელო- 

ბისათვის ერთი მაინც განსხვავდება ნულისაგან, (10-2) სისტემის კოეფი- 
„ციენტების მატრიცის რანგი #>># –- ჯა. გარდა ამისა, (10.2) სისტემის 
2. 2-ს ·ა უცნობებს შორის »-»„ უცნობი ნებისმიერია: X,=C,, 

1= CC... > -=0ი , ხოლო დანარჩენი #. „.,, ი. „ა... ჯი უცნო- 
ბები წარმოადგენს 7, ,--– X» უცნობების წრფივ კომბინაციას: 

ჩ 

კ= X) C, ს"), 1=% –/7+1, ჯ-–ჯ/+2,... #. 

ჯ=1 

ამ შემთხვევაში მივიღებთ (5.2) სისტემის ისეთ ინტეგრალებს, რომლებიც 
დამოკიდებული იქნებიან (C7,, Cა,-·» ლი, ნებისმიერი მუდმივებისაგან, 
სახელდობრ, გვექნება 

ყ.=0,0', ((=1, 2,..ა #–, 
#-ჯ 

ყია=6' მთ, (<-I, 2,-.., 7). 
#51 

მაშასადამე, მახასიათებელი განტოლების # ჯერად ფესვს §=ვ, შეესაბა- 

მება ”--– <= კერძო ინტეგრალები, რომელთა მისაღებად საკმარისია 

დავუშვათ C,=6:=...=0ი „=1, ხოლო ყველა დანარჩენი 60ი.,+1= 
=0» -+ე=-.·.=60”=0. ეს კერძო ინტეგრალები იქნება: 

ყია=6'“, (101=> ,/.." VყI)1,=0, 

§,X (1) „91% 
ყ02,+1=(Mნ,კ,6 “ს.-ს ყი = ს) 27%, 

ყო) =90, ყი) = “I”. .. ყი), =0, 

§X 2» 

ბ. .,=V2),,, 6"... ყო= სი). “!, 

თრ... ა. ია იიი: იეიძ.:.9292> 

(11.1) 

  ყლე 5I%X - - 5:X 

რეს აი, ყლი= ცლი,%% |



ამ ტოლობებში პირველი სტრიქონი წარმოადგენს პირველ კერძო ინტეგ– 
რალს, მეორე სტრიქონი –– მეორე კერძო ინტეგრალს და ა, შ. ”შევნიშ- 

ნოთ, რომ (11.1) ტოლობების სტრიქონებში შემავალი I" ფუნქციის 

კოეფიციენტების მატრიცის 
1.0 0...IM)2,,, „.. (1) 

0 1 0...IV2,,, ...(§2) (11.2) 

0 0 0...0/7-/) ...ცოლი 
რანგი უდრის # --/. ეს იმას ნიშნავს, რომ (11.1) ტოლობები გვაძლევს, 

8=ვ8, ფესვის შესაბამის, გ--/ რაოდენობის წრფივად დამოუკიდებელ 
კერძო ინტეგრალებს, თუ §=ჯ3, მნიშვნელობისათვის (11.2) მატრიცის 
რანგი უმცირეს მნიშვნელობას ღებულობს, ე. ი. #«=# –– 1, მაშინ (11.1) 

ტოლობებში კერძო ინტეგრალების რიცხვი უდრის 8§=ვ, ფესვის ჯერა- 
დობას #-ს. ამ შემთხვევაში (11.1) ტოლობები მოგვცემს, §=ვ§, ფესვის 

შესაბამის, ყველა წრფივად დამოუკიდებელ კერძო ინტეგრალს (5.2) სის- 
ტემისა. კერძოდ, როცა §=ვ8, ფესვის ჯერადობა -=1, მაშინ გვექნება 
§ 10-ში შესწავლილი მარტივი ფესვის შემთხვევა. 

როცა «>98 –“- MI, მაშინ (11.1) ტოლობებით განსაზღვრული კერძო 

ინტეგრალების რიცხვი ჯ – # ნაკლები იქნება §=-ვ, ფესვის »ჯ ჯერადობა- 

ზე. წრფივად დამოუკიდებელი კერძო ინტეგრალების უკმარისობის შესავ– 

სებად საჭიროა ვეძებოთ ისინი კში „ჯენა, ჯე 1% ფუნქციების 

წრფივი კომბინაციების საშუალებით. 

მაგალითი. ვიპოვოთ ზოგადი ინტეგრალი სისტემისა: 

მ, ა, „ ყ=ე, 9 =0 9 იყე 2მკც=0, (11, 2 2ყ--– გ –-9=0, კ 1 29++X 0, 7 2ყ-- 2ყ=0. (11.3) 

ვეძებოთ კერძო ინტეგრალები ყ=ყ0)ტ%, „=ს00ტ%, ფშ ტ% 
ფუნქციების სახით. მაშინ (LI, (9, ს.) კოეფიციენტების განსაზღვრისათ- 

ვის გვექნება შემდეგი სისტემა: 

(§-- 2) ცო –- ყო სშ=0, 
2ც0)--კტო+ M9= 0, | 
20) + (3)-L (2 –– ვ) (1M9=0. 

გავუტოლოთ ნულს ამ სისტემის კოეფიციენტების დეტერმინანტი 

ვ-2-! 1 

2 წ) 1 

(11.4) 
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საიდანაც §,=2, ჭპა=ვყე:=1. მარტივი ფესვისათვის §,=2 გვექნება სის- 

ტემა: 

ს 9+ყშ=0, 
2ცია-2რ-სშ=0, /, 

2ც(01-+L „ზ) =0, 

საიდანაც VIს= 1, ცI0=-- 2, (9 = 2. მაშასადამე, (11.3) სისტემის პირ- 

ველი კერძო ინტეგრალი იქნება 

ყ=06%, წ=--26%, «=26%, 

თრჯერადღი ფესვისათვის ჯ,=3ვ,=1 განტოლებათა (11.4) სისტემის კოე– 
ფიციენტების მატრიცის რანგი #=-2. (11.3) სისტემის წრფივად დამოუ- 
კიდებელი ინტეგრალების რიცხვი .-- #-=3 -- 2=1, რადგან ფესვის ჯე- 
რადობა ML=2 და M1># –-–>«=1, ამიტომ შესაბამისი კერძო ინტეგრალი 

უნდა ვეძებოთ შემდეგი ფუნქციების სახით: 

ყ=(თ1+ხ,X) რ”, #=(იგ-+ბაX) ტ%, %=(ითვ-L-ხაX) #ტ”, 

სადაც თ,, ხ1, თა, ში, თკ, ბე მუდმივებია. ჩავსვათ ეს ფუნქციები (11.3) 
სისტემაში და X ცვლადის კოეფიციენტები გავუტოლოთ წნულს, მივიღებთ 

ხ,-L-ხა–+ხვ=090, 2ხს1+ხვ-I'ხე=0, თ.+ძა.-+Lთევ –– ხ,-–0, , (11.5) 
2ს,+ ხე-+ხა=0, 2თკ,+თ2+ ძე –– ხვ=0, სარაითოის ' 

რომელიც არ წარმოადგენს დამოუკიდებელ განტოლებათა სისტემას. 
(11.5) სისტემის პირველი ორი განტოლებიდან ხ,=0, დხგ=- – ხე. შევი- 

ტანოთ ეს მნიშვნელობები (11,5) სისტემაში, მივიღებთ 

თ.+ძავ+თძე=0, | . 

2თC)+-თ3+ თგ-+ ხგ= 0. 

ამოვხსნათ უკანასკნელი სისტემა, მაგალითად, ი, და თკ უცნობების მი- 
მართ, მივიღებთ 61==–- ხე, ძე= ჩე –– იკ და ამით (11.5) სისტემის ყველა 
უცნობი გამოსახული იქნება იჯ და ხე უცნობთა საშუალებით. ახლა და- 
ვუშვათ, რომ თრი უკანასკნელი უცნობა ნებისმიერი რიცხვებია თვ=C,, 
ბა=C), მაშინ 6,=– C,, იკ=(03-–- C. ხ-=-- (კ. ამის შემდეგ (11.3) 

სისტემის ზოგადი ინტეგრალი ასე წარმოგვიდგება: 

ყ=-- C26-+Cა ტ%, 6=(C-+ (თეX) გხ-– 2Cთ ტ", 

ს=(C – C – CთვX) 2'+2Cა ტ%, 

სადღაც C,, C;, 0ჯკ ნებისმიერი მუღმივებია. 
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სავარჯიშო 

მოძებნეთ ზოგადი ინტეგრალი დიფერენციალური განტოლებების ქვე– 
მოთ მოყვანილი ყოველი სისტემისა: 

  

  

–=ი-–-,/, 

ძX / ყ= (თ+ C:X) გ %, 
1) პასუხი: 

% _, ვ, #=(C–- CC – C,X) 2“. 

ძX 

9, ს. ვ,, . 

ძX ყ=(0) 60983X+ 0; 510 3X) ი", 
2) პასუხი: · 3 

ბი _ ვ... #=(C, 81ი 3X –– Cკ 009 3X) 6”. 

ძX 

99 ,,=0, 

ძX ყ C,6++თ.ი "”", 
3) პასუხი: 

94 ,გ.-ი0, =- 2C, (%--CX 6 2, 

99 –8,კ=0 +ყ |: ,' ყ= 2თ ტM – 4Cთ ი 3, 

4) პასუხი: 
ძი 8= C, 0იM-L C 6” %, 

––ყ-/7=0, 

ძX 

9V »I5,, 
ძX 

5) , 
/) 
–-+ 3-=0. ო” ყ+3/ 

ყ=6 X(C, 008 X+C§310 X), 

პასუხი: 
მული #=0 < (CC - 20) 608X-- -:- (0,+20,) 910. | 

4M _ უც ,=0 
კ. ტო“ ყ=(0,+0Cა“”, 

6) ! „პასუხი: 0 = 

2 ყ- 4-0. §8=(CI+C,)+C:X) CV. 
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99 _ ვ, 4,=0, 
ძX 

თი 
7 –-+%=0, : =» # 

ძი" 
–-+2 – #=0ას 

ძთX “ 1 

ყ= თ 6%+ Cებ =% L თვ 46%, 

2 1 
= “ნ. .-- 0, %L პასუხი: # C16 +“. კვრ +- 0ე6M 

4 ვ 
ი«=C,6 + დ 06 % -– C3 6. | 

+ ყ- „მ, · 

( X=C, 6I+Cთ6“, 

:8) 9 ა „-მ, ! პასუხი: ყ=Cე6 "+036", 

, ყ=-(თV+0)6”+Cა4ნ“" 
24% ს» Vყ=0, 

V/- I 

=> – 4X-– ყ+361=0, 
-9) კ 

99, |, 2X=ყ –- 2. #L ყ (“ 

X=61-–-1-- «-LLC6/+Cთაი!”, 
პასუხი: 

ყ=12-+10-L30 –– 20, იV –– თაი", 

ძყ –-> L2ყ+4კ=4X-L1, 2 ყ+-4#ძ=4X-+L 
-10) კ 

წ 
–- –8=1,5X? 
ძი 17 ” 

ყ=X+X? _ C #%% +4Cთ 0 შ2. 

ბასუხი: კვ 

§=--- –+Cთ, ტM+ 0ვ C %, 
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11) 

12) 

11) 

14) 

15) 

ძX 
–“ =ყ-L24, 2 ყ+242 

9, _ ე. # Xჯ+! 

– –/ ოლ 0 ა პასუხი: X=C) 6 ++VCთა56C/+L(0– 0-2, I 

ყ=0,7– 06 I(I-- 1) #/ –- 2ჯ. 
ძX 
–“=2X--ყ, 
თ“ #V 

“ი ყ : =>. =2ც -- LX –- 5! · თ ყ-X 05910 ჯ 

= /, მ“ ' – 3) ი პასუხი: X=CI 0'-+C, 6” -L(2 6009 ( –– 319 () #', ) 

ყ=C, 60 ––- C16%V-+(3 0091-C919 () /”. 

თX 
_–_–_ 1 10371=0, – ყ+1+1ი 

9, _ –10ჯ=0. 
თ 

X=C,)0091+C,31ი (+10ი +, 
პასუხი: · 

=–0C810#+C3003L-+2. 

–“ +3ყ+42=2X, 

ძი _ ყ--#985=X 
ძX 

ყ=(03-–- 20, –– 2C,X) 6+X-L14 –– 6X, 
პასუხი: 

#=(0,+C:X) 6 -+5X –- 9. 

49 , 2) + #--810X=0, 
თX 

% _ „ს, 2/- იი8 Xჯ=0. 
ძX 

ყ=C01+CაX-+-2 519 X, 
პასუხი: . | 

ჟ=–20, –– დ. (2X+1) –– 3 510 X-––20095X. 
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16) 

17) 

18) 

M/ ,, .1=0, 
ძX 

ძი _ =0., 
ოვაროს, MX ' 

, ჯ ” ყ=0,X + 2 2> 6 X– 2197), 

პასუხი: 

„,/=1-- 20,X+-C 504 > X (ვ)ეზკ 1ჯ--1), 

ძX 

– “ 

VI  2+V-15V 1. 
შს 

ჯ= (0,(+20»+ი/”) ი, 
პასუხი: , ე 

ყ= წთ+20,-–- 0, – 8? + 101) ი". 

მძ _ ა, 2.=0, 
ძX “ თ. 

– ჭყ2-–-ყ-2810X=0. 
თძX 

პასუხი; ყ=3C,6ს+C:56 ”+381)ი X, | 

2=C,)0”+C036 5 –– 009X+2 8319 ჯ.



თავი VI 

პირველი რიბის ნაწილობითი წარმოებულებიანი 
ღიფერენძიალური ზბზანტოლებები 

§ 1. ნაწთლობითი წარმოებულებიანი დიფერენციალური განტოლების 

განსაზღვრა და მისი ინტეგრების აზოცანა ეთქვათ უცნობი ფუნქცია 

IM =IMV/(%, X)-· Xი) დამოკიდებულაა , ცელადზე X,, X,,-.., ჯგა განტო- 
ლებას 

+#I Xს X Xი, 10 მ20 მი ძი 11 «ვა"+“, ჯი, ?ი, მX,' 'პX , II , ბ»,მX, , მჯ , 

რომელიც აკავშირებს უცნობ ფუნქციას +, დამოუკიდებელ ცვლადებს 
X. X2,. ა Xგ და უცნობი ფუნქციის სხვადასხვა რიგის ნაწილობით წარ- 

მოებულებს, ეწოდება ნაწილობითი წარმოებულებიანი დიფერენციალური 
განტოლება. იგულისხმება, რომ X,, X, ჯგ 90ვლებიან «-განზომილებიანი 
X#იგ სივრცის მოცემულ (7#2) არეში, ხოლო / წარმოადგენს თავისი არგუ- 

მენტების მოცემულ ფუნქციას. უცნობი ფუნქციის ნაწილობითი წარმოე- 
ბულის უმაღლეს რიგს, რომელიც (1.1) განტოლებაში მონაწილეობს, 
ეწოდება დიფერენციალური განტოლების რიგი. ასე მაგალითად 

# I XV Xვა'--· Xიგს %0, -% ჯ... 3. )=ი (1.2) 
ძX, მX» 

არის პირველი რიგის ნაწილობითი წარმოებულებიანი დიფერენციალური 
განტოლება, ხოლო 

იი მხი · 1=0, (1.1) 

    

#7 XI, X9ს"""ე XI.) მX, ,..“" მ», ' ძ , მX,0X, 125.) კ». 

არის მეორე რიგის ნაწილობითა წარმოებულებიანი ღიფერენციალური 
განტოლება და ა, შ. 

ფიზიკის მრავალი ამოცანა მიეყვანება ნაწწილობითი წარმოებულებიანი 
დიფერენციალური განტოლების ინტეგრებაზეჯ მაგალითად, სინათლის სხი– 

ვის გავრცელების ამოცანა არაერთგვაროვან გარემოში, რომლის გარდა–- 
ტეხის კოეფიციენტია X=>=#(X, ყ, #2), მიიყვანება პირველი რიგის შემდეგი 
სახის დიფერენციალური განტოლების 

ძ:0 ძი. ძმ. ძ":0 ძ%ი ) 0 
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ძ10 + ლ) + (+ ==, “ი 

ინტეგრებაზე, მეორე რიგის ნაწილობითი წარმოებულებიანი დიფერენცია- 

ლური განტოლება 
მ _ ა0%ი 
იჯ" მჯ” 

წარმოადგენს სიმის რხევის განტოლებას, ხოლო. 

თი _ აკ0%0 
== C _ 

ი% 0»? 

არის ღეროში ტემპერატურის (ცვალებადობის დიფერენციალური განტო- 
ლება და ა. შ 

(1.1) განტოლების კერძო ინტეგრალი ეწოდება ისეთ დიფერენცირე- 
ბად ფუნქციას + =9%0(X,, X,,-·ს Xგ), რომელიც ამ განტოლებას გადააქ- 
ცევს იგივეობად (»)) არეში. 

ქვემოთ მოკლედ შევეხებით მხოლოდ პირველი რიგის ნაწილობითი 
წარმოებულებიანი დიფერენციალური განტოლების ინტეგრების ზოგიერთ 
საკითხს. მისი ინტეგრება დაკავშირებულია ჩვეულებრივი დიფერენცია- 
ლური განტოლებების სისტემის ინტეგრებასთან, რომლის ზოგადი ინტეგ- 
რალი, როგორც ვიცით, შეიცავს გარკვეული რაოდენობის ნებისმიერ 
მუდმივებს. დამტკიცებული იქნება, რომ პირველი რიგის ნაწილობითი 

წარმოებულებიანი წრფივი დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგ- 
რალი შეიცავს ნებისმიერ ფუნქციას, საიდანაც შეიძლება მივიღოთ ამ გან–- 

ტოლების ყოველი კერძო ინტეგრალძა 

მაგალითი. განვიხილოთ განტოლება 

0:0 (X), Xა) 

0ძX, 

ვაინტეგროთ იგი X, ცვლადით, მივიღებთ ზოგად ინტეგრალს 

=X1-Xვ- 

1 
2:6–(X;, Xვ) “3. X1+X,X21+დ(X.) , 

სადაც დ არის X, (ქვლადის ნებისმიერი ფუნქცია. 

§ 9. კოშის ამოცანა, ვთქვათ განტოლება (1.2) ამოხსნილია საძიებე– 

ლი ფუნქციის ერთ-ერთი ნაწილობითი წარმოებულის ( მაგალითად, 9 
L 

წარმოებულის ) მიმართ: 

174



მ , 

> =V(X. ვო. #ი, ზე, 9ი :0X, · (2.1) 
მX5 0Xი 

კოშის ამოცანა პირველი რიგის ნაწილობითი წარმოებულებიანი განტო– 
ლებისათვის (2.1) შემღეგია; მოვძებნოთ (2.1) განტოლების ისეთი ინტეგ– 
რალი (0=0ს(X,, X;,.--, Xგ), რომელიც მოცემული X,=X?! მნიშვნელობი- 
სათვის წარმოადგენს დანარჩენი ცვლადების მოცემულ ფუნქციას ჯი= 
=%(XV +ვი... Xი). 

ზოგჯერ (2.1) განტოლების ინტეგრალს (0 =9XVX,, X.-.» X) უწოდე–- 
ბენ »-განხომილებიან ინტეგრალურ ჰიპერზედაპირს, ხოლო კოშის ამო- 
ცანაში შემავალ პირობას #-–-– 1 განზომილებიან ჰიპერზედაპირს, რომელ– 
ზედატ #-განზომილებიანმა ინტეგრალურმა ჰიპერზედაპირმა უნდა გაიაროს. 

დავუშვათ კერძოდ, რომ (2.1) განტოლებაში დამოუკიდებელი ცელა– 
დების რიცხვი ორია, ე. ი. გვაქვს განტოლება 

0:0 : მას 
–<-=V | ჯ,, X,, 90, –– |. 2.2)- 
ძX, 2 %% M 0Xე (2.2) 

ცხადია, ამ განტოლების ინტეგრალი 

M/ =%(ი, X,) (2.3) 

სამგანზომილებიან სივრცეში, რომელშიც წერტილის კოორდინატებია 
(X,, Xა, #), წარმოადგენს ინტეგრალურ ზედაპირს. ისიც შევნიშნოთ, რომ 
(2.3) ზედაპირის მხები სიბრტყე (X,, X,, II) წერტილში იქნება 

მდ 

ძX, 

სადაც (X, X., 1”) სიბრტყის მიმდინარე კოორდინატებია, (X,, X, 30) 

შეხების წერტილის კოორდინატები, ხოლო <=, =. _ შემხები სიბრტყის 
1 0% 

კუთხური კოეფიციენტები. როგორც ვხედავთ, დიფერენციალური განტო- 
ლება (2.2) აკავშირებს ინტეგრალური ზედაპირის (X,, X,, 0) კოორდინა–- 
ტებს ამ წერტილში გავლებულ შემხები სიბრტყის კუთხურ კოეფიციენ- 
ტებთან. 

განხილულ შემთხვევაში კოშის ამოცანა იმაში მდგომარეობს, რომ 
უნდა ვიპოვოთ (2.2) განტოლების ისეთი ინტეგრალური ზედაპირი, რო- 

მელიც გაივლის წირზე: X,=XI, §0=დLX,). 
§ მვ. პირველი რიგის წრფივი ერთგვაროვანი ნაწილობითი წარმოე- 

ბულებიანი დიფერენციალური განტოლება. ვთქვათ X,=XILCX,, Xვ,--- X8), 
§=1, 2,..., ჯჯ აღნიშნავენ X,, X,,.-. X დამოუკიდებელი (კვლადების 

უწყვეტ და უწყვეტაღ წარმოებად მოცემულ ფუნქციებს რაიმე (0)C # 
175 

II –– 11= (X, _ #)ე+990V-#), (2.4) 
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„არეში, რომლის არც ერთ წერტილში XL, ფუნქციები ერთდროულად არ 
არის ნულის ტოლი, განტოლებას 

ჯ 
X. -–-++X ძი ე. ·-+X -9 0 3,1 1», მთ X. მოო –.1) 

ეწოდება პირველი რიგის წრფივი ერთგვაროვანი ნაწილო- 

ბითი წარმოებულებიანი დიფერენციალური განტთლე- 
ბა. §0=%(Xს Xვა:. Xგ) აღნიშნავს (0) არეში საძიებელ დიფერენცირე- 
ბად ფუნქციას. 

ჩვენი უახლოესი მიზანია მოვძებნოთ (3.1) განტოლების ზოგადი ინ- 
ტეგრალი, ე. ი, ისეთი ინტეგრალი, რომელიც შეიცავს ამ განტოლების 
ყველა კერძო ინტეგრალს. ამისათვის განვიხილოთ ჩვეულებრივი დიფე- 

რენციალური განტოლებების შემდეგი სისტემა: 

ძი ძX% _ 0. (3.2) 
2. +X. XX თ...) 

რომელსაც (3.1) განტოლების შესაბამისი სისტემა ეწოდება. 

შევნიშნოთ, რომ პირობები: რომელსაც აკმაყოფილებენ XV(X. 
X-ს Xა) ფუნქციები და მათი ნაწილობითი წარმოებულები (7) არეში, 

საკმარისია (3.2) სისტემის ინტეგრალის არსებობისა და ერთადობისათვის, 

მოეძებნოთ (3.2) სისტემის #-–-1 დამოუკიდებელი პირველადი ინ- 

ტეგრალი; 
V.(X Xვა-.-· Xი)=C), 

სა %Xვ,..· Xი)= CM, (3.3) 

V ო (CX,, X%ე,. ." Xი)= –_ Cი- 

განტოლებების უკანასკნელი სისტემა განსაზღერავს 0), C.,--·. Cი-, პა- 
რამეტრებზე დამოკიდებულ წირთა ოჯახს »-განზომილებიან სივრცეში. 

ყველა ამ წირს (3.1) დიფერენციალური განტოლების მახასიათებლებს 

უწოდებენ. ადვილი სანახავია, რომ (3.2) სისტემის ყოველი პირველადი 
ინტეგრალი V” =- VICX,, Xკ,-.·, Xე) წარმოადგენს (3.1) განტოლების ინტეგ- 

რალს. მართლაც, ერთი მხრივ, ყოველი ინტეგრალური წირის გასწვრივ 
ს =0, ამიტომ 

#»# 

ძV=5%) ძ% ძX,=0. (3.4) 
(=1 ძX, 

მეორე მხრივ, თანახმად (3.2) ტოლობებისა, 0X, დიფერენციალები პრო- 

პორციულია X, ფუნქციებისა, ამის გამო შეგვიძლია დავწეროთ 
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LI) 

უა _ X,=90. (3.5) 
ყთ1V7421 

(») არის ყოველ წერტილზე გადის (3.2) სისტემის ინტეგრალური 
წირი და, როგორც (3.5) ტოლობიდან ჩანს, მისი მარცხენა ნაწილი არ 
არის დამოკიდებული C,, Cე,--·, C-) მუდმივებზე. ეს იმას ნიშნავს, რომ 

როცა ერთი ინტეგრალური წირიდან გადავდივართ მეორე ინტეგრალურ 
წირზე, მაშინ (3.2) განტოლების მარცხენა ნაწილი არ იცვლება. ამრიგად 
(3.5) იგივეობა მართებულია არა მხოლოდ ერთი რომელიმე ინტეგრალუ- 
რი წირის გასწვრივ, არამედ იგი მართებულია (7)) არის ყოველ წერ- 
ტილში. მაშასადამე, ფუნქცია IV -=VIVX,, X,,..., ჯგ) წარმოადგენს თავი- 

დან აღებული (3.1) განტოლების ინტეგრალს. 

ახლა ისიც შევნიშნოთ, იზ რადგან (3.2) სისტემის ინტეგრალური 
წირის გასწვრივ V”,, MI,,..., V„_, ფუნქციები მუდმივები», ამიტომ ამ სის- 
ტემის ინტეგრალური წირის გასწვრივ მუდმივი იქნება აგრეთვე ნების- 
მიერი დიფერენცირებადი ფუნქცია 

თ=ძთ(L,, V,...., V,_)=0 (3.6) 

და, მაშასადამე, ეს უკანასკნელიც ისევ (3.2) სისტემის პირველადი ინტეგ– 
რალია. 

§ 4. პირველი რიგის წრფივი ერთგვაროვანი ნაწილობითი წარმოე- 

ბულებიანი დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრალი. 

დავამტკიცოთ შემდეგი 
თეორემა. წინა პარაგრაფში მოყვანილი ფუნქცია თ= 

=9%(V”,, V,..., ა), სადაც თ არის თავისი არგუმენტების 
ნებისმიერი დიფერენცირებადი ფუნქცია, წარმოადგენს 
(3.1) განტოლების ზოგად ინტეგრალს, 

თეორემის დასამტკიცებლად საკმარისია ვუჩვენოთ, რომ თუ VI= 
=–VIX,, Xე.... X;) არის (3.1) განტოლების რაიმე ინტეგრალი, მაშინ 

არსებობს ისეთი თ ფუნქცია, რომ M=თ((C,, VI,,..., სე), სადაც 
VI, მMა..-, V ი_, არის (3.2) სისტემის გ –– 1 დამოუკიდებელი პირველადი 
ინტეგრალები. ცხადია, მართებულია შემდეგი ტოლობები: 

XV X, მ _ , 0... 

ს) ჯ ,9%:-0, 755- =0. 

(3 = იგე (4.1) 

12. ე. წითლანაძე ' 177 
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როგორც ვიცით (იხ. წინა პარაგრაფის დასაწყისი), (7) არის არც 
ერთ წერტილში ფუნქციები X, ერთდროულად არ არის ნულის ტოლი. 
მაშასადამე, თუ (4.1) ტოლობებს განვიხილავთ როგორც „ განტოლებათა 
ერთგვაროვან სისტემას X, ფუნქციების მიმართ, მაშინ ამ სისტემას ექნე- 
ბა არატრივიალური ამონახსნი XV ფუნქციების მიმართ. ეს იმას ნი”ნავს, 
რომ (#7) არეში ფუნქციონალური დეტერმინანტი 

      

ი, პV ა 
0X, 9Xე 1 მX 

ძსI, 9MV, ... 0V, =0 

ძX, ძX. ძი |. 

პVI,_, 9M,..,. 0ს',_, 
მ. 09%  ძX 

როგორც ვხედავთ, უკანასკნელი დეტერძინანტი არის VI, V/,, VI,,..., V,., 

ფუნქციების შესაბამისი იაკობის დეტერმინანტი წ – 900”. 16,V,....9V., , 
XXXV %.-., Xი) 

რომლის ნულთან იგივური ტოლობა იმას ნიშნავს, რომ ამ ფუნქციებს შთ- 
რის არსებობს 

  

XXVI, V,, VI,,..., ს,.ე=0 (4.2) 

სახის დამოკიდებულება. რადგან, ამასთან ერთად, VI, (X, X,,.-.-, Xაე)=C0) 
(+=1, 2,.-.., #-–-– 1) ფუნქციები წარმოადგენენ (3.2) სისტემის პირველად 
ინტეგრალებს, ამიტომ # დეტერმინანტის ყველა # –– 1 რიგის მინორები- 
დან ერთი მინორი მაინც განსხვავდება ნულისაგან. 

XXM-, V.ა...., VI ) # 0. 

9CX.,, X>Cა,. ს Xთე_)) 

მაშასადამე, ტოლობა (4.2) შეიძლება ამოვხსნათ VI ფუნქციის მიმართ: 

VI =თ(V,, VI... V ა.ა. 

თეორემა დამტკიცებულია, 
მაგალითი, მოვძებნოთ შემდეგი დიფერენციალური განტოლების 

  

მი მსი მაი 
X, –-+%ს–-+%–ლ=0 4.3) XI მოსე IM ( 

ზოგადი ინტეგრალი. 
ამ განტოლების მახასიათებელთა დიფერენციალურ განტოლებათა სის–- 

ტემას აქვს სახე: 

ძX, _ ძX_ ძX, 
იი 1 ##% 
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რომლის დამოუკიდებელი პირველადი ინტეგრალები იქნება: 

+%=0, X>=თ, 

Xვ X3 

სადაც C, და C, ნებისმიერი მუდღმივებია, 
თანახმად დამტკიცებული თეორემისა, (4.3) განტოლების ზოგადი 

ინტეგრალი იქნება 

#=თ(<, 2), 
2 X3. 

სადაც თრ არის თავისი არგუმენტების ნებისმიერი ფუნეცია. როგორც 
ვხედავთ, ზოგადი ინტეგრალი წარმოადგენს ერთგვაროვან ფუნქციას, 

რომლის ერთგვაროვნების მაჩვენებელი ნულის ტოლია, 
§ ნ. პირველი რიგის არაერთგვაროვანი წრფივი ნაწილობითი წარ- 

მოებულებიანი დიფერენციალური განტოლება. ასე ეწოდება შემდეგი 
სახის განტოლებას 

#7 

2XIIX %Xვ,.·., Xგე %0) მი _ >, ჰი. ჯი, 10), (5.1) 

(51 ძXჯ 

სადღაც კოეფიციენტები XIV=X,(X, X,.. Xი, 0), (1=1, 2,...,#) და 
2 = 2(X,, X;,-.ა Xე, 10) მოცემული უწყვეტი და უწყვეტად წარმოებადი 
ფუნქციებია #+1 განზომილებიანი სივრცის რაიმე (7) არეში, IV =- 

=M/(X, X,,--· Xგ) არის საძიებელი ფუნქცია. (კხადია, § 3 და § 4-ში 

შესწავლილი ერთგვაროვანი განტოლება წარმოადგენს (5.1) ყაიდის გან- 
ტოლების კერძო სახეს. მართლაც, როცა 2=>0 და კოეფიციენტები Xს 

წარმოადგენენ მხოლოდ X,, X;,-.-, Xგ დამოუკიდებელი ცვლადების ფუნქ- 
ციებს, მაშინ განტოლება (5.1) იქნება ერთგვაროვანი განტოლება (3.1). 

ქვემოთ ვნახავთ, რომ განტოლება (5.1) მიიყვანება ერთგვაროვან გან– 
ტოლებაზე. მართლაც, ვეძებოთ X»,, Xკ.-.-, X- (ცვლადებზე დამოკიდებუ- 
ლი უცნობი ფუნქცია I” არაცხადი სახით: 

X#(40, X,, Xვ,--- X2)=0, (5-2) 

თანაც ვიგულისხმოთ, რომ ყველგან (7) არეში კერძო წარმოებული 

0X 
– 270. ო # 

(5,2) ტოლობიდან ადვილად მივიღებთ: 

მჯ 

მ. 9ძX, · 
== –-–-–, =1,..-., · 5.3 22, ბ» (Cჯ ») (5.3) 

მაი 
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შევიტანოთ (5.3) მნიშენელობანი (5.1) განტოლებაში და იგი ასე ჩავ–- 

წეროთ: 

#9” 7,9# 4 ...4+X, 9მ# , „9-0, (5.4) 
ძX, ძX ძXგ მი 

ვიგულისხმოთ, რომ (5.2) განტოლება განსაზღვრავს (5.1) განტოლე- 
ბის ინტეგრალს ჯი. მაშინ განტოლება (5.4) იგივურად უნდა დაკმაყო- 
ფილდეს X,, Xა,-.. X. ცვლადების მიმართ (#) არეში, თუ მასში «ა 

რფუსქციის იმ მნიშვნელობას შევიტანთ, რომელიც გამოთვლილია (5.2) 
განტოლებიდან. ჩავთვალოთ, რომ გარდა X,, X,,-.·, Xგ ფცვლადებისა და- 
მოუკიდებელი ცვლადია აგრეთვე #0”. ამასთან მოვითხოვოთ, რომ # ფუნქ- 
“ია ყველა X,, X,..., X-, 9 ღამოუკიდებელი ცვლადების მიმართ იგივუ- 
რად აკმაყოფილებს (5.4) განტოლებას (71) არეში. მაშინ (5.4) შეგვიძ- 
ლია განვიხხილოთ როგორც პირველი რიგის ნაწილობითი წარმოებულე- 
ბიანი ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება საძიებელი # ფუნქ- 

ფიით, რომელიც #+1 ცვლადზეა დამოკიდებული. საზოგადოდ, (5.4) 

განტოლების ყოველი ინტეგრალი შეიცავს ჯი ცვლადს. თუ ამ ინტეგრალს 
გავუტოლებთ ნულს, მივიღებთ (5.2) ყაიდის განტოლებას, საიდანაც მო–- 
ძებნილი §0=%0(X, Xა,-·-· Xგ) ფუნქცია წარმოადგენს (5.1) განტოლების 

ინტეგრალს. | 
(5.4) განტოლების შესაბამისი ჩვეულებრივი დიფერენციალური გან- 

ტოლებების სისტემა იქნება 

XX X 7 
რომლის დამოუკიდებელი პირველადი ინტეგრალები იყოს 

#.(X,, X3.-.-, Xი, 9%)=0” 

25(X,, Xვს--- Xია %0) = C+, 

ამის შემღეგ, როგორც ვიცით, (5.4) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი 
ასე ჩაიწერება: | 

XL / I, #/:--.ა /ი)==0. (5.5) 

სადღაც X არის თავისი არგუმენტების ნებისმიერი დიფერენცირებადი ფუნქ- 

ცია. განტოლებიდან (5.5) განისაზღვრება ფუნქცია «C=%9(X,, Xვ...- Xი) 
რომელიც წარმოადგენს (5.1) განტოლების ინტეგრალს. 

მაგალითი. მოვძებნოთ შემდეგი არაერთგვაროვანი განტოლების 

მი მაი XX. 
», 8 ე კემ ეაცვხ-ნ =კე4+- 1: (5.6) 
მეუ. მოსა ქ. მX 'Xვ 

%ოგადი ინტეგრალი, 

'180



შევადგინოთ (5.6) განტოლების შესაბამისი ჩვეულებრივი დიფერენ– 
ციალური განტოლებების სისტემა, გვექნება 

რი“ X+4 1: ე 94% 

Xვ 
აქედან, განტოლების 

ძX, _ ძი% 

”»”» X5 

ზოგადი ინტეგრალია 2-0. ასევე, განტოლების 
X 

რია ძის 
X ე 

ზოგადი ინტეგრალია + =0. ახლა შევნიშნოთ, «ომ 5 C>. რომ- 
X. «ი..C, 

ლის ძალით, განტოლება 
ჰX, _ ძლი 

X 9%+ X. X5 

Xვ 
ასე ჩაიწერება 

მი_ 0 _ C 
მ, MXM# CC 

უკანასკნელი განტოლების ზოგადი ინტეგრალია 

:0=X, (> 10 X, +თ) 
L 

ანუ 
X, XI 
  )0= 1. X,-L CვXვ. 

Xვ 

ამრიგად, (5.6) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი იქნება 

ი=-X% I 5+MX( +, 2), 
X შ–.“ Xე 

სადაც # არის თავისი არგუმენტების ნებისმიერი ფუნქცია. 

  

სავარჯიშო 

მოძებნეთ ზოგადი ინტეგრალი: 

1. ყMე.%-, პასუხი: #=(X-+V) #(X' -- ყ?). 
9X მყ 
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ძე ძ: 
2. 608ყ-–- + 005X–- =003 X003 Vყ, 

4 მ მყ „ 

პასუხი: «=§59)0 ყ-+1+- XI (§1ი X –– §10 #). 

1 95 _ 2, ბასუხი: Xყ2=-- XI+Xჯ 3 – ასუხი: Xყ#=-> + XXV 

ძი ძი 4, Xყ 9 ყი % ე I + 5=0, #-: მუშ (1+» 

პასუხი: 4XV–= IX) –- 2X9 -- X2?, 

5. ყე 5ნ+,ტ%-29,, პასუხი: #=X2IC -- ყშ). 
09X მყ 

ძი 092 V 6. 29 –-=X, პასუხი: ”=Xყ+-#I >- I. «> +Mე "სუხო #-M#+7L) 
ძი ძი ყ 

7. X-–- == · პასუხი: #=X)ცს+XX #). #- +735) XV+8 ასუხი: #=XV+ (+ 

გ, 2 % „9,0, პასუხი:ა XV2= -- ყმ4+- 77(X/). 
ძX მყ | 3 

ძი ძე 9. X-- –ყ–– =ჯX-V, პასუხი: #=X+V+ XIL(XV)- 
ძX ძყ 

პასუხი: X- ყ+წ/ /-- ვზ= IX). 
ძი 9” 11 _ „=0, 

ძX მყ +X+V 

პასუხი: „=XX( #) –-Xჯბ-- ყ?. 
Xჯ 

12. ჟან აე თნ – თ =0, პასუხი: 10X=IVXV) –- 2<-. 
მყ X ვყ?. 

13. 9 კე MX, პასუხი: #-X+XL(>). 
ძX ძყ წჰ ყ 

14. ჯ” +ყ 9 9 V ეზ--თ, 
ძX მყ 

· პასუხი: #=69ი ++X(+ )).



17. 

18. 

19. 

20. 

21, 

22. 

23, 

24. 

1 ძი“ 1 ძ: 1 

ჯ#ძა ყიძყ XX»4+' 

პასუხი: #=19 X-L XXX91+) -- ყი+1), 

4 L –=--+. პასუხი: #=ყX (X-–- ყშ. 

ცმ – ყბ+ებ) 95 - 2»ყ % + 2ყ/=0, 
მყ ძX 

პასუხი: X#+ყბ14+-:1=XX («) · 
X 

– ყ?X(CV)+ XV . 
=- L) პ ს ხ · თ+ყო)- ყ"+იზ, ასუხთ «- 

23 «ეი» ყ+ყა უი=2V, 

პასუხი: ქ-აი(=+X%). 

თ+ე2%+(04+09%=7- ი, 
ძX მყ 

ბასუხი:. #(CX+#9CV, ყ-L26 +)=0. 

„დ 
2: 19 სოსაროდე 

ძი. 

პასუზი: «=246 -X» ლლ ღია 

V 

თ+7 X+V-ი2- 
1 

პასუხი: #=V/ X2 + ყ +ე#» (თLM( > )+Iი +" I 

თ+ი(1+ X % > )+/3; „% ი, 

  პასუხი: XI - –-- 4+1ი(X+ყ+თ +/|= 
აში (L--- / , 

ჯ9% , (+) (+) მ =ყ+/, 
ძX ძყ ძი



პასუხი: 7 »XV--ი. XV – M), 6994 <ი, 
ჯ 

ძმ" ძ% ს) ამ 
25. (ყ+-5-+-+) –– +CX+§5-V%) –– + (X+ყ+#9%)-–-=X+ყ-L#/, 

0მX მყ ძი 

პასუხი: # (თ– «I X+Vყ+#6+V, (ყ-––) V X+V+#+V, 

6–ი # X +9+#+ი|=0, 

26. ვიპოვოთ ზედაპირი, რომელიც დააკმაყოფილებს განტოლებას 

და გაივლის წირზე 

  პასუხი: თ-- თ» ყVყ-– ხი" _ 1. 
ყე ი) 

27. ვიპოვოთ ზედაპირი, რომელიც დააკმაყოფილებს განტოლებას 

და გაივლის წირზე 

პასუხი: Xყ+ი?=ც4. 

28. ვიპოვოთ ზედაპირი, რომელიც დააკმაყოფილებს განტოლებას 

MX = მ# 
–-=0 

ძყ ძX 
და გაივლის წირზე 

Xჯ=0, ყ” =2ჟ/#/. 

პასუხი: X#--+ყ1=2/#, 

29. ვიპოვოთ ზედაპირი, რომელიც დააკმაყოფილებს განტოლებას 

და გაივლის წირზე



  

30. ვიპოვოთ ზედაპირი, რომელიც დააკმაყოფილებს განტოლებას. 

ძ2 L22 : 
2X8 –– +-2ყვ-–- + Xზ1+ ყზ –- 21=0 

09X # მყ “ 

და გაივლის წირზე 
X+ყ+#=0, X'-+ყ+ ბ%=1, 

პასუხი: (X. + ყზ-L2)ზ = 2+%(X- + ყზ+XV)-



თავი VII 

მარიაციათა აღრიცხვა 

უმარტივესი ამოცანა 

§ 1. შესავალი. მთელი მათემატიკური ანალიზის საფუძველს ფუნქ- 

ციის ცნება წარმოადგენს. ამ ცნე”აზეა აგებული დიფერენციალური და 
ინტეგრალური აღრიცხვა, დიფერენციალურ განტოლებათა თეორია და 
ა. შ. 

იარიაციათა აღრიცხვა როგორც ქვემოთ ენახავთ, დამყარებულია 

ფუნქციონალური დამოკიდებულების ცნების განზოგადებაზე და ამიტომ 
მიეკუთვნება ფუნქციონალურ ანალიზს. იგი, როგორც მათემატიკის ერთ–- 
ერთი მიმართულება, წარმოიშვა XVIII საუკუნეში, თუმცა ზოგიერთი 
მისი ამოცანა დაყენებული იჟო ჯერ კიდევ ჩვენ წელთაღრიცხვამდე. 

დიფერენციალურ აღრიცხვაში განხილული გვქონდა ერთ (ან რამდე- 

ნიმე) ცვლადზე დამოკიდებული ფუნქციის ექსტრემუმი. ვარიაციათა აღრი- 
ცხვაში შეისწავლება განხღვრული ინტეგრალის ექსტრემუმის საკითხები, 

იმისათვის რომ წარმოვიდგინოთ შესასწავლი მეცნიერების საგანი, მივ- 

მართოთ დამახასიათებელ მაგალითებს. 
1. ყველა ბრტყელ წირს შორის ყ=V/(2), რომლებიც მოცემულ 

4=4 თ, ყ,) და 8=18(თ,, ყ.) წერტილებს აერთებს (ე. ი. ყ,=V (დ), 
ყ:=V (თ), ვიპოვოთ ის წირი, რომელსაც უმცირესი სიგრძე აქვს. 

ეს ამოცანა დაიყვანება ინტეგრალის 

IV 1+ყ”ძ» (1.1) 

მინიმუმის მოძებნაზე, სადაც იგულისხმება, რომ ფუნქცია ყ.=:ყ (დ) უწყვე– 

ტად წარმოებადია |=,, თე) სეგმენტზე. 
2. ბრაქისტოქრონის ამოცანა. სიბრტყეზე მოცემულია წერ- 

ტილები 4= #(თ, V) ღა 8=28(2,, ყა) შევაერთოთ > და ,8 წერ- 
ტილები ისეთი ყ=ყ(») წირით, რომ მატერიალურმა წერტილმა # 

მასით ჯ, რომელიც სიმძიმის ძალის გავლენით მოძრაობს ამ წირის 

გასწვრიე საწყისი სიჩქარით Xა, უმცირესი დროის განმავლობაში მიაღ- 

წიოს 4 წერტილიჯან 8 წერტილამდე (ნახ. 9). აქაც იგულისხმება, რომ 
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ფუნქცია ყ=ყ(თ) არის უწყვეტად წარმოებადი ფუნქცია (»,, თა) სეგ- 
ენტხე. 

MI წერტილის სიჩქარე ნებისმიერ ჯ მომენტში იყოს 7”, ხოლო გან– 
ეკ 

ვლილი მანძილი იყოს §=§ (/). მაშინ დინამიკიდან ცნობილი ფორმულის 

მიხედვით დავწერთ 
»M"  MV7/% 

2 2 =9V (–ყე, 

საიდანაც 
4 

#=ს/ 75+-20(9-V) =L I C+V- წა ს=I/ 29, თ= 2: 

    

  

  

1” 

ნახ, 9. 

გავიხსენოთ აგრეთვე, რომ C-» და ძ3= V 1 +ყ'ხმივიღებთ 

71 +" ძ» 
ძს= - ==, 

IV ყ–V,+0თ 
საიდანაც 

: ი ა 

(–- | V 1+ყ"ძ» (1.2) 
"ა MI ყ–-ი,+ი 

ამოცანა იმაში მდგომარეობს, რომ 4 და 8 წერტილების შემაერთებელ 

წირთა მორის მოეძებნოთ ის წირი #=VV(ჯ»), რომლისთვისაც ინტეგრალი 

(1.2) მიიღებს მინიმალურ მნიშვნელობას. 
როგორც ვხედავთ, აქ საქმე გვაქვს ისეთ ამოცანასთან, რომელშიც 
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(1.2) გამოსახულების მინიმუმი დამოკიდებულია «4 და ჯ წერტილების 

შემაერთებელი წირის V=ყ (ე-ის სახეზე. 

3. იაკობ ბერნულის ამოცანა. ვთქვათ 48 არის 4#4=2-4(თცCთ 

და 8=8(თ,, 0) წერტილების %ემაერთებელი მონაკვეთი (ნახ. 10). ყველა 

იზ უწყვეტად წარმოებად წირებს შორის /=ყ (>). რომლებსაც ერთი 
და იგივე მოცემული 1 სიგრძე აქეთ და 4 და ჯ წერტილებს აერთებენ, 

  

(X) 

–7” " 2 , | =. 

მ /(ჯ.0) ზ/Xე,0) 
ნახ. 10. ' 

შევარჩიოთ ისეთი, რომ ,(18 მონაკვეთისა და #8 წირით შემოფარგლუ- 
ლი ნაკვთის ფართობი § იყოს უდიდესი. 

ცნობილია, რომ 
X5 

§= | ყ(თ)ძ.. (1.3) 
X . 

მაშასადამე, ამოცანა იმაში მდგომარეობს, რომ მოვძებნოთ (1.3) ინტეგ” 
რალის მაქსიმუმი, როცა 

X- 

IM 1+/V ძ0>ჯ=)' (1.4) 

X1 

4. ბრუნვის სხეულის ზედაპირის ფართობის მინიმუ- 
მის ამოცანა. ვთქვთ 4=4(”-, ყა და 3=719(ჯე, ყე) მოცემული 

წერტილებია. შევაერთოთ ეს წერტილები ისეთი წ», თ)! სეგმენტზე 
უწყვეტად წარმოებადი წირით ყV=Vწ(ჯ), რომ მისი 0» ღერძის გარშემო 
ბრუნვით წარმოქმნილი სხეულის ზედაპირის ფართობი § იყოს მინიმა– 

ლური. 
როგორც ვიცით, ბრუნეის სხეულის ზედაპირის ფართი გამოისახება 

ფორმულით 

8=2» | #V/1+V”9 (1.5) 

და, მაშასადამე, საკითხი შეეხება 4 და 9 წერტილების შემაერთებელ 

წირთა შორის იმ წირის მოძებნას, რომელიც (1.5) ინტეგრალს მიანი- 

ვებს მინიმუმს. 
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5. იზოპერიმეტრული ამოცანა, ერთი და იმავე ! სიგრძის 

ყველა შეკრულ (L) წირს შორის მოვძებნოთ უწყვეტად წარმოებადი 
სეთი წირი, რომლის შიგნით მოქცეული ნაკვთის ფართობი უდიდესი 
იქნება. 

აქ ხაჭიროა ვიპოვოთ წირი ჯ=X(C/), ყ=VI(80), რომელიც მაქსიმუმს 
მიანიჭებს ინტეგრალს 

>=-- | (>V ყი ძI. (1.6) 
2 (ს 

და დააკმაყოფილებს პირობას 

ლუ ძ!=L. (1.7) 

_6. გეოდეზიური ს ირის ამოცანა. ვთქვათ მოცემულია ზედა- 

პირი X#LC, ყ, 2)=90 და მისი ორი წერტილი Iს, = #7, (თ. ყი 2), 

= IM: (თ, V, წ). წერტილები M, და 7#» შევაერთოთ მოცემულ 
ზედაპირზე მდებარე ისეთი წირით ე;=ჯ(3), ყ=V (8), 2=ჯ (3), რომლის 

სიგრძე მინიმალური იქნება. პარამეტრი § აღნიშნავს MI, წერტილიდან 

ათვლილ რკალის სიგრძეს, 

საძიებელ წირს გეოდეზიური წირი ეწოდება. 
პარამეტრის ის მნიშვნელობები, რომლებიც #I, და II, წერტილებს 

შეესაბამებიან, აღვნიშნოთ შესაბამისად §,-ით და ვ, ით. მოყვანილი ამო- 

ცანა მათემატიკურად ასე ჩამოყალიბდება: ვიპოვოთ (§, §;:|) სეგმენტზე 

უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციები თდ=2:(4), #=ყ (9), 2=#(8), რომლე- 
ბიც მინიმუმს მიანიქებენ ინტეგრალს 

8 

I M +ყ“ LV” ძვ (1.8) 
§ 

და დააკმაყოფილებენ პირობებს: 

/თთ, ყ(9), #(§))=0, თ +Vყ'' +» -–-1=0, თ=თ(C), 
=VIL(§,), #,=7(8,), Xა==X(85.), Vყა=->I/ (§:), 23 ==7 (§ა). 

ყველა  მმოთელილ ამოცანები 1--6 საკითხი შეეხება წირთა გარ- 
კვეულ ოჯახში ისეთი წირის მოძებნას, რომელიც მინიმუმს ან მაქსიმუმს 
მიანიჭებს სათანახო განხუვრულ ინტ)ჯრალს ღა დააკმაყოფილებს ძო- 

ცემულ დამატებით პირობებს. ვარიაცეათა აღრიცხვა მშე „სწავლის ამგვარი 
აპძოცანების გად წყვეტის მეთოდებს. 

§ 9. წრფივი სივ ცე. ვარიაციათა აღრიცხვის ამოცანების ამოხსნის 
მეთოდები" შესწავლისათვის წინასწარ შევჩერდეთ ზოგადი მათემატიკური 
ანალიზის რამდენიმე ცნებაზე. 
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ნებისმიერ # სიმრავლეს წრფივი სივრცე ეწოდება, თუ მისი », ყ, #,..- 
ელემენტებისათვის განსაზღვრულია: 1) შეკრების ოპერაცია, 2) ოპერა- 
ცია რიცხვის გამრავლებისა ელემენტზე. ამასთან, ეს ოპერაციები ისეთი 
უნდა იყოს, რომ დაცული იყოს პირობები: 

1. თ+-ყ=Vყ+2C #M, V=>თ, VC IX ელეპენტებისათვის. 

2. (თ+ყ)+#2==+(/+72, 7თ, ყ, 2C# ელემენტებისათვის. 
3. არსებობს ცალსახად განსახღვრული ისეთი ელემენტი 0C XI, რო- 

მელსაც # სიმრავლის ნულოვანი ელემენტი ეწოდება, რომ 0+27=ე), 

V თ C # ელემენტისათვის. 
4. I ჯ C LL ელემენტისათვის არსებობს ცალსახად განსახღვრული ისე- 

თი–-2C # ელემენტი, რომ »-LC–-2) =0. 

5. VI სც ს, რიცხვებისათვის და 7 > C LL ელემენტისათვის მართებუ- 
ლია ტოლობა: (IIII,)2= |, (ILა=)» 

6. I დ C L ელემენტისათვის 1 . ;=». 

7. V LM I რიცხვებისათვის და VI» C IX ელემენტისათვის 

(ს,+ს2)>= IM ჯ-+ ჩუჯ. 

8. 7 ს რიცხვისათვის და 7», V C # ელემენტებისათვის 

ს (7-LV) = სX-+ ყი 

§ 8. წრფივი სივრცის მაგალითები 1. განვიხილოთ ე. წ. #-განზო- 

მილებიანი ვექტორული სივრცე #ა, რომლის ელემენტი » ეწოდება 

ნამდვილი რიცხვის დ ალაგებულ ერთობლიობას: (§,,...,5ი). შეკრებისა და 

რიცხვზე გამრავლების ოპერაციები #, სივრცეში განსახღერულია ასე: 

დაწია მიანი მბ) (2.1) 

სდ = (სC..-ნი), 

#>»=(ნს.- აწი, ყ=(შუ.-შძი) ელემენტებისათვის და I რიცხვისათვის, 
ცხადია, (3.1) ტოლობებით განსაზღვრული ოპერაციები შეკრებისა და 
რიცხვზე გამრავლებისა, დააკმაყოფილებს წინა პარაგრაფის 1--8 პირო> 
ბებს, ნულოვანი ელემენტი 0=(0,...,0) C #. ხშირად ელემენტს »=> 

=(ნ,--·სნი) უწოდებენ #-განზომილებიან ვექტორს. 
წრფივად დამოუკიდებელ სასრულ მიმდევრობას 

IVIII, C Mი, 0=(7,-- 4 ), 

სადაც 
1, §=ე (ღუ) "' 

MI კ 
უწოდებენ ჯე სივრცის ბაზისს» 
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2. ავიღოთ (ი, ხ) სეგმენტზე ყველა უწყვეტი ფუნქციების სიმრავლე 
CV, ხ). თუ #,=V, (2, #,=M; (2) ფუნქციების ჯამს განვსაზღვრავთ ტო- 
ლობით: IM, +Vა=V, (2)+4M (ი, ზოლო # რიცხვისა და ყ=V/(ჯ) ელე– 
მენტის ნამრავლს ტოლობით: (V=სVყ (2) C CIთ, ხ), მაშინ ადვილად 
დავრწმუნდებით, რომ შესრულებული იქნება § 2-ის ყველა 1-8 პირო- 

ბები. ამის გამო C (თ, ხს) წრფივი სივრცეა. 

ისიც შევნიშნოთ, რომ C(ი, M„) წარმოადგენს უსასრულო განზომი- 

ლების წრფივ სივრცეს. მართლაც, ამ სივრცეში წრფივად დამოუკიდე- 
ბელი ელემენტების რაოდენობა უსასრუ –ოა. მაგალითად, C (თ, LI სივრ- 

ცეში წრფივად დამოუკიდებელი უწყვეტი ფუნქციების უსასრულო მიმ- 
დევრობას წარმოადგენს ხარისხები: 1, >, 29, ..,>",...ხარისხების მოყვა- 

ნილი უსასრულო მიმდევრობა არის C IV, ს) სივრცის ერთ-ერთი ბაზისი 

Iთ, ბ) სეგმენტზე. 
3. ახლა განვიხილოთ (თ, ს) სეგმენტზე ყველა უწყვეტად წარმოებადი 

ფუნქციების სიმრავლე C0) (ე, ხს) „ხადია, I, ბ) სეგმენტზე ორი 

უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციის ჯამი არის ამავე სეგმენტზე უწყვეტად 
წარმოებადი ფუნქცია. გარდა ამისა, რიცხვისა და უწყვეტად წარმოებადი 
ფუნქციის ნამრავლი ისევ უწყვეტი ფუნქციაა. ამასთან, ორივე მოყვანილი 
ოპერაციისათვის დაცულია § 2-ის 1--8 პირობები. ამრიგად, სიმრავლე 
018, ბ) წარმოადგენს წრფივ სივრცეს. აღვნიშნოთ აგრეთვე, რომ მარ- 
თებულია ჩართეა: (CI I0ი, ბ1C0 ი, ს) წრფივ სიერცეთა სიმრავლე 

უსასრულოა. 
§ 4. ნორმირებული წრფივი სივრცე. ნებისმიერ # სიმრავლეს ნორ- 

მირებული წრფივი სივრცე ეწოდება, თუ იგი წრფივია და, თუ 

ძის #X=2C # ელემენტს შესაძლოა შევუსაბამოთ ისეთი არაუარყოფითი 

რიცხეი II ჯ II , რომელიც დააკმაყოფილებს შემდეგ აქსიომებს: 

1) 7 C #7 ელემენტისათვის |I I >0, სადაც II =II=0 მხოლოდ მაშინ, 
როცა დჯ=80 C #. 

2”) I”, რიცხვისათვის II M>II= | LI I თ I. 
3”) ”7თ, ყ C # ელემენტებისათვის I თ>--VII ლ II თ I + IIV II. 
არაუარყოფით რიცხეს 12 I ეწოდება დ ელემენტის ნორმა. 
წრფივ სივრცეში ელემენტის ნორმის ცნება ხელსაყრელია მანძილის 

განსაზღვრისათვის. ჩვეულებრიე, XI თ, ყ C # ელემენტებს შორის მანძილს 

ი (დ, ყ) უწოდებენ ნორმას: 
ჩ (თ, #V)=II|თ–-ყIL 

ნორმის აქსიომებიდან 1/)--3ე)ე გამომდინარეობს, რომ IC, ყ, #C X 
ელემენტებისათვის ორი ადის ფუნქცია ლ (>, V) აკმაქჟოფილებს შემ- განა ერიოს ცვლ ქ ფილებს შე 

1”. 0(თ, #)2>0, ამასთან 0(2, ყ)=0 მხოლოდ მაშინ, რთცა დ=ყ. 
2". 0 (თ, ყ)=0 (V, დ). 
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ვ”. 0 (თ, ყ)=0ი(თ, 2)+ი (#. Vყ). 
მანძილისა და ნორმის ცნებები ხშირად გამოიყენება მათემატიკური 

ანალიზის სხვადასხვა საკითხებში. 
§ 5. ნორმირებული წრფივი სივრცის მაგალითები. 1. ადვილი სანა- 

ხავია, რომ X,, რომელშიც ქთ>=LCC,,...,ნ»ა) ელემენტის ნორმა განსაზღვ- 

რულია ტოლობი= 

. + 
I2I –|>9 | , 

151 

წარმოადგენს ნორმირებულ წრფივ სივრცეს. ნორმისათვის სავალლდებულო 

აქსიომები 1)--3”, ცხადია, დაკმაყოფილებულია. მათ "შორის აქსიომა 

35 შედეგია უტოლობისა 
1 

(წაი! | < LX. + I>» I. 
(51 ხ (=1 

სადაც თ=(6,,-..-,ნი), V=(შ,->-ში) C გ ნებისმიერი ელემენტებია. 

რაც შეეხება მანძილს >, VC #, ელემენტებს შორის, იგი -ნდა 

განისაზღვროს შემდეგი ფორმულით: 

ი (2, #->. (წ –– უი” L, 
(=1 

რომელიც, ცხადია, აკმაყოფილებს § 4-ის 1-3“ პირობებს. 

2. უწყვეტ ფუნქციათა წრფივ სივრცეში >=>(0) C CIV, ხ1 ელემენ- 
ტის ნორმა შემოღებულია ტოლობით: 

I თI =108ჯ | >(%) | (5.1) 
თ<(-ხ 

ამ ტოლობით განსაზღვრული ნორმა, ცხადია, დააკმაყოფილებს § 4-ის 

13 და 2) აქსიომებს, დავრწმუნდეთ, რომ (5.1) ტოლობით განსახზღვ- 
რული ნორმა დააკმაყოფილებს 3”) აქსიომასაც. მართლაც, ავიღოთ 

7=(), V(I) C ღCIთ, ხ) ელემენტები. გვექნება 
| 2 (§) +V (§)|<|>2 (9) I + IV (0 I<თ2» | XC) + თა» I/(იI=II თII+IVI. 

ძ..I.. თ.ILI.“ 

აქედან მევიღებთ 

ო9MX | =<(/1+V (ჯ) | =||=II+IIVII 
0თ-:I<ხ 

ე 0. 

I X+ყ I <= II >II +IIVII. 

3. უწყვეტად წარმოებად ფუნქციათა წრფიე სივრცეში 
27=7 (I) C CI) Iთ, ბ) 
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ელემენტის ნორმას ჩვეულებრივად ასე განსაზღვრავენ: 

I =I=8სს (I «II, II >" II), 
რომელიც, როგორც აღვილი შესამჩნევია, აკმაყოფილებს ნორმისათვის 

სავალდებულო. ყველა აქსიომას. · 
§ 6. ბრტყელი წირების მახლობლობა, ვთქვათ # (ჯ„ ყ,) და 13(+ა, Mა) 

სიბრტყეზე მდებარე მოცემული წერტილებია. შევაერთოთ ეს წერტი- 
ლები ერთმანეთთან წირებით ყ=V (2) და 'ყ= =ყ(ჟ. თე I>2CI”2. 2) 

წერტილისათვის და რაიმე რიცხვისათვის #>0 შესრულებულია უტო- 
ლობა 

I#(0–VCრ | <5, (6.1) 
მაშინ ვიტყვით, რომ წირები #=ყ(-) და #=ყ(თ) ერთმანეთთან იმყო- 
ფებიან ნული რიგის 6 მახლობლობაში. თუკი ფუნქციებს ყ-=ყ(3) 

ღა V=V(ჯ) სეგმენტზე წე, თ.) სასრული წარმოებულები გააჩნიათ და, 
გარდა პირობისა (6.1), შესრულებულია აგრეთვე უტოლობა 

| ყ”(თ) – V' («) | <5, (6.2) 

მაშინ ვიტყვით, რომ წირები ყ=Vყ(») და /=ყ (2) ერთმანეთთან იმყო– 
ფება პირველი რიგის 6 მახლობლობაში. გეომეტრიულად (6.1) 

და (6.2) პირობები იმას ნიშნავს, რომ, გარდა ყ=V(თ) და V=Vყ(ი) წი- 

რების ორდინატების 8§ მახლობლთბისა V > C Iთ,, თ.) წერტილში, ერთ- 

მანეთთან ი მახლობლობაშია ამ წირების მხები წრფეებიც, რომლებიც 

გავლებულია შესაბამის („, ყ) ღა (», V) წერტილებში. 
საზოგადოდ, როცა V#=V(ჩ»–) და V=V(2) ფუნქციებს სეგმენტზე 

Iთ,, თ.) აქვთ სასრული წარმოებულები #L რიგამდე ჩათვლით და ერთობ- 

ლივ შესრულებულია პირობები: 

| #(2) –-9(2) | <6, 
| ყ' (2) – M” (2) | <8, 

· 
«-« .=» რითი 68 029 9 29 .«.« 

'ყ დ) ყ (2) | <5 

მაშინ ვიტყვით, რომ თუნქციები (წირები) ყ=VL(») და ყ=ყ(X) ერთ- 
მანეთთან ჯ რიგის 6 მახლობლობაშია, ცხადია, როცა ორი წირი, 
# რიგის 8 მახლობლობაშია, მაშინ ისინი ერთმანეთთან # რიცხვზე ნაკ- 
ლები რიგის 6 მახლობლობაშიც იქნებიან, 

მაგალითი 1. წირები ყ=>6 810 -- და #=0 (ე. ი. 0ჟ ღერძი) ერთ- 
6 
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მანეთთან ნული რიგის § მახლობლობაშია, როცა 2ჩXC I“, > გ II 

მართლაც, გვაქვს , 

ჰყ–ყ|)= 580 -– 0 ,<+. 
რ 

შევნიშნოთ, რომ ვინაიდან ყ” =ი08 == , ამიტომ არ იქნება შესრულებული 
წ 

პირობა (6.2). ეს იმას ნიშნავს, რომ მოცემული წირები ერთმანეთთან 
არ არის პირველი რიგის 6 მახლობლობაში. 

მაგალითი 2. წირები #=681ი თ ღა V=0 (ე. ი. 0თ ღერძი) ერთ- 

მანეთთან ნებისმიერი რიგის 6 მახლობლობაშია, როცა თ C | 5| , 
მართლაც, ამ წირებისათვის ერთობლივ შესრულებულია პირობები: 

| ყ––ყ |=§ 510 დ | <8, II –-ყ”|=|5008 თ |<6, IV”–-ყ |=|5 810 დ <6 
და ა. შ. 

§ 7. ფუნქციონალი. ვთქვათ # წარმოადგენს სიმრავლეს, რომლის 
ელემენტებია ფუნქციები ყ=V(>) C M. გარდა ამისა, ვთქვათ მოცემუ- 
ლია რაიმე წესი, რომლის მიხედვით #. სიმრავლის ყოველ Vყ=ყ(2) 
ელემენტს შეესაბამება გარკვეული რიცხვი V წVI. ამ შემთხეევაში ვიტ- 
ყვით, რომ MI სიმრავლეზე განსაზღვრულია ფუნქციონალის რიცხვი 
7 Iყ) იცვლება როცა V ელემენტი იცვლება #/ სიმრავლეზე. M სიმრავ- 

ლეს ეწოდება V IV) ფუნქციონალის განსაზღვრის არე, ხოლო. ფუნქციას 
ყ=ყVყ (2) ეწოდება V Iყს) ფუნქციონალის არგუმენტი. 

მაგალითი 1. ვთქვათ #/ არის სიმრავლე ყველა ერთ ცვლადზე 

დამოკიდებული ფუნქციებისა #=ყVყ(2) C M. ვიგულისხმოთ, რომ ყველა 
ამ V(2) ფუნქციის განსაზღვრის არეების თანაკვეთა თ არ არის ცარიელი 
სიმრავლე. ავიღოთ ერთ-ერთი წერტილი ჯე C (სა. მაშინ #IV)=V (ჯე) წარ- 

მოადგენს X# სიმრავლეზე განსაზღვრულ ფუნქციონალს. 

მაგალითი 2. ზემოთ § 1-ში მოყვანილი ინტეგრალი (1.1) წარმო- 

ადგენს ფუნქციონალს, რომლის განსაზღვრის არეა 4=4(თ,, ყ,) და 
8=8(“,, ყე) წერტილების შემაერთებელი ყველა უწყვეტად წარმოებადი 
წირების სიმრავლე. | 

§ 1-ში მოყვანილი ინტეგრალები (1.2), (1.3), (1.5), (1.6) აგრეთეე 

ფუნქციონალების მაგალითებია. 
შევნიშნოთ, რომ ჩამოთვლილ მ"გალითებში ფუნქციონალები დამო- 

კიდებულია ერთ არგუმენტზე. ვარიაციათა აღრიცხვაში შეისწავლება ისე- 
თი ფუნქციონალებიც, რომლებიც დამოკიდებული არიან მრავალ არგუ- 

მენტზე. ასე მაგალითად, გეოდეზიური წირის ამოცანაში იხ. § 1) 

ინტეგრალი (1.8) წარმოადგენს სამ არგუმენტზე დამოკიდებულ ფუნქ- 
ციონალს. 
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§ 8. ფუნქციონალის ექსტრემუმის (მაქსიმუმისა და მინიმუმის) სახე- 

სხვაობანი, შევისწავლოთ V IV) ფუნქციონალის ექსტრემუმის სახესხვაო– 

ბანი. ვთქვათ ყV=V(თ) არის ერთ-ერთი ფუნქცია, რომელზედაც შესაძ- 

ლოა V IV) ფუნქციონალს ჰქონდეს ექსტრემუში. იმის დასადასტურებლად, 
რომ ყ=Vყ(2) არის სწორედ ის ფუნქცია (ანუ წირი), რომელზ,დაც 

ფ უნქციონალი ყ (V) მიაღწევს მინიმუმს, საჭიროა V# IVI შევადაროთ VI IV) 

ფუნქციონალის მნიშვნელობებს ყ=ყ(თ) წირის მახლობელ წირებზე, 

რომლებსაც შესადარებელი წირები ანუ დასაშვები წირები 

ეწოდება. შესადარებელ წირთა სიმრავლე აღვნიშნოთ §)-თი. თუ წირზე 

“ყ=ყ(თ) ფუნქციონალი V II) მიაღწევს მინიმუმს, მაშინ 
ტჰ# IV)=ჰ) IVI-––V IV1>0, (8.1) 

სადაც ყ=Vყ(2) არის 2 სიმრავლის ნებისმიერი წირი. 
ამასთან, თუ 49 IV1==20 მხოლოდ და მხოლოდ მაშინ, როცა V(2)= 

=ყ(7). მაშინ ვიტყვით: ფუნქციონალი V/ წ) წირზე აღწეეს მკაცრ 

მინიმუმს. იმ შემთხვევაში, როცა ყ"=V (2) C წ და წირზე ფუნქციო- 
ნალი / Iყ) მიაღწევს მაქსიმუმს, მაშინ 

აჰ IV)=V IV) ცელი, (8.23 

სადაც ყ=წV/I(>) C 5) არის ნებისმიერი წირი, ამასთან, თუ #V#I/1=0 მხო- 
ლოღ და მხოლოდ მაშინ, როცა V(>)=Vყ" (>), ვამბობთ: ფუნქციონალი 
ი IV) წირზე ყ=ყ" აღწევს მკაცრ მაქსიმუმს. 

გავეცნოთ ფუნქციონალის ეგრეთწოდებული ძლიერი და სუსტი ექსტ- 
რემუმის განსაზღვრებს. 

თუ 9 სიმრავლე შედგება ნული რიგის § მახლობლობაში მყოფი წირები- 

საგან, მაშინ V IV) ფუნქციონალის მინიმუმს XIV) ძლიერი მინი- 
მუმი ეწოდება, ხოლო მაჟსიმუმს ჰ) (Vყ") ძლიერი მაქსიმუმი. 

თუ 9 არის პირველი რიგის 6 მახლობლობაში მყოფი წირების სიმ- 

რავლე, მაშინ /# IV) ფუნქციონალის მინიმუმს # წ) სუსტი მინიმუმი 
ეწოდება, ხოლო მაქსიმუმს V IV") – სუსტი მაქსიმუმი. 

ცხადია, ფუნქციონალის ძლიერი ექსტრემუმი მისი სუსტი ექსტრემუმიც 
იქნება. 

ფუნქციონალის ექსტრემუმს, მისი განსაზღვრის მთელ არეზე (და არა 
უსათუოდ რაიმე რიგის 6 მახლობლობაში მყოფი წირების სიმრავლეზე), 
აბსოლუტური ექსტრემუმი ეწოდება. 

მაგალითი. წრფივ ნორმირებულ 04) (0, =) სივრცის წირებს შო- 
რის მოვძებნოთ «სეთი. რომელიც დააკმაყოფილებს პირობებს V(0)= 
=ყ IX1=0 და მინიმუმს მიანიჭებს ფუნქციონალს 
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« IV)=–| (1 ყIზ) ყმ თ». (8.3) 
0 

ამოხსნა, შეენიშნოთ, რომ, რაკი ყველა იმ შესადარებელ წირს შო- 
რის. რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობებს | ყ (>) | <%, | V'(თ)|< 6, 6<1, 
ინტეგრალქვეშა ფუნქცია დადებითია |0, >) სეგმენტზე და ნულის -ტო- ლია მხოლოდ წირზე ყV(»)=0, ამიტომ 0-სა და X რიცხვებს შორის 
მდებარე მონაკვეთი 0X ღერძისა „» IM) ფუნქციონალს მიანიჭებს სუსტ 
მინიმუმს. 

ადვილი სანახავია, რომ C(90(0, ») სივრცეში იგივე ფუნქციონალი 
არც ერთ შესადარებელ წირზე, რომელიც აკმაყოფილებს მხოლოდ პირო- 
ბებს | ყ(ჯ>) | <6, <1, ვერ მიაღწევს მინიმუმს, მართლაც, ავიღოთ, 
„მაგალითად, 'შესადარებელი წირები 

1 : 
სმილ–ლ–--:80ჯ2:, 1=1, 2,... 

# 

მაშინ, ურთი მხრიჟე, გვექნება 

ჯ / 1 1 
თ” I =–ს»ლვღბლდ:;ღლნ- (ყი 2(- +) 

და, მაშასადამე, უარყოფითია როცა »>4. მეორე მხრიე, აღებული შე- 
სადარებელი წირები (0, XI სეგმენტზე, საკმარისად დიდი # რიცხვისათვის, 

ნული რიგის 6 მახლობლობაში არიან 0ჯ ღერძთან. 

ამრიგად, ფუნქციონალს (8.3) აქვს სუსტი მინიმუმი, რომელსაც იგი 

მიაღწევს C9) (0, ») სივრცის ელემენტზე ყ=0, მაგრამ ამავე სივრცეში 
არა აქვს ძლიერი მინიმუმი. 

§ 9. ზოგიერთი განსაზღვრა. ვთქვათ (MM) (»,, =,0) აღნიშნავს ჟველა 

ყ=ყ («) ფუნქციების (ელემენტების) სიმრავლეს, რომლებსაც LX, =.) 
სეგმენტზე აქვთ ყველა წარმოებული # რიგამდე ჩათვლით. „ვთქვათ, 

გარდა ამისა, ფუნქციონალი ” (V) განსაზღვრულია. CI I>,, ჯ,I სიმრავ- 

ლეზე. 
ვიტყვით, რომ ფუნქციონალი V IV) უწყვეტია CVMIIთ,, თ.) სიმრავ– 

ლის ყე=-Vი (2) ელემენტზე. თუ ნებისმიერი რიცხვისათვის 6>0 მოიძებ- 

ნება ისეთი რიცხვი 2>ე, რომ 

I ”/ წყ (2))––ჰ IVი (2) | <8, 

როცა 
I ყი (2)--–ყეა) | <8, §=0, 1,..-M, 

სადაც #=V (2) C CM (დ,, თ,) არის ყა=ყი (2) ელემენტის ჯ რიგის 8 მა–- 
ხლობლობაში ნებისმიერი ელემენტი 1. 

31 იგულისხმება, რომ (0) (X)=V (X)' 
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ახლა ვთქვათ X ნებისმიერი წრფივი სივრცეა. 

ფუნქციონალს V IV) ეწოდება წრფივი ფუნქციონალი, თუ იგი აკმა– 
ყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

ა) #ICყ)=C6V IMI 
სადაც ი მუდმივია, ხოლო V არის X სივრცის ნებისმიერი ელემენტი, 

ბ) ძ IV,+V;)=V IV,1+./ IMMI, · 
სადაც ყ, ღა ყვ არის XL სივრცის ნებისმიერი ელემენტები. 

გავეცნოთ ფუნქციონალის ვარიაციის განსაზღერას. 

ვიგულისხმოთ, რომ ყV=V(ჯ) არის უწყვეტი ფუნქციების წრფივი 
ნორმირებული C Iდ, თე) სივრცის ნებისმიერი ელემენტი და 

6ყ=C6VI (2) C C Iთ, 44, მყ#0, 

წარმოადგენს ყ=VI(ჯ) ელემენტის რაიმე ნაზრდს. სხვაობას 

ბჰ) =V IV +5VI – ყ IV). (9.1) 

ეწოდება /# I/) ფუნქციონალის ნაზრდი. დავუშვათ, რომ ფუნქ- 

ციონალის ნაზრდი ა# შესაძლოა წარმოვადგინოთ ორი ფუნქციონალის 

ჯამის სახით: 

აჰ =ძ" IV; 991+I| VII დ (V; 5VI), (9.2) 
რომელშიც «V Iყ; 8ყ) წარმოადგენს წრფივ ფუნქციონალს მყ ნაზრდის 
მიმართ, ხოლო ფუნქციონალი C (ყ; მყ)->2, როცა || 6ყ || –>0. 

ფუნქციონალს «IV IV; მყ) უწოდებენ # IV) ფუნქციონალის პირ- 
ველ ვარიაციას და აღნიშნავენ სიმბოლოთი მ III) =ძV LV; მVII. 

როგორც ვხედავთ, V (ყ) ფუნქციონალის ვარიაცია 9V Iყ) წარმოად- 
გენს ამ ფუნქციონალის ტ#/ ნაზრდის მთავარ ნაწილს, წრფივად დამო–- 

კიდებულს არგუმენტის 8ყ ნაზრდზე. 
§ 10. ფუნქციონალის პირველი ვარიაციის სხვაგვარი განსაზლვრა. 

ვთქვათთ თ სკალარული პარამეტრია. გამოვიყენოთ წინა პარაგრაფის 
აღნიშვნები და დავამტკიცოთ შემდეგი 

თეორემა, როცა არსებობს #Iყ) ფუნქციონალის პირვეე- 

ლი ვარიაცია, როგორც ამ ფუნქციონალის ნაზრდის მთა- 
ვარი ნაწილი, მაშინ არსებობს #Iყ+ თე) ფუნქციონალის 

ნაწილობითი წარმოებული თ პარამეტრით და მართებუ- 
ლია ტოლობა: 

გკ I) --9IV1X9VI | 
მთ I-ი 

მართლაც, მივცეთ ყ არგუმენტს ნაზრდი თი. იმის გამო, რომ არსე- 
ბობს ფუნქციონალის გარიაცია, როგორი) მისი ნაზრდის მთავარი ნაწილი, 
ამიტომ, ერთი მხრივ, შეგვიძლია დავწეროთ 
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ბჰ =V IV+თნყ)--ყ IV) =შძ Iყ; თ8ყ)+ | თ | I ზ/II თ (/; თში), 

სადაც ძVყ IV; თხყ) წრფივი ფუნქციონალია თCყ ნაზრდის მიმართ, ხოლო 

თ (ყ; თCყ)->0, როცა _ _ 

II თზყ ||= | თ | ||6ყI|I –>0· 

მეორე მხრივ, რადგან 

ძჰ IV; თხყ)=თძი IV; ბყI, 
ამიტომ ზვექნება 

9 IV 195VI =)II1თ ტყ = 
ძთ -“=0 C–0 Cრთ 

– ო მV I, თ5ყ1+II თმ/ IV (9; თბ/) _ 
თ–ს თ 

=9V LV: 8ყI+ II 5ყ II 9180 თ 1IIი თ (ყ; თზყ)=ძV/ IV; ბყI. 
ძ–ი 

  

  

ამრიგად, როცა არსებობს / წყ): ფუნქციონალის პირველი ვარიაცია 
89 IV), როგორც მისი ნაზრდის მთავარი ნაწილი, მაშინ არსებობს და 

იმავე 89 IV)-ის ტოლია /IVI ფუნქციონალის ვარიაცია, როგორც თ პა- 

რამეტრზე დამოკიდებული ჰ) (+ თბყ) ფუნქციონალის წარმოებული თ 

პარამეტრით როცა თ=0. 
ახლა შეგვიძლია გავეცნოთ ფუნქციონალის ექსტრემუმის (მინიმუმის 

და მიქსიმუმის) აუცილებელ პირობას. 
თეორემა, ვთქვათ შესრულებულია პირობები: , 
1. ფუნქციონალი V”Iყ) განსაზღვრულია შესადარე- 

ბელ წირთა 95 სიმრავლეზე. 

2. ჰI) ფუნქციონალი ელემენტზე Vყ=ყა(») აღწევს 
უ ქ სტრემეუმს. 

ვ. ფუნქციონალს VIV/) აქვს პირველი ვარიაცია 9 სიმ- 
რავლეზე. მაშინ, 

29 IVა) =0V IVა; 9V1=0. 

დასამტკიცებლად შევნიშნოთ, რომ ფიქსირებული ელემენტისათვის 

V=Vწე (თ) და ფიქსირებული მყ ნაზრდისათვის ფუნქციონალი V ყე (თ) + 

+თნყ) წარმოადგენს ერთი თ ცვლადის ნამდვილ ფუნქციას 

დ (თ) =V IVი (2)+თნVI, 
რომელიც, თანახმად თეორემის 2) პირობისა, აღწევს ექსტრემუმს (მი- 

ნიმუმს ან მაქსიმუმს, როცა >თ=0. მაგრამ მაშინ, როგორც ცნობილია 

დიფერენციალური აღრიცხვიდან, მართებულია გოლის 

'დ (0)=-“- IV (2) +თმV) I-ი = 8) I/1= 

თეორემა დამტ კიცებულია. 
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§ 11. ექსტრემუმის სხვაგვარი აუცილებელი პირობა. ფუნქციონალის 

ექსტრეჭუმის აუცილებელი პიროზა სხვანაირადაც შეიძლება გამოვიყვანო». 
სახელდობრ, მართებულია. 

თეორემა. ვთქვათ ყ=ყ(ი,0 თ) არის დასა შვები წირების 
ერთ პარამეტრზე დამოკიდებული ისეთი ოჯახი, რომ 

V(თ, 0)=ყა(თ), V(>თ, 1)=ყე(2)+ მყ, სადაც ყა(2)=ჟ/ე წარმო- 
ადგენს #I/) ფუნქციონალის ექსტრემალს. მაშინ V(V) 
ფუნქციონალის ექსტრემუმისათვის აუცილებელია ბი- 
რობა: 

9 »ყC, თ)I =0. (11.1) 
ძთ თი 

მართლაც, მოცემულ პირობებში კ (V (=, თ)) წარმოადგენს თ პარამეტრზე 

დამოკიდებულ ფუნქციონალს, რომელიც თანახმად წირთა ყ=ყ (თ, თ) 
ოჯახის განსაზღვრისა, ექსტრემუმს აღწევს როცა თ=0. ანალიზურად ეს 
იმას ნიზნავს, რომ შესრულებულია ტოლობა (11.1), 

§ 19, ვარიაციათა ალრიცხვის ძირითადი ლემა. თუ (C,, ,) სეგ- 

მენტზე ნებისმიერი, უწყვეტი ფუნქციისათვის 

ი=» (თ), » (X)=ოუ (თ) =0, 

შესრულებულია ტოლობა 

X5 

L# (თ)უ (2) იჯ=-0, (12.1) 

XI 

სადაც MC) არის (=,, =) სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქცია, 
მაშინ მთელ (დ, >) სეგმენტზე )#M/=0. 

დამტკიცება. დავუშვათ, რომ თეორემის პირობები შესრულებუ- 

ლია, მაგრამ არსებობს ისეთი წერტილი თ" CI(»,, 2,), რომელშიც 
M#(ე#0. მაშინ IM (,) ფუნქცია »" წერტილის რაიმე მიდამოში 

(თ: =თ=:2) ნიშანს ინარჩუნებს. შევარჩიოთ უწყვეტი ფუნქცია “ი (=) 
ისე, რომ (21, 211 სეგმენტზე მუდმივ ნიშანს ინარჩუნებდეს, ხოლო 
Iთ,, თაIMIთ1 , თ) სიმრავლეზე ნულის ტოლი იყოს (იხ. ნახაზი 11). 

ამ პირობებში ფუნქცია ? (თ) უ (>) ნულის ტოლია (>; , 2: 1 სეგმენ- 
ტის რადეთ და ამ სეგმენტზე კი მუდმივ ნიშანს ინარჩუნებს. ამის გამო 

გვექ 
ჯა 2 

I # (+) უ (=) ძთ = I # (2) უ (2) ი> #0 

2, თ 

ეს კი ეწინააღმდეგება (12.1) პირობას, ლემა დამტკიცებულია. 
დამტკიცებული ლემა ძალაშია მაშინაც, #ოცა ფუნქცია უ(ჯ) არის 

CM I. თ) სივრცის ისეთი ელემენტი, რომელიც, ყველა მის წარმოებუ- 
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ლებთან ერთად L--1 რიგამდე ჩათვლით, ნულის ტოლია სეგმენტის ბოლო 
წერტილებზე. 

იმ შემთხვევაში, როცა #- არის მრავალი ცვლადის ფუნქცია, ლემა 
სიტყვასიტყვით ისევე ჩამოყალიბდება და დამტკიცდება, როგორც ერთი 

“I 

  
! <<. ჟე 

0 2, ჯ! ჯი დ; ჯ 
ნახ. 11, 

ცვლადის ფუნქციის შემთხვევაში, მაგალითად, ორი ცვლადის ფუნქცი- 
ისათვის იგი“ შემდეგნაირად შეიძლება გამოვთქვათ: თუ რაიმე » არე- 
ში უწყვეტი ფუნქციისათვის M#=7/(თ, M) მართებულია 

ტოლობა 

  

II #C, ყ)უC, ყ)ძთძყ=0, (12.2). 
(§) 

სადაც უ(2, ყ) არის უწყვეტად წარმოებაღი ნებისმიერი 
ფუნქცია, რომელიც (#) არის საზღვარზე ნულის ტოლია, 

მაშინ (#) არეზე I/(ჯ, ყ)=0. : 

; § 18, ეილერის განტოლება. ვთქვაო მოცემული გვაქვს ფუნქციო- 
ალი : 

X5 

9 IV)1= I XC, ყ(თ), ყ' (2))ძ=, (3.1) 

X 

სადაც #=X (თ, ყ (თ) ყ (თ)) წარმოადგენს თავისი სამივე არგუმენტის 
მოცემულ ფუნქციას რომელსაც გარკვეულ არეში აქვს ნაწილობითი · 
უწყვეტი წარმოებულები მეორე რიგამდე ჩათვლით. ამასთან ვიგული- 

სხმოთ, რომ V,=ყ (>), ყა=Vყ(თ) და («>,. VI), (თა, M,) სიბრტყის მოცე- 

მული წერტილებია. | 
ცხადია, § 1-ში მოყვანილი ინტეგრალები (1.1), (1.2), (1.3), (1.5) 

წარმოადგენენ (13.1) ფუნქციონალის კერძო სახეს. 

ზემოთ დამტკიცებული იყო (იხ. § 10), რომ ფუნქციონალის ექსტ- 

რემუმისათვის აუცილებელია მისი ვარიაცია იყოს ნულის ტოლი. შევის- 

წავლოთ რა სახე აქვს (13.1) ფუნქციონალისათვის ექსტრემუმის აუცი- 
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ლებელ პირობას. ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ შესადარებელ წირთა სიმ– 

რავლე 9 შედგება I, თ.) სეგმენტზე უწყვეტი და უწყვეტად წარმოე- 
ბადი წირებისაგან. დავუშვათ, რომ (13.1) ფუნქციონალი შესადარებელ 

წირთა § სიმრავლის წირზე ყ>= V(>) აღწევს ექსტრემუმს. ავიღოთ ამ 
წირის მახლობლობაში 0 სიმრავლის სხვა დესადარებელი წირი ყV=ყ (»X) 
და ავაგოთ თ პარამეტრზე დამოკიდებული წირთა შემდეგი ოჯახი: 

ყ (თ, თ)=ყ (2)+Cთ(ყ (2)––ს (=))=V (>)+თბი, (13.2) 
სადაც, როგორც ვიცით, ზყ=ყ (2)-ყ (თ) არის ყ(») ფუნქციის ვარია- 

ცია და წარმოადგენს თ ცვლადის ფუნქციას. ამასთან, როცა თ=0, მაშინ 

V(თ, 00:=V(ჯჟ), ხოლო როცა Cთ=1, მაშინ ყ(თ, 11)=V (7). ვიგულისხ- 
მოთ, რომ C სიმრავლის ელემენტები C090)(>-,, თ,) სივრცის ფუნქციებია, 
მაშინ 

(წყ) = ყ (>)––ყ” (თ) = წყ”. 
ფუნქციონალი (13.1), განხილული (13.2) ოჯახის წირებზე, წარმო- 

ადგენს თ პარამეტრის ფუნქციას: 
X3 

ძV IV(2, თ))= | #I>, ყ(თ, თ), ყ.(თ, თ)|ძჯ (13.3) 

X1 ' ' 

და რაკი «=0 მნიშვნელობისათვის, თანახმად პირობისა, იგი ექსტრემა– 

ლურ მნიშვნელობას აღწევს, ამიტომ 

“78 Iყ (თ, თ)) |თ.ე==CV (V)=0. (13.4) 
შევნიშნოთ, რომ 

#3 

ძა Iყ, (თ, თ)=| IV (ჩ», ყ(თ, თ), ყი (თ, თ)) ყი, თ)+ 

X 

+X„ (2, VL(2, თ), V. (თ, #)) V. (, თ) ძ2, 

სადაც , , 

| – ყ(თ, თ) = -- IV(=)+თ5V)=ბ%ყ, 
ძთ ძთ 

მ , ძ , ლ.“ -.#, 

–- ყ.(თ, თ)= –“- IV" (თ)+5%ნყ 1=5ყ , 
ძთ ძთ 

მაშასადამე, (13.4) ტოლობიდან მივიღებთ 

X3 

ძიგIVC, თ)I=ი= ( (ჩა (რ ყ (2), ყ' (2)) მყ + 
MM 

+X/(2, ყ (თ), ყ (თ)) ყ'I ძი, (13.5). 
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გარდავქმნათ ინტეგრალქვეშა ჯამის მეორე შესაკრების ინტეგრალი ნაწი- 
ლობითი ინტეგრების ხერხით. გვექნება 

X9 

| >» რ, #(ი, #' თ) შყ'82= | ი, ბ ძთ= 
X ” 

» «“! მ. . 
=!I V' 5ყ1.. “I XV 5ყძდ. 

1 

ვინაიდან წირები ყ=ყ(თ) და #=V(თ) გადიან მოცემულ (თ, VI 
-და (და, ყე) წერტილებზე, ამიტომ 

ზყ |=-=, = V(თ7,)--ყ (თ) =0, მყ (==>X, =Vყ (თ,)––ყ (7#-)=0 

IM, 9/),:=0. 

ამის შემდეგ, (13.5) ტოლობიდან მივიღებთ 

ჯი» 

#5 IV C, 9)1I+-ა=მ7 (V)= | (=- 4 #,. ) შყრ>- (13.6) 
-” 

ს: 

უკანასკნელ ტოლობაში ინტეგრალქეეშა გამოსახულება არის თ ცვლად- 
"ზე დამოკიდებული ორი ფუნქციის ნამრავლი. პირველი თანამამრავლი 

ძ 
1ს- -- #/ არის მოცემული უწყვეტი ფუნქცია /=V(2) წირზე. რაც 

შეეხება მეორე თანამამრავლს ბ/=V(2)-–-#V(2), ვინაიდან წV= V(თ) ნე- 
ბისმიერი შესადარებელი წირია §), სიმრავლიდან, წარმოადგენს I-,, თ.) 

სეგმენტზე ნებისმიერ უწყვეტ ფუნქციას და თანაც 

ნ/ .-», =0ყ1.=-, =9. 

როგორც ვხედავთ, მამრავლები წ-“ #„ და მყ აკმაყოფილებენ 
ჯ 

ძირითადი ლემის (იხ. § 12) პირობებს და, მაშასადამე, მართებულია ტო- 

ლობა 

I– 9». =0. (13.7) 
ძ: 

ამ განტოლებას ეილერის დიფერენციალური განტოლება 

ე წოდება. იგი (13.1) ფუნქციონალის ექსტრემუმის აუცილებელი პი- 

რობაა. (13.6) განტოლების ინტეგრალებს ეწოდება (13.1) ფუნქციო- 

ნალის ექსტრემალები, ექსტრემალთა შორის უნდა ვეძებოთ წირი 

ყ=V(თ), რომელიც ფაქტიურად განახორციელებს (13.1) ფუნქციონალის 
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ექსტრემუმს. ხშირად, იმ წირს ყ=ყ(»), რომელზედაც ფუნქციონალი 

4 IVI მიაღწევს ექსტრემუმს, უწოდებენ ამ ფუნქციონალის ექსტ- 
რემალს. 

ისიც შევნიშნოთ, რომ (13.6) არის მეორე რიგის დიფერენციალური 
განტოლება და მისი ინტეგრალების ოჯახი დამოკიდებული იქნება ორ 
ნებისმიერ მუდმიეზე. ეს მუდმივები უნდა გამოვთვალოთ მოცემული სა- 
საზღვრო პირობებით: V (>) =V,, ყ (ჯე) =ყ,. ამის შემდეგ მივიღებთ (13.1) 
ფუნქციონალის იმ ექსტრემალებს, რომლებიც წარმოადგენენ (13.7) გან- 
ტოლების ინტეგრალებს და აკმაყოფილებენ სასაზღვრო პირობებს. სწო- 
რედ ამ ექსტრემალთა შორის 'მესაძლოა წირის (ექსტრემალის) არსებობა, 

რომელზედაც (13.1) ფუნქციონალი მიაღწევს ექსტრემუმს (მინიმუმს ან 
მაქსიმუმს). ; 

§ 14. მაგალითები: 1) მოვძებნოთ შემდეგი ფუნქციონალის 

X3 

#I)= | ფ'+V –-2ყ 810 2) ძ» 
” 

ექსტრემალები, 

ვინაიდან I" (>, ყ, ყ')=ს 8 ყი –2ყ 81ი დ, ამიტომ 

IXსლ=2ყ-28!0 >, X,,=2ყ”, ი. XV =2ყ'. 
ჯ 

ეილერის განტოლებას ექნება სახე 

0 -ყ=--01ი0 დ, 
რომლის ზოგადი ინტეგრალი 

1 
ყ=C,60'+(თ» 2 +-+- 81ი ჯ 

წარმოადგენს ექსტრემალთა ოჯახის განტოლებას, სადაც C, და C, ნების- 

მიერი მუდმივებია. 
2) რომელია ის წირი, რომელზედაც შესაძლოა ფუნქციონალმა 

1 

#()=| დ” "+1)2თყ)ძი, ყ.(0)=0. ყ(1)=1, 
ი 

მიაღწიოს ექსტრემუმს. 

შევადგინოთ ეილერის დიფერენციალური განტოლება, გვექნება 
ყ”= 2, 

რომლის ინტეგრებით მივიღებთ #V=2?+C,=+ C,. რადგან ექსტრემალებმა 
უნდა გაიარონ (0, 0) და (1, 1) წერტილებზე, ამიტომ (0, = C3=0. მაშა– 
სადამე, წირი რომელზედაც შესაძლოა მოცემულმა ფუნქციონალმა ექსტ– 

რემუმს მიაღწიოს, არის კუბიკური პარაბოლი ყ=ჟ29. 
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3) მოვძებნოთ ფ+-ნქციონალის 

1 
| 7? V'" ძვ 
–. 

ექსტრემალები. 
აქ #=ჟბე/ზ, #/=0, #,,=22'ყ/”. ეილერის განტოლება იქნება 

VI VI 
ლარში) „=- 2ჯ?ყ” =0, 

ძთ. '" ძ= 0>V) 

საიდანაც ჯ?ყ/=600ი§ს და, მაშასადამე, ყ=5=! +0, სადაც C, და Cჯნე- 
ჯ7 · 

ბისმიერი მუდმივებია. თუ გამოვიყენებთ მოცემულ სასაზღვრო პირობებს, 

მივიღებთ C1=1, C:=0. ამრიგად, ყ=–-+. როგორც ეხედავთ, მოცე- 
დ 

მულ ფუნქციონალს სეგმენტზე (–-1, 1) არ გააჩნია უწყვეტი ექსტრე- 
მალები. 

§ 16. შემთხვევა, როცა ფუნქცია X არ შეიცავს წარმოებულს Vყ”. 

ამ 'შემთხვევაში #,,=0 და ეილერის განტოლებიდან მივიღებთ: 

' ჰX)VყVყ(9, ყ(თ) )C0. (15.1) 

ეს ტოლობა არ წარმოადგენს დიფერენციალირ განტოლებას. იგი უბრა- 

ლოდ გვაძლეის არაცხად ფუნქციონალურ დამოკიდებულებას «თ და # 
ცვლადებს შორის. (15.1) განტოლების ამონახსნი #V=ყ (დ) ფუნქციის მი- 
მართ არ შეიცავს ნებისმიერ მუდმივებს. ეს იმას ნიშნავს, რომ თუ წირი 

შემთხვევით არ გადის მოცემულ წერტილეაზე #=#(»,, ყე), 3 ==8(>,, V,) 
ჩვენ არავითარი შესაძლებლობა არ გვექნება დავაკმაყოფილოთ სასაზღვრო 
პირობები. სხვანაირად, ვარიაციულ ამოცანას არ აქვს ამოხსნა, გარდა 

გამონაკლისისა, როცა #V(», #)=0 განტოლებით განსაზღვრული წირი 

შემთხვევით გადის „4 და /32 წერტილებზე, რომელზედაც შესაძლოა ფუნქ- 
ციონალმა მიაღწიოს ექსტრემუმს. 

მაგალითი. მოვძებნოთ ფუნქციონალის 

“· 

M IM)= | ყ"ძ» (15.2) 
4) 

ექსტრემალები, რომლებიც დააკმაყოფილებენ პირობებს: V(»,)==ყ(თ,) =0. 

ამ ამოცანაში ეილერის განტოლებას აქვს სახე: ყ=0. 

აქ ექსტრემალთა ოჯახი ერთერთი უწყვეტი წირისაგან შედგება: ყ=0, 
რომელიც სასაზღვრო პირობებსაც აკმაყოფილებს: იგი 02 ღერძის მო- 

ნაკვეთია, რომელიც ამ ღერძის თ, და თ, წერტილებს აერთებს. ადვილად 
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დავრწმუნდებით, რომ (15.2) ფუნქციონალის ექსტრემალი არის სწორედ 
მონაკვეთი «,, >, რომელიც ფუნქციონალს მიანიჭებს მინიმუმს. მართ- 
ლაც, 4 IV)>>0 და V IV1I=0 მხოლოდ მაშინ, როცა ყ=0. 

§ 16. შემთხვევა, როცა X ცხადად არ შეიცავს დ ცვლადს. ამ შევ. 
თხვევაში ეილერის განტოლება ასე შეგვიძლია ჩავწეროთ: 

მე-ს წ,” =9. 

უკანასკნელი განტოლება, როცა V/ #0, ეკვივალენტურია შემდეგი დიფე- 
რენციალური განტოლებისა: 

-9. (I-V #,,)=0, 

ძ» 
საიდანაც მივიღებთ 

#-–-ყ # „=C, (16.1) 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. როგორც ეხედავთ, როცა ინტეგრალ- 
ქვეშა ფუნქცია ცხადი სახით არ შეიცავს დ ცვლადს, მაშინ ეილერის გან- 
ტოლების ინტეგრება მიიყვანება პირველი რიგის (16.1) სახეს დიფერენ- 
ციალური განტოლების ინტეგრებაზე. 

მაგალითი 1. დავუბრუნდეთ ბრუნვის სხეულის ზედაპირის მინი- 
მუმის ამოცანას (იხ, § 1, მაგალითით 4). საკითხი შეეხება მოცემული 
4# (>, ყე) და 10 (»,, ყ.) წერტილების ისეთი წირით "შეერთებას, რომლის 

ბრუნვით, 0» ღერძის გარშემო, წარმოქმნილი სხეულის ზეჯაპირი იქნება 
მინიმალური. ამოცანა, როგორც ვიცით, მიიყვანება ფუნქცეონალას 

” მე 

8I/)=2» IV I/ 1 +ყ' ძა (16.2) 
XI 

მინიმუმის მოძებნამდე. ინტეგრალქვეშა ფუნ1ცია #=ყM/1 ყი" არ არის 

ცხადად დამოკიდებული დ ცვლადზე. დასმული ამოცანისათვის განტოლე- 
ბას (16.1) ექნება შემდეგი სახე: 

-“"“ზ“”"ზ. ი. 
<მლთა მები 

ამ დიფერენციალური განტოლების ინტეგრებისათვის ხელსაყრელია მივ- 
მართოთ „ცვლადის გარდაქმნას: ყ/ =5)11/; მაშინ, წინა განტოლებიდან მი–- 

ვიღებთ #=0, 6ს L. გარდა ამისა, გვექნება #=“%, საიდანაც დ= 0,(+ 
ყ 

+0ე. აქ 0 და (ვ ნებისმიერი მუდმივებია. ამის შემდეგ ექსტრემალთა 
ოჯახის განტოლება პარამეტრული სახით ასე ჩაიწერება: 

ჯ2=C0)I+Cა, | 

ყ =C, იხL. 
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პარამეტრის გამორიცხვის შემდეგ, მივიღებთ ჯაჭვწირების ოჯახს: 

    (16.3) 

მუდმივები C, ღა C, უნდა გამოვთვალოთ სასაზღვრო პირობებიდან. 
ჯაჭქვწირის ბრუნვით წარმოქმნილი სხეულის ზედაპირს კატენოიდი ეწო- 
დება. 

განტოლება (16.3) ჯერჯერობით გვაძლევს ამოცანის მხოლოდ ფორმა– 
ლურ გადაწყვეტას, ეს იმას ნიშნავს, რომ თუ რომელიმე წირი მინიმუმს 
მიანიჭებს (16.2) ფუნქციონალს, იგი უსათუოდ (16.3) ოჯახში შემავალი 
ჯაჭვწირი იქნება. 

სხვათაშორის, დასმულ ამოცანას ყოველთვის არა აქვს ცალსახა ამოხსნა. 
(4 დღა 8 წერტილების მდებარეობის მიხედვით მას შეიძლება ჰქონდეს ორი 
ან ერთი ამოხსნა, ანდა შეიძლება არ ჰქონდეს არც ერთი ამონახსნი. ამ 
საკითხს გავარკვევთ იმის შემდეგ, როცა გავეცნობით ექსტრემუმის საკ- 
მარის პირობებს. 

მაგალითი 2. განვიხილოთ ბრახისტოქრონის ამოცანა (იხ. § 1, 
ამოცანა 2), რომელშიც გამოთვლების გაადვილებისათვის ვიგულისხმოთ, 
რომ მატერიალური წერტილი M#- მოძრაობას იწყებს კოორდინატთა სა- 
თავიდან, ე. ი. თ,=Vყ,=0. გარდა ამისა ჩავთვალოთ, რომ საწყისი სიჩ- 
ქარე ზე=0. ამ პირობებში ამოცანა მიიყვანება შემდეგი ფუნქციონალის 

ლოლ, „-––ჯ–– 1 7 I) = | V 1+V9" ძი 
ი) MM ყ 

არლი მინიმუმის მოძებნამდე. აქაც ინტეგრალქვეშა ფუნქცია #=--–--–=-- არ 
· /V 

შეიცავს ცხადი სახით თ (ევლადს. განტოლება (16,1) მიიღებს შემდეგ 

სახეს: 

0,=VM/ ყ V/ 1+ყშ=1 

ყ(1+ყ”')=2თ 

საღაც 2თ=0;?. უკანასკნელი ტოლობიდან გამომდინარეობს 

#V 
ძ. / >, “იყ. 

შემოვიღოთ ყ ცვლადის მაგივრად ახალი ცვლადი დ, შემდეგი ტოლობით: 
ყ5=C (1––ი0§ დ). (16.4) 

ანუ 
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მაშინ, წინა ტოლობიდან გვექნება 

  ძა=თ M/ ლ ნა დიდ=თ0 (1--Cი9 დ) ძდ, 

საიდანაც ინტეგრების შემდეგ მივიღებთ 

ჯ7=0თ(დ– 810 დ)+Cკ. (16.5) 
პირობის ძალით, საძიებელი წირები გადიან კოორდინატთა სათავეეზე. 
(16.4) განტოლებიდან Vყ=-0, როცა დ=0, მაგრამ მაშინ ნულის ტოლია 
აგრეთვე თ. ეს კი შესაძლოა, როცა C.=0. ამრიგად, ექსტრემალთა 
ოჯახს წარმოადგენს ციკლოიდები, რომელთა პარამეტრული განტოლე- 
ბებია 

თდ=თ(დ–-510 «), | 

ყ=0 (1-–Cი8 დ). | ' 
სადაც დ პარამეტრია: 

§ 17. შემთხვევა, როცა # დამოკიდებულია მხოლოდ წარმოებულზე 

ყ”. რადგან #= X (ს), ამიტომ ეილერის განტოლება მიიღებს სახეს: 

ყ”” X,,/=0, 

საიდანაც ყ”/ =0 ან #,.,,=0. პირველ შემთხვევაში ყ=C,«%-LC,, სადაც 
0, და C ნებისმიერი მუდღმივებია. ექსტრემალები წარმოადგენენ ორ პა- 
რამეტრზე დამოკიდებულ წრფეთა ოჯახს. მეორე შემთხვევაში IM, = 

= LL (ყ”)=0 განტოლების ამონახსნები ყ” წარმოებულის მიმართ იყოს: 

ყ”=ს, ს” = ს... ='M. 
მაშინ 

ყ=Vს,ც»+C, ((=1, 2,...,”). · 

აქ, როგორც ჩანს, ექსტრემალები არიან ერთ (სახელდობრ 0) პარამეტრზე 

დამოკიდებული წრფეების ოჯახი, რომელიც, ცხადია, შედის პირველ შემ- 

თხვევაში მიღებული ექსტრემალები, ორ პარამეტრზე დამოკიდებულ 

წრფეთა ოჯახში. 
ამრიგად, როცა #-= X' (სყ), მაშინ (13.1) ფუნქციონალის ექსტრემა- 

ლებია ორ პარამეტრზე დამოკიდებულ წრფეთა ოჯახი. 
მაგალითი. განვიხილოთ ფუნქციონალი (იხ. § 1, § 1), 

X5 _ 

# IV)= | VI 1+V” ძი. 
XL 

რადგან #=|/ 1+ყ”“. ამიტომ ამ ფუნქციონალის ექსტრემალები წრფე- 
ებია. სხვანაირად, ყველა ბრტყელ წირებს წორის, რომლებიც 4= 
=4(თ, ყა და 98=78(2”,, VI.) წერტილებზე გაივლიან, მინიმალური 

მნიშვნელობა / IV) ფუნქციონალს შეუძლია მიანიჭოს მხოლოდ წრფემ. 
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§ 18. შემთხვევა როცა ” დამოკიდებულია მხოლოდ »ჯ და წ” 

ცვლადებზე. როცა #=#(ჯ, სყ”), მაშინ ეილერის განტოლება ასე ჩაი- 

წერება: M #,(თ, ყ”)=0, რომლის პირეელი ინტეგრალია 
>» 

XX, (», ყ”7)=0,. (18.1) 

ეს უკანასკნელი ისეთი პირველი რიგის ღიფერენციალურ განტოლებას 
წარმოადგენს, რომელიც არ შეიცავს ყ (კვვლადს. როგორც ვიცით (იხ. 
თავი I, § 20), მისი ინტეგრებისათვის საკმარისია ამოვხსნათ (როცა ეს 

შესაძლოა) იგი ს წარმოებულის მიმართ ფთ ცვლადის საშუალებით და 
ასე მიღებული განტოლება ვაინტეგროთ. 

იგივე განტოლება (18.1) შეიძლება ვაინტეგროთ ხელსაყრელი ხერხით 
შერჩეული პარამეტრის დახმარებითაც. 

მაგალითი. მოვძებნოთ ფუნქციონალის 

–- 

ექსტრემალები. ამ შემთხვევაში »=V 11+V _ და ეილერის შესაბამისი 

განტოლების პირველი ინტეგრალი იქნება 

V 1. 
თM1+V 0, 

შემოვიღოთ (ჯ პარამეტრი ტოლობით V ”=%VC I. მაშინ, წინა ტოლობიდან 

მივიღებთ 

    

  

/ 

=> მ 810 #. (19.2) 

გარდა ამისა გვაქვს 

ძყ=1ფL0»=0C, 510 LV, 

საიდანაც ინტეგრების შედეგად მივიღებთ 

ყ=C:–Cკ 003 L' (18.3) 

გამოვრიცხოთ (18.2) და (18.3) ტოლობებიდან პარამეტრი (|, გვექნება 

დბ-+LCყ-–-Cთ,)1= 69 

მაშასადამე, მოცემული ფუნქციონალის ექსტრემალები არის ორ პარა– 
მეტრზე დამოკიდებული წრეწირების ოჯახი, რომელთა ცენტრები 0 
ღერძზე მდებარეობენ. 
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§ 19. შემთხვევა, როცა # არის წრფივი ფუნქცია კჯ” წარმოებულის 

მიმართ. ვთქვათ (13.1) ფუნქციონალის ინტეგრალქვეშა ფუნქციას აქვს 
ე 

#=VM (თ, ყ)-M (თ, #)ყ”, (19.1) 

სადაც M C, ყ) და XV (თ, ყ) მოცემული წარმოებადი ფუნქციებია. მაშინ, 
0 ადია 

ძ) , მ# ძV# , მM# 
Xსხ==–- + –-_ /, #„=, – 7, „ლაა ყი 

" ეძ ძთ ძო» ძყ 

და ეილერის განტოლებას ექნება სახე 

9მX# _ ძM# 09.7 
"მყ. ძა 

ეს განტოლება არ არის დიფერენციალური განტოლება. გავარჩიოთ შემ- 
თხვევა, როცა (19.2) არ წარმოადგენს იგივეობას. მაშინ იგი განსაზღვ- ·- 
რავს გარკვეულ ექსტრემალს, რომელიც არ შეიცავს ისეთ პარამეტრს, 
რომლის რეგულირებით შევძლებდით დაგვეკმაყოფილებინა სასაზღვრო 
პირობები. ეს იმას ნიშნავს რომ ამ შემთხვევაში ვარიაციულ ამოცანას, 
საზოგადოდ, არა აქვს ამოხსნა, გარდა გამონაკლისისა, როცა (19.2) 
განტოლების ამონახსნი შემთხვევით გადის მოცემულ წერტილებზე 4 

და #. 
ახლა ის შემთხვევაც განვიხილოთ, როცა (19.2) ტოლობა წარმოად- 

გენს იგივეობას. ამ შემთხვევაში დიფერენციალი 

#ძ2ჯ=L(M +Xყ”) ძთ=1ძთ-+Mძყ 

წარმოადგენს სრულ დიფერენციალს და ინტეგრალის 

Xჯ 

 IM)=| Mძ=+Xძყ (19.3) 
X 

მნიშვნელობა დამოკიდებულია მხოლოდ 4(თ,, V,) და 78 (თე, ყე) წერტი– 
ლების მდებარეობაზე და დამოუკიდებელია მათი შემაერთებელი წირის 
სახეზე. ეს იმას ნიშნავს, რომ (19.3) ინტეგრალის ყველა შესადარებელ 
წირებზე აქვს ერთი და იგივე მუდმივი მნიშვნელობა, მაშასადამე, ვარია– 
ციულ ამოცანას არ აქვს აზრი, 

მაგალითი 1. შევისწავლოთ ექსტრემუმი ფუნქციონალისა 

I I91= I IV” 810 =/-–(თ-+-V)?) თ, ყ (0)=0, Vყ(1)=–-1. (19.4) 
მ 

აქ M =--(დ-LVყ)ბ, IX =391ი ”ყ. განტოლება (19,2) იქნება ყ==–-7, 
ექსტრემალთა ოჯახი შედგება მხოლოდ ერთი წრფისაგან, ამ წრფეზე 
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(19,4) ფუნქციონალის მნიშვნელობა უდრის 2. მართლაც, როცა V= 
· I 

,=--% გვაქვს, 
' 2 

ჰ L-9)= | §1ი=»ძ>= –, 
9 ჯ 

ისიც შევნიშნოთ, რომ რადგანაც 
–_ 2 

M IM1< | V” 510 #ყ ძდ= –– 
შ ჯ 

ამიტომ წრფეზე ყ=––- 7 ფუნქციონალი (13.4) აღწევს მაქსიმუმს და ეს 

მაქსიმუმი უდრის -=-, 
ჯ 

მაგალითი 2. ავიღოთ ფუნქციონალი 

2" · 

თ Iყ)= I (ყ+-თყ”) ძთ, ყ(თ,)=Vყც ყ(თ,)=ყ.. (19.5) 
Xჯ 

განტოლება (19.2) გადაიქცევა იგივეობად 1=1. ყველა შესადარებელ 

წირებზე, რომლებიც («,, V,) და (2,, ყა) წერტილებს შეაერთებენ, ფუნქ- 
ციონალს (19.5) აქვს ერთი და იგივე მნიშვნელობა: V IV) = თაყა-–- თ. 

ფუნქციონალის ექსტრემუმის ამოცანას არა აქვს აზრი. 

§ 90. დიუ-ბუა-რეიმონის ლემა. ზოგჯერ ხელსაყრელია ეილერის გან- 
ტოლების ინტეგრალური სახით ჩაწერა. ამასთან დაკავშირებით წინასწარ 
დავამტკიცოთ დიუ-ბუა-რეიმონის შემდეგი 

ლემა თუ უწყვეტი ფუნქციისათვის #() შესრულე- 
ბულია ტოლობა 

X–= , 

I M (2) უ” (2) ძდ=0, (290.1) 
X1 

სადღაც უ() არის (ჯ,ც 2,)) სეგმენტზე ნებისმიერი უწყვეტად 

წარმოებადი ფუნქცია ·და უ(თ,)=I(>,)=0, მაშინ ამ სეგ- 

მენტზე ფუნქცია #X(>) მუდმივია. 

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო და ვუჩვენოთ, რომ მა- 

შინ შესაძლებელია ავაგოთ ისეთი ფუნქცია » (>), რომელიც დააკმაყო- 

ფილებს ლემის პირობებს, მაგრამ ამ ფუნქციისათვის 

X52 

I M C) ო” დ)ძთ>9. 
XI 

2)0



მართლაც, დაშვების ძალით, არსებობს ორი ისეთი წერტილი მაინც 

წ. ხი C I>,, 2), რომ 7/ (6) MI (§). ვთქვ თ M (6,)> M (ნა). ავიღოთ 
ისეთი რიცხვები ძ, და თ, ძ.>2კ, რომ XI (-:>ძ,1>ძა> M (§»)- თუ 
# საკმარისად დიდი ნატურალური რიცხვია, მაშინ შესაძლოა სეგმენტი– 

დან (დ, ჯა) გამოვყოთ ორი ისეში სეგმენტი 

|=.. =+-51, ს ეგ4+ > 
» # 

რომ #I(2)>ძ, როცა 

თ C (<> თ + | 
»# 

და # (-1)<თ 

როცა ჯC |« 02ს+ <,, 

სადაც «ვ. 24 C I 9:21 და 

|<. #9 + 3 ი I« + <| 

ცარიელი სიმრავლეა. ახლა სეგმენტზე I#-,, «,) ავიღოთ შემდეგი სახის 

ფუნქცია (იხ. ნახაზი 12): | 

ლ (თ 2::L, 

  

  

+%§%(X) 
+4# 

ნ, XX მ. . .# 

| 2, X3 X”7» წ, ' ) +2 
“ი,=%X(ჯ 

ნახ.12. 

810“ II, (თ–– ე), როცა 2 C > ძვ+ +) ' 

V დ)= 1 – 8)? წ (თ=-->)), როცა «C |<„ წა+ +I, (20.2) 

0, როცა თ CV, 9) I > 23+ <=) ს 8 %+- – · 
L 6 | ” 
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"შევნიშნოთ, რომ როცა =»” (ჯ) ასეა განსაზღვრული, მაშინ ფუნქცია 

ჯ 

» (2)= I თ” (2) ძჯ» (20.3) 
XI 

' უწყვეტი და უწყვეტად წარმოებადია და უ(>,)=0, გარდა ამისა, თანახ- მად (20.2) და (20.3) ტოლობებისა, გვაქვს 

= Xვ +- 

ჩM(=,)= I »”(თ) ძთ = I 8101 (I) (=––ე)) ძუ –– 
-” X. 

. 2 + წ 
ი 

– I .81ი? (8 (X–2/,)10ჯ=0. 
“ 

_ ამრიგად, ფუნქცია წუ (თ) აკმაყოფილებს ლემაში მოთხოვნილ ყველა 
პირობას და ამიტომ, :ერთი მხრივ, (20.2) ტოლობებით განსაზღვრული 
ი” (თ) ფუნქციისათვის უნდა შესრულებული იყოს ტოლობა (20.1). 

მეორე მხრივ, მართებულია უტოლობა 

# =+7- 

I XM (თ) თ” (ე) ძ»= I # (2) 810" (ს (>–– დე)1რთ–– 
XI X%ე 

M+“-. = 
#7 

– I 810“ (I) (C–––-#,)) ძთ> (თ–ძ) I 8105 2:7ჯ >0 
“–' 0 

– 

მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს ლემას. 

§ 91კ ეილერის განტოლების ინტეგრალური სახე, ხელახლა განვიხი- 
ლოთ ფუნქციონალი (13.1), განსაზღლვრული CV) (ჯ,, თკ) სივრცის წირებზე 

#=წყ(2), რომლებიც აკმაყოფილებენ სასაზღვრო პირობებს V(2,)= ყ/ 

V (თ) =ყჟ/ე. ვიგულისხმოთ, რომ დასაშვები ელემენტების სიმრავლე შედ- 
გება წირებისაგან რომლებიც ერთმანეთთან პირველი რიგის 6 მახლობ- 
ლობაშია, ვთქვათ ყ=V(ჯ) წარმოადგენს წირს, რომელიც (13.1) ფუნქ- 
„ცითნალს ანიჭებს სუსტ ექსტრემუმს. ამ შემთხვევაში, როგორც ვიცით 
„(იხ, § 13), ფუნქციონალის ვარიაცია ასე იწერება: 

X3ვ | 

–/ IM)=| (»,– <X, ) 6ყძე:, (21.1) 

”; 
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სადაც 
6 =8ყ (2)= ყ (>)––ყ (9), 8ყ(2,)=6ყ (თ,) =-0. 

გამოვიყენოთ ნიწილობითი ინტეგრების ხერხი და სასაზღვრო პირობები, 

გვექნება: 
X3 X 

I I)ვყწ 07= I#VCთბ” ძ2, 
»” X. 

X2 

(შყ-“-», #-- IM, 9ყ” ძ», 

% XI 

სადაც 
X 

”(V= I Xცძი. 
XI 

ამ გარდაქმნების შემდეგ, ფუნქციონალის ვარიაცია (21.1) მიიღებს 
შემდეგ სახეს: 

#5 

ბ) IV1= | (,--– 77) ბი” ძი, (21.2) 
«1 

რომელიც მართებულია ნებისმიერი უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციისა– 

თვის მყ. ამასთან მყ აკმაყოფილებს პირობებს მ/ (=,)=C6ყ (ჯ)=0- 

ფუნქცია #,--V უწყვეტია სეგმენტზე (ჯ,, >;I. მაშასადამე, ფუნქციები 
იყ და #,.-V აკმაყოფილებენ დიუ-ბუა-რეიმონის ლემის ყველა პირობას 
და, ამიტომ, გვექნება 

ჯ 

X,-#=X/-- | 702=0. (21.3) 
XI. 

ასეთია ეილერის განტოლების ინტეგრალური სახე. 
შევნიშნოთ, რომ 7 (X)=X, არის თ ცვლადის უწყეეტი ფუნქცია 

Iდ,, «ა) სეგმენტზე. ეს იმას ნიშნავს რომ უწყვეტი წარმოებული აქეს 

აგრეთვე ფუნქციას #,=0-X (დ) იმავე სეგმენტზე და 

-9 #, =##7 ()= #Vყ. 

იჯ 

როგორც ვხედავთ, (21.3) განტოლებიდან მიიღება ეილერის განტოლება 
(13.7) სახით და თანაც მტკიცდება, რომ არსებობს #",, ფუნქციის წარ– 

მოებული დ ცვლადით |LX,, თ,1 სეგმენტზე. 
§ 99. პილბერტის თეორემა. გავიხსენოთ, რომ ეილერის თეორემის 

გამოყვანისას იგულისხმებოდა, რომ შესადარებელ წირთა სიმრავლე . 
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შედგებოდა წჯ,, 2) სეგმენტზე უწყვეტად წარმოებადი წირებისაგან. მაგ- 
რამ ეილერის განტოლება 

მ, ბ #,.= 1 ც- 7 ა--#„. ხყ –– I ეყ” =0 · (22.1) 

შეიცავს ყ=ყ(თ) ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებულს, რომლის არსე- 
ბობა არ არის ცნობილი. იმისათვის, რომ თავიდან ავიცილოთ დამატე- 
ბითი პირობა ყ77 =ყ7 (2) წარმოებულის არსებობის შესახებ, დავამტკი- 
ცოთ პილბერტის შემდეგი 

თეორემა. თუ ყ=ყ(2)C90 წარმოადგენს (13.1) ფუნქციო- 
ნალის ექსტრემალს, მაშინ L»:,, „,) სეგმენტის ყოველ 
წერტილზე, რომელზეც X,,#0, არსებობს ექსტრემალის 

მეორე რიგის უწყვეტი წარმოებული ყ/7 =ყ/” (2). 
დამტკიცება. ვთქვათ ჯ არის (2,, თ.) სეგმენტის ნებისმიერი წერ– 

ტილი და #ტ2#0 მისი ნაზრდი. აღვნიშნოთ ყ (>) და ყ/ (>) ფუნქციების 

შესაბამისი ნახრდები #4ყ და #ყ”-ით. გამოვიდეთ ტოლობიდან 

ძ »X M # (თ-+L4ტ?V, ყ+აპაყ, წყ” -++-49/)–XV, (თ, V. ყ”) 
_––_ ყ'= III. ' 

6» 4X--0 რ» 

რთმლის მარჯვენა ნაწილის მრიცხველი გარდავქმნათ ლაგრანჟის ფორ- 

მულით ფუნქციის სასრული ნაზრდის შესახებ, გვექნება 

9 თ. =Iი ა (თდ+0,ბ», ყ+8მკა ტყ, ყ/+მე გყ/)+ 
ძჯ» 4X +0 · 

  

'4+სი წ რ4+6 ბთ, #+0, ტყ, #/ +0, იყ”) სთ. 2 + 
ყ” 

307 მ (დ+მ, ბჯ», ყ-+-მ,ბყ, ყ” +მვ ტყ!) 1IIIი <+., 
4X-0 ი? 

0<8,, მე, მე<1. 

უინაიდან ნაწილობითი წარმოებულები #,/,, ს IX უწყვეტი ფუნქ- 
ციებია, ამიტომ ზღვარზე გადასვლის ოპერაციის შესრულების შედეგად, 
წინა ტოლობიდან მივიღებთ ქ. 

V 
“7. #,=VM,./ (9, ყ, §”) + Xყ/, (თ, ყ, ყ”)ყ +#V. „ათ >" 

წინა პარაგრაფის ბოლოში მოყვანილი შენიშენის ძალით არსებობს 

2 X#,, და უდრის XI. ამის გამო წინა ტოლობიდან, გვაქვს 

ტყ ს-ა 9” IIლიე –“–-=// 
4-0 #2 # ”ყ 

თეორემა დამტკიცებულია. 
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§ 958. მეორე ვარიაცია. ხელახლა განვიხილოთ ფუნქციონალი (13.1) 
განსახღვრული CI9 Iთ,, თ) სივრცის ისეთ წირებზე, რომლებიც აერთე–- 

ბენ მოცებულ 4(ჯ2, ყ) ღა 8 (2, ყ,) წერტილებს. შესადარებელი წი- 
რები ავიღოთ ყ, (თ)=V (2)-L6V (>7)=V-ნყ სახით, სადაც მყ წარმოადგენს 

ყ=ყ(თ) ეჭსტრემალის ვარიაციას და აკმაყოფილებს პირობებს ბყ (=,) = 
=მყ(თ,)=0. ამის შემდეგ (13.1) ფუნქციონალის ნაზრდი ასე ჩაიწე– 
რება 

X§ 

I II -VIV)= I (MI(თ, ყ+8V9, ყ” -L8ყ/)--X (>, V, §/))რ».. (21.1) 
X1 

დავშალოთ V (თ, ყ-+98ყ, ყ”+მყ') ტეილორის ფორმულით, მაშინ წინა 
ტოლობა მითეებს სახეს: 

” 

9 IM) II1=| (”იმყ+ #7 მყ”) ძთ>+ 
%« 

,. #5 
+L | (ე, მებ+2, მყ 50 +#,, წყ”) ძდ, (23.2) 

03) 

სადაც 

IV)> ე (თ, ყ+8,მყ, ყ” + მან”), 

-#,,= (თ, ყ+მ, 8ყ, ყ” + მაბყ”), 

#,ა= 7,7, (2, #+8,6ყ, ყ+მაზყ”), 0<9,, 0:<1. 

თუ ვიგულისხმებ, რომ წირები ყ–=ყ(თ) და V,=Mყ,(2) ერთმანეთთან 
პირეელი რიგის სკმარისად მცირე 6 მახლობლობაში იმყოფებიან, მაშინ 

ჰი Iს 1 ფუნქციების უწყვეტობის გამო, შეგვიძლია დავწეროთ 

#ცყსხ=7# (თ, ყ. ყ)+5,, ჰყ = 1 (თ, ს V )+ბა, 

მყ. = „ს (თ, #, ყშ)+683, 

სადაც IX9X | 6, |, 19X | 6, XI8X | 6ვ | –>0, როცა 6-0. ახლა (23.2) 
ტოლობა ასე წარმგვიდგება 

ი. ჰ–#VI= | (ი, სV-+X,, მყ) ძთ>+ 
XI 

X - 

+ +I ყყ მყ +-2X,, ხყზს -- ა. გყ' )ძუ-L 

XL 
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X5 

+| (6,ბცზ+-26,ბყ ბს +,ზა ზი” )0>=8ჰ (VI +ბზIVI+», . · (23.3) 

სადაც 
ჯა 

ნ) IV) = | (”,ბყ-+- წ, ზყ') ძთ, 
” 

1 73 
5მXIV)=-> | (1”, მყბ+ 27, ყი + წყ )ძთ, (23,4) 

%. 

X3 

უ= | C, 8ყბ-+24, 6ყ ბი” -იკ ბი" )ძთ. 
#1 

ადვილი სანახავია, რომ რაკი 

| 6ყ |=|ყე––-ყ | <6, | |” |=1Vყ.--ყ” I) <6 

და | 28ყ მყ | <8ყ?-L8ყ'?, ამიტომ რთცა C->0, მაშინ უ ყფრო მაღალი 
რიგის უსასრულოდ მცირეა ვიდრე 67. 

თუ (23.3 ტოლობის მარჯვენა ნაწილს ჩამოვაცილეთ უკანასკნელ 

შესაკრებს, მივიღებთ 

9 IM)1–-Vყ IV) ღღ მყ Iყ1+-2% IV)- 

მ?) IV) ფუნქციონალს უწოდებენ ყ IV) ფუნქციონალის მორე ვარიაციას. 
აქ მნიშვნელოვანია შემდეგი ! 

თეორემა თუ წირი ყ=ყ() CC მინიმუმს (მაქსიმუმს) 
ანიჭებს (11.1) ფუნქციონალს, მაშინ ნებიმიერი ფუნჟ/- 

ციისათვის ჯ=+ (2) C CV)I>,, თა), V (თ,))=% (2)=0 ფუნქციონა- 
“ ლის მეორე ვარიაცია არაუარყოფითია: 079)>0 (შესა- 
ბამისად, არადადებითია მაქსიმუმის ჩემთხვევაში: 

6? I Iყ)=<0). 

დამტკიცება. დავუშვათ არსებობს ისეთი ფუნქია + =7 (2), რო– 

მელიც აკმაყოფილებს თეორემის პირობებს, მაგრამ მ Iყ)<0. ავიღოთ 
შესადარებელ წირთა ოჯახი ყ, (თ)=ყ (თ) -++#7 (თ), სააც ჯ პარამეტრია, 

მაშინ გვექნება 

I IV)-–ჰ Iყ)ლ–#8) I/)+ #21 V IV) +076. (23.5) 
სადაც §-+0, როცა 1L#-+>0,- ვინაიდან წირი ”ყ=ყ0 მინიმუმს ანიჭებს 

(13.1) ფუნქციონალს, ამიტომჩ2ძ IV)=0 დაჯროცა ჟაკვარისად მცირეა, 
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მაშინ (23.5) ტოლობის მარჯვენა ნაწილს აქვს 8%) (V) მეორე ვარიაციის 
ნიშანი, ე. 0. 

9IIV)1-–ჰ I/)<0. 
თეორემა დამტკიცებულია. ' 

§ 94. მეორე ვარიაციის დაყვანა კვადრატულ ფუნქციონალზე, ფუნქ- 

ციონალის მეორე ვარიაცია საშუალებას გვაძლევს გამოვიყვანოთ ფუნქ- 
ციონალის ექსტრემუმის ახალი აუცილებელი პირობა, იგი ხელსაყრელია 
აგრეთვე, როგორც ქვემოთ ენახავთ, ფუნქციონალის ექსტრემუმის საკ- 
მარისი პირობის მისაღებადაც. 

შევეცადოთ წინასწარ მეორე ვარიაციის შესაძლო გამარტივებას. თუ 
გამოვიყენებთ პირობებს 8ყ (ჯ)=8ყ (>,)=0 და ნაწილობითი ინტეგრების 
ხერხს, გვექნება 

2 | ჰე, ზყ მი იყვის თ--/! მებ.” (7) მ». 
% 

გავითვალისწინებთ რა  ფკანასკნელ გარდაქმნას მეორე ვარიაციის გა– 

მოსახულებაში (23.4), მივიღებთ 

X · 

8ზ#IV1 = I (ს ზყზ+0 მყ"), (24.1)' 

# 

სადაც : 
1 - 1 

–->-( Mყი ა წყ, ) ' = “ე 

გამოსახულებას (24.1) მოდები ფუნქციონალის მეორე ვარიაციას 

კვადრატული სახით. 
§ 96. ლეჟანდრის აუცილებელი პირობა ექსტრემუმისა. დავამტკი– 

ცოთ 
თეორემა. იმისათვის, რომ ნებისმიერი ფუნქციისათვის 

იყ C 0)Iთ,, თ,), 6CV(თ,)= ნყ(თ,)=0, კვადრატული ფუნქციო- 
ნალი (24.1) იყოს არაუარყოფითი აუცილებელია მთელ 

Iთ,, თ) სეგმენტზე 6=0(2)>90. 
დამტკიცება, დავუშვათ წინააღმდეგი, ე. ი. დავუშვათ, რომ შეს- 

რულებულია თეორემის პირობები, მაგრამ არსებობს ისეთი წერტილი 
%ე C (თ,, ჯა), რომელზედაც C(2)=--20, სადაც 2>0. ვინაიდან C) (თ) 
არის უწყვეტი ფუნქცია, ამიტომ არსებობს დე წერტილის ისეთი მიდამო 

(და თ-+IMI=Iთ, თა), რომელშიც C1(>1=-–0ი, როცა ჯ« C (2, თ +V/). 
გარდა ამისა, აღვნიშნოთ 1/ =M0)3X | # (2) | , როცა ჯ C Iთ,, თა). რიცხვი 

M არსებობს, ვინაიდან #=7#(ჯ) არის უწყვეტი ფუნქცია Lთ, «1 სეგ– 
მენტზე. 
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ახლა სეგმენტზე (2, 2) ავაგოთ ფუნქცია 8ყ=9Vყ (თ) შემდეგნაირად: 

„9 რ“–2% , , 
წყ (თ)= 917 “ი, როცა თ CI»), თ)-LVII 

C, როცა 7X C (თ), თა) XIV, 9; +/1. 

ასე განსახღვრული ფუნქცია მყ (>) აკმაყოფილებს თეორემის პირობებს. 

ამ ფუნქციისათვის მართებულია უტოლობა: 

” 

- Xვ X-+იჩ _ 

მ IVI= | X9I+დCდწყ”)ძთ- | ჯახი“ + შაძი“+ 
C21 | » M 

უვ XI X–თ, X%7% – ბერ – –_–->- + უე I 0 319 - 2ჯ ძი: < MM ოი 

საიდანაც, ცხადია, მ (V)< 0 როცა # საკმარისად მცირეა. 
მიღებული წანააღმდეგობა ამტკიცებს თეორემას. ! 
დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს ლეჟანდრის "შემდეგი 

აუცილებელი პირობა” ექსტრემუმისა: იმისათვის, რომ ფუნქცია V=-ყ (2) 
ანიჭებდეს მინიმუმს (13.1) ფუნქციონალს, აუცილებელია X",,,2>0. 

სრულიად ასევე: იმისათვის, რომ ფუნქცია ყ=V (დ) ანიჭებდეს მაქსი- 
მუმს (13.1) ფუნქციონალს აუცილებელია L,,,,<0. 

§ 96. მაგალითები: 1) განვიხილოთ § 1-ში მოყვანილი ამოცანა 1, 

რომელშიც მოითხოვება მოცემული 4(თ,, V.) და „28(2,, ყ:) წერტილები 
შევაერთოთ მინიმალური სიგრძის წირით.. როგორც ვიცით (იხ. § 17), 
·'ექსტრემალთა ოჯახი შედგება ორ პარამეტრზე დამოკიდებული წრფეები- 
საგან #/=C60,2+C,. თუ სასახღვრო პირობებით გამოვთვლით C, და C 
მუდმივებს, მაშინ შესაძლო ექსტრემალს ექნება სახე 

ყა.–Vყ, თი“ ' 

დავრწმუნდეთ, რომ შესრულებულია მინიმუმის აუცილებელი პირობა 

ლეჟანდრისა მართლაც, ვინაიდან X=Vს“ 1+V", ამიტომ 

1 

სულიერ. 
მაშასადამე, თუ რომელიმე წირი მინიმუმს მიანიჭებს ფუნქციონალს 

(1.1), იგი უნდა იყოს წრფე, რომლის განტოლებაა (26.1). 

2) ახლა ავიღოთ § 1-ში მოყვანილი ამოცანა 4, ბრუნვის .სხეულის 

'ზედაპირის მინიმუმის შესახებ, ამოცანა მიიყვანება ისეთი წირის მოძებ- 
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ნაზე, რომელიც მინიმუმს მიანიჭებს ფუნქცაონალს (1.5), აქ #= 

= ყ/ 1+V””, სადაც შეგვიძლია ვიგულისხმოთ />0. მაშასადამე, გვექ– 
წება 

' ყ 
_---->0. 

(1+ყ?)3- 
IM ყე.= 

· როგორც ვხედავთ, შესრულებულია მინიმუმის აუცილებელი პირობა ლე- 
ჟანდრისა. მაშასადამე, თუ რომელიმე წირი მინიმუმს მიანიჭებს ფუნქციო- 

ნალს (1.5), იგი უნდა იყოს #4 (ჯ, V,) და 18 (თ, ყ:) წერტილების შემა- 
ერთებელი ჯაჭვწირი 

=C. 

თ | 
სადაც 0, და Cვ განისაზღვრება სასაზღვრო პირობების დახმარებით. 

3) განვიხილოთ ფუნქციონალი 

X2 

4 IV)= I (ყ” –-3ყ') მ» (26.2) 
X# 

და ვუჩვენოთ, რომ არ არსებობს (2, 2) სეგმენტზე უწყვეტად წარმოე- 
ბადი ფუნქცია, რომელიც ამ ინტეგრალს მიანიქებს ექსტრემუმს. 

მართლაც, ინტეგრალქეეშა ფუნქცია X=ყ" –- ვე” და #,, =6ყ”. 

უკანასკნელი გამოსახულება, საზოგადოდ, ნიშანს იცვლის I», >,1 სეგ- 
მენტზე. მაშასადამე, ფუნქციონალისათვის (26.2) არ არის დაცული 

ექსტრემუმის აუცილებელი პირობა ლეჟანდრისა. 

4) შევისწავლოთ შესრულებულია თუ არა ლეჟანდრის აუცილებელი 
პირობა მინიმუმისა ფუნქციონალისათვის 

  ყ= 0, #- 

Xგ 

94 IVI =| 810 (ყყ”) #2, V,=Vყ (2), IVგ=VI (თ). (26.3) 

X. 

ვინაიდან აქ 7 =81ი (ყV'), ამიტომ ეილერის. შესაბამისი დიფერენცია- 

ლურ განტოლებას ექნება სახე” 

2ც-ყ წყ-ყ წ, =0. (26.4) 
შევნიშნოთ, რომ 

Iც=Vყ' 008 (VV”), „#”,ყ,,= –ყყ” 810 0 (VI ), I,,,=–-–-ყ" 810 (IV ")- 

მაშასადამე, განტოლება (26.4) ასე ჩაიწერება 

(ყყ” +Vყ”) 810 (ყV )=0. 
ვთქვათ ყყ'25XX (:=0, +1, -+2,..-), მაშინ მივიღებთ განტოლებას 

ყ" +ყს" = 0 
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ანუ 

ძი ჯ+ჯყ---=9, ა=ყ”, #0. 
მყ 

აქედან მივიღებთ 

მი ! %ბV ი #2 02+0,. 
წ. ყ ძი 4MV4V 

გამოვიყენებთ რა სასახღვრო პირობებს: ყ,=ყ (თ), V,=Vყ (2) გვექნება 

0,C-M--#M , ც,=.5:0--5M 
ზი–ქმ> 2: 2 

, , ყვ–ყ: გარდა ამისა, რადგან 2ყI”=0,, ამიტომ ყყ=--51 9 _., 
2(2-––2,) 

ახლა (კხადია 
5.9 

მს, =--ყბ81ი (ყყ”)ლ– –-ყმვე--%ი-# ., 
2 (თ-––,) 

ლეჟანდრის აუცილებელი პირობა მინიმუმისა X..,,>>0 მაშინ შეს- 

რულდება, როცა 
ყლ –X< 

2(თე–– თ.) 
(26.5) 

ამრიგად, ფუნქციამ 

_#M--M _ + თიმ) ლყ 
მვ-––9 გ-ი 

შესაძლოა მინიმუმი მიანიჭო: ფუნქციონალს (26.3) მხოლოდ მაშინ, როცა 

შესრულებულია პირობა (26.5). 

5) მოვძებნოთ წირი, რომელმაც შესაძლოა მინიმუმი მიანიჭოს ფუნქ- 
ციონალს 

/=   

ჯ. 

9 CV)= | Cყ'+#)"ძთ», ყ.=9ყ (>), ყა=ყ(თ)- C6.6) 
XI 

ვინაიდან #=(”V' +Vყ), Iა=20>M +ყ) IX,.=2X(>ყ"+9ძ), X,,,=2დთ, 
X,,=2271, თი =4%ყ +2ყ, ამიტომ ეილერის დიფერენციალურ განტო- 

ლებას ექნება სახე: 
2ყ”-Lთყ'”= 0, 

რომლის ინტეგრებით მივიღებთ 

5 8 
ყ2-92C+Vთ. (26.7) 

ჯ% 

9220



გამოვთვალოთ მუდმივები 0, და (ე სასაზღვრო პირობების დახმარებით 

და ჩავსვათ მათი მნიშვნელობანი (26.7) განტოლებაში, გვექნება 

ყ= 25 (9,––ყა) 1. ქაყევ“ 7) · (26.8) 

თ–თ: 2 თა, , 

ბოლოს შევნიშნოთ, რომ რაკი X#,,=22721>0, ამიტომ (26.6) ფუნქციო- 

'"ნალისათვის შესრულებულია მინიმუმის აუცილებელი პირობა ლეჟანდ- 
“რისა. დასკვნა ასეთია, თუ რომელიმე წირი მინიმუმს ანიჭებს ფუნქციო- 

ალს (26,6), მაშინ იგი იქნება (თ,, ყ,) და (თ;, I) წერტილების შემა- 
ერთებელი რკალი ჰიპერბოლისა, რომლის განტოლებაა (26.8).



თავი VII 

მარტივი ამოცანის ზო.ბიერთი ბანზობადება 

§ 1. მრავალ არგუმენტზე დამოკიდებული ფუნქციონალის ექსტრე- 

მუმი. განვიხილოთ 2»#+1 არგუმენტზე დამოკიდებული ფუნქცია 

#=XVC, ყVVM), ყა(X-- ყთ(X), 4MI(X), M5-· - I/0(X))= 
=IXVL(X, ყ. ყა," ყი” ყა ხვ, ყი» 

სადაც V,, ყია ყი უწყვეტი და უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციებია 
სეგმენტზე (Xც X,). როგორც ვარიაციათა აღრიცხვის მარტივი ამოცანის 
შემთხვევაში, აქაც #-+1 განზომილებიანი სივრცის ყველა უწყვეტ და 

უწყვეტად წარმოებად წირების C სიმრავლეს ვუწოდოთ "შესადარებელ 
(ან დასაშეებ) წირთა კლასი. დავაყენოთ საკითხი §) სიმრავლის ისეთი 
ყი ყია ყი ფუნქციების მოძებნის “შესახებ რომლებიც ექსტრემუმს 
მიანიჭებენ ფუნქციონალს , 

X3 

ყ9VIყა V..·.. ყა1= | XVLCX, 91) ყვ. ს: ყი M. წვა: , ყ») (იX (1.1) 

XX” 

“და დააკმაყოფილებენ სასაზღვრო პირობებს: ყ. (X) = წს ყა ()= 

= ყვ. V/,(X)= ყი: III(Xი)= ყი, M(Xვ) == --- #/(Xჯ)==ყ/იი- 
ქვემოთ ვიგულისხმოთ, რომ # და მისი ნაწილობითი წარმოებულე- 

ბი მეორე რიგამდე ჩათვლით ერთობლივ "უწყვეტი ფუნქციებია თავისი 
2#+1 არგუმენტების მიმართ. 

გეომეტრიულად ფუნქციათა მიმდევრობა: ყ, = V,,(X), Iგ= ყ»(X),- ·-, „== 
ყი(X) განსაზღვრავს წირს »--1 განზომილებიან სივრცეში. 

იმ შემთხვევაში როცა ფუნქციებს ყ,, V2,--., ყე და ყ. ო » წი გა- 
აჩნიათ წარმოებულები # რიგამდე ჩათვლით, მაშინ მათი 6 მახლობლობა 
იმნაირადვე განისახღვრება, როგორც ვარიაციათა აღრიცხვის მარტივი 
ამოცანის შემთხვევაში. სახელდობრ ვიტყვით, რომ ეს ფუნქციები ერთ- 
მანეთთან 8 მახლობლობაში იმყოფებიან, თუ IX, X,) სეგმენტზე შესრუ- 

ლებულია პირობები 

| ეს ყი <6, L=1, 2,-.. IM; ქ CC, I, 2,.- MX, (1.2) 
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სადაც – 
ყ.ს=ყი ყ.პ=ყ. 

§ 9. ექსტრემუმის აუცილებელი პირობა VIV,, ყე, #ე) ფუნქციო- 

ნალისა,. ' 

თეორემა. თუ #+1I განზომილებიანი ფუნქციონალური 

სივრცის დასაშვები წირი: ყ=ყ(M9), ყა=ყM(X),--·, /ი=ყ,(X) C 9 
"ექსტრემუმს ანიჭებს VIყ,ყ:,---; ყი) ფუნქციონალს, მაშინ · 
ფუნქციები ყ,(X) ((=1, 2,..., M) წარმოადგენენ ინტეგრალს 
შემდეგი დიფერენციალური განტოლებების სისტემისა: 

#ს ებ # ,=9, (1=1, 2,..., 7). (2.1) 

განტოლებებს (2.1) უწოდებენ ეილერის განტოლებათა სის. 
ტემას, იგი აუცილებელი პირობებია როგორც ძლიერი, ისე სუსტი და 

აბსოლუტური ექსტრემუმისა. 
„ თეორემის დასამტკიცებლად საკმარისია შევნიშნოთ, რომ თუ წირი 

ყ,=VI(X) (ჯ=1, 2,..., M) ექსტრემუმს ანიჭებს ფუნქციონალს (1.1), მა- 
შინ ყ,=ყI,(X) ფუნქციების ნებისმიერი მცირე ვარიაცია გამოიწვევს (1.1) 
ფუნქციონალის შეცელას (ვარიაციას). ეს იმას ნიშნავს, რომ ინტეგრალი 

(1.1) იცვლება მაშინაც, როცა ყველა ფუნქციას ყ,(9) უცვლელსა ვტო- 
ვებთ, გარდა ერთი ყ,=ყ,(X) ფუნქციისა, რომელსაც ვანიჭებთ მცირე 
ვარიაციას. ამ პირობებში (1.1) გადაიქცევა მხოლოდ ერთ არგუმენტზე 

დამოკიდებულ ფუნქციონალად, რომლის ექსტრემუმის აუცილებელ პი- 
რობას (როგორც წინა VII თავში ვნახეთ) აქვს სახე: 

1, + #,,=0. 

მოყვანილი მსჯელობა შეგვიძლია გამოვიყენოთ ნებისმიერ ყ) 
· (ქ1=1, 2...., #) ფუნქციაზე და, ამიტომ ექსტრემუმის პირობა ჩაიწერება 
(2.1) სახით. თეორემა დამტკიცებულია. 

(2.1) სისტემის ყოველი განტოლება არის მეორე რიგის დიფერენცია– 
ლური განტოლება და, ცხადია, მისი ზოგადი ინტეგრალი შეიცავს 2» 
ნებისმიერ მუდმიეს: 

ყ,==ყ,(X, C. თ... ლოი), 

ყა=V2(X, CC, C2.·. C2ი) (2.2) 

ყი=Vყა(სX, C), რC..., ლ” 

მაშასადამე, (1.1) ფუნქციონალის ექსტრემალის მოძებნის ამოცანა, რო(კა 
იგი არსებობს, იმაში მდგომარეობს, რომ უნდა მოვძებნოთ (2,1) სისტე- 
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შის ზოგადი ინტეგრალი, როძელშიც შემდეგ უნდა განესაზღვროთ ნების- 
მიერი მუდმივები C,, Cე,.-- C„ მოცემული სასაზღვრო პირობებით (1.2). 

შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ (2.1) აუცილებელი პირობების გამოყვანი- 
სას იგულისხმება, რომ არსებობენ ყ,(X) ფუნქციების მეორე რიგის უწყ- 
ვეტი წარმოებულები. მაგრამ, თუ ეილერის განტოლებათა სისტემას, ანა- 
ლოგიურად ექსტრემუმის მარტივი ამოცანის შემთხვევისა, ჩავწერთ ინ- 
ტეგრალური სახით, შეგვიძლია დავამტკიცოთ, რომ გარკვეულ პირობებ- 
ში ფუნქციებს ყ,(X) (L=1, 2,..., #) სეგმენტზე IX,, X,1 გააჩნიათ მეორე 

რიგის უწყვეტი წარმოებულები. 
§ 8. მაგალითები. 1) სინათლის სხივის რეფრაქციის ამო- 

ცანა. ვიგულისხმოთ, რომ სინათლის სხივის გავრცელების სიჩქარე არა- 

ერთგვაროვან გარემოში წარმოადგენს სიერცის წერტილის მდებარეობის 
ფუნქციას: ი=VV, V, 7). 

განვსაზღვროთ სინათლის სხივის გავრცელების ტრაექტორია, რომე- 

ლიც გამოდის მოცემული 46» ხს, C,) წერტილიდან და უმცირეს დრო- 
ში მიაღწევს მოცემულ ია, ხ., თ) წერტილს. 

ფერმას პრინციპის თანახმად, 4 და 8 წერტილების შემაერთებელ 
წირთა შორის, სინათლის სხივის გავრცელების ტრაექტორია წარმოად- 
გენს სწორედ იმ წირს, რომლის გასწვრივ მოძრავი სხივი უმცირეს დრო– 

ში გადადის 4 წერტილიდან 8 წერტილში. 
ვთ1შვათ ყ=წყ(X), #=7(X) არის 4 ღა 8 წერტილების შემაერთებელი 

3 წირის განტოლება. სხივის გავრცელების სიჩქარე მოცემული იქნება 
ფორმულით: 
' წსაეევლ 

9(X, ყ, 8)= > ლ #7... ძX, 

–V 1+ყბ+- ე? 
VX, ყ. 6) 

თუ ვაინტეგრებთ უკანასკნელ ტოლობას, მივიღებთ # დროს, რომელიც 

დასჭირდება სხივს იმისათვის, რომ გადავიდეს L4 წერტილიდან 7 წერ- 

ტილში: 

საიდანაც 

ძX. 

ძი. ი. 7, I: 1 L- 3 

»ჯ-I XV 1+ყ9”+4პ 7'Iყ, #1) = 
#2 ყ(X, ყ, 2) 

(0.1) 
თ 

ამრიგად, ამოცანა მიიყვანება სივრცის წირის: ყ==ყ(X), #=#(X) მოძებ- 
ნაზე, რომელიც 7 ფუნქციონალს მიანიჭებს უმცირეს მნიშვნელობას. 

გავითვალისწინებთ რა, რომ მოყვანილ ამოცანაში 

_ #15, 84620. 
სთ, ყ. #) 
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ეილერის განტოლებათა სისტემა (2.1) ფუნქციონალისათვის (3.1) ასე 
ჩაიწერება: 

M 1+ყ“”+ი3? ძე(X, ყ, 2) + 4 V _0 

ხ“(X, ყ, #) მყ ძX თ(X, ყ, §) // 1+ყ3+ 1...” 

MI 1+ყ?+65- ძი(,ყ. #2) , ძ · _” 
2 + =>: > –_ V-X, ყ, 2) ძი ძX »(X, ყ, 9) V/ 1+ყ?+ჯგ? 
ასეთია დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა, საიდანაც განისაზღე–- 

რება სხივის გავრცელების ტრაექტორია. 
2) განვსაზღვროთ ექსტრემალთა ოჯახი შემდეგი ფუნქციონალისა: 

    
  

(3.2) 

    

X. 

VIV,(0X9), ყ+(X)1= | XV, V) ძ»X. 0.3) 
X1 

ეილერის დიფერენციალური განტოლებების სისტემა (2.1) ამ შემთხ- 

ვევაში იქნება: 

საიდანაც, თუ IV; #7“ (I, ყე! 20, მივიღებთ ყ,=0, ყ, =0. ექსტრე- 

მალთა ოჯახი იქნება სივრცის წრფეები: ყ,=C,X+ (CC, ყვ=CეX+Cა, 

სადაც C,, Cა. Cა, Cჯკ ნებისმიერი მუდმივებია. 

3) მოვძებნოთ ფუნქციონალის 
(0 
2 

IV, ყ.)= I (ყ),+ყ:"+2ყ,V:) იX 

ექსტრემალები, რომლებიც დააკმაყოფილებენ სასახღვრო პირობებს: 

% 

ყ,(0)=0, ყ, (+)–” ყა(9) =0, «(2 =--1, 
2 2 / 

შევადგინოთ ეილერის განტოლებათა სისტემა, გვექნება 

VI ––ყ.=9, ) , 
ყვ –– ყ,=0, 

საიდანაც ადვილად მივიღებთ მეოთხე რიგის წრფივ და ერთგვაროვან ჩვეო– 

ლებრივ დიფერენციალურ განტოლებას 
ყIბ –– ყ,=0. 

უკანასკნელი განტოლების ზოგადი ინტეგრალი არის 

ყ,=C) C-+ C3 6 ++ Cვ 603 X+C, 31ი ჯ 

15. ე. წითლა5აძე 995



და ვინაიდან ყ; =ყ,, ამიტომ 
ყა=C, 6”-+L C3 6 X –– Cვკ 608X– C, §10 X, 

გამოვიყენოთ მოცემული სასახღვრო პირობები, მივიღებთ C,=Cს=Cკ=0, 

C,=1. ამის შემდეგ, ექსტრემალის განტოლება ასე წარმოგვიდგება: 
ყ1=810 X, ყე=–-- 80 X. როგორც ეხედავთ ექსტრემალთა ოჯახი "შედგება 
ერთადერთი სივრცითი წირისაგან. 

§ 4. მაღალი რიგის წარმოებულებზე დამოკიდებული ფუნქციონა- 

ლის ექსტრემუმი.. ფიზიკისა და მექანიკის მრავალი ამოცანის ამოხსნა 
მიიყვანება ისეთი ფუნქციონალის ექსტრემუმის გამოკვლევაზე, რომელ- 

შიც ინტეგრალქვეშა ფუნქცია დამოკიდებულია საძიებელი ექსტრემალის 
პირველი და მაღალი რიგის წარმოებულებზე. ქვემოთ განზრახული გვაქვს 
გამოვიყვანოთ ასეთი ფუნქციონალის ექსტრემუმის აუცილებელი პირობა, 

განვიხილოთ ფუნქციონალი 
ჯ 

IV, ყ", ყი... ყრ)= | '#C. ყიი, V (ი, ყი... ყXX))0ძX, (4.1) 
ე) 

სადაც # არის M+2-ჯერ წარმოებადი ფუნქცია მისი ყველა არგუმენტის 

მიმართ და წერტილებზე ,7(X,, ყ,), 13(X,, ყე) შესრულებულია სასახღვრო 
პირობები: 

ყIX)=ყს, ყ'(X)=ყ-. ყI XX,)=ყIC“)), L 
ყIX-)=ყა, M (Xგ) = ყე,---, ყი MX) = ყი?“ 1). 

გარდა ამისა | ვიგულისხმოთ, რომ ექსტრემალი ყ=Vყ(X) და შესადარებე- 

ლი წირები #V=ყ(X) წარმოადგენენ 2ჯ-ჯერ წარმოებად ფუნქციებს სეგ–- 
მენტზე IX,, X.)- 

გამოვიდეთ თ პარამეტრზე დამოკიდებულ ფუნქციათა შემდეგი ოჯა- 

ხიდან: ყ(X, თ) = ყ(X)+ თხყ(X), სადაც 8ყ(X) =ყ (X) –– ყ(X) _Xუხადია, 

ყI(X, 00=ყ(X) და ყ(X, 11=ყ(»წ. ფუნქციონალი (4.1) წირთა ოჯახზე 

ყIX, თ) წარმოადგენს თ პარამეტრის ფუნქციას, რომელიც ექსტრემალურ 
მნიშვნელობას მიაღწევს როცა «=0. მაშასადამე, შესრულებული უნდ» 

იყოს შემდეგი აუცილებელი პირობა: 

(4.2) 

(+ -6 ე თ), ყ(X, თ),..-, მ, რ) = 
თ>თ თ=/ 

Xა 

= | | 9 XVX, ყ(X, თ), ყ(X, თ), ყო, თ)%I = ძთ თ-ი. 
% 
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X3 

=| (Iყ6ყ+X„, ნყ+-..-+1ი) მყ.) –X= 0. (4.3) 

X 
ინტეგრალს . 

LI 

89IV, ყი. ყრM1=| (,20+7M” მყ +..-+)თ ბ/რ) ძX 
% 

ეწოდება (441) ფუნქციონალის პირველი ვარიაცია, 
გამთვიყენოთ ნაწილობითი ინტეგრების წესი, გვექნება 

პე რ, X3 პე რ“ · | შანი ძX= (Iს, ზყ) ' –- | ბყ –- IM, ძX, 
X 5 ” ძX 

X 
= ი) 
+I ბყ კ: VI 9% 

1 

” ი « 

| #,., მყ ძX=I#V, „მყ“ –IV ლე ე 
Xჯ 

% 1 

I XMყოა) 6ყI ძX=|68ყს ს) #, გას 

X1 

ყრი მ 7 ე | +. .+C-1)5 | მენ რია მ» – ” –, ით“ ა. I V ცი “ #) რბ 

ვინაიდან ამ ტოლობების მარჯვენა ნაწილები, გარდა ინტეგრალებით ჩა- 

წერილი შესაკრებებისა, (4.2) სასაზღვრო პირობების ძალით, ნულის ტო–- 

ლია, ამიტომ (4.1) ფუნქციონალის პირველი ვარიაციისათვის მივიღებთ: 

ნ/Iყ, V ... ყი) = 

  -I ი-–ციიდ სყიი... +'-– I” – წყო )ბ/4X= =0. 

რადგან უკანასკნელი ტოლობა მართებულია ნებისმიერი უწყვეტი 

ფუნქციისათვის 6ყ, 86(X,)=C(X) =0, ხოლო ინტეგრალქეეშა ფუნქციის 
პირველი თანამამრავლი უწყვეტია სეგმენტზე IX,, X,), ამიტომ ძირითადი 
ლემის ძალით (იხ. § 12), მთელ სეგმენტზე |X,, XI იგივურად შესრულ- 
დება ტოლობა 

ძ ქ წი 
წყ აა შყიიფ წყხნოლი+C-1) ჟი “ყო =0. (4.4) 

ასეთია (4.1) ფუნქციონალის ექსტრემუმის აუცილებელი პირობა. გან- 
ტოლებას (4.4) ეწოდება ეილერ-პუასონის დიფერენციალუ- 
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რი განტოლება. იგი წარმოადგენს, როგორც ვხედავთ, 2» რიგის 

ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტოლებას. მისი ზოგადი ინტეგრალი 

შეიცავს 2» ნებისმიერ მუდმივს, რომლებიც, საზოგადოდ, უნდა განისა- 

ზღვროს სასაზღვრო პირობების დახმარებით. 

ნ ნ. ეილერ-პუასონის განტოლების რიგის დაწევა. ზოგიერთ კერძო 

შემთხვევაში შესაძლოა (4.4) განტოლების რიგის დაწევა ერთი ერთეუ- 
ლით. 

შემთხვევა 1. ვთქვათ ინტეგრალქვეშა ფუნქცია # არ არის ცხა- 

დად დამოკიდებული Vყ ცვლადისაგან. მაშინ #,=0 და (4.4) განტთლება 

შეიძლება ასე ჩაიწეროს; 
/ე–) 

ძ თ ყი1 
–I #ს –- ––- Iა.+...+. =0, ა ( ემოფკი +.--+ ული წო) 

საიდანაც 
„=1 

წ, ჩ 7”, +.ვ აბ 
ძX ძ»ჯი“1 

წეჟმლ) = C/ 

უკანასკნელი განტოლება არის 2-1 რიგისა და წარმოადგენს (4.4) 

განტოლების პირველ. ინტეგრალს. 
შემთხვევა 2. ახლა ვთქვათ ფუნქცია IX არ შეიცავს ცხადი სახით 

X ცვლადს. შევასრულოთ ცვლადის გარდაქმნა ინტეგრალში (4.I). დამო“ 

უკიდებელ ცვლადად მივიჩნიოთ ყ, ხოლო X ჩავთვალოთ უცნობ ფუნქ- 
ციად. მაშინ გვექნება 

“” ჯ „, შ3X8 XX 
#3 ყ = #ბ 

  X კ... XI · 
ძყ ძყ! ძყ" 

ამის შემღეგ ფუნქცაონალი (4.1) მიიღებს შემდეგ სახეს: 

ვჯ 8 . . უე, 
, ” " 4 1 “# 

ძი ყ.ყ იარი) #6 - 2. ა ოო)” - 

1 

XჯX ჯზ 

V32 __ 

=| XXV, X”, XX”... XV) ი, (5.1) 

სადაც MI 

= , 1 ჯ" ვXჯწზ- XV , 
XCV, X, X ,." #ა=X#(V, ჯ' ““+ა' –>2:=6 > ი. )” 

I. ბელ ფუნქ- 
ინტეგრალში (5.1) ფუნქცია X ცხადი სახით არ შეიცავს საძიებბელ ფუ 

ციას X, ამიტომ საქმე გვაქვს ზემოთ განხილულ პირველ შემთხვევასთანა 

ეილერ-პუასონის განტოლებას ექნება სახე: 
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წM-1 __ – ძ - ძ 
წერ დააა ააა ოლ I .C)=0, 

რომლის რიგი უდრის 28 –-1, 

შემთხვევა 3, ვთქვათ (4.1) ფუნქციონალში ფუნქცია X დამოკი- 
დებულია მხოლოდ წარმოებულზე ყI. მაშინ შესაბამისი ეილერ-პუასო- 
ნის განტოლების ინტეგრება უშუალოდ შესრულდება ბოლომდე. მართ- 

ლაც, გვექნება 
L · 

+ Xყი) =0 ანუ XMყო) = ჯია), 

სადაც ჯე 1I(X) არის ა» –– 1 ხარისხის მრავალწევრი ნებისმიერი კოეფი- 

ციენტებით. განესახღვროთ უკანასკნელი ტოლობიდან 

' ყო)= #(ჩ7ე_,(X)), 

საიდანაც #-ჯერ განმეორებითი ინტეგრებით მივიღებთ 

#ჩ 

#= I, ../ /(, ასი) თ”+0, ხი. 
აქ 0, ,(X) წარმოადგენს # –– 1 ხარისხის მრავალწევრს ნებისმიერი კოე- 
ფიციენტებით. 

§ 6. მაგალითები. 1) მოვძებნოთ ფუნქციონალის 

ჯა 

IV, ყ1= | (16ყ'– ყ“ბ+X) ძX 
XI · 

ექსტრემალთა ოჯახი. 

აქ ფუნქცია X=16ყ? -- ს ?-L#9?. განტოლებას (4.4) აქვს სახე 

ყო 16ყ=0. 

იგი, როგორც ვხედავთ, არის მეოთხე რიგის ერთგვაროვანი წრფივი ჩვეუ- 

ლებრივი დიფერენციალური განტოლება მუღმივი კოეფიციენტებით, რომ- 
ლის ზოგადი ინტეგრალი 

ყ=C0,CM+0, 6 X- Cვ 510 2X+C, 003 2X 

წარმოადგენს ექსტრემალთა საძიებელ ოჯახს. 

2) მოვძებნოთ ფუნქციონალის 

Xა 
ჰI9, ყ”)=| (2XV+ყ''") ძX 

«” 
ექსტრემალთა ოჯახი.



ინტეგრალქვეშა ფუნქცია #=2XVყ+ყ”. ეილერ-პუასონის განტო- 

ლება იქნება: ყ(მ=X, რომლის ზოგადი ინტეგრალი ყ= + CX1-+L 

+CX6+0აX+-C0 + CX+ 0 არის ექვს პარამეტრზე დამოკიდებული 
მეშვიდე ხარისხის მრავალწევრების ოჯახი. 

3) შევისწავლოთ ფუნქციონალის 

ჯ 

”Iყ, #)=| ფმ-/+ო რ 
0 

ექსტრემუმი შემდეგ სასაზღვრო პირთბებში: 

ყ(ი)=1, ყ'(0)=0, „(2)“. #(>)=–!. 

ეილერ-პუასონის განტოლება არის ყ)-- ყ/=0, რომლის ზოგადი ინ- 
ტეგრალია ყ=C0) --+C) «X+C, 0095 X+C0კ 310 X. გამოვიყენოთ სასაზღვ- 
რო პირობები, გვექნება 0,=(0)=C0,=0, (კ=1. მაშასადამე, მოცემულ- 
მა ფუნქციონალმა შეიძლება ექსტრემუმს მიაღწიოს მხოლოდ წირზე 

ყ=008 X. 
§ 7, მრავალ არგუმენტზე და მათი მაღალი რიგის წარმოებულებზე 

დამოკიდებული ფუნქციონალის ექსტრემუმი. ავიღოთ ორ არგუმენტზე 

და მათი მაღალი რიგის წარმოებულებზე დამოკიდებული ფუნქციონალი: 

ჰIV, ს... ყო, ი, გ,..., ქ 0))= 
X 

=| ჯV, ყ ყ.. ყი), ჟ, წა... ჟო) ძX (7.1) 

X 

და შევისწავლოთ მისი ექსტრემუმის აუცილებელი პირობა, ამისათვის ჯერ 

უცვლელი დავტოვოთ ფუნქცია #=#(X) და ვიგულისხმოთ, რომ მხოლოდ 
ფუნქცია ყ=ყ(X) განიცდის ვარირებას. მაშინ შეგვიძლია (7.1) განვიხი- 
ლოთ როგორც ერთ ყ=ყC) არგუმენტზე და მისი მაღალი რიგის წარ–- 

მოებულებზე დამოკიდებული ფუნქციონალი. ექსტრემუმის აუცილებელი 
პირობის გამოსაყვანად, როგორც ვხედავთ, საკმარისია გავიმეოროთ § 4-ის 

გაენებულ მსჯელობა. შედეგად მივიღებთ დიფერენციალურ განტო- 

ს 98% 7,4+...4+(-1)5 9" > =0. (7.2) 
ძX ძX" 

ახლა უცვლელი დავტოვოთ ფუნქცია #=ყ0X) და ვიგულისხმოთ, რომ 
მხოლოდ ფუნქცია #=ჯ#(#) განიცდის გარირებას. მაშინ ანალოგიურად 

მივიღებთ დიფერენციალურ განტოლებას 
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ძ LM 
205-ე 1ს-აილე)შ <> იი =0. (7.3) 

მაშასადამე, (7.1) ფუნქციონალის ექსტრემუმის აუცილებელი პირობა 

საბოლოოდ ჩაიწერება შემდეგი დიფერენციალური განტოლებების სისტე– 
ით: 

IX - 9 I,+.-.4+C-1)5-9. 7 უ=0, 
ძX ცX? / 
, = (7.4) 

კ- – “»,+...+(C-1)რ -- I „უ=0, ლ 74 ე)შ 2 წთ 

ცხადია, როცა # დამოკიდებულია # ფუნქციაზე და მათ სხვადასხვა 
რიგის მაღალ წარმოებულებზე: 

ჰIVს ყდ-.. VII 27; ყვ, ყვე. ყე")... ა წ... VII 71ლ= 

ჯ 

=| #”%ყ, ყი... ყI" ?; ყILვ. ყე. ” ყი") 22-77. ყო. L) ყM 2) ძ», 

XI 

მაშინ მისი ექსტრემუმის აუცილებელი პირობა ჩაიწერება ჩვეულებრივი 

დიფერენციალური განტოლებების შემდეგი სისტემით 

ძ ი" ' 
XV, – ემირი უ- #7) =0, 1=1, 2,..., +. 

§ 8. ვარიაციათა აღრიცხვის ძირითადი ლემა ორჯერადი ინტეგრალი- 

სათვის. ქვემოთ დაგვჭირდება შემდეგი 
ლემა. ვთქვათ ფუნქცია IV, #9) უწყვეტია C წირით შე- 

მოსაზღვრულ არეში /, გარდა ამისა, ვთქვათ ნებისმიე- 

რი ფუნქციისათვის წ»(C, #9), რომელიც პირველი რიგის ნა- 
წილობით წარმოებულებთან ერთად უწყვეტია #8) არეში 
და ნულის ტოლი 0 წირზე, მართებულია ტოლობა 

II #CC, #) CV, ყ) ძXიყ=9, (8.1) 
წი) · 

მაშინ #8 არის ყოველ წერტილში /(X, ყ)=0. 
დამტკიცება. ვთქვათ # არის შიგნით არსებობს წერტილი 

(Xს ყე, რომელშიც /(Xა ყა >0. მაშინ, არსებობს ისეთა წრეწირი 

(X – #,)ბ+ (ყ –– ყ,ა)ბ=69, რადიუსით 8, რომელშიც ფუნქცია /(X, ყ)>0. 
განვიხილოთ შემდეგნაირად განსახღვრული ფუნქცია 
თ )= | 0, როცა (X-X,)-+(ყ –– ყ,)2>61, 

ააო9M ს ს-ჯამ+ფ–წყაბ- თ! როცა (X-X)ბ+C/--/)ზCი, 
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ასე განსახღვრული ფუნქცია უ(X, ყ) აკმაყოფილებს ლემის პირობებს და, 
მაშასადამე, ერთი მხრივ, შესრულებული უნდა იყოს პირობა (8.1). თუმ- 

ცა, მეორე მხრივ, გვაქვს 

II 7C>. თ ოCX, V) ძXიყ =- | | #CX, ყ) თ(X, 9) ძX0V>9, 
ი” წ” 

სადაც XX აღნიშნავს (X -- X,)-+(ყ –– ყ,)1= 6? წრეწირის შიგა წერტილე- 
ბის სიმრავლეს, რომელზედაც »I(X., V)=ICX –– X,)"-L LC –– ყე)? –– 6")?. 

მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს ლემას. 
§ 9. მრავალი ცვლადის ფუნქციაზე დამოკიდებული ფუნქციონალის 

ექსტრემუმი. ვარიაციათა აღრიცხვა შეისწავლის ისეთი ფუნქციონალის 
ექსტრემუმის ამოცანასაც, რომელიც დამოკიდებულია მრავალი ცვლადის 
ფუნქციაზე. გამოთვლების შემოკლებისათვის ქვემოთ შევისწავლით ორი 
ცვლადის ფუნქციაზე და მისი პირველი რიგის ნაწილობით წარმოებუ- 

ლებზე დამოკიდებულ ფუნქციონალის ექსტრებუმის აუცილებელ პირობას, 

7 

„56 MV რ 

  
  

ა
ლ
 

_ 

; | I | I | I ლხ 

ნახ, 13,” 

ვთქვათ #= #(X, ყ) არის § ზედაპირის განტოლება, რომელიც გადის 
სივრცის შეკრულ L წირზე. ვიგულისხმოთ, რომ L წირის პროექცია 
X0ყ სიბრტყეში არის მარტივი შეკრული C კონტური, რომელიც წარ- 
მოადგენს ამ სიბრტყეში მდებარე ბრტყელი ჯ) არის საზღვარს (ნახ. 13). 

მთვითხოვოთ, რომ ფუნქცია #=»(X, ყ) და მისი ნაწილობითი წარმთე- 

ბულები 2-7» 2-4 უწყვეტი ფუნქციებია I) არეში. § ხედაპირს, 
V 
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რომლის განტოლება #=ჯ»(X, ყ) ამ პირობებს აკმაყოფილებს, დასაშვები 
ზედაპირი ვუწოდოთ. ეთქვათ, გარდა ამისა, ფუნქციას 

ძი იძ” 
#=ჯ ,V. ლი ==“ |=VLX, #9, #, 7, (C MV. 9 >, X) XXV, ყ, 7, ი, 0) 

აქვს უწყვეტი ნაწილობითი წარმოებულები მეორე რიგამდე ჩათვლით 
ყველა არგუმენტის მიმართ გარკვეულ ხუთგ:ნზომილებიან 7 არეში, რო- 

მელშიც იცვლებიან X, ყ, #, /#, ძ. 
ავიღოთ ფუნქციონალი 

VIV)= | | XV», ყ, «, ი, 9) ძXძყ, დ.1). 
/». 

რომელიც განსაზღვრულია L წირზე გამავალ დასაშვები ზედაპირების სიმ- 
რავლეზე. ვთქვათ #=ი(X, ყ) არის ექსტრემალური ზედაპირი, განვიხი- 

ლოთ ერთ პარამეტრზე დამოკიდებული ზედაპირების ოჯახი: #(X, ყ, თ) = 

=/(X, ყ)+>თ I2(X, ყ) –– #(X. ყ)1= #(X. ყ)+თნი(X, ყ), სადაც თ პარამეტ- 

რია, #= %(X, ყ) არის ერთ-ერთი დასაშვები ზედაპირი, მ#(X, ყ) წარმო- 

ადგენს გ=#»(, ყ) ზედაპირის ვარიაციას, ცხადია, როცა თ=0, მაშინ 

#(X, ყ, თ) ოჯახიდან მივიღებთ ექსტრემალურ ზედაპირს: «(X, ყ, 0)==#CX, V); 
როცა თ=1, მაშინ იმავე ოჯახიდან მივიღებთ დასაშვებ ზედაპირს 

#= #C, ყ). შევნიშნოთ, რომ ფუნქციონალი (9.1), განსაზღდერული #= 
=/(X, V, თ) ზედაპირების ოჯახზე, წარ მოადგენს თ პარამეტრის ფუნქ- 
ციას, რომელიც მნიშენელობისათვის თ=0 მიაღწევს ექსტრემუმს. ამისა- 
თვის კი, როგორც ვიცით, აუცილებელია ფუნქციონალის ვარიაცია იყოს 

ნულის ტოლი: 

იძ = | 9. |I7Cთ ყV. #(X, Mყ. თ). მV, V თ), იCX, " თ)) ძი | = 

ძთ »ა თ=0 

= I | (7,ბ/+ 7,ზი+ ამდ ძXძი, (9.2). 
ჯა 

სადღაც 

M(X, V, გ-25#%-% =/XX, ყ)+ თნი, 

ი«(X, ყ, თ)=0(X, ყ)+თხნი. 

წარმოვადგინოთ ტოლობა (9.2) შემდეგნაირად: 

I | 1.8-ძXძყ+ I | 7,ბი+7”აბი) ძ» ძყ=0. (9.3). 
წ?) წწ) 
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გამოვიდეთ ახლა იგივეობებიდან 

52%), · - 0 
ჩაბი=-- (77 ენ”) –– 9 (#,), 

მ · – 9 
Xეხ0= –-(#ებე) –– მ2 –- (#7), 

მყ ძყ 

“რომელთა ორივე ნაწილებს თუ გავამრავლებთ #X ძყ-ზე, მიღებულ 'შედე– 

„გებს შევკრებთ და შემდეგ I) არეზე ვაინტეგრებთ, მივიღებთ 

II (#ენ60+ I”ემი) მიმ | | | 9 (» გ) + -9. ირი | ძX მყ 
8 წ ძX ძყ 

– || რა+ > თი «თ, დ.) 
(ი ძX მყ 

"სადაც პ 
ძ ძ ძ 

== წა=1ა+Xი, >» +” + 99, 
ძX 

9 (#ე)= #ის+ XV; 95, I, მი, თ, ძი. · 
მყ ძყ მყ მყ 

გარდავქმნათ (9.4) ტოლობის მარჯვენა ნაწილის პირველი ინტეგრალი 
„გრინის ცნობილი ფორმულით (იხ. ჩვენი კურსის ტომი II, გვ. 456), 
რომელიც #) არეზე გავრცელებულ ორჯერად ინტეგრალს აკავშირებს # 
არის 0 საზღვარზე აღებული წირით ინტეგრალთან, გვექნება 

| | (> (7,8) +-9 (წი | ძXძყ= | (წ-მყ –- წერი ში. 
ვ ძX მყ (ა 

ვინაიდან, პირობის მიხედვით, ყველა დასაშვები ზედაპირი X წირზე 
გადის, ამიტომ C წირზე ზედაპირის ვარიაცია 87=0. მაშასადამე, უკა- 

'ნასკნელი ტოლობის მარჯვენა ნაწილში წირითი ინტეგრალი უდრის ნულს. 
ამის შემდეგ, ტოლობა (9.4) მიიღებს შემდეგ სახეს: 

II (7,გბი+7აბთ ძXძყ=-–- | 4 (ჩე+-<5 იჩა | 68 ძX ძყ. 
ჩ , ძX მყ 

ა 

დავუბრუნდეთ ექსტრემუმის აუცილებელ პირობას (9.3), საიდანაც, 
"უკანასკნელი ტოლობის ძალით, დავწერთ 

IL I. 9 მეხი 0 ინი | 858 0X ძყ=0. (9.5) 
ძX მყ . 
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ტოლობაში (9.5) ინტეგრალქვეშა ფუნქციის პირველი მამრავლი წარმო– 

ადგენს ორი ცვლადის უწყვეტ ფუნქციას C წირით შემოსაზღვრულ და- 
ხურულ X# არეში, მეორე მამრავლი მ; წარმოადგენს #=ჯ(X, ყ) ფუნქ- 
ციის ნებისმიერ ვარიაციას, რომელიც უწყვეტია თავისი ნაწილობითი 
წარმოებულებით ჯX) არეში და ნულის ტოლია C საზღვარზე. ამ პირო– 

ბებში, § 8-ში დამტკიცებული ლემის ძალით, ტოლობა (9.5) შესრულ- 
დება ნხოლოდ მაშინ, როცა #7 არის ყოველ წერტილში ადგილი აქვს 
ტოლობას 

ძ ძ 
თ! – -–- ( Iე–- =0. 9.6 #, CI") მ (X%ი) ( ) 

ასეთია (9,1) ფუნქციონალის ექსტრემუმის აუცილებელი პირობა, რო– 
მელსაც ოსტროგრადსკის პირობას უწოდებენ. ცხადია, განტოლება (9.6) 

წარმოადგენს მეორე რიგის არაწრფივ ნაწილობით წარმოებულებიან დი- 

ფერენციალურ განტოლებას. ფუნქცია, რომელსაც შეუძლია ექსტრემუმი 
მიანიჭოს (9.1) ფუნქციონალს, უნდა აკმაყოფილებდეს (9.6) განტოლებას, 

§ 10. მრავალი ცვლადის ფუნქციაზე დამოკიდებული ფუნქციონალის 

ექსტრემუმის ამოცანის ზოგიერთი განზოგადება. 1. წინა პარაგრაფში 

განხილული ამოცანა შეიძლება შევისწავლოთ #-განზომილებიან სივრცეში. 

ავიღოთ »-განზომილებიანი სივრცის შემოსაზღვრული არე 7 და ამ 

არეზე განსაზღვრული ისეთი უწყვეტი #=7(X,,..., X„) ფუნქციების სიმ- 
რავლე C,, რომლებსაც ჯ არეში აქვთ პირველი რიგის უწყვეტი ნაწი–- 

ლობითი წარმოებულები ჩ= ჯი „ §=1, 2,..-, 1. აღვნიშნოთ C) სიმრავ– 
X 

ლის ყველა ფუნქციების სიმრავლე, რომლებიც 7' არის საზღვარზე ჯ მი- 

იღებენ წინასწარ მოცემულ მნიშვნელობებს 0,-ით. 

დავაყენოთ შემდეგი ამოცანა: C, სიმრავლის ყველა ფუნქციას შო- 
რის მოვძებნოთ ისეთი, რომელიც ექსტრემალურ მნიშვნელობას მიანი– 

ჭებს ფუნქციონალს 

> =|-..| X-ს ნ რ წის ჩი) მია ძM (10.1) 
I 

სადაც X წარმოადგენს 2)+1 არგუმენტის მოცემულ უწყვეტ ფუნქციას, 
რომელსაც ყველა არგუმენტის მიმართ გააჩნია ნაწილობითი წარმოებუ–- 

ლები მესამე რიგამდე ჩათელით. 

ამოცანის გამოკვლევისათვის უნდა გამოვიყენოთ ვარიაციათა აღრიცხ- 

ვის ძირითადი ლემა #-ჯერადი ინტეგრალისათვის: თუ დ(X,,.., Xგ) წარ- 
მოადგენს უწყვეტ ფუნქციას 7 არეში, »(X„..-, Xგ) არის თავის პირველი 

რიგის ნაწილობით წარმოებულებთან ერთად ნებისმიერი უწყვეტი ფუნქ- 
ცია ” არეში, რომელიც § საზღვარზე ნულის ტოლია, ამასთან თუ 
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I" დ(X,.- Xი) (X,--·, Xგ) ძX,..-#Xგ=0, 
ჯ 

მაშინ ” არის ყოველ წერტილში დ(X,,-.., X„)=0. 

ლემა მტკიცდება ორ ცვლადზე დამოკიდებული ფუნქციის შემთხვევის 
ანალოგიურად. 

მოყვანილი ლემის დახმარებით დავასკენით,- რომ (10.1) ფუნქციონა- 

ლის ექსტრემუმისათვის აუცილებელია ექსტრემალი #=XX,,..·.-, Xი) C თ 
წარმოადგენდეს დიფერენციალური განტოლების 

1, 9 – (წა,)=0 (10.2) 
( 

ინტეგრალს, 
2. ხშირად, მათემატიკური ფიზიკის განტოლებათა თეორიაში, გვხვდე- 

ბა ისეთი ფუნქციონალის ექსტრემუმის გამოკვლევა, რომლის ინტეგრალ- 
ქეეშა ფუნგჭცია შეიცავს მაღალი რიგის ნაწილობით წარმოებულებსაც. 
თუ გავიმეორებთ § 9-ში მოყვანილ გარდაქმნებს საჭირო რიცხვჯერ, ად- 
ვილად მივიღებთ მოცემული ფუნქციონალის ექსტრემუმის შესაბამის აუცი: 
ლებელ პირობას. მაგალითად, ფუნქციონალის 

IV) =|| IV, ყ, #, მ, 0, +, §, 1) ძX იყ. (19.3) 
IV) 

ექსტრემალი უნდა აკმაყოფილებდეს შემდეგი სახის მეოთხე რიგის ნაწი- 

ლობით წარმოებუ ალშობ წიფერიალერ როლის 

_ი_ 0, (10.4 + თე ( წა++> ს (წა- ) 

სადაც 
_ 02 ძ”8 მ". ძ"ი მ% 

  , ს) §= ' · 

ძX - “ ი ' 2 ძX მყ ძე" 

§ 11. მაგალითები. მოვძებნოთ ფუნქციონალის 

42)) I(>)+ (2) | ძXიყ 01.1) 

ექსტრემუმის აუცილებელი პირობა. 
ეს ინტეგრალი წარმოადგენს (9.1) ყაიდის ფუნქციონალს. მისი ექსტ- 

რემუმის აუცილებელ პირობას (9.6) ექნება შემდეგი სახე: 
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ანუ 
ტჟ=0, 01.23) 

რომელიც წარმოადგენს ლაპლასის ცნობილ დიფერენციალურ განტოლე- 
ბას. მოცემული (11.1) ფუნქციონალის ექსტრემალური ზედაპირი უნდა 

იკოს (11.2) განტოლების უწყვეტი და უწყვეტად წარმოებაღი ისეთი ინ- 
ტეგრალი #7) არეში, რომელიც #7) არის საზღვარზე მიიღებს მოცემულ 
მნიშვნელობას. როგორც ეხედავთ, საქმე გვაქვს დირიხლეს ამოცანასთან, 

რომლის გადაწყვეტის მეთოდი ცნობილია მათემატიკური ფიზიკის დიფე- 

რენციალურ განტოლებათა თეორიაში. 

2. ავიღოთ ფუნქციონალი 

მუ V? 0» V· 
== –_–_ + _ 223 ,' , · IL” L | (>) 0. ) +2+/VC ი) ძXძე (11.3) 

სადაც /(X, ყ) წარმოადგენს მოცემულ უწყვეტ ფუნქციას 7) არეში. ვე- 
ძმებოთ მისი უწყვეტი და უწყვეტად წარმოებადი ექსტრემალური ზედა- 
პირი, რომელიც 7) არის საზღვარზე ღებულობს მოცემულ მნიშვნელობას. 

აქ ინტეგრალქვეშა ფუნქცია 

#VX, ყ, #, ი, 00=0"'+ი0%+ 22 /LCV, V), 
ამიტომ . 

#,=2/C, # #,>2ი, #=92დ, 
მ"; 

– ემ? –-- )=2–-. 

ოც ა- აა > ს ძე! 

ოსტროგრადსკის ნვოლები (9.6) ექნება სახე 

##ი= /(X, ყ), (11.4) 

რომელიც მათემატიკური ფიზიკის დიფერენციალურ განტოლებათა თეო- 
რიაში ცნობილია პუასონის განტოლების სახელწოდებით, 

ამრიგად ფუნქცია, რომელიც ექსტრემუმს ანიჭებს ფუნქციონალს 
(11,3)”უნდა იყოს პუასონის (11.4) განტოლების ინტეგრალი 7) არეში. 
რომელიც »#) არის საზღვარზე ღებულობს მოცემულ მნიშვნელობას. 

3. სამგანზომილებიან სივრცეში მოვძებნოთ ისეთი ზედაპირი #=VLV, მ), 
რომელიც მოჭიმულია მოცემულ წირზე L და ექნება უმცირესი ფართობი. 

ამოცანის ამოხსნა მიიყვანება ფუნქციონალის 

III =II V/ 1+ი'+0"ძXძყ (11.5) 
ა» 
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მინიმუმის მოძებნაზე,„ სადაც ი=%, 0= # „ იგულისხმება, რომ IL 

წირზე მოჭიმული ზედაპირები 2=#(X, #9) 'უწყვეტად წარმოებადია ვე 

აქვთ სასრული მეორე რიგის ნაწილობითი წარმოებლლები 7) არეში. 

განტოლება (9.6) მოგვცემს 

#+1+ი")+ IL(1-+ წ) –- 2008=0, (11.6) 

სადაც „=97, 8= _02. | (= მ ექსტრემალური ზედაპირი აკმაყო– 
ძჯშ' მXმყ "მყ მებ. 

ფილებს (11.6) განტოლებას, რომელსაც მინიმალური ზედაპირის დიფე– 
რენციალურ განტოლებას უწოდებენ. მინიმალური ზედაპირის დამახასია- 
თებელი ის არის, რომ საშუალო სიმრუდე მის ნებისმიერ წერტილში ნუ- 
ლის ტოლია. ფიზიკურად მინიმალური ზედაპირი წარმოადგენს საპნის 
ქაფის აპკს, რომელიც მოჭიმულია LX წირზე. 

4. დავსვათ საკითხი ისეთი #=4((X. ყ, #) ფუნქციის მოძებნის შესახებ, 

რომელიც მიანი ქებს მინიმუმს წაი ინტეგრალს 

(+664 თა 
და ინტეგრების #” არის სახლვარზე თ მიიღებს მოცემულ მნი'შვნელობას, 

ამოცანის ამოხსნისათვის უნდა გამოვიყენოთ განტოლება (10.2), რო– 
მელშიც #=3. მაშინ, გვექნება . 

0% ძს მ““ 

ძვ მყ" მ? 

მაშასადამე, საძიებელი ფუნქცია წარმოადგენს ლაპლასის განტოლების 
ისეთ ინტეგრალს, რომლის მნიშვნელობა თ საზღვარზე მოცემულია. სა- 
კითხი მიყვანილია დირიხლეს ამოცანაზე სამგანზომილებიან სივრცეში, 
რომლის გადაწყვეტა ცნობილია მათემატიკური ფიზიკის კურსში. 

ელექტროდინამიკაში ცნობილია, რომ დირიხლეს ამოცანის ინტეგრა- 

ლი «CV, ყ, 2) წარმოადგენს ელექტრონული ველის პოტენციალს, რომე- 
ლიც მინიმუმს ანიჭებს ველის სრულ ენერგიას, გამოსახულს (11.7) ინტეგ- 

ით.



თაზჭი I; 

მარიაპიული ამოცანა პარამეტრული სახით 

§ 1. შესავალი, ვარიაციათა აღრიცხვის მარტიე ამოცანაში (თავი VII), 
რომელიც შეეხებოდა ფუნქციონალის 

Xვ 

ჰI/)=| XXX, ყ, ყი) ძX (1.1) 
% 

ექსტრემუმს, დასაშვები წირების განტოლებას ჰქონდა სახე: ყ=ყ(X#). ამას- 

თან ვგულისხმობდით, რომ ყ=ყ(X) არის ცალსახა ფუნქცია სეგმენტზე 
IX, XI. გეომეტრიულად ეს იმას ნიშნავს, რომ განხილვიდან გამორიცხუ- 

ლი იყო შემთხვევა როცა 0ყ ღერძის პარალელური წრფე დასაშვებ 

წირს ყ=ყ(X) კვეთს ერთზე მეტ წერტილში. გამორიცხული იყო განხილ- 

ვიდან აგრეთვე შემთხვევა, როცა 4(X, V) და IX, ყი) წერტილების 
შემაერთებელ დასაშეებ წირს რომელიმე წერტილში აქვს 0ყ ღერძის პა- 
რალელური მხები. შესადარებელი წირების მიმართ ასეთი შეზღუდვები 
ვარიაციათა აღრიცხვის ამოცანებს ვიწრო ჩარჩოებში აყენებს. 

იმისათვის, რომ ფუნქციონალის ექსტრემუმის ამოცანას ჩამოვაცი- 

ლოთ ხსენებული შეზღუდვები, საჭიროა განვიხილოთ ექსტრემუმის სა- 

კითხი პარამეტრული სახით. 

§ 9. ზოგიერთი წინასწარი შენიშვნა. ვიგულისხმოთ, რომ დასაშვები 

ირის განტოლება ჩაწერილია პარამეტრული სახით განტოლე ეღილ ეტრულ 

X=XL), ყ=ყ(ჩ), (2.1) 

სადაც # პარამეტრია, ხოლო XC) და VI) –-– მოცემული წარმოებადი 

ფუნქციები. მაშინ არსებობს იმავე წირის პარამეტრული ჩაწერის მრავა- 

ლი სხვა ვარიანტი, მაგალითად, ელიფსის განტოლება 

შეიძლება ჩავწეროთ პარამეტრული სახით ასე 

X=68 008%, #ყ=სC 5101,



„ან ას 

ს, 20"ხX _ ხ(ს1–– ც?C9მ) 
' ბზყებდ ნ? ებიბ 
  

ან ს კიდევ ასე _ 27 ბ0- ა) 
X= ; ყ= 

1-LV2? / 1-+MV12 

და ა. შ. წირის განტოლების პარამეტრული სახით ჩაწერის სხვადასხვა 
ვარიანტები მიიღება ერთიმეორისაგან პარამეტრის სათანადო გარდაქმნით. 

ვთქვათ ჯ=დ(5), სადაც + ახალი პარამეტრია და დ(ა) უწყვეტად წარ- 
მოებადი ფუნქცია. მაშინ (2.1) ტოლობებიდან მივიღებთ იმავე დასაშვები 
წირის განტოლების ჩაწერას ახალი პარამეტრით 

X=.X(დ(5)) = # (+), ყ=-V(დ(+))= /§(<), 

X:=X, CC)» ყ+=ყ; დ (5). 
მოვითხოვოთ, რომ #ჯ=დ(<) არის მონოტონურად ზრდადი ფენქცია. ეს 

იმას ნიშნავს, რომ ჯ და « პარამეტრებს შორის არსებობს ურთიერთცალ– 
"სახა დამოკიდებულება, დ'(L)>0 და როცა ისინი ერთდროულად იზრდე - 
ბიან, მაშინ დასაშვები წირის შემოვლა ერთი და იმავე მიმართულებით 

ხდება. 
ვთქვათ დასაშვები წირის განტოლება ჩაწერილია პარამეტრული სა- 

სით (2.1). განვიხილოთ (2.1) წირის გასწვრივ აღებული წირითი ინტეგ– 
რალი 

  

ამასთან 

( 

#=|IVC), ყ(), XII), ყ'0))0თI, ჯ,=L=<სა, (2.2) 

/) 

სადაც ჯ, და (კ წარმოადგენენ § პარამეტრის მნიშვნელობებს, რომლებიც 
შეესაბამებიან წირის საწყის და ბოლო წერტილებს. ვიგულისხმოთ, რომ 

ინტეგრალქვეშა ფუნქცია ერთობლივ უწყვეტია თავისი არგუმენტების 
მიმართ და აქვს უწუვეტი ნაწილობითი წარმოებულები მესამე რიგამდე 
ჩათვლით. თუ გადავალთ ახალ პარამეტრზე ჯ=დC), მივიღებთ იმავე 
წირის გასწვრივ გამოსათვლელ ინტეგრალს 

დვ 

#,=| XXV, ყ, XV 99 95, 
% ' 

რომელიც საზოგაღოდ არ უდრის / ინტეგრალს. როგორც ვიცით, წა- 

რითი ინტეგრალის მნიშვნელობა დამოკიდებულია არა მარტო წირისაგან, 

რომლის გასწვრივ ინტეგრება უნდა შესრულდეს, არამედ დამოკიდებუ- 

ლია აგრეთვე პარამეტრის შერჩევისაგან, რომლის საშუალებითაც წირის 
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განტოლებაა ჩაწერილი, იმისათვის, რომ ნებისმიერი დასაშვები წირის 
გასწვრივ აღებული ინტეგრალის მნიშენელობა დამოუკიდებელი იყოს 
პარამეტრის შერჩევისაგან, საჭიროა ინტეგრალქვეშა ფუნქცია # აკმაყო– 
ფილებდეს გარკვეულ პირობებს, სახელდობრ, რაკი მოვითხოვთ, რომ 
უნდა #=V,, ამიტომ ნებისმიერი ზედა და ქვედა საზღვრებისათვის L, 
და +, ძართებული უნდა იყოს ტოლობა 

დ ' ა '( ჯვ 
<, LM , , , | #(= ყტ ბ29 , #5 ) ,/Cე ძი=| XC, ყ, XC, VI(<) ძ5. 

დ“) დ'() 4 
L2 1 

თუ ახლა ამ ტოლობის მარცხენა და მარჯვენა ნაწილებში დავაფიქსირებთ 
ქვედა საზღვარს =,, მაშინ ორივე ინტეგრალი წარმოგვიდგება როგორც 
ცვლადი ზედა სახღვრის ფუნქციები, რომელთა გაწარმოება ზედა საზღვ- 
რით მოგვცემს 

#(» V, 2C5 , (19) დ'(6)=XVX, ყ, X'(=), ყ(>)) 
დი) რდ”() 

ანუ 
XVX, სს #”M', XV) = #XVXX, Vი X”, ყი, (2.3) 

სადაც #= ლფ->ძ. როგორც ვხედავთ, იმისათვის რომ ინტეგრალი 
დდ 

(2.2) დამოკიდებული იყოს მხოლოდ საინტეგრო წირისაგან X=XC,), 

V=ყ() და დამოუკიდებელი იყოს პარამეტრის შერჩევისაგან, საკმარისია 

ინტეგრალქვეშა ფუნქცია # იყოს X და ყ” ცვლადების მიმართ დადები- 
თად ერთგვაროვანი ფუნქცია, რომლის ერთგვაროვნების მაჩვენებელი 
უდრის ერთს. ქვევით ვიგულისხმებთ, რომ ეს პირობა შესრულებულია. 

ისიც შევნიშნოთ, რომ თანახმად ეილერის თეორემისა ერთგვაროვანი 
ფუნქციების შესახებ (იხ. ჩვენი კურსის მეორე ტომი, გე. 214), მართე- 
ბულია ტოლობა | 

XV, ყ, X, ყ7)ლ–X IX..-+ყ XV. _ (2.4) 
სადაც XL. და XV. ნაწილობითი წარმოებულებია # ფუნქციისა # და 

სყ” არგუმენტებით, : 

§ 8. პარამეტრული სახით მოცემული წირების § მახლობლობა., მი- 

ნიმაელური და მაქსამალური წირები. ვთქვათ 7, აღნიშნავს CM) I#,, #.) 

სივრცის წირს, რომლის განტოლება ჩაწერილია პარამეტრული სახით 

(2.1). ვუწოდოთ +; C CI), #1 წირს +, წირის 8 მახლობელი წირი, თუ 
მისი წერტილების მანძილები +X, წირის შესაბამის წერტილებამდე ნაკლე– 

ბია 6>0 რიცხვზე. ვიტყვით, რომ (XC), ყ()) და (XC), Vყ(,)) წერ– 
ტილების შემაერთებელ წირთა შორის, წირი +”, მინიმალური წირია 

ფუნქციონალისა (2.2), თუ არსებობს ისეთი 8>0, რომ 1, წირის გასწვ– 
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რივ აღებულ (2.2) ინტეგრალს უმცირესი მნიშვნელობა აქვს ყველა სხვა 

+: წირის გასწვრივ აღებული იმავე ინტეგრალის მნიშვნელობასთან შედა- 
რებით, რომელიც 6 მახლობლობაშია +», წირთან. 

მსგავსად განისაზღვრება (2.21 ფუნქციონალის მაქსიმალური 
წი რი. · 

წირს, რომელიც ზემომოყვანილი აზრით, უმცირეს (მინიმალურ) ან 
უდიდეს (მაქსიმალურ) მნიშვნელობას ანიჭებს (2.2) ფუნქციონალს ექსტ- 

რემალი ეწოდება» 
§ 4. დამხმარე ტოლობები. გავაწარმოოთ (2.4) ტოლობა X, ყ, X", 

ყ' ცვლადების მიმართ, გვექნება 

  

#=V IV. +V წი 1ს=X 17, +V წის (4.1) 
XII +9M I,,:=0, X Lა+ყ Iე::=0. 

უკანასკნელი ორი ტოლობიდან გამომდინარეობს: 

წებ , , 40% _ 1, _ »„ 8 =1)(X, ყ, X, 9), (4.2) ყ! -– #” ყ' ჯი? 

სადაც 15(X, ყ, # ყ) უწყვეტი დღა უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციაა, 
ამასთან ჯ” და ყ” ერთდროულად ნულის ტოლი არ არიან: ჯ ზ.| ყბ # 0. 

გარდა ამისა, 1I)(X, ყ, X, ყე) არის ერთგვართვანი ფუნქცია X” და კ! 
არგუმენტების მიმართ, რომლის ერთგვაროვნების მაჩვენებელია -–– 3. მართ– 

ლაც, X ფუნქციის ყოველი გაწარმოების შედეგად X” და ყ' ცვლაღის 
მიმართ მისი ერთგვაროვნების მაჩვენებელი ერთი ერთეულით შემცირდე- 

ბა. მაშასადამე, XX, და #,6.: არიან ნული რიგის ერთგვაროვანი ფუნქ- 

ციები X და ყ! ცვლადების მიმართ, ხოლო 1”, 1, 74 იქნებიან 

ერთგვაროვანი ფუნქციები ერთგვაროვნების მაჩვენებლით –– 1. ცხადია, 

რადგან ”, მიღებულია მინუს ერთი რიგის ერთგვაროვანი ფუნქციის გა- 
ყოფით იმავე ცვლადების მიმართ მეორე რიგის ერთგვაროვან ფუნქცია- 

ზე, ამიტომ #",(X, IV, X”, ყ) იქნებბა–– 3 რიგის ერთგვაროვანი ფუნქცია 
X'", ყ” ცვლადების მიმართ. 

§ ნ, პარამეტრული ხახით ჩაწერილი ფუნქციონალის ექსტრემუმის 

აუცილებელი პირობები. (2.2) ფუნქციონალის ექსტრემუმის აუცილებე- 

ლი პირობების მოსაძებნად დავუშვათ, რომ X», ექსტრემალის განტოლება 
ჩაწერილია (2.1) სახით. შესადარებელი წირის განტოლებები ავიღოთ 

შემდეგი სახით: 

X=XL)-+თ5(ჰ), ყ = VI) +Cთ7X(L), (5.1) 

სადაც C(ე) ღა უ(0) არიან CV)I/,, ჯე) სივრცის ნებისმიერი ფუნქციები, 

რომლებიც აკმაყოფილებენ სასაზღვრო პირობებს წ(/,)=»(,)=0, 6()= 
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=%M()=0, ხოლო თ პარამეტრია. შესადარებელი წირისათვის (5.1) 
ფუნქციონალი (2.2) წარმოადგენს თ პარამეტრის ფუნქციას 

”. 

Iთ1= | #XCXC)+თ§(0). ყ(0)+თწ(ი0, X(CI)+თნ(0, ყ'(0) +Cთ»'())ი!, (5.2) 
ჩ 

რომელიც ექსტრემუმს მიაღწევს როცა თ=0. ამისათვის კი აუცილებე- 
ლია, რომ პირველი ვარიაცია C/Iთ)=0. თუ მივმართავთ ვარიაციათა 
აღრიცხვის მარტივ ამოცანაში გამოყენებღლ გარდაქმნებს (თივი VII) 
დავრწმუნდებით. რომ (5.2) ფუნქციონალის პირველი ვარიაცია შეიძლება. 
შემღეგნაირად ჩაიწეროს: 

/ _ , გ ძ ბთ) =თ ( +137 §0+ X _ 4» ,|5014- 
I ძL „V ჟ”. წხ 

ვინაიდან C(ჯ) და XXI) ნებისმიერი ფუნქციებია, თანახმად ძირითადი ლე- 

მისა (თავი VII, § 12), აქედან გვექნება 

L--9% '''=0, 105. IV =90. (5სა3) 
ი! 

ამრიგად, მივიღეთ დიფერენციალური განტოლებების სისტემა ორი უცნო– 

ბი ფუნქციით X(I) და VI)- 
შევნიშნოთ, რომ (5.3) არ წარმოადგენს დიფერენციალური განტო- 

ლებების დამოუკიდებელ სისტემას. მართლაც, (5.3) განტოლებებს დააკ– 
მაყოფილებს არა მარტო ფუნქციების წყვილი XV) და ყ(I), არამედ მას 

დააკმაყოფილებს აგრეთვე ფუნქციების ნებისმიერი სხვა წყვილი, რომლე– 
ბიც გვაძლევენ იმავე წირის სხვაგვარ პარამეტრულ წარმოდგენას. 

მართლაც, ჩავწეროთ სისტემა (5.3) გაშლილი სახით: 

178 ჩავ, ლ მავ ჰაა I ჰა, ყ” =0. წ 

მს ჰე, ს –- 7, X -- XI – საყ =0, I. 

რომელშიც წარმოებულები #> და #, შევცვალოთ (4.1) ფორმულები- 
დან, ხოლო წარმოებულები 7, ს, IM, შევცვალოთ (4.2) ტო- 
ლობებიდან. ამის შემდეგ წინა განტოლებები ასე შეიძლება ჩავწეროთ 

XM0=0, ყI0=0, (5.4) 

სადაც I ” ჯ , 
(0=(X IV –“-“ IX) 1ს(%, ყ, X, ყ)+Mაყ,-- ა... 

ახლა ისიც გავიხსენოთ, რომ ცვლადები » და ყ” ერთდროულად ნულის 

ტოლი არ არიან და, მაშასადამე, (5.4) ტოლობები მიიყვანება შემდეგთ 

სახის ერთ დიფერენციალურ განტოლებამდე: 
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(Vყ-–- ყ/X ) 1ა(XC. ყ, XV #ე)+1აყ-- ყა, =0, (5.5) 

ეთქვათ ფუნქციების წყვილი X=XV), ყ=ყ(/) აკმაყოფილებს განტო- 
ლებას (5.5). წარმოვადგინოთ იმა:ე წირის განტოლება ახალი « პარა- 

მეტრის საშუალებით: X=X(დ(5)), V = M(დ(+<)), სადაც ჯ= დ(=). მაშინ ეს უკა– 

ნასკნელი წყვილი ფუნქციებისა აგრეთვე აკმაყოფილებს (5.5) განტოლე- 

ბას. ამაში რომ დავოწმუნდეთ, საკმარისია განტოლებაში (5.5) უშუალოდ 

ჩავსვათ ფუნქციები X=X(დთ(<)), ყ=V(დ(I) და თანაც ვისარგებლოთ 

იმით, რომ XI”.(X, ყ, X, ყ') არის ერთგვაროვანი ფუნქცია X' და I არ- 

ჯგუმენტების მიმართ, რომლის ერთგვაროვნების მაჩვენებელია -- 3. 

განტოლებათა სისტემა (5.3) დამოუკიდებელი სისტემა რომ ყოფილი- 

ყო, მაშინ მოცემულ სასაზღვრო პირობებში იარსებებდა მხოლოდ ერთად- 

ერთი წყვილი X=X(0), V#= V() ფუნქციებისა, რომელიც დააკმაყოფილებ- 
და (5.5) დაფერენციალურ განტოლებას. 

ახლა უკვე ცხადია, რომ შეუძლებელია (5.5) განტოლებიდან განვსა- 
ზღვროთ ორი უცნობი ფუნქცია X(I) და ყ(,). იმისათვას, რომ მოვძებ- 

ნოთ (2.2) ფუნქციონალის ექსტრემალური წირი, საჭიროა ვაინტეგროთ 
დიფერენციალური განტოლება (5.5) იმ განტოლებასთან ერთად, რომლის 
მიხედვითაც პარამეტრია შერჩეული. მაგალითად, თუ L პარამეტრის როლ- 

ში ავიღებთ X ცვლადს, მაშინ X=XVC), ყ=V(I) ფუნქციების მოსაძებნად 
უნდა ვაინტეგროთ დიფერენციალურ განტოლებათა შემდეგი დამოუკიდე- 
ბელი სისტემა 

(0=0, XICI) =1ა 

თუ პარამეტრის როლში ავიღებთ დასაშვები წირის რკალის სიგრძეს, 

მაშინ ექსტრემალი უნდა აკმაყოფილებდეს დიფერენციალურ განტოლე- 
ბათა შემდეგ სისტემას: 

+X=0, X“--Lყ93=1. 
და ა. შ. 

საზოგადოდ, განტოლებას ჯ4=0 შეიძლება მივუერთოთ ნებისმიერი 
დიფერენციალური განტოლება, რომელიც ერთმანეთთან აკავშირებს XC) 

და ყ() ფუნქციებს. მიერთების შედეგად მიღებული დიფერენციალური 
განტოლებების დამოუკიდებელი სისტემიდან განისაზღვრები.ნ ფუნქციები 

XC), ყ() ინტეგრების მუდმივების სიზუსტით, რომლებიც მოგვცემენ და- 

საშვები წირის პარამეტრულ წარმოდგენას. ეს იმას ნიწნავს, რომ §0=0 

განტოლებასთან მიერთებული განტოლება ფაქტიურად განსაზღვრავს პა- 

რამეტრის შერჩევას. 

განტოლებას (5.5) უწოდებენ ეილერის განტოლებას ვეიერშტრასის 

სახით. იგი შეიძლება ასეე ჩაიწეროს; 
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1_ > – +” ს» , (5.6) 

” ცნეყუ? მხრი ყ, X, ყ) 
სადაც + არის ექსტრემალი” სიმრუდის რადიუსი. 

§ 6. ვეიერშტრასის სახის დიფერენციალური განტოლების ინვარიან- 
ტობა. ეილერის განტოლების ვეიერშტრასისებურ სახეს აქეს ინვარიან- 
ტობის საყურადღებო თვისება, 

თეორემა. დიფერენციალური განტოლება (5.0) ინვარი- 
ანტულია პარამეტრის ბარდაქმნის მიმართ. 

  

მართლაც, ექსტრემალის სიმრუდე 1. ცხადია, არ არის დამოკიდე- 
#” 

ბული იმაზე, თუ რომელი პარამეტრით ჩავწერთ წირის განტოლებას. 
შევისწავლოთ (5,6) განტოლების მარჯვენა ნაწილი. ფუნქციები 7”, 

Mყ.. და, მაშასადამე, მათი სხვაობაც X#.ყ, –- ა, წარმოადგენენ წული 

რიგის დადებითად განსაზღვრულ ერთგვაროვან ფუნქციებს # და 
ცვლადების მიმართ. ფუნქცია X#,(X, ყ. XI", ყ), როგორც § 4-ში ვნახეთ 

ზემოთ, არის იმავე ცვლადების მიმართ –3 რიგის დადებითად განსაზღე- 
: 8 

რული ერთგვაროვანი ფუნქცია, ხოლო ფუნქცია (7·+ყ)? წარმოად- 
გენს +3 რიგის ერთგვაროვან ფუნქციას, ნათქვამიდან გამომდინარეობს, 

რომ (5.6) განტოლების მარჯვენა ნაწილი არის ნული რიგის დადებითად 
ერთგვაროვანი ფუნ1ც-აა X', ყ” არგუმენტების მიმართ. სხვანაირად ეს 

იმას ნიშნავს, რომ (5.6) განტოლების მარჯვენა ნაწილი არ შეიცვლება 

თუ ცვლადებს X”, ყ” გავამრავლებთ ნებისმიერ დადებით სიდიდეზე. შევ- 

ცვალოთ ახლა პარამეტრი ჯ ახალი პარამეტრით: ჯ=დCდ(). მაშინ განტო- 

.., ძ! 
ლებაში (5.6) ცვლადები »”, გ” უნდა გავამრავლოთ ფუნქციაზე –= >0. 
რაკი (5.6) ტოლობის მარჯვენა ნაწილი არის ნული რიგის დადებითად 
ერთგვაროვანი ფუნქცია ჯ”, ყ' ცვლადების მიმართ, ამიტომ ახალი პარა- 
მეტრის შემოყვანით იგი არ შეიცვლება. 

თეორემა დამტკიცებუ ლია. · 

§ 7. ლეჟანდრის აუცილებელი პირობა პარამეტრული ამოცანისა. 

ვარიაციათა აღრიცხვის მარტივი ამოცანის შესწავლისას დამტკიცებული 
გვქონდა, რომ #წ/) ფუნქციონალის მინიმუმისათვის აუცილებელია მეო– 
რე ვარიაცია 6?IIVყ) იყოს არაუარყოფითი (იხ. თავი VII, § 23). 

ანალოგიური მსჯელობით დავრწმუნდებით, რომ როცა ფუნქციონალი 
ჩაწერილია პარამეტრული სახით (2.2), მაშინ მისი შინიმუმისათვის აუცი- 

ლებელია არაუარყოფითი იყოს კვადრატული ფორმა: 

7=1, სწ (0)+27-., წ (0 უ (0+7,ა ო “X0>90, (7.1) 
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ფუნქცია X შეიძლება წარმოვადგინოთ 1”)C, V, X”, #”) ფუნქციის საშუა- 
ლებით. ამისათვის გამოვიყენოთ ფორმულები (4.2), საიდანაც გვექნება 

#,=VყV" 1, ს ყ,ც,=-- XVყ 'X), M#ცა=X ბ. 

გავითვალისწინებთ რა უკანასკნელ ტოლობებს, (7.1) პირობიდან მივი- 

ღებთ 
27=1რ0(V, ყ, X”, ყ') (ნ ყ' – უფ X)1>0 

და მინიმუმის პირობა მიიღებს სახეს 

IX, ყ, X”, ყწ)2>>0. (7.2) 

ამ უოტოლობას უწოდებენ პარამეტრული ამოცანის მინიმუმის აუცილებელ 
პირობას ლეჟანდრისა, 

§ 8. პარამეტრული ამოცანის განზოგადება. განვიხილოთ #-განზო- 

მილებიანი სივრცის დასაშვები წირის გასწვრივ აღებული ფუნქციონალი 
» : 

/=- | ი Xი-ს 6 26 #6, X ძნ, რ.1) 
ჩ 

სადაც X,I-=X,(I), (§=1, 2,..., #). ვიგულისხმოთ, რომ X წარმოადგენს 
პირველი რიგის დადებითად განსაზღვრულ ერთგვაროვან ფუნქციას 

XI X,.--, Xე არგუმენტების მიმართ, მაშინ (8.1) ფუნქციონალის მნიშევ- 
ნელობა დამოუკიდებეუია დასაშვები წირის პარამეტრულ წარმოდგენაზე 
და დამოკიდებულია მხოლოდ წირზე, რომლის გასწვრივაც ასაღებია ინ- 
ტეგრალი. სრულიად ისევე გამოვიყვანთ, როგორც § 5-ში, რომ #' ფუნქ- 

ციონალის ექსტრემუმისათვის აუცილებელია ექსტრემალი აკმაყოფილებ- 
დეს ეილერის დიფერენციალურ განტოლებათა შემდეგ სისტემას 

ა, -% 7ე=0, §=1, 2-ს #. (8.2) 
თ“ 

რომელიც შეიძლება ასეც ჩაიწეროს 

#M ი 

#,–-2X შე, ხX-2) ცემ, (=1, 2)... თ) (8,3) 
ჯ51 151 

სისტემა (8.3) არ წარმოადგენს დიფერენციალური განტოლებების დამო- 
უკიდებელ სისტემას. ადვილი სანახავია, რომ (8.2) და (8.3) განტოლე– 
ბების მარცხენა ნაწილები ერთმანეთთან დაკავშირებულია ”შემდეჭი იგი- 

ვური ტოლობით: 

სა („.–კ 2 #)= > XI,– 2 #XM IV»-– 
ჯ=1 (51 #1 
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I) 

– > XX, ა, ,:=0. (89.4) 

იმისათვის რომ ამ ტოლობის ჭეშმარიტებაში დავრწმუნდეთ, გამოვი- 
ყენოთ ეილერის თეორემა ერთგვაროვანი ფუნქციების შესახებ, გვექნება 

M 

#= MIX (არი 
L-1 

გავაწარმოვოთ უკანასკელი ტოლობა ჯერ X, ცვლადით და შემდეგ X; 
ცვლადით, მივიღებთ 

LI ” 

ბა, – 2, + 2, 9- ბამ შავი 
ამ იგივეობებიდან გამომდინარეობს, რომ (8.4) ტოლობის მარჯვენა ნა–- 
წილში შუა შესაკრები ნულის ტოლია: 

XX, # =0. 2 1(ჟ“ X,X, 

ამრიგად, სისტემაში (8.2) ერთ-ვრთი განტოლება დანარჩენი # –- 1 
განტოლების შედეგია, სრულიად ისევე, როგორც § 5-ში, ექსტრემალის 

მისაღებად საჭიროა (8.2) სისტემას მივუერთოთ დიფერენციალური გან- 

ტოლება, რომელიც ფაქტიურად განსაზღვრავს პარამეტრის შერჩევას, 

ამის შემდეგ გვექნება » ღიფერენციალური განტოლებისაგან შედგენილი 
სისტუმა ამავე რაოდენობის საძიებელი ფუნქციებით Xჯ=X/II), §=1, 2... 

§ 9. გეოდეზიური წარები სამგანზომილებიან სივრცეში. ()ნობილია, 
რომ სამგანზომილებიან სივრცეში (§) ზედაპირის არაცხადი სახის განტო- 
ლებას დეკარტის კოორდინატებში აქეს სახე: 

XC, ყ, §)=0. (9.1) 

თუ დეკარტის კოორდინატებს შევცვლით «დ და უჟ პარამეტრებით, მაშინ 

იმავე (ვ) ზედაპირის განტოლება შეგვიძლია ჩავწეროთ პარამეტრული 

სახითაც: 

X=X(%, ი), ყ=ყ(თ, ს), 5=#(V, დ). (9.2) 

გამოვსახოთ (9.2) ზედაპირზე მდებარე რაიმე () წირის სიგრძის ელე–- 

მენტის კვადრატი « და ს პარამეტრების საშუალებით: 

· უვზბ=ძX1-+ძთყ!-L+ძ-ზ=(XცძM-LXეძლ)-+ (V.0V-Lყაძე)?-- 

–+(7სძ+/წაძი)" 
27



ანუ 
, ტფვზ-= M(V, 0) 6V" + 2XV, 9) ძი ძ0-L C (V, 0) 00%, (9.3) 
სადაც · 

VX(V, 0)==Xგ-+ყ5 + ბგ, 

XC, ს)ლ=XსXა+სყსხყე +2სწა, 

Cთ(V, 9)=X6-LVყ5 +#ი- 
გამოსახულებას (9.3) უწოდებენ გაუსის პირველ დიფერენცია- 
ლ ურ ფორმას, ვიგულისხმოთ, რომ () წირის გასწვრივ ი პარამეტრი 

არის ს ცვლადის ფუნქცია: სხ=ყ(#%), მაშინ (9.3) ტოლობა მიიღებს სახეს: 

ძეზ=(#+2XX”/სა+Cთ77) ძიბ. 

განვიხილოთ (კ) ზედაპირზე მდებარე ყველა წირის სიმრავლე (9), 
რომლებიც ზედაპირის ორ მოცემულ #4 და 8 წერტილებს აერთებენ. 

უმოკლეს წირს (0) სიმრავლიდან უწოდებენ გეოდეზიურ წირს. 
ამრიგად, გეოდეზიური წირი მინიმუმს ანიჭებს ფუნქციონალს 

  

M2 

V= I MV ს+2”7სა+6X10V, (9.4) 
” 

სადაც «, და V, არის « პარამეტრის მნიშვნელობანი, რთმლებიც შეესა- 
ბამებიან 4 და ს წერტილებს. (9.4) ფუნქციონალის მინიმუმის აუცი- 
ლებელი პირობა გამოისახება ეილერის დიფერენციალური განტოლებით 

1 #ი+2XიVს+ 6:78 _ ძ4. #X+0V. 0. 

2 V X+2XV.+CI. ძი I X+2X7/სა+C6V71 

განტოლებას (9.5) უწოდებენ გეოდეზიური წირების დიფერენციალურ 
განტოლებას, 

ავიღოთ კერძოდ, სფერო სამგანხომილებიან სივრცეში, რომლის რა- 

დიუსია ერთი ღა ცენტრი მოთავსებულია ·კოორდინატთა სათავეში. ჩა– 
ვწეროთ მისი განტოლება სფერულ კოორდინატებში 

X=810 9 ს0858 დ, V=310 +510 დ, #=(609 9, 

მაშინ გვექნება 

(9.5)   

  

ძკზ=ძ94-| 3103 ად? 

და თუნქციონალი (9.4) მიიღებს სახეს 

მ. 
/= I ს” 1 + §8 3109 3- ძმ., (9.6)- 

V, 

სადაც დე აღნიშნავს დ კოორდინატის წარმოებულს 8 ცვლადით» შევ- 

ნიშნოთ, რომ # ფუნქციონალში ინტეგრალქვეშა ფუნქცია არ შეიცავს 
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დ ფუნქციას და, ამიტომ, ეილერის დიფერენციალური განტოლების პირ- 
ველი ინტეგრალი იქნება 

81229. დე 

V/ 1+დ8 51071 9. 

სადაც 0, ნებისმიერი მუდმივია. თუ ავიღებთ (,=0, მივიღებთ დე= 0, 

ე. ი. დ=C0. ეს იმას ნიშნავს, რომ გეოდეზიური წირების სიმრავლეს 

წარმოადგენს სფეროს ყველა მერიდიანი, სხვანაირად, სფეროზე მდებარე 
გეოდეზიური წირები წარმოადგენენ სფეროს პოლუსებზე გამავალ წრე- 

წირებს, რომლებსაც დიღი წრეწირები ეწოდება. ცხადია, პოლუსებში 
8§-=0 და ==». 

§ 10. გეოდეზიური წირები #-განზომილებიან სივრცეში. ვთქვათ 

#-განზომილებიან სივრცეში მოცემულია წირი 

X= XC), Xვ=X,)(L),-.., X.=Xი(), 

რომლის რკალის დიფერენციალის კვადრატი მოცემულია დადებითად გან– 
საზღვრული კვადრატული ფორმით 

  (ო 

ი 

ძეზ= 2 თს ძX, იყ... (10.1) 

(,ხ=1 

იგულისხმება, რომ კოეფ იციენტები «,#X=06#ჯ წარმოადგენენ X,, X,,.." Xთ 
არგუმენტები ერთობლივ უწყვეტ ფუნქციებს, რომლებსაც გააჩნიათ 
უწყვეტი ნაწილობითი წარმოებულები არგუმენტების მიმართ. გარდა ამი–- 

სა ვიგულისხმოთ, რომ Xჯ (|=1,..., თ) უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციე- 

ბია სეგმენტზე (V,, 1.). 
ამ პირობებში მოცემული წირის სიგრძე გამოისახება ინტეგრალით 

#= 1 იი XI XI ძL (10.2) 
  

წირებს, რომლებისთვისაც (10.2) ფუნქციონალის პირველი ვარიაცია 
უდრის ნულს (ე. ი. მ#=0), ეწოდება გეოდეზიური წირები #-განზომი- 

ლებიან სივრცეში. გეოდეზიური წირებისათვის ეილერის დიფერენციალურ 
განტოლებათა სისტემას ექნება სახე 

1 ი 1 . _ თ. –- +. თ. )=0, (ჯ=1,..., ,)), 10.3 
2#7დ§ დ», I L 2 I/ დ %) ( ) ( ს 

სადაც 

დ= =%) იILX XL. (10 4) 
#,M-=1 
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სისტემა (10.3) შეიცავს #- 1 დამოუკიდებელ განტოლებას. იმისათვის, 
რომ შესაძლებელი იყოს XV(,) (+=1,.. , ·) ფუნქციების განსაზღვრა, სა- 

ჭიროა სისტემას (10.3) მივუერთოთ კიდევ ერთი დიფერენციალური გან- 
ტოლება. ასეთი განტოლების როლში ავიღოთ 

L) 

დ= 5 6ი,MXX=1, (10.5) 
1,ხთ 

რაც იმას ნიშნავს, რომ # პარამეტრის როლში აღებულია #M-განზომილე–- 
ბიანი წირის რკალის სიგრძე ვ. ახლა, (10.5) განტოლების დახმარებით, 

სისტემა (10.3) გამარტივებული სახით წარმოგვიდგება: 

ძვ 

დიფერენციალური განტოლებების უკანასკნელი სისტემის ინტეგრები- 
სათვის გავითვალისწინოთ, რომ ფუნქცია დ, რომელიც დამოკიდებულია 
X)=XI(ვ) და X,=X,(§) (§=1,..., 8) არგუმენტებზე, წარმოადგენს ერთ- 

გვაროვან ფუნქციას X; არგუმენტების მიმართ ერთგვაროვნების მაჩვენებ– 
-ლით 2 და, მაშასადამე, მართებულია ტოლობები: 

ძდ LI) ი 

29 ბავ. + მდ MI 
ძევ 2რ5 ' (=1 

და, .9. დ,,=0, (1= 1,..., #)- (10.6) 

M 

2. 9,,X=2#. 
(51 

„გავწარმოვოთ მეორე ტოლობა ცელადით, გვექნება 

ძდ - , ძ 2 ” 

2--= მX-დი,+%Cთ ,X,. 
ბ ძვ “ი, 24 72, 

-თუ გამოვიყენებთ ამ ტოლობას, პირველი განტოლებიდან მივიღებთ 

(51 

·და, მაშასადამე, (10.6) განტოლებების ძალით, მივიღებთ 5 =0, ე. «ი. 
8 

თდ=0C. ასეთია (10.6) სისტემის ინტეგრალი, საიდანაც კერძოდ მიიღება 

“დამატებითი განტოლება (10.5), როცა C=1. 

§ 11, გეოდეზიური წირები ცილინდრულ ზედაპირზე. ავიღოთ კო- 

-ორდინატთა X0ყ სიბრტყეში ცილინდრის მიმმართველი წირის განტოლე– 
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ბა პარამეტრული სახით: X=X(2), ყ=ყ(თ), რომელშიც პარამეტრის 

როლში აღებულია მიმმართველის რკალის სიგრძე. ცხადია, ფუნქციები 
XLC), ყ(თ) დაკავშირებულია ერთმანეთთან ტოლობით 

X9- ყბ=1. 

საკოორდინატო ღერძი 0/ჟ გავავლოთ ცილინდრული ზედაპირის მსახ– 
ველების პარალელურად. ცილინდრის ნებისმიერი წერტილის მდებარეობა 
დავახასიათოთ თ პარამეტრით და წერტილის აპლიკატით „. დავაყენოთ 

ამოცანა: ცილინდრულ ზედაპირზე მდებარე ყველა წირს შორის, რომ- 
ლებიც ცილინდრის მოცემულ ორ წერტილს აერთებენ, მოვძებნოთ უმოკ- 
ლესი წირი. საძიებელ წირს უწოდებენ ცილინდრის ზედაპირზე მდებარე 

გეოდეზიურ წირს. 
გეოდეზიური წირის რკალის დიფერენციალის კვადრატი მოცემული 

იქნება ტოლობით 

ძვბ=ძით"-Lძიბ. 
თუ ამ უკანასკნელს შევადარებთ წინა პარაგრაფის (10.1) ტოლობას, 
დავრწმუნდებით, რომ ი,,=თ3=1, ითკ:=თე,=0, სისტემა (10.6) ასე ჩა- 
იწერება: თC“=0, „'=0, სადაც წარმოებულები აღებულია § ცვლადის 

მიხედვით. დიფერენციალური განტოლებების მიღებული სისტემის ზოგადი 
ინტეგრალი იქნება: თ=C)2+C,, 7=0ე0+C,. თუ C, #0, მაშინ შეგ- 

ვიძლია # გამოვსახოთ თ ცვლად(თ: #= 40+ 9, სადაც 4 და 18 ნების- 
მიერი მუდმივებია. ამის შემდეგ, ცილინდრული ზედაპირის მიმმართველის 

განტოლებებთან ერთად გვექნება 

X=X(თ), ყ=Vყ(0), #= 4C-L7#8, (11.1) 

რომელიც გვაძლევს ცილინდრულ ზედაპირზე მდებარე გეოდეზიური წი- 
რების განტოლებას პარამეტრული სახით. გეოდეზიური წირის დამახასია- 
თებელი ის არის, რომ მისი მხები ნებისმიერ წერტილში შეადგენს მუდ- 
მივ დ კუთხეს 0# ღერძთან. 

თუ ცილინდრი წრიულია, რომლის მიმძართველის ცენტრი კოორდი- 
ნატთა სათავეშია, რადიუსი უდრის ერთს, პარამეტრული განტოლებებია: 

X=008დ, #M=3|ითდ და განტოლებებში (11.1) პარამეტრი თძ=დ, მაშინ 

გეექნება 
X=008დ, ყ=35|)ს დ, 2=MVდ-Lჩ. (11.2) 

წრიულ ·ცილინდრზე მდებარე წირს, რომლის პარამეტრული განტოლე- 
ბები არის (11.2), ეწოდება ხრახნწირი. ხრახნწირის რკალი, რომელიც 

ცილინდრის ორ მოცემულ წერტილს აერთებს, უმოკლესია იმავე წერტი- 
ლების შემაერთებელ ყველა სხვა წირის რკალის სიგრძესთან შედარებით. 
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თავი X 

პირობითი ეპსტრემუმი 

§ 1. შესავალი, აქამდე განიხილებოდა ისეთი ამო/ჯნები, რომლებშიც 
დასაშვები წირები იყვნენ (X9) IX,, X) სივრცის ელემენტები და აკმაყო- 
ფილებდნენ მხოლოდ მოცემულ სასაზღვრო პირობებს. ხშირად ფიზიკისა 
და სხვა მეცნიერებათა შესწავლისას მრავალ ვარიაციულ ამოცანაში მო- 
ითხოვება, რომ დასაშვები წირები, გარდა ხსენებული პირობებისა, უნდა 

აკმაყოფილებდენ გარკვეულ დამატებით პირობებს. ამასთან, დამატებითი 

პირობები სხვადასხვანაირი შეიძლება იყოს, რომელთა შორის ზოგიერთი 
გავრცელებული შემთხვევები განზრახოლი გვაქვს შევისწავლოთ ქვემოთ. 

§ 9. ამოცანის დასმა, პირობითი ექსტრემუმის ამოცანა ასე ჩამოყა- 
ლიბდება: მოვძებნოთ IX,, X,) სეგმენტზე ფუნქციები ყ=-V X), 6=#CX, 

რომლებიც ექსტრემუმს მიანიჭებენ ფუნქციონალს 
Xა 

ჰ=| #(X, ყ, წ, ყ' #6) ძ»X, (2.1) 

% 

დააკმაყოფილებენ მოცემულ განტოლებას 

C(X ყ, 994=0 (2.2) 
და სასაზღვრო პირობებს 

ყ,=ყVს), #,=#(Xე), 

ყა=Vყ(X), #გ= 9(X2), 

სადაც, ცხადია, C(X,, V, #)= CI(X, Vყ2. ჩ,)=0. 
ამასთან ვიგულისხმებთ, რომ ინტეგრალქვეშა ფუნქციას XX, ყ, #, V”, #) 

გარკვეულ არეში აქვს ნაწილობითი წარმოებულები მესამე რიგამდე ჩა- 

თვლით ყველა არგუმენტის მიმართ, ხოლო საძიებელ ფუნქციებს ყ=V(X), 

#=#/(X) აქვთ წარმოებულები საჭირო რიგამდე. 

დასმული ამოცანა გეომეტრიულად იმას ნიშნავს, რომ უნდა მოეძებ– 

ნოთ წირი, რომელიც მდებარეობს (2.2) ზედაპირზე, აერთებს ამ ზედა–- 

პირის მოცემულ ორ წერტილს (X,, V,, #,), (X, 9», 7) და ანიჭებს ექსტ- 
რემუმს (2.1) ინტეგრალს. შევნიშნოთ, რომ თუ (2.2) განტოლებიდან 
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შესაძლოა გამოვსახოთ »„=ჯდ(X, #) და, თუ # ცელადის ამ მნიშვნელობას 

შევიტანთ (2.1) ინტეგრალში, მაშინ ზემოთ დასმული ამოცანა მიიყვანე- 
ბა ვარიაციათა აღრიცხვის მარტივ („უპირობო“ ან „თავისუფალ“) ამო- 
ცანაზე, რომელიც შესწავლილი იყო VII თავში, უკანასკნელი გარემოება 

გვიკარნახებს მოვითხოვოთ პირობა 52, 0. ამის შემდეგ ფუნქციონალი 
2 

(2,1) ასე ჩაიწერება: 

# X5 

/=| XC, ყ, დ, ყ, დ>+დე ყ') ძX = | 1. ყ, ყ')ძ». (2.3) 
X1 X. 

ახლა უნდა ვეძებოთ ბრტყელი წირი 1, რომელიც წარმოადგენს (2.2) 
ზედაპირზე მდებარე #=MV(X), #=#V(X) წირის გეგმილს X0ყ სიბრტყეზე 

და ექსტრემუმს ანიჭებს ფუნქციონალს (2.3). ამისათვის, როგორც ვიცით, 

აუცილებელია წირი 1 იყოს (2.3) ფუნქციონალისათვის დაწერილი ეილე– 
რის დიფერენციალური განტოლების ინტეგრალი. იმასათვის, რომ ფაქ- 

ტიურად დავწეროთ ეილერის დიფერენციალური განტოლება, წინასწარ 
მოვამზადოთ შემდეგი წარმოებულები: 

პჯ 
–-=#)+- 1, დე+ #,, რთ.+9%, 9), 
ძყ 

ი 

37 =წი+V.9, 
ძ «+602 -. -», ჯ,+ჯ, , 7X პს 27L V” +7- ++ I, (დ.ე დაყ.) 

ამის შემდეგ ეილერის განტოლებას (2.3) ფუნქციონალისათვის ექნება 
სახე: 

42094 0 იაფი 87) 8.7, ა. (2.4) 

ძყ ძX მყ 

ახლა თუ განტოლებას (2.2) გავაწარმოვებთ ყ. ცვლადის მიმართ: 

6ყს+6,დ,კ=0 

და აქედან გამოთვლილ ფუნქციას დ, შევიტანთ (2.4) განტოლებაში, მი– 

ღებული შედეგი შეგვიძლია ასე ჩავწეროთ: 

ძ თ 
როე) „-X –_1.-#. 

იX · ” კჯ 
  = (2.5) 

Cყ Cთ. 
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შემოვიღოთ აღნიშვნა 

4 XV _ X#ს=7M%), 

ძX 

მაშინ (2.5) პროპორციიდან მივიღებთ დიფერენციალურ განტოლებათა 

შემდეგ სისტემას: 
ძ 
„შოა –_– IX ს+2.(X) Cთ.)==0, 

> #., – II,+XX 6,1)=0. 
(2.6) 

ეს სისტემა წარმოადგენს (2.1) ფუნქციონალის პირობითი ექსტრემუმის 
აუცილებელ პირობებს. იმისათვის, რომ სივრცის წირი V= ყ(X), 9=V(X), 
რომელიც მდებარეობს ზედაპირზე (2.2) და აერთებს მის მოცემულ ორ 
წერტილს LX,, V., 2) და (X,, V,, ვ), მინიმუმს (ან მაქსიმუმს) ანიჭებდეს 

(2.1) ინტეგრალს, აუცილებელია იგი იყოს (2.6) სისტემის ინტეგრალი, 
განტოლებებს (2.6; ეწოდება ეილერ–ლაგრანჟის დიფერენცია- 
ლურ განტოლებათა სისტემა. 

შენიშვნა. ჩავწეროთ სისტემა (2.6) შემდეგი სახითაც: 

I ძ 
I -9ა=0 “– II, –- #15=:0, 2.7). მX „ #V ძX 2 2 (2.7) 

სადაც X#V= #-+2(X) C- 

განტოლებები (2.7) წარმოადგენენ ეილერის დიფერენციალურ გან- 
ტოლებათა სისტემას ფუნქციონალისათვის 

ჯ. 

V,= | LIL-+X C) ძX. 
2 

ე; იმას ნიშნავს, რომ თუ ფუნქციები V=V(X), ჯ=7() პირობით ექსტ- 
რემუმს ანიჭებენ ფუნქციონალს (2.1), მაშინ იგივე ფუნქციები წარმოად- 

გენენ უპირობო ექსტრემალს /#, ინტეგრალისა, რომლის ინტეგრალქვეშა 
ფუნქციაა #". ხშირად, XV ფუნქციას ლაგრანჟის ფუნქციას უწოდებენ. 

პრაქტიკულად ექსტრემალის მოსაძებნად, როცა იგი არსებობს, საკმა– 

რისია (2.2) და (2.7) განტოლებებიდან გამოვრიცხოთ 7(X) და ერთ-ერთი 
უცნობი, მაგალითად #= -(X) ფუნქცია, მივიღებთ მეორე რიგის დიფე– 
რენციალურ განტოლებას საძიებელი V=ყ(X) ფუნქციის მიმართ. უკანასკ– 
ნელი განტოლების ინტეგრებით წარმოქმნილი ორი ნებისმიერი მუდმივი 
უნდა გამოვთვალოთ მოცემული სასახღვრო პირობებით V:=VL), 

ჰი =- M(X,)- 
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§ მ. პირობითი ექსტრემუმის ამოცანის განზოგადება. შევისწავლოთ 
პირობითი ექსტრემუმის შემდეგი ამოცანა: მოცემულია ფუნქციონალი 

#3 

V” =VIIV), Mვ,'' Vა1= I XLX, ყვ. >. წი: მ/ს.» (ი) თX. (3.1) 
XI 

მოვძებნოთ ფუნქციები: ყ,=VყI(X),-··, წი=Vი(X), რომლებიც ექსტრე- 
მუმს მიანიჭებენ ფუნქციონალს (3,1), დააკმაყოფილებენ მოცემულ დამა- 
ტებით პირობებს 

დ,(X, ყე, ყი.··» ყი)=0, 1=1, 2,..-., MI; 1<-# (3.2 

და სასახღვრო პირობებს 

ყ,(X,)=ყ, #M3(XI) =ყკ--- Vი(X,)=M/ი), 

ყ,(X:)= II, #2(Xვ) = #ევა-- -, M/ი(X2) = M/ივ- (3.3) 

იგულისხმება, რომ (3.2) დამოუკიდებელი განტოლებებია, ე, ი. არც 
ერთი მათგანი არ წარმოადგენს დანარჩენი განტოლებების შედეგს. 

ხშირად, (3.2) სახის დამატებით პირობებს პოლონომურ ბმებს უწო- 
დებენ. ჰოლონომური ბმების დამახასიათებელი ის არის, რომ განტოლე– 
ბებში (3.2) არ მონაწილეობენ საძიებელი V,(X), წVა(X),..-. წი(X) ფუნქ- 
ციების წარმოებულები. 

მართებულია შემდეგი 
თეორემა. ფუნქციები: V,(X), V,(X),-'·-, ყე(X), რომლებიც პი- 

რობით ექსტრემუმს ანიჭებენ ფუნქციონალს (2.1), წა“- 
მოადგენენ ფუნქციონალის 

#ა ” X§ 

ჰ"=| Iდ+ 31%) #I ძX= | #"იX (3.4) 

% (=1 + 

თავისუფალი (უპირობო) ექსტრემუმის ექსტრემალს. 

ამასთან ფუნქციები Vყ,(X), VXX),..·, ყი(X) და #)(X), #XX).-·, #ი(X) 
ცალსახად განისაზღვრებიან (3.4 ფუნქციონალის შესა- 
ბამისი ეილერის დიფერენციალური განტოლებების სის- 

ტემიდან 

· ძი · · 
წყ, #9, (1=1, 2,..., "), (3.5) 

დამატებითი პირობებიდან (3.2) და სასაზღვრო პირობე– 

ბიდან (1.1).. თუ ფუნქციების დ, ((=1, 2,..., თ) და ყ/ (ჯ1= 
=1, 2,..., I) შესაბამისი ერთ-ერთი ფუნქციონალური დე- 

ტერმინანტი იაკობისა, მაგალითად 
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X#1(Cთ,, დ.,--·. თი) 

#9Iყ. ყი. ყთ) 

დამტკიცება. მოცემული ფუნქცითნალისათვის (3,1) ექსტრემუმის 

აუცილებელ პირობას აქვს შემდეგი სახე: 

  (3.6) 

ბჰ= I 20, ყ) +, მყ) ძX=0. (3.6) 
X. 151 

თუ აქ 

სახის შესაკრებებზე შევასრულებთ ნაწილობით ინტეგრებას (იხ. თავი VII, 
§ 13) და გამოვიყენებთ სასახღვრო პირობებს (3.3), მაშინ განტოლება 
(3.6) ასე გარდაიჟვმნება 

+ < წI · I 2>(>,, –2 ”) ხყკ0X=0. (1.7) 

ვინაიდან ფუნქციები V,, V,..-. ყე ერთმანეთთან დაკავშირებული 
არიან (3.2) პირობებით, ამიტომ ტოლობაში (3.7) არ შეიძლება გამოვი- 

ყენოთ ვარიაციათა აღრიცხვის ძერითადი ლემა (იხ. თავი VII, § 12). 
განტოლებათა სისტემიდან (3.2) გვაქვს 

XVI წყ,=0, (1=1, 9,..., თ). (3.8) 
15L რ19ყ) 

ექსტრემალი უნდა აკმაყოფილებდეს დამატებით პირობებს (3.2) იმას ნიშ- 

ნავს, რომ Vყ,=ყV)(X), II =ყერე,--- /=Vა(X) ფუნქციების ვარიაციები 
8ყ. წყ... მყ: დაკავშირებული არიან ერთმანეთთან განტოლებათა სის- 
ტემით (3.8). ამ ვარიაციებიდან ნებისმიერ ფუნქციებად შეგვიძლია მივიჩ- 
ნიოთ მხოლოდ ჯ – ჯ ფუნქცია, მაგალითად მ, 0ყიო+ვა. მწი, 

ხოლო დანარჩენი ფუნქციები ბV,,..., მ/, განისაზღვრებიან (3.8) სისტე- 

მიდან. ვთქვათ X(X), 22(X),..-, #თ(X) არიან ჯერჯერობით განუსაზღვრელი 
უწყვეტი ფუნქციები სეგმენტზე IX, X,1. თუ (3.8) სისტემის ყოველ გან– 
ტოლებას შესაბამისად გავამრავლებთ 2(X)0X, X(X)6X,---,; Xთ(X)0X დიფე– 

რენციალებზე და მიღებულ განტოლებებს ვაინტეგრებთ სეგმენტზე IXI, X:), 
მივიღებთ სისტემას 

I MX) სახრე ბყეძX=0, (ჯ=1,9,..., ი), 
რ მყ)



საიდანაც გვექნება 

XX ი 

I 2 #00 22 'მყკძ»= 0. (3.9) 
ჯ 1=1 10 

შევკრიბოთ ( (3.7) და (3.9) ტოლობები, მივიღებთ 

 ტრიპრობ 2, ”V ი MI. CV)ძX=0 (1.10) 
1 ჯ=1 

ანუ 

I >(2; – 1 LM, , ები 4+-0, (3.11) 
I სჯ151 ) 

სადაც 

=#+ 2, 2I(X) დჯ. (3.12) 
(21 

ცხადია, რაკი მყ,, მყვ,.-., მყ- არ არიან ნებისმიერი ვარიაციები, ამი– 
ტთმ ტოლობაში (3.11) ხელახლა არ შეიძლება ვარიაციათა აღრიცხვის 
ძირითადი ლემის გამოყენება. თეორემის დამტკიცების დასაბოლოვებლად, 
შევარჩიოთ მამრავლები 2.1,(X), #.(X),---, Xთ(X) ისე, რომ აკმაყოფილებდნენ 

განტოლებათა სისტემას 

LV, კ <7 =0, (1=1, 2)..., MM), (3.13) 
"; 

ანუ, რაც იგივეა, ამაკოფელებდნენ სისტემას 

LI "ი ძდ, ჯ , ”– ი # 100 9-0, (=1, 2,... ე)... (3-13”) 

შევნიშნოთ, რომ (3.13”) წარმოადგენს წრფივ განტოლებათა სისტემას 
XX), #(X),-.., Xთ(X) ფუნქციების მიმართ. ვინაიდან, ამასთან, შესრულე– 

ბულია პირობა (3.6), ამიტომ სისტემიდან (3.13) („ცალსახად განისაზღვ- 
რებიან ფუნქციები XI(X), #:(X),--·, #თ(X). ნათქვამის ძალით, განტოლება 

(3.11) ახლა ასე ჩაიწერება 

თ I» 

I 2, (2,-ჯ ოშკი , )ბI/4X-0. (8.14) 
X, )=თ+1 , 

აქ მყო 0VMთ+ჯ..., 0V/ი უკვე ნებისმიერი ფუნქციებია. დავუჰვათ მო- 
რიგეობით, რომ ერთი მათგანი განსხვავებულია ნულისაგან, ხოლო ყველა 
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დანარჩენი ნულის ტოლია და თანაც გამოვიყენოთ ძირითადი ლემა. ამ 
წესით მივიღებთ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემას 

ხ - · ა MI =0, (2=/--+1, 2,..., #), IV) ორ, (ქ=#%+1, #+ 2) 

რომელსაც უნდა დაემატოს სისტემა (3.13). საბოლოოდ მივდივართ შემ. 
დეგ დასკვნაზე: (3.1) ფუნქციონალის პირონითი ექსტრემალი ყ,(X), 

ყა(X),-··. ყი(X) და ფუნქციონალური მამრავლები 2,(X), X.(X),-.-. #თ(X) 

უნდა განისახზღვრონ დიფერენციალური განტოლებების სისტემიდან 

=,– თ ნ) =მ, (4=-1, 2,..., #) (3.15) 

და დამატებითი პირობებიდან (3.2). ნებისმიერი მუდმივები, რომლებიც 
წარმოიქმნებიან (3.15) სისტემის ინტეგრების შედეგად, განისაზღვრებიან 

სასაზღვრო პირობებით (3.3). თეორემა დამტკიცებულია. 
§ 4. არაპძოლონომური ბმების შემთხვევა. შევისწავლოთ შემთხვევა, 

როცა § 3-ში მოყვანილი დამატებითი პირობები (3.2), რომელსაც ექსტ- 

რემალი უნდა აკმაყოფილებდეს, გარდა ფუნქციებისა ყ,(X), V/,(X),- · ·, V»(X) 
შეიცავენ ამ ფუნქციების წარმოებულებსაც. 

ვარიაციათა აღრიცხვის პირობითი ექსტრემუმის ამოცანა ახლა ასე 

ჩამოყალიბდება: მოვძებნოთ ფუნქციები ყ)(X), ყე(X),.--, Mი(X), რომლე– 
ბიც ექსტრემუმს მიანიჭებენ ფუნქციონალს (3.1), დააკმაყოფილებენ დი- 
ფერენციალურ განტოლებათა სისტემით მოცემულ დამატებით პირობებს 

დ)(X, ყუ: ყვ... ყი? ყი შვა: ყა)=0, (ჯ=1,..., ჯ!. 01<- 2) (4.1) 

და სასაზღვრო პირობებს (3.2). 
დამატებით პირობებს (4.1) ხშირად არაჰოლონომურ ბმებს უწო- 

დებენ. 
აქ მართებულია წინადაღება: თუ ფუნქციები 2)(X), (X),-·-, #ი,(X) 

სათანადოდ არიან შერჩეული, მაშინ ფუნქციები V,V), 
(=1, 2,..-.#), რომლებიც ექსტრემუმს ანიჭებენ ფუნქციო- 

ნალს (3.1), აკმაყოფილებენ დამატებით პირობებს (4.1) 

და სასაზღვრო პირობებს (3.2, უნდა წარმოადგენდნენ 
ფუნქციონალის 

X§ ” ჯე 

ჰზ=| I#+ 1ჯ) 2(X) I ძX= | #ს იჯ (4.2) 

4“ M 151 

ექსტრემალს, სადაც 

I» 

1გმ8=1+2)M09 დი 
ჯ=1 

258



მართლაც, ეთქყათ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა (4.1) 
დამოუკიდებელი სისტემაა, ამისათვის საკმარისია მოვითხოვოთ, რომ ერთ- 
ერთი ფუნქციონალური დეტერმინანტი, მაგალითად, დეტერმინანტი 

7XCდ,, დე,--.. და) 560. (4.3) 

XXVVC ყ:,--» #V) 

გამოვსახოთ განტოლებებიდან (4.1) წარმოებულები |/I(X), I/2(X),-- ·, #თ(X) 
დანარჩენი ყთ+„(X), ყთ+X),-·» #(X) წარმოებულების საშუალებით (ეს 
შესაძლებელია (4-3) პირობის ძალით): 

ყ, =VIV(X, ყე. ყ,-- ყი: „ეთო ყი) (1=1, 2,..., თ). (4.4) 

თუ ვიგულისხმებთ, რომ ყუ„(X), Vთ+X),-· #2(X) ნებისმიერი უწყვე- 
ტად წარმოებადი ფუნქციებია სეგმენტზე (X,, X,), რომლებიც აკმაყოფი– 

ლებენ მოცემულ შესაბამის სასაზღერო პირობებს (3.2) პირობებიდან, მა- 
შინ მათი ვარიაციები Cყ,.,, მV,+.,.., ყე აგრეთვე ნებისმიერი უწყვეტი 
ფუნქციები იქნებიან იმავე სეგმენტზე. 

ვთქვათ, ყ,, ყ.·., ი წარმოადგენს დასაშვები ფუნქციების ნებისმიერ 
მიმდევრობას, თანახმად დამატებითი პირობებისა (4.1), დავწერთ: 

დ,(X, ყ,+მყი #24 მყი-., წი+მყა: M1+6V), V1+ 6V5,--» ყი + 0Vი) – 

– და(X, ყე ყა... ყი: VI ყვა ყაე)ლ=ლი (1=1, 2,-.., თ)" 

დავშალოთ ამ განტოლებების მარცხენა ნაწილები ტეილორის ფორმულის 
მიხედვით, გვექნება 

საარ აე+%9Iბყ+#=0 6=1,2,, თ... (4.5 
#19V, წუწე// 

რომელშიც #7, ნაშთის რიგი ერთზე მეტია მყ, ღა მყ; ვარიაციების მი- 
მართ. ვინაიდან ჩეენ გვაინტერესებს ფუნქციონალის პირველი ვარიაცია, 

ე. ი. წევრები, რომლებიც შეიცავენ მყ, და მყ; ვარიაციების მხოლოდ 
პირველ ხარისხებს, ამიტომ 77, შეგვიძლია უკუვაგდოთ და განტოლებები 
(4.5) ასე ჩავწეროთ: 

#” 

2 პანყ,+ 2508 ·=0 (=1,2,..., თ). (4.6) 
151 მყ) #1. 

სისტემიდან (4,6) ადვილად მივიღებთ 

Xა 

I #9 22 მი ს, თ+/ "#00 2: ვე. V/#6+–0, (4.ფ 
%» (519 
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სადა, X)(X), #ა(X),-·. #»(X) ჯერჯერობით განუსაზღვრელი, სეგმენტზე 

IX. XI უწყვეტად წარმოებადი, ფუნქციონალური მამრავლებია. (4.7) 
ტოლობის მარცხენა ნაწილის მეორე შესაკრების ყოველი შესაკრები ნა- 
წილობითი ინტეგრებით გარდავქმნათ და თანაც მხედველობაში მივიღოთ, 

რომ (5V))+=>, =(6ყ)).=>», =0 და მყ; = (6ყ))”, მაშინ (4.7) ასე ჩაიწერება: 

/ ჯა ა თ" ცე % –ჯ(> (61, 52) ძX=0, (:=1, 2,-.. ). ,(4.8) 
2, 21 

გარდა ამისა, გვაქვს: 

ნ/ = | ს ინ,,ბი+Xებმე ძ+= I 'ა(ი– ვ წე)თრ- 
% I »% 1"1 

=I 3(წა– წე)“. (4.9) 

#, 

ახლა თუ წევრობრიე შეეკრებთ (4.8) განტოლებებს და განტოლებას 

(4.9) მივიღებთ: 

(>(-8X, )ბ/,4+-0, (4.10) 
151 

I 

სადაც 

18=X#+ ბენი დ;- 
51 

შევარჩიოთ აქამდე ნებისმიერი ფუნქციები X,(X), 2,(X),..., #»თ(X) ისე, 

რომ აკმაყოფილებდნენ დიფერენციალურ განტოლებათა შემდეგ სისტემას 

ი XVI, ირევა (ე=1, 2,---, 1), (4.11) 

განტოლებათა სისტემაში (4.11) უცნობი ფუნქციები X,(0X) და მათი 

წარმოებულები XX), (ჯ(=1, 2,..., #) წრფივად შედიან და, მაშასადამე, 

იგი წრფივი სისტემაა. ზოგადი ინტეგრალი სისტემისა (4:11) შეიცავს #” 

ნებისმიერ მუდმივს. 

ამის შემდეგ სმტოლის (4.10) მიიღებს სახეს 

> (Iს -7ე )ბ)4+= =0, 

I (=თოთ+1 

2ჩ0



რომელშიც ყო+:(X),--, Mი(X) ფუნქციების ვარიაციები 6, ხმთო,,'', მა 
უკვე ნებისმიერი ფუნქციებია. დაუშვებთ «ა მორიგეობით, რომ რომე- 

ლიმე ამ ვარიაციათაგან ნულისაგან განსხვავებულია, ხოლო ყველა დანარ– 
ჩენი ნულის ტოლია, თანაც გამოვიყენებთ ვარიაციათა აღრიცხვის ძირი- 

თად ლემას (იხ. თავი VII, § 12), მივიღებთ 

· ძ · LI ' 2) აწელ=9, (1=71-+L1, #M-2,..., MM). 

ამრიგად V ფუნქციონალის ექსტრემალი Vყ,(02), (0(X,-.· წი(X) და მამ- 
რავლები 2)(X), X.(X),.-. Xთ(X) უნდა აკმაყოფილებდნენ დიფერენციალურ 
განტოლებათა სისტემას 

# თ . 1= წაი) =9, (1=1, 2,..., ”), 

დ,)(X, სე. ყი; ელ Vყ3)=0, (ჯ=1, 2,..-, 11). 

სხვანაირად, ფუნქციები V,/X), ყე(ე,---, ყი(X), 21(X), 1.(X),-.-, 1„(X) 
ფუნქციონალს უნდა ანიჭებდნენ თავისუფალ (უპირობო) ეგსტრებუბს. წი–- 

ნადადება დამტკიცებულია. 
§ წ. ჰამილტონის პრინციპი, განვიხილოთ ნივთიერ წერტილთა მოძ- 

რავი სისტემა #(X„ Vყ,, 2), 1/ 2(X., I» 2), -·, I „(Xი, Vის მგ), რომელთა 
მასები იყოს შესაბამისად ჯ#7,, »I,,··, 7. დავუშვათ, რომ სისტემის მოძ- 

რაობა ემორჩილება პოლონომურ ბმებს: 

ჯკC, X,, ყ)ა წყ... ოს ყი #»ა»)=0, (ჯ1=1, 2,.+.., VI). (5.1) 

ვიგულისხმოთ, რომ სისტემაზე მოქმედ ძალებს XX. წ. 2) 

(L=1, 2,.-.., #) გააჩნიათ ძალთა ფუნქცია «=VV(CI, X,, ყი 9. %ა,ჰი, 2ი), 

მაშინ 

სისტემის კინეტიკური ენერგია იქნება 

1 
7X=52 

(1) 

1?ე თაVI+ V2+ 3. 
L"1 

ჰამილტონის პრინციპი იმაში მდგომარეობს, რომ სისტემის ყველა შესაძ- 

ლო გადაადგილებათა შორის (1) მდებარეობიდან (8) მდებარეობაში 
ნამდვილი გადაადგილება ექსტრემუმს (მინიმუმს) ანიქებს ფუნქციონალს 

(ე 
#=| (>+წ)ძ!, (5.2) 

ჩ 
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სადაც 1, და (, არიან ჯ დროის მნიშვნელობები, რომლებიც სისტემის 
(4) და (1) მდებარეობებს შეესაბამებიან. 

ყოველ შესაძლო გადაადგილებას შეესაბამება სისტემის წერტილთა 
მდებარეობის გამსახღვრელი კოორდინატები. X„=XI(ს), M#L=>=9II (1), 

#ს=#M(C), (L=1, 2,-.., 4), რომლებიც უნდა აკმაკოფილებდნენ საწყის 

პირობებს ჯ=1; და #=1, წერტილებზე: 
X»)= XML), ყMI=IMI» #ML==2M(LI), 

XI =XMIIეს, სMჯაე==Mს(ბი), #Mვ == #»(/3). (5.3) 

შევადგინოთ წერტილთა სისტემის მოძრაობის დიფერენციალური გან- 

ტოლებები. 
აქ საქმე გვაქვს § 3-ში შესწავლილ ვარიაციულ ამოცანასთან, მისი 

გადაწყვეტისათვის დავწეროთ ლაგრანჟის შესაბამისი ფუნქცია 

1მ5=1+V9+ 3XVდ,, 
(ჯ=1 

რომლის საშუალებით ამოცანა მიიყვანება შემდეგი სახის 

ფუნქციონალის თავისუფალი ექსტრემუმის აუცილებელი პირობების მო- 

ძებნაზე. როგორც ვიცით, ხსენებული აუცილებელი პირობები გამოისა- 
ხება ეილერის დიფერენციალური განტოლებების სისტემით: 

»!, X =XL+ ს # (() მდ , | 
151 XI 

2), =X 2) (L IM ყს =X##+ >, !'( პე, | (5.4 

ა: ძდ, LI =27 2(0) –. 197) ·+2, 'ი-.   C=1, 2,..., MX | 

ასეთია მოძრავ წერტილთა დიფერენციალური განტოლებების საძიებელი 

სისტემა. 
§ 6. ბრაქისტოქრონის განზოგადებული ამოცანა, ეთქვათ სამგანზო- 

მილებიან სივრცეში მოცემულია ორი წერტილი „4(X, V/; #) და 15(X;, ყა, ჩა)“ 
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"შევაერთოთ ეს წერტილები ისეთი წირით, რომ ნივთიერმა წერტილმა, 
რომელიც 4 წერტილიდან მოცემული საწყისი უ, სიჩქარით გამოდის და 
ამ წირის გასწვრივ ეც სიჩქარით მოძრაობს, უმცირეს დროში მიაღწიოს 
8 წერტილს მოცემული ყფკ სიჩქარით. ამასთან ვიგულისხმოთ, რომ გარე– 
მოს წინაღობის ძალა წარმოადგენს სიჩქარის მოცემულ ფუნქციას #7C)- 

გამოთვლების გამარტივებისათვის ჩავთვალოთ, რომ ნივთიერი წერ- 
ტილის მასა უდრის ერთს, 

კოორდინატთა ორთოგონალური სისტემის 0ჯX და 0ყ ღერძები ჰორი- 
სონტალურ სიბრტყეში ავიღოთ, ხოლო 0/ ღერძი მივმართოთ ეერტიკა- 

ლურად ქვემოთ. 
გავიხსენოთ წერტილის დინამიკიდან ცნობილი პრინციპი იმის შესა– 

ხებ, რომ მოძრავი ნივთიერი წერტილის ცოცხალი ძალის დიფერენ/იალი 

შესრულებული ელემენტარული მუშაობის ტოლია: 

· _– ეა! --–-– 

ძ (+) =ეძ? – 7Iთ I/ ძ20 +2V+22, 

სადაც ჟყ აღნიშნავს სიმძიმის ძალის აჩქარებას. აღვნიშნოთ წერტილის 

მდებარეობის და მისი სიჩქარის დამახასიათებელი პარამეტრი « ასოთი, 

მაშინ წინა განტოლებიდან გვექნება 

ხხ =ე2' – XXV) I/ X 9 + ყი + დ. (6.1) 

ახლა ისიც გავეზსენოთ, რო1 სივრცითი წირის რკალის დიფერენციალი 

ბ კვ=V/ 02+-ძ0+22 
და რაკი ----, ამიტომ 

საას–ფლლ= 
L4 L/) 

ასეთია დროის დიფერენციალის გამოსახულება, რომელიც დასჭირდება 
მოძრავ წერტილს ძვ რკალის გარბენისათვის, სრული დრო (, რომელიც 

წერტილს დასჭირდება 4 წერტილიდან კ8 წერტილში გადასვლისათვის, 
მიიღება (6.2) ტოლობის ინტეგრებით: 

_ #23ე3ვ> 

(6.2) 

ჯ ძ., C.3) 
9 

«, და «კ, არიან «+ პარამეტრის მნიშვნელობანი, რომლებიც განსაზღვრა- 
ვენ მოძრავ წერტილს შესაბამისად 4 და 8 მდებარეობაში. 

ამ შენიშვნების შემდეგ ამოცანა ასე ჩამოყალიბდება: ყველა უწყვე- 
ტად წარმოებად X, V, #, 0 ფუნქციებს შორის ვეძებოთ ისეთი ფუნქ- 
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ციები, რომლებიც დააკმაყოფილებენ დიფერენციალურ განტოლებას (6.1), 
დააკმაყოფილებენ მოცემულ საწყის პირობებს: 

XCL,)=X,, ყ(X,)= ყე, #(–ე) =7,, V(C%,) =V,), | 

XLCC5) =Xა, ყ(%,) = ყა, 2(%,) = #,, 9V+,) =შვ 

და მინიმუმს მიანიჭებენ ფუნქციონალს (6.3). 
ლაგრანჟის ფუნქციას ჩვენს ამოცანაში აქვს სახე: 

#V9"=ხ/ X%+ყბ+- >? II +X ძი – 2 ე2, (615) 
1 

სადაც # =--. ვინაიდან ფუნქციონალში 

(6.4) 

L) 

| »" 9 
§1 

ინტეგრალქვემა ფუნქცია არ შეიცავს არგუმენტებს X, V, #. ამ არგუ- 
მენტების შესაბამისი ეილერის დიფერენციალური განტოლებების პირველი 
ინტეგრალები იქნება: 

ჯ 

 ” -თ 6.6 
7294 79! ! (თ 

MV" , „“'” > 6,6 
MVX+-+ყმ+ა. (090 
9” - #' “._ი0.+LIXV9, · 6.6 

M »+ყმ4+ ე" თა'- აიი 

ხოლო ეილერის დიფერენციალური განტოლება ც არგუმენტის მიმართ 
იქნება 

უყ _ მ 

V »ჯ5+ყზ+ი' ძი“ 
განტოლებებიდან (6.6) და (6.6) გამომდინარეობს: 

C,V –– 0: =0, 

რაც იმას ნიშნავს, რომ წერტილის მოძრაობის ტრაექტორია მდებარეობს 

0» ღერძის პარალელურ სიბრტყეში და, თუ მას საკოორდინატო X04 
სიარტყედ მივიჩნევთ, მაშინ ყ=0. გარდა ამისა, განტოლებებიდან (6.6) 

და (6.6”') გვაქვს განტოლება 

#'=0C,+(Cა+29#, (6.8) 

რომელიც განსაზღვრავს X მამრავლს, როგორც ცს ცელადის ფუნქციას, 

გავყოთ განტოლებები (6.6) და (6.6) ცალ-ცალკე განტოლებაზე (6.7), 
მივიღებთ: 
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პ8 “? ცმL 
ძე ძა 

რომელშიც, თუ შევიტანთ (6,8) ტოლობიდან განსაზღვრულ მნიLენელო– 
ბას » მამრავლისა და მიღებულ ტოლობებს ვაინტეგრებთ, მივიღებთ: 

X=C0სა+დ,C, C). Cე,ს #= C§-Lდ:(ს, C,, (წე), (6.9) 

სადაც მუდმივები C,, Cე. CI. C: უნდა განისაზღვრონ საწყისი პირობე- 
ბით (6.4). 

§ 7. იზოპერიმეტრული ამოცანა. ფიზიკის მრავალი ამოცანის ამო- 
ხსნა მიიყვანება ისეთი წირის მოძებნაზე, რომელიც მოცემულ ფუნქციო- 
ნალს მიაზიჭებს ექსტრემუმს, გაივლის მოცემულ „> და ჯ# წერტილებზე 
და დააკმაყოფილებს გარკვეულ ინტეგრალურ პირობებს. ასეთი შინაარ- 
სის ამოცანებს ვარიაციათა აღრიცხვაში იზოპერიმეტრული ამოცანები 

ეწოდება. 
მაგალითად, იზომეტრული შინაარსისაა შემდეგი ამოცანა: მოცემული 

სიგრძის ბრტყელ შეკრულ წირებს შორის მოეძებნოთ ისეთი, რომელიც. 

შემოსაზღვრავს უდიდეს ფართობს. 

ჩამოვაყალიბოთ ამოცანა ზოგადად. მოვძებნოთ ფუნქციონალის 

=ძ5, 

X_ 

«.=| XC, ყ, ყე ძჯ ქ.) 
X. 

ექსტრემალი, რომელიც დააკმაყოფილებს პირობას 

X3ვ 

/,=| CV, V, ყ) ძჯ=1, (7.2). 

% 

სადაც | მოცემული მუდმივია. 

მოვითხოვოთ, რომ ფუნქციებს #= XLCX, ყ, ყ) და (X=CVC, ყ, ყ")' 

გარკვეულ არეში # აქვთ პირველი და მეორე რიგის უწყვეტი ნაწილო- 
ბითი წარმოებულები ყველა არგუმენტიL მიმართ. გარდა ამისა, ვიგულის- 
ხმოთ, რომ არსებობს დასმული ამოცანის ამოხსნა და საძიებელი წირი. 
V=V(X) არ წარმოადგენს (7.2) ფუნქციონალის ექსტრემალს. დასაშვები 
წირები ეკუთვნიან ფუნქციონალურ სივრცეს CXIIX,, X,) და გადიან მოცე- 

მულ წერტილებზე 4 X,, M,) და 7(X, ყჯ). 
როცა ჩამოთვლილი პირობები შესრულებულია, მაშინ (X,, X.) სეგ– 

მენტზე არსებობს ექსტრემალის მეორე რიგის წარმოებული (იხ. თავი VII, 
§ 22. პილბერტის თეორემა). 

§ 8. იზოპერიმეტრული ამოცანის გამოკვლევა. განვიხილოთ წირთა. 

ო ჯახი: 
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ყLX, თ,, თ,) =ყ(X) + თ, 9, (X) -L თათ :(X) (8.1) 
სადაც 

თი, ».(X) C CIIIX,, X,), 9:(X,ე)= შ,(X,)=0, ”+(CX,) = უა(X,)=0. 
თ, და თკ პარამეტრების საკმარისად მცირე მნიშვნელობებისათვის 

(8.1) ოჯახის წირები ნებისმიერ 8 მახლობლობაში იმყოფებიან წირთან 
#=Vყ(X) და აკმაყოფილებენ დასაშვები წირებისათვის § 7-ში მოთხოვნილ 

პირობებს. აქამდე ნებისმიერი პარამეტრები თ, და თ, ახლა ისე შევარ–- 

"ჩიოთ, რომ შესრულებული იყოს ტოლობა 

#3 

ძა(თ,, თ,)= | 6C(X, ყ+თ,უ1+თაუა, I +Cთ,უ:--თაუ:) -X=1. (8.2) 
XI 

9მ შემთხვევაში, როცა თ,=–თ,=0, მაშინ (I(X, 0, 0)=I)MXX) და, (7.2) ტო- 
ლობის ძალით, შესრულებულია (8.2), როცა თ, და თკ არ არიან ერთ- 
დროულად ნულის ტოლი, მაშინ ტოლობა (8.2) გამოსახავს პირობას, 
რომელსაც უნდა აკმაყოფილებდნენ პარამეტრები თ, და თკ. იმისათვის 
რომ წირთა ოჯახი (8.1) შეიცავდეს V= ყ(X) წირის მახლობელ დასაშვებ 
წირებს, საჭიროა თ,=0 და თკ=0 მნიშვნელობათა მახლობლად არსებობ- 
-დეს თ, და თვ პარამეტრების ისეთი მნიშვნელობანი, რომლებიც აკმაყო- 
ფილებენ ტოლობას (8.2). ასეთი მნიშენელობების არსებობისათვის, რო- 

გორც ქვემოთ დავრწმუნდებით, უნდა მოვითხოვოთ ფუნქციებისაგან 
-ყ=ყI), შ1=M%I(X), M:= 7ა(X) გარკვეული პირობები, 

პირობები, რომლებიც მოვითხოვეთ ფუნქციისაგან C(X, ყ, ყ”), საკმა- 

რისია იმისათვის, რომ #;(თ,, თ,0) ფუნქციას თ, და თ, არგუმენტების საკ–- 
-მარისად მცირე მნიშვნელობებისათვის ჰქონდეს უწყვეტი ნაწილობითი 

წარმოებულები <2 2 2), ვოი 2). თუ, მაგალითად, წარმოე- 
თე თ, 
  

0/ა(თ., თ.) ბ 9(თI, თ 
ული ძთ, 

“შესახებ ცნობილი თეორემის ძალით, ტოლობიდან (8.2), საკმარისად 
-მცირე მნიშვნელობისათვის | თ,I, განისაზღვრება თ, როგორც თ, ()ვლა- 
-დის ისეთი ფუნქციაა, რომელიც წერტილში თ,=0 ნულის ტოლია. 

გამოვთვალოთ ფაქტიურად ნაწილობითი წარმოებული V1(თ,, თა) 

-ფუნქციისა თ, ცელადღით წერტილში თ,=0, ძ,=0, გვექნება 
X§ (ძრა თ) | = | (0,ი:-+6,, 7 ძ». 

თე=0 ძია X, 

960, როცა თ,=0, თ,კ=0, მაშინ არაცხადი ფუნქციის 

თ:=9 

„გამოვიყენოთ მეორე შესაკრებში ნაწილობითი ინტეგრების წესი და პი- 

„რობები უ,(X,) = უ;(X,)=0, მაშინ წინა ტოლობა მიიღებს სახეს: 
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X5 
იდა თ.) | =| (თ, _ =0/ ) ჰი ძX. (8.3) თ,=0 #X 

თ.=0 

ვინაიდან ფუნქცია ყ=ყ(X) არ წარმოადგენს (7,2) ფუნქციონალის ექსტ- 
რემალს, ამიტომ 

ძ 
თა ” ძ რთ. 25# 0. 

ეს იმას ნიშნავს, რომ არსებობს მრავალი ისეთი ფუნქცია ”»,(X), რო მ- 
ლისთვისაც ინტეგრალი (8.3) ნულიდან განსხვავებულია. მაშასადამე, 
როცა V=V(X) არ არის (7.2) ინტეგრალის ექსტრემალი, მაშინ განტო- 

ლებას (8.2), შერჩეული ფუნქციისათვის უ:=უ,(X) საკმარისად მცირე 
შუალედში, უსათუოდ ექნება ამონახსნი თ პარამეტრის მიმართ. 

ჩავსვათ ინტეგრალში (7.1) ფუნქციები (8.1), გვექნება 

ჯ” 

თძა(თ,, თვ) == I XV, ყ+თუ-Lთ,შ,, ყ + თუ +თუ:) ძX. (8.4) 

XL 

ამრიგად, ახლა ჩვენ ვეძებთ ისეთ ფუნქციას, რომელიც ექსტრემუმს ანი- 

ჭებს ორი ცვლადის ფ«ნქციას (8.4) როცა თ,=თკ=0 და დააკმაყოფი- 

ლებს პირობას (8.2). როგორც ცნობილია მრავალი ცვლადის დიფერენ- 
ციალური აღრიცხვიდან, მოცემულ პირობებში არსებობენ ისეთი რიცხ–- 

ვები X და X, რომლებიც არ არიან ერთდროულად ნულის ტოლი, რომ 

ფუნქციის X ძე(თ). C,) + «IC, თე) ნაწილობითი წარმოებულები თ, და 
თკ (ყვლადებით წერტილში თ,=0, თ,=0 არიან ნულის ტოლი: 

/. ბ” ჯ' (+ 991 , )_ 9 2) =| XV +X79)ძX+ 
ეთ, მთ, თ=0 I, 

ძთკ=0 

#ვ 

+ I (0, /1+ C,::) ძX=0, 
ჯX 

სიყ) XC, + წუეძ+ 
2 2 32, 01= =0 X 

ძვ=0 

X 

+| X (თე M:+ Cყ: 95) -X=0. 

+ 
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მარტივი გამოთვლები გვარწმუნებს რომ უკანასკნელი განტოლებები. 

ეკვივალენტურია შემდეგი განტოლებებისა: 
X 7, 

> ( I ) 6) _–– 1 7 ( 1 # C) წ”) ძX= 

4 · (8.5» 
X3 

(ფთ #+ დ 4 220 #+%თ თრი. 
ძყ ძX ძყ 

X1 ” 

შევნიშნოთ, რომ როცა ფუნქციები 91 =7,(X) და Iა=4%(X) იცქვლე- 
ბიან, მაშინ იცელება (8.2 ტოლობით მოცემული დამოკიდებულება თ, 

და თ; პარამეტრებს შორის, და, მაშასადამე, იცვლებიან (8.5) ტოლობებ- 
ში შემავალი ჩ.კ და X». რიცხვებიც. ამის გამო ვარიაციათა აღრიცხვის 
ძირითადი ლემის უშუალო გამოყენება ტოლობებში (8.5) არ შეგვიძლია. 

მაგრამ, თუ ყურადღებას მავაქცევთ იმას, რომ (8.5) სისტემის მეორე 
განტოლებაში 2», და X» რიცხვების შეფარდება დამოკიდებული არ არის 
წ.=ჩუ,(0X) ფუნქციისაგან, მაშინ »,(>X) ფუნქციის ნებისმიერობის გამო 

(8.5) სისტემის პირველი განტოლებიდან, ძირითადი ლემის გამოყენებით, 

გვექნება 

  

-9 0, 74+2,6)-- 4 -9. 0, 7+2, 6) =0. (8.6) 
მყ ძX მყ 

აქ უნდა ვიგულისხმოთ, რომ 21, # 0. მართლაც, რომ 7»,=0, მაშინ, 
პირობის ძალით, X # 0 და ტოლობიდან (8,6) მივიღებდით 

ძ 
წა-- ––.Cდიკ,,=0. " 

ეს იმას ნიზნავს, რომ ფუნქცია ყ=:ყ(X) წარმოადგენს (7.2) ფუნქციონა– 
ლის ექსტრემალს. უკანასკნელი კი ეწინააღმდეგება პირობას, 

აღვნიშნოთ :=2 და (8.6) ახლა საბოლოოდ ასე ჩავწეროთ 
1 

ძ(7+1C) _ ძი ძ(-M+2C) _ი. (8.7) 
ძყ ძX ძყ 

ასეთია დასმული იზოპერიმეტრული ამოცანის შესაბამისი ეილერის დიფე- 

რენციალური განტოლება, რომელსაც უნდა აკმაყოფილებდეს ექსტრემა- 
ლი. საგულისხმო განტოლებაში (8,7) ის არის, რომ ლაგრანჟის მამრავ– 

ლი 2. მასში მუდმივია. 
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§ 9. შენიშვნები. 1. რაკი (8.7) წარმოადგენს მეორე რიგის დიფე- 
რენციალურ განტოლებას, ამიტომ ცხადაია ექსტრემალთა ოჯახი შეიცავს 
ინტეგრების ორ ნებისმიერ 0, და C, მუღმივს და ლაგრანჟის მუდმივს 4.: 

ყ=ს(X, 2, C) Cე). 

იმისათვის, რომ ამ ოჯახიდან გამოვყოთ წირი, რომელიც ამოცანის ყველა 

პირობას დააკმაყოფილებს, საჭიროა X» 0), (ვ მუღმივები გამოეთვალოთ 

მოცემული სასაზღვრო პირობებით და (7-2) ტოლობით: 

ყ1=IVMMLXI, » თ. C:), Mვ=VL(Xა, #, C), CM), 

# 

I9V, ყ(X, 7, თ. იო? VC, 7, თ. C.)) თX=, 

+ 

2. შევნიშნოთ, რომ განტოლება (8.6) არ შეიცვლება თუ მასში # 
და C ფუნქციებს გამოვუცვლით ადგილებს. სახელდობრ, ფუნქციონალის 

Xვ 

ძ,ე= I #CX, ყ, ყ') ძX 
% 

ექსტრემალები, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას 

ჯვ 

ჰ,=| CV, ყ, ყ!)ძX=I 

X 

წარმოადგენს იმავე დროს ფუნქციონალის. 

ჯა ' 

I CთC, ყ, ყ) ძX 
შყ 

უექსტრემალებს, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას 

X 

| #XV, V. ყ0ძX=L. 
%' 

მოყვანილ თვისებას იზოპერიმეტრული ამოცანის შექცევადობის კანონი 

ეწოდება. 
§ 10. იზოპერიმეტრული ამოცანა არაპოლონომური პირობების შემ- 

თხვევაში. ვთქვათ საძეებელია ფუნქციონალის 

Xვ 

ჰ-=| XX, ყა ყი“ ყი: ყა ყ.-ს ი) ძX (10.1) 
%ჯ 
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ექსტრემუმი, როცა ექსტრემალი აკმაყოფილებს პირობებს 
X 

I XIV, #1). 3/ვ... ჰი? ყე. ყვ... ყი) ძX=V), (ჭ1=1,..., 4), (10.2) 

X, 

სადაც 1) მოცემული მუდმივებია, ხოლო თა:– ნატურალური რიცხვი, მეტი, 
ნაკლები ჯ რიცხვზე ან მისი ტოლი. ტოლობებს (10.2) უწოდებენ იზო- 

მეტრულობის არაჰოლონოზურ პირობებს. ვუჩვენოთ, რომ დასმული ამო- 

ცანა დაიყვანება პირობითი ექსტრემუმის ამოცანაზე, რომელიც შესწავ– 
ლილი იყო ზემოთ § 4-ში. 

მართლაქ, შემოვიღოთ ახალი უცნობი ფუნქციები: 

ჯ 
2,(X)= I Iს თძX, ((=1, 2,..., »1). (10.3) 

XI 

ცხადია, რომ #,(X,)=0 და #,(X,)=–წ,. ახლა, თუ (10.3) ინტეგრალებს 

გავაწარმოვებთ ცვლადი ზედა საზღვრით X, მივიღებთ 

#(X)=:1MCX, ყე: ყა: ყი: MI ყდი·-, ყი)- (10.4) 

როგორც ვხედავთ, გარდაქმნებით (10.3) იზომეტრულობის არაჰოლონო- 
მური ინტეგრალური პირობები შეიცვლება იზომეტრული არაჰოლონო- 

მური დიფერენციალური პირობებით. გამოვიყენებთ რა ლაგრანჟის მამ- 

რავლების წესს (იხ. ამ თავის § 4), ნაცვლად (10.1) ფუნქციონალის ექს- 
ტრემუმის შესწავლისა პირობებით XV ––- #,=0 (§=1, 2,..., ი), შეგვიძ- 

ლია შევისწავლოთ ფუნქციონალის 
”. ” X. 

ჰ"=| X+ ბესი (M-–#)|ძX= ( #7 ძX 
% (6. %1 

თავისუფალი ექსტრემუმი, სადაც 

ი” 

23=X+2, #I(X) (IV –– #,). 

ეილერის დიფერენციალური , განტოლებების სისტემას ფუნქციონალისათ- 

ვის #" ექნება სახე 

#V, – =X, =მ, (1=1, 2,..., 9") 

. _ ძ ' ააილ=ც =0, (ჯ=1, 2... ”)



ძუ, “ცემ 4 მ სა). #IV-0, 10.5 

4 სI= 0, (:=1,2,..., MI). (10.6) 
ძX 

განტოლებებიდან (10.6) გამომდინარეობს, რომ ;#)(X), 7(X),.--, თ (X) 
მამრავლები მუდმივებია. რაც შეეხება განტოლებათა სისტემას (10.5) იგი 
წარმოადგენს ფუნქციონალის 

” ო» Xე · 

ჟო'=| (#+ ბეარ) #თ– | თრ; (10.7 
L2I X 

(=1 

I.) 

ექსტრემუმის აუცილებელ პირობას, საღაც #"= X+)2, XV. 
· #51 

ამრიგად, იმისათვის, რომ დავწეროთ (10.1) ფუნქციონალის ექსტრე- 

მუმის აუცილებელი პირობა, როცა ექსტრემალი აკმაყოფილებს იზომეტ– 
რულობის არაპოლონომურ პირობებს (10.2), საკმარისია დავწეროთ ეილე- 
რის დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა (10.72) ფუნქციონალის თა- 

ვისუფალი ექსტრემუმისა, რომელშიც ყველა #; მუდმივი რიცხვია. რიცხ– 
ვებს », ლაგრანჟის მამრავლები ეწოდება. 

ნებისმიერი მუდმივები 0), C...·· დ: რომლებიც წარმოიქმნებიან 

(10.5) დიფერენციალური განტოლებების «ნტეგრებით და მუდმივი მამ– 

რავლები 2, 2.,..., >, უნდა განისაზღვრონ მოცემული საწყისი პირო- 
ბებით 

ყI(X,) =VყI)ჯ, V)(Xია)ა=–წყყა (ქ4=1, 2,-.-, MI) 

და იზომეტრულობის პირობებით (10.2). 

§ 11. იზოპერიმეტრული ამოცანის უმარტივესი მაგალითი. დავუბრუნ- 

დეთ § 7-ში მოყვანილ მაგალითს: მოცემული 2#ჯ, სიგრძის ყველა ბრტყელ 

შეკრულ წირს შორის მოვძებნოთ წირი, რომელიც შემოსაზღვრავს უღი- 
დეს ფართობს. 

ავიღოთ 0Xჯ ღერძის როლში ნებისმიერი წრფე, რომელიც დასაშვებ 
წარს შუაზე გაყოფს. ვთქვათ, 4 და „8 არის წირისა და 0X ღერძის 
გადაკვეთის წერტილები. მათი აბსცისები იყოს შესაბამისად X, ღა X. 
ამის შემდეგ ამოცანა შეიძლება შემდეგი სახით ჩამოვაყალიბოთ: -(X,, 0) 
და ),8(X,, 0) წერტილების შემაერთებელ ყველა 7, სიგრძის წირს შორის 
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“მოვძებნოთ წირი, რომელიც X, X, მონაკვეთთან ერთად შემოსაზღვრავს 

უდიდეს ფართობს. 
ამოცანის ამოხსნისათვის დავწეროთ ეილერის დიფერენციალური გან- 

„ტოლება ფუნქციონალისათვის · 

X3 X3 

| (ყ+XI/ 1+V')ძ»= | #%შძა, 
X» % 

სადაც » მუდმივი მამრავლია. ვინაიდან ინტეგრალქვეშა ფუნქცია #" 

ცხადი სახით არ შეიცავს X ცვლადს, ამიტომ ეილერის განტოლების პირ- 
„ველი ინტეგრალი იქნება (იხ. თავი VII, § 16): 

0#5" ==, »ყ 
#2  ყ ---–თყ+). 1+ყტ- =C ” 7 // 1+ყ კენ 

"სადაც 0, ინტეგრების მუდმივია. გამოვთვალოთ ამ განტოლებიდან წარ- 
მოებული Vყ”: 

/=V-%+V–61 ანუ – 9=Cთ)99/ 
ყ“ C, V + (ყ – თა“ 

„რომლის ინტეგრებით მივიღებთ 

(X-–- 6)" +(ყ/ –– C,))1=7, 

სადაც C: მუდმივია, როგორც ვხედავთ, დასმული იზოჰერიმეტრული ამო- 

ცანის ექსტრემალები წრეწირებია რადიუსით 2, 
იმისათვის, რომ უკანასკნელ განტოლებაში განესაზღვროთ 2, აღვნიშ- 

ნოთ ·+ ასოთი კუთხე, რომლითაც მონაკვეთი 24) მოჩანს წრეწირის 
ცენტრიდან. მაშინ გვექნება 

Xვ –– X.=21591ი –. ღა #=7M, 

„”3 

  

    

საიდანაც >» კუთხის განსაზღვრისათვის მივიღებთ განტოლებას 

.· CC 
51) –– 

?.ა–% = 2 

#ჯ + 

2 

განვსაზღვრავთ რა 8. კუთხეს, განტოლებიდან »=2.ს განისაზღვრება 

2. მუდმივები 0) და C, გამოითვლება სასახღვრო პირობებიდან: X=X,, 

ყ(X)=90 და X=Xე, IM(X,)= 0» 

§ 19. ჯაქვწირის ამოცანა. ეს ამოცანა შემდეგში მდგომარეობს: ვიპო– 

გოთ წონასწორობაში მყოფი მძიმე ღუნეადი უჭიმადი ერთგვაროვანი 
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სიგრძის ძაფის განტოლება, თუ იგი ბოლოებით ჩამოკიდულია მოცემულ 
4(C%. ყე) და 8(X, ყ,)) წერტილებზე (იხ. ნახაზი 14). 

ვინაიდან ძაფი #78 წონასწორობაშია, ამიტომ მისი სიმძიმის ცენტრი 

უმცირესი მანძილით იქნება დაშორებული ჰორიზონტალურად გავლებუ - 
ლი 0X ღერძიდან. მათიმატი- 
კურად ამოცანის ამოხსნა მი- 
იყვანება ძაფის სტატიკური 

მომენტის, ე. ი. ფუნქციო- 

ს 

-
 

–
 

L" 
-| 

X§5 

«=| ყV 1+ყ ძი; 
% 

მინიმუმის მოძებნაზე 0X ლერ– ! 

ძის მიმართ, როცა შმესრუ- , 95% #2 

ლებულია იზოპერიმეტრულო- ნახ. 14. 
ბის პირობა 

“
ლ
ი
 

თი
 
ა
.
 

– 

–
-
 
ი
ი
.
 

ო
 

სო
 

  

ი _ 

| /(1 4571 6X=I. 
%4 

შევადგინოთ ფუნქციონალი (10-7): 

X „აეას–_– 

ჰM=| ფ+XI/ 1+ყ“ ძა», 
-“ 

რომლის შესაბამისი ეილერის დიფერენციალური განტოლების 

1 -ყზ-- 2! -.-0 
V (7) M/ 1+9 9 

პირველი ინტეგრალი იქნება (იხ. თავი VII, § 16): 

––ა  (ყ+ა)ყ_ 
  

სადაც C, ინტეგრების მუდმივია. აქედან მივიღებთ 

თ IV 1+ყშ=ყ+2 

'უკანასკნელი დიფერენციალური განტოლების ინტეგრებისათვის შემოვი- 
ღოთ პარამეტრი ჯ შემდეგი ტოლობით: წ” = –“ –.სი =ვ3ვსჯ» მა- 

შინ იხჯ=/ 1+5ს%=ჯ/ 1+ყ'? და, მაშასადამე, 0, იხჯ=ყ+7, გარდა 

18. ე. წითლანაძე 
978 

 



ამისა, ცხადია ძ:- 94. =0)ი და X=C):+ 0,, საღაც C, ინტეგრების 

ახალი ნებისმიერი მუდმივია. ამრიგად, ეილერის დიფერენციალური გან- 
ტოლების ზოგადი ინტეგრალი პარამეტრული სახით ასე წარმოგვიდგება: 

X=CM4+C0,. ყ4+7X#=C6C)ბხჯ. ამ განტოლებებიდან პარამეტრის გამორი- 

ცხვის შემდეგ გვექნება 
X-–><Cთ 
  ყ+X#=C ხხ 

რომელიც წარმოადგენს ჯაჭვწირთა ოჯახის განტოლებას. მუდმივები 0,, 
0„ 7». განისაზღვრებიან სასაზღვრო და იზომეტრულობის პირობებიდან. 

§ 13. ორი წირით შემოსაზღვრული ფართობის მაქსიმუმი, ამოვხსნათ 

ამოცანა: მოცემულია წერტილები 2 (%, VI), .4+(X,, ყა) და ბრტყელი 
წირი 4,0. 4,, რომლის განტოლებაა ყ= M(X). მოვძებნოთ ისეთი 1 სიგრ- 

ძის წირი „4. 4,, რომ ფართობი 4. 4.74, იყოს უდიდესი (იხ. 
ნახ. 15) 

V | 

    

  

ნახ. 15. 

ამოხსნა: ვინაიდან ფართობი ნაკვთისა #,18:-41741 8. წარმოადგენს 
ინტეგრალს 

X· 

| #20 9, 
XI 

სადაც ყ = ყ(X) საძიებელი წირია, ხოლო ფართობი ნაკვთისა 8, 8, 4,I 4118, 

არის ინტეგრალი 
# 

I #(X) ძX, 

X. 

274



სადა) #= #(X) არის მოცემული 1 სიგრძის წირი, ამიტომ ფართობი § 

ნაკვთისა 24, 4,721, წარმოგვიდგება შემდეგი ინტეგრალით: 
” 

ვ= | IV) – / 00) ძ». (13.1) 
% 

ახლა ამოცანა ასე ჩამოყალიბდება: მოვძებნოთ ისეთი წირი V= V(X), რო– 
მელიც დააკმაყოფილებს იზომეტრულობის პირობას 

Xა 

III(1+971%-I (13.2) 
X1 

და მაქსიმუმს მიანივებს ფუნქციონალს (13.1). 

როგორც ვიცით, ამისათვის უნდა ვეძებოთ ფუნქციონალის 

X3 

| სV – /თ+2M/ 1+V წ) ძX 
XI 

თავისუფალი ექსტრემუმი, სადაც 7 მუდმივი მამრაელია. ეილერის გან- 

ტოლებას აქვს სახე 
ძ  # _ _ 
ძX ს/1+ყ. ” 

საიდანაც მივიღებთ 
#V _ 

2 1+ყ =X + C. 

სადაც 0, ინტეგრების მუდმივია. უკანასკნელი განტოლებიდან გვეჟნება 

  

  

რომლის ინტეგრება მოგვცემს 

ყ+Cთ_ /) – (“-%) 
2 (9 

(X+0,)+ (V/+0,)=27. (13.3) 
როგორც ვხედავთ ექსტრემალი წრეწირია, რომლის ცენტრი მდებარეობს 
C-– 0, –“C) წერტილში, ხოლო რადიუსი უდრის 7. მუდმივები C. 

C., 2. გამოითვლებიან (X, + C,)"+ (V,+ CV)1=X#, (X%-+C,)"+Cა-- C,)ქ1=X# 
ტოლობებისა და იზომეტრულობის (13,2) პირობის დახმარებით. 

ანუ 
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§ 14. ბერნულის ამოცანა. როგორი სახე აქვს ბრუნვის სხეულის ჩა- 
კეტილ ზედაპირს, რომლის ფაროობი § მოცემულია, ხოლო მოცულობა 

უდიდესია. 
ამოხსნა. ვთქვათ 0.48 არის ბრუნეის სხეულის მერიდიანი, ხოლო 

0X ბრუნვის ღერძი. ამოცანის ამოხსნისათვის საკმარისია ვიპოვოთ მერი- 

ღიანის განტოლება. იმისათვის, რომ ბრუნვის ზედაპირი ეყოს ჩაკეტილი, 

საჭიროა მერიდიანის ბოლოები 0 და # მდებარეობდნენ 0X ღერძზე. 

ბრუნვის სხეულის მოცულობა არ არის დამოკიდებული კოორდინატთა 

„სათავის შერჩევისაგან, და ამიტომ, მოხერხებულია, სათავის როლში ავი- 

  

  

“ 

- #4 L 

;' 
0 L L ზ 

„+ ' ' , ა – “+ 

ბა _ IL. LL 

#4 

ნახ. წრ. 

ღოთ ერთ-ერთი"პოლუსი (იზ, ნახ, 16). მოყვანილი შენიშვნების შემდეგ 

საკითხი :დაიყვანება შემდეგ ამოცანაზე: ვიპოვოთ მაქსიმუმი ფუნქციო- 

ნალისა 
· X 
9=» | ყ%X)ძ», (14.1) 

0 

როცა ექსტრემალი ყ=ყ/(X) აკმაყოფილებს პირობას 

X3 

§=2» | #60 V 147760 ძX, 04.2 
0 

ამასთან: როცა X=X,=0, მაშინ Vყ(X,)=0; როცა X=ჯე, მაშინაც V(X,)=0. 

ცხადია, (14.1) ტოლობაში კოეფიციენტი გავლენას არ ახდენს ამო- 

ცანის გადაწყვეტაზე, ამიტომ შეიძლება ნაცვლად (14.1) ფუნქციონალისა 

განვიხილოთ ფუნქციონალი 
X 

ს = I MX) ძ». 04.17 
(I 
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გარდა ამისა, ტოლობა (14.2) შეგვიძლია ასე ჩავწეროთ 

X. 

გ = | ყი V/ 1+V 00 ი», (4,2) 
0 

სადაც 4 = LL 8. 

2X 

დაყენებულ ამოცანაზი უნდა ვეძებოთ თავისუფალი ეკსტრემუპმი 
ფუნქციონალისა 

Xე 

I (ყ?+XV I“ 1+V'') ძX, (14.3) 
0 

სადაც 2 მუდმივი რიცხვია. ვინაიდან ინტეგრალქვეშა ფუნქცია არ შეი- 

ცავს ცხადი სახით X ცვლადს, ამიტომ (14.3) ფუნქციონალის შესაბამისი 
ეილერის დიფერენციალური განტოლების პირველი ინტეგრალი იქნება 

ი საი 2V/ 

ყ'+MIM 1+Vყ?– ფულით =თ. 

უკანასკნელი ტოლობა შესრულებული უნდა იყოს ჯ ცვლადის ნებისმიე– 
რი მნიშვნელობისათვის სეგმენტზე (0, X,). კერძოდ, როცა X=X,, მაშინ 

ყ(X+)=0 და, ამიტომ C1=0. მაშასადამე, ახლა უნდა ვაინტეგროთ დიფე– 

რენციალური განტოლება 
კ! 

“-L,. 1იყშ MM ი, ყ'+MIV“ 1+ყ > > 

ანუ განტოლება 

ყ(VსV/ 1+V”'+2)=9. 
ვინაიდან შეუძლებელია ფუნქცია #=IM( იგივურად ნულის ტოლი იყოს 
სეგმენტზე (9, X,), ამიტომ წინა ტოლობიდან გვექნება 

ყI/ 1+V/"+X=90, 

ყძ0ყ 

#7 --# 
ინტეგრების შემდეგ აქედან მივიღებთ 

(X-– C.)?+ ყზ=7#, 

სადაც 0, ინტეგრების მუდმივია. მუდმივები Cკ და 2. განისაზღვრებიან 
სასაზღვრო და იზომეტრულობის (14.2) პირობებიდან. 

როგორც ვხედავთ საძიებელი მერიდიანი წრეწირია, რომლის ცენტრი 
მდებარეობს ბრუნვის ღერძზე. ეს იმას ნიშნავს, რომ ბრუნვის ჩაკეტილი 
ზედაპირი წარმოადგენს სფეროს, რომლის რადიუსი ტოლი არის ).. 

27 

საიდანაც 
ძX=



§ 15. იზოპერიმეტრული ამოცანა ორჯერადი ინტეგრალის შემთხვე- 

ვაში. ვთქვათ #=IV, V, 2, #. ი) და (+= CL, ყ, #, ა, 0) წარმოად- 
გენენ CC V(C) სივრცის ფუნქციებს სამგანხომილებიანი სივრცის რაიმე ი 

M არის სასრული ფუნქცი- 
V 

ები. აღვნიშნოთ L ასოთი §' არეში შეკრული წირი, რომლის გეგმილი 

X90ყ სიბრტყეში არის მარტივი უწყვეტად წარმოებაღი წირი +. გარდა 
ამისა, ვთქვათ #) წარმოადგენს ჯ» წირით შემოსაზღვრულ "არეს. 

0 არეში მდებარე ზედაპირს «=#(X, ყ) ვუწოდოთ დასაშვები ზედა- 
პირი თუ იგი გადის L წირზე, განსაზღვრულია #7) არეზე დ: ამავე არეზე 
აქვს პირველი რიგის უწყვეტი ნაწილობითი წარმოებულები ი» და ყ- 

იზოპერიმეტრული ამოცანა ორჯერადი ინტეგრალის შემთხვევაში შემ- 

დეგში მდგომარეობს: ყველა დასაშვებ ზედაპირს შორის მო- 
ვძებნოთ ის ზედაპირი, რომელიც ექსტრემუმს მიანი- 
ჭებს ინტეგრალს 

#= || #C, ყ, #6, ი. 0) ძXძყ 
ა 

არეში, რომელშიც #=#(CX, ყ), 0= 2, ძ= 

და დააკმაყოფილებს პირობას 

| | წC- ყ, #, ი, ი) IX «ყ = 7, 

ა 

სადაჟ, იგულისხძება, რომ X და C წარმოადგენენ X, V, 

# სჩ, ყ არგუმენტების მოცემულ ფუნქციებს, ხოლო #ჯ# 
მოცემული რიცხვია. 

იმავე მეთოდით, როგორითაც მარტივი (ერთჯერადი) ინტეგრალის 
შემთხვევში მტკიცღუება, რომ თუ დასაშვებ ზედაპირებს შო- 
რის არსებობს 00(9) სივრცის კუთვნილი ექსტრემალუ- 
რი ზედაპირი #=ჯ(X, ყ), მაშინ იგი წარმოადგენს #"= 
=»+XჯCთ ფუნქციის შესაბამისი ეილერის დი ფერენცი»- 
ლური განტოლების 

იI" –(0-)-, > (+ –0 

ძ? “მძ 2) 

ინტეგრალს, სადაც 2, და X,კ რიცხვებია, რომელთაგან ერთი მაინც გან- 

სხვავებულია ნულისაგან. 

ანალოგიურად უნდა ჩამოვაყაულიბოთ იზოპერიმეტრული ამოცანა და 

შევადგინოთ ექსტრემუმის აუ კილებელი პირობა # ჯერადი ინტეგრალის 

შემთხვევაში, როცა »>2. 
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§ 10. დასაშვები წირები მოძრავი ბოლოებით. აქამდე, ყეელგან ზე- 
მოთ, შევისწავლიდით ვარიაციათა აღრიცხვის ისეთ ამოცანებს, რომლებ– 

შიც დასაშვები წირები და, მაშასადამე, ექსტრემალიც გადიან ორ მოცე- 

მულ წერტილზე. მაგრამ, ფუნქციონალის ექსტრებუმის ამოცანა, ხშირად, 

საჭიროა შევისწავლოთ მაშინაც, როცა ყოველი შესადარებელი წირი გა- 

მოდის ერთი მოცემული (დამაგრებული) წერტილიდან /#(X,, V,), ხოლო 
ბოლო წერტილი მოძრაობს მოცემულ წირზე. ასეთი შინაარსისაა, მაგა- 
ლითად, ამოცანა: მოვძებნოთ უმოკლესი მანძილი მოცემული წერტილი- 

დან მოცემულ წირამდე. 
შესაძლოა ისეთი შემთხვევაც წარმოგვიდგეს, როცა შესადარებელი წი–- 

რის ორივე ბოლო წერტილი მოძრავია რაიმე პირობებით განსახღვრულ 
არეებზე. ამ შემთხვევებში შესადარებელი წირების ოჯახი, გარდა წირე- 
ბისა საერთო ბოლოებით, შედგება ისეთი წირებისაგან; რომლებსაც არა 
აქვთ საერთო ბოლო. წერტილები, სხვანაირად, დასაშვები წირების ოჯახი, 
როცა მათი ბოლოები მოძრავია, უფრო ფართო ოჯახია, ვიდრე დასაშ- 

ვები წირების ოჯახი უძრავი 7#(X,, ყე) და I13(X, ყვ) ბოლო წერტილებით. 
ეს იმას ნიშნავს, რომ თუ ფუნქციონალი 

X5 

#=| XV, ყ, ყ') ძX (16.1) 
· % 

ექსტრემუმს აღწევს წირზე V=Vყ(X), რომელიც ეკუთვნის წირთა ოჯახს 
მოძრავი ბოლოებით, მაშინ იგი ექსტრემუმს მიაღწევს წირთა ოჯახზე 
უძრავი ბოლოებით, რომლებსაც საერთო ბოლოები აქვთ წირთან /=V(X). 

მაშასადამე, ფუნქცია #=ყ(X) წარმოადგენს ეილერის დიფერენციალური 
განტოლების 

ძ 
წ ოკციი (16.2) 

ინტეგრალს. როგორც ვიცით, ეილერის განტოლების ზოგადი ინტეგრალი 
შეიცავს ორ ნებისმიერ მუდმივს. როცა ფუნქციონალის ექსტრემუმს ვე- 
ძებდით შესადარებელ წირთა ოჯახში უძრავი ბოლოებით, მაშინ ინტეგ- 
რების მუდმივების გამოთვლა ხერხდებოდა მოცემული სასაზღვრო პირო- 

ბებით: V(CX)=ყ,, MX.) =ყ;. როცა ამოცანის გადაწყვეტას ვეძებთ ”შესა- 
დარებელ წირთა ოჯახში მოძრავი ბოლოებით, მაშინ ექსტრემალის შესა- 

ბამისი მუდმივების მოძებნისათვის ამგვარი სასაზღვრო პირობები არ 

გვაქვს, ეილერის განტოლების ზოგადი ინტეგრალიდან ექსტრემალის გა- 
მოყოფისათვის, ამ შემთხვევაში, მიმართავენ ფუნქციონალის ექსტრემუ- 

მის ძირითად აუცილებელ პირობას მ) =0. 
§ 17. ფუნქციონალის პირველი ვარიაციის სახე დასაშვები წირებისა- 

თვის მოძრავი ბოლო წერტილებით, ავიღოთ ფუნქციონალი 
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X3 

VIV)= | XX, ყ. ყ')ძX (17.1) 
%ი 

რომელშიც ვიგულისხმოთ, რომ ინტეგრალქვეშა ფუნქცია XVXX, ყ, ყი) 

განსახღვრულია ჯ და ყ ცვლადების მიმართ სიბრტყის რაიმე არეში # 
და ს” წარმოებულის ყველა სასრული მნიშვნელობისათვის. ამასთან ჩავ- 
თვალოთ, რომ ფუნქციას X (X, ყ, ყ”) გააჩნია ნაწილობითი წარმოებუ- 

ლები თავისი არგუმენტების მიმართ მეორე რიგამდე ჩათვლით. გარდა 
ამისა, ავილლოთ # არეში მდებარე რაიმე უწყვეტად წარმოებადი წირი, 
რომლის განტოლება იყოს Vყ= /(X), XC IX,, X:). განვიხილოთ წ#ჯჯ: არეში 

მდებარე ერთ ან რამდენიმე პარამეტრზე დამოკიდებული წირების ისეთი 
ოჯახი, საიდანაც პარამეტრების გარკვეული მნიშენელობისათვის მიიღება 

წირი ყ= MX). აზრის გარკვეულობისათვის დავუშვათ, რომ წირთა ეს 
ოჯახი დამოკიდებულია ერთ სასრულ პარამეტრზე: V= /(X, თ), სადაც 

ფუნქციას /#(X, თ) აქვს უწყვეტი ნაწილობითი წარმოებულები პირველი 
რიგისა და შერეული წარმოებული მეორე რიგისა, V= /#(X, 0) არის წირი 

ყ= #/(X). შევნიშნოთ, რომ როცა V= #(X, თ) წირთა ოჯახის ერთი წირი- 
დან გადავდივართ ამავე ოჯახის მეორე წირზე, მაშინ გარდა თვით წირი- 
სა, იცვლებიან ინტეგრების საზღვრები X, და X,. სხვანაირად, X, და X 
წარმოადგენენ თ პარამეტრის ფუნქციებს: X,= X,(თ), Xკ==Xა(თ), X C IX,(C), 
X:(0)). მოვითხოვოთ, რომ Xჯ,(თ) და X(თ) არის თ პარამეტრის წარმოე- 

ბაღი ფუნქციები და აკმაყოფილებენ საწყის პირობებს: X,(0)=-X,, 
X-0)=X,. ფუნქციონალი (17.1) შეესაბამება წირს Vყ= /(X, 0)= /(X). 
დავწეროთ იგივე ფუნქციონალი ყ= M(X, თ) წირთა ოჯახის სხვა წირისა- 
თვის. ეს იმას ნიშნავს, რომ ინტეგრალის ქვემოთ V= /(X) უნდა შევცვა- 

ლოთ ყ= IX, თ) ფუნქციით, ხოლო ინტეგრების საზღვრები X, და X, 
უნდა შევცვალოთ შესაბამისად ჯ,(თ) და X,(თ) საზღვრებით. ამის შემდეგ 
ფუნქციონალი (17.1) გადაიქცევა თ პარამეტრის ფუნქციად: 

Xა(ძ) 

IIთ)= I XIX, /(X, თ), ,/:(X, თ)1 ძX. (17.2) 
X,.(0) 

ჰIყ) ფუნქციონალის პირველი ვარიაცია მVIთ) ასე განევსახღვროთ. 

987 III = | 69 | ძთ, (17.3) 
ით #=ი 

ხოლო V= #(X, თ) წირის ბოლო წერტილების აბსცისების და ყ და წ” 

ფუნქციების ვარიაციები იყოს 
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  6X, = | 22 | ძთ, ბი = “25! ძთ, 

ძთ თი თ 6–= 

ბყ- > თ) I ქთ, ბ - > ძ /თ, 2| ძთლ– ს". (17.4) 
თ#=ი0 თ–=ე 

  
ძთ 0თ ძX 

= XC 2) კთ=% ზყ. 

ძX იი I-ი იX 

ახლა ტოლობაში (17.2) შევასრულოთ /”Iთ) ფუნქციის გაწარმოება თ 

პარამეტრით და გამოვთვალოთ გაწარმოების შედეგად მიღებული ფუნქ- 

ციის მნიშვნელობა როცა თ=0. გაწარმოება თ პარამეტრით, ცხადია, 

უნდა შევასრულოთ ინტეგრალის პარამეტრით გაწარმოების წესის მიხედ– 

ვით, როცა ინტეგრალქვეშა ფუნქცია და ინტეგრების სახღვრებიც დამო- 
კიდებული არიან პარამეტრზე. გამოვიყენებთ რა (17.4 ტოლობებს, 

გვექნება 
X 

0IIV1= | (1ბყ+1-.ბყ) იX+ 
” 

++XVLXX,, ყი, #:) Xე –– #(X,, V,, ყI) X, (17.5) 
ანუ · 

X. 

6)IV) = | (7) 8/+ 1”, 8”) 2X+ LVXV, ყ, ი) 6XIL 
% 

სადაც 

IX(X, ყ, ყ))1= XX, ყა, I) 8X, –– XXV (I, M,) 0X,. 

გარდავქმნათ ნაწილობითი ინტეგრების წესით ინტეგრალი 

X. Xვ ძ , 

I IV, წყ ძ»=| #ყ-9ყძხნ=#V, (X;, ყე. MI) (6ყე) –– 

% %# 

X% კ 

– I, (M, ყ,, VI) (წყ) -– | მყ –– 1. ძX (17.6) 
(2 ძX 

სადაც 

(8ყ), = (855 _ =| 
მთ 

ძთ, რ/ა -| 2.) ძი, (17.7) 
ძC ლლ 

ახლა მოვძებნოთ ყ= M(X, თ) წირის ბოლო წერტილების ორდინატების 

პირველი ვარიაციები. გვაქვს 
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თ» + 
თ=ე 

- ძი მ/ ძX 
= | , ) (/ =|!|“––_ –I Cყ, (> #L(X,(თ), თ | _“ თ IM შთ 

  

0თ 

6ყა= I 6X; -+(6ყ)ა. 

თუ გავითვალისწინებთ (17.6), (17.7), (17.8) ფორმულებს, მაშინ (17.5) 
ტოლობიდან მივიღებთ 

+ 3 ძთ=ყVყ, 5X, -L(6ყ)),, · (17.8) 
%=»0 

· X 

6 IM) =1I(IX –– ყ” ი.) 6X+ I, 6VI1 + I (> – => »,.) ბყძ». (17.9) 

XI 

ასეთია პირველი ვარიაციის სახე დასაშვები წირებისათვის ზოძრავი ბოლო 
წერტილებით. იმ შემთხვევაში როცა ყV= /(X, თ) ოჯახის წირი წარმოად- 
გენს ექსტრემალს, მაშინ (17.90 ტოლობაში ინტეგრალური შესაკრები 
ნულის ტოლი იქნება და მაშინ პირველი ვარიაცია დამოკიდებული იქნება 
მხოლოდ ექსტრემალური წირის ბოლო წერტილების კოორდინატებისა- 

გან, ამ ბოლო წერტილების პირველი ვარიაციებისაგან მX,, 6X,, VI, 
მყო), მყ), მყ! და ექსტრემალის ბოლო წერტილებზე გავლებული 
მხებთა კუთხურ კოეფიციენტებზე „,, ყ;. 

§ 18. ტრანსვერსალი. როგორც წინა პარაგრაფებში ვნახეთ, დასაშ- 
ვები წირები მოძრავი ბოლო წერტილებით წარმოადგენენ ეილერის დი- 

ფერენციალური განტოლების ინტეგრალებს. ვთქვათ (16.2) განტოლების 
ზოგადი ინტეგრალია ყ=VIX, თ, მ), სადაც თ და 8 ნებისმიერი მუდმივე- 
ბია. თუ ჩავსვამთ ამ ფუნქციას (16.1) ფუნქციონალში, მაშინ იგი გადა- 

იქცევა თ და ჩ პარამეტრების და ინტეგრების X, და X, საზღვრების 
ფუნქციად VIV(X, თ, 8)). განვიხილოთ შემთხვევა, როცა შესადარებელი 

წირები გამოდიან ერთი მოცემული წერტილიდან 4(X,, ყ,), ხოლო. მეორე 
ბოლო (X,, ყე) წერტილიდან გაღაღის წერტილში (X,-+6X», Vა+ მყ). 
დასაშვებ წირებს ყ=ყ(X) და ყ=V(X)+ნყ ვუწოდოთ მახლობელი წირე- 
ბი თუ |ბყ| და |ნყ| მცირე ფუნქციებია და მცირეა აგრეთვე 6X, და 6Vყ;. 

ცხადია (X,, ყ,)) წერტილიდან გამომავალი შესადარებელ წირთა კონა– 

ზე ფუნქციონალი (16.1) წარმოადგენს X, და ყ, ცვლადების ფუნქციას. 
თუ კონის წირები ყ=Vყ(ჯ. 8) ექსტრემალის მიდამოში არ ჰკვეთენ ერთ- 
მანეთს, მაშინ VIIVIX, 8)| იქნება X, და V, (კვლადების ცალსახა ფუნქცია. 

განვიხილოთ VIV(X, 8)) ფუნქციონალის ვარიაცია როცა წერტილი (X,, V-) 
გადაინაცვლებს წერტილში (X-+6X, ყM3+-2Vა) (იხ. ნახ. 17)” ვინაიდან 

ფუნქციონალი კონის წირებზე წარმოადგენს X, და ყე ცვლადების ჩვეუ- 
ლებრივ ფუნქციას, ამიტომ IIV(X, 8)) ფუნქციონალის საძიებელი ვარია- 
„ცია იქნება ამ ფუნქციის დიფერენციალი. ამრიგად, საჭიროა მოვძებნოთ 
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9IVIX, 8)) ფუნქციონალის ## ნაზრდის მთავარი ნაწილი წრფივად დამო- 
კიდებული 8X, და ბყვ ვარიაციებისაგან. გვექნება: 

X-+ბX5 % 

#ჰ= I XX, ყ+ბყ, ყ'+ბყ') იX-– I XV, ყ, ყე) ძX= 
X + 

X 

= | II, ყ+ბყ, V+2/) – XX, ყ, VI 0X+ 
-X 

X-+ბX. 

+ | XV ყ3-ბყ, ყ' +მყ”) ძX. (18.4) 
X3 

_ 

(+X::6X2) 9:69) 

(27:.%7, 

სდ–ეუეღეღე–_–__--__ · –ჯ   
ნახ. 17, 

დავშალოთ პირველ შესაკრებში ინტეგრალ–ქვეშა სხვაობა ტეილორის 
ფორმულით, მივიღებთ: 

X3 

| Lწთ, 4+ბყ, ყV +ბყი -–– XIX, ყ, V))ძX= 
XI 

X 

=| IX ყ, ყე 0/+IMV C, ყ, ყ)ბყ I ძX+#.. (18.4) 
% 

სადაც #, უფრო მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირე ფუნქციაა, ვიდრე 
მყ ან მყ”. შევნიშნოთ, რომ (18.4) ტოლობის მარჯვენა ნაწილის პირვე- 

ლი შესაკრები წრფივად არის დამოკიდებული 6ყ ღა მყ ვარიაციებისა- 
გან. გარდა ამისა, გვაქვს: 

ჩჯ– Xა 

I XV, ყ. ყ/)6ყბX+ I XV (X, სყ, ყ') წყ” ძX = 
% ი



X3 

ლI#Vყც, სი, +| (=, – >. ) 9VძX, 

ა) 

მაგრამ რაკი 5M9(X,)=0 და #V, – 2 #,.C0, ამიტომ 
X 

X. 

| CM 2ყ+1ე), მყ) ძ+= ს, 6V)–, · (18,5) 
X. 

აქ მხედველობაში უნდა ვიჟონიოთ, რომ მM»=», არ უდრის ყ, ორდღი- 

ნატის მყ, ნაზრდს. მართლაც, ნ, აღნიშნავს ორდინატის ნაზრდს X, 

წერტილში როცა (ი, ყ,) და (X. ყა) წერტილებზე გაშავალი ექატრემა- 
ლიდან გადავდივართ (X,, M,) და (X,-+6X,, #+C4ყ,) წერტილებზე გამა– 
ვალ ექსტრემალზე, რაც შეეხება მყე ვარიაციას იგი წარმოადგენს ყა 
ორდინატის ნახრდს როცა წერტილი (X,, ყე) გადაინაცვლებს (X-+-5X;, 
ყე+მყა წერტილში (იხ. ნახ. 18). ახლა ისიც "შევნიშნოთ, რომ 
80=წყ|=»,, XC=5VM%, საიდანაც 9Vყ|=–ჯ, 2= მM3 –– VI (Xა) 8X,. მიახლო– 

ვება აქაც აღებულია ერთზე მეტი რიგის უსასრულოდ მცირეების სიზუს- 

  

    
  

“VI 
| ო C(ლე!ტჰXვ, შე? 6 12,) 

9-= > IC 

„სგაეა“““ წ 

8ეი,%) 

4 
0, : 

' X, 2,+02, 

ნახ. 18. 

ტით. დავუბრუნდეთ ტოლობას (18.3) და მარჯვენა ნაწილში ახლა მეორე 

შესაკრები გარდავქმნათ ინტეგრალის საშუალო მნიშვნელობის ფორმე- 

ლის გამოყენებით: 
X:+ბX; · 

XXX, ყ+5ყ. V+95ს”) ძX= 
X5 

= X#I>=+0ბX, ·- 6X,= XIV, Vყ, Vყ”) |==>, ხX+66Xა, (18.6)



სადაც 0<0<1 ღა 6C->0, როცა მX-->0 და მყ:->0. ამის ”ემდეგ, 
(18.3) ტოლობიდან, (18.5) და (18.6) ტოლობების ძალით, მივიღებთ 

6) = MI>-», 9X:+ VI += +, (I/გ –– (I (Xგ) 0X,) => 

=(#-V Mყ.)>=>, 6X,-L #ყ.I2- 5, მყა. 

ექსტრემუმის აუცილებელი პირობა ჩაიწერება ასე: 

(IM ყ” Xს)=->, 6X, + .'>=», 0ყ,=0. (18.» 

როცა 2X, და მყ, დამოუკიდებელი არიან, მაშინ წინა განტოლებიდან 
"წარმოიქმნება შემდეგი ტოლობები: 

(» –/ (ერე ულო =0, MIX, =90. 

ჩვეულებრივად, პრაქტიკულ ამოცანებში, მოცემულია ხოლმე შესადა- 

რებელი წირის ბოლო 8 წერტილის გადაადგილების წესი სიბრტყეზე. 
მაგალითად, დავუშვათ რომ წერტილი 8 მოძრაობს წირზე ყ,=C(X)). 
მაშინ, ცხადია, 8X და მყ, დამოკიდებული სიდიდეებია: Cყე=დCდ(Xა) 0X, 
და, მაშასადამე, განტოლება (18.7) მიიღებს სახეს: 

II+C" – V') #M.I |==>, 8Xგ= 0. 

ვინაიდან 6X, დამოუკიდებლად იცვლება, ამიტომ გ.ნხილულ შემთხვევაში 

ექსტრემუმის აუცილებელ პირობას ექნება სახე: 

#+ («” –Vყ) მ I2= >, =0. (18.8) 

მიღებულ ტოლობას (18.8), რომელიც ექსტრემალის ბოლო წერტილ- 
ში ერთმანეთთან აკავშირებს კუთხურ კოეფიციენტებს ყ' და დ”, უწო- 
დებენ ტრანსვერსალობის პირობას, ტრანსვერსალობის პირობა 
(18.9ე1 და პირობა ყ,=დ(X) საშუალებას გვაძლევს წირთა კონიდან 
V=ყ(X, ზ). გამოვკოთ ერთი ან რამდენიმე წირი, რომლებზედაც შესაძ- 
ლოა მოცემულმა ფუნქციონალმა მიაღწიოს ექსტრემუმს. როცა წირის 

განტოლება, რომელზედაც შესადარებელი წირის ბოლო წერტილი 8 
გადაინაცვლებს, არაცხადი სახით არის მოცემული V«MXX,, V.)=0, მაშინ 

ტრანსვერსალობის პირობა (18.8) შეიძლება ასე ჩაიწეროს: 

X–- IV. IV. 
დ. თ, 

რომელიც შესრულებული უნდა იყოს «(X,, ყ,)=0 წირის ყოველ წერ- 
ტილში. | 

§ 19. მაგალითები. მოვძებნოთ ტრანსეერსალობის პი“ობა ფუნქციო- 

' ნალისათვის 

, (18.9) 
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X# კ– 

#= | ჯC, ყ)V/ 1+V%0ძX, (19.1). 
X. 

თუ შესადარებელი წირები გამოდიან უძრავი წერტილიდან 24VV,, V,), 
რომელთა ბოლოები მდებარეობენ წირზე ყ.=დ(Xე). სადაც +I(X, ყ) არის 

მოცემული ფუნქცია +X,, ყა) % 0. 
ამოხსნა. ვინაიდან # =4(X, Vყ) M 14+V3, ამიტომ წინა პარაგრაფ- 

ში გამოყვანილ ტრანსვერსალობის პირობას (16.8) ფუნქციონალისათვის 

(19.1) ექნება შემდეგი სახე 

VVX, ყ) (1+M დ) _ აც 
V 1+Vყშ 

საიდანაც Vყ" გ'+1=0. ამრიგად ტრანსუერსალობის პირობას მოცემული 
ფუნქციონალისათვის წარმოადგენს დასაშვები და ყ.= დ(X,) წირების ორ- 

თოგონალობა, 

2. შევისწავლოთ ფუნქციონალის 

  

X 31 1,9 

” = V1+ყ" იX 7 (19.2) 
0 

ექსტრემუმი, თუ შესადარებელი წირები გამოდიან კოორდინატთა სათა- 
ვიდან, რომელთა ბოლოები იმყოფებიან წრფეზე IV/=-X, –– 5. 

მოხსწა, ვინ ინტეგრალქვეშ _M#M1+V ამოხსწა, ვინაიდან ინტეგრალქვეშა ფუნქცია #=--–- ცხადი 

სახით არ შეიცავს X ცვლადს, ამიტომ (19.2) ფუნქციონალის შესაბამისი, 

ეილერის დიფერენციალური განტოლების პირველი ინტეგრალი იქნება 
(იხ. თავი VII, § 16): 

MVI+ყ_ _ს"'" _. 
ყ ყM1ვყე. ი? 

თMყIM/ 1+ყბ"=1. 

უკანასკნელი განტოლება წარმოადგენს პირველი რიგის არაწრფივ დიფე- 

რენციალურ განტოლებას, რომელიც ცხადი სახით არ შეიცავს დამოუკი- 
დებელ (ცვლადს X. მისი ინტეგრება შეიძლება ჩავატაროთ ცვლადთა გან– 
ცალების ხერხით, მივიღებთ | 

(X–- თფ)1+-ყზ= C1. (19.3) 

  

ანუ



გამოვიყენოთ პირველი სასაზღვრო პირობა, რომლის მიხედვით წირები 

გამოდიან კოორდინატთა სათავიდან. გეექნება C,= Cკ. ახლა შევნიშნოთ, 

რომ (19,2) ფუნქციონალის ინტეგრალქვეშა ფუნქცია კერძო სახეა წინა 
მაგალითში განხილული ფუნქციონალის ინტეგრალქეეშა ფუნქციისა, ამი- 
ტომ ტრანსვერსალობის პირობა მოცემული ფუნქციონალისა ნიშნავს 

(19.3) წირებისა და Vკ=X, -––- 5 წრფის ორთოგონალობას ამ წრფის ყო- 
ველ წერტილში. ეს იმას 5იშნავს, რომ წრფე ყუ=X – 5 არის იმ წრე- 
წირის დიამეტრი, რომლის ცენტრი (0,5) წარმოადგენს ყგ=:X, –– 5 წრფი- 

სა და 0X ღერძის გადაკვეთას. მაშასადამე, 0,ლ=C1=5 და (19.3) განტო- 

ლებიდან მივიღებთ (X-– 5)/+ყზ=25. მოცემულ ფუნქციონალს შეუძლია 
ექსტრემუმს მიაღწიოს მხოლოდ წრეწირებზე ყ= + წ/ 10 –- +). 

§ 20, განზოგადება სამგანზომილებიანი სივრცისათვის. ახლა განვიხი- 

ლოთ ფუნქციონალის 
Xვ 

”Iყ, #1= | XV, ყ, 5, ყ”, «1ძX (20.1) 
% 

ექსტრემუმის ამოცანა, როცა ყოველი დასაშვები წირი გამოდის მოცემული 

უძრავი წერტილიდან „4(X,, V,, 6), ხოლო ბოლო წერტილი _18(X-, I; #:) 
მოძრაობს სამგანზომილებიანი სივრცის წირზე: ყ,=დ, (X,), #:=თC,(X,). 

ვთქვათ ფუნქციონალი (20.1) ექსტრემუმს აღწევს ექსტრემალზე (IL). ეს 
იმას ნიშნავს, რომ ფუნქციონალი VILV, 2) ექსტრემუმს აღწევს როგორც 

იმ შესადარებელ წირთა შორის, რომლებსაც (I) წირის ბოლო წერტილე- 
ბი აქვთ, ისე იმ შესადარებელ წირთა მორის, რომელთა ბოლო წერტი- 
ლები არ ემთხვევა (1) წირის ბოლო წერტილს. შესადარებელი წირების 

სიმრავლე, რომელთა ბოლო წერტილები ემთხვევა ან არ ემთხვევა (წ) 
წირის ბოლო წერტილს, ცხადია, შეიცავს დასაშვები წირების სიმრავლეს, 

რომელთა ბოლო წერტილები ემთხვევა (1) წირის ბოლო წერტილს. მა- 
შასადამე, (20.1) ფუნქციონალი მით უმეტეს მიაღწევს ექსტრემუმს წირებ- 

'ხე, რომლების ბოლო. წერტილები ემთხვევიან ექსტრემალის ბოლო წერ- 
ტილს. სხვანაირად, წირი (1) უნდა იყოს ეილერის დიფერენციალურ გან– 
ტოლებათა სისტემის 

_=-7” ,=0, # _– „=0 20.2 X# 2: .V პილოლკ, (20.2) 

ინტეგრალი. ამ სისტემის ზოგადი ინტეგრალი შეიცავს ოთხ ნებისმიერ 
მუდმივს, რომელთაგან ორი ნებისმიერი მუდმივი განისაზღვრება მოცემუ- 
ლი სასაზღვრო პირობიდან იმის შესახებ, რომ ზოგადი ინტეგრალის ყო- 

ველი წირი უნდა გამოდიოდეს მოცემული წერტილიდან ,7%(X,, V,, #,) 
დანარჩენი ორი ნებისმიერი მუდმივის განსაზღვრისათვის უნდა გამოვიყე- 
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ნოთ პირობა 8VყIIV, #1=:0, რომელშიც იგულისხმება, რომ ფუნქციონალი 
ჰI/, 2) განსაზღერულია (20.2) სისტემის ინტეგრალურ წირებზე. 

გადავიდეთ (20.1) ფუნქციონალის პირველი ვარიაციის მოძებნაზე 

(20.2) სისტემის” ინტეგრალურ წირებ%ზე. ამისათვის შეენიშნოთ, რომ 

IV, 2) ფუნქციონალი დიფერენციალურ განტოლებათა (20.2) სისტემის 
ინტეგრალურ წირებზე წარმოადგენს 18(X,, ყ:, 2) წერტილის კოორდინა- 

ტების ფუნქციას V=VVჯ, ყ, 7), რომლის სრული დიფერენციალი ძი = 
=ბყI/, #). მსგავსად § 16-ში ჩატარებული მსჯელობისა დავრწმუნდე- 
ბით, რომ /#IVყ, #7) ფუნქციონალის სრული ნაზრდი იქნება: 

X--+-0Xე 

რტრჰIყ, 271= I XC, ყ+ზყ, 6§+82, ყ'+ნყ”, +ვი) -«+ –– 

X, 
X 

–|I XV, ყ, 8, ყ', ჩ) -X= 
“ 

X-+ ბXვ 

= I XVCLI, ყ+8ყ, #+-8/, ყ”-+ნV', „ -LC8ი) #X-L 
X3 

X2 

+| IV, ყ+შყ, #+ბ7, ს +წი”, # +) –– XXV, V, #, ყ”, #')) ძX. 
%, 

თუ უკანასკნელი ტოლობის მარჯვენა ნაწილის პირველ ინტეგრალს სა- 
“შმუალო მნიშვნელობის ფორმულით გარდავქმნით, ხოლო მეორე შესაკრე- 
ბის ინტეგრალქვეშა სხვაობას დავშლით ტეილორის ფორმულის მიხედ· 
ვით და გამოვყოფთ ინტეგრალის მთავარ ნაწილს, წრფივად დამოკიდე- 
ბულს 8ყ, მე, ნყ', მ, ვარიაციებისაგან, მაშინ „IV, #7) ფუნქციონალის 

პირველი ვარიაცია (ასუ ს ფუნქციის სრული დიფერენციალი) ასე წარ- 
მოგვიდგება: 

Xვ 
მმIM, #1 =#I.-», მX,+ I (7კმყ+ #,687-+ 1. + 1,8.) ძა, (20.3! 

X1 

გარდავქმნათ XX”, მყ” და X,, მ შესაკრებების ინტეგრალები ნაწილობი- 

თი ინტეგრების ფორმულით, გვექნება ' 

Xვ X2 ძ 

I Xყ, ნყ" ძX= (IV. 6/1>=+, –|I ძ» (IV) ხყ ძX, 

12 + X 

7 + ძ - I 1, 32 ძX= I I, C2).=., –– I 2» (#,,) მჯ ძX. 

XI #X



ამის შემდეგ ტოლობა (20.3) მიიღებს შემდეგ სახეს; 

2V7IV, #2) =#I>->», 0X,+ IM, §9ყI2=5, +IL„. ბ21-=», + 

ჯ» ·ძ # ძ 

+| (>, –- >.) ბყ იX+| (7, – 27.) მM0X 
# თX % ძX 

და, რაკი (20.2) ტოლობების ძალით, უკანასკნელი ორი შესაკრები ნულის 
ტოლია, ამიტომ მივიღებთ 

9/LVყ, §)ლ=X# 2 მX.+ILI”. მVI.-», + LL.,, 6:->, · (20.4) 

ისევე დავრწმუნდებით როგორც § 16-ში, რომ 

0MI=>, 2 ყე _ სყ” (X,) 6X, 02I>- >, 25 0წე – #”(X) 0მX:- 

ამის შემდეგ, თანახმად გამოსახულებისა (20.4), ექსტრემუმის აუცილე- 
ბელე პირობა ასე ჩაიწერება 

მჰIV, -1=(V – ყ IV, –  #,.1.-,, 2 + 

+7VI>=», 9M-+ X#,.I==>, მ”, =0. (20.5) 

ვინაიდან წერტილი 13(X, V., #,) მოძრაობს სივრცის წირზე: ყ,=დ,(X), 
#,== დე(X,), ამიტომ 6ყე=დ;(X,)0X და მ#,=დ;(X,) 0Xე ღა ტოლობიდან 
(20.5) მივიღებთ 

(X-+Lდ; –– ყ) ი+(დ; –– 2”) #,.12--», 9X:= 0. 

ვინაიდან ვარიაცია 8X, ნებისმიერია, ამიტომ უკანასკნელი ტოლობიდან 

გმექნება 
(I +(დ; – ყე Mყ.+(დ; –ი #ა.2=+», =0, (20.6) 

გამოყვანილ ტოლობას (20.6) უწოდებენ (20.1) ფუნქციონალის შე- 
საბამისს ტრანსვერსალობის პირობას. 

პირობა (29.6) და მოცეჭული წირის განტოლებები: ყV.=დ,(X,), #= 
=დ.:(ს) წარმოადგენენ იმ პირობებს, რომელთა დახმარებით უნდა განი> 

საზღვროს დიფერენციალურ განტოლებათა (20,2) სისტემის ზოგად ინ– 
ტეგრალში შემავალი ორე დანარჩენი ნებისმიერი მუდმივი. ასე განისა= 
ზღერება (20.2) სისტემის ზოგად ინტეგრალში შემავალი ექსტრემალის 
შესაბამისი ოთხივე ნებისმიერი მუდმივი და, მაშასადამე თვით ექსტრემალი, 

§ 91, შემთხვევა, როცა შესადარებელი წირის ბოლო წერტილი მოძ- 

რაობს მოცემულ ზედაპირზე. ადვილად .გამოვიყვანთ (20.1) ფუნქციო- 
ნალის ექა.ტრემუმის აუცილებელ პირობებს იმ შემთხვევაშიც, როცა და- 

საშვები წირი გამოდის მოცემული უძრავი წერტილიდან 4(X., V,, 6), 
ხოლო ბოლო წერტილი 18(X,, ყე, 2) მოძრაობს მოცემულ ზედაპირზე 
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#ვ = 'I(X;, ყე). ამ შემთხვევაში ზედაპირის ვარიაცია 6-=V1, X+"%ე, მყა: 

ექსტრემუმის აუცილებელი პირობა (20.5) ჩაიწერება ასე: 

IM» –_ V" XV. _– I #”ვ1+=>, 6X.+ VIII=>, 9MML 

+ #,.I>-»კ 6#3=0 | (21.1) 
ანუ 

წხ» –ყ IV – 'ყ X,, +%:) #:,1==», CXგ'სL 

+ II”. +. ზი, 1>=>, 0ყა=0, 

საიდანაც 8Xკ და 6ყ, ვარიაციების ნებისმიერობის გამო, მივიღებთ 

(C – + - #0 /მ»-, =0, 
IMს.+X,, სარ 1+=+, =0, (21.2) 

პირობა იმის შესახებ, რომ შესადარებელი წირები გამოდიან მთცემული 

წერტილიდან „4(X, ყე, 2), მოცემული ზედაპირის განტოლება და ტრანს- 
ვერსალობის პირობები (21.2) საშუალებას გვაძლევს ეილერის დიფერენ- 
ციალური განტოლებების (20.2) სისტემის ზოგად ინტეგრალში განესა- 
ზღვროთ ნებისმიერი მუდმივები. 

ამრიგად, (20.1) ფუნქციონალის ექსტრემალი შეიძლება იყოს მხო- 

ლოდ ის ინტეგრალური წირი დიფერენციალური განტოლებების (20.2) 
სისტემის, რომელიც გამოდის მოცემული წერტილიდან 2VX,, ყ,, #0, 
ბოლო წერტილი მღებარეობს მოცემულ ზედა'ირზე #:=LX, |) და 
აკმაყოფილებს ტრანსვერსალობის პირობებს (21.2). 

იმ შემთხევევაში, როცა ზედაპირის განტოლება მოცემულია არაცხადი 

სახით თ(X,, V,. 2:1=0, მაშინ ადვილი სანახავია, რომ ტრანსვერსალობის 

პირობა შეიძლება შემდეგი სახით ჩაიწეროს: 

1-2 MM ი 1. 
რდ., თ, რდ 
  , X=% (21.3) 

2 22 

რომელიც. გვაჭლევს. X, V, #, V', „ სიდაღეებს შორის დამაკავშირებელ 
ორ ტოლობას, 

§ 99, მაგალითები. 1. მოვძებნოთ ფუნქციონალის 

ჯ» 

.ყIყ, 21= I +(X, V, #) I// 1 + ყ?-C >” ძX (22.1). 

X 

შესაბამისი ტრანსვერსალობის პირობა, თუ შესადარებელი წირების კონა 

გამოდის უძრავი წერტილიდან 4(X, ყ, §) და კონის წირთა ბოლოები. 

18(%, M, ი) მდებარეობენ მოცემულ #= VMVX, ყ) ზედაპირზე. 
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მოცემული ფუნქციონალისათვის XX, V, 2)=+(V, ყ, 2) |/ 1--ყ? + ქ 
და, ამიტომ, ტრანსვერსალობის პირობებს (21.2) ექნება შემდეგი სახე: 

# ს.-+1=0, 2 ს,+ყ'=0, როცა X=X 

  

ანუ 
, , 

-.= #= --, როცა X=Xვ. 
ჯ წ!) –1 

ეს იმას ნიშნავს, რომ საძიებელი ექსტრემალის მხები ვექტორი ჯ = 

C=7ჟ' (1, ყ”, 2) და 72=% (ჯ, ყ) ზედაპირის ნორმალური ეექტორი #= 

=X (0. %,, –-1) წერტილში 8 (X,, V,, თ) ურთიერთპარალელურია, 
სხვანაირად, (22.1) ფ–ნქციონალის შესაბამისი ტრანსვერსალობის პირო 
ბას წარმოადგენს ექსტრემალისა და »=% (X, ყ) ზედაპირის მართობუ- 
ლობა. 

2. შევისწავლოთ ფუნქციონალის 
ჯ. 

ჰIVყ, #1= I (ყ'წ+გმ-L 2ყ») იX (22.2) 
0 

ექსტრემუმი, თუ შესადარებელი წირების კონა გამოდის კოორდინატთა 

სათავიდან /4(0, 0, 0), ხოლო ბოლო წერტილები მდებარეობენ საკოორ- 

დინატო ყი სიბრტყის პარალელურ სიბრტყეში X=X. 

ჯერ დავწეროთ, (22.2) ფუნქციონალის შესაბამისი, ეილერის დიფე- 
რენციალური განტოლებების სისტემა (20,2), გვექნება: 

ყ--ყ=0, თ” --ყ=0, (22.3) 
საიდანაც ადვილად მივიღებთ: ყC)-- ყ =0. უკანასკნელი დიფერენციალუ- 

რი განტოლების ზოგადი ინტეგრალია: V=C) ლს X+C3 31 X1-('ე 008 L+ 
+0,510X, სადაც C,, C,, Cე, Cკ ნებისმიერი "მუდმივებია. ვინაიდან 
ყ=2”, ამიტომ #„ ფუნქციისათვის მივიღებთ: :=0,0ხV+C650-–- 

–(C.005X-Cკ90 Xჯ. ამრიგად, (20.3) სისტემის, ზოგადი ინტეგრალი 

ასე წარმოგვიდგება: 

ყ=C0I)X+ C-5M0X-Cე 0098 X+C, 510 X, | 
(22.4) 

2=თ0სX+C55ს X-–C3008X –– C4 510 X. 

იმისათვის, რომ ზოგადი ინტეგრალიდან (22.4) გამოვყოთ ექსტრემალი, 
უნდა გამოვიყენოთ სასაზღერო პირობები. რაკი ინტეგრალური წირები 
გამოდიან 1,((0, 0, 0) წერტილიდან, ამიტომ ყ(01=0, „(0)=0 და, მაშასა- 
დამე, ინტეგრების C, და Cვ მუღმივების განსაზღვრისათვის (22.4) ტო- 

ლობებიდან მივიღებთ განტოლებათა შემდეგ სისტემა: C,-+-C3=0, 
C, –– 0ე:=0, საიდანაც C,=C3=0' დანარჩენი (კ და C, მუდმივების 
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განსახღვრისათვის მივმართოთ ტრანსვერსალობის პირობას (21.1), რო–- 
მელშიც პარველი შესაკრები, რადგან 6X,=0, ნულის ტოლ ია: 

LI – ყ შე, –– 2 IL.)==», 9Xვ = 0 

ტრანსვერსალობის პირობა მიიღებს შემდეგ სახეს: 

ს.-ა,00,+ 7, ი-ა,6/=0, 
საიდანაც, 8ყ, და მ, ვარიაციების ნებისმიერობის გამო, გვექნება 

IV.-ჯ =0, I” ,.I-», =0- 

ახლა თუ გავითვალისწინებთ, რომ #=ყ + >” +2ყი, X,=2ყ", 1,:= 
=2», გვექნება ყ”(0)=0, #”(0)=0, ე. ი C25C0X,+C0400981X.=0, 
C.ანX–0,008X:=0. ჩავთვლოთ, რომ 005X, # 0. მაშინ უკანასკ- 
წელ სისტემას აქეს ამონახსნი C3=(0,=0-.- ამ შემთხვევაში ე ქსტრემალი 

იქნებ წრფე: ყ=0, #=0. თუკი 003X=0 ე. ბ. X,= --+იი, 

(0=0, –+1,..), მამინ (0:=0, ხოლო CC, ნებისმიერია. გვექნება 

ყ=C.51იX, 6#=–C, 910 #. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ აზ შემთხვე- 
ვაში, C, მუღმივის ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის, მოცემული Cუნქცი– 
ონალი (22.2) ნულის ტოლია,



თავი XI 

ეპქპსტრემალთა ველი. ექძსტრემუმის საკმარისი 
პირობები 

§ 1. ექსტ რემალთა ველი სიბრტყეზე. როგო“ც ვიცით ფუნქციონა- 
ლის 

X3ვ 

M IყI)=| #C, ყ, #)ძ2 (1.1) 
»X 

ექსტრემალთა სიმრავლე წარმოადგენ, ორ პარამეტრზე დამოკიდებულ 
ბრტყელი წირების ოჯახს. განეიხილოთ ექსტრემალთა ოჯახის ის ნაწილი, 

რომელიც დამოკიდებულია მხოლოდ ერთ C. პარამეტრზე: 

ყ=დ(დ, C)- (1.3) 

გიტყვით, რომ სიბრტყის არე (8) წარმოადგენს ექსტრემალთა საკუთრიე 

ველს, თუ (») არის ყოველ წერტილზე გადის (1.2) ოჯახის ერთადერთი 

ექსტრემალი. ამასთან ვიგულისხმოთ, რომ ფუნქციას დ (თ, C) აქვს პირ- 

ველი და მეორე რიგის ნაწილობითი წარმოებულები » და C არგუმენ- 
ტების მიმართ. 

დავუშვათ, რომ ექსტრემალთა წირები (1.2) გაბოდიან მოცემული 

4 (თ, ყ)C()) წერტილიდან. ზოგჯერ ამ წირების სიმრავლეს უწოდე- 
ბენ #(თ,, ყ) წერტილიდან გამომავალ ექსტრემალთა კონას ხოლო 
4 (=,, V,) წერტილს-–ექსტრემალთა ცენტრს. თუ ექსტრემალთა ცენტ- 
რიდან გამომავალი წირები (»X)) არეში ერთმანეთს არსად კვეთენ, მაშინ 

წირთა ოჯახს (1.2) უწოდებენ ექსტრემალთა ცენტრალურ ველს. ქვემოთ 
შევეხებით ექსტრემალთა ცენტრალური ველის ზოგიერთ საკითხს. წინას- 
წარ ,განეიხილოთ მაგალითები. 

მაგალითი 1. ვთქვათ (#7) არე წარმოადგენ წრის ჯ?--ყზ<ლ1 
წერტილთა სიმრავლეს, ავიღოთ # პარამეტრზე დამოკიდებულ ექსტრე- 
მალთა ოჯახი ყ=27+2. ცბადია, მოცკმული წრის ყოველ წერტილზე 

გაივლის ყ=»-+6 სახის ერთადერთი წრფე. ამასთან, ყ=72+#6 ოჯახის 
წრფეები ურთიერთპარალელურია და, მაშასადამე, (ა) არეში ერთმანეთს 
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არ გადაკვეთენ, თანახმად განმაოტებისა, წრფეები ყ=ჯ-+ი წარმოადგე- 

ნენ ექსტრემალთა საკუთრივ ველს წრეში ჟდ?-Lყ?2<1, 

მაგალითი 2. ავიღოთ კოორდინატთა სათავიდან გამომავალი ექსტ– 
რემალების ოჯახი, რომელიც წარმოადგენს სინუსოიდების კონას V= 
=0851ი 2, დამოკიდებულს 6 პარამეტრზე. ამ ოჯახის წირები, რომლებიც 
02 ღერძის 0<27=9, (ი,<#) მონაკვეთის საკმარისად მცირე მახლობ- 

ლობაში იმყოფებიან, წარმოქმნიან ექსტრემალთა ცენტრალურ ველს» 

იმავე სინუსოიდების ოჯაზის წირები„ რომლებიც 0» ღერძის 6<ჯლიე, 

(->0, ი,<»”) მონაკვეთის საკმარისად მცირე მახლობლობაში არიან, 

წარმოქმნიან ექსტრემალთა საკუთრივ ველს. მაგრამ, თუ ავიღებთ ექს- 
ტრემალთა კონის იმ წირებს, რომლებიც 0ჯ» ღერძის მონაკვეთის 0<2%= 

ლია (ია >») საკმარისად მცირე მახლობლობაში იმყოფებიან, მაშინ ისინი 

არ წარმოქმნიან ექსტრემალთა არც საკუთრივ და არც ცენტრალურ 

§ 2. ექსტრემალთა ველის დახრის დიფერენციალური განტოლება სი- 

ბრტყეზე. ექსტრეჯჩალთა ცენტრალური ველის ნებისმიერი წირის (>, Vყ) 

წერტილში გავლებული მხების კუთხურ კოეფიციენტს »= »C, ყ)=V” 
ეწოდება ექსტრემალთა ველის დახრა (». ყ) წერტილში, 

ექსტრემალთა ველის დახრის მოსაძებნად საკმარისია განტოლებიდან ყ” = 
=დ: (”, C) გამოვრიცხოთ ი პარამეტრე (1.2) განტოლების დახმარებით. 
ისიც შევნიშნოთ, რო) რაკი ფუნქციას /=ჯ9 (ჯ, 0) პირკელე და მეორე 

რაგის ნაჭელობითე წარმოებულები აქვს, ამიტომ ექსტრემალთა ველის 
დახრა ა» = (>, ყ) დ» მისი პირველი რიგის ნაწილობითი წარმოებუ- 
ლები იქნებიან უწყვეტი ფუნქციები (#)) არეში. როცა ამბობენ მოცემუ- 

ლია ექსტრემალთა ველი. ეს იმას ნიშნავს, რომ მოცემულია ველის დახრა 
ჯ= (თ, ყ). ადვილად დავრწმუნდებით, რომ, პირიქით, თუ მოცემულია 

ველის დახრა, მაშინ განსაზღვრულია ექსტრემალთა ოჯახი, რომლითაც 

ექსტრემალთა ველია წარმოქმნილი, მართლაც, ვინაიდან ფუნქცია IX, V) 
მოცემულია, ამიტომ ველის ყველა ექსტრემალები იქნებიან დიფერენცია- 
ლური განტოლების 

ყ'=ჯ(>, V) (2.1) 
ინტეგრალური წირები. ახლა ისიც გავითვალისწინოთ, რომ საძიებელი 
ექსტრემალები, გარდა დიფერენციალური განტოლებისა (2.1), უნდა 

აკმაყოფილებდნენ აგრეთვე ეილერის დიფერენციალურ განტოლებასაც (იხ. 
თავი VII, 6. 12) 

Xს-–V XI –-ყ" I –#MV =0. (2.2) 

განტოლებიდან (2,1) გვაქვს 
„” ძ »ა ი ”/) 
=-+-+ –--ჯჩ. (2.3) 

/ მძი ძყ ? 
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ჩავსვათ ყ” წარმოებულის მნიშვნელობა (2,2) განტოლებაში, მივიღებთ 

Iს (თ, ყ, 2), (>, ყ, თ?) ა,» («, ყი. დ) 

– ჯე. (დ, ყ, ჯ) (+7+ მჩ )-5. (2.4) 
მთ ძყ 

ასეთია დიფერენციალური განტოლება ნაწილობითი წარმოებულებით, რო–- 

მელსაც უნდა აკმაყოფილებდეს ფუნქცია ჯ (>, ყ). მას უწოდებენ ექსტ- 
რემალთა ველის დახრის დიფერენციალურ განტოლებას. 

§ 3. ტრანსვერსალთა ველი, რაიმე წირისა და მოცემული ექსტრე- 
მალის ტრანსვერსალობის ზოგადი პირობა, რომელიც ზემოთ იყო გამო- 

ყვანილი (თავი X, § 18, ფორმულა (18.7)), ჩავწეროთ ასე: 

IX (“, ყ, ყ)–ყ» , (თ, V, V')) 0ჯ+X,. (თ, ყ, ყ)ბყ=C0, (3.1) 

სადაც ყ” აღნიშნავს ექსტრემალის კუთხურ კოეფიციენტს, ხოლო მჯ და 
ბყ არის აღებული წირის წერტილის კოორდინატების დიფერენციალები, 
ტრანსვერსალობის პირობიდან (3.1) შეგვიძლია განესახღლვროთ წირის 

კუთხური კოეფიციენტი თ როცა ცნობილია ექსტრემალის კუთხური 

კოეფიციენტი ყ” და პირიქით. ვთქვათ (1.1) ფუნქციონალის ექსტრემალთა 
ველის წარმომქმნელ წირთა ოჯახია #=დ (ჯ, (2). წირს, რომელიც ექსტ– 
რემალთა ველის ყოველ წირს გაღჯაკვეთს და დააკმაყოფილებს პირობას 

(3.1), ეწოდება ექსტრემალთა ველის ტრანსეერსალი. შევად- 

გინოთ ექსტრემალთა მოცემული ველის ტრანსვერსალთა ოჯახის, ანუ 
ტრანსვერსალთა ველას განტოლება. ვთქვათ, როგორც ზემოთ, 8» და 

8ყ აღნიშნავენ ნებისმიერი ტრანსვერსალის წერტილის კოორჯინატების, 

დიფერენციალებს, ხოლო ჯ»ჯ=7 (7, ყ)––ექსტრემალთა ველის დახრას. მა– 
შინ, განტოლებიდან (3.1), დავწერთ 

IV (დ, ყ, უ)–იX„ (თ, ყ. 2:))0%+ XX. (თ, ყ, ი)26ყ/=0. (3.2) 

ეს განტოლება წარმოადგენს საძიებელ ტრანსვერსალთა ველის დიფერენ– 
ციალურ განტოლებას. მისი ზოგადი ინტეგრალის მოსაძებნად შევნიშნოთ, 

რთმ მართებულია ტოლობა: 

9. II (თ, ყ. ჯ))=-9 (XC, " ე)–-იL. (თ, ყ, ჯ)), 
ძ» მყ 

რომლის ჭეშმარიტებაში ადვილად დავრწმუნდებით, თუ ფაქტიურად შე- 

ვასრულებთ ამ ტოლობაში შემავალ გაწარმოების ოპერაციებს და გამო– 

ვიყენებთ დიფერენციალურ განტოლებას (2.4). როგორც ვხედავთ, (3.2) 
განტოლების მარცხენა ნაწილი სრული დიფერენციალიაა და, მაშასადამე, 
მის ზოგად ინტეგრალს ექნება საზე: 

IV (თ, /)=C (3.3) 
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ძი” 
+ =» (თ, ყ, 2) (თ, ხყ, #), 

მI” 

"მყ. 
განტოლება (3.3) წარმოადგენს მოცემდ ღლ ექსტრემალთა ველის ტრან- 

სვერსალთა ოჯახის განტოლებას. 

შევასრულოთ (3.2) განტოლების ინტეგრება, მაშინ ფუნქცია II”/(=, V) 

წარმოგვიდგება შემდეგი წირითი ინტეგრალით: 

CV, წ) 

VI” (თ, ყ)= I IX (=, ყ, მ)– ჯ»X (9, ყ. ჯ))ი+ #',, (თ, Vყ, ჯ)ძყ. (3.5) 

(XI. ყე) 

(3.4) 
=X (7, Vყ, ჯ), “0 =0098ყ. 

საკუთრივი ველის შემთხვევაში ინტეგრალი (3.5) დამოუკიდებელია 

(თ, ყე) და (თ, ყ) წერტილების შემაერთებელი საინტეგრო წირისაგანი 

თუკი ველი ცენტრალურია, (,, ყ,) და (ჯ, ყ) წერტილების ”შემაერთე- 
ბელი წირი მოცემული ექსტრემალია, ცნობილია ველის დახრა ჯ, მაშინ 
ყ'=», II0იყხ–-აX„V„მთ=0 და ინტეგრალი (3.5) მოგვცემს ძირითად 
ინტეგრალს (1.1). 

ექსტრემალთა ოჯახი #=ყV(>, C) და ტრანსვერსალთა ოჯახი I/ (თ, ყ) = =0 
წარმოადგენენ ურთიერთგადამკვეთ წირთა სიმრავლეს, რომელიც ფარავს 
ექსტრემალთა ველს. 

§ 4. ექსტრემალთა ველის თვისება. დავამტკიცოთ შემდეგი თეორემა. 

ფუნქციონალის 

X 

9 IM)=| XC, ყ, V)ძ2 (4.1) 
7 

მნიშვნელობა, გამოთვლილი ექსტრემალის იმ უბანზე, 
რომელიც მოთავსებულია ორ ტრანსვერსალს: მორის, 
ყველა ექსტრემალისათვის ერთი და იგივეა. 

დამტკიცება. გამოვთვალოთ (4.1) ფუნქციონალის მნიშვნელობა 
ყ=დ(>, 0) ექსტრემალთა ოჯახის ნებისმიერი წირის იმ უბანზე, რომე- 

ლიც მოთავსებულია ორ IM” (თ, V)==0, და IM (>, V)= 0 ტრანსვერსალს 

შორის. ცხადია, ეს მნიშვნელობა დამოკიდებულია 0 პარამეტრზე და ასე 
გამოისახება: 

X) (C) 

V (0)= I »L > დ(თ, თ, 
ძდ (=, ქ ძე 

ძ»X 
X1(C) 
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იმისათვის, რომ გ პარამეტრზე დამოკიდებული უკანასკნელი ფუნქცია 

ყველა ექსტრემალისათვის ერთი და იგივე იყოს საკმარისია / (ი) ფუნქ- 
ციის წარმოებული «დ პარამეტრით ნულის ტოლი იყოს: 

ძV LC) 
–=--=0,. 

· ძი ბ 

ავიღოთ (4.1) ინტეგრალის ვარიაციის ზოგადი სახე (იხ. თავი X § 17, 

ფორმულა (17,9)): 

Xე 

ბჰ =I(I--ყM,,)ბ»>+VXV. 0ყI)1+ I (>– +X, ) მყი?, (4.2 
ჯ 

X , 

სადაც პირველი შესაკრები აღნიშნავს ფრჩხილების (| 1: შიგნით ჩაწერილი 
ფუნქციის მნიშვნელობათა სხვაობას წირის მარჯვენა და მარცხენა ბოლო 
წერტილებზე, ხოლო მჯ და მყ აღნიშნავენ წირის ბოლო წერტილების 
დეკარტის კოორდინატების პირველ ვარიაციებს. ვინაიდან ეკსტრემალის 

ბოლო წერტილები ტრანსვერსალებზე მდებარეობენ, ამიტომ შესრულე- 
ბული იქნება პირობა (თავი X. § 18, ფორმულა (18.7)): 

II (დ, ყ, ყ )–ყ XX, (თ, ყ. ყ)) 6>+X,.(თ, ყ, ყ')ნყ=0, 
მაშასადამე, ტოლობიდან (4.2) მივიღებთ, რომ მართებულია იგივუ-. 

რად ტოლობა 

4) 

ბ) = | (#–:> ” |ბყ4»-0, 
ჯ % 

ე. ი, IC) კველა ექსტრემალისათვის ერთი და იგივეა. თვორემა დამტკი- 

ცებულია. 
§ ნ. ჰამილტონ-იაკობის დიფერენციალური განტოლება. ზემოთ მე– 

სამე პარაგრაფში დამტკიცებული იყო, რომ როცა ცნობილია ექსტრე- 
მალთა ველის დახრა ჯ»(ჯ, 4), მაშინ განტოლება (3.3) წარმოადგენს: 

ექსტრემალთა ველის ტრანსვერსალთა ოჯახის განტოლებას. მივმართოთ 
ტოლობებს (3.4), რომლებიც გამოსახავენ II” (ჯ, ყ) ფუნქციის ნაწილო. 

ბით წარმოებულებს თ და Vყ ცვლადებით. გამოვრიცხოთ ამ განტოლე- 

ბებიდან ველის დახრის ფუნქცი. »(ჯ», V). გამორიცხვის შედეგად მი- 

ვიღებთ 
» , · 

თ( > ე 9, )-9 (5.1)-   

ძX» მყ 

სახის დიფერენციალურ განტოლებას ნაწილობითი წარმოებულებით, რო- 

მელსაკც ჰამბლტონ-იაკობს დიფერენციალური განტოლება ეწოდება, 

როცა (3:3) წარმოადგენს მოცემული ვარიაციული ამოცანის ექსტრემალთა. 
ველის ტრანსვერსალების ოჯახის განტოლებას, მაშინ ფუნქცია IV(C>, Vყ)' 
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აკმაყოფილებს განტოლებას (5.1). პირიქით, თუ II (>, ყ) არის (5.1) 
განტოლების რომელიმე ინტეგრალი, მაშინ განტოლება (3.3) იქნება ექსტ– 
რემალთა რაიმე ველის ტრანსვერსალთა ოჯახი. მართლა/), ვთქვათ VV(>, () 

არის (5.1) განტოლების რომელიმე ინტეგრალი- მისი შესაბამისი ექსტრე- 
მალთა ველის ასაგებად, რომლის დახრა არის ჯ (ჯ, ყ), საკმარისია დავრ–+ 

წმუნდეთ, რომ ფუნქცია ჯ» (თ, ყ) წარმოადგენს (2.4) დიფერენციალური 
განტოლების ინტეგრალს. ამისათვის გავაწარმოვოთ (3,4) სისტემის პირ–- 

ველი განტოლება ყ ცვლადით, მეორე განტოლება თ ცვლადით, მიღებული 
შედეგები ერთმანეთს გავუტოლოთ. მივიღებთ განტოლებას (2.4). ეს 

«იმას ნიშნავს, რომ »უ(თ,.ყ) წარმოადგენს რაღაც ექსტრემალთა ველის 
დახრას და წანადადება დამტკიცებულია. 

§ 0. ჰამილტონის ფუნქცია. ხშირად ხელსაყრელია (1.1) ფუნქციო- 

ნალის შესაბამისი ეილერის დიფერენციალური განტოლება, აგრეთვე 
ჰამილტონ-იაკობის დიფერენციალური განტოლება, ჩავწეროთ ე. წ. ჰა- 
მილტონის ფუნქციის დახმარებით. ამისათვის ჩავთვალოთ, რომ ყ და V" 

«რიან უცნობი ფუნქციები და ეილერის განტოლება 

წე“ -- #M,/=0 

წარმოვადგინოთ ორი დიფერენციალური განტოლებისაგან შემდგარი ”შემ- 

დეგი სისტემის სახით: 

ი 

ძთ 
იყ უვე 

შემოვიღოთ ს” წარმოებულის ნაცვლად ახალი ფუნქცია «=17,,, ამასთან 
ვიგულისხმოთ #,.,.#0. თუ ტოლობას «=”. ამოვხსნით ყ” ფუნქციის 

მიმართ, გვექნება 

“ფუნქციას 

ყა #, =0, 

(6.1) 

ყ'=Vყ' (თ, ყ, V). (6.2) 

X#L(C, M, ს)=VVM-# (2, ყ, თV) (6.3) 

-რომელშიც სყ” წარმოებულის ნაცვლად ჩასმულია მისი გამოსახულება 

(6.2, უწოდებენ ჰამილტონის ფუნქციას. ტოლობიდან (6.3) 

«ადვილად მივიღებთ; 

მყ... ძ %–I„ ე შე.” ძყ , 

მII _ , , მს" ძყ _ ,, მყ _ 9 _ 
_= –X .“ – +ხV9V I ყ ს 

ძი +Vი კე ჟ ჩI/ა ძნ



გიმოვიყენებთ რა უკანასკნელ ტოლობებს, განტოლებათა სისტემა (6.1) 
„ მიიღებს სახეს 

მს _ _ძს ძყ_ძM. (6.4) 
ძ> მს ძ-: ძი 

რომელსაც უწოდებენ ეილერის დიფერენციალური განტოლებების კანო 
ნიკურ სისტემას. როგორც ვხედავთ იგი ჩაწერილია ჰამილტონის ფუნქ- 
ციის საშუალებით. 

ახლა « ფუნქციის მაგივრად შემოვიღოთ შემდეგი ფუნქცია 
V =1"” (>, ყ. #) (6.5) 

და გამოვსახოთ ჰამილტონის ფუნქცია 7 („ვლადით: 

#I (თ, სყ, M/)=%X,, (თ, ყ, 9) –X (თ, ყ, +«), 

რომელშიც იგულისხმება, რომ ყ შეცვლილია ტოლობიდან (6.5). სის- 

ტემა (3.4) მიიღებს სახეს: 

პM” 
  =–-# (თ, ჟყ, ”), 

რი (6.6) 
პI “ა =V, 

საიდანაც ” ცვლადის გამორიცხვის შემდეგ, მივიღებთ ჰამილტონ-იაკობის 
დიფერენციალურ განტოლებას ნაწილობითი წარმოებულებით 

= 
ი“ (თ, ”) +#(> V, 0" (-, V) )=2 (6.7) 

მძ» მყ 

ჩაწერილს ჰამილტონის ფუნქციეთ, რომელსაც აკმაყოფილებს ტრანსვერ– 

სალთა ველის (3.3) განტოლებაში შემავალი ფუნქცია IV (დ, VI). 
§ 7. შენიშვნა პირველი რიგის ნაწილობითი წარმოებულებიანი არა- 

წრფივი დიფერენციალური განტოლების ინტეგრების შესახებ. განვიხი- 

ლოთ არაწრფივი დიფერენციალური განტოლება 

ძი იძ? 
V | თ,, თ,, , ––-, –“–-)=0 (7.1) 

(= 1 ძ2, ' მ»: , 

სადაც V არის თავისი არგუმენტების მოცემული ფუნქცია, თ, და 2, და- 

მოუკიდებელი ცვლადები, #=#(ჯ, <,)-საძიებელი ფუნქცია. კერძოდ, 

როცა V' არის + და + ნაწილობითი წარმოებულების წრფივი ფუნქ- 
2 ” 

ცია, და განტოლება (7.1) მიიყვანება პირველი რიგის წრფივ დიფერენ- 
ციალურ განტოლებაზე ნაწილობითი წარმოებულების მიმართ, რომელიც 
შეიძლება ასე ჩავწეროთ: 
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X. IC. თა) <, +7X23(თ), 2) 5 =0, (7,2» 

„1 +», 

მაშინ, როგორც ვიცით (იხ. თავი VI, § 5), უკანასკნელი განტოლების- 
ინტეგრალის მოძებნის ამოცანა მიიყვანება 

თ2, რ27ე 

X, (თ,, თ) ს X (2, თ.) 

ჩვეულებრვი დიფერენციალური განტოლების ინტეგრებაზე. “თუ. 

ჩ”ნოს 2,)=0, წარმოადგენს (7.3) განტოლების ზოგად ინტეგრალს, 

მაშინ ფუნქცია 

  (73) 

2=XIL7/, (თ. 2:)) (7.4) 

იქნება (7.2) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი, სადაც X არის ნებისმიერი 
წარმოებადი ფუნქცია 2, და 2, ცვლადების მიმართ. 

ზოგადი ინტეგრალი არაწრფივი განტოლებისა (7.1) განისაზღვრება. 
მსგავსად წრფივი შემთხვევისა. სახელდობრ, (7.1) განტოლების ზო გადი 
ინტეგრალი ეწოდება ამ კანტოლების ისეთ ინტეგრალს, რომელიც 
შეიცავს ნებისმიერ ფუნქციას. პირველი რიგის ნაწილობითი წარმოებუ- 
ლებიანი არაწრფივ დიფერენციალურ განტოლებათა თეორიაში მტკიც- 
დება, რომ (7.1) განტოლების ზოგადი ინტეგრალის მოძებნისათვის საკ–- 

მარისია ვიცოდეთ მისი ისეთი ინტეგრალი, რომელიც დამოკიდებული 
იქნება ორ ნებისმიერ მუდმივზე 

6=X (, 24%. 0, C») (7.5) 

და შესაძლებელი იქნება განტოლებათა სისტემიდან: 

2=V (2, 92?%M%) C. Cთ.), I 

292 _ 0 (+, 219 C. C» ' 

ძჯ, ძ?», ' L- 
! 

ი” ძX(თ,, 9%, C,. C») | 

02; ძლი: ) 

ნებისმიერი მუდმივების C, და Cე გამორიცხვის 'შედეგად მივიღოთ გან– 
ტოლება (7.1). ფუნქციას ჟჯ =7 (5, 2, C), 0) უწოდებენ (7 1) დიფე- 
რენციალური განტოლების სრულ ინტეგრალს. როცა ცნობილია სრული 
„ინტეგრალი (7.5), მაშინ (7.1) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი მიიღება 

განტოლებათა სისტემიდან 
ვ-»” რ» 9%·. C), C:)=90, 

მX ს , =0 (7.6) 

201 C2 (C) = 

  

 



C) პარამეტრის გამორიცხვის შედეგად, სადაც 7#=2.(0,) არის ნებისმიერი 
წარმოებადი ფუნქცია C, პარამეტრისა,. 

§ 8. დამოკიდებულება ეილერისა ღა ჰამილტონ-იაკობის დიფერენ- 
ციალური განტოლებების ინტეგრალებს შორის. აქ გავეცნობით ორ წი- 
ნადადებას, რომლებიც ერთმანეთთა5 აკავშირებენ ეალერუსა და ჰამალ- 
ტონ-იაკობის დიფერენციალური განტოლებების ინტეგრალებს. 

თეორემა ეილერის დიფერენციალური განტოლების 
ზოგადი ინტეგრალი წარმოადგენს ჰამილტონ-იაკობის 
დიფერენციალური განტოლების სრულ ინტეგრალს, 

მართლაც, ვთქვათ (4.1) ფუნქციონალის შესაბამისი ეილერის დიფე– 
რენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრალია ფუნქცია 

ყ=C< (თ, C), C.) (8.1) 

დავაფიქსიროთ (ჯვ. მაშინ საქმე გჭექაება ერთ პარაპეტრზე დამოკადებულ 

ექსტრემალთა ველთან, რომელიც წარმოიქჰნება C, პარამეტრის ცვლი- 

"ლებით. ვთქვათ »=>/)(ჯ, ყ, C) წარმოადგენს ამ ვალის დახრას. იგი 

მიიღება სისტემიდან 

ყ=დ(2, CC, C) ) (8.2) 

ა=თ;:(თ, თ. 0). ! 

C), პარამეტრის გამორიცხვის შედეგად. განვიხილოთ (8.1) ექსტრამალე– 

ბის შესაბამისი ტრანსვერსალების ოჯახი II =IV (V, IM, C;). ეს უჭანასკ- 

ნელი მოიძებნება ტრანსვერჯალთა ველის დიფერენციალური განტოლები- 
დან (3.1). გარდა ამისა ვიცით, რო) იგი აკმაყოფილებს ჰამილტონ-იაკო- 
ბის განტოლებას (6.8) (იხ. § 6). განტოლებიდან (6.8) ჩანს, რომ თუ 
დავუმატებთ ფუნქციას IV (X, V, Cკ) ნებისმიერ მუდმივს (კ, მივიღებთ 

ისევ (6.8) დიფერენციალური განტოლების ინტეგრალს 

II =II (თ, ყ, C2)+ C. (8.23 

რომელიც დამოკიდებულია ორ პარამეტრზე. მაშასადამე, ფუნ ქცია (8.3) 
წარმოაჯგენს ჰამილტონ-იაკობის დიფერენციალური განტოლების სრულ 

ინტეგრალს. თეორემა დამტკიცებულია. 
ახლა კი დავამტკიცოთ შემდეგი 

თეორემა. (4.1) ფუნქციონალის შესაბამი,სი ჰამილტონ- 
იაკობის დიფერენციალური განტოლების სრული ინტჩეგ- 

რალი არის ამავე ფუნქციონალის შესაბამისი ეილერის 

დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრალი. 

ვთქვათ IX» (», ყ, CC) წარმოადგენს ჰამილტო5-იაკობის განტოლების 

ინტეგრალს და ძ"IV (>. VMV. C.) „ მაშინ ეილერის დიფერენციალური 
9მVძC 
  

ს)



განტოლების ზოგადი ინტეგრალის მისაღებად საკმარისია ამოვხსნათ გან- 

ტოლება. 
ძII (თ, ყ. C.) 

90, 
ყ ცვლადის მიმართ, მართლაც, (კ პარამეტრის ყოველი მნიშენელობისა– 

თვის ფუნქცია V” (თ, ყ, Cა) განსაზღვრავს მოცემული ვარიაციული ამო- 
ტანის ტრანსვერსალთა ოჯახს და, ამასთან, განსაზღვრავს ექსტრემალთა 

ველსაც. ექსტრემალთა ველის დახრა იყოს »= »(თ, ყ, C:). ფუნქციები 
შV და ჯუ აკმაყოფილებენ განტოლებათა სისტემას (3.4), საიდანაც ადვი- 

=თ (8.4) 

  
    

ლა მივიღებთ , 

MV ძ» 0" ძია 
=#, , (თ, , , =-# „ (2, , ) ––“- · (8.5) 

პიინ, IV VV 2, პალ 9 ეკ, ? 
აქედან გამომდინარეობს, რომ 

9 ძV _ მ'!V იძ" იყ _ 

ით ძიკლ მ”მ0: ძ0Mძიევ იჯ 

ძყ მ» =| -–=-- : 9, # ა. ,V, –46- 8.6 ! (>. დ (თ, ყ ნა) ს (2, ყ, ?) მ0, (8.6) 

შევნიშნოთ, რომ (8.4) ტოლობით განსაზღვრული ფუნქცია ( დამო- 

კიდებულია ორ ნებისმიერ მუდმივზე. ვუჩვენოთ, რომ იგი იქნება ეილე– 
რის განტოლების ზოგადი ინტეგრალი. ეს იქიდან ჩანს, რომ ყ ფუნქ- 
ცოსათვის (8.60) განტოლების მარცხენა ნაწილი არის ნული. მაგრამ, 
აში · 

9, _ (X, ყ, C.). (6.7) 
ძა წ 

ვინაიდან, (8.5) სისტემის პირველი განტოლებისა და 9I7Cთ, V, თ) #0 
, _ ძყძC, 

პირობის ძალით: ა»,, (თ, ყ, )70. განტოლება (8.7) წარმოადგენს 

ა 
მოცემული ველის ექსტრემალთა დიფერენციალურ განტოლებას და რაკი 
ჟ აკმაყოფილებს ამ განტოლებას, ამიტომ იგი არის ექსტრემალი და აკმა- 

ყოფილებს ეილერის განტოლებას. 
დამტკიცებული თეორემებიდან გამომდინარეობს, რომ ეილერის და 

ჰამილტონ-იაკობის დიფერენციალური განტოლებების ინტეგრების ამოცა- 

ნები ეკვივალენტური ამოცანებია. 
§ 9, მაგალითი, შევისწავლოთ ფუნქციონალის 

X5 

9 IMV)=| 9” ძ» (9.1) 
% 

ტრანსვერსალთა ოჯახი, 

ვიპ



ეჭსტრემალთა ოჯახი, როგორც მარტივი გამოთვლები გვარწმუნებს, 
შედგება წრფეებისაგანა ტრანსგერსალობის პირობა, თანახმად (3.1) ფორ– 

მულისა, ასე ჩაიწერება 

ეს ტოლობა გეიჩვენებს, რომ ევსტრემალთა ველის ნებისმიერ წერტილში 

ტრანსვერსალის კუთხური კოეფიციენტი ორჯერ ნაკლებია ექსტრემალის 

კუთხურ კოეფიციენტზე ავიღოთ კოორდინატთა სათავეზე გამავალი 
წრფეთა კონა ყ=)//. იგი (9.1) ფუნქციონალისათვის ექსტრემალთა. 

ველის განტოლებაა. შევადგინოთ შესაბამისი ტრანსვერსალები, გვაქვს: 

ყ=სი, ა:= ს=-%, სადაც ) ექსტრემალთა ეელის დახრაა. თანახმად 
L- 

განტოლებისა (3.4), დაეწერთ 

0IV ჯ 0M 2" - აუ, ““ „2, 
ლთ. ში ” 

ამიტომ, (3.5) ფორმულის ძალით, გვეჟნება 

(X2; სვ) 

VV” (თე, ყვ) = I 2აძყ- ეძ2. 

(0, 0) 

უკანასკნელი წირული ინტეგრალის გამოსათვლელად ინტეგრების წირის 

როლში ავიღოთ წრფე ( ყ=5% თ, მაშინ ჯ=V 7=#4> ღა მივიღებთ: 
C > % 

M თა ყა= 4 #, როგორც ვხედავთ, (9.1) ფუნქციონალის ტოანსვერ- 

სალების ოჯახია პარაბოლები ყზ=-C6>, რომელთა სიმეტრიის ღერძია 0ჯ 

ღერძი და რომელთა წვეროები კოორდინატთა სათავე. 
§ 10. ტრანსვერსალობის პირობა სამგანზომილებიან სივრცეში. ავი– 

ღოთ სამგანზომილებიან სივრცეში ო=რი ზედაპირი §, და §,, რომელთა 
განტოლებები შესაბამისად იყოს 

დ.(თ, ყ, 2)=0, დ,(თ, IV, 2)=0. (10.1) 

ვიგულისხმოთ, რომ ვ, და კჯ, ზედაპირებს ყოველ წერტილში აქვთ მხები 

სიბრტყე. დავაყენოთ ამოცანა: ყველა უწყვეტად წარმოებად წირებს შო- 

რის, რომელთა საწყისი წერტილი ვ, წირზეა, ხოლო ბოლო წერტილი ჭე: 
ზედაპირზე, მოვძებნოთ ის წირი +, რომელიც ექსტრემუმს მიანიჭებს 

ფუნქციონალს 
IV, #)=| X CC, ყ, #, ყ” 2107. (10.2) 

7 
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L 

+ წირის სათავე და ბოლო წერტილები იყოს 4# და #8, მისი განტოლება 
კი ავიღოთ შემდეგი სახით: 

ყ=/ (2), 94= გ()- (10.3) 
ისეთივე მსჯელობით, რომელიც გამოყენებული გვქონდა ორგანზომილე- 
ბიანი სივრცის შემთხვევაში დავამტკიცებთ, რომ + წირის არსებობისა- 
თვის აუცილებელია შესრულებული იყოს შემდეგი პირობები: წირი ” 

უნდა იყოს ეილერის დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემის 
ძ ძ 

XVს "ე „.=0, #=-> L.=0 (10.4) 

"ინტეგრალი. საწყის წერტილში 4 უნდა აკმაყოფილებდეს პირობას 

ILI-–ყ წე 'L,)გ 97+ წელ! 601 + IX -.I„ 5C0=0, (10. 9 

ბოლო # წერტილში კი-–- პირობას 

(I-ს სა, XI.15 მთ.+ IXI8 5ყი+ LI>.8 62კ=0, (10.6) 

„სადაც სიმბოლოები ( )კ და ( )|კ აღნიშნავენ ფრჩხილებში მოთავსე- 
ბული გამოსახულებების მნიშვნელობებს "შესაბამისად „4 და # წერტი- 

ლებში, 6>,, 9ყ,. 62, და 8>.,, მყ,, 92 წარმოადგენენ 4 და 8 წერტი- 
ლების ნებისმიერი გადაადგილების კომპონენტებს შესაბამის შემხებ სიბრ– 
ტყეებში, წარმოვიდგინოთ, რომ ზედაპირი ვ, რომელსაც ყოველ წერ- 

ტილში შემხები სიბრტყე აქვს, გაღაკვეთს « ექსტრემალს წერტილში 
M# C, ყ, ?). ვთქვათ, გარდა ამისა, 6», წყ, 8 აღნიშნავენ MM წერტი- 

ლის გადაადგილებეს კომპონენტებს § ზედაპირის შემხებ სიბრტყეშთ 
ვიტყვით, რომ წირი X და ზედაპირი § გადაიკვეთებიან ტრანს- 

ვერსალურად, თუ შესრულებულია პირობა 

(IL--ყ I – 2 XX) 2დ-+- XV, 5ყ+IX., 82 =0:· (1თ0» 

როცა ვ ზედაპირის განტოლება ჩაწერილია თდ(ჯ, V, 2)=0 სახით, მაშინ 
შესრულებული იქნება პირობა 

ძოდ .- , 0დ. 
–- 0,4 –“ 
ძ» ძყ 

სადაც 4, 2, 2. არის § ზედაპირის ნორმალის მიმართულების კოე– 
ჩჯ მყ ძი” 

ფიციენტები # წერტილში. 
უკანასკნელი ტოლობის ძალით, განტოლება (10,7) შეიძლება ასევ 

ჩაიწეროს 

ძდ 
63=0, ნყ+ -- 2 

  

L-–- I, IX. = #V #. ” (10.8) 
ძდ ძთ 0დ. 

ძ>» მყ მ 
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უკანასკელი განტოლება აკავშირებს გადაკვეთის )/ წერტილის ჯ, 

ყ, # კოორდინატებსა და გადაკვეთის წერტილში გაკლებული + წირის მხე- 
ბის მიმართულების ყ”, ”” კოეფიციენტებს სიდიდეებთან დ, «. 9 

! XIX მყ ძვ 
იმავე წერტილში· ტოლობას (10.7) უწოდებენ ტრანსვერსალობის 

პირობას სამგანხომილებიან სივრცეში. 

შევნიშნოთ, რომ ეილერის დიფერენციალურ განტოლებათა (10.4) 
სისტემის ზოგადი ინტეგრალი 

ყ== #11(2, C) C. Cუვ, Cა, | 

#=/) (7, CI Cა, თე. CI) 

“შეიცავს ოთხ ნებისმიერ მუდმივს, ტოანსვერსალობის პირობები (10.8) 
გამოყენებული „4 და 8 წერტილებისათვის მოგვცემს ოთხ განტოლებას, 

რომლებსაც დაემატება კიდევ ორი განტოლება დ, («,, V,, #,)1=0 და 
და (>, M, #)=0, მოგვცემს ექვსი განტოლებისაგან შემდგარ სისტემას 
თ, Cვ. თ. C), 2, 2 უცნობთა განსახღვრისათვის, ამის შემდეგ გან–- 

ტოლებები (10.9) მოგვცემს ექსტრემალს, რომელმაც ფუნქციონალს 
(10.1) შესაძლოა მიანიჭოს ექსტრემალური მნიშვნელობაა 

§ 11, კანონიკური ცვლადები, განვიხილოთ ფუნქციონალი 

(10.9 

X5 

#Iყ, 4=| #C, ყ, #, ყ!, 2 )ძ>, (11.1) 
#1 

სადაც X (=>, ყ, ი ყ, ”) განსაზღვრულია სამგანზომილებიანი სივრცის 

მოცემულ (#) არეში ჯ, ყ, # ცვლადების და ყველა სასრული ყ”, # წარ- 
მოებულების მიმართ. ვიგულისხმოთ, რომ # ფუხქციას აქვს ნაწილობითი 

წარმოებულები მესამე რიგამდე თავისი არგუმენტების მიმართ, დასაშვები 

წირები განსაზღვრული არიან #=ყ (27), #=4 (თ) განტოლებებით, გადიან 

წერტილებზე 4 (X/ VI), 6), 13 (თა, >» #:) C (0) და ეკუთვნიან CV), თე 
სივრცეს. 

როცა ექსტრემალის ერთ-ერთი ბოლო წერტილი, მაგალითად 

ჯდა, ყ, ი) წერტილი, მოძრაობს მოცემულ § ზედაპირზე, მაშინ ამ 

ბოლო წერტილზე შესრულებული იქნება ტრანსვერსალობის პირობა (10.6). 
გარდა ამისა, ექსტრემალი უნდა იყოს ეილერის დიფერენციალური გან- 
ტოლებების (10.4) სისტემის ინტეგრალი. 

შემოვიღოთ ახალი („ვლადები 

M=#»,. ზ=V,, (11.2? 

საღაც ვიგულისხმოთ, რომ განტოლებები (11.2) ამოხსნადია ყ” და გ” 
ცვლადების მიმართ. ამისათვის საკმარისია მოვითხოვოთ, რომ ფუნქციო- 
ნალური დეტერმინანტი 

20 ე. წითლანაძე | პია



80%” #.) 260. 

#(ს, #2) 

გარდა ამისა, შემოვიღოთ ფუნქცია 

M=X# (C2, სწ #. ? ზს)=49 “+ 2” ს--7=ყI+- 2 7,–-X. (1 1.3) 

თუ გამოვთვლით #L ფუნქციის ნაწილობით წარმოებულებს V, #, «, 9 
ცვლადების მიმართ და თანაც გამოვიყენებთ (11.2) ტოლობებს, მივი– 

ღებთ 
Iსა=-XV, სუ=–ძVX,, X#სა=Vწ", ს”ა=#”. (11.4) 

ფუნქცია # ახალი #7 ფუნქციას საშუალებით ასე წარმოგვიდგება: 
=IMIM#ს+ ს ა–--I. (11.5) 

მოყვანილი გარდაქმნების შემდეგ ნაცვლად დიფერენციალურ განტო– 
ლებათა სისტემისა (10.4), რომლის თითოეული განტოლება მეორე რი- 

გისაა, გვექნება ეკვივალენტური ახალი სისტემა ოთხი განტოლებისა 

–=Mი, “-=#/VC, ==-,, –-=-ჩM,, (11-6) 
+» ძა” 2 

რომლის თითოეული განტოლება პირველი რიგისაა. (11.2) ტოლობებით 

განსახღვრულ «ს ღა ხ ცვლადებს კანონიკურ ცვლადებს უწოდე- 
ბენ, ხოლო (11.6) სისტემას––ეილერის დიფერენციალური გან- 
ტოლებების კანონიკურ სისტემას. 

§ 125. ექრსტრემალთა ველის დახრის დიფერენციალურ განტოლებათა. 

სისტემა სამგანზომილებიან სივრცეში. დიფერენციალურ განტოლებათა 

(11.6) სისტემის ზოგადი ინტეკრალი შეიცავს ოთხ ნებისმიერ მუდმივს. 

როცა უზრუნველყოფილია ამ სისტემის ინტეგრალის არსებობისა და ერთა– 
დობის პირობები, მაშინ, მივცემთ რა კ” და „” წარმოებულებს ნებისმიერ 
სასრულ მნიშვნელობებს, სამგანზომილებიანი სივრცის ყოველ წერტილზე 
(დ, ყ, 2) შეგვიძლია გავავლოთ ექსტრემალთა კონა, რომელიც წარმო- 
ადგენს ორ პარამეტრზე (სახელდობრ ყ” და „ პარამეტრებზე) დამოკიდე– 
ბულ სივრცითი წირების ოჯახს. შემოვიღოთ (10.2) ფუნქციონალის ექსტ- 
რემალთა ველის განსაზღვრა. (10.2) ფუნქციონალის ექსტრემალთა ველი 
ვუწოდოთ ეილერის დიფერენციალური განტოლებების (11.6) კაჩონიკური 
სისტემის ორ პარამეტრზე დამოკიდებულ ინტეგრალურ წირებს, რომლე- 

ბიც ავსებენ სამგანზომილებიანი სივრცის რაიმე ნაწილს და ამ ნაწილში 

ერთმანეთს არ გადაკვეთენ. ეს იმას ნირთნავს, რომ როცა ამ თვისების 

ექსტრემალური წირები არსებობენ, მაშინ ველის ყოველ წერტილში არსე- 

ბობენ ყ' და ”, წარმოებულების სრულიად განსაზღვრული მნიშენელო- 

ბანი და, მაშასადამე, ველის ყოველ წერტილში არსებობენ « და დ ცვლა- 
დების გარკვეული მნიშვნელობანი. სხვანაირად, სივრცის იმ ნაწილში, 
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რომელიც შევსებულია აღნიშნული თვისების ინტეგრალური წირებით, 

ცვლადები « ღა ს წარმოადგენენ სივრცის ამ ნაწილის ნებისპიერი (>, (I, 

2) წერტილის ფუნქციებს: «= წ (> Vყ, 2), ს=X (თ, I, 2). უკანასკნელ 
ფუნქციეს უწოდებენ ექსტრემალთა ველის დახრას წერ- 
ტილში (2, Vყ, #§). 

ვუჩვენოთ, რომ ექსტრემალთა ველის დახრა VI (თ, V, 2) და 17/(X, V/, #) 
აკმაყოფილებენ დიფერენციალურ განტოლებათა გარკვეულ სისტემას ნა- 
წილობითი წარმოებულებით, რომელსაც ექსტრემალთა ველის 

დახრის დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემას უწო- 

დებენ. მართლაც, ვთქვათ ფუნქციები V (>), #(7), VI (თ, ყ(2), #(7), 
X Iთ, ყ (თ), # (§)) წარმოადგენენ (11.6) სისტემის ინტეგრალს. თუ (11.6) 

სისტემის უკანასკნელ ორ განტოლებაში შევიტანთ ფუნქციებს XIV, V(C7), 

# (2)) და X L2, Vყ(2), # (2)), გვექნება 

0.+0, 9+V,-=- I, #.+/ 9+V7,-%=- წ, 02.1) 
ძ>» ძ> ძ2 ძ» 

საიდანაც, (11.6) სისტემის პირველი ორი განტოლების დახმარებით, მი- 

ვიღებთ 
მ. +CიყIს+0.Iი=-#V M/.+M/.მს+V7/:1 ,=-#”,. (12.2) 

ასეთია ექსტრემალთა დახრის დიფერენციალურ განტოლებათა სის- 
ტემა ნაწილობითი წარმოებულებით, რომელსაც აკმაყოფილებენ ექსტ– 

რემალთა ველის დახრა VI (თ, ყ, #6) და IM (თ, Vყ, #)- 
პირიქით, თუ მოძებნილია (12.2) სისტემის ინტეგრალი, მაშინ შესაძ– 

ლოა ავაგოთ ამ ინტეგრალის შესაბამისი ექსტრემალების ოჯახი, რომლის- 

თვისაც (12.2) სისტემის ინტეგრალი იქნება ველის დახრა. მართლაც, 
ვთევათ V«(თ, ყ, 2) და 9ს(>2, ყ, 2) წარმოადგენენ (12.2) სისტემის რაიმე 

ინტეგრალს. ჩავსვათ ეს ფუნქციები (11.6) სისტემის პირველი ორი გან- 

ტოლების მარჯვენა ნაწილებში, მივიღებთ ორი განტოლეპბასაგან შედგე– 

ნილ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემას ყ და # უცნობი ფუნქციე- 
ბით. ვთქვათ ფუნქციები ყ=ყ (თ, C,, C.) და «=7(», C,. C:) არიან ამ 
სისტემი” ზოგადი ინტეგრალი. ჩავსვამთ რა უკანასკეელ ფუნქციებს 

წ (თ. V. <) და IX (თ, V, #2) ფუნქციებში ისინი გადაიქცევიან » ცვლადზე 
და 0, C, ნებისმიერ მუდმივებზე დამოკიდებულ ფუნქციებად. ამასთან, 
როგორც ადვილი სანახავია, დაკმაყოფილებული იქნება აგრეთვე (11.6) 

სისტემის უკანასკნელი ორი განტოლებაც. თუ ყ=Vყ(>, C). C;), #= 
=#»(9, C, Cე) განტოლებებით განსაზღვრული ექსტრემალები ავსებენ 
სივრცის რაიმე ნაწილს და ამ ნაწილში ერთმანეთს არ გადაკვეთენ, მაშინ 
მათი შესაბამისი II (თ, (ყ, 2) და XV (», ყ, #) ფუნქციები წარმოადგენს 
ექსტრემალთა ველის დახრას. წინადადება დამტკიცებულია, 
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დასასრულ შევნიშნოთ, რომ თუ გამოვიყენებთ (11.3) ტოლობას, 
მაშინ (10.7) განტოლება შეგვიძლია შემღჯეგი სახით ჩავწეროთ 

MC, ყ, », ს, /)მ-+0ბყ+X#788=0. (12.3) 
ასეთია ტრანსვერსალობის პირობა სამგანზომილებიან სივრცეში ჩაწერილი 
ნორმალური ცვლადებით. 

§ 1მ. ვეიერმტრასის ფუნქცია, ვარიაციათა აღრიცხვის ზევით შეს- 
წავლილ თავებში განხილული იყო ფუნქციონალის 

X8 

9 I/)=| XC, ყ, ყ)ძ= (11.1) 
X · 

ექსტრემუმის აუცილებელი პირობები. იმისათვის, რომ გადავიდეთ (13.1) 

ფუნქციონალის ექსტრემუმის საკმარისი პირობების განხილეაზე, წინასწარ 

გავეცხოთ ვეიერშტრასის ფუნქციას. | 
როგორც ვიცით, წირი V= / (7) მინიმუმს ანიჭებს ფუნქციონალს, თუ 

არსებობს ისეთი რიცხეი 6>0, რომ (CL) I»,, ეე) სივრცის ნებისმიერი 

ფუნქციისათვის 2ყ. (>), რომელიც აკმაყოფილებს პირობებს 

ნ (X,)=9ყ (თე)=0, | 6ყ (2) | <%, წყ (201#90 როცა « C)1=. ჯთ:, (13.2) 

მართებულია უტოლობა: 

ჯა · 

ტს IV)=| #Iთ, / 0+ბV (ი, /' (2)+ბი” თ)) ძ»–- 
XI 

#” 

–| XI, /Cთ, / C)1 ძ2>9. . 03.3) 
# 

ვიგულისხმოთ, რომ მოძებნილია წირთა ველი ყ=დ(#, თ), რომელიც 
0=ლC-ი მეიშვნელობისათვის გვაძლეეს ფუნქციას / (თ)=დ (ჯ, 00), ხოლო 
როცა 0CIთ. 0), მაშინ ფარავს სიბრტყის რაღაც ჩაკეტილ ვ არეს 

თ=27, და ჯ=7ჯ, წრფეშბს შორის. ეს იმას ნიშნაეს, რომ როცა ველი 
საკუთლივია, მაშინ საკმარისად მცირე 8>0 რიცხვისათვის V= # (21+%, 

ყ=/ (3-8 წირებსა და »=27,, დ=ჯ, წრფეებს შორის მოთავსებული 
წერტილები წარმოადგენენ ვ არის შიგა წერტილებს. თანაც ჭაარის ყო- 

ველ წერტილზე გადის ერთი და მხოლოდ ერთი ექსტრემალი. იმ შემ- 
თხვევაში კი, როცა ველი ცენტრალურია, მაშინ ყ= ” («) იქსტრემალის 

ყოველი წერტილი, გარდა მისი ბოლო. # და 8 წერტილებისა, არის § არის 

შიგა წერტილი და § არის ყოველ წერტი–ზე, გარდა ველის ცენტრისა, 
გადის ერთი ღა მხოლოდ ერთი ექსტრემალი. ამასთან, წირთა V=დ(LV, ი) 

ოჯახის ყოველი წირი გადის ველის ცენტრზე #. | 

მოვითხოვოთ, რომ როცა ველი საკუთრივია, მაშინ ველის დახრა 
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#ჯ=»(თ, ყ) განსაზღვრულია და უწყვეტი მთელ 8 არეზე. როცა ველი 
ცენტრალურია, მაშინ ველის დახრა განსაზღერულია და უწყეეტი ვ არეზე 

გარდა # წერტილისა. უკანასკნელ შემთხვევაში ჯ(», ყ) ფუნქციას არა 
აქვს განსაზღვრული მნიშვნელობა # წერტილში, მაგრამ არLებობს მისი 

ზღვარი როცა # წერტილს ვუახლოვდებით გარკვეული მიმართულებით 
და ეს ზღვარი უდრის აღებული მიმართულების კუთხურ კოეფიციენტს 
ამ წერტილში. 

როგორც ვიცით (იხ. § 3), საკუთრივი ველის ”შემთხეევაში წირითი 

ინტეგრალი 
(%. ყ2) 

IX (თ, ყ, ჯ»)-–ჯიI, (თ, ყ, 2))ძთ+X”, (თ, ყ, ს), (13.4) 

(თ. 4) . 

დამოკიდებული არ არის ველის წერტილების შემაერთებელი წირისაგან 
„ და როცა წირი, რომლის გასწვრივაც ინტეგრებას ვაწარმოებთ, ექსტრე– 
მალია, მაშინ იგი გადაიქცევა ძირითად ინტეგრალად (13.1). 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ (13.4) ინტეგრალს იგივე თვისებები 
აქვს იმ შემთხვევაშიც, როცა ველი "ცენტრალურია. მართლაც, საკმარი– 
სია დავამტკიცოთ, რომ (13,4) ინტეგრალის ზემოხსენებული თვისებები 
ძალაშია მაშინაც, როცა 

წირი, რომლის გასწვრივაც.. Vჯ . 

უნდა გამოვთვალოთ ინტე- ...,.... 
გრალი, გადის 4 წერ.” ”. ს) 
ტილზე. ვთქვთ 4M70 1 M 

ინტეგრების რაიმე წირია. M 
მივიჩნიოთ (13.4) ინტე- ; 
გრალის მნიშვნელობად 
ზღვარი ინტეგრალისა იმა- “ე 

ვე დიფერენციალიდან „0 :> ? 
წირს გასწვრივ როცა 
4 -–->-4- ასე განსიხღვრუ- -“–7ჯ. 
ლი ინტეგრალი (13.4) .და– | 

მოუკიდებელია ველში მდე- ნახ. 19: 
ბარე ინტეგრების წირისა- 

გან, ამის დასამტკიცებლად ავიღოთ 4 და C წერტილების შემაერთებელი 
ორი წირი 4#0 დღა 4X#C (იხ. ნახ. 19). გავავლოთ წრფის მონაკვეთი 

##, რომელიც არ არის პარალელური 0ყ ღერძისა. მაშინ ინტეგრალი 

(13.4), აღებული ველში მდებარე შეკრული C9#C წირის გასწვრივ, 

ნულის ტოლია. ახლა წარმოვიდგინოთ, რომ წერტილები წ) და # მიისწ- 

რაფვიან 4 წერტილისაკენ „შესაბამისად 47) და 4M# რკალების გასწვრივ. 
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მაშინ ინტეგრალი 00XC წირის გასწვრივ მიისწრაფვის ინტეგრალისაკენ 

4M#MCM 4 შეკრული წირის გასწვრივ, რომელიც აგრეთვე ნულის ტოლი 
იქნება. ნათქვამის გამო ინტეგრალი (13.4) დამოუკიდებელია საინტეგრო 

წირისაგან. იმ შემთხვევაში, როცა წირი 40 ექსტრემალია, მაშინ ინტე- 

გრალები (13.1) და (13.4) თანატოლია ამ ექსტრემალის ნებისმიერ 40 
უბანზე და, მაშასადამე, ისინი თანატოლნი იქნებიან როცა „#4 –>4, ე. 0, 
თანატოლნი იქნებიან თვით #0 წირის გასწვრივაც. 

ზემოთ შესწავლილი თვისებები (13.4 ინტეგრალისა საშუალებას 
გვაძლევს (13.3) უტოლობამი ძირითადი ინტეგრალი შევცვალოთ მისი 
ტოლი (13.4) ინტეგრალით, რომელიც აღებულია მახლობელ წირზე V= 

= / (21+9ყ (2). თუკი, ამასთან, დიფერენციალს იყ შევცელით ტოლი 
მნიშვნელობით Vყ”(Iჟ, მაშინ (13.3) უტოლობის მარცხენა ნაწილი ასე წარ- 

მოგვიდგება: ' 
(Xა, V2) 

IL (თ, ყ, ყა)“ #C, ყ, ა) (ყ--ი) #. (2, ყ, »))იდ= 
წ), V1) 

X 

=| X#(=, V, ყ”, ჩ) ძი, (13.5) 
# 

სადაც 

XM=VX#L(>, ყ, ყს »)=7#(9, ყ. #)––”VC, ყ, უ)– 

–(ფ'--ი) #„ (თ, ყ, ჯ)- (13.6) 
უკანასკნელ ფუნქციას უწოდებენ ეეიერშტრასის ფუნქციას. 

როგორც ვხედავთ ამოცანა იმის შესახებ წირი ყ= / (თ) ანიჭებს თუ 
არა ექსტრემუმს (13.1) ინტეგრალს, მიიყეანება ინტეგრალის 

X2 

ბჰ IVე)=–| #ძ= (13.7) 
XI 

გამოკვლევაზე. 
§ 14. ვეიერშტრასის აუცილებელი პირობა, როგორც (13.6) პირო- 

ბიდან ჩანს, ვეიერმტრასის ფუნქცი. # დამოკიდებულია წირის წერტი- 

ლის კოორდინატებზე (თ, ყ), წირის კუთხურ კოეფიციენტზე ყ“ და ექსტ– 
რემალთა ველის დახრაზე ა»=»(ჯ7, ყ) წერტილში («, ყ). ისიც ”შევნიშ- 

ნოთ, რომ რაკი ველში მდებარე ყოველ ექსტრემალზე ყ”'=ჯ(, V), 
ამიტომ ველის ყოველ ექსტრემალზე ფუნქცია # ნულის ტოლია, დავა- 
მტკიცოთ ვეიერმშტრასის შემდეგი 

თეორემა, იმისათვის, რომ ცენტრალური ველის კეუთე- 

ნილი ექსტრემალი Vყ=/(2) მინიმუმს ანიჭებდეს ფეუნქ- 

ციონალს (13,1) აუცილებელია, ყ' წარმოებულის ყველა 
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სასრული მნიშვნელობისათვის და ჯCII, 1) ()ვლადის 
ყველა მნიშვნელობისათვის, შესრულებული იყთს უტო- 
ლობა 

#VV, # თ), ხ”, 92ი(., # (20)>90. (14.1) 

დამტკიცება. მართლაც, ვთქვათ. ცენტრალური ველის „48 ექსტ- 

რემალის (ჯ«, ყ) წერტილში (იხ. ნახაზი 20), წარმოებულის რაღაც სას– 

რული მნიშვნელობისათვის სყ” = წ ვეიერშტრასის ფუნქცია უარყოფითია 

#LV, ყ. წ, »(>, V)1<0. 04.2) 

გავავლოთ («, ყ) წერტილზე წრფე კუთხური კოეფიციენტით #”. მისი 
განტოლება იქნება 

ყ–-ყ= 9 (2-8). (14.3) 
შევარჩიოთ იმდენად მცირე #, რომ შესრულებული იყოს პირობები: 

ა) M (თ. ყ) და M(თ–-ს, ყ–Mყ" წერტილების შემაერთებელი მონა– 

"V 

  

0 „· == 
    

ნახ. 20, 

კვეთი MM ეკუთვნოდეს ველს. ბ) 1” მონაკვეთის ყველა წერტილებში 
Xს<0. ავიღოთ 48 წირის მახლობელი წირი #4 7/:8, რომელიც შედ- 

გება 4 და V წერტილებზე გამავალი ექსტრემალისაგან (ასეთი ექსტრე- 
მალი არსებობს, ვინაიდან X» გელის წერტილია); წრფის MM მონაკეე- 
თისაგან და ექსტრემალის #78 ნაწილისაგან. შევადაროთ (13.1) ინტეგ– 

რალის მნიშვნელობანი 48 ექსტრემალზე და 48 შესადარებელ 

წირზე. თანახმად ფორმულისა (13.7), დავწერთ 

ხI I)ლ | 8ძ>= | + | ძ>2+ | X9ძ«. (14.4) 
4M#M8 4M M#M #8 

ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში პირველი და მესამე ინტეგრალები ნუ- 
ლის ტოლნი არიან, რადგან ისინი ასაღებია ექსტრემალთა რკალებზე. 
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რაც შეეხება მეორე ინტეგრალს იგი უარყოფითია, ვინაიდან #7#/ მო-. 

ნაკვეთზე #<90. 

ამრიგად, (14.4) ტოლობიდან გვექნება 

| ბ LI)<0, 
რაც შეუძლებელია, ვინაიდან ყ= #/ (>), პირობის ძალით, მიწიმუმს ანი-, 

ჭებდა ინტეგრალს (13.1). 
§ 16. კავშირი ვეიერშტრასისა და ლეჟანდრის პირობებს შორის. დავ- 

შალოთ (13.1) ტოლობაში ინტეგრალქვეშა ფუნქცია # (7, ყ, ყ') ტეი- 

ლორის ფორმულით, ცვლადის მიხედვით მნიშვნელობისათვის გვექნება 

XC, ყ, /)=#(, V, »)+ +-2X, + 

+V = ირა. „/ Iთ ყ, 2+9 0” –ჯ) 0<0<).. (15.1). 

აქედან, თანახმად (13.6) ტოლობისა, მივიღებთ 

(I– > 
#C, ", "”, ს))=-" XV: ”V. IL? ს ს” ს (ყ” –-ჯ)). ! (15.2) 

უკანასკელი ტოლობა ს კიჩეენები, რომ თუ წირი V=/ (2) მინიმუმს · 
ანიჭებს (13.1) ინტეგრალს, მაშინ ინტეგრალქვეშმა ფუნქციის შეორე 

წარმოებული კს” ცვლადით შეუძლებელია იყოს უარყოფითი შესასწავლთ 

წირის გასწვრივ. მართლაც, ვთქვათ წერტილში (2, ყ), რომელშიც ვე- 
ლის დახრაა »= 2 (თ, წ), მართებულია უტოლობა 

MX, (თ, ყ. Vყ)<90. 

მაშინ, რაკი #,.,, უწყვეტია, ამიტომ იგი უწყვეტი იქნება წარმოე– 
ბულის მახლობელი მნიშენელობებისთვისაც და ტოლობიდან. (15.2) მი– 

ვიღებთ 
  

_ –- –-– ჟე” ეაე.-–- – 

X# (თ, I/წ ყს ჯ–)-= ' = I I2, ყ. V + 0 (ყ1-– ჯ)1. 

ქს კი ეწინააღმდეგება წინა პარაგრა ფის პირობას (14.1). 
მაშასადამე, იმისათვის რომ ექსტრემალი ყ= / (თ) მინიმუმს ანიჭებდეს 

(13.1) ფუნქციონალს, ა ცილებელია “მესრულებული იყოს ლეჟაზდრის 

პირობა . 
Xს/ IC, ,/ (თ) /” (2)1> 9. · (15.3) 

როგორც ვხედავთ, ფუნქციონალის მინიმუმის „აუცილებელი პირობა. 

ლეჟანდრისა გამომდინარეობს ვეიერშტრასის პირობიდან. 
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§ 1. ექსტრემუმის საკმარისი პირობები, დავუბრუნდეთ პირობას 

13.7), ილად მი ბთ (1 ავორარელაის ი ადვილად მივიღებთ (13.1) ფუნქციონალის მინიმუმის 

თეორემა, იმისათვის, რომ ექსტრემალი ყ= /(») მინიმუმს 
ანიჭებდეს (13.1) ინტე გრალს, საკმარისია არსებობდეს 
=#(,) წირის შემცველი ექსტრემალთა ისეთი საკუთ- 

რივი § ეელი, რომლის ყოველ („IC წერტილში, 

ყ წწ Iთ, ყ) პარამეტრის ყველა სასრული მნიშვენელობი- 

სათვის, შესრულებული იყოს პირობა 

»ჯVC, ყ, ყ', ი2(თ, ყ))>0. (16.1) 
'“ თეორემის ჭეშმარიტება იქიდან გამომდინარეობს, რომ გ ველში მდე- 

ბარე ყოველ წირზე, რომელიც ყ=/() წირის ნული “რიგის 6 მახლობ- 

ლობაშია, შესრულდება უტოლობა #/ IV1>9. 
ამ თეორემაში, საზოგადოდ, ლაპარაკია შედარებით მინიმუმზე: იმ 

შემთხვევაში, როცა. ველი § ემთხვევა (ჯ, ყ) წერტილის ცვლილების მთელ 
(7) არეს, მაშინ მინიმუმს. =/ (თ) ექსტრემალზე ფუნქციონალი (13.1) მიაღწევს 

აბსოლუტურ მინ 
როგორც ტოლობიდან (15.2) ერწმუნდებით ვეიერშტრასის საკმარისი 

პირობა (16.1) მუდამ იქნება შესრულებული როცა, ყოველ შემთხვევაში, 

წერტილებისათვის (თ, ყ) C§ და ყ”-ის ყველა სასრული მნიშვნელობისა- 
თვის მართებულია ლეჟანდრის პირობა 

I (2, ყ. ყ)>9,' (16.2): 

„მაშასადამე, (16.2) უტოლობა აგრეთვე მინიმუმის საკმარისი პირობაა, 
თანაც უფრო ძლიერი ვიდრე ვეიერშტრასის პირობა (16.1). თუ ამოცანა. 

შეეხება (13.1) ფუნქციონალის არა მინიმუმს, არამედ მაქსიმუმს, მაშინ 

საკმარისი პირობები მიიღება (16.1) და (16.2) «ტოლობების მიმართუ–- 
ლების შეცვლით. 

მინიმუმის საკმარისი პირობები (13.1) ფუნქციონალისათვის გამოვი- 
ყვანეთ იმ შემთხვევაში, როცა ნული რიგის 6 მახლობელ წირებზე, ე. ი. 

წირებზე, რომლებიც აკმაკოფილებენ პირობას | /--/ (თ) | <8, შესრუ–- 
ლებულია უტოლობა ტყ III >0. სხვანაირად ეს იმას ნიზნავს, რომ საკ- 

მარისი პირობები გამოყვანილია ძლიერი მინიმუმისათვის., იმ. 
შემთხვევაში როცა უტოლობა ბჰ (V1>0 მართებულია ისეთი წირებისა- 

თვის, რომლებიც ერთმანეთთან იმყოფებიან პირველი რიგის 6 მახლობ- 
ლობაში, ე. ი. წირებისათვის რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობებს: 

' Iყ–/ თ)| <ზ, |ყ'-–-,' (2) | <6. მაშინ (16.1) და (16. 2) იქნება სუსტი: 
მინიმუმის საკმარისი პირობები. 

§ 17. მაგალითები. 1. მოეძებნოთ / (2,, (,). და # (2,, ყა) წერტი- 

ლებზე გამავალი წირი, "რომელიც მინიმუმს მიანიჭებს ფუნქციონალს- 
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#3 

9 IV)= I ყ'' რჯ. 
41 

მოცემული ფუნქციონალის "შესაბამისი ეილერის დიფერენციალური 
განტოლების ინტეგრალურ წირთა ოჯახია წრფეები ყ=V2:+ხ. იმ წრფის 

პარამეტრები ც და ს, რომელმაც შესაძლოა მინიმუმი მიანიჭოს მოცემულ 
ფუნქციონალს, განისაზღვრებიან საწყისი პირობებით. უშუალო შემოწ- 

მებით დავრწმუნდებით, რომ ხსენებული წრფე მოცემულ ფუნქციონალს 
მიანიჭებს აბსოლუტურ მინიმუმს. მართლაც, ვთქვათ ყ=თჯ-+სხ-Cთ (2) 

წარმოადგენს „4 და 8 წერტილების შემაერთებელ რომელიმე სხვა წირს, 

სადაც თ(2) უწყვეტად წარმოებაღი ფუნქციაა და თ(2>,)=რთ(>,)=0. 
მაშინ მოცემული ფუნქციონალის სრული ვარიაცია იქნება 

X ჯ» X3 

ბჰ V)=| LCC=+ხ+4 (2) ))ბ ძთ-- | ((C=2+ხ))“ძთ= | თ”'(2)ძ>>0 
% XI XI 

და გამოთქმული წინადადება დამტკიცებულია. 
2. მოვძებნოთ "შეკრული (ვ) კონტურით შემოსაზღვრულ ») არეში 

"ორჯერ უწყვეტად წარმოებადი ფუნქცია #=ჯ/(თ, ყ), რომელიც (§) კონ- 
ტურზე მოცემულია და მინიმუმს ანიჭებს ინტეგრალს 

ძა MV? ძუ M »IM)= (+) XI) | ' 17.1 ” II 3: + V ძ»ძყ (17.1) 

მინიმუმის აუცილებელ პირობას ამ შემთხვევაში წარმოადგენს (იხ. 
თავი. VIII, § 9, განტოლება (9.6) ლაპლასის ორგანზომილებიანი განტო- 

ლე 

92 15%%-0 (17.2) 

და, მაშასადამე, ექსტრემალური ფუნქციები არიან ჰარმონიული ფუნქ- 
„ციები 7) არეში. 

ვთქვათ #=3 (ჯ, ყ) არის ჰარმონიული ფუნქცია X) არეში, რომელიც 

(9 კონტურზე მოცემულია, ხოლო #= #«(, ყ) არის ორჯერ უწყვეტად 
”წარმოებადი ნებისმიერთ ფუნქცია, რომლის მნიშვნელობები (§) კონტურზე 
«იგივეა როგორიც ფუნქციისა #=ჯ (თ, ყ). მაშინ, შეგვიძლია დავწეროთ 

#= #(თ, ყ)=#(თ, V)-++თ («, #I), 

სადაც თ=თ(თ, ყ)#0 არის 7) არეში ორჯერ უწყვეტად წარმოებადი 

ფუნქცია და თ(, V) I)=0. გამოვთვალოთ (17.1) ფუნქციონალის სრუ- 
-ლი ვარიაცია #=4 (27, V) და #=7(თ, ყ) ფუნქციებისათვის გვექნება 
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VM-VIC+>)+C II) |რი- 
–IIL(=) +CCV) -#-2/I(> + ერს 

+II (2) +(6) I=V- 
“IIIIC )+ “ერ 

=2II (0>+ე/ 1#+II(>) +(V) |C# 072 
ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში, (17,2) განტოლების ძალით, შეორე 
ინტეგრალი ნულის ტოლია, პირველი ინტეგრალი კი, გრინისა და რიმა– 
ნის ცნობილი ფორძულის მიხედვით, შეიძლება ასე გარდავქმნათ: 

II 2 64 )+ე- (1 +) ბიV- (6 ძ/- 69 ძ> 
ი” Lმთ“ სხძ> „ ძყ Lსმყ (3) ძყ ძ» 

ვინაიდან წირზე (3) ფუნქცია თ(თ, #)=0, ამიტომ უკანასკნელი ინტეგ- 
რალი აგრეთვე ნულის ტოლია. უკანასკნელი შენიშვნების შემდეგ, ტო- 
ლობიღჯან (17.3), მივიღებთ 

ძთ M? 0ძთ V” #7L9) = !! I | -=) +(§)) |64/>5. 

ამრიგად, ფუნქცია #=ჯ/(2, ყ) ანიჭებს აბსოლუტურ მინიმუმს ფუნქციო– 
ნალს (17.1). როგორც ვხედავთ ზედაპირე „=/2(7»”, ყ), რომელიც (17.1) 

ფუნქციონალს აბსოლუტურ მინიმუმს ანიჭებს, წარმოადგენს (17.2) გან- 
ტოლებისათვის დასმული დირიხლეს ამოცანის ამონახსნს. 

3, განვიხილლოთ სიბრტყეზე გეომეტრიული ოპტიკიდან ცნობილი 
ფუნქციონალის 

X5ვ 

VIყ)=| MC, #) M/ 1+V'' ძ2 (17.4) 
#1 

მინიმუმის ამოცანა, სადღაც #(ჯ7, ყ)>0 არის მოცემული ფუნქცია. 

მოცემულ ამოცანაში X («ჯ, ყ, ყ'1=1 (>, VI) MV 1+Vყ”” და, ამიტომ 
ცვლადების ყველა სასრული მნიშვნელობებისათვის გვექნება 
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7„,= #(Cთ, V) >0 
3 , 

! (1+ყ”)“ 
ე. ი. შესრულებულია ლეჟანდრის პირობა. ვიგულისხმოთ, რომ არსებობს. 
ველი, რომელიც შეიცავს (17.4) ფუნქციონალის ექსტრემალებს. მაშინ 
არსებობს ექსტრემალი, რომელიც (17.4) ფუნქციონალს მიანიჭებს ძლიერ 

მინიმუმს, კერძოდ, როცა 9(2, ყ)=+, მაშინ (17.4) ფუნქციონალის 

ყ 
ექსტრემალებია წრეწირები, რომელთა ცენტრი აბსცისების ღერძხეა, 

როცა თ (თ, =>-. მაშინ საქმე გვაქვს ბრაქისტოქრონის ამოცანას- 
ყ 

თან, რომლის ექსტრემალებს წარმოადგენენ ციკლოიდების ოჯახი, რომელ– 
თა წვეროები მდებარეობენ ც» ღერძზე. 

4. შევისწავლოთ ინტეგრალის 

X5 

V I/I)=| ყ''(1+ყ)ძთ 
# 

მინიმუმის ამოცანა. 

აქ ინტეგრალქვეშა ფუნქცია დამოკიდებულია მხოლოდ წარმოებულზე 
ყ', ექსტრემალები არიან წრფეები #= 6;-Lხ. შევადგინოთ ვეიერშტრასის 
ფუნქცია 

CV, ყ, ყ', 7)=ყ“(1 +ყ)"–იზ(1+05"-- 
–(ყ-ი) (20 (1+ ი) -+-2069(1 + ი)1= (ყ'–-ი)" I(ყ”+Cთ-L1)"+ 20(C+1)1. 

აქედან ჩანს, რომ როცა ->0 ან ი<-–1, მაშინ ყ” წარმოებულის 

ყველა სასრული მნიშენელობისათვის XL», ყ. ყს, აჯ)>0. მაშასადამე, 
წრფე ყ=ი“”-Lხ მოცემულ ინტეგრალს მიანიჭებს ძლიერ მინიმუმს. 

§ 18, ცენტრალური ველის არსებობის პირობები, ზემოთ, მეთექვს– 
მეტე პარაგრაფში, გამოყვანილი იყო (13.1) ფუნქციონალის ექსტრემუ- 
მის საკმარისი პირობები იმ შემთხევევაში, როცა არსებობს ველი, რომე- 

ლიც “შეიცავს მოცემულ ექსტრემალს, ახლა შევისწავლოთ პირობები, 

რომლებიც უზრუნველყოფენ ცენტრალური ველის არსებობ:ს. 
ვთქვათ ყ= / (2) არის ექსტრემალის განტოლება, რომელიც გადის 

40, ჭე) და 8(>,, ყ) წერტილებზე. ვიგულისხმოთ, რომ ამ ექსტრე- 
მალისათვის შესრულებულია ლეჟანდრის პირობა: #”.,,,, (თ, ყ, ყ)>0. 

ავიღოთ 4 (თ, V)) წერტილზე გამავალ ექსტრემალთა ოჯახი 
ყ=ყ(, 2), : (18.1) 

სადაც პარამეტრი + აღნიშნავს ექსტრემალის კუთხურ კოეფიციენტს 

4(7 ყე) წერტილში, ყ (2), +)= VI, ყ" (9. +)=“+. ჩავთვალოთ, რომ 
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უწყვეტ ფუნქციას ყ(თ, +) აქვს ყველა ნაწილობითი წარმოებულები 
მეორე რიგამდე ჩათვლით თავისი არგუმენტების მიმართ. ვთქვათ +=%) 
არის + პარამეტრის მნიშვნელობა, რომელიც შეესაბამება ყ=/ (>) ექს4- 

რემალს: / (7)1=ყ(თ, წე) იმისათვის, რომ წირთა ოჯახი” (18.1) იყოს 

#= / (თ) ექსტრემალის შემცველი ველი, საკმარისია > პარამეტრის მნიშვ- 
ნელობებისათვის, რომლებიც ახლო არიან «ე რიცხვთან; წარმოადგენდეს 

ერთმანეთის არაგადამკვეთი წირების ოჯახს. ეს იმას ნიშნავს, რომ ტო– 
ლობა (18.1) უნდა იყოს «+ პარამეტრის ცალსახა ფუნქცია. ამისათვის კი 
საკმარისია მოვითხოვოთ: 

9 - IC <–>0, როცა თ»C)12,, თა, |L-Xა|<6 (19.23 

აქ მართებულია შემდეგი 

თეორემა (იაკობი). იმისათვის, რომ წირთა ოჯახი ყ=ყ(.,წ) 

წარმოადგენდეს ცენტრალურ ველს, რომელიც შეიცავს 
ყ=/(თდ) ექსტრემალს, საკმარისია შესრულებული იყოს 

უტოლობა 

, – მყ. 0 
ყი (თ, “ა) IX I. > , (18.3) 

როცა ჯC1>2, 2,L. 
დამტკიცებისათვის საკმარისია ვუჩეენოთ, · რომ საკმარისად მცირე 

რიცხვისათვის 6>0 უტოლობიდან (18.3) გამომდინარეობს (18.2). მართ– 
>» VI რაარი 
უდი უწყვეტია და 

0X0ძ: |I=Iე 0%L0» IX-X) 01% ' 

ამიტომ ნებისმიერი რიცხვისათვის >0 არსებობს იმდენად მცირე რიცხვი 

5>0, რომ როცა « C (>, 2. +6), X C )Iი-–იძ, +-+0L, მაშინ მართებული 

  ლაც, რაკი მეორე რეგის წარმოებული 

  

2 
იყოს უტოლობა – V >0. გარდა ამისა, ნაწილობითი წარმოებულის 

ჯ09> 

9 უწყვეტობისა და (18.3) პირობის ძალით, შეგვიპლია ავიღოთ ისეთი 
ძ% · 
რიცხვი 8<0ი, რომ როცა ჯ«CI2+მ8, 954) და + C (–ე--6, Lე+6), მაშინ 

შესრულებული იყოს უტოლობა 
94 0. (18.4) 
ძL ' 

ახლა ცხადია, რომ როცა თ>2,+0, მაშინ (18.4) უტოლობის ძალით, 
აღებული რიცხვისათვის 6 შესრულებულია (18.2). ისიც ”შეკნიშნოთ, 
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ძყ ი /ძყ ძ", 

ვოი |> I. სა 22) პძ2”. ტომ როცა 
ჯ<27+868, მაშინ წარმოებული, 9 ზრდადი ფუნქციაა და, მაშასადამე, 

“ ამ შემთხვევაშიც შესრულებულია (18.2). თეორემა დამტკიცებულია. 
§ 19, იაკობი“ დიფერენციალური განტოლება, როგორც დავრწმუნ- 

დით (§ 18) იმისათვის, რომ არსებობდეს ცენტრალური ველი ყ= ს, +), 

რომელიც შეიცავს მოცემულ ექსტრემალს ყ= / («), საკმარისია 9ყ >0 
დჯ=ჯ 

როცა თ C 12, ჯ,L. გეომეტრიულად ეს იმას ნიშნავს, რომ 48 ექსტრე- 

მალის ყოველ წერტილში წარმოებული X დადებითია და პირველი წერ– 

ტილი 4“, რომელშიც ი, შესაძლოა შეგვხვდეს მხოლოდ „#8 წერ– 

ტილის შემდეგ, ამ წერტილს 4 წერტილის შეუღლებული წერ- 
ტილი ეწოდება შეუღ- 
ლებული წერტილის მო- 
საძებნად საჭიროა ექსტრე- 

მალის განტოლებასთან ერ- 

თად ამოვხსნათ განტოლება 

(# –ი, სხვანაირად, 4 

წერტილის შეუღლებული 
წერტილი #%? წარმოადგენს 
#4 წერტილიდან გამომავალ 
ექსტრემალთა კონის მომ– 

  

  
აკას სატ ოტალოიბობილი ს ქ ვლების გადაკვეთის. წერ- 

.. .. ტილს ექსტოემალთან ყ= 

ნახ. 21, = 7 (2) (იხ. ნახ- 21). შე- 

მოვიღოთ აღნიშვნა (=+თ-| 7 | · ჩავსვათ ფუნქცია ყ=V„ (თ, “) 
=%6 

ეილერის დიფერენციალურ განტოლებაში, გავაწარმოოთ მიღებული შე- 

დეგი < პარამეტრით და წარმოქმნილ ტოლობაში + პარამეტრის ნაცვ– 

ლად შევიტანოთ მნიშვნელობა «ე, გვექნება 

_ ს, რ _ 
XI სნ+XMV ი“ 72 (I. ნ-+XV,.)=0. 

თუ აქ წარმოებულებში #„,, I ყი 1 ნაცვლად ფუნქციებისა ყ და 

ყ' შევიტანთ / (2) და / (>), ?წედეგად მიღებულ ფუნქციებს, შესაბამი- 
სად აღვნიშნავთ »X, C, X-ით, მაშინ წინა ტოლობიდან გვექნება 

უ)8



XC” +M "ML +(0 --X)=0. (19.1) 

უკანასკნელი მეორე რიგის წრფივ ერთგვაროვან დიფერენციალურ გან- 
ტოლებას უწოდებენ იაკობის დიფერენციალურ განტოლე- 
ბას. ფუნქცია § წარმოადგენს (19.1) განტოლების კერძო ინტეგრალს, 
რომელიც შეესაბამება საწყის პირობებს: 

თC =0, |-=> =1. 19.2 (I=X, 9 | ძ | ” ( ) 

ამრიგად, ცენტრალური ველის არსებობისათვის საკმარისია (19.1) დი–- 

ფერენციალური განტოლების კერძო ინტეგრალი, რომელიც შეესაბამება 
საწყის პირობებს (19.2), იყოს დადებითი, როცა «LC 1:,, «,(. ამ პირო– 

ბას იაკობის პირობა ეწოდება, 

§ 90" საკუთრივი ველის არსებობის საკმარისი პირობები, დავამტკი- 

ცოთ, რომ იაკობის პირობა ცენტრალური ველის არსებობისა, საკმარი– 

  

  

ჯ-ჩ XI ჯ-. X2 

ნახ. 22. 

სია აგრეთვე საკუთრივი ველის არსებობისთვისაც. ამისათვის ექსტრემა– 

ლის საწყისი წერტილი „I გადავწიოთ ექსტრემალის გასწვრივი წერტილის 
მარცხნივ წერტილში #(=5–, # (>–/)). მაშინ წინა პარაგრაფში შე- 
მოყვანილი ფუნქცია §, რომელიც დამოკიდებული იყო ჯ ცვლადზე და 
< პარამეტრის +Xე- მნიშვნელობაზე, დამოკიდებული იქნება დ ცვლადზე და 

თ-ს სიდიდეზე: §=წ (თ, ჟ--). ახლა დავრწმუნდეთ შემდეგი წინადა- 
დების ჭეშმარიტებაში: შეიძლება შევარჩიოთ იმდენად მცირე #, რომ 
როცა 2 C)-,-, თ-ს მაშინ §(თ, 2,-#)>0. მართლაც, თანახმად პი- 

რობებისა (19,2), არსებობს ისეთი რიცხვი მა)>0, რომ როცა §C 1».2 + 

ძ5 (=, 29) > +ეს მაშინ 
ძ? 

ი, ხოლო როცა თ>C1/#,+მე, ჩას, მაშინ 

819



ძ5 (თ, =,) -(55თ 5). უწყვე- 
.· მთ · 

ტად არიან დამოკიდებული ჯ და >, არგუმენტებზე და, ამიტომ საკმოდ 
მცირე M#-ისათვის, როცა „2; C )თ,–ს, 2,+8ეს მაშინ წარმოებული. . 

მ 
7# 6(ჯ2, თ,--I)>0, 

ხოლო როცა თ C 1>ჯ,+ფშე. 2,ს მაშინ (2, >–7)>0. გამოთქმული წი- 

ნადადება დამტკიცებულია. _ 
როგორც ვხედავთ, ექსტრემალისათვის #8 შესრულებულია იაკობის 

პირობა (იხ. ნახაზი 22), მაშასადამე, არსებობს 4 წერტილიდან გამომა»- 

ვალი ცენტრალური ველი, რომელიც თავის შიგნით შეიცავს #8 ექსტრე- 
მალს. იგივე ველი წარმოადგენს #8 ექსტრემალის ჩვეულებრივ 'ველს. ეს 
იმას ნიშნავს, რომ იაკობის პირობა ცენტრალური ველის არსებობის შე- 
სახებ, რომელიც წინა პარაგრაფში გამოვიყვანეთ, საკმარისი პირობაა სა–- 

კუთრივი ველის არსებობისთვისაც. 

L(თ, =.)>0. გარდა ამისა, ფუნქციები (>, თ,) და



თავი XI 

ვმარიაციათა აღრიცხვის პირდაპირი მეთოდები 

§ 1. ზოგადი შენიშვნები. წინა თავებში შესწავლილი მასალიდან 
დავრწმუნდით, რომ ფუნქციონალის ექსტრემუმის ამოცანა შეისწავლება 

სათანადო დიფერენციალური განტოლების საშუალებით, რომლის ინტეგ- 
რება სასრული სახით, როგორც წესი, შეუძლებელია, ვარიაციათა აღრი- 
ცხვის პირდაპირი მეთოდები წარმოიქმნა ამ სიძნელის თავიდან აცილების 

სურვილით. ძირითადი მოსაზრება, რომელიც საფუძველად უდევს პირდა- 
პირ მეთოდებს, იმაში მდგომარეობს, რომ ვარიაციული შინაარსის ამო- 

ცანა ცდილობენ დაიყვანონ მრავალ ცვლადზე დამოკიდებული ფენქციის 
ექსტრემუმის ამოცანაზე. 

ეთქვათ საკითხი შეეხება ინტეგრალის 

Xვ 

II) = I XC, ყ, ყე) ძX (L.1) 
%: 

მინიმუმის მოძებნას. მოვითხოვოთ, რომ დასაშვებ წირთა სიმრავლე ეკუ– 

თვნის C0)IX,, X,| სივრცეს და მათი ბოლოები უძრავი ან მოძრავია, ვი– 

გულისხმოთ, რომ დასაშვებ წირებზე (1.1) ფუნქციონალის მნიშენელო– 
ბათა სიმრავლე ქვემოდან შემოსაზღვრულია და # აღნიშნავს ამ სიმრაე– 
ლის ზუსტ ქვედა საზღვარს. აქ ისმება ორი საკითხი: 1. დასაშვებ წირ- 

თა მორის არსებობს თუ არა ისეთი წირი ყ=Vყ(X), რომელზედაც 
თ”IV)ლ–ჯ), 2. როცა იგი არსებობს როგორ მოეძებნოთ. 

დიფერენციალური აღრიცხვიდან ცნობილია, რომ უწყვეტი ფუნქცია 
დახურულ არეში უსათუოდ მიაღწევს თავის ზუსტ ქვედა საზღვარს. ვა- 
რიაციათა აღრიცხვაში კი მრავალია მაგალითი ფუნქციონალისა, რომე- 

ლიც არც ერთ დასაშვებ წირზე ვერ მიაღწევს თავის ზუსტ ქვედა საზღ- 
ვარს. მაგალითად, (00)L-- 1, +1) სივრცის წირებისათვის, რომლებიც 

4C-1, –1) და 3(+1, +1) წერტილებს აერთებენ, ინტეგრალის 
+ 

ჰI/)=| XV 12» 
–1 
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მნიშვნელობათა ზუსტი ქვედა საზღვარია ნული, მაგრამ არ არსებობს მო– 

ცემული წერტილების შემაერთებელი არც ერთი უწყვეტი წირი, რომელ– 
ზედაც აღებული ინტეგრალი ნულის მნიშენელობას მიიღებს. 

მიუხედავად ზსენებული სიძნელისა, თუ დასაშვებ წირთა სიმრავლი- 

დან შესაძლებელია (1.1) ინტეგრალისათვის გამოვყოთ ფუნქციათა ისეთით 
მიმდევრობა (ყე), რომ 11 VIVე1=V (IIIი #ი1=#:, მაშინ ხევით დასმუ- 

I). თ აწ. 

ლი ორივე საკითხი 1 და 2 გადაწყვეტილი იქნება. მიმდევრობას (ყა) 
მინიმალური მიმდევრობა ეწოდება. მინიმალური მიმდევრობის ფაქტიური 
აგების საკითხი დამოკიდებულია გადასაწყვეტი ამოცანის ხასიათზე. ექს- 
ტრემუმის მოძებნას, მენიმალური მიმდევრობის გამოყენებით, მივყევართ 

იმ დასკენამდე, რომ #IVI ფუნქციონალის ექსტრემუმის. საკითხს საჭიროა 
შევხედოთ, როგორც უსასრულო რაოდენობის არგუმენტებზე დამოკიდე- 
ბული ფუნქციის ექსტრემუმის ამოცანას. 

§ 9. რიცის მეთოდი. შევისწავლოთ ინტეგრალის 

ჯ 

ჰIV)= I XC, ყ, ყჩ) ძX (2.1) 
% 

მინიმუმის ამოცანა რიცის მეთოდით. მისი შინაარსი იმაში მდგომარეობს, 

რომ (2.1) ინტეგრალის მნიშვნელობანი განიხილება არა ყველა დასაშვები. 
წირებისათვის, არამედ ყოველგვარი წრფივი კომბინაციებისათვის 

ყა= ”%ი(%III), (2.2) 
(=1 

სადაც ი; მუდმივი კოეფიციენტებია, ხოლო +0|=%იკ(X), (ჯ=1, 2,..., #,-..) 
არიან სასაზღვრო პირობების მიხედვით შერჩეული უწყვეტი და უწყვე- 

ტად წარმოებადი რაღაც ფუნქციები, რომლებიც ყ„ ფუნქციებთან ერთად 
წარმოადგენენ დასაშვებ წირებს. საჭიროა ტოლობაში (2.2) კოეფიციენ- 
ტები ი; ისე შევარჩიოთ, რომ ზღვარზე გადასვლის შედეგად, როცა 
#»- დ, მივიღოთ ფუნქცია, რომელიც ფაქტიურად მიანიჭებს მინიმუმს 

ინტეგრალს (2.1) და დააკმაყოფილებს სასაზღვრო პირობებს. 
ჩავსვთთ ტოლობაში (2.1) ნაცვლად ყ/ ფუნქციისა (2.2) ტოლობით 

განსაზღვრული ფუნქცია ყე. მაშინ, VI/,1 წარმოგვიდგება თ, კოეფიცი- 
ენტების ჩვეულებრივი ფუნქციის სახით, რომლებიც) ისე განვსახღვროთ, 
რომ ი, ძე: ძ„ პარამეტრებზე დამოკიდებული ფუნქცია VIყა) აღ- 

წევდეს მინიმუმს. ამისათვის, როგორც ვიცით, საჭირთა ამოვხსნათ გან– 

ტთოლებათა შემდეგი სისტემა: 

მძIყი1 _ 

მი, 
0, (§=1, 2,.../, IM). (2.3) 
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თუ ამოეხსნით უკანასკნელ სისტემას 0, უცნობების მიმართ და მათ მხი. 
შვნელობებს შევიტანთ ტოლობაში (2.2), მივიღებთ #, ფუნქციების გარ- 

კვეულ წრფივ კომბინაციას ცნობილი კოეფიციენტებით იჯ, რომელიც 
აღვნიშნოთ ყა-ით, ახლა კი ავიღოთ რიცხვთა მიმდევრობა IV წმ,1). შე- 

ვნიშნოთ, რომ /IV.4.1= ჰIVი). ეს იქიდან გამომდინარეობს, რომ 

ჰIVი) გამოთვლილია უფრო ფართო კლასზე ფუნქციებისა ვიდრე 
წ (VI და, მაშასადამე, მინიმუმი ინტეგრალისა (2.1), როცა ფუნქციიდან 

ყი გადავდივართ ფუნქციაზე ყა, არ იზრდება. გარდა ამისა, მიმდევ- 
რობა (#Iყი)) შემოსაზღვრულია ქვემოდან ჯ, რიცხვით. არაზრდად და 

ქვემოდან შემოსაზღვრულ მიმდევრობას (V#IV1) უსათუოდ ექნება ზღვა- 
რი და ეს ზღვარი # რიცხეზე ნაკლები არ იქნება. შეიძლება იმის დამტ- 

კიცება, რომ თუ არსებობს ისეთი წრფივი კომბინაცია V,, რომლისთვი- 

საც |7XIVი1-- ძI/)| ნებისმიერად მცირეა, მაშინ (ყ:) უსათუოდ მინიმა- 
ლური მიმდევრობა იქნება. 

საჭიროა გვახსოვდეს შემდეგი გარემოება: როცა 1Iი # IVა1=# ეს კი- 
ყწ-.თ 

დევ არ ნიშნავს, რომ უსათუოდ იარსებებს ( #ი») მიმდევრობის ზღვარიც, 

იმ შემთხვევაშიც კი როცა არსებობს III V ყოველთვის არ შეიძლება 
#9 

დარწმუნებული ვიყოთ, რომ ეს ზღვარი უსათუოდ იქნება დასაშვები 
ფუნქცია. მოყვანილი შენი შენები ყოველ კერძო ამოცანაში საჭიროა შე- 
ვამოწმოთ. 

ჩვეულებრივ, (2.2) ტოლობაში შემავალ ფუნქციებს (0, საკოორდი- 

ნატო ფუნქციებს უწოდებენ. კერძოდ, როცა სასაზღვრო პირობებს აქვთ 
ერთგვაროვანი სახე: ყ(X,1=0, MV(X,)=0, მაშინ საკოორდინატო ფუნქციე- 

ბის როლში შეგვიძლია ავიღოთ ფუნქციები #0,(X) = (X--X,XX-––X) დI(X), 
სადაც დ,X) უწყვეტი და უწყვეტად წარმოებადი რაღაც ფუნქციებია. 
თუ ვარიაციული ამოცანა დასმულია არაერთგვაროვან ს.საზღვრო პირო- 

ბებში: ყ(X,)=ყ,, M(X,)=Vყ;, სადაც M, და ყ, სიდიდეთაგან ერთი მაინც 
განსხვავებულია ნულისაგან, მაშინ ვარიაციული ამოცანის ამოხსნა მიზან- 
შეწონილია ვეძებოთ სახით 

Vი(X)= MX) +32) თა IIIX), 
(თ1 

სადღაც IX X,) სეგმენტზე უწყვეტი და უწყვეტად წარმოებადი ფუნქცია 
+(X) აკმაყოფილებს არაერთგვაროვან სასაზღვრო. პირობებს: ჯ-ე(X,) =- წ, 

#ი(V,) =ყ, ხოლო იმავე სეგმენტზე უწყვეტი ღა უწყვეტად წარმოებადი 
ფუნქციები 101(X), (L=1, 2,..., 1), აკმაყოფილებენ ერთგეაროვან სასა– 
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ზღვრო პირობებს: (0, (X,)=L%0კ (X,))=0. ასე შერჩეული ჯ9ძე(X) და 10, (X 

ფუნქციები» საშუალებით განსაზღვრული ყი(X) იქნება უწყვეტი და უწყვე- 
ტად წარმოებადი ფუნქცია სეგმენტზე IX,, X,), რომელიც დააკმაყოფი– 
ლებს არაერთგვაროვან სასაზღვრო პირობებს. 

იმ შემთხვევაში, როცა არსებობს (ი) მიმდევრობის ზღვარი და ეს 

ზღვარი დასაშვები წირია, ამასთან 11 მIწე1=%მ, მაშინ (ში) მიმდევ– 
”-თ 

რობის ზღვარი გვაძლევს ვარიაციული ამოცანის ზუსტ ამოხსნას. თუ მიმ- 

დევრობაში (4ი) არ გადავალთ ' ზღვარზე და დავკმაყოფილდებით მხო- 

ლოდ პირველი ჯ წევრით ყა ყ,.- · წი, მივიღებთ ამოცანის მიახლოებით 

ამოხსნას, _ 

რიცის მეთოდი, რომელიც ზემოთ შესწავლილი იყო ფუნქციონალი- 

სათვის (2.1), ადვილად გადაიტანება VI2(X,, X,,-.– Xგ)) სახის ფუნქციო- 
ნალზეც და იმ ”შემთხვევაზეც, როცა ფუნქციონალი დამოკიდებულია რამ- 
დენიმე საძიებელ ფუნქციაზე. 

§ მ. იზოპერიმეტრული ამოცანის ამოხსნა რიცის მეთოდით. იხოპე- 

რიმეტრული ამოცა-ანა უმარტივესი სახით განხილული გვქონდა ზემოთ 

(იხ. თავი X, § 11). აქ განხრახული გვაქვს იგივე ამოცანა გადავწყვიტოთ 
რიცი მეთოდის გამოყენებით. ამრიგად, ყველა | სიგრძის შეკრულ 

ბრტყელ წირებს შორის მოვძებნოთ წირი, როპელიც შემოსაზღვრავს 

უდიდეს ფართობს. 

ვიგულისხმოთ, რომ დასაშვებე წირები არ შეიცავენ ისეთ წირებს, 

რომლებსაც აქვთ კუთხური წერტილები. 

პარამეტრის როლში ავიღოთ წირის რკალის სიგრძე ვ, რომლის ათე– 
ლის წერტილი იყოს ამ წარის ნებისმიერად ფიქსირებული წერტილი. 
ჩავწეროთ წირის განტოლება პარამეტრული სახით: 

X=X(3), ყ#=V(§), § C (0, 11, (3.1) 

სადაც X”9), ყ(§) არიან ვ პარამეტრის უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციები 
სეგმენტზე (0, 1). როგორც ვიცით, (3.1) სახით ჩაწერილი წირის რკა- 

ლის დიფერენციალი გამოისახება ტოლობით: 

ძ1=V/ X“(8)-+ ყ'' (5) ძვ. 
საიდანაც ადვილად მივიღებთ 

(+) + 9) -I. (3.2) 

შემდგომი გამოთვლების გამარტივებისათვის შემოვიღოთ გარდაქმნა 

§= +, მაშინ ჯC1I0, 25) და ტოლობა (3.2) ასე. ჩაიწერება: 
L 4 · 
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(I) +(I) “>. 
საიდანაც # ცვლაღით ინტეგრების 92. გვექნება 

8=2; I IC თ) + თ)“ (8.3) 

რაც შეეხება შეკრული (3.1) წირით შემოსაზღვრულ ვ ფართობს, იგი 
” გამოისახება ინტეგრალით: 

ვ= I, ჯ. 2 I (6.4) 

მოყვანილი შენიშვნების შემდეგ ამოსახსნელი ვარიაციული ამოცანა 

ასე ჩამოყალიბდება: მოვძებნოთ შეკრული ბრტყელი წირი X#=X), 

V=ყ/V(I1), ჯ C (0, 2XI), რომელიც მაქსიმუმს მიანიჭებს ინტეგრალს (3.4) დ» 

დააკმაყოფილებს იზოპერიმეტრულობის პირობას (3.3). 

საკოორდინატო ფუნქციების როლში ავიღოთ მიმდევრობის 

1, 810/, 609#, 510 2/, C08 2(,... 

ფუნქციები და შევადგინოთ შემდეგი სახის წრფივი კომბინაციები 

Xა= 2 + ჯ» (თა 008 სX+ხის 810 IX), 
#=1 

ყა=- +206 008 MX+ძი 310 LX). 

-ძ 
თუ (3.4) და (3.3) ტოლობებში X, ყ, დარ და + ფუნქტიებს შევცვლით. 

99 შესაბამისად X,, ი, ლ და 52) ი ცენციებით: და ინტეგრალების გამო– 

სათვლელად გამოვიყენებთ ტრიგონომეტრიული ფუნქციების ორთოგონა– 
ლობის თვისებას სეგმენტზე (0, 2X), მივიღებთ 

ვ=X 2) IMCამს –– ხით), (3.5) 
L51 

#=22) 5 (იჯ+ხ1+ი1+ძე. 6.6 
#51 
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ახლა საჭიროა ისე განესახღლვროთ კოეფიციენტები ძა, ს, 6C. ძა, რომ 

მრავალი ცვლაჯის 5 ფუნქციამ მიაღწიოს მაქსიმალურ მნიშვნელობას და 
თანაც დააკმაყოფილონ პირობა (3.6), უკანასკნელი ამოცანა მრავალი 

ცვლადის ფუნქციის პირობითი ექსტრემუმის შესახებ, როგორც ცნობი- 
ლია, მიიყვანება თ=(8-+X"? ფუნქციის თავისუფალი ექსტრემუმის ამოცა- 
ნაზე. იმისათვის, რომ მაქსიმალურ მნიშვნელობას მიაღწიოს თ ფუნქციამ, 
აუცილებელია შესრულებული იყოს შემდეგი პირობები: 

აო =X%#M0ს+ 47" M1იც =0, 
“ ,  (0+=1, 2,-.., #). (3.7) 

2.· = XLთს + 4» სმის =0. 

იძი 

–- =- 00. + 4» I.ხსც=0, 

მთ · (0+=1,9,..., #), (3.8) 
== =–- ჯXსხს+ 4 #6ა=0. 
ძის 

როგორც ვხედავთ, (3.7) და (3.8) წარმოადგენენ ალგებრული ერთგვარო– 
ვანი განტოლებების სისტემას იჯ, ბ., ს, ის “უცნობების მიმართ და 

არატრივიალური ამონახსნის არსებობისათვის აუ;ილებელია და საკმარი– 

სი, რომ ნატურალური პარამეტრის რაიმე მნიშვენელობისათვის IL=-+ 

დეტერმინანტი 

–” 4X14»2, 0 

- ზეა. IM | 

უკანასკნელი განტოლებიდან განისაზღვრება მამრავლი 7, გვექნება 

#=+ 1 · 
4 XI 
  (3.9) 

მაშასადამე, (3.7) და (3.8) სისტემების ყველა დეტერმინანტი, როცა 

#=1, 2,..., 1 განსხვავებული არიან ნულისაგან, გარდა L=#/ჯ მნიშვნე- 

ლობისა. ამის გამო ყველა უცნობი ია=ს.=06+=ძ=0, გარდა უცნო- 

ბებისა ი„, ხითო. რი, ძა. # მამრავლისათვის (3,9) ტოლობაში ავიღოთ 

ნიშანი მინუსი. მაშინ, (3.7) და (3.8) სისტემებიდან გვექნება: 

ძა»=ძ, ხეე= –- 6 |1=4X"/I" (ი+ ს), 

1? 

5=>»# (VI '-ს)= 42-2/! '



უკანასკნელი ტოლობიდან პირდაპირ ჩანს, რომ ფართობი #§ მიაღწევს 

მაქსიმუმს მნიშვნელობისათვის »=1. როცა #=1, მაშინ X»=-- == 
02 

ც=1, თ.=9ძ), ხელ–-ტ,. ყველა დანარჩენი: ძა=ზხს=0ძ0ს==0ძა=0. 

როცა »L=1, მაშინ 

X»=-+ი, 0091+სხ,8I0 7, 

ყ= > ს, C031+ი, 519 #. 

ეს განტოლებები წარმოადგენს წრეწირის პარამეტრულ განტოლებას, 

ტოლობაში (3.9) მამრავლისათვის » რომ აგვეღო ნიშანი +, შედეგი 
არ შეიცვლებოდა, 

§ 4. პუასონის განტოლების ამოხსნა რიცის მეთოდით. ხმირად რი- 
ცის მეთოდი გამოიყენება მათემატიკური ფიზიკის სასაზღვრო ამოცანების 
ზუსტი ან მიახლოებითი ამოხსნისათეის. მოვიყვანოთ მაგალითი პუასონის 
დიფერენციალური განტოლებისათეის დასმული სასაზღვრო ამოცანის ამო- 
ხსნისა. ამოცანის შინაარსი ასეთია: მოვძებნოთ ისეთი ფუნქცია #=X+(X, ყ), 
რომელიც მოცემულ არეში ») დააკმაყოფილებს პუასონის დიფერენცია- 

ლურ განტოლებას 
ძბყ 0 2<2-. თო4296- #(, ყ). 4.1 2გ+ = 705 #9)... (4.1) 

და 7) არის საზღვარზე მიიღებს მოცემულ მნიშვნელობებს. მოყვანილი 

ამოცანა შეიძლება შევცვალოთ ფუნქციონალის 

წი | || | 9) + 2) +2/Cთ #|#V (4.2) 
” ძჯ ძყ 

ექსტრემუმის ამოცანით, რომლისთვისაც (4.1) წარმოადგენს ეილერის 

დიფერენციალურ განტოლებას. ვიგულისხმოთ, რომ 0) არე წარმოადგენს 
მართკუთხედს: 0<:X<06, 0ლყლ<ხ, რომლის საზღვარზე (4.1) განტოლე- 

ბის ინტეგრალი ნულის ტოლია: #Iც=0. გარდა ამისა ვიგულისხმოთ, რომ 
(4.1) ტოლობის მარჯვენა ნაწილში მოცემული ფუნქცია /(», ყ) მართ– 

კუთხედში #7) იშლება თანაბრად კრებად შემდეგი სახის მწკრივად: 

თითი = 

#Vთ, #ყ)= 5, 2, წ»ი 917 ვე >9Vყ · (4.3) 

იე=1 ჟკო1 თ ხ 
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საკოორდინატო ფუნქციების როლში ავიღოთ 

ე ვე –”%, (ი, 8=1, 2,...) (4.4 
თ ხ 

მიმდევრობის ელემენტები. ამ მიმდევრობის ყოველი ფუნქცია, ისე რო- 
გორც მათი ყოველი წრფივი კომბინაცია, ცხადია, მოცემული მართკუთ- 

ხედის საზღვარზე ნულის ტოლია. ისიც შევნიშნოთ, რომ 7) არეში ·ფუნქ- 

ციათა სისტემა (4,4) ორთოგონალური სისტემაა, ე. ი. ნებისმიერი ნატუ- 
რალური რიცხვებისათვის ი, 0, 2,, 0, მართებულია ტოლობები 

IL გე -0X ვე -9% ვე -X ცე -9# ძX ძყ =0. (4.5) 
თ ხ ძ ხ 

გარდა მნიშვნელობებისა ი=/,, თ=0ქ,. ამ უკანასკნელ შემთხვევაში, რო- 

გორც მარტივი გამოთვლები გვარწმუნებს, გვაქვს 

". 50M ძXძM9= ის (4.6) 
ი) ხ 4 

ი 

ახლა შევადგინოთ (4.4) საკოორდინატო ფუნქციების წრფივი კომბინაცია 

.. %X92X ,. X% 
ჩიე = 2, 2, რ%»ი 8 –2- ვი 72 ' (4,7) 

და ჩავსვათ იგი ფუნქციის ნაცვლად (4.2) ფუნქციონალში. გამოვიყენებთ 
რა (4.3), (4.5) და (4.6) ტოლობებს, გვექნება 

თაა” (ფე(65" 
+2#იო 2, სალ ი MI წყ= 

ი! ძ«ი1 

  

Xიხ ფლ ათ ” დ. 

4 2. 2, 3 ' უმ თ,+” 22 ათი =96-,ი. 
ე=1 ქ-1 4“ ხ 225 ხლ 

უკანასკნელი დ(თ„ი) ფუნქციის ექსტრემუმისათვის აუცილებელია შესრუ- 
ლებული იყოს პირობები 

-09(იძ) _ 0, 9=1, 2... 44%. ი0=1, 2,..., 9 

მთი



_/ 01. დ 
8(8.+ ჯ. რი + V»ი=0, 

ე: 

“8(5+5). 
«ამის შემდეგ, წრფივი კომბინაცია (4.7) ასე წარმოგვიდგება 

საიდანაც 

თაი = 

ახლა, თუ ამ ტოლობაში გადავალთ ზღვარზე როცა #, IL -> თ, მევი– 

ღებთ ფუნქციას 
. 1 თითით 

2= 110 ა, =– + 2, 2, _ IM – 81ე 59% კე 5%, 
ოთ წ) 

#-–-ითი 

  

«რომელიც წარმოადგენს (4.1) დიფერენციალური განტოლების ისეთ ინ–- 

ტეგრალს, რომელიც მოცემული მართკუთხედის საზღვარზე ნულის ტოლა» 

§ წ. ფუნქციონალის მინიმალური წირის მიახლოებითი მოძებნა რი- 

„კის მეთოდით. მოვიყვანოთ მაგალითე ფუნქციონალის მინიმალური წი– 
“რის მიახლოებითი განსაზღვრისა რიცის მეთოდით. 

მოვძებნოთ ფუნქცია, რომელიც მიახლოებით მინიმუმს მიანიჭებს 

ფუნქციონალს 
ჩჯ 

2 

VIV)= | (2Xყ –– ყ"+V') ძX (5.1) 
0 

და დააკმაყოფილებს სასაზღვრო პირობებს #9-V(5-)– 

საკოორდინატო ფუნქციების როლში ავირჩიოთ ფუნქციები 

სო-(+ –+)». Cდ=I, 9,...). (5.2) 

ამ მიმდევრობის ელემენტები წრფივად დამოუკიდებელი უწყვეტი და 
უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციებია, რომლებიც აკმაყოფილებენ სასაზღვ– 
«რო პირობებს #ა0=M.( > )=4. ავიღოთ #=1 და განვიხილოთ მი- 
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ახლოებითი ფუნქცია Vყ,(X)=0) (5 –#) X». გჩავსვთ იგი მთცემულ 

ფუნქციონალში (5.1) და გამოვთვალოთ მიღებული ინტეგრალი, გვექნება 
#ჯ 

2 

#IV,00ე1= I (2, –– ყ(I+ყ!2) ძX= 

ცზ= ' – + 'C – > 01= C(0,) 

კოეფიციენტი ძი, ”ი განისმღერის განტოლებიდან 

«თს, რა. 2). ი 
ძი: +” რ“. 

  

საიდანაც 
  

0- 5- 3-8 
ფუნქციას, რომელიც მიახლოებით მინიმუმს მიანიჭებს ინტეგრალს (5.1) 
და დააკმაყოფილებს მოცემულ ერთგვაროვან სასაზღვრო პირობებს, ექნე– 

ბა შემდეგი სახე 

ჯ 
ღა –#7I#. 

8 ( 2 ) 

იმისათვის, რომ წარმოდგენა გექონდეს (ყდომილებაზე, რომელიც წარმო- 

იქმნება როცა მინიმალურ წირს, შევცვლით მოძებნილი მიახლოებითი წი– 

რით, უნდა ზუსტად ვიცოდეთ (5.1) ფუნქციონალის მინიმალური წირი. 
ეილერის განტოლება ფუნქციონალისა (5.1) არის მეორე რიგის წრფივი 
არაერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება სახისა 

ყ” + ყ=X, 

რომლის ზოგადი ინტეგრალია ფუნქცია 
ყ= 0, 608 X-+ Cც 810 X+X. 

ნებისმიერი მუდმივები ინტეგრებისა გამოითვლებიან მოცემული სასაზღვ– 

რო პირობებით: C,=0, თ=- +. ამრიგად, ზუსტი მინიმალური წირი 

  

ჯ 
= X)=> ყ1=VI(X) 579-– 

იქნება ყ=-+ 310 X. გადახრა ფუნქციისა V,(X) ზუსტი მინიმალური 

ჯ 
წირისაგან ყ, ე. ი. მთდული |V –– წ, |, მოგვცემს ცდომილებას IV, + 

სეგმენტის ყოველ წერტილზე. 
ვეი



§ 8. ეილერის სასრული სხვაობების მეთოდი. განვიხილოთ ვარია= 
ციათა აღრიცხვის უმარტივესი ამოცანა მოვძებნოთ ფუნქცი ყ= 
=ყ/(X) C C9IIთ, ს), რომელიც მინიმუმს მიანიჭებს ინტეგრალს 

X3 

ყIM/1= I XC, ყ, ყ) ძX (6.1) 
%X. 

და დააკმაყოფილებს სასაზღვრო პირობებს Vყ(X,)=0, V(X,)=ხ. 
ეილერის მეთოდი იმაში მდგომარეობს, რომ (6.1) ინტეგრალის მინი- 

მუმის ამოცანა შეისწავლება არა ყველა დასაშეები წირისათვის, არამედ 

განიხილება ტეხილ წირებზე, რომელთაგან ყოველი შედგენილია დ სწორ- 
ხაზოვანი მონაკვეთისაგან. ტეხილის წვეროების აბსცისები იყოს: X,+#», 

X.+246X,..-, X,+(,) –- 1) ტX, სადაც #ტX= (<5 - 5 XI , .,ხოლო შესაბამისი. 
L 

ორდინატები აღვნიშნოთ ყ,, V,,-·-, ყ, „ით. ფუნქციონალი (6.1) ტეხი- 

ლი წირის გასწვრივ, ცხადია, წარმოადგენს ტეხილის წვეროების ორდი- 
ნატების ფუნქციას. VIIVI=დ(V,, M2.-·· ყი) იმისათვის, რომ უკანა- 

სკნელმა ფუნქციამ მინიმუმს მიაღწიოს, აუცილებელია ორდინატები 

Mი მM-'- 4-1 განვსაზღვროთ განტოლებათა შემდეგი სისტემიდან: 

მდ კა მთ ც.. ძი _ი, (6.2) 
მ", მყ, მMი-. 

ამის შემდეგ, უკანასკნელი სისტემიდან განსახღლვრულ მიმდევრობაში 

(M4)7-1 საჭიროა გადავიდეთ ზღვარზე, როცა M-+ C. თუ ინტეგრალქვე- 
შა ფუნქცი #X აკმაყოფილებს სათანადო პირობებს, მაშინ არსებობს 

ზღვარი 1IIMს) /, და იგი უნდა იყოს მოცემული ვარიაციული ამოცანის 
ი–-თ 

ამოხსნა. თუ მიმდევრობაში V,, V,,... ყე ზღვარზე არ გადავალთ, მაშინ 

(%: თ), (M-+6X; ყ), (–5 +24X; V.).···, (X; + (I –– 1) ბX: ყი-,), (X,; ბ) 
წერტილების შემაერთებელი ტეხილის წვეროების ორდინატები იქნებიან 
ექსტრემალის მიახლოებითი მნიშვნელობები ამ წერტილებში. ჩვეულებ- 
რივ, ინტეგრალის გამოთვლას აწარმოებენ სხვადასხვა მიახლოებითი ფორ– 

მულებით, ამასთან წერტილზე (X+(#4X; ყ,)) ფუნქციის წარმოებულის 

მნიშვნელობად უნდა მივიღოთ ი#--9%C, აღწერილ მეთოდს უწოდებენ 

ეთლერის სასრული სხვაობების მეთოდს. იგი მარტივად გადაიტანება ვა-. 
რიაციათა აღრიცხვის სხვა სახის ამოცანებზეც. 
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-§ 7. მაგალითი. მოვძებნოთ ფუნქციონალის 

' 
”IVI- | (ყ"+2ხყ)ძX, ყ(0)=ყ(1)=0 (7.1) 

-მინიმალური წირის მიახლოებითი მნიშვნელობანი სეგმენტზე (0, 1/ს 

  დავყოთ სეგმენტი (0, 11 თანაბრად ტX=1 =9-02 ნაბიჯის მიხედ– 

ვით და გამოვიყენოთ აღნიშვნები: ყე=ყ(0)=0; ყ,=ყ(0, 2), ყ:=ყI0, 4); 
4ა=ყ(9, 6); ყა=ყ(0, 8); ყ:=V(1),=0, დაყოფის წერტილებში წარმოე- 
ბულების მიახლოებითი მნიშვნელობები გამოვთვალოთ ფორმულებით: 

ყ9ყM+1 –– M , 
ყ.=V (X,) == ლ #=0, 1, 2, მ, 4; 

„მაშინ 

  

ი - ს--0 –თი-. ყა თ= ,. V(0, 21ლ -M4-- ML 0, 4ელე -93- M., 
/ (2 0,2 #0, 2) 62 , #(V4) 0,2 

"9ყ4 -– ყა , 0–V, 0, 6 ლ , 0, 8) => · ს (0, 6) => რ ყ (0, 8) 0.2 

ახლა გავიხსენოთ ინტეგრალის მიახლოებითი გამოთელის ფორმულა: 

  

I XXX) ძX=>I/(ი)+/C)+7/(%)+.--+I/MI-აჰ1 ბX. 

·ინტეგრალისათვის (7.1), გვექნება 

თ)-| დ-+204>(% L)+ (4. #-%)+ 

+2+( 954 4) + 2,+ (4 #-#) + 

+2+(– 2) +%| · 0,2=დ(V/), V,, ყვ, M()- 

4ქ ორდინატები V,, M,, M,, ა ისე უნდა შევარჩიოთ, რომ ფუნქციამ” 
დ(ყ). ყა; წე. #,) მინიმალურ მნიშვნელობას მიაღწიოს. ამისათვის აუცილე– 

ბელია, რომ მისი წარმოებულები V/,, ყე, Vვ. /კ ორღინატებით იყოს ნუ- 

-ლის ტოლი: ! 

მყ, ” მყ, ' მწ... ” მძ. 
„ყვ?



ანუ 
290, –– ყე=-–– 0,04, 

–ყ,+2ყ, -- ყვ=-- 0,04, 

–ყ,+2ყე –– ყკ=-- 0,04, 

– ყვ +2ყა=-- 0,04. 

წრფივ განტოლებათა მიღებული არაერთგვაროვანი სისტემის ამოხსნა 
მოგვცემს: ყ,= –– 0,08; ყ,=–=-–- 0,12; ყვლ–0,12; ყ,ლ––0,08. ასეთია 

ექსტრემალის მიახლოებითი მნიშვნელობები (0, 1) სეგმენტის წერტილებ– 
; ზე: X,=0,1; X,=0,4; Xგ=0,6; X=0,8. ადვილი შესამჩნევია, რომ თუ 

მოვძებნით ამოცანის ზუსტ ამოხსნას #=> (X1 –– X), მაშინ მისი მნიშენე– 

ლობები იმავე წერტილებში დაემთხვევა გამოთვლილ მიახლოებით მნიშე– 

ნელობებს მეასედის სიზუსტით.
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„ ერთ პარამეტრზე დამოკიდებულ წირთა ოჯახის მიფერეზ ი- 

· სრუ ლი სივრცე · · · · · , · · 

ოპერატორი მეტრულ სივრცეში 

„ ბანახისა და კაჩოპოლის თეორემა · · . · · 

· პირველი რიგის. დიფერენციალური განტოლების ინტეგრალის 

არსებობისა და ერთადობის თეორმა 

ალური განტოლება 

„· ერთ პარამეტრზე დამოკიდებულ წირთა ოჯახის მომულები · 

„ წირთა ოჯახის მომვლების მაგალითები 

„ პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების გან-აკეთრე- 

ბული ინტეგრალები 
ორთოგონალური ტრაექტორიები აეე. · · · 
იზოგონალური ტრაექტორიები ' 

დიფერენციალერი განტოლების მიახლოებითი ამოს ა გილერისა 

და კოშის მეთოდით 

პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების. მიახლოებითი 

ამოსსნა ტეილორის ფორმულის დახმარებით _ . , · 

III. მაღალი რიგის დიფერენციალური განტოლებები · · 

1 

2. 

3. 

4. 

5 

6, 

- # რიგის დიფერენციალური განტოლება 
# რიგის განტოლების ზოგიერთი კერძო სახე 

პარამეტრის ხერხი · · -. · 

დიფერენციალური განტოლება წფრ), ყთ-9=0 სახისა · 

„ დიფერენციალური განტოლება ჩ(ყთ-?), ყო)1==0 სახის» 

· დიფერენციალური განტოლება, რომელიც ცხადი სახით არ შეი- 

ცავს საძიებელ ფუნქციას და მის წარმოებულებს # რიგამდე 

§ 7. დიფერენციალური განტოლება, რომელიც ცხადი Lახით არ რეიცავს 

8. 

დამოუკიდებელ ცვლადს და საძიებელი ფუნქციის წარმოებუ- 
„ლს # რიგამდე · · - 

დიფერენციალური განტოლება ჩფთ-შ, ყო-)), VV)1= =ი სახისა 

· დიფერენციალური განტოლება ჩ(ყიი-9) ყ0= #)(ყ(M–9)) (ყი –1თო1 
სახისა · 

„L გურსას დიფერენციალერი განტოლება · · 

· ლიუვილის დიფერენციალური განტოლება ””” 
„· დიფერენციალური განტოლება, რომლის მარცხენა ნაილი არის 

·, ერთგვაროვანი ფუნქცია საძიებელი ფუნქციისა და მისი წარმო- 

ებულების მიმართ 

„ კლეროს განხოგადებული დიფერენციალერი განტოლება სავარ- 

ჯიშო 

მაღალი რიგის წრფივი დიფერენციალური განტოლებები 

„· ზოგიერთი განსასღვრა და წინასჯარი ღდეჯელება . 
8 რიგის ”ოფივი ერთგვაროვანი დიფეოენეიალეური „> იილ-ბა 

,„ # რიგის წრფივი ერთგვაროვანი დი:.ე' “ნა” უალურტ ჟახკოლების 

ზოგაღი იატეგრალი, 

„ რიგის დაჯეეა ხ7/'ფრ5 ერთგვაროვან დიღერწეციალუ უეააგოლება"
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