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წინასიტყვობა 
ტერმინი „დისკრეტული მათემატიკა " წარმოადგენს მათემატიკის იმ 
დისციპლინების კრებით სახელს, რომელიც შეისწავლის მათემატიკურ 
სტრუქტურებს მათემატიკის ისეთ ფუნდამნტურ ცნებების გამოყენების გარეშე, 
როგორებიცაა: მიდამო, ზღვარი. 
წიგნი შედგება ორი ნაწილისაგან, 10 თავისაგან. პირველ ნაწილში შედის 5 თაეი 

მეორე ნაწილში-ასევე 5 თაეი. წიგნის ნაწილებად ასეთი დაყოფა განპირობებულია 
როგორც შინაარსიდან გამომდინარე, ასევე ტექნიკური მიზეზებითაც. 
პირეელი თავი ეხება სიმრაელეთა თეორიის ელემენტებს, აქვე განიხილება 

მიმართებანი სიმრავლეებზე, სიმრავლეთა ასახეები. მეორე თავში შედის ზოგადი 
ალგებრის ელემენტები, აქ განიხილება სხვადასხეა ალგებრული სტრუქტურები, 
მრავალწევრთა თეორიის ელემენტები. მესამე თავი შედგება წრფივი ალგებრის 
საკითხებისაგან. მეოთხე თავში განიხილება დალაგებული ალგებრული 
სტრუქტურები და რიცხვთა თეორიის ელემენტები. მეხუთე თავი შეიცავს 

კომბინატორიკის ელემენტებს. განიხილება ცნობილი კომბინატორული ამოცანები. 
მეექვსე თავი შეიცავს მათემატიკური ლოგიკის ელემენტებს, აქვე განიხილება 
აქსიომატიკურ თეორიათა არსი, დამტკიცების თეორიის ელემენტები. მეშვიდე 
თავი შეიცავს ალგორითმების თეორიის ელემენტებს, განიხილება ალგორითმის 
ცნების დასუსტების საკითხები: რეკურსიული ფუნქციები. ტიურინგის მანქანები, 
მარკოვის ნორმალური ალგორითმები. მერეე თავში განიხილება გრაფთა თეორიის 
ელემენტები. მეცხრე თავი მოიცაეს წრფივი პროგრამირების ელემენტებს. მეათე 
თავი ეხება თამაშთა თეორიის ელემენტებს, განიხილება თამაშები ჰოზიციური და 
ნორმალური ფორმით, ანტაგონისტური თამაშები, თამაშის ამოხსნის 
კონცეფციები, თამაშის დაყვანა წრფივი პროგრამირების ამოცანამდე. 
წიგნში გამოყენებული არ არის რთული მათემატიკური აპარატი, სოგიერთი 
თეორემა მოყეანილია დაუმტკიცებლად, განხილულია ბევრი მაგალითი, 
პარაგრაფების ბოლოს მოცემულია სავარჯიშოები.
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ნაწილი პირველი 
თავი I 

სიმრავლეთა თეორიის ელემენტები 
§1.სიმრავლის ცნება, ქვესიმრავლე 

სიმრავლეთა თეორია ყველა მათემატიკური დისციპლინის საფუძველს 
წარმოადგენს. სიმრავლეთა თანამედროვე თეორია აგებულია რთულ 
აქსიომატიკურ საფუძველზე. ჩვენ წინამდებარე კურსში არ განეიხილაეთ 
სიმრავლეთა თეორიის აქსიომათა სისტემას, რომლის საფუძეელზედაც 
განისაზღერება სიმრაელის ცნება. იმ ამოცანების გადასაწყვეტად, რასაც კურსი 
ისახავს მისნად, სრულიად საკმარისია სიმრავლის ის მარტივი განსაზსღერება, 
რომელიც ეკუთვნის გერმანელ მათემატიკოს გეორგ კანტორს: 
ობიექტთა ერთობლიობას სიმრავლე ეწოდება. 
სიმრავლის შემადგენელ ობიექტებს სიმრავლის ელემენტები ეწოდებათ. ხშირად 

სიმრავლეებს აღნიშნავენ დიდი ლათინური ასოებით: #4, 8,.C...., მის ელემენტებს 
პატარა ლათინური ასოებით: თ,ხ.ი.... ის ფაქტი, რომ ძი ელემენტი ეკუთვნის 4 

სიმრავლეს, ჩაიწერება ასე: ძC 4. ხოლო ის ფაქტი, რომ ძ ელემენტი არ 

ეკუთვნის 4 სიმრავლეს ჩაიწერება ასე: ძრ 4. ხშირად სიმრავლე მოიცემა მისი 
ელემენტების ჩამოთვლით და ფიგურული ფრჩხილების გამოყენებით: (თ,ხ,თ....). 

შიმრავლეს, რომელიც არც ერთ ელემენტს არ შეიცავს, ცარიელ სიმრავლეს 

უწოდებენ. ცარიელი სიმრავლე აღვნიშნოთ 0 სიმბოლოთი. 
8 სიმრავლეს ეწოდება 4 სიმრავლის ქეესიმრავლე, თუ8 სიმრაელის 

ნებისმიერი ელემენტი 4 სიმრავლის ელემენტიცაა. 
ის ფაქტი, რომ 8 სიმრაელე წარმოადგენს 4# სიმრავლის ქეესიმრავლეს 

ჩაიწერება ასე: 8 C 4. ხოლო ის ფაქტი, რომ 8 სიმრავლე არ წარმოადგენს 4 

სიმრავლის ქვესიმრავლეს ჩაიწერება ასე: 8 Cთ #. ცხადია, ცარიელი სიმრავლე 
ყეელა სიმრავლის ქეესიმრავლეა. ასევე, ნებისმიერი სიმრავლე წარმოადგენს 
თავისი თავის ქვესიმრავლეს. რაიმე 4 სიმრავლის ქეესიმრავლეებიდან თეითონ 

#4 სიმრავლეს და ცარიელ სიმრავლეს არასაკუთრივი ქვესიმრავლკჟები ეწოდება, 
ხოლო ყველა დანარჩენ ქეესიმრავლეს- საკუთრივი ქვესიმრავლკყები. 

4 სიმრაელის ქვესიმრაელეთა სიმრავლე აღენიშნოთ ასე: VC4). 
სიმრაელეებზე განისაზღვრება სხვადასხვა ოპერაციები, განესასღვროთ 

რამდენიმე მათგანი: 
ორი # და 8 სიმრავლის გაერთიანება ეწოდება ისეთ სიმრაელეს, რომლის 
ელემენტებიც ან #4 სიმრავლეს ეკუთენის, ან 8 სიმრავლეს. 

4 და 8 სიმრავლის გაერთიანება აღინიშნება ასე: #თ 8. 
ორი 4 და 8 სიმრავლის თანაკვეთა ეწოდება ისეთ სიმრავლეს, რომლის 
ელემენტებიც ეკუთვნიან # სიმრავლესაც და 8 სიმრავლესაც ერთდროულად. 

#4 და 8 სიმრაელის თანაკვეთა აღინიშნება ასე: #ო0 #8. 
#4 სიმრავლის დამატება 8 სიმრავლეში ეწოდება 8 სიმრაელის იმ 

ელემენტებისაგან შედგენილ ქვესიმრაელეს, რომელიც არ ეკუთენის 4 
სიმრაელეს. 

4 სიმრავლის დამატება 8 სიმრავლეში აღინიშნება ასე: 8V4. 
მაგალითებოთ ეთქვათ #4 =(0,ჩ,C,ძი1, 8= (0,ძ,6), მაშინ: 

4ა8=(0,ხ,C,ძ,0, 405 8 = (ი,ძი1 , #V8=(9,ხ), 8ს4=(6). 

ჩხადია, ადგილი აქვს შემდეგ ტოლობებს: 
4ტ04=4,40)06=4,4ი#4=44ი6=0,/M4=6,4Vა0 = #,6V4=6. 

ცხადია ასევე: 

ტასმ=ზასიტიმ8=ზი/(40 მსსC=4Cს(მსC(4ოინ=ჭი(ზიC).
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თეორემა 1.1 4Cთ(80C)=(4Cთ 8რ(4სVC), 4ი(8ასC=(4იო8მ)ოა(4ოC) (I). 

დამტკიცება: ვთქვათ, XC #C(8-0:C), მაშინ XC 4 ან XC 8(-C. თუ Xჯ6C 4, მაშინ 

X6 408 და X6 4L/C; აქედან კი გამომდინარეობს, რომ X6 (40 8)ლ0რC4CC). 
მაშასადამე, 4CV(C8-5C) C(4C 8)რ(4CVC). ვთქეთ, ახლა »C (40 8)რ(40C), 

მაშინ XC 48 და X6 4CთVC. თუ XC 4, მაშინ X6 4L(8.ოC), თუ»C 4, მაშინ 

XC 8იC და ეს ნიშნავს, რომ X6 4CV(8.0C). მაშასადამე, 

(4აო 8ო(4სასC)C4V(8იC). რადგან ასეეე გვაქეს: 
4ა(ზიCთCC(4ს მოლია), ამიტომ 4C(80C) =(4ა 8ი(4ს0C) 

4ი(8VIC)=(4რ8C(4ირC) ტოლობაც დამტკიცდება ანალოგიურად. 

თეორემა 12. თუ 8 და C რაიმე 4 სიმრავლის ქეესიმრავლეებია, მაშინ ადგილი 
აქვს ტოლობებს: 

4VზოCთ=(C04 8) ს(4პ0,4V8აო=(4'ჩ)ი(4/ტო დ). 
დამტკიცება: ეთქვათ XC 4V(80C), მაშინ XC 4 და »C 8ჩიC, ანუ»C 4, 

XC 8,XC C ან X6 C,XC 8. აქედან გამომდინარე XC 4V8 ან»X6C #VC, მაშასადამე, 

X6 (4ს8)Lს(C4VC). ამგეარად, მივიღეთ, რომ #4V(806C) C(4Vს8)თ(4"C). 

ვთქვათ, ახლა XC (4ს8)L(C(4VC), მაშინ XC 4ხL8 ან XC 4ხC. აქედან 
გამომდინარეობს, რომ XC 4,XC 8 ან »6C 4#,XC C, ეს კი ნიშნაეს, რომ 

Xჯ6 4,XC ზიC. მასასადამე XC 4V(8ლ06C) და (4Vხ8)LC4"ხC) C #M8-.C). რადგან 

ასეეე გეაქეს, რომ 4VM(8იოC)C(4L8)Cთ(C4MხC), ამიტომ 4MსM(C8(:C) =(4სM8)C(4VC) 

4MVC8-C)=(4ჭ%8)რ(4VC) ტოლობაც დამტკიცდება ანალოგიურად. 

(2) ფორმულებს დე მორგანის ფორმულებს უწოდებენ. 
შეიძლება განესაზღვროთ სიმრავლეთა გაერთიანების ოჰერაცია სიმრავლეთა 

ნებისმიერი(4,),, ერთობლიობისთვის, სიმრაელეთა ერთობლიობის თ4 

გაერთიანება შედგება ისეთი ელემენტებისაგან, რომლებიც ამ ერთობლობის ერთ 

რომელიმე 4, სიმრავლეს მაინც ეკუთენიან. 

ასევე შეიძლება განესახღეროთ სიმრაელეთა თანაკვეთის ოპერაცია 

სიმრავლეთა ნებისმიერი (4,),, ერთობლიობისთვის. სიმრავლეთა ერთობლიობის 

C4, თანაკეეთა შედგება ისეთი ელემენტებისაგან, რომლებიც ერთობლობის 

თითოეულ 4,,/,6 / სიმრავლეს ეკუთვნიან. 

ადვილია იმის ჩვენება, რომ რაიმე 8 სიმრავლის ქვესიმრაელეთა ნებისმიერი 

(4,)„, ერთობლიობისთეის ადგილი ექნება დე მორგანის ფორმულების 

განზოგადებას: 8MLI4, = CX8VM4,), 8M)4, =Xა#8V4). (3). 

სავარჯი შოები: 
1. ყოველი 4 და8 სიმრაელისთევის: 

ა) XC 408 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც XC 4 ან XC #8. 

ბ) XC 408 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც XC 4 და X< წ. 

გ) XC #V8 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც XC 4 ან XC ჩ. 

დ) #V8= #4 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 408=6. 

ე) 4C8 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 40 8= 8 

ე) #C8 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 4(1:8= 4. 

%) 4-5 8=/4/08 მაშინ და მხოლოდ მა'შმინ, როდესაც 4 = 8 

2, ა)4ლ0 8 = 4V(4/V8), ბ) #V8 = 4M4ო 8), გ) 40 8=(4"ჩ)ო(8L4თ(4ო#), 
და4ლ08=(4-8)VC4ს8)L(8V4)).
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§2. ორადგილიანი(ბინარული) მიმართებანი 
ვთქვათ, მოცემულია სიმრავლე (ი,ხ). განვიხილოთ სიმრავლეები: 
(ი,(ი,ხ)),|ხ,(ი,ხ)1. ამ სიმრავლეებიდან პირველს უწოდებენ (ი,ჩ) სიმრაელის 

შესაბამის დალაგებულ წყვილს, რომლის პირველი კომპონენტია ძ ელემენტი, 
მეორე კომპონენტი-ხ ელემენტი, იგი აღინიშნება ასე: (ი,ხ); ხოლო მეორე 
სიმრავლეს უწოდებენ (ი,ს) სიმრავლის შესაბამის დალაგებულ წყვილს, რომლის 

პირველი კომპონენტია ხ ელემენტი, მეორე კომპონენტი-თ ელემენტი. იგი 
აღინიშნება ასე: (ხ,ძ). 

თუ ძ=ხ, მაშინ (ი,ხ) სიმრავლეს შეესაბამება ერთი დალაგებული წყვილი: 
(0,(თ,ხ)) = (ხ.(ი.ხ))|. მისი პირველი და მეორე კომპონენტები ერთი და იგივეა. იგი 

აღინიშნება ასე: (ძ,ძ). 

ორი 4 და 8 სიმრავლის დეკარტის ნამრავლი ეწოდება დალაგებულ წყვილთა 
სიმრავლეს: ((ძ,ხ)|ძC 4,ხC 8). 4 და 8 სიმრავლის დეკარტის ნამრაელი 

აღინიშნება ასე: 4X 8. 
მაგალითი: ეთქვათ, 4 =(ი,ხ,C.ძ), 8 =(C,ძ,0) , მაშინ 

4X 8 =L(თ,C).(ძ,ძ),(თ,6),(ხ,C),(ხ,ძ),(ხ,0),(C,C),(C,ძ),(C,6),(ძ,C),(ძ,9),(ძ,0))- 
ორი სიმრავლის დეკარტის ნამრაელის განსა'სღვრებიდან პირდაპირ 
გამომდინარეობს ტოლობები: 
(40 8)XC =(4XC)I(4XCთ,(4ი 8)XC =(4Xთიო(8XC ო,(4V 8)XC =(4XC)სC8Xთ. 

4 და 8 სიმრავლეებზე განსასღერული ორადგილიანი(ბინარული) მიმართება 
ეწოდება #X 8 დეკარტის ნამრავლის ნებისმიერ ქვესიმრაელეს. 
ვთქვათ, # C 4X 8 რაიმე ბინარული მიმართებაა. თუ (9ძ,ხ)6 2. მაშინ ამბობენ, 

რომ ელემენტი ძC #იმყოფება ხC 8 ელემენტთან #0 მიმართებაში და წერენ: 

ძიიხ. 

ქთქვათ, 0 C #X 8 წარმოადგენს მიმართებას #/ და 8 სიმრავლეებზე. 

((ხ,თ) |(0,ხ)C 0) C 8X #4 სიმრაელეს უწოდებენ # მიმართების შებრუნებულ 

მიმართებას და აღნიშნავენ ასე: /'' 
მაგალითი: ეთქეათ, 4=(თ,ხ,0,ძ), 3=(0,ძ,01), 2 =((ძ,C),(ძ.ძ),(ჩ,ძ).(C,0)) C 4X 8, 

მაშინ/! = ((თძ),(ძ,ძი),(ძ,ხ),(6,C)1). 
თუ #/ C 4X 8,თ C 4X 8, მაშინ შებრუნებული მიმართების განსაზღერიდან 

პირდაპირ გამომდინარეობს შემდეგი ტოლობები: 

(2 0Cთ)=0 სთ“ ,(იეოთ)! =0!'იოთ”!,%C(0"თ) =/0“'Vთ“!, 

ვთქვათ, #0 C 4X #4, და 8C 4 ეიტყეით, მიმართება/აც 6 8X 8 8 ქვესიმრავლეზე 

ინდუცირებულია ი მიმართებით, თუ ძ,ხC 8 ელემენტებისთვის (Cთ.ხ)C /კ, მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ, როდესაც (4«,ხ)6 #.. 

ასახეას 4 სიმრავლიდან 8 სიმრავლეში უწოდებენ / C 4X 8 მიმართებას, თუ 

ყოველი XC 4 ელემენტისათვის არსებობს ისეთი ერთადერთი V/6C 8 ელემენტი, 

რომ (C,»)C /. » ელემენტს უწოდებენ »ჯ ელემენტის სახეს / ასახეის დროს და 

მას /(X)-ით აღნიშნავენ ხოლო / C 4X 8-ის მაგივრად წერენ: /:4->8. 4 

სიმრავლეს უწოდებენ / ასახეის განსასღვრის არეს, # სიმრაელეს კი -/ 
ასახეის მნიშვნელობათა არეს. თუ #' C 4, მაშინ სიმრავლეს 
#X(4)= (76 81/ '0)C 4) უწოდებენ #” სიმრავლის სახეს / ასახვის დროს. თუ 
8 C 8, მაშინ სიმრავლეს /#“C8') = (XC 4| /60C 8) უწოდებენ 8, სიმრაელის 
წინასახეს / ასახვის დროს. 

X#(4)C 8 სიმრავლეს უწოდებენ / ასახვის სახეს და აღნიშნავენ ასე: III
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ასახეას, რომლის მნიშვნელობათა არეც რიცხვითი სიმრავლეა, ფუნქციას 
უწოდებენ. 

მაგალითები: დ = ((X,V) | ”» = X”) C #X XL. ასახვაა;თ = ((», V) | »” + »” =1) C L–1.11» (0,1) 
ასახვაა; თ = ((X,7)| X-X=3) C VX V ასახვაა; თ = ((X,») | X” + ”? =1) C #X # ასახვა 
არაა; დ = ((X,/)|X- 7X=31C MX V ასახეა არაა. 

თუ /:4->8 რაიმე ასახეაა და VI/ = 8, მაშინ ასეთ ასახვას სიურექციას 

უწოდებენ. 
თუ /:4->8 რაიმე ასახეაა, #6 MM და / '(/)=(X)C 4, მაშინ ასეთ ასახვას 

ინექციას უწოდებენ. 

ცხადია, თუ /:4-> 8 ინექციაა და X,,Xე6C 4.X, > X,, მაშინ /(X,)# / (+). 

სახვას, რომელიც ერთდროულად ინექციაც არის და სიურექციაც, 
ბიექციას(ურთიერთცალსანა ასახვას) უწოდებენ. 
მტკიცდება შემდეგი თეორემა, რომელსაც კანტორის თეორემა ეწოდება. 
თეორემა 2.1. (კანტორის თეორემა): თუ არსებობს ინექცია #:4 > 8 და ინექცია 

§:8 –> 4, მაშინ არსებობს ბიექცია //:# 3 8. 

მაგალითები: ასახეა დ = ((»./) | »7= X”) C #X ; არც ინექციაა, არც სიურექცია: 

ასახვად = ((X”,7) | წ” + 7” =1) C (–I11X (0,1) სიურექციაა, მაგრამ ინექცია არ არის; 
ასახვა დ = ((»X.»”)|»X- X= 3) C MX M ინექციაა, მაგრამ სიურექცია არ არის; ასახვა 

თდ=((I))IX–»7»X=31 C MX # ბიექციაა. 

თეორემა 22. თუ #:4-–38 რაიმე ასახვაა დაC,M6C 4,ჩ#./ C 8, მაშინ ასხეის 
განსაზღერებიდან გამომდინარეობს: 

1. /(4L8)= /C(4)V /(8), 2./ (8 #) = / (6) / (ჩ), 3./(4რო 8) = /(400.0 /#(8), 

4/ ხი#ნ)=/ I(იო/ 0), 5. / '((6V#) = / '(ნ)V/ CV). 
დამტკიცება: 1). ვთქვათ X»C /(4V 8), მაშინ 

#0)ი(45 8=(– IV0)ი 0 CCV IV) ო 8)«+68, აქედან კი გამომდინარეობს, რომ 

X»6 /(4)C> /(C8). ეთქვათ, ახლაX7C /(4)C /(8), მაშინ 

(# I0)ი 0) CCL IV) რო 8) = / 'ციო(4V 8)#68, აქედან კი გამომდინარეობს, რომ 

»X6 /(408). მაშასადამე, #(C(4C) 8) = /C4) თ /(C8). 

2. ვთქვათ, X7C /(40 8), მაშინ / '(#)ო(45.8)%#0, ანუ 

# 'ც)იო490,/ 0)ი8%60, აქედან კი გამომდინარეობს, რომ »C /(4)ლო /#(8). 

ვთქვათ, ახლა »7C /(4)რ /C8), მაშინ / '()იო 4#0,/ '0)იო8%»68, ანუ 

#'თი(458)#68, აქედან კი გამომდინარეობს, რომ »C /(400 8). მაშასადამე, 

#(40ო8)= #/C4)ო #Cჩ). 
დანარჩენი სამი ტოლობის დამტკიცება ელემენტარულია. 

#:4238, §:8-–>C ასახვათა კომპოზიცია ეწოდება #: 4 > C ასახეას, რომელიც 

განისასღვრება ფორმულით: M(X) = C( #/(»X)).XC 4. 

#:45368, C:8-–C ასახეების კომპოზიცია აღინიშნება ასე: C9#. 

ეს განსასღერება კორექტულია, ვინაიდან ((X, 2C(#CX)),XC 4) C 4X 8 და 

#C0C)6 8,XC / ელემენტისათეის არსებობს ერთადერთი ისეთი §(/(X)) ელემენტი, 

რომ (/(X),9(7/(X))C 8» C..
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მაგალითი: ორი /:4->8, 9§:8->C ასახვისათვის, რომლებიც განისაზღვრებიან 
1 

ფორმულებით /(X) = 12 §(X)=1+-X, გვექნება: , ჯ? 

    

ადსბ-“ ა _I- 1. _ ჯ? 
(ფ/ §X0-=0- ა: ულუოოთ ი #XX)=1 = ? 

1+»”. 1+X” 

ცხადია, სიურექციათა კომპოზიცია სიურექციაა, ინექციათა კომპოზიცია- 
ინექცია, ბიექციათა კომპოზიცია- ბიექცია. 

#:42538, §:8353C, Mჩ:C-290 ასახვებისათეის ადგილი აქეს ტოლობას: 

ხი(C9/)=(ჩ9დ)9 / , მართლაც: 

#9(89 /)=M(869 /XX)) = 7C§C/(X))) = (M9 9X/(»X)) =(#9§)9/. 
ასახვას /ძი,:4-–3 #, რომელიც განსაზღვრულია ფორმულით:/9,(X)= X,X6C #, 

იგივურ ასახვას უწოდებენ. / :4-> 8 ასახვისათვის /9/ძ, = /,Iძე9ი/=/. 

ცხადია, იგივური ასახვა ბიექციას წარმოადგენს. 

#0:8->4 ასახვას ეწოდება / :4 -> 8 ასახვის შებრუნებული ასახვა, თუ 

სრულდება შემდეგი პირობები: / “19 # = Iძ,,/ ი/ 5- Iძ,. 

ცხადია, იმისათვის, რომ ასახვას გააჩნდეს შებრუნებული, იგი უნდა იყოს 
ბიექცია. აქედან გამომდინარე, ასახვას მხოლოდ ერთი 'მებრუნებული შეიძლება 
გააჩნდეს. 
ვთქეათ # რაიმე სიმრავლეა. განვიხილოთ / C #X 4 სახის ბინარული 

მიმართებანი. ასეთ მიმართებებს უწოდებენ მიმართებებს # სიმრავლეზე. 
0 C 4X 4# მიმართებას 4 სიმრავლეზე უწოდებენ რეფლექსურს, თუ ნებისმიერი 

ძC 4 ელემენტისათვის (ძ,0)C #. 

0 C 4X 4 მიმართებას 4 სიმრაელეზე უწოდებენ 

მაინც ძC 4 ელემენტისათეის (თ,ძი)< #. 
0 C 4X # მიმართებას 4 სიმრავლეზე უწოდებენ 

პირობიდან გამომდინარეობს, რომ (ხ.ძ)C #6. 
0 C 4#X #4 მიმართებას # სიმრავლეზე უწოდებენ ანტისიმეტრიულს, თუ 

(ი,ხ)C ი , (ხ,ი)6 02 პირობიდან გამომდინარეობს, რომ ძ=ხ 

0 C 4X # მიმართებას 4 სიმრავლეზე უწოდებენ ტრანზიტულს, თუ (თ,ხ)6 #0, 
(ხ,C)6 2 პირობიდან გამომდინარეობს, რომ (თ,C)C #. 

ანტირეფლექსურს, თუ ერთი 

სიმეტრიულს, თუ (0თ,ხ)C 2 

სავარჯიშოები: 
1. დაამტკიცეთ, რომ რაიმე სიმრავლეზე განსასღვრული ორი რეფლექსური 

მიმართების გაერთიანება და თანაკვეთა ასევე რეფლექსურია. 
2. დაამტკიცეთ, რომ რაიმე სიმრავლეზე განსაზღვრული ორი სიმეტრიული 

მიმართების გაერთიანება და თანაკვეთა ასევე სიმეტრიულია. 
3. დაამტკიცეთ, რომ რაიმე სიმრავლეზე განსაზღვრული ორი ანტირეფლექსური 

მიმართების გაერთიანება და თანაკვეთა ასევე ანტირეფლექსურია. 
4. დაამტკიცეთ, რომ რაიმე სიმრავლეზე განსაზხღერული ნებისმიერი/ 

მიმართებისათვის ით“ და გო 0! სიმეტრიული მიმართებებია. 
5. დაამტკიცეთ, რომ რაიმე სიმრავლეზე განსაზღწრული ორი ანტისიმეტრიული 
მიმართების გაერთიანება შეიძლება არ იყოს ანტისიმეტრიული, მაგრამ 
თანაკვეთა კი ყოეელთვის სიმეტრიულია. 

6. დაამტკიცეთ, რომ რაიმე სიმრავლეზე განსაზღვრული ორი ტრანზიტული 
მიმართების გაერთიანება შეიძლება არ იყოს ტრანსიტული, მაგრამ თანაკვეთა 
კი ქოეელთვის ტრანზიტულია.
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§3. ეკვივალენტობის მიმართება 
1 C 4X 4 რეფლექსურ, სიმეტრიულ და ტრანზიტულ მიმართებას,4 სიმრავლეზე 

ეჰვივალენტობის მიმართებას უწოდებენ. 

თუ (ძ,ხ)C /, მაშინ წერენ ძ=ხ და ამბობენ: ძ ელემენტი ეკვივალენტურია ხ 

ელემენტის. 
მაგალითი: ეკვივალენტობის მიმართებაა სკოლის მოსწავლეთა 4 სიმრავლეზე 
განსაზღვრული 7 C 4X 4 მიმართება, რომელიც შედგება ერთ კლასში მყოფი 
წყვილებისაგან. მართლაც, ყოველი ძC 4 მოსწავლისათვის (თ,ძ)6 1; თუ ძ6C 4 

მოსწავლე ხ6 4 მოსწავლის კლასშია, ანუ თუ(ძი,ხ)C I, მაშინ ჩC 4 მოსწავლე 

ძიC 4 მოსწავლის კლასშია, ანუ (ხ,0ი)C 1; თუ ძ6 4 

მოსწავლე ხC 4 მოსწავლის კლასშია, ხ6 / მოსწავლეითC 4 მოსწავლის კლასში, 

ანუ თუ (თ,ხ)C /,(ხ,0)C I, მაშინ ძC «4 

მოსწავლე ხC 4 მოსწავლის კლასშია, ანუ (თ,0)C 1. 
მაგალითი: განეიხილოთ წილად რიცხვთა სიმრავლე 0 და მიმართება /C0X»X0, 

რომელიც შედგება ისეთი (09 7 წყეილებისაგან, რ“მლებიც აკმაყოფილებენ 

პირობას ## = 4MI. ვაჩვენოთ, რომ წყვილების ასეთი სიმრაელე წარმოადგენს 

ეკვიეალენტობის მიმართებას. მართლაც, ცხადია, (5.49)C 1; ადგილი აქეს 
ძ ძ 

სიმეტრიულობის პირობასაც: თუ(-,-)C I, მაშინ(”,45)C I, 
მძ” 7 ძ 

ი” ი” 6 , 
თუ (იაა 7 და თ. LI, მაშინ იჩ = თ და M/ =M6, აქედან გამომდინარე: 

0) = ძMI56, ანუ ჯ#/ =ძ6, ეს კი ნიშნაეს, რომ (0.9 1, მაშასადამე, ადგილი 
4 

აქვს ტრანზიტულობის თეისებასაც. 

მაგალითი: ეთქეათ 5 ისეთი სიმრავლეა, რომლის ელემენტებსაც ასეეე 
სიმრავლეები წარმოადგენენ. განვიხილოთ მიმართება / C 5X 5, რომელიც 
შედგება ისეთი დალაგებული წყვილებისაგან, რომელთა კომპონენტებს შორისაც 
არსებობს ბიექცია. ეს მიმართებაც იქნება ეკვივალენტობის მიმართება. მართლაც, 

თუ46C 9, (4,4)C 7, ვინაიდან იგივური ასახვა IV,:4 2 4 ბიექციას წარმოადგენს, 

ეს კი ნიშნაეს, რომ სრულდება რეფლექსურობის პირიბა; 
თუ (4.8)C 1, მაშინ არსებობს ბიექცია / :4-–>8, ამ ბიექციას გააჩნია 

შებრუნებული /“':8 -> 4, მაშასადამე, (8,4)C / და სიმეტრეიულობის პირობა 

სრულდება; თუ (4,8)C / და(C8,C)C I, მაშინ არსებობენ ბიექციები: 

#:423>8,C:8->C, ამ ბიექციათა კომპოსიცია §9/:4-–>C ასევე ბიექციაა, 

ამიტომ (4,C)C 7, მაშასადამე, ადგილი აქვს ტრანსიტულობის პირობასაც. 

შენიშვნა: ეს მაგალითი შეიძლება განეაზოგადოთ ისეთ ერთობლიობასზეც, 
როგორიცაა ყველა სიმრავლის ერთობლიობა, რომელიც სიმრაელეთა 

თანამედროვე თეორიის გაგებით, სიმრაელეს არ წარმოადგენს. ეკვიეალენტობის 
მიმართებად ჩავთეალოთ სიმრავლეთა დალაგებული წყვილების ის ერთობლიობა, 
რომელთა კომპონენტებს შორისაც არსებობს ბიექცია. 
ყველა სიმრავლეთა ერთობლიობა აღვნიშნოთ = სიმბოლოთი. 

თუ ორი სიმრაელე ერთმანეთის ეკეიეალენტურია, ანუ თუ ამ ორ სიმრავლეს 
შორის არსებობს ბიექცია, მაშინ სიმრავლეთა თყორია ასეთ სიმრაელეებს არ 
ასხვავებს, თვლის ერთ და იმავე სიმრავლედ.
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სიმრავლეთა ეკვივალენტურობა ცნება საშუალებას გვაძლეეს შემოვიტანოთ 
სასრული და უსასრულო სიმრავლეების ცნებები: 
სიმრავლეს ეწოდება სასრული სიმრავლე, თუ იგი ეკვივალენტური არ არის არც 
ერთი თავისი საკუთრივი ქვესიმრავლის. ხოლო სიმრაელეს ეწოდება უსასრულო 
სიმრავლე, თუ იგი არ წარმოადგენს სასრულ სიმრავლეს. 
მაგალითები: სასრული სიმრავლეა სტუდენტთა სიმრავლე აუდიტორიაში, 
სახლების სიმრავლე ქალაქში, ქვიშის მარცელების სიმრაელე პლაჟზე, ადამიანთა 
სიმრავლე დედამიწაზე და სხვა. 
უსასრულო სიმრავლეა ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლე M, ვინაიდან იგი 

ეკვიეალენტურია მისი საკუთრივი ქვესიმრავლის M;-ის, რომელიც შედგება ლუწი 

რიცხვებისაგან. ეკეივალენტობა ხორციელდება ბიექციით:;: / :MV –>+M,, რომელიც 

განისასღვრება ფორმულით /(#M)=2ჩ. 

უსასრულოა ნამდეილ რიცხეთა სიმრაელე#, რადგან იგი ეკეივალენტურია 

C>-2)C1 ინტერვალის. ეკვივალენტობა ხორციელდება ბიექციით: 

# XL 
§:C>. 3) >, »=Iთი. 

უსასრულოა (4.2) ინტერვალში შემავალი ნამდეილი რიცხვების სიმრაელე, 

რადგან იგი ეკეიევალენტურია (0) C(0,5) ინტერვალში შემავალი ნამდეილი 

რიცხეების სიმრავლისა. ეკვივალენტობა ხორციელდება ბიექციით: 

ყი (0,3) -3 (0,1), #= 5108». 

ვგთქეათ, # სიმრავლეზე განსაზღვრულია ეკეივალენტობის მიმართება: /C 4X 4 
და ძC #. განვიხილოთ ყველა იმ ხ6C #/ ელემენტის სიმრავლე, რომლისთვისაც 

(თ,ხ)C I, ანუ იმ ხC / ელემენტების სიმრავლე, რომელიც ეკვიეალენტურია თ 

ელემენტის. აღენიშნოთ ეს სიმრავლე IV) სიმბოლოთი და ვუწოდოთ მას თ 
ქლემენტის ეკვივალენტობის კლასი. შეიძლება ვაჩეენოთ, რომ განსხეაეებული 
ძ,.ხC 4.ძX#ხ ელემენტების შესაბამისი ეკვივალენტობის კლასები |ძ),(ხ) ან 

ერთმანეთს ემთხეევიან, ან არ გააჩნიათ საერთო ელემენტებ. მართლაც, 
დავუშვათ, რომ არსებობს 06 4 ელემენტი, რომელიც ეკუთენის(ი) კლასსაც და 

(6) კლასსაც, მაშინ |ი) კლასის ნებისმიერი ძ ელემენტისათვის (ძ4,C)C/ და (II 

კლასის ნებისმიერი #6 ელემენტისათვის (C,00C I. ეკვიეალენტობის მიმართების 
ტრანსიტულობის თვისების გამო (ძ.0)C 7, მაშასადამე, |ხ) კლასის ნებისმიერი 

ელემენტი შედის (ი) კლასში და პირიქით. ეს კი ნიშნავს, რომ (ი1= (I. 

რადგან I9),(ხ) კლასები ან ერთმანეთს ემთხვევიან, ან არ გააჩნიათ საერთო 

ელემენტები, ამიტომ ((ი1))„, კლასთა ერთობლიობა(ოჯახი) წარმოადგენს # 

სიმრავლის დაყოფას არაგადამკვეთ ქვესიმრავლეებად. აღენიშნოთ (LI) „, 

კლასთა ოჯახი 4, სიმბოლოთი და ეუწოდოთ მას 4 სიმრავლის 

ფაქტორსიმრავლე, განსაზღვრული I ეკეივალენტობის მიმართებით. 

განვიხილოთ ასახვა თ:454%, რომელიც განისაზღვრება ფორმულით: 

თ(0) =(9I. ამ ასახეას კანონიკური ასახეა ეწოდება. 

ეთქვათ, / :4 > 8. რაიმე ასხვაა, განვლსასღეროთ ეკვივალენტობის მიმართება 4 
სიმრავლეზე: (თ,ხ)C / მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ /(ი)= /(ხ). ადეილია



11 

მიხვედრა, რომ ეს მართლაც ეკვიეალენტობის მიმართებაა. ამ მიმართებით 

განსაზღერული 4/ ფაქტორსიმრავლის ელემენტები, ცხადია, წარმოადგენენ 

8 სიმრავლის ელემენტების წინასახეებს. 

დავუბრუნდეთ ზემოთ განხილულ ეკეივალენტობის მიმართებას სიმრავლეთა 
მთელ = ერთობლიობაზე. 
= ერთობლიობაზე ეკვივალენტობის მიმართებით განსაზღვრულ 

ფაქტორერთობლიობას 59% კარდინალურ რიცხვთა სიმრავლეს უწოდებენ, ხოლო 

მის ელემენტებს- კარდინალურ რიცხვებს. 
თუ » რაიმე კარდინალური რიცხეია და 4C 7, მაშინ უუ კარდინალურ რიცხეს 4 

სიმრავლის სიმძლავრე ეწოდება. 
სასრულ სიმრავლეთა კლასებს სასრულ კარდინალურ რიცხვებს უწოდებენ. 
სასრული კარდინალური რიცხვები შეიძლება გავაიგივეოთ იმ ნატურალურ 
რიცხვთან, რომელიც ტოლია კარდინალური რიცხვის, როგორც ეკვვივალენტობის 
კლასის შემადგენელი თითოეული სიმრავლის ელემენტთა რაოდენობის. 

უსასრულო კარდინალურ რიცხვს წარმოადგენს 5=/ ერთობლიობის 

შემადგენელი ის კლასი, რომელიც შეიცავს ნატურალურ რიცხვთა სიმრაელეს. ეს 

კლასი აღინიშნება =ა(ალეფ ნული) სიმბოლოთი. 

ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლის შესაბამის კლასში შემავალ სიმრავლეებს 
თელადი სიმრავლვეები ეწოდებათ. 

ცხადია, უსასრულო კარდინალური რიცხვია 5/ ერთობლიობის შემადგენელი 

ის კლასი, რომელიც შეიცავს ნამდეილ რიცხვთა სიმრავლეს. ეს რიცხვი 

აღინიშნება ს,(ალეფ ერთი) სიმბოლოთი. 

სიმრავლეთა ერთობლიობაზე განსაზღვრული ეკვივალენტობა საშუალებას 
გეაძლეეს, განესასღვროთ ორზე მეტი რაოდენობის სიმრავლის დეკარტის 
ნამრავლი. განეიხილოთ სამი სიმრავლე. 4#,.8,C და დეკარტის ნამრავლები: 

4X(8XC), (4X 8)XC. ასახეა / : 4X(8XC) -3 C4X 8)XC', განსახღერული 

ფორმულით: /((თ,(ხ,0))) = ((0,ხ).C), ცხადია ბიექციაა, ამიტომ 4X(8XC), 

(4X 8)XC სიმრავლეები ერთმანეთის ეკეიეალენტურია და შეგეიძლია ისინი 

გავაიგიეეოთ. ამ გაიგივების საფუძეელსე სამი #.8,C სიმრავლის დეკარტის 

ნამრაელად შეიძლება ჩავთვალოთ სიმრაელე: +XC8XC)= (4X 8)XC. 

აღვნიშნოთ ჩამი #.8,C სიმრავლის დეკარტის ნამრავლი #4X 8XC სიმბოლოთი. 

ასეეე შეიძლება განისასღვეროს ოთხი სიმრავლის დეკარტი ნამრავლი : 
4X 8XCXI2=(4X8XC)X0ს= 4#XC8XCX 9), ხუთი სიმრავლის დეკარტის ნამრაელი 

და ასე შემდეგ. 
4,4) ,.., 4 სიმრავლეებზე განსასღვრული » ადგილიანი მიმართება ეწოდება 

4,X 4,X...X 4, დეკარტის ნამრაელის რაიმე / C 4,X 4:X...X 4, ქვესიმრავლეს. 

თუ #M=1, მაშინ საქმე გეაქეს ერთადგილიან, ანუ უნარულ მიმართებასთან. თუ 
სიმრაელეზე განსასღერულია უნარული მიმართება, მაშინ ეს ნიშნავს, რომ ამ 
ქვესიმრავლიდან გამოყოფილია რაიმე ქვესიმრავლე. 
თუ M#=2, მაშინ საქმე გეექნება ორადილიან ანუ ბინარულ მიმართებასათან. 
სამადგილიან მიმართებას ტერნარულ მიმართებასაც უწოდებენ.
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სავარჯი შოები: 
1. დაამტკიცეთ, რომ თუ 1 ეკვივალენტობის მიმართებაა 4 სიმრავლეზე, მაშინ 
I ასევე ეკვივალენტობის მიმართებაა ამავე სიმრავლეზე. 
2. დაამტკიცეთ, რომ 4 სიმრავლეზე განსასღვრულ ეკვივალენტობის 
მიმართებათა ნებისმიერი ერთობლიობის თანაკვეთა ასევე ეკვიეალენტობის 
მიმართებაა. 

§4. დალაგების მიმართება 
4 სიმრავლეზე განსაზღერულ რეფლექსურ, ანტისიმეტრიულ, ტრანზიტულ 

II C 4X # მიმართებას არამკაცრი ნაწილობრივი დალაგების მიმართება ეწოდება. 
მაგალითი: ეთქვათ 7 მთელ რიცხეთა სიმრავლეა. განეიხილოთ 2X 2 სიმრავლის 

ისეთი II ქეესიმრაელე, რომელიც შედგება (ი,ძი+#) სახის დალაგებული 

წყვილებისაგან, სადაც # ნატურალური რიცხვია ან ნული. ადეილია ჩვენება, რომ 
IIC2X2 არამკაცრი ნაწილობრივი დალაგების მიმართებაა. მართლაც, 
(თ,0)=(0.0+0) და ამიტომ ადგილი აქეს რეფლექსურობის თეისებას. თუ (2,ხ)C II 

და(,.ი)C6 II, მაშინ (თ,ხ)=(ძი,თ+M#)C II და(ხ,ი)=(ძთძ+#,0)CII, ეს კი ნიშნავს, რომ 

#=0 და ადგილი აქეს ანტისიმეტრიულობის თვისებას. თუ (ი.6)C II და (ხ,0)C II, 

მაშინ (ი.ხ)=(იძ.2+V#') და (ხ.-)=(ხ.ხ+L( )=(ძთი+M.თ+M%+VM )=(ძთ+#',0+V#”). 

აქედან გამომდინარეობს, რომ (ძ,C)=(თ,0+V#”). ცხადია X ან ნატურალური 

რიცხვია ან ნული, ეს კი ნიშნავს, რომ (ი,Cთ)C II. მაშასადამე ადგილი აქეს 

ტრანზიტულობის თვისებასაც. 
მაგალითი: ვთქვათ, # რაიმე სიმრავლეა, M#M(C4)კი 4 სიმრავლის ქვესიმრავლეთა 

სიმრავლე. ქვესიმრავლეI1 C MC.4)X M(4), რომელიც განსაზღვრულია 

შემდეგნაირად: II = ((2,,2.) | 2,,2. C M(4).2, C 2:), წარმოადგენს ნაწილობრიეი 

დალაგების მიმართებას. მართლაც, (2,2)6 I1; თუ 2, C 2.,2; C 2,, მაშინ 7, = 2); 

თუ 2, C 2,,2ე C 23, მაშინ 2, C 2კ. მაშასადამე, ადგილი აქვს არამკაცრი 

ნაწილობრივი დალაგების სამივე თეისებას. 

მაგალითი: განვიხილოთ კარდინალურ როცხვთა ერთობლიობა %. მიმართება- 

II C5X%, რომელიც შედგება ისეთი წყვილებისაგან (უ,%),7,% C 9 , რომ 

არსებობს ინექცია #67 რაიმე სიმრავლიდან 8C% რაიმე სიმრავლეში, 
წარმოადგენს არამკაცრი ნაწილობრივი დალაგების მიმართებას. მართლაც, 
რეფლექსურობისა და ტრანზიტულობის თვისებების არსებობა ცხადია. რაც 
შეეხება ანტისიმეტრიულობის თვისებას, იგი გამომდინარეობს კანტორის 
თეორემიდან. 
როდესაც (თ,ხ)C II, მაშინ წერენ ძ<ხ6-ს. 

განსაზღვრება 4.2 4 სიმრავლეზე განსაზღვრულ ანტირეფლექსურ და 
ტრანსიტულ CII C 4X 4 მიმართებას მკაცრი ნაწილობრივი დალაგების მიმართება 

ეწოდება. 
თუ (ძ.ხ)C I1, მაშინ ვწერთ ძ<ხ. თუ (0ი,ხ)C CII, მაშინ ეწერთ ძ<ხ-ს. 

მაგალითი: თუ ახლა CIIC 7X 2 ისეთი ქეესიმრავლეა, რომელიც შედგება 

(ი,თ+M) სახის დალაგებული წყვილებისაგან, სადაც X# ნატურალური რიცხვია, 
მაშინ ცხადია, CII ქეესიმრავლე მკაცრად დალაგების მიმართებაა. მართლაც, 

წყეილი(ი,ი)Cდ CII, ამიტომ არტირეფლექსურობის პირობა სრულდება. ცხადია 
სრულდება ტრანზიტულობის პირობაც. 

როდესაც («,ხ)C CII, მაშინ წერენ ძ<M-ს.
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თუ #4 სიმრაელეზე განსაზღვრულია არამკაცრი ნაწილობრივი დალაგების ან 
მკაცრი ნაწილობრივი დალაგების მიმართება, მაშინ ამ სიმრავლეს დალაგებულ 
სიმრავლეს უწოდებენ. 

თუ (ძ,ხ)C IILCVთ,ხ)C CII) ან(ხ,ი)C IIL6,ი)C CII), მაშინ იძ დახ ელემენტს 

შედარებადი ელემენტები ეწოდება, წინააღმდეგ შემთხვევაში- შეუდარებადი 

პმლემენტები. 
მაგალითებში განხილულ მთელ რიცხვთა სიმრავლეზე განსაზღვრული 

არამკაცრი და მკაცრი ნაწილობრივი და დალაგებების მიმართებების დროს 
ყოველი ორი მთელი რიცხეი ერთმანეთთან შედარებადია. ხოლო სხეა 
მაგალითში განხილული #M(4) სიმრავლეზე განსაზღერული არამკაცრი 

ნაწილობრივი დალაგების მიმართების დროს ისეთი ორი ელემენტი 2,,7; 6 M(4), 

რომლებისთვისაც ადგილი აქვს პირობას: 2, C 2,,27; C 7), შეუდარებადია. 

ცხადია, თუ II C 4X 4((CI1) C 4X 4) არამკაცრი ნაწილობრივი დალაგების 

(მკაკრი ნაწილობრივი დალაგების) მიმართებაა, მაშინ II 'CCIL') ასევე 

არამკაცრი ნაწილობრივი დალაგების(მკაცრი ნაწილობრივი დალაგების) 

მიმართებაა. მართლაც, II-' =((ხ,0)|(ძ,ხ)C I) და ამიტომ ადგილი ექნება 

ნაწილობრივი დალაგების ყეელა თვისებას. 

ასევე, რადგან CII'' =((წ.0ი) | (თ,ხ)C CIL, ამიტომ თუ (2,ი)C CI1, მაშინ (ძ.ი)თ CII ', 

ეს ნიშნაეს, რომ ადგილი აქეს ანტირეფლექსურობის თვისებას. 
ტრანზიტულობის თვისების არსებობა ცხადია. 
ვთქეათ, 4 სიმრავლეზე გვაქეს არამკაცრი ნაწილბრივად დალაგების მიმართება, 

8 C 4 რაიმე ქვესიმრავლეა. ძ6 4 ელემენტს უწოდებენ 8 სიმრავლის ზედა 

საზღვარს, თუ ნებისმიერი ხ6 8 ელემენტისათვის ადილი აქეს ხ < ძუტლობას. 
ხC 8 ელემენს უწოდებენ #8 სიმრავლის უდიდეს ელემენტს , თუ იგი წარმოადგენს 

ამ სიმრავლის %სედა საზღეარს. ხ6 8 ელემენტს უწოდებენ 8 სიმრავლის 
მაქსიმალურ ელემენტს, თუ ნებისმიერი ელემენტი CC 8 შეუდარებადია ხ 

ელემენტთან ან 0<%. 
ძC 4 ელემენტს უწოდებენ 8 სიმრავლისკვედა საზღვარს, თუ ნებისმიერი ხC 8 

ელემენტისათვის ადგილი აქეს ხ< ი უტლობას. ელემენტს ხC 8 უწოდებენ 8 
სიმრაელის უმცირეს ელემენტს , თუ იგი წარმოადგენს ამ სიმრაელის ზედა 
საზღვარს. ხC 8 ელემენტს უწოდებენ 8 სიმრავლის მინიმალურ ელემენტს, თუ 

ნებისმიერი ელემენტი CC 8 შეუდარებადია ხ ელემენტთან ან თ=5<ხ. 
8 სიმრავლის სედა სასღვრების სიმრაელის უმცირეს ელემენტს, თუ ის 

არსებობს, ამ სიმრავლის ზუსტი ზედა საზღვარი ეწოდება. იგი აღინიშნება ასე: 
§სი 8. 

8 სიმრაელის ქეედა საზღვრების სიმრაელის უდიდეს ელემენტს, თუ ის 
არსებობს, ამ სიმრაჟლის ზუსტი ქვედა საზღეარი ეწოდება. იგი აღინიშნება ასე: 
იწ 8. 

გთქეათ, 4 სიმრავლეზე გყაქვს ისეთი არამკაცრი ნაწილბრივად დალაგების 

მიმართება!II C #4X 4, რომ ყოველი ორი თ,ხC 4 ელემენტი შედარებადია, ანუ 

(ი.ხ)CI1ან (ჩხ.ძ)C II, მაშინ ასეთ მიმართებას წრფივი დალაგების მიმართება 

ეწოდება. #4 სიმრავლეს წრფივი დალაგების მიმართებით წრფივად დალაგებული 

სიმრავლე, ანუ ჯაჭვი ეწოდება. 
მაგალითი: LI = ((ძ,თ+M)|ძთC 7,LC M LI(0)) ნაწილობრივი დალაგების მიმართების 

დროს მთელ რიცხეთა2 სიმრაელე წრფივად დალაგებულია. 
8C# ქეესიმრავლეს უწოდებენ ჯაჭეს II მიმართებით ნაწილობრივად 
დალაგებულ 4 სიმრაელეში, თუ 8 ჯაჭვია IL მიმართებით ინდუცირებული 
დალაგების მიმართების დროს.
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შემდეგი დებულება წარმოადგენს აქსიომას, რომელიც ცნობილია ცორნის 
ლემის სახელწოდებით. 
ცორნის ლემა: თუ თითოეული 8 ჭჯ;აჭევს ნაწილობრიეად დალაგებულ 4 
სიმრავლეში გააჩნია ზედა საზღვარი, მაშინ #4 სიმრავლეში არსებობს 
მაქსიმალური ელემენტი. 

წრფივად დალაგებულ სიმრავლეს უწოდებენ სრულად დალაგებულს, თუ ამ 
სიმრავლის ნებისმიერ არაცარიელ ქეესიმრავლეს გააჩნია უმცირესი ელემენტი. 
მაგალითი: LI = (თ,თ+M)|იC 2,MC MLIC0)) ნაწილობრივი დალაგების მიმართების 
დროს 7 სიმრავლე წრფივად დალაგებულია, მაგრამ არაა სრულად 

დალაგებული. 
II =L(ი,ძი+M)|)იC 2,6 Mს(0,) ნაწილობრივი დალაგების მიმართებით 
ნატურალურ რიცხეთა სიმრაელეზე ინდუცირებული ნაწილობრიეი დალაგების 
მიმართება წრფივია და ამ მიმართებით M სიმრავლე სრულად დალაგებულია. 
სრულად დალაგებულია ნებისმიერი სასრული, წრფივად დალაგებული 

სიმრავლე, ან ნატურალურ რიცხეთა სიმრავლის ნებისმიერი ქეესიმრავლე. 
თეორემა 4.L ეთქვათ, #4 სრულად დალაგებული სიმრავლეა, ძC 4 არ არის 

უდიდესი ელემენტი 4 სიმრავლეში, მაშინ არსებობს ერთადერთი ისეთი ელემენტი 
თC 4, რომ ი<ი,,ი#«“' დათ <X ნებისმიერი X> ი,XC # ელემენტისათვის. 
დამტკიცება: განეიხილოთ ქვესიმრაელე 8, =(ხC 4|ი<ხ,თ#ჯხ)C4 ამ სიმრავლეს 

გააჩნია უმცირესითC 8,, თ # თ ელემენტ. ცხადია, ასეთი ” ელემენტი 

აკმაყოფილებს ყველა საჭირო მოთხოვნას. 
«' ელემენტს, რომელიც წინა თეორემის საფუძეელზე არსებობს ყველა 

სრულად დალაგებულ სიმრავლეში, ი ქლემენტის მომდევნო ელემენტი ეწოდება. 
ადგილი აქვს ცორნის ლემის ეკვივალენტურ დებულებას, რომელიც ცერმელოს 

თეორემის სახელით არის ცნობილი. 
ცერმელოს თეორემა: ყოველი სიმრაელეზე არსებობს სრულად დალაგების 

მიმართება. 

ვთქვათ #,8 ნაწილობრივად დალაგებული სიმრავლეებია. ვიტყეით, რომ ასახვა 

#:4538 ინახავს დალაგებას, თუ ი<ხ პირობიდან გამომდინარეობს, რომ 

#(0)5 /(ხ). 
ვიტყვით, რომ ორ #,ც ნაწილობრივად დალაგებულ სიმრავლეს გააჩნია ერთი 

და იგივე რიგობრივი ტიპი, თუ არსებობს ბიექცია / : 4 –> 8,რომელიც ინასავს 

დალაგებას. 
ასეთი ბიექციები ყველა ნაწილობრივად დალაგებულ სიმრავლეთა VM 

ერთობლიობაზე განსასღერავენ/ =VX9 ეკვიეალენტობის მიმართებას, რომელიც 
შედგება ისეთი წყვილებისაგან, რომელთა შორისაც არსებობს დალაგების 
შემნახავი ბიექცია. ამ მიმართებით განსახღვრულ ეკვივალენტობის კლასებს 
რიგობრიე ტიპებს უწოდებენ. 

თუ % ერთობლიობიდან გამოვყოფთ ყველა სრულად დალაგებულ სიმრავლეთა 
3C% ერთობლიობას, მაშინ ინდუცირებული/ე C 4X ს მიმართებაც ცხადია 

ეკეივალენტობის მიმართებაა. ამ ეკვივალენტობის მიმართებით განსაზღვრულ 

ეკვივალენტობის კლასების %,. სიმრაელის ელემენტებს რიგობრივი რიცხვები 

ეწოდება. 

რიგობრივ რიცხვს უწოდებენ სასრულს, თუ მისი შესაბამისი ეკეიეალენტობის 
კლასი შედგება სასრული სიმრავლეებისაგან. წინააღმდეგ შემთხვევაში რიგობრიე 
რიცხვს უწოდებენ უსასრულოს.
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იმის გამო, რომ ორ ერთ და იმავე სიმძლავრის სასრულ სიმრავლეში ყოველი 
სრული დალაგება ერთმანეთის ეკეივალენტურია, სასრული რიგობრივი რიცხვები 
შეიძლება გავაიგივეოთ ნატურალურ რიცხვებთან. 

ქთქეათ, რაიმე რიგობრივი რიცხეია. #4Cთ სიმრავლის შესაბამის »” 
კარდინალურ რიცხეს თ რიგობრივი რიცხეის სიმძლავრე ეწოდება. 4C თ 

სიმრავლის ელემენტების 4,(ხC 4|ხ<თძ,ი6 #) ქვესიმრავლის შესაბამის 

რიგობრივ რიცხეს თ რიგობრივი რიცხვის საწყისი მონაკვეთი ეწოდება. 

მტკიცდება თეორემა. 

თეორვემა.4.1. მიმართებაLI C 5X წ, რომელიც შედება რიგობრივ რიცხეთა ისეთი 
დალაგებული წყვილებისაგან, რომლის პირველი კომპონენტიც წარმოადგენს 
მეორე კომპონენტის საწყის მონაკვეთს, სრულად დალაგების მიმართებაა. 
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თავიII 
ზოგადი ალგებრის ელემენტები 

ჯ5. ალგებრული ოპერაციები, ალგებრული სტრუქტურები, 

ნახევარჯგუფი 
ვთქვათ, 4 რაიმე სიმრავლეა. 
ნებისმიერ /! : 4X 4 –> 4 ასახვას, 4 სიმრაგლეზე განსაზღვრულ ალგებრულ 

ოპერაციას უწოდებენ. 
ელემენტს C« = /((,ხ));ი,ხ,0C 4 აღნიშნავენ ასე: ძ/ხ. 

მაგალითი: შეკრების +:2X2–>2, +(0,ხ)=ძთ+ხ და გამრავლების-:2X 2 –3 7, 

“((9,ხ)= ძი-ხ ოპერაციები მთელ რიცხეთა სიმ რაევლეზე. 

მოვიყვანოთ ალგებრული ოპერაციების მაგალითები. 
მაგალითი: გაერთიანების სთV):=5X= –>=, CCC4, 8)) = 4C 8 და თანაკვეთის 

რი:5=X5-35,06(C(4.8))= #ტრო 8 ოპერაციები ყველა სიმრავლეთა ერთობლიობაზე. 

მაგალითი: შეკრებისდ :%X5% 52% ოპერაცია კარდინალურ რიცხვთა 

სიმრავლეში, რომელიც განისაჭსღერება შემდეგნაირად: თუ 7 =(4I. « =L8), 

40 8=60, მაშინ თ ((უ,6))=0 = (4C 8). 

გამრავლების C:%X5 35% ოპერაცია კარდინალურ რიცხვთა სიმრავლეში, 

რომელიც განისაზღერება შემდეგნაირად: თუ 7» =I#4I1, « =(81, მაშინ 

თ ((/.6))=6 =|4X 8). 
; -9 3 91 მაგალითი: შეკრების ოპერაცია დC:# X%. – % რიგობრივი რიცხვების 

სიმრაელეში, რომელიც განისაზღვრება შემდეგნაირად: ეთქეათ, 

თ =L/I,/ =L8)C >, :4ო8=68, თდC(თ,8))=ჯ=(4C 8), სადაც #48 სრულად 
# 

დალაგებულია « დალაგების მიმართებით ასე: თუ თ,ხC 4, მაშინ ძ«ხ, თუ ძ<ხ 

4 სიმრავლეში არსებული სრული დალააგების <მიმართებით; თუ Cთ,ძC 8, მაშინ 

C<4+ძ, თუ C<ძ 8 სიმრავლეში არსებული სრული დალააგების მიმართებით; 

ძ–“+ხ,ითუ ძ6C 4,ხ6 #8. 

გამრავლების ოპერაციარ:2/ XV, 5%, რიგობრივ რიცხვთა სიმრავლეში, 
» # » 

რომელიც განისაზღვრება შემდეგნაირად: ვთქვათ, თ =L#41I,0 =L8I)C %, , 

თ(Cთ,0))=7=I4» 8), სადაც 4X8 სრულად დალაგებულია ასე: (9,,ხ,) « (6;,ხ,) , 
თუ ხ, <ხ, ან ძ,<ძ,, როდესაც ხ, =ხ,. 
მაგალითი: რაიმე / სიმრავლის თაეისთავზე #C4) =(/ :4 -> 4) ასახვების 

სიმრავლეში გამრავლების ალგებრული ოპერაცია: : #C-4)X / (4) – ჩ(+) 
განისაზღვრება /:§=წი/ ფორმულით. 

სიმრაელეს რომელზედაც განსაზღვრულია ერთი ან რამდენიმე ალგებრული 

ოპერაცია, ალგებრული სტრუქტურა ეწოდება. 
ალგებრეული სტრუქტურა ზოგადად აღინიშნება ასე: (4,/,,/6C #L).- 
ალგებრულ სტრუქტურაში ოპერაციათა რაოდენობას ალგებრული სტრუქტურის 
სიგნატურა ეწოდება. სიმრავლეები ზემოთ მოყვანილ მაგალითებში, შესაბამისი 
ალგებრული ოპერაციებით, წარმოადგენენ ალგებრულ სტრუქტურებს 
სიგნატურით ორი.
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C(4,/) ალგებრული სტრუქტურის სიგნატურა ერთია, (4./,,/:) სტრუქტურის- 

ორი, (4,/,/ კ) სტრუქტურის კი-სამი და ასე შემდეგ. 

ეთქვათ, 4 სიმრავლეა, / ალგებრული ოპერაცია ამ სიმრავლეზე, 8C 4 

ქეესიმრავლეა, ასახვას//' :8X 8 –> 8 ეწოდება/ ოპერაციით ინდუცირებული 

ალგებრული ოჰერაცია, თუ /#// = #I„ვ, ანუ /!'((თ,ხ)) = /((თ,ხ)) ყოველი თ.ხC 8 

ელემენტისათვის. 

ალგებრულ სტრუქტურას (C8,//,!IC L), 8C 4, ინდუცირებული //!C L 

ალგებრული ოპერაციებით, თუ ასეთი ოპერაციები არსებობენ, (4,//,,IC L) 

ალგებრული სტრუქტურის კვეალგებრულ სტრუქტურას უწოდებენ. 
#V :4X 4-3 4 ალგებრულ ოპერაციას ეწოდება კომუტაციური(გადანაცვლებადი), 

თუ თ/ხ =ხ/ი ყოველი ორი თ,ხC # ელემენტისათვის. 
კომუტაციური ალგებრული ოპერაციის მაგალითია ყველა ალგებრული 
ოპერაცია სემოთ განხილულ მაგალითებში გარდა ასახეათა კომპოზიციისა. 
არაკომუტაციური ალგებრული ოპერაციის მაგალითია ასევე მატრიცათა 
გამრავლების ოპერაცია M რიგის მატრიცათა სიმრავლეში. 

// :4X 4 –> 4 ალგებრულ ოპერაციას ეწოდება ასოციაციური(ჯუფთებადი), თ'უ 

(თ/(ხ)/4/C = ძ#M(ჩM/(Cლ) ყოველი სამი ძი,ხ,CC 4 ელემენტისთვის. 

ყველა ალგებრული ოპერაცია ზემოთ განხილულ მაგალითებში ჯუფთებადია. 
ეიტყეით, რომ ალგებრული სტრუქტურა სიგნატურით ერთი ჩაწერილია 
ადიტიურად, თუ ალგებრულ ოპერაციას ამ სტრუქტურაში აღენიშავთ + 
სოთიმბოლოთი და ვუწოდებთ მას შეკრებას. 
ვიტყვით, რომ ალგებრული სტრუქტურა სიგნატურით ერთი ჩაწერილია 

_მულტიპლიკაციურად, თუ ალგებრულ ოპერაციას ამ სტრუქტურაში აღვნიშნავთ X 
სიმბოლოთი და ვუწოდებთ მას გამრავლებას. 

ელემენტს 46 4 (4,/) ალგებრულ სტრუქტურაში, რომელსაც აქეს თვისება 

იძV2=0/0=ძ ნებისმიერიძC 4 ელემენტისათეის, უწოდებენ ნეიტრალურ ელემენტს 

/ : 4X # –> 4 ალგებრული ოპერაციის მიმართ. 

თუ ალგებრული სტრუქტურა ჩაწერილია ადიტიურად, მაშინ ნეიტრალურ 
ელემენტს + ოპერაციის მიმართ უწოდებენ ნულს და აღნიშნაეენ 0 სიმბოლოთი. 
თუ ალგებრული სტრუქტურა. ჩაწერილია მულტიპლიკაციურად, მაშინ 
ნეიტრალურ ელემენტს . ოპერაციის მიმართ უწოდებენ კრთეულს და აღნიშნავენ 
1 სიმბოლოთი. 
თეორემა 43.L თუ ალგებრულ (4,/,) სტრუქტურაში არსებობს ნეიტრალური 4 

ელემენტი /!: #X #4 –> 4 ალგებრული ოპერაციის მიმართ, მაშინ იგი ერთადერთია. 

დამტკიცება: ვთქვათ, არსებობს მეორე “6 4 ნეიტრალური ელემენტი, მაშინ 
6 = C/I(0 = C/I6 =C. 

მაგალითი: მთელ. რიცხეთა (2,+) ალგებრულ სტრექტურაში ნეიტრალურ 
ელემენტს წარმოადგენს რიცხვი ნული-0. ხოლო მთელ რიცხვთა (7,) ალაებრულ 

სტრუქტურაში ერთეულის როლს ასრულებს რიცხეი ერთი-1. 

მაგალითი: თუ 4 სიმრავლის თაეის თავში ასახვათა #C4) სიმრავლეში 

გამრავლების ოპერაციას განვსასღვრაეთ ასე /.§ = 99 #, მაშინ 

მულტიპლიკაციურად ჩაწერილ (#C4).) ალგებრულ სტრუქტურაში ერთეულის 
როლს შეასრულებს იგივური /ი,:4 –> 4 ასახეა. 

ვგთქეათ, მოცემულია ორი (#,./!,,/C I.),(8,V,,/6 L) ალგებრული სტრუქტურა. 

ასახვას / :4 კ 8 უწოდებენამ ალგებრულ სტრუქტურათა ჰომომორფიზმს, თუ 
#(4//,ხ) = /(თ)V,/(ხ) ნებისმიერი ორი თ,ხC 4 ელემენტისათვის და ნებისმიერი
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IC L,/C C ინდექსისათეის. ალგებრულ სტრუქტურათა ჰომომორფიზმი ჩაიწერება 

ასე # :(4,//,,IC L) > (8,V,,1C IL). 

ჰომომორფიზმს: / :(#4,/!,,IC L) – (8,V,,IC L) ეწოდება მონომორფიზმი, თუ 

#:4-53>8 ინექციაა ჰომომორფიზმს / :(.4.//,,IC L) –> (8,V,,/1C L) ეწოდება 

ეპიმორფიზმი , თუ 1:43 8 სიურექციაა ჰომომორფიზმს, რომელიც . 
ერდროულად მონომორფიზმიცაა და ეპიმორფიზმიც იზომორფიზმს უწოდებენ . 
ცხადია, (/(4),V,C L), სადაც „V” წარმოადგენს #», ალგებრული ოპერაციით 

ინდუცირებულ ალგებრულ ოპერაციას, (#,V”,,/C:L) ალგებრული სტრუქტურის 

ქეეალგებრულ სტრუქტურაა. 
თუ 2,, ნეიტრალური ელიმენტია /, ოპერაციის მიმართ, მაშინ /C2,,) 

ნეიტრალური ელემენტია ნებისმიერი M, ოპერაციის მიმართ. მართლაც, /(4) 

ალგებრული სტრუქტურაა, ჩხ6 /(4) ელემენტისათვის არსებობს ისეთი ელემენტი 

0იC 4, რომ /(ძი)=ხ. ქედან ამომდინარე: 

ხ/,1(9,,)= I(იX,#(6,,) = /(0/,6,,) = /(0) = ხ; I (6„ X,ხ = #C4,,X,7(9) = /(6//,0) = 

= I(ი)=ხ 
(4./) ალგებრულ სტრუქტურას, ერთი ასოციაციური /( ალგებრული 

ოპერაციით, ნახევარჯგუფი ეწოდება. 
ნახეევარჯგუფში განიმარტება ალგებრული ოპერაცია არა მარტო ორი 
ელემენტისათვის, არამედ ელემენტთა ნებისმიერი რაოდენობისათეის. მართლაც, 
თუ დავუშეებთ, რომ ალგებრული ოპერაცია უკვე განსაზღვრულია M#+-16 MV 
რაოდენობის ელემენტებისათვის, მაშინ #6C V»V რაოდენობის ელემენტისათვის, 
ალგებრული ოპერაციის ასოციაციურობის თვისების გამო 

ძ,M0ე/!..#/0, = 0,I((ძა/I0კ/!...M/თ,) = (0,//თ...0, , )//თ, 

მაგალითი: (M,+) ნატურალურ რიცხეთა სიმრავლე ჩვეულებრივი შეკრების 

ალგებრული ოპერაციის მიმართ წარმოადგენს ნახევარჯგუფის ალგებრულ 

სტრუქტურას. 
(MV.) ნატურალურ რიცხეთა სიმრაელე ჩეეულებრიეი გამრავლების ალგებრული 

ოპერაციის მიმართ წარმოადგენს ნახევარჯგუფის ალგებრულ სტრუქტურას. 
მაგალითი: (2,+).(2;) მთელ რიცხვთა სიმრავლე ჩვეულებრიეი შეკრების 

ალგებრული ოპერაციის მიმართ და მთელ რიცხვთა სიმრავლ ჩვეულებრივი 
გამრავლების ალგებრული ოპერაციის მიმართ ნახევარჯგუფის ალგებრული 

სტრუქტურებია. 
მაგალითი: ასახეათა #C/) სიმრავლე გამრავლების /-.9=§89/ ოპერაციის 

მიმართ წარმოადგენს ნახევარჯგუფს. 
C4,V) ალგებრულ სტრუქტურას ეწოდება კომუტაციური(აბელის) ნახევარჯგუფი. 

თუ ალგებრული ოპერაცია / კომუტაციურია. 

მაგალითი: (M,+) ,(M,;) ,(7,+),(2;) ნახეეარჯგუფები კომუტაციურია. ხოლო(/ C4);) 

ნახევარჯგუფი არ არის კომუტაციური. 
(#4,V)ნახევარჯგუფს ნეიტრალური ელემენტით მონოიდი ეწოდება. 

მაგალითი: მონოიდის მაგალითებია: (V,) ,(2,+),(2;),(MC4)»;) (M,+). ხოლო (#V.) 
არ არის მონოიდი, ეინაიდან რიცხვი ნული არაა ნატურალური რიცხეი. 

ადიტიურად ჩაწერილ (4,+) ნახეეარჯგუფში ძC 4 ელემენტისათვის 9+ძ+...+4 

ჯამი, სადაც M6 M., აღინიშნება ასე: #0.
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მულტიპლიკაციუად ჩაწერილ (4;:) ნახეეარჯგუფშიძC 4 ელემენტისათვის, 

ძ·ძ...·ი ნამრავლი, სადაც MC M, აღინიშნება ასე: თ” და ეწოდება ი ჟლქმენტის 

#-ური ხარისსი. 
ცხადია ადგილი ნებისმიერი »,7C M ნატურალური რიცხვისათვის: 

Mთ+/70=(0+/)და თი” ·თ” =თ””, 

თუ (4.//)ნახევარჯგუფია, 8 C 4 ქეესიმრავლეა, და(8,/') ალგებრულ 

ტრუქტურაა / ოპერაციდან ინდუცირებული /' =/I»ვ ალგებრული ოპერაციით, 
თუ ასეთი ოპერაცია არსებობს, მაშინ (8,/) ალგებრულ სტრუქტურას C4,/) 

ნახევარჯგუფის კევნასევარჯგუფი ეწოდება. 
მაგალითი: (M,+) ქვენახევარჯგუფია (2.+) ნახევარჯგუფში; (M.) 

ქეენახეევარჯგუფია (2) ნახეეარჯგუფში; ალგებრული სტრუქტყრა (5#(4);) 
5#MC4) C #C4) ინექციების სიმრავლეზე წარმოადგენს ქვენახეეარჯგუფს #C4) 

ნახევარჯგუფში. 
LC 4 ქვესიმრაელეს (4,/) ნახევარჯგუფში უწოდებენ მის მარჯეენა იდეალს, 

თუ #L/(4 =VIIIთ)!1C L,ძთC 41CL. 

LC 4 ქვესიმრაელეს (#4,//) ნახეევარჯგუფში 'ეწოდებენ მარცხენა იდეალს, თ'ე 

/#4)!L = (ძ/!|ძC #,!'C ს -–-#L. 

LC 4 ქეესიმრაელეს (4,/) ნახევარჯგუფში უწოდებენ მის ორმხრივ იდეალს, 

თუ იგი მარცხენა იდეალიცაა და მარჯეენა იდეალიც ერთდროულად. 
ჩხადია, კომუტაციურ ნახევარჯგუფში ყველა იდეალი ორმხრივია. 

მაგალითი: ეთქვათ 8 C 4 ქვესიმრაელეა / სიმრავლეში. განეიხილოთ ისეთი 

#:4-263 4 ასახვების ქვესიმრაელე ჩ,(4) C #/(C4), რომლისთეისაც #(4) C #8. 

ცხადია, «6 #(4),/6 ჩე(4), მაშინ /·9=99/6C MჩMა(4) და ამიტომ ”ა(24) 

მარჯვენა იდეალია (ჩ(/4),) ნახევარჯგუფში. 
მაგალითი: | : 4 –> 4,/(ი)=C06C 4,CC 4, მუდმიეი ასახეების სიმრაელე, ცხადია, 

წარმოადგენს ორმხრივ იდეალს (#(#),.) ნახევარჯგუფში. 

ნახევარჯგუფს (4,/) ეწოდება სასრული , თუ 4 სასრული სიმრავლეა. 

წინააღმდეგ შემთხვევაში ნახევარჯგუფს ეწოდება უსასრულო. 
მაგალითი: სასრული ნახევარჯგუფია სასრული სიმრავლის ყეელა 

ქვესიმრავლეთა სიმრავლე გაერთიანების ან თანაკვეთის ოპერაციებით. 
ეთქვათ, (#.#/,!) და (8,”) ნახევარჯგუფებია და / :(4.//) -> (8,V”) ჰომომორფიზმი. 

განვიხილოთ ქვესიმრავლე 8 C +, რომელიც შედგება ისეთი ხ ელემენტებისაგან, 

რომლისთვისაც #/(ხ)=4,, სადაც ი. ნეიტრალური ელემენტია(#ჩ,V) 

ნახევარჯგუფში. ცხადია, ეს სიმრაელე /, ოპერაციით ინდუცირებული 

ალგებრული ოპერაციით წარმოადგენს ქვენახეეარჯგუფს (C4,/) ნახევარჯგუფში. 

ამ ქვენახევარჯგუფს / :(4,/() – (8,V) პომომორფი'სმის ბირთვი ეწოდება და 

აღინიშნება ასე: LCL/. ცხადია, თუ # :(4,/1) 3 (8,V) მონომორფისმია LC / 

შედგება მხოლოდ ერთი ძი, ელემენტისაგან. 

ნახევარჯგუფს (4.,/) ეწოდება ნახევარჯგუფი შეკვეცით, თუ მას'მი ყოველი 

ძVძ =ხხთი სახის ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ ძ=%ხ. 

სავარჯი შოები: 

1 დაამტკიცეთ, რომ თუ #,,#; ერთი და იგივე ტიპის იდეალებია(4/) 
ნახევარჯგუფში, მაშინ CI. იგივე ტიპის იდეალია ამავე ნახევარდგუფში.
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2. დაამტკიცეთ, რომ თუ #L, მარცხენა იდეალია, 1, მარჯვენა იდეალი(4,//) 
ნახევარჯგუფში, მაშინ L,L. = (ი/ხ|იC 4,ხC 8) ორმხრივი იდეალია ამავე 
ნახეეარჯგუფში. 
3. დაამტკიცეთ, რომ თუ /,,#, ორმხრივი იდეალებია (4,/) ნახევარჯგუფში, 
მაშინ L,L, ორმხრივი იდეალია ამავე ნახევარჯგუფში და #,IX, C ხ(5#,. 

§6. ჯგუფები 
(4,/) ალგებრულ სტრუქტურას უწოდებენ ჯგუფს, თუ სრულდება შემდეგი 

პირობები: 
1. ძ/!(ხ/!”) = (ი/ხ)//C. 

2. არსებობს ელემენტი, რომელსაც ნებისმიერი ძიC / ელემენტისათეის აქვს 
თვისება ძ/I6 =0/ძი=ძ0. 

3. ნებისმიერი ძC / ელემენტისათვის არსებობს ელემენტი XC 4, რომელსაც აქვს 
თვისება ი/IX= XV0=6. 

თუ (4./) ჯგუფშინ ნებისმიერი ი.ხC #4 ელემენტებისათვის ძ/ხ =ხ/ძთ, მაშინ ამ 

ჯგუფს კომუტაციური ანუ აბელის ჯგუფი ეწოდება. 
როგორც ალგებრული სტრუქტურა, ჯგუფი შეიძლება ჩაეწეროთ ადიტიურად და 
მულტიპლიკაციურად. 
ადიტიური ჩაწერის დროს 6 ნეიტრალურ ელემენტს აღნიშნავენ 0 სიმბოლოთი 

და უწოდებენ ჯგუფის ნულს, ხოლო ელემენტსXC #, რომელსაც აქეს თვისება 

ძი+X=X+0=0, უწოდებენ ძ6C # ელემენტის მოპირდაპირე ელემენტს და 
აღნიშნავენ ასე: –ძ. 
მულტიპლიკაციური ჩაწერის დროს 6# ნეიტრალურ ელემენტს აღნიშნაეენ 1 

სიმბოლოთი და უწოდებენ ჯგუფის ქრთეულს, ხოლო ელემენტს »6C 4, 

რომელსაც აქვს თვისება იძჭX=X-9=1, უწოდებენ ძC6 4 ელემენტის შებრუნებულ 

ქლემენტს და აღნიშნაეენ ასე: თ“ '. 
მაგალითი; ალგებრული სტრუქტურები (27.+).(0.+),(0;),(I.+),(M:), სადაც 2,C,# 

შესაბამისად მთელ, რაციონალურ და ნამდვილ რიცხეთა სიმრავლეებია, +; ამ 

სიმრავლეთა ელემენტების შეკრების და გამრავლების ალგებრული ოპერაციები, 
წარმოადგენენ კომუტაციურ ჯგუფებს. 

ალგებრული სტრუქტურები (M,+) და (M,) არ წარმოადგენენ ჯგუფებს. 
მაგალითი: ეთქეათ, C#C4) C (4) ბიექციათა ქვესიმრაელეა. ეს ქვესიმრაელე 

გამრავლების /:–=დ09-/ ოპერაციის მიმართ წარმოადგენს არაკომუტაციურ 

ჯგუფს. ერთეულის როლს ასრულებს იგიური ასახვა I9,. ნებისმიერი / C CI C4) 

ელემენის შებრუნებულ ელემენტს წარმოადგენს ამ ასახეის შებრუნებული ასახვა 

# 'C6 C#7C4). 
ჯგუფს (4,/)ქწოდება სასრული ,თუ 4 სასრული სიმრავლეა. წინააღმდეგ 

შემთხვევაში ჯგუფს ეწოდება უსასრულო. 
მაგალითი: რიცხვითი სიმრავლე (–I,) ჩვეულებრივი გამრაელების ოპერაციით 
სასრული ჯგუფის მაგალითია. 
ცხადია ყოველი ჯგუფი ნახევარჯგუფიცაა. 

თეორკემა 6-2. თუ (4,/) ჯგუფში ადგილი აქვს ტოლობას თVC=ხ/ცC, მაშინ ძ=ხ. 

დამტკიცება: განვიხილოთ ელემენტიXC 4, რომელსაც აქეს თვისებაCIV = XM#C = 9, 

მაშინ «/თ/X = ხ/ი/X. აქედან გამომდინარეობს თ/0 =ხ/6. აქედან კი საბოლოოდ 

გეექნებაძ =ხ.
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ამ თეორემიდან გამომდინარე, ყოველ მულტიპლიკაციურ ჯგფეში 
შესაძლებელია შეყეეცა. ხოლო ადიტიურ ჯგუფში გაბათილება, ანუ თუ 
ძ-თ=ხლ(ი+0=ხ+0), მაშინ ძ=ხ. 

ამ თეორემიდან გამომდინარეობს ასევე თუ XC #/ ისეთი ელემენტია ჯგუფში, 
რომ რომელიღაც «46 4 ელემეტისათვის ამავე ჯგუფში თ//X = XVთ =46,, მაშინ 

არც ერთი სხეა ხ6C 4,ხ6# თ ელემენტისათვის ადგილი არ ექნება ტოლობას 

ხიX = X/)ხ =0,. მართლაც, მაშინ თV/X= ხ/X, აქედან კი გამოდის, რომ ძ=ხ, რაც 

შეუძლებელია. 
ადიტიურ ჯგუფში, თ+Cხ)=ი-ხ ელემენტს ძდახ ელემენტების სხვაობას 

უწოდებენ. 
მულტიპლიკაციურ ჯგუფეში შებრუნებული ელემენტის განსაზღვრებიდან 

გამომდინარეობს: 

1. (ი'')! =ძ. მართლაც, (თ'')!ი“ =1=ძძი , თუ გამოეიყენებთ შეკეეცის 

შესაძლებლობას მივიღებთ (ი)! =0ძ. 

2. (იხ)“' =ხ“ თ !.მართლაც, ხ“'თ იხ =ხ იხ=ხ'ხ=6= (იხ) იხ. აქედან შეკეეცით 
მიეიღებთ (იჩ) =ხ''თ!. 

-_ C –. I – - 3. (ძ,ი,..ძ,) = თ რთ )..ძ, . მართლაც, თ,ძე...ძ,0, თ.ვ ...ძ,' = 6 =0ძ,ძე...0, (თ,ძე...0,) 

ტოლობის შეკვეცით მივიღებთ (თი,...0,) ' = ძ,'ძს...0;!. 

4. (ი“)! =(ი''). მართლაც, ქტძი...ძი“'ი თ !..0-' = 6 = ეძძ...ძ(იიძ..0ი)!" ტოლობის 
L ჯ ჯ ჯ 

შეკვეცით მივიღებთ «“ თ“ !თ“!...თ-! =(ყძი...ძ)!' ანუ(თ“!)“ =(თ1)“!. 
ჯ ' 

ანალოგიურად, ადიტიურად ჩაწერილი ჯგუფისათეის მოპირდაპირე ელემენტის 
განსაზღერებიდან გამომდინარეობს: 

1. –(-ძ)=ძ. 

2. –(9+ხ)=-ძ+(-ხ)=-ძი-ხ. 

3. –(ძ,+ძ;ე +0ძკ+...+0,)= -ძ, – ძე – ძვ –..- მ, 

4. –(Mთი)= MC–ი) 

მულტიპლიკაციურ ჯგუფში, შეთანხმეის თანახმად, ი? =1, ი” =(ი")!, სადაც 

MC MV, ნატურალური რიცხვია. 
ცხადია, ადგილი ექნება ტოლობებს: 

1. ი'ძ" =ი”':M,1C 7. 

2. (თ")' =თ”;L,1C 7. 

ანალოგიურად, ადიტიურად ჩაწერილი ჯგუფისათვის, შეთანხმების თანახმად, 
0თ=0, –(Iძი)=M(-ძ), სადაც #C V. პირველ ტოლობაში მარცხნივ რიცხეი ნულია, 

მარჯენივ ჯგუფის ნეიტრალური ელემენტი. 
ცხადია, ადგილი ექნება ტოლობებს: 

1. MM+Iძთ+(#+!1),M,1C 7. 

2 XVI) =(#M/)თ:#,1C 7. 

ვთქვათ. ჯგუფი ჩაწერილია მულტიპლიკაციურად. 

8 C 4 ქვესიმრავლეს უწოდებენ (4;) ჯგუფის წარმომქმნელთა სიმრავლეს, თუ 
ნებისმიერი ელემენტი ძC 4 წარმოიდგინება 

ასე რი =ხლოხ1..ხ,', სადაცთ, = +LI =12,.,#. 

ვთქეათ ახლა ჯგუფი ჩაწერილია ადიტიურად.
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8C # ქვესიმრავლეს უწოდებენ (#4,+) ჯგუფის წარმომქმნელთა სიმრავლეს, თუ 
ნებისმიერი ელემენტი ძ6 /# წარმოიდგინება ასე. ძ =თ,ხ, +თ,ხ, +...+თ,.ხ,, სადაც 

თ, = 11,1 =1,2,..,L. 

მაგალითი: (2,+) ჯგუფიში ერთელემენტიანი ქვესიმრაელეები (ILან (–1) 
წარმოადგენენ წარმომქმნელთა სიმრავლეებს. 

ცხადია, ჯგუფში წარმომქმნელთა ქვესიმრავლე ყოველთვის არსრბობს. 
შესაძლებელია ჯგუფში წარმომქმნელთა რამოდენიმე ქვესიმრავლე არსებობდეს. 

ეთქვათ, (4,/) ჯგუფია, #8 C 4 ქვესიმრალე. თუ არსებობს / ოპერაციით 

ინდუცირებული ალგებრული ოპერაცია: /' : 8X 8 –> 8, მაშინ. (8,/') ალგებრულ 

სტრუქტურას (4,#) ჯგუფის კყეჯგუფი ეწოდება. 
მაგალითები: (2+) ჯგუფი ქვეჯგუფია (0.+) ჯგუფში; (0,+) ჯგუფი ქვეჯგუფია 

(ჩ+) ჯგუფში, (0,) ჯგუფი ქვეჯგუფია (M-) ჯგუფში. 
დადებით რაციონალურ რიცხვთა სიმრაელე გამრავლების ოპერაციის მიმართ: 

(M/-)=((0C 0|9>0).) ქვეჯგუფია(0;) ჯგუფში. 
ცხადია ჯგუფის ქეეჯგუფების თანაკეეთა, თუ ის არაცარიელია, ასევე 

ქვეჯგუფია. 
მთქვათ, (8,4) ქვეჯგუფია (4.#) ჯგუფში. 
სიმრავლეს «#8 =(იყხ|ხ6 8, უწოდებენ ძC 4 ელემენტის მარჯვენა მოსაზღვრე 

კლასს 8 ქვეჯგუფის მიმართ, #8/ძ =(M/თ|ხC 8) სიმრავლეს კი მარცხენა 

მოსაზღერე კლასს 8 ქვეჯგუფის მიმართ. 

(#//) ჯგუფის (#8,/') ქვეჯგუფს ეწოდება მოცემული ჯგუფის ნორმალური 
პეეჯგუფი(ნგამყოფი), თუ ნებისმიერი ძC 4 ელემენტისათვის ადგილი აქეს 
ტოლობას: ძV8= 8V0. 

თეორემა 62. ი/8 და CI8 მოსაზღვერე კლასები ან ერთმანეთცს ემთხვევიან, ან 
ერთმანეთს არ ჰკვეეთენ. 

დამტკიცება: ეთქვათ #6 ძ/,8 და #6 თI8, მაშინ #=ძ/ხ, დაჩ =0/ხ., სადაც ხ,,ხ: C 

8, მაშასადამე, ძ/ხ, = თხ, . აქედან გამომდინარეობს, რომ C = თყხკ)ხ;'. ხ,/4ხ:'C 8. 
#/ ოპერაციის ასოციაციურობის ამო, აქედან გამომდინარეობს, რომ 0C თ//ჩ. 

მაშასადამე თV8 =(ძ//ძი2)V8, სადაც ძ =ხ,//ხ.. მაშასადამე, CV8 C ძ/,8. ანალოგიურად 
შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ «V8 C თI8. საბოლოოდ გვექნება თ/!8 = 8/ი. 
დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ მარჯვენა მოსაზღვრე 
კლასები / სიმრავლეს ყოფენ თანაუკვეთ კლასებად. 
ანალოგიური თეორემა მტკიცდება მარცხენა მოსაზღვრე კლასებისათვისაც. 

მარცხენა მოსასღვრე კლასებიც 4 სიმრავლეს ყოფენ თანაუკვეეთ კლასებად. 
(8.#) ქვეჯგუფის მიმართ მარჯვენა (მარცხენა) მოსაზღვრე კლასების 

რაოდენობას აღნიშნავენ ასე: (4:88) და უწოდებენ (8,,') ჯგუფის მარჯვენა 
(მარცხენა) ინდექსს (4.V) ჯგუფში. ' 
(8,#)=((4,),#) ტრივიალური ქვეჯგუფის ინდექსს უწოდებენ (4,/) ჯგუფის 

რიგს და აღნიშნავენ(4:1)) სიმბოლოთი 

ვთქვათ ახლა (#7,,/,) ნორმალური ქვეჯგუფია. 4, -ით აღენიშნოთ ყეელა 

მისასღერე კლასების სიმრაელე ” ნორმალური ქვეჯგუფის მიმართ. 
II სიმბოლოთი კი აღვიშნოთ ძი ელემენტის მოსაზღვრე კლასი M ნორმალური 

ქვეჯგუფის მიმართ. (1)C 4,ც. განვსაზვღეროთ ალგებრული ოპერაცია 

#:%7X4ც > 4/,. ფორმულით: (9IVIხ1= (თყნ1.
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ეს ალგებრული ოპერაცია კორექტულად არის განსაზღვრული, მართლაც, თუ 
I2) = I|ი') და(ხI) = ს"), მაშინ 

სიხ) = I(Cთ'!C, )//(ხ'//C, )) = Lთ'//C,/!C;/!ხ' 1 = Lთ'/! (C,//C, )/(ხ' 1 = LC /(C/ხ')) = I(ძ'//(ხ'//C')1 = 
= (თ'//ხ'//C') = Lი/I, 

სადაც თო,0,C #MI,0C0=0,/(C,C'C II. მაშასადამე (ი//ხ)= I0"/ხ), რაც ”# ოპერაციის 
კორექტულობას ამტკიცებს. 

ცხადია #, -ი ” ალგებრულიოპერაციის მიმართ წარმოადგენს ჯგუფს, 

მართლაც, ნეიტრალური ელემენტის როლს ასრულებს მოსაზღვრე კლასი, 
რომელიც ემთხეევა // ნორმალურ ქვეჯგუფს; ნებისმიერი (ი) კლასისსათვის, 

თუ განეიხილავთ XC 4 ელემენტს, რომლისთვისაც თ/IX = XV0თ = 6, მაშინ 

I2CIVIX) = IXI#I91= // , ანუ IX) =(ი1” 
(46, ჯგუფს უწოდებენ (4./) ჯგუფის ფაქტორჯგუფს II ნორმალური 

ქეეჯგუფის(გამყოფის) მიმართ. 

ჰომომორფიზმს ჩ:4234V განსასღვრულს V#(=) =|ი) ფორმულით კანონიკური 

ჰომომორფიზმი ეწოდება. 
ეთქვათ მოცემულია ჰომომორფიზმი / :(“,/!) –> (8.V) და ამ ჰომომორფიზმის 

ბირთვი MC. / =(თC #| /(ძი)=4.), სადაც 6, ნეიტრალური ელემენტია (8,V) 

ჯგუფში. (L6L /,/'), ინდუცირებული 7#/! ალგებრული ოპერაციით, ცხადია 

ქეეჯბგუფს წარმოადგენსC4./) ჯგუფში. /(ძ// CL / ) = /(ძ), / (L6L /Vძ) = /(ძ), ერთი 

ტიპის მოსაზღვრე კლასები (6. /,/) ქეეჯგუფის მიმართ ქმნიან 4 სიმრავლის 
დაყოფას, ეს კი ნიშნავს, რომ, თუ 7(C) = /(თ), მაშინ CC 0/I6IL /,0CC ICI Vთ. 

მ// L6L / = Mი6I //მ . უკანასკ6იელი ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ (LC /./') 

ნორმალური ქვეჯგუფია(4,/) ჯგუფში. 

თეორემა 6.4. / :(4,4) >(8,–) ჰომომორფიზმი მაშინ და მხოლოდ მაშინ 

წარმოადგენს მონომორფიზმს, როდესაც MC. / =(,). 

დამტკიცება: თეორემის პირობის აუცილებლობა ცხადია. 
დავამტკიცოთ საკმარისობა. ვთქვათ, XMCL/ =(6„) და არსებობენ ელემენტები: 

ძ,,თ, C 4:ძ, # 0ე:/(ძ,)= /(ძთ,). ვთქვათ, XC 4 და XII. =0ძ:/X=0,, 

მაშინ ძ,70:%0,. /(ძ/I)= /(0,)M (X) = /(თ,)M/ (X) = / (თ/IX) = /(6„)=06,, რაც ნიშნავს 

იმას, რომ «ძ,/X# 96, და 0,/X6C MC / . მივიღეთ წინააღმდეგობა, მაშასადამე, ყოველი 

ორი განსხვავებული თ, ძ.: ელემენტისთეის /(ძ,)# /(თ). 

თეორემა 6-4. თუ / :C4,/) > (8,V) ეპიმორფიზმია, მაშინ ასახეა 

#:(%, #0 - (8.M) განსაზღვრული /(IVI) = /() ფორმულით, წარმოადგენს 
ი სომორფიზმს. 
დამტკიცება: ცხადია, განსახღვრული ასახვა სიურექციაა. ვაჩვენოთ, რომ იგი 
ინექციაც არის. მართლაც, თუI|#|ხI ისეთი კლასებია, რომლებისთვისაც 

#(L91) = /((ხ1) = 6,, მაშინ /(ძ)= /(ხ)=46,. მაშასადამე, თ#ხ,0თ,ხC MV/ . ეს კი 

ნიშნავს, რომ ი,ხ ელემენტები ერთ მოსაზღვრე კლასში, კერძოდ XIV / -ში 

მდებარეობენ. რაც არ შეიძლება, რადგან |ი)#IხI. აქედან კი გამომდინარეობს, 

რომ LV / შედგება მხოლოდ ერთი ელემენტისაგან, რომრლიც LC / მოსაზღვრე 

კლასს წარმოადგენს. 
ვთქვათ, ახლა ჯგუფი ჩაწერილია მულტიპლიკაციურად(ადიტიურად) (4;)((4.+)).
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(4:)C(C(4+)) ჯგუფს უწოდებენ ციკლურ ჯგუფს, თუ არსებობს ისეთი ელემენტი 
ძC 4, რომ ნებისმიერ XC 4 ელემენტს აქვს სახე X=ი”(X=#Mძ) სადაც M6C 7. 
მაგალითი: (2,++) ჯგუფი ციკლური ჯგუფია. ამ ჯგუფის წარმომქმნლი შეიძლება 
იყოს 1 ან –I, · 

9« ელემენტს უწოდებენ მოცემული ციკლური ჯგუფის წარმომქმნელს. 
ეთქვათ, (4;) ჯგუფია 0იC 4 მისი რაიმე ელემენტი, მაშინ თ”',,C2 სახის 

ელემენტთა სიმრაელე ცხადია ციკლური ქვეჯგუფია (4:) ჯგუფში. თუ 
იC 2,M>0 ისეთი რიცხეია, რომ თ” =1, მაშინ ამ #6 2,X >0 რიცხეს ძC 4 

ქლემენტის მაჩვენებელი ეწოდება. #C 2,7>0 ნატურალურ რიცხვს უწოდებენ 

(4;) ჯგუფის მაჩვენებელს, თუ იგი ამ ჯგუფის თითოეული ელემენტის 

მაჩვენებელია. 

ვთქვათ, ახლა მოცემულია ჰომომორფიზმი / :(2,+) –> (4) ადიტიურად ჩაწერილ 
მთელ რიცხეთა ჯგუფიდან რაიმე მულტიპლიკაციურად ჩაწერილ ჯგუფში 

განსაზღვრული ფორმულით /() =ი”, სადაც ძC # რაიმე ელემენტია. 

ვთქვათ, 77 ამ ჰომომორფიზმის ბირთვია: #7 =M6/ . შესაძლებელია ორი 
შემთხვევა: 

1. 7 ტრივიალურია, ანუ იგი შედგება მხოლოდ ერთი 06 7 ნულოვანი 
ელემენტისაგან, მაშინ / წარმოადგენს (7,.+) ჯგუფის იზომორფიზმს (4.:) ჯგუფის 

იმ ციკლურ ქვეჯგუფზე რომლის წარმომქმნელიც არისძ6C #4 ელემენტი. ჩხადია, 
ეს ციკლური ქვეჯგუფი არის უსასრულო. ასეთ შემთხეევაში ამბობენ, რომ ძC 4 
ელემენტს აქვს უსასრულო პერიოდი. 

2. M არაა ტრივიალური. თუ ი უმცირესი დადებითი მთელი რიცხვია #V 

ბირთვში, მაშინ ამ ძი რიცხეს იძ კლემენტის პერიოდს უწოდებენ. თუ „7 ისეთი 

მთელი რიცხვია, რომ იძ” =1, მაშინ #=ძL, სადაც # რაიმე მთელი რიცხვია. 

ვაჩვენოთ, რომ თ" =Lი',ი”,..,ი“' ერთმანეთისაგან განსხვავებული ელემენტებია. 

მართლაც, თუ თ” =ი“;0<7,§<ძ –1, და »X<X, მაშინ თ” =1და რადგან §-”<ძ, 

ამიტომ §-–/=0, ანუ ”=§. 
ძ ელემენტით წარმოქმნილი ციკლური ქვეჯგუფის რიგი ცხადია იქნება ძ. 

თუ (4:) უსასრულო ციკლური ჯგუფია ძ6 # წარმომქმნელით, მაშინ ჩვენ მიერ 

განხილული ჰომომორფიზმი: / :(2.+) +(4,) იქნება სომორფიზმი. მართლაც, / 

სიურექციაა, ვინაიდან ყოველი ელემენტს (4#4:) ჯგუფიდან აქვს სახე ძ” და ამიტომ 
# '(6)=#. 

# ინექციაა, ვინაიდან, თუ 7, # MM, <7, და /(CM,)= 0” =0"' = /(I), მაშინ 

ი“ =1 და (4:) ჯგუფი ეერ იქნება უსასრულო. 
მგვარად, შეიძლება დავასკვნათ, რომ არსებობს მხოლოდ ერთადერთი ციკლური 

ჯგუფი და ეს ჯგუფია მთელ რიცხვთა ჯგუფი ჩეეულებრივი შეკრების ოპერაციის 
მიმართ. 

ვთქვათ, I! = (0ი1),,კ, სიმბოლოების რაიმე ერთობლიობაა, სადაც 4 ინდექსთა 
რაიმე სიმრაელეა, ვუწოდოთ სიმბოლოთა ამ სიმრაელეს ალფაბეტი. 

გავაფართოვოთ ეს სიმრავლე სიმბოლოთა I“! =(0'),,, სიმრაელესთან 

გაერთიანებით: /=I1'CI"'. განიხილოთ ! სიმრავლის ელემენტების სასრული 

მიმდეერობა ი2,02,,021, სადაც §, = II =1,2,..,#. ეუწოდოთ ამ მიმდევრობას 

|'=(ი,) ,, ალფაბეტისაგან შედგენილი სიტყვა. მიმდევრობას, რომელიც! 
სიმრაელის არც ერთი ელემენტს არ შეიცაეს ვუწოდოთ ცარიელი სიტყეა და
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აღენიშნოთ იგი 0 სიმბოლოთი. /! ალფაბეტისაგან შედგენილი სიტყვების 

სიმრაელე აღენიშნოთ C/' სიმბოლოთი. 
გაწვსასღვროთ C/! სიმრავლეზე გამრავლების ოპერაცია "შემდეგნაირად: 

6. რემი იამე თ. მემ 021 = 02002), რე) მემე 021. ჩხადია, გამრავლების 

ასეთი ოპერაცია  ასოციაციურია. ი წხადია, ალგებრული სტრუქტურა (C/!;) 

წარმოადგენს ნახევარჯგუფს ერთეულით ანუ მონოიდს, სადაც ერთეულის როლს 
ასრულებს ცარიელი სიტყვა. 

შევიტანოთ CI' სიმრავლეში ეკვიეალენტობის მიმართება>=, ჩავთვალოთ 

ძეაძთ >20, თუ ძია =ძ,'. სიტყვები ითი,ძე,.., ძიძის, 02 და 

მიმი, რექ იი. ით ეკვივალენტური იქნება, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ 

წ, ძე = ძე". ამ ეკვივალენტობის მიმართებით განსაზღერულ CV ფაქტორ 

სიმრავლეზე კორექტულად განისა ხღვრება გამრაელების ოპერაცია. 
6 ნ (22 წ, რ ცა 

სმი .C არ · I02, თ2 აცი = L0 საშე), სრ, 0 თ ': ძის ” 
რძ. “ 

მრაელების ამ ოპერაციის მიმართ თ თMV სიმრაელე წარმოადგენს ჯგუფის 

ალგებრულ სტრუქტურას, სადაც ერთეულის როლს ასრულებს |6)- ცარიელი 

სიტყვის კლასი. 
(02.02 „22.1 ელემენტის შებრუნებული კი იქნება ელემენტი წი. ',ძ..“',....თ-"1. 

(CM) ჯგუფს ასეთნაირად განსაზღვრული გამრავლების ოპერაციით, 

უწოდებენ /' ალფაბეტით წარმოშობილ თავისუფალ ჯგუფს. 

მაგალითი: (7,+) თაეისუფალი ჯგუფია, რომელიც წარმოქმნილია /! = (I) 

ალფაბეტით. 
ვთქვათ (4#,/!,).,, ჯგუფთა რაიმე ერთობლიობაა, განეიხილოთ, ასახეათა 

სიმრაელე დ(4,,/,)= (/: „->X4, I#C)C 4,), რომელებიც მხოლოდ ინდექსთა 

სასრულ რაოდენობაზე არ ღებულოენ შესაბამისი ჯგუფების ნეიტრალური 
ელემენტების მნიშენელობას. დ(4.V/!) სიმრაელეში განესასღეროთ ალგებრული 

ოპერაცია /#:რ(4,,/(,)X თ(4,,/,) -> თ(4,./,,) ფორმულით: (#VI>”XI)= /(I)/,/(/). 

ადეილია მიხვედრა, რომ (8%V/,,/!,),/) წარმოადგენს ჯგუფის ალგებრულ 
«I! 

სტრუქტურას. (XV, ,//,),/) ჯგუფს უწოდებენ ჯგუფთა (4,,/,),, ერთობლიობის 
LI 

პირდაპირ ჯამს. 
ვთქვათ (4,/,).„, ჯგუფთა რაიმე ერთობლიობაა, განვიხილოთ, ასახეათა 

სიმრაელე 8(4,,,)=(/:/<5ა4I/CV< 4). 
C(4,,/,) სიშრაელეში განესაზღეროთ ალგებრული ოპერაცია /! :0(4,//,)X 

CდC4./,)->C(4,,) ფორმულით: C/I§XI) = #C)V,/ (I). ადეილია მიხვედრა, რომ 

(0(4.#,).#) წარმოადგენს ჯგუფის ალგებრულ სტრუქტურას. (%4,//) ჯგუფს 
«<«/ “ 

უწოდებენ ჯგუფთა (4,,/,)., ერთობლიობის პირდაპირ ნამრავლს. 

ცხადია, თუ I ინდექსთა სიმრავლე სასრულია, მაშინ (4,,//,),, ერთობლიობის 

პირდაპირი ჯამი და პირდაპირი ნამრაელი ერთმანეთს ემთხვევა.
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მაგალითი: (#4,./!,) = (7,+) ,C4,//,) =(7,+), მაშინ 
C(4,.#,»/) =(2,+)თ (2,+) =(2X 2,+), სადაც +:(7X 7)X (7X 2) –> 2X 2 

განისაზღვრება ფორმულით +((2,,7,),(7,,7,)) = (7, + 2,2, + 2,). აქ ასხვა 

# :(,21->21 70) = 2, /(21= 2, გაიგივებულია წყვილთან (2,,2,)), ხოლო 

§ :(I,2) –> 72| /(11= 2,,§(2)= 2, ასახეა- (2,,2,) წყვილთან. 

§7. რგოლისა და ველის ალგებრული სტრუქტურები 
4 სიმრავლეში განსაზღვრულია რგოლის ალგებრული სტრუქტურა, თუ მასში 

განსაზღერულია ორი ალგებრული ოპერაცია: 

+: 4X 4-3 4, ·:4X4-–34, 

რომლებიც აკმაყოფილებენ შემდეგ მოთხოვნებს: 
1 ი+ხ=ხ+ძ. 
2. (X+ხ)+2C=0ძ+(ხ+0ო). 

3. არსებობს ელემენტია 06 4, რომელსაც აქეს თვისება თი+0=ძ0. 
4. კოველი ძC #4, ელემენტისათვის არსებობს ელემენტი –ძი, რომელსაც აქვს 
თვისებაძ+(–ი)=0. 

5. (ძ-.ხ):C=0-(ხ·C). 

6. ი·ძჭ(ხ+C)=ძ-(ხ+0),ხ+0)-ძ=ხ-.ი+0-ძ 

ჩამოთელილი მოთხოენები ნიშნავს, რომ შეკრების ალგებრული ოპერაციის 
მიმართ 4 წარმოადგენს კომუტაციურ ჯგუფს, გამრავლების ალგებრული 
ოპერაციის მიმართ ნახევარჯგუფს, პირველი და მრორე ოპერაციები ერთმანეთთან 
დაკავშირებულია დისტრიბუციულობის(განრიგადობის) კანონებით: 

ძ·(ხ+0ლ)=ძ-(ხ+0ო),.(ხ+0)·ძი=ხ:·.0+0-ძ. 

თუ გამრავლების ოპერაცია რგოლში კომუტაციურია: ძ.·ხ=ხ:ძთ, მაშინ რგოლს 
უწოდებენ კომუტაციურს. 
თუ რგოლში არსებობს ნეიტრალური ელემენტი გამრავლების ოპერაციის 

მიმართ IC 4,1-ძ = ძ-1, მაშინ რგოლს უწოდებენ ერთეულოვევანს , ანუ უნიტალურს. 

მაგალითი: (7,+,) მთელ რიცხვთა სიმრავლე, (0,+,) რაციონალურ რიცხეთა 
სიმრავლე, (#,+;) ნამდეილ რიცხეთა სიმრაელე ამ რიცხვთა შეკრების და 

გამრაელების ოპერაციების მიმართ წარმოადგენენ კომუტაციური, უნიტალური 
რგოლის ალგებრულ სტრუქტურებს. 
მაგალითი: (M,,+.)- # რიგის მატრიცოთა სიმრაელე შეკრებისა და გამრავლების 

ოპერაციების მიმართ წარმოადგენს არაკომუტაციური, უნიტალური რგოლის 

ალგებრულ სტრუქტურას. 
დავამტკიცოთ რამდენიმე მარივი ფაქტი: 

ძ- (9, +0, +0ძკ) =0ძ.· (0, +(0, +0,)) = 00, +0' (0, +ძკ) =ძ·0, +0- თე +0-ძ.. 
ძ-(ი,+0, +0კ +ძ,კ) =ძ·(ძ, +(თ; +ძკ +თ,))= ძძ,+ძ·(თ, +0ძ,კ +9კ) = 

=ძ-0ი,+0-0,+0ძ-ძ.+ძ-ძ, ' 
ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ 

ძ·(ით,+ძ; +...+0,)= ძ/ი,+0.ძ, +..+ძ-.თ,. თუ #, =ხ, =...=ხ, =ხ,M#C V , მაშინ 

იძ.ხ=ძ-უხ=Vი(ძ.ხ). 

ი:0=0-·ძ=0. მართლაც, თ·0+9ძ=ძ-(0+1)=1:0ძ=ძ,0·ი+ძ=ძ0:(0+1)=0ძ0-1=თ0, ეს 

კი ნიშნავს, რომ ძთ:0=0-ძ=0.
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წინა ტოლობებიდან გამომდინარეობს: (–ძ). ხ = –(«- ხ) = თ·(–ხ). მართლაც, 

(C-ი)ხ+ძიძ-ხ=(-ძ+0ძ)-.ხ=0. მაშასადამე, (–ძ).ხ = –(ი-ხ); 

ძ-.(-ხ)+თ-ხ=ძ·-C-ხ+ხ)=90, აქედან თ-(-ხ)= -–(ძ-ხ); საბოლოოდ გეექნება 

C2ძ2).ხ=-(ი:ხ)=ძ.·(-ხ). 

როგორც ჯგუფში, რგოლშიც ძ და ხელემენების სხეაობა თი-ხ=ძ+(–-ჩ). 
წინა ტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ დისტრიბუციულობის კანონებს 
ადგილი აქვს სხვაობისა და გამრავლებისათვის: 

ძ.იხ-0ი)=ძ-ხ-თძ·.C,ხ-0ი):ძ=ხ.:ძ-C-თძ. 

მართლაც, ძ.(ხ-–0)=ძ:·(ხ+C0))=ძ0-ხ+ძთ,.·(–0)=ძ.-ხ+(C-(თ:C))=ძ-ხ-0ძ-0C. 

ანალოგიურად მტკიცდება ტოლობაც (ხ–ი):ძ=ხ-ძ-C-ძ. 

ყოველივე ზემოთ ნათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ რგოლში ადგილი აქვს 
ტოლობებს: ი8-ხ = ძ-ცხ=M(C0-ხ) ნებისმიერი 26 72 მთელი რიცხევისათეის. 

განვიხილოთ აღნიშენა: 2, =ძ09,+ძე: +..+0,. 
ე) 

ცხადია, ადგილი ექნება შემდეგ ტოლობებს: 2. ი, = 2.4, , 2ეძ, +ხ, = 2.2, +2.ხ, , 
ლუ ელ „I უი = 

” 

ინ, =%- ი, , 6 თ)ხ=3.თ., 3.2, = 5.2 ი,, = 32 იხ, , 
"I ” I I! I L=I II LთI L=I #=| 

2“ =22 თ. 
(1 L-1 L-I I-II 

C8,+:),8 C 4 რგოლს (4.+:) რგოლიდან ინდუცირებული ალგებრული 

ოპერაციებით, თუ ისინი არსებობენ, (4.+,) რგოლის ქვერგოლი ეწოდება. 

მაგალითი: (7,+,) მეთლ რიცხეთა როლი (0,+:) რაციონალურ რიცხეთა 

რგოლის ქვერგოლია; (0,+;) კი (”+;) ნამდვილ რიცხვთა რგოლის ქვერგოლია. 

ორ ძ,ხC 4 ელემენტს უწოდებენ ნულის გამყოფებს(4,+;) რგოლში, თუ ძ-ხ=0. 

ნიტალურ, კომუტაციურ რგოლს, რომელშიც ნულის გამყოფები არ არსებობენ, 
მთელობის არე ეწოდება. 
მაგალითი: (27.+.), (0,+,), (M+-:) რგოლები მთელობის არეეებია. 

(4.+,) რგოლის მარცხენა იდეალი ეწოდება მის 

ისეთ (8,6+,) ქვერგოლს, რომელსაც აქვს თვისება: 8·-თ=(ხ-ი|ხC 81C8 

ნებისმიერი თC #4 ელემენტისათვის. 
(4.+,) რგოლის მარჯვენა იდეალი ეწოდება მის ისეთ(8.+:) ქვერგოლს, 

რომელსაც აქეს თყეისება: თ- 8 =(თ-ხ|ხ6 8|)C 8 ნებისმიერი ძC 4 ელემენტისათვის. 

თუ მარჯვენა და მარცხენა იდეალები ერთმანეთს ემთხეევიან, მაშინ ასეთ 
იდეალს რგოლის ორმხრივი იდეალი ეწოდება. ცხადია კომუტაციურ რგოლში 

ყველა იდეალი ორმხრიეია. 
მაგალითი: (4.+;) რგაოლმი განეიხილოთ ქვესიმრავლე ი4=(თ-.ხ|ხCხ)C 4, 

სადაც ძ6 4 რაიმე დაფიქსირებული ელემენტია. ეს ქვესიმრავლე წარმოადგენს 
მარცხენა იდეალს (4.+.) რგოლში. მართლაც, თუ თხC ძ/4,0იჩC ძ4, მაშინ 

ძიძ-.ხ+ძ.·ხ =ძ-(ხ+ხ)C ი# და ნებისმიერი CC 4, ხC ი/ ელემენტებისათვის 

ხ-.C=(ძ-ხ')/=0ძ-(ჩ·C)C თ4. 

ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ რაიმე დაფიქსირებული ძC 4 ელემენტისათვის 

4ძ=(ხ.ი|ხC 4) მარჯეენა იდეალია, ხოლო 4ძ4 =(ხ-ძ-C|ხ.0C-0C 4)-ორმხრიეი 

იდეალი (4,+,) რგოლში. · 

თ4 და #0 სახის იდეალებს (4+,) რგოლში მთავარი მარცხენა და მთავარი 

მარჯეენა იდეალები ეწოდებათ.
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კომუტაციურ რგოლს ეწოდება მთავარ იდეალთა რგოლი თუ მისი ყოველი 
იდეალი მთაეარი იდეალია. 
მაგალითი: განვიხილოთ მთელ რიცხვთა რგოლი (7,+;). ეთქვათ, 8 # 2 

ნებისმიერი იდეალია ამ რგოლში. თუ #6 8 მაშინ –/C 8. ვთქეათ ძ 
უმცირესი მთელი დადებითი რიცხვია 8 იდეალში, თუ 4«C 7 ისეთი რიცხვია, 

რომ |M-ძ-ძ<ძდა #=1M-ძ·ძI, მაშინ #=ძ·#+” 0<»<ძ,'6 7 და #=/-ძ-:ძ. 
რადგან 8 იდეალია, ამიტომ #C 8. მაგრამ 0<”<ძ, ამიტომ ” =0. მაშასადამე, 
ყოველ »C 8 ელემენტს აქვს სახე #=ძ-ძ, ეს კი ნიშნავს, რომ 8 =ძ7, ანუ #9 

მთავარი იდეალია. რადგან 822 ნებისმიერად აღებული იდეალია, ამიტომ 
(2.+;) მთავარ იდეალთა რგოლია. 

8 იდეალს კომუტაციურ (424,+-:) რგოლში ეწოდება მატრივი იდეალი, თუ X,X»C 4, 

X-»6 8 პირობიდან გამომდინარეობს, რომ XC 8 ან #6 8. 

მაგალითი: თუ #C 2 მარტივი რიცხვია, მაშინ 2 მთავარი იდეალი, მარტივი 

იდეალია. მართლაც, თუ X· 7C ი# , მაშინ X- »= ჩნ: 2,2C 72. თუ XC #07 , მაშინ 

»= 7:52 და ამიტომ»7C #2. თუ V#C 9#, მაშინ Xჯ = #:2 და ამიტომXჯC ი7. 

ეთქეათ ახლა #2 მარტივი იდეალია და ეთქეათ, # =V'· M,M #1, #1, მაშინ 

X.16 2, X- 76 M7 პირობებიდან ყოველთვის გამომდინარეობს, რომ XC #2 ან 
»#C M7. ვთქეათ, X=/· 2, = MM · 2,2 C M 7,2 C M7 , მაშინ X· 7C #2 , მაგრამ 
XC M7,)C M2 . მივიღეთ წინააღმდეგობა, მაშასადამე, # = V' · M,M # 1,” # 1 პირობის 

დროს #72 მარტივი იდეალი არ ყოფილა, აქედან ამომდინარე M#Mმარტივი რიცხეი 
უნდა იყოს, ანუ (72,.+) რგოლის მხოლოდ ის იდეალია მარტივი, რომელსაც აქეს 

სახე: 2, სადაც # მარტივი რიცხვია. 

8 იდეალს კომუტაციურ (4,+:) რგოლში უწოდებენ მაქსიმალურ იდეალს, თუ 

8> 4 და არ არსებობს სეთი სხეა იდეალი, რომ 8'# 8დღდა 8C#8M 
თეორქმა 7.L ყოველი მაქსიმალური იდეალი მარტიევია. 

დამტკიცება: ეთქეათ, X,7C 4, X-»76 8 და »Cდ 8, მაშინ 
8+ #4X= (ხ+ძ-XIხC 8,ძიC #)იდეალი განსხვავებულია 8 იდეალისაგან და 

8C 8+4X»ჯ. მაგრამ 8 მაქსიმალურია, აქედან გამომდინარე, ადგილი უნდა 
ჰქონდეს ტოლობას #4= 8+/»ჯ. თუ ეს ასეა, მაშინ (4,+,), რგოლის ერთეული 

1=ხ+80-:X, სადაც ხ6 8,ძ6 4. თუ უკანასკ6ნელი ტოლობის ორიეე მხარეს 

გავამრავლებთ » ელემენტზე, მივიღებთ »= ხხ. /+(ძ·»X):», ეს კი ნიშნაეს, რომ 
XC 8. 

ქთქვათ, 9 ორმხრივი იდეალია (4,:+:) რგოლში. 

თუ (46.6) წარმოადგენს (4+) კომუტაციური ჯგუფის ფაქტორჯგუფს (98.+) 

ქვეჯგუფის მიმართ. მაშინ ამ ჯგუფში შეიძლება განისაზღეროს გამრავლების 

8:45X46 > 46 ოპერაცია შემდეგნაირად: |0)C(Iხ1=(0ი-ხI. ეს ოპერაცია 

კორექტულად არის განსახღვრული. მართლაც, თუ I2ი1=IV'1,(ხ1=(L) მაშინ 

ით” =0+0,6ხ =ხ+თ,CC6C 8, I” .ხ)=Iძი-ხ+ძ:C+0ლ-ხ+C.CI=Iი-.ხ+C |=(ი.ხ). 

ჩხადია, სრულდება დისტრიბუციულობის კანონიებიც. 
ასახვას / :4-> 8 უწოდებენ ჰომომორფიზმს (#,+,) რგოლიდან (#8,9,6) 

რგოლში თუ სრულდება შემდეგი პირობები: 
#(9+ხ)= /(ი)დ /(ხ) და /(ძ-ხ)= /(ი)დ /(ხ). ეს ჰომომორფიზმი აღინიშნება ასე: 

#:(435 ->+(8,66). 
ცხადია, /(0,)=0ც. ისევე, როგორც ჯგუფების შემთხვევაში გეაქეს #/:4-> 8 

ჰომომორფიზმის ბირთვის ცნება. MC / წარმოადგენს (4,+:) რგოლის იმ
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ელემენტების სიმრავლეს, რომლებიც (8,თდ,5) რგოლის 0კ ნულში გადადიან 

#:4– 8ჰომომორფიზმის დროს. 

ცხადია, ჰომომორფიზმის ბირთეი წარმოადგენს ორმხრივ იდეალს შესაბამის 
რგოლში. 
თუ /#/:42–>8 ინექციაა ან სიურექცია ან ბიექცია, მაშინ რგოლთა 

ჰომომორფიზმს უწოდებენ მონომორფიზმს ან ეპიმორფიზმს ან იზომორფიზმს, 
შესაბამისად. 
როგორც ჯგუფების შემთხვევაში, აქაც მტკიცდება შემდეგი თეორემა: 
თეორემა 72. თუ / :(4,+;) > (8-8,6) ეპიმორფიზმია, მაშინ ასახვა 

ჩ:(%ა, /+9) - (86.8) განსაზღვრული VXLCI = (/ (ი), ფორმულით 

ისომორფიზმია. 
4 სიმრაელემში განსაზღვრულია ველის ალგებრული სტრუქტურა, თუ მასში 

განსასღვრულია ორი ალგებრული ოპერაცია: 
+:4X 4-3 4, ·:4X4->4, 

რომლებიც აკმაყოფილებენ შემდეგ მოთხოვნებს: 

1. თ+ხ=ხ+ძ. 
2. (ძ+ხ)+C==ძ+(ხ+ო). 

3. არსებობს ელემენტი 06 #, რომელსაც აქეს თეისება ძთძ+0=ძ. 

4. ყოველი ძC 4, ელემენტისათეის არსებობს ელემენტი –ძ, რომელსაც აქვს 
თვისება თ+(–-ძ)=0. 

5. ძ-ხ=ხ-ძ. 
6. (ძ-.ხ):C=თ-(ხ·C). 

7. არსებობს ელემენტია 1C 4#,1# 0, რომელსაც აქეს თვისება: ძ-·1=ძ. 

ზ. ყოველი ძC 4, ელემენტისათვის არსებობს ელემენტი «“', რომელსაც აქვს 

თვისება: იი“! =1. 
9. ი-.(ხ+C)=ძ-(ხ+Cთ). 

ჩამოთვლილი მოთხოვენები ნიშნავს, რომ შეკრების ალგებრული ოპერაციის 
მიმართ 4 წარმოადგენს კომუტაციურ ჯგუფს, გამრაელების ალგებრული 
ოპერაციის მიმართაც ასევე კომუტაციურ ჯგუფს; ჰირველი და მრორე 
ოპერაციები ერთმანეთთან დაკაეშირებულია დისტრიბუციულობის(განრიგადობის) 

ძ·(ხ+0ლ0)=ძ·(V+თ=) 

კანონით. 
მაგალითი: (0,+:) და (M,+,) წარმოადგენენ ეელის ალგებრულ სტრუქტურებს, 

(7,.+:) არ წარმოადგენს ველის ალგებრულ სტრუქტურას. 

მაგალითი: თ+ხ/3 სახის რიცხვების სიმრავლე, სადაც ძ.ხC 0, ჩვეულებრივი 

შეკრების და გამრავლების ოპერაციების მიმართ წარმოადგენს ველის ალგებრულ 

სტრუქტურას. 
ველს (#98,+;),8 C 4, C4.+,) ეელიდან ინდუცირებული ალგებრული ოპერაციებით, 

(4,+,) ეელის ქვეველი ეწოდება. ხოლო (4,+;) 

ველს (8,+,„) ველის გაფართოება. 

მაგალითი: (0,+:) წარმოადგენს (M+:) გელის ქვეგელს. 
მაგალითი: ძ+ხ-/3 სახის რიცხვების სიმრაელე, სადაც ძ,ხC 0, ჩვეულებრივი 

შეკრების და გამრავლების ოპერაციების მიმართ წარმოადგენს (ჩ.+,) ველის 

ქეეველს. ცხადია, ველის ქვეეელთა ყოველი თანაკვეთა ქეეველია.
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ვთქვათ ი,ხ ელემენტები ეკუთვნიან რაიმე ველს და ძ#.ხ=0. დავუშვათ ძ0%#0, 

მაშინ ი '-ი-ხ=0ძ-0. აქედან გამომდინარეობს, რომ ხ=0. რაც ამტკიცებს იმას, 
რომ ყოველი ეელი წარმოადგენს მთელობის არეს. 
ეელთა ჰომომორფიზმი / :(4,+,) ->+(8თ,2) ისეეე განისაზღვრება, როგორც 

რგოლთა პომომორფიზმი. ცხადია /(I)=14 

თეორემა: 7-2 . ველთა ჰომომორფიზმი ყოველთვის მონომორფიზმია. 
დამტკიცება: ვთქვათ / :(4.+;) – (8,8,9) ჰომომორფიზმის ბირთვი არაა 

ტრიეიალური. აეიღით 0C IV /,0%0, ელემენტი, თ '·ძ=1 C ML /, მაგრამ 

#0.1=14ც #90ც. ეს კი ნიშნავს, რომ 1 C L# / , მივიღეთ წინააღმდეგობა, 

მაშასადამე, ძი=0, და M% / =(0,). 

განვიხილოთ რგოლთა ჰომომორფიზმი / :(2,+;) – (4, 6,0) განსახღერული 

ფორმულით /(2) = 21გ, სადაც (4,0,9) ველია. თუ / ჰომომორფიზმის ბირთვი 

ტრივიალურია, ანუ MC / =(0), მაშინ ამბობენ, რომ (4,დ.) ველის 

მასასიათებელი L# =0. თუ LC / არაა ტრივიალური, მაშინ იგი, რადგან 

წარმოადგენს იდეალს (2,+.) რგოლში, იქნება #2 სახის, ანუ მთავარი იდეალი. 
ეთქვათ 2- 76 /2, მაშინ /(X· 7) = /(X)რ /(7)=0, ამიტომ, რადგან (4,8,C) რგოლი 

მთელობის არეა, #(X)=0კ ან /(/)=0„გ. ეს კი ნიშნავს, რომ XC #2 ან »C #2 და 

MX / =M2 წარმოადგენს მარტივ იდეალს, ამიტომ #= 2 მარტიეი რიცხვია. 

ასეთ შემთხეევაში ამბობენ, რომ (4,თდ,9) ველის მახასიათებრლია #=7/ 

მარტივი რიცხვი. 

სავარჯი შოები: 

1 დაამტკიცეთ, რომ ქვესიმრავლე 8 C 4 წარმოადგენს (4,+,) რგოლის 

ქვერგოლს ინდუცირებული ალგებრული ოპერაციებით, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 
თუ სრულდება შემდეგი პირობები: 

ა. 8#0. 

ბ. თუ თ,ხC 8, მაშინ ძ–ხC 8. 

გ. თუ ძ,ხ6 8, მაშინ ძ-ხC M. 

2. თუ ძ#9 და იგი არ არის ნულის გამყოფი, მაშინ თუ ი-X=ძ-/, მაშინ X=V. 

დაამტკიცეთ, რომ ველში ადგილი აქვს შემდეგ ფაქტებს: 
1. თუ ი#0და ხ+90, მაშინ იხX0. 
2. თუ 0#0, მაშინ ძ·C=ხ·C მაშინ და მსოლოდ მაშინ, როდესაც ძ=%. 

§8. ერთი ცვლადის მრავალწევრები 
ვთქვათ, (4,++;) რაიმე უნიტალური, კომუტაციური რგოლია. :რთი ცვლადის 

მრავალწევრი(პოლინომი) (4,++,) რგოლს ზემოთ ეწოდება / :4 -> 4 ასახეას, 

რომელიც განისაზღვრება ფორმულით: #0(X) = ძაX” +თ,-XI + ძე: X” +..+ძ,-X”, სადაც 

თემა, მ, რაიმე დაფიქსირებული ელემენტებია (4,+;) რგოლში, X კი ცელადი 

სიდიდე, რომელიც მნიშვნელობებს ღებულობს ამ რგოლიდან. 

ძე,ძე,..,0, ელემენტებს (4,++,) რგოლიდან მრავალწევრის კოეფიცივნტები 

ეწოდება. ძე კოეფიციენტს უწოდებენ თავისუფალ წევრს, ძ, კოეფიციენტს კი, 
თუ იგი განსხვავებულია რგოლის ნულისაგან, უფროს კოეფიციენტს. #C M 

ნატურალურ რიცხვს უწოდებენ მრავალწევრის ხარისხს, თუ იგი X ცელადის ის 

მაქსიმალური ხარისხია, რომელთანაც კოეფიციენტი ძ, ნულისაგან
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განსხვავებულია. მრავალწეერის ხარისხს აღნიშნავენ ასე: ძიწ (»). მრავალწევრს 

#9(X)=0-»' უწოდებენ ნულოვან მრავალწევრს, მას არ მიეწერება არავითარი 

ხარისხი, ხოლო მრავალწეერს /(») = ძეX”,თ, «0 უწოდებენ ნული ხარისხის 

მრავალ წევრს. 

მრავალწევრს #(X) =1»",სადაც 1 წარმოადგენს (4,+,) რგოლის ერთეულს, 

უწოდებენ კრთეულოვან მრავალწყეერს. 
ორ მრავალწევრს უწოდებენ ტოლს, თუ მათი კოეფიციენტები ერთი და იმავე 
ხარისხის ცვლად სიდიდესთან ერთმანეთის ტოლია. 
შემდეგში, როდესაც საქმე გვექნება მულტიპლიკაციურად ჩაწერილ ალგაბრულ 
ოპერაციასთან, თ და ხ ელემენტების ი-ხ ნამრავლს ჩაეწერთ ასე: თხ. 
მაგალითი: ვთქვათ (4,+;) = (M,+;) ნამდვილ რიცხეთა რგოლია. მაშინ 

2, (X) = 3X9 + 2XXI + -/3X1 ++ +0X1+X', #,(X) = 0»ჯ" + X' + 0ჯ? «უდ» +2X" +0»ჯ” +0»ჯ9 
ა 

მრავალწევრებია ნამდეილ რიცხვთა რგოლს ხემოთ. ძ66/0,(X)=5, ძ69/,(X)= 4. 

მაგალითი: 2X9 +3X +0»? +-/2X. და2X? +3ჯ' +0ჯ” +-/2X. +0»' მრავალწევრები 
(”+,) რგოლს ზემოთ ერთმანეთის ტოლია. ერთმანეთის ტოლია ასევე 

მრავალწევრები 0X"და 0+0X+0X»“ +...+0X”, რომლებიც ნულოვან მრაეალწევრებს 
წარმოადგენენ. 

(4.+,) რგოლს ზემოთ ერთი ცვლადის მრავალწევრთა სიმრავლეს, აღნიშნაეენ 
4VXI სიმბოლოთი. შემდეგში ჩეენ განეიხილავთ მრავალწევრებს მხოლოდ 
რიცხვით რგოლებს ზემოთ. 

#ს: სიმრაელეში შევიტანოთ შეკრებისა და გამრავლების ალგებრული 

ოპერაციები: 

ჩ?,(X) = ძა +ი,X+ იეX? +...+0,X” და /#.(X) = ნე +6,X+ ხ,X” +..+ხ,X” მრავალწევრთა 

ჯამი ეწოდება მრავალწევრს: (/#, + 0:)X(X) = Cე +0,X+C0,X” +...+0,X", 

სადაც C, =2ძ, +ხ,.1 = 0,1.2....,§;§ = 0მX(M,IL და თუ M#.> 7 ითელება, რომ 

ხ., =ხ,,, =..=ხ,=0. 

ი,(X) = ძაჯ" +ი,X +ძ,X” +...+0,X" და /#:(X) = ხეX" +ხ,X' +ხ:X” +..+ხ,X” 
მრავალწევრთა ნამრავლი ეწოდება მრავალწეერს: 

C#0,· 0:XX) = ძაX" +ძ,X' +ძ,X? +... +9,,,„X“””, 

სადაც ძ, =2,0,ხ,:# = 0,1,2,...,7+7. ასეთი ჯამების გამოთელის დროს 

/“-/ 

ვითეალისწინებთ, რომ, თუ />#M./ >7I, მაშინ თ, =0,ხ, =0. 

ამ ალგებრული ოპერაციების მიმართ MI) სიმრავლე წარმოადგენს უნიტალური, 

კომუტაციური რგოლის ალგებრულ სტრუქტურას. მართლაც, შეკრებისა და 

გამრავლების ოპერაციებს, ცხადია, აქეთ კომუტაციურობისა და ასოციაციურობის 

თვისაებები; შეკრების ოპერაციის მიმართ ნეიტრალურ ელემემენტს წარმოადგენს 

ნულოვანი მრაეალწევრი;: გამრავლების ოპერაციის მიმართ ნეიტრალურ 

ელემენტს წარმოადგენს ერთეულოვანი მრავალწეერი; #(X) მრაეალწევრის 

მოპირდაპირეს წარმოადგენს - 2(») მრაეალწევრი; 

#7, (X) = ძა»ჯ" +0,X' + ძეX” +..+0,X”, #0 (X) = ხაX" +ჩ,X' +ხ:X” +..+ხ,X”. და 

#0, (X) = ე» + ოX' +0,X” +..+ 0C,X” მრავალწეერებისათეის /, (X)X(/2; (X) + /2,(X)) 

ტოლია ი,(X) = ძა»" +ძ,X + ძეX” +..+4ძ,,,X”' მრავალწეერის, სადაც 

ძ, = 2.ძ,(ხ, +0,)= 2.თძ,ხ, + 2,ძ C,.M =0,1.2,...,/1+ §,§ = IიმXVI,1) . კ.კ? 
ო 073 სი.
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აქედან კი გამომდინარეობს, რომ ი,(XX/#,(»)+ ჩ#,(X)) = ი,C9) ი, (X)+ 9, (X) 2, (X). 
მაშასადამე, სრულდება დისტრიბუციულობის ერთ კანონი დისრიბუციულობის 

მეორე (92,(»)+ #,(X))/:(X) = ი, (X9) 0, (X) + 2;C0) 7, (X) კანონიც დამკიცდება 
ანალოგიურად 
თეორემა 8.1 ML) მთელობის არეა. 

დამტკიცება: ავიღოთ ნებისმიერი ორი /XX) = ძეX” +0ძ,X +ძ,X? +...+0,X” #0, 

ძ(X) = ხეXჯ” + ხ,»' + ხ,X” + ...+ხ,X” # 0 მრაეალწეერი. ვთქეათ,ძ6წ #(») = 7,ძC9(9(X) = VI, 

მაშინ ძიით(ი· «XX)=»X+/», ასეთ შემთხეეეაში ძ,,, =ძ,ხ, #0, რადგან (#,+;) „“ 

მთელობის არეა. აქედან კი გამომდინარეობს, რომ (0§·4XX)#0, რაც ამტკიცებს 
თეორემას. 

განვიხილოთ MI») რგოლის ქვესიმრაელე 8, რომელიც შედგება #()= თ სახის 
ანუ ნული ხარისხის მრავალწეერებისაგან, ცხადია, ეს სიმრაელე 
ინდუცირებული შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციების მიმართ წარმოადგენს 
ML:) რგოლის ქვერგოლს. განეიხილოთ ასახვა /:” > 8, რომელიც 

განისაზღვრება ფორმულით: /(0ძ) = თ». ადეილია დანახვა, რომ ეს ასახეა 

ისომორფიზმია. აქედან გამომდინარე შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ ნამდვილ 
რიცხვთა(ჩ +.) რგოლი წარმოადგენს #L) რგოლის ქვერგოლს. 
რადგან MIX) მთელობის არეა, მაშინ #7XX),0(X)C I») მრავალწევრებისთეის 

(2: 4ძXX)= 2(X)ძ(») X ცვლადის ნებისმიერი მნიშვნელობისათეის (#,+,) როლიდან. 

ეთქვათ, #(X),ძ0(X)6C #IXI,ძ(X) #« 0. ვიტყეით, რომ »(») მრავალწევრი იყოფა ძ(X) 

მრავალწევრზე, თუ არსებობს ისეთი მრავალწევრი §(»), რომ ადგილი აქეს 
ტოლობას: /#(X) = 0(X)§(X). 

ძ(») მრავალწევგრს #(X) მრავალწევრის გამყოფი ეწოდება, §(X) მრავალწევრს 

კი #(») მრავალწევრის 4«(») მრავალწევრზე გაყოფით მიღებული განაყოფი. 

§0:) მრავალწევრი ცალსახად განისაზღვრება #(») და ძ(X) მრავალწევრების 
საშუალებით. მართლაც, ეთქეათ არსებობს მეორე §I(»X) მრავალწევრი, 
რომელისთვისაც ასეეე სრულდება ტოლობა: /(X) = ი(X)V(X), მაშინ გვექნება: 

ძ(X)+(X) = 4(X)§'(2), აქედან კი გვექნება: 9#(XX+(X) – +(X)) =0, აქედან კი იმის გამო, 

რომ #LX) მთელობის არეა, გამომდინარეობს §(X) – ”CX)=0 ანუ #§(X) = XI(X). 

ელემენტარულია შემდეგი ფაქტების ჩვენება: 
თუ #(»)მრაეალწეერი იყოფა #(ჯ») მრავალწევრზე და ძ(») მრავალწევრი იყოფა 

§(»X) მრავალწევრზე, მაშინ ცხადია, #(X) მრავალწევრი იყოფა «(X) 
მრავგალწევრზე. 

თუ #(X) მრაგვალწეერი იყოფა 4«(») მრავალწეერზე, მაშინ ყოველი V(»)C #IXI 
მრავალწევრისათვის V(X)ი(-) მრავალწევრი იყოფა 9«(X) მრაეალწევრზე. 
თუ მრავალწევრთა #ი(X)+9(X)+/”(X) ჯამი იყოფა «(X) მრავალწევრზე, #(X) და 

9მ(X) მრავალწევრები იყოფიან §#(») მრავალწევრზე, მაშინ I(C»>) მრავალწეერიც 

იყოფა 9§«(») მრავალწეერზე. 

თუ #(») მრავალწევრი იყოფა ძ(X) მრავალწევრზე, ძ(») მრაეალწევრი იყოფა 

ი(») მრავალწევრზე, მაშინ #(X) = იძ(X), სადაც ძC # რაიმე ნამდვილი რიცხვია. 
თეორემა 82(ბეზუს თეორემა) ყოველი „#(X)C ML») მრავალწევრისთეის და 

პირველი ხარისხის X»ჯ-C6 #MIXI,იC ” მრავალწევრისათეის არსებობს ერთადერთი 
ისეთი §(C)6C #LXI მრავალწეერი, რომ ადგილი აქვს ტოლობას: 

0(X) =(X-C)§(%)+ 2(2).
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დამკიცება: პირდაპირი ადამრავლებით შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ადგილი აქვს 
ტოლობას: 

(X” –C")=(X-C)ს(»” +» 7+Xჯ 
აქედან გამომდინარე: 

92(>») – (0) = ძე – ძე, +0,(X – C)+ 0,(X? – C”)+...+ ძ,(X” – 6”) = 

=(X-C)§(X). 
რაც ამტკიცებს თეორემას. 
დამტკიცებული თეორემიდან ვაქვს: 

ჩნ(CX) – 2(C) =(X- C)§(X), ი(X) = ძ,X” +0, ,X-+...+0,X+ძა, 

§ღC)=ხ, ,»”! +ხ, ,X»ჯ” +...+ხ,X+ხა, 

აქედან გვექნება: 
ნ(X) – #(0C) = ძე + ი,X+ ძ,X” +...+ 0,X" – (თ =(ჯ– C)(ხე +ხ,X+ხ,X” +...+ხ, ,X”') = 

ხეX+ხ,X? +...+ხ, ,X" – Cხე – Cხ,X – ...– 6ხ, ,X”! = აქედან 

=(ხე – Cხ,)X+(ხ, – Cხე)X” +...+(ხ, , – იხ, ,)ჯ”! +ხ, ,X”. 
გამომდინარეობს ტოლობები: 

ხ,,=ძ,, 

ხ,,=0, ,+(0ხ, „”- „)) 

პეს, + XC) +ჯ22+ლ0)), 

ხ,კ=0,.+0ხ,., 

ხე =ძ, +Cხ,, 

#(2) = ძე +0ხა, 

ამგვარად, მივიღეთ /(X)C #(X) მრავალწეერის X-2C6 MIX) მრავალწევრზე 

გაყოფით მიღებული «X(X)6C წ) მრავალწეერის კოეფიციენტების და #X(-) სიდიდის 

გამოსათელელი ალგორითმი. აღწერილ ალგორითმს ჰორნერის სქემა ეწოდება. 

ვთქვათ, მოცემულია #(X) = ძ,X” +თ, ,»” +...+9,X+ძა მრავალწევრი XIX) 

რგოლიდან. ამ მრავალწევრის წარმოებული ეწოდება მრაეალწეერს 

#'(X) = M0ი,X” !' +(7–1)ძ, ,X” I +...+20.X+ძ,. 

ცხადია, M ხარისხის მრავალწევრის წარმოებული M#-1 ხარისხის მრავალწეერია. 
მრავალწევრის წაემოებულს აქვს შემდეგი თვისებები: 

1. (9(X)+ 4(X)/ = #(X)+9'(X)- 
2. (2C:)ძC)) = #'(X)4(X) + /(X)ი(X). 
3. (»" (X)) = #2“ '(X)/C0Xი,#>1. 
პირველი თეისება ცხადია, მესამე თვისება გამომდინარეობს მეორე თვისებიდან. 

დავამტკიცოთ მეორე თვისება: 

(9(X)«(X) = (ძე + 9,X+ ძე»? +...+ძ, 
M+IM-I 

".. »ჯ"'”)I =ძ, +2ძ,X+3ძ,X” +...+ 

+(+ M))მ,,,X””! = ტეხ, + ძ,ხე + 2(ძახ, + ძ,ხ, + ძეხე)X+ 

+3(ძეხ, +ძ,ხ;, + ძახ, + ძეხკ)X” +...+ (9 + #IXძენ,,,, +...+ ი, „ ხს)» = 

= ძა(ჩ, +2ჩ,X+...+ MIხ,X” ')+ 0,X(ხ, +2ხ,X+...+ MIხ,X”!)+...+ 

ო.. 

+ძ,X"(ხ, +2ხ.X+...+ MIხ,X”!) + ხა(თ, +20ეX+...+ Iთ,X”)+ხ,X(0თ, +20,X+...+ M0,X”))+ 

+..+ხ,X” (ძ, + 20,X+...+M0,X ') = /I(X)ძ(X) + 9X(X)4(X) 

92C #” ელემენტს ეწოდება ი(») მრავალწევრის ფეხვი, თუ ი(-)=0. 

M-
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ბეზუს თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ C6 # წარმოადგენს #(») 
მრაეალწევრის ფესვს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ #(»X) მრავალწევრი იყოფა 
(X-C) მრავალწევრზე. 

2C # ელემენტს -1ეწოდება ი(») მრავალწეერის MX ჯერადი ფესვი, თუ იC) 
მრავალწევრი იყოფა (X-–C) მრავალწევრზე და არ იყოფა (X-C)""' 
მრავალწევრზე. 
თუ #=1, მაშინ C-ს ეწოდებ მარტივი ფეხეი. 
ბეზუს თეორემიდან გამომდინარეობს აგრეთვე: 

1. თუ C,C,..,0„,C MX წარმოადგენენ #2(»X)C #LX) მრავალწევრის განსხვავებულ 

ფესეებს, მაშინ #(CX) =(X-C,XX- C.)...(X – C,)§(X). 

2. თუ 7” ხარისხის #(») მრავალწევრს აქეს » განსხეავებული ფესეი 

თ,0ე,..,6,6 ს, მაშინ /#(X) = ი,(X-C,)(X – C,)...(X – C,), სადაც ძმ, #(»ჯ) მრავალწევრის 

უფროსი კოეფიციენტია. 
უკანასკნელი წინადადებიდან გამომდინარეობს მნიშვნელოვანი დებულება: 
» ხარისხის #(»X)C MX) მრავალწევრს შეიძლება გააჩნინდეს არაუმეტეს #M 

ფესვი. 
მა ნეისილოთ იმ მრავალწეერთა 0IX) რგოლი, რომელთა კოეფიციენტებიც 

რაციონალური რიცხვებია და შევეცადოთ ეიპოვოთ მათი რაციონალური ფესეები. 

ცხადია, 0IXI) C #I). ეთქეათ, 7#(X) = ძ,X” +ძ, ,X”' +..+0,7 X+ძ-ა მრაეალწევრია 

რაციონალური კოეფიციენტებით ცხადია, არსებობს რიცხვი 6 რომელზე 
გამრაელებითაც მრავალწეერი გადაიქცევა მთელკოეფიციენტიან CC) 
მრავალწეერად, რომელსაც იგივე ფესვები ექნება, რაც თავიდან მოცემულ /#(») 

მრაეალწევრს. აქედან გამომდინარე, საკმარისია განეიხილოთ მხოლოდ 
მრავალწევრები მთელი კოეფიციენტებით. 

თეორემა 8-? (პირეელი თეორემა მრავალწევრის რაციონალურ ფესვებზე) თუ 

უკვეცი წილადი # წარმოადგენს ი-(C») მთელკოეფიციენტებიანი მრავალწევრის 

ფესვს, მაშინ თავისუფალი წევრი ძა იყოფა X-ზე, ხოლო უფროსი კოეფიციენტი 

მ, იყოფა /-ზე. 

დამტკიცება: ჩაესვათ # ცვლადი სიდიდის მაგივრად #(»)) მრაეალწეერში. 

რადგან # ფესვია გვექნება: 

ძ,ხ"+0ძ, ,M”'!+თ, ,M” 'I7+...+0ძ,MI” !+ძა!” =0. 

აქედან კი გამომდინარეობს, რომ ძე იყოფა #-ზე და ძ, იყოფა 7/-ზე. 

დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ #(») მრაეალწეერის 

# 
რაციონალური ფესეების მოსაძებნად საჭიროა გამოვთვალო –ი) სიდიდეები ძ« 

რიცხვის ყეელა # გამყოფისთვის და ძი, რიცხეის ყველა / გამყოფისთვის. 

მაგალითი: წინა თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ /(X) =2X' –3X? +3X-1 

მრავალწეერის რაციონალური ფესეის მრიცხველი შეიძლება ღებულობდეს 

მნიშვნელობას (L–1,1) სიმრავლიდან, ხოლო მნიშვნელი-(I,2,–1,–2) სიმრავლიდან, 

მაგრამ რადგან წილადის ნიშანი შეიძლება მივაწეროთ მრიცხველს, ამიტომ
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(1,2,–1,–2) სიმრავლის ნაცვლად შეგეიძლია განეიხილოთ (I,21 სიმრაელე. აქედან 

გამომდინარე, მრავალწევრის ფესვები უნდა ვეძებოთ CI) M2 სიმრაელეში. 

ჩ?ნCI)=-9, 20)=1 ,იC) =0 „ი-» = -7. მაშასადამე, საძიებელი რაციონალური 

ფესვი ყოფილა 1. ცხადია მოძებნილი ფესვი იქნება მარტივი წინააღმდეგ 

შემთხვევაში 2 უნდ იყოფოდეს 2”-ზე. 
თეორემა: 84 (მეორე თეორემა მრავალწევრის რაციონალურ ფესვებზე), თუ 

უკვეცი წილადი # წარმოადგენს მთელკოეფიციენტებიანი #(») მრავალწევრის 

ფესვს, მაშინ ყოველი +” მთელი რიცხეისათვის (I) უნაშთოდ იყოფა 

(M – III) -'სე. 

დამტკიცება : ბესუს თეორემიდან გამომდინარეობს 

#(X) = (X – MI) = (ხ, ,X” I +ხ, ეX” ? +...+ხ,X+ხე)+ / (VI), 

სადაც ხ, ,„ხ,),.. ხა მთელი რიცხვებია. რადგან # ფესვია, ამიტომ გვექნება: 

X # ი MM. # 
(MM) = -რ –”)ხ,, თ) "+ხ,, დფ) 2.4 ..+ხ, წუნა ხე). 

აქედან კი გამომდინარეობს: /”/X#!) = (# – III, ,#”!'+ხ, ,#” წ" +...+ხ,X+ ხა), რაც 

ამტკიცებს თეორემას. 

სავარჯი შოები: 
ჰორნერის სქემის გამოყენებით იპოვეთ შემდები მრავალწეერების გაყოფით 
მიღებული განაყოფი და ნაშთი: 

1. X –3X1-–X+2, X-2. 

2. 2X – XX +X” +X+1, X-1. 
3. 2X1 +4X? –3, ჯ-3 
იპოვეთ “შემდეგი მრავალწევრების რაციონალური ყფესეები: 

IL 3X+2X” – X+2. 
2. 4» –2X14X7+X-2. 
3. 2X- +4X” –3X+2, 

§9. მრავალწევრთა გაყოფადობა 
გთქეათ, #(X),C(X)C #MIXI, 6(X) #0 ორი მრავალწევრია. 

ნ(X) მრავალწევრის ნაშთით გაყოფა 9(X) მრავალწევრზე ეწოდება #CX) 

მრაეალწევრის /XX») = §(X)9(X)+”(X) სახით წარმოდგენას, სადაც +«(X),#(X)C #IXI, 

ძიC(I/(X) <ძბოდ(X) ან #(X»X)=90. 

§(X) მრავალწევრს უწოდებენ განაყოფს #(CX) მრაეალწეერს-ნა შთს. 

შენიშვნა: როდესაც მრაეალწევრს ვიხილავთ ნებისმიერ 4 რგოლს "'ხემოთ, მაშინ 
ნაშთით გაყოფა ყოველთვის არ არის შესაძლებელი. მტკიცდება, რომ, თუ 
4 რგოლი მთელობის არეა და მრავალწევრის უფროს კოეფიციენტს გააჩნია 
"შებრუნებული, მაშინ გაყოფა ნაშთით შესაძლებელია.
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თეორემა 9L მრავალწევრთა #LX) რგოლში, სადაც # ნამდეილ რიცხეთა ველია, 
ნაშთით გაყოფა ყოველთვის შესაძლებელია და /XX) = 9(X)§(CC)+IC>) წარმოდგენა 

ერთადერთია. 

დამტკიცება: მართლაც, ეთქვათ #(X)=თ,X”+0,,” '+...+0,X+ძა, 

§00 =ხ,»” +ხ, ,X”! +...+ ხ2ჩX+ხა. თუ #7 <#M, მაშინ /X(X)= C(X)0+ (X). თუ #>V7, 

მაშინ ჩ(ი = ი60– წ” "წი მრავალწევრის ხარისხი #7, <M#. თუ #2, 27, მაშინ 

ს=ც(ე- ებ 0:(X) = ი, (X ხ 
L" წ-ი 

X   §-C) მრაეალწევრის, რომლის უფროსი 

კოეფიციენტიცაა 0,, ხარისხი #M, <7,. ამ პროცესის გაგრძელებით ვნახაეთ, რომ, 

თუ #,, 27, მაშინ 

C,, თ 

ი,(X) = ჩ,., თ ჯ ” ყლე 

მრაეალწევრის, რომლის უფროსი კოეფიციენტიცაა 0ი,,, ხარისხი #, <#,,. აქედან 

გამომდინარე, რომელიღაც ” ნაბიჯზე შესრულდება უტოლობა ძი #ი,(X)<#”7 და 

გვექნება: 

#7(X) = ლქ + რთ კხონ +. 456 ჯწეოჩ აC(X) + ჩ,(X). 
ხ. ხ, ხ, ' 

მაშასადამე, )2(X) = C(X)CX)+I”(X»X) წარმოდგენა არსებობს, ვაჩვენოთ, რომ იგი 

ერთადერთია. დავუშეათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, გვაქვს მეორე 
?(X) = §(X)ICX»X)+I LX) წარმოდგენაც, მაშინ «(X)+(X) +/'(X) = C(X)§”(X) +I”(X), ანუ 

9(XXC§(X) – §'(X)) = ”(X) – ”(C=). ცხადია, ძ69C”(X) – I'(X)) < «(X), მაგრამ უკანასკნელი 

ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ #X) –I(X) იყოფა 9(X) მრავალწევრზე. 

ამგვარად, მივიღეთ წინააღმდებობა, ჩეენი დაშვება არ ყოფილა სწორი. თეორემა 

დამტკიცდა. 
თეორემის დამტკიცების გზა აგრეთვე გვიჩეენებსს მრავალწეერთა ნაშთით 
გაყოფის ალგორითმს. 

მაგალითი: ვთქვათ, #(X) = 2X“ + X' +X? – X–3, §(X) = X- +2X” –1. მაშინ გეექნება 

2»! «აა 4§? ჯ-3)2 +2X –1 
2X-3 

2X' +4X – X” – 2X 

–3XX+X:1+Xჯ-3 

-3-6»” #+3 

7X+X-6 

მაშასადამე, #2(CX) = §(X)§(X)+7(CX), სადაც §(X)=2X-3, #(X) = 7X”+Xჯ-6. 

?(X),C(X)C #IX) მრავალწევრთა საერთო გამყოფი ეწოდება ისეთ ძC») 

მრავალწევრს, რომელიც ყოფს თითოეულ მათგანს. მოცემული ორი
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მრავალწევრის უდიდესი საერთო გამყოფი ეწოდება ამ მრავალწევრთა ისეთ 
საერთო გამყოფს, რომელიც იყოფა სხვა დანარჩენ საერთო გამყოფებზე. 

თუ ძ(ჯ») წარმოადგენს /#(»),–9(X)C MIX) მრავალწევრთა უდიდეს საერთო 

გამყოფს და #C #,##% 0 რაიმე რიცხვია, მაშინ ცხადია, #ძ(») ასევე იქნება ამ 

მრავალწევრების უდიდესი საერთო გამყოფი. აქედან და განსაზღერებიდან 
გამომდინარეობს, რომ ორი მრაეალწევრის უდიდესი საერთო გამყოფი 
ერთმანეთისაგან განსხვავდება მხოლოდ მუდმივი თანამამრაელით. 
ორი მრავალწევრის საერთო გამყოფის მოსაძებნად იყენებენ ალგორითმს, 
რომელიც ჟეკლიდეს ალგორითმის სახელით არის ცნობილი. მოვიყვანოთ ეს 
ალგორითმი: 
?ი(X).§(X)6 #LXI მრაეალწევრებისათვის გვაქვს წარმოდგენა: 

#§(») = §C)5,(X)+7, (X),ძC8/, (X) < ძლ8§C9) , 
§0,5(X)6 MIX) მრაეალწევრებისთვისაც გვაქეს წარმოდგენა: 

06(X) =7, (X)§, (X) + /5(X),ძ68!" (X) < ძ6ლ/,(X) , 

#(X),/2(X)C MIX) მრავალწევრებისთვისაც გეაქეს წარმოდგენა: 

M(X) = Iე (X)§3(X) +75(X),ძ60!3 (X) < ძC8/5 (X) 

და ასე შემდეგ: I! (XX), (X)C ”(XI) მრავალწევრებისთვისაც გვაქვს წარმოდგენა: 

”-)(X) =/, (X)9,,)(X)+7..(X).0ძ6ც/,,, (X) < ძ667, (X) 
თუ პროცესს გავაგრძელებთ, იმის გამო, რომ /,(»–) ნაშთთა ხარისხი სულ 

იკლებს, დადგება დრო, როდესაც 7 = M# და #,(X»X) ნაშთი 

I: (X) = 7, (X)§, (X) +I, (X),ძC6/,,, (X) < ძ607, (X) 
წარმოდგენაში იქნება ნული. 
თუ „„CC) ნულია, მაშინ გვექნება: 

Iუ-:1(X) = ”, ,(X)§,(X) 

და I, )(X), ვინაიდან იგი ყოფს ყეელა 7, :(X),/„,-:(X)-.-,7) (X), §(X). 2(X) 

მრავალწევრს, იქნება #(X),§(X)C MIX) მრაეალწევრების საერთო გამყოფი. 

ეაჩეენოთ, რომ #(X),§(X) მრავალწეერების ყველა სხვა საერთო გამყოფი ყოფს 

'»)(X) მრაეალწევრს. მართლაც, ეთქვათ, ძ(») ყოფს %X),9(») მრავალწეერებს, 

მაშინ XX) = C(X)§,(X)+7,(X) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

ძეც) მრაეალწეერი ყოფს #(X) მრავალწეერს, /,(X) = I1(X)5)(X)+7”(X) ტოლობიდან 

გამომდინარეობს, რომ ძ(») მრაეალწეერი ყოფს #5”(-) მრავალწევრს, და ასე 

შემდეგ, ძ4(X) მრაგალწევრი ყოფს /#,.,(–) მრავალწევრს. ეს კი ნიშნავს, რომ /„ ,(X) 

მრავალწევრი წარმოადგენს #(X»)§(0ჯ) მრაყალწევრების უდიდეს საერთო გამყოფს. 

შემდეგ ორი /#(CX),§(») მრაეალწევრების უდიდეს საერთო გამყოფს აღენიშნავთ 

ასე: (#CX), §(X)) . 
მაგალითი: ვიპოვოთ /X(») = 2X' +X" + X” – X- 3, V(X) = X” +2X? –1 მრავალწევრთა 

უდიდესი საერთო გამყოფი. წინა მაგალითიდან გვაქვს: 

ი(X) = (X)(2X–3)+7X.+»X<-6, #,(X)=7X” +X-6; 
29 29. 29 

: ბს(X)=--X+--, 
1 13. 29 

= 6 + , 
§თ) ჩრ» 29) 49 49 ქ 49 

4 294 ჩთ=» თლ -5>



38 

აქედან გამომდინარეობს, რომ (2C9,§C0)= 58X+<> ასეეე ნებისმიერი #C # 

2 
რიცხვისათვის (2.80) =M6:X+42), ამიტომ ადგილი აქვს ტოლობასაც 

(9(%9), (21) = X+1. 
თეორემა 92. თუ ძ(») წარმოადგენს ჯ(CX),C(X)C MIX) მრავალწევრების უდიდესი 

საერთო გამყოფს, მაშინ არსებობენ ისეთი მრავალწეერები #V(X),V(X)C #IIX), რომ 

ძCX) = M(ი)ი(ი +VC)§C0ი) . 
დამტკიცება ეეკლიდეს ალგორითმიდან შეგეიძლია დაეწეროთ: 

ჩ, კ(X) = ”, :(X)§„.,(X)+7, (XX). ”)(X) მრავალწევრი ტოლია ძ(») მრავალწევრის. 

თუ ჩავთვლით, რომ V,(X) = 1,V(X) = –§, ,(X), მაშინ გვექნება 

ძ(X) = #,(X)„-კ(X)+V,(X), (I), თუ ამ ტოლობაში ჯ, :(X) გამოესახაეთ I, ,(») და 

”„კ(X) მრავალწევრების საშუალებით, მივიღებთ: ძ(X) = V,(X)/, ა(X) + V; (X)/,-1(X), 

სადაც. V,(X) = V,(X),V, (X) = VI, (X) – V, (X)§„-:(X). თუ ახლა #,კ(X) მრავალწევრს 

გამოვსახავთ I. ,(თ) და #„)(») მრავალწევრების საშუალებით და ამ პროცესს 

გავაგრძელებთ, საბოლოოდ მივიღებთ: 

ძ(X) = V(X)V(X) + XX)§(») - 
ორ მრავალწეერს IX»),C(X)C MIX) უწოდებენ ურთიერთმარტიე მრავალწევრებს, 

თუ მათი უდიდესი საერთო გამყოფი (#(X),9(»X)) ტოლია რაიმე #C# ელემენტის, 

ასეთ შემთხეევაში ეწერთ (/XX).§(X)) =1. 

შენიშვნა: როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, ორი მრავალწევრის, უდიდესი საერთო 
გამყოფები ერთმანეთისგან განსხვაედებიან მუდმივი თანამამრავლით, ამიტომ 
(2(X),§(X))=1 ჩანაწერი ფაქტობრივად გულისხმობს, რომ (V/XX), C(X)) = #, სადაც 

#C M” რაიმე ელემენტია. 
თეორემა 93. იმისათვის, რომ ჯ(X),§(»X)C ML) მრავალწევრები ურთიერთმარტივი 

იყვნენ, აუცილებელი და საკმარისია არსებობდნენ ისეთი V(X),V(X)C #2IX) 

მრავალწევრები, რომ ადგილი ჰქონდეს ტოლობას: 

1= #(2)ი(ი +VCიყდლი. 
დამტკიცება: თუ #X),9(X) მრავალწევრები ურთიერთმარტიეია, მაშინ 

(0(X),C(X))=1 და, წინა თეორემიდან გამომდინარე, არსებობენ მრავალწეერები 

ისეთი V(X),V(X), რომ 1 = I((X)9(X) + VX(CX)C(X). 

ეთქვათ, არსებობენ ისეთი V(X),V„») მრავალწევრები, რომ 1 = (((X)/XX) + V(CX)C(X). 

თუ «ძ(X)=(ი0(»),5(X))#1, მაშინ 1= V(X»)/,(X)ძ(X) + VCX)§,(X)ძი(X), აქედან კი 

გამომდინარეობს, რომ ძ(XXV(>X)/, (X) + V(X)§,(X))=1. რადგან ძ(X) არ წარმოადგენს 

ნული ხარისხის მრავალწევრს უკანასკნელი ტოლობა შეუძლებელია. ჩვენი 
დაშვება არა ყოფილა სწორი. მაშასადამე ძ(X) =1. 

თეორემა 94. ადგილი აქეს შემდეგ წინადადებებს: 

1. თუ(§9(X), 2(X))=1 და (6(X),M(X)) =1, მაშინ (6(X), /XX)M(X)) =1. 

2. თუ (§(X,0(X))=1 და ი(X)M(CX>) იყოფა §(»)-ზე, მაშინ #C2 იყოფა §C»X)-ზე. 
3. თუ (§(X),0(X))=1 და MC») იყოფა #(»)-ზე და #(X)-ზე, მაშინ MCC) იყოფა 

ი(ა)§თ) ნამრაელზე. 
დამტკიცება: 1. ადგილი აქეს ტოლობებს 
1= M#,(X)C(X) +V, (X),9(X),1 = #:(X)9(X) + V, (X)#I(X) , მეორე ტოლობიდან გვაქეს 

ი(X) = V-CX) «60 6C;V) + V,(X)X(X)#(>). თუ გავითვალისწინებთ პირეელ ტოლობას, 

გვექნება:
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1 =7/,(X)8(X) + V, (XXL, (X)§ (X) /X(X) + V, (X)/2(X)/M(X)) = 
= CV, (X) + V, (X)M; (X) 7(X))§ (X) + V, (X)V, (XX 2(X)/I(X)). 

ეს კი ნიშნაეს, რომ («C(:), /XX)/X(X)) = 1. 

2. გეაქვს 1 = IV(X)§(X) + XC) 0(»), აქედან ვღებულობთ: 

M(X) = I(X)#CX) §(X) + V(X) 2C>)II(X) = I((X)M(X) §(X) + XCX)ჩ (X)8CX) = 9(XXMVCX)M(X) + V(X)# (X)) 
მაშასადამე, #(X) იყოფა «(») -ზე. 

3. გვაქვს. #(X) = # C2Cი,#Cი = VC0 60, აქედან 2#(%) = VCC)§(0) +VC0 იC). 
უკანსაკნელი ტოლობა ასე შეიძლება გადაეწეროთ V#XCX) = II (X)<(X) + V(CX) 2(X) , 

“ 9,7 =2549, ასევე შეგეიძლია დავწეროთ: 

#6 §C9) = V"C0800 + V"C0 ილი . მაშასადამე, MC 26) იყოფა #C)-ზე. რადგან 
C#9(X), §(X))=1, ამიტომ, როგორც ზემოთ ვაჩვენეთ, V(CX) იყოფა #(X»)-ზე. 

რაც აქამდე ითქვა მრავალწეერებზე MI) რგოლიდან, სადაც # ნამდეილ 

რიცხეთა ველია, ჭეშმარიტია ნებისმიერი მრავალწევრებისთვის XIX) რგოლიდან, 

სადაც M# ნებისმიერი ველია ნულოვანი მახასიათებლით. 
მრავალწევრს ეწოდება დაუჟვანადი მრავალწევრი MIX) რაოლში, თუ იგი არ 

წარმოიდგინება ამავე რგოლის ორი ნულზე მეტი ხარისხის მრაეალწევრის 
ნამრავლის სახით. 

ცხადია, თუ მრავალწევრი დაუყვანადია #IL) რგოლში მაშინ იგი დაუყეანადი 

იქნება ნებისმიერ MIX) რგოლში, სადაც # C # რაიმე ქეეველია # ველში. 

ცხადია, თუ #(») დაუყვანადია XIX) რგოლში, მაშინ ი2(X),-C MX მრავალწევრიც 

დაუყვანადი იქნება LX) რგოლში. 
მაგალითი: მრაეალწევრი X- ი დაუყეანადია MIX) რგოლში, სადაც # ნებისმიერი 

ველია ნულოვანი მახასიათებლით. 

მაგალითი: XI +) მრავალწევრი დაუყვანადია MIX) რგოლში, მართლაც, როგორც 

  სადაც MV”(X) = 

მათემატიკის სასკოლო კურსიდან ვიცით, »”+I მრავალწეერს არ გააჩნია ფესეი 
ნამდვილ რიცხვთა ველში, ამიტომ იგი ვერ წარმოიდგინება ორი ნულზე მეტი 
ხარისხის მრავალწეერის ნამრაელის სახით. 
მრავალწეერს ეწოდება უნიტარული, თუ იგი დაუყეანადია და მისი უფროსი · 

კოეფიციენტი ერთის ტოლია. 
ჩიე მრავალწეერის კანონიკური გაშლა ეწოდება ამ მრავალწევრის 

წარმოდგენას ნC = ძი" CI ი1' (0...02' (0, სადაც სადაც თითოეული 

ჩ?,(X),! =1,2,..,/ უნიტარული მრავალწევრია,ხოლო V#,,M;,...,#, ნატურალური 

რიცხვები. 

თეორემა 94: ყოველი მრაგალწევრისათვის #I(X) რგოლიდან არსებობს 

ერთადერთი კანონიკური გაშლა. 
დამტკიცება: მრაეალწევრთა გადამრაელების დროს მიიღება მრავალწეერი, 

რომლის ხარისხიც თანამამრაელების ხარისხების ჯამის ტოლია. ამიტომ ყოველი 

ილ) მრავალწევრი წარმოიდგინება ასე: /XX) = ძი; (X)/:' (X).../) (X), სადაც 

თითოეული /,(X),I! =1.2,...,/ უნიტარული მრავალწეერია და / ინდექსი შეიძლება 

ღებულობდეს ყველა ნატურალურ მნიშენელობას. 

როდესაც 7=1 და #, =1, მაშინ ი(X) მრაკალწევრი თვითონ არის დაუყვანადი და 

ძი არის ამ მრავალწეერის უფროსი კოეფიციენტი. 

თუ არსებობს მრაეალწეერის მეორე წარმოდგენაც: MX) = ხყი (X)ძ5ბ. (X)...იX (X), 

მაშინ რომელიმე #,(+) მრაევალწევრი ემთხვევა 4,0) მრავალწევრს, წინააღმდეგ
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შემთხვევაში, რადგან 4,(X) მრავალწევრი თანამარტივია ყეელა /,(X)/ = 1.2,...,! 

მრავალწეერთან, თანამარტივი იქნება მთელ. იჯ" (X)/;" (CX)...ი; (X), ნამრავლთანაც და 
9,(X) არ გაყოფს »#(X) მრაეალწევრს, რაც გამორიცხულია, რადგან 

იCი = ხი," ()9» CV)...9/' CX). 
მაშასადამე #,(X) მრავალწეერი ემთხვეეა 9,(») მრაეალწეერს. ამგვარადვე 

მტკიცდება, რომ ყოველი 9«,() მრავალწევრი ემთხვევა რომელიღაც /#, (X) 

მრავალწევრს. დაუყვანად მრავალწეერთა ასეთ დამთხვევა განაპირობებს თ =ხ 
ტოლობასაც. თეორემა დამტკიცდა. 
მტკიცდება “შემდეგი თეორემა. 
თეორემა 9.6 (ალგებრის ძირითადი თეორემა) ყოველ M#>1 ხარისხის 

მრავალწევრს C(X) რგოლიდან, სადაც C კომპლექსურ რიცხვთა ველია, გააჩნია 

ფესვი ამ ველში. 
ამ თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ ყოველ მრავალწევრს CI») რგოლიდან 

გააჩნია # რაოდენობის კომპლექსური ფესვი მართლაც, რადგან 

MX) =0ი,X” +0, ,»ჯ”+..+0,7X+ძა მრავალწევრს აქეს ფესვი 9«,C C, 

ამიტომ, ბეზუს თეორემის თანახმად, #(X) =(X-C,Xხ, ,X”! +ხ, ,X” ” +..+6ხ,X+ ხა). 

მრავალწევრი ი,(X) = ხ, ,X”'+ხ, ,»” ' +...+6,X+ხე ასევე ეკუთენის C(X) რგოლს, 

ამიტომ მას უნდა ჰქონდეს ფესეი C.C C; აქედან გამომდინარე 

ნ(X)=(X-C,XX-C,X#, ,X”? +#, კX” მ +..+ #,X+V#ე). 

თუ ასე გავაგრძელებთ, მივიღებთ: /#(X) = 0,(X – C,XX – 0,)...(X – C,). 

მაშასადამე, (>) მრავალწევრს ჰქონია # რაოდენობის კომპლექსური ფესვი. 

თეორემის დამტკიცებისას ვაჩვენეთ, რომ ყოველი /(X)C C(XI 

მრავალწევრისთვის არსებობს კანონიკური გაშლა 

ნ0)=0,>-0თ)"C(-0,)”...(X-0,), 
სადაც %+#M,+..+#M, =7/ 

#ეელს უწოდებენ ალგებრულად ჩაკეტილ ველს, თუ ყოველ #>1 ხარისხის 
მრავალწევრს #IX) რგოლიდან გააჩნია ფესეი. 

# გელს უწოდებენ LM ველის ალგებრულ გაფართოებას, თუ ნებისმიერი >1 
ხარისხის მრავალწევრს #I») რგოლიდან გააჩნია ფესეი ამ ეელში და ეს ეელი 

წარმოადგენს ქვეველს ყველა ისეთი ველისა, რომლებსაც ეს თვისება გააჩნიათ. 
მაგალითი: C კომპლექსურ რიცხვთა ველი ალგებრულად ჩაკეტილია, იგი 

წარმოადგენს ნამდვილ რიცხეთა#”# ეელის ალგებრულ გაფართოებას. 

ცხადია, ყოველი ალგებრულად ჩაკეტილი # ველისათვის ნებისმიერ #(CX)C #IXI 
#» ხარისხის მრავალწევრის კანონიკურ გაშლას აქვს სახე: 

იფ) =ი,თ-6თ)"C-0,)".(CX-6)”, სადაც 0,6,,-,CთC # მრავალწევრის ფესვებია, 
M,+M,+...+M, =ჩ. 

ეთქვათ, 0,,C,,..,0„6 M ელემენტები წარმოადგენენ #(X)C XIX) მრავალწევრის 

ფესვებს, სადაც თითოეული ფესვი ჩაწერილია იმდენჯერ, რამდენიცაა მისი 

ჯერადობა, მაშინ #(X) = ძ,(X – 0,XX – 06;)...(X – ძ,). 

თუ შევადარებთ კოეფიციენტებს »ჯ ცელადის ერთნაირ ხარისხებთან 

»ი(X) = რ,»” +ძ, ,X”! +..+თ,X+ძა მრავალწევრში და /#(X) = თ„(X-0,X»X – C,)...(X – C,), 

ნამრავლში, გვექნება:
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თეორქემა 9.6 (ვიეტის თეორემა) 
ძი, , =-ძ,(C, +0,ც +...+0,) 

ძ, ე =0ძ,(C,06ე +0,61 +..+0,)6,) 

ძ, კ =-–ძ,(C,0,C0კ +0,0ე0, +...+0, )0,ე06,) 

ძა =(-))”ძ,C,C....0,. 

თვორემა 9.7 თუ C6C კომპლექსური რიცხვი წარმოადგენს /#(X)C #LXI 

მრავალწევრის ფესვს, მაშინ მისი შეუღლებული CC C კომპლექსური რიცხვი ასევე 
წარმოადგენს ამ მრავალწეერის ფესვს. 
დამტკიცება: თუ C=I/(-05თ +I3Iთ)C C წარმოადგენს #(»)C (XI) მრაეალწევრის 

კომპლექსურ ფესვს, მაშინ 

ძ,”"(0050Cთ +15)0Mთ)+ 0, 

აქედან გვექნება: 

(C05(ჩ – 1)თ +15)ი(ი – 1)თ)+...+ 0,7 (C05თ +I151I0Cთ)+ ძა = 0 

თ," 005MCთ + თ,” C05(/7 – 1)თ +...+ 0, 005თ + ძე + 

+I(ძ,I” 50 IC +ძ, I”) 510(/ – 1)თ +...+ თ,75I0თ) =0. 

ეს კი მიშნავს, რომ 

ი,” 005/7თ +0თ, ”  C05(V – 1)თ +...+ თ,” C0§თ + ძე =0 

და 
თ,,” 510 Mთ +ძ, , 8)ი(M – 1)თ +...+0,” ზით =0. 

თუ C=I'(ლ-0§CV –I8Iით)C C, მაშინ 
"I ძ,”" (0057Cთ –151ი თ) + 0,” '(C0501 – 1)თ – 151ი(ი – I)X)+...+ 0,/(005თ – 7510 თ) + ძე = 

= ძ,I'” 005/C> + 0, I”! C05(/ – 1)თ +...+ 0,7 C05C + ძე – 

–I(თ,," 5)ი/თ +0, ზის –1)თ +...+ თ,”5Iით)=0. 

ეს კი ამტკიცებს თეორემას. 
თეორემა 98. თუ მრავალწევრი ი(»)C MIX) კენტი 2#+1ხარისხისაა, მაშინ მას 

აუცილებლად ექნება ერთი ნამდეილი ფესეი. 
დამტკიცება: მართლაც, წინა თეორემიდან და ვიეტის თეორემიდან 

გამომდინარეობს, რომ თე =(–I)”0,C,0,6,...0,0,C,,), ამიტომ, რადგან ძე ნამდეილია, 

თ )-ც იქნება ნამდვილი. 

თეორემა 99. დაუყვანად მრავალწევრებს #IXI რგოლში წარმოადგენენ მხოლოდ 

პირველი და მეორე ხარისხის მრავალწყერები. 
დამტკიცება: თუ ი(X)C MIX) მრავალწეერი ლუწი” =2# ხარისხისაა, მაშინ იგი 

C(X) რგოლში გაიშლება შემდეგ ნამრავლად: 

ჩ0ი =ძ,(X- C,XX- C)...(X-20,) = თ,(X” –(C, +C,)X+ C,6:)...(X” – (0, +6,)X+ C,6,) = 

=2,(X + 0X+9,)ბ.. 67 + ნ,+0)" 
თუ ლუწი # =2# ხარისხ /#(X)C MIX) მრაევალწევრს არ აქვს ნამდეილი ფესვები, 

მაშინ იგი LX) რგოლში კანონიკურად წარმოიდგინება დაუყვანადი 

მრავალწეევერების: /X(X) = ძ,(X? + ი,X+ძ,)“ ...(X? + ი,X+ძ,)“ ,2#, +2#; +...+ 2#, = # 
ნამრაელის სახით; ხოლო, თუ ლუწი M= 2# ხარისხ )/XX)6 MIX) მრავალწეერს 

აქეს ნამდვილი ფესვებიც იგი MIX) რგოლში კანონიკურად წარმოიდგინება 

დაუყვანადი მრავალწევრების ნამრავლის სახით:
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ით =ძ,(» + ი,X+9,)"..(X1 + ი,X+9, ა)“(X- დ)ზ,..(X- ი,)%; 

2#, +2Mე +2M, +M,,ც +...+ ხე =#M 

თუ კენტი ”=2#+1 ხარისხ #(X)C XIX) მრავალწევრისათვის C,C # ნამდვილი 

ფესვია, მაშინ -(X)=(»X-2,)C(X), სადაც 9§«(X) წარმოადგენს ლუწი M#=2# 

ხარისხის მრავალწევრს. აქედან გამომდინარე, ადგილი ექნება ML) რგოლში ჯ(C) 
მრავალწეერის კანონიკურ წარმოდგენას პირველი და მეორე ხარისსის 
დაუყვანადი მრავალწეერების ნამრავლის სახით: 

იCV) =0,(I + ი,X+9,)"...(X? + ი,X+9,)/C-C,) 
2M,+2Mე+2M, +, +..+#, =ჩ 

თეორემა დამტკიცდა. 

' ..(X-C,)“; 

სავარჯი შოები: 
იპოვეთ მრავალწეერთა შემდეგი წყეილების უდიდესი საერთო გამყოფები: 

I. 6(X)=X? – X? +3X-10.9(X) = X? +6»? –9»ჯ –14. 

2. #X(X) =»' – 7X” +7X+15,ძ(X) = X? – X-20. 

იპოვეთ შემდეგი მრავალწევრების კანონიკური გაშლა: 

I. X(CX)=X? –27. 

2 ი(X)=X”–X-6. 

3. ნ(X)=წX –6X” +11X-6. 
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თავი III 

წრფივი ალგებრის ელემენტები 

§10. წრფივი(ვექტორული) სივრცე 

ეთქვათ6 #7 ნამდვილ რიცხვთა ველია, ” კი სიმრავლე ორი ალგებრული 
ოპერაციით: 

+:/X/ -–>7, ს 

X:MXM/ 3 V. ( 

ამ ოპერაციებიდან პირველს ეუწოდოთ შეკრების ოპერაცია, ხოლო მეორეს- 
ნამდვილ რიცხვებზე ” სიმრავლის ელემენტების გამრავლების ოპერაცია. თ2+ხ-თი 
აღვნიშნოთ + ასახეის დროს (თ,ნხ)C IX” წყეილის შესაბამისი + ((თ,ხ))C ” 

ელემენტი, ხოლო #2-თი, X ასახვის დროს (#,ხ)C ”წX” წყეილის შესაბამისი 

X C#,ხ))C ” ელემენტი. 
ვუწოდოთ (IV;+X) სამეულს წრფივი(ვექტორული) სივრცე. ხოლო I სიმრავლის 

ელემენტებს კი ვექტორები, თუ 0)) ალგებრულ ოპერაციებს აქვთ შემდეგი 
თეისებები: 

1. ყოველი ძC V,ხC / ორი ელემენტისათვის ადგილი აქვს ტოლობას: 

ი+ხ=ხ+ძ. 

2. ყოველი ი6C V,ხCM/,-0CV სამი ელემენტისათვის ადგილი აქვს ტოლობას: 

(ძ+ხ)+C=ძ+(ნ+C). 

1. არსებობს ელემენტი 0C ”, რომელსაც ნულოვანი ვექტორი ეწოდება და 
ადგილი აქვს ტოლობას: 

ძ+0=თ, 

ყოველი #6” ელემენტისათვის. 
4. ყოველი იC ” ელემენტისათვის არსებობს ელემენტი –ი0C I, რომელსაც ძ 

ელემენტის მოპირდაპირე ელემენტი ეწოდება და ადგილი აქვს ტოლობას: 
ძ+(–0ი)=0. 

5. ყოველი #C M,ძიC /.ხC ” ელემენტებისათვის ადგილი აქვს ტოლობას: 

MX4(ი+ხ)=#0+V#ჩ. 

6. ყოველი #,C #,#.C M,ძიCV” ელემენტებისათვეის ადგილი აქვს ტოლობას: 

(ML, +M.)ძ= ი0+ 0. 

7. ყოეელი #,6 M,C06 ჩ,იC” ელემენტებისათვის ადგილი აქვს ტოლობას: 

(M,.M.)ძ= წ, (თ). 

8. ყოველი ძიC” ელემენტისათეის ადგილი აქვს ტოლობას: 

I1თ=Cთ, 
სადაც 16 # ნამდვილი რიცხვი ერთია. 

მოვიყეანოთ რამდენიმე შედეგი, რომლებიც გამომდინარეობენ (1) ალგებრული 

ოპერაციების I-8 თეისებებიდან: 
შედეგი L წრფივ სივრცეში ერთადერთი ნულოვანი გექტორია. 

დამტკიცება: დავუშვათ წრფივ სივრცეში არსებობს ორი 0,,0, ნულოვანი 

ქმექტორი, მაშინ 0,+0,; =0, და 0, +0ც =0.კ +0, =0კ. აქედან კი გამომდინარეობს, 

რომ 0, =0,ც. 

შედეგი 2. წრფიე სიერცეში ყოეელ ძ ვექტორს გააჩნია ერთადერთი 

მოპირდაპირე ეექტორი –ძ.
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დამტკიცება: დავუშვათ წრფივ სივრცეში არსებობს ძ ვექტორის მოპირდაპირე 

ორი (–ძ),,(–ძ)ე; ეექტორი, მაშინ 

C-0),+(0+C9ძ),)=C-ძი)ს 
((9ძ), + ი) +(–90); = Cძ);. 

მაგრამ, (1) ალგებრული ოპერაციების მე-2 თვისების გამო 

C2ი),+(თ+(C-ძ).) = L-ძ),+0)+C-ძ),, 
მაშასადამე, C–ძ), = (–ძ)ე. 

V წრფივი სივრცის ძ და ხ ელემენტების სხვაობა ეწოდება მის თ+C-–ხ) 

ელემენტს. იგი აღინიშნება ასე: თ–ხ. 
შედეგი 3. ხ–ძ=-(9-ხ). 

დამტკიცება: თ=-–ხ=თ+C-Vხ), ხ-2–=ხ+C9ძ). 
(1)) ალგებრული ოპერაციების მე-2 თეისებიდან გამომდინარე 

(0-–ხ)+CხC–6ი)=(თ+C-ხ))+(6+C-9))= ((2+ –ხ))+ხ)+(C–ძ) = 

=(9+((–ხ)+ხ))+(–0) = +(–ძ) =0 , 
თუ გავითვალისწინებთ მე-2 შედეგს გეექნება ხ–ძ=-(ი-ხ). 

შედეგი #4. ნებისმიერი #C X ნამდეილი რიცხვისათვის და 0C” ნულოვანი 

ვექტორისათვის #0 =0 , 

დამტკიცება: ვთქვათ, ძ6 ” ნებისმიერი ვექტორია, #C # ნებისმიერი ნამდვილი 
რიცხვი, მაშინ (1) ალგებრული ოპერაციების მე-5 თვისების გამო 

#M=VM(9ძ+0)=#0+#0. 

მიღებული ტოლობის ორივე მხარეს დავუმატოთ (C–#ი), მიეიღებთ 
#M9+(–Mი) = M(2+0) =#+#0+(C=#ი). 

აქედან გეექნება 
0=0+#0, 

ანუ #0=0. 
შედეგი 5. ნებისმიერი იC” ვექტორისათვის 09 =0, სადაც ტოლობის მარცხენა 

მხარეს თანამამრაელად 0C #” ნამდვილი რიცხვი ნულია, მარჯვენა მხარეს კი- 
ნულოვანი ვექტორი. 
დამტკიცება: ავიღოთ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვი #6 # და ძიC” ნებისმიერი 
ვექტორი. მაშინ (1) ალგებრული ოპერაციების მე-6 თვისების გამო 

Mთ= (+ 0)ძ =#2+00ძ. 

მიღებული ტოლობის ორივე მხარეს დავუმატოთ C-ი), მივიღებთ 

#0 +(-–M0) =(M+0)2=Mთ+0ძ+C–#ს0ი). 

აქედან გვექნება 
0=0+0თძ, 

ანუ #0=0. 
შედეგი 6. თუ M2=0, მაშინ #=0 ან ძ=0. 

დამტკიცება: ეთქეათ, X#0, მაშინ არსებობს ნამდვილი რიცხვი #'!' =- #0. წინა 1 
ჩ 

შედეგებიდან გამომდინარე, გვექნება 

0=10=(M')=M C0)=0, 
მაშასადამე, ძ=0. 

შედეგი 7. M(-თ) = C–#)6 = –ი. 

დამტკიცება: MC + MC-ძ) = M(9 + (–ძ)) = #0 =0, მაშასადამე, (MC-ი) წარმოადგენს #ძ 

ვექტორის მოპირდაპირე ეექტორს, ანუ (XC-ძ) = –#6 

M=2+(–M)0 =(MX+(C–M))ძ =00 =0.
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აქედან კი გამომდინარეობს, რომ (–#)რი წარმოადგენს #2 ვექტორის 

მოჰირდაპირე ვექტორს, ანუ C#)ი=-#ი. მე-2 შედეგიდან საბოლოოდ გვექნება 
MXM(C–ძ)=(-M)ძ = –#ძ. 

შედეგი 8. M(–ხ)=Mთ+-V#ხ . 

დამტკიცება: #(ძ – ხ) = (9 + (–ხ)) = MI +#(C–ხ) = #თ + (-–#ხ) = #0 – #ხ 

შედეგი 9. (6, –M,)2=6ხძ-–- სძ. 

დამტკიცება: (#, – #1)ძ = (C +C#,))ძ = სთ+C%)ძი=#,0– თ. 

წრფივი(ვექტორული) სიერცის მაგალითები: 
მაგალითი: სიბრტყეზე ან სიერცეში არსებული ექტორთა სიმრავლე, სადაც 

ვმექტორთა შეკრების ალგებრული ოპერაცია განისაზღვრება ეგრეთ წოდებული 

დიაგონალური მეთოდით; ხოლო რაიმე ი« მექტორის და # ნამდეილი რიცხვის 

ნამრავლი ტოლია ისეთი ეექტორის, რომლის სიგრძეცაა IMII2I, სადაც IMXI 

წარმოადგენს # რიცხეის მოდულს, IX კი ძ ქექტორის სიგრძეა; ხოლო 

მიმართულება ემთხვევა ძ ვექტორის მიმართულებას, როდესაც #>0და 

საწინააღმდეგოა ძ ქექტორის მიმართულებისა, როდესაც #<0. 

მაგალითი: სიმრაელე #7” = #X MX...X #, სადაც # ნამდვილ რიცხეთა სიმრავლეა, 

რომლის ორი (CX,,Xე,...,X,),(7 ე, -»#) ელემენტის ჯამი განისასღვრება 

ფორმულით: 

(X,,X,,.-:X,1+ (7,2 ,.·» X,) = (X, + )):Xე + M, ....X, + V,). 

ხოლო რაიმე # ნამდეილი რიცხვის და (X,.X,,..,X,„)ელემენტის ნამრავლი 

განისაზღვრება ფორმულით: 
#M(CX%.X,,.. X,)= (IX. ,..:#,). 

ადეილი საჩვენებელია, რომ ასეთნაირად განსასღერულ ალგებრულ ოპერაციებს 

#” სიმრავლეში გააჩნიათ ყველა 1-8 თვისება და ამგეარად #” წარმოადგენს 
წრფივ სიერცეს. 

§I1 ვექტორთა სისტემების წრფივად 
დამოკიდებულება და დამოუკიდებლობა. 

ვექტორული სივრცის ბაზისი და განზომილება 
” ვექტორული სივრცის ელემენტთა რაიმე თ,.ძე,....0,.... ერთობლიობას 

მექტორთა სისტემას უწოდებენ. 

თუ ვექტორთა ძ,,ძმე,..,ი,,... სისტემიდან ამოვირჩევთ თ,,თ, ,.., თ, ,... 

ქექტორებისგან შემდგარ ერთობლიობას, მივიღებთ ვექტორთა სისტემას, 
რომელსაც გექტორთა მოცემული სისტემის ქვესისტემა ეწოდება. 

ვექტორთა სასრულ ძ,,ძ,,..,0, სისტემას უწოდებენ წრფივად დამოკიდებულს, თუ 

არსებობენ ნამდვილი რიცხეები #,.#,,...#,, რომელთაგან ერთი მაინც 

განსხვავდება ნულისაგან და ადგილი აქეს ტოლობას: 

M,თ,+ CC, +...+#,0, =0. 

თუ ვექტორთა სისტემა არ არის წრფივად დამოკიდებული, მაშინ მას წრფივად 

დამოუკიდებელი ეწოდება. 
თეორემა III. თუ ვექტორთა სასრული ძ,,ძე....ძ, სისტემა მოიცაეს წრფივად 

დამოკიდებულ ქვესისტემას, მაშინ იგი წრფივად დამოკიდებულია.
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დამტკიცება: ზოგადობის დაურღვევლად შეგვიძლია დავუშვათ, რომ მოცემული 

სისტემის თ,,ძე,..,0მ,,M<”M ქვესისტემაა წრფივად დამოკიდებული, წინააღმდეგ 

შემთხვევაში ეექტორებს სხვაგვარად გადავნომვრავთ. 
რადგან ძ,,თ,,..,ი,„ სისტემა წრფივად დამოკიდებულია, ამიტომ არსებობენ 

რიცხვები #,#M,...,M., რომელთაგან ერთი მაინც განსხვაედება ნულისაგან და 

ადგილი აქეს ტოლობას: 

#M,ძ,+M,0ძ, +...+M,ი, =0. 

ეთქეათ, M =M,.M; = #M.,....#» = M„,M,,, =0,M,,; = 0,...,#, =0, მაშინ 

Mძ, + ეძ, +...+ ჩსმ, =0 

და MM... MM. რიცხვებიდან ერთი მაინც განსხეავდება ნულისაგან. ეს კი 

ნიშნავს, რომ ძ,,ძ,ე,..,ი, სისტემა წრფივად დამოკიდებულია. 

თეორემა 11-22. სასრული, წრფივად დამოუკიდებელი ვექტორთა სისტემის ყველა 
ქვესისტემა წრფივად დამოუკიდებელია. 

დამტკიცება: დავუშეათ, წრფივად დამოუკიდებელი ძ,,ძე,..,ით, სისტემის რაიმე 

მ,,მ,, სი ქეესისტემა წრფივად დამოკიდებულია, მაშინ, წინა თეორემის 

თანახმად, წრფივად დამოკიდებულია ვექტორთა თძ,,ძე,..,თ, სისტემაც, რაც 

ეწინააღმდეგება ჩვენ დაშვებას და ამტკიცებს თეორემას.- 
7 ვექტორულ სივრცეში ვექტორთა სასრულ, წრფივად დამოუკიდებელ სისტემას 

ეწოდება მაქსიმალური წრფივად დამოუკიდებელ სისტემა, თუ მასზე ერთი 
ვექტორის დამატებით ვღებულობთ წრფივად დამოკიდებულ სისტემას. 
გექტორულ სივრცეს ეწოდება სასრულგანზომილებიანი, თუ მასში არსებობს 
მაქსიმალური წრფივად დამოუკიდებელი ვექტორთა სისტემა და ეწოდება #- 
განზომილებიანი თუ ეს სისტემა შედგება #” ვექტორისაგან. 

M-განზომილებიანი ვექტორული სიერცე აღინიშნება ასე: #”. 
თეორემა 1I-3 თუ ძ,,ძე,..,0, მაქსიმალური ვექტორთა წრფივად დამოუკიდებელი 

სისტემაა, მაშინ ”” ვექტორული სივრცის ნებისმიერი ძი ვექტორი 
წარმოდგინდება ასე: 

0 =X»,ძთ, + Xეშეც +....+ X,„0,. 

დამტკიცება: განვიხილოთ ვექტორთა თ,,ძ,,...,0,,ი სისტემა. იგი წრფივად 

დამოკიდებული იქნება, ანუ იარსებებენ ნამდვილი რიცხვები: M#M,,M,,...M.,M,)) 

რომელთაგან ერთი მაინც განსხვავებული იქნება ნულისაგან და ადგილი ექნება 
ტოლობას: 

M#M,ძ, + ემე +...+M#M,0,+M,,,0ძ=0. (2) 

შეიძლება დაეუშვათ, რომ #,,, არ უდრის ნულს, ეინაიდან, თუ #,,, =0, მაშინ 

M,0, +M,0, +...+M,0, =0, რაც გამორიცხულია ძ,,თ,,..,ძ, სისტემის წრფიეად 

დამოუკიდებლობის გამო და იმის გამო, რომ M#,,M#,,..,#, რიცხვებიდან ერთი მაინც 

განსხვავებულია ნულისაგან. გავყოთ (1) ტოლობის ორიეე მხარე #,, -ზე, 

მივიღებთ: 

#, 
  

M #M 
ი,+-7?“-ირ,+..+-“-ი,,+0=0. 

»+ თ. ჩია 

  თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს », =–---,1=12,..7, გვექნება: 
თ+I 

ძ=7X),00,+X;ძ, +...+X,ძ,.
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” ეექტორული სიერცის ვექტორების მაქსიმალურ წრფივად დამოუკიდებელ 
სისტემას, თუ იგი არსებობს, ამ სივრცის პაზისი ეწოდება. 
თეორემა 1#4. თუ თ,,ძ.,..,0, ბაზისია ” ვექტორული სიერცეში, მაშინ 

ნებისმიერი თ ვექტორის წარმოდგენა 

ძ=X,0, +X,ეძე +...+ X,ძ, (C)) 

სახით, ერთადერთია. 
დამტკიცება: დავუშვათ, არსებობს მეორე: 

0 = #,თ + Xერე +...1+ #,მ, (4) 
წარმოდგენაც, გამოვაკლოთ (2) ტოლობას (3) ტოლობა, გვექნება: 

0=(X, – »,)რ +C, – #,)0თ; +...+(X, – #,)ძ,. 

რადგან ძ,რე,.,ი, წრფივად დამოუკიდებელია, ამიტომ 

0=+X, – #,=X – », =..=X, – X#,. 
მაშასადამე X», = #,,X, = #;,...,X, = #,. რაც უნდა დაგვემტკიცებინა. 

” ვექტორულ სიერცეში შეიძლება არსებობდნენ სხვადასხვა ბაზისები. 

დავაფიქსიროთ ერთი მათგანი: 2ძ,,6,,...,6,, როგორც 114. თეორემიდან ვიცით, 

ყოველი თCV ვექტორისათვის გეაქვს ცალსახა წარმოდგენა: 

ძ=X»,0, +X.6. +....4 X,6,. 

XX... X, რიცხვებს ძ=X,0, + X,0, +....+ X,6, 

წარმოდგენაში უწოდებენ ძ ვექტორის კოორდინატებს 4, ,0, ,...,0, ბაზისში. 

თუ ი0,.6:,..,6, ბახისში ძი ეექტორის კოორდინატებია X,,X,,...X,, ხოლო ხ 

ვექტორის კოორდინატები- #,, 7 ,.-»#,, მაშინ 

ძი+ხ=X,0, +Xც6ე +...+ X,6, + I,9, + #,6ე +..+ V,6, = (X, + X#,)0, + (+ + #52. +...+ (X, + #,)- 

ამგვარად, ძ+ხ ეექტორის კოორდინატები, მოცემულ ბაზის'მი ყოფილა: 

X, + #,Xვ 4 # ა X, + #,- 

ცხადია, ასევე, რომ #თ ვექტორის კოორდინატები, სადაც #6 # ნამდეილი 
რიცხვია, იქნება: IX,,M,,...,M,. 

ამ ფაქტებიდან გამომდინარეობს, რომ შეიძლება დავამყაროთ ურთიერთცალსახა 
შესაბამისობა მოცემულ M” ეექტორული სიერცის ვექტორების სიმრაელესა და მე- 

2 მაგალითში განხილულ #” სიერცის ვექტორებს შორის. ეს შესაბამისობა 
ასეთია: 

ძC6 IM ეექტორს, რომლის კოორდინატებიცაა: X,,X,,.»X,, შეესაბამება ვექტორი 

(XX, ,..,X,)6 #”. 

ცხადია, თუ ძ,.მე,...0, ვექტორთა წრფივად დამოუკიდებელი სისტემაა I” 

ვექტორულ სივრცეში, მაშინ ამ სისტემის შესაბამის ეექტ“ირთა: 

(XX)23- XV), 

LI. (5 

CV. X,ვს ს X). 

სისტემაც იქნება წრფივად დამოუკიდებელი #” სივრცეში და პირიქით. 
ვექტორთა(4) სისტემის წრფივად დამოუკიდებლობა, დეტერმინანტთა 

თვისებებიდან გამომდინარე, ტოლფასია
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უტოლობისა. 
თეორემა 114. ” ვექტორულ სივრცის ნებისმიერ ბაზისში ვექტორების 

რაოდენობა ერთნაირია. 
დამტკიცება: ეთქვათ ” ვექტორულ სივრცეში დაფიქსირებულია ორი: 060,,6,,..,6,, 

რ,რ,-. 6, <7 ბაზისი. ეექტორთა სისტემა 0),05,...,6,, 112 თეორემიდან 

გამომდინარე, წრფივად დამოუკიდებულია. 

რადგანაც რ6,6,,..,6, ბაზისია: 

0, = C,,0, +C,6ე +...+6,,6, 

6; =C,,0, +0კე6ე +...+ 6,6, 
(6) 

, 0, =C0,,0, +0,ე6, +...+6,,6 ”“ი 

განეიხილოთ მატრიცი: 

6,6). 

C2)61---62„ 71 = 

6,6.“ 

ამ მატრიცის სტრიქონები წარმოადგენენ ძI,,რ,..,60, ვექტორების შესაბამის 

ვექტორებს #” ეექტორულ სივრცეში, ამიტომ მისი დეტეტმინანტი 17% 0. აქედან 

გამომდინარე, არსებობს შებრუნებული მატრიცი: 

მშე... 

ჯა > შეშა... 

შ,,შ, „ი, 

(6) ტოლობა მატრიცულად ასე ჩაიწერება: 

მ, 2) 

(2 6 

“ =76, სადაც “=| | და 6=| | ერთსვეტიანი მატრიცებია. 

(4 (2 
რადგანაც ჯ“ მატრიცი 7 მატრიცის შებრუნებულია, ამიტომ ადგილი უნდა 

ჰქონდეს მატრიცულ ტოლობას 2=1”'V”, რაც გაშლილად ასე ჩაიწერება:
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, , , 0, = ძ,,6, +ძ,,ც0ე +...+ ძ,,§ ჰი“ 

0; = ძ,,6| + რენე +...+ ძე,6 2?ი ი”. თ 

0, =ძ,),0, + ძერა +...+,,6, 

განეიხილოთ ახლა C,,>M, ცხადია, 0, =C,6,+C,,6; +...+C06,. 

თუ გავითვალისწინებთ (6) ტოლობებს გეექნება: 

C =C,(ძ,,0, +ძ,,6ე +...+ძ,6,)+C,(ძ.,6| + ძ,ელ +...+ შ,,6-)+...+ 

+C,(ძ,,0, + ძ,ე6ე +...+9,0)=(C,ძ,, +C,ძ,, +...+C,0,,)0, + (3) 

+(Cცძ,, + C,კშევ +...+ 6„რ,:)6ე +...+(C,ძთ, +C,0,, +..+6,მა)რ, 

(8) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ ეექტორთა სისტემა 
6),65,.--.6,,6,)1> MI 

წრფივად დამოკიდებულია. II.1 თეორემიდან გამომდინარე, წრფივად 

დამოკიდებული იქნება 0),0რ%,...,6, ,M <7 სისტემაც, ამიტომ ის ბაზისი ვერ იქნება. 

მაშასადამე, ვექტორთა ყეელა სისტემა ” ეექტორულ სივრცეში, რომლის 
ვექტორთა რიცხვი აღემატება M-ს წრფივად დამოკიდებული იქნება. აქედან კი 
საბოლოოდ გამომდინარეობს, რომ ვექტორული სივრცის სხვადასხეა ბაზისებში 
ქექტორთა ერთნაირი რაოდენობაა. 
როგორც აღვნიშნეთ, ვექტორული სივრცის განზომილება ეწოდება მის 

ნებისმიერ ბაზისში ეექტორების რაოდენობას. 
ადვილია ჩვენება, რომ ამ პარაგრაფში განხილულ I-ლ მაგალითში მოყვანილი 
სიბრტყის ვექტორებისაგან შედგენილი ვექტორული სივრცის განზსომილებაა 2; მე- 
2 მაგალითში მოყვანილი სივრცის ეექტორებისაგან შედგენილი ვექტორული 

სივრცის განზომილებაა 3; მე-3ე მაგალითში მოყვანილი #” ვექტორული სიერცის 
განზომილებაა #, ვინაიდან ამ სიერცეში ერთერთი ბაზისია ვექტორთა სისტემა: 

§12. კავშირი ეექტორული სივრცის ბაზისებსა და ამ 
ბასისებში ვექტორთა კოორდინატებს შორის 

ვთქეათ, ” ვექტორულ სივრცეში დაფიქსირებულია 0,,6,..,0, და რ,რ,.., რ 

ბაზისები. ეუწოდოთ მათ შესაბამისად I და IL ბაზისი. 114 თეორემიდან 

გამომდინარე: 
0) =C,,0,+6C,ც6; +..+C6,„,6, 

6) = C.,)06, +Cცე6ე +...+ C,,6, 
(6') 

0 =0,,06,+C,ე6 +...+C,6 ი
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მატრიცს: 

რმა. C 

უწოდებენ I ბაზისიდან II ბაზისზე გადასვლის მატრიცს. 

როგორც ზემოთ ვნახეთ, ეს მატრიცი არაგადაგვარებულია, ანუ” «0. აქედან 

გამომდინარე, არსებობს მისი შებრუნებული მატრიცი 7 =(71)!. როგორც 

ზემოთ ვნახეთ, (5-) ტოლობები მატრიცულად ასე ჩაიწერება: # =176. თუ ამ 

ტოლობის ორივე მხარეს მარჯენიდან გავამრავლებთ 1; მატრიცზე,; მივიღებთ 

ტოლობას: 6=7/“ , რომელიც გაშლილად ასე ჩაიწერება: 

0, = 9,,0+0ძ,ეC +...+9,60, 

0, = ძ.,0, + ძ,,6ე +...+ ძ.,6, 2” ო 
, დო 

0, = 0,6, + ძ,ე6 +...+ძ,6, 

სადაც მატრიცი 

მიეძშეც..მ, 

ძე,რშ,...შ,, 

ძაშ,...ძ,, „” 

7; მატრიცს უწოდებენ # ბაზისიდან I ბაზისზე გადახვლის მატრიცის. 

ახლა გავარკვიოთ, რა კავშირშია ერთმანეთთან რაიმე იC ” ეექტორის 
კოორდინატები I ბაზისში ამაეე ვექტორის კოორდინატებთან II ბაზისში. 
თეორკემა +211. თუ იCV ეექტორის კოორდინატები I ბასისში წარმოდგენილია 

ერთსტრიქონიანი მატრიცით X =(X;X....X,), ხოლო II ბაზისში X = (XX5...XI) 

მატრიცით მაშინ ადგილი აქვს მატრიცულ ტოლობებს: 

X = XIV, რ) 

X=X77. (10) 

=7”. 

დამტკიცება: 

ძ=X,0, + X,6ე +....+ X,6, = XI(9,,0, + ძ,ეCე +...+ ძ,,6,)+ 

+X)(ძ,,61 + შეკ6ე +...+ ძე,6,)+...+ X,(ძ,,6; + შ,ე6ე +...+ ძ,,6,) = 

=(X,0, +Xძ,, +...+X,ძ,,)რ +(X,ძ, + X,ძ,; +...+ X,ძ,ე)6ე +...+ 

+(X,0,, + Xეძე, +...+ X,0,)6, = X)6, + X:65 +...+ X:6, 

რადგანაც ვექტორის წარმოდგენა მოცემულ ბაზისში ერთადერთია, ამიტომ 

X =X,ძ, + Xაძე, +...+ X,შ,, 

X5ე = X)ძ, + Xეძ,ე +...+ X,„0,ე 09 

მატრიცი



5) 

» 

ით =“ 

წარმოადგენს X = (X%X..XI) მატრიცის ტრანსპონირებულ მატრიცს, ხოლო 
მატრიცი 

(ლ I 

ჯ, 

X=(XX,..X„) მატრიცის ტრანსპონირებულს. (11) ტოლობები მატრიცულად ასე 

ჩაიწერება: 

(00) = 7“ (ი. ძ2 
თუ გავიხსენებთ მატრიცთა თეორიაში ცნობილ ფორმულებს: (4') = #, 

(4ჩ8)' = 8'4', (12) ტოლობიდან მივიღებთ: 

X =X7/. 

ანალოგიურად დამტკიცდება X= XI; ტოლობაც. 

მაგალითი: ვთქვათ, ” სამგანზომილებიანი ეექტორული სიერცეა. 6,,6:,6 და 

თ, ,6 ამ სიერცეში დაფიქსირებული ბაზისები. ეთქეათ, პირველი ბაზისიდან 

მეორეზე გადასვლის მატრიცია 

5-1-2 

1=| 230 

-211 

ეიპოვოთ ძ =4, +40, – მ, ვექტორის კოორდინატები X,,X-.X, მეორე ბაზისში. 

ამოხსნა: პირეელ ბაზისში ძ ეექტორის კოორდინატები შეადგენენ 

ერთსტრიქონიან მატრიცს (X,X:X.)=(1I 4-1), მეორე ბაზისიდან პირველზე 

გადასვლის მატრიცია 

3-I 6 

ი =0)'= –2 1-4 

8-3 177 

(9) ფორმულის გამოყენებით გვექნება:
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3-1 6 

(XX )=(1 4-1) <2 1-4 |I=C13 6 27). 

8-3 17 

§13. წრფივი ასახვები(გარდაქმნები) და წრფივი 
ოპერატორები 

ვთქვათ, მოცემულია #-განზომილებიანი V” და »-განზომილებიანი 7” წრფივი 

სივრცეები. ასახვას /:V” -+/” უწოდებენ წრფივ ასახვას(გარდაქმნას), თუ 

ადგილი აქვს ტოლობებს: 

#(2+ხ) = /(0)+ /C), (13) 

X (#2) = MI(0), 04 
ყოველიიC MV",ხC VI” ვექტორებისთეის და#C # ნამდეილი რიცხეისთვის. 

თეორემა 131IL თუ / :VI” –+V” წრფივი ასახვაა, მაშინ 

#(60, + 0, +...+M,0,)= X,#/(0,)+M,ე(0,)+...+ M, / (0,) 

და /(0,)=0;, სადაც და 0,C MV”და0,CV”” წრფიეი სივრცეების ნულოეანი 
ქექტორებია. 
დამტკიცება: (13) და (14) ფორმულებიდან გამომდინარე. 

#VCი00, + L,ძ, +...+M,0,)= I(80,)+ /((60, +...+ M,ძ,)= M,/(თ,)+ /(C 0; +...+ M,ძ,) = 

=VM,/(ძ,)+ /(M.0;)+ MVცთკ +...+ M,0,)= M#(9,)+M#,/ (0;)+ / (C66თ, +...+ M,0,) = ...= 

=M,/7(თ)+M, /(0;)+...+ #, /(ძ,). 

ასევე: /(0,)= /(თ+ (–ძ))= /(0)+ /(–0) =1/(0)+ CI) /(6)) = 9(/ (0) =0;. 
MX 7 რიგის მატრიცს 

რი.“ 

რ,ემ, მი , 

რომელის ელემენტებიც განისაზღვრებიან ტოლობებით: 

#(4) = 0,6, +060; +..+რ9 

#(01) = ძ,,6; + 0,,6; +...+ 0,6» 
, (15) 

#(481) = ძ,,0? + ძ,ე6; +...+0,„62 

სადაც 0,0... და 06(,05,..,0, ბაზისებია V” ,/” წრფივ სივრცეებში, 

შესაბამისად, ამ ბაზისებში / წრფივი ასახვის მატრიცს უწოდებენ. 

თეორემა 132. თუ 4, წრფივი | :V” –V” ასახეის მატრიცია და X,,X,,...,X, 

წარმოადგენს ძC 7” ვექტორის კოორდინატებს 01,601 ,..,6, ბაზისში, მაშინ 

#(CთფCV” ვექტორის »,,#»- 7» კოორდინატები ირ1,0:,..,6; ბასისში გამოითელება 

ფორმულით:
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(#,X,--.X»„) = (XX,.-.X,)4/. (16) 

დამტკიცება: 

#(9) = /(X,6; + Xე6) +...+ X,6,) = X, /(9)+ X, / (4) +...+ X,/(9)) = 

=7X)(ძ,,0, +0ძ,,6; +... +ძ,62)+ X, (0,6; + ძე,02 +..+0,,67)+...+ 
2 2 2ა _ 2 2 

+ X,(0,,0, + თ,ე6; +...+ 0,„,6») = (X,0,, + Xე0), +...+ X,0,,)0, +(X,0, + Xე0;; +...+ X,0,))0: + 

+(X 09, +X.თ, +...+ X,0,„)62 = 1,6; + 7,6? +...+ /#,62. 
აქედან გამომდინარეობს მატრიცული ტოლობა: 

14 X, 

X»#. % 

= (4, ” ' 

X#» X, 

თუ გადავალთ ტრანსპონირებულ მატრიცებზე, გვექნება: 

(XV, 2 ...»„) = («ა ...X,)4, , 

რაც უნდა დაგეემტკიცებინა. 

თუ M#” =V”, მაშინ / :V” –>V” წრფივ ასახეას წრფივ ოპერატორს უწოდებენ. 

ცხადია წრფივი ოპერატორის შესაბამისი მატრიცი 4, რაიმე ბასისში 

წარმოადგენს # რიგის კყადრატულ მატრიცს. 

მაგალითი: ეთქეათ V' სამგანზომილებიანი ვექტორული სიერცეა ბაზისით: 

6,,65,6ვ და 

წარმოადგენს #:M) 3) წრფივი ერატორის მატრიცს მოცემულბაზისში. 

ვიპოვოთ /(ი) ვექტორი, თუ ძ = 50, +6ე – 2წგ. 

ამოხსნა: ეთქეათ /(0თ")= 7,4, + X,6; + #კ6ტ, მაშინ 

–-210 

(VX,#)=(5 1-2) 1 3 2 |=C9 16 0). 

0-41 

მაშასადამე /(0)= –9%, +16ძ.. 
4 და 8 მატრიცს უწოდებენ მსგავს მატრიცეპს, თუ არსებობს ისეთი 

არაგადაგვარებული C მატრიცი, რომ ადგილი აქვს ტოლობას: 8=C'8C.
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თეორემა 133. თუ 6.,0,...,6, და 6),6..,60, ბაზისებია V/” ვექტორულ სივრცეში, 

მაშინ /:M' –+7” ოპერატორის შესაბამისი მატრიცები ამ ბაზისებში:4,, #, 

მსგავსი მატრიცებია. 

დამტკიცება: როგორც ვიცით, თუ რაიმე თიC 7” ვექტორის კოორდინატები 
პირველ ბაზისში შეადგენენ (X,>...X,) მატრიცს, მაშინ /(ი) ვექტორის /,,7ე,...,X», 

ყოორდინატებისთვის იგივე ბაზისში გვაქვს: 

(72.-.-»,) = (იX;...X,)4/ · 

გავამრავლოთ ამ ტოლობის ორივე მხარე მარცხნიდან მეორე ბაზისიდან პირველ 

ბაზისზე გადასვლის მატრიცზე- 77. მივიღებთ: 

(#9...) = (XX..X,)4,7; , 

ანუ 

(MM.X#) = CX,..X,)4,7, 
სადაც V-ს” წარმოადგენენ /(ძ) ეექტორის კოორდინატებს მეორე 

ბაზისში. მეორე მხრიე: 

(V,X)...X.) = (ი ..X,)7, 8, · 

ბოლო ორი ტოლობიდან გამომდინარეობს 

(XX,...X,)4,7/' = (X,X,...X,)7 8, , 

ანუ 

4,7: =X"8,. 

თუ გავამრაელებთ მიღებული ტოლობის ორივე მხარეს მარცხნიდან (7»”“)'' 
მატრიცზე, მივიღებთ: 

8, =(7) '4,X. 

როგორც ვიცით, 17 არაგადაგეარებული მატრიცია. თეორემა დამტკიცდა. 
წრფიე ოპერატორს ეწოდება არაგადაგვარებული, თუ მისი მატრიცი რომელიმე 

ბაზისში არაგადაგეარებულია. 
წრფივი ოპერატორის მატრიცები სხვადასხეა ბაზისში მსგავსი მატრიცებია, 

ამიტომ უკანასკნელი ტოლობიდან გამომდინარეობს განსაზღვრების 

კორექტულობა. 

§14. მოქმედებანი წრფიე ოპერატორებზე 

#:V” ->I",თ-3VM" –>V/” წრფივი ოპერატორების ჯამი 

ეწოდება ოპერატორს #/+დრდ:M" –+7”, რომელიც განისაზღვრება ფორმულით: 

(/ +თCX0) = /(0)+Cთ(9). 
თეორემა #I წრფივი ოპერატორების ჯამი წრფივი ოპერატორია. 
დამტკიცება: მართლაც, 

(/ +თX29+ხ) = /(29+ხ)+თ(0+ხ) = /(2)+ /(ხ) + (0) +C(6) = (/ +თX0)+ (C/ +თXხ). 
თეორემა I1#2 ფიქსირებულ ბაზისში 4,,, = 4, + 4,. 

დამტკიცება: ვთქვათ, X,,X,„.,X, რაიმე «C –” ვექტორის კოორდინატებია რაიმე 

ფიქსირებულ ბაზისში, მაშინ 

(2,2. ...X,)4/., = (X,X...-X„ე#, + (X,X...X,„) 4, = (X,X;...-X„X 47 + 4,). 

მაშასადამე: 
4 „ი = 4, +4,.
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#:-I” ->V”,თ:კ>V”" ->V” წრფივი ოპერატორების ნამრავლი 

ეწოდება ოპერატორს /თ:V” –+V7”, რომელიც განისაზღვრება ფორმულით: 

(/იXთ =თC/(4). 
თეორემა #3. წრფივი ოპერატორების ნამრავლი წრფივი ოპერატორია. 

დამტკიცება: მართლაც, (C/0X9+ხ) = თ(/(4+ ხ)) = თ(/(0)+ / (ხ)) = C/CX2)+ (/იX(ხ). 
თეორემა 14.4. ფიქსირებულ ბაზისში 4, = 4,4,. 

დამტკიცება: ვთქვათ, X,,X,,..,X,რაიმე თC V” ვექტორის კოორდინატებია რაიმე 
ფიქსირებულ ბაზისში, მაშინ 

(”,–...X,)4/ = ((Cთ...X,)4/)4, · 

მატრიცთა ნამრავლის ასოციაციურობის გამო 

(>... X,)4,, = (0... X,X4,4,), 
ანუ 4, = 4,#,. 

#:”„"" V“ წრფივი ოპერატორის და LC IL რიცხეის ნამრავლი 

ეწოდებაა ოპერატორს #M :V" –„+M”, რომელიც განისაზღერება ფორმულით: 

თით =#V(C). 
თეორემა #.2. ფიქსირებულ ბასისში 4Vკ = #/, 

დამტკიცება: ვთქვათ, X,X,,..,X,რაიმე ძ«6 7” ვექტორის კოორდინატებია რაიმე 

ფიქსირებულ ბაზისში, მაშინ 

(X,X,...X,)4/ = M(X–X....X„)4/ = (XX, ...X,)#47, , 

მაშასადამე: 4/ =#4,. 

#:V” –+I" ოპერატორს უწოდებენ ნულოვან ოპერატორს , თუ ის 

განისაზღვრება ფორმულით /(ი)=0 ყოველი ძCV'” ეექტორისათვის. 

#:L" >M” ოპერატორს უწოდებენ კრთეულოეან ოპერატორს, თუ ის 

"განისასღვრება ფორმულით: /(ი)=ძ ყოველი ძC V” ვექტორისათეის. 

”" წრფიე სიერცეზე განსაზღვრულ ოპერატორთა სიმრავლე აღინიშნება ასე: 

MC). 

§15. წრფიეი სიერცის ქვესივრცე 
” წრფივი სიერცის ქვესივრცე ეწოდება მის ისეთLC” ქეესიმრავლეს, 

რომელიც ასევე წარმოადგენს წრფივ სიერცეს V სივრცეში განსახღვრული 

ოპერაციების მიმართ. 
რადგანაც ნულოვანი ვექტორი და რაიმე ეექტორის მოპირდაპირე ვექტორი 

ერთადერთია ” სივრცეში, ამიტომ 06 # და თუ ძ6L# მაშინ –ძი6 L. 
მექტორთა თ,.ძ.,...0, სისტემის წრფივი კომბინაცია ეწოდება ვექტორს 

M,თ, +M,ეძე +...+VX,0,, ხოლო ამ სისტემის ვექტორების წრფივ კომბინაციათა მთელ 

ხყიხრ, +M#.აძ, +..+ხ,0) ერთობლიობას ვექტორთა მოცემული სისტემის წრფივი 

გარსი ეწოდება. 

თეორემა #.L ეექტორთა თ,,ძ,,....ძ,6 / სისტემის წრფივი გარსი ქვესიერცეა 7” 

სივრცეში. 
დამტკიცება: მართლაც, 

(M,ძ, + Mეძე +...+#M,0,)+ CM0, + M50ძე +....+ #0) = (#, + MI)ძ, +(Mე + M)თ, +...+ (M, + #,)ძ,, 

M(60, + Mეძ, +...+VM,0,) = MM,თ, +MLCძ, +...+ MM,0,.
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თეორემა #52. M განზომილებიან წრფივ #7” სივრცეში არსებობს ნებისმიერ #<7 
განზომილებიანი ქვესიერცე. 

დამტკიცება: ეთქვათ, 4,,6,...,6, ბაზისია ”” სიერცეში. განეიხილოთ ამ ბაზისის 

რაიმე ქვესისტემა 4,,49, ,..»4,. ამ ქვესისტემის წრფივი გარსი ცხადია 

წარმოადგენს # განზომილებიან ქეესიერცეს MV” სიერცეში. თეორემა დამტკიცდა. 

თუ # და L, ქვესივრცეებია V” სიერცეში, მაშინ ცხადია, #,(0:L, ქვესივრცე 

იქნება ამ სივრცეში. 

ვთქვათ, # :VI” –+”” წრფივი ოპერატორია, სიმრავლეს (ძC X” | /(ძთ)=0) 

უწოდებენ / ოპერატორის ბირთვს და აღნიშნავენ ასე: M%/. ოპერატორის 

ბირთვი ცხადია, ქვესივრცეა XV” სივრცეში. 

სიმრაგვლეს(#(თ)6 V””Iი6 I”) უწოდებენ / ოპერატორის მნიშვნელობათა არეს 

და აღნიშნავენ ასე: IთC/. ოპერატორის მნიშვნელობათა სიმრაელე, ცხადია, 

ქვესივრცეა V” სივრცეში. 
როგორც ზემოთ ვნახეთ, წრფიეი ოპერატორის მატრიცები სხეადასხვა ბასისში 

მსგავსი მატრიცებია. ადვილი დასამტკიცებელია, რომ მსგავს მატრიცებს ერთი და 
იგიეე რანგი აქვთ. 

#:V”” +” ” წრფივი ოპერატორის შესაბამისი მატრიცის რანგს ამ ოპერატორის 

რანგი ეწოდება. 

VC/ CV” ქვესივრცის განზომილებას / ოჰერატორის დეფექტი ეწოდება. 

თეორემა 1.7 | :I” –+V” წრფივი ოპერატორის რანგი ტოლია სთ / ქვესივრცის 
განზომილებისა. 

დამტკიცება: ვთქვათ, რაიმე 4,,0ე,...,6, ბაზისში / :V” –+”” წრფივი 

ოპერატორის მატრიცია 4#,/. ცხადია, Iთ/ ქვესივრცე წარმოადგენს 

#(8,),#/(8.),..- / (9) ვექტორთა სისტემის წრფიე გარსს. ამ სისტემის მაქსიმალურ 

რაოდენობის ვექტორების შემცეელ წრფივად დამოუკიდებელი ქვესისტემას 4, 

მატრიცში შეესაბამება სტრიქონები, რომლებიც ვექტორთა წრფივად 

დამოუკიდებელ სისტემას ქმნიან #” ვექტორულ სივრცეში. ასეთი სტრიქონების 
რაოდენობა კი, როგორც ვიცით, განსაზღვრავს 4, მატრიცის რანგს. თეორემა 

დამტკიცდა. 
თეორემა 14.4. / :V” -–> ””წრფივი ოპერატორის რანგის და დეფექტის ჯამი 

უდრის V”სიერცის განზომილებას. 

დამტკიცება: ვთქვათ, 0,,0ე,..,60, წარმოადგენს MV/ ქვესივრცის ბასისს, ხოლო 

0,6, 66,,.6, კი #” სივრცის ბაზისია. ასეთი ბაზისი არსებობს 

#(რ) = /(8,)=..= /(20,1=0. ვთქეათ ოპერატორის რანგია ”#, მაშინ ეექტორთა 

#C%.),/ (“2-ს /(6,) სისტემაში არსებობს წრფივად დამოუკიდებელი 
+#(4,), (9, ),..» #7 (9,) ქვესისტემა, რომელიც „» რაოდენობის ვექტორებისაგან 

"შედგება. ცხადია, #0, 1) # 0,/ =1.2,...,”. 

ვთქვათ, 4,,,,1 <M-” ისეთია, რომ /(2,,) წარმოადგენს /(6,), /(0,),..../(6,) 

ვექტორების წრფივ კომბინაციას. ანუ არსებობენ რიცხეები, MX,,#,...,M,, 

რომლებისთვისაც ადგილი აქეს ტოლობას: #(0,,) = M./(6,)+M#M,/(9,)+...+M,#(4,)= 

#C#,0, + M,ე06, + ...+ M,2.)#«9, 

მაშასადამე:
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#C,V)– 7#(0%2, +4%აკ6, +...+#,6,)= #(%ს– #,6, – ჩენ, –..-#M,6,)=0, 

აქედქნ კი გამომდინარეობს: 4,,, – #0, – ჩენ, –..- #M,6, = 0,6, + 0ე6ე + 8,6,, რაც 

შეუძლებელია, რადგანაცი,,60.,..,რ0 0... წრფივად დამოუკიდებელი სისტემაა. 

მივიღეთ წინააღმდეგობა, ესე იგი /(6,,) არ წარმოადგენს /(9, »#/(4,)....../ (9,) 

ვექტორთა სისტემის წრფიე კომბინაციას, რაც ნიშნავს იმას, რომ 
7C(9I)7(9..:),-» 7(6,) სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია. აქედან გამომდინარე, 

”7=M-X, ანუ #M=/+#, რაც უნდა დაგეემტკიცებინა. 

თეორემა 15.56. თუ / :V” –> ”” წრფივი ოპერატორის რანგი ტოლია #-ის, მაშინ / 
ურთიერთცალსახა ასახვაა ანუ იზომორფიზმია. 

დამტკიცება: წინა თეორემიდან გამომდინარე LV6(/ ქვესიერცის განზომილება 
იქნება ნული, ამიტომ / მონომორფიზმია. Iთ / ქვესიერცის განზომილება ტოლია 

ჩ-ის. ეს კი ნიშნავს, რომ / ეპიმორფიზმია. 

ასეთ შემთხევევაში ცხადია არსებობს /“!, რომელიც ასევე წრფიეი 

ოპერატორია და რადგანაც, თეორემის პირობებში, ნებისმიერ ბაზისში 4, 

არაგადაგვარებული მატრიცია, ამიტომ 4. =(4,)“!. 

§16. მატრიცის მახასიათებელი ფესვები, წრფივი 
ოპერატორის საკუთრივი რიცხვები და საკუთრივი 

ვექტორები 
ვთქვათ, 4 რაიმე მატრიცია, 4 ცელადი სიდიდე, # ერთეულოვანი მატრიცი. 
განვიხილოთ მატრიცი: 

4-268ხ=| ” ? ი“ (17) 

რამემ, 4 , 

სადაც ძ,;! = 1,2,....,/7; / = 1,2... /1 4 მატრიცის ელემენტებია. 

(17) მატრიცს 4 მატრიცის მახასიათებელი მატრიცი ეწოდება. (17) მატრიცის 
დეტერმინანტი: | 4- 4ჩ I, ცხადია, წარმოადგენს # ხარისხის მრავალზევრს, 

რომლის უფროსი წევრიცაა-(–))” -. ამ მრავალწევრს 4 მატრიცის 

მახასიათებელი მრავალწეერი ეწოდება. ამ მრავალწევრის ფესეებს, რომლებიც 

როგორც ნამდვილი, ასევე კომპლექსური რიცხეები შეიძლება იყვნენ, # 
მატრიცის მასასიათებელი ფეხვები ეწოდება. 
თეორემა I6.1 მსგავს მატრიცებს ერთიდა იგიეე მახასიათებელი მრავალწევრები 

და მახასიათებელი ფესვები გააჩნიათ. 

დამტკიცება: ეთქვათ, 8=C '/C. თუ გავითვალისწინებთ, რომ C:2ჩ = 4MC' და 

IC”'I= CI ', გვექნება: 
|8- 25I=C ტ4C- 16IC“'(4-2ჩ)CI91C I 4-26I CI=IC I IIC I 4-26I2 4-2 
თეორემა დამტკიცდა. 

ეთქეათ, ახლა / :V” -> ”' წრფივი ოპერატორია, როგორც ენახეთ, სხვადასხვა 

ბაზისში ამ ოპერატორის მარტრიცები მსგავსი მატრიცებია.
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წინა თეორემის თანახმად, ამ მატრიცებს ერთნაირი მახასიათებელი ფესეები აქეთ. 
ამ საერთო მახასიათებელ ფესვებს / ოპერატორის მასასიათებელ ფეხეებს 
უწოდებენ, მათ ერთობლიობას კი-ამაეე ოპერატორის სპექტრს. 

განსაზღერება I6.. თუ ხC V”ისეთი არანულოვანი ვექტორია, რომ /(ხ)=4%, 

სადაც “ რაღაც ნამდვილი რიცხვია, მაშინ 2 რიცხვს / ოპერატორის 

საკუთარი მნიშვნელობა ეწოდება, ხოლო ხ ვექტორს / ოპერატორის „2 
საკუთარი მვიშვნელობის შესაბამისი საკუთარი გექტორი. 
თეორემა 1-2 მხოლოდ / ოპერატორის ნამდეილი მახასიათებელი ფესვები, თუ 

ისინი არსებობენ, წარმოადგენენ ამ ოპერატორის საკუთარ მნიშვნელობებს. 
დამტკიცება: ეთქვათ, / ოპერატორის საკუთარი ხ ეექტორის კოორდინატები 

რაიმე დაფიქსირებულ ბაზისში ტოლია: X,,X1,..:X., ხოლო / ოპერატორის 

მატრიცი 4, =(ძ,0). /(0)= 2'ხ ტოლობას თუ ჩავწერთ მატრიცულად, გვექნება: 

(ი XI ,.აX)4, = 2 (XIXI,..- XI). 

თუ მოეახდენთ ტოლობაში შემავალი მარიცების ტრანსპონირებას, მიგიღებთ: 

X X 
X X; 

(I. __ ემ). 4 =/! , 

X % 
ანუ 

X 
L2 

(4 – >)” |=0. 

ჯმ 

უკანასკნელი ტოლობა გაშლილად ასე ჩაიწერება 

(თ, – 2 )XI + თ5,X; +...+ ძ,,XX =0 

ძ,XI + (შეე – 4')X; +...+ ძ,ეX9 =0 

ძ.,XI + თ,,Xე +..+ (0, – 2')XI =0 

ეს ტოლობა გვიჩვენებს, რომ ხ ვექტორის კოორდინატები წარმოადგენენ 

შემდეგი 
(ი, – 2)X, + ძ,,Xე +...+ 0,X, =0 

ძ..X, + (ძე; – 4" )X; +...+ 0,:X, =0 
(18) 

ძ.,X, + ე,X; +..+(0„– 2)», =0 

ფრფიე, ერთგეაროვან განტოლებათა სისტემის არატრივიალურ(არანულოვან) 

ამონახსნს.
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ამ სისტემას არატრივიალური(არანულოვანი) ამონახსნი კი გააჩნია მაშინ და 
მხოლოდ მაშინ, როდესაც სისტემის მატრიცის დეტერმინანტი 

IC4, – 2 5)I=0. (19) 

ეს ფაქტი კი გვიჩვენებს, იმას რომ 2 ნამდვილი რიცხვი, რომელიც / 

ოპერატორის საკუთარი რიცხეია, წარმოადგენს / ოპერატორის მახასიათებელ 
ფესვს. 
აქ შუნდა აღენიშნოთ, რომ / ოპერატორის ზოგიერთი მახასიათებელ ფესვი 

შეიძლება არ წარმოადგენდეს მის საკუთარ მნიშვნელობას. (მაგალითად: 
კომპლექსური ფესვი) თუ / ოპერატორს არ გააჩნია ნამდვილი ფესვები, მაშინ 

მას არც საკუთარი რიცხეები და ეექტორები გააჩნია(აქ ეგულისხმობთ, რომ 

ეიხილაეთ მხოლოდ ნამდეილ ეექტორულ სიერცეებს). 

ვაჩეენოთ ახლა, რომ, თუ #"' ნამდეილი რიცხეი / ოპერატორის მახასიათებელ 
ფესეია, მაშინ იგი წარმოადგენს ამ ოპერატორის საკუთარ მნიშვნელობას. 
მართლაც, ასეთ შემთხვევაში ადგილი ექნება (19) ტოლობას, რაც გამოიწვეეს 
(18) განტოლებათა სისტემის არანულოვანი ამონახსნის არსებობას. ეს ამონახსნი 
კი (როგორც კოორდინატები) თავიდანვე დაფიქსირებულ ბაზისში განსაზღვრავს 

# ოპერატორის საკუთარი #' მნიშვნელობის შესაბამის საკუთარ ეექტორს. 
თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 1631 / წრფივი ოპერატორის შესაბამისი მატრიცი 0,,6,....6, ბაზისში 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ იქნება დიაგონალური, როდესაც ამ ბაზისის ყველა 

ვექტორი წარმოადგენს / ოპერატორის საკუთარ ეექტორს. 

დამტკიცება: ავიღოთ ბაზისიდან 0, ვექტორი, მისი კოორდინატები მოცემულ 

ბაზისში იქნება 0,0,...,0,10,...,0. თუ 0, საკუთარი ვექტორია, ადგილი ექნება 
ღა 

ტოლობას · /(6,)=42,9,. ეს ტოლობა მატრიცულად ასე ჩაიწერება: 

C...610...0)4, = 2,(00....010...0). თუ მოვახდენთ ტოლობაში შემაეალი მატრიცების 

I. II 

ტრანსპონირებას, ბეექნება: 

    

0) (0 
0| /0 

01 |0 I“ 1= 20) 41, 2 ( 

0| (0 

0) L0     
უკანასკნელი ტოლობა გვიჩვენებს, რომ 4, მატრიცში /-ური სტრიქონის ყველა 

ელემენტი, გარდა მატრიცის მთავარ დიაგონალზე მდგომი ელემენტისა, ნულია, 

ხოლო მთავარ დიაგონალზე მდგომი ელემენტი უდრის 4,-ს. რადგან ) =1.2,....ჩ
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ამიტომ #. მატრიცი და ასევე მისი ტრანსპონირებული 4,მარიცი იქნება 

დიაგონალური და დიაგონალზე განლაგებული ელემენტები ტოლი იქნება, 
შესაბამისად, #.რ%,..»4,. რიცხეებისა. 

ახლა ეთქვათ, 4, მატრიც დიაგონალური მატრიცია დიაგონალით-2,,2,,...,4,, 

მაშინ (20) ტოლობიდან გამომდინარეობს ტოლობა: /(0,) = 4,0,. ეს კი ნიშნავს, 

რომ 0, ეექტორი / ოპერატორის საკუთარ ვექტორს წარმოადგენს. თეორემა 

დამტკიცდა. 

თეორემა 16.4. / წრფივი ოპერატორის საკუთრივი ვექტორები: ხ,,ხ;,....,ხ,, 

რომლებიც შეესაბამებიან სხვადასხეა#,2),..,4, საკუთრივ მნიშვნელობებს, ქმნიან 

წრფივად დამოუკიდებელ სისტემას. 
დამტკიცება: თეორემა დავამტკიცოთ ინდუქციის მეთოდით. როდესაც #=1, 
სისტემა შედგება ერთი არანულოეანი ვექტორისაგან და ამიტომ იგი წრფივად 
დამოუკიდებელია. დავუშვათ, სისტემა ხ,,ხ,,..,ნ,, წრფივად დამოუკიდებელია, 

ეაჩვენოთ, რომ ხ,,0ე,..,ხ, სისტემაც იქნება წრფივად დამოუკიდებელი. დავუშვათ 

საწინააღმდეგო, ვთქეათ, სისტემა ხ,,ხ,,..,ხ, წრფივად დამოუკიდებელია, მაშინ 

არსებობენ რიცხეები /,,/,,...,/,, რომელთაგან ერთი მაინც განსხვავდება 

ნულისაგან და 
1,ხ, +1კხ, +...+/,ხ, =0. 0) 

ზოგადობის დაურღვევლად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ I/, #0. 
ვიმოქმედოთ (21) ტოლობის ორივე მხარეზე / ოპერატორით, მივიღებთ: 

# თხ+VMIხ, +...+/,ხ,) =/,4ხ, +1უ4,ხ; +...+I,4,ხ, =0. (22) 

გავამრავლოთ (21) ტოლობას #4,-ზე და გამოვაკლოთ მიღებული ტოლობა (22) 

ტოლობას, მივიღებთ: 
I,C(რ – 4,)ხ, +1ე(4ე – 4,)ხ + ...+7L. (#4, – 4,)ხ,-, =0 (23) 

რადგან /, #0 და #,#2,, ამიტომ (22 ტოლობიდან გამომდინარეობს §,,#;,...,ხ,, 

სისტემის წრფივად დამოკიდებულობა. მივიღეთ წინააღმდეგობა, რადგან ჩვენი 
დაშვებით ეს სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია. აქედან გამომდინარე (21) 
ტოლობას არ შეიძლება ქონდეს ადგილი, მაშასადამე, #,,ხ,,..,ხ, სისტემა 

წრფივად დამოუკიდებელია. თეორემა დამტკიცდა. 

თუ #:V”" -+V” წრფივი ოპერატორის ყველა მახასიათებელი ფესეი ნამდეილია 
და ერთმანეთისაგან განსხვავებული, მაშინ ამბობენ, რომ ოპერატორს აქეს 
მარტივი სპექტრი. წინა თეორემიდან გამომდინარე, ასეთი ოპერატორის საკუთრიეი 

ვექტორები, რომლებიც სხვადასხვა საკუთრივ რიცხეებს შეესაბამებიან ქმნიან, #” 

სივრცის ბაზას. ამ ბაზაში / ოპერატორის მატრიცკი 16.3. თეორემიდან 
გამომდინარე, იქნება დიაგონალური. 

§17. კვადრატული ფორმები და მსათი დაყვანა 

კანონიკურ სახემდე 

ეთქეათ, V”რაიმე # განსომილებიანი ეექტორული სიერცეა. 

#”. ეექტორულ სივრცეზე განსაზღვრული ორადწრფივი ფორმა ეწოდება ასახვას 

#:V"XV" –> #, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას: 

#C0C0+ #,ხ,IC+1,0) = #,ს#7(0,9)+M,,)/(06,9ძ)+ M,ს7/(ხ,0) + M,/, / (ხ,ძ) (24)
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ეთქვათ, 4,,0ე,..,6, რაიმე ბაზისია ”” ეექტორულ სივრცეში, ვექტორი 

0 =X)0, + Xე6ე +...+ X,0,, ვექტორი ხ= 7,0, + M;6ე +...+ #,6,. (24) ტოლობის 

გამოყენებით ვღებულობთ: 

#(თხ) = /CX,0, +X,0; +...+ X,6,,X,6, + X,6ც + »,6,) = X,»,/(6,,6;)+ X,7:/ (6,,0:)+...+ 

+X,27,/# (6,:0„)+ X,X»,./ (0,6, )+ X:X: (6,,6: )+...+ X:»/,/ (6;,6„)+...+ X„»,/ (9,,6,)+ 
.” » 

+X,X7(4,,0;)+...+X,»,/(6,,0,)= 2,2, /(6,9,XXX,- 
)=1 )=1 

მაშასადამე, დაფიქსირებულ ბაზისში ორადწრფივ ფორმას აქვს სახე: 
2”. 

#C2,ხ)= 2, 2,0,X,V,, (25) 
)=L ,5=1 

სადაც ძ, = #(4,,0,), XI, X. 0 ქექტორის კოორდინატებია, /,,#.,..,»#, ხ კი 

ვექტორის კოორდინატები იძ,,0,,..,6, ბაზისში. 

ეთქვათ ორად წრფივი ფორმა / ისეთია, რომ /(თ,ხ) = /(ხ,ძ) ეექტორთა ნებისმიერი 

წყვილისათვის. მაშინ ძ, =ძი„ და ორად წრფივ ფორმას ეწოდება სიმეტრიული. 

მატრიცს: 4 = (ძ,);I = 1.2,...,M;/ = 1.2,..,M, ორადწრფივი ფორმის მატრიცი ეწოდება. 

ცხადია, სხვადასხვა ბაზისში ორად წრფიეი ფორმის მატრიცი სხვადასხვა 
შეიძლება იყოს. 

თ:V'” > 7 ასახვას, რომელიც განსაზღვრულია ფორმულით: 
ი» 

თ(0) = /(ი.0)= 2,2,0,XX,, (26) 
(I ,=! 

სადაც / :V/”XV" -> #, სიმეტრიული ორადწრფივი ფორმაა, კვადრატული ფორმა 

ეწოდება. მატრიცს # =(ძ,);/ =1.2,....M;/ = L2,..,M კვადრატული ფორმის მატრიცი 

ეწოდება, თ, რიცხვებს კი კვადრატული ფორმის კოეფიციენტები. 

ცხადია, კვადრატული ფორმის მატრიცი სიმეტრიულია ძ, =2ძ,. 

სხვადასხეა ბაზისში კვადრატული ფორმის მატრიციც სხვადასხეა შეიძლება 

იყოს. 
ჩაეწეროთ კვადრატული ფორმა მატრიცულად. 

დავაფიქსიროთ 7ინდექსი და განეიხილოთ ჯეკამი: 

2. ძ,XV, =0ძ,X,X, + 0,1X,Xე +...+ 0,X,X, 
7 

ერთსვეტიანი მატრიცი: 

ძეX, +შეეX +...4 0,X, 

ძე,X, + შე:Xე +...+ 0,,X, 

–. (27) 

თ,.X, + თეეXე +... რიაX, 

ტოლია



ძმ... მ, X, 

ძე)მე: -..- შე, X 

X 

მი,რ,. 2 X, 

ნამრავლის. 

მეორე მხრივ, თუ (27) მატრიცს გავამრავლებთ მარცხნიდან (»,X.....X,) მატრიცზე, 

მივიღებთ: 

ძეX, +0,X +....+ 0,,X, 

0;,X, + 0;:Xე +...+ 05„X, 

ძ.X, +C,ეXე +..+0 » 

აქედან გამომდინარე, კვადრატული ფორმა მატრიცულად ჩაიწერება ასე: 

თ(ძ) = X'#X , (28) 
სადაც 

X, 

X; 

X' = 0ეX)...X,), X=I. 

X, 

ახლა გავარკვიოთ, თუ როგორ იცვლება კვადრატული ფორმის მატრიცი ერთი 
ბასისიდან მეორეზე გადასვლისას. · 

თეორემა 17. თუ 4 წარმოადგენს 4,,8,,..,0, ბაზისში თ კვადრატული ფორმის 

მატრიცს, მაშინ მეორე 4|),C,...,0, ბაზისში ამ ფორმის მატრიცი 8 =(74(7), 

სადაც X” მეორე ბაზისიდან პირველზე გადასვლის მატრიცია. 

დამტკიცება: თ(ძ) = X”'8X., X” = XII, XI = CV XX. აქედან გამომდინარეობს 

თ(9) = X'I7 87)! X 29 
თუ შევადარებთ ერთმანეთს (28) და (29) ფორმულებს, მივიღებთ: 

4= 72802). 
აქედან კი საბოლოოდ გვექნება: 

8=C?)'4(67”))' =7: 407). 
თეორემა დამტკიცებულია. 

XI არაგადაგეარებული მატრიცია, ამიტომ 4 მატრიცის რანგი უდრის 8 
მატრიცის რანგს. 

თ კვადრატული ფორმის 4 მატრიცის რანგს კეადრატული ფორმის რანგი 

ეწოდება, იგი აღინიშნება ასე: #0M#დ.
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დავუშეათ თდ:V” –> ” კეადრატული ფორმის მატრიცი რომელიღაც ბაზისში 
დიაგონალური მატრიცია, მაშინ კვადრატულ ფორმას ამ ბაზისში ექნება სახე: 

თ(ძთ) = #,X; + 4ეX; +...+ 4,Xე. 
კეადრატული ფორმის ასეთ სახეს კანონიკური სახე ეწოდება. 
რადგანაც კვადრატული ფორმის ყველა მატრიცს ერთი და იგივე რანგი აქვთ, 

ამიტომ კეადრატული ფორმის კანონიკურ სახეში არანულოვანი 2, 

კოეფიციენტების რაოდენობა ემთხეევა ამ კვადრატული ფორმის რანგს. 
თეორემა 72. ყოველი კვადრატული ფორმისათვის არსებობს ბაზისი, 

რომელშიდაც მას ექნება კანონიკური სახე. 

დამტკიცება: ვთქვათ დაფიქსირებულ 4,,6ე,..,60, ბაზისში კვადრატულ ფორმას 

აქვს სახე: 

თ(ძ) = 2, 2ემ,Xთ,. 
ჯ=I /5I 

ზოგადობის დაურღვეელად შეგეიძლია დაეუშვათ, კვადრატული ფორმის იმ 
კოეფიციენტებიდან, რომელებიც ცელადიების კვადრატებთან დგანან, ერთი მაინც 
განსხვავდება ნულისაგან. მართლაც, შემოვიღოთ ახალ ცელადები: 

1 1 
2, = 2 +2%. 

2ე=--X +=7X% 
5-2 2 

2ვ = Xვ 

2 = X 

განეიხილოთ ამ ტოლობებით განსაზღერულ მატრიცი: 

110.0 
22 

-110....0 
22 

- 0 

  

ამ მატრიცის დეტერმინანტი ტოლია 1-ის და მაშასადამე იგი 

არაგადაგვარებულია. ამ მატრიცის შებრუნებული მატრიცი გადაიყეანს 0,C:,.6, 

ბაზისს ისეთ ბაზისში, სადაც კვადრატული ფორმის კოეფიციევნტებიდან, 

რომელებიც ცვლადების კვადრატებთან დგანან. ერთი მაინც განსხვავდება 

ნულისაგან. მართლაც, კვადრატული ფორმის შესაკრები 2ძ,,X,X, ახალ ბასისში 

მიიღებს სახეს: 

2ძ,X,X, = 20, (2, – 21X2, + 2.) = 20.2; -2ძკ21,
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ზოგადობის დაურღვევლად, თუ ვიგულისხმებთ რომ თ, #0, ახალი 2,ცველადის 

კვადრატთან გვექნება არანულოვანი კოეფიციენიტი. 

განვიხილოთ გამოსახულება «ძ,(C,,X, + ძ,,X; +...+ 9,,X,)?. იგი წარმოადგენს ასეეე 

კვადრატულ ფორმას და მასში შედის X, ცვლადის შემცველი ყველა შესაკრები 
თ ფორმიდან. 
განეიხილოთ სხვაობა: 

თ(9) – თ,'(0,2 +0,:X, +...+0,X,) = 8. ც6თ 

ზემოთ თქმულის გამო და იმის გამო, რომ თ,, =ძ,,, ეს სხვაობაც კვადრატული 

ფორმაა და იგი შეიცაეს მხოლოდ X,,X>,,...X, ცვლადებს. ეს კვადრატული ფორმა 

განსაზღვრულია 7-1 განზომილებიან V”'! ვექტორულ სივრცეზე. (30) ტოლობიდან 

გვექნება: 
თ(თ) = 0;1(0,,X, +,,X, +...+0,X,)? +§. 

შემოვიტანოთ ახალი ცვლადები: 

X, = ძ,,X, + თ,Xე +..+6,,X,, 

X. = X:, 

XX» = X3, 

ცი) 

პ), =X,. 

გვექნება: 
თ=0)»#+8, 

სადაც § წარმოადგენს X»,,#,.»”, ცვლადების შემცველ კვადრატულ ფორმას. 
(3001 ტოლობები განსაზღვრავენ თ ვექტორის ი,,0,,...0, ბაზისში X,,Xკ,...,X, 

პოორდინატებიდან სხეა მეორერ,, 0 ,..,0, ბასისში X”,,”,..,”, კოორდინატებზე 

გადასვლის მატრიცს: 

” 

მემე... 

იგი არაგადაგვარებულია, მისი შებრუნებული მატრიცი წარმოადგენს ი4,,6;,..,4, 

ბაზისიდან მეორე რ),რ,..,–, ბაზისში გადასვლის მატრიცს. 

როგორც ზემოთ, ზოგადობის დაურღეევლად შეიძლება ვიგულისხმით, რომ « 

კვადრატულ ფორმაში ცვლადების კვადრატებთან მდგომი კოეფიციენტებიდან 

ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან, ამიტომ თუ შემოეიტანთ ახალ 

ცვლადებს:
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25=X, 

2, =ხ,;;V, + ხ:კXკ +..+ ხ:„/, 

23 – 73 

ცა 

2, = V 

კვადრატული ფორმა მიიღებს სახეს: 

თ(ძ) = ძ;12; +ხ;12: +ყ§”. 
(31) ტოლობებით განსაზღვრული მატრიცის შებრუნებული მატრიცი 

ბაზისს გადაიყვანს ისეთ ბაზისში, სადაც კეადრათულ ფორმას ექნება (32) სახე. 
თუ გავაგრძელებთ პროცესს, საბოლოოდ მივიღებთ მატრიცთა მიმდევრობას, 
რომელთა შესაბამისი რიგით გადამრავლებით მიღებული მატრიცის შებრუნებული 

მატრიცი 0, ფ,..,6, ბაზის გადაიყვანს ისეთ ბაზისში, სადაც კეადრატულ 

ფორმას ექნება კანონიკური სახე. 
თეორემა დამტკიცდა. 
მაგალითი: დავიყვანოთ კანონიკურ სახემდე შემდეგი კვადრატული ფორმა: 

თ(ძ) = 2X,X, – 6X,Xკ + 2X3X, (33) 

(32) 
“> , 0(,65..-.,6, 

შემოვიტანოთ ახალი ცვლადები X, = », – ».,Xე = V, + XX, = #. 

მივიღებთ: თ(0) = 2); – 2); – 4)», – ზ/,)ც. ცელადთა ამ გარდაქმნის მატრიცია 

1-1 0 

4=)11 09 

001 

ახლა კოეფიციენტი X”, -თან ნულისაგან განსხვავებულია და ფორმიდან შეიძლება 
გამოიყოს ერთი ცვლადის კვადრატი. 

დაეუშვათ, >, = 2), – 2/,,2; = #2 = #. ახალ ცელადებში კვადრატულ ფორმას 

ექნება სახე: 

2 2 1 2, < 259; – 23) – ზ2.7,. დ(ი) = 

ა
 

– 

გამოყენებული ცვლადთა გარდაქმნის მატრიცის შებრუნენული ტოლია: 

101 
2 

8=|)0 1.0 

001 

მატრიცის. 

ახლა დავუშეათ, 
” =2,(ე =-27ე – 42,,/კ = შკ. 

ცელადთა ამ გარდაქმნიის შედეგად მიეიღებთ:
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1 1 
თ(ძ) = 24 – 34 + 6(;(34) 

ამ გარდაქმნის მატრიცის შებრუნებული მატრიცია: 

100 

C=|0-1-2 
2 

00.1 

თუ კვადრატულ ფორმას რაიმე ბაზისში 'ც· სახე აქვს, მაშინ ამ ბაზისიდან იმ 
ბაზისზე გადასვლის მატრიცი, სადაც კვადრატულ ფორმას ექნება (34) 

კანონიკური სახე, იქნება ნამრავლი: 

§18. ინერციის კანონი კვადრატული ფორმებისთვის, 
დადებითად განსაზღვრული კვადრატული ფორმები 

წინა მაგლითში განხილული კვადრატული ფორმა 48C მატრიცით 
განსაზღვრული ცვლადთა 

(+ X,X,) = 666X48თ 
გარდაქმნით დაიყვანება კანონიკურ სახეზე ახლა განეიხილოთ ცვლადთა 
გარდაქმნა, რომელიც განისაზვრება მატრიცით: 

132 

Xნ»=I1-1I-2 

010 

ანუ 
X, =1, +3/; +2ჩ 

X- =L) – ჩე –2ჩც.. 

X%=ჩ 

ამ გარდაქმნის შედეგად კვადრატული ფორმა მიიღებს კანონიკურ სახეს: 

თ(0) = 2/; +6(/; –8/1. 

ეს კანონიკური სახე განსხვავდება მისივე (34) ტოლობით განსაზღვრული ასევე 

კანონიკური სახისაგან. ეს იმიტომ მოხდა, რომ ის ბაზისი, სადაც კვადრატულ 

ფორმას ქონდა საწყისი (33), სახე #8C და # მატრიცების შესაბამისი 

გარდაქმნებით გადავიდა სხვადასხვა ბაზისებში. ამ ბაზისებში კი კვადრატული 

ფორმის კანონიკური სახეები განსხვაეებულია. 

გავარკვიოთ, თუ რა აქვთ საერთო კვადრატული ფორმის კანონიკურ სახეებს 

სხვადასხვა ბაზისებში.
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ცხადია, კვადრატული ფორმის კანონიკურ სახეებში არანულოვან 
კოეფიციენტთა რაოდენობა ერთი და იგივე იქნება და ამასთან ტოლი იქნება 
ფორმის რანგისა. 
როდესაც კვადრატული ფორმის კანონიკურ სახეში ცვლადებთან მდგომი 
კოეფიციენტები მოდულით ერთის ტოლია, მაშინ კვადრატული ფორმის ამ სახეს: 

თ(თ) = X- +X; +...+X. – XV, –..- X2 (35) 

ნორმალური სახე ეწოდება. 
ყოველი კვადრატული ფორმა დაიყვანება ნორმალურ სახემდე, 

მართლაც, ზოგადობის დაურღვევლად შეგეიძლია ჩავთვალოთ, რომ 
კვადრატული ფორმის კანონიკური სახეა: 

თ(0) = #X; + 2,X; +...+ 2,X; – 2, XI) –..- 4,X1:4, >0 
(წინააღმდეგ შემთხვევაში მოვახდენთ ცელადების გადანაცელებას)და 
ცელადთა არაგადაგეარებული გარდაქმნით: 

4,X, :1 = 1,2,...,7: 2, :1 = 12,...,M – L. (36) 

ანუ გარდაქმნით, რომლის შესაბამისი მატრიციც არაგადაგვარებულია, 
კეადრატული ფორმა დაიყვანება ნორმალურ სახემდე. 

თვორვემა 18.I (ყვადრატულ ფორმათა ინერციის კანონი) დადებითი და 
უარყოფითი კვადრატების რიცხვი კვადრატული ფორმის ნორმალურ სახეში არ 
არის დამოკიდებული ბაზისზე, რომელშიდაც «ფორმას აქვს ნორმალური სახე. 

დამტკიცება: ეთქვათ, თავიდან კეადრატული ფორმა მოცემულიაი,.6,....,6, 

ბაზისში, ხოლო 0,0 ,..,0: და 0ორ,...2 ბაზისებში მას აქვს 

თ(0) = #, +»; +-.94# –მსა ლო – # 067) 
თ(თ) = 2; +727; +....+Xგ – აცლა. 2; I:3) 

ნორმალური სახეები. # და # წარმოადგენენ დადებითი კვადრატების რიცხვს 
კვადრატული ფორმის პირველ და მეორე ნორმალურ სახეებში. 
ქთქეათ, 

„”“ X,., , 

», = 2,რ,თ= = 1,2,...,, 

ი (39) 

2, = 2,ხ,X:V = 1.2,....,M 
1=1 

წარმოადგენენ წრფიე გარდაქმნებს, რომელთა საშუალებითაც 
კეადრატული ფორმა დაიყეანება პირეელ და მეორე ნორმალურ სახემდე, 
შესაბამისად. ამ გარდაქმნების მატრიცთა შებრუენებული მატრიცები 

წარმოადგენენ 6,,6,,..,6, ბასისიდან 0/,6,..,6, და მაი, ბასისებზე 

გადასვლის მატრიცებს, ასევე შესაბამისად. 
ქთქეათ, #< 6” განვიხილოთ ტოლობები: 

X», =0,/; =0,..,/, = 0,2, = 0,2,,: = 0,...,2, = 0,...,2, =0 (49) 

ეს ტოლობები, თუ გავითვალისწინებთ (37) ტოლობებს, წარმოადგენენ წრფივ 

ერთგვაროვან განტოლებათა სისტემას #-7+# რაოდენობის განტოლებით და » 

რაოდენობის X,Xე,..,X, უცნობით. „როგორც ეხედავთ, უცნობების რაოდენობა 

მეტია განტოლებათა რაოღენობაზე, ამიტომ ამ სისტემას აუილებლად აქეს 

არანულოეანი ამონახსნი. ეთქეათ, ეს ამონახსნია XIX, ..XI.. თუ ჩავსვამთ (37) 

და (38) ტოლობებში (39) ტოლობებით განსასღერულ მოცემული ამონახსნის 

შესაბამის
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ი 
0 0... #, = 2ემაX :, = 12... M, 

I 

2, =2,ხ,X,V = 1,2,....,/ 
I 

), და 2, ცვლადების მნიშვნელობებს, მივიღებთ: 

–)%ა – #ბ% –..– /ზ = 22 +272 +....+ XI. 

ამ ტოლობის მარცხენა მხარე არადადებითია, მარჯვენა მხარე არაუარყოფითი, 
ამიტომ ტოლობა შესაძლებელია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 

»= XV. =..=I#,=2, = 2, =..=2, =0. 

მეორე მხრიე, (40) ტოლობებიდან გამომდინარე, 

29%») =0,7%,ე =0,...,29; =0,...,2% =0, ტთ 
მაშასადამე, XIX) ,..,X, წარმოადგენს 

2, =0;!1=1,2,...,/ რტ) 

წრფივ ერთგვაროვან განტოლებათა სისტემის არანულოვან ამონახსნს. 
ეს ნიშნაეს, რომ განტოლებათა (41) სისტემის მატრიცის დეტერმინანტი ნულის 

ტოლია, მაშასადამე იძ,.0,,..,6, ბაზისიდან 0წ6ე...,6, ბაზისზე გადასვლის 

მატრიცი (ხ,)' გადაგეარებულია. მაგრამ ერთი ბაზისიდან მეორეზე გადასვლის 

მატრიცი არაგადაგვარებული უნდა იყოს, მივიღეთ წინააღმდეგობა. ჩვენი დაშვება, 

რომ #</ჯ», არ ყოფილა სწორი. ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ არც #>7/ი9 
უტოლობა იქნება სწორი. საბოლოოდ გეექნება #= #, რაც უნდა 

დაგვემტკიცებინა. 
კვადრატული ფორმის ნორმალურ სახეში დადებითი კვადრატების რიცხვს 

ამ ფორმის ინერციის დადებითი ინდექსი ეწოდება, ხოლო უარყოფითი 
კეადრატების რიცხეს-ინერციის უარყოფითი ინდექსი. სხვაობას დადებით და 
უარყოფით ინდექსებს შორის კვადრატული ფორმის სიგნატურა ეწოდება. 
ცხადია, კვადრატული ფორმის ინერციის დადებითი ინდექსი ტოლია 
კვადრატული ფორმის კანონიკურ სახეში დადებითი კოეფიციენტების 
რაოდენობისა, ხოლო ინერციის უარყოფითი ინდექსი კი კვადრატული ფორმის 
კანონიკურ სახეში უარყოფითი კოეფიციენტების რაოდენობისა. 
დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ კვადრატული ფორმები 

ერთმანეთისგან განსხეავდებიან მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ მათ გააჩნიათ 
განსხვავებული რანგი ან სიგნატურა. 

კვადრატულ ფორმასდ :V” –> ” ეწოდება დადებითად განსაზღვრული, თუ მისი 
ნორმალური სახე შეიცავს მხოლოდ დადებით კვადრატებს. 

თეორემა 182. კვადრატული ფორმად :/” >" დადებითად განსახღერულია 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც ნებისმიერი არანულოვანი ძC V" 
ვექტორისათვის: თ(0) > 0. 

დამტკიცება: ვთქვათ, კვადრატული ფორმა დადებითად განსაზღერულია, 
მაშინ მისი ნორმალური სახეა: 

#(ძ) = /; + )2 +....+ /?. (42) 

თუ ძ6M” ეექტორი არანულოვანია, მაშინ მისი კოორდინატებიდან ერთი მაინც 
ნებისმიერ ბაზისში განსხვავებულია ნულისაგან, ამიტომ (42) ტოლობის მარჯვენა 

მხარეს თუ ჩავსეამთ ძ ვექტორის კოორდინატებს იმ ბაზისში, რომელშიც 
ფორმას აქვს (42) სახე, მიეიღებთ თ(თ) > 0.
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ახლა დავამტკიცოთ პირიქით, ვთქვათ, ნებისმიერი არანულოვანი ძC V” 
ვექტორისათვის თ(ი1>0 და კვადრატული ფორმის ნორმალური სახეა: 

თ(0) = # +#; +..+# <Xა–ო–X# 03 
თუ ძ ვექტორის კოორდინატები იმ ბაზისში, რომელშიც ფორმას აქვს (43) სახე, 

არიან რიცხეები 0,0,...,0”V,,-»X». და X»C..-»#, რიცხვებიდან ერთი მაინც 
' 

განსხეავდება ნულისაგან, მაშინ 

თ(თ) = 7 + +...4%X – ა -..–X <0 
ეს კი არ შეიძლება, რადგან ჩეენი დაშეებით, დთ(2) > 0. მაშასადამე, კვადრატული 

ფორმის ნორმალური სახე შეიძლება იყოს მხოლოდ (42), ანუ კვადრატული 
ფორმა უნდა იყოს დადებითად განსაზღვრული. თეორემა დამტკიცდა. 

§12. ევკლიდეს ვექტორული სივრცე 
ასახვას თ:/”XV” ++ #, სადაც M””რაიმე ვექტორული სიერცეა, ეწოდება 
სკალარული ნამრავლი ამ სივრცეში, თუ მას აქვს შემდეგი თვისებები: 

1.თ((ი,6)) = თ((ხ.0)), 
2.თ((0 + ხ.C)) = დ((0.0)) + დ((ჩ.C)), 
3.თ((#0.ხ)) = #თ((თ,ხ)). 
4.თ(ძ,0))>0 და დ((ი,თ))=0, მაშინდა მხოლოდ მაშინ, 

როდესაც ძ=0. 

MV”გექტორულ სიერცეს, მასში განსასღვრული თ სკალარული ნამრავლით 

ძეკლიდეს გექტორული სიერცე ეწოდება. 
რიცხეი ,თ(თ,ხ)) ანუ ორი ძ დახ ევექტორის სკალარული ნამრავლი, აღენიშნოთ 

ასე: (თხ). 

ადვილი მისახვედრია, რომ სკალარული ნამრაელი წარმოადგენს სიმეტრიულ 

ორადწრფივ ფორმას IV” ვექტორული სივრცეზე. 

ევკლიდეს M- განზომილებიან ვექტორულ სივრცეს აღნიშნავენ ასე: #” 
სკალარული ნამრავლის განსაზღერებიდან გამომდინარეობს 

შედეგი. L” სივრცის ნულოეანი და ნებისმიერი სხვა ვექტორის სკალარული 
ნამრავლი ნულის ტოლია. 
დამტკიცება: მართლაც, სკალარული ნამრაელის მე-4 თვისებიდან 
გამომდინარეობს (0+X#) = (0თ.ჩ) = 0(თ,ხ) =0. 

არანულოვან ძ და ხ ვექტორებს ევკლიდეს ვექტორულ სივრცეში ეწოდება 

ურთიერთ ორთოგონალური, თუ (ძ.ხ)=0. 

მექტორთა სისტემას ძ,ძ,...,ი, ევკლიდეს ვექტორულ სიერცეში ეწოდება 
ორთოგონალური, თუ (თ,,ძ,) = 0:I # /;1 = 1)2,...,/:/ = 1.2....,/. 

თეორკემა 19.1 ეექტორთა ორთოგონალური სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია. 

დამტკიცება: დავუ'მეათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, ორთოგონალური სისტემა 

ძეში... 0, წრფივად დამოკიდებულია, მაშინ არსებობენ რიცხეები #,,M.....,M,, 

რომელთაგან ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან და ადგილი აქეს 
ტოლობას: 

#,ძ, + Mეძე +...+#,0, =0. 

გაეამრავლოთ ამ ტოლობის ორივე მხარე სკალარულად ძ.,;I = 1,2,.., 
ვექტორზე, მივიღებთ:
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(60, +M,0, +...+M0,,0,) = (M,0,.0,) = V,(0,.0,)=0. 

მეორე მხრიე, რადგან ძ, #0, ამიტომ (ძ,.რ,)> 0. აქედან კი გამომდინარეობს, რომ 

L, =0;! =1,2....,/, მაგრამ #,.%.....,#,რიცხეებიდან ერთი მაინც განსხვავებულია 

ნულისაგან, მაშასადამე, მივიღეთ წინააღმდეგობა. ჩეენი დაშვება, რომ ძ,,ძე....,ი, 

სისტემა წრფივად დამოკიდებულია არ ყოფილა სწორი. თეორემა დამტკიცდა. 
ბაზისს 0,,6,,..6-„ ევკლიდეს სივრცეში ეწოდება ორთოგონალური, თუ იგი 

წარმოადგენს ვექტორთა ორთოგონალურ სისტემას. 
ბაზისს ევკლიდეს სივრცეში ეწოდება ორთონორმირებული, თუ იგი 
ორთოგონალურია და (0,.6,) =1;1 = 1,2,...,#I. 

იC " ვექტორის სიგრძე ეწოდება რიცხვს: 

|თ = -/(C2) . (44) 

კუთხე ორ ი,ხC ჩ” ვექტორშ შორის ეწოდება რიცხვს: 

გილცცვ- (რმ). (45) 
|CI.I6I 

ცხადია ორთონორმირებულ სისტემაში შემავალი ვექტორების სიგრძე ერთია და 
განსხვავებულ ვექტორებს შორის კუთხე 90 გრადუსი. 
თეორემა 192. ყოველ ევკლიდეს სივრცეში არსებობს ორთონორმირებული 

ბაზისი, 

დამტკიცება: ეთქვათ, ვექტორთა სისტემა ძ,,თ,,..,ი, ბაზისია ევკლიდეს #” 

სივრცეში. ავაგოთ ორთონორმირებული ბაზისი ხ,,ხ.,..,ხ, შემდეგნაირად: 

ხე. ტოლი იყოს ძ, ეექტორის. ვთქეათ ხ, =#,ხ, +ძ,. ვიპოვოთ #, იმ პირობით, რომ 

0=C,X+,)= (ხ,.0ხხ, +9,)) = #, |ხ, |” +C,.ძ;). 
აქედან 

ახ. 
ორი ხ,,ხ, ვექტორისაგან შედგენილი სისტემა, როგორც ვხედავთ, წრფივად 

დამოუკიდებელია. დაეუშვათ, ასევე: ხ, = #,ხ, + ეხე +ი და ვიპოვოთ #X,M#, 

პირობებიდან: 

0=(,M,)=(C,.(6ხ, +#,ხ, +0,)) =#% |ხ, I! +L,(, ხ,)+(,.0,) = #, |ხ, I? +Cდ,.თ). 
0 =(ხ,ხ,) = (ხ,.(Iიხ, + #კხ, + თ)) = #, (ხ,.ხ,)+ M,(ხ..ხ,) + (ხ,.ძკ) = #ც | ხე |? +(ჩ,.თ). 

გვექნება: 
_ _(ხ,.0.). ; 1 CI9) 

6”? I 
ცხადია, სისტემა ხ,,ხ,,ხ, იქნება ორთოგონალური. 

ასეეე შეგვიძლია ავაგოთ ორთოგონალური სისტემა ხ,,ხ,,ხ,,ხკ. 

თუ ამ პროცესს გავაგრძელებთ, მივიღებთ ორთოგონალურ სისტემას ხ,,ხ,,...,ხ,. 

განვიხილოთ #დხლა სისტემაძ,,6;,..,0,, რომელიც მიიღება ასეთნაირად: 

  

1 
0, = ––-ხ,:! =12,...,M 

|ხ, | 

ცხადია, (6,+4,) = I;(6,.6,) = 0,/% /. მაშასადამე, 0,,4,,..,0, ორთონორმალური 

ბაზისია. 

თეორვემა 193. თუ ძ და ხ ეექტორების კოორდინატებს ორთოგონალურ ბაზისში



71 

წარმოადგენს X,X,,..,X, და /,#,.,X, შესაბამისად, მაშინ ამ ეექტორების 

სკალარული ნამრავლი ტოლია შესაბამისი კოორდინატების ნამრავლთა ჯამისა: 

(2ხ)= 2,XV, · 
I" 

დამტკიცება: ძ = 2ეX,0, , ხ= 2,V,9, „ სკალარული ნამრავლის თვისებებიდან და 
ლე ლ 

0,6 ,.,6, ბაზისის ორთონორმირებულობიდან გამომდინარე, 

(თხ)=(2,X4,.2,V,5,)=2, 2,XX,(4,4,)= 2,X,V,(4,4,)= 2.X,), · 
75 ლ) II II ჩა I! 

თეორემა დამტკიცდა. 
განსაზღვრება 194. ეეკლიდეს ვექტორულ სიერცეებს: #,L ეწოდება ურთიერთ 
იზომორფული, თუ მათ შორის არსებობს ურთიერთცალსახა შესაბამისობა 
#:8-> L, რომელსაც აქვს შემდეგი თვისებები: 

L ეს შესაბამისობა წარმოადგენს წრფიე სიერცეთა იზომორფიზმს. 

2. (ძ.ხ) = C/(0)./(ხ)). 
თეორემა 194. იზომორფულ სივრცეებს ერთი და იგიეე განზომილება ექნება და 

პირიქით, ერთი და იმავე განზომილების ევკლიდეს ვექტორული სიერცეები 
ისომორფულია. 

დამტკიცება: მართლაც, თუ 4,,6....,0, და რ,65...,6, ორთონორმირებული 

ბაზისებია, ჩ,M სივრცეებში, შესაბამისად, ავაგოთ იზომორფიზმი /:ჩ > 

შემდეგნაირად: ძი = 2, X,0, ვექტორს შევუსაბამოთ ვექტორი თ” = /(ძ)= 2,XC .· თუ 
+=1 

ხ=9%,V/4, მაშინ ამ შესაბამისობის დროს, ცხადია, 

(44) =(“M)= (/(00./(01) = 2) XV · 
თეორემა დამტკიცდა. 
მატრიცს 

რმა... მ, 

უწოდებენ ორთოგონალურს, თუ ნებისმიერი ორი ?”,/ = L2,..,” ინდექსისთვის 

ძე+ძა+..+ძ2=1 და იკი, +ძეი,; +..+0,0, =0. 

თეორემა 19“. იმისათვის, რომ #4 მატრიცი იყოს ორთოგონალური, აუცილებელი 

და საკმარისია, ადგილი ჰქონდეს ტოლობას 4" == 

დამტკიცება: დავამტკიცოთ თეორემის პირობის აუცილებლობა. ეთქვათ, მატრიცი 

ორთოგონალურია, მაშინ: 

ი” 

რც... რერე)--რი, 10.......... 0 

რე,რევ- ვ || თერ -..რ, 01.......... 0 · 
44 =|'? = =#, 

მარე, ) სრ, 0, 00.......... 1 

ასევე: 4'4 = #, მაშასადამე, 4! = /!.
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დავამტკიცოთ თეორემის პირობის საკმარისობა, ვთქვათ, 4! = /#', მაშინ 

4“ =6%6 და 44=%. მაშასადამე, 

მემე... |1| მ,,მე...ძ 

(ა... 01.......... 0 

  

რმე... 0, L0,,შე,....ძ, 

ეს კინიშნავს, რომ იკ +0ე +..+ძ: =1 და ძი, +0,0, +..+0,0, =0. თეორემა 

დამტკიცდა. 
თუ 4 მატრიცი ორთოგონალურია, მაშინ რადგანაც | 4' I=| 4|, ამიტომ 

I4'-41I4=414 944 (851. 
აქედან გამომდინარეობს, რომ ორთოგონალური მატრიცის დეტერმინანტი | #I=3+1. 
ორთოგონალურ მატრიცთა ნამრავლი ორთოგონალურია. მართლაც, 

(48) = 8'/4' = 8“ 4“! =(4წ)“!. 
თეორემა 196. ერთი ორთონორმირებული ბასისიდან მეორე ორთონორმირებულ 

ბაზისში გადასვლის მატრიცი ორთოგონალურია. 

დამტკიცება: თუ 1; მატრიცი 4,.0),....6, ორთონორმირებული ბაზისიდან მეორე 

6 .C.,...0, ორთონორმირებულ ბაზისზე გადასვლის მატრიცია, მაშინ 

მ, ნ, 

რ 0. 

=11|. 

დ, 6 " 

რადგანაც 71; მატრიცის I-ური სტრიქონი თ ვექტორისი,,0.,..,0, ბაზისში 

კოორდინატებისაგან შედგება, ამიტომ 

1=(C.Cე)=C3+02 +...+0>;! =12,...,M 

და 
0=(9,.60,)=C,0,,+0ც0, +..+6,06,;ჩ/ =1,2,..:M/% /. 

თეორემა დამტკიცდა. 

წრფივ ოპერატორს / :L" – #” უწოდებენ ორთოგონალურ ოპერატორს, თუ 

ადგილი აქვს ტოლობას:(თ.ძ) = (/(ძ)./(0)), ანუ, თუ ოპერატორი ინახავს 
თითოეული ეექტორის სკალარულ კვადრატს. 
თეორემა 19.7. ორთოგონალური ოპერატორი ინახავს სკალარულ ნამრაელს, ანუ 

(თხ) = C/(0)./(წ)). 
დამტკიცება: რადგან ოპერატორი ორთოგონალურია, იგი ინახავს სკალარულ 
კვადრატს, ამიტომ (/(ი+ხ)./(თ+ხ))=(თ+ხ.ძ+ხ). (46) 

(/(0+ხ)./(0+ხ)) =(C/(0)+ /(ხ)./(0)+ /(ხ)) = 

= (/ (9)./ (9)) + C/ (9)./ (ხ)) + ( / (6)./ (9)) + (/ (ხ)./ (§)) = (ძ.09) + 2(/(9)./ (6)) + (ხ.ხ) 
მეორე მხრიე: 
((9+ხ).(0+ხ)) = (ი.0)+ (9.ხ)+ (ხ.ი) + (ხ.ხ) = (0.ძ) + 2(0#)+ (ხ.ხ). 
(46) ტოლობიდან გამომდინარე
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((2+ხ).(ძ +ხ)) = (თ.ძ)+ 2(თ.ხ)+ (ჩ+) = (/(0 +ხ)./ (0 +ხ)) = (ძ.ძ)+ 2(/ (ძ)./ (ხ))+(ხX#). 

ამგვარად, 2(თ.ხ) = 2(/(ძ)./(ხ)) და (ძ.ხ) = C/(თ)./(ხ)), რაც უნდა დაგეემტკიცებინა. 
თვორემა IM 8. ორთოგონალურ ოპერატორს ორთონორმირებული ბაზისი 

ორთონორმირებულ ბაზისში გადაჰყაეს და პირიქით, თუ რაიმე ოპერატორს 
ორთონორმირებული ბაზისი გადაჰყავს ორთონორმირებულ ბაზისში, მაშინ ეს 
ოპერატორი ორთოგონალურია. 

დამტკიცება: ეთქვათ, / : ს” – ” ორთოგონალური ოპერატორია, 4,,6.,...,6, 

ორთონორმირებული ბაზისია ევკლიდეს სივრცეში, განეიხილოთ ეექტორთა 
სისტემა /(0,), /(0)),...,7(9,). რადგანაც ორთოგონალური ოპერატორი ინახავს 

სკალარულ ნამრავლს, ამიტომ 

(#(9,)./ (6,)) = (0,.0,) =1,! =12,..,M და (/(40,)./ (0,)) = (6,.6,) = 0;/, / = 1,2,...,7I. 

მაშასადამე სისტემა /X(X0,), / (9:),...-, / ((„) ორთონორმირებულია, იგი წრფივად 

დამოუკიდებელიც არის, როგორც ყველა ორთოგონალური სისტემა, ამიტომ 

წარმოადგენს ბაზისს 8” სიერცეში. 

ქთქეათ, ახლა /(0,), /(96,),..-,#(“,) ორთონორმირებული ბაზისია, ძ = 3», , 
151 

მაშინ #(9)= 2,X,/(4,). აქედან ამომდინარე, სკალარული კეადრატი 
"” 

(ძ.თ) = L X? = (/(9)./(9)). თეორემა დამტკიცდა. 
15! 

თეორემა 199 ორთოგონალური ოპერატორის მატრიცი ორთონორმირებულ 
ბაზისში ორთოგონალურია და პირიქით, თუ ოპერატორის მატრიცი 

ორთონორმირებულ ბაზისში ორთოგონალურია, მაშინ ოპერატორიც 

ორთოგონალურია. 
დამტკიცება: რადგანაც ორთოგონალურ ოპერატორს ორთონორმირებული ბაზისი 

ორთონორმირებულ ბაზისში გადაჰყავს, ამიტომ ასეთი ოპერატორის მატრიცი 

ერთი ორთონორმირებული ბაზისიდან მეორე ორთონორმირებულ ბა'ხისზე 

გადასვლის მატრიცია, (30) თეორემიდან კი ვიცით, რომ ასეთი მატრიცი 

ორთოგონალურია. 

ახლა ვთქვათ, / :#” -> ჩM” ოპერატორის მატრიცი 4, =(ი,) ორთოგონალურია 

ორთონორმირებულ ბაზსისში, რაიმე ძ= 2,X,, ეექტორისათვის 
0). 

რაიმე 0,,6.,..,6 

#(2)= 2,X/#(4). მეორე მხრიე, ადგილი აქეს მატრიცულ ტოლობას: 
I"-1 

(CM... #,) =(X,X,,---X,)4/ = (0,,X, + ძა,X; +...+ მ X,,რთ:X, + 0::Xუ +...%+ რმა 

„0,,X, + ე„X; +...+ თ,,X,-) , 

სადაც »,»#,--,», წარმოადგენს /(თ) ვექტორის კოორდინატებს ძ,,0,,...,6, 

ბაზისში, ხოლო X,,X,,.აX,» 9 ეექტორის კოორდინატებს იმაეე ბაზსისში. 

რადგან ორთოგონალური მატრიეის ტრანსპონირებული მატრიციც 

ორთოგონალურია, ამიტომ 

(-.ი)= 2,»; =(/(4)./(4)) = 2,X; · 
+. +“! 

მაშასადამე ოპერატორი ინახავს სკალარულ კვადრატს. თეორემა დამტკიცებულია.
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სავარჯი შოები: 
1. სამგანხომილებიანი წრფივი სიერცის სივრცის ბაზისიდან, რომლის 

ქექტორებია: ი, (3,0.0),6,(0,2,0),6, (0.0,1), გადადით ახალ ბაზისზე 

231 

340) გადასელის მატრიცის გამოყენებით. 

113 

13: 

2. იპოეეთ | 4 2 0 | მატრიცის მახასიათებელი მრავალწევრი. 

123 

21 

3. იპოვეთ 13 მატრიცის მახასიათებელი ფესვები. 

4 იპოვეთ / :V. –+V7. წრფივი ოპერატორის საკუთრივი რიცხვები, თუ მისი 

61 

მატრ · ატრიცია 43 

4 დაიყვანეთკანონიკურ სახეზე შემდეგი კვადრატული ფორმები: 

#(X) = X,X: +3X; + X,X,, 

#C20=2»,,+X; +X1, 

#(X) =4X” +X,X.. 

5. იპოვეთ ი(3,2,2),ხ(5,2,0) ეექტორებს შორის კუთხე. 

6. იპოვეთ თ ეექტორის მესამე კოორდინატი, თუ თ(3,2,»),ხ(5,2,0) ეექტორებს 

შორის კუთხეა 30 გრადუსი. 

7. იპოვეთ იპოვეთ თ ვექტორის მესამე კოორდინატი და ხ ვექტორის პირველი 
კოორდინატი თუ ძC01,2,X),ხ(7,2,0) ვექტორებს შორის კუთხეა 45 გრადუსია და ამ 

ვექტორთა ჯამის სიგრძეა 5. 

8. იპოვეთი ვექტორის მეორე კოორდინატი და ხ ვექტორის ჰირველი 
კოორდინატი ძ0,X,5),ხ(V/,2,0), თუ ამ ეექტორთა სიგრძეების ჯამია 10. სევალარული 

ნამრავლი კი 16. 
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თავი IV 

რიცხვთა თეორიის ელემენტები 

§20. დალაგებული ალგებრული სტრუქტურები 
(40<–) ალგებრულ სტრუქტურას უწოდებენ დალაგებულ ნახევარჯგუფს, თუ: 

I (C4,+) ნახევარჯგუფია. 

2. (4,<) მკაცრი ან არამკაცრი ნაწილობრივი დალაგების მიმართებაა. 

3. « მიმართება მონოტონურია + ალგებრული ოპერაციის მიმართ, ანუ 

ყოველი ძ,ხ,CC 4 ელემენტისათვის, თუ ძ «6, მაშინ ი+C+ხ+C დაC+ძ0<+C6+ხ. 

დალაგებულ C4,+,<) ნახევარჯგუფს უწოდებენ დალაგებულ ჯგუფს, თუ (4.+) 
ჯაბუფია. 
თუ +« მიმართება წრფივი დალაგების მიმართებაა, მაშინ საქმე გეაქეს 
არამკაცრად და წრფივად ან მკაცრად და წრფივად დალაგებულ (4,+,+) 

ნახევარჯგუფთან ან ჯგუფთან. 

მაგალითი M ნატურალურ რივხვთა სიმრავლე შეკრების ოპერაციითა და 

არამკაცრი დალაგების –«C MX V მიმართებით, რომელიც განისაზღვრება ასე: 

(თ,ხ)C«, როდესაც ხ=ძ+X რომელიმე XC M რიცხეისათვის, ან ძ=ხ. 

მაგალითი: »V ნატურალურ რივხვთა სიმრავლე შეკრების ოჰერაციითა და 

მკაცრი დალაგების +«C MX M მიმართებით, რომელიც განისაზღერება ასე: 

(0,ხ)C«+, როდესაც ხ=ძ+X რომელიმე X6 ” რიცხვისათეის. 

თეორემა 20.1. ყოველი არამკაცრად და წრფივად დალაგებული ნახევარჯგუფი 
შეკეეცით შეიძლება მკაცრად და წრფივად დავალაგოთ. 
დამტკიცება: თუ ნახევარჯგუფი არამკაცრად წრფივად დალაგებულია, მაშინ 
ადგილი აქვს შემდეგ პირობებს: (4,+) ნახეეარჯგუფია; (0ი,ი)6C«; თუ 

(ი,ხ)C«,(ხ,ძ)C+«, მაშინ ძ=ხ და (თი.ხ)C«,(ხ.C)C«, მაშინ(ძ.C)C+; ყოველი თ.ჩხ.06C 4 

ელემენტისათვის, თუ 0 «ხ, მაშინ ი+0C<ხ+0C დაC+ძ<+«0+ხ. 
თუ «CMXM სიმრაელიდან ამოვიღებთ ყველა (თი,ი) სახის წყვილებს, მაშინ 

«C VX V გადაიქცევა მკაცრად და წრფივად დალაგების მიმართებად, მაგრამ, 
რადგან« მონოტონურია შეკრების ოპერაციის მიმართ, ამიტომ რომელიმე ორი 
ძ.ხC 4,0 > ხხ ელემენტისათეის, რომელთათვისაც (ძ,ხ)C+ ან (ხ.ძი)C« ნენისმიერი 
0C 4 ელემენტისათვის (ი+C,ხ+0C)6«,(C+ძ,C+ხ) ან(ხ+0,0+0)C«,(C+ხ,C+0)C“. 

შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ ძ+C=ხ+C ან C+ძ=0+ჩ. ეს კი დაარღვეედა 
მონოტონურობის პირობის შესრულებას, მაგრამ ეს არ მოხდება 
ნახევარჯგუფში შეკვეცით, თუ ძ+0=ხ+C ან C+ძ=0C+ხ, მაშინ ძ=ხ, რაც 
ეწინააღმდეგება ჩვენს დაშვებას: ძ#%ხ. 

თეორემა 202. თუ (#1+,“) დალაგებული ნახევარჯგუფია, მაშინ 

ძი,ხ,თ”,ხ'C 4 ელემენტებისათვის, თუ თ «ხ,ი <ხ, მაშინ თ+თძ <ხ+ჩ'. 

დამტკიცება: დალაგების მონოტონურობის თეისების გამო, თ+თ <ხ+თძ «ხ+ხ', 
რაც ამტკიცებს თეორემას. 
ამ თეორემიდან და მკაცრი და წრფივი დალაგების მიმართების 

განსასღვრებიდან გამომდინარეობს: 
თეორემა 203 თუ (4.+,<) დალაგებული ნახევარჯგუფია, მაშინ 

„,ხC 4 ელემენტებისათვის, თუ თ «ხ, მაშინ #თ «იხ. კერძოდ, თუ (C4,+,<) 

მკაცრად და წრფივად დალაგებული ნახეეარჯგუფია, მაშინ ძ,ხ6C 4 

ელემენტებისათვის, თუ ძ «ჩხ, მაშინ Mთ<«»ხ და პირიქით, თუ M0 < #Mჩ, მა'შინ 

ძი +ხ.
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თეორემა 204. თუ (C4+.-) მკაცრად და წრფივად დალაგებული 
ნახევარჯგუფია, მაშინ ი,ჩ,CიC # ელემენტებისათვის ერთმანეთის 
ეკვივალენტურია ტოლობები. ძ=ხ, ი+0=ხ+C, C+4=06+ხ და 
უტოლობებები: ძი «ხ, ძ+0 <+ხ+C, C+0 «0+ხ. 

დამტკიცება: პირველი ტოლობიდან მეორე და მესამე ტოლობის 
გამომდინარეობა ცხადია. მეორე ტოლობიდან პირველი გამომდინარეობს იმის 
გამო, რომ, თუ 0#ხ, მაშინ ი«ხ ან ხ«ძ და მონოტონურობის თვისების გამო 
გვექნება: ი+C<+ხ+C09+0 <+0+ხ ან ხ+0<+0ძ+0,0+ხ «0+ძ, რაც ეწინააღმდეგება 

0+0C=ხ+C, C+ძ=0+ხ ტოლობებს. მაშასადამე, ძ=ხ. 
ასევე, პირველი უტოლობიდან მონოტონურობის თვისების გამო გამომდინარეობს 

მეორე და მესამე უტოლობები. 
ვთქვათ, ადგილი აქვს ი+C<+ხ+C უტოლობას და ძ =ხ ან ხ«ძ.თუ ძ=ხ, 

მაშინ ი+C=ხ+C, მაგრამ ძ+0 <ხ+0. თუ ხ «თ, მაშინ მონოტონურობის თვისების 
გამო ნ+C+ძ+0, ამ უტოლობის და ი+0+<ხ+0C უტოლობის ერთდროულად 
შესრულების გამო ძ+2C=ხ+0. აქედან გამომდინარე ძ =ხ, მაგრამ ხ «თ. 
ამგვარად, ორიეე შემთხეევაში მივიღეთ წინააღმდეგობა. მაშასადამე ძ «ხ. 
თეორემა დამტკიცდა. 
დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ მკაცრად და წრფივად 
დალაგებული ნახეეარჯგუფი წარმოადგენს ნახევარჯგუფს შეკვეცით. 
თეორემა 204. თუ (#+,.) მკაცრად და წრფივად დალაგებული 

ნახევარჯგუფია, მაშინ ი,ხ6 4 ელემენტებისათეის ერთმანეთის ეკეივალენტურია 

ტოლობები ძ+ხ=ხ, ი+ძ=0, ხ+ძ=ხ და 
უტოლობებები: ა)ძ+ხ «ხ, ძ+0<0ძ, ხ+ძ“+ხ;, ბ) ხ<ძ+ჩ, ძ«ძ+თ, ხ<ხ+თ. 
დამტკიცება: ეთქვათ, ძი+ხ =ხ, მაშინ ი+(თ+ხ)=ძთ+ხ, აქედან შეგვიძლია 
დავწეროთ: (2+ძი)+ხ =ძ+ხ. რადგან მკაცრად და წრფივად დალაგებულ 
ნახევარჯგუფში შეკვეცა შესაძლებელია, ამიტომ ძ+ძ=ძ. ვთქვათ, ახლა, 
ძ+ძ=ძ, მაშინ (თ+8ი)+ხ=ძ+ხ, აქედან თ+(ი+ხ)=ძ0+ხ. შეკეეცის შედეგად 
მივიღებთ: ი+ხ =ხ; ასეეე ხ+(9+ი)=ხ+ძ=(ხ+0ი)+9 და შეკვეცით ვღებულობთ: 
ხ+ძი=ხ. 

თუ გეაქეს ძ+ხ «ხ, მაშინ ი+(2+ხ) « ძ+ხ, აქედან შეგეიძლია დავწეროთ: 
(ი+ი)+ხ «ძ+ხ, აქედან კი წინა თეორემის საფუძველზე გამომდინარეობს: 
ი+ძ4+4+ძ. პირიქით, თუ ადგილი აქეს უკანასკნელ უტოლობას, მაშინ 
(თ+0)+ხ+0ი+ხ, აქედან +(0+ხ) <თ+ხ და წინა თეორემაზე დაყრდნობით 

მივიღებთ ძი+ხ «ხ. ასევე დამტკიცდება ი+0 «ძი, ხ+6«<ხ უტოლობების 
ეკვიეალენტურობა და ბ) ჯგუფში შემავალი უტოლობების ეკვივალენტურობა. 
თეორემა დამტკიცდა. 
განსაზღვრება 20.2. (4,+,«) დალაგებული ნახევარჯგუფის ძ6C # ელემენტს 
უწოდებენ დადებით(უარყოფით) ელემენტს, თუ ი+0#იძი და ი<+ი+ი(ი+ძ+ძ). 

თეორემა 20.6. თუ (4,+,<«) მკაცრად და წრფივად დალაგებული ნახევარჯგუფის 
ძიC 4 ელემენტისათვის ი+20Xძ9, მაშინ ყველა #იC 4,#6C V სახის ელემენტი 

ერთმანეთისაგან განსხვავებულია. 
თუ (4.+,–) მკაცრად და წრფივად დალაგებული ჯგუფია, მაშინ იმავე 

პირობებში ელემენტები M0,–MძთC 4:MC.M ასევე ერთმანეთისგან განსხვავებულია. 
დამტკიცება: ზოგადობის დაურღვევლად შეგეიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 

ძ «<ძ+0, მაშინ მონოტონურობის თეისებიდან გამომდინარეობს: 
ძ«ძ+ი4ი+ითი+ი+ძ+ი+-ძ+04..4Mთ<Cთო+1)ძი“...,
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ნახევარჯგუფის მკაცრი დალაგებულობის გამო კი ცხადია: ”ძ «70, როდესაც 
))) # #I:II,MC MV. 

თეორემის მეორე ნაწილიც ანალოგიურად დამტკიცდება. 
თეორემა 20.7. სასრული ნახევარჯგუფი შეკვეცით, რომლის ელემენტების 

რაოდენობა არანაკლებ ორია, არ შეიძლება არამკაცრად და წრფივად იყოს 

დალაგებული. 
დამტკიცება: დავუშეათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, შესაძლებელია აღნიშნული 
ნახევარჯგუფების არამკაცრად და წრფივად დალაგება. მაშინ 20. თეორემის 
თანახმად შეიძლება ასეთი ნახევარჯგუფების მკაცრად და წრფივად დალაგება. 

აქედან გამომდინარე, 20.6. თეორემის თანახმად, ასეთ ნახევარჯგუფში ყეელა 

Mძ6 4,56 M სახის ელემენტი ერთმანეთისაგან განსხვავებულია. ეს კი ნიშნავს 

იმას, რომ ნახევარჯგუფი ვერ იქნება სასრული. მაშასადამე, ჩეენი დამეება არ 
ყოფილა სწორი, რაც ამტკიცებს თეორემას. 
თეორემა 20.8. თუ (4,+,+«<) წრფივად დალაგებული ჯგუფია, მაშინ ნებისმიერი 

თ,ხ,C,XC 4 ელემენტისათეის, თუ X<ხ<ძ<0C, მაშინ ძ–ხ<0-Xჯ, სადაც < 

მკაცრად დალაგების, ხოლო < არამკაცრი დალაგების მიმართებაა. 

დამტკიცება: როგორც 20.1 თეორემიდან ვიცით, ჯგუფში არამკაცრად და 
წრფივად, მკაცრად და წრფივად დალაგებების მიმართებების არსებობა 
ერთმანეთს განაპირობებენ. აქედან გამომდინარე, შეიძლება ჩაითვალოს, რომ 

ჯგუფში ორივე მიმართება ერთდროულად არსებობს, და თუ ძ#ხ, მაშინ ძ<ხ ან 
ხ<ძთძ. გეაქვს X<ხ, აქედანX+(–ჩხ)<ხ+(-–ხ), –X+(X+(–-ხ)) < –X+(ხ+ (C-ხ)), 

CX+X)+(-ხ)< -X+(ხ+(-ხ)) ანუ –ხ<-X. გვაქვს თძ<«, აქედან 122. თეორემის 

საფუძველზე ძი–-–ხ<0C-X. თეორემა დამტკიცდა. 
თეორკმა 20.9. დალაგებული ნახევარჯგუფის ყოველ სასრულ ქეესიმრაელეს 

გააჩნია მაქსიმალური და მინიმალური ელემენტები. 
დამტკიცება: როგორც ეიცით, დალაგებული 4 სიმრაელის 8 ქევესიმრავლის 
მაქსიმალური ელემენტი ეწოდება 8 ქვესიმრავლის ისეთ თ ელემენტს, რომ ამ 
ელემენტისაგან განსხეავებული ნებისმიერი XC 8 ელემენტისათვის (ძ.X)C+. 

ავიღოთ ნებისმიერი ელემენტი თC #. ძ ან მაქსიმალურია, ან არსებობს ისეთი 
XC 8, X>ი ელემენტი, რომ (ი,X)C+. X ელემენტი ან მაქსიმალურია, ან 

არსებობს ისეთი ელემენტი »7C 8.##»X, რომ (X,»”)C«. / ელემენტი ან 
მაქსიმალურია, ან არსებობს ისეთი ელემენტი 26 8,2# », რომ (V,2)C«. თუ ასე 
გავაგრძელებთ, რომელიღაც ნაბიჯზე შეეხვდებით მაქსიმალურ ელემენტს. 
მართლაც, თუ დავუშვებთ საწინააღმდეგოს, საქმე გეექნება8 ქეესიმრაკლის 
ელემენტთა უსასრულო მიმდეერობასთან: 0ი-«<«X»X+«<#+2<+.. რომელშიც, იმის გამო, 
რომ 8 სასრულია, წეერები უნდა განმეორდნენ. ასეთ შემთხეევაში დალაგების 
ტრან სიტულობის და ანტისიმეტრიულობის თვისებებიდან გამომდინარეობს, რომ 
მიმდებრობა, დაწყებული რომელიღაც წევრიდან, მუდმივი უნდა იყოს. ეს კი 
ნიშნაეს, რომ სწორედ მიმდევრობის აღნიშნული წევრი იქნება მაქსიმალური და 
ეს წეერი მიიღწევა ნაბიჯთა სასრული რაოდენობით. 
ანალოგიურად დამტკიცდება მინიმალური ელემენტის არსებობა. 

თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 20?" დავამტკიცოთ, რომ დალაგებული ნახევარჯგუფი მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ არის წრფიეად დალაგებული, როდესაც მის ნებისმიერ სასრულ 

ქეესიმრაელეს გააჩნია უდიდესი ელემენტი. 

დამტკიცება: დავამტკიცოთ თეორემის პირობის აუცილებლობა, ეთქეათ 

ნახევარჯგუფი წრფივად დალაგებულია. ავიღოთ ნებისმიერი ელემენტი ძC 8. ძ 

უდიდესია ან არსებობს ისეთი XC 8.აXX>ით ელემენტი, რომ (ი,X)C+«. X ელემენტი 

უდიდესია ან არსებობს ისეთი ელემენტი XC 8,)'« X, რომ (X,»)C<«. » ელემენტი
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უდიდესია ან არსებობს ისეთი ელემენტი 2C 8,2 >» 7, რომ (#,2)C«. თუ ასე 

გავაგრძელებთ, რომელიღაც ნაბიჯზე შევხვდებით 8 სიმრავლის უდიდეს 
ელემენტს. მართლაც, თუ დავუშვებთ საწინააღმდეგოს, საქმე გვექნება 8 

ქეესიმრავლის ელემენტთა უსასრულო მიმდევრობასთან: თ <«X<+/#<42+4... 
რომელშიც, იმის გამო, რომ 8 სასრულია, წევრები უნდა განმეორდნენ. ასეთ 
შემთხვევაში დალაგების ტრანსიტულობის და ანტისიმეტრიულობის 
თვისებებიდან გამომდინარეობს, რომ მიმდევრობა, დაწყებული რომელიღაც 
წევრიდან მუდმიეი უნდა იყოს. ეს კი ნიშნავს, რომ სწორედ მიმდევრობის 
აღნიშნული წევრი იქნება უდიდესი და ეს წევრი მიიღწეეა ნაბიჯთა სასრული 
რაოდენობით. 
ახლა დავამტკიცოთ თეორემის პირობის საკმარისობა. ეთქვათ, დალაგებულ 
ნახევარჯგუფში ყოველ სასრულ 8 ქვესიმრავლეს გააჩნია უდიდესი ელემენტი, 
მაშინ ნებისმიერ ორელემენტიან 8 ქეესიმრაელესაც გააჩნია უდიდესი ელემენტი. 
ეს კი ნიშნავს, რომ თუ ძ,ხC #8, მაშინ ძ «ხ ან ხ“«ძ. ამგვარად, ნახევარჯგუფის 

ნებისმიერი ორი ელემენტი შედარებადია რაც ნიშნავს მის წრფივად 
დალაგებულობას. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 20.10. დაამტკიცეთ, რომ კომუტაციურ ნახევარჯგუფში შეკვეცით 
დადებითი ელემენტების ჯამი დადებითია. 
დამტკიცება: გთქეათ, იხ დადებითი ელემენტებია მოცემულ ნახევარჯგუფში, 

მაშინ ი+0#ძი,ხ+ხ#ხ.ი <«ძი+ძ.ხ «ხ+ხ. განვიხილოთ ჯამი ძთ+ს, 20.2. თეორემის 

ძალით, ი+ხ «(ძთძ+ძ)+(ნ+ხ). რადგან ნახევარჯგუფი კომუტაციურია, ამიტომ 

თ+ხ–+(ძთი+ხ)+(02+ხ). დავუშვათ, ი+ხ=(თ+ხ)+(2+ხ). მაშინ ი+ხ=(ძი+ი)+(ხ+ხ) 

და შეკვეკით მივიღებთ:ხ=ძ+(ხ+ხ)=ხ+(თ+ხ), ი=ხ+(ი+ძი)=ძ+(ძ+ხ). მეორე 

მხრიე, ი+ხ+«(ი+ი)+ხ=ძ+(ძ+ხ) და ი+ხ–+ი+(ხ+ხ)=ხ+(0თ+ხ). აქედან წინა 

ტოლობების გათვალისწინებით გვექნება: ძ+ხ «ხ, ი+ხ«+ძ. მონოტონურობის 

თვისების გამო ი+(ძი+ხ)«0ი+ხ და ხ+(ი+ხ)«+ხ+ძ=ძთძ+ხ. მაშასადამე, 

ი+ხ=ძ+(0ი+ხ), ხ+(ით+ხ)=ძ+ხ. აქედან შეკვეცით მიეიღებთ ძი+ძ=ძ, ხ+ხ=ხ, 

მაგრამ თი+9ძ#ძ, ხ+ხ#ხ. მივიღეთ წინააღმდეგობა, მაშასადამე, 
ი+ხ%#(ძ+ხ)+(ძ+ხ), ეს კი ნიშნაეს, რომ თ+ხ დადებითია. თეორემა დამტკიცდა. 
თეორემა 20.1/I დადებით ელემენტზე მეტი ელემენტი მკაცრად და წრფივად 
დალაგებულ ნახეეარჯგუფში დადებითია. 
დამტკიცება: ვთქვათ იძ დადებითი ელემენტია, ანე თ+თ#ძ და თ–+ძ+ძ, 

ამასთან ძ<«ხ რაიმე ხ ელემენტისათვის მოცემულ ნახევარჯგუფში. დაეუშვათ, 
ხ+ხ=ხ, მაშინ ი+(ხ+ხ) «ხ+ხ, (2+ხ)+ხ. რადგან ძი დადებითი ელემენტია, 

ძ+(0+ხ) «(თ+ძ)+ხ, აქედან შეკვეცით მივიღებთ ხ «ხ, რაც შეუძლებელია, 

რადგან ნახევარჯგუფი მკაცრად დალაგებულია, ესე იგი, ხ+ხ#ხ. 
ახლა დავუშვათ, ხ+ხ «ხ, მაშინ ი+(ხ+ხ)+(0+ძ)+ხ,ანუ ი+(ხ+ხნ <4ი+(ძ+ხ), 

მკაცრად და წრფივად დალაგებული ნახევარჯგუფი კეეცადია, ამიტომ ხ+ხ «ძ+ხ 
და აქედან, ასევე შეკვეცით, მივიღებთ: ხ «ძი. მაგრამ ძ «ხ, მაშასადამე, ჩეენი 
დაშვება, რომ ხ+ხ «ხ არ ყოფილა სწორი, რადგან დალაგება წრფივია, ამიტომ 
ხ «ხ+ხ. თეორემა დამტკიცდა. 
თეორკმა 20.#2 დაამტკიცეთ, რომ მკაცრად და წრფივად დალაგებულ 

ნახევარჯგუფში, დადებითი ელემენტების ჯამი დადებითია. 

დამტკიცება: ძ,ხ დადებითი ელემენტებია მოცემულ ნახევარჯგუფში, მაშინ 

ძ+ძ0X#ძ,ხ+ხ%ხ,0ი «<ძ+0,ხ «ხ+ხ. განეიხხილოთ ჯამი თ+ხ. გეაქვს 

ძი+ხ «(ი+ხ)+(თ+ხ). დავუშვათ, თ+ხ=(თ+ხ)+(ძ+ხ), მაშინ წინა უტოლობას 

ადგილი ვერ ექნება, რადგან ნახევარჯგუფი მკაცრად და წრფივად 
დალაგებულია. თეორემა დამტკიცდა.
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თვეორჟმა 420.1. წრფივად დალაგებულ ჯგუფში დადებით ელემენტთა სიმრაგლე 
არაცარიელია. 

დამტკიცება: განვიხილოთ ჯგუფის ნეიტრალური ელემენტი 0და რაიმე ძ 
არანულოვანი ელემენტი ამ ჯგუფიდან. ადგილი ექნება ორი უტოლობიდან: ძ <0, 
0<«+ძ ერთ-ერთს. ცხადია, რომ ძ+0ი#ძ, –ი+(Cი0ი)#-ძ. ვთქეათ, ძ «0, მაშინ 

ი+(-0)<«-ძ და 0<-ძ, აქედან გამომდინარე –ძთ «-ძ+(C-ძ), ეს ნიშნაეს, რომ –ძ 
დადებითი ელემენტი იქნება. თუ 0 «თ, მაშინ ძ «თძ+ძ, ეს კი ნიშნაგს, რომ ძ 
დადებითი ელემენტია. თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 20.M. დაამტკიცეთ, რომ მკაცრად და წრფივად დალაგებულ (C4.+.0.+) 

ჯბგუფში ელემენტი დადებითია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 0 «თ. 
დამტკიცება. თეორემის პირობის აუცილებლობის დამტკიცება. ვთქვათ, ძC 4 
დადებითია, მაშინ თ+ძ%#ძ, და ძ «4ძ+0ძ, 20.5. თეორემაზე დაყრდნობით, 

უკანასკნელი უტოლობიდან გვექნება: 0 <2. 

თეორემის პირობის საკმარისობის დამტკიცება. ეთქეათ, 0 «ძ, მაშინ 
მონოტონურობის თვისების გამოძ «<ძ+ძ, ასევე ი+თ#4ძ. თეორემა დამტკიცდა. 
დალაგებულ (C4,+,+<) ჯგუფში დაადებით ელემენტთა სიმრავლე აღინიშნება ასე: 

4“' 

რგოლის ალგებრულ სტრუქტურას უწოდებენ (4.+-) დალაგებულ რგოლს, თუ 
სრულდება შემდეგი პირობები: 

1 (4+,) დალაგებული ჯგუფია რაიმე « დალაგების მიმართებით. 

2. (4+.+«) დალაგებული ჯგუფში დადებით ელემენტთა #4“ სიმრავლე 
არაცარიელია. 

3. ყეელა ძ,ხC 4 ელემენტისათვის და ყველა 26 4 დადებითი ელემენტისათეის 

თუ ხ+თძ, მაშინ ხC+ძ” დალხ «00. 

4' სიმრავლეს, რომელიც წარმოადგენს დადებით ელემენტთა სიმრავლეს 

(4+%-+4-) დალაგებული ჯგუფში, ასევე დადებით ელემენტთა სიმრავლეს 
უწოდებენ დალაგებულ (424,+-.,<) რგოლში. 
დალაგებულ (4,+,,<) რგოლს უწოდებენ არჟიმედეს რგოლს, თუ ნებისმიერი 

ორი დადებითი თი,ხ6 4',ძი «ხ ელემენტისათვის შეიძლება მოვძებნოთ ისეთი 

ნატურალური რიცხეი #6C V, რომ ი «M–=9+ძ+..+ძ. 

მაგალითი: ნამდვილ რიცხეთა რგოლი მასში არსებული დალაგების 
ტრადიციული მიმართებით, ცხადია, არქიმედეს რგოლია. 
რგოლს (4,+,,<) ეწოდება წრფივად დალაგებული რგოლი, თუ (4.+.“) წრფივად 

დალაგებული ჯგუფია. რგოლს (4.+.,<) ეწოდება მკაცრად ან არამკაცრად 

დალაგებული, თუ (4.+,<) ჯგუფი მკაცრად ან არამკაცრად დალაგებ'ყლია. 

თეორემა 20.14 თუ (4,+,,4) წრფიეად დალაგებული რგოლია, მაშინ ყოველი 

ძC 4 ელემენტისათვის 0 «თ, ან ძ<«0, ან ძ=0. 

დამტკიცება: თეორემის დასამტკიცებლად საჭიროა აღენიშნოთ, რომ « 
აღნიშნაეს მკაცრი დალაგების მიმართებას და იგი წრფივია. 

ასევე ელემენტარულად მტკიცდება შემდეგი თეორემა. 
თეორემა 20.16. დადებით ელემენტთა ჯამი და ნამრავლი წრფივად დალაგებულ 
რგოლში დადებითია. 
თეორვემა 20.I7. წრფივად დალაგებული (4.+.ა«“«) რგოლი მთელობის არეა. 

დამტკიცება: ვთქვათ, თ,ხC 4:0 წ 0,6 > 0, მაშინ შესაძლებელია: 
1. 0+4თ,0 <ხ. 

2. 040.0 <«-–ჩ.
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3. 0 « –ი,0 <ხ. 
4. 0---ძ,0 « –ხ. 

აქედან გამომდინარე: 0 «იხ ან იხ<«0. 
თეორემა დამტკიცდა. 
თეორემა 20.I§#. წრფიეად დალაგებული (4+,,<) რგოლში ნებისმიერი 

არანულოვანი ელემენტის კვადრატი დადებითია. 

დამტკიცება: ვთქვათ, 0 «2, მაშინ 20.14. და 20.16. თეორემებიდან 

გამომდინარეობს, რომ 0 ««თ?. თუ 0«-ძ, მაშინ ი? =(–ძX-ძ) > 0. 

თეორემა 20.,// წრფაიეად დალაგებულ (4–,+,,+) რგოლში არანულოვან 

ელემენტთა კვადრატების ჯამი არ უდრის ნულს. 

დამტკიცება: ვთქვათ, თ,ხC 4:ძ0X#0,ხ#0, მაშინ თ? +ხ? დადებითია, და ამიტომ არ 
უდრის ნულს. 
განსაზღვრება 20.6. წრფიეად დალაგებულ (4,+,,<) რგოლში |ძ|I= IიმX(ი,-–ი1 

ელემენტს ძი კლემენტის აბსოლუტური მნიშვნელობა ეწოდება. 
თეორემა 20-20. წრფივად დალაგებულ (4#,+,«<) რგოლში ამ რგოლის 

ელემენტებისთეის ადაგილი აქვს შემდეგ თანაფარდობებს: 
I. |იI=>0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 0#=0. 

2. |Iი»>- 0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც ძ#90. 

3. |0I=|-ძI. 

· 9“4Iძ| და –ძ-40!). 

5. |თ+ხ|I4ძI+Iთ| 

6. |იხI=0|-|ხI. 
7. |0I+ხ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც –ხ<ძ4«ხ. 

ზ თუ 140+M და /<ხ-+V#, მაშინ |ი-ხI«#-–! 

დამტკიცება: 14 თანაფარდობები პირდაპირ გამომდინარეობს განსაზღერებიდან. 
5. თანაფარდობის დამტკიცება: ადგილი აქვს უტოლობებს: ძი “4 «| და ხ -«4ხI, 

აქედან გამომდინარე: ძ+ხ 40 |+|ხI. ანალოგიურად – 9 «| ძ| და –ხ «ხI, აქედან 

გამომდინარე: –(თ+ხ) «Iი|+|ხ|I. საბოლოოდ: |თ+ხI<Iძ|+|ხ|I. 

6. თანაფარდობის დამტკიცება: | იხ |= IიმX(იხ,–ძხ) = თმX(0,–თ) იიმX(6,–6) =| თII 6 | 

7. თანაფარდობის დამტკიცება: | თ|= თმX(თ,-0) «ხ. თუ |იI|=თ, მაშინ ძ.«ხ, თუ 

IთI= –ძ, მაშინ –ი«ხ –ხ+ძ, საბოლოოდ: –ხ «ძი «ხ. ცხადია პირიქითაც. 

8. თანაფარდობის დამტკიცება. #-ხ <«4#-I,წინააღმდეგ შემთხეევაში #-–ხ>V#-I, 
აქედან გვაქვს –ხ>-!, რაც ნიშნავს, რომ ხ «/, მაგრამ პირობიდან გეაქვს, რომ 
| «ხ, მაშასადამე, ჩვენი დაშეება არ არის სწორი. 0-7<+V#-/, 

ძ-!-(ხ-/)<4«(-I1-(ხ-/), აქედან 2-ხ6<#-ხ4<+#-I. ანალოგიურად #-–ძ4#-/. 

ხ-–1<4M-I, ხ–I-(9-1)+«(-1-(0-/), აქედან ხ–ი<«#-–ძ9«#-I!, ანუ ი-ხ>-C#-7). 

საბოლოოდ გვექნება: |0ი-6ხI«<#-7. თეორემა დამტკიცდა. 
თეორემა 20-2I. (4,(+:) რგოლი მაშინ და მაშინ შეიძლება მკაცრად და წრფივად 

დავალაგოთ, თუ მასში არსებობს ქეესიმრავლე 4', რომელიც აკმაყოფილებს 
პირობებს: 

1. თუ ძC6 4“, მაშინ ი#0 და –ძდ #“; თუ ძ#0, მაშინ 06 4“ ან –ძC 42”. 

2. თუ 0თ,ხC #', მაშინ ძ+ხ6C 4' და ძხ6 #”. 

დამტკიცება. თეორემის პირობის აუცილებლობის დამტკიცება. 
ვთქვათ, (4,+,) რგოლი რგოლი მკაცრად და წრფივად დალაგებულია, მაშინ 

მასში არსებობს დადებით ელემენტთა 4“ ქეესიმრავლე, რომელიც აკმაჟოფილებს 

1. და 2. პირობებს. 

>
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თეორემის პირობის საკმარისობის დამტკიცება. ეთქვათ სრულდება თეორემის 

პირობა, შეეიტანოთ (4.+;) რგოლში დალაგების « მიმართება შემდეგნაირად: 

ხ+ძ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც ძ«–-ხ6 /'. ადვილია იმის ჩვენება, რომ 
ასეთნაირად განსაზღვრული მიმართება ანტირეფლექსურია, ანტისიმეტრიულია, 
ტრანზიტულია; ასევე, ადგილი აქვს მონოტონურობის თვისებას, როგორც 
გამრავლების, ასეეე შეკრების ოპერაციათა მიმართ. #4“ სიმრავლის I. 

თეისებიდან გამომდინარეობს, რომ: თუ ძ–-ხCთ #“, მაშინ ხ–ძC #"; ეს კი ნიშნავს, 

რომ აგებული დალაგების მიმართება წრფივია. თეორემა დამტკიცდა. 
მაგალითი: ვთქვათ, CC») რაციონალურ ფუნქციათა რგოლია. ამ რგოლის 

ელემენტებს აქეთ სახე: 

ძ,“» +0, X +..+ძ,,,ჯ" 
/ /+1 I. ხ,X +ხ,,,X“ +..+ხ,,,X 

§(X)= 

სადაც 

ძ,6C C,1=M,M+1,M+ 2,....#M+ ი;ხ,C 0, | =7,1+ 1,1 + 2,...,/+ძ; 

#,0.I,ძC M;ძ, # 0,ხ, # 0,0თ,,, »# 0,ხ,, # 0. 

4“ იყოს ქვესიმრავლე განხილულ რგოლში, რომელიც შედგება ისეთი «(X) 

ელემენტებისაგან, რომელთათვისაც იძ,,,ხ,., >0. ადეილად შეგვიძლია ეაჩვენოთ, 

რომ 4' აკმაყოფილებს 20.2! თეორემის პირობებს. აქედან გამომდინარე, 0(») 
რაციონალურ ფუნქციათა რგოლში გეაქვს მკაცრი და წრფივი დალაგება, 
მაგრამ ამ დალაგების მიმართ იგი არ არის არქიმედეს რგოლი. მართლაც, 

8(X)=Lს9,(X)=X რაციონალური ფუნქციებისთვის ადგილი აქვს უტოლობას 

§8)(X) « §,(X), მაგრამ ნებისმიერი #6 M ნატურალური რიცხვისათვის 

M§,(X) = 9-1 « §)(X)= ჯX. აქედან გამომდინარეობს, რომ 0C) რგოლი არა 

არქიმედულია. 
დალაგებული რგოლების ანალოგიურად შეიძლება განვიხალოთ დალაგებული 

ველებიც. 
დალაგებულ(/4+.,% (866, <) ალგებრულ სტრუქტურათა ჰომომორფიზმი 

ეწოდება ამ ალგებრულ სტრუქტურათა #:(4+;,<«) -> (8,0.9,<) ჰომომორფიზმს, 
რომელიც ინახავს დალაგებას, ანუ, თუ ი,ხ6C #,ი «ხხ, მაშინ #(0) <#(). 

შესაბამისად იმისა, თუ როგორია #, როგორც ალგებრულ სტრუქტურათა 
ჰომომორფიზმი, გვაქეს: დალაგებულ ალგებრულ სტრუქტურათა მონომორფიზმი, 
ეპიმორფიზმი, იზომორფიზმი. 

§21. ნატურალური და მთელი რიცხეები 
ალგებრული სტრუქტურას ორი ალგებრული ოპერაციით (MV,+,), რომლებიც 

აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობებს: 

M,. M სიმრავლეში არსებობს ელემენტი, რომელიც აღინიშნება | სიმბოლოთი 

და რომელსაც აქვს თვისება: არ არსებობენ ისეთი ელემენტები ძ,ხC V, რომ 

1=ძ+ხ. 
M,. ყოველი ი6 M ელემენტისათვის არსებობს ისეთი ელემენტი 96 M, რომ 

0=რძ0+1. 

M,.. თუ ძ,ხ6C MV ელემენტებისათვის ძი+1=ხ+1I, მაშინ ძ«=ხ. 

M,. ყოეელი ორი ი#,ხ6 M»წ ელემენტისათვის ადგილი აქეს ტოლობას: 
ძი+(ხ+1)=(0+#)+1(სუსტი ასოციაციურობის აქსიომა).
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M,. ყოველი ძC V ელემენტისათვის ძ-1=0. 

M§. ყოველი ორი ძი,ხC M ელემენტისათვის ადგილი აქეს ტოლობას: 
MV,. ძი-(ხ+1)=ძ-.ხ+ძ(სუსტი დისტრიბუციულობის აქსიომა). 

თუ M CV ისეთი ქვესიმრავლეა, რომ: 
ა) 1C M; 

ბ) ყოველ ძ6 M ელემენტთან ერთად ელემენტი ი+1C V, 

მაშინ M = M(ინდუქციის აქსიომა); 
ნატურალურ რიცხვთა სისტემა წოდება. 
ყოველ ძC MV ელემენტს ნატურალური რიცხვი ეწოდება. 16 MV ელემენტს კი 

ეწოდება რიცხეი გრთი. 

ნატურალურ რიცხვთა სისტემა აღინიშნება ასე: (V,+,,) 

თეორემა 2L# ყოველი თი,ხ,იC M ნატურალური რიცხვვებისათვის 
ი+(ხ+0C)=(ძთძ+ხ)+ი. 

დამტკიცება: განვიხილოთ სიმრავლე: 

M,,=(C06 MI(თ+ხ)+C=ძ+(ხ+ო. 

M,პირობის ძალით, 16C M,ც. 

ვთქვათ, 06 M,,. ეაჩვენოთ, რომ C+1C M,,. მართლაც, M,პირობის ძალით: 

(თ+ხ)+(C+1))=((0+ხ)+C)+1=(ი+(ხ+C))+1=იძ+(-ნ+C)+I))=ძი+(ხ+(0+1)). 
ეს ტოლობა კი ნიშნაეს იმას, რომ C+1C M,ც. 

M, პირობის ძალით, M,, = M. მაშასადამე, ყოველი ი,ხ-CV ნატურალური 

რიცხეისათვის 0+(ხ+2)=(0+ხ)+C. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 212. ყოველი იC M ნატურალური რიცხეისათვის ადგილი აქვს 
ტოლობას 1+ძ=ძ+1 
დამტკიცება: განვიხილოთ სიმრაელე M =(0ი6 MIთ+1=1+ძ). ცხადია, 1C #, 
მართლაც, 1+1=1+1, ვთქეათ, ძC M. ვაჩვენოთ, რომ თ+1C M. მართლაც, რადგან 
ძC M, ამიტომ («+1)+1=(0+ი)+1=1+(ძი+I). ეს კი ნიშნაეს, რომ ძ#+16 M. VI, 

პირობის ძალით M =M. მაშასადამე, ყოველი ძC6C ”წ ნატურალური რიცხვისათვის 
0+1=1+ძ. თეორემა დამტკიცდა 

თეორემა 213. ყოველი ი,ხC M ნატურალური რიცხეებისათეის ადგილი აქეს 

ტოლობას ი+ხ=ხ+ძ. 

დამტკიცება: განვიხილოთ სიმრავლე M, =(ხC MI თ+ხ=ხ+ძ). წინა თეორემიდან 

გამომდინარეობს, რომ 1C M,. ვთქეათ, ჩC M,. ვაჩვენოთ, რომ ხ+1C M,. 

მართლაც, ძ+(ხ+1)=(0+ხ)+1=1+(ხ+თ)=(1+ხ)+თ. ეს კი ნიშნაეს, რომ ხ+1C #. 

M, პირობის ძალით, M = M. მაშასადამე, ყოველი ი,ხ6MV ნატურალური 

რიცხვისათეის თი+ხ=ხ+ძ. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 214. თუ ძ,ხ,-ლC M ნატურალური რიცხეებისათეის ადგილი აქვს 

ტოლობას ი+20=ხ+0C, მაშინ ძ=ხ. 
დამტკიცება: განეიხილოთ სიმრაელე M,,ჯ =(C6 MIთუ იძ+0=ხ+0, მაშინძ =ხ). 

მე-3 თვისებიდან გამომდინარეობს, რომ 1C V. ეაჩვენოთ, რომ თუ თC M,,, მაშინ 

C+1C M,,ც. მართლაც, ძ+(C+1I)=(0+0)+1,ხ+(2+1)=(ჩ+0)+1, აქედან კი 

გამომდინარეობს, რომ ძ+2=ჩხ+C და ძ=ხ. ეს კი ნიშნაეს, რომ C+16 #M/,,.



83 

M, პირობის ძალით, M#,, = V. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 21-49. ყოველი თძ,ხ,CლC M ნატურალური რიცხვებისათვის ადგილი აქვს 

ტოლობას: (თ+ხ)0= ძC+ხი”. 

დამტკიცება: განვიხილოთ სიმრავლე #M,, = (CC M |(თ+ხ)0 = ძC+ხC). მე-5 

თვისებიდან გამომდინარეობს,რომ 1C #M,,. ეთქვათ, CC #M,,. ვაჩვენოთ, რომ 

C+1C M,,. მართლაც, M,ც თვისებიდან გამომდინარე, 

(თ+ხXC+1)=(თ+ხ)-+(თ+ხ)=ი2-ლ+ხCი+0ძი+ხ=(თCლ+ი)+(ხC+ხ)=ი(C+1)+ხ(-+I). 

ეს კი ნიშნავს, რომ C+1C M,, და M,, =V. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 2L6. ყოველი ძ6 M ნატურალური რიცხეისათვის ადგილი აქეს 
ტოლობას 1-ძ=20თ. 
დამტკიცება: განეიხილოთ სიმრავლე M =(ი6 MI)1-ძ=20;. ცხადია, 1C M. 

ვთქვათ, ნატურალური რიცხვი ძ6C M. ვაჩვენოთ, რომ ძ«+1C M, მართლაც, 
1.(2+1))=1.0ი+1·1=ძ-1+1-1=(ძი+1)·1=4ძ+1. აქედან გამომდინარე #/ =V. 

მაშასადამე ყოველიძიC6 V ნატურალური რიცხვისათვის I:.2=ძ. თეორემა 

დამტკიცდა. 

თეორემა 217. ყოველი «ი,ხC M ნატურალური რიცხვებისათვის ადგილი აქვს 

ტოლობას თძხ=ხთძ. 

დამტკიცება: განვიხილოთ სიმრავლე M, =(ხ6 M|ძხ=ხი). წინა თეორემიდან 

გამომდინარეობს 1C M,. ეთქეათ, ნატურალური რიცხვი ძ6C MV,. ვაჩვენოთ, რომ 

ძ+1C M,. მართლაც, M, თვისებიდან და 21.5 თეორემიდან გვექნება: 

ი(ხ+1))=თიხ+ძ=ხი+ძ=(ხ+სძ. 

მაშასადამე, M, = M, რაც ამტკიცებს თეორემას. 

თეორემა 2/.8#. ყოველი თი,ხ,06C M ნატურალური რიცხვებისათვის ადგილი აქეს 

ტოლობას თ(ხ+0C)=ძ0C+ხი. 

დამტკიცება: განვიხილოთ სიმრაელე M,, =(06 MIით(ხ+0C)=ძთხ+თძC). M, 

პირობიდან გამომდინარეობს, რომ 16 M,,ც. ვთქვათ, CC M,,. ვაჩვენოთ, რომ 

C+16C M,,ც. მართლაც, M,- თვისებიდან გამომდინარე, 

იძ(ხ+(C+1))=ი(ხ+იC)+1))=ი(ხ+ი)+ძ=თხ+იC”-+ძ=0იხ+თ(-+I)). 

მაშასადამე, M, = M, რაც ამტკიცებს თეორემას. 

თეორემა 219 ყოველი ი,ხ,0C M ნატურალური რიცხვებისათვის ადგილი აქვს 

ტოლობას თძ-(ნ.C) =(ი-ხ)-0. 

დამტკიცება: განვიხილოთ სიმრავლე MV.,, =(C6 MIი:(ხ·0)=(თ.-ხ)·.C). 

ცხადია, 1C M,,. ეთქვათ CC M,,. ეაჩვენოთ, რომ C+16C M,,. მართლაც, 

ი.(ხ:(=+1))= ძ·(ხ:C+ხ)=ძ·Cხ·:C)+ძი.ხ=(ი-ხ):C+ძ.ხ=(ძ-.ხX0+1)). ეს კი ნიშნავს, 

რომ C+1C M,,. მაშასადამე, M, = V, რაც ამტკიცებს თეორემას. 

ყოველივე ზემოთ ნათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ ალგებრული სტრუქტურა 
(M,+,) წარმოადგენს კომუტაციურ ნახევარჯგუფს როგორც შეკრების ოპერაციის 

მიმართ, ისე გამრავლების ოპერაციის მიმართ. 
თეორკმა 21.10. ყოველი ძ6C M,ძთი%I ნატურალური რიცხვისათეის არსებობს 

ისეთი #6 M ნატურალური რიცხვი, რომ ძ=1+#. 
დამტკიცება: ვთქვათ, M”' =(1), M” =(ძთC MIთ=1+»,ო6 M). 

დავამტკიცოთ, რომ M” LM” =MV, ცხადია, 1C MC M”. ვთქეათ, იC M CM”. 
ვაჩვენოთ, რომ თ+16 M' სIM”. მართლაც, ძ+1=1+0ძ6 M ს M”.
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მაშასდამე, M” LI M” = V, რაც ამტკიცებს თეორემას. 
თეორემა 2#I,. ყოველი თიძ.ხ6 MV ნატურალური რიცხეებისათვის ი#ძ+ხ 

დამტკიცება: ეთქვათ, M, =(ი6 MIთ#იძ+ხ). M, პირობიდან გამომდინარე, 1C M,კ. 

თუ იCM,ც, მაშინ ი+1C<M,. მართლაც, თუ 9+1=(ძ+1)+ხ, მაშინ ი+1=(49+ხ)+1, 
ამ ტოლობიდან და M, პირობიდან გამომდინარეობს: ი =0+ხ, ესე იგი, ძC M,ს. 

მივიღეთ წინააღმდეგობა, მშასადამე, ი+1CM, და M, = V. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 2LI2. ყოველი ი,ხC M ნატურალური რიცხვისათვის ადგილი აქვს 
ერთერთს შემდეგი პირობებიდან: 

1. ძ=ხ. 

2. არსებობს ისეთი #6 M ნატურალური რიცხვი, რომ ხ=თ+Vი. 

3. არსებობს ისეთი #6 M ნატურალური რიცხეი, რომ ძი=ხ+#. 
დამტკიცება: წინა თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ არც ერთი ორი პირობა არ 

არის თავსებადი. 

დავაფიქსიროთ რაიმე თი6 M ნატურალური რიცხეი და M.,Mი,M7 

სიმბოლოებით აღენიშნოთ სიმრავლეები: 

M, =1ხ|ძი=ხ); 
M; =|(ხ|ხ=ძ+»M,M6 M); 

M;=('ხ|ი=ხ+იMიXCM). 

ეთქვათ, M#M, = MI IM1LM7. 16 M,, რადგან 1C M, თუ ძ=1 ან 16 M7; I3.10. 

თეორემიდან გამომდინარე, როდესაც ძ##1I. 
ვთქვათ, ხ6 M,. ვაჩვენოთ, რომ ხ+1C M,. მართლაც, თუ ჩხ6C M(;, მაშინ 

ძ=ხ, აქედან გვექნება: ხ+1=ძ0+1, ეს კი ნიშნავს, რომ ხ+1C MI. თუ ხC M9, 

მაშინ ხ=ძ+V#, აქედან გვექნება: ხ+1=9ძ+(M+1), ეს კი ნიშნავს, რომ ხ+16 #5. 

თუ ხ6 M7, მაშინ ძ=ხ+#, რომელიმე #6 MV ნატურალური რიცხვისათვის. 

ხ+1)C M;, თუ #=1, ხ+16 M7, თუ X#1. მაშასადამე, M, = V. თეორემა 

დამტკიცდა. 
განესაზღვროთ მკაცრი დალაგების "<" მიმართება ნატურალურ რიცხეთაM 

სიმრავლეზე. იგი იყოს ქეესიმრაელე "<= ((თ,ხ)6 MX MI)ძ=ხ+#,M6 MI. 

თუ (თ,ხ)C"<", მაშინ ეწერთ ძ<ხ, ან ხ>თ და ეიტყვით ძი ნაკლებია ხ-ზე ან ხ 

მეტია ძ-ზე. 
"<" მიმართების საშუალებით, ნატურალურ რიცხეთა MV სიმრავლეზე 
შეიძლება განისაზღვროს არამკაცრი დალაგების მიმართება "<" შემდეგნაირად: 
(იძ,ხ)C"<" მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც (ხ,ი)დ"<" ანუ თუ ადგილი არ 

ააქვს ხ=თ+M ტოლობას. ასეთ შემთხვევაში შესრულდება 21.12. თეორემის 1. და 
2. პირობებიდან ერთერთი. 
თუ (ი,ხ)C"<", მაშიან ვწერთ ძი5<ხ, ან ხ>ძ და ეიტყვით: ძ ნაკლებია ან ტოლი 

ხ-ზე ან ხ მეტია ან ტოლი თძ-ზე. 
ნატურალური მწკრივის მონაკეეთი ბოლოებით თ და ხ, ყოველი ორი ძ,ხC M 

ნატურალური რიცხვისათვის ეწოდება სიმრავლეს: 
(ი,ხ)= (XC MIთ<X,X5<ხ). 

თუ ძ=1, მაშინ (II,ხ) მონაკეეთს ნატურალური მწკრივის საწყისი მონაკვეთი 

ეწოდება. 

ნატურალური მწკრივის საწყისი მონაკვეთი (Lხ) ასედაც შეიძლება 
აღინიშნოს: Iხ|
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M CV ქვესიმრაელეს ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლეში ეწოდება 
შემოსაზღვრული ქვესიმრავლე, თუ არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხეი 76 V, 
რომ #M CLI,#I. 

თეორემა 2#.I3 (წრფივობის თვისება) ყოველი თ,ხC M,თ#»ხ ნატურალური 

რიცხვებისათვის ადგილი აქვს შემდეგი ძ<ხ,ხ<თ უტოლობებიდან ერთერთს. 
დამტკიცება. თეორემის დამტკიცება გამომდინარეობს მკაცრი დალაგების 
მიმართების განსაზღერებიდან და 21.12. თეორემიდან. 
თეორემა 214 (ანტირეფლექსურობის თვისება) ყოეელი ძ6 M ნატურალური 

რიცხვისათვის (ძ,ი)თ"<". 

დამტკიცება: 13.11. თეორემის თანახმად, არც ერთი ნატურალური ძC M 
რიცხეისთვის არ არსებობს ისეთი MC V ნატურალური რიცხეი, რომ ი=ძ+»ჩ. 
ეს კი ამტკიცებს თეორემას. 
თეორემა 2#I4 (ასიმეტრიულობის თვისება) ყოველი ი,ხC M ნატურალური 

რიცხვებისათვის, თუ (ძ,ხ)C"<" ,მაშინ (ბM,ძ)თდ"<". 

დამტკიცება: 21.12. თეორემიდან ვიცით, რომ ტოლობები ხ=ძ+# და 

ძ=ხ+M შეუთავსებადია, ეს კი ამტკიცებს თეორემას. 

თეორემა 21.15(ტრანზიტულობის თვისება) ყოველი თძ,ხ.C6 M ნატურალური 

რიცხვებისათვის, თუ ძ<ხ და ხ<0, მაშინ ძ<0. 

დამტკიცება: თუ ხ=ძ+# და C=ხ+ი, მაშინ C=ძ+((+»). ეს კი ამტკიცებს 

თეორემას. 

თეორემა 2116 (მონოტონურობა შეკრების მიმართ!) ყოეელი ითძ,ხ,06 M 

ნატურალური რიცხვებისათვის, თუ თ<ხ მაშინ ძ+2<ხ+0. 
დამტკიცება: რადგან ძ<ხ, ამიტომ ხ=ძ+#. ხ+0=0ი+LM+0C=(ძ+0)+#. ეს კი 

ნიშნაეს, რომ ძი+6<ხ+C. თეორემა დამტკიცდა. 
თვორკემა 2117. ყოველი ნატურალური რიცხვი დადებითია. 

დამტკიცება: ეთქეათ, ძ6 M რაიმე ნატურალური რიცხვია, თ<ძ+ძ, რაც 
ამტკიცებს თეორემას. 

თეორემა 21.18 (მონოტონურობა გამრავლების მიმართ) ყოეელი თ,ხ,C6 M 

ნატურალური რიცხვებისათვის, თუ ძ<ჩ, მაშინ ი-·C<ხ-0. 
დამტკიცებათუ ძი <ხ, მაშინ ხ=ძ+V#. ხ:=(თი+#):7C=0-C+06-#. ეს კი ნიშნავს, 

რომ თძ-·C<ხ:·:C. თეორემა დამტკიცდა. 
ასევე ადვილად შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ჩეენს მიერ განსასღერულ 

არამკაცრი დალაგების მიმართებას ნატურალურ რიცხეთა სიმრავლეში აქეს 
შემდეგი თეისებები: 

1 (რეფლექსურობის თეისება) ყოველი ძ6 V ნატურალური რიცხყისათვის ით<ძთ. 

2. (ტრანსიტულობის თვისება) ყოველი თძ,ხ,ითC V ნატურალური 

რიცხვებისათვის, თუ 0<ხ და 65<C, მაშინ ძ<0. 

3. (ანტისიმეტრიულობის თვისება) ყოველი ი,06 MV ნატურალური 

რიცხვებისათვის, თუ ძ<ხ და ხ<თ, მაშინ ძ=ხ,. 

4. (მონოტონურობა შეკრების მიმართ) ყოველი «.,ხ.-6 M ნატურალური 

რიცხეებისათვის, თუ ძ<ხმაშინ ძ+02<ხ+0. 

5 (მონოტონურობა გამრავლების მიმართ) ყოველი ძ,.ხ.CC M ნატურალური 

რიცხვებისათვის, თუ ი<ხ, მაშინ თ·.C<ხ:·0ი. 

ეიტყვით, რომ CC M ნატურალური რიცხვი მოთავსებულია ძC MVდახC M 
ნატურალურ რიცხვებს შორის. თუ ი<C და C<ხ. 

თეორემა 21.19. #,0+1C M რიცხეებს შორის არც ერთი ნატურალური რიცხეი არ 

არის მოთავსებული.
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დამტკიცება: ს,M+1) მონაკვეთი მხოლოდ #,#+) წერტილებისაგან შედგება, 
წინააღმდეგ შემთხვევაში იარსებებს ისეთი ძიC V ნატურალური რიცხვი, რომელიც 
აკმაყოფილებს უტოლობებს: #< ი,<M+1. ეთქვათ, ასეთი რიცხვი არსებობს, 
პირველი უტოლობა ნიშნავს, რომ ი=M+# ან 9ძ=7,; მეორე უტოლობა ნიშნავს, 

რომ M+1=ძ+7/!, ან M+1=ძ, ამიტომ გვექნება #+1=#M+#+#/?, ან M+1=M#+V/,ან 

M+1=»#+VX ან M+1=”ჩ. ამ ტოლობებიდან პირველი და ბოლო შეუძლებელია, 
მეორე და მესამე მაშინაა შესაძლებელი, როდესაც M=1 და #=1. აქედან 
ვღებულობთ: #+1=ძთ+1ან ძ=7+1. აქედან კი ძ=#7,ან ძი=M+1. ეს კი ნიშნავს, 

რომ არ არსებობს ძC M ნატურალური რიცხვი, რომლისთვისაც #<ძდა 80<#7+!). 
თეორემა დამტკიცდა. 

ამ თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ ნატურალური მწკრიეის ყოველი 
მომნაკვეთი სასრული სიმრავლეა და ყოველი #C M ნატურალური რიცხვი 
ტოლია ჯამის 1+1+...+1, სადაც იმდენი შესაკრები, რამდენი ელემენტიცაა 
ნატურალური მწკრივის საწყის (II,/) მონაკვეთში. 1+1+...+1=# ჯამი ასე 

აღენიშნოთ: 1+1++...+1. 
II 

თეორემა 21-20. ყოველ შემოსაზღვრულ 4CV არაცარიელ ქვესიმრავლეს 
ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლეში გააჩნია უდიდესი ელემენტი. 

დამტკიცება: რადგან # შემოსაზღვრულია, ამიტომ არსებობს ისეთი #C M 

რიცხვი, რომ 4Cწ,»+I). III,M+1) მონაკვეთი მხოლოდ ი,/,+) წერტილისაგან 
შედგება, წინააღმდეგ შემთხვევაში იარსებებს ისეთიძC M ნატურალური რიცხვი, 
რომელიც აკმაყოფილებს უტოლობებს: M»<0ი,<M+1). ეთქეათ, ასეთი რიცხვი 

არსებობს, პირველი უტოლობა ნიშნაეს, რომ ძ=M+# ან ძ=V,; მეორე 

უტოლობა ნიშნავს, რომ #X+1=ძ+#/ ან #+1=ძ, ამტიომ გეექნება #+1=#M+#+7 
ან #+1=M+#/7 ან M+1=»+# ან #+1=#. ამ ტოლობრბიდან პირველი და ბოლო 
შეუძლებელია, მეორე და მესამე მაშინაა შესაძლებელი, როდესაც #V=1 და #=1. 
აქედან ვღებულობთ: M+1=ძ+1ან ძ=M+1. აქედან ეი თ=M#Mან ძ=#M+1. ამ 
პირობებში ადგილი ექნება ტოლობას: II,M+11)=II,M)I (MX+11. აქედან 

გამომდინარეობს, რომ #4CIV,») ან #+1C #. თუ »7+1C #4, მაშინ იგი იქნება 

უდიდესი ელემენტი 4 სიმრავლეში. თუ 4Cწ,ჩ), მაშინ #4CI,# –11 ან #6 4, 

თუ #76 4 მაშინ იგი იქნება უდიდესი ელემენტი / სიმრაელეში. ამგვარი 
გადარჩევის გაგრძელებით ვიპოვით უდიდეს ელემენტს 4 სიმრავლეში. თეორემა 

დამტკიცდა. 
თეორქემა 21-21. ყოველ # C M არაცარიელ ქვესიმრავლეს ნატურალურ რიცხვთა 

სიმრავლეში გააჩნია უმცირესი ელემენტი. 
დამტკიცება: თუ ძC 4, მაშინ იგი საძიებელი უმცირესი ელემენტია ან მეტია 
უმცირეს ელემენტზე, თუ ასეთი არსებობს. მეორე შემთხვევისთვის არსებობს 
ისეთი ნატურალურ MC M რიცხვი, რომ M#M>ძ, ერთ-ერთი ასეთი რიცხცვია ძ+1. 
ცხადია, თუ 4 სიმრავლეში უმცირესი რიცხვი არსებობს, მაშინ ეს რიცხეი 
მოთავსებული უნდა იყოს(,ი+1|) მონაკეეთზე. ამ მონაკეეთზე, ცხადია არსებობენ 
4 სიმრავლეში შემავალი რიცხეები. თუ 1C #, მაშინ იგი იქნება საძიებელი 

უმცირესი ელემენტი. თუ 1C 4 და 1+16C #, მაშინ 1+1 იქნება საძიებელი 
უმცირესი ელემენტი. თუ I+1 არაასაძიებელი რიცხვია, მაშინ შევამოწმებთ 

1+1+1 რიცხვს და ასე შემდეგ: რადგან # და M+1 ნატურალურ რიცხეებს 
შორის არ არსებობს მესამე ნატურალური რიცხვი, ამიტომ რომელიღაც #6VM
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რიცხვისათვის 1+1+...+1 იქნება ის პირველი რიცხვი, რომელიც ეკუთვნის 4 

სიმრავლეს, ცხადია, ეს რიცხეი იქნება საძიებელი რიცხვი. თეორემა დამტკიცდა. 
თეორკმა 21-22. და ყოეელი ით,ხC M ნატურალური რიცხვებისათვის ძ<20.-ხ. 

დამტკიცება: M, პირობიდან გამომდინარე, ყოველი ხC V ნატურალური 
რიცხვისათვის 1<ხ. გამრავლების ოპერაციის მიმართ დალაგების 
მონოტონურობის გამო ძ<0ხ. თეორემა დამტკიცდა. 
06 V ნატურალურ რიცხეს ეწოდება ი6C6 M და ხ6 V ნატურებული რიცხეების 

სხვაობა თუ ძ=0+ხ. 

ცხადია, ძC V და ხC V ნატურებული რიცხვების სხვაობა არსებობს, მაშინ და 
მხოლოდ მაშინ, როდესაც ძ«>ხ. 
ძ6 V და ხ6 V ნატურებული რიცხეების სხეაობა აღინიშნება ასე: ი–-ჩ 
06 M ნატურალურ რიცხეს ეწოდება ძიC M და ხC6 M ნატურებული რიცსეების 

განაყოფი თუ ძ=C.ხ. 

ცხადია, თC V და ხ6 V ნატურებული რიცხეების განაყოფი არსებობს, მაშინ 
ძ2>ხ. 

ძC V და ხC V ნატურებული რიცხვების განაყოფი აღინიშნება ასე: ძ:ხ ან. 

ნატურალურ რიცხეებს, რომელიც იყოფა რიცხე 2-ზსე ლუწი რიცხვები ეწოდება, 

ხოლო არალუწ ნატურალურ რიცხეებს კენტი რიცსეები. 
დაუმტკიცებლად მოვიყანოთ შემდეგი ფუნდამენტალური თეორემა: 
თეორემა 21231 ნატურალურ რიცხვთა სისტემა ერთადერთია. 
ეს თეორემა გვეუბნება, რომ ყოველი ორი ალგებრული სტრუქტურა (M,+-) და 

(MV”,დ,=), რომლებიც აკმაყოფილებენ M,,M,,M,,M,.M,,M-,M, პირობებს, 
იზომორფულია, როგორც დალაგებული ალგებრული სტრუქტურები ზემოთ 
განხილული დალაგებებით. 
ალგებრული სტრუქტურას ორი ალგებრული ოპერაციით (2,+;), უწოდებენ 
მთელ რიცხეთა სისტემას, თუ ეს ოპერაციები აკმაყოფძილებენ შემდეგ 
მოთხონებს: 

2,. ყოველი სამი ძ,ხ,CC 7 ელემენტისათვისთ+(ხ+C) =(ძ+ხ)+0. 

2ე. ყოველი ორი თ,ხC 7 ელემენტისათვის ძ+ხ=ხ+0. 

X. არსებობს ისეთი ელემენტი 06 7, რომ ნებისმიერი ძC 2 ელემენტისათვის 

ძ+0=ძ. 

27). ყოველი ძ6 2 ელემენტისათეის არსებობს ისეთი ელემენტი –ძ6C 2, რომ 

თძ+(-–ი)=0. 

27.. ყოეელი სამი ძ,ხ,0C 2 ელემენტისათვის თ-·(ხ-C) =(თ-ხ).0. 

7. ყოველი სამი თ,ხ,0C 2 ელემენტისათვის თძ.-(ხ-C)=(ი-ხ):C. 
2... ყოველი სამი ძ.ხ,0C 2 ელემენტისათვის ძ·(ხ+0)=იხ+ძთ,(ძთ+ხ):·C=ძC+ხი. 

2, არსებობსაVC 2 ქვესიმრავლე, რომელზედაც შეიძლება განისასღეროს 

ნატურალურ რიცხვთა სისტემის ისომორფული ალგებრული სტრუქტურა: (MV,დ.8) 

7,. ყოეელი ორი ძ,ჩC M ელემენტისათვის ძ+ხ=ხ8ფრი. 

70. ყოველი ორი ძ,ხC M ელემენტისათვის თ-ხ=ხ0C09. 

2). (მინიმალურობიბს აქსიომაა 7 სიმრავლის ყოველი #M C 7. ქეესიმრავლე, 

რომელიც აკმაყოფილებს პირობებს: 
ა) MVC_– M,
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ბ) ყოველი ორი ი,ხC M ელემენტისათეის თ+(–-ხ)C M# 
ემთხვევა 2 სიმრავლეს. 
ყოველ ძიძC2 ელემენტს მთელი რიცსეი ეწოდება. 0C 72 რიცხვს კი ეწოდება 
რიცხვი ნული. –ძC 2 მთელ რიცხვს ეწოდება ძC 2 მთელი რიცხეის 
მოპირდაჰირე მთელი რიცხვი. 

ჯამს ძ+(-ხ) ეწოდება ძი6 2 დახ6 2 მთელი რიცხეების სხვაობა. იგი 

აღინიშნება ასე: 0–ხ. 
ცხადია მთელ რიცხეთა სისტემა შეკრების და გამრავლების ოპერაციების 

მიმართ წარმოადგენს რგოლის ალგებრულ სტრუქტურას. 
განსაზღერებიდან ცხადია, რომ ნატურალური რიცხვები მთელ რიცხვებს 

წარმოადგენენ. ცხადია, მთელ რიცხვთა სხვაობა იმ შემთხვევაში, როდესაც ეს 
რიცხვები ნატურალურია, ემთხვევა ნატურალური რიცხვებისათვის ზემოთ 
განსაზღერულ სხვაობას. 

მთელ რიცხვთა სისტემა აღინიშნება ასე: (2,+,0,M,Cდ,6.)). 

თეორემა 2124. ყოველი მთელი რიცხვი წარმოადგენს ნატურალურ რიცხეთა 

სხვაობასნ ანუ ყოველი ძი6 2 რიცხეისათვის არსებობენ ისეთი #,/6 V C 2 

ნატურალური რიცხვები, რომ ძ=#-/, ამასთან ტოლობა #-7=# –”/"' 
ეკვივალენტურია ტოლობის #+/ =1+#” 
დამტკიცება: ვთქვათ, M C 2 ყველა იმ მთელ რიცხეთა სიმრავლეა, რომლებიც 
წარმოადგენენ ნატურალურ რიცხეთა სხეაობებს. მაშინ გვექნება: 

ა) M6 MV ნატურალური რიცხვისათვის # =(M+1)-1, ამიტომ ყოეელი 

ნატურალური რიცხეი #6 #V. 
ბ) ყოველი ი,ხ6 M მთელი რიცხეისათების არსებობენ ისეთი ნატურალური 

რიცხვები #,/I,M,I6 M, რომ 0=»-/),ხ=V#-I. 

აქედან გამომდინარე და იმ ფაქტის გათვალისწინებით, რომ (2,+;) რგოლია, 

გქექნება: ი–<ხ=(–თ)–(–I)=(0+M) –< CV+7). ეს კი ნიშნავს, რომ #–-ხ6 M#. 

27, მინიმალურობის აქსიომის საფუძველზე შეგვიძლია დავწეროთ: MV = 2. 

თეორემის მეორე ნაწილი ცხადია. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 2/-26 მთელ რიცხვთა რგოლი წარმოადგენს კომუტაციურ რგოლს 
ერთეულით. 

დამტკიცება  ვგთქვათ, თ,ხC 2 მთელი რიცხვებია. წინა თეორემის თანახმად, 
ძ=M-–M:ხ=#-7;9M,M,M,IC M. 

ე:ხ=(ი–»!X#-I)= (MX + MI) – (II + »I) = (#1+ III) – (წყო +1ი) = (M# – XV – 2) =ხ·ძ. 

მაშასადამე, ძ·ხ=ხ-ძ, ესე იგი, მთელ რიცხვთა რგოლი კომუტაციურია. 
განვიხილოთ ნატურალური რიცხვი 16C V, იგი მთელი რიცხვიცაა. 

განეიხილოთ ნამრავლი თ-·1, სადაც ძ6 7 ნებისმიერი მთელი რიცხეია. წინა 
თეორემის თანახმად, ძ = # – MI:M,IC M , ამიტომ ძ-1=(M-–#)-1=M#- MI =ძ. რადგან 

მთელ რიცხეთა რგოლი კომუტაციურია, ამიტომ თ-1=1-ძ. 
თეორემა დამტკიცდა. 
თეორემა 2126 მთელ რიცხეთა რგოლი(7,+;) არქიმედეს რგოლია ერთადერთი 

შესაძლებელი მკაცრი და წრფიეი დალაგების მიმართ. 

დამტკიცება: ნატურალურ რიცხვთა MC 2 სიმრავლე აღვნიშნოთ 2” 

სიმბილოთი. მთელ რიცხვთა სიმრავლე შედგება 0C 7 რიცხეისაგან, 
ნატურალური MC M C 2 რიცხეებისაგან და ნატურალურ რიცხვთა პირდაპირე 
რიცხვებისაგან. მართლაც, დავუშეათ ძ ისეთი მთელი რიცხვია, რომ 

ი#0,0#V,;MC M. რადგან თ მთელია, ამიტომ ძი = #-ძ:ი,06 M. განვიხილოთ
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მთელი რიცხვი –ძთ, –ძ=-(2-ი)=49- 7. რადგან ”-–« არ არის ნატურალური, 
ამიტომ ძ«> ი. ასეთ შემთხვეეაში ნატურალურ რიცხეთა სიმრავლეში არსებობს 
სხვაობა #- #. ეს კი ნიშნავს, რომ –ძ« ნატურალური რიცხეია. 

ნატურალურ რიცხეთა VC2 სიმრავლე აღვნიშნოთ 2' სიმბოლოთი. წინა 

მსჯელობიდან გამომდინარეობს, რომ 2” წარმოადგენს (2,+,) რგოლის 

დადებით ნაწილს. აქედან, როგორც წინა ლექციაში, შეგვიძლია ჩაევთეალოთ: 
ძ<ხ თუ ხ–ძ>0. 

დაეუშვათ, 2“. მეორე დადებითი ნაწილია (7,+,) რგოლში. რადგან წრფიეად 

დალაგებულ რგოლში ნებისმიერი ელემენტი დადებითია , ამიტომ 1=1”6 2“, 

ასევე: თუ #6 7“, მაშინ #+1C 7“. ამგვარად 27' = V C 72“. დავუშვათ 

06 2'',ძრ 7“, ასეთ შემთხვევაში: «#0 და –ძ6 7'. აქედან გამომდინარეობს, 

რომ –ძ6 2“, მაგრამ ეს არ შეიძლება, რადგან ძ6 2''. ამგეარად, მივიღეთ 

წინააღმდეტობა, ჩვენი დაშვება არ ყოფილა სწორი. მაშასადამე,7“” C 7, აქედან 

გამომდინარე,2“ = 7“. 

ცხადია აქ განსაზღერული (2,+.) რგოლის დალაგებით განსაზღვრული 

დალაგება (V,ფთღ.2) ალგებრულ სტრუქტურაში ემთხვევა ნატურალურ რიცხვთა 
სისტემაში განსაზღვრულ დალაგებას. 
როგორც დავინახეთ, მთელ რიცხვთა (2,+-.) რგოლში დადებით ემემენტებს 

წარმოადგენენ მხოლოდ ნატურალური რიცხეები ანუ 2' სიმრავლის ელემენტები. 
აქედან გამომდინარე მთელ რიცხვთა რგოლი არქიმედეს რგოლია. 
თეორემა დამტკიცდა. 
თეორემა 21.27 . მთელ რიცხეთა რგოლი მთელობის არეა. 
დამტკიცება: როგორც ადრე ეაჩვენეთ, ყოველ რგოლში 0თ=ძ0 და (–ძიX-ხ)= თხ. 

ეთქვათ, ი,ხC 7,0ძ>X0,ხX0, თუ თ,ხC V, მაშინ იხ#X0. თუ ძ<0,ხ>0, მაშინ 

–ძ.ხC M;იხ =-(-ი)ხ) #0. ანალოგიურად არის საქმე, თუ თ>0,ხ<0. თუ 
94<0,ხ<0, მაშინ –ძ,-ხC M;იხ=(–იX-ხ)# 0. თეორემა დამტკიცდა 

მტკიცდება ფუნდამენტალური თეორემა: 
თეორემა 21.29. მთელ რიცხვთა სისტემა ერთადერთია. 
ეს თეორემა გვეუბნება, რომ ყოველი ორი ალგებრული სტრუქტურა (2.+,;) და 

(2:დ.C), რომლებიც აკმაყოფილებენ 7,.2,23.2|,2კ,2წ,) რეარც-რე:რჯს რ) პირობებს, 
იზსომორფხულია, როგორც დალაგებული ალგებრული სტრუქტურები ზემოთ 

განხილული დალაგებით. 

სავარჯი შოები: დაამტკიცეთ შემდეგი დებულებები: 

I. თუ «თ,ხ.-2C M ნატურალური რიცხვებია და ადგილი აქეს ტოლობას ძ=ხ, 

მაშინ ი+0C=ხ+0. 
2. თუ ი,ხ,-0C V ნატურალური რიცხვებია და ადგილი აქვს ძ<ხ უტოლობას, 

მაშინ 

3. თუ თ,ხ,-06 MV ნატურალური რიცხვებია და ადგილი აქეს ძ=ხ უტოლობას, 

მაშინ თ+C=ხ+0. 

4. თუ თ,ხ,CC MV ნატურალური რიცხეებია და ადგილი აქეს ძ<ხ უტოლობას, 

მაშინ თ-C<ხ-0. ! 

5, (არქიმედეს თეორემა) ყოეელი თ,ხC M ნატურალური რიცხეისათვის არსებობს 

ისეთი ნატურალური რიცხვი CC M, რომ ძ-C>ხ. 

6. დავამტკიცოთ, რომ 2X=I განტოლებას არ აქვს ამონახსნი მთელ რიცხეთა 

სისტემაში.
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7. დავამტკიცოთ, როამ » =2#”, განტოლებას აქეს ერთადერთი ამონახსნი (0,9) 
მთელ რიცხეთა სისტემაში. 

ზ. დავამტკიცოთ, რომ 7 თვლადი სიმრაელეა. 

§22. გაყოფადობა მთელ რიცხვთა რგოლში, 
მარტივი რიცხვები 

ვთქვათ, ი.ხC 2,ხ#0 მთელი რიცხვებია. ვეტყვით, რომ თ რიცხეი იყოფა ხ 

რიცხეზე, თუ არსებობს ისეთი მთელი რიცხეი 0CC 7, რომ ძ=ხი. ძი რიცხვს 

ეწოდება ხ რიცხვის ჯერადი, ხ რიცხგს-თ რიცხვის გამყოფი, C რიცხეს კი-ძ 

რიცხეის ხ რიცხეზე განაყოფი. თუ ხ#+LსჩX#1ძ, მაშინ ხ რიცხეს ეწოდება ძ 
რიცხვის საკუთრივი გამყოფი. 

თეორემა 22.1 მთელ რიცხეთა (7,+,) რგოლში: 
1. ძი რიცხვის #0 რიცხეზე განაყოფი ცალსახად განისაზღვრება ძ და ხ 

რიცხვებით. 
2. თუ ძ რიცხვი იყოფა ხ რიცხვზე, ხ რიცხვი იყოფა C რიცხვზე, მაშინ ძ 
რიცხვი იყოფა C რიცხვზე. 

3. თუძ რიცხეი იყოფა ხ რიცხვსე, ძი#0, მაშინ |თI2|ხ|I. 

დამტკიცება: I. ვთქვათ, გვაქვს ძ რიცხეის ხ რიცხვზე ორი 0C,C”C სხვადასხვა 

განაყოფი, მაშინ ძ=ხი,ძ= ხთ. აქედან ხC-ხთ =0, ანუ ხ(C-–თ)=0. რადგან ხ#0 

და მთელ რიცხეთა რგოლი მთელობის არეა, ამიტომ C =>”. 
2.თეორემის პირობის თანახმად, ძ=ხ§ და ხ=0ძ7 აქედან გამომდინარე, ძ = C(ძ§5). 

ეს კი ნიშნავს, რომ იძ რიცხეი იყოფა C რიცხეზე. 
3. | ი|= იმX(0,–ძ) > 0,| ხ |= ომX(ნ,–ხ) > 0;| თხ =|Iთ||6I, თ=ხCთ აქედან გამომდინარე, 

|94I=|ხIICI2|IხI. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 222 მთელ რიცხეთა (7,+;) რგოლში: 
1 თუ ძი რიცხვი იყოფა 6#0 რიცხეზე, მაშინ ყოველი მთელი C რიცხვისათეის 

ძ=C იყოფა ხ რიცხეზე. 
2. თუ ი+ძ+..5=M#M+!1+..I ტოლობის მარჯენიე და მარცხნიე მდგომ 

შესაკრებებისთვის, ერთის გარდა, ცნობილია, რომ ისინი იყოფიან ხ რიცხეზე, 

მაშინ ეს ერთი შესაკრებიც იყოფა ხ რიცხვზე. 
3. თუ 09#%0 რიცხვი იყოფა ხ#0 რიცხეზე და ხ%#0 რიცხვი იყოფა ძი#90 

რიცხეზე, მაშინ ძ=ხ ან ძ=-ხ 
დამტკიცება: 1. თეორემის პირობის თანახმად: ძ =ხML. აქედან, ნებისმიერი მთელი 

C რიცხვისათეის გეექნება: ძ0= ხMC =ხ(IC). ეს ნიშნავს, რომ ძC იყოფა ხ 
რიცხეზე. 

2. ეთქვათ, არ ეიცით, რომ X რიცხვი იყოფახ რიცხვზე. 0+4ძ+..5 =#+/+..+/ 
ტოლობიდან და თეორემის პირობიდან ეღებულობთ: 
M=I+..+M-0-..-5=ხC+..+ხძ -ხ/ –...– ხე =ხ(C+..+ძ-/ -.- 9), რაც 

ამტკიცებს თეორემის მეორე ნაწილს. 
3, თეორემის პირობის თანახმად, ძ=ხC და ხ=ძ”. მაშინ, წინა თეორემიდან 
გამომდინარე, |9I>|ხ| ღა |ხI>Iი|. მაშასადამე, |ძI=|ხI. ამ ტოლობას კი მაშინ აქვს 

ადგილი, როდესაც ძ=ხ ან ძ=-ხ. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორკემა 22-13. თუ ძ,ხC 2, მაშინ ძ წარმოდგინდება ასე ძ=ხ0+#, სადაც 
CC 7;'6 7,0<”<ხ და ეს წარმოდგენა ერთადერთია. 

დამტკიცება: მთელ რიცხვთა რგოლი არქიმედეს რგოლია, ამიტომ ისეთი M6 M 
ნატურალური რიცხვი, რომ #Mხ>ძ. ეთქეათ ასეთი ნატურალური რიცხვების
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სიმრავლეა (0, რადგან ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლე სრულად 
დალაგებულია, ამიტომ ამ სიმრავლეში არსებობს მინიმალური რიცხვი. ვთქვათ, 

ეს რიცხვია ». Mხ>.ძ, 7-1 ნატურალური რიცხვისთეის კი უკეე (IM -1)ხნ<ძ. 
თხ-(-1)ხ=ხ, რადგან Vხ>.ძ, ამიტომ, თუ ჩაევთელით, რომ 

”/7=0ი-(თ -I)-, 2=#-1, მივიღებთ სასურველ წარმოდგენას: ძ=ხ0+”/. 
ახლა ვაჩვენოთ, რომ ეს წარმოდგენა ერთადერთია. დავუშვათ, საწინააღმდეგო, 

ვთქვათ, არსებობს მეორე წარმოდგენაც: ძ= ხთ +”, მაშინ ხC+/ = ხთ +/ , აქედან: 
ხ(C-C)=I"-#7/. მაშასადამე, I -” იყოფა ხ რიცხვზე, მაგრამ თუ ”-”#0, ეს 

შეუძლებელია, რადგან |” –”I<(ხI, ამიტომ # =”. აქედან და 22.1. თეორემიდან კი 

გამომდინარეობს, რომ 2=”C'. თეორემა დამტკიცდა. 
თ=ხCთ+” წარმოდგენაში C რიცხვს უწოდებენ თ რიცხვის ხ რიცხვზე 

გაყოფით მიღებულ არასრულ განაყოფს. ” რიცხვს ამ გაყოფით მიღებულ ნაშთს, 

ი=ხ0+” წარმოდგენას კი ი რიცხვის ხ რიცხეზე ნაშთით გაყოფას. 
მთელი რიცხეების პრაქტიკული გამოყენებისთვის მნიშვნელოვანია მათი 

ჩაწერის მოხერხებული მეთოდის არესებობა. განეიხილოთ მთელ რიცხვთა 
ჩაწერის ეგრეთ წოდებული პოზიციური მეთოდი, რომელიც მთელი რიცხვების 
ნაშთით გაყოფის ცნებასეა დაფუძნებული. 
ეთქვათ, ძC 7,ხC M,ნ>2 მთელი რიცხვებია, #6 ”M ის არაუარყოფითი მთელი 

რიცხეი, რომლისთეისაც «ძი =ხ"”ი,+/, წარმოდგენაში ადგილი აქეს უტოლობებს 

0<C<ხ-1, /, <ხ”. განეიხილოთ წარმოდგენები: /, =ხ” %, +, ც ჩხ, <ხ"!; 

ს =ხ” თ + ე, 0<Cთე<ხ-1, ე <ხ”?;.,/, =ხC,+წ, 0<C <ხ-1, # <ხ. თუ C- 

ით აღენიშნავთ #„,-ს, მივიღებთ: 

ძ=C0,ხ +0, ცხ" +0 ცხ"? +..+Cხ+Cთ. თუ რიცხეებს 
0<0, <ხ–1;/=0,1.2,...,/ –Iე0<0, <ხ–I შეეუსაბამებთ სიმბოლოებს: 

, =0,, ამ სიმბოლოების საშუალებით ი რიცხვი ცალსახად 

წარმოდგინდება ასეთნაირად: ძ,ი, ,0, ;...0,ძა, რასაც თ რიცხვის პოზიციური 

ჩაწერა ეწოდება. 

ძ, =C,:! =0,1,2,...,M–1:ი, =0, სიმბოლოებს ციფრებს უწოდებენ. ცხადია, ციფრთა 

მნიშვნელობა არაუარყოფითია და ნაკლებია ხ რიცხვზე. ხ რიცხვს კი მთელ 
რიცხვთა პოზიციური ჩაწერის ფუძე ეწოდება. 
მთელ რიცხეთა პოზიციური ჩაწერის ფუძე ნებისმიერი ხC 2,ხ>2 შეიძლება 

იყოს. რაც მეტია პოსიციური ჩაწერის ფუძე, მით მეტი სიმბილოა საჭირო მთელი 
რიცხეის ჩასაწერად. ციფრის ნომერს, ანუ ციფრის ადგილს მთელი რიცხვის 

ძ,მ, ეთ, ე. ემე პოსიციურ ჩაწერაში, თანრიგი ეწოდება. 

თუ ხ=2, მაშინ მთელ რიცხეთა პოზიციურ ჩაწერას ორობითი ეწოდება; თუ 

ხ=3, მაშინ სამობითი; თუ ხ=10, მაშინ ათობითი და ასე შემდეგ. თუ საქმე 

გვაქვს მთელ რიცხვთა ათობით ჩაწერასთან, მაშინ ძა-ს ერთეულების 

გამომსახველი ციფრი, ანუ ერთეულები, ეწოდება ძ,-ს ათეულების გამომსახველი 

ციფრი, ანუ ათეულები ეწოდება და ასე შემდეგ. 

C6 2 მთელ რიცხვს ეწოდება ძ,ხ...-06 2 სასრული რაოდენობის მთელი 

რიცხვების საქრთო გამყოფი, თუ ეს რიცხეიები იყოფა C რიცხვზე. 
ძ.ხ,..2C 72 სასრული რაოდენობის მთელი რიცხვების საერთო გამყოფებიდან 

ისეთს, რომელიც იყოფა სხვა დანარჩენებზე, ამ რიცხვების უდიდესი საერთო 
გამყოფი ეწოდება. 

ძ, =C0,;! = 0,1.2,...,M – 1:0,
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02C 2 იქნება ორი ძი,ხC 72 მთელი რიცხვების საერთო გამყოფი, თუ ორივე ეს 

რიცხვი იყოფა C რიცხვზე. 
ი,ხC 72 მთელი რიცხვების საერთო გამყოფებიდან ისეთი, რომელიც იყოფა სხვა 

დანარჩენებზე, იქნება ამ ორი რიცხვის უდიდესი საერთო გამყოფი. 
თ,ხ,.C-6 2 მთელი რიცხვების უდიდესი საერთო გამყოფი აღინიშნება ასე: 

(ძ,ხ,...,C). 

თ,ხC 7 მთელი რიცხვების უდიდესი საერთო გამყოფი აღინიშნება ასე: (თ,ხ). 

ცხადია, ჭეშმარიტია შემდეგ წინადადადებები: 
1. თუ (ი,ხ)=ძ, მაშინ (ძ,ხ)= –ძ. 

2. თუ ი#0, მაშინ (ძ,0)=თ. 

3. (ი,ხ)=(ხ,ძ). 

4. თუ (თ,ხ)= 42, მაშინ და მხოლოდ მაშინ თუ ხ იყოფა თ-ზე. 

5. (ძ.(ხ.C,....ძ))=(ძ,ჩ,0,...,ძ). 

მოვიყვანოთ ალგორითმი, რომელიც ორი მთელი რიცხვის უდიდესი საერთო 
გამყოფის პოენის საშუალებას იძლევა. 
ეთქვათ, მოცემულია მთელი რიცხეები ძ,ხC 7:ძ>ხ. 223. თეორემის საფუძველზე 

ადგილი ექნება ტოლობებს: 

ძ=ხი, +I!,;:,, <ხ, 

ხ=70.+7;-5 <ჩ, 

ს =50ფ%+ჩ:ჩ <ჩ, 

M 

  

3Cკ +777) <7 

  

რადგან /#C 2,! =1,2,...;,, <,.,, ამიტომ რომელიღაც ტოლობას აუცილებლად 

ექნება I , =M0,,:M,ე =0 სახე. ” რიცხეი ყოფს /.,-ს, „,:-ს, M-კ-ს და ასე 

შემდეგ ჩ-ს, ხ-ს და ძ-ს. მაშასადამე, „, წარმოადგენს ი,ხC 7 მთელი რიცხეების 

საერთო გამყოფს. ვაჩეენოთ, რომ /, =(ი,ხ). ვთქვათ, ძ წარმოადგენს ძ,ხC 2 

მთელი რიცხვების სხვა საერთო გამყოფს, მაშინ #7 ყოფს /,-ს, აქედან 

გამომდინარე, ყოფს #-ს და ასე შემდეგ M-ს. ეს კი ნიშნავს, რომ I; =(0,ხ). 

აქ მოყვანილ ორი მთელი რიცხვის უდიდესი საერთო გამყოფის პოენის 
ალგორითმს ჟეკლიდეს ალგორითმი ეწოდება. 

ცხადია (თ,ხ) = (ხ,ჯ,) = (,,)=...= (CL სM)=#, აქედან გამომდინარე, ი,ხ6 2 მთელი 

რიცხეების საერთო გამყოფები „ უდიდეს საერთო გამყოფის გამყოფებია. 

მაგალითი: ვიპოეოთ (525,231). ეეყლიდეს ალგორითმის საშუალებით გეექნება: 

525=231-2+63, 

231=63:3+42, 
63=42-1+21, 
42 =21-2. 

მაშასადამე, (525,231) = 21. 

თეორემა: 224. ნებისმიერი #>0 დადებითი მთელი რიცხვისათვის და 0ი,ხC 2 

მთელი რიცხეებისთეის ადგილი აქვს ტოლობას (თM,ხ/!) = (თ,ხ). 

დამტკიცება: ცხადია, (9,ხ) = (ხ,,,) = 0,M) =...=(M სVM)=/7 აქედან გამომდინარე, 
0ი,ხ6 7 მთელი რიცხვების საერთო გამყოფები ,, უდიდეს საერთო გამყოფის 
გამყოფებია.
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თუ ევკლიდეს ალგორითმში თითოეულ ტოლობის ორივე მხარეს გავამრაელებთ 

# რიცხეზე, მივიღებთ: (თ/I,ხ/) = (ხ#/,I,/I1) = (I,#I, I-III) = ... = (I, MI, /,M) = /,M. თეორემა 

  

  

დამტკიცდა. 
თეორემა 224. თუ » საერთო გამყოფია თ,ხC 7 მთელი რიცხეებისთვის, მაშინ 

ძ ხ. (თ,.ხ) ძ ხ 
C-,-–-)=----–“. კერძოდ, ––“––.,–––“..უ=1. 
” „ ” კერძოდ – «> თნ), 

დამტკიცება: 

( ხე) #ა=C0ო5 95)=.. (4- 2922C> 
” V ”.. MM ”V/ MM I. » 

« ხ ხ ” ჟ ჩ ჩ) _”" ” , = , = სეგაალ=–“ , = =1 
(5) (2.ხ)” (თი (2,6)” (2) (2.6). (თ) (2). (C7.)) 

თეორემა დამტკიცდა. 
თეორემა 226 (ძ,(ხ.თ....9)) = (თ,ხ.C,...,ძ) 

დამტკიცება: განსაზღვრებიდან გამომდინარე (თ,ხ,თ....ძ) იყოფა იძ,ხ.თ....ძC 7 

რიხხეების თითოეულ საერთო გამყოფზე., ამიტომ («,(ხ.«”,...,ძ)) = (ძ.ხ.C.....ძ). 
თეორემა დამტკიცდა. 

ძთ,ხ.ლ,..76C 2 მთელ რიცხვებს უწოდებენ თანამარტივ(ურთიერთმარტიე) 

რიცხვებს, თუ (თ.ხ,ი,..,ძ)=1. თ.ხ.0,..,ძC 72 მთელ რიცხვებს უწოდებენ წყვილ 

წყვილად თანამარტიეს, თუ (0თ,C) =1,(ძ,ხ) = 1,(ძ,ძ) = I,(ხ,C) =1....,(/,ძ)=1. 

ცხადია, ორ თ,ხC 27 მთელ რიცხვს ეწოდება თანამარტივი, თუ (თ.ხ)=L. 

თეორვმა 22.7. თუ თი,ხC 7 და (ი,ხ)=1, მაშინ ნებისმიერი მთელი 06 2 

რიცხვისათვის (ძ0C,ხ) = (C,ხ). 

დამტკიცება: (ძC,ხC) = (თ,ხ)=C, (იCთ,ხ)ყოფს თძი”-ს და ხC-ს; ამიტომ (ძი,ხ) ყოფს 
C-სა და ხ-ს, ანუ (თ,ხ)-ს. პირიქით, (C,ხ) ყოფს ძიC-ს და ხ-ს, ანუ (ძთ,ხ)-ს. 

აქედან კი გამომდინარეობს, რომ (თთ,ხ) = (C.ხ). 

თეორემა დამტკიცდა. 
თეორემა 22.8. თუ (ი,ნ)=1 და ძC იყოფა ხ-ზე, მაშინ Cიყოფა ხ-ზე. 

დამტკიცება: წინა თეორემიდან გვაქვს: («C,ხ) = (0,ხ). რადგან ძC იყოფა ხ-ზე, 

ამიტომ (იიC,ხ) =ხ =(C,ხ). ეს კი ნიშნავს, რომ C იყოფა ჩ-ზე. 

თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 22.9. თუ თითოეული ძ,.თე,..,ძ, მთელი რიცხეი თანამარტივია 

თითოეულ ხ,,ხ,....,ხ, რიცხვთან, მაშინ ნამრავლი თ,ძე..ი„ თანამარტივია 

ხ,,ხ,ე,..,ხ, ნამრავლთან. 

დამტკიცება: წინა თეორემიდან (0თ,თ,...ძ„.ხ,) =(0,რ....0„,ჩ,)=...= (თ,,ხ,) =1. 

მასასადამე, თ,ძ,..ი,„ თანამარტივია თითოეულ ხ,.ხე,..,ხ, რიცხეთან, 

ასევე, წინა თეორემიდან გამომდინარე: 

(ხ,ხ,..ხ,,თ,ი,...0,) = (ხაკხკ..ნ,,ძ,შე... მ) =...=(ხ,,ძ,მა..ი,„)=1. 

თეორემა დამტკიცდა. 
ყოველ მთელ რიცხვს, რომელიც იყოფა მოცემულ მთელ რიცხვებზე, ამ 

რიცხეების საერთო ჯერადი ეწოდება. 
მთელი რიცხვების საერთო ჯერადებიდან ისეთს, რომელიც დადებითია და ყოფს 

სხეა დანარჩენ საერთო ჯერადებს, უმცირესი საერთო ჯერადი ეწოდება. 

ი,ხ,.0C 2 მთელი რიცხვების უმცირესი საერთო ჯერადი აღინიშნება ასე: 

(ი,ხ,...C0)1. ორი მ#,ხC 7 მთელი რიცხეის უმცირესი საერთო ჯერადი აღინიშნება 

ასე: Iი,ხI.
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ეთქვათ, (0ი,ხ)=4ძ , მაშინ ძ=ძL,ხ=4ძ%. აქედან გამომდინარეობს, რომ (#,#.)=1. 

ეთქვათ, # თი,ხC 7 რიცხვების რაიმე საერთო ჯერადია. #)=0#, 

0 ი «XX MM 

ხ ხ ძი MM 
  

M 
· სადაც + მთელი რიცხეია. აქედან გამომდინარე, თუ 

2 

გავითვალისწინებთ ფაქტს: (M,,M,)=1, მივიღებთ: 6=M/=54/. აქედან კი 

გამომდინარეობს, რომ ი=5,. პირიქით, ყოეელი #, რიცხვისთვის 2, იქნება 

ძ,0ხC 7 რიცხვების საერთო ჯერადი. ამგვარად 6-2, ფორმულა, ! ცვლადი 

სიდიდით, წარმოადგენს ი,ხC 7 მთელი რიცხვების საერთო ჯერადის სოგად 
სახეს, ცხადია ასეთად გამოსახული საერთო ჯერადებიდან უმცირესი იქნება 
ის, რომელიც შეესაბამება 7=1 შემთხვევას. 
მაშასადამე ჩვენ დავამტკიცეთ შემდეგი თეორემა: 
თეორემა 22.10. ი,ხC 7 რიცხვების უმცირესი საერთო ჯერადი გამოისახება 

ფორმულით: (თ,ხ1)= 5”. 

ვთქვათ, ახლა უნდა ეიპოვოთ იძ,,ძ;,...,0,C6 2 რიცხეების უმცირესი საერთო 

ჯერადი: §თ,,ძე,...,ძ, I. 

თეორემა 22.1”. (0,,ძ,....,0,)= ,, სადაც MI, = IM, ,,0,1, 

MI, = IM, ,,0, 1... = (0,,0;I. 

დამტკიცება: ძ,ი, რიცხვების საერთო ჯერადები წარმოადგენენ MI, =L90,,0;I 

უმცირესი საერთო ჯერადის ჯერადეებს, ამიტომ თ,,ძ,,ი,„ რიცხვების საერთო 

ჯერადები წარმოადგენენ სი.) უმცირესი საერთო ჯერადის ჯერადებს და ასე 

შემდეგ ძი,,ძე,..,ძ, რიცხვების საერთო ჯერადები იქნებიან MI, =IMI, ,,0,) 

უმცირესი საერთო ჯერადის ჯერადები. ეს კი ნიშნავს, რომ თ,,თ....,ი, რიცხვების 

უმცირესი საერთო ჯერადი იქნება MI. 

თეორემა დამტკიცდა. 
ცხადია, რომ წყვილწყვილად ურთიერთმარტივი რიცხეების უმცირესი საერთო 
ჯერადი ამ რიცხვების ნამრავლს წარმოადგენს. 
ნატურალურ #»#1I რიცხვს უწოდებენ მარტივს რიცსეს. თუ მის ნატურალური 

გამყოფებს წარმოადგენენ მხოლოდ 1 და /ჯ. 
ნატურალურ რიცხვს უწოდებენ შედგენილს, თუ მისი ნატურალური გამყოფების 

რიცხვი ორზე მეტია. 
ამ განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს, რომ ნატურალური რიცხვი 1 არც 

მარტივია და არც შედგენილი. 
თეორემა 22.I2 ერთზე მეტი ნატურალური ძ რიცხეის უმცირესი ერთისაგან 

განსხვავებული გამყოფი მარტივია. 
შედგენილი ნატურალური თ რიცხვის ერთისაგან განსხვავებული უმცირესი 

გამყოფი არ აღემატება V0ი სიდიდეს 
დამტკიცება: ეთქვათ, იC M,თ>1 და «#1 ძ რიცხვის უმცირესი ერთისგან 

განსხვავებული გამყოფია. თუ 4 შედგენილია, მაშინ მას ექნება გამყოფი ძ,, 

რომელიც დააკმაყოფილებს პირობას: 1<49, <4, მაგრამ ##1 უმცირესი გამყოფია, 

ამიტომ მას ერთისაგან და თავისი თავისაგან განსხვავებული გამყიფი არ ექნება. 

ეს კი ნიშნავს, რომ 4 მარტივია.
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თეორემის პირველი ნაწილი დამტკიცდა. 
ახლა დავამტკიცოთ თეორემის მეორე ნაწილი. 
ეთქვათ, 4 #1 წარმოადგენს « რიცხვის უმცირეს, ერთისგან განსხვავებულ 

გამყოფს, მაშინ თ=4ი, და თეორემის პირობიდან გამომდინარე, თ, 2.4. 

უაკნასკ6ნელი ტოლობიდან და უტოლობიდან გამომდინარეობს ძი, >ძ'ძ, 

უტოლობა, ამ უტოლობიდან კი ი>4? უტოლობა. საბოლოოდ გვექნება: V> >ძ. 
თეორემა საბოლოოდ დამტკიცდა. 
თეორქმა 22.13. მარტივი რიცხვების სიმრავლე უსასრულოა. 
დამტკიცება: ვთქვათ, მარტიე რიცხვთა სიმრავლე სასრულია და იგი შედგება 

ნ, ნ... 0, რიცხეებისაგან განვიხილოთ მთელი რიცხვი: /#,/....წ, +1, 
თუ არ არსებობს ამ რიცხვის მარტიეი გამყოფი, რომელიც განსხვავებულია 
ჩხ... 8, რიცხვებისაგან, მაშინ #,/,...7, +1 რიცხვი უნდა გაიყოს რომელიღაც 

ჩდ/, მარტივ რიცხვზე. ჩვენ 222 თეორემიდან ეიცით, რომ თუ /,/)...0,+1 იყოფა 

?/, რიცხვზე, მაშინ „,/....ი, ნამრავლის ი, რიცხვზე გაყოფადობიდან უნდა 

გამომდინარეობდეს რიცხვ I-ის გაყოფადობა /#/,>1 მარტივ რიცხვზე. რაც 

შეუძლებელია. მაშასადამე, არსებობს /,ჩ,...9, +I რიცხვის /,.#0,..,0, მარტივი 

რიცხვებისაგან განსხეავებული მარტივი გამყოფი და ჩვენი დაშვება, რომ 
არსებობენ მხოლოდ ი,,9,,.., 0, მარტივი რიცხვები, არ ყოფილა სწორი. ეს კი 

ნიშნავს, რომ, თუ დავუშეებთ მარტიე რიცხვთა სიმრავლის სასრულობას, 
ყოველთვის მიეიღებთ წინააღმდეგობას. მაშასადამე მარტიე რიცხვთა სიმრავლე 
უნდა იყოს უსასრულო. თეორემა დამტკიცდა. 
იმ მარტიეი რიცხეების ცხრილის შესადგენად, რომლებიც არ აღემატებიან # 

რიცხეს, გამოიყენება მეთოდი, რომელსაც ჟრასტოფანეს საცერი ეწოდება. 
განვიხილოთ რიცხეები: 

12,...M. (0) 
ამ რიცხვებში პირველი ერთზე მეტი რიცხვი არის 2. იგი იყოფა I-ზე და 2-ზე, 

ამიტომ მარტივია. ამოვიღოთ (1) რიცხვთა მწკრიეიდან 2-ის ჯერადები, გარდა 
თვითონ 2-ისა. 

დარჩენილ რიცხვებში 2-ის შემდეგ პირველი რიცხეია 3.იგი, ცხადია, არ 

იყოფა 2-ზე, ვინაიდან ამ შემთხვევაში იგი ამოღებული იქნებოდა. ამგვარად 3 

იყოფ მხოლოდ 1-ზე და 3-ზე, ამიტომ მარტივია. ამოვიღოთ (1) რიცხეით მწკრიეში 
დარჩენილი რიცხვებიდან 3-ის ჯერადები, გარდა თვითიონ 3-ისა. 

დარჩენილ რიცხვებში 3-ის შემდეგ პირველი რიცხეია 5 იგი, ცხადია, არ იყოფა 

2-ზე და3-ზე, ვინაიდან ამ შემთხვეეაში იგი ამოღებული იქნებოდა. ამგეარად 5 

იყოფ მხოლოდ I1-ზხე და 5-ზე, ამიტომ მარტივია. ამოვიღოთ (I) რიცხვით 

მწკრიეში დარჩენილი რიცხვებიდან 5-ის ჯერადები, გარდა თვითონ 5-ისა. და ასე 
შემდეგ გავაგრძელოთ ეს პროცესი, როდესაც ამგეარად ამოღებული იქნება #-ზე 

ნაკლები ყველა მარტიეი რიცხვების ჯერადი რიცხვები, მაშინ დარჩენილი 

რიცხეები, რომლებიც ნაკლებია ჩ“-ზე, იქნებიან მარტივი. მართლაც, ყველა 

შედგენილი »?-ზე ნაკლები ძ რიცხვი უკვე ამოღებულია, როგორც ჯერადი მისი 

უმცირესი მარტივი გამყოფისა, რომელიც ნაკლებია ან ტოლი Vი < ნ სიდიდეზე. 
ცხადია, როდესაც ეიწყებთ # მარტივი რიცხეების ჯერადი რიცხეების ამოღებას, 

ეს ამოღება უნდა დავიწყოთ „ჯ”-ით. 
M-ზე ნაკლები მარტიეი რიცხეების ცხრილის შედგენა დამთავრებულია, თუ 

ამოღებულია ყველა შედგენილი, +Vი -ზე ნაკლები ან ტოლი მარტიეი რიცხვის 
ჯერადი რიცხვი.
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თეორემა 22.4. ყოველი მთელი ძ რიცხვი თანამარტივია მოცემულ მარტიე » 

რიცხვთან ან იყოფა მასზე. 
დამტკიცება: ეთქვათ, (2,0) =ძ #1, მაშინ ი იყოფა ძ-ზე. ეს კი მაშინ არის 
შესაძლებელი, როდესაც » =ძ 
თეორემა დამტკიცდა. 
თეორემა 22.15. თუ რამოდენიმე თანამამრავლის ნამრავლი იყოფა # მარტივ 
რიცხეზე, მაშინ ამ თანამამრავლებიდან ერთი მაინც იყოფა ამ მარტივ რიცხვზე. 
დამტკიცება: წინა თეორემის საფუძველზე, თითოეული თანამამრავლი 
თანამარტიეია ი” მარტიე რიცხვთან ან იყოფა ამ მარტივ რიცხვზე. თუ ყეელა 
თანამამრაელი თანამარტივია წ რიცხეთან, მაშინ 229 თეორემის ძალით, მათი 
ნამრავლიც თანამარტივი იქნება ამ რიცხვთან. მაგრამ თეორემის პირობით, 
ნამრავლი იყოფა ი რიცხეზე. ესე იგი, ერთ-ერთი თანამამრაელი მაინც იყოფა # 

რიცხეზე. თეორემა დამტკიცდა. 
თეორემა 22.16. ყოველი ერთზე მეტი მთელი რიცხვი წარმოდგინდება მარტივი 
თანამამრავლების ნამრავლის სახით და ეს წარმოდგენა ერთადერთია, თუ 
მხედველობაში არ მივიღებთ თანამამრაელთა'. თანმიმდეერობას. 
დამტკიცება: ეთქეათ, ი>1 მთელი რიცხეია, აღენიშნოთ #,-ით მისი უმცირესი 

მარტივი გამყოფი. ძ= #,ძ,. თუ 94,>1 და ჯ. მისი უმცირესი მარტივი გამყოფია, 

მაშინ ძ, = იეთ. თუ ი. >1 ანალოგიურად მივიღებთ თ. = 7,0), სადაც #ა 

უმცირესი მარტივი გამყოფიათ, >1 რიცხვისა და ასე შემდეგ, სანამ არ მივალთ 

ისეთ ი,-მდე, რომელიც ერთის ტოლი იქნება. ყველა მიღებული ტოლობის 

გადამრავლებით და სათანადო შეკვეცით მივიღებთ: თ = #,წ,...ჩ,. 

ვაჩვენოთ ახლა, რომ მიღებული წარმოდგენა ერთადერთია. ვთქვათ არსებობს 
მეორე წარმოდგენაც: ძ=ძ,0,..#,, მაშინ #2, 0,...ი, = 9,0. მ„. ტოლობის მარცხენა 

მხარე იყოფა ძ, მარტიე რიცხვზე, ამიტომ 22.15 თეორემის ძალით, მარცხენა 

მხარის თანამამრავლებიდან ერთერთი იყოფა ძ, მარტივ რიცხეზე. ზოგადობის 

დაურღვევლად შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ #9, იყოფა ძ4,-ზ%ე. ეს კი მაშინ 

მოხერხდება როდესაც #2, =ძ,. ამ ტოლობიდან გამომდინარე, /ც.../, = 0ე...წ,„ და 

ანალოგიური მსჯელობით მივიღებთ, რომ /ჯ,; =4ე. აქედან გვექნება: /კ.../2, = 9)...» 

და მივიღებთ /ჯ, =ძ, და ასე შემდეგ, სანამ ან მარჯვენა ან მარცხენა მხარეს 

ყველა თანამამრავლი არ შეიკვეცება. მაგრამ ერთ მხარეს თანამამრავლების 
მთლიანი შეკვეცა ვერ მოხერხდება, თუ მეორე მხარესაც თანამამრავლების ასევე 
მთლიანი შეკვეცა არ მოხდა. ეს კი ნიშნავს, რომ თ რიცხვის ორივე 
წარმოდგენაში ერთ და იმავე მარტივი რიცხეების ნამრავლთან გეაქეს საქმე. 
თეორემა დამტკიცდა. 

ძრიცხვის თძ= #2, 72... წარმოდგენაში ერთი და იგივე მარტივი თანამამრაელი 

შეიძლება რამოდენიმეჯრ განმეორდეს. თუ #2, მეორდება თ,- ჯერ, 0; მეორდება 

თ,- ჯერ და ასე შემდეგ: #, მეორდება თ,- ჯერ, მაშინ შეგვიძლეა დაეგწეროთ: 

ძ= ი” ი?'..02-. უკანასკნელ ტოლობას ძ რიცხვის კანონიკური წარმოდგენა 

ქწოდება. 

თეორემა 22.16. გთქვათ, ი = ი) ი?'.. ი, წარმოადგენს ძ რიცხვის კანონიკურ 

წარმოდგენას, მაშინ ძ რიცხეის ნებისმიერ ძ გამყოფს აქვს სახე: ძ= ისირ..ი, 

სადაც 0</, <თ,,9< /; <თე,,..,0< #8, <თ,. 

დამტკიცება: ი=ძყი, აქედან გამომდინარე, ძი რიცხვის ყველა მარტივი გამყოფი
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შედის თ რიცხვის კანონიკურ წარმოდგენაში ხარისხის მაჩვენებლებით, 
რომლებიც არანაკლებია იმ ხარისხის მაჩვენებლებზე, რომლითაც ეს გამყოფები 
შედიან #7 გამყოფის კანონიკურ წარმოდგენაში. ამიტომ 27 გამყოფს აქეს სახე: 

ძ = ი...“ . 
პირიქით ყოველი #7 რიცხვი, რომელსაც აქეს სახე ძ = ი” #X'...0/ , სადაც 
0</, <თ,,0</, <თ,,...,0<#, <თ,, ყოფს თ რიცხვს. 
თეორემა დამტკიცდა. 

სავარჯი შოები: 
1. ვთქვათ, ძ,ხC 7,ხ>0 და 4=(0ი-LხXIXC 7,თ-ხX>0). 

მაშინ: 

ა) 4#6. 

ბ) 4 შეიცავს უმცირეს / ელემენტს. 
ბ) #<ხ. 

2. დაამტკიცეთ, რომ: 

ა) 2” –1 იყოფა 7-ზე მაშინ და მხოლოდ მაშინ როდესაც#=3#+1,#6 V. 

ბ) (ი+1)” –ი”-1) იყოფა თ”+ძ+1I ნებისმიერი თ6 7 რიცხვისათვის, მაშინ და 
მხოლოდ მაშინ, როდესაც #=6#1+1,MC M. 

3. ათობითი პოზიციური ჩაწერით წარმოდგენილი რიცხეი 175 წარმოვადგინოთ 
შვიდობითი პოზიციური ჩაწერით. 
4. ორობითი პოზიციური ჩაწერით წარმოდგენილი რიცხვი 11010100011! 
წარმოვადგინოთ ათობითი პოზიციური ჩაწერით. 

5. სამობითი პოზიციური ჩაწერით წარმოდგენილი რიცხვი 1202100221202 
წარმოვადგინოთ ხუთობითი პოზიციური ჩაწერით. 

6. ევკლიდეს ალგორითმის გამოყენებით ეიპოვოთ: 
ა) (6188,4709), 

ბ) (81719,52001,36649). 
7. ერასტოფანეს საცერის გამოყენებით შეადგინეთ 100-ზე ნაკლებ მარტიე 
რიცხვთა ცხრილი. 

8. იპოვეთ 82798648 ნატურალური რიცხვის კანონიკური წარმოდგენა. 

§23. რიცხვთა თეორიის მნიშვნელოვანი ფუნქციები, 

რიცხვთა შედარებანი 
ასახვას ||:X-–>2 უწოდებენ რიცსეის მთელი ნაწილის ფუნქციას, თუ |I(X) 

წარმოადგენს იმ უდიდეს მთელ რიცხვს, რომელიც არ აღემატება XC # რიცხვს. 

რიცხვი II(X) აღინიშნება ასე: IX). 

მაგალითები: |6)= 6; |6,2)=6, I-4,75|)= -5; |-7)= –7. 

ასახეას (1: -–+2 უწოდებენ რიცხეის წილადი ნაწილს ფუნქციას, თუ იგი 

განისაზღვრება ფორმულით: ()(X) =X-IXI. 

რიცხეი(1(X) აღინიშნება ასე: (XI). 

მაგალითები: (6) =0; (6,2) = 0,2; (–4,75) =0,25. 

თეოთემა 237. 1) LXI+L»I<IX+ »| <IXI+IX»1+1. 2) IX+1|=(2XI-IXI. 3) IXI-X21=9 

ან LX)-2(21=1.
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დამტკიცება: I) IX) < X;()'| < ”. აქედან IX)+I»V) < X+ჰ ”. განსაზღვრის თანახმადნ 

(X+ 7) უდიდესი მთელი რიცხვია, რომელიც არ აღემატება X+X” რიცხეს, ამიტომ 

IX)I+L»I) < (X+ »I- 
განსაზღვრებიდან გამომდინარე, X = L:1+თ.1 > თ > 0; » = L»1I+ /4,1 > / 20, ამიტომ 

IX+ 7)1= IIX1)+ თ +L/I+ /2) = ILIX1I+ L»I)+ (« +/9)) < IX)+I»1I+1. 

2 C+1)=(0)+C+11=(0)+C +2):09-ნ0=I260+თ)1– 60 =(261+2თ1– ნი. 

IIX)+ (თ +2) სიდიდე, თუ თ<1 ტოლია IX) სიდიდის, ხოლო |2IXI+2თ)-IXI 

სიდიდე ასევე ტოლია |X) სიდიდის. 

I9)+C+1)) სიდიდე თუ თ>1 ტოლია IXI+1 სიდიდის, ხოლო |2(XI+ 2თI- (XI 

სიდიდე ასევე ტოლია (XI+1!) სიდიდის. 

3) ნI-22)= VI - 21 -)=სე-261+<5)=ნე-2(C)+#+5), სადაც # =0 ან 
1 

#= 2 

X თუ #=0, მაშინ მერები 
1. თუ # =+, მაშინ ნI-2>1=XI-2(09-1+++5)=60-Cდი-0=1. 

თვორემ». დამტკიცდა. 
თეორემა 232. ყოველი ჯ ნამდვილი და ყოველი” ნატურალური რიცხვებისათვის 

ადგილი აქვს: 

(8 
2. თ+ «MM X+2I+-.+ +” =თი. 

#+1|I IV+21 .__ 
3. II + 24. + > +..=7/. 

I 

დამტკიცება: L წ (14). |(8, “I. II, 1>თ>0. 

2. 

+ >+MIვ +2+- ++ M-თ. “+ –2 +. გ -.7-!- 

=(0+ 0+2-V, ა რმორX2, ს 6910+X- 1. ი)+ თი, +102. 

- 9, 2%რ).. „99, დ–- 052) 

ცხადია, თუ (3! - მთელია, მაშინ ტოლობა სრულდება.
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თუ“! მთელი არ არის, მაშინ |ლ9-%) იქნება მთელი რომელიღაც #5<7# 
” 

ნატურალური რიცხვისათვის, მაშინ რადგან 1+თC, ა), როდესაც /#/<#ჩM-1-#, 
ი » 

    

  

  

გვექნება: 
ხ+ მა “ე! თ „2920. -+ 9. რმა“. + |59-4, #6,1+თ რა. 

(რანი არააა ყარიბი, 
წთ 5, ი, „ლ. # 85=5502-:7 9 გრი # „რ-ს+«, #I. 

იგიიიააააააა ისას. 

3. როდესაც 2” >#M, მაშინ 2 2:+1<1, ამიტომ ჩვენს მწერიეში არანულოვანი 

იქნება პირველიდან მე-(100. #)+1 წეერი ჩათელით. აქედან გამომდინარე: 

  (ამა მოორ რი სოიო ოო 
"სწოვორ 99 9 9- 0- + I-ნწოოთ-- 
თეორემა დამტკიცდა 
თეორემა 233. X>0 ნამდვილი რიცხეისათვის და ნატურალური M რიცხვისათვის 

იმ ნატურალურ რიცხვთა რაოდენობა, რომლებიც არ აღემატებიან X რიცხვს და 

იყოფიან #» რიცხვზე, ტოლია (5) რიცხვის. 
ჩ 

დამტკიცება: (5) = (9). (” +- (3 =7#71, რადგან IX) = MMI+XM,M#<#M და იმ რიცხვებს, 
”I L7I ”II 

რომლებიც იყოფიან M-ზე, აქვთ სახე ””I. 
თეორემა დამტკიცდა. 
თეორემა 234. მქსიმალური ხარისხის მაჩვენებელი, რომელ ხარისხშიც მარტივი 

რიცხვი # ყოფს /„I=1-2-3....(M-1)/ ნამრაელს, ტოლია: 

(ეთო 
დამტკიცება: # რიცხვზე არაუმეტესი რიცხვებიდან # რიცხვზე იყოფა (5) 

რაოდენობის რიცხეი, ი: რიცხეზე იყოფა (5) რაოდენობის რ1იცხვი, # 

რიცხეზე იყოფა”! რაოდენობის რიცხეი. რიცხეი, რომელიც იყოფა ი” -ზე, 

(22 (I ასევე იყოფა ი”, ი” ?,..,ი რიცხვებზე. აქედან გამომდინარე, #
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რიცხვი წარმოადგენს იმ მაქსიმალურ ხარისხის მაჩვენებელს, რომელ 
ხარისხშიდაც # მარტივი რიცხვი ყოფს /!=1:2-3-...·(M-1)# ნამრავლს. 

თეორემა დამტკიცდა. 
მაგალითი: ეიპოვოთ ხარისხის მაჩვენებელი, რომელ ხარისხშიც მარტივი 

რიცხვი 3 ყოფს 40!. 
თუ გამოვიყენებთ წინა თეორემას, მივიღებთ 

(+++ უ+-513+4++0-18. 

განსაზღვრება 232. თ ფუნქციას, განსახღერულს ნატურალურ რიცხვთა 
სიმრავლეზე ეწოდება მულტიპლიკაციური, თუ იგი არ ღებულობს ნულოვან 
მნიშვნელობას თავისი განსაზღვრის არის ერთ ელემენტზე მაინც და თუ (თ,ხ)=I, 

მაშინ ადგილი აქეს თ(თიხ)= თ(ია)ი(ნხ),თ,ხC M ტოლობას. 

მაგალითი: ა) ვთქეათ, თ ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლეზე განსასღვრული 
ფუნქციაა რომელიც ყოველ ნატურალურ თ რიცხვს შეუსაბამებს მისი 
ნატურალური გამყოფების ჯამს. 

ვაჩვენოთ, რომ თ მულტიპლიკაციური ფუნქციაა. ვთქვათ ძ = #,/ #7'...M9L" . 

განეიხილოთ ნამრავლი 

0+წ8+# ++ #00)0+ +; +..+ 82)..0+ %+#0:+.+00)= 2, იჩი”. 
ოთ. + 

სადაც ტოლობის მარჯვენა მხარეს იმდები შესაკრებია, რამდენი ისეთი #«,,6,,...,6, 

# წევრიანი მიმდევრობაც არსებობს, რომლის წევრებიც #4, ღებულობენ 

მნიშვნელობას ნატურალურ რიცხეთა (|0,თ,) მონაკვეთიდან. 

განხილული ნამრაელი ცხადია, ტოლია თ რიცხვის ნატურალური გამყოფების 

ჯამსა. 22.6 თეორემის ძალით, ეს ნამრავლი ტოლია 2.ძ ჯამის, რომლის 

% 
თითოეული შესაკრები წარმოადგენს ძი რიცხეის ნატურალურ გამყოფს, ანუ: 

თ( -2“ = 2, იი... 
« 0<#,<თ, 

512... 

თუ გაეიხსენებთ, რომ თი” – ხ” =(0 – ხXთ” + თ” ''ხ+ ი" 'ხ? +...+ იხ“ +იხ" ', გვექნება: 
თ. | უთ! 1 ძთ.+1 

დ: -I ჩხ, –) თრი)=++-- ..: :  !, 
ნ-ს) #2: -1 ნ”, -I 

უკანასკნელი ტოლობიდან ადვილია დავასკვნათ, რომ თ მულტიპლიკაციური 

ფუნქციაა. მართლაც, თუ ძი = იიი?'.. ი”, ხ=00ძ7...მ/. 

ი, «9,4/X=12,..,#,/ =12,..,/, მაშინ თხ = იI'ი?'... ნ; ძტძ!!...0/'. ამიტომ გვექნება: 

_ 0 -10> -) ი” -)ძბ 19" -1 9-1 „აცც თ(იხ) 0 -I ჩი -I #,-I 9-I 9-1“ 9,-1 თ(ი)თ() 

ბ) ვთქვათ, 0 = #I' #1;'...0,', ი რიცხვის კანონიკური წარმოდგენაა, მაშინ 

ფუნქციაL, განისახღერული ნატურალურ რიცხეთა სიმრავლეზე, ფორმულით 
ჯ(9)=(1+თ,)0+თ,)...1+თ,), რომელიც ყოველ ნატურალურ რიცხეს შეუსაბამებს 

ამ რიცხვის ნატურალურ გამყოფთა რაოდენობას, ასეეე მულტიპლიკაციური 
ფუნქციაა. 
ნატურალურ რიცხვს უწოდებენ სრულყოფილ რიცხეს, თუ იგი ტოლია თავისი 

საკუთრივი ნატურალური გამყოფების ჯამის. 
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მაგალითი: 6, 28 სრულყოფილი რიცხეებია. 
თეორემა 224. იძ ნატურალური რიცხვი მაშინ და მხოლოდ მაშინ არის ლუწი 

სრულყოფილი რიცხვი, როდესაც მას აქეს სახე ძ=2/ (2 –1), სადაც ჩ# და 

2”'–I მარტივი რიცხვებია. 

დამტკიცება: გთქვათ, ძ = 2” იდ იდ... , მაშინ, რადგან ეს რიცხეი 
სრულყოფილია, 

2 ი, 01.0 = 2) 2 ი" ი.ი” -2” ნწიჯ..ი. 
0575» 

0<7,5თ, 
12.2... 

აქედან გამომდინარე: 

2“ ინ... =0+2+22+..+/) 2 იჩინა =0%-) 2 0წი7 ი. 
042.5, 0§/,5თ, 
/=1,2, „L 219, 

2" არ იყოფა 2” –1-%ე, ამიტომ ირ ით... იდ უნდა იყოფოდეს 2”! –1-ზე. 

/,) 0 ...0” 
ვმ 1 

2” იმი... = იი... 2: + იხილე" 

ეთქვათ, ახლა = ი” ჩი?'...0L', მაშინ, ცხადია: 

და 

თ(ი, 0;'...M;) = 2” იჩ ი ..იL = იი? ... 0 + იჩი... . 
მაგალითში განხილული თ ფუნქციის განსაზღერიდან გამომდინარე, 

უკანასკნელ ტოლობას ადგილი შეიძლება ჰქონდეს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როდესაც თ,,! =12,...,# რიცხვებიდან მსოლოდ ერთ-ერთი უდრის I-ს, დანარჩენი- 
ნულია. 

აქედან გამომდინარე, ძი=2”4 , სადაც « მარტიეია, მაგრამ # უნდა იყოფოდეს 

2” –1-ზე. რადგან 4 მარტივია, ამიტომ 4 = 2"! –1, აქედან გამომდინარე, 2" –1 

უნდა იყოს მარტიეი რიცხვი. რადგან 2” –1 მარტიეია, #+1 ასეეე მარტივი უნდა 
იყოს, წინააღმდეგ შემთხვევაში, თუ #+1= თხ, მაშინ 

2” –1=(29)' –1= (2" – 1)((2“)'! +(29)! +...+1). 

ეს კი ნიშნავს, რომ 2”! –1 მარტივი არ არის, მაშასადამე, ჩეენი დაშვება 
არასწორია და #+1 მარტივია. 

პირიქით, თუ M#+I და 2” -I მარტიეი რიცხვებია, ცხადია, რიცხეი 

ძ=2"” (2 –1) იქნება სრულყოფილი. 

თუ ჩავთვლით, რომ #+1= #, მაშინ გეექნება: ძ = 2” (27 –1). 
თეორემა დამტკიცდა. 
თეორემა 23.6. თუ დ ფუნქცია მულტიპლიკაციურია, მაშინ V(I)=1. თუ დ.ტ 

ფუნქციები მულტიპლიკაციურია, მაშინ მულტიპლიკაციური იქნება მათი 

ნამრავლიც: თ4 , (6#)(9) = თ(9#(9). 
დამტკიცება: ჯერ დავამტკიცოთ თეორემის პირველი ნაწილი. ეთქვათ, ძC M 

ისეთია, რომ თ(ი)#0. დთ(ძ) = თ(I· ძ) = თ(1)თ(ი) = თ(4), ეს კი ნიშნაეს, რომ Cთ(I) = I. 

ახლა დავამტკიცოთ თეორემის მეორე ნაწილი. 

(თრX(0ხ) = თ(იხ)#(თხ) = თდ(ძ)თ(ხX(ძთ)#(ჩ) = თდ(09)0(0)თ(ჩ)(ჩ) = (თ#XVXთ#Xხ). 
თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 23.7. თუ თ = #)' ი...” და თ რაიმე მულტიპლიკაციური ფუნქციაა, 

მაშინ:
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2,900) =(1+თ(0,)+CთC/;)..თ(2'XI+Cთ(C/2,)+ დ(#01) +...+ თ(/7')... 

+ C1I+თ(0,)+თ(0ჯ)+...+თ(ი;). 
დამტკიცება: იო = 2, თ(0) 0”... ი")= 2 თ(ი”)თ(ი?)..თ(ი;) = 

9, 0«/,5თ, 0<',5“, ,5თ, 
ს=),2, .=I2,. # 

=0+თ(0,)+თ0(ი; )+...+თC2'))X (1+ თC0;)+ დC91)+...+ თC/2?' ))X... 
„XCV+0C2,)+თ(2,)+...+C(#/ჯ')) 

თეორემა დამტკიცდა. 
ფუნქციას / :M –> 2, განსაზღვრულს ფორმულით: 

/((0)=43 CI",....2= #0. ხ-წ. 

L0,....თ = ჩ“ხ 

სადაც ხ რაიმე მთელი რიცხვია, /#:/0,, 0... 0, # –, მარტივი რიცხვები 

მიობიუსის ფუნქციას უწოდებენ 
მაგალითი: 

/4()) = L/((2) = –1,//((3) = –1,/((4) = 0,/((5) = –1ს/#(6) = L/4/(7) = –), 

/!/(8) = 0,7//(9) = 0,/#(10) = 1,//(11) = –L//(12) = 0. 
ცხადია / მულტიპლიკაციური ფუნქციაა. 

  თეორემა 238. ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლეზე V(X) = #Cი 
X 

განსაზღერული ” ფუნქცია მულტიპლიკაციურია. 

დამტკიცება: ცხადია M#0))=1. M(XV/) = #(8) _ #0) #C) 
X» XL 7» 

ფორმულით 

.· თეორემა დამტკიცდა. 

237 თეორემიდან გამომდინარეობს: 
თეორქმა 14.9. 

(1,....0 =1; 

2/#0=1, ძ>1.. % „9 >1. 

თეორემა 21.10. 

თუ ძ იყოფა ხ-ზე, მაშინ 

ი წL 

# · 1,2 >ხ.. 
ხ, 

დამტკიცება: >> ამ უტოლობიდან გამომდინარეობს X>ხ. ეს ნი'მნავს, რომ 

დასამტკიცებელი ტოლობის მარცხენა მხარეს მდგომ ჯამში შედიან ის 

შესაკრებები, რომლებიც შეესაბამებიან თ რიცხვის იმ გამყოფებს, რომლებიც 

მეტნი არიან ხ გამყოფზე. 

.... #4 =ხ; 

მოვახდინოთ ცვლადთა გარდაქმნა: <=» ბეექნება: 

ძ 

2./V0)5=1 · 
% (0... + > 1. 

», 

1.....-– =1;
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აქედან »=< ჩასმით ვღებულობთ სასურველ ტოლობას. 

თეორემა დამტკიცდა. 

23.7. თეორემიდან თ(») =   2162, ფუნქციისათვის და ძ= #,' #21'...0,',0#1 
» 

რიცხეისათეის ადგილი აქეს ტოლობას: ვ 69-60 1)0--1)..0--1). 
V #% ” #; ' 

როდესაც ძ =1, მაშინ ათ. 1. 
“7 ჯ 

ვთქვათ, ფუნქცია C განსაზღვრულია M ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლეზე 

და ღებულობს მნიშენელობებს ნებისმიერ” რიცხვით სიმრავლეში. დავუშეათ, 

#(0)= 2,§(X;ძC V, 
# 

მაშინ ცხადია: 

. #Cე= 2.90, 
+ რ 

2. 2>#CV/C )= 2, 2,//(X)9(»), 
%# # 

მეორე ტოლობიდან იმის გამო, რომ ჯდა ” ცვლადებიდან თითოეული 
ღებულობს «თ რიცხვის გამყოფებიდან ნებისმიერ მნიშენელობას, 
შეგვიძლია დავწეროთ: 

2 2/09800= 2502 #0)– §(0), 
“5 

», » 
, ”„ 

ქინაიდან 
«05%. 

2,/(()= ( 2" 

# 
ამგეარად მიეიღეთ: 

§(9) = 9. /I((9/(<). 
% Xჯ 

მიღებულ ფორმულას შებრუნების ფორმულას უწოდებენ. 

ახლა ვთქეათ, ფუნქცია / განსასღვრულიაV ნატურალურ რიცხვთა 

სიმრავლეზე და ღებულობს მნიშვნელობებს ნებისმიერ ? რიცხეით სიმრავლეში. 

დაეუშვათ, 

დ(ი)= 2,4იი/ხი, 

მაშინ იი -2:40M( | და 
#
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აქედან 

2,500 22,406)“ 22 #6)“ #(თ. 

ფუნქციას თ, რომელის. ველ ნატურალურ ძი რიცხვს შეუსაბამებს 

(0,1,2,..,ი-–1) რიცხეებიდან ი რიცხეთან თანამარტივი რიცხვების რაოდენობას 

ჟილერის ფუნქციას უწოდებენ. 
მაგალითი: Cთ()) = 1,თ0(2) = 1,Cთ(3) = 2,0>(4) = 2,თ(5) = 4,თC(6) =2 
ცხადია, ყოველი მარტივი ” რიცხვისთეის თ(#/)= ი -1. 

თეორემა 23I/. ეთქვათ, 2 ნატურალური რიცხვი წარმოადგენს ძ ნატურალური 
რიცხვის გამყოფს, მაშინ იმ XC (0,1L2,..,ი) რიცხვთა რაოდენობა რომლებისთვისაც 

(9,X) = 7 ,ტოლია თ(5) რიცხვის. 

დამტკიცება: თუ (თ,X) = ძ , მაშინ ფთ-7) =1, X<ძ, ამიტომ 2” 2. ავიღოთ 

რიცხვიXC (0,1,2,...,ი), რომელისთვისაც (ი,X)=49, ამ რიცხეს ცალსახად 

შეესაბამება რიცხეი 045545, პირიქით, თუ აეიღებთ ისეთ რიცხვს 

»6C (012, 2-1), რომლისთვისაც (9.)51, მაშინ (ი,ძ/)=ძ7. ცხადია ძი/<ძ და 

ამგვარად ყოველ X»7C (0,1,2,..„>– I) რიცხვს, რომელიც აკმაყოფილებს 

C)=1 პირობას, ცალსახად შეევსაბამება X= თ რიცხვი (0,1,2,...,0) . აგებული 

შესაბამისობები (XC (0,1,2,...,0ი) |(ი,X)=ძ) და (XC (0,1.2... ,>-I)ICდ :X»–)=1) 

სიმრავლეებს შორის ურთიერთშებრუნებული შესაბამისობებია, ამიტომ 
თითოეული მათგანი ურთიერთცალსახაა, ეს კი ამტკიცებს თეორემას. 
თეორემა 23.12. ეთქვათ, ძ,,ძ,,.,ძ, ნატურალური რიცხვები წარმოადგენენ ძ 

ნატურალური რიცხვის ყველა გამყოფს, 8, იმ რიცხეთა ერთობლიობაა, 

რომლებიც ეკუთვნიან »C (0L2,- –0) სიმრავლეს და (ძ,X) =ძ,, მაშინ 

ს, = 0,2... 0) 
I=I 

და 

>იფ)- ძ. 
0) 

დამტკიცება: რადგან ძ,,ძ.,..,ძ, დარმოადგენს ძ რიცხვის გამყოფების მთლიან 

სისტემას, მაშინ ამ სისტემის წებისმიერი რიცხვი ეკუთენის(0,I12,...,) 

სიმრავლეს. ცხადია, ასევე, რომ ნებისმიერ X6 (0,1,2,..„ი) რიცხვის უდიდესი 

საერთო გამყოფი ძი რიცხეთან იქნება ამ რიცხვის გამყოფთა მოცემული სრული 
# 

სისტემის ელემენტი, აქედან გამომდინარე, M8, = (12,...,0).
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როგორც წინა თეორემიდან ეიცით, თითოეულ 8, სიმრაელეში თ) 

რაოდენობის რიცხვია. ამიტომ, რადგან (0,12,..,ის სიმრავლის ელემენტების 
წ 

რიცხვი არის თ, გვექნება: 2,0(7)=4. 
+=1 , 

თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 23131. ეილერის დთდ(»X) ფუნქციის მნიშვნელობათა ჯამი, როდესაც 
არგუმენტი » გაირბენს ყველა მნიშვნელობას თ რიცხვის ნატურალური 

გამყოფებისა, გამოითელება ფორმულით 2 ,თ(X) =ძ. 

დამტკიცება: ვთქეათ X=ძ,. ისეთი IC (§),2,..,ი) რიცხვების ძ, რიცხეზე გაყოფით, 

რომლების თვისაც (ი,#)=ძ, ეღებულობთ რიცხვებს, რომლებიც თანამარტივნი 

არიან 7 რიცხეთან. + რიცხეი ასევე წარმოადგენს ძ რიცხვის გამყოფს, 
' , 

აღვნიშნოთ იგი 2, სიმბოლოთი. ცხადია, ი(4,)=თCჯ-. ამ ტოლობიდან და წინა 

თეორემიდან საბოლოოდ გამომდინარეობს, რომ აითი. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 23.M. თუ ძ= ი, /2'..ნ,' კანონიკური დარმოდგენაა, მაშინ 

იC)=ძ0-–)0--1)..0--+)= 74 -ს6001(, – 1). (ი, – ს. 
I # ”, 

დამტკიცება: 2,დ0ი =თ ტოლობის მარჯეენა მხარე შეიძლება ჩავთეალოთ 

% 
#(0)=ძ მუდმივ ფუნქციად. შებრუნების ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ 

1 1 1 ით =2,#0ე“ =03,“9-50-1)0--1)..0-1:). 
% XX “ +X ჩ” ჩ. ”, 

თუ ახლა ტოლობის მარჯვენა მხარეს თ რიცხვის კანონიკურ წარმოდგენას 
შევიტანთ, მივიღებთ: 

აეას|.–” თ- რ - თ) = ი0--)0–-')..0--+)= იწ 7, –ეილ(ი, – I). ი”, – ს. თეორემა 
I ?. ი, 

  

დამტკიცდა. 
მაგალითი: CX((100) = 100() – 10 - 5 =40, თ(88) = 88(1– 10 = 2 =4 

თეორემა 23I+. ეილერის ფუნქცია მელტიპლიკაციურია. 
დამტკიცება: ცხადია %(1) =1. 

თუ ი= ი” ი%!... ი”, ხ=ძჩის..., ი, «4,4 =1.2,..:#, / =1.2....,,, მაშინ 

თხ = ჩი; 01... ძინი: ...ი'. ამიტომ 

ი''(9, –1)L (9, – 0..." '(4, – 1) = =თ(ი)დ(). 
ეთქვათ » ნატურალური რიცხვია, ორ 0.6 2 რიცხეს ეწოდება შედარებადი 
მოდულით #7, თუ ეს რიცხეები ” რიცხვზე გაყოფით იძლევიან ერთსა და იმაეე 

ნაშთს. 
როდესაც რიცხვები ი,ხC 7 შედარებადია, წერენ ძ = ხ(ო0ძ#). 

თეორემა 23I6. ორი 0,6 2 რიცხეი შედარებადია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როდესაც #-ხ იყოფა # რიცხვზე.



106 

დამტკიცება: ეთქვათ ძ=წხ(თიიძ»), მაშინ ძ = CV +I';ხ = ძM+7#,0 <7 <#1, აქედან 

გამომდინარე, ი – ხ = თი – ძი: = (C– ძ)X , მაშასადამე, ი–ხ იყოფა ”M რიცხეზე. 

ვთქვათ, ი–ხ იყოფა ”»!, რიცხეზსე, თ = CI+/,,0 <7, < M1;ხ = იM+ 5,0 <7 <#. მაშინ 

ი-ხ=(--ძ)I+ჩიხ-,ა. |5-7)<M, ამიტომ „ –”» მხოლოდ მაშინ გაიყოფა ”! 

რიცხვზე, როდესაც # –# =0. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 23.17 რიცხვთა შედარებადობა ეკვივალენტობის მიმართებაა. 
დამტკიცება: ცხადია, რეფლექსურობის და სიმეტრიულობის თვისებას ადგილი 

აქვს. შევამოწმოთ ტრანზიტულობის თვისება. ვთქვათ, ძ = ხ(ო0ძ/7) , ხ = C(0ი0ძ/7), 

მაშინ წინა თეორემის საფუძველზე, ძი – ხ = MIM:ხნ-–20=V#M#!I. თუ პირეელ ტოლობას 
მივუმატებთ მეორე ტოლობას, მიეიღებთ: თ –0 = MI# + VII = M(C#+I). მაშასადამე, 
ძ-C იყოფა #-ზე, რაც წინათეორემის ძალით ნიშნავს, რომ ძ =CCთი0ძ”). 
თეორემა დამტკიცდა. 

მაგალითი: 14=2C0»იიძ6). 14 = –10(0თ0ძ6). 

თეორემა 22.I5#. შედარებანი შეიძლება შეეკრიბოთ და გადაეამრავლოთ. 
დამტკიცება: ვთქვათ, ძ = ხ(თიძ/?), C = ძლი0ძ”). 
ძ+--(ხ+ი)=ძ+0-ხ-ძ=ძი-ხ+0ი-ძ=IMML+M! =M(L+!), მაშასადამე ძ+0-(ხ+ძ) 

იყოფა /7?-ზე. ესკი ნიშნავს, რომ ძი+20=ხ+ძდCიიძ/”). 

ასევე, 
00 -ხძ = ძC – Cხ+ლ0ხ – ხძ =C(თი-–ხ)+ხ(C-ძ) = CMI# + ხთ! = VI(CCM#+ჩ!. 

მაშასადამე, ძ0 =ხძ(თიძ/). თეორემა დამტკიცდა. 

ამ თეორემიდან ვღებულობთ შემდეგ შედეგებს: 

1. ნებისმიერი #C M რიცხვისათვის, თუ ი =ხCთ0ძ#/7), მაშინ ი” = ხ”(თიძ/). 

2. თუ ძ=ხლდი09ძ7/), მაშინ ძ= ხ+7IC(თიძ»?),C6 7. 

3. თუ ძ, =ხ,(თ0ძ77) C, = ძ,(I00ძ/);! = 1.2:...,#., მაშინ ულ = ან, · 
ლ II 

4. ეთქვათ, (C,V)=1, თუ ძ0= ხი(თიძ»!), მაშინ ძ =ხ(თ0ძ71). 

5. ნებისმიერი »C V რიცხვისათვის ძ = ხ(თ0იძ/) მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როდესაც ძი = ხიCი0ძ #77). 
6. ეთქვათ #6 V რიცხვი ”» რიცხვის გამყოფია, თუ ძ =ხ(ო0ძ7/), მაშინ 

ძ =ხლითი0იძ») 

7. თუ 0 =ხლი0ძ»), ძ=ხ(თიძ»), მაშინ ი =ხ(თ0ძ#), სადაც X# წარმოადგენს 
” და # რიცხვების უმცირეს საერთო ჯერადს ანუ #=V#/,MI. 

8. ვთქვათ, ძ= ხ(ლი0იძ»). თუ ძიყოფა X-ზე და # იყოფა X»-ზე, მაშინ 

ხ ასევე იყოფა ჯ»ჯ-ზე. თუ ხ იყოფა »ჯ-ზე და იყოფა X-ზე, მაშინ თ იყოფა 

ჯ-ზე. ამასთან (ძ,7!) = (ხ,7I). 

შედარების მიმართება 2 რგოლში საშუალებას გვაძლევს ამოვხსნათ 
სხვადასხვაგვარი ამოცანები. 
მაგალითად: 

I. ვიპოვოთ 3%-ის 5-ზე გაყოფით მიღებული ნაშთი. 

ამოხსნა: 3% = (31), აქედან 3: = 27 =2(თ0ძ5), 3% = 2''(თი0ძ5), 3“ =1024Cთ»0ძ5), 

1024 = 4(იიძ5). აქედან, შედარების მიმართების ტრანზიტულობის გამო გვექნება: 

37 = 4(ო0ძ 5). მაშასადამე, 3“ -ის 5-ზე გაყოფით მიღებული ნაშთი იქნება 4. 

2. თუ თ მთელია, M = 6#+7:/ = 0,1,2.3,4,5 , მაშინ: 

ა) (1+ 0) = –ი?(თიძ(ით? +ძ+1)), 

ბ) (1+ ძ)” = (–ი?)”(თიძ(ი” + ი+1)),
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ბ) თ" =I(იიიძ(თ? +თ+1)). 

დ) (1+2რ) – ი” –1= 0(ო0ძ(ი? +«+1)) მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 

(ი?) – ი” –1= 0(თ0ძ(4? +ძ+1), 
ე) (–თ”)” – ი” –1 = 0თიი0ძ(ი? +ძ+1)) მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც ”#=1 ან 

„=5. 

დამტკიცება: ა) 1+თ=(თ"+9+1):0+1+ძ, – ი? =(97+0+1)-(-1)+ძ+1, მაშასადამე: 

0+ ი) = –თ?(Cიიძ( თ? + +1)). 
ბ) წინა თეორემის პირეელი შედეგი პირდაპირ ამტკიცებს მოცემული შედარების 

ბეშმარიტებას. 

ბ) ი =( +09+1X2-1)+1, 1=(42+9+1)-0+1. მაშასადამე, თ' = 1(თიძ(2? +თ+1)). 

დ) (1+თ)” =(C-ი”)”(თიძ(ი?+ძ+1)) შედარებას თუ გამოვაკლებთ 
(1+0) – თ” –1= 0(თიძ(ი” + «+1)) შედარებას, მივიღებთ თ” +1 =(–ი?)”(თი0ძ(თ? +6+1)). 

აქედან გვექნება: (–ი”)” – თ” –1 = 00ი0ძ(9? ++1)). თ' = I(თ0ძ(ი? +6+1)) ამიტომ 
კ-ი!ო“ = 20”(ო0ძ(ი? +ძ+I), (–1)94+ ც120-# = C 1)” ცე!» =CI)ძ >” ნიიძ(ი? +09+)). 

რადგან #=6M+”/”, ამიტომ (1+ი)““ – გ%' 1 = 0(ი0ძ(თ? +0+1)), ამ შედარებიდან 
გამომდინარეობს შედარება (–1)” გ!” _ გს” 1 = 0ლთიძ(? + ი«+1)) 

(-))”თ”'” =(-)) ი” (იიძ(ი?+ი+1), თ“' = თ”თი0ძ(ი? + «+1)) შედარებების 
გამოკლებით მივიღებთ (–I)”ც! 2? – ე%' =(-1)”6? – ი”Xთიძ(ი? +0+1). 

ამ შედარებიდან მივიღებთ: (–1)” გ! 9 1=((1)”თ” – ი” –1)/თიძ(ი? +ძ+1). 

(–1)” 720: _ ცნ“ –1=0(თიძ(ი? + 7+1)) შედარებიდან და 

(-)) ფ' ე%V I =(C-I)/ი” – ი" -1)თიძ(ი?+თ+I) შედარებიდან გამომდინარეობს 
(=I)”თ” – ი” –1) = 0(თიძ(8? +9+1). აქედან, უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ 
(–ი?)” – ი” –1=0C6ი0ძ(ი?: +ი+1)). 

ცხადია, თუ მსჯელობას გავიმეორებთ საწინააღმდეგო მიმართულებითნ 

ეაჩვენებთ, რომ (1+ძ)” – ი” –1=0(ი0ძ(ი” +9+1)). 

ე) შემოწმებით მივიღებთ, რომ ((–I)” თ” – ი” –1) =0(ი0ძ(ი” +თ+1) მაშინ და 
მხოლოდ მაშინ, თუ #=I ან #7=5. როდესაც ” ცელადის მნიშვნელობები 

განიხილება მხოლოდ (9.1,2,3.4,5) სიმრავლიდან. 

3. თუ ყოველი ძC 7 მთელი რიცხეისათვის (1+ძ)” – ი” –) რიცხვი იყოფა 

ი'+0ი+I! რიცხვზე, მაშინ #=6#+1. 

ამ წინადადების ჭეშმარიტობა გამომდინარეობს წინა ამოცანიდან. 
როგორც 23.17 თეორემით ვაჩვენეთ, შედარება ეკვივალენტობის მიმართებაა. 
ამიტომ ამ მიმართებით 2 მთელ რიცხეთა სიმრავლე დაიყოფა ეკეივალენტობის 

კლასებად. 
» მოდულით შედარებად მთელ რიცხეთა ეკვივალენტობის კლასებს I 
მოდულით ნაშთთა კლასებს უწოდებენ, ხოლო ელემენტს ამ კლასებიდან ნაშთს 
” მოდულით უწოდებენ. 
ცხადია, ერთ და იმავე კლასში შედიან ის რიცხეები, რომლებიც #”-ზე 
გაყოფისას იძლევიან ერთდა იმავე # ნაშთს. ცხადია ასევე, თუე ძი რიცხვი შედის 
რომელიღაც ნაშთთა კლასში, მაშინ რიცხეი M#+ი.#6 7 შედის იმავე კლასში. 

თითოეული ნაშთთა კლასიდან თითო რიცხეის ამოღებით მიღებულ რიცხვთა 
სიმრავლეს, ნაშთთა სრული სისტემა ეწოდება.
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ნაშთთა თითოეული კლასიდან უმცირესი არაუარყოფითი რიცხვის ამოღებით 
მიღებულ ნაშთთა სრულ სისტემას მინიმალურ ნაშთთა სრული სისტემა 

ეწოდება. 
თ მოდულით ნაშთთა სრული სისტემიდან იმ რიცხვებით შედგენილ სიმრაელეს, 

რომლიც თანამარტივი არის ” რიცხვთან, ნაშთთა დაყვანილი სრული სისტემა 
ეწოდება; ამასთან, თუ ნაშთთა დაყეანილი სისტემის ელემენტები ამოღებულია 
მინიმალურ ნაშთთა სრული სისტემიდან, მაშინ ნაშთთა სისტემას მინიმალურ 
ნაშთთა დაყვანილი სრული სისტემა ეწოდება. 
მაგალითი: ეთქვათ, #7 =10: 
ა) 0,1,2,3,4,5,-4,-3,-2-ს #7 მოდულით ნაშთთა სრული სისტემაა. 

ბ) 0,1,2,3,4,5,6,7,8ი #” მოდულით ნაშთთა მინიმალური სრული სისტემაა. 
ბ) 13.79 7 მოდულით ნაშთთა მინიმალური დაყვანილი სისტემაა. 
თეორემა. 23.19. ყოეელი # მთელი რიცხვისგან შედგენილი სიმრავლე, რომლის 
ელემენტები წყვილ წყვილად ურთიერთშეუდარებადია, წარმოადგენს # მოდულით 
ნაშთთა სრულ სისტემას. 

დამტკიცება: რადგან სიმრავლის ელემენტები წყვილ წყვილად შეუდარებადია, 
ამიტომ ისინი სხეადასხეა კლასებში იქნებიან მოთავსებული, რადგან ამ 
ელემენტთა რაოდენობა არის #7, ამიტომ, ცხადია, მოცემული სიმრაელის 
ელემენტები შეადგენენ ნაშთთა სრულ სისტემას. 
თეორემა დამტკიცდა. 
ცხადია, ” მოდულით ნაშთთა მინიმალურ დაყვანილ სისტემაში და, აქედან 
გამომდინარე, ნებისმიერ # მოდულით ნაშთთა დაყვანილ სისტემაში რიცხვთა 
რაოდენობა ტოლია თდთV)-ის, სადაც თ ეილერის ფუნქციაა. 
თეორემა 22-20. თუ (0ი,I)=1 და X ღებულობს ყველა მნიშვნელობას ნაშთთა 

რაიმე სრული სისტემიდან, მაშინ (ითთ+ხ) სიმრავლე, სადაც ხ ნებისმიერი მთელი 
რიცხვია, ასევე წარმოადგენს ნაშთთა სრულ სისტემას. 
დამტკიცება: ცხადია (იX+ხ) სიმრავლეში იმდენი ელემენტია, რამდენ 

მნიშვნელობასაც ღებულობს »„ ცვლადი, ანუ ელემენტთა ეს რაოდენობა ტოლი 
იქნება „I-ის. 
ვაჩვენოთ, რომ რიცხვები თX,+ხ, 0CX, +ხ, სადაც X», # X,(0I09I7), შეუდარებადია. 

დაეუშვათ საწინააღმდეგო, ეთქვათ, თ», +ხ = თX, +ხ(თ0ძ7/?), მაშინ თX, = თX,(-0009ძ9/7) 

და რადგან (ძ,M)=1, ამიტომ », = X,(თ0ძ/!). მაგრამ X», # X,00097), მივიღეთ 

წინააღმდეგობა, ჩვენი დაშეება არ ყოფილა სწორი, მაშასადამე, თ», +ხ # ძX; +ხ. 

ეს კი ამტკიცებს თეორემას. 
თეორემა 222. თუ (ი,I)=1 და X ღებულობს ყეელა მნიშვნელობას ნაშთთა 

რაიმე დაყვანილი სისტემიდან, მაშინ (თX) სიმრავლე, სადაც ხ ნებისმიერი მთელი 

რიცხვია, ასევე წარმოადგენს ნაშთთა დაყვანილ სისტემას. 
დამტკიცება: (თ) სიმრავლეში ელემენტების რაოდენობა იმდენია, რამდენ 

მნიშვნელობასაც ღებულობს X ცვლადი, ანუ ეს რაოდენობა ტოლია თC7))-ის. 

ვაჩეენოთ, რომ თ», #« თ, როდესაც », #= ». დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, 

იX, =ძX,, რადგან (ძი,M)=1, ამიტომ X, =X;- მიღებული წინააღმდეგობა 

ამტკიცებს, რომ ძX», # 2X;. 

ახლა ეაჩვენოთ, რომ (იX,#M) =1. მართლაც, (ი,I)=I და (X,M)=1, ეს კი ნიშნაეს, 

რომ (თჯ»,ი) =1. თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 23-22 (ეილერის თეორემა) თუ ».> 1,6 M და (ძ,II)=1,ძC 7, მაშინ 

გმ) = 1(ო0იძ”) .
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დამტკიცება: თუ Xჯ ღებულობს მნიშვნელობებს მინიმალურ ნაშთთა დაყვანილი 
სისტემიდან 7 »-MC), მაშინ უმცირესი არაუარყოფითი ნაშთთა დაყვანილი 

სისტემა, რომელიც შედგენილია (2, ს (05 ),...Iი2”თ) კლასებიდან ამორჩეული 

ჩაიმ, -სჩ,ფე) რიცხვებისგან, ემთხვევა რააა”) სისტემას. მაგრამ 

ერთ და იმავე რიცხვებს ამ სისტემებში შეიძლება სხეადასხვა ადგილი ეკავოთ. 
გადავამრაელოთ შედარებანი: 

ძ,, = 2,(თ009771),0ი”, = 0,(თ0ძ ”),..ა მ) = ჩათ'ლოძძ”). 

მივიღებთ: მე ი% 7) = 0ემე..09,ფ)(ო09#), რადგან თითოეული „, ნაშთისათვის 

ფი) =1, და ჩოი.” = 0,0;..02„ფ,, ამიტომ უკანასკნელი შედარების შეკვეცა 
შესაძლებელია. შეკვეცის შემდეგ მივიღებთ: 

ცმი = 1(თიძი!). 
თეორემა დამტკიცდა. 

ეილერის თეორემიდან გამომდინარეობს შედეგი, რომელიც ფერმას თეორემის 

სახელით არის ცნობილი: 

თეორემა 23.23 (ფერმას თეორემა! თუ ი მარტივი რიცხვია და ძC6 7 რიცხეი 

არ იყოფა ჩ# რიცხვზე, მაშინ: 

ძი”! =I(ოიძი). 
დამტკიცება: რადგან # მარტიეი რიცხეია, ამიტომ ადგილი აქეს ტოლობას: 

თ(0)= ნ -1. აქედან გამომდინარე, თ"! = ძი”! =1(თ0ძ ი). თეორემა დამტკიცდა. 

თუ თ”! =I(ო0იძი) შედარების ორიეე მხარეს გავამრავლებთ თ რიცხვზე 
მიეიღებთ 

ძ” = ინწიიძ წ). 

ფერმას თეორემა გვეუბნება, რომ რიცხეები ი”, ი, როდესაც რ რიცხეი არ 

იყოფა ი” მარტივ რიცხვზე, ამ მატრივ რიცხეზე გაყოფისას იძლევიან ერთსა და 

იმავე ნაშთს. 

27„-ით აღვნიშნოთ მთელ რიცხეთა 7 სიმრავლეში ნაშთთა კლასების ოჯახი. 

ამ ოჯახში იC2 რიცხვის კლასი აღინიშნება ასე: (CI. 

შევიტანოთ 2, სიმრავლეში გამრავლების და შეკრების ოპერაციები: 

Iი)+(ხ)=(CI, 
სადაც C წარმოადგენს თ+ხ რიცხვის ” რიცხვზე გაყოფით მიღებულ ნაშთს; 

(ი). (ხ)= 91, 
სადაც ი წარმოადგენს თ-.ხ რიცხვის ” რიცხესე გაყოფით მიღებულ ნაშთს. 

ვაჩვენოთ, რომ ეს ოპერაციები კორექტულად არიან განსაზღვრული. 
ვთქვათ, თ'C |0ი),ხ'C (ხ), მაშინ 

თ = MM +/,;ხ" = MI +1ე;ძ0 +ხ = VI +, )+/,+X%, 

მაგრამ ასეეე: 
ძ=MM(+7#;ხ=M+05;:0+ხ=V7V(CV+/)+,+#ჩ. 

როგორც ეხედავთ, თ+ხ და თ'+ხ რიცხვები  რიცხეზე გაყოფით ვღებულობთ 

ერთსა იმავე ნაშთს. 

ძი.ხ=M" MI + MM +/M1L +I5; 0'.ხ = "MI + MI + IM + უჩ:. 

ამ ტოლობებიდანაც ჩანს, რომ თ-ხ და თ.ხ რიცხეები # რიცხესე გაყოფით 

ვღებულობთ ერთსაა იმავე ნაშთს. 

მაშასადამე, განხილული ოპერაციები კორექტულადაა განსაზღვრული.
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ადვილია იმის ჩვენება, რომ 2, სიმრავლე ამ ოპერაციების მიმართ წარმოადგენს 

ერთეულიანი, სასრული, კომუტაციური რგოლის (2,,+;) ალგებრულ 

სტრუქტურას. 
თუ #»=ძ.ხდა 1<ძ0</)<ხ</!, მაშინ ი=#MI0+ი;ხნ= I0+ხ;ძ.ხ=7#/0+0ძ-ხ. 

(ი):Iხ1=I01). აქედან გამომდინარე (2, ,+:), რგოლი ნულგამყოფებიანი შეიძლება 

იყოს. 
 განეიხილოთ შემთხეევა, როდესაც #» = ” მარტივი რიცხეია. 

განვიხილოთ (0)6 2,, ძ= #+”#. ვთქვათ, ხ = ი(/+”, სადაც ” ისეთია, რომ 

„” რიცხეის ი რიცხვზე გაყოფისას ნაშთი ერთის ტოლია. ასეთი # რიცხეი, 

ცხადია, არსებობს. 
ასეთ შემთხვევაში (2,,+,) მთელობის არეა და მის ყოველ ელემენტს გააჩნია 

შებრუნებული. ასეთი რგოლები კი ველებს წარმოადგენენ. 

ამგვარად, (2,.+:) ველი წარმოადგენს სასრული ველის მაგალითს, ადეილია 

იმის ჩვენებაც, რომ ამ ველის მახასიათებელი ტოლია /#/ რიცხეის. 

სავარჯიშოები: 
1. იპოვეთ ხარისხის მაჩვენებელი, რომელშიც 5 შედის 5258! კანონიკურ 
წარმოდგენაში. 

2. იპოვეთ 125! რიცხვის კანონიკური წარმოდგენა. 
3. იპოვეთ XLCI16524) და თ(116524). 

4. იპოვეთ //(X),X = I,2,...,100. 5. იპოეეთ თ(5040) და თ(1294700) 
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თავი V 

კომბინატორიკის ელემენტები 
§24. წყობა, გადანაცვლება 

ახლა განვიხილოთ ამოცანა: რამდენი 5 ასოიანი სიტყეა შეიძლება ჩავწეროთ 
ანბანით, რომელშიც შედის 33 ასო? 
თუ ვიგულისხმებთ, რომ სიტყვა წარმოადგენს ასოთა ნებისმიერ სასრულ 

მიმდევრობას, მაშინ ცხადია, 33 ასოთი ჩაიწერება 33 რაოდენობის 5 ასოიანი 
იტყვა. 

საზოგადოდ, თუ გვაქვს # რაოდენობის ელემენტისაგან შედგენილი სიმრაელე 
და # რაოდენობის პოზიცია, მაშინ ამ რაოდენობის ელემენტებისაგან შეიძლება 
მივიღოთ »#» პოზიციისაგან შედგენილი #=#” რაოდენობის ისეთი კომბინაცია, 
რომელშიც ერთი და იგივე ელემენტი შეიძლება გეხდებოდეს რამდენიმეჯერ. 

რიცხეს 4=#” უწოდებენ # რაოდენობის ელემენტთა # პოზიციურ წყობას 
განმეორებებით. 
ვთქვათ, გვაქეს. # რაოდენობის პოზიცია და თითოეულ I,I =1,2,...”M ნომრის 

პოზიციაში შეიძლება იყოს #,,/=1,2,...,M რაოდენობის ელემენტის შემცველ 
ურთიერთთანაუკვეთ ჯგუფთა შესაბამისი ელემენტი, მაშინ პოზიციებზე 
ასეთნაირად გადანაწილებული ჯგუფებისაგან შეიძლება შევადგინოთ # 
პოზიციანი #4=#,-#,....-#, რაოდენობის ელემენტთა კომბინაცია. 

მაგალითი: ვთქვათ, 33 ასოიანი ანბანი დაყოფილია სამ ჯგუფად და თითოეულ 
ჯგუფში ასოთა რაოდენობაა: #, =10,#, = 20,/, =3, შესაბამისად, განესახღეროთ 

რამდენი 31 ასოიანი სიტყეა შეიძლება შევადგინოთ მოცემოლი ანბანის 
ასოებისაგან, თუ სიტყვაში პირველ პოზიციაში პირველი ჯგუფის, მეორე 
პოზიციაში მეორე ჯგუფის და მესამე პოზიციაში მესამე ჯგუფის ასოა? 

გამოვიყენოთ ფორმულა: 4=#,.#,-..."#,. ჩვენ შემთხვევაში 

#=3,X, =10,#, =20,M, =3, აქედან #4#=#,>M,-#კ =10·20-3= 600. 
მაგალითი: რამდენი 6 თანრიგიანი სხვადასხეა ნატურალური რიცხეი შეიძლება 

ჩაიწეროს 10 ციფრით? 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ ნატურალური რივხეი არ შეიძლება იწყებოდეს 
ნულით, მაშინ ასეთი ნატურალური რიცხეის პირველ თანრიგში შეიძლება 
ეწეროს 9 სხვადასხვა ციფრი, მეორე და ყეელა დანარჩენ თანრიგებში კი 10-10, 

აქედან გამომდინარე, 10 ციფრით ჩაწერლი 6 თანრიგიანი ნატურალური 

რიცხვების რაოდენობა იქნება: 9:10”. 
ანალოგიურად, თუ ვიყენებთ ნატურალური რიცხეების ჩაწერის ორობით 

სისტემას, მაშინ 2 ციფრით ჩაიწერება 1-2” =2. სხვადასხეა 6 თანრიგიანი 
ნატურალური რიცხვი. 

ზოგადად, თუ ვიყენებთ ნატურალური რიცხეების ჩაწერის სისტემით ფუძით#, 
მაშინ # რაოდენობის ციფრით ჩაიწერება (#-I)#”! რაოდენობის # თანრიგიანი 

რიცხეი. 
მაგალითი: რამდენი 5 ასოიანი სიტყვა შეიძლება ჩაეწეროთ ანბანით, რომელშიც 

შედის პ31 ასო, თუ სიტყვაში ასოები არ უნდა მეორდებოდეს. 
ასეთ სიტყვაში პირეელ პოზიციაში შეიძლება აღმოჩნდეს 33 ასოდან ერთი, 

მეორე პო'სიციაში- დარჩენილი 32 ასოდან ერთი, მესამე პოსიციაში- დარჩენილი 
31 ასოდან ერთი, მეოთხე პოზიციაში- დარჩენილი 30 ასოდან ერთი, მეხუთე 
პოზიციაში- დარჩენილი 29 ასოდან ერთი. აქედან გამომდინარე, სულ გეექნება 
33:32:31-30-29 რაოდენობის ისეთი სიტყეა, რომლებშიც ასოები არ მეორდება.
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საზოგადოდ, თუ გვაქვს # რაოდენობის ელემენტისაგან შედგენილი სიმრაელე 
და # რაოდენობის პოზიცია, მაშინ ამ რაოდენობის ელემენტებისგან შეიძლება 

მიეიღოთ # პოზიციისაგან შედგენილი //; = M· (M – 1): (C– 2): ...· CM – CI – 1)) 

რაოდენობის ისეთი კომბინაცია, რომელშიც ერთი და იგივე ელემენტი არ 
მეორდება. 

რიცხვს #7 =M#M-(CM-1):(M – 2) ...·/(L- CI –1)) უწოდებენ # რაოდენობის ელემენტთა 

# პოზიციურ წყობას განმეორებების გარეშე. 
განვიხილოთ წყობა განმეორებების გარეშე, სადაც პოზიციათა რიცხვი 

ტოლია საგანთა რაოდენობის, ანუ #=#. ასეთ შემთხვე>ვაში 

#0 =V. CI – 1): (M – 2): ....1. შემოვიტანოთ აღნიშენა: 7”, = 247. 

რიცხვს #, =M-CI –1):(V – 2)“ ...:1=# უწოდებენ M# პოზიციურ გადანაცვლებას 

განმეორებების გარეშე. 
მაგალითი: სალაროსთან მივიდა 5 ადამიანი, გამოვიანგარიშოთ, რამდენი 

ეარიანტი არსებობს მათგან რიგის დაკავებისა. 
გამოვიყენოთ უკანასკნელი ფორმულა, როდესაც #=5, მივიღებთ X#; = 5!=120., 

მაშასადამე არსებობს რიგის დაკაეების 120 სხეადასხვა ეარიანტი. 
მაგალითი: ვთქვათ, გვაქვს ჩ რაოდენობის ელემენტისაგან შედგენილი 

სიმრავლე, რომლიდანაც გამოყოფილია /) რაოდენობის ურთიერთთანაუკვეთი 
ჯგუფი, სადაც თითოეულ /,I!=1.2,...,/ ნომრის ჯგუფში გვაქვს #,.I =1,2,...,/ 

რაოდენობის ელემენტი. ცხადია, რომ ელემენტთა აღნიშნული ჯგუფების 
სიმრავლის /! პოზიციური გადანაცვლება #, =/!. ადვილი მისახვედრია, რომ 

ჩ-/M5---%--, ააა» 
ანუ ჯგუფების სიმრავლის ! პოზიციური გადანაცელება ტოლია » რაოდენობის 
ელემენტთა დალაგებების ისეთი რაოდენობის, როდესაც ორი დალაგება 
გაიგივებულია, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ ინვერსია ხდება ერთი და იმავე 
ჯგუფის ელემენტებს შორის. სხვანაირად ეს ნიშნაეს, რომ საქმე გეაქვს ისეთ # 
პოზსიციურ გადანაცელებასთან, როდესაც ჯგუფებში ელემენტთა განსხვსვება 

უგულეებელყოფილია. 
ჩხხნი6 = „ 

” რ)ნ,L... I 
გადანაცვლებას განმშეორებებით. 
, მაგალითი: რამდენი სიტყვას მიეიღებთ ასოების გადანაცელებით სიტყვაში: 
აკალი". 

ამ სიტყვაში გვაქეს ასოთა ოთხი ჯგუფი: აა, კკ, ლ, ი. აქედან გამომდინარე 

რიცხვს, სადაც M#>V#, +#, +...+#,, უწოდებენ # პოზიციურ 

§25. ჯუფთება 

ვთქვათ, გვაქეს # ელემენტისაგან შედგენილი სიმრავლე და გვსურს 

განვსაზღეროთ ამ სიმრავლის #<# ელემენტის შემცველ ქვესიმრავლეთა 
რაოდენობა. წყობა 4, გეიჩვენებს მოცემული სიმრავლის ”# ელემენტიან 

ქეესიმრავლეთა ყეელა შესაძლო დალაგებათა სიმრავლეს. თითოეული” 

ელემენტიანი ქვესიმრავლის დალაგებათა რიცხვი ტოლია # პოზიციური
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გადანაცვლების, ამიტომ # ელემენტიანი სიმრავლის »# ელემენტიან 

4 _ #M(#–1X(# – 2)...(#– დდ –1)) – #! 

8. ” ”(6-V)!. 
  ქეესიმრავლეთა რიცხვია: C; = 

! 
რიცხეს C; -.X- 3 უწოდებენ # რაოდენობის ელემენტთა Mჩ კლემენტიან 

ჯუფთებას განმეორებების გარეშე. 
მთქეათ, გვაქეს # ელემენტის შემცველი სიმრავლე და გვსურს განესაზღეროთ 

ამ სიმრავლის # ელემენტის შემცველი ისეთი კომბინაციათა რაოდენობა, 
რომლებშიც ელემენტთა მიმდევრობას მნიშვნელობა არ აქეს. 
შევადგინოთ M# ელემენტის შემცველი კომბინაციები ელემენტთა ამორჩევით. ამ 

ამორჩევის დროს დაეწეროთ იმდენი 1-იანი, რამდენჯერაც ამოეირჩიეთ ერთ და 
იმავე ელემენტი. თითოეული ელემენტის შესაბამის I-იანთა ჯგუფები 
ერთმანეთისგან გამოვყოთ ნულებით, მივიღებთ ერთიანებისა და ნულიანებისგან 
შედგენილ მიმდევრობას: 11...1011...10...0 1, სადაც M=#/,+M. +...+#,. ამ 11. 11... უქ სსა ებ 1.) 

მიმდევრობაში ნულების რიცხეია #-I1. ცხადია, ყველანაირ ასეთ კომბინაციათ 

„L M+L-I ” 
რაოდენობა იქნება: #7+. ო6-9MI ს ი- 

განსასღვრება 22. რიცხვს C”,, უწოდებენ MX ელემენტიანი სიმრავლის #- 

ელემენტიან ჯუფთებას განმეორებებით. 
თეორემა 24./ ჯუფთებას განმეორების გარეშე აქეს შემდეგი თვისებები: 

1 C, =C(”. 

2. C; =C.1+Cთ2). 

3, 21=C+C)+6C; +..+0!1+60(. 
დამტკიცება: პირველი თვისება პირდაპირ გამომდინარეობს განსაზღერებიდან. 
მეორე თვისების დასამტკიცებლად გამოვთვალოთ თითოეული შესაკრები: 

» _ ცო # –I)! (# – I)! (( –1)!(# – 1)I(– 1 – M)!# #! C7 =6ც" 7 = ( = = = 
,–9ი 1 თს თ - )I(L- ი)! MIC-1- VII (I-–1)!(# – M)!MICL – 1-7)! (#–ჯ)!ჩ! 

=C/. 

მესამე თეისების დასამტკიცებლად გამოეთვალოთ (I+1)" ხარისხი. 
ნიუტონის ბინომის ძალით: 

2" =(1+1)" =1"-C2? +1'.1-CI +1“ '.17.C( 2 +..+1.1"'.0(+1-1-C" = 

თ+C1+0C2+..+0:)+C! 

თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 24-2 (კომბინატორიკის მთავარი თეორემა) . ვთქვათ, მოცემულია #” 
რაოდენობის ელემენტისაგან შედგენილი #4 სიმრავლე, რომლის ელემენტებსაც 
გააჩნიათ ან არ გააჩნიათ რაიმე თეისება თეისებათა /!-ელემენტიანი 

”=(0,თე,..,ძ,„) სიმრაელიდან. მაშინ იმ ელემენტთა რაოდენობა 4 

სიმრაელიდან, რომლებსაც არც ერთი მოცემული თვისება არ გააჩნია, ტოლია: 

ჩრC,ძ,...0,) = M+ (–1)'2, M(4,)+C))? 2,7(9,ი,)+(-)) 2,M6,0,0,)+...+ 
გ”<L #<05# ხ<<05# 

+CI” 2,#M4,ძ,..0,)+...+(-1X 2,Mძ,0,..0,), 
<M<..<5# #64M0< ..<I15L 

სადაც 2,0, ..ი,) იმ ელემენტთა რაოდენობაა მოცემული სიმრავლიდან, 
რომლებსაც გააჩნიათ ძ,,0, „სი, თვისება ერთდროულად.
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დამტკიცება: თეორემა ადეილად მტკიცდება ინდუქციის მეთოდის გამოყენებით 
” პარამეტრის მიმართ. 
მაგალითი: ვთქვათ, დაწესებულებაში 80 თანამშრომელი მუშაობს. აქედან 
ინგლისური იცის- 48 თანამშრომელმა, გერმანული- 35-მა, ფრანგული- 20-მა, 
ინგლისური და გერმანული 27-მა ინგლისური და ფრანგული 12-მა, ფრანგული და 
გერმანული- 11-მა, ხოლო სამივე ენას ფლობს 5 თანამშრიმელი. ვიპოვპთ რამდენი 
თანამშრომელი არ ფლობს არც ერთ ენას. 
გამოვიყენოთ წინა თეორემაში მოყვანილი ფორმულა: 

ჩრC,0,0,) = 80 – 48-–35–20+27+12+11+-–5=22. 
მაშასადამე, 22-მა თანამშრომელმა არც ერთი ენა არ იცის. 
ზოგიერთ შემთხვევაში იმ ელემენტების რაოდენობა, რომლებსაც გააჩნიათ 

თეისებათა რაღაც ერთობლიობა, დამოკიდებულია ამ თვისებათა რაოდენობაზე. 
ასეთ შემთხვევაში მარტივდება ფორმულა, რომელიც გვაძლეეს იმ ელემენტთა 
რაოდენობას რომლებსაც არ გააჩნიათ არც ერთი თვისება თვისებათა მოცემული 
ერთობლიობიდან. 

თეორემა 24-? (კომბინატორიკის მთავარი თეორემაის კერძო შემთხვევაჯ 
თუ იმ ელემენტების რაოდენობა #-ელემენტიან სიმრავლეში, რომლებსაც 

გააჩნიათ თეისებათა რაღაც ერთობლიობა, დამოკიდებულია ამ თვისებათა 
რაოდენობაზე, მაშინ 
ჩ(თ,თ....ი„) = M+(–-1)'-CLს· M0)+(-1)1:C2 · M(2)+(-1)”!.C7!.M-ნი –1)+(C-1)” · MC), 

სადაც MV() იმ ელემენტთა რაოდენობაა, რომლებსაც თვისებათა მოცემული 

ერთობლიობიდან გააჩნია # რაოდენობის თვისება. 
დამტკიცება: ასეთ შემთხეევაში, ყოველი #<# ნატურალური რიცხვისათვის 

2,M(0,0,...ი,)=6M-M(), რაც ამტკიცებს თეორემას. 
5ს,5.505კო 

თეორემა 254. #-ელემენტიანი / სიმრავლის გარდაქმნათა (/ : 4 -> #) 
სიმრავლეში ელემენტთა რაოდენობა, რომლებიც ადგილზე არ ტოვებენ არც ერთ 
ელემენტს მოცემული სიმრავლიდან, ტოლია რიცხვის: 

8, =IV+C1)'.C)-Cთ–1)+C 1)? · C2 · (I – 2)M...+ (–1)” · 0!. 
დამტკიცება: მოცემული M#- ელემენტიანი სიმრავლის ელემენტთა თვისებების 

ერთობლიობა ჩ = (ძ,,ძე,...0,) იყოს შემდეგნაირად განსაზსღერული: ძ, იყოს 
გარდაქმნის ის თვისება, რომელიც გულისხმობს მოცემული სიმრავლის პირეელი 

ელემენტის ადგილზე დატოვებას, ძ; იყოს გარდაქმნის ის თეისება, რომელიც 

გულისხმობს მოცემული სიმრაელის მეორე ელემენტის ადგილზე დატოვებას და 
ასე შემდეგ: ძ, იყოს გარდაქმნის ის თვისება, რომელიც გულისხმობს მოცემული 

სიმრავლის მე-” ელემენტის ადგილზე დატოვებას. 

მაშინ იმ გარდაქმნათა ერთობლიობა, რომლებიც ადგილზე ტოვებენ # 

რაოდენობის ელემენტს ტოლი იქნება 2,0(6,0, 0.) რიცხეის, რომელიც ჩვენ 
ს 505. 5,-5ი 

შემთხეევაში ტოლია C) ·(7– I)! რიცხვის. ეს კი ამტკიცებს თეორემას. 

8, რიცხვს სრული უწესრიგობის სომას(სუბფაქტორიალს) უწოდებენ. 

მტკიცდება, რომ ადგილი აქეს ტოლობას 

შ,=0+CM'4+CM/1+-.+C)-1), 
სადაც 

სოI+Cს' 3+C ს/4+- .+Cს)“! 11= 2),
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უნდა აღინიშნოს, რომ სუბფაქტორიალს გააჩნია ჩვეულებრივი ფაქტორიალის 
მსგავსი თვისებები, მაგალითად: 
MI= დ -1)(0+1)+C– 2)!1, 
ანალოგიურად 

8, =(1-1)L8, , + 8,1. 

სუბფაქტორიალის გამოსათვლელად შეგვიძლია ასევე გამოეიყენოთ ფორმულა: 

8, =M8,,+C1”. 

§26. კომბინატორიკის ცნობილი ამოცანები 
26.| ამოცანა ლომებსა და ვეფხეეპზე. ცნობილია, რომ ორი ვეფხეი ბილიკზე 

ერთმანეთის მიყოლებით მშვიდად ვერ გადაადგილდება. ამიტომ, როდესაც 
ბილიკზე ერთდროულად ერთმანეთის მიყოლებით გადაადგილდება # 
რაოდენობის ლომი და #M რაოდენობის ვეფხვი, #7 <#M+1I საჭიროა მათი მწკრიეის 
დალაგება ისე, რომ ვეფხვები არ აღმოჩნდენ ერთმანეთის მიყოლებით. 
გამოვთვალოთ, რამდენნაირად შეიძლება დავალაგოთ ვეფხეებისა და ლომების 
მწკრიეი ბილიკზე, რომ ინციდენტი გამორიცხული იყოს. 
ამოხსნა: ცხადია, მწკრივი ისე უნდა დალაგდეს, რომ თითოეული ვეფხეი 
მოთავსებული იყოს ლომების ბილიკზე განლაგებისას წარმოქმნილ 
მონაკვეთებში, წესით: ერთი ეეფხვი ერთ მონაკეეთში. მონაკვეთების რიცხეია/+1. 
ვეფხვების რიცხვი- #7, ამიტომ ვეფხვებისა და ლომების მწკრივის სასურეელ 

დალაგებათა რიცხვი იქნება: C/,. 

26.2. ქარავნის ამოცანა. რამდენნაირად შეიძლება დაეალაგოთ 7” აქლემისაგან 
შედგენილი ქარავანი ისე, რომ ახალ დალაგებაში არც ერთი აქლემი არ 
აღმოჩნდეს იმ აქლემის უკან, რომლის უკანაც იყო იგი თავიდან მოცემულ 
დალაგებაში. 
ამოხსნა: აქლემთა ქარავნის დალაგება ხდება თავიდან მოცემული დალაგების 
გარდაქმნით. სულ გვაქვს ქარავნის ჩ”! დალაგება, ანუ გარდაქმნა. I-დამ #-მდე 
რიცხვებს შორის არსებობს #-I რაოდენობის (1,2),(2.3), (3.4)....,(M – ი) სახის 

წყეილი. განვიხილოთ აქლემთა სიმრაელის გარდაქმნის თეისებათა შემდეგი 

სიმრავლე # =(ძი,თ,,...ძ,), სადაც ძ, გარდაქმნის ის თვისებაა, რომელიც 

გულისხმობს წევილების აგებული სიმრაელის პირეელი ელემენტის უძრავად 
დატოვებას, იკ გარდაქმნის ის თეისებაა, რომელიც გულისხმობს წყვილების 

აგებული სიმრავლის მეორე ელემენტის უძრავად დატოვებას და ასე შემდეგ, თ,., 

გარდაქმნის ის თვისებაა, რომელიც გულისხმობს წყეილების აგებული 

სიმრავლის #-1-ე ელემენტის უძრავად დატოვებას. 
აქედან გამომდინარე, ისეთ გარდაქმნათა რიცხვი, რომლებიც არ ინახავენ ჩვენ 

მიერ განხილულ წყვილებს, იქნება: 

M+C1'-C),-(7-1)+C- 1)? C?,-(M –2)V...+(-1)” 62 -I. 
სწორედ ეს რიცხვი იქნება აქლემთა ქარავნის ჩეენთეის სასურველ დალაგებათა 

რიცხვი. 
264. საგანთა ყუთებში განაწილების ამოცანები. 
1. ეთქვათ, მოცემულია M# საგნისაგან შედგენილი სიმრავლე და ბესურს, ეს 

საგნები გადავანაწილოთ #,#5# ყუთში ისე, რომ პირეელ ყუთში მოთაყცსდეს თ 

რაოდენობის ელემენტი, მეორე ყუთში- #, რაოდენობის, და ასე "შემდეგ; M-ურ 
ყუთში- #„ რაოდენობის ელემენტი. ცხადია, ამ დროს ადგილი უნდა ჰქონდეს
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ტოლობას: », + +...+V, =,. გამოვთეალოთ, სულ რამდენი ასეთი სახის 

საგნების ყუთებში გადანაწილება შეიძლება არსებობდეს. 
ამოხსნა სულ M. საგნისაგან შედგენილი სიმრავლე შეიძლება დალაგდეს /”! 
რაოდენობის ვარიანტად. ვარიანტთა ამ სიმრავლეში შევიტანოთ ეკვივალენტობის 
მიმართება ასე: დალაგების ორი ვარიანტი ჩავთვალოთ ერთმანეთიას 
ეკვივალენტურად, თუ ისინი ერთმანეთისაგან განსხვავდებიან რომელიმე ყუთში 

აღმოჩენილი ელემენტების რიგით. I-ური ნომრის ყუთის, სადაც + =1,2...,#I, 

ელემენტების დალაგებათა ვარიანტების რაოდენობაა VI,!, ამიტომ 

საგანების ყუთებში გადანაწილებათა რიცხეი ტოლი უნდა იყოს რიცხვის: 

ცხრის ა მ 
” MM... 

2. ვთქვათ, გეაქეს # რაოდენობის საგანი და ეს საგნები უნდა გადავანაწილოთ 
M რაოდენობის ყუთში. გამოვთალოთ გადანაწილების ყველა ვარიანტის 
რაოდენობა. 
ამოხსნა: ავიღოთ # რაოდენობის ერთიანით შედგენილი მიმდევრობა. თუ ამ 

მიმდევრობაში ნებისმიერად ჩავამატებთ #-1 რაოდენობის ნულებს, მიეიღებთ 
ერთიანების მიმდეერობის დაყოფას # ნაწილად. 

მაგალითად, თუ #7=4 და #=3, მაშინ |111 მიმდევრობა სამ ნაწილად ორი 

ნულის დამატებით დაიყოფა ასე: 011101, ამ შემთხვევაში ერთ დანაყოფში, 
რომელიც პირეელი ნულის მარცხნივაა, არც ერთი ერთიანი არ შევა; ან ასე: 

001111, ამ შემთხვევაში პირველი ნულის მარცხნივ მდებარე და ნულებს შორის 

მდებარე დანაყოფები ცარიელია; ან ასე: 011110, ამ შემთხვევაში პირველი ნულის 
მარცხნივ და მეორე ნულის მარჯენიე მდებარე მონაკვეთებია ცარიელი; ან ასე: 
101110, ამ შემთხვევაში მეორე ნულის მარჯვნივ მდებარე მონაკვეთია ცარიელი; 
ან ასე: 111100 ამ შემთხეევაში ნულებს შორის მდებარე და მეორე ნულის 

მარჯვნივ მდებარე და დანაყოფებია ცარიელი; ან ასე: 100111, ამ შემთხვევაში 
ნულებს შორის მდებარე მონაკვეთია ცარიელი; დაყოფის დანარჩენი შემთხვეეები 
გასაგებია. 
აქედან გამომდინარე, თუ ამ დანაყოფებს ჩავთელუთ ყუთებად, მაშინ საგნების 

1)! 
ყუთებში გადანაწილების ვარიანტების რაოდენობა შაი ნაით სიდიდის 

ტოლი უნდა იყოს. 

3, ვთქვათ, გვაქეს #, რაოდენობის I-ლი ტიპის საგნები, ”, რაოდენობის მე-2 

ტიპის საგნები და ასე შემდეგ. M, რაოდენობის MX ტიპის საგნები. 

გამოვთვალოთ ამ საგნების #7 რაოდენობის ყუთში გადანაწილების ეარიანტების 
რაოდენობა. 
ამოხსნა: წინა შემთხვევიდან ეიცით, რომ /,1=1,2,..,XM ტიპის საგნების /! 

რაოდენობის ყუთში გადანაწილების ვარიანტების რაოდენობააა MM. აქედან ი,+ო-L 

გამომდინარე, ჩვენი ამოცანის ამონახსნია: ჩიოთ. ხოსია ხმები. 

26: ერასტოფანეს საცერი. ვიპოვოთ I-დან #-მდე რიცხვებს შორის ისეთი 

რიცხეების რაოდენობა, რომლებიც არ იყოფაიან #,,#,,..,ნ, რიცხვებზე. 

ამოხსნა: გაეიხსენოთ, რომ 1-დან M-მდე რიცხვების რაოდენობა, რომლებიც 
#M. 

იყოფიან ი რიცხეზე, ტოლია LI მთელი რიცხვის და გამოეიყენოთ ფორმულა:
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ჩ(,...2,) = 7+(–1)' >. X9,)+C1)? 2: ჩC,4,)+C ი)" 2: M4,2,0,)+..+ 
013 #<,.5# ჩხ<ს<05# 

+C)”! 2,ჩ(ი,ძ,..ი,)+..+CI”» 2 #(,ძ,..2,), 
ხს<6<. <5 /,<Iე<. .<ს <L 

სადაც თ,,!=1,2,..,# წარმოადგენს /,,!=I2,..,# რიცხვზე გაყოფის თვისებას. 

ამ ფორმულით, თუ გავითვალისწინეთ ტოლობას : 2,M0,0,-4,)=C-----) 
<<. <,5L ს 7 “''“, 

მიეიღებთ იმ რიცხვთა რაოდენობას, რომლებიც არ იყოფიან #,,#,,.., ი, 

რიცხეებზე. 
26.წიგნის თაროს ამოცანა. თაროზე არსებული » რაოდენობის წიგნიდან უნდა 
ავირჩიოთ ისეთი #<# რაოდენობის წიგნი, რომელთაგან არც ერთი წყვილი 
თაროზე ერთმანეთის მიყოლებით არ იდო. გამოვთეალოთ, არჩევის რამდენი 
სხვადასხეა ეარიანტი არსებობს. 
ამოხსნა: ცხადია, რამდენნაირადაც შეგვიძლია დავალაგოთ თაროზე # 
რაოდენობის წიგნი, როდესაც თაროზეა M-# წიგნია, ისე რომ ორი წიგნი # 
რაოდენობის წიგნიდან არ მოხვდეს ერთმანეთის გვერდით; ამდენნაირადვე 

შეგვიძლია ამოვირჩიოთ »# რაოდენობის წიგნიდან # რაოდენობის წიგნი, 

რომელთაგან არც ერთი წყვილი თაროზე ერთმანეთის მიყოლებით არ იდო. 

M#-LM რაოდენობის წიგნი თაროზე ქმნის #-#+1 მონაკვეთს. # რაოდენობის 
წიგნიიდან თითოეული ჩავდოთ თაროზე შექმნილ მონაკეეთებში, წესით, ერთი 

წიგნი ერთ მონაკვეთზე. მაშინ გვექნება წიგნების დალაგების C1,, რაოდენობის 

ვარიანტი. რაც, როგორც ვთქვით, აღნიშნული წესით წიგნების ამორჩევის 
ვარიანტების რაოდენობის ტოლია. 
267. რიცხვის გამყოფთა რაოდენობა. ეთქვათ, მოცემულია ნატურალური 

რიცხვი ძ6 V, ვიპოვოთ მისი გამყოფთა რაოდენობა. 

ამოხსნა: წარმოვადგინოთ რიცხეი კანონიკუად ძ= #, ჩ;'...0” . ეს რიცხვი 

შეგვიძლია ასედაც წარმოვადგინოთ: ძ= იჩ," #;'...0,' ჩი) 0 ე”, სადაც 

”), < M,,) =1,2,....#. ყოველი »,,! =1,2,...# რიცხვი #,+) რაოდენობის არაუარყოფითი 

რიცხეებისგან შედგენილი(V,,ი, –M,) დალაგებული წყეილის კომპონენტების 

ჯამის ტოლია. 
აქედან გამომდინარე, თი რიცხეის წარმოდგენა მისი ორი გამყოფის ნამრაელად 

შეიძლება (V, +1)07; +1)...V, +1) სხვადასხეა ვარიანტად. მაშასადამე, ძC M რიცხვის 

გამყოფთა რიცხვი ტოლი იქნება (CV, + 1X#; +1)...I(M, +1) რიცხვის. 

26.8 სიმრავლდან კონკრეტული ელემენტების არ შემცველი ქვესიმრავლეების 
ამორჩევის ამოცანა. 

#- ელემენტიანი სიმრავლიდან ამოვარჩიოთ ისეთი # ელემენტის შემცველი 
ქვესიმრავლე, რომელიც არ შეიცავს M რაოდენობის კონკრეტულ ელემენტს. 

გამოეთვალოთ, ამორჩევის რამდენი ეარიანტია სულ. 
ამოხბნა: სულ, პირობის გაუთვალისწინებლად, გეაქვს ამორჩევის 

L ”! 

სი იუუთა 
ვარიანტი. ამოვიღოთ სიმრავლიდან # რაოდენობის კონკრეტული ელემენტის 
შემცველი ქვესიმრავლე და დარჩენილი სიმრავლისთვის გამოვთვალოთ მასში 

-” რაოდენობის ელემენტენის ამორჩევის ეარიანტების რაოდენობა. ეს რიცხვი 
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იქნება: 

ს. (M–M)! 

"წი (C- MI)I(1-#)!” 
ასეთნაირად ამორჩეულ ვარიანტებს თუ დავუმატებთ ჩვენს კონკრეტულ 

ქვესიმრავლეს, მივიღებთ ჩვენთვის არახელსაყრელი ამორჩევეების მთელ 
ერთობლიობას. აქედან გამომდინარე, კონკრეტული ” ელემენტის არშემცველი 
ქვესიმრაელეების რაოდენობა იქნება: 

ც' ცი: - ს” __ თ-MI . 

ზეა“ MCთV-X) (C–- M)(#-#)! 
26.9 სეიფის ამოცანა. ვთქვათ, ბანკის მთავარი სეიფის გახსნა ხდება კომისიის 
თანდასწრებით, რომელშიდაც შედის ბანკის ” თანამშრომელი. რამდენი საკეტია 
საჭირო სეიფის დასაკეტად, რამდენი გასაღები უნდა ჰქონდეს თითოეულ საკეტს, 
რამდენი გასაღები უნდა დავურიგოთ თითოეულ კომისიის წეერს ისე, რომ მას 
მოცემული საკეტის მხოლოდ ერთი გასაღები შეიძლება ჰქონდეს, და რომ სეიფის 

გაღება იყოს შესაძლებელი, თუ შეიკრიბა კომისიის არანაკლებ # წეჟრი, ხოლო 
ნაკლები წაოდენობის წევრების შეკრებისას, სეიფის გაღება არ მოხერხდება. 
ამოხსნა: განეიხილოთ მატრიცი: 

რომლის სეეტების რიცხეი კომისიის წეერთა რიცხეია, სტრიქონების რიცხვი კი 

საკეტების რიცხვი. ძ, =1, თუ /-ური ნომრის საკეტის გასაღები აქვს /-ური 

ნომრის კომისიის წეერს, ხოლო იძ, =0, წინააღმდეგ შემთხვევაში. მაშასადამე, 

მატრიცი შედგება ნულებისაგან და ერთიანებისაგან. რადგან ყველა საკეტს ერთი 
და იმავე რაოდენობის გასაღები აქეს, ამიტომ მატრიცის თითოეულ სტრიქონში 
ერთი და იგიეე რაოდენობის ერთიანია, ასვე, რადგანაც კომისიის ყველა წეერს 
ერთიდა იმავე რაოდენობის გგასაღები აქვს, მატრიცის თითოეული სვეტი შეიცავს 
ერთი და იმავე რაოდენობის ერთიანს. 

ცხადია, თუ მოცემული მატრიცის ნებისმიერი # რაოდენობის სვეტისაგან 
შედგენილ მატრიცში, სტრიქონების ნებისმიერ /-ურ ინდექსს მოეძებნება 
სვეტების ისეთი /, ინდექსი, რომ ძ, =1 და ასეთი რამ არ ხდება არც ერთი 

#-I რაოდენობის სვეტებისაგან შედგენილ მატრიცში, მაშინ სეიფის გაღება 
შესაძლებელი იქნება, თუ შეიკრიბა კომისიის არანაკლებ MX წეერი, ხოლო 
ნაკლები რაოდენობის წევრების შეკრებისას სეიფის გაღება არ მოხერხდება. 
რადგან ყეელა საკეტის გასაღები უნდა იყოს დარიგებული, და კომისიის ყველა 

წევრს გასაღებების თანაბარი რაოდენობა უნდა გადაეცეს ისე, რომ მას 
მოცემული საკეტის მხოლოდ ერთი გასაღები შეიძლება ჰქონდეს, ამიტომ 

საკეტების რაოდენობა ტოლი უნდა იყოს C», სადაც # თითოეულ სტრიქონში 

ერთიანების რიცხვია. ”-–”M წარმოადგენს სტრიქონებში ნულების რაოდენობას. 
თუ განეიხილავთ მატრიცს, რომელიც შედგენილია თავიდან მოცემული 

მატრიცის #-”M სეეტისაგან, მაშინ ამ მატრიცში აუცილებლად იქნება, მხოლოდ 
ერთი, ნულებისაგან შედგენილი სტრიქონი. ასეთ მატრიცზე ნებისმიერი ერთი 
სვეტის დამატებით მიღებულ მატრიცში წინა მატიცის ნულოვანი სტრიქონის 
ნომრის სტრიქონში აუცილებლად იქჩება ერთიანი. აქედან გამომდინარე, 
ნებისმიერი M-7I+1 სვეტისაგან შედგენილი მატრიცის ნებისმიერ სტრიქონში 

ერთი ერთიანი მაინც იქნება. ასეთი მსჯელობიდან ვასკვნით, რომ #=/#/-“-/M#+1.
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უკანასკნელი ტოლობიდან გვექნება #=M-#+1. ამ ტოლობიდან 

გამომდინარეობს, რომ საკეტების საჭირო რაოდენობა უნდა იყოს C/ =7, 
ც” L 1 

ხოლო თითოეულ კომისიის წევრს უნდა გადაეცეს თ თC ას რაოდენობის 
ჩ 

გასაღები. 
26.I0 დროშების და ანძების ამოცანა. ვთქვათ, გვაქვს M რაოდენობის დროშა 

და M რაოდენობის ანძა, გამოვთვალოთ, რამდენი სახის შეტყობინების გადაცემა 
შეიძლება ანძებზე აღმართული დროშებით. 
ამოხსნა: თუ ყველა დროშა ერთნაირია, მაშინ შეტყობინების სახეთა რიცხვი 

– 
იქნება ჩი” ლლ ა თუ ყველა დროშა განსხვავებულია, მაშინ საძიებელი 

რიცხვი იქნება I ჩუუ) = (59-10, 6 –1)! 
გადაცემული შეტყობინებათა რიცხვი შეიძლება გავზარდოთ, თუ აღმართული 
დროშების რიცხვს ვცვლით. თუ აღვმართაეთ §, რაოდენობის დროშას, მაშინ 

C +» -I! გადაცემულ შეტყობინებათა რიცხეი იქნება §,!ჩ21 ლ). სულ კი 
MM 

>» 
შეგვეძლება გადაეცეთ 2ანჩოთი რაოდენობის შეტყობინება. 

სავარჯი შოები: 
L კოდებიან საკეტს 5 უჯრედი აქვს, თითოეული უჯრა შეიძლება იყოს 6 

სხვადასხვა პოზიციაში, რამდენი სხვადასხვა კომბინაცია უნდა მოვსინჯოთ, რომ 
საკეტი გავხსნათ. 
2. რამდენი 8 თანრიგიან რიცხვი არსებობს, რომლის პირეელ სამ პოზიციაში არ 
გეხვდება ციფრები: 0, 3, 5. 

3. პატარა ბიჭმა ბაღში დაკრიფა 3 ვაშლი, 7 მსხალი და 5 ატამი. მან 
დაკრეფილი ხილი მაგიდაზე ერთ მწკრიეში დაალაგა. ხილის მწკრივში 
ფალადების რამდენი ვარიანტი არსებობს? 
4. იპოვე ყველა რიცხვი 100-დან 200-მდე რომლებიც არ იყოფა 1-ზე, 5- -ზე, 7-ზე. 
5. გუნდში თამაშობს 4 ევროპელი, 2 აზიელი 5, აფრიკელი ფეხბურთელი. გუნდის 
მწკრიეში დადგომის რამდენი ვარიანტი არსებობს, თუ ერთი და იმავე 
კონტინენტის წარმომადგენლები მწკრივში ერთმანეთის გვერდით უნდა იდგნენ. 

6. ვთქეათ, ცხოველთა რომელიმე პოპულაციაში ყოველი ორი ინდივიდი 
ერთმანეთისგან განსხვავდება გენური შემადგენლობით. რამდენი შეიძლება იყოს 
ინდივიდთა მაქსიმალური რაოდენობა პოპულაციაში, თუ თითოეული ინდივიდის 
გენოტიპში #-დან #7 -მდე, #<7ჩ? გენია. 

7. ფეხბურთის გუნდის მწკრივში დგომისას ფეხბურთელების ადგილის 
შეცვლით მწკრივის რამდენი ისეთი ვარიანტი მიიღება, რომლებშიც კაპიტანი და 
მეკარე თავის ადგილზე რჩებიან, სხვა ფეხბურთელები კი ადგილს იცელიან. 

8. რამდენი გამყოფი აქვს თიოეულ რიცხვს: 15364, 2864, 674842. 
9. დავითს 5 მსხალი 7 ატამი და 4 ვაშლი აქვს, რამდენნაირად შეიძლება 
გაუნაწილოს ხილი მან თავის ამხანაგებს: ნიკოს, ვახტანგსა და ვანოს? 

10. გუნდში ირიცხება 19 ფეხბურთელი. რამდენი სხვადასხეა შემადგენლობით 
შეუძლია მწვრთნელს ჩაატაროს ვარჯიში, თუ ეარჯიშის დროს თითოეულ 

სპარინგ ჯგუფებში შეიძლება არანაკლებ 5 და არაუმეტეს 8 ფეხბურთელი. 
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ნაწილი მეორე 
თავიVI 

მათემატიკური ლოგიკის ელემენტები 
§1. გამონათქვამთა ალგებრა 

მათემატიკური ლოგიკის შესწავლა იწყება გამონათქვამთა ალგებრის 
შესწავლით. 
გამონათქვამთა შინაარსობრივი თეორიის მიხედვით გამონათქვამია ნებისმიერი 
თხრობითი წინადადება, რომელზედაც შეიძლება ითქვას ჭეშმარიტია ის, თუ 
მცდარი. 
მაგალითად შემდეგი სამი თხრობითი წინადადებიდან: 
ს) მტკვარი შავ ზღვაში ჩაედინება; 
2) ათი მეტია ხუთზე; 

3) მე ვტყუი; 
პირველი ორი გამონათქვამია, მესამე არა, რადგან მისი ჯეშმარიტულობის 

დადგენა შეუძლებელია. მართლაც, თუ მე ვტყუი და ეს ჯეშმარიტია, მაშინ ჩემი 
ნათქეამის შინაარსი მცდარია და პირიქით, თუ მე ვამბობ, რომ ვტყუი და ეს 
მცდარია, მაშინ ნათქვამის შინაარსი ჭეშმარიტია. 

გამონათქვამთა ალგებრაში მნიშვნელობა არ აქვს გამონათქვამის შინაგან 
სტრუქტურას და შინაარსს, მხედეელობაში მიიღება მხოლოდ მისი 
ჭეშმარიტულობის მნიშვნელობა, ანუ გამონათქვამს შეიძლება ჰქონდეს მხოლოდ 
ორიდან ერთი მნიშენელობა: ”ეშმარიტი” ან "მცდარი" 
მიღებულია გამონათქვამების აღნიშენა დიდი ლათინური ასოებით: 4,8,C,#..... 

თუ გამონათქვამი მცდარია, მაშინ ამბობენ, რომ მისი მნიშვნელობაა 0, ხოლო 
თუ ის ჭეშმარიტია, მაშინ- I. 
ჩვეულებრივი მეტყველებისას რთული გამონათქვამები მარტიეი 
გამონათქვამებისაგან მიიღება ისეთი მაკავშირებელი სიტყვების საშუალებით, 
როგორებიცაა: და, ან თუ, მაშინ და სხვა. 

ასეეეა მათემატიკურ ლოგიკაში, მარტივი გამონათქვამებისაგან უფრო რთული 
გამონათქვამები მიიღება ეგრეთ წოდებული ლოგიკური კავშირების საშუალებით. 
ლოგიკური კავშირები წარმოადგენენ გამონათქვამთა ალგებრის ოპერაციებს, 

რომლებიც ასრულებენ იმავე როლს, რასაც მაკავშირებელი სიტყვები 
სალაპარაკო ენაში. მათი საშუალებით მიღებული რთული გამონათქვამების 
ჭეშმარიტული მნიშენელობა ცალსახად განისასღვრება შემადგენელი 

გამონათქეამების ჭეშმარიტულობის მნიშვნელობებსგან. 
ვთქვათ 4 და 8 ორი გამონათქვამია, ჩამოეთეალოთ ის ლოგიკური კავშირები, 
რომელთა გამოყენებითაც ამ გამონათქვამებისგან მიიღება ახალი 
გამონათქეამები: 

1) კონიუნქცია: ამ ლოგიკური კავშირის საშუალებით #4 და 8 
გამონათქვამებისგან მიიღება ახალი გამონათქვამი 4# 8, რომელიც ჭეშმარიტია 
მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც ჭეშმარიტია 4 გამონათქვამიც და 8 
გამონათქვამიც /# კონიუნქციის აღმნიშნავი სიმბოლოა. კონიუნქციას 
ჩეეულებრიე სალაპარაკო ენაში შეესაბამება კავშირი "და". 
2) დიზიუნქცია: ამ ლოგიკური კავშირის საშუალებით 4 და # 
გამონათქვამებისგან მიიღება ახალი გამონათქეამი 4V 8, რომელიც ჭეშმარიტია 
მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც ჭეშმარიტია # გამონათქვამი ან 8 
გამონათქვამი. V დიზიუნქციის აღმნიშნავი სიმბოლოა. დიზიუნქციას ჩვეულებრივ 

სალაპარაკო ენაში შეესაბამება კავშირი "ან". 
3) იმპლიკაცია: ამ ლოგიკური კავშირის საშუალებით 4 და 8 

გამონათქვამებისგან მიიღება ახალი გამონათქვამი 4= 8, რომელიც მცდარია
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მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც ჭეშმარიტია 4 გამონათქვამი და მცდარია #8 
გამონათქვამი => იმპლიკაციის აღმნიშნავი სიმბოლოა. იმპლიკაციას 
ჩვეულებრივ სალაპარაკო ენაში შეესაბამება კონსტრუქცია: "თუ,...,მაშინ"; 
მაგრამ არსებითია განსხეავება: ჩეეულებრივ სალაპარაკო ენაში საქმე გეაქვს 
ორი წინადადების აზრობრივ დამოკიდებულებასთან, იმპლიკაციისთვის კი 
გამონათქვამთა აზრობრივ დამოკიდებულებას მნიშვნელობა არ აქეს. 

4) ეკვიჟალენცია: ამ ლოგიკური კაგშირის საშუალებით 4 და 8 
გამონათქვამებიდან მიიღება ახალი გამონათქვამი #<> 8, რომელიც ჭეშმარიტია, 
მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 4, 8 გამონათქვამები ორივე ჭეშმარიტი ან 
ორივე მცდარია. «<> ეკეიევალენციის აღმნიშნაეი სიმბოლოა. ეკვივალენციას 
ჩეეულებრივ სალაპარაკო ენაში შეესაბამება კონსტრუქცია: "მაშინ და მხოლოდ 
მაშინ, როდესაც..." 

თუ გვაქვს გამონათქვამი #<> 8, მაშინ ეამბობთ, რომ 4 და 8 ერთმანეთის 
ემეკეიეალენტური გამონათქვამებია. 
5) ჟარყოფა: გამონათქვამთა ალგებრის ოპერაციაა, რომელიც მხოლოდ ერთ 

გამონათქვამზე მოქმედებს. ამ ოპერავიით # გამონათქეამისგან მიიღება ახალი 4 
გამონათქვამი, რომელიც მცდარია, თუ «4 ჭეშმარიტია და ჭეშმარიტია, თუ 4 
მცდარია. 

4 გამონათქვამის უარყოფა აღინიშნება ასედაც: –4. 
როგორც აღვნიშნეთ: მოცემული გამონათქვამებისაგან გამონათქეამთა 
ალგებრის ოპერაციების(ლოგიკური კაეშირების) საშუალებით უფრო რთული 
გამონათქვამები მიიღება. მაგალითად: #,8,C,M გამონათქვამებისაგან შეიძლება 
მივიღოთ ახალი გამონათქვამები: 

(4=8)»C<=: 0C4#-8)=(C=:0),(06VCV9)4=(C665C7#/8 
და სხვა. 
ეთქვათ 3 გამონათქეამთა სიმრავლეა, შეიძლება განეიხილოთ ცელადი 

სიდიდეები: X ,7 ,2,..., რომლებიც ღებულობენ მნიშვნელობებს აღნიშნული 

სიმრავლიდან. ასეთ ცვლად სიდიდეებს ცვლად გამონათკვამებს უწოდებენ. 

თუ ცვლად გამონათქვამებზე ეიმოქმედებთ გამონათქეამთა ალგებრის 
ოპერაციებით(ლოგიკური კავშირებით), მივიღებთ გამონათქვამთა ალგებრის 
ფორმულებს, რომელთა ჭეშმარიტულობის მნიშვნელობა დამოკიდებულია 
ფორმულაში შემავალი ცვლადი სიდიდეების კონკრეტულ მნიშვნელობაზე. 
გამონათქვამთა ალგებრის ფორმულაა ერთი ცვლადი გამონათქვამი #X -იც. 
გამონათქვამთა ალგებრის ფორმულებია, აგალითად: 

X;X;7;...; (X = IX) /# 7 <> I ,(I / X)V (> = X) ,(X V 7), 2 <= CX //2)V (XV /#7),... 

შეიძლება ეთქვათ, რომ გამონათქვამთა ფორმულა წარმოადგენს ასახვას 
გამონათქვამთა სიმრავლის თავისთავზე დეკარტული ნამრავლიდან 
გამონათქვამთა სიმრაელეში. 

განეიხილოთ გამონათქვამთა ალგებრის უმარტიეესი ფორმულების 
ჭეშმარიტულობის ცხრილი: 

X=ILI X<C-X# # X/X# XVX 
0 0 0 
0 

1 

1 

0 1 
0 1 
1 1 

  
ამ ცხრილის საშუალებით შეიძლება ავაგოთ ჭეშმარიტულობის ცხრილი უფრო 
რთული ფორმულებისათეის.
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მაგალითი: ავაგოთ (IV / 7)V CV” = X) ფორმულის ჭეშმარიტულობის ცხრილი. 
ამოხსნა: 

Xჯ XI XII #=+X (X I) VC”/ = X) 
1 1 1 0 1 1 
0 1 0 0 
1 0 0 1 

0 0 0 1 

  

მაგალითი: ავაგოთ (X = I) < (X #7) ფორმულის ჭეშმარიტულობის ცხრილი. 

ამოხსნა. 

Xჯ »” X=II | X„I X/I/ (X =21) = CX #7) 

1 0 0 

1 

  

1 1 
0 1 1 1 
1 0 0 1 0 
0 0 1 1 1 

გამონათქვამთა ალგებრის ორ ფორმულას უწოდებენ ტოლძალოვანს, თუ მათი 
ჭეშმარიტულობის მნიშენელობანი ერთმანეთს ემთხვევა. 

  

მაგალითად ტოლძალოვანია ფორმულები: XVX#, XV. მართლაც, თუ ავაგებთ 
შესაბამის ცხრილს: 

X X,>I XVI 
0 
1 
1 
1 

  

X 
„10 

1 
0 
1 

# 
1 
1 

0 
0 

1 
0 

1 
0 

დავინახაეთ, რომ მისი ბოლო ორი სეეტი ერთმანეთს ემთხვეეა. ეს კი ნიშნავს 
ფორმულათა ტოლძალომნებას. 
ფორმულას, რომლის ჭეშმარიტულობის მნიშენელობა ყოველთვის ტოლია I-ის, 
იგივურ ფორმულას ანუ ტაგტოლოგიას უწოდებენ. 

ტავტოლოგიის მაგალითია ფორმულა: XV X <= X #7 . მართლაც, ეს კარგად ჩანს 
შემდეგი ცხრილიდან: 

  

  

  

XVI XV7»” XVI 
  

  

  

  

  

–
-
–
.
 
–
.
C
 0 1 

1 1 
1 1 
1 1           

ადვილი მისახვედრია, რომ ყოველი ორი ტოლძალოვანი ფორმულა, შეერთებული 
< ეკეივალენციით, ტავტოლოგიას წარმოადგენს. არსებობენ სხვა ტიპის 

ტავტოლოგიებიც, მაგალითად: XV X. 

ტავტოლოგიებს გამონათქეამთა ალგებრის კანონებსაც უწოდებენ სწორედ 
ტავტოლოგიების აღმოჩენა და მათი კვლევაა გამონათქეამთა ალგებრის ამოცანა.
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ზემოთ ფორმულების ჩაწერისას ეიყენებდით ფრჩხილებს, მაგრამ თუ 
არითმეტიკული ოპერაციების მსგავსად წინასწარ დავადგენთ გამონათქვამთა 
ალგებრის ოპერაციათა თანმიმდევრობას, ფორმულაში ფრჩხილები შეიძლება 
საერთოდ არ გამოეიყენოთ ან მათი რაოდენობა შევამციროთ. 
თუ ფორმულაში ფრჩხილები არ გვაქვს, მაშინ გამონათქეამთა ალგებრის 

ოპერაციები სრულდება შემდეგი თანმიმდევრობით: კონიუნქცია, დიზიუნქცია 
იმპლიკაცია, ეკეიეალენცია. 
მაგალითად ჩანაწერი ფრჩხილების გარეშე: X /7V 7 იგივეა, რაც (X /#X)V 2. 

სავარჯი შოები: 

დაამტკიცეთ შემდეგ ფორმულათა ტოლძალოგნება: 
1. X 7 დაI/„.X. 
2 XVI და 7IVX. 
3. CX #7) 2 და-X #CV #2). 
4. (MV7)V2 დაXVC#7V 7). 

5. (XV 7) #2 და(X /#2)V(7/ V-X 2). 

აჩვენეთ, რომ შემდეგი ფორმულები ტავტოლოგიაა: 
I, (V #7) 2 <> X /C7X„>2). 

CVVI) 7 <= CV X2)VCI>2). 
XV#C>X7/»X. 

XVV<- XVI. 
„· XXX <> X. 

  

2 

3 

4 

5 

§2. ბულის ფუნქციები 
როგორც აღვნიშნეთ, გამონათქვამთა ალგებრის ფორმულა ეს არის ასახვა 
გამონათქვამთა სიმრავლის თავის თავზე დეკარტის ნამრავლიდან ისეე 

გამონათქეამთა სიმრავლეში: დ:3X 3X..X9 3 9. 

როგორც ვიცით, ფორმულის ჭეშმარიტული მნიშენელობა დამოკიდებულია 
ფორმულაში შემაეალი ცვლადი გამონათქვამების ჭეშმარიტულ მნიშვნელობებზე 
და არა მათ შინაარსსა და სტრუქტურაზე. აქედან გამომდინარე გამონათქვამთა 
ალგებრის ყოველ ფორმულას შეიძლება შევუსაბამოთ ფუნქცია 

ა :10.11X (0,11X ...X (0.1) –> (0,1), 

სადაც (01)) ოდრელემენტიანი სიმრავლეა, რომელიც შედგება ერთიანისაგან და 

ნულისაგანჩე ეს ფუნქცია დ ფორმულაში შემავალი ცელადი გამონათქვამების 
შესაძლო ჭეშმარიტული მნიშვნელობებისაგან შედგენილ ჩ წევრიან მიმდევრობას 
შეუსაბამებს ამავე ფორმულის შესაბამის ჭეშმარიტულ მნიშვნელობას, ანუ 
ნულებისა და ერთიანებისგან შედგენილ # წეერიან მიმდეერობას შეუსაბამებს 
ნულს ან ერთს: (X,X,..:X,) > (6 (XX, სX,), X,=1 ან X,=0, /ა(X,,X,,..,X,)=1 

ან /C(X,.X,,..,X,)=0. 

გამოვთვალოთ #”» წევრიან ნულებისა და ერთიანებისგან შედგენილ 
მიმდევრობათა რაოდენობა. ამისათეის X,,X,...#, მიმდევრობას შევუსაბამოთ 

რიცხვი »,2” !+X2”  +..+X, ,2+X,. ამ შესაბამისობას ექნება შემდეგი 

კონკრეტული სახე:
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0 –+ (0,0....,0,0); 
1 (0,0,...,0,1); 
2 -+ (0,0....,1,0); 

2” –1 –3 00,1,...,1,1). 

ეს კი ნიშნავს, რომ სულ გეექნება 2” რაოდენობის მიმდევრობა. ამგეარად, ჩეენ 
გამოვთეალეთ არა მარტო ასეთ მიმდევრობათა რაოდენობა არამედ ასეთ 

მიმდეგრობათა სიმრავლე კიდევაც დავალაგეთ. რაც შეეხება 2” ელემენტიანი 
სიმრაელიდან ორელემენტიან სიმრავლეში ყეელა შესაძლო ფუნქციების 

რაოდენობას, იგი ტოლი იქნება 2” ელემენტიანი სიმრავლის ყეელა 

ქეესიმრავლეთა რაოდენობის, ანუ 2“ -ის. 

ნებისმიერ 
#:(0.1)X (0.I1X ...X (0,1) –> (0,1) 

სახის ფუნქციას ბულის ფუნქციას უწოდებენ. 
ბულის ფუნქციების წარმოსადგენად გამოიყენებენ ფუნქციის წარმოდგენის 
ცხრილურ მეთოდს. 

მაგალითისთვის განვიხილოთ ბულის ფუნქციები, რომლებისათვისაც #=2. სულ 
გვექნება 16 ასეთი ფუნქცია. შევადგინოთ ცხრილი: 

  

  

  

  

    

ჩX | X% | #, | „#2 | 7 | #7, | #-: | # | 7 | 7 | „7 | /ი | 7V | 7: | ./,ც | 74 | #5 | #4 

0 |I0 |0 |0 |0 |0 |0 |0 |0 |0 |! I 1 1 1 1 1 1 
0 II I0 |I0 (|0 |0 |1 1 1 1 0 |I0 /|0 |09 1 1 1 1 
1.10 |0 |0 |1 1.10 (10 |) LI |I0 |I0 1 1 0 0 1 1 
1 1  I0 |)1 10 |1 |0 |I |0 |I1 0. |1 0 1 0 1 0 1                                   
  

ამ ცხრილის საშუალებით ცხადად არის წარმოდგენილი თითოეული /,;:I! = 1.2,...,16 

ფუნქცია. 
წარმოდგენილი ფუნქციებიდან /, და/, წარმოადგენენ მუდმივ ფუნქციებს 
მნიშენელობებით 0 და 1, შესაბამისად. ეს ფუნქციები აღინიშნება 0-ით და 1-ით, 
შესაბამისად. 

ფუნქცია /# შეესაბამება გამონათქვამთა ალგებრის XX, ფორმულას, 

ამიტომ მას კონიუნქციას უწოდებენ და აღნიშნავენ ასე: X, #X.. 

ფუნქცია /# “შეესაბამება გამონათქეამთა ალგებრის X,VX, ფორმულას, ამიტომ 

მას დისიუნქციას უწოდებენ და აღნიშნავენ ასე: X,VX.. 

ფუნქცია /სა შეესაბამება გამონათქვამთა ალგებრის X, < X. ფორმულას, 

ამიტომ მას ეკეივალენციას უწოდებენ და აღნიშნავენ ასე: », «2 X,. 

ფუნქციები /,;/,ც შეესაბამებიან გამონათქვამთა ალგებრის LX; = X,,X, = X, 
ფორმულებს, ამიტომ მათ იმპლიკაციას უწოდებენ და აღნიშნავენ ასე: 

X,; =2X,,X, =X. 

ფუნქცია #-ს უწოდებენ ჯამს მოდულით 2 და აღნიშნავენ ასე: X,+X,(თიძ2) ან 

ასე:X, 8 X.. 

ფუნქცია /„-ს უწოდებენ შეფერის შტრიხს და აღნიშნავენ ასე: X», | X.. 

ფუნქცია #-ს უწოდებენ პირსის ისარს და აღნიშნავენ ასე: X, |X;. 
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ფუნქციებს #,/, უწოდებენ აკრძალვის ფუნქციებს. 
ადგილი აქვს აგრეთვე ტოლობებს: 

#4(X,X,) = X,./§(ი,X;) = X,, /I)(X,X;) = %,, /ც(X,,X:) = Xც 

ამ ფუნქციებიდან პირეელი და ბოლო არსებითად დამოკიდებულია », 

ცელადზე, 
ხოლო მეორე და მესამე- X, ცვლადზე. აქედან გამომდინარე, ისინი შეიძლება 
ჩავთვალოთ ერთი ცვლადის ფუნქციებად. პირველი და მეორე ფუნქციას იგივურ 
ფუნქციებს უწოდებენ, ხოლო მესამე და მეოთხე ფუნქციას- უარყოფის ფუნქციებს. 
წინა ცხრილის საშუალებით წარმოდგენილ ფუნქციებს ელემენტარულ 
ფუნქციებს უწოდებენ. 
ვთქვათ, მოცემულია #7 ცელადზე დამოკიდებული ბულის ფუნქცია /(X,,X,,....X,) 

” რაოდენობის ცელადებზე დამოკიდებული # რაოდენობის 

#CცX,..სX,),1 = 1.2,...,/ ბულის ფუნქციები. 
8(X,X,...,X„,)= /Cს (XX, ,...,X,), /, (XX, ,---,X,),..» /„ (X,,X:,..X,)) ფუნქციას 
ჩ(X,X),..X,„),! =1,2,..,# ფუნქციების სუპერპოზიცია ეწოდება. იგი 

დამოკიდებულია 
” რაოდენობის ცელადზე. 

ეიტყვით, რომ /(CX,,X,,...,X,) ფუნქცია არსებითადაა დამოკიდებული », ცელადზე, 

თუ 
(XX), X,),0,X,,,-აX,) # / (XXს, XXX.) 

# (XX, X,),7 = 1,2,..,# ფუნქციებიდან თითოეული 

” რიცხვზე ნაკლები ან ტოლი რაოდენობის ცვლადებზე შეიძლება იყოს 
არსებითად დამოკიდებული, თუ თითოეულ მათგანში დავამატებთ არაარსებით 
ცვლადებს და ამით ყოველ მათგანში ცვლადების რაოდენობას გაეათანაბრებთ, 
ბულის ფუნქციები შეიძლება ავაგოთ სხვადასხეა რაოდენობის ცვლადებზე 
დამოკიდებული ფუნქციების სუპერპოზიციითაც. 
ბულის ფუნქციათა სუპერპოზციის ცნებაზე დაყრდნობით, ელენტარულ 
ფუნქციათა ცხრილიდან შეიძლება გამოვიყეანოთ ასეთ ფუნქციათა შემდეგი 
თეისებები: 

„ (X, MX) /#Xვ = X, #LCXე /#X). 

(X, V X:1V X, = X, V (XV. V Xც). 
  

X, #%ე =X.V2X. 
  

იV= =X XI. 

X=X. 
X7VMX=XI. 
XVX=X. 

X/VX=0. · 

9. XV X=1. 

10. XV0=Xჯ. 

11. X/„X0=0. 

12. X/#1=Xჯ 

13. XV1=1. 
14. XთCX=0. 

15. X80=X». 

16. X,ლX. =X.ფX», 

17. (X, 00 X;)/#Xკ = (X, MX) დ (X, /+Xვ) 

ი
ი
ს
 
ყ
ძ
ლ
ლ
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ასოციაციურობის ჰირველი და მეორე თვისება საშუალებას გვაძლევს, 

განვსაზღვროთ კონიუნქცია გ#/ = /, /#%)ჩ #..ჩMჩ/, და დისიუნქცია 

X§=#MV ს V--V/ე. 
თეორემა 2.1. ნებისმიერი ბულის ფუნქცია /(X,,X,,..,X,) შეიძლება 

წარმოვადგინოთ შემდეგი ფორმით: 
ძ=(.I,..) 

#CVVX),.-აX,) = % ა/ფ, ათ) XI" #X7I /#.../Mს#XI, სადაც 

თ,6 (0,),X, =X,,X, =X,C =(0,,Cთ,,.,C,) და დიზიუნქცია აიღება ყეელა ”- წეერიან 
ნულებისა და ერთიანებისაგან შედგენილ მიმდევრობათა მიმართ. 
დამტკიცება: ეაჩვენოთ, რომ დასამტკიცებელი ტოლობის მარჯეენა და მარცხენა 

მხარე ერთმანეთის ტოლია. 

თუ დასამტკიცებელ ტოლობაში ჩავსეამთ ნებისმიერ თ =(თ,,თე,..,თ,) 

მიმდევრობას, სადაც თ,6 (0) და გავითვალისწინებთ, რომ »” =1 მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როდესაც Xჯ=თ., მიეიღებთ: 
თ=(1.. .) 

#(Cთ,.0თე,.... თ, = ა/(ფათ,. ა თ,)ტ თ" /#მ2' /#...#Mთიი = 

= /(თ,,თე,..,Cთ,)/#თII თ! /#...M#C9C = /(,Cთ,,..C0,) #1 71 /.../7XI = / (>, C,..,C,). 

თეორემა დამტკიცდა. 
თუ ბულის ფუნქცია /(X,.X,,..X,) იგიეურად არ უდრის ნულს, მაშინ, 

დამტკიცებული თეორემის საფუძველზე შეგვიძლია /(X,,X,,..,X,) ფუნქცია ასეთი 

ფორმით წარმოვადგინოთ: 

#(X,Xე,-.–-X,)= V XII MX11 /ს.../M XV". 

ამ ფორმას /(X,X,,..,X,) ფუნქციის სრულყოფილი დიზიუნქციური ნორმალური 

ფორმა ეწოდება. 

მაგალითი: ეთქეათ, მოცემულია ბულის /(X,,X:,X,) ფუნქცია შემდეგი ცხრილის 

საშუალებით 

» #CX,X,X3) 
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#(7,თ,თც) ტოლია ერთის შემდეგ შემთხეევებში: 

თ, =0,თ, =0,თ,კ =0, 

თ, =0,თ,; =10Cკ =1, 

თ, =1,თ, =1,Cთკ =1; 

ამიტომ ამ ფუნქციის სრულყოფილი დიზიუნქციური ნორმალური ფორმა იქნება:
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#(CX, XX, ) = (XI /#X /# X, ) V (XV /X XI /V X1) V (XI /V X) /V X1) = 

= CX, /# Xვ #3 ) V (X, /V X; /ს Xე ) V (X, /# Xე /# Xვ). 

თჟორვემა 2-2. ნებისმიერი ბულის ფუნქცია /(X,X,,..,X,) შეიძლება 

წარმოვადგინოთ 

  

რიმა. სა 
#CX,X,..-.X,) = - CV. #7 (წთ... სCთ,)V XVI V X2I V...VX- 

ფორმით. 

დამტკიცება: /#Cი,X,,..,X,) = /(X,,X,..,X,). წინა თეორემის საფუძველზე, 
_ “იძ. სხ 
#(CX,X,...X,) = თით M(Cთ,თე,..,თ,) /Xრ XI /#.../MX2 . აქედან 

გამომდინარე: 
თ-(L)....I) 

#C7,%),...:X,)= “რწ თ /(თC,თე...,Cთ,) /#X7I /#X27 /ს.../MXია 

რ-ის “ს „გეაე – 
= წ”. ოა. ა/(6,Cთ»- სCთ,)VX,' V X;? V...V X2 

თXM(1,1... 

= ი ს /(თ,თ.. სთ,)V XV V XV V..V X2. 

თეორემა დამტკიცდა. 
თუ 7/(X,X,,.ს)X,) ფუნქცია იგიეურად არ უდრის I-ს, მაშინ დამტკიცებული 

ტოლობა “შეიძლება გადაეწეროთ შემდეგი ფორმით: 

#CX50X.,--»X,) = ჩი (>> VX9IV..V X7-). 
თო(თ, თ:,..თ,) 
#(7)=0 

ამ ფორმას /(X,X.,..,X,) ფუნქციის სრულყოფილად კონიუნქციური ნორმალური 

ფორმა ეწოდება. 
მაგალითი: წინა ცხრილით მოცემული ფუნქციის სრულყოფილად კონიუნქციური 
ნორმალური ფორმა რომ ეიპოეოთ, საჭიროა განესაზღეროთ, თუ სად ღებულობს 
იგი 0-ის ტოლ მნიშენელობას. როგორც ცხრილიდან ჩანს, როდესაც 

თ =(0,0.1).თ = (0,1.0) 
თ = 0,0,0),Cთ = (),0,1),C = (1.1,0), 

მაშინ /(თ)=0 

წინა ფორმულის გამოყ; ენებით გეექნება: 

#(XX:,X) = „იტ. თრი" V X5I V X7)) = (XI V X) V X;) / (XI V8 VXI) /V (XI V XI V XI) 7) 
#(2თ)-9 

# (XV V X) V X1) /CXI V X; V X1) = (X, V Xე V X, ) /ს (X, V X; V X1) /(X, V X; V Xვ) /X 

# (X, V Xე V X3) /% (X, V Xე V Xე). 

ბულის ფუნქციათა სისტემას L/,(C...),ჩ C..)-/ C...,..) ეწოდება ბულის ფუნქციათა 

სრული სისტემა, თუ ბულის ნებისმიერი /(X,,X.,..,X,) ფუნქცია მიიღება 

მოცემულ სისტემაში შემავალი ბულის ფუნქციებისა და X,,X.,...#, იგივური 

ფუნქციების სუპერპოზიციით. 
დამტკიცებული თეორემებიდან გამომდინარეობს, რომ ბულის ფუნქციათა 

სისტემა (/, XV #,,»#) სრულია, მართლაც 

#C%.X,,.·»X,) = V XI /X7I #7 X2 
ვრის
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ან 

/ნირიო%)= ს ბ. „ა V XII V...VX=-). ამ ფორმულებიდან 

/(6)50 
კი ცხადად ჩანს, რომ /(X,.X,...,X,) ფუნქცია მიიღება (#, /»)7,.)”, V »/;,»,) და 

XX... ფუნქციებისაგან სუპერპოზიციით. 

სრულია ასევე ბულის ფუნქციათა სისტემა: (», /#”),7,1, მართლაც, 

X#,V ე =7 #2, და სისტემა(V, /V)7,)”, V X7)) კი სრულია. ანალოგიურად 

შეგვიძლია ვაჩვენოთ, რომ სრულია სისტემა (», V ”,),#7,). სრული სისტემის 

მაგალითია, ასევე, (», #X#,X, თ #,,1), მართლაც: X, = >7,დ 1 სისტემა (», 7:,7,) 
კი სრულია. 

თეორემა 23 (ჟეგალკინის თეორვემა) . ბულის ყოველი ფუნქცია / (X,,Xც,...,X,) 

შეიძლება წარმოვადგინოთ შემდეგი პოლინომის სახით: 
#CX-X,--,X,) = ძე თ თ, /+X, 0 0. /#X, თ ...0 თ.._, /XX, /#X; /#.../#%#X,ს 

სადაცი, C 10.11, = 0.1.2....,2” –1. 

დამტკიცება: ფუნქციათა სისტემა (», /#»/,,»”, თ #,,ს0) სრულია, თუ 

გავითეალისწინებთ ზემოთ მოყანილ ფორმულებს, ადვილად მიეიღებთ სასურველ 
წარმოდგენას. 

ბულის / (ა...) ფუნქციას უწოდებენ ნულის შემნახავს, თუ /(0,0,...,0) = 0. 

ნულის შემნახავია, მაგალითად, ფუნქციები: »X, V X,,X, XX, X,0, ხოლო ფუნქციები 

X,X, > X. - არა. 

ბულის /(X,,X,,..,X,) ფუნქციას უწოდებენ ერთის შემნახავს, თუ /(I,I....,1)=1. 

ერთის შემნახავია, მაგალითად, ფუნქციები: X, V X:X, MX ,X1, ხოლო ფუნქციები 

X,X,თX.,0- არა. 

ბულის /(X,, 2 ,..სX,) ფუნქციას უწოდებენ თავისი თავის ორადულს, თუ 

#Cთაცთ..სX,) = #7C6,9,,..:X,) , 

ასეთი ფუნქციებია X,X, მაგრამ ასეთი არაა ფუნქციები: »X, V X..X, /#Xვ. 

განეიხილოთ ორი მიმდევრობათ = (თ,,თ,,...,თ,),თ” = (თI,C5,..,C7). ვიტყვით, რომ 

თ<თ', თუთ, <CI;I =12,...,ჩM 

ბულის /(X,X,,..,X,) ფუნქციას უწოდებენ მონოტონურს, თუ პირობიდან თ<თ", 

გამომდინარეობს, რომ /(თ)< /(Cთ”). 

მონოტონურია ფუნქციები: X, V X,,X, #X,,X. მონოტონური არაა ფუნქცია: Xჯ. 

ბულის /(X,,X,.,X,) ფუნქციას უწოდებენ წრფივს, თუ ეს ფუნქცია შეიძლება 

წარმოვადგინოთ პოლინომით შემდეგნაირად: 
#(%,X,,..»X,) = ი. 8 თ, /X, დრ ძე /X, თ... ი, /X,, 

სადაცძ, 6C (0.1):I = 1,2,...,7. 

წრფივია ფუნქციები X,X. არაწრფივია ფუნქცია:», /#X,. 

თუ ბულის /(X,X,..,X,) ფუნქცია წარმოადგენს ისეთი ფუნქციების 

სუპერპოზიციას რომლებიც ინახავენ ნულს ან ისეთი ფუნქციების სუპრპოზიციას 
რომლებიც ინახავენ ერთს, მაშინ ეს ფუნქცია ასეეე ინახაეს ნულს ან ერთს, 
შესაბამისად. 

აქედან გამომდინარე, ცხადია, ბულის ფუნქციათა სრული სისტემა 

აუცილებლად უნდა შეიცავდეს ისეთ ფუნქციას, რომელიც არ ინახაეს ნულს ან 
ისეთ ფუნქციას რომელიც, არ ინახავს ერთს.
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თავისი თავის ორადულ ფუნქციათა სუპერპოზიციითაც ასევე თავისი თავის 
ორადული ფუნქცია მიიღება, მართლაც, თუ 

8(X,X;ს.-:X,) = /CM (XX); XV. (იცი) X-ს». (0 ,X;,--X„)), 

სადაც /,/,,#/,..»/, თავისი თავის ორადული ფუნქციებია, მაშინ 

8(5,X;,.. >) = /Cჩ(X,,2,,.--.X,), /:(X,, XX, ),---, /(X,,X, ....X,)) = #C/, (ლ502::,--»X. 

/,(X,X),-.-X,),--» 7. (XX. --X,)) = /C/, (C,2,...,%,), /1(C,2),.-.%,),--, / (00 ,%) ,--»„X,)) = 

= 9(X XX). 

ეს კი ის არის, რისი ჩვენებაც გეინდოდა. 

აქედან გამომდინარე, ფუნქციათა სრული სისტემა აუცილებლად უნდა 
შეიცავდეს თავისი თავის არაორადულ ფუნქციას. 

თეორემა 2.31 თუ /(X,X,,..,X,) ფუნქცია თავისი თაეის ორადული არაა, მაშინ 

მასში გარკვეული წესით X დაX ფუნქციების ჩასმითX,,X,,..,X, (პვლადების 

ადგილზე შეიძლება მივიღოთ.მუდმიე ფუნქცია. 

დამტკიცება: თუ /(X,X,,..,X,) თაეისი თავის ორადული არაა, მაშინ მოიძებნება 

ისეთი მიმდებრობა Cთ =(თ.თე,..,Cთ,), რომ /(X,,X,,..,X,)= /(-.Xე,.-.X,)- 

განესაძღვროთ ფუნქციები: თ, ,/ = 1,2,...,/ შემდეგნაირად: 

X, 0,=0 

ითო“ს, ი =I 

თდ,(X) ფუნქციას აქეს შემდეგი თვისებება: თ,(0) =Cთ,,თ,(1) =C,. 

ფუნქცია დთ(X) = / (თ, Cი).0თ; C2),...,დ, (X)) მუდმივია, მართლაც 

#%(0) = / (დ, (0),დ, (0),...,დ,(0)) = /(თ,,თ.,..:0,)= /(თ,0,...სა6,)=9%). 
თეორემა დამტკიცდა. 
მონოტონურ ფუნქციათა სუპერპოზიცია ასეგე მონოტონურია, მართლაც 

სუპერპოზიციისათვის 
§9(X,X>,..-.,X,)= /C#/(XX,,.---X,), 5 (9, X),-.-X, 0-ს (XX). X,)), 

სადაც /, ჩ./-./, მონოტონური ფუნქციებია, თუ თ =(Cთ,,თ.,..»Cთ,),C (თ).C,...,C») 

და თ<თ”, მაშინ: /,(თ) < /(C'),/ =1,2,...,/. თუ ამ უტოლობებს გავითვალისწინებთ, 

გეექნება. §(თ) = /C#, (თ), /, (ფ)...., /„ (C)) 5 / C/, (C”), /,(C'),..»/„(C”)) = §(C'). ეს კი 
ნიშნაეს 9(X,X,,..,X,) ფუნქციის მონოტონურობას. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ბულის ფუნქციათა სრული სისტემა აუცილებლად 
უნდა შეიცავდეს არამონოტონურ ფუნქციას. 

თეორემა 2.4. არამონოტონურ /(X,,X,,..,X,) ფუნქციაში გარკვეული წესით 0 და I 

მუდმიეების და »X ფუნქციის ჩასმით»X,,X.....X, ცვლადების ადგილზე, 

შეიძლება მიეიღოთ Xჯ ფუნქცია. 

დამტკიცება: ვთქვათ, /(X,X...,X,) ფუნქცია არამონოტონურია, მაშინ მისთეის 

არსებობენ მიმდევრობები: თ =(Cთ,,თე,..,C0,)C (თ), თ5..,C,). სადაც თ<Cთ' და 

#C)> /(C). 
#(%,X),..,X,) ფუნქციაში X, ცელადის მაგიერად ჩაესეათ თ,, თუ თ,=თCთ, და X, 

თუ თ, #Cთ!I მიღებული #(X) ფუნქციისათვის:
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#(0) = /(C,,თ,....,თ,), 
#0) = /(თ,,თ",...,თ“). 

მაგრამ /(C)> /(თ'), მაშასადამე, ძ(0) >#(I)) აქედან კი გამომდინარეობს, რომ 

თ(9 =>». 
თეორემა დამტკიცდა. 
წრფივ ფუნქციათა სუპერპოზიციითაც, ცხადია, ისეე წრფივი ფუნქცია მიიღება, 

ამიტომ ბულის ფუნქციათა სრულ სისტემაში აუცილებლად უნდა შედიოდეს 
ერთი მაინც არაწრფივი ფუნქცია. 

თეორემა 2“. /(X.X.,..,X,) არაწრფივი ფუნქციის, მუდმივების 0 და IL 

ფუნქციების: X,X,/7 სუპერპოზიციით შეიძლება მიეიღოთ კონიუნქცია X/”. 

დამტკიცება: რადგან /(X,X,,.:X,) არაწრფივი ფუნქციაა, ჟეგალკინის 

თეორემიდან გამომდინარე, მისი მოდულით 2 პოლინომის სახით წარმოდგენაში 
აუცილებლად უნდა შედიოდეს შესაკრები, რომელიც შეიცავს რომელიმე ორი 

X,.X, ცელადის კონიუნქციას. 

თუ /(X, XV...) ფუნქციის პოლინამად წარმოდგენაში შესაკრებებს 
გადავაჯგუფებთ, შეგვიძლია მივაღწიოთ მოცემული ფუნქციის წარმოდგენას 
"შემდეგი სახით: 

# (ი ცX,....X,) = X, #X, #ჩ (ცა X XX, XX.) 59 X, /X 

ჩე ფია? ნეი X, XX) », რაცა X კ Xცც ს X, ე X, ენ აX,) 9 

დ /,(X, XXX, XX, ), 

სადაც / (XX, XX, XX) ფუნქცია იგიეუერად ნული არ არის. 

მაშასადამე, არსებობს მიმდეერობა თ = (თ,...,Cთ, ,,C,),-ა6, ც6,),-56,), 

რომლისთვისაც /#,(თ,.აCთ, CC, ,C,,..ა0,)=1. თუ მიმდეერობის წევრებს 

თ =(თ,..,C, 6,0, 6, სათ.) ჩავსვამთ #(CX,X,,..სX,) ფუნქციის შესაბამისი 

ცვლადების ადგილზე, მივიღებთ ორ »,,», ცვლადებზე დამოკიდებულ 4(C,,X,) 
ფუნქციას, რომლის პოლინომის სახით წარმოდგენა იქნება შემდეგნაირი: 

#6(X,.X,)=X, #X,თლX»,/.თ8X, 867, 

სადაც 

ვ... ... · 

#= ჟ__30ჯ– 

#ჯ= აწცა ბ ცრის X, XX) 

განვიხილოთ ფუნქცია #(CX,»7) =0(Xთ 8,»თდ თ) = X//დთ #8 თ 7. იგი მიიღება 

ბ(C,.X,), X,#XCC=XCღ1I) ფუნქციების სუპერპოზიციით. თუ თ /#// 0 7=0, მაშინ 

#(CX »)=X7VXX»/; თუ თ #/9C7=1I, მაშინ LC, ))=X/-V. 

თეორემა დამტკიცდა. 
თეორემა 2.6 (პოსტის თეორემა) . იმისათვის, რომ ბულის ფუნქციათა სისტემა 

(ჩ CL... C.),#/C.),..) იყოს სრული, აუცილებელი და საკმარისია, იგი შეიცავდეს 
ნულის არშემნახაე, ერთის არშემნახავ, თავისი თაეის არაორადულ, 
არამონოტონურ, არაწრფივ ფუნქციებს. 
დამტკიცება: თეორემის პირობის აუცილებლობა გამომდინარეობს ნულის 

“შემნახაქ, ერთის შემნახავ, თავისი თაეის ორადულ, მონოტონურ, წრფიე 

ფუნქციათა იმ თვისებიდან, რომ თითოეული ასეთი კლასის ფუნქციათა 

სუპერპოზიცია ისეე ამ კლასს მიეკუთენება.
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დავამტკიცოთ თეორემის პირობის საკმარისობა. გამოყყოთ ბულის ფუნქციათა 

(ჩC..».ტC--)7/ C.),..) სისტემიდან თეორემის პირობაში ჩამოთელილი სახის 

ფუნქციები. ეთქვათ, ეს ფუნქციებია /,, ი, /+,/, სადაც ფუნქციათა გადანომვრა 
ემთხვევა თეორემის პირობაში ფუნქციათა სახეების ჩამოთვლის თანმიმდევრობას. 
ვაჩვენოთ, რომ ბულის ყოველი ფუნქცია /(X,,X)...»X,) წარმოადგენს 

ჩი >./3;./§4,.7/5,X,X,,.-სX, ფუნქციების სუპერპოზიციას. 
გამოყოფილი ფუნქციებიდან სუპერპოზიციით მივიღოთ მუდმივები 0 და 1. 
განვიხილოთ ფუნქცია /,. თუ #(LL...I)=1, მაშინ ფუნქცია დ(X,)= /,(X,,X,,--.,X,) 

წარმოადგენს მუდმივ ფუნქციას L მართლაც, რადგან /, ნულს არ ინახავს 

#(0) = /,(0,0,...,0)=1, ამასთან #(1) = /,(1,1....,I)=1, ამიტომ დ წარმოადგენს მუდმივ 

ფუნქციას I ფუნქცია #(»,) = /:(6(X,),0(X,),..,6(X,)) = #5 (1,1L..„1)= 0, ამგვარად, ასევე 
გვექნება მუდმივი ფუნქცია 0. 

ეთქვათ, ახლა /,(I,L...))= 0, მაშინ ფუნქცია თ(»,) = /,(X,.X,--:X) ტოლია X, 

ფუნქციის. მართლაც, #(0) = /.(0,0,...,0) =1, დ(1) = /,(1I,...,1)=0. 
რადგან # თავისი თავის არაორადულია, ამიტომ ამ ფუნქციისაგან და X, 

ფუნქციისაგან თეორემა 3-ის ძალით მივიღებთ ერთ მუდმიე ფუნქციას, მეორე 
მუდმიე ფუნქციას კი მივიღებთ X,- ის გამოყენებით. 

მაშასადამე, ორივე შემთხვევაში: /,(I,I,...,1) = 1, /, (1.1....,1)= 0, მიეიღეთ მუდმივი 

ფუნქციები 0 და 1. 

მიღებული მუდმივებისა და არამონოტონური /, ფუნქციის გამოყენებით თეორემა 

4-ის ძალით, მიეილებთ X, ფუნქციას. 

საბოლოოდ, 0 და 1 მუდმივი ფ'ენქციების, X,,X,,X,: ფუნქციების გამოყენებით 

თეორემა 5-ის საფუძეელზე, მივიღებთ », #X. კონიუნქციას. 

მაშასადამე, #, #, 6, /+,5,X,, XX, ფუნქციების სუპერპოზიციით მივიღეთ 

X, MX, კონიუნქცია და X, ფუნქცია. როგორც ზემოთ ენახეთ, ბულის ფუნქციათა 

(X, XX,.%,) სისტემა სრულია. აქედან გამომდინარე, სრული იქნება ფუნქციათა 

4704. ჩ.»#/ სისტემაც. 
თეორემა დამტკიცდა. 

§3. პრედიკატთა ალგებრა 
ეთქეათ, ” ობიექტთა რაიმე კლასის თვისებაა, ჩანაწერი #(X) აღნიშნაედეს 

თხრობით წინადადებას, X ობიექტს გააჩნია ” თვისება. თუ X ცელადი სიდიდეა, 
რომელიც მნიშვნელობას იღებს ობიექტთა სხვადასხვა კლასებიდან, მაშინ 
განხილული თხრობითი წინადადება გამონათქვამი ვერ იქნება. იგი გამონათქვამაჯს 

გადაიქცევა იმ შემთხეევაში, როდესაც სიდიდე X მიიღებს კონკრეტულ 

მნიშენელობას. მაგალითად, თუ /XX) წარმოადგენს თხრობით წინადადებას: " X 

მარტივი რიცხვია", მაშინ იგი არ იქნება გამონათქვამი, რადგან ვერ ვადგენთ, 
წინადადება ჭეშმარიტია, თუ მცდარი. თუ X» ცვლადს მივცემთ მნიშვნელობას, 
ვთქვათ, X=3, მაშინ საქმე გვექნება გამონათქვამთან: "3 მარტივი რიცხეია", 
რომელიც ჭეშმარიტია. თუ X ცელადს მიეცემთ მნიშენელობას ობიექტთა რაიმე 
კლასიდან, რომელიც არ ემთხეეყა მარტივი რიცხვების კლასს, მივიღებთ მცდარ 
გამონათქვამს. მაგალითად, თუ X სიდიდეს მივცემთ მნიშვნელობას ცხოველთა 
კლასიდან, ვთქვათ, X» კატაა, მივიღებთ გამონათქვამს: "კატა მარტიეი რიცხვია", 
რომელიც მცდარია.
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როგორც ვხედავთ, რაიმე თეისება ” განსაზღვრავს ასახეას ობიექტთა რაიმე 
ერთობლიობიდან გამონათქვამთა სიმრავლეში. შემდგომ ჩვენ ობიექტთა 
ერთობლიობებსაც ჩავთელით სიმრავლეებად და ვუწოდებთ მათ საგნობრივ 
სიმრავლეებს. 

ასახვას #:M,XMეX..XM, >3, სადაც M,,M.,..,M, საგნობრივი 

სიმრავლეებია, «+ გამონათქეამთა სიმრავლე, #-ადგილიანი პრედიკატი ეწოდება. 

ცელად სიდიდეებს X,,X,,...,X,, რომლებიც ღებულობენ მნიშვნელობებს 

M,,M),..ს)M, სიმრაელეებიდან, საგნობრივი ცვლადები ეწოდება. თუ საგნობრივი 

სიმრაელეები ცარიელია, მაშინ პრედიკატი ითელება გამონათქვამად. 
პრედიკატის განსაზღვრებაში M,,M......M, სიმრავლეებს პრედიკატის საგნობრივი 

სიმრაელეები ვუწოდეთ, პრიდიკატის საგნობრივი სიმრავლე ეწოდება, ასევე, 
დეკარტულ ნამრაელსაც: M = M,X M-.X...X M,. 

საგნობრივი სიმრავლეების ელემენტებს აღვნიშნავთ პატარა ლათინური ასოებით: 
ძ.ხ.0.ძ,,მა,., 0... 

პრედიკატებს აღენიშნავთ დიდი ლათინური ასოებით: 4,8,C,7..... 

საგნობრივი ცვლადების აღსანიშნავად შეიძლება გამოეიყენოთ პატარა 
ლათინური ასოები: X, 7,2, V,,Xე,.. ნც... 

პრედიკატთა სიმრავლეზე შეგეიძლია გაეავრცელოთ ის ლოგიკური ოპერაციები, 
რომლებიც განსასღვრული იყო გამონათქვამთა სიმრავლეზე: კონიუნქცია, 
დიზიუნქცია, იმპლიკაცია, ეკეიეალენცია, უარყოფა. 

მაგალითად ჩM :M,X M,X..XM, პ 5 და #, :M,,M,,..,M, > 3. პრედიკატებისთვის 

#ჩ /#, წარმოადგენს პრედიკატს #9) /+#7, :M,X M,ეX...X M,„X M,X MX... XM, 33, 

რომელიც M,X M, X ...X M,X M, X MV, X ...X V, სიმრავლის თ,,თე,..,0,,6,,ხ,,...,9, 

ელემენტს შეუსაბამეს /9+(ძ,.ძ.,...,0,) /M(ხ,,ხ,,....ხ,) გამონათქვამს. 

თუ #.I. პრედიკატებს ერთი და იმავე განსაზღვრის არე აქეთ, მაშინ მათზე 
ლოგიკური ოპერაციით მიღებული პრედიკატის განსასღვრის არეც იგივე იქნება. 
ხოლო, თუ განსაზღვრის არეები ერთმანეთს არ ემთხეევა, მაშინ ლოგიკური 
ოპერაციით მიღებელ პრედიკატის განსასღვრის არედ ითვლება თითოეული 
პრედიკატის განსასღვრის არეთა დეკარტის ნამრავლი. 
აღნიშნული ოპერაციების გარდა, პრედიკატთა სიმრავლეში განსასღვრულია 
ორიოჰერაცია, რომლებიც პრედიკატთა არსთან არიან დაკავშირებული. ეს 
ოპერაციებია: ზოგადობის კვანტორი- V და არსებობის კვანტორი- 3. 
გავარკვიოთ თითოეული ამ ოპერაციის არსი. 

ეთქვათ, /:M -+3 ერთ ადგილიანი პრედიკატია, მაშინ გამოსახულება VXIXX) 
აღვიშნავს გამონათქვამს, რომელიც ჭეშმარიტია მხოლოდ იმ შემთხვევაში, 
როდესაც #C->) ჭეშმარიტია M” საგნობრივი სიმრავლის ყველა ელემენტისათვის. 

გამოსახულება VX/C>) იკითხება ასე: " ყოველი X-ისთეის IXX) ჭეშმარიტია." 
გამოსახულება 3X”CX) აღეიშნავს გამონათქვამს, რომელიც ჭეშმარიტია მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ, როდესაც ”7C>) ჭეშმარიტია M საგნობრივი სიმრავლის 

ერთი მაინც ელემენტისათეის. გამოსახულება 3X7XCX) იკითხება ასე: "არსებობს 

ისეთი X, რომლისთვისაც #C») ჭეშმარიტია". 

განვიხილოთ კვანტორთა გამოყენების მაგალითები. ვთქეათ, საგნობრივი 
სიმრავლე #// ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლეა. 

1 ”:M ->+9 პრედიკატი განესაზღვროთ ასე: #”(X) = "X'იგივეა რაცXX", მაშინ 

VXC) ჭეშმარიტი გამონათქვამია. 

2, –:M ->9. პრედიკატი განვსაზღვროთ ასე: #(C>) = "X+2 ტოლია 7-ის", მაშინ
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VXMX) მცდარი გამონათქეამია, ხოლო 3X”7(C») ჭეშმარიტი. 

ზოგადობისა და არსებობის კვანტორები შეიძლება განეაზოგადოთ ” 
ადგილიანი პრედიკატებისთვისაც. განეიხილოთ პრედიკატი 

#:M)X M,ეX..XM, > 3, 

ბ“ეც%ე XX, -სX- ცვლადების ადგილზე ჩავსეათ კონკრეტული ელემენტები 
რც მე,...0, რასამე შესაბამისი საგნობრიეი სიმრავლეებიდან. მივიღებთ 
პრედიკატს C:(ძ,)X (0,)X...X (თ,,1X M,X (თ,,,)X...X (9,) > 9, რომელიც 
ერთადგილიანია. აქედან გამომდინარე: 

VX,C(C(0,1X (თ)X...X (თ, )1X X, X (0,,,1X ...X (ძ,1) 

გამოსახულება წარმოადგენს გამონათქვამს. მაშასადამე, 
VX,,XX,,X.,... XX XX.) = ჩXი XX, XX.) 

წარმოადგენს #-1- ადგილიან პრედიკატს: 

L:M,X MეX...X M, ,X M,, X..XM, 39, 

რომელიც არ არის დამოკიდებული », ცვლადზე. მისი მნიშვნელობა 

რცშა,...0, 0-ს“ ელემენტების მიმდევრობისათვის ჭეშმარიტია, თუ ჭეშმარიტია 

გამონათქვამი 

VX,C((0,)X (0ე)X...X (0, ,)1X X,X (თ,,,)X ...X (ძ,)). 

ანალოგიურად არის საქმე 3 არსებობის კეანტორის შემთხეევაშიც. 
პრედიკატთა რაიმე სასრული ერთობლიობებიდან ლოგიკური ოპერაციების 
საშუალებით შეიძლება მიეიღოთ უფრო რთული პრედიკატები. ასეთი რთული 
პრედიკატების საგნობრივი ცვლადები იყოფა ორ კლასად: პირველ კლასში 
შედიან ის ცელადები, რომელთა მიმართაც გამოყენებულია ზოგადობის ან 
არსებობის კეანტორები; მათ დაბმულ ცვლადებს უწოდებენ. მეორე კლასში 
შედის ყველა დანარჩენი ცელადი, მათ თავისუფალ ცვლადებს უწოდებენ. 
მაგალითად VXCIXX, /)/#928(2,V)) პრედიკატში დაბმული ცელადებია 

X და 2, ხოლო » და V- თავისუფალი ცვლადებია. 

როგორც ევხედაეთ, საგნობრიე ცვლადებზე კვანტორების მოქმედებით ხდება 

ცელადების დაბმა, თუ M- ადგილიან პრედიკატში მოეგახდენთ #<# ცვლადის 
დაბმას, მივიღებთ (M#–M#)- ადგილიან პრედიკატს. 
კონკრეტული პრედიკატების გარდა რომლებიც ღებულობენ ჭეშმარიტ ან მცდარ 

მნიშენელობებს იმისგან დამოკიდებულებით თუ რა კონკრეტულ მნიშვნელობას 
მიიღებენ საგნობრივი ცელადები, განიხილებიან ცვლადი პრედიკატებიც, 
რომლებისათვის ჭეშმარიტულობის მნიშვნელობები არაა განსაზღერული. 
ცვლადი პრედიკატები აღინიშნება დიდი ლათინური ასოებით: 

X,I,2,X.,X,,.· ს» X,,M (XX: ,--;X, ), CI (X, ),.... 

ცვლადი პრედიკატები და ამ პრედიკატებზე /,V,=,<,-,V,3 ლოგიკური 

ოპერაციების გამოვიყენებით მიღებული ცვლადი პრედიკატები წარმოადგენენ 
პრედიკატთა ალგებრის ფორმულებს. 
ცელადი პრედიკატები ცარიელ საგნობრიე სიმრავლეებზე წარმოადგენენ ცვლად 
გამონათქეამებს. 

ეთქეათ, XCXIC>,,X,,..-·X,), X(X,,X,,-.X,). ს» XL CX,X,,..სX,)) და 

XCთ(X,,X,,...X,),X:(X Xე)-.სX,).- I, (XX), -.X,)) ერთი და იგიეე M,X MI, X...X M, 

საგნობრივ სიმრაელეზე განსასღვრული პრედიკატთა ფორმულებია, მაშინ ამ 
ფორმულებს ეწოდებათ ტოლძალოვანი მოცემულ საგნობრიე სიმრავლეზე, თე 
ისინი ერთსა და იმავე ჭეშმარიტულ მნიშენელობას ღებულობენ საგნობრივი 
ცვლადების კონკრეტული საგნებითა და ცვლადი პრედიკატების კონკრეტული 
პრედიკატებით შეცელის დროს.



134 

მაგალითი: განვიხილოთ პრედიკატთა ალგებრის ფორმულები VXI/CX) და 

3XVC), რომელთა საგნობრივი ცვლადები ღებულობენ მნიშენელობებს 
ერთელემენტიან M =(ი) საგნობრივ სიმრავლეზე. ასეთ შემთხვევაში ცვლად 
MC) პრედიკატს ჭეშმარიტულობის სიზუსტემდე შეუძლია მიიღოს ორი 
კონკრეტული მნიშვნელობა: 4(») და 80). 

თუ შევადგენთ შესაბამის ცხრილს: 

  

  

  

            

X 40) | ზო) MC) VXIVICX) 3XMVC) 

ძ 0 1 წI63) 0 0 

ზი 1 1     
დავინახავთ, რომ პრედიკატთა აღნიშნული ფორმულები ტოლძალოვანია. 
მაგალითი: განეიხილოთ პრედიკატთა იგივე ფორმულები VXI/CX) და3XI7/(CX), 

რომელთა საგნობრივი ცვლადები ამ შემთხეევაში ღებულობენ მნიშვნელობებს 
ორელემენტიან # =(ი.ხ) საგნობრივ სიმრავლეზე. 

შევადგინოთ შესაბამისი ჭეშმარიტულობების ცხრილი: 

#(X) 8) C(X) იი 

0 0 1 I 

0 1 0 1 

MC» VXIM/ CX) 

#(X) 9 

#() 0 

CV) 0 

ჩი |! 
ამ ცხრილიდან ჩანს: თუ საგნობრივი სიმრაელე ორელემენტიანია, მაშინ 
VXM/(X) და3XMIC») ფორმულები ტოლძალოვანი არაა. 

განხილული მაგელითები გეიჩვენებენ, რომ პრედიკატთა ფორმულების 
ტოლძალოენების საკითხის გარკეეეისას არსებითი მნიშენელობა აქეს საერთო 
საგნობრივი სიმრავლის თვისებებს. 
პრედიკატთა ფორმულებს უწოდებენ ტოლძალოვანს, თუ ისინი ტოლძალოვანია 
ნებისმიერ საერთო საგნობრივ სიმრავლეზე. 

მაგალითი: შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ VXIM/CX) და3XMVCX ფორმულები 
ტოლძალოვანია. მართლაც, დავაფიქსიროთ ნებისმიერი საგნობრივი სიმრავლე M# 
და ნებისმიერი კონკრეტული პრედიკატი #(X) ამ საგნობრივ სიმრავლეზე. 

ჩავსვათ ეს პრედიკატი მოცემულ ფორმულაში, მივიღებთ VX4(X). იმის გამო, რომ 
გვაქვს ზოგადობის კვანტორის მოქმედება ერთადერთ საგნობრივ ცვლადზე, 

მიღებული გამოსახულება წარმოადგენს გამონათქვამს. თუ ეს გამონათქვამი 

ჭეშმარიტია, მაშინ გამონათქვამი VX4(»–) მცდარია.მაშასადამე არსებობს 

საგნობრივი სიმრავლის ისეთი ელემენტი ძC M, რომ გამონათქვამი 4(2) 

მცდარია. აქედან გამომდინარე, 4C) ჭეშმარიტია და ჭეშმარიტი იქნება 

გამონათქვამიც 3»400. 

ანალოგიურად ვაჩეენებთ, რომ, თუ გამონათქვამი VX4(>) მცდარია, მცდარი 

იქნება 

3X40ი გამონათქეამიც. 
რადგან #(») ნებისმიერად დაფიქსირებული კონკრეტული პრედიკატია, ამიტომ 

VXI/Cთ) და 3XIMV/C) ფორმულები ტოლძალოვანია.   
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პრედიკატთა აღრიცხვის ფორმულებიდან შეიძლება გამოეყოთ ფორმულები, 
რომლებიც ნებისმიერ საგნობრიე სიმრაელეზე ღებულობენ ჭეშმარიტ 
მნიშენელობებს. ასეთ ფორმულებს იგივურად ჭეშმარიტი ფორმულები ეწოდება. 

მაგალითად, ფორმულა VXMI6ი = 3XMCX), ცხადია, იგივურად ჭეშმარიტი იქნება. 

იგივურად ჭეშმარიტი იქნება ასევე ფორმულა/; VXI/(CX) = 3XM(C>). 

  

სავარჯი შოები: 
აჩვენეთ, რომ შემდეგი ფორმულები ტოლძალოგნებია: 

, "VXIM/CI) და 939XM/CX) 

2. 3XMCX) და VXIM/C). 

3. 3XMVCX) დაVXM0). 

შემდეგი გამონათქვამები ნატურალურ რიცხეებზე ჩაწერეთ სიმბოლურად, 
პრედიკატების შემოყვანით და კვანტორების გამოყენებით. 

1) ყოველი ორი ნატურალური რიცხვისთვის მოიძებნება მესამე, რომელიც ჯამში 

პირველთან მეტია მეორეზე. 
2) ყოველი ნატურალური რიცხვისათვის არსებობს მასზე მეტი ნატურალური 

რიცხეი. 
3) არსებობს ყველა დანარჩენ ნატურალურ რიცხეზე მეტი ნატურალური რიცხეი. 
4) X+ძ=ხ განტოლება ამოხსნადია V სიმრავლეში. 

5) X-2=ხ განტოლება ამოხსნადია M სიმრავლეში. 

6) იX=ხ განტოლება ამოხსნადია MV სიმრავლეში. 
7) არსებობს ნატურალური რიცხვი, რომელიც არ აღემატება სხვა ნატურალურ 
რიცხეებს. 

8. რამდენი M- ადგილიანი პრედიკატი შეიძლება განისაზლეროს MI- ელემენტიან 
საგნობრივ სიმრავლეზე? 

  

  

§4 აქსიომატიკური თეორიები 
აქსიომატიკური მათემატიკური თეორია შედგება: ამ თეორიის ძირითადი 
ობიექტების ჩამონათვალისაგან და ამ ობიექტების აღმნიშვნელი პირექლადი 
სიმბოლოებისჯტერმინების) სიმრაელისაგან, გამონათქეამთა ორი 1,.M;ILCV# 

სიმრავლისაგან, სადაც / შედგება ისეთი გამონათქვამებისაგან, რომელთაც 
ასრი აქეთ მოცემული თეორიის ჩარჩოებში, ხოლო 7” ისეთი გამონათქეამებისაგან, 
რომლებიც განიხილებიან როგორც ჭეშმარიტი და დამტკიცებადი. ამასთან, 

გამონათქეამთა 7 სიმრავლე მიღებულია შემდეგნაირად: M სიმრავლიდან 

შეირჩევა გამონათქვამთა რაიმე 7: სიმრავლე, რომლის ელემენტებიც ითელებიან 

აქსიომებად- უდავოდ ჭეშმარიტ გამონათქვამებად, ამასთან გამონათქვამი 6C V 

მიეკუთვნება ?' სიმრაელეს და იწოდება თეორემად, მხოლოდ მაშინ, თუ არსებობს 
გამონათქვამთა ისეთი სასრული მიმდეერობა: 

7, ა”. (§)) 

სადაც #/, C M :I! =1,2,..,#,# 21, რომ სრულდება შემდეგი პირობები: 

1. ყოველი 74, გამონათქეამი ამ მიმდევრობაში აქსიომაა ან გამოიყვანება მის წინ 

მდგომი გამონათქვამებისაგან ლოგიკური შედეგის გამოყვანის წესების 
სა შუალებით. 

2. ნ, =/ჩ. 
ცხადია, ყოველი აქსიომა ეკუთვნის 7' სიმრავლეს, ანუ წარმოადგენს თეორემას. 

გამონათქეამთა (1) მიმდეერობას #C V გამონათქვამის დამტკიცებას უწოდებენ.
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თუ ლოგიკური შედეგის გამოყვანის წესები იგულისხმება წინასწარ მოცემულად, 
ანუ არ წარმოადგენენ მოცემული აქსიომატიკური თეორიის ნაწილს, მაშინ 
თეორიას შინაარსობრივი აქსიომატიკური თეორია ეწოდება. 
თუ ლოგიკური შედეგის გამოყვანის წესები წარმოადგენენ მოცემული 
აქსიომატიკური თეორიის ნაწილს, მაშინ თეორიას ფორმალური აქსიომატიკური 
თეორია ეწოდება. 
ლოგიკური შედეგის გამოყვანის წესები ისეთებია, რომ გამოირიცხება მცდარი 

თეორემის დამტკიცების შესაძლებლობა. ეს კი მიიღწევა იმით, რომ ყოველი 
ლოგიკური შედეგის გამოყვანის წესი წარმოადგენენ ეგრეთ წოდებულ სწორ 
აზროვნულ განსჯას. 
აზროვნული განსჯა შედგება გამონათქვამებისაგან, რომელთაც ჰიპოთეზები 

გამონათქ3ვამისაგან, რომელსაც დასკვნა ეწოდება. 
სწორი აზრობრივი განსჯა ეწოდება ისეთ აზრობრივ განსჯას, რომელის 

დასკვნა ჭეშმარიტია მაშინ, როდესაც ჭეშმარიტია ამ აზრობრიე განსჯაში 
შემავალი ჰიპოთეზები. 

სქემატურად აზრობრივი განსჯა ასე შეიძლება წარმოვადგინოთ: 
M, 
IM, 

”, 

ბ C. 

სადაც ბ სიმბოლო აღნიშნავს ფრაზას: "აქედან გამომდინარე". 
ცხადია, + აზრობრივი განსჯა სწორია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 

ფორმულა 77, #7, #..##V, = C. ტავტოლოგიაა. 

ცხადია ასევე, რომ ჰიპოთეზათა თანმიმდევრობას აზრობრიეი განსჯის დროს 
მნიშვნელობა არ აქვს. 
განვიხილოთ აზრობრივი განსჯა: 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

?. 

ი=0, 
ძ=” 

ბ ი/ძ09/7. 

რომ დავადგინოთ მისი სისწორე განეიხილოთ ცხრილი: 

? ძ , ი=ძ წორ4 წმამწა34 
1 1 1 I 1 1 

0 1 1 1 I 0 

0 0 1 1 I 0 
1 0 1 0 1 0 

1 1 0 1 0 0 

0 1 0 1 0 ი 

1 0 0 0 1 0 

0 0 0 1 1 0                
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ამ ცხრილიდან ჩანს, რომ აზრობრივი განსჯა სწორია. 
ახლა განეიხილოთ აზრობრივი განსჯა: · 

ნV9, » 

§-29, 
ძ=”/ 

  

ა /. 

ავაგოთ „ცხრილი: 

ძლ”. 

1 
1 
1 
1 

0 
0 
1 
1 

  

C 
C
|
)
–
 
–
,
C
I
 

C 
–
 

–
I
 5
 

ლ 
C 

ლ|
 

Cღ
| 
–|
 –
| 
–|

 –
 

C
C
 

C 
C
-
 
–
I
-
I
-
 > 

ამ ცხრილიდან ჩანს, რომ აზრობრივი განსჯა სწორია. 
განვიხილოთ აზრობრივი განსჯა: 

?7=909, 

ძ=”7, 
» 

  

ავაგოთ ცხრილი: 

ს 4 მ=9 
1 
1 
1 

0 
1 
1 
0 

1 
1 
0 
0 
1 
I 
0 

–
|
 
-
–
|
 

=–
| 
C
|
 
–
|
 
–
|
 
–
|
 
=|

I-
ლ 

  

C 
C 

ლ 
C|
 –
| 
–|
 
–|
 
–|
= 

0 1 
ამ ცხრილიდან ჩანს, რომ აზრობრივი განსჯა არაა სწორია. 
მოვიყვანოთ ლოგიკური შედეგის გამოყვანის ცნობილი წესები: 

1. გამოცალკევება(Mიძსჯდ ი00605): 
ჩ=0ძ, 

#7 

  

2. სილოგიზმი:



3. M0ძყვ§ 1011ICი§: 

4. გაფართოება: 

5. სპეციალიზაცია: 

6 კონიუნქცია: 

7. ამორჩევა: 

8. გამომრიცხავი ამორჩევა: 

138 

ი =:9, 
ძ=” 

  

ბ ი=2”. 

?7=70909, 

რწ 

  

  

ბ »Vყ. 

ჩ/ძ 
  

”, 

  

0 #/.ძ. 

ჩ, 

90=C" #4). 

M"=2ძ. 

§=ძ 

92Vძ, 

ი=CV/#/-/) 

ბ ყ. 

9. აბსურდამდე მიყეანა(M6ძსისი მძ გხჯს„ძსთ):
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–ი=C7/-7) 

ბ ი. 

ლოგიეკეური შედეგის გამოყეანის უკანასკნელი წესი გამოიყენება საწინააღმდეგოს 
დაშეების მეთოდით დამტკიცების დროს. 
დავუშეათ, მოცემულ აქსიომატიკურ თეორიასთან ერთად გვაქვს სხვა თეორია, 

ასევე აქსიომატიკური ან კონსტრუქციული, რომელიც ეფუძნება იმავე ლოგიკურ 
სისტემას, რასაც ეფუძნება თავდაპირველად მოცემული თეორია. 
თუ შესაძლებელია, რომ მოცემული თეორიის თითოეულ პირველად 
სიმბოლოსელტერმინს)შევუსაბამოთ მეორე თეორიის რაიმე ობიექტი ისე, რომ: 
1. ყოველ გამონათქვამს მოცემული თეორიის ობიექტებზე შეესაბამება რაიმე 
გამონათქვამი მეორე თეორიის ობიექტებზე. 2. მოცემული თეორიის გამონათქვამის 
უარყოფას შეესაბამება მეორე თეორიის შესაბამისი გამონათქვამის უარყოფა; 
მაშინ მეორე თეორიის ობიექტთა ასეთ სისტემას მოცემული აჟსიომატიკური 
თეორიის ინტერპრეტაცია ეწოდება. თუ ინტერპრეტაციაში მოცემული თეორიის 
აქსიომებს შეესაბამებიან თეორემები, მაშინ ამ ინტერპრეტაციას მოცემული 
აქსიომატიკური თეორიის მოდელი ეწოდება. 
აქსიომატიკური მათემატიკური თეორიები ხასიათდებიან თვისებებით: 
1. არაწინააღმდეგობრივობა. აქსიომატიკურ თეორიას ეწოდება 

არაწინააღმდეგობრივი, თუ ნებისმიერი მისი თ გამონათქვამისათვის, ორი 
გამონათქვამიდან: თ და–რი ერთი მაინც არ არის თეორემა. 

2. სისრულე. აქსიომატიკურ თეორიას ეწოდება სრული, თუ მისი ნებისმიერი თ 
გამონათქვამისათეის, ორი გამონათქვამიდან: თ და–რი ერთი მაინც არის თეორემა. 

3. კატეგორიულობა. აქსიომატიკურ სისტემას ეწოდება კატეგორიული, თუ მისი 
ნებისმიერი ორი მოდელი იზომორფულია, 
4. აქსიომათა სისტემის დამოუკიდებლობა. ვიტყვით. რომ აქსიომატიკური 
თეორიის აქსიომათა სისტემა დამოუკიდებელია, თუ არც ერთი აქსიომა ამ 
სისტემიდან არ გამოიყეანება დანარჩენი აქსიომებიდან. 
ჩვენ მიერ ზემოთ განხილული თეორიები წარმოადგენენ გამონათქვამთა და 
პრედიკატთა შინაარსობრიე აქსიომატიკურ თეორიებს. 
შემდეგ პარაგრაფში ავაგოთ გამონათქვამთა ფორმალური აქსიომატიკური 
თეორია. 

§5. გამონათქვამთა აღრიცხვის ფორმალური 

აქსიომატიკური თეორია 
სანამ ამ თეორიის აგებას შევუდგებით, უნდა აღენიშნოთ, რომ ფორმალური 

აქსიომატიკური თეორიის აგება იწყება ამ თეორიის ფორმალური სიმბოლური 
ენის აგებით. ამ ფორმალური ენის აგება იწყება იმ სიმბოლოების გამოყოფით, 
რომლებიც შეადგენენ თეორიის ალფაბეტს. შემდეგ კი განესასღვროთ 
ოპერაციები, რომლებიც საშუალებას გვაძლევენ აყაგოთ თეორიის ფორმულები. 
სწორედ ფორმულათა სიმრავლე, მისგან გამოყოფილი "ჭეშმარიტი" 

ფორმულების(აქსიომების) ქვესიმრაელით და ლოგიკური შედეგის გამოყვანის 
დაფიქსირებული წესები შეადგენენ ფორმალურ აქსიომატიკურ თეორიას. 
იმისათვის, რომ ავაგოთ ასეთი ფორმალური თეორია, დაგეჭირდება რაიმე ენა 

(ჩვენ შემთხევევაში ქართული ენა რამდენიმე დამატებითი სიმბოლოთი ). ამ ენას 

მეტა-ენა ეწოდება იგი განსხვავებულია იმ ენისაგან, რომელსაც წარმოადგენს 
ასაგები ფორმალური თეორია და რომელსაც ობიექტი-ენა ეწოდება. მეტა-ენაზე
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დამტკიცებულ დებულებებს ფორმალური თეორიის შესახებ, მიაკუთენებენ 
ასაგები ფორმალური თეორიის მეტა-თეორიას. უნდა განვასხვაოთ 
ერთმანეთისაგან სიტყვები: "დამტკიცება" და "თეორემა" გამოყენებული მეტა- 
ენაში და სიტყეებისაგან: "დამტკიცება" და "თეორემა" გამოყენებული 
ფორმალური თეორიის ფორმალურ ენაში. 

გამონათქვამთა აღრიცხვის ფორმალური აქსიომატიკური თეორიის ძირითადი 
სიმბოლოები, ანუ ალფაბეტი, შედგება უსასრულო რაოდენობის ცელადი 
გამონათქვამებისაგან: 
X,IX, 2... X,, X..Xვ.., ლოგიკური ოპერაციების ოთხი სიმბოლოსაგან: #თლ=ლ 

თეორიაში ასევე გამოიყენება დამხმარე სიმბოლოები: (C,) -ფრჩხილები. 
გამონათქვამთა აღრიცხვის ფორმალური აქსიომატიკური თეორიის ფორმულები 
განისაზღერება ასე: 1. ცვლადი გამონათქვამი ფორმულაა. 2 თუ CV,V, სადაც +V,V 

მეტა-ენის სიმბოლოებია, ფორმულებია, მაშინ: C #V,VVV,V = V/,–V 
ფორმულებია. 

3. არ არსებობს სხვა ფორმულა, გარდა I და 2 პირობებით განსაზღვრულისა. 
ჩამოვთვალოთ თეორიის აქსიომათა სქემები, რომლებიც მეტა-ენის სიმბოლოების 
მნიშენელობათა ცვლით გეაძლეეენ უსასრულო რაოდენობის აქსიომების შემცველ 
სისტემას: 

1. (I=(/=V), 

((V = 07 = M)) = (CV = #V) = (CV = I), 
(V ==-V)= CV = M/) = (CV = (” „M))), 

· (VC IV/)=Vხ, 
(CV #»V) = 7, 

· (V == M) = (IV = M/) = CV V 7) = #)), 
.(V=(V=VM)), 

· (7V=5(VV I), 
„ (I=V)=ლM/=-–V), 

<–5-V=, 

II, V=-5-<5C. 
გამონათქვამთა აღრიცხვის ფორმალური აქსიომატიკური თეორიის ლოგიკური 

შედეგების გამოყვანის წესს წარმოადგენს გამოცალკევების წესი, ანუ Mიძს§ 

ჩხ0ინ6ი§-ი: 

ი
დ
 

აა
 
თ
 
ა
ა
 
ს
ლ
 

= 

9V=V, 

V 

  

ა 7». 

განეიხილოთ ამ ფორმალური თეორიის თეორემის მაგალითები: 

I ვაჩეენოთ, რომ ფორმულა(X = X) თეორემაა. განეიხილოთ გამონათქეამთა 

მიმდეერობა: 
I CX =C–X = X)) = ((X = ––X) = (X = X))), 2 სქემით განსაზღერული 

აქსიომა. 
2. (MX == C––X = X)), | სქემით განსაზღგრული აქსიომა. 

3. (XV == 5=–=X) = CX = X)), 1 და 2 აქსიომები, M0ძხს5 ი0ინი§-ი. 

4. (X=–--7), 11 სქემით განსაზღერული აქსიომა. 

5. (–X=7), 3 და 4 აქსიომები, M0ძს5 იძი6ივ-ი.



141 

II. ვაჩეენოთ, რომ ფორმულა((X /+I) => (7 /L X)) თეორემაა. განვიხილოთ 
გამონათქვამთა მიმდეერობა: 

1. (XV => #7) = 1) = ((X /L#) = X) = (CX #7) = (/ = 7X))), 3 სქემით განსაზღვრული 

აქსიომა. 
2. (LX /X7) => #7), 5 სქემით განსაზღვრული აქსიომა. 

3. ((X /#X) => X) = CX /X) = (7 /+X)), 1 და 2 აქსიომები და M0ძს§ იიინი§-ი. 

4. (LX #7) => X), 4 სქემით განსაზღვრული აქსიომა. 

5. (CX I) = 07 > X)), 3 და 4 აქსიომები და M0ძს§ ი0ი60M§-ი. 

შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ აგებულ გამონათქვამთა აღრიცხვის ფორმალური 
აქსიომატიკური თეორიის ინტერპრეტაციას წარმოადგენს გამონათქვამთა 
ალგებრა. მაშასადამე, გამონათქვამთა აღრიცხვის ფორმალური აქსიომატიკური 
თეორიის ყოველ თეორემას შეესაბამება თეორემა გამონათქვამთა ალგებრაში. 
თეორემა 12.IL გამონათქვამთა აღრიცხვის ფორმალური აქსიომატიკური თეორიის 

ყოეელი თეორემა ტავტოლოგიაა. 
დამტკიცება: თეორემას დავამტკიცებთ ინდუქციით, გამონათქვამთა აღრიცხვის 
ფორმალური აქსიომატიკური თეორიის თეორემის დამტკიცების სიგრძის მიმართ. 

ვთქეათ, LV თეორემაა C,,C),...,V, მისი დამტკიცება. თუ M=1, მაშინ V=ხ, და 

აქედან გამომდინარე V ქსიომაა, ვინაიდან ყოველი აქსიომა გამონათქეამთა 
ალგებრაში, რომელიც ამ ფორმალური თეორიის ინტერპრეტაციას წარმოადგენს, 
ტავტოლოგიაა, თუ ყოველი თეორემა, რომლის სიგრძეც M-ის ტოლია, 
ტავტოლოგიაა, მაშინ ასეთი თეორემის შესაბამისი თეორემა გამონათქვამთა 
ალგებრაში ტაეტოლოგია იქნება. მასზე M0ძს§ იიინი§-ით მოქმედებით ისეე 
ტაეტოლოგიას მიეიღებთ. ამ ტაგტოლოგიას კი შეესაბამება ასევე ტავტოლოგია 
მოცემულ ფორმალურ თეორიაში, 
M0ძს§ იიინი§-ით მოქმედებით დამტკიცების სიგრძე იზრდება ერთით. მაშასადამე, 
M#+1 სიგრძის დამტკიცებებით მიღებული თეორემები ტავტოლოგიები იქნებიან. 
თეორემა დამტკიცდა. 
თეორემა 5-2. გამონათქვამთა აღრიცხვის ფორმალური აქსიომატიკური თეორია 
არაწინააღმდეგობრივია. 
დამტკიცება: გამონათქვამთა აღრიცხეის ფორმალური აქსიომატიკური თეორიის 
ყოველი თეორემა ტავტოლოგიაა, ამიტომ ასეთი თეორემების შესაბამისი 
თეორემების უარყოფა თეორემების გამონათქვამთა ალგებრაში, რომელიც ამ 
ფორმალური თეორიის ინტერპრეტაციას წარმოადგენს, იგიეურად მცდარი იქჩება, 
ამიტომ მისი შესაბამისი ფორმულა გამონათქეამთა აღრიცხვის ფორმალურ 
აქსიომატიკურ თეორიაში არ იქნება თეორემა. ეს კი ნიშნავს, რომ თეორია 
არაწინააღმდეგობრივია. თეორემა დამტკიცდა. 
გამონათქვამთა აღრიცხვის ფორმალური აქსიომატიკური თეორია მიეკუთვნება 
ეგრეთწოდებულ I რიგის ფორმალურ თეორიათა კლასს. განესაზღეროთ, თუ რას 
უწოდებენ I რიგის ფორმალურ თეორიებს 

LI რიგის ფორმალურ თეორია შედგება: 
1. L რიგის ფორმალურ თეორიის ალფაბეტისაგან, რომელიც, თვის მხრივ, 

შედგება სიმბოლოთა შემდეგი ჯგუფებისაგან: 

ა) სიმბოლოები (X,X,,...), რომლებიც აღნიშნავენ თვორიის საგნობრიე 
ცვლადებს, ანუ ცელადებს, რომლებიც ღებულობენ მნიშენელობას საგანთა 
სიმრავლეებიდან. 

ბ) სიმბოლოები (ი,რ,,...) თეორიის მუდმივი სიდიდეები ანუ საგნობრივი 

მუდმივები. 

გ) #”,!=1,2,... პრედიკატული ცვლადები.



დ) /, ,,=1,2,.. ფუნქციონალური ცვლადები. 

ე) =,–”V ლოგიკური სიმბოლოები. 

ვ) C9,) დამატებითი სიმბოლოები. 

თეორიის მუდმიე სიდიდეთა სიმრავლე შეიძლებაიყოს სასრული უფრო მეტიც 
ცარიელიც. პრედიკატული ცვლადების სიმრავლე. შეიძლება იყოს სასრული, 
მაგრამ არაცარიელი. ფუნქციონალური ცვლადების სიმრავლე შეიძლება იყოს 
ცარიელიც. 

2. I რიგის ფორმალური თეორიის ტერმებისაგან: 
ა) ყოველი საგნობრივი ცვლადი და თეორიის მუდმივი სიდიდე წარმოადგენს 

ტერმს. 

ბ) თუ #,,/,.-.../,„ წარმოადგენენ ტერმებს, მაშინ /,”(C,,/....ს/,) ასევე წარმოადგენს 

ტერმს, სადაც /,” თეორიის ფუნქციონალური ცვლადია, რომლის ზედა ინდექსი 

განსაზღვრავს, თუ რამდენ ადგილიანია ფუნქციონალური ცვლადი, ხოლო ქეედა 
ინდექსი განასხვავებს ამ ცვლადებს. 
დ) სხეა ტერმები არ არსებობენ. 
3. I რიგის ფორმალური თეორიის ფორმულებისაგან: 

ა) თუ ” თეორიის პრედიკატული ცვლადია, /,./,...,I, წარმოადგენენ ტერმებს, 

მაშინ #”(/,,/,.ს/,) წარმოადგენს თეორიის ფორმულას. 

ბ) თუ 4#და 8 I რიგის ფორმალური თეორიის ფორმულებია, მაშინ ამ თეორიის 

ფორმულებს წარმოადგენენ გამოსახულებები: –<4.(4 => 8),VX,4. 

გ) სხვა ფორმულები არ არსებობენ. 
აღვნიშნოთ, რომ ფრჩხილების სიმბოლოს ხმარება და დაბმული და 
თავისუფალი ცვლადების ცნება I რიგის თეორიებში იმავე შინაარსისაა, 
როგორიც პრედიკატთა ალგებრაში. 

ტერმს / ეწოდება თავისუფალი ტერმი X, საგნობრივი ცვლადისათვის 4 

ფორმულაში, თუ XჯX, ცელადი მისი ყოველი თავისუფალი შესვლისათვის 4 

ფორმულაში არ შედის ( ტერმის ჩაწერაში მონაწილე რომელიმე ცვლადზე 
გამოყენებული კეანტორების მოქმედების არეში. 

მაგალითი: ვთქვათ, „/ =VX,VX,I (X,,X:,Xგ):I = (XX). აქ მოცემულ 

ფორმულაში ტერმი ( არ არის თავისუფალი X, ცვლადის მიმართ, ვინაიდან იგი 

ფორმულაში მდებარეობს | ტერმის ჩაწერაში მონაწილე »,,X, ცვლადებზე 

გამოყენებული კვანტორების მოქმედების არეში. X,X, ცვლადების მიმართ კი 
/ ტერმი თავისუფალია, ვინაიდან ამ ცვლადებს არ გააჩნიათ #/# ფორმულაში 
თავისუფალი შესვლა. 

მაგალითი: ტერმი / =X, თავისუფალია », ცვლადისათვის ნებისმიერ 
ფორმულაში. 

L რიგის ფორმალური აქსიომატიკური თეორიების აქსიომები იყოფიან ორ 
ჯგუფად: ლოგიკური აქსიომები და საკუთარი აქსიომები. | რიგის თეორიას, 
რომელსაც საკუთარი აქსიომების ჯგუფი არ გააჩნია, პრედიკატთა აღრიცხეას 
უწოდებენ. იგი წარმოადგენს პრედიკატთა ალგებრის ფორმალიზაციას, 
პრედიკატთა სიმბოლოებისა და საგნობრივი მუდმივების შესაბამისი 
ერთობლიობებით. 

ლოგიკურ აქსიომათა სქემები ყოველი LI რიგის ფორმალური აქსიომატიკური 
თეორიისათვის ერთი და იგივეა. 

მაგალითად, ფორმალური აქსიომატიკური თეორიების ნებისმიერი სამი 4,0,C 
ფორმულისათვის, შემდეგი ფორმულები აქსიომებია:
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1.4=(8= 2; 

2(4=8(8=C)=(4=5 8)=(4=C; 
3.C-8= –41=(C-–8= 4)= 8); 

4VX,4(X,) => 4(), სადაც ! თავისუფალი ტერმია X, ცვლადისათვის #(,) 
ფორმულაში. 

3.VX, (4 => 8) = C4 = VX,8), სადაც 4 ისეთი ფორმულაა, რომელსაც არ გააჩნია 
X, ცვლადის თავისუფალი შესელა. 
რაც შეეხება საკუთარი აქსიომების ჯგუფს, ის სხვადასხეა შეიძლება იყოს 
სხვადასხეა თეორიისთვის ან აქსიომათა ასეთი ჯგუფი თეორიას არ გააჩნდეს. 
ყოეელი I რიგის ფორმალურ აქსიომატიკურ თეორიას გააჩნია ლოგიკური 

შედეგის გამოყვანის ორი წესი: 
ა) თ0ძს§ იიი6ხ§ 

4, 

4271. 

  

ბ8 
ბ) C6ლი( განზოგადება) 

4 

  

აVX,4 

მაგალითი: არაცარიელ სიმრავლეს ასოციაციური ბინარული ოპერაციით 
ნახევარგჯუფს უწოდებენ, ავაგოთ ნახევარჯგუფთა ფორმალური აქსიომატიკური 
თეორია. 
L თეორიის ალფაბეტი არ შეიცავს საგნობრივ მუდმივებს. 

2. თეორიის ალფაბეტი შეიცაეს მხოლოდ ერთ პრედიკატულ ცელადს #”;. 

MCა,X,) ფორმულა ასე აღენიშნოთ: », = 7. 

3. თეორიის ალფაბეტი შეიცავს მხოლოდ ერთ /, ფუნქციონალურ ცელადს. 

ტერმი /, (XX) აღინიშნება ასე: XX. 
ასაგები თეორიის საკუთარი აქსიომების ჯგუფი შედგება შემდეგი 

აქსიომებისაგან: 

1. VX,(X, = X,),! = 1,2.; 

2. VX,VX,(X, = X, = X, =VX,), 

3. VX,VX,V,(X, =X, = (2, =X, =>X,=%X» 

4. VX,7VX,V,(X, = X, = (X,'X, = X, 'X, #X,-X, = X,'X,)) 

5. VX,7VX,V,(X,>(X,· X,) = (X,- X,)“ X,). 

ამ აქსიომებიდან პირველი სამი შედის ყველა იმ I რიგის ფორმალურ 
აქსიომატიკურ თეორიაში, რომელშიდაც შედის ტოლობის პრედიკატი 

ჩ"(X,,X,;) = X, =VX,. 
# სიმბოლო თეორიის ალფაბეტში არ ”მედის, იგი აქ გამოყენებულია კაეშირის 

"და" აღსანიშნავად. 

აგებულ ფორმალერ აქსიომატიკურ თეორიას ნახევარჯგუფთა ფორმალური 

აქსიომატიკური თეორია ეწოდება. ცხადია, იგი I რიგის ფორმალურ
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აქსიომატიკურ თეორიას წარმოადგენ. ყველა ნახევარჯგუფი ამ ფორმალური 
თეორიის მოდელს წარმოადგენს. 
ავაგოთ ერთი მნიშენელოვანი მაგალითი I როგის ფორმალური აქსიომატიკური 

თეორიისა, რომელსაც ფორმალური არითმეტიკა ეწოდება. ამ თეორიას 5 
სიმბოლოთი აღნიშნავენ. იგი შედგება: 

ა) საგნობრივი ცელადებისაგან: X,XX,,X,,... 

ბ) ერთი პრედიკატული სიმბოლოსაგან ჩ”-ტოლობის პრედიკატისაგან, რომელიც 

აღინიშნება სიმბოლოთი =. 

ბ) იძ, საგნობრივი მუდმისისაგან, რომელიც აღინიშნება სიმბოლოთი 0 

დ) სამი ფუნქციონალური სიმბოლოსაგან:რომელთაგან ერთი /,/ 

ერთადგილიანია, დანარჩენი ორი: /,,/; ორადგილიანი, რომლებსაც, 

შესაბამისად, აღვნიშნაეთ სიმბოლოებით: /”,,+ §,/-§, სადაც ,,§ 5 თეორიის 
ნებისმიერი ტერმია. 

ე) § თეორიის საკუთარი აქსიომებისაგან: 

I. X, =X: =(X,=X=>X% =X); 

X =X- =>X, = X>; 

X #, 0; 

X =Xე =5X =X; 

X,+0=X,; 

X,+Xე =(X,+X.); 

X,-0 =0; 

XX =(X +X.)+X,; 

თ(0) => VIXC(»X) = თ(X')) => VXთ(X)), სადაც თ(X)C 5 დ
თ
ა
ე
თ
ი
 

ს
ა
ა
 ი
ხ
 

აქსიომები 1-8 5 თეორიის კონკრეტულ აქსიომებს წარმოადგენენ, ხოლო 
ბოლო მე-9- აქსიომა აქსიომათა სქემას წარმოადგენს და მას ინდუქციის აქსიომა 
ეწოდება. ინდუქციის აქსიომისა და ლოგიკური შედეგის გამოყვანის ცნობილი 
წესის- M0ძსა იხილი5-ის კომბინაციით მიიღება ახალი ლოგიკური შედეგის 
გამოყეანის წესი, რომელსაც ინდუქციის წესს უწოდებენ: 

თ(0), 
VXLCCთ(X) => თ(X»')) 

0 VXVLCX) 

ვაჩვენოთ, რომ ყოველ I რიგის აქსიომატიკურ თეორიაში არსებობს ეგრეთ 
წოდებული შემდეგი ინდივიდუალიზაციის წესი. 
თეორემა 43. თუ | ტერმი I რიგის ფორმალურ აქსიომატიკურ თეორიაში 

თავისუფალია X ცელადის მიმართ თ() ფორმულაში, მაშინ 0VXთ(X)0თ(I). 

დამტკიცება: თუ გამოვიყენებთ, ლოგიკური შედეგის გამოყვანის წესს- Mიძს§ 
მ0იფი§-ს, გვექნება: 

VXCთ(X), 

VX(CX(CX) => თ(I)) 

ბ V»თCI) 

ფორმულათა ეს მიმდეერობა წარმოადგენს თი) ფორმულის გამოქვანას VXთ(X)
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ჰიპოთეზიდან. თეორემა დამტკიცდა. 
თუ ფორმულა რაიმე ფორმალურ აქსიომატიკურ თეორიაში აქსიომაა ან 
მტკიცდება რომელიმე ამ თეორიაში დაფიქსირებული ლოგიკური შედეგის 
გამოყეანის წესის გამოყენებით, მაშინ ასეთ ფორმულას გამოყვანადი ფორმულა 
ეწოდება. წინააღმდეგ შემთხვევაში ფორმულას ეწოდება გამოუყვანადი 
ფორმულა. 
თეორემა 25.4. ა თეორიაში (=# =>" =” ფორმულა, სადაც I,” ამ თეორიის 

ნებისმიერი ტერმებია, გამოყეანადია. 
დამტკიცება: განვიხილოთ მიმდევრობა: 

1. X, = X, => X, =X5; 

2. VX.(X, = X. => X, = XI); 

3. VX,X, (X, = X, => X, = X·); 

4. VX,(I = X, =>” = X); 
5. I=7=#/=”, 

სადაც პირეელი ფორმულა აქსიომაა § თეორიაში, მე-2 ფორმულიდან მე-3 

ფორმულა და მე-3-ე ფორმულიდან მე-4-ე ფორმულა გამოიყვანება ლოგიკური 
შედეგის გამოყვანის განზოგადოების(Cხი) წესით, რომელიც დაფიქსირებულია 
ნებისმიერ პირველი რიგის ფორმალურ აქსიომატიკურ თეორიამი. მე-4 ფორმულა 
მიიღება მე-3 ფორმულიდან, მე-5 ფორმულა კი მე-4 ფორმულიდან 
ინდივიდუალიზაციის წესით. თეორემა დამტკიცდა. 
ფორმულას I რიგის ფორმალური აქსიომატიკურ თეორიაში ეწოდება ჩაკეტილი 
ფორმულა, თუ იგი არ შეიცავს თავისუფალ ცვლადებს. 
თუ ჩაკეტილი ფორმულა თ და მისი უარყოფა–« I რიგის ფორმალურ 
აქსიომატიკურ თეორიაში ამ თეორიის გამოუყვანადი ფორმულებია, მაშინ თ 
ფორმულას გადაუჭრელი წინადადება ეწოდება. 
მტკიცდება მნიშვნელოანი თეორემა: 
თეორემა 5+4 (გიოდელის თეორემა) თუ ფორმალური არითმეტიკა § 

არაწინააღმდეგობრიეი, ფორმალური აქსიომატიკური თეორიაა, მაშინ მასში 
არსებობს ერთი მაინც გადაუჭრელი წინადადება. 
გიოდელის თეორემა ამტკიცებს, რომ ფორმალური აქსიომატიკური თეორიების, 
რომლებიც მოიცავენ ფორმალურ არითმეტიკას, არაწინააღმდეგობრივობის 
დამტკიცება შეუძლებელია კონსტრუქციული მეთოდებით, რომლებიც 
ფორმალიზირებულია თვითონ ამ თეორიაში. 
აქედან გამომდინარე, არაწინააღმდეგობრივობის ადამტკიცება კლასიკური 
მათემატიკური თეორიებიებისთვის, რომელთა უმრავლესობისთვის 
არაწინააღმდეგობრიეობის დამტკიცების საკითხი დაიყვანება ნატურალურ 
რიცხვთა ფორმალური არითმეტიკის დამტკიცებამდე, შეუძლებელია. 
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თავიVII 

ალგორითმთა თეორიის ელემენტები 
§6. ალგორითმის ინტუიციური ცნება და მისი დაზუსტების 

პრობლემები 
მათემატიკის განვითარების დროის განმავლობაში წარმოიშეა ბეერი 
გამოთვლითი პროცესი, რომელთაც სუფთად მექანიკური ხასიათი აქვთ და არ 
საჭიროებენ რაიმე გონებრიე აქტივობას. ასეთი გამოთვლითი პროცესის 
საშუალებით საძიებელი სიდიდემიიღება თანნიმდევრული მოქმედებებით საწყისი 
სიდიდიდან, გარკვეული, დადგენილი, წესების და ინსტრუქციების მიხედვით. 

ასეთმა გამოთვლითმა პროცესებმა მოგეიანებით მიიღეს სახელწოდება- 
"ალგორითმი". 
ალგორითმი XX საუკუნის 30-იან წლებამდე რჩებოდა ინტუიციურ ცნებად, ვერ 
ხერხდებოდა ამ ცნების ფორმალიზაცია, ანუ მისი წარმოდგენა ლოგიკურ 
საფუძველზე დამყარებული მათემატიკური ცნებებისა და მიმართებების 
საშუალებით. 
ჩვენ მრაეალი სახის ალგორითმს ეიცნობთ მაგალითად: ერთი ნატურალური 

რიცხვის მეორეზე გაყოფის ალგორითმი, ნატურალური რიცხვიდან კეადრატული 
ფესვის ამოღების ალგორითმი, ორი მთელი რიცხვის უდიდესი საერთო გამყოფის 
მოძებნის ალგორითმი, რომელსაც ევკლიდეს ალგორითმს უწოდებენ და სხვა. 
მოვიყვანოთ ის საერთო თვისებები, რომლებიც გააჩნიათ ჩამოთვლილ 
ალგორითმებს და რომლებიც დამახასიათებელია ალგორითმის ცნებისათვის 
საერთოდ. 

1. ალგორითმის დისკრეტულობა. ალგორითმი აღწერს მონაცემთა აგების 
თანმიმდევრულ პროცესს, რომელიც მიმდინარეობს დისკრეტულ დრომი, 
ანუ გამოთვლითი პროცესისთვის აუცილებელი დრო დაყოფილია მცირე 
მონაკვეთებად- ტაქტებად ისეთნაირად, რომ პირველი ტაქტის დასაწყისში 
მოიცემა საწყის მონაცემთა სასრული სისტემა, ხოლო ყოველი ტაქტის ბოლოს 
მონაცემთა სისტემა მიიღება ტაქტის დასაწყისში მოცემულ მონაცემთა 
სისტემიდან. 
2. ალგორითმის დეტერმინირებულობა(დადგვნილობა). ყოველ ტაქტში ამ ტაქტის 
დასაწყისში მოცემულ მონაცემთა სისტემის გარდაქმნა ხდება ცალსახად 
დადგენილი კანონით(პროგრამით). 

31. ალგორითმის ბიჯის ელემენტარულობა. ყოველ ტაქტში მონაცემთა 
გარდაქმნის კანონი უნდა იყოს მარტიეი და ლოკალური. 

4. ალგორითმის ორიენტირებულობა. თუ რომელიმე ტაქტში მონაცემთა წინა 
სისტემიდან მონაცემთა მომდეენო სისტემის მიღების წესი არ იძლევა შედეგს, 
მაშინ ზუსტად უნდა იყოს მითითებული, თუ რა შეიძლება ჩაითვალოს მოცემული 
ალგორითმის შედეგად. 

5. ალგორითმის საყოველთაობა. საწყისი მონაცემთა სისტემა შეიძლება აღებულ 
იქნას რომელიმე პოტენციალურად უსასრულო სიმრავლიდან. 

თუ ალგორითმის ცნებას შემოვიტანთ ამ ჩამოთვლილი ოთხი თვისების 
საფუძველზე, იგი, ცხადია არ იქნება ზუსტი, ვინაიდან ამ თვისებების 
ფორმულირებისას ჩვენ მიერ გამოყენებული სიტყვების: "მონაცემები", "მარტივი", 
"ლოკალური", "წესი" ზუსტი აზრი დადგენილი არაა. 
შემდგომ, როდესაც ვილაპარაკებთ ალგორითმის ინტუიციურ ცნებაზე, 

მხედველობაში გვექნება ამ ოთხი თვისების საფუძველზე განსაზღვრული ცნება. 

ალგორითმის ინტუიციური ცნება დიდი ხნის მანძილზე აკმაყოფილებდა 
მათემატიკოსებს. ალგორითმის ინტუიციური ცნება საკმარისია სხეადასხვა 

გამოთელითი პროცესებისთეის საჭირო ალგორითმების აგებისათვის ანუ ისეთი
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ამოცანების გადასაჭრელად, როდესაც საჭიროა ვაჩვენოთ გამოთვლითი პროცესის 
შესაბამისი ალგორითმის არსებობა. ამ ამოცანის გადაჭრა კი ხდება ალგორითმის 
უშუალო აგებით. დიამეტრალურად საპირისპირო მდგომარეობაა, როდესაც 
გესურს, ვაჩეენოთ სიდიდეთა გამოთვლის ალგორითმების არარსებობა. ამ 
შემთხვევაში ალგორითმის ცნების მკაცრი განსაზღვრის აუცილებლობა აშკარაა, 
ეინაიდან საჭიროა ზუსტი ცოდნა იმისა, რის არარსებობასაც ვამტკიცებთ, 
ამგვარად, ალგორითმის ცნების დაზუსტების საჭიროებამ აქტუალურობა შეიძინა 

და მიიპყრო ბევრი მათემატიკოსის ყურადღება. გამოიკეეთა ალგორითმის ცნების 
დაზუსტების რამდენიმე მიმართულება. ერთი მიმართულების საფუძველი გახდა 
რეკურსიულ ფუნქციათა თეორია, მეორის საფუძველი გახდა ტიურინგისა და 
პოსტის მანქანათა ცნება, მესამე მიმართულების საფუძველი კი- მარკოვის 
ნორმალური ალგორითმის ცნება. 
ალგორითმებთან დაკავშირებული პრობლემების განხილეისას, ჩეეულებრივ, 
ლაპარაკია რაიმე მთელი არგუმენტის ფუნქციის მთელი მნიშენელობების 
გამოთვლის ალგორითმის არსებობაზე. ასთი ფუნქციებია, მაგალითად: ორი 
მთელი რიცხვის ჯამი, ორი მთელი რიცხვის ნამრაელი, ორი მთელი რიცხვის 
განაყოფის მთელი ნაწილი და სხვა მთელ რიცხეებზე დამოკიდებული მთელი 
მნიშვნელობის ფუნქციის მნიშენელობათა გამოსათვლელი ალგორითმების 
მნიშენელობა ჩამოთვლილი მაგალითებით არ ამოიწურება, ასეთი ფუნქციების 
მნიშვნელობათა გამოთვლაზე დაიყვანება არა ერთი უფრო ზოგადი პრობლემა. 

მაგალითად: ისეთი ფუნქციის გამოთვლა, რომელიც განსაზღერულია ნებისმიერ 
თელად რიცხვით სიმრავლეზე და რომელიც მნიშენელობას ღებულობს ასევე 
თვლად რიცხვით სიმრავლეში, შეიძლება დაყვანილ იქნას მთელი არგუმენტის 
ფუნქციის მთელი მნიშენელობების გამოთელაზე თვლადი სიმრავლეების მთელი 
რიცხვებით გადანომვრით. ასეთი გადანომვრით ოპერაციები თელადი 
სიმრავლის ელემენტებზე დაიყვანება მთელი რიცხვით წარმოდგენილ შესაბამის 
ნომრებზე. 
მათემატიკაში ასევე განიხილება კონტინუალურ სიმრავლეებზე განსაზღვრული 

ფუნქციები. ამასთან, პრაქტიკაში ყველა სიდიდე იზომება მხოლოდ მიახლოებით. 
სიდიდის ნულოვანი ცდიმილებით განსაზღვრა შესაძლებელია მხოლოდ 
უსასრულოდ დიდი ენერგიის დასარჯვით რაც შეუძლებელია. ამგვარად, 
პრაქტიკაში ყოველთვის არსებობს ეგრეთ წოდებული "განსხვავებულობის 
სღურბლი", რის საფუძეელზეც გაზომვის შედეგების სიმრავლე შეიძლება 
ჩავთვალოთ თელადად. ამ ფაქტის გამო, გადანომერის მეთოდის გამოყენებით, 
ყოველი პრაქტიკული მნიშვნელობის ფუნქციის მნიშვნელობის გამოთვლის 
ალგორითმი დაიყვანება მთელი არგუმენტების ფუნქციის მთელი მნიშვნელობების 
გამოთვლის ალგორითმზე. 
ამგვარად, მთელი არგუმენტების ფუნქციის მთელი მნიშვნელობების გამოთვლის 
ალგორითმები ხასიათდებიან საკმარისი უნიეერსალობით. 

თუ არსებობს მთელი არგუმენტების ფუნქციის მთელი მნიშვნელობების 
გამოთვლის ალგორითმი, მაშინ ასეთ ფუნქციას გამოთვლადი ფუნქცია ეწოდება. 

რადგან ალგორითმის ცნება ინტუიციურია, გამოთვლადი ფუნქციის ცნებაც 

ინტუიციური იქნება. 

ფუნქციები, რომლებიც განსაზღვრული არ არიან მათი არგუმენტების ყველა 
მნიშვნელობისათვის ნაწილობრივად განსაზღვრულ ფუენქციებად იწოდებიან. 
აღმოჩნდა, რომ ყველა ნაწილობრიეად განსაზღერული, გამოთვლადი ფუნქცია 

მიეკუთვნება ეგრეთ წოდებულ ნაწილობრივად რეკურსიულ ფუნქციათა. კლასს. 

ნაწილობრივად რეკურსიული ფუნქციები განისაზღერება მკაცრ მათემატიკურ 
საფუძველზე. მათემატიკოსმა კლინმა წამოაყენა ჰიპოთეზა, რომ ნაწილობრივად 

განსაზღერულ, გამოთელად ფუნქციათა კლასი ემთხვევა ნაწილობრივად 

რეკურსიულ ფუნქციათა კლასს. უფრო ადრე ანალოგიური ჰიპოთეზა ყეელგან
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განსაზღერული გამოთვლადი ფუნქციებისათვის წამოაყენა მათემატიკოსმა ჩერჩმა. 
ამ ჰიპოთეზებს ჩეეულებრივად აერთიანებენ და მოიხსენიებენ /#ერჩის თეზისის 
სახელით. ჩერჩის თეზისი შეიცაეს გამოთვლადი ფუნქციის ინტუიციურ ცნებას და 
ამის გამო მისი დამტკიცება შეუძლებელია. მაგრამ იგი საკმარისია იმისათვის, 
რომ მივცეთ აუცილებელი სიმკაცრე ალგორითმის ცნებასთან დაკავშირებული 
პრობლემების ფორმულირებას. 
ამის მიზეზი ისაა, რომ ჩერჩის თეზისის ძალით, ფუნქციის გამოთვლადობის 

საკითხი ტოლძალოვანია მისი ნაწილობრივად რეკურსიულობისა. აქედან 
გამომდინარე, რადგან ნაწილობრივად რეკურსიულობა მკაცრი მათემატიკური 
ცნებაა, ზოგიერთ შემთხვევაში შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ, თუ ფუნქცია არ 
არის ნაწილობრივად რეკურსიული მისი გამოსათვლელი ალგორითმი არ 
არსებობს. 
ჩერჩის თეზისი და და ნაწილობრივ რეკურსიულ ფუნქციათა კლასის სუსტი 
აღწერა გეაძლევს ალგორითმის ცნების დაზუსტების ამოცანის გადაჭრის ერთ- 
ერთ შესაძლებლობას. აღნიშნული ამოცანის გადაჭრის მეორე გზა ნაპოენი იქნა 
მატემატიკოსების ჩერჩია და ტიურინგის მიერ ერთმანეთისაგან დამოუკიდებლად. 
ამ გზის არსი ის არის, რომ ალგორითმით აღწერილი პროცესები შეიძლება 
განახორციელოს შესაბამისმა მანქანამ. ტიურინგმა და პოსტმა სუსტ 
მათემატიკურ ტერმინებში აღწერეს მანქანათა კლასები, რომლებსედაც შეიძლება 
განხოეციელებული ან იმიტირებული იქნას ყველა ის ალგორითმული პროცესი, 
რომლებიც ოდესმე აღწერილი იყო მათემატიკოსების მიერ. ასეთ მანქანებს 
ტიურინგის მანქანებს უწოდებენ. კვლევებმა აჩეენეს, რომ ამ მანქანების 
საშუალებით გამოთვლად ფუნქციათა კლასი სუსტად ემთხეევა ნაწილობრივად 
რეკურსიულ ფუნქციათა კლასს. 
ალგორითმის ცნების დაზუსტების ერთ-ერთ გზას ასევე გეაძლევს მარკოვის 
ნორმალური ალგორითმის ცნება მარკოვის ალგორითმმი გამოთელითი 
პროცესის საწყისი მონაცემები ჩაიწერება დაფიქსირებული ალფაბეტისაგან 
შედგენილი სიტყვების ალფაბეტის სიმბოლოების სასრული მიმდევრობების) 
ახით. 
გამოთვლითი პროცესი დაიყვანება აღნიმნული სიტყვების გარდაქმნაზე 
გარკეეული პროგრამის შესაბამისად. აღმოჩნდა, რომ ნორმალური 
ალგორითმების საშუალებით გამოთელადი ფუნქციების კლასი ემთხეევა 
ნაწილობრივად რეკურსიულ ფუნქციათა კლასს. 
ამგვარად, ალგორითმის ცნების დასუსტების ყველა გზას მიეყავართ 
ნაწილობეივად რეკურსიული ფუნქციის ცნებასთან. 
ეს ხაზს უსეამს ალგორითმის ცნების დასუსტების გზების ეკეივალენტურობას. 

§7 რეკურსიულ ფუნქციათა თეორიის ელემენტები 

ეთქვათ, მოცემულია ფუნქცია / :X)X X;X...X X, +, სადაც X, და #7 

რიცხვითი სიმრავლეებია, როგორც ეიცით ასეთ ფუნქციებს მრავალი ცელადის 

ფუნქციები ეწოდება. თუ #=1, მაშინ საქმე გვაქვს ერთი ცელადის ფუნქციასთან, 

თუ 7”=2, მაშინ ფუნქციას ორი ცელადის ფუნქცია ეწოდება და ასე შემდეგ. 

ვთქვათ, X, = M,I =1,2,..,# ნატურალურ რიცხვთა სიმრაელეა. 

ნაწილობრივად განსაზღვრულ ფუნქციას / :M»X MX... XM->V M- ადგილიანი 
L 

ნაწილობრივად განსაზღვრული ფუნქცია ეწოდება. 
ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლეზე განსასღერულ ფუნქციებს:
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1. §(X)=Xჯ+1. 

2. C2(X,X,,..,X,) =ძ. 

3, 1»(XX,,---X,) = X,,;1 < M? < MM, = 1.2,... 

უმარტივეს ფუნქციებს უწოდებენ. 
ამ ფუნქციებიდან პირეელს მომდევნო ნატურალურ რიცხეზე გადასვლის 
ფუნქცია ეწოდება, მეორე ფუნქციას- მუდმივი ფუნქცია, მესამე ფუნქციას- 
იგივური ფუნქცია. 
განვიხილოთ ფუნქციათა გარდაქმნის სხვადასხვა ხერი, რომლებსაც 
ოპერატორებს უწოდებენ: 

ჩასმის(სუპერპოზიციის) ოპერატორი 
ვთქვათ, მოცემულია # რაოდენობის »- ადგილიანი ნაწილობრივად 
განსაზღვრული ფუნქცია: /,(X,,X,,..)X,), 0(% XX, ),-» (XX ,-..X„), რომელთა 

განსაზღვრის არეა 4 სიმრავლე, მნიშვნელობათა არე კი 8 სიმრავლე და I - 
ადგილიანი ნაწილობრიეად განსაზღერული ფუნქცია / განსაზღვრის არით #ჩ 

და მნიშვნელობათა არით C. 
განესაზღეროთ ნაწილობრივად განსაზღერული ” ადგილიანი ფუნქცია §:853C 
შემდეგი ფორმულით: 

§(X,,X,,.-.X„)= /7(/ (XX) ,.--X,), (XX, ,-- X, V-ს» (XI X,,--,X,))- 

გარდაქმნას, რომლითაც /#, #,.6,..,/, ფუნქციებიდან « ფუნქცია მიიღება, 
ჩასმის ანუ სუპერპოზიციის ოპერატორი ეწოდება. ეს ოპერატორი აღინიშნება ასე: 

გ”, 

ჩასმის ოპერატორი განისაზღვრება ერთი და იგიეე ადგილიანი /, /-» #. 

ფუნქციებისთვის, როდესაც საჭიროა ჩასმის ოპერატორის გამოყენება სხვადასხვა 

ადგილიან ნაწილობრივად განსაზღვრულ ფუნქციებზე, ამ დროს წარმოქმნილი 
სიძნელე შეიძლება გადავლახოთ იგიეური ფუნქციის საშუალებით დამატებითი 
ცვლადების შემოყვანით. მაგალითად: ორადგილიანი(ორი ცვლადის) ფუნქცია 

თ(X,X.) შეიძლება წარმოვადგინოთ სამი ცვლადის ფუნქციის სახით, სადაც 

მესამე ცვლადი ფიქტიურია: თ(X,,X,) = #(X,,Xე,X,) = თ(1” («% ,Xე,X,), 71(X,,X:,1X,)). 

თუ #”-ით აღვნიშნაეთ #- ადგილიანი ნაწილობრივად განსაზღერული 

ფუნქციების სიმრაელეს, #”-ით კი M- ადგილიანი ნაწილობრივად 

განსასღვრული ფუნქციების სიმრაელეს, მაშინ §”" ყველგან განსაზღვრული 

ასახვაა #MიX #M”X #”X..X#” სიმრავლიდან #” სიმრაელეში. თუ # იქნება 

ნებისმიერ ადგილიან ნაწილობრივად განსაზღვრულ ფუნქციათა სიმრავლე, მაშინ 

ჯა“ ოპერატორი იქნება ასახვა #”" სიმრავლიდან #” სიმრავლეში. 

პრიმიტიული რეკურსიის ოპერატორი 

ვთქვათ, მოცემულია რიცხვითი, ნაწილობრიედ განსასღგრული #-ადგილიანი და 

(#+2)- ადგილიანი ფუნქციები: §(X,,X,,..,X,), M(X .X,-X,,V,)X,,21- განესასღეროთ 

M#M+1 ადგილიანი /(X.X,,..,X,,X,,) ფუნქცია, ეგრეთ წოდებული პრიმიტიული 

რეკურსიის ოპერატორით შემდეგნაირად: 

#CXX,,...,X,,0) = C(X,X,,-»X,) 

#C.2,..X,,7+1) = #(XV XX, >», / (20; X,,»”))
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პრიმიტიული რეკურსიის ოიპერატორი აღინიშნება ასე: #, გეაქეს ”7(8,#) = / 
როგორც ვხედავთ, პრომიტიული რეკურსიის ოპერატორს რეკურენტული ხასიათი 
აქვს, ვიპოვოთ თანმიმდევრობით / ფუნქციის მნიშვნელობანი: 

#(CX+X,,..,X,,0) = §CX,X, ,აX,), 

#(XX,.--,X,.1) = /I(X,.X, ,...,X,,0.9(X,,X,,-..X,)), 

+#C>,X,,...,X,,M+1) = MIC(X,,X,,..-,X, I, / (XX, ,-.-, X,/)), 

პრიმიტიული რეკურსიის ოპერატორით (#7+1)- ადგილიანი / ფუნქცია 

ცალსახად განისაზრერება #- ადგილიანი და (#+2)- ადგილიანი ნაწილობრივად 

განსასღერული §(იჩ,>,.»სX,), M(X,,X,,-X,,X,, +.) ფუნქციებიდან. 

თუ რიცხეთა რაიმე კრებულისთვის X,,X,,...,X,:”» არ განისაზრერება 

#(C%X-...X,.”) მნიშვნელობა, მაშინ რიცხვთა ყოველი X,,X;....,X,,”/+ M.M# = 1,2.3,... 

კრებულისთვისაკც არ განისაზღერება /”/(X,,X.,...,X„, 7 + #),# = 1,2,3,... 

მნისენელობანი. 

თუ §, / ფუნქციები ყველგან განსასღვრულია, მაშინ ყველგან განსასღვრული 

იქნება / ფუნქციაც. 
მაგალითი: ვთქვათ, §=0, M(X.7)= 2X+ ”». პრიმიტიული რეკურსიის ოპერატორის 

გამოყენებით ავაგოთ ერთადგილიანი ფუნქცია /(X) > 0,X>0 

#/(0)=§=9, 
#00=#M0,9) =9, 
#(21=#M0,/70))=2:1=2, 
+#(3) = M2,#(2))=2:2+2=6, 
+#(4) = M#(3, /(3)) =3:2+2-:2+2 =12, 

#(X+1) =2X+2(X-1)+2(X-2)+...+2:2+2= 25 „ 

მაშასადამე, /(X+1I)=წXLCX+)) ფუნქცია მიიღება C=0, /L(X,/)=2X+ » 

ფუნქციებისაგან პრიმიტიული რეკურსიის ოპერატორის გამოყენებით. 
მაგალითი: ეთქვათ, §«=0, M(X.»)= X– 2». პრიმიტიული რეკურსიის ოპერატორის 

გამოყენებით ავაგოთ ერთადგილიანი ფუნქცია /(X) 20,X>0. 

#(0)=§=9, 
#0) = M(0,0) =90, 

#(2)=V#M(I,/0))=1<-0 =1, 

+#(3) = X(2, ((2))=2<–2=0, 
+#(4) = M(3, /(3)) =3 – 2:0 =3, 
#/(5) = #4, /(4)) =4– 2-3 = –2, 

როგორც ეხედავთ, /(5) არ განისაზრერება, აქედან გამომდინარე, აგრეთვე არ 
განისასღერება #(X),X>5. 

მინიმისაციის ოპერატორი 

განეიხილოთ რაიმე M- ადგილიანი / ფუნქცია, სადა #>1. დავუშვათ, 

არსებობს ამ ფუნქციის მნიშვნელობათა გამოთელის ალგორითმი ფუნქციის 

განსასღვრის არის ნებისმიერ წერტილში. დავაფიქსიროთ X,,X,,-.X,, 

არგუმენტების მნიშვნელობანი და განეიხილოთ განტოლება: 
#C%,X,.--.X, 7) = X,.
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რადგან არსებობს ალგორითმი /(X,X,,..,X,,,„7) ცმნიშვნელობის გამოთელისა » 
ცელადის ყოველი »=0,1,2,... მნიშვნელობისათვის, ამიტომ შეიძლება 
მოვძებნოთ(თუ ის არსებობს) ძ რიცხეი, რომელისთეისაც ადგილი ექნება 
ტოლობას: #CX XI... X, ,0)=X,. ასეთ რიცხვებს შორის უმცირესი აღვნიშნოთ 
ასე: 

#,,(7/ (Xც%,..,X,-.X)= X,). 

ძი სიდიდის პოვნა არ იძლევა შედეგს, თუ: 
IL #(X XX, ,0) მნიშვნელობა არ არსებობს. 
2. მნიშვნელობანი /CX,,X,,..»X, 0) ,/ 06, X,--,X, 1) ,---. 7 (XX) ,.-X, ,#) 

განსაზღერულია, მაგრამ განსხვავებულია X, რიცხვისაგან, ხოლო მნიშენელობა 
70%0X,.X,. ,#+1) არ არსებობს, 

3. მნიშენელობანი /(X,X,...,X, 0) , #C6, 2, ,X, 1), #(X XX, ,#),-. 

ყოველი # რიცხვისათეის არსებობენ, მაგრამ განსხვავებულია X, რიცხეისაგან. 

ყველა ჩამოთელილ შემთხეევაში /(,(/(=, XV... XX) =X,) სიდიდე არ 
განისაზღვრება. 
სიდიდე #, წარმოადგენს X,,X,...,X, (ვვლადების ფუნქციას. ეს ფუნქცია 

აღინიშნება ასე: MI. აქ #M აღნიშნავს ეგრეთ წოდებულ მინიმიზაციის 
ოპერატორს, რომელიც / ფუნქციას შეუსაბამებს M/ ფუნქციას. 

მაგალითი: ეთქეათ, /(X)= 2", ვიპოვოთ M/. 

M/(X) = /,C(/C») = X)=/4,(27 =»). თუ 27 =», მაშინ »ჯ=106;. თუ X=1, მაშინ ჯ/=0 

და /,(/C”)=1)=0ამიტომ ##/C(I))=0. თუ X=2, მაშინ ჯ=1და /,(/(/)=2)=1 

ამიტომ M/(2=1. M/” ფუნქციის მნიშვნელობანი, როდესაც X=0და X=3, 
განსაზღერულ არაა. 
მაგალითი: ეთქვათ, /(X,,X.)= X, – X,. ვიპოვოთ M/. 

/!,C#(CX,X) = X.) = #,(X»– »X, =X.). თუ #-», =X., მაშინ X=X,+X. და თითქოს 

M/ თ,.X.)=X +X,, როდესაც X, >X,. მაგრამ /(X,,0) არც ერთი », 
მნიშენელობისათვის არ არის განსაზღერული, ამიტომ #/ არ იქნება 
განსასღვრული. 
თუ ფუნქცია #/(C) ერთადგილიანია, მაშინ #/ იქნება მოცემულის შებრუნებული 

ფუნქცია: M/CV)= /“'(ი). 

პრიმიტიულ-რეკურსიული ფუნქციები 
# ფუნქციას ეწოდება პრიმიტიულ-რეკურსიული ფუნქცია. თუ იგი ან ერთერთი 

უმარტივესი §,C9.77 ფუნქციაა, ან მიიღება ამ ფუნქციებიდან ჩასმისა და 

პრიმიტიული რეკურსიის ოპერატორების სასრული რაოდენობის გამოყენებით. 
ჩასმისა და პრიმიტიული რეკურსიის ოპერატორების ყველგან განსახღერულ 

ფუნქციებზე მოქმედებებით ასევე ყველგან განსასღერული ფუნქციები მიიღება. 
უმარტიეესი ფუნქციები ყველგან განსაზღერულია, ამიტომ 
პრიმიტიულ-რეკურსიული ფუნქციები ყეელგან განსა'სღვრულია. 
მაგალითი: ვაჩვენოთ, რომ /”- ,ადგილიანი მუდმივი ფუნქცია პრიმიტიულ- 

რეკურსულია. მართლაც C7(X,,X, ,..»X,) = §(აC...#(CV (/, (X%.X,..X,)))...))„; სადაც 

§(X)=X+I. რადგან C; პრიმიტიულ-რეკურსიული ფუნქციების სუპერპოზიციით 

მიიღება, იგიც პრიმიტიულად რეკურსიული იქნება.
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მაგალითი: / (X,») =X+ / პრიმიტიულ-რეკურსიული ფუნქციაა. 

მართლაც, /(X.0) = X = #1), / (X, + 1) = §(/ (X.)7) = LX, ”, /(X,7)), სადაც 

MC0ი #2) = §(2). / (7) = ჯ+ 7 = M(X#–1, / (XV. »– 1)) = §(/(X,»7 – 1)) = §<X+X»#+– 1). 
ნაწილობრივა-რეკურსიული ფუნქციები 

# ფუნქციას ეწოდება ნაწილობრიე-რეკურსიული ფუნქცია, თუ იგი მიიღება 

§.C,72 ფუნქციებიდან ჩასმის, პრიმიტიული რეკურსიის და მინიმიზაციის 

ოპერატორების სასრული რაოდენობის გამოყენებით. 
ცხადია, ნაწილობრივ-რეკურსიული ფუნქცია ყველგან განსაზღვრული შეიძლება 

არ იყოს. 

ადგილი აქვს ფაქტებს: 
ყოეელი პრიმიტიულ-რეკურსიული ფუნქცია ნაწილობრივად რეკურსიულია. 
ნაწილობრივად რეკურსიული ფუნქციათა კლასი ფართოა პრიმიტიულ- 
რეკურსიულ ფუნქციათა კლასზე. 
მაგალითი: ნაწილობრივად განსახღვრული ფუნქცია /(X»)=X- » ნაწილობრივ- 

რეკურსიულია, მართლაც #(= >) =/.(X+2 =X»). ეს კინიშნავს, რომ 

#(-)=X- » ფუნქცია მიიღება #(».=)= X+2 ფუნქციისაგან მინიმიზაციის 

ოპერატორის მოქმედებით. /().5)= »+ 2 ფ'უნქცია კი, როგორც ენახეთ, 

პრიმიტიულ-რეკურსიულია. 

მაგალითი: 2 ნაწილობრიე-რეკურსიულია. მართლაც, (2 /#/-(1> = X) და 
» » 

#0-2)= )= ფუნქცია მიიღება § =0.#M(+.5,/)= X(C2) ფუნქციებიდან პრიმიტიული 
რეკურსიის ოპერატორით: /()',0) = 0 , / (»”,1) = #MC/,0.0) = #§(0) = #7- 1, 

#C0».2) = #CI.1.1” = 15(1) = X#-2. #/()'.2) = /I(/, 5 – 1, # ()/,2 – 1)) = X§(2 – 1) = #/- 2. 

ზოგად-რეკურსიული ფუნქციები 
სუსტი მინიმიზაციის ოპერატორი ეწოდება ოპერატორს VI", რომელიც 

განსაზღვრულია შემდეგნაირად: 
I =1M/ . თუ ფუნქცია V/ ყეელგან განსასღერულია და არაა განსა სღვრული, 

ანუ არ არსებობს, 0») მ” ყველგან არაა განსასღვრული. 

ფუნქციას. რომელიც მიიღება §.Cა./?2 ფუნქციებისაგან სასრული რაოდენობის 

სუპერპოზიციის, ჰრიმიტიული რეკურსიის და სუსტი მინიმიზაციის ოპერატორების 
მოქმედებით ზოგად-რეკურსიული ფუნქცია ეწოდება. 
ცხადია. სოგად-რეკურსიული ფუნქცია ყველგანაა განსასღერული. 
ზოგად-რეკურსიული ფუნქცია ნაწილობრიე-რეკურსიულია. ყველგან 

განსახღვრული ნაწილობრივ-რეკურსიული ფუნქცია ზოგად-რეკურსიულია. 

სავარჯი შოები: 

1 როგორი ფუნქციები შეიძლება მივიღოთ C"(X) = 0, XX) =X+1 ფუნქციებიდან 

სუპერპოზიციის ოპერატორის მრაეალჯერადი მოქმედებით. 

2. როგორი ფუნქციები შეიძლება მივილოთ §(X) = X+I, 

1 0... X,) = X,:1 < ი! < II. = 1.2... ფუნქციებსე სუპერპო სიციის ოპერატორის 

მრავალჯერადი მოქმედებით. 

3. როგორი ფუნქციები შეიძლება მივიღოთ C% (X) = 0, 

მრა:ალჯერადი მოქმედებით.
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4. დაამტკიცეთ, რომ /(X, >») = XV, /C-.7) = >”, / I) =XI ფუნქციები პრიმიტიულად 
რეკურსიულია. 

5. დაამტკიცეთ, რომ X:X»/=/!.(/2=X). ნიშნაეს თუ არა ეს ფაქტი /(X,7)=X:» 
ფუნქციის ნაწილობრიეად რეკურსიულობას? პრიმიტიულად რეკურსიულობა 

§8 ტიურინგის მანქანები 
ალგორითმის არსის ინტუიციური გაგებიდან გამოდინარე, ყოველი 
ალგორითმის მიერ აღწერილი გამოთელითი პროცესი მიმდინარეობს მექანიკურად, 
გონების ყოველგვარი ჩარევის გარეშე, ამიტომ შესაძლებელია ასეთი 
გამოთვლების შესრულება ეანდოთ რაიმე მოწყობილობას- მანქანას. 
ასეთ მანქანაზე გამოთვლითი პროცესი უნდა მიმდინარეობდეს დისკრეტულ 

დროში, ეს პროცესი მიმართული უნდა იყოს განსაზღვრული შედეგის მიღებაზე. 
მანქანის მუშაობა სრულიად დეტეტმინირებული უნდა იყოს და უშვებდეს 
სხვადასხვა საწყისი მონაცემების შეტანას განხილული კლასის 
ამოცანებისათვის. 

სწორედ ამსეთი ტიურინგის მანქანა, რომელიც ერთმანეთისაგან 
დამოუკიდებლად შექმნეს მეცნიერებმა პოსტმა და ტუირინგმა. პოსტისა და 
ტიურინგის მიერ შექმნილი მანქანებ არსებითად ერთმანეთისაგან არ 
განსხვავდებოდა. მოგვიანებით ამ მანქანებს საერთო სახელი- ტიურინგის 
მანქანები უწოდეს. 
ტიურინგის მანქანები აბსტრაქტული მანქანებია, ისინი ზუსტ მათემატიკურ 

ტერმინებშია აღწერილი. განვიხილოთ ტიურინგის მანქანის ერთი ვარიანტი, 
რომელიც შედგება შემდეგი ელემენტებისაგან: 
L გარჟ მესსიერება. მანქანის გარე მეხსიერებაა სასრული სიგრძის ლენტი, 
რომელიც დაყოფილია უჯრედებად, რომლებსაც ერთი და იგივე სიგრძე აქეთ. 
მუშაობის პროცესში მანქანას შეუძლია არსებულ უჯრედებს მარჯვნიდან 
მიუშენოს ახალი უჯრედები, ასე რომ, მანქანის ლენტი შეიძლება ჩაითვალოს 
პოტენციალურად შემოუსაზღერელად მარჯეენა მიმართ'ულებით. ყოველ უჯრედში 
შეიძლება ჩაწერილი იყოს ერთი სიმბოლო სიმბოლოთა სასრული სიმრაელიდან: 

(მშ. ,...,0,1. უჯრედი, რომელშიც არც ერთი სიმბოლო არ არის ჩაწერილი 

იწოდება, ცარიელ უჯრედად. ყოველი ახალი მიშენებული უჯრედი ითელება 

ცარიელად. ცარიელი უჯრედის აღსანიშნავად გამოიყენება სიმბოლო ძა. თუ 

უჯრედში ჩაწერილია სიმბოლო თ,, მაშინ ამბობენ, რომ უჯრედი იმყოფება ძ, 

მდგომარეობაში. სიმბოლოთა (ძ,0,,..,0,) სიმრაელეს ტიურინგის მანქანის გარე 

ალფაბეტი ეწოდება. 
2 დამმზერი მოწყობილობა. ეს მოწყობილობა დროის მოცემულ 
მომენტში იმყოფება მანქანის ლენტის რომელიმე უჯრედის თავზე. ასეთ უჯრედს 

დამზერილი ან აღქმული უჯრედი ეწოდება. 
მმართველი მოწყობილობიდან მოსული ბრძანების საფუძველზე, დამმზერ 
მოწყობილობას შეუძლია წაშალოს სიმბილო, რომელიც ჩაწერილია დამსერილ 
უჯრედში და ჩაწეროს ახალი, ასევე გადაადგილდეს ლენტის გასწერიე მარჯენივ 

ან მარცხნივ ერთ უჯრედზე. 
3. მმართველი მოწყობილობა. მმართველი მოწყობილობა გამოიმუშავებს 

ბრძანებებს, რომლებიც გადაეცემა დამმზერ მოწყობილობას. ამავე დროს, 

მმართველი მოწყობილობის შესავალსე გადაიცემა სიმბოლო, რომელიც 

ჩაწერილია დამზერილ უჯრედში. 
მმართველი მოწყობილობა შეიძლება იყოს ერთ რომელიმე მდგომარეობაში 
მდგომარეობათა სასრული სიმრავლიდან. ეს მდგომარეობები აღინიშნება
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სიმბოლოთა რაიმე ერთობლიობით, რომლის ელემენტებიც არ გეხვდება მანქანის 
გარე ალფაბეტში. ეთქვათ, სიმბოლოთა ეს ერთობლიობაა: (9,,9ე,...მ,1. 

მას ტიურინგის მანქანის შიგა ალფაბეტი ეწოდება. მანქანის მმართველი 
მოწყობილობის მდგომარეობას შინაგანი მესსიერების მდგომარეობა ეწოდება. 
შინაგანი მეხსიერების ერთ ერთ მდგომარეობას საბოლოო ეწოდება. ამ 
მდგომარეობაში მანქანის შინაგანი მეხსიერება გადადის მანქანის მუშაობის 
დასრულებისას. სიმბოლოს, რომელიც აღნიშნაეს შინაგანი მეხსიერების 
საბოლოო მდგომარეობას, სტოპჰ-სიმბოლოს უწოდებენ. მანქანის შინაგანი 
მეხსიერების მდგომარეობებიდან შეიძლება გამოყოფილ იქნას საწყისი 
მდგომარეობაც. ბუნებრიეია, მოცემული ალფაბეტის დროს საწყისი მდგომარეობა 

აღვნიშნოთ 4, სიმბოლოთი, საბოლოო მდგომარეობა- 4ძ, -ით. 

მმართველი მოწყობილობა მუშაობს დისკრეტულ დროში; ბრძანებები, რიმლებიც 
გამომუშავდება ამ მოწყობილობის მიერ მუშაობის !-ურ ტაქტში, 
განისაზღვრებიან დამზერილ უჯრაში ჩაწერილი სიმბოლოთი და შინაგანი 
მეხსიერების მდგომარეობით. (7+1)-ური ტაქტის დასაწყისში შესრულებული 
ბრძანებიების შედეგად, შეიძლება შეცელილ იქნას დამზერილ უჯრედში 
ჩაწერილი სიმბოლო, დამმსერი მოწყობილობა შეიძლება გადაადგილდეს ლენტის 
გაასწვრივ, მარჯენივ ან მარცხნიე, შეიძლება შეიცვალოს შინაგანი მეხსიერების 
მდგომარეობა. 
ტიურინგის მანქანის მდგომარეობა, ანუ მისი კონფიგურაცია, ეწოდება 
სიმბოლოთა ერთობლიობას, რომელიც შედგება: მანქანის ლენტის უჯრედებში 

ჩაწერილი იძ, ,ძ, ,....0, სიმბოლოებისაგან, მანქანის შინაგანი მეხსიერების 

მდგომარეობის აღმნიშენელი სიმბოლოსაგან 94, და დამზერილი უჯრედის 

ნომრისაგან #. ყველა ამ მონაცემთა ერთობლიობა ჩაიწერება ეგრეთ წოდებული 
მანქანური სიტყვის სახით: 

ძ,ძ,.. 0, ,0,0,..0,, 

სადაც მანქანის შინაგანი მეხსიერების აღმნიშვნელი სიმბოლო 4, შედის 

მხოლოდ ერთჯერ, ეს სიმბოლო იწერება იმ სიმბოლოს მარცხენა მხარეს, 
რომელიც ჩაწერილია დამსერილ უჯრედში “უჯრედები ლენტზე გადანომრილია 
თანმიმდევრობით, მარცხნიდან მარჯენიე. 
ტიურინგის მანქანის მუშაობა შეიძლება წარმოდგენილ იქნას, როგორც 

მანქანური სიტყვების თანმიმდევრული გარდაქმნა შესაბამისი პროგრამის 
შესაბამისად. მანქანის მუშაონის მიზანია მის ლენტზე ჩაწერილი სიტყვის 
გარდაქმნა. იმისათვის, რომ მანქანამ მუშაობა დაიწყოს, მანქანის დამმსერი 
მოწყობილობა უნდა მოვათავსოთ საჭირო უჯრედის თავზე და მოვიყვანოთ 
შინაგანი მეხსიერება საწყის მდგომარეობაში. 
მანქანური სიტყვის გარდაქმნა მოცემული პროგრამის მიხედვით, მუშაობის 

ყოეელი ტაქტის დროს, განისასღერება დამზერილ უჯრედში არსებული 
სიმბოლოთი და შინაგანი მეხსიერების მდგომარეობით. პროგრამის შესრულების 
დამთავრებისას მანქანისშინაგანი მეხსიერება გადადის საბოლოო 
მდგომარეობაში და მანქანა ჩერდება. ყოველივე ამის შედეგად საწყისი 

მანქანური სიტყვა ძაძა 4,0... მე გარდაიქმნება რაიმე საბოლოო მანქანურ 

სიტყვაში. 
ზოგიერთ შემთხევვაში მანქანის შინაგანი მეხსიერება ევერ გადადის საბოლოო 
მდგომარეობაში; ასეთ შემთხეევაში ამბობენ, რომ მოცემული პროგრამა ან 

მოცემული მანქანა გამოუყენებადია ძამა..4,0, რი მანქანური სიტყვის მიმართ.



155 

სანამ ტიურინგის მანქანის მუშაობას უფრო დაწერილებით შევეხებით, 
დავაზუსტოთ მათემატიკის ზოგიერთ დარგში გამოყენებული ისეთი ცნებები, 
როგორებიცაა: ალფაბეტი და სიტყეა. 
ალფაბეტი ეს არის სიმბოლოთა სასრული სიმრავლე, რომლის ელემენტებსაც 
ასოები ეწოდება, ასოები განიხილება, როგორც მთლიანი, დაუნაწილებელი 

ობიექტები. მაგალითად, ალფაბეტში თ,,ძ,,...,0, ასოს წარმოადგენს 

ი, და არა ძ ან ” ცალკე აღებული. ალფაბეტის ასოების ნებისმიერ სასრულ 

მიმდევრობას სიტყვა ეწოდება. 
ეთქვათ, 4,8,C,0 სიმბოლოები არ შედიან ჩვენ მიერ დაფიქსირებულ 

ალფაბეტში ძ,,თე,...,ძი,. გამოვიყენოთ ეს სიმბოლოები მოცემული ალფაბეტის 

სიტყეების აღსანიშნავად. 
ვთექათ 4.8 სიტყვებია მოცემულ ალფაბეტში, 4 სიტყვას ეწოდება 8 სიტყეის 

ძქვესიტყვა თუ 8 სიტყვა შეიძლება წარმოვადგინოთ ასე: 8=C4#, სადაც C და 
ჩ/ ასევე მოცემული ალფაბეტის სიტყვებია(C და #0 შეიძლება ცარიელი 
სიტყვებიც იყენენ, ანუ არ შეიცაედნენ არც ერთ ასოს). ასეთ შემთხვეეაში 
ამბობენ, რომ 4 სიტყეა შედის 8 სიტყეაში. მაგალითად: თუ ალფაბეტად 
ჩავთელით მანქანის გარე და შინაგანი მეხსიერების სიმბოლოებიის სიმრაელეს, 
მაშინ სიტყვა ძ, ,9,0, შედის მანქანურ ძ,მ,...0, ,0,0,..0, სიტყვაშ, ანუ 

წარმოადგენს ქვესიტყვას. ვთქვათ, C რაიმე სიტყვაა, მაშინ CCM2?. სიტყვას 
უწოდებენ მიღებულს 8=C40 სიტყეისაგან #4 სიტყვის მაგივრადC სიტყვის 
ჩასმით. 
ტიურინგის მანქანის მუშაობა ერთი ტაქტის განმავლობაში შეიძლება 

წარმოვიდგინოთ, როგოთოც მანქანურ სიტყეაში თ, ,9,ი, ქვესიტყეის მაგიერ რაიმე 
სხვა, მაგალითად თ, ,ირ,ძ4, სიტყვის ჩასმა, რაც ნიშნავს მანქანის შინაგანი 

მეხსიერების მდგომარეობის შეცვლას და დამმზერი მოწყობილობის 
გადაადგილებას მარჯვნიე. ამგეარად, ტიურინგის მანქანის მუშაობა შეიძლება 
აღიწეროს შემდეგი სახის ბრძანებათა ერთობლიობით: 

რაძერ, > ძ,ი,ი,, 

ან 

ი,ძ,რი, 3 ძ,მა#,, 

ან 

ი.0,ძე ->»ძ.0,0.. 

ამ ბრძანებათა შესრულება ნიშნაეს დამზერილ უჯრედში სიმბოლოს შეცელას, 
მანქანის შინაგანი მეხსიერების მდგომარეობის შეცელას და დამმზერი . 
მოწყობილობის გადაადგილებას მარცხნიე, მარჯენივ და იმავე მდგომარეობაში 

დარჩენას. ასეთი ტიპის ბრძანებებს /ასმითი ბრძანებები ეწოდება. | 
ბრძანებათა მთელ ერთობლიობას, რომელიც განსასღვრავს მანქანის მუშაობას, 
პროგრამა ეწოდება. 
ბრძანებები ტიურინგის მანქანისათეის შეიძლება ჩაიწეროს სხვანაირადაც, · 

შემდეგი #.ჩ,5 სიმბოლოების გამოყენებით, რომლებიც შეესაბამებიან დამმხერი 
მოწყობილობის მოძრაობას მარცხნივ, მარჯენიე და ადგილზე დარჩენას შემდეგი 
ტაქტის დაწყებამდე. მაგალითად: ბრძანება 

ძ,ძ, > ძ.ძ, 

ნიშნაეს დამზერილ უჯრედში სიმბოლოს შეცვლას, 
მეხსიერების მდგომარეობის შენახეას; 

9,0, – ძ,0, 

მანქანის შინაგანი
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ბრძანება ნიშნავს დამზერილ უჯრედში სიმბოლოს შენახვას, მანქანის შინაგანი 
მეხსიერების მდგომარეობის შეცელას,; 

ძ,ძ, პკ 0,0, 
ბრძანება ნიშნავს დამზერილ უჯრედში ჩაწერილი სიმბოლოს შეცელას, მანქანის 
შინაგანი მეხსიერების მდგომარეობის შეცელას, 

ძ,0ე –> ,M(I) 
ბრძანება ნიშნავს მანქანის შინაგანი მეხსიერების მდგომარეობის შეცვლას, 
დამმზერი მოწყობილების გადაადგილებას მარჯვნივ (მარცხნიე). 
მანქანის მუშაობა მოცემულ ტაქტში მთლიანად განისაზრვრება შინაგანი 

მეხსიერების მდგომარეობით4M, და დამზერილ უჯრედში ჩაწერილი ძ, 

სიმბოლოთი. ამიტომ ყოეელი (9,,ძ,), / = 1,2,...,/?;) = 1,2,...,/1 წყვილისთვის მანქანის 

პროგრამა შეიცავს მხოლოდ ერთ ბრძანებას რომელიც იწყება ძ,0, სიტყვით. 

პროგრამა არ შეიცავს ბრძანებას, რომელიც იწყება სიტყეით ძმაი, სადაც 94% 

აღნიშნავს მანქანის შინაგანი მეხსიერების საბოლოო მდგომარეობას. 
შემდგომ ჩვენ შემოვიფარგლებით ისეთი მანქანების განხილვით, რომელთა გარე 
მეხსიერების ალფაბეტი შედგება ორი სიმბოლოსაგან: 0 და 1. 0-თ აღენიშნავთ 
ცარიელ უჯრედს. ნებისმიერი ნატურალური რიცხვი Xასეთი მანქანის ლენტზე 
შეიძლება წარმოვადგინოთ უჯრედებში მიმდევრობით ჩაწერილ #+1) რაოდენობის 
ერთიანით: 

ამ მიმდევრობის აღნიშენა მიღებულია ასე: I”. რიცხე ნულის ჩაწერა ხდება 
ერთი ერთიანით ლენტზე ჩაწერილი რიცხვები ერთმანეთისაგან გამოიყოფა 
ცარიელი უჯრედებით. რამდენადაც ყოველი ალგორითმი შეიძლება დაყვანილი 
იქნას მთელ რიცხვთა სიმრავლეზე განსაზღვრული, მთელი მნიშვნელობის მქონე 
ფუნქციის მნიშენელობის გამისათელელ ალგორითმამდე, ამდენად, ორი 
სიმბოლოს შემცველი გარე მეხსიერების მქონე ტიურინგის მანქანაზე შეიძლება 
მოვახდინოთ ნებისმიერი ალგორითმის რეალიზება. 
მაგალითი #1 მანქანა ML, რომელიც ახდენს მოცემული რიცხვის გაზრდას 

რიცხვით I. 
მუშაობის დასაწყისში ამ მანქანის დამმსერი მოწყობილობა აღიქვამს 
შევსებულ უჯრედს ანუ უჯრედს, რომელშიც წერია სიმბოლო |; მანქანის 

შინაგანი მეხსიერება იმყოფება 4, მდგომარეობაში. მუშაობის პროცესში მანქანის 

დამმზერი მოწყობილობა მპოულობს პოულობს ცარიელ უჯრედს მარჯენიე, წერს 
მასში სიმბოლო 1-ს და მანქანა ჩერდება. 

მანქანის მუშაობის შედეგად მანქანური სიტყვა01"4,1700 გარდაიქმნება სიტყვად 

01””ჟყე100. 
პროგრამის შესრულების შედეგად მანქანის მიერ განხორციელებული 

გარდაქმნები აღინიშნება ისრით=:. მოცემულ შემთხვევაში გვაქვს: 

01” ,I”00 => 01”'”ძე100. 
ჩამოვწეროთ იმ ბრძანებების თანმიმდეერობა, რომლებიც შეადგენენ მოცემულ 

პროგრამას: ძე.) >ძ,1ჩ.4,1 –> ძ,1#%,...,ძ,1 –> 9,1#,9,0 –> ძი1. 

, 

პირველი »” რაოდენობის ბრძანება ერთი და იმავე 9,1 –+4,1# ბრძანების 
გამეორებაა. ერთ და იმავე ბრძანების »-ჯერ განმეორების შემდეგ მანქანური
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სიტყვა 01“-4,1/700 გარდაიქმნება 01”'4,00 მანქანურ სიტყვაში. 4,0 -> 41 

ბრძანების შესრულების შემდეგ კი მანქანური სიტყეა 01””4,00 გარდაიქმნება 

01“ 79.10 სიტყვაში და მანქანა ჩერდება. 
მაგალითი 2. მანქანა: "–1', რომელიც ახდენს მოცემული რიცხვის შემცირებას 
რიცხეით 1. 

ეს მანქანა ასრულებს მანქანური სიტყვის შემდეგ გარდაქმნას 

01”4,1700 = 01“''-?ჟ.100. 
აღიქვამს რა შევსებულ უჯრედს საწყის მდგომარეობაში, მანქანის დამმზერი 
მოწყობილობა მპოულობს მარჯეენა კიდეს შეესებული უჯრედებისა და დგება ამ 
უჯრედის თავზე, შლის მასში ჩაწერილ სიმბოლოს და დგება იმ უჯრედის თავზე, 
რომელიც ყველაზე მარჯენივაა შევსებულ უჯრედებს შორის. ამის შემდეგ 
მანქანა ჩერდება. 
ბრძანებების მიმდევრობა, რომელებიც პროგრამას შეადგენენ, შემდეგია: 

9) 9,0, ->4ჩ.,თ1-> თ 0,0 –>9:L,9,1 –+ 9:0,,0 –> ძი... 
, 

პირველი 9,1 –>+4ეI” ბრძანების »- ჯერ გამეორების შედეგად ხდება მანქანური 

სიტყვის შემდეგი გარდაქმნა: 

01”9,1”00 = 01"'”4ე0. 

9,0->9,ეL ბრძანების შედეგად ხდება მანქანური სიტყვის შემდეგი გარდაქმნა: 

0140 =>01' ი, 10. 

ძ1->9ძ,0 ბრძანების შედეგად ხდება მანქანური სიტყვის შემდეგი გარდაქმნა: 

01” '#,10 => 01“'”'0.00. 
40 -–>9ძეL ბრძანების შედეგად ხდება მანქანური სიტყვის შემდეგი გარდაქმნა: 

01”) !ყ,10 => 01''”?ეს10. 
რის შედეგადაც მანქანის შინაგანი მეხსიერება გადასულია საბოლოო 
მდგომარეობაში და მანქანა ჩერდება. 
მაგალითი 3. მანქანა «+C", რომელიც გადააადგილებს დამმზერ მოწყობილობას 

მარჯენივ I-იანებით შედგენილ მასივამდე. 
ამ დროს უნდა განხორციელდეს საწყისი მანქანური სიტყვის შემდეგი 

გარდაქმნა: 

01“ 9,170“1"0 = 01"'+0“1" 'ძა10. 

აქ. 0? =00..0. 

აღნიშნული გარდაქმნის შედეგად მანქანის დამმსერი მოწყობილობა პოულობს 
მარჯენიე მდგომ ILიანებით შედგენილ მასივს, დგება ამ მასიეის ყყ:ქელაზე 

მარჯვენა 1-იანის შემცველი უჯრედის თავზე და მანქანა ჩერდება. პროგრამა 
შედგება ბრძანებათა შემდეგი მიმდევრობისაგან: 

ი) >ძ,წ.0,1 > ,ჩ,....4,1 –> ,წ.ძ,0 –> «,0,0ე0 –> #:M.0:0 –> #:ჩ....,0,0 –> 0-#. 

” :-I 

ძე1 –> ძკ1I2.ძვ1 –> 931#.ძკ1 –> 0ც1III,....9ე1 –> ,1#.4,10 –> ძაL. 

M- 

9,1 –>+4,17 ბრძანების /-ჯერ განმეორებით ხდება საწყისი მანქანური სიტყვის 

შემდეგი გარდაქმნა: 

01”ი,1+0“1”0 = 01“'”ი,0“1"0. 

ძ,0->+4.ე0 ბრძანების შედეგად ხდება მანქანური სიტყვის შემდეგი გარდაქმნა:
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01” ყ,0“1"0 = 01” ე,0'1"0. 
0ე0->0:# ბრძანების 2-ჯერ განმეორებით ხდება მანქანური სიტყეის შემდეგი 

გარდაქმნა: 

01"'”ე,0“1"0 = 01”'”0?ე,I"0, 
ძ.1 –>0კე1 ბრძანების შედეგად ხდება მანქანური სიტყეის შემდეგი გარდაქმნა 

01"'”0” /,1”0 = 01”'”0“ე/,1”0. 
ძი1->9,ჩ ბრძანების V-ჯერ განმეორებით ხდება მანქანური სიტყვის შემდეგი 

გარდაქმნა: 

01“70” 1" = 01”'”0:1”ჟე,0. 
ბოლო 9,0 –+ია# ბრძანების შედეგად ხდება მანქანური სიტყვის შემდეგი 

გარდაქმნა: 

01”””0“1” #10 = 010 “1” ''ყე10 
და მანქანა ჩერდება 
მაგალითი #4. მანქანა #0ML, რომელიც ამოწმებს ტოლობას Xჯ=1. 
მუშაობის დასაწყისში მანქანა აღიქვამს X+1 რაოდენობის I-იანებით შევსებული 

მასივის, რომელიც გამოსახავს ნატურალურ »ჯრიცხვს მანქანის ლენტზე, ყველაზე 
მარჯეენა უჯრედს. თუ ამ უჯრედის მარცხნივ ცარიელი უჯრედია, მაშინ 

მანქანის შინაგანი მეხსიერება მუშაობის დასრულებისას გადადის ძი, 

მდგომარეობაში. თუ უჯრედის მარცხნივ შევსებული უჯრედია, მაშინ მანქანის 
შინაგანი მეხსიერება მუშაობის დასრულებისას გადადის #, მდგომარეობაში. 

(ი. X=0, 

01“4,1= 
ი „01, ძა!0, XX#0. 

პროგრამა შედგება ბრძანებათა შემდეგი მიმდეერობისაგან: 

ძ)) >0,L.9ე1 3 ძ;:1#M. 

9,1 >24:L ბრძანების შედეგად ხდება მანქანური სიტყვის შემდეგი გარდაქმნა: 

00010, X=90, 

01“9,1=4 

( 
ამის შემდეგ სრულდება ან 9,0 –>9:,)# ბრძანება, რის შედეგად ხდება მანქანური 

სიტყეის შემდეგი გარდაქმნა: 
04,010 = 0ძა,10, 

01“'ი.110, XX#0. 

ან ბრძანება 0;:1 -+ 9)#, რის შედეგად ხდება მანქანური სიტყვის შემდეგი 
გარდაქმნა: 

01” ''ძ.110 = 01” ძე,10 
და მანქანა ჩერდება. 

მაგალითი +. მანქანა -C , რომელიც გადააადგილებს დამმზერ მოწყობილობას 

მარცხნივ 1-იანებით შედგენილ მასივამდე. 

ამ დროს უნდა განხორციელდეს საწყისი მანქანური სიტყვის შემდეგი გარდაქმნა:
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01“''071წ #,1”0 = 01“ძა1071"'?0. 
აქ 0: =00..0. 00..0 

აღნიშნული გარდაქმნის შედეგად მანქანის დამმზერი მოწყობილობა პოულობს 
მარცხნივ მდგომ 1I-იანებით შედგენილ მასივს, დგება ამ მასივის ყველაზე 
მარჯვენა 1-იანის შემცველი უჯრედის თავზე და მანქანა ჩერდება. პროგრამა 
შედგება ბრძანებათა შემდეგი მიმდევრობისაგან: 

9) ->9,L9,1->9,L...თ1 –> თ L,9,0 –> 90,9,0 -> 4,L,9,0 –+ 4,L,...9,0 – აჩ, 
2+I „ 

9:1 –> 4,1,9ე1 –> ძეი1. 

მ.1->9,1# ბრძანების 2+1-ჯერ განმეორებით ხდება საწყისი მანქანური სიტყვის 

შემდეგი გარდაქმნა: 

01“''071“ /,1”0 = 01”''0”'9,01"?:0. 
90,0->9ე0 ბრძანების შედეგად ხდება მანქანური სიტყეის შემდეგი გარდაქმნა: 

010” !ე,01"”“0 = 01”!0“'!ი,01"““0. 

9.0->9.L ბრძანების »7-ჯერ განმეორებით ხდება მანქანური სიტყვის შემდეგი 
გარდაქმნა: 

01”''0”4,1''-0 = 01“ძ,1071"'“0. 

9.1 –>+ძ)1 ბრძანების შედეგად ხდება მანქანური სიტყვის შემდეგი გარდაქმნა 

01'4.107”1“'“0 => 01"4,10"1”“0. 

ბოლო შ)1 -–>ძე) ბრძანების შედეგად ხდება მანქანური სიტყეის შემდეგი 

გარდაქმნა: 

01"0101“1“““0 => 01” ძა10“11““'0 

და მანქანა ჩერდება. 

§9. ტიურინგის მანქანათა კომპოზიცია და იტერაცია, 

ტიურინგის თეორემა 
ისეთი ტიურინგის მანქანის სინთეზის დროს, რომელიც ახორციელებს მანქანური 
სიტყვების საჭირო გარდაქმნებს მნიშეჩელოვან როლს ასრულებს მანქანათა 
კომპოზიციისა და იტერაციის ცნებები. ეთქვათ, მოცემულია ტიურინგის მანქანები 

?ჩ და 0, რომლებსაც აქვთ საერთო გარე ალფაბეტი (ძ,.თ;...,0,) და შიგინაგანი 

ალფაბეტები შესაბამისად: 

(თი.“),-»9თ),(9ი-# 44). 
ვთქეა, მანქანა ” გარდაქმნის მანქანურ # სიტყეას 8 სიტყეაში, 

მანქანა 0 კი- 8 სიტყვას C სიტყვაში. მოვახდინოთ ისეთი ჩ მანქანის 

კონსტრუირება, რომელიც გარდაქმნის #4 სიტყვას C სიტყვაში. 

საჭირო გარდაქმნები რომ განხორციელდეს, # მანქანამ «ჯერ ბოლომდე უნდა 

შეასრულოს ”#” მანქანის პროგრამით გათვალისწინებული გარდაქმნები შემდეგ 
კი- 0 მანქანის პროგრამით გათეალისწინებული გარდაქმნები. ცხადია, # 

მანქანის პროგრამა შეგვიძლია მივიღოთ ” და 0 მანქანების პროგრამების 

გაერთიანებით, ამსათან, პირველი მანქანის "სტოპ" სიმბოლო ძა უნდა 

შევცვალოთ 4,,, სიმბოლოთი, ხოლო ამ მანქანის შინაგანი ალფაბეტის 

დანარჩენი სიმბოლოები კი უცელელად დაეტოვოთ; მეორე მანქანის შინაგანი
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ალფაბეტს სიმბოლოები «I,! = L2,..,ირ შევცეალოთ შესაბამისი 9, 

სიმბოლოებით; მეორე მანქანის "სტოპ" სიმბოლო ძე აღვნიშნოთ ძეა-ით. 

როდესაც # მანქანის შინაგანი მეხსიერება ” მანქანის პროგრამის შესაბამისი 
გარდაქმნების შედეგად აღმოჩნდება 4,,, მდგომარეობაში, იგი დაიწყებს 

მოქმედებას 0 მანქანის პროგრამით. 

X მანქანას (ძ,,ძე,..,0,) გარე ალფაბეტით, (ძე,9,,....9„,9,,-9„,„)) შინაგანი 
ალფაბეტით, ზემოთ განხილული წესით ” და 0 მანქანების პროგრამებისაგან 
მიღებული პროგრამით, ” და 0 მანქანების კომპოზიცია(ნამრავლი) ეწოდება. ეს 
კომპოზიცია აღინიშნება ასე: #= #0. 
მაგალითი: მანქანა "7 ", რომელიც დამმსერ მოწყობილობას გადაადგილებს 

მარჯევნიევ 1-იანების, შემდეგ მასივზე, რომელიც წარმოადგენს რაიმე თ რიცხვს 
და ზრდისმას რიცხეით 1 და ჩერდება. 
ამ დროს უნდა განსორციელდეს საწყისი მანქანური სიტყვის შემდეგი 

გარდაქმნა: 
01“ 4,1/0”1”'10 => 01”'“0:1"''ძე10. 

ადვილია იმის დანახვა, რომ მანქანა "7 "წარმოადგენს "+C" მანქანისა და 
"+" კომპოზიციას: 7=+C(+!)). 

კომპოზიციის ცნება გვაძლევს მანქანათა სინთესის სოგად მეთოდს, რაც ძალიან 
აიოლებს რთული პროგრამების აგებას. აქ არსებითია ის, რომ მანქანათა 
ერთობლიობა, რომლებიც თანმიმდევრულად ახორციელებენ თავიანთ 
პროგრამებს, შეიძლება შევცვალოთ ერთი მანქანით. უშუალო შემოწმებით 
შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ტიურინგის მანქანათა კომპოზიცია არაკომუტაციური 
ოპერაციაა, ზოგად შემთხვევაში 70 #-0">., ტიურინგის ერთი და იმავე 7 მანქანის 

ნამრავლს თავისთავზე #"” =#7?..”, ამ მანქანის #-ური ხარისხი ეწოდება. 

მაგალითად: მანქანა "+C "ის #. ური ხარისხი არის მანქანა (+C), რომელიც 

დამმზერ მოწყობილობას გადაადგილებს მარჯენიე L-იანების მე-#+I მასიეზე 
რაიმე ასეთი საწყისი მასივიდან. ამ დროს ადგილი აქვს საწყისი მანქანური 
სიტყვის შემდეგ გარდაქმნას: 

01“ 4,101”:''0...01““''' = 01'“'0...1”“ ძა10.. 
ტიურინგის ისეთი მანქანათა კომპოზიციის აგებისას, რომელთაგან თითოეულს 
რამოდენიმე საბოლოო მდგომარეობა გააჩნია აუცილებელია მივუთითოთ, თუ 
რომელი საბოლოო მდგომარეობა უნდა გაეაიგივეოთ შემდეგი მანქანის საწყის 
მდგომარეობასთან. 
კომპოზიციის ოპერაციასთან ერთად ტიურინგის მანქანათა სინთეზისთვის 

გამოიყენება იტერაციის ოპერაცია. განეიხილოთ მანქანა #, რომელსაც გააჩნია 

შინაგანი მეხსიერების # რაოდენობის საბოლოო მდგომარეობა: ძი,,0იე,--,00· 
მანქანის რომელიმე ამ საბოლოო მდგომარეობის გაიგივებას მის საწყის 

მდგომარეობასთან #, მანქანის იტერაციის ოპერაცია ეწოდება. ტიურინგის მანქანა 

”, რომელიც მიიღება #, მანქანისგან იტერაციის ოპერაციით, აღინიშნება ასე:
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(4) 

(40) 

ნ=Mხ1 . 
რა) 

LC7ი-) , 

სადაც იძ, სიმბოლო წერტილით თაევზე გვიჩვენებს, რომ ხდება/” მანქანის / 
ნომრის საბოლოო მდგომარეობის გაიგივება ამ მანქანის საწყის 
მდგომარეობასთან. 

იტერაციის ოპერაციის შედეგად ეღებულობთ მანქანას, რომელიც თაეისი 
მუშაობისას ახორციელებს ერთ ან რამდენიმე ჩაკეტილ ციკლს. 
თუ მუშაობის პროცესში მანქანა გადადის ძ., მდგომარეობაში, ეს ნიშნაეს, რომ 

მანქანა უბრუნდება საწყის მდგომარეობას და იწყებს თავიდან მუშაობას. 
მანქანის მუშაობა გრძელდება მანამ, სანამ იგი არ გადავა სხვა რომელიმე 
დანარჩენ საბოლოო მდგომარეობაში. 

თუ #, მანქანას შინაგანი მეხსიერების მხოლოდ ერთი საბოლოო მდგომარეობა 
აქვს, მაშინ მისი იტერაციით მიიღება მანქანა, რომელსაც ფაქტობრივად 
შინაგანი მეხსიერების საბოლოო მდგომარეობა არ გააჩნია და მისი მუშაობა 
გაგრძელდება უსასრულოდ ჩაკეტილ ციკლზე ან გაჩერდება თუ მუშაობის 
პროცესში არ მიიღება მანქანური სიტყეა, რომლისთვისაც მანქანის პროგრამა 
მიუღებელია. 
ტიურინგის მანქანის იტერაცია შეიძლება გაერთიანდეს კომპოზიციასთან, 

მაგალითად მანქანაში: 

(40) 

(40) 

ჩ=ხI. 7» გ.) ? 

L(9ი„) 

მას შემდეგ რაც შინაგანი მეხსიერება გადადის ძ,, მდგომარეობაში მოქმედებას 

იწყებს ჯ. მანქანის პროგრამა, რომლის დასრულებისას შინაგანი მეხსიერება 

გადადის საწყის მდგომარეობაში და ისევ სრულდება 7, მანქანის პროგრამა. 

ახლა ვაჩეენოთ, თუ როგორ ხდება ტიურინგის მანქანის გამოყენებით 

ნატურალური არგუმენტების და ნატურალური მნიშენელობების #-ადგილიანი
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#C%, ს) ფუნქციის გამოთელა. 
იმისათვის, რომ განვსაზღვროთ, თუ რას ნიშნაეს ფუნქციის გამოთვლა 
ტიურინგის მანქანაზე, აუცილებელია განისახღვროს საწყისი მონაცემების და 
მიღებული შედეგის ჩაწერის სტანდარტული ფორმა მანქანის ლენტზე. ასეეე, 
უნდა განისაზღვროს დამზერი მოწყობილობის მდგომარეობა გამოთვლის 
დასაწყისში და გამოთვლის დასასრულისას. 

Xჯ რიცხვი მანქანის ლენტზე წარმოდგინდება ერთმანეთის მიყოლებულ 
უჯრედებში ჩაწერილი X+I რაოდენობის 1-იანით. ვიტყვით, რომ ორი რიცხვი 
ლენტზე განლაგებულია თანმიმდევრულად, თუ ამ რიცხვების ჩანაწერებს შორის 
მხოლოდ ერთი ცარიელი უჯრედია. 

დავტოვოთ ყველაზე მარცხნივ მდგომი უჯრედი ლენტზე ცარიელი და 
თანმიმდეერობით ჩავწეროთ რიცხეები: X,,X),..,X,. ეიტყეით, რომ დამსერი 

მოწყობილობა აღიქვამს რიცხეთა <V»,,X.,..,X, > სისტემას სტანდარტულ 
მდგომარეობაში, თუ ეს რიცხვები ლენტზე ჩაწერილია თანმიმდეერობით და 

დამერი მოწყობილობა X»X, რიცხვის წარმოდგენაში ბოლო I-იანის თავზეა. 

ვთქეათ, მუშაობის დასაწყისში მანქანა სტანდარტულ მდგომარეობაში აღიქვამს 

რიცხეების < X,,X,,....X, > სისტემას. ამბობენ, რომ ტიურინგის მანქანას შეუძლია 

გამოითვალოს /(X,,X,,...X,) ნაწილობრივად განსაზღვრულ ფუნქცია, თუ: 

1. რიცხვთა ყველა იმ < X,,X,,..,X, > სისტემისთვის, რომლებისათეის 

#(5-2,.აX,) ფუნქცია განსაზღვრულია, მუშაობის დამთაერების შემდეგ, 

მანქანა აღიქვამს სტანდარტულ მდგომარეობაში რიცხვთა 

< XX, X,, / (X,,X,,...X,) > 

სისტემას და მანქანის შინაგანი მეხსიერება იმყოფება საბოლოო მდგომარეობაში, 
ანუ: 

01”“!..01'”ყ/,10 = 01”!,,.01“!'01/909- +028 10, 

2. რიცხვთა ყოველი < X,,X,,.,X.> ისეთი სისტემისათეის, რომლისთვისაც 

#(ი,2ე-სX,) ფუნქცია განსაზღვრული არ არის, მანქანა მუშაობის დაწყების 

შემდებ არ გადადის საბოლოო მდგომარეობაში. 
ფუნქციას ეწოდება გამოთვლადი ტიურინგის მანქანაზე, თუ არსებობს 

ტიურინგის ისეთი მანქანა, რომელსაც შეუძლია მოცემული ფუნქციის გამოთვლა. 
მოვიყვანოთ დაუმტკიცებლად მნიშვნელოვანი თეორემა: 
თეორემა 9. 1. (ტიურინგის თეორემა) ტიურინგის მანქანასე გამოთელად 

ფუნქციათა კლასი ემთხვევა, ნაწილობრივად რეკურსიულ ფუნქციათა კლასს. 
თეორემა ამტკიცებს ალგორითმის ცნების ორი დაზუსტების ეკეივალენტურობას: 
დაზუსტებას ტიურინგის მანქანების ცნების საფუძველზე და დაზუსტებას 
რეკურსიული ფუნქციების ცნების საფუძველზე. 
დამტკიცება იმისა, რომ ყოველი ნაწილობრივად რეკურსიული ფუნქცია 

გამოთელადია ტიურინგის მანქანაზე, ხდება შემდეგი სქემით: ჯერ აიგება 
ტიურინგის მანქანები, რომლებიც ითვლიან უმარტივეს 

§(X) = X+1,C1(X) =0,/(X,,X.,..,X,)= X„ ფუნქციებს, შემდეგ მანქანები, რომლებიც 
ითელიან უმარტივესი ფუნქციებიდან სუპერპოზიციის ოპერატორით, პრიმიტიული 
რეკურსიის ოპერატორით და მინიმიზაციის ოპერატორით მიღებულ ფუნქციებს. 
ასეთი მანქანების კომპოზიციით და იტერაციით შეიძლება აიგოს მანქანა 
კონკრეტული ნაწილობრივად რეკურსიული ფუნქციის გამოსათვლელად.
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სავარჯი შოები: 

I, გამოთვალეთ ყეელა შესაძლო ბრძანებათა რიცხვი ტიურინგის მანქანისათვის, 

რომლის გარე მეხსიერების ალფაბეტია 4=(9ი,.თ,,..,0ი,), შიგა მეხსიერების 

ალფაბეტი კი 8=(9,,9),..,9,1. 
2. ტიურინგის მანქანის პროგრამა შედგება ერთი 4,0 –> ძე0 ბრძანებისაგან, 

შემდეგი ფუნქციებიდან: /(X),7(X,,X:), რომელ ფუნქციას გამოთვლის ეს მანქანა. 
3. ავაგოთ ისეთი ტიურინგის მანქანა, რომელიც სწორად გამოთვლის შემდეგ 

ფუნქციებს: §(X) = X+1,C% (X) = 0,/7(X,,X,,...,X,) = X,. 

4 დაამტკიცეთ, რომ შემდეგი ფუნქციები: /(»X) = X-2,CX, #)= X-– » გამოთელადია 

ტიურინგის მანქანაზე. 

§10. მარკოვის ნორმალური ალგორითმები 
ალგორითმის ინტუიციური ცნების დაზუსტების ერთი გზა შეიმუშავა რუსმა 

მათემატიკოსმა მარკოემა. რისთვისაც მან შემოიტანა ეგრეთ წოდებული 
მარკოვის ნორმალური ალგორითმის ცნება. 
ეთქეათ, §X რაიმე ალფაბეტია, #(CC-) ამ ალფაბეტით წარმოქმნილ სიტყვათა 

სიმრავლე. რომელიც შეიცავს ცარიელ C სიტყვასაც. ვთქვათ, 4,8C # (0). 

ვიტყეით, რომ 8 წარმოადგენს 4 სიტყვის ქვესიტყეას, თუ არსებობენ ისეთი 

სიტყვები ,8,, 8, C /C2), რომ 4=8,88,. (8,,8,8,) სამეულს ეწოდება ჩართვა 8 

სიტყვისა 4 სიტყეაში. 8 სიტყვის # სიტყვაში ჩართვა შეიძლება მრავალნაირი 
იყოს იმის მიხედვით, თუ #/ სიტყვის მარცხენა კიდიდან მარჯენივ 8 სიტყვა 
როგორ არის დაშორებული გვაქვს 8 სიტყვის პირველი ჩ#ართვა, მეორე ჩართვა 
და ასე შემდეგ. მაგალითად. §«) ქართული დამწერლობის ალფაბეტია სიტყვაში 

4 ="'აბდაუბდა" სიტყეას 8 = "და" გააჩნია ორი ჩართეა (8,8, #8.),(8,89, 80), სადაც 

8, ="აბ", 8, = "უბდა", #9, =აბდაუბ", 8. =0. 

ვთქვათ, 4,8,CC #(C2). 5Vხ6 (4) სიმბოლოთი აღინიშნება სიტყეა, რომელიც 

მიიღება 4 სიტყვიდან მასში # სიტყეის პირველი ჩართეაში 8 სიტყეის C 

სიტყეით შეცვლით. მაგალითად, თუ C-="გა" მაშინ 5Vხ§ (/#) ="აბგაუბდა". 

ისეთ შემთხვევეაში, როდესაც არ არსებობს 8 სიტყეის ჩართეა 4 სიტყვაში, 

§ყხ5 (40) გამოსახულება ითვლება განუსაზღვრელად. უნდა აღინიშნოს, რომ 

აVხე (4) წარმოადგენს ნაწილობრივად განსაზღერულ სამ ადგილიან ოპერაციას 

#(C)) სიმრავლეზე. თუ 8,C სიტყეებს დაეაფიქსირებთ, მაშინ საქმე გეექნება ერთ 

ადგილიან ნაწილობრივად განსასღვრულ ოპერაციასთან #(-2) სიმრავლეზე, 

რომელსაც მარკოვის ჩასმა ეწოდება. იგი აღინიშნება ფორმულით: 8 ->C, 
რომელსაც ჩასმის ფორმულა ეწოდება. 

თუ §Vხ, (4) დაფიქსირებული 8,C სიტყეებისთვის განსასღვრულია რაიმე «4 

სიტყვისთვის, მაშინ 8-–>C ჩასმას 4 სიტყვის მიმართ გამოყენებად ჩასმას 

უწოდებენ, ხოლო, თუ 5Vჩ-(4) დაფიქსირებული 8,C სიტყვებისთვის 

განუსაზღვრელია რაიმე 4 სიტყეისთეის, მაშინ 8–->C ჩასმას 4 სიტყვის მიმართ 
გამოუყენებად ჩასხმას უწოდებენ. 
ნორმალური ალგორითმის სქემა (–” ალფაბეტზე ეწოდება მიმდევრობას:



სადაც თ,6C (0»I). 

ჩართვას #9, ->C,+ უწოდებენ საბოლოოს. 

გთქვათ მოცემულია ,რაიმე ნორმალური ალგორითმის სქემა C ალფაბეტზე. 
5 სქემით განსაზღერული მარკოვის ნორმალური ალგორითმი CC ალფაბეტზე 

ეწოდება მოცემული 4C #C)) სიტყეიდან სიტყვათა «4,6 /#'(52);! = 0,1,2,1,.... 

მიმდევრობის აგების აღწერად პროცესს, ამასთან: 
1 თუ 1=0, ვთვლით, რომ /) = # და მიმდევრობის აგების პროცესი არ 

დამთავრებულა. 
2 ვთქეათ, />0, #ა#,-/#,...,4, სიტყვები აგებულია, მაგრამ აგების პროცესი არ 

დამთავგრებულა, მაშინ: 

ა) თუ 5 სქემის ყოველი ჩასმა გამოუყენებელია #4, სიტყეის მიმართ, მაშინ 

ვიღებთ, რომ «, = 4,, სიტყვათა მიმდევრობის აგების პროცესს ვთვლით 

დამთავრებულად და #,, სიტყვას ვთელით #4 სიტყეასე მარკოვის ნორმალური 

ალგორითმის მოქმედების შედეგად. 

ბ) თუ 5 სქემის ჩასმებს შორის არსებობენ 4, სიტყვის მიმართ გამოყენებადი 

ჩასმები და 4,, მიღებულია 4, სიტყვისაგან + სქემაში არსებული პირვლი 4, 

სიტყეის მიმართ გამოყენებადი ჩასმით. თუ ეს ჩასმა იყო საბოლოო, სიტყვათა 
მიმდევრობის აგების პროცესი ჩაითვლება დამთავრებულად და «4, სიტყეა 

ჩაითელება #4 სიტყეაზსე მარკოვის ნორმალური ალგორითმის მოქმედების 
შედეგად. თუ გამოყენებული ჩასმა არ იყო საბოლოო, მაშინ პროცესი ითვლება 
დაუმთავრებლად. 
თუ მარკოვის ნორმალური ალგორითმის # სიტყვაზე გამოყენებით მიიღება 8 

სიტყვა, მაშინ ამბობენ, რომ მარკოვის ნორმალური ალგორითმი გადაამუ შავებს 
4 საიტყეას 8 სიტყეაში. 
თუ მარკოვის ნორმალურ ალგორითმს გამოყენებულს 4 სიტყეაზე, არ აქვს 

დასასრული, მაშინ ამბობენ, რომ მარკოვის მოცემული ნორმალური ალგორითმი 
გამოუჭყენებადია 4 სიტყვის მიმართ. 
თუ მარკოვის ნორმალური ალგორითმის მიმდინარეობის დროს სიტყეა «.., 

მიიღება 4, სიტყვისაგან, მაშინ წერენ: 4, = 4,. 

მაგალითი: გთქვათ §) =(0თ,.0;,..,0,) რაიმე ალფაბეტია, განვიხილოთ მარკოვის 

ნორმალური ალგორითმის სქემები: 

I (0, > 2 წთC–6' _ (0 3თ, 4 (თ კი: : (0, პკთი,ძ, 

' LC 6" · IV 6 | LC „6 ' I 6" ' 12 ცრ 

მარკოეის ნორმალური ალგორითმი I. სქემით გადაამუშავებს ყოველ 4 

სიტყვას, რომელსაც გააჩნია ძ, სიმბოლოს(სიტყეის) ჩართვა # სიტყვაში, 

რომელიც მიიღება #4 სიტყვიდან მასში ჩართული ყველა თ სიმბოლოს 

ამოღებით. თუ # სიტყვას არ გააჩნია ძ, სიმბოლოს ჩართვა, მაშინ 4 სიტყეა 

გადამუშაედება თავის თაეში.
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მარკოვის ნორმალური ალგორითმი 2. სქემით გადაამუშავებს ყოველ 4 სიტყვას 
თავისთავში. 
მარკოვის ნორმალური ალგორითმი 3. სქემით გადაამუშავებს ყოველ # 

სიტყვას, რომელსაჩ არ გააჩნია ძ, სიმბოლოს ჩართვა, თაეის თავში, ხოლო 

ყოველ 4 სიტყეას, რომელსაც გააჩნია ით, სიმბოლოს ჩართვა- სიტყვაში 4”, 

რომელშიდაც სიმბოლო «ი, ყეელგან ჩანაცელებულია ძი, სიმბოლოთი. 

მარკოვის ნორმალური ალგორითმი 4. სქემით ყოველ # სიტყვას გადაამუშავებს 
თავის თაეში. 
მარკოვის ნორმალური ალგორითმი 5. სქემთ ყოველ # სიტყვას, რომელსაც არ 

გააჩნია ი, სიმბოლოს ჩართვა, გადაამუშავებს თავის თავში. ხოლო იმსიტყვების 

მიმართ, რომლებსაც ძ, სიმბოლოს ჩართვა გააჩნიათ, ასეთი ალგორითმი 
გამოუყენებადია. მართლაც: 

ძაძ,თკძთ, = შეძ,0ი,ძკმ, = ძეძ,0,ძ0,ძკძ, = შ,ძი,0,0,ძ,თძ, = .... 

რაიმე (+ ალფაბეტის სიტყვების სიმრავლეზე ნაწილობრივად განსაზრვრულ 
ფუნქციას / (ლექსიკონურ ფუნქციას) უწოდებენ ნორმალურად გამოთვლად 

ფუნქციას, თუ მოიძებნება C) ალფაბეტის გაფართოება ი,იღლი და მარკოვის 

ნორმალური ალგორითმი დი ალფაბეტზე, რომელიც ყოველ 4 სიტყეას / 

ფუნქციის განსაზღერის არედან გადაამუშავებს სიტყვაში /(4) და რომელიც 

გამოუყენებადია ყოველი იმ 86 #(0–) სიტყვის მიმართ, რომელიც არ შედის / 

ფუნქციის განსაზღვრის არეში. 
ლექსიკონური ფუნქციის გამოთვლადობის ცნებიდან პირდაპირ გამომდინარეობს 
რიცხვითი ფუნქციების გამოთელადობის ცნება. 
განსაზღვრება 45.4. ნაწილობრიეად განსაზღერულ ”- ადგილიან /(X,,X,,.-»X,) 

რიცხვითი ფუნქციას უწოდებენ ნორმალურად გამოთვლად რიცხვითი ფუნქციას, 

თუ მოიძებნება C) = (0,1| ალფაბეტის გაფართოება C და მარკოვის ნორმალური 

ალგორითმი? ალფაბრტზე, რომელიც: 

1) თუ /(X,X,,..,X,) განსაზღვრულია 01401%0...01”0 სიტყვაზე, გადამუშავდება 

სიტყეაში 017 (ფრო თ0, 

2) თუ /(CX,.X,,..-X,) არაა განსასრერული 0I"01%0...01-0 სიტყვაზე, მაშინ 

მარკოვის ნორმალური ალგორითმი გამოუყენებადია 01%01”0...01“0 სიტყეის 
იმართ. 
განსაზღვრების ფორმულირების დროს ჩვენ გამოვიყენეთ რიცხვების 
წარმოდგენის ის მეთოდი რომლის დროსაც ნატურალური რიცხეი #” 

წარმოდგინდება I” =111...1 სიტყვის სახით. სხვადასხეა რიცხვები ”,V,..# კი 

სიტყვით: 01”01”0...01“0 = 011I...10111...10...0111...10 
M ” M 

მაგალითი: 9 =()) ალფაბეტის სიტყვათა სიმრავლეზე განსაზღერული ფუნქცია 

#0”) =1 ნორმალურად გამოთვლადია, ეინაიდან 0 ->I" სქემით 

განსაზღერული მარკოეის ნორმალური ალგორითმი I” =111...) სიტყვას 

გადაამუშავებს სიტყვაში 1“ =111...1. 
ი 

მაგალითი. უმარტივესი რიცხვითი ფუნქცია X(0) =X+1, რომელიც ცნობილია 

რეკურსიულ ფუნქციათა თეორიიდან, ნორმალურად გამოთელადია
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131» 
10-+იI+ 

სქემით და §) =(0,) ალფაბეტით განსაზღერული მარკოვის ნორმალური 
ალგორითმით. 

მაგალითი: ვაჩვენოთ, რომ ფუნქცია /(= »”)=X+» ნორმალურად გამოთვლადია. 

მართლაც, განვიხილოთ მარკოვის ნორმალური ალგორითმი სქემით: 

101 >11» 

|001-> 01" 
100 ->10+ 
L000 –> 00» 

ცხადია, ამ სქემით განსაზღერული მარკოვის ნორმალური ალგორითმი ახდენს 

0170170 სიტყვის გადამუშავებას 01“'0 სიტყვაში. 
ეს კი ნიშნავს იმას, რომ მარკოეის ასეთი ნორმალური ალგორითმი ითვლის 

#C.))=X+» ფუნქციას. 
მოვიყვანოთ დაუმტკიცებლად მნიშვნელოვანი თეორემა: 
თეორემა 10.I (მარკოვის ნორმალიზაციის პრინციპი). ნაწილობრივად 

რეკურსიულ ფუნქციათა კლასი ემთხვევა ნორმალურად გამოთვლად ფუნქციათა 
კლასს. 

მარკოეის ნორმალიზაციის პრინციპი, ისევე როგორც ტიურინგის თეორემა, 
გვიჩვენებს, რომ ალგორითმის ინტუიციური ცნების განხილული დაზუსტებანი 
ერთმანეთის ეკვივალენტურია. 

  

სავარჯი შოები: 
1 ააგეთ სქემები მარკოვის ნორმალური ალგორითმებისათვის, რომლებიც 

საჭიროა შემდები ფუნქციების გამოსათელელად: 

0(X) = 0 , /(», V) = », /(X,») = », / (X,»,2) = X, /(X, »,2) = 2, /(– »,2) = X. 
2. დაამტკიცეთ, რომ შემდეგი ფუნქციების ნორმალურ გამოთვლადია: 

#(X)=2X,/(X)=X-– ს #/(I=X-2,/(X,7)=Xჯ-Xჯ. 

3. დაამტკიცეთ, რომ ნორმალურად გამოთვლადი ფუნქციების სუპერპოსიცია 
ნორმალურად გამოთელადია. 
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თავი VIII 

გრაფთა თეორიის ელემენტები 
§11. ძირითადი ცნებები 

სამეულს (X;C; / :C –> XX X), სადაც X და C რაიმე სიმრავლეებია, XXX კი 
X-ის თავის თავზე დეკარტის ნამრაელი„ ეწოდება ორიენტირებული გრაფი. 
X სიმრაელის ელემენტებს გრაფის წეეროები ეწოდებათ, სოლო C სიმრავლის 

ელემენტებს გრაფის რკალები. თუ /(2)=(X,»), სადაც (X.»)C XX X,§C 0, მაშინ 

XL და » წეეროებს ეწოდებათ # წიბოს, შესაბამისად,საწყისი და ბოლო 
წვეროები, ანუ მოკლედ: საწყისი და ბოლო. 
ვთქეათ ახლა #X რაიმე სიმრავლეა, შევიტანოთ X»» სიმრავლეში 

ეკვივალენტობის მიმართება ასეთნაირად: (X,/)=(/,X), მაშინ XX»  სიმრაელე 

დაიყოფა კლასებად. აღვნიშნოთ ამ კლასების სიმრავლე X#CX-ით და 
ვუწოდოთ მას X სიმრავლის თავის თავზე სიმეტრიული ნამრავლი. 

სამეულს (X;C:#/:C->X6C X”), რომლის პირველი ორი კომპონენტი იგივეა რაც 

ზემოთ, ეწოდება არაორიენტირებული გრაფი. 
არაორიენტირებულ გრაფში C სიმრავლეს წიბოთა სიმრავლე ეწოდება, მის 
ელემენტებს- წიბოები. 
თუ 7(9)=I(X »)I, სადაც #6 Cთ.IIX,»)|C XCX, მაშინ არაორიენტირებულ გრაფში 

X და » წეეროებს ეწოდებათ C წიბოს პოლოები. 
# ასახვასროგორცკც ორიენტირებულ გრაფში ასევე არაორიენტირებულში, 

გრაფის სტრუქტურას უწოდებენ. თუ /(§)=(X») ან /(§)=I(«7)|, მაშინ ამბობენ, 
რომ – რკალი(წიბო) ინციდენტურია » და » წუეროების, ასევე, X და » 

წვეროები ინციდენტურია # რკალის(წიბოსი. წვეროს, რომელიც არც ერთი 
წიბოს ინციდენტური არ არის, უწოდებენ იზოლირებულს. გრაფს, რომლის 
წიბოთა სიმრავლე ცარიელია, უწოდებენ ნოლ- გრაფს. 
არაორიენტირებული გრაფი სიბრტყეზე ან სიერცეში გრაფიკულად შეიძლება 
გამოვსახოთ წერტილებით, რომლებიც ურთიერთცალსახა შესაბამისობაში არიან 
გრაფის წვეროების სიმრავლესთან და მათი შემაერთებელი ისეთი წირებით: 
რომლებიკ “ურთიერთცალსახას “შესაბამისობაში არიან გრაფის წიბოების 
სიმრავლესთან რომლთა საერთო წერტილები მსოლოდ გრაფის წვეროები 
შეიძლება იყვნენ და თითოეული ეს წირი მხოლოდ ერთხელ გაივლლს იმ 
წეეროებხეე რომლებსაც იგი აერთებს წერტილებისა და წირების ამ 
ერთობლიობას გრაფის გეომეტრიული რეალიზაცია ეწოდება. არაორიენტირებული 
გრაფის გეომეტრიული რეალიზაცია წარმოდგენილია ნახაზზე M1 

L2 X% 
  

  
ნახ. M1
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ორიენტირებული გრაფი ასეეე შეიძლება გამოვსახოთ სიბრტყეზე ან სივრცეში 
გრაფიკულად წერტილებით რომლებიცკ5 “ურთიერთცალსასა შესაბამისობაში 
არიან გრაფის წვეროების სიმრავლესთან და მათი შემაერთებელი მიმართული 
წირებით რომლებიც “ურთიერთცალსახა შესაბამისობაში არიან რკალების 
სიმრავლესთან და რომლებსაც იგივე თვისებები აქვთ, რაც არაორიენტირებულ 
შემთხვევაში წერტილებისა და მიმართული წირების ამ ერთობლიობას 
ორიენტირებული გრაფის გეომეტრიული რეალიზაცია ეწოდება. 
ორიენტირებული გრაფის გეომეტრიული რეალიზაცია წარმოდგენილია ნახაზზე 
#2 

    
% 

ნახ. M2 

მტკცდებ,„ი რომ არსებობს ს როგორც არაორიენტირებული,დ ასევე 
ორიენტირებული გრაფის გეომეტრიული რეალისაცია სამგანხომილებიან 

ევკლიდეს სივრცეში. 
არაორიენტირებული გრაფის წეროებს ეწოდება მეზობელი წვეროები, თუ 

არსებობს ამ წვეროების შემაერთებელი წიბო. გრაფის წიბოებს ეწოდება 
მეზობელი წიბოები, თუ მათ საერთო წეერო გააჩნიათ. 
არაორიენტირებული გრაფის რაიმე წვეროს და წიბოს “უწოდებენ 

ურთიერთინციდენტურს, თუ წეერო წიბოს ბოლოს წარმოადგენს. 
არარრიენტირებული გრაფის წვეროს სარისსის ეწოდება ამ წვეროს 

ინციდენტური წიბოების რიცხეს. X, წვეროსათვის ეს რიცხეი აღვნიშნოთ ასე: 

4CV,). 

არაორიენტირებული გრაფის წეეროს უწოდებენ დაკიდებულს, თუ მისი ხარისხი 
ერთის ტოლია. წვეროს უწოდებენ ლუწს, თუ მისი ხარისხი ლუწია. წვეროს 
უწოდებენ კენტს, თუ მისი ხარისხი კენტია. 
ორიენტირებული გრაფის წეროს შესელის ხარისხი ეწოდება გრაფის იმ 
რკალების რიცხცვს რომლების შედიან ამ წვეროში, წვეროს გამოსვლის სარისხი 
ეწოდება გრაფის იმ რკალების რიცხცეს რომლების გამოდიან ამ წვეროდან. 

ეს ხარისხები აღვნიშნოთ #4,,4, სიმბოლოებით შესაბამისად. 

სავარჯი შოები: 
იპოვეთ ნახ.-ზე მოცემული არაორიენტირებული გრაფის წვეროთა 

ხარისხები. 
2. იპოვეთ ნახ.2-სე მოცემული ორიენტირებული გრაფის წეეროთა შესვლისა 

და გამოსვლის ხარისხები. 
3. ამოწერეთ ნახ.1-ზე და ნახ. 2-ზე მოცემული გრაფებიდან მესობელ წეეროთა 

და მეზობელ წიბოთა (რკალთა) წყვილები.
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§12. გრაფთა ტიპები 
არაორიენტირებულ გრაფს ეწოდება არაორიენტირებულ სრული გრაფი, თუ 
#/:7->X68X ასახვა ინექციაცაა და სიურექციაც. 

ორიენტირებულ გრაფს უწოდებენ ორიენტირებულ სრულ გრაფს, თ'უ 
#:02->+XXX ასახეა ინექციაცაა და სიურექციაც. 

ორიენტირებულ გრაფს CLX)=(X:Cთ,/:0C->+XXX) ეწოდება ორიენტირებული 
ტრანზიტული გრაფი თუ მასში ისეთ რკალებთან ერთად #§,ც9,6CC, 

რომელთათვისაც #LC§,)=(+X”IL/L(§.)= (,2), არსებობს რკალი #§,, რომლისთვისაც 

/L(5.)= (V,2). 

არაორიენტირებულ გრაფს C(X)=(X;C:/:C-–+X6რX) ეწოდება 
არაორიენტირებული ტრანზიტული გრაფი, თუ მასში ისეთ რკალებთან ერთად 

98.90, რომელთათვისაც /(9,)=IL>. 7)I/(6.)=I>C. 2) არსებობს რკალი #, 
რომლისთვისაც #(ფ)= I(X, 2)) - 

შემდგომში გრაფს, რომლის წეეროების სიმრავლეა X და წიბოების სიმრავლე 
C, აღენიშნავთ ასე: C(X). 

ორიენტირებული CLX) გრაფის შებრუნებული გრაფი ეწოდება გრაფს რომლის 

წიბოებსაც საპირისპირო მიმართულებები აქვთ, ხოლო წეეროთა სიმრაელე 

იგივეა. იგი აღინიშნება ასე C IX). 

თუ C(CX)=(X;:Cთ;#/ :0 > XXX), მაშინ C '(X)=(X;:C;დ:0C –> XX X), სადაც 

2(6)=(„»), თუ /(§)=(>»). 
წიბოს არაორიენტირებულ გრაფში ეწოდება მარყუჟი, თუ მისი ბოლოები 
ერთმანეთს ემთხვევა. 
გრაფს ეწოდება ფხევდოგრაფი, თუ იგი შეიცავს მარყუჟებს ან მისი 
სტრუქტურა არ წარმოადგენს ინექციას. 
ფსეედოგრაფს ეწოდება მულტიგრაფი, თუ იგი არ შეიცაეს მარყუჟებს. 
გრაფს ეწოდება კრთგვაროვანი გრაფი, თუ მისი ყოველი ორი წეერო 
შეერთებულია ერთი წიბოთი(რკალით) და არ შეიცაეს მარყუჟებს. 
0C(X) გრაფის დამატეპა ეწოდება გრაფს C,(X), რომლის წიბოები მოცემული 

გრაფის წიბოებთან წრთად ქმნიან სრულ გრაფს. გრაფთა აღწერილი ტიპები 
წარმოდგენილია ნახასზე M3. 

  
ა) სრული გრაფი ბ. C(CX) გრაფი
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ბ) CCXV) გრაფის დამატება C.(CX) გრაფი. 

  

  

დ) ტრანზიტული გრაფი. 

ე) ერთგვაროვანი გრაფი. 

ნახ. M1. 

სავარჯი შოები: 
ს ააგეთ სრული გრაფების მაგალითები, გამოთეალეთ მათი წვეროების 

ხარისხები როგორც არაორიენტირებულ, ასევე ორიენტირებულ შემთხეეეაში. 
2. ააგეთ გრაფი და იპოვეთ მისი დამატება და მისი შებრუნებული გრაფი, 

§13. «აჭეები და ციკლები გრაფში 
ჯაჭვი არაორიენტირებულ გრაფში ეწოდება მისი წიბოების ისეთ მიმდევრობას 

5 =C,,დ 9. 8.,.-.), რომელშიდაც ყოველ წიბოს #, ერთი ბოლო წარმოადგენს «., 

წიბოს ბოლოს, მეორე ბოლო კი «,,,წიბოს ბოლოს. ჯაჭვში ერთი და იგივე 

წვერო და ერთი და იგიეე წიბო შეიძლება განმეორდეს მრავალჯერ. თუ ჯაჭვში 

§= არარ.
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წ წიბოს წინ არ უსწრებს არც ერთი სხეა წიბო, მაშინ მის იმ წეეროს, 

რომელიც არ არის #, წიბოს ბოლო, ეწოდება ჯაჭვის საწყისი წვერო. თუ 

ჯაჭეში §=C..9, თ...) §, წიბოს არ მოსდევს არც ერთი სხვა წიბო, მაშინ მის 

იმ წვეროს, რომელიც არ არის §,, წიბოს ბოლო ეწოდება ჯაჭვის ბოლო წვერო. 

ყველა სხვა წვეროს ჯაჭეში ეწოდება შიგა წვერო. თუ ჯაჭეში §. საწყისი 

წეეროა, §, ბოლო წვერო, მაშინ # რიცხვს ეწოდება მოცემული ჯაჭვის სიგრძე. 

იგი აღინიშნება ასე: /7(§). 

ჯაჭეს ეწოდება მარტივი, თუ მასში ყველა წიბო შედის მხოლოდ ერთხელ, 
წინააღმდეგ “შემთხვევში ჯაჭეს ეწოდება შედგენილი. ჯაჭვს ეწოდება 

პლემენტარული, თუ მასში არც ერთი წვერო არ მეორდება ორჯერ. ჯაჭვს 

ეწოდება სასრული, თუ ის წარმოადგენს სასრულ მიმდევრობას. სასრულ ჯაჭვს 
ეწოდება ციკლი თუ მისი საწყისი წვერო ემთხვევა ბოლო წეეროს. 
ციკლს ეწოდება მარტივი ციკლი, თუ მასში წიბოები არ მეორდება, წინააღმდეგ 

შემთხვევაში ციკლს ეწოდება შედგენილი ციკლი. 
ციკლს ეწოდება ელემენტარული თუ მასში ყოველი მისი წეერო შედის 
მხოლოდ ერთხელ. 
ტრაექტორია ორიენტირებულ გრაფში ეწოდება მისი რკალების ისეთ 

მიმდეერობას »§ =C...9,8),..6....), რომელშიც ბოლო ყოეელი წინა წიბოსი 

წარმოადგენს საწყისს მომდევნოსას. 
ტრაექტორიას ეწოდება მარტივი, თუ მასში ყოველი რკალი გეხედება მხოლოდ 
ერთხელ, წინააღმდეგ “შემთხვევში ტრაექტორიას უწოდებენ შედგენილს. 

ტრაექტორიას ეწოდება ქლემენტარული, თუ მასში ყოეელი მისი წვერო შედის 
მხოლოდ ერხელ. ტრაექტორიას ეწოდება სახსრული, თუი იგი წარმოადგენს 
სასრულ მიმდევრობას,ს სასრულ ტრაექტორიას ეწოდება კონტური თუ მისი 
საწყისი წვერო ემთხვევა ბოლო წვეროს. 
აქაც საწყისი და ბოლო წეეროები ისევე განისაზღვრება როგორც ჯაჭეში. 

მარტივი შედგენილი და ელემენტარული კონტურები ისევე განისაზღერება. 
როგორც ციკლის შემთხვეეაში. 
ტრაექტორიის სიგრძე ეწოდება მასში შემავალი რკალების რაოდენობას, იგი 

აღინიშნება ასე: #5). 

ორიენტირებულ გრაფთა შორის განასხვაეებენ სიმეტრიულ და ანტისიმეტრიულ 
გრაფებს. გრაფს ეწოდება სიმეტრიული, თუ მასში ყოველ წიბოსთან ერთად, 
რომლის საწყისი და ბოლოა, შესაბამისად X და 7 წვეროებია, შედის წიბო, 

რომლის საწყისი და ბოლოა, შესაბამისად ”» და X წვეროები. გრაფს ეწოდება 
ანტისიმეტრიული, თუ მასში შემავალ წიბოებს შორის არ გეხედება ერთმანეთის 

საპირისპიროდ ორიენტირებული წიბოები, ანუ თუ /(C)=(XX»), მაშინ /(94)» (#.X) 
არც ერთი სხვა ძ« წიბოსათვის მოცემულ გრაფში. 

სიმეტრიული და ანტისიმეტრიული გრაფები გრაფიკულად წარმოდგენილია 
ნახაზზეM4, 

ა) არა სიმეტრიული
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%X 
ბ) სიმეტრიული გრაფი. 

ნახ. M4. 

სავარჯი შოები: 
1 იპოვეთ ნახ.-4-სე მოყვანილი ორიენტირებული გრაფების წვეროთა როგორც 

შესელისნ ასეეე გამოსელის ხარისხები და შეადარეთ წვეროს ხარისხთა ეს ორი 
ერთობლიობა ერთმანეთს. 

2. ამოწერეთ ნახ-4ზე მოყვანილ სიმეტრიულ გრაფში X» და». წვეროს 
“შემაერთებელი ყველა ტრაექტორია, განსასღერეთ მათი სიგრძეები. 

3. ამოწერეთ ნახ.-4-ზე მოყვანილ სიმეტრიულ გრაფში არსებული ყველა 
კონტური, გამოაცალკეეეთ მათგან მარტიეი და ელემენტარული კონტურები. 

§14. სასრული და უსასრულო გრაფები 
გრაფს ჟკწოდება სასრული გრაფი თუ მისი წეეროების რიცხეი სასრულია, 

წინააღმდეგ შემთხეევაში გრაფს ეწოდება უსასრულო გრაფი. 
შემდგომში X იმ წიბოების სიმრაელის სიმძლაერეს C(X) გრაფში, რომლის 

საწყისს წვეროს ორიენტირებულ "”შემთხეევში და ერთერთ ბოლოს 
არაორიენტირებულ შემთხვეეაში, წარმოადგენს »6C X წვერო აღენიშნაეთ ასე: 

(CC), ხოლო ყველა წვეროს რაოდნობა აღინიშნება ასე: XI. 

გრაფი C(X) სასრულია, თუ IX <თ, 

გრაფი C(X) C– სასრულია, თუ I0C() <თ ყოველი XC X წვეროსათვის, 

გრაფი CCX) C"'-სასრულია,თუ |C“'(X) <თ ყოეელი XC X წვეროსათვი 
გრაფი (6.4) ლოკალურად სასრულია, თუ იგი C- სასრულია და C '- 

სასრულია ერთდროულად. 

გრაფს C(X) უწოდებენ Cღ-შემოსაზღერულს, თუ არსებობს რიცხვი /” ისეთი, 
რომ IC() <>» ყოველი XC X წეეროსათვის. 

გრაფს C(X) უწოდებენ პროგრესულად სასრულს XC X წეეროში, თუ მასში 

არ არსებობს უსასრულო სიგრმის ჯაჭეი(ტრაექტორია) რომელიც იწყება ამ 
წეეროში. 

გრაფს C(CX) უწოდებენ პროგრესულად სასრულს, თუ იგი 

პროგრესულად სასრულია ყოეელ თავის წეეროში.



173 

გრაფს C(X) უწოდებენ პროგრესულად შემოსაზღვრულს »C X წვეროში. თუ 

არსებობს რიცხეი #M, რომ ყოველი ჯაჭვის(ტრაექტორიის) სიგრძე, რომელიც 
იწყება ამ წვეროში, არ აღემატება M-ს. 

გრაფს CC) უწოდებნ პროგრესულად შემოსაზღვრულს,თუ იგი 
პროგრესულად შემოსაზღვრულია ყოველ თავის წვეროში. 
ცხადია, პროგრესულად შემოსაზღერული გრაფი პროგრესულად სასრულია. 

გრაფს C(X) უწოდებენ რეგრესულად სასრულს თუ C(CX) გრაფი 
პროგრესულად სასრულია. 

გრაფს C(X) უწოდებენ რეგრესულად შემოსაზღვრულს, თუ C (X) გრაფი 
პროგრესულად შემოსაზღერულია. 

§15.ნაწილობითი გრაფები, ქვეგრაფები 
MX) გრაფს ეწოდება CLX) გრაფის ნაწილობითი გრაფის თუ მისი 

ყოველიწიბო ეკუთვნის CCX) გრაფსაც, წვეროები კი ერთმანეთს ემთხვევა. 
ყოველი გრაფისათეის მისი წეეროებისაგან შედგენილი ნოლგრაფი მისი 
ნაწილობითი გრაფია გრაფის ნაწილობითი გრაფი ორიენტირებულია ან 
არაორიენტირებულია იმისდა მიხედვით,თუ როგორია მოცემული გრაფი. 

C,(4) გრაფს ეწოდება C(X) გრაფის ქყეგრაფი, თუ 4CX, ხოლო CLX) 

გრაფის ყველა წიბო, რომელთა ბოლოები, არაორიენტირებულ შემთხეეეაში ან 
საწყისი და ბოლო ორიენტირებულ “შემთხვეევამი მიეკუთვნებიან 4#4CX 
ქვესიმრავლეს. 

გრაფის ქვეგრაფი ორიენტირებულია ან არაორიენტირებულია იმისდა 
მიხედეით, თუ როგორია მოცემული გრაფი. 

M,(4) გრაფს, სადაც 4C7X, ეწოდება C(X) გრაფის ნაწილობითი 

ქეეგრაფი, თუ მისი წიბოები წარმოადგენენ ზოგიერთ იმ წიბოს CLCX) გრაფისა, 

რომელთა საწყისი და ბოლო ან ბოლოები მიეკუთვნებიან 4C X ქვესიმრავლეს. 

დამატებითი ნაწილობითი ქვეგრაფი C(X) გრაფში ეწოდება ერთადერთ გრაფს, 

რომელიც “შედგება იმ წიბობისაგან რომლებიც არ მიეკუთვნებიან რაიმე 

ნაწილობით ქვეგრაფს C(X) გრაფში. 

გრაფს ეწოდება X6 X წეეროთი განსახღვრული ვარსკვლავური გრაფი, თუ 
იგი შედგება C(X) გრაფის იმ წიბოებისაგან, რომელთა საწყისს ან ბოლოს, 

ორიენტირებულ ”შემთხვევში ან ბოლოს არაორიენტირებულ შემთხვევაში, 
წარმოადგენს XC > წვერო ნაწილობითი გრაფის, ქვეგრაფის მაგალითები 
გრაფიკულად მიყვანილია ნახაზზე # 
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გ) მისი ქვეგრაფი 

ნახ. M#5. 

§I6. გრაფთა ბმულობა 
განსაზღვრება/6.I. არაორიენტირებულ გრაფს C(X) ეწოდება ბმული 

არაორიენტირებულ გრაფი, თუ მისი ყოველი ორი »,» წვეროსათეის არსებობს 

ჯაჭვი, რომლის ბოლოებსაც წარმოადგენენ ეს წერტილები. თუ ეს ჯაჭვი ისეთია, 
რომ მასში რომელიმე წვერო მეორდება.მაშინ ამ ჯაჭვიდან ისეთი ციკლის 
ამოკვეთით, რომელიც აღნიშნული წეეროთი იწყება და მთაერდება, მიიღებული 
ჯაჭვი ასევე აერთებს წვეროებს X,». თუ ციკლების ამოკეეთას გავაგრძელებთ, 
საბოლოოდ მივიღებთ მარტიე ჯაჭეს, რომელიც აერთებს X»”» წვეროებს. 
მაშასადამე, ბმულ არაორიენტირებულ გრაფში ყოველი ორი წვერო “შეიძლება 
შევაერთოთ მარტივი ჯაჭეით. 
CCX) გრაფის პმულობის კომპონენტი ეწოდება მის ისეთ ბმულ ქვეგრაფს 77 (4), 

რომლის წვეროებიც ინციდენტურნი არიან მხოლოდ ამ ქვეგრაფის წიბოებთან. 
არაბმული, არაორიენტირებული, სასრული გრაფი შედგება რამდენიმე ბმული 

ქვეგრაფისაგან. 

ორიენტირებულ CLCX) გრაფს ეწოდება ძლიერად ბმული ორიენტირებული 
გრაფი, თუ მისი ყოველი ორი X,» წეერო შეიძლება შევაერთოთ ტრაექტორიით, 

რომელიც იწყება X» წვეროში და მთავრდება » წვეროში. 

ორიენტირებული, ძლიერად ბმული C(X) გრაფის ბმულობის კომპონენტი 

ეწოდება მის ისეთ ძლიერად ბმულ M,(.) ქვეგრაფს რომლის წეეროებიც 

ინციდენტურნი არიან მხოლოდ ამ გრაფის წიბოებთან. 
არაორიენტირებული გრაფი ბმულია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც იგი 

შეიცავს მხოლოდ ერთ ბმულობის კომპონენტს. 
ასევე ორიენტირებული გრაფი ძლიერად ბმულია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 
როდესაც იგი შეიცავს მხოლოდ ერთ ბმულობის კომპონენტს. 
ვთქვათ,C(X)= (X:C:/ :0 – XX X) ორიენტირებული გრაფია, არაორიენტირებულ 

C'(X)=(X:Cი:C->+X8CX) გრაფს, რომლისთვისაც «(8)=(/(0) უწოდებენ 
0C(Xწ) გრაფთან მიკავშირებულ არაორიენტირებულ გრაფს, ხოლო ყეელა 

ორიენტირებულ გრაფს რომელთანაკც მიკავშირებულია მოცემული C(X) 

არაორიენტირებული გრაფი, უწოდებენ C(CX) გრაფის ორიენტაციით მიღებულ 

გრაფს. ასეთი გრაფი მრავალი შეიძლება იყოს, აღენიშნოთ ის C(X)-ით. 
თუ ორიენტირებული გრაფი ძლიერად ბმულია, მაშინ მისი მიკავშირებული 

გრაფი ბმულია მაგრამ ყოველი ბმული არაორიენტირებული გრაფისთვის 
არსებობს მისი ორიენტაციით მიღებული არაძლიერად ბმული გრაფი. ბმული და
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არაბმული არაორიენტირებული გრაფების ძლიერად ბმულიდა ძლიერად 
არაბმული გრაფების გრაფიკული გამოსახულებანი მოცემულია ნახაზზე M6: 

“ასეა ==) 
ა) ბმული გრაფი, ბ) არაბმული გრაფი, 

ბ) ძლიერად ბმული გრაფი, დ) არაძლიერად ბმული გრაფი. 

ნახ. #6 
თეორემა 16. თუ სასრული ბმული არაორიენტირებულიC(") გრაფის 

წვეროების რიცხეიაი , წიბოების რიცხეი კი ძ«ძ- მაშინ ადგილი აქვს უტოლობას: 

ძ2>20-I. 

დამტკიცება: “შევაერთოთ გრაფის გეომეტრიული რეალიზაციის დროს 
წეეროების”ს “შესაბამისი წერტილები სიერცეში ერთმანეთის მიმდეერობით. 
შემაერთებელი წიბოების რიცხვი იქნება ”-). რადგან გრაფი სასრულია და 
ბმული, ამიტომ ნებისმიერი სხვა ჯაჭვი მოცემულ გრაფში, რომელიც აგებული 
ჯაჭვის ბოლოებს აერთებს, იქნება უფრო გრძელი. ეს კი ამტკიცებს უტოლობას. 
არაორიენტირებულ სასრულ ბმულ გრაფს უწოდებენ ხეს, თუ ის არ შეიცავს 
ციკლს და გააჩნია ორი წვერო მაინც. ასეთი გრაფი არ წარმოადგენს 
მულტიგრაფს, ანუ მისი ორი წიბო არ არის წვეროთა ერთი და იმავე წყეილის 
ინციდენტური. ასეთი გრაფის წიბოებს შტოებს უწოდებენ. იმ გრაფის წიბოებს, 
რომელიც წარმოადგენს ხის, როგორც გრაფის დამატებას, ამ სის ქორდები 
ეწოდებათ. ხეს უწოდებენ ლაგრანჟის ხეს, თუ მის ყეელა შტოს ერთი საერთო 
წეერო გააჩნია ტყე ეწოდება ისეთ არაბმულ გრაფს, რომლის ბმულობის 
კომპონენტებიც წარმოადგენენ ხეებს. 

ვთქვათ, C(X) რაიმე ხის ორიენტაციით მიღებული გრაფია. ეიტყვით, რომ X 

წვერო წარმოადგენს ამ გრაფის ძირს, თუ ამ გრაფმი არ არსებობს რკალი, 

რომლის ბოლოცაა X წვერო. ცხადია, ხის ორიენტაციით მიღებულ გრაფში 
კონტურები არ არსებობენ. 

ხის ორიენტაციით მიღებულ ძლიერად ბმულ გრაფს, რომელსაც გააჩნია 
ერთადერთი ძირი წინახე ეწოდება ხისა და წინახის გრაფიკული 
გამოსახულებანი მოცემულია ნზხაზზე #7:
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ა) წინახე ბ) ხე 
ნახ M7. 
თეორემა I62 თუ სასრული ბმული არაორიენტირებულიC(X) გრაფის 

წეეროების რიცხვია /, წიბოების რიცხვი კი- #, მაშინ ადგილი აქეს უტოლობას 
ძ2/ჩი-I. 

დამტკიცება: წიბოების რიცხეი„ (კხადია,ს მინიმალურია ისეთ გრაფებში, 
რომლებიც ციკლებს არ შეიცავენ. ასეთ გრაფებს კი, რიგორც აღვნიშნეთ ხეებს 
უწოდებენ. განეიხილოთ ამ ხეთა ”მტოები, შტოების რაოდენობა იმდენია, 
რამდენიც იქნება წიბოების რაოდენობა გრაფში, რომელიც მიიღება მოცემული 
გრაფის წეეროების მიმდეერობით შეერთებით. ეს რაოდენობა კი ტოლია #-–I. 

რადგან გრაფი ბმულია, სწორედ ჩ#-I იქნება წიბოების მინიმალური რაოდენობა 
ი რაოდენობის წვეროს მქონე გრაფში. თეორემა დამტკიცდა. 
ვთქვათ, მოცემულია C(X) არაორიენტირებული ბმული გრაფი, რომელიც 

შეიცაეს ციკლს. თუ ამოვიღებთ ამ ციკლიდან რომელიმე წიბოს, ეს ციკლი 
დაირღვევა, მაგრამ გრაფის ბმულობა შენარჩუნდება. თუ ასეთი მოქმედებებით 

დავარღვევთ ყეელა ციკლს CC) გრაფში, მივიღებთ ბმულ გრაფს, რომელიც 
იქნება ხე. ამ ხეს C(CX) გრაფის ჩონჩხი ეწოდება. C(CX) გრაფის ჩონჩხი 
შეიცავს ამ გრაფის ყველა წვეროს. აღვნიშნოთ C(CX) გრაფის ჩონჩხი ასე:3C(X). 

ცხადია, გრაფს სხვადასხვა ჩონჩხი შეიძლება ქონდეს. 
უმცირეს ! რიცხვს, რომელიც გეიჩვენებს, თუ რამდენი წიბო უნდა ამოვიღოთ 
CCX) გრაფიდან, რომ მივიღოთ მისი ჩონჩხი C(CX) გრაფის ციკლომატული 
რიცხვი ეწოდება C(X) გრაფის ციკლომატული რიცხეი აღინიშნება ასე: CC(C»ჯ). 

ადვილია ჩვენება, რომ CC(CX)=9“– 9+#, სადაც ი” გრაფის წვეროების რიცხვია, 

ძ გრაფის წიბოების რიცხვი, # გრაფის ბმულობის კომპონენტთა რიცხეი. 

ვთქვათ, M წარმოდგენს C(CX) გრაფის ყოველი ციკლიდან თანმიმდევრობით 
ამოღებულ თითო წიბოთი შედგენილ სიმრავლეს. ამ წიბოების ამოღებით, 

როგორც ენახეთ, მიიღება გრაფის ჩონჩხი 34,/CCX). თითოეულ ასეთ წიბოს 
შეესაბამება ციკლი, რომელიც ირღვევა მისი ამოღებით. ეს შესაბამისობა, ცხადია, 
ურთიერთცალსახაა. აღვნიშნოთ M სიმრავლის ელემენტების შესაბამისი 

ციკლების სიმრავლე 03 ,/C(X) სიმბოლოთი. ვუწოდოთ ციკლების აღნიშნულ 

სიმრავლეს CCX) გრაფის 5,,CCX) ჩონჩხის მიმართ ფუნდამენტალური ციკლების 

სიმრაელე. 

ცხადია 0+,,0V(VXV) ფუნდამენტალურ ციკლების სიმრავლეში ელემენტების 

რაოდენობა ტოლია C(CX) გრაფის ციკლომატური რიცხვის. 

სავარჯი შოები: 

1 ააგეთ გრაფი და იპოვეთ მისი ჩონჩხი. 

2. ააგეთ გრაფი და იპოვეთ მისი ციკლომატური რიცხვი.
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3. ააგეთ გრაფი და იპოვეთ მისი ფუნდამენტური ციკლები რომელიმე ჩონჩხის 
მიმართ. 
4 გრაფის ციკლომატური რიცხვია 5, წიბოების რიცხეი 8, ბმულობის 
კომპონენტთა რიცხვი 2. იპოვეთ გრაფის წვეროთა რაოდენობა. 

§17. გრაფთა იზომორფიზმი 
არაორიენტირებულ გრაფებს: C(X)= (X;C:/ :2-232X#6X) 

M0VX)=(0,Mდ:9M 7 C7) ეწოდებათ იზომორფული გრაფები, თუ არსებობს 
ისეთი ურთიერთცალსახა ასახეავები მათი წვეროების სიმრაელეებს შორის და 
წიბოთა სიმრავლეებს შორის: „:X ->7,0:C –> //, რომ დიაგრამა: 

ი –“ს # 

#+ ჯდ 
XXX –“ა XX» 

კომუტაციურია, ეს ნიშნავს იმას, რომ ყოველი «CC რკალისათეის ადგილი 

აქვს ტოლობას: 

თ'(/(2)))= (9(ი(§)),| სადაც »':XCX -–+7რდXარს ასახე,ა რომელიც 
განისაზღვრება ფორმულით: »'((X,M))=II(=)7(=)). 
ასევე, ორიენტირებულ გრაფებს: 

CCX)=(X;თ;/ :0 – XX XLM(V) =(7/;M:0 : M –> 7XX) 
ეწოდებათ იზომორფული, თუ არსებობენ ურთიერთცალსახა ასახვები მათი 
წვეროებისა და რკალების სიმრავლეებს შორის: ):X –+X,0:0 -კ> M, ისეთნი, რომ 
დიაგრამა: 

თ –-.ს MI” 

#+ ი, 
XXX –-”ს II 

კომუტაციურია, ანუ ყოველი #«#%C Cთ რკალისათვის ადგილი აქვს ტოლობას 

თ'(V/(§))= (9(თ(9))), სადაც” :XXX ->X»7 არის ასახვა, რომელიც 

განისასღერება ფორმულით:»'((ი,=)) = (0(X #/(>)). §13. 

§18. ოპერაციები გრაფებზე 

ეთქცათ მოცემულია ორი არაორიენტირებული გრაფი Cთ,(X,)= 

(X,:Cთ:/:C > X,67,) და C,(X,)= (X,:C0.; /, :C, –> X, 6 X,), ვიგულისხმოთ, რომ 

თით =L, ჩს=.ჩს. 

CთL(X)= (X,:თC:/:თ > X,თX)და C.(X.)=(X.;C.: /- :Cთ, –> X, 6 X,)გრაფების 

ჯამი ეწოდება გრაფს C(X)= CL(X,) თ C,(X,)= (X:C0;/ :0C ვ XC X),სადაც 

X=Xოთ%X,0=თთCთ, #VX% = /ს/ IV, #· 

C.(CX,) და C,(X,) გრაფების ჯამი აღინიშნება ასე: C,(XV,)+ C.(X,.). 

ანალოგიურად განისასღერება გრაფთა ჯამი ორიენტირებულ შემთ ხეევაში, 

მხოლოდ ნამრავლი X,0 X, იცელება X,X X, ნამრავლით.
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არაორიენტირებულიC,(X,)=(X,:C:#/ :C –>2X,.6 X)და 

C.(X,)=(X,:C.:# :C, >X,რ7X,) გრაფების ნამრავლი (თანაკვეთა) ეწოდება გრაფს 

C(X)= C,(X,)ოC.(X,)=(X:C:/ :0 + XC X), სადაც X=XროX,, 0=თფითCთ, /= 
#Iი= # II გრაფების ნამრაელი აღინიშნება ასე: C(X,)X C.CX1). 

ანალოგიურად განისასღვრება გრაფთა თანაკეეთა ორიენტირებული 
გრაფებისათვის, გრაფთა ჯამი და თანაკვეთა გრაფიკულად წაემოდგენილია 
ნახაზზე M8 

  

   

ჯX 22 

% 

9) 

X, 

ა CCXI) ბ) C(CX;) 

გბ) C(CX,)+C(X.) % 

ჯ, 

% 

3 %4 

დ) C(X)) ე) C.(XI) 

X- 

ნახ. M#8მ. ვ) C,(X,)X C,(X,).
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არაორიენტირებულიC(X)=(X;C,; /; :C, – XC X)დათLCX)=(X;Cთ,;/:თ –+XC7) 
გრაფიებისს კომპოზიციას ეწოდება გრაფს C,(Cთ(X))=(X;C,/:C-–X0CX), 
რომლისთვისაც სრულდება შემდეგი პირობები: მისი წეეროების სიმრავლე 
იგივეა რაც მოცემული გრაფების წეეროების სიმრავლე, წიბოების სიმრავლე 

C= CV “((«»)ს), სადაც IL») ყველა ელემენტია XCდCX სიმრავლიდან, ელემენტ 
LC.» 

რომელთათვისაც არსებობს წვერო 2CX, ისეთი, რომ 

# '(=2))C C,/ '(C>.»)) C C,; ამასთან: |/I(=,7)II = | /''((=.2))X / V((>,»)). 
ორიენტირებული გრაფებისათეის კომპოხიცის განსაზღერება იქნება 

ანალოგიური, მხოლოდ სიმრავლეX6 Xჯ შეიცკელება სიმრაელით XX» XL, 

ელემენტები: I(>.»)II(X. 2)II(>.»)I, შესაბამისად. ელემენტებით: (> »(X,2).(2.»). 
გრაფის ტრანზიტული ჩაკეტვა ეწოდება გრაფს, რომელიც მიიღება მოცემულ 

გრაფში ისეთი მინიმალური რაოდენობის რკალების დამატებით, რომლებიც 
მოცემულ გრაფს გადააქცევეინ ტრანზიტულ გრაფად. გრაფის ტრანზიტული 
ჩაკეტეა გრაფიკულად წარმოდგენილია ნახაზზე #9. 

ა) CCX) გრაფი. ა) 

ბ) CCX) გრაფის ტრანზიტული ჩაკეტვა. 

ნახ. #9 

სავარჯი შოები: 

1. ააგეთ არაორიენტირებულ გრაფთა ჯამი , იპოვეთ ჯამის წეეროთა 
ხარისხები და შეადარეთ ისინი შესაკრებთა წვეროების ხარისხებს. 

2. ააგეთ არაორიენტირებულ გრაფთა ნამრავლი, იპოვეთ ნამრავლის წეეროთა 

ხარისხები და შეადარეთ ისინი თანამამრავლთა წვეროების ხარისხებს. 
3. ააგეთ გრაფი და მისი ტრანზიტული ჩაკეტვა. იპოვეთ ტრანზიტული ჩაკეტეის 

წეეროთა ხარისხები. 

§19. მანძილის ცნება გრაფში 
ორიენტირებულ გრაფში C(LX)(X:C;/ :CღC –>+ XXX) X წვეროს გადახრა » 

წეეროდან ეწოდება რიცხვს #XX»,»)= თIი(I(9,(X,7)), რომელიც წარმოადგენს იმ 
ტრაექტორიების სიგრძეთა მინიმუმს, რომლებიც აერთებენ ჯ წეეროს » 

წვეროსთან. IX»,») გადახრას ორიენტირებულ გრაფში აქვს შემდეგი თვისებები: 

L Mხ(X,.») >0. 

2. XXX,7) =0, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც X ემთხვევა X-ს. 

3. LX, /)+ IX 2) > იC,2). 

გადახრა არ არის სიმეტრიული სიდიდე XX») # 6CIX»). 

თუ »წვეროს » წვეროსთან შემაერთებელი ტრაექტორია არ არსებობს, მაშინ 

გადახრა არის უსასრულობის ტოლი.
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ორიენტირებულ გრაფში X წვეროს გადახრილობა ეწოდება რიცხვს: 

ხნი = თაX(ნ(X ») 
X წვეროს გადასრილობა ორიენტირებულ გრაფში #C» სიმრავლის მიმართ 
ეწოდება რიცხვს: 

ი, = თამი). 
არაორიენტირებულ CLX)=(X:C:/:C-+XCX) გრაფში მანძილი X და » 
წვეროებს შორის ეწოდება რიცხვს: 

ძ(ი »)= თIი(I(5,CX 7») · 
მანძილის ცნებას არაორიენტირებულ გრაფში აქეს შემდეგი თეისებები: 

1.9(C;.X) > 0 

2.7(X.»)=0, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ »X ემთხვევა V-ს. 

3.ძ(X.»)+ ძ0».2) > ძ(».2). 

4.ძ(X.X» = ძC”.X)). 

X წვეროს დაშორებულობა არაორიენტირებულ გრაფში ეწოდება რიცხეს: 

ძC) = ოგX(ძC-») 
X წეეროს დაშორებულობა არაორიენტირებულ გრაფში 4C XV სიმრავლის 

მიმართ ეწოდება რიცხვს: 

ძ,(X) = თმX(4(X,») · 
ცენტრი ორიენტირებულ გრაფში ეწოდება მის წვეროს მინიმალური 

გადახრილობით, თუ ასეთი არსებობს. 
პერიფერიული წვეერო ორიენტირებულ გრაფში ეწოდება წვეროს უდიდესი 
გადახრილობით. 
ცენტრი არაორიენტირებულ გრაფში ეწოდება წვეროს უმცირესი 

დაშორებულობით. 
პერიფერიული წეერო არაორიენტირებულ გრაფში ეწოდება წვეროს უდიდესი 
დაშორებულობით. 
ორიენტირებული გრაფის რადიუსი ეწოდება მისი ცენტრის გადახრილობას: 

ი(C)= თIი(0() · 
თუ გრაფს არა აქეს ცენტრი, მაშინ გრაფის რადიუსი არის უსასრულობა. 
არაორიენტირებულ გრაფის რადიუსი ეწოდება მისი ცენტრის გადახრილობას: 

0(C)= თIე(ძდ) . 
არაორიენტირებული გრაფის დიამეტრი ეწოდება მაქსიმალური 

დაშორებულობის მქონე წვეროს დაშორებულობას. 
უმოკლეს ელემენტარულ ჯაჭვს, რომელიც აერთებს უდიდესი დაშორებულობის 

მქონე წვეროებს დიამეტრალური ელემენტარული ჯაჭეი ეწოდება. 

სავარჯი შოები: 
1. ააგეთ რაიმე სასრელი არაორიენტირებული გრაფი და იპოვეთ მისი წვეროთა 

დამორებულობები. 
2. ააგეთ რაიმე სასსრული ორიენტირებული გრაფი და იპოვეთ მისი წვეროთა 

გადახრილობები. 

3. ააგეთ რაიმე სასრული არაორიენტირებული გრაფი და იპოეეთ მისი ცენტრი. 
4. ააგეთ რაიმე სასრული ორიენტირებული გრაფი და იპოვეთ მისი ცენტრი. 

5. ააგეთ რაიმე სასრული არაორიენტირებული გრაფი და იპოვეთ მისი 
პერიფერიული წვერო.
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6. ააგეთ რაიმე სასრული არაორიენტირებული გრაფი და იპოვეთ მისი რადიუსი. 
7. ააგეთ რაიმე სასრული არაორიენტირებული გრაფი და იპოეეთ მისი დიამეტრი. 

§20. მეხობლობის და ინციდენტურობის მატრიცები გრაფში 
ვთქეთ CC") გრაფში წეეროების სიმრაელე X = (X,.X,,...X,) შედგება/ 

ელემენტისაგან. 
მატრიცს, რომლის I-ური სტრიქონისა და /-ური სეეტის გადაკვეთაზე იმ 
წიბოთა(რკალთა) რაოდენობის გამომსახველი რიცხვებია, რომლებიც /I-ურ და /- 
ურ წვეროებს აერთებენ მეზობლობის მატრიცი ეწოდება. 
აღენიშნოთ CC") გრაფის მეზობლობის მატრიცკი ასე #-ცი. ცხადი, 
მეზობლობის მატრიცი სიმეტრიულია. 

მაგალითი: 

  

ნახ. Mი 10. X, 

მე-ი ნახაზზე გრაფიკულად გამოსახული გრაფის მეზობლობის მატრიცი 
იქნება შემდეგი: 

0121 

1110 

2100 

1000 

ეს მატრიცი სრულ წარმოდგენას გვაძლევს მოცემულ გრაფზე. იგი გეიჩვენებს, 
რომ გრაფი შეიცას 4 წეეროს. ამ მტრიცის დიაგონალხე განლაგებული 

რიცხეები გეიჩვენებენ მარყუჟების განლაგებას, მათი ჯამი კი-მარყუჟების 
რაოდენობას გრაფში. მატრიცის თითოეული სეეტის ან სტრიქონის ჯამი 
გეიჩვენებს შესაბამისი წეეროს ხარისხს. 
თუ შევკრებთ მატრიცის ყველა არადიაგონალურ ელემენტს, მიღებულ ჯამს 
გავყოფთ ორზე და დავუმატებთ დიაგონალზე მდგომი ელემენტების ჯამს 

მივიღებთ გრაფის წიბოების რიცხეს. მართლაც: 6=(4+2+3+1):2+1. 

თუ გრაფი არ “შეიცავს მარყუჟებს, მაშინ მისი მეზობლობის მატრიცის 
დიაგონალზე მხოლოდ ნულებია. 
თეორემა 20.L თუ C(X) არაორიენტირებული გრაფი არ შეიცავს მარყუჟებს და 

ჯერად წიბოებს, ეც, ამ გრაფის მესობლობის მატრიცია, ელემენტი "ძ 
ჟ
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4ბიი მატრიციდან ტოლია „» სიგრძის იმ ჯაჭვების რაოდენობისა, რომლებიც 

აერთებენ X, და», წეეროებს. 

დამტკიცება: როგორც წრფივი ალგებრიდანაა ცნობილი, #:,,ე მატრიცის #- 

ური ხარისსის 46ცე-ს ელემენტი "ი, იანგარიშება ჯამით: 

"ძ, = 2 მ, 0, “იე 7 

სადაც ჰშთითოეული შესაკრები შეესაბამება გრაფის წვეროების ინდექსთა 

ყველა შესაძლო I,,/,...,,,, მიმდევრობას. ცხადია, თუ არსებობს ჯ.აჭეი, 

რომელიც გადის წვეროთა ჩI,,/:,»/ მიმდეერობაზე, მაშინ ძ,ძ,,, ..,,,, 

ნამრავლი ტოლია ერთის, თუ ასეთი ჯაჭვი არ არსებობს, მაშინ- ნულის. აქედან 
გამომდინარე, მოცემულ ჯამში იმდენი ერთის ტოლი შესაკრები იქნება, რამდენი 

ჯაჭვიც აერთებს », და », წვეროებს., თეორემა დამტკიცდა. 

ეთქვათ, C(CX) ორიენტირებულ გრაფში წვეროების სიმრავლე X =(X..X,,...X, 

შედგება #”#ელემენტისაგაი რკალების სიმრავლე C=19,9,..სნ,) კი-/! 

ელემენტისაგან. 
განვიხილოთ მატრიციი რომლის I|-ური სტრიქონისს და /-ური სეეტის 

გადაკვეთაზე ზის რიცხვი ძ,, რომელიც განისასღვრება შემდეგნაირად: ძი, =0, ცა) 

თუ I-ური წვერო არაა ინციდენტური /-ური რკალის; ძ, =1, თუ 

#“ური რკალი გამოდის 7-ური წვეროდან. ძ, =–-1, თუ /-ური რკალი შედის 

I-ური წვეროში. 

მაგალითი: 

#5 

§), ჟ 

L4I M) 
ნახ. M11 

მე-11 ნახასზე მოცემული გრაფის ინციდენციის მატრიცს ექნება სახე: 

10000 0 

–--11-100 

0.011 1 

0-10–-10 

00000 –1
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ინციდენციის მატრიცი არაორიენტირებული გრაფისათვის განისაზღვრება 
შემდეგნაირად: 

მ, =0, თუ I-ური წვერო არა /-ური წიბოს ინციდენტური; ძ, =1, თუ 

'-ური წვერო /-ური წიბოს ინციდენტურია. 

სავარჯი შოები: 
L ააგეთ არაორიენტირებული სასრული გრაფი, რომელიც არ შეიცავს მარყუჟებს 

და ჯერად წიბოებს. იპოვეთ მისი მეზობლობის მატრიცი. 
2. იპოვეთ აგებულ გრაფში ორი წვერო, თუ ასეთები არსებობენ, რომლებიც 
ერთმანეთთან შეერთებულია ორი ჯაჭვით, რომელთა სიგრძეა 4. 

ჰ. იპოვეთ აგებულ გრაფში იმ წვეეროთა წრვილი, რომლებიც ყველაზე მეტი 
სხვადასხეა სიგრძის ჯაჭვებითაა შეერთებული. 
4. ააგეთ არაორიენტირებული სასრული გრაფი და იპოვეთ მისი ინციდენციის 
მატრიცი. 

5. ააგეთ ორიენტირებული სასრული გრაფი და იპოვეთ მისი ინციდენციის 
მატრიცი. 

§21. ეილერის და ჰამილტონის გრაფები 

ეთქვათ CCX) არაორიენტირებული გრაფია. 
ციკლს არაორიენტირებულ გრაფში ეწოდება ქილერის ციკლი თუ იგი გადის 
გრაფის თითოეულ წიბოზე ხოლო არაორიენტირებულ გრაფს ეწოდება ეილერის 
გრაფი, თუ იგი შეიცაეს ერთ ეილერის ციკლს მაინც. 

თეორემა 2I.1 (ეილერის თეორემა. სასრული, ბმული გრაფი შეიცავს ეილერის 
ციკლს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ მისი ყოველი წვერო ლუწია. 
დამტკიცება: თეორემის პირობის აუცილებლობის დამტკიცება: 

ეთქვათ, გრაფში არსებობს ეილერის ციკლი. ამ ციკლის გაელის დროს გრაფიდან 
ამოვაგდოთ ყველა ის წიბო რომლის გავლითაც შეედივართ მოცემულ წვეროში 
და რომლის გავლითაც გამოვდიეართ მოცემული წეეროდან რადგან ციკლი 
ეილერისაა, მთელი ციკლის გაელისას გრაფის ყველა წიბო ამოვარდება. 
მიღებული გრაფის წვეროების ხარისხი იქნება ნული. ამგვარად თაეიდან 
მოცემული გრაფის წვეროების ხარისხი უნდა იყოს ჯამი: 2+2+..+2, სადაც 
ყველა შესაკრები ნულია, ანუ ლუწი რიცხვი. 
თეორემის პირობის საკმარისობის დამტკიცება: 
ეთქეათ, გრაფის ყველა წვერო ლუწია, ნებისმიერად დაფიქსირებული Xჯ 

წვეროდან დაწყებული ავაგოთ ჯაჭეი, რომელიც ორჯერ არ გაიელის ერთ და 
იმავე წიბოსე. რადგან სასრულ გრაფში წიბოების რაოდენობა სასრულია, ამიტომ 
ასთი ჯაჭეის აგება უნდა დამთაერდეს რომელიღაც X»”» წეეროზე. 

ეაჩვენოთ, რომ Xჯ=”». ეთქეათ X# », მაშინ აგებული ჯაჭეი რამდენიმეჯერ 
გაივლის » წვეროსე მესობელ წიბოთა სხვადასხვა წყვილების გავლით და 

ბოლო ნაბიჯზე შევა ამ წვეროში ერთი გაუელელი წიბოს გავლით. ეს კი 
ნიშნავს, რომ X»” წვეროს ხარისხი კენტია. ეს ეწინააღმდეგება თეორემის პირობას 
და აქედან გამომდინარეობს, რომ ჩვენი დაშვება არ არის სწორი. 
ამგვარად, ჩვენი აგებული C, ჯაჭეი არის ციკლი თუ ეს ციკლი ეილერისაა, 

თეორემა დამტკიცებული იქნება. თუ C, არაა ეილერის ციკლი, მაშინ იარსებებს 
ამ ციკლზე მდებარე წვერო, რომელიც ინციდენტური იქნება ისეთი წიბოსი, 

რომელიც არ ეკუთვნის C, ციკლს. წინააღმდეგ “შემთხვევაში ყველა. იმ წიბოს 

ერთობლიობა, რომლებიც არ ეკუთვნის C, ციკლს, ქმნის მოცემული გრაფის
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ქვეგრაფს რომელსაც არ აქვს საერთო წვერო ამ ციკლთან, ეს კი 

ეწინააღმდეგება გრაფის ბმულობას. C, ქეეგრაფია. იგი წარმოადგენდ ეილერის 
ციკლს ამ ქვეგრაფში, ამიტომ მისი ყოველი წვერო ინციდენტური უნდა იყოს ამ 
ციკლის ლუწი რაოდენობის წიბოების. აქედან გამომდინარეობს, რომ იმ წიბოების 

რაოდენობა, რომლებიც ინციდენტურნი არიან C, ციკლის წვეროების და არ 

მიეკუთვნებიან ამ ციკლს, ასევე ლუწია.ა თუ ავიღებთ C, ციკლის რომელიმე 2 
წეეროს და იმ წიბოებისგან შედგენილ ქეეგრაფში რომლის წიბოებიც არ 

მიეკუთვნებიან C, ციკლს, ამ ციკლის მსგავსად ავაგებთ C; ციკლს, მაშინ 

C.+C.=Cკ იქნება ასევე ციკლი. თუ ეს ციკლი ეილერის ციკლია, მაშინ 

თეორემა დამტკიცებული იქნება. თუ Cკ არ იქნება ეილერის ციკლი, მაშინ ისე, 

როგორც ავაგეთ C,, ავაგებთ Cს- და ასე შემდეგ, სანამ რომელიღაც ნაბიჯზე 

აგებული ციკლი ეილერის ციკლი არ იქნება. 
თეორემა დამტკიცდა. 
კონტურს ორიენტირებულ გრაფში ეწოდება ქილერის კონტური თუ იგი გადის 
გრაფის თითოეულ რკალსე. ხოლო ორიენტირებულ გრაფს ეწოდება ეილერის 
ორიენტირებული, გრაფი თუ იგი შეიცავს ეილერის ერთ კონტურს მაინც. 
მტკიცდება 21.1 თეორემის ანალოგიური თეორემა: 
თეორემა 21-22. ორიენტირებულ გრაფში ეილერის კონტური არსებობს მაშინ და 
მხოლოდ მაშინ, თუ იგი ბმულია და მისი წვეროების შესვლის და გამოსელის 
ხარისხები ერთმანეთის ტოლია. 
არაჩაკეტილ ჯაჭეს არაორიენტირებულ გრაფში ეწოდება ჟკილერის ჯჯაჭვი, თუ 

იგი გაივლის გრაფის ყველა წიბოს. 
თეორემა 21. სასრულ, ბმულ გრაფში არაჩაკეტილი ეილერის ჯაჯეი არსებობს 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ ამ გრაფში არსებობს მხოლოდ ორი კენტი წვერო. 
დამტკიცება: თეორემის პირობის აუვილებლობის დამტკიცება: 
ვთქვათ, გრაფში არსებობს არაჩაკეტილი ეილერის ჯაჭვი, რომლის ბოლოებია 

X და ”, მაშინ ამ გრაფში ერთი X» და » წვეროების შემაერთებელი წიბოს 
დამატებით მივიღებთ ეილერის გრაფს. ეილერის გრაფში კი ყველა წვერო ლუწია. 
X და » წეეროების ხარისხი, აღნიშნული წიბოს დამატებით, ერთით გაი'სარდა. 

აქედან გამომდინარე, თავიდან მოცემულ გრაფში მათი ხარისხი კენტი უნდა 
ყოფილიყო. 
თეორემის პირობის საკმარისობის დამტკიცება: ვთქვათ, გრაფში მხოლოდ X და 

» წვეროების ხარისხია კენტი, მათი შემაერთებელი წიბოს დამატებით მივიღებთ 
ეილერის გრაფს, რომელშიც იარსებებს ეილერის ციკლი, თუ ამ ციკლიდან 
ამოვიღებთ X და » წვეროების შემაერთებელ წიბოს, მივიღებთ ეილერის ჯაჭეს 

თავიდან მოცემულ გრაფში. 
თეორემა დამტკიცდა. 
არაჩაკტილ ტრაექტორის ორიენტირებულ გრაფში ეწოდება Lკილერის 
ტრაექტორია, თუ იგი გაივლის გრაფის ყველა რკალს. 
მტკიცდება 21.3. თეორემის ანალოგიური თეორემა: 
თეორემა 2. ორიენტირებული გრაფი შეიცავს არაჩაკვეტილ ეილერის 

ტრაექტორიას, თუ სრულდება შემდეგი პირობები: 
1. ორიენტირებული გრაფი ბმულია; 
2. გრაფმი არსებობს ერთი წვერო, რომლის გამოსელის ხარისხი ერთით მეტია 

შესელის ხარისხზე; 

3. გრაფში არსებობს ერთი წეერო, რომლის შესელის ხარისხი ერთით მეტია 
გამოსვლის ხარისხზე; 
4 დანარჩენი წვეროების შესვლისა და გამოსელის ხარისხები ერთმანეთის 
ტოლია.
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მარტიე ციკლს არაორიენტირებულ გრაფში ეწოდება ჰამილტონის ციკლი. თუ 
იგი გაიელის გრაფის ყველა წეეროს არაორიენტირებულ გრაფს ეწოდება 

ჰამილტონის გრაფი, თუ მასში არსებობს ერთი მაინც ჰამილტონის ციკლი. 

თეორემა 21-+(დირაკის თეორემა) ეთქვათ, სასრული, ბმული გრაფის წეეროების 

რიცხვი#>3, მაშინ ამ გრაფში ჰამილტონის ციკლის არსებობისთვის საკმარისია 

გრაფის ყოველი »ჯ წვეროს ხარისხისათვის ადგილი ჰქონდეს უტოლობას: 29>> 

დამტკიცება: დავუშვათ, გრაფი აკმაყოფილებს თეორემის პირობას, მაგრამ არ 

არის ჰამილტონის  ვთქეათ, გრაფის წვეროებია: X,,X,,..X,, დავამატოთ გრაფს 

ახალი წვეროები და თითოეული მათგანი შევაერთოთ ყველა დანარჩენთან 
წიბოებით. ეს წვეროები იყოს X,+X,.. ი. ჯაჭეი, განსახღვრული წვეროების 

მიმდევრობით: X,_ X_ ი... X#  X#  X, ჰამილტონის ციკლია. 

ვთქეათ, #>0 ის მინიმალური რიცხეია, რა რაოდენობის წვეროს დამატებითა 
და მათი “შეერთებით გრაფის თითოეულ ძველ წეეროსთან„ ეღებულობთ 

ჰამილტონის გრაფს. განვიხილოთ ჰამილტონის», _ X, _ .. X, XV ციკლი 

მიღებულ გრაფში შზოგადობის დაურღვევლად შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ », 

„, არამეზობელი ძველი წვეროებია, ხოლო X,,,- ახალი წეერო. 

ვაჩვენოთ, რომ ყოველი », წეეროს მეხობელი » წეეროს მუმდევნოX, , წეერო 

ჰამილტონის ციკლში არ არის », , წვეროს მეზობელი. 

დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, ჰამილტონის ციკლში », წვერო მეზობელია 

X», წვეროსათეისდა ”., მეზობელია %., წეეროსათეის. 

მაშინ არსებობს ჰამილტონის ციკლი: 

წილია. 
X, » X; » ..X, L2 X,. – _ა ნარე წ 

და», 

  

რომელიც ისრებითაა აღნიშნული. ასეთი ციკლის არსებობა ნიშნაეს, რომ ახალი 

წეერო X» ზედმეტია, რაც ეწინააღმდეგება #>0 რიცხეის მინიმალურობას. 

სა წეერო არ არის »,, წეეროს მეზობელი. აქედან გამომდინარე, 

Xჯ წეეროს მოსაზღერე წვეროების რიცხეი არანაკლებია X., წეეროს 
“ 

მაშასადამე, X 

არამოსაზღერე წვეროების რიცხეზე, ანუ 2 რიცსეზე. მეორე მხრივ, რადგან 

X, . ძველი წვეროა, ამიტომ მისი მოსაზღვრე წვეროების რიცხეი არანაკლებია 

5++ რიცხეზე. აქედან გამომდინარეობს, რომ წვეროების დამატებით მიღებული 

გრაფში არანაკლებ #+24 წვეროა, მაშასადამე M#+#>M+2(. ამ უტოლობას 

მხოლოდ მაშინ აქეს ადგილი, როდესაც #=0. 
ეს კი ამტკიცებს თეორემას. 
თეორემა 2!16რ სასრულ, ბმულ გრაფში, რომლის წვეროების რიცხეი#M>3, 

ჰამილტონის ციკლის არსებობისთეის საკმარისია მისი ნებისმიერი ორი 
არამეზობელი »,” წვეროს ხარისხებს #(X)+4() ჯამი იყოს #რიცხეზე 

არანაკლები.
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დამტკიცება წინა თეორემიდან და მასში დამტკიცებული წინადადებიდან: 
ყოველი X, წვეროს მეზობელი, », წეეროს მომდეენოX», , წვერო გაფართოებულ 

გრაფში აუცილებლად არსებულ ჰამილტონის ციკლში, არ არის X,,, წვეროს 

მეზობელი; გამომდინარეობს, რომ »”» ძველი წეეროს არამეზობელი წვეროების 
რიცხვი გაფართოებულ გრაფში არანაკლებია #(ლ)+# რიცხვზე, სადაც X წვერო 
» წეეროს არამეხობელი ძველი წვეროა.ა მაშასადამე წვეროების რიცხეი 
გაფართოებულ გრაფში: 

#+#C> #4(X)+ #(7/)+2# > 9+2#. 

ამ უტოლობას ადგილი აქვს მხოლოდ მაშინ, როდესაც #X=0, ეს კი ნიშნავს, 
რომ გაფართოებული გრაფი იგივეა რაც მოცემული გრაფი და მასში 
აუცილებლად იარსებებს ჰამილტონის ციკლი. 
თეორემა დამტკიცდა. 

სავარჯ/ი შოები: 

1. ააგეთ არაორიენტირებული გრაფი, დადაადგინეთ არის თუ არა მასში 
ეილერის ციკლი. 
2. ააგეთ არაორიენტირებული გრაფი, დადაადგინეთ, არის თუ არა მასში 
ეილერის არაჩაკეტილი ჯ:აჭვი. 

3 ააგეთ ორიენტირებული გრაფი და დაადგინეთ არის თუ არა მასში ეილერის 
კონტური ან ეილერის არაჩაკეტილი ტრაექტორია. 

4. ააგეთ ორიენტირებული გრაფი და დაადგინეთ, არის თუ არა მასში ეილერის 
არაჩაკეტილი ტრაექტორია. 

5. ააგეთ არაორიენტირებული გრაფი დადაადგინეთ არის თუ არა მასში 
ჰამილტონის ციკლი. 

§22. პლანარული ანუ ბრტყელი გრაფი 

პირეელ პარაგრაფში აღენიშნეთ რომ არსებობს სნებისმიერი გრაფის 
გეომეტრიული რეალიზაცია სამგანზომილებიან ეეკლიდეს სივრცეში. 
გრაფს, რომლის რეალიზაციაც შესაძლებელია 
ორგანზომილებიან ევკლიდეს სიგრცეშინ ჰპლანარული ანუ ბრტყელი გრაფი 
ეწოდება. 

თუ CCX) პლანარული გრაფია და სიბრტყესე, სადაც მოთავსებულია ამ 
გრაფის გეომეტრიული რეალიზაცია, გავაკეთებთ ჭრილებს გრაფის წიბოების 
გასწვრივ, მივიღებთ ამ სიბრტყის დაყოფას, რომლის "შემადგენელ ნაწილებსაც 
მოცემული გრაფის წახნაგები ეწოდება. ინტუიციურად ცხადია, რომ ამ 
წახნაგებიდან ერთი იქნება უსასრულო, მას გრაფის გარე წახნაგი ეწოდება. 
თეორემა 22... (ეილერის ფორმულა) პლანარული, სასრული, ბმული CXX) 

გრაფის რომელსაც ” რაოდენობის წვერო და ძ# რაოდენობის წიბო გააჩნია, 

ნებისმიერი გეომეტრიული რეალიზაციისათვის სიბრტყეხე ადგილი აქეს 
ტოლობას: #-49+”=2, სადაც ” გრაფის წახნაგების რიცხვია გრაფის მოცემულ 

რეალიზაციაში. 
დამტკიცება: როგორც ვიცით, #>2 8-1. დავამტკიცოთ თეორემა ინდუქციის 

მეთოდით 4 სიდიდის მიმართ. 

თუ 949:=0/-I მაშინ გრაფი წარმოადგენს ხეს და მისი წახნაგების რიცხვი 

ტოლია ერთის, ასეთ მემთხეევაში: ი-–ძი+1=#-(ი-1)+1=2.
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ეთქვათ თეორემა სამართლიანია როდესაც «= ძ)+!. ამ დროს ადგილი ექნება 
ტოლობას: ”-(იი+I!)+”=-71+1+”=2. ცხადია, როდესაც ძ=9ძა+!, მაშინ გრაფი 
შეიცავს ციკლებს და #>2,. 

ენახოთ როგორ იქნება საქმე როდესაც ძ«ძ=ძ9ა+/I+1. ამ დროს წახნაგების 

რიცხვი ” >» და 0-(4ე+!+1)+”ა=ი-(#09V-1)+1+1)+” =-/+” >2. 

ვთქვათ, მოცემულ გრაფშიიდთ რომლის წვეროების რიცხვია ” ლდა წიბოების 

რიცხეი «=4ძა+I1+1, გვაქეს C ციკლი. 

თუ § წიბოა ამ ციკლზე, მაშინ ამ წიბოს ესაზლვრება ერთი მხრიდან ერთი 

წასნაგი, მეორე მხრიდან- მეორე წახნაგი. თუ ამ წიბოს ამოვიღებთ გრაფიდან, 
მიღებული გრაფისათვის ადგილი ექნება დასამტკიცკებელ ტოლობას. ამასთან, 
მისი წახნაგების რიცხეი შემცირდება ერთით. ადგილი აქვს მიმართებებს: 
-I+1+7-=2, -/+”>2 და ”-I=”. აქედან გვექნება –/+1+”-1=-1+”'=2და 
-I+/”>2. ეს კი ნიშნავს, რომ –/+/”'=ს-(0-1)+1)+/” = #-–(ძა+/+1)+/=2 

თეორემა დამტკიცდა. 
ამ თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ სასრული, ბმული გრაფის წახნაგების 

რიცხვი მის ნებისმიერ რეალიზაციაში ერთი და იგივეა. 
ცხადია, არსებობსს პლანარული გრაფების რეალიზაცია სფეროზე. ამ 

შემთხვევეაში გრაფის ყოველი წახნაგი სასრულია. 
თეორემა 222: პლანარული,„ სასრული ბმული გრაფის ნებისმიერი 
რეალიზაციისათვის სფეროზე, ადგილი აქვს ეილერის ფორმულას. 
დამტკიცება: ავიღოთ, რაიმე წერტილი გრაფის რომელიმე წახნაგის შიგნით 
მოცემულ რეალიზაციაში და განეიხილით ამ წერტილიდან სფეროს ცენტრალური 
პროექცია იმ სიბრტყეზე რომელიც ეხება სფეროს და ყველაზე შორსაა 

აღებული წერტილიდან. 
ასეთი პროექციით მივიღებთ გრაფის რეალიზაციას სიბრტყეზე აქედან 
გამომდინარე, ცხადია, გრაფის რეალიზსაციისთვის სფეროზე იგივე ურთიერთ 
დამოკიდებულება იქნება გრაფის წვეროებს, წიბოებსა და წახნაგებს შორის, 
სფერული რეალიზაციის დროს, რა დამოკიდებულებაც არის მისი სიბრტყესე 

რეალიზაციის დროს. 
თეორემა დამტკიცდა. 
ამ თეორემიდან გამომდინარეობს საინტერესო შედეგი: 
თეორემა 22.2 ყოველი ამოსნექილი მრავალწახნაგისათვისს ეეკლიდეს 
სამგანსომილებიან სივრცეში ადგილი აქვს ფორმულას: #-9+”=2, სადაც /#.0.” 
მოცემული მრავალწახნაგის წვეროების, წიბოების და წახნაგების რაოდენობებია 
შესაბამისად. 
დამტკიცება: განვიხილოთ გრაფი, რომლის წვეროები მოცემული 
მრავალწახნაგის წვეროებია, წიბოები- მოცემული მრავალწახნაგის წიბოები. 
ამ გრაფის რეალიზაციის დროს სფეროზე, გვექნება იმდენი გრაფის წახნაგი 
რამდენი წახნაგიც აქეს მოცემულ მრავალწახნაგს. აქედან გამომდინარე, ცხადია 
ადგილი ექნება ტოლობას: #-9+#7=2. 
თეორემა დამტკიცდა. 

განეიხილოთ ერთგვაროვანი სრული გრაფი გრაფი C.(X), სადაც 

X=(%,X,,X,,X,.X,)1. ნახ. M12.
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ნახ. M12. 

თეორემა 224. გრაფი C,(X) არაა პლანარული. 

დამტკიცება: გრაფი რომ იყოს პლანარული, მაშინ მისი ნებისმიერი 
რეალიზაციისთვის ადგილი უნდა ჰქონდეს ეილერის ფორმულას: ი” –იძ+#=2. 

ამ გრაფში #27=5,9=10, ამიტომ #=7. თითოეული წახნაგი შემოსასღვრულია 

ციკლით, რომელიც შეიცავს არანაკლებ სამ წიბოს. გადავნომროთ წახნაგები 
რიცხვებით 1.2,..6,7, გვთქეათ ასე გადანომრილ წახნაგების წიბოთა 

7 

რაოდენობებია შესაბამისად: ძ,.9შე,....4,,4,. აქედან გამომდინარე, 2,0,>3”=21და 
ე 

1 

29, =2ძ=20. მივიღეთ წინააღმდეგობა, მაშასადამე, C,(X) გრაფის რეალიზაცია 
; 

სიბრტყეზე არ ხერხდება. 
თეორემა დამტკიცდა. 
განვიხილოთ არაორიენტირებული გრაფი C,კ(V), რომლის წეეროების 

სიმრავლეა: X =(IX,,X,,%,/,,)#:.X»), წიბოების სიმრავლე: C,კ =1#9,),. 9 ხოლო 

სტრუქტურა: დ:C -> (IX, ”,))) 23, კ, ინექციაა. 

ნახ. #13.
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თეორემა 22-94. გრაფი C,კ(X) არაა პლანარული. 

დამტკიცება: გრაფში #=6,0 =9. გრაფი რომ იყოს პლანარული, მაშინ ეილერის 

ფორმულის საშუალებით გამოთელილი მისი წახნაგების რიცხვი ”=5. 
თითოეული წახნაგი შემოსაზღვრულია ციკლით, რომლის წიბოების რაოდენობა 

არანაკლებია 4-ზე თუ გადაენომრავთ წახნაგებს შესაბამის შემომსაზღვრელ 

ციკლებში, წიბოების რაოდენობებისთვის გვექნება უტოლობები: იძ, > 4,/ =12,...,5. 
: § 

აქედან გამომდინარეობს 2.ძ, >4-=20 დაპ, ძ, =2ძ =18. მივიღეთ წინააღმდეგობა, 
' I 

მაშასადამე, ჩეენი დაშვება, რომ გრაფი პლანბარულია არ ყოფილა სწორი. 
თეორემა დამტკიცდა. 

განსაზღვრება 222 X» და » ბოლოებისა მქონე § წიბოს დაყოფა ეწოდება 

ოჰერაციას არაორიენტირებულ გრაფში რომელიც შედგება შემდეგი 
მოქმედებებისაგან: 

ა, «წიბოს ამოღება, ბ) 2 წვეროს დამატება, დ) ისეთიდნ,§,: წიბოების 

დამატება, რომელთა ბოლოებია X,2 და#,2 შესაბამისად. 

” გრაფს უწოდებენ არაორიენტირებული C გრაფის ქვედანაყოფს, თუ იგი 
მიიღება C გრაფისაგან წიბოთა დაყოფის სასრული რაოდენობის ოპერაციით. 

გრაფებს 6, და C, “უწოდებენ პომეომორფულს, თუ არსებობს მათი 

ისომორფული ქეედანაყოფები. 
დაუმტკიცებლად მოვიყეანოთ, ერთი მნიშენელოვანი თეორემა. 
თეორემა 22.2. (პონტრიაგინი-კურატოვსკი). იმისათვის რომ გრაფი იყოს 

პლანარული, აუცილებელი და საკმარისია მას არ გააჩნდეს C,(X) გრაფის ან 

C,კ(X) გრაფის ჰომეომორფული ქეეგრაფი. 

სავარჯი შოები: 
1. ააგეთ პლანარული გრაფები. 
2. ააეთ არანაკლებ სამი არაპლანარული გრაფი. 

§23. გრაფთა შეღებვა, გრაფის ქრომატული რიცხვი 
როგორც დავინახეთ ზემოთ, თეორემების დამტკიცებისას, სასრული, ბმული, 

პლანარული ძ რაოდენობის წიბოს მქონე არაორიენტირებული გრაფის 

ნებისმიერი რეალიზაციისთვის სიბრტყესე ადგილი აქეს ტოლობას: 2,9, = 20, 
1 

სადაც M#გრაფის წახნაგების რიცხვია, ძ, !-ური წახნაგის შემომსასღერელი 

ციკლში წიბოების რაოდენობა. 

თეორემა 231) თუ სასრულ ბმულ პლანარულ გრაფში, რომლის წეეროების 

რიცხვია ი, წიბოების რიცხეი 4, გრაფი არ წარმოადგენს ხეს და ყველა ციკლის 
# 

სიგრძე #,#>3, მაშინ ადგილი აქვს უტოლობას: 4«5--0-2). 

დამტკიცება: თეორემის პირობიდან გამომდინარეობს, რომ 4, >L და თუ 

გავითვალისწინებთ რშემოთ მოყვანილ ტოლობას, მიეიღებთ 2ძ9>#-, »< 24%. 
#
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ეილერის ფორმულიდან გვაქეს: X=2-/0+4, აქედან გამომდინარე 2– 9+4< 2 

  და გვექნება 2ML–-IM2+M#M9 <29, (L-–2)0 <M(6 – 2). საბოლოოდ: ძ < 

თეორემა დამტკიცდა. 
ამ თეორემიდან უშუალოდ გამომდინარეობს ”შემდეგი თეორემა: 
თეორემა23.2. ყოველ სასრულ, ბმულ, პლანარულ გრაფშიი რომელსაც 

მარყუჟები და ჯერადი წიბოები არგააჩნია, წვეროების რიცხეია »>3, წიბოების 
რიცხვი 4, ადგილი აქვს უტოლობას: ი <3(ი – 2). 

CCV») გრაფში წვეროების სიმრავლის ქეესიმრავლეს”X C X 

უწოდებენ დამოუკიდებელ წვეროთა სიმრავლეს, თუ ამ სიმრავლიდან აღებულ 
წვეროთა არც ერთი 
წყვილი არ წარმოადგენს რომელიმე წიბოს ბოლოებს. 
ვთქვათ, მოცემულია CCV) გრაფი და სიმრავლე C =(C,C),.,C,), რომელსაც 

ფერების სიმრავლეს უწოდებენ ნებისმიერ ასახეას /:X-–>C «უწოდებენ C(X) 

ჯრაფის შეღებვას. შეღებვას უწოდებენ სწორად შეღებეას, თუ ორი მესობელი 
წვერო ერთნაირად არაა შეღებილი, ანუ 

ამ წვეროებს ერთიდა იგივე C, ელემენტი არ შეესაბამება #/:X-–+>C ასახვის 

დროს. 
ფერთა მინიმალურ ”» რიცხეს, რომელთა საშუალებითაც შესაძლებელია CCX) 

გრაფის სწორად “შეღებვა, ამ გრაფის ქრომატული რიცხეი ეწოდება, იგი 
აღინიშნება ასე: CL C(7X). 

ადვილია იმის დამტკიცება, რომ გრაფის ქტომატული რიცხვი ტოლია ამ გრაფის 
წვეროების სიმრავლის დამოუკიდებელ სიმრავლეებად დაყოფების მინიმალური 
სიმძლაერის. 

ჯ-207-2- 

თეორემა 233 პლანარულ გრაფში, რომელსაც არ გააჩნია მარყუჟები და 
ჯერადი წიბოები„ არსებობს წვერო X», რომლის ხარისხი აკმაყოფილებს 

უტოლობას: #24(») < 5. 

დამტკიცება: ეთქვათ, CCX) პლანარული გრაფია, რიცხვი # და რიცხვი 4« კი ამ 

გრაფის წვეროებისა და წიბოების რაოდენობებებს გამოსახაეს. წინა თეორემიდან, 

როდესაც #=3, გვექნება. «<3(0-2)<3ი. ეთქვათ, მ, წვეეროთა მინიმალური 

ხარისხია CCX) გრაფში. მაშინ: 

62>2ძ= 32თ > იძია. 
ი 

აქედან გამომდინარე; ი,,ა<6, ანუ ძი,„<5. ეთქვათ XX» ის წვეეროა, 

რომლისთვისაც 4(ი =ძ,» 

თეორემა დამტკიცდა. 
თეორემა 23.44 პლანარული გრაფის ქრომატული რიცხვი არ აღემატება ოთხს. 
ეს თეორემა დიდი ხანი არაა რაც დამტკიცდა. დამტკიცება საკმაოდ რთულია. 

დავამტკიცოთ უფრო მარტივად დასამტკიცებელი თეორემა: 
თეორემა 2349. პლანარული გრაფის ქრომატული რიცხეი არ აღემატება ხუთს. 
ეს თეორემა ასედაც შეიძლება იქნეს ფორმულირებული: ყოველი პლანარული 

ბრაფი შეიძლება სწორად შეიღებოს არაუმეტეს ხუთი ფერით. 
დამტკიცება: თეორემა დავამტკიცოთ ინდუქციით, წვეროთა ი რიცხვის მიმართ. 

I თუ 27=1 თეორემის დასკენა სრულდება.
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I. ვთქვათ, ყველა პლანარული გრაფისათვის, რომლის წეეროების რიცხვიც 
აკმაყოფილებს #< წ, უტოლობას, თეორემის დასკვნა სრულდება. განეიხილოთ 
პლანარული გრაფი CCX), რომლის წვეროთა რიცხვია #. დავუშვათ ამ გრაფში 
არ არიან მარყუჟები და ჯერადი წიბოები. წინა თეორემიდან გამომდინარე, 
გრაფში იარსებებს X წეერო, რომლის ხარისხი 7(X) < 5. განვიხილოთ მოცემული 
გრაფის გეომეტრიული რეალიზაცია სიბრტყეზე. ამოვიღოთ გრაფიდან X წვერო 
და ყველა მასთან ინციდენტური წიბოები. მიეიღებთ პლანარულC(Xჯ) გრაფს /ი –1 
რაოდენობის წვეროთი. ინდუქციური დაშვების გამო, მიღებული გრაფისათვის 
თეორემი–“ დასკვნა უნდა სრულდებოდეს, ანუ უნდა არსებობდეს ასახვა: 
#I:75C=(C,C,C,C,,C,), რომელიც მეზობელ წვეროებს სხეადასხვა ფერებს 
შეუსაბამებს. 

ვთქვათ, C(CX) გრაფში X წვეროს მეზობელი წვეროებია: X,X,,..X,, სადაც# <5. 
შესაძლებელია ორი "შემთხვევა: 

IL შეღებილი CC”) გრაფის X,X,,..X. წეეროების ფერებს შორის არ არსებობს 
ფერი C, 1<7<5 ინდექსის რომელიმე 7: მნიშენელობისთვის. მაშინ» 

წვეროს შეეუსაბამოთ C. ფერი, ამგვარად, მივიღებთ C(CX) გრაფის სწორად 
შეღებვას. 

2. #ლ0)=5 და C(”) გრაფის X,,X,.X წვეროებს შორის ხუთივე ფერის 

წეეროებია. ზოგადობის დაურღვევლად შეიძლება დავუშვათ, რომ CCX) გრაფის 

სიბრტყეზე რეალიზაციისას X,,..X. წვეროები განლაგებულია სიბრტყეზე X 

წვეროდან საათის ისრის მიმართულებით და /(X,)=C,:1<7<5. ეთქეათ, # იმ 

წვეროთა სიმრავლეა CC) გრაფში„ რომლებამდე მისელაც X»X,“ წვეროდან 

შესაძლებელია C(I) გრაფის იმ წვეროების გავლით, რომლებიც შეღებილია C, 

და C ფერებით. აქაც შესაძლებელია ორი ვარიანტი: 

ა) XC 4. გავუცეალოთ ადგილები ფერებს შემდეგნაირად: » წვერო შევღებოთ 

C, ფერით, X, წვერო-C, ფერით, ანუ X, წვეროს შეეუსაბამოთ CC C ელემენტი, 

X წვეროს-CCC ელემენტი რადგანაც წვეროები #” სიმრავლიდან არაა 

მეზობელი სხვა C,C, ფერის წვეროებთან, ამიტომ ფერების ამ შეცელით CC”) 

გრაფის სწორი შეღებეა არასწორით არ შეიცელება და X,.X.,..X. წვეროებს 

შორის არ იარსებებს C, ფერით შეღებილი წეერო. ამგვარად გეექნება 

)·-ლი შემთხვევის ანალოგიური შემთხვეეა და “შესაძლებელი იქნება C(C+V) 

გრაფის სწორად შეღებვა. 

ბ) XC 4. ეს ნიშნავს, რომ არსებობს ჯაჭეი, რომელიც გადის მხოლოდ 4 

სიმრავლეში “შემავალ წვეროებზე, იწყება X, წვეროდან და მთაერდება X, 

წვეროში. ჩეენი დაშვებით, ამ წეეროების ფერებია C),Cვ, შესაბამისად. 

ეს ჯაჭეი ორი ისეთი წიბოს დამატებით, რომელთა ბოლოებია (X,X,):(-,X,) 

წყვილები, შესაბამისად, გადაიქცევა ციკლად CCXV) გრაფში. ამასთან X,.X, 

წეეროები განლაგებულნი იქნებიან ამ ციკლის სხეადასხვა მხარეს. ეს ნიშნავს, 

რომ » წვეროდან ეერ გადავალთ X, წეეროში მხოლოდ 4 სიმრაელეში 

შემავალი C,,C, ფერის წვეროების გავლით. 

ვთქვათ, 8 ისეთი სიმრავლეა C(CX) გრაფის წვეროების, რომლებამდის მისვლა 

X, წვეროდან C(CX) გრაფის C;.C, ფერის წვეროების გავლითაა შესაძლებელი,
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მაშინ XC 8 და გვექნება ა) ვარიანტის მსგავსი შემთხვევა. 
ამგვარად, პლანარული გრაფი სწორად შეიძლება შევღებოთ არაუმეტეს ხუთი 
ფერის გამოყენებით. 
თეორემა დამტკიცდა. 

სავარჯიშოები: 
1 რას უდრის სრული გრაფის ქრომატული რიცხეი. 
2. რას უდრის C,კ(X) გრაფის ქრომატული რიცხვი. 

3. რას უდრის C,(X) გრაფის ქრომატული რიცხვი. 

4 შეიძლება თუ არა პლანარული გრაფი რომლის წვეროთა რიცხვია 10, 
სწორად შეიღებოს 7 ფერით. 

5. ააგეთ გრაფი, რომლის ქრომატული რიცხეია ორი 
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თავიXIX 
წრფივი პროგრამირების ელემენტები 

§24 წრფივი პროგრამირების ამოცანა, ამოზნექილი ფიგურები 
ამოცანას რომელიც გულისხმობს 

ძ,,X, + თ,,X, +...+ 0,,X, < ხ, 

ძ;,X, + რე:Xე +...+ შე,X, < ხ, 
4 (0) 

“ +ძ,,X, +...+0,,X, < ხ, 

უტოლობათა სისტემის ისეთი (XI ,XI...,XI) ამონახსნის პოენას, რომლის 

კომპონენტებიც აკმაყოფილებენ 

XI >0,X7 > 0,....,XV >0 (62) 
პირობას და 

2=0,X, +0თეX, +... +ძ,X, = 2,ძ,», 
„I 

(3) 
ფუნქციას, რომელსაც მისნის ფუნქცია ეწოდება, ანიჭებენ 
მინიმალურ(მაქსიმალურ) მნიშვნელობას, წრფივი პროგრამირების ამოცანა 

ეწოდება. 
(0) უტილობათა სისტემის ისეთ ამონახსნს, რიმელიც აკმაყოფილებს 

(2) ჰირობას, წრფივი პროგრამირების ამოცანის დასაშვებ ამონახსნს უწოდებენ. 
წრფივი პროგრამირების ამოცანის ისეთ დასაშეებ ამონახსნს, რომელიც მიზნის 

(3) ფუნქციას ანიჭებს მინიმალურ(მაქსიმალურ) მნიშენელობას, წრფიეი 

პროგრამირების ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნი ეწოდება. 

განეიხილოთ ევკლიდეს ”# განზომილებიანი სივრცე”. #” = #X #X...Xჩ და 

მანმილი მის ორ 4(X,X,,..,X,) და 8მ(V.X,,--#”) წერტილს შორის გამოისახება 
ფორმულით: 
  

ძ(4, 8)= /C – »,)?+(X, – )ც)1+..+(C – »,)? 
”” სიერცეში მდებარე #(X,,X,,..,X,) წერტილისათვის X,,X,...,X, რიცხეებს ამ 

წერტილის კოორდინატები ეწოდება. 

ევკლიდეს ერთგანსომილებიანი სიერცე #' = # წარმოადგენს რიცხვით ღერძს, 

ევკლიდეს ორგანზომილებიანი სიერცე #” = #X # წარმოადგენს სიბრტყეს, 
2 

ევკლიდეს სამზომილებიანი სივრცე I) = #X 5+ # წარმოადგენს იმ სიერცეს, 

რომელშიდაც ჩეენ ეცხოვრობთ. 

ეთქეათ, #(X,%,...X,) და 8C(/,X#.-ს#) ორი წერტილია #” სიყრცეში. #4 და8 

წერტილების შემაერთებელი მონაკვეთი #” სივრცეში ეწოდება ამ სივრცის იმ 

C(2,,7) ,...2,) წერტილების ერთობლიობას, რომელთა კოორდინატებიც 4 და8 

წერტილების კოორდინატების საშუალებით გამოისახება შემდეგნაირად:
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2, =(1- 4)X, + #), 

2ე =(1– 4)X, + #», რ 

2, =(1- 4)X, + 4», 

სადაც პარამეტრი. აკმაყოფილებს 0<2<1 პირობას. 
როდესაც 4=0, CC2,,2ე,...2,) წერტილი ემთხვევა #(X,,X,,..,X,) წერტილს,- 

მონაკვეთის ერთ ბოლოს, როდესაც 4=1, C(2,,2,,..,.2,) წერტილი ემთხვევა 

80. X#..--».) წერტილს- მონაკვეთის მეორე ბოლოს. 4 დაზ წერტილების 

შემაერთებელი მონაკეეთის იმ წერტილს, რომელიც შეესაბამება 4 პარამეტრის 
იმ მნიშენელობას, რომელიც აკმაყოფილებს 0 < 4 <1პირობას ამ მონაკვეთის შიგა 

წერტილი ეწოდეპა. 
ორგანზომილებიან ევკლიდეს #” სიერცეში, ანუ სიბრტყეში, ორი #(X,,X;) და 

80.) წერტილის შემაერთებელი მონაკვეთი იქნება ისეთი CX2,.2,) 
წერტილების ერთობლიობა, რომლის კოორდინატებიც გამოისახება 
შემდეგნაირად: 

2, =(1– 2)X, + #)”, 

2: =(1 – 4)X, + #7», , (5) 

სადაც პარამეტრი # აკმაყოფილებს 0 <74<1 პირობას. 
ვაჩვენოთ, რომ ასეთ შემთხვევაში მონაკვეთის ასეთნაირი განსაზღვრებით 
ვღებულობთ იმავე გეომეტრიულ ფიგურას რასაც ჩვენ ვუწორებთ მონაკვეთს 
გეომეტრიის სასკოლო კურსში. 

მართლაც, გეომეტრიის სასკოლო კურსში მონაკვეთი ეწოდება რაიმე / წრფის იმ 
წერტილთა ერთობლიობას, რომლებიც მოთავსებულნი არიან წრფეზე აღებულ 
ორ #და 8 წერტილს შორის. 
ავაგოთ სიბრტქეზე დეკარტის კოორდინატთა სისტემ: 

/ 

  

  

  

        

4 – 

X3 6C”,,X7.) 

2: C(2,,2;) 

X 4C0,,X) 

ე », 2, » 

ნახ. M#1  
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განვიხილოთ / წრფეზე მდებარე #8 მონაკვეთის ნებისმიერი C(C2,,2,) წერტილი. 

ვთქვათ, 48 მონაკვეთის სიგძეა 2, C8 მონაკვეთის სიგრძე კი 4, მაშინ 4C 
მონაკვეთის სიგრძე იქნება #-4. 

გავნისილოთ სიდიდე 2გ=#- 9, ცხადია, ეს სიდიდე აკმაყოფილებს პირობას 
#7? 

0<4<1. სიდიდე 4-1-გ. L4CI_; IC8| _ 
? 

, 1-2. აქედან გამომდინარ (28) (78) აქედან გამომდინარე 

4 I4CI _ _4 | 4C | _ 2, –<X, _ = IC8| 1-7. (C8) #=, =>. აქედან ვღებულობთ 7, –X, – #2, + 4X, = 47, – 4,, 

ანუ 2, =(1- 4)X, +#2V,. 

| 4C | _ 2: –X. _ _4 

ააემე LC8) I, -2, 1-2 
ანუ 2; =(1– 2)X, +”. როგორც ვხედავთ, 48 მონაკვეთის ნებისმიერი C 

წერტილის კოორდინატები 2,,2, გამოისახებიან (5) ფორმულებით. 

როდესაც 4=0, C(C2,,2ე) წერტილი ემთხვევა #C,,X,) წერტილს- მონაკვეთის 

ერთ ბოლოს, როდესაც 4=1, CC2,,2.) წერტილი ემთხეევა 8(V,,») წერტილს- 
მონაკვეთის მეორე ბოლოს. 
ვაჩვენოთ პირიქითაც, ვთქეათ წერტილთა რაღაც ერობლიობა ისეთია, რომ ამ 

ერთობლიობის ცვლადი C წერტილის კოორდინატები 2,2; გამოისახებიან 
ფორმულებით; 

  

  „· აქედან კი ვღებულობთ 7, – X, – #2, + 4X, = #/ე – 42, 

2, =(1– 4)X, + 4, 
2; =(1– 4)X. + 4, , 

სადაც X,X. სიბრტყის რაიმე 4 წერტილის კოორდინატებია, »,X#.კი- სიბრტყის 
რაიმე 8 წერტილის კოორდინატები, ხოლო პარამეტრი 2 აკმაყოფილებს 0<#51 

პირობას. მაშინ, ცხადია, 2, =(1- 2)X, + 2», ტოლობიდან შეგვიძლია მივიღოთ 

2, – X, – 42, + 2X, = 4), – 22, ტოლობა, ამ ტოლობიდან კი: 

  

  

2:-:%- 1-7 ასევე: 2; =(1- 4)X, +”, ტოლობიდან შეგვიძლია მივიღოთ: 
7, – 2, – 

2ე – X, – 42, + 4X, = 4), – 47 ტოლობა, ამ ტოლობიდან კი: 525-%- => ტოლობა. 
2.2. - 

მიღებული ტოლობების მარჯვენა მხარეები ტოლია, აქედან გამომდინარე 

2 -% _ 2-%.. (დ 

ს 2 XX -X2 

მაშასადამე, წერტილთა ჩეენ მიერ განხილული ერთობლიობის ცელადი 
წერტილის კოორდინატები აკმაოფილებენ უკანასკნელ ტოლობას. ეს ტოლობა კი 

მოცემულ ორ #(»X,X»,)და 8») წერტილზე გამავალი წრფის განტოლებას 
წარმოადგენს. ეს კი ნიშნავს, რომ წერტილთა ჩეენ მიერ განხილული 

ერთობლიობის ელემენტები მდებარეობენ ერთ წრფეზე და რადგან პარამეტრი 2 

აკმაყოფილებს 0 < 4<1 პირობას, ერთობლიობის წერტილები მოთავსებულნი 

იქნებიან ამაეე წრფეზე მდებარე 4CX,X)და მ(7.».) წერტილებს შორის. 

#” სიერცის ნებისმიერ არაცარიელ ქეესიმრაელეს ამ სიგრცეში მდებარე 

ფიგურას უწოდებენ.
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#” სივრცეში მდებარე რაიმე # ფიგურას უწოდებენ ამოზნექილ ფიგურას, თუ 
იგი მის ნებისმიერ ორ 4,8C ” წერტილთან ერთად შეიცავს ამ წერტილების 
შემაერთებელი მონაკეეთის ყოველ წერტილსაც. 
სიბრტყეზე მდებარე ამოზნექილი და არაამოზნექილი ფიგურები გრაფიკულად 

შეიძლება გამოისახონ შემდეგნაირად: 

“თ. C5 
ამოსნექილი ფიგურა. არაამოზნექილი ფიგურა. 

ნახ. M2 

»” სივრცის ამოზნექილი # ფიგურის იმ წერტილს, რომელიც ამ ფიგურაში 
მდებარე ნებისმიერი ორი განსხვავებული #,8C #,4# 8 წერტილის შემაერთებელი 
მონაკვეთის შიგა წერტილს არ წარმოადგენს, ამ ფიგურის კიდურა წერტილი 
წოდება. 

ს სიბრტყეზე მდებარე ამოზნექილ ფიგურათა კიდურა წერტილები გრაფიკულად 
შეიძლება ასე წარმოვიდგინოთ: 

8. ი 
ნახ.3. 

4 წერტილი მარცხენა ფიგურაზე 8 დაC წერტილები მარჯვენა ფიგურაზე 

წარმოადგენენ კიდურა წერტილებს, ხოლი C წერტილი მარცხენა ფიგურაზე და 
# წერტილი მარჯეენა ფიგურაზე არ წარმოადგენენ კიდურა წერტილებს. 

თეორემა 24.L #” სივრცის ორი ამოსნექილი #, და #. ფიგურის თანაკვეთა 

#,CI#), თუ იგი არაცარიელია, წარმოადგენს ასევე ამოსნექილ ფიგურას. 

დამტკიცება: განეიხილოთ #, (0 ჩ, ნებისმიერი ორი წერტილი და მათი 
შემაერთებელი მონაკვეთი, რადგან სიმრავლეები ამოზნექილია, მონაკეეთი 

ეკუთვნის, როგორც #, სიმრავლესაც ასევე/ე სიმრავლესაც და აქედან 
გამომდინარე ამ სიმრავლეთა თანაკვეთასაც. ეს კი ამტკიცებს თეორემას. 

თეორემა 24-22 M#' სივრცის ის ქვესიმრავლე, რომლის წერტილთა 
კოორდინატებიც აკმაყოფილებენ უტოლობას: 

ძ,2, +0,2ე +...+ 0,2, < ხ, 

წარმოადგენს ამოზნექილ ფიგურას ამ სიერცეში. 

დამტკიცება: ავიღოთ ამ ფიგურის ორი წერტილი #(»,,X,,...,X,) და.8(/,.7:,--»#,) · 

ცხადია, მაშინ ძ,X, +0ძ,X, +... +9ი,X, <ხ, და ძ,I/, +0,X, +...+ 0,), <ხ,. 

გავამრავლოთ პირველი უტოლობა 1-2 რიცხვზე, მეორე უტოლობა-4 რიცხვზე, 
სადაც 0< 451. მიღებული უტოლობები შეეკრიბოთ, მივიღებთ: 

0 – 2)ძ,X, +(1<– 4)0,,X; + ...+(1– 2)რ„X,, + 20,», + 20»; +...+ 40,,7/, < (1– 4X, + #ხ,. 
ამ უტოლობის გარდაქმნით მიეიღებთ:
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მ, (01 – 4)X, + 4/,)+ ძც((1 – 4)X; + 4/,)+ ...+ ი„(0 – 4)X, + #»,) <. ნ, . 

ეს კი ნიშნავს, რომ 4 და 8 წერტილის შემაერთებელი მონაკვეთის ყოველი 

წერტილი კოორდინატებით 7, =(1- 4)», + #/,,/ =1,2,..,#,0<2<) ეკუთვნის 

ი,2,+0კც2ე +..+0,,2, <ხ, უტოლობით განსაზღერულ ფიგურას. თეორემა 

დამტკიცდა. 
განვიხილოთ კერძო შემთხეევა, ეთქეათ, მოცემულია უტოლობა 

ძეX,+0ეX, <ხ,. 

ამ უტოლობით განსაზღვრული წერტილების სიმრავლე X»,0», საკოორდინატო 
სიბრტყეზე წარმოადგენს ნახევარსიბრტყეს, რომლის წერტილებიც მოთაესებულია 

ძეX,+ძცX, =ხ, ზოგადი განტოლებით განსაზღვრული /! წრფეზე ან მის ქვემოთ 

ქვემოთ: 

. ! 

ძ,X,+0აეX, <ხ,. 
  

  

  

  

  >“ 
C % ”   

ნახ. M4, 
წერტილთა ეს სიმრავლე, როგორც ვხედაეთ, ამოზნექილია. 
თუ მიცემულია უტოლობათა სისტემა: 

ძ,,X, + 0,Xკ +..+ 0,X, < ხ, 

ძე,X, + შ.ეXე +...+ თე,X, < ხე 

  

M” +ძე.X +..+ მეჯ, << ხ, 

მაშინ ამ სისტემაში შემავალი თითოეული უტოლობით განსასღერული ფიგურა 

ამოზნექილი იქნება. უტოლობათა სისტემით განსასღერული ფიგურა 
წარმოადგენს სისტემის თითოეული უტოლობით განსასღვრულ ამოზნექილ 
ფიგურათა თანაკვეთას. ამიტომ იგი იქნება ამოზნექილი. 

7 =2,X =3, განვიხილოთ კერძო შემთხვევა, გვექნება უტოლობათა სისტემა: 

ძ,,X, + 0,:X; 5 ხ, 

+ 0:,X, + ძე,X; < ხ , (წ) 

L9,X, + თკ:X; < ჩა 

მაშინ ფიგურას, რომელიც განისასღვრება ამ უტოლობათა სისტემით, 

საკოორდინატო სიბრტყეზე ექნება შემდეგი სახე: ნა. M5, სადაც /, თეცX, + 6,ეX, = ჩ, 

განტოლებით განსაზღერული წრფეა, #7: C;,X, +0:X, =6; განტ“ილებით 

განსაზღვრული წრფე, / კი თკ,X, +თX. =6ხ, განტოლებით განსაზღვრული წრფე. 

4 და8 წერტილები წარმოადგენენ (7) 

სისტემით განსაზღვრული ფიგურის კიდურა წერტილებს.
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1 

XI   
  

  

  

  

ნახ. M5. 

ვთქვათ, მიზნის 2= /(X)=2.,ძ», ფუნქცია განსასღვრულია (1) უტოლობათა 
».) 

სისტემით განსაზღვრული ფიგურის XL(CX,X,,..,X,) წერტილთა სიმრაელეზე. 

თეორემა24.2. 2= /(X)=2ეძ,», ფუნქციის მაქსიმალური ან მინიმალური 
»" 

მნიშვნელობები მიიღწევიან მხოლოდ (I) უტოლობათა სისტემით განსასღერული 

ფიგურის კიდურა წერტილებზე. 
დამტკიცება: სოგადობის დაურღვევლად განეიხილოთ მინიმუმის შემთხვევა. 
ვთქვათ, მიზნის ფუნქცია მაქსიმალურ მნიშვნელობას აღწეეს ფიგურის რაიმე 

არაკიდურა XC=,X,,..,X,) წერტილზე. მაშინ ეს წერტილი წარმოადგენს ფიგურის 

რაიმე ორი „(XXI ,.»X.) და 8(» ,X,-..»,) წერტილების შემაერთებელი 

მონაკვეთის შიგა წერტილს. ცხადია, მაშინ /(8)< #(CX) და / (4) < /CX) 

X» წერტილის კოორდინატებისათვის გეაქვს: 

ჯ, =(1– 4)X; + 4V; ,! = 12,...,M:0 < 4 <1. 
მისნის ფუნქცია ამ წერტილებზე აღწევს მნიშენელობებს: 

2= I(X)= 2,C(0–4)X +427) = (1– 2)/C4)+ 2/C8). 

დავუშეათ, /(4)# /(8), მაშინ რადგან #C8) < /(7) და 0<4<1, ამიტომ: 

#C8)<0-2)7(4)+ #/C8). 
აქედან :



199 

0–2)/(8)<0-42)/(C4, 
ანუ: /C8) < /C4). რადგან /C4)< /(X) და 0<24<1, ამიტომ 

#(4)50 –2)/(4)+7/(8), 
ანუ /(4)< /(8). მაშასადამე, ჩეენი დშეება არ ყოფილა სწორი: /(4)= /(8). 

აქედან გამომდინარე, თუ განვიხილაეთ წრფეს, რომელიც გადის 4 და 8 
წერტილებზე, ანუ იმ წერტილთა ერთობლიობას, რომელთა კოორდინატებიც 
აკმაყოფილებენ 

2, =(1– 4)X, + -«V, 

2ე =(1 – 4)Xც + #”, 

2, =(1- 2)X, + 4), 

ტოლობებს, სადაც –თ < 4<C, მაშინ ადეილია იმის ჩეენება, რომ ამ წრფისა და 
ჩვენი ფიგურის თანაკეეთით მიღებული სიმრავლის წერტილებზე /(X) 

ფუნქციის მნიშვნელობა იქნება მუდმივი ცხადია /(X) ფუნქცია მუდმიეი იქნება 

Xჯ წერტილზე გამავალი ნებისმიერი სხეა წრფისა და ჩვენი ფიგურის 
გადაკვეთის წერტილებზე, ეს კი ნიშნავს, რომ /(X) ფუნქცია ფუნქცია მუდმივია 

ფიგურის ნებისმიერ წერტილზე თუ X წარმოადგენს ფიგურის შიგა წერტილს 
ანუ ისეთ წერტილს, რომლის კოორდინატებიც აკმაყოფილებენ 

ძ,,X, + ი,Xე +...+ 0,,X, <ხ, 

0ძ):,X, + ძ::Xე +...+ რე,X, < ხ, 
1 

(2. +ძეX, +...+ 0,ჯ, <ხ, 

უტოლობათა სისტემას. 
ასეთ შემთხვევაში ფუნქციის მუდმივი მნიშენელობა იქნება მაქსიმალური 
მნიშვნელობა და იგი კიდურა წერტილებზეც იგივე იქნება. 

ვთქვათ, არ არის მუდმივი /(X) ფუნქცია და ვთქვათ, X არ არის ფიგურის 

შიგა წერტოლი. განვიხილოთ ჰიპერსიბრტყე, რომელიც განისაზღერება 

განტოლებით: 2,0», = /(X). ამ ჰიპერსიბრტყეზე /(X) ფუნქცია მუდმივია, 
კ=L · 

ჰიპერსიბრტყე არ გაივლის ფიგურის არცერთ შიგა წერტილზე, წინააღმდეგ 
შემთხეევაში, წინა მსჯელობიდან გამომდინარე, /(X) ფუნქცია იქნებოდა 

მუდმივი. აქედან გამომდინარე: 2.ი,», = /(X) ჰიპერსიბრტყე მხოლოდ ეხება 
#51 

ფიგურას და ამიტომ იგი გაივლის ფიგურის ერთ მაინც კიდურა წერტილზე. 
მაშასადამე, იმ შემთხეევაშიც, როდესაც /(X) ფუნქცია მუდმივი არ არის, 

მაქსიმუმი მიიღწევა ფიგურის კიდურა წერტილზე. თეორემა დამტკიცდა. 
ამ თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ წრფივი პროგრამირების ამოცანა რომ 

ამოვხსნათ, საჭიროა, მისნის ფუნქციის მნიშვნელობანი შევამოწმოთ 
(0) უტოლობათა სისტემით განსაზღერული ამოზნექილი ფიგურის კიდურა 

წერტილებზე და ამოეირჩიოთ მათ შორის ის კიდურა წერტილები, 
რომლებზედაც მიზნის ფუნქცია მაქსიმალურია.
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§25. სიმპლექს-მეთოდი 

კიდურა წერტილების თანმიმდევრობითი შერჩეეის ერთ-ერთი მეთოდია 
ეგრეთწოდებული სიმპლექს-მეთოდი. 
სანამ სიმპლექს-მეთოდს განვიხილავდეთ, განვიხილოთ(I) უტოლობათა 

სისტემა (2) პირობებთან ერთად 

ძ,,X, +0ძ,,Xე +...+ რ,X, <ხ, 

შე,X, + 0ე:X; +...+ 0,,X, < ხ, 
წ (8) 

(> +0,,Xე +...+ძ,,X, <ხ, 

X, >0,X, >20,....X, > 0 

და განტოლებათა სისტემა, რომელიც მიიღება უტოლობათა ამ სისტემიდან 
XX, აX,,, დამატებითი ცვლადების შემოღების საშუალებით: 

+..+ძ0,X, =ხ, „I (რა +0ძ,:Xე +..+0,X, + 9,,)X 

სიუ“ +შეეXე +...+ 0,,X, + შეი) + 4 თ, X, =ხ, რ) 
, 

(>. +0,,X +..+0,,X, +ძ +..+ძ,0.X, =ხ, „თ, +Xი 1 რთა | წია) 

სადაც #=/!+ი. 

ამ განტოლებათა სისტემის ” რაოდენობის »X,,,X,.:,-.»X,.,„ ცკელადი დანარჩენი 

ცვლადების საშუალებით წრფივად შეიძლება გამოვსახოთ. ამგვარად (9) 
განტოლება შეიძლება გადაიწეროს ასე: 

„თ +ხ,X +ხ,X, +..+ხ,,X, = 9, 

4 

IX... +ხ,,X, + ხ,ეX +...+ხ,X, = ძ, 

იმ M რაოდენობის ცვლადს, რომლებიც დანარჩენი ცვლადების საშუალებით 
წრფივად შეიძლება გამოვსახოთ, საბაზისო ცვლადები ეწოდებათ, ხოლო 
დანარჩენ ცვლადებს- თავისუფალი ცვლადები. 
(9) განტოლებათა სისტემის ამონახსნი ადვილად მიიღება თუ (10) განტოლებათა 
სისტემაში თავისუფალ ცელადებს მივცემთ რაიმე მნიშენელობებს. 
თუ (10) განტოლებათა სისტემაში თავისუფალ ცელადებს მივცემთ ნულის ტოლ 

მნიშენელობებს, მიეიღებთ (9) განტოლებათა სისტემის ამონახსნს: 
X, =0,X, =0,...,X, =0,X,,, = 9,,X,,ვ = 9)... X,„ = 0, 

ასეთ ამონახსნს საბაზისო ამონახსნს უწოდებენ. თუ ყველა X, >0,! =1.2,...,M+ IM, 

მაშინ საბაზისო ამონახსნს დასაშვებ საბაზისო ამონახსნს უწოდებენ. 
თუ რომელიმე ძ, ნულის ტოლია მაშინ საბასისო ამონახსნს გადაგვარებული 

ეწოდება. 
განვიხილოთ შემთხეეეა #=»+2,#=2, როდესაც (10) სისტემას აქეს სახე: 

ი +ხე», +ხც%, =9ძ, 

ს 5». +ხ;,X, + 6;ეX; = ძე 

LX, +ხ,,X, +ხ,ეX, = ძ 

%,ე + ხ;,X, + ხ,;X,;; +...+ ხ.,X, = ძ, 010) 

#·.2 

(61), 

  

ეს სისტემა განვიხილოთ »X», > 0,X», 2 0,...,X, > 0,X.,, > 0.X„,, >0 პირობებთან ერთად.
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ამ განტოლებათა სისტემაში თავისუფალი ცელადებია მხოლოდ », დაX, 
ცხადია, ამ ცვლადებისთვის 

ხ,,X, +ხ,X, <ძ, 

სხათ + ხეუX, < 0, 

IC. +ხ,ეX, 5 0, 

X, >0,X, >0 

(12) უტოლობები X»X,0_X, საკოორდინატო სიბრტყეზე ქმნიან ამოზნექილ V 
ფიგურას. ცხადია, (I1) სისტემის დასაშვებ საბაზისო ამონახსნს, რომელშიდაც 
X, = X, =0, შეესაბამება V ფიგურის C კიდურა წერტილი. იხილე ნახ. M#6. 

02 

X%5 

ნახ. M6 
ეს ფაქტი გვაფიქრებინებს, რომ (9) სისტემის ბაზისურ ამონახნებსა და (8) 
უტოლობათა სისტემით განსაზღერული ამოზნექილი ფიგურის კიდურა 
წერტილებს შორის რაღაც კავშირი არსებობს. 
ადგილი აქეს თეორემას: 
თეორემა 24.4. (9) განტოლებათა სისტემის ყოველი დასაშეები საბაზისო 

ამონახსნი შეესაბამება (8) უტოლობათა სისტემის დასაშვები ამონახსნებისაგან 
შედგენილი ამოზნექილი ფიგურის კიდურა წერტილს. 
დამტკიცება: (8) ეტოლობათა სისტემიით განსაზღვრული ამოზსნექილი ფიგურის 

ყოველ წერტილს, რომლის კოორდინატებიცაა X,,X.,..სX, ცალსახად შეესაბამება 

(9) განტოლებათა სისტემის ერთადერთი დასაშვები ამონახსნი. ეს ფაქტი 

გამომდინარეობს იქედან, რომ (9) განტოლებათა სისტემის »,.,,X,,,.»X,, 

ბასისური ცვლადების მნიშვნელობანი ცალსახად განისაზღვრებიან X,X,,...X, 

თავისუფალი ცვლადების მნიშვნელობებით. 

ეთქვათ, X,X,(8) უტოლობათა სისტემიით განსაზღერული ამო'სნექილი V 

წერტილებია კოორდინატებით: »X»|,1= 1,2,...,M:X7,) = 1,2...) , შესაბამისად. 

ამ წერტილებს შეესაბამებიან (9) განტოლებათა სისტემის ამონახსნები 
' 2 2 2 .? 2 – 
ათს XC, X2 აა X,X0 ესა X ე, სადაც #+»M1=#. განვიხილოთ XC XI. XC, XX 

ნებისმიერი X წერტილი, რომელიც მდებარეობს X,Xე წერტილებს შორის მათ 

შემაერთებელ მონაკვეთზე. ამ წერტილის კოორდინატები: X,X,,...X, 

გამოისახებიან თანაფარდობებით: », = 2X) +(1– 2)»?. ამ წერტილს (9) 

განტოლებათა სისტემის წრფიეობის გამო შეესაბამება ამ სისტემის დასაშვები 
ამონახსნი:
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X, = 2X) +(1 – 2)X; ,...,X, = 2X) +(1– 2)X2 ,X,,, = 4X),, +(1– 2)ჯ? 

„=2X),, +0 – 2)X2 ი+.. 

ი+I>"" 

ადის ამ ამონახსნის კომპონენტები წარმოადგენენ იმ მონაკვეთის X 

წერტილის „კოოედინატებს, რომელიც ერთმანეთთან აერთებს XI,XI,..., XI XI, ,--XI,, 

ს XI) XX ა: XC კოორდინატების მქონე X,.X, წერტილებს #”” სიერცეში. 

რადგან X6V წერტილი ნებისმიერად არის აღებული, ამიტომ X,,X, 

წერტილების შემაერთებელ მონაკვეთს ურთიერთცალსახად შეესაბამება XX, 

წერტილების შემაერთებელი მონაკვეთი, რომლის თითოეული წერტილის 
კოორდინატები წარმოადგენენ (9) სისტემის დასაშვებ ამონახსნს. აქედან 
გამომდინარე, V სიმრავლის ყოველ არაკიდურა წერტილს შეესაბამება (9) 

სისტემის დასაშეებ ამონახსნთა L სიმრავლის არაკიდურა წერტილი, ეს კი 
ნიშნაეს, რომ V სიმრავლის ყოველ კიდურა წერტილს აქეს შესაბამისი კიდურა 

წერტილი V სიმრაელეში. 

ეთქვათ, », =0.X, =0,....X, = 0,X,,ე = 0,.X,,ე = 0) ,...,X,,,„ = 9, (9) სისტემის დასაშვები 

საბასისო ამონახსნია. შევეცადოთ. ვიპოვოთ ამავე სისტემის ისეთი სხვა ორი 

დასაშეები ამონახსნი: XI XI, X, 

"+. 

„ოი არააო ბიცას XX. აიმეს. აჯ, 

რომ ყოეელი », სიდიდის მნიშენელობა მოცემულ საბაზისო ამონახსნში იყოს 

XI, X2 

სისიდეების მნიშვნელობათა საშუალო, ანუ: X», =1602+»). ცხადია, / ინდექსის 

ყველა მნიშენელობებისათვის 1-დან M–მდე, დასმული მოთხოვნა დაიყეანება 

მოთხოვნაზე 10 +X2)=0. თუ გავითვალისწინებთ, რომ; > 0,X? > 0,/=1,2,...,7+ 7, 

შეიძლება დავასკენათ: 1 +X-)=0 მოთხოვნა სრულდება მხოლოდ მაშინ, თუ 

XI =0.X? = 0. = 1,2,...,/.. ამგვარად, სამივე ამონახსნი უნდა შეიცავდეს # 

რაოდენობის ნულოვან კომპონენტს, რომლებიც ყოველთვის შეიძლება ჩაითვალონ 
თავისუფალი ცვლადების მნიშვნელობებად. აქედან გამომდინარე, სამივე 
ამონახსნში არათავისუფალი საბაზისო ცვლადების მნიშენელობანიც ერთმანეთს 
უნდა დაემთხვეს, 
ეს კი ნიშნავს, რომ სამივე ამონახსნი ერთმანეტის ტოლი უნდა იყოს. ამგვარად, 
ჩვენი 

მცდელობა წარმოვადგინოთ », სიდიდე XI > X,,X; # », სიდიდეების წრფივი 

კომბინაციის სახით,შედეგს არ იძლევა. გეომეტრიულად ეს იმას ნიშნაეს, რომ V 
სიმრავლის წერტილი კოორდინატებით: 

X, =0,X, =0,...,X, =0,X,,, = 9,,X,,ე = შ; არ შეიძლება მდებარეობდეს 

მოცემული სიმრავლის ორი სხეა წერტილის შემაერთებელი მონაკვეთის შიგნით. 

ეს კი ნიშნაეს, რომ განხილული წერტილი VI სიმრავლის კიდურა წერტილია. 

როგორც ადრე ენახეთ, CV სიმრავლის კიდურა წერტილს ურთიერთცალსახად 
შეესაბამება CV სიმრავლის კიდურა წერტილი, ეს კი ამტკიცებს თეორემას. 
ამ თეორემიდან გამომდინარე, წრფივი პროგრამირების ამოცანის ამოსახსნელად 
საჭირო (8) უტოლობათა სისტემის დასაშვები ამონახსნებისაგან შედგენილი 
ამოზნექილი ფიგურის კიდურა წერტილების შერჩევის საქმე შეიძლება 
შევცვალოთ (9) განტოლებათა სისტემის დასაშეები საბაზისო ამონახსნის 

შერჩევის საქმით. სიმპლექს-მეთოდი ერთ-ერთი მეთოდია, რომლის საშუალებითაც 

ი+2 2, = 94
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ხორციელდება(9) განტოლებათა სისტემის დასაშვები საბაზისო ამონახსნის 
შერჩევის საქმე. 

სიმპლექს- მეთოდი რომ გამოვიყენოთ, წრფივი პროგრამირების ამოცანა უნდა 
დავიყვანოთ ეგრეთწოდებულ კანონიკურ სახეზე, რომელშიც ფიგურირებს არა (8) 
უტოლობათა სისტემა, არამედ (9) განტოლებათა სისტემა, რომელიც მიიღება(8) 
სისტემიდან დამატებითი ცვლადების შემოღების საშუალებით და მიზნის ფუნქცია 

2=2,თ,„X,, რომელის მნიშენელობებიც განიხილება თითოეული დასაშვები 
#5 

საბაზისო ამონახსნის შესაბამის კიდურა წერტილებზე და რომლის მინიმუმის 
წერტილსაც ვეძებთ ამ წერტილებს შორის. (8) უტოლობების დასაშეები 
ამონახსნებით განსაზღერული ამოზნექილი ფიგურა 
იმის მიხედვით, თუ (9) განტოლებათა სისტემის რომელ დასაშვებ საბაზისო 
ამონახსნთან გვაქვს საქმე, გამოისახება უტოლობათა სისტემით: 

ი +ხ,X, +..+ხ, ,X,  §ძ, 

ხ,,X2, +ხ,ეX,, +...+ 6;, ,X,, _ <.9ძ, 

   

თ+-ოX, . 54 ძი სხ», +ხ,,X, +...+ხ, 

და პირობით X, 20,», 20,..,X, _ 20, 

სადაცX, ,X, ს X,  არასაბაზისო ცელადებია. 

თვორჟმა 254. (8) უტოლობების დასაშვები ამონახსნებით განსაზღვრული 
ამოზნექილი ფიგურის კიდურა წერტილი, რომელიც (9) სისტემის დასაშვები 
ბაზისური ამონახსნის შესაბამისია, მაშინ წარმოადგენს წრფივი პროგრამირების 
ამოცანის მიზნის ფუნქციის მინიმუმის წერტილს, თუ მიზნის ფუნქციაში 
არაბაზისურ ცელადებთან მდგომი კოეფიციენტები არაუარყოფითია. 

დამტკიცება: განეიხილით მიზნის ფუნქცია: 7 = C,X, +CეX, +..+0,X,. 2იიყოს მიზნის 
ფუნქციაში იმ შესაკრებთა ჯამი, რომლებშიც თანამამრავლებად შედიან 

საბაზისო ცვლადები. განეიხილოთ 2 – 2ე = 0,,X,, +0,,%ა. +..+0, X,, სადაც 

ს“ %,, არასაბაზისო ცვლადებია. თუ 2, >0,C,, 20,..,0-, >0, მაშინ 

როგორი მნიშვნელობაც არ უნდა მივცეთ X,,,X,,,.»X,, არასბაზისო ცელადებს, 

2-2 სსვაობის მინიმუმი იქნება ნული. ამიტომ > არასდროს არ იქნება ნაკლები 

2 “ხე. ბაზისური ამონახსნისათვის»,, = 0.X,, =0,....,Xკ, = 0, ამიტომ? = 7 

და შეიძლება დავასკვნათ, რომ 2=2ეთ,, მიზნის ფუნქციის მინიმუმია #ა. 
” 

თეორემა დამტკიცდა. 
დამტკიცებული თეორემიდან ჩანს, რომ დასაშეები ბაზისური ამონახსნი, რომლის 

შესაბამისი კიდურა წერტილიც მიზნის ფუნქციას ანიჭებს მინიმალურ 
მნი შენელობას, ერთადერთია, თუ 9, >0 ყველა არაბაზისურ ცვლადთან, ვინაიდან 

ამ შემთხვევაში 2-– 72 =0,,X,, +0,,X,, +..+0,, X,, =0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როდესაც X»,, =0.»,, =0,..,X,, =0. 

ამგვარად, თეორემა 25.5. გეაძლევს კრიტერიუმს წრფივი პროგრამირების 

ამოცანის დასაშვები საბაზისო ამონახსნის ოპტიმალურობის შესახებ, მაგრამ 

პირეელივე ცდით ასეთი ამონახსნის მიღება ხშირ შემთხვევაში არ ხერხდება, 

ხშირად ადვილად დანახული ბაზისური ამონახსნი შფშუალედურია, ამიტომ 

აუცილებელია
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ბაზისური ამონახსნების გაუმჯობესების( ოპტიმალურთან უფრო ახლო მდგომი 
ბაზისური ამონახსნის პოვნის) პროცედურების შესრულება. 
დავუშვათ, დასაშვები ბასისური ამონახსნი: 

X, =0,X, = 0,...,X, = 0,X,,, = 9,,X,,ე = შე). X,,, = ძე. (13) 

არ არის ოპტიმალური, ანუ მიზნის ფუნქციის იმი, კოეფიციენტებს შორის, 
. 

რომლებიც დგანან არასაბასისო ცვლადებთან, ყველა არ არის არაუარყოფითი. 
რომ გადავიდეთ(I3) ამონახსნიდან მეორე დასაშვებ ბაზისურ ამონახსნზე, საჭიროა 
ნულისაგან განსხვავებული გავხადოთ(შევიყვანოთ ბაზისში) რომელიმე 
არასაბაზისო ცვლადი და გავანულოთ საბაზისო ცელადი (გამოეიყვანოთ 
ბაზისიდან). თუ გავითვალისწინებთ შეზღუდვას », 20, მაშინ შეიძლება ვთქვათ, 

რომ 7= 2,0,», ფუნქციის მნიშვნელობა მცირდება მხოლოდ მაშინ, როდესაც 
)#- 

ბაზისში შემავალ ცელადთან ამ მიზნის ფუნქციაში დგას უარყოფითი 
კოეფიციენტი. ცხადია, მიზნის ფუნქციის შემცირება მით უფრო მეტი იქნება, რაც 
მეტია ამ კოეფიციენტის მოდული. 
აღვნიშნოთ §-ით ის / ნომერი, რომელი ნომრითაც დგას ყველაზე დიდი 
მოდულის მქონე უარყოფითი კოეფიციენტი არასაბაზისო ცვლადებთან. 
თუ არასაბაზისო ცვლადს, რომელიც დგას / ინდექსის მქონე კოეფიციენტთან, 

აღვნიშნაეთ X»X,-ით და მივცემთ X»X, =0 სიდიდეს დადებით ნაზრდს, მაშინ ბაზისურ 

ცვლადებს და მიზსნის ფუნქციას წარმოვადგენთ შემდეგი სახით: 

X,ე =9, – ხ,.X,,X,,ე = შე – ხ:,X,,5X,,, = მ, –ხ,,X,, (14) 

72=72:0+0,X,, 05) 

ი» 

სადაც C, <01<§<7». 

რადგანაც C, <0, საჭიროა, რაც შეიძლება მეტად გავადიდოთ », სიდიდე, მაგრამ 

X,-ის გაზრდა გაგრძელდება მანამდე, სანამ რომელიმე საბაზისო X,,,,XM+ე,.- ი 

ცელადი არ განულდება. ეს მოხდება, თუ ერთი მაინც კოეფიციენტი ხ,,! =1,2,...,”! 

(14) ფორმულებში დადებითია. რაც შეეხება ძმ, სიდიდეებს, საწყისი პირობებით 

ძ, >0,! =1,2,....#7/. თუ ხ, დადებითია / ინდექსის რამდენიმე მნიშენელობისათვის, 

მაშინ განულდება ის X», საბაზისო ცელადი (14) ფორმულებიდან, რომელსაც 

შეესაბამება ა” ფარდობათა მინიმალური მნიშვნელობა. ვთქეათ, 
“ 

ფარდობები მინიმალურია 7=/” ინდექსისათვის, მაშინ სღვრული სიდიდე X, 

სადამდეც შეგვიძლია გავზარდოთ X, სიდიდე, მოიძებნება ასე: 

ძ 
X, =––,1<”<7M1<55<#. 

უნდა აღინიშნოს, რომ ერთი მაინც თავისუფალი ძ, წევრის ნულთან ტოლობა 

რომელიმე ხ, კოეფიციენტთან 1 =1,2,..,7., ამ შემთხვევაში საქმე გვაქვს 

გადაგვარებულ ბაზისურ ამონახსნთან, ნიშნავს X, ცვლადის ბაზისურ 

ცვლადებში შესელის შეუძლებლობას იმ პირობის დაცვით, რომ », >0. 

აღწერილი პროცედურა შეიძლება გავიმეოროთ, თოო ახალი ბაზისური ამონახსნი 

უშეებს შემდგომ გაუმჯობესებას(ჩვენ შემთხვევაში შემცირებას) მიზნის ფუნქციის 

მნიშვნელობისა. სიმპლექს-ალგორითმი გულისხმობს აღწერილის მსგავსი 

პროცედურების თანმიმდეერულ შესრულებას მანამდე, სანამ არ იქნება ნაპოენი 
საწყისი წრფივი პროგრამირების ამოცანის ოპტიმალური ამონახსნი ან ამ
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ამოცანის დასაშვებ იმ ამონახსნთა სიმრავლე, რომლებზედაც მიზნის ფუნქციის 

მოდული: I2,0,», ->თ. 
751 

მაგალითი: ვიპოვოთ შემდეგი წრფიე უტოლობათა სისტემის 

2X, +3X, <19 

წ +X, <13 

3X, <15 

(3X, <18 

ის არაუარყოფითი ამონახსნი, რომელიც მინიმალურ მნიშენელობას ანიჭებს 

2=-7X, - 5X, მიზნის ფუნქციას. 

დამატებითი X,,X,,X,X. ცელადების შემოყვანით დავიყვანოთ ეს ამოცანა 

სტანდარტულ სახემდე: 

2X, +3X, +X, =19 

ს2% +Xე +X, =13 

(515 =15 

L3X, + X, = 18 

2=-7X, – 5X-. 

ჩავთვალოთ დამატებითი ცვლადები საბაზისო ცვლადებად, გვექნება: 

(2 =19–-(2»X, +2X,) 

(ი =13-(2X, + X,) 

X, =15–-3X, 

IX, =18-3X, 

? 

, 

  

მივცეთ არასაბაზისო X, და X, ცვლადებს ნულის ტოლი მნიშენელობანი და 
განვიხილოთ საბაზისო ამონახსნი: 

Xგ- =18,X, =15,X, =13,X, =19,Xე =0,X, =0. 

ეს საბაზისო ამონახსნი არაა ოპტიმალური, რადგან მიზნის ფუნქციაში 
არასაბასისო X, და X. ცვლადების წინ უარყოფითი კოეფიციენტებია. 

გადაეიდეთ სხეა საბაზისო ამონახსნზე. 

რადგან X, არასაბაზისო ცვლადის წინ უფრო დიდი მოდულის კოეფიციენტია, 

ამიტომ, სსიმპლექს-ალგორითმის თანახმად, იგი უნდა შევიყვანოთ საბაზისო 
ცვლადების რიგში. ასეეე, სიმპლექს-ალგორითმის თანახმად, განეიხილოთ 

ტოლობები: 
X=19-2X,, 

X =13-2X,, 

X, =15-0XI 

X- =18-3X,. 

19 13 15 18 
და ტილობებისთვის შევამოწმოთ ფარდობები: თს. მათ შორის 

ყველაზე მცირეა 1=6. ამგეარად, საბასისო ცელადი, რომრელიც უნდა 

გადავიყეანოთ არასაბაზისო ცვლადების რიგში, იქნება X-. 

მაშასადამე, ახალი საბაზისო ცველადებია: X,X,,X,,X,, არასაბაზისო: X,,X;.
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გამოვსახოთ საბაზისო ცვლადები არასაბაზისო ცვლადებით, გვექნება: 

X, = 6- + 
3 

X, =15 –3X,, 

, 

“ 

X =)3-0(6-4)+X)=1+<5%-, 

X, =19- (X6- %)+3X)=7+25%--3ი. 

აქედან გამომდინარე, ახალი საბაზისო ამონახსნი იქნება: 
X, =6,X, =15,X, =1,X, =7,X, =0,X, =0, 

მიზნის ფუნქცია კი მიიღებს სახეს: 2= -76-5)- 5X, =-42+ 2 -5-. 

ახალი საბაზისო ამონახსნიც არ იქნება ოპტიმალური, რადგან არასაბაზისო 

ცელად X.-თან კოეფიციენტი უარყოფითია. 
ამიტომ, ახლაც უჩნდა გადაავიდეთ სხვა საბაზისო ამონახსნზე. ამისათვის 

არასაბაზისო ცვლადი X., რომლის წინაც მიზნის ფუნქციის ახალ სახეში 
უარყოფითი კოეფიციენტია, უნდა გადავიდეს საბაზისო ცვლადებში, ხოლო იმის 

გასარკვევად, თუ რომელი საბაზისო ცვლადი უნდა გადავიდეს არასაბაზისო 
ცელადებში, » ტოლობების საფუძველზე, განეიხილოთ ტოლობები: 

X,=6-9X,, 

X, =15-3X,, 

X=1-X., 

X =7-3X,. 

6 15 1 7 
და შესაბამისი ფარდობები: 03 თკ“ სვ მათ შორის ყველაზე მცირეა I. 

აქედან გამომდინარე, სიმპლექს-ალგორითმის თანახმად, არასაბაზისო ცელადებში 

უნდა გადავიდეს X»,. ამგვარად, ახალი საბაზისო ცელადებია: XX, ,X,,X,, 

არასაბაზისო კი X,,X,. 

გამოვსახოთ საბაზისო ცვლადები არასაბაზისო ცვლადები. 

გეექნება: 
=6-26 », 3“ 

2X, 
X, =15–-3X, =15-310+––“ – X))=12–-2X, +3Xს, 

პ .. 

X =1+ <3“ –-X. 

2X, 2 2X, 4 
X = 7+2- -3% = 7+3% -30+---X)= 43% +3X. 

შესაბამისი საბაზისო ამონახსნი იქნება: X, =6,X, =12,X, =1,Xკ = 4,X, = 0,X, =0. 

მისნის ფუნქციას ასეთ შემთხვევაში ექნება სახე: 
2 2 =-42+2% -50+<%5-X)=-47-X +5X,. 

ბოლოს მიღებული საბაზისო ამონახსნიც არ იქნება ოპტიმალური, რადგან X§ 

არასაბაზისო ცვლადთან მისნის ფუნქციაში უარყოფითი კოეფიციენტი მივიღეთ.
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მიპოვოთ კიდეე სხვა საბაზისო ამონახსნი, ამისათვის არასაბაზისო ცვლადი X 

გადავიყვანოთ საბაზისო ცვლადებში, იმის გასარკვეეად, თუ რომელი საბაზისო 
ცელადი უნდა გადავიდეს არასაბაზისო ცელადებში, ახლა "+ ტოლობების 
საფუძველზე, განვიხილოთ ტოლობები: 

და შესაბამისი ფარდობები: =-3.მათ შორის ყეელაზე 

მცირეა 31. 
აქედან გამომდინარე, არასაბაზისო ცვლადებში უნდა გადავიდეს საბაზისო 
ცვლადი X,. გამოვსახოთ ახალი საბაზისო ცელადები არასაბაზისო ცვლადებით: 

3 9 
% =3-=% +2%ი 

1 3 
Xჯ, =6-1+>X, 4223 

3 3 
X, =6+5% “23% 

1 3 
X =3+2% 4ერ. 

აქედან გამომდინარე, საბაზისო ამონახსნი იქნება: 
X- =3,X, =5,X, = 6,Xე =3,Xკ =0,X, =0, 

ხოლო მიზნის ფუნქციას ექნება სახე: 

2=-47-X- +5X, =-47-3+4% -5», +5X, =-50+2», +. 

მიზნის ფუნქციიდან ჩანს, რომ უკანასკნელი საბაზისო ამონახსნი ოპტიმალურია, 
იგი მინიმალურ მნიშვნელობას ანიჭებს მისნის ფუნქციას, ეს მინიმალური 

მნიშენელობაა 2 = –50, რაც შეეხება ჩეენი წრფივი პროგრამირების ამოცანის 

ამონახსნს, იგი შემდეგნაირია: », = 5,Xე =3,2 = –50. 

სავარჯიშოები: 
ამოხსენით შემდები წრფივი ჰროგრამირების ამოცანები: 

( 2X, +X, <4 (X+X, 24 3 წX,+X, <4 

“ (3X,+4X, <7” ' (3X+2X <6” ' LX –4», >3” 

2=2X-5X თი. 2=2X 3» _ _იმX. 2=-X, –3X;_  _ იმX. 

| 3X, –X, <4 : (2X, –X, <4 

· |3X.+4X, <7” “ |3+.+5X, <7” 

2=-2X, +Xე თი. 2=-4X, –3X; სიმX
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თავი XX 

თამაშთა თეორიის ელემენტები 
§26. თამაშთა თეორიის საგანითამაშები პოზიციური ფორმით 

თამაშთა თეორია შექმნილია კონფლიქტური ტიპის მოვლენათა შესასწავლად. 
კონფლიქტური ტიპის მოვლენები ისეთი მოვლენებია, რომლებშიდაც 
მონაწილეობს რომდენიმე მხარე, რომელთა ინტერესები ერთმანეთს არ ემთხვევა. 
ასეთი მელენების სპექტრი ძალიან ფართოა, მას შეიძლება მივაკუთნოთ როგორც 
აზარტული თამაშები, ასეე ომები, კონკურენცია ბაზარზე, სპორტული 
შეჯიბრებანი, პოლიტიკა და სხვა. 
თამაშთა თეორია ერთი მიმართულებაა მათემატიკური დარგისა, რომელსაც 
მათემატიკური მოდელირება ეწოდება. მოვლენის მათემატიკური მოდელის შექმნა 
გულისხმობს ამ მოვლენის არსის აღწერას მათემატიკური ცნებების და 
მიმართებების საშუალებით. მათემატიკური მოდელი, ერთ მხრიე, საკმარისად 
სრულად, ადეკვატურად უნდა აღწერდეს მოელენას, ამავე დროს იგი უნდა იყოს 
ზოგადი, გამოყენებადი მოვლენათა გარკვეული ფართო კლასის აღსაწერად. 
კონფლიქტური ტიპის ყოველი მოვლენის მოდელირების დროს მათემატიკურ 

ცნებებში და მიმართებებში ასახული უნდა იყოს მოელენის ყველა არსებითი 
ფაქტორი, მისი ძირითადი კომპონენტები ასეთებია: 

1. კონფლიქტური მოვლენის მონაწილეები, რომლებსაც მოთამა შეები ეწოდებათ. 
3. გადაწყვეტილებანი, რომელთა მიღებაც მოთამაშეებს შეუძლიათ: მოთამაშეთა 
სტრატეგიები. 

3. მოთამაშეთა მიზნები, რომლებიც რაღაც სარგებლის მიღებას წარმოადგენენ. 
თამაშის მათემატიკური აღწერა უშვებს მისი სამი ფორმის არსებობას, ესენია: 

თამაშები პოზიციური ფორმით, თამაშები ნორმალური ფორმით და 
მახასიათებელი ფუნქციებით წარმოდგენილი თამაშები. 
ჩვენ ძირითადად შევისწავლით თამაშებს ნორმალური ფორმით, ასეეე შევეხებით 
პოზიციურ თამაშებსაც. 
ასეთი ტიპის თამაშებს მიაკუთენებენ ეგრეთწოდებულ სალოწერ თამაშებს: 

კამათლით თამაში, ჭადრაკის თამაში, ნარდის თამაში, კარტით თამაში და სხეა. 
ნებისმიერი სალონური თამაშის დროს თამაშის წესებით დადგენილია 
მიმდეერობა სრულად განსაზღვრული მოქმედებებისა, რომელთაგან თითოეულს 
სელა ეწოდება. მოთამაშის მიერ გაკეთებული სელა შეესაბამება 
ალტერნატივების, ანუ შესაძლებელი სვლების სიმრაელიდან ერთის ამორჩევას. 
კერძო ალტერნატივას, რომელიც მოთამაშის მიერ არის ამორჩეული, არჩევანს 
უწოდებენ. მოთამაშეების მიერ, თამაშის დამთავრებამდე ამორჩეულ სვლათა 
თანმიმდევრობას პარტია ეწოდება. 
პოზიციური თამაშის დროს თამაში იწყება საწყისი მდგომარეობიდან, ანუ 

საწყისი პოზიციიდან და შედგება მოთამაშეთა მიერ თანმიმდევრობით 
გაკეთებული სვლებისაგან. ეს სელები ზოგიერთი თამაშის დროს შეიძლება 
შემთხვევით ხასიათს ატარებდეს გარკვეული ალბათური განაწილებით, იმისაგან 
დამოკიდებულებით, თუ რა ინფორმაციას ფლობს მოთამაშე თამაშის 
მსელელოიებაზე. მაგალითად, ჭადრაკის მოთამაშემ ყოველთეის იცის, თუ რა 
სვლები გაკეთდა თამაშის დაწყებიდან და რა მდგომარეობაა დაფაზე, აქედან 
გამომდინარე, იცის რა სელას გააკეთებს; ნარდის მოთამაშემ იცის, თუ რა 

სელები გაკეთდა თამაშის დაწყებიდან, იცის რა მდგომარეობაა დაფაზე, მაგრამ, 
თუ როგორი იქნება მისი შემდეგი სვლა, დამოკიდებულია შემთხვეეაზე, პოკერის 
მოთამაშემ საზოგადოდ არ იცის, თუ რა სელები გაკეთდა თამაშის დაწყებიდან. 

ყოველი თამაში უნდა დამთავრდეს რაღაც შედეგით, რომლის დროსაც 
გარკვეული უნდა იყოს თითოეული მოთამაშის სარგებელი, რომელიც უნდა
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გამოისახებოდეს რაოდენობრივადნ ანუ რიცხვით, რომელიც სხვადასხვა დროს 
შეიძლება იყოს ქულათა რიცხვი, თანხა ან სხეა. 
პოზიციური თამაში მათემატიკურად შეიძლება წარმოვადგინოთ ისეთი ბმული 

ბრაფით, რომელსაც ხეს უწოდებენ. 

ამ გრაფში გამოვყოთ ერთი წვერო, რომელსაც შევუსაბამებთ თამაშის საწყის 
პოზიციას. 
დანარჩენი წვეროები კი შევუსაბამოთ თამაშის შუალედურ და საბოლოო 
დამამთავრებელ პოზიციებს. 
შუალედური პოზიციების სიმრავლიდან გამოეყოთ ქვესიმრავლე # 

პოზიციებისა, რომლებშიც კეთდება შემთხვევითი სვლები. 
თითოეულ მოთამაშეს შევუსაბამოთ შუალედური პოზიციების სიმრავლის 
ქვესიმრავლე, რომელიც მოიცავს იმ პოზიციებს, რომლებიდანაც მოთამაშე 
ერთვება თამაშში. 

ეს ქვესიმრავლე კიდევ დავყოთ უფრო მცირე ქვესიმრავლეებად, რომლებსაც 
ინფორმაციულ სიმრაგლეეპს უწოდებენ და რომლებშიც შედიან პოზიციები, 
რომლებსაც გააჩნიათ ერთი და იმავე რაოდენობისა და მოთამაშისთვის 
განურჩეველი ალტერნატივები და რომლებშიც არ შედის ერთი პარტიის ორი 
პოზიცია. 
წიბოები, ანუ ხის შტოები, შევუსაბამოთ ალტერნატიეებს, რომლებიდანაც 

მოთამაშე თითოეულ პოზიციაში აფიქსირებს არჩევანს. 
# ქვესიმრაელეზე ალტერნატივების ალბათური განაწილება წარმოვადგინოთ 

როგორც ფუნქცია ამ პოზიციებიდან გამომავალი შტოების სიმრავლიდან 
ერთეულოვან სეგმენტში. 
რომელიმე საბოლოო პოზიციის საწყის პოზიციასთან შემაერთებელი შტოების 
მიმდეერობით წარმოვადგინოთ პარტია. 
მოთამაშეთა სარგებლიანობა შეიძლება გამოვსახოთ ფუნქციებით, რომლებიც 
განსაზღვრულნი არიან საბოლოო პოზიციების სიმრავლეზე. 

ამ მოსაზრებების საფუძველზე შეიძლება მოვიყვანოთ პოზიციური ფორმის 
თამაშის ფორმალური განსაზღერება: 
თამაში პოზიციური ფორმით წარმოადგენს 

#”, ეეე 

<< CC/”,0); ჩა:M;7 =ს)V= 1-M,#იდ,, :0, –> |0,11, თა C 70:7V:/, :»-– #/)=1-MV>> 

რვა კომპონენტისაგან შედგენილ სისტემას, სადაც პირეელი კომპონენტი C(C#”.C) 

წარმოადგენს ხეს, რომლის წვეროების სიმრავლე” წარმოადგენენ პოზიციების 

სიმრავლეს, ხოლო წიბოების სიმრავლე 0 ალტერნატივების სიმრავლეს; მეორე 

კომპონენტი ჩ#ა წარმოადგენს საწყის პოზიციას; მესამე კომპონენტი V 
L 

წარმოადგენს მოთამაშეთა რაოდენობას; მეოთხე კომპონენტი # =სM,/=1- V 

წარმოადგენს პოზიციების იმ ქვესიმრავლეთა ერთობლიობას, რომლებიდანაც 

თამაშში ერთვება შესაბამისი მოთამაშე და რომელიც წარმოადგენს ამ 

მოთამაშის ინფორმაციულ ქეესიმრავლეთა გაერთიანებას, მეხუთე კომპონენტი 

ჩ, წარმოადგენს იმ პოზიციათა სიმრაყლეს, რომლებშიდაც კეთდება შემთხვევითი 

სელები; მეექვსე კომპონენტი დ,:0, –> (0,1I,2:C I წარმოადგენს ალბათურ 

განაწილებებსს თითოეული ჯე 6 #ი პოზიციიდან გამომავალი ალტერნატივების 

ლ, სიმრავლეებში; მეშვიდე კომპონენტი #7, წარმოადგენს თამაშის საბოლოო 

პოზიციების სიმრაელეს, მერეე კომპონენტი #,, :#, + ჩ./ = 1- MM წარმოადგენს 

მოთამაშეთა სარგებლიანობის ფუნქციების ერთობლიობას.
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ამ განსაზღვრებაში მნიშენელოვანია ინფორმაციული სიმრავლის ცნება, ეს 

ცნება ზემოთ იყო განსაზღვრული, მაგრამ კარგი იქნება, თუ მას კიდევ 
დავაზუსტებთ სხვა კუთხით და ჩავთვლით, რომ ინფორმაციული სიმრაელე 
პოზიციათა ის სიმრავლეა, რომლის შესახებაც მოთამაშემ იცის, რომ მასში 
იმყოფება, მაგრამ არ იცის, რომელ პოზიციაშია. 
ინფორმაციული სიმრავლის არსში უფრო კარგად გასარკვევად განეიხილოთ 
შემდეგი მაგალითი: 
მაგალითი: განეიხილოთ თამაში: პირველ სელას აკეთებს I მოთამაშე და ირჩევს 

რიცხვს (0.2) სიმრაელიდან, მეორე სვლას აკეთებს II მოთამაშე და ირჩევს 

რიცხვს (I,2 სიმრავლიდან, მესამე სვლას | სელას აკეთებს I მოთამაშე და 
ირჩევს რიცხვს (1,2) სიმრავლიდან, ამის შემდეგ თამა'მი მთაერდება და იკრიბება 
სამივე ეტაპზე არჩეული რიცხვები, თუ ჯამი ლუწია, იგებს პირველი მოთამაშე 
და მეორე მოთამაშე მას უხდის თანხას, რომელიც ტოლია ამ ლუწი რიცხვის, თუ 

ჯამი კენტია, ყველაფერი პირიქითაა. 
იმის მიხედეით, თამაშის წეებიდან გამომდინარე როგორაა სელების შესახებ 
ინფორმირებული თითოეული მოთამაშე, გვექნება: 
IL. თითოეულმა მოთამაშემ იცის ყეელა წინა სვლა. ნახ.MI. 

  

ნახ.M1., 
2. II მოთამაშემ იცის პირველი სვლა, ხოლო I მოთამაშემ არ იცის მეორე სელა. 

ნახ. M2. 

  ნახ.M2,
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3. II მოთამაშემ არ იცის პირეგელი სელა, I მოთამაშემ იცის მეორე სელა. ნახ.M1. 

  

ნახ. M#3 
4. II მოთამაშემ არ იცის პირველი სვლა, ხოლო I მოთამაშემ არ იცის მეორე 
სელა. ნახ.M4, 

  

ნახ.M%4, 
5. ვთქვათ პირველი სვლის შემდეგ კეთდება მეორე სელა, რომელიც 

შემთხვევითია: რიცხვი 1 აირჩევა +-ის ალბათობით, რიცხვი 2 კი- =-ის 

ალბათობით; მესამე სელას აკეთებს II მოთამაშე, რომელმაც იცის მეორე სვლის 
შედეგი, მაგრამ არ იცის პირველი სელა. ნახ.5. 

  
ნახ.M%5.
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როგორც მაგალითიდან ჩანს, მეტად მოხერხებულია პოზიციური თამაშის 
წარმოდგენა ხე გრაფის საშუალებით, რომელიც გვიჩვენებს თამაშის 
განვითარების განშტოებებს სვლათა თანმიმდევრული შესრულების დროს. 
ეთქვათ, თამაშის ყოველ მონაწილეს მოვთხოვეეთ, რომ მან წინასწარ 
განსაზღვროს, თუ რას გააკეთებს იგი ნებისმიერ იმ შემთხვევაში, რომელსაც 
ადგილი შეიძლება ჰქონდეს პარტიის მსვლელობისას. მოთამაშეთა მიერ 
მიწოდებულ ასეთი ინფორმაცის საფუძეელზე, მსაჯს შეუძლია ჩაატაროს 
თამაშის პარტია მოთამაშეთა მონაწილეობის გარეშე, ამასთან, განსასღვროს 
თითეული მოთამაშის სარგებელიც. ყოველი შესაძლო სიტუაციისათვის 
მოთამაშის მიერ ასეთნაირად წინასწარ განსაზღვრული სელების 
ერთობლიობას ამ მოთამაშის სუფთა სტრატჟგია ეწოდება. 
ბევრი თამაშისათვის სუფთა სტრატეგიების შედგენა გადაულახავ სიძნელეს 

უნდა წარმოადგენდეს, მაგრამ ზოგიერთ მარტივ შემთხვევაში ამის გაკეთება 
შესაძლებელია. მაგალითად, თუ ყოველ ალტერნატივიას, რომელიც გამოდის 
მოთამაშის ინფორმაციული სიმრავლის რომელიმე პოზიციიდან, გადავნომრავთ 
1.2.3,...,, ნატურალური რიცხვებით, მაშინ ამ მოთამაშის სუფთა სტრატეგია 
იქნება სვლათა მიმდევრობა, რომელიც განისაზღერება თითოეულ იმ 
ინფორმაციულ სიმრაელეში, რომელშიც მოცემული მოთამაშე აღმოჩნდება 
თამაშის დროს პირველი ნომრის ალტერნატივის ამორჩევით. ამავე მოთამაშის 
მეორე ს'ეფთა სტრატეგია იქნება, თუ იგი ყოველი ინფორმაციულ სიმრავლეში, 
რომელშიდაც იგი აღმოჩნდება, ამოირჩევს მაქსიმალური ნომრის ალტერნატივას. 
განხილულ მაგალითში თუ /-ური მოთამაშის ინფორმაციული სიმრავლეებია 

#,,I=1-#,, მაშინ სუფთა სტრატეგია იქნება მთელ რიცხეთა მიმდევრობა 
” L =(CV, #2, 77). იმ შემთხვევაში, როდესაც ხდება პირველი ნომრის 

ალტერნატივების ამორჩევა, სუფთა სტრატეგია იქნება (1,LI.....)) მიმდევრობა. 

რადგან თითოეული ინფორმაციული სიმრავლიდან გამოდის სასრული 

რაოდენობის ალტერნატივა, ამიტომ ყოველი X»”,/ =1.2,..,M, ღებულობს 

მნიშენელობას მთელ რიცხვთა სასრული სიმრავლიდან. აქედან გამომდინარე, 
მოთამაშის სუფთა სტრატეგიათა რიცხვი იქნება სასრული. აღვნიშნოთ /-ური 

მოთამაშის სუფთა სტრატეგიათა სიმრავლე 5, = (+),§7,..,§7), სადაც /, რაიმე 
სასრული რიცხვია. 
შემდგომ ყოველთვის ვიგულისხმებთ, რომ მოთამაშეთა სუფთა სტრატეგიათა 

სიმრავლეები გადანომრილი სიმრავლეებია. 

ეთქვათ, 5,5)...» ყეელა მოთამაშის სუფთა სტრატეგიების სიმრაელეებია. 

თუ დაეუშვებთ, რომ თამაშში არა გეაქეს შემთხვევითი სვლები და თითოეული 
მოთამაშე სტრატეგიათა შესაბამისი სიმრავლეებიდან ამოიღებს თითო სუფთა 

სტრატეგიას, მოხდება რაიმე თ = (+/,§57 ,....,§:) პარტიის რეალიზაცია. აქედან 

გამომდინარე /-ური მოთამაშის სარგებლიანობის ფუნქცია, განსაზღვრული 
თამაშის საბოლოო პოზიციათა სიმრავლეზე, შეიძლება შევცვალოთ სხვა 
#, :5,X 5:X...X 5» -3#ჩ ფუნქციით, რომელსაც, აგრეთვე შეგვიძლია დავარქეათ /- 

ური მოთამაშის სარგებლიანობის ფუნქცია. ეს ფუნქცია განსაზღვრულია 
მოთამაშეთა სუფთა სტრატეგიების სიმრავლეთა დეკარტის ნამრავლზე. 
თუ თამაშში შემთხვევითი სვლებიცაა, მაშინ სტრატეგიათა ამორჩევა ცალსახად 

ვერ განსაზღერავს თამაშს, უფრო ზუსტად, მოთამაშეთა სარგებლიანობის 
" ფუნქციებს. ამის მიზეზი ისაა, რომ ასეთ შემთხვევეაში პარტია CთX C, ,52, 57). 

სარგებლიანობის ფუნქციები #, :#, -> #, იმის გამო, რომ CC”V,0) გრაფი ხეა და
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თითოეულ საბოლოო პოზიციას ურთიერთცალსახად შეესაბამება პარტია, 
შეიძლება ჩავთეალოთ პარტიათა(თ) სიმრავლეზე განსაზღერულად. 
თუ ჩავთელით, რომ თამაშში შემთხვევითი სვლების არსებობის გამო, თ 
პარტიის რეალიზაციის ალბათობაა #(თ), მაშინ ცალსახად შეგვიძლია 
განესაზღვროთ სარგებლიანობის ფუნქციების მნიშენელობანი მოთამაშეთა მიერ 
ამორჩეულ სტრატეგიათა (§/,§7,...,47) პაკეტისათვის შემდეგნაირად: 

,(50,57,..,§X) = 2, (C)#,C). 
უნდა აღინიშნოს, რომ სტრატეგიის ცნების გამოყენებით, თამაში პოზიციური 

ფორმით მიყვანილ იქნა ფორმამდე, რომლის დროსაც თითოეულ მოთამაშეს აქვს 
მხოლოდ ერთი სვლა, რაც წარმოადგენს რომელიმე ერთი სუფთა სტრატეგიის 
ამორჩევას ამ მოთამაშის სუფთა სტრატეგიების სიმრავლიდან; ეს ამორჩეეა 
ხდება იმისაგან დამოუკიდებლად, თუ რა სტრატეგიები აირჩიეს სხვა 
მოთამაშეებმა; მოთამაშეთა სარგებლიანობა განისაზღვრება 

თ, :5)X5ეX..X5» > # 

ფუნქციებით. თამაშს ასეთი ფორმით, თამაში ნორმალური ფორმით ეწოდება. 
უნდა აღინიშნოს, რომ თამაშის მიყეანა ასეთ მარტივ ფორმამდე ურთულესი 

ამოცანაა, ეს მსოლოდ მარტივ შემთხვევებში შეიძლება მოხერხდეს. ამ ფორმის 
პრაქტიკული გამოყენება კონკრეტული თამაშის შესასწაელად თითქმიც 
შეუძლებელია, მაგრამ ყოველი შესაძლებელი თამაშის ნორმალური ფორმის 
სიმარტივე საშუალებას გვაძლევს მოვახდინოთ ყეელა ნორმალური ფორმით 
თამაშის გამოკვლევა, კლასიფიკაცია და გაანალზება. 
შემდეგ პარაგრაფში განეიხილოთ თამაშები ნორმალური ფორმით. 

§27. თამაშები ნორმალური ფორმით 
წინა პარაგრაფიდან გამომდინარეობს, რომ/-ური მოთამაშის სუფთა სტრატეგია 

არის ასახვა§7 :(M)- 3 ა08,, რომელიც ამ მოთამაშის ყოეელ #”' ინფორმაციული 
, 

სიმრავლეს შეუსაბამებს ამ ინფორმაციულ სიმრავლეში შემავალი პოზიციებიდან 

გამომავალ რომელიღაც +§IC0/)=4ძ,6C 0) ალტერნატივას. 

M მოთამაშისათვის თამაში ნორმალური ფორმით არის სისტემა 

<< 8,9), 0, წ 06, .V» >>, 

რომელიც შედგება მოთამაშეთა სუფთა სტრატეგიების 5, სიმრავლეებისაგან და 

მთამაშეთა სარგებლიანობის 4#, ფუნქციებისაგან. 

როგორც წინა პარაგრაფიდან ვიცით თითოეული მოთამაშის სარგებლიანობის 

ფუნქციაა: #, :5,X 5, X...X 5» 3 #. 

შემოეიტანოთ ცნება, რომელიც არ გექონდა პოზიციური ფორმის თამაშის 

შემთხეევაში: (§.,§2,...,§6)C 5)X 51X..5„ ელემენტს ნორმალური ფორმის თამაშში 

სიტუაცია ეწოდება. 
სიმარტივისათვის ამ სახელმძღვანელოში განეიხილოთ ორი მოთამაშის 

თამაშები ნორმალური ფორმით, ანუ შემთხვევა, როდესაც # =2: 
<< 5,,5ე,6.0, >>. 

ორი მოთამაშის თამაში ნორმალური ფორმით, როდესაც მოთამაშეთა 

სტრატეგიების რიცხეი სასრულია, შეიძლება წარმოვადგინოთ ორმაგი 

მატრიცების საშუალებით. ამისათვის საჭიროა მოთამაშეთა სტრატეგიების 

ყოველ წყვილს (§,,§.) შევუსაბამოთ სარგებლიანობის ფუნქციების
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მნიშვნელობათა წყვილი: (9, (§,,§9),0,(§0,§2)) და ავაგოთ ორმაგი მატრიცი, 

რომლის 7, ნომრის სტრიქონისა და /, ნომრის სვეტის გადაკვეთაზე 

მოთავსებული იქნება (4#,(§L),0,(§/)) წყვილი. თუ /, =1-»,I, =1-§, მაშინ ეს 
ორმაგი მატრიცი იქნება #MX§ რიგის. 
თამაშებს ნორმალური ფორმით, რომლებიც ორმაგი მარტიცით შეიძლება 
წარმოვადგინოთ, ბიმატრიცული თამაშები ეწოდება. 
თუ ბიმატრიცული თამაშები ანტაგონისტურია ანუ ისეთია, რომ 

0, (§5',5:1)= –4,(5',§1) ნებისმიერი (§',§72) სიტუაციისთვის, მაშინ თამაში 

შეიძლება წარმოვადგინოთ ჩვეულებრივი მატრიცით, რომლის /, ნომრის 

სტრიქონისა და /. ნომრის სეეტის გადაკვეთაზე იქნება #,(§,§7) რიცხეი ან 

#.(5'.§-) რიცხვი. პირველ შემთხვევაში გვექნება პირველი მოთამაშის 

სარგებლიანობის ფუნქციის წარმომდგენი მატრიცი, მეორე შემთხვევაში- მეორე 
მოთამაშის სარგებლიანობის ფუნქციის წარმომდგენი მატრიცი. 
როგორც ვხედავთ, ამ დროს პირველი მოთამაშის შესაბამისი მატრიცი მეორე 
მოთამაშის შესაბამისი მატრიცის მოჰირდაპირეა. 
თამაშთა თეორიას, ცხადია, ის პრაქტიკული მნიშენელობა აქვს, რომ ყოველ 

იმ კონკრეტულ კონფლიქტურ სიტუაციაში, რომლის მათემატიკური 
მოდელირებაც ხდება თამაშთა თეორიით, მთამაშემ აირჩიოს ის სტრატეგია, 
რომელიც არის მისთვის ოპტიმალური, ხელსაყრელი იმის გათვალისწინებით, რომ 
მეორე მოთამაშესაც იგივე სურვილი ამოძრავებს, ასეთი ხელსაყრელი 
სტრატეგიის მოძებნას და არჩევას თამაშის ამოხსნა შეიძლება დაერქვას, 
მაგრამ არ არსებობს ცალსახად განსაზღერული თამაშის ამოხსნის ან თამაშის 

ამოხსნადობის ცნებების განმსაზღვრელი ცალსახა კრიტერიუმები. სხვადასხვა 
კონკრეტული შემთხვევის დროს აღნიშნული ცნებების განსასღვრა ხდება 
სხვადასხეა კონცეფციების საფუძველზე, ზოგ შემთხვევაში კი საკითხი 
სიცხადით საერთოდ არ ხასიათდება. გამონაკლისს წარმოადგენს 
ანტაგონისტური თამაშები, რომლებისთვისაც ეს საკითხები ყველაზე უკეთესადაა 
შესწაელილი. 
ჩამოვაყალიბოთ ორი მოთამაშის ნორმალური ფორმის თამაშის ამოხსნის და 

ამოსსნადობის კონცეფციები. 
ოპტიმისტური ამონასსნი. ესაა საუკეთესო სიტუაცია ორიეე მოთამაშისათვის, თუ 

ასეთი არსებობს. თითოეული მოთამაშე ეძებს თავისი სარგებლიანობის ფუნქციის 
მაქსიმუმს: 

#, = იამX M,(§5',5;), #, = უიმX, #M,(9/,§2). 
(კ, 5. 5) (ჯ, ' 57 

თუ ორივე მაქსიმუმი მიიღწევა ერთსა და იმავე 635 სიტუაციაზე, მაშინ 

თამაშიის ამონახსნი იქნება(§,,კ4კ) სიტუაცია და +, და § იქნებიან ოპტიმალური 
სტრატეგიები პირველი და მეორე მოთამაშისათვის, შესაბამისად. 
ოპტიმისტური ამონახსნი, ცხადია, არსებობს ისეთი თამაშებისთვის, სადაც 
მოთამაშეებს შორის კონფლიქტი არაა. ანტაგონისტური თამაშებისათვის 
ოპტიმისტური ამონახსნი არ არსებობს. 
პესიმისტური ანუ მაქსიმინური ამონახსნი. მოთამაშე ორიენტაციას იღებს 

ყველაზე უარეს შედეგზე, ანუ სარგებლიანობის ფუნქციის გარანტირებულ 
მნიშვნელობაზე და ისე ირჩეეს სტრატეგიას, რომ ეს გარანტირებული 

მნიშენელობა იყოს მაქსიმალური. სიტუაცია (§1,§5:)6C 5)X 5), რომლის 
კომპონენტებზეც მიიღწევიან სარგებლიანობის ფუნქციათა ეს მაქსიმინური 
მნიშვნელობანი:
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: 7, 7, ; 1, 7, 

”, = თგXო„იტ, (§' 57 ) ,M#.= სიმX თქი 4, (§",+7), 
) 1 1 (3 

C,,§ე) სიტუაციასთან ერთად, წარმოადგენს თამაშის მაქსიმინურ ამონახსნს. 
ადვილი მისახეედრია, რომ ყოველი ანტაგონისტური ორი მოთამაშის თამაშს 
გააჩნია მაქსიმინური ამონახსნი. 
მაქსიმინური მიდგომა უნდა ამართლებდეს ანტაგონისტური თამაშების 

შემთხეეეაში, მაგრამ ყოველთვის არის თუ არა ამ დროს მიღებული ამონახსნი 
საუკეთესო? ამ საკითხს გავარკვეეთ ქეემოთ. 

წონასწორული ამონახსნი. ეს ამონახსნი ისეთი (§/,§:)C 5,X 5, სიტუაციაა, 
რომლიდანაც გადახრა აუარესებს მოთამაშეთა სარგებლიანობის ფუნქციების 

მნიშვნელობებს, ანუ 4,(§',5:)<4,(§,,§1) ყოეელი §!C 5, სტრატეგიისათვის და 

რ. (§;,§1) < 0,(§;,§:) ყოველი §7?C 5, სტრატეგიისათვის. 

(§,,§) წონასწორულ ამონახსნს წონასწორულ სიტუაციასაც უწოდებენ. 

დასაშვები ანუ პარეტოს ამონახსნი. ეს ისეთი (§,,§5:)C 5,X 5, სიტუაციაა, 

რომლისთვისაც არ არსებობს ისეთი (§L,§:)6 5,X 5, სიტუაცია, რომ 

ერთდროულად ადგილი ჰქონდეს უტოლობებს: #(9/)57)>6 (4, .5:), 
ა (§,.§7) > 0, (5; ,§:). 
როგორც ვხედაეთ, პარეტოს ამონახსნი ისეთი ამონასხსნია, რომლის დროსაც 

მოთამაშეს არ შეუძლია გაზარდოს თავისი სარგებლიანობის ფუნქციის 
მნიშვნელობა ისე, რომ ამან არ გამოიწვიოს მეორე მოთამაშის სარგებლიანობის 
ფუნქციის შემცირება. 

§28. ანტაგონისტური თამაშები 
ამ პარაგრაფში უფრო დაწვრილებით შევეხოთ ანტაგონისტურ თამაშებს ორი 

მოთამაშის მონაწილეობით. როგორც „ხემოთ აღვნიშნეთ, ორი მოთამაშის თამაშს 

ეწოდება ანტაგონისტური, თუ #,(§L,5;) = –4ე(§',§;) ნებისმიერი (§L ,§:)6C 5,X 5, 

სიტუაციისთვის. 
ასეთ თამაშებს ნულჯამიან თამაშებსაც უწოდებენ ვინაიდან 

#,(§.57)+4: (5; ,§;) = 0 
ნებისმიერი (§,,§:)C 5,X 5) სიტუაციისათვის. 

რადგან ადგილი აქვს #,(5M,5;) = –0.(§',§7) ტოლობას, თუ პირეელი მოთამაშის 
სარგებლიანობის ფუნქციას აღენიშნაეთ # სიმბოლოთი, მეორე მოთამაშის 

სარგებლიანობის ფუნქცია იქნება –4#4. აქედან გამომდინარე, ორი მოთამაშის 

ანტაგონისტური თამაში ნორმალური ფორმით ჩაიწერება <<5,5,,6 >> სამეულის 
სახით. 

ვნახოთ, თუ რა სახე აქვს წონასწორული ამონახსნის განსაზღვრებას 

ანტაგონისტური თამაშისათვის. ვთქეათ, (§,,§:)6 5,X5, ამტაგონისტური თამაშის 

წონასწორული ამონახსნი ანუ წონასწორული სიტუაციაა. ადგილი ექნება 
უტოლობებს: 

#(5,,§:)< #00 ,5), –#(+,§7) < –0(5;,8:). 
თუ მეორე უტოლობის ორივე მხარეს გავამრაელებთ -I-ზე, მივიღებთ: 

#C57 51) < (+,,5§7;) 

ამ უტოლობის პირველ უტოლობასთან გაერთიანებით გვექნება: 

#(§;,5:) < ძ(+,,51) < #(§;,§1).
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#4 ფუნქცია ორი ცვლადის ფუნქციაა, ორი ცელადის ფუნქციებისთვის 
განსაზღერის არის ისეთ წერტილს, რომლისთეისაც ადგილი აქეს უკანასკნელი 
ორმაგი უტოლობის მსგავს უტოლობას, უნაგირა წერტილს უწოდებენ, ამ 
წერტილში ფუნქცია პირველი ცელადის მიმართ აღწევს მაქსიმუმს, მეორე 
ცვლადის მიმართ კი- მინიმუმს. 
ახლა განვიხილოთ მაქსიმინური ამონახსნის ცნება ანტაგონისტური 

თამაშისთვის. პირველი და მეორე მოთამაშის გარანტირებული მაქსიმალური 
მოგებები შესაბამისად იქნება: 

», = თგXთ)ი#(9 470, MV; = = იმXთიჯი(-#C ,§7)). 

როგორც ეიცით, თI»(- /(X)) = – ი8X /CX) და  თ2XC= /(X)) = – თIი /(X). აქედან 

გამომდინარე, 

M. = თამXთიკიC-#C; ,§5 )) = აიმXC– იიმX#(§)' „წე )) = “თი თეX/(§) ,§? ). 

მაშასადამე, მეორე მოთამაშის სარგრბლიანობის ფანქციის გარანტირებული 

მაქსიმალური მნიშვნელობა იქნება #, =–თჯისიტX#C; ,§7) 

განვიხილოთ სიდიდე – V; = თჯი თმა ტCი ,§7), იგი გეიჩვენებს თუ რა შეიძლება 

იყოს ის სიდიდე, რაზე მეტსაც მეორე მოთამაშე აწ წააგებს, რა თქმა უნდა, თუ 
ამის სურვილი არ ექნება. 

თეორემა 28.1 ნებისმიერი ნებისმიერი (§',+7)C 5,X 5, სიტუაციისთვის ადგილი 
აქვს უტოლობას: 

· . . ს) ა 
სიმX თი#C, ,§7)< თი თიმX#C,, 97). 

" 8. 8) 8 

დამტკიცება: ნებისმიერი §! C 5, და§; C 5, სტრატეგიებისათვის ადგილი აქვს 

უტოლობას 

თკი#ტ( ,§: )< თეX#(§ წყ ). 

აქედან გამომდინარე, რადგან უტოლობას ადგილი აქვს ყოველი #§LC 9, 

სტრატეგიისათეის, ადგილი ექნება უტოლობასაც: 

თმX იკი 0(X; ,§7 ) < ი-მX0(5; ,§7) . 

უკანასკნელი უტოლობა სრულდება ნებისმიერი +; C 5, სტრატეგიისათვეის 

ამიტომ ადგილი ექნება უტოლობასაც: 

თიმX იიი #4C,§7) < თ1ითმX#(§), 7). 

თეორემა დამტკიცდა. 

” = თიმX იი #4(§, ,§7) სიდიდეს უწოდებენ << 5,,5,,7>> ანტაგონისტური თამაშის 
ყი. 

ქვედა მნიშნნელობას, ანუ ქვედა ფასს, ხოლო V' = იი)ისიმX0(ჯ; ,§;) სიდიდეს 

ამავე თამაშის ზედა მნიშვნელობას ანუ ზედა ფასს. თუ IV. =V7“ =V მაშინ ამ 

სიდიდეს უწოდებენ თამაშის მნიშენელობას, ანუ თამაშის ფასს. 
თეორემა 28-2. იმისათეის, რომ << 5,5,,ი7>> ანტაგონისტური თამაშისთვის 

ადგილი ჰქონდეს ტოლობას #, =V”, აუცილებელი და საკმარისია # ფუნქციას 
გააჩნდეს უნაგირა წერტილი. 
დამტკიცება: ჯერ დავამტკიცოთ თეორემის პირობის საკმარისობა. ვთქეათ, # 

ფუნქციას გააჩნია უნაგირა წერტილი (§,,§:)C 5,X 5, , მაშინ ნებისმიერი
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ა, C 5, და§:6C 5, სტრატეგიებისათეის ადგილი აქეს უტოლობას: 

4C§,5:) <0(§;,§:) <#(9,5;)- 
აქედან გამომდინარეობს უტოლობა: 

თიგX#(§; :§:)< #(9,§:) < თ)ი#(§;,§7). 

ამიტომ ადგილი ექნება ამ უტოლობასაც: 

ძ#(5,.5:) < იი1ირC, ,§21< იიმX თი#C; ,§2) 

და 

იიი თმX#(5,+1) < თ0X#(5,41) < თ(X1,§:) 
ამ უტოლობებიდან გამომდინარეობს უტოლობა: 

იიიი2X#C/,§57) < «იმX იიი #5 ,+7), 
რომელიც წინა თეორემაში დამტკიცებულ უტოლობასთან ერთად ამტკიცებს 
თეორემის პირობის საკმარისობას. 

თეორემის პირობის აუცილებლობის დამტკიცება. ვთქვათ, ადგილი აქვს I” =M” 

ტოლობას, «, C 5, ისეთი სტრატეგიაა, რომ #, =#)ი0C,,4:); §ე 6 5; ისეთი 

სტრატეგიაა, რომ VI” = იამX#(§; „ჭაე). ამ სტრატეგიებისათვის: 

V' = ომX#(5; :§:)>0(5,,§5ე)> თ)ი#ტ( ,§))=I. 

რადგან M. =V”, ამიტომ: 

თოგჯ#(21,5:) = #25) = თჭიტC; 2). 
აქედან კი გამომდინარეობს: 

#(§I.+:)<#(§, ,§:)<40(5,5;), 
რაც ამტკიცებს თეორემის პირობის აუცილებლობას. 
თეორემა 28.7. თუ ანტაგონისტურ <<5,.5:,7>> თამაშში არსებობენ ისეთი 

სტრატეგიები +; C 5, და §:6 5ე და ნამდვილი რიცხეი ” , რომლებისათეის 

ადგილი ექნება უტოლობებს: 

4(§L.5:) <7 <4(§,,5;) 
ნებისმიერი §, C 5, და§1C 5, სტრატეგიებისათვის, მაშინ (§;,§:)C 5,X 5, 

წონასწორული სიტუაციაა და ადგილი აქვს ტოლობას: V =#(§;,5;). 

დამტკიცება: თუ ნებისმიერი §C 5, და§:6 5, სტრატეგიებისათეის ადგილი 

აქვს უტოლობებს: 

#(§,,5:)< / <0C 47), 
მაშინ ადგილი ექნება უტოლობებსაც: 

ოგX#C ,§ე)<V/< თირდ,,ა;) 

და 
ოი თმX#(+,,§7; ) < V < თიმX თჭიბდ; ,§5) 
წ ჟ " 3 

უტოლობებსაც. 

მაგრამ, როგორც ზემოთ იყო ნაჩვენები, 

იიგXჰიკი#(§,§7) < თი იი0X0(§, „7 ). 
' 5 8 8) 

აქედან გამომდინარე:
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თი თიმX#(§;' ,§2)=7/= თიგX თ)ი#C 3). 

წინა თეორემის ძალით, ასეთ შემთხვევაში # ფუნქციას გააჩნია უნაგირა 
წერტილი (§,.§,)C 5,X 5,, რომლისთვისაც ადგილი უნდა ჰქონდეს ტოლობებს: 

#(§',5;) < 0(5,,5;) 5 #(§.5;). 
როგორც წინა თეორემის პირობის აუცილებლობის დამტკიცებისას მივიღეთ, 

აქაც. გვექნება: 
იიგX#(§/-,3;) = #(5,,§;) = თი#C,, 57). 

აქედან 
ოთ)იიმX#(+,,§;) < #(§,,§,) < იიმX ისი #(9/, 91), 

მაგრამ : : 

ოი ითგX#ტC; .5:)=V = იMმX ოთ)ი#რ(§,§ჯ) 

და აქედან გამომდინარე, ” =ძC(§,,§)). 

თეორემის პირობიდან გამომდინარე, ნებისმიერი §IC §, და §;C 5, 

სტრატეგიებისათვის 

#C:L.§:) < 0(§,.5:) <#(§, ,§7), 
ამიტომ: 

#(5.5)<40(5,,2,) <#(5,,3,). 
(5 ,5.)C 5,Xა. უნაგირა წერტილია, ამიტომ: 

#(5;.5,) <4(5,,5,) <#(5,,5;) 
უტოლობას ადგილი აქვს ნებისმიერი+! C 5, და §:C 5, სტრატეგიებისთვის, 

ამიტომ: 

0(§, .5ე)<9#C0,,5ე)<9C5,5;). 
მაშასადამე: 

#(§5, „§ე) = 0(5,,5;)=4(5,,§ე)=” 
და ამიტომ: 

#(§"',§:) <#(5, „5,) < #(§, 5?) 
ნებისმიერი §ს C 5, და «2 6C 5, სტრატეგიებისთვის. აქედან გამომდინარეობს, რომ 

0(9 52) =0(5 ,5;) 5 0(5, ,5;) 
და ამგვარად, #(9, .§;) = 6(§,,5;)=7/. საბოლოოდ გვექნება: 

#(5",5;) < 6(§, „§;) < 65, 5?) 

თეორემა დამტკიცდა. 

<< 5,,5),0,.6ე >> თამაშში ნორმალური ფორმით (C§(.§:)6 5,X5, და (§,,5ე)C 5,X 55 

წონასწორულ სიტუაციებს უწოდებენ ქგკვივალენტურს, თუ 0,(5,,5:)=0,(§,5)) და 

რ. (9) ,§3) = 0-(5,,5;) · 

<< 95..5,,0,,9ე >> თამაშში ნორმალური ფორმით (§,,5:)6 51X5, და 

C,,5,)6 5,X5, წონასწორულ სიტუაციებს უწოდებენ ურთიერთჩანაცვლებადს, თუ 

(5 ,§:)C 5,X 5; და (§,5:)C 5,X 5, სიტუაციებიც ასევე წონასწორული 
სიტუაციებია. 
თეორემა 284. <<5,,5ე.ბ>> ანტაგონისტურ თამაშში წონასწორობის 
სიტუაციები ეკვივალენტური და ურთიერთჩანაცელებადია.
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დამტკიცება: თუ (§;,§:)C 5,X 5, წონასწორული სიტუაციაა, მაშინ 

#(§;,5:) <0(5, „5;) <0(§,,§;) 
ნებისმიერი§" C 5, და §1C 5, სტრატეგიებისთვის. აქედან გამომდინარე, 

#(5,5;) =#0(§, ,§:) < 6(§,,§.). 
ანალოგიურად: 

ი(+ ,§ე) < #(5,,§ე) <0(§,,5ე). 
ამ უტილობებიდან კი გამომდინარეობს: 

9(5,,5)) = #(5,,5)) = #(5,,35:) = წ1CX 5), 

რაც ნიუმნავს(ჯ,,§:)C 5)X 5 და (§,,§5,)C 5,0X5, წონასწორული სიტუაციების 
ეკვივალენტურობას. 
რადგან 

ძ(= 5) ) = #(9,5:) = ძC,,5;) = #(ა, ,5). 

ამიტომ გვექნება: 

#(§,§)) <#(5,,5§;) = #(§,,§:) = #(4;,5;) < #(§, ,§;). 
ეს კი ნიშნავს, რომ (§,,§ე)C 5,X§5, წონასწორული სიტუაციაა. 

ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ (§,,§:)C 5,X 5ე სიტუაციაც წონასწორულია. 

თეორემა დამტკიცდა. 

თეორემა 28-4. თუ <<5,,5,,6 >> ანტაგონისტურ თამაშს გააჩნია წონასწორული 

ამონახსნი << V,-”/,(§,,§3ე)>>, მაშინ ეს ამონახსნი მაქსიმინური ამონახსნია. 

დამტკიცება. რადგან<< V,-V,(§, ,§:)>>, სადაც M =4C+, ,+ე), წონასწორული 

ამონახსნია, ამიტომ (§/,§:)C 5,X5, ი ფუნქციის უნაგირა წერტილია. აქედან, 
ზხემოთ დამტკიცებული თეორემის თანახმად: 

–_>–_–>»... : სჩ სა”. 
M, = I. = მX თკირრდი ,§7) = იკი იიმX#C, ა; ) = = ეგXთვილ#(8,§» )=V” =-V7,, 

აქედან: #V, = –M.. 

ჩ, = თეXიი)ი#(9/,4;), XV, = იიგX თიIიC– #(§1,§)) 

ცხადია, I, = თიმX ოთიტი ,§001>4(9;,+>) და, = თიმX თIიC #6(5,,39)) > –#ძ(§51 19). 

აქედან 
V >2ძ(M,,55), 0(§,,5:)> –M. 

რადგან(§,.§:)C 5,X 5: სარგებლიანობის ძ ფუნქციიის უნაგირა წერტილია, 
ამიტომ: 

#(ა!.§:) <#0(5, „§1) < #(5, აჯ) 
ნებისმიერი §I6C 5, და §7 6 5, სტრატეგიებისათვის. აქედან გამომდინარე: 

–V, <0(5,,5:)<#(9; 4) < #(5,,§;)<M.. 
M=-M, ტოლობის გათვალისწინებით მივიღებთა: V =4CV, ,§;) = V, = –I,. 

ეს კი ნიშნავს, რომ <<V7,-V, (§:4ე)>> მაქსიმინური ამონახსნია.
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სავარჯი შოები: 
1, იპოვეთ ორი მოთამაშის ანტაგონისტური თამაშის მაქსიმინური ამონახსნი, 

თუ მისი მატრიცია: 

§; 9 

1.3. 

116 2 

2. იპოვეთ ორი მოთამაშის ანტაგონისტური თამაშის წონასწორული ამონახსნი, 
თუ მისი მატრიცია: 

§) 5: 8 

91.3. 3. 

+262 .1 

3. იპოვეთ ორი მოთამაშის ანტაგონისტური თამაშის წონასწორული ამონახსნი. 
თუ მისი მატრიცია: 

წ) 8. 

§) 1, 
4 

+; 6 1 
3 

4. იპოვეთ ორი მოთამაშის ანტაგონისტური თამაშის ოპტიმისტური ამონახსნი, 
თუ მისი მატრიცია: 

თ 8 

83. 5.3. 

§ 4 2 

5. იპოვეთ ორი მოთამაშის ანტაგონისტური თამაშის წონასწორული ამონახსნი, 

თუ მისი მატრიცია: 

წ) 8 

895 5.3 

42 

§922.1..0 

§29. თამაშები შერეული სტრატეგიებით 
როგორც ვნახეთ, ყოველი << 5,,5,,# >> ანტაგონისტური თამაშის წონასწორული 
ამონახსნი წარმოადგენს მაქსიმინურ ამონახსნს.



221 

არსებობენ ისეთი ორი მოთამაშის ანტაგონისტური თამაშებიც, რომლებსაც 
წონასწორული ამონახსნი არ გააჩნიათ. განვიხილოთ 
მაგალითი: 
ვთქვათ, ანტაგონისტური თამაში ნორმალური ფორმით წარმოდგენილია 
მატრიცით: 

9 8: 

293. 1 

„. 

ამ თამაშის მაქსიმინური ამონახსნია << 2,–3,(§7,§1) >> 

§; სტრატეგიის ამორჩეეით პირველი მოთამაშე ღებულობს მაქსიმალურ 

გარანტირებულ სარგებელს, ხოლო +«) სტრატეგიის არჩევით მეორე მოთამაშე 

ღებულობს მინიმალურ გარანტირებულ ზარალს. 
ამ თამაშს წონასწორული ამონახსნი არ გააჩნია, ვინაიდან ტოლობა 

თი იიმX#(§; ,§21= იიგX თჭი#(ჯ. ,§2) 

არ სრულდება, მართლაც, ამ ტოლობის მარჯვენამ მხარე ტოლია 3-ის ხოლო 
მარცხენა მხარე- 2-ის. 
მაქსიმინური ამონახსნი, როგორც აღვნიშნეთ, ყოველთვის არსებობს მაგრამ 

რამდენად მსაღებია იგი ყოველ კონკრეტულ შემთხეევაში? მაგალითად, მეორე 

მოთამაშის მიერ §) სტრატეგიის არჩევა არის ყველაზე უკეთესი პასუხი 

პირველი მოთამაშისსაგან §, სტრატეგიის არჩევისას, მაგრამ პირველმა რომ 

იცოდეს, რომ მეორე აირჩევს §) სტრატეგიას, მაშინ იგი აირჩევდა §; 
სტრატეგიასს და გაზრდიდა თავის სარგებელს. ამავე დროს, თუ მეორე 

მოთამაშე მიხვდებოდა, თუ რას აპირებდა პირეელი, იგი აირჩეედა §; სტრარეგიას 

და ასე შემდეგ. ეს მსჯელობა კიდეე ერთხელ გვაძლევს საფუძველს, რომ 
ყველა შემთხეევაში გამართლებულია მაქსიმინური სტრატეგიების არჩეეა, მაგრამ 
ყოველი მოთამაშე დაინტერესებულია თავისი სარგებლის გაზრდით, ამიტომ მან 
შეიძლება გარისკოს. რისკის შედეგი შეიძლება კატასტროფულიც აღმოჩნდეს და 
სარგებლის გაზრდის მომტანიც. 

ამ თვალსაზრისით ყოველი სტრატეგია ხასიათდება გარკეეული რისკის 
შემცველობით. რისკის ამ შემცეელობის სომად შეიძლება შემოეიტანოთ ისეთი 
სიდიდე, როგორიცაა პროცენტი ან რისკის ალბათობა მოცემული სტრატეგიის 
არჩევისას, ან ალბათობა სარგრბლიანობის მოსალოდნელი გაზრდისა და სხვა. 

ასეთ შემთხვევაში შეიძლება ჩაჟთვალოთ, რომ მოთამაშე სუფთა სტრატეგიას 
აირჩევს ამ მახასიათებლების შესაბამისად. 

თუ პირველი მოთამაშის სტრატეგიათა სიმრავლეა #, = (9,+7,...,§,1 და 

თითოეულ», სტრატეგიას მიეუწერთ რისკის ან სარგებლიანობის შემცველობის »X», 

ზომებს, კონკრეტულ ალბათობებს, მივიღებთ ფორმალურ ჩანაწერს: 

X=(X,5,X,5) ს, X,3წ), სადაც X% ++X+..+X, =LსX,>0 ამ ფორმალურ ჩანაწერს 

პირველი მოთამაშის შერეულ სტრატეგიას უწოდებენ. ანალოგიურად შეგეიძლია 

განვსაზღვროთ მეორე მოთამაშის შერეული სტრატეგიაც: »=CV4), #51, 7.57). 

გავაფართოოთ თითოეული მოთამაშის სტრატეგიათა სიმრავლე შესაბამისი 

შერეული სტრატეგიებით, ცხადია, ყოეელი სუფთა სტრატეგია შერეული



222 

სტრატეგიის კერძო შემთხვევაა, რამდენადაც + სუფთა სტრატეგია შეგვიძლია 

გაეაიგივეოთ X», =(0§),05;....,05; ',1I§,0§)',...,0§წ”) შერეულ სტრატეგიასთან. 

დავუშვათ, რომ მოთამაშეს შეუძლია ითამაშოს შერეული სტრატეგიებითაც, 
ასეთ შემთხვევაში რომ ვილაპარაკოთ თამაშის შედეგზე, საჭიროა გავაგრძელოთ 
სარგებლიანობის ფუნქციები მთამაშეთა შერეულ სტრატეგიათა სიმრავლეების 
დეკარტის ნამრაელზე. 

ეთქვათ, << 5,,5,,0,.0; >>ორი მოთამაშის თამაშია ნორმალური ფორმით და 

5, =(X,5, = 0) პირველი და მეორე მოთამაშის შერეულ სტრატეგიათა 
სიმრაელეებია, შესაბამისად. განესაზღვროთ პირეელი მოთამაშის 
გაფართოებული სარგებლიანობის ფუნქცია შერეული სტრატეგიებით თამაშის 
შემხხეევაში შემდეგნაირად: 

#(CიV)=2,2,Xრ(5.§57)V, = 2, (2,6 (9.5:)», = 2,”,(2,რ6(6,;51)X,, 
#51 /51 II წლი /5I =1 

სადაც 4,C(,,,§,) პირველი მოთამაშის სარგებლიანობის ფუნქციის მნიშვნელობაა 

სუფთა სტრატეგიათა (§,,5,)6 5,X 5, წყვილზე. 

ანალოგიურად განისაზღვრება გაფართოებული სარგრბლიანობის ფუნქცია 
მეორე მოთამაშისთვის: 

9.(X.»)= 2,2,X#-(§,,5,)7, · 
)=1 /=I 

ცხადია, ანტაგონისტური თამაშისთვის 9,(X,7) = –4, (X,”). 

9,(9,»7)= 2,4,(§,,§1)X, სიდიდე გამოსახავს პირველი მოთამაშის სარგებელს, 
ი 

როდესაც ის იყენებს +, სუფთა სტრატეგიას, ხოლო მეორე მოთამაშე ) შერეულ 

სტრატეგიას. 

9,(X,57)1= 2,0,(9,57)»7 სიდიდე გამოსახავს პირეელი მოთამაშის სარგებელს, 

როდესაც ის იყენებს /# შერეულ სტრატეგიას, ხოლო მეორე მოთამაშე +, სუფთა 
სტრატეგიას. 

ცხადია, #4,(5,,/§7) =6,(§,51) 
ანალოგიური სიდიდეები: 

#C>50)= 96 (5,4/)X , #:(50,)) = 309.4), 
' , 

გვექნება მეორე მოთამაშისთვისაც. 
ქვემოთ, ყველგან, ორი მოთამაშის ანტაგონისტურ თამაშს შერეული 

სტრატეგიებით აღენიშნაეთ ასე: << X„.,X,,6(X,7) >>. 

ანტაგონისტური თამაშის დროს ადგილი აქეს ტოლობებს: 
ღ” 

#C5)= 3 –#60045/)X, (4.2) = 32-40 57), 

#0,(X.51)= – 0,(X,§1), 0,(-,7)= – რ (5, »). 

ანტაგონისტურ თამაშში შერეული სტრატეგიებით პირველი მოთამაშის მიზანია, 

ამოირჩიოს ისეთი შერეული სტრატეგია », რომ მიიღოს მაქსიმალური 

სარგებელი, ანუ მოახდინოს მეორე მოთამაშის სარგებლის მინიმიზაცია. მაგრამ 

რეალური თამაშის შედეგი დამოკიდებულია ორივე მოთამაშის მოქმედებაზე.
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ყოველი შერეული »C X,, სტრატეგიისათვის გარანტირებული სარგებელი 

პირველი მოთამაშისათვის განისაზღვრება ასე: 

MC) = თსი#(CX). 
რამდენადაც სიდიდე 

თ 

#(3)= 99 X#C 47)», = 2. »,(2 #0:.4/)X = 2: #,#(XI,9) 
45 ლ 75) )=L )=1 

შეწონილი საშუალოა # რაოდენობის #(>,§7),/ =1.2,...,” სარგებლის, მას აქვს 
მინიმუმი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც მთელი წონა მიეწერება ამ 
სარგებლებიდან ყველაზე მცირეს, ანუ: 

»(X) = თIი#(C 2) = იისიI8(X 1,0 (ი. +; 0 CX,57)1. 
თუ მოთამაშეს სურს, მაქსიმალურად გაზარდოს თავისი გარანტირებული 

სარგებელი, მაშინ მან უნდა აირჩიოს ისეთი X»X" შერეული სტრატეგია, რომ 
ადგილი ჰქონდეს უტოლობას: 

M(X")> V,(X) 
ყველა XC X„ შერეული სტრატეგიისათვის. 

თუ დავუშვებთ, რომ V,(X") =V,, მაშინ 

», = V,(X?) = ჯიმXV, (X) = თმX იიIი#4 (XV) · 

ცხადია, #(X",») >V, ყოველი XC I, შერეული სტრატეგიისათვის. X»X1C X, 

შერეული სტრატეგია პირველ მოთამაშეს აძლევს არანაკლებ V, გარანტირებულ 

სარგებელს. ამ შერეულ სტრატეგიას პირველი მოთამაშის მაქსიმინური შერეული 
სტრატეგია ეწოდება. მაქსიმინური შერეული სტრატეგია ყოველთვის არსებობს, 
იგი შეიძლება არ იყოს ერთადერთი. აღვნიშნოთ პირველი მოთამაშის მაქსიმინური 

სტრატეგიების სიმრავლე 43, სიმბოლოთი. 

რადგან თამაში ანტაგონისტურია, ამიტომ მეორე მოთამაშის მიზანი იქნება 
პირველი მოთამაშის სარგებლის მინიმიზაცია და არა თავისი სარგებლის 

გაზრდა. თუ მეორე მოთამაშე ირჩევს#/C I, შერეულ სტრატეგიას, მაშინ პირეელი 

მოთამაშის სარგებელი არ შეიძლება აღემატებოდეს სიდიდეს: 

V, (7) = იიმX#CX, »). 
ეთქვათ, სტრატეგია # ისეთია, რომ: 

V; = V, (»”) < V,(») 
ყოველი X6IV სერეული სტრატეგიისათვის. მაშინ 

V, = V, ()/') = Iი1ი იი0XC (X, 7) 
» + 

და #(X,„)<V, ყოველი XC X, შერეული სტრატეგიისათვის. 

შერეულ »' სტრატეგიას ეწოდება მეორე მოთამაშის მინიმაყსური შერეული 

სტრატეგია. აღენიშნოთ მეორე მოთამაშის მინიმაქსური სტრატეგიების 

სიმრაელე ასე: ე. 

მაშასადამე, თუ პირეელი მოთამაშე იყენებს მაქსიმინურ სტრატეგიას, მაშინ ის 

უზრუნველყოფს რომ მისი სარგებელი იყოს არანაკლები, ეიდრე V,, ხოლო თუ 

მეორე მოთამაშე იყენებს მინიმაქსურ სტრატეგიას იგი უზრუნველყოფს, რომ 

პირველი მოთამაშის სარგებელი არ აღემატებოდეს V, სიდიდეს. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ", < M,.
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შერეულ სტრატეგიათა წყვილს (ჯ»',»') უწოდებენ წონასწორულს, თუ: 

#C.»)<#6(,»)<#0C”.7») 
ყოეელი X6 X„.7X6C I, შერეული სტრატეგიისთვის. 

თეორემა 29I თითოეული შემდეგი პირობებიდან გამომდინარეობს დანარჩენი 
ორისაგან: 

1. ანტაგონისტურ თამაშში შერეული სტრატეგიებით წონასწორული წყვილი 
არსებობს. 

2 V, = ი2მX ჯი)ი 0 (X,);) = ი)Iი იიმX# (X,);) = V,. 
» ” ·» » 

3. არსებობს ნამდეილი რიცხვი V და ისეთი შერეული სტრატეგიები: 

X1C X,.)/'C #/,, რომ: 

ა) 2,0(5,5/ )X? > V,/ = 1,2... 7. 
#=1 

ბ) 2.0(95; )) < V,I = 1,2,...,#. 
»- 

დამტკიცება: 1 პირობიდან გამომდინარეობს 2 პირობა. მართლაც, ეთქეათ, 

(XI) წონასწორული წყვილია, მაშინ: 

V, = V- (7?) = იიი იი0X# (X, ») < იი0X# (X, /?) = 0 (X9, /?) = 
= თიIი# (X”,)/) < ჯიმX 6ი10 6 (X. )/) = V, (X") =V,. 

» ” » 
2 პირობიდან გამომდინარეობს 3 პირობა. მართლაც, ვთქვათ, XV =V, =V, და »" 

მაქსიმინური სტერატეგიაა, ხოლო V" მინიმაქსური სტრატეგია. მაშინ ყოველი 

,/ ინდექსებისთვის გვექნება: 

2:#(5,41)XI =#(00,M/) > თIი# დეე = იაგXთბი#(X ე = 
"I 

=V= იიი იიმX# (X./) = თიმX0 (», »") >#(5),») = 2,0(5,,51)» 
ა -; 

3 პირობიდან გამომდინარეობს 1 პირობა. მართლაც, 3 პირობის ა) და ბ) 
პუნქტებიდან გამომდინარეობს, რომ: 

#(»",7)>»>4#(X.»") 
ყოეელი XC X,,VC # შერეულ სტრატეგიისათეის, თუ დავუშვებთ, 

X=X",/= /?, დაეინახავთ, რომ »=0(»?,»”V'). ეს კი ნიშნავს, რომ (X",X#") 

წონასწორული წყვილია. 

თეორემა 292 (ნეშის თეორემა). << Xა,,.0(X.»X)>> ანტაგონისტურ თამაშ'მი 

შერეული სტრატეგიებით არსებობს წონასწორული წყვილი. 
დამტკიცება X,„XX, სიმრავლეზე განვსასღვროთ გარდაქმნა: 

ჯ1:X,.XI >X.,XXI,, 

რომელსაც აქეს შემდეგი თვისებები: 

1. სტრატეგიათა (X19,/")C XX, წარმოადგენს წონასწორულ წყვილს, 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 7(X ,V”) =(X”,„'). ანუ როდესაც (»,»')C 

X.XI, წარმოადგენს 7 გარდაქმნის უძრავ წერტილს. 

2. 7 გარდაქმნას აქვს ერთი მაინც უძრავი წერტილი. 

ასეთი იქნება გარდაქმნა, რომელიც განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

დავუშვათ,
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(60) -#C.», V ი0,ცX-86C,»7)>0 

რი / #0)-მთა)50 

(6ფ)-2CM#), / ი6(I”)–-–#6(X,§7)>0 

ძ,=4 – == 
Iს MM #(,))-4(X,5;)<0 

თუ 7(X,”)=(X,”), მაშინ » და #» იყოს განსაზღვრული ასე: 

«- 9+5თ)) 
1+2.2, (629) 

#=1 

, _ »#,+9,(X,1) 
», ლ“ა“–_––. 

1+2,4(-»”) 
#=I 

პირდაპირი გამოთვლები გვაჩვენებენ, რომ» >0,5'X =1, I, >0,5', =1. 
I I-I 

პირველად ვაჩვენოთ, რომ წყეილი (»,”) წონასწორული ამონახსნის მაშინ და 
მხოლოდ მაშინ, როდესაც იგი 1 გარდაქმნის უძრავი წერტილია. 

აღენიშნოთ, რომ 0,(X,») გვიჩვენებს, თუ რამდენდ ჯობია §, სუფთა 

სტრატეგიის არჩევა » სტრატეგიის საპასუხოდ X შერეული სტრატეგიის 

არჩევას, ხოლო ძ,(X,7) გეიჩეენებს, თუ რამდენდ ჯობია +; სუფთა 

სტრატეგიის არჩევა Xჯ სტრატეგიის საპასუხოდ »” შერეული სტრატეგიის 

არჩევას. დავუშვათ (X»X,”) წონასწორული ამონახსნია, რადგან ამ შემთხეევაში ჯ 

სტრატეგია კარგია » სტრატეგიის წინააღმდეგ, ამიტომ | ყოველი ინდექსისათვის 

C,(X.-X–X=0 და ამგვარად X, =X,. ანალოგიურად: V, = », ყოველი / 

იჩდექსისათვის. მაშასადამე, თუ (X,/) წონასწორული ამონახსნია, მაშინ 

7(X,») =(X.X»). 
რომ დავამტკიცოთ საწინააღმდეგო, უნდა დავუშვათ, რომ 7C».X) = (X,»). თავიდან 

ვაჩვენოთ, რომ არსებობს ერთი მაინც !, რომლისთვისაც», > 0 

და 0,(X.#)=0. რადგან განსასღერის ძალით: 

#(07)=2 X#60 7), 
11 

დავასკვნით, რომ უტოლობა #6(X,7)<8(§5,,») არ შესრულდება ყოველი ! 

ინდექსისათვის, მაგალითად, იმ ინდექსებისათვის, რომლებისთვისაც X, >0. 

აქედან გამომდინარე | ინდექსის სულ მცირე ერთი მნიშენელობისათეის 

თC(X»#) =48(5,,7) <9(%-») =0. მაგრამ რადგან 7(X,») = (X,»), ანუ (X»») უძრავი 
წერტილია 7. გარდაქმნის მიმართ, ასეთი / ინდექსებისათვის: 

Xჯ 
== .– 

1+2,C,(X,X) 
#- 

,
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აქედან კი გამომდინარეობს, რომ: 

2.59C))5=0. 
#-I 

ამ ჯამის შესაკრებები არაუარყოფითია, ამიტომ თითოეული მათგანი ნულის 
ტოლი უნდა იყოს. 
ამგვარად, შერეული სტრატეგია X ისევე კარგია 7” შერეული სტრატეგიის 

წინააღმდეგ, როგორც ნებისმიერი §#, სტრატეგია. ანალოგიურად დამტკიცდება, 

რომ » შერეული სტრატეგია კარგია X შერეული სტრატეგიის წინააღმდეგ. ეს კი 
ნიშნავს, რომ წყვილი (».”/) წონასწორული ამონახსნია. 
” გარდაქმნისათვის უძრავი წერტილის არსებობა გამომდინარეობს ცნობილი 
ტოპოლოგიური თეორემიდან, რომელსაც "ბრაუერის თეორემა უძრავი წერტილის 
შესახებ" ეწოდება. 
ამ თეორემის გაცნობა შეიძლება ტოპოლოგიის ნებისმიერ სახელმძღვანელოში. 
ამგვარად, ვაჩვენეთ, რომ ანტაგონისტურ თამაშს შერეული სტრატეგიებით, 

განსხვავებით სუფთა სტრატეგიების შემთხვევისა, ყოველთვის აქვს 
წონასწორული ამონახსნი. 

§30. თამაშის დაყვანა წრფივი პროგრამირების 

ამოცანამდე 
ვთქვათ მოცემულია ორი მოთამაშის ანტაგონისტური თამაში << 5,,5,.6 >>, 

სადაც 5, =(9),5;....5”),5, = (51.51 ,...,5:), ხოლო # ფუნქციის შესაბამისი 

მატრიცის ი, =0C(,,,+;) ელემენტები არაუარყოფითია. უკანასკნელი დაშვება 

ზოგადობას არ ზღუდავს, ვინაიდან თამაშის მატრიცის ელემენტებზე ერთ და 
იმავე რიცხვის დამატებით თამაშის სტრუქტურა არ იცელება. 
ამ თამაშში პირველი მოთამაშის მიზანია, იპოვოს ის შერეული სტრატეგია, 
რომელიც აძლევს მას მაქსიმალურ გარანტირებულ მოგებას, ხოლო მეორე 
მოთამაშის მიზანია, იპოვოს ის შერეული სტრატეგია, რომელიც აძლევს მას 
საშუალებას, არ წააგოს პირველი მოთამაშის მაქსიმალურ გარანტირებულ 
მოგებაზე მეტი, ანუ პირველმა მოთამაშემ არ მოიგოს მის მაქსიმალურ 
გარანტირებულ მოგებაზე მეტი. 
წინა პარაგრაფის პირველი თეორემისა და ნეშის თეორემის თანახმად, არსებობს 

ისეთი »,V>0 რიცხვი და შერეული სტრატეგია X= (X,,X,,..:X»),X, >0,2,», =1, რომ 

პირველმა მოთამაშემ ამ შერეული სტრატეგიის გამოყენებით, გარანტირებულად 

შეიძლება მიიღოს არანაკლებ V,V>0 სარგებელი, ანუ #6090)= 3 #07 )X, > V 

ყოველი / = I,2,....,7 ინდექსისათვის, უკანასკნელი უტოლობა ტოლფასია 

აი,» >V / =1.2,...., 7 · 

უტოლობის. თუ ამ უტოლობის ორივე მხარეს გაეყოფთ V სიდიდეზე და 

შემოვიტანთ აღნიშვნას: V, =+%, შეიძლება ზემოთ თქმული წარმოვადგინოთ 

შემდეგი ფორმით: არსებობს ისეთი V რიცხვი და ეექტორი #V = CV,,M,--»”M»), 

სადაც V, 2 ყოველი I =12,....”7 ინდექსისთვის, რომ მოთამაშე მიიღებს 

არანაკლებ V სარგებელს,
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I 

2, =+ და პათ, >1 .. 
„I ” ”-I 

ყოველი / =12,....” ინდექსისათვის. 

«+ უტოლობა ტოლფასია » უტოლობის. მართლაც, თუ გავამრავლებთ M"" 
განტოლების ორივე მხარეს V სიდიდეზე და V,V” სიდიდეს შევცელით X», 

სიდიდით, მივიღებთ ” უტოლობას. 
ამგვარად, პირველი მოთამაშის წინაშე მდგარი ამოცანა შეიძლება 
ჩამოვაყალიბოთ შემდეგნაირად: 
ეთქეათ, V წარმოადგენს #7 განზომილებიან ისეთ ვექტორთა V =CV,,V;,...,„)C CV 

სიმრავლეს, რომ V, >0, ყოველი I =1.2,...,” ინდექსისთეის და 2,ძ,,, >1I ყოველი 

7 =I,2,...,M ინდექსისთვის. საჭიროა ვიპოეოთ ისეთი ვექტორი M=(V,,M.,..,M.ც)C CV, 

რომ ჯამი 5, იყოს მინიმალური. 

როგორც ეიცით, 2), ტიპის ფორმების მინიმუმის პოვნის ამოცანას Lი “,>1, /”“ 
I I 

# =1.2.....,/; V/,> 0, 7=1,2,....”M სახის შესღუდვების პირობებში 

წრფივი პროგრამირების ამოცანა ეწოდება. 
ამგვარად, პირველი მოთამაშისათეის ოპტიმალური შერეული სტრატეგიის 
პოვნის ამოცანა ჩვენ დავიყვანეთ ისეთი წრფივი პროგრამირების ამოცანამდე, 

როდესაც საპოვნია+= 9. V, მიზნის ფუნქციის მინიმუმის წერტილი. 
. 

1-%V, ფუნქციის მინიმუმის წერტილის მოძებნის მოთხოენა გამომდინარეობს 
I 

“” 

იქედან, რომ 1 სიდიდის შესაძლებელი მინიმალური მნიშენელობა განაპირობებს 
V 

V სიდიდის შესაძლებელ მაქსიმალურ მნიშვნელობას. 
პირველი მოთამაშის შემთხეევის ანალოგიურად, არსებობს ისეთი »,V>0 

რიცხეი და შერეული სტრატეგია X»”=(»”,,#,,-.#»).X, >0,2,X, =1, რომ მეორე 
/5 

მოთამაშემ ამ შერეული სტრატეგიის გამოყენებით მიაღწიოს იმას, რომ პირველმა 
მოთამაშემ არ მიიღოს მის მაქსიმალურ გარანტირებულ V მოგებაზე მეტი 

სარგებელი, ანუ: –#60))=6C00)= 2.6. /)», <V ყოველი ჯ=L2,...../ 

ინდექსისათვის. უკანასკნელი უტოლობა ტოლფასია 

ი,» < V / =1.2,...., 7? ... 

უტოლობის. თუ ამ უტოლობის ორივე მხარეს გავყოფთ V სიდიდეზე და 

შემოვიტანთ აღნიშენას: V, =24, შეიძლება ზემოთ თქმული წარმოვადგინოთ 

შემდეგი ფორმით: არსებობს ისეთი » რიცხეი და ვექტორი M = (V,,Mე,...V)) 

სადაც #», > 0 ყოველი / =1,2,...,7/ ინდექსისთვის, რომ 
” I ს 
2,M,=> და 2,0,V, > .... 
I/-
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ყოველი 7) =1.2,...,”7? ინდექსისათეის. 

+... უტოლობა ტოლფასია "++ უტოლობის. მართლაც, თუ გავამრავლებთ 
+++ განტოლების ორივე მხარეს ”» სიდიდეზე და V,» სიდიდეს შეეცვლით 7, 

სიდიდით, მიეიღებთ #»#»» უტოლობას. 
ამგვარად, მეორე მოთამაშის წინაშე მდგარი ამოცანა შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ 

შემდეგნაირად: 

ეთქვათ, ” წარმოადგენს # განსომილებიან ისეთ ეექტორთა 
V = (CM, ,M5,..,M,)C ” სიმრავლეს, რომ V, 20 ყოველი 7=12,...,” ინდექსისთვის 

და 2,9,V, >1 ყოველი | =1.2,...,7 ინდექსისთვის. საჭიროა ვიპოეოთ ისეთი 
751 

ვექტორი M' = (V,,M.,....M,)6 M#, რომ ჯამი 2,V, იყოს მაქსიმალური. 
#- 

როგორც ვიცით, 2,V, ტიპის წრფივი ფუნქციის მაქსიმუმის პოვნის ამოცანაც, 
I 

2,ძ,V, <1, /=1,2,....,M; M,=0, /=12,....,/, სახის შესღუდვების პირობებში, 
ლი 
წრფიეი პროგრამირების ამოცანას წარმოადგენს. 
ამგვარად, მეორე მოთამაშისათვის ოპტიმალური შერეული სტრატეგიის პოვნის 

ამოცანა ჩვენ დავიყეანეთ ისეთ წრფივი პროგრამირების ამოცანამდე, როდესაც 

საპოვნია 1-%V, მიზნის ფუნქციის მაქსიმუმის წერტილი. 1-5, ფუნქციის 
V 4-1 » #9 

მაქსიმუმის წერტილის მოძებნის მოთხოენა გამომდინარეობს იქედან, რომ 1 
V 

სიდიდის შესაძლებელი მაქსიმალური მნიშვნელობა განაპირობებს V სიდიდის 
შესაძლებელ მინიმალურ მნიშვნელობას. 
მაშასადამე, ორი მოთამაშის ანტაგონისტური თამაშის შერეულ სტრატეგიებში 
წონასწორული ამონახსნის მოძებნის ამოცანა ჩეენ დავიყვანეთ წრფივი 
პროგრამირების ორ ამოცანამდე: პირველი მოთამაშის ოპტიმალური შერეული 
სტრატეგიის მოსაძებნად საჭიროა ეიპოეოთ შესაბამისი წრფივი პროგრამირების 
ამოცანის მიზნის ფუნქციის მინიმუმის წერტილი, ხოლო მეორე მოთამაშის 
ოპტიმალური შერეული სტრატეგიის მოსაძებნად საჭიროა ეიპოვოთ შესაბამისი 
წრფივი პროგრამირების ამოცანის მიზნის ფუნქციის მაქსიმუმის წერტილი. 
მაგალითი: როგორც ზემოთ ენახეთ, ანტაგონისტურ თამამს ნორმალური 

ფორმით, რომელიც წარმოდგენილია მატრიცით: 

ა. 

93. 1 

§+: 2 4 

წონასწორული ამონახსნი არ გააჩნია, ხოლო მისი მაქსიმინური ამონახსნია: 

<<2,-3,(§;,§)) >> 
ეიპოვოთ ამ თამაშის წონასწორული ამონახსნი შერეულ სტრატეგიებში. 

დავიყვანოთ თამაშში პირველი მოთამაშის ამოცანა წრფივი პროგრამირების 

ამოცანაზე წონასწორული წყვილის პირველი კომპონენტის მოსაძებნად უნდა
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ვიპოვოთ ვექტორი V =(V,,V,), რომელის კოორდინატებიც აკმაყოფილებენ 

შეზღუდვებს: 
3V, + 2Mე >1 

!/, + 4 >1 

V, >0,V, >0 

და მისნის ფუნქციას 1=V, +MVე ანიჭებენ მინიმალურ მნი'შენელობას. 

წრფივი პროგრამირების მიღებული ამოცანის ამოსახსნელად გამოვიყენოთ 
სიმპლექს-მეთოდი, რისთვისაც ამოცანა დავიყეანოთ სტანდარტულ სახემდე: 

–3V, – პVე +M, =–I 

–V, – 4V/, +I/, =-1 

V, >20,V,; >20,V, >20,V, 20 

მიღებულ განტოლებათა სისტემის ერთ-ერთი საბაზისო ამონახსნია: 
", =0,V;ე = 0,V,კ = –1,V, = –1. 

ეს ამონახსი არ შედის დასაშვებ ამონახსნთა სიმრავლეში, რადგან მისი 
კომპონენტები ნაკლებია ნულზე ან ტოლია ნულის, ამიტომ ვიჰოვოთ სხვა 
საბასისო ამონახსნი. ამისათვის გამოვსახოთ V,,V, ცვლადები M#,,“, ცელადების 

საშუალებით: 

“ი =++2/, !"ჰ 
5.3 

"V =1- 1, +3, 
აებებსას 

აქედან გამომდინარე, ახალი საბაზისო ამონახსნი იქნება: 

“V =1V =1V = 0,I(/, =0 | = 57% = <)% = სყ 

მისნის ფუნქციას M,,V, ცვლადებში ექნება სახე: 

12.1 1 
-==+-- 2 3-–წ. 
V 5 6 10 

რადგან მიზნის ფუნქციის უკანასკნელ სახეში არასაბაზისო M,.V, ცელადებთან 

არაუარყოფითი კოეფიციენტებია, ამიტომ უკანასკნელი საბასისო ამონახსნი 

გეაძლევს ჩვენი წრფივი პროგრამირების ამოცანის ოპტიმალურ ამონახსნს: 

1 1 
MV,=–-,IMI=-, 

5 5 

რომელზედაც 1=+M+%, მიზნის ფუნქციის მნიშენელობა: <-ის. 

ამ წრფივი პროგრამირების ამოცანის ამოხსნით ჩვენ ვიპოეეთ თამაშის 
წონასწორული ამონახსნის პირველი კომპონენტი: 

15 წ 15.) 
<2 52 §,)= C. _ და თუ პირველი მოთამაშე ითამაშებს X = CV,V§) ,V,V§;) = (– 

X= (24024) შერეული სტრატეგიით, მისი მოგება იქნება არანაკლებ =-ის. 

ახლა დავიყეანოთ მოცემულ თამაშში მეორე მოთამაშის ამოცანა წრფიეი 
პროგრამირების ამოცანასე. წონასწორული წყეილის მეორე კომპონენტის 

მოსაძებნად უნდა ვიპოვოთ ეექტორი V'= (M,,V,), რომლის კოორდინატებიც 
აკმაყოფილებენ შეზღუდვებს:
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3", +Mე <1 

2, + 4, <1 

VI, > 0,V >0 

და მიზნის ფუნქციას 1-V +M.ე ანიჭებენ მაქსიმალურ მნიშვნელობას. 
” 

წრფივი პროგრამირების მიღებული ამოცანის ამოსახსნელად ამოცანა 
დავიყვანოთ სტანდარტულ სახემდე: 

3M, + MM, + M, =1 

2V' + 49 + M,, =1 

·«, > 0,V. >0,V#- > 0,+, 290 

+= M, +, ფუნქციის მაქსიმუმის წერტილი ემთხვევა 2=-M, – #,) ფუნქციის 

მინიმუმის წერტილს, ამიტომ აქაც შეგეიძლია გამოვიყენოთ სიმპლექს-მეთოდი. 
მიღებულ განტოლებათა სისტემის ერთ-ერთი საბაზისო ამონახსნია- 

", = 0,XV, =0,1V, =1,V, =1. 

ეს საბასისო ამონახსნი არ გვაძლევს ამოცანის ოპტიმალურ ამონახსნს, რადგან 

მისნის ფუნქციაში არასაბაზისო ცელადების კოეფიციენტები უარყოფითია. 

ეიპოვოთ სხვა საბაზისო ამონახსნი. ამისათვის არასაბაზისო ცვლად M, ცელადს 
გაეუცეალოთ ადგილი რომელიმე საბაზისო ცვლადთან, ამ საბაზისო ცვლადის 
მოსაძებნად განვიხილოთ ტოლობები: 

წ =1-3VM, 

"კ =1-2V, 

და ფარდობები: 

1.1 

372. 
ეს ფარდობები გვიჩვენებენ, რომ ადგილები ეცელება არასაბასისო V, ცვლადს 

და # საბაზისო ცვლადს. 

გამოვსახოთ ახალი საბაზისო ცვლადები ახალი არასაბაზისო ცვლადებით: 

1 1 1 
MM =3 “337 +3M 

– 1 3 3 2 3 3 

აქედან გამომდინარე, ახალი საბაზისო ამონახსნი იქნება: 

V, =4.% =0,V, = 0,V,, =1 
3 

მიზნის ფუნქციას #,,I ცვლადებში ექნება სახე: 

რადგან მიზნის ფუნქციის უკანასკნელ სახეში არასაბაზისოM, ცელადთან 

უარყოფითი კოეფიციენტია, ამიტომ უკანასკნელი საბაზისო ამონახსნი არ 

გვაძლევს ჩვენი წრფივი პროგრამირების ამოცანის ოპტიმალურ ამონახსნს. 
საჭიროა შევამოწმოთ სხვა საბაზისო ამონახსნი. 
განეიხილოთ ტოლობები



და ფარდობები: 

უკანასკნელი ფარდობები გვიჩვენებენ,რომ M#, არასაბაზისო ცელადს ადგილი 

უნდა გავუცეალოთ M, საბაზისო ცელადთან. 
გამოვსახოთ ახალი საბაზისო ცელადები დანარჩენი ცვლადებით: 

V,. =1 3743 "” 
110 10.“ 10 ”” 

=331V M 
' 10 10! 30." 

ახალი საბაჭისო ამონასსნია 

3 1 
MI =1ე:M/ 107 =0,V”, =0 

მიზნის ფუნქციის სახეა: 

1 L2I 
გ=--=- + - წ +--M. 

» 30 10 30 
მიზნის ფუნქცის მიღებულ სახეში არასაბაზისო ცვლადების წინ უარყოფითი 
კოეფიციენტები არაა, ამიტომ უკანასკნელი საბაზისო ამონახსნი გვაძლევს ჩეენი 

წრფივი პროგრამირების ამოცანის ოპტიმალურ ამონახსნს: V=C.-ი. 

მისნის ფუნქციის 
1 12. 2 

2=--=- + წმი) 
»–» 30 10 30 

მინიმალური მნიშენელობაა: 2 = -1- => 
2 

ამ წრფივი პროგრამირების ამოცანის ამოხსნით ჩვენ ეიპოვეთ თამაშის 
წონასწორული ამონახსნის მეორე კღმპონენტი: 

»# = 0V,V9),VI,V1) = (319 10 ფ0=- 119 2)=Cა აI,1:47). თუ მეორე მოთამაშე ითამაშებს 
10 4 2104. 

»=ფ9.14) შერეული სტრატეგიით, მაშინ პირველი მოთამაშის მოგება იქნება 

არა უმეტეს >-ის. 

საბოლოოდ გეაქვს მოცემული თამაშის წონასწორული ამონახსნი შერეულ 

სტრატეგიებში: 

-C 11 –ი:6 9:14) >>.
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სავარჯი შოები: 

1.იპოვეთ ორი მოთამაშის ანტაგონისტური თამაშის ამონახსნი შერეულ 
სტრატეგიებში, თუ მისი მატრიცია: 

§:2.5 

2.იპოვეთ ორი მოთამაშის ანტაგონისტური თამაშის ამონახსნი შერეულ 
სტრატეგიებში, თუ მისი მატრიცია: 

9: 4; 

. 

§22.1..5 

3. იპოვეთ ორი მოთამაშის ანტაგონისტური თამაშის ამონახსნი შერეულ 
სტრატეგიებში, თუ მისი მატრიცია: 

1 ა? 
45: 5, 

§ 7 6. 

+ 3.1 

და მიღებული შედეგის მიხედვით აირჩიეთ სუფთა სტრატეგიები. 
4. იპოვეთ ორი მოთამაშის ანტაგონისტური თამაშის ამონახსნი შერეულ 
სტრატეგიებში, თუ მისი მატრიცია: 

(6 2 

და მიღებული შედეგის მიხედვით აირჩიეთ სუფთა სტრატეგიები. 
5. იპოვეთ ორი მოთამაშის ანტაგონისტური თამაშის ამონახსნი შერეულ 
სტრატეგიებში, თუ მისი მატრიცია: 

55; 

9103. 

§:6 2 

და მიღებული შედეგის მიხედეით აირჩიეთ სუფთა სტრატეგიები. 

6. იპოვეთ ორი მოთამაშის ანტაგონისტური თამაშის ამონახსნი შერეულ 

სტრატეგიებში, თუ მისი მატრიცია:



#5 

11.2 
აყ  – 

2 5 

§: 1.2 
3 

და მიღებული შედეგის მიხედვით აირჩიეთ სუფთა სტრატეგიები. 
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