
%, ნაცვლიშვილი, გ. ტაბიძე, რ. დანელია, 

კბ. გიორგობიანი, მ. კუბლაშვილი 
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42.1 
51 
ნ. 375 

LI გს ცოM8IXM 3VნMM0 MრIIX8IIIM08IIM, ”ე6MIM3C IV0მM C0ი0M”0CV9IIV, 
ჯგიხხყი ხლნე3 სი»ლიიხ08VMს, I M00L06!!წIIV 1IXIIMIICი /CMC0II1003MM, 
MVნუეს!8IMV MIV0M20M #20VI00IM" 

0ოI08ა! XIICIXI06XII0II M27X7CM0IIIILIM 

(LIი ”იVვI!!!CL0M 93 სIMC) 

დისკრეტული მათემატიკის წინამდებარე სახელმძღვანელო გან- 

კუთვნილია უმაღლესი ტექნიკური სასწავლებლების სწავლების 
ყველა ფორმის სტუდენტებისათვის. იგი შედგენილია ამჟამად მოქ–- 

მედი პროგრამის მიხედვით და მოიცავს შემდეგი საკითხების ელე- 

მენტებს: წრფივი ალგებრა და ფუნქციონალური ანალიზი, განტო- 

ლებებისა და სისტემების მიახლოებითი ამოხსნა, ფუნქციათა ინ- 
ტერპოლაცია, რიცხვითი გაწარმოება და ინტეგრება, სხვაობიანი 

სქემები, წოფივი დაპროგრამება, თამაშთა თეორია, გრაფთა თეო- 

რია, შემთხვევითი პროცესები. 

რეცენზენტები: 1. ფიზიკა-მათემატიკის მეცნიერებათა კანდიდატი, 
დოცენტი ი. ჯვარშეიშვილი, 

2. გამოთვლითი მათემატიკის ინსტიტუტის უფ- 

როსი მეცნიერ-თანამშრომელი ა. ჟუუჟუნაშვილი 

რედაქტორი რ. დანელია 

სამხატვ. რედ. გ. ზაკალაშვილი 

ტექრედაქტორი თ. მანჯგალაძე. 
“უფროსი კორექტორი ნ. დოლბაძე 

კორექტორი დ. ყვავაძე 
გამომშვები ო. მაჭავარიანი 

11)ს # 4655. ა VლC)ICC II318მILI6 

გადაეცა წარმოებას 20.06.89. ხელმოწერილია დასაბეჭდად 10.06.90. ქაღალდის ზომა 

60X901/,)გ. საბეჭდი ქაღალდი # 1. გარნიტურა ვენა. ბექდეა მაღალი. ნაბეჭდი 

თაბახი 27. საღეხავგატარება 27. სააღრ“ცხვო-საგამომცემლო თაბახი 22,21./1 
ტირაჟი 5009. შეკვ. M# 679. 

ფასი V მან. (ყი კაპ. 

გამო”ცემლობა „განათლებ.#, თბილისი, გ. ჩუბინაშვილის ქ. #ი 50. 

II31010:ს018ც0 «I მII09IM062», 1CIIIIICM, VII. 1. ·IV6IIII2II8II/MII M# 50. 

საქართველოს რესპუბლიკის ბეუდვითი სიტყვის სახელმწიფო კო- 
მიტეტ-ს ბეჭდვითი სიტყვის კომბინატი, თბილისი, მარჯანიშვ“- 

  

ლის ქ. #5. 

Iა0I6IIMმ+ 0M088VII ( 0CVII0CI1 80:00 M0MIIICIL2 1 0IV9IIIICMII. |ალს-- 
იVნწIIIII I0C IIლ42XI. IL. IL6CII. VI. ამენ ეXგI!!!!8I.1I, 5. 

432 6020500 –427 · · 
8 ვეაეა“ დ) ზ. ნაცვლიშერლი, გ. ტაბიძე, რ. დანელია, 

M –– 602 (08) –– 90 #. გიორგობიანი, მ. კუბლაშვილი, 1990 

15ცM --5-- 505 --01104- გ



წინასიტყვაობა 

ტექნიკური პროფილის უმაღლეს სასწავლებლებში ამჟამად მოქ- 

მედი ტრადიციული სახელმძღვანელოები უმაღლეს მათემატიკაში ით- 

ვალისწინებს სტუდენტის მიერ დიფერენციალური და ინტეგრალური 
აღრიცხვის ელემენტებისა და მომიჯნავე საკითხების ათვისებას კლასიკუ– 

რი ანალიზის ჩარჩოებში. მეორეს მხრივ, უმაღლესი მათემატიკის კურ- 

სის სათანადო პროგრამაში ერთი სემესტრი მთლიანად დათმობილი აქეს 

დისკრეტული მათემატიკის მეთოდებსა და მათი მანქანური რეალიზა–- 

ციის საკითხებს. ეს ბუნებრივიცაა, ვინაიდან თანამედროვე მეცნიერე– 
' ბისა და ტექნიკის სხვადასხვა დარგში სულ უფრო და უფრო ხშირად 

რში გვაქვს მათემატიკური ხასიათის ამოცანებთან, რომელთა ამოხს– 

ნა კლასიკური მათემატიკური ანალიზის მეთოდების გამოყენებით ან 

(საერთოდ ვერ ხერხდება, ან, უკეთეს შემთხვევაში, ასეთი გზით მიღე–- 

"ბული ამოხსნა მისი რთული ანალიზური სტრუქტურის გამო გამო ყე– 

ნებისათვის პრაქტიკულად უვარგისია.ა მაგალითისათვის "მეგვიძლია 

„დავასახელოთ წოფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემები Cამდენიმე 

“ათეული თუ ასეული უცნობით, მაღალი ხარისხის ალგებრული განტო- 

ლებები, ასევე, რთული ტრანსცენდენტული განტოლებები, დიფერენ- 
ციალური განტოლებები ან ასეთ განტოლებათა სისტემები, რომელთა 

ინტეგრება ელემენტარულ ფუნქციებში ვეო ხერხდება და მრავალი სხვა. 

უნდა აღინიშნოს, რომ დღემდე არსებული ყველა სახელმძღვანელო 

თუ მონოგრაფია რიცხვითი ანალიზის საკითხებში, რომლებიც, როგორც 

წესი, მოიპოვება ჩვენთან რუსულ ენაზე, ეთანადება დისკრეტული მა- 
თემატიკის საუნივერსიტეტო კურსის პროგრამას. მეორე მხრივ. აღნიშ- 

ნული ტიპის სახელმძღვანელო, რომელიც მთლიანად შეესაბამებოდეს 

ამჟამად მოქმედი უმაღლესი ტექნიკური სასწავლე ბლების პროგრამას, 

არ მოგვეპოვება არც რუსულ, არც ქართულ ენაზე. ამ მხრივ წინამდე– 

ბარე სახელმძღვანელო წარმოადგენს მის ავტორთა ცდას შეავსოს აღ- 

ნიშნული ხარვეზები ქართულ ენაზე მოსწავლე სტუდენტებისათვის. 

იგი გამოადგება აგრეთვე უნივერსიტეტის გამოთვლითი მათემატიკის 

და კიბერნეტიკის სპეციალობის სტუდენტებს და აგრეთვე ინჟინერ- 

მკვლევარებს. საერთოდ, წიგნით სარგებლობა შეუძლია ყველას, ვი- 

საც ათვისებული აქვს ტექნიკური სასწავლებლისათ ვის გათვალისწინებუ- 
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ლე უმაღლესი მათემატიკის ზოგადი კურსის პროგრამა მთლიანი მოცუ- 

ლობეთ. ამასთან დაკავშირებეთ, |წიგნში მოყვანილი ზოგიერთი მათე–- 
მატეკურე დებულებები და ცნებებე მოცემულია მათი საწყისი განსახღ- 
ვრებების გარეშე. 

წრფივი დაპროგრამება, თამაშთა თეორეა და გრაფთა თეორია თა- 
ნამედროვე გამოყენებეთი მათემატიკის დარგებია. ისინი შეისწავლიან 
ისეთე ამოცანებეს მათემატეკურ მოდელებს, რომლებშიც საჭიროა ამა 
თუ იმ აზრეთ საუკეთესო გადაწყვეტილებების მიღება. 

სახელმქღვანელოში გადმოცემულ მასალას თან ერთვის სავარჯიშო- 
ები, აგრეთვე, ცალკეულ ამოცანათა მანქანური რეალიზაციის მაგალი- 

თები. 
მ განსაზღვრებები, თეორემებე, შედეგები, ცხრილები, ფორმულები 

დანომრელეა პარაგრაფებეს მიხედვეთ, ხოლო ნახაზები მთლიანი ნაშ- 
რომის მიხედვით. 

ხელნაწერის წაკითხვის დროს გამოთქმული შენიშვნებისა და საქ- 

მიანი წინადადებებისათვის ავტორები მადლობას უძღვნიან მათემატი- 

კოსებს: ი. ჯვარშეიშვილს, მ. ზაქრაძეს, შ. ხუბეჯაშვილს, გ. ფიფიას“ 

წიგნი ზემოაღნიმნული ტიპის სახელმძღვანელოს შექმნის პირველ 

ცდას წარმოადგენს და, ბუნებრივია, ვერ იქნება :დაზღვეული ნაკლო–- 
ვანებებისაგან. ავტორები მადლობით მიიღებენ მკითხველთა ყველა შე– 

ნიშვნებსა და წინადადებებს, რომელიც გათვალისწინებული იქნება ამ 

წიგნის შემდგომ გამოცემაში.



I თავი 

მატრიცთა თეორიის ელემენტები 

§ 1. მატრიცის ცნება 

ვთქვათ, მოცემული გვაქვს #7 XM რაოდენობის თ; კ, /1=1,2,..,./1I; 

|=1,2,..,.) რიცხვები (ნამდვილი ან კომპლექსური) ამ რიიცხვებისა- 

გან შედგენილ | 
C11 CI 2 ... C1» 

(7251 რCთივ.....რი» 

4=L ...... (1) 
თო თო... თთი 

მართკუთხა ცხრილს ეწოდება მატრიცა # სტრიქონითა და # სეე–- 

ტით. 

4 მატრიცის შემადგენელ თი;, რიცხვებს ეწოდება მატრიცის 

ელემენტები. პირველი ( და მეორე )/ ინდექსი შესაბამისად იმ 

სტრიქონისა და სვეტის მაჩვენებელია, რომლებსაც ეკუთვნის ეს ელე–- 

მენტი. მიღებულია (1) მატრიცის მოკლე ჩაწერა: 

#4=V,/ (1(=1,2,...,/71; 1=1,2,...,,1) ან 4='0, თო» 

M# და # რიცხვებს მატრიცის რიგებს უწოდებენ. 

ორ მატრიცას ეწოდება ე რთნაირი ტიპის, თუ მათი რი- 

გები შესაბამისად ტოლია. (1) მატრიცაზე ამბობენ, რომ იგი არის MX M 

ტიპის. თუ M#-==/1, მაშინ მატრიცას ეწოდება # რიგის კვადრატუ- 

ლი მატრიცა. როცა #15-/, მაშინ მას ეწოდება მართკეთ- 

ხა მატრიცა. კერძოდ 1 XM ტიპის მატრიცას ეწოდება ს ტრი- 
ქტონ- ატრიცა (სტრიქონ-ეექტორი), ხოლო /7X1 ტიპის მატრი- 
ცას ეწოდება სვ ეტ-იმატრიცა (სვეეტ-ვექტორი). წრიცხვი (სკალა– 
რი) შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც 1X1 ტიპის მატრიცა. 

კვადრატული მატრიცის თ,,, თე;ე,..., ი„„ ელემენტები ქმნიან ე. წ. 
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მთავარ დიაგონალს, ხოლო თი, თაი). რთა ელემენტები –– არა– 
მთავარ დიაგონალს. 

თ, 0 0...0 
4- 0 თე 0...0 (2) 

.-" 

0 0 0...თ, 

კვადრატულ მატრიცას ეწოდება დიაგონალური მატრიცა 
თუ თ;550 (L=1, 2,...,,) და მოკლედ აღინიშნება Iთ,, თა..., თ„1 სიმბო– 
ლოთი. 

დიაგონალურ მატრიცას ეწოდება ე რთე ულოვანი მატ- 
რიცა, თუ თ,=1 (I1=1,2,...,,) და აღინიშნება 6 ასოთი, ე. ი. 

10...0 

01..0 
=> . 

00... 1 

თუ მხედველობაშე მივიღებთ 

ბ,,=1 მშ (7 
L1, თუ 1=/, 

კრონეკერის სიმბოლოს, მაშინ ერთეულოვანი მატრიცა ჩაიწერება #6 => 
=(0,.) სახით. 7) 

მატრიცას, რომლის ყველა ელემენტი ნულის ტოლია, ეწოდება ნ უ- 

ლოვანი მატრიცა და აღინიშნება 0 ასოთი. ნულოვან მატრი- 

ცამი' როცა უნდათ მიუთითონ სტრიქონებისა და სვეტების რაოდენო– 
ბა, მიმართავენ 0,,,„ აღნიშვნას. 

როგორც ცნობილია, ყოველ #=(თ,,) კვადრატულ მატრიცას შე- 
ესაბამება 

თ) Cთ1ი.-.-რ» 

რი1 რთია...რიი 
| 4|= 

რთი! რიგ... ი” 

დეტერმინან ტი, რომელიც განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

|/4)= ბ, C-I ძ,თ,თით, ·'' რით, 
თ, Cთი,..ცCთდი 

(3) 

სადაც (3) ჯამი გავრცელებულია ყველა შესაძლებელ (თ,, Cთი,.--,Cთა) 

გადანაცვლებაზე 1,2,..., # რიცხვებიდან. მაშასადამე, იგი შეიცავს /I! 

შესაკრებს, გარდა ამისა X=0, თუ გადანაცვლება ლუწია და X=-1, 
როცა გადა ნაცვლება კენტია. 

ცხადია, რომ 
6 I8)=1. (4)



§ 95. მოქმედებანი მატრიცებზე 

ორ 4=(.,) და 8=(ხ,) მატრიცას ეწოდება ტოლი: #4=8, 

თუ ისინი ერთნაირი ტიპისაა და მათი შესაბამისი ელემენტები ტოლიაც: 
I ე. 1ი. 

თ,,)=ხ;) (L=1,12,..., MI; 1=1, 2,...,/!). 

ვთქვათ IV V,,--., 'ყ, სიდიდეები +X,, Xა,,..X, სიდიდეებით გამოი– 

სახებიან წრფივად და ე რთგვაროვნად: 

ყI==Cთ)X+რთაXა-+ „“+რთიXი, 

ყი==0თ-(1XI +თიაXა+- ..-+რიიXი, 
(1) 

კ“. თ · · 

' ყო»ო=მი XI -- თაია +.-L...0თიXი 

რომლის მოკლე ჩანაწერია 

LI) 

ყ,=% თაXL (1=12,...,რ). ცა 
X=I 

X, Xთ.-·.ე X, სიდიდეების (1) ფორმულებით განხორციელებულ გარდა– 

ქმნას V,, ყა,... ყ. სიდიდეებად ეწოდება წრფივი გარდაქმ- 

ნა. (1) გარდაქმნის კოეფიციენტები წარმოქმნიან # XI ტიპის მატ- 

რიცს. (1) გარდაქმნა ცალსახად განსაზღვრავს #4 მატრიცას და პირი- 

ქით 

1. მატრიცების ჯამი და სხვაობა. ვთქვათ 

ყ,= ბ» თ,.X ((=1,2,...,/) თ 
/:=1 

წრფივი გარდაქმნის საშუალებით V,, V:,.-, ყო სიდიდეები გამოისახე- 
ბიან X,, Xა,.-.X, სიდიდეებით, ხოლო 

11 

2=2., ხნ,IXLს ((=1,2,...,I1) (3) 

გარდაქმნით კი 2,, 2ა,.-., წ” სიდიდეები გამოისახებიან იმავე X,, Xე,..., 

ჯგ სიდიდეებით, მაშინ 

MI+2,= 2 ,C6+ხიაX. (=1.9,.., თ). (4 
#=1 

განსაზღვრებ ა 1. ორი ერთნაირი ტიპის #4=(ძთ,)ის,ი 

და 8=(ხ,)), „ მატრიცების ჯამი ეწოდება იმავე ტიპის ისეთ C=(06,)თ,» 
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მატრიცას, წ რომლის ყოველი ელემენტი # და „8 მატრიცების შესაბა- 
მისი ელემენტების ჯამის ტოლია, ე. ი. 

" C=/4-+28, 

სადაც 
0,L=0,L.-+ხ,. ((=1,2,...,0); #==1,2, · · «,71). 

ამრიგად, 

რია+ხა რი+ხთა... თი +ხი 

4-+8= ძა ხი რთიი+ხეა...თეი +ხ:ი . 
ი'.”,!!!ს!ს!'””'!ს!ს""',' სსს" 

ძის + ნთ წ/ 2 ი1+ ხია. · მოი“ ხთი 

შევნიშნოთ, რომ განსაზღვრების თანახმად შეიკრიბებინ მხოლოდ 
ერთნაირი ტიპის მატრიცები, ასევე (4) გარდაქმნის კოეფიციენტებისა- 

გან შედგენილი მატრიცა წარმოადგენს (2) და (ვ) გარდაქმნის კოეფი- 

ციენტებისა გან შედგენილი მატრიცების ჯამს. 

მატრიცების ჯამი ხასიათდება შემდეგი თვისებებით: 
1) 4+8=8+/ (ამის კომუტაციურობა), 

2) #4+C8+C)=(4+8)+C (ამის ასოციაციურობა), 

ვ) 4+0=74, 
სადაც 4, 8, C ერთნაირი ტიპის მატრიცებია. 

ანალოგიურად განისაზღვრება 4 და 8 მატრიცთა სხვაობა: 

რევ–-ხე რეიხი. თიხით 

რეე--ხეე რივ-- ნიი... მიი “––-ხი 
4-8= 

2 მატრიცის რიცხვზე ნამრავლი. განვიხილოთ (2) გარ- 

დაქმნით განსაზღვრული VM/, წი,--V სიდიდეების თ რიცხვზე 

» 

თVყ, = ა ,რიიაX (L=1,2,...,17) 

ნამრავლი, რომლის საფუძველზე შეგვიძლია შემოვიღოთ 

განსაზღვ რ ე ბა2 ტ#=(ძ,აიი მატრიცის Cთ რიცხვზე 

ნამრავლი ეწოდება ისეთ C=(0,)ი»ი მატრიცას, რომლის ელემენტები 

მიიღება 4 მატრიცის ყოველი ელემენტის თ რიცხვზე გამრავლებით, 

ე. 0. 

C=Cთ#4, 

სადაც 0,,=თ0,» (1=1,2,...,/.1; #=1,2,...,/)). 
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ამრიგად, 

თ) თხე... თთ» 
CთVთე1 C0თეი... Xთ თ4= 21 -«რ2ა5 2» 

თ თი, CV... თოთი 

მატრიცის რიცხვზე ნამრავლი ხასიათდება შემდეგი თვისებებით: 

1) 1. 4 =/4, 

2) 0:.4=0, 

3) თ(ზ/1)1=(თL)/, 
4) (+ ჩზ)/1=თ/4 +თ/4, 
5) თ. + 8)=თ4+თ#8, 

სადაც 4 და 8 ერთნაირი ტიპის წ(მატრიცებია, ხოლო C, ჩ –- ნებისმიერი. 

რიცხვები. 
შევნიშნოთ, რომ (თუ 4 არის # რიგის (კვადრატული მატრიცა, მა– 

შინ |თ/41| =Cთ"|,4|. 
მართლაც, 

„„:""------.-.--.-.---. 
(Cთ),Cე,,--·,X,) 

= ბ, (– 1)#თ-Cთ-...C> რთ. რით, “რთ, = 

(თI,Cთე,..-,CXი) 
““.. M-ჯერ 

= (-1)Xთ"თ,ც,თათ,'' "რით, -“ 
(თICთე,.··-,თი) 

= თა (–1)1 დიმი, “რთ, =C"I4|. 
(თ,,Cთა,..-·,) 

–4=C-1)4 მატრიცას ეწოდება (4 მატრიცის მოპირდაპირე მატ– 

რიცა. 

3. მატრიცის მატრიცაზე ნამრავლი. ვთქვათ 7),2;,...,2” 

გამოსახულია V), ყMი,--.სყე სიდიდეებით 

ჩ 

2,= ბ თას ((=1,2,..-გ/!) (5) 
#=1 

გარდაქმნით, ხოლო V/,, ყი,..-,ყ, გამოსახულეა X, Xა,...Xე სიდიდეებით 

მ 

ყხ= ». ხ».,X) (6» 

I==1 

ფორმულებით. ! 
!



თუ (5) ფორმულაში ყ/M(#=1,2,...,/I)) ნაცვლად შევიტანთ (6) ფორმუ- 

ლებით განსაზღვრულ მათ მნიშვნელობებს, მაშინ 2,, |2», 

'სახებიან X, Xე,...,Xე სიდიდეებით: 

ი- 32 0, ა წა, -2(0, თ,.ხ.) )” ((=1,2,..., წ). (7) 

·- 2 გამოი- 

– I1=>1 1-1 

ზემოთ აღნიშნულის საფუძველზე შემოვიღოთ შემდეგი 

განსაზღვრება 31. 4=(ძ,,),,, ღა 8=(ხ,)ა,ი მატრი- 
ცების ნამრავლი ეწოდება ისეთ C=(0, )», 9 მატრიცას, რომლის ყო- 

ველი ელემენტი განისახღვრება ფორმულით 

= 2 ,თ,ახ) (1=1,2,..-,/1; 1=1,2,..., 0)» (8) 

#=1 

ხ ხ 
წთ (2C. ი) წ, ი _ 

რC1 რაგა რაე ხვ, ხე: 

_ ( Cთ,)0)1-+Cთან:1+თვნეე რთეეხკ,ი+ თახაა-L ძ,ვხვი I. 

თიუხ11+L რაახი1-L მაეხეე, რაუხაა-+L რაახაა-L ძაეხვა 

მაგალითი. 

განსაზღვრების თანახმად, (7) გარდაქმნის მატრიცის ელემენტები 

(5) და (6) გარდაქმნების მატრიცათა ნამარვლის ელემენტების ტოლია. 
ამრიგად, #4 და 8 მატრიცათა ნარმავლი შეესაბამება წრფივ გარდაქმნას, 
რომელიც მიმდევრობით განხორციელებული ორი წრფივი გარდაქმნის 

ტოლფასია, რომელთაგან პირველი მათგანი განისაზღვრება 4 მატრი- 

ცით, ხოლო მეორ--–-– 8 მატრიცით და ჩაწერენ C=/48. 

შევნიშნოთ, რომ 4 მატრიცის 8 მატრიცაზე გამრავლება შესაძლებე– 

ლია მხოლოდ მაშინ, როდესაც # მატრიცის სვეტების რიცხვი 8 მატ- 

რიცის სტრიქონების რიცხვის ტოლია. 48 მატრიცას იმდენი სტრი- 
„ქონი აქვს რამდენიც 4-ს და იმდენი სვეტი რამდენიც „3-ს. ცხადია, რომ 

საზოგადოდ, 485584, უფრო მეტიც, #48 და 84 მატრიცები შეიძლე– 

ბა იყოს სხვადასხვა ტიპის, კერძოდ, შეიძლება 4 8 არსებობდეს, ხოლო 

84-ს აზრი არ ჰქონდეს. მაგალითად, თუ: 

1 –1 
11 4=| 2.1 I, 8=( “1 89) 

ი. 1 1-1 1 
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მაშინ 
–2 2 –1 

48=|I-1 1 1I, 8/-( 1 11 
1-1 1 1-1 

321 

7 4-(,55 I. 8=| 213 |, 456 130 

მაშინ 48- ( 19 13 7 ), 
46 31 19 

ხოლო 84 ნამრავლი არ არსებობს. 

თუ 48=078,1, მაშინ 4 და 8 მატრიცებს ეწოდება კომუტაციური 

მატრიცები. ცხადია, რომ ერთეულოვანი # მატრიცა და იმავე ტიპის 

ნებისმიერი 4 მატრიცა კომუტაციურია: 

48=ნს4=/4. (9) 

ე. ი. მატრიცთა გამრავლებისას ასრულებს ერთეულის როლს. 
ცნობილია, რომ თუ 4 და 8 ერთნაირი ტიპის მატრიცებია, მაშინ 

I4858)=|84|=I4I-|8I. 
ბ „უშუალო გამოთვლებით ადვილი შესამოწმებელია შემდეგი თვისე– 
ები: 

1) 4(8C)=(48)C (ნამრაჯლის ასოციაციურობა); 
2) თC1 8)=(თ 4)8 (ნებისმიერი Cთ–სათვის); 

3) (4+8C=4C+8C (ღისტრიბუციულობა მარჯვნიდან); 

4) CC4+8)=C4# +–-C8 (დისტრიბუციულობა მარცხნიდან). 

§ ე. ტრანსაპონირებული მატრიცა 

დუ 

რC)1 (/50 0 ·-C» 

4= რთი1 რაი-·. რთი, 

რCი1 თი. რე. 

მატრიცაში ყველა სტრიქონს შევცვლით სვეტებით ან სვეტებს სტრიქო- 
ნებით, მივიღებთ 4 მატრიცის ე. წ. ტრანსპონირებულ მატრიცას, 
რომელიც აღინიშნება #4” ან 47 სიმბოლოთი, ე. ი. 

რეე) C2)---რ 1 

C15 რთაი:.:C05 

4 =47 = –”””” 
თი რეც.-მთი 
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ტრანსპონირების ოპერაციას გააჩნია შემდეგი თვისებები 

1) (4 ”=#4; 
2) (1+8)=/#”-+გჩ"; 
3) (2.4)” =2ატ4”; 
4) (4 8)=8' 4”, 

სადაც 4 და 8 ისეთი მატრიცებია, რომ არსებობს 48 ნამრავლი, ხო- 
ლო 2, –-–- ნებისმიერი რიცხვია. 

დავამტკიცოთ მაგალითად, I4) თვისება (4,83”» ჯმატრიცის C',ჯ 
ელემენტისათვის გვაქვს გამოსახულება 

C ,კლფთ ხს +თ,ვხა,+...+06ყხის 

რომელიც წარმოადგენს 8” მატრიცის L-ური სტრიქონისა და 4” მატ- 

რიცის /-ური სვეტის შესაბამისი ელემენტების ნამრავლთა ჯამს, ე. ი. 

(48) /= 8 /”. 

თუ 4 მატრიცა კვადრატულია |,71| =|.4|. 

4 მატრიცას ეწოდება სიმეტრიული, თუ იგი თავის ტრანსპონირე–- 

ბული მატრიცის ტოლია, ე. ი. 

4'=/4. 

ამ ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ; სიმეტრიული მატრიცა კვად– 
რატულია და მისა ელემენტები სიმეტრიულია მთავარი დიაგონალის 

მიმართ. ამრიგად, თ,,=თ;,კ. 
ცხადია, რომ C=/4/#' მატრიცა სიმეტრიულია, მართლაც, 

C =(44 ”=C4' 1 =44 =#4. 
მაგალითი. 

_ / 14 32 

32 77 /' 

1 4 
( 123 ) 2 § 

456 36 

§ 4. შებრუნებული მატრიცა 

ვთქვათ, #4 არის ო-ური რიგის კვადრატული მატრიცა, ხოლო #68-- 

იმავე რიგის ერთეულოვანი მატრიცა. 

განსაზღვრება 1. # მატრიცის შებრუნებული მატრიცა 
ეწოდება ისეთ 8 მატრიცას, რომლისთვისაც 

4-5=8.-.4=ჯ#. 

4 მატრიცის შებრუნებული მატრიცა აღინიშნება 4-1 სიმბოლოთი 

ე. ი. 

44-1=/-14=წ. (1 
12



ვაჩვენოთ, რომ თუ #4 მატრიცას გააჩნია შებრუნებული მატრიცა, 

მაშინ ის ერთადერთია. 
მართლაც, ვთქვათ, რაიმე C მატრიცა აგრეთვე აკმაყოფილებს (1) 

პირობებს. 4C=ს ტოლობა გავამრავლოთ მარცხნიდან /4“1-ზე, მი- 

ვიღებთ 
#4-!(4C=/4“), 

რომელიც გადაიწერება ასე: 

(4 -!4)C=/4“! ანუ 8C=4“), ე. ი. C=/4“. 

განსაზღვრება. 2. კვადრატულ მატრიცას ეწოდება განსა- 
კუთრებული, თუ მისი დეტერმინანტი ნულის ტოლია; წინააღმდეგ შემ- 

თხვევაში მატრიცას ეწოდება. არაგანსაკუთრებული. 

განსაზღვრება 3. 4 კვადრატული მატრიცის მიკავშირებუ- 
ლი მატრიცა ეწოდებ+ 

40 #494ი1 

მატრიცას, სადაც 4,,კ არის 4 მატრიცის თ,) ((,7=1,2,...,M) ელემენტის 
ალგებრული დამატება. ცხადია, რომ #§8%=#. თ 

თეორემა 1. ნებისმიერი კვადრატული #4 მატრიცისათვის 

ადგილი აქვს ტოლობას 

#4" 14=/4/"=I#4I#, (2 

სადაც I4|-თი აღნიშნულია # მატრიცის დეტერმინანტი. 
დამტკიცება. ვიპოვოთ C=7/4/4”"” ნამრავლი. გვაქვს 

'ც 

C,)1= ?, ი;,.4,.=0თ;14 IL თ,ეტ4 კვ-წ-... რიტ ჰი“ 

#=1 

დეტერმინანტთა თეორიიდან ცნობილი თეორემების თანახმად 

( 0, როცა (=C/, 
C = 

ვესეგბეა – 
ამრიგად, 

I4ტ 0 .-.0 1 0...0 
0 |4I...0 0 1...0 

C=4.4'=L ......., =II4I! 1. . . , ჰ=|)4|I5. (3) 
0 0..-|4 00.-.1 

ანალოგიურად მიიღება 4"”4=|I4|8. თეორემა დამტკიცებულია. 
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თეორემა 2. იმისათვის, რომ #4 მატრიცას გააჩნდეს შებრუ- 
ნებული მატრიცა, აუცილებელია და საკმარისი, რომ იგი იყოს არაგან- 
საკუთრებული. იგი გამოითვლება ფორმულით: 

ტქ-1=- 1 /V, 
14) 

აუცილებლობა. ვთქვათ, #4 -ს გააჩნია შებრუნებული 4“? 

მატრიცა, ე. ი. 44“ 1=#. აქედან |.4,4“1| =–| 8), საიდანაც |.1I1 ·|I,4 “1| =. 

=1, ცხადია |74|5-0. 

საკმარისობა. ვთქვათ |,1|5-60, მაშინ 

–_-_-_ 
141 || 

აქედან” შებრუნებული მატრიცის განსაზღვრების თანახმად გვექნება 

1 4-1=---./ბ. 
I4| 

თეოოემა დამტკიცებულია. 

დავამტკიცოთ შებრუნებული და მიკავშირებული: მატრიცების! ზო–- 

გიერთი თვისება: 

ა) 14-1|=-'- 
IM4I. 

მართლაც, #4“ '4=ნ ტოლობიდან |,1 “14 == | ნ), საიდანაც |#“1| X 

X I4|=1, ე. 0. 

I4-'|= - 
I4| 

2) (4 8)-1=38-14 -1, 

მატრიცთა გამრავლების ასოციაციურობის თვისების თანახმად გვაქვს: 

(48)(8-'4-)=/4C88-))4-=451 1=44-4=#%, ე. ი. 

(48)-1=8-1.,.4-), 

მაშასადამე, 8-1./1-1 არის 48 მატრიცის შებრუნებული მატრიცა. სა– 

ზოგადოდ, 

(4,4 ა...4,) 1=4ა 1.4 ს “1... “1. 

3) (4”)-1=(4-)”. 

მართლაც, #4-1=#% ტოლობის ორივე ნაწილის ტროანსპონირებით მი– 

ვიღებთ (4,4 -1)/==8” = , საიდანაც (,4“-1)”,17 =#, აქედან (/4”)-1=- (,4-1)”.. 
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4) (4”)%=C4“””. თვისება უშუალოდ გამომდინარეობს განსაზღვ- 
რებიდან. 

5) თუ # არის #-ური რიგის მატრიცა და თ ნებისმიერი ნამდვილი. 

რიცხვია, მაშინ 

(=4)17=Cთ79“1/4 7. 

მართლთაც, (თ/4 79) მატრიცის ბ, ელემენტი იქნება თ" “14,), საი– 

დანაც გამომდინარეობს დასამტკიცებელი ტოლობა. 

6) (თ4)-1 = + 4-, თ2+0, 
CC 

  

მაოთლაც, 

1 1 
(თ/4)-1 == (თ /#1%) = .CIM- 1 41# = 

Iთ4| 7 C"I4| 

_-_.__. 
თ I/I| C 

7) ცხადია, რომ |1%|=|4|”-+, თუ |4|250. 
8) (4 8)“-=8?,17. 

9) თუ 4 არის /-ური ოიგის კვადრატული მატრიცა, მაშინ 

4, როცა #= 2, C1%)#= 

I412-?4, როცა #>2. 

შენიშვნა. შებრუნებული მატრიცის საშუალებით შეგვიძლია 
ამოვხსნათ 4X=8 და ბ4= 8 მატრიცული განტოლებები. (X, პ/7 უც- 
ნობი მატრიცებია). მართლაც, თუ |4|)5-50, მაშინ X = 4.18 და ა7/= 
=84”). 

§ ა. მატრიცის ხარისხი 

ნებისმიერი 4 კვადრატული მატრიცის # ნატურალური ხარისხი 
აღინიშნება „1 სიმბოლოთი და განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

47=4 ·/41.../#4. 
სას იღა–- 

ც-ჯლ 
მივიღოთ, ოომ ,49ძ=#ს, სადაც წ ერთეულოვანი მატრიცაა. თუ 4 

არაგანსაკუთრებული მატოიცაა, მაშინ მისი უარყოფითი ხარისხი გა–- 

ნისაზღვრება შემდეგნაირად: 

21 “ი=C1“1) », 

მატრიცის მთელი ხარისხისათვის მართებულია ტოლობები: 

1) 4 »,49?9= 4 740: 2) C4 #)9 == /4 ## 

ცხადია, რომ არაკვადრატული მატრიცის ახარისხება 'მეუძლებელია. 
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§ 0. მატრიცის აბსოლუტური სიდიდე და ნორმა 

ვთქვათ 4=(ძთ,,) და 8=(ხ,,) ერთნაირი ტიპის მატრიცებია. 

განსაზღვრება 1. თუ ერთნაირი ტიპის 1=(თ,)) და 8= 
= (ნ,),)) მატრიცებისათვის თ,,ლხ/), მაშინ ამბობენ, რომ 4=#. 

ამ აზრით, საზოგადოდ, ნებისმიერი ორი მატრიცის შედარება 'შე- 

«უძლებელია. 
მატრიცი აბსოლუტური სიდიდე (მოდული) აღინიშნება IM10ძ 4 

სიმბოლოთი და განისაზღვრება ასე: 

#71:0ძ/1 =(|C;)I), 

სადაც Iთ;,) არის 4 მატრიცის თ;; ელემენტის აბსოლუტური სიდიდე. 

თუ აზრი აქვს 4+ 8 ჯამს და 48 ნამრავლს, მაშინ: 

1) M10ძ(/1-+- 8)ლ/0ძ/4 –-II10ძ8; 

2) M.0თ(4 538პ)=I7:0ძ/1 ·I10ძ7 8; 

3) M100(X/4) =|CთI 1007 (თ რიცხვია). 

კერძოდ, ნებისმიერი ნატურალური /# თოიცხვისათვის: 

/110ძ/1 7 (110071) ?. 

განსაზღვოება 2. 4 მატოიცის ნორმა ეწოდება ისეთ ნამ- 

დვილ II რიცხეს რომელიც აკმაყოფილებს პირობებს: 

1) II4II>20, ხოლო II/I1I=–0 მხოლოდ მაშინ, როცა 450; 

2 ნებისმიერი თ რიცხვისათვის |ICთ,1|| = |Cთ) 4) კერძოდ, 

I-- 4 =II4I 

3) I4-+8)IლII4II+III8L; 

4) I!/4 8|I§ლ!IV1II 1II,8II. 

3) –-4) პირობებში იგულისხმება, რომ აზრი აქვს 4+ 8 ჯამს და 48 

ნამრავლს. ი ნატულარული რიცსვისა და 4 კვადრატული მატრიცი- 

სათვის 

II4 7I15ლII44II 7. 

თუმ და 8 ერთნაირი ტიპის მატრიცებია, მაშინ 3) პირობის თა- 

ნახმად 

II8II=–|I|4-C+C8–-#)I|ლII4II+II8–4I, 
საიდანაც 

4-8) =I8–-4I>:I| 8II-II4II. 

ანალოგიურად მიიღება I|I4--8I>II4I-–I)8სს უტოლობა. ამრიგად, 

I4--8I>II8I-“4I. 
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განსაზღვრება 3. მატრიცის ნორმას ეწოდება კანონიკუ- 
რი, თუ დამატებით სრულდება პირობები: 

5) თუ #=(თ,), მაშინ |ი,,IლII/III. #4 =(9,,))-სკლარული მატ- 

რიცისათვის |I|4|)|=|ძ,|; 

6) თ0ძ1=70ძ8 უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ |I4||Iლ 

<II8I. კერძოდ, I|/4|| =||/I0ძ/4II. 
ვთქეათ 4 =(7,,) ნებისმიერი ტიპის მატრიცაა. განვიხილოთ შემ- 

დეგი ნოომები: 

1) II(4IIთ=თმX?2 I0,%,)) (1 –– ნორმა); 
” | 

2) |I'/III=იიმX2.Iი,) ((L– ნორმა); 
I! 

3) II4IIM=V2 ,|0,)? (#” –– ნორმა). 
ს) 

ადვილი საჩვენებელია, რომ /#, 1! ღა # ნორმები აკმაყოფილებენ 

ნორმის ყველა პირობას. 

მაგალითი. მოცემული 

') 

მაჭრიცისათვის გვექნება: 

I4 ს „ლ=ნიმX(1+2+3, 0+3+4, 5+1-2)=იემX(6,7,8) =8; 

I4I|ლკიმX(1+0+5, 2+3-+1, 3--4--2) =018X(6,6,9) =9; 

I4II=V 1---2პ--3პ--01--3პ--42--51-- 19-+-2 := V 69. 

– 
ი
ა
 

> 
C 1 

4=(|9 
5 

  

კერძოდ, 

სეეტ-ვექტორისათვის, ზემოთ განხილულ ნორმებს ექნებათ შემდეგი 

სახე: 

IXIC-=იიმXXV 

IIXII=IXI+IXI“+-...-+- IX; 

IXII=VIXI"+IX,I7+..-+ IX“. 
თუ X-ის X,, «Xა,---,Xგ კომპონენტები ნამდვილი "რიცხვებია, მაშინ: 

IXIII=V X“--X"ა+...-+X ა. 

2. ზ. ნაცვლიშვილი და სხვ. ბ



ვაჩვენოთ,: რომ ||4II», III, II4II/ სიდიდეებისათვის სრულდება 

ნოლღმის 1) –4) პირობები. ცხადია, რომ 1) და 2) პირობა სროულ- 

დება. შევამოწმოთ 3) პირობის მართებულობა. ვთქვათ ,=(ი,7,) და 
8=6(,) ერთნაირი ტიპის მატრიცებია, მამინ: 

I4 +-8II==იმXა ,|თ,, + ხ,,|, ლომXI2,|თ,,|I+ 5 |ხ,ე|) = 
'! I 1 ჰ 

ლომX2. |თ.,|+IიმX2 .| ნ,,)=II.1II-LII8|»- 
L I! 1 ჰ 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ 

IMM +8|I,<II4II|+III8III: 

თუ გამოვიყენებთ კომის უტოლობას: 

2,Iთ,,||ხ,,Iლ– V2> 1 0,)I? · V2-|ნა)I5 
”I I LI 

მაშინ მარტივი გარდაქმნებით მივიღებთ 

I4+8I< V2, 19 + V 2-)ხი,)'=II1IIM+18)1V. 
ს ს) 

ამრიგად, სამივე ნორმისათვის დამტკიცებულია 3) პირობა. 

ახლა შევამოწმოთ 4) პირობის მართებულობა. ვთქვათ „=(ი,)) 
არის ი? XI ტიპის, ხოლო 8=(ხ;,) არის I” XI”. ტიპის მატრიცა. 

#48 ნამრავლის არსებობისათვის აუცილებელია #1” == პირობა, გარ- 

და ამისა 18 მატრიცა იქნება ”" XM” ტიპის. 

გვაქვს: 
/” 

?, თ,კხ,; 
§=1 

/ 

I448|I|, = თმX + 
1=   

  

<= 22. ბჯ, ტანი - 
)==1 §=1 

=– იიბX > Iთ,:I აა . 8 იმჯ 2. ICI · 8» = 

  

§=–1 11 = 

_–. L81==M4IV · 181, 
§=1 

ანალოგიურად, 

„” ჩ (= )” 

I48I,=იიX 2,1) , ძან, <5%12.2, ტარა - 
| :უ=1 |I§=1 / (=1 §:=   
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= თბ» > მა 5 I0I 
L==1 

“ათ” I4I, ს = 

ი (– 

= I4Iს- თმ ა , ნა,1=II4I -IIმM. 
§=1 

  

ხოლო 

I48=I/ >.ა, საათმა 
L=1 )=1 §=1 

    

< ა. ე ე> ტაირა. 
L=1 |==1 §=1 

კოშის უტოლობის გამოყენებით და #I=„ ტოლობის გათვალისწინე– 

ბით მივიღებთ: 

I48IL< 8 ახუეი 5 რ'ს- 
  

  

== §=1 (=>1 

აარა. ა) 8 Iხც|! = VI2I%:II8I% = |"ჰIV -I(8II» 
1=1 §=1 1==1 ჯ1=1 

მაშასადამე, აღნიშნული ნორმებისათვის 4ე პირობა "შმესოულებულია. 

ვაჩვენოთ, რომ |I.4II» |I44II, და |I4II ნორმები კანონიკურია, ე. ი. 

უნდა შევამოწმოთ 5)--6) პირობები. 

თუ თძიი=/)0X)თ;)I, მაშინ: 
”)I 

II4|Iი=>|თა1|“- ·---C |მიი|+--.--–- |0თ»ი I>>|0»9I, 

I4I,>>|თი|+-.-·–+ |თიი|“+.-.+ |0ი:ი|=> თაი, 

M” „ 

I4IIM = 2, 2,195 =>106იი!. 
L==1 1==1 

Iთ.,)-=|თიი|<IIIIII (5=/ L ჩ). 

კერძოდ, თუ „-2=(თ)), მაშინ |I#4II,, =|I41II!=II41|IM=I0),!- 
თუ M0-1=ი10ძ48, მაშინ |ი,,)ლ|ხ,კც!· III, II49II,. II4IIჯ ნოომე– 

ბის განსახღლვრებიდან ცხადია, რომ: 

I44IIკ<III8IIა (§=/)! , ჩ). 
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ჩვენს მიერ შემოღებული ყოველი ნორმისათვის 

II4III=II0004Iს (§=V#!. წ #), 

ე. ი. 6) პირობაც შესრულებულია, ამრიგად, II4IIს II4IIს II4II, წარ- 

მოადგენენ კანონიკურ ნორმებს. 

პევნეშნოთ, რომ თუ ჩ არეს # ოიგის ერთეულოვანი მატრიცა, 

მაშის: 

II5|I„ი=II5III=1 და II=IIM=VVI. 

§ ?. მატრიცის რაციონალუტი ფუნქცია 

ანგიბილოთ /-ური რიგის მატრიცა გასვიუილ ე გ ც 

2)1 XLა.-- ხი 
დას გ იე.-.Xა 

X = 

VI 1იაი იი 

რომლის მრავალწევრები განისაზღვრებიან შემდეგნაირად: 

ჩ(X) =ჰეX5+4,Xო0 I +...4+6 ტინ (მარჯვენა მრავალწევრი); 

“ჩ(ბა)=Xო4 +205 44,+...+ 64, (მარცხენა მრავალწევრი), 

სადაც 4.(X+=0,1,...,I) მარჯვენა მრავალწევრში არიან „I Xჩ ტიპის, 

ხოლო მარცხენა მრავალწევრშმი #X/”. ტიპის მატრიცები (#6 არის 

M-ური რიგის ერთეულოვანი მატრიცა). 

საზოგადოდ, 

(X)2-ნCX). 

X მატრიცის რაციონალური ფუნქცია განისაზღვრება შემლდეგნაი- 

რად: 

IM (X)=9X)I C(CX))“! ან I2.(X)=IC(X)I-'ნ6CX), 

სადაც ჩ(X) და 0(X) მატრიცული მრავალწევრებია, ამასთან 

I0(X) 1550. 

მაგალითი. ვთქვათ, მეორე რიგის X მატრიცისათვის 

ჩიი =X + ( | )X-( წ ს) 

ვიპოვოთ I(C 3). 
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ს2(009)-: 26 ენე ა- 
-C0IC9-6 0-0 

§ 8. მატრიცის რანგი 

განვიხილოთ 

რა რთ აი...C(ე 

C 1 Cიპა.-.Cრ6-ი 

მატრიცა და შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

#.ე=(თე, რეა,---შ ი), 

#:=(ძ,), რაა,- რაი) 

#ტ4»=(თიე, რთი:ლვ... ერ). 

განსაზღვრება 1. ნებისმიერი ნამდვილი თ,, C-,...,Cთ, 
(წ = MM) რიცხეებისათვის Cთ),11+ თაა... CC II, ჯამს ეწოდება 4), 

4ე,...,4» მატრიცების წრფივი კომბინაცია. 

განსაზღვრება 2. მატრიცათა სისტემას 1), #4-,...,4+, 

ეწოდება წრფივად დამოკიდებული, თუ აოსებობს ისეთი თ). თე,... 
თ, ოიცხვები, რომელთაგან ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან 

დღა ადგილი აქვს ტოლობას: 

თ. +თ ატა L...+-თ4.=0, 0) 
სადაც (C0=07(0,0,...,0). 

განსაზღვრება 3. თუ 21), ა... 1. სტრიქონები არ 
არის წოფივად დამოკიდებული, მაშინ მათ წრფივად დამოუკიდებელი 

ეწოდება, ე. ი. „1), „ჩე,...,4#» სტოიქონებს ეწოდება წრფივად დამოუ- 

კიდებელი, თუ (1) ტოლობა სრულდება მხოლოდ მაშინ, როცა თ)= 
=Cა=...=%=0. · 

თეორემა. იმისათვის, რომ „ე, „1:,....4# სტ“იქ გონე ბი იყოს 

წრფივად დამოკიდებული, აუცილებელია და საკმარისი, რომ "ამ სტრი- 

ქონებიდან ერთ-ერთი : , წარმოადგენდეს დანარჩენების წრფივ კომბი- 

ნაციას. 

აუცილებლო გ ა. ვთქვათ, „1, „4 ა...-.4» (-2>>2) სტრიქო- 

ნები წრფივად დამოკიდებულია. მაშინ ადგილი აქვს (1) ტოლობას და 
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%. ა... XL რიცხვებიდან ერთი მაინც განსხვავდება ნულისაგან. ზო–- 

გადობის შეუზღუდავად, მეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ Cთ,5-0, მა- 

შინ (1) ტოლობიდან მივიღებთ: 

რი=–- 2 4, იჭვი ელ “ს 4. 
თ, თ თ, 

ამრიგად, 4) სტოიქონი არის დანარჩენი სტრიქონების წრფივი კომ- 

ბინაცია. 

საკმარისობა. ვთქვათ, /1,, „1.,...,4, სტრიქონებიდან ერთ- 
ერთი მაგალითად, #4) წარმოადგენს დანარჩენი სტრიქონების წრფიე 
კომბენაციას, ე. ი. არსებობს ისეთი რიცხვები, რომ 

#,ლ=ჩზ4ა--743+...-- 04 "” 

C-1)/, წე ა-- ჯვ“ ...+0ი4ა=0. 

ე. ი. 2). 4ა....,4 » სისტემა წრფივად დამოკიდებულია. 

განსაზღვრება 4. 4 მატრიცის M#-ური რიგის მინორი 

ეწოდება ამ მატოიცის ნებისმიერი # სტრიქონისა და # სვეტის (”< 

ლიი (I. #)) გადაკვეთაზე მდგომი ელემენტებისაგან. შედგენილი ” 
რიჯის დეტეომინანტს. 

განსაზღვოება 5. 4 მატრიცის რანგი ეწოდება / რიცხეს, 

თუ ამ მატოიცას გააჩნია ნულისაგან განსხვავებული ერთი მაინც ”/ 

რიგის მინორე, ხოლო ყველა ”+1 რიგის მინორი ნულის ტოლია. 

იგე აღინიშნება 04 =/ სიმბოლოთი. 

ცხადია, რომ #9, ლიი (I, /) და #20 =0. 

4 მატრიცის დეფექტი ეწოდება ი1Iი (X, /)-–-#წV #4 სხვაობას. 

რადგანაც განსაზღვრებაზე დაყრდნობით მატრიცის რანგის გამოთ- 

ვლა საკმაოდ მშოომატევადია, ამიტომ მიმართავენ მატრიცას ცნობილ 

ელემენტარულ გარდაქმნებს (თ.5, §4). 

ცნობილია, რომ თუ 4 მატრიცის ელემენტარული გარდაქმნების 

შედეგად მიღებულია 8 მატრიცა (4–>8), მაშინ II C4 =/2?ყ8. 

ცხადია, რომ ელემენტარული გარდაქმნებით ნებისმიერი 4 მატ- 

რიცა დაიყვანება ისეთ 8 მატრიცაზე, რომლის ყველა ელემენტი, გარ- . 

ღა ხე). ხაა...-,0- (ლიი (#I,/)), ნულის ტოლია. ამრიგად, #2604= 
=/I?პV8 ==”. 

მა გალითი I, გამოვთვალოთ 

პაძ-ნ 

34.7 9 
01 2-3 

4=L2 1-8 11 
12-L 1 

მატრიცის რანგი. 
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ამოხსნა. ელემენტარული გარდაქმნებისს გამოყენებით მი- 

ვიღებთ 
34-57 9 12-11 1 2-1 1 

4 0 1 2 –3 34-7 9 0 –-2 –.4 6 

–წ21-8 11!) 7101 2-3 I!” 806 |) 2 ვ I” 
12 –1 1 21 –6 11 0 –3 --6 8 

12-11 1 / 12-) 1 
01 2 -–3 0) 2 –3 

“(,!'0ი0I 2-3 ) “7”! 00 0 0 !”” 
01 2 --3 00 0 0 

1.2 -–5 7 1000 
0.1 0 0 0100 

“10 0 0 0 > 00090 
0-0 0.0 0000 

ამრიგად, #VC4 =2, ხოლო დეფექტია 4--2=2. 
მატრიცის რანგის გამოსათვლელად გამოიყენება შემდეგი წესიც; 

როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული, თუ 4 მატრიცის /„ რიგის რომე- 
ლიმე მინორი განსხვავებულია ნულისაგან და ამ მინორის შემცველი 

(მომაარშიებელი) ყოველი /-–-1 რიგის მინორი ნულის ტოლია, მაშინ 

Iბყ4 ==”. 
მაგალითი 2. გამოვთვალოთ; 

2 –4 3 19 

1-2 1 –4 2 

4=(| 0 1-1 31 
4-4/7 44-45 

მატრიცის რანგი. 

ამოხსნა. როგორც ჩანს ამ მატრიცის ერთი მაინც მეორე რიგის 

მინორი, მაგალითად 

“4. 2 1 =-4+6= 250. 

მისი მომაარშიებელი მესამე რიგის ერთი მაინც მინორი 

2-4 3 

1-2 1 | ლ==1560. 

0 1 –-I     
რადგან უკანასკნელი მინორის მომაარშიებელი ორივე მეოთხე რიგის 

მინორი ნულის ტოლია, ამიტომ II ,I4=3, ხოლო დეფექტი 4--3=-1. 
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ჯ 9. მატრიცათა მიმდევრობის ზღვარი 

ვთქვათ, მოცემულია ერთნაირი /)/ XI ტიპის მატრიცათა მიმდევ- 

რობა: 

4#»#=(04) (C==1.2,...), 
1 

(1=1,9...., MI: 1=1,2,...,M), ი). 

ოომლის ზღვარი განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

4=)Iი 4= (IIთ ი). (2? 
#->იე L>2 

თუ მატრიცთა მიმდევრობას აქვს ზღვარი, მაშინ მას ეწოდება კრებადი. 
ლემა. იმისათვის, რომ „1, (#=1,2,...) მატროიცთა მიმდევრო- 

ბა იყოს კრებადი 4 მატოიცისაკენ აუცილებელია და საკმარისი, 

რომ 

|4--4.->0, ღოცა #->-% (3) 

და 

1Iი II41 XII =II.3II, 
ჩ->90 

სადაც |I4I| არის 4 მატრიცის ნებისმიერი კანონიკური ნორმა. 

აუცილებლობა. თუ „211:-+>4=4V,), მამინ Iთ, ჯ-ის #) I<8, 

როცა #> M(8). საიდანაც I1-/4#I=§I. აქ I არის MI X# ტიპის მატ– 

რიცა, რომლის ყოველი ელემენტი ერთის ტოლია. 

ნორმის ერთ-ერთი თვისების თანახმად 

IM4--4.ლIIII, როცა #>>V(8), 
ამოიგად, 

1IIი |I/4––.1||0=90. (4 
ჩ->იე 

საკმარისობა. ვთქვათ, შესრულებულია (3) პირობები. 

მამინ, როცა #> VM(8§), გვექნება: 

)იც–- 099 |CII1-–-4 MI<8. 
ამრიგად, 

IIი9 ი ბ=0თ), ე. ი. 1101 -4»= 
ჩ->ი9 ' ს-ა 

გარდა ამისა, თუ 4#->4, გვექნება: 

III4I–I4 MII<I4-4 II->0, როცა #->9, 

ამიტომ 

1Iიი (49I=I.4II. 
#->95 
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შედეგი. 4»->-0, როცა #->=, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

1100. III4MIIC0, 
#->-0 

სადაც II1LII-- რომელიღაც კანონიკური ნორმაა. 

აღვილად დავრწმუნდებით, რომ თუ 

1101 4 »=/4 და 1Iი) 8»=8, 
L->Cთდ #>თ 

მაშინ 

1) 110 (4.+8.)=/1+8, 
#L>C 

2) III C1#8,)=48, 
#->იი 

3) ი. 4 ,-1=),1-1 (I4 1559), 

თუ განხილულ ოპერაციებს აზრი აქვს. 

თუ მუდმივი C მატრიცისათვის აზრი აქვს C4» და „XC (”=1,2,-.-X 
მატრიცებს, მაშინ: 

1101 C4 »=C II») #»X=C4#, 
იი I->0ლ5 

1Iი0 „#4)C=(C0IIი) „1 »)>C=74C. 
#->9 L->0 

თეორემა (კოში). „1; (#=1,2,...) მატრიცათა მიმდევრობის. 

კრებადობისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ ნებისმიერი 8:>0 

რიცხვისათვის აოსებობდეს ისეთი M=V(8) ნომერი, რომ როცა #> 

>M, X> 0 შესრულდეს 
I I.სვი“--/ #II<=8 (5) 

უტოლობა, სადაც |I>-I|I –- ნებისმიერი კანონიკური ნორმაა. 

აუცი ლე ბ ლო ბა. თუ სრულდება (5) უტოლობა, მაშინ 4# 

მატრიცის ნებისმიერი იდ ელემენტისათვის სოულდება კრებადობის 

კოშის კრიტერიუმი, ე. ი. არსებობს 

III. 1 =(1I. იყ): 
”–->ძე L>ძე 

საკმარისობა. თუ არსებობს 

4=Iთი 4M 
წ->29 

მაშინ დამტკიცებული ლემის თანახმად 

| 1-–-4ტ4.I--0 როცა #->-თ. 

ამრიგად, ადგილი აქვს (5) უტოლობას. თეორემა დამტკიცებულია. 
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§ 10. მატრიცათა მწკრივი 

მატრიცათა მწკრივი განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

დ M 

ჯ, 4.=Iთდ ? 4 (1) 
#-= 1 M->ძლ L4 

სადაც 4), 4+»:-.. ერთნაირი ტიპის მატრიცებია. 
თუ არსებობს (1) ზღვარი, მაშინ მატრიცათა მწკრივს ეწოდება 

კრებადი, ხოლო ზღერულ მატრიცას მოცემული მწკრივის ჯამი. თუ 

(1) ზღვარი არ არსებობს, მაშინ მატრიცათა მწკრივს ეწოდება განშ- 

ლადი და მას არავითარი ჯამი არ მიეწერება. 

თეორემა 1. თუ მატრიცათა (1) მწკრივი კრებადია, მაშინ 

IIი) #4»=0. 
წ->-ლ 

დამტკიცება. ვთქვათ 

ჩ 

5:= 2 4/ 

|==1 

თუ (1) მწკრიეი კრებადია, მაშინ არსებობს სასრული ზღვარი 

5= III 5. 

' ჩ--თ 

გვაქვს: 4.=5,--5I,. -,, საიდანაც IIი1 4#= IIთ 5ს-- III 5) =5- 
#–>იი #->% #ჩ->-- 

–5=0. 

, მატრიცათა (1) მწკრივს ეწოდება აბსოლიტურად კრებადი, თუ 

კრებადია 

CC 

?, ”0ძ4. (2) 

ჩწ=L 

მწკრივი. 

თეორემა 2. აბსოლუტურად კრებადი მწკრივი კრებადია. 

დამტკიცება. ვთქვათ 

#.=(0/) (#=1,2,...), 

5 'თიძ4 - თX%I I 

ჩ=1I ჩ==1 

მაშინ 
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თეორემის პირობის თანახმად (2) მწკრივი კრებადია, ამიტომ ყო–- 

CC 

ველი » ICI ((=1,2,...,M; /=1,2,..-,) რიცხვითი მწკრივი კრება- 
#==1 

C> 

დია. ამრიგად, » VI (1=1,2,..-, I; |=1,2,...,) მწკრივიც კრება- 

ჩ=1 

დია და ამასთან აბსოლუტურად, ე. ი. არსებობს 

MV 

5= I) 5:= IIი 4, 
M->-ით M–>იი + 

ზღვარი, რაც ნიშნავს (1) მწკრივის კრებადობას. 

თეორემა 3. თუ II/III –– ნებისმიერი კანონიკური ნორმაა და 

2. (3 
#=1 

რიცავითი მწკრივი კრებადია, მაშინ მატრიცათა (1) მწკრივი კრებადია 

და ამასთან აბსოლუტურადაც. 

დამტკიცება. ვთქვათ 

4#4.=(იე) (#=1,2,...). 

განვიხილოთ რიცხვითი მწკრივი: 

ლ 

ბ, ი (4) 

ჩ=1 

X(=1,2,...,M; |=1,2,...,)) რადგანაც (იყი I II4LMII) ამიტომ (4)- 

ით განსაზღვრული ყოველი მწკრივი კრებადია და ამასთან აბსოლუტუ- 

რად, ე. ი. 

ლო Cლ2 

აარ-(>- ეე) ) 

I==1 ==1 

მატრიცული მწკრივი განმარტების თანახმად კრებადია და ამასთან 

აბსოლიტურად. : 
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გამოყენებით მათემატიკამი დიდი მნიშვნელობა აქვთ ხარისხსოვან 

მატრიცულ მწკრივებს, ე. წ. 

3. 4XM (მარცხენა) (5) 

ჯ=ე 

და 

2. XMს4, (მარჯვენა) (5) 

#=1 

მწკოივებს, სადაც X არის M# რიგის კვადრატული მატრიცა. 

(5) ფორმულაში ,1L არის /I XI ტიპის მატრიცა ან ოიცხვი, ხოლო 

(5) ფორმულაში ,1ჯ არის /, X”. ტიპის მატოიცა ან რიცხვი. 
თეორემა 4. თუ # არის 

2) 42 (0 
#=0 

ხარისხოვანი მწკოივის კრებადობის რადიუსი, სადღაც |I/1»MI (#=0,1, 

2,...) რომელიმე კანონიკური ნორმაა, მაშინ (5) და (5”) ხარისხოვანი 
მატრიცული მწკრივები კრებადია, როცა 

IIXII<–<” (7 

კერძოდ, ძი; (ჩ–=0,1,2,.... რიცხვითი კოეფიციენტებიანი 

ლ 

ბ, ძ.X" 

#–=0 

ხაოისზოვანი მატოიცული მწკრივი კოებადია, როცა 

IIXI<ჩM 

სადაც #” არის ა. Iთ+IXM# მწკრივის კოებადობის რადიუსი. 

#--0 

დამტკიცება. ოადგანაც 

II 4 XXI <II 4 /IIXIIM, 
ამიტომ (7) უტოლობის თანახმად 

=C= 

ჯ, I4.X"I 

მწკრივი კრებადია. აქედან გამომდინარე, თეორემა 3-ის თანახმად, (7 
მწკრივი კრებადია. 
28



ანალოგიური მსჯელობით მტკიცდება (5) მწკრივის კრებადობა. 

თეორემას მეორე წინადადების მართებულობა გამომდინარეობს იქი- 

დან, რომ იძ; რიცხვისათვის |Iთ/,I|==|თ»I. 

თეორემა 5. თუ X კვადრატული მატრიცისათვის 

IIXII<< I, (21 
მაშინ 

4+-ტ4X+-/4X?+...-4Xბ+..., (9) 

4+X4+X?!?4-+..+X%4+..., (90 

გეომეტრიული პროგრესიები კრებადია. ამასთან 

4Xს=41(6ნ--X)“!, 415
 

2
 I 0 

XL4=(6წ–-)1ე “4. 

L<
)8
ზ 

= II 0 

მართლაც, თეორემა 4-ისა და (8) პირობის თანახმად MX?) პრო გრე- 

სია კრებადია, ე. ი. არსებობს სასრული 

დღ 

5= ბ, 4X" 
#-=0 

მატრიცა. 

განვიხილოთ იგივეობა 

4(ლ06+-X+X%?+...+X%(6--X)ლ–4(ნ--)5+%). (10) 

თუ (10) ტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როცა #-+თ და მხედველო- 

ბაში მივიღებთ (8) პირობას, მივიღებთ: 

5(5--X)=48წ=/. (11) 

კერძოდ, თუ ვიგულისხმებთ, რომ (11) ტოლობაში 4=#ჩწ, მივიღებთ 

ი · 

5,)(5--X) = წ, სადაც 5) =5 ' XV.აქედან |5,| ·| 5–-X I = I 5| =1. რად- 

#=0 

განაც |5)) სასრულია, ამიტომ |65--XI5-60. 

ამრიგად, –--X მატრიცა არაგანსაკუთრებული: დღა ამიტომ არ- 
არსებობს (6--X)-1. 
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(11) ტოლობის ორივე მხარე გავამრავლოთ მაოჯვნიდან (#§--X)-!- 
ზე, მივიღებთ: 

ი 

§5= 2, 4X"=/4(6--X)-1). , 
#=0 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ 

CC 

ბ, X"4=(8-X)-I4, როცა IIXII<-1» 

L=0 

= 

შედეგი. თუ IIXI<-1, მაშინ არსებობს (6--X)“1= 2» 

  

§=0 
შებრუნებული მატრიცა. თუ |I|8I|I=>1, მაშინ 

– 1 
I(ნ6–X)”II ლ» IIXIII = · ა, 1-IXI 

მენიშვნა. თუ |IXI<1, მაშინ შეგვიძლია შევაფასოთ (9) 
მწკრივის ნაშთის ნორმა. გვაქვს: 

IM.=I1(ნ--X) 1--4(6--X+7X%"-L...-LX7)I| ლII.II IIXM+1- 

' სხ+2.) 8+1 LII VIIMხ +9.! _ II4II · IIXII#- 1 
– XM51%--...IლII.4IIXIXII LIIXIII +ზ–-...) = “ 1-IXI.. 

მატრიცული მწკრივები სამუალებას გვაძლევენ განვსაზღვროთ 
ტოანსცენდენტული მატრიცული ფუნქციები. მაგალითად, 

მტკიცდება, რომ ეს მწკრივი კრებადია ნებისმიერი ”» კვადრატული 

მატრიცისათვის. 

სავარჯიშო 1. 

1. მოცემულია მატრიცები: 

0 

3 I. 
1 

3.11 2 

4=| 081 |, 8= 1 

502 4 

იპოვეთ: 4-8: 24-38; 48; 8/1. 
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9, გამოთვალეთ 48 ნამოავლი, თუ: 

3. 1 

1 1 –21 

–1 

ბ) 4- (1. ვ) 8= ა I. 
21 – ვ 

8, იპოვეთ „419, თუ 4-L, 8) 
1 1 

4. დაამტკიცეთ, რომ „47=2"-, თუ 
101 

4= 000 I|. 

101 

5. დაამტკიცეთ, რომ 

»ბ 0 ·..0 X 0 ·.-0 
0 7#,.ჩხ...0 0 /#.ა ...0 

ძი..." 
0 0...2," 0 0 --- 

6. დაამტკიცეთ, რომ (4-- 8)1=,1?პ-“-248-+-ც?: წდა (4+ 8)(4 –– 

– 8)=/“-8:, თუ 48=8M/. 

§5-(. ვ 

„" 5-(ა ,) 
8 

0 

1 

7. იპოვეთ C მატრიცა, ე 

1 

8=|( 2 |; 

3 

გ) დაამტკიცეთ, რომ ნებისმიერი კვადრატული 4 მატრიცა ერ- 

თადერთი გზით წარმოიდგინება სიმეტრიული და ანტისიმეტრიული მატ- 
რიცების ჯამად. 

8. ამოხსენით მატოიცული განტოლებები: 

3 ( _,)“ (_. ე 
ა) 

(- –1 

31 -–4 3 12 37 

ბა –32 -–-1 | X= _2), 2 – 1 1 |IX=| –1 2!. 

12. 1 0 –2 01 –33 

31 

ა) 6=4'8--84,, 4= (2 ვ 

3 1 

ბაC=/414 8–98, 4=I!| 04 
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9. იპოვეთ მატრიცის რანგი: 

301 40 15 68 11.1 1 1 

ა) 1.2 3 I. ბ) 14 7 16 |;ჯ2) 1234 5 (1; 

240 20 10 59 37323 

1 4 3 21 

_ 01-11 -22 
(დ) 29 5 24 !)!' 

27 7 20 

1 თავი 

ფუნქციონალური ანალიზის ელემენტები 

§ 1. ნრფივი სივრცის ცნება 

მატრიცებზე და ორიენტირებულ მონაკვეთებზაე (ვექტორებზე) 

წრფივი ოპერაციები (შეკრება და რიცხვზე გამრავლება) სხვადასხვა- 
ნაირადაა განსაზღვრული, მაგრამ ახასიათებთ ერთი და იგივე თვისე- 

ბებე: კომუტატაურობა დაე ასოციაციურობა შეკრების მიმართ და რიც- 
ხვის ჯამზე ნამრავლის დესტრიბუციულობა. 

ავ პარაგრაფში შევისწავლით ნებისმიერი ბუნების ობიექტების სიმ- 
რავლეებს, რომელთა ელემენჭებისათვის, რაიმე წესით, განსაზღვრულია 

შეკრებისა ღარ იცხვზე გამრავლების ოპერაციები (წრფივი ოპერაციე–- 
ბი) ისე. რომ ეს ოპერაცეებე აკმაყოფილებენ გარკვეულ პირობებს. 

განსაზღვრება. ნებისმიერ ობიექტთა ნ სიმრავლეს ეწო- 
დება წრფივი სივრცე, ხოლო მის ელემენტს –– ვექტორი, თუ: 

L. მოცემულია წესი (შეკრების ოპერაცია), რომლის მიხედეით # 

სიმრავლის ყვოელ Xჯ და V ელემენტს შეესაბამება ამავე სიმრავლის 
ელემენტი. რომელსაც Xჯ და ყ ელემენტების ჯამი ეწოდება და აღინი%- 
ჩება X+ყ სიმბოლოთი9 

II. მოცემულია წესი (რიცხეზე გამრავლების ოპერაცია, რომ- 
ლის მიხედვით # სიმრავლის ყოველ X ელემენტს და ნებისმიერთ რიცხვს 

შეესაბამება ამავე სიმრავლის ელემენტი, რომელსაც ეწოდება X ელე- 

მენტის თ რიცხვზე ნამრავლი და აღინიშნება თX სიმბოლოთი; 

III. -» სიმრავლის ყოველი X, V, 2 მენტებისა და ნებისმიერი 
თ, ჩ რიცხვებისათვის სრულდება პქსიომები: | რე სარი მ 

1. X+-ყ=ყ-+LX; 
2. (X+– ყ)+--2=X-+(ყ-+7); 
ვ. სიმრავლეში არსებობს ისეთი 0 (ნულოვანი ვექტორი) ელე–- 

მენტი, რომ 8 სიმრავლის ყოველი X-ისათვის X+0 =X; 

32



4. 8 სიმრავლის ნებისმიერი X ელემენტისათვის მასში არსებობს 

მოპირდაპირე (–X) ელემენტი ისეთი, რომ X+(-–---X)= 0; 

5. თ (X+ყ)=თX--თV; 
6. (“–- ჩჰX=CთX+-ჩყ; 

7. თ(–X) =(Cჩ)X; 
8. წ სიმრავლის ყოველი X ელემენტისათვის 1 ·X=X. 
წრფივი სივრცის მაგალითებია: 

1) ნამდვილ რიცხეთა სიმრავლე რიცხეთა შეკრებისა და გამრავ– 

ლების ოპერაციების მიმართ; 

2) ორიენტირებულ მონაკვეთთ. V,, Vა, Vე სიმრავლეები (წრფის, 
სიბოტყის და სევრკის) მათი შეკრებასა და სკალარა ზე გამრავლების 

ოპერაციების მიმართ; 

3) ერთი და იგივე განხომილების მატრიცთა სიმრავლე მათი შეკ- 
რებისა და რიცხვზე გამრავლების ოპერაციების მიმართ; 

4) ვთქვათ, ნამდვილ რიცხვთა ყველა შესაძლო დალაგებული 

M –– ეულების X=(X,, Xა,-..,X,გ) სიმრავლეა, რომელშიაც შეკრებისა 

და რიცხვზე გამრავლების ოპერაციები განვსაზღვროი შემდე გნაირად: 

X-+ყ=(+Vყ), X--ყა,-·X. +L+ყი), 

CთX=(თX,, CXა,.., CX,). 

ადვილი საჩვენებელია,ა რომ სრულდება 1--8 პირობები, ე. ი. 
6 არის წოფივი სივრცე. მას ეწოდება /# –- განხომილებიანი ვექტო- 

რული სივრცე (კოორდინატული სივრცე) და აღინიშნება #» სიმბო- 

ლოთი, ცხადია, ს, სივრცის ნულოვანი ვექტორია 0 =(0, 0,...,0), 

ხოლო X=(C,, Xა,.-·Xე) ვექტორის მოპირდაპირე ელემენტია –-X= 

=C-Xც –Xც-.ე--%,-). Xც Xა,.·-., Xგ რიცხვებს ეწოდება X ვექტორის 

კოორდინატები. 

თეორემა 1. ყოველ წრფივ # სივრცეში ნულოვანი ელემენტი 

ერთადერთია. 

დამტკიცება. მე-3 'აქსიომის თანახმად სივრცეში არსებობს 
ერთი მაინც ნულოვანი ელემენტი. დავუშვათ, რომ #6 სივრცეში არსე- 

ბობს ორი ნულოვანი 0; და მე ელემენტი. მაშინ 5 სივრცის ნებისმიერი 

X ელემენტისათვის გვაქვს X+მ,=X, X+0:=X. კერძოდ, მე+მ)=80., 

0,-+-0ე=0), საიდანაც 1-ლი აქსიომის თანახმად 0ჯ1=80ე. 

თიორემა 2. წრფივი სივრცის ნებისმიერი 'ელემენტის მოპირ– 
დაპირე ჯელემენტი ჟერთადერთია. 

დამტკიცება. მე-4 აქსიომის თანახმად წრფივი სივრცის ყო- 

ველ ელემენტს გააჩნია ერთი მაინც მოპირდაპირე ელემენტი. დავუშ- 

ვ, %, ნაცვლიშვილი და სხვ. ვვ



ვათ, ოომ რომელიმე ჯ ელემენტს გააჩნია ორი ჟ/, და ე მოპირღაპირე 
ელემენტი, ე. ი. X+V,=0 და X-+Vე'=). 

თუ გავითვალისწინებთ წრფივი სივრცის აქსიომებს, მივიღებთ: 

ყა =ყე-0 =ყ-(0C--ყა)=(ყI+X)--ყა=0 --ყა:=ყა, ე. ი. Mყ1=ყე- 

თეორემა 3. წრფივი სივოცის ნებისმიერი X | ელეჰენტიესა- 

თვის 

, 0:X=90. 

დამტკიცება. ვთქვათ X ელემენტის მოპირდაპირე ელემე§- 

ტია ყ, მაშინ: 

0-X=0:X4+-6=0 ·X--(X-+Vყ) =(0 ·X+– ე –-ყ=–(0-–-1)IL–- ყ=X+V=80, 

ე. ი. 0·:X=80. 

თეორემა 4. ნებისმიერი თ ოიცხვისათვის Cდ-·0 = 0. 

დამტკიცება. მე-3 თეორემისა და მე-7 აქსიომის თანახმად 

%X%·:) ––თ(0·X)=>(თ:0)X=0 -Xჯ=860. 

ამრიგად, C.-0მ = 80. 

თეორემა 5. თუ თX=8, მამინ ან თ=0, ან X=0. 

დამტკიცება. თუ თ#20, მაშინ: 

/ 1 
Xჯ=1-X= V · > )+ = -- (XX)= 1 0=0, 

C C C 

თუ X>+8მ, მამინ, ცხადია თ=0, რადგანაც წინააღმდეგ შემთხვევაში 

Xჯ=80. 

თეორემა 6. წრფივი სივრცის ყოველი Xჯ ელემენტისათვის 

(–-1)X წარმოადგენს X-ის მოპირდაპირე ელემენტს. 
დამტკიცება. გვაქვს X-+-(C--1)X=-(1––-1)X==0 ·«X=80. 

ეს თეორემა ამართლებს X-ის მოპირდაპირე ელემენტის –-X-ით აღ- 

ნიშვნას. 

წრფივი სივრცის X და (C–/ყ) ელემენტების ჯამს უწოდებენ Xჯ და V 
ელემენტების სხვაობას და აღნიშნავენ X--ყ სიმბოლოთი. 

§ 95. წრფივი სივრცის 'განზომილეგა, ბაჯ%ზისი 

ვთქვათ მოცემულია წ, სივოცე. ამ სივოცის XX), XC=9),...,X2) ვექ- 

ტორთა წრფივი კომბინაცია ეწოდება C,V#VV --თა#X9 9 +... + თე" ჯამს, 

სადაც Cთ), Cეა,....თ, ნებისმიერი რიცხვებია. 

განსაზღვრება 1. ჩესივრცის XV), X=5-,..., #2? ელემენტთა 

სისტემას ეწოდება წრფივად დამოკიდებული, თუ არსებობს ისეთი, 
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0 0-ს ნ- რიცხვები რომელთგან ერთი მაინც განსხვავებულია 

ნულისაგან და ადგილი აქვს ტოლობას: 

C,X(0)-+-ნე#5%-L...+ 0, #X9=0. (1) 

გა ნსაზ ღვ რ ება 2. ჩი, სივრცის XI), X2),...,X( 2) ელემენტთა 

სისტემას ეწოდება წრფივად დამოკიდებელი, თუ; (1) ტოლობა სრულ- 

დება მხოლოდ მაშინ, როცა 0,=0ა:=...=0,ც =0,. 

თეოოემა 1. იმისათვის, რომ ს, სივრცის ელემენტთა სისტემა 
იყოს წრფივად დამოკიდებელი, აუცილებელია და საკმარისი: რომ 

ამ სისტემის ერთი მაინც ელემენტი წარმოადგენდეს დანარჩენი ელე- 

მენტების წრფივ კომბინაციას. 
C ა უცილებლობა. თუ (1) ტოლობაში C,,550, მაშინ გვექ- 

ება: ჯ(თალ=+,#)-- კექ9-+·...–- 7, XI 5-9), 

სადაც 

»,ლ–-– 5. ((= 1,2, · -M--1), 
6 

ამრიგად, XI” ვექტორი არის დანარჩენი ვექტორების წრფივი კომბი- 

ნაცია. 
საკმარისობა. ვთქვათ XX, X20I....,X-) ვექტო<ებიდან ერთ– 

ერთი, მაგალითად, X”' წარმოადგენს დანარჩენი ვექტოოების წრფივ 

კომბინაციას, ე. ი. არსებობს ისეთი 4,, 17:,-·.· /»-კ რიცხეები, რომ 

X#C5ა=4V/,X) + 7ჯეX9-+-...+1+- /7ს -1X 9-1), 

აქედან 
4: #90 6-9) +...“ - 7-1XC9 –) –- (<-1)X =.>X=90, 

რაც ნიშნავს XI), #59),...,X>.ა ვექტორების წრფივად დამოკიდებულებას. 
შევნიშნოთ, რომ თუ ელემენტთა სისტემა შეიცავს ნულოვან ვექტორს, 

მაშინ იგი წრფივად დამოკიდებულია. 

ვექტორთა წრფივად დამოკიდებულებისა და დამოუკიდებლობის 

განსაზღვრებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს: 

თეორემა 2. თუ ელემენტთა სისტემა შეიცავს წრფივად დამო–- 

კიდებულ ქვესისტემას (ნაწილს), მაშინ მოცემული სისტემაც წრფივად 

დამოკიდებულია. 

თეორემა 3. წრფივად დამოუკიდებელ ელემენტთა სისტემის 

ყოველი ქვესისტემა წრფივად დამოუკიდებელია. 
მაგალითი 1. #ე სივრცეში ორი ჯ და V/ ვექტორის წრფივად 

დამოკიდებულება ნიშნავს მათ პარალელობას რაიმე წრფის მიმართ, 

ხოლო სამი X, ყ, და 2 ვექტორის წოფივად დამოკიდებულება ნიშნავს, 

რომ ისინი პარალელურია რომელიმე სიბოტყის. 
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ვთქვათ, მოცემულია XII=C0ც0), ჯამ) ,...,X,(0) (/7=1,2,..MI). ვექ- 
ტოოთა სისტემა. (1) ტოლობაში შემავალი C:(M=1,2,...,/7) მუდმივე- 

ბეს განსაზღვრის მიზნით ამოვხსნათ სისტემა: 

0,ა,(9ს-C 6:X(5% +...+C0X)( 5) =0, 

C XL. ა) +0ძაXაი + ... + CV (2 = 0, 

(2) 

0, Vელ -- ნაX,49-+...++ ნთ Vე(M)=0. 

თუ მიღებული სისტემას აქვს არანულოვანი ამონახსენი, მაშინ მო–- 

ცემული ვექტორთა სისტემა წრფივად დამოკიდებულია. წინააღმდეგ 

შემთხვევაში იქნება წრფივად დამოუკიდებელი. 

განვიხილოთ მოცემული ვექტორების კოორდინატებისაგან შედ- 

გენილი მატრიცა 

ჰე) ჯრ. .. ე) 

ჯა) XC?) . თ .Xე (ი) 
X= 

· (1) 1 (2 - (7) ჯე პჯ ).. .Xი 

ვთქვათ, მისე რანგია ”. (2) სისტემას აქვს არანულოვანი ამონახ– 

სენი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ”<=/. აქედან გამომდინარე 

XLს, X=5),...,X სისტემა წრფივად დამოკიდებულია, როცა ”#<//, და 

წრფივად დამოუკიდებელია, თუ ”=/ (შეუძლებელია, რომ ”#:>/). 

მაშასადამე, X მატრიცის # რანგი ამ სისტემის წრფივად დამოუკი- 

დებელ ვექტორთა. რაოდენობის ტოლია. აქედან გამომდინარეობს, 

რომ თუ X მატოიცის რანგია I, მაშინ XIX7=12,...7) სვეტ-ვექტო- 

რებს შორის მოიძებნება ” წრფივად დამოუკიდებელი ვექტორი, ხოლო 

ყოველი „+1 C+1<#/) ვექტორი წრფივად დამოკიდებულია. 
მაგალითი 2. გამოვიკვლიოთ ვექტორთა შემდეგი სისტემის 

წრფივად დამოკიდებულება: 

>90=(1, –-1, 1, –-1, 1); 
ექქტიბ=(1, 0, 2, 0, 1); 

XC2)=(1, --5, 1, 2, –-1); 

#90=(3, –-6, 2, 1, 1). 

ამოხსნა. შევადგინოთ მატრიცა 

1 –-1 1 –-1 1 

110 2 0 1 

1-5-1 2 -/+-1 

3-6 2 1 1 
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რომლის რან გის გამოსათვლელად ჩავატაროთ ელემენტარული გარდაჟგმ- 
ნები: პირველი სამი სტრიქონის ჯამი გამოვაკლოთ მეოთხე სტრიქონს, 
მივიღებთ: 

1 ––1 1 ––1 1 

1 0.2 0 1 

1 –--5 1 2 ––-1 

0.0. 0. 0 0 

X- 

მიღებული მატრცის ყოველი მეოთხე რიგის დეტერმინანტი ნულის 
ტოლია, ხოლო ზედა მარცხენა კუთხეში მდგომი მესამე რიგის მინორი 

– 1.0 0 – 
0 =11 1 1 =. | =27-0. 

1 –5 1 1-4 2 -4 –2   

      

მაშასაადამე, ”=3<4, ამიტომ #19), XC9, 9), XI) ვექტორები წრფი- 

ვად დამოკიდებულია, ცხადია, რომ 

X/)- 2) - XLC3-  XC1)=0. 

განსაზღვრება 3. #, სივრცეს ეწოდება # -–განზომილე– 
ბიანი, თუ #-ში არსებობს #. წრფივად დამოუკიდებელი ვექტოოი, , 
ხოლო ყოველი #+1 ვექტორი წრფივად დამოკიდებულია. # რიცხვს 
ეწოდება 6 სივრცის განზომილება და აღინიშნება ძIი) 8 სიმბოლოთი. 

ცხადია, რომ წრფივი სივრცის განზომილება არის ამ ' სივრცის 
წრფივად დამოუკიდებელ ელემენტთა მაქსიმალური რიცხვი. 

8, წრფივ ვექტორულ სივრცეში გვაქვს # წრფივად დამოუკიდე- 
დებელი ვექტორები: 

მართლაც, C6,+60ანე+...+ნენ,=(0,ე 0ა,...·6,)=0, საიდანაც C,= 

=ძ.ე=...=0,=0. 
ვაჩვენოთ, რომ #, სივრცეში #1, X295I),...,X->) ვექტორთა ყოველი 

სისტემა, სადაც 7>> 7. ,წრფივად დამოკიდებულია. მართლაც, ა? გექ- 

ტორების კოორდინატებისაგან შედგენილი მატრიცა არის I Xი. ტეპის 
და აქედან გამომდინარე, მისი რანგი ”ლIიIი (., M)=M<)I. მა?ასა- 
დამე, აღებული ვექტორთა სისტემა წრფივად დამოკიდებულია, ე. ი. 
ნ, სივრცეში წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა მაქსიმალური დღიც- 

ხვია #7, რომელიც ამართლებს ამ სივრცის აღნიშვნას #, სიმბოლოთი. 
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განსაზღვრება 4. /'-განხომილებიანი წრფივი სივრცის 

ბაზესე ეწოდება ამ სივრცის წრფივად დამოუკიდებელ / ელემენტთა 

დალაგებულ სესტემას. 

# –– განზომილებიანი წოფივი სივოცის განსაზღვრებიდან გამომ- 

დენარერბს, რომ მასში ყოველთვის აოსებობს ბაზისი. 

ვეტყვით. რომ ელემენტი დაშლილია რაიმე ბაზისის მიმართ, თუ 

ის წარმოადგენს ამ ბაზისის ელემენტების წოფივ კომბინაციას. 

თეორე მა 4. #, სივრცის ყოველი ელემენტი ერთადერთი სა– 

ხით ინლება ამ სივოცის ბახისის მიხედვით. 

უვამტკიცება. ვთქვათ XCჩ, და 8,, 8.,..., ნე მისი ბაზისია. 

წოფიევ2 სივოცის განზომილების განსაზღვრების თანახმად X, §,. §-, 

-.. 8, წრფივად დამოკიდებულია, ე. ი. არსებობს ისეთი თ. C,..., 

C, ღიცხვები, რომ 

თX--0,6ე)4+66ნაზა+..+6,8,=80, (3) 

სადაც 0; ((=ქ1. 1,....7) კოეფიციენტებიდან ერთი მაინც განსხვავე- 

ბულია ნულისაგან. კერძოდ, თა50, რადგან წინააღმდეგ შემთხვევაში 

(3)-ღან გამომდინარეობს §,, §ა.....წ,„ ელემენტების წრფივად დამო- 
კიდებულება. (3)-დან მივიღებთ: 

ააუ2-.2ავ8ვ2-ეე (C. 
2 - ი 

ე. ი. V ვექტორი წარმოადგენს 6,, 8.,..-,8§, ვექტორების წრფივ კომ- 

ბენაციას. 

ვაჩვენოთ დაშლის ერთადერთობა. დავუშვათ საწინააღმდეგო, 

ვთქვათ, არსებობს X-ის ორი დაშლა 

X=ზ,6,+ჩაზა+...“-ჩ,8, და X=71:6.+V7აზი+-.-+“-7იამი: 

მაშინ 

(ზ.––7)8.+-(ჩა–-7ააზა+-...+-(Cზ,“-–ჯ,ე)§,,=0. 

ბ.ე, ნ6ა.....ნე ეექტორების წრფივად დამოუკიდებლობის გამო გეექ- 

ნება: 

ჩ,=7,. ჩა=V»..··:.ნ,= 7». 

თეორემა დამტკიცებულია. 

განსაზღვრება 5. C0,, 0.,....0, რიცხვებს ეწოდება X ელე- 

მენტის კოორდენატები 8§,, ზე,...,8ე ბაზისის მიმართ, თუ 

X=ფ86,+0აზა+...+ წ წაზი. 

ცბაადია, რომ სივრცის ნულოვანი ელემენტის ყველა კოორდინატი 
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ნებისმიერი ბაზისის მიმართ ნულის ტოლია. შევნიშნოთ, რომ X=V,, 

Xა.სჯი) ქექტორის კოორდინატები წარმოადგენენ კოოოდინატებს 

ორტთა ბაზისში: 

6;=(ზ,,. ბ., ..... ზი, (7(=1, 2,...:71), 

სადაც ბა) -- კრონეკერის სიმბოლოა, ამრიგად 

X=Xჯ0,-Xანა+-...+-X-6ი. 

განსაზღვრება 6. წრფივ „სივრცეს ეწოდება უსასრულო 
განზომილებიანი, თუ მასში არსებობს წრფივად დამოუკიდებელი ვექ- 

ტორების ნებისმიერი რაოდენობა. 

განსაზღვრება 7. ნ, სივრცის 68, ქეესიმრავლეს ეწოდება 

ჩ-ის ქვესივრცე (წრფივი ქვესივრცე), თუ იგი წრფივი სივრცეა #„- 
ში შემოღებული შეკრებისა და რიცხვზე გამრავლების ოპერაციების 

მიმართ: ე. ი. 1) თუ XCწნ/, და VC6/ მაშინ X-+-VC5+, 2) თუ XC6V, მა– 

შინ ნებისმიერი C რიცხვისათვის თXC6 ,. 3) ცხადია, რომ ნებისმიერი 

#6, სივრცის ყოველი ქვესივრცე შეიცავს ნულოვან ელემენტს მ0C#/. 

ქვესივრცის მაგალითებია: 

1) ნულოვანი, ე. ი. ისეთი ქვესიევრცე, რომელიც შედგება მოცე- 

მული ნ, სივრცის ერთადერთი ნულოვანი ვექტორისაგან. 

2) ნ, სივრცის ქვესივრცეა თვითონ #6, სივრცე. 

3) ნ, არის ნა-ის ქვესივრცე, ხოლო ჩ. არის ჩვ-ის ქვესივრცე. 

4) ერთი და იგივე განზომილების კვადრატულ მატრიცათა სივრ– 

ცემი სიმეტრიულ მატრიცთა ქვესიმრავლე არის ქვესივრცე. 

5) ნ, სივრცის ყველა იმ X=(ჯ. X..--., X,„) ვექტორთა სიმრავლე, 

რომელთათვისაც X,=0, წარმოადგენს 6„,-ის ქვესივრცეს. 

6) 6, სივრცის ყველა იმ X=-(X,. X»ა....: Xი) ელემენტთა სიმრავლე 
რომლებიც აკმაყოფილებენ · 0,X,+ 0აXა--...+მნაXე=მ პირობას, სა- 

დაც თ. 0»-.., 6, ფიქსირებული რიცხვებია. 

7) 8, სივრცის იმ X=(-. Xს...-·.X„,) ელემენტთა სიმრავლე, რო–- 

მელთაგან თითოეული არის 

ძმებ რფიXა1-... 0 X, =0, 

რთა +-რააXა+.-·+რთააX, =0. 

მისა ლ-ი0,აბა-. .+-0,,X =0, 

სისტემის ამონახსენი. 

ცხადია, რომ #, ქვესივრცის განხომილება არ აღემატება ჩ-ის 

განზომილებას. ქვესივრცეთა თანაკვეთა და გაერთიანება ისევ ქვესივრ- 

ფცეე ბია. 
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თეორემა. 5. მოცემული 6, სივოცის |ყოველი ორი წოფივი 
ქვესევრცის ჯამის განხომილება უდრის ამ ქვესივრცეების ”განზომილე- 
ბათა ჯამისა და მათი თანაკვეთის განზომილების სხვაობას. 

თეორემა6. თუ #.,, და ჩა, არის #, სივრცის ქვესივოცეები, 
მაშინ ცს,,=%ი (| ნ:ქვესივოცის განზომილება /2>>I + წ" ვ–--ჩ. 

მაგალითი 3. დავამტკიცოთ, რომ მრავალწევრთა სიმრავლე 
წრფივი სივრცეა. ამ სივრცეში 1, X, X?,...,X7%,... ელემენტთა სისტემა 

იქნება ბაზისი. 
მართლაც, ამ სისტემის ყოველი სასრული 

XXს, X92,...,XIა (0=7/1< ჩM1ა< ...<- 71, ) 

ქვესისტემა წრფივად დამოუკიდებულია, წინააღმდეგ შემთხვევაში ად- 

გილი ექნება 

01 +-0:XI)2+...+CX”» =0 

ტოლობას, სადაც ერთი C; მაინც, მაგალითად 05-60. ეს კი შეუძლებელია, 

ვინაიდან ამ ტოლობის X”-ზე შეკვეცით მივიღებდით, რომ X":-” 

არის X9, XIთ5-MI,..., X98 ს ხარისხების წოფივი კომბინაცია. 

ამრიგად, მოცემული სივრცე უსასრულო განზომილებისაა. აქე- 

დან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ მრავალწევრთა სიმრავლე, 

რომელთა ხარისხი არ აღემატება /#-ს, ქმნის (2-+1) –– განზომილებიან 

წრფივ სივრცეს, ხოლო 1, X, X7?,..., XM% იქნება ბაზისი. _ 
მაგალითი 4. M-ური რიგის სიმეტრიულ მატრიცთა სიმრავლე 

ქმნის თ,ს-ში2)   –– განზომილებიან წრფივ სივოცეს. 

§ 8. ვექტორთა, სკალარული ნამრავლი 

ვთქვათ აე სივოცის ვექტოოებია: 

X=(%, Xდ.- Xია) ყ=(V/ს ყა--·-··I/ი)- 

ვიგულისხმოთ, რომ მათი კოორდინატები კომპლექსური თოიცხვებია: 

X,=56,)+C ს): ყ,=ი)+VჩVI, 

სადაც ჯ1=V-–, 1=1, 2,...,,. როგორც ვიცით X, და V)-ს შეუღლებუ- 

ლი რიცხვებია 

ჯკზ=6,--65ე; ყლე, 
ხოლო 

X,X,კ”=IXც,I”. 
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ორი ვექტორის სკალარული ·ნამრავლი ეწოდება 

” 

(CV ყ)= > XX," (1) 

|=1 
რიცხვს. 

სკალარულ ნამრავლს გააჩნია შემდეგი თვისებები: 
1. დადებითად განსაზღვრულობის თვისება. (X, X)>90, 

მართლაც 

(/ა ჩ 

(X,XX= ბ M,'= ?ჯ, IX;|->0. 
1=:1 1)==1 

ცხადია, რომ (0, 0)=0. თუ (X, X)=0, მაშინ X,=0 (/=1,2,.../1), ე.ი. 

X=80. 
2 ერმიტულად სიმეტრიულობის თვყისება. სკალარულ 

ნამრავლს ეწოდება ერმიტულად სიმეტრიული, თუ (ყ,X)=(X,Vყ)”. (1) 

ტოლობით განსაზღვრულ სკალარულ ნამრავლს გააჩნია ერმიტულობის 

თვისება, მართლაც: 

M·M ” ” 

(ყ,X) =1ა ,ყIX"=1ა_. X" ,ყკ= (;. ი") 9%=(X,ყ)”. 
1= 1 I= 1 )= I 

ე: ი 

(ყ,X)=(X,ყ)”. (2) 

ვ. (თX,ყ)=Cთ(Xყ). (3) 

(X,თMყ) =CV(X,ყ). (3) 

(3)-ის მართებულობა უშუალოდ გამომდინარეობს (1)-დან. დავამტკი– 

ცოთ (3”). გვაქვს: 

C% თე)=C/,"=Iთ(/, +X))-=თ“(/,9"=თ"X.#), 

(X,თ ყ)= Cთ”(X,I). 

4. დისტრიბუციულობის თვისება: 

(ყს-+-XC>,ყ)ლ–(VXს,ყ)+(X-,ყ) (4) 

(X, ყ(9ს-- /(9)=(X, (1) + (X,ყI”). (5) 
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დამტკიცება. სკალარული ნამრავლის განსაზღერების წთა- 
ნახმად 

” ” 

(Vს- IM”, ყ) == 3 ირყა+ა,9)ყ,ბ= ბ, X,0ყ,ბ+- 

1=1 ჯ=1 
” 

+ 2 ,ა/9ყებ <0, M)--(X%, ჟ); 

ჯ:=1 

ხოლო 

0. ყ(ს --ყ(5) =(/(5 + ყლ,იებ=(ყის, 1%5+-(Cნ,ე)ბ= 
== (X./()-- (X.ყ(=)). 

ამით მე-4 თვისება დამტკიცებულია. 

შემოღებული /!-განხომილებიანი კომპლექსური სივრცის გარდა 
განიხილავენ /–- განზომილებიან ნამდეილ სივრცეს, ე. ი. სივ“ცეს, 

რომლის ვექტორების კოორდინატები ნამდვილი რიცხეებია. 

ეთქვათ X და /( არის /!–– განხომილებიანი ნამდვილი სივრცის ელე- 

მენტები მათი სკალარული ნამრავლი ეწოდება 

” 

(X.Vყ) = 2 XV (1) 

|=1 

რიცხეს, რომელსაც აქვს შემდეგი თვისებები: 

1) («. X)>>0 და (ჯX. X)=0, როცა X=0: 

2) (X, ყ)=(ყ, X); 

3) (თX, ყ)==(X, ყ)=თCთ (X.ყ) (თ –– ნამდვილი რიცხვია); 

4) (X+ყ., 2=(X,2)+(ყ,72): 

(X. ყ--2)=(X.V)+(X.2). 

წრფივ სივრცეს. რომელშიც განსაზღვრულია სკალარული ნამრავ- 

ლი, ეწოდება ევკლიდეს სივრცე. 
მაგალითი. ადვილი შესამოწმებელია, რომ #ს, წარმოადგენს 

ევკლიდეს სივრცეს, თუ მისი ნებისმიერი X=(X,, Xა,..-,X„) და ყ=(V): 

9 '--,ყი) ელემენტების სკალარული ნამრავლი განსაზღვრულია (1) 

ტოლობით. 

სკალარული ნამრავლის ცნება საშუალებას გვაძლევს განვსაზღვროთ 

ვექტორის სიგრძე და კუთხე ვექტორებს შორის. 

1. # –– განხომილებიან სივრცეში ვექტორის სიგრძე ეწოდება არა 
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უარყოფით IVI=+VC,X რიცხვს. ცხადია, ვექტორის სიგრძე გამოით- 

ვ:ლება ფორმულით: 

/ 

IXI== V (X.X) = ა/ა 

751 

ხოლო 
  

IX I=V (XX,თX) == V თ(X, თ9 :=V C»%(X,X) = 

=V IC |-(X,X) = Iთ IV(X, X) =ICI-· IXI. 

ორ არანულოვან ჯ და / ვექტორებს შორის კუთხე განისაზღვრება 

CV, X 
IXI I9I 

ტოლობით. როცა ჯ=80 ან ყ/=0, მაშინ კუთხე X და ( ვექტორებს მორის 

არ განისაზღვრება. : 

თეორემა. 1. ევკლიდეს სივრცის ნებისმიერი ჯ და V ვექტორე– 

ბისათვის ადგილი აქვს უტოლობას: 

  თდ=გIC 005 

I(X,ყ) 1ლ.IXI "IVI (კოში –- ბუნიაკოვსკის უტოლობა). 

დამტკიცება. განვიხილოთ ვექტორი X--/ყ, სადაც # ნების- 

მიერი რიცხვია. სკალარული ნამრავლის დადებითად განსახღლვრულობი– 

დან გვაქვს. 
(X-–-Iყ, X-–-M9ყ)>90. 

ე. ი. ნებისმიერი #-სათვის 

I/ II -–-2 (X,ყ)L-+ IXI">0. 

იმისათვის, რომ უკანასკნელ უტოლობას ჰქონდეს ადგილი, აუც–- 

ლებელია და საკმარისი |//|?/"--2(X,ყ)L-L IXI” სამწევრის დისკრიმინანტი 

არ იყოს დადებითი, ე. ი.(X, /()“--IXI”Iყ/II–<0, საიდანაც გამომდინარე– 

ობს კოში-ბუნიაკოვსკის უტოლობა. 

ნ, სივრცეში კოში-ბუნიაკოვსკის უტოლობა მიიღებს სახეს: 

”I ა I” /” 

M#-=1 #=1 #=1 

თეორემა. 2. ევკლიდეს სივრცის ნებისმიერი X და ყ ვექტორე– 

ბისათვის მართებულია უტოლთბა 

IX+-ყIლ=IXI-+ IVI. (სამკუთხედის უტოლობა) 
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დამტკიცება. გვაქვს 

I+ყ)=(+ყ, X+9ყ)=IXI'+2(X,ყ)-+ IყI?. 

კომი-ბუნიაკოვსკის უტოლობის თანახმად მივიღებთ: 

IX+ყI)"ლIXI"--2IXIIVI+- IყI=(IXI+ IV 7, 
საიდანაც 

IX+-ყ 1ლ IXI-+L Iყ I. 

მედეჯგი. ევკლიდეს სივრცის ნებისმიერი Xჯ და V ვექტორებისა– 

თვის 

X+VI>IIXI-ყII. 
მართლაც. 

IXM+ყI= Iს) +2(Vყ)+ Iყ/I12>>IXI--2I(X, ყ)I+ IყI > 
=>IXI--–2IXIIყI+ IყI?=(IXI– IV I)”, 

საიდანაც მიიღება დასამტკიცებელი უტოლობა. 

§ 4. ვექტორთა ორთობონალური სისტემა: 

განსაზღვრება 1. #, სივრცის X და ( ვექტორებს ეწოდე– 

ბა ორთოგონალური, თუ 

(ი, ყ)=0. (1) 

0 აოის ს, სივოცის ნებისმიერი ვექტორის ორთოგონალური. 

განსაზღვრება 2. XV), X2,,...,X>) ვექტორთა სისტემას ეწო- 
დება ორთოგონალური, თუ ნებისმიერი ნატურალური | და # (/5-7) 

რიცხვებისათვის (XV, XM)=0. 

შევნიშნოთ, რომ თუ XV) ვექტორი X2),...,X-5) ვექტორების ორთოგო– 
ნალურია, მაშინ იგი მათი ნებისმიერი წრფივი კომბინაციის ორთოგონა- 

ლურიც იქნება მართლაც, თუ 

0ჯMხ, /%5)=0, #=2,3,...,M, 
მაშინ 

” I// 

(» 2. 0XCM) | = ბ, 0.მ(Xს, XC59)=0, 

ჩ=2 ჩ=2 

სადაც თა, თვ,-.- 0» -- ნებისმიერი მუდმივებია. 

თეორემა 1. არანულოვანი, წყვილ-წყვილად ორთოგონალური- 
X 0, #29, ..., 9) ვექტორთა სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია. 
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დამტკიცება. ვთქვათ 
0.V ს -- ი,X9)-L...+- 0,X5) =0, (2) 

(2) ტოლობის ორივე მხარე სკალარულად გავამრავლოთ XV ვექტორზე 

0 შხ, #0) ეთის, #%) >... C-ი,?ეცტს, #M)=0, 

რადგანაც (X9ს,X0)3=0 და (X0ს,XII) 3=0, როცა /5-1, ამიტომ 0, "=0 

ე.ი. 0,=0. ანალოგიურად მტკიცდება, რომ 0ა=0,..., 6,550. მაშასა– 

დამე, XI), XC2),...,  X9) ვექტორები წოფივად დამოუკიდებელია. 

შედეგი1. #-- განზომილებიან 8, სიერცის ყოველი ორთოგო- 
ნალური სისტემა შეიცავს არაუმეტეს # რაოდენობა ვექტორს. 

განსაზღვრება 3. #, სივრცის §,, §„,..., 8, ბახისს ეწოდე– 

ბა ორთოგონალური, თუ 

(8,, 8,)=0, როცა /5-ჩ (/, #=1, 2,..., ”). 
თუ 8; (/=1,2,..., I) ერთეულოვანი ვექტორებია, მაშინ ორთოგონა– 
ლურ ბაზისს ეწოდება ნორმირებული (ორთონორმირებული). ამ შემ- 
თხვევაში (8), 8,)=8,,. 

ხ, სივრცეში ორთონომირებული ბაზისის მაგალითია: 

01 =(1,0,0,...,0), 

6:=40,.,0,...,2), 

8, ზი... ზე ორთოგონალური ბაზისი ყოველთვის შეიძლება გავ- 

ხადოთ ნორმირებული, რისთვისაც საჭიროა ბაზისის ყოველი §, ელემენ- 

ტი გავყოთ მის სიგრძეზე. ადგილი საჩვენებელია რომ მიღებული 

ვექტორები 
8,0. _ "5 (L= 1,2,..., I) 

V(§8V8)) 
წარმოადგენენ ორთონორმირებულ ბახზისს. 

თეორემა 2. #ჩც სივრცის ნებისმიერი X ვექტორის კოორდინა- 
ტები ორთონორმირებული ბაზისეს მიმართ უდრის ამ ვექტორისა და 
შესაბამისი საბაზისო ვექტორის სკალარულ ნამრავლს. 

დამტკივცვება. ვთქ3ვათ 8§,, 8ე,...,წე ორთონორმირებული ბა- 
ზისია და 

  

  

X= §16|)-L ნენი-L...+ ნანი. (3) 

ამ ტოლობის ორივე მხარე სკალარულად გავამრავლოთ §; (,=1,2, 

--. 8) ვექტორზე, მივიღებთ 

5,=V, 8) (,=1, 2,...,I!). (4) 

თეორემა დამტკიცებულია. 
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შედეგი 2. ორთონოომირებულ ბაზისმი ვექტორის სიგოძის 

კვადოატი მისი კოორდინატების მოდულების კვადრატების ჯამის ტო- 

ლია... (| 
მართლაც, თუ (3) ტოლობას ავახარისხებთ კვადრატში, მივიღებთ: 

” ” ” ” 

(+, X)= ?, §კ 6), ?, ს MI) = 2.2, C; CL 6), 8) = 

1-=1 M-= I=1 #=1 
· 7 ” 

= 9 8 §+=9 I). 8 
1==1 1==1 

კერძოდ, როცა სეუ -- ნამდვილი სივრცეა, (5) ფორმულას ექნება 

სახე: 

(, X=3 I 5)I2?. 
1=1 

თეოოემა დამტკიცებულია. 

მაგალითი. ვაჩვენოთ, როომ C (0,2) უწყვეტ ფუნქციათა სივრ- 

ცეში 
1, C05 #, 510 7, C05 27, 510 27/,..., C05 71/, 51I1 11, ... (6) 

ვექტოოთა (ანუ ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა) სისტემა ორთოგონა- 

ლურია. 

მართლაც, ცხადია, რომ C (0,2>) წრფივი სივოცეა, სადაც /(/)=>=0'არის. 

ამ სივოცის ნულოვანი ვექტორი, ხოლო /(#/)-ს მოპირდაპირე ვექტოოია 

– IC. ნებისმიერი XC) და ყ()) ფუნქციისათვის 

2ჯ 

(, ყ)= L X()ყ()ძ!. 
0 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ ამ სახით შემოღებული სკალარული 

ნამოავლი აკმაყოფილებს სკალარული ნამრავლის ყველა თვისებას. 

C(0,2-ე) სივრცის XC) ელემენტის სიგოძე გამოითვლება ფორმულით 

ოო წაი Xბ%)ძI, 

რომელსაც უწოდებენ XC) ფუნქციის ნორმას და აღნიშნავენ |IXII სიმ- 

ბოლოთი. 
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C(0,2,) სივრცეში კომი-ბუნიაკოვსკის ოუტოლობას ექნება სახე: 

2:L · 2: 25 

( L XC)V(0ძ0 )< | X?()ძ/. | ყ?()ძ! 
0 0 0 

ან, რაც იგივეა, 

27% 2. 2» 

(» (7)ყ (0) ძ1 < )/! X'()ძ! · / ყ“(I)ძ!. 

9 ზ 0 

ამ უტოლობას დიდი გამოყენება აქვს მათემატიკურ ანალიზში. 

განსაზღვრების თანახმად, აღნიშნულ სივრცეში ყოველი ორი XC) 

და VM() ფუნქცია ორთოგონალურია, თუ 

  

25 

(X(0, ყ(0) = | XCIყ(0ძ/ = 0. 
0 

ნებესმიერი #7 ნატურალური რიცხვისათვის: 

2: 2უღ 

I(§ი MX0X= | 005 M?X0X=0. 

0 0 

თუ M და # ნებისმიერი მთელი რიცხვებია (IIM=5=)1), მაშინ: 

2X 

L §1I1 M71X C05/1/1X0V=0; 

0 

ასევე, თუ M16-5!ს გვექნება: 

22 2 

| 511 /7IV 51I1/1VCVIX == L C05 /11X C05 !1V(IX=0. 

0 0 

ოად გან 

2: 2 2: 

| 1? ძჯ = 2X, | 005” ILIVVIX =| 5)ი0 /1XთძX==Xნ, 

0 0 0 

ამიტომ (6) სისტემაში შემავალი ფუნქციები არ აოიან ნორომიოებული 

L0,2XI-ზე. იმისათვის, რომ (6) სისტემა გავხადოთ ნორმირებული, საჭი– 
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როა მასში შემავალი პიოველი ფუნქცია გავამრავლოთ “ზე, ხოლო 
I 

1 

VC. 

ლედში ფუნქციათა ორთონორმირებულ სისტემას: 

დანარჩენი ფუნქციები კი 

  

ზე. ამის შემდეგ მივიღებთ (0;2XI შუა- 

1 C05 V 51 ; C052V C05 7LX §101/1V; 

„2 VI V. VV. ” VI VI” 
    

§ ა. ვექტორთა სისტემის ორთოგონალიზჭზაცია 

წინა პარაგრაფში დავამტკიცეთ, რომ არანულოვან ვექტორთა ყო- 

ველი ორთოგონალური სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია. ახლა 

განვიხილოთ მეთოდი, რომლითაც შესაძლებელია ნებისმიერი წრფივად 
დამოუკიდებელ ვექტორთა, სისტემიდან ორთოგონალურ ვექტორთა სის- 

ტემაზე გადასვლა. 

ვთქვათ, ნგ სივრცეში მოცემულია წრფივად დამოუკიდებელ 

XV, XV გვ... (1) 

ვექტორთა სისტემა ორთოგონალეზაციის პროცესით მათ მიმართ ავა- 

გოთ 6, 6ე,..., 6 ორთოგონალური ვექტორთა სისტემა. დავუშვათ 6)= 
=X.. 6: ვექტორი განვსაზივროთ #6:ა=0Cთ60,+Xე გამოსახულებიდან,სა- 

დაც თ ნამდვილი რიცხვი 'მევარჩიოთ ისე, რომ რძე: ვექტორი იყოს 06, 
ვექტორის ორთოგონალური, ე. ი.! 

(ი, 0ე)==(0,, თ2,+–-Xა)=>X(9,ვ 6,)+(0,, X»)=0, 
აქედან 

_ _ (დ, X-) (2) 

(რთ, 65) 

·ვინაიდან (1) სისტემა წრფივად დამოუკიდებელა, ამიტომ ყოველი X,5-0, 

ე. ი. 0,550. /ხადაპ 6:=CX,+X-2-0. წინააღმდეგ 'მემთხვევაში მი- 

ვიღებდით, რომ (1) სისტემის X,, Xგ ქვესისტემა წრფივად დამოკიდებუ- 
ლია, რა, ეწინააღმდეგება (1) სისტემის წრფივად დამოუკიდებლობას. 

დავუშვათ, რომ უკვე აგებული გვაქვს ნულისაგან განსხვავებულ 
ვექტორთა ორთოგონალური ი6,, 0ი,.,,,6ჩ-1 ქვესისტემა. 6» ვექტორი 

ვიპოვოთ 

06-=ჩ,0,-+- ჩარა-C...+-ჩ. -,6M.1.+X%, (3 

გამოსახულებიდან. ჩ,, ჩე,.., ჩ»M-, კოეფიციენტები შევარჩიოთ ისე, 
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რომ 6 ვექტორი იყოს #6,, 0ე,....6-|) ქეექტორების ორთოგონალური, 

ე. 0. 

(0), 06.)=0, (0., 06.)==0,..., (0, -,, 0) ==0. 

თუ ამ ტოლობებში ჩავსვამთ (3)-დან განსაზღვრულ 6/-ს მნიშვნქლობებს 

ღა მხედველობაში მივიღებთ 6), 6ე,...,6» -, ვექტორების წყვილ-წყვი–- 

ლად ორთოგონალურობას, მივიღებთ: 

ზ.(8ს 0.)+(6), X,)=0, 

ჩზ:ე(ირე, რ6ა)+(0ა, X.)=0, 

ზ.-.(0.-ს (21 -.)--(2, -, XI)=90. 

აქედან, (2) ტოლობის ანალოგიურად, ვიპოვით ჩ,;, ჩა....,ჩ / -, მნიშვნე- 
ლობებს. თუ (3) ტოლობაში ჩავსვამთ #6#-,,...,6ი, 6,=X, მნიშვნე- 
ლობებს, მაშინ: 

0=0X-CC0:Xე+L+...+ 696L IXL-1 +XVL. (4) 

ამრიგად, ავაგეთ 6თ), 6ა,..., 6„ ეექტორთა ორთოგონალური ქვესისტემა. 

თუ ამ პროცესს გავაგრძელებთ, ავაგებთ საძიებელ 6,,6რა,...:6ი 

ქექტორთა ორთოგონალურ სისტემას. 

დასკვნა. ყოველ არანულოვან, წრფივად დამოუკიდებელ ვექ- 
ტორთა სისტემიდან შეიძლება ავაგოთ არანულოვან ვექტორთა ორთო–- 

გონალური სისტემა თუ დამტკიცებულ დებულებას გამოვიყენებთ 

ევკლიდეს /1-განხომილებიანი სივრცის საბაზისო ვექტორთა სისტემი- 

სათვის, მივიღებთ შემდეგ დებულებას: ყოველ ევკლიდურ „სივრცეს 
გააჩნია ერთი მაინც ორთოგონალური საბაზისო სისტემა. 

მაგალითი 1. განვიხილოთ ოოთოგონალიზაციის პროცესი 
ჩვეულებრივ სამგანხომილებიან სივრცეში. მოცემულ სივრცეში ორ- 

თოგონალიზაციის პროცესი ნიშნავს შემდეგს: ვთქვათ X,, X; და Xვ სივ– 

რცის წრფივად დამოუკიდებელი ვექტორებია. დავუშვათ ყ,=X. MI 
და Xე ვექტორებზე გავავლოთ სიბრტყე; ამ სიბრტყეზე ავიღოთ ისე- 

თი ყა ვექტორი, რომელიც ყე) ვექტორის ორთოგონალურია. V, და Mა 
ვეექტორებზე გამავალი სიბრტყისა და Xვ ვექტორის საშუალებით ავა- 
გოთ სამგანზომილებიანი სივრცე, რომელშიაც შევარჩიოთ ისეთი ყვ 

ქექტორი, რომელიც V, და ყა ვექტორების ორთოგონალური იქნება. 

მაგალითი 2. ვთქვათ # არის ( ცვლადის მრავალწევრთა სიმ- 

რავლე, რომელთა ხარისხი არ აღემატება 3-ს. ეს სიმრავლე ქმნის ოთხ– 

განზომილებიან სივრცეს. ამ სივრცისათვის 1, 7, /?, (4 არის ერთ-ერთი 

საბაზისო სისტემა (§ 2. მაგალითი 1).ამ სისტემის მიმართ გამოვიყენოთ 

ორთოგონალიზაციის პროცესი, ე. ი. ავაგოთ 6), 6), 6 ორთოგონალური 
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საბაზისო სისტემა. ვთქვათ, სკალარული ნამრავლი განსაზღვრულია 

ასე: 
1 

(/, დ= 1 (ი წ0)ძ/. 
–1 

ამოხსნა. ვთქვათ 0,=1. 0: ვეძებოთ 6ა:=Cთ-+-/ სახით. თ შევარ- 
ჩიოთ, ისე, რომ (ძა იყოს 0,-ის ორთოგონალური, ე. ი. 

1 

(1,V-–>-7) = (–+I1)ი1=2თც=0; 

–1 

მივიღეთ თ=0. ამგვარად, 6ა=!. ახლა 0ე ვეძებოთ რი6ე=Cთ)“+-Cთე/-+LI9 
სახით. თ, და თა შევარჩიოთ ისე, რომ 0ვ იყოს 6.=1 და 6.:=1 ვექტო– 
რების ორთოგონალური, ე. ი. 

1 1 

(1, რ1)=L (თ,4+თ:/(+/)ძ(=0 და (I, რე) =| (თ./-+- თ.ა! /)ძ/=0, 
CI 1 

საიდანაც 

1 
=0, ე, ი. თ =->, თა: =0. 

2თ>ა 
  

2 
2თ. + -- =0 

”' 3 ზვ 

მაშასადამე, 6ვ=1“-–- – · 6, ვექტორი ვეძებოთ #6, = ჩ)+ 8. -- 

+ წვ ს. )+# სახით. 

ახლა ჩ,, ჩა და ზვ შევარჩიოთ ისე, რომ 6კ ვექტორი იყოს 0,, 06-ე, 

0ვ ვექტორების ორთოგონალური. ინტეგრალების გამოთვლის შედეგად 

მივიღებთ 0,=#-- --/. ამრიგად, მოცემულ მრავალწევრთა ევკლიდუ- 

რი სივოცისათვის 

6,=1, 6:=1 ძე=/0- 1 0.)=ჯ1-- 3, 1 ეუ C2 1 ვ 3“' 4 5 < 

იქნებ ორთოგონალური საბაზისო სისტემა. 

§ 06. ბაზისის შეცვლით ვექტორის კოორდინატების ცვლილება 

გავარკვიოთ, თუ როგორ შეიცვლება ვექტორის კოორდინატები 

ბაზისის შეცვლით. ვთქვათ, მოცემულია #-- განზომილებიანი წოფივი 

სივრცის ორი 6,, 6ე,.., რ, და 8), ნ6ე,..., ნ, ბაზისი. 
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ცხადია, 8; ვექტორები წრფივად გამოისახება პირეელ ბაზისზი: 

6:= 0,161“+ძთა)ნე+...-+ძე1ნი, 

ნა= რთენ)“Lშძეენი+..- + რანი, 
”„”''' (1) 

· ზელრ)ანე1+შმიენი “+ ...“+მცინი· 

ანუ მოკლედ, 
” 

8,= 2 ი, (/=1,2,...,/1). 
L=1 

ამ გარდაქმნის კოეფიციენტებისაგან შედგენილ 

თე) რCე9-·.რჯი 

4= რთი) რეი-..თიც 
· ი »" + «“ 6 9 

ითი1 რი. ·· იიი 

მატრიცას ეწოდება 0,, 0ა,...,0ე ბაზისიდან 8,, 8ეა,...,8,; ბაზისზე გადა- 

სვლის მატრიცა. ვინაიდან 6,(/=1,2,...,,) წრფივად დამოუკიდებელია, 

ამიტომ |/4 I%«90. 

ვთქვათ დ,, §ა:,..-, 6, და 111, 11 2,...1, არიან ჯ-ის კოორდინატები შე– 
საბამისად პირველ და მეორე ბაზისში, მაშინ: 

X= C,61+ 656ი-L..-.+ ნენ,==918 + ე6ი+-... ეზე. 

(1) ტოლობების გათვალისწინებით მივიღებთ: 

=6)0)“+ ნა6ე-L+. “+ წერ ითან რენი“ ....+-შ ინი)“ 
+? :(თ1:01+ თა:მა-+. ქიმიანი 

<_–_-.-–“ ““”'წჩრწ“”წრწწჩწ'” 

–+შიე(ი ან --რძაენა-+ .. (+ მი„ნე). 

(2) 

რადგანაც X ვექტოოი ცალსახად წარმოიდგინება 0,, 0ე,..., 6, ბა- 
ზისის მიმართ, ამიტომ (2) ტოლობის მარჯვენა მხარის სათანადო დალა–- 

გების შედეგად მივიღებთ: 

ს1=რ)11)1+ თიში + -..+რ, ში, 

ნა:=რა11)1+- თია + .- „102 ია ფ) 

–>. 

როგოოც ვხედავთ, (3) გარდაქმნის მატრიცა იგივეა, რაც „1 მატრიცა. 

ამრიგად, მეორე ბაზისმი X ვექტორის კოორდინატები მიიღება (2)- 

დან. 
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მაგალითი, ვთქვათ» X=60,4-49:--0ე. ვიპოვოთ წამ ვექტორის 
კოორდინატები §,, §,, გე ბაზისში, თუ: 

8.=-56-“- 0ა--20ე, 

ხა=26, -+L 36), (4) 
ხე =–-20, -L 0ა-L ძვ. 

ამოხსნა. (3) ტოლობის თანახმად გვექნება: 

1==5MII + 2) :-2ე, 

4=---11-- 31 9+-%ე, 
–-1=--2)1+-მე· 

რადგანაც 

52-–2 

ისი=) 13 1|I +090, 
–20 1 

  

  
ამიტომ კრამერის ფორმულებით 

VVა(ძVIჰXIჟ_–.–. . 
ე. ი. ' 

X=--136,--68:ა--278ე. 

ამრიგად, 8,, 6ე:, 6ვ ბაზისში X-ის კოორდინატებია: –-13,6, –- 27. (3) 

ტოლობა ჩავწეროთ მატრიცული ფორმით: 

§. მას რCთIი.··იი I 
Lა ძი, რთაა...შაი ი: | _ 

: = : -1 (5) 

ხა რთი1 რთი? ··იიი 7 ი 

თუ (ი) და (ი” სიმბოლოებით აღვნიშნავთ ჯX ვექტორის კოორდინა- 

ტებისაგან შედგენილი ერთსვეტიან მატრიცებს, მაშინ (5) მატრიცული 

ტოლობა მიიღებს სახეს: 

00=#4 ·CVII." (6) 

(ე) ტოლობის ორივე მხარის ტრანსპონირებით მივიღებთ: 

CI1 რეა... მი1 

C10 რიე...რიი 
(5, ნე, 8.ი)=(%XI %იჯ-.?,1,) - 

თ. რაი... რიი 

ან, რაც იგივეა 

(§ს სი...) ნი)=()) შა. აში)4, (7) 

სადაც #4” არის 4 მატრიცის ტრანსპონირებული მატრიცა. 
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(7) ტოლობიდან შეგვიძლია დავწეროთ: 

რ), ია--.ი1=( 6), 6... Cი)(4”)“). (8) 
(7)-დან მიიღება X ვექტორის კოორდინატები ახალ ბაზისში, როცა ცნო– 
ბილია მისი კოორდინატები ძველ ბაზისში. 

ამოვხსნათ იგივე მაგალითი (8) ფორმულით. (4) გარდაქმნის მატრი– 

ცის შებრუნებული მატრიცა იქნება: 

3.1 6 
(40-1=| -–-2 1-4 I. 

8-3 17 

რადგან მოცემულ ბაზისში Xჯ ვექტორის კოორდინატებია 1, 4, ––1, ამი– 
ტოძ: 

3-1 6 
(თ. 1 #ვ)=(1, 4,--1),|-–-. 2 1 –-4 )=C–13,6,=–27), 

8-3 17 

ე. ი. 

71-13, ა:=6, ბშე=--27. 

§6 76 წრფივი ოპერატორები 

ვთქვათ და # არიან შესაბამისად # და #”I-განხომილებიანი წრფი–- 
ვი სივრცეები. 

განსაზღვრება 1. #ტ:->+/” ასახვას, რომელიც #6 სივრცის 

ყოველ X ელემენტს შეუსაბამებს /-ის გარკვეულ ყ ელემენტს, ეწოდება 
4 ოპერატორი. მას აღნიშნავენ ყ/=/#4Xჯ სიმბოლოთი და უწოდებენ სივრ–- 

ცის გარდაქმნას. #X ეწოდება X ელემენტის სახე. 
განსაზღვრება 2. # ოპერატორს ეწოდება წრფივი, თუ 

ჩ-ს ნებისმიერი X, X, და X; ელემენტებისათვის და # ნამდვილი რიცხ- 
ვისათვის, სრულდება შემდეგი ორი პირობა: 

1) #4(X-+–+Xა)=/4%--.4X5, 

2) 4(-X)=#//4X. 

წრფივი ოპერატორის განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს შემდეგი 

თვისებები: 

I. ნებისმიერი წრფივი ოპერატორი სივრცის 0» ნულოვან ელე– 

მენტს ასახავს # სივრცის 0„ ნულოვან ელემენტში. მართლაც, 

4(0„)=4(0-.X-=0-4Xჯ=0,.



II. მოპირდაპირე ელემენტის სახე უდრის სახის მოპირდაპირეს, 

ე. ი. 4(C-X=-/4V. მართლაც. 

4C-0)=4C-1-:0=C-1),1ჯ=–-#4X. 

III. თუ # წრფივი ოპერატორია, მაშინ განსაზღვრებიდან გამომ- 

დინარეობს, რომ ნებისმიერი #,, ჩ-,...,/, “რიცხვებისა და სივრცის ნე- 

ბისმიერი X,, X,,...Xგ ელემენტებისათვის 

4 თე4+ჩაXა+... +ჩეს,ა)ლ–ს4ი5+ჩატ4Vა-LC...+-ჩე4X,. (1) 

შევნიშნოთ, რომ ეს თვისება წოფივი ოპერატორის განსაზღვრების 

ექვივალენტურია. 
მართლაც, თუ (|!) ტოლობაში ვიგულისხმებთ /= 1, მივიღებთ 

4(0X)= ს.ე ხოლო როცა /#=2 და #,= ჩა=1, მივიღებთ 

#405--X-)ლ–4X+74Xა. 

განსაზღვრება 3. ისეთ I გარდაქმნას, რომელსაც სივრცის 

ყოველი ელემენტი გადაჰყავს თავის'თავში, ე. ი.IX=X, უწოდებენ ერ- 

თეულოვან ახუ იგივურ გარდაქმნას, ხოლო ისეთ 0 გარდაქმნას, რო- 

მელიც 8 სივრცის ყოველ ელემენტს შეუსაბამებს # სივრცის ნულოვან 

ელემენტს უწოდებენ ნულ გარდაქმნას. 
ადვილი შესამოწმებელია, რომ I და 0 გარდაქმნები წრფივი ოპე- 

რატორებია. 

მაგალითი 1. ვთქვათ, 1 ჩვეულებრვი :სამგანზომილებიანი 

ვექტორული სივოცეა, ე. ი. კოორდინატთა სათავიდან გამოსული მი- 
მართულების მქონე მონაკვეთების სიმრავლეა. 0 წერტილზე გავავლოთ 

რაიმე I?” სიბრტყე. MX სივრცის ყოველი X მონაკვეთის პროექცია M” 

სიბრტყეზე აღვნიმნოთ /4X-ით. მაშინ, პროექციის ცნობილ თვისება- 

თა (მონაკვეთების ჯამის პროექცია უდრის მათი პროექციების ჯამს და 
მონაკვეთის რაიმე # რიცხვზე გამრავლებით პროექციაც გამრავლება 
ამავე # რიცხვზე) გამოყენებით მივიღებთ, რომ მოცემული გარდაქმნა 

წრფივია. 

მაგალითი 2. განვიხილოთ ( ცვლადის ისეთ მრავალწევრთა სიმ- 

რავლე, რომელთა ხარისხი არ აღემარტება #L-ს. როგორც ვიცით, ასეთ 
მრავალწევრთა სიმრავლე ქმნის (#-+1)-–- განზომილებიან წრფივ სივრ- 

ცეს. ამ სივრცის ყოველ /(,) მრავალწევრს შევუსაბამოთ მისი წარმო- 

ებული, ე. ი. /1(I(/)) =I' (0). ვაჩვენოთ რომ 4 წრფივი ოპერატორია. 

მართლაც, 

1) 4(I(0--C(01=II(ს+Vთ(0) =I (0--> (0=4M(0+4VC, 

2) 4IMICI1=LჩICს)”=#ჩI (0 =ჩ ·4IC0. 
54



მაგალითივ. განვიხილოთ უწყეეტ ფუნქციათა CI0,1) სივრცე. 

ყოველ /(,/) ფუნქციას შევუსაბამოთ ინტეგრალი:) 

ჯ / 

(„თძი, ეი 7/(/)= (#C04ა. 

ბ C 

ვაჩვენოთ, რომ ამგვარად განსაზღვრული 4 ოპერატორი წრფივია. 

მართლაც, · 

I I 

1) 4(ჩ(0 +ჩა()) = |Iჩ რ +L”,.C0)|ძL= | 7. C)ძ+-+- 
0 0 

(4 

+ L წ რ)ძი=4/,(0+#4/.(0, 
0 

! ჯ 

2) 4LჩI(01 = | MMC) ძდ=/ I /(0ძ1=#4/(0. 

0 0 

მაგა ლითი 4. ცნობილია CIL0, ხ) სივრცეში განსაზღვრული 

ფრედჰოლმის ინტეგრალური 4 ოპერატორი, რომელსაც მოცემული 

ხ 

XC) ფუნქცია გადაჰყავს C ჩ (/,5)X (5)ძ5 ინტეგრალში, ე. ი. #XC(0) = 

« 
ხ 

= L #(I1.5)X(5)ძ5, სადაც ”/(/, §) ფრედჰოლმის ოპერატორის გულია, და– 

თ 
ვამტკიცოთ რომ ფრედჰოლმის ოპერატორი წრფივი ოპერატორია. 

დამტკიცება. 

ზ 

1) 4(X,(0--X.(/)) = | M(/, 9 IX(9 + X.(9)1ძ§ = 
თ 

ხ ხ 

= ( MV, 9X(0ძ5 + | VI, 9X-(9ძ§=4%(0+/4X»(0, 
« ძ 

ხ ხ 

2) /„I/2X(C,) => L LLC, 5) · IX(I)ძ! = #X (| #V9XVი ძ/=ჩ 4#XCI). 

რ ძ 
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თუ # სივოცე ნამდვილ ოიცხვთა # სიმრავლეა, მაშინ ,1 ოპერატორს, 

რომელიც #-ს ასახავს #-ში, ეწოდება წრფივი ფორმა ან წრფივი ფუნ- 
ქციონალი. 

§ 8. კავშირი მატრიცებსა და წრფივ გარდაქმნებს შორის 

ვთქვათ, 6), 6ა,...,6, არის /I-განხომილებიანი წრფივი სივოცის 

რომელიმე ბაზისი, ხოლო „#4 –– სივრცის წრფივი გარდაქმნა. 

თეორემა. #8 სივოცის ვექტორთა ნებისმიერი #«,, წე,..-,წე სის- 
ტემისათვის არსებობს სივრცის ერთადერთი ისეთი #4 წოფივი გარდაქ- 

მნა, რომ 

ტ420,=ფ, /10ა=ყა,...:40გ=ყწე. 

დამტკიცება. იმისათვის, რომ ავაგოთ საძიებელი 4 გარდაქმ- 

ნა, ავიღოთ სივრცის ნებისმიერი ჯ ვექტორი. ვთქვათ 

X=L,6 4 ზანე+...4- ხც6ე. (1) 
მაშინ 

4X=/(6)6)+-ნანე+ ...+- სახა ა)ლ=C6)46, + ზატრწ0ა“-.-. + ნირი = 

=სსფ+L სანა L...+- ნწ. 

რადგან Xჯ ცალსახად განისაზღვრება ბაზისის სამუალებით, ამიტომ 

4» ვექტორიც ცალსახად განისახღვრება ფ,წა,..,ყა ვექტორე- 
ბით. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ ნებისმიერი #,, #:,..-,ყწი ვექტორებისთვის 
არსებობს ისეთი „ წრფივი გარდაქმნა, რომ ,6,=“V, ((=1,2,...,7)); 

ამისათვის ყოველ 06, ვექტორს შევუსაბამოთ «; ვექტორი, ხოლო ნე- 
ბისმიირ X=6C)0,-+ ზანე+...+ სიწა ვექტორს – სთ -+ნაწა+.-.+ წაყლ 
ვექტორი. რადგანაც X ცალსახად განისაზღვრება 6; ვექტოოებით, 
ამიტომ მას შეესაბამება გარკვეული #4X ვექტორი, ე. ი. 4X=%ფ+ 
–+ზაწე+...+ წიეწე. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ამგვარად განსაზ- 

ღვრული 4 ოპეტრატორი წრფივია. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ ყოველი 4 წრფივი ოპერატორი, რო- 

მელიც 6,, 6გ,...,0ც ბახისს, შეუსაბამებს) თ, ძთ,,...,9, ვექტორებს, ემ- 

თხვევა 4 ოპერატორს, 

მართლაც, პირობის თანახმად #”6,=წ,. თუ X ვექტორს აქვს (1) 

სახე, მაშინ „1 X=6,)# 6.+ 68 4”მე-+L...+ ნა#4 მე= სნ ფ+ წწ +L...+ 
+ზაწ=4X, ე. ი. 4 =/#4. თეორემა დამტკიცებულია. 

ვთქვათ, სივრცეში შერჩეულია რაიმე 06,, 0კ,...,6, ბაზისიწდა მოცე- 

მულია 4 ოპერატორი. ცხადია, (1 ოპერატორი ირ;, 6,,...,6, ქექტორებს 
გადაიყვანს რომელიმე ,46ე, #6ე,...,4 6, ვექტორებში. თუ ვიგულისხმებთ, 
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რომ ამ ბაზისში თ„=,10, ვექტორის კოორდინატებია შესაბამისად 
რეე რახ)... რათ. გვექნება: 

46, =ძ,,ნ,+რაე6ე- რიანი, 
40ა=ძსარ“0აენა+-...-+ ში ანი. 

(2 

498» =0, „6, -0ა,6ა +“... + რაინი! 

აღვნიშნოთ 24. სიმბოლოთი ის მატრიცა, რომლის სვეტებს წარმო– 

ადგენენ შესაბამისად ,-, ვექტორის კოორდინატები, ე. ი. 

მეე რჯი.-..შვი 

რი რაიგ...რიი 
4= .,.....”: (3 

წმი) რილ.-რწიი 

46ს ეწოდება 4 წრფივი ოპერატორის (გარდაქმნის) მატრიცა #0, 
0ა,..,ცრე ბაზისში. ამრიგად, სივრცის მოცემულ სა ბაზისო სისტემაში 

ყოველ წრფივ ოპერატოოს (გარდაქმნას) შეესაბამება გარკვეული მატ–- 

რიცა. 

ადვილია იმის ჩვენება, რომ ეს შესაბამისობა (ურთიერთცალსახაა,, 

ამის გამო 4 ოპერატორის შესაბამის (მატრიცას აღნიშნავენ სიგივე „4 
ასოთი. 

შევნიშნოთ, რომ ერთეულოვანი და ნულოვანი ოპერატორების მატ–- 

რიცებია შესაბამისად ერთეულოვანი და ნულოვანი მატრიცები. 

ამრიგად, ყოველი წრფივი გარდაქმნა (ოპერატორი) შეიძლება ჩაი–- 

წეროს მატრიცის საშუალებით, ე. ი. მატრიცათა თეორია არის ის ანა- 

ლიხური აპარატი, რომლის საშუალებითაც შეისწავ ლება წრფივი ოპე– 

რატორები სასრულგანზომილებიან წოფივ სივრცეში. 

მაგალითი1. ვთქვათ, მოცემულია ისეთ მრავალწევრთა წოფი– 

გი სივრცე, რომელთა ხარისხი არ აღემატება II-ს. ,-თი აღვნიშნოთ) ოპე– 

რატორი, რომელიც ყოველ /(2) მრავალწევრს ჯასახავს მის |წარმოე– 

ბულში: 

4I00=I” (ა. 

დავამტკიცოთ, რომ 495 =0. ვიპოვოთ 1 ოპერატორის მატრიცა მო–- 

ცემული სივრცის '1, X, X",..., XM% ბაზისში. 

ამოხსნა. 4 ოპერატორი, გამეორებული ერთიდაიგივე ელე- 
მენტზე (ი-L1)-ჯერ, ე. ი. 4 #+1 იქნება ნულოვანი გარდაქმნა, ვ ინაიდან 

მოცემული სივრციდან აღებული ყოველი მრავალწევრის #--1 რიგის 
წარმოებული უდრის ნულს. 
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ვიპოვოთ #4 წოფივი ოპერატორის მატრიცა მოცემულ #0,=1, 6გკ= 
=X)...ე 6ა.1=X7M ბაზისში. გეექნება: 

#0. =/4 ·1=0, 

#46-ა=/X=1=0,, 

4აე-=4X%=2ჯ=26ა, 

8ი59294545-= .. 

უუ – 3. 

ამრიგად, (2) და (3) ტოლობათა საფუძველზე მივიღებთ მოცემულ 

ბაზისმი მოცემული წრფივი გარდაქმნის მატოიცას: 

0 1 0...0 

0 0 2...0 

#4= აიი... 

0 0 0...” 

0 0 0...0 

განვიხილოთ შემდეგი საკითხი: ვთქვათ სივრცის ბაზისია 6,, რე)... 

6. რომელშიაც ჯ ვექტორის კოორდინატებია §,, სნ,,.., ხა, ხოლო 

(3) არის #1 გარდაქმნის მატრიცა. ვიპოვოთ ,1X ვექტორის კოორდინატე- 

ბი. გვაქვს: 

X=§)61+ ნანა-...+- ნინი 

4X=6)40,+ნა46ა“+...+- 8, 40. 

თუ ამ ტოლობებშმი შევიტანთ (2)-დან განსახღვოულ 40/ მნიშვნე– 

ლობებს, მაშინ გამარტივების შედეგად მივიღებთ: 

4X=( თენ) + რინა +L -.- + რა C,)6) + 

“+ (თ::61+-რივნა+... + მაა C,)6ი L (4) 
ი 90 9 6 6 60 60 8 # 9 98 C7 4 09C< 

“(მინ +- რ მცანი+... რმა, იარი. 

=/#4#X ვექტორის კოორდინატებს აღვნიშნავთ ჩუ), ”ა:- 
მაშინ თ ტოლობებიდან გვექნება: | · 

 1==0)1C1+ თ ენ,+- ...+-რთფინი, 

"ამი ნ1 0 965 “+.. მთ ნია, (5) 

ა „„=0,,ნ,4+ძ-ან. +.. წე “რინა 

ამრიგად, 4X ვექტორის კოორდინატები (5) ფორმულებით წრფივად 

გამოისახებიან X ვექტორის კოორდინატებით. შევნიშნოთ, რომ (5) 

ფორმულების კოეფიციენტებისაგან შედგენილი მატრიცა ემთხვევა 

4, მატრიცს. 
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თუ (4X სიმბოლოთი აღვნიშნავთ #4ჯ ვექტორის კოოორდინატე- 

ბისაგან შედგენილ სვეტ-მატრიცას, ე. ი. 

11 LI 

(49= | % |, ხოლო (0= 5 , 

M 5 
მაშინ მატრიცული ფორმით (5) სისტემა ჩაიწერება ასე: 

(4X=400=/კ0ი. (9 
მაგალითი 2. ეთქვათ, (2, ––3, 1) არის სამგანზომილებიანი 

წრფივი სივრცის X ვექტორის კოორდინატები ძ,, ძე, (ვ ბაზისში, ე. ი. 

X=(2,-3, 1):=20,--36ე+ ბე. ვიპოვოთ /#X ვექტორის კოორდინატე- 

ბი ამავე ბაზისში, თუ 4 წრფივი გარდაქმნის შესაბამისი მატრიცაა 

1-12 

,- (| 2 1 

V-- 1 2 

ამოხსნა. (5) ტოლობის თანახმად 

ო.=1-2+(-I) C-3)+2-1=7, 
9:==2:2+-1-C-3)-+-1 -1=2, 
უე=(C-1) -2--3-(C--3)--2-1=--9. 

C
ა
 

„ამრიგად, 

#4X=>=(7,2, ––9)=706)-–-20ა-+96ე. 

მაგალითი 3. შევადგინოთ 4 წრფივი ოპერატორის მატრიცა 

ი,=(1,0,0), 6:=(0,1,0), 6ვ=(0,0,1) 

ბაზისში, რომელსაც 

X =(0,0,1, X,=(0,1,1), Xე=(1,1,1) 

ვექტორები გადაჰყავს შესაბამისად V,=(2,3,5), V.ა=(1, 0, 1), ყვ== 

=(0,1,––1) ვექტორებში, ე. ი. 

4X=ყ,ე /#Xა=ხყა, #Xვ=ყე. (7) 

ამოხსნა. ეს ვექტორები 0,, 6.,, 0ვ ბახისში წარმოიდგინება ასე+ 

X1==6ე, ყ,==20)+36ა-L50ვ, 

X2==0ე-L0ვ, ყი“ -61+6ე 
Xვ=601)-+6ეა-6ე, Mვ==6აე––მვ.



აქედან, (2) გარდაქმნების გამოყენებით, მივიღებთ: 

ყ.==41% =0ევ6)+ რავნე-1- შევნე, 

ყა=,7Xა=(0)ა-+0,ვ)61-- (თევ -რთავა6ე-L (თვი-L რევ)ჰრვ, 

ყვ==/1Xვ==(0)1+-რთა--Cთ13)6) + (თა1+-თეე–+ ძივ)6ი-+ 

“+LCძვ,+თვა-+თვე)ნე, 

საიდანაკ ადვილად გამოითვლება საძიებელი მატრიცის ელემენტეძს, 

0ეე=-), რეა=-1!1, ძიევ=2, 0-ა=1, რააე=-–-3, ძევ=3, 

ძვ1==––-1, ძვა=–-5, 0ვვ=5. 

ე. ი. მოცემული 4 გარდაქმნის შესაბამისი მატრიცა იქნება: 

–1--.12 
4= 1--33 I. 

–1--55 

§ 9. მოქმედებები წრფივ ოპერატორებზე 

განსაზღვრება 1. ვთქვათ 4:8-” და 8:-+" წრფივი 

ოპერატორებია. მათი ჯამი აღინიმნება #+8 სიმბოლოთი და ეწო- 
დება (#+ს)X=ML+- 8» ტოლობით განსაზღვრულ ოპერატორს. 

ცხადია, რომ 4+- 8 წრფივი ოპერატორია. მართლაც, 

(1-+- 8)(+-ყ)=/(X+–ყ)+ 8(%X-+-ყ)=#4#4X--#4ყ+ 8X+ 8ყ. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ თუ /24:86->.. 8:6->- და C:L--L 
წრფივი ოპერატორებია, მაშინ: 

4-8=8-4, 
(1+8)+C=4+(8+0C, (I 
4-+0=4#4, 

4+C–4)=0, 

სადაც 0 ნულოვანი ოპერატორია, ხოლო –- 4 არის 4-ს მოპირდაპირე 

ოპერატორი. 

მაგალითად, შევამოწმოთ მეორე: 

(C4--8)--C)X=(4-+78)X+–CX=#4X+,3X-+CX=47#4X-L (8X--C+X)= 

=/#4X--(8-+C)X=(4-+(8--C))X. 

გა ნსაზ ღვრება 2. თ რიცხვისა და 4 ოპერატორის ნამრავ– 

ლი აღინიშნება თ/4 სიმბოლოთი და ეწოდება (თ.1)X=Cთ/4Xჯ ტოლობით 

განსაზღვრულ ოპერატორს. 
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ადვილი შესამოწმებელია, რომ თუ 4 ღა 8 წრფივი ოპერატორებია, 

მაშინ ნებისმიერი თ და ჩ რიცხვებისათვის 

თ(Cჩ4)=(Cჩ)4, 
1. 4=4, 
0'4=0, (ბ) 

(თ--ზ)ტ =თ4+ჩ4 „I 

თ(4+ 8)=Cთ4-–+თ8. 

ყველა იმ წოფივი ოპერატორის სემრავღე, რომლებიც # სივრცეს 
ასახავენ # სივრცეში, აღინიშნება #(6, ჩ#) სიმბოლოთი. (ა) და (ბ) ტო–- 

ლობებედან გამომიდნარეობს, რომ #(#, #”) სემრავ ლე არის წრფივი. 

სევრცე, ოპერატორთა ზემოთ მოყვანილი შეკრებისა და რიცხვზე გამ- 
რავლების ოპერაციების მიმართ. 

განსაზღვრება 3. ვთქვათ #, # და C წრფივი სივრვცე ებია 

ღა 4CL(8, MM), 8Cჩ(-,0). 8 ოპერატორის 4 ოპერატორზე ნამრავ– 

ლი, აღინიშნება 84 სიმბოლოთი და ეწოდება (.8.4)X=8(#X), XCნ 

ტოლობეთ განსახღვრულ ოპერატორს. 

864 წრფივი ოპერატორია. მართლაც, 

(84)(- ++X·-)=8(4(X,+X,))=-8(4X, +- 4Xა)=8(4X,) ++ 804X.) = 

=(84)X,--(8/4)X. 

და 

(84)(X)=8C4X)=8(X»4X)=C>8(4X) ==თ(84)X. 

შევნიმნოთ, რომ საზოგადოდ 485- 84 იმ შემთხვევაშიც კი, რო- 

ცა 4Cჩ(წ, #) და 8CL(#,”). 
აღვილი შესამოწმებელია, რომ: 

1) თუ 4C#X(#, L), 8CLCV,Cთ) და თC7#, მაშინ თ(8,/11=(X8)4. 

2) თუ 41 CL(ჩ, ), 8CLC.0) დაCCL(ნ, 7), მაშინ (4+ 8)C=4C+ 

+ 8C. 

ვ) თუ 8CL(5, ჩა), CCI(5, #) და 46L(ჩ,თ, მაშინ 4(8+C=7 
=48+#4C. 

4) CCL(8, L), 8CL(V, 0) და /1C# (0, II), მაშინ/1(5C) =(4 8)C. 

შევამოწმოთ მაგალეთად მე-4 თვისება, უნდა ვაჩვენოთ, რომ სიე– 

რცის ნებისმიერი X ელემენტისათვის (4(8C))X=((4,8)C)X, მართლაც 

C4C8C))X=#74(C58C)X)==(4 18)(CX) =(C4 8)C)». 

თუ 4CL(, /), მაშინ! 415 =/475.,)ქთი, სადაც 49=/4.-4...4. 
სა ღააი. 

ი-ჯერ 
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ადვილი შესამოწმებელია აგრეთვე, რომ წრფივი ოპერატორების, 

ჯამს, რიცხვზე ნამრავლს და ოპერატორთა ნამრავლს, ეთანადება შე–- 

საბამისად მატრიცების ჯამი, რიცხვზე ნამრავლი და მატრიცების ნამ- 

რავლი. 

ვთქვათ, 4 ნებისმიერი ურთიერთცალსახა წრფივი ასახვაა. თუ X ვექ- 

ტორი „2-ს გადაჰყავს ყ-ში, ე. ი. 4X=ყVყ, მაშინ გარდაქმნას, რომელსაც 

M/ ვექტორი გადაჰყავს Xჯ-ში, ეწოდება 4 გარდაქმნის შებრუნებული და 

აღნიშნება 1-1 სიმბოლოთი. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ წრფივი: 

გარდაქმნის შებრუნებული გარდაქმნა წრფივია. 

მართლაც, ვთქვათ 

ტ4-ძ=X, #2“ .ხ=ყ, ცხადია #=74X, ხ =4ყ, სადაც V და LV 

წრფივი სივრცის ნებისმიერი ელემენტებია. რადგანაც #4 წრფივი გარ–- 

დაქმნაა, ამიტომ 

4(+-ყა=4X+/#/Vყ=VM-+-შ, 

აქედან 
4“ !ფს--ს)ლ–X-+-ყ=/4“ 1(+-/4“ყ. 

შევამოწმოთ მეორე პირობა. გვაქვს 

#4(წX)=74X=7ც9, 

საიდანაც 

4-1(წV)==M”X=V#/(4”“!/). 

ვიგულისხმოთ, რომ 4 არის წრფივი გარდაქმნის მატრიცა. ვიპო–- 
ვოთ შებრუნებული წოფივი გარდაქმნის მატრიცა 4. წრფივი გარ- 

დაქმნის მატრიცა აღვნიშნოთ X-ით. 474-:=74-14=#ს თანაფარდობი- 
დან გამომდინარეობს 7#72>X=,/7X=#, ე. ი. X=/4“). 

შევნიშნოთ, რომ წრფივ გარდაქმნას, რომლის მატრიცა განსაკუთ– 

რებულია, არა აქვს შებრუნებული მატრიცა. 

§ 10. სხვადასხვა ბაზისში წრფივი ოპერატორის 
მატრიცებს შორის კავშირი 

§8-ში დავამყარეთ ურთიერთცალსახა შესაბამისობა #-განზომილე– 

ბიან წრფივ სივრცეში განსზღვრულ წრფივ ოპერატორსა და ”/- 

ური რიგის მატრიცებს შორის. როგორც ვიცით, ამისათვის საჭიროა 
სივრცეში წინასწარ ავირჩიოთ გარკვეული ბაზისი. ცხადია, რომ ბა- 

ზისის შეცვლით შეიცვლება წრფივი ოპერატორის შესაბამისი 4 შატ- 
რიცა. ჩვენი მიზანია ვიპოვოთ / მატრიცას და ბაზისის შეცვლის შედ- 
გად მიღებული „#4, მატრიცას შორის კავშირი. 

ვთქვათ 4 წრფივი ოპერატორის მატრიცა 0,, მეა,....6,„ ბაზისში 
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არის 4=(ი,,), ხოლო (C”,, C”ე,...,C „ ბაზისმში ,1, =(6 |). საზოგადოდ 
/#53-/. 6, 6:,.-.,6, ბაზისიდან 6”,, 6 ა,...,, , ბაზისმში გადასვლის მატ– 

რიცა იყოს C=-(0,სა). მამინ 

0 ,=0.,,0 -+0ნაკნი“-...+ 0,6, 1(=1,2,..-.,/! 

C მატრიცა განვიხი-ალოთ, როგორც 8 წრფივი ოპერატორის მატრი- 

ცა 0ც რა,.., 6, ბაზისში. ცხადია, რომ 

86,=0C)06.+ 06 +L+..-+ 0ეკ0,„=0”, 

მაშასადამე, 8 წრფივ ოპერატორს 0,, 6.,...,0, ვექტორები გადაყავს 

შესაბამისად #”კ, (”ა,..., 6”, ვექტორებში. 

ცხადია, რომ |C |52=0. წინააღმდეგ შემთხვევაში 0,, 6ა:,...,ტე სი სტე– 

მა იქნება წრფივად დამოკიდებული, რაც პირობას ეწინააღმდეგება. 
· ი. არსებობს /3-1 და 8-1601=0ე, 13-16 .=0ეა,..., 3 16 „=60,. პირო- 

ზის თანახმად 

==სწ“წძმ?.__._ 

მიღებული ტოლობის ორივე მხარეზე ვიმოქმედოთ 8-1 ოპერატორით. 
მივიღებთ: 

8-140, =0 ,-“+-0"ა,ლა+...+ მი კმა. 

რადგანაც #«,=80,, საბოლოოდ მივიღებთ: 

8“! 80,=0' 6-0 ა)ნა+...+-0 ა)ნი 

მაგრამ 0,, 0.,...,6ე ბაზისში ოპერატორის მატრიცა არის ,1,, ხოლო 8- 

და 8 ოპერატორების მატრიცებია შესაბამისად C“1 და C, ამიტომ,1კ1= 

=C 4C. 
მიღებული დამოკიდებულებიდან გამომდინარეობს, რომ წრფივი 

ოპერატორის მატრიცის დეტეომინანტი არ არის დამოკიდებული ბაზის– 
ზე. მართლაც, 

M,|=I6-+4CI=ILC“'I-I1I.ICI=ICI-'-I4I-ICI=14I. 
მაგალითი. C,, 6, ბაზისში მწრფივი / ოპერატორის მატრი- 

ცაა 4-L _) ვიპოვოთ მოცემული ოპერატორის მატრიცა C,= 
=0,+26 ა, 0” ==26 „+ 3ტივ ბაზისში. 

----2-0-- (; ვ) ხოლო C-!= 

-('; 8. მაშასადამე, 
2-1 

რ-L, იტ 29)“ ( 2 -»)0I9)“ (5) 
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§ 11. წრფივი ოპერატორის საკუთრივი ვექტორები და 

საკუთრივი მნიშვნელობანი 

ვთქვათ 8 დღა # წოფივი სივრცეებია, ხოლო 4:8->-ჩ წრფივი ოპე- 

რატორი. 4# ოპერატორის მატრიცაა 4=00,I). 

განსაზღვრება. 1. 

იე 7. შა "ში ი 

Cა1 რავლ 7... "მა 
Cთ(7.) = | 4 – 7. II = (1) 

. 2<9 <5 5 4 4 

რ, რია .თოარიი 7 

მრავალწევრს ეწოდება წოფივი 4 ოპერატორის (შესაბამისი მატრი- 

კის) მახასიათებელი მრავალწევრი, ხოლო 

'4-–/.I |=0 (2) 

განტოლებას კი 4 ოპერატორის (მესაბამისი მატრიცის) მახასიათებე- 

ლი ანუ ხაუკუნის განტოლება. 

შევისწავლოთ Cდ(,.) მრავალწევრი. იგე წარმოადგენს 7.-ს მიმართ »- 

ური ხარისხის მრავალწევრის, რომელიც შეიძლება ჩაიწეროს 

CთC7.) =2–- (ძი, + 0აა+...–- ი, ,)/, ?“1-- 907.) (3) 

სახით, სადაც Cდ(7)-ს ხარისხი არ აღემატება /--2-ს. (3)-დან ჩანს, რომ 

4 ოპერატორის მახასიათებელი მრავალწევრის ხარისხი უდრის მო– 

ცემული მატრიცის რიგს, ხოლო უფროსი წევრის კოეფიციენტი 1-ის 

ტოლია. 

დიე.) მრავალწევრის თავისუფალი წევრის მისაღებად (2) ტოლობაში 

დავუშვათ 2.=>20, მივიღებთ დC(0)= |# I. 

თუ Cდ0.) მრავალწევრის ფესვებს აღვნიშნავთ 2), 7.ა,...,/, ასოებით, 

მაშინ ვიეტას' განხოგადოებული თეორემის თანახმად 

ა... (4) 
ხოლო 

7 ეისი... ლ=0C,ც შა +... ცი. 

თუ 4 მატრიცა არაგანსაკუთრებულია, მაშინ (4)-დან; გამომდინარე 

მისი მახასიათებელი განტოლების ყველა ფესვი განსხვავებულია ნუ- 

ლისაგან. 

გა ნსაზ ღვ რ ე ბა 2.1 ვიტყეით, რომ „4 მატრიცა არის Lდ0.)-ს 

ფესვი, თუ CდC4)=0. 
დაუმტკიცებლად ჩამოვაყალიბოთ: 

თეორემა (ჰპემილტონ5-კელი) ყოველი მატრიცა თავისი მახასი- 

ათებელი მრავალწევრის ფესვია. 
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განსაზღვრე ბა 3. არანულოვან ჯX ვექტორს ეწოდება წ რფი- 
ვი 4 ოპერატორიეს საკუთრივი ვექტორი, თუ ასებობს ისეთი 27 რიც- 
ხვი, რომ 

#4X=2.X. (5) 

ყოველ #7. რიცხვს, რომელიც აკმაყოფილებს ( 5) ტოლობას, ეწოდე–- 

ბა წრფივი 4 ოპერატორის საკუთრივი მნიშვნელობა, ანუ მახასიათე - 
ბელი რიცხვი. 

თეორემა 1. ჩხ, კომპლექსურ სივრცეში ყოველ წრფივ 
ოპერატორს აქვს ერთი მაინც საკუთრივი ვექტორი, 

განვიხილოთ ჩ#»„ სივრცის 0,, 0ა,...,6ე ბაზისი. ვთქვათ ამ ბაზისში 

4 ოპერატორის მატრიცაა 7 =(6;)). 
ამ ბახისში ჯ და #4X ვექტორების კოორდინატები აღვნიშნოთ შე- 

საბამისად წ), ნთ..., ნ» და 1), 19... ე. ი. 

X=- 860.+ ნირ“+L...+ ნინი და #44X=Mი)6)-LIა6: +..-.+ ინი. 

დავუშვათ X არის 4 ოპერატორის საკუთრივი ვექტორი. მაშინ (5) 
ტოლობის თანახმად 

111==7, 61; იი 2. Cი,... ი =MX#5ი- 

ამრიგად, 

ძან, 4+თინიL...+ძეაზი=7261, 

2» 51 02671: -+რთაინა=7წი, 
· « პვშზიი 

ს-ა ან „+. ++, ნ, =72.ნა- 

საიდანაც 

(თეე–-–2) ნ, 4+ თ,ინა+..-+ თი ნა=0, 

თ5161“+-(თძია--7)ნე+..-+ თ-გნე=0, C) 

«ი.ი. 492 38 კპ პ 95 2 « 4 838 4 

ჯ ძეენ1+ძაახიაL...+(მიი--2) §„=0. 

ი. 6, ზ.,.... ნ, უცნობთა მიმართ მივიღეთ წრფივი ერთგვაროვანი 

სისტემა არანულოვანი ამონახსნის არსებობისათვის საჭიროა 

ძე. თა -. თი 
თ: რიი-#»>. ·..რიი | _ I(4- -),51=0. თ» 

გა 24 «2. ი... 

თი ღ–_____. 

მიღებულ მრავალწევრს აქვს ერთი მაინც #=7ი ფესვი. თუ (6) სისტე– 

მაში დავუშვებთ 2?=72. და გავითვალისწინებთ (7) პირობას, მივიღებთ 

ერთგვაროვან სისტემას რომლის დეტერმინანტი ნულის ტოლია. 

5. ზ. ნაცვლიშვილი და სხვ. 65



ასეთ სისტემას გააჩნია ერთი მაინც ნულისაგან განსხვავებული 

X9V=(§,(0, §ა(9...., §,,(0)) ამონახსენი რადგან 

4 V ს) =). V თ. 

საიდი: X(0)=-C (06,  ა(06.-C...+ 6,6, ვექტორი იქნება საკუთრი- 

ვექტორი, ხოლო ი“ “საკუთრივი მნიშვნელობა. თეორემა დამტკი- 

ცებულია. 
მტკიცდება, ოომ წრფივი ოპერატორის მახასიათებელი მრავალწევ- 

რი არ არის დამოკიდებული ბაზისის შეოჩევაზე, საიდანაც გამომდინა- 

რეობს ბაზის შერჩევაზე მახასიათებელი მრავალწევრის ფესვების და- 

მოუკიდებლობა. 

ბუნებრივად ისმის ამოცანა: როგორ ვიპოვოთ წრფივი ოპეორატო- 

რის საკუთრივი მნიშვნელობა და საკუთრივი ვექტორი. მართებულია 

თეორემა 2. იმისათვის, რომ 7, რიცხვი იყოს / წოფივი ოპე- 

რატორის საკუთოივი მნიშვნელობა, აუცილებელია და საკმარისი იგი 

იყოს 4 ოპერატორის მახასიათებელი განტოლების ფესვი. 

დამტკიცება. ვთქვათ 7. არის „1 წრფივი ოპერატორის სა- 

კუთოივი მნიშვნელობა, ხოლო X550 შესაბამისი საკუთრივი ვექტორი. 

ს, სივოცის ბაზისია 0,, მა,...ი,, ხოლო ,15-(ი,,) ოპერატორის 

მატრიცაა ამ ბაზისში. რადგან 

” 

406.=პბ ,თ,ინ; (7=1,2,...,!!); 
(--:1 

ამიტომ 2.-ს შესაბამისი 

X=C6C)6)--Cანა-C...+-Cთ,6, 

საკუთრივი ვექტორისათვის (5) ტოლობა ჩაიწერება ასე: 

4X=0C) 410 4-თა46ე+... თ, 40, == 

=%)(ძ)(0<--იძანა+... +909 ე16,)--Cთა(იეერ–რააენი-- ....+0მ,ცარნ,) 1... 

“რCთა(თან, +რაცნა+.. -+ მინ) =(0)Iთ) +) ეთა“ .. „ა მ)ი ,თ,)6,-C 

“ირ(ია თ. რაართა ლ... ორაარაა)ნა+...-(0აIთ,+-რათა+ ....-რაეC,)ნე= 
==/.X 16) --7.C6ა6ა–-...4- თ, 6, · 

ბაზისში ვექტორის გამლის ერთადერთობის თანახმად 

(თ.–)თ,-+-0,ათე+...+-0,,თ, =0, 

რათ. -(რაა––-7)თაL
 ...- თ აითი =:0, 

-–_–_“"“"".·""""""""" 

ძი,თ +“ 0ცაათი“L... 4 (მე-2), =0. 

(8) 
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იმისათვის, რომ ამ სისტემას ჰქონდეს“ არანულოვანი ამონა:სკნი, 
აუცილებელია და Lაკმაარისი 

შმეე––-M# რთა... მი 
რC21 რაა–-7... თრი» 

_ (6) 

' (< რიგ... მი,“ 

ამრიგად, თუ ჯ საკუთოივი მნიშვნელობაა, მაშინ იგი არის მახასია–- 

თებელი განტოლების ფესვი. 

პირიქით, გეთქვათ 7, არის მახასიათებელი განტოლების ფესვი, ე. ი. 

ადგილი აქვს (9) ტოლობას. მაშასადამე, წოფივ ერთგვაროვან განტო- 

ლებათა (8) სისტემას აქვს არანულოვანი CI), Cთე,...,თ, ამონახსენი, რაც 
იმას ნემნავს, რომ 

X=თ,ც6,-LCარა+...+Cეგ6,=0 

არის 7-ს შესაბამისი საკუთრივი ვექტორი. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 3. იმისათეის, რომ 4 წრფივი ოპერატორის 4 =(თ,) 

მატრიცა მოცემელ 0, 6:....6, ბაზისმი იყოს ღიაგონალური, აუცი- 

ლებელია და საკმარისი საბაზისო ვექტორები წარმოადგენდნენ მოცე–- 

მული ოპერატორის საკუთრივ ვექტორებს. 

დამტკიცება. ვთქვათ, საბაზისო 0, ვექტორი არის „1 წრფი- 

ვი ოპეოატორის საკუთრივი ვექტორი. მაშინ 

40,-=42.0, (ჩ==1,2,...,/!). (10) 

ამრიგად, წრფივი ოპერატორის მატრიცას აქვს 

7  0..0 
0 M...0 

4= .· · · (01:) 

0 0 ..7,/ 

სახე, ე. ი. იგი დიაგონალურია. 

პირიქით, ვთქვათ 4 წრფივი ოპერატოოის მატრიცა მოცემულ ბა- 

ზისში დიაგონალუოია, ე. ი. აქვს (11) სახე. გვე ქნება „(16ჯ=2.6ჯ. ამრი– 

გად, 6, არის „1 წოფივი ოპერატორის საკუთრივი ვექტორი. თეოCემა 

დამტკიცებულია. 
დასკვნა. ვთქვათ 4 წრფივ ოპერატოოს აქვს # წრფივად და- 

მოუკიდებელი საკუთრივი ვექტორი, მაშინ თუ ამ ეექტორებს ავიღებთ 

ბაზისად, ამით =(#“,ჯ) მატრიცას დავიყვანთ დია გონალურ სახეზე.პი- 

რიქით, თუ რაიმე ბაზისის მიმართ #4 ოპერატორის მატრიცა დიაგონა- 

ლურია, მაშინ ამ ბაზისის ყველა ვექტორი მოცემული ოპერატორის სა- 

კუთრივი ვექტორია. 
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თეორემა 4. თუ 4 წრფივი ოპერატორის 2,,, 7ე...,, საკუთ- 

რივი მსეშვნელობებ· იერთმანეთისაგან განსხვავებულია, მაშ26 მათი 

შესაბამის საკუთრივი #6,, 6.,...,0, ვექტორები წრფივად დამოუკიდე- 
ბელია. 

დამ ტკიცე ბა. დამტკიცება ჩავატაროთ მათემატიკური ინდუქ- 

ცაას მეთ=ჯ)თ. #=1-სათვის თეორემა მართებულია. მართლაც, 0; არა- 
ნულოვანი ვექტორია დღა ის წრფივად დამოუკიდებელია. დავუშვათ, 

რომ თეორემა მართებულია ”–--1 საკუთრივი ვექტორისათვის და დავამ–- 

ტკიცოთ მისი მართებულობა # რაოდენობის საკუთრივი ვექტორები- 
სათვის. დავუშვათ საწენააღმდეგო, ვთქვათ, ადგილია აქვს ტოლობას 

თ,0,-+C-თანა+...-+-თIL6L=8, (12) 

სადაც თ,, თCთა,...თL კოეფიეცბენტებადან ერთე მაენც განსხვავებული: 
ნულისაგან. “ 

ზოგადოზეს შეუზღუდავად ვიგულესხმოთ, რამ თ,=5+0, (12) ,ტო- 

ლობიდა გვაქვს 

4(თ,0)-Lთანე-L...-LCთXM6)) =0, 
ე. ი. 

Cთ)2.)6,-LCთა7ე6ე-L...--XMX»M6#=>0. (13) 

(12)-ის ორივე მხარე გავამრავლოთ 42,»-ზე და გამოვაკლოთ (13) ტო- 

ლობას, მივიღებთ: 

Cთ,(7-.,––»8)0,- - 4ა(სა––XIM)6ა+...+-XI -I (7. –)––XI)6#ც ე =9. 

მიღებულ ტოლობაში თ,(2.,--2.) 762. ეს კ32 ეწინააღმდეგება ჩვეს დაშ–- 
ვებას, თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ 4 წრფევი ოპერატოზეს მახასიათებელ განტოლე– 

ბას აქვს # სხვადასხვა ფქსვე, მამ55 ამ ოპერ ატორის შესაბამისი 4= 

=(თ;) მატრიცა შეიძლება დავიყვანოთ დეაგონალურ სახეზე. 

მართლაც, მახასიათებელე განტოლების ყოველ 427. ფესვს შეესაბა– 
მება ერთი მაენც საკუთრივი ვექტორე, ე. ი. თეორემა 4-ის თანახმად 
გვაქვს # წრფივად დამოუკიდებელი 04,, 6ე,...,6გ საკუთრივი ვექტორი. 

თუ ამ ვექტორებს ავიღებთ ბაზისად, მაშინ 4 წრფივი ოპერატორის 

შესაბამისი მატრიცა ამ ბაზისში იქნება დიაგონალური. 

მაგალითი 1. ვთქვათ სამგანზომილებიან ნამდვილ წრფივ 

სივრცეში, რომლის ბაზესია 40,, 6ე, 6ვ, მოცემულია წრფივი ოპერატორის 

ვ 1 -ვ3%.. 
4=3 1-1 

: - 21 01 

მატრიცა. ვიპოვოთ ამ ოპერატორის 'სსაკუთრივი ვექტორები და საკუთ- 
რივი მნიშვნელობანი. 
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ამოხსნა. მოცემული ოპერატორის მახასიათებელი განტოლე– 

ბაა: 

#”»- 3 –113 

–-3 -1 1 |=(2––4)(7,3--4) =0. 

–2 227, 

    

რომლის ფესვებია: 2,==4, #ე,ევ==2+2წ. რადგანაც ოპერატორი მოქმე– 

დებს ნამდვილ სივრცეში, ამიტომ კომპლექსურ ფესვებს მხედველობა– 

ში არ მივიღებთ. 2,==4 იქნება გარდაქმნის საკუთრივი მნიშვნელობა. 

მისი შესაბამისი X=(X, Xა, ჯე): საკუთრივი ვექტორის ასაგებად შევად- 

გინოთ სისტემა: 

–3X,+3Xჯე-+Xე=0, 

X)––X--L 3Xვ=0, 

–-2X,-+2X--+-4Xე=0. 

საიდ ანაც მივიღებთ: X.=Xა, Xვ=0. ამრიგად, ნებისმიერი X-თვის მო– 

ცემული ოპერატორის =4 საკუთარი მნიშვნელობის შესაბამისი ვექ- 

ტორი იქნება 

X)06ე)“Xანე-+0 ·/6ე=X)(6,+6ე). 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ 4-( “ გ ) მატრიცით განსაზღე- 

რული წრფივი ოპერატორის საკუთრივი მნიშვნელობები და საკუთრივ- 

ვექტორები. 

ამოხსნა. მახასიათებელი განტოლება იქნება 

17-#X 6 _ 2 251 L-100=0. · 
6 8-1 

7.=5, #-=20 წარმოადგენენ „1 წრფივი ოპერატორის საკუთრივ მნიშ- 

ვნელობებს. 

საკუთრივი ვექტორების ასაგებად განვიხილოთ განტოლებათა 

| (17––7)X-+++6X:=90, 

6X,+(8––7.1X.„=0, 

სისტემა. როცა #»=5, მივიღებთ მისი შესაბამისი XCX,, X,)) საკუთრივი 
ვექტორის განმსაზღვრელ 

12X,-+-6X„ა=0, 

6X.+ 3X:ა=0, 

სისტემას, რომლის რანგი ”=1 და მისი ზოგადი ამონახსენია 

Xე=--2X,. 
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ამრიგად, 7=5 საკუთრივი მნიშვნელობის შესაბამისი საკუთრივი ვეჟ- 
ტორია 

XCV,, X.)ლ=(X,--2X)-=X)(1,--2). 

ჯ-ის ცვლილებით მივიღებთ კოლინეაოულ ვექტორებს, რომლებიც 
წარმოადგენენ საკუთრივ ვექტორებს. როცა »=20, გვექნება 

–-3X%-+L+6Xა=0, 

| 6X,–-–12Xგ=0. 

აქაც რანგი /=1 და მისი ამონახსენია X,=2Xჯკ. ამრიგად, 7.=220 მნიშე– 

ნელობის შესაბამისი საკუთრივი ვექტორია 

XLI Xა)ლ=(2Xა, Xა) =Xა(2,1). 

სავარჯიშო 

1. წრფივად დამოკიდებულია თუ არა ვექტორები: 

ა) თ(2, 3, 1), ხ(1.5,4), „(4,1,-–3); 

ბ) ძ(2. –-I1, 1), ხ(1,2,3), ”(1,--3,--–2). 

2. იაოვეთ ,” ვექტორას კოორდინატები 6, C ი, ბაზისში, თუე იგი 

მოცემულია 20,, რა: ბაზისში: 

ა) 6, =20+-06., 6: =30,4+-22,; ”-:60--342,.; 
ბ) 6',=20,--0., 06» =60,+6ა, წM=20,--56ე; 

გ) 6, =--0-20კ, C6'-ა==20,+30კ, #=6)-L6ა. 

3. გამოიკვლიეთ, მოცემული სიმრავლე წარმოაღგენს თუ არა წრფივ 

სივრცეს, თუ მასმა განსაზღვრულია ვექტორთა ჯამისა და ვექტორის 

რიცხვზე ნამრავლის ოპერაციები: 

ა) ყველა დადებით რიცხვთა სიმრავლე, თუ ჯამია თ-ხ, ხოლო ნამ– 

რავლი თ“; 

ბ) ნამდვილ რიცხვთა სიმრავე, თუ ჯამია თ-ს, ხოლო ნამოავლია 
CC; 

ბ) ყველა იმ რაღიუს-ვექტორთა სიმრავლე, რომელთა ბოლოები 

მოთავსებულია მოცემულ წრფეზე, თუ წრფივი ოპერაციები. განსაზღე– 

რულია ჩვეულებრივად; 
დ) (--1,11 შუალეღხე განსახღვრული ყველა ლუწი (კენტი) 

ფუნქციის სიმრავლე, ჩვეულებრივი აზრით შეკრებისა და რიცხეზე გამ- 

რავლების ოპერაციების მიმართ; 

ე) 10, LI შუალედზე განსახღვრულა ყველა უწყეეტი ფუნქციის სიმ- 
რავლე ჩვეულებრივი შეკრებისა და რიცხვზე გამრავლების ოპერა- 

ციების მიმართ; 
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ვ) ერთიდაიგივე გან ზომილების დიაგონალური მატრიცათა სიმრავ- 
ლე, მატრიცთა შეკრების და მატრიცის რიცხვზე გამრავლების ოპერა- 
ციების მიმართ. 

4. გამოიკვლიეთ წრფივად დამოკიდებულია თუ არა ვექტორთა სის- 
ტემა მოცემულ შუალედში: 

ა) §1ი X, C05X Lთ _ ბ %), X, ; X, 2 , 2 / 

ბ) 1, X, 510X, (-–-ი, +); 

ბ) 06%, 6“X, გ9%X, (C--%, -C 60); 

დ) 1, X X", (1+X), (–%, +თCთ); 

) 00§ X, 510 X, 51ი 2», | – >), 
ე ( 27 2) 
ვ) 1+-X+X", 1+-2X+X, 1+3X+X, (C-თ, +თ); 

ზ) –, », 1, (0, 1). 
ჯ 

5. ვთქვათ წრფივი სივრცის X,, XL»,...:X„ ელემენტთა სისტემა წრფი–- 
ვად დამოკიდებულია და M=C)X თაა... თიეXე. დაამტკიცეთ, რომ 

ყ ამ სისტემის საშუალებით უამრავი გზით წარმოიდგინება. 

6. აჩვენეთ, რომ ვექტორთა შემდეგი სისტემები წარმოადგენენ 

ს, სივრცის ბაზისს: 

ა) X,=(1,2,3,...,I!), ბ) X.=(1,1,1,...,1), 

X»=(0,2,3,...,I1), Xე:=(1,1,1,...,1,0), 

.. -"""""" 

X, =(0,0,0,...,I!); X,=(1,0,0,...,0,0). 

7. იპოვეთ # რიგის კვადრატულ მატრიცათა სივრცის განზომილე- 

ბა და აჩვენეთ, რომ მისი ერთ-ერთი ბახისია: 

(1.0...0 0 1...0 0 0...15 
· 0 0...0 0 0...0 0 0-..0 
4.= .. .! 4:= ”''''"'"''' 4 = --"' 

V0 0-..0 0 0...0 0 0.-.0 

8. ლაამტკიცეთ, რომ თუ X ეექტორი V,, V:, ··,ყი ვექტორების 

ორთოგონალურია, მაშინ იგი მათი ნებისმიერი წრფივი კომბინაციის 

ორთოგონალურიც იქნება. 
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92. დაამტკიცეთ, რომ თუ #„ სივოცის 

X=(თ)ც C9,...CI1,) 

Xჯე=(0, Cთაი,.-·CXიი), 

» .· · რ“ 

X.ა=(0, 0,...,თიე). 

ვექტორთა სისტემა შეადგენს ამ სივრცის ორთოგონალურ ბაზისს, 

მაშინ 

თ;,,5-0 და თ;,=0, თუ 15CI). 

10. წრფივია თუ არა X=(X,, X-, Xვ) ვექტორის გარდაქმნა: 

ა) 4X=(6X)–-5Xვ–-4Xვ, –-მ3ე--2%-Xვ, X.+2X3); 

ბ) (#X=(6–-5X,--4Xვ, 3X.--2Xა--Xვ, X-:-L2). 

11. აჩვენეთ, რომ იმ მრავალწევრთა სივრცეში, რომელთა ხარისხი არ 

აღემატება #-ს და რომლის ბაზისია 1, 65 ეკ... ”. , ჩვეულებრივი გა- 

წარმოების ოპერაცია წარმოადგენს წრფივ ოპერატორს, იპოვეთ ამ 

ოპერატორის მატრიცა 1, 7, /?,..., 17% ბაზისში. 

12. იპოვეთ შემდეგი მატრიცით მოცემული წრფივი გარდაქმნის 

საკუთრივი მნიშვნელობანი და საკუთრივი ვექტორები: 

= 1-1 2 311 
ს ( )' 2 |2-1 2 I; 31 /2314); 

0 5 1: 1-1 013 
4-4 2 

4) 2 3 1 |: 

–4 4-2 

· 1II თავი 

დისკრეტული გამოთვლების ზოგიერთი საკითხი 

§ 1. აპროქსიმაცია, პრებადობა 

ვთქვათ მოცემული გვაქვს X, ა” მეტრიკული სივრცეები და /:X-–>- 
–>ა”7, რომელიც განსაზღვრულია X სივრცის გარკვეულ ILX(,) ნაწილზე. 
საჭიროა ამოვხსნათ 

I(XI)=ყ“ (1) 

განტოლება, სადაც ყ"” არის 7 სივრცის მოცემული ელემენტი. 
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ვიგულისხმოთ, რომ (1) განტოლებას IX(/)-ხე აქვს ერთადერთი X” 

ამონახსენი. ჩვენი მიზანია ვიპოვოთ X#”#-ის მიახლოებითი მნიშვნელო– 

ბა, ამ ამოცანის გადასაწყვეტად ავაგოთ ალგორითმი, რომლის საშუალე– 
ბითაც მიიღება XMCX. (1=1,2,...) მიახლოებითი ამონახსნების მიმდევ– 
რობა. მათი აგების დროს შესასწავლია საკითხები: 

1) შევამოწმოთ, არის თუ არა კრებადი #7) მიმდევრობა X7-საკენ| 

ე. ი. 

ყი X9%=X7; (2? 
,->% 

2) თგ=”/”,.(X%, Xჯ") სიდიდეებისათვის მიღებული შეფასებები აპრი- 

ორულია თუ აპოსტერიორული (მათ შორის ის განსხვავებაა, რომ აპ–- 

რიორული შეფასებები შეიძლება #-M-ის გამოთვლებამდე იყოს მოძებ– 
ნილი, ხოლო აპოსტერიორული შეფასება მიიღება უკვე გამოთვლილი- 
X-ის მნიშვნელობების საშუალებით). აქ და შემდეგში „,: აღნიშნავს. 
მანძილს IX სივრცეში.ც 

ვ) შევაფასოთ (თეი) სიდიდეთა მიმდევრობის ნულისაკენ მისწრაფე– 

ბეის რიგი, რაც ნიშნავს ნულისაკენ კრებადი ისეთი (ჩ,.) მიმდევრობის. 
აგებას, რომ 

თ<ძჩი, 
სადაც 0 რაიმე უცნობი მუდმივია. ასეთი ამოცანა საინტერესოა იმ შემ– 

თხვევაში, როცა კრებადობა დადგენილია, მაგრამ თ, სიდიდეების შე– 

ფასება რთულია ან უხეში. 

ხშირად, თ, სიდიდეების აპრიორული შეფასებები საშუალებას გვაძ- 

ლევს დავადგიჩოთ, M-ის რომელი I|მნიშვნელობისათვისაა თ, საკმა- 

რისად მცირე. 

(V” მიმდევრობის ასაგებად იყენებენ სხვადასხვა მეთოდს, რო– 

მელთა უმრავლესობა შეიძლება დავყოთ ორ ჯგუფად: 
ა) იტერაციული მეთოდები, 

ბ) ალგორითმები, რომლებსაც მივყავართ უფრო მარტივ განტოლე– 
ბებზე. 

იტერაციული მეთოდების უმეტესობისათვის ზოგადი სქემაჯშეიძლე– 

ბა ჩამოვაყალიბოთ შემდეგი სახით: (1) განტოლება წარმოვადგინოთ- 

X=C0C) (3) 

სახით, სადაც (0:X->X ისეთი ფუნქციაა, რომ X#7 არის (3) განტოლების. 

ერთადერთი ამონახსენი. ამის შემდეგ 5ებისმიერად ავიღოთ XC! და. 
დავუშვათ 

X(95+1)= (I XI, (/1=0,1,2,...). 

შევნიშნოთ, რომ X არის უსასრულოგანზომილებიანი სივრცე. 
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გაოკვეული აზრით, უფრო მარტივად, შეგვიძლია ამოვხსნათ ამოცანე- 

ბი სასრულგანზომილებიან სივრცეში ანუ როგორც მათ უწოდებენ -- 

სასრულგანზომილებიანი ამოცანები. 

ვთქვათ, X„ და X”, არიან შესაბამისად X და ”/ სივრცეების მააპროქ– 

სიმირებელი სივრცეები. დავუშვათ, მოცემულია 

და:X-+X,ს MM, : 7-7. 

ამის შემდეგ (1) განტოლება შეიცვლება 

წი CC) =V,, (ყშ) (4) 

მიახლოებითი განტოლებით. ამასთან, /„:X,->ბ/, არის /-ის მააპრო ქსი- 

მირებელი ფუნქცია. 

აღნიშვნების დასამახსოვრებლად მოსახერხებელია გამოვიყენოთ 

სქემა (სქემა. 1):    
სევა 1. 

ვთქვათ ყოველი /!-ისათვის (4) განტოლებას აქვს ჩერთადერთი 

X'ნX, ამონასსენი. რადგან X,./”6X, ამიტომ მას ვერ ვუწოდებთ (1) 

განტოლებეს მიახლოებით ამონახსენს. მას Iჯუწოდებენ მიახლოე- 

ბითი ამონახსენის კარკასს (ჩონჩხი). 

(1) განტოლების მიახლოებითი ამონახსენი ეწოდება 

X » =დთდ»ა (X„, ”) CX (5) 

ელემენტს. შევნიშნოთ, რომ ეს ელემენტი შეიძლება არ ეკუთვნოდეს 
1 ფუნქციის განსაზღვრის არეს. მართლაც, დ, ფუნქცია მოქმედებს 
X--დან X-ში და არა / ფუნქციის IX(I) განსაზღვრის არეში. 

რადგანაც დ, ოპერატორის საშუალებით, კარკასების მიხედვით, 
ხდება მიახლოებითი ამონახსნების კონსტრუირება, ამიტომ ამ ოპერა- 

ტორს უწოდებენ აღდგენის ოპერატორს. 
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თე ღა მყ, ოპერატორებს უწოდებენ ჩამოტანის ოპერატორებს. 

მიახლოებითი ჯმ! ამონახსნებისა და ჯ” ზუსტი ამონახსენის სიახ- 
ლოვე, როგორც აღნვიშნეთ, ხასიათდება 

თ,ალ=”:IX>XI, X"I 

სიდიდით. 

ხმირად ინტერესს იმსახურებს 

+, წჯაIXში, დ.(X“)) 

სიდიდეც. 
განსაზღვრება 1. ვიტყვით, რომ ადგილი აქვს მიახლოები- 

თი ამონახსნების კრებადობას, თუ თC„->0 და მიახლოებითი ამონახსნე– 

ბის კარკასები კრებადია. 
ვთქვათ, X და ა” წრფივი ნორმირებული ნამდვილი სიერცეებია. 

(1) განტოლებას აქვს სახე: 

4X=ყ“, (6) 
სადაც: #:X- I”. ვიგულისხმოთ, რომ X,„ და ჩ/, აგრეთვე წრფივი 

ნორმირებული ნამდვილი სივრცეებია, ხოლო 

დთე:X--X, I,:V->7,, თდა:X,--X. 

თუ (4) განტოლება წრფივია, მაშინ /„-ის ნაცვლად შეგვიძლია განვი– 

ხილოთ 4,:X,->+ა/,, და (4) მიახლოებით განტოლებას ექნება სახე: 

რიეX.="Vაყ/”. (7) 

განსაზღვრება 2. ვიტყვით, რომ (7) განტოლება ანხორცი- 

ულებს (6) განტოლების აპროქსიმაციას XCIC4) ელემენტზე, თუ აპროქ- 

სიმაციის ზომა 

“» (X) =II4 ადეX-- VI, XIIს 0, 0–->იC. 

ამ გამოსახულების დამახსოვრების მიზნით სასურველია ვისარგე– 

ლოთ სქემით (სქემა 2): 

სქემა 2.   7ა



ბემე-ი C01-><) დამოკიდებულებას უწოდებენ აპრო ქ სთ 

მაციის პირობას. მართებულია შემდეგი ' 

თეორემა. თუ 

V=IICი!!'II1 “II ჯ(X”)–>9 

და 

დედეXM#->X7, 

მაშინ ადგილი აქვს მიახლოებითი ამონახსნების კრებადობას, სახელ– 
დობრ, 

თ.გ =I)| ე)? ლV,-+- IდადეX"--X>II. 

§ 9. გამოთვლითი პროცესების მდგრადობა 

დიდი ყურადღება ეთმობა მიახლოებითი სქემების მდგრადობის სა– 

კითხის 'მესწავლას. ზოგიერთი მიახლოებითი პროცესი არამდგრადია. 
გამოთვლების დროს წარმოშობილი ცდომილებების მიმართ. ასეთ პრო-- 

ცესებში, #-ის ზრდასთან ერთად, საწყისი პირობების მცირედ შეცელა, 

იწვევს ცდომილებათა სწრაფ დაგროვებას. 

მდგრადობის შესწავლის აქტუალობა დაკავშირებულია თანამედ–- 
როვე სწრაფმომქმედი ეგმ-ის ფართო დანერგვასთან. 

განვიხილოთ 

4Xჯ=ყ%შ (1» 

განტოლების მიახლოებითი ამოხსნის ალგორითმი. იგი შეიძლება წარ– 
მოვადგინოთ ორ ეტაპად: პირველ ეტაპზე 

რაეX+=ყაე” (2); 

განტოლებიდან ვპოულობთ X9%,-ს, სადაც ყ”ა=VM,ყ?. ხოლო შუეუორე. 

ეტაპზე 
ჯა=დეჯ,“ (<)3 

განტოლებიდან –– #X> მიახლოებას. · 

ცდომილებათა დაგროვება განსაკუთრებით თავს იჩენს პირველ: 
ეტაპზე, რადგანაც ამ შემთხვევაში საქმე ეხება განტოლების ამოხსნას. 

(2) განტოლების შედგენის დროს ადგილი აქვს დამახინჯებებს,. 

რის გამოც სინამდვილეში ვხსნით 

(რ4ა+ გტა)X,=ყე +ბყში (4) 

განტოლებას, სადატც რ#/#ა:X„->7,, ხოლო #ყ.ე?C1,. ; 

#4, და Mყე” უწოდებენ მოცემული ამოცანის ნაზრდებს. 

განსაზღვრება 1. მიახლოებითი ამონახსენის კარკასების: 
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მოქებეის პროვესს ეწოდება 0-) ჯგრადე თუ სოუ „დება შემდეგი: ორი 
„პირობა: 

ა) როცა 

164. I . 
ა) I4,II ' 

"შეფარდება მიესწრაფეს ნულასაკენ, იგი უნდა იწვევდეს (4,+#4/4,)“! 
ოპერატორის არსებობას (უკიდურეს შემთხვევაში საკმარისად დიდი 
#-ებისათვის მაინც); 

ბ) (5) და 114 #%»II 
I9 "თ II 

და გამომდინარეობდეს მიახლოებითი ამონახსენისს კარკასის :IIMXე ”!| / 
/IX VII ფარდობითი ცდომილების ნულისაკენ მისწრაფება. 

თუ ა) და ბ) პირობებიდან ერთი მაინც არ სრულდება, მაშინ ამ- 

ბობენ, რომ მიახლოებითი ამონახსნების კარკასების პოვნის პროცესი 

0 –– არამდგრადია. 

  

ფარდობათა ნულისაკენ მისწრაფებიდან უნ- 

თუ 4 არის X სივრცეზე მოცემული შემოსახღვრული ოპერატორი, 

მაშინ ILC/1)-=I/4||+«II4 -1|| უწოდებენ 4 მატრიცის განპირობებულობის 

რიცხვს. VC4) არ იცვლება 4 მატრიცის არც რაიმე რიცხვზე გამრავლე– 

ბით და არც X და ”» სივრცეების ნორმების ნებისმიერ მუდმივზე გამ- 
რავლებით. 

ამრიგად, MC4) წარმოადგენს 4 ოპერატორის საკმაოდ არსებით მა– 

ხასიათებელს. დამტკიცების გარეშე ჩამოვაყალიბოთ. 
თეორე ჰა 1. მიახლოებითი ამონახსენის კარკასების მოძებნის 

პროცესი რომ იყოს ი0-მდგრადი აუცილებელია და საკმარისი, რომ 

ჭ10C4,)18=, მიმდევრობა იყოს შემოსაზღვრული. 

თუ აღნიმ ნული მიმდევრობა შემოუსაზღვრელია, მაშინ ეისწავ- 
-ლიან მისე ზრდადობის ხარისხს. თუ იგი არ იზრდება უფრო ჩქარა, 
ვიდრე M-ის რაიმე დადებითი ხარისხი, მაშინ ვიტყვით, რომ გვაქვს 

ხარისხობრივი 0 –- არამდგრადობა. თუ ეს მიმდევრობა იზრდება 
უფრო ჩქარა, ვიდრე რაიმე განმლადი გეომეტრიული პროგრესია, 
მაშინ ვიტყვით, რომ გვაქვს მაჩვენებლიანი 0-არამდ გრადობა. 

შენიშენა 1. ყურადღება უნდა გავამახვილოთ იმაზე რომ 0-- 

მდგრადობა (ან 0-არამდგრდობა) დაკავშვრებულია მხოლოდ (2) მი- 

ახლოებეთ განტოლებასთან ანუ (4,) ოპერატორების მიმდევრობას– 
თან. 

დაუბრუნდეთ მეორე ეტაპს. ვთქვათ, უკვე ნაპოვნი გვაქვს კარკა- 

სების #. +46X" მიახლოებითი მნიშვნელობები. დაუშვათ, რომშ1 აღდ- 

გენის დგ ოპერატორიც გამოთვლილია ნაზრდით ისე, რომ ფაქტი ურად 
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გამოყენებულია თ,-L#ტდ ოპერატორი. ამრიგად, XI. ელემენტის ნაცვ- 

ლად გამოითვლება +595) „ს VMს =(დთდ,გ + ზთ,) (ს, "--ტX,). 

მიახლოებითი ამონახსენის პოვნის პროცესს ეწოდება ი-მდგრადი, 
თუ შესრულებულია შემდეგი ორი პირობა: 

ა) (5) მეფარდების ნულისაკენ მისწრაფებიდან უნდა გამომდინა-. 

რეობდეს (4,ა+4#44,)-1 ოპერატორის არსებობა (უკიდურეს შემთხვე- 

ვამი საკმარისად დიდი M-ებისათვის მაინც); 

ბ) (5) და (6), ასევე 
(ტდ. 
IMჩიII 

დამოკიდებულებების ნულისაკენ კრებადობა უნდა იწვევდეს მიახლოე–- 

ბითი ამონახსენის ||+XXII/III”I ფარდობითი ცდომილების ნულისაკენ 

კრებადობას მართებულია შემდეგი 

თეორემა 2. ეთქვათ, შესრულებულია შემდეგი პირობები: 

1) X7=:9: 

2) მიახლოებითი მონახსნები კრებადია, 

3) მიახლოებითი ამონახსნების კარკასების მოძებნის პროცესი ი- 

მდგრადია. 

მაშინ, მიახლოებითი ამონახსენის პოვნის პროცესი როომ იყოს 0- 

მდგრადი, აუცილებელია და საკმარისი (+,) მიმდევრობის "შემოსაზ- 

ღვოულობა, სადაც 7, =IIM/II “IX, II. 
შენიშვნა 2. (კჯ მიმდევრობის შემოსახღვრულობის პირობა 

წარმოადგენს (LIIX7I)III = (III „X, “I) მიმდევრობის შემოსაზღვრულობის 

გაძლიერებას. ეს უკანასკნელი მიმდევრობა კი ყოველთვის შემოსაზხღვ- 

რულია, თუ მიახლოებითი ამონახსხები კრებადია. 

ცხადია, თუ (LC4,)ჯ ან 17,) შემოუსაზღვრელია, მაშინ შეისწავ- 

ლიან მათი ზრდადობის ხარისხს, თუ ეს მიმდევრობები არ იზრდება. 

უფრო ჩქარა, ვიდრე /ILის რაიმე დადებითი ხარისხი, მამინ ვიტყვით, 
რომ გვაქვს ხარისხობოივი 0-არამდგრადობა. თუ ამ მიმდევრობიდან 

ერთ-ერთი მაინც იზრდება უფრო ჩქარა ვიდრე ნებისმიერი განშლადი:· 
გეომეტრიული პროგრესია, მაშინ ვიტყვით, რომ გვაქვს მაჩეენებ- 
ლიანი 0-არამდგრადობა. 

§ 3. მიახლოებითი რიცხვები 

განსაზღვრება. 1. # რიცხვის მიახლოებითი რიცხვი ეწო– 

დება ისეთ თ რიცხვს, რომელიც უმნიშვნელოდ განსხვავდება „” რიცხ.-- 

ვისაგან და რომელსაც იგი ცვლის გამოთვლების პროცესში. 
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თუ ცნობილია, რომ ი«<–4 მაშინ ი-ს ეწოდება 4 რიცხვის მიახლოე– 

ბითი მნიშვნელობა ნაკლებობით, ხოლო თუ ი>>4 -- მეტობით. მა– 

გალითად, V3 რიცხვის მიახლოებითი მნიშვნელობა ნაკლებობით იქნე– 

ბა 1,73, ხოლო მეტობით -–- 1,74, ე. ი. 1.73= | 3–=1,74. ის ფაქტი. 

რომ ძი არის /-ს მიახლოებითი მნიშვნელობა, აღინიშნება ასე: თლ/4- 

განსაზღვრება 2. „4 რიცხვის თ მიახლოებითი მნიშვნელო- 

ბის ცდომილება ეწოდება 4--ძ სხვაობას და აღინიშნება ტი სემბოლო– 

თი, ე. ი. 

სძთ=,71-–ი. 

თუ 4<0, მაშინ 4ტიძ2>>0; ხოლო თუ 4<0ძ, მაშინ ტილე. ზუსტი... 

4 ოიცხვის მისაღებად საჭიროა მის მიახლოებით მნივშნელობას და- 

ვუმატოთ შესაბამისი ცდომილება, თუ ძი აღებულია ნაკლებობით ,„1= 

= 0--·სი; ან 4=0 –-– #ი თუ ძ აღებულია მეტობით. ამრიგად, ზუს- 

ტი რიცხვი შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ როგორც მისი მიახლოებითი 
მნიშვნელობა ნულეს ტოლი ცღომილებით. 

განსაზღვოება 3. 4 რიცხვის ი მიახლოებითი მნიშვნელო– 

ბის აბსოლუტური ცდომილება ეწოდება | ქ-ის) გამოსახულებას და 
აღინიშნება 2 სიმბოლოთი: 

ს =|%ბძ)=: I1--0I. (1) 

შევნიშნოთ, რომ თუ #4 ცნობილია, მაშინ აბსოლუტუოი ცდომი- 

ლება გამოითვლება (1) ფორმულით, მაგრამ ჩვეულებრივ უფრო ხში–- 

რად 4 არ არის ცნობილი, რის გამოც აბსოლუტური ცდომილება ვერ 

გამოითვლება (1) ფორმულით. ასეთ შემთხვევაში მიზანშეწონილია მე- 

მოვიღოთ ე. წ. ზღვრული აბსოლუტური ცდომილების ცხება. 

განსაზღვრება 4. თ მიახლოებითი რიცხვის ზღვრული აბ- 

სოლუტური ცდომილება ეწოდება რიცხვს, რომელიც არაა ნაკლები 

მის აბსსოლუტურ ცდომილებაზე და აღნიძნება #ეგ სიმბოლოთი, ე. ი. 

ა=I)4-ი|ლი, “(2 
აქედან ზუსტი რიცხვისათვის გვექნება საზღვრები: 

ი–- ბა ლ4=0+Vი, (3) 

ე. ი. თ-- რი არის „4 რიცხვის მიახლოებითი მნიშვნელობა ნაკლებო– 

ბით, ხოლო 0--%იე-- მეტობით. 

მაგალითი 1, განესახღვროთ 0 =3,14-ის ზღვრული აბსოლუ- 

ტური ცდომილება, რომელიც წარმოადგენს ჯ რიცხვის მიახლოებით 

მნიმვნელობას. 
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ამოხსნა. გვაქვს 
3,14–=1:<3,15. 

ამიტომ |თ–-XI<0,01 და, მაშასადამე, შეგვიძლია მივიღოთ /#„»=0,01, 

მიუხედავად იმისა, რომ აბსოლუტური ცდომილება (ან ზღვრული 

აბსოლუტური ცდომილება) მიახლოების გარკვეული მახასიათებელია, 

იგი გაზომვის ან გამოთვლების ხარისხს ზუსტად ვერ დაახასიათებს. 

მაგალითი 2. ვთქვათ ბრტყელი ძელის თ სისქის და | სიგრძის 

(სანტიმეტრებში) გაზომვის შედეგებია: 

ძ=421+0,5, (=2502+0,5. 

ორივე გაზომვა შესრულებულია 0,5 სმ სიზუსტით. მიუხედავად ამისა 

სიზუსტის ხარისხი სხვადასხვაა ძელის სისქისა დღა სიგრძის გაზომვისას, 

კერძოდ, სისქის გაზომვა 0,5 სმ-ის სიზუსტით დამაკმაყოფილებლად არ 

ჩაითვლება. იგი სისქის ზომასთან შედარებით ძალიან დიდია, სიგრძის 

“შემთხვევაში კი მიღებული სიზუსტე სავსებით დამაკმაყოფილებელია 
(შედარებით სიგრძის ზომასთან). ამრიგად, შედეგის ხარისხი გაცილე- 

ბით უკეთ ხასიათდება ეგრეთ წოდებული ფარდობითი ცდო- 

მილებით. 

განსაზღვრება 5. მიახლოებითი ი რიცხვის ფარდობითი 

ცდომილება ეწოდება ში გამოსახულებას და აღინიშნება ზ8-თი, ე. ი. 

8 = 2. (4 

|4I 
საიდანაც #=8I4I. 

როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ 4 ზუსტი მნიშვნელობა და მაშასადა- 

მე, # ცდომილების მნიშვნელობაც, ჩვეულებრიე, :ცნობილი არ არის, 

ამიტომ პრაქტიკაში საჭირო ხდება ფარდობითი ცდომილების შეფა- 
“სება. ამასთან დაკავშირებით შემოვიღოთ ე. ი. ზღვრული ფარ- 

დობითი ცდომილების ცნება. 

განსაზღვრება 6. მიახლოებითი თ რიცხვის ზღვრული ფა- 
-რდობითი ცდომილება ეწოდება ყოველ რიცხვს, რომელიც არ არის 

ნაკლები ფარდობით ცდომილებაზე და აღინიშნება მ. სიმბოლოთი, ე. ი. 

ბლზკ. 

აქედან (4)-ის თანამად გვექნება 

ტ “ ლზე, საიდანაც /#=I/4(მკ. 4 აიდახაც I4 I0ე 

ამრიგად, ი რიცხვის ზღვრულ აბსოლუტურ ცდომილებად შეიძლე- 
ბა ავიღოთ 

#ა= I4 |“ 8ე. (5) 
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რადგან 4270, ამიტომ (5)-ის ნაცვლად ხშირად გამოიყენებენ ფორ– 

მულას 

#ს-= ICI «მე. (6) 

ზემოთ განხილულ მე-2 მაგალითში გაზომვათა ხარისხების შესადა- 

რებლად ვიპოვოთ ზღვრული ფარდობითი ცდომილებები: 

0 გ.= ბ% 9 _ ც,125, 
>»ჟჟ.- 

0,5 ,=-MX ==2 0,002 
III 250 

ამრიგად, ძელის სისქე |გაზომილია (0,125 ფარდობითი სიზუსტით, 

ხოლო სიგრძე –- 0,002 "ფარდობითი სიზუსტით, ე. 0. ძელის სიგრძის 

გაზომვის |ხარისხი უკეთესია |სისქის გაზომვის ხარისხზე. 

ზღვრული ფარდობითი ცდომილება საშუალებას გვაძლევს დავადგი–- 

ნოთ ზუსტი რიცხვის საზღვრები, კერძოდ, ქვედა საზღვარია თ (1––-8ე), 

ხოლო |ხედა –– თ(1+-მ,). ამ ფაქტს აღნიშნავენ ასე: 

4=ძ (1––ზა). 

თუ დავუშვებთ, რომ 4>90, რC>>0 ჯა ”სა<თ მაშინ, 

  

ამრიგად, ძი |მიახლოებითი რიცხვის ზღვრულ ფარდობით ცდომილებად 

შეგვიძლია მივიღოთ 

  
#) 

გ = 4 · ძ ი-ბ, 

ანალოგიურად მიიღება ტ„(ს|ს=,18ლ=(0+ /#)მე, საიდანაც 

ძ ბიე 
იაი=- · 

1-8, 
  

პრაქტიკაში (წშირად გვხვდება, #ა<<ი და მზ.ა<1 (< ნიშანი აღ- 

ნიშნავს ,,გაცილებით მცირე“), ამიტომ მართებულია მიახლოებითი 

ტოლობები: 

_–ს რგბელრმე. 

პრაქტიკულ გამოთვლებში ფარდობით ცდომილებას , წარმოად– 

გენენ პროცენტული ფარდობით, ე. ი. მ. -100 სახით. 

რი. ზ. ნაცვლიშვილი და სხვ. §1



მა გალითი 3. 0%C ტემპერატურის დროს 1. დმ3 წყლის წონა 

0=999,847 გრ+0,001 გრ. განსაზღვრეთ აწონვის ზღვრული ფარდო- 
ბითი ცდომილება. 

ამოხსნა. ცხადია #,=0,001 გრ და 999,846 გრ<ი < 999,848 
გრ, ამიტომ. (7)-ის თანახმად გვაქვს; 

0,001 
=–= – 

” 999,846. წი - 

მაგალითი 4. ჰაერის საშუალო მოლეკულური მასაა I72=29,25. 

დავადგინოთ I?-ის საზღვრები, თუ ცნობილია, რომ ამ მიახლოებითი 

მნიშვნელობის ფარდობითი ცდომილებაა 8=0,001. 

ამოხსნა: გვაქვს, მ„=0,001, მაშინ #„= 12 ·6 =29,25 ·0,001=> 

20,03. მამასადამე, 29,22=/2=29,28 

§ 4. რიცხვითი მეთოდებით ამოცანების ამოსსნის ცდომილებანი 

რიცხვითი მეთოდებით ამოცანების ამოხსნისას ძირითადად გვხვდე- 

ბა შემდეგი სახის ცდომილებანი: 

1. ცდომილებანი რომლებიც დაკავშირებულია ამოცანის მათე- 

მატიკურ დასმასთან. როგორც ცნობილია ამოცანის მათემატიკური ფორ- 

მულირება იშვიათად შეესაბამება იმ რეალურ მოვლენას, რომელსაც 

იგი აღწერს. როგოოც წესი, იგი წარმოადგენს აღნიმნული მოვლენის 

გარკვეულ იდეალიზაციას. ხშირ შემთხვევამი ხდება განსახილველი 

მოვლენის მთელი რიგი პირობების გამარტივება ან საერთოდ უგულებელ– 

ყოფა, რაც დაკავშირებულია მიღებული მათემატიკური მოდელის სირ– 

თულესთან. ზოგჯერ ზუსტი მათემატიკური ამოცანა ან ძნელად ამოსახ– 

სნელია, ან საერთოდ არ იხსნება. აღნიშნულიდან გამომდინარე . მი– 

ღებული მათემატიკური ამოცანის შეცვლა, ამოხსნის თვალსაზრისით 

ხდება გამარტივებული მიახლოებითი ამოცანით: ამგვარი შეცვლით 

მიღებულ ცდომილებას ეწოდება მეთოდის ცდომილება. 

2. ცდომილებანი, რომლებიც დაკავშირებულია დასმულ ამოცანა - 

ში არსებულ უსასრულო პროცესებთან. კერძოდ, შესაძლოა შეგვხვდეს 
უსასრულო მწკრივებად: წარმოდგენილი ფუნქციები რომელთა მნიშ– 

ვნელობების დადგენა დაკავშირებულია შესაკრებთა უსასრულო რა– 

ოდენობის გამოთვლასთან, რაც შეუძლებელია; ამიტომ აიღება შესაკ- 

რებთა წინასწარ განსაზღვრული სასრული რაოდენობა. აქედან გამომ– 

დინარე მიიღება ცდომილებანი, რომელთანაც ნაშთით ცდომი- 

ლებას უწოდებენ. , 
3. ცდომილებანი დაკავშირებული მათემატიკურ ფორმულებში არ– 

სებულ რიცხვით პარამეტრებთან. ისინი მიახლოებით არიან მოცემული. 
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ასეთებია მთელი რიგი ფიზიკური კონსტანტები. აქედან მიღებულ ცდო- 
მილებებს საწყის ცდომილე ბებს უწოდებენ. 

4. ცდომილებანი დაკავშირებული თვლის სისტემასთან. რაციონა- 

ლურ რიცხვთა, რომ არაფერი ვთქვათ ირაციონალურ რიცხვებზე, 
ათწილადებად წარმოდგენა, ხშირად დაკავშირებულია მძიმის შემდეგ 

არსებულ ათობით ნიშანთა უსასრულო რაოდენობასთან (პერიოდული 

ათწილადები, ან უსასრულო არაპერიოდული ათწილადები). გამოთვ– 

ლების პროცესში, ცხადია, უნდა ავიღოთ ასეთ ციფრთა სასრული რაო–- 

დენობა, რაც წარმოშობს ცდომილებებს, რომელსაც დამ რგვა- 

ლების ცდომილებებს უწოდებე. ზოგჯერ დამრგვალება 

გვიხდება აგრეთვე ჩვეულებრივი სასრული ათწილადებისა, რომელ– 

თაც მძიმის შემდეგ ძალზე ბევრი ათობითი ნიშანი გააჩნიათ. აქედან აგ- 

რეთვე მიიღება დამრგვალების ცდომილება. 

5. მიახლოებით რიცხვებზე მოქმედებებთან დაკავშირებული ცდო- 

მილებები. ასეთ ცღომილებებს მოქმედებათა ცდომილე- 

ბებს უწოდებენ. · 
შევნიშნოთ, რომ რომელიმე კონკრეტული ამოცანის ამოხსნისას 

ზემოთ ჩამოთვლილ რომელიმე ტიპის ცდომილება შეიძლება არ გვქონ- 

დეს, ან მათი გავლენა, გამოთვლების შედეგებზე იყოს უმნიშვნელო. 

მიუხედავად ზემოაღნიშნულისა, ცდომილებათა სრული ანალიზი- 

სათვის მხედველობაში უნდა იქნას მიღებული ყველა მათგანი. 

დ:. დამრგვალების მეთოდები, ნიშნადი ციფრი. სანღო ნიშნადი 

ციფრი 

ცნობილია, რომ ყოველი ნამდვილი თ რიცხვი წარმოიდგინება სას- 

რული ან უსასრულო ათწილადის სახით შემდეგნაირად: 

_--__ (1) 
სადაც თ; (თ,=0,1,2,...,9) არის თ რიცხვის ათობითი ნიშნები ან ციდ- 

რები. ამასთან, უფროსი ციფრი C,,550, ხოლო /I (თ რიცხვის უფროსი 

ათობითი თანრიგი) რაიმე მთელი რიცხვია. მაგალითად, 5341,67...-= 

=5-10-+3.10- L4-10-+1-100+-6.10-!'-+-7-10-?-+-... თ რიცხვში ყო- 
ველი ათობითი ნიშანი გვიჩვენებს ათობით თანრიგს და ამ თანრიგში 

ერთეულების რაოდენობას. კერძოდ, თ,» არის 10'-ის ათობითი თან- 

რიგი, თ, ე) არის 105 -1-ის ათობითი თანრიგი და ა. შ. 

განსაზღვრება 1. მიახლოებითი რიცხვის ათწილადის სა. 

ხით წარმოდგენაში ნიშნადი ციფრი ეწოდება ყველა ნულისაგან გან- 

სხვავებულ ციფრს და აგრეთვე ნულებს, რომლებიც მოთავსებულია 

ნიშნად ციფრებს შორის ან გამოსახავენ შენარჩუნებუ ლ ათობით თან- 

რიგს. 
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მაგალეთად, 0,00225070 რიცხვში პირველი ოთხი ნული არ არის 
ნიშნადი ციფრი, რადგან ისინი გამოიყენებიან მხოლოდ სხვა ცაფრე- 

ბის ათობითი თანრიგის დასადგენად.: "უკანასკნელი ნული კი ნიშნადია, 

რადგან იგი მიუთითებს შენარჩუნებულ 10“? ათობეთ თანრიგს. თუ 

უკანასკნელი ნული ამ რიცხვში არ არის ნიშნადი, მაშინ მას არ დავწერთ. 

ამ აზრით 0,0005070 და 0,000507 რიცხვები არ არიან ტოლფასნი, 

რადგან პირველი შეიცავს ოთხ ნიშნად ციფოს, ხოლო. მეორე. :მხოლოდ 
სამს 

მთელი რიცხვის ჩანაწერში 'მარჯვნივ დაწერილი ნულები შეიძლე- 
ბაჯგანსაზღვრავდეს როგორც მხოლოდ. დანარჩენი ციფრების ათობით 
თანრიგს, ისე წარმოადგენდუენ ნეშნად ( ცაფრეუბს. მაგალათაღ , 576000 

რიცხვში მისი ჩანაწერიდან არ შეგვიძლია" დავადგინოთ, რამდენ 

ნიშნად ციფრს შეიცავს იგი, თუმცა მისა ნძშნადი ცეფრების რაოდე- 

ნობა სამზე ნაკლები არ არტს. ამ გაურკვევლობას თავიდან ასაცილებ- 

ლაღ მოსახერხებელია გპოვყოთ მისე ათობათი: რიგე :და ჩავწეროთ 

5,76 -10? სახით, თუ იგი შეიცავს სამ ნეშნად ცეფრს, 5,7600 -105 სახით, 

თუ –- ხუთ ნიშნად ციფრს და“ ა. შ. ასეთი “ჩაწერა ·მოსახერხებელია 
მაშინაც, როცა რიცხვი შეიცავს არანიშნადი ნულების დიდ რაოდენო- 

ბას. მაგალი ად, 0,00200000950=9,5010“-ზ1 და ა. შ. ზემოთქმულიდან 

გამომდინარე მიზან მეწონილია. შემოვიღოთ? მიახლოებითი რიცხვის 
სანდო ციფრის ცნება. 

განსაზ ღვრება 2. თ მიახლოებითი“ რიცხვის ათწილადის 

სახით . წარმოდგენაში -X„ 'ციფრს:ს-ანდო ციფრი ეწოდება, თუ 

მოცემული მიახლოების აბსოლუტური ცდომილება არ აღემატება იმ 

თანრიგის ერთეულის ნახევარს, რომელშიაც თი ციფრი წერია. 

მაგალითად, თუ ზუსტი 4=>45,98 რიცხვის მიახლოებეთი მნიშვნე- 

ლობა 0=46,00, მაშინ თ-ს- გააჩნია სამი სანდო ციფრი, მართლაც, #= 

=I4-–ძ|)=0,02 < – · 0,1= > · 10-1 (სანდო ნეშნადი ცაფრების 

რაოდენობა იქნება 2+I-–-1|=3). 

არ უნდა მოგვეჩვენოს, · რომ მიახლოებითი რიცხვის სანდო ციფრე- 

ბი აუცილებლად ემთხვევა ზუსტი რიცხვის პოზიციური ჩანაწერის ციფ- 

რებს. მაგალითად, ძ=9, 995 წარმოადგენს 4=10 ზუსტი რიცხვის მი– 

ახლოებას სამი სანდო ციფრით, რადგან I10–-9, 995 |=0,005. მაგრამ 

0,და 4 რიცხვების პოზიციურ ჩანაწერში ერთნაირი ციფრები საერთოდ 
არ არი 

განს.ზღვრებსა 3. ვიტყვით, რომ თ რიცხვი წარმოადგენს 
#4 რიცხვის მიახლოებას #. სანდო ციფრით, თუ ძ რიცხვის; ზღვრული 

აბსოლუტური ცდომილება არ აღემატება იმ თანრიგის ერთეულის ნა- 

ხევარს, რომელიც უკავია ჩ-ურ ნიშნად (ციფრს. 

84



თეორემა. თუ დაღებით „მიახლოებით „თ რიცხვს აქვს # სანდო 
ციფრი, მაშინ ამ რიცხვის 8 ფარდობითი ცდომილება აკმაყოფილებს 
უტოლობას: 

გ= (2) 

9=> თ. 10 

სადაც თ» არის 0 რიცხვის პირველი ნიშნადი ციფრი. 

_ შევნიშნოთ, რომ ზღვრულ ფარდობით ცღომილებად შეგვიძლია 

ავიღოთ რიცხვი: 

1 თი-1 

2) 
მოყვანილი თეორემა საშუალებას გვაძლევს სანდო ციფრთა რაოდე- 

ნობით განვსაზღვროთ ფარდობითი ცდომილება. 
მაგალითი1. რამდენი ათობითი ნიშანი (ციფრი) უნდა შევინარ– 

ჩუნოთ V20 რიცხვშიი თუ მისი ზღვრული ფარდობითი ცდომილება 

ზ,კ=0,001. 
ამოხსნა. რადგან პირველი ათობითი ნიშანია 4, ე. ი. თ„=4, 

ამიტომ გვექნება 

_ 1_ = 0,001, 
4.10»ი-1 

საიდანაც 

000 
10”-! > –-=250, ანუ M-1>>2, #=3. 

მაგალი თი 2. რას უდრის ჯ რიცხვის ზღვრული ფარდობითი 

ცდომილება, თუ მის მიახლოებით მნიშვნელობად ავიღებთ ძთ=3,14 

რიცხვს. 

ამოხსნა. ჩეენს შემთხევვაში თ,=3, M=3, მაშასადამე 

გ. 1 /1 ი 1 1 
- 2.3 5) 600 6“ 

ბუნებრივად ისმის საკითხი მიახლოებითი” რიცხვის დამრგვალების 

შესახებ თვლის ათობით სისტემაში. თ რიცხვის დამრგვალება ნიშნავს 

შევცვალოთ იგი ნაკლები ნიმნადი ციფრების მქონე მიახლოებითი 

ძ, რიცხვით !ისე,: რომ დამრგვალების |თ--თ I ცდომილება იყოს 

მინიმალური. 

იმისათვის, რომ მიახლოებითი რიცხვი დავამრგვალოთ # ნიშნად 

ციფრამდე, საჭ იროა მასმი უკუვაგდოთ დასახელებული ციფრის'მარჯ- 

ვნივ მდებარე ყველა სხეა ციფრი, ან თუ საჭიროა თანრიგების შე- 
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სასსუნება მათ ცვლიან ნულებით. ამასთან სარგებლობენ შემდეგი წე– 

1. თუ პირველი უკუგდებული ციფრი 5-ზე ნაკლებია, მაშინ დარ- 
ჩენილი ათობითი ციფრები შენარჩუნებულია უცვლელად. 

2. თუ პირველი უკუგდებული ციფრი 5-ზე მეტია, მაშინ უკანასკ- 
ნელ შენარჩუნებულ ციფრს ემატება ერთეული. 

3. თუ პირველი უკუგდებული ციფრი ტოლია 5-ის და უკუგდებულ 
ციფრებს შორის არის არანულოვანი ციფრი, მაშინ უკანასკნელ შენარ– 

ჩუნებულ ციფრს ადიდებენ ერთი ერთეულით. 

3. თუ პირველი უკუგდებული ციფრი ტოლია 5-ის და ყველა მომდევ- 
ნო უკუგდებული ციფრები ნულის ტოლია, მაშინ უკანასკნელი მენარჩუ- 

ნებული ციფრი რჩება უცვლელი, როცა იგი ლუწია და იზრდება ერთი 

ერთეულით, როცა -- კენტია (ლუწი ციფრების წესი). 

სხვანაირად, თუ რიცხვის დამრგვალებისას უკუგდებულია უკანასკ- 

ნელი შენარჩუნებულე ერთეულის ნახევარზე ნაკლები რიცხვი, მაშინ 

ყველა შენარჩუნებული ციფრი უცვლელია. თუ უკუგღებულია უკა- 
ნასკნელი შენარჩუნებული ერთეულის ნახევარზე მეტი რიცხვი, მაშინ 

უკანასკნელი შენარჩუნებული ციფრი იზოდება ერთი ერთეულით, ხო- 

ლო იმ შემთხვევაში, თუ 'უკუგდებულია უკანასკნელი შენარჩუნებული 

ციფრის ზუსტად ნახევრის ტოლი რიცხვი, მაშინ დამრგვალების ცდო- 

მილების კომპენსაციისათვის იყენებენ ლუწ ციფრთა კანონს. 

ამრიგად, აღნიმნული წესით რიცხვის დამრგვალებით მიღებული 

ცდომილება არ აღემატება უკანასკნელი შენარჩუნებული ნიშნადი 

ციფრის შესაბამისი თანრიგის ერთეულის ნახევარს. · 

მაგალითი 3. თუ დავამრგვალებთ 

3,1415925351... 

რიცხვს, შვიდ, რვა, ცხრა და ათ ნიშნად ციფრამდე, მივიღებთ შემდეგ 

მიახლოებით მნიშვნელობებს: 3,141593; 3,1415925; 3,14159254 და 

3,141592535. დამრგვალების აბსოლუტური ცდომილობები შესაბამისად 

1 1 1 1 1 ი-ი „10, _“ .10-8 1 .10-), 
2 2 2 დ) 2 

მაგალითი 4. დავამრგვალოთ 1,2500 და 1,3500 ორი ნიშნა- 

დი ციფრის სიზუსტით. მივიღებთ შესაბამისად 1,2 და 1,4, რომელთა 

1 
აბსოლუტური . ცდომილებაა 3 · 10-1=0,05. 

შევნიშნოთ, რომ მიახლოებითი რიცხვის სიზუსტე დამოკიდებულია 

არა ნიშნადი ციფრების, არამედ სანდო ნიშნადი ციფრების რაოდენო- 

ბაზე. იმ შემთხვევაში, როცა მიახლოებითი რიცხვი შეიცავს ზედმეტ 
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ნაყნად ციფრებს, მიმართავენ დამრგვალების შემდეგ წესს: მიახლო– 

ებითი გამოთვლების პროცესში მიღებული შუალედური შედეგის ნიშ- 
ნად ციფრთა რაოდენობა ორ ერთეულზე მეტით არ უნღა აღემატებო- 
დეს სანდო ციფრთა რაოდენობას ისე, რომ საბოლოო შედეგში ნიშნად 

ციფრთა რაოდენობამ ერთ ერთეულზე მეტით არ უნდა გადააჭარბოს 
სანდო ციფრთა რაოდენობას. ამასთან, თუ შეღეგის აბსოლუტური 

ცდომილება არ აღემატება უკანასკნელი შენარჩუნებული ათობითი. 

თანრიგის ორ ერთეულს, მაშინ ზეღმეტ ნიშნად ციფრს უწოდებენ სა- 

ეპვ“ს. 
მოყვანილი წესი საშუალებას გვაძლევს, გამოთვლების სიზუსტის 

დაურღვეყლად, უკუვაგდოთ ზედმეტი ნიშნადი ციფრები, რაც უზრუნ- 
ველყოფს გამოთვლების დროის მნიშვნელოვან ეკონომიას, რასაც თა- 
ვის მხოივ უდიდესი მნიშვნელობა აქვს ეგმ-ზე ამოცანების რეალიზაციის 

დროს. 

§ 0. მოქმედეგათა ცდომილებები მიახლოებით 
რიცყხვებდე 

ცდომილებების გათეალის” ინებით (-:ღო,ნეთი ჯ?:ნოთელების თე- 
ორიამი გახიხილავენ ორ პირდაპირ დაშე ბრუნე ბულ 

ამოცანას. გავეცნოთ თითოეული ამოცანის არსს: 

თუ მოცემული გვაქვს მიახლოებით რიცხვებზე მოქმედებები და 

ცნობილია ამ მოქმედებათა ცდომილებები, მაშინ პირდაპირი ამოცანის 

მიზანია დავადგინოთ შედეგის ცდომილება. 
შებრუნებულ ამოცანაში ცნობილია მიახლოებით რიცხვებზე მოქ- 

მედებები და მოცემულია შედეგის დასაშვები ცდომილება. შებრუნე- 

ბული ამოცანის მიზანია დავადგინოთ, როგორი უნდა იყოს თითოეული 

მოქმედების ცდომილება რომ შედეგის ცდომილება არ აღემატებოდეს 
დასაშვებ ცდომილებას. 

მოვიყვანოთ თეორემები მიახლოებით რიცხვებზე მოქმედებათა 

ცდომილებების შესახებ. 

თეორემა 1. მიახლოებითი რიცხვების ჯამის ზღვრული აბსო– 

ლუტური ცდომილება შესაკრებთა აბსოლუტური ცდომილებების 

ჯამის ტოლია, ე. ი. 

” 

#აე= უა , (1) 

სადაც 

ი=ა ი. (2) 
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შენიშვნა 1. (2 ფორმულაში შემავალ თითოეულ შესაკრებს 

შეიძლება ჰქონდეს ნებისმიერი ნიშანი. ამიტომ თეორემა მართებულია 

ალგებრული ჯამისთვისაც. 

მაგალითი 1. ვთქვათ 0)=20,56-:L0,002; ძა:=70,27:+0,01, 

მაშინ 5=ძ)+ძა=90,83-+-0,03, ე. ი. #.=0,03, რომლის ბოლო ციფ- 

რი საეჭვოა. 

თეორემა.2. ნულისაგან განსხვავებული მიახლოებითი რიც- 

ხვების ნამრავლის ზღვრული ფარდობითი ცდღომ ილება თანამამრავლთა 

ფარდობითი ცდომილებების ჯამის ტოლია, ე. ი. 

ჩ 

ბ,= ბაბას 

(=1 
სადაც 

ი 

9ს= | | ს, სადაც V,550 (1=1,...,/!). 
(=1 

მაგალითი 2. ვთქვათ V,=0=7,12, V.=ხ=8,027 რიცხვები 

ყველა ნიშნადი ციფრი სანდოა, მაშინ: 

რ ,=0,01, #:8=0,01, 
8.=0,0015, 8 .=0,0013, 
ძ-ხ=58,8824, ბ. ხ=8,-8”=0,0028, 
ზ.)ხ=0,003. 

გამოვთვალოთ ნამრავლის აბსოლუტური "ცდომილება რადგან 
გბ „ხ=თ-ხ:მეს, ამიტომ 4.კჯ <60 ·0,03=0,18| კერძოდ შეგვიძლია ავი- 
ღოთ #აკბა=0,2. ამრიგად I, -·V-ა=58,9+0,2 (საეჭვო ციფრია 9). 

თეორემა 3) ორი მიახლოებითი რიცხვის ფარდობის ზღვრული 

ფარდობითი ცდომილება მრიცხველის და მნიშვნელის ზღვრული ფარ- 

დობითი ცდომილებების ჯამის ტოლია, ე. ი. 

ბ,კ=მ8ეა-+ზხ, 

სადაც 

ი 
ხლ –. 

ხ 

მაგალითი 3. ვთქვათ X-=06=3,17, ყ2>ხ=2,34 რიცხვთა ყვე-· 
ლა ნიშნადი ციფრი სანდოა, მაშინ 

/#==0,01, ##ხ=0,01, 

8-:=0,004, 8·:=0,005, 

#= > =1,355; ბზ.=ზ,-L8ა=0,004-+0,005=0,009, საიდანაც 8„,=0,01. 
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გამოვთვალოთ ფარდობის აბსოლუტური ცდომილება: 

#,=V-ზ.=1,4-0,01=0,014,59 
ამიტომ 

X =1,355-L0,014. 
ყ 

თეორემა 4. თუ ხარისხის ფუძე მიახლოებითი რიცხვია, მაშინ 
მისი ზღვრული ფარდობითი ცდომილება ხარისხის მაჩვენებლისა და 

ფუძის ზღვრულ ფარდობით ცდომილებათა ნამრავლის ტოლია, ე. ი. 

ბ.ს=#/.:ზ8აე, 

სადაც! 
V#=თ". 

თეორეწზა5. მიახლოებითი რ იცხვის ფესვის ზღვრული ფარდო– 

ბითი ცდომილება ფესქვეშა რიცხვის ზღვრული ფარდ; ბითი ცდომილე– 

ბისა და ფესვის მაჩვენებლის ფარდობის ტოლია, ე. ი. 

გ,=%, 

სადაც 

V= % ძ. 

შენიშვნა: 2. მე-4 თეორემა მართებულია ნებისმიერი ნამდვი– 

ლი მაჩვენებლისთვის, ამიტომ ცხადია მე-5 თეორემა მისი კერძო შედე– 

გია. 

მაგალითი 4. ვთქვათ თ2X=1,2, რომლის ყველა ნიშნადი 

ციფრი სანდოა: სV=თ?=1,23=1,728; „= ლი 09; 8კ=3·0,09= 
, 

=0,27 გამოვთვალოთ აბსოლუტური ცდომილება: 

#,=V-8,)=1,728 -0,2720,51. 
დამრგვალების ცდომილების გათვალისწინებით 

XX=1,7 0,5. 

განვიხილლოთ მაგალითი მიახლოებითი გამოთვლების პირდაპირ. 

ამოცანის შესახებ. 

მაგალითი 5. გამოვთვალოთ 

თ=21/ IL. (3) 
§# 

ფორმულით მოცემული ქანქარის რხევის პერიოდის აბსოლუტური· 

85:



ცდომილება, სადაც #223,142, I22120,00 სმ, თ=981,32 სმ/წმ (ყვე- 

ლა ნიშნადი ციფრი სანდოა). 

მე-2, მე-3 და მე-5 თეორემების თანახმად 6„=8. + + (მ,+ზა. 

თუ გავითვალისწინებთ 

4# _=0,00041, 8,=0,005, M#.-=0,005 
0.=0,00014. 7„M.=0;0000421 686.=0,000006 

ტოლობებს მივიღებთ 8..=0,00017. 

#.-ს შესაფასებლად (3)-დან გამოვთვალოთ #. მივიღებთ # 2>2,2, 
ე. ი. #.=2,2·:0,00017=-0,0004. მძიმის შემდეგი სამი სანდო ნიშნადი 

ციფრის სიზუსტით 7 272,198. 

მიახლოებითი გამოთვლების შებრუნებული ამოცანა ცალსახად 

არ ამოიხსნება, ამიტომ მის საწყის პირობებს ადებენ დამატებით შეზ- 

ღუდვებს. საილუსტრაციოდ განვიხილოთ. 

მაგალითი 6. რა სიზუსტით უნდა გამოვთვალოთ მართი წრიუ- 

ლი ცილინდრის ფუძის რადიუსი, რომ მისი V=XI2?// მოცულობის აბ–- 

სოლუტური ცდომილება არ აღემატებოდეს 100 სმჰ-ს ვიგულისხმოთ 

რომ #2=30 სმ, /#/=80 სმ. 

მე-2 და მე-3 თეორემების თანახმად: 

ბ,=ზ,+2-ბა+ბ», 
საიდანაც 

ბ, ტ. რიც ტა 
–- = > 2.“ _ 

V I”: 1 ი + წ” 

„ან 

გბ,= + ტ»+ 2 ბი+ V ბ, 

„მონაცემების თანახმად: 

/# „=72000/# ,,-+15200#,,-+-2900/#. 

-რადგან #,=100 ამიტომ #,, რჯ, #ყ-ის გამოსათვლელად მივიღებთ 

განტოლებას: 

72004,-+1524 „-L294 ,=1. 

რადგან ა-ს აღება შეიძლება ნებისმიერი სიზუსტით “შევარჩიოთ იგი 
«სე, რომ #4; და #ყ-იყოს სასურველი სიზუსტით, კერძოდ თუ 2C223,142 

მაშინ #,=0,00041, ე. ი. 720:%,=0,296 ამიტომ მივიღებთ: 

152:ტ -+-294,„=0,704. 
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/ დავუშვათ, რომ ? და #7” გამოთვლილია ერთიდაიმავე აბსოლუტური 

·ცდომილებით ს ცა=/„ჯ/. მაშინ უკანასკნელი განტოლება მიიღებს სახეს: 

181 ·# „=0,704, 
#4 „=/4%VV=0,003. 

ამრიგად, თუ 7? და /#/ გამოთვლილია სიზუსტით, რომელიც არ აღემატე– 

ბა 0,003-ს, მაშინ V გამოითვლება სიზუსტით,რომლის ცდომილება არ 

აღემატება 100 სმჭ. 

სავარჯიშო 

1. გაზომვების შედეგად მიღებულია მიახლოებითი რიცხვები 

აბსოლუტური ცდომილებებით: 

ა) თ=2,56 ხ=5,2685 /M»=0,03 ' ხ=0,007; 
ბ) თი=3,76 ხ=6,3541 (#»ა=0,04 #ხ=0,0006; 
გ 20=4,15 ხ=9,1562 #.ა=0,02 #ხ=0,0005; 

განსახღვრეთ სანდო ნიშნადი ციფრები. 

2. განსაზღვრეთ შემდეგი რიცხვების ზღვრული ფარდობითი ცდო- 

მილებები: 

ა) ძი=35,9+0,2, ხ=44,3-L1, 
ბ) თ=45,12+90,01, ხ=21,17-L0,02. 
გ) ძ=0,00461-L0,00003 ხ=0,00521-L0,00004. 

3. დაამრგვალეთ შემდეგი რიცხვები სამ ნიშნად ციფრამდე და გან– 

საზღვრეთ # აბსოლუტური და მ ფარდობითი ცდომილებები: 

ა) 2,15152, 31,3 7; 0,01356; 
ბ) 625,55, 0,0003971, 152,67; 

4. განსაზღვრეთ მიახლოებითი რიცხვის სანდო ნიშნადი ციფრები, 
თუ ცნობილია მათი ფარდობითი ცდომილებები: 

ა) ძი=0,8841, ბ.=0,1 10-2; 
ბ) ხ=22,357, ბა=0,1 10-L!; 
გ) C=592,8, ზ,=2%. 

5. განსახღვრეთ შემდეგი მოქმედებების შედეგის ცდომილებები, 
თუ ვიცით რომ მოქმედებებში მონაწილე მიახლოებით რიცხვებში ყვე– 

ლა ციფრი სანდოა: 

ა) 3,51 -8,5; 5,683:5,032; 

ბ) 25,2-1,748 0,144:1,3; 
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გ) 0,257:651,3; 726,676:829; 
დ) 0,1513; #2,51; 

ე) 2,017; V 34,31. 

6. პითაგორას თეორემით გამოვთვალოთ მართკუთხედის ძ დიაგო–- 
ნალი, თუ მისი გვერდების სიგოძეებია თ=3,18-L0,005 სმ და ხ=2,5-L 

4+-0,05 სმ. განვსაზღვროთ ფარდობითი და აბსოლუტური ცდომილე- 

ბები. 

7. რა სიზუსტით უნდა გამოვთვალოთ წრიული კონუსის სიმაღლე, 

რომ მისი V- _ IC" მოცულობის აბსოლუტური ცდომილება არ აღე– 

მატებოდეს 1000 სმ?, თუ MX=500 სმ და #7 =900 სმ. 

II თავი 

ალგებრული და ტრანსცენდენტული განტოლებების 

ამოხსნის მეთოდები 

საინჟინრო პრაქტიკაში ხშირად გვხვდება /(X)=0 სახის განტოლების 

ამოხსნა. ასეთი განტოლების ზუსტი ფესვის” პოვნა ზოგ შემთხვევაში და– 

კავშირებულია რთულ გამოთვლებთან, ზოგჯერ შეუძლებელიც კი არის. 

ამიტომ მიმართავენ განტოლების მიახლოებითი (რიცხვითი) ამოხსნის 

მეთოდებს. აქ გავეცნობით ზოგიერთ მეთოდს და შევაფასებთ მიახლო- 

ებითი ფესვის სიზუსტის რიგს. 

§ 1. ფესვთა განცალება 

ვთქვათ მოცემულია განტოლება 

/(X)=0, (1» 

სადაც /(X) ფუნქცია განსაზღვრული და უწყვეტია რაიმე სასრულ ან 

უსასრულო ძი<1<ხ შუალედზე. 

X»=L მნიშვნელობას ეწოდება (1) განტოლების ფ ე სვი ანუ /( 

ფუნქციის ნული თუ /(§)=0. 

(1) განტოლების § ფესვის გა ნცალება ეწოდება ისეთი; Iთ, 8). 

სეგმენტის პოვნას, რომელიც არ შეიცავს ამ განტოლების სხვა ფესვს 

გარდა წერტილისა. 

I, 8ზ1)-ს ეწოდება (1)” განტოლების § ფესვის იზოლაციის 

შუალედი... 

იზოლირებული მიახლოებითი ფესვების პოვნა ხდება-ორ ეტაპად: 

1. ფესვთა განცალება, ე. ი. ისეთი რაც შეიძლება მცირე სიგრძის 

92



“შუალედების პოვოა, რომლებიც შეიცავენ (1) განტოლების ერთ და 
„მხოლოდ ერთ ფესვს. 

2, მუაპლოებათა ფესვების ღაზუსტება, ე. ი. მათი დაყვანა მოცე- 
მულა სეზუსტის რიგამდე.1 

ფესვის განცალება საშუალებას გვაძლევს მივიღოთ: “განტოლების 
ფესვის პერველა )|შმიახლოება. თუ § ფესვის მიახლოებით მნიშვნელობად 

ავიღებთ I«, ჩ) სეჯჰენტიეს ნებესმიერ) წერტილს, მაშინ აბსოლუტური 

-ცდომილება არ აღემატება ჩ–-V სხვაობას. განტოლების ფესვის განცა- 

ლებისათვის გამოიყენება ანალიზის ცნობილი თეორემები, რომლებ- 
საც აქ მოვიყვანთ დაუმტკიცებლად. 

თეორემა 1 (ფესვის არსებობის შესახებ). თუ /(X) ფუნქცია უწყ- 

ყვეტია (თ, ხ| სეგმენტზე 1ღა /(თ)/(0)<0, მაშინ ამ სეგმენტის შიგნით არ– 
'სებობს I(9=0 განტოლების ერთი ფესვი მაინც. 

თეორემა 2 (ფესვის ერთადერთობის შესა ხებ). თუ /I(Cა, /"(X, 

/ (»X უწყვეტი ფუნქციებია Lი, ხI სეგმენტზე, /(0)/(ს)<0 და /(2 (ან 
I”C9 ) ინარჩუნებს ნიშანს (თ,·ხ1 სეგმენტზე, მაშინ (თ, ხ1-ში /(X)=0 გან– 
ტოლებას აქვს ერთადერთი ფესვი. 

აქვე უნდა აღინიშნოს, რომ /” (X)-ინარჩუნებს ნიშანს (თ, ხ) სეგმენტ– 

ზე ნიშნავს /(X ფუნქციის მონოტონურობას ამ ინტერვალზე, ხოლო 

/ (9)-ინარჩუნებს ნიშანს (თ, ხ1-ზე ნიშნავს, რომ /(X) ფუნქციის გრაფიკი 

ან ამოზნექილია ან ჩაზნექილი ამ ინტერვალზე.., 

თუ I (X ფუნქცია უწყვეტია და მარტივი გამოსათვლელია /”((0= 

=0 განტოლების ფესვები, მაშინ ფესვებეს განცალება ადვილია. ამისათ–- 

ვის საკმარისია დავადგინოთ /ICX) ფუნქცეის ნიშანი XL X»წ ფუნქციის ნუ- 

ლებში და L=ძ, X=ხ წერტილებში. აქ ვგულისამობთ შემდეგ პირობებს: 

19. /(CX), |, (X), IX) უწყვეტი ფუნქციებია (თ, ხ1 სეგმენტზე, 
2ზ. /(0)I(ხ) <0, 
ვხ, ”“(X), /”(V) ინარჩუნებენ ნიშანს (თ, ნ1 –– სეგმენტზე. 

19 და 29 პერობებედან გამომდენარეობს, რომ 0 და ხ შორის არსებობს 

”0ე =2 განტოლებეს ფესვი. 2?მ და 39 პერობებიდან, როგორც ზემოთ 

აღვ5ეჰნეთ, გამომდენაზეობას, რომ /(C)=0 განტოლებას შუალედში 
აქვს ერთადერთე ფესვი. 

ფესვის |ერთადერთობეს |შემთბვევაში ყ#=/(ი) ფუნქცი ის გრაფიკს 

ექნება ნახაზზე მოყვანილე ერთ-ერთი სახე (ნახ. 1,2,3,4). 

ფესვის განცალების ალგორითმი მდგომარეობს შემდეგში: 
X=ძ-დან დაწყებული "მევარჩეოთ რაიმე #X ბეჯი და ამ ბიჯით გამოვთ- 
ვალოთ /(X)-ის მნიშვნელობები მანამდე სანამ იგი არ შეიცვლის ნიშანს. 
იზოლაციის შუალედის მარჯვენა საზღვარი 

ჩ=X=თ-+ I!#1, 

სადაც თ არის იზოლაცეეს შმუალედის მარცხენა საზღვარი; 
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#C) 20, /V ! 72 

L (C) 70 # # (X) LL 
# (63) >0. 

ჯ · 8 ' 
L I ' 

' | 
I I 

0 | I 1. I «-, 
0 „=>! ხ X | · „_- – 

' 0 წ.» წას. ხ > 

ტ 

ნახ. 1. ნახ. 2. 

L 7 · 7 7) (ი რ #C60+0,9 
| #/IC)+9 გ: #(2)405) 

. - 
| ! 

88 
| 2 L “ 

ი ' C ბ #XჯX 0 თ > 
' , 

I (4, ; 
ნახ. ვ. ნახ. 4. 

#X-ცვლილების ბიჯი; I-ბიჯთა რიცხვი. ჩ-ს პოვნის შემდეგ #X ბიჯი მცირ- 

დება, ”(X)-ის მნიშვნელობების გამოთვლა იწყება ჩ–დან საწინააღმდეგო. 

მიმართულებით, რისთვისაც იცვლება #X ბიჯის ნიშანი. პროცესი გრძელ– 

დება მანამდე, სანამ /(X) არ შეიცვლის ნიშანს. ამრიგად, მონაკვეთის. 
მარცხენა საზლვარი იქ ნება 

ჯ 
C=–- –MXჯ – 

ჩ 1 

სადაც თ არის მონაკვეთის ახალი მარცხენა საზღვარი, ჩ-ახალი მარჯვენა: 
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საზღვარი; 1 –– ბიჯის შემცირების კოეფიციენტი; #ტX--ცვლილების სა–- 

წყისი ბიჯი. | 

თუ IC, ჩ) არის /”'(X-ის მონოტონურობის შუალედი, მაშინ ეს შუ- 
ალედი არის ერთი ფესვის იზოლაციის შუალედი. 

მაგალითი 1. განვაცალოთ შემდეგი განტოლების ფესვები 

ჯ“-- 4X-2=0. (დ) 

ამოხსნა. გვაქვს /(+2)=X4--4X--2, /”'(X) -=4X%მ –-– 4=4(X--1)X 
X(CX“-+X-1), | (21C=0 როცა X=1. /(-–-ლ0)>>0, /I(1))=0, /(+ =2)>>0. 

ამ რიგად, (2) განტოლებას აქეს ორი ფესვი, რომელთაგან ერთი მდება- 

რეობს (– C<, 1) შუალედში, ხოლო მეორე –– (1, %.) შუალედში. 1 

მაგალითი 2. განვსაზღვროთ “რმემდეგი განტოლების ნამდვილ 
ფესვთა რიცხვი, 

6+-L 2X--1==0. (3) 

ამოხსნა. რაღგან /”'(X)-=6++22>>0, ამასთან I(--9)-=--C, 

I(+ %)=+ %, ამიტომ (3) განტოლებას აქვს მხოლოდ ეოთი ფესვი. 

ახლა განვიხილოთ მიახლოებითი ფესვის ცდომილების შეფასების 

საკითხი. 

თეორემა 3. თუ /(X)->0 განტოლების § ზუსტი და X მიახლოე– 

ბითი ფესვები ეკუთვნიან ამ ფესვის იხოლაციის ერთსა და იგივე (Cთ,ჩ1 

შუალედს, ამასთან |II (0 I>M1::>>0, თღოცა თ=Xლ=ზ, მამინ ადგილი 

აქვს შეფასებას ' 

1163) 
IX–§I = · (4) 

ი, 
  

ყ 

დამტკიცება. ლაგრანჟის სასოული ნაზრდის თეოოემის თა- 

ნახმად 

(0) (0 =C--95I (I), 

სადაც 60 -- საშუალედო მნიშვნელობაა ჯX და § მნიშვნელობებს შორის, 

ე. ი. C C(თ, ჩ). რადგან /(§)=0 და II (0) |>V,, ამიტომ უკანასკნელი. 

ტოლობიდან შეგვიძლია დავწეროთ 

IIC5)––I(§) | = II(9) I>ის IX–– 51, 

II(9I. 
წ. 

საიდანაც 

  IX-- 6) < 
თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა. /!, რიცხვად შეგვიძლია ავიღოთ |/ (+)) ფუნქციის 
უმცირესი მნიშვნელობა, როცა ლX<8. ზოგჯერ (4) ფორმულამ შეიძ- 

ლება მოგვცეს უხეში შედეგი. ამიტომ პრაქტიკაში ამა თუ იმ გზით ავიწ- 
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«ოებენ § ფესვისა, (და; მისი 'მიახლოებითი XIIმნიშვნელობის შემცველ 

1თ, ზ) შუალედს Iდა უშვებენ ,IV-§1=ჩ--თ.) 
მაგალითი 3. X'-X--1=0 განტოლების ფესვის მიახლოებითი 

მნიშვნელობაა Xჯ=1,22. |შევაფასოთ ამ ფესვის აბსოლუტური ცდომი- 

ლება. · 
ამოხსნა. გვაქვს /(X1= ––0,0047. რადგან X=1,23 წერტილში 

/0ე =0,05§8, ამიტომ § ზუსტი ფდესვი მოთავსდება (1,22; 1,23) შუალედ- 
ში, #ომელზედაც |”'(21=3XI-1 მონოტონურად (ზრდადია. ამიტომ 

აღნიCნელ (მუალედზე მისი” უმცირესი 'ნნიშვნელობა იქნება 

MI1=3-1,22პ--1=4,448, 

რომლის გათვალისწინებით (4) ფორმულა მოგვცემს შეფასებას: 

0,0047 
X-–-C ლ––-. 220,001. 
IX-§ 4,441 ” 

§ 2. განტოლების გრაფიკული ამოხსნა 

ვთქვათ მოცემულია განტოლება 

00 =0. (1) 

მისი ფესვები შეგვიძლია ვიპოვოთ Iმიახლოებით, როგორც V=/(X) 
ფუნქციის გრაფიკისა და 0X ღერძის გადაკვეთის წერტილის ჯაბსცისები. 
პრაქტიკაში ხშირად უფრო მოხერხებულია (1) განტოლება შევცვალოთ 

მისი 'ეკვივ ალენტური (განტოლებით . 

დ(X)=8X)), ”· X (2 

სადაც თდ(X) და «#0: ფუნქციები |უფრო |მარტივია ვიდრე ”(X). საძიებელ 
ფესვებს წარმოადგენენ ყ=Cდ(X და ყ=ყწV(ი) ფუნქციების |გრაფიკების 

გადაკვეთის წერტილების აბსცისები. 

მაგა ლითი 1. ამოვხსნათ გრაფიკულად შემდეგი განტოლება 

XIთX=1. (3) 

ამოხსნა. (3) განტოლება გადავწეროთ შემდეგნაირად: 

1 
1თდ X=–- 

ჯ 

და ავაგოთ ყ=1წX და /=- –- ფუნქციების გრაფიკები. მათი გადაკვეთის 

შეღტილის “აზსცისი იქნება. (3) განტოლების მიახლოებითი ფესვი: §ლ= 
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(2) განტოლების ფესვის 

პოვნა უფრო მარტივია იმ 

შემთხვევაში როცა თ(X), და 

§(X ფუნქციებიდან ერთ-ერ- 
თი მათგანი წრფივია, მაგალი- 

თად, თ(V)=თX-Lხ. ამ შემთხ- 

ვევაში (2? განტოლების ფეს- 

ვებს წარმოადგენენ ყ=ძX-+ხ 

წრფისა და #V=ჯყწ(»ა) წირის 
გადაკვეთის წერტილების აბ- 

სცისები ეს მეთოდი მო- 

ხერხებულია განსაკუთრებით 

ერთნაირი ტიპის ისეთი 

განტოლებების ამოხსნისას, 

რომლებიც ერთმანეთისაგან 

განსხვავდებიან წრფივი ნაწი–- 

ლის თ და ხ კოეფიციენტებით. 

#1 

  
  ? 
ამ შემთხვევაში საკითხი დაიყვანება 

  

ნახ. 5 

ყ=წ(ა) ფიქსირებული გრაფიკის სხვადასხვა წრფეებთან გადაკვეთის 

წერტილების პოვნაზე. ასეთ შემთხვევას მიეკუთვნება X9%+იX+ხ=0 
სახის განტოლება. 

მა გალითი 2. ამოვხსნათ გრაფიკულად Xმ-–-1,75X+0,75=0 და 

X-–-- 2X--7,8=0 განტოლებები. 

ამოხსნა. ავაგოთ /=X” ფუნქციის გრაფიკი (ნახ. 6). საძიებელ 

  ნახ. 6 

7. ზ. ნაცვლიშვილი და სხე. 

ფესვებს წარმოადგენენ V=X? 
წირის ყ/=1,75X--0,75 და Vყ= 

=--2X-7,8 წრფეებთან გადაკ- 

ვეთის წერტილების აბსცისები. 

ნახაზიდან ჩანს რომ პირველ 

განტოლებას აქვს სამი ნამდვი– 
ლი ფესვი: X,=1,5; Xე:=0,15; 

Xვ-=1; ხოლო მეორე განტო- 
ლებას –– მხოლოდ ერთი ფესვი 
X1=--1,65. 

შენიშვნა: მიუხედავად 

ემისა რომ გრაფიკული მეთ”- 

დი მოხერხებული და მარტივია, 

იგი გვაძლევს შედარებით უხეშ 

შედეგს მას მიმართავენ იმ 

შემთხვევაში როცა განტოლე– 

ბის ფესვის პოვნა არ მოითხოვს 
მაღალი რიგის სიზუსტეს. 
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§ ვ. ფუაზე გაყოფის მეთოდი 

ვთქვათ მოცემულია განტოლება 

ICX)=90. (1) 

დავუშვათ Iთ, 6) არის (1) განტოლების ზუსტი § (ფესვის იხოლაციის 

შუალედი. ჩვენი 'მიზანია ვიპოვოთ მისი მიახლოებითი მნიშვნელობა. 

ამისათვის გავყოთ ეს : სეგმენტი შუაზე X = 42. წერტილით. თუ 

    , (“-” )–ი, მაშინ §-42 იქნება განტოლების ზუსტი ფესვი. 

| 21) 
თ 

2 

თ-ხ , 95. #(/.) და “ს შუალედებიდან იმ შუალედმი რომლის ბოლოებში „;/(ა 

ფუნქციას აქვს სხვადასხვა ნიშანი. ეს სეგმენტი 'აღვნიშნოთ (თ,, ხ,)1-ით. 

შემდეგ მიღებული სეგმენტისათვის |გამოვიყენოთ ზემოთ მოყვანილი 

  
L 

თუ 1C წ-ი, მაშინ ფესვი უნდა ვეძებოთ (მიღებული 

  

' მსჯელობა, |ე. ი. I, #,)| სეგმენტი გავყოთ შუაზე ჯ--ი>-% წერ- 

ტილით. თუ (5--- )=ი, მაშინ §=602+>% იქნება (1) განტოლების 

§ 

  ზუსტი ფესვი. წინააღმდეგ შემთხვევაში უნდა ავირჩიოთ |,“ | 

და| 610, თ | სეგმენტებიდან ის რომლის ბოლოებში /(X) ფუნქ-   

ციას აქვს საწინააღმდეგო ნიშნები. თუ ამ პროცესს ' გავაგრძელებთ, 
მაშინ ან მივიღებთ (1) განტოლების ზუსტ ფესვს ან ერთმანეთში ჩა– 

ლაგებულ |სეგმენტთა მიმდევრობას 

IL), ხ,I, Lთა, ხ.),..., Iთ,ს ხის... 

რომელთათვისაც 

Iთ)Iხა–ლი  (#=1,2,...) (0 

და 

ხ,– თ,„= -'(ხ– თ. (3) 
279 

რადგან მიღებულ სეგმენტთა ი,, თა,..სცირე... მარცხენა ბოლოები 

ადგენენ მონოტონურად არაკლებად მიმდევრობას, ხოლო ხ,, ხე, 
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ა ხა,...მარჯვენა ბოლოები –– მონოტონურად არაზრდად მიმდევრო- 

ბას, ამიტომ (3) ტოლობის თანახმად არსებობს მათი საერთო ზღვარი 

1II0 ძგ= 1Iი) ხე=წ. ' 
ი->თ I->თ 

რადგან /(ი0 ფუნქცია "უწყვეტია, ამიტომ (2) |უტოლობიდან, შეგვიძლია 

დავწეროთ 
/()Iთ 'მი) //(IIი0 ხ-)ლ0,,დ  (/(§))2ლ0, 
ჩ-->C M-–>0ი 

საიდანაც /(5=0. ამრიგად, § არის (1) განტოლების! ფესვი, ამასთან, 

ცხადია, რომ · 

0=L–ი,< > დ- თ. (4) 

თუ L0თ, ხI სეგმენტი არ არის (1) განტოლების ფესვის იზოლაციის 

შუალედი, მაშინ ამ მეთოდით შეგვიძლია ვიპოვოთ (1) განტოლების 

ფესვებიდან ერთი მათგანი. 

შუაზე გაყოფის მეთოდით განტოლების ფესვის მიახლოებითი მნიშ– 

ვნელობის დიდი სიზუსტით პოვნა მოითხოვს ერთი და იგივე გამოთვლი- 

თი ოპერაციების მრავალჯერ გამეორებას, რაც განსაკუთრებით მოხერ- 

ხებულია გამოთვლების ჩასატარებლად ეგმ-ზე. გამოთვლის პროგრამა 

შედგენილია ისე, რომ მანქანამ თვითონ იპოვოს /(ი) ფუნქციის მნიშვ– 
ნელობები ყოველი ILძ.ა, ხ„) I8=1, 2,..) სეგმენტის შუა 'წეოტილში , 
და შეარჩიოს მისი შესაბამისი ის ნახევარი, სადაც მოთავსებულია გან– 

ტოლე ბის ფესვი. 
მაგალითი. შუაზე გაყოფის მეთოდით დავაზუსტოთ 

ებ 2ე0--  --1=0 ! 

განტოლების ფესვი, რომელიც მოთავსებულია (0,1 1შუალედში. 

ამოხსნა. გვაქვს 

I(00=–1, /(1)=1, 
I(0,5)=–-1,19, /M(0,75)=--0,59, 
I(0,875)=0,05, /(0,8125)=–-0,304, 
/(0,8438) =––0,135, 
I(0,8594)=––0,03 და ა. შ. 

შეგვიძლია მივიღოთ, რომ 

§= – (0,859–-0,875) =0,867. 

მონაკვეთის შუაზე გაყოფის მეთოდის ალგორითმის ბლოკ-სქემა: 
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–- 

( დასადღყისი ) 

  

  

  

   
  

      

  
ა2ვ2როასნა ჰრით 2–229შს | 

    

    
    

        

  

    =– ა. | 

( დასასრული ა C 

ბლოკ-სქემა #1 
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ბლოკ-სქემის აღწერა 

ბლოკი 2 ––- განტოლების მარცხენა მხარის აღწერა # ფუნქციის 

სახით. 

ბლოკი 3 –– საწყისი მონაცემების შეტანა, სადაც 4 და 8 ”შესაბამი- 

სად იმ მონაკვეთის საწყისი და ბოლო წერტილებია, რომელშიც მო- 

თავსებულია მოცემული განტოლების საძებნი ფესვი. # ––- მიახლოების 

სიზუსტეა. 

ბლოკი 4 –– გამოითვლება ” ფუნქციის მნიშვნელობა საწყი“ ,1 

წერტილში და იგი ენიჭება #,4-ს. 

ბლოკი 5 –– მოწმდება პირობა: # ფუნქციას „4 და 8 წერტილებში 

აქვს თუ არა ერთნაირი ნიშანი. 

ბლოკი 6 –– ხდება ინფორმაციის ბეჭდვა, რომ მოცემულ განტოლე– 

ბას ამონახსენი არა აქვს. 

ბლოკი 7 –– მოწმდება პირობა: „1 წერტილში # ფუნქციის მნიშვ- 

ნელობა უდრის თუ არა ნულს. 

ბლოკი 8 –– X ცვლადს ენიჭება მონაკვეთის საწყისი ბოლოს მნიშ- 

ვნელობა. 

ბლოკი 9-X ცვლადს ენიჭება მონაკვეთის ბოლოს მნიშვნელობა 8. 

ბლოკი 10 –– X ცვლადს ენიჭება იმ მონაკვეთის შუაწერტილის მნიშ- 

ვნელობა, რომელშიაც მოთავსებულია ფესვი.-. 
ბლოკი 11 –- ჩX-ს ენიჭება მონაკვეთის შუაწერტილმი გამოთვ- 

ლილი “/ ფუნქციის მნიშვნელობა. 

ბლოკი 12 -–– მოწმდება პირობა ჩ”.4 და ”X სიდიდეებს აქვთ თუ არა 
ერთნაირი ნიშანი. 

ბლოკი 13-14 –– შესაბამისად 4 და 8 სიდიდეებს ენიჭება X ცვლა- 

დის მნიშვნელობა. 

ბლოკი 15 -––- მოწმდება პირობა: მიღწეულია თუ არა საჭირო სი- 

ზუსტე. · 

ბლოკი 16 –– ფესვის მიახლოებითი მნიშვნელობის ბეჭდვა. 

მოცემული ბლოკ-სქემის შესაბამის პროგოამას ზემოთ ხელით ამოხ- 

სნილი მაგალითისათვის ექნება შემდეგი სახე: 

C VI0M9LCLIIIIII8 ICCII9) MCI010M I0508011I30LC0 უ116.)C1)119 

ნ (X)ლ=X#+#4--9."X+Xვ- X- I 
LC#L (5,1) ტ, 8, C 

1 ნ0LMგტ II (3L 15.5) 

L%=CX#) 
1C06ტ,წ(8)) 9, 3, 4 

4 LLCIMI 5 

ნ დ#09M#ტI (10X, “861 ნწნI)6IIII9ი 
510 
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IC (CC გ) 6, 7, 6 

X= 

0010 8 

6 X=8 

0010 8 

2 X=(M#-L8) 2. 

Iნ(ნC %"X) 9. 8, 12 
9 8წ=X 

C01I0 I! 

Iგ #=X 

11 IL (4865(8–-12)-–- ნ) 8, 9, 2 

ვ იი.IML 12, > 

5108 

70ILM#4#V (5X, 'II0/IნXIL XXCCII08 3059ნLIIV9 ILC0ხILIV X=”, L 15.5) 
CMLნ 
IIII1ნ6IIIIX-6ნIII0CC 3I#8VICIII1V IL0CIIV X=0.8662|! 

=ლ
=.
-)
 

§ 4. ქორდების მეთოდი 

ეთქვათ მოცემულია განტოლება 

ჯ(X)=0. (1) 

ვიგულისხმოთ, რომ /(ჯ) უწყვეტი ფუნქციაა Lი, ხ) სეგმენტზე, /(0)/(ხ) 

<0 და IC ინარჩუნებს ნიშანს აღნიშნულ სეგმენტზე. განვიხილოთ 

(1) “განტოლების § ფესვის პოვნის უფრო სწრაფი მეთოდი-––ქორდების 

მეთოდი. პირობის თანახმად V=/(X) ფუნქციის შესაბამისი წირი 0X 
ღერძს გადაკვეთს (L0ი, ხ1 სეგმენტის ერთადერთ § წერტილში, რომელიც 

წარმოადგენს (1) განტოლების ფესვს. შევადგინოთ ორ #(თ, /(თ)) და 
§85(ხ, I(ხ)) წერტილზე გავლებული ქორდის განტოლება ) 

X-96 _ ყ–IMთ 
ხ-ი Mჩხ)–/ჩთ. 

ქორდისა და 0Xჯ |ღერძის გადაკვეთის წერტილის X, აბსცისი იქნება § 

ფესვის მიახლოებითი მნიშვნელობა. როცა X=Xე, მაშინ #-==0 და ამიტომ 

(2 განტოლებიდან მივიღებთ 

(2 

ჯ”ა 0 _ –I(ძ) 

ხ-თ I(ხ)–/(0) 
  

საიდა ნაც 

--- IC 
ICხ)-–I(0) 

X. = (ხ–ძთ). (3) 
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7! 
I 

1. 
I ' 

| , 
, ; ((წ) 

I წ. ' , ' 

თ X»ჯ, ” | ! X2I>2 ' 

| : ,4 C >» ს) ,!'/ 
ხე 

რ 

ნახ. 7 

X,-ის სხვა სახით ჩაწერის მიზნით 48 ქორდის განტოლება წარმოვად- 
გინოთ ასე: 

X-ხ _ _ ყ– I) 
თი-ხ /(0)-/(ხ)” 

საიდანაც, როცა X=X,, ყ=0, მივიღებთ 

/(ხ).. –_ –– '/  ·ხ- თ. 4 

(ხ)– 0) ს ი 
როცა /(X) I”(X0)>>0, მაშინ C ფესვის უფრო "ზუსტი მნიშვნელობის 

მისაღებად ვისარგებლოთ (3) ფორმულით IX,, ხ) სეგმენტისათვის 

(უძრავია ხ წერტილი), მივიღებთ ფესვის მეორე მიახლოებას (ნახ. 7 

და ნახ. 9): 

X1= 

„_ _ IX) _ ხ–X). 5 

Mნ)-/(6) ს ღა 
როცა #00) /7%0<0, მაშინ ვისარგებლოთ (4) ფორმულით (L0X,XII 

სეგმენტისათვის (უძრავია თ წერტილი), მივიღებთ ფესვის მეორე მიახ– 

ლოებას (ნახ. 8 და ნახ. 10) 

Xი =XI 

ICი) _ (XV) (ს თ, 6) 
MIXი)-Mთ) ' 

თუ გავაგრძელებთ ამ პროცესს, მივიღებთ § ფესვის მიახლოებით 
მნიმენელობათა მიმდევრობას 

Xს Xევ...Xცვ... (7) 
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ყ 

/ 

  

      

  

ნახ. 9 ნახ. 10 

როდესაც ხ წერტილი უძრავია (/'(X)/”00>>9). მაშინ (7) მიმდევრო- 

ბა  ხრდადია. მისი ყოველი X, (/1=1,2,...) წევრი მდებარეობს Lი,LI 

შუალედში და ადგილი აქვს „(ტოლობას 

_ __ IX) 
I(ხ) – /CX,) 

როდესაც უძრავია თ წერტილი (I (X)I”(X)<0), მაშინ (7) მიმდევრო– 
ბა კლებადია. მისი ყოველი X,(I/==1,2,...) წევრი მდებარეობს (6, ხ) 

შუალედში და ადგილი აქვს ტოლობას 

(ხ–ჯ). (8) + იკ1 -=+Xი 

_ IX) 
I(XM)--I(0) 

დავამტკიცოთ, რომ 1I7) X„=L. რადგან (X,) მიმდევრობა მონოტო- 
ი–>9% 

ნური და შემოსაზღვრულია, ამიტომ არსებობს მისი ზღვარი, როცა 

M->თ. ვთქვათ /I9) X.=წ. თუ გადავალთ ზღვარზე (8ყ ტოლობაში, 
/(–>9ი0 

%Vი+1 == Vი (XX, –ძ). (9) 

მივიღებთ 

I(5 

I(ხ)-–– I(§) 
საიდანაც | (1=0. პირობის თანახმად (1) განტოლებას (თ, ხ) შუალედ- 

ში აქვს ერთადერთი § ფესვი, ამიტომ §=. 
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ანალოგიურად შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ (9) ტოლობით განსაზღვ– 

რული მიმდევრობა კრებადია და III) X, =%. 
ელლ 

“შევაფასოთ IX,–-§) ცდომილება. რადგან /(=):=0. ამიტომ ლაგრან– 

ჟის თეორემის თანახმად შეგვიძლია დავწეროთ 

I(X,) =/(Xგ)–)( 6)=(X,–-C),“ (თ, (10) 

სადაც L<0<X,. (10)-დან გამომდინარეობს ტოლობა 

C /(X,). 
6“ 

(ი. 

თუ M>0 არის I”(X))ის უმცირესი მნიშვნელობა Iი, ხI სეგმენტზე, 

მაშინ მივიღებთ 

· I/ (XV) | 
IXა-– §|Iლ ! . 

MM 

რომელიც საშუალებას გვაძლევს შევაფასოთ IXგ–-§ | ცდომილება 

ICC,)––ის საშუალებით. 

მაგალითი. ვიპოვოთ 

ემ–-–0,2X---0,2X-–1,2=0 (11) 

განტოლების დადბეითი ფესვი 0,002 სიზუსტით. 

ამოხსნა. პირველად მოვახდინოთ ფესვის განცალება. რად- 

გან /(1)=-–0,6–0, და / (X)=3ჯ"-0,4+--0,2 წარმოებული ნიშანს 

არ იცვლის (1, 2) შუალედში, /(21=5,6>>0, ამიტომ 1<§8<2, სადაც 

§-- მოცემული განტოლების ერთადერთი ფესვია. მიღებული (1,2) 

შუალედის შესამცირებლად გავყოთ იგი შუაზე, მივიღებთ (1; 1,5) და 

(1,5, 2) შუალედებს. რადგან /(1,5)=1,425>>0, ამიტომ 1<§<1,5. 

თუ გამოვიყენებთ (8) და (9) ფორმულებს მივიღებთ: 

0,6 · 
ულ1+. --–---- (,5-–1)=1+0,15=1,15;: X)= –0,173; 1=1+ 14225--0,6 + 79%) 

73 X=1,15L თ? (15 I,15)=1,190: /(+,) = –-0,036; 
1,425+0,173 

0,036 
X3ვ=1,190+ ––.–– 2 „  (1.5-- 1,1901=1,19§; Xე)= ––0,0072. ვ + 1425--0,036 ს ; ) /(Xე) 

ცხადია რომ შეორე რიგის წარმოებული /7(0)=6X--0,4>0, როცა 

X> +) ე. ი. / (X) ზრდადი ფუნქციაა X-=1,198=Xჯ<1,5 შუალედში. 
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ამიტომ ამ შუალედში /”'(2>/'(1, 198) =3.49. აქედან გამომდინარე 

'მეგვიძლია დავწეროთ, რომ 

0,0072 
0<5 –ჯ:< 5 ლ 0,002.   

ამრიგად §=1,198–+-0,0020, სადაც 0<0<1. 

შევნიშნოთ, რომ (11) განტოლების ზუსტი ფესვია §=1,2. 

§ 5. მხებთა მეთოდი (ნიუტონის მეთოდი) 

ვთქვათ მოცემულია განტოლება 

(00 =0. (1) 

დავუშვათ, რომ |Iთ, ხ) არის ამ განტოლების L ფესვის იზოლაციის შუ- 
ალედი, ამასთან /”(X) და /”(X უწყვეტი ფუნქციებია და ინარჩუნებენ 

ნიშანს როცა თლჯლნხ. 

ა ფესვის მიახლოებითი მნიშვნელობის |მოსაძებნად გავავლოთ მხე- 

ბი ყ=/(X) წირის 48 რკალის 

იმ ბოლოზე, რომელზედაც V(CX%) 

C 8, და |” (X)-ს აქვთ ერთნაირი ნი– 
=–. შანი. განვიხილოთ შემთხვევა 

/(ხ)>> 0 და I7(X)> 0, როცა 
ილXლხ. ამ მხებისა და 0Xჯ 

ღერძის გადაკვეთის წერტილი 
აღვნიშნოთ X,-ით. იგი იქნება 

§ ფესვის პირველი მიახლოება. 

მივიღოთ ხ=Xა და გავავლოთ 

_ . % მხები 8,(Xე, I(X0)) წერტილზე: 
–___ მისი განტოლებაა (ნახ. 11). 

ხყ-––I(X-) = I (Xე)(X––X). (2) 
როცა X=X,, მაშინ ყ=0. ამი- 

ნახ. 11 ტომ (2)-დან მივიღებთ 

–IVCX) =/” (CX-) (X––Xე) : 

9 

ე
გ
ა
დ
ე
-
დ
-
-
.
–
ე
 

თ
 " ჯა 

  

%
   

“საიდანაც 

2 = კჯ - 7%ი). (C3) 

/ CXი) 

ახლა 8,(X, /(X,)) 1 წერტილზე გავავლოთ “V=/(X) "წირის მხები. ამ 

მხების 0X ღერძთან გადაკვეთის X: წერტილი იქნება § ფესვის მეორე 
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მიახლოება და ა. შ. თუ !გავაგრძელებთ ამ 'პროცესს მივიღებთ 

ჩ8ია(Xა, ICX,)) წერტილზე გავლებული მხების განტოლებას 

  

ყ--ICX,) =I (Xგ)(X-–X,). (4 
თუ დავუშვებთ ყ=0, X=X,.), მაშინ (4)-დან მივიღებთ 

–_2 (/I=0,1,2,· · ·). (5) 
ჩი 

შევნიშნოთ, რომ თუ ჩვენ შემთხვევაში დავუშვებთ X-ა=0C და მაშა- 

სადამე, ICX-) |” (Xე)<0, მაშინ #(თ, /(0)) წერტილში ყ=/!(X) წირისადმი 

გავლებულმა მხებმა შეიძლება 0X ღერძი გადაკვეთოს (0, ხ) სეგმენტის 

გარე X,, წერტილში. ამით მიახლოება გაუარესდება. 

თუ (ი არ ინარჩუნებს ნიშანს (ი, ხI სეგმენტზე, ე.ი. თუ ყ=/(X) 

წირს აქვს გადაღუნვის წერტილი, მაშინ რკალის თითოეულ ბოლოში 

გავლებულმა მხებმა შეიძლება გადაკვეთოს 0Xჯ ღერძი (L0ი, ხ|) სეგმენტის 

გარეთ. 

ამრიგად, მიზანშეწონილია განტოლების § ფესვის Xე საწყის მი- 

ახლოებად მივიღოთ სეგმენტის ის ბოლო წერტილი, რომლისთვისაც 

IXV)/”CVა>9. (6 
ვაჩვენოთ, რომ ეს წესი ზოგადია. 

თეორემა. თუ /(0ი)/(ხ)<:0, ამასთან //(X) და |”(X) განსხვავებუ–- 

ლი არიან ნულისაგან და ინარჩუნებენ ნიშანს, როცა თილ<X=<ხ, მაშინ 

(600 უტოლობის დამაკმაყოფილებელი XეაCLი, 1ნI სსაწწყისი მიახლოები- 

დან გამომდინარე, მხებთა მეთოდით შეგვიძლია |გამოვთვალოთ I) 

განტოლების ერთადერთი § ფესვი სიზუსტის ნებისმიერი რიგით, 
დამტკიცება. ვთქვათ, მაგალითად /(ი<0, /(ხ)>90, 

II(9>9, |”00>90 |როცა |ი=X=<ხ (დანარჩენი 'შემთხვევები განიხილება 

ანალოგიურად). (6: პირობის |თანახმად გვაქვს /(Xი)>>0 (მაგალითად, 

შეგვიძლია ჩავთვალოთ, ჯ1რომ X.=ხ) მათემატიკური ინდუქციის |მე- 

თოდის გამოყენებით (შეგვიძლია ვაჩვენოთ, (რომ X:>>§ (CI1L=0,1,2,..-) 

და მაშასადამე, /(X,„)>>0. მართლაც, პირველ რიგში, Xე > §. ვთქვათ, 

XV, >§. დავუშვათ 

ხზ=X. +(§-Xე). 

ტეილორის ფორმულის თანახმად 

0=I(§) -=/(X)+I (X,)(§-––-Xგ)+ – | (0,)(§--X,)?, (7) 

სადაც §<ძ-<X,. რადგან /”(X)>>0, ამიტომ გვექნება 

I(X,)-+I (CX,)(§-–Xა)<909 
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და, ამრიგად, 

_ MM) 
I(CX.) 

–+ა-1=-ხი > §, 

რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

თუ გავითვალისწინებთ /(X,) და /(X,)-ის ნიშნებს, მაშინ (5) ფორ–- 

მულიდან მივიღებთ X,კ,)<Xე (I=0,1,2,...), ე. ი. Xე, XI), აა... წთ 
წარმოადგენს მონოტონურად კლებად შემოსაზღვრულ მიმდევრობას. 

ამიტომ არსებობს მისი ზღვარი. ვთქვათ IIი1 X,=%. 
->0600 

თუ (5) ტოლობაში გადავალთ ზღვარზე როცა  '7->00, მივიღებთ 

LX > 5. /(§) , 

ICC) 

ე. ი. /(§ე:=0, საიდანაც ხ=%, რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

Xე მიახლოების ცდომილების შესაფასებლად ვისარგებლოთ ფორ- 
მულით 

7162) 
I?) 

სადაც MI) არის |/”(X)I-ის უმცირესი მნიშვნელი ბა Iძთ, ხ) სეგმენტზე- 

ტეილორის ფორმულის თანახმად 

|§-–Xეგ|) ლ (8) 

I(X,) =IIXგ + (Iა-–-X, -)) =/(X, –) +I''(CX, =) (XX, –) + 

' 6 5) სას -.)”, (9) 

სადაც ნ. -,C (VI -, X,). Xგ-ის განსაზღვრების თანახმად 

IV, აი) % -) (IX, -) =0, 

ამიტომ (9)-დან შეგვიძლია დავწეროთ 

1 ი 
ICX,) I(C=4 2 #M#ა(X,–X” -)?, 

სადაც, #I>» არის |I”(X)I|-ის უდიდესი მნიშვნელობა |ი, ხ) სეგმენტზე. 
ამრიგად, (მ) უტოლობის გამოყენებით მივიღებთ დამოკიდებულებას: 

#V. ი 

I–X |ლ – (ი –)”. (10) 
2) 
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თუ პროცესი კრებადია, მაშინ X,–--X, ->0, როცა #/--00. ამიტომ რო- 

ცა /წ2>>MV გვექნება: 

I§-X, | IX, -––-Xი -I I 

ე. ი. რაიმე მიახლოებიდან დაწყებული Xე -, და X, მიახლოებათა პირ- 

ველი ათობითი ნიშნები სანდოა. 

საზოგადოდ, §-სიზუსტით X, -, და X, მიახლოებათა დამთხვევა 

სრულიადაც არ იძლევა X, მიახლოებისა და § ზუსტი ფეხვის ღამთხვე– 

ვას იგივე სიზუსტით (ნახ. 12). 

     ს 

=   
ახლა გამოვიყვანოთ ფორმულა, რომელიც დააკავშირებს X, და X-აI 

მიახლოებათა აბსოლუტურ 'ცდომილებებს. (7) ფორმულიდან 

1 0 I(ი) _ „I. ( CC. 
სხ=%–-- 
: (ურია 2 _Mწთო) 

სადაც ",C(X,, 15). "აქედან (5) ფორმულის გათვალისწინებით შეგ- 

ვიძლია დავწეროთ 

1 ”(თ) ი 
–Xკ1=-“- (§– X–ი) ააა. 

და, ამრიგად 

(11)           |§-Xიგ+1| <= 
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(11) ფორმულა უზრუნველყოფს ნიუტონის პროცესის სწრაფ კრე– 

ბადობას, თუ საწყისი ჯე მიახლოება ისეთია, რომ 

წ 7, 
მიხ V#Iლმ<1. 

2/111 

კერძოდ, თე 

/VI– 
I= -–“ლ1 და |§--X„I<10“», 

2, 

მაშინ (11)-დან მივიღებთ 

|§-–Xი+1I<10“2., 

ე. ი. ამ შემთხვევაში, თუ X, მიახლოების მძიმის შემდეგ ჰქონდა /# 
სანდო ათობითი ნიშანი, მაშინ მომდევნო X,+„) მიახლოებას ექნება 2#ჩ1 

მაინც სანდო ათობითი ნიშანი. სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, თუ L<1, 

მაშინ ნიუტონის მეთოდით საძიებელი § ფესვის სანდო ნიშანთა რიცხვი 

(მძიმის შემდეგ) ორმაგდება ყოველ ნაბიჯზე : 

მარტივად მიიღება უტოლობა 

« VI ა· 

| ზიგ) | ლ––|)ნ--XიI?, (12) 
”/) 

სადაც #MV არის II” (X)I-ის უდიდესი მნიშვნელობა (თ, ხ) სეგმენტზე, 
ხოლო I. არის |/(X) I-ის უმცირესი მნიშვნელობა ამავე სეგმენტხე. 

ამრიგად, (12) გამოსახულებიდან შეიძლება დავასკვნათ, რომ ახა– 

ლი |მიახლოების ცდომილება კლებულობს წინა მიახლოების ცდომი– 

ლების Iკვადრატის პროპორციულად. 

მაგალითი. |გამოვთვალოთ 

უყბ–--3ჯ--+ 75ჯX-–<10000=0 

განტოლების უარყოფითი ფესვი ხუთი სანდო ციფრით. 
ამოხსნა. თუ დავუშვებთ X=0, --10, –-100 

I(0)=––-10000, /C--10)=–-1050, /(--100) 27109, 

,--., მივიღებთ 

ამრიგად, საძიებელი § ფესვი მდებარეობს –– 100=§<--10 შუ- 

ალედში. შევამციროთ ეს შუალედი. რადგან /(–-111=3453>>0, ამი– 

ტომ -– 11=<-––10. ამ შუალედში /”(X<0 და /”(X9I>>0. რადგან 

IC-1თ>>0 და |I”C-11)>0, ამიტომ საწყის მიახლოებად შეგვიძლია 

ავიღოთ Xე-ე=--11. X, (I/=0,1,2,...) მიახლოებები 

შემდეგი სქემით (ცხრ. 1) 
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ცხრილი 1 

  

  

  

I(Xი ) 
ჯ ' X წილ (ა I( თი) ,( ») ჩ I (Xგ) 

0 –11 3453 – 5183 0,7 
1 –10.3 134,3 –<-4234 0,03 
2 –10,27 37,8 –- 4196 0,009 
ვ –-–10,261 0,2 –_ – 

შევჩერდეთ # = 3-ზე. გვაქვს /წ(Xე-- 0,001)=/(–– 10,260). რადგან 

IC–109,2600<0, ამიტომ ·--–10,261<=C< –– 10,260. ამ შუალედიდან. 

აღებული ნებისმიერი რიცხვი მოგვცემს საძიებელ მიახლოებას. 

§ 0. ქორდათა და მხებთა კომბინირებული მეთოდი 

ეს მეთოდი გულისხმობს ქოოდათა და მხებთა მეთოდების “ ერთდრო- 

ულად გამოყენებას Iი, ხ) სეგმენტზე. 

ვთქვათ /(0)/(ხ)<0, ხოლო /”(X) და //(X) ინარჩუნებენ 'მუდმივ ნიშ- 

ნებს Iთ, ხI სეგმენტზე. კომბინირებული მეთოდის გამოყენება საშუალე– 

ბას გვაძლევს ყოველ ეტაპზე ვიპოვოთ /(0=0 განტოლების ზუსტი 

§ ფესვის მიახლოებითი მნიშვნელობები ნაკლებობით და მეტობით. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ქორდათა მეთოდით გამოთვლილი X, 
მიახლოებისა და მხებთა მეთოდით გამოთვლილი Xჯ, მიახლოების საერ– 

თო ციფრები, მარცხნიდან მაოჯვნივ, აუცილებლად , მიეკუთვნებიან « 

ფესვს. განიხილება ოთხი შემთხვევა: 

1. / (0-2>>0, |I”ი0)>ი (ნახ. 7) 
2. I (X)>>9, 'I”(X)ა<0 (ნახ. 10) 

3. I”(Iე1<0, I” (00>909 (ნა- 8) 

4 ”იე<0, I” (X)ლ0 (ნახ. 9) 

აქ ჩვენ გავარჩევთ პირველ შემთხვევას. დანარჩენი შემთხვევები შე– 

ისწავლება პირველის ანალოგიურად. შევნიშნოთ, ოომ ეს შემთხვევები 

შეიძლება დავიყვანოთ პირველზე თუ /(X)=0 განტოლებას შევცვლით 

მისი ტოლფასი განტოლებებით: ! 

–IX=0 ან +I(-2=0, სადაც 2=--». 

ამრიგად, ვთქვათ /”(X)>>0, /”00I>0, ილX=ლ=ხ. დავუშვათ Xა=თ, 

+ე-ა=ხ. მაშინ, როგორც ვიცით 

–ჟჟ».- 
%Xი+1 =Xი IM(X,)– /CX,) (X, ჯ), (1) 

_ – _ (CM) 
”ს+1“ “ი ი #=0, 1, 2,:..). 2 ფუი ცი)! ) (2 
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თუ გავიხსენებთ § 4 და §5-ში ჩატარებ მტკიცებებს, შეგვიძლია დავ- ეზე დ ტაოებულ მტკიცებე ეგვიძლ 
წეროთ 

X,<§8<X, 

«და 

0<6C-–-ს<X, –-V. (3) 

თუ X- მიახლოების დასაშვები აბსბალუტური ცდომილება მოცე- 
მულია წინასწარ და უდრის §-ს, მაშინ მიახლოების პროცესი შეწყ- 

დება იმ მომენტში, როცა შესრულდება X,.–-X-ა <8 უტოლობა. 

პროცესის დასრულებისა §L ფესვის მნიშვნელობად უმჯობესია 

მივიღოთ უკანასკნელად მიღებულ მიახლოებათა საშუალო არითმე- 
ტიკული. 

= 1 _ 
8= 2 (Xა“+Xა). 

მა გალითი გამოვთვალოთ 

კა--–-X--02=0 

განტოლების რომელიმე ერთი ფესვი 8=0,0005 სიზუსტით. 

ამოხსნა. რადგან /(1)<:0, /(1,11>>0, ამიტომ ფესვი მოთავ- 

სებულია (1; 1,1) შუალედში. გვაქვს /”((X)=5X"-1 და /”(X) =20ჯ). 

მიღებულ შუალედში /“(X)>90, /”(X >>0, ე. ი. წარმოებულთა ნიშნები 
მუდმივია. დავუშვათ X-ა=1, VXა=1,1 და გამოვიყენოთ კომბინირებუ- 

ლი მეთოდი. რადგან ' 

MCXე) =I(1) = -––0.2; ICX0)==/(111)=-0,3105; 
I CX-) =I (1,1)=6,3205, 

ამიტომ (1) და (2) ფორმულების გამოყენებით მივიღებთ 

0,1.0, _ 0,3105 
182 კ) 039; +ჯ,=1,1-- 21951 4 0§1, X1=1 

1-1+ 0,51051 6,3205 
  

რადგანაც XI--Xგ= 0,012, ამიტომ მიღებული სიზუსტე არ არის საკ- 

მ არის. ვიპოვოთ მიახლოებათა შემდეგი წყვილი 

0,012.0,0282 

  

X.=1,039 + –--““2>2““ +“ 1 04469 X.=1,051- 
2 0,9595 7 1.7 

_. 90313 ს, ექვვ/, 
5,1005 
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აქ სა--Xა=0,00018, ე. ი. მივაღწიეთ სიზუსტის სასურველ რიგს. შე2ვ- 

ვიძლია დავუშვათ, რომ 

8= –- (1,04469+1,04487) = 1,04478>>1,045, 

რომლის აბსოლუტური ცდომილება ნაკლებია შემდეგ რიცხვზე 

- · 0,00018+0,00022--0,00031<-– -10“9, 

§ 2. იტერაციის ანუ მიმდევრობითი მიასლოების მეთოდი 

განტოლების ფესვის გამოთვლა ზოგჯერ უფრო მოხერხებულია მიმ- 
დევრობითი მიახლოების, ანუ, იტერაციის მეთოდით. ამ მეთოდის არ- 
სი მდგომარეობს შემდეგში: განვიხილოთ განტოლება 

/(-)=0. (1) 

სადაც /(9 –-–უწყვეტი ფუნქციაა. საჭიროა ვიპოვოთ |მისი ნამდვილი 
ფესვი. (1) (განტოლება შევცვალოთ მისი ეკვივალენტური განტოლებით 

X=თ(X. (2 

ეთევათ დ(0ი ფუნქცია განსაზღვრულია და უწყვეტი IC, ხ1 სეგმენ– 
ტზე. ღაიმე წესით, თუნდაც უხეშად, შევარჩიოთ 1ფესვის მიახლოებითი 

მნიშვნელობა Xა CIთ, ნ) და ჩავსვათ იგი (2) განტოლების მარჯვენა ნა- 

წილმი. მივიღებთ გარკვეულ რიცხვს 

X)=დLXე). (3) 

ახლა (3) "ტოლობის 'მარჯვენა ნაწილმი Xე შევცვალოთ Xჯ-ით, 

მივიღებთ ახალ !IX:=დ(ს,) რიცხვს. თუ ამ 'პროცეს გავაგრძელებთ 
მივიღებთ რიცხვთა მიმდევრობას 

Xე=Cთ(,ს-,)) (/.=1;2,...). (4) 

ვიგულისხმოთ, |რომ (X,) მიმდევოობის ყველა წერტილი ეკუთვნის 

L0,ხI „სეგმენტს. 'თუ ეს მიმდევრობა კრებადია, მაშინ მისი ზღვარი იქ–- 
ნება (1) განტოლების ფესვი მართლაც, ვთქვათ |IIი)1 Xჯ= C, მაშინ 

MI->ლე 

დ(X) ფუნქციის უწყვეტობის გათვალისწინებით (4) ტოლობაში ზღვარ- 
ზე გადასვლით შეგვიძლია დავწეროთ: 

III0) X„= Cთ(I1ი1 XV.) 
ელლ ”ს->თ 

ანუ 

§=თ(წ. (5 
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ამრიგად, § წარმოადგენს (2) განტოლების ამონახსენს და მისი 

გამოთვლა შეიძლება (4) ფორმულით ნებისმიერი რიგის სიზუსტით. 
თეორემა 1. |ვთქვათ დიე ფუნქცია განსაზღვრულია და წარმოება- 

დი IL, ხ) სეგმენტზე, ამასთან ყველა "მისი მნიშვნელობა დ(ი CIთ,ხI. 

თუ არსებობს ისეთი წესიერი 0 წილადი, რომ 

Iდ((X)|Iლძ<1, (ი=<X<ხ) (60 
მაშინ: 

1) იტერაციის პროცესი 

Xა=დCდ(X, ა) (I1==1,2,...) (7) 

კოებადია ნებისმიერი საწყისი X-აCIთ, ხ) მნიშვნელობისათვის; 

2) §=11ი1 X„ ზღვრული მნიშვნელობა წარმოდგენს (2)! განტოლე– 
Mჩ->თ% 

ბის ერთადერთ ფესვს (თ, ხ) სეგმენტზე. 

დამტკიცება. განვიხილოთ ორი მიმდევრობითი მიახლოება: 

X„=დ(X, –), “+ 1=%(X,), 

საიდანაც 

%ი§1-–-X# =CV(X,)--–დ(X, -1). 

ლაგრანჟის სასრული ნაზრდის თეორემის გამოყენებით შეგვიძლია დავ– 

წეროთ: 

შ“ი+1 ა “რ (ი-–Xი ჰდ” (X,), 

სადაც 

X, ს< ,ლXეი. 

ამრიგად, (6) პირობის საფუძველზე მივიღებთ 

IMი+1-–-Mე ლმ IXა--X, -1 1 (8) 

საიდანაც შეგვიძლია დავწეროთ (/1=1, 2...): 

IXი––X, |-ლ0 IX––Xი I, 
IXვ––Xა | == 0 IVა-––-X, |(ლ0"IV-––-Xე ს 

.” ""” 

Iს) “ელისს, (9) 

განვიხილოთ მწკრივი 

X0-+-CX,––-Xე) +(CXა-–X) C... –-CVი--Xი -)+..., (10). 

რომლისთვისც X», მიახლოებითი მნიშვნელობები წარმოადგენენ 

(M-L1)-ე კერძო ჯამებს, ე. 0. 

Xე=5ი+): 
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(9) უტოლობის თანახმად (10) მწკრივის წევრები აბსოლუტური სი- 

დიდით ნაკლები არიან იმ გეომეტრიული პროგრესიის შესაბამის წევ– 
რებზე, რომლის მნიშვნელი ძ<1. ამიტომ (10) მწკრივი აბსსოლუტურად 

კრებადია. ამრიგად, არსებობს 

Iს 5ც+1=I1ი1 X„=L, 
Mს->9% ი->% 

ამასთან, ცხადია, რომ LCILთ, ხ|)' 

ახლა, თუ გავითვალისწინებთ თდ(X) ფუნქციის უწყვეტობას, მაშინ 

(7) ტოლობაში ზღვარზე გადასვლით მივიღებთ: - წ” 

§=თ(წ). (11) 

ამრიგად, § არის X=დ(Xი) განტოლების ფესვი. ახლა ვაჩვენოთ, 
რომ ეს ფესვი ერთადერთია. მართლაც, თუ 

=0ი(5), 02 
მაშინ (11) და (12) ტოლობებიდან მივიღებთ: 

§-§=Cთ(§)--ი(§), 
რომლის მარჯვენა ნაწილის მიმართ ლაგრანჟის თეორემის გამოყენება მოგ- 

ვცემს 

§-ნ=(8-5C(ძი, 0CL§, §1, 
საიდანაც 

(§-–-§)(1-–დ”(0)=0. (13) 

რადგან 1-–დ”(0 #0, ამიტომ (13)-დან შეგვიძლია დავწეროთ C--=0, 

§=წ, ე. ი. § ფესვი ერთადერთია. 

შ ენიშვნა. 1. ძ# რიცხვად შეგვიძლია ავიღოთ | დ” (X)) ფუნქ- 
ციის უმცირესი მნიშვნელობა ან ქვედა საზღვარი როცა ილ=ჯიდხ. 

შენიშვნა 2: თეორემის პირობებში იტერაციის მეთოდის 

კრებადობა დამოკიდებული არ არის Xჯე·CIი, ხ|) საწყისი მნიშვნელობის 
შერჩევაზე. ამის გამო გამოთვლებში დაშვებული ცალკეული ცდომი- 

ლება, რომელსაც არ გამოვყავართ Iთ, ხ) სეგმენტიდან, გავლენას არ 
მოახდენს საბოლოო შედეგზე, რადგან შეცდომით მიღებული მნიშვნე– 
ლობა შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც ახალი საწყისი Xე მნიშვნელო–- 

ბა. ეს თვისება იტერაციის მეთოდს, გამოთვლების მიმაCთ, ხდის ერთ- 

ერთ საიმედო მეთოდად. ცხადია ამ მეთოდის გამოყენების დროს დამ- 

ვებულმა სისტემატიურმა შეცდომებმა შეიძლება ხელი შეუშალონ 

სასურველი შედეგის მიღებას. 
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ახლა განვივილოთ ცდომელებას შეფასებას საკითზე. (9) ფორმული- 

დან შეგვიძლია დავწეროთ 

სიკი “– სე|ლ)იისი–Vწგვ+ი-) + | ნგ+ი-1-–-%Xგ+ჯ-21+ 

იწ“. .შ+IXVI-L-X, | დ05'27“1| X, –Xე| +491“? X-XII + 

+-..+0"IX,--X-| =0%")X, –XI(1+09-+01-+ ·-· ·+0”9“1). 

გეომეტრიული პროგრესიის შეკრებეთ მივიღებთ: 

  

  

1-ე0 . ე 
IMგაი-X-| <0" XC -–XVI –9< ? |XL –– XიL 

1–ი 1– 

თუ 0-5 და მხედველობაში მევიღებთ, რომ 10 X,.,ე=§, მაშინ 
ი-“>თ 

უკანასკნელე დამოკადებულებადან შეგვეძლია დავწეროთ 

ეი" 

|ნ-Xი| <= 1 IX, –– XI · (14) 
I 

ამ დამოკიდებულებიდან ჩანს, რომ ი3150ც22) პიივცესა იქნება მით 

უფრო სწრაფად კრებადი რაც უფრო მცირეა 0 რიცხვი. 

გავეცნოთ კიდევ ერთ ფორმულას, რომელსაც ღეუიე გამოყენება 

აქვ ცდომილების შეფასებასათკჯის ზიგევრთ»თ მემთხვევამი.1 ვთქვათ 

I00)=X–CდVი. 

ცხადია, რომ I" (X)=–1--0 (9 >! –- ი. აქ1ე25.:5, /(61=ე პეარობეს გათ – 

ვალისწინებით, მივიღებთ: 

IMგ---0(Xგ) 1= IICX,) -–I(6)  ლ–1IX,--§ 1“ II CV 0)I2>>(1--თ) IX---§ს 

სადაც X„C(X,, §) და, მაშასადამე 

' = (X-6|ლ 1%ი-9C%) | , 15 –ი 09 
ე.) 

|§- ჯ, | ლ!“ %I , (16) 

1-4 
(8) ფორმულის თანახმად გვექნება 

' -# I = _ 9, IXგ-–-Xი –1 ს (17) 

1-ძ 

საიდანაც, თუ ძლ +, გამომდინარეობს უტოლობა 

|§-X.ა)ლ IMXი-Xიგ-1ს 
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ე. ი. ამ შემთხვევაში IX,„--X, I<8 უტოლობიდან მივიღებთ 

|ზ–-Xგ|I< 8. 

შენიშვნა 3. არსებობს გავრცელებული აზრი, რომ თუ იტე- 

რაციის მეთოდის გამოყენებისას მიღებული ორი Xე -ე და X, მიახლოე– 
ბა ემთხვევა ერთმანეთს მოცემული 8 სიზუსტით, მაშინ იგივე სიზუს- 
ტით ადგილი აქვს ტოლობას LX. ზოგად შემთხვევაში ეს დასკვნა არ 
არის სწორი (ნახ. 13). უფრო მეტიც, მარტივად შეგვიძლია ვაჩვენოთ, 

რომ .თუ «”(X) ახლოსაა 1-თან, 

მაშინ |ნ--X.) სიდიდე შეიძლება “1 
იყოს დიდი, თუმცა IX-X -)| 

სიდიდე –– საგრძნობლად მცირეა. 

იტერაციის პროცესი უნდა გა- 

„ ვაგრძელოთ 

|Xი ––Xი-1| = 3-9 · 6 
9 I 

უტოლობის შესრულებამდე, სადაც ! 

    

  

  

ა? | 
ყ MI 

' 

' 

' ' 

, I 

· ' 

' ' 
, გ < 

' ' 
ჯ 1 · 

” | წინა 

ხნ > 
ნახ. 13 

|ხ–Xე |= Iდ(§)--დ(Xე -1))== |8–Xე -) |“: Iდ(X, -))|ლმ)ნ--Xი-11 

68 არის C ფესვის მოცემული ზღევ- 

რული აბსოლუტური ცდომილება 

და |დ”(X) |ლ-.მ. Lმაშინ (17) ფორმუ- 0 

ლის თანახმად გვექნება 

|§-–Xი 1<<8, 
ე. ი. 

ხ=Xჯა+C 

შევნიშნოთ რომ, თუ 

X,„=დCთ(Xგ-)) 

და 

§=%XC), 
მაშინ 

(X--. C (XV -, §), 

ე. ი 

I--X, |=< |§-Xი – I 

ამრიგად, კრებადი იტერაციის პროცესის შემთხვევაში |2-X,) ცდო- 

მილება მონოტონურად მიისწრაფვის ნულისაკენ, ე. ი. ყოველი X,„ მნი- 

შვნელობა უფრო ზუსტია ვიდრე წინა X,.,; მნიშვნელობა. რა თქმა 

უნდა ყველა ამ დასკვნებში უბდ /ლებელყოფილია დამრგვალებათა ცდო- 
117



მილებები, ე. ი. ივარაუდება, რომ მიმდევრობეთ მიახლოებებს ვპოულობთ 
ზუსტად. 

პრაქტიკაში ისეც ხდებ არომ უხეში მეთოდით ადგენეხ წ ფესვის არ- 

სებობას და იტერაციის მეთოღეთ მოეთხოვენ მიიღონ ფესვის საკმაოდ 

ზუსტი მეახლოებეთი მნიშვნელობა, ამასთან (6) ტოლობა ჯსრულდება 

ამ ფესვის მხოლოდ რაიმე (თ, ხ) მიდამოში. აქ X, საწყისი მნიშვნელობის 

· უხეიროდ შერჩევამ შეიძლება გამოიწვიოს X,„=თდთ(X, -) '(”M=1.)2,...) 

მიახლოებებეს გამოსვლა (თ, ხ) შუალედედან ან შეიძლება დაკარ გონ 
კიდევაც აზრი. ამიტომ სასარგებლოა თეორემა 1-ის კიდევ სხვა სახის ფორ-. 

მულირება 

თეორემა 2. ვთქვათ დ(X) ფუნქცია განსაზღვრულია და უწ- 

ყვეტი რაიმე Iთ, ხ) სეგმენტზე, ამასთან 

X==დ(X) (18) 

განტოლების § ფესვი მოთავსებულია უფრო ვიწრო სთ, ჩI შუალედზე,კ 

სადაც 

1 1 "კ შ 
C=0- – (ხ--თ, ჩ=ხ– _C-–თ (ნახ. 14) 

  
' · „” “ · 
აეეეესეეეეიი-–“ 5 

ეაუეს“' -–-__- 
–_ ნახ. 14 

თუ ა) Iთ (XII ლძ<1, ილ–Xჯ<ხ; ბ) საწყისი "მიახლოება X CIთ, ჩ), 

მაშინ: 

1) ყველა მიახლოება მოთავსებულია (ძ, ხ) შუალედში, ე. ი. 

X„=დ(X, -,)C (თ ხ) (#M#=1, 2,...); 

2) («,) მიმდევრობა კრებადია, ე. ი. არსებობს 

III Xგ=წ, 
ი->-თ 

ამასთან § არის (18) განტოლების ერთადერთი ფესვი I, ხI სეგმენტზე; 

3) მართებულია (14) შეფასება, 

დამტკიცება. 1) ვთქვათ XაCIთ, ჩ 1, მაშინ აზრი აქვს X,= 

=Cდ(XI) ტოლობას. L=დ(L) ტოლობის გათვალისწინებით ლაგრანჟის 

თეორემის თანახმად მივიღებთ: ს 
, –ძ 

IX--–-§| = Iდ(Xა)-–დ(5)| = IXე–– 51 · Iდ (Xე) | 94(ჩ-––თ) < “ 
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აქედან X,C(თ, ჩნ). საზოგადოდ, თუ ჯე -1C (თ, ხ) (M=1,2,...) და IL. – 

–§< 2=, მაშინ აზრი აქვს X„=დთ(, -) ტოლობას და 

1Xგ-– 6) – Iდ(X, -)-–დთ(§)| – IX» ---§ I" Iდ (V,-)) I<404 2 1-§ <”>“. 

ამრიგად. X, C(თ, ხ), სადაც #=1,2,.... 

თეორემა 1-ში მოყვანილი დამტკიცებების ანალოგიურად მარტივად 

მტკიცდება 2) ღა 3) ღებულება. 
შენიშვნა 4. ვთქვათ (18) განტოლების § ფესვის რაიმე (თ, ხ) 

მიდამოში დ”(X) ინარჩუნებს მუღმივ ნიშანს და შესრულებულია უტო- 

ლობა 

Iი0 (X) |ლძ<1. 

თუ დ (X9>90, მაშინ X,=დV, -)) მიმდევრობა მონოტონურად კრებადია 

§ ფესვისაკენ. 
თუ თ'(1<0 მაშინ (X,) მიმდევრობითი მიახლოებები მერყეობენ 

§ ფესვის მახლობლობაში. 

მართლაც, 1) ვთქვათ 0=დ/ (X=ძ<1 და, მაგალითად, Xე< 6. 

მაშინ 

X,-–-–ნ=Cდთ(Xე)––დ(§)= (X-–– §)დ”(§,)<90, 

სადაც §)1 C(Xი, 6), ამასთან 

I--ა§|)ლიIX---–-  I< IMე–– 6I. 
მაშასადამე, 

Xე<=X1<- 8. 

მათემატიკური ინდუქციის მეთოდის გამოყენებით მივიღებთ: 

Xე<-X–< X.<...< 6. 

ანალოგიური შედეგი მიიღება როცა Xე >>6. 
ამრიგად, დ”((9>>0 შემთხვევაში საკმარისია ჯა საწყისი მიახლოება 

შევარჩიოთ § ფესვის 'შემცველ (ი, ხ) მიდამოში: ყველა დანარჩენი 

X,(M=1,2,.. .) მიახლოება მოთავსდება ამ მიდამოში და ჩ ნომრის 

გაზრდით ისინი მონოტონურად მიუახლოვდებიან § ფესვს. დ 

2) ვთქვათ –– 1=––ძლ=დ”(X=0 და, მაგალითად, Xა<§, ამასთან 

X,=დLX)) C(ძთ, ხ). 
გვაქვს 

X,---– §=დ(X))--–თ(§)=(X,-–- §)თ(§,) >>90, 
ე. ი. 

X->6 ღა IX, -–-5)<X-–-ნI. 
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წინა მსჯელობის ანალოგიუოად მივიღებთ: 

ჯა Vა<...ლ 5<...<Xე< X) 

ე. ი. მიმდევრობითი მიახლოებები იქნებიან ხან (ნაკლებე ხან მეტი § 

ფესვზე. 
ამრიგად, 49'(2 <0 შემთხვევაში, თუ ორი Xე და ჯე) მიახლოება ეკუ” 

თვნის L ფესვის (ი, ხ) მიდამოს, მაშინ ყველა დანარჩენი X,(1=2,3,...) 

მიახლოება ასევე მიეკუთვნება ამ მიდამოს, ამასთან: (X,) მიმდევრობა 

„შემოეხვევა“ § ფესვს. 

ცხადია, როომ 

|16-X (> I-V –-1 IL 

იტერაციის მეთოდის გეომეტრიული შინაარსი მდგომ. 
რეობს შემდეგში: (2) განტოლების ამონახსენი არის ყ=Xჯ და ყ= 
=დ(X) ფუნქციათა გრაფიკების გადაკვეთის წერტილის აბსცისი. 

ავიღოთ რაიმე „1ე (Xი, :V0(X-)) წერტილი და ავაგოთ „ე #83),1185 ა 44 .... 

ტეხილი წირი. )4ე, #1); #4... წერტილები ძევს /=CV(X) წირზე, ბოლო 

8), 8.... წერტილები ყ=); წრფეზე. /#,ე და 8,; 4, და 8, და ა. მშ. წერ- 
ტილების საერთო აბსცისები (ნახ. 15) შესაბამისად X,, Xეა,... წარმო- 
ადგენენ = ფესვის მიახლოებით მნიშვნელობათა მიმდევრობას. ”შეიძ- 
ლება აღნიშნულ ტეხილებს ჰქონდეს სხვა სახე. თუ Cთ '(0->0, მაშინ 

მიიღება ნახ. 15-ხე ნაჩვენები „08,411 8.4.... ტეხილი, ხოლო თუ 
დ”'(X)<0, მაშინ მიიღება მე-16 ნახაზზე. ნაჩვენები 4ი081.418:#4<:... ტე- 

ხილი. 

შევნიშნოთ, რომ თუ § წერტილის მიდამოში დ” (X) აკმაყოფილებს 

Iდ”(X)| –ლ1 პირობას, მაშინ (როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ) იტერაციის 

პროცესი კოებადია, ხოლო თუ |დ”(X9) |>1 –– განმლადი (ნან. 17 და 

18). 

ისმის კითხვა /(X1=0 განტოლებისათვის - როგორ! შევარჩიოთ დ(X) 

ფუნქცია, რომ 

ჯ=დთდ(02 (19) 

განტოლების მიმართ 'მეიძლებოდეს იტერაციის მეთოდის გამოყენება. 
საჭიროა (19) სახის ისეთი წარმოდგენა, რომ 

Iდ (9 |ლძ<1. (20 

ამასთან, რაც უფრო მცირეა 0, მით უკეთესი იქნება ამ პროცესის კრე- 

ბადობის სიჩქარე. განვიხილოთ /( X)=0-ის ეკვივალენტური განტოლება 

X=7,(2)-+X, 

სადაც 7. ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია. 
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8, 1 
აა ეეიიო 
(ლო 1 L- 2 

0 0 Xჩჯ.-. დ ჯX, «>. 

' – –_–_ 

ნაზ. 15 ნახ. 16 

« "IV" 
ყ 

7 ___ , 
' ( 

' ' 
I ' 
4 ! ' “ ' 
' ' --X8 ! 

| : 'I'XI. | 
! ' . (6. ა ' 
' ' 'მ41+- + -წ4ი. 

' . წს %. 
I ' ხს! !" ა» რ) 

' ! ' / წყეიე) C 
“ს-ა”: ,  "“ო=”=!რ-»“უპ_ა. LL" 

: 25 «, თვ. X+X-ი : X, %. წ < X- “, 
– 

ნახ. 17 ნახ. 18; 

ამრიგად, 

თ(0=7100--X. 

7 უნდა შევარჩიოთწისე, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 

Iდ”(X) |= II (V) +1|<1, 
საიდანაც 

–-2<21. (X)<0. 

ამ პირობიდან ჩანს, რომ #-ს მნეშვნელობად შეიძლება ავიღოთM 

1 
2=+4+ --, 
+ 

სადაც. XVI არის II (9 I-ის უდიდესი მნიშვნელობა |თ,6)-ზე, ამასთან ნი–- 
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“მანი შეირჩევა ისე, რომ 1-ს ჰქონდეს I (X)--ის: საწინააღმდეგო ნი- 

"მანი. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ 

X9-+L+X––1000=0 (21) 

განტოლების უდიდესი დადებითი ფესვი 10-1 სიზუსტით. 
ამოხსნა. უხეშ საწყის მიახლოებად „მივიღოთ Xა=10, ამას- 

თან ცხადია, რომ L<Xჯე. (21) განტოლება ჩავწეროთ შემდეგი სა- 
ხით 

  

X=1000–-–X2 (22 
ან 

ჯ= 2999 _ 1 (23) 
ლეე» X 

ან 

X=V/ 1000––X (24) 

და) ა. შ. ამ ვარიაწტებდან Cბპირატესობა აქეს (24) ფორმას, რადგან 
თუ ძირითად მშ უალედად ავიღებთ (9,10)-ს და; დავუშვებთ, რომ 

დი0=%V1000-–V, · 

      

გვექნება 

, - -- I 

X)= 2: ==ი 

საა 3V(1000--X)? 

აქედან 

აეაებებეეა–რ· _ 1 _ 
195127) =-ვ5- 590 300. 

გამოვთ ვაღლოთ X, მიმღევრობითი მიახლოებები ერთი სათადარიგო 

ნიშნით შემდეგი ფორმულებით: 

ყ,=1000--»,, 

X.=Vყხ  (M=0,1,2,...), 
შევადგინოთ მიღებულ მნიშვნელობათა ცხრილი, 

  

  

რადგან 1-––ი21, ამიტომ 10-4–-მდე 

ჩ 6ი ყი სიზუსტით შეგვიძლია დავუშვათ 

რომ =9,9667. 
0 10 990 
1 9.96655 990,02345 

2 9.96666 990,03334 

3 9,96667   
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მარტივი იტერაციის მეთოდის ბლოკ-სქემა 

'( ღასა დყისი ) 

    

        

  
  

3 
    
  

პროცესი 

  

  
CI დასასრული, ) 

| ბლოკ-სქემა M 2 

ა ირარიაშბ.ა 
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ბლოკ-სქემის აღწერა 

ბლოკი 2 –- წე ფუნქციის აღწერა, სადაც LC) არის >+=ყ(ჯ 
განტოლების მარჯვენა მხარე. 

ბლოკი 3 საწყისი მონაცემების შეტანა, სადაც XC საწყისი 

მიახლოებაა, 68 -- მიახლოების სიზუსტე, ხოლო MV –- იტერაციის რა- 

ოდენობა. 
ბლოკი 4-- იტერაციის რაოდენობის აღმნიშვნელ პარამეტრს #-ს 

ენიჭება საწყისი ნულოვანი მნიშვნელობა. . 

ბლოკი 5 –– X ცვლადს ენიჭება საწყისი XC მიახლოება. 
ბლოკი 6 –– საწყის LC წერტილში ითვლება # ფუნქციის მნიშვ- 

ნელობა. 

ბლოკი 7 -- იტერაციის რაოდენობა იზრდება ერთით. 

ბლოკი 8–- მოწმდება პირობა იტერაციის ბიჯის” რაოდენობამ ხომ/არ 

გადააჭარბა დასაშვებ რაოდენობას. 

ბლოკი 9-- მოწმდება პირობა მიღწეულია თუ არა საჭირო" სიზღსტე. 

ბლოკი 10 -– Xჯ ცვლადს ენიჭება ამ წერტილმი გამოთვლილი ჩ7= 

=#ჩ(ე ფუნქციის მნიშვნელობა. 

ბლოკი 11--XC საწყისი მიახლოება იცვლება #(X) ფუნქციის მნიმ- 

ვნელობით. 
ბლოკი 12 -- ხდება მიახლოებითი ამონახსნისა და მის პოვნახე 

დახარჯული იტერაციის რაოდენობის ბეჭდვა. 

ბლოკი 13-–- ხდება ინფორმაციის ბეჭდვა, რომ პროდცესი არ იკ- 

რიბება, 
მოცემული ბლოკ-სქემის შესაბამის პროგრამას ზემოთ, ხელით ამოხ– 

სნილი პირველი მაგალითისათვის ექნება შემდეგი სახე: 

C MXMI0/ II060CIნ6IX 11189 #IIII): 
ს(X)=(1C:CC-––X)""(1./ვ) , 
XCჩI0 (5,11XC, 86, M ' 

) L0LM#1წ(5L 15. 5, 16) 
X=2იC 

#=C 
ბვ V=CX) 

#=X-+-I 
IC (C--M) 9, 9, 9 

2 IC (585 (V-X). LC.C) C0104 
X=V 
6010 5 

ტ XC=V 
VII (6, 61:XC, #



ი იეი?MაL (1 IX, ”(Iბ43. 3:(X9. 22: X7=, წI9.3,X. ,L01IIV. 
MI606. I = "15) 
5100 
VII6 (6, 7) 
ნ00M40I CI60IICC 86 CX0M.) ) 
§5”0ი 
ნM0 
II0II6. 3089. X0ნLL. XC =9.967 L0IIIL- ILII8Lს. =2 

–
ჟ
C
)
 

მაგალითი 2. ვთქვათ მოცემულია განტოლება 

ჯბ“–X-1=0. (25) 

რადგან /(11=--1<0 და /(21=5>0, ამიტომ) განტოლების § ფესვი 
მოთავსდება (1, 2) შუალედში. (25) განტოლება შეიძლება ჩავწეროთ 
აგრეთვე შემდეგი სახით 

X=X"-1 (26) 

აქ დ(X)=X1--1, დ”'(X)=3X?. ამიტომ დ” (X)>>3, როცა 1=X=<2 და მა- 

შასადამე, იტერაციის პროცესის კრებადობის პირობები არ სრულღე- 

ბა, 
თუ (25) განტოლებას ჩავწერთ 

X=V/ X–+1 (27) 

სახით, მაშინ გვექნება 

- 1 
V(X =9 I ბ–- C ) == V X+1. და 'ს (ე) 3 #(CX+ 1)? 

აქედან 0<VI"I(X) < ––– 37 > < +, როცა 1ლ–X5<2, 

ამრიგად, იტერაციის პროცესი (27) განტოლებისათვის სწრაფად 

შესრულდება. 

სავარჯიშო 

1. ვიპოვოთ X/ჭძ-2X--4=0 განტოლების დადებითი ფესვის იზოლა- 

ციის შუალედი, 

2. ვაჩვენოთ, რომ (1,2) შუალედში მოთავსებულია X9 ++ ჯ"-–- 11 =0 

განტოლების ერთი ფესვი. 

3, ვიპოვოთ Xჯ'-MX-–--3 = 0 განტოლების რომელიმე ფესვის მიახ- 
ლოებეთი მზეშვეეღლობა და მევაფპჰოთ მისი ცდომილება, 

4, ამოვხსნათ გრაფიკულად 2-–-ყნ––-X=0 განტოლება, 

5. შუაზე გაყოფის მეთოდით ვიპოვოთ X1-L X1-- 8=0 განტოლების 
ფესვი, რომელიც მოთავსებულია (0,4) მკუუალედში. 
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6. ქორდების მეთოდით ვიპოვოთ X%შ-L3X--20=12 |განტოლების:| 
ფესვი 0,01 სიზუსტით. 

7. მხებთა მეთოდით ვიპოვოთ X%-2--5=0 განტოლების ფესვი 

0,01 სიზუსტით. 

8. ქორდათაზდა მხებთა კომბინირებული მეთოდით” ვიპოვოთ X98--X2- 
--7=0 განტოლების ფესვი (2, 3)ზმუალედში 0,001 სიზუსტით. 

9. იტერაციის სმეთოდით ვიპოვოთ Xბპ--2ს?-4X--7=0 განტოლების 

ფესვი 0,01 სიზუსტით. 

10. მხებთა მეთოდის ორჯერ გამოყენებით ვიპოვოთ X#1ძ-8X-L1 =0' 

განტოლების ნამდვილი ფესვის მიახლოებითი' მნიშვნელობა (1,6; 2) 

შუალედში. X» და X. გამოვთვალოთ მძიმიდან ორი ნიშნის სიზუსტით 
და შევაფასოთ Xჯ,-ის ცდომილება, 

V თავი 

ალგებრულ განტოლებათა სისტემების ამოხს5ა 

§ 1. ალბებრულ განტოლებათა სისტემების ამოხსნის მეთოდთა 

ზოგადი დახასიათება 

პროაქტიკამი მრავალი საინჟინრო ამოცანა დაიყვანება შემდეგი სა– 

ხის განტოლება სისტემის ამოხსნაზე 

/1CVV) Xაიც... X.) =0 

ა. ... 
(1 

/ონი, Xა,... Xგ)=0,, 

სადაც / –- უცნობთა რიცხვია, 71--– განტოლებათა რიცხვი, ხოლო /,(,, 

Xა -.. XV) (,(=1,2,ც...)/) -––- სახოგადოდ არაწრფივი ფუნქციებია /1156CI1. 

XI X2,..სX, მნიშვნელობათა ერთობლიობას ეწოდება (1) სის- 

ტემის ამონახსენი, თუ იგი ამ სისტემის ყველა განტოლებას 

გადააქცევს იგივეობად. 
(1) სისტემას ეწოდება თავსებადი, თუ მას გააჩნია ერთი მა– 

ინც ამონახსენი, თუ ამონახსნთა სიმრავლე ცარიელია, მაშინ) სისტემას 

ეწოდებ არათავსებადი. 

პრაქტიკული თვალსაზრისით დიდი მნიშვნელობა აქვს იმ შემთხ– 

ვევას, როცა /,((= 1,2,.. .#I) ფუნქციები წარმოადგენენ X, X.,..., X, 

უცნობთა წრფივ ფუნქციებს. სწორედ ასეთი "შემთხვევისათვის ფარ- 

თოდ არის დამუშავებული ამოხსნის, როგორც ანალიზური, ასევე რიც- 

ხვითი მეთოდები. მეორე შემთხვევისათვის კარგად არის შესწავლილი: 
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ამონახსნის ჯარსებობის ანალიზისა და მეთოდთა კრებადობის პროცესის. 
აპარატი. 

წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემების ამოხსნის მეთოდები: 
იყოფა ორ ჯგუფად: 1) ზუსტი მეთოდები-- წარმოადგენენ 

სისტემის ამონახსნთა გამოთვლის სასრულ ალგორითმებს (ასეთებია. 

მაგალითად, კრამერის წესი, გაუსის მეთოდი, მებრუნებული მატრიცის 

მეთოდი და სხვ.). 2) იტერაციული მეთოდები -––საშუა- 

ლებას გვაძლევენ, მოცემული სიზუსტით, კრებადი უსასრულო პროცე- 

სების გხით, ვიპოვოთ სისტემის ამონახსნები (მათ რიცხვს ეკუთვნის: 

იტერაციის, ზეიდელის, ოელაქსაციის მეთოდები და სხვ.). 

გარდაუვალი დამრგვალებების შედეგად ზუსტი მეთოდების შედეგე– 
"ბიც კი წარმოადგენენ მიახლოებით მნიშვნელობებს, ამასთ ან ამონახ– 

სნთა ცდომილებების შეფასება, ზოგად შემთხვევაში, დაკავშირებულია. 

დიდ სირთულეებთან. 

შევნიშნოთ რომ იტერაციული მეთოდების ეფექტური გამოყენება 
დამოკიდებულია საწყისი მიახლოების შერჩევაზე და პროცესის კრე–- 

ბადობის სიჩქარეზე. 

§ 2. პრამერის წესი 

განვიხილოთ /-–- უცნობიან ი წრფივ განტოლებათა სისტემა: 

თე)XI +რთფაVი +... +რფაის =ხ, 
რთა1X) +რთააVა +... –თიიXა = ხა 

სმ ნთ ნნნ თბთი (1) 

სადაც 011, თ)ი,...,0,, კოეფიციენტები და წ,, ხა,... ხე თავისუფალი წევ– 
რები ცნობილი რიცხვებია, ხოლო X),Vი, ...საV, –– უცნობები. 

განვიხილოთ (1) სისტემის უცნობების კოეფიციენტებისაგან შედ- 

გენილი მატრიცა 

თეს რC1ი...C1, 

ასევე, თავისუფალი წევრებისაგან და უცნობებისაგან შევადგინოთ 

სვეტ-მატრიცები: 

ხ, % 
8= # · X-- Vი 

ხ, X, 
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თუ გავიხსენებთ მატრიცების გამრავლების წესს და მატრიცების 
ტოლობას, მაშინ X1) სისტემა მატრიცული ფორმით ჩაიწერება ასე: 

4X=8. 

განვიხილოთ (1) !სისტემის დეტერმინანტი 

  

011 Cე9..·.თი 

თა რCაა...0ი 
I4(=|) 1 “| =ბ, 

ა ღეტერმინანტის ;-ური (ჯ=1,2,... #8) სვეტის ელემენტები შეევ- 

ცვალოთ 8 მატრიცა-სვეტის შესაბამისი ელემენტებით ღა მიღებული 

დეტერმინანტი აღვნიშნოთ 2, სიმბოლოთი: 

აეს ა > 
#ტ,= | 92) «+. 69./-) __. ჯ1= 

თეორემა, თუ 250, მაშინ (1) სისტემას აქვს ერთადერთი 

ანონახსენი, რომელიც მოიცემა ფორმულებით: 

X,= –, /=1, 2... (2) 

დამტკიცება. ვაჩვენოთ რომ M”V=74-18 არის 4X=8 გან- 

ტოლების ანუ (1) სისტემის ამონახსენი, მართლაც, 

4V =/4(4-18)=(44-1)8 =%.8 =8. 

ახლა ვაჩვენოთ ამ ამონახსნის ერთადერთობა, ვთქვათ 27 არის 

4X=8 განტოლების ამონახსენი და 75-+/, ე.ი. 42=8. ამ ტოლობის 
ორივე ნაწილი გავამრავლოთ მარცხნიდან 4-1-ზე, მივიღებთ 

4“1(42)=4“18, (44“1)2=V”V, 2=ბა, 27 =V. 

ე. ი. (1) სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსენი, რომელიც გამოითვლება 

ფორმულით : 

X=/-)8= 1 458, (3) 

სადაც 4" არის 4 მატრიცის მიკავშირებული მატრიცა. მატრიცების 

გამრავლების წესის თანახმად გვექნება 
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4ც 4... ს /ხ 
__. 

: 23 

რ#რეცხ,+-4მეხა-L...+ 4,ხ, (4) 

_1 4, იხ, + რეხა +.-.-+ #ი:ნი 

ტ –_-“"'"'”'' 

/#ე„ხ,+ #აეხა+ ...+ ჩეხ 

აქ #4,, წარმოადგენენ 0,, (CI, ,/=1,2,...,,ს) ელემენტების ალგებრულ 

დამატებებს. დეტერმინანტის ერთერთი თვისების საფუძველზე შეგ- 

ვიძლია დავწეროთ 

#,,ხ, +4ა,ხა-+...+4ტ,)ხ, =#ტ, 

#,ახ1 +4 ახა -L... +/4 ინი =/ე 

#,ხ –+/აიხა+L.--.-+/ც„ხე=რია. 

ამ უკანასკნელის გათვალისწინებით (4)-დან მივიღებთ 

/ 

ბ, 

ტ 
X. ბ, ტ 

X X LL _ 1/ ბე 2 

– : ი( : „ეაუე–"” 
X, ბი : 

M 

ბ, 

აქედან 'X;= -III =1,2,...7) თეორემა დამტკიცებულია, 

(2)-ს უწოდებენ კრამერის ფორმულებს. (3) არის 

კრამერის ფორმულების მატრიცული ფორმა, 
მაგალითი. ამოვხსნათ განტოლებათა სისტემა 

X––-3X.-LXვ=0 

2X, + 2Xე–“-3Xვ =–-5 

4X––X2 + 2Xვ=--2. 

ამოხსნა, გამოვთვალოთ სისტემის დეტერმინანტი 

1–=3 1 

#= | 2 2 ––3 =39 

4 –-1 2   
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და დამხმარე დეტე ომინანტები: 

1 0 1 

2-5-3 

4-2 2 

0 –3 1 

– 5 2-3 

–2--1 2 

4. = =-–-39; #ტ»ა= =0: 

  

  

    
1-3 0 

#ხე=|)2 2-5 
4-1-2 

=39. 

  

(2 ფორმულების თანახმად 

Xვ= ა __), Xაგ = <5 =0, Xვ = 

პასუხი, C–1, 0, 1). 

§ ვ. შებრუნებული ·მატრიცის მეთოდი 

ვთ ქვათ მოცემულია წრფივ განტოლებათა სისტემა 

0,1X, -++თ,აXა -L... +-თ,უXგ =ხ, 

0:1X, -LCთიიXი +... + თ გXგ = ხა ძა 

რი .X.-+- რ რიაX +... + ძიიX =ხეა 

ანუ 

4X=8, (650, 

სადაც გამოყენებულია წინა პარაგრაფის აღნიშვნები: 

Cე1 02---თი X1 ხ, 
ძ Cიი...4 Xჯ 4= 21 («22 2» X= · , 8= - 

რიე რი... რიი X, ხ, 

თუ 4 მატრიცა არაგადაგვარებულია, ე. ი. |,4|5-0, მაშინ (1) სის- 

ტემა თავსებადია და მისი ამონახსენი მოიცემა ფორმულით 

X= 1 4"შ8=/4-8, C) 
I4| 

მაგალითი. ამოვხსნათ წრფივ განტოლებათა სისტემა: 

2X,––Xვ -LX, =–-1 

| XI –+-Xვ––Xვ -L2Xგ=2 (ვა 

X.-––Xე +2Xვ-–X, =–-1 

' 3X, +2X; --Xვ +-Xკ =0. 
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ამოხსნა. განვიხილოთ მატრიცები: 

2 0-1 1 X, = 
1.1-1 2 X 2 

4=(| 1-1 2-1 V”/ X=|I „/ 5=(! _. 
3.21 1 X, 0 

გამოვთვალოთ სისტემის დეტერმინანტი 

    

  

  

  

            

  

2 0 –-1 1 20 –1 1 

I4I= I| 1–1 2) | 1I1I –1. 2! _ 
(I1-61.2 1|)| |I2.0. 1. 1. 

3 2 1 1 1 0 3 –3 

2 –1 1 

=1-/ეა=(– 1)?+27,V(/„, = 2 1 1 | =–-14. 

1 3 –-3 

და ალგებრული დამატებები: 

1 –1 2 1 –1 2 

4.=)I 1 2-1 =-6 /#აე=-)1 2 --1 I=ქ, 

2.1. 1 ' 3 1.1 

1 1 2 1 1 ––-1 

#4.ევ= 1 –-–1 ––11=7, – 1 –1 2| =5, 

3 2 1 ვ 2 1 

0 –1 1 –1 1 

რალ=-|)-1 2 –1 =4, #ტ4ა=)! 2 –11=5, 
2 1 1 1 1 

2 0 1 2 0 1 

#ევ=-–-)1 – 1 --1=–-–7 4:=) 1-1 2I=--15, 

3 2 1 ) 2 1 

0 –-1 1 2 –11 

#4ე,= 1 –-1 2 =0, «ვა =–- 1 =1 2 =7, 

2 11 ვ 1.1 

2.0 1 20 –1 

#4#ვვ= 1 1 2 =–7, 4ძ4ვკ=– 1 1 –-1 ==-7, 

3.2 1 32 1     
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0 –-1 1 2 –1 1 

რიალ-– 1-1 2=--+2, რა=)1 -! 2)=--6, 
–-1 2 –1 1 2 –-1 

2 0 1 2 0 –1 
რკვ=– 1 1 2 =0, 4), = 1 1 –-1 =4. 

1 –-1 --1 1 –1 2 

(2) ფორმულის გამოყენებით „ გილებთ! 

0 –2 1V 

1 ვ 7 –.6 2 
=–_ 48= –“–– = X= 17) 7 _7 –-7 0 –. 

5-15-–7 4 0 

14 –1 X1 X1= –1 

1 0 0 Xა Xე =0 

ლ“ 14) –14 17) -–Iუ XX II=> ! X3=1 
–28 2 Xკ : Xგ =2. 

პასუხი. (3) სისტემის ამონახსენია (––1, 0, 1, 2). 

§ 4. გაუსის მეთოდი 

წრფივ განტოლებათა სისტემის ამოხსნის გაუსის ანუ მიმდევრობით 

გამორიცხვის ალგორითმი გამოიყენება უფრო ხშირად ვიდრე სხვა 

ანალიზური მეთოდები, ამ მეთოდის არსი მდგომარეობს შემდეგში: 

"სისტემის განტოლებებიდან, უცნობთა მიმდევრობითი გამორიცხვით 

მოცემული სისტემა დაიყვანება მის ეკვივალენტურ საფეხურა (ანუ 

სამკუთხა) სისტემაზე. უცნობთა მიმდევრობით გამორიცხვა ხორციელ- 

დება მოცემული სისტემის გაფართოებული მატრიცის სტრიქონების 

მიმართ ე. წ. ელემენტარული გარდაქმნების გამოყენებით. ამ გზით 

მიღებული მატრიცა მოცემული სისტემის გაფართოებული მატრიცის 

ეკვივალენტურია. მიღებული მატრიცის შესაბამისი სისტემა კი –- მო– 

ცემული სისტემის ეკვივალენტური. სტრიქონების მიმართ მატრიცის 

ელემენტარული გარდაქმნები მდგომარეობს შემდეგში: 

1. ნებისმიერი რორი სტრიქონის გადაადგილება, 

2. ნებისმიერი სტრიქონის ყველა ელემენტის გამრავლება ნულისა–- 

გან განსხვავებულ ნებისმიერ რიცხვზე. 

3. მატრიცის ნებისმიერი სტრიქონის ელემენტების რაიმე რიცხვზე 

ნამრავლის მიმატებით სხვა, ნებისმიერი, სტრიქონის შესაბამის ელემენ– 

ტებთან. 
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განვიხილოთ M-უცნობიანი # წრფივ განტოლებათა სისტემა: 

თეა, + 0:X-+... + რკიX, =ხ, 
თ,2X1 + თაეXი“+L... + თა,Xე = ხი (ა) 

თი.9ე +იგიXა+...+ითძიგX =ხე. 

თუ თ))5-50 (თუ ძ,=0), მაშინ (1) სისტემის პირველ განტოლებად ავი– 
ღოთ ის განტოლება რომელშიაც X, უცნობის კოეფიციენტი განსხვა–- 

ვებულია ნულისაგან), მაშინ (1) სისტემის პირველი განტოლების ყველა 

წევრი გავყოთ თი,ე,-ზე, რომელსაც ვუწოდოთ პირველი ბიჯის წ ა მ ყ- 

ვანი ელემენტი, ხოლო ამ განტოლებას –– წამყვანი 

გა ნ ტოლე ბა, მივიღებთ: 

%.+რფა:Xა+-....“+“- რგიX =94,), (2) 

სადაც 

–-–_. (3) 
011 თ, 

ახლა (2) განტოლება გავამრავლოთ 0ი,,-ზე და მიღებული განტოლება 

გამოვაკლოთ (1) სისტემის მეორე განტოლებას. შემდეგ (2) განტოლება 

გავამრავლოთ თვე,:-ზწე და მიღებული განტოლება გამოვაკლოთ (1)-ის 

მესამე განტოლებას და ა. შ. ბოლოს (2) განტოლების ძეკ-ზე ნამრავ– 

ლი გამოვაკლოთ (1) სისტემის #-ურ განტოლებას, მივიღებთ განტო- 
ლებათა სისტემას: 

იმა, ნთ +. -+-ი0ბX,– ხის 
007 X--+- ისი Xვ+...-- 01 X, =ხჯ) (4) 

ით +020) X4+...-+-00XX, =ხ0), 
სადაც 

ძიალ=რწამერს.. ს. 
ხ,0ბ=ხ,–ძირთ CV ჩ>>2). 

ახლა ვთქვათ 0C1::550 და (4) სისტემის პირველი განტოლების ყველა 

წევრი გავყოთ 057 -ზე (მეორე ბიჯის წამყვან ელემენტზე), მივიღებთ 

X:–-– შევჯვ–+...+ ნაგMხგ= ძი, (5) 

სადაც 
9) C1) ძ ხ C-= 20 (->3) ძა=-–-5) 
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თუ (5) წამყვანი განტოლებისა და (4) სისტემის მიმართ ჩავატარებთ 

ზემოთ მოყვანილი მსჯელობის ანალოგიურ მსჯელობას, მივიღებთ 

განტოლებათა სისტემას: 

(2) 2 
თევ Xვ+.. -+ძ! »Xი =ჩ192, ) 

აიიი თითთით (6) 

იხია+... +019, =ხრ, 
სადაც 

ძI = ფე. –-ძი” 65 (/, # > 3). 

ხ:9= ხ(ა--იიშძ, / – 
2 

თუ ამ პროცესს გავაგრძელებთ ბოლომდე და ყველა ბიჯს პირველ 

განტოლებებს გავაერთიანებთ, მივიღებთ (1) სისტემის ეკვივალენტურ 
განტოლებათა სისტემას, რომლის მატრიცას აქვს სამკუთხედის ფორმა 

(სამკუთხა მატრიცა): 

XI-LCC, 2Xი-L CვXვ–+... + რაXე =ძ, 
X.-+ 0ავXვ+.. ·. ნაიXი =ძე 

თნ ნნნნნონთთბთა8ია (7) 
%ი + 6 -ი Xი=0ძი -) 

Xგ=ძეი. 

(7) სისტემიდან თანმიმდევრულად ვიპოვით უ”„ნობებს: 

%Xგ=ძეი 

+ 14” –1--6ი -იიXი 

X:==0ე–“-წევბვ--...–-–წიიXი 
X1==0:“–“-რი ინე“, ფოიXი 

ამრიგად, (1) სესტემის ამოსახსნე ლაღ საჭეროა, უცნობია გამო–- 

რეცხვის გზით, იგე დავიყვანოთ სამკუთხა სესტემაზე და შემდეგ ამოვ- 

ხსნათ. სამკუთხა სესტემის კოეფეცეენტთა მოჭქებნის პროცესს ეწოდე- 
ბა პირდაპირი სვლა, ხოლო სისტემის ამონახსნის მიღების 

პროცეს –– უკუსვლა. 

შენიშვნა. ამ მეთოჯეთ სისტემის ამოხსნეს პროცესში შეიძლე– 

ბა ვიპოვოთ 

I4 |=რთ,თნს · · · -ძი: ა). 

გაუსის მეთოდის რეალიზაცია მოითხოვს გამრავლებისა და გაყოფის 

_- თბ+-ვიბ-ი) ოპერაციის შესრულებას. 
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” მაგალითი 1, გაუსის მეთოდით ამოვხსნათ წრფივ განტოლე–- 
ბათა სისტემა: ' 

1 -++Xა-- Xვ–--–2X4=4 

2X+3Xე––-Xვ-+– Xგ=1 (8) 

4X,-––-2Xე--6Xვ=2 

5X-+4Xა– 5Xვ-1-2Xკ3=1. 

ამოხსნა. ძ,)=1 მივიღოთ წამყვან ელემენტად, პირველი გან– 
ტოლება –– წამყვან განტოლებად და ბოლო სამი განტოლებიდან გა- 
მოვრიცხოთ X, უცნობი. ამისათვის პირველი განტოლება მორიგეო- 

ბით გავამრავლოთ –- 2-ზე, --4-ზე და –-5-ზე და მივუმატოთ შესაბა- 
მისად მეორე, მესამე და მეოთხე განტოლებებს, მივიღებთ სისტემას: 

X:-- Xი-+- Xვ--2Xკ ==4 
Xე-–-3Xე+5X=--71 

–-6Xა--10Xვ-+-8Xკ=--14 

–-X---10Xვ-- 12Xკ=-–-19. 

(V 

'ანალოგიურად, (9) სისტემის მეორე განტოლება მივიღოთ წამყვან 
განტოლებად და მისი საშუალებით ამ სისტემის მესამე და მეოთხე 
განტოლებებში გამოვრიცხოთ X; უცნობი, რაც მოგვცემს 

X.-++LX5ა+- Xვ--2Xგ=4 

Xა––-პXვ+5X=--7 

–-28Xე-+38Xკ=-–-56 
––13Xვ-CL17X,=--26. 

(10) 

გამარტივების მიზნით ამ სისტემის მესამე განტოლება გავყოთ –-2-ზე 

და შემდეგ მეოთხე განტოლება მივუმატოთ მესამე განტოლებას, მი– 

ვიღებთ 

X.+-Xა-- Xვ--2Xკ ==4 

Xა-––3ავ–-5X=--7 ძ»M 

Xვ–-–2Xკ==2 

– '13Xე-L17X,=--26. 
ბოლოს მესამე განტოლება გავამრავლოთ 13-ზე და მივუმატოთ მეოთ- 

ხე განტოლებას, მივიღებთ სამკუთხა სისტემას: 

XI + X0+- Xვ--2Xკ4==4 

Xა–“3X3+-5X=-–-7 

Xვ--–-2Xგ=2 

–-–-9Xგ=0, 

რომლის ამონახსნია Xჯ=0, Xვ=2, Xე=--1, X, = 3 ანუ (3, ––1, 2, 0). 
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მოცემული სისტემის ამოხსნა პრაქტიკულად უფრო მოხერხებულია 
თუ გამოვიყენებთ სისტემის გაფართოებული მატრიცის ელემენტარულ 
გარდაქმნებს. ამ მეთოდის საილუსტრაციოდ განვიხილოთ 

მაგალითი 2. ამოვხსნათ განტოლებათა სისტემა: 

Xე--2Xა––-Xვ-I-Xგ==1 

2X-+Xა-L 2Xვ-+-X=--4 
მL––-Xე––-Xვ--2Xკ=-7 

–_ი--2Xა-+3Xვ+Xკ=5. 

(12 

ამოხსნა. განვიხილოთ (12) სისტემის გაფართოებული მატრიცა 

1-2-1 1) 1 
2.1 2 1|-4 

4= „ეაეაე–-..." 
-1-2 3 1) 5 

წამყვან ელემენტად მივიღოთ თ,,/= 1, ხოლო წამყვან სტრიქონად 
–- პირველი სტრიქონი: მეორე, მესამე და მეოთხე სტრიქონის ელემე5- 

ტებს მივუმატოთ -–– 2-ზე, –-3-ზე, და 1-ზე გამრავლებული პირველი 

სტრიქონის შესაბამისი ელემენტები, მივიღებთ ეკვივალენტურ მატ- 

რიცას (4-4): 

1-2-1 1 1 

0 4 4 –-1|-–6 

0.5 2 5)–10 

0-42 2 6 

4,= 

4,ე მატრიცის მეოთხე სტრიქონის ყველა ელემენტი გავამრავლოთ 

_--ზე, მივიღებთ (4,-–>+#4.)): 

1-2-1 1 1 
0 5 4 –-1|I-6 

4=I 0 5 2 -51--10 | 
0-2 1 1 3. 

4ა-ში წამყვან ელემენტად მივიღოთ, მაგალითად, თკკ=1 და წამ- 

ყვან სტრიქონად -- მეოთხე სტრიქონი. მეორე სტრიქონის ელემენ- 

ტებს მივუმატოთ მეოთხე სტრიქონის შესაბამისი ელემენტები, ხოლო 

მესამე სტრიქონის ელემენტებს მივუმატოთ მეოთხე სტრიქონის შე- 

საბამისი ელემენტები გამრავლებული 5-ზე. პიოველ სტრიქონს გა- 

მოვაკლოთ მეოთხე სტრიქონი, მივიღებთ C1 ;–+/ე): 
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1 0--2 0| –2 
0 3 §50|)| –3 

4-= (0-5 70)! § 
0-2 11!) 3 

გამოთვლებისას უმჯობესია ისეთი გარდაქმნების ჩატარება და წამყ- 

ვანი ელემენტების ისეთნაირად შერჩევა, რომ საქმე გვქონდეს მთელ 

რიცხვებთან (თუ ეს მოხერხდება). ამ მიზნით /#ვ მატრიცის მეორე 

სტრიქონის ელემენტები გავამრავლოთ 2-ზე, მივიღებთ (#43–+/4»: 

1 0 –2 0 | 2 

0 6 10 0 )| –-6 

4.=10-5 70! 5 
ბ –2 1 1 3 

მესამე სტრიქონი მივიღოთ წამყვან სტოიქონად და მისი ელემენტები 

მივუმატოთ მეორე სტრიქონის შესაბამის ელემენტებს, მივიღებთ (4კ –+ 
–#4): 

1 ბ –2 0 | –2 

0 1 17 0 | -–1 

4=10-5 70 5 
0 –2 1 1 ვ 

წამყვან ელემენტად ავიღოთ ძი::=1, ხოლო წამყვან სტრიქონად ––- 
მეორე სტრიქონი. მეორე სტრიქონის ელემენტების 5-ზხ ნამრავლი 

მივუმატოთ მესამე სტრიქონის შესაბამის ელემენტებს, ხოლო 2-ზე 

ნამრავლი მივუმატოთ მეოთხე სტრიქონის შესაბამისს ელემენტებს, 

მივიღებთ (C45–>/)): 

10 -–20| –2 1.0 –2 0| –2 
0 1 170| –1 0 1 17 0| –1 

4=! 00 920) 0 I>”L 000 10: 0 1 
0 0 35 1 1 0 0 35 1 1 

რომლის შესაბამის წრფივ განტოლებათა სისტემას ექნება სახე: 

X)--–-2Xვ=--2 

Xჯა-“+- 17Xგ=––1 

ჯვ=0 

35Xვ+X-გ=1. 

მ) სისტემა ეკვივალენტურია (12) სისტემის. (13)-დან შეგვიძლია დავ- 
ე ოთ: 

(13) 

Xვ=0, X.=1, Xე=-–-1, X.=--2. 

ამრიგად, მოცემული სისტემის ამონახსნია (-–2, 1, + 0, 1). 
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§ 5. ზეიღელის მეთოდი 

წრფივ განტოლებათა სისტემის მიახლოებითი ამოხსნის ზეიდელის 

მეთოდი არის მარტივი იტერაციის მეთოდის გარკვეული მოდიფიკაცია. 

ამ მეთოდის შინაარსი მდგომარეობს შემდეგში: X, უცნობის (#-L1)-ე 

მიახლოების გამოთვლისას გამოიყენება X,, X-,...,X; | უცნობებისათვის 

ადრე გამოთვლილი (#+ 1)–ე (მიახლოება. განვიხილოთ სისტემა: 

01)1XI+–-თ ისა“... + 0ე)აXი ==, 

თე1)V –რძეესე“+-... + მახე == ხა () 

ით 98 დ 4 2= ი ა 92 6 « · · 

რიე)XI -რიიXე +... +რიიX- =>ხი 

და დავიყვანოთ იგი შემდეგ სახეზე: 

X1=ჩ.ე--CთI1XI L+IX19Xი-+L...-+C1აXი 
Xი=ჩა–-C 91X1 +-Cთ ი0Xი+ ... “ხთ იაXი | (> 

ჯი =ჩე-Cთა1XL-“+LCთ,95X2+ .-+C»იგXი 

ანუ. მოკლედ 
ჩ 

=ჩ,+2 თ 1XIX) (I =1,2,...,I1)+ 

1=1 

ამ სისტემის ამონახსნის საწყის მიახლოებად ავიღოთ 

ჯი, ჯაი, ..., ჯე“), 

ამასთან, ცხადია უნდა ვეცადოთ, რომ ეს მიახლოება გარკვეული თვალ- 
საზრისით შეესაბამებოდეს საძიებელ X,, Xა,...X, უცნობებს. შემდეგ და- 

ვუშვათ, რომ ცნობილია ჩ-ური მიახლოება ჯიო) (1=1, 2,...,) და ზეი–- 

დელის მეთოდით ავაგოთ (ჩ”+1)-ე მიახლოება შემდეგი ფორმულებით: 
ჩ 

2ე0+0=ჩ, + ) თ, IX #M), 
(=1 

Xეტ+ს =ჩ,- თერ ი? თი)X /), 

|I=2 

(=1 
X,0+1=8, –- ა თ. ჯ) X/#+1) + ) თიM/ი 

1=1 

MI-–-1 : 

Xჯერ+ს=წჩა–- 2, თაკვერი Cგენეთ, 

I=! 
(-=0, 1, 2,...). 
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თუ ეს პროცესი კრებადია (იხ. L6)), მაშინ მისი ზღვარი იქნება (2) 

სისტემის ამონახსენი. 

ზეიდელის მეთოდი გვაძლევს უკეთეს კრებადობას, ვიდრე მარტივი 
იტერაციის მეთოდი, მაგრამ, საზოგადოდ მას მივყავართ უფრო მრომა- 

ტევად გამოთვლებთან. ზეიდელის პროცესი შეიძლება იყოს კრებადი 

იმ შემთხვევაში, როცა მარტივი იტერაციის პროცესი განშლადია და 
„პირიქით. ზოგჯერ ზეიდელის პროცესის კრებადობის სიჩქარე უფრო ნაკ- 

·ლებია მარტივი იტერაციის პროცესის კრებადობის სიჩქარეზე. 

შევნიშნოთ, რომ მარტივი იტერაციის პროცესის კრებადობის საკ- 

მარისი პირობა საკმარისია აგრეთვე ზეიდელის მეთოდის პროცესის 

კრებადობისათვისაც. 

მაგალითი. ზეიდელის მეთოდით ამოვხსნათ განტოლებათა სის–- 

ტემა 
10X,-LXა-L-Xვ=12 
2X) + 10Xა+–-Xვ=13 (3) 

2X) ++ 2Xე-L 10Xვ==14. 

  

ამოხსნა. ამ სისტემას მივცეთ იტერაციისათვის მოხერხებული 

ფორმა: 

X:=1,3--–0,2X,––0,1Xე (4 
X,=1,2-–-0,1Xე––0, LXვ 

Xვ==1,4--0,2X,--0,2Xა. 

ამონახსნის საწყის (ნულოვან) მიახლოებად მივიღოთ 

»,10=1,2; ჰX19=0; Xე(9=0. 

ზეიდელის პროცესის გამოყენებით, შეგვიძლია დავწეროთ 

Xა(0=1,3--0,2:-1,2--0,1 ·0==1,06 (5) 

X,00=1,2--–0,1 ·70-–0,1 ·0=1,2 

ჯე(0=1,4-–0,2 -1,2-–0,2 ·1,06=0,948. 

ანალოგიური მსჯელობით გამოითვლება მეორე მიახლოება: 

X#.ას =1,3--0,2:0,9992--0,1 -0,948=1,00536. (6) 
X,9,=1,2--0,1 ·1,06--0,1 -0,948=0,9992 

X(39==1,4––0,2 ·70,9992––0,2 ·1,00536=0,999098 
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და ა, შ. შევადგინოთ ცხრილი (ცხრ. 1) სადაც მოიცემა გამოთვლის შე– 

დეგები ოთხი ნიშნის სიზუსტით: 

  

  

  

ც ხრილი1 

ჯL X1(#) ჯარ) ჯემ) 

0 1+2000 0.0000 0:0000 
1 1+2000 1.0600 0.9480 
2 0.9992 1+-0054 0.999! 
3 0.9996 1+#.0001 1.0001 
4 1#.0000 1+«0000 1-.-0000 
5 1.1000 1.0000 1.:00200 

(3) სისტემის ზუსტი ამონახსენია X,=1, Xა=1, Xვ=>1. 

§ 0. რელაქსაციის მეთოდი 

ვთქვთ მოცემულია წრფივ განტოლებათა არაგადაგვარებული- 
სისტემა 

თფ)ი + რიXვ+..-+-თაXა=ხ) 
თ:1X,“++თააXა+...“+-თაიXე=ხე (1). 

: რთა)XI+ ძგაX-+L..-+თი„Xგ =ხეი. 

თავისუფალი წევრები გადავიტანოთ ტოლობების მარცხენა მხარე- 

ში. პირველი განტოლება გავყოთ –-- თე,-ზე, მეორე –– ძეკ-ზე და ა. 

შ. იური განტოლება -–- ძე„-ზე. მივიღებთ რელაქსაციიხათვის გამ- 

ზადებულ სისტემას: 

–-X1+-ნ12Xი-+L...+-ხ,აX„ + C=0 
ხაეX-–-X:+ ... +ხეგჯი + 0:=0 

ხე1X+ხეეXგ+L...–-Xგ + 0 =0, 

6 060, თ= X. 
(L თI( 

(2 

  სადაც ხ,უე= 

ვთქვათ X#V=(X,ს, X.(),...,ჯე('შ) არის (2) სისტემის ამონახსნის 
საწყისი (ნულოვანი) მიახლოება. ჩავსვათ ეს მნიშვნელობები (2) სის– 

ტემაში, მივიღებთ ე. წ. „გადახრას“. 
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I(9= ფ-X,)-+- ა ხუ ,ჯ /ზ. 

1=2 
” 

I ე(0=0ა--Xა(9-- 2 ,ხი/X/9, 
1=1 (3) 

15-2 

% 7 

Mბე=0--X + ,  ხეჯ/მ, 

1=1 

თუ X,“Cი (§=1,2,...,/) უცნობებიდან ერთ-ერთ მათგანს მივცემთ 

ნX," ნაზრდს, მაშინ შესაბამისი I,(" გადახრა შემცირდება 8X.0! სი- 
დიდით, ხოლო ყველა დანარჩენი !/M),(%XI5C5, 1=1,2,...,,1) გადიდდება 

ხ,.ხX,I'" სიდიდით. ამრიგად, იმისათვის, რომ მომდევნო I2,('?' გადახრა 

ვაქციოთ ნულად, საკმარისია Xჯ,(" სიდიდეს მივცეთ 0X,(თ=I?კ(" ნაზ- 

რდი, მივიღებთ: #,()=0 და I2?,I(00=/,(0--ხ;,ბX,I(9%, როცა (=C5. 

რელაქსაციის (შესუსტების) მეთოდი მდგომარეობს იმაში, რომ ყო- 

ველ ნაბიჯზე მიახლოების სათანადო კომპონენტის მნიშვნელობის ცვლი- 

ლების "საშუალებით ნულად ვაქცევთ მოდულით მაქსიმალურ 1, გადახ- 
რას. პროცესი დამთავრდება იმ მომენტში როცა საბოლოოდ გარდაქმ- 

ნილი სისტემის ყველა /2; გადახრა იქნება ნულის ტოლი მოცემული სი- 

ზუსტით. 

მაგალითი. რელაქსაციის ; მეთოდით ამოვხსნათ განტოლე– 

ბათა სისტემა 

10X,-––-2Xე––2Xე==6 

–X-+10ჯა-–-2Xვ=7 (4) 

–-X-X2-L+10Xვ=8, 

  

გამოთვლები შევასრულოთ ორი ათობითი ნიშნის სიზუსტით. 94 

ამოხსნა. სისტემა დავიყვანოთ რელაქსაციისათვის მოხერხე– 

ბულ სახეზე. 

–Xა.-+L0, 1X,+90, 2Xვ-L0, 7=0 

| – #-+L0,2X,-+L0,2Xვ--0,6=0 

– X-+0,1X,+0,1X:--0,8=0. 

ამონახსნების საწყის (ნულოვან) მიახლოებად მივიღოთ ნულოვანი მნიშ– 
კგნელობები 

X1(9) ==Xა(9)=– ჯე(9-==0 
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ღა ვიპოვოთ შესაბამისი LI" (ჯ1=1,2,3): 

XI9=0,60; )1IL2I0=0,70; I11ე(9=-90,80. 

ზემოთ მოყვანილი ზოგადი თეორიის მიხედვით დავუშვათ: 

8 ჯე(9=0,80. 

აქედან მივიღებთ: 

120=/2,()ს-L0,2.0,8=0,60-L0,16=0,76; 

#,ი0=I2,(V-L0,2 -0,8=0,70-+0,16=0,86; 
I2ე(1)= I2,(V _ 2 X9=–0, 

რელაქსაციის მეთოდით მოცემული სისტემის ამოხსნა მოყვანილი» 

ცხრილში (ცხრ. 1). 

  

  

  

      
        
  

  

  

  

  

    
  

ცხრილი 1 

X. ” X2 ” Xვ ჩა 

0 0,60 0 0,70 0 0,80 

0,16 0,16 თ 80 0,80 
0,76 0,86 , ლ 0 

0.17 0,86 0,09 
– 0,86 _– –– 
0,93 0 0,09 

0,93 0,09 0,09 
0,93 =-ძ _ –_ 

0 0,09 0,18 

0,04 0,04 %:) 
_– –- 0,18 – –– 

0,04 0,13 · 0 
0,03 0,13 0,01 
კღელი 0,13 _ – _–_ 
0.07 0 0,01 

0,07 0,01 0,01 
0,7 „ „, –.. 

0 0,01 0.02 

0 0,02 მ –- 0,2 ა 
0 0,01 0 

0,01 
9. 0,01 _– –_ -9. 
0 0 0 

ზ. 1,00 1,00 1,00           
  

შემდეგ დავუშვებთ მ§X,7M0=0,86 და ა. შ. (გამოთვლების შედეგები: 

142



მოცემულია აღნიშნულ ცხრილში). თუ შევკრებთ ყველა 6,0)1=1,2, 
3; ჩ=0,1,..) ნაზრდებს, მივიღებთ ამონახსნთა მნიშვნელობებს: 

X,=0-L0,93--0,07=1,00 

X:=0-+0,86+0,13-L0,01=1,00 
X3ვ==0-L0,80--0,18-L0,02=1,00. 

შემოწმებისათვის, მიღებული მნიშვნელობები ჩავსვათ მოცემული 

სისტემის განტოლებებში. ამ შემთხვევაში (4 სისტემა ამოხსნილი» 
ზუსტად X.=Xა=Xვ=1. 

§ 7? არაწრფივ განტოლებათა სისტემების მიასლოებითი ამოსსნა 

არაწრფივ განტოლებათა სისტემას ზოგადად აქვს სახე 

I1(XIXი, .·-IXე)=0 

I "(M)ეXი,-.·,Xი) 
=0 

ნონო ოთია (1) 

სადაც /), ა... არიან X,), Xა, ·-,X, ცვლადების ნამდვილი ფეუნქ- 

ციები. შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

X1 IM 

X= 29 1 1= ჩ , 

% ჩი 

მაშინ (1) ჩაიწერება 

IC2=0 ძი 
სახით. 

ვიგულისხმოთ, რომ (1) განტოლებას აქვს ამონახსენი და ვიპოვოთ 

იგი მიმდევრობითი მიახლოების მეთოდით. დავუშვათ ცნობილია ამ 

განტოლების იზოლირებული Xჯ ამონახსნის ი-ური მიახლოება; 

XC=(X,)(1), Xჯე(?),...,Xე(?)). 

მაშინ (1”) -ის ზუსტი ამონახსენი მოიცემა 

ჯ#=>ჯ9)-L §( 7) (» 

ტოლობით, სადღაც 8(2)==(6,(7), ტე), ...,ნე(?) არის გადახრა ანუ ცდო- 

Iმილება. ცხადია 
' M(X(9)-L 8(9)) =0. (3) 
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დავუშვათ, რომ /0ე) უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციაა X და XM»- 
ის შემცველ რაიმე არეში. (3)-ის მარჯვენა მხარე გავშალოთ ამ “არე– 

ში 8-ს ხარისხების მიხედვით და მასში შევინარჩუნოთ მხოლოდ წრფი- 

ვი წევრები 

MC + 60) =(X(2)) +, (XI) 8(=-0, (4 
ან 

II(X,(0-L8 XL ზერ... Xე' 7)-L გე(ნ)) =,წ,(X/ ”, Xე(9,...,Xე(ლი)+- 

“I XV, 2),X.(7),..., X,( 2) 8,()-L...--/ ,ჯე(X,( 2, Xე(ჩ),...,Xე(ი)) გე( ?) 

(1=1,2,...,/). (4) 

(4 და (4) ფორმულებიდან გამომდინარე /”(X)-ში იგულისხმება 

/,(:=1,2,...:) ფუნქციების იაკობის მატრიცა, ე. ი. 

მს მს მჩ 
მ, მX მX, 

მს მს, მM) (2”I 
I(M=LC)= მ», მX მX, –| წუთ | (ს, 1=1, 2, - «./1), 

მ, მს მ 
ი მის მი 

ცხადია, რომ (4”) არის 6,4! (1=1,2,...,/) მიმართ წრფივი ფუნქცია: 

I(XX')-L ”(X 7)) 6§(0-=0. 

თუ იაკობის მატრიცა არაგანსაკუთრებულია, მაშინ უკანასკნელი 

ტოლობიდან 

+ I=  ნ-10 »)/ ცდი), 
საიდანაც მიიღება რეკურენტული დამოკიდებულება საძიებელი ცვლა–- 

დების მიმართ 

X2+ს=-ჯი0)  #-1(ჯ:»)” (XV) (09=9,1,2,...). (5) 

ნულოვან მიახლოებად შეგვიძლია ავიღოთ საძიებელი ცვლადების 
ნებისმიერი თუნდაც უხემი მიახლოება იზოლირებული“ ჩამონახ– 

სნის არსებობის შუალედიდან. აღნიშნულ მეთოდს უწოდებენ ნ ი- 
უტონის მეთოდს. ამ მეთოდით (1) სისტემის ამონახსნების 

არსებობის, ერთადერთობის და მიმდევრობეთ მიახლოების პროცესის 

კრებადობის შესახებ პასუხს გვაძლევს შემდეგი. ' 
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თეორემა 1. ვთქეათ მოცემულია" არაწრფივ განტოლებათა 
(I) სისტემა, სადაც 

I (XცX>,---,Xი) 

(ა(XXა..-,Xი) 

სა რნე,Xა:..-სXგ) 

ქექტორ-ფუნქცია განსაზღვრულია და გააჩნია პირველი „და მეორე 

რიგის უწყვეტი წარმოებულები (»,. XM,...,X,) წერტილის რაიმე თ 
არეში, ე. ი. #(X) CCI?(თ). 

ვთქვათ X#X9V წერტილი თავისი ჩაკეტილი LL მიდამოთი ეკუთვნის თ-ს 

ე. ი. 

CI,,(Xმ') = (III-–.C%IIლ #1 –-თ, 

ამასთან კმაყოფილდება შემდეგი პირობები: 

L. როცა X=X9), მაშინ იაკობის ჩთ- XX | (, ჯ=1,2,...,) 
X; 

მატრიცას გააჩნია შებრუნებული /# “1 მატრიცა და 

წ %(X9IIლ4ია; 

2 (40 0 # 2. (6-(ჯზე „/Cბ)II< 8ა< =>; 
წ/) 

2. 
#=0 

0", (X) 
0X,; მX,   

=C ((,)=1, 2....,) და X#CCV„(X9); 

  

4. 40, 8) და C აკმაყოფილებენ უტოლობას 

Lი =2I408აC=1, 

მაშინ ”»" საწყისი მნიშენელობების შესაბამისი ნიუტონის) პრო- 

ცესი 

XVI +1)== ჯა /-1((0)I(X(X) (/0=0.1,2,...) 

კრებადია და 

11III X(ჩ/=ჯ" 
მთ: 

არის CV არეში (1) სისტემის ისეთი ერთადერთი ამონახსენი, ტომ · 

|Iუ-––)9IIლ28ა=#L.. 

მართებულია აგრეთვე პროცესის კრებადობის სიჩქარის შესახებ 

10. ზ. ნაცელიშეილი და სხე. 145



თეორემა 2. თუ შესოულებულია წინა თეორემის 1)--4) პი- 

რობები, მაშინ XL, (0=0,1,2,...) მიმდევრობითი მიახლოებისათვის 

მართებულია 

I#. I8– 4 
||X "–– XC სI 5( – |” '8, , 

უტოლობა, სადაც X"” არის (1)-ის ამონახსენი, ხოლო ”სე განსახღვრულია 

1-ლი თეორემის მე-4 პირობით. 

მაგალითი. ნიუტონის მეთოდით ვიპოვოთ 

( კბ ყბმ+-21=1 

2X1-- ყ--–-42=0 
ვე" –4ყ+721=0 

სისტემის დადებითი ამონახსნის მიახლოებითი მნიშვნელობა, თუ მი- 
სი საწყისი მნიშვნელობაა 

1 
X0==ყ0ი=-=2- == –. 

2 

ამოხსნა. გვაქვს 

მ ყზ+- 2 1 

I0ე= | 2X--ყზ-–42 
ვ 4ყ+-21 

აქედან 

0,25+0,25+0,25–-+1 –0,25 

/”(#%)= | 0,5+0,25–2 =| –1,25 |. (| 
0,75=2–+-0,25 –1 

შევადგინოთ იაკობის მატრიცი 

2X 2) 22 

M(0= | 4 2ყ –4 I, 

6 -4 2? 
მაშინ 

1 1 1 

MIმ)=I 22 1-4 
3-4 1 
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ძი! /(X(0)==–-40, 

ვ 1 1." 

–=“-- 
_ -–-..... 7 1 ვ 
#-1(/0)= –-– . (141 –2 6)=| . .·„ . 

4 L_)) 7-1 202 20 20 

1. 7 1 

ს40 40 420 

(5)-დან მივიღებთ პირველ მიახლოებას 

ჯ(1პ== ჯმ). # -1 (X(9)/ (9) = 

ვ 1 1! 

0,5 81 8 მ 0,2 –0,25 ? 7 , 

=| 0,5 |–I| -- 1 _ 3 - 1,25 |= 
05 20 20 20 _ 

111. 7 1 

_ 45% 40 40 

0,5 0,375 0,875 
= | 0,5 | + 0 = | 0,5 

0,5 –-0,125 0,375 

გამოვთვალოთ მეორე მიახლოება 

0,875“-+0,5?--0,375"–1 0,15625 
IXVC1I)= | 2.0,875-+0,5'--4.0.375 | = | 0,28125 

3.0,8755-–4.0,5-L 0,375 0.43750 

2.0,2175 2-0,5 2:0,375 1750 1 0,750 
#(X1)=ს 4.0.875 2.-0,5 –4 =| 3.500 1 –4 I, 

' 6.0875 –4 2:0,375 5,250 –4 0,750 

1,755 1 0,750 
ძ20/,(X(0სს)1= | 3,500 1 –4 = –-64,75, 

5,250 – 4 0,750 

15,252 –375 -–--4.75 
#-1(0= –.--- | 23,625 –-2,6625C 9,625 

64,75L. 1925 1225 –1,75 
V 
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(5-ის გამოყენებეთ შეგვიძლეა დავწერო» 

0,875 
X5ს=X ს (> I)/ (X:1)) == ( 0,500 | + 

0,375 

, _I5,25 –375 – 4.75 0,15625 
+ ! I 21,625 -- 2,220 9,625 || 0,28125 | = 

64,75Lს )ი2ს 1222 –--1,75 0,43750 

0,875 0,08519 "+ 0,78931 
=|I05 |I-–| 0,00338 | = / 0,49662 

0,375 0,00507 0,36993 

ანალოგიურად მიიღება 

0,78521 0,00001 . 

X9 I 0,49662 |,  /(XC)=I 0,00004 
0,36992 0,000905 

და ა. შ. 

თუ დავკმაყოფილდებიეთ მესამე მიაზლოებათ, მევიღებთ 

X=0,7852,„ ყ=0,4965, 7=90,3599. სჭ 

§ 8. დაშვების მეთოდები. გრაღიენტული დაშვების მეთოლი 

განვიხხ-ლოთ განტოლებათა სისტემა 

I(Xს Xა,...X.)=0, ((:=1,2,...,/ზ), (I, 

სადაც1 

ჩს:ჩ->+ჩ 0CV)=0; I. 21 CC, ((=L,2,...,/), 
' 

ვიგულისხმოთ, რომ C არეში (1) სისტემას აქვს მხოლოდ იზოლი– 

რებულე ამონახსნები.3 | 

განვიხილოთ ფუნქცია ა 

„ # 

თილი, XX) = 2 1 ჩმ0%,. X;,.--,X-) (2) 
ჯ=L 

ანუ "“ 
=> 

დ, %ე,-..Xგ) = ?, თ: (Xც Xა,..-,9,) ”/(C,,Vა,..აXის, (3) 

(,|I=I “ 

სადაც თ,, წარმოადგენენ დადებუთად განს ზოვრულ რაიმე: მატრიცის 
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ელემენტებს. მამი ნ (1) სისტემის ყოველ თ =(თ) Cა,... C,,) ანონახ- 

სენს შეესაბამება «%(Xა) ფუნქციის ნულოვანი მინიმუმი და პირიკით, 

(2163) ნქციის "ო ი ნულოვანი მინინუმის წერტილი წარმოადგენს მ სიტემის ამენნენ ემსწენტილი წანმიად 
ამგვარად, (1) სისტემის ამოხსნის ამოცანა მიიყვანება დანხმარე 

თიეე ფუნქციის ნულოვანი მინიმუმის წერტილის პოვნაზე. 
ვთქვათ XCV აის (1) სისტემის რაიმე ამონ ახსნის საწყისი მიახლოება, 

ე. ი. #XX) ფუნქციის –– ნულოვანი მინიმუმის წერტილის მიახლოებითი 

მნიშვნელობა. განვიხილოთ %X(X)= (XI) დონის ზედაპირი. გთქვათ, 

Vე არის ამ ზედაპირის XV წერტილში გამავალი არამხები მიმართულე– 

ბის ვექტორი. ავიღოთ X==X(CVI+7,Vე წრფე. X9 წერტილიდან ვიმოძრაოთ 

ამ წრფის გასწვრივ (ი ფუნქციის კლებადობის მიმართულებით მა- 

ნამ, სანამ V(2) =' %#(XI9)) -L 7.Vე) ფუნქცია არ მი:აღწეეს 1=C-თან 

უახლოეს მინიმუმის წერტილს, ვთქვათ ეს მიიღწევა როა 2=71ე-, მამინ 

მივიღებთ XC=X»9% -L7ა V, წერტილს. ახლა განვიხ-ლოთ «%(X)= %(XI:) 
დონის ზედაპირი და მის XC; წერტილში გამავალი არამხები მიმართულე– 

ბის V, ვექტორი. კვლავ მოვძებნოთ V”1(7.)= თ(CXL)--7 1,) თ ნქციის 
უახლოესი მინიმუმი. ვთქვათ იგი მიიღწევა როცა 7=2.. შემდეგ და–- 

უშვათ X(2:=X()-+V, და ა. შ. ყოველ ეტაპზე გვიხდება გადაადგილე- 

ბა თ0ე ფუნქციის კლებადობის მიმართულე ბით, ე. ი. ვახდენთ დაშ- 

ვებას მინი მუმის წერტილისაკენ. 

ზემოთ აღწერილი აროლესის ჯო::ლ ბიაზე საჭიროა ერთი ცელა- 

დის 
VI, (7) = V(XM-L/.V,,)_ (3) 

ფუნქციის უახლოესი მინიმუმის მოძებნა, “ომელსაც ვახორციელებთ 

VI/7C,ე1=0 (4) 

განტოლების ამოხსნით. 

ვიპოვით რა #-ურ ბიჯზე 7, პარამეტრის ურ მიახლოებით §ნიშ- 

გნელობას შემდეგ ვუშვებთ: 

X(031=-ჯM)--#.V >. (5) 

აუცილებელი არ არის, რომ 71, პარამეტრის Cნიზენეღობა გი:ოვოთ 

V,. 0) ფუნქციის მინიმუმის პირობიდან. 7. მნივშნე ლობა დ შეიშლება 

ავიღოთ, ნებისმიერი, რომლებიც აკ კმახოფილებს პირობას 

VI, (2,,)< VI ,,(0). (6, 

2, და V, პარამეტრების შერჩევის სხვადასხვა საშუალებებით 

განისაზღვრება LLვადასხვა დაშეების მეთოდი. ყველაზე ეღებტე რია 
ავიღოთ | 

მ49X(2:0)) 0მ%(XC) მCთ( XC) 
V == ––წIგძ2%,, (XIM) = (–“უ.-, - მს. ? <_3>” : (7) 

“ 
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რადგან იგი გვაძლევს XLM-წერტილში «XX ფუნქციის ყველაზე სწრა- 

ფი კლებადობის მიმართულებას. მეთოდებს რომლებშიაც V,=– 

=ყ9! 20-V6(XM)) უწოდებენ უსწრაფესე ანუ გრადიენტული დაშვების 

მეთოდებს. ხშირად V, ვექტორის 'მიმაოთულებად იღებენ საკოორ- 

დანატიო ღერქებს, ასეთ მეთოდებს უწოდებენ კოორდინატე- 

ლი დაშვების მეთოდებს. 

     

1 ბუნებრივია V, ვექ- 
· (1) , ტორად ავიღოთ საკოორ- 

MM | 9#-<M(X) ” დინატო ღერძის ის მიმარ- 

/” 9V= ჩ) თულება, რომლის გასწვ- 

/ რივაც IX) ფუნქცია 

მინიმალურ ია. ასეთ მეთო- 

დღეს უწოღებეინნ რე- 
ლაქსაციუოთოს. 

V,(2.) შემოვისაზღვროთ V,= 

== –- ყიმძი(XI) ”შემთხ- 
ვევის განხილვით. პრაქ- 

ტიკაში ხშირად გამოიყე- 

2 > ნება ორი ვარიანტი: 

პირველ ვარიანტში 

2-ს მნიმვნელობად იღე–- 

ნახ, 19 ბენ ყ=V/,(2.) = თ (C9)-– 
– 2 C-80თ(X")) წირის 

(09, MV,რ0) წერტილში გამავალი | მხებისა და 7. ღერძის გადაკვეთის 
აბსცისას (5ახ. 19). 

  

  

  

ცხაღლია 

VI, (0) _ დ(X"') 
ლ. VI ლ 8) 

ს »(0). · XC Cთ#ნ())ჯ? ( 

§==1 მ%, 

ამ ვარიანტის შესაბამისი მიმდევრობითი მიახლოებები მოიცემა ფორ–- 
მულით: 

«%X) 

” 

2, (5. “ მX, 
ა=1 

X4/+1) -- ·ყM). _ ყწმძ თCXV)). (9) 
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მეორე ვარიანტში მოიძებნება შემდეგი მნიშვნელობები: 

VI, (+ 4 («ტ– > წILმძ რია) 

V,(7.),) = Cთ(MM--7.,ფ-მძ თ(VX")), 

სადაც 7. განისახღვრება (8) ტოლობიდან. 

რ. 

2 

ხედვით აგებენ ჩა)(1) საინტერპოლაციო პოლინომს. 7-ს მნიშვნელო– 

ბად კი იღებენ ჩა: (1) პოლინომის მინიმუმის ს, წერტილს (ნახ. 19), 
რადგან 

ჩე(2.) = –) VI, (0)27--7ი)-7ა)–4რ( + )(1-ჯაჯ+ 

2 =0, 21, წერტილებში V,(7.) ფუნქციის მნიშვნელობების მი– 

-„I 

+%ააა(22-- ჯია”. |, 

ჩნ.'0)= | V„(0)(42–-3/,,) –– ინ( 2 |2->ა + MM, (V)(41-–7.#)1. 

ამიტომ /#ე'(II,)=0 პირობიდან ვღებულობთ: 

მთ 4,( 2.) -- MIVVV) 
- 7... (10)   LL == - · –. 

4 | პრი0ა- 2%( > | -%რია | 
2 / 

ამრიგად, აღნიშნულ ვარიანტში: (C--1)-ე მიახლოების გამოსათვლე– 

ლად პირველ რიგში (8) ტოლობიდან ვპოულობთ 7.+-ს მნიშვნელობას, 

ხოლო მისი საშუალებით ვითვლეთ 

VI,,(0) == თ(X"), 

VI, (+) =% (ა-“ 820 თე") ), 
2 2 

VI ICI) = (თXV#-–-2.,თCგძ თ(X-))) 

სიდიდეებს, (10) ფორმულით ვპოულობთ ს.-ს და ბოლოს 

ჯტ+0=ჯა ს ყიმძთ(XM). (11) 

მიუხედავად იმისა, რომ, მეორე ვარიანტში უფრო მეტი გამოთვლე– 
ბის ჩატარებაა საჭირო, პრაქტიკა გვიჩვენებს რომ იგი გაცილებით 

სწრაფად კრებადია ვიდრე პირველ ვარიანტში აგებული იტერაციული 
პროცესი.' 
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შევნიმნოთ, რომ თუ საძიებელი ამონახსნის მიდამომი თ(ე ფუნ- 

ქციას გააჩნია არან „ლოვანი მინიმუმი, მაშინ გრადიენტის მეთოდმა 
შეიძლება არც მოგვცეს ამო ნახსენი. გარ და ამისა გრადიენტის მეთო- 

დის გამოყენებას ართულებს არა მარტო «XX) ფუნქციის არანულოვანი 

მინიმუმის არსებობა, არამედ ისეთი წერტილების არსებობაც Cომზლებ- 

შიაც «1: =90. 

სავარჯიშო 

1) კრამერის წესით ამოვხსნათ განტოლებათა სისტემები: 

ა) ( რ. პაოძი–) ბ) ( %–-3X.=--2 
პე“ 3Xე--4Xვ=2 აბე–-–4V ე“ Xგვ=1 

(1 -ი= 4 ვი --Vა-–- Xვლ=-–-5 

1) შებრუნებული მატრიცის მეთოდით ამოვხსნთ განტოლებათა 

სისტემები: 

ა) ( 1--X,--Xვ--X,=8 ბ) ( 2ჯ--Xვ--X=--2 
ვ3ა--4ტ4%ავ--X-=-1 ს-–-XVა-- 1ვ-+C-4X.=1 

–X-+2X-+- 3ვ-1=-2 –20--Xჯა-ჯვ-–-21=-–- 3 

6X–-Xა“+Xვ--Xელ–-4 5-ს – 4Xე-- 3Xვ-- 2Xკ=1 

3) გაუსის მეთოდით ამოვხსნათ განტოლებათა სისტემები: 

ა) ( X--2Xა--3Xვ–+-4X,=10 ბ ( X---Xვ+–-4X=3 
21-–-3ჯ%ე–4Xვ-5X=-4 ა.ს „ა 1ვ-= 4X3=1 

3 –- 4X-ა-> 5Xვ2–+– 6X=19 20 3ჯა-6-41ვ-ჯკ=--8 

41–-5Xა+ 6+ვ-7%=--6 3ი0-–-–-Xე––-Xვ“+ 3X.=-–-2 

4) ზეიდელის მეთოდით ამოვხსნათ განტოლებათა სისტემები: 

ა) ( 8ე––0,5ჯ,--0,3X:=13 ბ) ( 20+,--5X-ა--Xვ+-X-==--17,8 
2X)--12Xა--–-0,7Vვ=–-18,7 2X--11X-+--2Xვ-- 3X-=3,6 

X, +3X) +0Xვ=6,8 36 –-2X2 -C22%ვ -+X, =00,2 

#X, 43,––3Xვ --18X,=17,6 

5) რელაქსაციის მეთოდით ამოვხსნათ განტოლებათა სის4 ემები: 

ა) ( 15%, –-3#X, –3X=8 ბ) ( 3X, -0,0.1X--+-0,02Xკ= 0,025 
X, +-15Xგ––3ჯვ =9 –X)-+-4Xა--0,3Xვ=1,7 

I X.-+X--+15Xვ=10 –X,--0, 4Xა“+ '-5Xვ=4, 8



6) ნუიტონის მეთოდით ვიპოვოთ 

( ვყ“  2ყხ--22ბპ=9 
X"+ყ--2=6 
2X”---6/--2წ=0 

სისტემის დადებითი ამონახსნის მიახლოებითი მნიშვნელობა X.=/ქს= 
=20=0,5 საწყისი მიახლოებიღდან გამომდინარე. 

VI თავი 

ვუნქციათა ინტერპოლირება 

§I. ინტერპოლირების აგოძანის დასმა 

ვთქვათ მოცემულია Xჯ არგუმენტის X:X... მნიშვნელობების 

შესაბამისი რაიმე #=/(X) ფუნქციის მნიშვნელობები: 

/(Xი) =ყი: I(ს)=V,,-.-ა /(პა=ყი (1) 

საჭიოოა ავაგოთ ისეთი V(X) ფუნქცია, რომელიც დააკმაყოფილებს 

«თ(Xი),=ყი, VL(X)=VM/),-.-:CCV,)=ყი (2? 

პირობებს. გეომეტრიულად ეს ნიშნავს ისეთი #V=0(X) წირის აგებას, 

რომელიც გადის (X, წი), (X,, M)),-· (+, ყი) წერტილებზე. ცხადია, 

აღნიძნულ წერტილებზე შეიძლება უამრავი (ნახ. 2001 წირის გავლება, 

ე. ი. არსებობს უამრავი თდ(X) ფუნქცია, რომელიც · დააკმაყოფილებს 

ხ 

” | 

| 

  

ს
ლ
 

' 
5 

  

ნახ. 20 
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(2) პირობებს. ბუნებრივია წამოიჭრას ამოცანა: ვიპოვოთ ფუნქციათა 

კლასი, რომელშიაც იარსებებს ისეთი ერთადეოთი დ(X) ფუნქცია, რომ- 

ლისთვისაც შესრულდება (2) პირობები. 

ეს ამოცანა იქნება ცალსახა თუ ნებისმიერი «(X) ფუნქციის ნაცვლად 

განეიხილავთ ისეთ #(X)) პოლინომს, რომლის ხარისხი არ აღემატება 

მოცემულ # რიცხვს დღა დააკმაყოფილებს პირობებს: 

ჩ(%)) =ყი: ჩC,)=Vყ,..-., (ა) ლ=ყე. (3) 

ასეთ ამოცანას ეწოდება პარაბოლეოი ინტერპოლირე- 
ბის ამოცანა, ხოლო  –-–. წერტილებს –-–-ინტერ- 

პოლაციის კვანძები. #X) პოლინომს, რომელიც აკმაყო- 

ფილებს (3) პირობებს, ეწოდება /(ი ფუნქციის საინტერპოლა- 

ციო პოლინომი ჯX, X.,... X, კვანძების მიმართ. 
ინტერპოლირების ძირითადი იდეა მდგომარეობს იმაში, რომ ფუხ- 

ქცია, რომლისთვისაც მოცემულია მნიშვნელობათა (1) ცხრილი, უნდა 

შევცვალოთ ისეთი (ა) პოლინომით, რომელიც წარმოადგენ” /(ი 

ფუნქციის მიახლოებით ანალიზუო გამოსახულებას: 

I(ი9)=>20(»). (4) 

თე ჯ მოთავსებულია, +Vე: V-X კვანძების შემცველი მინიმა- 

ლური სეგმენტის გარეთ; მაშინ (4) ფორმულას ეწოდება ე ქსტ რ ა- 

პოლაცია. 

ბუნებრივია ისმის ორი კითხვა: 1) ყოველთვის შესაძლებელია, თუ 

არა საინნტერპოლაციო პოლინომის აგება ღა თუ შესაძლებელია, რო- 

ღის იქნება ის ერთადერთი? 2) როგორია მიახლოების სიზუსტის რიგი? 

თეორემა. არსებობს ერთადერთი ჩე პოლინომი, რომლის 

ხარისხი არ აღემატება „I რიცხვს და რომელიც · დააკმაყოფილებს (3) 

პირობებს. 

დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემულია #/-! ერთმანეთისაგან 
განსხვავებული. საინტერპოლაციო ჯა. X,,..-V, კვანძები და ყ=/(X) 
ფუნქციის შესაბამისი მნიშვნელობები: ყე, V,,..,ყი. საჭიროა ავაგოთ 

ისეთი საინტერპოლაციო პოლინომი, 

ჩოა(ე =ძა+ძ,X+...+6ძთის2, 

რომელიც დააკმაყოფილებს (3) პირობებს. ცხადია, რომ თჯ,კ(I=0,1, 

9), კოეფიციენტები დააკმაყოფილებენ შემდეგ სისტემას: 

მს –-0Vი+ -..1-0,X) 9 =Vი 

მა–ი5ი+-..+-0ობM=V, (5) 

იე“+-0.X,- –0ძ,ეაX," == 

254



ვთქვათ, ჩლიი1ი (I+1, #+11) « განვიხილოთ (5) სისტემის პირ- 

ქელი ჩ სტრიქონისა და პირველი # სვეტის კოეფიციენტებისაგან შედ- 
გენილი დეტერმინანტი და აღვნიშნოთ იგი ასე: 

: -Mჩ-1 _. 

“ი... აე" ”' 
1 ს, ...X-I | 

ამ დეტერმინანტს ეწოდება ვგვანდერმონდის დეტერმინანტი. 
მტკიცდება, რომ 

VICII) ი... X#X-)=. II (–ჯა. (6) 
ხ=ლ!=ლ)ლჩ – 1 

რადგან X;55X; ((5=C)), ამიტომ (6) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

VIII IX)... XL-))# 0. ამრიგად, (5) სისტემის კოეფიციენტებისაგან 

შედგენილი მატრიცის ოანგი უდოის 7-1 და #+1 რიცხვებს შოოის 

უმცირესს. აქედან გამომდინარე, თუ I >/), მაშინ (5) სისტემას, სა– 

ზოგადოდ. არა აქვს ამო ნახსენი. თუ /Iლ/! ,მაშინ (5) სისტემისს ამო–- 

ნახსენი ყოველთვის არსებობს. ამასთან, როცა /#=/,, მაშინ ამონახ– 

სენი ერთადერთია. როცა /</!, მაშინ ამონახსნთა სიმრავლე უსას- 

რულოა. ამოიგად, # 1 კვანძზე ფუნქციის ნებისმიერი მნიშვნელობე- 

ბისათვის არსებობს ერთადერთი პოლინომი რომლის ხარისხი ად აღე- 

მატება #-ს და რომელიც ამ კვანძებზე ღებულობს მოცემულ მნიშვნელო- 

ბებს, თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 9. სასრული სხვაობები 

ვთქვათ მოცემულია V=/(X) ფუნქცეა. X არგუმენტის ნაზოღის (ბე- 
ჯი) ფიქსარებულე სეადედე აღლვნეშნოთ» #V=#/ სემბოლოთი. 

#ყ=4/(X =I(+%X%X –Iთე (1) 

გამოსახულებას ეწოდება #/=/0) ფუნქცის პირველი რიგის 
სასრული სხვაობა მეორე რიგის სასრული 
სხვაობა ეწოდება პერველე რიგის სასრული სხვაობის სასრულ 
სხვაობას და აღინიშნება #?ყ სიმბოლოთი, ე. ი. 

#ტ"/=:ს(სVV=24I/I(X+-##%X) ––-/00) =(/(--21)ე –X+6-46X))–– 

–I(CX+“-6X%-–-0))=I(+-2#% -–21(1+ 61 +/ლ00. 

ანალოგიურად განისაზღვრებიან მაღალი რიგის სასრული სხვაობები. 
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ნებისმიერი ნატურალური / რიცხვისათვის /-ური რიგის სასრული სხვა- 

ობა 

სიყ=740%9%-1ყ) (//1=2,3,...). 

მაგა ლით ი. ავაგოთ /#(X)=X1--2X ფუნქციის სასრული სხვა- 

ობები #=1 ბიჯით. 

ამოხსნა.“ გვაქვს 

ტჩიელ=Cჯ-L1)ბ--2(V-+1)---03-–-20= 

ლქ-ევ2--31-+-1 -2X--2-- ქ–-2–=320+31X–-1; 

5–-0(0 =46(32--3X--1ე)=3(+11)9--3(X+1) ––1–– 
–(03VX2:--3V-1)ლ=37+6-3+3ჯX-+-3--1 –- 3ვ11--3+-L1=6714+6; 

43 09(0=0:7:%MLV>ნC0) =+ს·ს(C6X+-6)=6(X-–1)+-6--(6X-–-6)=6C; 

2-1 0(0=7%X(4მ?20(ე)=/%(6)=6–-6=0; 

ე. ი. 

ტამლე=ლ0ი5,, 2900 =0, თუ M>3. 

საზოგადოდ, თუ გვაქვს ო-უოროი ხარისხის 

ჩელის თX91-+-... მე V+-რ0ი 

პოლინომი, მაშინ! 

–სოჩეფ0ე =7!0:/1-=00%5/, სადაც „2X=V7). 

მართლაც, გავიხსენოთ ნიუტონის ბინომის ფორმულა 

(ი“+-ხ)2=C,ზიზო--C, იხ" )-- C,“ი?ხთ-?-L...+Cე ბი97ხმ 

და შევასრულოთ მოქმედებები პირველი რიგის სასრული სხვაობის გა- 
მოსახულებაში 

გჩეხე=ჩჩ,(X+M)--ჩაე00=0ძა(X+ I) + რ,(X+- MI) 5 1-L... 
..+C- მი  (X+-ჩ)-ძე–-(იX1+--01;5-1+...+-ძე -ე)X+ 0) = 

=ძეI(X--/I) "--9)--0)I(X+- #)ბ-1--§781)+... რი -1I(X-L #)-–X), 

მივიღებთ /1--1 ხაოისხის | 

აჩ,(9-–ხეჯ5-1-+-ხ,Xმ8-2+...–-ნი-) 

მრავალწევრს, სადაც ხე=ჩMMიე. მეორე რიგის სასოული სხვაობისათვის 

გვექნება 
#5, (X) =40(ტჩიაფ)) =ხე(X+7)5“1 + ჩხნ.(X+– ჩ)?“2-+...+ ხი 1–– 

–-(ხეX9-)-+-ხ,X5-2-L...+-ხე -იX+-ხე ,)=ხა((X+<- #)9 1-9) + 
–+-ხ,I(X-+- ჩ)9-ზ-- 8-2) + ...+-ხე -იI(X+- ჩ) ––XI.



გამარტიჟების შედეგად მევიღებთი /:--2 ხარისეეს 

ტ“ჩა(ე=თჯXაბ'--CX%?მ+...+0ა -ვV+L-0; –ა. 

მრავალწევრს, სადაც 6) = (IM –-1)/M9, == I((, –-1)/მმე. ანალოგიური 
მსჯელობით, “საზოგადოდ, შეგვიძლია დავწეროთ 

#ტ5ნ.ა0ე =M!ძიეს5=ლ005, #Mჩ,00 =2, როცა #>7/.' 

# სიმბოლო შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც ოპერატორი, რო- 

მელიც ყ=/() ფუნქციას შეუსაბამებს #ტყ=/(X+#6X-–ი0) სხვაობას 

(სX=00ე055). ადვილი შესამოწმებელია # ოპერატორის შემდეგი თვი- 
სებები: 

LI) თუ 0=0005L, მაშინ (MC=0; 

2) #C0/(X)) =0M/(X; 

3) #4(ჩ 00 +-/.00)=07(X) --#ტ/.(X9); 

4 4 %C-XV9?IC–I0) =ტ '+"/09; 

საღაც ML და / მთელი არაუარყოფითი რიცხვებია, ამასთან განსაზღერე- 

ბეს თახახმად მიღებულია რ#9მ(X) =I(X). 

(1) ფორმულიდან გვაქვს 

I(X-- MX) =I(X) +"). 

თუ # ოპერატორს განვიხილავთ როგორც სიმბოლურ თანამამრავლს, 

მაშინ უკანასკნელი ტოლობიდან მივიღებთ: 

I(CX-C#X =(1-+#)/6ი. (2) 
ამ ფორმულის თანამიმდევრულად /-ჯერ გამოყენება მოგვცემს 

ICL-+-I-#ტX) =(L+#)შI(0ი. C) 
ნიუტონის ბინომის ფორმულის გამოყენებით შეგვიძლია დავწეროთ 

” 

MX+იბ. = 2 CC, (4) 
#=9 

"სადაც 

_ ოო –))-..II- #- 1)1 
C", 

„ჩ! , 

არის ჩ ––ელემენტიან ჯუფდებათა რიცხვი # ელემენტიდან. 
ამრიგად, (4) ფორმულით გამოისახებიან ”(ი) ფუნქციის თანამიმდეე– 

რული მნიშვნელობები მისი, სხვადასხვა რიგის, სასრული სხვაო ბებით. 
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თუ ვისარგებლებთ /#==(1+ /M)–-1 იგივეობით და ნიუტონის ბინომის 

ფორმულით, მივიღებთ 

#ტ7%/0)=I(1-- 28) –-1)'/C00 =(1-- 2) 00 ––C,101-- გ)? 00 -- 

--C,“1-'-.V) ქ-2/(0 ––...+(--1)7?/(ა. 

აქედან, (3) ფოომულის გათვალისწინებით 

ტ951(0=I(I“+- ხე =C1,I1IX-- (II--1ე1MXI -- 

--C, + CI -2)%X)--...+C-.1) /(ე,% (5) 

რომელიც გვაძლევს /(Xა) ფუნქციის /-ური რიგის სასრული სხვაობის 
გამოსახულებას ამ ფუნქციის თანამიმდევრული მნიშვნელობებით. 

ვთქვათ, /(») “ფუნქციას აქვს უწყვეტი /(ლ(ე ” წარმოებული 
IX, X--I იXI სეგმენტზე, მაშინ მართებულია ფორმულა 

– M/0ე =(გ%)ე7)09ს(ჯ--07ჩX), (6) 

სადაც 0<0<1. 

(6) ფორმულის დასამტკიცებლად გამოვიყენოთ მათემატიკუდი ინდუქ- 
ციის მეთოდი: 

როცა #I=1, მაშინ მივიღებთ ლანგრანჟის სასრული ნაზრდის 

ტIსელ=ტM 0 -მტ 

ფორმულას, ე. ი. /=1 მნიმვნელობისათვის (60) ტოლობა მართებუ- 

ლია. დავუშვათ, რომ როცა #<7ი, სრულდება ტოლობა 

(8:/(0 =(4ტXჯ /ოC+-06/ #86, 

სადაც 0<0”=1. მაშინ 

ტხ+ 0) ==#"MI/(X--ტX) ––0ე1= 

= (ბX)MI/000ლი-ტX1-0” ტე –ოIX--0 ბჯ). 

აქედან, ლაგრანჟის თეორემის თანახმად, შეგვიძლია დავწეროთ 

ტ»4MI6ა=(ტეე”ტბწტოიფდ+მ ჩტX -0“ტ», 
0”V +-0” 
  სადაც 0–=0”<1. თუ დავუშვებთ, რომ =:0, მაშინ მივიღებთ 

#5 +/(0 =(43ე:M1)/0+1X+0C0-+-1)#ტ4X, 

ამასთან, 0<6<1; მართლაც, 0<0”<1, ამიტომ 0< 0 #<#/; გვაქვს, 

0<8”<1. ამ ორი უტოლობის შეკრებით მივიღებთ 0<#0” +0”< 
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#0” –- 0” 
<1. ამით, (6) ფორმულის მართებულო– 

#–+1 
  <#/+1, საიდანაც 0< 

ბა დამტკიცებულია. 

ამ ფოომულით მყარდება კავშირი ფუნქციის სასრულ სხვაობებსა 

და მის წარმოებულებს ”შორის. 

საკმაოდ მცირე #X-სათვის (6) ფორმულიდან შეგვიძლია დავწეროთ. 

ტ/(X) ტ”I(X) გო/(ი '(I)ლ--“-“- ე | 7XXX= #”(V) = 
/ (9 ·X ” გ»; წუ 

ახლა დავამყაროთ კავშირი ფუნქციის სასრულ სხვაობებსა და მის 

მნიმვნელობებს შორის. 

ვთქვათ, V=/(X) |ფუნქცია მოცემულია (MX=/ ბიჯით ცხრილის სა- 

ხით: 

M)V | Vე 9). ..წ,.."Xი 

VI ! ყია ყე. '“ყი'“' "ყი 

სადაც X,ლ=XVე-- I ((-=0,1,..../). მაშინ, როგორც აღვნიშნეთ 

1 

“იყ. =-M+1 IV. 

ბის =ზყი-) – სიაა, ა––2ყის1+- წყო 

#M(CL–1) 
  

დ“Mყ,,, =Vივს MM. L-1+ ყი+M-02“L .." –“+L(--1)" ყა 

თუ #=0 მაშინ 

/ 

MLM- == +(--1)/ა-   

2აMყე= სმს-ს + 

გვაქვს 
_"ყი=ყMს--ყ. აყ.=წხა–ყ, ბ9.ა=ყე–Mა, 

სსიდანაც 

MI, ==ყი-- ტყა 
ყა=/-L ბ“ =–)ყი+ რყMი+-ტბ(ყ/ა-L ბრი) ='ი+ ჩყა“ 

+ ტყი+ რ"წყა=ყი-- 204ყ6-- ტ"Vე. 

და ა. მშ. ნებისმიერი # (”=0,1,...,/) რიცხვისათვის გვექნება 

  

M(L–-1) 

2! 
ყ,=ყა+ ჩბყი+ გტგ”ყი+ ...+ ტყა, 

რითაც“ მოიცემა კავშირი ფუნქციის სასრულ სხვაობებსა და მის მნიშე- 
ნელობებს შმორის. 
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§ 3. სსკპაობათა ცხრილი 

სშმირად გვიხდება ისეთი V=/წ(X2) ფუნქციის განხილვა, Cომელიც 

პოცემულია V:=/(X) ცხოილური მნიშვნელობებთთ არგუმენტების 

ტოლა დამორებული XX, ((=0,1.2,..) მნიშვნელო ძბებისათვის, სა- 

დაც 
აას,ლ=Vა)–-ს;=წჩ=ლ0ი:ას. 

V; მიმდევრობის სასრული სხვაობები განისაზღვრება "'შმებდეგნაირად: 

ტბყ;= =Mა1 –ც 

ბტ"ყ,=0(%სყ,)=ტყ,., “ყი 

ტო", ყ,= ტ4(ტ»M“ყ, ა=ა”! ჰყ ყი, – 98 ყ;. 

პირველი ტოლობიდან გვაქვს 

ყI+.1=ყ,+06ყ;=(1--ტ) /,, 
საიდანაც 

| ყ2=(1+-%)/,,1=(1“-4ტ)?ყ,. 
V,-ვ=(1-, –2ბ)ყ,კ :=(1+4)9ბ ყი 

I/,+გ==(1 --– ტბ) ”ყ,. 

ნიუტონის ბინომის ფორმულის თანახმაღ 

ყი» -=I+C-Cებყ,+-Cა ტყ, +-.+ბ მ. 

პირიქით, გვაქვს 

#გ 'ყ,ლ–I(1-- 0) ––11"ყV,= 
=(1 –+#4) „ყ; –C,1(1 + ტ) ”ყ (4-C, (14-ტ) ჩი, -+-C-––-1) ”ყ;. 

ახუ ! 

რ"ყულ=ყე.,–-C6Cია!ყი. (+ILCი ყი. ილ. +C-1)ბყ. 

მაგალითად, 

ტ“ყ, =VI,. ი“ 2ყ...+V;, 

რტ"ყ.ლყივ– ყა ი+3ყ,, 

და ა. შ. შევნიშნოთ, რომ #7ყ,-ის გამოსათვლელად საგიროა ვიცოდეთ 

მოცემული მიმდევრობის M+1 წევრი: V,;, 9,1, VI. 

სხვადასხვა რიგის სასრული სხვაობები მოხერხებულია წარმოვად–- 
გინოთ ორი ჰო რიზონტა ლური დღა დიაგონალური 
ცხრილის სახით. ' .. 
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დიაგონალური ცხრილი 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

ი | იი | ბ“ | ბი. | 4M 

ი |  # | | 
| | 4 _ | | 

ი: | ი« | ი | 
„I MI |) M | 

ი | ი | | ი | LM 
ღე_<_-_ე-კვა 

თ” " აყ | “ #“, 

| ვ_ | ტა | 

– | ბაი | | ბ 
| | ბ | _ 
ა“ | _ “| 
| __ | | 

ა” | I I 

პორიზონტალური ცხრილი 

X | ყ; | ტყ, | ტბ'ყ; | ტა“; | ტ!)ყ; 

% | ი |) ბი | ბყ | ბყ. |) 4%, 

>” ..” | აი | ბი. ) 2აM, 

თი) # | ემსე=ს“”” „ა '–.– 

იი | ი | ბი | ბი | აყ. | 
იი | ი | ბი |) ბ“ I | 

ვი“. | | 
Xგ | M3 | | | | 
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დიაგონალური ცხრილი მიიღება, თუ / რიგის (MMV9,,) სხვაობებს ჩავ- 

წერთ იმ სტრიქონში, რომელიც მოთავსებულია MMV სხვაობის გან- 

მსახღვრელ M#-–-) რიგის „#9, და ო”), სხვაობების შემცველ 

სტრიქონებს შორის. ჰორიზონტალურ ცხრილში /# ოიგის სასრული 

სხვაობები ჩაწერილი არიან ერთ სტოიქონში #--1 რიგის სხვაობე ბთან 

ერთად იგივე ინდექსით. სასრულ სხვაობათა მნიშვნელობებს ჩაწერენ 

ფუნქციის ცხრილუო მნიშვნელობათა უკანასკნელი თანრიგის ერთეუ- 

ლებში, ჩანაწერში მარცხნივ მდგომ ნულებს ჩამოაშოოებენ. 

მაგალითი 1. შევადგინოთ 

#4) --ს-5L-2 

ფუნქციის სხვაობათა ჰორიზონტალური ცხრილი ჯა=0 საწყისი მნიშ-. 

ვნელობიდან #-=1 ბიჯით. 

ამოხსნა. დავუშვათ Xა=0, X=1, X.ა=2. მამინ ყ.=-–-2, V,=. 

=6, ყა=36 და გვექნება 

რყეა== MI --ყე=6--(--2)=8, 
„სყე –=ყა“–-ყ,=36--6=30, 

რ”ყე==Mტ0,-–-რყე=30--8-22. 

მიღებული შედეგები შევიტანოთ ჰორიზონტალურ „კხრილში (ცხო. 1). 

  

  

    

0 ხროი ლი1 

X ყ ტყ წყ ტმყ 

9 –2 8 22 24 
! 6 30 26 25 

36 76 70 24 

3 L 112 146 9 24 
4 258 240 | 118 24 
5 498 „. . 24 

  

რადგან მოცემული ფუნქცია წარმოადგენს მესამე ხარისხის პოლინომს,. 

ამიტომ მესამე რიგის სხვაობა მუდმივი სიდიდეა და ტოლია /Vს"/,=4X 

X 3! .19==4.3.2=:24 რიცხვის, ამიტომ ცხრილის შემდგომი შევსება, 

შეიძლება გავაგრძელოთ შემდეგი ფორმულებით: 

ბეტ 2 (1=0,1,2,...) 
სყ, .=/ტყ,- ტყ; ((:-=-1,2....) 

ყI+I=-ყ, ტყ, ((=2.3,...) 
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მაგალითი 2. შევადგინოთ V=005L ფუნქციის სასრელ სხვა- 

ობათა დიაგონალური ცხოილი #=0,1 ბიჯით (0; 0,7) სეგმენტზე. 

ამოხსნა. თუ ჩავატარებთ გამოთვლებს, მივიღებთ შედეგთა 

ქვემოთ მოყვანილ ცხრილს (ცხრ. 2) 

  

  

ც ხრ ალი 2 

X, | V ტყ; | ა”ყ; | ტბ" ტჰე; ბააყ, 
I 

0,0 00000 | - , 1, 

0. | 0.99500 ღარ – 993 13 
0,2 0,98037 _ 2473 –- 930 25 12 2 
0.3 0,95504 – 2428 –-955 35 10 _1 
0,4 0,92105 _ 4348 – 920 24 | 9 _3 
0,5 0.87758 _ 5224 – 876 56 | 6 – 
0,6 0.62534 –-60350 – 626 
0.77 IL 0.76484 I | 

§ 4. ბანზიგადებული სარისხი 

X რიცხვის /-ური განზოგადებული ხაოისხი ეწო- 

დება იმ /, თანამამრავლთა ნამრავლს, რომელთაგან პირველი არის X, 
ხოლო ყოველი შემდეგი თანამამრავლი M-ით ნაკლებია წინახე. 

თუ ჯ რიცხვის განზოგადებულ ხარისხს აღვნიშნავთ X-”"I სიმბოლოთი, 

მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ 

XI)==V(L-–-I)(VL–-2/)...IX–-CI1–-1) II, (0) 

სადაც / –- რაიმე ფიქსირებული მუდმივი რიცხვია. მიღებულია, ოომ 

XL0I==1. 

თუ M+0, მაშინ (1) განზოგადებული ხარისხი ემთხვევა ჩვეულებრივ 

ხარისხს: XL)) = ჯა, · 

დავუშვათ, #X=: და გამოვთვალოთ განხოგადებული ხარისხის 

სასრული სხვაობები. პირველი რიგის სხეაობისათვის მივიღებთ 

%V(IVIMI) =< (+ ჩ)0) 00 =( CI)X(C- –I)...IV---CII- -2)I1 – - 

– V(IL--/)(L--2/)...(L--V) --2)/1)-=X(V--I)...LC-–- CL-- 2)!!) 

X ((L-- II) -–IX –(I--1)M)) =X(X--I)...IX-–-–CI-–-2)/1/LII=/1IXI-1, 

ე· ი. 

/V XIII) ==/1I1XLM-–1, (2) 

გამოვთვალოთ მეორე რიგის სხვაობა: 

ტ:V.ს, =4ტ4(% XC.) =.V(/I/IV-M-I) ==/IIIIVCX ”) –!1) = 

==/1/1(/) ––1)/სX:M–2) .-=/1(/) ––11/ს”VLI– 21. 
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ამრიგად, 
/# მნ) =/1(IL---1) /)5VIII-?), 

მათემატიკური ინდუქციის მეთოდის გამოყენებით ადვილი დასამ– 

ტკიცებელია ზოგადი ფორმულა 

/(MMX:.ს1=/1(/)-–-1)...II1 –-(/2-––1) | /1MXIC)–V), 

სადაც #=-1,2,...,/. 

ცხადია, რომ 

#MXIIსI=0, როცა #>7. 

(2) ფორმულიღან გამომდინარეობს აგრეთვე სასრული შეჯამებადო- 

ბის მარტივი ფორმულა. ვთქვათ, X-, X, Xა,... არიან, # ბიჯით, 
თანაბრად დაშორებული ' წერტილები: 

XI.1--X,=ჩ (:=0,1,2,ა..). 

_ განვიხილოთ ჯამი 

M--1 

5 = 2 მაო. 

  

    

  

  

(=0 

რადგან, (2) ფორმულის თანახმად 

უყ) 4297), 
ჩM(IL-+L 1) 

ამიტომ? 

M- M#-I 
1 1 

5 „= #:5+!! = ჯო?!) ს ი2)) _ 

წ ასთი 2 რმე! +) ) 

1 
= ჩთ+I (XV 5+!)- -ჯეი+I) ლაო +1-.ჯ,ო++ ...+Xჯო+I 07%) = 

1 

I იესე ოუვცბბ) 

ამრიგად, 

M-I 

ა აო ბა" 1 2X9Iი, (3) 
(=0 ჩ(6-+1) 

(3) ფორმულა, მთელი დადებითი ხარისხესათვის, ნიუტონ-ლაიბნიცის 

ფორმულის ანალოგიურია. 
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§ 5. ნიუბონის პირველი საინტერპოლაციო ფორმულა 

ავაგოთ საინტერპოლაციო პოლინომი იმ კერძო შემთხვევისათვის, 

როდესაც საინტერპოლაციო #კვანძები ერთმანეთისაგნ თანაბარი 
#=0005L მანძილით არიან '!დაშორებული. ვგთქვათ, არგუმენტის მნიშე– 

ნელობებია:, 

X.=X-+-ჩ, 
Xა=XI,+ჩM=Xე-L2ჩ, 

X.=X%+ჩჩ, 

ხოლო 'კ64) ფუნქციის შესაბამისი მნიშვნელობები: 

I(Xი)=ყ, 

M9)=V, 
I(X„)=ყეი. 

ვიპოვოთ ჩ,(00) მრავალწევრი„ რომლის ხარისხი არ აღემატება ჩ 

რიცხვს და რომელიც დააკმაყოფილებს პირობებს: 

სხ,სXა)=ყ, ((==0,1,...,I1). (1) 

1) პირობები” ეკვივალენტურია იმისა, რომ 

ტონ,(X-=#”ყა, 

როცა #=0,1,2,...,I: ჩ(X) მრავალწევრი ვეძებოთ შემდეგი სახით 

ხ,(X)=ძე+0)(X-––Xა) +Cთღ:(X––Xე)(X––X,) -L 
“++ძე(X-––Xე) (X––C1(X––Xე)-L... “2 

... + მე(X-X-)(X-––-X,).+-CXე – –გ-)). 

თუ გამოვიყენებთ განზოგადებული ხარისხის ცნებას, შეგვიძლია დავ–- 

წეროთ: 

ს,00=0ძა+ძთ)(X-–Xე)!'1--თა(X––Xა)!2)-- ივ(X––Xე)!შ1--.... 
..+იე(X-X)" 1. 

ჩვენი მიზანია თ,((=0,1,...,) კოეფიციენტები ისე შევარჩიოთ, რომ 

შესრულდეს (1) პირობები. თუ (3) ტოლობაში დავუშვებთ X=Xი, მი- 

ვიღებთკ 

(3) 

სჩ.) =Vც-- (ე. 

ძე კოეფიციენტის საპოვნელად შევადგინოთ ჩ,(») მრავალწევრის 

პირველი რიგის სასრული სხვაობა 

#ნ,(% =0,)M-+20,) (X––Xე)') ჩ-- 3იე(X-–“–Xე) IIჩ+... 
...-+/0მე(X--ჯე)ი-1/,, 
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საიდანაც, როცა X=X), მივიღებთ 

#გმ.(90) =რწყი=0,ს. 

აქედან 
რყი 

რთ, = 

· I 

ძა: კოეფიციენტის მისაღებად შევადგინოთ მეორე რიგის სასრული 

სხვაობა 

#M20,(9 =2!M%:-L2 ·3/ "იე(X--X)) III... 

..- LCII-––-1)/1/ 'ძ„(V-–-ჯ )1M-–?) 

და მასში დავუშვათ X=X,, გვექნება 

ტ?0, (X-) =4#?ძე =:2'M90., 
საიდანაც 

ი- %+% 
2! /?. 

თუ ამ პროცესს გავაგრძელებთ, შეგვიძლია დავწეროთ 

ძი,= “ძი. ((=520, 1,2). · ·, I), 
LM 

სადაც 0!1=1, #მ9მ/=ყ. 

თუ კოეფიციენტების მიღებულ მნიშვნელობებს შევიტანთ (3) ფორმუ- 

ლაში, მივიღებთ ნიუტონის საინტერპოლაციო პოლინომს: 

  ჩი =#+ <9%(7 --X-)!! + ი (XV-–-X-)9+... +.” ა – XX). (4) 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ (4) პოლინომი აკმაყოფილებს დასმუ- 

ლი ამოცანის მოთხოვნებს. მართლაც, ერთი მხრივ #,(X) პოლინომის 

ხარისხი არ აღემატება # რიცხეს, მეორე მხრივ 

,(X)) = წი 

  

  

ამავე დროს 

რ ტ? , 

#,(X,)= ყი + _CM-X) - 2! ი (X,-– Xე)(XI-––X) + ... 

"" 
·.+ II იი (X. –-Xე)(X X).· 269 –XIL-)) = 

რ% 1) M/(86--1)-.-3.2-1 

=Mი+L+ჩ#Mყი+- 

  

#” L/ 7) + ნი?“ L ს! რ#"Vი = 

= ბე > ყ. (#=: 1,2, .. „,).



შევნიშნოთ, რომ როცა #=0, მაშინ (4) ფორმულიდან მიიღება V ფუნ- 

ქციის ტეილორის პოლინომი. მართლაც, 

სი მში ა / მ“ 
ი>0 ჩ. ძი 

) = #MIMMV), 

გარდა ამისა, ცხადია, 

1III (X--Xე):/1=(X-––-Xე)”. 
ჩ-–>-0 

აქედან, როცა M#-+0, (3) ფორმულა მიიღებს ტეილორის პოლინომის 
სახეს: ! 

ჩ,ი0 = #(%) + (XX-XX) +... + 09 (ტებ. 

პრაქტიკაში, გამოყენების თვალსაზრისით, (4) ფორმულას შეიძლე- 

  ბა მივცეთ უფრო მოხერხებული სახე. ამისათვის შემოვიღოთ (=--2 

ცვლადი, მაშინ 

(X-Xე)ე) _ LX ს-ა –ჩე ა-+X- 2 X-–Xე-–-(- 1)ჩ 

–_-”””'”შ”შ”შ ჩ _ 
=/((–1)1-–2): -·(I--I+ 2), ((=1,2,·:·, /)). 

თუ ამ გამოსახულებებს შევიტანთ (4) ფომულაში, მივიღებთ 

I((–-1) 

2! 
  ტშყი+ ...+ რ-9იX 2 "აM,, (5) 

ჩ.თო = ყი + (ყი + 

X-–-X 
  სადაც ჯ= არის იმ ბიჯთა რიცხვი რომელიც საჭიროა იმისათვის 

რომ X წერტილმა, Xე წერტილიდან გამომდინარე, მიაღწიოს თავის მდე- 

ბარეობას. (59) არის ნიუტონის პირველი საინტერპო- 

ლაციო ფორმულა. 

(590 ფორმულა სასარგებლოა გამოვიყენოთ V=/(») ფუნქციის ინ- 

ტერპოლირებისათვის საწყისი ჯა წერტილის მიდამოში, სადაც III მცი- 

რე სიდიდეა. 

თუ #=1, მაშინ (5)-დან მივიღებთ წრფივ საინტერპოლაციო პო- 
ლინომს 

ს,(X)=ყი+-ჩტყი- 

ხოლო როცა #=2, გვექნებ პარაბოლური საინტერპოლაციო პოლი- 

ჩოზ ი 

0,(X)=ყა+/ ი+ “ ((–1) 8 

“8 4 
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ჯ V აყ ა“ ბაყ ტყ #აყ ტყ 

8) ყი | 

X1 V1 ?ყი 

X ყ. ბყ, ბწყი 

Xვ V) ტყ. ბი რში | 

X სს ტყვ ბ "ყა ტ?შყ. რ)პVMი | 

% M§ ბყა ტ“ყვ ბი ტყ. | გშყი 

Xგ 02 რყMს ბ“ყა ტშყვ ბი ს რ"ყ, ტი               

თუ ყ=/(X ფუნქციის მნიშვნელობათა ცხრილი არ არის შემოსახღ - 
ვრული, მაშინ (5) ფორმულაში შეგვიძლია # რიცხვი ავიღოთ ნების- 

მიერად. პრაქტიკულად ამ შემთხვევაში #-ს შეარჩევენ ისე, რომ სი“ 

ზუსტის მოცემული რიგით #”ყ, სხვაობა იყოს მუდმივი. საწყის Xე მნიშ–- 
ვნელობად შეგვიძლია მივიღოთ Xჯ არგუმენტის ნებისმიერი ცხრილური 

მნიშვნელობა თუ ფუნქციის მნიშვნელობათა „ცხრილი სასრულია, 
მაშინ # რიცხვი შემოსაზღვრულია, სახელდობრ, /=M --1, სადაც M 

არის ყ ფუნქციის მნიშვნელობათა რიცხვი. 

(59 ფორმულის გამოყენების დროს მოხერხებულია ვისარგებლოთ 
სხვაობათა ჰორიზონტალური ცხრილით, რადგან ფუნქციის სხვაობათა 

საჭირო მნიშვნელობები მოთავსებული არიან ცხრილის შესაბამის 

პორიზონტალურ სტრიქონში (ცხრ. 1). 

ნიუტონის პირველი საინტერპოლაციო პოლინომი გამოიყენება 

ცხრილის დასაწყისში. თუ გვინდა X=X წერტილში /(X) ფუნქციის მნიშ- 

ვნელობა, მაშინ Xა მნიშვნელობად ავიღებთ არგუმენტის უახლოეს 

ნაკლებ მნიშვნელობას. 

შენიშვნა ნიუტონის ფორმულას ლაგრანჟის ფორმულასთან 

შედარებით, აქვს შემდეგი უპირატესობა: თუ ჩ,(X) საინტერპოლაციო 

მრავალწევრი უკვე აგებულია და იგი გვაძლევს არასაკმარის მიახლოე– 

ბას, მაშინ საჭირო ხდება ახალი კვანძის დამატება და ჩ,,)(წი) მრავალ- 
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წევრის აგება. ახალი კვანძის დამატებისას როგორც ნიუტონის, ისე 

ლაგრანჟის მრავალწევრსაც დაემატება ერთი ”შესაკრები„ ამასთან 

ნიუტონის მრავალწევოში წინა შესაკრებები უცვლელი რჩება, ლაგრან– 

ჟის მრავალწევრში კი ყველა შესაკრები შეიცელება. 
მაგალითი 1. ყ=6% ფუნქცია მოცემულია (M=0,05 ბიჯით). 

ცხრილით: 

  

I 
ჯ 3,50 | 3,55 3,609 3,65 | 3,70 

  

  

წყ 33.115 34,813 36.548 38,475 | 40.447 

  

ავაგოთ ნიუტონის საინტერპოლაციო პოლინომი L3,5; 3,6) სეგმენტზე. 

ამოხსნა. შევადგინოთ სხვაობათა ცხრილი (ცხო. 2) 

  

  

    

ცხრილი 2 

ჯ ყ | ტყ ტა?ყ | ტმყ 

3,50 33,115 1698 87 5 

3,55 ვ4,813 1785 92 3 

3,60 36,598 1877 95 

3,65 38,475 1972 

3,70 40,447 

შევნიშნოთ, რომ სხვაობათა სვეტებში არ ვუთითებთ ათობით თანრი- 

გებზე (ისინი ცხადია, ფუნქციის მნიშვნელობათა სვეტიდან). რადგან 

მესამე რიგის სხვაობები აგებულია, ამიტომ (5) ფორმულაში დავუშვათ 

M=3. თუ ავიღებთ X-ა=3,50, ყა=33,115, გვექნება 

  
_ –1)0-–2 

–,კ60=33,115+ 1,69მ/-L0,087 “+ 1), 0,005 XX X-2 

ანუ 

დკ(C0 =33,115-L1,698/-L0,0435/(/-–1) --0,00083/(/--1)(/--2), 
X–3,50 

სა ა (== ' _ 20(X-––3,5). დაც 0.05 ( ა) 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ ნატურალური რიცხვების კვადრატე– 

ბის ჯამი 1-დან /#-მდე, ე. ი. 

5ა=1?+-2“-...-C/17. 

ამოხსნა. გვაქვს: 

გა,ალ=5ეკ–5ე =(M-+L1)?. 

1659:



აქედან 
ტ15,=06(%ძ5,)=724%C1-+1)ზ==()-L2)3--(/71-+-1)2= 

=(2/!'-L3)(2-–1) ==2/-+3, 

M95, =/%ს(2/1--3) =2(1--1)--3-––(2/1-+- 3) = 

=2/+2-+-3-270--3=2. 

ამრიგად. 5, შეიძლება ვეძებოთ ”-ის მიმართ მესამე ხარისხის პოლინო– 
მის სახით. 

ტა) და #%5, სხვაობების განსაზღვრის მიზნით გამოვთვალოთ 5), 

5), დვ მნიშვნელობები: 

5)=1, 

§.=51+2%=1-“+-4=5, 

§ე=5,--31=5-+9=14, 
„აქედან 

#5,=5--1=4, 
#5.:=14--5=9, 
#95,=9--4=5, 

ამასთან #351=2. თუ გავითვალისწინებთ (<5 =,- ტოლობას, 

მაშინ (5) ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ 

5(I1–– 1)(/1-– 2) , 2701-–– 1X/)-––2)(M-–-3) 
5.ლ=–1+4(0-1) + + , 

2 6 
  

"საიდანაც, 

5ე= +» (1-+C<1)(2/-L1). 

§ ი. ნიუტონის მეორე საინტერაოლაციო მრავალწევრი 

ნიუტონის პირველი საინტერპოლაციო ფორმულა პრაქტიკულად 
მოუხერხებელია ფუნქციის საინტერპოლაციოდ ცხრილის ბოლო მახ- 

ლობლობაში. ამ შემთხვევაში გამოიყენება ნიუტონის მეორე საინტერ- 
პოლაციო ფორმულა, რომელსაც გამოვიყვანთ ამ პარაგრაფში. 

ვთქვათ, არგუმენტის თანაბრად დაშორებული 

X;=X-+Lჩ (L(=0,1,2,...,/1) 

მნიშვნელობებისათვის მოცემულია ფუნქციის 

V;=5VL(X,) ((=0,1,2,...,I1) 

·-მნიშვნელობები. განვიხილოთ შემდეგი სახის პოლინომი: 

#, (ი =ძ0ე+თ(X-–-,) +0ძე(X--Xე)(X-––X, ა) + 

–+თე(X – C,)(X–+, -)(X-–Xე -ა) +... +906, (X-–-X,)(X-––-X, –ე)-..(+-–Xე). 
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-გადავწეროთ იგი ასე: 

ჩ,(X=თა+Cთ)(X--X,)01-+0თა(X-–--Xც -))I21+ ძე(X-––Xე –ე)(11+ (1) +... “+ძე(X-–-)ო). 

ჩვენი მიზანია თ,, თ,,..., თ, კოეფიციენტები შევარჩიოთ ისე, რომ შეს- 

რულდეს პირობები: 

L (X,)=ყ; ((=0,1,2,...,/!). 

ამისათვის, აუცილებელია და საკმარისი, რომ 

ტ',(C, ა=ბ', , (=0,1,2,...,/). (> 
თუ X=X,, მაშინ (1)-დან მივიღებთ 

ჩა(-,)=ყგ=ძთ, ე. ი. რა=ყე. 
ახლა განვიხილოთ (1) პოლინომის პირველი რიგის სასრული სხვა- 

ობა 

##0,(X) =თ, ·1 ·ჩ-L თა .2/: (X––-X, -,) LI +ძე 3M(X––Xე –ე):51-+ 
+...+რიეM(X--Xე)ეთ-)), 

საიდანაც. (2)-ის გათვალისწინებით, X=X, -, მნიშვნელობისათვის მი- 

ვიღებთ 
#Mნ,(X, -,))= ბ", 1 -=0)ჩ. 

ამრიგად, 

ტყა, ი. 

ანალოგიურად, შეიძლება დავადგინოთ მეორე რიგის სასრული სხვა- 

  C) = 

ობა 

(M?, (X) =ძ. ·2!/L"-C თე 13 :2/) "(X-––-Vცე -3)'11--... 

---+ძგM(/1 –-1)ჩ "(C–-- «ეი -2! 
დღა X=X, ე მნიშვნელობისათვის 

რგ"ყი-ი 

2 გზ... 
მათემატიკური ინდუქციის მეთოდის გამოყენებით მარტივად მი- 

იღება 

Cთ2= 

ტ! ყი-: · თ; = ა (7=0,1, · · ·,/1). (3) 

თუ ამ მნიშენელობებს შევიტანთ ი» ორმულაში, ნება უ ვხელობე ევიტ შ ულ გვექმე 

  

ჩ#ჩ.ა(X) =წგ+ რ-ს ––-(L-– Xი) + “– უა; 9 2 (X –)(X--X#ი. ა + 

1 ჩM | (4) 
#” ი-ე ვ ბ" 

+– აიიი (IL“– IX.) (I–-XIი-)X–-X-)+ · ლ +5--# (X-–Xე) · · ·/(X– XI), 
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რომელსაც ეწოდება ნიუტონის მეორე საინტერ პოლაციხო ფორმულა. 

წინა პარაგრაფის მსგავსად (4) ფორმულას მივცეთ უფრო მოხერხებუ–- 

V-X 
  

  

ლი სახე. ამ მიზნით დავუშვათ 1== | მაშინ 

X-–-X- 1 X-XI +ჩ X-–-X - 

ჩ ჩ + 

და ა. შ. მივიღებთ 

1 ((+1 
#.(X)=ყი+1ყა-1+ ' - ) რ?ყი-ა + 

| (5 1 2 1)... _ აე .-_- 
ვ! : ”! 

თუ X<Xე და X ახლოსაა Xე მნიშვნელობასთან, მაშინ სასარგებლოა 
გამოვიყენოთ ნიუტონის მეორე საინტერპოლაციო ფორმულა, სადაც 

X-–-X 
(= –-- 9-> 0. 

ჩ 

ამრიგად, ნიუტონის პირველი საინტერპოლაციო ფორმულა გამო– 
იყენება ინტერპოლაციისათვის წინ და ექსტრაპოლაციისათვის უკან. 
მეორე საინტერპოლაციო ფორმულა კი პირიქით, ––- ინტერპოლა- 

ციისათვის უკან და ექსტრაპოლაციისათვის წინ. 

§ 7. ნიუტონის საინტერაოლაციო ფორმულების 

ცდომილებათა შეფასება 

ვთქვათ, Xა, X,,..-,X, თანაბრად დამორებული კვანძებია 

XI.1--X,=ჩ (1=0,1,2,..., 7-1). 

მაშინ §5-ის (50) ფორმულის თანახმად მივიღებთ ნიუტონის პირველი 

საინტერპოლაციო პოლინომის ნაშთით წევრს 

II-I). -C- ყო+სდ), (1) L = ი+1 »CX) = თ+II 

X-–X0 
  სადაც ( = , ხოლო არის ნებისმიერი შუალედური მნიშვნე- 

ლობა Xე;, Xც--ე X. და X წერტილებს შორის. 

თუ ძ=701101XI1), ხ=მX (და 
( 

ო1მX | /17-+1XX) | =/M(+1) 
»CIთ, ხ| 
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მაშინ მივიღებთ ნაშთითი წევრის შეფასებას 

/VI ჩალ0)| =–--–-5?I (0-0). ..C-–-7)| #51), 2 |MI,ა(ა) თ+1)!)“! ).““( )I (2? 

§6-ის (5) ფორმულედან ანალაოგიურად მიიღება ხიუტ ონის მეორე 

საინტერპოლაცეო პოლენომის ნამთითი წევრი: 

II. (X)= #+1 (10%). //C+/9) „თი (დ, (3) 
(1-- 1)! 

X–X, 
  საღაც #= ,ხოლო § -რაი მე საშუალედო მნიშვნელობა”. X, 

Xს ·-Xგ კვანძებსა და X წერტალს შორის. ამ ნამთითი წევრისათვის 
ადგილი აქვს შეფასებას: ; 

»+L 

6,9 I<IIV+0V+2... (+) IM, ი“, C 
(IL+- 1)! 

როცა #=2, M=1, მაშინ (1)-დან მივიღებთ წრფივი ინტერპოლი- 

რების ცდომილების შეფასებას 

1'IC-ს „/-. (1-0, 1 
2! ი 2 2 

| 9)(X9)I დ · 10”. 

რადგან, როცა 01 1, გვაქვს 

(1-–0= 4 =C =8L 
4 2 

ამიტთმ საბოლოოდ 

1 

_ 1 
I900I<%-,- · >“ 10-%< 10-7, 

ამრიგად, წრფივი ინტერპოლერება სრულეადღ დასაშვებია. 

მაგალითი 1. ყ=-00§ ჯX ფუნქციის მნიშვნელობები მოცემულია 
§ 3-ის მე-2 მაგალითში. ვიპოვოთ 00§0,05 მნიშვნელობა და შევაფასოთ 

ნაშთი. 

ამოხსნა. ვთქვათ X=0,05 მნიშვნელობა მოთავსებულია 

ცხრილის დასაწყისში. ნიუტონის მესამე რიგის პირველ საინტერპო« 

ლაციო პოლინომს აქვს სახე: 

(-1 ა (I--–1)(-–2 
#3(X)= 9ყი+/ გM-+ +4-) ტ"ყე + 4-0LC- 29%. 
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X-XI _0.05-0 
  ავიღოთ X =0,0, მაშინ /:= =-0,5 და მივიღებთ 

/ 0,1 

ჩე(0,05) = 1,00000 +-0,5(-–-0,00500) + “002 (-–-0,00993)-L 

5 უებ –– 105%C--9,9L- 1,9 2 15 (0,00013)-+0,99875. 

აბსოლუტური ცდომილება შევაფასოთ (2) ფორმულით: /91(X) =005X, 

ამიტომ „VI,=-0050=1 და მაშასადამე 

1 

| ჩა(0.05) | C='“– |0,5%--0,5(–1,5(--2)|<4.10-.. 

მიღებული შედეგის ყველა |ციფროი სანდოა. შეგვიძლია ავიღოთ 

0050,0520,99875. რაც) ემთხვევა ხუთნიშნა ცხრილების შესაბამის. 

შედეგს. 
მაგალითი 2. V#V=005X ფუნქციის მნიშვნელობების ცხრილის. 

გამოყენებით ვიპოვოთ (C0§ 0,55 მნიშვნელობა და შევაფასოთ ცდომი- 

ლება. 

ამოხსნა. ვთქვათ, X=0,55 მდებარეობს ცხრილის ბოლოში. 

ნიუტონის, მესამე რიგის, მეორე საინტერპოლაციო პოლინომს აქვს. 
სახე: 

1(1--1 
ჩეს) =ყ,ბყი- + ' )   

ბ"ყი-.-+- 

–1(-2 ქ: (რ(–00-2 გაც, 

X-–- _ 0,55–-0,60 

6... 0.1 
გამოსახულებაში შევიტანთ სხვაობებს და 1=-–-0,5 მნიშვნელობას, მი– 

ვიღებთ: 

ავიღოთ X,=0,60, მაშინ (= = 0,5. თუ #უვ(X)-ის 

#კ(0,55) -=0,85252. 

აბსოლუტური ცდომილება შევაფასოთ (4) ფორმულით: /(1XX) = 005 X, 

ამიტომ 71,=0050==1 და 

0,131 
#L,(0,55)|ლ–1.– |/””ა(9,55)| 22   1I(=0,5) ·0,5-:1,5:2,5|I<4:10“%, 

ამოიგად, მიღებული შედეგის ყველა ციფრი სანდოა. ამიტომ შეგ- 

ვიძლია ავიღოთ C0§0,55=0,85252, რაც ემთხვევა ხუთნიშნა ცხრილე– 

ბის შესაბამის მნიშვნელობას. 
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' § 8. ცენ–რალურ სხვაობათა ცარილი 

ნიუტონის საინტერპოლაციო ფორმულების აგებისას გამოიყენება 

ფუნქციი მხოლოდ ის მნიშვნელობები „ რომლებიც მდებარეობენ 
შერჩეული საწყისი მნიშვნელობის ერთ მხარეს, ე. ი. აღნიშნული ფორ- 
მულები ატარებენ ცალმხრივ ხასიათს. 

ც ხ რილი 1 

ტყ | ი | იყ იყ ტV/ | 2V 

(„» 
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ხშიო შემთხვევამი სასარგებლოა საინტერპოლაციო ფორმულები, 
რომლებიც შეიცავენ ფუნქციის საწყისი მნიშვნელობის მიმართ მის 

წინა და მომდევნო მნიშვნელობებს. მათ მორის უფრო მეტად გავრცე- 
ლებულია ისინი, რომლებიც განლაგებული არიან მოცემული ფუნქციის 

სხვაობათა დიაგონალური ცხრილის ჰორიზონტალურ სტრიქონში 

და რომლებიც შეესაბამებიან Xე და ყე საწყის მნიმვნელობებს, ან სტრი- 

ქონებში, რომლებიც უშუალოდ მიკედლებული არიან მასთან. #ყ.,, 

#ტყი: რ”ყ-,... ეწოდება ცენტრალური სხვაობები (ცხრ. 1), სადაც 

+ =X+!სს ((=0,+1, -L2,...), MV;=I/I(XI), 

ბსაყელ=ყს1--ყ, ბ'ყ,=სტყ.ა)-ყ; და ა. შ. 

შესაბამის საინტერპოლაციო ფორმულებს უწოდებენ ცენტრა- 

ლურ სხვაობებიან საინტერპოლაციო ფორმუ- 

ლებს. მათ რიცხვს მიეკუთვნებიან გაუსის, სტირლინგის და ბესელის 

ფორმულები, რომლებსაც აქ შევისწავლით. 

§ 9. გაუსის საინტერპაოლაციო ფორმულები 

ვთქვათ, მოცემულია 20+1, ერთმანეთისაგან თანაბრად დაშო- 

რებული, კვანძი: 

X. ა MI თი –1)ვ.".. ჰM)V.I XI) Vლ....%» –-”" Xი 

სადაც 

სტX,=X) ე –X,=ჩM=00ი5L ((=-–-/), –(ნ1--1), ·.. 7-1) 

და ამ კვანძების შესაბამისი ყ=/(X) ფუნქციის მნიშვნელობები: 

ყ.=ICX,) ((=0,+1, 2-2,...-L/)). 

საჭიროა ავაგოთ ისეთი #0) პოლინომი, რომლის ხარისხი არ აღემა- 

ტება 2M-ს და დააკმაყოფილებს პირობებს: 

ჩ(1)=ყ, (I(=0, +1+2,...,-LI/I. 

უკანასკნელი პირობებიდან გამომდინარეობს, რომ 

#M9(X) =ტჩ"ყ,. (1) 

ვეძებოთ იგი შემეგი სახით: 

სC0=ძე+ძ,(X-–-Xე)-LCთე(X-–X))(X-–-X) +– 

“+ ძე(X––X -,)(X--–Xი)(X-––X,) + თ,(X-–-–-X -1) (X––X0) (X-–– X)(X ––X9) + 

+ ძე(X--X -:)(X-–X -1)(X-–Xე) (X––X))(X-––X,) L ...-L (2? 

“+ თაი (X-––-X-თ –)))...(X--X -ე)(X--X-)(X-–-Xი)...(X-–X> + 

+ ძაე(X-–-X -თ 1) „..(X-–X –) (X-–Xი) (X––X,) ...... თ-–-X -11(X-––-X,), 
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რომელიც მოკლედ ჩაიწერება ასე: 

ჩ002=0ძეა+Cთ,(X-+-Xე)!1+--თა(X-–-Xე):91--თვ(X––X ,),პ1-++ ძა(1-–-X ,),ე1-+ 

რ... +-შიი -.(X--X-თ -ე)ი–-+ თაა (V-X -თ -1))!?”). (3) 

წინა ორ პარაგრაფში ჩატარებული მსჯელობების ანალოგიურად (1) 

ფორმულების გათვალისწინებით, მივიღებთ 

    

  

რ ყი ტყ, ტ“ყ., რძი=Vი, =--, ი= ' = იე=ყიც CI 1 # რი 2! #? ძე ვ) ცა 

_ ტრი. 9-1 ყ- #ში, 
C ·., რიი- „– _ M-თ-). კ რაე= ი. 

შბ. ტყ! შიო. (20-–- 1)!/55-1 7 (2)! ში 

  თუ შემოვიღებთ (=> აღნიშვნას, და კოეფიციენტების მიღე- 

ბულ მნიშვნელობებს შევიტანთ (3) ფორმულაში, მივიღებთ გაუსის პირ- 

ველ საინტერპოლაციო ფორმულას: 

  

/I – 1). ' 11/(/-–-1 : 
ჩC2ე=ყი+12#Vყ-+ · 2! ატა, + 4+C0#« ს. + 

+ ((+ >XC> 1)(–2 ტყ ,ა+ , ((+2)(+ ს 2) ტესაC (4 

„.. 1 (58-90). /(-ჩ+1 აი. ((+M-1...((-M) ს» 
1აი+ (2/)--1)! ტთა (24! ყო» 

ანუ, მოკლედ, 
(20. – 13) , (–- 1):) –?მ––ჰ–“““=ჟ-“-“--ჟC–.–.-   

(14+/71---1)2ი–- აა კ „..- 91700: ბიე  აL 
შოოო+ (2/1--1)! შ-თ-ი (21)! 

სადაც X=Xა+/I, #1=1((--1)... (1<-(/I---1)). 

(+”- რი 5 
–”) 

გაუსის პირველი საინტერპოლაციო პოლინომი შეიცავს 

ტყა რ, ტყე, ტ!', რტყ-ა რ"წყ-ვ,... 

ცენტრალურ სხვაობებს (ცხრილში ეს სხვაობები ადგენენ ქვედა 
ტეხილ სტრიქონს ისრის მიმართულებით). ანალოგიურად მიიღება გაუ- 
სის მეორე საინტერპოლაციო ფორმულა, რომელშიაც შედიან 

ტყ. ბ“ -), ტბყ-ე, #შყ-ი, ტხყ.ვ, #იV -ვ,... 
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ცენტრალური სხვაობები (ცხრილში ისინი ადგენენ ზედა ტეხილ სტრი– 
ქონს ისრის მიმართულებით). მას აქვს სახე: 

  

  

  

59 ” 1-L1) 1((–1 
ჩCე=ყა-+I ტყ, + ––_ CI) '1+ ისრისა, + 

1) /(/–– ი «აი )/0- 0) „ა, ...+ რ 

(+8M– ს...C-M+I) ცი, L (+079) ((+/--1)-L.-CL-–-#-+ სატე, 
(2/L-–- 1)! (2ჩ)! 

ანუ, უფრო კომპაქტურად 

(+ 1)? .„ (+ 1)I3) ჩიე =#+/ბყს + 112 აი 1 61) ტე ,ს თ 
(1+ 2)11) (1-7 –– 1)12M-–)) (/-/1)L 21.» 
L”  (” "94 _ ·. I.  ' ს სც2-1 ი ს?» ი 

1“ წროეი+ (2/I--1)! წიX (2/)! წ 
სადაც X=Xა-+LII. 

§ 10, სტირლინბის საინტერაოლაციო, ფორმულა 

გაუსის პირველი და მეორე საინტერპოლაციო პოლინომების სა- 

შუალოლ არითმეტიკულს ეწოდება სტირლინგის საინტერპოლაციო 

პოლინომი 

  

  

  

  

2_ 19 ი ვ 
ხიე=ყა+1 სყ, 34% კ 1. +- _ #?/, + “+ 1 ).. ტ #14 V-1 + 

('V"--1) ,, (ყა ა 3. 0 · რტწყ.-+4რყ-ი 

+ გ ბრი 2 
ა/ა, _ 19ა(//ა_ უმ? 9/ყ/ი_ 19ა(//9, ომბ. ..წ/? => 17ძ 'M 2 სგე ე... + (%(Iწ–-1%( _C - +თ-10") 

„ბა ყაბ? ით), 1((0-100"–2 · "I/2-- (/1-- 1)” I. იყ, 

2 | ა) 

სადაც 1= 2-2, 
ჩ 

ადღვილი შესამოწმებელია, რომ 

ნCV)=ყ; როცა (=0, -L1, -L2,...,-C/I. 

§ 11. ბესელის საინტერპოლაციო ფორმულა 

ამ ფორმულას გამოვიყვანთ გაუსის მეორე საინტერპოლაციო პო- 

ლინომის გამოყენებით. განვიხილოთ 2M+2 თანაბრად დ აშორებული 

საინტერპოლაციო კვანძი (# –- ბიჯით): 

––––_C)I72> 
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და ვთქვათ, ყ#=/(X) ფუნქციის შესაბამისი მნიშვნე ლობებია: 

ყ.ლ=/I(X) ((=–წ,.., M+1). 

თუ საწყის მნიშვნელობებად , მევარჩევთ #ე და ყ., მაშინ X, (#=0, 
-L1, 2,..·:+/) კვანძების გამოყენებით, მივიღებთ: 

  

იერემ გეში 1 V+ს (- ა გა, + 

41912) 0+1) /1C-–I) (+1)1C- ტზე L...+ (10-51). ··VC-M+ 1) ილ, + 

4! (2M-- 1)! 
(/+M)I–#0-+ 1). --(I--9M-+1) , (1) 

+ გშმიყ . 
(2/)! 

ახლა საწყის მნიშვნელობებად მივიღოთ X, დღა 0, და გამოვი– 
ყენოთ X1+ M(V72=0, 1, +2,...,+ I) კვანძები, მაშინ 

15%  1%-ჩ 1 
ჩ ჩ 

ამასთან (1) ფორმულის მარჯვენა ნაწილის ყველა სხვაობის ინდექსი 

გაიზოდება ერთი ერთეულით. თუ (1)-ის მარჯვენა ნაწილში /-ს 

შევცვლით 1-1) სხვაობით და ყველა სხეაობის ინდექსს გავადიდებთ 

1-ით, მივიღებთ დამხმარე საინტერპოლაციო ფორმულას: 

«- 2, #მ ყე L (V--1)V--2) „ე 

' ვ! 
სნCე=M9M+(–-1)ბყი+ ––- ტყ, + 

1 CV+ 1) /(1–– 11(/––2) ტში ირ 1) /(1–– 11(1-– 21(/-–3) ტაყ. 

4! 5) 

((+ი”–2)..-CV-=–/) გშო-1 ,. (/(4-/1––1)...((-–/) = 
ყ-თ- 

(2-1) თაბი თი 

(2 

+...+L ყ-თ-ა- 

(1) და (2) ფორმულების საშუალო არითმეტიკული მარტივი გარდაქ– 

მნების 'მედეგად, მოგვცემს ბესელის საინტერპოლაციო პოლინომს 

ყა + V, 1 საე–“. –-–” 
X)= “–. –  სიაიევუელლ.:. “ლ (22 1 +( - ) # - -ი# 

(-- 2) 7 (I-–-1) _ , , 
+ ( 2 ტა.“ (C-სძ+ ა 2. ბ => მა + 

” 
– –– 17(1-–-–1X1-+-1X1–2 

IC . IX, კ (-00-ს0C-20+2-9 „ 
5) 6! 
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„. ტ-ვ+ ტყ, 1 (-1)0+1)(-2(+2....(–/)(1ჩ– ს X 

  

2 (2/)! 

„ბია ნბ “ი-ს 
2 (3) 

(I(– 2 )4(–იი+ 1)(/––2)(/+9)...(/=-M)(/+#M--1) 
+ 2 ტ?ი-1ყ.,., 

(24+1)! 

სადაც 1= = როგორც აგებედან ჩანს (3 პოლინომი მოცემულ 

2M+2 კვანძში ემთხვევა ყ/=/(X) ფუნქციას. 
როცა #=1, მივიღებთ ბესელის აზრით კვადრატულ საინტერპო- 

ლაციო ფორმულას 

ხცე #1+4+46% (I– > )ტ/ი+ (I-1) ., 
2 2 2 

ცგყელტყ., + ტყ,.–რყი 

2 
X 

ანუ 

000 =ყი+/გყა–/(ტ4ყ.--ბყ-)), 

სადაც 1,= “0-9 ·   

ბესელის ფორმულაში კენტი რიგის სხვაობების შემცველ ყველა 

წევრს თანამამრავლად აქვს (--, ამიტომ როცა /= +) მაშინ (3) 

ფორმულა მნიშვნელოვნად მარტივდება. 
ჩ ( Xი+X) )-4“ 1 ტ”ყ..+ჩ% 13. „ გბმყე+4რ?შყ., _ 
  

2 2 გ 2 128 23 
5  ტზყ ე+4ზყ_ 1.3.5---(2/--1)12 _ ყია106Vყი , ს სი (07- ს)" 

1024 2 (2ჩ)! 225 

X იოხიმ ბენის, . 

ამ შემთხვევას ეწოდება შუაში ინტერპოლირება. თუ (3) ფორმულაში 

მოვახდენთ ცვლადის შეცვლას ი=(–53 , მაშინ იგი მიიღებს უფრო სითი 

მეტრიულ სახეს: 
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2 _– 
1 

ჩ- 2 ი #”-+) 
ჩლე-%-M+ი #4 + _ 4 09018%, გმ, + 

1 9 „,. + 4 - 4 „2 9-5-+6 9-1, ტწყ ,-L 
2 

„C- ელელე «+ 
  

  

+ 

(49 

C- ლუ. IL” _ “+...+ რი) X 

X რმწიეიბი "ყ-ი+I 

_ ებ... ... 
MC + I” >) I” 4 | ია+1 

ტ ყ-ი+1   

(2M–+ 1)! 
1+ 

სადაც ი= + (+---+-“). 

§ 19. ცენტრალურ საინტერპოლაციო ფორმულათა 

ცდომილებების “რმეფასება 

მოვიყვანოთ დამტკიცების გარეშე, სტირლინგისა და ბესელის საინ- 
ტერპოლაციო პოლინომების ნაშთითი წევრები: 

ა) სტირლინგის საინტერპოლაციო ფორმულის ნაშთითი წევრი. თუ 

სხვაობათა ცხრილის მაქსიმალური რიგია 2/ და XCIX--MIM, X--L- III, 
მაშინ 

#?9X1I/(29+1) (§) 2 1 კი _ > ი _ ვი _ ემ 

ჩ,ი= – 11 +11 1(I“-- 1 X ე. .-(/1--M2), 

სადაც ჯ=+-- ა       CIX ––იჩ, X +. თუ I(X), ფუნქციის ანალი- 

ზური გამოსახულება უცნობია, მაშინ მცირე # –– სათვის დაშვებულია 
მიახლოებითი ტოლობა 

ტმო+1ე _, -ტბი+ე 

რირი” 2(2/2+1)! 
4 ტშიბყ ,/(0-- 19(/მ8- 29,..(/?- იშ). 
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ბ) ბესელის საინტერპოლაციო ფორმულის ნამთითი წევრი. _თუ 

სხვაობათა ცხრელას მაქსიმალური რიცხვია 2M+1 და XC X –Mჩ, 

XX +MI, მაშინ 

ც?იX2 

(2/1+ 2)! 
  M.(0 = 2 5+9(C)/(/2-- 12) (/2–– 21) +. «C/მ- 8) (/--(I-L 1)1, 

სად აც 

X–-% 

ჩ 

როცა #2) მოცემულია ცხრილურად და # მცირეა, მაშინ 

გაიყ ს + ' ტობა, Vყ- 9XV//9 ი 9 ი გე““ქ ე”. 1-)(/?--2=) . . .(/“- ./,2)I7--– 1)I. 20 2 (((1--19(/ ა. .-(/“'--/)I1–- (+ 1)) 

(=   , §CIX-–-Mჩ, XL CI-L1) MI. 

M,ი> 

კერძოდ, თუ (== >? , მივიღებთ ცდომილებას შუაში ინტერპოლი– 

რებისათვის 

8ც29M+“ (211+9,/L .-3. 5. 2 
%„.= 1 ,' (9) ( 1)9+1 L1. · -(2/? + 1))“. 

(2/1-L 2)! “221012 

ანუ 
ჩ = ტშიმყ. _  L ტ#ტ“ი!ბი C. ცო)! 1.3.5.. -(21 + 1) I? . 

” 2(2M-L2)! 23ო+2 

თუ დავუშვებთ ჯ=ი/ი + 3 მაშინ 

ჩც:ა1+2 == · -_ 50252. 

(2ი +2), C(7– +” - +)“ 12 | 

§ 13. საინტერპკოლაციო ფორმულების ზოგადი 

დასასიათება მუდმივი ბიჯის შემთხვევაში 

ნიუტონის საინტერპოლაციო პოლინომების აგების შემთხვევაში 

საწყის X- მნიშვნელობად აიღება საინტერპოლაციო კვანძებიდან პირ- 

ველი ან უკანასკნელი. ცენტრალური საინტერპოლაციო ფორმულების 

შემთხვევაში კი საწყისი კვანძი შუა წერტილია, ქვემოთ მოყვანილ 

სქემაში ნაჩვენებია ძირითად საინტერპოლაციო ფორმულებში გამო- 

ყენებული სხვაობები, ამასთან მიმოხილვის მოხერხებულობისათვის 

ნიუტონის მეორე საინტერპოლაციო პოლინომში შეცვლილია ინდექს- 

თა ნუმერაცია (ცხრ. 2). 

საინტერპოლაციო ფორმულების დეტალური განხილვდ გვიჩვე- 
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ნებს, რომ როცა |#Iლ0,25, მიზანშეწონილია გამოვიყენოთ სტირლინგის 
ფორმულა, ხოლო როცა 0,25< IIIლ0,75 –- ბესელისს ფორმულა. 
ნიუტონის საინტერპოლაციო ფორმულები გამოიყენება იმ შემთხვევა– 
ში, როცა ინტერპოლაცია ხდება ცხრილის დასაწყისში ან ბოლოში და 
საჭირო ცენტრალური სხვაობები არ არის საკმარისი. 

  

  

  

  

  

    
    

  

    

  

  

  

  

  

  

ცხრილი 2 

2 ვ 4 
+ ყ იყ „> ყ იყ “ს ყ ფენითვპვნა 

- : 

ნიუარაის ბ) 
შორეულს, ) > 3 

X.-2 ყ- 2 4:#-3 49. .) - 
· 

რა; რა #.. – 2 ვ 
ბ Xჯ -. ყ#- 4 რ)ყ., 

409 

3 
'იV-, ი V- აეეე, 

: 4 სტირლინბის 
#ა Vა ლ--1-54V, 

=-2> შორმუზა ააღეოე 3 , ხუცელ _-L 
.. –C-–-.– შსედის 1. რა _ 1“ 0677 , ფორ?ულა 

–» “ 2, ყ, 25% _ რბ/#, 
წავ 

რ), ს LC 
2 ალ ” 

X- 49: 2) #”: რ წი 
· 

ყ 
ნიღტონის CV. 297 ბირაეული 

2 3 ფორმულა თ. | V, 2V, რყ, _ 
+ : 

–                 
  

მაგა ლითი. მოცემულია 

ჯ 

“%(X) = 82 6-X-VV, 

V «ა 

183



ფუნქციის მნიშვნელობების ცხრილი (ცხრ. 3). 

  

  

ჯ ყ /აწ7, ტყ ტამყ 

0,51 0.5292437 | 
0,52 0,5378987 გა090 –86. ! . 
0,53 0,546464| 75) –-903 – 
0,54 0,5549392 224 –-910 – 

562323233 80011 --927 7 0,55 1,5633233 82924 – 927. <6 
0,56 0,57161597 1) ვილ =-923 
0,57 0,5798158     

ვიპოვოთ «%(0,5437). 

ამოხსნა. მოცემული ცხრილი შევავსოთ #„= «%(X) ფუნქციის 

სასრული სხვაობებით. მივიღოთ, რომ ჯX-ა=0,54 და X=0,5437, მაშინ 

X-X. 0,54337- -0,54 
== '" =0,37. 

ჩ 0,01 
1=   

რადგან –< (<<. ამიტომ ვისარგებლოთ ბესელის (4) ფორმუ- 

ლით. გვაქვს 

ი=! = =0,37--0,50=--0,13. 

აქედან, მინიშნებული სხვაობების გამოყენებით, მივიღებთ 

"0,5549392+-0,5633233 

  

«დ,54ვეუ– ––-.:70-: _ ( 0,130,00838414+ 

0,0169-02” –-0,0000910--1,0000917 
2 2 

– 0,13(0,0169–0,2 1 _9,130,0169“ 0,251), _ ც 000007) =0,5560420, 
6 

ამრიგად, %«X(0,5437)270,5580520. 

§ 14, ლაგრანჟის საინტერპოლაციო. ფორმულა 

წინა ორ პარაგრაფში მიღებული საინტერპოლაციო ფორმულები: 

გამოიყენებიან ერთმანეთისაგან თანაბრად დაშორებული საინტერპო- 

ლაციო კვანძებისათვის, ნებისმიერად მოცემული კვანძებისათვის სა- 

ინტერპოლაციო პოლინომის ასაგებად, როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, 

საჭიროა #-L1 უცნობიანი M+1 წრფივ განტოლებათა სისტემის ამოხს- 
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ნა, რაც დაკავშირებულია შრომატევად გამოთვლებთანრ. პრაქტიკაში 

მიზანშეწონილია გამოვიყვანოთ საინტერპოლაციო პოლინომი უფრო 

მოხერხებული გზხით. 

ვთქვათ IL06, ხ1 სეგმენტხე მოცემულია X არგუმენტის M#+1!I ერთმა- 

ნეთისაგან განსხვავებული, მნიშვნელობები: #X., X,,...,Xგ და ცნობილია. 

მათი შესაბამისი #=/(X) ფუნქციის მნიშვნელობები: 

I(CXი)= ყა, /I(XI)=ყი-..ა I(X.)=ყეა- 

საჭიროა ავაგოთ ისეთი L„(X) პოლინომი, რომლის ხარისხი არ აღე- 

მატება # რიცხვს და რომელიც აკმაყოფილებს პირობებს (ნარ. 21); 

#L 
+. 

ს. 
ი 

„“
 

ს
ყ
)
.
.
.
 

.“
ჟ 

ს 
–_
 

2, 
–
-
 

ჯა
 
ა
ღ
ა
.
 

ი
ლ
ლ
–
ზ
 

<2
 

  

  

.
?
 , 

; “Lს.Vა=9, (=0,1,2,...,I1) ყ · ' 

პირველ რიგში ამოვხს–ათ კერ- ; 

რძო ამოცანა: : ავაგოთ ისეთი | , 

V-9 

ხ,ი) პოლინომი, რომ „. ყ=/#C) 

#I(X,)=0, |5C! 

და L,;(X,)=1 (ნახ. 22) 

ანუ 

. (1) რ“. 
0 , - 

; IV ნახ. 22 

რადგან საძიებელი პოლინომი ნულის ტოლია Xაკ, X,.. XI 1) XI. I)-»-, 

X, წერტილებში (1 წერტილში), ამიტომ 

#,() =0;(X-–Xე)(X––-X,)...(X–--XI-ე)(X––X,, I)... (X-–-Xი), (3 
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სადაც 0,=00035ნ თუ დავუშვებთ X=X, და მხედველობაში მივიღებთ 

#I(X)=1 ტოლობას, მაშინ (2)-დან შეგვიძლია დავწეროთ 

0,(V,--Xე)(L,–-%)...(X,–-Xგ ე) (X,–%,ცე)..-(XI––-X,) =1, 
საიდანაც 

0ჯ=ICXI––Xე)(X ––X,)...(V,–X, -) CC-–-X თ ))...(Xკ–-Xე)1 “1. 

თუ 0;-ს ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (2) ფორმულაში მივიღებთ 

ჩ,0 = (V––Xი)(X––X)) · · /(X– 1) (X-XI, 1)...(LC-–- ა.) . რ) 

(V,-–Xე)(X,--X)).--CV–--X,-1)(XV,– 1,3 1).--(V,––-X,) 

ახლა გადავიდეთ ზოგადი ამოცანის ამოხსნაზე. ვიპოვოთ ისეთი 

Lა(ი პოლინომი, რომელიც დააკმაყოფილებს #»(X,)=ყ, (I1=0,1, 

2,...,) პირობებს. მას აქვს დახე. 

ჩ 

L90= 2, ჩ,09V.. 6 
!=0 

მართლაც, ცხადია, რომ ამ პოლინომის ხარისხი არ აღემატება # 

რიცხვს. მეორე მხრივ (1) პირობის თანახმად გვაქვს 

ჩ 

L.V)= 2 ,ჩ,X)ყ,=V, (/=0,1,2,...კ/1) 

1=0 

თუ (3 ტოლობით მოცემულ ნ,(ე-ის გამოსახულებას ჩავსვამთ (4) 

ფორმულაში, მივიღებთ: 

L.00= ა. (XV--–-X-ი)(V–-X·).."(X–-X, 1)(X–--X,ვ)) · · ·(X-–- X,) 

–, (X,–-XI (I-X)...(0-% )(6- Xვ)--.(X,--X,)მ : (5) 

რომელსაც ეწოდება ლაგრანჟის საინტერპოლაციო პოლინომი. 

დავამტკიცოთ (5) ფორმულის ერთადერთობა. დავუშვათ წინააღმდეგი. 

გთქვათ #,(X) პოლინომის ხარისხი არ აღემატება ი-ს და იგი განსხვა- 

ვებულია L„(ი) პოლინომისაგან, ამასთან L„CსXა=Vყ, ((=0,1,2,...,M). 

მაშინ 0,00=#/,00--ჩ,00 პოლინომი, რომლის ხარისხი არ აღემა- 
ტება ჩ-ს, ნულის ტოლი იქნება Xა, X),..., X, წერტილებში (#--1 წერ- 

ტილში), ე. ი. („(X)=>0. ამრიგად, #.00=#,(ი. 

აქედან, კერძოდ, გამომდინარეობს, რომ თუ საინტერპოლაციო 

კვანძები თანაბრად დაშორებულია ერთმანეთისაგან, მაშინ ლაგრანჟის 

პოლინომი ემთხვევა შესაბამის ნიუტონის სიანტერპოლაციო პოლინომს. 
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შევნიშნოთ, რომ ზემოთ მიღებული ყველა საინტერპოლაციო ფორ– 

მულა მიიღება ლაგრანჟის პოლინომიდან კვანძების სათანადო შშერჩე- 
ვით. 

(დ) ფორმულის მოკლედ ჩაწერის მიზნით შემოვიღოთ აღნიშვნა 

ILIIი+1(X) == (C-––Xე) (X-–-–Xე).-.(+-–-Xი). (6) 

თუ ამ ნამრავლს გავაწარმოებთ Xჯ ცვლადის მიმართ, მივიღებთ 

ჩ 

IL” „+ 1(X) = ბჯ, (X––X)(–“–I)...(I-–-X, –)(XI-–-X), 1)...CL––X,). 
;=0 

"დავუშვათ X=X, (7=0,1,2,...,), მაშინ 

II „+1(X,) =(V, ––V) (–კ–-)...(,–-%V -0(X,-––X,.1)...(C,-–X,). (7) 

60) და (7) გამოსახულებების გათვალისწინებით (5)-დან შეგვიძლია 

დავწეროთ 
“” 

ყ, 
- რიი–წარ 2 ეი ანიფლიი “. 1= 

შევნიშნოთ, რომ სხვა ფორმულებისაგან განსხვავებძთ ლაგრან– 

ჟის ფორმულა ცხადი სახით შეიცავს ყ,-ს, რასაც ზოგჯერ დიდი მნიშვ- 
ნელობა აქვს. 

განვიხილოთ (5) ფორმულის ორი კერძო შემთხვევა: 

როცა /#=1, მაშინ გვაქვს ორი კვანძი და ლაგრანჟის ყ=7#,(X) ფორ- 

მულა წარმოადგენს მოცემულ ორ წერტილზე გამავალ წრფეს 

ჯI"”ჰ ხს  LX–-თძ - 

რიულ უსა ეს 
    

"სადაც თ და ხ ––ამ წერტილების აბსცისებია. 

როცა #=2, მაშინ მივიღებთ სამ წერტილზე გამავალ #V=Lი(X) 
პარაბოლის განტოლებას 

_ (C––-ხCX“–-თ (X-–-თ(X-–თ თ (X––- თ) (X–-ხ) – 

(–-ხ)0-ი ”“ (6-თდხ-ი (C--თ(C--V) ”” 
სადაც ი, ხ, 6 –-–აღნიშნული წერტილების აბსცისებია. 

მაგალითი 1. ყ=/(X) ფუნქცია მოცემულია ცხრილით: 

  

  

  

  

ჩ | ი, | 1 | 2 

X. | –1 | 0 | 2 

”. | 2 | 1 | 3 
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ავაგოთ ლაგრანჟის საინტერპოლაციო პოლინომი და გამოვთვალოთ 

ფუნქციის მიახლოებითი მნიშვნელობა X= > წერტილში. 

ამოხსნა. გვაქვს: X-=–-1, X,=0, Xე=2; ყი=2, M1=1, ყა=3. 
ამიტომ (5) ფორმულის თანახმად 

(X–X)(X-–X.) (V– XI) (X-–1) 
LX) ე.ი _“ თუ 7 IL 

1 (Xა––X1)(Xი––Xა) %I (X) –– Xი) (X1–– X-) ” 

+ (X-–X0)(X–X)) ყ.= (--0)C--2) _. 2+ (X+ 1)(X--2) . 

(Xგ–– X0) (X--–%)) (ლ-1--0)-1--2) (0 + 1X0––2) 
(X-I- 11(L-–C) 3-_ 2X(L--2) _ (X+ 1)(X–– 2) ე 3XX+1) _ 

(2+ 1)(2––0) 3 2 6 
2-2)  Xბ·?--X-2  XX+Xჯ –( 2 = 1 1 2 

1ვ.)1უჟ:02 "2 3 +; )2+ 

1+ 

2 1. 1 2 1 _–---_. 
+ 3 2 –)X+ 3 3 

ამრიგად, საძიებელი პოლინომია L:(X)= 2 Xჯბ-L+ – X+1, ხოლო 

#= > წერტილში ფუნქციის მიახლოებითი მნიშვნელობა 

1 1 2 1 1 1 4 
_– ლ2:/, – ==:- „ეარ. – 1= –- · 

IL -) 7 ( 2 ) 3213 2115 

მგალითი 2. ყ=I(X) ფუნქცია მოცემულია ცხრილით 
  

  

  

” 0 | 1 | 2 | ვ 

X 0 | 2 | ვ | § 

V. 1 ვ | 2 | 5   
  

ავაგოთ მესამე ხარისხის ლაგრანჟის საინტერპოლაციო პოლინომი დ» 

გამოვთვალოთ ფუნქციის მიახლოებითი მნიშვნელობა X= 1 წერტილ– 

ში. 
ამოხსნა, (5) ფორმულის თანახმად შეგვიძლია დავწეროთ 

სე -  თ–#არ ათ , ე _ თლ«ათ–#ან-«ი 
(+Vი––X)) (Vე-– X2) (Xე––Xე) (X,--–Xე) (M1––X2) (MX) ––Xვ) 

(X––X-)(X-–– XI) (X-–Xვ) ყ.+ (X––Xი)(X–– XI) (X––X2) ყვ. 

00--X)6-–-X)00--X) თ _ (X3-––%0) (Xვ--–X1) (Xვ-––X:) 
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მოცემული ცხრილის მიხედვით 

ჩელე= (X–– 2)(X-––3)(X-–– 5) .1+ (X-–0)(X––3)(X-–– 5) 
  

  

«·3 
(0--2)(0-–3)(0–– 5) C--00--3X2=5 

+ (X-–0)(X-L 21(X–– 5) .2 (X-––0)(L-–<2)(X-– 3) „5“ 

(3--0)(3--2)(3--- 5) (5-––თ(5-–2)(5-–3) 

= C--5X+6)(X-5) 200-%019, 200791 10) +-200-94109 
–30 

· 

- არიელი _ –- ++ 
3 +C- 2+23-5+1)' ++1= – #- –X #+ 3. (+1. 

ამრიგად, საძიებელი პოლინომია 

ვ ვ 6 
#ე0ე= – 0 1 21 924 L+C), 

10 15 6 
' ” საინადაც, 

IM(1)=> 7 ვ(1) =3,267. 

§ 15, ლაგრანჟის პოლინომის კოეფიციენტების გამოთვლა 

ამ პარაგრაფში მოვიყვანოთ სქემა რომელიც გააადვილებს ლაგ– 

რანჟის პოლინომის V,»-ის კოეფიციენტების გამოთვლას. მათ უწოდე- 

ბენ ლაგრანჟის კოეფიციენტებს: 

ჩებიე = (X-–Xე)(X-––X)) · · /(X-–-–-X-1)(X-––XI+3) · · ·(X-–X-) 
  , (1) 
(X,––Xი)(V,––- XI) · · /(X,–-–X;-1) (XI–-–X(+1)+-CX,--Xგ) 

ან უფრო კომპაქტური ფორმით 

წი VII63. = IIა(» (2? 

(X-XI) II „+I(Xი” 
სადაც II.+I(X) = (X--Xე)..-(X-–-Xე), ამასთან; ლაგრანჟის ფორმულას 

ექნება სახე: 

L9= ბ, სრ(იყ.. 
(=0 

შევნიშნოთ, რომ ლაგრანჟის კოეფიციენტთა ფორმა X=ძ1+სხ (ი,ხ= 

=0005(, 0950) ჩასმის ინვარიანტულია. მართლაც, (1) ფორმულაში და- 
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ვუშვათ X=0!+ხ; X,=ძI)+ხ (/=0,1,2,...,.), მამინ მრიცხველისა 

და მნიშვნელის ძთ”-ხე გაყოფით მივიღებთ 

L,ლX0) = (1-–70)(1-–1)) · · '((-–-ს-))(1-–ჩ 4-1) · · '((-–-ჩა) 
(3) 

(,,-––1ე)(0,–– 1) · · /((I––ჩ-1)(წ)-–/ 41) + · "((––ჩე) 
ანუ 

LM) = _ სატ (4, 

L(-–-7/)II „+1(ა) 

სადაც #/,+)(0=(1–--)...((--7,), რის დამტკიცებად გვინდოდა. 

ლაგრანჟის კოეფიციენტების გამოსათვლელად შეიძლება გამოვიყე– 

ნოთ ქვემოთ მოყვანილი სქემა, რომელიც განსაკუთრებით მოხერხე– 
ბულია ეგმ-ის გამოყენების დროს: 

V–“-Mე წ“ M X-–“Xი წა “–X» 

XX ს-ე >1–X# ი. XI –X#» 

#ა--% V-X. X-–--Xა ... Xა-“–X, (5) 

ლიე –-X» ბე–-Xე ... ნ-–-X# 

პირველი სტრიქონის ელემენტების ნამრავლი აღვნიშნოთ #)-ით, მე– 

ორე სტრიქონის ელემენტების ნამრავლი ––#,-ით და ა. შ. #-ური სტრი- 

ქონის ელემენტების ნამრავლი –– #თ-ით. მთავარი დიაგონალის ელე- 

მენტების ნამრავლი იქნება M-.)(X). აქედან გამომდინარეობს, რომ: 

ლაც = აილა ((=0,1,2, · · ·ც 7). (6 

ამრიგად, 

L.C0= რათა L" თ 

თანაბრად დაშორებული კვანძების შემთხვევაში )ყ(M=0005/) ლაგრან-- 

ჟის კოეფიციენტები დაიყვანება უფრო მარტივ სახეზე. 

მართლაც, თუ დავუშვებთ 

X=X)“LILჩ, 

გვექნება 
ჰ.-=0, #ჩ=1,.., 1გ=/. 

აქედან 

II.+1)(0=1(L--1)(1--2)...((–-”) 
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და 

II ა, 1(0 =(--1)#-1/1(,--1)! 

თუ ამ გამოსახულებებს ჩავსვამთ. (4) ფორმულაში, მივიღებთ 

  

  

1 - 1)79-(C ! 

LX5თ = – II.+I( რი, (=0,1,2,· · ·-,I). (8 

სადაც 

== 
(1-0! 

აქედან 

1 ” C' 
ა... „ 10-19 · LC= – სარ ა –-)ბ(–-V, თ 

I1=0 

ხოლო => X--%0 . 
ჩ 

§ 10. ლაგრანჟის საინტერპოლაციო ფორმულის 
ცდოვილებათა შეფასება 

მე-14 პარაგრაფში ჩვენ ავაგეთ ყ=/(Xი) ფუნქციის ლაგრანჟის სა- 

ინტერპოლაციო 'ს,„0ე პოლინომი, რომელიც X,, X LX, კვანძებში 
ღებულობს /(X,)=ყ, I(Xა=ყ,..ა |I(+,ს)=ყ,გ მნიშვნელობებს.. ის- 
მის კითხვა, რამდენად ახლოსაა აგებული პოლინომი ”(X) ფუნქციას- 

თან კვანძებისაგან განსხვავებულ ჯ წერტილებში, ე. ი. როგორ შე- 

ვაფასოთ /2?,(X1) =/(X –--L,„(0) ნამთითი წევრი. ამისათვის დავუშვათ, 

II ფუნქციას აქვს უწყვეტი /”(9, I”(%,..., /(25+0(0) წარმოებულები 

კვანძების შემცველ Iთ, ხ) სეგმენტზე. შემოვიღოთ დამხმარე ფუენქცია 

ყV(ე) = 64 ==” (64, –”/, +1(X), (1) 

სადაც 

Iა-)0ელ–(X-––იე)(X–-X)...(X––). 

და # -- მუდმივი კოეფიციენტია, რომელსაც შევარჩევთ ქვემოთ. 
MC) ფუნქციას აქვს I-+1 ფესვი: XV, X.··.Xგ. 

” კეფიციენტი შევარჩიოთ ისე, რომ V(X)-ს ჰქონდეს (I -L 2)-ე ფესვი 

Iთ, ხI სეგმენტის ნებისმიერ ფიქსირებულ X წერტილში, რომელიც გან- 

სხვავებულია ინტერპოლაციის კვანძებისაგან (ნახ. 23). ამისათვის საკ- 

მარისია დავუშვათ. 

კ(0) –– ჩე CC) –– III1,+1(X)=0. 

19)



  
ნახ. 23 

რაჯგან 77, I(-=–ე, ამიტო? ამ ზუკანასკნელი ტოლობიდან 

;= თ90-80, 

IIV+I(X) 

ჩ-ს ამ მნიშვნელობისათვის (((;) ფუნქციას აქვს”/1--2 ფესვი I0C, ხ ხI 

სეგმენტზე და ტოლი იქნება ნულის შემდეგი სეგმენტების ბოლოებში: 

(2) 

IM, %I IX Xა),.-., IX, XI, IV, XV -, XიI. 

თუ ყოველი ამ სეგმენტისათვის გამოვიყენებთ როლის თეორემას დავ- 

რწმუნდებით, რომ IX) წარმოებულს ექნება არანაკლებ M-+1 ფესვი- 

სა (თ, ხ) სეგმენტზე. I (ი-ის მიმართ იგივე თეორემის გამოყენებით 
დავრწმუნდებით, რომ (”(ჯ) წარმოებული ნულის ტოლი იქნება არა– 

ნაკლებ / წერტილისა Iთ, ხI სეგმენტზე. 

ამ პროცესის გაგრძელებით შეიძლება დავასკვნათ, რომ (თ, ხ) 

სეგმენტზე (9+1X(») წარმოებულს ექნება ერთი მაინც ფესვი. აღვნიშნოთ 

იგი C ასოთი, ე. ი, ((5+1X§)=0. 

რადგან 

L ა0ე=0 და I. (00=C+1)!, 
„ამიტომ 

|,(1)+1(X) ==IC(#+1ICX) –– 7(I1<+- 1)! 

როცა X=6, მივიღებთ 

0==/(5+-9(C) –-–M(M-+1)!, 
საიდანაც 

_ ჯ'5+ს (-) : (3) 

(/LI-+L 1)! 
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(2), (3) ფორმულების მარჯვენა ნაწილების შედარებით . გვექნება 

(ოთ _ Iო'ხდ 
სათ (თ +I! 

ჯო1+1) (§–) 

(#+1)! 

რადგან X ნებისმიერი წერტილია, ამიტომ (4) ფორმულა შეიძლება 

ჩავწეროთ შემდე გნაირადაც 

  

II.) (ი. (4) 

  

_ _ წოსდ 
II(X) =I(V) –– L„(X= 01+ 1)! ი I(X), (5) 

სადაც §=%(%CLძ, ხI. 
(59) ფორმულა მართებულია I0ი, ს) სეგმენტის ნებისმიერი წერტი- 

ლისათვის, მათ შორის საინტერპოლაციო კვანძებისათვისაც. 

თუ აღვნიშნავთ 

MI.) =ემX IIC9 +-X) I, 
ილჯლხ 

მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ 

V 
ი = II(X ––L, ლ –-291- ი+1VV) I; 6 III (X) |= IICVX) (X) ლ I+1)! |II„+1(X) | (6) 

სადაც 

LII+1(X)-–-(X-–- Xე)(X––X,)...(X-–X,). 

მაგალითი 1. ავაგოთ Vყ=2% ფუნქციის ლაგრანჟის პოლინომი 

Xე=–-), X=0, X.-=1, Xვ:=2 კვანძებით და გამოვთვალოთ ნაშთი, რო- 

მელიც მიიღება თუ /(X=2+ ფუნქციას შევცვლით Lვ(I) პოლინომით 

ამოხსნა. გამოვთვალოთ ფუნქციის შესაბამისი მნიშვნელობები 

#=--, ყ,=1, ყა=2, ყვლ=4. თუ ვისარგებლებთ ისევ (5) ფორმულით 

და ჩავატარებთ წინა მაგალითში მოყვანილი მსჯელობის ანალოგიურს, 

მივიღებთ საძიებელ პოლინომს: 

1 1 2 
#ვ(X)ლ– –- + -- 21+ -- X+1. 

0(0= ი 12X 1 XI 

გამოვთვალოთ ყ==2“%-ის წარმოებულები: I 00 =2%I02, |”(X=2+"1ი22, 

1 (X)=–-2XI09?2, /4)(X)=–-2%1ე12. გვაქვს 

თIი(X,) =-I; ი2X (X,) =2. 
# 
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L--1, 2) სეგმენტზე ყ=2%+ ფუნქცია ზრდადია, ე. ი. 0<2“<4; 

  Mკ =4Iი“2, Iი2=0,69ვ...<X 2 , 'ამიტომ //,<24 · - =1. 

III0ე=XC+1)0;-–1)(X-–2). (60) ფორმულის თანახმად 

I9:(9 IC – I(XCL-LI)(CC-1)(X-2) I. 

ახლა ვიპოვოთ მიახლოებითი მნიშვნელობა და შევაფასოთ ნაშთი 

2'/2=V 2 Lე (+ )=1.46; II8ვ(V 2 ) | < 0,024. 

ზუსტი მნიშვნელობა V2=1,414... 

მაგალითი 2. რა სიზუსტით შეიძლება გამოვთვალოთ V 115 ლაგ- 

რანჟის საინტერპოლაციო პოლინომით (ყ=VX ფუნქციისათვის), თუ 
საინტერპოლაციო კვანძებად მივიღებთ: Xა=100, X,=121, Xგ=144. 

ამოხსნა: გვაქვს: ყ=241X-, ყ”=--1 -ა/, ყ/= 3 5/7 და 
2 4 8 

/”,,, 3 1 3 

Mვ=მ2მX I/ I|= – .·––––- =-  .10-5ე როცა 100=X=<1440. 
ზ “1005 8 

ამიტომ 

ვ 1 
|| ლ 2 ·10-5 . 3 I(115––100)(115-– 121)1(115-– 144) | = 

= -> -10-.15.6.2.99-71,6.10-9. 

§ 17. ბანცალებული სხვაობები 

სხვაობათა ცხრილები ჩვენ შევადგინეთ თანაბრად დაშორებული 

კვანძებისათვის (M=00050. პრაქტიკაში ხშირად ·გვხვდება ცხრილები 

ცვლადი ჩ# ბიჯით. მაგალითად, ასეთი ხასიათი აქვთ ემპირიულ მონა– 

ცემებს. ცვლად ბიჯიანი ცხრილების შემთხვევაში ხდება სასრულ სხვა– 

ობათა ცნების განზოგადება: სახელდობრ, შემოაქვთ ე. წ. გა ნცა- 

ლებული სხვაობები. 

ვთქვათ ყ=/(20 ფუნქცია მოცემულია ცხრილით და არგუმენტის 
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Xე XI... მნიშვნელობებს შეესაბამება ფუნქციის წი, ყ),... მნიშვნელო– 
ბები, სადაც... 

#X;= XI. 1-–-X; ((=0,1,2,...) 

სხვაობები განსხვავებულია ერთმანეთისაგან. 

პირველი რიგის განცალებული სხვაობები ეწოდება 

ყ:+1--ყI; ყ; 

%61--X; 
Cდ=0,1,2,- · 9) 

სახის ფარდობებს და აღინიშნებიან IX,, X,+1) სიმბოლოთი, ე. ი. 

V,.18ღ-– ყ; 
(Iს სკე)ლ““.- ==“ (:=0,1,2--.), 

XV81--X; 

მაგალითად, 

IX) X1)= _#-M.. IV Xვ| = 92-- MI 1... 

X1--X%Xე Xე-X 

ანალოგიურად განისაზღვოებიან მეორე რიგის განცალებული 

სხვაობები: 

LL XI9)-IXI XI+11 

Xვი“–X; 
IX,, X;+I) XIკ9I =2 ((=0,1,2)- · ·) 

მაგალითად, 

IXI, X)-- IX, XII ქ... 
; 

XX 
IXე, XI Xე-)=> 

საზოგადოდ, ჩ-ური რიგის განცალებული სხვაო- 

ბები მიიღებიან #-–-1 რიგის განცალებული სხვაობებისაგან რეკურენ- 

ტული თანაფარდობით 

სვე“ 'ხცც)–-IX ... M,,ა-1) 

ა -X; 

  

IX XI 1." /X,კი1|= (1) 

(1=1,2,...; 1=0,1,2,...). 
შევნიშნოთ, რომ ელემენტთა გადაადგილებით განცალებული სხვა- 

ობები არ იცვლებიან, ე. ი. წარმოადგენენ თავიანთი არგუმენტების 

სიმეტრიულ ფუნქციებს. მაგალითად, 

I/ვ == – 
IXე, X1|) = MI –– 9ი _ %-- MI. = IXI, 2%ექც..· 

X1 -– X X--–-– 9 

განცალებული სხვაობებისათვის ადგენენ ცხრილს (ცხრ. 1) 
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ცხრილი 1 

  

განცალებელი სხეაობჯები 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

| | 1რიგის I 1I-რეგის |  I(I-რიგის I  IV-რიგის 

#1 Mი | | | | 
| | ნ» | | | 

ი) «I + | 
| | («XVI | –––= 

= | #. | | წი, X-. Xე1 | | (Xი, XL» XI, Xი Xა) 

| | MI |. | (XV XV Xა, XI | 

ი) 1 | 55 | | 
(I ლრი| _ | | 

% | #« | | | | 
  

მაგალითი. შევადგინოთ 

  

  

  

” L | I | 2 | ვ | 4 | § 

X, | ი | 0,2 | 03 | 0.4 | 0,7 | 0,9 

· | 132,651 | 148,877 | 157,464 | 166.375 | 195,112 | 216.000 
  

ცხრილით მოცემული ფუნქციის განცალებული სხვაობები: 

196 

ამოხსნა. (1) ფორმულის საფუძველზე შეგვიძლია დავწეროთ: 

  

  

  

  

  

- 148,877,-–132,601  162.26 
IV: X)= LM % = = – =81,.13: 

X, –– Xე 0,2–-0 

ა-- 157,464--148,877 8,587 
IV), XაI= 4#-M# = · = =85,87; 

XX, 0,3-–0,2 0,1 

–VწV 166,375-– 157,464 8,91 
წა, Xვ|) = LL. V. _ – 1574 =- 1.89 11, 

Xჯვ- ჯი 0,4-––0,3 

== 195,112-–-166,375 28,737 
IVვ, Xგ1= # #_ 112 ” = ” =95,?9; 

XV –– Vვ 0,7--0;4 0,3 

ს- 216,000-–195.112 20,888 
(I, XI C 52% # _ =- = 104,44; 

ს–X 0,9-––0,7 0,2



  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
  

(ე Vა–- IV), X 7–-–81,13 4,74 IX-X, 1 LX XII IM) %) = 85,8 1,1 ==. 8 15,80: 

Xა–-X0ი 0,3––-0 0,3 

X., X)-- IX, 1) 89,11--85 87 3,24 
IX X29, Xვ) == IM, 2) IM XI = 1 = 1 = 16,2; 

%ჯვ–X 0,4-–0,2 0,2 

Xვ,ე Xე)-–-IX., X 179 =–– 89,11 6,68 
(თ, Xვ, X,1= L3 X)--IXთ, XL _ 95 '" =-” -.16;7; 

XX, 0,7=–0,3 0,4 

XX, X)––- ვ.) 104,44––95,79 8,65 
LVვ, Xგ, X6) = IX X5I--IX% ა) _ 2 ' = – 6 = 17,3; 

X--LXვ 0,9=–0,4 0,5 

(ი, X) C,X1) = LI, 42X31- IX X2) _ 16,2--15,8 0,4 _ . 
Vი)ე XI1ს)X2,Vვ) = = = = 

ე-ე 0,4--0 0,4 ” 

XიაXვეხე)-- IX1I)-Vე)- 77-16 , 
(5, %X-5,)Xვ,V)1= IM 2ვაXა)–-IX. 12 Xვ) _ 16 16,2 _95 _ 1; 

სკ--X 0,7--02 0,5 

(ვე X,ე M.)–-IVა, Xვ, 7,3-- ,6 
IXა,Xჯვ, XX) = L> ბს X5)=- IX გ, XII =1 31607 _ 906 _ 1; 

V-X 0,9--03 0,6 

IXი, X. XM, Xე, X.)1= (>2--2-2-713832312%737| = 1--1 = 0: 

XX 0,7--0 

IC, Xი, Xე, X,, Xგ)= IX-, -Xვ, XMკეX5)–-IX,, Xა, Xვ, XV) 1-1 
X1ე X9 : = = =ს. 

X---X. 0,9––0,2 

მიღებული შედეგები გავაერთიანოთ ცხრილში (ცხრ. 2). 

ცხრილი 2 

X ყ. | 1-რიგის | II რიგის 111-რიგის 1V-რიგის 

0.0 132,651 
0,2 140,877 8112 15.8 
0,3 157,464 ' 16,2 0 
0,4 166,375 გ9,11 16.7 1 0 
0,7 195.112 95.79 17,3 ჭ 
0,9 216,000 104,44 '   

§ 18. ნიუტონის საინტეროლაპციო ფორმულა 

არათანაბრაღ დაშორებული პკვანძებისათვის 

განცალებულ სხვაობათა ცნების გამოყენებით ლაგოანჟის საინტერ- 

პოლაციო ფორმულა შეგვიძლია წარმოვადგინოთ ნიუტონის პირველი 

საინტერპოლაციო ფორმის ანალოგიური სახით. წინასწარ დავამტკიცოთ 

შემდეგი 
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ლემა. თუ ყ=/MXX) არეს #-ური ხარისხისს პოლინომი, მაშინ 
მისი + 1 რიგის განცალებული სხვაობა იგიურად ნულის ტოლია, ე.ი. 

IX, Xე; XI X-,.-·Xგ1==0 

ერთმანეთისაგან განსხვავებულ. X,X-ე, X.ც.--,Xგ რიცხვების ნებისმიერი 

სისტემისათვის. ' 

დამტკიცება. თუ #(C) არის #-ური ხარისხის პოლინომი, 

მაშინ 

ჩ0)–ჩVCთ) 
X--Xე 

LX, X:1= => 7#7XX, 2-0) 

იქნება X-ის მიმართ #--1 ზარისშის პოლინომი. შემდეგ, 

CI, Xი)–– (CI, X)) 

X-X 

წარმოადგენს X-ის მიმართ #--2 ხარისხის პოლინომს. მართლაც, 

CV, X))--ჩ(X-, X,)=77(X, %X) ––-M(X> Xე) ფუნქციის ფესვია X=X, და 

მაშასადამე, ბეზუს თეორემის თანახმად #CX, X) -––-ჩ(X, X,) პოლინომი 

უნაშთოდ იყოფა X--X, სხვაობაზე. ანალოგიური მსჯელობით დავრწმეუნ - 

დებით, რომ 

IX, -Xი; X1) = =/#XX, XV, XI) 

IX, X XI--- Xგ -11==1XX, Xე, XI,--·Xი -1) 

არის ნულოვანი ხარისხის პოლინომი, ე 

ხ(CX, Xე, Xლ.--Xე -))=C. 

აქედან 
C–C 

X-–--X, 

  IX, Xე; XI, -·-,X,1== ==0. 
” 

ვთქვათ #(#X) არის 8#-ურე ხარესხის ლაგრანჟეს ისეთი პოლანომი, რომ 

CX) =I(X) =ყ, ((=0,1,2,...,/1), (1) 

სადაც ყ=/() -- მოცემული ფუნქციაა. #(X) პოლინომის განცალებული 

სხვაობები აღვნიმნოთ: #(CX, Xე), LX, Xე, XI),-.-,17(X, .X-, X,.-Xი) 

სიმბოლოებით, გვექნება: 

ჩVა, X,) =IXა, XII, 
ჩ%, XI, X:)=IXი, X,, XXI, C) 

ჩC, XI... .,X;) ==IXი, X-XI
. 

ლემის თანახმად, 

ხVCV, XX, X.-·-·Xე)= 0. (2) 
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განსაზღვრების საფუძველზე შეგვიძლია დავწეროთ 

#თ – LV) 

XV –- X0 

=7#ჩC;, XI), (4) 

საიდანაც 

ნ00)=#L(Xე)+#CX, X.)(X––Xე). (5) 

განცალებული სხვაობების განსახღლვრებიდან გამომდინარეობს, რომ 

L(X, Xი, XI, · “'ეXი-1)-- 1 (Xი, XI.“ · “,XII) 

X–-X» 
  #CX, Xეი, Xე+"" ',X,) = 

აქედან 
ჩCXVXა, X,.·-X.-1) =M(Xე, X,-·-,Xთ) + (X-–-X»თ)#(X, Xე, Xც-·-Xთ) (6) 

(71==1,2,...,). (6) ფორმულის თანახმად (5) ფორმულიდან შეგვიძლია 

დავწეროთ 
00=7#ჩ(X)+ CV, X-)(X-–Xე) = I#9LCXე)-L (Xა, X)) (X––Xე) -L 

–+#6XV, Xი, X1)(X-–Xი-)(X-––X,) = 9X(X)) +- ჩ(Xა, X,)(X-––-Xე+ 
+ჩVCა, X, X2)(X––Xი) (X––X,)-L... 

...+ LX, X,-···აXგ)(X--Xა)(X–-X)...(X-–-X, -) + 
+#ნV, Xა, Xც.--,Xგ)(C-–-Xე)(X––X))...(X––-X,), 

ანუ, (2) და (3) ტოლობებეს გათვალისწინებით, საბოლოოდ მივიღებთ 

ნიუტონის საინტერპოლაციო პოლინომს არათანაბრად დაშორებული 

კვანძებისათვის 

LC =V)+IX., X.ICX-––-Xე) +IXა, XI X2ICX ––Xე)(X––X) + (7) 

+...+IXა, Xც.-.,Xგ1(X--Xა) (X-––X)...(X––Xი –)). 

(7) ფორმულის ცდომილება გამოითვლება ფორმულით 

I511X8) 
_ თ+4I 

სადაც § არის #ე, #,..-, X„ კვანძებსა და X შორის სამუალედო მნიშვნე- 

ლობა. 

მაგ ალითი. შევადგინოთ 

M#.00ე=I(0)--–”თ) (X-–Xი)(X–– XI) · · «ძ(X--–-Xა) (8) 

  

      

  

  

ჩ 0 | I 2 ვ 

M#. | 0 | 2,5069 §,0154 | 7,52270 

“ | 0,39894232 | 0.3988169 _0,3984406 | 0.3978138 
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ცხრილით მოცემული ფუნქციის ნიუტონის საინტერპოლაციო პოლი- 
ნომი და ვიპოვოთ ამ ფუნქციის მიახლოებითი მნიშვნელობა X=3,7608 
წერტილში. 

ამოხსნა. გამოვთვალოთ განცალებული სხვაობები: 

  

  

  

  

  

  

    
  

_ 0,3988169-–-0,39894 
IX, 1) > ი--% => 23_ _ ც,0000500; 

X) –– 2,5069-––0 

ა- 0,3984408-––0,3988169 სი, XI= #-=-MV _ 408--0,3 =--0,0001499; 
X2-X, 5,0154-–2,5069 

– ყე 0,3978138- 0,3984408 
IX,, XC 95--M. 33 9,399440 =-–0,00002496; 

ჩXვ–X 7,52270––- 5,0154 

(XX, X)= 15» X1= XX _ =0:0001499 +0,0000500 _ 
ი წა % 5,0154-–0 

=–-0,0000199; 

ხი, X., X1= IX, Xე,)– IX), X:) _ + .0,0002496--0,0001499 _ 

Xე–-Xე 7,52270-–2.5069 

= –– 0,0000199; 

IXი, XI) X2) Xვ)= 29 %2X9)-– IXი, 2 12! 221 
Xვ-––-Xე 

_ –-0,0000199--0.0000199 

7,52270-–0 ა 
მიღებული შედეგები გავაერთიანოთ ცხრილში (ცხრ. 3) 

ცხრილი 3 

Xჯ ყ . 1-რიგის 11-რიგის 1III1-რიგის 

0 0,3989423 
2,5069 0,3988169 “72 – 199 ი 
5,0154 0,39844ი8 _ 24% –-199 
7.5270 0,3578138 ლ     

(7) ფორმულის თანახმად 

ხC20=90,3989423-=–0,0000500X––0,0000199X (X-––2,5069), 

საიდანაც, #X3,7608) =0,3986604, ე. ი. I(3,7608) >720,3986604. 

„სავარჯიშო 

1. ვიპოვოთ ჩიე=2X--32+-1 ფუნქციის სასრული სხვაობები 

ჩM=2 ბიჯით. | 

2. შევადგინოთ /=X1--3X2+8X--3 ფუნქციის სხვაობათა ჰორიზონ- 

ტალური ცხრილი X=0 საწყისი მნიშვნელობიდან /#=1 ბიჯით, 
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3. შევადგინოთ V=510 X ფუნქციის სასრულ სხვაობათა დიაგონალური 

ცხრილი #=0,1 ბიჯით (0; 0,6) სეგმენტზე. 

4. ყ=/)I(X) ფუნქცია მოცემულია ცხრილით 

  

ჯ 2,30 2,50 3,01 3,84 4,02 | 4,36 

  

ყ 14,20 | 15,02         
16,12 17,:5 18,44 20,02 

  

ავაგოთ ნიუტონის საინტერპოლაციო პოლინომი |2, 3; 4,26), სეგ– 

მენტზე 
5. ყ=I(X) ფუნქცია მოცემულია ცხრილით 

  

ჯ | 321,0 322,6 |“ 2>.2 325,2 

  

  V 2,5065 2,5088 2,5107 2,5116 

  

  

გამოვთვალოთ /(322,5). 

6. ყ=/(X) ფუნქცია მოცემულია ცხრილით 

  

ჯ 1 C) 5 

  

  

    / § 6 | 7 9 11 
' 

ავაგოთ ლაგრანჟის საინტერპოლაციო პოლინომი და გამოვთვალოთ> 

(3,5). . 
7. ავაგოთ /=3% ფუნქციის ლაგრანჟის პოლინომი Xე==-–--1, XV, =0 

X.ა=1, Xკ=2, Xკა=3 კვანძებით და გამოვთვალოთ ნაშთი, რომელიც 
მიიღება, თუ ყ=3% ფუნქციას შევცვლით L,ი0ე პოლინომით. 

8. ყ=/(X) ფუნქცია მოცემულია ცხრილით 

  

ჯX | 0 0,2 0,3 0,5 | 0,6 0,8 

  

  

  

14,6 16,3 17,2 18,1 

  

19,6 20,6       
  

შევადგინოთ განცალებული სხვაობები. 
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VII თავი 

რიცხვითი გაწარმოება და ინტეგრება 

§ 1. ფუნქციათა მიახლოებითი გაწარმოება 

პრაქტიკული ამოცანების ამოხსნა ხშირ შემთხვევაში მოითხოვს /(X) 

ფუნქციის სხვადასხვა რიგის წარმოებულის გამოთვლას. თუ ფუნქცია 

მოცემულია ანალიზურად, თანაც საკმაოდ მარტივი ფორმით, მაშინ 

ამოცანა ამოიხსნება მათემატიკური ანალიზის მეთოდებით. იმ შემთხვე- 

ვაში, როცა /(X)-ის ანალიზური გამოსახულება რთულია ან იგი მოცემუ- 
ლია ცხრილის სახით, მაშინ მის გაწარმოებას ვახდენთ ე. წ. მიახლო- 

ებითი გაწარმოების ფორმულებით. ა_– ფორმულე- 

ბის მისაღებად I(X) ფუნქციას მოცემულ შუალედზე ცვლიან საინტერპო- 

ლაციო დე) ფუნქციით (უმეტეს შემთხვევაში თ(»X) მრავალწევრია). 

გვაქვს 
I(0 =ჩ.(0) +IMიV, (1) 

სადაც #,(X) –- საანტერპოლაციო მრავალწევრია, ხოლო #II,() – 
ნაშთითი წევრი. 

დავუშვათ, /(X) წარმოებადია, # ––- რიგამდე ჩათვლით. მაშინ (1)- 

ის #-ჯერ გაწარმოებით მივიღებთ 

I(1=ჩაე 0)+IL/ 00, 
| 00=ჩ”იC0)+IM”(ი, თ) 

MIს)0ე = ჩეთი) + წე0Mხი. 
II0 ფუნქციის წარმოებულთა მიახლოებით მნიშვნელობად ღებუ- 

ლობენ (ე ტოლობების მარჯვენა მხარეთა პირველ შესაკრებებს, ე.ი 

I იდ, V, 
I (9-=> ჩე”(0ი. 

(წსო=ჩ,რთ. 
I. (X), I.” VX),...,19,0Mს/XX) ნაშთითი წევრები არიან შესაბამისად (3) 

მიახლოებითი ტოლობების ცდომილებები. /(X) ფუნქციის #ა(X) პოლი- 
ნომით შეცვლისას იგულისხმება, რომ #2,(X) საკმარისად მცირეა, მაგრამ 

აქედან არ გამომდინარეობს /#”(X9),/M,/0“M),..., ბ0MXX) ნაშთითი წევ- 
რების სიმცირე. 

მიახლოებითი გაწარმოების შედეგად მიღებული ნაშთითი წევრები 

აღვნიშნოთ #2) სიმბოლოთი, ე. ი. _ 

„ხი=ჩ,რ ი (§=1,2,...) (4) 

(3) 
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§16 (5)-ის თანახმად გვექნება 

ლთ (X) ძI(5+1X(§) + (ომად ე   „M(X)= (M+1)! · I C+1)! ი+1(X). 

კერძოდ, როცა X=X, ((=0,1,2,...,), მივიღებთ 

(#+1) , - 

ჩა) = ლეში „XI, §6IX, XI, (5) 
სადაც 

IIა+1(X)=(X--–Xე)(X-––X,)..-(X-––-Xე). 

ანალოგიურად გამოითვლება ნაშთითი წევრები მაღალი რიგის წარ- 

მოებულებისათვის. 

ნიუტონის საინტერპოლაციო ფორმულების გამოყენებით შეგვიძლია 

მივიღოთ შემდეგი რიცხვითი გაწარმოების ფორმულები: 

ვთქვათ, V=/(0) ფუნქცია მოცემულია (ი, ხ) სეგმენტზე. ავიღოთ 
(თ, ხ1 სეგმენტის თანაბრად დაშორებული კვანძები X,=Xეა+-M ((=1,2 

ჯ-..), სადაც Xა=0, X„=ხ, M= §-«, ხოლო VMI(X,;) =ყ,;(I=0,1,2,...,/). 
IL 

"ნიუტონის პირველი საინტერპოლაციო ფორმულით გამოვთვალოთ 

III ფუნქციის წარმოებული XCIთ, ხI, XXX, ((=0,1,2,...,IM). 

ამისათვის იგი შევცვალოთ აღნიშნული საინტერპოლაციო ფორმულით, 

მივიღებთ 

--1 – 1ა(0–2 
I(X)2>ყი+ 904ყი-+ 9) ტ?ყა+ 29-04%-2. ტ?ყა+ 

· .1ა) ..-.(მ-- 6 იყ–ს.--6-M+ა ფ) + ·...+ CI) ” 

<5, ჩ=XI.1--X,. (6) გადავწეროთ შემდეგი სახით   სადაც ძ=- 

2. _ 3 3ე?-L2ე · , 

IC0>7M+94ყა+- 7? ტ?ყა+ _2--2:127. ტპყ,+ 

ძი–-–60-+110"-–60 
24 

(7) + გ"'ყნი... 

თუ გავითვალისწინებთ 

ძუიე ძI) ძი .1 თ”7იოი 

ძX ძძ ძ”თ ჩ ძ0ი 
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ტოლობას, მაშინ (7)-დან მივიღებთ 

, 1 ი 60+2 
IX53L> (4 +“. ტ"ყ + 30-50 ტ"ყი+ 

' ჩ 6 

2ე1-90?+11ძ–3 8 +297 220012, +---), (ა 

1 ი 6ე?--18 11 
I”(X) => 2 (4%+6--1)ბ?+ 2-9, რ"ყე+ ..· I. (9 

ანალოგიურად გამოითვლება მაღალი რიგის წარმოებულები. 

ნიუტონის მეორე საინტერპოლაციო ფორმულა საშუალებას გვაძ- 

ლევს ეფექტურად გამოვთვალოთ /(ი) ფუნქციის წარმოებულები შუა- 
ლედის ბოლო წერტილებში. კერძოდ, გვექნება 

-919912 , 1 2 
I(X C- +(4#ა+ 9– <9--: ყი: + ტპყე-ვ+ 

2 9 11 6) კ 20'+90'+110+3 „, ყა, L.. ) (1თ 
12 

1 
IX > “(0 C6+1)0%-ა+-. ). (11) 

მიახლოებითი გაწარმოების ფორმულები გაცილებით მარტივია 
საინტერპოლაციო კვანძებში, ე. ი. როცა ძ=0 (X=Xე), გვექნება 

„თათ =+(ბ#–“, 94%, 49%  4% ე, '), 02 

/(0X)/2 -( ტ"ყე-- ყი + _ “ტა, + ფ (13) 

მაგალითი. V=/(X) ფუნქცია მოცემულია ცხრილით (ცხო.1). 

ვიპოვოთ /"(4), /”(4). 

  

  

ცხ ტ ილი 1 

XI 7 ტყ, ტ?ყ; ტ“ყ; 

4 2 5 
5 7 12 

6 24 LV 18 6 
7 59         
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ამოხსნა. /=1-სათვის სასრულ სხვაობათა მნიშვნელობები შე- 

ვიტანოთ იმავე ცხრილში. (12) და (13) ფორმულების თანახმად გვექნება 

1 1 , ”რა)ლ | 5=- .12C + .6 |=1, Iწ(44=1. (4) ( _.12+2 ) ”რ 

. 1 
'40)= 5(12-6=6, 4 =6. 

ახლა გამოვიყვანოთ რიცხვითი გაწარმოების ფორმულები ლაგრან- 

ჟის საინტერპოლაციო ფორმულით. განვიხილოთ (თ, ხI-ხე განსაზღვრუ 

ლი ყ=/(X) ფუნქცია და ამ სეგმენტის თანაბრად დაშორებული კვან- 

ძები: 

X,=Xე“LIჩ (ჯ1=0,1,2,...,/1) 

ისე, რომ Xა=თ, X„გ=ხ და Mჩ= 2-2, ვთქვათ ყ(X,) =ყ,; ((=0,1,2,,...,/1). 

ლაგრანჟის საინტერპოლაციო ფორმულით გამოვთვალოთ /(X)-ის 

მნიშვნელობა XCIი, ხ) წერტილში, X5-X, (I! =0,1,...,,), მივიღებთ 

  

” 
1Iს (იყ, (ი= ს) –თელეი, 14 

ა, (L–-X0II ,-1(0 02 

აქედან 
ი 

, _ 1არღ/ ; წI+11 

ლით – იი ინ (15) 
ჩ ;-გ (I(M--,) ძძ ზ0--1 

სადაც ძ= => ცIM+1)= ძ(0--1)...(ძ–-/). 

ანალოგიურად გამოითვლება /(X) ფუნქციის მაღალი რიგის წარმოე- 

ბულები. ' 

თუ X=X,, მაშინ ნაშთით წევრს ექნება სახე 

I((L-- #I ჩLა=ჩწ,და=-)5- ი. 6-9 ყო+ს(ე, C(0,I. 06 
(/L+ 1)! 

როცა #=2, მაშინ (15)-დან მივიღებთ 

ლ >. +L> ძა 20-53) /(2#-2+ - ყ/ა(27--I) I 
I სV2 2 

თუ დავუშვებთ, რომ 

ყ '(X,)=ყ/ ((=0,1,2), 
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მაშინ 

1 
ყ'ი= –- (–3ყე+4V)––-Mე); 

2 

, _· 1 _ · 
ყ 1“ 2. ყი +LVყი); ძ7 

, 1 
ყ'ე= – (ყი--4ყ)-L3ყე); 

2 

რომელთა ნაშთითი წეგრები მიიღება (16) ფორმულიდან 

ჩV)= _ ჩზე”(ზ),) 

ი(%)=-- > M%”(სა, 

ჩთა= 3 MM“ნა) 
სადაც C1C(Xი;X2) ((=1,2,3). 

ანალოგიურად, #=3, #=4 და ა. შ. მნიშვნელობებისათვის (15)- 

დან მარტივად მიიღება მიახლოებითი გაწარმოების ფორმულები. მა- 

გალითად: 
IL. ”7=3 (ოთხი წერტილი) 

, ” + 
ყ ი“ 2 (11418, --9ყ:+-2ყა)-- + MX) 

,_ 1 ჩ" ყ'.= -- (–-2ყ/ე--3ყ,-+-6ყე–-ყვ)-L -- ყ!ბXL,), 
6/ 12 (18). 

/,= = ი-604+3ყ+2ყ)-- ს ყრდე ყ2 6 ი 1 3 12 ვ) 

სადაც §IC(X, Xვ) (ჯ1=1,2,3); 

II. MX=4 (ხუთი წერტილი) - 

ყი= > (–-25ყე+48ყ, ––36Vყ;-L 16ყვ--3ყ,) + ” ყრა, 

ყI= - C-მ/,--10ჟ,--18ყ,--6ყა4-/,) იი ყნ(§.), (19). 

ყ'= => (ყე-–8V+ 8ყვ––ყ,) -+- “რდა, 

სადაც LI C(X9, X.) (1=1,2,3). 
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აჯ > ფუნქციათა მიაბლოებითე 056ე2რება 

როგორც ცნობილია თუ ყ=/(0 ფუნქცია უწყვეტია Iთ, 61 L:225- 
ტზე და #(Cა არის მისი პირველადი ამ სეგმენტზე, 65625 5--2ლ55-ლა:§ 

ნიცის ფორმულის თანახმად 

ლ 

ხ ხ 

L /00ძX = ნ00 | =ჩ()–-ჩნ(თ. (6) 
0 ძ 

ხმიო შემთხვევაში M(ა) არ გამოისახება ელემენტალვრი ფუენქცე– 

ების სასრული რაოდენობის წრფივი კომბინაციით, ამიტომ (1) ფოომუ- 

ლით განსაზღვრული ინტეგრალის გამოთვლა არ ხერხდება. ამასთან, 
პრაქტიკაში უმეტეს შემთხვევაში, />X) ფუნქცია მოცემულია არა ანა- 

ლიზურად არამედ ცხრილის საშუალებით, ამიტომ ფუნქციის პირველა- 

დის დადგენა შეუძლებელია. ანალოგიურ სიტუაციას აქვს ადგილი ჯე– 
რადი ინტეგრალების გამოთვლების შემთხვევაშიც. ამიტ-მ მნიშვნელო– 

ბას იძენს განსაზღვრული ინტეგრალის მიახლოებითი და კერძოდ რიცხ- 

ვითი მეთოდებით გამოთვლა. 

საზოგადოდ, ფუნქციათა რიცხვითი ინტეგრების ამოცანა მდგომა- 

რეობს განსაზღვრული ინტეგრალის მნიშვნელობის დადგენამი ინტეგ- 

რალქვეშა ფუნქციის დისკრეტული მნიშვნელობებით საინტეგრო შუა- 

ლედიდან. 
ფორმულებს, რომელთა საშუალებით ვპოულობთ განსაზღვოული: 

ინტეგრალის რიცხვით მნიშვნელობებს კვადრატურულ ფორ#“– 

მულებს ვუწოდებთ ანალოგიურ ფორმულებს ორჯერადი ინ- 

ტეგრალებისათვის ვუწოდებთ კუბატურულ ფორმულებს, 
კვადრატურული ფორმულების მისაღებად, Iთ, ხ) საინტეგრო შუა- 

ლედზე მოცემულ ყ=/I(0 ფუნქციას ცვლიან დლ) საინტერპოლაციო. 
პოლინომით და წერენ 

ხ ხ 

I (640L<-– |%9თძ» (2? 
ძ თ 

თუ IC) ფუნქცია მოცემულია ანალიზურად, მაშინ ისმის საკითხი 

(202 ფორმულის ცდომილების შეფასების შესახებ. 

მოვიყვანოთ კვადრატურული ფორმულის მიღების მეთოდი ლაგრან– 

ჟის საინტერპოლაციო ფორმულის გამოყენებით. განვიხილოთ LV, ხ|) 

სეგმენტის #+1 წერტილი Xა, X,.-.,Xგ ისეთი, რომ თ=Xე<X,<...< 

<X- =ხ. ვთქვათ ამ წერტილებში ყ=/(Xა) ფუნქციის მნიშვნელობებია 

ყ.=IX) ((1=0,1,...,/). (3) 
207



მოცემული ყ; მნიშვნელობებით ავაგოთ ლაგრანჟის საინტერპოლაციო 
პოლინომი 

” 

Iს) (X) LIა= ) ––ე1-. (4 
> (X–-X)II +, CC) ) 

სადაც 

IIა+ 1(X) =(X-–Xე)(X––XIე)...(X-––X), 
II „+1I(ი9 =(X,–-–Xე)...(Xკ–-X, -)(X-––Xს)...(X,–X,). 

ცხადია 

Lა(X)=ყ, (1=0,1,2,...,/!). 

თუ ICI ფუნქციას შევცვლით L„(X)-ით, მივიღებთ 

ხ ხ 

| 09% = | #„თძX+#ჩ,ჩ, თ 
0 «თ 

სადაც IV,III წარმოადგენს (5) კვადრატურული ფორმულის ცღომილე- 

ბას ან ნაშთით წევრს. (5)-დან (4)-ის გამოყენებით მიიღება კვადრატუ- 

რული ფორმულა 

| #4» = 2, 4V+#ს/, (0) 
იძ (=0 

სადაც 

– _ სართ კი ც-012... 7 4, ( ლლ ლემიველები თ 

(00 ფორმულას უწოდებენ ჩაკეტილი ტიპის კვადრა- 

ტურულ ფორმულას, თუ საინტეგრო შუალედის ბოლო წერ- 

ტილები საინტერპოლაციო კვანძებს წარმოადგენენ, წინააღმდეგ შემ- 
თხვევაში ––ღი» ტიპისას. 

შევნიშნოთ, რომ 4, კოეფიციენტების გამოსათვლელად მხედველო– 
ბაში უნდა მივიღოთ: 

1. ფიქსირებული საინტერპოლაციო კვანძებისათვის კ კოეფიცი- 

ენტები არ უნდა იყვნენ დამოკიდებული /(»X) ფუნქციაზე. 

2. ლაგრანჟის საინტერპოლაციო ფორმულის სტრუქტურიდან გა- 

მომდინარე, პოლინომებისათვის რომელთა ხარისხიც არ აღემატება 7-ს 

კვადრატურული ფორმულა უნდა იყოს ზუსტი, ე. ი.IიII1=0. კერძოდ 
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თუ ყ=X"M(#=0,1,2,...,), მაშინ #%.IXMI)–0 ჯა /4# (#ჩ=0,1,2,...,/1) 

კოეფიციენტების გამოსათვლელად მიიღება შემდეგი სისტემა: 

ჩ 

10= 2 4, 

ჯ=0 

” (8) 

  
სადაც 

ე”ხ+1  ც.+1 
ხ 

, = | > = #”=0,1,2,-· · "ე”?). ჩ ) 1-1 ( ) 

(8) სისტემა თავსებადია, ვინაიდან მისი დეტერმინანტი ვანდერმონ- 
დის დეტერმინანტია და განსხვავებული საინტერპოლაციო კვანძები 
სათვის იგი განსხვავებულია ნულისაგან 

IL)I=/I7(X,1––X))560. 
'>I 

აქედან გამომდინარე #4; ((=0,1,2,...,/) კოეფიციენტები განისაზღვ– 

რებიან ცალსახად, 

მაგალითი. შევადგინოთ კვადრატურული ფორმულა კვანძე- 

ბისათვის: 

Xე= 1 X,= 2 Xე=1; 0 37” 1 37 0 , 

1 

წ ყძ«- 4აყ (+ )+4M(-ვ )+4»იი. რ) 
0 

ამოხსნა. (9 ფორმულაში ვიგულისხმოთ 

ყლ=X (ჩ=0,1,2). 

14. ზ. ნაცვლიშვილი და სხე. 209



უშუალო გამოთვლებით მივიღებთ 

1 1 

/.= |«- –_–_” - = 1, 
' 2 3 

0 0 

ამ მონაცემებით (8)-დან მიიღება 4 4), 4» კოეფიციენტების გამო- 
სათვლელი სისტემა 

რერე4 ·==1 

1 1 <44+2 4+4=24, 
1 4 1 
ი 4 5411 4:= “2 , 

რომლის ამოხსნაც გვაძლევს 4ა=-–-, 41=0, 4:= >. მაშასადამე, 

1 

(იძ-= – – - (<5 )++ ყ(1). 
0; 

ეს კვადრატურული ფორმულა ზუსტია იმ პოლინომებისათვის, რომელ– 

თა რიგი არ აღემატება #=2-ს. 

§ ვ. ნიუტონ-კოტესის კვადრატურული ფორმულა 

ვთქვათ გამოსათვლელია 

ხ 

( LI C0ძ». 
პ. 

ხ–იძ 
ბი– დავუშვათ, Lთ, ხ1 სეგმენტი დაყოფილია # ტოლ ნაწილად ჩ=-   

ჯით, სადაც 

Xე=0, X,=Xა-+Iს (1=1,2,...,/ს--1). 

მოცემულ კვანძებში ყ:=I(X,)) ((:=0,1,2,...,/). 

ყ=I/(#) ფუნქციის შეცვლა ლაგრანჟის საინტერპოლაციო ფორმუ- 

ლით მოგვცემს (ნამთითი წევრი უკუგდებულია) 

(5. -წ/ IV (0) 
1=0 

სადაც #4; უცნობი კოეფიციენტებია. 
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როგორც ვიცით 

” 

L.00ე= 2, L,C)V9. 
=0 

სადაც 

Lხ,იე'= (X-–-Xე)(X--X,) · · "(X-XI ,)(X-- XI.) · · ·(X–-X,) 
  

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

_ X–Xი 
0=--,   

მაშინ 
0:50+1)=ძ9(0-–-1)...(ძ–”) 

და (2) ფორმულა მიიღებს სახეს 

„” 

L.(ი – 

L=0 

– 139-1 LI)–11 

C-ს)" ? V. 
წ(Iო--ე), ძ–-! 

(1) და (4)1-დან შეგვიძლია დავწეროთ 

#9 1 იე(0+1) + (. 1პი– )1+ „- წლალ ლიც, 
, LI(I--ს), ძ-–!: 

Xი 

ამ უკანასკნელიდან 

| X-Xე ძX 
ძი= -- 

იი სალი? + 
  ძ = 

გათვალისწინებით მივიღებთ 

(C- 1)”–! ი ელი+)1) 
/,=ჩ ძი (=0,1,---,M)+ 

(1(M-9)! 35 90. 

მივცეთ (5)-ს შემდეგი სახე 

4,=(ხ-–-თ//;, 

სადაც 

#7 
1 (C- 1)7-! ეო-)) 

I,= – - 
# (100--)! გ მ. 

ძი ((=0,1,2, 4 ·,I1). 

(00-- X)(%V–X) · · /(X,-2-,)(X--X,+)) + · "(X,--X,) · 

(2 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 
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M,ს (=0,1,2,.., ) უწოღებეინ კოტესის კო ეფიციენ- 

ტებს. (6)-ის თანახმად (1) მიიღებს სახეს 

ხ ” 

| #ი2+=C6–-თ ბ ,/ თ 
ძ (=0 

სადაც ჩ=----' და ყ,=M29+/) (=0,1,...,ჩ). 
I 

ადვილად შეგვიძლია შევამოწმოთ, რომ 

ჩ 

1. 2,M=1 (თუ (7)-ში ავიღებთ ძ=0, ხ=1, ყ= 1), 

(=0 

2. I,=II„ -; (თუ (6) ფორმულაში #-ს შევცვალოთ #--ჯ/-თი) 

(7) ფორმულებს (6) კოეფიციენტებით უწოდებენ ნიუ ტონ-კო- 

ტესის კვადრატურულ ფორმულებს. 
როცა #=3, (7)-დან მიიღება 

რომლის ნაშთითი წევრი მოიცემა ფორმულით 

ვცე 
=--- (4) , # 80 9 15) 

სადაც სნC(X-, Xვ). 

სახოგადოდ, ნიუტონ-კოტესის კვადრატურული ფორმულის ნაშ- 

თითი წევრი დადგენილია სტეფენსენის (101 მიერ და V=-/(X) ფუნქციის 
მოთხოვნილი სიგლუვისათვის არის შემდეგი რიგის 

2წ C +ვ 
M=0(/ 2) I 

სადაც წL <5 ) არის – წილადის მთელი ნაწილი. 

§ 4. მართკუთხედების, ტრაპეციის და სიმპსონის 

კვადრატული ფორმულები 

მართკუთხედების ფორმულა შეგვიძლია მივიღოთ §2-ის (6)–დან თუ 
მასმი დავუშვებთ M#=0 და /#)=X --Xე=/. გვექნება 

X%. 

| ” | ყძX=Mყი+ #7, () 
Xი 
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სადაც 

XI X0+/ 

XC =| ყძX-–--ჩყი= წყთ-ი ყი- 
Xი Xი 

(1) არის მართკუთხედე- 

ბის ფორმულა დნახ. 24). 

ნამთითი წევრის შესაფასებლად 

საჭიროა ყ=/(X) ფუნქცია იყოს 

უწყვეტად წარმოებადი IX, XI) 
შუალედში. 

ცვლადი ზედა საზღვრიანი, 

ინტეგრალის გაწარმოების წე- 

სის თანახმად 

      

  

ხ(X) 

ჩნ0ე= | ICI ძ/ 
716.4) 

გამოსახულებისათვის გვექნება: _ 

L”CV) =/I(ხ(X)) ·ხ(X0 –I(იც0)ძ 9, 

ამიტომ ჩვენს შემთხვევაში 
I (ჩ)=ყ(Xა-+ ს)–- ყე I?” (ჩ)=ყ (XI-+7ჩ). 

რადგან I2(C0)=I2(0)=0, ამიტომ საშუალო მნიშვნელობის თეორემის 
თანახმად 

/” 

””ძა=LC) + | Mთა+0ძ(=MV (9, §C(XXა+ჩ), 
0 

ან 
” 

#თი=MCთ+ დი %-/ (ნ, 
0 

- _ ა 

CI) = ო“ V(5), §C(Xე, X-+-ჩ). თ 

ტრაპეციის ფორმულა მიიღება §2-ის (6)-დან თუ მასში #=1, 0=Xე, 
ხ=X,. კერძოდ, § 2-ის (7)-დან 

1 1 
9(მ–1) 1 1 

ჰა.==- |““.---.ძ=--.; M.,=|0ძძ=-. ი I 9 ი 2 1 I ძ 2 
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ამიტომ 

'ყ. ! 8 
/ 

წაით გ (ყი-LV,)-+LI2(/), (3) 
X0 

რომელსც უწოდებენ ტრა- 
ყ. პეციის ფორმულას 

(ნახ. 25). 

ნაშთითი წევრი       V 

     : ' XI 
ჯ 0 ჯ»%  # :2 ვილ) ყრი, (ყა+V. 

%9 ნახ. 25 

მისი შეფასების მიხნით დავუშვათ, რომ Mი, I თი, /I“იი უწყვეტი ფუნ- 

ქციებია IX, X,)-ში. ნაშთითი წევრი ჩავწეროთ 

X0-LV ჩ = 

ჩი) = | ყძX-- > (ყ(C)-L/CV+/0) 
X0 

სახით და მის მიმართ გამოვიყენოთ ცვლადი ზედა საზღვრიანი ინტეგ- 
რალის გაწარმოების წესი, მივიღებთ 

MI = –-ყთ+/M- #C)1- M /%+ჩ, 

ს”ძა= – + V”ნV+/). 
რადგან 

IIC)=0, I"(0)=0, 

ამიტომ საშუალო მნიშვნელობის „თეორემის თანახმად 

ჩ” / 

M(ა= ჩდ) + | ””თ«V= == (ყ”(X. +0ძI = 
0 0 

ჩ 

1 „ _ ჩ, _ I«- –-9M6, §C%,%+ჩ) 

ჩ ჩ 

–00=ჩ() + | წთ =–-_ ყდ (2V=-% #8, §CC%,%+/). 
ბ 4 მ 12 
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ამრიგად, საბოლოოდ 

_ __ ჩ” #,.- _ _ (X-–%)” ” 4 
I2(ჩ8) = + 9 (§)= 1 7 (§)- (4) 

სიმპსონის კვადრატურული ფორმულა მიიღება §2-ის (6)-დან თუ 

ამ უკანასკნელში /=2. მაშინ §2-ის (7) ფორმულის მიხედვით შეგვიძ- 

ლია დავწეროთ 

2 
1 1 1 8 1 ი= – „+ )(0-–-2)ძი +LC5 +4) 1 

ამასთან, თუ დავუშვებთ, რომ X:––-Xა-=2M, გვექნება 

X· 

| ყძ» = M ფა+4ი+/)+ჩ(0ი, ლ. 
%ი 

სადაც 

X2 
ჩ #0 = „ი – + თ+4ი+ყა 

Xი ' 

ნაშთით წევრია. 

(3) ფორმულას ეწოდება სიმპსონის კვადრატ ურუ- 

ლი ფორმულა. 

მოვითხოვოთ, /(X), I (X), 1”(%X%), I (X), IIVVი0 ფუნქციების უწყვე- 
ტობა IX, XI სეგმენტზე. ნაშთითი! წევრი შევაფასოთ IX,--ჩ, XI -+ჩ- 
სიმეტრიულ შუალედში. გვაქვს 

-X1+ 

C0= LI ყძი- ბ (ყ(Cსი–)+4/0V)+VყC, + /)). 
XM-# : 

ზემოთ გამოყენებული გაწარმოების წესის თანახმად 

4 
M(/)= რ --ა+/თ+#1-> ყთV) – ML /რ–ჩ) + 

+ყ"C(C -LI)I, 
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ს”) = – L ყ%- + #=5+ჩ)- · (I/0%--)+)”ნMი+ჩ)1, 

2ჩ” 
3 ყ!V(§)   M/()=– # IM C%+/)--ყ/  თ6--1= – 

6) 6(% –-,X, + II). 

რადგან I2(0) =I?(0)=/2”(0)=0, ამიტომ საშუალო მნიშვნელობის თე- 

ორემის თანახმად 

ჩ” ჩ 

2 V = ” 0 ”/,, == ი IV = 0”(M) = 9”C0)+ I8 (4! ვ). დაძ/. 

ჩ 

2 2 
== IV ჯ/?2ქ =- ც3 IV, , 3) რI (=– ->ჩმVVM8) 

ჩ ჩ 

MI) =#/60) + | ””თ#- – <I #ყIნ)ძ! = 
0 0 

/ 
2 1 

=--. _ MI" 3 – 4,IV ოუ რა| LძI! 38” MVIV(§)), 

ჩ ” 

= , _ 1 4,,IV – ჩ რ-ჩთ+|ი თ4= 8) ('V6)ძ, = 

ჩ 

1 ჯსს 
=– - ,ყ" "“-ძI--... IV ჯგ ი C§,) I 56 წ (5), 

§C(X,–-ჩ, X.+წ). 

ამრიგად, სიმპსონის ფორმულის ნაშთით წევრს ექნება სახე 

  

ნ 
MC) = – “დ, §60%«). (9 

იმისათვის, რომ (1), (3), (5) ფორმულები გამოვიყენოთ ინტეგრა– 

ლის გამოსათვლელად საჭიროა Iი, ხს) სეგმენტი დავყოთ #= ხ-ძ 
” 

ბიჯით თანაბარ IX,, X,+),) ((=0,1,...,I--1) შუალედებად, სადაც 6=Xე 

და ხ=X»X,, თუ გვაქვს (1) და (3) ფორმულები; ხოლო ხ-წ-“ ბიჯით –– 

IM: Xვ,+ი) (I=0,1,...,,--1) შუალედებად, სადაც 0თ=Xეაე და ხ=Xაი, 
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როცაზჭ საქმე გვაქვს (5) ფორმულასთან. IX,, X;+I11 მუალედებისათვის- 
(1), (3 ფორმულების გამოყენებით მივიღებთ შესაბამისად 

ხ 

| (სათ– MM+V +. 4+წი-+/ი )+ჩL/) 

ი მართკუთხედების ფორმულას, სადაც 

ხ-– ე ი XV, CC, ს). 
და 

ხ 

( ჯთძი=» (414 + #+..+V, 8 +#II) 
ძ 

ტრაპეციების ფორმულას, სადაც 

ILII1=   4 ცა”), %C(ძ,ხ). 

თუ თითოეული IX, X,:,,ას (:=0,1,...,1--1) შუალედისათვის 

გამოვიყენებთ (5) ფორმულას; მივიღებთ ე.წ. სიმპსონის ფორ– 

მულას 

ხ 

წწსაძი= ” I(9ი+ყია+40+ ! /ვ+...+ყიი-)+ 
ი 

+2(/:+VM4+-.·.+Vყიი -9)1(+V/2LII, 
სადაც 

(ხ–– ი)ც? 
8I)= -–-ი0 ყ(ნ) §C(ი, ხ). 

§ 5. ჩებიშევის ტიპის კვადრატურული ფორმულები 

ჩებიშევის . ტიპის. კვადრატურულ ფორმულებს ზოგადად აქვს 
სახე 

წი«- ა ამ/იი, (0) 
1=1 

სადაც 8, - მუდმივი კოეფიციენტებია, ამასთან 1, აბსცისები ისეა 
შერჩეული, რომ 

8,(0=1,2...,,) კოეფიციენტები ერთმანეთის ტოლია; 
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| 2. (1) კვადრატურული ფორმულა ზუსტია პოლინომებისათვის, რო- 
მელთა ხარისხი არ აღემატება ” რიცხვს. 

ამრიგად, თუ 8,=8.)=..=88.ა=8 და I(0ს=1, გვექნება 

ჩ 
2 

2= 8 ან 8= --. 2:86 8-> 
მამასადამე, ჩებიშევის კვადრატურულ ფორმულას აქვს სახე 

1 7 

2 
ძ(-= · 2 1 (= “ ბპ, IM თ) 

(=1 

(; აბსცისები გამოითვლება იმ პირობით, რომ (1) ფორმულები ზუსტია 

IC) =IMჩ#=0,1,2,...,ე) პოლინომებისათვის. აქედან გამომდინარე (2) 
ფორმულებისათვის გვექნება 

_+სა+ ·/··+1=0 

(+ ჩხ'+ ·-.+1“ = 

C
ა
|
 ლ 

(3 

 ._. 
7 +ჩ + +ი = 20+1) ვ 

"საიდანაც შეიძლება განისაზღვროს #, (1=1,2,...,I). ჩებიშევმა დაამ– 

ტკიცა, რომ (3) სისტემის ამოხსნა დაიყვანება M#-ური ხარისხის რაღაც 
ალგებრული განტოლების ამოხსნაზე. ' 

ს. ნ. ბერნშტეინმა აჩვენა, რომ როცა #=8 და # > 10, მაშინ 

(3) სისტემას ნამდვილი ამონახსნები არ გააჩნია. ამიტომ აღნიშნულ 
შემთხვევებში ჩებიშევის კვადრატურულ ფორმულებს აზრი არა აქვს. 

მოვიყვანოთ ჩებიშევის ფორმულის /,-აბსცისების მნიშვნელობათა 
ცხრილი (ცხრ. 1). 

  

  

  

ც ხრი ლი 1 

ჩ ; | / ი ( , 

2 1;2 40,577350 6 1:6 50,866247 
ვ 1;3 C0,707107 2;5 5-0,422519 

2 0 3;4 5C0,266635 
4 1;4 53=0,794654 7 1:17 5=0,883862 

2;3 –C0,1875592 2;6 =0,529657 
5 1:5 <=0,832498 3;:5 5-0,323912 

2;4 20,374541 4 0 
ვ 0 
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მაგალითი 1. გამოვიყვანოთ ჩებიშევის კვადრატურული ფორ– 
მულა /#1=3-სათვის. 

ამოხსნა. 7, აბსცისების ((=1,2,3) გამოსათვლელად მივიღებთ 

სისტემას 

#1)” + 2ე?+ 1ვ'= 1 (4) 

(1+1ე+/ვ=0 

1)“ + ემ + /ვ1=0. 

(4)–ის ამოსახსნელად შემოვიღოთ თანაფარდობები 

C1= (2 –+ 7 –+7ვ 

0:=7,1ე-L 7,ჩვ ++ ?აწვ (5) 
0ვ =1,1ეჯვ. 

(5)–ის გათვალისწინებით (4)-დან გვექნება 

C,=0 

62= 1 I(C/1 +-/:+ 1ვ)"–-– (/)%-+ 1 ე? –- ვ?) | = 11 (9–– 1) = „1 

2 · 2 2 

1 
6ვ= “C IC +0+/9)%-301+75+ 40 +ჯე"+#/ე9) + 201+7/:+1:)1= 

აქედან "ცხადია, რომ 7, (1=1,2,3) არიან #98--0,,'-- იეL–-ლ=0 ან 

(3. – ჯ=0 განტოლების ფესვები. 

ამრიგად, საძიებელი აბსცისებისათვის მიიღება 

2. 
V ; 7ი=0, (ვ3= (ელ=–---, კ 

2 

2 2 

და ჩებიშევის კვადრატურული ფორმულა მიიღებს სახეს 

( M0ძ(= 3 ; (–V1 )+ჩMCთ- IL #72. )I 

ხ 

გამოვიყენოთ ჩებიშევის კვადრატურული ფორმულა წIიძ» ინ- 

ძ 

  

ტეგრალისათვის, რისთვისაც მოვახდინოთ ცვლადთა გარდაქმნა 

ხ-- ხ–იძ 
XVXნC=-+-–--/, 

2 + 2 

219



რომელიც I0, ხ) მონაკვეთს გადაიყვანს (--1, 11) მონაკვეთზე. გარდაქმ– 
ნილი ინტეგრალისათვის ჩებიშევის ფორმულას ექნება სახე 

  

ხ ” 

წოაძ- 25-93 I, (6 
ი L=1 

სადაც 

1= :+0 + ხ-ი,, (7)     

2 

და 7, ((=1,2,...,) –– (3) სისტემის ფესვებია (იხ. ცხრ. 1). 

მაგალითი 2. ჩებიშევის კვდრატურული ფორმულით გამოვ- 

  

  

1 

თვალოთ I= | XძX ინტეგრალი (#7=5)-სათვის. 
ბ 1-4-X 

ამოხსნა. აღვნიშნოთ, /(X) =-“--, მაშინ 
1+X 

= – IC)+I/CX,)-+/0)+I/C%)+/CV)1, 

სადაც (7)-ის თანახმად 

  

    

1 1 1 1 
ცხრილი 2 4:= -- +>06=-2+ 2 C-–-0.83250)= 0,08375; 

' + VI · '9=-1 +171 + 1 C 0,37454)=0,31273; 
2 2 2 2 

1 | 0,08375 |0,0773 1 1 1 1 
2 | 0,31273 |0,2382 Xვ= => +206=-- + ·0=0:5; 
3. | 0,50000 |0,3313 2 2 
4 | 0,68727 |0,4073 1 1 1 1 
ა | 0,91625 |(0.4771 Xკ= --– + – (/,= –– + -–- (0,37454) =0,68727; 

I 1.5342 2 2 2 2 

ჯ 1 + 1 I 1 + 1 (0,83250)=0,91625 
902“ 2!' 2. '.2 '” _ 7 ' 

გამოთვლების საბოლოო შედეგები მოცემულია ცხრილში (ცხრ. 2). 
ამრიგად, 

1= + -1,5342=0,;3068. 

შედარების მიზნით მოვიყვანოთ იგივე ინტეგრალის ზუსტი მნიშვ- 

ნელთბა 

#1=>0,306846,.. 
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§ 0. გაუსის კპადრატურული ფორმულა 

გაუსის კვადდრატურული ფორმულების მისაღებად განვიხილოთ ლე- 
ჟანდრის ცნობილი პოლინომები 

1 ით... . 
ა უკ––ოა»– -–1 # ' =0, 1, 2, ... ”0ი= თუკი“ -))II (8 ) 

და მოვიყვანოთ მისი ზოგიერთი თვისება 

1) ”,(1)=1, #,(-–-1)=(–1). (1=0,1,2,...); 
1 

2) | #§., (X) 06.(X)ძX=0 (–<7/), სადაც) CM) არის # –- ხარისხის 

–1 
ნებისმიერი პოლინომი; 

3) ჩ,( ) პოლინომს (–-1,1) ინტერვალში გააჩნია /# განსხვავებული 
ნამდვილი ფესვი. 

ამრიგად, 

#ა(X)=1, 

L, 0) =X, 

ნ,0ე= 1 ც62-), 
2 

ჩ,00= 2-5 ვ», 

ჩ,0)= + (35,4- 30X2-Lვ). 

რომელთა გრაფიკებს შესაბამისად აქვთ სახე (ნახ. 26). 

  

  

  

V 
4 

ყი 
ჩკ(«) ჩ.-(X) დ. 

| “7//- 
-/7 ...” 

ჩ; (>) 

–7ჟ კ   
ნახ. 26 221



გამოვიყვანოთ გაუსის კვადდრატურული ფორმულა L-1,11 შუალე- 
დისათვის ((თ, ხ) სეგმენტის შემთხვევა, მარტივი გარდაქმნებით დაი- 

ყვანება ამ შემთხვევაზე). 

ვთქვათ, ყ=/(0) მოცემულია (L--1,1) სეგმენტზე. #,, #ე,...,/გ აბ- 

სცისები და „,, #ე,...,4ც კოეფიციენტები შევარჩიოთ ისე, რომ კვად- 

რატურული ფორმულა 

I I(0ძ(= 8 #2 ს 
(=1 

იყოს ზუსტი რაც შეიძლება მაღალი ხარისხის პოლინომისათვის. ვაჩვე- 

ნოთ, რომ ეს ხარისხი 27--1-ის ტოლია. მართლაც, რადგან 1; და 4ჯ 
(1=1,2,...,I) მოცემული მუდმივების რაოდენობაა 20, ისინი ცალსა- 

ხად განსაზღვრავენ სწორედ 2ი--1 ხარისხის პოლინომს. 

ამრიგად, (1) ტოლობის მართებულობისათვის აუცილებელი და 

საკმარისია, რომ იგი იყოს ჭეშმარიტი როცა /(0=1, #, #”,...,1 “1. 

მართლაც, თუ დავუშვებთ 

1 

|#6ძ:= 2 4.#, (#=0,1)2,...,27–) () 
–1 (=1 : 

და 
27-71 

I0= 2, CM, 
წ=90 

მივიღებთ, რომ 

-1 27--1 1 2” –1 ჩ 

(რნი წი შაიბა - 
–1 ხ=0 –1 (=1 

ი 2-1 

= ბ.4 »” 0.M,= 5, (II1,). 
ჯ(=1 (=1 

თუ მხედველო ბაში მივიღებთ 

1 2 ი 
–-(--1)M%1 –“. როცა # ლუწია, 

(V-ის ც 
Mჩ+1 9 როცა # კენტია, 

ტოლობას, მაშინ შეიძლება დავასკვნათ, რომ დასმული ამოცანის გა- 
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დასაწყვეტად საკმარისია #1, და 4,7 იყვნენ შემდეგ განტოლებათა სის– 
ტემის ამონახსნები (განტოლებათა რიცხვი 204): 

” 

აო აოაიუიეიი. თ (3) 

  

  ” 

24 ჯ|(კ,25-1=0. 
· (=1 

მივიღეთ არაწრფივი სისტემა, რომლის ამოხსნაც დიდ სირთულეებთან 
არის დაკავშირებული. არსებობს ხელოვნური მეთოდი, რომელიც სა- 

შუალებას გვაძლევს ნაწილობრივ მაინც ავიცილოთ (3) „სისტემის არა- 

წრფივობასთან დაკავშირებული სირთულეები. მართლაც, განვიხილოთ 

პოლინომი 

Iმ0)ლ=ტჩე0) (C=0,1,2,...,/1--1),” (4) 

სადაც #,(,))-- ლეჟანდრის პოლინომებია. 

ივნაიდან (4) პოლინომების ხარისხი არ აღემატება 2”--1-ს, ამიტომ 

(3)-ის თანახმად (4)-სათვის უნდა,შესრულდეს (1), ე. 0. 

1 I” 

|69,თ#=") ,4#88,ძა. #=0,1. ი-ს. დფ 
–1 (=1 

მეორე მხრივ ლეჟანდრის პოლინომების ორთოგონალობის თვისების 

გამო ადგილი აქვს ტოლობას 

1 

| ი,თი-=0 როლ ხ<ი, 
–1 

ამიტომ 
/ 

2 ე44ტმა/)ა-0 C(=0,1,---,ი--1). 
(==1 
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X6) ტოლობები დაკმაყოფელდება ნებასმჰაერე 4,-სათვის თუ დავუშვებთ 
როომ 

ჩხა(ე)=0 ((=1,2,...,I1), 

ამრიგად, იმისათვის, რომ მივაღწიოთ (1) კვადრატურულიე ფორმულის 
მაღალი რიგის სიზუსტეს, (,-მნიშვნელობებად უზდა ავიღოთ ლეჟანდ- 

რის პოლიღომების ნულები. როგორც ცნობილია (მესამე თვისება) ეს 
ნულები ნამდვილე რაუცავებეა და მოთავსებული „არიან (––-1, 1) შუალედ- 
ში. /; აბსცისების საშუალებით (3) სისტემის პირველი # განტოლებათა 
სისტეძიდან ადვილად 'მეგვიძლია განვსახღვროთ #4, (ჯ1=1,2,...,/I) კო- 

ეფიციენტები. რადგან აღხიმნულა ქვესისტემის დეტერმინანტი არის 
ვანდერმონდის დეტერმინანტი, ამიტომ როცა 1,%/,), მაშინ 

LI=II ((,1––1ე)560 

'(>I 

და 4/ კოეფიციენტები ცალსახად განისაზღვრებიან, 

(1) ფორმულებს, სადაც ჯჯკ1 არიან ლეჟანდრის #ეა(/) პოლინომების 

ნულები და 7)(:=1,2,...,,ს) განისახღლვრებიან (3) სისტემიდან, უწო- 

დებენ გაუსის კვადრატურულ ფორმულებს. 
მაგალითი 1. გამოვიყვანოთ გაუსის კვადრატურული ფორმულა 

სამი ორდინატის შემთხვევაში (1=3). 

ამოხსნა. ვიპოვოთ ლეჟანდრის #ჩუე(I) ა. (5-3) პოლინო- 

მის ნულები: 

3. 3. , = –M + ლ=-0,7746; Mე=0; #ვ= უ/ -= 20.77, 

რომელთა გათვალისწინებით (3) სესტემიდან მივიღებთ, 4), 4ა,4ვ კო- 

ეფიციენტების განმსახღვრელ სისტემას 

( #41+4:0+4ვ=2 

8. 3. 

3 3 2 
_– 0. #4. - –- #ვ= --. 

L ვრ XC -- 43= 5 

აქედან 

5 8 
= = _ ., #4ა= –-. 4#.)=/4ვ 5 )= - 
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ამიტომ საბოლოოდ მივიღებთ / 

წი«- 2) 9(-კ/ +) +5/0+5I(1// 5 ) I. 

გაუსის კვადდრატურულ ფორმულებს, გამოყენების თვალსაზრისით, 
აქვთ ერთგვარი ნაკლი, რაც იმაში მდგომარეობს, რომ როგორც 1; 

აბსცისები, ისე 4, კოეფიციენტები საზოგადოდ ირაციონალური რიცხ- 
ვებია, სამაგიეროდ ეს ნაკლი ნაწილობრივ კომპენსირდება აღნიმნუ– 

ლი ფორმულების საკმაოდ დიდი სიზუსტის გამო. 

გაუსის კვადრატურული ფორმულის გაზოყენებით გამოვთვალოთ 

ინტეგრალი 

ხ 

| I(X)ძX. 

ძ 

თუ შემოვიღებთ Xჯ= 544 5-7                       

    

ხ 

I(#თძ:= ' 
თ 

      (--“:პ-%, 12 

2 2 

ახლა გაუსის კვადრატურული ფორმულის გამოყენებით, შეგვიძლია დავ- 

წეროთ 

  

    

ხ 

(ნიძი>"-- თი“ 4VCა, ფ 
ძ (=1 

სადაც 

ჯ= ხ+0 ხ–-ძ, (1= 1,2, «-·, I), (9) 

(, –– ლეჟანდნრი ნ.ე) პოლინომების ნულებია. 
ნებისმიერი #-თვის (8) ფორმულის ნაშთით წევრს ექნება სახე (111 

 – ხ–-თ!) დს/ოდ 
” ((2ი)!1%2M+ 1) 

საიდანაც შეგვიძლია შილი 

(თლ§ <ნ), 

_ -– ჩ.= –- -) წად, 
15. ზ. ნაცვლიშვილი და სხე. 225



  

  

  

  

  

      

    
  

  

1 ხ–თ MM ჩ,- -  (%-2Iდ, 
15750 2 

1 ხ–-- ი V ჩ,= 1. ჯად. 
3472875 2 

მოვიყვანოთ გაუსის ფორმულის ელემენტების შესაბამისი ცხრილი 

(ცხრ. 3) 
ცხრილი 3 

ი | ; | , 4, 

1 | #1 | 0 2 

0 | 112 | 50,5773507 1 

2 – 0,7749667 = _0,5555556 
9 

8 
3 2 0 -- =0,88888889 

5 

3 +0,7749%%67 | ---9:5555556 

4 1;4 ==0,86113631 0,34785484 

2;:3 =0,3398104 0,65214516 

1;5 =0,90617985 0,23692688 

5 2;4 =0,53846931 0.47862868 

3 0 0,56888889 

1;6 5-0,93246951 0,17132450 

6 3;5 -=0,66120939 0,36076158 

1;4 =>0.23861919 0,46791394 

I 
1;:7 I 50,04910791 0,12948496 

7 ვე , :==0,74153119 0,27970540 
3;5 | –0,40584515 0.41795918 

1;8 =0.96028986 0.10122854 

ზ 2;7 “=0, 796660648 0,22238104 

3;6 --0,52553242 0.31370664 

4;5 5:0,18343464 0,36268376   
მაგალითი 2. გაუსის კვადოატურული 

ბეთ #1--3-თვის გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

1 

-| 
0 225 

  
V1-<-2XძX 

  
ფორმულის გამოყენე-



ამოხსნა. გვაქვს, 0ი=0, ხ=1, მაშინ (90% ფორმულიდან და 

მე-3 ცხრილიდან გვექნება : 

· 

1 1 

1 
2 

1. 1 Xვ= -- + -“ /1=0,88730, 
3 2 + 2 ვ 

X= -- + > ჯ7:=0,50000; 

(89 ფორმულების კოეფიციენტებისათვის მივიღებთ; 

  

  

ხ-- 1. 5 =--ბ4= “ .2 == - 0,27778; 
2 2 9 18 

' 8 
2= ხი, _ 1 .–_ =4 =0,444444; 

2 2. 9 9 
_ 5 

ლფ=- 9-0 1.5 5 _ 0,27778, 
2 2 95 18 

აქვე მოვიყვანოთ შემდგომი გამოთვლების შესაბამისი ცხოილი (ცხრ. 

4): 

ცხრილი 4 
  

  

ჯ ჯ, V; დ C(ს( 

6 0,11270 1,10698 0.27778 0.30747 

2 0,50000 1,141421 0,44444 0,62853 

3 0,86730 1,66571 0.27778 0,46270 

> 1.39879 

ამრიგად, საძიებელი ინტეგრალის ' მიახლოებითი მნიშენელობაა 

3 

(1-2 ბ, C,ყ,=1,39870, 

I=1 

ნამშთითი წევრი გამოითვლება ფორმულით 

1 „./ხ–-თიV.თ.» 

1 15750 ლ.) „იდ, სადაც §C(0 ხ). 

რადგან 

IC(0 =V1-+2X=(1-I-2X)!/2. 
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ამ იტომ 

დოთ“ L(-+I-2X- XC 5) -?)რი-ბიი> – 
==--945(1-L2X)-/2, 

აქედან 
იიმX "|I(9V(X).,=945 

0ლ%ჯ#=5! 

_ 945 / IM? 1 
(ელ | -– |თ2––. 15750V 2 2000, 

შევნიმნოთ, რომ ინტეგრალის „უშუალო "გამოთვლის შედეგია 

I=V 3 =9L 1,39872. 

და 

§ 7. კჰუბატურული ფორმულების , შესახებ 

კუბატურული ფორმულები გამოიყენება ორჯერადი ინტეგრალების 

რიცხვითი ინტეგრების შემთხვევაში. 

ვ თქვათ, 2=/(CX, ყ) ფუნქცია განსაზღვრულია და უწყვეტი რაიმე 
V# თ ბრტყელ არეში (ნახ. 27). 

| განვიხილოთ ამ არის რაიმე 

M I(X,ყ,)(I(= 1,2,..-,IV) წერ- 

ტილთა სისტემა. 

: IIII= ი თიყ 

  

ორჯერაღი ინტეგრალის მი- 
  

CI
 ' 

ლა
 

ახლოებითი მნიშვნელობის 

ნაზ. 27 დასადგენად დავუშვათ, რომ 

| (1 IX,0)ძXძყ => წ IX, ყა. (1) 
(=1 

4#V/ კოეფიციენტების მოსაძებნად უნდა დავუშვათ, რომ (1) მართებუ- 

ლია ისეთი 

#ს.(X,წ) = ?, ლ0,ჯა"ყ! () 
#-–+!ლ=ჩ 
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პოლინომებისათვის, რომელთა ხარისხი არ აღემატება წინასწარ მოცე- 
მულ ო= რიცხვს. ამისათვის აუცილებელი და საკმარ “სია, რომ (1) ფორ- 

მულა ზუსტი იყოს X"9! სახის ნამრავლისათვის (#, 1=0,1,...,I; ”+I1ლ= 

ლ”). 

თუ (1) ტოლობაში /(X, ყ)=X"ყ!, მაშინ 

IM”) X ით", X;Vყ!; ცა 

1==1 

(ჩ, 1=0,1,..-,7 IM; ჩ--1ლიჩ). 

აზრიგად, 4; კოეფიციენტები "შეგვიძლია განვსაზღვროთ (3) სისტე– 

მიდან. იმისათვის, რომ (3) სისტემა იყოს განსაზღვრული აუცილებელია, 
რომ ცვლადების M -რიცხვი ტოლი იყოს განტოლებების რიცხვის ე. ი. 

M=თCთ+1)+ი+Cთ-1)+...-+1 –.თ010%102, 

შედეგის მაღალი რიგის სიზუსტის მისაღებად დიდ მნიშვნელობას 
იძენს აღნიშნული კვანძების გთნივრულად შერჩევის საკითხი. 

მოვიყვანოთ ორჯერადი ინ– ს 

ტეგრალის მიახლოებითი გამო- ყ : 

თვლის ერთი, საკმაოდ გავრცე- 

ლებული, მეთოდი. დავუშვათ 
ინტეგრების არე შემოსაზღვრუ- 

ლია უბან-უბან გლუვი წირე- 

ბით. კერძოდ, ავიღოთ ისეთი 
თ არე, რომელიც შემოსაზღვ- 

რულიაყ/=CC»X), ყ= %(X) (LC) < | 

| 
  

  

დსთ) წირებით და X=თ0, 

X=ხ, წრფეებით (ნახ. 28). 9 X 

მაშინ, როგორც ვიცით მართე- C.ს. 28 

ბულია ტოლობა 

ხ %VX) 

/–1 IC Xძყ= |ძX ! I(X,ყ)ძყ. (4) 

ი +X) 

ვთქვათ, 

დ(X) 

MC = | IV აძ, (5 
VX(CX) 

229



მაშინ 
ხ 

III (X, ყაძXძყ = I# (X ძX. (6) 
ი (#4 

(6) ტოლობეს მარჯვენა ნაწილში მდგომი ინტეგრალის გამოსათვ– 

ლელაღ გამოვიყენოთ ცნობილე კვადრატურული ფორმულა, მივიღებთ 

(წთ ყ)ძXძყ = ს MC, (7) 

C (=1 

სადაც, X;CIთ, ხII=1,2... -,M) და 4#,-რაიმე მუდმივი სიდიდეებია. 

თავის მხრივ 

(XV) 

MX)= | IL, #)ძყ (=1,2,...„), 
VXVV) 

ინტეგრალები გამოეთვლებიან კვადრატურული ფორმულებით 

ჩფ)ა= >» 8. V), (8 
_) I=1 

სადაც 8, –- მუდმივი სიდიდეებია. 
(7) ფორმულიდან, (8)- ის გათვალისწინებით, მივიღებთ კუ ბატუ- 

რულ ფორმულას 

1IIC ყ)ძXძყ = ბატ 8,,I(X,, ყ)), 
=1 )=1 

სადაც, 4; და 8,) -- ცნობილი მუდღმივებია. 

§ 8. ზოგიერთი შენიშვნები კვადრატურულ ფორმულათა 

სიჭუსტის შესახებ 

I როგორც ამ თავის წინა პარაგრაფებედან ჩანს, ჩვენ მიერ განხი- 

ლულ კვადრატურულ ფორმულებს აქვთ სახე: 
ხ 

| ჩხიძი= 9. 4/თა+ჩ)0, (ს) 
(==1 

სადაც XI((=1,2 , ა არიან Iი, ხI /”სეგმენტიდან აღებული კვანძე- 

ბი, 4, ((= 1,2, . ა.ი) ––კვადრატურულა ფორმულების კოეფიციენტები, 

ხოლო MIII-- ნამთითი წევრი. 
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მოვიყვანოთ კვადრატურული ფორმულების სიზუსტის დამახას ია– 

თებელი ზოგიერთი ფაქტორი. : 

ძირითადად შემოვიფარგლებით თანაბარბიჯიანნი კვადრატურული 
ფორმულებით. ასეთ ფორმულათა რიცხვს მიეკუთვნება მართკუთხედე– 

ბის, ტოაპეციის, სიმპსონის, ნიუტონ-კოტესის ფორმულები. ამ შემთხვე–- 

ვაში კვადრატურულ ფორმულათა სიზუსტის რიგი აღებული, # ბიჯის 

მიმართ, განისაზღვრება 

0=005,8-=%+-4   (2 

ფორმულით, სადაც /#-ინტეგრების მუალედის დაყოფის რიცხვია, 

ხოლო 71 ნატურალური რიცხვი, ნამთითი წევრის რიგის მაჩვენებელია, 

მაგალითად, ტრაპეციის ფორმულის ნამთითი წევრია 

== 

12 
  9II)=“--რ% ჩ”(), %C/# ხს 

მისი რიგი #7.=2. სიმპსონის ფორმულის ნაშთითი წევრია 

_ _ხ-თ 3 (1/C 
M2III 480 IV0სML(§), §CIთ, ხ 

მისი რიგი /1=24. 

კვადრატ-რული ფორმულა მით უფრო ზუსტია, რაც უფრო მე- 

ტია მისი რიგი. ეს ფაქტორი განსაკუთრებით ვლინდება მაშინ, როცა 

ბიჯი მცირეა ან რაც იგივეა საინტეგრო შუალედის დაყოფის ოიცხვი 
” დიდია. 

შენიშვნა. ზემოთქმულიდან არ გამომდინარეობს, ის რომ ნე- 

ბესმიერი კონკრეტული მაგალითისათვის მაღალი სიზუსტის მქონე კვად–- 

რატურული ფორმულა უფოო ზუსტ შედეგს გვაძლევს. შეგვიძლია მო–- 

ვიყვანოთ მაგალითი როცა ერთიდაიმავე რაოდენობა კვანძებისათვის და 

ერთიდაიმავე ბიჯის შემთხვევაში, უფრო უხეში კვადოატურულიფორმულა 

უფრო ზუსტ შედეგს გვაძლევს. ამ ფაქტის ნათელსაყოფად განვიხილოთ 

მაგალითი: გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

1 

| (–--5+-27X-“ 15X)ძა 

–1 

ამოხსნა. უშუალო გამოთვლებით, ე. ი. ნიუტონ-ლაიბნიცის 
ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ (ნახ. 29) 

1 

I= | I0ძX-2-–-5+9--3) =2. 
–1 
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# | _ II1=1-სათვის ფრაპეციის ფორ- 
- · ულის გამოყენებით მივიღებთ 

_ 1 __ 1 8 
/=->I( 1)+-I(C)+ 01) 

7 7 
=-- –5 – =2. 

2 + 2 

ხოლო იგივე ბიჯისათვის სიმპსონის 

1 0... ფორმულით მივიღებთ   
=- (I(--1)-++4/(0) -+/1)1= 

1 
= - (7-––20-+-7)==–--2. =8 0–+7) 

ამრიგად, როგორც ვხედავთ 
გამოსათვლელი ინტეგრალის მნიშ- 

ვნელობა მიღებული ნაკლები სი–- 
ზუსტის მქონე ტრაპეციის ფორ- 

მულით არის ჭეშმარიტი იმ დროს 
როცა იმავე ინტეგრალის მნიშვნელობა გამოთვლილი მაღალი სეიზუს- 

ტის მქონე სიმპსონის ფორმულით მცდარია. 

კვანძების ფიქსირებული რაოდენობისათვის კვადრატურული ფორ- 
მულების სიზუსტე დიდად არის დამოკიდებული კვანძების განლაგე- 
გაზე, კვანძების არაგონივრულმა შერჩევამ შეიძლება მოგვცეს უხეში 

ედეგი. 
საზოგადოდ, თუ ინტეგრალქვეშა /(X) ფუნქციას საინტეგრო შუალედ- 

ში გააჩნია დიდი რაოდენობით წულები ან ასევე დიდი რაოდენობით 
ექსტრემუმები (ე. ი. ინტეგრალქვეშა ფუნქციის წარმოებულებს გ» 

აჩნიათ ნულები), მაშინ ეს ფაქტორები იწვევს კვადრატურული ფორმე- 

ლებით მიღებული შედეგების გაუარესებას, ამიტომ ინტეგრების ბიჯი 

M ისე უნდა შევარჩიოთ, რომ იგი იყოს გაცილებით ნაკლები ფუნქციის 

მეზობელ ნულებს, ან მეზობელ ექსტრემუმებს "შორის მანძილზე. ამ 

მიხნით მიზანშეწონილია მოცემული საინტეგრო Iთ, ხს) “შუალედი 

დავყოთ ისეთ მცირე Iთ;, ზ,) შუალედებად რომლებშიაც /(X) და /”(X 
ფუნქციები შეინარჩუნებენ ნიმანს და თითოეულ მიღებულ შუა- 
ლედზე შერჩეული ბუჯით მოვახდინოთ ინტეგრება კვადრატურული 
ფორმულებით ამით შეგვიძლია მივაღწიოთ ცალკეულ შუალედებ- 
ზე გამოთვლების მაღალ სიზუსტეს, რაც თავის მხრივ უზრუნველყოფს 

სასურველ სიზუსტეს მოცემულ Iით, ხ) შუალედზე. 
232   
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კვადრატურული ფორმულების სრული ცდომილების დასადგენად. 
მხედველობაში უნდა მივიღოთ აგრეთვე მოქმედებათა ცდომილებაც. 
ვთქვათ, თითოეული მიახლოებითი /(X,;) სიდიდის აბსოლუტური ცდო–- 
მილება არ აღემატება მოცემულ § სიდიდეს. ვიგულისხმოთ, რომ ,, 
კოეფიციენტები მოცემულია ზუსტად, მაშინ მოქმედებათა ცდომილება, 
კერძოდ, შეკრების IX, ცდომილება შეფასდება თანაფარდობით 

ჩ წ 

IM. _” =6ი) 4. (3) 

ჯ=1 1=1 

რადგან (1) კვადრატურული ფორმულა ზუსტია /(X)=1 ფუნქიისა– 
თვის, ამიტომ გვექნება 

ხ ჩ 

|ძX=ხ-–-ი= 3.4 „ 
4 (=1 

ამიტომ, (3)-–დან მივიღებთ 

IM, =(ხ––ი)6. (4) 

აქედან გამომდინარე კვადრატურული ფორმულის სოული ცდომილება 

დამრგვალების ცდომილების გაუთვალისწინებლად, გამოისახება ფოო-- 

მულით 

I =(ხ--თ8-+-IIII, 

სადაც XIII კვადრატურული ფორმულის ნაშთითი წევრია. 

და ბოლოს შევნიშნოთ, რომ თუ ყ=/(X) ფუნქცია მოცემულია ცხრი– 

ლის სახით ე. ი. Vჯ=)/I(X,) ((=1,2,...,/), მაშინ ფაქტიურად 'შმეუძლებე- 

ლია კვადრატურული ფორმულის ნამთითი წევრის ღადგენა. ასეთ 

შემთხვევაში კვადრატურული ფორმულით სარგებლობა მიზანშეწო- 
ხილია მუალედებში რომელთა ბოლოებს წარმოადგენენ კვანძები. 

ამრიგად, კვადროატურული ფორმულით სეზუსტის ზემო თ ჩამოთვ- 

ლილი მახასიათებლები: ნაშთი-წევრის რიგი, კვანძების შერჩევა, მოქ- 

მედებათა (შეკრების) (ცდომილება, დამრგვალების ცდომილება. სამუ- 
ალებას გვაძლევს წარმოდგენა ვიქონიოთ კვადრატური ფოომულებით 

მიღებულ სრულ ცდომილებაზე და აქედან გამომდინარე გამოთვლების 

შედეგების საიმედობაზე. 
აქ მოყვანილი დასკვნები სავსებთ მართებულია კუბატურული 

ფორმულებისთვისაც. 
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სავარჯიშო 

"1. ყ=I(X) მოცემულია ცხრილით: 
  

  
  

      

ს ჯ; | ს ' XI VI" 

0 0,00 0,001 5 0,05 36,825 
1 0,01 1,618 6 0,06 52,003 
2 0.02 7,052 7 0,07 64,156 
ვ 0.03 14,451 8 0.08 85,853 
4 0,04 24.553 9 0,09 100,352     

ა) შეადგინეთ სასრულ სხვაობათა ცხრილი მეექვსე რიგამდე ჩათ- 
„ვლით. გამოთვალეთ პირველი და მეორე რიგის წარმოებულები X= 

=0,00; 0,01; 0,02; 0,03 წერტილებში 

ბ) (12), (13) და (14) ფორმულების გამოყენებით გამოთვალეთ ფუნ 

ქციის პირველი რიგის წარმოებულები Xჯ=20,00; 0,01; 0,02; 0.03 წერ- 
ტილებში. 

2. ყ=I(X) ფუნქცია მოცემულია ცხრილით: 
  

  

  

( ჯჯ ყ; ( ჯX | V 
4 

0 0.2 0,5000 10 2,2 12,055! 
1 0,4 1.5622 11 2,4 12.8664 
2 0,6 2,6431 12 2,6 13,5132 
ე 0,8 3.6835 13 2.8 14,2562 
4 1,0 6,9004 14 3,0 15 ,3666 
5 1,2 7,2050 15 3.2 16,4552 
6 1,4 7.8022 16 3.4 17,6532 
7 1,6 9,0666 17 1,6 18,2554 
8 1,8 10,1288 18 3,8 19,3568 
9 2.0 11,5322 19 4,0 20,5532         
  

ა) მეხუთე რიგამდე სასრული სხვაობების გამოყენებით შევადგი- 
·"ნოთ V” წარმოებულის მნიშვნელობათა ცხრილი X.»=0,4+0,2/ (-= 

=1,2,...12) წერტილებში. 

ბ) მეოთხე რიგამდე სასრული სხვაობების გამოყენებით შევადგი- 

“ნოთ V#”-ის მნიშვნელობათა ცხრილი X.=0,2--0,2” (#=1,2,...,10) 
წერტილებში. 

გ) (12), (13) და (11) ფომულების გამოყენებით გამოვთვალოთ 

ყ-ის მნიშვნელობები X„=0,2+0,2#/ (”=1,2,3,4) წერტილებში. 

3, მართკუთხედების ფორმულით გამოვთვალოთ 

9 5 

ა) I 252, ბ) | V7X-–-1 ძ». 
2 2 

  

Xჯ 
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4. ტრაპეცის ფორჰულით აკმოვთვალოთ 

  

  

  
  

  

1,6 2,3 · 

ა) I I0 (1+Xჯ“) ძ». ბა L 50 X ია, 

9 1. “ 
5. სიმპსონის ფორმულით გამოთვალეთ 

ვ 5 

ძX 10 X 
ა) –-––--. ბ –-–ძ». 

I V1+Xჯ ) 17 X 

6. ჩებიშევის კვადრატურული ფორმულით გამოთვალეთ (M#=5) 

1 3 

ა) ძX . ბ) | XძX . 

გ 1+3X კ 3-L2X 

7. გაუსის კვადრატურული ფორმულით გამოთვალეთ (#=4) 

1 5 

ა) V LLC Xძ». გ | 24%, 
1+4Xჯ 

0 1 

VIII თავი 

სხვაოგბიანი სჰემები ჩვეულებრივი დიფერენციალური 

განტოლებებისათვის 

§ 1. სხვაობიანი სქემების მაბალითები 

ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლებების რიცხვითი ამოხ- 
სების ერთ-ერთი გავრცელებული მეთ: დია სასრულ სხვაობიანი მე–- 

თოდი. მისე არსე მდგომარეობს ამოზახსათა რეცხვითი მნიშვნელობების 
ცხრილის შედგენაში. ეს მნიშვნელობები წარმოადგენენ დიფერენცია- 
ლური განტოლების ამონახსნის მნიშვნელობებს მოცემული არის წერტი- 
ლთა სემრავლეზე, რომელსაც ბადეს უწოდებენ. ცარელების შესადგენად 
იყეზებეე ალგებრულ განტოლებათა სისტემას, რომელიც გარკვეული მიახ– 

ლოებით ცვლის დიფერენციალურ განტოლება. ალგებრულ განტოლე- 
ბათა სისტემა მიიღება სხვაობიანხი სქემების ანუ სხვაობი- 

ანი ანალოგების საშუალებით. მათი აგების სტრუქტურა 
დამოკიდებულია დასპულე ამოცანისადმი მოთხოვნილი პირობებით. 

მაგალეთად, ავაგოთ სხვაობიანი სქემა 

ს (9 +4V(0%0=0, 0=X 1, (1) 

I(0)==1, (2) 
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ამოცანისათვის, სადაც V-საძიებელი ფუნქციაა, 4-რაიმე მუდმივი რიც– 

ხვი. ავირჩიოთ M>>0 ბიჯი და ბადის #, 2/M, 3/..., MM)... წერტილე- 

ბისათვის შევადგინოთ IV(X) ფუნქციის V(0), V(/I),...,V(I2M),... მნიშვ– 

ნქლობათა ცხრილი. ამისათვის (1) განტოლებაში წარმოებული შევ- 
ცვალოთ 

I (VL–+ M)––V(CX) 

ჩ 

სხვაობიანი გამოსახულებით, # ბიჯი შევარჩიოთ ისე, რომ აღნიშნული 
შეცვლით გამოწვეული ცდომილება იყოს მცირე. ამრიგად, მიიღება. 

(1) განტოლების სხვაობიანი ანაკლოგი 

V(X + M)-––V(CX) 
ს +/4Vხ0ე=0, (3) 

რომლის საშუალებითაც აიგება საძიებელი ცხრილი. (3) გადავწეროთ 

რეკურენტული ფორმით 

V(X--M)=(1–-4 ჩ)M(X%). 
თუ X მივცემთ 0, #, 2ჩ... მნიშვნელობებს, მაშინ (2)-ის გათვალის– 

წინებით მივიღებთ 

M(M)ლ= 11-47, 
V(2ჩ)=(1-–4M)9V(M)ლ=(1––,4ჩ)?, 

თ I. I... . ._ . ...2თიი. 

VCMM)=(1-–/47/)V. 

როცა #ჩ= 1 ; მაშინ 
M 

#«(0)= 0-4). (V=1,2....), 

რაც წარმოადგენს (1), (2) სასახღვრო ამოცანის ,V(11=6-4 ზუსტი 

ამონახსნის მიახლოებით მნიშვნელობას, ცხადია, რომ V-ის საკმაოდ 

დიდი მნიშვნელობებისათვის (1-/#/V)”» მცირედ განსხვავდება 6-4- 

გან, ე. ი. როცა #->0,.: მაშინ მიახლოებითი ამონახსენი მიისწრაფის 

ზუსტი ამონახსნისაკენ. 

თუ (1) განტოლებაში წარმოებულს შევცვლით 

(+ ჩა–– 6C-/) 
4 

2ჩ რ 
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გამოსახულებით, მივიღებთ განსხვავებულ 

9X+-7)-VC MM, „ანე =0 (5) 

2ჩ 

სხვაობიან სქემას. 

ანალოგიურად აიგება სხვაობიანი სქემა 

V/(X)+–-–4თ 00 + 890) =IC9 

განტოლებისათვის თუ V”(CX) შევცვლით მეორე რიგის სხვაობიანი ანა- 

'ლოგით 

V(X–- ჩ)–-V(X) „_ II(0)–M(X-–”) 

/ ჩ =94CX+/)--2000+9C%+7#).. 

ჩ > 

ხოლო II (X)-(4) გამოსახულებით: 

II((V-+– ჩ)––2/(X) + M(CX+#/) _ 44X+/)–9%-–-7) 

ჩ' L2ჩ 

  

+8V00=/(9) 

„ანუ 

(! + )ტიიხა+(8M--მ40ი + ლ #C-–-ს=ჩIთ.  C) 
მსგავსად აიგება სხვაობიანი სქემები ცვლადკოეფიციენტებიანი 

დიფერენციალური განტოლებისათვის. მაგალითად, 

ი" (X+4(00თ0ე=90: 

განტოლებისათვის სხვაობიან სქემას ექნება სახე 

(XV-++-ჩ)–V(X) 
+ 4(ლ00V0ე =0, 

ჩ1 
ან 

M(X+ ჩ)–– (X–– ჩ) 

2M# 

ასევე შეიძლება ავაგოთ სხვაობიანი სქემა არაწრფივი განტოლებისათვის. 

-მაგალითად, 

+4C0V(0)=0.! 

I (X) + C05(XV(X)) =0 

განტოლება შეიძლება მიახლოებით ამოვხსნათ 

V(X+/წ)–წლ0ე 
; +005(XVCX0))=0' 

სქემით, 
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განხილული მაგალითებიდან შეიძლება შეგვექმნას შთაბეჭდილება, 

თითქოს სხვაოლიანი სქემებით დიფერენციალური ამოცანების ამოხსნა 
არავითარ სირთულეს არ წარმოადგენს. რაც, საზო გადოდ, ასე არ არის. 

უმარტივესი შემთხვევა, რომ განვიხილოთ, კერძოდ, მუდმივკოეფი- 
ციენტებიანი წოფივი დიფერენციალური განტოლება შევცვალოთ შესაბა- 

მისი სხვაობიანი სქემით, მიღებული! სხვაო ბიანი · განტოლების ამონახ– 

სენი შეიძლება არ მიისწრაფოდეს ზუსტი ამონახსნისაკენ (ჩ–>0). ცხა–- 

დია ასეთი სქემით შეუძლებელია ავაგოთ საძიებელი ფუნქციის მიახლო– 

ებითი მნიშვნელობები მოთხოვნილი სიზუსტით. 

სხვაობიანი სქემებით დიფ ერენციალური ამოცანების ამოხსნისას. 
წარმოიქმნება, კიდევ ერთი ტიპის სირთულე. კერძოდ, კრებადი სხვა– 

ობიანი სქემების შემთხვევაშიც კი მიღებული ალგებრულ განტოლება- 
თა სისტემა ხშირად ძნელი ამოსახსნელია. ამ სირთულის თავიდან აცი- 

ლების მიზ ნით ზოგჯერ მიმართავენ სხვაობიანი სქემების სტრუქტურის. 
ვარირებას, ხოლო ზოგჯერ მიმართავენ საძიებელი ფუნქციის წინას–- 

წარ მოცემული სიზუსტის შემცირებას. 

როგორც მოყვანილი მაგალითებიდან ჩანს, სხვაობიანი სქემები 

წარმოადგენენ სხვაობიან განტოლებებს, ამიტომ მათი შესწავლა არ–- 

სებითად არის დაკავშირებული სხვაობიანი განტოლებების შესწავ- 

ლასთან. შემდეგში შევისწავლით სხვაობიანი განტოლებების ამოხსნის. 

აქტუალურ საკითხებს. 

§ 5. უმარტივესი სხვაობიანი: ბანტოლებები და მათი ამოხსნა 

განტოლებას რომელიც, გარკვეული წესით, აკავშირებს ფუნქ- 

ციის მნიშვნელობებს დისკრეტულ წერტილებში, ეწოდება სხვა- 

ობიანი განტოლება. თუ ეს სხვაობები შედიან პირველ ხა– 

რისხში, მაშინ განტოლებას ეწოდება წ რფ ივი, წინააღმდეგ შემ- 

თხვევაში ––ა რაწოფ ივი. 
თუ 0X ღერძს, ჩ –– მუდმივი ბიჯით, დავყოფთ X,+1=Xი-LIL (I= 

=0,1,...,) წერტილებით და შემოვიღებთ IV/(X,)=V» აღნიშვნას, მა– 

შინ ყ-ს მიმართ სხვაობიანი განტოლება იქნება 

(I, რც რა,-- M,)=0, 

ხოლო წრფივი სხვაობიანი განტოლება 

0ძ,(M)ი,-+-ია(M)ყMა-+...+რ6, (I), =ხ(I). 

§ 1-ის (1) განტოლების (3) და (5) სხვაობიანი ანალოგიების შესა– 

ბამისი სხვაობიანი განტოლებები იქნება 

ი “+ხV9ი. 1=/ის 8ხ5-0 (1# 
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და 
თხი + ნს +ისე..=, 270. (2' 

(1) განტოლების ამონახსნის ასაგებად საკმარისია ვიცოდეთ საძიე 
ბელი ფუნქციის მნიშვნელობა ერთ წერტილში. ეს ამონახსენი აიგება– 

თ 1 
რი "+ წუ (1=0,1,2,· · ·) 

ფორმულით. აქედან გამომდინარე (1) არის პირველი რიგის განტო–- 
ლება. 

(2) განტოლების შემთხვევაში საკმარისია ვიცოდეთ საძიებელი ფუნქ– 

ციის მნიშვნელობები ორ მეზობელ წერტილში, იმისათვის რომ 

ხ ძ 1 
საააააოს საო სი -= (1=0,1.2,- · ·,) 

ფორმულით ავაგოთ მისი ამონახსენი დანარჩენ წერტილებში. ამიტომ: 
(2 განტოლება –“– მეორე რიგისაა. 

ცხადია, რომ 

ის,=)!, 05-50 

ნულოვანი რიგის განტოლებაა. 

ამრიგად, წრფივი სხვაობიანი განტოლება იქნება ”-ური რიგის თუ. 

მისი ამონახსნის ასაგებად საკმარისია ვიცოდეთ საძიებელი ფუნქციის. 
მნიშვნელობები მიმდევრობით " წერტილში. 

(1) და (2) განტოლებების საძიებელი #ს ფუნქციის მნიშვნელო ბე-- 

ბი X,+1=X,.+IV.C2) წერტილებში ქმნიან (V,) მიმდევრობას: 

________ 

რომელიც შეგვიძლია განვიხილოთ, როგოოც V ფუნქციის მნიშვნელო– 

ბები ბადის წერტილებში (IL ბიჯით), კერძოდ V#=LI(XI). 

თუ 0X ღერძს დავყოფთ X.=Xა-ა+/”II წერტილებით ისე, რომ '/M=1,. 
X =0, მაშინ მიღებულ V,=VL(”/) (/”C2) ეწოდებ მთელარგუ- 
მენტიანი მიმდევრობა. 

თუ (V,) მიმდევრობა განსაზღვრულია 2 სიმრავლეზე, მაშინ (1) და. 

(2 განტოლებებს გააჩნია ამონახსნთა უსასრულო სიმრავლე, რომ- 

ლებიც აიგებიან შესაბამისად 

1 
(ხი+1““ წუ წი --იჩი) (3) 

და 

(L,+1 == – (ფ„–-ხ", –-ი0Mი+)), 76C27 (4) 

ფოომულებით. 
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(1) განტოლების რომელიმე (#,„) კერძო ამონახსნის მისაღებად · 

“საკმარისია დავასახელოთ მისი რაიმე V», ელემენტი და (3)-დან ვიპო- 

ვოთ 

საკ) (ნო!+ ა: ..., 

წევრები, ხოლო დანარჩენი წევრების მისაღებად (1</?) ვისარგებ“ 

ლოთ (1)-დან გამომდინარე 

1 
ხე -)- ი --ხრი), 0550 

ფორმულით. 

(2 განტოლებისათვის ორი მეზობელი Vი., დღა #Vთ მნიშვნელო- 

ბისათვის ანალოგიურად აიგება ამონახსნები 

1 
ს,+1= > (სი–-ხსა–-ძხი-), 6#0 

და 

1 
Mიგ -1= ი V, –ხსძე ნ ი+ ა, თ550 

ფორმულებით. 

ახლა ავაგოთ (1) და (2) განტოლებების ზოგადი ამონახსნები. 

განვიხილოთ (1)-ის ერთგვაროვანი განტოლება: 

ის. +-ხი„=0. ძ9 
M#ე-ით აღვნიმნოთ (19-ის ის ამონახსენი„ რომელიც აკმაყოფი- 

ლებს X7ა=1 პირობას. მაშინ ცხადია, რომ ნებისმიერი თ-თვის, V„= 

=CგV” ფუნქციაც დააკმაყოფილებს (1) განტოლებას მართლაც, თუ 

I =0 მნიშვნელობის შესაბამის ამონახსნს აღვნიმნავთ #ი-ით, მაშინ 
#=ცი XV, ე. ი. ამ შემთხვევაში =V/. ამრიგად (19-ის ზოგად ამონახ- 

სენს ექნება სახე 

სე=CVM,. (5) 

(1) განტოლების რაიმე ორი ამონახსენი აღენიმნოთ (CV) და (#9) 

„სიმბოლოებით, ე. ი. 

იმე+-ხიი,1=,7 

იყე" +ხი" ი =/ი. 

მაშინ #„=M გ-ს", იქნება (19-ის ამოჯახსენი, ამიტომ (1)-ის ამონახ– 

სენს ექნება 

#ეგ=V,"+VMი 

სახე, ან (5)-ის გათვალისწინებით 

რე=წხე"“+-თIი. 
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რადგან თ ნებისმიერია, ამიტომ უშუალო შემოწმებით ვრწმუნდებით, 

რომ 

სე=V,"-+თVMი (6) 

არის (1)-ის ზოგადი ამონახსენი. 

ამრიგად, (1)-ის ზოგადი ამონახსენი მისი რომელიმე კერძო ამონახს– 

ნისა და (19-ის ზოგადი ამონახსნის ჯამის ტოლია. 

ანალოგიურად შეგვიძლია ვაჩეენოთ, «ომ (2)-ის ზოგადი ამონახ- 

სენი მოიცემა 

ყხე=0ა"+თM,+ჩ2„, (7) 

ფორმულით, სადაც სხგ=თM/,+ჩ2, არის (2)-ის შესაბამისი 

იმი 1+ხხიე+06,. 1=0 (2% 

ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსენი ხოლო პ/, და 2” 
არია” (29-ის ის ამონახსნები, რომლებიც აკმაყოფილებენ 

Vი=1, XV, =0, (7”) 

27-=90, 2.==1, (7”) 

პირობებს. 

(6) და (7) ამონახსნები გამოვსახოთ შესაბამისად (1) და (2) განტო- 

ლებათა კოეფიციენტებით. 

უმუალო შემოწმებით ცხადია, რომ (19-ის ზოგად ამონახსნს ”აქვს 

V, =თ ლა) სახე, ე. ი. (1)–ის ზოგადი ამონახსენი იქნება · 

ძი # 

როტა 2(- 2) 
ახლა I,” გამოვსახოთ (1) განტოლების” კოეფიციენტებით. ამისა–- 

თვის ავგოთ (1)-იის ფუნდამენტალური ამონახსენი, ე. ი. 

(1)-ის ისეთი ამონახსენი, რომლის მარჯვენა მხარე აკმაყოფილებს 

M= 0, M560, 

ი. 1, /=0, 

პირობას. ამ შემთხვევაში (1)-ს ექნება 

იძსა“+ხVM,+ 1““ ბეთ (8) 

სახე, სადაც ბე” –– კრონეკერის სიმბოლოა, ყ,-ით "აღვნიშნოთ '(8)-ის 

ამონახსენი, ე. ი. 

00” + ხ0,+ 1=90ე7? (9) 

16. ზ. ნაცვლიშვილი და სხვ. 241



დღა განვიხილოთ შემთხვევები: 

1 ი0გე--ხ0,+ 1=0, როცა I1:ლ–-–1, | 

II იCთა-+ხ0C,=1, როცა #=0, ! 

III ინ,ა–-ხ0ე.,=0, როცა I>1. I I 

როცა # <0, მაშინ C,„=0 ,აკმაყოფილებს | განტოლებას, ამიტომ 
1 

0, = > დააკმაყოფილებს II განტოლებას, ხოლო III განტოლების ამო.« 

ნახსნის მოსაძებნად შეგვიძლია 1დავწეროთ 

თ 
C,+1= “სხ I0,, I12>>1 

რეკურენტული ფოომულა, „საიდანაც 

ე, ი. 

ბ, როცა /ლ0, 

0.= (1-2) კ როცა /12>1 010 

გამოსახულება არის (1)-ის ფუნდამენტალური ამონახსენი და მამასადა– 

მე, მისივე ამონაბსენიც. (10) და (|) განტოლების ზოგად ამონახ– 

ს5თა შეკრებით მივიღებთ (8)-ეს ზოგად ამონახსნს ; 

| 4 (–+) , როც. #0, 
ხ 

= " (1» 

| (4– –L-4 , როცა /:>-1. 
რ ხ . 

როცა 4=0, მაშინ (11)-დან მიიღება (1)-ის (10) ფუნდამენტალური 

ამონახსენი. ადვილი დასამტკიცებელია, რომ თუ <=), მაშინ ნების» 

მიერი 4-სათვის (11) შემოსაზღვრე ლია როცა #->2+-ძიი. #4 =0-სა+ 
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I 1 
თვის (11) შემოსაზღვრულია როცა (+ (<1 და #1 = ––-სათვის (11) შემო– 

I 6 

საზღვრულია, როცა «>:. 
  

ფუნდამენტალური ამონახსენი საშუალებას გვაძლევს ავაგოთ (1)- 

ის კერძო ამონახსენი. მართლაც, თუ 

ბ, თ- (12) 
ჩ=–-Cთი 

გამოსახულებას შევიტანთ (1)-ში და გავითვალისწინებთ 

00, –L++ხCთ -M+1 =მე”- =შიე » 

ტოლო ბას, მივიღებთ 

ის", +–ხს” თამ, ა 0, -M > ხ § თი -M-1 IV = 
'– ჩ= -- თ 

8. (ითა -”+ ხ0ი -M+))/M = ბ, =0ა"'/,=,/ე. 
=–-C =---0ი 

(11)-ის თანახმად (1)-ის კერძო ამონახსენი მოიცემა 

–– = 7 

ყ,ბ= 5 0 – I» = 5. ” რ( 2) ლოლა <5 
ჩ-- ლ #= –- ლთ (4+-+ L-%) ოცა >> 

    
  

  

  

ფორმულით. 

“I 
თუ IL მაშინ 60, და /, შემოსახღვოულია, ე. ი. I0, I<#, 

| 

1” 1</”. ამიტომ (9)მწკრივი კრებადია და ადგილი აქვს შეფასებას 
ლიო 

ჯ” ხხ” ” 
III, ”)ლ _ –_ = “. (13) 

ოთეი ძი II-I ხI 

(7) ფორმულა გვაძლევს (2 განტოლების ზოგადი ამონახსნის სტრუქ- 

ტურას. ახლა მოვძებნოთ ჯერ (2)-ის ზოგადი ამონახსნის კონკოეტული 

ფორმა, ხოლო მემდეგ ფუნდამენტალური ამონახსნების საშუალებით 
ავაგოთ (2)-ის კერძო ამონახსნი. 
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(2)-ეს ამონახსნი ვექებოთ» V„=ძ0" „ახეთ უმუალო ჩასმით მი- 
ვიღებთ ! 

6+ხძ+00?1=0 (14) 

მახასიათებელ განტოლებას. ვთქვათ, (14)-ს აქკს ორე ნამდვილი ძ, 

და ძა ამონახსენი (0,5- 0ა). მაშინ V,(ს=ძ0," და ს, (ბ3= ძი იქნებიან 
(2-ის კერძო ამონახსნები და მაშასადამე, მისივე) ამონახსენი იქნება 

% სა =C0,9+-ჩ ძე". (15) 
თ და ჩ მუღჯმივებეს განსახღვრის მიხნით მოვითხოვოთ საწყისი პი- 

რობები: როცა #=0, მაშინ V„=წVე და როცა #=1, მაშინ #„=+Xჯც მი- 

ვიღებთ 
| თ+ჩ =Mია) 

თი,+ჩზძია=Vს,, 
საიდანაც 

თ= ლემა. , _ V)-- იმ). 

მა-–მ, მა–-0) 

თუ მხედველობაში მივიღებთ პირობებს: 

XV ი=Mი==1, XV ,=M1=0, 

2%ი =%0ი =0, 2, =M1=1, 

გვექნება: 

თ= ძა ; _ ჩ –-მ) 

ძა: –– მ) მ: –- მ) 

    

    

#,ა= “- ძმ, 0 1 მა” 
1 2“) 1 1 (16) 

2=- ძე" + ძა” 
მ. ––მ, მი –– მ) 

როცა (14) აქვს ჯერადი ძ,=ძე ფესვები, მამინ ერთ კერძო ამო- 

ნახსნად უნდა ავიღოთ #(,(ს=ძ0,", ხოლო მეორე კერძო ამონახსენი ვე-– 
ძებოთ #,(%=ყ,.0," სახით. მივიღებთ: 

იყი +ხრთ ყი +0ძ/ი+1=0. (17) 

რადგან ძ, არის (14)-ის ჯერადი ფესვი, ამიტომ 

თ 2 ხ 
– =0“ 1) – =-–-28მ), 

C C 
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და (17) მიიღებს სახეს: “ 

09)” ყი –1 –-20თ" ყი + 00-%Mი+ 1==9 
ან 

ყი -1“--2ყე+Vყ/1+1=0, 

ე. 0. ყა –წა=წ,-ჩწ.ე. ამრიგად, (17)-ის ამონახსენი წარმოად- 
გენს ნებისმი ერ არითმეტიკულ პროგრესიას., კერძოდ, )შეგვიძლია ავი- 

ღოთ არითმეტიკული პროგრესია Vე=/ ზოგადი წევრით. Iამ შემთხვე- 

ვაში (21- ის მეორე ამონახსენი იქნება I((9,=ი0,7% 

ამრიგად, როცა 01=ძე, მაშინ (2)-ის ზოგადი. ამონახსენი იქნება: 

სე=თთ"-+ჩM0,ბ (18) 

და ამ შემთხვევისათვის: 

ია მაო 
1 2,= – იფშ=იდთ ი“. 
9) 

(14)-ის ძე და ძი კომპლექსური ფესვების შემთხვევაში (29-ის ზო- 

გად ამონახსენს ექნება სახე: 

სია“ % (#7 + 2) 005 M თ) 5II MC, (19) 

სადაც დ განისახლვრება 005 –- > ტოლობიდან, ხოლო 7, და 

“ე ნებისმიერი მუდმივებია. მართლაც 

> XC 9(_ -/>+! 1XC. =6 '-(-2>) ), 

'ო= V 2L-;, VCC I “(=> ) ,' 

ი <1 უტოლობებისა და: 
/0C 

  

  

  
  

  ამასთან 12 =0 და 
C 2 1, 

ხ ურ) ( ხ ) –.» _–_ ლ - _–_ == = დ 

2V0ძ0 ლ05V, 2V00 

ტოლობების თანახმად გვექნება: 

ი=1/ 2 (C05დ-I-I5)0 დ), ძა:= ე“ 4 –-(ლ-05 დ–-/5)ი «). 
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1 
=8= - და ძა ძა-ის ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ (15)-ში 

მივიღებთ 
ს /ი 7 

V,011= V –-- ) 905 დ 

კერძო ამონახსენს, ხოლო თუ Cთ= ჩ=- >. მაშინ მივიღებთ 

სი-ნრთებით 
მეორე კერძო ამ” ნახსენს, მათი წრფივი კომბინაცია, ნებისმიერი 4, 

და #7» მუღმევებესათვის, „მოგვცემს (19) ფორმას. 
(2 განტოლების წყ,” კერძო ამონახსნის ასაგებად ჯერ ავაგოთ 6” 

ფუნდამენტალუთრი ამონახსნი, ე. · (2)-ის ის ამონახსენი, 

რომელაც |ა)მაყოფელებს | 

/,=8ეი" = I 0, იფ60,88 

' 1, I1=20. 

პერობებს. 6, ფუნდამენტალურ ამონახსენს ვეძებთ როგორც: 

I. ინ, ,+ხ0ე+ი00,-,=0 როცა #=-1, 
II. 00-,3-ხ0,ა+00, ==1 როცა /:=0, 

III. ი0გ-1+ხ0,-+-200,+1=0 როცა #>1 

განტოლებათა ამონახსნების წრფივ კომბინაციას. 

თუ ძ, და ძა (0,25-0ა) არის (14) განტოლების ნამდვილი ფესვები, 
მაშინ (29-ის ზოგადი ამონახსენი იქნება 

მე=C011+ჩ ძა”. 

აქედან გამომდინარე I-ის 0, კერძო ამონახსენს ექნება 

0,ა=თ 0)ბ+ჩ ი? (I/1ლ=0) (2თ 

სახე, სადაც თ” და ჩზ” გარკვეულად შერჩეულა· მუდმივებია ანალოგი–- 

ურად აიგება 0, კერძო ამონახსნები III “შემთხვევაში, ე. ი. 

0, = თ" I ჩ”ძე" (I/I>>0), (21) 

სადაც «” და ჩ” სათანაღოღ შერჩეული მუღმივი სიდიდეებია. 
თუ ვიგულისხმებთ, რომ ძ,955#9ე და |0,I5=1, Iი.I2=1, მაშინ უნ- 

დღა განვიხილოთ შემთხვევები 

ა) I0,I<1, Iწ -I.>1, 

ბ) I0ე) I<=1, IძაI<-1, 

გ) IV.I>>1, Iძ:I<-1, 
დ) IVII>1, I0 :I>>1. 
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ა) შემთხვევაში თუ 0, შემოსახღვრულია, როცა #-> --ი, მა- 
შინ (20)-დან თ”=0, ხოლო თუ 6, შემოსა ზღეროღლია, როცა M->+9თ, 

მაშინ (21)1-დან ჩ”=0, ამიტომ 

Cგ= I ზი, როცა #=<0, 

ს თ”ძ," როცა M>2>0, 

საიდანაც, როცა /=0 უნდა ავიღოთ თ” = ჩ”. ახლა ჩ” შევარჩიოთ ისე რომ 
დაკმაყოფილდეს II განტოლება (C, გავითვალისწინოთ II-ში), ე. ი. 

თჩ”ია-1+ხჩ +იჩ”ძ,=1, 
საიდანაც 

1 
ჩ” –– აეეე ა ა-_ 

ძმა 1+ხ--00, 
ამასთან, 

თყა1+ხ+0იძა=(ძ0, 1+ხ-L0(0.)-- 0-0 ,––0.)=6(6ე––0,860. 

ამრიგად, ა) შემთხვევაში 

1 

აეეე 
ა 

C,= იძ, ნ -იძ, 

თია 1-+-ნ0+ 60. შ2>9 

არის შემოსაზღვრული ფუნდამენტალური ამონახსენი. 

თუ 

”იმX(Iთს |Iნ, IC)->>8>9. 

0. –1 9 (22) 
I |01|<1 ––. |» |<1-- -? 

სადაც 8>90, 0>0 –-– რაიმე რიცხვები,ა მაშინ ადგილი აქვს 

4 0 VI” 
LI = | 1– +. 23 

! 2იL >) (23) 
შეფასებას. 

ბ) თუ 6, შემოსაზღვრულია “როცა #-–> --თ%, მაშინ (20)-დან თ”= 

=წჩ” =0 და 

6 = 0 როცა #M=<90, 

” თ” 01 -+ჩ მა" როცა 7:>0. 

0,=0 პირობედან თ” == -–-ჩ”. წინას მსგავსად თ” შევარჩიოთ ისე, რომ 

დაკმაყოფილდეს II განტოლება: 
, 1 

C =- ––– 

C(0,-– 0.) 
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ამრიგად, ბ) შემთხვევაში (2)-ის შემოსახღვრული ფუნდამენტალური 
ამონახსენია 

0, როცა /Iლ0, 

0,„= 
  (0, "-ი:), როცა #M>0. 
0(0ე)––0ა) 

გ) არის ა) შემთხვევის ანალოგიური და გვაძლევს (2)-ის 

1 

0,„= ი + ხ+09» 

ძე, 1+ხ0+0ძმ: 

ფუნდამენტალურ შემოსაზღვრულ ამონახსენს. 

დ) არის ბ) ანალოგიური. 

თუ (14)-ს აქვს ძ,=>ძე ჯერადი და ნამდვილი ფესვები, მაშინ ფუ§და- 

მენტალური ამონახსნის ასაგებად ვიყენებთ (29-ის 

ჩ,ც=9%01"+ჩ009,” 

ამონახსენს; კერძოდ, როცა |0,I<1, მივიღებთ 

0, როცა /1ლ0, 

0 ".-“ 1 ი-1 დ M0,“ 1, როცა #>0, 

0. როცა /1ლ0, 

მ" როცა I/1>0. 

ხოლო როცა |0,II>1, მაშინ 

6 = –-- იფ, როცა #50, 

0 როცა #>0. 

ამრიგად, ჩვენ შევისწავლეთ შემთხვევები (|0,I9=1, |0:)2-1, 05-60, 
ლ-00) და ვაჩვენეთ ფუნდამენტალური შემოსაზღვრული ამონახსნის 

არსებობა, (23) ფორმულიდან ცხადია 

IC, I<00V (1-–>C%), (24) 

სადაც, Cთ>0, 0=0ი<1, ამასთან 

· 1 · 1 
0->IიმX | თიი(IVს ლ) II9ი C _ L. 

IV, I I მ» I 

მაშასადამე, (2)-ის 06„ ფუნდამენტალური ამონახსენი საშუალებას 

გვაძლევს ავაგოთ მისი კერძო 

Mეზ= 12 Cღი-". (25) 

=-–-0CC 
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ამონახსენი, თუ ეს მწკრივი კრებადია. თუ ადგილი აქვს (24)-ს და Vი) 

–-შემოსახღვრულია, ე. ი. I.„I<#, მაშინ (25) კრებადია და 

  

  

Cლ0 

IM“ |= ს» CღC,-.I. = 5. LCთი -II#I+ ბ, (06, -M»LI = 
#== – ლთ #= – იძე M#-==/L+1 

წ. (26) 

= 0” ი; = LL. <0 3. ი-+ 2, თ 2   
#= -C% 

ამრიგად, როცა I9,I551, I|0:|2-1, მაშინ (2) ტოლობით მოცე – 

მული ს,” არის (2) განტოლების ერთადერთი შემოსაზღვრული კერ< 
ძო ამონახსენი. 

შევნიმნოთ, რომ თუ შესრულებულია (22) პირობები, მაშინ (23) 

ის გათვალისწინებით (25)-დან მარტივად მიიღება 

  

16 
IMა” | ლ 51 IL 27 თ.“ | 8 6? "ი '– (27) 

შეფასება. 
ცხადია 0ც-ის ყოფაქცევა არსებითად დამოკიდებულია (14) განტო- 

ლების ფესვთა კომპლექსურ სიბრტყეში განლაგებაზე. გამოყენების 
თვ ალსაზრისით განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია შემთხვევები, როცა თ, 
ხ, C კოეფიციენტები ნამდვილი რიცხვებია და I0,I|<1, IიაI>>1 (|0ი-აI<-1, 

I71I>>1), ამასთან 

I I–0, |I0: 1I<0 (Iი:I<0, 10, '1I<0), 0<-9<1. 

მართებულია შემდეგი 

თეორემა. ვთქვათ, ი, ხ, C ნამდვილი რეცხვებია,,ა ხოლო _01> 

ძა:–– (14) განტოლების ფესვები. |0,I–1, |Iი-IL>1 მამინ და მხოლოდ 

მაშინ როცა 

|ნ5--Iთ+C) 
–_–-  . .>0>0, (2გ8» 
|6ნ6I+-IძI+ICI 

სადაც 0 რაიმე მუდმივია. თუ ადგილი აქვს (28)-ს, მაშინ 

0 0 
1_– –, გ–1 1-- --, : 10, |< 2 Iძა“1|< 2 (29) 
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§.3 სხვაობიან სჭქემათა სიზუსტის რიგი და აპროკსიმაცია 

განვიხილოთ დიფერენციალური ამოცანა 

ძი 11 ს 4,ყ=0, 0=X=<1, 
ქ, ““ – (1) 
!!((0) ==ხ. 

და მისა შ ესაბამისი სხვაობიანი სქემა, რომელიც გამოისახება 

IC+–-I)–-V»X + 4000=0 > 

ჩ 

სხვაობიანი განტოლებით, სადაც # მოცემული შუალედის დაყოფის ბი- 

ჯია. ვთქვათ, ს= > +MV=1,2,...ე. X#, =MM წერტილში (2)-ის ამონახ- 

სენი აღვნიმნოთ V,-ით. თუ V-=ხ, მაშინ (2)-დან 

სე= (1 41/)V, –). 

საიდანაც 

II, = (1-–/0)”ხ=(1 

რადგან (1)-ის ამონახსენია #«00=ხ> ““, "ამიტომ 

V(CX,,) =ხ0 

შევაფასოთ. 

8C(%) “იი –VC) 
=LC1 4 ყები/ჩ –ბგ ლ–/M5 

ცდომილება. შევისწავლოთ მ0(X,)-ის ცვლილების ხასიათი, 

–>-0 (ფI->-თ). გვაქვს: 

ჯ 

–_ – 47/) _, 

(1-–– 4/) 

4"Xი/ ! 

-“4ლთ გ 2 4 (/I") კრი 
1 

  
4'X, – 4) 

6 + ჩხ–-“ 6 

ამიტომ (3) მიიღებს სახეს: 

– 4Xი 

"„-== 00 –“ ინ 4. X. 
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+ 4 ჩი 

2 

_ 4X, 
8 > + 0(VL”) 

_ 4/ებიჩს, () 

“ი. (4) 

ლ) 
როცა ჩ-> 

2/,: 
ჯ" ”» 

+ 44+“ –+ 0(V”) | 

4-0 (–V0V5) | 1 0(ჩM?)) = 

_–/4 
+ 00”), 

(30



ბ; – 41 

ბი) = 00 > ი ““ 0თ5=0VM, (6) 

„ე. ი. 0(+,)->2, როცა ჩ->0, რაც იმას ნიშნავს, რომ სხვაობიანი სქე- 

მის სიზუსტის ოიგი უდრის ერთს. 

ახლა ამოვხსნათ (1) განტოლება სქემით, რომელსაც შეესაბამება. 

მეორე რიგის სხვაობანი განტოლება 

ს (VX+- ს) –0(X-–- 
0, 2/ =01კ #V(X) == (7) 

ამისათვის საჭიროა ვიცოდეთ საძიებელი ფუნქციის მნიშვნელობა ორ 
წერტილში (I(X-)=-ი() და M(X,))=I,. მაგრამ (1) ამოცანაში საძიებელი 

ფუნქციის მნიშვნელობა მოცემულია მხოლოდ ერთ წერტილში ს(ი) = 

=(ხ. ბუნებრივია სხვაობანი სქემის-თვის ერთ საწყის მნიშვნელობად= 

"ავიღოთ V-ე=ხ. მეორე საწყისი IV, მნიშვნელობის მოსაძებნად ვისარ- 

გებლოთ (7) განტოლების ამონახსნის ცხადი ფორმით (§2, (16) მი- 

ვიღებთ: 

· 1 
Mე= ი (----ი-- “+ _ 21- (–- ი ჩ+- თ") – 

მა–მძმ, ძა–მ,. ძა––0) მა-–-მ, 

= მა'ი--M 0," 9:ა-- “ 1ძა", (8) 

მამ, მამი) 

  
    

სადაც 

ძკ=V 1-+ 4?/0%-- 4/= 1--4/ –- 

აცი 

  +0VCVM%, 

             
  

ია (9) - 4“ჩ 
ძ.=-(V 1 + #4"#M" + /4M)= (–-1) (1+4ი+ “2 )+0თა 

არიან §2-ის (14) განტოლების ფესვები. ცხაღია, (9)-დან 

, იკი Vი/M  (Vი//IIII) 1– 

ე ო= 0, ბ. (ს-4+“ # +005" “2 |I-“ I 

-რადგან 
კა ე 

1ი(1+7=2–.-6 + <= +0(23, ი(1+2)=2– 2“ 3 +0C(0) 

ამიტომ 

ი 1-4 + 21, ! 0თა | =– 4, + 4X +0თა,



საიდანაც 
ვ/, 

XII – რ.“ <5- 0(I1) იტ 

ი."=46 I._, ' (>> ცარ % “> |+ ითა. ძ0თ 

ანალოგიური მსჯელობით მიიღება 

ძაებ=(--1)9ი64%ი | 0(M3. (11) 

L(10) და (11)-ის გათვალისწინებით (8)-დან მივიღებთ 

– – ვ – ' #I= 0მ)I'ე– I“. „რიე „ა 49%, კ 4X4 005 |– 

ყ:-–-01 6 ' 
__ 91IMი–– 

ი–თ ს 

0ძაIე-– I) 

0ა-–-0) 
მარჯვენა მხარის პირველი შესაკრები მიისწრაფის (1) ამოცანის საძიებე– 

ლი ამონახსნისაკენ. 

=4X (12 
–-1)”(6 “"+0 (69); 

შევნიმნოთ, რომ თუ –>ხ< + %, როცა ჩ->0,მაშინ (12)-ის 

რადგან 

ჩ->ე იბ ლუწი (სათვის, 

(––1)? რია " +0Cთ))––> | –-64% კენტი M-სათვის, 

ამიტომ (12)-ის მაოჯვენა მხარის მეორე შესაკრების სასრული ჩღვრის 

არსებობისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ 

019Mხე––-M) 

03-–-0) · 

ამრიგად, იმისათვის რომ 

M(X-–+ ჩ)–-V/(X–-V) 

2ჩ 

სხვაობიანი განტოლების ამონახსენი მიისწრაფოდეს (1) ამოცანის ზუსტთ 

#=ხ6“4% ამონახსნისაკენ წაუცილებელია | 

–0, როცა ჩ-+>+0, (13) 

=-4VC0=0 · 

91)%---ყ0 იც 92%“–-% ა ( ,0), (14) 
მაი, 0ა-–-01 

მართლაც, რადგან თ ->1, 0მე->--1, როცა ჩ->0 (იხ. (9)), ამიტომ (14)-–ის. 

თანახმად V, უნდა ზევარჩიოთ ისე, რომ V,->Vა=ხ, როცა #-+>0. 

Mელ(I) საწყისი მნიშვნელობის მიხედვით შევისწავლოთ სხვაობი- 

ანი სქემის ამონახსნის კრებადობის სიჩქარის ხასიათი. ამ მიზნით V(X) 

გავმალოთ Xჯ=0 წერტილის მიდამოში ტეი ლორის მწკრივად და ვგისარ- 
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გებლოთ «+ /V6=ე დიფერენციალური განტოლებით, მივიღებთ: 

#ILCX,) ==IL(C0) ––14 VI (0) +- 0(/I') =-V(0)(1 ––4/0 +0(ჩ9), 
რომელიც მართებულია მოცემული განტოლებეს ზუსტი ამონახსნისათვის. 

მიახლოებეთე ამონახსნისათვის გვექნება 

ს, ==ხე(1–-47/9) ან LI) ==ხი- 

პირველ მათგანში დაშვებულია MM? რიგის საწყისი ცდომილება, მეორეში 

ჩ რიგის. ამ შემთხვევებში ამონახსნის კრებადობის სიჩქარის დასადგე– 

ნად. დავუშეათ! 

"ე==>ხ, ს.ლ=(1--4Vჩა, (15) 

მაშინ (9)-დან გვექნება 

0)მე–-I _ (1-40+0(?)) ხ--(1-–-4ჩ)ხ 
  

  

ი =0(ჩ”) 

ძა--მ) –2+-0Cთ") (16) 
მიხე =- MI (-1-- 4 + 0C02))ხ–(1--4ჩ)ხ 

= ი =ხ-+ 0(ჩ1). 

ძა–-09! –-2+0Cთა) 

(16)-ის გათვალისწინებით (12)-დან მიიღება 

ს,„=ხი“ ტრო L 0(ჩ%. 

ამრიგად, თუ საწყისი V; მნიშვნელობა მოცემულია #?- რიგის სიზუს- 
ტით, მაშინ ამონახსნის ცდომილებაც იქნება #ჩ% რიგის. ცხადია, რომ თუ 

#.=ხ+0C0(Mშ), მაშინ კრებადობის სიჩქარეც იქნება #? რიგის. 

ი,=Vა=ხ მეორე შემთხვევისათვის 

მ)ხეი–-M (1--4ჩ+ 0(8პ) )ხ––ხ 
  = > 4სხ+0C039, 

  

0მა“–მ1 –2+0C0პ 

_–_ _ 2 _ მა#ი–-M, _ =I1+4ჩ+000)ხ-0_ ს, 1 ნ+- 0Cთ5, 
მა–-ძ1 =2+0() 2 

თ, = 92% MI ა», L 0(631-- 91% -% (C. 1)ჩწ-ბ#, + 0(#91 = 
0მა––ძ) მ2-–- ძი 

- | + 1 4სხ+ 0051 |6-4>+ 0(091-C– ს” > 4ჩხ + 
06-”MX –- (–-1)902%XV 

100") | (6M + 0(M?)1 =ხ6–M + 4ხ ჩ+0Cთ5. 

მაშასადამე თუ (ამონახსნის საწყისი მნიშვნელობა მოცემულია # 
რიგის სიზუსტით, მაშინ ამონახსენიც მოიძებნება იმავე სიზუსტით. 

ამრიგად, (2) სქემიდან განსხვავებით (7) სქემა გვაძლევს ამონახსენს 
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უფრო მაღალი რიგის სიზუსტით. შევისწავლოთ ამის გამომწვევი მიზეზი.. 
ტეილორის ფორმულის თანახმად 

(CV --Mე)ლ=VI(Cე -.- II /(X)/, + იცი => (C ებ +00(0'), 

(1 

II(VIL--/I) =I(ე – I C0#- „ცხე 6. > . ყი ბ – “ +0თ5, 

საიდანაც მიიღება (2) და (7)-ის სხვაობანი ხლოვები წარმოებულები– 

სათვის 

#CL>- #)--VC) 45 =Cე+ “თ - +00თV9=-ი(5+0V), (2? 

405 ჩა ლიიე0. ნევილი ბ +009-Vთ+0თ5.. ლბ 
L 

(2) და (7)-დან გამომდინარეობს, რომ (2-ში წარმოებულის აპროქ- 

სიმაციის რიგია /, ხოლო (7)-ში =--/I“. რაც თავის მხოივ განსაზღვრავს. 

მათი ამონახსნების კრებადობის სიჩქარეებს. 

შევნიშნოთ, რომ აღნიშნული სქემებისათვის წარმოებულის აპროქ– 

სიმაციისა და ამონახსნის კრებადობის რიგი ერთიდაიგივეა საზოგადოდ,. 

ეს ოომ ასე იყოს საჭიროა სქემის მდგრადობა. განვიხილოთ არამდგრადი:· 
სქემის მაგალითი: 

როგორც ვიცით IX) შეგვიძლია შევცვალოთ 

II(X-+C-/VI)–VV”) 

ს 

I((L+ I) ––II(X–M) 

2/ 

, (17). 

(18) 
ან 

ს" (I(X-I-II) – II((X–) 2 ქ–)42X2 )––II(X) 

2/ ჩ 

სახის კომბინაციით, სადაც M#--რაიმე მუდმივია. კერძოდ, როცა I=0, 

მაშინ გვაქვს (17), ხოლო როცა IL=1–-–-(18). II-ს სხვადასხვა მნიშვნელო– 

ბისათვის მივიღებთ (X-ის სხვადასხვა აპოოქსიმაციას. 

თუ I=4, მაშინ ს” 0ე+4V0=0 განტოლებისათვის გვექნება 

4 I(V+-)--ხX--ჩ)_ გ0C--9#-94Mთ 

(19) 

  -!- #II(V) =0 (20)' 
ი. / 

სხვაობიანი სქემა რომელიც შეიძლება · წარმოვადგინოთ 

–-2I(X–-–I) -L (3 +-,4I0I400 ––V(X-+- I) =0 (21X 

254



სახით. (20)-ის ამონახსენი ვეძებოთ (0, 1) მუალედხე. ამისათვის დავ– 

ყოთ იგი !I/I=1//V ბიჯით Xე =0, X»==/1M=II/IV ((1=1,2,.., V) წერტი- 
ლებად. როგოოც ვიცით (21)-ეს ამონახსენს ექნება სახე: . 

ი 1 1 –_–__._ 
ძი–- 91 ძა-–ძმ1 მაი ძელ–მ! 

სადაც 0, და ძა არის' (21)-ის--2+(3+4/)ძ--ი"=0 მახასიათებელი გან– 

ტოლების ფესვები 

      

1 - / 1-+64ს-- 4202 „- რ0:2%29%- 4 +24M1+0Cთ9, 
= ი ე,= 1=54ჩ+V 1=6; 1-4ჩ+V 1-6, !- 60+4% აც, ქ). ით", (23» 

ან 

ე,ბ=I1- 4ჩ+-0თV51)"=(1-4ჩ-+- 005)“ ?2=C 44 00), (94, 
ეს=I2(1+ 4/)+0Cთ29)"=|20 + 4M)+ 0თფუე)“" =2%/ჩ.,რი +001. 

თუ გავითვალისწინებთ (24)-ს, მაშინ (22)-დან მივიღებთ 

– 9: რიზი - ეფე) + 04ი–-რყარი , 0 ყ)|2“, (25) 
ძა-–მ · მამ) 

'' ვიგულისხმოთ, „როომ VI(0)=ხ და სხვაობეანი ამონახსნის საწყისი 

მნიშვნელობებია „(0 ==ხ, ", -=0(1––I/ი. (თუ ამ მნიშვნელობებს. შევი- 

ტანთ (25)-ში. გამარტივების შემდეგ მივიღებთ | 1 | 

(2-- 00))ნ––(1– 4ჩ)ხ : ' 
== _-ე-----------__-"-(- -0 ჩ | 

(2+000)–(1–0091 | +9თX 
11--/1ს-L- 24'ჩ"--0()))0-–-(1--4/)ნ კრ 

წ 
(1--0())–I|2-- 00)) 

=|ხ, “რ 4+0001+I- 21366“ + 00) ცალი 

ბ, 

– M 

”" 

  + 0012“ 

ა 
თუ '.ა=X=00ი§5,ს, მაშინ (,„-ის |პიოველი შესაკრები მიისწრაფის. ხC 

სიდიდისაკენ, ხოლო მეორე შესაკრები « სასრულობისაკენ, როცა /1-+>0. 

ამრიგად. არსებობს სავაობიანი ,სქემა, „რომელიც აპროქსამაციას 

უწევს (1) ამოცანას მაგრამ მისი ამონახსენი არ მიისწრაფის (1) ამოცა– 

§ის ამონახსნისაკენ როცა M-იმ. შეგვიძლია ვთქვათ, უფრო მეტიც, 

კერძოდ, თუ ავიღებთ (== -=ხ6 “ Xი, მაშინ 

ვ · , 
(I,„5= |ხC – 4. 0(/)1-– > ,/ტ442, 4%, + 0Vა) თი ”. (26) 
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ს 
ოოგორც დავინახეთ (8) სხვაობიანი სქემა არ არის კრებადი (/1->9) იმი 

გამო, რომ მას აქვს სწრაფად ზოდადი ამონახსენი (/–>0) იმ შემთხვევაშიც 

კი როცა საწყისი პირობები შერჩეულია ზუსტად. ასეთი თვისების მქონე 

სქემს უწოდებენ არამდგრადს. 

§ 4. სხვაობიანი სქემის ამონახსნის კრებადობა 

§3-მი განხილული იყო მაგალითები დაფ ერენციალურ განტოლებათა 

აპროვსიმაციის შესახებ სხვაობიანი სქემებით შესწავლილი იქნა სხვა- 
ობიანი განტოლების ამონახსნის მისი შესაბამისი დიფერენციალური გან- 
ტოლების ამონახსნისაკენ კრებადობის საკითხი. ამასთან, მხედველობა- 

ში იყი მიღებული სხვაობიანი სქემის მდგრადობის თვისება და განხი- 

ლული იყო არამდგრადი სქემის მაგალითი. 

ამ პარაგრაფში დაწვრილებით შევისწავლით კრებადობის, აპროქსი- 

მაციის და მდგრადობის საკითხებს, აქვე ვაჩვენებთ, რომ ამონახსნის 

კრებადობა არის დიფერენციალური ამოცანის სხვაობიანი სქემით აპროქ- 

სიმაციისა და მიღებული სხვაობიანი სქემის მდგრადობის შედეგი. 

ს მონაკვეთზე დავსვათ რაიმე დიფერენციალური სასაზღვრო ამოცა- 

ნა. მისი ამოხსნა ნიშნავს მოვძებნოთ #--ზე განსაზღვრული ისეთი ფუნქ- 

ცია, რომელიც ამ მონაკვეთზე აკმაყოფილებს დიფერენციალურ განტო- 

ლებას, ხოლო მისი ერთ ან ორივე ბოლოზე ––- გარკვეულ დამატებით 

პირობებს. 

დიფერენციალური სასაზღვრო ამოცანა ჩავწეროთ 

'ი.”. (1) 

სიმბოლოთი, სადაც # არის. მოცემული დ იფერენციალე- 

რი ოპერატორი, ხოლო /-მოცემული ფუნქცია, რომელსაც 

მარჯვენა მხარეს უწოდებენ. 

მაგალითები. 

  
2 

1) ძ« + 2 =50ი0X "0=X=1, 
ძის 1--Vყ? 2 

(2) 
II(0) =1, 

ამოცანის (1) სახით ჩაწერის მიზნით შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

ძი _X. 0=2=1, 
L9ი==4 ძოდ 1+V? 

"((0). 

5I1 XX C0=X=1, 
| = | 
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2) Cი 04+5#=V X 0=<X=<1, 
წ 

(3) 
V(0) =2, ძი(0) _ ,. 

ძა 

აქ 

(22 _(1+ ესს, 0=X=<1, 

LV='! ყ(0), 

(4თ 

ძX+ ” 

VX, 0ლ=X=1 

/=4 2, 
1. 

3) ( 26 _ (1+X)6#= VXVI+1, 0ლX=<1, 
ძX” (4) 

! «C)=2, II'(1)=1. 

კეი 14 #, 0=X=<1, 

LV= ) ძ»" 
L (9), 

(1). 

VXმ+1, 0=<X<1, 
/= 4 2, 

1, 

ყველგან სიმარტივისთვის აღებულია X=I0 1). ვიგულისხმოთ, 

რომ 0ლX<1 მონაკვეთზე არსებობს (1)-ის CC) ამონახსენი. იმისათვის, 

რომ ავაგოთ ეს ამონასენი სასრულ სხვაობათა ჯა07 რაც 

იგივეა ბადეთა მეთოდით, საჭიროა M>>0 ბიჯით დავყოთ L 1|არე 

წერტილებით. ამ წერტილთა სიმრავლეს ეწოდება ს, ბადე. ამის 

შემდეგ ვიპოვოთ ბადის წერტილებში VC-9) ამონახსნის IVI„ "მნიშვნელო– 

ბათა ცხრილი. IVI, არის #, ბადეზე განახღლერული ბადურთი ანუ 

დისკრეტული ფუნქცია. რაც უფრო მცირეა ჩ მით უფრო მეტია 
ჩ-ის კვანძების რაოდენობა, | ე. ი ხშირია ბადე. მაგალითად, თუ 

1 
ჩ= --, სადაც V# რაიმე ნატურალური რიცხვია, მაშინ ბადის წერტილე– 

M/ 

ბად შეგვიძლია ავიღოთ X0=0, X,=#..., X, =/1II, X,=1. X,=8, წერტილებ- 
ში IIII,-ის მნიშვნელობები იჟნება: V(III)=>(,, ((=0,1,...,M). 
17. ზ. ნაცვლიშვილი და სხე. 257



თუ LL, ბაღის წერტილებმი დავუშვებთ 

ძი _ I(VC+/0––Vთე 

ძX / 
? 

მამინ (2) ამოცანის ამონახსნის IVI მნიშვნელობათა ცხრილის ასაგებად 

მივიღებთ სხვაობიან სქემას 

( რას ის ის =ყიტ, #=0,1,..., M--1, 
M 1-- ყე? (5) 

( "ე =1. 

ს, ბადის წერტილებში (5)-ის ((M= (დე, (4... .. ე) ამონახსენი 
არის საძიებელი (III-ის მნიშვნელობები, 

თუ დავუშვებთ 
თ” „,I(X+ჩ)--2“0)+ M(+-#) 

  

6 
ქვა. წ (0 

მაშინ (3) ამოცანისათვის მივიღებთ სხვაობიან Iსსქემას 

რ9--2 რი –(0+X,)6ა=VX, ჩ#=1,2,..., IV, 2 · 

I) –“ ხMი (7–) 
| IIე==2, =1,. 

ჩ 

ხოლო (4)-ამოცანისათვის 

_– == ეუეურეღე--- 

( რია 269. (1 ს )რელ–) X,ე+1, IL=1.2,...ე V--1, 

ს: (8) 
! «.=2, I((M) == 

სხვაობიან სქემას. 

შევნიშნოთ, რომ განსახილველ შემთხვევაში #), ბადე /I.-ბიჯით თა- 

ნაბრად დაშორებულ M+1 წეოტილისაგან შესდგება საზოგადოდ, 

არე შეიძლება დავყოთ ს.რათანაბრად დაშორებული წეოტილე- 

ბით: Xე==0, X,=:Xე-+LII, X+ალ=X)+-I/ც.-პე, - ლ=XX ა -ე XX <1, სა- 
დაც I1მX #ე->-0. როცა MV->00. ამონახსნის ყოფაქცევიდან გამომდინარე 
ს არის დაყოფის იმ შმუალედზე, სადაც ამონახსენი სწრაფად იხოდება 
(ან მცირდება) უნდა ავილღოთ უფრო ხშირი ბადე. 

ყველგან ქვემოთ, |თუ საწინააღმდეგო არ იქნება ნათქვამი, ვიგუ- 

ლისხმებთ, რომ #“ ამონახსენი უწყვეტი ფუნქციაა, ხოლო (IIIს--–-ბადური 
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ფუნქცია. რომელიც ბადის წერტილებში ემთხვევა V-ს. სხვაობიაზი მეთო– 
დით დიფერენციალური ამოცანის ამოხსნა გულისხმოი0 IVI, ცხრილის მო– 

ძებნას იმ თვისებით, რომ როცა ბადე ხმირდება IVI, მნიშვნელობათა 

ცხრილი უფოო ზუსტად ასახავს საძიებელ V ამონახსნს. 

შევნიმნოთ, რომ საძიებელი IVI,-ის შესაბამის ცხროილად არ არის სა–- 

ვალდებულო ავიღოთ კონკრეტული სხვაობიანი სქემით ნაპოვნი საძიე– 

ბელი ფუნქციის მნიშვნელობები, რომლებიც #, ბადის წერტილებში 

ემთხვევიან ზუსტი ამონახსნის მნიშვნელობებს. ეს საკითხი ეხება ფუნე- 

ციათა ინტერპოლაციის ამოცანას, რომელიც ყოველ კონკრეტულ წშემ- 

თხვევაში კონკრეტულად წყდება. აქედან გამომდინარე ზუსტ ამონახს- 

ნად ვიგულისხმებთ უკვე შერჩეულ |ICI/ ბადურ ფუნქციას და კონკრე- 
ტული სქემით აგებულ ამონახსნებს აღვნიშნავთ წ"-ით. ცხადია, შერჩე- 

-ლი სხვაობიანი სქემის თავისებურებებიდან:; გამომდინარე! იქნება 

ICI, ამოწახსნის მიახლოებითი მნიშვნელობა. 

ამრიგად, უნღა შევისწავლოთ VI მიახლოებითი ამონახსნის წVII,, ამო– 

ნახსნისაკენ კრებადობის საკითხი, როცა #->0 და ზოსტად განესაზღვ-ოთ 

ამ კრებადობის აოსი. ამ მიზნით განვიხილოთ #ბადეზე განსაზღვრული 

წოფივი ნოომირებული V/ სივრცე. რომლის ელემენტებია L,-ზე გან– 

სახღვოული V0M=(Vე(,81,M,...,VV) ფუნქციები (ფა ქტიურად. ხM 
არის (Xა,5,..X) ვექტო“”რთა სიმრავლე), ხოლო წორმად აღებულია 

II" Iს,5=5ს0 |(რლM5))). () 
” 

LI, სივრცის ნ ებისმიერი ორი ელემენტის, ე. ი. 0C) და ხს ბადურ ფუნ- 

ქციებს შორის გადახრა განისაზღვრება II0)--60C,) გამოსახულებით. 

(1) ამოცანის მიახლოებით ამონახსნში იგულისხმება IV ბადური ფუნ- 

ქციის ის მიახლოებითი მნიშვნელობა, რომელიც აკმასოფილებს (1)- 

ის შესაბამის 

LL, ყ0)==/+M) (10) 

განტოლებათა სი სტემას. აქედან გამომდინარე, (10)–ის გათვლისწინებით 

(5) და (მ) სქემები ჩაიწერება შესაბამისად 

( ჩი+)--Mი , (1)? 
“წრ“რწრწრ“წლლღებებებბი––ა - 

შეი» ჩ 1+/,“ 

Mს 

I/LI=0,1,..., IV--1 

=> 5). IL=-:0.1...../V --1, 

–-.I1.



და 

'ხი+ (1-2. +ხი- 

L.IMICM== ” 

M0ი, 

MMV. 

–(+#Mჩ)V,“ (M0=1,2,..., MV-––1) 

VVII)ს-+ 1, /1:=1,2,....MV –-, 
ბა= 2, 

1. 

სახით. ამრიგად, (10) სასახუვრო ამ:9 355 არას ჩ პარამეტ5ხზე დამო 

კიდებულ განტოლებათა სისტემების ოჯახი. 
ვიგულისხმოთ, _ რომ ყოველი #I-თვის (10) სისტემას გააჩნია # CMCVხM 

ამონახსენი. 

(!განსაზღვრებია|!!. ვიტყვით, რომ (10) სესტემის (I ამონახ– 

სენი კრ ებადია (1) ,(დეფერენცუალუზე )ამოცანის, |ამონახსნისა- 

კენ თუ 
III-ს MIს->მ (როცა M->9. 

გარდა ამისა თუ მართებულია 

სიო 

უტოლუბ.)ა, სადაც C=>0 |და #>ე არეაზნ ჩ-გან დამოუკიდებელია მუღჯმია- 

ვები, მაშინ გვაქვს MM რი გით კრებადობა ანუ (10) სხვაო- 

ბეან სქემას აქვს ჩ-ის მიმართ # რიგის სიზუსტე. 

აქედან გამომდინარე, I§ 3-ის (1) ამოცანისათვის 8(X,) =V(X) ყა 

სხვაობა, სადაც V(V,) არის (1)-ის ზუსტია, ხოლო M,0--(2) ან (7) სქემით 

აგებული მიახლოებეუთი ამონახსნები, მიესშრაფის 0-კენ” როცა #->9. 

ამასთან, (2) სქემისათვის გვაქვს კრებადობა # რიგით, ხოალო (7) სქე– 

მისათვის–- ჩ? რიგით. 

თუ (10) სქემა კრებადია, მამენ ნებასმიერა წ25ას7არ) მოცემული 
სიზუსტით, #-ბეჯის სამცარეს ხარჯზე, შეგეიქლეა ავაგოთ (1) ამოცანის 

ზუსტი # ამონახსენე. § 3-ში განხილული მაგალეთები გვიჩვენებს, რომ 

სავაობიან2 ს1ემეს კრებადობესათვეს არსებათა მიემვ5ე ლობა აქვს ბაღის 

შერჩევ ას და სხვაობეანი თანაფარდობებიეთ წარმოებულების გონივრულ 

შერჩ)ვას. მაგალეთად,.1§ 3-ის (17) სქემას განმლადობა გამო იწვია იმან, 

თომ წარმოებული ვერ შევცვალეთ ხელსაყრელი სხვაობიანი თანაფარდო- 

ბით. ცხადია, ასეთი სქემით ამონახსნის აგება არ შეიძლება. ახლა გან- 
ვიხილოთ საკითხი იმის შესახებ თუ რა გავლენას ახდენს აპროქსიმაცია 
სქემი კრებადობის ხასიათხე. 

ვთქვათ, (CV, არის (10)-ის ერთადერთი ამონახსენი. თუ IVI, CV, 
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ამონახსნისათვის სრულდება (10), მაშინ ერთადერთობის გამო გვაქვს 

იდეალური შემთხვევა IVI,=V, უნდა აღინიშნოს, რომ აძ გარემოებას 
იშვიათად აქვს ადგილი, ამიტომ საზოგადოდ (10)-ში IVI,-ის ჩასმით წარ- 

მოიქმნება მარჯვენა მხარის მიმართ 6I”! ცდომილება (გადახრა), ე. ი. 

LMIVI, = #M)-L 6), (13) 

თუ ბIე->0, როცა #-–>0 ისე, რომ IVI, სულ უფრო ზუსტად აკმაყ” ფილებს 

(10)-ს, მაშინ ვიტყვით, რომ (10) სქემა ახდენს ა პრო ქსიმაციას 

(1) ამოცანის "( ამონახსენზე., 

ამრიგად, აპროქსიმაციის "შემთხვევაში I10)-ის (”· “ამონახსენი იმ- 

დენად მცირედ განსხვავდება IV ამონახსნისაგან, რომ 

6/(M-+0, (როცა ჩ->0. 

პირობიდან | გამომდინარეობს 

სყ) >IVIM, როცა ჩ–>-0. 

ბ/ ცდომილების არსის საილუსტრაციოდ |განვიხილოთ დიფერენ- 

ფილერი აღი 

LV – “ე 0(X) 2 კ ხხის= =005X, 0=X=1, 

I V” (0)=2. 

(0, 1) სეგმენტზე ავიღოთ IL), ბადე, სადაც #=1/MV და X„=#ჩ (1=0,1, 

2,...,M). (14) ამოცანის IV),-ის მიახლოებითი ამონახსნის მისაღებად შე- 

ვადგინოთ 

“ა” + 71629) ხე+1--Iი-1. + ხ(X,)Mი =005 ჯი, 

ჩ? 2ჩ 

I1== 1,2)... M--1, 

  

  

Vე=1,, (15) 
' M-ყ ა _ ი. 

ჩ 

სხვაობიანი სქემა, სადაც 

VI(V I-ჩ)--2V(X) + ICL“-ს) __ძ?ი(X) 

ჩ? “ძი” 

V(X-- ჩ)-M(X--ჩ) _,ძ0CX) 

| 2ჩ – ძა ” (16) 
II(M)–– (0) > 9M(0). 

ჩ. V64 
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თუ ვისარგებლებთ 

ია1ლ-2ა– #- ა+1 მს - აასაგებბ.– იფ) აუვა, + ხ(Mჩ)0,, 
L 

ჩ' 

/1=1,2,..., V-- 1, (17) 

  

005 /I1/, /1==1, 2,...,IV--1, 
„ |(0ს= ს“ 

2. 

აღნიშვნებეთ. მაშინ (15) მიიღებს (10) სახეს. 

5/ი ცღომილები” გამოსათვლელად დავახუსტოთ თანაფარდობები: 

, სჩ. , I 
MCC <-M) =VI(X) .= IV (+) + >. (ე + > (CC), 

((12–– I) =VC0–ჩი9 (9) > “იი – ” (LI (65), 

M(X-I- ჩ) =ძV0ე --ჩ90 (2+ ” ცე. ჩ “(ე .L · (I(47(§ვ) ასლ 2 1 8 ' _– · იხ 7 ' 24 ა53/) 

9 ვ 

M( X–-ჩ) =(V(0-–ჩV(X) + ს, იი– "ით )- + 2; ” ყ(3Xდ.), 

M(; -ჩ)ლ–V(X9) “ ჩ0V (X+ – «და, 

წა. Cე, Cკ. Cე არიან (|X--, X+#/I) მუალედის წერტილები. სადაც §I,, 

უკანასკნელი რული!) | I 

თოხლო VX ++ – IV “(6)-+C” (61, 
?.L ჩს--2 ს) უ- _ “ ) ჟ"ხ 
ა ხთ–”ი _,) (ე + 9C> (ნე+-9VC წას. (18) 

საა = V(X) + - CV” (წა). 

ვიგულისხმოთ, რომ (14)-ის V(% ამონახსენს გააჩნია მეოთზე რიგამდე 
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'მემოსაზღვრული წარმოებულები. (1გ8)-ის გათვალისწინებით ადგილი 

აქვს 

  

“ეთი 
+ძ0% რ. >» -_69- =M- ატეხილ = 

ძუა. როა I + ხC)V(X) +“ 
=> + 

+ იე 4“რა-4 რი. |, 

ტოლობას, ამიტომ 

"(ხ, –- I )––2M(V,) –- I(ს–ჩ) , 
  

V(Iგ+ ს)–ითი–,) + 

  

–0ძ(X,) 

(ე 2/ 
IV, = „დ), “ხ(V,)I(X,), II=1,2,.... M--1, 

(II) -–!I(0) 

+ ჩ 

გამოსახულება შეგვიძლია გადავწეროთ 

(C05 თა “ა “ბ )CI).. – ძC) M”(5)) -LV ” (6.) , 

24 12 I 

– I1 =1,2;..., V-–-1 
· +909, 

2+/ 4 (6. II ”(C. ი). 

2 

ან 

LIIII,=/M)-+ 8MM 

სახით, 

სადაც 

(ყ/(1ს<ე) + (((14X§კ) » '”(§,)+ II (§) 

24 | 12 , 
გ/(ა = 0, (19) 

2 

(17) და (19) ფორ მულებით მოცემული /'!' და. 6/" შეგვიძლია განვიხი- 
ლოთ, როგორც რაიმე # წრფივი ნორმირებული სივრცის ელემენტები. 
ამრიგად, თუ დთ()Cჩ,, მაშინ 

( თე, /:==1,2....,V -–-, 

ც= ი 

' ")1- 
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სადაც დ, Cა,..., (ი; კ და % მ არიან გარკვეულ რიცხვთა ნებისმიერი 
დალაგებული სისტემები, კერძოდ, შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ ყ#V) 

არის დ,„(1=1,2,...,V-–-1) ბადური ფუნქციისა და %ა, %)" დალაგებული 

წყვილის ერთობლიობა. ამ სივრცეში წრფივი მოქმედებები განისაზ- 

ღვრება რიცხვთს დალაგებულ ენეულებხე ”შემოღებული წრფივი 
მოქმედებების ანალოგიურად, ხოლო ნორმა მოიცემა 

I|დ(MII-გ=მX (II) IV) ი1მX. Iთდი) 
ჩ 

ფორმულით. ამიტომ (19)-დან გვექნება 

1ტ/აI,,<Cჩ, (1) 
სადაც C დამოკიდებულია V(CX-ზე და არ არის დამოკიდებული #-ზე. (21)- 

ღან ცხადია, რომ მ/0->ე, როცა M#->0. 

,„ შევნიშნოთ, რომ (17)-ში #, არის ოპერატორი რომელიც V-ის 

ყოველ VM)= (8,1 ელემენტს ასახავს #, სივრცის «> ელემენტში (1=90, 

2,...,V) 

1 

ს, = ხი 

შე –– ში. 

ჩ 

/ ში. 29%ი+%+ ე (გ) “ილ-ი2, +ხ0თ)ზი, ( 

0I/I=0,1, ...,IV––1) 

ფორმულით. თუ #-V:5=|/:# სკალარულ განტოლებათა სესტემიეს მარჯვე- 
ნა მხარეები წარმოადგენენ M, სივრცის III”! ვექტორის კომპონენტებს, 

მაშინ L,9 შეგვიძლია განვიხლოთ როგორც ოპერატორი, რომელიც 

ყოველ VI) CC, ბადურ ფუნქციას შეუსაბამებს /",, სსივრცის I") ელემენტს. 

აქედან გამომდინარე #.IVI, შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც #-,, სივ- 

რცის ელემენტი, ე.:ი. ' 0MMს=/(V),--M) არის ჩე სივრცის ელემენტი, 
რომლის სიდიდე განისაზღვრება 1|0/0")|, რიცხვით.” 

განსაზღვრება 2. ვიტყვით, რომ #„.IVI,=)I( ს ქემა ახდენს 

აპრო ქსიმაციას #V9=/ ამოცანის « ამონახსენხზე. 

თუ ||8/0,->9, როცა ჩ->9. თუ შესრულებულია) 

I I6II"'I| ლ =Cჩ9, 
დ“... ბ 

პირობა, სადაც C>0, M>>0 –- რაიმე: მუდმივებია, მაში§5 "ადგილი აქვს 

აპროქსიმაციას M#'. რიგით. 
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§ 5. სხვაოგიანი სქემების მდბგრადობა, მისი კავშირი 

ამონახსნის კრებადოგასთან 

ვთქვათ, 
LV =I! (1» 

დიფერენციალური ამოცანის მიახლოებითი "ამოხსნისათვის 1მედგენილია. 

LI, (I(')==/V) (2. 

სხვაობიანი სქემა, რომელიც (1) ამოცანის ( ამონახსენზე ახდენს აპ- 

როქსიმაცის /': რიგით, ე. ი. (2) მი IV) ფუნქციის ჩასმით 

მიიღება 8/I,ს ცდომილება 

L»IVI,=) + 60. 

აქ 
||8/(MII<CIIVM%, (3» 

სადაც Cე ბიჯზე დამოუკიდებელი მუდმივია. 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ 

  | კ ხე. ვხ – Mი . კ, =0, #=12, .. V--1 /ეყბ=) 4 5, 3 ს +–-#4ყს.=0, #M=1,2ც..., 1 · 

სე:=ხ. 

სხვაობიანი სქემა ახდენს 

ძV 
–.+/4V=0, 
#64 · 

M(0) =ხ. 

ამოცანის აპროქსიმაციას # რიგით, მაგრამ, როგორც ეს §3-ში ვნახეთ, 
ამ სქემით აგებული (I მიახლოებითი ამონახსენი არ მიისწრაფის (VI, ამო– 

ნახსნისაკენ; როცა /-–>0. ამრიგად, სქემის კრებადობისათვის აპროქსი– 

მაციასთან ერთად საჭიროა მდგრადობაც. 

განსაზ ღვრება 1. (2) სქემას ეწოდება მდგრადითუ არ- 

სებობს ისეთი /ე:>>0, ნ>მ0 რიცხვები, როომ ყოველი /M</ე ღა ისე– 

თი ნებისმიერი 86”, შემფოთ ებისათვის რომლისთვისაც 

III „<8, 
LL. 25:)=/05)-> 8(M) (4) 

სხვაობიან ამოცანას გააჩნია ერთი და მხოლოდ ერთი 2 ამონახსენი, რო- 

მელიც (2)-ის #VC ამონახსნისაგან გადახრილია 20)--V(ს სხვობით და 

აკმაყოფილებს 

(20 --ი" II<CII8I'I7– (5X 

უტოლობას, სადაც C არის ჩ-გან დამოუკიდებელი რაიმე მუდმივი. 
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კერძოდ. (5) უტოლობა ნიშნავს იმას, რომ (2) სხვაობიანი სქემის 

მარჯვენა მხარის მცირე 6(M შეშფოთება იწვევს თანაბრად ჩ-ის მიმართ 

2) ყა ამონახსნის მცირე გადახრას. 

თუ L.:C.,-+, წრფივი ოპერატორია, მაშინ შეგვიძლია ”შემოვი- 

ღოთ მრღგრადობის შემდეგი 

განსაზღვრება 2. (2) სხვაობიანი სქემა მდგრადია, 

თუ ნებისმიერი /”C/,-სათვის L,V(0=/" განტოლებას "გააჩნია ერთად- 
ეოთი VMCL, ამონახსენი, ამასთან 

IICI"IIC„<CIII I წა. (6) 
სადაც C=0005|! არ არის დამოკიდებული I#I-ხე. 

თეორემა. თუ #L,,/(-= MM სხვაობიანი სქემა ახდენს ა პრო ქსი- 

მაციას #ს=/ ამოცანის #« "ამონახსენზე /.) ორიგით 

და მდგრადია, მაშინ (I->IVI, (M->0), ამასთან, ადგილი აქვს) 

III, -– 0 ყი-=(CC))#. (7) 

შეფასებას, სადაც C და C) არიან შესაბამისად (3) და (5) შეფასებებში შე- 

მავალი მუდმივები. 

დამტკიცება. თუ §0'=80/), IV),==2:'), მაშინ (5) –ის თანახმად 

IM ე-ე IC <CII0/"XIV გ. 

+#3)-ის გათვალისწინებით მიიღება (7), რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

მაგალითი. ვაჩვენოთ ეილერის 

ჩ 
M0 ==1, 

| ეხი "ი _ 60. ,/,)=დ,, /71=0,1....,M –-1, (8) 

სხვაობიანი სქემის მდგრადობა (X,-=/1, /=1/V), რომელიც გამოიყე– 

ნება 

( ძი –6თI=დთ(ე), 0=<X=<I1, 
ძX 

| #V(0)=-ს. 

დიფერენციალური ამოცანის მიახლოებითი ამონახსნის ასაგებად. 

ვთქვათ, C (X, V), VCX) ისეთი ფუნქციებია, რომ არსებობს (9) ამო–- 

ცანის ისეთი V(X) ამონახსენი, რომლის V”(X ) და ს”(X) წარმოებულები 

შემოსაზღვრულია, “ხოლო 

(9) 

მC 

მ“ 

ადვილი შესამოწმებელია რომ (8) ახდენს (29) განტოლების V(X) ამონახ– 

</. (10) 

  

 



სნხე აპროქსიმაციას # რიგით. ვისარგებლოთ ზემოთ შემოღებელი 

წორმებით და შევამოწმოთ (8) სქემის მდგრადობა. თუ (მ)-ს მივცემთ 

რი (ი. ცნC = _ 
– ჩ 0 %, «ი. #=0, 1,...,IV ––1, 

I (ჩე: 

(5=) 9» M=0, 1,2,.., M–-, 

1. 

სახეს, მაშინ 
L,2('':=IMM-L §%M 

ამოცანა ჩაიწერება; 

2ი+ 2 

( -990-<+ –თ (X, 2ა)== დ(ს)+ 8 (V1=0, 1.. ..V–-), ცა 

! 20=V--8, 

·ფორმით, სადაც 

–_–_>.>_. 
| 8, #M=V. 

(11)-ს წევრობრივ გამოვაკლოთ (8). თუ შემოვიღებთ 

2? --Iალ–=თი 

აღნიშვნას და გავითვალისწინებთ 

V0C XI 2ი 

CC, 2ა)–ით( Vი ი.) 9 70 2») 

//4 
თ, = MM (სთ, 

ტოლობას, სადაც §,, არიან 2, და VI, შორის მოთავსებული მუდმივები, 
"მაშინ მივიღებთ C(M=(თაე, C,,...,0ე)-ის განმსახღვრელ სისტემას: 

-მი+--ლ% _ / რა, = =0,1.,2, ...,V–– 
' ჩ #, თია 8, I ;1., ; -V 1, (12) 

| 
; თე=8. 

თუ მხედველობაში მივიღებთ /I,(ლ/M უტოლობას, მაშინ /1M-=MV# =1 
პირობისა და (10)-ის გათვალისწინებით 

Iთ,+კ |= I(1<+–- II/VI „სათა –- /ზე |ლ(1-L /M#I/) Iთე |+- MI 8გ 1 ლ 
ლ=(+7M/)"|თე -, |+–M(1-C/VIII ზ„-I I+# I6ი| ლ 
=(1 ––- VI)? |თი-I +2ჩ(1--7Vჩ)I16("'| #,„ == 

<0+VM/0Iი, -გ163ჩ0 4+-M/ა! I8"II(ი< 

<0+MI) „ი Iთა I+თ+ 1)0-+-MII ა ან) + 
=(1-+V#7/) 71)|| 8."'| =გ–+(1-- /M#705I|6I"'|| გლ 
=21+#M7)”!|8" << 26"| 6”, 
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Iთე+1 |<<26'|6I)II»,, 

საიდანაც გამომდინარეობს (6)-ის ანალოგიური "შეფასება 

II "'IIთ,=<<26'||8C'|I”, 

რომელიც C=26C"M მუდმივით; ნიშნავს ეილერის სხვაობიანი სქემის. 

მდგრადობას. თეორემის თანახმად (8) სქემა მდგრადია M-რიგით. 

§ 6. რუნბე-კუტრას და ადამსის სქემები 

რუნკე-კუტას და ადამსის სხვაობიანი სქემები გამოვიყენოთ 

ძა –CVფთ, V)=0, 0=X=<1, 
ძ»ჯ (1). 
#((0)=ძ. 

დიფერენციალური ამოცანისათვის. 

დავყოთ 0=<X<1 შუალედი ჩ= >. ბიჯით X.=Mს (1=0, 1,...,MX 

წერტილებით და (1)-ის მიახლოებითი ამონახსნის ასაგებად შევადგინოთ. 

სხვაობიანი სქემა: 

  

L/ –"” 

– –“–“-0V, ხი), I.=0,1,...,/V––-1, 

Mი ' 

MM = 0, M=0,1,...,MV -–-1,. 

თ, 

რომლის აპროქსიმაციის რიგია /!. ამ სქემით გამოთვლებს აქვთ მარტივი: 

გეომეტრიული შინაარსი: თუ ი, უკვე გამოთვლილია, მაშინ 

სე+1=Mჩხს+- MICVCXი, ა) 

ფორმულით »X0Vყ სიბრტყის (X,, V,) წერტილიდან გადავდივართ (X„კ), 

სი+-ს)) წერტილხე ს =00 ს) დიფერენციალური განტოლების V= 

=V(0) ინტეგრალური წირის (X,, ყა) წერტილზე გამავალი მხების მი- 

მართულებით. 
მაღალი რიგის სხვაობიან „სქემებს ძორის ერთ-ერთი ყველაზე პო- 

პულარულია ე. წ. რუნგე-კუტას სქემა რომელსაც ქვემოთ აღვ- 
რთ“ 

”ი ვთქვათ, XX. წერტილში უკვე გამოთვლილია საძიებელი ამონახსნის 

268



ძე მნიძვნელობა. მეზობელ X,+1=X, + ” წერტილში V,+., მნიშვნე- 
ლობის მოსაძებნად, |! მთელი რიცხვისათვის, გვაქვს 

#ე=C(X,, MM), 

ჩე=C(CV+თ!, Mეგ“+თII)), 

#ე=C0V(C.–+ჩ., V9ე+ჩჩ/ჩე), (3) 

ჩ,=C(%,--L2ჩ, სე“+1+IM: ა 

გამოსახულებები, ხოლო (1) ამოცანისათვის 

ასიავე ჩე? , 
LV) = აიიი იიი, ”7=0,1,...,V=1, რ) 

; Mი=ძ. 

სხვაობიანი სქემა, სადაც. /,, მ,...00C, ჩ..,V კოეფიციენტები უნდა 
შევარგიოთ ისე, რომ მოცემული I-თვის სქემის აპროქსიმაციის რიგი 

იყოს მაქსიმალური. ცნობილი V,-ით შეგვიძლია (3)-დან გამოვთვალოთ 

ჩ,, ჩი,...ჩ კოეფიციენტები და შემდეგ“ვიპოვოთ 

სი+1= ხა +M0)ჩს+/ჩმაჩე+...+-/ჩ). 

როცა I=1, მაშინ (4) სქემა გვაძლევს ეილერის ცნობილ სხვაობიან 

სქემას ხოლო #=4-თვის--რუნგე-კუტას სქემას1 

ჩ 6 

სი) წე?“ ჩ , , 

LM = ! “Iასეები (ფ–+-2ჩია+-2ჩე--ჩ)), #=0, 1,....M-–-1, 

„ Mი-=0) 

სადაც 

M.=CCე. ი): 

ჩ ჩM.ჩ 
ჩ = ჩ –ე 1 1 

: ჩ ჩი 
ჩა=0(X, + 2 ? ყი+ 2 ე 

M.=0V(X. +. Mე+იჩე!), 

რომლის აპროქსიმაციის რიგი უდრის ოთხს. 
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რუნგე-კუტას მეთოდის ბლოკ-სქემა 

– 

დასაფყისი ) ,: (. 

  

2) Xი.ყი. ჩ, %. 
  

  

  

  

4 

ა” 

  
  

  

  

      
  

  

  

  

  

  

«= %ა; #=ყ4ყა, 

3 V+ = Vი # 

4 6=0(V,V) 

5=ჩL, ძ=5 
5 >ჯ5= 2 -#/2, #=V+5/ 

“ძა = 7,2 
ინ ' – 

7 6 =6(,V) 

8 5=0/ ძთ-=ძ-2§. 

# : 9. “ 5/2 
უე 5-5“ 
  

  

  

  

  

  

  

  

          
ჯასასრუბი 

  

    
ბლოკ-სქემა #3 
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ბლოკ-სქემის აღწერა: 

მე-2 ბლოკში ხდება საწყისი Xე, ყა, MI. X/ მონაცემების მეტანა, 
გ „მე-3 ბლოკში X, Vყ, ყ, –– ცვლადებს ენიჭებათ საწყისი მნიშვნელო– 
ანი 

მე-4 ბლოკში გამოითვლება 0 ფუნქციის მნიშვნელობა X, ყ წერტილებ- 
ში და გამოთვლილი სიდიდე ინახება #-– მისამართზე. 

მე-5 ბლოკით გამოითვლება § და ძ დამხმარე ცვლადები და X, ყ მნიმ- 

ვნელობები გამოითვლება ახალ წერტილმი. 

მე-6--8-ე ბლოკში ხდება # --ფუნქციის მნიშვნელობის გამოთვლა 

ახალ წერტილებში და §, ი დამხმარე ცვლადებს ენიჭება ახალი (მნიშვნე– 

ლობა. 

მე-9 ბლოკით ითვლება X, / ცვლადების მნიშვნელობა / და § სიდიდის 

გათვალისწინებით. 

მე-10 ბლოკმი გამოითვლება 6 ფუნქციის მნიშვნელობა X,1 « 

წეოტილში. 
მე-11 ბლოკით გამოითვლება ( დამხმარე ცვლადის ახალი მნიშვნე– 

ლობა,“ 'რომლის საშუალებეთავ გამოითვლება / სედიდე და'მისი მნიშვნე– 

ლობა ენიჭ ება ყე-ს.' 
მე-12 ბლოკში იბეჭდება :V. ყ მნეძვნელობებე. 

მე-13 ბლოკით ხდება იმის შემოწმება მივიღეთ თუ არა ბოლო კვან– 

ძი. ა 

განვიხილოთ მა გალითი: ამოვხსნათ 

== 
ძV მს, 5+-+2, XCI0.8; 2) 

XX, 

დიფერენციალური განტოლება Vყ/(0,8) =0,5 საწყისი პირობით. 

ამოხსნა. ავიღოთ X-=0,8: ჩ=0.3; X,ს=1,7. ჩეენს მიერ აღწე– 

რილი რუნგე-კუტას მეთოდის ბლოკ-სქემის შესაბამის პროგრამას მოცე– 

მული ამოცანისათვის ექნება შემდეგი "სახე: 

C I078-0)190084I116C 1IIდ. Vნ28I.MICLIII9) MCI0უ0M. 

C. დთს»V9I8-VII4 
ILX(CX, V)=>3.5X%V--5.+X-L2. 
X640 (5,1)Xთ.V 2, VCVჯ%, I, XI 

1 IC0CILM4X (4613.6) 
X=X C 
V=-V C; 

4 5=LI”I(VX, V) 

I)X-=5 

1X0 2 I=1,2 
ა-II4ჰIX+-I7/2., V+572-) 
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2 Lს=0--2.55 

X=X-+-II 

ს=0--II"”CX, V -5) 

ს = 9 –-M/6. 

V0IIIL (6, 3)X, XL 

ვ ნCILM3აI (2X, ”/X”=”L 15.6, 2X, ”V–V=7”, C15:6) 

1C (X-XI) 4, 4, 5 

5 510 

CM0 

საღნინნული პროგრამით მოცემული აზოცანის ეგმ-“ზბე რეალიზაციის 

შედეგად ვღებულობთ: 
= C-822C22L-CC “ა= რდC.-4C25382 C--C ა) 
Xლ= C:11 დთCთC.:ფ ჩ-- 21 V= –რC-3223222X1XC- -CC 
X– C. ა22229 6“ თ1 VX= –C.32962L-C 1 
Xლ C-17 დ ო0CCC-C 1 V= –ლფ-1 6759 ?L--თ2 

ამრიგად, რუნგე-კუტას სქემის მიხედვით ცნობილი V,-ის საშუალე- 

ბით Mე+1 მნიშვნელობის გამოსათვლელად, საჭიროა CC, V) ფუნქციის 

Iჯერ გამოთვლა, რაც იწვევს აღნიშნული სქემით დასმული ამოცანის 

ამოსახსნელად განკუთვნილი მანქანური დროის საგრძობ დანახარჯს. 

ამ მხოივ რუნგე-კუტას სქემასთან 'მედარებით გარკვეული უპირატესობა 

აქვს ე. წ. ადამსის სქემას. 

ადამსის სქემის მიხედვით საძიებელი ფუნქციის V,+კ მნიშვნლობის 
მოსაძებნად საკმარისია CC, წ) ფუნქცია გამოვთვალოთ მხოლოდ ერთხელ 

(X,, ს.) წერტილში. სქემის აპროქსიმაციის რიგის მიუხედავად. ამასთან 
საჭირო იკნება შეკრებისა და გამოკლების ოპერაციათა გარკვეული რა- 
ოდენობის შესრულება, რომელიც მოითხოვს გაცილებით მცირე დროს 

ვიდოე C(X, ი) ფუნქციის სი ენელოშეში გამოთვლა: 

(1) ამოცანისათვის 'აღვწეროთ ა დამ სი სკსქემა თუ '"შმემოვიღებთ 

VII =Iი-/ი-ს 

V /=V(V/ი) =V/I-“-V/ი +=M –2,,-++#/, -2: 

V /,=V(V /ია)=/ი“–3ჩ 41. +3/ -ი –ჩ –ვ, 

C.=CC,, ',) 

აღნიმვნებს, მაშინ სქემამი გამოყენებული სხვაობიანი განტოლებები 

ჩაიწერება ასე: 

<99-2 –0.=0 (190, 1,...,M--), (5) L 

_მია1.- MM, – თა –-დ0,=0 (/1=1,2,.., M--1), (6) 
” 
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'სას– I I 5.» «ი-ს 6 „თათ. 290 =0 (M=2,3,..., M-–1I, (0 ს ი“ > V 15V ( (7) 

რიკ “-–-Mი 1 5. ვ 
ჩ –თ– 2 Vთ-–;> V წ» 8 წ'0ძა=0 

(8) 
(ფ1=3, 4... M––1) 

თუ ცნობილია (ხის ხი... მაჭქენ (5)--(3) განტოლებებ იდან გამო- 

ითვლება V,+,. თუ აღნიმნულ განტოლებებშე V,+I), '4ი,..., 4... მნიშ- 
ვნელობებეს ნაცვლად შევიტანოთ V((1I-1)/I), CVVIII), V((-–)/9,, ..., 
·.-MCMV7/V0),...მნიშვნელობებს, სადაც V(X) არის (1)-ის ზუსტი ამონახსენი, 

მივიღებთ მარჯვენა მხარეს მიმართ ცდომილებებს, რომელთა რიგია 
შესაბამისად I, M%9 #89, (ე), 

ადამსის ფორმულების მისაღებად 

ძ« =CCV, VI) (9) 
ძ»X 

ანტოლებეს მარჯვენა მხარისთვის შემოვიღოთ აღნიშენა განტოლე ჯვე მ ეძოვიღ ღხი შვ 

C(CX, V0ე)=V/CX, 

ჯადაც V(2 არის (9) განტოლების ამონახსენი. გვექნება 

Xი–- X.-+V/ 

ილ+)- თ) = | ე ძ«=. |. ჩ(0აძ». 
ჯი X 

ფუნქციათა ინტერპოლაციის თეორიიდან ცნობილია ისეთი # ხარის– 

ხის ერთადერთი #.(C, IL) მრავალწევრის არსებობა, რომ X,, Xიგ -1).-. 

Xგ -» წერტილებში მან მიიღოს #(X,),”(CMი -ა),... LC, -I) მნიშენელობე-– 

ბი. თუ ჩიე) საკმოდ გლუვი ფუნქციაა, მაშინ XX=<X<Xგ+ჩ შუალედზე 
#.(X.I) მრავალწევრის გადახრა /“(ჯ) ფუნქციიდან" არ აღემატება კ0+1 

რიგის სიდიდეს, ე. ი. 

იმმX Iნ,(X, #)––; 0ე |=C0(Cჩო11). (10) 

ადამსი ს სხვაობიან ფორმულას "აქვს სახე: 

XI +ჩ 

კიო რი 1 I #ხ.(X, I)ძ.: =0. (11) 
ჩ ჩ > 

თუ (11)-ში მე, მი+) CCXი -ს, V(X, -კ)) შევცვლით V(ICX,), II(X,+)), 

18. ზ. ნაცვლიშვილი და სხვ. 273



CC, -, M(X, -,)) სიდიდეებით, მივიღებთ ცდომილებას მარჯვენა მხა–- 
რის მიმართ: 

    

Xი+V/ჩ 

18 CI – 15 რი) 1 | L,(X, #)ძX = 

' Xი 

Xი“-/ 

– V(X, + M)––V(X,) 1 · სს, „ს –– 1 –0) ძ» |+ 

Xი–+-ჩ , 

+ | (თ-ჩ,.თ ჩ)1)ძX(<0+ თიXIჩCე–- ნ» რ)| =0CM. 
Xი 

როცა #=0, მაშინ 

Lა(X, )=C(Xგ,Mე) =0005L( 

და (11) ფორმულა გვაძლევს (5)-ს; 

როცა #=1, მაშინ 

ნ, (ს, M)= + II-ს აწე CIC-–- თ) 6ი-)I. 

ჯი“ Xი+V/ XI+V/! 
1 . _. 1 (LC თ;)7 | 1 (L–- ჯგ)? _ 
# 1 #L)CV #)ძX= ე? _– 1 0ა– ს? CC , 0ი-) = 

1 /4ჩ'. ჩ? 1 ყ? „1 

– ა(-;)თ– გ ვ თა–0+ შთ 
და (11)-დან მივიღებთ (6)-ს. ანალოგიურად, როცა #=2, #=3, მაშინ 

(11)-დან მიიღება შესაბამისად (7) და (8). , 

(50) წარმოადგენს ეილერის ცნობილ სქემას, რომლის საშუალებით 

ამონახსნის ასაგებად საკმარისია ვიცოდეთ საძიებელი ფუნქციის მნიშ- 

ვნელობა ერთ წერტილში (I =>. (6) სქემით ამონახსნის ასაგებად უნდა 

ვიცოდეთ ორ წერტილში საძიებელი ფუნქციის Vა=თ და V, მნიშვნე- 

ლობები. (7) სქემის შემთხვევაში საჭიროა ვიცოდეთ სამ წერტილში ფუნქ- 

ციის V,, MI, Mი მნიშვნელობები, (8) სქემის შემთხვევაში კი ოთხ წერტილ-– 

ში ფუნქციის Vე, M, Mი,(Mვ მნიშვნელობები. მათი გამოთვლა შეიძლება 

რუნგე-კუტას სქემით, ან ეილერის სქემით უფრო მცირე ბიჯებისათვის, 
ან X=0 წერტილის მიდამოში ამონახსნი” ტეილორის მწკრივად გამლით , 

ამრიგად, ადამსის მეთოდის ერთ-ერთი ნაკლი მდგომარეობს არასტან- 
დარტული მეთოდით საწყისი მნიშვნელობების მოძებნაში. 

მაშასადამე, ადამსის მეთოდის უპირატესობა რუნგე-კუტას მეთოდთან 
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შედარებით მდგომარეობს, იმაში, რომ იგი მოითხოვს 06ა-ის გამოთვლას 
მხოლოდ ერთ წერტილში. შემდეგ შეკრებისა და გამოკლების ოპერაცი- 

ებით ვპოულობთ V0,, V:0,, Vპ0,,...·,V"0, სხვაობებს, რუნგე-კუტას 
მეთოდში კი საჭიროა (0ეა-ის I-ჯერ გამოთვლა. ადამსის მეთოდის ნაკლი 
მდგომარეობს არ ასტანდარტული მეთოდებით საწყისი მნიშვნელობე– 

ბის აგებაში, ამიტომ დიფერენციალური ამოცანის მიახლოებითი ამოხსნი- 

სათვის საჭიროა ამ ორი სქემის გონივრული კომბინირება. 

§ 7. პროგნოზისა და კორექციის მეთოდი 

როგორც წინა პარაგრაფში ვნახეთ ხშირად მიახლოებითი მეთოდით 

დიფერენციალური ამოცანის ამოსახსნელად მიზანშეწონილია ორი სქე- 

მის ერთდროულად გამოყენება მაგალითად, რუნგე-კუტას მეთოდით 

ვითვლით საძიებელი ფუნქციის მნიშვნელობებს რამოდენიმე საწყის–- 

წერტილში, ხოლო დანარჩენ წერტილებში ამონახსნის მნიშვნელო– 

ბის გამოსათვლელად ვიყენებთ ადამსის სქემას, ორი სქემის ერთდრო- 

ულად გამოყენების ერთ-ერთი მეთოდია ე. წ. პროგნოზისა და 

კორექციის მეთოდი, რომლის არსი მდგომარეობს შემდეგში. რა–- 

იმე მოსაზრებით (ან ინტუიციით) ვახდენთ 'საძიებელი V(X) ფუნქციის 

მნიშვნელობის მოძებნას X,+კ წერტილში, ე. ი. I(X,+1ე)=Mე+)- შემდეგ 

ვიყენებთ, რომელიმე ცნობილ მეთოდს და ვახდენთ გამოთვლილი მნიშ- 

ვნელობის შესწორებას ანუ კორექციას. ბუნებრივია 

კორექტირებული მნიშვნელობის შემდგომი შესწორება მოვახდინო თ იმა- 
ვე ფორმულით. აქედან გამომდინარე მიიღება იტერაციული პროცესი, 

რომლის გაგრძელებაც საჭიროა მოცემული სიზუსტით საძიებელი მნიშ- 

ვნელობის მიღებამდე. 
Xო+.) წერტილმ”ი საძიებელი VII ამონახსნის ნულოვანი მიახლოების 

„მწე. 
პროგნოზირებისათ ვის ვი- , , 

7 , 
ყენებთ მეორე რიგის («„.., წიე პ 

      C – 
მი) უღ I. ++ 2IICCXV, I») 

(1) 

ფორმულას. მიღებული 

ამონახსნის შესასწორებ- 

ლად გამოვიყვანოთ , სამუ– 

შაო ფორმულა. (ხი, IV) 

წერტილში (ნახ 30) #, 

მხების საკუთხი კოეფი- 

ციენტი იქნება 

CC, I): (X,ა –ე, IM. ო) ნახ. 30. 

  

2X # /7+94   
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წერტილზე გავავლოთ #,-ის პარალელური #, წრფე, რომლის გადაკვეთა 
X»ო+1 · წერტილეს შესაბამის ორდინატთან ქგვაძლევს ყა 1 პროგნო- 

ზირებულ მნიშვნელობას. 

ახლა გამოვიყვანოთ V,+)-ის კორექტირების ფორმულა. ამისათვის 

(ოკა (I(შთ+,) წერტილში გავავლოთ # მხები (ნახ. 31). #, მხების კუთ- 

ხური კოეფიციენტია CCX», ს), ხოლო #ა მხების კუთხური კოეფიციენ- 
ტი იქნება 

C(Xა+ 1) |0(0 +). 

L, და Lე მხებთა კუთხური კოეფიციენტების გასაშუალოება მოგვ- 
ცემს L წრფეს. (თ, «ა წერტილში გავაელოთ ჩვ3IIL და მისი გადაკვეთა 

Xო+·) წერტილის შესაბამის ორდინატთან მივიღოთ (#V,,,ე-ის ახალ კო- 

რექტირებულ V-ს, კ მნიშვნელობად. ამ მნიშვნელობის ასაგებად |შე- 

ვადგინოთ ფორმულა 

ჩ 
(ბე 1=M»ი“LI 2 (6VX» სო)+0(CX>თ·. 10 ა 11 , 

რომელიც საშუალებას მოგვცემს სს.-ის საშუალებით ავაგოთ მისი 
ახალი კორექტირებული «(+ მნიშვნელობა და ა. შ. ამრიგად, მიიღე- 

ბაწზიტერაციული პროცესის ამსახველი 

ა--_“ 
ფორმულა. 
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იტერაციული პროცესი შეწყდება როცა რაიმე 8>0 რიცხვისათვის 

(+! : 
| VMI+ L – სი უ+1 |(< 8. (3) 

საჭიროა შევისწავლოთ იტერაციული პროცესის კრებადობის პირობები, 

გვაქვს, 
C+I)ბპ' ჩ I სი+I (უს 1= ლ L0C(X.+ 1) (0 » _ (0C=X 11 I 

საშუალო მნიშვნელობის თეორემის თანახმად 

ყეI+1) ჩ მC ((-– ? · ? 

თ –- ში 1- == (ფა –-Mო+1 1. (4 
2 მძი 

სადაც = გამოთვლილია X,+)კ წერტილში. ამასთან ს მოთავსებულია 

(C2 ჯ 
#ი+I და (თ 1 შორის. 

დავუშვათ, არსებობს ისეთი /V#>>0 1რიცხვი, |რომ 

  

        

    

    

მC! 
–- | ლVMVM,. 
(2/7! 

მაშინ (4)-დან 

ჯ (77! ; CV- 
რინა ლ მსე Mთ+I 

რადგან 

. 9 ჩ Cთ-- ა C–2) 
0 აკე VI >). ლა + –9Mხო.8 ს 

ამიტომ 

C-–-I) C–-2 (+1 
ი+9 ი+1! ““Iო+1 სწივალლ ნი ეფე 

  

(7) ლ|––!I|I“ 
· 2 

თუ ამ პროცესს გავაგრძელებთ, მივიღებთ 

; . /L7VI V' 
(Mი11 6 რთ! <(') 

თუ M< > მაშინ კორექტირებულ მნიშვნელობებს შორის სხვაობა მი– 

    

  

სთა) – MI, 

    

ისწრაფის ნულისკენ, როცა (–>%, ე. ი. პროცესი კრებადია. 

ამრიგად, აღნიმნულ პირობებში ვაჩვენეთ რომ V(სM,+, კრებადია ისეთი 
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მნიშვნელობისაკენ, რომელიც „სახოგადოდ შეიძლება არ იყოს დასმული 
ამოცანის ამონახსენი. აქვე უნდა "აღინიშნოს რომ | 

სო+1--MVი L 2/VCXთ, (ი) 

პრონგოზირების ფორმულა არის იგივე ტრაპეციების ფორმულა, ხოლო 

ჩ 
Mი:+ 1==Mთ “+ 2 I9 (Xო, V»თ)+C0 (Xი+I, (წი+ I 

კორექციის ფორმულა არაცხადი ფორმულაა. 

§ მ. სასაზღვრო ამოცანის ამოხსნის მეთოდები 

განვიხე-ელოთ | ორწერტილოვანი 1სასახღვრო "ამოცანა 

I ყ=I(,ყ,ყ), 0=<X=<1, ი) 
ყ(0) = 7”, ყ(1) =-4–7,, 

რომლის ამოხსნა ნიშნავს ვიპოვოთ (0,1) სეგმენტზე უწყვეტი და უწ- 

ყვეტად წარმოებადი ისეთი ყ(X) ფუნქცია, რომელიც (0,1)-ზე აკმაყოფი– 

ლებს დიფერენციალურ განტოლებას, ხოლო X=0, X=1 წერტილებხე 

სასახღვრო პირობებს. განვიხილოთ (1) ამოცანის მიახლოებითი ამოხს– 

ნის ორი მეთოდი: 

1 სროლის მეთოდი. (1)-სათვის განვიხილოთ კოშის ამო- 

ცანა: 

ძყ – (თ, C. 
X=0 

ყ”=I(X, ყ, 9), 0=X=1, 

Vყ(0) =X-ა, 

    

სადაც თ არის (2) ამოცანის ინ- 

ტეგრალური წირის (0, XX-ე) წერ- 

ტილში გავლებული მხების 0X 

ღერძთან დახრის .· კუთხე (ნახ. 

32). 

ფიქსირებული X ე-სათვის 

(2) ამოცანის ამონახსენი აღვნიშ– 

ნოთ V = ყ(X, თ)-ით როცა 

X=1, მაშინ V(X, თ)=VX(1, თ) 
X არის თ-ს ფუნქცია.   

  
  (2 ამოცანის საშუალებით 

ნახ. 32 (1) ამოცანის ამოხსნის პროცესი 
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შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ შემ- 

დეგნაირად. ვიპოვოთ ისეთი ყ(ი«) 

თ=თ”, რომ (ნახ. 33) (0, X7%) ”, 

გამოსულმა ინტეგრალურმა წი- 

რმა გაიაროს (1, V,) წერტილ– 
ში ე. ი. 4 

V(1, თ)=VM.ც. (3) 

ამრიგად, როცა Cთ=Cთ%, მა- 

შინ (2)-ის ამონახსენი ემთხვევა 

(1)-ის ამონახსნს, ე. ი. საკითხი 

დაიყვანება (3) ამოცანის ამოხ- 0 

სნაზე. ცხადია, (3) არის #(Cთ) =0 ნახ. 33 

სახის განტოლება, სადაც MC)=ყ(1, თ)-––-,. 

ამრიგად, სროლის მეთოდის არსი მდგომარეობს (1)-ის ამოხსნის დაყ- 
ვანაში (2)-ის ამოხსნახე. 

(3) ამოცანის ამოსახსნელად შეგვიძლია ვისარგებლოთ შუაზე გა- 

ყოფის, ქორდათა ან მხებთა (ნიუტონის) მეთოდით. 

სროლის მეთოდით (1) სასახლვრო ამოცანის ამოხსნა მიზანშეწონილია 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ როცა (2) ამოცანის V(X, თ) ამონახსენი „უმ- 

ნიშვნელოდ არის დამოკიდებული C-ზე“. წინააღმდეგ შემთხვევაში პრო– 

ცესი არ არის კრებადი. ვაჩვენოთ,თუ რა იგულისხმება „უმნიშვნელო 

დამოკიდებულების” ქვეშ. ვთქვათ, გვაქვს 
( ყ”--ი“”ყლ–0, 0=X=<1, 
: 
| V(9)=%X7-, ყ(1)=>X”,. 

ამოცანა, სადაც 0?=00ი5L-(1”) | ამონახსნს აქვს სახე: 

ტ-0X L 6-0(2- 1) | ტ-ძ(1-2:). ტ-0(1+2ჯ) 

1–-დლ-120 “0 1-–-C-2ძ 1 

ღ
ე
ვ
ა
ე
'
ა
ე
_
–
.
.
_
–
.
 

–.
_–
 

L – 
ზ   2. ჯგ 

28, “>. 

(1) 

ყ(X) = 

თ ზრდასთან ერთად პ/ე და პ/,-ის კოეფიციენტები რჩებიან შემოსაზღ- 
ვრულ ფუნქციებად 0=X<1 -შუალედში. თ>0 -სათვის ისინი არ აღემა- 

ტებიან ერთს. ამიტომ )/ე-და X,-ის მოცემისას დაშვებული მცირე ცდო– 
მილებები გვაძლევენ "ამონახსნის მცირე ცდომილღებებს. 

ახლა "განვიხილოთ კოშის ამოცანა 

ქეიფი. 0=X=1, დ 

ყრ0)=V,  V(0)=Lყთ, 
რომლის ამონახსნს აქვს სახე: 

017) ++ LC თ თVა-– 16 თ “ 

20 2თ 
ყლ) = 6.“ + ძი; 

· 
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თუ 19 თ-ს მოცემისას დაშვებულია 6 ცდომილება, მაშინ X=1-თვის 
მივიღებთ 

8 6 
(ხ"III11)= –- 009 --.. _ „ლ 4 

V()) 2ძ 2თ რ 

ნაზრდს. ი-ს დიდი მნიშვნელობებისათვის (4)-ის მაკლები იმდენად მცი- 

რეა, რომ შეგვიძლია მისი უკუგდება. მაგრამ საკლებში > ხდება საკმაოდ 
C 

დიდი, ამიტომ ამ შემთხვევაში სროლის მეთოდით (1)-ის ამოხსნის პრო- 

ცედურა ფორმალურად დასაშვებია მაგრამ პრაქტიკულად უვარგისი. 

2. ნიუტონის მეთოდი. (ამ მეთოდით არაწრფივი სასაზღვ– 

რო ამოცანის ამოხსნა დაიყვანება რიგ წრფივ ამოცანათა ამოხსნებზე. 
იგი მდგომარეობს შემდეგში. ვთქვათ ცნობილია, !რაიმე ყი(X) ფუნქცია, 

რომელიც 1აკმაყოფილებს (1)-ის სასახღვრო პერობებს )და უხეშად უახ- 

ლოვდება'მეს საჭიებელ 'ყ(X) ამონაბსნს. "დავუშვათ 

: ყ(9 =ყა(0 +სV, (5) 

სადაც 'V(X) "არის ყ (X-ის ნულოვანი შესწორება. 

(5) შევიტანოთ (1)-ში "და მოვახდინოთ მისი 'გაწრფივება 

ყ” (9 =ყი”X) +9” თი 
და 

მ/(X, 9თ Vი) + 

მყ1 

ს” + 0დC?+ IC I2 

I(X, ყი+ 9, ყ”ი+9”) = /(Xთ ყი» ი) + 

კ 90% #, VI) 
მყ” 

ფორმულების გამოყენებით. 'თუ უკუკაგღები C0(0-+ II) „რიგის 

წევრებს, მაშინ წ შესწორებესათვის მივეღებთ» |წრფივ ამოცანას 

შ”=ი0+0ძ0ეს+დი0, (დ) 
V(0)==შ(1)=0, 

სადაც 

მთ, ” ყი) , (0 = მ/(X, Vი; ყა”) 

მყ მყ 
დ(0=IVთ, ყი, ყი )–-/ი: 

ანალიზური ან სხვა რაიმე ცნობილი მეთოდით (6) ამოცანის ამოხსნა 
საშუალებას გვაძლევს ვიპოვოთ უდ შესწორება და დავადგინოთ საძიებელი 
ამონახსნის მორიგი 

ით= 

ყ,=ყის0+0 
მიახლოება. აღწერილი პროცესი შეგვიძლია გამოვიყეწოთ იმ არაწრფი- 

ვი ამოცანების ამოსახსნელად, რომლებიც შეიძლება მივიღოთ (1) ამოცა– 

ნის აპროქსიმაციისას. 
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IX თავი 

სასასღვრო. ამოცანების ამოხსნის მეთოდები 

§ 1. უმარბიჭესი კერძოლარმოებეულიანი დიფერენციალური 

ოპერატორების სხვაობიანი აპროქსიმაცია 

1. ბადე და ბადური ფუნქციები. იმისათვის რომ დავ– 

წეროთ სხვაობიანი სქემა, რომელიც მიახლოებით აღწერს მოცემულ დი– 
ფერენციალურ განტოლებას საჭიროა: 

ა) არგუმენტის უწყვეტი ცვლილების არე შევცვალოთ დისკრეტული 
არით; 

ბ) დიფერენციალური ოპერატორი შევცვალოთ რაიმე სხვაობიანი 
ოპერატორით, და დავწეროთ სასაზღვრო ამოცანის შესაბამისი სხვაო– 

ბიანი ანალოგი. 

ამ პროცედურის ჩატარების შემდეგ მივიღებთ ალგებრულ განტოლე– 

ბათა სისტემას ამრიგად, საწყისი დიფერენციალური განტოლების: 

რიცხვითი ამოხსნის საკითხი დაიყვანება ალგებრულ განტოლებათა სის– 

ტემის ამოხსნაზე. 

განვიხილოთ ეს საკითხები უფრო დაწვრილებით. ცხადია, რომ მა– 

თემატიკური ამოცანის რიცხვითი ამოხსნა შეუძლებელია არგუმენტის- 

ყველა მნიშვნელო ბისათვის მისი უწყვეტად ცვლილების რაიმე არეში. 

ევკლიდური სივრციდან. ამიტომ ბუნებრივია ამ არეში შევარჩიოთ რაიმე 

წერტილთა სასრული სიმრავლე და მხოლოდ ამ წერტილებში ვეძებო თ: 

მიახლოებითი ამონახსენი. წერტილთა ასეთ სიმრავლეს ეწოდება ბადე, 

ხოლო თითოეულ წერტილს--კ ვ ა ნ ძი. 

ფუნქციებს რომლებიც განსახღერულნი არიან ბადის კვანძებში 
ეწოდებ ბადური ფუნქციები ამრიგად, არგუმენტის 

ცვლილების უწყვეტი არე შევცვალეთ ბადით, ე.ი. არგჯმენტის დისკრე– 
ტული ცვლილების არით. სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, მოვახდინეთ დი– 

ფერენციალური განტოლების ამონახსნების სივრცის აპროქსიმაცია ბა–- 

დურ ფუნქციათა სივრცით. 

სხვაობიანი ამონახსნის თვისებები კერძოდ, მისი სიახლოვე. 

ზუსტ ამონახსნთან, დამოკიდებულია ბადის შერჩევაზე. 

განვიხილოთ სიბრტყეზე ბადის მაგალითები: 

მაგალითი 1. (თანაბარი ბადე). განვიხილოთ ორი ცვლადის: 

ფუნქციათა სიმრავლე V(X, #). განსაზღვრის არედ ავიღოთ მართკუთხე- 

დი 

ო=(0ლX<1, 0<1=71. 

X ღერძის (0,1) და ( ღერძის (0, 7) შუალედები დავყოთ შესაბამისად» 
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M, და Mე ნაწილებად. ვთქვათ, /L=1/V, «=”/». დაყოფის წერტილებ- 
ში გავავლოთ ღერძების პარალელური წრფეები. ამ წრფეების გადაკვე- 
თის შედეგად მივიღებთ (C,, 1/) კვანძებს, რომლებიც ქმნიან 

თ,, = (XV) Cჩნ) 
ბადეს (ნახ. 34). X და # ღერძების მიმართულებით ამ ბადის ბიჯებია 

შესაბამისად # და ”. 

მეზობელი კვანძები ეწოდება კვანძებს, რომლებიც გან- 

ლაგებული არიან ერთ წრფეზე (პორიზონტალურზე ან ვერტიკალურზე) 

და რომელთა შორის მანძილი ბიჯის ტოლია (V#I ან #7). 

  

  

  

  

ს =კ? 1 

1) ს 
| >>“ –.-- 1 

' X,= + 

ნახ. 34 

' 

                  

  

  
მაგალითი 2. (ბადე სიბრტყეზე). ვთქვათ, X,0X,„ სიბ რტყეზე 

მოცემულია რთული ფორმის C არე I საზღვრით. თუ გავავლებთ 

X)0ა=(I ((1=0,-L1, +-2,...,; I) >> 0) და XC = 1: ((=0, +1, X#L2,... 

ჩM-ა>>0) წირებს, მაშინ X,0X, სიბრტყეზე მივიღებთ ბადეს (LM), 7?»ჩა) 
(ს, 1:=0,+>1,+2,...,) კვანძებით. საინტერესოა მხოლოდ ის კვანძები, 

რომლებიც ეკუთვნის 0=0-+L არეს. კვანძებს, რომლებიც მოთავსებუ- 

ლი არიან 0 არის შიგნით, უწოდებენ შიგა კვანძებს. მათი 

სიმრავლე აღვნიშნოთ თ„(ნახ.35) სიმბოლოთი. X,C2X=/1, MI, Xე(02) = 70 
#8, 1:=0,:CL1,ჯ-2,...) წრფეებისა და I-ს გადაკვეთის წერტილებს ეწო– 

დებ სასაზღვროკვანძები. ყველა სასაზღვრო კვანძების 

სიმრავლე აღვნიშნოთ +, სიმბოლოთი. 
35 ნახახხე ვარსკვლავიანი სიმბოლოთი აღნიშნულია სასაზღვრო 

კვანძები, ხოლო 0-ით შიგა კვანძები. ჩანს, გვაქვს ისეთი სასახღვრო 

კვანძები, რომლებიც #I, ან /ა-ხე ნაკლები მანძილით არიან დაშორებუ- 
ლი უახლოესი შიგა კვანძიდან. ამრიგად,მიუხედავად იმისა რომ ბადე 
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ნაზ. 35 

«თანაბარია 0X, და 0Xაე მიმართ ბით, C 0,=(ლა ბ რათანაბა- 

რია 0-ის მიმართ... ულე ს=Cთ-LX ბადე. არათანაბა 

უწყვეტი XC0 არგუმენტის #(Cი) ფუნქციის ნაცვლად განვიხილავთ 
#ყ(X,) ბადურ ფუნქციებს. ბადური Vყ(X,) ფუნქცია შეიძლება წარმოვად- 

გინოთ ვექტორის სახით. 

თუ გარკვეული რიგით გადავნომრავთ ყველა საკვანძო წერტილს 

Xს Xი,.-Xჯ, მაშინ ამ კვანძებში ბადური ფუნქციის მნიშვნელობები შე - 

იძლება განვიხილოთ როგორც 

ბ7=(ყ, ყი--სა ყა) 
ვექტორის კომპონენტები. 

თუ 0 სასრულია, მაშინ 7 ვექტორის V განზომილება სასრული რიც- 
ხვია. წინააღმდეგ შემთხვევაში ბადე შედგება უსასსრულო რაოდენობის 
კვანძებისაგან და ს” ვექტორის განხომილებაც უსასრულო იქნება. 

ჩვეულებრივ, განიხილავენ (თ,ჯ» ბადეთა სიმრავლეს, რომლებიც და– 
მოკიდებულია #/. ბიჯზე, როგორც პარამეტრზე, ამიტომ V,(X) ბადური 

-ფუნქციებიც დამოკიდებული იქნებიან / პარამეტრზე (ან თანაბარი ბადის 

"შემთხვევაში-კვა5ძების V რაოდენობაზე). არათანაბარი ბადის შემთხ–- 
ვევაში განიხილავენ M#=(ჩ., ჩა-·ა IL) ეექტორს. 

უწყვეტი XC0 არგუმენტის V#(X ფუნქციები არიან რაიმე IM ფუნქ- 
ციონალური სევრცეს ელემენტებ,, ხოლო Vყ.(0ე ბადურ ფუენქ- 

ციათა სიმრავლე ქმნის გარკვეულ /// სივრცეს. ამრიგად, სასრულ სხვა–- 

ობათა გამოყენებით #7 სივრცეს ვცვლით ყ,(ე) ბადურ“ ფუნქციათა 
#I, სივრცით. 
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თუ განვიხილავთ (თ,) ბადეთა სიმრავლეს, მაშინ მათ შმესაბამება. 

(M,) ბადური ფუნქციების სივრცეთა სიმრავლე, რომლებიც დაზოკიდე- 

ბულნი არიან I პარამეტრზე. MI, წრფივ სივრცეში ”შემოაქვთ II-I» 

ნორმა, რომელიც წარმოადგენს /7ე სივრცის II-I ს ნორმის სხვაობიან 
ანალოგს. –_ 

ვთქვათ, V(ა არის საწყისი უწყვეტი ამოცანის ამონახსენი /7ე სივ- 

რციდან, ხოლო ყ, –- მიახლოებითი ამოცანის (ამონახსენი /#/, სივრ- 
ციდან. მიახლოებითი თეორიის ძირითად ინტერეს წარმოადგენს V/, 

და # ამონახსნების მიახლოების შეფასება. ამასთან, V, და V არიან სხვა- 
დასხვა სივრცის ვექტორები. გვაქვს ორი შესაძლებლობა: 

1. თMCC) სიმრავლეხე მოცემული ყ; ბადური ფუნქცია, უწყვეტად 
გავავრცელოთ (მაგალითად, წრფივი ინტერპოლაციის სამუალებით) 

მთელ CI არეზე, ,მივიღებთ X არგუმენტის უწყვეტ ყCX, I) ფუნქციას. 

იოდელოლ) სხვაობა ეკუთვნის /7ე-ს. ყგ და V-ს სიახლოვე ხასიათდება. 

IVC, ჩM)--ძ(90Iი რიცხვით. 
2. ჩე სივრცე აისახება #M, სივრცეზე. ყოველ V(X)CI/ ფუნქციას 

შეუსაბამებენ ბადურ V.(X), XCთ,„ ფუნქციას, ასე რომ V,=X#IV C/7, 

სადაც #»:/7-->-//, წრფივი ოპერატორია. 

#,, ოპერატორის შერჩევის ხარჯზე ეს შესაბამისობა შეიძლება დავამ– 
ყაროთ სხვადასხვა ხერხით. თუ V(X) უწყვეტი ფუნქციაა, მაშინ ჩავთ- 

ვალოთ, რომ V,(M=V(X), სადაც XCთ,. ზოგიერთ შემთხვევაში X,Cთ,, 

კვანძში V.(X,)) ფუნქციას განსაზღვრავენ, როგორც ინტეგრალის საშუა–- 

ლო მნიშვნელობას ამ წერტილის რაიმე მიდამოში (მაგალითად, 00) 

დიამეტრით). შემდეგში ყოველთვის ვიგულისხმოთ, რომ V(X) უწყვეტი 

ფუნქციაა და M,(X,)=V(X,), VX,6თ,. (, ბადური ფუნქციის შემოღების 

შემდეგ შეიძლება განვიხილოთ /,-––I/, CI/,) სხვაობა. V, და ყ-ის სიახლო– 

ვე ხას იათდება |IV/,–– II რიცხვით. ამასთან, ბუნებრივია მოვითხოვოთ, 

რომ II-I, ნორმამ მოახდინოს II-I ნორმის "აპროქსიმაცია შემდეგი 
აზრით: 

III. IIV.III=IIIს VMCI17ი. 
MI–->30 

ამ პირობას უწოდე ბენ I/, და IM/ე სივრცეების ნორმების შ ეთ ანხმე– 

ბულობის პირობას. 

26 მარტივი დიფერენციალური ოპერატორე- 

ბის სხვაობიანი აპროქსიმაცია.2 ვთქვათ, მოცე–- 

მულია L წრფივი დიფერენციალური ოპერატორი, რომელიც მოქმედებს 

ხ=V(ა) ფუნქციაზე. თუ LM)-ში შემავალ წარმოებულებს შევცვლით 

შესაბამისი სხვაობიანი დამოკიდებულებებით, მაშინ #LV-ს ნაცვლად 

მივიღებთ Lას, სხეაობინ გამოსახულებას რომელიც წარმოად- 
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გენს ი, ბადური ფუნქციის მნიმენელობების წრფივ კომბინაციას, გან– 

საზღვრულს ბადის ზოგიერთ საკვანძო წერტილში (ამ უკანასკნელს უწო- 
დებენ შაბლონს): 

IთCე= 2. 4%9V(5 
სნII(X) 

ან 

(L.V,),= 1, 4»(X,, Xიხ. (X,), 

X;CIICX) 

სადაც #,C(V, 5) –-კოეფიციენტებია, # –- ბადის ბეჯი, IIICC) შაბლონი 
X წერტილში. 

LV ოპერატორის L,V-ით შეცვლას ეწოდება დიფერენციალური ოპე- 

რატორის აპროქსიმაცია სხვაობიანი ოპერატორით. 

# ოპერატორის სავაობიანი აპროქსიმაციის შესწავლა თავიდან ხდე- 

ბა ლოკალურად, ე. ი. სივრცის ყოველ ფიქსირებულ X წერტილში. თუ 

ას(X) არის უწყვეტი ფუნქცია, მაშინ შ„(X)==0(V). L ოპერატორის სხვა- 

ობიან აპროქსემაცაამდე უ§და შევარჩერთ შაბლონი, ე. ი. X წერტი- 

ლის მეზობელე საკვა5ძო წერტილები, რომლებშიაც ბაღური ფუნქცი- 

ის მნიშვნელობები გამოყენებულნი იქნებიან ჩ ოპერატორის აპროქ- 

'სსიმაციისათვის. 

მაგალითი 1. განვიხილოთ ოპერატორი #ჩ0მ= > – 2, 
„V“ 

შ=:V(X, 1). ვთქვათ, (X, 80 არის X0IMსიბრტყის რაიმე ფიქსირებული 

წერტილი, ხოლო #>>0 და +>0 –-– ორი რიცხვი (ბიჯები), იმისათვის 

რომ დავწეროთ # ოპერატორის სხვაობანი /#,, აპროქსიმაცია უნდა შე- 

ეარჩიოთ 'მაბლონი. პირველ რიგმი შევჩერღეთ უმარტივესი სახის 

აპროქსიმაციაზე. ვთქვათ, შაბლონი შედგება ოთხე წერტილისააგან 
(ნახ. 36 ა). 

L.. ოპერატორი განვსახღლვროთ ”შემდეგნაი რად: 

სც = შ(X, 1++9)–ა(1 ეტ 9V(X+/ჩ, ჰ)--20(X მ) + ყ(X--ჩ, 1) 
IV". ·   1 

% ”' (ა 

შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

უშ=V(X ს), ? =9X 1+Iა),, დიწ=V(, 1–99, 

ა- ე(IL- 1 : 
შვ = მო--9(%--/) – (0XCL+ ჩ)- 0ჯC0) | =ხჯ»(ა. (2) 

ჩ ჩ 

ამ აღნიშვნებში 2, შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგი ფორმით» 

შ(X, (++4)-–900ო 0) ?–მ 
ს, = I(X, /+9)--ხCდ ,) =----., (3) 

+ XV 
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(ჯ,სხ+<4) (<-#,ხ-<) (X#-<) 

  

  

  

(ჯX-6 #-<) 

ბ) 

(ჯX-#. !) (ჩ,() (Xჯ-#!) (» L#) 

(ჯ-#,(-<) (ჯXLC.4) (ჯX # (-=) 

(X-ჩM1) (XL) (X-# 1) 

ბ) 
ნახ. 36 

თუ მხედველობაში მივიღებთ (2)და (3), მაშინ (1) ჩაიწერება შემდეგით 

სახით 

საე =0- შ2,. (1/# 

Lწ)-ის აგების დროს ავიღეთ ხ-ის მნიშვნელობა ( მომენტში. თუ: 

გამოვიყენებთ შაბლონს (ნახ. 36,ბ), მაშინ V-ის მნიშვნელო ბა შეიძ– 

ლება ავიღოთ #++ მომენტში, რომელიც მოგვცემს 

LI 8ხ= ს,-–-? 2». (4 

თუ ავიღებთ (050) და (4) წრფივ კომბინაციას, მივიღებთ ერთპარამეტრია– 

ნი სხვაობიანი ოპერატორების ოჯახს 

LM 9=90,- (00 =++ (1--თ 9-:), (3) 
რომლებიც განსაზღვრული არიან ექვს წერტილიან შაბლონზე, როც. 

თ5-ი, თძ561. 

სხვაობიანი აპროქსიმაციის რიგის “შესაფასებლად ვისარგებლოთ. 

ფორმულებით: 

== მხ თ ი 2. - · 2 + + მ?ყ(X, ჩკ 0ლ)= მს(ს, 1++X/2) 
+0C9), 

მ/? მ! ო 
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– _ მიდ, #0) _ ჩ?მბCდ, მ მ'იC, (++/2) __ 
+0დთ% = 

  

თ. მთ ' 12 ძმ მჯ? 
+ მ9V(X, 1-L+/2) 
. ''რრ"  "“ |) 0თV?+211, 
2 მჯ?მ1 +0 |, 

–  მზ)(X, 1+4-+1/2) + მპე(X, /-++/2) სგე?) 
XXL ' _– L 0(ჩ? “), 
მ მჯ? 2 მV?მ! 6+%) 

რომელთა გათვალისწინებით (1”), (4”) და (5) მიიღებენ სახეს: 

მხ(X, 1) _ მ'ი(C, ჩ 
– 00" ++)=L0(ც0)+ 0(01-+7%), 

მX მჯ? 
1) #020= 

VI =1 კს „ი(დ0 /1=0(C(1%+4); 

7 ს = მლ(ს, (-+-X) _ მ”ს(V, (+9 

0! მV“ 

=Lხ(ე (++) =0(ჩM +171), 

VX9ს =/ 1 --ჩ0(V, (-- + =0(0 ++); 

  

მხ(X, (+ +/2) _ მ“9(V, (-++72) 

0, მX” 

=LაM(Xა, (+ X/2) + 0(M“ + +”), 

3) #/ ბპ = +0(1--+59 =   

ენ.5) = 1, მუ ჩ90(V, 1+4/2) =0(M?<+- <9). 

ამრიგად, წრ ოპერატორი ახდენს #-ის აპროქსიამციას /I-ის მიმართ: 

მეორე რიგით (ნებისმიერი თ-სათვის), «-ს მიმართ პირველი ოიგით, რო– 

ცა თ=0, თ=1, და მეორე რიგით, როცა Cთ==0,5. 

მაგალითი 2. #9= == ოპერატორის შემთხ;ვევაში- 
აჯ კ) 

L სხვაო ბანი ოპერატორის შესადგენად უნდა გამოვიყენოთ ბადურთ 

ფუნქციის მნიშვნელობა დროის სამ #-–-%, /, 7++X მომენტში. მინიმალუ– 

რი იქნება ხუთ წერტილოანი შაბლონი (ნახ. 37, ა, ბ, გ). ერთ-ერთ 

შესაძლებელ სხვაობიან აპროქსიმაციას (ნახ. 37 დ), რომელიც იყენებს. 

ყაჯ მნიშვნელობას შუა # შრეზე, აქვს სახე 

სიახ მჯ. (6) 
სადაც 

ს»)I(X, /1=(სCო, (+ +») –-2V(X, 1) +–- 9(X, 1–-–1)/ჯ?. 
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42ჯ-#,(-2) (X,(6+<) 
, 

  

  

  

  

(X,6 +<) 

(X,L) 

–ი . 

(X,C6-<) (X-#,06-4<)) 

ბ) 

(X-# #-72) (X.8 -4) 
-6 (>-#.6.C). _ 

(X-# 4) I." 
| (» -#,C) 

-ტ- „რ,Lხ- 

(»X #1 «) (>,: <) ა რირი 
ღ) 

ნახ. 37 

ანალოგიურად შეიძლება დავწეროთ ოპერატორი (ნახ. 38 ა): 

L0=0,-9 # (ი 

ცხრა წერტილიან შაბლონზე შეიძლება შევადგინოთ ორპარამეტრი- 

ანი სხვაობანი სქემების ოჯახი 

LCითაც =0/,-(თშაი+ (1--თ--თი ++ თ:ნ:»), (8) 

როცა თ, = თა=0, მაშინ (8)-დან მიიღება (6), ხოლო როცა თ:=0, 

თ.==1--მიიღება (7). 

შევნიშნოთ, რომ 

ა,= მზით 0 , ეფე. 
2 
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თ. = 0“ა(CX, 1) 

მჯ? 
რიგი იქნება C0X#ჩ2?-L+7). აპროქსიმაციის იგივე რიგი ექნება (8) ოპერა- 

ტორს, როცა თ =თე:=თ, სადაც Cთ ნებისმიერი რიცხვია. 

0) და თკ პარამეტრებს არსებითი მნიშვნელობა აქვს არა მარტო აპ– 
როქსიმაციის რიგის, არამედ სხეაობიანი სქემების მდგრადობის გან- 

სახღვრაშიც. 

3. აპროქსიმაციის ნაზრდი ბადეზე. აქამდე 

ჩვენ ვიხილავდით ლოკალურ სხვაობიან აპროქსიმაციას (წერტილში 

აპროქსიმაცია). ჩვეულებრივ საჭიროა აპროქსიმაციის რიგის შეფასება 

მთელ ბადეზე. 

ვთქვათ, თ, არის ევკლიდური სივრცის რაიმე 0 არის ბადე, #ჩ/,- 

ამ ბადეზე მოცემული ბადური ფუნქციების წრფივი სივრცე, //ა–– გლუვი 
VX) ფუნქციების სივრცე. დავუშვათ: 1) არსებობს ისეთი ჩ, ოპერატორი, 

რომ ნებისმიერი VC/7ი, ჩ#0=V,C/7,; 2) I|I>II და II-III ნორმები შეთან– 

ხმებულია, ე. ი. 

+006") ფორმულიდან გამომდინარე (6)–-ის აპროქსიმაციის 

IIIII. II.5I,VII=IIVIIV 
|#/|->9 

სადაც IM) აღნიშნავს # ვექტორის ნორმას. 

განვიხილოთ //”კ)-ხე მოცემული რაიმე ოპერატორი და 

L.:9,->/7,. 

L ოპერატორის აპროქსიმაციის ნახრდი #, ოპერატორით ეწოდება 

V.=Lა0ს-CLV) ბადურ ფუნქციას, სადაც ბა=/ლბ, (L0V)=##(LV) 
ხოლო სწ არის /”/ე სივრცის ნებისმიერი ელემენტი. 

თუ IMMI,-+>0, როცა |MI->0, ამბობენ, რომ #, ოპერატორი ახდენს 

L-ის აპროქსიმაციას. 

ვიტყვით, რომ #, სხვაობანი ოპერატორი ახდენს #-ის აპროქსიმა– 

ციას /I>>0 რიგით თუ 

II%II, ==|ILს CI --(LVII=CIჩIM), (9) 
ანუ 

II Lიხ, ––CL2)/II, ==V#I III I ჟ5, 

სადაც VI არის |IMI -ხე დამოუკიდებელი მუდმივი. 

ვთქვათ, L.,0,, არის LV, #=VC, !) ოპერატორის სხვაობიანი აპროქ- 

სიმაცია. #,, ოპერატორი განსაზღვრულია ბადურ V/.(X, 1) ფუნქციებზე. 

დავუშვათ, V(X, #1), როგორც X-ის ფუნქცია ეკუთვნის /7ა, მაშინ 8/,(X, /)= 

=/#/VV(X, 1) ეკუთვნის #,-ს ნებისმიერი 1C (0,7 I. თუ ა(X, 0 უწყვეტია 

ს მიმართ, მაშინ ნებისმიერი #-სათვის ((6თ) შეიძლება დაუშვათ 
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ხ..(X, 0ჰ=%V(C(.0. ამრიგად, შ,:(X #0) მოცემულია თ/, ბადეზე და შეგვიძ– 

ლია განვსახღვროთ აპროქსიმაციის ნაზრდი. 

Vჩს, CV, ა =< LM მ: (62 ი –(L ე (X, 0. (X ჰ) Cთ,.. 

ვიტყვით, რომ L,,ახდენს L-ის აპროქსიმაციას /77>>0 რიგით X-ის 

მიმართ და I>>0 რიგით I-ს მიმართ, თუ 9V(X, ე) საკმარისად გლუვი 

ფუნქციათა კლასისათვის ადგილი აქვს შეფასებას 

Iს. (X, 0I.ს+2=CXIMIო++X?) ანუ |I9MI+IIM.<V#I (III”"++%, 

სადაც #VI>>0 არის III და «+-ხე დამოუკიდებელი მუდმივი. 

§ 2, სხვაობიანი ამოცანის დასმა. სქემების კრებადოგა და სიზუსტე 

აქამდე ჩვენ ვიხილავდით დიფერენციალური ოპერატორის შეცვლას 

სხვაობიანი ოპერატორით. მაგრამ მათემატიკური ფიზიკის ამოცანებში 

დიფერენციალურ განტოლებასთან ერთად დამატებით განიხილება საწ- 

ყისი და სასახლვრო პირობები, რომელთა საშუალებითაც ყველა შესაძლო 

ამონახსნებიდან გამოიყოფა ერთადერთი. ამიტომ სხვაობიანი ამოცანის 

ფორმულირების“ დროს დიფერენციალური ოპერატორის აპროქსიმა- 

ციასთან ერთად, აუცილებელია ეფექტურად აღვწეროთ სხვაობიანი 

სახით ეს დამატებითი პირობები. 

სხვაობიანი განტოლებების ერთობლიობას, რომელთა საშმშუალები-, 

თაც ხდება ძირეთადი) განტოლებესა და შესაბამისე სასაზღვრო პირო- 

ბების აპროქსიმაცია, ეწოდება სხვაობიანი სქემა. 

მაგალითი. სითბოგამტარობის განტოლებისათვის პირველი 

სასაზღვრო ამოცანა: 

მს მ“ 
= =/(V,0), 2 1,9ელ=/< / 

მ, მV?2 /(იი, 1<XC1, 5<1#4 % (1) 
"(0, /)=IL(/), Mა(1,/7)=ILLა(I), V(CX,0)=Vი(X). 

შევარჩიოთ თანაბარი ბადე 

LV   

თ,.= ((Xჯ=(/, L;=/I7), L=0,1,...,IM,ე, 1=0,1,...,VVა) 

და უმარტივესი ოთხწერტილიანი შაბლონი, მივიღებთ სხვაობეან ა?ო- 
ცანას 

#,=ყXჯ-+LCდ; 
ანუ ინდექსური ფორმით: 

.I+X1_ „VI ააას„!„ 77 ==! ყ,! 4; _ VI 2ყ, Lყ (L1 -+დ/, 1ლ=M.–-, 0=1=MVე-–-1 

+ ჩ? (1) 

ყი! =ს1(I)), VIX,=L+), ყმ,=Vი(X,). 
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მარჯვენა მხარე შეიძლება წარმოვადგინოთ სხვადასხვა სახით, 

მაგალითად, Cთ/ ,=I(X,,L 7), თ/,=/(X,, +) და ა. შ, 

სხვაობიანი ამოცანა წარმოადგენს ე. წ. ცხადი სქემის გამოყენების მა– 

გალითს. დროის ზედა შრეზე #M/+ ამონახსნის მნიშვნელობა განისახღ– 

ვრება ცხადი დამოკიდებულებით წინა შრეზე მ ისი მნიშვნელობების გათ– 

ვალისწინებით. 

ყI+ბ=ხ!-+%(>»--C/). 

განვიხილოთ არაცხადი სქემა 

X,=“ყა.+-თ, V(X, 0)=Mი(X), ყ(0. 1)=II(0), 
ყ(1,1)=LLა(0), 1Cთ,, XCთ;/. 

I+1 შრეზე # =ყ!+1 მნიშვნელობის განსაზღვრისათვის მივიღებთ ალ–- 

გებრულ განტოლებათა სისტემას 

ყI91/- ყე ლ=#ნ, ნ'.=//%-+V7/, 

ანუ 

ყო ჩM/იყ ქ91--ყ ე =-ჩნი,), 0ლ–1=V, 

ყი! ''=IVს((),1), ყ1=1ა(/+)) ' 

სამდიაგონალური მატრიცით. 

ეს სისტემა შეიძლება ამოვხსნათ გადადენის მეთოდით. 

ზემოთ განხილულ ამოცანაში სასახლვრო პირობა პირველი გვარისაა, 

ამიტომ ის სხვაობიან ბადეზე აპროვსიმიCდება ზუსტად. მესამე გვარის 
სასახღლვრო პირობის შემთხვევაში აპროქსიმაცია მოითხოვს სპეციალურ 

გამოკვლევას. 
განვიხილოთ სხვაობიანი სქემების კრებადობისა და სიხუსტის სა- 

კითხი. | 

ვთქვათ, L საზღვრიან C არეში საჭიროა 
LVს=I(9, XC0 (2 

წრფივი განტოლების ამოხსნა 
I4=ILCX),, XCL (3) 

დამატებითი პირობით, სადაც /(X) და LLCX) მოცემული ფუნქციებია (ამო– 
ცანაში შემავალი მონაცემები), /-წრფივი დიფერენციალური ოპერატორი. 

დაუშვათ, რომ ამ ამოცანის ამონახსენი არსებობს და ერთადერთია. 

X-ის ცვლილების 6+LI არე შევცვალოთ X; კვანძების დისკრეტულ 
მნიშვნელობათა სიმრავლით. 

ვთქვათ, ჩ არის ბადის კვანძების სიხშირის მახასიათებელი ვექტო– 
რული პარამეტრი, ხოლო Cთ,– ბადის შიგა კვანძების სიმრავლე, 4“ –ბა– 
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დეს საზღვრის კვანძების სიმრავლე. (2) ––(3) სასახღვრო ამოცანას შე- 

ვუსაბამოთ შესაბამისი სხვაობიანი ამოცანა 

L.ყ,=თ,, XCთ,; სყა=X#I როცა XCV/, (4 

სადაც დთ,(ი და XC) –- ცნობელი ბადური ფენქციებია, ხოლო #, და 

ს ოპერატორები, მოქმედებენ თC„»=თCთ”გ-+74/-ზე განსახღვრულ ბადურ 

ფუნქციებზე. (4)-ის #, ამონახსენი არის თ,-ზე განსახღვრული ფუნქცია. 

ჩ-ის ცვლელებით მივიღებთ /# პარამეტრზე დამოკიდებულ L(#,L ამონახ- 

სნების სიმრავლეს. 

ყველა მიახლოებითი მეთოდის ძირითადი ამოცანაა მოცემული 6>0 

სიზუსტით მიიღოს საწყისი (უწყვეტი) ამოცანის ამოხსნა სასრული ბი- 

ჯების შედეგად.| 
ზუსტი და მიახლოებითი ამოცანების ამონახსნების სიახლოვის შე- 

სადარებლად განვიხილოთ (4) სხვაობიანი ამოცანის ნაზრდი: 

2 ==-ყს 

რომლის გათვალისწინებით (4)-დან მივიღებთ იგივე ტიპის სასაზღვრო 

ამოცანას –-–2ჯ-ის მიმართ: 

99 L.2,==VM, XCთ/, I.2გ=Mი, XCVI (5) 

სადაც 

V.,ლდა–-L.M V =7ს-–-M. 

(5)-ის მარჯვენა მხარეებს უწოდებენ (4) სხვაობახი განტოლებით 

(2) განტოლების აპროქსიმაცეის ნახრდს და შესაბამისად (3) სასაზღვრო 

პირობის /M/.=7, სხვაობანი პირობით აპროქსიმაცკიი–ს ნაზრდს (2)-–- 

(3) ამოცანის ამონახსნთა სიმრავლეზე. 

ვიტყვით, რომ (4) ამოცანის ამონახსენი მიისწრაფვის (2) ––(3) ამოცა– 
ნის ამონახსნისაკენ ((4) სქემა კრებადია), თუ 

IIII0,) =II/ი--რიII ე) >მ, როცა II->0, 
ანუ 

II2იII „ე =II%Iჩ 0I, სადაც ი(Iს)->ე, როცა |#I->29, 

(4) სხვაობანი სქემა აკრებადია 0(IMI”) სიჩქარით ან") აქვს სიზუსტის 

ჟ/-ური რიგი (აქვს 0(IMI5 სიზუსტი). თუ საკმარესად მცარე IMIლჩი, 

სრულდება უტოლობა 

II2LIII#ა==II/ს-––-ჩIII#)ლ=V IM I%, 

სადაც #M->>0 არის |MI და ”M>>0-ხე დამოუკიდებელი მუდმივი. 
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ამბობენ, რომ (4) სხვაობანი სქემას გააჩნია აპროქსიმაციის /-ური 

რიგი, თუ 

IM VII 2-X= CXIჩI2), IIMMIIIვ3,/)=0 (IM I”). 

/„ და (LVI),-ით აღვნიშნოთ შესაბამისად /(X) და LVI(X) მნიშვნელობე- 

ბი თ, ბადეზე. თუ გავითვალისწინებთ, რომ ((--ჩV),=0, მაშინ VI, შე- 

იძლება წარმოვადგინოთ ასე: 

VI, =(Cთ,–-Lა)–(/,--(LLV),) =(0,–- ჩმ+ ((LL)ს-- 
– L,!ს) = VI, + V,( ბ, 

ამრიგად, სქემის აპროქსიმაციის V,, ნაზრდი მიიღება მარჯვენა მხარის 

VI, 1=Cთ-, აპროქსიმაციის ანხზხრდისა და დიფერენციალური ოპერა- 

ტორის VI/,(-= (1 ),–--LVI აპროქსიმაციის ნაბრდისაგან. 

რადგან M”, არის აპროქსიმაციის ნახრდი დიფერენციალური განტო- 

ლების ამონახსნთა კლასზე, ამიტომ |IMMII 9/ა--(I/II") პირობა შეიძლე- 

ბა შესრულდეს მაშინაც, როცა MM, და MM? ცალ-ცალკე არა აქვთ 

აპოოქსიმაციის V-ური რიგი. 

ბუნებრივია ისმება კითხვა: თუ როგორ გავლენას ახდენს სქემის 

სიზუსტეზე ამონახსნების აპროქსიმაციის რიგი. 2-0, --, ნახრდი არის 

(5) ამოცანის ამონახსენი V”,(ან V,) მარჯვენა მხარით. ამიტომ სქემის 

სიზუსტისა და აპროქსიმაციის რიგის საკითხი დაიყვანება იმახე თუ რა 

დამოკიდებულებაშია სხვაობიანი ამოცანის ამონახსენი მარჯვენა მ§ხა- 

რეზე. თუ 27 უწყვეტად (ამასთან თანაბრად ჩ-ის მიმართ) არის დამოკი- 

დებული VI, და +,-ზე (სქემა მდგრადია), მაშინ სქემის სიზუსტე ემთხვევა 
აპროქსიმაციის რიგს. 

მდგრადობის ზუსტ განსაზლვრებას განვიხილავთ ქვემოთ. 

§ ვ საწყისი და სასაზღვრო პირობების აპროქჭვსივმაცია 

როგორც განვიხილეთ სქემის სიზუსტე დამოკიდებულია არა მარტო 

საწყისი განტოლების აპოოქსიმაციახე, არამედ დამატებითი (საწყი- 

სი და სასაზღვრო) პირობების აპროქსიმაციაზედაც. 

ამ პარაგრაფში განვიხილავთ საწყისი და სასახლვროს პირობების 

აპროქსიმაციის რამდენიმე მაგალითს. 

მაგალითი 1. სითბოვამტარობისს განტოლებისათვის მესLამე 
სასახლვრო ამო/კანა: ' 

მი მ“ძ 
მჯ 22 +)!I(X 0), 0<X<1, 0<7=<%ე, IILX,0)=VI0(X) 

X 

მ" ი) 
340, ()=:CთV(0, /) – -LL) (I), CC1,ჯ)=LLა(I). 
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თ,. ბადეზე დავწეროთ ცხადი სქემა 

ს ,=Vყ=XX+-თ. V(X, 0)=Vი(ა), /(1,0=ყს.(). (2) 
სადაც თ=დ,/=/(X,, 1,). ამ სქემას აქვს C0CCI"++X) აპროქსიმაცია. 

X=0 წერტილში ავაგოთ იმავე რიგის აპროქსიმაცია სასაზღვრო 

პირობებესათვის ამ მიზნით განვიხილოთ 

_ მVC, ე 1-4 ჩ" მ”V(0, 1) 

==. მჯ 2 მჯ? 

თუ ვისარგებლებთ სითბოგამტარობეს განტოლებეთ, როცა X=-=0 

მივიღებთ: 

  –-:ი+0C09. 

მ?V(0, 1) _ 9V(0, ჩ «აა #07, 
მჯ? 0! /დ,ი 

საიდანაც 

ს / მ“(0, 1) მV(0, 71) „ (0, 0 -. 4 / (0 ს, იე, ე ს1=9%C, წს იფთუ, ი»(0, /) 2 ( ეა ) ) > 0კ ითა 

ე. ი. მარცხნივ მდგომი გამოსახულება, ჯX=0 წერტილში, ახდენს თის 

აპროქსიმაციას C0X(/M2) რიგით. 

გამოსახულება თ,.= “C» (+9--9(0. 0 სხვა 
X=0 %წ 

ობიანი წარმოებულით, მივიღებთ სხვაობეაინ სასახღვრო პირობას როცა 

X= 0: 

  

შ ალოთ მ« ევცვალ მ1 

. Vყ»,0-==0,5,0+--წყი–“ს, 1LL=ს,+0.5/V(0,40. (3) 

(1) ამოცანის ამონახსნებზე (3)-ს აქვს 0(M-++) აპროქსიმაციის რი- 

გი. არაცხადი ყ/=V2.-+Cდ სქემის შემთხვევაში (3)-ის ნაცვლად უნდა 
ა / ბ 

ავიღოთ აიოოია 

          

ყა, =0.5M000+C V-IV), M)=ს)+0.5/M/(0, /). (4) 

მაგალითი 2. მეორე რიგის ჰიპერბოლური განტოლება: 

მ?“ 27. = 0), 9–=X<1, 0</7/=ჩ), (5) 

“(0,7):=V, (0, "(1,1)=VX6VXI), (((X,0) =L/ა(X), 
  242 2 =Vე(X). 

ბუნებრივია, არსებითი ყურადღება გავამახვილოთ რ წარმოებუ- 

ლის აპროქსიმაციაზე. 
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ვთქვათ. X და #-ს მიმართ მოცემულია თანაბარი თ,, ბადე. თუ გამო– 
კვიყენებთ უმარტივეს აპროქსიმაციას ' 

7716 2 6) == MIა(X), 

მაშინ მისი ნახრდი იქნება 0C) რიგის. წარმოვადგინოთ ·V,(X,0) შემდეგი 

სახით 

(CC) = "CV, – ფს 0) ++ > 0) 

ახლა მივმართოთ საწყისს დიფერენციალურ განტოლებას და ვიპოვოთ 

+I-0C%. 

  
მ'ხიC 00) მ”V(X,0) , მ“ “ა: 0=--..'. I. 00=LVა(XV)+/(CV,0); #Vა=--“9. მ/“ მღ /(V, 9) ი(X) + /(X,0) Mი მე? 

რადგან 

” მ?!!(X. 0) _ ძ“"Vი(X) 

მჯ? ძა? ” 
ამიტომ 

თ, (C0)--0,5X(LM--/(X,0)) -9%50 +0C5. 

ამრიგად. V/(X, 01)=Vას(X). სადაც Vი(X=:'V0(X)--0,5L(LM-+I/IVCX, 0)) ახ- 

დენს მV(X, 0)/მ/ =I((X) სასახლვრო პირობის აპროქსიმაციას 0C2) რი- 
გით. 

V(X. 0)=Vი(X) პირობა და სასახღვრო პირობა ამ შემთხვევაში აპ- 

-როქსიმირდება ზუსტად. რაც შეეხება განტოლებას, მისი აპროქსი- 

მაცია მეგვიძლია მოვახდინოთ ჩვენს მიერ ზემოთ განხილული რომელი– 

მე სქემით. 

მაგალითი 3. სითბოგამტარობის განტოლებისათვის სამშრიანი 

სხვაობიანი სქემა. განვიხილოთ პირველი სასაზღვრო ამოცანა 

მი მი... : <= 2; _ 22 LI, ,), ილ–X<1, 0<757ი, 

I(X,0)=Vა(X), V(0, 7)=V,(I), V(1,I)=სა(ი. 

სითბოგამტარობის (6) განტოლების ამოსახსეელად ხშირად გამოიყენე–- 

ბა ე. წ. სამშირიანი, სხვაობიანი სქემები, რომლებშიაც გამოყენებულია 

9 “IX, V/(ი. ყ/ +1(X9 ბადური ფუნქციების მნიშვნელობები სამ (/;.,, 
(» I.) დროით შრეზე. ' 

მაგალითად, თ/,, ბადეზე ჩ და + ბიჯებით განსაზღგრულ სიმეტრიულ 
სამშრიან სქემას აქვს სახე: 

ყI+1. ე/-1 

(6) 

= /+1 | (1--2თMი! I-1 I 2» /#(Cთყ!"" -+- (1-“2თ)ყI+თV!“ 1) + დ თ) 

ყ,ზ=Vი(X/), Mი! –” MI, =M/ი, 

სადაც #Vყ=VყV>, CI =/(;,. ჯეი, თ––ნამდვილი პარამეტრია. 
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რადგანაც, 1-ს მიმართ ცენტრალური სხვაობიანი წარმოებული ახ- 

დენს “|! -ის აპროქსიმაციას, 0C9-ით, ხოლო ტი-ი+ +002? 
„ს“ მ! (=(1; 

ამიტომ (7) სქემით ხდება (6) განტოლების აპროქსიმაცია 0(/"-++9) 

რიგით. ადვილი შესამჩნევია, რომ (7) ამოცანა ბოლომდე განსახღვრული 

არ არის. სამშრიანი სქემის გამოსაყენებლად საჭიროა კიდევ ერთი საწ- 

ყისი პირობა. მაგალითად, VV, /)-ის მნიშვნელობა პირველ შრეზე. ბუ- 

ნებრივია უნდა მოვითხოვოთ რომ ამ პირობის შემოღებამ შეინარჩუნოს 

აპროქსიმაციის 0C7+ ჩ2) რიგი. 

შეიძლება მივუთითოთ I/(X, .) მოცემის ორ ხერხზე: ა) პირველ 

ბის ვანხორციელებთ ორშრიანი სქემით 

1. 1 
ყ-ყ9 => 40!+ყ9-+-რ) 

რომლითაც V(ს) განისახღვრება 0(0?+/ბ) სიზუსტით; ბ) ვეძებთ 

V(CX, +)-ს მნიშვნელობას Vყ(X, +X)=>II/ე(X) ++ICX) სახით და ვაოჩევთ (LL-ს, 

ისეთნაირად, რომ Vყ(X, +)-–-(X, 1) სხვაობის ნაზრდმა არ გაღააგარბოს 

0C"+/”). საწყისი დიფერენციალური განტოლებიდან 

VI + /Cთ, LV + 5 % 
მ/II-0 ძუ? 

  

  

თუ ამ მნიშვნელობას ჩავსვამთ 

მ“ + +?1მ?/ 

1=0 2 მჯ? 

ტეილორის ფორმულაში, მივიღებთ IL=#Vე+/(X, 0), საიდანაც 

MIX +)– MC) =%-; 

  

+0C9), 
1=0 

V(X, I)=–"ი(X)+-»(VI”(X0I+-ICX, 0)). 

§ 4. სხვაობიანი სქემის კორექტულობა 

მათემატიკური ფიზიკიდან ცნობილია რომ ამოცანას ეწოდება კო- 

რექტული თუ სრულდება შემდეგი ორი პირობა: 
ა) ამოცანა ცალსახად ამოხსნადია გარკვეული კლასიდა5 მასში შე- 

მავალი მონაცემების ნებისმიერი მნიშვნელობებისათვის, 

ბ) ამოცანის ამოხსნა უწყვეტად არის დამოკიდებული მასში 

შემავალ მნიშვნელობებზე. 

ანალოგიურად შემოაქვთ სხვაობიანი სქემების კორევტულობის 

ცნება, ვთქვათ, ყV, არის რაიმე სხვაობიანი ამოცანის ამონახსენი. «,» 

–-მასმი შემავალი მნიშვნელობები. ისინი დამოკიდებული არიან # 
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პარამეტრზე. /#-ის ცვლილებით მივიღებთ (ჩ) ამონახსნებისა და ამო- 

ცანაშში შემავალი (თ) მნივშმნელობების მიმდევრობას. ამრიგად, ვი- 

ხილავთ არა ერთ არამედ I-ხე დამოკიდებული ამოცანების ოჯახს. კო- 

რექტულობის ცნება შემოდის სხვაობიანი სქემების ოჯახისათვის, რო- 

ცა |III->9. 

ვიტყვით, რომ სხვაობიანი ამოცანა (სქემა კორექტულია, თუ ყვე– 

ლა საკმაოდ მცირე |/”LI=/1ი: 

1) არსებობს სხვაობიანი ამოცანის ყ, ამონახსენი და იგი ერთაღერთია, 

მასში შემავალი რაიმე დასაშვები ოჯახიდან დთ,-ის ნებისმიერი მნიშვნე–- 

ლობესათვის; 

2) /, ამონახსენი უწყვეტად არის დამოკიდებული დ,-ხე ამასთან 

ეს დამოკიდებულება თანაბარია M-ის მიმართ. 

უფრო ზუსტად მეორე პირობა ნიშნავს, რომ არსებობს M-ზე დამოუ– 

კიდებელი ისეთი /I>0 მუდმივი, როომ საკმარისად მცირე |/I=71 

სრულდება უტოლობა 

IIყVს-–-ყIIII ე) </MIIდგ-- დ! 

სადაც “ი არის ამოცანაში შემავალი დ, მონაცემების შესაბამისი ამო–- 
ნახსენი. 

სხვაო ბიანი ამოცანის ამონახსნის უწყვეტად დამოკიდებულების 

თვისებას მასში შემავალ მონაცემებზე უწოდებენ სქემის მ დგოა–- 

დობას ანუ მდგრადობას. 

§ 5. მდგრადოგა, აპროქსიმაცია და კრებადობა 

ვთქვათ, მოცემულია უწყვეტი სასაზღვრო ამოცანა 

LV0=I(ე, როცა XCC0, 03 

IIს=ILL(CX), როცა XCI. 

განვიხილოთ მისი შესაბამისი სხვაობანი ამოცანა 

L,V,= “,, როცა XCთ,, 

– , (2) 
"აყა=L ც ოღოცა X CC 

2.=/,-/, ნაზრდისათვის, სადაც I, არის თ, ბადეზე (1) ამოცანის 
ამონახსნის მნიშვნელობა, სასაზღვრო ამოცანას ექნება სახე: 

( L.2.=V,, როცა ჯ6თ,, 

ს სბ =V, როცა XC, () 
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სადაც M, და +, წარმოადგენენ შესაბამისად განტოლებისა და დამატე- 
ბითი პირობის ნაზრდებს. (3)-ს ნაცვლად ფორმალურად დავწეროთ 

L2= V,, 

თუ1L, ოპერატორი წრფივია და სხვაობიანი სქემა კორექტული, მაშინ 

(§4, (1)) გვექნება 

II2»II#)<VIIV/IL L771) 

ანუ 

II2IIIა==VV(IIMMIIV2აII+ |IVჯIL5/.)), (4) 

საიდანაც ჩანს, რომ თუ სქემა მდგრადია და ახდენს მოცემული ამოცა– 

ნის აპროქსიმაციას, მაშინ ის კრებადია (ჩვეულებრივ ამბობენ, რომ 

„აპროქსიმაციიდან და მდგრადობიდან გამომდინარეობს კრებადობა4), 

ამასთან სქემის სიზუსტე (კრებადობის სიჩქარე) განისაზღვრება აპ- 
როქსიმაციის რიგით. ” 

ამრიგად, სქემების კრებადობისა და სიზუსტის რიგის შესწავლა 

დაიყვანება აპროქსიმაციის ნახრდისა და მდგრადობის შესწავლაზე. 

(4) შეფასებებს უწოდებენ ა პრიორულს. 

იმისათვის რომ კონკრეტული სქემების მდგრადობისათვის მივიღოთ 

(4) ტიპის შეფასებები, საჭიროა დამხმარე მათემატიკური აპარატი, 

კერძოდ: შეჯამების ფორმულები, გრინის სხვაობიანი ფორმულები, 

ჩალაგების თეორემის სხვაობიანი ანალოგი და სხვ. მათი განხილვა 

სცილდება საპროგრამო კურსს. 

§ 6. დირისლეს სხვაობიანი ამოცანა პუასონის განტოლეგისათვის 

"განვიხილოთ უმარტივესი სხვაობიანი სქემა დირიხლეს ამოცანისა–- 

თვის: ვიპოვოთ C+IL არეში უწყვეტი ((X) ფუნქცია, რომელიც აკ- 
მაყოფილებს. პუასონის „ბანტოლებას 

მ? 

რი = . –“ა=-/C0>, XCC0ო, (1) 

დ-,0X 

და სასაზღვრო პირობას 

#IC = IX), 

სადაც, X==(X,, Xა,....X,), ხოლო (0 არის ე განზომილებიანი სასრული 
არე I საზღვრით. , 

1 ლაპლასის ოპერატორის სხვაობიანი აპ-– 

როქსიმაცია. პირველ რიგში განვიხილოთ ლაპლასის ოპერატო- 

რის სხვაობიანი ანალოგის აგების საკითხი. ვთქვათ, 

მ“ 
#ყხ=L,(+- ჯა, Lის= – ესსე Cთ=1,2. (2 

მXა? 
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თითოეული #,V და L-ს ოპერატორისათვის“ მოვახდინოთ აპროქსიმა- 
ცია შესაბამისად სამწერტილიანი /#, და #„ ოპერატორებით: 

1 
L.0-- „ს, შლ=შ»», = „0 რ6+ჩი#Xა 20%. X)+ 0 –ჩ,.X.)), (3) 

1 

1 : 

ჩას–– #ტააშლშუჯა= წლს XX, Xა-+- ჩა) 2V(X,, X-) > (,Xა–ჩა)), (4) 
2 

სადაც –. აღნიშნავს აპროქსიმაციის ნიშანს, ხოლო /#,>>0 და ჩM:>>0- 

ბიჯებს შესაბამისად X, და X,კ მიმართულებით. · 

#) ოპერატორი განსაზღვრულია სამწერტილიან რეგულარულ შაბ- 

ლონზე: · 

(X-––ჩა) X:), (%, Xა), (ი +. Xე); 

  

2 ტ#ა-სამ წერტილიან რეგულა- 

რულ შაბლონზე: 

ჩ, ჯ (ა, Xა“–ჩე, (9. X), 

C => (XX, X--C-IIა). 

3 0 ჩ, (3) და (4)-ს გამოყენებით 

ლაპლასის (2) ოპერატორი შევ– 

4 ცვალოთ 

ნახ. 38 M#0= #10+.ზახ=შ»,,+92#ე (5) 

სხვაობიანი ოპერატორით, რო- 

მელიც განსაზღვრულია -ხუთწერტილიან შაბლონზე C,ჯვარი") (ნახ. 38). 

38-ე ნახაზზე 0-ით აღნიშნულია CX, , X2) წერტილი, 1-ით–- (X+ჩ), 

Xა) წერტილი და ა. შ. (3) დ (5) ტოლობებიდან (ნახ. 38) გვაქვს 

1 1 
/#შე == –- (0--2შე+- შე) + –-(ში-- 20ს + შ.). (6) 

ჩM1 - ჩი - 

კერძოდ, როცა /,=ჩა=/ჩ (კვადრატულ შაბლონზე), გვექნება 

1 
/#შ-ე= „(0 1 921 შყ1-თო–4ძა). (7) 

გამოვთვალოთ ლაპლასის ოპერატორის აპოოქსიმაციის ნაზრდი. 
რადგან როცა %=1 დ; C=-2. 

მზა Iს? მბე ჩ.: 

# აშ = - - 000 )=Lა0+ -- ჩე“ თ). 
? მი?! 12 მეს V) “42 9+0C00V", დ) 
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ამიტომ 

ე 2 

ტ#ტ#შ-- ტყ = “ L,'0 + დ Lა?ს-+L 0(0)ე)შ%-+ჩე“), 

საიდანაც 

გ9-- ბს=0XLIII), |I/LI:=I/I,2-+ჩ2?ე. 

(იგულისხმება, რომ V(X) ფუნქციას გააჩნია არანაკლებ მეოთხე რიგის 

შემოსაზღვრული წარმოებული X-ს =Xი =Xც + ჩე, Cთ=1,2,M0=71ც 

მართკუთხედში მაინც X„ (თ=1,2) მიმართ). ამრიგად, (5) სხვაობიანი. 

ოპერატორით ხდება ლაპლასის ოპერატორის აპროქსიმაცია რეგულა- 

რულ ხუთწერტილიან მაბლონზე მეორე რიგით. 

ანალოგიურად აიგება სხვაობიანი აპროქსიმაცია 0(0>>2)-განზო– 

მილებიანი 

ი 

LV= ბ. ი", Lა 
X%==1 

მწი. 
_ მXეა? () 

ლაპლასის ოპერატორისათვის, თუ Lი-ს შევცვლით სამწერტილიანი- 

სხვაობიანი ოპერატორით, მივიღებთ 

ჩ 

4#9ხ= ჯ, ბახ, #იხ=0; ჯ, (10) 
Cთ=–1 

რომელშიაც 

#სიხ =შჯ ჯ, == 3 (ხლ+«ა- 20+0V-Cთ), (11) 
"4 

სადაც შ(=10) =– )(XC=ICV)), აქ XჯCIთ (ან X#C-))ი) არის წერტილი, რომელშიც. 

გადადის X=(X, X,,.-.,X,) წერტილი ჩც მანძილით X„ც ღერძის მიმართ: 

მარჯვენივ (ან მარცხნივ) (ნახ. 39). 

  

  

ჯI-4) ხო თ უჯ (4) 

CC ქ. 7 « 
/ » #. “ « – 

ნახ, 39 

(100 ოპერატორისათვის შაბლონი შედგება XC-IთX(CC=1,2,...,09) სახის. 

2ი+1 წერტილისაგან, ხოლო აპროქსიმაციის ნაზრდი იქნება მეორე 

რიგის. 

2 დირიხლეს სხვაობიანი ამოცანა მართკუ- 

თხე დზე. ვთქვათ, 6:=(0=X,=Lს, 0=X:ა<Iა) მართკუთხედია /, და 

I: გვერდებით (ნახ. 40), ხოლო I -მისი საზღვარი. 
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| 22 

V2 C X X 1 

– ა · 
27. , ) 

(C,ჩ., (> ჩ;) 

ი ; 
C- 

ჩ, | 

ჯ 
0 7 , 

ჩ, ს, 
ნახ. 40 

მა=0ა+L არეში განვიხილოთ დირიხლეს ამოცანლთს პუასონის გან- 

ტოლებისათვის: 

საგები X=(X, X-) CC) (ო 

MI =LV%. 

თ –- ზე ავაგოთ Cგ ბადე, /1 =/1/IMM,და Mა==Iა/Mა ბიჯებით, სადაც 

M,>0. M,.>0 მთელი რიცხვებია. ამისათვის გავავლოთ წრფეების 

ორი ოჯახი: 

X0ის=სI, ((=9,1,...,M)); ჯანა == ჩა ((ე=0,.1,.... /Vა). 

მათი გადაკვეთის X=(6ჩ,, ჩა) წერტილებს) უწოდებენ კვ ა ნძე ბს. 
თუ X=6(ს ჩი აბი) მდებარეობენ მართკუთხედის შიგნით, მამინ მათ 

შიგა კვან ძე ბს უწოდებენ. ვთქვათ, CV არის ყველა შიგა კვანძე– 

ბის სიმრავლე. მათი რიცხვი ტოლი იქნება (V,-–-I) (Mაე-–I). 

კვანძებს, რომლებიც მდებარეობენ მართკუთხედის საზღვარზე გარ- 

და (0,0). (0./:,), (I(60), (LI) კვანძისა, უწოდებენ სასაზღვროს. 

ისიწი ქმნიან +„=((0ჩ,, 1:M-)) სიმრავლეს. ყველა შიგა და სახღვრი- 

თი კვანძების სიმრავლე ქმნის თ„,=თ„”-L+,ბადეს Cთ მართკუთხედზე. რად- 

გან თითოეულ XCთ,„წმიგა "კვანძში შეიძლება „ავაგოთ ხუთწერტილიანი 

შაბლონი, ამიტომ ყველა შიგა კვანძში ლაპლასის #/“” ოპერატორი შეგ- 

ვიძლია შევცვალოთ 

/#IM=I >», -LM6>Xა 
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სხვაობიანი ოპერატორით. (17) განტოლების /(ი მარჯვენა მხარე 'შეიძ- 

ლება შეცვალოთ მააპროქსიმირებელი დ(X) ფუნქციით ისე, რომ 

დიე–)0ე=0(IსI), I(X) CCV-. 

ვიგულისხმოთ, ოომ /(») უწყვეტია და თდ(X)=/(V#. 
(11) დირიხლეს ამოცანას შევუსაბამოთ სხვაობიანი ამოცანა: 

ვიპოვოთ ყ(ჯწ) ბადური ფუნქცია, რომელიც შიგა კვანძებში (თ,-ზე) აკ- 

მაყოფილებს ' 

#ყ=–-I/ლე, 4“აყM-VყMჯ, ა, 9, »ჯნთ, (12) 

განტოლებას და +, საზღვარზე ღებულობს მოცემულ IL) მნიშვნელო- 

ბას 

ყ(%) |„=სC). (13) 

როცა #55”, მაშინ თ, (0) ბადეს უწოდებენ მართკუთხას, 

ხოლო Mჩ.=ჩეაე=/ჩ შემთხვევაში–-კვადრატულს. 
კვადრატულ ბადეზე ,ყV ოპერატორს ექნება სახე: 

#Mყ= 1 (ყ(+0 - ყლის ყ(+12 1 ყ-2X 4). 
ჩ: 

ვთქვათ, დ=0 და ამოვხსნათ „ყ=0 განტოლება ყ-ის მიმართ: 

ყ= 1 (ყC ა - ყ(+ი | ყა 2 -L ყ(+12), 

4 

შაბლონის ცენტრში ყ-ის მნიშვნელობა ტოლია შაბლონის დანარჩენ 

წერტილებში ყ-ის მნიშვნელობათა საშუალო არითმეტიკულისა. 

(M,––-1) (MV:-––-1) უცნობიანი (12) ალგებრული განტოლებათა სის- 

ტემის ამოხსნა შეიძლება სხვადასხვა ხერხით. (12)--(13) სხვაობიანი 

სქემის სიზუსტის შესაფასებლად განვიხილოთ 2=V–- სხვაობა, სადაც 

ყ არის ამ ამოცანის ამონახსენი, ხოლო // წარმოადგენს ზუსტი (1”) სასაზ- 

ღვრო ამოცანის ამონახსნს. ჩავსვათ ყ=2-+-V გამოსახულება (1”)-ში, 

მივიღებთ სასაზღვრო ამოცანას 2-ის მიმართ: 

#"ს2=–ს, #6თ, 

2.59, 

(14) 

სადაც MV= #V-+-/” არის (1”) განტოლებას (12) სქემით აპროქსიმაციის 

ნაზრდი. 

რადგან #V--/I=0, ამიტომ 

VI= #გM-+I-LV-+- LM= #V--LV, 
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ე. ი. M= სV-–- #V. (8)-დან გვაქვს: 

ჩ.ე?მ!ს ჩხ.ზ მბ, 
VI -- (29 ___ == 4 

(55 გე1+კ2უა როცა #6CV, 

სადაც წარმოებულებზე ზემოდან ხაზი აღნიშნავს რომ არგუმენტის 
მნიშვნელობები აიღება (V-ს, Xა), (X+ჩ,, X.) და (X, Xა–ჩ), 
(X, X->-+ MM) ინტერვალების შუალედურ წერტილებში 

4 2 

იი! მაშინ MI <M,! 
„თ. | 12. 

  თე „”,= ი)მX 
0თ.თ 

  

X თავი 

წრფივი დაპროგრამების ზ%ზობიერთი საკითხი 

მათემატიკური დაპროგრამება თანამედროვე გამოყენებითი მათემა– 

ტიკის დარგი და შეისწავლის მრავალგანზომილებიანი ექსტრემა– 

ლური ამოცანების თეორიასა და ამოხსნის რიცხვით მეთოდებს. ეს 

ამოცანები როგორც წესი, პირობითი ექსტრემუმის ამოცანებია –– 

უნდა ვიპოვოთ მრავალი ცვლადის ფუნქციის მაქსიმუმი ან მინიმუმი, 

როცა ცვლადები აკმაყოფილებენ გარკვეულ პირობებს (შეზღუდვებს). 

შეზღუდვები მოიცემა განტოლებებისა და უტოლობების სახით. პირო- 

ბითი ექსტრემუმის პოვნის ამოცანა წამოიჭრება სახალხო მეურნეობის 

სხვადასხვა დარგის ამოცანების მათემატიკური მოდელირების დროს, 

როცა საჭიროა ამა თუ იმ აზრით საუკეთესო გეგმის (პროგრამის) შედ– 

გენა. აქედან გამომდინარეობს თვით საგნის სახელწოდებაც. 

მათემატიკურ “დაპროგრამებაში განსაკუთრებული ადგილი 'უკა- 
ვია წოფავ დაპროგრამებას. იგი განიხილავს ისეთ ამოცანებს, რომლებ-– 

შიაც მიზნის ფუნქცია (ფუნქცია, რომლის ექსტრემუმსაც ვეძებთ) და 

შეზღუდვებში შემავალი ფუნქციები წრფივია. 

,დამუშავებულია წრფივი “დაპროგრამების ამოცანის ამოხსნის მრა–- 

ვალი მეთოდი, რომელთაგან განსაკუთრებით “აღსანიშნავია ე. წ. სიმ- 

პლექს-მეთოდი (ანუ სიმპლექსური მეთოდი) –-– უნივერსალური 

მეთოდი, რომლის საშუალებითაც შეიძლება ეგმ-ზე ამოიხსნას ამოცანა 

ათასობით ცვლადითა და შეზღუდვით. 

კერძო ტიპის სხვადასხვა წრფივი ამოცანებისათვის დამუშავებუ–- 
ლია აგრეთვე მრავალი ეფექტური ალგორითმი, მაგალითად, ტრანს- 

პორტის ტიპის' ამოცანებისათვის, ქსელური ნაკადების ამოცანებისა- 
თვის და სხვ. 
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§ 1. წრფივი დაპროგრამების ზოგიერთი ამოცანა 

1. წარმოების დაგეგმვის ამოცანა. განიხილე- 
ბა საწარმო, რომლის განკარგულებაშია # სახის რესურსი #,, 

ჩ......ჩე (რესურსებში იგულისხმება:დაზგა, დანადგარები, მუშახელი, 

ნედლეული, დროის ფონდი და სხვა). ყოველი რესურსის რაოდენობა 

შეზღუდულია. ვთქვათ, საწარმოს გააჩნია ხ,-რაოდენობის /#,-რე- 

სურსი ((=1,2,...:). საწარმოს შეუძლია დაამზადოს გარკვეული. 

სახის პროდუქცია /?1 სხვადასხვა ტექნოლოგიური პროცესით.ყოველი 

| ––სახის ტექნოლოგიური ხერხი მოითხოვს IL-სახის რესურსის თ,, 

დანახარჯს. ამოცანა გვეკითხება დასაგეგმავ 7”? პერიოდში რა დრო უნდა 

დავთმოთ ამა თუ იმ ტექნოლოგიურ პროცესს, რომ გამოშვებული 
პროდუქციის საერთო რაოდენობა იყოს მაქსიმალური, თუ ცნობილია, 

რომ I-ური ტექნოლოგიური პროცესი დროის ერთეულში იძლევა 0) 

რაოდენობის პროდუქციას. 
თუ X, X,,..,Xი-ით აღვნიშნავთ შესაბამისად პირველ, მეორე, და 

ა. შ. ”-ური ტექნოლოგიური პროცესისათვის დათმობილ დროს, 
მაშინ ამოცანა შეიძლება ჩავწეროთ ცხრილის სახით (ცხრ. 1). რადგან 

ური ტექნოლოგიური პროცესის X, დროის განმავლობაში გამოყე- 

ნება იწვევს »; რესურსის თ,, დანახარჯს და ამავე დროს ასეთმა და- 

ნახარჯმა არ უნდა გადააჭარბოს ხ,-ს, ამიტომ ყოველი ს, რესურსი- 
სათეიძს შეგვიძლია ჩავწეროთ შეზღუდვა 

იეXა+-თ,ახე+...-რთ,იხაილი, L=1,2,...,/?. (I) 

გარდა ამისა დროის საერთო დანახარჯმა არ უნდა გადააჭარბოს დასა- 

გეგმი დროის ხანგრძლივობას, ამიტომ 

  

  

    

  

  

      
  

  

X+Xე+L...+Xა»ა=71". (2) 

' ცხრილი 1 

ტექნოლოგიური 
პროცესი რესურსების ესუოსები 

1 2 რაოდენობა 

რესურაები 

L, ძი) 0ჯი ... ძეო ხ. 

#. რა| რიი .. თეო ხ. 

ნ, რი რია ... ძთიი ხი 

ღახარჯული დრო | X, | XV ... | Xი | 

პროდუქციის რაოდენობა | თ | თ ... | 0” |   
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ბუნებრივია აგრეთვე, რომ 

X,->0. (3) 

თუ გამოვთვლით დამზადებული პროდუქციის საერთო რაოდენობას, 
მივიღებთ 

ჩლ=როსთმხა–..+-6ნიXოიი (4) 

ამის შემდეგ ეს ამოცანა მათემატიკურად შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ შემ- 

დეგნაირად: ვიპოვოთ 

| 7/IVCMI –+ძ, აXა--.. რმა ლი), 

იაა“ -მ,ცაX.+...+0,თXიალიმი; 

ს+Xა-...+Xი<1”, 

I X>>0, 

X52>0, 

  

L VXI=-90. 

უტოლობათა სისტემის ისეთი ამონახსენი, რომელიც (4)გამოსახულებას 

მიანიჭებს უდიდეს მნიშვნელობას. 

26 ნედლეულის გამოყენების ამოცანა. სა- 

წარმო ამზადებს Iს, II.,... II, სახის პროდუქციას, რისთვისაც 

მის განკარგულებაშია წ, ხა...,ხა რაოდენობის შესაბამისად §,, §„, 

-.. 5 სახის ნედლეული. ყოველი ერთეული II; პროდუქცია საწარმოს 

აძლევს C; შემოსავალს. ცნობილია, რომ II, სახის პროდუქციის ერთი 

ერთეულის დასამზადებლად საჭიროა ი,, რაოდენოობის §; სახის ნედ- 

ლეული. 
ამოცანა გვეკითხება რა რაოდენობით უნდა დავამზადოთ ესა თუ ის 

ნედლეული, რომ ამ გზით მიღებული საერთო შემოსავაუელი საწარმო–- 

სათვის იყოს რაც შეიძლება მეტი. 

ამოცანის პირობა შეიძლება წარმოვადგინოთ მე-2 ცხრილის სახით. 

  

  

  

  

  

  
  

ცხრილი 2 

ნ ის საწარმო 

ნედლეული | ულშელ მარაგი ი, I IM. | ი. | I 

5; ხ, ი თ)ა: ... თი 
ზა ხ. 091 (001) ... ძაი 

5. ხი მი) მი რიგ 

შემოსავალი · I CI | C2 I იი 

  
20. ზ. ნაცვლიშვილი და სხე. 305



თუ დამზადებული II, (ჯ=1,2,...,.) პროდუქციის რაოდენობას აღვ- 

ნიშნავთ X,-ით, მაშინ დაიხარჯება I-ური სახის ნედლეულის ი,,2–-–0,:%:+ 

+..-.Cთ,ეX, რაოდენობა. ამიტომ გვექნება უტოლობათა სისტემა: 

0) რთ აX--+...+-რთყაXალხ), 

რთი1)X1 ++რიეX5+ ...+-რთეXჯილხა (1 

თაი + თთაXი“+-... + მთიეXგ ლნი. 

ცხადია, აგრეთვე, რომ 

X,>0, 1=1,2,...ჩ. (თ 
საერთო შემოსავალი ამ დროს იქნება ! 

"#=0,X,+Cთ:X+...+0ნეXი, (3 

ე. ი. ეს ამოცანა მათემატიკურად შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ შემდეგ- 

ნაირად: ვიპოვოთ (1) და (2) სისტემის ისეთი ამონაზსენი, რომელიც (3) 

გამოსახულებას მიანიჭებს უდიდეს მნიშვნელობას. 

3. დიეტი ს ამოც ა ნს. ვთქვათ, ჩვენ განკარგულებაშია 

1ს, II -..,I1, სახის პროდუქტი. ყოველი მათგანი შეიცავს%8, 

8.,.., 8, ნივთიერებას გარკვეულე რაოდენობეთ. კერძოდ თ;; ((= 

=1,2,...,M; |=1,2,...,,)) იყოს /-ური პროდუქტის ერთ ერთეულში 

(-ური ნივთიერების რაოდენობა. ცნობილია I-ური ნივთიერების |ის მი- 

ნიმალური რაოდენობა ხხ), ხე,...,ხთ, რომელეც უნდა მიიღოს ცოცხალ- 

მა ორგანიზმმა ნორმალური განვითარებისათვის. 

  

    

   
  

  

  

  

ცხოილი 3 

პროდუქტები პროდუქტებში ქიმიურ ნივთიერებათა შემცველობა 

ქიმიური ნივ- 
თიერებები I II 

I2 ი (IL. - რი 
ხ ძა) რაა თაი 

ხთ ით, ძო _ ძიი 

პროდუქციის რაოდენობა I XI | X. I Xი 

პროდუქც. ერთეულის ფასი | რ | თ | თ 

  

ცნობილია, აგრეთვე II)-ური პროდუქტის ერთი ერთეულის ღი- 

რებულება ძ2,. ამოცანა მდგომარეობს ისეთი მენიუს შედგენაში, რო- 

მელიც ყველა საჭირო ნივთიერებას შეიცავს და დანახარჯი იქნება მი–- 
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ნიმალური. თუ X,-ით აღვნიშნავთ I1;ური პროდუქციის რაოდენობას, 

რომელსაც მენიუ ითვალისწინებს, მაშინ ამოცანის პირობა “შეიძლება 

ჩავწეროთ ცხრილში (ცხრ. 3). 

მათემატიკურად დიეტის ამოცანა შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ შემ- 
დეგნაირად: ვიპოვოთ 

( 
0)1X. + რაXა-L...+ რ თიX:>ხ,, 

რ21X1-+თააXგ-L..·-+ რ რაიXე>ხი, 

  
თი1X)––-0თაX-ე+... + ძიგX„>ხთ, 

X,->0, 

  X:გ2>0. 
V 

უტოლობათა სისტემის ისეთი ამონახსენი, რომელიც 

#ჯ=იბე–იწა+...+–- თ Xი 

წრფივ ფუნქციას მიანიჭებს მინიმალურ მნიშვნელობას. 

4 ტრანსპორტის ამოცანა. ერთი და იმავე სახის 

პროდუქცია მოთავსებულია „ე, 4/ე,...,4ე გაგზავნის პუნქტებში შე- 

საბამისად თ,, თძე,...რგ რაოდენობით. აღნიშნტფლ პროდუქციაზე მოთ- 

ხოვნაა 48), ,8ე,...183,, მიმღებ პუნქტებში შესაბამისად ხ,, ხ,,...,ხუ რაო–- 

დენობით. იგულისხმება, რომ 

ჩ” ი ლოვე 
L==1 1== 

(ე. ი. მოთხოვნილებები და არსებული ტოლია). 

#4 ,-ური ' გასაგზავნი პუნქტიდან ,8, მიმღებ პუნქტში ერთი ერთე- 
ული პროდუქციის გადატანით მიღებული დანახარჯი აღვნიშნოთ C,, 

ს იმბოლოთი, სადაც 1=1,2,...,I; 1==1,2,..-,/7. 

აზოცანის პირობა მოცემულია მე-4 ცხრილში. 

  

    

  

  
  

ცხრილი 4 

პუნქტი 
გაგზავნის · 8. 8ა ზი მარაგი 

პუნქტი ას 

4 C11 C15 ... C1= ძ. 
#ა C91 C2ი ... 065” თ 

4» Cი1 (XI. , ძი რი 

მოთხოვნები | ხ, | ხ. | ქ... ხი 20=28ხ| 
,     
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მოგვეთხოვება შევადგინოთ ტვირთის გადაზიდვის ისეთი გეგმა, რო- 

მელიც გადაზიდვასთან დაკავშირებულ საერთო ხარჯებს მინიმუმამდე შე- 

ამცირებს. 

თუ X,-ით აღვნიშნავთ #4; პუნქტიდან 8,-პუნქტში გადახიდული 

პროდუქციის რაოდენობას, მაშინ ცხადია უნდა შესრულდეს შემდეგი 

პირობები: 

ის“ ილ.+-Xოი=0), 
L.ზზზზ“““წ“““““"“"“"""'··' (1) 

%X1+-Xგი+...+L+X,ი=0ე, 

იაა იაი2 ი .. (2) 

IV + Xაი +... IX, == მაა. 

%)+Xა+L...+X·=ხ,, 

(0 სისტემა ნიშნავს რომ ყოველი '4, პუნქტიდან გავიტანოთ მთლიანად 

იქ მოთავსებული ტვირთი, ხოლო (2) სისტემა ნიშნავს რომ ყოველ 8, 

პუნქტში მივიტანოთ იმდენი, რამდენიც მას ესაჭიროება. ამ შემთხვე- 

ვაში საერთო დანახარჯი იქნება: 

#M=0 სიე, +“-ი ახა“... +0CთX, . (3) 

ამოცანის პირობის თანახმად საჭიროა (1) და (2) სისტემის ისეთი არა- 

უარყოფითი X,;; ამონახსნების პოვნა, რომელიც (3) გამოსახულებას მი- 

ანიჭებს მინიმალურ მნიშვნელობას. 

§ 9. წრფივი დაპროგრამების ძირითადი ამოცანა 

ჩვენ განვიხილეთ ამოცანები, რომლებეც შინაარსით ერთმანეთისა–- 

გან საკმაოდ განსხვავებულია, მაგრამ მათი მათემატიკური მოდელი 

თითქმის ერთი და ჭიგივეა. კერძოდ, უცნობებს მოეთხოვებათ რომ ისი- 

ნი იყვნენ არაუარყოფითები და დააკმაყოფილონ რაიმე განტოლებათა 

ან უტოლობათა სისტემებე. შევნიშნოთ, რომ უტოლობების “დაყვანა 

განტოლებებზე ადვილი შესაძლებელია თუ შემოვიღებთ დამატებით 

უცნობებს და მათ დავუმატებთ ან გამოვაკლებთ ”უტოლობის ერთ-ერთ 

მხარეს. გარდა ამისა, უცნობებს „მოეთხოვებოდათ, რომ მათ რაიმე 

წრფივი ფუნქციისათვის მიენიჭებიათ მაქსიმალური ან მინიმალური 

მნიშვნელობა. აქაც შევნიშნოთ, რომ მაქსიმუმი” მოთხოვნა ყოველ- 

თვის შეგვიძლია დავიყვანოთ მინიმუმის მოთხოვნაზე, თუ მას გავამ- 

რავლებთ მინუს ერთზე. აქედან გამომდინარე, შეგვიძლია მათემატიკუ– 
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რად დავსვათ ასეთი ამოცანა: მოცემულია # უცნობიანი /. წრფივ გან- 

ტოლებათა სისტემა: 

მერს –რთაბე+-...+- მ იXგ=ხ,), 

რა: + მააXა--...+რმაიXე ხე, (1) 

თაი +თ)აXა+..+-0მთეჯა=ხი 

და ამავე უცნობების წრფივი ფორმა 

#=თფX+ნ0ნაXა+...+6,% (2 

(როგორც წესი /::>>#ი?, ამიტომ (1) სისტემას აქვს უამრავი ამონაზსენი). 

საქიროა ვიპოვოთ (1) სისტემის ისეთი არაუარყოფითი ამონახსენი, 

რომელიც (2) ფორმას მიანიჭებს მინიმალურ მნიშვნელობას, ასეთი 

სახთ დასმულ ამოცანას ეწოდება წრფივი დაპროგრამე- 

ბის ძირითადი ამოცანა. 

(1) სისტემას ეწოდება შეზღუდვათა სისტემა, ზოლო (2) 

წრფივ ფორმას -–-– მიზნის ფ უნქცია. 

(1) სისტემის ყველა ამონახსენს, რომელიც აკმაყოფილებს პირო– 

ბას 

X,>0, 1=1,2,...,# 

ეწოდება დასაშვები ამონახსენირ ისეთ დასაშვებ ამონახსენს, 

რომელიც (2 წრფივ ფოომას ანიგებს მინიმალურ მნიშვნელობას, 

ეწოდება ო პტიმალური ამონახსენი. 

წრფივი დაპროგრამების ძირითადი ამოცანა შეიძლება ჩამოვაყალი- 

ბოთ ასე: ვიპოვოთ 

#=CX 

ფუნქციის მინიმუმი თუ X არის 

(4X=8 

L X>0 
სისტემის ამონახსენი„ სადაც 

ხ, I–– 

C=(თფ0ლეი,....C,) მატრიცა-სტრიქონია: 8= ხი "1 და X= 22 

ს ნი XI 
მატრიცა-სვეტებია, ხოლო 

0)1 Cეე...C, 

4= რიკ რიი...რიც 

რიე (თა...) 
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არის (1) სესტემის კოეფიციეენტებისაგან შედგენილი მატრიცა. წრფივი 
დაპროგრამების ძირითადი ამოცანა შეიძლება ჩავწეროთ ვექტორული 
სახით: 

ვიპოვოთ =CX ფუნქციის მინიმუმი თუ X არის 

X06,+X.ნაL ... – X,ზ,=ჩ, 

' X>0 

სისტემის ამონახსნები, სადაც 

X% თ 

=> ჯ ი ი,ი . X = 2 : #,= ' , ჯ=1, 2,,../1: 

% 0; 

ხ, CI 

ჩ.= ხი : 6C= 2 

X ი, 

ვექტორებია. 

თეორემა 1. წრფივი დაპროგრამბის ამოცანის დასაშვებ ამო- 

ნახსნთა სიმრავლე ამოზნექილია. 

საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ ნებესმეერე ორი დასაშვებე ამონახს- 

ნის წრფივი ამოზნექილი კომბინაცია აგრეთვე წარმოადგენს ამონახსნს. 

ვთქვათ X,) და X,ც არიან ამოცანის დასაშვები ამონახსნები, ე. ი. 

4X.=8 ა 4Xა=8 

1 X2ი ! X,>9. 
განვიხილოთ X,) ღა X,-ის წრფივი ამოზნექილი კომბინაცია 

X=1X+(1–)XL, სადაც 0ლ1ლ= 1. 

მაშინ 

4X=74I(X1+(1--–0X,)=14X,+(1-–-–04%X:=კ8+(1-–708= 

=(8+8-/8=8, 

ე- ი 

4X=8., 

მაშასადამე, X-იც წარმოადგენს დასაშვებ ამონახსნს. დასაშვებ ამონახ– 

სნთა სიმრავლე განისაზღვრება (1), სისტემაში შემავალი ჰიპერსიბრტ–- 

ყეებით, რომელთა რაოდენობა სასრულია. 
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დაუმტკიცებლად ჩამოვაყალიბოთ შემდეგი: 
თეორემა 2. თუ წრფივი დაპროგრამების ძირითად ამოცანას 

აქვს ოპტიმალური ამონახსენი, მაშინ მიზნის ფუნქცია ოპტიმალურ 

რელე ნელობას მიაღწევს დასაშვებ ამონახსნთა სიმრავლის რომელიმე 

ვეროზე. 
ახლა განვიხილოთ საკითხი როდის აქვს ამონახსენი შეზღუდვათა 

(1) სისტემას. ამისათვის საჭიროა სისტემის მატრიცის ” რანგი ტოლი 

იყოს გაფართოებული მატრიცის რანგის (კრონეკერ-კაპელის თეორემა) . 

იმ შემთხვევაში, როდესაც ეს რანგი ტოლია უცნობების რაოდენობის 

(I-ის), მამინ სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსენი და რაიმე ოპტი- 

მალურ ამონახსენზე ლაპარაკი ზედმეტია. თუ ეს ამონახსენი იქნება და–- 

საშვები, მაშინ ის ოპტიმალურიც იქნება. ამიტომ წრფივი დაპროგრა- 

მების ამოცანისათვის საინტერესოა ის შემთხვევა, როცა ”< ჩ. იმ ” უც- 

ნობს, რომლის კოეფიციენტებისაგან შედგენილი დეტერმინანტიც გან–- 

სხვავებულია ნულისაგან, ვუწოდოთ საბაზისო უცნობები, 

ხოლო ლღანარჩენ #=ჩ––+ უცნობებს – თავისუფალი უცნო- 

ბები შემდეგისათვი, ზოგადობის შეუზღუდავად, ჩავთვალოთ, 

რომ X. Xა,-..X არიან თავისუფალი უცნობები, ხოლო X/,),; XMვი:->-; 
XV საბაზისო უცნობები 

ცნობილია (იხ. (16) თ. 1. §3), რომ საბაზისო უცნობები შეიძლე–- 

ბა გამოვსახოთ თავისუფალი უცნობებით. 

ვთქვათ, ასეთი გამოსახვის შემდეგ (1) სისტემიდან მივიღეთ 

XM1=C)IX +C,ეაXე+...--CIMXსL-+L წ), 

XI" =Cი1X + ეიXე+ ...+CC9სXს–+ ჩა, 
(3) 

X ე =თენ- თ,აXა-L.. -+Cთ,-.X,+ჩ,. 

თუ (3)-ს შევიტანთ (2)-ში, მაშინ წრფივი ფორმაც შეიძლება გამოვსა– 

ხოთ თავისუფალი უცნობებით. დავუშვათ, რომ მან მიიღო შემდეგი სახე: 

#=470+ /,(X,+.../.XI) (4) 

მაშინ) წრფივი დაპროგრამების (1), (2) ამოცანის ნაცვლად, ჩვენ შეგ- 

ვიძლია დავსვათ (3), (4) ამოცანა. იმის გათვალისწინებით, რომ ამო– 

ნახსნებე დასაშვებიც იყოს, საჭიროა შესრულდეს #” უტოლობა # უც- 
ნობის მიმართ: 

( X.>90, 

| X.>0, 

' , (5) 
Cთ)1X)--Cთ,ეX2-- ..·+C) + ჩ1:>0, 

| C.1X) --C,Xა-- ... –Cთ, MXს+ ზ M#=>>9. 
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ცხადია, რომ (3) სისტემის ყველა დასაშვებ ამონახსენს შეესაბა- 

მება (5) უტოლობის ამონახსენი და პირიქით, თუ ავიღებთ (5)-ის რაი- 

მე X,0), ჯა... 9), ამონახსენს და ვიპოვით (3) სისტემით: 

XVI, ,=თ,X,)--Cთ,აXა9-- ...+რC)სX,(0-+-ჩ,; I=1,2,..../-–-ჩ 

ამონახსნებს, იგი დასაშვებიც იქნება, ე. ი. იქნება (1) სისტემის დასაშ- 

ვები ამონახსენიც, 

§ 3. წრფივი დაპროგრამების ამოცანის ბგეომეტიული ინტერპრეტავია 

როგორც უკვე აღვნიშნეთ, წრფივი დაპროგრამების ამოცანის შეზ- 

ღუდვათა სისტემის ამონახსნები ქმნიან ამოზნექილ სიმრავლეს, რო- 
მელიც “შემოსაზღვრულია ჰიპერსიბრტყეებით. იმ შემთხვევამი როცა 

შესაძლებელია ორი ცვლადით გამოვსახოთ ეს შეზღუდვები, გეომეტრი- 

ული წარმოდგენა სიბრტყეზე კარგი საშუალება იქნება თვალსაჩინოე- 

ბისათვს. დავსვათ ფორმალურად კონკრეტული ამოცანა და ამოვხს- 

ნათ იგი გეომეტრიულად. 

ვთქვათ, ოთხი სახის ნედლეულით შეიძლება დავამზადოთ ორი სა- 

ხის პროდუქცია. დანახარჯები, შემოსავალი და ნედლეულის რაოდენო- 

ბები მოცემულია ცხრილით (ცხრ. 1) 

  

  

ცხოი ლი 1 

ნედლეული მარაგი პოოდუქცია 

5, 19 2 3 
5) 13 2 1 
5ყ 25 0 3 
5) 18 3 0 

შემოსავალი 7 5   
ცხრილი ასე წაიკითხება: II, პროდუქციის ერთი ერთეულის დასამ - 

ზადებლად საჭიროა 5, სახის ნედლეულის ორი ერთეული; 5„,-სახის 

ნედლეულის 2 ერთეული; 5ე არ არის საჭირო, ხოლო 5, ნედლეულის 

3 ერთეულია საჭირო. 

LIს პროდუქციის ერთი ერთეულის დასამხადებლად საჭიროა 
ვ, 1, 3,0 რაოდენობის შესაბამისად 5,, 5), 5<ვდა 5ვ ნედლეული. II, პრო- 

დუქციის ერთი ერთეული იძლევა 7 ერთეულ შემოსავალს, IIკ-კი 

5-ერთეულს. გვეკითხებიან IL, და II, პროდუქციის რამდენი ერთეული 

უნდა დავამზადოთ, რომ მივიღოთ მაქსიმალური შემოსავალი. 
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აღვნიშნოთ X, და X„-ით შესაბამისად II, და II პროდუქციის =აოდე- 
ნობა. მაშინ შეზლუდვათა სისტემა ჩაიწერება ასე: 

2X,+-3X-=19, 5, ნედლეულისათვის 

2X-+–-Xალ13, 5. ნედლეულისათვის (1) 

3X-:=15, ზვ ნედლეულისათვის | 
3X,ლ18 §,ე ნედლეულისათვის 

ხოლო შემოსავალი იქნება: 

#M=7X,+5Xა. (2 

შემოვიღოთ Xვ, XV, Xა, X, დამხმარე უცნობები,რომელთა საშუალებით 

შეზღუდვათა (1)სისტემა ჩაიწერება დაპოო გრამების ძირითადი ამო- 

ცანის სახით: საჭიროა ვიპოვოთ 

29, +3Xე+“Xვ=19, 

26-+-Xა+-Xკ=13, 

3X.ა-++X.=15, (3) 
30.4+-Xგ=18. 

სისტემის ისეთი არაუარყოფითი ამონახსნები, რომლებიც #= -–-7X, – 

“- 5X, მიზნის ფუნქციას მიანიჭებს მინიმალურ მნიშვნელობას. შევაღ– 
გინოთ სისტემის მატრიცა 

231000 
210100 

4= 03.0 0 1.0 |' 
30000 1 

მისი რანგი „=4 (კერძოდ, ბოლო ოთხი სვეტით შედგენილი დეტერმი– 

ნანტიგანსხვავებულია ნულისაგან). ამიტომ საბაზისო უცნობებად ჩავთ- 

ვალოთ Xვ, X,, X. და X ხოლო თავისუფალ უცნობებად X, და ჯX.. თუ 

მოვითხოვთ ყველა ცვლადის არაუარყოფითობას, მივიღებთ შეზღუდ- 

ვათა სისტემას: 

19--2X,––3X,>90, 
13--2V-–-X.->90, (4) 
15––3X.:>0, 

| 18––3X,>9. 

რაც შეეხება მიზნის ფუნქციას, ის თავიდანვე გამოსახული იყო თავისუ- 

ფალი უცნობებით. 
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2. X,0Xა სიბტრყეზე ავა– 

გოთ (4 სისტემით გან- 

  

  

    

  

      

(L)) საზღვრული არე, რისთვი– 
სს (დ) ” საც პირველ რიგში ავა- 

(9) „> „V გოთ მასში შემავალი უტო- 
6 ლობების წესაზამისი წრფე- 

2 ები (ხახ. 41 C 

ა» ი | X=0, (ა) 2 ჯ > (ბ) | X-=0, თ 
ივ, III ი.ს (ბ) I 19--2% -–-3X:=0, (გ 0 M 13-20 ––X-=0,LC (დ) 

3 1 მა–თ, (ე) 
ნახ. 41, L 1 8--3X,=0'· (3) 

ღამპტრიხული ნაწილლი იქნება დასაშვები ამონახსნების სიმრავ- 

– ახლა ვნახოთ რას წარმოადგენს #,=-–-7X -–--5Vე ტოლობით განსახ- 
ღვრული წერტილების სიმრავლე. როგორც ცნობილია სხვადასხვა #)- 
ისათვის ისინი იქნებიან პარალელური წრფეები. 42-ე ნახაზზე მოცემუ- 

ლია #ე=-17,5; ჩ,=--35 და ჩელ=--52,5-ის შესაბამისი წრფეები. 
ნაბაზზე ისარი მიუთითებს #,-ის კლებადობის დროს წრფის გადაადგი- 

ლების მიმართულებას. ამიტომ აგებენ #)-ის რაიმე მნიშვნელობისა- 
თვის წრფეს, ისე, რომ ის გადიოდეს დასაშვები ამონახსნების 

რომელიმე წერტილზე (ვთქვათ, #ე-ზე ნახ. 41) და შემდეგ იგი გადააქვთ 

პარალელურად კლებადობის მიმართულებით, მანამ, სანამ არ შეეხება 

უკიდურეს წერტილს, დასაშვები ამონახსნების სიმრავლიდან. 

ჩ,-ის კიდეე ოდნავ მემცირება გამოიწვევს იმას, რომ დასაშვები 

ამონახსნების სიმრავლიდან 

აღარ მოიძებნება ერთი ისე- 

თი წერტილიც კი, რომელ- 

ზეც გაივლის მიხნის ფუნქ- 

ცია. ასეთი დასაშვები ამო- 

აახსნის შესაბამისი წერტი- 

ლია /M (5, 3). ეს იმას ნიმშ- 

ნავს, რომ ოპტიმალური ამო- 

ნახსენი იქნება X,=5 და 

Xა-=3 და მიზნის ფუნქცი- 

ის შესაბამისი მნიშვნელობა ნახ. 42 
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#ლ=–-7-5-5-3=50, ე. ი. ”/=50, რაც იმას ნიშნავს, რომ არსებუ–- 

ლი ნედლეულის გამოყენებით” შეიძლება დავამზადოთ || პროდუქციის 

5 ერთეული და II. პროდუქციის 3 ერთეული, რაც მო მს უდიდეს 
შემოსავალს (50 ერთეულს). პფ . 

§ 4. სიმპლექს-მეთოდის იდეა 

|ჩვენ ზემოთ გეომეტრიული მეთოდით ამოვხსენით წრფივი დაპროგ- 

რამების ძირითადი ამოცანა. ამ მეთოდით "ამოცანის ამოხსნა შეიძლება 

მხოლოდ მაშინ, როდესაც |თავისუფალი უცნობების. რაოდენობა #=2, 
სხვა "შემთხვევაში ამოცანის გრაფიკული ამოხსნა |შეუძლებელია. ამი–- 

ტომ აუცილებელია შევისწავლოთ ამოცანის ამოხსნის ანალიზური მე- 

თოდი. ერთ-ერთ ასეთ მეთოდს წარმოადგენს ე. წ სიმპლექს- 

მეთოდი, ანუ გეგმის თანდათანობით გაუმჯობესების მეთოდი. 

სიმპლექსური მეთოდის იდეა მდგომარეობს იმაში, რომ დასაშვები 

ამონახსნების სიმრავლიდან იღებენ რაიმე ამონახსნს და გარკვეული გარ– 

დაქმნების გამოყენებით გადადიან ახალ ამონახსნზე ისე, რომ ახალი 

ამონახსნის შესაბამისი მიზნის ფუნქციის მნიშვნელობა ნაკლები იქნება 

წინა ამონახსენის შესაბამისი მიზნის ფუნქციის მნიშვნელობაზე. ასეთი 

იტერაციების სასრულ რიცხეჯერ გამოყენებით მიიღება ოპტიმალური 

ამონახსენი. 

განსაზღვრება. წრფივი დაპროგრამების ძირითადი ამო- 

ცანის ისეთ დასაშვებ ამონახსენს, #ომელიც “ბეესაბამება თავისუ- 

ფალი უცნობების ნულოვან მნიშვნელობებს ეწოდება საბაზი სო 
ამონახსენი. 

დაუმტკიცებლად მოვიყვანოთ შემდეგი 
თეორემა. თუ მოცემულია წრფივი დაპროგრამების ძირითადი 

ამოცანა, რომელსაც გააჩნია ოპტიმალური ამონახსენი მაშინ არსე- 

ბობს ერთი მაინც ოპტიმალური საბაზისო ამონახსენი. 

სიმპლექსური მეთოდის გამოყენებით ხდება ამონახსნებიდან ოპტი- 

მალური ამონახსენის პოვნა. 

| ახლა, აღნიშნული მეთოდით, ამოვხსნათ წინა პარაგრაფში გეომეტ- 

რიული მეთოდით ამოხსნილი ამოცანა: 

შევადგინოთ შეზღუდვათა სისტემა 

Xვ=19--2X––-3X) 

| X.=13-–-2ს- ––X- 

X=15–-–-3Xა (1) 

| Xგ=18–3X% 

-და მიზნის ფუნქცია 
#ელ–-7X –-5Xა. (2 
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აქ თავისუფალ უცნობებად აღებულია X, და X,, მაშინ საბაზისო ამო–- 

ნახსენი იქნება: 

X=0, X.ა=0, Xე=19, X,=13, X=15, Xგ=18. 

მიზნის ფუნქციის შესაბამისი მნიშვნელობა იქნება #,=0. (2) გამოსა- 

ხულებაში ორივე თავისუფალი უცნობი შედის უარყოფითი კოეფი- 

ციენტით, ამიტომ ნებისმიერი მათგანის გაზრდა გამოიწვევს წრფივი 

ფორმის შემცირებას (შევნიშნოთ, რომ არც ერთის შემცირება აო 'მეგ– 

ვიძლია რადგან მათ უკვე აქვთ მიღებული უმცირესი მნიშვნელობა). 

ავიღოთ და გავზარდოთ მაგალითად, X, (1=0 დავტოვოთ უცვლელად). 

Xა-ის გაზრდა ჩვენ გვაწყობს უსასრულოდ (მიზნის ფუნქციაც ”'შემ–- 

ცირდება უსასრულოდ), მაგრამ (1) სისტემიდან ჩანს, რომ ეს გამოიწ– 

ვევს საბაზისო უცნობებისათვის უარყოფითი მნიშვნელობების მიღე- 

ბას, რაც არ შეიძლება რადგან ამონახსენი აღარ იქნება დასაშვები. ამი– 

ტომ Xა-ს მივცეთ ისეთი უდიდესი მნიშვნელობა, რომ ერთ-ერთი 

საბაზისო უცნობი გახდეს ნულის ტოლი და სხვები დარჩნენ კვლავ 

დადებითი. ასეთი მნიშვნელობაა Xა=5, მაშინ X, გახდება ნულის 
ტოლი. 

ავირჩიოთ ახლა თავისუფალი უცნობების ახალი X, და Xა წჟუვილი, 

მაშინ საბაზისო უცნობები იქნებიან X,:, Xვ, X, და X. გამოვსახოთ სა- 
ბაზისო უცნობები და წრფივი ფორმა ახალი თავისუფალი უცნობებით, 

მივიღებთ: 

| Xა=5 – _Xა 

Xვ=4-2%-X   

=
=
 

  

1 (3) 
X.,=8--2X, + 3 X5 

! Xგ=18-–-3X, 

5 
I,ლ=-25-7%-+- 2 X. (4) 

საბაზისო ამონახსენი ამ შემთხვევაში იქნება: 

X.=0, X.=0, X·ა=5, Xე=4, X)=8, Xგ=18, 

ხოლო მიზნის ფუნქცია 

ჩ,ლ--25. 

(4) გამოსახულებაში X, უცნობი შედის უარყოფითი ნიშნით, ამიტომ 

მისი გახრდა გამოიწვევს მიზნის ფუნქციის მნიშვნელობის შემცირებას. 
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გავზარდოთ X,-ის მნიშვნელობა ორამდე. როცა X,=2 (ს =0), მაშინ 

(3) სისტემის მეორე ტოლობის მარჯვენა მხარე გაუტოლდება ნულს 

(X:=0), ხოლო სხვა უცნობები დარჩებიან ისევ დადებითი. X,-ის კი- 

ღევ უფრო გაზრდა გამოიწვევდა მიზნის ფუნქციის კიდევ უფრო შემ- 

ცირებას, მაგრამ Xე გახდებოდა უარყოფითი და ამონახსენი აღარ იქნე- 

ბოდა დასაშვები. 

ამიტომ უნდა ავიღოთ თავისუფალი უცნობების Xვ და X, წყვილი. 

გამოვსახოთ ამ თავისუფალი უცნობებით სხვა უცნობები და მიზნის 

ფუნქცია, მივიღებთ 

3 (5) 

#ე=-39+ “ X·-. 6) 1 + 2-9 6“ ( 

ამ შემთხვევაში საბაზისო ამონახსენი იქნება: 

Xვ=0. Xა=0, X,=2, Xა=5, X.=4.: Xგ=12, 

ხოლო მიხნის ფუნქციის შესაბამისი მნიშვნელობა 

M,ლ=--39., 

(00 გამოსახულებაში X, უცნობი შედის უარყოფითი კოეფიციენტით, 

ამიტომ მისი გაზრდით მიხნის ფუნქციის მნიშვნელობა შემცირდება. 

შეენიშნოთ, რომ როცა X:=6(Xვ=0), მაშინ (5) სისტემის მესამე ტო- 

ლობის მარჯვენა მხარე გაუტოლდება ნულს (X,=0), ხოლო სხვა უცნო- 

ბები დარჩებიან დადებითი. ცხადია, რომ X.-ის 6-ხე მეტ მნიშენელობას 

შეესაბამება უარყოფითი X, და ამიტომ ამონახსენი აღარ იქნება დასამ- 

ლი. 

ს ამრიგად, თუ გადავალთ თავისუფალი უცნობების ახალ. X;ვ, X, წყვილ- 
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ზე და მათი საშუალებით გამოვსახავთ სხვა უცნობებს და მიზნის ფუნქ- 
ციას, მივიღებთ 

ა I თ --
 1 დ 

ჯა 
გ 

I 
I 

თ 
2C 

+ 
1| კ. + 

>
)
 

სა
ლა

 
სა
|=
 

>I
Cა
 

2 
–
 

კ I გ 

თ I Cა
 I ა + 

2–
-I
Cა
 

სა
 

ა 
ს
ა
)
 

> 
> 
I
.
 

+ § 

ვ 11 
1 + ვ + 2 %ა (7; 

თავისუფალი უცნობების ასეთი შერჩევა გვაძლევს “შემდეგ საბაზისო. 

ამონახსენს: 

X=5, X-ა=3, Xვ=0, Xა=0, X.=6, X-=3. 

მი ზნის ფუნქცია #ე=-–-50. 

(7) ტოლობით განსაზღვრული მიზნის ფუნქციის მნივშნელობაში ყვე– 
ლა '(უცნობი შედის დადებითი კოეფიციენტით. ამიტომ ნებისმიეოი მათ–- 

განის გახრდა (შემცირება არ შეიძლება) გამოიწვევს მიზნის ფუნქციის 

გაზრდას. მიღებული საბაზისო ამონახსენი იქნება ოპტიმალური და 
წოფივი ფორმის მინიმალური მნიშვნელობა ”»,= -–-50. მივიღეთ იგი– 

ვე ამონახსენი რაც გრაფიკული მეთოდით ამოხსნის შემთხვევაში. 

§ 6. სიმპლექს-მეთოდის ალგებრა 

განვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების ძირითადი ამოცანა და შევის–- 

წავლოთ შეზღუდვათა სისტემისა და მიზნის ფუნქციის ალგებრულ გარ– 

დაქმნათა კანონები ამოცანის სიმპლექს-მეთოდით ამოხსნის შემთხვე– 

ვაში. 

ვთქვათ, შეზღუდვათა სისტემასა და მიზნის ფუნქციას აქვთ სახე: 

0)1X+--თ.იXი ...+- თ იაXი == ხ1 
ძთეეX1 +თი:;X--L ...+-თეაXე == ხი 

”ს,'  '"M"””"''"''""" 

თაი)X,+0ია:X-L..-რთთაX-=ხი 

ს”=0ა+CX+0:X-L+.-.-+ მეჯ. (2. 

დავუშვათ, რომ (1) სისტემის რანგი „<#ჩ. შეგვიძლია უცნობთა ისეთი 

დანომვრა, რომ თავისუფალ უცნობებად აღმოჩნდეს პირველი # უც- 
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ნობი: X,, Xე,..- XL (მათი რიცხვია #=#0-–-). ამ შემთხვევაში (1) და (2X 

გამოსახულებები მიიღებენ სახე :..· 

, · , , XI+1=0 111 +0 ,იXა+...+0 1IMსL-+ჩ, 
იქო ოიიიათთი ს .... 

, · 

Xხ.,)=0რ გბ 0 (2X24-აი 4-0 ციო წ, (3ა· 

ტრი ი ია აია იძე : ი რ « # ი .· · · ი 

X„=0 ' 9+2" "'„აXგ+... + თ. LXLს+წ, 

#=47–+-%7 1X+..-+ 17 MX#- (4): 

თავისუფალ უცნობთა ასეთი შერჩევის შესაბამისი საბახისო ამონახსე– 

ნია: 

Xა=0, Xა=0,.., XL=0, XI.1=8ჩ,,..-·#ელ=ჩ.. (5) 

ვთქვათ, (5) ამონახსენი დასაშვებია. ეს იმას ნიშნავს, რომ ჩ,, ჩ.,...,ჩ- 

არაუარყოფითი რიცხვებია. ამ ამონახსენის შესაბამისი ფორმა #ჩ=%ა. 

ვაჩვენოთ, როგორ უნდა გადავიდეთ (5) დასაშვები საბაზისო ამო- 

ნახსენიდან სხვა დასაშვებ საბაზისო ამონახსენზე ისე რომ # ფორმამ 

მიიღოს +ე-ზე ნალკები მნიშვნელობა. (3) და (4) ფორმულები გადავწე– 
როთ შემდეგი სახით: 

/ XხM+ 1=ჩ,--(-0,)ე ი–--..--0 XI), 

XIM+I= ჩ, –(-0ი ცხარე), (3) 

I =ჩ,--(-ი” Iს), 

ს=V –-(--V 59-ე). (4) 

შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

–-ი ;კ,=0თ,); –-), =%) ((7=1,2,...,,: 1=1,2,...,M), 

მაშინ მივიღებთ: 

XM1= წ) (1 +.-.-+-C III), 
· · · · ·. # ჩნ #6 

9,=წ- დეტ. -"+% XI), 
-. . · · (6) 

XI. _–_–_____  –. 

X.=ჩს,–-(:%+C...+-C,. XI), 
#=%ე–-(7% + -...-C47IXI). (7) 
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დ<ევნიშნოთ, რომ ყველა შემთხვევაში, სიმპლექს-მეთოდის გამოყე- 
ნების დროს, შეზღუდვათა სისტემა და წრფივი ფორმა უნდა ჩავწეროთ 

(6) –– (7) ფორმით. 

დევადგინოთ (6) და (7) ფორმულების კოეფიციენტებისაგან ცხრილი 

ღა მას ვუწოდოთ თავისუფალ უცნობთა მოცემული შერჩევის შესაბამი- 

სი სიმპლექს-ცხრილი (ცხო. 1). 

  

     

  

   

  

  

  

ცხრილი 1 

თავისეფალი 

უცნობები | X, ... X§ -.. | X, ... X 
საბაზი,რო 

უცნობები 

2 ჩ)| თი | ·-- CთI§ | .·.. თ; ... თ. 

XM+·I ზ, თ .. · თ. ... თ; · · თ. 

X.+ ჩი თ) ·> | თა | ·.. | «ე | ·-- | =, 
X ჩ-! თ | ·-. | თ« | ·-. | თ; | ·.. | თ» 

L სი) "V! | ... | “ა | ... | ?; | ... | 4“. 
  

განვიხილოთ ის თავისუფალი უცნობები, რომლებიც # ფორმის გა« 

მოსახულებაში შედიან დადებითი /”,; კოეციფიციენტით და ამ უც- 

ნობებედან განვიხილოთ რომელიმე ერთი, მაგალითად X; (გარკვეუ- 

ლობისათვის მიღებულია. ავიღოთ ისეთი თავისუფალი X,1 უცნობი, 

რომლის 4; კოეფიციენტიც უმცირესი დადებითი რიცხვია, მაგრამ ეს 

პირობა არ არის აუცილებელი). თუ ყველა თავისუფალი უცნობისათ- 

ვის შევინარჩუნებთ ნულოვან მნიშვნელობებს, გარდა X; უცნობისა, 

2აზინ ამ უკანასკნელის გაზრდა გამოიწვევს ” ფორმის შემცირებას. 

როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ X,-ის გაზრდა შესაძლებელია მანამდე- 

სანა XI. XM+....-X, საბაზისო უცნობებიდან რომელიმე პირველად 

არ გახდება ნულის ტოლი. მაგრამ როდის შეიძლება მოხდეს ეს? პასუ- 

ხისათვის მივმართოთ (6) სისტემას. თუ მასში ყველა თავისუფალი უც- 

ნობი ნულის ტოლია, გარდა X,-სა, მაშინ მივიღებთ: 

XM1=ჩ-–C)X, 

X+I=ჩ--თ,ეX, ((3) 

X,=ჩ.–თ,;X,. 
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თუ თ,;,ლ0, მაშინ X,-ის გაზრდა გამოიწვევს X,,,-ის გაზრდას. მა–- 

შასადამე, X-,; საბაზისო უცნობი ნულს არ გაუტოლდება როგორც 
უნდა გავზარდოთ X,., ამიტომ, როცა თ,კ<0, შეგვიძლია X,, ; საბაზისო 

უცნობებზე ყურადღება არ შევაჩეროთ. 

ახლა განვიხილოთ მხოლოდ ის X.,, საბაზისო უცნობები, რომელ- 

თათვისაც C,,->0. (8) სისტემიდან ცხადია, რომ X».,, საბაზისო უცნობი 

გახდება ნულის ტოლი, როცა X, = V. შევნიშნოთ, რომ 
თ. 

” 

M#20 რ 
(427) 

(რადგან პირობის თანახმად ჩ,>>0). დავუშვათ 

8 “), Cთ;)>0, (10) 

“რ... 

მაშინ ცხადია, რომ ნულოვანი მნიშვნელობიდან X-ის გაზრდით, პირ- 

ველად ნულის ტოლი გახდება სწორედ X,,, საბაზისო უცნობი. და- 

ნარჩენი საბაზისო უცნობები ჯერ კიდევ შეინარჩუნებენ არაუარყოფით 

მნიშვნელობებს. თ,), კოეფიციენტი დიდ როლს ასრულებს შემდგომ 

გარდაქმნებში. ამიტომ Cთ,;,:ს ვუწოდოთ გენერალური ელე- 

მენტი, L-ურ სტრიქონ ––გენერალური სტრიქონი, 

ხოლო /-ურ სვეტს ––გენერალურთდი სვეტი. 
ახლა X, თავისუფალი უცნობი გავხადოთ საბახისო პუცნობად და 

მის ნაცვლად თავისუფალ უცნობთა რიცხვს მივაკუთვნოთ XV; უც- 

ნობი. თავისუფალ და საბახისო უცნობთა კომპლექსებში დანარჩენი 

უცნობები უცვლელი დავტოვოთ: XIს) XM. ი,'-აXM+ L-ს აყ XM+I+1) 

..Xგ საბაზისო უცნობთა ახალი კომპლექსი გამოვსახოთ თავისუფალ 

უცნობთა ახალი X,, Xა,...X) -0XM+ 0 XI;1)-.ეXჩ კომპლექსით. (6) სის- 

ტემის L-ური განტოლებიდან მივიღებთ: 

Xი-,=ჩ,-–-თებ თ, ნ) ს CI) XL M6-IXI 1 ლ CIIXI. 

აქედან 

1 
X)=– (ზა––- თებ ..–-CI)-1X,  ––XM (ო–X),C, 1 აა–-%I,სXM 

CI) 

ანუ 

ჯ CთდI ' CI))I.-) , 1 

X;= ს. -(29%+ #6 9351 + – XII + 
თ) VXCI) CI) CI) 

C, CI (11) +-V9V+ +... + |. 

CI, CI) 

2). ზ. ნაცვლიშვილი და სხვ, 321



დანარჩენი საბაზისო უცნობები რომ გამოვსახოთ ახალი თავისუფალი 

უცნობებით, საკმარისია (11) ფორმულით განსახღვრული Xჯ,-ს მხიშვ- 

ნელობა შევიტანოთ (6) სისტემის განტოლებებში. /-ური განტოლები- 

დან მივიღებთ: 

თ; CI/CI) CI;C;I-1 
X.+|=ჩ- ––- | | თვ“ ი5.ა..4+“I თც ე აებეებბ ცელ 

(228) C,; CI) 

თ); თ)/დ; ჯC; 12 –ია(+( თი- 94 )რ» LC... +(თა- შია) » I, (12 

ჰ ' 1 

სადაც 1=1,2,..., L-1, (--1,..., ”. ანალოგიურად 

:0; - (#4 
ჩ-ა წი (დ – 7-1» ++ (- 4 009 ა. ს 

CI) XI) CI) 

თ, 13 _ V – – მწი ხა > +(»-74)X, L (03) 
(<3) Cთ;; CI) 

თუ ახალი თავისუფალი უცნობები ნულის ტოლია, მაშინ ახალ საბაზი- 
სო ამონახსენს და # ფორმას შესაბამისად ექნებათ შემდეგი სახე: 

X.=0, (8=1,2,... 1-1, ჩ+–ს I+1,.., #0) 

», = M, XLII =ჩ, _ 59! ხV-) 2... 1-1, (-1,..-, იჩ (14) 

CI) CII 

”=%– ი 05) 
"I 

ის ფაქტი, რომ მიღებული საბაზისო ამონახსენი წარმოადგენს დასაშ–- 

ვებს და რომ მისი შესაბამისი ” ფორმა შემცირდა “შეიძლება უშუ- 

ალო შემოწმებით. მართლაც, პირობის თანახმად ყველა ჩ,>0, თ,,>90 

(მერჩევის თანახმად), ე. ი. ჩ > 0. შემდეგ, თუ თ;.;, <0, მაშინ 
C,, 

თ, ,LM ლ0 და ამიტომ, როგორც (14)- დან ჩანს X,.,>>0. თუ C«,,>9, 
'თ 

მაშინ (10)-ის თანახმად 

XII=C,, ს, –'' |>ი. 
CC) XC.) 

თ;; გენერალური ელემენტისათვის 7»,>>0. ამიტომ როგორც (15)-დან 

ჩანს # ==47ი –“ 7) I <V ე. ი. L ფორმის მნიშვნელობა არ იზრდება. 

ხოლო თუ ჩ,>9, მაშინ # მკაცრად მცირდება. 
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შენიშვნა. ჩვენი მსჯელობიდან ჩანს, რომ: 

1) გენერალური ელემენტის შერჩევის (10) პირობა უზრუნველყოფს 
ახალი საბაზისო ამონახსენის დაშვებას. 

2 7; კოეფიციენტის დადებითობა უზრუნველყოფს /# ფორმის 

არაზრდადობას ახალ საბაზიო ამონახსენზე გადასვლისას, თუ 7,<0, 

მაშინ ფორმა შეიძლება გაიზარდოს. ჯ,=0 არ იწვევს #-ის ცვლილებას. 
ეს ფაქტები უშუალოდ გამომდინარეობს 

# =%– ყმ. (16) 
C,კ 

ფორმულიდან. 

3) (16) ფორმულიდან ჩანს, რომ თუ ჩ,=0, მაშინ /,;ს ნიშნის და- 

მოუკიდებლად, ახალ საბაზისო ამონახსენზე გადასვლისას, # არ შე- 

იცვლება. 

4) კონკრეტული ამოცანების სიმპლექს-მეთოდით ამოხსნისას აუცი- 

ლებელი არ არის ყველა! იმ გარდაქმნების ჩატარება რომლებსაც 

(3) სისტემა გადაჰყავს (12)-ში. (12) განტოლების კოეფიციენტთა გამოთ– 

თვლის მიზნით ჩვენ აღვწერთ მარტივ , პროცესს სიმპლექს-ცხრილის 

საშუალებით. 

§ 6. სიმალექს-მეთოდით მუშაობის ცხრილი 

სიმპლექს-ცხრილი დავყოთ უჯრედებად. პირველი კოეფიციენტები 

ჩავწეროთ. ზედა მარცხენა კუთხეში და ჩავატაროთ შემდეგი წომმედე 

ბები: >» 

' 1) ამოვარჩიოთ. გენერალური ელემენტი. ვიპოვოთ მისი შებრუნე- 

ბული სიდიდე == 1 და შევიტანოთ იგი ცხრილში (ცხრ. 1) იმ უჯრე- 
CL; 

დის ქვედა მარჯვენა კუთხეში, რომელშიაც თჯკ) ელემენტია. 

2) (-ური სტრიქონის ზედა განყოფილების ყველა ელემენტი Iთ,,-ს 

გარდა) გავაზრავლოთ” 7. რიცხვზე და მიღებული შედეგები ჩავწეროთ 

ამავე სტრიქონის უჯრედების ქვედა ნაწილში შესაბამისად. 

3) /-ური სვეტის ყველა უჯრედის ზედა განყოფილების (C,;ს გარ- 
და) ელემენტების ––7-ზე ნამრავლი მოვათავსოთ ამავე სვეტის უჯრე- 
დების ქვედა ნაწილში შესაბამისად. 

4) ჯ-ური სტრიქონის უჯრედების ზედა ნაწილსა და /-ური სვეტის 

უჯრედების ქვედა ნაწილებში მოთავსებული რიცხვები აღვნიშნოთ 

მსხვილი შრიფტით ან სხვა რაიმე განსხვავებული აღნიშვნით (შეიძლე- 
ბა სხვანაირი ფერითაც). 
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ცხრილი 1 
  

  

    
  

    
      
      
  

  

                

X. , V§ ?; , XI 

() თ თ თ თ %+ 1, I ქ... L · “” 1M 
9 –7ჩ:თ,, – XX C,; –7Cთ/§V)|| ''' |– 2თ); '' – 2.C) 

, 1 .. 3 , , 

ზ, CI CთI§ თ); თ; X ... ქ... I ... # 
ჩ+! –2,ზ,თ;; | 2 თ,,CთI; –1.Cთ/§C/; –7#CთII – MCთსCI; 

· ' , 

ჩ; თ, თ; %; თ; X;. მ (1 ქ... #5 ... 1 ს (ჩ 

ჩ; 7. CI, 7.CI§ =>; #CIX 

' ' 

X. ჩ, თა -” ა. I“ ა.ო 
– #ჩ/თი| |– 2.თ,,თ,; – 2#C/§C,; –2.თ;.| – 2. CV, 

ს “70 “1 ... | Vწ5 !' –'!" 

– 7,6; | – XV; – XI; –»; – MI     

  

  

5) I-ური სტრიქონის (I#I) და §-ური (§5-)) სვეტის გადაკვეთის 

უჯრედის ქვედა ნაწილში მოთავსებულ რიცხვს ვპოულობთ იმავე სტრი- 

ქონის გენერალური სვეტის უჯრედის ქვედა ნაწილში და იმავე სვეტის 

გენერალური სტრიქონის უჯრედის ზედა ნაწილმი მოთავსებული რიც- 

ხვების გამრავლებით. 

6) 11ლი ცხრილიდან გადავიდეთ თავისუფალ უცნობთა ახალი კომ- 

პლექსის შესაბამის მე-2 ცხრილზე. ამ ცხრილში /I-ური სვეტი პასუ- 

ხობს ახალ თავისუფალ XMI უცნობს, ხოლო (-ური სტრიქონი –- ახალ 

საბაზისო X, უცნობს. დანარჩენ სტრიქონებსა და სვეტებში უცნობე- 

ბი უცვლელი რჩება. 

7) მე-2 ცხრილის ჯI-ური სტრიქონისა და I-ური სვეტის ყველა უჯ- 

რედის ზემოთ მოვათავსოთ შესაბამისად 1-ლი ცხრილის («ური სტრი- 

ქონისა და /-ური სვეტის უჯრედების ქვედა ნაწილების რიცხვები. 

8) დანარჩენი უჯრედების ზედა ნაწილებში მოვათავსოთ 1-ლი ცხრი– 

ლის შესაბამისი უჯრედების ზედა და ქვედა ნაწილებში მოთავსებული 

რიცხვების ჯამი. 
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ცხრილი 2 

  
841 წ L 23 ... +X#M+; |.- ”» 

  

      
    

  

  

  

            
          

XII ჩუ: – 7.ზ/C,/ | თ, – 7.X/)C) | |. · ·|თ1§--7Cთ(/§C)/ |. >.“ #Cთე/|“ . ,|თ#- #CIMC, | 

XMვI ჩ,– 2.ჩ–,; Iთ/, – 2.C/,CთI; |...) CთI§-- M§CII | ++» – 2.თ//|...IთIჯ–- #CთაCI; 

ჯ; -ჩ, თ, ... 7.Cთ;§ ·. 7 7.Cთ., 

Xი ჩ- – 2.ჩ/,თ,; Iთ-, – 7.თ;,თ,; |. ..ICთ§-– #C(§9C,; ++. – 7.თ,;|. -.|თია – #Cთთ,| 

/” წი– #ზX>XI | VI – #თ;,ჯ; I...) X§- #XაV; ს-ე 7ჯ- მCVMV;   
  

მე-2 ცხრილისა და (2) ფორმულების 'შმედარებიდან გამომდინარეობს, 

რომ ამ ცხრილში ამოწერილია (12) სისტემის განტოლებათა კოეფი- 

ციენტები. მაშასადამე, მე-2 ცხრილი წარმოადგენს X, Xა.....X, -1) 

XML I XML... XL თავისუფალ უცნობთა, ახალი კომპლექსის შესაბამის 

სიმპლექს–- ცხრილს. ეს ცხრილ (12) სისტემის მიმართ ასრულებს იგივე 

როლს, რასაც 1-ლი ცხრილი (6) სისტემის მიმართ. ამიტომ სიმ პლექს– 

მეთოდით ძირითადი მოცანის ამოხსნისას ზემოთ აღწერილი ოპერაციები 

მე-2 ცხრილით უნდა ჩავატაროთ და გადავიდეთ შემდეგ ცხრილზე 

და ა. შ. მანამდე, სანამ არ მივიღებთ ოპტიმალურ ამონახსენს. 

ისმის კითხვა: რომელიმე ეტაპზე მიღებული ამონახსენი იქნება თუ 

არა ოპტომალური? ცხადია, რომ საბაზისო ამონახსენი ოპტიმალურია, 

მაშინ, როცა ნებისმიერი თავისუფალი უცნობის გახრდა არ გამოიწ- 

ვევს ” ფორმის შემცირებას. მაგრამ, ეს შესაძლებელია მხოლოდ მა– 

შინ, როცა წინა პარაგრაფის # ფორმის (7) გამოსახულებაში 

”;=0, (=1,2,...,/. 

რადგანაც +;((=1,2,...,!)) რიცხვები შეტანილია სიმ პლექს-ცხროილის 

უკანასკნელ სტრიქონში, ამიტომ ოპტიმალური ამონახსენი მიიღება 

მაშინ, როცა სიმპლექს-ცხრილის უკანასკნელი სტრიქონის ყველა რიც- 

ხვი გახდება არადადებითი (% მხედველობაში არ მიიღება). 
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§. 7. სიმპლექს.მეთოდით სარგებლობის წესი 

1) ზევარჩიოთ თავისუფალი უცნობები. ჩავთვალოთ ისინი ნულის 

ტოლაჯ მოცემულ სისტემაში და ვიპოვოთ შესაბამისი საბაზისო ამო- 

ნახსენი. თუ იგი არ აღმოჩნდება დასაშვები. მაშინ უნდა ვიპოვოთ თა- 

ვისუფალ უცნობთა ისეთი კომპლექსი. რომლისთვისაც საბაზისო ამო- 

ნახსენი დასაშვებია. 

2) დასაშვები საბაზისო ამონახსენის მოძებნის შემდეგ საბაზისო 

უცნობები და წრფივი ფორმა გამოვსახოთ თავისუფალი უცნობებით 

და ჩავწეროთ ისინი (6) და (7) სახით (იხ. §5). 

3) (6) და (7)-დან თ,, და წ», რიცხვები შევიტანოთ სიმპლექს- 
ცხრილში. 

4) გენერალური ელემენტის შესარჩევად ვისარგებლოთ შემდეგი 

წესით: 

ა) სიმპლექს-ცხრილის ბოლო სტრიქონში ვიპოვოთ რაიმე დადე- 

ბითი ელემენტი, მაგალითად, 1; (ჯე არ განიხილება). თუ უკანასკნელ 

სტრიქონში დადებითი ელემენტები არ არის, მაშინ მოცემულ სიმპ- 

ლეჟს-ცხრილში ჩაწერილი საბაზისო ამონახსენი წარმოადგენს ოპტი- 
მალურს. 

ბ) შევადგინოთ ჩ, ფარდობა, იმ / სტრიქონებისა /-ური სვეტიდან, 
თ, · 

რომელთათვისაც თ,,>0. 

გ) ამ ფარდო ბიდან ავიღოთ უმცირესი L, (თუ უმცირესი მნიშვნე- 

(7| 

ლობა მიილება I-ის რამდენიმე მნიშვნელობისათვის. მაშინ შეიძლება 

ავირჩიოთ ნებისმიერი). თ,; არის გენერალური ელემე ნტი. 
5) სიმპლექს-ცხრილზე მუშაობის წესის დაცვით მოცემული ცხრი- 

ლიდან გადავიდეთ შემდეგ ცხრილზე. 
6) თუ ვერ მივაღწევთ ოპტიმალურ ამონახსენს, მაშინ უნდა გავი- 

მეოროთ მე-4 წესიდან დაწყებული მსჯელობა და ა. შ. ოპტიმალური 

ამონახსნის მიღებამდე (ოპტიმალური ამონახსნის ნიშანი მითითებუ- 

ლია მე-4 წესის ა) პუნქტში). 

§ 8. ამოცანების ამოხსნა სიმპლექს-მეთოლდის გამოყენებით 

1. ეთქვათ ორ პუნქტს შორის საჭიროა უმცირესი დანახარჯებით 

განეახორციელოთ კავშირი, რომელსაც ექნება „ი“ სატელეფონო, „ხ“ 

სატელეგრაფო და „6“ფოტოტელეგრაფის არხები. კავშირისათვის 

გამოიყენება ორი ტიპის კაბელი შემდეგი მახასიათებლებით ძ=4,8; 

ხ=4,95; (2=2,08. კაბელის საჭირო რაოდენობა და ღირებულება მო- 

ცემულია ცხრილით (ცხრ. 1). 
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დასმული ამოცანის ამოხსნისათვის პირველ რიგმი საჭიროა შე- 

ეადგინოთ შეზღუღვა სისტემად და მიზნის ფუნქცია, რისთვისაც 
შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: X,-ით აღვნიშნოთ | ტიპის კაბელის 

  

  

ცხრილი 1 

კაბელის ტიპები 

არხების ტიპები 
· I II 

სატელეფონო... .... 0.12 C.72 

სატელეგრფო. ....... 0.55 1.გ 

ფოტოტელეგრაფი. .... 0.6 0.24 

  

1 კმ კაბელის ღირებულეძა | 1,213 0.95 

  

საჭირო რაოდენობა: Xა-ით კი II ტიპის კაბელის საჭირო რაოდენობა; 

მაშინ 

0.12) +0,72+ა –– იქნებ სატელეფონო არხების რაოდენობა, 
0,545–+1,8, –- „ სატელეგრაფო არხების რაოდენობა, 

0,80ა0 +0,21X: – „ ფოტოტელეგრაფის არხების რაოდენობა. 

ცხადია შეზღუდვათა სისტემას ექნება შემდეგი სახე: 

0,12X,++0,72X:->>4.8 X,+6X.:>>40 

(დარინა ბი>4ივ | 6X, - 20X.:>>55 

0,8X,+0,24X:>2,08 =- 10X,––3X,2>26 (1) 
X.>9 | 5>2 

X525->0 X5->0. 

ამ შემთხვევაში საერთო დანახარჯები იქნება 

/#=1,33ჯ,-+0,95X,. (2) 
საჭიროა ვიპოვოთ (1) სისტემის ისეთი ამონახსენი, რომელიც (2) მიხ– 

ნის ფუნქციას მიანიჭებს მინიმალურ მნიშვნელობას. თუ (1) უტოლობა- 

თა სისტემას გადავაქცევთ ტოლობებად, რისთვისაც შემოვიღებთ 

Xე, XL ღა X, ცვლადებს, მივიღებთ განტოლებათა სისტემას: 

X,+-6Xა–“–-Xე=40 

6X,--20X:––X,=55 (3) 
10X,-–- 3Xე––X, ==26. 

(3) სისტემის რანგი ”=3, ამიტომ საბაზისო უცნობებად შეგვიძლია 
მივიღოთ რომელიმე სამი უცნობი, ხოლო თავისუფალ უცნობებად = 

დანარჩენი ორი უცნობი 
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საბახისო უცნობებად ავიღოთ Xა:, Xე, X და 
X და X, თავისუფალი უცნობებით, მივიღებთ: 

' 
( 

მიზნის ფუნქცია იქნება 

Xვ=12-–-(19X –-2X.) 
X.)=158,33--(60,66X,––6,66X.) 
X:=8,6––(3,33X,––0,33X.). 

L=8,23--0,83 X#--0,31 X,). 

გამოვსახოთ ისინი 

(4) 

(5) 
შევადგინოთ სიმპლექსური ცხრილი (ცხრ. 2) 

  

  

ცხრილი 2 

| % X5 

Xვ 12 19 –2 
X 158,33 60,66 –-0,66 
X2 8,66 3,33 –-0,33 

L 8,23 1,83 –0,31   
  

გენერალური ელემენტი უნდა ვეძებოთ X,-ის შესაბამის სვეტში, 

კერძოდ 12 
, 19 , 

158,33 
60,66 

8,66 ა 8,66. 
–' ვვვ 

რიცხვებს შორის უმცირესი. ეს იქ- 

1 · 
ნება 2 ამიტომ გენერალური ელემენტი იქნება 19 და #= => შეგვიძ- 

ლია მივიღოთ სიმპლექსური ცხრილის უჯრედების ზედა და ქვედა ნა- 

წილში ჩაწერილი შემდეგი რიცხვები (ცხრ. 3) 

  

  

  

  

  

    

      

ცხრილი 3 

X) | %. 

Xე 12 19 –2 
0,63 1 –0,1 

19 

X 158,33 ტ0,66 --0,66 
12.3,33 60,66 2-60,66 

19 -- 19 –ი 

X2 ზ,66 3,213 – 0,33 
12.3,33 ვ3.ვვ 2.3,33 

19 19 19 

ჩ 8,23 1,83 –-0,31 
12.1,83 –-0,09 2-1, 83 

19 19 
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თუ გადავალთ შემდეგ სიმპლექსურ ცხრილხე, მივიღებთ (ცხო. 4 

ცხრილი 4 

  

X) 0,63 1 –-0,1 
Xა 120,02 –-3,19 –-0,28 
X25 6,56 –-0,17 –-0,33 

ჩ 7,08 –-0.09 –-0,12 

მიღებული ცხრილის ბოლო სტრიქონში ყველა უცნობის კოეფი- 

ციენტი უარყოფითია, ამიტომ გეგმის კიდევ უფრო გაუმჯობესება შე–- 
უძლებელია, ე. ი. საბოლოოდ მივიღებთ: 

Xვ=0; X.=0; X.=0,63; Xე=6,56; X=120,02; #=7.08. 

2. ვთქვათ საწარმომ 6 საათის განმავლობაში «უნდა დაამხადოს 

ორი II, და II სახის პროდუქციის შესაბამისად 30 და 96 ერთეული. 
თითოეული ეს პროდუქცია შეიძლება დავამხადოთ ორ „ და 8 დახ- 

გახე, რომლებსაც აქვთ განსხვავებული სიმძლავრეები და, რომელიც 
მოცემულია მე-5 ცხოილის სახით: 

  

  

ცხრილი 5 ცხრილი 6 

_ ი |" 0 |» 
4 6 13 4 4 47 

8 24 13 8 13 26   

  

ეს ცხრილი შეიძლება წავიკითხოთ ასე: ერთი საათის განმავლობაში „1 

დაზგახე შეიძლება დამზადდეს Lს პროდუქციის 6 ერთეული და IIი, 

პროდუქციის 13 ერთეული; ხოლო 8 დაზგაზე Lს-ის 24 ერთეული და 

II-ის 13 ერთეული პროდუქცია კიდევ მოცემულია მე-6 ცხოილი, 
სადაც ჩაწერილია ის დანახარჯები, რომლებიც მიიღებიან დაზგის ერთი 

საათით მუშაობის დროს შესაბამისად II, და II პროდუქციის ერთი 
ერთეულის დამზადებით 

ამ მონაცემების საფუძველზე უნდა შევადგინოთ ისეთი გეგმა, რომ 

საერთო დანახარჯი იყოს მინიმალური. ამისათვის შემოვიღოთ ცვლადე– 

ბი X, X.:, Xვ და X,, სადაც X, არის ის დრო, რომლის განმავლობა– 
შიაც 4 დაზგა დაკავებული იქნება LI) პროდუქციის დამზადებაზე, X» 

დროის განმავლობაში კი 4 დახგა იმუშავებს LIა-პროდუქციის გამოშ- 
ვებაზე. ასევე Xვ და X,კ იქნება 8 დახგისათვის შესაბამისად II; და II» 
პროდუქციის დამზადებისათვის გამოყოფილი დრო. გეგმის შედგენა 

ფაქტიურად ნიშნავს X,, X:, Xვ და Xს ცვლადების რაიმე კონკრეტული 
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მნიშვნელობების აღებას. ცხადია შეზღუდვათა სისტემას ექნება შემ- 
დეგი საბე: 

| X ++ Xა.ლ=6 

'" Xვ+X <6 

I 6X, + 13ჯXვ=30 (6) 

24X.ა+ 13X,=96 

ხოლო მიზნის ფუნქცია იქნება 

წ=40-+-47X.ა+-13Xჯგ+-26X,. (7) 

იმისათვის, რომ (6) ს სტემამი შემავალი უტოლობები გადავაქციოთ 

ტოლობბებად, შემოვიღოთ დამატებით კიდევ ორი ცვლადი Xა=6-–-+X, ––X 

ღა სა=6--X3--X,. მაშინ შეზღუდვათა (6) სისტემა შეიცვლება ახალი 

(6) სისტემით: 

Xე=6-–-X 

X-=6-–X–-V , 

6X.+ 13Xგ=30 (6) 

24X>- 13X,=96. 

ამის შემდეგ, შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ წრფივი დაპროგრამირების 
შემდეგი ამოცანა: 

საჭიროა ვიპოვოთ (6) სისტემის ისეთი არაუარყოფითი ამონახ- 

სენი. რომელიც (7) ტოლობით განსაზღვრულ მიზნის ფუნქციას მიან- 
იგებს მინიმალურ მნიშვნელობას. 

(6) სისტემის რანგი ”=4, უცნობთა რიცხვი /:=6. მაშასადამე, 

თავისუფალ უცნობთა რიცხვი #=/-+=2. თავისუფალ უცნობებად 
ავიღოთ X, და X,. თავისუფალ უცნობთა ამ წყვილის შესაბამისი სა- 
ბაზისო ამონახსენი იქნება: 

ვი 48 
X=0 Xა=4, Xე= 1. Xვ=0, Xა=2, Xგ= 

რომელიც, ცხადია, წარმოადგენს დასაშვებ ამონახსენს. 

ახლა საბაზისო უცნობები და # ფორმა გამოვსახოთ თავისუფალი 
უცნობებით, მივიღებთ: 

13 
Xე=რ–- –X 

24 

3ბ 6 
ე= ხლ X 

13 13 
(8



13 
#= 218 -–-| 2ხ-–-–--X, I. 9 (2ი–:,» ) რ 

შევადგინო - სიმპლექს-ცხრილი (ცხრ. 7) და ვიპოვოთ გენერალური 

ელემენტი. მე-7 ცხრილის ბოლო სტრიქონში 2 და – = წარმოადგენენ 

თაგისუფალ უცნობთა კოეფიციენტებს. აქედან ამოვარჩიოთ X, სვეტის 

შესაბამისი დადებითი კოეფიციენტი 2. შევადგინოთ თავისუფალ წევრ- 

“თა ფარდობა X, სვეტის შესაბამის დადებითი ელემენტებთან. მივიღებთ: 

=> · = =5; 2:1= 2; მათ შორის უმცირესი არის 2: 1=2, რო- 

მელიც შეესაბამება X სტრიქონს. მაშასადამე, აღნიმნული „1“ წარ- 

მოადგენს გენერალურ ელემენტს. უჯრედების ქვედა ნაწილები შევავ- 
სოთ სიმპლექს-ცხრილზე მოქმედების წესის მიხედვით. X, და X--თან 

ისრებეთ ნაჩვენებია ის ფაქტი, რომ: X, თავისუფალი უცნობებიდან 
გადადეს საბაზისო უცნობებში„ ხოლო X, საბაზისო "“შუცნობებიდან 

გადადის თავისუფალ უცნობებში. სიმპლექს-ცხრილზხე მოქმედების 

წესის მიხედვით მე-7 ცხრილიდან გადავიდეთ მე-8 ცხრილხე. ამ 

  

  

  

  

  

  

    

ცხრილი 7 · ცხრილი 8 

| | XL | X4 | | %5 | 2კ 

ჰX. 4 0 13 ჯა 4 0 13 

24 24 
13 

0 0 0 3 1 –- %«. 

Xე 30 6 0 Xჯვ 18 6 1 

15 13 13 13 4. 
12 6 _ 72 24 

„ები“ – 4 13 _ 11 4 

% I2 1 13 XI I2 I 13 
24 ი 24 

–13 13 

2 1 24 ვ = ლ 

X9 48 6 1 XX 60 6 3 

13 “13 13 13 4 
12 6 1 54 18 

13 13 --4 13 13 3 

» 218 2 13 # 214 –2 13 

“24 24 
26 13 

ლ –-2 24 _ ვ 1 _ «ი             
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უკანასკნელ ფხრილში ჯგენერალურ ელემენტს წარმოადგენს + (რო– 

მელიც აღნიშნულია ცხრილში). X, თავისუფალი უცნობებიდან გა- 

დადის საბაზისო უცნობებში, ხოლო Xვ-- პირიქით. ცნობილი წესის 

მიხედვით მე-8 ცხრილიდან გადავიდეთ მე-9 ცხრილზე. ამ ცხრილის ბო- 

ლო სტრიქონის უცნობთა კოეფიციენტები უარყოფითი რიცხვებია. 
მაშასადამე, Xვ და X. თავისუფალ უცნობთა შესაბამისი საბაზისო ამო–- 

ნახსენი ოპტიმალურია. რადგან საბაზისო ამონახსნში თავისუფალი 
უცნობები ნულის ტოლია (X3=X-=0), ამიტომ საბაზისო უცნობებისა 
და ” ფორმის მნიშვნელობა თავისუფალ წევრთა ტოლია. ოპტიმალუ- 
რი ამონახსენი იქნება: 

X=5, Xა=1, Xვ=0, 

ხოლო #,,ე=211. 

  

  

  

  

    

X5 Xვ 

ჯა 1 1 – 13 

6 

X, 72 – 2 4 

13 13 

X) 5 0 17 

6 

Xგ – 24 –3 
13 13 

ჩ 211 –1 _ 1 
6     

§ 9. სიმალექს-მეთოდით მუშაობის ანალიზი 

ვთქვათ, წრფივი დაპროგრამების ძირითადი ამოცანა მოცემულია 

შემდეგი სახით: 

0)1X + თიXგ+L ...+თაX=ხ;, 
თი1XL+-რიაXე-L -.·-+-მი„Xე ==ხი, (1) 

თი:1X1 + ძი: აXა-L ... –“+ ძთოიX» = ხ» 

#=ლფ0)--CX-+0აXი+ ...+4ნიXი- (2 
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ვიგულესხმო თ, რომ თავისუფალ უცნობთა ჩვენ მიერ შერჩეული კომ- 
პლექსის შესაბამისი საბაზისო ამონახსენი დასაშვებია. ამ ”შემთხვე- 

ვაში უკვე შეგვიძლია ამოცანის ამოხსნა სიმპლექს-მეთოდით. ამისათ–- 

ვის საჭიროა შევადგინოთ ძირითადი სიმპლექს-ცხრილი და შემდეგ 

ცნობილი წესის მიხედვით გადავიდეთ სხვა ცხრილებზე, სანამ მი- 

ვიღებდეთ ოპტიმალურ ამონახსენს, აქ შესაძლებელია წავაწყდეთ 

შემდეგ გართულებებს: 
1) ერთი ცხრილიდან მეორეზე გადასვლის პროცესი შეწყდება, 

მიუხედავად იმისა, რომ ოპტიმალური ამონახსენი ჯერ კიდევ არ არის 

მიღებული. 
2 ერთი ცხრილიდან მეორე ცხრილხე გადასვლისას არავითარ წი- 

ნააღმდეგობას არა აქვს ადგილი და ეს პროცესი. გაგრძელდება უსასრუ- 

ლოდ, მაშინ ოპტიმალურ ამონახსენს ვერ მივაღწევთ. 

შევისწავლოთ თითოეული ეს წინააღმდეგობა. 

1) ერთი სიმპლექს-ცხრილიდან მეორეზე გადასვლა შეუძლებელია 

მაშინ, როცა მასმი შეუძლებელია გენერალური ელემენტის შერჩე- 

ვა. ეს შეიძლება |მოხდეს) შემდეგ შემთხვევებში. 

ა) ,სიმპლექს-ცხრილის ბოლო სტრიქონში არა გვაქვს დადებითი 

ელემენტები (თავისუფალი წევრი არ ითვლება); 
ბ) სიმპლექს-ცხრილის ბოლო სტრიქონში გვაქვს დადებითი ელემენ– 

ტი, მაგრამ გენერალური ელემენტის საპოვნელად შერჩეულ სვეტში 

დადებითი წევრები არ შედიან. 

როგორც ვიცით ა) შემთხვევა მოწმობს ოპტიმალური ამონახსნის 

მიღებაზე, ხოლო ბ) |შემთხვევა მოწმობს იმაზე, რომ მინიმიხირებული 
ფორმა შემოუსაზღვრელია ქვემოდან. მართლაც, X,; სვეტის ელემენ– 

ტთა არადადებითობა ნიშნავს, რომ X, თავისუფალი უცნობი შედის სა- 

ბაზისო უცნობებთან არაუარყოფითი კოეფიციენტებით. ამიტომ შე- 
იძლება X) სიდიდის უსასრულოდ გაზრდა ისე რომ საბაზისო 

უცნობები უარყოფითი არასდროს არ გახდნენ. მაგრამ #-ის გამოსა- 

ხულებაში X, სიდიდე შედის უარყოფითი ნიშნით (სიმპლექს-ცხრილში 

დადებითია). ამიტომ მისი უსაზღვროდ |გაზრდა გამოიწვევს #-ის უსაზ- 
ღვროდ შემცირებას. მაშასადამე, ოპტიმალური ამონახსენი(არ არსებობს, 

2) წრფივი დაპროგრამების ნებისმიერ ამოცანაში უცნობთა # 
რიცხვი სასრულია. მაშასადამე, თავისუფალ უცნობთა სხვადასხვა კომ- 

პლექსიც სასრულე რიცხვი იქნება. თავისუფალ უცნობთა ყოველ კომ- 
პლექსს შეესაბამება თავისი სიმპლექს-ცხრილი 'და პირიქით, ყოველ 

სიმპლექს-ცხრილს შეესაბამება თავისუფალ უცნობთა გარკვეული კომ- 
პლექსი. ამიტომ '2) |შემთხვევა შესაძლებელია მხოლოდ მაშინ, როცა 

მორიგი სიმპლექს-ცხრილი მიგვიყვანს თავისუფვაუელლ უცნობთა ისეთ 

ვვვ



კომპლექსთან, რომელსაც „ადგილი,) ჰქონდა ადრე. მაშასადამე, ერთი 
ცხოილიდან გამომდინარე, შყშეიძლება |გავიმეოროთ გამოთვლების 

მთელი გხა დაზმივიდეთ | იმავე სიმპლექს-ცხრილთან და ა. შ. ასეთი 

შემთხვევები იშვიათია, მაგრამ მაინც გვხვდება. მაშინ ამბობენ, რომ 

ადგილი აქვს ციკლის შეკ ვრას. ციკლის “შეკვრის თავი- 
დან აცილება შეიძლება მარტივად, Iამისათვის სიმპლექს-ცხრილში (მა- 

გალითად, იმაში, (რომელშიაც |დაიწყო გამეორების ციკლი, ან ამ ციკ- 

ლის სხვა, რომელიმე ცხრილში) გენერალური ელემენტის. შესარჩე- 

ვად მივმართოთ სხვა სვეტს, რომლისთვისაც ეს შეოჩევა დასაშვებია. 

# ფორმის ქვემოდან შემოუსაზღვრულობის საილუსტრაციოდ გან- 
ვიხილოთ 

მაგალითი. ვთქვათ შეზღუდვათა სისტემა და # ფორმა მოცე- 
მულია შემდეგწაირად: 

ის -–2Xა-+–-Xა=2 

%+-Xა-––X=5 

–--20+X2-+Xვ=2 

1” =Xა–-X. 

თავისუფალ უცნობებად მივიღოთ) Xკ,კ და X. დავუშვათ 'Xა=X =0, 
მაშინ ადვილად დავრწმუნდებით, რომ შესაბამისი საბაზისო ამონახ–- 

სენი დასაშვებია. ამრიგად, ჩვენი შერჩევა მართებულია. საბაზისო უც- 
უცნობები და # ფორმა |გამოვსახოთ X, და Xკ საშუალებით, მივიღებთ 

1 2 
X1=4-- ფ 4 _ 34) 

1 1 
Xა=1--| ––--Xს -–- –ჯ 

( –. +) 
Xვ =9-–- (Vგ--X-) 

2 ჯ 
#==3 ––- X-- –-X.. + 3 4 ვ “5 

შევადგინოთ შსიმ პლექს-ცხრილი 

| | % (ცხრ. 1). გენერალური ელემენტი 

1 2 უნდა ვეძებოთ XX, თავისუფალი 

XI 4 – –2 უცნობის შესაბამის სვეტმი. რად- 

გან ამ სვეტის ყველა რიცხვი უარ- 

_ 1 ყოფითია,ა ამიტომ გენერალური 
3 ელემენტის პოვნა შეუძლებელია. 

+ 9 1. | –1 მაშასადამე, # ფორმა ქვემოდან 
2 1 შემოუსაზღვრელია და ოპტიმალუ– 

ვ. რი ამონახსენი აო არსებობს. 
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§ 10. დასაშვები მნიშვნელობის მოძებნა 

წოფივი დაპოოგრამების ძირითადი ამოცანის ამოხსნის დასაჟყისმი 

(სიმპლექს-მეთოდით) უნდა გვქონდეს შეზღუდვათა, სისტემის რაიმე ღა- 

საშვები საბაზისო ამონახსნის უშუალო შერჩევა “შეზღუდვათა სის- 

ტემის მატრიცის რანგის განსაზღვრითა და რაიმე წესით თავისუფალ უც- 

ნობთა შერჩევით. მაგრამ, როცა , სისტემის უცნობთა და განტოლება- 

თა რიცხვი დიდია, მაშინ ასეთი მეთოდით საბახისო ამონახსნის შერ- 

ჩევა გარკვეულ სიძნელეებთან არის დაკავშირებული. ამიტომ აქ ჩვენ 

გავეცნობით დასაშვები (საბაზისო ამონახსნის მოძებნის მოხერხე- 

ბულ მეთოდს, აღსანიშნავია 'ის ფაქტი, რომ თვით ამ მეთოდს საფუძ- 

ვლად უდევს სიმპლექს-მეთოდი. 
ვთქვათ მოცემულია წრფივ ალგებრულ განტოლებათა |სისტემა: 

” 

ხ-–- პპ თ, X,=0, 1=1,2,..- 7. (1) 
|)1=1 

შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ ხ,>0 (წინააღმდეგ შემთხვევაში 

Lურ განტოლებას გავამრავლებთ ––1-ზე). 

შემოვიღოთ დამხმარე §; (L=1,2,...,/1) უცნობებიდ„ რომლებიც 

X) (/=1,2,...,,) უცნობებთან დაკავშირებულნი არიან 

” 

§,=ხ,-- 2 ,0,,X, (1=1,2,..,M) (2) 
I=) 

ტოლობები. და დამხმარე ფორმით 

I=». LI. (3) 
1=1 

ამის შემდეგ შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ წრფივი დაპროგრამების 'შემ– 

დეგი /“) ' 
ამო ცა ნ ა. ვიპოვოთ (2) წრფივი ფორმის ისეთი არაუარყოფითი 

ამონახსენი (X,>>0, C,>>0), რომელიც (3) წრფივ ფორმას! მიანიჭებს 

მინიმალურ მნიშვნელობას. 

შევნიშნოთ, რომ გვაქვს /L--/7I უცნობი: 6, §ა,...,C ი, XI, Xი,....X 

და #7 განტოლება. 
ჩ 
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სისტემის მატრიცას ექნება შემდეგი სახე: 

1 0 0..0 იც თძ.ც..-.თი 

0 1 0..0 ძა, ძეე...ძვი 

რ 4 

0 0 0...1 Cი) რუე... 

რომლის რანგი ტოლი იქნება I-ის, ამიტომ გვექნება /„. სა- 

ბაზისო, უცნობი და I თავისუფალი უცნობი. საბაზისო უცნობებად 

შეგვიძლია მივიღოთ §,, §ე,...,წთ. მაშინ ისინი განისახღვრებიან 

XI, Xა,....X, თავისუფალი უცნობებით (2 ტოლობების საშუალებით. 

რადგან ყველა 6ხ|>0, ამიტომ ამ კომპლექსის შესაბამისი 

8,=ხ; ((=1,2,..-,I/1) 

X,=0 (7==1,2,...,/1) 

საბაზისო ამონახსენი წარმოადგენს დასაშვებ ამონახსენს. რადგან §,>0, 

ამიტომ ცხადია, რომ IIII/ >0. ტოლობას ექნება ადგილი მხოლოდ 
მაშინ როცა §,=0. მაშასადამე, თუ #)Iი/=0, მაშინ ეს იმას ნიშ- 

ნავს, რომ არსებობს X,:ის არაუარყოფით მნიშვნელობათა სისტე– 

მა, რომლებიც ყველა §,-ს გადააქცევენ ნულად, ე. ი დააკმაყოფი– 
“–ლებენ (1) სისტემას მეორე მხრივ, ცხადია, მართებულია შებრუ- 

ნებული დებულებაც: (1) სისტემის ყოველი დასაშვები ამონახსე5ი 

LI-ს გადააქცევს ნულებად, ე. ი. 9110 /=0. 

ამრიგად, (1) სისტემის დასაშვები მნიშვნელობის არსებობისათვის 

აუცილებელი და საკმარისია, რომ ი)Iი /=0. ეს საშუალებას გვაძლევს 
ჩამოვაყალიბოთ შემდეგი წესი: (1) სისტემის დასაშვები ამონახსნის 

მოსაძებნად საჭიროა / ფორმის მინიმუმზე დაყვანა. თავისუფალ უც- 

ნობებდ ავიღოთ X; (| = 1,2,...,მ), საბახისო "უცნობებად §/ 

(1=1;2....:/I) და სემპლექს-მეთოდეთ ჩავატაროთ / ფორმის მინიმიზაცია. 

შეიძლება ადგილი ჰქონდეს შემთხვევას: 

1) თუ ი1I0 /=0, მაშინ ყველა §ჯ=0 და X;-ს მიღებული მნიშვნელო- 

ბები შეადგენენ (1) სისტემის დასაშვებ ამონახსნს. 

2) თუ IიIი />90, მაშინ (1) სისტემას დასაშვები ამონახსენი არ გა- 

აჩნია. 

მაგალითი. ვთქვათ მოცემულია შეზღუდვათა სისტემა: 

2“ ი +–Xე–-2Xვ-- 2Xკ--+ 6X- =0 

| 5--აი –-2X--Xვ--7Xგ--3X =0 (4) 

/ 4-ს ––Xე––-Xვ+-X-=0 

და ფორმა 

=6--2X+X---3X---2X,+- 10X. 
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ვიპოვოთ დასაშვებე ამონახსენი, ამისათვის შემოვიღოთ დამხმარე უც- 

ნობები 

( სელ2-–-X+-Xე--2Xვ--2Xგ-+-6X: 
ხე=5-–-%--2X:04+ Xვ--7X%--3X, (5) 
სვ=4+X –-Xა–--Xვ-+- Xკ. 

(5) შეზღუდვებითა და სიმპლექს-მეთოდის გამოყენებით მოვახდინოთ 

I=61+895-+6ვ (6) 

ფორმის მინიმიზაცია. თავისუფალ უცნობებად ავიღოთ: X,, X,, Xვ, 

X., XX»; ხოლო საბაზისო "უცნობებად წ), §ა:, ნე. შევადგინოთ სიმპ- 

ლექს–– ცხრილი (ცხრ. 1) და ვიმოქმედოთ ჩვეულებრივი წესით. 

  

    

  

  

  

  

ცხრილი 1 

| | X, | Xა Xე | X | Xა 

ჯ 2 1 –1 2 –2 –-6 
1 2 – I –I 2 –2 –6 

§ 5 1 2 –1 7 3 
3 –2 –-1 1 –2 2 6 

L 4 –-1 1 1 –I 0 
3 2 1 –I 2 –2 –6 

I 11 1 2 2 4 –-3 
–2 –I 1 –2 2 6 

§|95 2 = 3 –2 –-10 
–4 –-2 2 –4 4 12             
  

ამ ცხრილის უკანასკნელ სტრიქონში ამოწერილია M# ფორმიდან თავი- 

სუფალი უცნობების კოეფიციენტები. შემდეგმი ყველა გარდაქმნები 
ჩავატაროთ ამ უკანასკნელი სტრიქონისთვისაც თუ §, უცნობს გა- 

დავიყვანთ თავისუფალ უცნობებში, ხოლო X,-ს საბაზისო უცნობებ- 
ში, მაშინ 1„ლლი ცხრილიდან შეგვიძლია გადავიდეთ მე-2 ცხრილზე. 

მე-2 ცხრილიდან მე-23 ცხრილზე გადასვლა გამოწვეულია §კ-ის 
თავისუფალ უცნობებში ხოლო X,-ის საბაზისო უცნობებში გა- 
დასვლით. მესემე ეტაპზე §ე გადადის თავისუფალ უცნობებში და Xე 
საბაზისო უცნობებში (ცხრ. 4). ამ გარდაქმნათა შედეგად თავისუ- 

ფალ უცნობებად მივიღებთ: 

წს ხნ ს Xკ და X;; 

ხოლო. საბაზისო უცნობებად: 

%, IX Xვ. 

22 ზ. ნაცვლიშვილი და სხვ. 337



  

  

  

  

    
  

            
  

დ1 გ Xე Xკ % 

1 – 1 –2 –6 

X, 1 _ 1 ს = ვ ვ 
3 ვ 

–1 3 – 3 9 9 
§2 1 _ 1 1 ვ 3 

3 3 –-1 

1 0 3 –3 –46 

ე 9 0 0 0 0 0 

–1 3 0 6 3 L 
I _. ვ 1 – 3 –9 –9 

–2 1 –) 2 2 

ჯ = 1 _ 1 1 = ვ 
3 3 

როგორც მე-4 ცხრილიდან ჩანს ! ფორმამ მიაღწია ნულოვ:წ 

მინიმუმ მნიშვნელობას. ამ შემთხვევაში §.=§8:=სე=0 და მივილეთ 
(4) სისტემის დასაშვები საბაზისო ამონახსენი: | 

  

  

  

  

  

  

ცხ რი ლი 3 

61 3 Xვ Xა | X. 

2 1 1 1 –-3 

»ჯ 3 3 

, --2 _1 0 I 
3 3 1 2 

1 1 –1 ვ 3 

X2 ვ ვ 
1 1 

2 ლ 0 3 –I –2 

1 0 3 – 3 –-6 

- 1 – ხვ _ 1 
2 3 0 ვ –-1 –-2 

0 –1 ვ –ვ3 –6 

ჯ 6 -4 0 I ვ 6 

5 1 0 –1 = 

ჩ ... 
0 0 0 0 0 0             
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| | 5 3 ლ 9 | X» 
», 1 1 1 = 2 1 

3 3 3 

2 ვ 9 1. 1 2 1 
3 3 

შ“წშმ;–“ 1. 9 82 –1 –2 
3 3 

I 0 | == – -- 9 0 

ჩ? 1 == _ 1 0 -) = 
3 3         

  

    
X.=0, X-ა=0, X,=1, Xა=3, Xვ=2. 

უფროო მეტიც, რადგან გარდაქმნებს ვატარებდით » ფორმის მიმარ- 
თაც, საბოლოო ცხრილში მივიღეთ მისი გამოსახულება §), §„, §ვ, 

X, და X, თავისუფალი უცნობების საშუალებით. 
ცხადია, რომ თუ მე-4 ცხრილში უკუვაგდებთ წ), §:, ხვ დამხმა– 

რე უცნობთა სვეტებს და / ფორმის შესაბამის სტრიქონს, მივიღებთ 

ცხრილს (ცხრ. 5), რომელიც საშუალებას მოგვცემს X,,X., Xვ და # 

ფორმა გამოვსახოთ X, და X თავისუფალი უცნობებით. 

  

  

  

  

  

ცხოილი 5 

| X | X 

X 1 2 | –1 

X> | 3 2 | 1 

Xე | 2 –1 | =C 

ჩ– | 1 I | =   
  

მე-5 ცხრილიდან უნდა დავიწყოთ # ფორმის მინიმუმზე დაყვანა. რო- 
გორც ამ ცხრილის უკანასკნელი სტრიქონიდან ჩანს # ფორმის შემ- 

ცირება მეტად აღარ შეიძლება- ე. ი. III ”=1,. 
შენიშვნა. მე-5 ცხრილში არ შედიან §), §;, ვ-ის შესაბამი- 

სი სვეტები. უფრო მეტიც, თუ დასაშვები ამონახსნის მოძებნის პრო–- 

ცესში L, დამხმარე უცნობი გახდა თავისუფალი, მაშინ მის შესა- 

ბამის სვეტში გენერალური ელემენტის ამოCრჩევას არ მოვახდენთ. წი– 

ნააღმდეგ შემთხვევაში შემდეგ ნაბიჯზე §; გადავა საბაზისო ამონახ- 
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სნთა რიცხვში და ეს გარემოება ვერ მიგვაახლოებს დასაშვები ამო- 

ნაზსნისაკენ, ცხადია, რომ §,-ს სვეტები არავითარ გავლენას არ მოახ- 

დენენ უკანასკნელ ცხრილზე, ამიტომ შეიძლება ცხრილიდან მათი 

ამოშლა. 

§ 11. დასაშვები საბაზისო ამონახსნის მოძებნა 

წინა პარაგრაფმი ჩვენ მივუთითეთ შეზღუდვათა სისტემის დასაშ- 
ვები ამონახსნის მოძებნის მეთოდზე. ერთი მხრივ სიმპლექს-მეთოდ- 

ზე მუშაობა მოითხოვს დასაშვები საბახიო ამონახსნის ცოდნას. 

ამ პარაგრაფში ჩვენ ვაჩვენებთ როგორც დასაშვები ამონახსნის, 

ასევე დასაშვები საბაზისო ამონახსნის მოძებნის მეთოდს. 

დავუშვათ, რომ §2-ში სიმპლექს-მეთოდეით, დამხმარე / ფორმის მი- 

ნიმიზაციით უკვე ვიპოვეთ 

ი 

ხ,– ) , 0,IX, ((=1,2,..,/) #5 
ჯ=) : 

სისტემის დასაშვები ამონახსენი- თუ ამ შემთხვევში ს; დამხმარე 

უცნობებიდან ყველა გახდა თავისუფალი უვცნობი, მაშინ ამოცანა ამოხ–- 

სნილად "ჩაითვლება. მართლაც, ამ შემთხვევაში საბაზისო ამონახსნე– 

ბაღ აღმოჩნდებიან X, უცნობები და მაშასადამე, 

ჩ 

ხ,=ხ,– ბ თ,#, ((=1,2,...,/7) (2) 

1=1 

დამხმარე სისტემისათვის ნაპოვნი დასაშვები საბახისო ამონახსენი მოგ– 
გცემს აგრეთვე (1) სისტემის დასაშვებ საბაზისო ამონახსენს. 

მაგალითი, ვიპოვოთ შეზღუდვათა 

6--3X, –-V:ე+4Xგ--2X -- 5ხ, =9 (3) 

3--6X, ––ხა– ხვ -–--4X,--%-C3X,=0 

3--7X,4+-2X:-+ 5Xვ-+>-6X5---X =0 

სისტემის დასაშვები საბაზისო ამონახსენი. ამისათვის შემოვიღოთ დამ– 

ხმარე უცნობები: 

§.=3+6X, ––ნა––Xვ-- 4 “I + 3Xგ 

ზე=6+3X, -–-X5-+ 4Xგ3--2X: -L 5Xგ (4 

ხვ=3-+-7X + 2Xა-+ 5Xვ-L 6Xა ––X, 
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და ფორმა 

, ==) ნ5+-%§ვ. (5) 

(40) სისტემისა და (5) ფორმისათვის შევალ გინოთ სიმპლექს-ცხრილი 

(ცხრ. 1) 

  

  
  

  

    
  

    

0 ხოლი ლი 1 

| ი. | X Xე X 2 | Xგ 

3 6 1 1 –4 1 –3 
3 3 1 1 5 

6 ' –3 1 0 –4 2 –5 

62 | ვ 1 –” 5 

3) 2 2 9 –2 2 _.2 

3 –7 –2 –5 –6 1 0 

63 ვ 1 1 5 

–3 2 2 ე 2 2 2 

, 12 –16 0 –4 =7 4 –-8 

–12 6 –2 0 8 –2 19             
  

გენერალურ ელემენტად შევარჩიეთ მე-2 სტრიქონისა და მე-5 სვეტის 

გადაკვეთაში მდგომი რიცხვი „2“. მე2 ცხრილზე გადასვლისას §ა 

გადადის თავისუფალ უცნობად. 
როგორც ჩანს / ფორმამ უკვე მიაღწია თავის მინიმალურ მნიშვნელო– 

ბას, მიუხედავად ამისა (3) სისტემის დასაშვები საბაზისო ამონახსენი 

ჯერ კიდევ არ მიგვიღია, რადგან მხოლოდ წე გადავიდა თავისუფალ უც- 
ნობებში, ხოლო §, და ხე დარჩნენ საბაზისო უცნობთა რიცხვში. 

შენიშვნა 1.! შევნიშნოთ, რომ მე-2 ცხრილში §; და წე დამ– 

ხმარე უცნობებისათვის შენარჩუნებული თავისუფალი წევრები ნუ- 

  

      

  

  

  
  

ცხრილი 2 

| ! X, ჯ ჯXე | X) | X 

8 0 _ 1 1 = 1 
2 2 2 

5 | 3 “3 1 0 –-2 _ 5 
2 2 

ხს |I0 _ 11 _ 5 –5 = 5 
2 2 5 

, 9 –10 –2 –4 –-6 2             
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ლის ტოლია. მართლაც. /=6,+§5ა+- წე ფორმამ. უკვე მიაღწია ნუ- 

ლოვან მინიმალურ მნიშვნელობას. მაგრამ პირობის |თანახბად ყველა 

L, > 0. ეს, შესაძლებელია მხოლოდ მაშინ, როცა ყველა §,ჯ=0. 

ახლა მე-2 ცხრილიდან გადავიდეთ შემდეგ ცხრილზე. (თუ მკაცრად 

დავიცავთ სიმპლექს-ცხრილზე მუშაობის წესს, მაშინ გენერალურ ელე– 
მენტად უნდა ავიღოთ §ვ სტრიქონის და Xკ სვეტის შესაბამისი რიცხვი, 

5 , , 
ე. ი. 2“ ერთი მხრივ ნაწილობრივ გადავუხვევთ ამ წესს და ვაჩვენებთ, 

რომ განსახილველ შემთხვევაში შეიძლება გადავიდეთ (4) სისტემის. 

ახალ დასაშვებ ჯ|საბაზისო ამონახსნზხე გენერალური ელემენტის სხვა- 

ნაირი შერჩევითა და / ფორმის მნიშვნელობის გაზრდის გარეშე. მართ- 

ლაც. გენერალურ ელემენტად ავირჩიოთ §, სტრიქონისა და Xა სვეტის 

შესაბამისი ელემენტი, ე. ი. 3. ამ შემთხვევაში გენერალური ელემენტის 

შერჩევის პირობა შესრულებულია: თ =0 წარმოადგენს მინიმალურს. 

მაშასადამე, ჩვენ მიერ შერჩეული გენერალური ელემენტის შესაბამი- 

სი ახალი საბახისო ამონახსენი დასაშვებია. მეორე მხრივ, რადგან 

მე-2 ცხრილში §)-სათვის თავისუფალი წევრი ჩ,-=0, ამიტომ / ფორ- 

მის მნიშენელობა არ შეიცვლება იმ »; კოეფიციენტისაგან დამოუკი- 
დებლად, რომელიც დგას / ფორმის სტრიქონსა და გენერალური ელე- 
მენტის შესაბამის სვეტში. ამრიგად, გენერალური ელემენტის აღნიმ- 

ნულე შერჩევეთ მართლაც გადავალთ ახალ დასაშვებ საბაზისო ამო- 

ნახსნზე წ” ფორმის მნიშვნელობას შენარბუნებით. ა გზით შევავსოთ 

მე-2 სიმპლექს-ცხრილი იმ დაშვებით რომ გენერალურ ელემენტად 

არჩეულია - მივიღებთ მე-3 ცხრილს. 

შემდეგი ცხრილის შედგენის მიზნით §, გადავიყვანოთ თავისუფალ 

უცნობებში, მივიღებთ მე-4 ცხრილს (იხ. §5-ის შენიშვნა). 

(2) სისტემის დასაშვები საბაზისო ამონახსენი ჯერ კიდევ არ არის 

მიღებული, მაგრამ მე-4 ცხრილში დამხმარე უცნობთა რიცხვი შემ- 

ცირდა მე-3 ცხრილთან შედარებით. 

შენიშვნა 2. ზემოთ ჩატარებული მსჯელობიდან ცხადია, 

რომ გენერალურ ელემენტად შეგვიძლია შევარჩიოთ არა მარტო ჩვენ 

მიერ შერჩეული 1. არამედ ის ნებისმიერი დადებითი რიცხვი, რომე- 
2 

ლიც §, დამხმარე უცნობის სტრიქონშია. მე-4 ცხრილში ე წარმოად- 

გენს საბაზისო უცნობს. §ე სტრიქონში რომ ყოფილიყო ერთი მაინც 

დადებითი ელემენტი, მაშინ შეგვეძლო მისი მიღება გენერალურ ელე- 
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| | Xჯ XX. XI წყ X6 

0 9 1 1 –2 1 

L, 2 2 2 
0 –-9 2 2 –-4 = 

3 ვ 1 0 –2 L 

X. 2 2 2 
9 1 

0 2 –I –1 2 2 

0 11 5 -–-5 –4 5 

ხე 2 2 2 
45 5 

0 2 § 5 = ი) 2. 

; |9 –10 –2 –4 –-6 2 

0 =C . 4 –გ –-2 

ცხრილი 4 

ჯ, X7ე Xკ X6 

X. 0 | –-5 2 –4 –1 

% 3 | 3 – 0 => 

3 0 - 2 | 0 =X 0 

ჯ 0 –-28 0 => 0             
  

მენტად. ამ შემთხვევაში §ეკ-ს გადავიყვანნდით თავისუფალ უცნობთა 
რიცხვში და ამით მივიღებდით (3) სისტემის დასაშვებ საბაზისო ამონახ–- 

სენს. მაგრამ §ვ სტრიქონში არც ერთი დადებითი წევრი არ არის. 

როგორ მოვიქცეთ ამ შემთხვევაში? ამოვიწეროთ ამ სტრიქონის შე- 

საბამისი განტოლება 

ხე=0--(–-28X, –-14X). 

(3) სისტემის ნებისმიერი ამონახსნისათვის, §ე=0. მაშასადამე, რადგან 

X.>0 და X4>>0, ამიტომ (3) სისტემის ნებისმიერი დასაშვები ამონახ- 
სნისათვის X,=Xჯ=0.9 ამიტომ შეგვიძლია ამოვშმალოთ X,-ის და X-ის 
შესაბამისი სვეტები, მივიღებთ მომდევნო ცხრილს (ცხრ. 5): 
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მე-5 ცხრილის §ვ სტრიქონში ნულოვანი ელემენტებია. ეს იმას 

ნიშნავს, რომ ამ სტრიქონის შესაბამისი განტოლება სტრულდება იგი–- 

' ვურად, ამიტომ შეიძლება ცხრილიდან ამ სტრიქონის ამოშლა. თუ 

ასევე ამოვშლით /( ფორმის შესაბამის სტრიქონს, მივიღებთ (3) სის- 
ტემის დასაშვები საბაზისო ამონახსნებიდან ერთ-ერთი ამონახსნის 

შესაბამის სიმპლექს-ცხრილს (ცხრ. 6). 

  

  

  
  

  

  
  

  
  

  

ცხრილი 5 ცხრილი 6 

ჯა | X5 | | ჯე | X6 

X 0 | 2 | – ჯი | 0 | 2 | = 

X% ჭ | “1 | –2 X. | 3 | –1 | –2 

ხვ | 9 | 0 | 0 : 

I 0 | 0 | 9   
  

შენიშვნა 3.. იმის შემდეგ რაც / ფორმამ მიაღწია ნულოვან 
მინიმალურ მნიშვნელობას, მე-3 და მის მომდევნო ცხრილებში /-ის 
შესაბამის სტრიქონებსს არავითარი გავლენა არ მოუხდენიათ არც 

გენერალური ელემენტის შერჩევაზე და არც (4) სისტემისათვის მიღე- 
ბულ დასაშვებ საბაზისო ამონახსნზე. ამ მიზეხის გამო, როგორც კი 
/ მიიღებს მინიმალურ მნიშვნელობას, შეიძლება ცხრილში /-ის 'შე- 

საბამისი სტრიქონის ამოშლა. 

ახლა განვიხილოთ “შემდეგი შემთხვევა. ვთქვათ მოცემულია 

შეზღუდვათა (1) სისტემა. ჩვენი მიზანია ვიპოვოთ მისი დასაშვებია 
საბაზისო ამონახსნი. შემოვიღოთ §, დამხმარე უცნობები და დამხმარე 

, ფორმა. /-ის მინიმიხაციით ვიპოვით (1)-ის დასაშვებ ამონახსნს, 

ეს მოხდება მაშინ, როცა M1Iი/=0. პირიქით /=0-ის შესაბამისი (2) 

სისტემის ყოველი დასაშვები ამონახსნი გვაძლევს (1) სისტემის და- 

საშვებ ამონახსნს. 

ის მინიმიზაციის დროს სიმპლექს-ცხრილიდან ამოვშლით იმ 

სვეტებს, რომელთა შესაბამიი დამხმარე §, უცნობები გადავლენ 
თავისუფალ უცნობებში„ თუ (1) სისტემის დასაშვები ამონახსნის 

მოძებნის დროს ყველა §; უცნობი აღმოჩნდება თავისუფალ უცნობთა 

რიცხვში, მაშინ ამოცანა ამოხსნილია და ნაპოვნი დასაშვები ამონახსე- 

ნი იქნება (1) სისტემის საბაზისო ამონახსენი. 

ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, როცა ზოგიერთი §, დარჩება სა- 

ბაზისო უცნობთა რიცხვში. (1) სისტემის დასაშვები საბაზისო ამონახ–- 

სნის პოვნა შეიძლება იმ შემთხვევაში, როცა ყველა დამხმარე უცნობს 
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გადავიყვანთ თავისუფალ უცნობთა რიცხვში ისე, რომ / დარჩეს ნცლის 

ტოლი. 
დამხმარე უცნობებიდან განვიხილოთ ნებისმიერი ვთქვათ §„. 

რადგან / ფორმამ მიაღწია 1ნულოვან მინიმალურ მნიშვნელობას, ამი– 

ტომ §»-სათვის თავისუფალი წევრი ტოლი უნდა იყოს ნულის. სიმპლექს- 
ცხრილში განვიხილოთ §#-ს შესაბამისი სტრიქონი. თუ ამ სტრიქონ- 
ში ერთი მაინც დადებითი ელემენტია, მაშინ მისი მიღება შეიძლება 

გენერალურ ელემენტად. შემდეგ ნაბიჯზე §#» გადავა თავისუფალ უცნობ- 
თა რიცხვში და ცხრილში შემცირდება დამხმარე უცნობთა რიცხვი. 

მსგავს გარდაქმნათა თანამიმდევრული ჩატარებით მივალთ შემდე– 
გი ორი შემთხვევიდან ერთ ერთხე. 

ა) ყველა დამხმარე უცნობი ამოვარდება, 

ბ) ნებისმიერი დარჩენილი დამხმარე უცნობის შესაბამის სტოიქონ– 

ში ყველა ელემენტი არადადებითია. ა) შემთხვევაში ამოცანა ამო5სნი- 

ლია. განვიხილოთ ბ) შემთხვევა: დარჩენილი დამხმარე უცნობებიდან 

ნებისმიერი მათგანი აღვნიშნოთ §/-თი. როგორც აღვნიშნეთ §ჯ-სათვის 
თავისუფალი წევრი ნულის ტოლია. ამიტომ LI სტრიქონის შესაბამის 

განტოლებას ექნება სახე: 

§=0-– აგ მია0+-ა (6» 

I, 

სადაც ყველა თ).>0. მრავალწერტილში ვგულისხმობთ §; თავისუფალი 

უცნობების შესაბამის ჩ,6; წევრებს, რომლებიც ადრე ჩატარებული გაო– 
დაქმნების შედეგად გადავიდნენ თავისუფალ უცნობებში. 

(1) სისტემის ნებისმიერი ამონახსნისათვის ყველა დამხმარე უც- 
ნობი ტოლია ნულის. ამიტომ, თუ X, სიდიდეები დააკმაყოფილებენ. 
(1) სისტემას, მაშინ (6) განტოლება მიიღებს სახეს: 

– 2 იკXელ0, ძ,.<0მ. (I. 
I 

ცხადია, რომ ამ განტოლებაში შეგვიძლია დავტოვოთ მხოლოდ ნუ– 
ლისაგან განსხვავებული წევრები: 

2 0;.X,=0, ი,,<0. (8» 
I 

ახლა ვთქვათ X, რიცხვები ქმნიან (1) სისტემის დასაშვებ ამონახსნს, 

მაშინ ყველა X)>0. მაგრამ რადგან ყველა 0)#<0, ამიტომ (7) განტოლე– 

ბა დაკმაყოფილდება მხოლოდ მაშინ როცა ყველა X,=0. ამრიგად, 
(1) სისტემის ნებისმიერი დასაშვები ამონახსნისათვის 

X,=0 (ძ2,.<0). (9 

ძ)+-=0 ჩანაწერი გვიჩვენებს, რომ (8) ტოლობები გავრცელებულია მზო– 
ლოდ იმ Xჯ;ზე, რომლებიც შედიან (7)-ში. 
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თუ გავითვალისწინებთ (მ ტოლობებს, მაშინ შეგვეძლება (8)-ში 

შემავალი X, უცნობების შესაბამისი სვეტების ამოშლა სიმ პლექს-ცხრი- 

ლიდან. ამის შემდეგ Cჯ სტრიქონის ყველა ელემენტი აღმოჩნდება ნუ- 

ლის ტოლი და ამ სტრიქონის შესაბამისი განტოლება იქნება იგივური 

და მაშასადამე, მისი ამოშლაც შეიძლება სიმპლექს-ცხრილიდან. ამით, 

დარჩენილ ცხრილში ისევ შევამცირებთ დამხმარე უცნობთა რიცხვს. 

მსგავს ოპერაციათა ჩატარების შედეგად მივიღებთ, რომ სიმპლექს- 

ცხრილში დამხმარე უცნობები აღარ გვექნება და მაშასადამე, მივი- 

ღებთ (1) სისტემის დასაშვებ საბაზისო ამონახსნს. ამ შემთხვევაში უნ- 

და გავითვალისწინოთ. რომ ცხრილიდან გამორიცხული X; უცნობი ნუ- 

ლის ტოლია. 

სავარჯიშო 

1. ამოხსენით სიმპლექსური მეთოდით შემდეგი ამოცანები: 

ა) ვიპოვოთ #იII0 L=-–--30--Xე--4Xვ, თუ სრულდება შეზღუდვები: 

7X,++4Vა–“–3Xვლ12 

6X, ––2X:0+ 5Xვლ? 

2X,+–+X-+ 3Xგ7 
X,>0, X->0, Xვ->0. 

ბ) ეიპოვოთ #M112XL=6X +7Xა-–-X-- 3, თუ სრულდება შეზ- 

ღუდეები: 
X. + 3Xე–-–4Xვ+-X,=12 

6Xა-–– 3Xვ-- 2X,ლ–10 

7Xე––-2Xვ-–3Xლ6 

X>0, X:>0, Xე>0მ0: X,>0. 

გ) ვიპოვოთ M)2XL=X, -2Xა-+4Xვ-+3ჯ, თუ სრულდება შეზღუდ- 

ვები: 

X.++-3X:-L 3X–X=9 

–-2X -–-Xვ-4Vკ=6 

–-5X5-+–-7X.ლ7 

X>0 XL>0, Xვ->>0, X),>0. 

დ) ვიპოვოთ #)1!08= --5X–-7Xა--9X. თუ სრულდება 'მეზღუდ- 

ვები: 

2X.+-3Xგე––-Xვლ6 

–-41, –-2X:+-5Xვლ7 
3X,+-4X:-L 2X1ლ3 

X>0. X>->0, Xვ2>0. 
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ე) ვიპოვოთ იIIი L = –-2X,-–-3X,-იXვე–-50ს--6-0+X%, თუ სრულ- 

დება შეზღუდვები: | 

პასუხი: 

X+4Xა-–-5X3+-7X--8X,=10 

3Xა--– 71ე–- X+4%-+Xგ=12 

X,>0 (/=1.2.3.4,5,6). 

14 2 
ა) X,.=0, Xჯ;წა= –, Xვ= 21. I)II0I I, = _ 29, 

1 11 11 

76 10 146 
ბ X=-–- –-, X.=0, X-=-, X=0, I0IILI,=--; 1 3 ? ა 3 ე 3 4 ვ 

) X.= X:= V X= 47 X 11 იიმX #,= 1“1. გ 1 ე 2 6 ? ე 37 4 6” წ = 2 ვ 

303. 1 ვვ 
X=-, X.=0, Xა=-,. ოII1ხ=---; 

დ ი –= ავ, X.-0 პელ 23: 23 

ე) X,=94, Xა=Xვ=X.=Xგ=0, X=3, (იI0=--86, 

2. ამოხსენით ამოცანები ხელოვნური ბაზისის მეთოდით: 

ა) ვიპოვოთ M)Iი L= –-1X, + XI“ 3X---X, თუ სრულდება შეზ- 

ღუღდვები: 
X, +–-2Xვ–-Xვ+-X,=0 

2X, ––2Xა5+ 3X3+3X=9 

X, ––-X:ე+2Xვ--X,=6 

X,>0 (/=1,2.3,4) 

ბ) ვიპოვოთ ო1მX L=--2X, -–– C-+X-+X, თუ სრულდება შეზღუდ- 

ვები: 

ი+6Xა+“–2Xვ--X,=2 

2 ++Xე––-3Xვ-- X=6 

X ++Xე+-Xვ++X=7 

X,კ>0 (I/=1,2.3:4) 

ბ) ვიპოვოთ #M10XL=X,--2X:-+ 3X, თუ სრულდება შეზღუდვები: 

–-2X-+X2,კ-+3Xვ=2 

2X + 3X;--L 4+ვ=1 

X,>0 (I=1,2.3) 
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დ) ვიპოვოთ ი1)იL=12+Xა--Xვ--2X,, თუ 

სი--2X:ე-+L+LXა=–-3 

Xვ-––2X=2 

3Xე––-Xგ+X=5 

Xა+6+X->>3 

X,>0 (/=1,2,3,4,5) 

პასუხი: ა) X,=1, Xა=1, Xვ=3, X.=0, X1III,.=7; 

ბ) X,=3, )X:=0, )|X-=1, Xგ=3, |01მXL=--2; 

გ) ამოცანას ამონახსენი არა აქვს: 

დ) X=0, Xა=2, Xვ=4, Xა=1, Xგ=1, III ,=--2. 

3. ამოხსენით გრაფიკულად: 

ა) L==2X,+3X, ფუნქციის მაქსიმუმი და მინიზუმი ,შემდეგ შეზღუდ– 

ვებში: : 

54% +2X,<10 
X1+2Xე<4 
X.>0, X.>0 

ბ) L=--4X--X,ფუნქციის მაქსიმუმი და მინიმუმი შემდეგ შეზღუდ–- 

ვებში: 

6X.-+-X:>>6 

3X-+C4X.:>>12 

X>0, X2>0 

გ) L=-3)-X, ფუნქციის მაქსიმუმი და მინიზუმი შემდეგ შეზღ– 
უდვებში: 

2Xი+3Xა=12 

X)––-X;:<1 

5X%-+-X5>>5 

3X, ++2X.აV>>6 

X>0, X.->>0 

დ) L=7X)–-Xა ფუნქციის მაქსიმუმი და მინიმუმი შემდეგ შეზღუდ- 

ვებში: 

(25 = 27! 
–-–X.-+Xალ2 

3%-––X:ლ<3 

X>>0, X:->>0 
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პასუხი: 

· 3 5 27 
ა) X =0, Xე·=0, 1110 #=0; % =>; #:=-5--, (იმX#= – 

· 4 18 34 
ბ) X=00, Xე=00, 0)I0L=--C; X.= –- ; X=--, შიმას=-–--–-- 

7 7 7 

· 4 15 27 
გ) ხ=3, Xა=2, M1I0 L=--11; 2,=-, X-= –-, თმXსხ=---. 

7. 7 7 
დ) X,=0, Xაგ=2, #0110L=--2; X,=4, X·ა=0, 01მ8XL=1. 

XI თავი 

თამაშთა თეორიის ელემენბები 

§ 1. თამაშთა თეორიის საგანი, მათემაბიკური მოდელები 

თამა'მთა თეორია შეისწავლის კონფლიქტური ტიპის მოვლენათა 

მათემატიკურ მოდელებს. ეს ისეთი მოვლენებია რომლებშიაც მონაწი–- 

ლეობს რამდენიმე დაინტერესებული მხარე, ამასთან მათი ინტერესები 

არ ემთხვევა ერთმანეთს. 

კონფლიქტური ამოცანებეთ, კერჭოდ აზარტული თამაშებით, და- 

ინტერესება დაიწყო ჯერ კიდევ აღორქინების ეპოქაში. ამოცანათა მეც- 
ნიერული განჰილვა გვავდება პასკალეს, ფერმას და ჰიუგენსის მიმო- 
წერებში. ფაქტიურად აქ ეყრება საფუძველი ალბათობის თეორიას. 

თამაშთა თერრიის ჩამოყალიბება ხდება მე-20 საუკუნის ოციან 
წლებში ჯერ ფრანგი მათემატიკოსის ბორელის მეცადენეობეთ, შემ- 

წ? დეგ კი ამერიკელი მეცნიერის ჯონ ფონ ნეიმანის დასრულებული თე- 

ორიით. 

თამაშთა თეორია ძალზე სწრაფი ტემპებით განვითარდა და ახლაც 

ვითარდება. ობიექტურ რეალობად იქცა მისოი პრაქტიკული გამოყე- 
ნებაც. ვერ დაასახელებ ადამიანის, მოღვაწეობის რაიმე სფეროს, სა- 

დაც არ მოიძებნოს კონფლიქტის ანუ თამაშის ტიპის ამოცანა. 
განსაკუთრებეთ აღსანიშნავი თამაშთა თეორიის როლი ეკონო- 

მიკური მეცნიერებესათვის, მასხევა დაფუჰნებულა წო5ნასწორობესა 
და მდგრადობის თეორიები. 

ამოცანის მათემატიკური მოდელის შექმნა ნიშნავს ამოცანის ში- 

ნაარსის ამსახველი მათემატიკური ამოცანის ჩამოყალიბებას. რაც უფ- 
რო სრულადაა გადმოცემული მოდელში ამოცანის პირობები, მით უფ- 

რო კარგი და მისაღებია იგი. მოდელი ამავე დროს უნდა იყოს საკმა- 

ოდ ზოგადი და რეალიზებადი, ე. ი. მის ჩარჩოებმი უნდა ხვდებოდეს 

349



ამოცანათა ფართო სჯოჯახი და უნდა ხერხდებოდეს ამოცანის რიცხვითი 
ამოხსნა. 

კონფლიქტის მათემატიკური მოდელირების დროს გათვალისწინე- 
ბული უნდა იქნეს ყველა არსებითი ფაქტორი, პირველ რიგში კი მისი 

ძირითადი კომპონენტები: 

1) მონაწილენი, რომლებსაც მოთამაშეები ეწოდება, 

2) გადაწყვეტილებანი, რომელთა (მიღებაც მოთამაშეებს შეუძლიათ 

(მოთამაშეთა სტრატეგიები), ჯ 

3) მოთამაშეთა მიზნები. ისინი: წარმოადგენენ რაღაც სარგებლიანო- 

ბებს (მოგებას, წაგებას და სხვა) და, როგორც წესი, მოცემული არიან 

ფუნქციების საშუალებით. 

არსებობს თამამთა თეორიის სხვადასხვა მოდელი ანუ ფორმა. ყვე- 

ლაზე უფრო გავრცელებული, შესწავლილი და მისაღები ფორმაა 

თამაშის ე. წ. ნორმალური ფორმა. ჩვენც ძირითადად ამ მოდელს შე– 

ვისწავლით. განვიხილავთ აგრეთვე თამაშებს ე.წ. პოზიციური ფოომით. 

' ძირითადად ჩვენ შევისწავლით თამაშებს ორი მონაწილით. თამაშე– 

ბი მრავალი მონაწილით (ორზე მეტი მონაწილით) რთულია იმის გამო, 

რომ მოთამაშეთა შორის ჯშესაძლებელია წარმოიშვას დაჯგუფებები 

(კოალიციები). მათ ჩვენ აქ არ შევისწავლით. | 

საგნის შესწავლის დროს სტუდენტმა პირველ რიგმი ყურადღებით 

უნდა აითვისოს ძირითადი ცნებები და შეითვისოს მათემატიკური მო–- 

დელის არსი, მოთამაშეთა მიდგომა და ამოხსნის კრიტერიუმები. კურ- 

სში ძირითადია წონასწორობის სიტუაციის ცნება. მისი შინააოსის გა- 

გება ბევრად განსაზღვოავს საგნის ათვისების დონეს. ! 

თამაშთა თეორია მათემატიკური დისციპლინაა და მისი მკაცრი 

მათემატიკური შესწავლა მოითხოვს საკმოდ ფართო მათემატიკურ · 

განათლებას. ტექნიკური სპეციალობის სტუდენტთათვის ისეთით თეორე- 

მების დამტკიცება, როგორიცაა უსასრულო თამაშთა ძირითადი თეოოემა, 

ნეშის თეორემა, ბიმატრიცული თამაშებისათვის და სხვა, არაა სავალ- 

დებულო. საკმარისია ასეთ. შემთხვევაში სტუდენტი დაკმაყოფილდეს 

თეორემის შინაარსის აღქმით. 

§ 5, თამაშები პოზიციური ფორმით 

ს თამაშის პოზციური ფორმა სალონური თამაშებს ბუნებრივი 

გეომეტრიული მოდელია, რომელშიაც არსებითია მოთამაშეთა მიერ 

გადაწყვეტილებათა მიღება გარკვეული თანმიმდევრობით. თამამი იწყე- 

ბა საწყისი მდგომარეობიდან (პოზიციიდან) და "შედგება მოთამაშეთა 

სვლების მიმდევრობისაგან ზოგიერთ თამაშში სვლებს შორის შეიძ- 

ლება გაკეთდეს შემთხვევითი სვლები. სვლების დაწესებული მიმდევრო- 
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ბისა და შინაარსის გარდა თამაშში არსებითია აგრეთვე თამაშის მსვლელო- 
ბის შესახებ მოთამაშეების ინფორმირება, რომელიც შეიძლება იყოს 

სხვადასხვა სისრულის და ხასიათის. მაგალითად, ჭაღრაკის თამაშის 

დოოს თითოეულმა მოთამაშემ იცის თუ რა სვლები გაკეთდა თავისი 

სვლის მომენტამდე (იცის პოზიცია, რომელშიდაც უნდა გააკეთოს სვლა); 

პოკერში მოთამაშემ არ იცის, საზოგადოდ, ზოგიერთი სვლა-შემთხვე- 
ვითი სვლა; ნარდის თამაშისას მოთამაშემ იცის წინასვლები სრულად, 
მაგრამ მისი სვლების სიმრავლე აღებულ !მომენტში დამოკიდებულია 
შემთხვევაზე. ' 

ყოველი თამაში უნდა დამთავრდეს რაღაც შედეგით, ეს შედეგი კი 
უნდა იყოს შეფასებული თითოეული მოთამაშის მიერ სარგებლიანობის 
თვალსაზრისით. ეს იმას ნიშნავს, რომ საბოლოო პოზიციათა სიმრავლე– 

ზე მოთამაშეს უნდა ჰქონდეს უპირატესობის მიმართება. ეს მიმართება 
ცხოვრებაში გამოიხატება ქულებით, თანხით ან სხვ. ჩვენ მას წარმო- 

ვიდგენთ როგორც ფუნქციას, რომელიც თამაშის ყოველ გამოსავალს 
(საბბოლოო პოზიციას) შეუსაბამებს გარკვეულ რიცხვს –– მოგებას. 

გადავიდეთ პოზიციური თამაშის ფორმალურ განსაზღვრებაზე. 

ამისათვის წინასწარ საჭირო იქნება ე.წ. ტ ოპოლოგიური ხის 

ცნება. ესაა წვეროების სასრული სიმრავლე, ერთი გამოკვეთილი 4 
საწყისი წვეროთი, რომლებიც შეერთებულია ხაზებით (შტოებით), 
ისე, რომ მიღებულია ბმული ფიგურა ჩაკეტილი მრუდის გარეშე. აქე– 
დან გამომდინარეობს, რომ ნებისმიერი ორი წვეროსათვის არსებობს 
შტოების ერთადერთი მიმდევრობა, რომელიც მათჯაერთებს. ორო წვე- 

როს ეწოდება მეზობელი,Vწთუ მათ აერთიანებს შტო. , 

C წვერო მისდევს 8 წვეროს, თუ 4 და C წვეროების შემაერთებელი 
შტოების მიმდევრობა გადის 8-ზე. წვერო საბოლოოა, თუ მას არ მოს- 

დევს არც ერთი წვერო. სხვაგვარად წვეროს წოდება პროზიცია, ხო- 
ლო შტოს-ალტერნატივა.საბოლოო პოზიციის” 1 წვეროსთან შემაერ- 

თებელ მტოთა მიმდევრობას ეწოდება| პარტია. ასეთი ტერმინოლო– 

გიის საშუალებით შეგვიძლია გადავიდეთ პოზიციური თამაშის ფოდრმა- 
ლურ განსაზღვრებაზე. 

განსაზღვრება 1.I პოზიციური თამაში ეწოდება ტოპო- 
ლოგიურ ხეს, რომლისთვისაც მოცემულია: 

1. 4 საწყისი წვერო, რომელსაც ეწოდება თამაშის საწყისი პოზიცია. 
'2, „ხის საბბოლოო პოზიციებზე განსაზღვრული ორი ნამდვილი ფუნ- 

ქცია, რომლებსაც ეწოდება მოთამაშეთა მოგების ფუნქციები; 
3. არასაბოლოო პოზიციების დაყოფა Lა, L,, L. სიმრავლეებად 

– მოთამაშეთა სვლების :სიმრავლეებად.”ე სიმრავლის პოზიციაში 

სვლა შემთხვევითია, #,),-ის პოზიციაში--I მოთამაშის, #,.-ის პოზიცი- 
ამი -- II მოთამაშისა; 
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4. ალბათური განაწილება #ე სიმრავლის ყოველ პოზიციაში არ- 

სებულ ალტერნატივებზე. 
5. 6,(1(=1,2) სიმრავლის დახლეჩა 85," ქვესიმრ ავლეებად, ე· წ. 

ინფორმაციულ ქვესიმრავლეებად. ეს დახლეჩა ისეთია, რომ თითოეული 

ინფორმაციულე სემრავლის პოზიციას აქვს ერთი და იმავე რაოდენო- 
ბის ალტერნატივებე და არცერთ ინფორმაციულ სიმრავლეში არ შე- 

დღის ერთი პარტიის ორი პოზიცია. 

ინფორმაციული სიმრავლე ეს ის სიმრავლეა, რომლის შესახებაც 
მოთამაშემ იცის, რომ მასში იმყოფება, მაგრამ ზუსტად არ იცის ამ 

სიმოავლის რომელ პოზიციაშია, 
ყველაფერი ეს წარმოვიდგინოთ ერთი მარტივი თამაშის ნაირსა- 

ხეობებით: ნახაზებზე ინფორმაცეულ სიმრავლეებს შემოვხაზავთ წყვე- 
ტილი მრუდეებით. საბოლოო პოზიციებში მიღებული წყვილების 
პირველი წევრი პირველე მოთამაშის მოგებაა, მეორე––მეორე მოთა- 
მამისა. 

მაგალითი 1. განვიხილოთ შემდეგი თამაში: 
L სვლას აკეთებს I მოთამაშე და ირჩევს 1 ან 2 რიცხვს, 

II სვლას აკეთებს IL მოთამაშე და ირჩევს 1 ან 2 რიცხვს, 

III სვლას აკეთებს L მოთამაშე და ირჩევს 1 ან 2 რიცხვს. 
ამის შემდეგ თამაში მთავრდება და იკრიბება სამივე ეტაპზე არჩეული 

რიცხვები. თუ ეს ჯამი კენტია, ასეთ თანხას უხდის II მოთამაშე I-ს, 
თუ ლუწია -- პირიქით. 

იმისდა მიხედვით, თუ როგორ არიან მოთამამენი ინფორმირე- 

ბული სვლების შესახებ, გვექნება სხვადასხვა შემთხვევა: 
ა) თითოეულმა მოთამაშემ იცის ყველა წინა სვლა თამაშის ხეს 

ექნება სახე (ნახ. 43): 

ყი"      



ბ) მეორე მოთამაშემ იცის | სვლა, ხოლო პირველმა მოთამაშემ 

არ იცის II სვლა (ნახ. 44): 

  

გ) მეორე მოთამაშემ არ იცის IL სვლა, ხოლო პირველმა იცის 

IL სვლა (ნახ.. .45): 
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დ) -მეორე მოთამაშემ არ იცის I სვლა, ხოლო პირველმა მოთამა- 

შემ არ იცის II სვლა (ნახ. 46): 

  

....“ 

' ნახ. 46 

ე) ვთქვათ I სვლის შემდეგ კეთდება შემთხვევითი სვლა (II სვლა)–– 

აირჩევა რიცხვი 1 ალბათობით 1/4, რიცხვი ––- 2-– ალბათობით 3/4. 

III სვლა II მოთამაშისაა, რომელმაც იცის II "სვლის შედეგი, ' “მაგრამ 

არ იცის 1 სვლა. III სვლაზე მეორე ირჩევს ისევ 1 ან 2-ს. სამივე სვლის 

შედეგები იკრიბება და მოთამაშენი მოგებებს იღებენ ზემოთ აღწერი- 
ლი წესით (ნახ. 47): 
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“როგორც ვხედავთ, პოზიციური ფორმა გვიჩვენებს მრავალსგლიანი 
თამაშების განშტოების სქემას სვლათა მიმდევრობითი შესრულებისას, 

ეს ფორმა ძალზე მოხერხებულია მცირე და საშუალო სიდიდის თამა- 

შების აღწერისათვის. ისეთი თამაშები,-ომელთა კვანძებშიაც ალტერ– 

ნატივების რიცხვი შესამჩნევად იზრდება (მაგალითად, ჭადრაკში), 

შეუძლებელია აღიწეროს ასეთი ფორმით. თუმცა სამართლიანობა 

მოითხოვს ითქვას, რომ ასეთი თამაშებისათვის არც მეორე ფორმა 

იძლევა პრაქტიკულად სასურველ შედეგს. 

§ მ. თამაშები ნორმალური ფორმით 

|სწარმოვიდგინოთ პოზიციური თამაში ჭადრაკის მაგალითზე. მო- 

ჭადრაკე აკეთებს სვლას მაშინ, როდესაც.მისი ჯერი დადგება. რაც უფ- 

რო მაღალი კვალიფიკაციისა მოჭადრაკე, ის უფ–ო მეტ „სვლებს ით- 

ვლის“ –– მან რამდენიმე სვლისათვის იცის პასუხები პარტიისჯნების- 
მიერი სიტუაციისათვის. ახლა წარმოვიდგინოთ ისეთი მოჭადრაკე, რო–- 
მელსაც გამზადებული აქვს ყველა შესაძლო პოზიციისათვის ერთი გარ–- 

კვეული სვლა (კარგი ან ცუდი). ამ სელათა ერთობლიობით განისაზღ- 

ვრება მისი თამაში.. თუ მეორე მოთამაშესაც აქვს სვლათა ერთი ასე- 

თი ერთობლიობა, მაშინ თამაშის შედეგი ცალსახად იქნება განსაზღ- 
ვრული ––მას მოთამაშეთა -ჩარევის გარეშე გაზოარკვევს მესამე პი- 
რი –– ვთქვათ, მსაჯი.' : 
"ცხადია, სელათა ზემოაღნიშნილი ერთობლიობა ძალზე დიდი მო- 

ცულობისაა, დიდია აგრეთვე ამ ერთობლიობათა სიმრავლეც. პრაქ- 
ტიკულადღ მათი აღწერა შეუძლებელია, მაგრამ თეორიული თვალსაზ- 

რისით დასაშვებია. დასაშვებია ·ის,,რომ ·თამაშის წინ მოთამაშე ირჩევს 
იმ სვლებს, რომლებიც მან ·უნდა გააკკთოს მოსალოდნელ პოზი- 

ციებში. სხვანაირად ამბობენ, რომ მოთამაშე ირჩევს :გარკვეულ სტრა- 
იას. 

რებ ანსაზღვრება1. მოთამაშის სტრატეგია არის ფუნქცია, 

რომელიც ამ მოთამაშის ყოველ საინფორმაციხო სიმრავლეს შეუსა- 

ბამებს რომელიღაც ალტერნატივას. 

აღვნიშნოთ პირველი და მეორე მოთამაშის სტრატეგიათა სიმრავ– 

ლეები შესაბამისად 5) და ღ5ჯ-ით. სტრატეგიათა ყოველი (§,, §;1) 

წყვილისათვის, სადაც 565) და 5:C50:, მოცემული უნდა იყოს /7)(5,, 

§ა:) და MI. (5), 5.) ფუნქციები, განსაზღვრული 5, და 55 სიმრავლეთა 

5) X8§ე დეკარტულ ნამრავლზე. მათ შესაბამისად ეწოდება პირველი 

და მეორე მოთამაშის მოგების ფუნქციები. 

განსაზღვრება 2. სტრატეგიათა L(§,, 5:) წყვილს, სადაც 

§.C5,, 95:65,, ეწოდება 'სიტუაცია. 
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თამაში ნორმალური ფორმით წარმოიდგინება შემდეგნაირად: პირ- 
ველი მოთამაშე 5, სემრავლედან ირჩევს რაღაც 5, სტრატეგიას, მე– 

ორზე მოთამაშე §კ სიმრავლიდან ირჩევს 5, სტრატეგიას, ამის შემდეგ 
პირველი ღებულობს /”/,(5,.5)) მოგებას ხოლო მეორე “–-/)C,, 

§.) მოგებას. 

განსაზღვრება 3. თამამი ნორმალური ფორმით არის 

ოთხეული , 

<5) 50, #/, :>. 

თუ სტრატეგიათა 5) და 5: სიმრავლეები სასრულია, მაშინ თამაშის 
წარმოდგენა შეიძლება მატრიცის სახით, რომლის ელემენტები მოგე- 

ბათა წყვილებია შესაბამის სიტუაცაებში. ამისათვის საჭიროა გადავ- 

ნომროთ §, და ნომრები შევუსაბამოთ სტრიქონებს, გადავნომროთ 5) 
და ნორმები შეუსაბამოთ სვეტებს. მაგალითისათვის ნორმალური 
ფორმით წარმოვადგინოთ წინა პარაგრაფში განხილული თამაში. პირ- 

ველი მოთამაშის 4 შესაძლო სტრატეგია თანმიმდევრულად წარმოვიდ- 
გინოთ ასე: (1,1), (1,2), (2,1), (2,2), სადაც პირველი კომპონენტი არ- 

ჩევანია | სვლაზე, მეორე კი –-– მესამე სვლაზე. მეორე მოთამაშის 
სტრატეგია არის ერთიანის ან ორიანის არჩევა მეორე სვლაზე (განვი- 

ხილოთ დ) ვარიანტი). 

(1. 1) 31 –3, (–4, 4! 

(1, 2 L--4, 4) (5, –-5! 
(2, 1) L-“4, 4) (5, –-–5|) 

(2, 2). (50, – 5) (--6,6! 

სასრული თამაშები ასეთი ორმაგი მატრიცების საშუალებით მო- 

იცემა. ამიტომ მათ ბიმატრიცულ თამაშებს უწოდებენ, 

თუ თამაშები ანტაგონისტურია, ე. ი. თუ /#/,(5,, 5§:) = –– ჩMე(§, §,) 
ნებისმიერი სიტუაციისათვის, -მაშინ მატრიცის ყოველი წყვილის მეორე 

ელემენტი არის პირველის მოპირდაპირე რიცხვი. წყვილების ჩაწერა 

აღარაა საჭირო, შეიძლება ჩავწეროთ მხოლოდ ერთგანზომილებიანი 
მატრიცა. ჩვენი მაგალითი არის ანტაგონისტური თამაშის ნიმუში, 

რომლის მატრიცაა: 

3 –4 

–4 5 

–4 5 

5 –6 

ანტაგონისტურ თამაშებს სხვაგვარად ნულჯა მიანი თა- 

მაშები ეწოდება, ხოლო სასრულ ანტაგონისტურ თამაშებს '-- 

მატრიცული თამაშები. 
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§ 4. ოპტიმალობის კრიტერიუმები 

როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, თითოეული მოთამაშის მიზანია მი- 

იღოს რაც შეიძლება დიდი მოგება, მაგრამ ეს მარტო მის სურვილხე და 

ოსტატობაზე კი არაა დამოკიდებული, არამედ მეორე მოთამაშის მოქ- 
მედებაზეც (არჩევანზე). ყოველი სიტუაცია ხომ ორივე მოთამაშის არ- 

ჩევანს შეიცავს და ერთის არჩევანი შეიძლება სრულებით არ იყოს 

სახარბიელო მეორესათვის. მიუხედავად ამისა, უნდა გაირკვეს როგორო 

იმოქმედოს მოთამაშემ კონკრეტულ თამაშში, დადგინდეს როდის შეიძ- 

ლება ჩაითვალოს თამაში ამოხსნილად.უნდა ვაღიაროთ, რომ აზ მი- 
მართულებით სრული სიცხადე არაა მიღწეული,” და, ალბათ,ვე“ც მი- 

იღწევა.ა გამონაკლისს წარმოადგენენ ანტაგონისტური .თამაშები. 
ჩამოვაყალიბოთ ახლა ამოხსნადობის ძირითადი კონცეფციები ანუ 

ოპტიმალობის კრიტერიჟმები, რომლებიც მიღებულია თანამედოოვე 

მეცნიერებაში. 

ოპტიმისტური ამონახსენი. ესაა საუკეთესო 'სი- 

ტუაცია ორივე მოთამაშისათვის, თუ ასეთი არსებობს, თითოეული 
მოთამაშე ეძებს თავისი მოგების ფუნქციის მაქსიმუმს (ჩვენ ყველგან 
განვიხილავთ ისეთ II, და #79 ფუნქციებს, რომლებიც თავიანთ განსა- 

ზღვრის 5, X5, არეზე აღწევენ უდიდეს და უმცირეს მნიშვნელობებს): 

V.=I)მX I/(5,, 5), V-.=ოხ)მX LI-C5,,) 55): 
(§,, 59; (§,, §»( 

თუ ორივე მაქსიმუმი მიიღწევა ერთსა და იმავე (§,", 5:95) სიტუა- 

ციაში, მაშინ ეს სიტუაცია იქნება თამაშის ამონახსენი, ხოლო §," 
და 5ე:” –-– ოპტიმალური სტრატეგიები შესაბამისად პირველი და მეო– 

რე მოთამაშისათვის. 

ოპტიმისტური ამონახსნები, როგოოც წესი არსებობს ისეთ ამოცა- 

ნებში, სადაც ფაქტიურად მოთამაშეებს შორის კონფლიქტი აოაა, მა- 

შასადამე, ამოცანა არაა თამაშის ტიპის. ცხადია, ანტაგონისტურ თა- 

მაშში ოპტიმისტური ამონახსენი არ შეიძლება არსებობდეს. 

პესიმისტური ანუ მაქსიმინური ამონახსე- 

ნ ი. მოთამაშე ყოველი გადაწყვეტილებისათვის ორიენტაციას იღებს 

ყველაზე უარეს მოსალოდნელ შედეგზე, ანუ გარანტირებულ მნიშ- 
გვნელობაზე და ისე არჩევს თავის სტრატეგიას, რომ ეს გარანტირებუ- 
ლი მოგება იყოს მაქსიმალური. ეს მაქსიმინური მოგებები V,=იმX 

1 
9110 MM, (§,, §:) და Vგ=I0მX I01Iი I7 ა: (5), §:) გვაძლევენ თამაშის ამო– 

§2 §2 51 

ნახსენს. §“ და §,? სტრატეგიებს, რომელზედაც მიიღწევა მაქსიმუ- 
მები, ეწოდება ო პტიმალური სტრატეგიები შესაბამი- 
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სად პირველი და მეორე. მოთამაშისათვის. მაქსიმინურმა მიდგომამ, 
ბუნებრივია, უხდა გაამართლოს ნულჯამიან თამაშებში. ბუნებრი-. 
ვად იბადება კითხვა –- ყოველთვის არის თუ არა მაქსიმინური სტრა- 
ტეგია მართლაც საუკეთესო. 

წონასწორული ამონახსენი. ეს ისეთი სიტუაციაა, 
რომლისგანაც გადახრა არაა სახარბიელო თითოეული მოთამაში- 
სათვის. 

განსაზღვრება 1. (§,5%, §)5) ს სიტუაციას. ეწოდება წონასწო- 
რობის სიტუაცია, თუ /##),(§,, §|-)ლ=//,(§,", §."), V9, C5), IIა:(5)", 5:)ლ= 

=/7:(5,”, §:"), V5:C5ა. 
დასაშვები ანუ პარეტოს ამონახსენი.. 

განსაზღვრება 2. (§,”·, §.") სიტუაციას ეწოდება პარე- 

ტოს ამონახსენი, თუ არ არსებობს (§,, §,|) (§,C5,; 5:C5.) სიტუ- 

აცია, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობებს: 

II (§,, 5:)2>I7,(5,”, 5ა"), /”7ა(5, 5:ა)>>I7:(5,", §ა). 

სხვაგვარად რომ ვთქვათ, პარეტოს ამონახსენი გვეუბნება, რომ 

არცერთ მოთამაშეს არ შეუძლია თავისი მოგების გაზრდა, თუ არ და- 

აზარალა მეორე. პარეტის ოპტიმუმი ფაქტიურად არის „კოლექტი- 

ური წონასწორობარ. 

„პარეტოს _ამონახსნები, როგორც წესი, ძალზე ბევრია. ანტაგონის- 

ტურ თამაშებში, მაგალითად, ნებისმიერი სიტუაცია პარეტოს ამო- 

ნახსენია. 

საზოგადოდ, ბუნებრივია, იდეალურად ჩაითვალოს ის სიტუაცია, 

რომელიც იქნება როგორც დასაშვები, ასევე წონასწორული. 

§ ი. ანტაბონისტური თამაშაბი. ზოგადი თეორია 

განსაზღვრება. L. თამაშს ეწოდება ანტაგონისტური ანუ. 

ნულჯამიანი, თუ ნებისმიერი სიტუაციისათვის ადგილი აქვს ტოლობას 

MM (5ც ზე+/75-(5,, §-)=0. 

გადავწეროთ ეს ტოლობა ასეთნაირად //,(5ე;, 9:)=--//'ა(5,, 5»). 

იგი გვეუბნება, რომ რასაც იგებს)პირველი მოთამაშე, იმას აგებს მე- 

ორე. სხვანაირად ამბობენ რომ მოთამაშეთა ინტერესები სავსებით საწი- 

ნააღმდეგოა. იმის გამო, რომ #I, ფუნქცია განისახღვრება #, ფუნქ- 
ციით, შეგვიძლია დავკმაყოფილდეთ მხოლოდ პირველი მოთამაშის 

მოგების ფუნქციით და აღვნიშნოთ |იგი IIC5ც §:)-ით. მეორე მოთამა– 

შის მოგების ფუნქცია იქნება –- //(C§,, 5:). თამამი წარმოგვიდგება 

<5§,. 5.:, M>> სამეულის სახით. 

358



როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, ანტაგონისტური თამაშებისათვის ბუ- 
ნებრივი და საინტერესო უნდა იყოს მაქსიმინური მიდგომა, მითუმე- 

ტეს რომ იგი მჭიდროდ უკავშირდება წონასწორობის სიტუაციის ცნე- 
ბას, ჩავწეროთ წონასწორობის სიტუაციის განსაზღვრება ანტაგო- 

ნისტური თამაშებისათვის. (X§,, 5: სიტუაცია იქნება წონასწორო- 

ბის სიტუაცია, თუ ნებისმიერი 5,C5, და 5:C5ა სტრატეგიებისათვის 

ადგილი ექნება უტოლობებს: 

II(505:)=/7#(5,)55), –- (5,,5:)ლ––-/7/(5),5:). 

მეორე უტოლობის (-–-1)-ზე გამრავლებით და პირველთან ·გაერთი– 

ანებით, მივიღებთ 

'-(C 5:)=/7(C5), 5ი)=/7(5), §ა). (1) 

ეს უკანასკნელი ორმაგი უტოლობა გამოსახავს # ფუნქციის განსა- 

კუთრებულ თვისებას –- (§,, §,3) წერტილი არის ფუნქციის უნაგირა 

წერტილი. ამ წერტილში I ფუნქცია პირველი ცვლადის მიმართ აღ- 

წევს მაქსიმუმს, ხოლო მეორე ცვლადის მიმართ –– მინიმუმს. 

უნდა აღვნიშნოთ, რომ უნაგირა წერტილის (წონასწორობის სი- 

ტუაციის) განსახღლვრება წერტილოვანი თვისება როდია, იგი გულის- 
ხმობს უტოლობათა შესრულებას სტრატეგიათა მთელ სიმრავლეებზე 
და იგი უნდა განვასხვავოთ ანალოგიური გეომეტრიული და ანალიზუ– 

რი ცნებებისაგან “შეიძლება რაიმე არეზე ფუნქციას ჰქონდეს რამდე- 

ნიმე ლოკალური უნაგირი, მაგრამ თამაშთა თეორიის გაგებით ისინი 

იქნებიან უნაგირა წერტილები, თუ ამ წერტილებში /7 ფუნქციის მნიშ- 
ვნელობები სხვადასხვაა. გარდა ამისა, თამაშის უნაგირა წერტილი 
ხშირად არის საზღვარზე და სრულებით არ ჰგავს უნაგირს. 

ახლა გავიხსენოთ მოთამაშეთა გარანტირებული მოგებები ანუ მაქ- 
სიმინები როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული პირველი მოთამაშისათვის 
ეს იქნება ი1მX იIIი //(5, §.), ხოლო მეორე მოთამაშისათვის #1მX #1Iი 

> §ა 52 §1 

L--MVC§5, 5ე)). თუ გავიხსენებთ, რომ ი11ი|--/(X))ლ ––2XI(X) და ი12X 

L-–-I0V0)ლ––ოი)ი /(X), მაშინ –– ოIი ი1მX #7(§,, §:) იქნება მეორე მო– 
§2 §, 

თამაშის გარანტირებული მოგება. ი110 ი2მX ”I(§,, 5,) იქნება ის გა- 
59 5) 

რანტირებული სიდიდე, რომელსაც არ აღემატება მეორე მოთამაშის 

წაგება (რა თქმა უნდა, თუ არ მოისურვებს). 

თეორემა 1. მართებულია უტოლობა 

ი2X იიი /7(§,, §-ქლოთIი იIIმX // (§,, §)). 
5, 52 §2 5, 
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დამტკიცება.: ნებისმიერი §,C5, და 5:65: სტრატეგიები- 

სათვის ცხადია, რომ 

XIII /7(5,,5ე)ლიემX ”I(5,, 5)). 
§: 5) 

უტოლობის მარცხენა მხარე არის §,-ის, ხოლო მარჯვენა მხარე §,- 

ის ფუნქცია, ამიტომ 

”მX I910/7(5,, 5) ლ M1მX. /7(5,, 5,) 
(51 § 5) 

უტოლობა სრულდება ნებისმიერი §5კ-სათვის. ამის გამო მართებული 

იქნება აგრეთვე დამოკიდებულება 

იმX იეIი /7(5,,5კ) < ი)10) II10XI”C5), 5). 
ადვ 52 §ი 5) 

განსაზღვრება 2. V„=)მX Iი1ი //I(59, 5) სიდიდეს ეწო- 
5) 52 

დება თამაშის ქვედა მნიშვნელობა ანუ ქვედა ფასი ხოლო V" = 

=Xი0Iი II 2X /I(5,, §,) სიდიდეს –– ზედა მნიშვნელობა ანუ ზედა ფასი. 
8 

თუ თამაშის ზედა და ქვედა მნიშვნელობები ერთმანეთს ემთხვე– 
ვა, ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ თამაშს აქვს ამონახსენი და V=Vკ = 

=V” სიდიღეს უწოდებენ თამაშის მნიშვნელო ბას. 

თეორემა 2. იმისათვის, რომ ადგილი ჰქონდეს 

M1მX II11ი 1#(5,,5·)= თი ი18მX #/(5), 5;) (2 
§) §ა 52 5, 

ტოლობას, აუცილებელი და საკმარისია #/ ფუნქციას გააჩნდეს უნაგი- 

რა წერტილი. 

დამტკიცება: ვთქვათ, არსებობს (§,, §:) უნაგირა წერტილი, 

ე. ი. ნებისმიერი 5,C5, და 95:65აე-სათვის სრულდება 

I#(C(5), §0)ლ=/7(5) :5:)=/7”(C§), 5) (3) 

ტოლობა. ამიტომ მართებულია 

IIმX IMI(5,, §,:)  //(§,, §.)ლი11ი /7(5კ, 5) 
5) 52 

უტოლობაც. მარცხენა მხარეში §,-ის ნაცვლად ავიღოთ მინიმუმის მიმ- 
ნიჭებელი მნიშვნელობა. ხოლო მარჯვნივ §,-ის ნაცვლად -–- მაქსი– 

მუმის მიმნიჭებელი, მაშინ მითუმეტეს შესრულდება 

· ი1Iი I მX/7(5,5:)ლიIმX. IიIიI#(5,,5;) 
55 §) 5) (71 

უტოლობა, რომელიც წინა თეორემასთან ერთად ამტკიცებს საკმარი- 

სობას. 

360



ახლა დავუშვათ, რომ ადგილი აქვს (2) ტოლობას. §, და §ა-ით აღ- 

ვნიშნოთ ის მნიშვნელობები, რომლებზედაც მიიღწევა გარე ექსტრე- 

მუმები, მაშინ ადგილი ექნება უტოლობათა შემდეგ ჯაჭვს: 

ჯი IIმX /#(5,, 5:) = 1110X /I7(5), §:)2>/7(§), §:) >> 
დი §, §) 

=ოთIი ”#”C,,5-აე)ლ–წიმX /7019 /7(5,, 5»). 
(> (> §9 

კიდურა წევრების ტოლობის გამო აქედან ვღებულობთ 

ოI1მX /7 (5), §:) = IIC§,, §.)=M11ი /7(5), 5»). (30 
§1 53 

ეს კი უნაგირა წერტილის განსახღვრების ტოლფასია. 

შედეგი 1. თუ არსებობს ისეთი §,C5), §:65; და ნამდვილი 
V რიცხვი, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობებს 

IC5,5:)=V =77C§,,5.), V5,C5), 5:C5ე, 

მაშინ (§,, §:ჯ) წონასწორობის სიტუაციაა და V=I/I(§), §აკ). 
დამტკიცება. როგორც ზემოთ, აქაც 

102X I7(5ც §:)==V =IიIი /7/C5), 52); 
51 §2 

V=I0 ი1მX /7(5,, 5:)=1I1მX XII) /M(5,, 5კ). 
52 §, 5) 58 

მაშასადამე, გარე ექსტრემუმები მიიღწევა §) და §ა-სათვის და(1§5), §:1 

არის წონასწორობის სიტუაცია. . 

განსაზღვრება 3. (L§,, §ა) და (§1”, §:”) წონასწორო- 
ბის სიტუაციებს ეწოდება ურთიერთჩანაცვლებადი, თუ წონასწო- 

რობის სიტუაციებს წარმოადგენენ აგრეთვე (§), §:”) და (§,9, §ა). 

სიტუაციებს ეწოდება ექვივალენტური, თუ 17(5 ,§5:) = 1 (5, 9, 51%). 
თეორემა 3. ანტაგონისტურ თამაშებში წონასწორობის სი- 

ტუაციები ექვივალენტურია და ურთიერთჩანაცვლებადი. 

დამტკიცება. ვთქვათ გვაქვს ორი L§), 501 და (5),%, 

ა.) წონასწორობის სიტუაცია.§ 4-ის განსახლვოება 1-ის თანახმად: 

#(5”ც §:)=77(§), §5:)=##(5§5:“), 

'-(ფ. 5: ')=/I(5"), 9: ')=/I(51", 5”), 

საიდანაც /7C§), §:)==/7(51 ”, §:)=1(51, 5: )=17(5,“, §:"). ექვივა–- 

ლენტურობა დამტკიცებულია. ჩანაცვლებადობაკ იოლად მტკიც- 

დება იგივე განსახღვრებიდან გამომდინარე. მართლაც, (ნებისმიერი §, 
და §ა-სათვი 

'-(C> §0)=/7(5), §501=I/I(5- §:)=/7”(5,”, §:)”)=I7(5,7, 39) და (5, 55) 
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წონასწორობის სიტუაციაა. (§,, §-.| სიტუაციისათვის დამტკიცება ანა- 
ლოგიურია. 

შედეგი. ანტაგონისტურ თამაშს შეიძლება ჰქონდეს მხოლოდ 

ერთადერთი მნიშვნელობა. 

თეორემა 2-ის თანახმად ანტაგონისტურ თამაშს აქვს ამონახსენი 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მას გააჩნია წონასწორობის სიტუა- 

ცია ანუ უნაგირა წერტილი. დავუშვათ, რომ თამაშს აქვს (L§), §:) 
უნაგირა წერტილი. (3) დამოკიდებულებიდან გამომდინარეობს, რომ 

პირველ მოთამაშეს გარანტირებული აქვს V=/7(5,, §:) მოგების მი- 

ღება, თუ ის აირჩევს §, სტრატეგიას. ამავე დროს პირველ მოთა- 
მაშეს არც უნდა ჰქონდეს მეტის მიღწევის იმედი, ვინაიდან მეორე მო–- 

თამამე, §: სტრატეგიის არჩევით, არ მისცემს მას ამის საშუალებას. 

ამრიგად, ამ შემთხვევაში ყველაფერი გარკვეულია. პირველმა 
მოთამაშემ უნდა აირჩიოს §, სტრატეგია, მეორემ –– ჯე სტრატეგია. 

ბუნებრივია შემდეგი ცნებების შემოღება. 

განსაზღვრვბა 4: თუ L§, §:) არის ანტაგონისტური თა- 

მამის წონასწორობის სიტუაცია, მაშინ მასს ეწოდება თამაშის ამო- 

ნახსენი. 51 და §ე სტრატეგიებს ეწოდება შესაბამისად პირველი და მეო–- 

რე მოთამაშის ოპტიმალური სტრატეგიები. 

გასარკვევი რჩება ძირითადი საკითხი –– როდისაა მართებული 

(2 ტოლობა ან მისი ტოლფასი (3) დამოკიდებულება. ბუნებრივია, 

მისი დადებითი გადაწყვეტა მოითხოვს სხვადასხვა დაშვებას მოგების 

ფუნქციასა და სტრატეგიათა სიმრავლეებზე. ამ საკითხს ჩვენ განვიხი- 

ლავთ, შემდგომში კონკრეტული ტიპის თამაშებისათვის. 

§ 6. მატრიცული თამაშები 

განსაზღვრება 1. ანტაგონისტურ თამაშს ეწოდება 
მატრიცული ანუ მართკუთხა თამაში, თუ ორივე მოთამაშის სტრატე- 

გიათა სიმრავლე სასრულოა.I 

მატრიცული თამაშები ყველაზე უფრო კარგად შესწავლილი თა- 

მაშებია. დიდია მათი პრაქტიკული მნიშვნელობაც, ვინაიდან ბუნება- 

ში, როგორც წესი, სასრული რაოდენობა ობიექტებთან გვაქვს საქ- 

მე, და ამას გარდა, უსასრულო თამაშების მიახლოება ყოველ კონკრე- 

ტულ შემთხვევაში ხერხდება მატრიცული თამაშებით. 

ვინაიდან 5, და 5: სასრულო სიმრავლეებია, შეიძლება მათი ელე–- 

მენტების გადანომვრა, ამიტომ შეგვიძლია დავუშვათ, რომ 

§,=(1,2,...,ი), 5:= (1,2,...,ი|. 
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მოგების #ICI, |) ფუნქცია, სადაც 165), /C55, შეიძლება წარმოვიდ- 

გინოთ (თ,;,)) მართკუთხა მატრიცის სახით. თუ პირველი ცვლადი გაირ–- 
ბენს სტრიქონის ნომრებს, ხოლო მეორე –– სვეტის ნომრებს, ცხადია, 

გვექნება: 
თ;,=I1I(6I). 

ამრიგად, სასრულე ანტაგონისტური თამაში სავსებით განისაზღვ- 

რება მისი მატრიცით. თვით თამაში ასე წარმოგვიდგება: პირველი და 

მეორე მოთამაშე ერთმანეთისაგან დამოუკიდებლად ირჩევენ სტრიქო- 

ნებისა და სვეტების ნომრებს შესაბამისად. არჩეული სტრიქონისა და 

სვეტის გადაკვეთაზე მდებარე რიცხვი გვიჩვენებს პირველი მოთამა- 
შის მოგებას (მეორის წაგებას). 

 გ„არანტირებული მოგებები და უნაგირა 
წერტილი. მატრიცული თამაშები 'წარმოადგენენ ანტაგონისტური 
თამაშების კერძო სახეს, ამიტომ ანტაგონისტურ თამაშთა ზოგადი 

თეორიის ყველა ცნება და ფაქტი ავტომატურად გადავყდ მატრიცულ 
თამაშებზე. კერძოდ, (I) წყვილი იქნება სიტუაცია. თამაშის ქვედა 

მნიშვნელობა იქნება V„ =ი1მX MIIი ძ,ჯ,, ზედა მნიშვნელობა კი =-V”= 
: I 

=ჯIი #იმX ძს),. (I, 1) სიტუაცია იქნება წონასწორობის სიტუაცია ანუ 
,_. ! 

უნაგირა წერტილი, თუ ნებისმიერი ჯ და |-თვის შესრულდება უტოლობა 

ი,)ლი,ლძე. აქაც უნაგირა წერტილის არსებობა მინიმაქსისა და მაქ– 

სიმინის ტოლობის ტოლფასია. 

როგორც განსაზღვრებიდან ჩანს, V, არის სტრიქონების მინიმალუ– 
რი ელემენტებიღდა5 უდიდესი, ხოლო VV არის სვეტების მაქსიმალური 

ელემენტებიდან უმცირესი. მაშასადამე, უნაგირა წერტილი ისეთი სი- 
ტუაციაა, რომლის შესაბამისი რიცხვი უმცირესია თავის სტრიქონში 

და უდიდესი თავის სვეტში. ცხადია, მატრიცაში ასეთი რიცხვის არსე–- 
ბობა სრულებით არაა” სავალდებულო. საილუსტრაციოდ მოვიყვანოთ 
ერთი კლასიკური მაგალითი სამხედრო-ტაქტიკური თამაშებიდან. 

მაგალითი (პოლკოვნიკ ბლოტოს |თამაში). პოლკოვნიკი ბლო- 

ტო (პირველი მოთამაშე) და 'კაპიტანტ 'კიჟე |ებრძვიან ერთმანეთს ორი 

ობიექტისათვის, ბლოტოს განკარ გულებაშია |5 პოლკი, კიჟეს განკარ> 
გულებაში ––3 პოლკი. მათ თავიანთი ძალები უნდა გაანაწილონ ორ 

ობიექტზე საბრძოლველად. ცხადია, ბლოტოს სტრატეგიათა სიმრავ- 
ლე 'მედგება 6 ელემენტისაგან (სტრიქონისაგან), ხოლო კიჟეს სტრატე- 

გიათა სიმრავლე|–-–4 ელემენტისაგან (სვეტესაგან). მოგება განისაზღ- 
ვრება შემდეგნაირად: თათოეულ ობიექტზე იგებს ის, რომელსაც აღ- 
მოაჩნდება იქ პოლკების მეტი რაოდენობა. მოგების სიდიდე განი- 
საზღვრება მოწინააღმდეგის პოლკების რაოდენობით პლიუს ერთი (ე. 
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ი. პოლკის განადგურებისათვის და ობიექტის აღებისათვის იძლევ> 
თითო ერთეული). საერთო მოგება ყოველ სიტუაციაში შედგება ორივე 
ობიექტზე მოგებათა ალგებრული ჯამით. შევადგინოთ თამაშის მატრი–- 

ცა. სტრატეგიები წარმოვიდგინოთ წყვილებით მაგალითად, (|12,3I 
აღნიშნავს, რომ ბლოტო პირველ ობიექტზე აგზავნის 2 პოლკს, ხო–- 
ლო მეორე ობიექტზე –– 3 პოლკს. 

(3,0) |2,11 (1,2) (0;3) 
(5,0) 4 2 1 0 

(4,1) 5 3 ბებ –1 

(3,2) 1 5 2 “2 

L2,3) --2 2 5 1 

(1,4) –1 0 3 5 

(0,5) 0 1 2 4 

ვნახოთ თამაშის ქვედა, და ზედა მნიშვნელობები: 

V. =სიმX IიIი ძკკ=1იმXL(0, –-1, –-2, --2, –-1) =0, 
' ; 

V"=თ)ი Lი8X 0ი7/,=იიIი(5, 5, 5, 5) =5. 
I I 

თამაშს არა აქვს ამონახსენი, . 

|ბლოტოს გარანტირებული აქვს ნულოვანი მოგება, კიჟეს კი გარან– 

ტირებული აქვს, როომ არ წააგებს ხუთზე მეტს. და ეს ხდება, ისეთ თა- 
მაშში, სადაც ერთ მოთამაშეს (ბლოტოს) აქვს შესამჩნევი უპირატე– 

სობა. ისმის კითხვა, შეუძლია თუ არა ბლოტოს რაიმე ხერხით გაზარ- 

დოს თავის მოგება? ანალოგიურად, შეუძლია თუ არა კიჟეს 'რაიმე 

ხერხით შეამციროს )თამამის ზედა მნიშვნელობა? 

თამაშის შერეული გაფართოება წარმოვიდგინოთ ერთი |წუთით, 
რომ ბლოტო და კიჟე ორი ობიექტისათვის ბრძოლას აწარმოებენ ხში– 

რად, ვთქვათ ასჯერ, დათითოეულის მიზანია საშუალო მოგება იყოს მაქ– 

სიმალური. როგორ მოიქცეოდნენ მაშინ ისინი? ბუნებრივია, სხეადა–- 

სხვა ბრძოლაში თითოეული მოთამაშე გამოიყენებდა სხვადასხვა სტრა– 

ტეგიას. შეიძლება ითქვას, რომ სტრატეგიებს მოთამაშენი გამოიყენებ– 

დნენ სხვადასხვა სიხშირით. ცხადია, “თუ კიჟე სხვადასხვა ბოძოლაში:· 

გამოიყენებს სხვადასხვა სტრატეგიებს, მაშინ მისი საშუალო წაგება. 

100 ბრძოლაში გაცილებით ნაკლები იქნება ხუთზე. ასევე ცხადია, თუ. 

ბლოტო ყოველ ბრძოლაშ ი შემთხვევით, აირჩევს პირველ ან მეექვსე. 

სტრატეგიას, მაშინ მისი საშუალო მოგება გაიზრდება. : 

გამთვიყენოთ ეს იდეა და ამავე დროს დავრჩეთ თამაშის ნორმა– 

ლური ფთრმის ჩარჩოებში. ამისათვის მოგვიხდება სიხშირეებისა და 
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სამუალო მაკებეს ცნებებიდან გადავიდეთ მათ ანალოგზე -–-–ალ- 

ბათობებსა და მოგების მათემატიკურ ლოდინზე. ამრიგად, შემდგომ- 

შა მოთამაშენი აირჩევენ ალბათურად თავიანთ სტრატეგიებს. 

განსაზღვრებ.ა 2. ვთქვათ, მოცემულია თამაში /I X/, ტი- 

პის მატრიცით. პირველი მოთამაშის შერეული სტრატეგია ეწოდება 

ვექტორს: 
M 

X=ლC60, #„..»Xთ), სადაც XI>90, ბ. X,=1. 

(==1 

ხოლო მეორე მოთამაშის შერეული სტრატეგია ეწრდება ვექტორს: 

/ 

XV=V, V»-- ყი), სადაც ყ/>0, ა ' ყ,=1. 
I==1 

შერეული სტრატეგიებეს კომპონენტები წარმოადგენენ შესაბამი- 
სი სტიიქონის ან სვეტის არჩევის ალბათობას. შერეული სტრატეგია, 

რომლის ერთე კომპონენტი უდრის ერთს, ხოლო დანარჩენი ნულს, 
წარმოადგენს სტრატეგიას ძველი ახრით. მათ, შერეული სტრატეგი- 

ისაგან განსხვავებით, წმინდა სტრატეგიებს უწოდებენ. 

განსაზღვრება 3. პირველი. მოთამაშის სტრატეგიათა 

სიმრავლეს 

” 

5,= (ხოთ Xა,..·-:Xი):X,>90, 2,X=IL. (1) 

(=1 

ეწოდება /? –– განხომილებიანი ფუნდამენტალური სიმპლექსი ხოლო 

მეორე შოთამაშის სტრატეგიათა სიმრავლეს 

/ 

5:= 1 რამაიამი ყკ2>9, ა /-1I, 2) ჯ=1 

ეწოდება: ”M-განზომილებიანი ფუნდამენტალური სიმპლექსი. 
გერმეტრიულად სიბრტყეზე შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ ორგანზო- 

მილებიანი სიმპლექსი, როგორც მონაკვეთი (1,0) და (0,1) წვეროებ ით, 

სივრცეში სამგანხომილებიანი სიმპლექსი, როგორც სამკუთხედი (1, 

0, 0), (0,1,0) და (0,0, 1) წვეროებით. 

თუ მოთამაშენი სტრატეგიას შირჩევენ შემთხვევით (ალბათურად), 

მაში% მოგებას ფუნქციაც შემთხვევითია მისი მნეშვნელობებია მატრი- 
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ცის ელემენტები. ამ შემთხვევითი სიდიდის მათემატიკური ლოდინი 

იქნება: 

IM ”„ 

MCX,)0= »., 2, თ,X/,=X4V7. (3) 
(=1 1=1 

ვინაიდან “მოთამაშენი ,ცწმინდა სტრატეგიებს )ირჩევენ ერთმანეთისა- 

გან დამოუკიდებლად, 'ამის გამო თ,, მოგების ალბათობაა X,;V,-- სტრი- 
ქონისა და სვეტის არჩევის ალბათობათა ნამრავლი. 

განსაზხღსვრე0ბა 4 / "მატრიციანი თამაშის ჯშერეული “გა– 
ფართოება ეწოდება <5», 5, M(X, #)>> ანტაგონისტურ თამაშს, 

სადაც 5», 5 და IICX, XV) განისაზღვრებიან (1)––(3) ფორმულებით. 

- „ამრიგად, |მატრიცული თამაშიდან გადავედით მის შერეულ გაფარ- 

თოებაზე, უფრო რთულ უსასრულო თამაშზე. ახლა უკვე მოთამაშენი 
ირჩევენ წერტილებს მრავალგანზომილებიანნი სიმპლექსებიდანრ ეს 

განზოგადება იძლევა თამაშის ამოხსნის საშუალებას თუმცა მხოლოდ 

შერეულ სტრატეგიებში. 

მატრიცულ თამაშთა ძირითადი თეორემა. 
ვთქვათ მოცემულია თამაში 4 |მატრიცით და მისი <5»ი»ა ზ,, 9V-> 

შერეული გაფართოება. <5„, 5,, M> ანტაგონისტურ თამაშს ყო- 
ველთვის აქვს 'ამონახსენი, ე. ი. არსებობს ისეთი'X და” სტრატეგიე– 

ბი, რომ ადგილი |აქვს თანაფარდობებს: 

IICX,V)<IICX, წ7)=)ICX, I”), VXC5თ, X 65, (4 

MC0C X)=-იიმX ი I”LCX, #)=ჯი1ი 1იმX //(CX, I). (5) 
V” ”"? '–““ 

ამჟამად არსებობს მინიმაქსის თეორემის უამრავი დამტკიცება, 
მათგან ყველაზე ელემენტარულად ითვლება უჟ. ვილის დამტკიცება, 

რომელიც დამყარებულია ამოზნექილ სიმრავლეთა თვისებებზე. ჩვენ 

აქ მოვიყვანთ დ. გეილის მიერ შემოთავახებბულ „გეომეტრიულ“ დამ- 

ტკიცებას, რომელიც”გადმოღებულია ვილი-ნეიმანის ვარიანტიდან. 

დამტკ იმვცე)ბა) გეომეტრიული თვალთახედვისათვის ავი- 
ღოთ თამაში (ორსტრიქონიანი მატრიცით, მაგალითად, 2 X 5 ტიპის 

მატრიცით ! 

წი რია თვ რ6/ 94) 

ძე რთა რივ რია :0ინ 

და ვექტორ-სვეტები აღვნიშნოთ შესაბამისად 'თ,, ძა, თე, იკ, Cთ-ით. 

გამოვსახოთ ეს წერტილები სიბრტყეზე (ნახ. 48) 
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თე – XV 

   რიკა“ 9 2 

   III) I 
7//, 

'M 1 Mყ თ,- თ“ 

            
ნახ. 48 ნახ. 49 

და მათზე მოვჭიმოთ ამოზნექილი წრფივი C = ( თეძიე, თე, Iი,, თ.) გარ– 
სი, რომელიც ნახაზზე წარმოადგენს დამტრიხულ მრავალკუთხედს. 

სიმრავლე გადავაადგილოთ მთავარი ბისექტრისსის გასწვრიე მა- 

ნამ, სანამ მას ექნება შეხება მხოლოდ უარყოფით კვადრანტთან და 

არ ექნება საერთო 'შმიგა წერტილი. სხვანაირად რომ ვთქვათ, ვი–- 

ხილავთ ისეთ Cა' სიმრავლეს, რომელიც შედგება X"=X+თV წერტი–- 

ლებისაგან, სადაც ICV=X1 ,1) და თ არჩეულია ისე, რომ C-ს ჰქონდეს 
შეხება უარყოფით V ორნანტთან , ცხადია (ნახ. 49) I 

Cა= (თ0თ+თსL, ძა+თხ, ძვ+თხ, ი.+თხ, ძა-+თC/ . 

თ ისეა შერჩეული, რომIC, ეხება V-ს ამიტომ იგი არ შეიცავს უარ- 
ყოფით ვექტორს, მაგრამ შეიცავს არადადებით ვექტორს. ეს იმას, ნიშ- 

ნავს, რომ /უტოლობათა სისტემას (2 უტოლობა, 5 ცვლადი) 

5 

ბ, ყ,(0კ+–თL)ლ9 (6) 
1=1 

) აქვს ისეთი არაუარყოფითი ამონახსენი V#=წ 9, ყვა VI ჟ' კ რომ 

5 

ყ,=1. 
)=1 

ორი ამოზნექილი სიმრავლის განცალების თეორემის თანახმად 
მოიძებნება ისეთი L წრფე, რომელიც გაივლის სათავეზე' და ერთმანე- 
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თისაგან გაჰყოფს Cა 'და V სიმრავლეებს. ავიღოთ X=(X,, Xე) ქეექტო- 

რი, რომელიც L წრფის პერპენდიკულარულია, დევს Cა სიმრავლის 

მხარეს და X,-++Xე=1. ეს ვექტორი C„ სიმრავლის ყველა ვექტორთან 
ადგენს არაბლაგვ კუთ5ეს. ამეტომ ყველა /-სათვის ადგილე აქვს უტო- 

ლობებს: 

(XV, თ,+თV)>90. (7). 

460) უტოლობები 1გვაძლევს 

ი“ 5 

4VV = 2 , ყ,0,< – ბ ა0=-ითხ. (8) 
1=1 I=1 

#7) უტოლობე ბიდან გამოდის: 

(ს იძ)ა>–თიპქე L)=-->თ,! (9) 
საიდანაც 

X.4>-–-თი#ჩ, ჩ=(1,1,1,1,1). (1თ 

(0) და (10) :გაერთიანება' მოგვცემს 

X4XV7 >-თ(წ,, V)=–თ=-თ-(X, Lს)2>>X4V7'. 

უს კი ნიშნავს, რომ (X, I) წონასწორობის სიტუაციაა, ხოლო დ '-- 
თამაშის მნიშვნელობა, 

ოპტიმალურ სტრატყგიათა თცისებები. მატ- 
რიცულ თამაშთა ძირითადი თეორემა გვეუბნება, რომ მატრიცულ თა- 

მაშებს შერეულ სტრატეგიებში ყოველთვის აქვს ამონახსენი, ე. ი. 
არსებობს X” და X# ” ოპტიმალური სტრატეგიები და თამაშისIV =V#I(X7, 

# ') მნიშვნელობა აკმაყოფილებს შემდეგ თანაფარდობას: 

M(CX%, V ე=0მX თIი 9M(%, 7)=010 01მX M(X, X) (11) 
X V V”V XჯX 

ან, რაც იგივეა: 

M(X, V 'I)ლII(X”M,V კ)ლ#(X5M,ზ)?), VX, XV. (12) 

ახლა ჩვენ დავამტკიცებთ ოპტიმალურ სტრატეგიათა ზოგიერთ თვი- 
სებას, რომელიც ხშირად გამოიყენება თამაშთა ამოხსნისათვის. 

თეორემ'ა 1. დავუშვათ, – არის მატრიცული თამაშის ფასი. 
იმისათვის, რომ სტრატეგია IX იყოს პირველე მოთამაშის ოპტიმალური 

სტრატეგია, აუცილებელი და საკმარისია §„-დან ნებისიმერი X სათვის 

შესრულდეს უტოლობა 
V=<I7(CX, 1). (13) 
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ანალოგიურად, V იქნება II მოთამაშის ოპტიმალური სტრატეგია 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ. როცა VXC5» 

V>I7(X, 7). (14) 

დამტკიცება ჩავატაროთ პირველი მოთამამისათვის, აუცილებლობა 

გამომღინარეობს იქედან, რომ X ოპტიმალური სტრატეგიისათვის მო–- 

იძებნება ისეთი #, რომ (X, X) იქნება უნაგირა წერტილი. 

დავამტკიცოთ საკმარისობა. დავუშვთ რომ ყოველი 

V-თვის X. აკმაყოფილებს (13) უტოლობას. მეორეს მხრივ არსებობს 

(XII სვ უნაგირა წერტილი, რომელიც აკმაყოფილებს (12)-ს და 

MI(X”, V 0 ლ–V. აქედან გამომდინარეობს, რომ 

I7(X ", X ')ლ#I(X, I). 

ამ უტოლობაში V» შევცვალოთ I “ით, ხოლო (12)-ის მარცხენა 

უტოლობაში X შევცვალოთ X-ით, მივიღებთ 

#”(CX XV ”)ლI/(X-?ს, V ალ=M(X, X# M). 

მაშასადამე, 

I”7(X”, V ”7)=/1(CX X# », 

ღა საბოლოოდ 

MI(CX, XV ')ლ”7(X, XV წა=/ (ჯ, I). 

(X IV) ყოფილა უ ნაგირა წერტილი, მაშასადამე, » ოპტიმალური 

სტრატეგიაა. 

თეორემა 2. იმისათვის რომ (X, 1) წყვილი იყოს თამაშის 

ამონახსენი, აუცილებელი და საკმარისია ნებისმიერი ( და |-თვის 

((=1,2,...,M1:; /=1,2,....,) სრულდებოდეს უტოლობები 

MC, #)ლ=II(CX, X#)=”წMCX,. 7, (15) 

სადაც ICI, X) მოგების ფუნქციის მნიშვნელობაა, როცა პირველი 

მოთამაშე ხმარობს /ჯ/-ურ წმინდა სტრატეგიას, მეორე კი ––# შერეულ 

სტრატეგიას. 

აუცილებლობა პირდაპირი შედეგია (12) , თანაფარდობის. დავამ- 

ტკიცოთ საკმარისობა. (14)-დან "ნებისმიერი X. და #-თვის 

” I” 

M(CX, 1)=2., M(I, 7)X,= IICX, X) 23 X=MICX ჯი), 
|=1 (=1 

„” წ/) 

MC, VX)=3. 90 /I)ყ,>IICX »X) 2 #,-M/ (დ %). 
1=1 |=1 

რ 24. ზ. ნაცვლიმეილი ღა სხე. 369



საინტერესოა თუ რომელი წმინდა სტრატეგიებისათვის აქვს ადგილი 

(14-მი ტოლობას და რომლებისათვის მკაცრ უტოლობას. 

თეორემა 3. |(თუ Xჯ პირველი მოთამაშის ოპტიმალური სტრა- 
ტეგიაა და რომელიღაც 1ა-თვის ”ICX, /0,):>V. მაშინ მეორე "მოთამაშის 

ნებისმიერი ოპტიმალურ სტრატეგიაში V,,,=0. ანალო გიურად,ჰზთუ მეორე. 
მოთამამის ოპტიმალური სტრატეგიაა IV და რომელიღაც I1I:ე-სათვის 

IICXიI, –)<V, მაშინ პირველი მოთამაშის|ნებისმიერი ოპტიმალურ სტრა- 

ტეგიაში X;-ა==0. 

დავამტკიცოთ თეორემის. პირწჟშელი ნაწი- 

ლი. პირობის თანახმად: 

2 ,M/C, MV,>V ა. 9, 
17” Iი 17-10 

ICX Iი)MIე=>V "წია ? თუ, ყარ მ. 

რომელთა შეკრება მოგვცემს 

” ” 

2 ,/C% IXV,=MC 1)=V >V 2) ,V,,=V, 
1=1 1=1 

მაშასადამე, V,, 5-0 დაშვება 'არაა სწორი. 

ამრიგად, (15) თანაფარდობაში ტოლობები |მიიღწევა /იმ (წმინდა 

სტრატეგიებისათვის, რომლებიც ოპტიმალურ სტრატეგიებში შედიან 
მდადებითი ალბათობებით. შეგვიძლია (15) ასე გადავწეროთ 

ჯიმX MMC, V)=II(XIX7)=I0Iი I/I(CX,. /) I(16) 
I I 

შემდგომში ამ ტოლობებს გამოვიყენებთ თამაშების რიცხვითი მე- 

თოდებით „ამოხსნისას, : 

თეორემა 4. თითოეული მოთამაშის ოპტიმალურ სტრატეგი- 

ათა სიმრავლე არის "მოზნექილი 'და ჩაკეტილი. 

დავამტკიცოთ თეორემა 'პირველი მოთამაშისათვის ვთქვათ Xჯ და 

X”?” ორი ოპტიმალური 'სტრატეგააა, !მაშინ 

MC X)>V, I(X”,7)>,! VXC5ა. 

ავიღოთ ნებისმიერი X+X(1--)-X" წერტილი 0<2კ<1' სეგმენტი- 
დან, მაშინ 

#M0.X+L(1-––)2X ?,V )=2.17 (XIV )-+ (1 ––) (X ”,712>>V 

ნებისმიერი #-თვის და მაშასადამე წერტილი ოპტიმალურია. "ჩა- 

კეტილობა "გამომდინარეობს X-ის მიმართ /7 ფუნქციის უწყვეტობიდან. 
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თეორემა 5, ვთქვათ, მოცემულია თამაში /#” მატრიცით, რომლის 
ყოველი ელემენტი მიიღება 4 მატრიცის შესაბამისი ელემენტიდან C 

მუდმივის დამატებით. 'ასე რომ, ახალი თამაშის მოგების ფუნქცია 

LM '(X.V)=7(X, #)+C. 

თუ (X· I) არის წე ფუნქციის უნაგირა წერტილი, მაშინ 'ის. იქნება 

უნაგირა წერტილი ”  ფუნქციისათვისც (დამტკიცება მარტივია). 

დომინირება ხშირად “შესაძლებელი ხდება დადგინდეს 

თუ რომელი წმინდა სტრა ტეგიები შევლენ ოპტიმალურ სტრატეგიებ– 

ში ნულოვანი ალბათობით. ეს პირველ რიგში ხორციელდება დომინი- 

რების პრინციპის საფუძველზე. ცხადია მოთამაშემ (ვთქვათ პირველმა) 

არ უნდა გამოიყენოს ისეთი სტრიქონი, რომელიც უარესია სხვა სტრი- 
ქონზე ყოველი მდგენელით. ეს პირნციპი ჩამოყალიბებულია ქვემოთ 
მოყვანილ თეორემებში 

განსაზღვრება 5. ვიტყვით, როომ (ური სტრიქონი დომი–- 

ნირებს #-ურ სტრიქონზე, თუ VI=1,2,...,M-თვის 0,,>ი.,1 ღა ერთი 

რომელიღაც /:-სათვის ძ,,.>0,. ანალოგიურად, ვიტყვით, რომ /- 
ური სვეტი დომინირებს ჩ-ურ სვეტზე, თუ VIL= 1,2,...,M-სათვის თ, ლ= 

ლ0,. და ერთი რომელიღაც (თვის ძ;,<რ;ის. 

თეორემა 6. თუ თამამში 4 მატრიცით (ური სტრიქონი 
დომინირებს #-ურ სტრიქონზე, მაშინ პირველი მოთამაშის ყოველ 

ოპტიმალურ Xჯ სტრატეგიაში X.=0. 

თეორემა 7. თუ თამამში 4 მატრიცით IL-ური სვეეტი დომინი- 
რებს #-ურ სვეტზე, მაშინ მეორე მოთამაშის ყოველ ოპტიმალურ # 

სტრატეგიაში ჟყ,=0. 
მართებულია უფრო ზოგადი თეორემები: 

თეორემა 8. თუ მატრიცის #”-ური სტრიქონი დომინირდება 

სხვა სტრიქონებიხ ამოზნექილი წრფივი კომბინაციით, მაშინ პირველი 

მოთამაშის ყოველ ოპტიმალურ Xჯ სტრატეგიაში X»,„=0. 
თ ეორემა 9. თუ მატრიცის /-ური სვეტი დომინირდება დანარ– 

ჩენი სვეტების ამოზნექილი წ“ფივი კომბინაციით, მაშინ მეორე მო– 

თამაშის ყოველ ოპტიმალურ # სტრატეგიაში V/,= 

დავამტკიცოთ თეორემა 8. მოცემულობის თანახმად 

აპ). 1I)XI>0L, VI=1,2).-,.I%. 2 XI-=1, X,->0. 
(55ჩ (56# 

თუ განვიხილავთ მეორე მოთამაშის %” ოპტიმალურ სტრატეგიას, 

მაშინ წინა უტოლობიდან მივიღებთ: 

2 თM/,>0ა)) VI=1,2,...,M 
(55ჩ 
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რადგანაც ერთი მაინც |-სათვის ადგილი აქვს მკაცრ უტოლობას, ამი- 

ტომ 

8 _ ” _ 

ბ?.ბ, ძთ,,X,ყ, > 2 ძ.ყ). (17) 
15=# 1= 1 1==1 

განვიხილოთ პირველი მოთამაშის შერეული სტრატეგია X=C), 

XL ე, 0. ·.. Xთ), მაშინ (17) შეიძლება ჩაიწეროს ასე: 

ჩ 

პ ,9',)=II6, I)<#I(X, X)<M(CXM%) =V, 
|=1 . 

სადაც X-ით აღნიმნულია პირველი მოთამაშის ოპტიმალური სტრატე- 

გია და გამოყენებულია მისი თვისება. მე-3 თეორემის თანახმად ვღე– 

ბულობთ რომ X,=0. თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 7. არაანტაგონისტური თამაშები 

ანტაგონისტური თამაშების თეორია, როგორც ვნახეთ, პრინ - 

ციპულად წარმოადგენს დასრულებულ, დახვეწილ თეორიას როგორც 
პრობლემატური, ასევე მათემატიკური თვალსაზრისით მიუხედავად 
ამისა, ეს თეორია პრაქტიკული თვალსაზრისით ძალზე ვიწროა და 

გამოყენებას პოულობს მხოლოდ სამხედრო საქმესა და სალონურ თა- 

მაშებში. ეკონომიკურ და სოციალურ ამოცანებმშმი„ როგორც წესი, 

არ სრულდება! /7,(5,, ზეე)+IMა(5,, §.)=0 ტოლობა, რაგინდ იზოლი- 

რებული არ უნდა იყვნენ მოთამაშეები ერთმანეთისაგან. ამის გამო უკ- 

ვე ეჭვის თვალით უნდა შევხედოთ მაქსიმინურ პრინციპს, მითუმეტეს 
რომ ეს პრინციპი (და არა მარტო იგი) არავითარ სასარგებლო შედეგს 
არ იძლევა არც თეორიული (მინიმაქსის თეორემის მსგავსად) და არც 

პრაქტიკული თვალსაზრისით. 

ჩვენ განვიხილავთ სასრული არაანტაგონისტურ თამაშებს. აქ, 

ბუნებრივია, გამოგვადგება ის ცნებები რომლებითაც ვსარგებლობთ 

მატრიცულ თამაშებში -- წმინდა სტრატეგია სიტუაცია, შერეული 

სტრატეგია, გარანტირებული მოგება და სხვა; მაგრამ ამავე დროს აღარ 

გამოგვადგება ცნებები –– თამაშის ფასი, უნაგირა წერტილი..., ახალ 

განსაზღვრებას მოითხოვს ოპტიმალური სტრატეგია და თამაშის ამო– 

ხსნა. წინასწარ უნდა ვთქვათ, რომ არაანტაგონისტური თამაშები- 

სათვის არაა შექმნილი ისეთი სრული და დამთავრებული თეორია, რო- 

გორც ანტაგონისტური თამაშებისათვის. 
სასრული არაანტაგონისტური თამაშები შეიძლება მოცემულ იქ- 

ნეს ისეთი მატრიცის საშუალებით, რომლის ელემენტები რიცხვთა 
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წყვილებია. პირველი რიცხვი იქნება პირველი მოთამაშის მოგება, მე– 
ორე-მეორესი სასრული არაანტაგონისტურ თამაშებს სხვაგვარად 

ბიმატრიცული თამაშები ეწოდება. 

განასხვავვებნნ ბიმატრიცკული (საზოგადოდ არაანტაგონისტე- 

რი) თამაშების ორ, კოოპერაციულ და არაკოოპერაციულ ვარიანტს, 

ეს ხდება იმისდა მიხედვით, დაშვებულია თუ არა მოთამაშეებს შორის 

შეთანხმება (კოალიცია, კოოპერაცია). ისე კი, წესებისაგან დამოუკი- 

დებლად, მოთამაშეებს ან ერთ-ერთ მათგანს შეიძლება აწყობდეს ან 

არ აწყობდეს თათბირი თამაშის წინ. 

როგორც ზემოთ ვთქვით, ბიმატრიცული თამაში მოიცემა ორმაგი 

მატრიცით 

ქ... ..- .- 

L4, 81= ე“–“--_ .–”–” 

ICI ხი) სთიი, ხიე)--.წრთ»ას ხია, 

ხოლო მისი შერეული გაფართოება 

< 5», 5», #M.(X,X), M.(CX, »”) > (1) 

ოთხეულით, სადაც 5,, და 5, განსაზღვრული არიან §6-ის (1) და (2)- 

ის მიხედვით, ხოლო მოგების ფუნქციები ბუნებრივად: 

„” ჩ 

#M,(X,)/)= ბ. ?. 0ი,,X,/,=X4V71, 

7 ” 
II.(X,V)= ხ,,X,ყ, =X28V7. 

§4-ის განსახღვრება 1-ის თანახმად (X, ”წ) სიტუაციასს ეწოდება 
წონასწორობის სიტუაცია, თუ ნებისმიერი XC5,, და V 6C65ე-სათვის 

II, (X,-7)=M06 7) ღა #.CC, 7)<#/7.0C 1). (3) 

წონასწორობის სიტუაციის არსებობას ბიმატოიცულ თამაშებში, 
როგორც ვნახავთ, აღარა აქვს გადამწყვეტი მნიშვნელობა, მაგრამ 

მაინც ძალზე მნიშვნელოვანია შემდეგი 

თეორემა (ნეში) ბიმატრიცულ თამაშს შერეულ სტორატე- 

გიებში ყოველთვის გააჩნია წონასწორობის სიტუაცია. 

მოვიყვანოთ რამდენიმე კლასიკური მაგალითი. 

მაგალითი 1. „ოჯახური კონფლიქტი“. ცოლსა და ქმარს შე- 
უძლიათ აირჩიონ ორი გასართობიდან ერთი-- წავიდნენ ან ოპერაში 

ან ფეხბურთის მატჩზე. თუ ორივე გადაწყვეტს ერთი და იგივე ღონის- 
373



ძიებაზე წასვლას, მამინ ისენი მიეღებენ გარკვეულ სარგებელს. 

ვთქვათ ქმარი (პირველი მოთამაშე) ფეხბურთედან ღებფლობს ორჯერ 

მეტ სარგებელს, ვიდიე ოპერიდან, ცოლი (მეორე მოთამაშე) კი 

პირიქით. თუ ისინი გადაწყვეტენ სხვადასხვა გასართობზე წასვლას, 
მაში5 საღამო მთავრდება მხოლოდ უსიამოვნებით და ვერც ერთი ვერ 

მიიღებს ვერავითარ სარგებელს. 

თუ ორივე მოთამაშესათვის პირველ სტრატეგიად ავიღებთ ფეხ - 

ბურთზე წასვლას, ხოლო მეორე სტოატეგიად ––თეატრში წასვლას, 

მაშინ თამაშის მატრიცას ექნება სახე 

(2, 11. (0, C| 

(0, 01. L1, 21 /. 
მაგალითი 2. „ბანდიტთა დილემა“. ორი ბანდიტი ერთი და 

იმავე ღანაშაულესათვის ელოდება განაჩენ. პროკურორს ეჭვი არ 

ეპარება; რომ ოოივე დამნაშავეა, მაგრამ არ გააჩნია უტყუარი მტკი- 

ცებანი. ამიტომ თუ არცერთი არ გამოტყდება, პროკურორს შეუძლია 

მიუსაჯოს პატიმრობა ორივეს მხოლოდ თითო წლით. თუ ორივე დამ- 

ნაშავე აღიარებს დანაშაულს, მაშინ თითოეულს მიუსჯიან 5 წლიან პა- 

ტიმოობას. დაბოლოს, თუ მხოლოდ ერთი აღიარებს, მაშინ ის განთა- 

ვისუფლდება, მეორეს კი მიუსჯიან ათე წლით პატიმრობას. თუ პირველ 

სტრატეგიად ორივესათვის ჩავთვლით აღიარებას, მეორე სტრატეგიად 

კი აუღიარებლობას, მაშინ თამაშის მატრიცა იქნება 

L--5, –-5ს) (--0, --10I 

(- 10, 01) (-–-1I, –11/ 
მაგალითი 3. თამაშის მატრიცას აქვს სახე: 

(IV 4| I0, 0) ) 
I0. 0) (3, 3) 

მაგალითი 4. თამაშის მატრიცას აქვს სახე: 

(> 2) (10, 11 

I1, –-100) L2, --200) /. 

მაგალითი 5. თამაშის მატრიცას აქვს სახე: 

LI1, 31 I2, 3| . 
LI1, 1I L2, 1 

პირველ მაგალითში გვაქვს ორი (1,1; და (222) წონასწორობის 

სიტუაცია, მაგრამ ისინი არ არიან ურთიერთ ჩანაცვლებადი და ექვი– 

ვალენტური. 
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მეორე მაგალითში გვაქვს ერთადერთი (1, 1) წონასწორობის სი- 

ტუაციეა. (2, 2) სიტუაცია არაა წონასწორობის სიტუაცია, მაგრამ 

იგი ორივე მოთამაშისათვის უმჯობესია, ვიდრე (1, 1) სიტუაცია. 

მესამე მაგალითში ორი (1. 11) და (2, 2) :წონასწორობის სიტუა- 
ციაა. ადგილი არა აქვს ჩანაცვლებადობას და ექვივალენტურობას, 

მაგრამ (1, 1) სიტუაცია უმჯობესია ორივე მოთამაშისათვის და მისი 

არჩევის საწინააღმდეგოდ არ ჩანს არავითარი მოსაზრება. 
მეორე მაგალითში გვაქვს ერთი (1,1) წონასწორობის სიტუა- 

ცია. იგი აწყობს ორივე მოთამაშეს, მაგრამ პირველ მოთამაშეს აქვს 

ერთი უპირატესობა -- მას „შეუძლია თავისთვის აირჩიოს აშკარად 

ცუდი მეორე სტრიქონი და ამით დიდი ზიანი მიაყენოს მეორე მოთა– 
მაშეს. ამას პირველი მოთამაშე გააკეთებს იმის ათვის, რომ აიძულოს 

მეორე აირჩიოს მისთვის აშკარად უარესი მეორე სეეტი. ამგვარად, 
კოოპერაციის შემთხვევაში პირველი მოთამაშე აიძულებს მეორეს შე– 

უთანხმდეს (1, 2) სიტუაციაზე. 

ცხადია, მეორე მოთამაშეს ამ თამამში არ აწყობს კოოპერაცია. 

თუმცა არაკოორპერაციულ ვარიანტშიც, თუ თამაში მრავალჯერ მე–- 

ორდება, პირველ მოთამაშეს შეთანხმების გარეშეც შეუძლია მიაღ- 

წიოს საწადელს შიგა და შიგ მეორე სტრიქონის აოჩევით. 

მეხუთე მაგალითში, როგორც პირველი ასევე მეორე მოთამაშისა- 
თვის სტრატეგიები არ განირჩევიან ერთმანეთისაგან და თითოეულის 

მოგება დამოკიდებულია მხოლოდ მეორის არჩევანზე. მიუხედავად 

იმისა რომ ყველა სიტუაცია წონასწორულია, მოთამაშეთათვის ერ- 

თობლივად, რა თქმა უნდა, სასურველია (1,2) სიტუაცია. 

როგორც განხილული მაგალითებიდან ჩანს, ძნელია შემუშავდეს 
ამოხსნის ერთი კრიტერიუმი, რომელსაც ექნება სასურველი თვისებე– 

ბი. ამიტომაც არსებობს ამოხსნის სხვადასხვა განსაზღვრება. ისინი არ– 

სებითად განსხვავდებიან ერთმანეთისაგან კოოპერაციულ და არაკოა- 

ლიციურ შემთხვევებში, 

არაკოალიციური თამაშის ამოხსნა, 

განსაზღვრება 1. სიტუაციას ეწოდება, დასაშვები ამონახ- 
სენი ანუწამონახსენი პარეტოს აზრით თუ არ არსებობს სხვა (X, XV) 
სიტუაცია, რომ ადგილე ჰქონდეს უტოლობებს 

1)(X,XV7)>>I71(X, V), #-(X, V)->>I7:0C,1). 

განსაზღვრება 2. არაკოოპერაციულ თამაშს ეწოდება ამო–- 
ხსნადი ნეშის ახრით, თუ ყველა წონასწორობის სიტუაცია ურთი- 

ურთჩანაცვლებადია. 
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განსაზღვრება 83. ვიტყვით, რომ არაკოო პერაციულ თა- 
მაშს აქვს ამონახსენი ძლიერი აზრით, თუ დასაშვებ ამონახსნებში არსე- 

ბობს წონასწორობის სიტუაციები და ისინი არიან ექვივალენტური და 
უოთიერთჩანაცვლებადი. 

როგორც ადრე აღვნიშნეთ, პარეტოს ამონახსნები, როგოოც წესი, 
ბევრია ხოლმე. ნეშის აზრით ამონახსენიც შეიძლება იყოს სიტუაციათა 
სიმრავლე. ძლიერი აზრით ამონახსნთა სიმრავლე, ცხადია, უფრო მცი- 

რეა და ხშირად სავსებით დამაკმაყოფილებელი. 

გავარჩიოთ ამოხსნები ჩვენს მაგალითზე: 

მაგალით 1-ში დასაშვები ამონახსენი ორია(1,1) და (2,2). ნეშისა 

და ძლიერი აზრით ამონახსნები თამაშს არ გააჩნია. მაგალით 2-ში გვაქვს 

ერთი წონასწორობის სიტუაცია (1,11, იგი ამონახსენია “ნეშის ”აზრით. 

დანარჩენი სამი სიტუაცია დასაშვებია. ძლიერი აზრით ამონახსენი' არ 

არსებობს, ვინაიდან დასაშვებ სიტუაციებში არაა წონასწორობის "სი- 

ტუაცია. მაგალით 3-ში ერთი დასაშვები ამონახსენია (1, 11, წონას- 

წორობის სიტუაცია კი ორი და ისინი “1ჩაუნაცვლებადი არიან. ძლიერი 

აზრით ამონახსენია (1,11, ვინაიდან "იგი პარეტოს ამონახსენიცაა და 

წონასწორობის სიტუაციაც. მაგალით 4-ში ორი დასაშვები ამონახსენია 

(1,!1) და (1,21, წონასწორობის სიტუაციაა (1, 11. იგი 'ამონახსენია 

ყველა აზრით. მაგალით 5-ში ყველა სიტუაცია წონასწორობის 'სიტუა- 

ციაა და ყველა მათგანი წარმოადგენს ამონახსენს ნეშის აზრით. დასაშ– 

ვები ამონახსენი (1, 2) ერთადერთია, რომელიც ამონახსენია ძლიერი 

აზრითაც. 

კოოპერაციული თამაშის ამოხსნა. ახლა" დავუშვათ, თამაშის წინ 
მოთამაშეებს შორის მოლაპარაკება ნებადართულია. ამასთან, იგულის- 

ხმება, რომ დადებული შეთანხმება მოთამაშეთათვის აუცილებელია და 

მისგან გადახვევა დაუშვებელია. ,, 

კოოპერაცეა ერთის მხრივ ასწორებს ბევრ სიძნელეს, რომელიც 

გვხვდება 'არაკოალიციურ ვარიანტში, მაგრამ ზოგჯერ, როგორც ეს 

იყო მაგალით 4-ში, წამოჭრის დამატებით პრობლემებს. 

კოოპერაციული თამაშის ამოხსნის განსაზღვრება მოგვცა ჯ. ფონ 

ნიმანმა. მოვიყვანოთ ეს კონცეფცია.-, 

კოოპერაციულ ვარიანტში მოთამაშეებს ,შეუძლიათ გამოიყენონ ჯ/სა- 

ერთო შერეული სტრატეგია (X,, XI9).··»XIIII)) სადაც Xჯ)ს (1=1, 2,..., 
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MI; 1=1, 2,...,I1) არის (I, /) სიტუაციის არჩევის ალბათობა. ამრიგად, 

X,,>0 და 
” ” 

2, 2 X)=1. 

(=1 1=1 

წარმოვიდგინოთ გეომეტრიული სურათი: მატრიცის წყვილები გა–- 

მოვსახოთ მართკუთხა კოორდინატთა სისტემაში, სადაც აბსცისა იქ- 

ნება პირველი მოთამაშის მოგება, ორდინატა –– მეორე მოთამაშის 

მოგება. სიბრტყეზე მივიღებთ /”. წერტილს. მოსალოდნელი მოგება 

I” I” 

2, ბ, 0,:კXI»# ა. პანა I 

წარმოგვიდგება როგორც ამ წერტილებზე მოჭიმული ამოზნექილი 

წოფივი 'გარსი –– მრავალკუთხედი (ნარა 50) ამ მრავალკუთხე– 

დის ყოველი წერტილი მიიღება კონკრეტული შერეული სტრატე- 

გიით. პარეტოს ამონახსნები შერეულ სტრატეგიებში იქნება ის 

წერტილები, რომელთა არც ზე- (0 

მოთ და არც მარჯვნივ არ არსე- ' 

ბობს მრავალკუთხედის წერტილი. 

ესაა მრავალკუთხედის „ჩრდილო- 

აღმოსავლეთი“ წერტილები, ჩვენს 

შემთხვევაში თხიძ ტეხილი. ამ და– 
საშვებ სიმრავლიდან პირველ მო– 

თამაშეს უფრო აწყობს ყველაზე _ 

მარჯვენა I« წერტილი, მეორე მო– 2 

თამაშეს კი ყველაზე ზედა თ წერ- C.ხ. 50 

ტილი. დასაშვები სიმრავლის შემც- 

ირება შეიძლება მოთამაშეთა გარანტირებული ანუ მაქსიმინური მოგე– 

ბების ხარჯზე. ავიღოთ 

  

  

V,=ი1მX IIი თ,, Vა=ლომX 119 ხ;,.' 
( I I ; 

ისინი დასაშვები არიდან ჩამოჭრიან ნაწილს. მივიღებთ 6ხ0I! სიმრავლეს, 
რომელიც არის ე.წ. სათათბირო სიმრავლე ანუ ამონახსენი 

ნეიმან-მორგენშტერნის აზრით.. 

არსებობს სხვადასხვა მოსაზრებანი სათათბირო სიმრავლიდან ამო- 

ნახსენის არჩევისათვის. 
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§ 8. მათემატიკური დაპრობრამება და თამაშთა თეორია 

მიუხედავად იმისა, რომ თამაშთა თეორია და მათემატიკური დაპროგ- 

რამება ერთმანეთისაგან დამოუკიდებლად აღმოცენდა და განვითარდა, 
მათ შორის აღმოჩნდა ღრმა კავშირი როგორც ფორმალურად, ასევე 

შინაარსობრივად. კავშირმა შემდგომში მნიშვნელოვანი როლი შეას– 

რულა ორივე თეორიის განვითარებაში. განსაკუთრებით აღსანიშნავია 

ამ ორი დისციპლინის რიცხვითი მეთოდები, რომლებიც ფაქტიურად 
გაერთიანებული არიან თავიანთი სპეციფიკისა და მიზნების გამო. ჩვენ 

აქ ვნახავთ, რომ წრფივი დაპროგრამებისა და მატრიცულ თამაშთა 

ამოცან ები მიიყვანებიან ერთიმეორეზე და ამ აზრით ექვივალენტურ ამო- 

ცანებს“ წარმოადგენენ. 

წრფივი დაპროგრამების თეორია, ამოცანის მიყვა- 

ნა მატრიცულ თამაშზე. წრფივი დაპროგრამების ამოცანა ე. წ. 

„სტანდარტული ფორმით“ ჩამოყალიბდება შემდეგნაირად: ვიპოვოთ 

XI 'X2)-.»Xიგ (კვლადების ისეთი მნიშვნელობები, რომლებიც აკმაყო- 

ფილებენ 
რCთ)1X + თ XL --.+რთიაXგლხ, 

რთ:)X,+შიაXიL.-·.+რა„Xელხა 
სა ა ა თ ა ნოვი. (1) 

რმი)X + რთ იXეაიი + ითა ბელი» 

X>0, X->0, .... X->>0 

“ოუუტოლობებს და ანიჭებენ მაქსიმალურ მნიშვნელობას 

0.X + 06:Xა“+ ...+-ნიXი (2 

წრფივ ფუნქციას. ვექტორული აღნიშვნებით ზემოთჯ ჩამოყალიბებუ- 

ლი ამოცანა შეიძლება ასაე დაისვას: 

მოცემულია 7 XM ტიპის #4 მატრიცა და ხ=(ხ,, ხე,..., ხ,), C= 
=(0ც 0,0) ვექტორები. ვიპოვოთ X=(CX,,X:,. --X) ვექტორი, 

რომელიც აკმაყოფილებს 

4X=<8, X>0 (1) 

შეზღუდვებს ,და (X, C) სკაღლარულ ნამრავლს მიანიჭებს მაქსიმუმს. 

ვექტორს, რომელიც აკმაყოფილებს (1) შეზღუდვებს, ეწოდება „და– 
სა შვე ბი 'ვ.ე ქტო რი (დასაშვები: ამონახსენი).შეიძლება (1) სის- 

ტემა იყოს არათავსებადი, მაშინ დასაშვები ვექტორი არ არსებობს. 
გეომეტრიულადზ დასაშვებ ვექტორთა სიმრავლე M-განზომილებიან სიე– 
რცეში არის ამოზნექილი მრავალწახნაგა. ეს მრავალწახნაგა წარმოად- 

გენს (1) შეზღუდვებით მოცემულ #M-+/I ნახევარსივრცეთა თანაკვეთას. 
(2 ფუნქცის მიზნის ფუნქცია ეწოდება. რადგანაც 

მიზნის ფუნქცია წრფივია, მან შეიძლება მიაღწიოს ექსტრემუმს მხო- 
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ლოდ საზღვრის წერტილებში-- ან წვეროებში, ან მთლიანად წახნაგ–- 

ზე (ეს ფაქტი ფორმალურადაც იოლი დასამტკიცებელია). 
აქვე აღვნიშნოთ, რომ შეიძლება (1) სისტემა იყოს თავსებადი, მაგ– 

რამ წოფივი დაპროგრამების ამოცანას მაინც არ ჰქონდეს ოპტი- 

მალური ამონახსენი. ეს შეიძლება მოხდეს მაშინ, როცა დასაშვებ ვე- 
ქტორთა სიმრავლე შემოუსახზღვრელია. 

განვიხილოთ წრფივი დაპროგრამების შემდეგი ამოცანები: 

ვიპოვოთ X=6(X, Xა,.-·Xგ) ვექტორი, რომელიც დააკმაყოფი- 

ყკყლლებს პირობებს 

(3) 
· 

+.4 

4Xლ-ლ8, X>90 

(CC, X)–>ემX. 
X 

ამ ამოცანასთან მჭიდროდაა დაკავშირებული შემდეგი „ამოცანა: 

ვიპოვოთ X =VCV,, ყაა-·-,ყი) ვექტოოი, რომელიც დააკმაყოფილებს 

„პირობებს 

| VX4>C, X->>90 Cს) 

(7,ხ)–>იIი 
V 

43) და '(4) ამოცანებს ერთმანეთის ორადულ (ან შეუღლებულ) 
ამოცანებს უწოდებენ, რადგანაც “წრფივი 'დაპროგრამების თეორიის 

ძირითადი შედეგები შეეხება ამ ორი ამოცანის ერთდროული ამოხსნა- 

დობისა და "ურთიერთმიმართების |საკითხებს. 

ფორმალური ახლობლობა /(3) და (4) ამოცანებს შორის ადვილი შე– 

სამჩნევია. უფრო საინტერესოა ამ ამოცანების ურთიერთმიმართება 

ეკონომიკური თვალსაზრისით. ვნახოთ ეს ტექნოლოგიური პროცესის 

გამართვის ამოცანის მაგალითზე. ეს ამოცანა შემდეგში მდგომა- 

რეობს: 

ეიპოვოთ # ტექნოლოგიური პროცესის ისეთი 1X, Xა,-.-X„ ინტენ- 
სივობები, 

/”/ ” 

) თ;;X,=ხ0,(1=1,2,...,/), X)2>90, ) XI0->ომ2X, 
4 # X 
I=1 I=1 

სადაც C,7 შემოსავალია, /-ური პროცესის ერთეულოვანი ინტენსივობით 

გამოყენების 1დროს; ხ,:-არსებული რესურსებ ის რაოდენობა, ხოლო 

ძთ;, არის ჯ-ური რესურსების ის რაოდენობა, რომელიც საჭიროა 1–ური 
ტექნოლოგიური პროცესისათვის ერთეულოვანი ინტენსივობით მუშაო- 
ისას. 
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შეუღლებული ამოცანა: ვიპოვოთ ისეთი არაუარყოფითი V,,ყე,.·.9Mთ 

ცვლადები, რომ 

დ 7, 
ბ, 0,,ყ.>0) (I=1,2,...,I!), 2 ყანი>ისი. 

V” 
1= 1 (=1 

დავუკვიოდეთ შეზღუდვებს შეუღლებულ ამოცანაში. ფიქსირებული. 
|-სათვის 0)), 0»... 0»; კოეფიციენტები აღნიშნავენ საქონლის რაო- 

დენობას, ხოლო C, გვიჩვენებს შემოსავალს ფულად ერთეულებში. 

მაშასადამე, ყ,-ს უნდა ჰქონდეს ფულადი განხომილება ერთეულოვანი. 

საქონლისათვის ანუ –- აღნიშნავდეს შესაბამისი საქონლის ფასს. 

ამრიგად, შეზღუდვები გვეუბნება, რომ დანახარჯები /-ურ პროცეს– 

ზე ერთეულოვანი ინტენსივობით მუშაობისას (მარცხენა მხარე) არ 

უნდა იყოს ამ პროცესიდან მიღებულ შემოსავალზე ნაკლები. 

სხვანაირად, რომ ვთქვათ, ყ; ფასები უნდა იყოს ისეთი, რომ არც- 

ერთმა ტექნოლოგიურმა პროცესმა არ მოგვცეს დადებითი მოგება, 

(მეუღლებული ამოცანის მიზნის ფუნქცია აღწერს ყველა რესურსების 

ერთობლივ ფასს. ეს ფასი გვინდა იყოს მინიმალუორი). 

თუ პირდაპირ ამოცანაში ვიპოვით დასაშვებ ამონახსენს და მისი 

შესაბამისი მოგება ტოლი იქნება არსებული რესურსების საერთო ღი–- 

რებულების (მეორე ამოცანის ამონახსენი), მაშინ ცხადია ეს იქნება 

პირდაპირი ამოცანის ოპტიმალური ამონახსენი. 

ეს ფაქტი წარმოადგენს ოპტიმალობის კრიტერიუმის ეკონომიკუო 

ინტერპრეტაციას რომლის მათემატიკური ჩამოყალიბება ასეთია: 

თეორემა 1. თუ; (3) ამოცანასს აქვს XC» დასაშვები ამონახ–- 

სენი ხოლო (4) ამოცანას--V დასაშვები ამონახსენი და ეს ამონახსნე– 

ბი აკმაყოფილებენ 

(C, X)=(V, 8) (5) 

პირობას, მაშინ ისინი წარმოადგენენ ორტიმალურ ამონახსნებს (3) 

და (4) ამოცანებისათვის შესაბამისად. 

დამტკიცება. (3) და (4)--დან მარტივად მიიღება 

(C, XX=<(IM4, X)<C07, 8) (6) 

უტოლობები, სადაც X არის პირდაპირი ამოცანის ნებისმიერი დასაშვე- 

ბი ამონახსენისი ხოლო V--ორადი ამოცანის ნებისმიერი დასაშვები 

ამონახსენი. (5). და (6)-დან ცხადია თეორემის სამართებულობა. 

შედეგი. თუ (3 ამოცანას არ გააჩნია სასრული ოპტიმალური 

ამონახსენი, მაშინ (4) ამოცანას არა აქვს დასაშვები ამონახსენი და 

პირიქით. 
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დამტკიცება: დავუშვათ, რომ (4) ამოცანას აქვს V” დასაშ- 

ვები ამონახსენი, მაშინ პირდაპირი ამოცანის (C,X) ფუნქცია იქნებოდა 

(V. 8) რიცხვით შემოსაზღვრული. წინააღმდეგობა უარყოფს ჩვენს 

დაშვებას. 

თეორემა 2. თუ ორივე (3) და (4) ორადულ ამოცანებს აქვს 

დასაშვები ამონახსენი, მაშინ მათ ექნება X და ” ოპტიმალური ამო - 
ნახსნები და (C, X)=VCV, ხ). 

დამტკიცება! განვიხილოთ თამაში შემდეგი ბლოკური მატ- 
რიცით: 

0 4 –წ8 

== 0 C7 

8 –წC2 0 

სადაც 0-ნულებისაგან | შედგენილი მატრიცაა შესაბამისი განხომილებე– 

ბით. :ჩვენი მატრიცა ირიბადსიმეტრიულია, მოთამაშენი არიან აბ- 

სოლუტურად ერთნაირ მდგომარეობაში, ამიტომ თამაშის მნიშვნელო– 

ბა ნულის ტოლია და ორივე მოთამაშეს გააჩნია ერთი და იგივე ოპტი- 
მალური სტრატეგია 

7=CV,, .. .... 

რადგანაც თამაშის ფასი ნულის ტოლია, ამიტომ 

–X4+28>0 
#4“ –-.C>0 

– 78” +XC” >8. 

თუ 2.>0, დავუშვათ, რომ X7#7=X/2., IX ”=V/1.. მაშინ მივიღებთ 

X”'ტლ8, X9%>90, 
X"47>C, XV ”>90, 
(X”,C7)> (V”, 881). 

ეს უტოლობები გვეუბნება, რომ X” და V" დასაშვები ამონახსნე– 

ბია, უკანასკნელი უტოლობა კი სინამდვილეში ყოფილა ტოლობა. 

ახლა დავუშვათ, რომ 7.=0, მაშინ 

-–-X4>0, V471>9, 

(–X, 8:)+(X,C”)>09, 

ანუ 

X4=0, I 47 >0, 

(X, C”7)>07, #87). 

უკანასკპნნვვლ უტოლობაში ან მარცხენა მხარეა დადებითი, ან 

მარჯვენა უარყოფითი. დავუშვათ, რომ მარცხენა მხარეა დადებითი. 
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რადგანაც (3) ამოცანას აქვს X” დასაშვები ამონახსენი, ამიტომ X”+ 

+თჯ ჯამიც იქნება დადებითი დასაშვები ამონახსენი (თ>90). თ-ს ხარჯ– 

ზე (X +თX C7) შეიძლება გავხადოთ რაგინდ დიდი, ამიტომ (3) ამო– 

ცანის მიზნის ფუნქცია შემოუსაზღვრელია. ეს იმას ნიშნავს, რომ (4) 

ამოცანას არა აქვს დასაშვები ამონახსენი–- მივიღეთ წინააღმდეგობა. 

ანალოგიურ წინააღმდეგობას მიეიღებთ, თუ დავუშვებთ, რომ (17, 

87) უარყოფითია. 

ამრიგად, მივიღეთ, რომ ორადული ამოცანებისათვის შესაძლებელია 

ოთხი შემთხვევა. ან არცერთ ამოცანას არა აქვს დასაშვები ამონახ- 

სენი ან ორივეს აქვს დასაშვები ამონახსენი და მაშასადამე ამონახს– 

ნებიც, ან ერთი ამოცახა შემოუსაზღვრელია და მეორეს არა აქვს და- 

საშვები ამონახსენი. 

მე-2 თეორემის დამტკიცება კონსტრუქციულია. აგებული ბლოკური 

მატრიცით განხილული თამაშის ამოხსნა გვაძლევს ორადული |ამო- 

ცანების ამონახსნებს. 

მატრიცული თამაშის დაყვანა წრფივი დაპროგრამების ამოცანაზე. 

ვთქვათ მოცემულია თამაში #7? X/1 ტიპის 4 მატრიცით. თუ პირველი 

მოთამაშე ირჩევს X=V,, X;,.., Xი) შერეულ სტრატეგიას, მაშინ 
მეორე მოთამაშის ყოველი წმინდა სტრატეგიისათვის ის მიიღებს შესა–- 
ბამისად მოგებებს: 

თ)1X+თე1Xვ-+- ..-+რCთთ)X» 
თის“ თეაXიL ... + ით:Xთ 

რთა» “+თაXაL..-.+- რ რთაXე- 

მოცემული X-სათვის ამ სიდიდეებიდან უმცირესი იქნება პირველი 

მოთამამის გარანტირებული მოგება. ვთქვათ, თ არის ამ გამოსახუ- 

ლებათა ქვედა საზღვარი. ცხადია, პირველი მოთამაშე დაინტერესე- 

ბულია რომ თ იყოს რაც შეიძლება დიდი. ამრიგად, პირველი მოთამა- 

შის ამოცანა ჩამოყალიბდება შემდეგნაირად: 

ვიპოვოთ თ და არაუარყოფითი X,, Xე,.-X» რიცხვები, რომლე– 

ბიც დააკმაყოფილებენ პირობებს: 

თ)1X1+თე1Xა-L .. +06.თ1X=>(ა 

თ.ეX1+თა:Xა-L ...“L თო :Xი=>0) 

· __-___ · 

ი ძარა თე. XL. + >ი 

X.-+Xა-L...+Xაო=1. 

და ამავე დროს თ იყოს მაქსიმალური. 
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ანალო გიურად ჩამოყალიბდება მეორე მოთამაშის ამოცანა: 

ვიპოვოთ არაუარყოფითი V#,, ყ..-- ყე და ი რიცხვები, რომლე– 

ბიც დააკმაყოფილებენ პირობებს: 

Cთ)IMI-L0)იყი+ ---6 თფიეყალთ 

თაყ) + ყრიიყი+- ...-რაიყილი 
“% .· ი 

თა1M1+ძმიყიე“- ·.-.- რიიყა ლი) 

და ამავე დროს თ იყოს მინიმალური. 

ცხადია, რომ ეს ორი ამოცანა ორადული ამოცანებია. 

§ 9. თამაშთა ამოხსნის რიცხვითი მეთოდები 

თამაშთა თეორია პრაქტიკული ამოცანებისაგან არის აღმო- 

ცენებული. სავსებით ბუნებრივია, რომ თეორიამ პირუკუ უნდა მოგ- 

ვცეს კონკრეტული ამოცანების ამოხსნის საშუალებანი. ამონახსნე– 

ბი ჩვენს შემთხვევაში წარმოადგენენ სტრატეგიებს (როგორც წესი, 

შერეულს) და თამაშის მნიშვნელობას. გავეცნოთ ამ სიდიდეების პოვ- 

ნის ალგორითმებს. 

პირველ რიგში დავიწყებთ უმარტივესი თამაშებით, ე. ი. ისეთი თა– 

მაშებით, სადაც ერთ-ერთ მოთამაშეს აქვს მხოლოდ ორი სტოატეგია. 

ასეთი თამაშები იმითაცაა საინტერესო, რომ ორგანზომილებიანი გე–- 

ომეტრიული წარმოდგენები იძლევიან მრავალგანხომილებიან ამოცა– 

ნებზე განზოგადოების საშუალებას. რაც შეეხება ზოგად მატრიცულ 

თამაშებს, მათი ამოხსნისათვის არსებობს მრავალი ალგორითმი. პირ–- 

ველ რიგში აქ აღსანიშნავია წრფივი პროგრამირების ამოცანის ამოხს- 

ნის სიმპლექს-მეთოდი ჯდა მატრიცულ თამაშთა ამოხსნის იტერაციული. 

მეთოდი. იტერაციული მეთოდის არსს ჩვენ განვიხილავთ კონკრეტულ 

მაგალითზე. არსებობს ამ მეთოდის განზო გადება უსასრულო თამაშე– 

ბისთვისაც. უსასრულო თამაშის (მიახლოებითი) ამოხსნა შეიძლება აგ- 
რეთვე წინასწარ მისი შეცვლით (მიახლოებით) | სასრული თამაშით. 

ეს საკითხებ, გამუქებულია სპეციალურ ლიტერატურაში. არაანტა– 

გონისტურ: თამაშებისათვის“ დამუშავებულია ალგორითმები წონას- 

ორობის სიტუაციების საპოვნელად. ამ საკითხებს სირთულის გამო 

არ განვიხილავთ. 

2X2ზე თამაშის ამოხსნა. ვთქვათ, მოცემულია თამა– 
ში მატრიცით 

4= წი 89), 
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შევამოწმოთ აქვს თუ არა ამ მატრიცას უნაგირა წერტილი. თუ 

ასეთი წერტილი არსებობს, მაშინ ოპტიმალური სტრატეგიები და თა- 

მაშის ფასი ნაპოვნია. 

დავუშვათ, რომ მატრიცას არა აქვს უნაგირა წერტილი, მაშინ 

მოთამაშეებს გააჩნიათ მხოლოდ ოპტიმალური შერეული სტრატეგი– 

ები. ვეძიოთ ეს სტრატეგიები X=(X, 1–-–X) და V=C/, 1––-/) სახით, 
სადაც 0ლ–X<1 და 0<V<1. მოგების ფუნქცია იქნება 

II(CX,V)=ძ,)XV-+თ.აX(1 ––/) +თა)(1–0ყ+4-თაა(1 ––-X) (1 ––ყ) = 
=XVCთ1+0აა-–-–თ,იე –-მა)) +XCC -–-–C9)) +-V(C651 –– თაი) I-რაი. 

ჩვენი მიზანია ვიპოვოთ ამ ფუნქციის უნაგირა წერტილი ანუ ისე- 

თი (X, 17), რომ 

ი1მX II(CX, 17)=V/I(X, XV) =იი ICCI). 
X» ” 

მაქსიმუმი და მინიმუმი განიხილება X-ით და V-ით, მაგრამ ფაქ- 

ტიურად X და ყ-ით. რადგანაც ექსტოემუმები მიიღწევა (0, 1)1 სეგმენ– 

ტის შიგა წერტილებში, ამიტომ კერძო წარმოებულები იქ ნულის ტო- 

ლი უნდა იყოს, მაშასადამე) 

909. =V(0)1 –ფაე––რ1ე–– თა) +-C1ე-– რაი =0, 
01: 

მ/I(V, V) 
მ =XC(C)1 + 0აე–-რ15--C01) + რა1–“– რეა =0. 

(/ 

აქედან კი 
რაე–“ ო1 

611 -L რიგ– თ ე– რე1 
X= 

7= რააე–-019 

თ) + მიე––-რ1ე--რე1 

ოპტემალური სტრატეგიებია: X=(, 1-9, # =(Cყ. 1–-/), თამაშის 

მნიშვნელობა კი 

V =M0 1) = C11 რაე-–– რი რა1 . 

611 -- რიე რწე–რე1 

ცხადია თამაშის ამონახსენი ყოველთვის იარსე ბებს და იგი იქნება 

ერთადერთი, თუ მნიშვნელი თ,,+ რთა: ე–-ძე,52-0. ცხადია, რომ 

მნიმვნელობის ნულთან ტოლობა ოპტიმალური წმინდა სტრატეგიების 

არსებობის ტოლფასია, რაც ეწინააღმდეგება ჩვენს დაშვებას. 
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2XM-ხზზაე თამაშის გრაფიკული ამოხსნა. განვი- 
ხილოთ თამაში, როცა პირველ მოთამაშეს აქვს მხოლოდ ორი სტრა– 
ტეგია, ე. ი. თამაშის მატრიცას აქვს სახე 

4-( რთ) რ12... ი) 

რე) რეი.-რრიი-. 

პირველი მოთამაშის შერეული სტრატეგია ვეძებოთ X=(X, 1–7 
სახით, სადაც XCI0,1) და გამოვიყენოთ ფორმულა 

V=მX თი M(X, ჰ). 
X , 

მეორე მოთამაშის სხვადასხვა სტრატეგიისათის პირველი მოთამაშე 
მიიღებს ზოგებებს შესაბამისად: 

IX, 1)ლ=X0ძ).-L (1––-X)თა 
IICX, 2) =Xთია“+LL(1 –-X)თაი 

II(X, I!))=Xთიგ+(1–-Xძაგ. 

მართკუთხა კოორდინატთა X0M/I სისტემაში ეს ტოლობები გამოვსა- 

ხოთ წრფეებით. L0, 1) სეგმენტის ყოველი #-თვის წრფეთა მინიმალუ– 

რი ორდინატა გვაძლევს პირველი მოთამაშის მინიმალურ (გარანტი- 

რებულ) მოგებას, 

V=ოთIი (Xთ,)+(1-–-იმა». 

/ 

ეს გამოსახულება არის X ცვლადის ფუნქცია და გეომეტრიულად წარ- 

მოადგენს / წრფის ქვედა მომვლებს. ამ მომვლების მაქსიმუმის X 

წერტილი გვაძლევს პირველი 
მოთამაშის ოპტიმალურ სტრა- 

ტეგიას X=(X, 1-X)ს, ხოლო –- 

ორდინატა –- თამაშის მნიშვნე “–- 

ლობას (ნახ. 51): 

     
V =M1მX თი (Xთ + «– 

ჯ 

+ (1-––-X)თა)). 

როგორ ვიპოვოთ '”!მეო- 

რე მოთამაშის ოპტიმალური 

სტრატეგა? თუ #X=0 ან 
X=1, მაშინ პირველ მოთა- 

მაშეის ჰქონიათ ოპტიმალური 

    სა
ა 

ა
–
თ
ლ
ღ
ღ
 

  
ნახ. 51 
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წმინდა სტრატეგია და ასეთივე ექნება მეორესაც. მისი პოვნა იოლია. 

ვთქვათ, ახლა ჯ არის სეგმენტის შიგა წერტილი და თანაც |ერთადერ- 

თი. მაშინ იგი წარმოადგენს ორი წრფის გადაკვეთას და მეორე მოთა- 

მაშემ უნდა აირჩიოს მხოლოდ ამ წრფეების შესაბამისი სვეტების შე- 

რეული კომბინაცია (სხვა სვეტები აიღებიან ნულოვანი ალბათობებით), 

ვინაიდან ამ შემთხვევაში პირველ მოთამაშეს შეუძლია მიიღოს მხოლოდ 

ის მოგება, რასაც ის მიიღებდა 2 X-Mზე თამაშში. 2 X2-ზე თამაშისათ- 

ვის კი გვაქვს მზა ფორმულები. 

იმ შემთხვევაში, როცა Xჯ ბევრია და მაშასადამე, შეადგენს ჰორი- 

ზონტალურ მონაკვეთს, მაშინ აუცილებლად I =ძ,,,=ძ;,=V და Iს 
არის მეორე მოთამაშის წმინდა ოპტიმალური სტრატეგია, რადგან 

ის არ მისცემს საშუალებას პირველს მიიღოს V-ზე მეტი. წმინდა ოპ- 

ტიმალური სტრატეგია ექნება პირველ მოთამაშესაც. 

M”X2ზე თამაშის გრაფიკული ამოხსნა. ახლა 

ვთქვათ მეორე მოთამაშეს აქვს მხოლოდ „ორი სტრატეგია. ასეთი თა- 

მაში მოიცემა მატრიცით: ' 

რ) რთი 

(21:00:77 

იი CI92 

ისე, როგორც წინა პარაგრაფში, მეორე მოთამაშის ოპტიმალურ შე- 

რეულ სტრატეგიას ვეძებთ XIX =(ყ,1–- /) სახით და ვსარგებლობთ 

ფორმულით 

V=IIი #I1მX IC, I). 
V ჯ 

ამოცანა მდგომარეობს V(ყა=ი11ი(თ,ყ-+L თ,ა(1-–- ს)” ფუნქციის მი- ' 1. | 

ნიმუმის პოვნაში. , V(V) ფუნქცია კი ყ0M მართკუთხა კოორდინატთა 

სისტემაში წარმო გვიდგენს 

IX(1,ყ)ლ=რთ):ყ-Lძე ი(1––/) 

II(2,ყ)=ძთა1ყ+ძაა(1 ––V) 

შ–””""" 

II(VI ყ)=0თთ1ყ4+თთი(1-–-) 

წოფეთა ზედა მომვლებს. ამ მომვლების მინიმუმის ყ წერტილი მოგ- 

ვცემს მეორე მოთამაშის V=(V, 1–-/) ოპტიმალურ სტრატეგიას, 

შესაბამისი ორდინატა კი წარმოადგენს თამაშის ფასს დანარჩენი 

მსჯელობა წინა პარაგრაფის დასასრულის ანალოგიურია (ნახ 52). 
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მატრიცულ თამაშთა ამოხსნის 

მიახლოებითი!) მეთოღი.,: თამაშთა 
ამოხსნის  იტერაციული მეთოდი 

ემყარება შემდეგ ინტუიციუო მო- თ 
საზრებას: ვთქვათ მატრიცულ თა- 

მაშში ჩაბმულია ორი მოწინააღ- 

მდეგე დიდი ხნის განმავლობაში 

და ყოველ პარტიაში თითოეული “უუ 

ირჩევს საუკეთესო გადაწყვეტი- «| 

    

ს 

  

ლებებს იმ მოსაზრებით, რომ მო– 

წინააღმდეგე მოიქცევა ისე, რო–- 

გორც წინა პარტიებში. მაშინ მო- 

| 
I 

I 

I 
I 

' : 

თამაშეთა მიერ წმინდა სტრატეგი- ! –- ყ 

ყ 

      ების არჩევის სიხშირეების ·ერ- 0 

თობლიობა პარტიების !რაოდენო- Cახ. =2 

ბის ზრდასთან ერთად უნდა უახ- 

ლოვდებოდეს მოთამაშეთა ოპტიმალურ სტრატეგიებს. მეთოდი გავარ- 

ჩიოთ შემდეგი მა“ტივი 3 X3 თამაშისათვის: 

I პარტიაში ორივე ირჩევს ნებისმიერ წმინდა სტრატეგიას. ვთქვათ 

პირველი მოთამაშე ირჩევს პირველ სტრიქონს, მეორე –– პირველ 

სვეტს. 

IL პარტიისათვის პირველი მსჯელობს ”შემდეგნაირად: თუ მეორე 

მოთამაშე ისევ აირჩევს პირველ სვეტს, ჩემთვის საუკეთესოა''წ მეორე 

(ან პირველი) სტრიქონი, ანალოგიურად მსჯელობს მეორე მოთამაშე 

–- ის აირჩევს მესამე სვეტს. 

III პარტიისათვის პირველი მოთამაშე მსჯელობს: მეორე მოთამაშე 

თამაშობს ”(1/2, 0,1/2) შერეღლი სტრატეგი”ით. ამ სტრატეგიის საწი– 

ნააღმდეგოდ საუკეთესოა ჩემი I სტოატეგია, ვინაიდან I7(1,ყ)=1, 

#M(2,ყ)=2,5, /I(3,ყ0)=--2. ანალოგიურად, მეორე მოთამეშე პირველის 

შერეული (1/2, 1/2, 0) სტრატეგიის საწინააღმდეგოდ ირჩევს მეორე 

სვეტს, ვინაიდან #//”(X,11=2, #ICX,2)=0,5, #/(X,3)=1,5.



თამაშის შემდგომი მსვლელობა აღიწერება შემდეგი ცხრილის საშუ- 
ალებით: 
  

  

% +. | I მოთამაშის შე- | L მოთამაშის II მოთამაშის ”შე-| I მოთამაშის 
+ 9 რეული სტრა- მოსალოდნელი < რეული სტრა- |მოსალოდნელი 

32) 2 ტეგია მოგება 5 ტეგია წაგება 

1 1 (1,0,0) 2 1 (1,0, 0) 2 
2 2 |(1/2. 1/2,0) 2 ვ (1/2, 0,1/2) 0 
ვ 2 (1/3, 2/3,0) 21/2 2 (1/3, 1/3,1/3) 1/2 
4 2 (1/4, 3/4,0) 12/3 2 (1/4, 2/4,1/4) 1/3 
5 2  (1/5, 4/5,0) 11/4 2 (1/5, 3/5,1/5) 1/4 
6 ვ (1/6, 4/6,1/6) 1 2 (1/6, 4/6,1/6) 1/5 
7 ვ /(1/7, 4/7,3/7) 4/3 2 (1/7, 5/7,1/7) 2/3 

LI ვ (1/8, 4/8,3/8) 11/7 ვ (1/8, 5/8,2/8) 6/7 
9 2 |(1/9, 5/9,3/9) 1 ვ (1/9, 5/9,3/9) 5/8             
  

თეორიულად დამტკიცებულია, რომ სტრატეგიათა მიმდევრო ბები 
პარტიების ზრდასთან ერთად მიისწრაფიან მოთამაშეთა ოპტიმალური 

სტრატეგიებისაკენ” ხოლო მოსალოდნელი მოგებების მიმდევრობები 

–-თამაშის მნიშვნელობისაკენ. 

სავარჯიშო 

1. ვიპოვოთ მოთამაშეთა გარანტირებული მოგებები შემდეგ მატ–- 
რიცულ თამაშებში: 

1 1 1.2 ბ 
ა (1 8) ) (_, 10 ) 

1 2 3 3 
ა |8 6 3|I, დ) / –5 

412 2 
1 სა 

C
 

თ
 

>. 

ა
ზ
ა
 

“ლ –
.
 

ით 

· 

2. ვიპოვოთ უნაგირა წერტილები შემდეგ თამაშებში: 

1 2 4 1 0



3. ვიპოვოთ პირველი მოთამაშის მოგება აღებული შერეული სტრა– 

ტეგიებასათვის: 

3.5 0 
ა (- 8. ბ /2 1 2V 

40:3 

X=(1/2, 1/2). X=(1/6, 1/3, I1I/2). 

V=(1/4, 3/4), V =(1/3, 1/2, 1/6), 

გბ /3 2 4 დ) 12.3 0 
1.0 5 I, 21 0 0 
0 4.3 –“ 

: 1 3.1. 1 

X=(1/3, 0, ი2/3). X=LC/4, 1/4, 1/2, 0), 

X#=(0, 5/6, 1/6), V =(1/8, 3, 8, 1/8, 3/8). 

ე 2 2-3 3 ვ) 12. 3 4 

2-2 3-3 43 21 I, 
4-4 4-4 I 1 5-2 7 

_–44 4-4 4 

X=0/5, 1/5, 2/5, 1/5,  X=|(1/6, 2/6, 3/6), 
# =(2/5, 1/5, 1/5, 1/5). XV =(2/6, 1/6, 2/6, 1/6). 

4, შევამოწმოთ, არის თუ არა მოცემული შერეული სტრატეგიები 
ოპტიმალური (ვისარგებლოთ თ. XI, § 6. შეორებ 2-ით): 

1C=- (9-5) 
X =(1/2, 1/2) X=(3/5, 275), 
17 =(1/2, 1/2). #7=(075, 0, 1/5). 

გ) 4.8 დ) /2 6 3 
(2 10 4 8) 4 5.4 I, 

3.5 6 

3+=(5/7, 2/7), X=(1/6, 1/3, 1/2), 
37 =(3/7, 2/7, 0. 0). 7=(0, 1/2, 1/2). 

)/-2 2.4 ) 2211 5 
ე 1-3 2I, 7,131 5 1 I, 

1 2--1 6. 251 1 
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%=(I/3, 2/3, 0), +%=(1/3, 1/3, 1/3), 
#=(1/5, 3/5, 1/5), #7 =(1/3, 0, 1/2, 0, 1/6). 

5, ამოვხსნათ 2X 2 თამაშები: 

_ 
2 (5 + დ( - 8) 

ა 9+(:1) 
6. ვიპოვოთ ოპტიმალური სტრატეგიები და თამაშის მნიშვნელობა 

შემდეგი მატრიცული თამაშებისათვის (გამოვიყენოთ თ. XI, §6. თე- 

ორემა 2): 

2.0 0 1.2 3 
2 0600 4VI ბ (წვ IL 2), 
130 2.3 .1 

7. დომინირების, ცნების გამოყენებით ვიპოვოთ ოპტიმალური სტრა- 

ტეგიები თამაშში: 

2 3 --1 2883 

2 / 14.0 I –_. 
5 4 -–-1 6 2 7 

4 5 7 0 -–1 1 

5 2.3 –2-2 2 

) 20 0 109 0 6 

ე 0.0 I, 31Lს 010 77 
4.5 

8. ამოვხსნათ გრაფიკულად შემდეგი თამაშები: 

1 ––-1 1 2 10 V 

ბ _) 8. ბ („ 4 8) 

2 3.4 –=10 2-1 
_ 9(+22)) დს 2 1.1 27



0 

4 

1 

2 
ე '), ე ( 

ვ 

%ზ 1 ) 5 თ 

2 

1 

2 

0 

5 

1 

0 ლ
ი
 

ბ 

I 

| 

ა
 

-
.
 

CC
 

0
თ
2
>
-
ლ
C
 

9. ვიპოვოთ თამაშის ამონახსენი მიახლოებით (ჩავატაროთ 10 იტე– 

რაცია): I 

1.2 3 13.1 
ა / ვ) 0I ”” 

1 2-1 3 1 

1 / 1 2.3 32.1 
VI ვ.2.1 I, დლ/”ი 12 I 

23.2 2 0 

, 10 1-1 4 ) . 
მ 22-2 2.1 ვ 1 1 –-2--2 

–=103 0 4 2!)' 7-4-3 2 
1072 10 –-1.2 2-2 

XII თავი 

ბგრაფთა თეორიის ზოგიერთი საკითხი 

§ 1. შესავალი 

გრაფთა თეორია თანამედროვე გამოყენებითი მათემატიკის ერთ-ერთი 
დარგია. იგი წარმოადგენს ისეთი ობიექტების ან პროცესების განზოგა–- 
„დებულ მათემატიკურ მოდელს, რომელთა წარმოდგენა შეიძლება 
წერტილთა ერთობლიობით და ამ წერტილთა წყვილებს შორის გარკ- 

ვეული მიმართების აღმნიშვნელი წირებით. 
გრაფთა თეორია სათავეს იღებს გამოჩენილი მათემატიკოსის ლ. 

ეილერის (XVIII ს.) შორომებში. როგორც დამოუკიდებელი მათემა- 

ტიკური დისციპლინა, იგი ჩამოყალიბდა ჩვენი საუკუნის 50-იან წლებ- 

ში. მის განვითარებაზე გარკვეული, გავლენა იქონია გამოკვლევებმა 

საბუნებისმეტყველო მეცნიერებებში, რომლებიც შეეხებოდნენ ელექ- 
ტრულ ქსელებს, კრისტალთა მოდელებს და მოლეკულათა სტრუქტუ- 
რას. გრაფთა თეორიის ენა მოსახერხებელი აღმოჩნდა მათემატიკურ 
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· ეკონომიკასა და თამაშთა თეორიაში, მათემატიკურ ლოგიკასა და ალ-- 

გორითმების თეორიაში, ინფორმაციის თეორიაში, მათემატიკურ ლინ- 

გვისტიკაში, ბიოლოგიაში, ფსიქოლოგიაში და სხვა. 

აღსანიშნავია აგრეთვე ეკონომიკურ-მათემატიკური მეთოდების ინ- 

ტენსიურ განვითარებასთან გრაფებზე დაკავშირებული მრავალი ექ- 

სტრემალური ამოცანა: ქსელური და დინამიური დაპროგრამების ა მო- 

ცანები, კომბინატორული ამოცანები, კალენდარული დაგეგმვის ამო- 

ცანა და სხვა. 

§ 2. ძირითადი ცნებები 

გრაფი განისახღვრება შემდეგი ორი მათემატიკური ობიექტის 

ერთობლიობით: 1) გარკეული ელემენტების X სიმრავლით, რომლებ- 

საც ეწოდება გრაფის წვეროები; 2) X სიმრავლის ყოველ ელე– 

მენტსა და მის რაღაც ქვესიმრავლეს 'მორის #' შესაბამისობით. 

გრაფს ეწოდებასასრული, თუ X სიმრავლის ელემენტთა რა– 

ოდენობა სასრულია. ქვემოთ განვიხილავთ მხოლოდ სასრულ გრაფებს. 

წვეროთა წყვილებს შორის შესაბამისობანი (კავშირები) განსაზ- 

ღვრავენ გრაფის წიბო ებს, თუ ეს წყვილები არ არის დალაგე– 

ბული, ე. ი. განსხვავება საწყის და ბოლო წვეროებს შორის არ არის 
არსებითი. თუ აღნიშნული განსხვავება არსებითია, მაშინ წვეროების 

შემაერთებელ წიბოებს ეწოდება რკალები. გრაფის წვეროები 

აღინიშნება წერტილებით ან მცირე წრეებით, წიბოები-–- არამიმართუ– 

ლი წირებით (სწორით ან მრუდით),ხოლო რკალების გამოსახატავად სა– 

ჭიროა წიბოზე მიმართულების აღნიშვნა ისრის სამუალებით. 

53-ე ნახაზზე გამოსახულია რამოდენიმე კონკრეტული გრაფი. გან– 

ვიხილოთ მაგალითად ბ) შემთხვევა წვეროთა სიმრავლეა X= §X,, 
Xა, Xვ, XI, X-, Xგ; Xე|), ხოლო 7' შესაბამისობას განსაზღვრავენ "შემდეგი 
თანაფარდობები: 

1»,=(X X), 7>.= (X,, XV, XI), 7 > (LX, Xკ), IL>,5= (X3) , 

1>,= (X,, X;,), 7+=1%(X:), 7>+,= (X-). 

თუ გრაფის წვეროები შეერთებულია წიბოებით, მაშინ მას ეწოდე– 

ბ არაორიენტირებული გრაფი (ნახ. 53, ა), ხოლო 

რკალებით შედგენილ გრაფს უწოდებენ ო რიენტირებულ ან 

მიმართულ გრაფს (ნახ. 53, გ, დ). გარკვეულ შემთხვევებში 
განიხილება შერეული გრაფებიც, რომლებიც შეიცავენ როგორც წი- 

ბოებს, ისე რკალებს. მაგალითად, ქალაქის გეგმა შეგვიძლია წარმო- 

ვადგინოთ გრაფის სახით, რომლის წვეროებს წარმოადგენენ გზაჯვა- 

რედინები, ხოლო წიბოებს და რკალებს ქუჩები შესაბამისად ორმხრი- 
ვი და ცალმხრივი მოძრაობით. 
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გრაფის ორ წვეროს ეწოდებამომიჯნავე, თუ ისინი განსაზ- 

ღვრავენ წიბოს ან რკალს. ორ წიბოს ან რკალს ეწოდება მომიჯნა- 

ვ ე, თუ მათ გააჩნია საერთო წვერო. საზოგადოდ, დასაშვებია ნებისმი- 

ერი რაოდენობა წიბოების ან რკალებისა, რომლებიც აერთებენ ორ 
წვეროს. წიბოს ან რკალს, რომლის წარმომქმნელი წვეროები ემ- 

თხვევიან ერთმანეთს, ეწოდება მ ა რ ყ უჟ ი სხვ წვერო, ნახ. 53, ა). 

გრაფის წყვილ-წყვილად მომიჯნავე წიბოების მიმდევრობა ქმნის ჯაჭვს. 

ჯაქვს ეოდებ მარტივი, თუ მისი წიბოები განსხვავებულია, 

ხოლო წინააღმდეგ შემთხვევაში-–რ თ უ ლ ი. ჩაკეტილ ჯაჭვს (რომელიც 
იწყება და მთავრდება ერთსა და იმავე წვეროში) ეწოდება ციკლი. 

მაგალითად, XLX:, XიXკ, Xკ6Xვ წიბოები ქმნიან ჯაჭვს, ხოლო, XX;, 
XაXვ, XეX, წიბოები--ც ი კლ ს (ნახ. 53. ა). 

თუ გრაფის წვეროთა ყოველი წყვილისათვის არსებობს მათი შე- 

, მაერთებელი ჯაჭვი, მაშინ ასეთ გრაფს ეწოდება ბმ ული. არაბმ„ლი 
გრაფი შედგება რამოდენიმე განცალკევებული ბმული გრაფისაგან (კომ- 

პონენტებისაგან), სასრულ ბმულ გრაფს, რომელიც შედგება არაუმცი- 

  
ნახ. 53 
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რეს ორი წვეროსაგან და არ შეიცავს ციკლს, ეწოდება ხ ე. ხის წვერო- 

თა ყოველი წყვილისათვის არსებობს მათი შემაერთებელი ერთადერთი 

კაჭვი. თუ ხეს გააჩნია # წვერო, მაშინ წიბოების რაოდენობაა #--1, 

როგორც ორიენტირებულ, ისე არაორიენტირებულ გრაფზ8ე ამ- 

ბობენ, რომ წიბო ან რკალი მისი "წარმომქმნელი წვეროების ინცინდენ- 

ტურია და ეს წვეროები არიან წიბოს ან რკალის ინციდენტური. წვე- 

როს, რომელიც არ არის არცერთი 'წიბოს ინცინდენტური, ეწოდება 

იზოლირებული წვერო. გრაფს,ს, რომელიც შედგება 

მხოლოდ იზოლირებული წვეროებისაგან ეწოდება /ნ უ ლ-გრაფი, 
ხოლო გრაფს ეწოდება! სრული," თუ მისი წვეროების ნებისმიერი 

წყვილი შეერთებულია ერთი წიბოთი "მაინც. 

ორიენტირებულ გრაფს ეწოდება სიმეტრიული, თუ მასში 

ყოველი მომიჯნავე წვეროთა წყვილი შეერთებულია საწინააღმდეგოდ 

"ორიენტირებული რკალებით (ნახ. 53, დ). წინააღმდეგ შემთხვევაში· 

გრაფს უწოდებენ არასიმეტრიულს. 

ორიენტირებულ გრაფებში ჯაჭვისა და ციკლის ანალოგებს წარმო- 

ადგენს გზა და კონტური. ორიენტირებულ გრაფში რკალების ისეთ მიმ- 

დევრობას, რომლის დროსაც წინამდებარე რკალის ბოლო წარმოად- 

გენს მომდევნო რკალის დასაწყისს ეწოდება გზ ა. გზის მაგალითია 

XX; XვX,, X, XX რკალების მიმდევრობა (ნახ. 53, გ). გზას, რომლის საწ– 

ყისი და ბოლო წვეროები ერთმანეთს ემთხვევიან ეწოდება კო ნ- 

ტური. გზის შემადგენელი რკალების რაოდენობას ეწოდება გზის 

სიგრძე. . ე | 
ორიენტირებულ გრაფს ეწოდება ძლიერად ბმული, თე 

მისი წვეროების ყოველი წყვილისათვის არსებობს მათი შემაერთებელი 

ზა. 

დ გრაფს ეწოდება მოცემული გრაფის ნაწილი, თუ მისი წვეროე- 

ბის და წიბოების (ან რკალების) სიმრავლეები წარმოდგენენ ქვესიმრავ- 

ლეებს, შესაბამისად, მოცემული გრაფის წვეროთა და წიბოთა (ან რკა– 

ლთა) სიმრავლეებისა. მოცემული C გრაფის C ნაწილს, რომლის წვე– 

როთა X” სიმრავლე წარმოადგენს 6 გრაფის წვეროთა X სიმრავლის 

ქვესიმრავლეს, ხოლო წიბოთა (ან რკალთა) სიმრავლეს ' შეადგენენ 

გრაფის ის წიბოები (ან რკალები), რომელთა ორივე ბოლო ეკუთვნის 

X”? სიმრავლეს, ეწოდება გრაფის ქვე გრაფი. ერთი წვეროს შე- 

საბამისი ქვეგრაფი შედგება მარყუჟებისაგან ამ წვეროში, 

ვთქვათ მოცემულია ბმული არაორიენტირებული გრაფი. რადგან 

ყოველი ორი მოცემული X-ს» წვერო დაკავშირებულია, ამიტომ მოი- 

ძებნება მარტივი გზები X, XX ბოლოებით. ამ მარტივი გზების სიგრძე- 

ები წარმოადგენენ არაუარყოფით მთელ რიცხვებს (და ამიტომ მოიძებ– 
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ნება X” და X” შორის უმცირესი სიგრძის გზები რომელთა სიგრძეს უწო- 
დებენ ძ(X, X”) მანძილს X და X” წვეროებს შორის. თუ დავუშვებთ, 
რომ ძ(,X)=0, შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ძ ფუნქცია აკმაყოფილებს 

მეტრიკის აქსიომებს: 

1) ძ(X', X”)>90, 

2) ძ(X”, X”)=0 =X”=X”, 
3) ძი, X”=ძ(X”, X”), 

4) ძი”, X” )ლძ(X, X )+ძ(C”, X"”, 

გრაფს უწოდებენ ბრ ტყელს, თუ შესაძლებელია სიბრტყეზე 
მისი ისეთი გამოსახვა, რომ წიბოთა ყველა თანაკვეთა წარმოადგენს 
გრაფის წვეროებს. 

54ე ნახაზზე გამოსახული გრაფებიდან ა) წარმოადგენს ბრტყელ,, 
ხოლო ბ)–– არაბრტყელ გრაფს. 

  

ნახ. 54 

გრაფის წარმოდგენა შესაძლებელია |არა მარტო ნახაზის სახით, არა– 

მედ მატრიცული ფორმითაც. გრაფის მატრიცული ჩაწერა ერთი მხრივ 

მოხერხებულია ეგმ-ხე გრაფების დამუშავებისათვის ხოლო მეორე 

მხრივ საშუალებას იძლევა გამოყენებული იქნას გრაფთა თეორიის ზო- 

გიერთი ამოცანის ამოხსნის დროს მატრიცათა ფორმალური თვისებები. 

” წვეროს მქონე. გრაფის მომიჯნავეობის მატრიცა 
ეწოდება # რიგის „#4=(ძთ,) მატრიცას, რომლისთვისაც ძ,, ტოლია X, 

და X, წვეროების შემაერთებელ რკალთა რაოდენობისა. მაგალითად, 

ნახ. 53 გ-ზე გამოსახული გრაფის მომიჯნავეობის მატრიცას ექნება შემ- 
დეგი სახე: 
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C
C
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თუ მომიჯნავეობის მატრიცის ელემენტებია მხოლოდ 0 და 1, მაშინ 

გრაფი არ შეიცავს პარალელურ რკალებს, ხოლო თუ მთავარი დიაგო–- 

ნალის ყველა ელემენტი ნულის ტოლია, მაშინ გრაფს არ გააჩნია მარ- 

კუჟები. 
ი წვეროსა და! რკალისაგან შედგენილი გრაფის ინციდენ- 

ციის მატრიცაეწოდება #1 XI რიგის 8=(ხ;)) მატრიცას, რომელიც 

განისაზღვრება შემდეგნაირად: ხ,,=1, თუ L წვერო წარმოადგენს | 

რკალის საწყის წვეროს; ხე,,=–1, თუ! წვერო წარმოადგენს ; რკალის 

ბოლო წვეროს და ხ/,)=0, თუ (1 წვერო არ არის / რკალის ინციდენტური. 

მაგალითად, თუ ს§ახ. 53, გ-ხე გამოსახული გრაფის რკალებს გა- 

დავნომრავთ "შემდეგი სახით. X,Xა–->1, X.Xვ->-2,„ XაXკ,->3, XვX,->4, 

XვX-->5, XIX-->6, მაშინ მისთოთვისს ინციდენციის მატრიცა იქნება 

1.0 0 0 0 
–=<10 1.0 0 0 

8=|) 0-1 0 1 1 0I, 
0 0-1-1 0 1) 
0 0 0 0-1-1 

§ 8. ქხელური მოდელების მნიშვნელობა 

ქსელები, როგორც გარკვეული სახის გრაფები, ფართოდ გამოიყე– 
ნება მრავალი პრაქტიკული ხასიათის ამოცანის გადაწყვეტის საქმეში. 

საკმარისია აღინიშნოს, რომ დაახლოებით 70% რეალობასთან დაკავ– 

შირებული წრფივი დაპროგრამების ამოცანებისა შეიძლება განხილული 
იქნას, როგორც ქსელური ან ქსელურ ამოცანებთან დაკავშირებული. 
ქსელური მოდელების გამოყოფის მიზანშეწონილობა მდგომარეობს იმა– 

მი, რომ ქსელების განსაკუთრებული მათემატიკური მახასიათებლები 

იძლევა ოპტიმალური ამონახსნების პოვნის ეფექტურობის არსებითად 

ამაღლების საშუალებას. 

სასრულ ბმულ ორიენტირებულ გრაფს მარყუჟების გარეშე უწოდე– 
ბენ ქსელს, თუ სრულდება შემდეგი პირობები:. 

ა) გრაფი შეიცავს ორ და მხოლოდ ორ ისეთ წვეროს, რომელთაგან 
ერთს არ აქვს შემავალი რკალები და ეწოდება წყარო, ხოლო მე- 

ორეს არ გააჩნია გამომავალი რკალები და ეწოდება ჩასავალი; 
ბ) გრაფის ყოველ რკალს შეესაბამება ერთი ან რამოდენიმე რიცხ– 

ვი. ეს რაოდენობრივი მახასიათებლები შეიძლება ინტერპრეტირებულ 

იქნას მრავალი სახით, მაგალითად, რკალის სიგრძე (პუნქტებს შორის 

განძილი), დრო, ღირებულება, რკალის გამშვები შესაძლებლობა და 
ვა, 
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აღსანიშნავია, რომ ქსელის შემთხვევაში გრაფის წვეროებს უწოდე– 

ბენ კვანძებს. მაგალითისათვის მოვიყვანოთ ტრანსპორტის ამო- 

ცანა, რომელიც მდგომარეობს შემდეგმი: მოცემულია ერთგვაროვანი 

არა ურთიერთშენაცვლებადი პროდუქტების მწარმოებელი ი: პუნქტი 
(ფ-ურ პუნქტში წარმოებული პროდუქციის რაოდენობაა თ) და მოხ- 
მარების # პუნქტი (I/-ურ პუნქტში მოხმარებული პროდუქციის რაოდენო– 
ბაა ხ,); C,, არის (-ური პუნქტიდან /-ურ პუნქტში ერთეული :პროდექ- 
ტის გადატანის ღირებულება, ხოლო X,) არის I-ური პუნქტიდან I-ურ 

პუნქტში გადატანილი პროდუქტის რაოდენობა. მაშინ წარმოების ყო- 

ველი პუნქტიდან მოხმარების ყოველ პუნქტში პროდუქტების გადა–- 
ი ჩი 

ტანის ჯამური ღირებულება იქნება 3. 3 ინი რომლის მინიმიზაცია 

(=1 I=1 · 

ბ, XI,==0/, L=1,2)...,/71 

|=1 
77 

ბ ჯს=ხ» 1I=1,2,...,/1 

11 

XI)>0, L=1,2,...)771; I=1,2,...,/1 

ჯ” #7 · 

შეზღუდვებში: (სადაც ტყ) =) ნ) წარმოადგენ განსახილველ ამო–- 
ოთ = 

ცანას. 

ამ ამოცანის ქსელური მოდელირებისათვის (ნახ. 55) წარმოებისა და 

მოხმარების პუნქტებს შევუსაბაპპოთ ქსელის კვანძები (შესაბამისად 

1, 2,..-,/2 და /L+1, M1+2,..., /1+I ნომრებით), ხოლო. მარშრუტებს, 
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რომლებითაც იგზავნება პორდუქტი, შევუსაბაპოთ ქსელის რკალები 

0, და X,,) რაოდენობრივი მახასიათებლებით. 
ამრიგად, ტრანსპორტის ამოცანა წარმოადგენს ო პტიმიზაციის ამოცა– 

ნას ნახ. 55-ზე გამოსახულ ქსელზე. საზო გადოდ, ოპტიმიზაცია ქსელებ–- 

ზე მოიცავს მრავალი სხვადასხვაგვარი შინაარსის ამოცანა. მაგალითად, 
თუ მოცემულია ქსელის ყველა რკალის სიგრძე, მაშინ უმცირესი გზის 

ამოცანა მდგომარეობს უმცირესი სიგრძის? მქონე გზის მოძებნაში წყა–- 

როდან (ან სხვა რომელიმე წვეროდან) ყველა დანარჩენ წვერომდე, ამას– 

თან, გზის სიგრძეში იგულისხმება მისი შემადგენელი რკალების სიგრ- 

ძეების ჯამი. აღსანიშნავია აგრეთვე მაქსიმალური ნაკადის 

ამოცანა ქსელში. მასში ნაკადი შეიძლება გაგებული იქნას, როგორც 

რაღაც ობიექტების (სითხის, მგზავრების ტვირთის, ავტომობილების 

და სხვ. რაოდენობა რომელიც საჭიროა გადაადგილებული იქნას 

ქსელის რკალების სამუალებით წყაროდან ჩასავალამდე იმ პირობებში, 

როდესაც თითოეული რკალის გამშვები შესაძლებლობა შემოსაზღვრუ- 

ლია. ამოცანა მდგომარეობს წყაროდან ჩასავალამდე ნაკადის მაქსი- 

მალური სიდიდის განსაზღვრაში. 
დიდი პრაქტიკული ღირებულების შემცველია ამოცანები, რომელთა 

შინაარსს შეადგენს პროგრამის (პროექტის, ოპერაციათა კომპლექსის) 

კალენდარული .დაგეგმვა (ე. ი. დაგეგმვა დროში), ისე 

რომ გათვალისწინებული იყოს მასში შემავალ ოპერაციათა (სამუშაოთა) 

ხანგრძლივობა და შესრულების თანმიმდევრობა. ასეთი ტიპის ამოცანე– 

ბის გადასაწყვეტად წარმატებით გამოიყენება ქსელური დაგეგ- 

მვისა და მართვის მეთოდები, რომელთაგან ზოგიერთს ქვე- 

მოთ განვიხილავთ. 

-§ 4. ქსელური დაგებმვა და მართვა 

თანამედროვე |მეცნიერულ-ტექნიკური რევოლუციის "პირობებში 

ყოველი ახალი სისტემის (მშენებლობა, ახალი პროდუქციის გამოშვების 

მომზადება, გამოყენებითი სამეცნიერო-კვლევითი სამუშაო და სხვ.) 

შექმნა დაკავშირებულია ისეთი პროგრამის (პროექტის, ოპერაციათა 

კომპლექსის) განხორციელებასთან, რომელიც შეიცავს მრავალ ურთიერთ– 
დაკავშირებულ ოპერაციას (სამუშაოს). ამიტომ თანამედროვე პროგრა– 

მების ორგანიზაციული მართვის, კერძოდ კი მათი კალენდარული და– 

გეგმვის, მეთოდები არიან დიდი პრაქტიკული ღირებულების. ამ მხრივ 

მნიშვნელოვანი პროგრესი იქნა მიღწეული მე-20 საუკუნის 50-იანი 

წლების ბოლოს, როდესაც დამუშავებული იქნა ე.წ. ქსელური დაგეგ- 

მვისა და მართვის მეთოდები. მათში ცენტრალურ როლს ასრულებს 

ე. წ. ქსელური გრაფიკი, რომელიც წარმოადგენს პროგრამაში შემავალი 
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ოპერაციებისა და მათი შესრულების თანმიმდევრობის თვალსაჩინო. 
ასახვას, ქსელური გრაფიკი გრაფთა თეორიის თვალსაზრისით წარმოად- 
გენს ქსელს, რომელშიც ქსელის რკალებს (ისოებს) შეესაბამება ოპერა– 

ცივები, ხოლო კვანძებს –ე. წ ხდომილობები. „ხდომილობა 

განისაზღვრება როგორც დროის ის) მომენტი, როდესაც მთავრდება 

ერთი და იწყება სხვა ოპერაციები, არ მოითხოვება რომ გრაფიკზე რკა- 

ლის სეგრძე პროპორციული იყოს შესაბამისი ო პერაციის ხანგრძლივო – 

ბისა. ოპერაციების დროში მიმდინარეო ბა გრაფიკზე მოიცემა ხდომილო – 

ბების ნუმერაციის საშუალებით, ამასთან ყოველი ოპერაციის საწყისი. 

ხდომილ ობის ნომერი ნაკლები უნდა იყოს ბოლო ხდომილობის ნო- 

მერზე: 

გარდა აღნიშნულისა ქსელური გრაფიკი უნდა აკმაყოფილებდეს. 

შემდეგ აუცილებელ მოთხოვნებს: 

1) მხოლოდ საწყის ხდომილობას არ გააჩნია შემავალი ისარი და. 

მხოლოდ დამამთავრებელ ხდომილებას –– გამომავალი ისარი; 

2) გრაფიკს როგორც ქსელს, არ უნდა გააჩნდეს კონტურები და 

მარყუჟები, რადგან მათი არსებობა ნიშნავს, იმას რომ რაღაც ოპერაციის 

დაწყების პირობას წარმოადგენს მისი დამთავრება; 

3) ოპერაციათა არცერთი წყვილი არ უნდა განისახლვრებოდეს 

ერთი და იგივე საწყისი და ბოლო ხდომილობებით. ასეთი სიტუაცი- 

ების წარმოქმნა დაკავშირებულია ორი ან რამოდენიმე ოპერაციის 

ერთდროულად შესრულების შესაძლებლობასთან. მაგალითად, 4 და 

8 ოპერაციები (ნახ. 56,ა) განისაზღვრება ერთი და იგივე ხდომილობით. 

ამ სიტუაციის თავიდან ასაცილებლად "შემოაქვთ ფიქტიური ოპერა- 

ციები, რომლებიც არ მოითხოვენ დროის დანახარჯებს. 

56-ე ნახახხე ნაჩვენებია ფიქტიური ოპერაციის შემოღების სხვა–- 
დასხვა შესაძლებლობები. · 

აღსანიშნავი, რომ ფიქტიური ოპერაციები გამოიყენება აგრეთვე 

ოპერაციათა ლოგიკური კავშირების სწორი ასახვისათვის. მაგალითად 

თუ C ოპერაციას უშუალოდ წინ უსწნებს 4 და 8, ხოლო #-ს მხოლოდ 

8, მაშინ ამ სიტუაციას სწორად ასახავს ნახ. 57, ბ, რომელშიც გამოი– 

ყენება ფიქტიური #) ოპერაცია, და არასწორად ასახავს ნახ. 57, ა. 

ქსელურ გრაფიკმი რაიმე ოპერაციის ჩართვის დროს ოპერაციათა 

სწორი თანამიმდევრობის უზრუნველსაყოფად საჭიროა განსახღვრული 

იყოს როგორც მისი უშუალოდ წინმსწოები, ისე ის ოპერაციები რომ- 

ლებიც სრულდება მასთან ერთდროულად და უშუალოდ მის შემდეგ. 

დალაგებულ ქსელურ გრაფიკში ოპერაციათა შესაბამისი ყველა ისარი 
მიმართულია მხოლოდ მარცხნიდან მარჯვნივ. ასეთი გრაფიკის ყოველ 
ვერტიკალურ შრეში შემავალი ხდომილობის წინასწრები ხდომილობე– 

5299



  
ნაზ. 57 

ბი განლაგებულია მხოლოდ ამ შრიდან მარცხნივ არსებულ შრეებში. 

აღსანიშნავია, რომ სწორად შედგენილი გრაფიკის დალაგება ყოველთვის 

შესაძლებელია, რაც არ ითქმის, მაგალითად, კონტურების შემცველ 

გრაფიკზე (მასში რომელიღაც ისრები მიმართული იქნება მარჯვნიდან 

მარცხნივ). 

ქვემოთ კონტურულ მაგალითზე განვიხილავთ ქსელური გრაფიკის 
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ძირითად დროით მახასიათებლებს, მათი გამოთვლის მეთოდებსა და 

ქსელის ანალიზის ზოგიერთ სხვა ასპექტს. 
პირველ ცხრილში მოცემულია ოპერაციათა კომ პლექსი, შედგენი– 

ლი ათი 4-# ოპერაციისაგან. ამასთან, ცხრილმი ასახულია ყოველი 

ოპერაციისათვის უშუალოდ წინმსწრები ოპერაციები და თითოეული 

ოპერაციის ხანგრძლივობა დღეებში. 

  

  

ც ხრილი 1 

ოპერაციები | წინმსწრები ოპერა- ოპერაციათა ხანგრ- || ხღობილოცებ·  __ _ 
ვრაც ციები ძლიეობა. დღეეები '. საწყიი | ხოლო 

4 –_ 3 1 2 
ჩ – § 1 ვ 
C – 5 1 4 
ი 9 2 5 
#ჯL 8 11 ე 4 
'ე 8 6 3 6 
C C.L 7 4 5 
” C, 8 4 4 6 
/ 8,0 12 5 7 

”/ ჩ.M 10 6 7     
როგორც ცხრილიდან ჩანს #1, 8 და C ოპერაციებს არ გააჩნია წინ- 

მსწრები ოპერაცია, ამიტომ მათი დაწყება შეიძლება პარალელურად 

ღროის ათვლის ნულოვანი წერტილიდან. #-ს დაწყება შეიძლება მხო–- 

ლოდ 4-ს დამთავრების შემდეგ, და I'-ის ღაწყება შეიძლება „8-ს დამ- 
თავრების შემდეგ და ა. შ. ეს ინფორმაცია ასახულია ქსელზე (ნახ. 58), 

რომლის კვანძები დაყოფილია 4 სექტორად და თითოეული კვანძის 

შესაბამისი ხდომილობის ნომერი ჩაწერილია ზედა სექტორებში. ოპე- 

რაციებისა და ხდომილობების ნომრებს შორის შესაბამისობა მოცემუ– 

ლია ცხრილ 1-ში, ხოლო ამავე ცხრილში მოცემული ოპერაციების ხან– 

გრძლიობა აღნიმნულია ქსელის თითოეულ რკალზე (ფრჩხილების 

გარეშე), რაც შეეხება ქსელზე აღნინნხულ სხვა რაოდენობრივ მახა- 

სიათებლებსა და მკვეთრად გამოხატულ რკალებს, მათ განსაზღვრებას 
მოვიყვანთ ქვემოთ. 

პირველ ოიგში გამოვთვალოთ ოპერაციათა მთელი კომპლევსის 

მოსალოდნელი ხანგოძლიობა, რომელიც უზუალოდ არ გამომდინა- 

რეობს ცხოილ 1-ში მოყვანილი ინფორმაციიდან, - ამისათვის საჭიროა 

გამოთვლილი იქნას ყოველი ხდომილობის დადგომის ვადა (ე. წ. აღ- 

რეული ვადა), რომელიც აღვნიშნოთ ხდომილობების შესაბამისი წრეე- 
ბის მარცხენა სექტორმი. 

საწყისი ხდომილობა 1–- ის დადგომის დრო ჩავთვალოთ ნულის ტო- 

ლად. რადგან 1-2 და 1--3 ოპერაციების ხანგრძლიობებია შმესაბაძი- 

სად 3 და 8, ამიტომ 2 და 3 ხდომილობების დადგომისათვის საჭიროა 
26. ზ. სცელოშვილი ღა სCე. 4.1



  

ნახ 58 

3 და 8 დღე. როგორც აღვნიშნეთ ეს მონაცემები ჩაიწერება ხდომილო- 

ბების მარცხენა სექტორში. რაც შეეხება 4 ხდომილობას, მასში შემა- 

ვალი ოპერაციებია 1--4 და 3-4, რომელთგან პირველი მთავრდება 

პროგრამის დაწყებიდან 5 დღეში, ხოლო მეორე 8-11-=-19 დღეში; 

რადგან 4 ხდომილობის დადგომისთვის აუცილებელია 3--4 ოპერა- 

ციის დასრულება, ამიტომ მისი დადგომის მოსალოდნელი (ადოეული) 
ვადაა 19 დღე. 

ხდომილობა 5-ის დადგომისათვის აუცილებელია 2-–-5 და 4--5 ოპე- 

რაციების დამთავრება, რომელთაგან პირველი მთავრდება 3--9=12 

დღეში, ხოლო მეორე 19+7==26 დღეში. ამრიგად, ხდომილობა 5-–ის 

დადგომის ვადაა 26 დღე, ა. შ. საბოლოოდ მივიღებთ, რომ პროგრა–- 

მის დამამთავრებელი 7 ხდომილობის დადგომის ვადაა 38, რაც აგ- 

რეთვე წარმოადგენს მთლიანად პროგრამის შესრულების ვადას. 

თუ მოვახდენთ ხდომილობების დადგომის ადრეული ვადის გან- 

საზღვრის ზემოთაღნიშნული პროცედურის განზოგადებას, მივიღებთ: 

(-–-| ოპერაციისათვის 7; საბოლოო ხდომილობის დადგომის ადრეული. 

(ბ; ვადა უდრის ( საწყისი ხდომილობის დადგომის ადრეული ჯ/ა; ვადისა. 

და (-––/ ოპერაციის 7;; ხანგრძლივობის ჯამს: ხოლო თუ / ხდომილობი- 
სათვის არსებობს რამოდენიმე შემავალი ოპერაცია, მაშინ აღნიშნული. 
ჯამებიდან აიღება უდიდესი, ე. ი. 

/ა:=/10X(ჯა ;-I-7,,). 
+ჯ 
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58-ე ნახაზზე გამოსახულ ქსელზე ჩატარებული გამოთელები საშუა- 

ლებას იძლევა, გარდა პროგრამის საერთო ხანგრძლიობისა (38 დღე), 

განისაზღვროს აგრეთვე ე. წ. კრიტიკული გზა –-– ქსელური გრა- 
ფიკის მნიშვნელოვანი მახასიათებელი. პროგრამის საწყისი ხდომი- 
ლობიდან დამამთავრებელ ხდომილობამდე ო პერაციათა მიმდევრო- 
ბს ეწოდება კრიტიკული გზა, თუ იგ ხასიათდება მაქსი–- 

მალური დროის ხანგრძლიობით. ამ გზით შემადგენელ ხდომილობებ–- 

სა და ოპერაციებს უწოდებენ აგრეთვე კრიტიკულს. 

როგორც ზემოთმოყვანილი გამოთვლებიდან ჩანს კრიტიკული გზა-- 
ეს ის გზაა, რომლის ხანგრძლიობა პროგრამის სრული ხანგრძლივო– 

ბის (38 დღის ტოლია. კრიტიკული გხის მოსაძებნად ჩავატაროთ 

ქსელის ანალიზი ბოლოდან, ე. ი. დამამთავრებელი 7 ხდომილობიდან. 

მისი დადგომის ხანგრძლივობა (38 დღე) განსახღვრულია 5--7 ოპე- 

რაციით, ხოლო 5 ხდომილობის დადგომის ვადა 4--5 ოპერაციით; 

რაც შეეხება 4 -- ხდომილობის დადგომის ვადას. იგი განისაზღვრება 
3-4 ოპერაციით და ბოლოს, 3 ხდომილობის ვადას განსახღვოავს 1-–- 

3 ოპერაცია. ამრიგად, 38 დღის ხანგრძლივობის რეალიზაციას ახდენს 

1--3--4--5-7 გზა, რომელიც 58-ე ნახაზზე გამოსახული ქსელისთვის 

არის სწორედ კრიტიკული გხა. რაც შეეხება სხვა. ე. წ. არაკრიტიკულ 

გზებს, მათი ხანგრძლიობა 38 დღეზე ნაკლებია; მაგალითად, 1--2--5-- 

–7 გზის ხანგრძლივობაა 3+9-+-12->24 დღე, 1--4--6--7 გზის -- 

5--4--10=19 დღე. ამრიგად, ნებისმიერი კრიტიკული ოპერაციის 

ხანგრძლიობის გადიდება იწვევს, პროგოამის საერთო ხანგოძლიო– 

ბის გადიდებას, მაშინ როცა არაკრიტიკული ოპერაციების ხანგოძლი- 

ობის გადიდებამ შეიძლება არავითარი გავლენა არ მოახდინოს პროგ- 

რამის საერთო ხანგრძლიობაზე. სწორედ ამაში მდგომარეობს კრიტი- 

კული გხის განსაზღვრის დიდი პრაქტიკული ღირებულება. რადგან 

იგი გვიჩვენებს, თუ პროგრამის შესრულებისას რომელ ოპეოაციებს 
უნდა მიექცეს პირველ რიგში ყურადღება, ისე როომ აუცილებლად იქ- 

ნას დაცული მათი შესრულების ვადები. თუ საჭიროა მთლიანი პროგრა– 

მის ხანგრძლიობის შემცირება, ამისათვის შესწავლილი უნდა იქ- 

ნას სწორედ კრიტიკული ოპერაციების ხანგრძლიობის შემცირების 

შესაძლებლობა. აღსანიშნავია აგრეთვე, რომ ქსელური გრაფიკი 

შეიძლება შეიცავდეს არა ერთ, არამედ რამოდენიმე კრიტიკულ გზას. 
ამასთან ყოველ მათგანში შემავალი ოპერაციები უშუალო გავლენას 
ახდენენ დამამთავრებელი ხდომილობის დადგომის ვადაზე. 

ზემოთმოყვანილი გამოთელები, რომლებმაც საშუალება მოგეცეს 

დაგვედგინა მთლიანი პრო გრამის ხანგრძლივობა და მისი მარეალიხე- 

ბელი კრიტიკული გზა, ეყრდნობოდნენ თითოეული ხდომილობისათვის, 
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ე. წ. ადრეული ვადების /ბ, გაანგარიშებებს. ეს შედეგები საშუალებას 

იძლევა გამოთვლილი იქნას თითოეული ხდომილობის დადგომის ე. წ. 

გვიანი ვადა. რაიმე ( ხდომილობის გვიანი ბ, ვადა | ხდომილობის დად–- 

გომის გვიანი /ბ; ვადისა და L-–--/ ოპერაციის ხანგრძლიობის სხვაობის 

ტოლია. თუ ( ხდომილობიდან, გამოდის რამოდენიმე ოპერაცია, მაშინ 

სხვაობებიდან აიღება უმცირესი, ე. ი. 

/ბ,=ყი1ი“ (ბ-ს). 
ჯ 

ამ ფორმულით სარგებლობის ,ცწესი მდგომარეობს შემდეგში: დამამ– 

თავრებელი # ხდომილობის დადგომის ადრეული და გვიანი ვადები 

ემთხვევიან, ე. ი. //==1ბჯ, საიდანაც თუ დავიწყებთ ამ ფორმულის გამო– 

ყენებას, მიმდევრობით გამოითვლება არაკრიტიკული ხდომილობების 

გვიანი ვადები (კრიტიკული. ხდომილობებისათვის ადრეული და გვია- 

ნი ვადები ემთხვევიან). · 

მოვახდინოთ ზემოაღნიშნულის დემონსტრირება 58-ე ნახაზზე გა- 

მოსახული ქსელური გრაფიკისათვის, სადაც ყოველი ხღლმილობის დად- 

გომის გვიანი ვადა აღნიშნულია. შესაბამისი წრის მარჯვენა სექტორში. 

ადრეული ვადღებისგან განსხვავებული გვიანი ვადების არარსებობა 

ნიშნავს ამ ხდომილობის დადგომის ვადის გადაწევის შესაძლებლობას 

(როგორც ზემოთ აღინიშნა, ასეთი .გადაწევა კრიტიკული ხდომილობე- 

ბისათვის შეუძლებელია). განსახილველ ქსელურ გრაფიკზე არის მხო- 

ლოღ ორი არაკრიტიკული 2 და 6' ხდომილობა. 6 ხდომილობის დად- 

გომის ვადაა პროგრამის დაწყებიღან 23 დღე, მაგრამ იგი შეიძლება 

დამღგარიყო 28 დღის შემდეგაც; რადგან . მისგან” გამომავალი 6-7 

ოპერაციის ხანგრძლიობაა , 10 ·დღე ·და ამიტომ” პროგრამის საერთო ' 

ხანგრძლიობა არ შეიცვლებოდა (ცხადია, რომ, მაგალითად, 29 დღის 

ვადა უკვე გამოიწვევდა. ასეთ #კვლილებას). :28 დღე წარმოადგენს 
სწორედ 6 ხდომილობეს დადგომის: გვინ ვადას..· ანალოგიურად: შე -“ 

იძლება გამოვიანგარიშოთ 2 „ხდომილობის“. დადგომის გვიანი ვადა –– 

17 დღე (26 –-9=- 17). ,.. · 

როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ.-კრიტიკული „გზის ხანგრძიბლობა ტო- 

ლია მთლიანი პროგრამის ·შესრულების, ვადისა, ხოლო არაკრიტიკული" 
გზის ხანგრძლიობა მასზე ნაკლებია. აქედან ' გამომდინარეო ბს, რომ 

ყოველი არაკრიტიკული ოპერაცი” დაკავშირებულია ·რაღაც არანუ- 

ლოვა5 დროით რეზერთვან, მაშინ როცა კრიტიკული ''ოპერაციებისათ- 
ვის ეს რეზერვი ნულის ტოლია. ამ მოსაზრებების „ფორმალიხაციის 

მოთხოვნილებას მივყავართ. ყოველი ოპერაციისათვის ისეთი სიდიდე- 

ების განხილვამდე, როგორიცაა „ოპერაციის დროის თავისუფა- 

ლი ღა სრული რეზერვები.,(-–I ოპერაციის დროის..თავისუფალი 
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M#თ,კ რეზერვი და სრული /2?ს,, რეზერვი განისაზღვრება შემდეგი ფორ- 
მულებით! 

1',,=1ც–-I,) ––- 17, 

#2ს,,=|ბ,–– 1, კბ, 

სადაც 7,,, #7, #23, (ბ, –– ზემოთ განსაზღვრული სიდიდეებია. 
ამ სიდიდეების გათვალისწინებით შეგვიძლია ვთქვათ რომ 1–-; 

ოპერაცია ეკუთვნის კრიტიკულ გზას თუ: იგი აკმაყოფილებს შემდეგ 
სამ პირობას: | 

I,=1ჯბ, 
#',=#9, 
#2ბ),,=/9?ს,,=0. 

ქსელურ გრაფიკზე (ნახ. 58) არაკრიტიკულ ოპერაციათა დროის 

თავისუფალი რეზერვები აღნიშნულია "შმესაბამის ისარზე მოგვალ 

ფრჩხილებში, ხოლო დროის სრული რეზერვები –- კეადრატულ 

ფრჩხილებში (იქ სადაც ისინი განსხვავდებიან თავისუფალი თრეხეთ- 

ვებისაგან). 
აუცილებელია აღინიშნოს დროის თავისუფალ და სრულ რეზერვებს 

შორის განსხვავების ერთი არსებითი ასპექტი. თავისუფალი თრეზერ- 

ვების გამოყენება (ოპერაციათა ხანგრძლიობის ვადა) შესაძლებელია 

ყველა ოპერაციისათვის ერთდროულად,“ „რითაც, ცხადია,ჭისინი გახ- 

ღებიან კრიტიკულნი, მაგრა პროგრამის მთლიანი ხანგრძლიობა 
ამით არ შეიცვლება, რაც შეეხება სრულ რეზერვებს მათი ერთდროუ- 

ლი გამოყენება ყოველთვის არ არის შესაძლებელი. მაგალითად, 1-–-2 
და 2-5 ოპერაციების სრული რეზერვები ტოლია 14 დღისა და თი- 
თოეული მათგანი შეიძლება გამოყენებული იქნას, მაგრამ არა ერთ- 
დროულად, რადგან მაშინ ამ ოპერაციათა ერთობლივი ხანგრძლიობა 

იენებოდა 3--14+9-14=40 დღე, რაც 14 დღით აღემატება 5 

ხდომილობის დადგენილ ვადას. 
დროითი რეზეოვების განსახღლვრა მნიშვნელოვანია 'პროგრამის 

'განხორციელების სხვადასხვა ეტაპებზე. მაგალითად თუ ნახ. 5მ8მ-ზე 

ასახული პროგრამის მე-8 დღეზე, როდესაც იწყება 3--4 და 3-6 ოპე- 
რაციები, ხოლო გრძელდება 2-–-5 ოპერაცია, წარმოიშვა შემსრულე- 
ბელთა დეფიციტი, მაშინ მისი ლიკვიდაცია შესაძლებელია 3-–-–6 ოპერა- 
ციის დაწყების გადაწევის ხარჯზე, რადგან მას აქვს დროის საკმაოისი 
თავისუფალი რეზერვი. ასეთი გადაწევა , გოაფიკხე აღინიშნება რშე- 

საბამისი ხანგრძლივობის მქონე ფიქტიური ოპერაციის შემოტანით. 

განსხვავებულ მაგალითად შეგვიძლია მოვიყვანოთ სიტუაცია, ”ო- 

დესაც შედგენილი გრაფიკის საერთო ხანგრძლივობა აჭარბებს პ“როგ- 

რამის შესრულების ღირექტიულ ვადას, ამ ზღგომარეობის განოსას- 

4 
რყ



წორებელ გზას ცხადია, წარმოადგენს რომელიღაც კრიტიკული ოპე- 

რაციების ხანგრძლიობის შემცირება, რაც ჩვეულებრივად საჭირო- 

ებს დამატებით რესურსებს. ამ რესურსების გამოთავისუფლება შე- 

საძლებელია სწორედ არაკრიტიკული გზების ხანგრძლიობის გაზრ- 

დის ხარჯზე, ხოლო თუ რა ზღვრამდეა ეს შესაძლებელი, ამას გვიჩ- 

ვენებენ გამოთვლილი დროის რეზერვებბ. აღწერილ სიტუაციაში გა- 

სათვალისწინებელია ის გარემოება, რომ, კრიტიკული ოპერაციების 

ხანგრძლიობის შემცირებით და არაკრიტიკულე გზების ხანგრძლიობის 

გაზოდით, შეიძლება თვითონ კრიტიკული გზა შეიცვალოს. 

როგორც უკანასკნელი სიტუაციისთვის აღვნიმნეთ„ პროგრამის 

ხანგრძლივობის მიზნით საჭირო ხდება ხოლმე რომელიღაც კრიტიკე- 

ლი ოპერაციები ხანგრძლიობის შემცირება, მაგრამ პასუხისთვის 

კითხვაზე თუ, სახელდობრ, რომელი ოპერაციების ხანგრძლიობის 
შემცირებებია საჭიროა უკვე აღარ არის საკმარისი ქსელური გრაფიკის 
ანალიზი მხოლოდ დროის კრიტერიუმით. მაქმე იმაშია, რომ ოპერა- 
ციათა ხანგრძლიობის შემცირება დაკავშირებულია დანახარჯების 

გახრდასთან, ამიტომ ასეთი ტიპის ინფორმაციაა აუცილებელია იმ 
მიხნით რომ პროგრამის ხანგრძლიობის შემცირება შესოულდეს 
მინიმალური დანახარჯებით. ამასთან ერთად, ცხადია, საჭიროა იმის 
ცოდნაც თუ ტექნოლოგიურ პირობებში რა მინიმალურ ვადამდეა შე- 
საძლებელი ყოველი ოპერაციის ხანგრძლიობის შემცირება. 

სწორედ აკღნიმნული ფაქტორების გასათვალისწინებლად არის 

შემუშავებული „დრო-ღირებულება“ მეთოდი, რომლის არსი მდგომა- 
რეობს შემდეგმი პროგრამაში შემავალი ყოველი ოპერაციისათვის 
ადგენენ ხანგრძლიობის ორ ვადას: ნორმალურს და დაჩქა- 
რებულს. ნორმალური ხანგრძლიობა ხასიათდება იმით, რომ მას 

შეესაბამება ოპერაციის შესრულების მინიმალური დანახარჯები, ამას– 

თან, მისი გახრდა არ ამცირებს დანახარჯებს, რაც შეეხება დაჩქარებულ 
ხანგრძლიობას, იგი ტოლია ოპერაციი შესასრულებლად საჭირო 
დროის იმ მინიმუმის, რომელიც განპირობებულია ტექნოლოგიუ- 

C რი ან სხვა აუცილებელი შეზღუ- 

) ი, დვებით, ამასთან, ნორმალურ ვა- 

| რიანტთან შედარებით იგი მოი- 

;. ' თხოვს უფრო დიღ დანახარჯებს. 

L ' ითელება, რომ ოპერაციის ხანგრძ- 

ლიობამ შეიძლება მიიღოს ნების- 

მიერი მნიშვნელობა დაჩქარებულ 

  : და ნორმალურ ხანგრძლიობებს 

ხდ ხს ხხ ფორის ინტერვალიდან. ნახ. 59- 

სახ. 59 ზე გამოსახულია დამოკიდებულება



ოპერაციის ( ხანგრძლიობასა და მასთან დაკავშირებულ C დანახარჯებს 

შორის (VC –– დაჩქარებული, ხოლო 16 –– ნორმალური ხანგრძლივო- 

ბაა). 

სიმარტივისათვის უშვებენ რომ (I/., #) შუალედში დანახარჯები 

იზრდება ოპერაციის ხანგრძლივობის შემცირების პროპორციულად, ე. 

ი. ოპერაციის ყოველი ერთი დღით დაჩქარება მოითხოვს ერთი და იმავე 
დამატებით დანახაოჯებს. 

დავუბრუნდეთ ახლა 58-ე ნახაზზხე გამოსახულ ქსელურ გრაფიკს 
დღა მოვახდინოთ მისი ანალიზი ღირებულებითი ფაქტორების გათვა–- 

ლისწინებით ანუ მოვიყვანოთ მისთვის „ღრო-ღირებულება“ მეთოდის 

ილუსტრაცია. ამ მეთოდისთვის საჭირო ზემოთაღნიშნული მონაცე- 

მები მოვიყვანოთ ცხრილში (ცხრ. 2): 

  

  

  
  

  
  

ცხრილი 2 

ოპერაცი- ნორმალური ვარიანტი | დაჩქარებული ვარიანტი 1 დღის დაჩქარე– 

ები _. გ დანახარჯები, | _ , :_ 1 დანახარჯები, ბისათვის დანახარ- 
ჯოო, დღეები “ან. დოო, დღეები მან. ჯების მატება, მან. 

1-2 3 1პე 3 130 – 

1--3 8 250 5 340 30 
1--4 5 80 4 90 10 

2-5 9 286 6 400 40 

3--4 11 220 ი 250 15 

3--6 6 310 4 380 35 
4--5 7 160 5 180 20 

რ–6 4 100 4 100 –_ 

5-7 12 420 7 545 25 
6-7 10 200 6 260 15 

სელ = 2150 _ 2675 –_         
  

ცხრილიდან ჩანს რომ დანახარჯების გაზრდის ხარჯზე შესაძლებე- 

ლია ნორმალური ხანგრძლიობის შემცირება ყველა ოპერაციისათვის, 

გარდა 1--2 და 4-–6 ოპერაციებისა. 

როგორც ადრე აღვნიმნეათ პროგრამის სრული ხანგრძლიობის 

(38 დღე) შესამცირებლად საჭიროა კრიტიკული ოპერაციების ხან- 

გრძლიობის შემცირება როგორც (ცხრ. 2) ჩანს გრაფიკის ოთხი 
კრიტიკული ოპერაციიდან (ნახ 58) დანახარჯების უმცირესი ნამატი 

მოდის 3--4 ოპერაციაზე (15 მან). ამიტომ მისი ხანგრძლიობის 2 

დღით შემცირება (შემდგომი შემცირება შეუძლებელია) პროგრამის 

სრულ ზანგრძლიობას დაიყვანს 36 დღეზე. 
დარჩენილი კრიტიკული სამუშაოებიდან დანახარჯთა უმცირესი 

წ§ამატი (20 მან.) მოდის 4––5 ოპერაციაზე. ამიტომ მისი, მაქსიმალურად 
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შესაძლებელი 1 დღით შემციოებით პროგრამის ხანგრძლიობა გაუტოლ- 

დება 35 დღეს. 

შემდეგ მიზანშეწონილია 5-7 ოპერაციის ხანგრძლიობის ”შემცი- 
რება ამიტომ მისი 4 დღით შემცირებით მივიღებთ 31 დღის სანგრძიი- 

ობის გრაფიკს, რომელიც გამოსახულია (ნახ. 60) ნახახზე: 

3 23 

  

ნახ. 60 

როგორც მნახახიდან ჩანს პროგრამის ხანგრძლივობის შენცირე- 

ბამ 38 დღიდან 31 დღემდე გამოიწვია მეორე –-1--3-–-4--6-–7 კრიტი– 

კული გზის წარმოქმნა. ამის შემდეგ კვლავ განვაგრძობთ 'შემციორე- 
ბის ვარიანტების მოძებნას, 5-7 ოპერაციის ხანგრძლიობის შემ- 

ცირება, როგორც ცხრილიდან ჩანს, შესაძლებელია კიდევ 1 დღით, 

მაგრამ, მაშინ 1–- დღით უნდა შემცირდეს 4--6 ან 6-7 ოპერაცეის 

ხანგრძლიობა, მაგრამ; რადგან 4 ––6 ოპერაციისს ხანგრძლიობა შემ- 

ცირებას აო ექვემდებარება, ამიტომ რჩება 1 დღით 5-–7 და 6--7 ოპე– 

რაციათა ხანგრძლიობის შემცირება რომელთა საერთო ღანახაოჯე- 

ბის ნამატი იქნება 25+15= 4C (მან.). მაგრამ თუ შევნიშნავთ, რომ 

ამ დროს 1--3 ოპერაციის 1 დღით შემცირება მოითხოვს 4ი მანეთხე 

ნაკლებ 30 მანეთს, ამიტომ შემდგომ ეტაპზე მიხანმეწონილია 1--3 

ოპერაციის ხანგრძლიობის შემცირება 3 დღით, რითაც პროგრამის 

ხანგრძლიობა ?შემცირდება 28 დღემდე. თუ საჭიროა შემდგომი შემ- 

ცირება, მაშინ განვახორციელებთ ზემოთაღნიშნულ 5--7 და 6-–-7 ოპე- 

რაციათა ხანგრძლიობის 1 დღით ერთდროულ შმემცირებას და პროგ- 

რამის ხანგრძლიობა გაუტოლდება მინიმაელურ 27 დღეს, რაღგა5 

შემდგომი შემცირება შეუძლებელია. 

მე-3 ცხრილში მოყვანილია პროგრამის ხანგრძლიობის 38 "დღიდან 

27 დღემდე შემცირების ზემოთაღწერილი ეტაპები და ყოველი ეტაპის 
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შესაბამისი მთლიანი პროგრამის” დანახარჯები. როგორც ცხრილიდან 

ჩან პროგრამის ხანგრძლიობის შემცირებამ დამატებით მოითხოვა: 

დანახარჯი, რომელიც უდრის 2430--2150=285 (მან.). 

  

  

  

ცუ:რილიე 3 

პოოგრამის ხანგრძლი- დასაჩქარებელი ოპერა- საერთო ჯამური ღანახარ- 
ობა ც”ები ჯები, მან. 

38 –2 2153 
37 3-4 2165 
36 3--4 218ა 
35 4-5 22Cი 
34 5-7 2225 
<XI 5-7 2255 
32 5-7 2275 
31 5-7 22 
50 1-3 2330 
29 1--3 2350 
28 1-3 2390 
27 5-7 ღა6-7 | 2430   
  

დანახარჯების გარდა ქსელური გრაფიკის ანალიზი მოითხოვს აგ- 

რეთვე შრომითი და მატერიალური რესურსების განაწილების ფაქტო–- 
რის გათვალისწინებასაც. ქვემოთ ნახ. 58-ხე გამოსახული ქსელუოი 
გრაფიკის მაგალითზე განხილული იქნება განაწილების პრობლემის 
ერთერთი ასპექტი. 

განვიხილოთ სიტუაცია, როდესაც რესურსთა რომელიღაც სახე სა–- 

ჭიროა პროგოამის, მრავალი ოპერაციის შესასრულებლად, მაგრამ 

გარკვეულ კალენდარულ ვადებში, ოპერაციათა პარალელური მიმდი- 

ნარეობის გამო, რესურსის მოთხოვნილება აჭარბებს არსებულ ორაო- 

დენობას. ვაჩვენოთ (ნახ. 58), რომ გრაფიკის კორექტირების გხით შე- 

საძლებელია აღნიშნული დეფიციტის ლიკვიდაცია. 

რადგან ქსელური გრაფიკის გამოსახვა არ ხდება დროის მასმტაბ- 
ში, ამიტომ მიზანშეწონილია მასთან ერთად ე. წ. წრფივი გრაფიკის 

განხილვა, რომელიც შედგენილია დროის მასშტაბის გათვალისწინებით 
(ნახ. · 

როგორც ნასახიდა5 ჩანს ორდინატთა ღერძზე აღნიშნულია ოპერაცი- 

ები, ხოლო, აბსცისათა ღერძზე დღეები. ამასთან აღსანიშნავია, რომ თუ 

ცნობილია პროგრამის დაწყების ვადა, მამინ აბსცისათა ღერძზე აღი- 
ნიშნება მისგან დაწყებული მიმდევრობით ზუსტი კალენდარული 
ვადები. გრაფიკზე აღნიშნულ ყოეელ ოპერაციას ”მეესაბამება მონაკ- 
ვეთი, როძლის სიგრძე გოაფიკხე აღებელ მასშტაბში ტოლია ოპერა- 

ციის ხანგრძლიობისა. ამასთან ოპერაციათა დროში შესრულების 

მიმდევრობა 58-ე ნახაზზე ასახულის იგივუოია, ხოლო მკვეთრად გა- 
მოსახული მონაკვეთები შეესაბამებიან კრიტიკულ ოპერაციებს. 

ტე?



  

“ ' ოჯვერაყიუები 

6-2 L- –- 3 ; 
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3-4 + მწ "' 
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01 3, _ 
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2 ) 
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ნახ. 61 
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ცხადია, რომ ყოველი კონკრეტული ვადის ოპერაციათა შესრულე- 

ბის კონტროლისთვის წრფივ გრაფიკს გააჩნია დამოუკიდებელი ღირე- 

ბულება, მაგრამ გარდა ამისა, მისი გამოყენებით შესაძლებელია ზე- 

მოთაღნიშნულ რესურსთა განაწილების ანალიზის ჩატარება. 

დავუშვათ, რომ ყოველი ობერაციის შესრულება მოითხოვს რო- 

სელიღაც სახის ტექნიკურ საშუალებებს (მაგალითად ავტომანქანებს). 

"წრფივი გრაფიკის ყოველ მონაკვეთთან აღვნიმნოთ ავტომანქანათა ის 

რაოდენობა, რომელიც საჭიროა შესაბამისი ოპერაციის შესასრულებ- 

ლად. მაგალითად, 1-2 ოპერაცია მოითხოვს 2 ავტომანქანას, 1-––3 

ოპერაცია –- 1 ავტომანქანას და ა. შ. როგორც გრაფიკიდან ჩანს პროგ- 

რამის მთლიანი ხანგოძლიობა (38 დღე) შეიძლება დაიყოს ღროის 

ისეთ პერიოდებად, რომ თითოეულ პერიოდში ავტომანქანების მოთხო– 

ვნილება ტოლი იყოს რაღაც ფიქსირებული რიცხვისა, რომელიც გა- 

მოითვლება როგორც ჯამი ამ პერიოდში პარალელურად მიმდინარე 

ოპერაციებისათვის საჭირო ავტომანქანთა რაოდენობისა. მაგალი- 
თად, პირველი 3 დღის განმავლობაში პარალელურად მიმდინარე ოპე- 

რაციებია 1-2, 1-3 და 1--4, ამიტომ საერთო მოთხოვნილება ყო- 

ველდღე შეადგენს 2+1-+3=6 ავტომანქანას, მე-4 და მე-5 დღეს 

სრულდება 1--3, 1-4 და 2--5 ოპერაციები. ამიტომ ყოველდღე სა– 

ჭიროა 1+3+4=8 ავტომანქანა და ა. შ. ამ გამოთვლების შედეგად 

მივიღებთ ყოველი პერიოდისათვის საჭირო ავტომანქანების რაოდე- 

ნობებს, რაც შეიძლება გამოვსახოთ გრაფიკულად (ნახ. 62). 
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ხალ, 62 

დავუშვათ რომ პროგრამის შესასრულებლად გამოყოფილია 

'მხოლოდ 7 ავტომანქანა (წყვეტილი ხახი, ნახ. 62). ეს იმას ნიშნავს, 

რომ მე-4 და 24-ე დღეებისათვის შეიქმნება დეფიციტი, რადგან ამ პე- 

"რიოდების დასაწყისისათვის ავტომანქანების მოთხოვნილება 8-ის ტო- 

·ლია. დეფიციტის ლიკვიდაცია შესაძლებელია თუ შევნიშნავთ, რომ 2-–- 

5 ოპერაციას აქვს 14 დღის ტოლი დროის თავისუფალი რეზერვი (ნახ. 

58) და მას დავიწყებთ არა მე-4, არამედ მე-6 დღიდან. ანალოგიურად, 
თუ 6-7 ოპერაციის დაწყებას გადავწევთ 3 დღით (მისი თავისუფალი 

რეზერვია 5 დღე), მაშინ დეფიციტის შემცველი მეორე ზემოაღნიშნუ- 

ლი სიტუაციაც ლიკვიდირებული იქნება. ამის შედეგად შეიცვლება 

ნახ. 58, 61 და 62-ზე გამოსახული გრაფიკები და თითოეულ დღეზე 

ავტომობილთა რაოდენობა არ იქნება 7-ზე მეტი. 

XIII თავი 

მონტე-კარლოს მეთოდი 

§ 1, შემთხვევითი სიდიდეები 

შემთხვევითი სიდიდე ეწოდება სიდიდეს რომელმაც ცდის შედე–- 

გად შეიძლება მიიღოს ესა თუ ის, წინასწარ უცნობი მნიშვნელობა. 

შემთხვევითი სიდიდის მაგალითებია: დღე-ღამეში სატელეფონო სადგურ- 

ში გამოძახებათა რიცხვი; 100 გასროლისას მიზანში ;მოხვედრის სიხ–- 
შირე და ა. შ. · 

1 დისკრეტული :შემთხვევითი სიდიდეები. 

X შემთხვევით სიდიდეს ეწოდება დისკრეტული თუ მას შეუძლია მი- 
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იღოს, X, X,.--.ს)VX- იხოლირებულ მნიშვნელობათა (სასრული ან უსას- 

რულო) სიმრავლე. 

X დისკრეტული შემთხვევითი აშღელე განისაზღვრება 

-–_. 
ცხოილით, სადაც X,, ,Xა «..,X, არის 9 შესაძლო მნიშვნელობები, 

ხოლო ჩიჩ, ქმი,..,მე მათი შესაბამისი ჩალბათობები. სახელდობრ, 

ალბათობა იმისა, რომ X მიიღებს X, მნიშვნელობას უდრის /#7,-ს, ე- 

ი. M(X=X,)=/ი0,; (1=1,2,ც...,I1). 

XI, Xა,....X, ნებისმიერი სიდიდეებია ხოლო #,, /#ე,..., მ, რიცხ- 

ვებმა უნდა დააკმაყოფილონ ორი პირობა: 

1) ი,>0 |(=1 2... ი) (1): 
2) მ01+ი0:+ .·..-+- მ =1. (2: 

X შემთხვევითი 'ჰსიდხიდიის მათემატიკური ლოდინი 

ეწოდება 
ი 

MX = +121 (3) 
წ=ი8 

რიცხვს. მისი ფიზიკური შინაარსის დადგენის მიზ ნით" (3) გადავწეროთ. 

შემდეგი I|სახით: 

MX = აი Xი, 0») 
(==1 

საიდანაც ჩანს რომ /IX არის X-ის საშუალო მნიშვნელობა. 

მათემატიკური ლოდინი ;ხასიათდება შემდეგი თვისებებით: 
1) ნებისმიერი მუდმივი C სიდიდისათვის 

„MI(CX --C)ლ=/#X –-0C1 (4) 

2) ნებისმიერი X და XV "შემთხვევითი სიდიდეებისათვის 

#M(X--V)=#VIX-VIX; (5) 

3) /7II(CX)=C/MX. (6) 
X შემთხვევითი სიდიდის დისპერსია ეწოდება 

0X=M(X-–-M2X (7) 

რიცხვს. 

მათემატიკური ლოდინი და დისპერსია წარმოადგენენ შემთხვევი– 

თი სიდიდის მნივშნელოვან რიცხვით მახასიათებლებს. თუ დაკვირეე- 
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ბის შედეგად X-ეს მნიშვნელობებია X,, Xა,....X- მაშინ მათი სამუალო 

არითმეტიკული ახლოს იქნება /#X-თან, ე. ი. 

გვვვლლთ“ =MX (8) 

XX დისპერსია | ახასიათებს (ამ მნიშვნელობების გაფანტულობას 
“MIX "საშუალო მნიშვნელობის |ირგვლივ. 

თუ I!ვისარ გებლებთ მათემატიკური |ლოდინის თვისებებით, მაშინ 

(7) ფორმულა შეიძლება დავიყვანოთ ისეთ სახეზე, რომლითაც მარტი- 

ვად გამოი თვლება დისპერსია 

ILXX ==/VI X?2-––(/VI X)1?. 

მოვიყვანოთ დისპერსიის ორი ძირითადი თვისება: 

1) ნებისმიერი მუდმივი C რიცხვისათვის 

LXXLCX+CთC=M0X; (10) 

2) LსCCX)=C MX. (11) 

ალბათობის თეორიის კურსიდან ცნობილია რომ X და X დამოუკი- 

დებელი შემთ სვევითი სიდეებისა თვის” ადგილი აქვს ტოლობებს 

M(XV)=/M7X-#V/ (12) 

სX(CX+–-VXV)=LსX –+-ხI»M. (13) 

მაგალითი 1. I|გამოვთვალოთ 

123.4 5 6 
XXX01111 1 1 

6 6 6 6 6 6 

შემთხეევითი სიდიდის მათემატიკური ლოდინი და დისპერსია. 
ამოხსნა. (3) ფორმულის 'თანახმად 

1 1 1 1 1 ი 1 
'““_.-. 

6 + 6 + 6 6 : 6 6 

ხოლო '(9) ფორმულით |მივიღებთ 

(0X=10.. –+2>. –1+ ქ.+-69' > --(8,5ე1= 2,917. 2, 
# 

2. უწყვეტი –_ ვითი სიდიდეები. X |შუმ-. 
თხვევეთ სიღიდეს ეწოდება უწჟვეტი თუ მას შეუძლია მიიღოს ნების-, 
მიერი მნიშვნელობა. რაიმე I(ი, ჩხ) შუალედიდან. . 
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X შემთხვევითი სიდიდე განისაზღვრება |მისი შესაძლო მნიშვნე– 
ლობების შემცველი (ი, ხ) შეუალედით და Iმისი ე. წ. „ალბათობათა. 
განაწილების ჩიე სიმკვრივით,'რომლის ფიზიკური არსი მდგომარეობს. 
შემდეგში: ვთქვათ (თ, ჩ) არის (თ, ხ)-ში შემავალი ნებისმიერი შუალე-. 
'ყ დი, ე. ი ძლ=თ< ჩხ. ალბათობა. 

“+ · იმისა, რომ #X აღმოჩნდება (თ,წ) 

შუალედში გამოითვლება 

ჩ 
ჩთ<X<ჩ) = | იაძ». 04 

C 

ინტეგრალით, რომლის მნიშვნე- 

». ლობა გვაძლეს დამტრიხული. 

'. (ნახ.63) მრუდწირული ტრაპეციის: 

ფართობს. 

ძ და ხ შეიძლება მიიღონ ნებისმიერი მნიშვნელობები, შესაძლებე– 

ლია 0=-ი%, 9§=--თ, 
რაც შეეხება ი() სიმკვრივეს, მან უნდა დააკმაყოფილოს ორი პი– 

რობა: 

  

  

ნახ. 63 

1) ი(2=>0 (15) 
ხ 

2 (ი02ძჯ=1. (16). 
ი 

უწყვეტი შემთხვევითი სიდიდის მათემატიკური ლოდინი და დის– 

პერსია ეწოდება შესაბამისად 

  

  
    

ხ 
ჟ 

MIX = | X0(X) ძX, 17 · IL 07 ყ=/0(X) 
ძ 

4 
და 

ხ , 

X-= | (C- MX)ბიხეძი. (8) 3 
2 ' 

რიცხვებს. 
მაგალითი 2. თუ (0,1) 

შუალედში (განაწილებული შემთხ- 

ვევითი სიდიდის სიმკვრივეა #(X=1, 

მაშინ მას ეწოდება თანაბრად 0 I X. 
განაწილებული ამ შუეა- 
ლედხზე (ნახ. 64). ნახ. 64- 
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მართლაც, ნებისმიერი (თ, ზ)C (0:1) შუალედისათვის გვაქვს 

ჩ ჩ 
00ძX= (ძ«=ჩ--თ. I X I –თ 

ადვილად გამოითვლება: 

1 1 1 

I#თ IV X 5: 

1 

ხX= (ითი: -– MX1ბ= _ _ + _ 1. 
0 

3 ნორმალური შემთხვევითი სიდიდეები. 

ნორმალური შემთხვევითი სიდიდე ეწოდება სედიდეს, რომელიც გან–- 

სახლვოულია მთელ (-–-–9%, 9) შუალედზე და რომლის სიმკვრივე 

  

ა _ _1 _ (X–ი)? 
ჩო – ეფი “2. L (19) 

სადაც თ და თ>0 რიცხვითი პარამეტრებია. 

ძ პარამეტრი გავლენას არ ახდენს ყ=/(M) წიოის ფორმაზე, ხოლო 

თ-ს ცვლილება 'იწვევს აღნიშნული წირის ფორმის ცვლილებას. |(მარ- 

თლაც, ცხადია, რომ 

  ი1მX/0(X) = /ჟ(9) -= 1_ · 
CV 

თუ თ-ს შევამცირებთ, მაშინ ჯი2გX/2(X) გაიზრდება, მაგრამ V=/(X) წი- 

რითა და 0X ღერძით 'შმემოსაზღჯვ- 
7 რული ნაკვეთის ფართობი (ნახ. 65) 

ტოლი იქნება 1-ის. 
ადვილი დასამტკიცებელია რომ 

MVX=ი, IX =თ”. 

ნებისმიერი (XV <-L<X") 1 სა- 

ხის ალბათობა ადვილად გამოითვ- 

ლება ცხრილით, რომელშიაც მოყ- 

ვანილია 

  

    
ჯ 

დღე = უ= (ი რძ. 
ი 
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ჯუნქცეის |მნიშვნელობები. მართლაც, (14)-ის თანახმად 

ჯ"' ი 

(<6 <X”) = = I 0Xი (– > )» 
2თ2 

რომელიც სჯ ი=-0/ ჩასმით მიიღებს სახეს: 

:ა 

1 L 6-/ :ძ/, 
V2: 

“ 

  სC"< §<X”) = 

სადაც ჰ,=(X – )0თ, #ა=(X –9)7Cნ. აქედან I|გამომდინარეობს ტო- 
ლოა · 

CV" <§<X”) =0,5L%%((ე) ––C (7,)). 

მევნიმნოთ, რომ ძ9X--X=--%(0). 
ნორმალურ 1შემთხვევით სიდიდეებს ხმირაღ ვხვდებით სსვადასხვა. 

საკითხის გამოკვლევის დროს. 

ცსამი სიგმას“ I ესი. XV =ძ-26, II =0-+-30– შმერჩევით 

ვიპოვით 1,=-=213/ 1:=3. მადასადამე, 

ხ(0-–3თ< §ლ0 ––30) =%(3) =0,997. (20) 

0.997 ალბათობა იმდენად ახლოსაა 1-თან, რომ ზოგჯერ შეგვიძლია (20) 

ფორმულის შემდეგი ინტერპრეტაცია: ერთი ცდის შედეგად მეუძლე- 

ბელია მივიღოთ L-ის ”რსეთი მნიშვნელობა, რომლებიც 30-ით მეტად 

განსხვავდებოდეს /#6§ რიცხვისაგან. ჯ 

ალბათური ცდომილება. განვიხილოთ ”=0 67456 სი- 

დიდგ და შევარჩიო» X"=0--, X =ხ8-+-/. მაშინ /=--06745, /-= 
=0 6745 და 

| ნC–”=8%8<0-/) =თ(0,145) =0,500. 

ეს ტოლობა გადავწეროთ ასე: 

ჩ0§-–0იI)<70)=0,5. 

რადგან § უწყვეტი შემთხვევითი სიდიდისათვის 

ნხ(|6-–-ძთ|=ი=90, 

ამიტომ საწინააღმდეგო უტოლობის ალბათობაც უღრის 0,5, ე. ი.. 

M(I8–იI>>01=0 5. 

უკანასკნელი ფორგულები გვიჩვენებენ, რომ § შემთხვევითი სი- 

დიღის ძი-დან გადახრა მეტი იქნება თუ ნაკლები ” რიცხვზე სულ ერ- 

თია –“ ისიხი ტოლალბათურია. ამიტომ. „ს უწოდებენ ალბათურ 

ცდომილებას. 
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§ 2. მონტე-კარლოს მეთოდის არსი 

მონტე-კარლოს მეთოდი –– არის შემთხვევით სიდიდეთა მოდელი–- 

რების სამუალებით მათემატიკური ამოცანების რიცხვითი ამო ხსნის 

მეთოდი. იგი თავს იჩენს 1949 წ. ამერიკელი მათემატიკოსების მრომებ– 

ში (ნეიმანი, ულამი), ხოლო მოგვიანებით ამ მეთოდს ეძღვნება ჩვენი 

ქვეყნის მათემატიკოსთა შრომები (1955--1956 წთს),, თუმცა მისი თე- 

ორიული საფუძველი ცნობილი იყო ადრე. ამ მეთოდმა ფართო გამო- 

ენება მიიღო ·ეგმ- ის დანერგვის შემდეგ, ვინაიდან “შემთხვევით სიდი– 

დეთა მოდელირება ძალზე შრომატევადი სამუშაოა, რაც. წარმატებით 

ხორციელდება „სწორედ 'ეგმ-ის საშუალებით. 

თვით დასახელება „მონტე-კარლო“ წარმოიშვა ქალაქ მონტე– 

კარლოს მონაკოს სათავადოში, რომელიც ცნობილი იყო თავის ბან- 

ქოს სათამაშო სახლით. 

მონტე-კარლოს მეთოდი ეწოდება მეთოდს, რომელიც დამყარებულია 

'შემთხვევითი სიდ იდის მოდელირებასა და საძიებელი სიდიდის სტატის- 

ტიკური მეფასების აგებაზე. მისი სამუალებით შეიძლება ისეთი პრო- 

ცეხებს მოდელირება რომელთა მიმდინარეობახე გავლენას 'ახ- 

დენენ “მემთხვევითი ფაქტორები. გარდა! ამისა, ამ მეთოდით შეიძლება 
ისეთი ამოცანების ამოხსნა, ალბათური მოდელის აგების გზით, რომლე- 

ბიც არ არიან დაკავშვრებული შემთხვევითობასთან. ამ აზრით მონ- 
ტე-კარლოს მეთოდი წარმოადგენს მათემატიკური ამოცანების რიცხ- 

ვითი ამოხსნის უნივერსალურ მეთოდს. საილუსტრაციოდ განვიხი- 

ლოთ მაგალითი. =. 

ვთქვათ საჭიროა გამოვთვალოთ ერთეულოვან კვადრატში მო- 

თავსებული ნებისმიერი L ბრტყელი ნაკვთის ფართობი (ნახ. 66). ამ 

კვადრატში ავიღოთ M რაოდენობის წერტილი და მათგან #-მი მოთავ- 

სებული წერტილების რიცხვი აღვნიმ- 

ნოთ /V”-ით. გეომეტრიულად ცხადია, 

რომ # ფიგურის ფართობი მიახლოე- 

ბით MV,,/V ფარდობის ტოლია. ამასთან, 

რაც უფრო დიდია V თორიცხვი, მით 

უფრო მეტია ამ შეფასების (მიახლოე- 
ბის) სიხუსტე- I 

მონტე-კარლოს მეთოდის პირველი რ 

თავისებურებაა –– გამოსათვლელი ალ- ' | 

გორითმის მარტივი სტრუქტურა. რო- 

გორც წესი, ადგენენ პროგრამას ერთი C | -. 
შემთხვევითი ცდის განხორციელები- წ“. ნახ. CC 

     
    

კ.“ 

27. ზ. ნაცვლიშვილი და სხე.



სათვის (წინა მაგალითში უნდა შეირჩეს შემთხვევითი წერტილი კვად- 

რატში და შემოწმდეს -– ეკუთვნის თუ არა ეს წერტილი # ფიგურას), 
შემდეგ ამ ცდას იმეორებენ MV-ჯერ, ამასთან, ყოველი ცდა დამოუკი- 

დებელია ყველა დანაორჩენისაგან. 

მეთოდის მეორე თავისებურება მდგომარეობს იმაში, რომ, როგორც. 

წესი გამოთვლების ცდომილება VI0IM-ის პროპორციულია, სადაც 

ს0-- რაიმე მუდმივია, ხოლო MV--ცდათა ოიცხვი. აქედან ცხადია, რომ 

თუ მაგალითად, გვინდა ცდომილების 10-ჯერ შემცირება (პასუხში 

კიდევ ერთი სანდო ათობითი ნიშნის მისაღებად) საჭიროა V გავადი- 

დოთ 100-ჯერ. 

§ 3. შემთხვევით სიდიდეთა-მოდელირება 

სხვადასხვა ამოცანის, ამოხსნისას საჭიროა მივიღოთ მოცემული /” 

კანონით განაწილებული X შემთხვევითი სიდიდის მნიშვნელობები, 

ან რაც იგივეა ––- შემთხვევითი სიდიდის მოდელირება. 

ნებისმიერი X შემთხვევითი სიდიდის; მოდელირება შეიძლება რო– 

მელიმე შემთხვევითი სიდიდის ერთი ან რამოდენიმე მნიშვნელობის გარ– 

დაქმნის შედეგად. ამ პროცესს ეწოდება X შემთხვევითი სიდიდის გ ა- 
თამაშება. 

საწყის X სიდიდედ მოსახერხებელია ავიღოთ (0,1) შუალედზე თა- 

ნაბრად განაწილებული § შემთხვევითი სიდიდე. მისი მოდელირება 

შეიძლება სხვადასხვა საშუალებით. განვიხილოთ ერთი მათგანი. მტკი- 

ცდება, რომ 

ნM+15= (ი§I), #=0,1,2... 

რეკურენტული ფორმულით მიღებული რიცხვები, სადაც 1. C(0,1» 

ნებისმიერი რიცხვია, ძ-ნებისმიერი დიდი რიცხვი, ხოლო (06) არის: 

ი§, რიცხვის წილადი ნაწილი, თანაბრადაა განაწილებული (0,1) შუ- 

ალედზე. 
რიცხვებს, რომლებიც მიიღებიან რაიმე ფორმულით და წარმოად- 

გენენ § შემთხვევითი სიდიდის იმიტაციას, ეწოდება ფს ევდოშემ- 
თხვევითი რიცხვები. მათი მიღება ხდება ეგმ-ის სამუალე–- 

ბით. 

ვთქვათ, X შემთხვევითი სიდიდე მოცემულია განაწილების ცხოი–- 
ლით 

X- წ '(ო წ“). 

/) ჩა ·· /ი: 

საჭიროა მისი გათამაშება. ამ მიზნით განვიხილოთ (0,1) შუალედი და. 
VყC(0 1) რიცხვი. ეს შუალედი / დავყოთ ნაწილად ისე, რომ მიღებული. 
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დანაყოფი შუალედების სიგრძეები იყოს ი, ჯა ·. ჩი. დაყოფის წერ- 

ტილთა კოორდინატები იქნება: #V=/0,, ყ=/) + #0... ; ყ=/0)4- მა+L... 

+ მე -). მიღებული წერტილები (ნახ. 67) გადავნომროთ 1,2,.../, რიცხ- 

ვებით. 

  

” როთი 

: , 2 = > > 2 > 2:22--> > - ჩ == აე + 3 - =--%« , რ , 

ან +. ჩ, +. -ჩ +... 
– - « ა. 

ნახ. 67 

X-ის გათამაშება მოვახდინოთ შემდეგნაირად: ავირჩიოთ §-ს მნიშL 

ვნელობა და ავაგოთ ყ= L წერტილი. თუ ეს წერ ტილი მოხვდება I-ურ 

შუალედში მაშინ მივიღოთ, რომ X=Lჯ,;. ვაჩვენ ოთ, “ომ ამ პროცესით 

მართ _ აც შეიძლება X-ის მოდელირება. რადგან § სიდიდე თანაბრადაა 

განაწილებული (0,1)-ზე, ამიტომ რომელიმე ინტერვალში L-ს მოხვედ- 

რის ალბათობა ამ ინტერვალის სიგრძის ტოლი), ე. ი. 

#(0ი< ხჯლი)=ი/, 

ი(ი,< §</)-C 0-)=/ჩა 
დ . ...... 

დაშვების თანახმად X=X,, მაშინ როცა 

ჩე--ჩა+-...+- ი; ,ლწზლწიმა+“... მ, 

ხოლო ამ ხდომილობის ალბათობა IXX=X,)=/,. 

ახლა განვიხილოთ უწყვეტი შემთხეევითი სიდიდის გათამაშების 

საკითხი. ვთქვათ, საჭიროა მივიღოთ (ი, ს) შუალედზხზე განსახღვრული 

/0ე განაწილების სიმკვრივის მქონე X შემთხვევითი სიდიდის მნიშვნე- 

ლობები. ვაჩვენოთ, რომ X-ის მნიშვნელობების მიღება შეიძლება 

ჯ 

I M0ძX-= ს (0) 
ძ 

განტოლებიდან. განეიხილოთ ფუნქცია 

X 

ყ(ე := II(იიL. 

“



    
განაწილების სიმკვრივის თვისე- 

ბების "თანახმად 

ყ(0)=0, ყ(ხ)=1, ყ”(X) =I(X>90, 
როცა XC(თ, ხ), ე. ი. ყ(0) ფუნ- 
ქცი მონოტონურად ზრდადია 

(0,1)-ზე (ნახ. 68), ამიტომ ნების- 

# მიერი /=L (0=%<1) წრფე მის 

გრაფიკს კვეთს ერთადერთ წერ- 
ნახ. 68 ტილში. გადაკვეთის წერტილის 

აბსცისას მივიღებთ X-ის მნიშვნელობად. ამრიგად, (1) განტოლებას 
აქვს ერთადერთი ამონახსენი.. · 

განვიხილოთ ნების მიერი («, ჩX-(C, 6) ინტერვალი. V(9 ფუნქცი- 
ით იგი აისახება 0ყ ღერძის (ყV(თ), V(ჩ)) შუალედში. თუ XLCV, ჩ), 
მაშინ §C(ყ(თ), MV(ჩ)) და..პირიქით, ე. ი. 

ს(C(<X<ჩ) = –(V(თ)< §<V(Cწ)). 
რადგან თანაბრადაა განაწილებული (0,1) შუალედზე, ამიტომ 

.– 

  

–
.
–
-
–
 
–
“
.
 

ჩ 
#”(ყ()< §<V(ჩ)) =ყ(ჩ) ––ყ(თ) =| I(X9ძX. 

ამრრგად, , 4 

ნ(=<X=<ჩ =| I(X9თX, 
« 

რაც ნიშნავს იმას, რომ (1) განტოლების X (მემთხვევითი სიდიდის) 

ამონახსნის განაწილების სიმკვრივეა /(ი). 

§ 4. მასობრივი მომსახურების სისტემის გაანგარიშება 

„ მასობრივი მომსახურების თეორია, როგორც ალბათობის თეორიის 

ნაწილი, შეისწავლის სხვადასხვა -სახის რეალური მასობრივი მომსა- 

ხურების სისტემების მათემატიკურ მოდელებს. ამ სისტემას ახასია თებს 

„მემავალი ნაკადი“ '(გამოძახებათა, კლიენტთა) და თვით მომსახურების 

მექანიხმი (ალგორითმი). მისი ტიპიური (მაგალითია ავტომატური სა- 

ტელეფონო სადგურის ცნობათა ბიურო, რომელშიც დროის შემთხვევით 
მომენტებში შემოდის მოთხოვნა –-–აბონენტის |გამოძა- 

ხე ბა (მათი რიცხვი ქმნის შემავალ ნაკადს), ხოლო. მომსახურების მე- 

ქანიზმი შედგება კავშირგაბმულობის ფიქსირებული # არხისაგან (ტე- 
ლეფონისტისაგან), რომელთაგანაც. ერთ-ერთი მოემსახურება გამოძა– 

ხებას, თუ ერთი არხი მაინც თავისუფალია. თუ გამოძახების მომენ- 
ტში ყველა არხი (ტელეფონისტი) დაკავებულია ამ მომენტამდე მოსულ 

გამოძახებათა მომსახურებით, მაშინ ტელეფონზე მივიღებთ სისტემის 
დაკავ ებულობის ნიაშნს (სიგნალს). ამრიგად, გამოძახება მიიღებს უარს 

მომსახურეობაზე. 
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ასეთი ტიპის მასობრივი მომსახურების სისტემას ეწოდება #I-არხია- 
ნი მასობრივი მომსახურების სისტემა რი გის გარეშე. 

არსებობს მასობრივი მომსახურების ს ის ტემები რიგით. 

ამის მაგალითია საბილეთო სალაროები, როდესაც გამოძახება (ბილე–- 

თის ასაღებად მისული ადამიანი) დგება რიგში, თუ სისტემა (სალარო) 

დაკავებულია და ელოდება მის განთავისუთლებას. 

მასობრივი მომსახურების სისტემები განსხვავდებიან იმის მიხედ- 

ვით თუ როგორია მათში შემავალ. მოთხოვნათა ნაკადი, რომლის და– 

ხასიათებაც მესაძლებელია ორ მომდევნო “მოთხოვნას შორის დროის 

შუალედის (იგი “შემთხვევითი სიდიდეა) განაწილებით. ყველაზე გავ- 
რცელებული პირობა, რომელსაც უყენებენ შემავალ ნაკადს, არის მი– 

სი სტაციონარ'ოულობა, ე. ი. დროისაგან დამოუკიდებლობა. 

მასობრივი მომსახურების სისტემის დაგეგმვისას უნდა გავითვალის- 

წინოთ რომ ყოველი დამატებითი არხის გახსნა დაკავშირებულია ხარ – 

ჯებთან. გარდა ამისა შემოსული მოთხოვნის რიგში დგომა იწვევს მოც- 

დენას, ამიტომ უნდა შევეცადოთ არხების რიცხვი შევარჩიოთ ისე, 

რომ მინიმალური იყოს ერთი მხრივ გამოძახების რიგმი დგომის და 

მეორე მხრივ სისტემის არხის უქმად ყოფნის დრო. ერთდროულად ორი- 

ვე სიდიდის მინიმიზირება შეუძლებელია, ამიტომ სისტემის ოპტიმიხა– 
ცია უნდა მოხდეს რაიმე ე. წ. მიზნის ფუნქციის გამოყენებით (მაგალი- 

თად, მაქსიმალური იყოს ფულად ერთეულებში გამოსახული მოგება). 

ზოგიერთ მაოტივ შემთხვევაში შესაძლებელი ხდება მასობრივი 

მომსახურები“ ამოცანის ანალიზური ამოხსნის მოძებნა. მაგოამ სა- 

ზოგადოდ ეს შეუძლებელია. ასეთ შემთხვევაში ამოცანის ამოხსნა შე- 

იძლება მონტე-კარლოს მეთოდით. განვიხილოთ მაგალითი. 

შევეხთ /#-არხიანი მასობრივი მომსახურების სისტემას. მომ- 

სახურების განაცხადი მოდის პირველ არხზე. თუ იგი დაკავებულია, 

მყისვე გადადის მეორე არხზე და ა. შ. თუ განაცხადის შემოსვლის მო–- 

მენტში ყველა არხი დაკავებულია,. მაშინ იგი უქმდება (მომსახურე- 

ბაზე უარის თქმა). საჭიროა განვსახღვროთ მუშაობის ჯა დროის გან- 
მავლობაში რამდენ განაცხადს მოემსახურება სისტემა და რამდენი 

განაცხადი გაუქმდება. 

ასეთი ამოცანები გვხვდება არა მარტო ' საყოფაცხოვრებო მომსა– 

ხურების სისტემაში, არამედ ნებისმიერი საწარმოს მუშაობის ოორგა- 

ნიზაციის გამოკვლევისას. | 

განვიხილოთ შემთხვევა როცა სისტემაში შემავალი ნაკაღი წარ- 

მოადგენს ე. წ. პუასონის ნაკადს, ე. ი. როდესაც ორი მეზობელი განაც–- 
ხადის შემოსვლას შორის დროის + შუალედი არის (0,%-)-ში ექსპონენ- 
ციალურად განაწილებული "“"მემთხვევითი სიღიდე I(ა)=ძილე 2-ს განა- 
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წილების სიმკვრივით. როგორც ეიცით ამ განაწილების მათემატიკური 

ლოდინი M2=.“ · ძ -ს ეწოდება განაცხადთა ნაკადის 'ს იმ კვრივე. 
რთ 

«+ შემთხვევითი სიდიდის მოდელირებისათვის ვისარგებლოთ წინა 

პარაგრაფის (1) ფორმულით, რომელსაც, ჩვენ “შემთხვევაში ექნება 

სახე 

» 

ითი =ნ, 

(+ 

საიდანაც 

1--6-4=ს, == III(1=–§). (1) 
(/# 

რადგან 1--–§ შემთხვევითი სედიდეც თანაბრადაა განაწილებული (0,1) 

შუალედზე. ამიტომ (1)-ის ნაცვლად შეიძლება ვისარგებლოთ შემდე- 

გი ფორმულითაც: 

+=- -.L II: დ. (2) 
თ 

§ 5. ბანსაზღვგრული ინტეგრალის გამოთვლა 

წინა პარაგრაფში განხილული ამოცანა თავისი ბუნებით იყო ალ- 

ბათური და ამიტომ მონტე-კარლოს მეთოდით მისი ამოხსნაც იყო ბუ- 

ნებრივი. ახლა განვიხილოთ ამოცანა, რომელსაც თითქმის არავითარი 

კავშირი არა აქვს შემთხეევითობასთან –- განსახღვრული ინტეგრალის 
მიახლოებითი ამოხსნა. 

ვთქვათ გამოსათვლელია ინტეგრალი 

ხ 

I= | თიიძ» (1) 
ძ 

შევარჩიოთ ნებისმიერი § შემთხვევითი სიდიდე,) რომლის განაწილე- 

ბის ი(X) სიმკვრივე ნულის ტოლი ხდება (თ, ხ) შუალედის გარეთ. 

#5) 
( 

ადვილი მისახვედრია, რომ იფ შემთხვევითი სიდიდის მა- 

თემატიკური ლოდინი უდრის L-ს: 

ხ 
«XX) –=(| >? ძX= I. Mი I ინი იძ» 
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ახლა განვიხილოთ V ერთნაირად განაწილებული შემთხვევითი 

სიდიდე: ს). 7ა,..-,11ჯ. სამი სიგმას წესს მათთვის ექნება სახე: 

V _ 
1 ჩ" MI» ) '-, <3 ჯრ “/ 20997. (7 

; :1 
ეს იმას ნიშნავს, რომ თუ ავარჩევთ 0§ მემთხვევითი სიდიდის MV მნიშ- 

ვნელობას: §,, §.,..., §V, მაშინ საკმაოდ დიდი MV-ისათვის 

M 

1% 72 CC) =/ 

M 7. სიდ) 
1I==1 

X2)-დან გამომდინარეობს, აგრეთვე | რომ მიახლოების ცდომილება 

არ გადააჭარბებს ვ/ი სიდიდეს. 

შენიშვნა. § შემთხვევითი სიდიდე უნდა შევარჩიოთ ისე, 

რომ მისი გათამაშება იყოს ადვილი და ამასთან 8 იყოს რაც შეიძლე- 
ბა მცირე, რაც განსაზღვრავს ცდომილების სიმცირეს. 

უნდა აღინიშნოს ის ფაქტიც, რომ მონტე-კარლოს მეთოდის გამო–- 

ყენება განსაკუთრებით ეფექტურია ჯერადი ინტეგრალების გამოთ ვლი- 

სას, მამინ როცა სხვა მიახოლებითი, მეთოდებით ამ საკითხის გადაწყვე- 

ტა შედარებით რთულია. 

§ 6. ორჯერადი ინტეგრალის გამოთვლა 

ვთქვათ, ყ=/(X, X.:) ფუნქცია უწყვეტია შემოსაზღვრულ ჩაკეტილ 
C არეში და საჭიროა გამოვთვალოთ 

,=IIIX, X.) ძX,ძXა () 

ორჯერადი ინტეგრალი. გეომეტრიულად V არის #9 სივრცის იმ მართი 

ცილინდრის მოცულობა, რომელიც შემოსაზღვრულია 06 არეთი, მისი 

L კონტურით განსაზღვრული ცილინდრული ზედაპირითა და ყ=I(%, 
X.ა) ზედაპირით. 

(1) ინტეგრალი გარდავქმნათ ისე, რომ ახალი საინტეგრო არე მთლი– 

ანად მოთავსდეს ორგანხომილებიან მართკუთხედში: 

ძ,ლX,ლხ; ((=1,2). (7) 

შემოვიღოთ ახალი ცვლადი 

X,=0,+(ხ,–ი)§, ((=1,2), (3) 
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მაშინ ცხადია მართკუთხედი აისა- 

  

ნ. /#' ხება ერთეულოვან კვადოატზე: 

1 - 0<5,ლ! (1=1,2) (4) 
I." და, მაშასადამე, ახალი საინტეგოო § 

არე მთლიანად მოთავსდება ამ კვად- 

რატში (ნახ. 69). გარდაქმნის იაკო- 

' ბიანს ექნება სახე: 

  
    L ' · – ILIXი, X-) = (ოი 0 _ 

0 ( ხ, XX§). §-) მბ ბხე–თ) 
= (ნ)–-–იე)(ნ--– მა). 

ნახ. 69 ამრიგად, 

IX=|I”(C§V6)ძ5,ძ5>, (53 
5 

სადაც 

”(C§V §:)==(ხ1-––ძ,) (ხე––ძ.)'თ,-- (ხე) ––ძ)) §), ძა+(ხა–-ი.) ა. 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს: 

5=( ნ), ნე): 05=ძ6(0 წა, 

მაშინ 

I=II#ჩC6ძ§M. (5) 
ა 

გამოვთვალოთ !ეს ინტეგრალი შემთხვევით ცდათა მეთოდით. შე- 

ვარჩიოთ (0,1) მონაკვეთზე თანაბრად განაწილებული "შემთხვევით 

წერტილთა ორი მიმდევოობა 

ა___- 

§ (2, 6.9)... C,(5,.., 

V,(C 0, §,/2) (=1,2,...,) შეიძლება განვიხილოთ როგორც შემთხვე– 

ვითი “წერტილები. საკმაოდ დიდი VM-ასათკვის “შევამოწმოთ” /VVM), 

#M,..ს/4 წერტილებიდან რომელი ეკუთვნის 5 არეს (პირველი კა- 

ტეგორა) და რომელი –– არა (მეორე კატეგორია). ვთქვათ, 

#M,C5, როცა IL-=1,2,...,/1 (6) 

#,C5, როცა IL=01+!1, IMM-+2,...,MV. (7) 

5 არის # გლუვი კონტურის შემთხვევაში მნიშვნელობა არა აქვს იმას 

საზღვრის რომელ წერტილებს მივაკუთვნებთ 5 არეს და რომლებს 

–- არა, 
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თუ ავიღებთ VVI,C5 წერტილთა საკმაოდ დიდ რაოდენობას, შეგ– 

ვიძლია მიახლოებით დავუშვათ 

71 

ყავ. = -1 3. ჩVMI-ა 
2.2 /“-. 

(==1 

ამიტომ საძიებელი ინტეგრალი გამოისახება ფორმულით: 

ჰ=ყსვ..§=-> პ ”(C(M2, (8): 
” 

1==1 

სადაც § საინტეგრო არის ფართობია. თუ ეს ფართობი რთული გამო–- 
სათვლელია, მაშინ შეგვიძლია მივიღოთ, რომ 

523 
=
1
 3 

ამიტომ 

თუ 5 არის ერთეულოვანი კვადრატი, მაშინ (§=1) /7= M და გვექ-:· 

წება 
1 M 

#I= 2” VI). 
M V 

(=1 

(600 და (7) პირობათა შესამოწმებლად სარგებლობენ 5 არის #L. 

სახღვრის ანალიზური გამოსახულებით. უმარტივეს შემთხვევაში,. თუ. 

L მოცემულია 

«X§) ==0 (9) 

განტოლებით, სადაც როცა C()<0, მაშინ §C5 და როცა CX§)>90,. 
მაშინ §C5, გვექნება: 1) თუ «(/#V,)<0, მაშინ #1; წერტილი პირველი 

კატეგორიისაა; 2) თუ (XVI,)>0, მაშინ /VI, –- მეორე კატეგორიისაა, 

თუ CCMVM,)=0, მაშინ შეთანხმების მიხედვით #1 წერტილს მიაკუთვ- 

ნებენ პირველ ან მეორე კატეგორიას. ზოგჯერ (9) განტოლებას ცვლიან 
ისეთი ეკვივალენტური განტოლებით, რომელიც საგრძნობლად გააიო- 

ლებს გაოდაქმნებს. მაგალითად, წოისათვის პეეიმრე- ნ + > <0 
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“უტოლობა უმჯობესია შეიცვალოს (»– – )'+ ( ბა– 2 V == + 
–« 

“"უტოლობით, რადგან ამ უკანასკნელის შემოწმება უფრო ადვილია. 

თუ 5 არე –– სტანდარტულია და მოცემულია 

| §1 =6§)5= ხ 

§ა(§,))ლწა< C.(§,) 

პირობებით, მაშინ ამ ტოლობების შესრულებით შეგვიძლია დავადგი–- 

ნოთ /M(§,, §:) შემთხვევითი წერტილის კატეგორია. პრაქტიკულად ეს 
-მოხერხებულია შემდეგი სქემით (ცხრ. 1): 

ძ0თ 

ცხრალი 1 

§1 | §I 5, CL 62 §9 ხა 

  

I 

  

    
  

"სადაც 

8,= | 1, თუ §,CIL,, 64 (7=1,2) 

0, თუ §,C (5 CI 

-6ლ=8)6ა. ცხადია, თუ §8=1, მაშინ #65; თუ §8=0, მაშინ /)/VMC5. 

ყ=#(/VI)) ფუნქციის მნიშვნელობები გამოითვლება მხოლოდ იმ / 
წერტილებში, რომელთათვისაც §=1, ხოლო ინტეგრალი გამოითვლება 
'(C8) ფორმულით. 

მაგალითი. მონტე-კარლოს მეთოდით მიახლოებით გამოვთ- 

Xე ვალოთ 

  ( /#= I თმ+-X,ეთიძX., (11) უ ლ 

სადაც § საინტეგრო არე მოცემულია 

1 · | 1<»<! ი 
0=Xა=2X)-–“-1   

  

_ 
22
 

  X, 

ნახ. 70 უტოლობებით (ნახ. 70). 

-426



ამოხსნა. საინნტეგრო არე მოთავსებულია 0=X=1, 0=Xა=<1 

კვადრატში, ამოცანის ამოსახსნელად ვისარგებლოთ (0,1) სეგმენტზე 
ცხრილით (ცხრ. 2): «თანაბრად განაწილებულ შემთხვევით რიცხვთა 

  

ცხრილი 2 

0,57705 0.35483 0,11578 0.65339 0,66674 

0,71618 0,09393 0,93045 0,93382 0,99279 

0,73710 0.30304 0,93011 0 .05758 0.24202 

0,70131 0,55186 0,42844 0,00336 0,94010 

0,16961 0.64003 0. 52906 0,88222 0,60981 

0,53324 0.20514 0,09461 0.98585 0,13094 

0,43166 0,00188 0,99602 0,52103 0.35193 

0.26275 0,55709 0,69962 0,91827 0.64560 

0,05926 0,86977 0.31311 0.07069 0.645595 

0,66289 0,31303 0,27004 0,13928 0.68008     
  

რომლის ყოველი მორიგი წყვილი შეგვიძლია განვიხლოთ როგორც 

#VI(XVI, X.) შემთხვევითი წერტილის X, და Xა» კოორდინატი. დავკმაყოფი– 

ლდეთ MV-20 შემთხვევითი წერტილით, ამასთან სიმარტივისათვის 

კოორდინატები დავამრგვალოთ სამ ათობით ნიშნამდე. პმედეგები მოყ- 

ვანილია ცხრილში (ცხრ. 3), სადაც დაშვებულია 

1 
%X%- --) X5=1 Xა(X)=0, X» (X)=2X,--1, 

“აქედან 

ყვ = + -3,837=0,96 

და მაშასადამე, §=-- -ის გათვალისწინებით (8)-დან მივიღებთ 

1 
#=V.ა9-5=0 96. –- =0,24. 

თუ მიახლოებით მივიღებთ რომ 

4 
§59- ==-=-, 

M 20 5 

მაშინ 

#Cლ0,96 · “+ =0,19 
5 

(13) 
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X) X + 2 X· _X-CX)) ჯ(X)) 8 8 ყ 

0,577 0,500 1,000 | 1 | 0,716 0 |I|1,154| 0 9 
0.737 0,500 1,000 1 0,701 0 0,474 0 0 
0,175 0,500 1,000 0 0,533 (9 
0,452 0-.500 1,000 9 0,263 0 
0:057 0,500 1,000 0 0,663 ი 
0,355 0.5ე0 1,000 0 0,094 0 
0.303 0,50ე 1,000 0 0,552 0 
0,640 0,500 1,000 | 1 | 0,205 0 |0,280|) 1 1 |0,452 
0,002 0,500 1,000 0 0,557 0 
0,870 0,569 1,000 1 0,323 0 0,740 1 1 0,855 
0,116 0,500 6,000 | 0 | 0,920 0 
ი,ზხვე 0,500 1,609 1 0,428 0 0,860 1 1 1,048 
0,529 0,500 1.009 1 0,095 0 0,058 0 0 

0,996 0,500 1,000 1 0,700 0 |0,99229| 1 1 | 1,482 
0,313 0,500 1,900 0 0,270 ი 
0,653 0,500 1,000 1 0,934 0 0,306 0 0 
0,058 0,509 1,C00 0 0,003 0 
0,გ82 0.520 1,C00 1 0,986 0 0,764 0 0 
0,621 0,5ე0 1,00ე 1 0,918 0 0,042 0 0 
ე,071 0,500 1.000 0 0,239 9 

> | 4. | 3,837           
  

შევნიმნოთ რომ ინტეგრალის ზუსტი მნიშვნელობაა 

ჰ= 7 M1220,22, 
32 

ამიტომ (13) შედეგის ფარდობითი ცდომილება 

_ 0,24--0,22 
ა.» 

ცხადია. სტატისტიკური კანონზომიერების გამოსავლენად არ არის 
აკმარისი MV =:20, მაგრამ_უხეში ორიენტაციისათვის მიღებული შედეგი. 

დამაკმაყოფილებელია. 
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1, 

დღ 
დ 

თლ
ა 

თ 

II. 

12. 

13. 
14. 

15. 

16. 
17, 

2). 

22. 

23, 

21. 
25. 

ლიტერაბურა 
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.„ ILIC MII,1086 IM V. II., M2ი09M II. 4. 0C0V0სხ 8ხ6IMIICეII1Iხ0უსIის MეICVე- 
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1C0ჩI!II0. +. «LI0VII0“, 1973. 
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გ. MM CგM000MIVMI, 100იI9 იე3M60XV6ხIX 0XCM, M0ლნიმე „LIეV7%ე4, 1983, 
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