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პროფ. ვლ, ჰელიძის „ნამდვილი ცვლადის ფუნქციათა თეორიის“ სახელმძღვგა–- 

ნელო შედგენილია უნივერსიტეტის მექანიკა-მათემატიკის ფაკულტეტის სტუდენტ- 

თათვის, იგი გამოდგება აგრეთვე, როგორც დამხმარე სახელმძღვანელო, პედაგოგი- 

ური ინსტიტუტების ფიზიკა-მათემატიკის ფაკულტეტების სტუდენტთათვის, 

წიგნში წარმოდგენილია სიმრავლეთა ზოგადი თეორია, ნამდვილ რიცხვთა 

თეორიები დედეკინდისა და კანტორისა, კარდინალურ ·რიცხვთა თეორიის ელე–- 

მენტები, მეტრიკული სიერცე, ნამდვილი ფუნქციები, ფუნქციები სასრული ვა- 

რიაცხით, ზომადი სიმრავლეები და ზომადი ფუნქციები, წარმოებული რიცხვები 

და ინტეგრალის თეორია (რიმანის, ლებეგის, სტილტიესისა და დანჟუასი).



წინასიტყვაოგა 

ნამდვილი ცვლადის ფუნქციათა თეორია წარმოადგენს მათემატიკური 
ანალიზის ერთ-ერთ შტოს, რომელშიაც შეგვიძლია განვასხვავოთ სამი 
მიმართულება: ' 

ა) ფუნქციათა მეტრიკული თეორია, სადაც ფუნქციების თვისებები 

იმ სიმრავლეთა ზომის სამუალებით შეისწავლება, რომლებზედაც ამ თვ“ 
სებებს ადგილი აქეს; , 

ბ) ფუნქციათა დესკრიპტიული თეორია, რომელშიაც შესწავლის ძი- 

რითად ობიექტს ზღვარზე გადასვლის ოპერაცია წარმოადგენს; 

გ ფუნქციათა კონსტრუქციული თეორია, რომელიც შეისწავლის, 

როგორც ფუნქციათა მიახლოებით წარმოდგენებს, ისე თვით ფუნქციებ– 

საც მათი მიახლოებითი წარმოდგენების თვისებათა საშუალებით. 

კლასიკურ მათემატიკურ ანალიზში შესწავლის ძირითადი ობიექტია 

შუალედზხე უწყვეტი ფუნქციები რომლებსაც გარკვეული სიგლუვე 
აქეთ. მაგრამ მე-19 საუკუნის მეორე ნახევრიდან მათემატიკის · განვითა– 

რება მოითხოვდა უფრო ზოგადი სახის ფუნქციების სისტემატურ შეს- 

წაელას. ამის ძირითადი მიზეზი იყო ის, რომ უწყვეტ ფუნქციათა მიმ- 

დევრობის ზღვარი შეიძლება წყვეტილი ფუნქცია იყოს, ე. ი. უწყვეტ 
ფუნქციათა კლასი არ აღმოჩნდა ჩაკეტილი მათემატიკური ანალიზის უმ- 
ნიშვნელოვანესი ოპერაციის –– ზღვარზე გადასვლის ოპერაციის მიმართ. 

ამასთან დაკავშირებით ფუნქციები რომლებიც განისაზღვრება ისეთი 

კლასიკური საშუალებებით, როგორიცაა ტრიგონომეტრიული მწკრივები, 

“ ხშირად წყვეტილ ან არაწარმოებად ფუნქციებს წარმოადგენენ. ამავე 

მიზეზით უწყვეტი ფუნქციების წარმოებულებები შეიძლება წყვეტილი 
იყოს და სხვ. . _ 

აღვნიშნოთ აგრეთვე, რომ დიფერენციალურ განტოლებებს, რომლე– 

ბიც ფიზიკური ამოცანების განხილვისას წარმოიშობა, ზოგჯერ ამონახს- 

ნები არა აქვთ გარკვეული სიგლუვის ფუნქციათა კლასში, მაგრამ მათ 
ამონახსნები აქვთ ფუნქციათა უფრო ფართო კლასში, თუ თვით ამონახს- 
ნის ცნებას სათანადოდ განვაზოგადებთ. ძალიან მნიშვნელოვანია,. რომ 
სწორედ ეს განხოგადებული ამონახსნები გამოსავალი ფიზიკური ამოცა– 
ნის პასუხს იძლევა. ამ და ანალოგიურმა გარემოებებმა სტიმული მისცა 
ნამდვილი ცვლადის ფუნქციათა თეორიის თანამედროვე განვითარებას. 

ჩ თლი იყო. მ 9 ხა თხემი 2 თეორიის ცალკეული ფაქტები აღმო– 
ებიღი წჰ შკუბეში, მაგალითად, უწყვეტ ფუნქციათა ისეთი



4 ” 

მწკრივის არსებობა, რომლის ჯამი წყვეტილი ფუნქციაა, ისეთი უწყვეტი 

ფუნქციის არსებობა, რომელსაც არც ერთ წერტილში წარმოებული „არა 

აქვს და სხვ. მაგრამ ამ ფაქტებს, ჩვეულებრივ, უყურებდნენ როგორც 
„წესიდან გამონაკლისს” და არავითარი ზოგადი სქემებით არ აერთია- 
ნებდნენ მხოლოდ მე-20 საუკუნის პირველი წლებიდან; როდესაც 
ფუნქციათა შესწავლას საფუძვლად დაედო სიმრავლეთა თეორიის მეთო- 
დები (უმთავრესად ფრანგი მათემატიკოსების რ. ბერის, ე. ბორელისა 

და ა. ლებეგის შრომებში), ფუნქციათა თანამედროვე თეორიამ სისტე- 

მატური განვითარება დაიწყო. 

ფუნქციათა მეტრიკულ თეორიაში ზოგადი თვალსაზრისით შეისწავ- - 

ლება ფუნქციათა ინტეგრება და გაწარმოება, სხვადასხვა წესით ხდება 

ფუნქციონალური მწკრივის კრებადობის ცნების განზოგადება, ძალიან 
ფართო კლასის წყვეტილი ფუნქციების აგებულების გამოკელევა და სხვა. 

ნამდვილი ცვლადის ფუნქციათა თეორიამი დიდი წვლილი შეიტანა 

მოსკოვის მათემატიკურმა სკოლამ (დ. ეგოროვი, ნ. ლუზინი, ა: ხინჩინი, 

დ. მენშოვი, -პ. ალექსანდროვი, ნ. ბარი, ა. კოლმოგორრვი. და სხვები). ,. 
წინამდებარე სახელმძღვანელოს საფუძვლად უდევს ლექციები, რო- 

მელთაც 26 წლის განმავლობაში ეკითხულობდი თბილისის სახელმწიფო 
უნივერსიტეტის მექანიკა-მათემატიკის ფაკულტეტზე. წიგნში ძირითადად 

თავმოყრილია ის მასალა, რაც გათვალისწინებულის უნივერსიტეტის ' 
მექანიკა– მათემატიკის ფაკულტეტი სტუდენტთათვის ყოველი თავის 

ბოლოს მოყვანილია სავარჯიშშო მაგალითები, რომელთა ამოხსნა ხელს 

შეუწყობს საგნის ღრმად შესწავლას. 
_. წიგნში გადმოცემულია აგრეთვე ნამდვილი ცვლადის ფუნქციათა თეო- 
რიის სპეციალური საკითხები, რომელთაც ავტორი კითხულობდა რიგი 

წლების განმავლობაში თბილისის სახელმწიფო უნივერსიტეტის მექა–- 

ნიკა-მათემატიკის ფაკულტეტის მეოთხე და მეხუთე კურსის სტუდენტ-. 

თათვის. 

ეს სახელმძღვანელო _ არსებითად განსხვავდება 1956 წელს ჩვენ მიერ _ 

ქართულ ენაზე გამოცქმული ნამდვილი ცვლადის ფუნქციათა თეორიის 
სახელმძვანელოსაგან, რომელიც შედგენილი იყო პედაგოგიური ინსტი- 

ტუტების ფიზიკა-მათემატიკის ფაკულტეტების სტუდენტთათვის. 
დასასრულ, ავტორი მადლობას უძღვნის წიგნის რედაქტორს დოც. 

ა, ბენდუქიძეს, რომელმაც ტექსტი დაწვრილებით წაიკითხა და მოგვცა 

ზოგიერთი სასარგებლო შენიშვნა. 

ვლ. ჭელიძე 
თბილისი ' 

1963 წლას'5 სექტემბერი.



თავი 1 

სიმრავლეთა ზოგადი თვისებები 

, § 1. სიმრავლის ცნება 

სიმრავლის ცნება იმდენად პირველადია, რომ ძნელია მისი განსაზღ- 

ვრა უფრო მარტივი ცნების სამუალებით. ამ „მდგომარეობამ გაკვირ– 

ვება არ უნდა გამოიწვიოს. მართლაც, თუ რაიმე # ცნება განსაზღვრუ- 

ლია უფრო მარტივი 8 ცნების საშუალებით, მაშინ თვით #8 ცნებაც 

საჭიროებს განსაზღვრას უფრო მარტივი C ცნების საშუალებით, ეს 

უკანასკნელი კი თავის მხრივ საჭიროებს განსაზღვრას კიდევ უფრო მარ- 

ტივი L) ცნების სამუალებით და ასე შემდეგ. ამრიგად, ბოლოს და ბო–- 
ლოს მივალთ იმდენად პირველად MM ტცხნებამდე, რომლის განსახღვრა 

უფრო მარტივი ცნებების საშუალებით ვერ ხერხდება; ასეთი // ცნების 

აზრი უნდა გავაშმუქოთ მაგალითებზე. 

_ ამიტომ ჩვენ არ შევეცდებით სიმრავლის ცნების განსაზღვრას. სიმ- 

რავლის ცნებას კონკრეტულ მაგალითებზე გავეცნოთ. მაგალითად, შეიძ- 

ლება ლაპარაკი ქართული ანბანის ყველა ასოს სიმრავლეზე, იმ წიგნების 
სიმრავლეზე, რომლებიც რაიმე ' ბიბლიოთეკას შეადგენს, თბილისის სა–- 

ხელმწიფო უნივერსიტეტის იმ სტუდენტთა სიმრავლეზე, რომლებიც 
1960 წლის პირველ სექტემბრამდე სწავლობდნენ; იმ თევზების სიმრავ- 

ლეზე, რომლებიც აღებულ მომენტში შავ ზღვამი დაცურავენ; ყველა 
წრეწირის სიმრავლეზე; იმ სამკუთხედების სიმრავლეზე, რომლებიც 

შეგვიძლია ჩავხაზოთ მოცემულ წრეწირში; საბჭოთა კავშირში საშუალო 

და უმაღლეს სასწავლებელთა სიმრავლეზე, მოცემული წირის წერტილთა 
სიმრავლეზე და სხვა სიტყვა სიმრავლის ნაცვლად შეიძლება ვიხმაროთ 
სიტყვები. ერთობლიობა, კლასი, კოლექცია, სისტემა და სხვა. 

იმ ობიექტებს რომელთაგან სიმრავლე შედგება, სიმრავლის 
ელემენტები ჰქვია. ზემოთ მოყვანილ პირველ მაგალითში სიმრავ–- 
ლის ელემენტებს წარმოადგენენ ქართული ანბანის ასოები, მეორეში –– 
წიგნები, რომლებიც ბიბლიოთეკაშია, მესამეში –– სტუდენტები, რომლე– 
ბიც თბილისის სახელმწიფო უნივერსიტეტში სწავლობდნენ 1960 წლის 
პირველ სექტემბრამდე, მეოთხეში -–– თევზები, რომლებიც აღებულ მო- 
მენტში შავ ზღვაში დაცურავენ, . მეხუთეში -- წრეწირები, შეექვსეში –-
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სამკუთხედები, რომლებიც შეგვიძლია ჩავხაზრთ მოცემულ -წრეწირში, 
მეშვიდეში კი საშუალო ან უმაღლესი სასწავლებლები საბჭოთა კავშირში, 
ხოლო მერვეში –– მოცემული წირის წერტილები. 

შევნიშნოთ, რომ სიმრავლის ელემენტები შეიძლება სხვადასხვა ბუ–- 
ნების იყოს. მაგალითად, სიმრავლე შეიძლება შედგებოდეს მაგიდის, 
ცხვრის, მტრედის, სახლის და მთვარისაგან. 

სიმრავლე რომ განვსაზღვროთ, საკმარისია დავასახელოთ ამ სიმრავ- 
ლის ყველა ელემენტისათვის დამახასიათებელი საერთო თვისება, ე. ი. 
ისეთი თვისება, რომელიც აქვს ამ სიმრავლის ყველა ელემენტს და მხო- 
ლოდ მათ. 

როდესაც სიმრავლის ცალკეული ელემენტის. "მიმართ ცნობილი არ 
“ არის თუ რა კონკრეტული თვისებებისაა ეს ელემენტი, მაშინ სიმრავლეს 

|! აბსტრაქტული სიმრავლე ეწოდება. 
მათემატიკურ დისციპლინას, რომელიც შეისწავლის სიმრავლეთა თვი– 

სებებს იმ საგნების ბუნებაზე დამოუკიდებლად, რომელთაგან სიმრავლე 
შედგება, სიმრავლეთა თეორია ეწოდება. ამ თეორიის განვითარება 
დაიწყო XIX საუკუნის ბოლოსა და XX საუკუნის დასაწყისში. · 

სიმრავლეთა თეორიის ფუძემდებელია გერმანელი მათემატიკოსი 

ბეორგ კანტორი (CმიL0L, 1845-–- 1918). კანტორის ნაშრომები სიმრავ- 
ლეთა თეორიაში წარმოიშვა ტრიგონომეტრიულ მწკრივთა კრებადობის 
საკითხის განხილვასთან დაკავშირებით. უნდა აღინიშნოს, რომ კონკრე- 
ტული მათემატიკური ამოცანების განხილვას ხშირად მივყავართ „ძალიან 
აბსტრაქტული და ზოგადი თეორიების აგებამდე. 

კანტორის წინამორბედი სიმრავლეთა თეორიის შექმნის საქმეში იყო 
ჩეხი მათემატიკოსი და ფილოსოფოსი ბოლცანო (807800, 1781 ––- 1848), 

რომელმაც თავისი ნაშრომი „უსასრულობის პარადოქსები” მიუძღვნა 

უსასრულო სიმრავლეთა შესწავლას. 
თანამედროვე მათემატიკაში სიმრავლეთა თეორია ძირითადი მნიშვნე– 

ლობისაა. ამ თეორიის იდეები და ცნებები შესულია მათემატიკის ყველა 
დარგში, ამიტომ შეუძლებელია სწორი წარმოდგენა ვიქონიოთ თანამედ- 
როვე მათემატიკაზე, თუ არ გავეცნობით სიმრავლეთა თეორიის ელემენ- 
ტებს. სიმრავლეთა თეორიული თვალსაზრისის განსაკუთრებული ნაყოფი- 
ერება გამოჩნდა ნამდვილი ცვლადის ფუნქციათა თეორიაში, რომლის 
დიდი მათემატიკური დისციპლინის სახით გაშლა შესაძლებელი გახდა 

სიმრავლეთა თეორიის ნიადაგზე, მისი რთული მეთოდებისა და შედეგე- 

ბის ფართო გამოყენებებით. სიმრავლეთა თეორიის გამოყენება ნამდვილი 

ცვლადის ფუნქციათა თეორიაში სამუალებას გვაძლევს ფუნქციის ცნება. 

შევისწავლოთ ზოგადი და ფართო თვალსახრისით.
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სიმრავლეები, ჩვეულებრივ, ლათინური ანბანის დიდი ასოებით აღი– 
ნიშნება, სიმრავლის ·ელემენტები კი პატარა ასოებით. თუ / რაიმე სიმ- 
რავლეა, ხოლო თ წარმოადგენს რომელიმე ობიექტს, მაშინ ჩაწერა თC 4 

ნიშნავს, რომ თ არის #/ სიმრავლის ელემენტი და იკითხება „თ შედის 
# სიმრავლეში“ ან „თ ეკუთვნის 4 სიმრავლეს“; თუკი თ ელემენტი არ 
ეკუთვნის # სიმრავლეს, მაშინ წერენ თC/. 

იმ შემთხვევაში, როდესაც X წარმოადგენს 4 სიმრავლის ნებისმიერი 

ელემენტის ზოგად აღნიშვნას, მაშინ წერენ 

4=IX) 

და X ელემენტს ეწოდება მოცემული სიმრავლის ცვ ლადი ელემენ- 
ტი, ანუ არგუმენტი. ასე, მაგალითად, თუ ” ასოთი აღნიშნულია 

ნებისმიერი რაციონალური რიცხვი, ხოლო I ე ასოთი კი ყველა რაციონა- , 

ლური რიცხვის სიმრავლე, მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ 

1 -=VII. 

თუ შესაძლებელია სიმრავლის ყველა ელემენტის ჩამოთვლა, მაშინ 

ფიგურულ ფრჩხილებში ერთიმეორის მიყოლებით ჩაწერენ სიმრავლის 

ყველა ელემენტს. მაგალითად, თუ 6 წარმოადგენს ოთხკუთხედის გვერდ- 
თა სიმრავლეს და ეს გვერდები აღნიშნულია თ, წ, 6, ძ ასოებით, მაშინ 

შეგვიძლია დავწეროთ 

§=/0, ხ, C, ძ). 

§ 9. ცარიელი სიმრაგლე. სიმრაპლის ნაწილი 

სიმრავლეთა თეორიაში განიხილება აგრეთვე ეგრეთ წოდებული ცა- 

რიელი სიმრავლე, ე. ი. ისეთი სიმრავლე, რომელიც არ შეიცავს არც 
ერთ ელემენტს. ცარიელი სიმრავლის შემოღება სასარგებლოა ფორმუ- 
ლირებათა ზოგადობისა და სიმარტივის მიზნით როდესაც ვლაპარაკობთ 
სიმრავლეზე, ზოგჯერ ცნობილი არაა ეს სიმრავლე შეიცავს თუ არა 
რაიმე ელემენტს. 

განვიხილოთ მაგალითი. ეთქვათ, # არის X--+X-L1=0 განტოლების 

კომპლექსურ ფესვთა სიმრავლე, 8 კი ნამდვილ ფესვთა სიმრავლე. მოცე– 

მული განტოლების ფესვებია 

+983 1 (73. 
–++ და – > 4   

· მაშასადამე; # სიმრავლე შედგება ორი ელემენტისაგან, 8 სიმრავლე კი
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არ შეიცავს არც ერთ ელემენტს. ვინაიდან მოცემულ განტოლებას არ 
აქვს ნამდვილი ფესვები. ამიტომ 8 წარმოადგენს ცარიელ სიმრავლეს. 
ცარიელ სიმრავლეს აღვნიშნავთ # ასოთი. 

ცარიელ სიმრავლესთან ერთად გვხვდება ერთელემენტიანი სიმრავ- 
ლეც. საჭიროა განვასხვავოთ ერთმანეთისაგან თ ელემენტი და ერთელე- 
მენტიანი ჯძ0( სიმრავლე, რათა ავიცდინოთ წინააღმდეგობანი. მაგალითად, 

ვთქვათ, M”V ყველა ნატურალური რიცხვის სიმრავლეა. განვიხილოთ 
8=1M! სიმრავლე. ეს სიმრავლე ერთელემენტიანია: მისი ერთადერთი 
ელემენტია თვით V სიმრავლე. თუ "ერთმანეთისაგან არ განვასხვავებთ 

8 სიმრავლეს მისი ერთადერთი V ელემენტისაგან, მაშინ წავაწყდებით 
წინააღმდეგობას, ვინაიდან, ერთი მხრით, #-ს, როგორც ერთელემენტიან 
სიმრავლეს, აქვს მხოლოდ ერთი ელემენტი, მეორე მხრით, IM სიმრავლეს 

აქვს უამრავი ელემენტი. 
განსაზღვრა 1, # სიმრავლეს ეწოდება 8 სიმრავლის ნაწილი, 

ანუ ქვესიმრავლე, თუ # სიმრავლის” ყოველი ელემენტი #8 სიმ- 

რავლეს ეკუთვნის. თვით 4 სიმრავლე თავის ნაწილია. 
ეს განსახღვრა ტოლფასია შემდეგი განსახლვრისა: # სიმრავლეს 8 

სიმრავლის ნაწილი ეწოდება, თუ არ არსებობს ისეთი ობიექტი, რომე- 
ლიც 8 სიმრავლეს არ ეკუთვნოდეს და ეკუთვნოდეს 4 სიმრავლეს. 

ამ განსაზღვრის საფუძველზე ადვილად ვაჩვენებთ, რომ ცარიელი 
სიმრავლე ყოველი სიმრავლის ნაწილია. მართლაც, განვი– 

ხილოთ რაიმე /# სიმრავლე. ცხადია, არ არსებობს ისეთი საგანი, რომე- 
ლიც 4 სიმრავლეს არ ეკუთვნოდეს და ეკუთვნოდეს ცარიელ სიმრავლეს. 
ეს იმის გამო,რომ ცარიელი სიმრავლე არ შეიცავს არც ერთ ელემენტს. 

განსაზღვრა 9. თუ 4 სიმრაგლე 8 სიმრავლის ნაწილია და ამას–- 
თანავე 8 სიმრავლე ისეთ ელემენტს შეიცავს, რომელიც # სიმრავლეს 
არ ეკუთვნის, მაშინ # სიმრავლეს 8 სიმრავლის საკუთრივი ნაწი- 

ლი ეწოდება, 
იმ შემთხვევაში როდესაც # სიმრავლე 8 სიმრავლის ნაწილია, 

წერენ 
#C=8 ან 8=/4 

და იკითხება: #4 სიმრავლე შედის 8 სიმრავლეში, ან 8 სიმრავლე 

შეიცას #4 სიმრავლეს. = და = სიმბოლოებს ეწოდება ჩართვის 
სიმბოლოები, 

თუ 6 რაიმე სიმრავლეა, მაშინ 8 და # სიმრავლეებს ჰქვია # სიმ- 
რავლის არასაკუთრივი ნაწილები, ხოლო #' სიმრავლის დანარჩენ ” 
ნაწილებს კი 8 სიმრავლის საკუთრივ ი ნაწილები..
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განსაზღრა 8 თუ #4 სიმრავლის ყოველი ელემენტი 8 სიმ- 

რავლეში შედის და, პირიქით, 8 სიმრავლის ყოველი ელემენტი 4 

სიმრავლეს ეკუთვნის მაშინ 4 და 8 ტოლი სიმრავლეებია· და 

წერენ - 
· | 4=8. 

ამ განსაზღვრიდან. გამომდინარეობს მნიშვნელოვანი პრინციპი, რომე– 

ლიც შემდეგმი მდგომარეობ: ორი სიმრავლის ტოლობის 

დასადგენად. აუცილებელია აღმოვაჩინოთ, რომ ერთი. 
სიმრავლე მეორე სიმრავლის ნაწილია და პირიქით, 
მეორე სიმრავლე პირველი სიმრავლის ნაწილია. 

განვიხილოთ მაგალითები. 

1. ვთქვათ, # ლუწ რიცხვთა სიმრავლეა, 8 კი ყველა მთელი რიცხ- , 
ვის სიმრავლე. ცხადია, /# წარმოადგენს #8 სიმრავლის საკუთრივ ნაწილს. 

8. ყველა მთელი რიცხვის სიმრავლე წარმოადგენს ყველა რაციონა-– · 

„ ლური რიცხვის სიმრავლის საკუთრივ ნაწილს. 

მ. თბილისის სახელმწიფო უნივერსიტეტის მექანიკა-მათემატიკის- 

ფაკულტეტის ყველა სტუდენტის სიმრავლე საკუთრივი ნაწილია ამავე 
უნივერსიტეტის ყველა სტუდენტის სიმრავლისა. ' ' 

·. 4. თბილისის სახელმწიფო უნივერსიტეტის ყველა ფაკულტეტის სტუ- 
დენტთა სიმრავლე ამავე უნივერსიტეტის ყველა სტუდენტის სიმრავლის 

არასაკუთრივი ნაწილია. 

დასასრულ შევნიშნოთ, რომ ჩართვის დამოკიდებულებას აქვს შემ– 

დეგი თვისებები: ნებისმიერი სამი 4, 8 და C სიმრალისათვის მართე– 

ბულია დამოკიდებულებანი: | 

1. #C4#4, 

27. 4C 4 (ჩართვის რეფლექსურობა), 

ვშ თუ 4C8. და 8C4, მაშინ 4=#, 

კ, თუ 4=8 და 8CC, მაშინ 4CC (ჩართვის ტრანზიტუ– 
ლობა). · 

თუ სიმრავლის ელემენტებს სიმრავლეები წარმოადგენენ, მაშინ ვიხ– 
მართ ტერმინს „ცსიმრ ავლეთა სისტემა”. შემდეგში ვიგულისხ– 

მებთ, რომ მოცემულია რაიმე ფიქსირებული სიმრავლე X, რომელსაც 
ვუწოდებთ სივრცეს; სიმრავლეებს განვიხილავთ ამ სივრციდან. X სიმ- 
რავლის ელემენტებს ვუწოდებთ წერტილებს, ·



10 თ. 1, სიმრავლეთა ზოგადი თვისებები · 

§ მ. სიმრავლეთა ეკვივალენტობა, სასრული და უსასრული სიმრავლეები- 

განვიხილოთ რაიმე ორი 4 და 8 სიმრავლე. შემოვიღოთ 
განსაზღვრა 4. თუ 4 სიმრავლის ყოველ ელემენტს შეესაბამება 

"რაიმე წესით 8 სიმრავლის გარკვეული ელე მენტი და 8 სიმრავლის ყოველ 

ელემენტს შეესაბამება # სიმრავლის გარკვეული ელემენტი, მაშინ ამ- 

ბობენ, რომ #4 და 8 სიმრავლეს შორის დამყარებულია ურთიერთ- 
ცალსახა შესაბამისობა. ამ შემთხვევაში 4 სიმრავლეს 8 სიმ- 

რავლის ეკვივალენტური ეწოდებოდა და წერენ 4 <8, 
მოვიყვანოთ ეკვივალენტურ სიმრავლეთა მაგალითები. 
1. ავიღოთ შემდეგი ორი სიმრავლე: 

4=(ძ, ხ, C, ძი, 8=Iთ, ჩ «V. გI. 

თუ თ ელემენტს შევუსაბამებთ თ ელემენტს, ხ ელემენტს -–- ჩ ელე– 
მენტს, C ელემენტს კი–– 7; ელემენტს, ხოლო ძ-ს შევუსაბამებთ გ ელე– 
მენტს, ამით / და 8 სიმრავლეს შორის დამყარებულია ურთიერთცალ- 
სახა შესაბამისობა და, მაშასადამე, #-8. 

98. განვიხილოთ ყველა ნატურალური რიცხვის სიმრავლე IV =(1,2,,...,7, ...) 
და ყველა დადებითი ლუწი რიცხვის სიმრავლე /#=(2, 4,..., 2/)---!. 
ამ სიმრავლეთა ელემენტებს შორის ურთიერთცალსახა შესაბამისობა 

შეგვიძლია ასე დავამყაროთ: V სიმრავლის ყოველ ელემენტს # შევუსა- 
ბამოთ /I/ სიმრავლის ელემენტი 27; მამინ ამ ჯშესაბამისობამი მონაწი– 
“–ლეობას მიიღებს როგორც პირველი სიმრავლის, ისე მეორე სიმრავლის 
ყოველი ელემენტი. ცხადია, რომ MV –M#. ამრიგად, V სიმრავლე თავისი 

საკუთრივი /# ნაწილის ეკვივალენტურია. 
3, ვთქვათ, C ყველა მთელი რიცხვის სიმრავლეა, V კი-–- ყველა 

ნატურალური რიცხვის სიმრავლე. C სიმრავლისა და V სიმრავლის ელე-. 
მენტებს შორის შესაბამისობა შეგვიძლია. დავამყაროთ შემდეგი ფორ–- 
მულით: 

/=C-1)”|+-I , (3.1) 

სადაც X არის V სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი, Vყ კი 0 სიმრავლის 

ელემენტია; აქ (> წარმოადგენს -> რიცხვის მთელ ნაწილს. (3.1) 

ფორმულიდან ჩანს, რომ ყველა მთელი რიცხვის სიმრავლე 

ეკვივალენტურია ყველა ნატურალური რიცხვის სიმ- 
რავლისა. 

განსაზღვრა წ. სიმრავლეს ეწოდება უსასრულო, თუ იგი. 
თავისი რაიმე საკუთრივი ნაწილის ეკვივალენტურია. 

–



§ 4. მიმართება. სიმრავლის დალაგება 1I 

ამ განსაზღვრის თანახმად ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლე უსასრუ- 
ლოა, უსასრულო სიმრავლის ზემოთ მოყვანილი განსაზღვრა რ. დედეკინდს 

(00ძ6MIიძ) ეკუთვნის). 
სასრული სიმრავლის ცნება უარყოფის გზით განისაზღვრება: სიმ- 

რავლე სასრულია, თუ იგი უსასრულო არაა, ე. ი. სიმრავლე 
სასრულია, თუ არ არსებობს მისი საკუთრივი ნაწილი, 

რომელიც მთელი სიმრავლის ეკვივალენტურია. 
ზოგიერთი მეცნიერის აზრით უსასრულო სიმრავლის ზემომოყვანილი 

განსაზღვრა მიუღებელია, ვინაიდან როგორც პირველადი, განსახღვრუ– 
ლია უსასრულო სიმრავლის ცნება ხოლო სასრული სიმრავლის ცნებას 

კი მოცემული აქვს მეორადი ხასიათი, იმ დროს, როდესაც ჯერ სასრული 
გვაქვს და შემდეგ უსასრულო. ასეთი მთსაზრება სწორი არაა, რადგანაც 
უსასრულო გვაქვს სასრულოსთან ერთად, მისგან განუყრელად და არა 

სასრულის შემდეგ. 

§ 4, მიმართება, სიმრავლის დალაგება - 

ორ სიმრავლეს შორის ეკვივალენტობის დამოკიდებულება მათემა- 

ტიკური მიმართების ერთ-ერთი მაგალითია. იმ ობიექტებს, რომელთა 

შორის არსებობს მიმართება მიმართების კომპონენტები ეწო- 

დება. : 

თუ ძ ობიექტს აქვს გარკვეული მიმართება ნ ობიექტისადმი, მაშინ 

წერენ #LIძ, ხ1. აქ # სიმბოლო აღნიშნავს მიმართებას, რომელსაც გა- 

ნიხილავენ კომპონენტებს შორის. მაგალითად, როდესაც ვამბობთ, რომ 

თ რიცხვი § რიცხვზე ნაკლებია, მიმართება ამ შემთხვევაში მეტნაკლე– 

ბობის მიმართებაა. · 
თუ მოცემულია რაიმე თ ობიექტის მიმართება ხ ობიექტისადმი, 

ამით ხ ობიექტიც თ ობიექტისადმი იქნება გარკვეულ მიმართებაში. მა–- 

გალითად, თუ 0 რიცხვი ხ რიცხვხე მეტია, მაშინ ხ ნაკლებია თ 

რიცხვზე. ' 
განსაზღვრა 6. თუ მოცემულია #10, ხ(; მიმართება, მაში ხ ობი- 

ექტის მიმართებას ძობიექტესადმი ეწოდება I,მიმართების შექ ცეული 

: 1 რ, „დედეკინდი რმ ე1918) =- გერმანელი მათემატიკოსი, ' რიცხვთ თეორიას 

იალისტი, მა! „ა: ა მრღახდინა ანა რო. 

კარლა წმი, იგი ცნობილია. თავისი ი ნაშრომებით ე გათემა ალგებრის განვითარებაზე. 

ბაში. დედეკინდი ერთ-ერთი 
რიის მკაცრი დაფუძნებისა. 

რი იყო. 

ტიკური ანალიზის დაფუძნე- ე პირეელი ავტორთაგანია ნამდვილ რიცხვთა თეო- 
იგი ბერლინის, პარიზისა და რომის აკადემიების წევ-
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მიმართება, თვით # მიმართებას კი პირდაპირი მიმართება. 

პირდაპირი და შექცეული მიმართება. შეიძლება სხვადასხვა იყოს. 
მაგალითად, C>ხ მიმართების შექცეული მიმართება განსხვავებულია 
მოცემული მიმართებისაგან მაგრამ, თუ განვიხილავთ მიმართებას თ 

წრფე ხ წრფის პარალელურია, მაშინ შექცეული მიმართება იგივე იქ- 

ნება: ხ წრფე ძ წრფის პარალელურია. 
განსაზღვრა 7. მიმართება, რომლის შექცეული მიმართება. 

იგივეა, რაც აღებული მიმართება, სიმეტრიული მიმართება 
ეწოდება. : 

მაშასადამე, #(0, ხ| · მიმართება სიმეტრიულია, თუ მართებულია 

:ხ, თ, მიმართებაც. მაგალითად, მიმართება თ სამკუთხედი ხ სამკუ- 

თხედის მსგავსია სიმეტრიული მიმართებაა, ვინაიდან მაშინ ხ სამკუთხე- 

დიც 6 სამკუთხედის მსგავსი იქნება. 

განსაზღვრა 8, მიმართებას არასიმეტრიული ეწოდება, თუ 
შექცეული მიმართება იგივე არაა, რაც აღებული მიმართება. 

, |! რასიმეტრიულ მიმართებას წარმოადგენს, მაგალითად, თ ნაკლებია 
-ზე. 

განსაზღვრა 9. თუ /#2)თ, ხI| მიმართება ყოველთვის გამორიცხავს 

I .ხ, 01 მიმართებას, მაშინ აღებულ მიმართება, ასიმეტრიული 

ეწოდება. 
მაგალითად, მიმართება თ მეტია ხ-ზე ასიმეტრიულია, ასიმეტრიული 

მიმართება არასიმეტრიულიც იქნება, მაგრამ არასიმეტრიული მიმარ– 

თება შეიძლება არ იყოს ასიმეტრიული. მაგალითად, მიმართება თ რიცხ- 

ვი ხ რიცხვის გამყოფია არასიმეტრიულია, მაგრამ იგი ასიმეტრიული არ 
იქნება, ვინაიდან გამორიცხული არ არის, რომ თ იყოს ხ რიცხვის გამ- 

ყოფი და ხ რიცხვიც იყოს თ რიცხვის გამყოფი; ამას ადგილი ექნება; 
როდესაც თ და ხ ერთი და იგივეა... 

ორკომპონენტიან მიმა რთებისათვის, სიმეტრიულობის ცნებასთან ერ“ 

თად, მნიშვნელოვანია ტრანზიტულობის ცნება. 

განსაზღვრა 10. # მიმართებას ტრანზიტული ეწოდება, თუ 
#10, ხ| და MLხ, C| მიმართებებს მოსდევს #2: 10, C| მიმართება. 

მაგალითად, მიმართება თ მეტია ხ-ზხე ტრანზიტულია, ვინაიდან უტო– 
ლობებს თ>ხ და ხ>C მოსდევს უტოლობა 6>0. მაგრამ მიმართება თ 

მეგობარია ხ-სი ტრანზიტული არაა, ვინაიდან, თუ თ მეგობარია ხ-სი, 
და ხ მეგობარია C-სი, აქედან საზოგადოდ, არ გამომდინარეობს, რომ თ 
მ ეგობარია C-სი. 

განსაზღვრა 11, თუ #2(ძ,- -ხ| და 72ხ,C; მიმართებებიდან 

არასდროს ადგილი არ აქვს #Iძ, 0( მიმართებას, მაშინ # "მიმართებას 
ინტრანზიტული მიმართება ეწოდება.
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ყოველი ინტრანზიტული მიმართება არატრანზიტულია, მაგრამ არა–- 

„ტრანზიტული მიმართება შეიძლება არ იყოს ინტრანზიტული მიმარ- 
თება. · ბ 

განსაზღვრა 19, #2)ძ, ხ) მიმართებს რეფლექსური ეწო- 
დება, თუ ყოველ ობიექტს, რომელიც ამ მიმართებაში მონაწილეობს, 
აქვს ეს მიმართება თავისთავისადმი, ე. ი. ადგილი აქვს /#2(0, თ; მიმარ– 
თებას. . 

მაგალითად, რეფლექსურ მიმართებას წარმოადგენს წრფეთა პარა- 

ლელობა; ყოველი წრფე თავისთავის პარალელურია. მაგრამ მეტნაკლე- 
„ბობის დამოკიდებულება რეფლექსური არ არის, ვინაიდან ნებესმიერი 

· რიცხვი თავისთავზე მეტი ან ნაკლები ვერ იქნება. 

განსაკუთრებული მნიშვნელობა აქვს ისეთ მიმართებებს, რომლებიც 

ერთდროულად ასიმეტრიულია და ტრანზიტული, აგრეთვე ისეთ მიმარ– 
თებებს, რომლებიც სიმეტრიულია, ტრანზიტულია და რეფლექსური. 

პირველი სახის მიმართებების მაგალითებია: ძ მეტია ხ-ზე, 0 უმც- 
როსია ხ-ზე და სხვა. 

I !ძ, ხ| მიმართებაში ვასხვავებთ ტერმინს წინა და შემდგომს. თუ 

მიმართება სიმეტრიულია, მაშინ ამ მიმართების მიმართ მისი გომპონენ- 

ტები ერთნაირ პირობებში არიან. მაგალითად, თუ განვიხილავთ პარა– 

ლელობის მიმართებას და წინა ადგილი იმ წრფეს მივაკუთვგნეთ, რომე- 

ლიც მეორე წრფის პარალელურია, მაშინ წინა ადგილი შეგვიძლია მი- 

ვაკუთვნოთ მეორე წრფესაც, ვინაიდან ისიც პირველი წრფის პარალე- 
ლურია. . ' 

თუ გვაქვს ასიმეტრიული მიმართება, მაშინ ამ მიმართების მიმართ 
მისი კომპონენტები სხვადასხვა პირობებში არიან. მაგალითად, ვთქვათ, 

ძი თბილისის „დინამოს“ ფეხბურთელთა გუნდია, ხ კი მოსკოვის „დინა- 
მოსი“. თუ განვიხილავთ ასეთ მიმართებას: ძ გუნდმა მოუგო ხ გუნდს 
და წინა ადგილს იმას მივაკუთვნებთ, რომელიც იგებს, მაშინ ეს წინა 

ადგილი მიეკუთვნება ძ გუნდს, ვინაიდან ხ-ს მიმართება ძ-სადმი იქნება 
არა მოგების არამედ წაგებისა. · 

ამრიგად, ასიმეტრიული მიმართების მიხედვით სათანადო წყვილის 
ფარგლებში შეიძლება იმგვარი რიგის დამყარება, რომელიც მიმართების 
"მიმართულებას ეთანხმება. ე 

ისმის კითხვა: დამყარდა თუ არა ამით საერთო რიგი იმ ობიექტთა 
სიმრავლეში, რომლებიც მონაწილეობას იღებენ #?!0, ჩ! მიმართებაში? 
ამის გასარკვევად განვიხილოთ შემდეგი მაგალითი. ვთქვათ, ფეხბურთის 
თამაშში მონაწილეობდა სამი გუნდი თ, ხ, C და თამაშის შედეგი ასეთია: 
თ გუნდმა მოუგო ხ გუნდს, ხ გუნდმა C გუნდს, ხოლო C გუნდმა თ 
გუნდს. თუ წინა ადგილას „დავაყენებთ იმ გუნდს, რომელმაც მოიგო,
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მაშინ ძ და ხ კომპონენტების ფარგლებში წინ იქნება ძ; ხ და C-ს ფარგ– 
ლებში კი ხ, ხოლო თ და C-ს შორის წინ იქნება 0. აქ არ გვექნება ყვე– ' 

ლა გუნდისათვის რიგი, ვინაიდან თ გუნდი გამოდის ხ გუნდის წინ, ხ კი 

C-ს წინ, ხოლო C იქნება ძ გუნდის წინ. ამ გარემოებასთან ' დაკავშირე– 

ბულია ის, რომ ჩვენი მიმართება ტრანზიტული არ არის. 

მიმართება ტრანხიტული იქნება თამაშის ასეთ შედეგთან დაკავშირე–- 
ბით: თ გუნდმა მოუგო ხ გუნდს, ხ გუნდმა C-ს და ძ-მ მოუგო C გუნდს; 
მაშინ ფეხბურთელთა ყველა გუნდი დალაგდებოდა თ, ხ, C რიგით. | 

საზოგადოდ, თუ "მიმართება ასიმეტრიულია და ტრანზიტული, ამ მი– 

მართების მიხედვით შეიძლება მასმი მონაწილე ობიექტები დალაგდეს 
გარკვეული რიგით, რომელიც თვით მიმართების მიმართულებას შეესა– 
ბამება. ასიმეტრიულობა იწვევს დალაგება თითოეული წყვილის ფარგ- 
ლებში, ხოლო ტრანხიტულობა ამ დალაგებებს ერთიან დალაგებად გა–- 
დააქცევს. ასიმეტრიული დღა ტრანხიტული მიმართება მჭიდროდ დაკავ– 
შირებულია რიგის ცნებასთან. 

განსაზღვრა 13. თუ არსებობს რაიმე ასიმეტრიული და ტრან– 
ზიტული # მიმართება, რომლითაც დაკავშირებულია ერთმანეთთან . 

მოცემული 8 სიმრავლის ელემენტები, მაშინ სიმრავლეს ეწოდება და– 

ლაგებული ამ მიმართების მიხედვით. 
ამრიგად, როცა 6 სიმრავლე დალაგებულია /#? მიმართების მიხედვით 

და # სიმრავლის თ, ხ, C ელემენტებისათვის გვაქვს I2I0ძ, ხ! და #Iხ, CI, 

მაშინ გვექნება IL, C|. ამ გარემოებას ასე ჩავწერთ: თ უ 

ძ<ხ და ხ<0, „მაშინ ძ<ი. (4.1) , 

როცა გვაქვს ძ<ხ, მაშინ ი-ს ეწოდება წინა ელემენტი, ხ-ს კი 

მომდევნო ელემენტი. ჩ ელემენტხე ვიტყვით აგრეთვე, რომ მას 

აქვს თ ელემენტზე უფრო მაღალი რიგი. 
(4.1) თანაფარდობა ასე იკითხება: თუ თ-ს მომდევნო ელემენ– 

ტიან და ხ-ს მომდევნო ელემენტია070, მაშინ 2 ელემენ- 
ტიც იქნება იძ ელემენტის მომდევნო ელემენტი. 

განსაზღვრა 14. თუ 8 სიმრავლე დალაგებულია რაიმე 7? მი-. 

მართების მიხედვით და თ წარმოადგენს ამ სიმრავლის ისეთ ელემენტს, 
რომ 6 სიმრავლეში არ არსებობს ელემენტი, რომელსაც # მიმართება 
ჰქონდეს ძ-სთან, მაშინ თ ელემენტს მოცემულიV სიმრავლის საწყისი 

ელემენტი ეწოდება. თუკი ხ არის სიმრავლის ისეთი ელემენტი, 

რომ არ არსებობს 6 სიმრავლის ელემენტი, რომელთანაც ხ ელემენტს 
ჰქონდეს I? მიმართება, მაშინ ხ-ს აღებული სიმრავლის ბოლო ელე– 

მენტი ჰქვია.
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სიმრავლეს შეიძლება არ ჰქონდეს საწყისი ან ბოლო ელემენტი. გან– 
ვიხილოთ მაგალითი, ვთქვათ, 8 არის 0 და 1 შორის მოთავსებული 

· ყველა რაციონალური რიცხვის სიმრავლე და დავალაგოთ ეს სიმრავლე 
მასში შემავალი რიცხვების სიდიდეთა მიხედვით. მაშინ # სიმრავლეს. 
არ ექნება არც საწყისი და არც ბოლო ელემენტი. მართლაც, დავუშვათ 

“ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, ” არის 8 სიმრავლის საწყისი ელემენტი, მაშინ 

იგი იქნება 8 სიმრავლის ელემენტთა შორის უმცირესი და რადგანაც # 

შეიცავს 0 და 1 შორის მოთავსებულ ყველა რაციონალურ რიცხვს, ამი–- 

ტომ #” იქნება დადებითი რიცხვი. მაგრამ რიცხვი – აგრეთვე დადები-. 

თი რაციონალური რიცხვია და, მაშასადამე, იგი მიეკუთვნება # სიმრავ– 

ლეს. მივიღეთ წინააღმდეგობა. მაშასადამე, სიმრავლეში არ არსებობს 

· საწყისი ელემენტი. ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ 8 სიმრავლე არ შე– 
· იცავს ბოლო ელემენტს. - 

ეკვივალენტობის ცნება რიგობრივი შინაარსის ცნებას არ წარმოად- 

გენს, მაგრამ შეიძლება შემოვიღოთ ეკვივალენტობის ცნების მონათესავე 

ცნება, რომელსაც რიგობრივი ხასიათი აქვს და რომელშიაც გათვალის- 

წინებული იქნება სიმრავლის დალაგება. ეს არის სიმრავლეთა მსგავსე–- 
ბის ცნება. . 

განსაზღვრა 15. დალაგებულ ორ 4 და 8 სიმრავლეს მს გავსი 

სიმრავლეები ეწოდება, თუ მათ შორის შეიძლება ურთიერთცალ-. 

სახა შესაბამისობის დამყარება ისე, რომ, თუ #4 სიმრავლის ორი ნების-- 

მიერი ძ, და ძა ელემენტიდან ძ; წინა ელემენტია, მაშინ 8 სიმრავლის 

ხ, და ხა ელემენტებიდან” რომლებიც შეესაბამებიან თ; და 0. ელემენ- 
ტებს, წინა ელემენტს წარმოადგენს #§,. სხვანაირად რომ ვთქვათ, # და 

8 მსგავსი სიმრავლეებია, თუ ისინი ეკვივალენტური და ერთნაირად 

დალაგებული სიმრავლეებია. ამ გარემოებას ასე აღნიშნავენ #4=>8. 

შესაბამისობას, რომელიც ამყარებს # და 8 სიმრავლეთა მსგავსებას, 

ეწოდება 4 და 8 სიმრავლეების უ რთიე რთდაფარება. 

მაგალითად, თუ #4 მთელ დადებით რიცხვთა სიმრავლეა და იგი და–- 
” ლაგებულია მეტნაკლებობის დამოკიდებულების მიხედვით, ხოლო 8 წარ- 
მოადგენს ასევე დალაგებულ დადებით ლუწ რიცხვთა სიმრავლეს, მაშინ. 
მათ შორის მსგავსების დამოკიდებულებას დავამყარებთ, თუ / სიმრავ- 
ლის კოვედ იცხვს მის გაორკეცებულ მნიშვნელობას შევუსაბამებთ 8 

ზემოთ მოყვანილი . 

სასრული და უსასრულო სიმრავლის მნას ს ეშვიმლია. განვსაზღვროთ 
დალაგებული სასრული სიმრავლის განსაზღვრისათაეის . 

მოვითხოვოთ სიმრავლეში საწყისი და ბოლო ელემენტის არსებობა მი
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რამ ეს პირობა საკმარისი არაა. ავიღოთ, მაგალითად, რიცხვები 0 და 1 
და მათ შორის მოთავსებული ყველა რაციონალური რიცხვი. მიღებული 
რიცხვთა M# სიმრავლე დავალაგოთ რიცხვთა სიდიდის მიხედვით. ამ სიმ- 
რავლეს აქვს საწყისი და ბოლო ელემენტი; ესენია 0 და 1, მაგრამ / 
სიმრავლეს სასრულ სიმრავლედ ვერ მივიჩნევთ, ვინაიდან, თუ ავიღებთ 0 
"და 1 შორის რაიმე რაციონალურ /# რიცხვს, მაშინ 0 და „ რიცხეს შორის 

მოთავსდება სხვა რაციონალური რიცხვი, მაგალითად <= ; ასევე 0 და - 

რიცხვებს შორის მოთავსდება კიდევ სხვა რაციონალური რიცხვი და 

ა, შ. მაშასადამე, დადებით რაციონალურ რიცხვთა შორის არ არსებობს 
უმცირესი რიცხვი. თუკი განვიხილავთ 0 და 1 შორის მოთავსებულ ყვე- 
ლა რაციონალური რიცხვის #M"M# სიმრავლეს, მაშინ, როგორც ზემით 

იყო აღნიშნული, მას არ აქვს არც საწყისი და არც ბოლო ელემენტი. 
M% სიმრავლე წარმოადგენს / სიმრავლის საკუთრივ ნაწილს. ამრიგად) 
MM სიმრავლეს აქვს საწყისი და ბოლო ელემენტი, მაგრამ -მის საკუთრივ 

M" ნაწილს არ აქვს საწყისი: და ბოლო ელემენტი. ახლა მოვიყვანოთ 

სასრული და უსასრულო სიმრავლის · 

განსაზღვრა 16, თანახმად ცერმელოს (20LI9610)! განსაზღვრისა, 

დალაგებულ 6. სიმრავლეს სასრული სიმრავლე ეწოდება, თუ რო- 

გორც 6 სიმრავლეს, ისე მის ყოველ ნაწილს · საწყისი და ბოლო ელე– 

მენტი აქვს, ხოლო #8 სიმრავლე უსასრულოა, თუ იგი სასრული 
არაა, ე. 0. სიმრავლე უსასრულოა, თუ სიმრავლის ნაწილთა შმორის, 

თვით სიმრავლის ჩათვლით, არსებობს ისეთი, რომელსაც არ აქვს საწყი–- 

სი ან ბოლო ელემენტი. 

ამ განსაზღვრისათვის მოთხოვნილია სიმრავლის დალაგებულობა. ამავე 

დროს დადებითი გზით განსახღვრა მოცემულია სასრული სიმრავლისათ- 

ვის, ხოლო უსასრულო სიმრავლის ცნება უარყოფის გზითაა განსაზღვ- 

რული. | 7 

დედეკინდის მიერ მოცემული განსახღვრა სასრული და უსასრულო 

სიმრავლეებისა ტოლფასია ზემოთ მოყვანილი განსახღვრისა. ამ განსაზ- 

ღვრათა ტოლფასობის დამტკიცებაზე არ შევჩერდებით. , 

) –– გერმანელი მათემატიკოსი. მისი ძარითადი გა“ 

ბა. ცერმელოს ნაშრომებმა დიდი გავლენა მოახ- 

ბაზე და გამო:წეია გაცხოველებული დისკუსია; 

ბათობის თეორიის გამოყენების 

1 ერნსტ ცვრმელო (1871 ––-1953 

მოკელჟვები სიმრავლეთა თეორიას ეზე 

„დინ» სიმრავლეთა თეორიის "განვითარე 

იგი მუშაობდა აგრეთვე სტატისტიკურ ფაზიკაში ალ 

სა,„ითხებში. 
“ : ·
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§ ნ, მოქმედებანი სიმრავლეებზე 

სიმრავლეებზე შეიძლება ვაწარმოოთ სხვადასხვა მოქმედება. თუ 
გვაქვს ორი # და 8 სიმრავლე, შეგვიძლია ყველა ისეთ საგნის სიმრავლე 
შევადგინოთ, რომლებიც შედის ან # ან 8 სიმრავლეში. ეს ის სიმრავლეა, 
რომელშიაც გაერთიანდება 4 და 8 სიმრავლის ელემენტები. ასეთ სიმ– 
რავლეს ეწოდება #4 და 8 სიმრავლის ჯამი, ანუ გაე რთიანება და 
აღინიშნება 4LI8 სიმბოლოთი. ამრიგად, გვაქვს შემდეგი 

განსაზღვრა 17. ორი 4 და 8 სიმრავლის ჯამი ეწოდება ყველა 
იმ ელემენტის სიმრავლეს, რომლებიც #4 და 8 სიმრავლეებიდან ერთ- 
ერთს მაინც ეკუთვნის (ნახ. 1). 

სიმრავლეთა ჯამის ცხება განვ- 
'სახღვრეთ ორი შესაკრებისათვის. 
ახლა ვთქვათ, გვაქვს რაიმე /I 
სიძშრავლე და ვიგულისხმოთ, რომ 
/M/ სიმრავლის ყოველ /I ელემენტს 
შეესაბამება გარკვეული #თო სიმ- 
რავლე. მაშასადამე, ჩვენ გვექნე– 
ბა სიმრავლეთა სისტემა | /#ო(. 
ამ სისტემის სიმრავლეთა ჯა– 

მი ეწოდება ყველა იმ ელე- 
მენტის სიმრავლეს რომლებიც 
ეკუთვნის სისტემის ერთ-ერთ სიმ- 

რავლეს მაინც. აღებული სისტე– ნახ. 1, 
მის სიმრავლეთა ჯამი აღინიშნება 

0) #აუ სიმბოლოთი. კერძოდ, თუ /#M=11, 2)... -)M), მაშინ აღებული 
ი1C M · 

სისტემის სიმრავლეთა ჯამი აღინიშნება 

  

ჩ 
04ს ტიას-..0ს#ე ან ს 

სიმბოლოთი; თუკი M არის ყველა ნატურალური რიცხვის სიმრავლე, 
მაშის, მოცემული სისტემის სიმრავლეთა ჯამს აღნიშნავენ 

4.0 ტ.0-.-.0ტ,ს..- ან ს #» 
(1=1 

· სიმბოლოთი. 

იმ შემთხვევაში როდესაც M სიმრავლის ელემენტების შემადგენ- 
ლობაზხზე არაფერი არ არის ნათ ამი, მამინ |» სი მიხ 
ჯამს აღვნიშნავთ სჩ» სამს ოლ ქვა აშის | სტე 9 სიმრავლეთა 

თ
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განვიხილოთ სიმრავლეთა ჯამის” მაგალითები... 
1. ვთქვათ, ,1 არის „თბილისის მათემატიკოსთა: ს სიმრავლე, 8. კი ამავე 

ქალაქის ალპინისტთა სიმრავლე. მაშინ #V8 იქნება თბილისის იმ პირთა 
სიმრავლე, რომლებიც მათემატიკოსია ან ალპინისტი. კერძოდ, ამ სიმ-' 
რავლეში ისეთი ადამიანებიც მიიღებენ მონაწილეობას, რომლებიც ერთ-. 
დროულად მათემატიკოსებია და ალპინისტები. : 

9, ვთქვათ, # ყველა ლუწი „რიცხვის. სიმრავლეა, 8-–ყველა კენტი 
რიცხვისა, C „კი ყველა მარტივი რიცხვის სიმრავლე. , მამინ #LI8VC 

წარმოადგენს ყველა მთელი რიცხვის სიმრავლეს. 
8. ვთქვათ, /1 ყველა იმ კენტი რიცხვის სიმრავლეა, რომლებიც სამზე. 

არ იყოფა, 8 კი ყველა ლუწი რიცხვის, ხოლო C ყველა იმ მთელი 
რიცხვის სიმრავლეა, რომლებიც სამზე იყოფა. ცხადია, /#L/3VVC წარ- 

მოადგენს ყველა მთელი რიცხვის სიმრავლეს. . 

განსაზღვრა 18. ორ. 4 და 8 სიმრავლის, გადაკვეთა ეწო– 

დება ყველა იმ ელემენტის სიმრავლეს რომლებიც ერთდროულად . 
ეკუთვნის როგორც #, ისე 8 სიმრავლეს (ნახ, 2). 4 და 8 სიმრავლეთა 

გადაკვეთა აღინიშნება . 408 სიმბო- 
ლოთი, · 

თუ 4 ყველა მართკუთხედის სიმ-, 
- რავლეა, 8 კი ყველა რომბის სიმრავ–; 

ლე, მაშინ ამ ორი სიმრავლის გადაკვე–, 

თა #08 იქნება ყველა კვადრატის 
სიმრავლე. 

ახლა განვიხხალოთ რაიმე / სიმ- 

რავლე და ვიგულისხმოთ, რომ #6 სიმ– 
რავლის ყოველ /! ელემენტს შეესაბა- 
მება გარკვეული #,„უ სიმრავლე. მაშა- 

ნახ. 2. ა სადამე, გვექნება სიმრავლეთა (4») 

სისტემა აღებული სისტემის სიმ- 

რავლეთა გადაკგეთა ჰქვია ყველა იმ ელემენტის სიმრავლეს, 
რომლებიც ერთდროულად ეკუთვნის აღებული სისტემის ყველა სიმრავ- 
ლეს. ამ შემთხვევაში 'იმრავლეთა გადაკვეთა აღინიშნება სტი სიმ-. 

MC 

  

ბოლოთი. : 
კერძოდ, თუ M=(1, 2,...,M), მაშინ აღებული სისტემის სიმრავლე– 

თა გადაკვეთას აღნიშნავენ · ' : 

· ჩ 

#იტი...იტ, ან ი ი 
=1
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სიმბოლოთი; თუკი #/ შედგება -ყველა ნატურალური რიცხ;ვისაგან, მაშინ 

მოცემული სისტემის სიმრავლეთა გადაკვეთა აღინიშნება ი 4ო. 
„==1 

იმ შემთხვევაში, როდესაც ,/M სიმრავლის ელემენტების შემადგენლო– 
ბაზე არაფერი არ არის ნათქვამი, მაშინ („„) სისტემის სიმრავლეთა 
გადაკვეთას აღვნიშნავთ (14„ფ სიმბოლოთი. 

# 
შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ აღებული სიმრავლეთა გადაკვეთა ცარი- 

ელი სიმრავლეა. მაგალითად, თუ 4 არის 10-წლიან მოსწავლეთა სიმრავ– 
ლე, ხოლო 8 წარმოადგენს 12-წლიან მოსწავლეთა სიმრავლეს, მაშინ 
4018. გადაკვეთა ცარიელი სიმრავლეა, ვინაიდან შეუძლებელია რომელიმე 
მოსწავლე ერთდროულად იყოს 10 და 12 წლისა. 

მაბალითები 

1, ვთქვათ, # არის ყველა ლუწი რიცხვის სიმრავლე, 8 კი ყველა კენტე რაცხვი- 

სა, მათი გადაკვეთა ცარიელი სიმრავლეა. 
9. ვთქვათ, 4 ყველა იმ რაციოზალერი რიცხეის სიმრავლეა, რომელთა აბსოლუ- 

1 
ტური სიდიდე ნაკლებია “უზე (8 მთელ“ დადებითი რიცხვია). ადვილი დასამტკიცე- 

ბელია, რომ ) #, გადაკვეთა შედგება ერთად-ერთი ელემენტისაგან, სახელდობრ 0 
#=1 

რიცხვისა გან. . 

მ, აღვნიშნოთ 8, სიმბოლოთი ყველა იმ დადებითა რაციონალური რიცხვის სემ– 

+ 1 
რავლე,„ რომლებიც ნაკლებია: “ზე (ი მთელი დადებითი რიცხვია). ადვილი საჩვე- 

ნებელია, რომ 

თ 
ი ნა=#%. 

M==1 

სიმრავლეთა შეკრებისა და გადაკვეთის ოპერაციების განსაზღვრიდან 
გამომდინარეობს შემდეგი თვისებები: 

1) 40 ს=4, 411 #=#; 

2 4C8=80ს4, 40 8=8ი2:; 

3) (10 8)სC=,7IV(8ყC), (40 8)იC=4ი(80იC); 
4) (40 8) 0C=(40C)V(8ი C). 

დავამტკიცოთ, მაგალითად, მე-4 თვისება. შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

8=(40V8)0C, 7/=(40C) 9 (8იC).
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ავიღოთ # სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი X. ცხადია, XC4V 78, 
Xჯ6CC. აქედან გამომდინარეობს, რომ XC/ ან XC 78. მაშასადამე, XC. 

ახლა განვიხილოთ MI სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი ყ. რადგანაც 

ყCIM, ამიტომ ყC40C ან ყC80)C. თუ ყC4I)C, მაშინ ყC8. თუკი 
ყC8 ი C, მაშინ ყC#. 

ამრიგად, 8 სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი ეკუთვნის ” სიმრავ- 
ლეს და // სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი # სიმრავლის ელემენტია. 
მაშასადამე, //7=#წ. სწორედ ეს იყო დასამტკიცებელი. 

საზოგადოდ, მართებულია ტოლობა 

”#ი ” 

მიღებული 1), 2), 3) დ 4) ფორმულები მსგავსია არითმეტიკაში ცნო– 
ბილი ფორმულებისა : 

ძ+-90მ=0, თძ·0=0;: 

ძი-ხ=ხ+0ძ, თ·-ხ=ხ-თ; 

(ითი+ხ)+ი=0-+(ხ+0C), (0ხ)0=0(ხი); 

(თ-+-ხ)ი2=ძ0C-+-ხი. 

მაგრამ არის განსხვავებაც სიმრავლეთა თეორიის წესებსა და არითმე–- 
ტიკის წესებს შორის. მაგალითად, სიმრავლეთა თეორიაში გვაქვს ფორ- 

მულები; 

5) 4ს #4=#/4, 40 4=/4,რომელთა მსგავსი ფორმულები არითმეტი- 
კაში არ გვაქვს, არითმეტიკაში გვაქვს ძ4+-თ=20, C-თ=0?. 

სიმრავლეთა თეორიაში ძალაშია მე-4) ფორმულის სიმეტრიული ფორ- 

მულა, რომელსაც მივიღებთ თუ გადაკვეთის ოპერაციას შეკრების ოპე– 
რაციით შევცვლით, ხოლო შეკრების ოპერაციას –– გადაკვეთის ოპერა- 

ციით. 

6) (4001 8) ყ6=(4VC)0I(8VC). 
ეს ტოლობა მტკიცდება 4) ტოლობის დამტკიცების მსგავსად. 

სიმრავლეთა თეორიაში მართებულია შემდეგი ზოგადი გარემოება, 
თუ გვაქვს ტოლობით გამოსახული რაიმე ჭეშმარიტი ფორმულა, რომ. 
ლის ორივე ნაწილში მონაწილე სიმრავლეებზე ნაწარმოებია შეკრებისა 
და გადაკვეთის ოპერაციები, ამ ფორმულის საშუალებით ისევ ჭეშმარიტ 
ფორმულას მივიღებთ, თუ მოცემულ ფორმულაში შეკრების ოპერაციას
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გადაკვეთის ოპერაციით შევცვლით და გადაკვეთის ოპერაციას –- შეკრე– 

ბის ოპერაციით. 
ამგვარად, ზემოაღნიშნული სახის ყოველ ფორმულას აქვს თავისი 

სიმეტრიული ფორმულა. გამოთქმულ პრინციპს ო რადობის პრინ- 
ციპი ჰქვია. 

არითმეტიკაში ორადობის პრინციპი სახო გადოდ ძალაში არაა. 
განსაზღვრა 19. ორ #4 და 8 სიმრავლეს ურთიერთარაგადამ- 

კვეთი სიმრავლეები ეწოდება, თუ მათი გადაკვეთა ცარიელი სიმრავლეა. 
დასასრულ განვსაზღვროთ სიმრავლეთა გამოკლების ოპერაცია: 

განსაზღვრა 90. 4 და 8 სიმრავლის სხვაობა ეწოდება #4 სიმ–- 
რავლის ყველა იმ ელემენტის სიმრავლეს, რომლებიც „8 სიმრავლეს არ 

ეკუთვნიან (ნახ. ქ, 4). 
# და 8 სიმრავლეთა სხვაობა აღი– 

ნიშნება 4-- 8 სიმბოლოთი. 
სიმრავლეთა გამოკლების ოპერაცია 

    

   
ნახ. 4, ნახ. 3. 

არ წარმოადგენს საზოგადოდ, სიმრავლეთა შეკრების ოპერაციის მიმართ 

შებრუნებულ ოპერაციას, ე. ი. საზოგადოდ 

(4--– 8ე)Vთ8#4. 
მართლაც, ვთქვათ, 

4=(1, 2, 3, 4, 5, 6), 8=(1, 2, 7, 8, 9). 
ცხადია, რომ 

: 4-–8=(3ვ, 4, 5, 6). 
მაგრამ · 

(4-––< 8)V.8=(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9)##. 

გამოკლება წარმოადგენს შეკრების შებრუნებულ!)ოპერაციას მხოლოდ
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იმ შემთხვევაში, როდესაც მაკლები სიმრავლე საკლები სიმრავლის ნაწი–- 

ლია, ე. ი. მართებულია შემდეგი 
თეორემა 1, ორი 4 და 8 სიმრავლისათვის მართებულია 

ტოლობა 

(4--–-8)ოV8=4 (5.1) 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 8 წარმოადგენს #4 
სიმრავლის ნაწილს. 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა, ვთქვათ, 
მართებულია (5.1) ტოლობა. მაშინ ცხადია, რომ 8C#4. 

დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ეთქვათ, 8C=/4. მაშინ ცხადია, 
რომ “ 

(4--8)ს8C=4. (5.2) 

ახლა ავიღოთ /#/ სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი X. აქ ' წარმოგვიდ- 

გება ორი შემთხვევ: ან XC8 ან XC8. პირველ შემთხვევაში 
XC(4--8)ს8, მეორე შემთხვევში XC4- 8 და, მაშასადამე, 

X»XCC(4––-8) 0 8. ამრიგად, 

4C(4-8)0 8. (5.3) 

(5.2) და (5.3) თანაფარდობებიდან გამომდინარეობს (5.1) ტოლობის 
მართებულობა. პირობის საკმარისობაც დამტკიცებულია. 

თეორემა 9. სამი 4, 8 და C სიმრავლისათვის მართე- 
ბულია ტოლობა | 

: (4-––< 8) ყ0C=(40C)– –8 (5.4) 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 8 და C სიმრავლე- 

ებს საერთო ელემენტი არა აქვთ. 
დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა, ვთქვათ, 

მართებულია (5,4) ტოლობა და დღავუშეათ, რომ 8 დაC სიმრავლეებს 
აქვთ საერთო ელემენტი X. მაშინ ცხადია, რომ 

X6(4--8)00, X»C(40C)-- 8. 
ამიტომ (5.4) ტოლობა მართებული არ იქნება, რაც პირობას ეწინააღმ– 

დეგება, მაშასადამე, 8 და C სიმრავლეებს საერთო ელემენტი არა 

აქვთ, ' ; 

დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, 8 და C სიმრავლე ებს 

არა აქვთ საერთო ელემენტები და ვაჩვენოთ, რომ . მართებულია (5.4) 

ტოლობა, განვიხილოთ ნებისმიერი ელემენტი XC(4-- 8) IC. აქ წარ- 
· მოგვიდგება:ორი შემთხვევა: ან XC/4-–-8 ან XCC..თუ XC/1-8, მაშინ
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XC#4, 'X68 და ამიტომ XC(4სC) – 8. თუკი X#CC, მაშინ X698, ვი– 

ნაიდან 8 და” C სიმრავლეებს არა აქვთ საერთო ელემენტი.. მაშასა- 
დამე, ამ შემთხვევაშიაც XC(40VC)-- 8. ამრიგად, (4-- 8) VC სიმ- 
რავლის ნებისმიერი ელემენტი ეკუთვნის (4LC)-- 8 სიმრავლეს, ე. ი. 

'" (ტჩ-–-80IC=(40C) ––98... (5.5 

„ ახლა განვიხილოთ (/#VIC)-–– 8, სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი Vყ. 

მაშინ ყC,71LIC და ყC 8. მაშასადამე, ყC,1 ან /CC. პირველ შემთხვევა– 

ში ყC4-8 და, ამიტომ ყნ(ტ-– 8)0C. მეორე. .შემთხვევაშიაც 

ყC(რ-–8)ც0C. 
ამრიგად, (4ყთ– 8 სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი ეკუთვნის 

(4 8) LC სიმრავლეს და ამიტომ 

(4– –)სC=(40თ--ჩ. (5.6 

(5.5) და (5.6) თანაფარდობათა ძალით მართებულია (5.4) ტოლობა, ა 

შენიშვნა. (5.6) დამოკიდებულება მართებულია ნებისმიერი სამი ,, 8 და C 
სიმრავლისათვის. , 

§ 6. დამატებითი ხიმრავლე ' 

ამ პარაგრაფში სიტყვა სიმრავლე აღნიშნავს რაიმე მოცემული X 
სიმრავლის ქვესიმრავლეს. შემოვიღოთ 

განსაზღვრა 91, თუ 8 სიმრავლე # სიმრავლის ნაწილია, მაშინ 

4-8 სხვაობას ეწოდება 8 სიმრავლის დამატებითი სიმრავლე # 
სიმრავლის მიმართ და აღინიშნება C,8 სიმბოლოთი. თუ 4CX, მაშინ 
X-/# სიმრავლეს ჰქვია #4 სიმრავლის დამატებითი სიმრავლე და აღი- 

ნიშნება C4 სიმბოლოთი, 
ჩაწერის სიმოკლისათვის /# სიმრავლის დამატებით სიმრავლეს აღვ– 

ნიშნავთ 4 სიმბოლოთი: 

X--/#=4#4'. 

ცხადია, მართებულია შემდეგი თანაფარდობები: 

4ი #'=#, (4'=4, #'ს 4=X. 

, თეორემა 8. ნებისმიერი 4 და 8 სიმრავლისათვის მარ- 
თებულია-· შემდეგი თანაფარდობები: 

4- 8=( 08), 4ი08=(4' 08), 
(4-–-– მ'=#08, 4--8=4ტ08=4--408.
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დამტკიცება. დავამტკიცოთ, მაგალითად, პირველი ტოლობის 
მართებულობა. ვთქვათ, ჯ არის #-–-8 სიმრავლის ნებისმიერი ელემენ- 

ტი, მაშინ XC 4 და X58 და ამიტომ 

X64' ს 8. 

მაშასადამე, XC(#' VI 8M/. ამრიგად, 

ტ4-- ვ=(4,0.8'. (6.1) 

ახლა ვთქვათ, ყ არის. (4 ო 8” სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი. 

მაშინ #C /' CV 8 და, მაშასადამე #C// და ყ6C8. პირობიდან VC/' გა–- 
მომდინარეობს, რომ V6C 4 და ამიტომაც ყC # –– 8. ამრიგად, 

(4' ც 8) ლ=–# –- 8. (6.2) 

(6.1) და (6.2) ტოლობებიდან გამომდინარეობს ზემოაღნიშნული ტოლო– 
ბის მართებულობა. 

დანარჩენი ტოლობებიც ანალო გიურად მტკიცდება. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ, თუ #C=8 და 8CX, მაშინ /#'= ჩ'. 

თეორემა 4 თუ მოცემულია სიმრავლეთა სისტემა 

(4) და ყოველი#ი'სიმრაგლე X სიმრავლის ნაწილია, 
მაშინ ადგილი აქეს ტოლობებზს 

Vც4-=X -–-ი4%, (6.3) 

(ი ტ4ი=X-–-VI#4%. (6.4) 

დამტკიცება. ვთქვათ, X წარმოადგენს LI #4 სიმრავლის ნების– 

მიერ ელემენტს, მაშინ მოიძებნება აღებული სისტემის ერთი მაინც ისეთი 

4 სიმრაელე, რომელიც X ელემენტს შეიცაეს. ამ შემთხვევაში XC4” 

და, მაშასადამე, XC(1 #'თ. ამიტომ XC X –– 014“. 

ანალოგიურად Iდაგამტკიცებთ, რომ X--იL4'თ სიმრავლის ყოველი 

ელემენტი LI #« სიმრავლეს ეკუთვნის. მაშასადამე, მართებულია (6.3) 

ტოლობა, · 
ამგვარადვე მტკიცდება (6.40) ტოლობის მართებულობა. (6.1) და 

(6.4) ფორმულებს ზოგჯერ ო რადობის კანონები ეწოდება-
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§ 7. სიმრაგლეთა მიმდემროზბის ზედა და ქვედა ზღმარი 

განვიხილოთ სიმრავლეთა მიმდევრობა 

–– (7.1). 

განსაზღვრა 99. ყველა იმ ელემენტის სიმრავლეს, რომლებიც 
აღებული მიმდევრობის უსასრულოდ ბევრ წევრს ეკუთვნის, ამ მიმდევ– 
რობის ზედა ზღვარი ეწოდება, ხოლო ყველა იმ ელემენტის სიმ– 

რავლეს, რომლებიც აღებული მიმდევრობის ყველა სიმრავლეში შედის, 
გარდა, შესაძლებელია, სასრული რიცხვისა, ამ მიმდევრობის ქვედა» 

ზღვარი ჰქვია. 
მოცემული მიმდევრობის ზედა და ქეედა ზღვარი აღინიშნება შესა– 

ბამისად II 500 #1, და 1IთIიI 4, სიმბოლოებით. ცხადია, 
.--თ ჩი--თ 

1101 1იI #,-–IIი 5სი #ა. 
ით ით 

თუ ადგილი აქვს ტოლობას 

1Iიი Iიწ4„=IIთდ 5ყი 4,, 
ჩ--თ ი-თ 

მაშინ სიმრავლეთა (7.1) მიმდევრობას კრებადი მიმდევრობა» 

ეწოდება და ამ შემთხეევაში ზედა ან ქვედა ზღვარს აღნიშნავენ 10 
რ-თ 

სიმბოლოთი. 1I9CL 4, სიმრავლეს ჰქვია სიმ რავლეთა (7.1) მიმდევ- 

რობის ზღვარი. 

თუ სიმრავლეთა მიმდეერობა კრებადი არაა, მაშინ მას განშლადი. 

მიმდევრობა ეწოდება. 

მაგალითი, ვთქეათ, 

#.=(L 2, 3), 4.=(2, მ, 4 4ა=(1, 2, 3), 4,=0, 3, 41, -.– 
“რ ცხადია, რომ 

IIIი §5სი/#4,=(9, 2, 3, 4), IIთ1იწ4ა=(2, 3). 
ჩ--თ - #-თი 

მაშასადამე, 

101500 #ე#IIთ II 4... ! 
ჩ--თ ”.--თ 

და ამიტომ სიმრავლეთა აღებული მიმდევრობა განშლადია.
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თეორემა წ.-სიმ რავლეთა (7.1) მიმდევრობისათვის მარ- 
'თებულია ტოლობები: 

თ C= , 
1101 5სი ტე= 1 LI 4» (7.2) 
ჩ-თ ი)=1 #=/ 

თ თ 

IIოთ Iი/4ა= 0. ი #4, (7.3) 
” --თ M=1 #=/ 

დამტკიცბა. დავამტკიცოთ (7.2) ტოლობის მართებულობა. ვთქვათ, 

XC1IIი 5ს0/1,, მაშინ არსებობს უსასრულო სიმრავლე (7.1) მიმდევრო– 
ი-თ 

ბის ელემენტებისა #ია რიცი 4ის , რომლებსაც X ელემენტი მი- 

უკუთვნება. ამიტომ 

ვ 

XC 

ღ
ა
 4» (II=1, 2,...) 

ჩ=#7 

და, მაშასადამე, 
თ თ 

XX ი LV 4». 
ი)=1 #=71! 

ახლა ვთქვათ, ყ წარმოადგენს ჩ 0 4, „სიმრავლის ნებისმიერ ელე– 
M0I==1 #= ჩი 

მენტს. მაშინ, ცხადია, არსებობს უსასრულო სიმრავლე (7.1) მიმდევ– . 

რობის ელემენტებისა 4, 4იო» ე რთა. რომლებსაც მიეკუთვნება 

ყ ელემენტი და ამიტომ ყC IIთ 500 #4,. მაშასადამე, მართებულია (7.2) 
ით 

ტოლობა, 

ანალოგიურად მტკიცდება (7.3) ტოლობის მართებულობა. 

განსაზღვრა 11. სიმრავლლეთა (7.1) მიმდევრობას ზრდადი 
მიმდევრობა ეწოდება, თუ 4 C4C ... C=4„C -.., ხოლო მას 
კლებადი ჰქვია, როცა ,= 4:=..-4ელ=-· 

სიმრავლეთა ზრდად ან კლებად მიმდევრობას · მონო ტონური 
მიმდევრობა ეწოდება, 

თეორემა 6. თუ (7.1, მიმდევრობა მონოტონური, მაშინ 
იგი კრებადია და 

1)თ 4,= 0 4 (0.4) 
ი-თ L=1 

როდესაც მიმდევრობა ზრდადია,
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თ 

II0I 4,= ი. 4, 0.5) 
”ჩ--თდ #=1 

როდესაც მიმდევრობა კლებადია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, (7.1) მიმდევრობა ზრდადია, (7.2) ფორ- 
მულის თანახმად, 

«თ თ 

სი ასი ტე= ი, VI #,. 
”ჩ-თ „:=41 ჩ=/1 

მაგრამ ყოველი ი1-სათვის გვაქვს ტოლობა 

0 #.= 0 4 
ჩ–=ი”» #=1 

ამიტომ 

IIიი §სნ 4„= LI 4. (7.6) 
1--თდ ხ=1 

(7.3) ფორმულის ძალით 

III 10 4გ= წ ი 4. 

ი-თ „=) ჩ=»V 

მაგრამ 

ი #-=4ა (M=1,2,...). ' „0, 

მაშასადამე, 

სთოჰი 4,= LI 4. 0.7. 

ჩ-თ ხ=1 

(7.6) და (7.7) ტოლობებიდან გამომდინარეობს (7.4 ტოლობის მართე- 

ბულობა, 

ანალოგიურად; მტკიცდება (7.5) ტოლობის მართებულობა. 

თეორემა 75. სიმრავლეთა ნებისმიერი ორი მიმდევრო- 

ბისათვის 

- ტრი ა.ა რ, (7.8) 

8,, 8... 8... (7.9) 

ადგილი აქვს დამოკიდებულებას 

იო ვსი(4,-–- 8.) C1Iი 5სი 4,-–- II იწ 8. (7.19) 
ჩ--Cთ თ იჩ”-%ი
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დამტკიცება. ვთქვათ, X წარმოადგენს 110 500 (4, -––- 8,) სიმ რავ– 
თ 

ლის ნებისმიერ ელემენტს, მაშინ მოიძებნება ინდექსთა ისეთი მიმდეე– 

რობა ( ჩ,), რომ. 

X6 4, 8, (§=1, 2,...). 
» 

აქედან ცხადია, 

XC#,,ს X68,, (#=1, 2,...). 

მაშასადამე, 

XCIIთ 5სი 4,, XC 110 1იI 8,. 
ჩ”-თ ”--თ 

ამიტომ - 

XჯCIIთ 5სნ ტე–-IIიIი! 8... 
ჩ--თ ჩ”- თ 

ამრიგად, ადგილი აქვს (7.10) თანაფარდობას. 
თეორემა 8. სიმრავლეთა (7.8) და (7.9) მიმდევრობებისა- 

თვის მართებულია ტოლობა 

110 1იI (#4, –– 8)=Iთი )ი, ტგ-–-IIთ 5ს08,. (7.11) 
ჩ-.თ ჩ--თ #7--9 

დამტკიცება. ვთქვათ, ჯ არის 110 1ი, (4,–- 8,) სიმრავლის ნების- 
”--თ 

მიერი ელემენტი, მაშინ არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი M, რომ 
XC#.-- 8,, როცა #>VM. აქედან ცხადია, რომ 

XC/#/,., X68,, როცა #>V. 
მაშასადამე, 

XC1II9I 10 მ,, XCIIთ ასი 8. 
“ ჩ-თ 

ამიტომ 

ჯCIIთ IიI ჩტგ–1Iთ 5სი მე. 
„,.-.თ /-–-თ 

ამრიგად, 

110 1იწ(მა-–- 8,)CIIთ Iი, 4,--IIთ.5სი 8,. (#.12) 
თ ჩ-თ ჩი 

ახლა ვთქვათ, V წარმოადგენს 1(თ IიI 4,-–-–11თ §სი 8, სიმრავლის ნვ- 
”ჩ-თ #–თ 

ბისმიერ ელუმენტს. მაშინ 

ყC1ი 1ი(4,, ყC1ოდ ასი მ, 
#--თ #ჩ-.თ
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და, მაშასადამე, იარსებებს ისეთი ნატურალური რიცხვი », რომ 

ყC#,, ყC8,, როცა M>V. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

ჯმ 8, როცა M>V, 
ე.ი 

XCIIთ )ი(4,ა–- 8,). 
#ჩ--თ 

ამრიგად, 
IIო ი ჩტ,-–-IწIი ასიზელ–Iოთ1ი! (4გ–- 8,). (7.13) 
.შ--დ „დ „თი 

(7.12) და (7.13) თანაფარდობები გვაძლევს (7.11) ტოლობას. 

ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი 
თეორემა 9. სიმრავლეთა (7.8) და (7.9) მიმდევრობები- 

სათვის ადგილი აქვს თანაფარდობებს: 

1. 1Iი15სი(4,„LI 8,)=))თ 5სი 400 IIთC 50 8, 
ჯ-–თ თ ”-.დ 

2. 1IIი Iი((4-0 89.) 2 IთIი! 40 IIთIიI#,, 
”--თ „ჩ„-თ ”-თ – 

ვ. 1ო500(4აი0 8) C=IIთასი4,ი1)თასი#8,, 
ჩ-.თ ჩ”-თ ”--.-თ 

4. 1Iი1)იწ(4, ი) 8,)=I1თ IიI 401110 10! 8. 
ჩ--თდ ”-თდ თ 

§ 8. ხსიმრამლეთა კლახებად დაყოფა 

სხვადასხვა საკითხში ვხვდებით ამა თუ იმ სიმრავლის დაყოფას 

წყვილ-წყვილად არაგადამკვეთ ქვესიმრავლეებად, მაგალითად, სიბრტყე 
შმეგვიძლია წარმოვადგინოთ როგორც სხვადასხვა რადიუსიანი კონცენტ- 
რულ წრეწირთა ჯამი, თბილისის მცხოვრებლები შეგვიძლია დავყოთ 

ჯგუფებად მათი წლოვანების მიხედვით და სხე. 
განსაზღვრა «ძვ. თუ რაიმე წესით M სიმრავლე წარმოიდგინება 

წყვილ-წყვილად არაგადამკვეთ ქვესიმრავლეთა ჯამად, მაშინ ამბობენ, 
რომ #M სიმრავლე დაყოფილია კლასებად. 

ჩვეულებრივ, / სიმ რავლის ისეთ დაყოფებს ვხვდებით, რომლებიც 

მიიღება ამა თუ იმ მიმართების დასახელებით და რომლის მიხედვით # 
სიმრავლის ელემენტები ერთიანდებიან კლასებში. მაგალითად, ერთ და 
იმავე სიბრტყეზე მდებარე ყველა სამკუთხედის სიმრავლე შეგვიძლია 
დავყოთ ერთმანეთის მსგავს სამკუთხედთა კლასებად.
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მიმართებანი, რომელთა მიხედვით სიმრავლე იყოფა კლასებად, შეიძ– 
ლება სხვადასხვა ბუნების იყოს. მაგრამ ეს მიმართებანი სავსებით ნე– 
ბისმიერი არ შეიძლება იყოს. მაგალითად, ვთქვათ გვინდა დავყოთ ყველა 

რაციონალური რიცხვის სიმრავლე კლასებად შემდეგნაირად: წხ რიცხვი 
მივაკუთვნოთ იმავე კლასს რომელსაც თ რიცხვი ეკუთვნის მაშინ და 
მხოლოდ მაშინ, როცა ხ>0. ცხადია, ამ შემთხვევაში არ გვექნება რა- 
ციონალურ რიცხვთა სიმრავლის არავითარი დაყოფა, ვინაიდან, თუ ხ>0თ, 

ე. ი. თუ ხ რიცხვს მივაკუთვნებთ იმავე კლასს, რომელსაც თ ეკუთვნის, 

მაშინ თ<ხ, ე. ი. თ რიცხვი არ უნდა მიეკუთვნოს იმავე კლასს, რომელ- 
საც ხ ეკუთგნის. ამას გარდა, რაკი თ არ აღემატება თ რიცხვს, ამიტომ 
ი არ უნდა მიეკუთვნოს იმ კლასს, რომელსაც თ ეკუთვნის. 

მოვიყვანოთ მეორე მაგალითი. ვთქვათ, /I/ თბილისის ' მცხოვრებთა 
სიმრავლეა. დავსვათ ასეთი კითხვა შეიძლება თუ არა // სიმრავლე 
დავყოთ კლასებად, თუ ორ პირს მივაკუთვნებთ ერთ და იმავე კლასს 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ; როდესაც ისინი ნაცნობებია. ცხადია, ასეთი 

დაყოფის განხორციელება შეუძლებელია, ვინაიდან თუ თ ნაცნობია ხ-სი 
და ხ ნაცნობია C-სი, აქედან კიდევ არ გამომდინარეობს, რომ თ ნაცნობია 
C-სი ამრიგად, თუ ძ და ხ ობიექტებს მივაკუთვნებთ ერთ და იმავე 
კლასს, ხ და C ობიექტებს კი ერთ დი იმავე კლასს, ჩვენ მივიღებთ, 

რომ ერთი და იმავე კლასმი შეიძლება მოხვდეს ერთმანეთთან უცნობი 
პირები თ და C. 

ზემოთ განხილლული მაგალითები გვიკარნახებს იმ პირობებს, რომ- 
ლებსაც უნდა აკმაყოფილებდეს მიმართება, რომ განვახორციელოთ რაიმე. 

სიმრავლის ელემენტების კლასებად დაყოფა ამ მიმართების მიხედვით. 
განსაზღვრა 94, ავიღოთ რაიმე M სიმრავლე და ვთქვათ მოცე– 

მულია რაიმე # (თ, ხ) მიმართება, თC//, ხC/. ამ მიმართებას ვუწო– 
ოთ ივა ნტობის მიმართება, თუ იგი არის სუ- 

რი, სიმეტრიული და ტრანზიტული. ება, თუ იგი არის რეფლემსუ 
ცხადია, მოცემული MV სიმრავლის ყოველი დაყოფა კლასებად განსაზღ– 

ვრავს ამ სიმრავლის ელემენტებს შორის გარკვეულ ეკვივალენტობის 
მიმართებას. მართლაც, თუ #: (0, ხ) აღნიშნავს, რომ თ იმყოფება იმავე 

კლასში, რომელსაც ხ ეკუთვნის, მაშინ ეს მიმართება იქნება რეფლექსუ– 
რი, სიმეტრიული და ტრანხიტული _ 

პირიქით, ეთქვათ, II (თ, ხ) არის რაიმე ეკვივალენტობის მიმართება 

#M სიმრავლის ელემენტებს შორის, M# სიმრავლის რომელიმე თ ელე– 
მენტისათვის განვიხილოთ იმავე სიმრავლის ყველა იმ ელემენტის სიმ- 

რავლე, რომლებსაც თ ელემენტთან აქვთ # მიმართება. ეს სიმრავლე 
აღენიშნოთ #. სიმბოლოთი. ამ გზით მივიღებთ /M სიმრავლის კლასებად 
დაყოფას. მართლაც, # მიმართების რეფლექსურობის. გამო 0 C # ეგ. ახლა
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ვაჩვენოთ, რომ ორი /# და #Mს კლასი ან ემთხვევა ერთმანეთს, ან სა- 
ერთო ელემენტი არ აქვთ. ვთქვათ, რაიმე C ელემენტი ერთდროულად 
ეკუთვნის IC) და XV კლასებს, დავამტკიცოთ, რომ /#ა=/C. ამ შემთხ-. 

ვევაში გვაქვს ·II (0, თ) და IL(0, ხ). # მიმართების სიმეტრიულობის 

გამო გვექნება L(ძ, C) და, მაშასადამე, # მიმართების ტრანხიტულო-. 
6 ბელ MXIძთ, თ და #(0 ხ) მიმართებებიდან გამომდინარეობს 

ძ, ხI). 
ახლა ვთქვათ, Xჯ არის MX, სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი, ე. ი. 

ადგილი აქვს მიმართებას M(X, თ), მაშინ #I(0, ხ| მიმართების ტრან- 
ზიტულობის თვისების თანახმად გვექნება #(X, ხ), ე. ი. XCIC. ამრი– 

გად, /#-C/C. 
პირიქით, თუ ყ არის MI სიმრავლის ნებიმიერი ელემენტი, ე. ი., 

გვაქვს I2(ყ, 6), მაშინ # (ი, ხ) და მიმართების სიმეტრიულობისა და 

ტრანზიტულობის თანახმად გვექნება I2(0, ყI, ე. ი. #C#,. ამიტომ. 

ICC, და, მამასადამე, /(-=M%§. 
ამრიგად, ჩეენ მივიღეთ M სიმრავლის დაყოფა კლასებად მოცემული · 

ეკვივალენტური მიმართების მიხედვით. 

მაგალითი. ვთქვათ, // არის ერთ და იმავე სიბრტყეზე მდებარე 
ყველა წრფის. სიმრავლე და განვიხილოთ წრფეთა პარალელობის მიმარ- 
თება. ავიღოთ რაიმე ძი წრფე და აღვნიშნოთ #.» სიმბოლოთი თ წრფის 

პარალელური ყველა წრფის სიმრავლე. თუ განვიხილავთ სხვა ნ წრფეს, 
რომელიც ძ წრფის პარალელური არაა, მაშინ #, და #ს სიმრავლეებს 
არ ექნებათ საერთო ელემენტი. მაშასადამე, VI სიმრავლე შეგეიძლია 

დავყოთ კლასებად მოცემული მიმართების მიხედვით. 

§ 9, ფუნქციის ზოგადი ცნება 

ვთქვათ, X ნამდვილ რიცხეთა რაიმე სიმრავლეა. თუ X სიმოავლის 

ყოველ X ელემენტს შეესაბამება რაიმე წესით გარკვეული რიცხვი /((X), 

მაშინ ამბობენ, რომ X სიმრავლეზე განსახღვრულია /(X) ფუნქცია. X 
სიმრავლეს ეწოდება #(X) ფუნქციის განსაზღვრის არე, ხოლო /(X) 

ფუნქციის მნიშვნელობათა XV სიმრავლეს კი ფუნქციის ცვლილე- 
ბის არე. - 

ახლა განვიხილოთ ნებისმიერი ბუნების ორი X და I სიმრავლე, 

ამასთანავე X და XV შეიძლება ერთმანეთს ემთხვევოდნენ. 
ეთქვათ, X სიმრავლის ყოველ ელემენტს შეესაბამება რაიმე წესით 

I” სიმრავლის გარკვეული ელემენტი, ამასთან ეს უკანასკნელი შეიძლება 
შეესაბამებოდეს. X სიმრავლის რამდენიმე ელემენტს. ამას გარდა, შე–- 
საძლებელია, რომ # სიმრავლე ისეთ ელემენტს შეიცავდეს, რომელიც .
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არ შეესაბამება X სიმრავლის არც ერთ ელემენტს. ზემოაღნიშნულ 
"შესაბამისობაზე ვიტყვით, რომ იგი გვაძლევს X სიმრავლის ელემენ- 
ტის ფუნქციას. 

ნებისმიერი ბუნების სიმრავლეთა შემთხვევაში ტერმინი „ფუნქცია“-ს 
ნაცვლად იხმარება ტერმინი „გადასახვა4ი“. 

თუ ყ არის ”? სიმრავლის ელემენტი, რომელიც X სიმრავლის X 

ელემენტს შეესაბამება, მაშინ დავწერთ 

ყ=/ (ი. 

ყ ელემენტს ეწოდება X ელემენტის სახე. აღვნიშნოთ X”X ასო- 
თი ყველა იმ /(X) ელემენტის სიმრავლე, რომლებიც X სიმრავლის X ელე- 

მენტებს შეესაბამება. XXV სიმრავლეს ეწოდება X სიმრავლის სახე 
ჯ გადასახვის მიმართ და აღინიშნება ”/(X) სიმბოლოთი, 

X სიმრაგლის ყველა იმ ელემენტის სიმრავლეს, რომელთა სახეებია 

# სიმრავლის მოცემული ყ ელემენტი, ეწოდება ყ ელემენტის 
პირველსაზე ( გადასახვის მიმართ და აღინიშნება /-1(ყ) სიმბო- 

ლოთი. 

თუ #8 არის I(X) სიმრავლის"რაიმე ქვესიმრავლე, მაშინ X სიმრავლის 

ყველა იმ ჯX ელემენტის სიმრავლეს, რომელთათვის /7(X)C8, ეწოდება 
8 სიმრავლის პირველსახე ჯ გადასახვის მიმართ და აღინიშნება 
I (8) სიმბოლოთი. 

დასასრულ, ვთქვათ, X სიმრავლის ყოველ ორ სხვადასხვა X, და X 
ელემენტს შეესაბამება V#%=/წ(X) სიმრავლის ორი სხვადასხვა ელემენტი 

# დე) და / (XX; მამინ # “> სიმრავლის ერთი ყ ელემენტისათვის არსე– 

ბობს X სიმრავლის ერთი ელემენტი /(-1(ყ) და ამ შემთხვევაში /-!+ წარ- 

მოადგენს / ფუნქციის შექცე ულ ფუნქციას. 
ახლა შემოვიღოთ შემდეგი ტერმინოლოგია: ჩვენ ვიტყვით, რომ / 

წარმოადგენს X სიმრავლის გადასახვას XI” სიმრავლეზე, თუ IM(X)=XI, 

ხოლო იმ შემთხვევაში, როცა წ”(X) CV, ” წარმოადგენს X სიმრავლის 

გადასახვას #” სიმრავლეში. 

თეორემა 10. თუ / არის X სიმრავლეზე განსაზღვრული 
ფუნქცია, მაშინ Xჯ სიმრავლის ნებისმიერი ქვესი მრავ- 

ლეთა (#ჩV) სისტემისათვის ადგილი აქვს ტოლობას 

#8 ნ=VI/(65, (9.1) 

ე. ი. ჯამის სახე სახეთა ჯამის ტოლია.
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დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნები. 

#4=I/(ც წა), · 8=C/ (წთ). 
თ « 

ავიღოთ 4 სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი ყ., ცხადია, LI თ სიმრავ- 
თ. 

ლეში მოიძებნება ვრთი მაინც ისეთი ჯ# ელემენტი, რომ ყ=/წლი. მაგ– 

რამ X მიეკუთვნება ერთ-ერთს მაინც #ჩ« სიმრავლეებიდან. მაშასადამე, 

ყC8, ე. ი. : 
4=8. (9.2) 

ახლა ვთქვათ, ყ' არის 8 სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი. მაშინ 
ყ' მიეკუთვნება რომელიმე /(წთ) სიმრავლეს. ამიტომ 8„ სიმრავლეში 

მოიძებნება ისეთი X ელემენტი, რომ ს'=/(X). მაშასადამე, Mყ”C,4. ამ– 
რიგად, 8 სიმრავლის ყოველი ელემენტი ეკუთვნის 4 სიმრავლეს: 

' 8C/. | (9.3) 

(9.2) და (9.3) დამოკიდებულებანი გვაძლევს (9.1) ტოლობას, · · 

თეორემა 11. თუ X სიმრავლეზე განსაზღვრულია | ფუნქ- 
ცია, მაშინ X სიმრავლის ნებისმიერი #, და ჩა. ქვესიმ- 
რავლისათვის ადგილი აქვს თანაფარდობას 

ICნ, -–– ნ-)ლ=|! (ნ) -–/(5»). (9.4) 

დამტკიცება. ვთქვათ, ყ. არის /(6ნ))–– /(ჩ») სიმრავლის ნებისმი– 

ერი ელემენტი, მაშინ #C/(8,) და ყ=/(წ.). ამიტომ 6, სიმრავლეში 

არსებობს ერთი მაინც ისეთე + ელემენტი, რომელიც #ა სიმრავლეს 

არ ეკუთვნის და ყ=/ (X). მაშასადამე, / C/(ნ)--ჩა). ამრიგად, /(6)--I(ნ.) 
სიმრავლის ყოველი ელემენტი წარმოადგენს ”(6) --– წა) სიმრავლის 
ელემენტს და ამიტომ მართებულია (9.4) თანაფარდობა, 

თუ IL ფუნქცია გვაძლევს ურთიერთცალსახა შესაბამისობას X და 
,/ (X) სიმრავლეს შორის, მაშინ ადგილი აქვს ტოლობას 

#I(ნ1--– ნ.ე)=/(ნ))-–-I(ნ.). 

თეორემა 15. თუ X სიმრავლეზე განსაზღვრულია” ფუნქ- 
„ცია და (6) არის X სიმრავლის ქვესიმრავლეთა რაიმე 
სისტემა, მაშინ ადგილი აქვს დამოკიდებულებას · 

/ი ნი C0/(ჩ=), (9.5) 

ე. ი. თანაკვეთის სახე სახეთა თანაკვეთის ნაწილია.
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დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნები · = 

-4=/(0 6ა, '8=ი7(8).. დ.6 
თ თ 

განვიხილოთ 4 სიმრავლის ნებისმიერი V ელემენტი. · რადგანაც #C/#4,; 

ამიტომ ი #8. სიმრავლეში მოიძებნება ერთი მაინც ისეთი ჯX ელემენტი, 
თ · 

- რომ ყ=/(X). მაშასადამე, ყC/,8. ამრიგად, #4 სიმრავლის ყოველი ელე– 

მენტი 8 სიმრავლეს ეკუთვნის და ამიტომ ადგილი აქვს (9.5) თანაფარ- 

დობას, 

თეორემა 18. თ უ /ჯ ფუნქცია გვაძლევს ურთიერთცალსა- 
ხა შესაბამისობას X და /(X) სიმრავლეებს შორის, მაშინ 
მართებულია ტოლობა 

ჯI(0 8-)=0/(ნV), (9.7) 

სადღაც (ნ) არის X სიმრავლის ქვესიმრავლეთა ნების- 
მიერი სისტემა. ' : 

დამტკიცება. მე-12 თეორემის ძალით, 

4C=7#, (9.8) 

სადაც 4 და 8 განსახღვრულია (9.6) ტოლობებით. ახლა ავიღოთ 8 
სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი ყ. მაშინ ყ იქნება ყველა (8) სიმ- 

რავლის ელემენტი. ამ სიმრავლეებიდან ავიღოთორი ნებისმიერი სიმრავლე 

IC5თ,) და /(ჩიე- რადგანაც ყC/(ჩც,) და ყCI (ჩიე, ამიტომ წყ, და 
და 6, სიმრავლეები შეიცავენ შესაბამისად ისეთ X, და X» ელემენტებს, 

რომ ყ=/ (ი) და ყ=/ X). აქედან | (X)=7 (XC) და რადგანაც | ფუნქცია 
ამყარებს ურთიერცალსახა შესაბამისობას X და ”(X) სიმრავლეებს შო–- 
რის, ამიტომ X,=X. მამასადამე, XCნV,(015თ,. შემდეგ, ვინაიდან სთ, 

და ჩი, ნებისმიერად იყო აღებული, ამიტომ ყ§#. ' 

ამრიგად, 8 სიმრავლის ყოველი ელემენტი 4 სიმრავლეს ეკუთვნის 
და, მაშასადამე, (9.8) თანაფარდობის ძალით ადგილი აქვს (9.7) ტოლო–- 

ბას. : 

შენიშვნა, ორი სიმ რავლის გადაკვეთის სახე, საზოგადოდ არ უდრის მათ სახე– 

თა გადაკვეთას მაგალითად, ვთქვათ, / გადასახვა წარმოადგენს X0ყ სიბრტყის ორ– 

თოგონალურ დაგეგმილებას 0Xჯ ღერძზე. აქ X წარმოადგენს #0V სიბრტყის წერტილ–
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თა სიმრავლეს. აღვნიშნოთ #; ასოთი მონაკვეთი, რომლის · ბოლოებია (0; .1) და (1; 1) 

წერტილები, ·ნგ ასოთი კი მონაკვეთი, ბოლოებით (0; 0) და (I; 0) (ნახ, 5). ცხადია, რომ 

  

389ი 8:=# და .. 7 

, I(5)=5, I(60=6.. ძ 
მაგრამ .. ; 

I(6, 0 ნ:)=#, I(6,)) ი I(6:)=ჩ.; ჩ,. 

ახე რომ 11 I 

| I(5 90 ნ)#I(5)ი/(წა- - · 
სიმრავლეთა გადასახვის ცნება მჭიდ- I 

როდაა დაკავშირებული სიმრავლისკლ-– 0 | ჩ2 IV # 
სებად დაყოფასთან. ვთქვათ, / არის 

4 სიმრავლის გადასახვა 8 სიმრავლე– ნახ, 5. 
ში. ერთ კლასში მოვათავსოთ #4 სიმ- 
რავლის ყველა ის ელემენტი, რომელთა სახეები „8 სიმრავლეში ერთმა– 
ნეთს ემთხვევა. ამით ჩვენ მივიღებთ # სიმრავლის გარკვეულ დაყოფას. 
პირიქით, განვიხილოთ ნებისმიერი 4 სიმრავლე და მისი რაიმე დაყოფა 

კლასებად. ვთქვათ, 8 იმ კლასთა სიმრავლეა, რომლებადაც დაყოფილია 

4 სიმრავლე. თუ 4 სიმრავლის ყოველ თ ელემენტს შევუსაბამებთ იმ 
კლასს, რომელსაც თ ეკუთენის, მივიღებთ „#4 სიმრავლის გადასახვას „8 

სიმრავლეში. 

§ 10. ბანასის თეორემა 

სიმრავლეთა გადასახვების შესახებ ს. ბანახმა! (§. 8მ0მCს) დაამტკი– 

ცა შემდეგი 
თეორემა 14, თუ დ ფუნქცია ურთიერთცალსახად გადა- 

სახავს 4 სიმრავლეს 8 სიმრავლის რაიმე ნაწილში, ხო– 

ლო ს ფუნქცია ურთიე რთცალსახად გადასახავს 8 სიმ- 
რავლეს 4 სიმრავლის ნაწილში, მაშინ 4 და 8 შეგვიძ- 
ლია დავყოთ შესაბამისად ისეთ ორ-რ ურთიერთ არა- 

გადამკვეთ #,, 4: და 8,, 8, სიმრავლეებად, რომლებიც 
აკმაყოფილებენ პირობებს: 

დ(4,))=8,, %X8)=#42ა. (10.1) 

? სტეფან ბანახი (1892-1945) -- გამოჩენილი პოლონელი მათემატიკოსი; იგი 
ერთ-ერთი შემქმნელთაგანია თანამედროვე ფუნქციონალუ რი ანალიზისა.
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დამტკიცება. პირობის ძალით 

დ(ე)ლ–8, %(8) –-#4. 

შემოვიღოთ აღნიშვნა ი, 

II=4#--%(8). (10.2) 

რადგანაც დ(IM%) =დ(/1) C#8, ამიტომ +%Cდ(I) = 4, სადაც 1 XC?) სიმბოლოთი 

აღნიშნულია VIდ()1. 
ამავე წესით ვაჩვენებთ, რომ +დ VXი(#2), 1დ XC ?სდ (#2), ა». სიმრავლე– 

ები # სიმრავლის ნაწილებია. აქედან გამომდინარეობს, რომ 

41=I2 ყიდი VI «ი სCVშ 0 ადიდე) ც..· (10.3) 

სიმრავლე # სიმრავლის ნაწილია. 
შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

#4ა=#4– 4) 8,=C(4#)), 8:=8-–8,. 

ცხადია, 

„4=#4#,1 ს #ია, 8=8) V 8, 41 2 4:=#, 8, C1.88:=#. 

> 

    

  

823    
ნახ. 6. ნახ. 7... 

დავამტკიცოთ, რომ 

VX8») = 4. (10.4) 

მე-11 თეორემის ძალით, 8:=8 -–- 8, ტოლობიდან მივიღებთ: 

V8:)=%(8) -– 1C8.)= VLC8) -– 1IC(4,). 

მაგრამ (10.3) ტოლობიდან გვაქვს: 

“0(8)=/# –– #. 

მაშასადამე, 

+(8=(4 -–– 1) –– სთ(4)=#4-–- (IC 0 §თ(4))). (10.5)
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ადვილი შესამჩნევია, რომ (10.3) ტოლობიდან გვექნება: 

%(4)) =%C(#) CI "ხდ XC (I) C დ %დ დ(M) VI. · · 
თუ გავითვალისწინებთ ამ უკანასკელ ტოლობას, (10.3) ტოლობა ასე 

გადაიწერება: 
=/I2LI4Cდ(4)). 

მაშასადამე, (10.5) ტოლობიდან გვაქვს: 

' #C8)=#4-–- 4,=#. 
ამრიგად, · 

'. 4=4. LI 4, 8=8.08, #0 ტ#0=#, 8, (0 8:=#, 

დ(4,))=8), %(8:)=4-ი. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

"სავარჯიშო 

1, მოძებნეთ 0Xჯ ღერძზე · იმ წერტილთა სიმრავლე, რომლებიც აკმაყოფილებენ 

პირობას | #.|I<1. 

„9. მოძებნეთ 0X ღერძზე იმ. ჯ წერტილთა სიმრავლე, რომლებიც აკმაყოფილებენ 

| #X–– 1I<2 უტოლობას, 

8, იპოვეთ იმ ჯX წერტილთა სიმრავლე, რომლებიც აკმაყოფილებენ |XI<0 პი- 

რობას. 

4. მოძებნეთ 0X ღერძზე იმ #» წერტილთა სიმრავლე, რომლებიც აკმაყოფილებენ 

“ პირობას Xმ8-+X-L1<1. 

6, მოძებნეთ X0ყ სიბრტყის იმ (X, ყ) წერტილთა სიმრავლე, რომელთათვის შეს- 

რულებულია პირობა | # | -LI #I<1. 

6. მოცემულია 4, 8, C სიმრავლეები, დაამტკიცეთ, რომ 

40(8-ლC)=408-ძ4იC. 

7. მოცემულია #4), 45, ..., 4, 8 სიმრავლეები. დაამტკიცეთ, რომ 

ჩ ჩ : 

(04) ს8= ი C/.V#). 
#=1!1 #=1 

8. მოცემულია სიმრავლეთა მიმდეერობა #4, #,..., #ა,..., მასთან #„=/, 

თუ ი კენტია და 4,=-8, თუ M ლუწია. დაამტკიცეთ, რომ 

:6 110 ასი 4.=40 8, III 1იI, #ე=4ი 8. 
ჩ--თთ ჩ--თ 

9. მოცემულია სიმრავლეთა ორი კრებადი მიმდევრობა ( 4„) და (8, ). დაამტკი– 
ცეთ, რომ 

სი (4.0 8,ე)=Iთ 4.0 IMIთ #9,, 
#--თ ჩი-თდ »ჩ»-თ
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11Iი (4» ი 8,)=I1თ #4, ი'11C0 8.) 
წ-ი #”--თ ი 

110 (4ე –– 8,)=) თ ტა –- თ 8,, 
ჩ--თ Mჩ/-თ 7--.თ 

10. დაამტკიცეთ, რომ ორი სიმრავლის. ჯამის პირველსახე უდრის მათ პირველსა- 

ხეთა ჯამს: 

I-X4C8)=I! 1(4)VI-“X8). 
11, დაამტკიცეთ, რომ ორი სიმრავლის გადაკვეთის პირველსახე პირველსახეთა 

გადაკვეთის ტოლია: 

I L408)=!-X4ი0 I %8). 
19, ზომათა თეორიაში მოხერხებულია განვიხილოთ ეგრეთ წოდებული სიმეტ- 

რიული სხვაობა ორი 4 და 8 სიმრავლისა. იგი აღინიშნება 448 სიმბოლოთი 

ღა განსაზღვრულია ტოლობით 

' ! 4ა8=(4–-8580(8-–-7#. 
დაამტკიცეთ, რომ 

4ი568=(1)8 –- (ტი 8). 

18. მოცემულია სიმრავლეთა მიმდევრობა ( ნ, 1. ვთქვათ, 

#4.=ღა,, #ძა=48სხვ, #ძე=/4ატბ ნე,..., ტ4ა=4ა-ე ბნი,... 

დაამტკიცეთ, რომ ( „1 მიმდევრობა კრებადია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 

1100 ხაე=7#. 
ჩ-.თდ



თავი II 

ვბბუფი, როლი და ველი 

§ 1. %ბუფი 

განსაზღვრა 1. ჯგუფი ეწოდება არაცარიელ C სიმრავლეს, რო– 

მელშიაც მოცემულია კომპოზიციის ოპერაცია, რომლის მიხედვით C სიმ– 

რავლის ელემენტთა ყოველ (ი, ხ) წყვილს შეესაბამება ამავე სიმრავლის 
“ ელემენტი, რომელსაც 0 და ხ ელემენტების იხ ნამრავლი ეწოდება, 
ამასთანავე შესრულებულია შემდეგი აქსიომები: 

IL. ასოციატიურობის კანონი: V სიმრავლის ყოველი სამი თძ, 
ხ, 2 ელემენტისათვის მართებულია ტოლობა 

(იხ)2 = თ(ხთ. 

I. 0 სიმრავლეში არსებობს მარცხენა ერთეული, 
ე· ი. ისეთი 6 ელემენტი, რომ C სიმრავლის ყოველი C 

ელემენტისათვის ი0ი=ი. 
II. C სიმრავლის ყოველი ძი ელემენტისათვის არსე- 

ბობს ამ სიმრავლის მარცხენა შებრუნებული ელემენ- 
ტი, ე. ი. ისეთი ი ელემენტი, რომ ი-10=46. 

0 ჯგუფს აბელის! ანუ კომუტატიური ჯგუფი ეწოდება, 
თუ ზემომოყვანილი სამი აქსიომის გარდა შესრულებულია შემდეგი 
აქსიომა: 

IV. C ჯგუფის, ყოველი ძი და ხ ელემენტისათვის ადგი–- 
ლი აქვს ტოლობას იხ=ხი. 

მაგალითად, თუ სიმრავლის ელემენტები რიცხვებია, ხოლო კომპოზი- 
ციის ოპერაცია არის ჩვეულებრივი გამრავლება, მაშინ ყველა დადები- 
თი და უარყოფითი რაციონალური რიცხვის სიმრავლე იქნება ჯგუფი. 
ჯგუფს წარმოადგენს აგრეთვე 0 = (1, –– 1) სიმრავლე. 

  

1 აბელი (4ხ6/), ნილს ჰენრიკ (1802 –- 29) –– ნორვეგიელი მეცნიერი, ერთ- ერთი 
გამოჩენილი მათემატიკოსი მე-19 საუკფნისა. 1824 წელს მან გამოაქვეყნა მე-5 ზარის–- 
ხის ზოგადი განტოლების რადიკალებში ამოუხსნადობის დამტკიცება,
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თეორემა 1. ჯგუფის ნებისმიერი იძ ელემენტის მარცხე- 
ნა შებრუნებულით“1 ელემენტი მარჯვენა შებრუნებე- 

ლი ელემენტიცაა. 

დამტკიცება. II და III აქსიომების თანახმად, 

ფთ“ 1ცც-.=(თ“'ი)ფ-1=-6ც-1=-ც-!, 

ახლა თ ეი“ 1=ც-1 ტოლობის ორივე ნაწილი მარცხნიდან გავამრავ- 
ლოთ თ”! ელემენტის მარცხენა შებრუნებულ Xჯ ელემენტზე, გვექნება 

X(CC !ით”!)=X0თ-1=6. : 
ანუ 

00 -1=6. (1.1) 
თეორემა დამტკიცებულია. 

(1.1) ტოლობიდან ჩანს, რომ თ“ 1 ელემენტის მარცხენა შებრუნებულ 

ელემენტს წარმოადგენს თ ელემენტი. 
შედეგი. ჯგუფის მარცხენა6 ერთეული მარჯვე ნა ერ 

თეულიცაა. 

მართლაც, (1.1) ტოლობის ძალით, ჯგუფის ყოველი თ ელემენტისა- 
თვის გვაქვს: · 

ძ06=ძთ“10თ=(0თ“1)ძ=ძთ. 

თეორემა 9. C, ჯგუფის ნებისმიერი იძ. და ხ ელემენტისა– 
თვის განტოლებები იX=ხ და ყძ=ხ ამოხსნადია 0-ში. 

დამტკიცება. ადვილი შესამოწმებელია, რომ მოცემული განტო– 

ლებების ამონახსნებია X=თ“1ხ და ყ=ხი“! ელემენტები, მართლაც, 

0+=0თ(თ 1ხ)=(თთ”!)ხ=6ხ=ხ, 

=(ხი-')თ=ხ(თ-!ძ) =ხ0=-ხ. 

თეორემა დამტკიცებულია. 
ახლა ვაჩვენოთ, რომ 0X=ხ განტოლებას აქვს ერთადერთი ამონახსნი, 

ვთქვათ, მოცემულ განტოლებას აქვს ორი ამონახსნი თ და ჩ,. მაშინ 
ით=ძჩზ. თუ ამ ტოლობის ორივე· ნაწილს. გავამრავლებთ მარცხნიდან 

თ" ელემენტზე, მივიღებთ თ=ჩ- 
ასევე ვაჩვენებთ, რომ Xთ=ხ განტოლებასაც აქვს ერთადერთი ამო– 

ნახსნი. 
აქედან გამომდინარეობს, რომ არსებობს ჯგუფის მხოლოდ ერთი 

ერთეული. მართლაც, ვთქვათ ი6' არის ჯგუფის მეორე ერთე ული. მაშინ 

ყოველი რ ელემენტისათვის გვექნება 
· რიძ=0ძ0, Cძ=ძ, 

ე. ი. 60ძ=6C'ძ. აქედან C“=6.
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დასასრულ დავამტკიცოთ, რომ C ჯგუფის ყოველი თ ელემენტისათ– 
ვის არსებობს ერთადერთი შებრუნებული ელემენტი. ვთქვათ, ძ ელე– 

მენტისათვას გვაქვს ორი შებრუნებული ელემენტი თი-! და ი. მაშინ- 

გვექნება 
ი !ი=0, 0'ძ0=6. 

აქე დან 
ი'ძ=0თ“ !ძ 

და, მაშასადამე, 
ი'=(0ი-!ი)თ-!==თ-1(იი“!)=0თ-16=რთ-!, 

ამრიგად, ყოველი ძი ელემენტისათვის არსებობს მხოლოდ ერთი შებრუ–- 

ნებული 0-! ელემენტი. 
აბელის ჯგუფისათვის მიზანშეწონილია ჯგუფური კომპოზიცია ადი-- 

ტიურად ჩავწეროთ, ე. ი. იხ-ს ნაცვლად ვწეროთ თი-ხ. მაშინ ჯგუფს 

ადიტიური ჯგუფი ანუ მოდული ეწოდება. «მ შემთხვევაში 
ჯგუფის ერთეული აღინიშნება 0 სიმბოლოთი, ვინაიდან, ისე როგორც: 
მთელ რიცხვთა არეში, იგი ხასიათდება თვისებით 

0–+-0=ძ0. 

ადიტიური ჯგუფის თ ელემენტის შებრუნებულ ელემენტს აღნიშნა- 
ვენ –– თ სიმბოლოთი. 

ძ-+L(–-ხ) გამოსახულებას აღნიშნავენ 6-6 სიმბოლოთი, ვინაიდან- 

ეს ელემენტი არის X+ხ=0 განტოლების ამონახსნი: 

0-ხ+ხ=ძ+(–-ხ-+-ხა=0C+0=9ძ. 

ახლა განვსაზღვროთ ჯგუფის რამდენიმე ელემენტის ნამრავლი. 

ვთქვათ, მოცემულია C ჯგუფის ელემენტები თ,, თა, ..., მ. ამ ელე– 
მენტთა ნამრავლს განვსახღვრავთ რეკურენტული ფორმულით 

_-–_______ (1<7). 

თუ გვაქვს ” ერთნაირი თანამამრავლი ძ, მაშინ მათ ნამრავლს ხა–- 

რისხი ეწოდება და აღინიშნება იძ” სიმბოლოთი, კერძოდ, 

ი'=ძ, 031=00, 03=ძ00 და ა. შ. 

ადვილი დასა მტკიცებელია შემდეგი ტოლობათა მართებულობა: 

ი”.ც5 =:091+»ი, (05)? = ირი, (1.2 

ყოველ ჯგუფში შეგვიძლია განვსაზღვროთ ნებისმიერი ძი ელემენტის 
ნულოვანი და უარყოფითი ხარისხები ჩვეულებრივი ფორმულებით 

ცბზ=0, 0-"=(0“ MM, 

სადაც 6 ჯგუფის ერთეულია.
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ადვილი დასამტკიცებელია, რომ (1.2) ტოლობები ძალაში რჩება ნე–- 
ბისმიერი მთელი ხარისხის მაჩვენებლებისათვის. შემდეგ, თუ თ და ხ აბე– 
ლის ჯგუფის ელემენტებია, მაშინ ნებისმიერი მთელი # რიცხვისათვის 
მართებულია ტოლობა 

(თხ) = თხ". 

ადიტიური ჯგუფის თე, თ., ..., ი, ელემენტებისათვის ჯამი განი- 
საზღვრება რეკურენტული ფორმულით 

თ +ძი-+L .. ა რი+ირე,.=(თ+Cთ+ ... +0ძთ,)+ძა. (M <7»). 

თუ გვაქვს ი ერთნაირი თ შესაკრები, მაშინ მათი ჯამი აღინიშნება 

”.თ ან ით სიმბოლოთი. აქ #70 არ უნდა განვიხილოთ როგორც #. რი- 
„-ცხვისა და თ ელემენტის ნამრავლი, ვინაიდან მთელი რიცხვი # შეიძ- 

ლება ჯგუფს არ ეკუთვნოდეს. 
#ICIი)=(”ი)თ (ასოციატიურობის კანონი), 

„0 + MIი=(ი+ი)თ დისტ რიბუტიულობის კანონი). 

ამ ორ კანონს ემატება დისტრიბუტიულობის კიდევ ერთი კანონი: 

MI(Cთ--ხ)ლ=ოძ-Lჩხ. (1.3) 

დავა მტკიცოთ (1.3) ტოლობის მართებულობა. იმ შემთხვევაში, როცა 
5=1, (1.3 ტოლობის მართებულობა ცხადია. ახლა დავუშვათ, რომ 

(1.3) ტოლობა მართებულია მოცემული » რიცხვისათვის. დავამტკიცოთ, 
რომ იგი მართებულია .+1 რიცხვისათვისაც. გვაქვს: 

(ო-L 1)/0-–- ხ)=:M(0-++-ხ)+(Cთ--ხ)=MCთ+#იხ+Lძ+ხ= 

=(00+Cთ)+Cთხ+ხ)=C0-L1)0+(M+1)ნ. 
ამრიგად, (1.3) ტოლობა მართებულია ყოველი მთელი დადებითი ჩ 

“რიცხვისათვის. თუ #=0, მაშინ ვიგულისხმებთ, რომ 

0-ძ=0,“' 

სადაც ტოლობის მარჯვენა ნაწილში 0 აღნიშნავს ადიტიური ჯგუფის ერ- 

თეულს. მაშასადამე, (1.3) ტოლობა მართებულია იმ შემთხვევაშიაც, 
როცა #=0. თუკი ი” უარყოფითია, მაშინ განსაზღვრის თანახმად 

ატომ Mი=C-M)–9) 
და აძირო 

ი(C6+ხ=C- ი)--ი--)=C–ი)ს-თ+C-ი)C-ხ)=ი0+იხ. 
ამგვარად, (1.3) ტოლობის მართებულობა დამტკიცებულია ნებისმიერი 
მთელი # რიცხვისათვის,
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განსაზღვრა 2. 06 ჯგუფის რაიმე დ ქვესიმრავლეს ამ ჯგუფის 

ქვეჯგუფი ეწოდება, თუ თვითონ # წარმოადგენს ჯგუფს იმავე ჯგუფუ– 
რი ოპერაციით, რაც C-ში. 

თეორემა 8. იმისათვის რომ C ჯგუფის არაცარიელი 

# ქვესიმრავლე იყოს C ჯგუფის ქვეჯგუფი, აუცილებე- 
ლია და საკმარისი, რომ დ« სიმრავლის ნებისმიერი ორი 
ძ და ხ ელემენტის ნამრავლიისევ დ სიმრავლეს ეკუე- 
თვნოდეს და «თ სიმრავლის ნებისმიერი თ ელემენტის 
შებრუნებული ძი“! ელემენტი წარმოადგენდეს ჯ« სიმ- 

რავლის ელემენტს. 

დამტკიცება. პირობის აუცილებლობა ცხადია. დავამტკიცოთ პი- 

რობის საკმარისობა. ავიღოთ „ სიმრავლის ნებისმიერი თ ელემენტი, 

პირობის თანახმად, არსებობს თ ელემენტის შებრუნებული ძ-1 ელემენ– 

ტი, რომელიც #-ს ეკუთვნის და, მაშასადამე, 0იი-1=6 წარმოადგენს #« 
სიმრავლის ელემენტს. ამრიგად, # შეიცავს 6 ერთეულს. შემდეგ, რაკი 
ასოციატიურობის აქსიომა ავტომატურად გადადის C-დან წ§-ზე, ამიტომ 

4 წარმოადგენს C ჯგუფის ქვეჯგუფს. თეორემა დამტკიცებულია. 
მაგალითად, C ჯგუფის ქეეჯგუფს წარმოადგენ“ ერთეულოვანი #§ 

ჯგუფი, რომელიც შედგება მხოლოდ 6 ერთეულისაგან. 

§ 9. რბოლი 

, როგორც ცნობილია, არითმეტიკისა და ალგებრის შესწავლის ობიექ– 

ტებია მთელი, რაციონალური, ირაციონალური და კომპლექსური რი- 
ცხვები, მრავალწევრები და რაციონალური ფუნქციები ერთი ან რამდე– 
ნიმე ცელადისა და ა. შ. ამასთანავე პირველ რიგში განიხილება შეკრე- 
ბის, გამოკლების, გამრავლებისა და გაყოფის ოპერაციების თვისებები. 
ზევრ შემთხვევაში ამ ოპერაციების თვისებები სხვადასხვა ობიექტები- 
სათვის ერთი და იგივეა. ამიტომ ბუნებრივია სიდიდეთა ეს არეები გა- 
ვაერთიანოთ ერთი ზოგადი ცნებით და ამ არეებში გამოვიკვლიოთ ოპე– 
რაციათა კანონები ზოგადი სახით. ასეთი აბსტრაქტული სახით ადვილია 
მოცემულ თვისებათა მნიშვნელობისა და ურთიერთდამოკიდებულების 

გამო რკვევა. 
განსაზღვრა ქმ, რგოლი ეწოდება არაცარიელ IM სიმრავლეს, რო- 

მელშიაც. ყოველი ორი თ და ხ ელემენტისათვის ცალსახად განსაზღვრუ– 
ლიაძ4+-ხკაში და ძხ ნამრავლი, რომლებიც # სიმრავლეს ეკუთვნის, ამას– 

ვე ეს ოპერაციები შემდეგ აქსიომებს აკმაყოფილებს:
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I. შეკრების კომუტატიურობა: ი+ხ=ხ-ი. 
I. შეკრების ასოციატიურობა: ი+(--LCთ =(თ-L-ხ)-L0. 

III. 2 სიმრავლის ნებისმიერი იძიდახ ელემენტისათვის 

თ-1LX=ხ განტოლებას აქვს ამონახსნი, ე. ი. არსებობს 
ისეთი ელემენტი 0C/#/2), რომ 06+0C=ხ (შეკრების შექცევა- 

დობა). 

IV–V. გამრავლების ასოციატიურობა: ი(ხC)=(იხ)ი. 

V. გამრავლების დისტრიბუტიულობა შეკრების მი- 
მართ: 

ა) (თ--ხ)ი=ძთC+ხCი, ბ) C(თ+-ხ)=C6ძ-L0ხ. 

თუ გამრავლებისათვის ადგილი აქვს აგრეთვე კომუტატიურობის აქ- 
სიომას ძჩ=ხთ, მაშინ რგოლს კომუტატიური რგოლი ეწოდება. 

ჩვეულებრივი შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციების შემთხვევა- 

ში რგოლებს წარმოადგენს შემდეგი სიმრავლეები: : ' 
1) მთელ რიცხვთა სიმრავლე;. : 

2) რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე; 

ვ) ლუწ რიცხვთა სიმრავლე. 

ყველა დადებითი რაციონალური რიცხვის სიმრავლე რგოლი არაა, 
ვინაიდან არ სრულდება III აქსიომა. 

L, II და III აქსიომები აღნიშნავენ, რომ რგოლის ელემენტები შეად- 
გენენ შეკრების მიმართ აბელის. ჯგუფს. ამ „ჯგუფს უწოდებენ რგოლის 

ადიტიურ ჯგუფს. 
ამრიგად, აბელის ჯგუფისათვის დამტკიცებული თეორემები შეგვიძლია 

გადავიტანოთ რგოლებზე: არსებობს ერთადერთი ნული, ე. ი. ისეთი 0 

ელემენტი, რომელსაც აქვს შემდეგი თვისება: რგოლის“ ყოველი თ ელე– 
მენტისათვის 

0+0=ძ. 

შემდეგ, რგოლის ყოველი თ ელემენტისათვის არსებობს მოპირდაპირე 
ელემენტი ––ძ, ე. ი. ელემენტი, რომელსაც აქვს თვისება: 

_ ძ--2ი=0. 

განტოლებას 0-+LX=ხ აქვს ერთადერთი ამონახსნი ეს ამონახსნია 
X#= --–0თ+ხ. ამ ამონახსნს ეწოდება ნ და თ ელემენტების სხვაობა და 
აღინიშნება ნ–– თ. რადგანაც 0--ხ=0 + C– ხ), ამიტომ სხვაობებისათვის 

ადგილი აქვს მოქმედებათა გადანაცვლების იმავე წესებს, რაც ჯამები- 
სათვის. მაგალითად,
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(0--ხე--–C=I0 +C- ნ0))+(C–Cთ=0იძ-+L((-– ნ) + C– თო)= 
=0ძ-LL(-- 20)+-(--8))ლ–|6+(-–.-2))+(–– ნ)=(0-–– თ) –– ნ. 

ასევე, 
–-(C–-ძთძ=ძ, თ--ძ=0. 

დისტრიბუტიულობის კანონს ადგილი აქვს გამოკლებისათვისაც. მაგა– 
ლითად, . 

ძნ--Cლ=0ხნ-ძი. (2.1) 
მართლაც, 

თძ(ხ–– 0--ი2=0(ხ –– C+C)=0თხ. 

აქედან მიიღება (2.1) ტოლობა. 
კერძოდ, ნებისმიერი ი ელემენტისათვის 

ძ:0=0(ნ –– ხეა=იხ––- იხ=0. 

ამას გარდა, (2.1) ტოლობის თანახმად 

ძ(––ხ)=0(0--ხ)=0-0-–-–ის=--ძიხ, 

(C– ი)·C-–ხ)=–IC- თ)ხ)ლ–-(-– იხ)=0ხნ. 

როგორც ზემოთ დავინახეთ, თუ ე რთ-ე რთი თანამამრავლი 

ნულის ტოლია, მაშინ ნამრავლიც ნულის ტოლია. მაგრამ 
შებრუნებული დასკვნა საზოგადოდ სწორი არაა. შეიძლება მართებული 
იყოს თხ=0 ტოლობა მაშინაც, როდესაც ი#0 და ხ#0. ამ შემთხვევაში 

თ და ხ ელემენტებს ეწოდება ნ ულის გამყოფები; თ-ს ჰქვია ნუ- 
ლის მარცხენა გამყოფი, ხ ელემენტს კი მარჯვენა გამყო- 
ფი. კომუტატიურ რგოლებში ორივე ეს ცნება ერთმანეთს ემთხვევა. 
მიზანშეწონილია, რომ თვითონ ნული ჩავთვალოთ ნულის გამყოფად. 

ამრიგად, თ ელემენტს ჰქვია ნულის მარცხენა გამყოფი, თუ 
არსებობს ნულისაგან განსხვავებული ისეთი ხ ელემენტი, რომ 0ხ=-60. 

განსაზღვრა 4. თუ რგოლში არ არის ნულის გამყოფები, გარდა 

თვით” ნულისა, ე. ი. იხ=0 ტოლობიდან ყოველთვის გამომდინარეობს, 

რომ ან ძ=0 ან ხ=0, მაშინ ასეთ რგოლს ეწოდება რგოლი ნულის 
არაგამყოფებით. ამას გარდა, თუ რგოლი კომუტატიურია, მა- 
შინ რგოლს ერთიანობის არე ჰქვია, 

თეორემა 4, თუ თ, ნ, C კომუტატიური # რგოლის ელე- 
მენტებია, მაშინ იხ=ძი ტოლობიდან გამომდინარეობს 
ხ=ი ტოლობა, როცა ძ არ წარმოადგენს ნულის გამ- 
ყოფს და 0#0.
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დამტკიცება.:.0ხ=ძ060 ტოლობიდან გამომდინარეობს. ძხ-– 00=0. 
აქედან ძ(ხ––ი)=0. მაგრამ რაკი თ არ არის ნულის , გამყოფი და ძ+0, 

ამიტომ ხ--6=0, ე. ი. ხ=0. 
თეორემა წ. ნებისმიერიკომუტატიური რ გოლისათვის. 

ელემენტთა სხვაობას აქვს შემდეგი თვისებები: 
· 1 ძი–-–-ხ=C--ძ ტოლობა მართებულია მაშინ და მხო– 
ლოდ მაშინ, როდესაც 0თ+9ძ-=-ხ+-%; 

2) (2--ხ)+(C-–ძ)=(0 -L თო –– (ხ+ძ); 

3) (2-–-ნ0)--– C-ძიძი=(ლ( +ძი)-- 6+0; 

4) (ძ-–-ხXIC–-– ძა=(ძ0+ხძ) ––(იძ-+ხით. 

დამტკიცება. ვთქვათ, . მართებულია ტოლობა 

60--ხ=06–-ძ. 

ამ ტოლობის“ ორივე ნაწილს მივუმატოთ ხ-Lძ, გვექნება 

C6--ხ)+C6+ძ)=(-- ძიძ+(6+თ). 
აქედან ვღებულობთ ი+-ძ=წ6+0. ამით პირობის აუცილებლობა დამტკი– 

ცებულია. 
ახლა ვთქვათ, რომ ადგილი აქვს ტოლობას 

ძ+ძ=ხ+0. 

ამ ტოლობის ორივე ნაწილს მივუმატოთ (–- ნ)+(-–-ძ), გვექნება 

(ი+ძ)+IC-)ს+C-თ)=(6+თ+IC- 0)+C–- ძ).? 
აქედან 0X-––ხ=6––ძ. პირობის საკმარისობაც დამტკიცებულია. 

დანარჩენი ტოლობების მართებულობა ანალოგიურად მტკიცდება. 
თეორემა 6. თუ რგოლს აქვს ერთდროულად მარცხენა 

და მარჯვენა ერთეულები 6 და «4 მაშინ ეს ორივე ერ- 

თე ული ერთმანეთის ტოლია. 
დამტკიცება. პირობის ძალით, რგოლის ნებისმიერი ჯX ელემენ– 

ტისათვის გვაქვს 
6X=X XC =X. 

აქედან 02X=XCV. თუ X=6, გვექნება 66=4%”', ე. ი. 6=46'. თეორემა დამ– 

ტკიცებულია. 
განს აზღვრა წ. ვთქვათ, ძ არის რგოლის ნებისმიერი ელემენტი, 

6 კი რგოლის მარცხენა ერთეულია, თ ელემენტის მარცხენა შებრუნე- 

ბული ელემენტი ეწოდება ისეთ ი ” ელემენტს, რომელიც აკმაყოფი–
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ლებს ტოლობას ძც10= მრ, ხოლო 6 ელემენტის მარჯვენა შებრუნებუ-- 

ლი ელემენტი –– ისეთ 9თ ელემენტს,, რომლისთვისაც მართებულია· 

ტოლობა 00-1= =6. 

თეორემა 7. “თუ რგოლს აქვს ერთეული #6 ელემენტი: 
და არსებობს ამ რგოლის #ძ ელემენტის როგორც მარ– 

ჯვენა, ისე მარცხენა შებრუნებული ელემენტები «ე; 

და ი-ს მაშინ თ. = ძი. 
ი. (C ე“ 

დამტკიცება. გვაქვს: 

–)ე)ი- 1 0ძე რე “მიე (90,)= (99%) =0თ. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

ამრიგად, თუ რგოლის თი ელემენტს აქვს როგორც მარცხენა, ისე 
მარჯვენა შებრუნებული ელემენტი, მაშინ ისინი ტოლია, ამასთანავე 

ასეთი ელემენტი იქნება ერთადერთი. ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ თ 
ელემენტს აქვს შებრუნებული ელემენტი და ამ ელემენტს აღნიშნავენ 

ძი“! სიმბოლოთი. 
გამრავლების ასოციატიურობის აქსიომის თანახმად # რგოლის ყოვე– 

ლი თ ელემენტისათვის მეგვიძლია განვსაზღვროთ ი" ხარისხი, სადაც 

#-- ნებისმიერი ნატურალური რიცხვია, ამასთანავე მართებულია შემ-. 

დეგი დოლობებთ –“.” ით» 

კომუტატიური I რგოლის ნებისმიერი თ და ხ ელემენტისათვის. 

გვაქვს: 
(იხ)1=05ხ". (2.3). 

თუ # რგოლში არსებობს ერთეული და რგოლის # ელემენტს აქვს 
შებრუნებული ელემენტი, მაშინ შეგვიძლია შემოვიღოთ 0 ელემენტის 

ნულოვანი და უარყოფითი ხარისხები, ამასთანავე (2.2) და (2.3) წესები 
იქნება შენარჩუნებული. 

#L რგოლის ნებისმიერი თ ელემენტისათვის შეგვიძლია განვსაზლვ-- 
როთ #.·თ ჯერადი: 

”-ჯერ 

M-0=0+0თ-+... +ძ 
ამასთანავე გვექნება: 

MI0--7Iღ0X=(/7+)ი, #MI.I0=7/11-0, | 

MI(თ-+--ნ)=060+ჩხ, #.თხ=00-ხ=ძ-იხ. (2.4)
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თუ ვიგულისხმებთ 
(–-M)ძ=–---იძ, 

მაშინ (2.4) წესები ძალამი რჩება ნებისმიერი მთელი /I და # რიცხვე- 

ბისათვის. 
შევნიშნოთ, რომ #-.0 არ წარმოადგენს რგოლის ორი ელემენტის 

ნამრავლს, ვინაიდან, სახოგადოდ, # არ არის რგოლის ელემენტი. 

განსაზღვრა 6. /2 რგოლის // ქვესიმრავლეს ქვერგოლი ეწოდე– 
ბა, თუ თვითონ M წარმოადგენ რგოლს შეკრებისა და გამრავლების 
იმავე ოპერაციებით, რომლებიც განსახღვრულია # რგოლში. 

მაგალითად, ლუწ რიცხვთა რგოლი წარმოადგენს მთელ რიცხვთა 
რგოლის ქვერგოლს, ხოლო მთელ რიცხვთა რგოლი რაციონალურ 

რიცხვთა რგოლის ქვერგოლია. 

თეორემა 8. # რგოლის M ქვესიმრავლე მაშინ და მხო– 
ლოდ მაშინ წარმოადგენს ქვერგოლს, როდესაც #M სიმ- 
რავლის ნებისმიერი ორი ელემენტის ჯამი, სხვაობა 
და ნამრავლი კვლავ M სიმრაელეს ეკუთვნის. 

დამტკიცება, ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, 
M არის II რგოლის ქვერგოლი. მაშინ #V სიმრავლეში შეკრება ემთხვე– 
ვა შეკრებას /?-ში. მაგრამ შებრუნებული ოპერაციის ერთადერთობი- 
დან გამომდინარეობს, რომ გამოკლებაც / სიმრავლეში ემთხვევა გამოკ- 

ლებას /2-ში, ამიტომ // სიმრავლის ორი ნებისმიერი ელემენტის ჯამი, 

სხვაობა და ნამრავლი ისევ /M სიმრავლეს ეკუთვნის. ' 
ახლა დავამტკიცოთ. პირობის „საკმარისობა. ვთქვათ, M სიმრავლის 

ნებისმიერი ორი ელემენტის ჯამი, სხვაობა და ნამრავლი, განსახღვრუ–- 
ლი /#-ში, ისევ #M სიმრავლეს ეკუთვნის. მაშინ ეს ჯამი და ნამრავლი 

შეგვიძლია მივიღოთ შეკრებისა და გამრავლების შედეგად /ქ სიმრავლე- 
ში. ამით M#-ში განსახღვრულია შეკრება და გამრაელება. I, II, IV და 
V აქსიომები ავტომატურად გადაიტანება #-დან მის ნებისმიერ ქვესიმ- 
რავლეზე, და მაშასადამე, ეს აქსიომები შესრულებული იქნება M-ში. 

ავიღოთ M სიმრავლეში ნებისმიერი თ და ხ ელემენტი. მაშინ ნ-– ძ=-C 
ელემენტი აგრეთვე M სიმრავლეს ეკუთვნის, მაგრამ #-ში სხვაო- 
ბის თვისების თანახმად გვაქვს 

ით+(ხნ--ი)=ხ, ანუ თ--6=ხ. 

ამრიგად, M სიმრავლის. ნებისმიერი ორი თ და ხ ელემენტისათვის თ-+X== 
=ხ განტოლებას აქვს ამონახსნი V-ში, ე. ი. შესრულებულია III აქსიო– 

მაც და, მაშასადამე, M წარმოადგენს რგოლს, თეორემა დამტკიცებულია.
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609. შელი 

განვიხილოთ მთელ რიცხვთა რგოლი. თუ ავიღებთ ამ რგოლის ნე- 

ბისმიერ ორ თ და ხ ელემენტს, მაშინ იX=ხ განტოლება, საზოგადოდ, 
ამოხსნადი არაა, ე. ი., გამრავლების ოპერაციის შებრუნებული ოპერა- 

ცია (გაყოფის ოპერაცია), საზოგადოდ, ვერ ხორციელდება მთელ რი- 

ცხვთა რგოლში, რაციონალურ რიცხვთა რგოლში გაყოფა ყოველთვის 

შესაძლებელია, გარდა ნულზე გაყოფისა. იმისათვის, რომ შევისწავლოთ 
გამრავლების ოპერაციის შებრუნებული ოპერაციის თვისებები, შემო– 

ვიღოთ · 

განსაზღვრა 7. ველი ეწოდება კომუტატიურ / რგოლს, რომე– 
ლიც შეიცავს ნულისაგან განსხვავებულ ერთ ელემენტს მაინც და ამ 
რგოლის ნებისმიერი ორი 06 და ხ ელემენტისათვის, სადაც თ#0, ამოხს– 

ნადია 0X=ხ განტოლება, ველს უწოდებენ აგრეთვე რაციონალობის არეს. 
თეორემა 9.7 ველში არსებობს ერთეული, 

დამტკიცება. განმიხილოთ განტოლება X0ო=ძ, სადაც თ არის # 
ველის ნულისაგან განსხვავებული რომელიმე ელემენტი. ამ განტოლების 

ამონახსნი აღვნიშნოთ 6 ასოთი. ახლა ავიღოთ # ველის ნებისმიერი ხ 

ელემენტი და აღვნიშნოთ 0 ასოთი 0X=ხ განტოლების ამონახსნი. მაშინ 

გვექნება 
6ხ=0(ძ0)=ძ0=ხ. 

ამით დამტკიცებულია ერთეულის არსებობა. 
ამ თეორემიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ X გველის ნების– 

მიერი ძ ელემენტისათვის არსებობს შებრუნებული ი! ელემენტი. 

თეორემა 10. ველს არ აქვს ნულის გამყო ფი. 

დამტკიცება. ვთქვათ, ძ და ხ არის ველის ელემენტები და იხ= 
=0., დასამტკიცებელია, რომ ან 0=290, ან ხ=-0. თუ ძ%-20, მაშინ _გავამ– 

რავლოთ თხ=0 ტოლობის ორივე ნაწილი 0“! ელემენტზე, გვექნება 
ძ-1იხ=0, ე. ი. 6ხ=ხ=0. ამრიგად, ველი წარმოადგენს რგოლს ნულის 
არაგამყოფებით. ! 

თეორემა 11, თუ 0 და ხ არის # ველის ნებისმიერი ელე- 

მენტები, ამასთანავე 0#0, მაშინ ი«L=ხ განტოლებას აქვს 
”ერთადერთი ამონახსნი. 

დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემულ განტოლებას აქვს ორი ამონახ– 
სნი X და X, მაშინ 0X=0იX'. თუ მიღებული ტოლობის ორივე ნაწილს 

გავა რავლებთ ი“' ელემენტზე, გვექნება X=X. თეორემა დამტკიცე–
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ცხადია, რომ იX=ხ და Xთ=ხ განტოლებას აქვს ერთი და იგივვ 
ამონახსნი X=0-1ხ=ხძ“!. 

ძ“1ხ ან ხთ-1 გამოსახულების ნაცვლად წერენ ს და მას ნ და თ ელე- 

მენტების ფარდობა ეწოდება. 

ველის ნულისაგან განსხვავებული ელემენტები შეადგენენ გამრავლე– 
ბის მიმართ ჯგუფს, რომელსაც მ ულტიპლიკატური ჯგუფი ეწო- 

დება. : 
ამრიგად, ველი აერთიანებს ორ ჯგუფს: მულტიპლიკატურსა და ადი- 

ტიურს. ეს ჯგუფები დაკავშირებულია ერთმანეთთან დისტრიბუტიულო- 
ბის აქსიომით. 

რაციონალური რიცხვები, ნამდვილი რიცხვები, კომპლექსური რი- 

ცხვები ველებს შეადგენენ. 
ნებისმიერი ველის ელემენტების ფარდობისათვის ძალაშია ოპერა- 

ციათა იგივე წესები, რაც ჩვეულებრივი წილადებისათვის, ე. ი. მართე– 

ბულია 

თეორემა 19. თუ ხ#0 და ძ#0, მაშინ: 1) +-= = ტოლო- 

ბას ადგილი აქეს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 

ძძ=ხი; 

_ იძძ+ხC C იC 

ძ ხძ 
  

ძი 

2) --+> ა)3 -– . C 
ხ ძ ხძ 

დამტკიცება, დავუშვათ, რომ “-= + და ამ ტოლობის ორივე. 

ნაწილი გავამრავლოთ ნწძ-ზე, გვექნება ი/- -%. 
პირიქით, ვთქვათ; მოცემულია ძძ=ხი ტოლობა. შემოვიღოთ აღნიშ- 

გვნები =+ ყ= --. აქედან გვაქვს ხX=თძ, ძყ=0, ანუ ხძX=0ძ, 

ხძყ=ხი. რაკი ი/- ხი, ამიტომ ხძX=ხძყ, საიდანაც მე-4 თეორემის თა– 
თ 

ნახმად, გვექნება X=ყ, ე. ი. =>. 
ხ. 

ანალოგიურად მტკიცდება 2) და 3) ტოლობათა მართებულობა. 

შედეგი. თუ §#0, C#0 და ძ#0, მაშინ 

ძი _C 
ხ ძ 

იძ 
+ (3.1) 

მართლაც, აღვნიშნოთ X-ით 2 ელემენტი. მაშინ გვექნება 
2
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C, 4 8-2 
ხ 

= _ თ, ი 
ძ 0 ძ 

(1 
–- = ჯ. 

ხ ლთ ი 

_ი. 
ძ 

ძძ 

ხი 
ამრიგად, +<-X= -> განტოლების ამონახსნია , ე. ი, მართებულია 

(3.1) ტოლობა. . 

ადვილი დასამტკიცებელია, რომ I ველის ნებისმიერი ელემენტების 

+ ფარდობანი შეადგენს #7 ველს. ამ ველს # ველის ფარდობათა 
ველი ეწოდება, 

განსაზვრა 8. თუ თ ველის რაიმე ელემენტია, ხოლო /#! და / 

ნატურალური რიცხვებია, მაშინ +-თ სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ველის 

L- ელემენტს, ხოლო + 6 ელემენტს ვუწოდებთ ველის რაციო- 

ნალურ ელემენტს. 
თუ ძ დღა ხ ველის ნებისმიერი ელემენტებია, # კი ნებისმიერი 

ნატურალური რიცხვია, მაშინ ადვილად დავამტკიცებთ ნიუტონის ბინო- 

მის ფორმულას: 

(თ-Lხ)1=05-LII60"-1ხ + #80- 1) ეი-ბებ L... 1 
1.2 

+-%-0::0:-#+6:1) გენასნნა..4ხ. 

§ 4. იზომორფშფიზმი. 

ვთქვათ, მოცემულია რაიმე ორი # დი #' სიმრავლე და ვიგულის- 

ხმოთ, რომ ყოველ მათგანში განსაზღვრულია მიმართებანი ელემენტებს 
შორის. მაგალითად,” M «და M' შეიძლება იყოს ჯგუფები, ხოლო მიმარ- 

თებებს წარმოადგენდეს თხ=C ტოლობები, ანდა მოცემული სიმრავლეე– 
ბი იყოს დალაგებული და განსახილავ მიმართებებს წარმოადგენდეს 

უტოლობები 6>წხ. 
თუ ეს სიმრავლეები შეგვიძლიდთ აურთიერთცალსახად გადავსახოთ 

ერთმანეთზე ისე, რომ მათში განსახღვრული მიმართებანი არ ირღვევა 
გადასახვისას, ე. ი. თუ M# სიმრავლის ყოველ თ ელემენტს ურთიერთ- 

ცალსახად შეესაბამება /' სიმრავლის თ' ელემენტი ისე, რომ მიმართე– 

ბებს, რომლებიც არსებობს / სიმრავლის თ, ხ,....-· ელემენტებს შორის, 

ადგილი აქვს აგრეთვე შესაბამის ძი”, ხ'-·- ელემენტებს შორისაც და პი. 
რიქით, მაშინ /MV და M' სიმრავლეებს ეწოდება იზო მორფული გან- 
სახილავი მიმართებათა მიმართ და წერენ M=>V'. თვით ამ ურთიერთ-
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ცალსახა შესაბამისობას #M და M' ელემენტებს მორის, რომელიც ინარ- 
ჩუნებს ამ სიმრავლეებში განსახღვრულ მიმართებებს, იზომორ ფიზ- 

მი ეწოდება. 
მაგალითად, შეიძლება ლაპარაკი იხომორფულ ჯგუფებზე, მსგავსად 

დალაგებულ სიმრავლეებზე და ა, შ. ' 
თუ M სიმრავლე #” სიმრავლის იზომორფულია, მაშინ /, სიმრავ- 

ლეს M სიმრავლის იზომო რფული სახე ეწოდება. 
იზომორფიზმის ცნებას შემდეგი სამი ძირითადი თვისება აქვს: 

ა) M=M (რე ფლექსურობა) 

ბ) თუ M=M' მაშინ M'=M (სიმეტრიულობა)! 
გ) თ უ MC=>/' და M'ლ=V", მაშინ M=#M“" (ტრანზიტულობა). 

განსაზღვრა 9. I ველს L” ველის იხომორფული ეწოდება, თუ 
არსებობს ისეთი ურთიერთცალსახა გადასახვა I სიმრავლისა #” სიმრავ- 
ლეზე, რომ 7#2-ის ნებისმიერი ელემენტების ჯამსა და ნამრავლს შეესა–- 
ბამება #' სიმრავლის შესატყვისი ელემენტების ჯამი და ნამრავლი. 

დავამტკიცოთ, რომ ეს განსახღვრა წარმოადგენს ' იზომორფიზმის 
ზემოთ მოყვანილი ზოგადი განსაზღვრის კერძო შემთხვევას. ამისათვის 

ვაჩვენოთ, რომ შექცეული გადასახვა I სიმრავლისა /2 სიმრავლეზე 

ინარჩუნებს ჯამსა და ნამრავლს. ვთქვათ, #'-ში გვაქვს თ'+-ხ'=Cთ, თ'ხ'= 
=4« და შექცეული გადასახვისას თძ', ხ', C, ძ' ელემენტების შესატყვისი 
ელემენტებია #-დან თ, ხ, 0, ძ. დასამტკიცებელია, რომ თ--ხ=C, ძხ=ძ. 
თუ თ+ხ=0"#0, მაშინ მე-9 განსაზღვრის თანახმად გვექნება თ” -+ხ'= 
=6#C, რაც ეწინააღმდეგება #”-ში ჯამის ოპე რაციის ცალსახობას, მა- 
შასადამე, ძი+ხ=0. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ თხ=ძ. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, 

0ხ=ძ"#ძ. მაშინ მე-– განსაზღვრის თანახმად „გვექნება ით'ხ'=97#ძ', 
რაც ეწინააღმდეგება #M ველში გამრავლების ოპერაციის ცალსახობას. 
ამიტომ ძხ=ძ, თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 18. თუ # და #' სიმრავლეებში განსაზღვრუ- 
ლია შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციებიდა /2C=V, 
ა მასთანავე# წარმოადგენს ველს, მაშინ #' სიმრავლეც 
იქნება ველი, ე. ი. ველის იზომორფული სახე კვლავ 
ველია. 

დამტკიცება, ავიღოთ #"' სიმრავლის ' ხ. " მენტები. ტავამტკიცოთ რომ ვლ წეზისმიერი თ", ხ', C ელე– 

თ('+C)=თხ'+ძ“.
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აომვათ, ი, ხ, C არის შესაბამისად თ”, ხ, თ ელემენტების პირველსა- 
ეები. რადგანაც # არის რგოლი, ამიტომ 

|! თ(ხ+-C)=–თხ-L0ძ0. 

იზომორფულობის გამო, აქედან გამომდინარეობს, რომ 

თ (-'-+C)=თხ+თ“'. 

ასევე მტკიცდება ასოციატიურობისა და კომუტატიურობის კანონები. 

ახლა დავამტკიცოთ ი'+-X'=ხ' განტოლების ამოხსნადობა. ვთქვათ, თ 
და ხ არის შესაბამისად თ' და ს! ელემენტების პირველსახეები. განვიხი– 

ლოთ განტოლება 0+X=ხ. ეს განტოლება ამოხსნადია ღა, მაშასადამე, 
ამოხსნადი იქნება თ'-L#'=ხ' განტოლებაც. 

ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ # ველის წულ ელემენტს შეესა– 
ბამება # სიმრავლეში ნული ელემენტი და ერთეულ ელემენტს -- 
ერთეული ელემენტი. I ველის თ ელემენტის მოპირდაპირე –– თ ელე- 
მენტს შეესაბამება ” სიმრავლის შესატყვისი ი” ელემენტის მოპირდა– 

პირე –– «“ ელემენტი. ამას გარდა, თ'X"=ჩ” განტოლება ამოხსნადია, თუ 
ი'#0. მამასადამე, #' წარმოადგენს ველს და ამით თეორემა დამტკი–- 

ცებულია. 

§ წ. ბანლაგებული ველები 

მათემათიკამი უმნიშვნელოვანეს როლს თამაშობს რიცხვთა სიმრავ- 
ლეები, სადაც ერთდროულად არსებობს რიგის და ოპერაციათა მიმარ- 

თებანი. ჩვენ: განვიხილავთ დალაგებულ ველებს, სადაც მიზანშეწონილად 
შემოვიყვანთ კავშირს რიგსა და ოპერაციებს შორის. ველში რიგის მი- 

მართებასთან დაკავშირებულია ელემენტთა დადებითობის, უარყოფითო- 

ბისა და ელემენტის აბსოლუტური სიდიდის ცნებები. 

ოპერაციათა არსებობა საშუალებას გვაძლევს რამდენადმე გავამარ– 
ტივოთ რიგის შემოღება ველში. თურმე საკმარისია მოცემულ იქნეს 

· ყველა ელემენტის რიგი ნულის მიმართ. შემდეგ, რიცხვთა ჩვეულებრი– 

VMვი თვისებების შენარჩუნებისათვის საჭიროა დამატებითი პირობების და– 
დება რიგის კავშირზე ოპერაციებთან, 

განსაზღვრა 10. რაიმე .X ველს განლაგებული ველი ეწო–- 
დება, თუ ველის ელემენტებისათვის განსაზღვრულია თვისება იყოს და–- 
დებითი, რომელიც შემდეგ აქსიომებს აკმაყოფილებს: 

1) # სიმრავლის ყოველი ძ ელემენტისათვის მართებულია ერთი 
და მხოლოდ ერთი შემდეგი სამი დამოკიდებულებიდან: ძ=90, ძ დადე– 
ბითია, ––- თ დადებითია.
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2) თუ თ და ხ დადებითია, მაშინ თC+ხ და ძხ აგრეთვე დადებითია. 

თუ -–- თ დადებითია, მაშინ «> ელემენტს უა რყო ფითი ელემენ- 

ტი ეწოდება. 

ახლა ავიღოთ X ველის ნებისმიერი ორი თ და ხ“ ელემენტი. თუ 

ძთ-–- ხ დადებითია, მაშინ დავწეროთ თ>ხ (სიტყვიერად: თ მეტია ხ-ზე), 

თუკი 0-–– ხ უარყოფითია, მაშინ ძ<ხ (სიტყვიერად: თ ნაკლებია ხ-ზე). 
ამ შემთხვევაში X ველის ორი ნებისმიერი ელემენტის შედარება შეიძ- 

ლება მათი სიდიდეთა მიხედვით. ცხადია, თუ თ>ხ, მაშინ ხ<თ. 

თეორემა 14, ყოველი განლაგებული M# ველი დალაგე- 
ბულსიმრავლეს წარმოადგენს, ამასთანავე ნული იქ- 

ნ ება ნაკლები ყოველ დადებით და "მეტი ყოველ უარ- 
ყოფით ელემენტზე. 

დამტკიცება. ვთქვათ, ძ და ხ არის # ველის ნებისმიერი ორი 

ელემენტი, თუ თ –ხ=0, მაშინ ძ=ხ, თუკი თ––ხ დადებითია, მაშინ 
თ>ხ, ხოლო როცა 0C-- ხ უარყოფითია, მაშინ თ<ხ. მაშასადამე, 1) აქ–- 

სიომის თანახმად ადგილი ექნება მხოლოდ ერთ-ერთს შემდეგი სამი 

დამოკიდებულებიდან: ძ=ხ, თძ<ხ, თ>ხ. შემდეგ, თუ თ>ხ და ხ>0, 
მამინ თ––ხ და ხ-–C დადებითი ელემენტებია და 2) აქსიომის თანახ- 

მად დადებითი იქნება აგრეთვე (თ--ხ)+6-–- თი ელემენტიც. მაგრამ 
(თ--ხ)+ხ–C0=0–-. 

მაშასადამე, თ>0. ამრიგად # სიმრავლე დალაგებულია. 
თუ ძ დადებითია, მაშინ თ2-–-0=0 ტოლობიდან გამომდინარეობს, 

რომ ი>0. თუკი ძი უარყოფითია, მაშინ 0-–-თ=-–-– თ დადებითია და 

ამიტომ 0>ძ ანუ <0. თეორემა დამტკიცებულია. 

ეს თეორემა გვიჩვენებს, რომ 1) და 2) აქსიომები საკმარისია იმი- 
სათვის, რომ MX ველში შემოვიღოთ რიგის ცნება. 

თეორემა 15, განლაგებული # ველის ნებისმიერი თ, ხ, 

C ელემენტებისათვის მართებულია შემდეგი თვისე- 
ბები: 

1. «>ხ, ძ=ხ, ძ<ხ დამოკიდებულებებიდან გამომდინა- 

რეობს შესაბამისად დამოკიდებულებები ძ+0 >ხ+0C 

ძ+0ი=ხ+0, თ+C<ხ+0. 

2. თუ 2>0, მაშინ ძ>ხ, ძი=ხ, ი<ხ დამოკიდებულებე- 
ბიდანვღებულობთ შესაბამისად დამოკიდებულებებს 

ძი>ხC, ძი=ხი, ძი<ხ0, ხოლო, თუ 6<0, მაშინ გვექნება შე- 
საბამისად ძ0<ხ0, თძC=ხ0, 0C>ხ0ლ დამოკიდებულებანი.



დამტკიცება. როცა .0>ხ, გვაქვს: 

(თ+0-––(66+თ=9ი-- ხ>0. 
მაშასადამე, თ-C>ხ+ი. თუ ძ=ხ, მაშინ ძი=ხი, ვინაიდან 

ძ6 -–– ხ-=(0-––- ხ)02=0-0=0. | 

თუ ძ<ხ, მაშინ ხ>4% და, მაშასადამე, ნ+0>თ-ი, ე. ი. ი+2<წ-LC. 
ახლა ვთქვათ, C>0, 4>ხ. აქედან 0-––ხ>0 და 2) აქსიომის თანახ– 

მად (თძ––ხ)2>0, ე. ი. იძი2–– ხC>0. საიდანაც ძი>ხ0. თუკი C<0, ძი>ხ, 

მაშინ –– C>0. მაშასადამე, 

ხი–– იი=(ხნ-–– ძეაძ=L-(ხ--–ძი)):-(–<C–)=(თ––ხ)-–– 0 >9. 

აქედან ხ6>ძ00, ე. ი. ძი<ხ0ი. 
თუ C>0 და ძ<ხ, მაშინ ხ–-0>0 და 2) აქსიომის . თანახმად, 

(ხ–– თC>0. მაშასადამე; 

ხი-––- ძძ=(ხ –– ძე)->9. 

საიდანაც ვღებულობთ ხ8C>ძთ0, ე. ი. ძი<ხი. 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ, თუ C<0 დათ<ხ, მაშინ ძ6> ხი. ამას 
გარდა, თუ C<0 და ძ=ხ, გვექნება ძ0=ხ0, თეორემა დამტკიცებულია. 

მართებულია აგრეთვე შებრუნებული 

თეორემა 16. განლაგებული # ველის ნებისმიერი თ, ნ, 

2 ელემენტებისათვის მართებულია შემდეგი თვისე– 

ბები: 

1.- ი+0C>ხ-+0ი, ი+6C=ხ-+ი0, .ი-+-ი<ხ+0ი დამოკიდებულებე- 
ბიდან გამომდინარეობს შესაბამისად დამოკიდებე- 

ლებანი 
ი>ხ, ძ=ხ, 0.<ხ. 

2.მ იი> ხი, ი-=ხ0, ძი<ხი დამოკიდებულებიდან გამომ- 
დინარეობს შესაბამისად დამოკიდებულებანი თ>ნხ, 

ძ=ხ, თ<ხ, თუ 2>0 და დამოკიდებულებანი თძი<ხ, ძ=ხ, 

2ი>ხ, როდესაც 6<0. 
დამტკიცება. ვთქვათ, C+2>ხ+ 60. დავამტკიცოთ, რომ ძ>ჩ. 

დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ ხ>ძ. მაშინ მე-15 თეორემის თანახ–- 
მად გვექნება ხ+C>0ძ+0, რაც. პირობას ეწინააღმდეგება. მაშახადამე, 

4>0. 

” ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ თუ 0+6=ხ-+C, მაშინ ძ=ხ. ასევე, 

9+2<ხ+2 უტოლობიდან გამომდინარეობს უტოლობა ძ<ხ,
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ახლა დავამტკიცოთ, რომ ძთძ-2=ხC ტოლობიდან გამომდინარეობს ტო- 

ლობა ძ=ხ, როდესაც 0#0. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქეათ თნ. 

მაშინ მე-15 თეორემის თანახმად 0C#ხ0, რაც პირობას ეწინააღმდეგება 

და ამიტომ ძ=ხ. 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ, თუ 0C>ხC და C>0, მაშინ თ> ხ, ხო– 
ლო, თუ ძC>ხC და C<0, გვექნება ი<ხ. თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ თ, ხ, 6, ძ განლაგებული ველის ელემენტე– 
ბია და ით--ხ>6C-- 9, ან ი–––ხ<C-–ძ, მაშინ ი+ძ>ხ+9ი ან ძ- 

+ძ<ხ+LC. ასევე, თუ-->->- ან “<-- და ხი>0, მაშინ 

0იძ>ხC ანძხ<ხ0 და პირიქით. | 
თეორემა 17. ვთქვათ, თ, ხ, 0, ძ განლაგებული ველის 

ელემენტებია. თუ ი>ხ და C>ძ, მაშინ ი+C>ხ+ძ, ხოლო, 

როდესაც ძ, ხ, ილ, ძ ელემენტები ყველა დადებითია, მა- 
შინ ძი>ხძ; თუკი ყველა ელემენტი უარყოფითია, მაშინ 

ძი<ნხძ. 
ამ თეორემის დამტკიცებას მკითხველს ვანდობთ. 

განსაზღვ რა 11, განლაგებული # ველის რაიმე 0 თ ელემენტის 
აბსოლუტური სიდიდე |თ|) ეწოდება ძ და –– ი ელემენტებს შორის არა– 

უარყოფით ელემენტს. ამრივად, 

, («CI 
ცხადია, რომ |--– თI=| CI. 

დავამტკიცოთ განლაგებული ველის ელემენტების აბსოლუტურ მნიშ- 

ვნელობათა შესახებ რამდენიმე თეორემა. 
თეორემა 18. თუ ძი და 6 განლაგებული XL ველის ელე– 

მენტებია, ამასთან 6>0, მაშინ უტოლობები |თ|I<6 და 
–8<ძ<8 ერთმანეთის ტოლფასია. 

დამტკიცება. ეთქვათ, 

ძ, როცა თ>90, 

–ძ, როცა 0<0. 

|თ|=6. (5.1) 

თუ 0>90, მაშინ |თI=თ და ამიტომ თ=§, ხოლო როდესაც ი<0, მაშინ. 

· |თ6=–-ძ=<6. აქედან –– 8<ძ, ამრიგად, თუ მართებულია (5.1) უტო- 
ლობა, მაშინ · 

–სა=ძთ=ც8. (5.2) 

თუ (5.1) დამოკიდებულებაში ტოლობას აქვს ადგილი, მაშინ ან ძ=> 

=-–-6 ან ძ=6 და (5.2) თანაფარდობა ასე გადმოიწერება: 

–- გნ=თ<6 ან –– 6<ძ=ყ%.
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ახლა ვთქვათ, რომ მართებულია (5.2) დამოკიდებულება. თუ ძ>90, 
გვაქვს |თ|=0ძ0 და თ<86 უტოლობა გვაძლევს |თI=6. თუ 9<0, მაშინ 

Iთი=-–-ძ და –8=8 უტოლობა გვაძლევს 8§>-–-ძ=|Iძ|). ამრიგად, 
(5.2) დამოკიდებულებიდან გამომდინარეობს (5.1) უტოლობა. თეორემა 
დამტკიცებულია. 

თეორემა 19. განლაგებული ველის ნებისმიერი ძელე- 
მენტისათვის გვაქვს 

– |0|I=0= |CI. (5.3). 
დამტკიცება. თუ 0=90, მაშინ | თ|=0 და –– | 2I=0 და ამიტომ მარ– 

თებულია (5.3) დამოკიდებულება.:თუ ძ>0, მაშინ 10I=0 და ––|თ|<თ, 
ამ შემთხვევაშიაც ადგილი აქვს (5.3) დამოკიდებულებას. თუკი ძ<0, 
მაშინ |თI=-–-ძ>0 და ამიტომ ––|თI=0<I1C0|I. თეორემა დამტკიცებუ– 

ლია, 
თეორემა 90, განლაგებული ველის რამდენიმე ელემენ- 

ტის ჯამის აბსოლუტური სიდიდე ნაკლებია ან ტოლი 

შესაკრებ ელემენტთა აბსოლუტურ სიდიდეთა ჯამისა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, განლაგებული ველის ელემენტებია თ, 
ძე, .. „. უნდა დავამტკიცოთ, რომ 

|თ-–+-თ-+ · · ·+ძე |=|0ძ! I+Iთ-I+ · · ·+|თაI. (5.4). 

მე-19 თეორემის ძალით, 

–I|თ|=0.=|თა., –-|თ|=თ=|თა.ს..., –-|ძაI<ძე<|ძ, |. 

ეს უტოლობები წევრ-წევრად შევკრიბოთ, გვექნება 

–(თ)+|თI+.. -+Iძა))=<თ.+ძა-+ · ·"-+-თ„=|თ |+|ძი|+· · ·+|რა1. 

მე-18 თეორემის ძალით, უკანასკნელი უტოლობებიდან მიიღება (5.4) 

უტოლობა. 
(5.4) დამოკიდებულებაში ტოლობას მაშინ და მხოლოდ მაშინ ექნება 

ადგილი, როდესაც მოცემული ყველა ელემენტი დადებითია, ან ყველა 
არადადებითია. 

თეორემა 91, განლაგებული გელის ნებისმიერი ორი თ 

და ხ ელემენტისათვის მართებულია დამოკიდებულება, 

I6|--|6I=|0=-ხ|I=|6I+Iხ. 
დამტკიცება. (5.4) დამოკიდებულების ძალით (5.5) 

IთI=|)ხ+(თ––- ხ),=|ხნ|I+ | თ–-ხ,
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საიდანაც · 

|თI--–|ხ)ს=|60–ხI. (5.6) 
«ანალოგიურად მივიღებთ 

|ნI=|ხ- იI+I0I=|თ-- 0(+19I. 
აქედან 

|ნ0|–„ იი=|0-–-ნI. (5:7) 

MX5. 6) და (5.7) უტოლობებიდან გვაქვს: 

სთ|-- ხ)<I0ი-–ნI. (5.8) 

ახლა თუ ხ-ს ნაცვლად ავიღებთ-–-ხ ელემენტს ღა მხედველობაში 
მივიღებთ | –– ხI=| 6 |· ტოლობას, (5. 8) დამოკიდებულებიდან გვექნება 

ICI – |ნII< Iი+ხI. 
ამრიგად, 

: II --–|ხI=I0-–+-ხ|=Iთ) + I6ხI. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 99, განლაგებული ველის რამდენიმე ელემენ- 
ტის ნამრავლის აბსოლუტური სიდიდე თანამამრავლ- 
თა აბსოლუტურ სიდიდეთა ნამრაგლის ტოლია. 

დამტკიცება. საკმარისია თეორემა დავამტკიცოთ ორი თ და ხ 
თანამამრავლის შემთხვევაში, თუ თ>0 და ხ>0, მაშინ Iთ)=თძ, |ხ|=ხ- 

ამიტომ | 

|იხ|=იხ=|C|:| ხ|. 
თუ ძ>0 და ხ=0, მაშინ |ძთ|I=ი, |ნ|IC–– ხ და ამიტომაც 

|0ხ|= -–– (0ხ)=0თ-(–– ხ)=| თI-| ხI. 

თუკი ძ<=0 და ხ=0, მაშინ |თ|=–-ძ, |ნ|I= -–ხ. მაშასადამე, 

|10ხნ|1=|-–)/--ხ)) =|– «|. --–ხ|=|C0I.1ხI. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. განლაგებულიველის ნებისმიერი ძი ელემენ- 
ტისა და ყოველი ნატურალური # რიცხვისათვის მარ- 

თებ ია ტოლობა ებულია ტოლ ა 

ცხადია, რომ 
თ1=(-– 0)1=| 0 |1>0. 

ტოლობის ნიშანს მაშინ ღა მხოლოდ მაში ექნება ადგილი, როდესაც 
ძ=0. კერძოდ, 6=61>0.
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თეორემა 98. თუ ი და ხ განლაგებული ველის ნებისმიე- 

რი ელემენტებია და ხ#90, მაშინ 

=16!, (5.9) 
(L8 

ე: ი ორი ელემენტის ფარდობის აბსოლუტურისიდიდე 

აბსოლუტურ სიდიდეთა ფარდობის ტოლია. 

დამტკიცება. თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას + =”, გვექნება ძ=ხ0C. 

  
8-2 

ხ   

22-ე თეორემის თანახმად, | 0 |=| ხI·1ICI. აქედან მიიღება (5.9) ტოლობა. . 
განსაზღვრა 19. განლაგებულ # ველს ეწოდება არქიმედესეუ- 

4ლად განლაგებული ველი, თუ ამ ველის ნებისმიერი თ ელემენტისათვის 
არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი ი», რომ M6>ძ. 

თეორემა 94, თუ X ველი არქიმედესეულად განლაგებე- 

ლია, მაშინამ ველის ყოველიიძ დახ ელემენტისათვის, 

სადღაც ხ>0, არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი », 
რომ იხ>თ. 

დამტკიცება. მე-12 განსაზღვრის თანახმად + ელემენტისათვის 

არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი /I, რომ ი6>-;. ამ უტოლობის 

ორივე ნაწილის გამრავლება ხ-ზე გვაძლევს #ნ>ი. თეორემა დამტკი- 

ცებულია. ' 
რაციონალურ რიცხვთა ველი არქიმედესეულად განლაგებული ველია, 

§ 6. ბანლაგებული ველის ჰძმესიმრავლის ზუსტი ზედა და ზუსტი ქველა 

საზღვრები 

განვიხილოთ რაიმე განლაგებული # ველი. ვთქვათ, 6 არის # ვე– 
ლის ელემენტთა რაიმე სიმრავლე. # სიმრავლეს ეწოდება ზემოდან შე- 

მოსაზღვრული, თუ არსებობს IC ველის ისეთი § ელემენტი, რომელსაც 
არ აღემატება # სიმრავლის არც ერთი ელემენტი. ასეთ § ელემენტს 
6 სიმრავლის ზე და საზღვარი ეწოდება თუ არსებობს ზედა 

საზღვრებს შორის უმცირესი ელემენტი XL, · მაშინ ამ L ელემენტს 
ჰქვია წ სიმრავლის ზუსტი ზედა საზღვარი და იგი აღინიშნება 
§V6 #. 

თუკი არსებობს # ველის ისეთი §' ელემენტი, რომ 8 სიმრავლის 
არც ერთი ელემენტი ნაკლები არაა «+ ელემენტზე, მაშინ # სიმრავლეს 

ქვემოდან შემოსაზღვრული ეწოდება, ხოლო ჯ§' ელემენტს ჰქვია 8 სიმ-
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რავლის ქვედა საზღვარი. თუ არსებობს ქვედა საზღვრებს შორის 
უდიდესი ელემენტი #, მაშინ ამ L ელემენტს ეწოდება სიმრავლის 
ზუსტი ქვედა საზღვარი და იგი აღინიშნება I1იI #6. 

ყველა დადებით რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე ქვემოდან შემო– 
საზღვრულია, ზოლო იგი ზემოდან არაა შემოსაზღვრული, ვინაიდან არ 
არსებობს რაციონალური რიცხვი, რომელიც ყოველ დადებით რაციონა- 

ლურ რიცხვს აღემატებოდეს. ყველა უარყოფითი მთელ რიცხვთა სიმ- 

რავლე ზემოდან შემოსაზღვრულია, ხოლო იგი ქვემოდან არაა შემოსა- 
ზღვრული. ყველა რაციონალური რიცხვის სიმრავლე შემოსაზღვრული 

არ არის არც ზემოდან და არც ქვემოდან. 

IC ველში მოთავსებულ # სიმრავლეს ეწოდება შემოსაზღვრული, 
თუ იგი შემოსაზღვრულია როგორც ზემოდან, ისე ქვემოდან. 

თუ განლაგებული X ველის ელემენტთა 8 სიმრავლეს აქვს უდი- 
დესი ელემენტი, მაშინ ეს ელემენტი იქნება აღებული # სიმრავლის 

ზუსტი ზედა საზღვარი. მაგრამ სიმრავლეს შეიძლება ჰქონდეს ზუსტი 
ზედა საზღვარი იმ შემთხვეცაშიაც, როდესაც სიმრავლეს არ აქვს უდი- 

დესი ელემენტი. მაგალითად, რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეს 

8=I1+, 2, 2,,,,, ბ .-| 
L 2 3 4 #I+1 

  

)რ აქვს უდიდესი ელემენტი, მაგრამ მიუხედავად ამისა, მოცემული სიმ– 
რავლის ზუსტი ზედა საზღვარია რიცხვი 1. მართლაც, მოცემული სიმ–- 
რავლის არც ერთი ელემენტი არ აღემატება ერთს. მაშასადამე, ერთი 

წარმოადგენს § სიმრავლის ზედა საზღვარს. განვიხილოთ ნებისმიერი 

დადებითი რაციონალური რიცხვი „, რომელიც: ნაკლებია 1-ზე. ავიღოთ 

მთელი დადებითი რიცხვი / შემდეგი პირობით: 

  

აქედან მივიღებთ 

I<   
M-+1 ' 

მაშასადამე, არც ერთი რაციონალური რიცხვი ,, რომელიც 1-ზე ნაკ– 
ლებია არ შეიძლება იყოს 8 სიმრავლის ზედა საზღვარი და ამიტომ: 
აღებული სიმრავლის ზუსტი ზედა საზღვარია რიცხვი 1. 

თუ 8 სიმრავლეს აქ3ვს უმცირესი ელემენტი, მაშინ ეს ელემენტი: 

იქნება აღებული სიმრავლის ზუსტი ქვედა საზღვარი, მაგრამ სიმრავლე–
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ში შეიძლება არ იყოს უმცირესი ელემენტი, მაგრამ სიმრავლეს მაინც 

ჰქონდეს ზუსტი ქვედა საზღვარი. მაგალითად, სიმრავლეს 

M=I+, >” -,.-.) 
, 2 3 4 / 

არ აქვს უმცირესი ელემენტი. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ამ სიმ- 
რავლის ზუსტი ქვედა საზღვარია რიცხვი 0. 

თეორემა მა, რაციონალურ რიცხვთა Lე: ველში არსე- 
ბობს ზემოდან შემოსაზღვრული სიმრავლე, რომელ- 
საც არ აქვს ზუსტი ზედა საზღვარი. 

დამტკიცება. აღენიმნოთ # ასოთი ისეთი დადებითი რაციონა- 
ლურ რიცხვთა სიმრავლე, რომელთა კვადრატი ორზე ნაკლებია. ეს სიმ– 

რავლე ზემოდან შემოსაზღვრულია, ვინაიდან ყოველი დადებითი რაციო– 
ნალური რიცხვი, რომლის კვადრატი 2-ზე მეტია იქნება /M სიმრავლის ზე– 
და საზღვარი. 

ვაჩვენოთ, რომ არ არსებობს რაციონალური რიცხვი, რომლის კვად- 
რატი 2-ის ტოლია. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, არსებობს ისეთი 

რაციონალური რიცხვი -M., ტომ (–#-) =2, სადაც 0 და 0 ურთიერთ 
« 4 

მარტივი რიცხვებია. აქედან 
გ ი"=20' (6.1) 

და, მაშასადამე, ი ლუწი რიცხვია. იგი შეგვიძლია ასე წარმოვიდგინოთ: 

ი=2/ი), სადაც 0, მთელი რიცხვია. თუ ამ, გამოსახულებას ჩავსვამთ 

(6.1) ტოლობაში, გვექნება 
4ი0"1=20". 

საიდანაც 0?1=2ი,1. აქედან ჩანს, რომ # ლუწი რიცხვია. გამოდის, რომ 

0 და 0 ლუწი რიცხვებია, რაც დაშვებას ეწინააღმდეგება. მაშასადამე, 
არ არსებობს რაციონალური რიცხვი, რომლის კვადრატი იყოს 2-ის 

ტოლი. 

" ახლა დავამტკიცოთ, რომ M# სიმრავლეს არ აქვს ზუსტი ზედა საზღ–- 

ვარი. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, M სიმრავლეს აქვს ზუსტი 

ზედა საზღვარი და იგი #” ასოთი აღვნიშნოთ, ”>0. მაშინ /->2 და, მა–- 
“შასადამე, 

„ 
ი“ <+->0. (6.2) 

განვიხილოთ რაციონალური რიცხვი 

, 1 
„ბ---- LL... 

2 + ,
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ცხადია, რომ 

· + 01 14-90 -= ” =2+5,“: 2. 2. 

ამას გარდა, თუ მხედველობაში მივიღებთ (6. 2) უტოლობას, გვექნება 

თ /”  -1X% /” 1 X? 5-(<4++)'-CC- +)5-2>2. 
ამრიგად, ”%<#/ და ”“>2.. მაშასადამე, „” წარმოადგენს # სიმრავლის 
ზედა საზღვარს. ამიტომ ” არ შეიძლება იყოს M სიმრავლის ზუსტი 
ზედა სახლვარი. ამრიგად, /V სიმრავლეს არა აქვს ზუსტი ზედა სა- 

ზღვარი. 
ანალოგიურად ვაჩვენებთ არსებობას ქვემოდან შემოსაზღვრული რა- 

ციონალურ რიცხვთა სიმრავლისას, რომელსაც არა აქვს ზუსტი ქვედა 
საზღვარი. 

შემდეგ თავში აგებული იქნება ისეთი განლაგებული ველი, რომელ– 

შიაც ყოველ ზემოდან შემოსაზღვრულ სიმრავლეს აქვს ზუსტი ზედა 
საზღვარი, ხოლო ქვემოდან შემოსაზღვრულ სიმრავლეს კი ზუსტი ქვე– 
და საზღვარი, 

§ 7. ბაინლაბგებული ვჭელის ელემენტთა მიმღევრობის ზღვარი 

ამ პარაგრაფში შევისწავლით განლაგებული ველის ელემენტთა მიმ–- 

დევრობის ზღვარის ცნებას. : 
განვიხილოთ რაიმე # ველის ელემენტთა მიმდევრობა 

____- 7.1) 
შემოვიღოთ . · ( 

განსაზღვრა 13. # ველის რაიმე თ ელემენტს ვუწოდებთ (7.1) 
მიმდევრობის ზღვარს, თუ ამ ველის ყოველი დადებითი 6 ელემენტისა- 

თვის არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი M, რომ ადგილი ექნება 

უტოლობას 
|Xა–-– თძ|<§, როდესაც #>VM. 

ამ შემთხვევაში დავწერთ 

1100 Xგ=ძ. 
ი-–-თ 

თუ (7.1) მიმდევრობას ზღვრად თ ელემენტი აქვს, მაშინ მიმდევრო– 

ბას ეწოდება კრებადი ძ ელემენტისაკენ. თუ მიმდევრობა კრებადი 
არაა # ველის არც ერთი ელემენტისაკენ, მაშინ მიმდევრობა განშლა» 

დია,
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თეორემა 96, ველის ელემენტთა ყოველ კრებად მიმ 

დევრობას მხოლოდ ერთი ზღვარი აქვს. 
დამტკიცება. ვთქვათ, (7.1) მიმდევრობის ზღვარია თ, ავიღოთ. 

ველის ნებისმიერი ელემენტი ხ#თძ. ვაჩვენოთ, რომ ხ არ შეიძლება 
იყოს მოცემული მიმდევრობის ზღვარი. რადგანაც ძ2#ნ, ამიტომ 

1%--ხ.>0. თუ დაგუშვებთ 

1I01 Xგ=ხ, 
.--ი 

მამინ არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი M, რომ ადგილი ექნება. 

უტოლთბებს 

IC--6|<ი-- 9, |IX,--ხI< 1-ს, როდესაც #>V!. (7.2) 

ახლა ვიგულისხმოთ, რომ # ნებისმიერი ნატურალური რიცხვია, რო- 
მელიც აღემატება MV რიცხვს. მაშინ (7.22 უტოლობების ძალით გვექ- 

ნება 

|2-–ხ)=|6- ამ ძილ მე 9| რ--% | 

+», ხ|<144=0L 1ძ-0კ 14-91 (4-4 =|0--ხს 

ე, ი. |0––ხ|I<|თ–– ხხ), რაც შეუძლებელია. თეორემა დამტკიცებულია. 
განსაზღვრა 14, X ველის ელემენტთა (X,) მიმდევრობას ზ ე მო-. 

დან შემოსაზღვრული მიმდევრობა ეწოდება, თუ არსებობს # ვე– 
ლის ისეთი V ელემენტი, რომ ყოველი ნატურალური # რიცხვისათვის 

ადგილი აქვს უტოლობას X.<#M#,, ხოლო მოცემულ მიმდევრობას 

ქვემოდან შემოსაზღვრული ჰქვია, თუ მოიძებნება I ველ- 

'ში ისეთი #7. ელემენტი, რომ ყოველი ნატურალური # რიცხვისათვის. 
+. >7#ჩ1. შემდეგ (X,) მიმდევრობას შემოსაზღვრული მიმდევრო– 

ბა ეწოდება, თუ იგი შემოსაზღვრულია როგორც ზემოდან, ისე ქვემო– 
"დან, ანუ რაც იგივეა, თფუ არსებობს IC ველის ისეთი დადებითი M% 

ელემენტი, რომ | X„I<7# “+ ყველა ი-თვის, 
თეორემა 97. თუ # ველის ელემენტთა (დ) მიმდევრობა 

კრებადია 6 ელემენტისაკენ, მაშინ ყოველი ქვემიმდევ- 
«”რობაც კრებადია იმავე ით ელემენტისაკენ. 

ი · 
1 ნებისმიერი ნატურალური ML რიცხვისათვის XC ელემენტს აღვნიშნავთ – სიმ. 

ბოლოთი,



«54 თ. I1. ჯგუფი, რგოლი და ველი 

დამტკიცება. ვთქვათ, MI.) არის მოცემული მიმდევრობის ქვე- 

მიმდევრობა, ავიღოთ MX ველის ნებისმიერი დადებითი 8 ელემენტი. 
რადგანაც (ჯე) მიმდევრობა კრებადია ი ელემენტისაკენ, ამიტომ მოი- 
ძებნება ისეთი ნატურალური რიცხვი V, რომ 

IXა-–- 0|I<6, როდესაც #>VM. 

ახლა ავიღოთ ისეთი ნატურალური რიცხვი V», რომ ადგილი ექნეს უტო- 
"ლობას M>MV. მაშინ, ცხადია, რომ 

IMXსც-- -|<6, როდესაც #>». 

მაშასადამე, (X„,) მიმდევრობა კრებადია ი ელემენტისაკენ და ამით 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 98. თუ # ველის ელემენტთა (ჯე) მიმდევრობა 
კრებადია #X ველის თ ელემენტისაკენ და 0#090, მაშინ მიმ?- 

დევრობის ყოველ წევრს, დაწყებული გარკვეული V 
ნომრიდან, ექნება ი ელემენტის ნიშანი, 

დამტკიცება, აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 

2>0. მაშინ -> ელემენტისათვის არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხ- 

ვი M, რომ 

| ძი I<-, როდესაც #>VM. 

უს უტოლობა შემდეგი უტოლობების ტოლფასია: 

– –<თი-0<->, როდესაც M>VM. 

აქედან. 
! ი –-<#» როდესაც #>V, 

ანუ 

#ი>->) როდესაც M>VM. 

თეორემა დამტკიცებულია, 
თეორემა 99. თუ # ველის ელემენტთა (»,) მიმდევრობა 

კრებადია ველის ძ ელემენტისაკენ, მაშინ I|I».I) მი2- 
დევრობა იქნება კრებადი |0თV| ელემენტისაკენ. 

დამტკიცება. 21-ე თეორემის თანახმად. 

–„,ა-ე– ს – თ.ვ
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ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი გ ელემენტი, პირობის ძალით, ამ § 

ელემენტისათვის შეგვიძლია მოვძებნოთ ისეთი ნატურალური რიცხვი 
M, რომ 

|X-–– ძ|)<§6, როდესაც »>VM. 

მაშასადამე, (7.3) უტოლობის ძალით გვექნება 

II «I––| II<6, როდესაც ი>VM, 
ე. ი. ადგილი აქვს ტოლობას 

1I0I I Xგ|=I0 | 
ი-თ 

და ამით თეორემა დამტკიცებულია. · 
თეორემა 80. თუ # ველის ელემენტთა Lჯ,) და (#V,) მიმ- 

დევრობები კრებადია შესაბამისად 0 დახ ელემენტე- 
ბისაკენ, მაშინ არსებობს IIი(XI-+ყეე)ე და ადგილი აქვს 

ი-თ 
ტოლობას 

1II00 (Xგ-Lყი) C9ძ-Lხ. (7-4) 
; იჩ-თ 

დამტკიცება. პირობის ძალით 

1) X-=ძ, 1)M ყე=ხ- 
ჩითი ”ჩ-თ 

ამიტომ I ველის ნებისმიერი დადებითი 6 ელემენტისათვის არსებობს 
ისეთი ნატურალური რიცხვი M, რომ ადგილი ექნება უტოლობებს 

"რი --0|)<->, |ყა--ხ|<-> , როდესაც M>M. 

ამიტომ ყოველი #-თვის, რომელიც აკმაყოფილებს უტოლობას ი>M, 

გვექნება : 
I(V-L ყ,ა – (თ-Lხ)|=I(C#ი –ძ +(ყგ –– ხ)|==| X-–-წი I+ 

+ ყა ხ|<--+--=6. 

მაშასადამე, მართებულია (7.4) ტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 81. თუ MX ველის ელემენტთა (»,) მიმდევრობა 

კრებადია ძი ელემენტისაკენ, მაშინ (--X,) მიმდევრობა 
კრებადია ––თ ელემენტისაკენ. 

დამტკიცება. რადგანაც (X,) მიმდევრობა კრებადია თ ელემენტი- 
საკენ, ამიტომ IC ველის ნებისმიერი დადებითი § ელემენტისათვის არ–- 
სებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი M, რომ
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|X-- ღ|I<§, როდესაც M>M. 
მაგრამ 

I“ X)––(–– ი|-=|ი––X.I<6, როდესაც #.>VM. 

მაშასადამე, 
110. (C– Xია)=– ძ. 

იჩ-თდ · , 

თეორემა დამტკიცებულია. 
შედეგი. თუ (X»,) და (/,) წარმოადგენენ # ველის ელე- 

მენტთა კრებად მიმდევრობებს, მაშინ არსებობს 
1I0ი (Xგ–– ყუ) და მართებულია ტოლობა 
ჩ--თ 

“ 110 (X„–– ყი)=11თ Xგ-–- 1II0 ყე- (7.5) 
''ჩჩ-–-9 ჩ-.თ წთ 

მართლაც, რაკი X„-–- ყე=X.+C- ყ,), ამიტომ 30-ე და 31-ე თეო- 
რემების ძალით არსებობს II (XI–-- ყ,) და ადგილი აქვს (7.5) ტო- 

ჩ-თ 

ლობას. , ! 

თეორემა 89, თუ M# ველის ელემენტთა (X,)“და (ყ,) მიმდეე– 
რობებიდან ერთი მათგანი, მაგალითად, ILXჯ,), კრებადია 

რაიმე ი ელემენტისაკენ და 1Iი1I(X--–– ყ,)=0, მაშინ (ყ,) მიმ- 
წ-თ 

დევრობაც კრებადია იმავე ძ ელემენტისაკენ. 
დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნა 2.=Xგ–-ყე. აქედან ყ.= 

=X 7. მაგრამ (X,) და (2) მიმდევრობები კრებადია, ამიტომ არსე– 

ბობს 1Iი ყ, და ადგილი აქვს ტოლობას 
ჩ-თ 

11თ ყე=11ი (XI -–– 2,)=110ი Xგ–– 1101 7=0–-0=0. 
ჩ-თ ჩ-თ ჩ-თ #-თ 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 883, თუ # ველის ელემენტთა (IX) და (/,) მიმ–- 
დევრობები კრებადია ი და ხ ელემენტებისაკენ, მაშინ 
არსებობს III (X„ყ,)) და მართებულია ტოლობა 

ი-თ 

II0ი (MM) =ძხ, ქ.60). 
/-თ 

ე. ი. ნამრავლის ზღვარი უდრის ზღვართა ნამრავლს. 

დამტკიცება. ჯერ ვაჩვენოთ, რომ კრებადი მიმდევრობა V.) შე-
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 მოსაზღვრულია. რადგან III X„=0,; ამიტომ არსებობს ისეთი. ნტერ- 
ჩ-თ 

ლური რიცხვი V, რომ ადგილი "ექნება უბოლობას 

IX <4, “ტოდესაც. M>V: 

ამიტომ ნებისმიერი /1-თვის/. რომელიც ·აკმაყოფილებს უტოლობას 

M>V, გვექნება 

|X,|=I(X„-–- თ)-+-თ| =|X,--0I+ICI<6+I0I. .. 
ახლა IX ველის | XII, IXVI,.-·, IXXს 6+Iძ| ელემენტებს შორის უდი- 
„დესი აღვნიშნოთ § ასოთი. მაშინ ყოველი #”I-თვის გვექნება”) X, 1=§, ე. ი. 

IX) მიმდევრობა შემოსახღვრულია. 

შემდეგ, ავიღოთ ელემენტი C=|ხI+2ი. ცხადია, რომ C>0. რაკი 
IIთ Xგ=ძ და 1IIთ ყე=ხ, ამიტომ # ველის ნებისმიერი დადებითი ბ 
ჩი-–თ ჩ--თ 

ელემენტისათვის არსებობს ისეთი. ნატურალური რიცხვი M, რომ 

(I -- თი|<-+> და |ყ,--ხ|<2- , როდესაც ი>VM. 
2C ' 2§... 

მაშასადამე, ნებისმიერი ნატურალური ი რიცხვისათვის,: რომელიც აკმა– 

ყოფილებს #>MV უტოლობას, გვექნება 

|X„ყი– იხ |=I(Iიყი –- Xეხ)-LCXეხ –– თნ)|=<| ჯიყა–- Xენ | +I Xან–– თხ|=> 

8 ხ 5 
= XI ი--ნ|+|ხ1:%--21<5-5- +IხI. 52“ უხ =6. 

ამრიგად, მართებულია (7.6) ტოლობა. რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

თეორემა 34. თუ # ველის ელემენტთა (ყ) მიმდევრობა 
კრებადია.ხ ელემენტისაკენ და ხ#0, მაშინ არსებობს 

IMIთ -“ და ადგილი აქვს ტოლობას ' 
ჩ-.თ ყი · 

1Iთ «.= -“-, >. 7.7” 
”ჩ-თ მი ხ ა წ » 

დამტკიც ე ბა. რადგანაც ხნ+#0,:. ამიტომ 29-ე თეორემის საფუძ- 
ველზე შეგვიძლია მოვძებნოთ ისეთი ნატურალური რიცხვი M, რომ 
ადგილი ექნება უტოლობას · ” 

: ხ · 

II>V% : როდესაც ,”>VM.
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შემდეგ, X ველის ' ნებისმიერი დადებითი 6 ელემენტისათვის მოიძებნება 

ისეთი ნატურალური რიცხვი »>M, 

Iყი--ხ |<<““, როდესაც ი>», 

ახლა ვთქვათ, რომ #>V. მაშინ გვექნება 

8სხ2 

_0. 6) |ხ–ყი! _. 9. გხ?. 2 

L- ხ სხI-IყM»I 'Iნ I-IM8I 2 IხI. 195L 

· 2 

მაშასადამე, მართებულია (7.7) ტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ # ველის ელემენტთა (L#)) და (ყ,) მიმდევრო- 
ბები კრებადია და ამასთანავე IIთყე#90, მაშინ არსებობს 

= 86.   

  

ით 

1100 2. და მართებულია ტოლობა 
8-თდჰ9ი 

1101 X, 

1)ი 22 = 7-2, 
ი--თდყი 11თი 4, 

ი-–-თ 

უ. ი. ფარდობის ზღვარი ზღვართა ფარდობის ტოლია, 
როცა მნიშვნელის ზღვარი ნულისაგან განსხვავე- 
ბულია. · 

მართლაც, ზემოდამტკიცებული თეორემის ძალით არსებობს I0 –- 
M-თ 9ი 

და, მაშასადამე, 34-ე თეორემის თანახმად, გვექნება 

  

სIთ X 
· Xჯ · -.თ 

IIი0 -%= IIთ ( ჯე. -“.ს– 1Iი-.IIი -“= > · 
ი-თყი #ი-თ ყი ი-თ ი-თ ყი სანე 

თეორემა მნ. თუ # ვ ელის ელემენტთა LX.) და (ყი) მი? 
დევრობები კრებადია შესაბამისად ძ და ხ ელემენტე- 

ბისაკენ და თ>ხ, მაშინ არსებობს ისეთი ნატურალური 
რიცხვი M, რომ ყოველი M-თვის, რომელიც აღემატება 

MV რიცხვს გვექნება X,>ყ.. 
_ დამტკიცება. რადგანაც „ონ ყი) ძ--ხ, ამიტომ 28-ე თეო- 

რემის ძალით არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი M, რომ 

ბი–ყე>0, როდესაც 2>V, 

ე: ი. X->ყე, როდესაც #>M. თეორემა დამტკიცებულია.
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თეორემა მ6, თუ M ველის ელემენტთა (X,) და (#,) მიმდევ– 
რობები კრებადია, შესაბამისად ი და ხ ელემენტების. 

კენ და ო-ის გარკვეული მნიშვნელობიდან დაწყებული 
+ა=ყე, მაშინ ძ=<ხ. 

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ თ> წ. მაშინ ზე– 
მოდამტკიცებული თეორემის ძალით არსებობს ისეთი ნატურალური 
რიცხვი V, რომ ყოველი #-თვის, რომელიც M რიცხვს აღემატება, გვექ– 
ნება X.->ყ., რაც თეორემის პირობას ეწინააღმდეგება. მაშასადამე, 

ძი=ხ. თეორემა დამტკიცებულია. 
შედეგი. თუ (X,) მიმდევრობა კრებადია და ი-ის გარკვე- 

ული მნიშვნელობიდან დაწყებული ჯა.=8, მაშინ IIთXჯ;=§. 
ი--თ 

თეორემა 87. თუ გვაქვს I ველის ელემენტთა სამი მიმ- 
დევრობა LX.) (ყი), (7), რომელთაგან პირველი ორი კრე– 
ბადია ძ ელემენტისაკენ და #-ის გარკვე ული მნიშვნე– 
ლობიდან დაწყებული X.=2ა=ყი, მაშინ 1|ი02:=თ. 

ჟ.-თ 

დამტკიცება. თუ X=72=ყი უტოლობების ყოველ წევრს გამო– 

ვაკელით ყ» ელემენტი, გვექნება.“ 

ბე ყერლბთი– ყ-5ლმ. 

აქედან გვაქვს , 
|ბ––ყი!<=|Xი -– ყი | ა 

M-ის გარკვეული მნიშვნელობიდან დაწყებული. რადგან ი (CC -–– ყი)= 

=0, ამიტომ ნებისმიერი დადებითი 6 ელემენტისათვის მოიძებნება ისეთ= 

ნატურალური რიცხვი M, რომ 

|X,--ყი|<8, როდესაც M>VM. 

მაშასადამე, / ' 

|2ი– ყ.|I<6, როდესაც ->M, | 
ე. ი, სო რ-ს ყი)ლ–0. მაშინ . 32-ე თეორემის თანახმად, არსებობს 

სო“ და ადგილი აქეს ტოლობას 11ი02გ= 119) /„=0თ. თეორემა დამტკი– 
თ ჩ-თდ 

ცებულია. 

§ 8. „ბანლაბებული სრული ველი 

ვთქვათ, # არის არქიმედესეულად განლაგებული ველი. ამ ველის 
ელემენტთა რაიმე (X,) მიმდევრობას ეწოდება ფუნდამენტალური,
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თუ მოცემული ველის ყოველი დადებითი 6 ელემენტისათვის მოიძებნე- 

ბა ისეთი ნატურალური რიცხვი V, რომ ადგილი ექნება უტოლობას 

IX» –X.I<6, „როდესაც. »ო>V, Mჩ>VM. 

განლაგებულ MX ველს სრული ველი ეწოდება, თუ „ამ ველის ელე- 
მენტთა ყოველი ფუნდამენტალური მიმდევრობა კრებადია ამ ველის 
ელემენტისაკენ, ე ი. აქვს ზღვარი ამ ველში. 

თეორემა მ8. # ველის ელემენ ტთა ყოველი კრებადი სი) 
მიმდევრობა ფუნდამენტალურია. : 

დამტკიცება. ვთქვათ, |II1X,=0., მაშინ « ველის ნებისმიერი 
· იM--თ 

დადებითი 6 ელემენტისათვის ,არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი VI, 
რომ ჯ-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის, რომელიც აკმაყოფილებს უტო- 

ლობას #7>VM, გვექნება ა 

6 
I,-– ძ|< 2“. 

ახლა დავუშვათ, რომ ი”? და #7 ნებისმიერი ნატურალური რიცხვებია, 
რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობებს თ >V, #>M. მაშინ 

, I 247, 1 --01<-. 
მაშასადამე, .. 

– ა.” 
–- ' · “ 

+)6-X%)<+-+ +-=6, 

ე. ი. (X,) მიმდევრობა ფუნდამენტალურია. 
ეს თეორემა გვაძლევს მიმდევრობის კრებადობის აუცილებელ პირო– 

ბას, მიმდევრობის კრებადობისათვის აუცილებელია, რომ იგი იყოს 

ფუნდამენტალური მიმდევრობა, მაგრამ მიმდევრობის ფუნდამენტალუ- 
· რობიდან . სახოგადოდ არ გამომდინარეობს მიმდევრობის კრებადობა. 
მართლაც, მართებულია შემდეგი. 

თეორემა 8მ. რაციონალურ რიცხვთა Iა 
ველს არ წარმოადგენს. 

დამტკიცება. განვიხილოთ. სთ) მიმდევრობა, სადაც 

ველი სრულ 

1 1 1 ი=14+-:15:+: “+ (71=1, 2, ...)
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„დავამტკიცოთ, რომ (»X,) არის ფუნდამენტალური მიმდევრობა. ადვილი 

საჩვენებელია, რომ 

-–.-I 14 1... · ·'+,ელ)< „1. 
(-L1)1 იჩ+I (M+-1)#–1 იი 

რადგანაც Xი+.>Xე, ამიტო მ 

ი-ს -–- Xგ= 

0<წა-–-Xჯ.<- : „ როდესაც #>7!. (8.1) 
ჩი 
  

აქედან გამომდინარეობს მოცემული მიმდევრობის ფუნდამენტალურობა. 
ახლა ვაჩვენოთ, რომ (ჯ,) მიმდევრობა კრებადი არაა, დავუშვათ სა– 

წინააღმდეგო, ვთქვათ 

1Iთ X+ელ=->- , 
· ით 9 

“სადაც ი და ი ურთიერთმარტივი: დადებითი რიცხვებია მივილებთ 
რა მხედველობამი (8.1) უტოლობებს, ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

Xე< + < ჩე ე ი–-X, როდესაც M1>ძ.- 
ი ძთ« ი«MV 

თუ ზღვარზე გადავალთ, როცა იჩ-> თა, გვექნება 

: X<-9ლ! LX. 
9 9! 

მაგრამ ეს უტოლობა შეუძლებელია. მაშასადამე, ჩვენი დაშვება იმის შე– 

"სახებ, რომ არსებობს 1Iთ X, სწორი არაა. ამრიგად, წე ველი სრული 
–თ · : : 

არაა და ამით თეორემ». დამტკიცებულია. 

თეორემა 40. # ველის ელემენტთა ყოველი ფუნდამენ- 
ტალური (ა) მიმდევრობა შემოსაზღვრულია. ის 

“ დამტკიცება. რადგანაც (+) მიმდევრობა ფუნდამენტალურია, 
ამიტომ ერთეული §6 ელემენტისათვის მოიძებნები ისეთი ნატურალური 

რიცხვი V», რომ ადგილი ექნება უტოლობას 

|X.-–- X.I<0, როდესაც I>4+, ი>». (8.7 
ამ უტოლობაში ვიგულისხმოთ ”!=V-+#1. მაშინ (8.2) უტოლობა ასე 
შეგვიძლია გადავწეროთ 

IX|<6+ | XLI, როდესაც #>V. 

ახლა # ველის IX I, |X#ს..-, |X»ს 6+-IM+I ელემენტებს შორის 
უდიდესი აღვნიშნოთ §-ით, მაშინ ი-ის ყველა მნიშვნელობისათვის გვექ- 
ნება |XგI<§. თეორემა დამტკიცებულია,
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„ განსაზღვრა 15. განლაგებული X ველის ელემენტთა (X,) მიმ- 

დევრობას ზ რდადი ეწოდება, თუ 

X,=Xგ<· ·.=5Xე=.. 

ხოლო მას კლებადი ჰქვია, თუ 

X.=>Xგ=– >. '.=Xგლ ლ.“ 

ზრდად ან კლებად მიმდევრობას მონოტონური მიმდევრობა 
ეწოდება, 

თეორემა 41. ი არქიმედესეულად განლაგებული ველის 
ელემენტთა ზრდადი და ზემოდან შემოსაზღვრული წ, 

მიმდევრობა ფუნდამენტალურია. 
დამტკიცება. რადგანაც (X,) მიმდევრობა ზემოდან შემოსაზღვ- 

რულია, ამიტომ არსებობს # ველის ისეთი § ელემენტი, რომ „-ის 

ყველა მნიშვნელობისათვის ადგილი ექნება უტოლობას #„<ვ. ავიღოთ 

ელემენტი 
3. =-794+5 . 

2 

ცხადია, რომ X, <5, <§. თუ §, და § ელემენტებს შორის არ არსებობს 

IX.) მიმდევრობის არც ერთი ელემენტი, მაშინ მივიღოთ თ1=X,, ხ1= 83). 

თუკი §; და § ელემენტებს შორის არსებობს მოცემული მიმდევრობის 
ელემენტები, მაშინ ვიგულისხმოთ, რომ 0)=§5,, ხ,=§. ორივე შემთხვე– 

ვაში ი, <ხ; ღა 

ამას გარდა, თ, და ხ, ელემენტებს შორის მოთავსებულია» ყველა X,, 

დაწყებული #-ის გარკვეული მნიშვნელობიდან. 
ახლა განვიხილოთ ელემენტი 

_ 91+ხ1 

2 

აქაც, 0, <= <ხ). თუ §, და ხე) ელემენტებს შორის არ არსებობს (X,) 
მიმდევრობის არც ერთი ელემენტი, მაშინ ვთქვათ იძა»ა=0ი,, ხჯ= 
=§3,, ხოლო, თუ §; და ს, ელემენტებს შორის არსებობს მოცემული 
მიმდევრობის ელემენტები, · მაშინ აღვნიშნოთ ძე=8, ხე= ;;. ცხადია, 
რომ 

=01 <ხ:= =ხე, ხა თ=“- 1,
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ამას გარდა, ძე და ხ- ელემენტებს შორის მოთავსებულია ყველა Xე, 
დაწყებული M-ის გარკვეული მნიშვნელობიდან. 

თუ ამ პროცესს უსაზღლვროდ განვაგრძობთ, მივიღებთ X ველის ელე– 
მენტთა ორ მონოტონურ (თ,) და (ხ,) მიმდევრობას: 

ძელძა= · ··<ძგ=.-.-. <3, 

ხ,>ხა> · ·.>ხე=...>X, 

§--»7 
ხე -–- ძა=–==- ჩ ი 2 (ფ(=1,2,...). 

ცხადია, ყოველი /-სათვის ძი, და ხე ელემენტებს შორის მოთავსე ბუ– 

ლია (X) მიმდევრობის ყველა წევრი, დაწყებული გარკვეული ადგილი– 
დან, 

ახლა ავიღოთ # ველის ნებისმიერი დადებითი ს ელემენტი. რადგა- 
ნაც # ველი არქიმედესეულად არის განლაგებული, ამიტომ არსებობს 
ისეთი ნატურალური რიცხვი +, რომ »6>6“ I(5-- X). მაგრამ რაკი 

2M6> V6, ამიტომ 2X6> 6-1(§–– X,). აქედან გვაქვს 2-VX6 <6(§––-X,)-!, ე. ი. 

§--”. 
1-8. 

2" დ 

  

მაშასადამე, - 

: ხე -–– იძ„<§, როდესაც # >». 

შემდეგ, არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი M>V%, რომ. მართე– 

ბული იყოს. უტოლობები 
მა=Xჯგ=ხ,, როდესაც #>VM. 

მაშასადამე, ნებისმიერი ნატურალური ი! და ი რიცხვებისათვის, რომ–- 
ლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობებს თ>M, M>VM, გვექნება 

Iსო–X)= ხა–– ძ»<-8. 

ამრიგად, (X„) მიმდევრობა ფუნდამენტალურია დღა ამით თეორემა დამ– 

ტკიცებულია. 
შედები 1. არქიმედესეულად განლაგებული სრული X 

ველის ელემენტთა ზრდადი და ზემოდან შემოსაზღვრე– 
ლი მიმდევრობა კრებადია. : · 

თეორემა 49. არქიმედესეულად განლაგებული X გელის 

ელემენტთა კლებადი და ქვემოდან შემოსაზღვრული 
(X,) მიმდევრობა ფუნდამენტალურია, 

დამტკიცება. რაკი (X,) მიმდევრობა კლებადია და ქვემოდან შე– 
მოსაზღვრული,, ამიტომ (-–-X.) "მიმდევრობა ზრდადია. და ზემოდან შემო–



74 თ. II. ჯგუფი, რგოლი და ველი 

„სახღვრული. ამიტომ ზემოდამტკიცებული თეორემის ·თანახმად (-–– #,) 
მიმდევრობა იქნება ფუნდამენტალური და, მაშასადამე, “(X,| მიმდევრო- 

ბაც ფუნდამენტალურია. თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი 5. არქიმედესეულად განლაგებული სრული # 
ველის ელემენტთა კლებადი და ქვემოდან შემოსაზღე- 
რული მიმდევრობა კრებადია. 

თეორემა 43. არქიმედესეულად განლაგებული სრული 

# ველის ელემენტთა ყოველ ზემოდან შემოსაზღვრულ 
# სიმრავლეს აქვს ბუსტი ზედა საზღვარი. 

დამტკიცება. ვთქვათ, ხ არის # სიმრავლის რაიმე ზედა სა- 
'ზღვარი. რადგანაც ველი არქიმედესეულად არის განლაგებული, ამი- 

ტომ მოიძებნება ისეთი ნატურალური ი რიცხვი, რომ ადგილი ექნეს 
უტოლობას 06>ხ. მაშასადამე, 06 წარმოადგენს წ სიმრავლის ზედა 
"საზღვარს. 6 სიმრავლეში ავიღოთ რაიმე თ. ელემენტი და « იყოს ისე– 

·თი ნატურალური რიცხვი, რომელიც აკმაყოფილებს უტოლობას 06> –-ძ. 
მაშინ 

–- ძი<0 <ხ < 68. 

ახლა შევადგინოთ #2-%6 სახის ელემენტები, რომლებიც მოთავსებუ- 
ლია ––ძ8 და ი6 ელემენტებს შორის (#–– მთელია, ჩ კი–-–ნატურა- 

ლური): 
–-– ძიბ<#M2 -ჩ-<იი. =- 

ყოველი ნატურალური ” რიცხვისათვის #2“%6 სახის 'ელემენტების 
რიცხვი იქნება სასრული. ამ ელემენტებიდან ავიღოთ უმცირესი, რო- 

“მელიც იქნება ნწ სიმრავლის ზედა საზღვარი. ყოველ შემთხვევაში იარ–- 

'სებებს ერთი მაინც ასეთი ელემენტი. ეს ზედა საზღვარი 'აღვნიშნოთ 
„”ძ რი ასოთი. მაშინ ძ,–– 2-6 უკვე არ იქნება ნ სიმრავლის ზედა საზღვა– 

რი. ამიტომ ყოველი ნატურალური #I" რიცხვისათვის, MI>>”, გვექნება 

ძე-- 2-%ტ<ძ,=<ძე. ' (8:3) 

«აქედან გამომდინარეობს, რომ | 1. 

: |მი–-– ი ძფ|)<2 6 

·და, მაშასადამე, ყოველი ნატუ რალური » რიცხვისათვის გვექნება 

(მთი, I<2-V, როდესაც I>7?, M>V. _. (8.4) 

ახლა ავიღოთ # ველის ნებისმიერი დადებითი § ელემენტი. რადგა- 
'ნაც X გელი არქიმედღესეულად არის განლაგებული, ამიტომ ·არსებობს 

·ისეთი ნატურალური ·რიცხვი /, რომ V6>6“1.. მაგრამ 2X6>>V6. მაშასა–
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დამე, 2MC>6“!. აქედან ვღებულობთ 2- V6-=6. ამრიგად, (8.4) უტოლობი- 

'დან გვაქვს 
მით ძეI<6, როდესაც #7>4%V, M#>%V. 

მაშასადამე, (თ,ს) მიმდევრობა ფუნდამენტალურია და რაკი /# გველი 

სრულია, ამიტომ არსებობს II. ძი,. ეს ზღვარი აღვნიშნოთ # ასოთი, 
·- #-–-თ 

# ველის L ელემენტი წარმოადგენს ნ სიმრავლის ზედა საზღვარს. 
მართლაც, 8 სიმრავლის რაიმე თ ელემენტისათვის ადგილი რომ ჰქონ- 
ღეს უტოლობას თ>#, მაშინ მოიძებნებოდა ისეთი ნატურალური რი- 
ცხვი ს, რომ 2M-6>(თ–- ჩ)-), საიდანაც 2--ო6<6–ჩ, მეორე მხრივ 

–-2%X-<L. თუ ამ უტოლობებს წევრ-წევრად შევკრებთ, მივიღებთ 
ძ.<ძ, რაც შეუძლებელია, ვინაიდან ძი, არის წ სიმრავლის ზედა სა- 

ზღვარი. ამრიგად, L წარმოადგენს 6 სიმრავლის ზედა საზღვარს. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ # არის ნ სიმრავლის ზუსტი ზედა საზღვარი. 
დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, L არაა სიმრავლის ზუსტი ზედა 

საზღვარი. მაშინ იარსებებს სიმრავლის ზედა საზღვარი L”, რომელიც 
L-ზე ნაკლებია. ' მაშასადამე, მოიძებნება ისეთი ნატურალური რიცხვი 

” რომ 

2-%6<#ს -- LI. (8.5) 

მეორე მხრივ, რადგანაც 0,-–-2--6 არ არის წ სიმრავლის ზედა საზ- 
ღვარი, ამიტომ ჩნ სიმრავლეში არსებობს ისეთი თ ელემენტი, რომ 
ძე 2-%6<ძ. აქედან გამომდინარეობს, რომ 

ძე 2-M<L" · (8.6) 

თუ შევკრებთ წევრ-წევრად (8.5) და (8.6) უტოლობებს, გვექნება ძგ<L, 
რაც შეუძლებელია.. 

ამრიგად, # წარმოადგენს # სიმრავლის ზუსტ ზედა საზღვარს. თეო- 

რემა დამტკიცებულია. 
ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი, 
თეორემა 44. არქიმედესეულად განლაგებული სრული 

# ველის ელემენტთა ყოველ ქვემოდან შემოსაზღვრულ 
სიმრავლეს აქვს ზუსტი ქვედა საზღვარი. 

შემდეგ თავში ჩვენ ავაგებთ არქიმედესეულად განლაგებულ რიცხვ– 
თა სრულ ველს.
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ხავარჯიშო 

1, დაამტკიცეთ, რომ C ჯგუფის განსაზღვრაში II და III აქსიომები შეიძლება 

შეიცვალოს აქსიომით: 6 სიმრავლის ყოველი ი და ხს ელემენტისათვის ამოხსნადია 

4X=ხ და ყ0=ხ განტოლებები. 
.· დაამტკიცეთ, რომ C=(4, ი) სიმრავლე, სადაც კომპოზიციის კანონი განსაზღე- 

რულია ტოლობებით 06=-%, 60=0, ძ6=0, C60 =6, შეადგენს აბელის ჯგუფს. 

ე. ააგეთ სამელემენტიანი ველი. 

4, დაამტკიცეთ, რომ ერთიანობის არე, რომელიც შედგება ელემენტთა სასრული რი- 
ცხვისა გან, წარმოადგენს ველს. 

ნ. ვთქვათ, 8 არის ისეთ დადებით რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე, რომელთა 
კვადრატი სამზე ნაკლებია. დაამტკიცეთ, რომ რაციონალურ რიცხვთა Iს ველში ამ 

სიმრავლეს არა აქვს ზუსტი ზედა საზღვარი,



'.თავი III 

ნამდვილი რიცხვები 

მათემატიკური ანალიზის განვითარებასთან დაკავშირებით, XVII და 

XVIII საუკუნეში ნამდვილი რიცხვები გახდა გამოკვლევის ძირითად 
ობიექტად. XIX საუკუნის. მეორე ნახევარში დედეკინდის, კანტორისა და 
ვაიერშტრასის! მიერ აგებულ იქნა ნამდვილი რიცხვის ფორმალური 
თეორიები, რომლებიც ერთმანეთის · ტოლფასია. ამ თეორიების აგებისას 
ცნობილად იგულისხმება რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე და ამ რიცხ– 
ვების თვისებები. ჯერ განვიხილოთ ნამდვილ რიცხვთა თეორია, რომე- 

ლიც დედეკინდის მიერ იყო შექმნილი. ' 

§ 1, ნამდგილი რიცხვის განსაზღმრა 

ავიღოთ რაიმე დალაგებული 6 სიმრავლე და ვთქვათ, მოცემულია 
ნიშანი, რომლის მიხედვით ეს სიმრავლე გაყოფილია ორ 4 და 8 კლა- 

სად ისე, რომ დაცული იყოს შემდეგი სამი პირობა: 
1?“ არც ერთი კლასი ცარიელი არ არის; 

__ % 8 სიმრავლის ელემენტი, რომელსაც # კლასის რომელიმე ელე– 
მენტზე უფრო დაბალი რიგი აქვს, იმავე კლასს ეკუთვნის; 

ვი # კლასში არაა უმაღლესი რიგის ელემენტი. 
ამ შემთხვევაში ვიტყვით, რომ გვაქვს # სიმრავლის განკვეთა და მას 

აღვნიშნავთ #|8 სიმბოლოთი. 7/ კლასს ვუწოდებთ ქვედა კლასს, 8-ს კი 

ზედა კლასს. 
თუ 8 წარმოადგენს რიცხვთა რაიმე სიმრავლეს, მაშინ ამ სიმრავლე– 

ზე წარმოებული განკვეთის პირობები ასეთია: 
1? არც ერთი კლასი ცარიელი არაა; 

1 კარლ ვაიერშტრასი (VVCI6I§(V2§5) (1815 –– 1897) –– გამოჩენილი გერმანელი მა- 

თემატიკოსი. ჯერ მასწავლებლობდა პრუსი-ას პატარა ქალაქების კათოლიკურ საშუალო 

სკოლებში, 1856 წლიდან ––ბერლინის უნივერსიტეტის პროფესორი. ვაიერშტრასის შრო- 
მების დიდი ნაწილი დაიბეჭდა მისი გარდაცვალების შემდეგ. ვაიერშტ რასი თეორიული 

მათემატიკის ბრწყინვალე წარმომადგენელი და მისი მკაცრი დაფუძნების აეტორია, შრო- 
მების დიდი ნაწილი მიუძღენა ანალიზურ ფუნქციათა თეორიას, ცნობილი რუსი მათე- 
“მატიკოსი სოფიო კოვალევსკაია ეაჯერშტრასის მოწაფე იყო,
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2 8 სიმრავლის ყოველი ელემენტი, რომელიც ქვედა კლასის რომე- 
ლიმე ელემენტზე ნაკლებია, იმავე კლასს ეკუთვნის; 

3? ქვედა კლასში არ არის უდიდესი ელემენტი. 
შევნიშნოთ, რომ ნებისმიერი დალაგებული სიმრავლის გაყოფა ორ 

კლასად რაიმე ნიშნის მიხედვით და დაცული იყოს ზემოაღნიშნული სამი 

პირობა, საზოგადოდ არ შეიძლება. განვიხილოთ მაგალითები. 

მაგალითი 1. ვთქვათ, M ყველა ნატურალური რიცხვის სიმრავ–- 
ლეა. #4 კლასს მივაკუთვნოთ ყოველი ნატურალური რიცხვი, რომლის- 
თვისაც არსებობს მასზე უფრო: დიდი' ნატურალური რიცხვი, 8 კლასს 
კი დანარჩენი ნატურალური რიცხვები. მაშინ განკვეთის 1? პირობა დარ– 
ღვეულია, ვინაიდან ყოველი ნატურალური რიცხვისათვის არსებობს მასზე 
უფრო დიდი ნატურალური რიცხვი და, მაშასადამე, ყველა ნატურა- 
ლური რიცხვი #4 კლასს მიეკუთვნება; ამიტომ 8. კლასი ცარიელი იქნება. 
რაც შეეხება 2? და 3” პირობებს, ისინი შესრულებულია. 

მაგალითი 9. M სიმრავლე „გავყოთ ორ # და 8 კლასად შემდეგი- 
ნიშნის მიხედვით: # კლასში მოვათავსოთ ყველა კენტი რიცხვი, 8 კლას- 

ში კი ყველა ლუწი რიცხვი. ამ შემთხვევაში დარღვე ულია განკვეთის 2” 
პირობა, ხოლო 1? და 39 პირობა დაცულია. 

„ მაგალითი 8. M სიმრავლე გავყოთ ორ. #4 და 8 კლასად შემდეგ– 
ნაირად: 4 კლასში მოვათავსოთ 1, 2,.3, 4, 5 რიცხვები, 8 კლასში კი 

ყველა დანარჩენი ნატურალური რიცხვი. მაშინ დაცული იქნება 1?“ დ> 

29 პირობა, მაგრამ 39 პირობას ადგილი არ ექნება, ვინაიდან ,/) კლასში 

არსებობს უდიდესი ელემენტი. 
მაგალითი 4. აღვნიშნოთ Iს ასოთი ყველა რაციონალური რიცხვის 

სიმრავლე. ავიღოთ რაიმე რაციონალური რიცხვი ” და გავყოთ Iე სიმ- 

რავლე ორ 4 და 8 კლასად შემდეგნაირად: # კლასში მოვათავსოთ ყვე– 
ლა ის რაციონალური რიცხვი, რომლებიც # რიცხვზე ნაკლებია, დანარ- 

ჩენი რაციონალური რიცხვები კი 8 კლასს მივაკუთვნოთ. ცხადია, 8 
კლასში მოთავსდება რიცხვი # და მასზე მეტი ყველა რაციონალური რი–- 
ცხვი. ეს ” რიცხვი წარმოადგენს 8 კლასის უმცირეს რიცხვს და.იგი 

დაახასიათებს განკვეთას; ” რიცხვის დასახელებით განკვეთა სავსებით- 
განსაზღვრულია. 

ისმის კითხვა: რაციონალურ რიცხვთა Iს სიმრავლის ყოველი განკვე– 

თა იქნება თუ არა დახასათებული ერთი რაციონალური რიცხვით? პა– 

სუხს ამ კითხვაზე გვაძლევს შემდეგი 
მაგალითი წ. რაციონალურ რიცხვთა IL სიმრავლე გავყოთ ორ 4 

და 8 კლასად შემდეგი წესის მიხედვით: / კლასში მოვათავსოთ ყველ? 
უარყოფითი რიცხვი, რიცხვი ნული და ისეთი დადებითი რიცხვები, რო–-
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მელთა კვადრატი 2-ზე. ნაკლებია, ხოლო დანარჩენი რაციონალური: რი-- 

ცხვები 8 კლასს მივაკუთვნოთ.. 
„ დავამტკიცოთ, რომ რაციონალურ რიცხვთა ILს- სიმრავლის ასეთ ორ 

4: და 8 კლასად გაყოფა გვაძლევს.4|8 განკვეთას. · 
ცხადია, განკვეთის 19 და 2?“ პირობები შესრულებულია. ვაჩვენოთ,» 

რომ შესრულებულია 39? პირობაც. განვიხილოთ | ჯ კლასის ნებისმიერი. 
დადებითი რიცხვი თ>1. ცხადია (თ+1)1>2. აქედან ვღებულობთ 

2-2 

2ძ +-1 

  

ავიღოთ დადებითი რაციონალური რიცხვი ჩ შემდეგი პირობით:. 

2-- ცე 
< · 

20 +LL1 
  

რადგანაც # <1, ამიტომ 

2-0? 
< · 

2ძ2+#ჩ 
  

თუ ჩავატარებთ მარტივ გამოთელებს, გვექნება 

(0-Lს)1<2. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 0+ჩC 4. 

ამრიგად, 4 კლასში არ არსებობს უდიდესი ელემენტი და, მაშასადა– 

მე, გვაქვს /4I8 განკვეთა. 
8 კლასში. შედიან მხოლოდ ისეთი დადებითი რაციონალური რიცხვე–- 

ბი, რომელთა კვადრატი 2-ზე მეტია. დავამტკიცოთ, რომ 8. კლასში არ- 

არსებობს უმცირესი ელემენტი. ავიღოთ 8 კლასის ნებისმიერი რიცხვთ 
ხ<1,5 და განვიხილოთ ისეთი დადებითი რაციონალური რიცხვი #, რო–- 

მელიც აკმაყოფილებს უტოლობას: 

== 
M< - 

2ხ 
  

ცხადია, რომ M<1 და ამიტომ 

2.2 ცხ 2. 
„2ხ-- 
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აქედან, მარტივი გამოთვლების შე მდეგ, მივიღებთ 

2<წ6-–-/? 

და ამიტომ ნ -––/#C 8. მაშასადამე, 8 კლასში არ არის უმცირესი რიცხვი. 

ამრიგად, ისეთი განკვეთებიც არსებობს, რომელთა ზედა კლასში უმ- 
ცირესი რიცხვი არაა. ასეთი სახის განკვეთის შემთხვევაში არ გვექნება 
გარკვეული რაციონალური რიცხვი, რომელიც მდებარეობს ქვედა და 

ზედა კლასების საზღვარზე, ასე რომ ამგვარი განკვეთა ერთი რაციონა- 
ლური რიცხვით ვერ დახასიათდება. განკვეთის ცნების საფუძველზე შე- 
გვიძლია შემოვიღოთ ნამდვილი რიცხვის განსაზღვრა. 

განსაზღვრა 1. ყველა რაციონალური რიცხვის სიმრავლის განკვე- 
თის ქვედა კლას ნამდვილი რიცხვი ეწოდება. : ი : 

სხვადასხვა განკვეთის ქვედა კლასები სხვადასხვა ნამდვილ რიცხვებს 
წარმოადგენს. როგორც ზემოთ „იყო ნაჩვენები, არსებობს ორგვარი გან- 

კვეთა: პირველი გვარის განკვეთა ვუწოდოთ განკვეთას, რომ- 
ლის ზედა კლასში არსებობს უმცირესი რიცხვი, ხოლო მეორე გვა»- 
რისა ისეთ განკვეთას, რომლის ზედა კლასში არ არის უმცირესი რი- 

ცხვი. 

პირველი გვარის განკვეთა ხასიათდება იმ რაციონალური რიცხვით, 
რომელიც წარმოადგენს ზედა კლასის უმცირეს რიცხვს. ამ რიცხვს შე- 
ესაბამება ჩვენი განკვეთით წარმოდგენილი ნამდვილი რიცხვი და მას ვუ- 
წოდებთ ნამდვილ რაციონალურ რიცხვს. 0 რიცხვის შესაბა- 
მის ნამდვილ რიცხვს ვუწოდებთ ნამდვილ რიცხვს ნულსა და მას ისევ 
0 სიმბოლოთი აღვნიშნავთ. | 

მეორე გვარის განკვეთით წარმოდგენილი ნამდვილი რიცხვი ვერ ხა- 

სიათდება ერთი რაციონალური რიცხვით, ის არ” შეესაბამება რაიმე რა- 
ციონალურ რიცხვს. ასეთი სახის ნამდვილ რიცხვს ირაციონალური 

რიცხვი ეწოდება. 

ამრიგად, ირაციონალური რიცხვი არის ყველა რაცი- 
ონალური რიცხვის სიმრავლისისეთი განკვეთის ქვედა 
კლასი, რომლის ზედა კლასში:არ არსებობს უმცირესი 
რიცხვი. 

მოვიყვანოთ ირაციონალური რიცხვის მაგალითი. ყველა რაციონალუ- 
რი რიცხვის Lე სიმრავლე გავყოთ ორ 4 და 8 კლასად შემდეგი წესის 
მიხედვით: # კლასში მოვათავსოთ ყველა უარყოფითი რიცხვი, რიცხვი 

ნული და ისეთი დადებითი რიცხვები, რომელთა კვადრატი 2-ზე ნაკლე“ 

ბია, ხოლო ყველა დანარჩენი. რაციონალური რიცხვი მივაკუთვნოთ ჩ 
კლასს. როგორც ზემოთ: იყო ნაჩვენები, ამ შემთხვევაში გვაქვს მეორე
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გვარის 4,8 განკვეთა და, მაშასადამე, „4 წარმოადგენს ირაციონალურ 

რიცხვს. ეს ირაციონალური რიცხვი აღინიშნება V2 სიმბოლოთი. 
ნამდვილი რიცხვის ცნება წარმოადგენს რიცხვის ცნების შემდგომ 

განზოგადებას რაციონალურ რიცხვებთან შედარებით. ყველა ნამდვილი 

რიცხვის სიმრავლე აღვნიმნოთ 2 ასოთი, ყველა ნამდვილი რაციონალუ- 
რი რიცხვის სიმრავლე კი I” ასოთი. : 

§ 9. ნამდვილ რიცხვთა სიმრამლის დღდალაგბებულობა 

იმის შემდეგ, რაც შემოღებულია ნამდვილი რიცხვის ცნება, დავადგი– 
ნოთ, თუ როგორ ნამდვილ რიცხვებს ეწოდება ტოლი და რას ნიშნავს, 
რომ ერთი ნამდვილი რიცხვი ნაკლებია ან მეტია მეორე ნამდვილ რი- 
ცხვზე. : 

განსაზღვრა 9. თუ თ და,თ' ნამდვილი რიცხვებია, მაშინ ტოლო– 
ბა თ=Cთ” იმას ნიშნავს, რომ თ იგივე ნამდვილი რიცხვია რაც თ', ე. ი. 
თ ღა თ, ერთი და იგივე სიმრავლეა. 

ცხადია, თუ თ და თ ნამდვილი რიცხვებია და თ=თ', მაშინ თ'=თ. 
განსაზღვრა 8. ჩვენ ეიტყვით, რომ თ ნამდვილი რიცხვი ნაკლებია 

ნამდვილ თ, რიცხვზე, თუ არსებობს ისეთი რაციონალური რიცხვი, რო- 
მელიც თ' სიმრავლეს ეკუთვნის და არ ეკუთვნის თ სიმრავლეს. 

იმის აღსანიშნავად, რომ თ ნაკლებია თ”-ზე, ვწერთ თ<თ'. 
თუ თ და > ნამდვილი რიცხვებია და თდ<თ', მაშინ ამბობენ, რომ 

ნამდვილი თ რიცხვი მეტია ნამდვილ თ რიცხვზე და წერენ თ'>თ. 
თუ თ და თ” არატოლი ნამდვილი რიცხვებია, მაშინ ადგილი აქვს ერთ- 

ერთს შემდეგ უტოლობებიდან: თ<თ” ან თ'<თ. 

თეორემა 1. თუ თ, თ", თ” ნამდვილი რიცხვებია და თ<თC!, 
თ<თ, მაშინ თ<თ”". 

დამტკიცება. რადგანაც თ<თ', ამიტომ არსებობს ისეთი რაციო–- 
ნალური რიცხვი „, რომელი(დ) ეკუთვნის თ სიმრავლეს და არ ეკუთვნის 
თ სიმრავლეს. ასევე, რაკი თ <თ”, ამიტომ არსებობს ისეთი რაციონალუ– 
რი რიცხვი „X, რომელიც ეკუთენის თ“ სიმრავლეს და არ ეკუთვნის თ” 
სიმრავლეს. ცხადია, #% რიცხვი არ ეკუთვნის თ სიმრავლეს, ვინაიდან 
„">' და # არ ეკუთვნის თ სიმრავლეს. მაშასადამე, ><თ”,თეორემა დამ– 

ტკიცებულია. 
თეორემა ?. ნამდვილ რიცხვთა 2 სიმრავლე დალაგე- 

ბული სიმრავლეა. 

დამტკიცება. თუ ორი ნამდვილი რიცხვი თ და თ” ტოლი არ არის, 

მაშინ ერთი მათგანი ნაკლებია მეორეზე: ან თ<0” ან C'<თ, ამასთანავე
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ერთი ამ უტოლობებიდან გამორიცხავს მეორეს. მეორე მხრით, თუ 
თ<თ და V-<თ", მაშინ თ<Cთ”. ამრიგად, მეტნაკლებობის დამოკიდებუ- 

ლება არის როგორც ასიმეტრიული, ისე ტრანზიტული ხასიათისა. ამ და- 
მოკიდებულების საშუალებით ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე შეგვიძლია 
დავალაგოთ ამა თუ იმ რიგით. მაშასადამე, ნამდვილ რიცხვთა 2 სიმრავ- 
ლე დალაგებული სიმრავლეა და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

ახლა დავსვათ ასეთი კითხვა: შენარჩუნებული იქნება თუ არა მეტ- 
ნაკლებობის დამოკიდებულება და ამ დამოკიდებულების მიმართება, თუ 

რაციონალურ რიცხვებიდან სათანადო ნამდვილ რაციონალურ რიცხვებზე 
გადავდივართ? პასუხს ამ კითხვაზე გვაძლევს შემდეგი 

თეორემა მ8 თუ რაციონალური რიცხვი ”#, ნაკლებია 
რაციონალურ #, რიცხვზე, მაშინ #,-ის შესაბამისი ნამ- 
დვილი რაციონალური რიცხვი #5 ნაკლები იქნება 

”ო”ის შესაბამის ნამდვილ რაციონალურ #5, რიცხვზე 
და პირიქით, თუ #%<7/%, მაშინ „<6. 

დამტკიცება. ავიღოთ /, და „, რიცხვებს შორის რაიმე რაციო- 
ნალური რიცხვი ჯ. ნამდვილი რიცხვი „5, წარმოადგენს ყველა იმ რაციო- 
ნალური რიცხვის სიმრავლეს, რომლებიც ნაკლებია რაციონალურ #, რი- 
ცხვზე. ამიტომ I, არ ეკუთვნის #+, სიმრავლეს.. ასევე, რაკი „წე წარმო- 
ადგენს ყველა იმ რაციონალური რიცხვის სიმრავლეს, რომლებიც ნაკ–- 
ლებია (:-ზე და ”</”, ამიტომ „ მიეკუთვნება +; სიმრავლეს. ამრიგად, 
რაციონალური რიცხვი ” ეკუთვნის ””, სიმრავლეს და არ ეკუთვნის #%, 
სიმრავლეს. მაშასადამე, ””<”%. ამრიგად, ”</,, უტოლობიდან გამო- 
მდინარეობს უტოლობა „”) </%,. ანალოგიურად მტკიცდება, რომ, თუ 

„?,<#%ე, მაშინ „გ </5. 

თეორემა 4. თუ თ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია, ხო- 

ლო ” წარმოადგენს რაციონალურ რიცხვს, რომელიც 
თ სიმრავლეში შედის, მაშინ /-ის შესაბამისი ნამდვი- 

ლი რაციონალური „" რიცხვი ნაკლები იქნებათ-ზე. 

დამტკიცება, ნამდვილი რიცხვის განსაზღვრის თანახმად რაციო- 
ნალური რიცხვი ” არ მიეკუთენება „#» სიმრავლეს და ამავე დროს # 

რიცხვი ეკუთვნის თ სიმრავლეს. მაშასადამე, „“<თ და ამით თეორემა 

დამტკიცებულია. 
თეორემა ნ. თუ თ რაიმე ნამდვილი რიცხვია, ხოლო” 

არის რაციონალური რიცხვი, რომელიც არ ეკუთვნის 
თ სიმრავლეს, მაშინ „ის შესაბამისი ნამდვილი რა- 
ციონალური რიცხვი „" მეტია თ-ზე, ან, უკიდურეს
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შემთხვევაში, მისი ტოლია: თ=/7. ტოლობას თ=/” ად- 
გილი ექნება მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც მო- 
ცემული ' ნამდვილი რიცხვი თ რაციონალურია და/ 
წარმოადგენს თ რიცხვის ზედა კლასის უმცირეს 
რიცხვს. 

დამ ტკიცება. ჯერ განვიხილოთ ის შემთხვევა, როდესაც თ ნამ- 
ღვილი რაციონალური რიცხვია, ხოლო # წარმოადგენს თ რიცხვის ზედა 

კლასის უმცირეს რიცხვს. მაშინ /-ის შესაბამისი ნამდვილი რაციონალუ- 

რი რიცხვი „+ იქნება თვითონ თ რიცხვი, ##=თ. 

ახლა ვთქვათ, თ არის რაიმე ნამდვილი რიცხვი, რაციონალური ან 

ირაციონალური, და ვთქვათ, განსახილავი რაციონალური რიცხვი / ეკუთვ- 

ნის თ რიცხვის ზედა 8 კლასს, მაგრამ ამ კლასის უმცირესი რიცხვი 
არაა. ავიღოთ 8 კლასში რაციონალური რიცხვი „,, რომელიც ნაკლებია 

/„-ზე, მაშინ #, რიცხვი მიეკუთვნება #" სიმრავლეს ღა არ მიეკუთვნება 

თ სიმრავლეს. მაშასადამე, <#”". თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 6, ორ ნებისმიერ ნამდვილ რიცხვს შორის . 

არსებობს უსასრულო სიმრავლე ნამდვილი „რაციონა- 

ლური რიც ხვებისა. 

დამტკიცება. ავიღოთ თ და თ” ნამდვილი რიცხვები. აზრის გარ- 

კვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ თ<თ”, ამ შემთხვევაში არსებობს 

ისეთი რაციონალური რიცხვი #, რომელიც ეკუთვნის თ' სიმრავლეს და 

არ ეკუთვნის თ სიმრავლეს. მაშინ მე-4 და მე-5 თეორემის ძალით # რი– 

ცხვის შესაბამისი ნამდვილი რაციონალური რიცხვი I” იქნება არანაკლე– 

ბი თ-ზე და ნაკლები თ'-ზე: თ</"<თ”. 

ამრიგად, თ და თ ნამდვილ რიცხვს შორის მოიძებნება ნამდვილი 

რაციონალური რიცხვი. თავის მხრივ #"V და თ” რიცხვებს შორისაც მოი–- 

ძებნება ნამდვილი რაციონალური რიცხვი და ა. შ. მაშასადამე, თ და თ 

რიცხვებს შორის არსებობს უსასრულო სიმრავლე ნამდვილი რაციონა– 

ლური რიცხვებისა და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

ზემოთ დამტკიცებული თეორემა განსაკუთრებული მნიშვნელობისაა, 
ვინაიდან იგი გვიჩვენებს, რომ ყველა ნამდვილი რაციონალეუ- 

რი რიცხვის LჯL სიმრავლე ყველგან მკვრივია ·2 სიმრავ– 

ლეში, ე. ი. ორ ნებისმიერ ნამდვილ რიცხეს შორის არსებობს ნამდვილი 
რაციონალური რიცხვი. · 

განსაზღ ვრა 4. თუ თ ნამდვილი რიცხეია და თ>0, მაშინ თ 

რიცხვს და დებითი რიცხვი ეწოდება; თუკი თ<90, მაშინ თ, რიცხვს 

ჰქვია უარყოფითი რიცხვი. |
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§ 8. ნამდვილ რიცსვმთა სიმრავლის "უწყვეტობა 

განსაზღვრა წ. რაიმე დალაგებულ #6 სიმრავლეს უწყვეტი სი მ- 

რავლე ეწოდება, თუ ამ სიმრავლის ყოველი განკვეთის ზედა კლასში 
არსებობს უმდაბლესი რიგის ელემენტი. 

რაციონალურ რიცხვთა Lე ,სიმრავლე არ წარმოადგენს უწჭვეტ სიმ- 
რავლეს, ვინაიდან არსებობს Iს სიმრავლის ისეთი განკვეთა, როცა ზედა 

კლასში არ არსებობს უმცირესი ელემენტი. 

თეორემა 7. ყველა ნამდვილი რიცხვის სიმრავლე წარ- 

მოადგენს უწყვეტ სიმრავლეს. 
დამტკიცება. განვიხილოთ 2 სიმრავლის რაიმე XIX განკვეთა. 

ამ განკვეთის საშუალებით რაციონალურ რიცხვთა Lე სიმრავლე გავყოთ 

ორ 4 და 8 კლასად შემდეგნაირად: X კლასში შემავალი ყოველი ნამდ- 
ვილე რაციონალური რიცხვის შესაბამისი რაციონალური რიცხვი / კლასს 
მივაკუთვნოთ, დანარჩენიჯკი 8 კლასს. ცხადია, 8 კლასშია შევა მხოლოდ 
ის რაციონალური რიცხვები, რომლებსაც შეესაბამება X კლასში შემავა- 
“ლი ნამდვილი რაციონალური რიცხვები. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ რაციონალურ რიცხვთა IL სიმრავლის 
ასეთი გაყოფა ორ 4 და 8 კლასად წარმოადგენს #4|8 განკვეთას, ამი- 
ტომ? გვექნება გარკვეული ნამდვილი რიცხვი თ, რომელიც წარმოადგენს 

განკვეთის ქვედა # კლასს. დავამტკიცოთ, რომ თ არის X კლასის უმცი- 

“რესი ელემენტი, 

ჯერ ვაჩვენოთ, რომ თC ». დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, თCX. 

რადგანაც X კლასში არ არსებობს უდიდესი ელემენტი, ამიტომ X კლას- 
ში მოიძებნება ისეთი X რიცხვი, რომელიც თ-ზე მეტია. თ და X რიცხ- 
ვებს შორის ავიღოთ რაიმე ნამდვილი რაციონალური რიცხვი »", მაშინ 

მისი შესაბამისი რაციონალური” რიცხვი ” ერთდროულად უნდა მიეკუთე- 

ნოს როგორც #4 კლასს, ისე 8 კლასს, რაც შეუძლებელია. მაშასადა- 

მე, თCX”'. 
ახლა დავამტკიცოთ, რომ თ არის V” კლასის უმცირესი ელემენტი· 

დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, X კლასში არსებობს ისეთი ყ ელე“ 
მენტი, რომელიც თ-ზე ნაკლებია. ავიღოთ Vყ და თ რიცხვებს შორის 
რაიმე ნამდვილი რაციონალური რიცხვი /„”,, ყ<#”%, <Cთ. აქედან გამომღი- 

ნარეობს, რომ #”, რიცხვის შესაბამისი რაციონალური რიცხვი (ს) ეკუთ! 

ნის ერთდროულად როგორც #, ისე 8 კლასს, რაც შეუძლებელია. 9” 

შასადამე, თ არის I” კლასის უმცირესი ელემენტი. თეორემა დამტკიც)“ 
ბულია. 

ზემოთ დამტკიცებული თეორემა დედეკინდს ეკუთვნის. 
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გეომეტრიის საფუძვლებში მტკიცდება, რომ ღერძის ყოველ წერტილს 
გარკვეული ნამდვილი რიცხვი შეესაბამება და პირიქით, ყოველ ნამდვილ 
რიცხვს შეესაბამება ღერძის გარკვეული წერტილი. 

§ 4. არითმეტიკული მოქმედებები ნამდვილ რაციონალურ რიცსმებზე 

ავიღოთ რაიმე ორი ნამდვილი რაციონალური რიცხვი #98, და #%ე. მა- 
თი შესაბამისი რაციონალური რიცხვები აღვნიშნოთ შესაბამისად #ჯ და” 
სიმბოლოებით. შემოვიღოთ 

განსაზღვრა 6. „”, და #7, რიცხვების ჯამი „")-+-/+%: და ნამრავ- 
ლი წე ვუწოდოთ შესაბამისად ”+/ე და 7, რაციონალური რიცხგე- 
ბის შესაბამის ნამდვილ რაციონალურ რიცხვებს. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ · 
-1) LI სიმრავლის ნებისმიერი #5, და „აე ელემენტე- 

ბისათვის #”,-L”5ა=/5,L+ მ, (მეკრების კომუტატიურობა; 

2) L სიმრავლის ნებისმიერი ექება..6.6.6-.... 

მენტისათვის #",+(7ა-+„%ე)=–(%, +” %)+-/%ე (შეკრების ასო- 

ციატიურობა); 

3 LI სიმრავლის ნებისმიერი ჯ%, და #5 ელემენტე- 
ბისათვის #",+X=„ ა განტოლებას აქვს ამონახსნი, ე.ი. 

არსებობს ისეთი ნამღვილი რაციონალური რიცხვი 
„, რომ „54 ი%=,-ს (შეკრების შექცევადობა). 

ამ შემთხვევაში „+ რიცხვს ეწოდება #5 ღა „ს რიცხვების სხვაობა 

და აღინიშნება "რ -- „”, სიმბოლოთი: #”=#”%5 –– #5. ეს „V რიცხვი წარ- 
მოადგენს ჩა ჩ რაციონალური რიცხვის შესაბამის ნამდვილ რაციონა- 

ლურ რიცხვს. 
თუ #" რაიმე რაციონალური რიცხვია, მაშინ #“+-X=0 განტოლების 

ამონახსნს ეწოდება „ჯ"” რიცხვის მოპირდაპირე ანუ სიმეტრიული 

რიცხვი და აღინიშნება -––„" სიმბოლოთი. 
4) L სიმრავლის ნებისმიერი +5, #7, #5ვ ელემენტე- 

ბისათვის მართებულია ტოლობა #%(-5,Mვ)= (ა/რ) %ვ (გა მ– 
რავლების ასოციატიურობა); 

5) LI სიმრავლის ნებისმიერი #% და „წა ელემენტე– 
ბისათვის „5/#,=/-/", (გამრავლების კომუტატიურობ); 

6) LI სიმრავლის ნებისმიერი #5, #5, 5 ელემენტი- 
სათვის (%+/%,)იელ–ლ–/ ბვ რაზე (გამრავლების დისტრი- 

ბუტიულობა შეკრების მიმართ) ' 

„. 7) L სიმრავლის ნებისმიერი ორი75 დაჯ5, ელემენ- 
ტისათვის, სადაც #5#0, განტოლებას #9X=;" აქვს ამო-
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ნახსნი, ე. ი. არსებობს ისეთი ნამდვილე რაციონალური რიცხვი „V, 
რომ ადგილი ექნება ტოლობას #X/%=7%. 

ამ შემთხვევაში #" რიცხვს ეწოდება #", და #4 რიცხვების ფარდობა 

და აღინიშნება ” სიმბოლოთი. ცხადია, რომ =' + წარმოადგენს ””, და 
„ 

#%ე რიცხვების შესაბამისი რაციონალური წ და M რიცხვების + ფარ- 

დობის შესაბამის რიცხვს. 

3) ყოველი ნამდვილი დადებითი რაციონალური 

რიცხვისათვის არსებობს ისეთი მთელი ნამდვილი 

რიცხვი #5, რომ X>/% (არქიმედეს აქსიომა). 

მაშასადამე, | სიმრავლე წარმოადგენს არქიმედესეუ- 

ლად განლაგებულ ველს. 
რადგანაც Iს და L ველები ურთიერთეკვივალენტურია და IL) ველის 

ნებისმიერ ელემენტების ჯამსა და ნამრავლს შეესაბამება L” ველის შე- 

საბამისი ელემენტების ჯამი და ნამრავლი, ამიტომ Lე ველი | ველის 
იზომორფულია. 

§ წ. ირაციონალური რიცხვის მიახლოებითი მნიშვნელობა 

თეორემა 8. თუ ირაციონალური რიცხვით წარმოდგე- 
ნილია 4|8 განკვეთით, მაშინ ყოველი დადებითი რა- 
ციონალური §ს რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი რა- 
ციონალური რიცხვები იC/ და 6ხC8, რომ ხ-ძ=-ნ. 

დამტკიცება. ავიღოთ / და 8 კლასებში შესაბამისად ძე და ხეა: 
რიცხვები და განვიხი-ლოთ შემდეგი უსასრულო არითმეტიკული პროგ- 

რესია 

ძა იე+6, ძმე+26, ..., რე+/6, ... (5.1) 

ვთქვათ, M# მთელი დადებითი რიცხვი ისეთია, რომ ადგილი აქვს უტო- 
ლობას 

ო>-ხ=-% 

მაშინ თი-+/M6>ხაე და რაკი ხეC8, ამიტომ თიე:+/6 რიცხვიც მიეკუთვნება 
8 კლასს. დავუშვათ, რომ იძა+#6 არის (5-1) მიმდევრობის პირველი 

რიცხვი, რომელიც 8 კლასს ეკუთვნის. ასეთი იე+#6 რიცხვი უეჭველაღ 
არსებობს, ვინაიდან ძე+/M6 რიცხვი 8 კლასს ეკუთვნის და რაკი ძთაC4, 
ამიტომ M>1. მაშასადამე, ძე+(# –– 1)8 რიცხვი 4 კლასს მიეკუთვნება” 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს
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ძ=ძე+(46–– 1)9, ხ=ძე“+ჩ6, 

ჯვექნება ნ-––ძ=6. თეორემა დამტკიცებულია, 

თეორემა მ. თუ Cთ ირაციონალური რიცხვია, მაშინ 

ყოველი დადებითი ნამდვილი რაციონალური #7” რიცხ- 

ვისათვის არსებობს ისეთი ნამდვილი რაციონალური 
რიცხვები #5 და „#„",, რომლებიც აკმაყოფილებენ პი- 
რობებს 

"ს <თ<” ზე, (9-7, ლ=8%, 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ 6 ასოთი §" ნამდვილი რაციონალური 

რიცხვის შესაბამისი რაციონალური რიცხვი. ცხადია, 6>0. მე-8 თეო- 

რემის ძალით, § რიცხვისათვის მოიძებნება თ რიცხვის ქვედა და ზედა 

კლასში ისეთი რაციონალური რიცხვები #, და ი, რომ ადგილი ექნება 

ტოლობას 

წე“–-/=8. 

აღვნიშნოთ #%, და #5, სიმბოლოებით | და /, რაციონალური რიცხ- 
ვების შესაბამისი ნამდვილი რაციონალური რიცხვები. მაშინ „9 –- „IM = 
=6%; ამას გარდა, „ს <თ<”%. თეორემა დამტკიცებულია. 

„", რიცხეს ეწოდება თ რიცხვის მიახლოებითი მნიშვნელობა სიზუს- 

ტით 6"-მდე ნაკლებობით, #" რიცხვს კი თ რიცხვის მიახლოებითი მნიშ– 
ენელობა სიზუსტით §"-მდე მეტობით. 

შენიშვნა. შემდეგში, ნამდვილე რაციონალური რიცხვის ნაცვლად 

ვიხმართ ტერმინს –– რაციონალური რიცხვი. ამას გარდა, # რაციონალუ– 

რი რიცხვის შესაბამისი ნამდვილი რაციონალური რიცხვი ისევ # სიზბო- 

ლოთი გვექნება აღნიშნული. 
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განსაზღვრა 7. ვთქვათ, თ და ხ ნამდვილი რიცხვებია, ამასთანავე 

4<წ. ამ რიცხვებს შორის მოთავსებული ყველა ნამდვილი რიცხვის სიმ- 
რავლეს თ და ხ რიცხვების ჩათვლით, სეგმენტი ეწოდება და იგი 
10, ნ) სიმბოლოთი აღინიშნება. 

0 და ხ რიცხვებს (ი, ხ) სეგმენტის ბოლოები ჰქვია ღერძ–- 
ზე სეგმენტს შეესაბამება მონაკვეთი, რომლის ბოლოებია 0 და ხ რიცხ- 
მების შესაბამისი წერტილები, ამასთანავე ეს წერტილები ამ მონაკვეთს
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ეკუთვნის (ნახ. 8). შემდეგში, რაიმე თ რიცხვის შესაბამის წერტილს , 

ღერძზე იმავე ასოთი აღენიშნავთ. : 

0 ძ 6 2 

ნახ. 8. 

განსაზღვრა 8. ორ ნამდვილ ძ და ხ რიცხვს შორის მოთავსებულ 
ყველა ნამდვილი რიცხვის სიმრავლეს ინტერვალი ეწოდება და იგი 

(0, ხ) სიმბოლოთი აღინიშნება. 

თ და § რიცხვებს (თ, ხ) ინტე რვალის ბოლოები ჰქვია. ღერ- 
ძზე (თ, ხ) ინტერვალს შეესაბამება მონაკვეთი, რომლის ბოლოებია 0 და 
ხ რიცხვების შესატყვისი წერტილები, ამასთანავე ეს წერტილები ამ მო- 

ნაკვეთს არ ეკუთვნის (ნახ. 9). 
თუ (იძ, ხ) ინტერვალს დავუმატებთ მის თ და ხ ბოლოებს, მივიღებთ 

(თ, ხ1 სეგმენტს და პირიქით, თუ (ი, ხ) სეგმენტს ჩამოვაცილებთ მის 
ორივე ბოლოს მივიღებთ (ძ, ხ) ინტერვალს. 

0- 0 6 ჯ 
« ი6- 

>=ჟ“ძშძწმ». ' ” C–_ეაგს– 

ნახ. 9, 

' განსაზღვრა 9.” თუ (ძ, ხ) ინტერვალს დავუმატებთ მის ერთ- 
ერთ ბოლო წერტილს, მივიღებთ სიმრავლეს, რომელსაც ნახევრად- 

ინტერვალი ან ნახევრადსეგმენტი ეწოდება. 
შეგვიძლია შევად გინოთ ორი ნახევრადსეგმენტი (ორი ნახევრადინტერ- 

ვალი). მართლაც, თუ (თ, ხ) ინტერვალს დავუმატებთ წი ბოლოს, მივი- 

ღებთ ნახევრადსეგმენტს მარჯვნიდან (ნახევრადინტერვალს მარცხნიდან) 

და მას აღვნიშნავთ (თ, ხ) სიმბოლოთი. თუ (თ, ხ) ინტერვალს დავუმა- 

0 თ 6 , » 
C-- 

ნახ, 10. 

ტებთ ძი ბოლოს, მივიღებთ ნახევრადინტე რვალს მარჯვნიდან ან ნახევრად” 

სეგმენტს მარცხნიდან; 'მას (ძ, ხ) სიმბოლოთი აღვნიშნავთ. მაგალითალ 

მე-10 ნახაზზე გვაქვს ნახევრადინტერვალი მარჯვნიდან (ნახევრადსეგმეს” 

ტი მარცხნიდან). :



§ 6. ნამდვილ რიცხეთა სიმრავლის ზესტი ზედა და ზუსტი ქვედა საზღვრები 8% 

ტერმინები: სეგმენტი, ინტე რვალი, ნახევრადინტერვალი, ნახევრად– 
სეგმენტი და სათანადო აღნიშვნები დანჟუას! (ბჯ. ს6ი|)0V) მიერ იყო შე– 

მოღებული, 
თუ ნამდვილ რიცხვთა 8 სიმრავლე შემოსაზღვრულია, მაშინ არსე– 

ბობს ისეთი (თ, ხ|) სეგმენტი, რომელიც #6 სიმრავლეს შეიცავს. 
თეორემა 10. ყოველ ზემოდან 9შ ემოსაზღვრულ ნამდ– 

ვილ რიცხვთა სიმრავლეს აქვს ზუსტი ზედა საზღვარი. 
დამტკიცება. ვთქვათ, 8 ზემოდან შემოსახღვრული სიმრაქლეა. 

თუ ამ სიმრავლეს უდიდესი ელემენტი აქვს, მაშინ თეორემა ცხადია... 
ვიგულისხმოთ ახლა, რომ # სიმრავლეს არ აქვს უდიდესი ელემენ– 

ტი. ყველა ნამდვილი რიცხვის 2 სიმრავლე გაეყოთ ორ X და IX კლასად 
შემდეგი წესის მიხედვით: X კლასში მოვათავსოთ სიმრავლის ყველა 
ზედა საზღვარი, X კლასში კი დანარჩენი ნამდვილი რიცხვები. ცხადია„» 

6 სიმრავლის ყოველი ელემენტი X კლასს ეკუთენის. : 

დავამტკიცოთ, რომ 2 სიმ რავლის ასეთი გაყოფა ორ X და I” კლასად. 

გვაძლევს განკვეთას, 
1) ცხადია, არც X და არც I» კლასი ცარიელი არაა. 

2 თუ რომელიმე ნამდეილი X რიცხვი ეკუთვნის X კლასს, მაშინ: 

მასზე ნაკლები ყოველი ნამდვილი X' რიცხვიც იმავე კლასს ეკუთვნის. 
მართლაც, #5 სიმრავლე შეიცავს ისეთ ი რიცხვს რომელიც აკმაყოფი– 
ლებს უტოლობას ი>X, ვინაიდან წინააღმდეგ შემთხვევაში X რიცხვი # 

კლასს მიეკუთვნებოდა. მაშასადამე, 0>X" და ამიტომ X'C X. 

._ > 3) X კლასი არ შეიცავს უდიდეს რიცხვს. მართლაც, ავიღოთ X კლა– 
სის ნებისმიერი L ელემენტი. მაშინ 8 სიმრავლეში არსებობს ისეთი ჯ' 

ელემენტი, რომელიც აკმაყოფილებს უტოლობას ი>§, ვინაიდან წინააღმ– 
დეგ შემთხვევაში ხ მიეკუთვნებოდა X” კლასს. მაგრამ, რადგანაც # სიმ– 
რავლეში არ არსებობს უდიდესი ელემენტი, ამიტომ მოიძებნება ისეთი 
ელემენტი ი”C L, რომელიც ი-ზე მეტია და, მაშასადამე, ი >ხ. მაგრამ 

ჩ'CX, ამიტომ X კლასში არ არსებობს უდიდესი "ელემენტი. . : 

ამრიგად, გვაქვს XI” განკვეთა. მაგრამ IX” კლასს აქვს უმცირესი 
ელემენტი და იგი აღვნიშნოთ L ასოთი. დავამტკიცოთ, რომ L არის # 

- 1.ა. დანჟუა (1884) –- ფრანგი მათემატიკოსი, იგი ჰარიზის აკადემიის წევრია და» 
პარიზის უნიმერსიტეტის პროფესორი. მისი ძირითადი ნაშრომები მიძღვნილია ნამდვი- 
ლი ცვლადის ფუნქციათა თეორიისადმი. მან სრული ამოხსნა მოგეცა კლასიკური ამო- 
ცანისა ფუნქციის. პირვანდელი ფუნქციის მოძებნის შესახებ. ამ ამოცანის ამოხსნისათ– 
ვის ა. დანე უამ შემოიღო ინტეგრალის ახალი ცნება. ამჟამად ამ ინტეგრალს დანკუას 
ინტეგრალს უწოდებენ, „სცს»დ·"' """ '
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სიმრავლეს ზუსტი ზედა საზღვარი. ავიღოთ ნებისმიერი ნამდვილი L რი- 
ცხვი, რომელიც L-ზე ნაკლებია. ცხადია, LC X და ამიტომ #6 სიმრავლე- 
ში არსებობს ისეთი ელემენტი ძ, რომ 0ი>_ს. მაშასადამე, L არ შეიძლე– 

ბა იყოს 8 სიმრავლის ზედა საზღვარი. ამრიგად, ყოველი ნამდვილი რი–- 

ცხვი L, რომელიც L-ზე ნაკლებია არ წარმოადგენს 6 სიმრავლის ზედა 

საზღვარს. შემდეგ, რაკი L არის 6 სიმრავლის ზედა სახღვარი, ამიტომ 

ეგი იქნება 8 სიმრავლის ზუსტი ზედა საზღვარი თეორემა დამტკიცე- 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ ყოველ ქვემოდან შემოსა- 

ზღვრულ ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეს აქვს ზუსტი 
ქვედა საზღვარი. 

ამრიგად, ნამდვილ რიცხვთა ყოველ შე მოსაზღვრულ 

სიზრავლეს აქვს ზუსტი ზედა დაზუსტი ქვედა საზღ- 

ვარი. 
თეორემა 11. თუ ნ ზემოდან შემოსაზღვრული სიმრავ- 

ლეა, ხოლო #, წარმოადგენს # სიმრავლის ქვესიმ- 

რავლეს, მაშინ §0ს06,=5სი #. 

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, §Vსი 8<5ს6#ჩ,). 

მაშინ არსებობს 6, სიმრავლის ისეთი ელემენტი 68, რომელიც აკმაყოფი– 

„ლებს უტოლობას §5V0 6 <§6=5სი ჩ8ნ,. აქედან გამომდინარეობს, რომ #; 

სსიიმრავლის «§ ელემენტი მეტია ნ სიმრავლის ყოველ ელემენტზე, რაც 

'მეუძლებელია. ამიტომ §სი ჩ:=5ს0 L. 

შემდეგში ვისარგებლებთ სეგმენტის სიგრძის ცნებით და ამიტომ მო– 

უფიყვანოთ სეგმენტის სიგრძის განსაზღვრა. ავიღოთ რომელიმე Iთ, ჩI 

სეგმენტი. თუ Cთ და ზ რაციონალური რიცხვებია, მაშინ სეგმენტს რა–- 

ციონალურ ი სეგმენტი ეწოდება, ხოლო ზ –– თ სხვაობას კი (თ, ჩ1 

სეგმენტის სიგრძე და მას | (თ, ჩ1| სიმბოლოთი აღნიშნავენ. 

ახლა დავუშვათ, რომ თ და ზ რიცხვებიდან ერთი მაინც ირაციონა- 

ლურია. როგორც ვიცით, თ და ჩ რიცხვს შორის არსებობს უსასრულო 

სიმრავლე რაციონალური რიცხვებისა. აღვნიმნოთ 8 სიმბოლოთი ნ –– 4 

სახის რიცხვთა სიმრავლე, სადაც თ და ხ რაციონალური რიცხვებია, 

რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობებს თ<ძთ<6<8ჩ. ცხადია, 6 სიმ- 

რავლე ზემოდან ფემოსაზღვრულია და მას აქვს ზუსტი ზედა საზღვარი, 

ამ ზუსტ ზედა საზღვარს ეწოდება (თ, წ) სეგმენტის სიგრძე ანუ 

მანძილი თ და ჩ წერტილებს შორის. ამ შემთხვევაშიაც წთ, 81 სეგმენ– 

ტის სიგრძეს აღნიშნავენ | (თ, ჩ1 I სიმბოლოთი, ხოლო თ და ჩ წერტი– 

ლებს შმორის მანძილს კი ი(თ, ჩ) "სიმბოლოთი. მაშასადამე, 

, ი(თ, ჩ)=I Iთ, ზ) L
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თუ გვაქვს (თ. ჩ) ინტერვალი, ან (თ, 8) ან (თ, ჩ1 ნახევრადსეგმენ– 
ტი, მაშინ განსაზღვრის თანახმად, 

II, ჩ))=|Iთ, ჩ) I=I(თ, ჩ1I=ი(თ, ჩ), 
სადაც IC, ჩ)| სიმბოლოთი აღნიშნულია (თ, ზ) ინტერვალის სიგრძე. 

თეორემა 1ზ. ვთქვათ, ნამდვილ რიცხვთა ორი# და 0 
სიმრავლე შემდეგ ორ პირობას აკმაყოფილებს: 1) 

სიმრავლის ყოველი ელემენტი ნაკლებია 0 სიმრავ- 

ლის ყოველ ელემენტზე, 2) ნებისმიერი დადებითი 6 

რიცხვისათვის არსებობს?7/ და 0 სიმრავლეშიისეთი 

ორი ელემენტი ი დაძ, რომ ი(ი, ძ)<6. მაშინ 5ს0#=1Iი! 0. 
დამტკიცება. ცხადია, ” სიმრავლე ზემოდან შემოსაზღვრულია, 

(2 სიმრავლე კი ქვემოდან. ამიტომ §სი# და IიI 0 სასრულია. 

დასამტკიცებელია, რომ §5ს0 ჩ=Iი 0. დავუშვათ საწინააღმდეგო, 

ვთქვათ, §სი – <1ი! 0, აღვნიშნოთ ი(5სი 7, Iი! 0)=6. თეორემის პირო– 
ბის თანახმად, # და 0 სიმ რავლეებში მოიძებნება შესაბამისად ისეთი ორი 

რიცხვი ი ღა ძ, რომ 0(ი, 0)<6. მეორე მხრით, რადგანაც 0=5სი ჩ და 

9#=>1IიI 0, ამიტომ ი(ი, ძ)>6. ამ ორ უტოლობას არ შეიძლება ერთდრო- 

ულად ადგილი ჰქონდეს და, მაშასადამე, ჩეენი დაშვება სწორი არაა, ე.ი. 

შეუძლებელია მართებული იყოს უტოლობა §V0 <1ი! 0. 

აგრეთვე ადვილი დასამტკიცებელია, რომ ადგილი არა აქვს უტოლო–- 
ბას 5სი –>Iი! 0. მაშასადამე,“ §ს0 ”=IიI! 0 და ამით თეორემა დამტკი– 

ცებულია. , 

შედეგი 1. თუ თ არის #4|8 განკვეთით წა რმოდგენი- 

ლი ნამდვილი რიცხვი, მაშინ თ=35ს0 #/”=1ი(8”, სადაც 

4“ არის 4 კლასის რიცხვების შესაბამისი ნამდვილ 

რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე, 8”.კი8 კლასის 

რიცხვების შესაბამის ნამდვილ რაციონალურ რიცხ- 
ვთა სიმრავლე. : 

შედეგი “ბ. თუ ნამდვილ რიცხვთა # სიმრავლის არც 

ერთი ელემენტი არ აღემატება რაიმე §L რიცხვს, მ ა– 

შინ 5ყს06=§. ასევე, თუ წ სიმრავლის არც ერთი ელე- 
მენტი ნაკლები არაა რაიმე უ რიცხეზე, მაშინ I. 8>ოM». 

§ 7. არითმეტიკული მოქმედებები ნამდვილ რიცხვებზე 

1. შეკრება ვთქვათ, თ და თ რაიმე ნამდეილი რიცხვებია. განვიხი–- 

ლოთ თC+ი' სახის რიცხვთა ს სიმრავლე, სადღაც თ არის თ-ზე ნაკლები 

ნებისმიერი რაციონალური რიცხვი, ი' კი –- ნებისმიერი რაციონალური
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რიცხვი, რომელიც თ რიცხვზე ნაკლებია, C სიმბოლოთი აღვნიშნოთ : 
ხ+ხ სახის რიცხვთა სიმრავლე, სადაც ჩხ ნებისმიერი რაციონალური რი-' 
ცხვია, რომელიც ნაკლები არ არის თ-ზე, ხ კი–“– ნებისმიერი რაციონა- 

ლური რიცხვია, რომელიც თ' რიცხვზე ნაკლები არაა. 
რადგანაც 0<ხ და ი'<ხ', ამიტომ ” სიმრავლის ყოველი ელემენტი 

ნაკლებია C სიმრავლის ნებისმიერ ელემენტზე. ამას გარდა, ყოველი და- 
დებითი ნამდვილი 8 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი ორი ელემენტი 

0 და ძC0, რომ ი(ი, ძ)<§. 

მართლაც, მე-9 თეორემის ძალით შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი რაციო- 
ნალური რიცხვები ძე, ხე, თ', ხს რომლებიც აკმაყოფილებენ თანაფარ- 

დობებს 
, 

6 
ძა<თ=ხი, ხა -– ძა=---. 

, 8 
თა< Cთ =ხი, ჩე 0: =-- , 

სადაც § არის §-ზე ნაკლები დადებითი რაციონალური რიცხვი. ამ ორი 

ტოლობის შეკრება გვაძლევს 

(ნა+ხი) -– (ძი--ძე)=>C <6. 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს ი= ძა-I-ძი, 0=ხა“+-ხა, გვექნება 

ი(0, 94)<6, 

სადაც C, CC. მაშასადამე, მე-12 თეორემის ძალით, 

5სი 8=Iი! C=L. 

ამ § რიცხვს ეწოდება თ და თ რიცხვების ჯამი და იგი აღინიშნება თ+ძ” 
სიმბოლოთი: | 

ხ=თ+თ'. 

ცხადია, თუ თ და თ რაციონალური რიცხვებია, მაშინ თ+ თ ჯამის 
ზემომოყვანილი განსაზღვრა ემთხვევა რაციონალურ რიცხვთა ჯამის გან- 
საზღვრას, რომელიც ადრე გვქონდა შემოღებული. მართლაც, თანახმად 

C0 სიმრავლის აგებისა, ამ შემთხვევაში თ+თ რიცხვი 0 სიმრავლეს 

ეკუთვნის და იგი C0 სიმრავლის რიცხვებს შორის უმცირესია. მაშასა- 

დამე, თ+თ'=IიI 0. 

ბოლოს შევნიშნოთ, რომ, თუ თ რაციონალ ური რიცხვია, · მაშინ თ+%” 

წარმოადგენს ყველა თ+-ხ' სახის რიცხვთა ·დCე სიმრავლის ზუსტ: ქვედ!



§ 7. არითმეტიკული. მოქმედებები 'ნამდეილ რიცხვებზე 93 

საზღვარს. მართლაც, ადვილი მისახვედრია, რომ და C0ე სიმრავლეები 
აკმაყოფილებენ მე-12. თეორემის ყველა პირობას. ამიტომ 

500 ”=IიI! დCე=თ-Lთ”. 

კერძოდ, აქედან გამომდინარეობს, რომ 
0+თ=თ. 

ცხადია, რომ მართებულია კომუტატიურობის კანონი, ე. ი. 
თ+თ'=თ' +თ. 

კერძოდ, 
თ+0=0-+თ=თ. 

თეორემა 18. თუ თ, წ, თ) ჩ' ნამდვილი რიცხვებია და 

თ<ჩ, თ <ჩ',. მაშინ თ+თ <ჩ+ჩ'. > 
დამტკიცება. ავიღოთ რაცაონალურე რეცხვები #” ს, წწ 

რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობებს: 

თ<”<ჩ0<ჩზ, თ” <I” <”M<ჩ. 

განვიხილოთ თ+-ით' სახის რიცხვთა – სიმრავლე, სადაც ძ არის თ-ზე 
ნაკლები ნებისმიერე რაციონალური რიცხვი, ხოლო ი' წარმოადგენს თ' 

რეცხვზე ნაკლებ ნებისმიერ რაცაონალურ რიცხვს. ასევე C ასოთი აღვ- 

ნიშნოთ ხ+ხ' სახის რიცხვთა სიმრავლე, სადაც ნ ნებისმიერი რაციონა- 
ლურე რიცხვია, რომელიც ჩ-ზე ნაკლები არ არის, ხ' კი ნებისმიერი 

რაციონალური რეცხვია, რომელიც ჩ”-ზე ნაკლები არ არის. მაშინ 

5ს0ს=თ+თ, Iი(C0=ჩ+ჩ'. (7.1) 
ცხადია, რომ 

თ+თ<' +” <რი+ჩწ<ხნ+ხ'. 

თუ მხედველობაში მივიღებთ (7.1) ტოლობებს, მე-12 თეორემის” მე-2 

შედეგის ძალით გვექნება 

თ-+Vთ' <=7+“ <ჩ+”<=ჩზ-+ჩ', 

თ+თ <ჩ-+-8ჩ“ 

და ამით თეორემა დამტკიცებულია, 
თეორემა 14. ნებისმიერი სამი ნამდვილი თ,, თ, თვ რი- 

ცხვისათვის მართებულია ტოლობა 

(CC, +თი:) +თი=Cთ(-+(თა-Lთე). (7.2)
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დამტკიცება. აღვნიშნოთ 4; სიმბოლოთი (L=1, 2, 3) ყველა იმ 

რაციონალური რიცხვის სიმრავლე, რომლებიც თ, რიცხვზე ნაკლებია, 
8, სიმბოლოთი კი ყველა იმ რაციონალური რიცხვის სიმრავლე, რომ- 

ლებიც თ; რიცხეზე ნაკლები არ არიან. ვთქვათ, 

ჩ=((X+ყ)+2), C0C=((X+ყ)+2'), 

სადაც XC/4), ყC4»ი, 2C/ე, X'C8,, ყC8:, 2?C8ე. დავამტკიცოთ, რომ 

5ს0 5=)ი! 0=(თ)-+თი) -თე. (7.3) 

ამისათვის ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი რიცხვი §. ვთქვათ, §' არის და- 
დებითი რაციონალური რიცხვი, რომელიც (6-ზე“ ნაკლებია, მე-8 თეორე- 
მის ძალით არსებობს ისეთი რაციონალური რიცხვები 

X-C4), ყაC4ა, 2. C4 ვ Xე- რ8), ყი C/3ი, 20იC 83, 

რომ ადგილი ექნება ტოლობებს 

.” გ” , _ წ , __ 8 
ბია %ი= სე ყი ყი კ-ს 2-0“. 

· 3 3 3 

აქედან ვღებულობთ _ 

(XV +Vი) 1-2 -– I(Xა“I-Mი)1-21= ნ”. 
თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

0=(Xა+Vი)+2ა, 0=(Xე -+L Mი)-L2ის 

გვექნება 
ი(0, ძუ=C“<§, იC#, 0CC0. 

მაშასადამე, მე12 თეორემის თანახმად, 

5ს0 –=I9იI 0. (7.4) 

შემდეგ რაკი 

X+ყ<0თ)+თია=X'-+Lყ', 2<თვ=2, 

ამიტომ მე-13 თეორემის თანახმად 

(X+ყ)+2<(თ)-+-თა)+თვ==(X" +ს”)+7'. 

საიდანაც გვექნება რ 

5ს0 8-= (თ14+-თე)+-თვ==1ი! C). 

თუ გავითვალისწინებთ (7.4) ტოლობას, უკანასკნელი დამოკიდებულებე- 
ბიდან მიიღება (7.3) ტოლობები.
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ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ 

500 ”=თ)+(თა--თე), 
სადაც 

'--IX+(ყ+27)), X4), ყC#42:, 2C)4ვ. 

მაგრამ ”=ჩ და ამიტომ მართებულია (7.2) ტოლობა, ამით შეკრების. 
ასოციატიურობის კანონი დამტკიცებულია. 

2. გამოკლება, გამოკლების ოპერაცია წარმოადგენს შეკრების ოპე- 
რაციის შებრუნებულ ოპერაციას, ამიტომ თ რიცხვიდან თ' რიცხვის გა–- 
მოკლება ისეთი მესამე თ“ რიცხვის მოძებნას ნიშნავს, რომელიც თ” რი- 

ცხეთან მიმატებული მოგვცემს თ რიცხვს. 
ისმის კითხვა: არსებობს თუ არა ზემოაღნიშნული თვისების რიცხვი? 

სანამ ვუპასუ ხებდეთ ამ კითხვაზე დავამტკიცოთ შემდეგი 

თეორემა 1§. ნებისმიერი ირაციონალური თ რიცხვი- 
სათვის არსებობს ისეთი'L რიცხეი, რომ ადგილი ექ- 
ნება ტოლობას 

თ+ხ=0. (7.5)· 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ #4 ასოთი ყველა იმ რაციონალური რი- 

ცხვის სიმრავლე, რომლებიც თ-ზე ნაკლებია, 8-თი კი ყველა ისეთი რა– 
ციონალური რიცხვის სიმრავლე, რომლებიც თ-ზე მეტია. ვთქვათ, #4” 
არის 8 სიმრავლის რიცხვების სიმეტრიულ რიცხვთა სიმრავლე, #8" კი 4 
სიმრავლის რიცხვების სიმეტრიულ რიცხვთა სიმრავლე. ცხადია, ყოველი 
რაციონალური რიცხვი შევა ან #' ან 8” სიმრავლეში და, ამას გარდა, 
#' სიმრავლის ყოველი ელემენტი ნაკლებია 8' სიმრავლის ყოველ ელე– 
მენტზე. დავამტკიცოთ, რომ 

§სნ 4'=1იI #'. (7.6) 
ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი § რიცხვი. მე-9 თეორემის ძალით, არსე– 
ბობს ისეთი რაციონალური რიცხვები თ და ხ, რომლებიც აკმაყოფილე– 
ბენ უტოლობებს : 

ხ–-–ძ<ნ, 0<თ<ხ. (7.7) 
ახლა ეთქვათ, ი'= –– ხ, ხ”= –- თ. რადგანაც 06 4, ხ8, ამიტომ ი'C /', 

,ხC8' და, თუ მხედველობაში მივიღებთ (7.7) უტოლობებიდან პირველს, 

„გვექნება 
ხ–– ი”=ხ–ძ<6. 

„ამრიგად, 0 (ი', ხი<6 და ამიტომ მე-12 თეორემის თანახმად მართებუ– 
«ლია (7:6) ტოლობა,
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შემოვიღოთ აღნიშვნა 

=5ს0 #'. 

+L რიცხვი ირაცეონალურია, ვინაიდან /#' სიმრავლეში არ. არსებობს უდი- 

დესი ელემენტი, 8' სიმრავლეში კი უმცირესი... 
დავამტკიცოთ, რომ § აკმაყოფილებს (7.5) ტოლობას, ამისათვის აღვ- 

ნიშნოთ თი+ი' და 8+სხ' სახის რიცხვთა სიმრავლეები შესაბამისად ” და 
«<2 სიმბოლოებით, სადაც იC 4, ხC8, ი'C #(, ხ'C8. 

ადვილი შესამჩნევია,7რომ სიმრავლის ყოველი ელემენტი უარყოფითი 
რიცხვია. მართლაც, ავიღოთ # სიმრავლის რაიმე ელემენტი ი. მას აქვს 

0+ი' სახე, ე. ი ი0=თძ+ი', სადაც თC/4, ით'C/#'. მაგრამ თ= –- ხ, სა- 
დაც 6C#. მაშასადამე, 0ი=0 –– ხ და რაკი ძ<ხ, ამიტომ ი<0. ამრიგად, ” 
სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი უარყოფით რიცხვს წარმოადგენს და, 
„მაშასადამე, 

· §ს0 8=0. (7.8) 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ ! 

1იI 0>0. (7.9) 
მაგრამ · 

5 8=Iი! 0=თ-ნ. (7-10) 

მაშასადამე, (7.8), (7.9) და (7.10) თანაფარდობებიდან გამომდინარეობს 

(7.5) ტოლობის მართებულობა. თეორემა დამტკიცებულია. 

განსაზღვრა 9. ნამდვილი C, რიცხვის სიმეტრიულირიცხ- 
'ვი ეწოდება ისეთ § რიცხვს, რომელიც აკმაყოფილებს ტოლობას თ-+§=-0. 

თ რიცხვის სიმეტრიული რიცხვი აღინიშნება –-თ სიმბოლოთი. („ხა–- 
დია, რომ –– (--თ)=თ. თუ თ>0, მაშინ –– «<0. ამას გარდა, თუ თ და 
თ' ნამდვილი რიცხვები ისეთია, რომ თ<თ'!, მაშინ –თ>-თ. 

განსაზღვრა 10. თუ § ნულისაგან განსხვავებული ნამდვილი 
რიცხვია, მაშინ L და –– L რიცხვებიდან ერთი მათგანი იქნება დადებითი, 
მეორე კი უარყოფითი. ამ ორი რიცხვიდან იმას, რომელიც დადებითია, 
ეწოდება § რიცხვის აბსოლუე ტური სიდიდე და აღინიშნება | ხL 
სიმბოლოთი. ამას გარდა, |10|=0. 

ცხადია, რომ |-–-LI=|ხ |. . 
თეორემა 106. ნებისმიერი ორით და ჩ ნამდვილი რიცხ- 

ვგისათვის არსებობს ისეთი L ნამდვილი რიცხვი, რო- 
მელიც აკმაყო ფილებს ტოლობას 

თ+§=ჩ.
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დამტკიცება. ვთქვათ, §=ჩ+(–-თ). გვაქვს: 

თ+§=თ+(8+(–-თ))=თ+IC--თ)+ჩ)=I=თ+C-თ))+ჩ=0+ჩ=ჩ. 
მაშასადამე, ჩ+(–თ) არის საძიებელი რიცხვი. თეორემა დამტკიცებუ- 

ლია. 
ზ+C–თ) რიცხვს ეწოდება ჩ და თ რიცხვების .სხვაობა და იგი აღინიშ- 

ნება ზ––თ სიმბოლოთი: 

§=ჩ-–თ. 

ამრიგად, ჩ + თ სხვაობის მისაღებად საჭიროა ზ რიცხვს მივუმატოთ 
თ რიცხვის სიმეტრიული რიცხვი. რადგანაც შეკრების ოპერაციის შედე– 
გად მხოლოდ ერთ რიცხვს ვღებულობთ, ამიტომ გამოკლების ოპერაციის 

შედეგად გვექნება აგრეთვე მხოლოდ ერთი რიცხვი. 
თეორემა 17. თუ X და Vყ ნამდვილი რიცხვებია, მაშინ 

0(X, ყ)=|X–-ყI. 
დამტკიცება. აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 

X<ყ და დავამტკიცოთ ი (X, ყ)ა=ყ-–-X ტოლობის მართებულობა. 
აღვნიშნოთ # ასოთი ყველა იმ რაციონალურ რიცხვის სიმრავლე, 

რომლებიც X-ზე ნაკლებია, #8-თი კი ყველა იმ რაციონალურ რიცხვის 
სიმრავლე, რომლებიც X-ზე მეტია. შემდეგ, ვთქვათ, /!' არის ისეთი რა- 
ციონალურ რიცხვთა სიმრავლე, რომლებიც ყ-ზე ნაკლებია, 8' კი ისეთ 
რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეა, რომლებიც ყ-ზე მეტია. აღვნიშნოთ 
სიმბოლოთი «' –-ხ სახის რიცხვთა. სიმრავლე, )I#/-ით კი ხ'–– ძ სახის 

რიცხვთა სიმრავლე, სადაც X<ხ<თი'<ყ, ი6 4, ხC8, ი'C /I, ხ'C8'. ცხა- 
დია, რომ 

. 10 171=ყ –-X. (7.11) 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ 

1იI /7=5ს0 8. (7.12) 

ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი § რიცხვი. 6-ზე ნაკლები დადებითი რა- 
ციონალური «#' რიცხვისათვის შეგვიძლია მოეძებნოთ ისეთი რიცხვები: 
ძთC/4, ხეC8, თ = #4, ხნ. C8, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობებს: 

ში --ძა<--, ხე “ძი <-- , ძე<X<წე <0) < ხე. (7.13) 
რადგანაც 

ხა –- ძე= (ხე –– ძე)-+(C'ა –– ჩე) + (6) –– ი”), 
-”
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ამიტომ (7.13) უტოლობის ძალით გვექნება 

(ს –- ძა) – (თ -- ჩე)= (წი –– ძი)-- (ხე –– ძა<-- + 4-=V <6. 

ვინაიდან ხ' –– ძე და ძე –- ხე რაციონალური რიცხვებია, ამიტომ (ნე'––-თ)-–- 
–- (ძი! –– ხე) სხვაობა წარმოადგენს მანძილს იმ (ხ'–– ძე) და (თი –- ხა) წერ- 

ტილებს შორის, რომლებიც ეკუთვნიან შესაბამისად // და 8 სიმრავლეებს. 
ამრიგად, ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის არსებობს /#I და # სიმ- 

რავლეებში ისეთი ორი წერტილი ხე” –ძე და ძნე, რომ მათ შორის მან– 

ძილი §-ზე ნაკლებია. ამას გარდა, 8 სიმრავლის ყოველი ელემენტი ნაკ- 

ლებია M სიმრავლის ყოველ ელემენტზე. ამიტომ მე-12 თეორემის თა- 
ნახმად მართებულია (7.12) ტოლობა. მაშასადამე, (7.11) და (7.12) ტო- 
ლობებიდან გვაქვს 0(X, ყ)ა=ყ-–-X ტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია. 

8. გამრავლება. ვთქვათ, მოცემულია ორი ნამდვილი რიცხვი თ და თ”. 
ჩვენი მიზანია განვსაზღვროთ თ და თ” რიცხვების ნამრავლი. 

ჯერ განვიხილოთ შემთხვევა, როდესაც თ>0, თ'>0. აღვნიშნოთ #7? 
ასოთი ყველა ით' სახის რიცხვთა სიმრავლე, სადაც თ არის თ-ზე ნაკლე– 
ბი ნებისმიერი დადებითი რაციონალური რიცხვი, ი' კი თ-ზე ნაკლები 

ნებისმიერი დადებითი რაციონალური რიცხვი. ასევე, C0-თი აღვნიშნოთ 
ყველა ხხ' სახის რიცხვთა სიმრავლე, სადაც 6 ნებისმიერი რაციონალური 

რიცხვია, რომელიც თ რიცხვზე ნაკლები არაა, ხოლო წ' წარმოადგენს 

ნებისმიერ რაციონალურ რიცხვს, რომელიც ნაკლები არ არის თ, რიცხე- 
ზე. ცხადია, რომ ნ სიმრავლის ყოველი ელემენტი ნაკლებია 0 სიმრავ– 
ლის ნებისმიერ ელემენტზე. დავამტკიცოთ, რომ 

50 #=1Iი! 0. (7.14) 

ამისათვის ავიღოთ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვი 6>90. ზოგადობის შეუ- 

ზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 6 რაციონალური რიცხვია. 
ავიღოთ რაიმე ორი რაციონალური რიცხვი ჩე და ხე', რომლებიც მეტია 

შესაბამისად თ და თ, რიცხვებზე. ცხადია, რომ ხე>0, ხი; >0. მე-9 თეო– 

რემის ძალით მოიძებნება ისეთი ოთხი რაციონალური რიცხვი თ, ხ, თ, 
ხ, რომლებიც შემდეგ პირობებს აკმაყოფილებს: 

ძ<თ<ხ=ხა, ი'<თ <ხ'=ხი, 

ხ-ძ”«-C" ,ხ-.ძCდ- 5... 
ხე+ხ; ხე+ ხე" 
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შემოვიღოთ აღნიშენები ი=00თ', 0=ხს'. ცხადია, რომ #9 და ძ ეკუთვნის 
შესაბამისად ” და C სიმრავლეებს. გვაქეს: 

0(0, 0)=ხხ' –– ძი” =(ხხ –– რ)+(V –ითი)=ხ(ხ-–- თ+ 

, /! ნ _ 8 
+ი(' --ით)<ხა–-–_ > ით სააოოისა 

ამრიგად, – და C სიმრავლეები აკმაყოფილებენ მე-12 თეორემის ყველა 
პირობას და ამიტომ მართებულია (7.14) ტოლობა. 

§=5სნ ”=IიI C რიცხვს ეწოდება თ და თ' რიცხვების ნამრავლი და იგი 
აღინიშნება თთ” სიმბოლოთი: 

ხ=თთCთ”. 

ცხადია, თუ თ და > რიცხვები ორივე რაციონალურია, მაშინ თთ! 

ნამრავლის ზემომოყვანილი განსაზღვრა ემთხვევა რაციონალურ რიცხე- 

თა ნამრავლის განსაზღვრას, რომელიც ადრე გექონდა შემოღებული. 
მართლაც, თანახმად C სიმრავლის აგებისა, ამ შემთხვევაში თთ'. რიცხვი 

0 სიმრავლეს ეკუთვნის და იგი ამ სიმრავლის რიცხვებს შორის უმცი- 
რესია: მაშასადამე, 

თთ' =1VიI! C. 

თუ თ რიცხვი რაციონალურია, თ კი ირაციონალური, მაშინ თთ” 
არის ყველა თხ' სახის რიცხვთა 0) სიმრავლის ზუსტი ქვედა საზღვარი, 
სადაც ნC8. მართლაც, ადვილი საჩვენებელია, რომ # და C0ე სიმრავ– 
ლეები აკმაყოფილებენ მე-12 თეორემის ყველა პირობას. ამიტომ. 

5სნ ”=IიI! CღC-= 

ახლა “განვიხილოთ ის შემთხვევა, როცა თ და თ რიცხვებიდან ერთი 
მაინც უარყოფითია. აქ წარმოგვიდგება სამი შემთხვევა: 

1) >0 და თ'<0. ამ შემთხვევაში თთ” ნამრავლი განისაზღვრება ტო– 

ტობით თთ'= – (თ(-–- თ). 
2) <0, თ'>0. ამ შემთხვევაში თთ'= – ((-–- თ)თ'!. 

3) თ<90, თ'<0. ამ შემთხვევაში თთ'=( –– თ|(–-თ”. 

თუ თ=-0 (ან თ'=0), მაშინ განსაზღვრის თანახმად თთ”=0. 

ადვილად მტკიცდება შემდეგი ტოლობები: 
1) თ. 1=0თ, 

2) თთ'=C'Cთ (გამრავლების კომ უტატიურობის კანონი), 

C 3) (თ)თ”=თ(VVთ") (გა მრავლების ასოციატიურობის კა 
ონი), 

4) თ(თ'+თ”=თთ'-+-თთ” (დისტრიბუტიულობის კანონი).
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4. გაყოფა. გაყოფის ოპერაცია წარმოადგენს გამრავლების ოპერაციის 
შებრუნებულ ოპერაციას. ამიტომ თ რიცხვის თ' რიცხვზე გაყოფა (თ #0) 

ლსეთი მესამე თ” რიცხვის მოძებნას ნიშნავს, რომელიც თ'-ზე გამრავლე- 

ბული მოგვცემს თ რიცხვს. ისმის კითხვა: არსებობს თუ არა ასეთი თ" 

რიცხვი? პასუხი რომ გავცეთ ამ კითხვაზე დავამტკიცოთ შემდეგი 

თეორემა 10. თუ თ რაიმე ირაციონალური რიცხვია, 

მაშინ არსებობს ისეთი L რიცხვი, რომელიც აკმაყო- 
ფილებს ტოლობას 

თL=1. (7.15 

დამტკიცება. ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ თ>0. აღვნიშნოთ 4 ასო- 
თი ყველა ისეთი დადებითი რაციონალური რიცხვის სიმრავლე, რომლებიც 
თ-ზე ნაკლებია, 8-თი კი ყველა ისეთ რაციონალურ რიცხვის სიმრავლე, 
რომლებიც თ-ზე მეტია. ვთქვათ, #' არის 8 სიმრავლის რიცხვთა შებ- 
რუნებული რიცხვების სიმრაელე, „8' კი 4 სიმრავლის რიცხვების შებრუ- 

ნებულ რიცხვთა სიმრავლე. 
ცხადია, რომ 4' სიმრავლის ყოველი ელემენტი ნაკლებია „8 სიმრავ- 

ყლის ყოველ ელემენტზე. დავამტკიცოთ შემდეგი ტოლობის მართებულობა: 

5 #'=1იI 8'. (7.16) 

პვიღოთ ნებისმიერი დადებითი § რიცხვი და # სიმრავლის რაიმე თი, რი- 

ცხვი. მე-9- თეორემის ძალით, არსებობს ისეთი რაციო ნალური რიცხვები 

94 და ხნ, რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობებს 

ხ–-ი<0ძ)%, 0. <0<Cთ<ხ (იC#, ხC#). (7.17) 

უთქვათ, თ'= -> ხ'=-1 , პირობის ძალით თ'C/4', ”C,8. თუ გავითვალის- 
ი 

წინებთ (7.17) უტოლობებს, გვექნება 

ხ-  =ხ-4% -ხ:-6 ა. 
იხ ი)? 

ამრიგად, ი(თ', ნ)<6 და ამიტომ მე-12 თეორემის ძალით მართებულია 

(7.16) ტოლობა. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

L=5სი 4”. 

L რიცხვი ირაციონალურია, ვინაიდან 4' სიმრავლეში არ არსებობს უდი- 

დესი ელემენტი, „8' სიმრავლეში კი უმცირესი. 
დავამტკიცოთ, რომ L§ აკმაყოფილებს (7.15) ტოლობას, აღვნიშნოთ 

ძი ღა ხხ სახის რიცხვთა სიმრავლეები შესაბამისად და C ასოებით,
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სადაც 0C/4, თC/#4', ხC8, ხCჩ'. 
ცხადია, # სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი ნაკლებია ერთზე. მარ- 

თლაც, ავიღოთ ს სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი /#=ძეთძე, სადაც 

ძან #,თ C 4'. მაგრამ თ =-- და ხ.აC8. რადგანაც «ია<ხე, ამიტომ 

<1. ამრიგად, # სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი ნაკლებია ერთზე 
და ამიტომაც 500 <1. 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ. (0 სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი 
მეტია ერთზე და, მაშასადამე, IიI 0>1. მაგრამ 

50 8=1ი9I 0. 
მაშასადამე, თ§=1. 

თუ თ<0, მაშინ – «>0 და ზემოთ დამტკიცებულის ძალით არსებობს 

ისეთი დადებითი L' რიცხვი, რომელიც აკმაკოფილებს ტოლობას 

(–ძთ) §'=1. 

თუ განვიხილავთ L= --Lდ' რიცხვს, გვექნება 

(-–-–თX--§)=თნ=1. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ახლა შემოვიღოთ შემდეგი 

განსაზღვრა 11. თ რიცხვის (#0) შებრუნებული რიცხვი ეწო– 
დება ისეთი § რიცხვს, რომელიც აკმაყოფილებს ტოლობას თL=1. 

თ რიცხვის შებრუნებული რიცხვი აღინიშნება + სიმბოლოთი: 
' თ 

1 
ნ“ --. 

თეორემა 19. ნებისმიერიორით და ჩ ნამდვილი რიცხ- 
ვისათვის, სადაც ჩ#0, არსებობს ისეთი ნამდვილი.ჯ 

რიცხვი, რომელიც აკმაყოფილებს ტოლობას 

ჩX=თ. 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

გვაქვს
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მაშასადამე, თ.ა არის საძიებელი რიცხვი. ამ რიცხვს ეწოდება თ და 

86 რიცხვების განაყოფი და აღინიშნება - > სიმბოლოთი. 

დასასრულ აღვნიშნოთ, რომ ნამდვილ რიცხვთა 2 სიმრაე- 

ლე წარმოადგენს განლაგებულ ველს. 

§ 8. „-ური ხარისხის ფესვი ნამდვილი რიცხვიდან 

დავამტკიცოთ შემდეგი 
თეორემა 90. ყოგელი დადებითი თ და მთელი დადებითი 

ი რიცხვისათვის არსებობს, ისეთი ნამდვილი ხ რიცხ- 
ვი რომ 

L%=თ. (8.1) 

დამტკიცება. აღვნიმნოთ #4 ასოთი სიმრავლე ყველა უარყოფითი 

რაციონალური რიცხვისა, ნულისა და. ისეთი დადებითი რაციონალური 
რიცხვებისა, რომელთა ჩი-ური ხარისხი თ-ზე ნაკლებია, ხოლო ჩ-თი და- 

ნარჩენი რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე. ადვილი დასამტკიცებელია, 

რომ §ს0 4=IიI 8. აღვნიშნოთ 5სი 4 რიცხვი L ასოთი. ვაჩვენოთ, რომ 

Lშ=თ, (9.2) 

ამისათვის განვიხილოთ ორი /# და 0 სიმრავლე: # შედგება ძ7 სახის რიცხ– 
ვებისაგან, სადაც თ>0 და 0C/, ხოლო 0 შედგება ხ" სახის რიცხვები- 

საგან, სადაც 6C8. 

ცხადია, რომ – სიმრავლის ყოველი ელემენტი ნაკლებია 0 სიმრავლის 
ნებისმიერ ელემენტზე. ამას გარდა, ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის 
არსებობს ისეთი ორი რიცხვი 091C# და §07შC0, რომ 

ხ"-––- ი"<წ§. 

მართლაც, 8 სიმრავლეში ავიღოთ რაიმე ხე რიცხვი. # და 8 სიმრავლე– 
ებში მოიძებნება ისეთი ორი შა ძ და 6, რომ 

  ხ–ი< , ხ= ხა. (8.3) 
ააა ი-I.' 

ბეზუს თეორემისა და (8-3). უტოლობების ძალით გვაქვს 

ხ" –-ცბ= ღეღებგ–რ” –”– ·.+ხცებ6- 21.58 - )<: 
  –,'ჩხი“ =8.



§ 9. ნამდვილ რიცხეთა სიმრავლისაღმი + თ და –– თ ელემენტების დამატება 103 

მაშასადამე, მე-12 თეორემის ძალით 

5სი =Iი! 0 

და რადგანაც თ2?<თ=ხ7, ამიტომ 

Cთ=5ს0 9=Iი! 0. (8.4) 

მეორე მხრით, თ" <L”=ხ" და, მაშასადამე, 

L"=5ს0 –=IიI 0. (8.5) 

(8.4) და (8.5) ტოლობებიდან მიიღება (8.2) ტოლობა. თეორემა დამტ– 

კიცებულია. 
ამ L რიცხვს ეწოდება #-ური ხარისხის არითმეტიკული ფესვი თ რი– 

ცხეიდან და აღინიშნება V > სიმბოლოთი, ცხვიდახ და აღ ე ლ 

§ 9. ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლისალმი + თ და –= 

ელემენტების დამატება 

ნამდვილი ცვლადის ნამდვილი ფუნქციების შესწავლისას საჭირო ხდება 
ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეს დავუმატოთ ორი არასაკუთრივი ელემენ. 

ტი +Cთდ და –- დ, რომლებიც აკმაყოფილებენ, განსაზღვრის ძალით, შემ– 

დეგ პირობებს: 
“. 1% ყოველი ნამდვილი თ რიცხვისათვის –-– <<0<-LCთ; ამის საფუძ- 

მელზე ვწერთ –– =<+თ. 
9? ყოველი ნამდვილი ძი რიცხვისათვის, 

(+თC)+თ=თ+(+2=9)=-+Cთ, (– =<)+0ით=0ძ+( -– C)= –– თ; 

(+თ):0=0-(+-თ)=+თ, თუ 9>0; 
(–-C)-ძ=ძ-(+=თ)=–+Cთ, თუ ძ<09; 

  

ი - გ. 9. „ 9  __ · >> =0; 2 +C, თუ 0>0; -= დ, თუ 0ძ<0; 

0-(+ =)=(-3>C):0=0. 

ვ? +. და ––- = სიმბოლოებისათვის გვაქვს აგრეთვე 

(+C)·(1+-თ)=( -–– თ):C– =«)=+Cთ; 

(+Cთ).·C– C)=( -– თ)-(+Cთ)= –– დ; 

(+<)-+(–- C)=( –– C)+(+=C)=(+Cთ) -– (+C)=0; 

(+–-=ი)+(+C)=>Cთ.
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რიცხვთა სიმრავლეს, რომელიც შევსებულია +C და -–– C ელემენ- 
ტებით გაფართოებული რიცხვთა ღერძი ვუწოდოთ და იგი აღვნიშნოთ 7, 

სიმბოლოთი. 

თუ ნამდვილ რიცხვთა წ სიმრავლე ზემოდან შემოსაზღვრული არაა 

მაშინ ვწერთ 

5სნ ც=+Cთ, 

ხოლო, თუ ქვემოდან შემოუსაზღვრულია, მამინ დავწერთ 

10 8=–Cთდ. 

§ 10. ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლის სისრულე 

თეორემა 9591, ნამდვილ რიცხვთა ზრდადი და ზემოდან 

შემოსაზღვრული მიმდევრობა კრებადია. 
დამტკიცება. ვთქვათ, ნამდვილ რიცხვთა ზრდადი (X,) მიმდევ- 

რობა ზემოდან შემოსაზღვრულია, მაშინ ამ მიმდევრობას აქვს ზუსტი 
ზედა საზლვარი და იგი აღვნიშნოთ § ასოთი. დავამტკიცოთ, რომ 

1100 X„=3. 
ი--თ 

სიმრავლის ზუსტი ზედა საზღვარის განსაზღვრის თანახმად, ნებისმიერი 

დადებითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი X, რიცხვი, რომ XV>§ –– 6. 
რაკი მოცემული მიმდევრობა ზრდადია, ამიტომ 

X>8- 6, როდესაც #>V, 
ანუ 

IX --– §|–§-–X<§ნ, როდესაც M>V. 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ 1IMი X„=§ და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 
იჩ-თ 

ადვილი მისახვედრია, რომ თუ აღებული ზრდადი მიმდევრობა ზე–- 
მოდან შემოუსაზღვრელია, მაშინ 1109 X„=+Cთ. 

ი--თ 
ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი 
თეორემა 99, ნამდვილ რიცხვთა კლებადი და ქვემო– 

დან შემოსაზღვრული მიმდევრობა კრებადია, ხოლო 
თუ მიმდევრობა ქვემოდან შემოუსაზღვრელია, მ»- 

შინ || Xა=-–-Cთ. 
ით 

განსაზღვრა 19. სეგმენტთა მიმდევრობას #,=L(0),, ხI), /#>5=- 

=I0ა, ხე), ..., #ეგ=Iთ,, ხ,)I, .. ეწოდება კლებადი, თუ #ბ)=2#:=..- 
...ლ=#ჩე=... ·
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თეორემა 93. თუ სეგმენტთა მიმდევრობა (#,) კლე- 
ბადია და ამასთანავე ყოველი დადებითი § რიცხვისა- 
თვის მოიძებნება ისეთი ნატურალური რიცხვი #7, რომ 

IMს,)<§, მაშინ არსებობს ერთადერთი რიცხვი L, რომე– 

ლიც ყველა რგსეგმენტს ეკუთვნის, 
დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

=(თ,, ” ს), C=(ხ,, ხა, ...., ხე, ·.-). 

ცხადია, ” და C0 სიმრავლეები აკმაყოფილებენ მე-12 თეორემის ორივე 
პირობას და ამიტომ 

500 0=1ი! C=%. 

რადგანაც L არის როგორც # სიმრავლის ზუსტი ზედა საზღვარი, ისე 0 
სიმრავლის ზუსტი ქვედა საზღვარიც, ამიტომ 

ძ„ა=8=ხ, 

ყოველი #I-თვის. მაშასადამე, C/#, (1=1, 2,...). 

დავამტკიცოთ ახლა, რომ L ერთადერთი რიცხვია, რომელიც ეკუთვ- 

ნის ყველა #, სეგმენტს. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ L რიცხვის 
გარდა არსებობს სხვა რიცხვი L", რომელიც ყველა #, სეგმენტს ეკუთვ- 
ნის, ახრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ L<L7?. მაშინ ყო– 

ველი /-თვის 1 რგ|>68"–- წ. ეს კი შეუძლებელია, რადგან ტუ სეგმენტის 
სიგრძე რაგინდ მცირე შეგვიძლია გავხადოთ, თუ # საკმაოდ დიდი ავი– 

ღეთ. მაშასადამე, ჩვენი დაშვება სწორი არაა და ამიტომ LX=%. თეორე- 
მა დამტკიცებულია. 

ამ თეორემას ეწოდება კანტორის თეორემა სეგმენტთა კლება– 

დი მიმდევრობის შესახებ. 

_ თეორემა 94, ნამდვილ რიცხვთა ყოველი შემოსაზღე- 
რული (»,) მიმდევრობიდან შ5შ ეგვიძლია გამოვყოთ კრე- 

ბადი ქვემიმდევრობა. 

დამტკიცება. რადგან (წჯ,) მიმდევრობა შემოსაზღვრულია, ამი– 
ტომ არსებობს ისეთი |0თ, ხ) სეგმენტი, რომელიც შეიცავს მიმდევრობის 

ყველა ელემენტს, გავყოთ (თ, ხ) სეგმენტი ორ კონგრუენტულ სეგმენ- 

ტად, მაშინ ამ სეგმენტებიდან ერთი მაინც შეიცავს მოცემული მიმდევ– 
რობის ელემენტთა უსასრულო სიმრავლეს. ეს სეგმენტი აღვნიშნოთ 
#1=|თ,, ხ,). აღვნიშნოთ X,, სიმბოლოთი მოცემული (X,) მიმდევრობის 

რომელიმე ელემენტი, რომელიც მოთავსებულია #, სეგმენტზე.
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ანალოგიურად, LV, ხ)) სეგმენტი გავყოთ ორ კონგრუენტულ სეგმენ- 
ტად და ამ სეგმენტებიდან ის რომელიც შეიცავს (X,) მიმდევრობის 
ელემენტთა უსასრულო სიმრავლეს აღვნიშნოთ #:=(თი, ხა) სიმბოლო–- 
თი. აღვნიშნოთ %ი, სიმბოლოთი | X,| მიმდევრობის ნებისმიერი ელემენ- 

ტი, რომელიც მოსდევს X,„, ელემენტს და ეკუთვნის #, სეგმენტს. ასე- 
თი პროცესის ჩ-ურ საფეხურზე გამოვყოფთ #,=(0,, ხ,) სეგმენტს, რო- 
მელიც შეიცავს აგრეთვე (X,) მიმდევრობის ელემენტთა უსასრულო 
სიმრავლეს. აღვნიშნოთ ჯXგთი (X.) მიმდევრობის ნებისმიერი ელემენ- 

ტი, რომელიც მოსდევს »X,, , ელემენტს და ეკუთვნის 4, სეგმენტს. ეს 
პროცესი უსაზღვროდ განვაგრძოთ, მივიღებთ სეგმენტთა კლებად მიმ- 

დევრობას 
ბ,=გბ.=--.-.-=5404,=..წ., 

ამასთანავე 

ხ–ი 
„LI. 2   (§=1, 2, .... 

-აქედან ჩანს, რომ 1Iთ (ხ, –– ი,)1=0 და ამიტომ 23-ე თეორემის ძალით 
ჩ-თ 

არსებობს ერთადერთი რიცხვი L, რომელიც ყველა #, სეგმენტს ეკუთვ- 

ნის, ე. ი. · 

:_საიდანაც ცხადია, რომ 

1Iიი ძ„=110 ნ,=%. 
#--თ ჩ--თ 

"შემდეგ, რაკი იძ.=X,გ, =ხ,, ამიტომ გვექნება 

Iთ X,=§ 
, ჩ--თ 

«და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 9ნწ, ნამდვილ რიცხვთა 2 სიმრავლე წარმოად- 

გენს სრულ ველს. 
დამტკიცება. ავიღოთ ნამდვილ რიცხვთა რაიმე ფუნდამენტალუ- 

რი მიმდევრობა (X,). ეს მიმდევრობა შემოსაზღვრულია და ამიტომ 
„მისგან შეგვიძლია გამოვყოთ ქვემიმდევრობა IX.) , რომელიც კრებადია 

«რომელიღაც § რიცხვისაკენ: 11 Xგ,=ხ. 
: ჩ-თ 

დავამტკიცოთ, რომ 110 X„=L. ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რი- 
ი-<
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ცხვი. მაშინ (X,) მიმდევრობის ფუნდამენტალურობის ძალით არსებობს 
ისეთი ნატურალური რიცხვი M, რომ 

(I -–-X.I<--, როდესაც #>VM, #>V. 00.1) 

შევარჩიოთ # ისე, რომ ერთდროულად დაცული იყოს პირობები 

III, --§|<-> და #.>VM. 

მაშინ, თუ (10.1) გამოსახულებაში ვიგულისხმებთ #1=/,, გვექნება 

IL, X.I<- როდესაც .>M. 

მაშასადამე, როდესაც #>V, გვექნება 

8 8 __ 
+«--§)ლ!Xგ ––- X.,| +IX,--§I< “1-8, 

III ჯXგ=ნ. 
ი--თ 

ამრიგად, ნამდვილ რიცხვთა ყოველი ფუნდამენტალური მიმდევრობა 
კრებადია და, მაშასადამე, 2 სიმრავლე წარმოადგენს სრულ ველს. თეო– 

რემა დამტკიცებულია. 
შენიშვნა. რაკი ყოველი კრებადი მიმდევრობა ფუნდამენტალუ- 

რია, ამიტომ ზემოდამტკიცებული თეორემის საფუძველზე შეგვიძლია 

ჩამოვაყალიბოთ შემდეგი 

თეორემა 96. ნამდვილ რიცხვთა (XI) მიმდევრობის კრე- 
ბადობისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ მიმ- 

დევრობა იყოს ფუნდამენტალური. 
ამ თეორემას უწოდებენ კოშის თეორემას მიმდევრობის 

ზღვრის არსებობის შესახებ. 

§ 11. ნამდვილ რიცხვთა თეორია კანტორ-მერეს მისედვჭვით 

ამ პარაგრაფში განვიხილავთ ნამდვილ რიცხვთა თეორიას, რომელიც 

„,კანტორისა და მერეს (M6”მV) მიერ იყო აგებული. დედეკინდის თეორიის 

აგებისას ცნობილად იგულისხმებოდა ყველა რაციონალური რიცხვის სიმ– 
რავლე- და მისი თვისებები, ხოლო ნამდვილი რიცხვის ცნება დაკავშირე– 
ბული იყო რაციონალურ რიცხვთა უსასრულო სიმრავლესთან. ასევე,
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კანტორისა და მერეს თეორიის აგებისას ცნობილად იგულისხმება ყველა 

რაციონალური რიცხვის სიმრავლე და მისი თვისებები, ხოლო ნამდვილი 

რიცხვის ცნება დაკავშირებულია რაციონალურ რიცხვთა მიმდევრობას- 

თან. 

1. რაციონალურ რიცხვთა მიმდევრობები. განვიხილოთ რაციონალურ 

რიცხვთა რაიმე მიმდევრობა 

XX) X2ვ -ს. ე Xცე ... 

და იგი აღვნიმნოთ (X,, X-, ·--) ჯა --) ან ჯ სიმბოლოთი: 

X=606, XV, ·.) Xცა ·-): 

განსაზღვრა 1ქმ. თუ გვაქეს რაციონალურ რიცხვთა ორი მიმდეე- 

რობა X=(X, Xი, ·-.) Xეს·..) და ყ= (ყე M2 >>, წი ·-), მაშინ მიმდევ- 

რობას (X,-+V), X-+ ყე, -.·, Xი“+ყი, ··) ვუწოდებთ Xჯ და ყ მიმდევრობე- 

ბის ჯამს და აღვნიშნავთ X+ყ სიმბოლოთი. 

ცხადია, რომ X+ყ=ყ-“+#. . 

განსაზღვრა 14. X=(X), X,, .·-.) ს) ·.) მიმდევრობის მოპირდა- 
პირე მიმდევრობა ვუწოდოთ (–-X,, –– Xე, ...) –– Xი, ·..) მიმდევრობას და 
იგი აღვნიშნოთ –-– X სიმბოლოთი. 

Xჯ და ყ მიმდევრობების X-ყ სხვაობა ეწოდება X+C- V) მიმდევ- 

რობას: 

X-–- ყ=X+(–V). 

ადვილი დასამტკიცებელია შემდეგი დებულებები: 
1) ორი ფუნდამენტალური X«ჯ და ყ მიმდევრობის ჯ+ყ 

„ჯამი კვლავ ფუნდამენტალური მიმდევრობაა. 

2) თუ X მიმდევრობა ფუნდამენტალურია, მაშინ –X 

მიმდევრობაც ფუნდამენტალურია. 
განაზღვრა 15. რაციონალურ რიცხეთა X=(7,, X-ს) Xი 

მიმდევრობა ნ ულ-მიმდევრობა ეწოდება, თუ ყოველი რაციონა- 

ლური 6>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი M, 

რომ 

IXე|<6, როდესაც ი>M. 

თეორემა 97. თუ რაციონალურ რიცხვთა ფუნდამენტა- 
ლური ჯ მიმდევრობა არ წარმოადგენს ნულ-მიმდეე 
რობას, მაშინ არსებობს ისეთი რაციონალური რილხ- 
ვი7>0, რომ მოცემული მიმდევრობის ყველა ელემენ-
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ტი, დაწყებული გარკვეულ ადგილიდან, აბსოლუტური 
სიდიდით I-ხზე მეტი აქნება. 

დამტკიცება. რადგანაც ჯ მიმდევრობა არ არის ნულ-მიმდევრო– 

ბა, ამიტომ არსებობს ისეთი რაციონალური რიცხვი „>0, რომ ყოველი 
ნატურალური # რიცხვისათვის მოიძებნება ნატურალური რიცხვი #>7, 
რომლისთვის ადგილი ექნება უტოლობას | #, |>2/. შემდეგ, რაკი ჯ მიმ- 

დევრობა ფუნდამენტალურია, ამიტომ არსებობს ისეთი ნატურალური 
რიცხვი V, რომ 

|Xთ-–-X|<7/, როდესაც #>VM, #>V. 

ახლა ავიღოთ ნებისმიერი ფიქსირებულე ნატურალური რიცხვი ”2>M 
და ამ რიცხვისათვის მოვძებნოთ ისეთე #1>/, რომლისთვისაც ადგილი 

ჰქონდეს უტოლობას | „| :>2”. მაშინ უტოლობიდან | X, –– X„I< 7” გვაქვს 

IM, > | ხთ -ჩ>2წ--7=წ/. 
ამრიგად, 

IX-I>/, როდესაც #>VM. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

განსაზღვრა 10, რაცეონალურ რიცხვთა X მიმდევრობას ეწოდება 
დადებითი, თუ არსებობს ისეთი რაციონალური რიცხვი „>0, რომ X 

მიმდევრობის ყველა წევრი, დაწყებული გარკვეული ადგილიდან, /„-ზე 
ეტია. | 
განსაზღვრა 17, რაციონალურ რიცხვთა X მიმდევრობას უარ- 

ყოფითი ეწოდება, თუ არსებობს ისეთი რაციონალური რიცხვი #>90, 
რომ ამ მიმდევრობის ყოველი წევრი, დაწყებული გარკვეული ადგილიდან, 
–” რიცხვზე ნაკლებია. 

განსაზღვრა 18. რაცეონალურ რიცხვთა ორ ფუნდამენტალურ X 
და ყ მიმდევრობას ეკვ ივალენტური ეუწოდოთ, თუ ჯX-–ყ მიმდევ- 
რობა ნულ-მიმდევრობაა; ამ შემთხვევაში დავწერთ X-–-ყ. 

თეორემა 983, რაციონალურ რიცხვთა ყოველი ფუნდა- 
მენტალურიX მიმდევრობისათვის არსებობს რაციონა- 
ლურ რიცხვთა ზრდადი და კლებადი მიმდევრობები, 
რომლებიც »ჯ მიმდევრობის ეკვივალენტური არიან. 

დამტკიცება. რადგანაც X მიმდევრობა ფუნდამენტალურია, ამიტომ 
იგი შემოსახღვრულია და, მაშასადამე, არსებობს ისეთი ორი რაციონალუ- 
დი რიცხვი თ" და ხ%, თ#<ხ", რომ ამ რიცხვებს შორის მოთავსდება Xჯ 

დევრობის ყველა წევრი.
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ავიღოთ 0" და ხ+ რიცხვების საშუალო არითმეტიკული 

ი"+ხ" · 
C1.= 

1 2 

ცხადია, რომ 0ი"<Cფ<ხ". თუ თ»ჯ და C, რიცხვებს შორის მოთავსდება ჯ» 
მიმდევრობის წევრთა უსასრულო სიმრავლე, მაშინ აღვნიშნოთ თ;=0ძ”, 
ხ.=თ; თუკი C და ხ” რიცხვებს შორის მოთავსდება X მიმდევრობის 
წევრთა უსასრულო სიმრავლე, მაშინ C, და ხ” რიცხვები აღვნიშნოთ შე– 
საბამისად ძ; და 6, სიმბოლოებით. ორივე შემთხვევაში თ,< ნ) და 

  
ტტ? ე? 

ხ,–– ძ,= 1 1 2 

ცხადია, თ, და ხე რიცხვებს შორის მოთავსებულია X მიმდევრობის ყვე– 
ლა წევრი, დაწყებული გარკვეული ადგილიდან. ამ წევრებიდან ავიღოთ 

რომელიმე »X,„, წევრი. 
ახლა განვიხილოთ რიცხვი 

· 91-+ხ) . 
6C:= 

2 2 

აქედან გვაქვს ი,<Cთ<ხ,. თუ ძ, დღა თ რიცხვებს შორის არსებობს X 
მიმდევრობის წევრთა უსასრულო სიმრავლე, მაშინ თ, და 0C, რიცხვები 
აღვნიშნოთ შესაბამისად ძ; და ჩე ასოებით, თუკი Cთ და ხ,)-ს შორის არ–- 
სებობს X მიმდევრობის წევრთა უსასრულო სიმრავლე, მაშინ შემოვი–- 
ღოთ აღნიშვნები თ,=0,, ხე=ხ,. ცხადია, რომ ორივე შემთხვევაში 

ხ? ე 
ძ.,=ძ:უ<ხე=ხნხ,, ხე––- ძ.= 2 

ამას გარდა, ძე და ხე რიცხვებს შორის მოთავსებულია Xჯ მიმდევრობის 

ყველა წევრი, დაწყებული გარკვეული ადგილიდან. ამ წევრებიდან ავი– 
ღოთ რაიმე წევრი X,,, სადაც M-:>/)- 

თუ ამ პროცესს უსაზღვროდ განვაგრძობთ, მივიღებთ რაციონალურ 
რიცხვთა ორ მიმდევრობას ძ=(0ე, ძე, ..., ძე, ...) და ხ=(ხნ,, ხი, ..., ჩეს 8” 

ამასთანავე 

0მ,=0ძე35<...=ძ,<..<0% 

ხ,>ხე>'''>ხჯ>.··>9ძ5%, 

  ხა, ძ,= (§=1, 2,...).
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გარდა ამისა, ყოველი #-სათვის 0; და ხ, რიცხვებს შორის მოთავსებუ– 

ლია X მიმდევრობის ყველა წევრი, დაწყებული გარკვეული ადგილიდან. 
ამ წევრებიდან ავიღოთ რომელიმე Xჯ„, წევრი, სადაც MI >7//-1 და ა. შ.. 

ჩვენ მივიღეთ X მიმდევრობის ქვემიმდევრობა ყ=V(V/), ყე, --.. #M/, -··),. 

სადაც #»=Xა, (#= 1, 2, ·..). 
ადვილი საჩვენებელია, რომ ყ-–X და ძ და ხ მიმდევრობები ფუნდა– 

მენტალურია. 
დავამტკიცოთ, რომ ი–ყ, ნ–ყ. ავიღოთ ნებისმიერი რაციონალური 

რიცხვი >0. შევარჩიოთ ნატურალური რიცხვი ; ისე რომ ადგილი 
ექნეს უტოლობას 

4-4 <5. 

მაშინ ყოველი /-სათვის რომელიც აკმაყოფილებს უტოლობას #>V,, 

გვექნება 
ხე –– ძგე<68. 

შემდეგ, რაკი 
ძი=ყა=ხ,, 

ამიტომ 

0=ყე––- ძე<6, 0<ხა–- ყე<§6, როდესაც >». 

მაშასადამე, #/–– თ და ნ –ყ მიმდევრობები წარმოადგენენ ნულ მიმდევ-- 
რობებს. ასე რომ ი–ყ, ხნ-–ყ. მაგრამ, რაკი ყ-–-X, ამიტომ C-–X, ხ-–»ჯ. 

თეორემა დამტკიცებულია. 
შემდეგში ძ და ხ მიმდევრობებს ვუწოდოთ შესაბამისად X მიმდევ– 

რობი ქვედა მიმდევრობა და ზედა მიმდევრობა. 
თეორემა 99. თუ ფუნდამენტალური X მიმდევრობადა- 

დებითია, მაშინ მისი ეკვივალენტური ყოველი Vყ მიმ-. 

დევრობაც დადებითი იჭქნება. . 

დამტკიცება. რადგანაც X=(X,, X:, ·.., Xე, ··..) მიმდევრობა და– 
დებითია, ამიტომ არსებობს ისეთი რაციონალური რიცხვი ”>0 და ნა– 

ტურალური რიცხვი V, რომ ადგილი ექნება უტოლობას 

X.>წ როდესაც .#>VM. 

პირობის ძალით ყ--X და ამიტომ არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხ-. 

ვი MM>VM, რომ 

IM„-–ყი1<--, როდესაც M>M%. I (11.1).
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შემდეგ, (11.1) უტოლობის თანახმად, ყ,=Xგ+(ყ/ი-–-X) ტოლობიდან 

გვაქვს: 

ყალ იი ყა--X# >" – --= - , როდესაც #>M% 

და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ, თუ ფუნდამენტალური 
ჯ მიმდევრობა უარყოფითია, მაშინ მისი ეკვივალენტე- 

რი ყოველი ყ მიმდევრობა იქნება უარყოფითი. 

9. ნამდვილი რიცხვის განსაზღვრა კანტორისა და მერეს მიხედვით. 

როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული, რაციონალურ რიცხვთა ორი ფუნდა- 

მენტალური Xჯ და ყ მიმდევრობა ეკვივალენტურია, თუ #-–-ყ არის ნულ– 

მიმდევრობა და ამ შემთხვევაში ვწერთ ჯ–ყ. 
ადვილი შესამჩნევია, რომ ეკვივალენტურობის მიმართებას აქვს შემ- 

დეგი თვისებები: 
1) თუ X ფუნდამენტალური მიმდევრობაა, მაშინ #–Xჯ 

(რეფლექსურობა); 
2) თუ ჯX–ყ, მაშინ ყ–X (სიმეტრიულობა); 
3) თუ X–ყ და ყ-–2, მაშინ X–2 (ტრანზიტ ულობა). 
პირველი ორი თვისება უშუალოდ გამომდინარეობს ეკვივალენტური 

"მიმდევრობის წგანსაზღვრიდან, "მესამე თვისება კი შემდეგი ტოლობის 

საფუძველზე: 
X--2=(X--ყ)+(ყ--2). 

მართლაც, პირობის ძალით L–-– ყ და #V-- 7 წარმოადგენენ ნულ-მიმდევ- 
რობებს, მაგრამ ორ; ნულ-მიმდევრობის ჯამი ისევ ნულ-მიმდევრობაა. 

ასე რომ Xჯ--7. 

განსაზღვრა 19, ნამდვილი რიცხვი ეწოდება რაციონალურ რი- 

ცხვთა ყველა ურთიერთეკვივალენტურ მიმდევრობის კლასს. 
აღვნიშნოთ IX) სიმბოლოთი ნამდვილი რიცხვი, რომელიც წარმოად- 

გენს რაციონალურ რიცხვთა ფუნდამენტალური ჯX მიმდევრობის ყველა 
ეკვივალენტურ მიმდევრობის კლასს, X მიმდევრობას ვუწოდოთ ნამდვი- 

ლი (Xჯ) რიცხვის წარმომადგენელი. 
1), 2) და 3) თვისებებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს შემდეგი თვი- 

სებები: 
ა თუ ჯარის რაციონალურ რიცხვთა ფუნდამენტა- 

ლური მიმდევრობა, მაშინ »ჯC(XI. 
ბ) თუ X–ყ, მაშინ ნამდვილი რიცხვები (X) და (ყ1) ტ“-
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ლია, ე. ი. IXI და (IV) კლასები ერთს და იმავე ელემენტებს შეიცავენ. 
-ამ შემთხვევაში ვწერთ IXI=(VI. 

ბ? თუ არ სრულდება L–ყ დამოკიდებულება, მაშინ 
IX) და (ყ) კლასებს არა აქვთ არც ერთი საე რთო ელე– 
მენტი. 

ა) თვისება გამომდინარეობს 1) თვისებიდან. 
დავამტკიცოთ ბ) თვისება. ავიღოთ IXI კლასის ნებისმიერი X' ელე– 

მენტი. მამინ XX და, მამასადამე, 2) თვისების ძალით X# –ყ, ე. ი. 

.X'CIყI). ამრიგად, 

IX) = (ყ)- 
„ანალოგიურად ვაჩვენოთ, რომ 

Iყ) = (LXI- 

მაშასადამე, (X1=>=(VI. , 
ახლა დავამტკიცოთ გ) თვისება, ვთქვათ, X–ყ დამოკიდებულება არ 

Iსრულდება, მაგრამ (XI) და IყI) კლასებს აქვს რაიმე საერთო ელემენტი 
·X%. ეს იმას ნიშნავს, რომ X#-–X და X%-+ყ. მაშინ 2) და 3) თვისებათა 
“ძალით X-Vყ, რაც პირობას ეწინააღმდეგება. 

' ა) ბ) და გ) თვისებებიდან გამომდინარეობს, რომ რაციონალურ რი- 
ცხვთა ყველა ფუნდამენტალური მიმდევრობის სიმრავლე დაყოფილია 
'წყვილ-წყვილად არაგადამკვეთ კლასებად ისე, რომ ორი ელემენტი ეკუ– 

'თვნის ერთსა და იმავე კლასს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც ისინი , 

ეკვივალენტურია. · 

განსაზღვრა %ი0. თუ # რაციონალური რიცხვია, მაშინ (, /, -.. 
ს) ჩ ...) მიმდევრობის ეკვივალენტური ყველა მიმდევრობის კლასს ნამ– 

'დვილი რაციონალური რიცხვი ვუწოდოთ და იგი აღვნიშნოთ (#I სიმბო- 

ლოთი. ნამდვილ რაციონალურ (0) რიცხვს ეწოდება ნამდვილი რი 

ცხვი ნული. 

ნამდვილ რიცხვს, რომელიც ნამდვილი რაციონალური რიცხვი არაა, 
ირაციონალური რიცხვი ეწოდება. მაშასადამე, თუ ნამდვილი 
რიცხვი (XI ირაციონალურია, მაშინ რაციონალურ რიცხვთა ფუნდამენ- 
ტალური Xჯ მიმდევრობა კრებადი არ იქნება. 

განსაზღვრა 91. ნამდვილ IX) რიცხვს დადებითი ეწოდება, თუ 
Xჯ მიმდევრობა დადებითია, ხოლო IV) რიცხვი უარყოფითია, თუ ყ მიმ- 

დევრობა უარყოფითია. 

მ. ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლის დალაგებულობა, ახლა დავადგინოთ 
თუ რას ნიშნავს, რომ ერთი ნამდვილი რიცხვი ნაკლებია ან მეტია მეო– 
რე ნამდვილ რიცხვზე. !
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განსაზ ღვრა 99. ჩვენ ვიტყვით, რომ ნამდვილი რიცხ;ვი · IX) მე– 

ტია ნამდვილ IV) რიცხვზე, თუ X -–- ყ მიმდევრობა დადებითია და ამ 
შემთხვევაში დავწერთ (XI >(V). თუკი X-–-ყ მიმდევრობა უარყოფითია, 
მაშინ (X) რიცხვი ნაკლებია I(ყ1 რიცხვზე: (X1< (VI) · 

ცხადია, თუ IXI>Iყ1, მაშინ (Vყ)< IX). ამას გარდა, თუ IX) რიცხვი 
დადებითია, მაშინ IXI > (0), ხოლო, თუ IX) უარყოფითია, მაშინ IX) < (90). 

თეორემა 30. ყოველი ნამდვილი. რიცხვი (XI ს არის ან 
დადებითი, ან უარყოფითი, ან ნული. ” 

დამტკიცება. ვთქვათ, X=(X), Xი, --· , Xი, ··.) მიმდევრობა არ არის 

ნულმიმდევრობა. მაშინ 27-ე თეორემის ძალით, არსებობს ისეთი რაციო- 
ნალური რიცხვი #>0, რომ Xჯ მიმდევრობის ყველა წევრი, დაწყებული 

გარკვეული ადგილიდან, აბსოლუტური მნიშვნელობით მეტი იქნება /-ზხე. 
_ ამრიგად, მოიძებნება ისეთი ნატურალური რიცხვი V, რომ 

IX,„1>/, როდესაც #>M. 

რადგანაც ჯ მიმდევრობა ფუნდამენტალურია, ამიტომ არსებობს ისეთი 
ნატურალური რიცხვი M#>VM,, რომ 

IX|>წ |Xი+«ი––X,I<I, როდესაც #>VM+X (11.2) 

ნატურალური ჯ# რიცხვის ყველა მნიშვნელობისათვის. 
ახლა ვთქვათ, # რაიმე ფიქსირებული ნატურალური რიცხვია, რო- 

მელიც M#-ზე მეტია და განვიხილოთ მიმდევრობა 

Xი) %ი+I) ·' ს XL) ·". (11.3 

დავამტკიცოთ, რომ ეს მიმდევრობა ან დადებითია ან უარყოფითი. და- 
ვუშვათ- საწინააღმდე გო, ვთქვათ, (11-3) მიმდევრობა არც დადებითია, 

არც უარყოფითი და არც ნული. მაშინ არსებობს ისეთი ნატურალური 

რიცხვები (>ი და />/, რომ 

X>90, X;<0 

და, მაშასადამე, თანახმად (11.2) უტოლობებისა, გვექნება 

X> წ |X––X,1=X,+ | –– X, |<7-. 

მაგრამ უკანასკნელი უტოლობა შეუძლებელია, ვინაიდან X, –– X,>2”. 
მივიღეთ წინააღმდეგობა. ამრიგად, (11.3) მიმდევრობის წევრები, დაწყე– 

ბული გარკვეული ადგილიდან ყველა დადებითია, ან ყველა უარყოფითი 
ამიტომ ნამდვილი რიცხვი (X) დადებითია ან უარყოფითია.
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თუ X მიმდევრობა წარმოადგენს ნულმიმდევრობას, მაშინ (X)=(01). 

თეორემა დამტკიცებულია. : 
თეორემა 81. ორი ნამდვილი IX) და (ყV/) რიცხვისათვის 

მართებულია ერთ-ერთი შემდეგი თანაფარდობებიდან: 

ან (X=(/), ან IXI>I/), ან IX)<IVI. 
ეს თეორემა უშუალო შედეგია 30-ე თეორემისა. 

ადვილად მტკიცდება შემდეგი თვისება: 
თუ IXI<IVI და (ყ)<(L2), მაშინ (XI<(2) (ტრრანზიტულობა». 
4. ნამდვილი რიცხვების შეკრება და გამოკლება. შემოვიღოთ 

განსაზღვრა 93. ორი ნამდვილი IXI და Iყ) რიცხვის ჯამი (XI-I- 

+IV) ეწოდება (X+ყ) ნამდვილ რიცხვს: 

IXI+IVყ1=IX+9VI), 
ხოლო (|X) და IV) რიცხვების სხვაობა IX) –- Iყ) ჰქვია (LC--ყ) რიცხვს. 

თუ გვაქვს ნამდვილი რიცხვი IXI, მაშინ (–- X) რიცხვს ეწოდება |XI: 

რიცხვის მოპირდაპირე რიცხვი და იგი აღინიშნება. –– (X) სიმბოლოთი: 

L- X|ლ – IXI. 

მარტივად მტკიცდება “შემდეგი თვისებები: 

1. ნებისმიერი ორი ნამდვილი (LXI და (VI) რიცხვისა 

თვის მართებულია ტოლობა 

IMI+IVM1=IV)+IX)I (შეკრების კომუტატიურობა. 
9.ნებისმიერი სამი ნამდვილი LX), (VI) და (L2I რიცხვი- 

სათვის მართებულია ტოლობა 

(IM+IV))+I21=IX1I+(Iყ)+I)) (შეკრების ასოციატიურობა). 

8. ნებისმიერი ნამდვილი (XI რიცხვისათვის მართე– 

ბულია ტოლობები: 

IXI-LI0) = (XI, IXI+(-–– IXI) =(01, (X1 –– (X) =|0I- 

4, ნებისმიერი (LX) და (ყ) ნამდვილი რიცხვისათვის, 

ადგილი აქვს ტოლობას: 

IXI+(IV) -– (XI)=IVI. 
აქედან გამომდინარეობს, რომ გამოკლების ოპერაცია წარმოადგენს 

შეკრების შებრუნებულ ოპერაციას. 
წ. ნამდვილი რიცხვების გამრავლება განვიხილოთ რაციონალურ 

რიცხვთა ორი მიმდევრობა Xჯ=(X,, Xი, ·-., Xი) ·.): და I/(=(წ-ყი, ··>) ჰი. -·-)--



116 თ. III. ნამდვილი რიცხვები 

მიმდევრობას (XV), X;ყა, ·-., Xიყი ·) ვუწოდოთ X და ყ მიმდევრობე- 
ბის ნამრავლი და იგი Xყ სიმბოლოთი აღვნიშნოთ. 

ცხადია, რომ Xყ=ყX. 

თეორემა 895. თუ რაციონალურ რიცხვთა »ჯ და ყ მიმდევ- 
რობები ფუნდამენტალურია, მაშინ ჯყ მიმდევრობაც 

ფ უნდამენტალურია. 

ეს თეორემა მტკიცდება იმგვარად, როგორც II თავის 33-ე თეორემა. 
განსაზღვრა 94. ორი (ჯ) და Iყ) ნამდვილი რიცხვის ნამრავლი 

IXI·IV/) ეწოდება IXყ) ნამდვილ რიცხვს. 
ადვილად მტკიცდება შემდეგი თვისებები: 
1. IXI-Iყ)ლ=–Iყ1):IXI (გამრავლების კომუტატიურობა. 

5. (IXI-IV))-I21=IXI-((ყ)·I21) (გამრავლების ასოციატიუ- 
რობა). 

8. '((X1++IVI) · (21=(XI·I21+IVI-I2) (გამრავლების დისტრიბუ- 
ტიულობა შეკრების მიმართ). 

4. (XI-I11=IX) ყოველი ნამდვილი (XI) რიცხვისათვის. 
წ. IX1-I01=(0) ყოველი ნამდვილი (X) რიცხვისათვის. 
6. თუ (IX) და (/I ნამდვილი რიცხვები ორივე დადებითია 

ან უარყოფითია, მაშინ (X)-(ყ1>(0). 

თეორემა 83. თუ (X) და (ყ) ნამდვილი რიცხვები დადე- 
ბითია, მაშინ არსებობს ისეთი დადებითი მთელინამ- 

დვილი რიცხვი (#7), რომ ადგილი ექნება უტოლობას 

LI) -IX) > IVI- 
დამტკიცება. რადგანც რაციონალურ რიცხვთა X=XX,, Xი, ... 

2. Xი, ··) და ყ=(Vყ), ყი, -·, ყა; ·-·) მიმდევრობები დადებითია, ამიტომ 

არსებობს ისეთი რაციონალური რიცხვი ”>0 და ნატურალური რიცხვი 

M, რომ 

X.>”, ყ.>”/, როდესაც #>VM. 

მეორე მხრივ, რაკი ყ მიმდევრობა ფუნდამენტალურია, ამიტომ მოიძებ- 

ნება ისეთი რაციონალური რიცხვი #>0, რომ ყველა #-ისათვის ადგი- 
ლი ექნება უტოლობას ყ,<X. ავიღოთ მთელი დადებითი რიცხვი #! 
იმდენად დიდი, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობას #2 > #. 

განვიხილოთ (#IX,, MIX, --· , MIX, ·-) მიმდევრობა. ადვილი, მისახვედ- 

რია, რომ ეს მიმდევრობა ფუნდამენტალურია. ვთქვათ, #>VM, მაშინ 

X.>I და ყ.< #%. მაშასადამე, 

„Xგ> ი > MX >ყე..
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აქედან ვღებულობთ 
თა –ყე>9. 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ (IIX) >Iყ). მაგრამ Iი1XI=IV/II-IXI. მაშასადამე, 
III-IXI>Iყ) და ამით თეორემა დამტკიცებულია. ამრიგად, ნამდვილი 
რიცხვების შემთხვევაშიაც ადგილი აქვს არქიმედეს აქსიომას. 

6. ორი ნამდვილი რიცხვის) ფარდობა, ავიღოთ რაციონალურ რიცხ- 
ქთა ორი მიმდევრობა X=(X,, X, .-.ცე X-..) და ყ=(V,, ყ2.-, წი: ·.). 

ვიგულისხმოთ, რომ #-ის გარკვეული მნიშვნელობიდან დაწყებული ყ,#0. 

თუ რომელიმე ყ,=0, მაშინ ოი ფარდობის ნაცვლად ავიღოთ რაციონა- 

X X 
ჟე. თთა ამბე ) ეწოდება ჯ და   ლური რიცხვი 0. მიმდევრობას (+ 

1 

ყ მიმდევრობების ფარდობა და აღინიშნება + სიმბოლოთი. 

თეორემა 84. ორი ფუნდამენტალური ჯ და ყ მიმდევრო–- 

ბის «–– ფარდობა კვლავ ფუნდამენტალური მიმდევრო– 
ბაა, თუ ყ არაა ნულმიმდევრობა. 

ეს თეორემა მტკიცდება იმ გვარადვე, როგორც II თავის 34-ე თეო– 

რემა, 

განსაზღვრა 2ნწ. თუ გვაქვს ორი ნამდვილი რიცხვი (X) ღა (VI- 

ამასთანევე (V1XIL0), მაშინ (> რიცხვს ეწოდება IX). და IVI რიცხვე– 

ბის ფარდობა და აღინიშნება ღ სიმბოლოთი. 
IV _ 

ადვილი დასამტკიცებელია შემდეგი 

თეორემა 36. თუ (0) და (ხ) ნამდვილი რიცხვებია, ამას– 

თანავე (იI#I0), მაშინ განტოლებას (0):(X)=Iხ) აქვს ამო– 

ნახსნიდა ეს ამონახსნია ს ნამდვილი რიცხვი. 
წ) 

საბოლოოდ ასეთი დასკვნა შეგვიძლია გავაკეთოთ: კანტორ-მერეს აზ– 

რით ყველა ნამდვილი რიცხვის 2+ სიმრავლე წარმოადგენს არქიმედესე» 

ულად განლაგებულ ველს. 
თეორემა 16. 2 და 2% სიმრავლეები უ რთიერთმსგავსია, 

სადაც 2 დედეკინდის აზრით ყველა ნამდვილი რიცხ- 
ვის სიმრავლეა. 

დამტკიცება. ავიღოთ 2 სიმრავლის რაიმე თ ელემენტი. თუ თ 
ნამდვილი რაციონალური „+ რიცხვია. მაშინ ამ რიცხვს შევუსაბამოთ 2%
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სიმრავლის (XI) ელემენტი, სადაც X=(V, #, ·-.) I...) აქ წ წარმოადგენს 

„% რიცხვის შესაბამის რაციონალურ რიცხვს. ახლა ვიგულისხმოთ, რომ 
თ ირაციონალური რიცხვია. მაშინ მე-8 თეორემის საფუძველზე შეგვიძ- 
ლია მოვძებნოთ რაციონალურ '· რიცხვთა ისეთი ორი მიმდევრობა (თ, 

არი, ·. ე მეა - ა და (ხ,, ხი, -., ხი, ·.., რომ 

ძე<ძა<...<ძ<-.<ხ,, 

ხ1>ხა>-.:>ხ:>.:::>ფთ), 

1 
ხა-–- იიი=–- (1=1, 2, --- · 

ი 

ამასთანავე 0ი„<თ (I71:=1, 2, ...),, ხოლო ყოველი ხე ეკუთვნის თ რიცხვის 

ზედა კლასს. ' 
„0=(0,, ძი, -.-, რძე, ···.) და ხ=(ხ,ე, ხა, ..., ხ,,..) მიმდევრობებს ვუ- 

წოდოთ თ რიცხვის ქვედა და ზედა მიმდევრობები. ეს მიმ- 
დევრობები ფუნდამენტალურია და, ამას გარდა, თხ. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ ძ და ხ მიმდევრობები კრებადი არაა და 
ამიტომ კანტორის ნამდვილი (ი) რიცხეი ირაციონალურია. ეს რიცხვი 
შევუსაბამოთ თ რიცხვს. 

ამრიგად, დედეკინდის ნამდვილი თ რიცხეს შევუსაბამეთ კანტორის 

გარკვეული ნამდვილი რიცხვი, ამასთანავე დედეკინდეს რაციონალურ 
რიცხვს კანტორის რაციონალური რიცხვი შეესაბამება, დედეკინდის ირა- 
ფციონალურ რიცხვს კი კანტორის ირაციონალური რიცხვი. 

ადვილი მისახვედრია, რომ, თუ თ და ზ დედღეკინდის ნამდვილი რი- 
„ცხვებია და <8, მაშინ მათი შესაბამისი კანტორის ნამდვილი (0) და 

16) რიცხვებისათვის გვექნება (ძ)< (ჩხ). 
ახლა დავამტკიცოთ, რომ 2% სიმრავლის ყოველ ელემენტს შეესაბა- 

მება 2 სიმრავლის გარკვეული ელემენტი. ავიღოთ 2% სიმრავლის რაიმე 
IX) ელემენტი. რაკი ჯ»X მიმდევრობა ფუნდამენტალურია, ამიტომ 28-ე 
თეორემის თანახმად არსებობს მისი ქვედა ღა ზედა მიმდევრობები 

ძ=(თ,, თი, ·-· ში, ·-·) და ხ=(ხ,ე, ხი, ..., ხი, ··.). 

გავყოთ რაციონალურ რიცხვთა LI6ი სიმრავლე ორ 4 და 8 კლასად 
“შემდეგი წესის მიხედვით: 4 კლასში მოვათავსოთ თ მიმდევრობის ყველა 

წევრი და ყველა ისეთი რაციონალური რიცხვი, რომელთაგან თითოეუ- 
"ლი ნაკლებია ი მიმდევრობის რომელიმე ელემენტზე, ხოლო „8 კლასს 

„მივაკუთვნოთ დანარჩენი რაციონალური რიცხვები. დავამტკიცოთ, რომ 

გვაქვს #18 განკვეთა. ცხადია, არც 4 და არც 8 კლასი ცარიელი არაა, 
ვინაიდან #4 კლასში შედის თ მიმდევრობის ელემენტები, 8-ში კი ხ მიმ-
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დევრობისა. IL” სიმრავლის ყოველი ელემენტი, რომელიც 4 კლასის რო- 
მელიმე ელემენტზე ნაკლებია, იმავე კლასს ეკუთვნის. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ 4 კლასში არაა უდიდესი ელემენტი. დავუშვათ; 

რომ 4 კლასში არსებობს უდიდესი ელემენტი #. მაშინ „1 კლასის აგების 
თანახმად, მოიძებნება თი მიმდევრობის ისეთი ი, ელემენტი, რომელიც 

მეტი „იქნება ”-ზე და რაკი ი,C #4, მივიღეთ წინააღმდეგობა, მაშასადამე, 
4 კლასში არ არსებობს უდიდესი ელემენტი, ამრიგად, განკვეთის სამივე 
პირობა შესრულებულია და ამიტომ გვაქვს 4#|38 განკვეთა. კანტორის 
ნამდვილ (X) რიცხვს შევუსაბამოთ დედეკინდის ნამდვილი რიცხვი თ=.4. 

თუ (IX) რიცხვი ირაციონალურია, მაშინ თ რიცხვიც იქნება. ირაციონა- 
ლური რიცხვი დედეკინდის აზრით. ამას გარდა, თუ (0) და (ხ) კანტო- 

რის ნამდვილი რიცხვებია და (თ1<(ხ), მაშინ მათი შესაბამისი დედეკინ– 

დის ნამდვილი რიცხვები თ და ჩ აკმაყოფილებენ უტოლობას თ<ჩ. 
ამრიგად, 2 სიმრავლის ყოველ თ ელემენტს შეესაბამება 2+ სიმრავ- 

ლის გარკვეული (თ) ელემენტი და, პირიქით, 2" სიმრავლის ყოველ (0) 
ელემენტს შეესაბამება 2 სიმრავლის გარკვეული თ ელემენტი. მაშასა- 

დამე, 2 და 2 სიმრავლეები ურთიერთეკვივალენტურია. ამას გარდა, 
როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული, თუ თ და ჩ არის 2 სიმრავლის ორი 

ნებისმიერი ელემენტი და თ<8ჩ8, მამინ 2+ სიმრავლის შესაბამისი (თ) და 

|1ხ) ელემენტებისათვის გვექნება ICთ)< (ხ). მაშასადამე, 2 და 2%+ სიმრავ- 

ლეები ურთიერთმსგავსია და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 87. თუ 2 სიმრავლის თ და ჩ ელემენტების შე- 

საბამისი ელემენტები 2” სიმრავლისა არის |XI და (VI, 
მაშინ თ+ჩ ჯამის შესატყვისი ელემენტი იქნე ბა (XI+IVI), 

ხოლო თჩზ ელემენტისა კი (XI-VII. 
დამტკიცება. ავიღოთ თ და ჩ რიცხვების რაიმე ქვედა მიმდევ– 

რობები ძ0=(0,ე, თა, ..-, თე, ...) და ხ=(ხ,, ხი, -.., ხი, ·..). შემოვიღოთ 

აღნიშენა 

#8=( თ)" -+L+ხ,”, ძა" + ხა”... , ძეა" +ხი”, ... ს 

სადაც თ,+ და ნ,+ არიან თ, და ხ, რაციონალური რიცხვების შესაბამისი 
ნამდვილი რაციონალური რიცხვები, ადვილი მისახვედრია, რომ 

თ+ჩ=5სი#. 

მიმდევრობა თ+ ხ=(ძი,+ხ,, ძთ.+ხაი,..., 0ი+სნ,ე, ...) წარმოადგენს თ+ჩ 
რიცხვის ქვედა მიმდევრობას. ამას გარდა, (XI=I(0ოII, (IყV1=(ხ) და ამიტომ 
IXI+ (ყ)=–I01+Iხ). ამრიგად, V+ჩზ რიცხვის შესაბამისი რიცხვია (XI-+(VყI.
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ახლა დავამტკიცოთ, რომ თჩ ნამრავლის შესაბამისი რიცხვია (XI-VII. 
ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ თ>0, ჩ>0. ზოგადობის შე უზღუდავად შეგვიძ- 
ლია ვიგულისხმოთ, რომ ძ და წ მიმდევრობების ყველა ელემენტი და- 
დებითია, ვთქვათ, 

C= | ი," ხ,ბ?, ძა“'ხა”, ... ,ია“ ხი“, ... ' 

ადვილი შესამჩნევია, რომ 

თჩზ=35სი (0. 

ცხადია, თხ=(ძ,ს,, თძახე, ..., ძეხ,, ·..) მიმდევრობა წარმოადგენს თჩ რი- 

ცხვის ქვედა მიმდევრობას და ამიტომ (თხ)=IXI.IVI). მაშასადამე, თცჩ. რი- 
ცხვის შესაბამისი რიცხვია (X| IV). 

თუ თ<0 და ჩ>0, მამინ ზემოთ დამტკიცებულის ძალით, (–- თ)ჩ 
რიცხვს შეესაბამება ( -–– (XI) ·IყV) რიცხვი და, მამასადამე, თზ= – (C–თ!) 
რიცხვის შესაბამისი რიცხვია –-( -–– (XI) · (/1=(XI IV. 

თუ თ<0 და ჩზ<0, მაშინ თზ=( -–– თ (– ჩ) და ზემოდამტკიცებუ- 
ლის ძალით თზ რიცხვს შეესაბამება (– IXს· (–- IVყ))-=IXI-წყ) რიცხვი. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

დასასრულ შევნიშნოთ, რომ თ-–-ჩ რიცხვს შეესაბამება (XI–- V 

რიცხვი, ხოლო -- გ 079) რიცხვის შესაბამისი რიცხვია CL. 

ამრიგად, ა არქიმედესეულად განლაგებული 2 და 2-" ვე- 

ლები ურთიერთიზომორფულ სიმრავლეებს წარმოად- 

გეხზე 
თეორემა 38. ნამდვილ რიცხვთა 2% სიმრავლე სრულ 

ველს წარმოადგენს. . 
დამტკიცება. ავიღოთ ნამდვილ რიცხვთა ფუნდამენტალური მიმ- 

დევრობა 

IM I, IMიI, ---, IXიI, ... (11.4 

განვიხილოთ დადებით რაციო ნალურ რიცხვთა ნულმიმდევრობა (§,, წV ..- 
·. ე ნი, ··). ყოველი (ჯე) ნამდვილი რიცხვისათვის შეგვიძლია მოვძებნოთ 

ისეთი ნამდვილი რაციონალური რიცხვი (თე), რომ 

| MI -–– (თ„1 1 <(6ი1- 

(თ) რიცხვის წარმომადგენელია (თე, თე, ..., 0, ...) მიმდევრობა. რაკი 
(11.4) მიმდევრობა ფუნდამენტალურია, ამიტომ ნებისმიერი დადებითი 

(85) რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი V, რომ 

IM – სთII<1, როდესაც ”>V, I >VM.
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შემდეგ, ავიღოთ ნატურალური რიცხვე M#>V იმდენად დიდი, რომ მარ– 

თებული იყოს უტოლობა! 

IC„1<L9, როდესაც #>VM?%. 

მაშინ ყოველი #7? და # რიცხვებისათვის, რომლებიც აკმაყოფილებს უტო– 
ლობებს #7 >MV%, #>VM7”, გვექნება 

| (თი) – (შთ) |=| (თა) – IX, | + I IMVI – თ) I + I IXVI –_ Iმო)< 

(გ) __ (61) ს (81) __ 
< 5. +“. + “გ. (6). 

მაშასადამე, რაციონალურ რიცხვთა მიმდევრობა 0ძი=V(%0,, თა, ..., ძი, ...) 

ფუნდამენტალურია. 
დავამტკიცოთ, რომ (11.4) მიმდევრობა კრებადია ნამდვილ (თ) რიცხ– 

ვისაკენ. რაკი 

ი (ძე)=I0I, 
ჩ-თ 

ამიტომ ნებისმიერი დადებითი (6) რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი ნა– 

ტურალური რიცხვი V>M”, რომ ადგილი ექნება უტოლობას 

| (თ,1 ––(01|<-- I6), როდესაც #>V. 

ახლა თუ ვიგულისხმებთ, რომ #>VX, გვექნება 

IIX,I – (9) |=| XI -– (>, 1+ (9) – (91I<--- I9++-I9=(9).. - 
ეს კი იმას ნიშნავს, რომ 

1100 IX1=I0I. 
ი--თ 

თეორემა დამტკიცებულია. 
როგორც დავინახეთ, კანტორ-მერეს და დედეკინდის ნამდვილ რიცხვ– 

თა თეორიები არსებითად ერთმანეთის ეკვივალენტურია. ამიტომ ისინი 

შეგვიძლია გამოვიყენოთ მათემატიკისა და გამოყენებით საკითხებში ერთ–- 
ნაირი წარმატებით. 

შემდეგში ნამდვილ (X) რიცხვს აღვნიშნავთ X ასოთი. 

  

L IM 1 სიმბოლოთი აღნიშნულია ნამდვილი რიცხვი LM). 
(3)
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§ 19. ნამდვილი რიცსვის დაშლა უსასრულო ორწილადადღ 

განვიხილოთ რაიმე ნამდვილი რიცხვი ჯ. სიმარტივისათვის ვიგულის- 

ხმოთ, რომ იგი დადებითია. თუ X მთელი #„. რიცხვია, მამინ დავწერთ 
- X=(#/1, 000 ...), ხოლო თუ »X მთელი რიცხვი არაა, მაშინ მოიძებნება 

ისეთი მთელი რიცხვი /I, რომ ადგილი ექნეს უტოლობებს 

#<X<I/M-L1. 

ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ Xჯ რიცხვს არა აქვს სახე თ–+2ს სადაც ი 

“და # მთელი დადებითი რიცხვებია. გავყოთ (VI, I7+11) სეგმენტი შუაზე, 
მივიღებთ ორ სეგმენტს 

ბა=| თ, თ+-;), ბ= თ+--, (58 

' მიღებული სეგმენტებიდან თითოეულის სიგრძეა ––-. ცხადია, X რიცხვი 

მოთავსდება აღნიშნული სეგმენტებიდან ერთ-ერთის შიგნით, ვინაიდან 

“მას არა აქვს სახე ეალუ ის სეგმენტი, რომლის შიგნით მოთავსდება X 

რიცხვი, აღვნიშნოთ ა, სიმბოლოთი. აქ ს ინდექსი არის ან 0 ან 1. 

' გავყოთ ბ,, =|ო+-+ , თ+-%- | სეგმენტი შუაზე, მივიღებთ 

| 1 1 1 ჩ+1 ბცი= I+-ჯ, თ++ + 5, |, ბი= თ+ > ++ ი+4%-1. 
· 1 

ამ სეგმენტებიდან თითოეულის სიგრძეა 2 რიცხვი #ჯ მოთავსდება 

-ან ბ,7,ი ან ბ.ე სეგმენტის შიგნით, ვინაიდან მას არა აქვს სახე თხ. 

“ამ სეგმენტებიდან ის, რომელიც შეიცავს X წერტილს აღვნიმნოთ ბ, 

სიმბოლოთი, სადაც #; არის ან 0 ან 1. აქ 

    ბ,, ც= თ+ + ს +252 ი. თ+-+ 2 ი IL. 

მიღებული ბ,;,, სეგმენტი კვლავ გავყოთ ორ გშია 

11131 ბ;, =(+-7 44691, თარანლ
ე.



§ 11, ნამდვილი რიცხვის დაშლა უსასრულო ორწილადად 123 

მოცემული X რიცხვი მოთავსდება ამ სეგმენტებიდან ერთ-ერთის შივგ- 
ნით. ეს სეგმენტი აღვნიშნოთ ბ, სწ სიმბოლოთი, სადაც (ვ არის ან 0 ან 1, 

თუ ამ პროცესს უსაზღვროდ განვაგრძობთ, მივიღებთ რიცხვთა მიმ- 

დევრობას 
__ (12.1) 

სადაც ყოველი IL, ღებულობს მნიშვნელობას ან 0-ს ან 1-ს, 

”. რიცხვს ეწოდება X რიცხეის მთელი ნაწილი, ხოლო ”,, ჯე, ჩვ, -..) 

· რიცხვებს კი შესაბამისად X რიცხვის პირველი, მეორე, მესამე, ... 
..ს #-ური,.. ორწილადი ნიშანი. მაშასადამე, X რიცხვს შეესაბამება 

(12.1) მიმდევრობა და ჩვენ დავწერთ: 

– 

სიმბოლოს (I, ს M...(...# ეწოდება უსასრულო ორწილადი. 

ახლა ვთქვათ, რომ Xჯ რიცხვს აქვს სახე თ+4: მასთან 2-<1. მა– 

შინ შეგვიძლია დავწეროთ 

––_–__ 
აგია. +954 

  

სადაც /#,, მა, ..., ჩე ღებულობენ მნიშვნელობებს ან 0-ს ან 1-ს. ამ 
შემთხვევამი X რიცხვი მოთავსებულია შემდეგი სეგმენტების შიგნით: 

+L , 1 
III, M1+11, |=+ 2, თ+--%- |, |თ+ : > + 42, M+ <+ ჯი. II 

? # ნი. „ცL9 . X L -L მი-)+-) (ო+ + 9+..4+954, +9-+% +. 4+8%2>“). 
თუ ამ უკანასკნელ სეგმენტს შუაზე გავყოფთ, მაშინ X წერტილი იქ– 

ნება გაყოფის წერტილი, სახელდობრ იგი წარმოადგენს 

გ 

  
  

  

0,0... მე-0“. 

=|»+ 5 86 49% აა 99%, 498 86464 ++ | 

სეგმენტის მარჯვენა ბოლოს, ხოლო 

: ბი,ი:... მი ე1ოი 

= + # #9. L + 5%+.. == რი 1 1 თL 9+ CL... == 28211 | 

სეგმენტისათვის X მარცხენა ბოლო წერტილია,
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ამრიგად, X რიცხვის /1-უ რი ორწილადი ნიშნისათვის ვღებულობთ ორ 
მნიშვნელობას 0-სა და 1-ს. თუ ტი, ი, _,0 სეგმენტს გავყოფთ შუაზე, 

მაშინ ჯ იქნება მარჯვენა ბოლო მეორე ნახევრისათვის, ე. ი. რი,ი, ,.. ი,_,01 

სეგმენტისათვის, ხოლო, თუ რიე... ი. 1 სეგმენტს გავყოფთ შუახე, 

მაშინ X წარმოადგენს მარცხენა ბოლო წერტილს პირველი ნახევრისათვის, 

ე. ი. ბია... ი. 110 სეგმენტისათვის. ბი,” „ი-ს 0) და რიკი... მა- 110 
სეგმენტების შემდგომი დანაწილებისათვის ჯ წარმოადგენს მარჯვენა ბო- 
ლოს გიკი... 0, 011 სეგმენტისათვის და ამავე დროს იგი ბ, თ... ჩი-ააი 

სეგმენტის მარცხენა ბოლოა. 

თუ ამ პროცესს უსაზღვროდ განვაგრძობთ, მივიღებთ X რიცხვისათ- 

ვის ორ დაშლას უსასრულო ო რწილადებად: 

X=(ი1, იმა -.· მე-109111...), X=>=(I?, /#1/05 .-. მ) 1000...). 

პირველი შედგება, დაწყებული გარკვეული ადგილიდან, მხოლოდ ერთე- 
ბისაგან, მეორე კი მხოლოდ ნულებისაგან. 

ამგვარად, ყოველ ნამდვილ ჯ რიცხვს შეესაბამება უსას- 

რულო ორწილადი 

,X==CI, სI9 ·..ჩე...#, 

___ #=თ+6++ 22 +. 4215+ 

იმ შემთხვევაში, როცა X რიცხვს არა აქვს სახე იI+ 

+242 თუკი X=/0-4+-%) მაშინ მას შეესაბამებაორიდა8მლა, 

რომლებიდან ერთი შეიცავს, დაწყებული გარკვეული 
ადგილიდან, მხოლოდ ერთებს, მეორე კი მხოლოდ ნუ- 
ლებს. 

პირიქით, ყოველ უსასრულო ორწილადს შეესაბამება 
ერთადერთი ნამდვილი რიცხვი. 

მართლაც, ვთქვათ მოცემულია რაიმე უსასრულო ორწილადი 

(II, 0109 ··· თ ··-2, (12.2) 

სადაც თ, 0»,-·» 0„,-.. რიცხვებიდან ყოველი მათგანი ღებულობს მნიშვნე- 
ლობას ან 0 ან 1-ს. განვიხილოთ სეგმენტები 

(თ, I+11, (თ+ =2 თ+%“), (ო+ 4 + 8, თ+-9%-+4% 1.
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4 ძი ძი ჟ ძი “+! 

M-ური სეგმენტის სიგრძეა –- და, ამის გარდა, ეს სეგმენტები შეადგე– 

ნენ სეგმენტთა კლებად მიმდევრობას. 23-ე თეორემის თანახმად, სეგმენტ- 
თა ეს მიმდევრობა განსაზღვრავს ერთადერთ ჯ რიცხვს, რომელიც ეკუთვ- 
ნის მოცემული მიმდევრობის ყველა სეგმენტს. X რიცხვის დაშლაა (12.2) 

და ამასთანავე ეს დაშლა ერთადერთია, თუ არ არსებობს ისეთი # რიცხ- 

ვი, რომლიდან დაწყებული ყველა 0, ტოლია ან 0-ის ან 1-ის. თუკი 0ჯ= 

=04კ1=.---=0 ან ძ,=0»+|=.··=1, მაშინ X რიცხვს აქვს სახე ო+% 

ე. ი. ამ შემთხვევაში გვექნება სასრული ორწილადი, რომელსაც აქვს 
ორი წარმოდგენა უსასრულო ორწილადად. ამ უკანასკნელ შემთხვევაში 

X რიცხვისათვის ავიღებთ იმ დაშლას, რომელიც) შეიცავს ნულების უსას- 

რულო სიმრავლეს და ამით ჩვენ მივაღწევთ ცალსახობას. 
ამრიგად, ყოველ ნამდვილ რიცხვს შეესაბამება ერ- 

თადერთი დაშლა უსასრულო ორწილადად და, პირი- 
ქით, ყოველ უსასრულო ორწილადს შეესაბამება ერთი 

ნამდვილი რიცხვი. 

სრულიად ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ ყოველი ნამდვილი რი- 

ცხვი შეგვიძლია დავშალოთ უსასრულო სამწილადად, უსასრულო ათწი–- 

ლადად და ა. შ. 

§ 11. ნამდვილ რიცსვთა მიმდევრობის ზედა და ქვედა ზღვარი 

განვიხილოთ ნამდვილ რიცხვთა მიმდევრობა 

..._ (13.1) 

"შემოვიღოთ აღნიშვნები 

Xა= 5ს0 (Xც, იკი.) Xგ= 1 (X,, Xავს.-.) (#”=1,2, ...). 

·თუ (13.1) მიმდევრობა ზემოდან შემოსახღვრული არ არის, მამინ ყო- 

ველი #1, რიცხვისათვის X„=-+Cთ, ხოლო თუ მოცემული მიმდევრობა ქვე– 
მოდან არაა შემოსაზღვრული, მაშინ ყოველი /I-თვის Xგ=-- თ. 

ვიგულისხმოთ, რომ (13.1) მიმდევრობა ზემოდან შემოსაზღვრულია. 
მაშინ ' 

X.=>X2>'.. >Xე§3.'..



126 თ. III. ნამდვილი რიცხეები 

22-ე თეორემის ძალით ეს მიმდევრობა კრებადია. ვთქვათ, 

100 Xგ=L. 
»--თ 

L სასრულია, ან L=-–-=<. ამ § რიცხვს ეწოდება (13.1) მიმდეევ- 

რობის ზედა ზღვარი და იგი აღინიშნება 1IIიI 500 X, ან 110 X, სიმბო- 
„დ ჩ--თ, 

ლოთი. 

თუ (13.1) მიმდევრობა ზემოდან შემოსაზღვრული არაა, მაშინ 

II §სნ Xწა-=-+C. 
ჩ--თ 

შემდეგ, თუ (13.1) მიმდევრობა ქვემოდან შემოსაზღვრულია, მაშინ 

XM.<X< - < ნგ დო: 

და 21-ე თეორემის ძალით ეს მიმდევრობა კრებადია. ვთქვათ, 

IIი ჯგ=უ. 
ი--თ 

თი სასრულია, ან MX=+C. ამ უ რიცხვს ეწოდება (13.1) მიმდევრობის 
ქვედა ზღვარი და იგი აღინიშნება 110 1იI X, ან 110 Xე. 

ჩ-თ ჩიჩ--დ 

რადგანაც ყოველი ჩM-თვის X.<Xი, ამიტომ 

110110! Xგ< 110 5V0 ჯე. 
ჩ-.თ ჩ--თ 

თუ (13.1) მიმდევრობა ქვემოდან შემოსაზღვრული არაა, მაშინ 

110 10I Xგ= –– თ. 
ბთ 

ცხადია, თუ (13.1) მიმდევრობა შემოსაზღვრულია, მაშინ 1100 5090 X 
ით 

და 1IC 1იI X„ სასრულია. 
”-თ 

თეორემა მშ. ნამდვილ რიცხვთა ყოველი (ჯე) მიმდე?ვ- 

რობისათვის ადგილი აქვს შემდეგ ტოლობებს: 

1110 500 Xგ== –– 1101 10I C– X„), , (13.2) 
ჩათ „თ 

1160 1იI X„= -–- 1Iთ 5სი (<––Xე)- (13.1) 
»-თ · თ
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დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

ხა=5ს0 ი, შ„=Iი! რეი, 
სადაც 

ჩ.= IX, Xაი-I · · 4, 0.= (–X, “ევს. +- 

დავამტკიცოთ, რომ · 
ხუ=–შიე (1=1, 2,...). ძ3.4).. 

რადგანაც 

სა=>Xი 1 5=>-- XL (–=7ჩ, M-L1, .. -) 

ამიტომ 

“–ნაე< -X – ზე=>X, (#=/, M+1,...). 

შემდეგ, რაკი §„ არის –, სიმრავლის ზუსტი ზედა საზღვარი და –- M„ 
ნაკლები არ არის ს, სიმრავლის არც ერთ ელემენტზე, ამიტომ 

ხა=< ში. (13.5) 

ასევე, ვინაიდან ო», წარმოადგენს 0, სიმრავლის ზუსტ ქვედა საზღვარს . 

და –“ წგ არ აღემატება C, სიმრავლის არც ერთ ელემენტს, ამიტომ 

“– ნი=-M. აქედან გვაქვს 
ხი=> შია. 

(13.5) და (13.6) დამოკიდებულებებიდან გამომდინარეობს (13.4) ტოლო– . 

ბის მართებულობა. მაშასადამე, 

(13.6) 

110 ხა=–1თ შია, 
/”-თდ ჩგ–თ 

ე. ი. ადგილი აქვს (13.2) ტოლობას. 
ანალოგიურად მტკიცდება (13.3) ტოლობის მართებულობა. 
თეორემა 40 ნამდვილ რიცხვთა ყოველი ორი მიმდეჯვ-. 

რობისათვის (,) და (/,) ადგილი აქვს შემდეგ დამოკი- 
დებულებებს 

IIი1 10, (X„-++ყა)=>1I01 10 X„+IIთ 1იწ ყა, (13.7) 
”-თ ”-თ ჯი 

ი 15სი (X„--VV)5110 §ა5სნ Xგ+!Iი 5სი ყი. (13.8) ., 
ით ჩ-თ 

დამტკიც ება. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

„წე=1ი! (XV, Xი+ს ·.., X.=500 IX, Xიჯს. ს -),
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ყა=1)0! (ყა, წავი >. /ი=5ს0 (ყია ყა+ · · -), 

2გ=10! | X;+ ყი, Xი+1I+Vყ»ი+X · · ·) 2,=5ს0 (X+ყია, X,4I+ყMყ»აყი ..·)- 

ცხადია, რომ 

X„=X==X, ყი=ყი=ყ, თუ ი2>>7ჩ. 

ამ უტოლობების წევრ-წევრა შეკრებით მივიღებთ 

X.+ყა5=X--+Vი=X, +ყ,, როდესაც ი>>ი“ 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

X.ს+ყაგლ=2ე=2ე=Xი+ყი. 

თუ გადავალთ ზღვარზე, როცა ი->Cთ, მივიღებთ (13.7) და (13.8) თა- 
ნაფარდობებს. 

თეორემა 41. ნამდვილ რიცხვთა ორი ნებისმიერი LX.) 
და (ე) მიმდევრობისათვის მართებულია შემდეგი და- 
მოკიდებულებანი: 

110 1იI (გ -–– ყე) > 110 1იწ XX, –– 110 500 ყე, 
ჩდ” ჩ-თ ”ჩ-.თდ 

110 5V0 (+ –– ყუე)=1თ0 5სი X, –– 100 1იI ყუ. 
ი” --თ თ ჩ”»-.C9 

დამტკიცება, 39-ე და მე-40 თეორემების ძალით, 

1100 1იI (XX: –– ყ,)>1IთC)იX.+I11CV 19 C–- ყე) ==1)1 10 Xგ –– 1010 500 ყი, . 
ჩ--თ ი-თ ჩ-დ ”--თ ჩ-თ უ 

11თ 5სნ ((ე–– ყ)=110 5ს ი რისი ბასი (C-–ყ,)=IIთ 5სი I-II 1იI ყა. 
”ჩ--თ #.-თ ჩიოთ /--თ · 

თეორემა დამტკიცებულია. “ 

თეორემა 49, თუ )თ5სიჯX,=ძ, მაშინ არსებობს (LX,) მიმ- 
ი”ლლი 

დევრობის ისეთი ქვემიმდევრობა, რომელიც კრებ.» 
დია ძ-კენ. 

დამტკიცება. თუ 0= --C%, მაშინ მოცემული მიმდევრობა კრე- 

ბადია –-ის-კენ, რადგან ყოველი M-თვის X„<.X,. ამ შემთხვევისათვის 
თეორემა ტრივიალურია. თუკი ძ=+CთC, თეორემა აგრეთვე ტრივი- 

ალურია, ამიტომ ვიგულისხმოთ, რომ თ სასრულია. ამ-''შემთხვევა-



§ 13, ნამდვილ ·რიცხვთა მიმდევრობის ზედა და ქვედა ზღეარი „129 

“ში. ყოველი Xა' სასრულია. რიცხვი (1-თვის შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი 

“ინდექსი იც რომ“ ' ””"" """ ' 

X.-- –1< #ი,5%. 

შემდეგ, რიცხვი. 2-თვის მოიძებნება ისეთი ინდექსი რ>ჩს რომ 

+ – <%Xგე==XI. 

საზოგადოდ, # რიცხვისათვის შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი ინდექსი ი,>/ი-I, 
რომ 

= _ 
ი- -<%,5<#- 03.9) 

თუ ამ პროცესს უსაზღვროდ განვაგრძობთ, მივიღებთ. რიცხვთა მიმდევ– 
რობას 

„ა... 

რომელიც. IX.) მიმდევრობის ქვემიმდევრობაა.· 03. თ 'უტოლობიდან. გა 
მომდინარეობს, რომ აი 1 Xი, =0. თეორემა დამტკიცებულია.“ 

ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი ..· 
თეორემა 48. თუ IIთ 1იIX„=ხ, მაშინ არსებობს IX.) მიმ- 

თ 

დევრობის ისეთი ქვემიმდევრობა, რომელიც კრება- 

დია ხ-კენ. _ 
42-ე და 43-ე. თეორემებიდან. გამომდინარეობს ' ათ 

შედეგი. IX) მიმდევრობის ზედა და ქვედა ზღვრები 

წარმოადგენენ შესაბამისად ამავე მიმდევრობის ყვე– 

ლა კრებადი ქვემიმდევრობის ზღვართა შორის უდი- 

დესსა და უმცირესს. 

„ თეორემა 44, თუ (X„) მიმდევრობა: კრებადია“ ი-საკენ, რო- 

მელიც სასრულია ან უსასრულო, მაშინ 

·- 110 1ი Xე=1)ი 5სი Xა... 
“ ჩ--თ ”ჩ-დ 

დამტკიცება. · რადგანაც (X,) მიმდევრობა კრებადია თ-კენ, ამი– 
ტომ აღნიშნული მიმდევრობის ყოველი ქვემიმდევრობა კრებადია ძ-კენ 

და, მაშასადამე, 42-ე და 43-ე. თეორემების ძალით 

1I0ი )იI Xგ=I110 309 2-0. 
. ჩი-თ · #-თ
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თეორემა 4ნ. თუ "I Xგ) მიმდევრობის ზედა და ქვედა 
ზღვრები ტოლია, მაშინ ეს მიმდევრობა კრებადია ამ 

ზღვრების საერთო მნიშვნელობისაკენ. 
დამტკიცება. მართლაც, “ რადგანაც ყოველი #I-თვის ადგილი აქვს 

უტოლობებს Xა<Xი< <Xი, ამიტომ 

IIთ Xგ=110 Xგ=1100 X,. 
ი-თ” #ი/-თ ჩ-თ 

სავარჯიშო 

  

  

1. იპოვეთ 8= 1. 2. –_ #1 · | სიმრავლის ზუსტი ზედა და ზუსტი 
» . 

ქვედა საზღვრები. : ! : 

9. იპოვეთ 8= 1. 1, – 1. ,+++ 1 სიმრავლის ზუსტი ზედა და ზუსტი 
2 25 2ჩ · 

ჭქვედა საზღვრები. -. - 
მ. იპოვეთ /#= C- 1. 2. 1. 3. .... 1. #--! #+>C>., ს სიმრავლის 

2 ვ 3 4 4 _ ” 

ზუსტი ზედა ღა ზუსტი ქვედა საზღვრები. 

4. შეკრებისა და გამოკლების განსაზღვრის საფუძველზე დაამტკიცეთ, რომ 

0/ 2 +08#C06– V-:2 )=2. 

წ. მოცემულია რიცხვთა მიმდევრობა (X,), სადაც #-= 1+C- 1 , #1=1, 2,,... 
· 2 

იპოვეთ III I1ი! ჯგ და (ი §სი X,. 
ჩ--თ Mჩ-თ 

0. მოცემულია რიცხვთა მიმდევრობა (X,), სადაე X„=005 # X, /#==1, 2, ... იპო- 

ვეთ III 1იI X,„ და 1IIი §სდ ჯე- 
იჩ-თ ი--< 

7. იპოვეთ 11018 Xგ და (თო ვსი ჯე, თუ X, ს =(0+4) 940 > 5“ #M==1, 2, ... 
ჩ-თ “რ--თ 

8. იპოვეთ III Iიწ ჯე და 110) §სი Xგ, თუ Xა= 20 (1-L-C–1)ჩ),' => 1, 2, ... 
„,.-თ ჩწ-თ 

მ. მოცემულია ნამდვილ რიცხგთა ორი მიმდევრობა: თ) და (#Vა), რომელთაგან 

მეორე კრებადია. დაამტკიცეთ, როზ 

  

1100 1იწ (++ /V,)=I1Iი 1იწ ჯგ+IIV ყი, 
#-თ ი-თ ”-თ 

II0 §ყი (ჯეკ: >ყაჰლ=Iთ ვსი Xე2-IIთ ყე. 
Mწ--თ ჩ-თ 

10. მოცემულია ნამდვილ რიცხეთა ორი მიმდევრობა (X,) და (/,), რომელთაგან 

მეორე არაუარყოფითი კრებადი მიმდევრობაა. დაამტკიცეთ, რომ · 

1Iთ ვსი C.#V.)=I ი ასი X-გ. სთ სო" 
ი-თ M-თ



თავი IV ! 

კარდინალური რიცხვები 

§ 1. სიმრაგლის სიმძლაგმრე 

ვთქვათ, მოცემულია ორი /# და 8 სიმრავლე. როგორც პირველ თავ– 
ში იყო აღნიშნული, თუ რაიმე წესით 4 და 8 სიმრავლეს შორის შეიძ– 
ლება ურთიერთცალსახა შესაბამისობის დამყარება, მაშინ სიმრავლეს 
ეწოდება 8 სიმრავლის ეკვივალენტური და წერენ 4-8. 

ეკვივალენტობის მიმართებას აქვს შემდეგი თვისებები: 

1) –4 (რეფლექსურობა), 
2 თუ #-8, მაშინ 8=4 (სიმეტრიულობა), 
3) თუ 4-8 და 8-C, მაშინ 4-6 (ტრანზიტულობა. 
ამრიგად, ეკვივალენტობის მიმართება რეფლექსურია, სიმეტრიუ- 

ლი და ტრანხიტული. თუ #4 და 8 სასრული სიმრავლეებია, ისინი ეკვი– 
ვალენტური არიან მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა # სიმრავლის ელე– 
მენტთა რიცხვი 8 სიმრავლის ელემენტთა რიცხვის ტოლია. 

ჩვენ ვიტყვით, რომ / და 8 სიმრავლეებს აქვს ერთი და იგივე სიმ ძ– 
ლავრე ანუ ერთი და იგივე კარდინალური რიცხვი შეესაბამებათ, 

თუ ისინი ერთმანეთის ეკვივალენტურია. 
სიმრავლეთა ეკვივალენტობის დამოკიდებულების რეფლექსურობა, სი– 

მეტრიულობა ღა ტრანზიტულობა შესაძლებლობას იძლევა ამ დამოკი–- 
დებულების მიმართ გამოყენებულ იქნას შედეგი, რომელიც ყოველგვარ 
რეფლექსურ, სიმეტრიულ და ტრანზიტულ დამოკიდებულებას ეხება და 
იმაში მდგომარეობს, რომ დამოკიდებულება ჰყოფს იმ ელემენტთა სიმ- 
რავლეს, რომელშიაც თვით ამ დამოკიდებულებას ადგილი აქვს, გარკვეულ 

ქვესიმრავლეებად. მაგალითად, პარალელობის დამოკიდებულების მიხედ– 

ვით წრფეთა სიმრავლე კლასებად ნაწილდება. თითოეულ კლასში შევა 
ურთიერთპარალელური წრფეები. ამ გზით შეიძლება შემოვიღოთ ახალი 

ცნება –– მიმართულებისა რომელიც განსაზღვრული იქნება როგორც 
საერთო თვისება პარალელური წრფეებისა. ასევე, ფიგურების მსგავ–- 
სების დამოკიდებულება ფიგურებს კლასებად ჰყოფს: თითოეულ კლასს 

შეადგენს ურთიერთ მსგავსი ფიგურები. ამგვარად, შეიძლება შემოვიღოთ
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ახალი ცნება გეომეტრიული ფორმისა, როგორც ურთიერთ მსგავსი ფი- 
გურების საერთო თვისება. მთელი რიგი მათემატიკური ცნებისა სწორედ 
განსაზღვრულია აღნიშნული გზით, როგორც საერთო თვისება იმ საგ- 
ნებისა, რომელნიც გარკვეულ რეფლექსურ, სიმეტრიულ და ტრანზი- 
ტულ დამოკიდებულებაშია. ამ ცნებათა რიცხვს სიმძლავრის ცნებაც 
ეკუთვნის. ის განსახღვრულია როგორც ურთიერთეკვივალენტურ სიმ- 
რავლეთა საერთო თვისება. სასრული სიმრავლის შემთხვევაში სიმძლავ- 

რის ცნება რაოდენობითი რიცხვის ცნებაზე დაიყვანება. 
ამრიგად, თუ 4 რაიმე სიმრავლეა, მაშინ მას შევუსაბამებთ თ ობიექტს 

იმგვარად, რომ იგივე თ ობიექტი მხოლოდ ამ სიმრავლის ეკვივალენტურ 
სიმრავლეებს შეესაბამებოდეს. ამ ახალ ობიექტს კარდინალური 
რიცხვი ეწოდება; თუკი 4 სიმრავლე შედგება # ელემენტისაგან, მაშინ 

ამ სიმრავლის კარდინალური რიცხვია #. ასე, რომ სასრული სიმ- 

რავლის შეთხვევაში კარდინალური რიცხვი წარმოად- 
გენსამ სიმრავლის ელემენტთა რიცხვს. ნებისმიერი სიმ- 
რავლის სიმძლავრის ცნება წარმოადგენს სასრული სიმრავლის ელემენ- 

ტთა რიცხვის ცნების განზოგადებას. 

§ §, თვლადი სიმრავლე, თეორემები სიმრავლეთა თვლადობის შესახებ 

რაიმე წ სიმრავლეს თვლადი სიმრავლე ეწოდება,თე 
იგი ყველა ნატურალური რიცხვის სიმრავლის ეკვივა- 

ლენტურია. რადგანაც ეკვივალენტობის დამოკიდებულება რეფლექ- 
სურია, ამიტომ ყველა ნატურალური რიცხვის სიმრავლე თვლადია. 

თვლადი სიმრავლის განსაზღვრა ტოლფასია შემდეგი განსაზღვრისა: # 
სიმრავლეს თვლადი ეწოდება, თუ შესაძლებელია.ამ 
სიმრავლის ელემენტთა დანომვრა. 

სიმრავლის ელემენტთა დანომვრა იმას ნიშნავს, რომ სიმრავლის ყო– 
ველი ელემენტისათვის შეიძლება რაიმე ნატურალური რიცხვის დასახე- 
ბა, როგორც მისი ნომრისა, იმგვარად, რომ ყოველ ელემენტს ჰქონდეს 

მხოლოდ ერთი ნომერი და ყოველი ნატურალური რიცხვი იყოს ნომერი 
სიმრავლის მხოლოდ ერთი ელემენტისა. 

ამრიგად, თუ 6 თვლადი სიმრავლეა, მაშინ იგი შეგვიძლია ასე ჩავ- 

წეროთ 

=(6, 069, . . „ენა... -). · 

ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლის სიმძლავრე აღინიშნება ჯე (ალეფ-– 
–- ნული) სიმბოლოთი. ჯჯ სიმბოლო ძველებრაული ანბანის პირველ ასოს
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წარმოადგენს, მაშასადამე, ყოველი თვლადი სიმრავლის სიმძლავრეა ჯე. 
ცხადია, ყველა უარყოფითი მთელი რიცხვის სიმ რავლეც თვლადია. 

რდეორემა_ 1ა თვლადი სიმრავლის ყოველი უსასრულო 
ნაწილი აგრეთვე თვლადი სიმრავლეა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, /# რაიმე თვლადი სიმრავლეა. რადგანაც 

4 თვლადია, “ამიტომ მისი წელემენტები შეგვიძლია დავალაგოთ მიმდევ– 

რობის სახით 

თ, 0, .. შე... (2.1 

ვიგულისხმოთ, რომ „8 არის / სიმრავლის რაიმე უსასრულო ნაწილი. 
მაშინ 8 სიმრავლის ელემენტები დაიკავებენ გარკვეულ ადგილებს (2.1) 
მიმდევრობაში. დავუშვათ, რომ თ,, არის (2.1) მიმდევრობის პირველი 

ელემენტი, რომელიც 8 სიმრავლეს ეკუთვნის; იგი ხ,-ით აღვნიშნოთ. 

ძე, იყოს (2.1) მიმდევრობის მეორე ელემენტი, რომელიც 8 სიმრავლეს 
ეკუთვნის; იგი ხეთი აღვნიშნოთ. ასე შემდეგ, ძე, იკოს (2.1) მიმდევ– 

რობის #-ური ელემენტი, რომელიც ეკუთვნის 8 სიმრავლეს; იგი აღვ– 

ნიშნოთ ჩ,-თი. ეს პროცესი შეგვიძლია განვაგრძოთ უსაზღვროდ; ასე 
რომ 8 სიმრავლის ელემენტები შეგვიძლია დავალაგოთ მიმდევრობის 

სახით 
ხე ხია ა თანა ი 

ეს კი ამტკიცებს იმას რომ 8 თვლადი სიმრავლეა და ამით თეორემა» 

დამტკიცებულია. 
შედეგი. თუ თვლად 4 სიმრავლეს გამოვაკლებთ სას– 

რულ M ქვესიმრავლეს, დარჩენილი #–ძ-#M სიმრავლე 

თვლადი იქნება. 

ორემა 9.) ყოველი 'უსასრულო სიმრავლე შეიცავს 

თვლად ნაწილს. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 8 უსასრულო სიმრავლეა. 8-დან ავიღოთ: 

ელემენტები თ, და ხ,. რადგან 8 უსასრულო სიმრავლეა, ამიტომ 8 -დან: 

შეგვიძლია ავიღოთ კიდევ ორი ელემენტი ძე და ხე. დავუშვათ, რომ: 

·8-დან აღებული ელემენტებია თ.ე, თი, . · ·,თ; ნ, ხი, · · „ნ. ამ ელე მენ– 

ტებით ვერ ამოიწურება სიმრავლე და ამიტომ #6-დან შეგვიძლია ავი– 

ღოთ კიდევ ორი ელემენტი თ, და ნ,ჯ). თუ ამ პროცესს განვაგრძობთ, 

ნ სიმრავლიდან გამოვყოფთ ორ თვლად სიმრავლეს 

4=ყძ), იძ... რი .. I, 8=Iხ, ხა... " ხ,, .. : 

და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 
რადგან 8 სიმრავლიდან გამოვყავით ორი თვლადი 24 და 8 სიმრავლე,
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რომელთაც საერთო ელემენტები არ აქვთ, ამიტომ უფრო ზოგადი თეო- 
რემა შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ: 

ყოველი უსასრულო # სიმრავლე შეიცავს ისეთ თვლად # 
სიმრავლეს, რომ 86–-– 4 სიმრავლე კვლავ უსასრულო 
სიმრავლეა. 

შენიშვნა 1, ზემოაღნიშნული თეორემის დამტკიცებამი გამოყენე- · 
ბულია ცერმელოს აქსიომა ნებსითი არჩევის შესახებ რომელიც შემ- 
დეგმი მდგომარეობს: ! 

წყვილ-წყვილად არაგადამკვეთი არაცარიელ სიმრაევ- 

ლეთა ყოველი სისტემისათვის არსებობს სიმრავლე, 
რომელსაც აღებული სისტემის ყოველ სიმრავლესთან 
ერთი საერთო ელემენტი ექნება. 

ნებსითი არჩევის პრინციპმა, იმის შემდეგ, რაც ის ცხადად ჩამოა- 
ყალიბა ცერმელომ 1904 წელს, დიდი დავა გამოიწვია მათემატიკოსებში. 
ამ პრინციპში სიმრავლეთა აღებული სისტემისათვის პოსტულირებ ულია 
«სეთი სიმრავლის არსებობა, რომელსაც სისტემის ყოველ სიმრავლესთან 

ერთი საერთო ელემენტი აქვს. სხვადასხვა ფილოსოფიური შეხედულე- 
ბის მიხედვით მათემატიკური არსებობის საკითხის შესახებ მათემატიკო- 

სებს სხვადასხვა პოზიცია უკავიათ ნებსითი არჩევის პრინციპის მიმართ, 
ნებსითი არჩევის პრინციპის უკუგდება გამოიწვევდა იმას, რომ საჭირო 

გახდებოდა თანამედროვე მათემატიკის ზოგიერთ საყურადღებო შედეგზე 
«უარის თქმა. მაგალითად, ამ წიგნში მოყვანილი ზოგიერთი დებულება, რო- 

მელთა დამტკიცებისას გამოყენებულია ნებსითი არჩევის პრინციპი, შეიძ- 
ლება სხვა გზით იყოს დამტკიცებული, ამ პრინციპის გამოყენების გარეშე, 

"მაგრამ ზოგიერთი დებულება არსებითად საჭიროებს ამ პრინციპს და 
მათი დატოვება შეუძლებელი გახდებოდა ნებსითი არჩევის პრინციპის 
უკუგდების პირობებში. ამ პრინციპის შესახებ ერთ-ერთი საინტერესო 

“შედეგი კურტ გოედელს (#VLL C8ძიI) ეკუთვნის. მან, სიმრავლეთა თეო– 
რიის აქსიომატიკური აგების მიმართ, აჩვენა 1938 წელს, რომ ნებსითი 

არჩევის პრინციპი თავსებადი იქნება დანარჩენ აქსიომებთან, თუ ეს 
უკანასკნელნი ერთმანეთთან თავსებადი აღმოჩნდებიან. ამრიგად, თეორემა, 

დამტკიცებული ცერმელოს აქსიომის საშუალებით, არასოდეს არ შეიძ- 
ლება უარყოფილ იქნას, თუკი მათემატიკა არ შეიცავს წინააღმდეგობებს, 

რომელიც დაკავშირებული არაა ცერმელოს აქსიომასთან. 
ცერმელოს აქსიომას გამოვიყენებთ შემდეგშიაც ზოგიერთი თეორე- 

მის დამტკიცების დროს. 
თეორემა 8. სასრული სიმრავლისა და თვლადი სიმრავ- 

ლის ჯამი თვლადი სიმრავლეა.
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დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემულია, 
#=(თ, ძა, ...,; თ,) და 8=ჯხ,, ხი, .-., ნ · · ·) 

სიმრავლეები, სადაც # სასრული სიმრავლეა, 8 კი-– თვლადი. შემოვი- 
ღოთ აღნიშვნა · · 

8=/#408. 

ჯერ განვიხილოთ ის შემთხვევა, როცა # და 8 სიმრავლეებს არა აქვთ 
საერთო ელემენტები. ამ შემთხვევაში სიმრავლე შეგვიძლია ასე წარ- 
მოვადგინოთ: 

=(ძ,, ძა, -.. , ძე, ხ:, ხა, .- ., მაა...) 

აქედან ჩანს, რომ 6 სიმრავლის ელემენტთა დანომვრა შესაძლებელია 
და, მაშასადამე, ამ შემთხეევისათვის თეორემა დამტკიცებულია. 
„. ახლა დავუშვათ, რომ 7# და 8 სიმრავლეებს აქვთ საერთო ელემენ- 
ტები; მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ · 

§=/LX8 -–– #), 

მასთან 4 და 8 ––- # სიმრავლეებს არ აქვთ საერთო ელემენტები და, 

ამას გარდა, „8 –- /4 თვლადი სიმრავლეა. მაშასადამე, ახლახან დამტკი– 

ცებულის ძალით 8 სიმრავლე თვლადია და ამით თეორემა დამტკიცებუ– 
ლია. · · · 

თეორემა 4 თუ თვლად სიმრავლეთა რიცხვი სასრუ- 

ლია, მაშინ მათი ჯამიც თვლადი სიმრავლეა. 
დამტკიცება. ვთქვათ, გვაქვს თვლადი სიმრავლეები 

/#.=I0:), თ192, · .. რთ ა .. + 

#4=(თა, თვი, .· სე 08. · :, 

=(0თო), მითა, ს მთი 1. 

“შემოვიღოთ აღნიშვნა 

„4=#ე,ს4ტას.-.ს/ტი. 

დასამტკიცებელია, რომ 4 თვლადი სიმრავლეა. 

ჯერ განვიხილოთ ის შემთხვევა, როცა აღებულ სიმრავლეებს წყვილ– 

წყვილად საერთო ელემენტები არა აქვთ. ამ შემთხვევაში # სიმრავლე 
შეგვიძლია ასე წარმოვადგინოთ 

4=V0V,,, რი), .. “0, რა, ძიძა... მოთ... ია შეი .ით მთა .. +. 

აქედან ადვილად დავასკვნით, რომ 4 თვლადი სიმრავლეა.
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ახლა განვიხილოთ ის შემთხვევა, როცა მოცემულ სიმრავლეებს აქვთ 
საერთო ელემენტები. შემოვიღებთ რა, აღნიშვნებს 

6ნ.=4V ჩი=45–- ჩნ. -ნვ=43-–- (ნI0ჩ», ... 

, ხა=4#»” –(ნ)ცყნაფ.· · -0Vნთ-,), 
გვექნება – ' 
_ #=ნესჩხას-.-Vსჩ», , 

ამასთან 8.(§=1, 2,... ., #2) სიმრავლეებს წყვილ-წყვილად საერთო ელე- 
მენტები არა აქვთ. ყოველი 8, სიმრავლე სასრულია ან თვლადი, ვინაი- 
დან იგი წარმოადგენს. თვლადი სიმრავლის ნაწილს, ხოლო #) თვლადი 
სამრავლებ. ამიტომ მე-3 თეორემისა და ახლახან დამტკიცებულის ძალით 
4 წარმოადგენს თვლად სიმრავლეს და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა §. წყვილ-წყვილად არაგადამკვეთსასრულ სიმ- 

რავლეთა თვლადი სისტემის ჯამი თვლადი (სიმრავლეს 

დამტკიცება. ვთქვათ, გვაქვს "წყვილ-წყვილად არაგადამკვეთი სას- 
რული სიმრავლეები 23- · 

=I0)1, თი... ' ძი.) 

#:= (ძა, ძი, ·.-., თაი, ს. 

თაობა ბო თან ბოოიბი . 
(0) 

4,= (იის #2 1. ძი.) 

ულ _ წ ოოო. ათთა ი.ი თოთო. 

ამ ს სიმრავლეთა “ჯამი აღვნიშნოთ '4-თი. "ცხადია, 4 სიმრავლის “ ელემენ– 
ტები შეგვიძლია დავალაგოთ შემდეგნაირად: .: 

4=ყთ), თყ თ ..·. თი, Cთ51, Cი,. .. , 028, ი..)ე რს იყი... 0ჩი, .. +. 

აქედან ჩანს, რომ 4 სიმრავლის ელემენტების დანომვრა შესაძლებელია. 

თეორემა დამტკიცებულია. 
შენიშვნა 9. თუ მოცემულია თვლადი სისტემა, სასრული სიმრავ- 

ლეებისა, რომლებსაც აქვთ საერთო ელემენტები, მაშინ აღებულ“ სიმ- 

რავლეთა ჯამი შეიძლება აღმოჩნდეს კვლავ სასრული სიმრავლე. 
მართლაც, ვთქვათ, 4:=ჩ, 4:=#,.. ! +4» =ჩ. ; სადაც L სასრული 

სიმრავლეა. ცხადია, | 

· 4:0/00-. -.0 ტ,ხ... =წ. 

ეს კი ადასტურებს ჩვენს წინადადებას. 
თუ სასრული სიმრავლეთა თვლადი სისტემის ჯამი უსასრულო სიმ- 

-- რავლეა, მაშინ იგი თვლად სიმრავლეს წარმოადგენს.
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თეორემა 0, თვლად სიმრავლეთა თვლადი სისტემის 
ჯამი თვლადი სიმრავლეა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემული სიმრავლეებია #კ, #ე,... 

..+, ო, ... რადგან თითოეული სიმრავლე თელადია,, ამიტომ შეგვიძლია» 
მათი ელემენტების დანომვრა: 

4,=(თ,), რთ)2, თვ, ... CV... I, 

#5:=(თა,, ძიი, .თივე: .· ე რც, .. - 

4 ვ=(თეს, თვა, ძევ, · - - , შვი, «- ·I, 

აღებულ სიმრავლეთა ელემენტების პირველი ინდექსი გვიჩვენებს თუ 
რომელ სიმრავლეს ეკუთვნის აღნიშნული ელემენტი, მეორე ინდექსი კი 
ელემენტის ნომერს ამ სიმრავლეში. მოცემულ სიმრავლეთა ჯამი აღვ– 
ნიშნოთ /-თი. 

ჯერ, განვიხილოთ ის შემთხვევა, როცა აღებული სიმრავლეები წყვილ– 
წყვილად არაგადამკვეთი სიმრავლეებია. ამ შემთხვევაში # სიმრავლე ასე 
შეგვიძლია წარმოვადგინოთ 

4 =L(თე, თ;:, თი), CIვ, თაი, თვ), რა; მაე, მეჯ, CV), · » ·I- 

აქედან ჩანს,. რომ შესაძლოა 4 სიმრავლის ელემენტების დანომვრა და, 
მაშასადამე, #4 თვლადი სიმრავლე. : 

ახლა განვიხილოთ ის შემთხვევა, როცა აღებულ სიმრავლეებს. აქვთ 
საერთო ელემენტები. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

.=#4), სე=4ა –– წ), ჩ53==4ვ –– (ნ, #6), ... 

»თ”-1 

–_–... ..- 
ხ=1 

ცხადია, რომ - 

4=#სსჩხას--.-.)ნჩას..., 

ამასთან წ» სიმრავლეები წყვილ-წყვილად არაგადამკვეთი სიმრავლეებია. 

ყოველი 8, (M1=1, 2, . . .) სიმრავლეთაგანი არის სასრული ან თვლადი, 

ვინაიდან იგი წარმოადგენს თვლადი სიმრავლის ნაწილს, ხოლო X#; სიმ- 

რავლე თვლადია; ამიტომ მე-5 თეორემისა და ახლახან დამტკიცებულის
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ძალით შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ #4 სიმრავლე თვლადია და ამით თეო- 

რემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 7. თუ 4 სიმრავლის ყოველი ელემენტი განი- 

საზღვრება.ი ნიშნაკით თ,,თ.,...,თ,, რომლებიც ერთმა- 
ნეთზე დამოუკიდებლად მნიშვნელობათა თვლად სიმ- 

რავლეს გაირბენს, მაშინ 4 თვ ლადი სიმრავლეა. 

დამტკიცება. თეორემა დავამტკიცოთ მათემატიკური ინდუქციის 
მეთოდით. ვთქვათ, 

4 =|0თ,თ,...თ,). 

სადაც 
თ,=თ"), ავღუუ_. 

ცხადია, თეორემა მართებულია, როცა #=1,. 
ახლა დავუშვათ, რომ თეორემა მართებულია, როცა #=/! და ვაჩ- 

უენოთ, რომ იგი მართებულია. როცა #=#/1-L1, 
შემოვიღოთ აღნიშვნები 

8=(ძა,თ.. · თუ! 8"= (6თ,თ, .. „თფთო+))“ 

დაშვების ძალით 8 თვლადი სიმრავლეა. შემდეგ, აღვნიშნოთ 8;-თი 8” 

სიმრავლის იმ ელემენტთა სიმრავლე, რომელთათვისაც თოკა=თფი 

ცხადია, რომ 8,8 და, რადგანაც 

8'=8ხ.ს)8ას· · -Cო8,V- ., 

ამიტომ 8" თვლადი სიმრავლეა. თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 8. ყველა რაციონალური რიცხვისI სიმრავლე 

თვლადი სიმრავლეა. 

დამტკიცება. ყოველ რაციონალურ რიცხვს აქვს სახე #-, სა- 

დაც ჩი და ძ მთელი რიცხვებია, მასთან შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 

"ისინი ურთიერთმარტივია. ვთქვათ, ძ-,=-წ- .· აქ ი და 0 გაირბენენ ერთ- 

მანეთზე დამოუკიდებლად ყველა მთელი რიცხვის სიმრავლეს. რადგანაც 

LI =Iძი,), ამიტომ ზემოდამტკიცებული თეორემის ძალით IL თვლადი სიმ- 

რავლეა. 
თეორემა 9, მთელ კოეფიციენტებიანი ყველა პოლინო- 

მის ” სიმრავლე თვლადია. 
დამტკიცება. აღვნიშნოთ #4„,-ით „”-ური ხარისხის ყველა მთელ“ 

კოეფიციენტებიანი პოლინომის სიმრავლე:



§ 3. არათვლად სიმრავლეთა არსებობა. კონტინუუმის სიმძლავრე 139.“ 

#ა=(0თთ, =- X I 

სადაც 

მთათ,.-.თ, =თაX" +თ)X1 ქ-ნი... I-თე 1IX+თი: 

ცხადია, ' 
=4ა04)ხ09-·:.04,ხ::.-· 

მაგრამ, მე-7 თეორემის ძალით, ყოველი 4, სიმრავლე თვლადია. მაშა- 
სადამე, ს სიმრავლეც თელადია. 

განსაზღვრა 1. ნამდვილ ან კომპლექსურ რიცხვს ალგებრუ- 
ლი რიცხვი ეწოდება, თუ იგი წარმოადგენს რაიმე მთელი კოეფი- 
ციენტებიანი პოლინომის ფესვს, არაალგებრულ რიცხვს ტრანსცენ- 
დენტური რიცხვი ეწოდება. 

თეორემა 10. ყველა ალგებრული რიცხვის სიმრავლე- 
თვლადია. ' 

დამტკიცება. რადგანაც ყოველ პოლინომს აქვს ფესვთა სასრული 
რიცხვი, ხოლო მთელ კოეფიციენტებიან პოლინომთა სიმრავლე თვლადია, 
ამიტომ ალგებრულ რიცხვთა სიმრავლე თვლადია. 

§ მ. არათვლად სიმრავლეთა არსებობა. კონტინუუმის სიმძლავრე 

უსასრულო სიმრავლეს, რომელიც თვლადი არაა, არათვლადი სიმ- 

რავლე ეწოდება. 
თვლადი სიმრავლის ცნებას აზრი და მნიშვნელობა მხოლოდ მაშინ 

ექნება, თუ არსებობს არათვლადი სიმრავლეებიც, თუ თვლადი სიმრავლე 

უსასრულო სიმრავლის გარკვეული სახეა. წინააღმდეგ შემთხვევაში თვლა– 
დი სიმრავლის ცნება იქნება მხოლოდ უსასრულო სიმრავლის ცნების 

მოდიფიკაცია. 
ამრიგად, თვლადი სიმრავლის ცნების ღირებულება იმაზეა დამოკი–- 

დებული, არსებობს თუ არა არათვლადი სიმრავლეები. დავამტკიცოთ 

არათვლადი სიმრავლის არსებობა. 
თეორემა 11, ინტე რვალი 8გ=(0,1) არათვლადი სიმრავლეა. 

დამტკიცება. განვიხილოთ (0,1) ინტერვალის ნებისმიერი თვლადი 

ქვესიმრავლე 4. მაშინ მისი ელემენტები შეგვიძლია დავალაგოთ მიმ- 

დევრობის სახით 
4=(0, ძა, ..., წ...) 

როგორც ვიცით, ყოველი ნამდვილი რიცხვი თი, წარმოიდგინება უსას- 
რულო ათწილადით 

) ( ძ,=90, ჯო ჯი .. ·X8 ... 
1
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რომელიც არ არის პერიოდული წილადი პერიოდით 9, მასთან ასეთი. 
დაშლა ერთად-ერთია. ამრიგად, ჩვენ გვაქვს: 

ი, =0, XVI ჯ9) ...»)..., 

თ.=0 ჯოჯ... კი 
1 2 „თ 

ი,=0, ჯა) ჯი)... 

განვიხილოთ ახლა ნამდვილი რიცხვი 

· -აა–___ 

სადაც 
1) თუ ჯია #1, 

ხო= 
2, თუ Xჯ (0=1. 

ცხადია, თC 8. რადგანაც I#XI, ამიტომ თ#0ძ, (-”=1, 2,- · ·) და, მაშა- 

სადამე თC/4. 

ამრიგად, 8-დან აღებული ყოველი თვლადი 4 სიმრავლისათვის შეგვიძ- 
ლია ვიპოვოთ 8-ში შემავალი ისეთი რიცხვი, რომელიც 4-ს არ ეკუთენის. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 8 ინტერვალი არ შეიძლება თელადი სიმ- 
რავლე იყოს, რადგან წინააღმდეგ შემთხვევაში გ-ში შეგვიძლია ისეთი 
ელემენტი ვიპოვოთ, რომელიც მას არ ეკუთვნის, რაც შეუძლებელია. 
მაშასადამე, 8 არათვლადი სიმრავლეა. 

განსაზღვრა 9. გ ინტერვალის სიმძლავრეს კონტ ინუ უ მის 

სიმძლავრე ეწოდება, 
კონტინუუმის სიმძლავრე აღინიშნება ჯ სიმბოლოთი. 

ზემოთ მოყვანილ დამტკიცებაში გამოყენებული იყო უსასრულო ათ- 

წილადები, მაგრამ ამას არსებითი მნიშვნელობა არა აქვს. შეიძლება 
ვისარგებლოთ უსასრულო სამწილადებით, ხუთწილადებით და სხვ. 

თეორემა 19. არათვლადი 4 სიმრავლის სიმძლავრე არ 

შეიცვლება, თუ ამ სიმრავლეს გამოვაკელით მისი სას- 

რული ან თვლადი ნაწილი #. 
დამტკიცება. 4 -–-8 სიმრავლე არათვლადია, ვინაიდან წინააღ– 

მდეგ შემთხვევაში იგი იქნებოდა ცარიელი, სასრული ან თვლადი და, 
მაშასადამე, 

4=(4 – 8ს08
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სიმრავლე სასრული ან თვლადი იქნებოდა, რაც პირობას ეწინააღმდე- 

გება. შემდეგ მე-2 თეორემის თანახმად, 4 –– 8 სიმრავლიდან შეგვიძ– 
ლია გამოვყოთ თვლადი #) სიმრავლე. დარჩენილი, ნაწილი #-თი აღვნიშ- 

ნოთ. გვაქვს: 

' 4-8=0V%. 

აქედან 
4ტ=(80Vნ)V#, 

სადაც 8, 5 და #) სიმრავლეებს წყვილ-წყვილად საერთო ელემენტები 
არ აქეთ. მე-3 ან მე-4 თეორემების ძალით 8L) სიმრავლე თვლადია 
და, მაშასადამე, იგი # სიმრავლის ეკვივალენტურია. თვლად #) და 8Vნხ 
სიმრავლეთა მორის დავამყაროთ ურთიერთცალსახა შესაბამისობა. 

ვთქვათ, X არის 4 სიმრავლის რაიმე ელემენტი. თუ XC 8L/, მაშინ 

მას შეესაბამება XI სიმრავლის გარკვეული ელემენტი. თუკი » არის 4 სიმ- 
რავლის ისეთი ელემენტი, რომელიც #-ს ეკუთვნის, მაშინ მას შევუსა– 

ბამებთ 4 –– 8 სიმრავლის იგივე X ელემენტს. პირიქით, ამ შესაბამისობის 

ძალით 4 ––- 8 სიმრავლის ყოველ ყ ელემენტს შეესაბამება 8V#M სიმ- 
რავლის გარკვეული ელემენტი, როცა ყC#M), ანდა შეესაბამება 8 სიმ- 

რავლის იგივე ყ ელემენტი, როცა ყ§ 6. 
მიღებული შესაბამისობა არის ურთიერთცალსახა, რადგან 6 და 8LIს 

სიმრავლეებს არ აქვთ საერთო ელემენტები. მაშასადამე, # –– 8-4 
და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 11. თუ უსასრულო 4 სიმრავლეს მივუმატებთ 
სასრულან თვლად 8 სიმრავლეს, მაშინ ,(VI8 სიმრავლე 

4 სიმრავლის ეკვივალენტურია. 

დამტკიცება. თუ 4 სიმრავლე თვლადია, მაშინ #18 სიმრავ- 

ლეც თვლადია და, მაშასადამე, იგი 1 სიმრავლის ეკვივალენტურია. თუ 
4 არათვლადი სიმრავლეა, მაშინ 4V8 სიმრავლეც არათვლადია, ვინაი- 
დან 4 სიმრავლე შეგვიძლია მივიღოთ 4LI8 სიმრავლიდან, სასრული ან 

თვლადი 8 სიმრაელის გამოკლებით; ამიტომ, წინა ' თეორემის ძალით 

4ს8–-8. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 14, ყოველი უსასრულო 2 სიმრავლე შეიცავს 
„მის ეკვივალენტურ ისეთ საკუთრივ 8 ნაწილს, რომ 

4-8 სიმრავლე უსასრულოა. 
დამტკიცება. თუ 4 თვლადი სიმრავლეა, მაშინ მე-2 თეორემის 

ძალით, „4 სიმრავლიდან შეგვიძლია გამოვყოთ ისეთი თვლადი 88 სიმრავლე, 
რომ 4-- 8 სიმრავლე უსასრულოა და, მაშასადამე, ამ შემთხვევისათვის 
თეორემა დამტკიცებულია. თუ 4 არათვლადი სიმრავლეა, მაშინ მე-2
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თეორემის თანახმად, 4 სიმრავლიდან შეგვიძლია გამოვყოთ თვლადი ნ 

სიმრავლე და, მაშასადამე, მე-12 თეორემის ძალით, 4 –-– ს სიმრავლეს 
ექნება იგივე სიმძლავრე, რაც # სიმრავლეს და ამით თეორემა დამტკი- 

ცებულია. ; 
თეორემა 16. ნებისმიერ (ძი,ხ) ინტერვალს აქვს კონტი- 

ნუუმის სიმძლავრე. 
დამტკიცება. განვიხილოთ განტოლება 

X=0+(ნ –– თ- 

ცხადია, რომ 0-სა და 1-ს შორის მოთავსებულ (1-ს ერთ მნიშვნელობას შე- 
ესაბამება თ და ხ-ს შორის მოთავსებული X-ის ერთი მნიშვნელობა და პი- 
რიქით, თ და ხ-ს შორის მოთავსებული X-ის ერთ მნიშვნელობას შეესაბამე- 
ბა 0-სა და 1-ს შორის მოთავსებული L-ს ერთი მნიშვნელობა. მაშასადამე, 

(თ, ხ) –“(0,1). თეორემა დამტკიცებულია. 

რადგანაც ყოველი სეგმენტი განსხვავდება ინტერვალისაგან ორი წერ- 
ტილით, ხოლო ყოველი ნახევრადსეგმენტი ––- ერთი წერტილით, ამიტომ 
მე-13 თეორემის ძალით, ყოველ სეგმენტს და ნახევრადსეგმენტს აქვს კონ- 

ტინუუმის სიმძლავრე, 
თეორემა 16. ყველა ნამდვილი რიცხვის სსიმრავ ლე კონ- 

ტინუუმის სიმძლავრისაა. 
დამტკიცება. განვიხილოთ ფუნქცია 

_“ ! 

სქ 
ცხადია, რომ C(– 1,1) ინტერვალიდან 1-ს ერთ მნიშვნელობას შეესაბამე- 
ბა C- დ, +თ) ინტერვალიდან ჯ-ის ერთი მნიშვნელობა და პირიქით 

(C– დ, +Cთ) ინტერვალიდან X-ის ერთ მნიშვნელობას შეესაბამება 1-ს 

ერთი მნიშვნელობა (–– 1,1) ინტერვალიდან. მაშასადამე, ყველა ნამდვილი 
რიცხვის სიმრავლე ეკვივალენტურია (-- 1,1) ინტერვალისა. თეორემა 

დამტკიცებულია. 
თეორემა 17. ყველა ირაციონალური რიცხვის სიმრავ- 

ლეს აქვს კონტინუუმის სიმძლავრე. 
დამტკიცება. ნამდვილ რიცხვთა 2 სიმრავლე წარმოადგენს ირა- 

ციონალურ რიცხვთა 7 სიმრავლისა და რაციონალურ რიცხვთა L სიმრავ- 

ლის ჯამს: 

  

2=IVL. 

მე-12 თეორემის თანახმად, 7=2 –– I” სიმრავლეს აქეს 2 სიმრავლის სიმ- 

ძლავრე და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 18. ნატურალური რიცხვებისაგან შედგენი-
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ლი ყველა მიმდევრობის § სიმრავლე კონტინუეუმის 

სიმძლავრისაა. 

დამტკიცება. ავიღოთ (0,1) ნახეგრადინტერვალის ნებისმიერი 
რიცხვი X. ეს X რიცხვი შეგვიძლია დავშალოთ უსასრულო ორწილადად 

/ 
. X=(00, L წა. ნე“ “.'#, 

ამასთანავე ეს დაშლა ერთადერთია. რადგანაც X#1, ამიტომ ამ დაშლაში 
მოიძებნება ისეთი წია. ჩის“ -. ჩი, "'.., რომლებიც აკმაყოფილებენ პი– 

რობას : 

=...=0, 
(ი, = =1ი, 

აღებულ Xჯ რიცხვს შევუსაბამოთ ნატურალურ რიცხვთა ზრდადი ,მიმ- 

დევრობა · 
. 711ე /მფ7 : :+ + 7ეხე ... (3.1) 

ცხადია, რომ (3.1) სახის ყოველ მიმდევრობას შეესაბამება (0,1) ნახევ– 
რადინტერვალის ერთადერთი რიცხვი. ·მართლაც, ვთქვათ მოცემულია 
ნატურალურ რიცხვთა რაიმე ზრდადი მიმდევრობა ,, 

/1 ე 719 თ...) წე... - 

ამ მიმდევრობას შევუსაბამოთ (0,1) ნახევრადინტერვალის ელემენტი 

=C, ნაითი · "მთ “-) სადაც 
==... =90. ჩის „ჩო. '“'' ჩო, | . 

მაშასადამე, (0,1) სიმრავლე ეკვივალენტურია ნატურალურ რიცხვთა ი. 

ყველა ზრდადი მიმდევრობის 5ე სიმრავლისა. 

დავამყაროთ ურთიერთცალსახა შესაბამისობა § და 5: სიმრავლეებს 

შორის, ავიღოთ 5ე)-ის რაიმე ელემენტი (CV, /C, ·". ·/1 ·.-))+ აქ 
ს 

(920472. <M%<: . 

ამ ელემენტს შევუსაბამოთ § სიმრავლის (ჩი ყაგ„გტღტღ,.'„  .-.. I. 

მენტი, სადაც ! 
“ლ, 

I)11==/11ე I/1ფ==710 –“ 01) . . «I,./18==/2 “ჩ-ს ... 

ამრიგად, §ე სიმრავლის ერთ ელემენტს შეესაბამება § სიმრავლის ერთი 

ელემენტი. 
ახლა ვაჩვენოთ, რომ § სიმრავლის ერთს ელემენტს შეესაბამება 5ა
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სიმრავლის ერთი“ ელემენტი. ვთქვათ, (II), #1, · · -ე MI ·..) არის ა 

სიმრავლის რაიმე ელემენტი. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

(11 ==, /1:==/11-+-/1ეე +. -> /გ==Mგ-1+-/ .- 
ცხადია, რომ 

9</7:< .. -·< MM. .. 

მაშასადამე, (VI), /მი, - · ., II · ·-) წარმოადგენს 5ე სიმრავლის ელემენტს. 
ამრიგად 5 –5ე და რადგანაც 5: =I0,1), ამიტომ § სიმრავლეს აქვს 

კონტინუუმის სიმძლავრე. 
თეორემა 19. თუ Lს არის სიმრავლე V(თ,,თე--.,თია.-.) 

ელემენტე,ბისა, რომლებიც განისაზღვრებიან,პარამე- 
ტრთა თვლადი სისტემითთ,,თი,.-..,თა.-.. დაყოველი ამ 
პარამეტრთაგანი ღებულობს ორ მნიშვნელობას 0-სა 

„ან 1-ს, მაშინ VI კონტინუუმის სიმძლავრისაა. 
დამტკიცება. ავიღოთ L) სიმრავლის რაიმე ელემენტი V/(თ,, თე, - . ., 

თა...) და მას შევუსაბაპოთ ნამდვილი რიცხვი X=(0, თკ Cთგ... 
თა.ა...). ცხადია, რომ XCI0,1I. ამრიგად, (|) სიმრავლის ყოველ ელე- 
მენტს შეესაბამება (0,1) სეგმენტის ერთი ელემენტი. პირიქით, ვთქვათ, 

L ამ სეგმენტის რაიმე ელემენტია, მაშინ იგი შეგვიძლია წარმოვადგი- 
ნოთ უსასრულო ორწილადად: 

ხ=(0, ს (5. "წ." “)2. 

L ელემენტს შევუსაბამოთ L) სიმრავლის ელემენტი V(LI), Lი, · ··, ჩი, · · ·)- 

ამრიგად, (0,1) სეგმენტის ერთ ელემენტს შევუსაბამეთ ს). სიმრავ- 
ლის ერთი ელემენტი: მაშასადამე, LI (0,1). თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 90. თუ L) არის სიმრავლე X(X,, X, ·.., X„...) 

ელემენტებისა, რომლებიც განისაზღვრებიან პარამეტ- 

რთა სასრული ან თვლადი სისტემითX;,, X., ..., X,.-. და 
ჟოველი ამ პარამეტრთაგანის მნიშვნელობათასიმრავ- 
ლე კონტინუუმის სიმძლავრისაა, მაშინ ()/ სიმრავლეც 
იქნება კონტინუუმის სიმძლავრისა. 

დამტკიცება. ყოველი »; ((=1, 2,...) მნიშვნელობა, როგორც 
რიცხვი, შეიძლება ცალსახად იქნეს განსაზღვრული იმ პარამეტრთა თვლადი 
სისტემით თ; თიი, · · ·)თ/, . · ., რომელთაგან თითოეული მათგანი ღებუ- 

ლობს მნიშვნელობას 0-სა ან 1-ს, თანახმად ნამდვილი რიცხვის ორწი- 

ლადად დაშლისა. მაშინ ელემენტი X(X,, X-, ..., X,,...) განისაზღვრება 
თვლადი სისტემით პარამეტრებისა, რომელთაგან თითოეული მათგანი 

ღებულობს მნიშვნელობას 0-სა ან 1-ს. ამიტომ, წინა თეორემის ძალით, 

LLI# სიმრავლეს აქვს კონტინუუმის სიმძლავრე.
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განსაზღვრა 8. ყველა დალაგებული „ ნამდვილი რიცხვის 
(60 LV · ·-·, ნ,„) სისტემათა სიმრავლეს /„-განხომილებიანი არითმეტი– 

კული სივრცე ეწოდება. : 
შედეგი 1. არითმეტიკულ #-განზომილებიან სივრცეს 

აქვს კონტინუუმის სიმძლავრე. 
შედეგი 2. ყველა კომპლექსური რიცხვის სიმრავლე 

კონტინუუმის სიმძლავრისაა, 

თეორემა 91. ყველა ტრანსცენდენტური რიცხვის სიმ- 
რავლეს აქვს კონტინუუმის სიმძლავრე. 

დამტკიცება. ტრანსცენდენტურ რიცხვთა სიმრავლე წარმოად- 

გენს ყველა ქომპლექსური რიცხვის სიმრავლისა და ყველა ალგებრული , 
რიცხვის სიმრავლის სხვაობას. მაგრამ კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლე 
კონტინუუმის სიმძლავრისაა, ალგებრულ რიცხვთა სიმრავლე კი თვლადია. 

მაშასადამე, მე-12 თეორემის თანახმად ტრანსცენდენტურ რიცხვთა სიმ- 
რავლეს აქვს კონტინუუმის სიმძლავრე. თეორემა დამტკიცებულია, 

ზემოთ მოყვანილი თეორემა დამტკიცებული იყო კანტორის მიერ 
1874 წელს. ტრანსცენდენტურ რიცხვთა არსებობა პირველად დაადგინა 
ჟოზეფ ლიუვილმა (LI0LVIIIC) 1844 წელს!. 

პარიზის საერთაშორისო მათემატიკურ კონგრესზე 19ე0 წელს დავით 
ჰილბერტმა (IMIIIხ0LL)? დასვა ოცდასამი მათემატიკური პრობლემა, რომ– 
ლებსაც მარტივი ფორმულირება აქეთ, ზოგიერთს კი ძალიან ელემენ- 
ტარული და პოპულარული, რომელთაგან არამც თუ არც ერთი არ იყო 
ამოხსნილი, არამედ მოსალოდნელიც) კი არ იყო მათი ამოხსნა იმ ეპო- 
ქის მათემატიკის საშუალებებით ჰილბერტის ამ პრობლემებმა დიდი 

გავლენა მოახდინა მათემატიკის განვითარებაზე. ეს პრობლემები თანდა– 
თანობით თითქმის ყველა იქნა ამოხსნილი, და ბევრ შემთხვევაში მათი 

ამოხსნა დაკავშირებული იყო უფრო ზოგად და უფრო ღრმა მეთოდე- 

1 ჟოზეფ ლიუვილი (1809 -- 1882) –- ფრანგი მათემატიკოსი, პარიზის აკადემიის 

წევრი 1839 წლიდან, ლიუვილს ეკუთვნის ელიფსურ ფუნქციათა თეორიის აგება, მან 

დაადგინა სტატისტიკური მექანიკის ფუნდამენტალური თეორემა, თეორემა დინამიკის 

კანონიკურ განტოლებათა ინტეგრების შესახებ. · 

8 დავით ჰილბერტი (1862 ––- 1943) –– გერმანელი მათემატიკოსი, ჩვენი საუკუნის 

ერთ-ერთი უდიდესი მეცნიე რი, მისმა გამოკვლევებმა დიდი გავლენა მოახდინა X X საუ- 
კუნის მათემატიკის განვითარებაზე, ჰილბერტის ნაშრომების ძირითადი მიმართულებანი 
შემდეგია: 1) ინვარიანტთა თეორია, 2) ალგებრულ რიცხვთა თეორია, 3) გეომეტრიის 
საფუძელები, 4) დირიხლეს პრინციპი და მასთან დაკავშირებული პრობლემები: ვარია- 
ციათა აღრიცხვის და დიფერენციალურ განტოლებათა თეორიისა, 5) ინტეგრალურ 
განტოლებათა თეორია, 6) ვარენგას ამოცანას ამოხსნა, 7) მათემატიკური ფიზიკის სა- 

ფუძვლები, 8) მათემატიკის ლოგიკურია საფუძვლები,
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ბის გამომუშავებაში. ერთ-ერთი პრობლემა, რომელიც უიმედოდ ჩანდა, 

იმის დამტკიცებაში მდგომარეობდა, რომ რიცხვი 2? · ატის ტრანსცენ-–. 
დენტური ან ყოველ შემთხვევაში ირაციონალური, ოცდაათი წლის მან- 
ძილზე ეს პრობლემა ამოუხსნელი იყო. 1935 წელს საბჭოთა მათემატი- 

კოსმა ა. გელფონდმა! და, მასზე დამოუკიდებლად, ზიგელმა აღმოაჩინეს' 
ახალი მეთოდი, რომელთა საშუალებით მტკიცდება უამრავი რიცხ- 
ვის ტრანსცენდ ენტობა. კერძოდ, დამტკიცებული იყო არამც თუ ჰილ- 

ბერტის 2”? რიცხვის ტრანსცენდენტობა, არამედ თმ სახის რიცხვთა 

ტრანსცენდენტობა, სადაც თ ნულისა და ერთისაგან განსხვავებული ალ- 

გებრული რიცხვია, ზ კი ირაციონალური ალგებრული რიცხვია. 

§ 4. სიმძლავრეთა შედარება 

როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული, სიმრავლის სიმძლავრის ცნება წარ- 
მოადგენს სასრული სიმრავლის ელემენტთა რაოდენობის ცნების განზო- 

გადებას, მაგრამ რაოდენობათა ერთ-ერთი ძირითადი თვისება იმაში 

მდგომარეობს, რომ ისინი ერთმანეთთან სადარი არიან, ე. ი, თუ მო- 

ცემულია რაიმე ორი რაოდენობა, მაშინ ისინი ერთმანეთის ტოლია, 

ან ერთი მათგანი მეორეზე მეტია. ამიტომ ბუნებრივია დაისვას საკითხი 

· სიმძლავრეთა შედარების შესახებ. 
ვთქვათ, მოცემულია რაიმე ორი სიმრავლე 4 და 8, რომელთა კარ- 

დინალური რიცხვებია ძ და ხ. აქ შეიძლება წარმოგვიდგენ შემდეგი 
შემთხვევები: 

1) არსებობს ურთიე რთცალსახა შესაბამისობა /# სიმრავლესა და 8 სიმ- 
რავლის საკუთრივ ნაწილს შორის და ამასთანავე არ არსებობს ურთიერთ- 

ცალსახა შესაბამისობა 8 სიმრავლესა და 4 სიმრავლის არც ერთ ნაწილს 
ორის; 

2) არსებობს ურთიერთცალსახა შესაბამისობა 8 სიმრავლესა და #4 სიმ– 

რავლის საკუთრივ ნაწილს შორის და ამავე დროს არ არსებობს ურთი- 

ერთცალსახა შესაბამისობა 4 სიმრავლესა და 8 სიმრავლის არც ერთ ნა-, 
წილს შორის; ' 

3) არსებობს ურთიერთცალსახა შესაბამისობა 4 სიმრავლესა და 8 
სიმრავლის საკუთრივ ნაწილს შორის და ამავე დროს არსებობს ურთიერთ- . 
ცალსახა შესაბამისობა 8 სიმრავლესა და / სიმრავლის საკუთრივ ნა- 
წილს შორის; 

4) არ არხებობს ურთიერთცალსახა შესაბამისობა როგორც #4 სიმ- 

1 ა, გეულფონდი (დ. 1906) –– საბჭოთა მათემატიკოსი, სპეციალისტია რიცხვთა თეო- 

რიასა და კომპლექსური ცელადის ფუნქციათა თეორიაში, 1931 წლიდან მოსკოვის უნი- 

ვერსიტეტის პროფესორია, 1939 წლიდან კი სსრკ აკადემიის წევრ-კორესპოდენტი.
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რავლესა და 8 სიმრავლის საკუთრივ ნაწილს შორის, ისე 8 სიმრავლესა 

და 4 სიმრავლის საკუთრივ ნაწილს შორის. 
თუ 4 და 8 სიმრავლეები სასრულია, მაშინ შეუძლებელია ადგილი 

ჰქონდეს მესამე შემთხვევას, მართლაც, თუ ამ სიმრავლეთა ელემენ- 

ტების რიცხვი ერთი და იგივეა, მაშინ განხორციელდება მხოლოდ 4) შემ- 
თხვევა, ხოლო, თუ ისინი შეიცავენ ელემენტთა სხვადასხვა რიცხეს, მაშინ 
ადგილი ექნება მხოლოდ პირველ ან მეორე შემთხვევას, 

სიმრავლეთა თეორიის სპეციალურ კურსებში მტკიცდება, რომ მეო- 
თხე შემთხვევას ადგილი არ აქვს უსასრულო სიმრავლეების შემთხვევაში 
(იხ. მაგალითად, XმVCM0ინთ, 1000M9 M00X40018). 

რაც შეეხება მესამე შემთხვევას, იგი შეიძლება განხორციელდეს 

უსასრულო სიმრავლეების შემთხვევაში. ქვემოთ ჩვენ დავამტკიცებთ, 
რომ, თუ შესრულებულია 3) პირობა, მაშინ #--8. 

თეორემა 91, (ფ. ბერნშტეინი). თუ #4 სიმრავლე 8 სიმრავ- 
ლის ნაწილის ეკვივალენტურია და, პირიქით, 8 სიმრავ- 

ლე #4 სიმრავლის ნაწილის ეკვივალენტურია, მაშინ 4# 
ეკვივალენტურია 8 სიმრავლისა.- 

დამტკიცება. ვთქვათ, დ ფუნქცია ამყარებს ურთიერთცალსახა 
შესაბამისობას 4 სიმრავლესა და 8 სიმრავლის ნაწილს შორის, 1) ფუნქ- 

ცია კი ურთიერთცალსახა შესაბამისობას 8 სიმრავლესა და „ სიმრავ- 
ლის ნაწილს შორის. მაშინ ბანახის თეორემის ძალით (თავი L თეორე– 

მა 14), / და 8 სიმრავლეები შეგვიძლია წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით: 

4=24, ს 4;, 8=8,0 8., 4,0 4:=#4, 8,008;=V#, 

ამასთანავე დ(4,)=ჩ8,, “(8 =#-, 
ახლა 4 სიმრავლეზე განვსაზღვროთ /| ფუნქცია შემდეგნაირად: 

დ(X), თუ XC4,), 

+-!(), თუ XC/#იე, 

სადაც %“1 აღნიშნავს % ფუნქციის შექცეულ ფუნქციას. აქ:დან ცხადია, 
რომ / ფუნქცია ამყარებს ურთიერთცალსახა შესაბამისობას 4 და 8 სიმ- 

რავლეებს, შორის.. მაშასადამე, -4-–8. ამით ფ. ბერნშტეინის (L. 80Lი- 

§ICIი) თეორემა დამტკიცებულია. : : 

შედეგი. თუ 4=568=58 და 4-8, მაშინ 4-–# 
მართლაც, რადგანაც # სიმრავლე # სიმრავლის 8 ნაწილის ეკვი– 

ვალნტურია და სიმრავლე · #. სიმრავლის ნაწილის ეკვივალენტუ- 
რია (– თვითონ /# სიმრავლის ნაწილია), ამიტომ ზემოდამტკიცებული 
თეორემის ძალით 4--#წ6. 

ICX)=
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ახლა, თუ: 4) შემთხვევას მხედველობაში არ მივიღებთ, მაშინ ·დაგვ- 

რჩება მხოლოდ პირველი სამი შემთხვევა. მესამე შემთხვევაში 4 და 8 
სიმრავლეებს ერთი და იგივე სიმძლავრე აქვთ და დავწერთ ძ=-ხ. პირ- 
ველ შემთხვევაში ამბობენ, რომ 4 სიმრავლის სიმძლავრე „8 სიმრავლის 
სიმძლავრეზე ნაკლებია და წერენ თი<ხ; მეორე შემთხვევაში კი # სიმ- 

რავლის სიმძლავრე 8 სიმრავლის სიმძლავრეზე მეტია და წერენ ძ>ხ. 
ფ. ბერნშტეინის თეორემის საშუალებით შეიძლება დავამტკიცოთ რიგი 

თეორემებისა. განვიხილოთ ზოგიერთი მათგანი. 
თეორემა 99. კონტინუუმის სიმძლავრის სიმრავლეთა 

სასრული ან თვლადი სისტემის ჯამი კვლავ კონტინუ- 
უმის სიმძლავრისაა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემულია კონტინუუმის სიმძლავრის სიმ- 

რავლეები 
ე. .__- 

შემოვიღოთ აღნიშვნები 

ნხ=ჩნ,სჩ.ს...0ჩ,ხ..., 

/#,=ჩნ), 4:=6:-–-4), 4ძ4ვ=ნე–(ს 04). .., 4.=ჩ» სრ. 

ცხადია, რომ 
5=4, ს .ს...0ტ,ს..., 

ამასთანავე 4„ სიმრავლეები წყვილ-წყვილად არ იკვეთებიან. 7, სიმრავ- 

ლეს აქვს კონტინუუმის სიმძლავრე, ხოლო ყოველი 4„ სიმრავლე (1>1) 
კონტინუუმის სიმძლავრის სიმრავლის ' ქვესიმრავლეა. ამიტომ #4, სიმ- 

რავლეს შეგვიძლია შევუსაბამოთ ურთიერთცალსახად ნახევრადსეგმენტი 

I0,1), ხოლო ყოველ #4, (1>1) სიმრავლეს შევუსაბამოთ ურთიერთცალ- 
სახად (I-–-1, ,) ნახევრადსეგმენტის რაიმე ქვესიმრავლე, ამგვარად, 6 
სიმრავლე ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლის ნაწილის ეკვივალენტურია, ხოლო 

თვით ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე კი, როგორც კონტინუუმის სიმძლავ- 
რის სიმრავლე, ეკვივალენტურია (0,1) ნახევრადსეგმენტისა, რომელიც 

6 სიმრავლის ნაწილის ეკვივალენტურია. მაშასადამე, ფ. ბერნშტეინის 
თეორემის ძალით ს სიმრავლე კონტინუუმის სიმძლავრისაა. თეორემა 

დამტკიცებულია. · 
თეორემა 98. (0,1) სეგმენტზე უწყვეტ ფუნქციათა C 

სიმრავლე კონტინუუმის სიმძლავრისაა. 

დამტკიცება. ეთქვათ, (0,1) სეგმენტის რაციონალურ წერტილთა 

სიმრავლე არის · 
–.”



§ 5. სიმრავლეთა ნამრავლი და ხარისხი 149 

ადვილი შესამჩნევია, რომ (0,1) სეგმენტხე ყოველი უწყვეტი ფუნქცია 
სავსებით განისაზღვრება მისი იმ მნიშვნელობებით, რომლებიც მოცემუ- 
ლია ს სიმრავლეზე. მაშასადამე, ყოველი უწყვეტი ფუნქცია განსაზღ- 

ვრულია პარამეტრთა თვლადი სისტემით. 

ადვილი მისახვედრია, რომ C სიმრავლე LI”? სიმრავლის ქვესიმრავ– 
ლის ეკვივალენტურია (იხ. თეორემა 20). მეორე მხრით, რაკი დ” კონ– 

ტინუუმის სიმძლავრისაა, ამიტომ იგი ეკვივალენტურია C სიმრავლის 

ქვესიმრავლისა მართლაც, თუ აღვნიშნავთ C%-ით ყველა /(X)=X-Lძ 
ფუნქციის სიმრავლეს, სადაც თ გაირბენს ყველა ნამდვილი რიცხვის სიმ– 
რივლეს, მაშინ LI” –C". 

ამრიგად, C სიმრავლე V#+ სიმრავლის ნაწილის ეკვივალენტურია და, 
პირიქით, LI" სიმრავლე ეკვივალენტურია C სიმრავლის ნაწილისა. მაშა- 
სადამე ფ. .ბერნშტეინის თეორემის თანახმად C –V”, ე. ი. C სიმრავლეს 
აქვს კონტინუუმის სიმძლავრე. 

, § ნ. სიმრავლეთა ნამრამლი და სარისხი 

ვთქვათ, მოცემულია ორი # და 8 სიმრავლე. განვიხილოთ ყველა 
დალაგებულ (თ, ხ) წყვილის სიმრავლე, სადაც 0C 4, ხ6C8. ასეთ წყვილთა 

სიმრავლეს 4 და 8 სიმრავლეთა ნამრავლი ეწოდება. # და 8 
სიმრავლეთა ნამრავლს აღვნიშნავთ 4X 8 სიმბოლოთი. 

განვიხილოთ მაგალითი. ეთქვათ, სიბრტყეზე აღებულია დეკარტის 
მართკუთხა კოორდინატთა 0Xყ სისტემა. ვიგულისხმოთ, რომ 4 და 8 წარ 

მოადგენენ შესაბამისად 0X და 0ყ ღერძების წერტილთა სიმრავლეებს. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ #X8 ნამრავლი მოცემული X0ყ სიბრტყის 

წერტილთა სიმრავლეა. 

თუ გვაქვს სამი სიმრავლე 4, 8 და C, მაშინ ამ სიმრავლეთა ნამ» 

რავლი არის ყველა დალაგებულ (ი, ხ, 0) სამეულთა სიმრავლე, სადაც 
9იC4, ნხC8, -CC. მოცემულ 4, 8 დაC სიმრავლეთა ნამრავლი . აღი– 

ნიშნება 4X7#8 XC სიმბოლოთი, 

"შევნიშნოთ, რომ #X8 დღა 8X4 სიმრავლეები, · საზოგადოდ, ერთ– 
მანეთისაგან განსხვავდებიან. მართლაც, ვთქვათ, მაგალითად, /#=(1, 2, წ, 

8=ქ, 5). ადვილი. შესამჩნევია, „.რომ 

4X8=((1, 4), (1, 5), (2,4), (2,5), (3; 4), (3,5)), 

8X4=(0, 1), (4, 2), (4,.3),(5, 1), (5, 2), (5, 3). 

აქედან ცხადია, რომ 4X8#8X#.
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განვსაზღვროთ ახლა ნამრავლი იმ შემთხვევისათვის, როცა მოცემუ- 
ლია სიმრავლეთა ნებისმიერი სისტემა. ვთქვათ, . 

_--- 

უსასრულო სიმრავლეა (თვლადი ან არათვლადი). დავუშვათ, რომ / სიმ- 
რავლის ყოველ ელემენტს შეესაბამება რაიმე #„ სიმრავლე. მაშინ 
ჩვენ მივიღებთ კომპლექსს 

X=(4ი, 4ე, 4, - ..). (5.1) 

ახლა #M სიმრავლეზე განვსაზღვროთ რაიმე ICI) ფუნქცია იმ პირობით, 

რომ ICI)=ძ,ც§ 4ფ. მაშასადამე, /(M1) ფუნქციას შეესაბამება ელემენტთა 

კომპლექსი (ძი, თ,, ძი,..-). თუ განვიხილავთ ყველა. /(I) ფუნქციის 

სიმრავლეს, მაშინ მათი შესაბამისი ელემენტთა კომპლექსების სიმ- 

რავლეს ეწოდება (5.1) კომპლექსის სიმრავლეთა ნამრავლი და იგი აღი- 
M. · 

ხიშნება II 4, სიმბოლოთი, 
თ" 

თუ #ა=4ე=/#ა=---=4, „შინ, „განსაზღვრის თანახმად, 

ი #უფ=/M%. 

4M სიმრავლეს ეწოდება ხარისხი # ფუძით და. სარის ხის #M მაჩ- 

ვენებლით. იმ კერძო შემთხვევაში, როცა # სიმრავლე შედგება ორი 6 

და ხ ელემენტისაგან . 
4=I0,ხ), · 

მართებულია შემდეგი ა 
“ თეორემა 94. #M სიმრავლის ყველა ნაწილის სიმრავლე 

44% სიმრავლის ეკვივალენტურია. 
დამტკიცება. // სიმრავლეზე განვსაზღვროთ /(ი). ფუნქცია, რო- 

მელიც ღებულობს ან თ ან ხ მნიშვნელობას; მაშინ 

M=Mას)სMას, 

სადაც Mკ იმ #1 ელემენტთა სიმრავლეა, რომელთათვის IVII)=0, ხოლო /M_ს 

წარმოადგენს იმ #2 ელემენტთა სიმრავლეს, რომელთათვის /(MI)=ხ. ცხა- 

დია, #M, და Mს სიმრავლეებს საერთო ელემენტები არა აქვთ. მაშასადამე, 
ყოველ /(თ) ფუნქციას შევუსაბამებთ გარკვეულ Mკ სიმრავლეს, რომე- 
ლიც / სიმრავლის ნაწილია. პირიქით, M# სიმრავლის ყოველ /M, ნაწილს 
შევუსაბამებთ გარკვეულ /(M) ფუნქციას, რომელიც შემდეგნაირად არის 
განსაზხღვრ ული: 

: I0, როდესაც CM, 
/რ=ს, როდესაც CM --M,.
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ამრიგად, ყოველ /() ფუნქციას შეესაბამება # სიმრავლის გარკვეული 
ქვესიმრავლე /M„ და,, პირიქით, // სიმრავლის ·ყოველ /M„ ქვესიმრავლეს 

შეესაბამება გარკვეული წ(2) ფუნქცია, რადგანაც ყველა MI) ფუნქ- 
ციის სიმრავლე 4M სიმრავლის ეკვივალენტურია, ამიტომ /# სიმრავლის 

ყველა ქვესიმრავლის სიმრავლე 4M სიმრავლის ეკვივალენტურია. 

§ 6. მოქმედებანი კარდინალურ რიცსვებჭზე 

განვიხილოთ ფკვილ-წ ყვილად არაგადამკვეთი სიმრავლეები /,,/4ი,...,/4ე- 
მათი სიმძლავრეები აღვნიშნოთ შესაბამისად ძ,, თე ,... , მ„სიმბოლოებით, 
ვთქვათ, 

#4=4ე ს #0. :.0 #,. 

4 სიმრავლის ი სიმძლავრე დამოკიდებულია ძ,, ძე, ..., 0 სიმძლავრე– 

ებზე და იგი არაა დამოკიდებული #,, #4, ..., #ი სიმრავლეთა შემად– 

გენლობაზე. ამიტომ თ სიმძლავრეს ბუნებრივია ვუწოდოთ თ,, თ, ..., ძ. 
სიმძლავრეთა ჯამი და დავწეროთ 

0=0:+-ძა+-.-+ძი. . 

თუ #), #ი,. ს. -, #ც თვლადი სიმრავლეებია, მაშინ თ,=0.)= · ··=0გ=3ჭა. 

რაც შეეხება #4 სიმრავლეს, ისიც თვლადია და ამიტომ ძ=ჭ%ჭ. მაშასა- 
დამე, 

ი-ჯერ 

სლოლდლ“ ... + ჯე =X|. 

ადვილი შ ესამჩნევია, რომ 

· - ჯბი1+-/= ჯე. 

სადაც # ნატურალური რიცხვია. ცხადაა აგრეთვე, რომ თუ მოცემუ- 
ლია თვლადი სიმრავლე ჯა რიცხვებისა, მაშინ. 

ჯი:-Lეაბ--- · · -+Lჰპე + · · · = ჰე. ! 

საზოგადოდ, თუ M =(V, ი, 0, .. რ.) სიმრავლის ელემენტებს შეესაბა- 
მება სიმძლავრეები ი„, 0.,, ძი, .. ., მაშინ ამ სიმძლავრეთა ჯამი ეწოდება 

ს ტფ სიმრავლის სიმძლავრეს, სადაც „#,ფ წარმოადგენს ი, სიმძლავრის 
თ 
რაიმე სიმრავლეს, ამასთანავე ,,„ სიმრავლეებს წყვილ-წყვილად საერთო 
ელემენტები არა აქვთ. ამ შემთხვევაში, მოცემულ კარდინალურ რიცხვ- 

M# 

თა ჯამს აღნიშნავენ 2 სიმბოლოთი. 

>
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თეორემა 95, თუ მოცემულია ჯ რიცხვების სასრული 
ან თვლადი სისტემა, მაშინ ამ რიცხვთა ჯამი ისევ ჯ 
რიცხვია: 

ა+ჯ+--.+-აა=ჯXა, 

ა+ა+...+-ა+..-=ჯ. - 

ეს თეორემა გამომდინარეობს 22-ე თეორემიდან. 

ავიღოთ ახლა რაიმე ორი # და 8 სიმრავლე (ამ შემთხვევაში 4 და 
„8 სიმრავლეებს შეიძლება ჰქონდეთ საერთო ელემენტებიც). მათი სიმძ- 
ლავრეები აღვნიშნოთ შესაბამისად თ და ხ სიმბოლოებით. #X 8 ნამრავ- 
ლის სიმძლავრეს ეწოდება თ და ხ კარდინალური რიცხვების ნამ- 
რავლი და ძხ სიმბოლოთი აღინიშნება. 

საზოგადოდ, თუ /=(I/, 1, 0,...) სიმრავლის ელემენტებს შეესა- 

ბამებათ სიმძლავრეები თი, მი, 6 ·.., მაშინ ამ სიმძლავრეთა ნამრავლი 

ეწოდება 4 ნამრავლთა სიმძლავრეს, სადაც #,„ წარმოადგენს ძი 

სიმძლავრის რაიმე სიმრავლეს; მოცემულ სიმძლავრეთა ნამრავლი აღი- 
»# 

ნიშნება II იფ„ სიმბოლოთი. თ · 

თუ მოცემულია რაიმე ორი კარდინალური რიცხვი ძ და II, მაშინ 

ის ხარისხი არის #4“ სიმრავლის სიმძლავრე, სადაც #4 და #M/ რაიმე სიმ- 

რაელეებია, რომელთა კარდინალური რიცხვებია შესაბამისად თ და VI. 

თეორემა 96. თუ ძუ=0,=ძმე=-.-.-0, მაშინ მართებულია 
შემდეგი ტოლობები: 

M M 
ს ძოუ=0, II ძუ = 05%. 

”M” 
„” 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირველი ტოლობა. ამისათვის 

4 X/M სიმრავლიდან გამოვყოთ ყველა (X, I) ელემენტი, სადაც #7. ფიქ- 
სირებულია, ხოლო X გაირბენს # სიმრავლის ყველა ელემენტს. ასეთი 

ელემენტები შეადგენენ #ფ„ სიმრავლეს, რომელიც # სიმრავლის ეკვი- 

ვალენტურია. რადგანაც 
M 

4 XM=L #», 

”
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ამიტომ 
M 

2ენა=0M. 

„” 
M 

· ახლა დავამტკიცოთ მეორე ტოლობის მართებულობა. ვთქვათ, II #„ 
თ 

ნამრავლში #,„ფ=/. მაშინ ა 

· 

II 4უ=/4%. 
თ 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

' M 
LI ძუ= 0819, 

ი” 
თეორემა დამტკიცებულია. 

ამ თეორემის თანახმად გვაქვს შემდეგი ტოლობები: 

ჟ”-ჯერ 

ჯაი =%ე--ჯპა+- · · · +პპე=%ა, 

პბ?ე=%ებბა= პა -L პბე-L · .. +%ი+- “·=%ი, 

აპბ= Xჯეჯბ”ა == აჯი; 

    

ჯა” = ჯეჯა" 7 =-ჯჯი, 

სადაც # ნატურალური რიცხვია. ამას გარდა, 

ი-ჯერ 

აი=ჯ“+-ჯა+ ·-· +Xჯ=ჯა, 
ჯაჯაა=X-+X-+--..+X+-..=%. 

  

§ 2: სსვადასსვა სიმძლავრის უსასრულო სიმრავლეთა არსებობა 

თეორემა 97, (კანტორი). არაცარიელი M#M სიმრავლის ყვე- 
ლა ნაწილის სისტემის სიმძლავრე მეტია M სიმრავლის 
სიმძლავ რეზე. 

დამტკიცება. M# სიმრავლის ყველა ქვესიმრავლის სისტემა 5-ით: 
აღვნიშნოთ. ცხადია, 5 სიმრავლე ისეთ 5, ქვესიმრავლეს შეიცავს, რო–- 
მელიც M სიმრავლის ეკვივალენტურია. მართლაც, ამისათვის საკმარისია-
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აღვნიშნოთ 5,-ით M სიმრავლის თითო ელემენტისაგან შედგენილ ყველა 
სიმრავლის სისტემა. მაშასადამე, 5 სიმრავლის სიმძლავრე ნაკლები არ 
არის M# სიმრავლის სიმძლავრეზე. დავამტკიცოთ, რომ § სიმრავლის 

სიმძლავრე მეტია / სიმრავლის სიმძლავრეზე. დავუშვათ საწინააღმდეგო, 

ვთქვათ, მათი სიმძლავრეები ტოლია, ე. ი. 5-#M. მაშინ /M სიმრავლის 
ყოველ M"”  ვესიმრავლეს შეესაბამება ამ სიმრავლის გარკვეული ძყ" 

ელემენტი. ცხადია, 
იკ"'CM” ან თ,+CM”. 

აღვნიშნოთ M-ით ისეთი ძე" ელემენტთა სიმრავლე, რომლებიც აკ- 

მაყოფილებენ პირობას: თ,,ს C/M%, 
ცხადია, MV სიმრავლე არ უდრის არცერთ M" სიმრავლეს. მართლაც, 

ადგილი რომ ჰქონდეს ტოლობას MV=#/M/%, მაშინ გვექნება თ,,'CM და 

0,·-CM, რაც შეუძლებელია. მაშასადამე, ჩვენი დაშვება სწორი არაა 

·და 5 სიმრავლე M სიმრავლის ეკვივალენტური არ არის, ე. ი. § სი 

რავლის სიმძლავრე მეტია M სიმრავლის სიმძლავრეზე “და ამით თეორემა 

დამტკიცებულია. 
24-ე თეორემის თანახმად, 5 სიმრავლის სიმძლავრე არის 2), სადაც 

:M1 წარმოადგენს M# სიმრავლის სიმძლავრეს. მაშასადამე, ზემოთ დაზ- 
ტკიცებული თეორემის ძალით, 

2ი>V. 

“თუ აღვნიშნავთ VI==2'ს, მაშინ 2 >. 
ამრიგად, თუ ღავიწყებთ რაიმე კარდინალური II რიცხვით, შეგვიშ- 

“ლია ავაგოთ უსასრულო სიმრავლე უფრო და უფრო დიდი კარდინალური 
რიცხვებისა. 

ზემოხსენებულის საფუძველზე ნატურალური რიცხვები, ჯა 'ღა 3 
„კარდინალურ რიცხვებს წარმოადგენენ, სასრული კარდინალური რიცხ- 

ვისათვის სასრული კარდინალური რიცხვის მიმატება ახალ კარდინალურ 
რიცხვს გვაძლევს, ხოლო უსასრულო კარდინალური რიცხვისათვის სას- 
რული კარდინალური რიცხვის მიმატება ახალ კარდინალურ რიცხვს არ 

აძლევს: = 
გ სანრარის როინ დგას შემდეგი ამოცანა: არსებობს თუ . არა კარ- 

„დინალური რიცხვი: რომელიც ჯა და ა რიცხვებს შორისაა მოთავსე- 

ბული? ესა კონტინუუმ პრობლემა, რომელზედაც პასუხი შემ- 

დეგი ეგრეთ წოდებული კონტინუუმ-ჰიპოთეზის · სახით ყა- 

ლიბდება: წ, რიცხვის უახლოესი უსასრულო კარდინალური რიცხვია #. 

უჯს ჰიპოთეზა ჯერ-ჯერობით მხოლოდ ჰიპოთეზაა. : 

სიმძლავრეები, დაწყებული ჯჯჭ-დან ასე აღვნიშნოთ: 

2 ჭე, ა აა. .·
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განზოგადებული კონტინუუმ-ჰიპოთეზა ეწოდება შემ- 
: 292 -. : დეგ დებულებას: 2“: =Xჯს,, ყოველი თ-თვის. 

1938 წელს კურტ გოედელმა (C5ძC61) საინტერესო შედეგი მიიღო: 
ნებსითი არჩევის აქსიომა და განზოგადებული კონტი- 
ნუუმ-ჰიპოთეზა, თავსებადია სიმრავლეთა თეორიის და 

ნარჩენ აქსიომებთან, თუ ეს უკანასკნელნი თავსებადი 
არიან. ' · | 

თეორემა 98, (0,1) სეგმენტზე განსაზღვრული ყველა ნამ- 
დვილი ფუნქციის # სიმრავლეს აქ3ვს ჯ-ზე მეტი სიმძ- 
ლავრე. 

დამტკიცება. ცხადეა, # სამრავლეს სიმძლავრე ნაკლები არაა 
19,1)1 სიმრავლის სიმძლავრეზე. ახლა დავამტკიცოთ, რომ / სიმრავლე 
არ არის (0,1) სიმრავლის ეკვივალენტური. დავუშვათ საწინააღმდეგო, 
ვთქვათ, MI –I0,1), მაშინ (0,1|) სეგმენტიდან აღებულ ყოველ V რიცხვს 

შეესაბამება #, სიმრავლის გარკეულა ელემენტია, რომელიც აღვნიშნოთ 

ჩ(V, X) სიმბოლოთი. 
ცხადია, #CV, X) არის (0–=V=<-1; 0=X==1) მართკუთხედზე განსაზღ– 

ვრული ორი ცვლადის ფუნქცია. 
შემოვიღოთ აღნიშვნა 

სი0ე=”VV, X)+-1. 

ეს ფუნქცია განსაზღვრულია 0=<-X<1 სეგმენტზე და, მაშასადამე, 

სC/”MI. ამიტომ +#(X»X) ფუნქციას შეესაბამება გარკვეული რიცხვი 

იC(0,11, ე. ი. VIX)=7/- (9, X). სხვანაირად რომ ვთქვათ, (0,1) სეგმენტის 

ყოველი X-თვის გვაქვს . 
#(X, X)+1=,(0, X). 

ეს კი შეუძლებელია, მაგალითად, როცა »X=60.. 

მაშასადამე, ჩვენი დაშვება სწორი არ არის და ამიტომ // სიმრავ–- 

ლის სიმძლავრე მეტია (0,1) სეგმენტის სიმძლავრეზე. თეორემა დამტ–- 

კიცებულია. 

სავარჯიშო 

1. დაამტკიცეთ, რომ წრფის ყველა წერტილის სიმრავლე ეკვივალენტურია წრე– 
წირის ყველა წერტილის სიმრაელისა. 

2. დაამტკიცეთ, რომ ყველა იმ წრეწირის სიმრავლე, რომელთა რადიუსები და 

ცენტრების კოორდინატები რაციონალური რიცხეებია, წარმოადგენს თვლად ხიმრავლეს, 
მ. ვთქვათ, გეაქვს ორი 4 და 8 სიმრავლე, დაამტკიცეთ, რომ თუ 4#L)8 კონტი- 

ნუუმის სიმძლავრისაა, მაშინ /# და #8 სიმრაელეებიდან ერთი მაინც იქნება კონტინუ- 

უმის სიმძლაერისა.



156 თ. 1V. კარდინალური რიცხვები 

4. უშუალოდ დაამყარეთ ურთიერთცალსახა შესაბამისობა (ი, ხ) ინტერვალისა და 

(ი, ხ) სეგმენტის წერტილებს შორის. 

5. დაამტკიცეთ, რომ რაციონალური კოეფიციენტებიანი ყველა პოლინომის სიმრავლე 
თვლადია, 

6. დაამტკიცეთ, რომ კომპლექსური სიბრტყის წერტილთა სიმრავლე სფეროს ზე– 

დაპირის ეკვივალენტურია. 
- (0,1) სეგმენტზე ყველა წყვეტილი ფენქციის სიმრავლის სიმძლავრე იქნება თე 

არა კონტინუუმის სიმძლავრისა ? 
8. დაამტკიცეთ, რომ ყველა ზარისხოვანი მწკრივის სიმრავლე კონტინუუმის სიმძ- 

ლავრისაა.



თავი V 

მეტრიკული სივრცე 

| § 1. მეტრიკული სიმრცის ცნება 

მათემატიკური ანალიზის ერთ-ერთ უმნეშვნელოვანეს ოპერაციათაგანს 
წარმოად გენს ზღვარზე გადასვლის ოპერაცია რომელსაც საფუძვლად 
უდევს რიცხვთა ღერძის ორ წერტილს შორის მანძილის ცნება. ამ გა- 
რემოებას ბუნებრივად მივყავრთ მეტრიკული სივრცის ცნებამდე, რო– 
მელსაც თანამედროვე მათემატიკაში ფუნდამენტალური მნიშვნელობა 

აქვს. 

განვიხილოთ X, Vყ, 2,... ელემენტებესაგან შედგენილი # სიმრავლე 

და ვიგულისხმოთ, რომ ამ სიმრავლის ყოველ ორ X დღა V ელემენტს. 

გარკვეული წესით შეესაბამება არაუარყოფითი ი, V) რიცხვი, რომელიც 

შემდეგ პირობებს აკმაყოფილებს:. 
1) ი(X, ყ)=0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც X=V, 
2) ი(X, ყ)=ი(V, X) (სიმეტრიის აქსიომა), 
3) ი(X, 3 ==0V, ყ)+ი(ყ, 2) (დამკუთხედის აქსიომა). 

ხ(X, ყ) ფუნქციას ეწოდება მე ტრიკული ფუნქცია მოცემული 
ჯ სიმრავლისათვის ან უბრალოდ „მანძილი Xჯ და V წერტილებს შმორის, 

# სიმრავლეს სათანადო მეტრიკული იCV, ყ) ფუნქციით მ ეტრიკული 

სივრცე ეწოდება. აგრეთვე ამბობენ, რომ ი(», ყ) განსაზღვრავს მეტ– 

რიკას M# სიმრავლეში, 

მეტრიკული სივრცის ცნება შემოღებული იყო მეცნიერებაში XX 

საუკუნის დასაწყისში ფრანგი მათემატიკოსის მ. ფრეშეს (LC6ლიC0)! მიერ. 

მეტრიკული სივრცის მარტივ მაგალითს წარმოადგენს ყველა ნამდ- 

  

1. რენე მორის ფრეშე (დ. 1878) –– ფრანგ მათემატიკოსი, სტრასბურგისა (1920 –- 

--27) და პარიზის (1927 –– 49) უნივერსიტეტის პროფესორი, ფრეშეს ძირითადი ნაშ- 
რომები ეხება “აბსტრაქტულ ტოპოლოგიას, სადაც მან შემოიღო ისეთი ძირითადი ცნე– 

ბები, როგორიცაა მეტრიკული სივრცის, კოშპაქტურობის, სისრულისა და სხვ, ცნებები. 

სხვადასხვა ფუნქციონალურ» სივრცეთა გა3ხილეით ფოეშემ ხელა შეუწყო :ფუნქციო- 
ნალური ანალიზის განვითარებას, სადაც მან შემოიღო დიფერენციალის ცნება (დაფე– 
რენციალი ფრეშეს აზრით). ფრეშე მუშაობდა აგრეთვე ალბათობათა თეორიაში და. სხვ,
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ვილი რიცხვის სიმრავლე, რომელშიც მეტრიკული ფუნქცია განსაზღვრუ– 
ლია ფორმულით 

ი(% ყ)=IX-––ყI. 
ამ სივრცეს ევკლიდეს ერთგანზომილებიანი სივრცე ეწო- 
დება და აღინიშნება #2! სიმბოლოთი. 

მეტრიკული # სივრცის წერტილთა 8 სიმრავლე წარმოადგენს მეტ- 
რიკულ სივრცეს, თუ  სიმრავლისათვის მეტრიკულ ფუნქციად მივიჩ- 

ნევთ /# სიმრავლეში განსხღვრულ მეტრიკულ ფუნქციას. ამ შემთხვე- 
ვაში ნ სიმრავლეს #/ სივრცის ქ ვ ესივრცე ეწოდება, . 

§ 9. პელდეტრესა და მინკოვსკი უტოლობები 

ლემა. ნებისმიერი დადებითი 0 და ხ რიცხვებისათვის 
მართებულია უტოლობა 

ი , V 2.1). 

სადაც LL 21=I და ი>1. 
ნ ძმ 

დამტკიცება. განვიხილოთ ფუნქცია 

1 

დ(/()=1”– –-, 0ლ1<+C. , # 
ჩ 

მოვძებნოთ ამ ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობა. გვაქვს 

1 წ 1 

ი- 'ძ / 1 / 1 თი“ თი... 
ი “ი ი ი 

ცხადია, რომ დ”(/)>0, როდესაც 0<1<1, ხოლო Cდ'((1<0, როდესაც 1>1. 

ამიტომ დ(,)) ფუნქცია ზრდადია (0,1) ინტერვალში, ხოლო იგი კლება- 

1 გერმან მინკოვსკი (1864 –– 1909) –– გერმანელი მათემატიკოსი და' ფიზიკოსი. იგი 
გეტინგენის მათემატიკური სკოლის ერთ-ერთი წარმომადგენელია, მინკოვსკი დაიბადა 

რუსეთში. მან დაამუშავა ეგრეთ წოდებული რიცხვთა გეომეტრია, რომელშიაც გამო- 

ყენებულია გეომეტრიული მეთოდები რიცხეთა თეორიის ძნელი საკითხების ამოსახსნე– 

ლად. რიცხვთა გეომეტრიიდან მ-ნკოვსკი გადავიდა მ რავალწაზნაგა. და ამოზნექილ სხე– 

ულთა გეომეტრიის საკითხებზე, სადაც მან მიიღო მნიშენელოვანი ზოგადი შედეგები.
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დია (1, +=) ინტერვალში. მაშასადამე, მას აქვს უდიდესი მნიშვნელობა,,. 
როცა 1=1. ამის გამო : 

1 

0 _/ „აქ ლ1 1 = 1 წ 7, 0ბი=1=+Cთ. 

აქედან 

წ 
ნ.- 1.) 1! , ჯ <=--+ 7 (2.2». 

კერძოდ, თუ 1=0ჩხ“?, (2.2) თანაფარდობა გვაძლევს 

_.9 
თხ ჩ<-- ინხ-წ+ >. 

აქედან 

დ-” ი ამ 
ნ.-.9 , ხ. იხ = 2 + 7 

მაგრამ 

0 4-=ძ(1 –+-)=4--ჯ-=I. 

მაშასადამე, მართებულია (2.1) უტოლობა, 

(2.1) თანაფარდობაში ტოლობას მაშინ და მხოლოდ Lმაშინ ექნება. 

ადგილი, როცა თ=ხ /ჩ" : 
თეორემა 1. თუ მოცემულია დადებითი რიცხვები 

0), თვ, ... მი; ხ), ნა, . ·.., ნუ, მაშინ ადგილი აქვს უტოლობას. 

1 1 
ი. M7. – წ 9 

2ი<( 254)” |>X) , რ3 
(=1 (==1 (=1 · 

სადაც “LC1=-1და 0>1. 
თო 0... 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

· (> > , ” + - 

4-| 3 |, ი-(2:V ) . (2.4). 
(= 1 1==1
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„ 

ხ; 
თუ ზემოდამტკიცებულ ლე მაში ვიგულისხმებთ ი=+, ხ=-- 

ნება: 

,; გვექ– 

იახ, ი: ხ, : ეგა'გ–___. 2.5 75 იიი. 78 ( ) (2.5) 

გავითვალისწინებთ რა (2.4) ტოლუობებს, (2.50) უტოლობათა წევრ-წევრად 

შეკრებით მივიღებთ 

“ 

#8 

+ =1, რა
 

1 

ძ <= 
- 

ძ,ხ,= 

(=1 

აქედან მიიღება (2.1) უტოლობა. ამ უტოლობას ეწოდება ჰელდერის 

(IIC61ძ%LI) უტოლობა. 
კერქოდ, თუ 0=2, (2.3) უტოლობა ღებულობს სახეს 

  

M” 7” ” 
ლ 

1, ძ,ხ,ლ 2ერ, · ასა , (2.6) 
L=1 (=1 (=1 

რომელსაც. კოში-ბ უ ნიაკოვსკის! უტოლობა ეწოდება. 
თეორემა ვ თუ მოცემულია დადებითი რიცხვები- 

CI, 0...) რეს 0), ხა,-...,ე ხუთ, მაშინ ყოველი ი>>1 რიცხვის»- 

თვის ადგილი აქვს უტოლობას 

1 !! 1 

ი” ” ნ 
+ (თ,+ხ," <(5%» + 2, · (2.7 
ლ IL (=1 

დამტკიცება. ჩვენ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ #0>1, ვინაი 
დან ი=1 შემთხვევისათვის (2.7) უტოლობა ტრივიალურია,. ადვილი შე- 
სამჩნევია, რომ 

(ი,+ხ)წ=0I(0,+ხ,)? “++ ხ(0,+ხე"“!. 

1 ოგუსტენ კოში (CგსიხV), 1789 –- 1857) – გამოჩენილი ფრანგი მათემატიკოსი. 
იგი ავტორია მრავალრიცხოვანი შრომებისა მათე მატაკის სხვადასხვა დარგში, რომელ- 

“+ თაგან ერთი -– კომპლექსური ცვლადის ფუნქციათა თეორია –– თვით კოშის მიერაა შექ- 

მნილი, კოშისვე ეკუთვნის მათემატიკური ანალიზის კლასიკური კურსი, 

ეიქტორ ბუნიაკოვსკი (1804 –– 1889) –– გამოჩენილი რუსი მათემატიკოსი, პეტერ- 
ბურგის მეცნიერებათა აკადემიის ვიცე-პრეზიდენტი თავისი სიცოცხლის უკანასკნელ 

25 წლის განმავლობაში, გამოქვეყნებული აქე ს 128 მათემატიკური ნაშ რომი, რომელთ 

თითქმის ნახევარი რიცხვთა თეორიას და ალბათობათა თეორიას ეკუთვნის.
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ამ ტოლობათა წევრ-წევრად შეკრება გვაძლევს: 

M ” 

: 2) (თ,+-ხ,)9= 2) ი,(0,+ხენ- + 3) ხ/(თ,+ხ,) 1. 
L=1 (=1 

ი” 

ჯ 

პელდერის უტოლობის თანახმად, 

წ/ 

2, ხ;(ძ,+ხე?-! –<(5»I >: (თ,+ხე“- ” , 

(=1 

L
-
1
 => 

(აქ
ა 

(=1 (==1 

„” 

· > (თ, + ხე(2-1/# 

ი
ს
ა
 
ა
ა
ა
 C
ი
I
-
 

ი” 

2, თ,(ძი,+ნხა” ) == ( 

1(=1“ (=1 (=1 

სადაც -+--=I. აქედან (2–– 1)ძ=/. მაშასადამე, 

გტახ< 2» )” (5 (ზა ' 

1 

"თუ მიღებული უტოლობის ყველა წევრს გაოვო 2 რინსამ როის 

  

(=1 

ზე და გავითვალისწინებთ 1 =- ტოლობას, მივიღებთ (2.7) 
ძ 

უტოლობას. ამ უტოლობას უწოდებენ  მინკოვსკის (M1)იIM0V5MI) უტო- 
ლობას. მ5-3 · 

7 6 9. მეტრიპული სივრციხ მაგალითები 

ევკლიდეს #-განზომილებიანი სივრცე. განვიხილოთ /-განზომი- გ ლე ვრცე. განვ გ 
ლებიანი არითმეტიკული სივრცე და ავიღოთ ამ სივრცის ორი წერტილი 

X=(6) ნთ -.., ხი) და ყ=(Mდს ოთ... მა). ჩეენ ვიტყვით, რომ X=ყ, 
თუ §,=9; ((=1, 2,..., ჩM). 

ახლა X= (ნ), წ .--, აი) და ყ=(იე, IV. --, ი) წერტილებს შორის 
მანძილი ასე განვსახღვროთ 

  
0(X, ყ)=V(L, –- )I)7+(ნა –– )2)+ >. -+(ნი “–ი)” . (3.1)
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”-განზომილებიან არითმეტიკულ სივრცეს, სადაც ორ წერტილს შო- 
რის მანძილი განსახღვრულია (3.1) ფორმულით, ევკლიდეს. /-განზომი- 
ლებიანი სივრცე ეწოდება და მას MX" სიმბოლოთი აღნიშნავენ. 

თეორემა 8. #? სივრცის ორ ჯდა ყ წერტილს შორის მან- 
ძილი მაშინ და მხოლოდ მაშინ არის ნულის ტოლი, 

როცა X=ყ. : 

დამტკიცება. ვთქვათ, X= (ნ), ნი, ---) ნი) და. /=(9), %, · · ·ს ში). 
ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ X=ყ; მაშინ L,=7/, (ჯ(=1, 2, .>., 8) და, მაშა- 

სადამე, (3.1) ფორმულის თანახმად, 

ი(X, ყ)=0.. 

ახლა დავუშვათ, რომ ი(», ყ)=0. მაშინ (3.1) ფორმულის ძალით L,= 
=უ, ((=1, 2,..., I), ე. ი. X=ყ. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 4. თუ X=(წ), Lი,..., ი) ღა M=(ოს, ი, -·.·; ე) არის 

სა სივრცის წერტილები, მაშინ : 

ი(X, ყ)=ლ(ყ, X). 

ეს თეორემა უშუალოდ გამომდინარეობს (3.1) ფორმულიდან. 

თეორემაზწ. #?% სივრცის ნებისმიერი სამი წერტილისა 

თვის X=(I, ნთ..., 33) ყ=(%,, დ ... ჩერი 2=(C) ხი ..8ა ხა) მარ 

თებულია უტოლობა 

ი(X, 2)==0(X, ყ)+-ი(Vყ, 2). 

დამტკიცება. ადვილი შესამჩნევია, რომ 

ი ბ-MV 2 დ ხ1? -/ ფრ აა (6 –-ი0+ღო/-–-6))ბ = 
_1:=1 1=1 

-/. (0 01226 თაო– ხ)+ი“V2) ·. 
(ჯ=1 

  

მაგრამ, კოში-ბუნიაკოვსკის“ უტოლობის “ძალით, 

2.6 –იიეთ,--%C,)5=0(X, V)ი(V, 2) 
1=1.
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მაშასადამე, 

ი(X, ყ)== Vი”(X, M)+20ი(X, 7; 2)+ი“(ყ, 2) =0(X, ყ)+ი(V, 2). 
თეორემა” დამტკიცებულია, 

ამრიგად, ევკლიდეს #" სივრცე წარმოადგენს მეტრიკულ სივრცეს. 
განსაზღვრა 1. X=(§,, წV.· · , ნ) წერტილს ეწოდება რაციო- 

წალური, თუ მისი კოორდინატები რაციონალური რიცხვებია; წინააღ- 

მდეგ შემთხვევაში #X წერტილს ირაციონალური წერტილი ჰქეია. 
თეორემა 6. #" სივრცის ყველა რაციონალური წერტი- 

ლის სიმრავლე თვლადია.. 
დამტკიცება. #" სივრცის ყველა რაციონალური წერტილის სიმ– 

რავლის სიმძლავრეა ჯა”ე. მაგრამ ეს უკანასკნელი აჯი-ის ტოლია, თეორემა 

დამტკიცებულია. | 
“ახლა ვთქვათ, გვაქვს რიცხვები 

ძ), ნ, თი, მა;: “კ ძე, ხ,, 

ხადაც 

  

ი,<ხ; (=1,2,.-.-.,,)- 

Mგანზომილებიანი 7=Vთ,, ხ;; ძე, ხა; · ·; რც, წი) სეგმენტი 

ეწოდება MX» სივრცის ყველა იმ (X,, X, ..., X,) წერტილის სიმრავლეს, 
რომელთა კოორდინატები აკმაყოფილებენ უტოლობებს 

იკ=X5=-ხ; (L=1,2,-.-., IM), 

ხოლო უო-განზო მილებიანი #9=%0,, ხ;; ძი, ხე; “ · ·; მ, ნ,) ინტერ- 

ვალი ჰქვია IC” სივრცის ყველა იმ (X,, XV «· ·, X») წერტილის სიმრავ– 

ლეს, რომელთა კოორდინატები აკმაყოფილებენ "უტოლობებს 

0ი,<X<ხ; ((=1, 2, --., MM). 

იმ (X,, X, . · ·, X„) წერტილთა სიმრავლეს, რომელთა კოორდინატები. 

აკმაყოფილებენ უტოლობებს 
0; == X,< ხე ((=1, 2...) ა 

ეწოდება მარჯვნიდან ღი სეგმენტი და იგი აღინიშნება 

Iი,, ხ,; ძა, ხა;. · ·; თი, ნ,) სიმბოლოთი, ხოლო იმ (X,, XV · «ს; Xგ) წერ- 
ტილთა სიმრავლეს, რომელთა კოორდინატებისათვის სრულდება უტო- 
ლობები 

"ი,<X =ხ; (=1,9,..., ი) 
ჰქვია მარცხნი დან ღიასეგმენტი და აღინიშნება IC ხ1; ძე, ხე;“ - -;. 
ძა, ხი სიმბოლოთი.
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თუ რომელიმე # რიცხვისათვის ძ,=ხ,, მაშინ L სეგმენტს გ.ადაგ- 
ვარებული სეგმენტი ეწოდება. შემდეგში ჩვენ არ განვიხილავთ 
გადაგვარებულ სეგმენტს. ამას გარდა, ვიგულისხმებთ, რომ ცარიელი 
სიმრავლე სეგმენტია. 

თუ M#=2, მაშინ /#=(თ,, ხ,; ძა, ხ)) სეგმენტი წარმოადგენს მართ- 
კუთხედს, რომლის გვერდები კოორდინატთა ღერძების პარალელურია, 

ხოლო 1%=(0,, ხ); ძი, ხი) ინტერვალი კი მართკუთხედს, რომლის გვერ- 
დები კოორდინატთა ღერძების პარალელურია, ამასთანავე მართკუთხე- 
დის გვერდებზე მდებარე წერტილები მას არ ეკუთვნის. 

C=0 6, --- 6.) წერტილს, სადაც 
0,= IV ((=1, 2). LI) 

ჰქვია I სეგმენტის (#9 ინტერვალის) ცენტრი. 

გამოსახულებას (ხ, –– 0) (ხე –– ძი) · · (ნ, –– ძ,) ვუწოდებთ # სეგმენტის 
(I? ინტერვალის)ფ ართო ბს და მას აღვნიშნავთ |” | ან (#9) სიმბოლოთი. 

ხ,– 0, რიცხვებს შორის უდიდეს მათგანს ” სეგმენტის (7? ინტერ- 
ჟალის) ნო რ მას გუწოდებთ და მას აღვნიშნავთ «(7) ან X»(I9) სიმბოლოთი. 

იმ შემთხვევაში, როცა ხ1-–– ძე= ხა –– ძე= · ·.=ხ,––- ძე, I სეგმენტს 

(ინტერვალს) ვუწოდოთ რეგულარული სეგმენტი (ინტერვალი). 
ორ სეგმენტს (თ',, ხ)'; C%, ხი; »·; ია, ხთ1 და (ი, ხ”; თი, 6წ;---; 

თოხი) კო % რუენტული ვუწოდოთ, თუ ხ',--ი”,=ხ,--ი“ 
(=1, 2,..., I). 

#2" სივრცის იმ CM, Xი,..., X.) წერტილთა. სიმრავ ვლეს, რომლებიც 
აკმაყოფილებენ წრფივ განტოლებას 

0 ++ ...“+-მეჯგ=ხ, : _ 

სადაც ძე, მძ. --..,ე მ„, ხ ნამდვილი რიცხვებია, ხოლო 0; ((=:1, 2,..-., I) 
რიცხვებიდან ერთი მაინც წულისაგან განსხვავებულია, ეწოდება ჰიპერ- 
სიბრტყე თ#ი)X,+0ძაX--LC-· · ·+ძმ,აX,= 

ჰიპერსიბრტყეს X„=ხ, (ჩ=1, 2,· · « , 1) ეწოდება ორთოგონალე- 
რი # ღერძისადმი. ' 

9. ” სივრცე. არითმეტიკული #, სივრცის ორ X=(§), ხე, ..., 6.) 

და ყ=(ი), უც, ··., შ„ფ,)ს წერტილს შორის მანძილი განვსაზღვროთ ფორ- 

მულით 

ინი ყ)= (> ს-ა)” 6.2) 
(1ლ=1 

სადაც ი >>1.
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ასეთნაირად. განსახღვრული მანძილი აკმაყოფილებს მეტრიკის სამივე 
აქსიომას. მართლაც, ადვილი შესამჩნევია, რომ ი(X, ყ)>>0 და ი(X, ყ)=0 
მაშინ და მხოლოდ მამინ, როცა X=ყ. ამავე დროს 

0(X, ყ)=-ი(V, X)- 
მაშასადამე, პირველი და მეორე აქსიომა შესრულებულია. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ შესრულებულია მესამე აქსიომა. ამისათვის ავი– 
ღოთ მესამე წერტილი 2=-(§), ი, .1., წე). მინყოვსკს უტოლობის თა- 
წახმად, ' 

ი(», »(> I-C | 
(=1 

წ
,
 1 

< ფს-იი»-ი” 
= 

- LL=1 

1 

<(წა-»” ქხალლლე, 
=ი(X, V)+იდ, 2. 

(=1 (= 1 

ამგვარად, ადგილი აქვს მესამე აქსიომასაც. : 

ჩნ, სიმრავლეს მეტრიკული ი(X, ყ) ფუნქციით, რომელიც · განსა– 

ზღვრულია (3.2) ფორმულით ეწოდება // სივრცე. 

იმ შემთხვევაში, როცა 0=2 გეექნება ევკლიდეს #2" სივრცე. 

8, /–ჩ სივრცე. ეთქვათ, X სიმრავლე შედგება ნამდვილ რიცხვთა ისეთი 
(წ), 62 - · -ც წუ, · · ·) მიმდევრობებისაგან, რომელთათვის 

2)I6I/<+თ, 
(=1 

ხადაც ი>>1. განვიხილოთ X სიმრავლის ორი ელემენტი 

X=(§), 69 · · . ნა .· ) და ყ=(ის 09. >.) ი. · 8: 

რომლებსაც ვუწოდოთ წერტილები. ჩვენ ვიტყვით, რომ #ჯ=ყ, თუ 

X=ყ; (=1,9,...). 

მანძილი X და ყ წერტილებს შორის განვსახღვროთ ფორმულით 

1 

ი(X, ყ)= -(216-» ,” · (8.3) 
ს L== 1
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ადვილი შესამჩნევია, რომ ი(ჯ, ყ) სასრულია. მართლაც, მინკოვსკის უტო- 
ლობის ძალით, ყოველი /1-თვის გვექნება 

1 1 
ო» == ჩ – ი 7 

(> => I§, „I. (>IM) – 
(=1 (=1 (=1 ა 

ამ უტოლობაში გადავიდეთ ზღვარზე, როცა .->Cთ, მივიღებთ 

1 1 

თ %!ი /= # (8.4) 
ი(X, V)= (>, ი) + (IM) · 

L=1 (=1 

ცხადია, რომ ი(X, ყ)2>0 და ი(X, /)=0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 
როცა X=ყ. ამას გარდა, 

ი(X, ყ)=იLV, X)- · 
ახლა ავიღოთ რაიმე მესამე წერტილი 2=-(დC), ხე, · " ე სის“ ' “)- თანახ– 

მად (3.4) უტოლობისა, გვაქვს: 

1 1 
თ %ი თ ჩ 

ის, ი-(> –L ') = (>, |(§– იე+(ი, – ხი ') == 
(=1 ჯ=1 

(==1 ჯ=1 

· 1 

<(>. |» ა” (> |ს-–-L „” =0(X, ყ)+-ი(V, 2)- 

ამრიგად, შესრულებულია მეტრიკის სამივე აქსიომა. 

X სიმრავლეს მეტრიკული ი(X, ყ) ფუნქციით, რომელიც განსაზ“ 
ღვრულია (3.3) ტოლობით ეწოდება I? სივრცე. |: სივრცეს უწოდე- 
ბენ ჰილბერტის კოორდინტულ სივრცეს. 

4. უწყვეტ ფუნქციათა სივრცე. · ვთქვათ, X წარმოადგენს (თ, ხ1) სეგ– 
მენტზე ყველა უწყვეტ ფუნქციის სიმრავლეს. ამ სიმრავლის ორ XC(#) · 

და ყ(/) წერტილს შორის ი(X, ყ) მანძილი განვსაზღვროთ ასე 

იიი ყ)=ომXLX90 –ყრ!I. 6.5) 

ადვილი შესამჩნევია, რომ ასეთნაირად . განსახღვრული მანძილი აკმაყო- 
ფილებს მეტრიკის სამივე აქსიომას. მართლაც, X სიმრავლის ნებისმიერი
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ორი X(I) და Vყ(I) ელემენტისათვის ი(»ჯ, ყ/) >>0, ხოლო ი(X, ყ)=0 მაშინ 
ღა მხოლოდ მაშინ, როცა X(/)ყ=(!). შემდეგ, ნებისმიერი /-თვის (თ, ნ) 

სეგმენტიდან გვაქვს | 

| X(0) –– 2(/) | << | X(0) –– ყ(/) |+| V(0) -– 2() |<<ი(X, V)+-ი(V, 2). 
აქედან გამომდინარეობს, რომ 

0(X, 2) == 9(X V)+-ი(V, 2). 

ამრიგად, X სიმრავლე, სადაც მის ორ-ჯ»X და ყ ელემენტს შორის მან- 
ძილი განსაზღვრულია (3.5) ტოლობით, მეტრიკული სივრცეა. მას ეწო- 
დება უწყვეტ ფუნქციათა სივრცე და იგი აღინიშნება Cი, ხ) · 

5,რიცხვთა შემოსაზღვრული მიმდევრობის სივრცე. ეთქვათ, X არის 
რიცხვთა ყველა შემოსაზღვრული მიმდევრობის სიმრავლე. ამ სიმრავ– 

ლის X=(ხს ხV.2 "I ნო. ა) და ყ=(”/I, 1...) ი. 8) წერტილებს 
· შორის ი(X, ყ) მანძილი ასე განვსაზღვროთ 

ი(X, ყა=5სი(|წ,–- ის |ნი–- იას... ნიის...) 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ ი(»ჯ, ყ) აკმაყოფილებს მეტრიკული სივ– 

რცის ყველა აქსიომას. X სიმრავლეს, სადაც მის X და Vყ წერტილებს 
შორის მანძილი განსახღვრულია (3.6) ტოლობით, ეწოდება რიცხვთა შე- 

მოსაზღვრული მიმდევრობის /. სივრცე. 

0. რიცხვთა კრებადი მიმდევრობის სივრცე. ვთქვათ, X წარმოადგენს 

რიცხვთა ყველა კრებადი მიმდევრობის სიმრავლეს. ამ სიმრავლის Xჯ=. 

ა-ი. წერტილებს შორის 

0(X, ყ) მანძილი განესაზღვროთ (3.6) ფორმულით. 
ადვილი შესამჩნევია, რომ” ი(ჯ, ყ) აკმაყოფილებს მეტრიკული სივრ- 

ცის ყველა აქსიომას. მაშასადამე, X წარმოადგენს მეტრიკულ სივრცეს. 

ამ სივრცეს ეწოდება C სივრცე. 
7. რიცხვთა ყველა მიმდევრობის სივრცე. ვთქვათ, X ნამდვილ რიცხ- 

ვთა ყველა მიმდევრობის სიმრავლეა. ამ სიმრავლისჯ =(§), წ, . · ნი“ - -) 

ღა ყ=(»”ე, ია... შე,...) წერტილებს შორის მანძილი ასე განვსა– 

ზღვროთ · 
, 

(3.6) 

თ 

1 (ხ–იი) 

ისი 0-2 2 146 – ოა ძი 
»=1 

ადვილი შესამჩნევია, რომ ი(X, ყ) სასრულია. 
დავამტკიცოთ, რომ ი(X, ყ) აკმაყოფილებს მეტრიკის სამივე აქსიო- 

მას. ცხადია, 0(X, ყ)>>0, ხოლო ი(ჯ, /)=0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ,



168 თ. V. მეტრიკული სივრცე 

როცა ჯ=ყ, ე. ი. როცა L,=%; ((=1, 2, .. .). ამას გარდა, ი(X, ყ)=ი(V, X)- 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ სრულდება სამკუთხედის აქსიომა. ამისათვის და– 
ვამტკიცოთ შემდეგი უტოლობა: 

L6+ხ|I ლ 19! + |§) 
1+Iი+ხს 1+|C| 1+IხI” 

სადაც თ და ხ ნებისმიერი შვები: განვიხილოთ ფუნქცია 

    (3.8) 

M0=:-. 
რაკი ეს ფუნქცია ზრდადია |0,+=) შუალედში, ამიტომ 

| I(C==2 16I+Iხ1 
1+I+ხ)  14+41+IხI!“ 

აქედან მიიღება (3.8) უტოლობა. ა 
ახლა ავიღოთ მესამე წერტილი 2=C.,, ხა, · -., ნი...) მაშინ (3.8) 

უტოლობის საფუძველზე გვექნება 

თ 

ხ.-ს «<1 1 I(-–შუ,)+C»-–- ნ.) _ X, 2 ნინი,  <!.. Iი- 9, ((ში“ “5ი) 2 
ი 2 > ი 13, CI 2 2 1+C-ოა+ო, ნ)! 

I1= 

თ 

ნი- იი! XI . I I–-წ 
« <2» თ ა+ნ ი 2 თინა) წ მინ 2 

M=1 

მაშასადამე, X სიმრავლე, სადაც მის X და ყ წერტილებს შორის ი(X, I) 

მანძილი განსაზღვრულია (3.7) ტოლობით, წარმოადგენს მეტრიკულ სივ- 
რცეს. ამ სივრცეს ეწოდება § სივრცე. . 

8, » სივრცე. ვთქვათ, X არის /I-განხომილებიანი არითმეტიკული 

სივრცე. X სივრცის ორ #=-(§), 65, .. ·, ზ„) და ყ=(ი), ით. · ·» ი) წერ- 
ტილს შორის მანძილი ასე განვსაზღვროთ 

ი(X, /)=–თმX(1§1-–– ი) | ნ--- იგს... ხი- ით). (3.9) 
ადვილი შესამჩნევია, რომ ი(X, ყ) აკმაყოფილებს მეტრიკული ' სივრცის 

სამივე აქსიომას. X სიმრავლეს, სადაც მის ორ ნებისმიერ ჯ და ყ წერ- 

ტილს შორის მანძილი განსაზღვრულია (3.9) ტოლობით, ეწოდება I% 
სივრცე. 

შემდეგში განხილული იქნება მეტრიკული სივრცის სხვა მაგალითებიც.
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§ 4. წერტილის მიდამო 

_. მეტრიკულ # სიგრცეში ავიღოთ რაიმე Xა წერტილი. » რადიუსიანი 

50ი; 7) სფერო ცენტრით ჯ წერტილში ეწოდება # სივრცის ყველა“ 
იმ X წერტილის სიმრავლეს, რომელთათვისაც ი(Xი, X) </. 

დახურული §(0;/) სფერო ცენტრით X ღა რადიუსით # ეწო- 
დება # სივრცის ყველა იმ X წერტილის სიმრავლეს, რომელთათვის 

0(Xი, X) <-. 

სფერული ზედაპირი ცენტრით X და რადიუსით / ჰქვია /#> 
სივრცის ყველა იმ » წერტილის სიმრავლეს, რომელთათვის ი(Xი, X) =/. 

განსაზღვრა 2. 6 რადიუსიან სფეროს ცენტრით Xე ეწოდება X6 

წერტილის §-მიდამო. 
C„, შევნიშნოთ, რომ თ უ XC6C5C ა; /) და ყ6C5(X;/), მაშინ ი(X, ყ)<2/. 

მართლაც, სამკუთხედის აქსიომის. საფუძველზე გვაქვს: 

0(X, ყ)<ი0(X, Xი)-+ 0(Xი; ყ)</+/=27- 

ასევე, თუ ყ65(ი; 7), მაშინ მოიძებნება ყ წერტილის ი– 

მიდამო, რომელიც მთლიანად <5(X%;7) სფეროში მოთაევ- 

სდება. მართლაც, ვთქვათ, 

8=,”'–ი(%ი, M)- 

განვიხილოთ სფერო 5(ყ; §) და ავიღოთ ნებისმიერი წერტილი X6C5(V; 6)- 

სამკუთხედის აქსიომის თანახმად 

, 0(Xი, X)<-0(Xი, V) +ი(ყ, ს) <0C%, V) ++8=/- 
მაშასადამე, XC5(X; ი) და ამიტომაც 5(ყ; 8) – 5(%; #) 

განსაზღვრა მ. ევკლიდეს #M" სივრცის რაიმე X წერტილი! 
მართკუთხოვანი მიდამო ვუწოდოთ ჯა წერტილის შემცველ ყო– 
ველ ”-განზომილებიან ინტერვალს. 

განსაზღვრა 4, მეტრიკული სივრცის რაიმე X წერტილის სფე– 

რული მი დამო ვუწოდოთ ამ წერტილის შემცველ ყოველ სფეროს. 
თუ X- არის #! სივრცის წერტილი, მაშინ სფერული და მართ– 

კუთხოვანი მიდამო ერთი და იგი- თ ჯ ჩ 
ვეა–– ესაა #ა წერტილის შემც- ” ლ  · ” 

ველი ჩვეულებრივი თჩ მონაკვეთი “უეუებებბბეი: 

ბოლო წერტილების ჩაუთვლელად ნახ. 11. 
„ (ნახ. 11). რე 

თეორემა 7. თუ 5“ წარმოადგენს 5 სივრცის ი წერტი- 
ლის # რადიუსიან სფერულ მიდამოს, მაშინ არსებობს
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ამ წერტილის მართკუთხოვანი მიდამოც, რომლის ყველა 
წერტილი 5' მიდამოს ეკუთვნის. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 5+ სფეროს ცენტრია ყე წერტილი. რად- 
განაც ჯ-C5 (ყი; #), ამიტომ მოიძებნება ისეთი სფერო 5(Xა; 6), რომელიც 

მთლიანად მოთავსდება 5(ყი; ,) სფეროში. 

ახლა ვთქვათ, ჯ წერტილის კოორდინატებია ჯა) , ჯ), ... ჯი · 

განვიხილოთ #-განხომილებიანი ინტერვალი 

ა-./ ჯთ _ _6_ ჯჯჟჟ–______"_. I (+ 7. 6 ნედ ებბ 1 ელლ წე ე მი + 5) 

ცხადია, ამ ინტერვალის ცენტრს წარმოადგენს Xჯ წერტილი და, მაშასა- 
დამე, I? არის X წერტილის მართკუთხოვანი მიდამო. , 

დავამტკიცოთ. რომ #%>5(X; 6). ამისათვის ავიღოთ I! ინტერვალის 

ნებისმიერი X=(X,, X, . · ·, XI) წერტილი. გვაქეს: 

ას ეზ ლადი. წ (V(=1,2,... ,M), 
MV#ი. ი 

„ანუ 

|–-X% |< 7> (0=1,2,...,). . 

ამ უკანასკნელი უტოლობების ძალით 

0(%, X <6. 

მაშასადამე, XC5(X); 6). ამრიგად, /I#=5CX,; 6)–5%. თეორემა დამტკიცებუ- 
ლია. 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ X წერტილის ყოველი მართ- 
კუთხოვანი I? მიდამოსათეის არსებობს ამავე”წერტი- 
„ლის სფერული 5 მიდამო, რომელიც 1? მიდამოზში“იქნება 

მოთავსებული. · 
ამრიგად, აღებული XX წერტილის ყოველი მართკუთხოვანი #9? მიდა- 

მოსათვის მოიძებნება ამავე წერტილის სფერული 5 მიდამო, რომელიც 

IX" მიდამოში მოთავსდება და, პირიქით X, წერტილის ყოველი სფერული 
5 მიდამოსათვის არსებობს ამავე წერტილის მართკუთხოვანი #? მიდამო, 
რომელიც მოთავსებულია 5 მიდამოში. 

მაშასადამე, წერტილის ყოველი მართკუთზოვანი მიდამო შეგვიძლია შევ- 
ცვალოთ ამავე წერტილის რაიმე სფერული მიდამოთი და პირიქით. ამის 
გამო წერტილის მართკუთხოვან ან სფერულ მიდამოს უბრალოდ წერ- 

ტილის მიდამოს ვუწოდებთ.
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შემდეგში განვიხილავთ, როგორც წერტილის სფერულ მიდამოს, ისე 
მართკუთხოვან მიდამოსაც. 

განსაზღვრა წ. თუ გვაქვს რაიმე ო-განზომილებიანი ინტერვალი 
/=(0,, ხ,; ძა, ხა;-.·; თე, ნ,), მაშინ 0=(0თ,, ძი, . .., ძ,) წერტილს ვუ– 

წოდებთ I? ინტერვალის პირველ მთავარ წვეროს, ყძ=(0ნჩ,, ხე, ..·, 

ხუ) წერტილს კი–– მეორე მთავარ წვეროს. 
თუ 0 და 09 წერტილები რაციო ნალურია, მაშინ I? ინტერვალს (# სეგ- 

მენტს) ვუწოდოთ რაციონალური ინტერვალი (სეგმენტი). 
თეორემა 8. ირაციონალური #?„=(Cთ,, ჩ); Cთი, ჩ:;: - ·)თი; ჩი) ინ- 

ტერვალის ყოველ C=C0,, C,,...,0,) წერტილისათვის არსე- 
ბობს ამწერტილის შემცველი რაციონალური ინტერვა- 

ლი, რომელიც მთლიანად71”, ინტერვალშია მოთავსებე- 
ლი. 

დამტკიცება. პირობის ძალით, 

თ,<C<ჩზ;, (C=1,2,..., ”). 

ავიღოთ (თ,, C) და (C,, ჩე ინტერვალებში შესაბამისად რაიმე რაციონა– 
ლური რიცხვები 0, და ხ,: · 

თ,<თ,<C<ჩ,<ჩ; (=1,2,-.., M)- 

აქედან ცხადია, რომ რაციონალური ინტერვალი 

I=C,), ხ;; თ., ხა; ··; ძი, ხ,) 

“შეიცავს C წერტილს და, ამას გარდა, I1X=/,. თეორემა დამტკიცებულია. 
· თეორემა მ. 21-განზომილებიანი ყველა რაციონალური 

“ინტერვალის სიმრავლე თვლადია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, M ყველა რაციონალური ინტერვალის სიმ- 
რავლეა, ხოლო #) იყოს ყველა რაციონალური წერტილის სიმრავლე. რად– 
განაც # თვლადი სიმრავლეა, ამიტომ შეგვიძლია ამ სიმრავლის ელე- 

მენტთა დანომვრა: 
–=(ი, –_–_– 

„აღვნიშნოთ Mუ-ით (91=1, 2, .. .) ყველა იმ რაციონალურ ინტერვალის 
"სიმრავლე, რომელთა” პირველი. მთავარი წვეროა იუ წერტილი. /, სიმ- 
რავლე თვლადია. ადვილი შესამჩნევია, რომ 

M#M= წ „M. დ 

ამ ტოლობიდან გამომდინარეობს M სიმრავლის თვლადობა., თეორემა 

დამტკიცებულია.
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§ 5. სიმრავლის დაგრომების წერტილი. წარმოებული სიმრავლე 

მეტრიკულ # სივრცეში ავიღოთ რაიმე უსასრულო #§ სიმრავლე. ამ 
სივრცის რაიმე X წერტილს ეწოდება წ სიმრავლის დაგროვების წერ- 
ტილი, თუ მისი ნებისმიერი მიდამო შეიცავს ნ სიმრავლის წერტილთა 
უსასრულო სიმრავლეს. 

8 სიმრავლის დაგროვების წერტილთა სიმრავლეს ჰქვია  სიმრავ- 
ლის წარმოებული სიმრავლე და იგი #” სიმბოლოთი აღინიშნება. 

თუ 8 სიმრავლის რომელიმე წერტილი არ წარმოადგენს ამ სიმრავ- 
ლის დაგროვების წერტილს, მაშინ მას სიმრავლის იზოლირებული 

წერტილი ეწოდება. 
სიმრავლეს, რომელიც შედგება მხოლოდ იზოლირებულ წერტილე- 

ბისაგან იხოლირებული სიმრავლე ჰქვია. მაგალითად, 2 სივრცის 
ელემენტთა სიმრავლე 

იზოლირებული სიმრავლეა, რადგან ამ სიმრავლის ყოველი წერტილი 
წარმოადგენს წ სიმრავლის იხოლირებულ წერტილს. ცხადია, ამ სიმ- 

რავლის დაგროვების წერტილია 0. თუ განვიხილავთ სიმრავლეს 

M- (0, ->, მაა, 
2 3 V) 

იგი იხოლირებულ სიმრავლეს არ წარმოადგენს, ვინაიდან 0 არ არის M 
სიმრავლის იზოლირებული წერტილი. 

მეტრიკულ სივრცეში მოთავსებულ რაიმე სიმრავლეს შ ემოსაზ- 

ღვრული სიმრავლე ჰქვია, თუ არსებობს ამ სიმრავლის შემცველი 
სფერო. 

თუ # სიმრავლე მოთავსებულია ევკლიდეს 2" სივრცეში და. იგი შე- 

მოსაზღვრულია, მაშინ არსებობს 6 სიმრავლის შემცველი I1-განზომილე- 
ბიანი სეგმენტი. 

თეორემა 10 (ბოლცანო-ვაიერშტრასი). ევკლიდეს #2 სივ რ ცეში 
მოთავსებულ ყოველ შემოსაზღვრულ უსასრულო სი? 

რავლეს ერთი დაგროვების წერტილი მაინც აქვს. 
დამტკიცება. ვთქვათ, წ არის ი" სივრცეში მოთავსებული შე- 

მოსაზღვრული უსასრულო სიმრავლე. # “სიმრავლის შემოსაზღვრულო: 

ბის გამო არსებობს /„-განზომილებიანი სეგმენტი 

1ი= (ძე, ხკ;ძე, ხა; ·; მუ, ხა), 

რომელიც სიმრავლეს შეიცავს თუ გავავლებთ ჰიპერსიბრტყეებს
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X-= რო" (8=1, 2,..+ ., I), მაშინ I) გაიყოფა 2” სეგმენტად, რომლებიც 

ერთმანეთის კონგრუენტული არიან. ამ სეგმენტებიდან ერთი მაინც შეი– 
ცავს 6 სიმრავლის წერტილთა უსასრულო სიმრავლეს. ეს სეგმენტი ასე 
აღვნიშნოთ 

7 
“) ხ.) (ი) ,“ ი) ,“) 

უდღდლვაღუუ-_<-_<2-<--_ი-.. 

ახლა განვიხილოთ ჰიპერსიბრტყეები 

(ი) () 
ხ 

==25-1+ (#=1, 2,V. ., ი). 

ეს სიბრტყეები IL, სეგმენტს გაყოფს 2" კონგრუენტულ სეგმენტად, რომ- 
ლებიდან ერთი მაინც შეიცავს 8 სიმრავლის წერტილთა უსასრულო სიმ- 

რავლეს. ვთქვათ, ეს სეგმენტია 

:=(თ!” , ხ; ი”, ხთ,. კა. 0, ან”), 

ამავე წესით აიი გავყოთ #ე სეგმენტი და ამ პროცესს თუ უსაზღ– 
ვროთ განვაგრძობთ, მივიღებთ /#I-განხომილებიან სეგმენტთა მიმდევ– 
რობას 

1X-=1, ლ=7:=-· · ·ლ/ულ“ (5.1) 
სადაც 

–__ ”” 
(5.1) მიმდევრობის ყოველი სეგმენტი 'მეიცავს 8 სიმრავლის წერტილ- 

თა უსასრულო სიმრავლეს. ამას გარდა, 

ხი _ ი'ას= ხალი. “ "(=1, 2,...,M; IM-=1, 2, -. .)- 5.2 

ცხადია, · 

ძ,დი) «00 დ. · -Cდი)« – <ხ,, (5.3) 

'ხ->ხ! (I) >ხ0> ->ხმ>. -.>ძ, (C8)) 

(”=1, 2,..»., /)- 

რადგანაც რიცხვთა (5.3) მიმდევრობა ზრდადია და ზემოდან შემოსაზღ- 

ვრულია, ხოლო (5. 4. მიმდევრობა კლებადია და ქვემოდან შემოსაზღ- 

ვრულია, ამიტომ არსებობს IIთ გიო და 1I01 ხს (#=1, 2)... -, 7). 
”- თ თ-–- თ
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მაშასადამე, (5.2 ტოლის ძალით 

== (თ) 
Iთი" =თ ხხ. 

ჯ»-.თდ I. თ 

(#=1,2,.-., #1). 

ეს საერთო ზღვარი L,-თი აღვნიშნოთ. 

დავამტკიცოთ, რომ X=(CLC), §,,...,ე Lს) წარმოადგენს 8 სიმრავლის 
დაგროვების წერტილს. ამისათვის განვიხილოთ X წერტილის ნებისმიერი 

მიდამო I=(თ), ჩზ); Cა, ჩი; - "XX ზ.), მაშინ 

თ.ხ<%.<ჩ, (9=1, 2,..-, ”). 

ავიღოთ ისეთი ნატურალური რიცხვი 2», რომ. ადგილი პქონდეს უტო- 
ლობებს | 

თ.<იო<ს დხ 0<ჩ, (=1,2,..., შ)- 
აქედან გამომდინარეობს, რომ 

I,აC19. 

მაგრამ #, სეგმენტი შეიცავს სიმრავლის წერტილთა უსასრულო სიმ- 
რავლეს. ამრიგად, X წერტილის ნებისმიერი I? მიდამო შეიცავს #§ სიმ- 
რავლის წერტილთა უსასრულო სიმრავლეს და ამიტომ Xჯ არის _სიმრავ– 

ლის დაგროვების წერტილი. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 11 თუ მეტრიკული სივრცის X წერტილის ნე- 
ბისმიერი მიდამო შეიცავს X-გან· განსხვავებულ უსას- 
რულო #6 სიმრავლის ერთ წერტილს მაინც, მაშინ ჯი/- 
ნება 8 სიმრავლის დაგროვების წერტილი. 

დამტკიცება. განვიხილოთ ჯXჯ წერტილის რაიმე მიდამო <5(X; §0). 
” დავამტკიცოთ, რომ ეს მიდამო შეიცავს 8 სიმრავლის წერტილთა უსას- 
რულო სიმრავლეს. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, აღებული მიდამო 
შეიცავს 6 სიმრავლის წერტილებს, რომელთა რიცხვი სასრულია. “ეს 
წერტილები იყოს X;, X:, · - · , X„. ვთქვათ, 

6=Iი!ი|ი(, X)), 162 Xი), ... 0C, X„»))- 

ცხადია, რომ სფერო 5(X; თ არ შეიცავს 8 სიმრავლის არც ერთ წერ- 
ტილს, გარდა X წერტილისა ' (შეიძლება, რომ X წერტილიც არ ეკუთვ- 

ნოდეს 6-ს). ეს კი თეორემის პირობას ეწინააღმდეგება. მაშასადამე, 

ჩვენი დაშვება სწორი არაა და ამიტომ X წერტილის ნებისმიერი მიდამო. 

შეიცავს წ სიმრავლის წერტილთა უსასრულო სიმრავლეს, ე. ი. X არის 

” ნ სიმრავლის დაგროვების წერტილი. ·
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§ 0. სიმრავლის ჩაკეტგა 

განსაზღვრა 6, მეტრიკული სივრცის რაიმე X»X წერტილს ეწო– 
დება 6 სიმრავლის შეხების წერტილი, თუ მისი ყოველი მიდამო 
შეიცავს 8 სიმრავლის ერთ წერტილს მაინც. წ სიმრავლის ყველა შე– 
ხების წერტილის სიმრავლეს ჰქვია სიმრავლის ჩაკეტვა და აღინიშ-. 

ნება 8 სიმბოლოთი. 
რადგანაც 8 სიმრავლის ყოველი წერტილი სიმრავლის შეხების: 

წერტილია, ამიტომ 6C=#6. 

ცხადია, თუ #4C8, მაშინ 4C8. 

თეორემა 19. წ სიმ რავლის ჩაკეტვის ჩაკეტვა #ჩ სიმრავ– 

ლის ჩაკეტვის ტოლია, ე. ი, 

6=წ6.. (6.1) 

დამტკიცება. ვთქვათ, »XC6. მაშინ X წერტილის ნებისმიერ LI(X; 8). . 

მიდამოში! მოიძებნება წერტილი X,C6 და, მაშასადამე, X, წერტილი– 
სათვის ვიპოვით ისეთი LX); 8,)) მიდამოს, რომ 

VI; 6))=VCX, 8). 

რაკი X.C65, ამიტომ LIX,; 8) სფეროში მოიძებნება X; წერტილი, რო– 
მელიც L სიმრავლეს ეკუთვნის. მაგრამ მაშინ 

_ X60V(6 თ. 

ამრიგად, X წერტილის მიდამო შეიცავს 6 სიმრავლის წერტილს, ახტი? 

XCჩ. მაშასადამე, 

ნ=წ. 

მეორე მხრივ, 8C=წჩ. აქედან გამომდინარეობს (6.1) ტოლობის მარ– 

თებულობა, თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 18. თუ გვაქვს სიმრავლეთა სასრული რიცხვი 

მაშინ ამ სიმრავლეთა ჯამის ჩაკეტვა შეხაკრებსიმ- 

რავლეების ჩაკეტვათა ჯამის ტოლია. 

დამტკიცება. საკმარისია დავამტკიცოთ თეორემა ორი შესაკრები 

სიმრავლისათვის, ვთქვათ, # და 8 სიმრავლეები მოთავსებულია მეტრი– 
კულ # სივრცეში. დასამტკიცებელია, რომ 

408 = 408. (6.2» 

1 LV; 8) სიმბოლოთი აღნიშნულია 8 რადღიუსიანი სფერო ცენტრით“».
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ავიღოთ 408 სიმრავლის რაიმე X წერტილი. მაშინ ამ წერტილის ნე- 
ბისმიერი მიდამო LICX; 6) შეიცავს ყ წერტილს, რომელიც 4V8 სიმრავ- 

ლეს ეკუთვნის. X წერტილი რომ არ ეკუთვნოდეს არც 4 და არც 8 სიმ- 
რავლეს, მაშინ მოიძებნება LI(CX; §ე) მიდამო, რომელიც არ შეიცავს # 

სიმრავლის წერტილებს და LICX; 6) მიდამო, რომელიც არ შეიცავს 8 
სიმრავლის წერტილებს. მაშინ LICX; 6) მიდამო, სადაც 6 უმცირესია 6, 
და 6: რიცხვებს მორის, არ შეიცავს, 48 სიმრავლის წერტილებს. მი- 
ღებული წინააღმდეგობიდან გამომდინარეობს, რომ X წერტილი ეკუთვ- 

ნის ერთ-ერთს მაინც 4 დღა 8 სიმრავლეებიდან. მაშასადამე, 

4ს8=2ს08. · რფ 

შემდეგ, რაკი 4C408, 8C408, ამიტომ 

4C4ს8, 8C408. 
და, მაშასადამე, 

4ს8C4ს)ჩ. (6.4 

(6.3) და (6.4) თანაფარდობებიდან გამომდინარეობს (6.2) ტოლობა. თეო- 

რემა დამტკიცებულია. | 

თეორემა 14. "წ სიმრავლის ყოველი შეხების წერტილი 
ამ სიმრავლის დაგროვების ან იზოლირებული წერტი- 

ლია. 
დამტკიცება. ვთქვათ, X არის 8 სიმრავლის შეხების წერტილი. 

მაშინ ამ წერტილის ყოველი LICX; წ) მიდამო შეიცავს სიმრავლის ერთ 
წერტილს მაინც. აჭ წარმოგვიდგება ორი შემთხვევა: 

ა) X წერტილის ნებისმიერი მიდამო შეიცავს სიმრავლის წერტილ- 

თა უსასრულო სიმრავლეს. ამ შემთხვევაში X წარმოადგენს 8 სიმრავ– 

ლის დაგროვების წერტილს. 
ბ) X არარის ნ სიმრავლის დაგროვების წერტილი. ამ შემთხვევაში მოი- 

ძებნება X წერტილის ისეთი მიდამო VLICX; ხე), რომელიც, შეიცავს 8 
სიმრავლის წერტილთა სასრულ რაოდენობას, ეს წერტილები იყოს 

XV XV, +... Xე- აღვნიშნოთ 6 ასოთი ი(X, X0,0(X, X),. · · , 0(X, X,) რიცხ- 
ვებს შორის უმცირესი. ცხადია, რომ 8=0. მართლაც, თუ 6>9, მაშინ 
X წერტილის მიდამო LICX; 6) არ შეიცავს 8 სიმრავლის არც ერთ წერ- 

ტილს, რაც შეუძლებელია, ვინაიდან Xჯ წარმოადგენს # სიმრავლის 

შეხების წერტილს. მაშასადამე, 8=0 და X წერტილი ემთხვევა რო- 

მელიმე X, (§=1, 2, ..., M წერტილს. ამიტომ X წარმოადგენს 8 სიმ- 

რავლის იზოლირებულ წერტილს. თეორემა, დამტკიცებულია.
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ამრიგად, ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ ' 

85=ჩ6V#ჩ" 
ე. ი. 8 სიმრავლის ჩაკეტვა ამ სიმრავლისა და მისი წარ- 
მოებული სიმრავლის ჯამის ტოლია. 

8 7. ჩაკეტილი და ღია სიმრავლეები 

განსაზღვ რა 7. მეტრიკულ სივრცეში მოთავსებულ ნ სიმრავ– 
ლეს ჩაკეტილი სიმრავლე ეწოდება, თუ იგი შეიცავს თავის ყველა 
დაგროვების წერტილს. სხვაწაირად რომ ვთქვათ, 8 „ე მრავლეს ჩაკეტი– 

ლი ეწოდება, თუ იგი თავის ჩაკეტვას. ემთხვევა: ხ= 

სიმრავლე #8= =(L-- ა-ი, ბაც ეჩს. 1 ს ეტილ არაა, ამ 
2 3 4 .-+ 

სიმრავლეს აქვს ერთადერთი დაგროვების წერტილი 1, რომელიც #6 
სიმრავლეს არ ეკუთვნის. სიმრავლეს 

M-V 11, 2, 4, 3, 1-1, 1.) 
2 3 

3' 4? გ” ი ვ –...   

აქეს ორი დაგროვების წერტილი 0 და 1 და ეს წერტილები /# სიმრავ– 
ლეს ეკუთვნის. მაშასადამე, /# ჩაკეტილი სიმრავლეა. 

მე-12 თეორემის თანახმად, ნებისმიერი #ჩ სიმრავლის ჩა- 

კეტვა ჩაკეტილი სიმრავლეა. 
„ყოველი მეტრიკული /? სივრცე და ცარიელი # სიმრავლე ჩაკეტილ,სიმ– 

რავლეებს წარმოადგენენ. ჩაკეტილია აგრეთვე ყოველი სასრული სიმრავლე. 
მეტრიკულ სიქრცეში მოთავსებულ # სიმრავლის რაიმე ჯX წერტილს 

ეწოდება ამ სიმრავლის შიგა წერტილი, თუ არსებობს ამ წერტი- 

ლის ისეთი მიდამო, რომელიც მთლიანად ნ სიმრავლეში შედის. 
მეტრიკულ სივრცეში მოთავსებულ სიმრავლეს ეწოდება ღია სიმ- 

რავლე, თუ იგი შედგება მხოლოდ შიგა წერტილებისაგან. მაგალითად, 

(0, ნ) ინტერვალი წარმოადგენს ღია სიმრავლეს, (0, ხ) სეგმენტი კი ჩა- 
კეტილ სიმრავლეს, ხოლო 0, ხ) ნახევრადსეგმენტი არც ღია და არც 

ჩაკეტილი სიმრავლეა. 
მეტრიკულ # სივრცის რაიმე Xჯ წერტილს ნ სიმრავლის გარე წერ- 

ტილი ეწოდება, თუ არსებობს ამ წერტილის ისეთი მიდამო, რომელიც 
არ შეიცავს 8 სიმრავლის არც ერთ წერტილს, ხოლო /#) სივრცის რაიმე 
ყ წერტილს ჰქვია წ სიმრავლის საზღვ რითი წერტილი, თუ იგი 

არ წარმოადგეწს 6 სიმრავლის არც შიგა და არც, გარე წერტილს, მა–



178 თ. V. მეტრიკული სივრცე 

გალითად, თუ წ არის წრე, მაშინ სიმრავლის საზღვრითი წერტილე- 

ბია წრის კონტურის წე რტილები. 

6 სიმრავლის სახღვრითი წერტილების სიმრავლეს 8 სიმრავლის 
საზღვარი ეწოდება. 

§ 8. წერტილთა მიმდევრობა 

მეტრიკულ სივრცეში შემოვიღოთ წერტილთა ი მიმდევრობის ზღვარის 
ცნება. 

ვთქვათ, #2 რაიმე მეტრიკული სივრცეა. განვიხილოთ ამ "სივრცის 

წერტილთა მიმდევრობა · 

XI, X2 >>. ნფეთო ა (8.1) 

ჩვენ ვიტყეით, რომ (8.1) მიმდევრობა კრებადია · ს სივრცის რაიმე ჯ 

წერტილისაკენ, თუ : 
IIIი ი(X, X,)=0. 
ჩ–-თ 

ამ შემთხვევაში დავწერთ 

110 Xგ=ჯ. ' 
ჩი ' 

X წერტილს ეწოდება (8.1) მიმდევრობის ზღვარი. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ კრებად მიმდევრობას არ შეიძ- 

ლება ჰქონდეს ორი სხვადასხვა ზღვარი. მართლაც, მართებუ– 
ლი რომ იყოს ტოლობები 

1100 ი(X, X„)=0, 110 ი(/, X„)=9, 
ჩ-თ ჩ-–თ 

მაშინ ნებისმიერი დადებითი § რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი ნატუ- 

რალური რიცხვი M, რომ ადგილი ექნება უტოლობებს 

ილი Xა<->, 00, #ა< -- , როცა #>M 

და, მაშასადამე, სამკუთხედის აქსიომის ძალით 

ი(§, #)=იC, X,)+იC-,, ყ)<---4 -6 =6, 
როცა ”>M. რაკი 8 ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, ამიტომ 

_ ი, ყ)=0....” · 

აქედან X=ყ. რის დამტკიცებაც გვინდოდა.
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ახლა განვიხილოთ ევკლიდეს > სივრცის წერტილთა „მიმდევრობა 

„ა. _- (8.2), 

ჯა წერტილის კოორდინატები იყოს ხო, ხ”,, „ს ნ) (ი1=1,%..). 

დავამტკიცოთ შემდეგი 
თეორემა 16. #5 სივრცის წ ე ერტილთა (8.20 მიმდევრობის 

კრებადობისათვის X=(§), 6, . --, 5) წერტილისაკენ, აუცი 
ღეზელია და საკმარისი, რომ ადგილი ჰქონდეს ტოლო- 

ებ 

1Iთ ჯოს, (#=1, 2,..-, 7). (8.3) 
თოთ–-თ 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, 
(8.2) მიმდევრობა კრებადია X წერტილისაკენ. მაშინ ყოველი დადებითი ' 

8 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი ნატურალური რიცხვი V, რომ 

”M 

2) 60-ე! <6, როცა #>VM. : 
· #==1 ' 

აქედან ვღებულობთ. 

–––=–=ძ“ძ)““"“"“რრ96/“–ჰ+ჟ“–“–“–––“ 
ეს კი იმას ნიშნავს რომ ადგილი აქვს (8.3) ტოლობებს. ამით „თეორე- 

მის პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 
_- ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, მართებულია (8.3) 
ტოლობები. მაშინ ნებისმიერი დადებითი § რიცხვისათვის არსებობს ისეთი. 

ნატურალური რიცხვი », რომ 

(ხო. §I< +-, როცა I>V (=1,2,..., ჩ)- 64 
მაგრამ 

# 
- 

ი(X», X)= / > (§C) ხა? <>. ნ. 
==1 

აქედან, (8.4) უტოლობების ძალით, 

0(Xო, X<6, როცა #I7>V, 
ე ი. 

1100 X=X. 
I ალ 

ამით პირობის საკმარისობაც დამტკიცებულია.
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თეორემა 16. თუ მეტრიკული სივრცის წერტილთა (8.1) 
მიმდევრობა კრებადია ამავე სივრცის რაიმე X წერტი- 
ლისაკენ, მაშინაღებული მიმდევრობის ყოველი ქვემიმ- 
დევრობაც კრებადი იქნება იმავეXჯ წერტილისაკენ. 

დამ ტკიცება. ვთქვათ, 

: ! წია წგვნი აწეცით ა · (8.5 

არის (8.1) მიმდევრობის რაიმე ქვემიმდევრობა. რადგანაც (8.1) მიმდევ- 
რობა კრებადია ჯ წერტილისაკენ, ამიტომ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხ- 
ვესათვის მოიძებნება ისეთი ნატურალური რიცხვი V, რომ ადგილი ეკ” 
ნება უტოლობას 

იფ, X)<8, როცა ა>M. 

ახლა ავიღოთ ისეთი ნატურალური V? რიცხვი, რომ იM,>V, როცა 

#§>M1. მაშინ -. 

ით... X)<§6, როდესაც #>VM7?. (8.6 

ამრიგად, მოცემული § რიცხვისათვის ვიპოვეთ ისეთი ნატურალური 
რიცხვი V”, რომ ადგილი აქვს (8.60) უტოლობას. ეს იმას.,ნიშნავს, რომ 
(8.5) მიმდევრობა კრებადია ჯ წერტილისაკენ. თეორემა დამ ტკიცებულია. 

თეორემა 17. თუ (+) და (ყ/,) წარმოადგენენ მეტრიკული 
სივრცის წერტილთა მიმდევრობებს, რომლებიც. კრება- 

დია შესაბამისად X და V წერტილებისაკენ, მაშინ 

1Iი ით», ყ»ა»)=0V, ს). (8.7) 
”--თ 

"დამტკიცება. სამკუთხედის აქსიომის თანახმად, – 

ით, ყა) <= 9(Xი, X)+იCთ, Vყ)+-ი(V, ყი)- 

აქედან : 
მთის ყა) –– ი, V) <= იCX; X)-+იCV, ყი). (8.ზ) 

ანალოგიურად მივიღებთ 

იV, ყ) –ი0იVთეი, V»ი) =0იC, X)+0ი(ყ», ყ)- (8.9) 

(8.8) და (8.9) უტოლობებიდან ვღებულობთ 

I0Vი, ყ») –– ი(X, ყ)) <= ი(Xგ: XI +ი(ყი; V)-
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გადავიდეთ ზღვა რზე, როცა M->=C5, გვექნება 

(III) | 0(Xა, Vი) –ით, #)I=0. 
ჩ--თ 

მაშასადამე, მართებულია (8.7) ტოლობა. 
შედეგი. თუ (X,) წარმოადგენს მეტრიკული 7 სივრცის 

წერტილთა მიმდევრობას, რომელიც კრებადია # სიგრ- 

ცის ჯ წერტილისაკენ, მაშინ # სივრცის ნებისმიერიყ 
წერტილისათვის მართებულია ტოლობა 

1101 ი(ყ, X„)=0(V, X). 
ჩ--თ 

თეორემა 18. თუ მეტრიკული სივრცის ჯ, წერტილი უსას- 

რულო ჩ სიმრავლის დაგროვების წერტილია, მაშინ # 
სიმრავლიდან შეგვიძლია გამოვყოთ წერტილთა ისეთი 
მიმდევრობა (X#,), რომ ადგილი ექნება ტოლობას 

LI0M ი(X), X,)=0. 
ი-თ 

დამტკიც ება. რადგანაც % არის ნ სიმრავლის დაგროვების წერ- 

ტილი, ამიტომ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება #6 
, სიმრავლეში ჯ. წერტილისაგან განსხვავებული ისეთი X წერტილი, რომ 

ა 0(Xა; X) <6- 

მივიღებთ რა ამას მხედველობაში, 6-დან ავიღოთ X- წერტილისა- 

გან განსხვავებული ისეთი X, წერტილი, რომ შესრულდეს უტოლობა 
ი(%:, Xე) <1. 

ასევე, 8 სიმრავლიდან, ავიღოთ »Xე-გან განსხვავე ბული ისეთი X წერ- 

ტილი, რომელიც აკმაყოფილებს უტოლობას ი(ჯ, X) ა<-- და ეს პრო- 

ცესი წერტილთა აღებისა განვაგრძოთ უსასრულოდ. მივიღებთ წერტილთა 
მიმდევრობას 

–_–_" „ 64თ 

რომელიც აკმაყოფილებს პირობას ი(X, Xთ)< + ამ უტოლობის გამო, 
' რ 

| რომელიც ნებისმიერი ნატურალური „I რიცხვისათვის სრულდება, ვღე– 

ბულობთ 11თ. 0(Xს), Xთ) =0. თეორემა დამტკიცებულია. 
”-.თდ 

განსაზღვრა 8. მეტრიკული სივრცის წერტილთა (Xგ) მძმდევ–
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რობას ეწოდება ფუნდამენტალური, თუ ყოველი დადებითი 6 რიცხ- 
ვისათვის მოიძებნება ისეთი ნატურალური რიცხვი V, რომ 

0(X, X,)<§, როცა 9>M, 0>V. 
თეორემა 19. ყოველი კრებადი მიმდევრობა ფუნდამენ- 

ტალურია. 
დამტკიცება. ვთქვათ, წერტილთა მიმდევრობა (X,:) კრებადია 

X წერტილისაკენ. მაშინ ყოველი დადებითი 8 რიცხვისათვის არსებობს 

ისეთი ნატურალური რიცხვი M, რომ 

0%(X», X»<+- , როცა #>M. 

მაშასადამე, ყოველი L და #-თვის, რომლებიც აკმაკოფილებენ უტოლო- 

ბებს (>M და #>V, გვაქვს 

0(Xი X)<--- , 62% X)<-- · 
2 2 

ამ უტოლობებისა და სამკუთხედის აქსიომის თანახმად გვექნება 

_ 0(X,, XL) == 0(X;, X)-+ი(X, X-)< “++ --=6. 

თეორემა დამტკიცებულია. | 
თეორემა 90. მეტრიკული სივრცის წერტილთა ყოველი 

ფუნდამენტალური მიმღევრობა შემოსაზღვრელია. 
დამტკიცება. ვთქვათ, წერტილთა მიმდევრობა (X,) ფუნდამენ- 

ტალურია, მაშინ რიცხვი 1-თვის მოიძებნება ისეთი ნატურალური რიცხ- 
ვი +, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 
ა ი(Xთ, X„)<1, როცა I=>+, M=>«. 

შემოვიღოთ აღნიშვნები... | 
4=5ს0(ი(X, XVI), ი0(XV, XV), · · ·, 0(XV, XV), · · ·), 

8=CმX(ი(X,, X,), 0(XV, X9),- · · , 0(X», XV-1))- 

თუ „=თმXL, 8), მაშინ ცხადია, რომ 
| 0(Xს, Xგ)<-” (/(1=>1, 2, . #· ·)- 

მაშასადამე, მოცემული მიმდევრობის ყველა ელემენტი მოთავსდება 

5(X, 2) სფეროში და ამიტომ წერტილთა აღებული მიმდევრობა შე–- 

მოსაზღვრ ულია.
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· შედეგი. მეტრიკული სივრცის წერტილთა ყოველი კრე– 
ბადი მიმდევრობა შემოსაზღვრულია. 

ვთქვათ, მოცემულია ევკლიდეს II" სივრცის წერტილთა მიმდევრობა 

»=(§CV, §0),..., 10), #= (ჯრ, ჯ§რ,... 2)... #=. 
= (61) (თ) (თ) –,ს!' 

დავამტკიცოთ შემდე გი 
თეორემა 91. ევკლიდეს #5 სივრცის წერტილთა (ჯი) მიმ- 

დევრობის შემოსაზღვრულობისათვის აუცილებელია 
და საკმარისი ისეთი დადებითი 4 რიცხვის არსებობა, 

რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობებს 

-2_____' (8.10) 
დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, 

(XთI მიმდევრობა შემოსაზღვრულია. მაშინ არსებობს M-განზომილებიანი 

ისეთი სეგმენტი | –– /4, #; –– #, 4;...; –– 4, #), რომელიც შეიცავს მო– 

ცემული მიმდევრობის ყველა წერტილს. მაშინ ცხადია, 

– 4<§0<4 0=1,2,..., M; M=1, 9, . . .). (8.11) 

ამით პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 
ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, ადგილი აქვს (8.10) 

უტოლობებს. მაშინ ადგილი ექნება '(8.11) უტოლობებსაც. ეს იმას ნიშ- 

ნავს, რომ ყოველი X, წერტილი ეკუთვნის #-განზომილებიან L-–-4, 4; 

–/, ე... –– 4, 4) სეგმენტს, ე. ი. (IX, მიმდევრობა შემოსაზღვრუ– 

ლია. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 99. ევკლიდეს #1 სივრცის წერტილთა ყოველი 
შემოსაზღვრული მიმდ ევრობიდან შეგვიძლია გამოვყოთ 
კრებადი ქვემიმდევრობა. 

დამტკიცება. სიმარტივისათვის მსჯელობა ჩავატაროთ იმ შემ- 

თხვევისათვის, როცა წერტილთა მიმდევრობა აღებულია ორგანზომილე– 

ბიან 9? სივრცეში. ვთქვათ, მოცემულია წერტილთა შემოსაზღვრული 

მიმდევრობა 

X1= (81, 171); X2== (85, შა), · ..) Xო““ (წთ, შო), ... 

ამ მიმდევრობასთან ერთად განვიხილოთ რიცხვთა შემდეგი ორი მიმდევ– 
რობა 

, ა.” (8.13) 

ი შთ... შო). ა (8.14) 

(8.12)
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რადგანაც (8.12) მიმდევრობა შემოსაზღვრულია, ამიტომ (8.13) და (8.14) 
მიმდევრობებიც შემოსაზღვრულია. 

1IL თავის 23-ე თეორემის თანახმად, (8.13) მიმდევრობიდან შეგვიძ- 
ლია გამოვყოთ კრებადი ქვემიმდევრობა 

.____ (8.15) 

ვთქვათ, 
III C,,,=6. 
სამნი. § . 

რიცხვთა (8.15) მიმდევრობას შეესაბამება (8,14) მიმდევრობის შემ– 

დეგი ქვემიმდევრობა 
შთ, მო, >.) მთა.“ ' : (8.16) 

ჩვენთვის ცნობილი არაა (8.16) მიმდვვრობა კრებადია თუ განშლადი. 
მაგრამ, რაკი იგი შემოსაზღვრულია, ამიტომ მისგან შეგვიძლია გამოვ- 

ყოთ კრებადი. ქვემიმდევრობა 

შო, “თბი ა... (8.17) 

ვთქვათ, ' 

1Iი ოფ, =M%. (8.18) 
L(--თ ს 

რიცხვთა (8.17) მიმდევრობას შეესაბამება (8.15) მიმდევრობის შემ- 

დეგი ქვემიმდევრობა : 

–-–-–“ 
ეს მიმდევრობა კრებადია § წერტილისაკენ,. ე. ი- 

IIი L,, =%. (86.19 
(თ ჩ, 

განვიხილოთ ახლა წერტილთა მიმდევრობა 

6ო,/ %ო, ით.) %თ,.) ქ... (8.2) 

ეს მიმდევრობა წარმოადგენს (8.12) მიმდევრობის ქვემიმდევრობას. თა– 

ნახმად (8.18) და (8.19) ტოლობებისა (8.20) მიმდევრობა კრებადი» X= 

=(. ო) წერტილისაკენ. თეორემა დამტკიცებულია.
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გ 9. მაწზძძილი ხსიმრამლეთა შორის. სიმრავლის დიამეტრი 

ავიღოთ მეტრიკულ # სივრცეში რაიმე 8 სიმრავლე და Xე წერტილი... 

აღვნიშნოთ # სიმბოლოთი ი(Xე, X) რიცხვთა სიმრავლე, სადაც X გაირ-- 
ბენს 8 სიმრავლის ყველა წერტილს. // სიმრავლის ზუსტ ქვედა საზღ-. 
ვარს ეწოდება მანძილი Xჯე წერტილიდან 6 სიმზრავლემდე და იგი აღი– 
ნიშნება ი(X,, 5) სიმბოლოთი. ცხადია, რომ 

_ 0(X, 6) 2>9. 

თუ X.Cნ ან იგი 6 სიმრაელის დაგროვების წერტილს წარმოადგენს, 

მაშინ 0(Xე; 6)=>0. 

მაგალითები 

1. ვთქვათ, 6 არის რაიმე L წრფის წერტილთა სიმრავლე, ხოლო 
X იყოს რომელიმე წერტილი (ნახ. 12). მაშინ ი(X-, C)=ი(X-,-V), სადაც: 
XV წარმოადგენს იმ მართობის სიგრძეს, რომელიც დაშვებულია Xა, 

წერტილიდან ს წრფეზე. 
8, ვთქვათ, ევკლიდეს #2? სივრცეში მოცემულია წრეწირი და Xე წერ- 

ტილი. ამ წრეწირის წერტილთა სიმრავლე აღვნიშნოთ #-თი. მაშინ. 

ით, 5)=Xიყ, სადაც V წერტილი 0% მონაკვეთისა და წრეწირის გადაკ– 
ვეთის წერტილია. 

კერძოდ, თუ Xე- წარმოადგენს მოცემული წრეწირის ცენტრს, მაშინ» 

+C9 

  

  

ნახ. 12. 

რანძილი +, X- წერტილიდან · მოცემულ წრეწირამდე ამ წრეწირის რადღიუ- 

ია. 
ახლა ეთქვათ, მეტრიკულ # სივრცეში აღებულია ორი # და 8 სიმ– 

რავლე. აღვნიშნოთ # სიმბოლოთი ი(თ, ხ) რიცხვთა სიმრავლე, სადაც C 

გაირბენს #4 სიმრავლის წერტილებს, ხ კი 8 სიმრავლის წერტილებს. 

II სიმრავლის ზუსტ ქვედა საზღვარს ეწოდება. მანძილი # და 8 

სიმრავლეებს შორის და იგი აღინიშნება ი(#, 8) სიმბოლოთი. 

ცხადია, თუ # და 8 სიმრავლეებს აქვდ საერთო წერტილი, მაშინ.
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-X(4, 8)=0. მაგრამ შეიძლება მოხდეს, რომ # და 8 სიმრავლეებს არ 
„ჰქონდეთ საერთო წერტილები, მაგრამ 0(4, 8=0. მართლაც, ვთქვათ, 

4=(0, 1; 0,1) 8=C-1,0; –- 1,0). 

„აქ #4 წარმოადგენს დახურულ კვადრატს, რომლის მთავარი წვეროებია 

X0, 0) და (1, 1), ხოლო 8 არის ღია კვადრატი, რომლის მთავარი წვერო- 
ებია C–1, ––1 და. დ, 0). 

ადვილი შესამჩნევია რომ #4 და 8 სიმრავლეებს არა აქვთ საერთო 
"წერტილი, მაგრამ ი(4, 8)=0. ეს იმის გამო მოხდა, რომ # და 8 სიჭ- 
რავლეებისათვის (0, ი წერტილი შეხების საერთო წერტილს წარმოად- 

გენს. 
თეორემა 98. თუ #? სივრცეში მოთავსებულიორი ჩაკე- 

ტილი#,) და #, სიმრავლეებიდან ერთი მაინც შემოსაზღ- 
ვრულია, მაშინ #,ე და ჩე სიმრავლეებში არსებობს შე- 
საბამისად ისეთი X და ყ წერტილები, რომ 

0(X, ყ)=0(C”), ”უ)- 

დამტკიცება. აზრის გარკვე ულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ #, 
სიმრავლე შემოსაზღვრულია. განვიხილოთ ნულისაკენ კრებადი დადებით 
-რიცხვთა მიმდევრობა 

81, 62...) ხო თოი. (9.1) 

“თანახმად ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლის ზუსტ ქვედა სახღვრის გან- 
„საზღვრისა, ყოველ წს, რიცხვისათვის #, და ”,ე სიმრავლეებში მოი- 
“ძებნება შესაბამისად ისეთი ჯ„ და Vყ, წერტილები, რომ 

ი(Xთ, ყთ) <0(ჩ), ჩ.)+წ» (ო=1, 2, - . ·). _დ.2) 

„მაშასადამე, შეგვიძლია შევადგინოთ წერტილთა ორი _ მიმდევრობა 

სწო უვ.” ) (9.3) 

ქ” (9.4) 

#, სიმრავლის შემოსაზღვრულობის გამო (9.3) მიმდევრობაც შე მოსაზღ- 
ვრულია და ამიტომ აღნიშნულ მიმდევრობიდან შეგვიძლია გამოვყოთ 

კრებადი ქვემიმდევრობა 

' '.. ... (9.5) 

„ეთქვათ, , 

ახუბ, => 

ჯ
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ვინაიღან #) სიმრავლე ჩაკეტილია ამიტომ # წერტილი #, სიმრავლის 

წერტილია. 
(9.5) მიმდევრობას შეესაბამება (9.4) მიმდევრობის შემდეგი ქვემიმ– 

ღევრობა 
ყო. ი“ –-” რფ.6) 

დავამტკიცოთ, რომ (9.6) მიმდევრობა შემოსაზღვრულია. მეხუთე 
თეორეძისა და (9.2) უტოლობის ძალით გვაქვს 

ი(ყთ,, X) =0(#»,, X„,)+ი(Xუ, X) < Cწ, ჩ)-+-ბ,+ი(I,ა X). (9-7) 
რადგანაც (9.1) და (9.5) მიმდევრობები კრებადია, ამიტომ არსებობს 
«ისეთი დადებითი #: =ით. რომ 

ილი X)<X (6=), 2,.-.)- 

მაშასადამე, (9.7) ს არეარდ ებიდან მივიღებთ 

ი(ა,, <0, ”,)+L% (6=1, 2, . ..). 

ეს იმას ნიშნავს, რომ (9.6) მიმდევრობა "შემოსაზღვრულია. 
22-ე თეორემის თანახმად, ამ მიმდევრობიდან შეგვიძლია გამოვყოთ 

კრებადი ქვემიმდევრობა 

, ააა წეს ააა. 9.8 ყო, ' ყო, ' ყო,, (9.8) 

ვთქვათ, 

' სთ ყე, =ყ- 
(–-თ ს, 

ჩკ სიმრავლის ჩაკეტილობის გამო V წერტილი #; სიმრავლეს ეკუთვნის. 
(9.მ) მიმდევრობას შეესაბამება (9.5) მიმდევრობის ქვემიმდევრობა 

%ოი, , %თ,, – ხო, –_ 
, 1 

რომელიც კრებადია X წე რტილისაკენ: 

(IC Xუ, =X- 
(-–-თ M( 

(9.20) უტოლობის თანახმად, 

· 9.9 ი(XV,, , ყო ) <0( ჩა) ბი,, , (9.9) 

მაგრამ 

თ IM ბო,“ =0, 1Iთ ი(+ი, ყო) ””ისი ყ)- 
(#--თ
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მაშასადამე, თუ (9.9) უტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როცა 1–> თ, 
მივიღებთ . 

_ X(X,ყ)5==0(”) #2). (9.10) 

მეორე მხრით, რაკი X და ყ შესაბამისად #ვ და #ე სიმრავლეების. 
წერტილებია, ამიტომ 

ი(X, 9) => ი(,), ა). (9.11) 

(9.10) და (9.11) თანაფარდობებიდან გღებულობთ 

- ი(X, ყ)=0იCL), ჯ)- 

შენიშვნა. თუ ჩ, და ჩე სიმრავლეებიდან არც ერთი შემოსაზღ- 
ვრული არ არის, მაშინ თეორემა შეიძლება არ იყოს მართებული, ე. ი. 
ჩე და ჩვ სიმრაგლეებში შეიძლება არ არსებობდეს შესაბამისად Xჯ „და ყ 
წერტილები. რომელთა შორის მანძილი იყოს ჩე და ჩე: სიმ რავლეთა შო- 
რის მანძილის ტოლი. 

მართლაც, ვთქვათ #, არის /ყ=6” წირის წერტილთა სიმრავლე, ხო- 
ლო ჩა: იყოს აბსცისთა ღერძის წერტილთა სიმრავლე. #, და #, ჩაკე- 
ტილი არაშემოსაზღვრული სიმრავლეებია და #,I)ჩ”:=/; მაგრამ 

ი(ჩ), #5)=0. 
შედეგი 1. თუ #" სივრცეში მოთავსებული ურთიერთ- 

არაგადამკვეთ ჩაკეტილ #) და #, სიმრავლეებიდან ერთი 
მაინც შემოსაზღვრულია, მაშინ ი(წ”), ჩ:)>0. 

შედეგი 9. თუ გვაქვს L5 სივრცეში,მოთავსებული ჩაკე- 
ტილი # სიმრავლე და რაიმე X წერტილი, “მაშინ # სიმ- 
რავლეში არსებობს ერთი მაინც ისეთიყწე რტილი, რომ 

0(X, / )=0CV, VI). 
ახლა განვსახღვროთ სიმ რა ვლის დიამეტრი. ავიღოთ მეტრი- 

- კულ M სივრცეში რაიმე სიმრავლე და განვიხილოთ ი(X, ყ) რიცხვთა 
სიმრავლე, სადაც X და ყ არის წ სიმრავლის ნებისმიერი წერტილები. 

(ი(X, ყ)) სიმრავლის ზუსტ ზედა საზღვარს ეწოდება # სიმრავლის დია– 
მეტრი და აღინიშნება ძ(8) სიმბოლოთი. ცხადია, თუ სიმრავლე 
შემოსაზღვრულია, მაშინ ძ(6)<+% და პირიქით, თუ ი(წ)<-+Cდ, მა- 

შინ # წარმოადგენს შემოსაზღვრულ სიმრავლეს. 
მაგალითები. ელიფსის დიამეტრს წარმოადგენს მისი დიდი ღერ- 

ძის სიგრძე; მართკუთხედის დიამეტრია დიაგონალის სიგრძე; რიცხვითი 

/ წრფე შემოუსაზღვრელია და ამიტომ ძ(/)= +. 
თეორემა 94, #” სივრცეში მოთაგსებული ყოველი შემო- 

საზღვრული ჩაკეტილი # სიმრავლისათვის არსებობს ამ 
სიმრავლეში ისეთიორიჯ და V/ წერტილი, რომ ი(X, ყ)=ძ().
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დამტკიცება. განვიხილოთ ნულისაკენ კრებადი დადებით რიცხვთა 

მიმდევრობა 861, 62ე - “ვ ნის... 

ყოველი წ, რიცხვისათვის L სიმ რავლ ეში მოიძებნება ისეთი ორი 
წერტილი X„ და ყა», რომ 

ი(X- ყო)>ძ(”) –– ზო. 

ამრიგად, მივიღებთ წერტილთა ორ მიმდევრობას 

" 

.__ (9.12) 

ყე ყ9 ·- ·- ·,ე ყთ,... 1 (9-13) 

(9.12) მიმდევრობის შემოსაზღვრულობის გამო მისგან შეიძლება გამოვ– 

ყოთ კრებადი ქვემიმდევრობა 
X %თ, ის! რი!“ 

ვთქვათ, 
ა “– +», =X. 

ახლა განვიხილოთ (9.13) მიმდევრობის ქვემიმდევრობა. 

თ, ყი,“ წო, .." 

ეს მიმდევრობა შეძლება კრებადი არ იყოს, მაგრამ მისგან შეგვიძლია 
გამოვყოთ ქვემიმდევრობა ' 

9Vო,, 9ო,.' ... ყო, –_ 

რომელიც კრებადია რაიმე ყ წერტილისაკენ. 

ცხადია, 1101 X,, =X და რაკი წ სიმრავლე ჩაკეტილია, ამიტომ XC#, 
(თ ( · ' 

ყCI. შემდეგ, თუ 
IC , #ო,) >ძ()-– ზი 

უტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როცა (–> თ, მივიღებთ: 

მეორე მხრით, 

ი(X, ყ)==ძ(ჩ). 
მაშასადამე, ! 

“ ი(X,ყ )=ძ(ჩ): 
თეორემა დამტკიცებულია.
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§ 10. ზოგიერთი თეორემა ჩაკეტილ და ღია სიმრავლეთა შესასებ 

თეორემა 9§. მეტრიკულ სივრცეში მოთავსებული ნების 
მიერი 6 სიმრავლის წარმოებული #' სიმრავლე ჩაკე– 
ტილი სიმ რავლეა. 

დამ ტკიცება. თუ #” სიმრავლე ცარიელია ან, სასრული, მაშინ 
თეორემა ტრივიალურია. ახლა ვთქვათ, წ უსასრულო სიმრავლეა და 
ჯ რყოს ამ სიმრავლის დაგროვების წერტილი. ავიღოთ ამ წერტილის ნე– 
ბისმიერი მიდამო 5(X; 6). რადგანაც X არის ნ”. სიმრავლის დაგროვების 
წერტილი, ამიტომ §5(X, §) მიდამო შეიცავს X-გან განსხვავებულ #” სიმ- 
რავლის ერთ წერტილს მაინც. ეს წერტილი ყ-ით აღვნიშნოთ. ცხადია, 
რომ 5(X; §) წარმოადგენს აგრ ეთვე / წერტილის მიდამოსაც და რაკი 

ყ არის 8 სიმრავლის დაგროვების წე რტილი, ამიტომ 5(X; 8) მიდამო 

შეიცავს ნ. სიმრავლის წერტილთა უსასრულო სიმრავლეს. მაშასადამე, 
ჯ წარმოადგენს # სიმ რავლის დაგროვების წერტილს და ამიტომ XCჩ6”- 

ამრიგად, ნ” შეიცავს ყველა თავის დაგროვების წერტილს. თეორემა 
დამტკიცებ ულია. 

თეორემა 96. თუ გვაქვს ჩაკეტილ სიმრავლეთა ნებისმიე- 

რი სისტემა, მაშინ ამ სიმრავლეთა გადაკვეთა ჩაკეტი- 
ლი სიმრავლეა. – 

დამტკიცება. ვთქვათ, ”> ჩაკეტილი სიმრავლეებია, სადაც თ გაირ- 
ბენს რაიმე სიმრავლის. ელემენტებს. ამ სიმრავლეთა: გადაკვეთა აღვნიშ- 
ნოთ # ასოთი: 

ჩ=I)ჩ%. 

განვიხილოთ # სიმრავლის რაიმე დაგროვების X წერტილი. ცხადია, X 

წარმოადგენს ყოველი #« სიმ რავლის დაგროვე ბის წერტილს და რაკი 

ყოველი ჩი ჩაკეტილი სიმრავლეა, · ამიტომ XC”. ' მაშასადამე, XC7/. 

ამრიგად, # შეიცავს ყველა თავის დაგროვების წერტილს და ამიტომ იგი 

ჩაკეტილი სიმრავლეა. 

თეორემა 97. თუ გვაქვს სასრული სისტემა ჩაკეტილი 

სიმრავლეებისა, მაშინ მათი ჯამიც ჩაკეტილი სიმრავ- 

ლეა. 
დამტკიცება ვთქვათ, წა ჩე, · - ს”, ჩაკეტილი სიმრავლეებია. მე-13 

თეორემის თანახმად, 

#L,0ჩ,ყ---0„ =)00-...სჩი.. 

მაგრამ #=/ (M=1, 2,--·, I), ამიტომ 

#,0#ჩე0..· ·სჩც =”)0Mა0 · · ·Vჩ» 

თეორემა დამტკიცებულია. '
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თუ ჩაკეტილ სიმრავლეთა სისტემა უსასრულოა, მაშინ მათი ჯამი 
შეიძლება არ იყოს ჩაკეტილი სიმრავლე. მართლაც, ვთქვათ, 

CI) 2 => ვ _I 1 თ+ILI ჩის ჩაი შიაჩუს5 251 
ეს სიმრავლეები ჩაკეტილია და 

    

0 M =(0,1). 
თ=1 

მაგრამ (0,1) ინტერვალი ჩაკეტილი სიმრავლე არაა. 

თეორემა 958, ჩაკეტილი სიმრავლის დამატებითი სიმრავ- 
ლე ღია სიმრავლეა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, ” ჩაკეტილი სიმრავლეა, C კი მისი და– 

მატებითი სიმრავლე. ავიღოთ C სიმრავლის ნებისმიერი X წერტილი.. 
რადგანაც L ჩაკეტილი სიმრავლეა და X6C/, ამიტომ არსებობს ისეთთ 

50; ) სფერო, რომელიც არ შეიცავს # სიმრავლის არც ერთ წერტილს. 
მაშასადამე, 5(X; #) – 0,·ე. ი. X წარმოადგენს 6 სიმრავლის შივა.წერ- 
ტილს. ამრიგად, 06 სიმრავლე შედგება მხოლოდ შიგა წერტილებისაგან: 
და ამიტომ C ღია სიმრავლეა. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 99. ღია სიმრავლის დამატებითი სიმრავლე ჩ.- 
კეტილი სიმრავლეა. 

დამტკიცება. ეთქვათ, C ღია სიმრავლეა, # კი მისი დამატებითი 
სიმრავლე. ავიღოთ # სიმრავლის ნებისმიერი დაგროვების X წერტილი. 
ეს წერტილი ამ სიმრავლეს ეკუთვნის, რადგან წინააღმდეგ შემთხვევაში 

X წერტილი მიეკუთვნება C სიმრავლეს და, მაშასადამე, იგი არ იქნებოდ» 
” სიმრავლის დაგროვების წე რტილი. ამრიგიდ, # შეიცავს ყველა თავის 

დაგროვების წერტილს და ამიტომ იგი ჩაკეტილი სიმრავლეა. 

„ თეორემა 30. თუ გვაქვს ღია სიმრავლეთა ნებისმიერი 

სისტემა, მაშინ ამ სიმრავლეთა ჯამი ღია სიმრავლეა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემულია ღია სიმ რავლეთა სისტემა (CV). 
ამ სიმრავლეთა ჯამი აღვნიშნოთ ·V ასოთი: წ 

0=LIVC. 

, 

განვიხილოთ C სიმრავლის ნებისმიერი » წერტილი. ცხადია, ეს წერტილი; 
მიეკუთვნება რომელიმე 06,ყ სიმრავლეს და რაკი 0, ღია სიმრავლეა, 

ამიტომ. არსებობს ისეთი სფერო 5(C; #), რომელიც მოთავსდება 60 
სიმრავლეში, მაშასადამე, 

· 5(X; #) –- 0.
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ამრიგად, 6 სიმრავლე შედგება მხოლოდ შიგა წერტილებისა გან და ამი- 
კტომ 60 ღია სიმ რავლეა. თეორემა: დამტკიცებულია. 

თეორემა მ1. თუ გვაქვს სასრული სისტემა ღია სიმრაე- 
ლეებისა, მაშინ მათი გადაკვეთაც ღია სიმრავლეა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, C,, CC, ..., C„ ღია სიმრავლეებია. ამ სიმ- 
„რავლეთა გადაკვეთა აღვნიშნოთ 06 ასოთი: 

” 

C= LI C.. 
ხ=1 

დავამტკიცოთ, რომ 6 ღია სიმრავლეა. ამისათვის განვიხილოთ C სიმ- 
რავლის ნებისმიერი X წერტილი. ეს წერტილი მიეკუთვნება ყველა 
#რVL#=1, 2,. · · , MI) სიმრავლეს და რაკი ეს სიმრავლეები არიან ღია, ამიტომ 

ყოველი C»-თვის არსებობს 5(X; IV) სფერო, რომელიც C, სიმრავლეში 

. მოთავსდება. აღვნიშნოთ / ასოთი უმცირესი I), „ა, .- · -, „„ რიცხვებს შო- 
რის. ცხადია, 5(X; ”7)5ლ_C და, მაშასადამე, X წარმოადგენს C სიმრავლის 

“რიგა წერტილს. ამრიგად, C შედგება მხოლოდ შიგა წე რტილებისავან 
· „და ამიტომ C ღია სიმრავლეა. ' 

თუ ღია სიმრავლეთა სისტემა უსას რულოა, მაშინ ამ სიმრავლეთა 

გადაკვეთა შეიძლება არ იყოს ღია სიმრავლე. 

თეორემა 895. მეტ რიკულსივრცეში მოთავსებული ნების- 
მიერი ნ სიმრავლის საზღვარი ჩაკეტილი სიმრავლეა. 

დამტკიცება. სიმრავლის საზღვარი აღვნიშნოთ წ, სიმბოლოთი, 

ხოლო ნ სიმრავლეში შემავალი ყველა ღია სიმრავლის ჯამი კი ,59 ასოთი. 
6” სიმრავლეს ეწოდება ნ სიმრავლის ღია გული. ადვილი დასამტკი- 
ცებელია, რომ # სიმრავლის 5, სახღვრისათვის გვაქვს შემდეგი ტო- 
ლობა: 

ჩ.=(ნ -- ნშმს0(I -–- ნ)-–(? – წ=ჩ – წ ნმყ(-- ნ)). (10.1) 

აქედან ჩანს, რომ 8 და II –-– 8 სიმრავლეებს აქვთ ერთი და იგივე საზ- 
„ღვარი. შემდეგ, რაკი 69 და (I-–- 8)? ღია სიმრავლეებია, ამიტომ (10.1) 
„ტოლობის თანახმად 8, ჩაკეტილი სიმრავლეა. 

თეორემა მ88. თუ ღია CV სიმრავლე შეიცავს ჩაკეტილ ჯ 

სიმრავლეს, მაშინ 06--–/ სხვაობა ღია სიმრავ 
დამტკიცება. ვთქვათ, Xჯ არის 6 -––# სიმრავლის  წებისმიერი წერ- 

ტილი. მაშინ XCC0, ჯ6L და. ამიტომ მოიძებნება X წერტილის მიდამო 

5(X; 8), რომელიც 0 –– ” სიმრავლეში მოთავსდება. ” მაშასადამე, X არის 

6-- სიმრავლის შიგა წერტილი. ამრიგად, 0--/# სიმრავლე შედ-
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გება მხოლოდ შიგა წერტილებისაგან და ამიტომ C-–-–/” ღია სიმრავლეა. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა მ4. ევკლიდეს #1 სივრცეში მოთავსებული ყო- 
ველი ღია CV სიმრავლე წარმოიდგინება როგორც ჯამი 
წყვილწყვილად არაგადამფარავი ი-განზომილებიანი 

სეგმენტებისა, რომელთა სისტემა თვლადია. 
დამტკიცება. სიმარტივისათვის თეორემა დავამტკიცოთ იმ შემ- 

თხვევისათვის, როდესაც #=2. გავყოთ მთელი X0V სიბრტყე კვადრატე– 
ბით ((, (+1; #, #+11) (I, #=0, +1, +2,...), რომლებსაც ვუწოდოთ 

პირველი რანგის კვადრატები. ამ კვადრატებიდან გამოვყოთ ის 
კვადრატები, რომლებიც 0 სიმრავლეშია მოთავსებული, დარჩენილი 
კვადრატებიდან ყოველი მათგანი გავყოთ ოთხ კონგრუენტულ კვადრატად 
და თითოეულ მათგანს ვუწოდოთ მეორე რანგის კვადრატები. 

ამ კვადრატებიდან გამოვყოთ ის კვადრატები, რომლებიც მოთავსდებიან 
0 სიმრავლემი დარჩენილი კვადრატებიდან ყოველი მათგანი გავყოთ 
კვლა ოთხ კონგრუენტულ კეადრატად; მივიღებთ მესამე რანგის 
კვადრატებს და აქედან გამოვყოთ ის კვადრატები, რომლებიც C-ში 

მოთავსდებიან. ეს პროცესი უსაზღვროდ განვაგრძოთ, მივიღებთ წყვილ– 

წყვილად არაგადამ ფარავ გამოყოფილ კვადრატთა თვლად სისტემას 

  

შ), 02; · · ·ცმი,..ა (10.2) 

ცხადია, რომ ჩ-ური რანგის კვადრატის დიამეტრია 2“ 

დავამტკიცოთ, რომ 
თ გ 

C= LI ძ.- (10.3) 
#=1 

ავიღოთ C სიმრავლის ნებისმიერი X წერტილი. რაკი 0 ღია სიმრავლეა, 
ამიტომ არსებობს ამ წერტილის მიდამო 5(X; თCლC06. ავიღოთ # რიცხვი 

ისე, რომ 
- 

V/ 2 
“6 8 

და დავუშვათ, რომ X არ ეკუთვნის არც ერთ ძი, კვადრატს. მაშინ არ–- 

სებობს # რანგის ისეთი 0 კვადრატი, რომელიც შეიცავს X წერტილს 

  

ა 1 ორ სეგმენტს ვუწოდებთ არაგადამფარავს, თუ მათ არა აქვთ საერთო შიგა წერ– 
ილი,
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და არ მონაწილეობს (10.2) მიმდევრობაში. ადვილი შესამჩნევია, რომ 
იCლ=5(X; 6). მაშასადამე, 0 უნდა იყოს რომელიმე ძ» კვადრატი და ამი- 

ტომ ჯCია. მივიღეთ წინააღმდეგობა. ამრიგად, C სიმრავლის ნებისმიერი 
ით 

X წერტილი ეკუთვნის LI 0. სიმრავლეს და, მაშასადამე, მართებულია 
#=1 

(10.3) ტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია. 
განსაზღვრა 9. ავღოთ მეტრიკულ /#ბ' სივრცეში რაიმე # სიმ- 

რავლე და, ვთქვათ, § რაიმე დადებითი რიცხვია. # სივრცის ყველა იზ 
წერტილის სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებს პირობას 

0(X, 5)<8 

ეწოდება წ სიმ რავლის 6§-მიდამო და აღინიშნება LI(#; 6) სიმბო- 
ლოთი. · 

თეორემა მწ. მეტრიკულ # სივრცეში მოთავსებული,ნე- 
ბისმიერი 8 სიმრავლის §-მიდამო IV(წ;-6) წარმოადგენს 
5თ; 8) მიდამოების ჯამს, სადაც X გაირბენს 8 სიმრავ- 

ლის ყველა წერტილს. 
დამტკიცება. ვთქვათ, ყ არის LI; 6) სიმრავლის ნებისმიერი 

წერტილი, მაშინ სიმრავლეში მოიძებნება ისეთი X წერტილი, სრომ- 

ლისთვისაც მართებულია უტოლობა: 

0(ყ, X <8. 

მაშასადამე, ყC45IX; 6). 
ახლა ვთქვათ, ყC5(X; §), სადაც XC. მაშინ 0(ყ, X)<68 და, მაშასადამე, 

ი(წ, ყ)<6; 

ასე რომ ყCIX(6; 6). თეორემა დამტკიცებულია, : 

თეორემა მ6, ყოველი ჩაკეტილი # სიმრავლე წარმოად- 

გენს ღია სიმრავლეთა თვლადი სისტემის გადაკვეთას. 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნა : 

1 მ„=0(წ 2) (ი1=1, 2, . . .). 

რადგანაც ყოველი /I-თვის ”=60უ, ამიტომ 

თ 

Mლ ჩგი0მი. (10.4
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თ 
ახლა განვიხილოთ (1 6ფუ სიმრავლის ნებისმიერი X წერტილი. მაშინ 

1 #71== 

ყოველი /I-თვის გვექნება XCC,, და, მაშასადამე, 

, ი(0,ჩ)<-- (თ=1,2,...). 
#Iბ 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ი(ჯ, ჩ)=0. ეს იმას ნიშნავს, რომ X»ჯ არის 

–# სიმრავლის შეხების წერტილი. ” სიმრავლის ჩაკეტილობის გამო XC#. 

ამრიგად, 

' თ 
8) C,,–ჯ. (10.5). 

M:1==1 

(10.4) და (10.5) დამოკიდებულებებიდან გამომდინარეობს ტოლობა 

35-ე თეორემის ძალით ყოველი C6,უ სიმრავლე არის ღია. ამრიგად, მო- 

ცემული M# სიმრავლე წარმოვადგინოთ როგორც გადაკვეთა ღია სიმრავ– 

ლეთა თვლადი სისტემისა და ამით თეორემა დამტკიცებულია.. 

თეორემა 87. ყოველი ღია CV სიმრავლე წარმოიდგინება» 

როგორც ჯამი ჩაკეტილ სიმრავლეთა თვლადი სისტემისა. 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ #-ით მოცემული ღია C სიმ რავლის და– 

მატებითი სიმრავლე. # სიმრავლე ჩაკეტილია ჯდა ამიტომ იგი შეგეიძ- 

ლია წარმოვადგინოთ როგორც გადაკვეთა ღია სიმრავლეთა თვლადი სის– 

ტემისა: 

#= ი 6. 
„»წ=1 

I თავის მე-4 თეორემის თანახმად, 

თ : თ · თ 

0=1L-ჩ=ი- ი 0-=--- ჩ- ს(”-–-0ა))= ი (ჩ-–6»). 
„I=1 M1=1 „=1 

ყოველი M –– 6ფ სიმრავლე ჩაკეტილია. ამრიგად, 06 სიმრავლე წარმო- 
ვადგინეთ როგორც ჯამი ჩაკეტილ სიმრავლეთა თვლადი სისტემისა. თეო–- 

რემა დამტკიცებულია.
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§11. ჩი და Cაკ ბიპის სიმრავლეები 

როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული, თუ მეტრიკულ სივრცეში მოცე- 

მულია თვლადი სისტემა ჩაკეტილი სიმრავლეებისა, მათი ჯამი შეიძლება 
არ იყოს ჩაკეტილი სიმრავლე. აგრეთვე, თუ გვაქვს ·'თვლადი სისტემა 
ღია სიმრავლეებისა, მათი გადაკვეთა შეიძლება არ იყოს ღია სიმრავლე. 

ჰაუსდორფის განსაზღვრის თანახმად, რაიმე 8 სიმრავლეს ეწოდება 

#ია ტიპის სიმრავლე, თუ იგი წარმოიდგინება როგორც ჯამი ჩაკე- 
ტილ სიმრავლეთა თვლადი სისტემისა ხოლო ჩ-ს ეწოდება 02 ტიპის 
სიმრავლე, თუ იგი წარმოიდგინება როგორც გადაკვეთა ღია სიმრავლეთა 

თვლადი სისტემისა. 
თეორემა 88. ყოველი ჩი ტიპის სიმრავლის დამატებითი 

სიმრავლე Cა ტიპის სიმრავლეა. 
დამტკიცება- ვთქვათ, 6 არის ჩყ ტიპის სიმრავლე. მაშინ 

ით 

68= V თ, 
M= 1 

სადაც ჩუ (II=1, 2, ...) ჩაკეტილი სიმრავლეებია. 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

0ა=გ-ჩ, (M1=1, 2, .. .). 

ყოველი 0უ სიმრავლე არის ღია. I თავის მე-4 თეორემის ძალით 

თ 
L-ნხ= «ი Cი. 

#1=1 

მაშასადამე, სიმრავლის დამატებითი სიმრავლე Cგ ტიპის სიმრავლეა. 
„თეორემა დამტკიცებულია. 

' ანალოგიურად მტკიცდება, რომ ყოველი Cგპ ტიპის სიმ რავლის 

დამატებითი სიმრავლე #აც ტიპის სიმრავლეა. 

36-ე და 37-ე თეორემებიდან გამომდინარეობს, რომ ყოველი ღია 
სიმრავლე არის #ე ტიპის სიმრავლე, ყოველი ჩაკეტილი 

სიმრავლე კი C=3 ტიპისა. 
ცხადია, თუ გვაქვს ”ი ტიპის სიმრავლეთა თვლადი სის- 

ტემა, ამ სიმრავლეთა ჯამი ისევ ჩხ ტიპის სიმრავლეა. 
ასევე, თუ მოცემულია Cგ ტიპის სიმრავლეთა თვლადი 

სისტემა, მაშინამ სიმრავლეთა გადაკვეთა კვლავ 06ბ ტ”- 
პის სიმრავლეა. 

რაიმე 8 სიმრავლეს ეწოდება თ ტიპის სიმრავლე, თუ იგი
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არმოიდგინდება როგორც ჯამი 6გ ტიპის სიმრავლეთა თვლადი სისტემისა, წარმოიდგინდე გორც ჯ ტ ვლეთა თვლადი სისტე 
ხოლო რაიმე M სიმრავლეს ჰქვია წთ ტიპის სიმრავლე, თუ იგი 

წარმოიდგინება როგორც გადაკვეთა #ყ ტიპის სიმრავლეთა თვლადი სის- 

ტემისა. 

აღვილი დასამტკიცებელია, რომ წიგ ტიპის სიმრავლის დამატებითი 

სიმრავლე C2ვ ტიპის სიმ რავლუა და პირიქით. 

§ 1», კანტორის თეორემა ჩაკეტილ სიმრავლეთა კლებადი მიმდევრობის 

ფესახებ 

თეორემა 39. თუ #" სივრციდანაღებულიაშემოსაზღვრუ- 
ლი ჩაკეტილი არაცარიელ სიმრავლეთა კლებადი მიმ- 

დევრობა (MI, მაშინ ამ სიმრავლეთა გადაკვეთა არ 

არის ცარიელი სიმრავლე. 

დამტკიცება. ყოველი #„ სიმრავლიდან ავიღოთ ნებისმიერი X» 

წერტილი და შევადგინოთ წერტილთა შემოსაზღვრული მიმდევრობა |Xუ|. 

ამ მიმდევრობიდან გამოვყოთ რაიმე X წერტილისაკენ კრებადი ქეემიმ– 

დევრობა IX, ვაჩვენოთ, რომ 

თ 

XC ი ჩი. (12.1) 
„=1 

განვიხილოთ ნებისმიერი /#, სიმრავლე. ჩვენ შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთთ 
ნატურალური V რიცხვი, რომ /I.>V», როცა #>MV. მაშასადამე, 

ჯ · (2.2) 
X “ავე აუა.- “ხი, 

მიმდევრობის ყოველი ელემენტი /-, სიმრავლეს მიეკუთვნება, როცა #>VM. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ (12.2) მიმდევრობა კრებადია X წერტი- 

ლისაკენ და, რაკი #, სიმრავლე ჩაკეტილია, ამიტომ XC”. მაშასადამე, 

ადგილი აქეს (12.1) თანაფარდობას. თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ მოცემულია #-განზომილებიან სეგმენტთა 

ისეთი კლებადი მიმდევრობა 1,=1:=--.=1გ=..., რომ ამ 

სეგმენტების დიამეტრებისაგან შედგენილი მიმდევრო- 

ბა ნულისაკენ კრებადია, მაშინ არსებობს ერთადერთი 

წერტილი X»X, რომელიც მოცემულ ყველა სსეგმენტს ეკუთ- 
გნის. 

თ 
მართლაც, ზემოდამტკიცებული თეორემის ძალით, გადაკვეეთ. დ IV. 

ჯ1:= I) ,
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ცარიელი სიმრავლე არაა. ვაჩვენოთ, რომ ეს სიმრავლე მხოლოდ ერთი 
წერტილისაგან შედგება. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, აღნიშნული 

გადაკვეთა შეიცავს ორ ჯ და ყ წერტილს, მაშინ ყოველი /I-თვის XCIი, 
ყCI,ფ და, მაშასადამე, 

ძი) => იCX, #)>9. 
აქედან გამომდინარეობს, რომ 

1Iთ «CV, => ი(X, ყ)>9, 
/-– თ 

რაც პირობას ეწინააღმდეგება. მაშასადამე, X=ყ. ამრიგად, მოცემული 

სეგმენტთა გადაკვეთა შედგება მხოლოდ ერთი წერტილისაგან. 

§ 18, ბორელ!.ლებეგის? თეორემა 

„ვთქვათ, მოცემულია /I-განხომილებიან ინტერვალთა სასრული ან უსას- 
რულო § სისტემა. ჩვენ ვიტყვით, რომ ეს სისტემა ფარავს /2% სივრცი- 
დან აღებულ რაიმე 8 სიმრავლეს, თუ ამ სიმრავლის ყოველი »ჯ წერ- 
ტილისათვის არსებობს § სისტემის ერთი მაინც ისეთი ენტერვალი, რო- 

მელიც X წერტილს შეიცავს. 

თეორემა 40. თუ M-განზომილებიან ინტერვალთა უსას- 

რულო 5 სისტემა ფარავს შემოსაზღვრულ ჩაკეტილ # 
სიმრავლეს, მაშინ ამ სისტემიდან შეგვიძლია გამოვყოთ 
ინტერვალთა სასრული სისტემა, რომელიც აგრეთვე XL 
სიმრავლეს ფარავს, 

დამტკიცება. # სიმრავლის შემოსაზღვრულობის გამო არსებობს 

#-განხომილებიანი სეგმენტი /#/;, რომელიც # სიმრავლეს შეიცავს. 
ახლა დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, შე უძლებელია ინტე რვალთა 

ჯ სისტემიდან გამოიყოს ინტერვალთა სასრული სისტემა, რომელიც # 

1 ემილ ბორელი (80101, 1871 –-- 1956) –– ცნობილი ფრანგი მათემატიკოსი, პარიზის 

მეცნიკრებათა აკადემიის წევრი.. მისი თაოსნობით შეიქმნა თანამედროვე მათემატიკური 

ანალიზის რამდენიმე დარგი (განშლადი მწკრივების თეორია, სიმრავლეთა ზომის თეო- 

რია და სხვა), 

5 ანრი ლებეგი (L6ხი§ლისC, 1875 –– 1941) -– ცნობილი ფრანგი მათემატიკოსი, პ.- 

“რიზის მეცნიე რებათა აკადემიის წევრი. ლებეგი ნამდეილი ცვლადის ფუნქციათა თანა- 

მედროვე თეორიის ერთ-ერთი ფუძემდებელია, მისი დამსახურებაა ზომათა თეორიის 

'შექმნა, ზომადი ფუნქციის ცნებისა და ინტეგრალის ახალი განსაზღვრის ჩამოყალიბება. 

მას ეჯუთვნის აგრეთვე გეომეტრიული და ტოპოლოგიური, ხასიათის მნიშვნელოვანი შე- 

დეგები.
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სიმრავლეს დაფარავს, გავყოთ 1) სეგმენტი 2· კონგრუენტულ სეგმენ- 

ტად I!!), I(9ს, ,.., 1(2), შემოვიღოთ აღნიშვნა · 

წი=ჩწი)რ (=1, 2,.. ., 2"). 

ამ სიმრავლეებიდან ერთი მაინც იქნება ისეთი, რომლისთვისაც შეუძ- 
ლებელია ინტერვალთა 5 სისტემიდან გამოიყოს ინტერვალთა სასრული 
სისტემა, რომელიც დაფარავს ამ სიმრავლეს. ვთქვათ, #, არის ის სიმ- 
რავლე ზემოაღნიშნული სიმრავლეებიდან, რომლის დაფარვა ინტერვალთა 
სასრული სისტემით 5-დან შეუძლებელია. აქ 

#,=ჩIII), 

სადაც 1, არის IIი სეგმენტებიდან ერთ-ერთი მათგანი. 

დავუშვათ, რომ ჩვენ უკვე ავაგეთ 
ჰეე თ... 1. 

სეგმენტები და 
..__ 

სიმრავლეები ისეთნაირად, რომ ყოველი I» (#=1, 2, . · , MI) სეგმენტი 
იყოს /#„ჯ სეგმენტის მე-2" ნაწილი და 

#.=#” 01, 

ამას გარდა, ვიგულისხმოთ, რომ არც ერთი #, (#=1, 2, . . ., #1) სიმრავ– 

ლე არ შეიძლება დაფარული იყოს § სისტემიდან აღებული ინტერვალთა 

სასრული სისტემით. ახლა გავყოთ #, სეგმენტი 2" კონგრუენტულ სეგ– 

მენტებად 1), #2, , , ,, 12%. ვთქვათ, 

ნს) = ჩი (=1, 2, .. ., 2"). 

რადგანაც, დაშვების ძალით, #„ სიმრავლის დაფარვა 5 ·სისტემიდან აღე– 

ბულ ინტერვალთა რაიმე სასრული სისტემით შეუძლებელია, ამიტომ #2 
სიმრავლეებიდან ერთი მაინც ისეთი სიმრავლე აღმოჩნდება, რომლის და– 

ფარვა 5 სისტემიდან აღებული ინტერვალთა რაიმე სასრული სისტემით 

შეუძლებელია. ეს სიმრავლე აღვნიშნოთ /#,»„უ-ით: 

Mიოკ)=7#”I1Iთ+IV 

სადაც I» არის სათანადო სეგმენტი 1I"(ჩ8=1, 2,..., 2) სეგმენტები– 
დან. ეს პროცესი გავაგრძელოთ უსაზღვროდ.
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ამრიგად, ერთის მხრივ მივიღეთ სეგმენტთა კლებადი მიმდევრობა 

ჩს=ხლ-.-.=1,_8--- 

და მეორე მხრით ჩაკეტილი სიმრავლეთა კლებადი· მიმდევრობა 

ნ5ნლ..=ჩელ... 

აქ არც ერთი ჩ, სიმრავლის დაფარვა 5 სისტემიდან აღებული ინტერ- 
ვალთა რაიმე სასრული სისტემით შეუძლებელია. ამის გარდა, 

ძა =%0 

111) #(7„) =0. (13.1) 
/– თ 

და, მაშასადამე, 

ამიტომ, 39-ე თეორემის შედეგის თანახმად, არსებობს ერთადერთი X 
წერტილი, რომელიც ეკუთვნის ყველა 1,,(II=1, 2,.. ·) სეგმენტს, ხოლო 

თ 

3 9-ე თეორემის ძალით, გადაკვეთVდ () ჩუ ცარიელი არაა. რაკი ”,C/V, 
' · MI=1 , 

ამიტომ 
თ თ 
იჩწალი 1. 

II=1 MI=1 

თ 

მაშასადამე, (0) ჩ, შედგება მხოლოდ ერთი ჯ წერტილისაგან. შემდეგ, 
I=1 ' 

ვინაიდან XC/”, ამიტომ 5 სისტემაში არსებობს ისეთი ინტერვალი #7, რო- 

მელიც შეიცავს X წერტილს. (13.1) პირობის ძალით, მეგვიძლია ვიპო- 
ვოთ ისეთი ნატურალური რიცხვი /1, რომ #/„C/“ და, მაშასადამე, Mულ!?, 

ამრიგად, გამოდის, რომ ”ჩ„ სიმრავლე შეიძლება დაიფაროს <5 სისტე- 

მის ერთი I? ინტერვალით. ეს კი ეწინააღმდეგება იმ დაშვებას, რომ 
არც ერთი #ჯ სიმრავლის დაფარვა არ შეიძლება 5 სისტემიდან აღებუ- 
ლი ინტერვალთა სასრული სისტემით. მიღებული წინააღმდეგობა ამტკი- 

ცებს თეორემას. 

§ 14. ყველგან მკვრივი და არსად მკვრივი სიმრავლეები 

განსაზღვრა 10, მეტრიკული /#ბ სივრცის წერტილთა რაიმეწჩ სიმ- 
რავლეს ეწოდება მკვრივი#7? სივრცის ღია C სიმრავლეში, თუ C სიმ- 

რავლის ყოველი წერტილი #L სიმრავლის შეხების წერტილს წარმოად- 

გენს, ე. ი. თუ 0Cჩ.
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განსაზღვრა 11. მეტრიკული /? სივრცის წერტილთა რაიმე ჩ სიმ– 

რავლეს ეწოდება ყველგან მკვრივი # სივრცეში, თუ =72, ე.ი., 
თუ / სივრცის ყოველი წერტილი # სიმრავლის შეხების წერტილია. 

განსაზღვრა 19. მეტრიკული I?) სივრცის წერტილთა რაიმე # სიმ- 
რავლეს ეწოდება არსადმკვრივი #2 სივრცეში, თუ /72-ში არ არსე- 
ბობს ღია სიმრავლე, რომელშიაც # იყოს მკვრივი სიმრავლე, ე. ი. ყო– 

ველ ღია სიმრავლეში მოიძებნება ისეთი სფერო, რომელიც არ შეიცავს 

ნ სიმრავლის არც ერთ წერტილს. 

განსაზღვრა 1მ3. მეტრიკული #7 სიერცის წერტილთა რაიმე #6 

სიმრავლეს ჰქვია მკვ რივი თავის თავში, თუ 6 სიმრავლის ყოველი 
წერტილი ამავე სიმრავლის დაგროვების წერტილია, ე. ი., თუ ნC#ჩ”. 

განსაზღვრა 14. მეტრიკული სივრცის წერტილთა რაიმე # სიმ- 
რავლეს ეწოდება სრ ულყოფილი სიმრავლე, თუ იგი ჩაკეტილია 

და თავის თავში მკვრივია, ე. ი. თუ 85=ჩ'. 

თეორემა 41. ჩაკეტილი # სიმრავლე არსად მკვრივია. 

მეტრიკულ სივრცეში მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდე– 
საც დამატებითი ღია 06=/--– სიმრავლე ყველგან მკვრი– 

ვია ჯ სივრცეში. 

დამ ტკიცება. ვთქვათ, # არსად მკვრივი სიმრავლეა /? სივრცეში, 
დავამტკიცოთ, რომ C ყველგან მკვრივია ამავე # სივრცეში, ე. ი. ვაჩ– 

მქენოთ, რომ I სივრცის ყოველი წერტილი C სიმრავლის შეხების წერ- 

ტილია, ავიღოთ # სივრცის ნებისმიერი ჯ წერტილი. ეს წერტილი მიე– 

კუთვნება ან C ან # სიმრავლეს. თუ XCC0, მაშინ X წარმოადგენს C 
სიმრავლის შეხების წერტილს, თუკი XC#, მაშინ X იქნება C სიმრავ_ 

ლის დაგროვების წერტილი. მართლაც, ავიღოთ ჯ წერტილის ნებისმიერი 

6-მიდამო 5(X; §). რადგანაც # არსად მკვრივი სიმრავლე” # სივრცეში, 

ამიტომ 5(ჯ; 6) მიდამო შეიცავს C სიმრავლის წერტილებს, ამრიგად, /2 

სივრცის ნებისმიერი წერტილი წარმოადგენს C სიმრავლის შეხების წერ- 

ტილს და ამიტომ C. მკვრივია IM სივრცეში. 

ახლა ეთქვათ, ღია I -- ” სიმრავლე ყველგან მკვრივია # სივრცეში.. 

ავიღოთ ამ სივრცეში ნებისმიერი არაცარიელი ღია C0ი სიმრავლე. ცხა– 

დია, ეს სიმრავლე “შეიცავს # ––# სიმრავლის წერტილებს. ამ წერტი-. 

ლებიდან ავიღოთ რომელიმე ყ წერტილი: VყCCი' მაშინ ყC/ და, მაშა– 

სადამე, არსებობს ისეთი სფერო <5(ყ; 6) = 6, რომელიც არ ) შეიცავს L 
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§ 15. სიმრავლის კონდენსაციის წერბილი 

განსაზღვროა 15. მეტრიკული სივრცის რაიმე ჯ წერტილს ეწოდება 

ამ სივრცეში მოთავსებული არათვლადი ნ სიმრავლის კონდენსაციის 
წერტილი, თუ X წერტილის ნებისმიერი მიდამო შეიცავს 8 სიმრავ- 
ლის წერტილთა არათვლად სიმრავლეს. 

ამ განსახღვრიდან გამომდინარეობს, რომ კონდენსაციის წერტილი ამავე 

“დროს წ სიმრავლის დაგროვების წერტილიცაა, მაგრამ 5 სიმრავლის დაგ- 

როვების წერტილი შეიძლება არ იყოს კონდენსაციის წერტილი. 

თეორემა 4252 (ლინდელოფი). #5 სივრცეში მოთავსებულიარა- 

თვლადი #ჩ სიმრავლის ყოველი წერტილი კონდენსაციის 

წერტილია. გარდა, შესაძლებელია, წერტილთა სასრე- 

ლი ან თვლადი სიმრავლისა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, XCწნ და იგი არაა წ სიმრავლის კონდენ- 
საციის წერტილი. მაშინ არსებობს X» წერტილის მართკუთხოვანი მიდამო 
I", რომელიც შეიცავს ნ სიმრავლის წერტილთა სასრულ ან თვლად სიმ- 
რავლეს. 1? მიდამო ყოველთვის შეგვიძლია ვიგულისხმოთ რაციონალურ 
ინტერვალად. როგორკ ვიცით, ყველა რაციონალური ინტერვალის სიზ- 
·რავლე თვლაღია. ეს ინტერვალები იყოს 

წარ ლლ ლლ (15.1) 

ცხადია, რომ 1: არის რომელიმე #9 ინტერვალი. ამრიგად, თუ X არაა 
#6 სიმრავლის კონდენსაციის წერტილი, მაშინ (15.1) მიმდევრობაში მოი- 
ძებნება X წერტილის შემცველი ისეთი #9, ინტერვალი, რომელიც ძეი- 
ცავს სასრულ ან თვლად სიმრავლეს 6 სიმრავლის წერტილებისას. აქე- 
ღან გამომდენარეობს, რომ 8 სიმრავლის ის წერტილები, რომლებიც 
კონდენსაციის წერტილები არ არიან, შეადგენს სასრულ ან თვლად სიმ- 
რავლეს. ლინდელოფის (LIიძC1CI) თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 43. #1? სივრცეში მოთავსებული არათვლადი 
სიმრავლის კონდენსაციის წერტილთა სიმრავლე სრელ 
ყოფილი სიმრავლეა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, ნ არათვლადი სიმრავლეა. აღვნიშნოთ #-თი 
6 სიმრავლის კონდენსაციის წერტილთა სიმრავლე. დავამტკიცოთ, რომ 

# სრულყოფილი სიმრავლეა. ამისათვის ვაჩვენოთ, რომ 
1) # არ შეიცავს არც ერთ იხოლირებულ წერტილს; 2) # ჩაკეტილი 

სიმრავლეა. 
ვთქვათ, X არის ” სიმრავლის ნებისმიერი წერტილი. რადგანაც X 

წე რტილი #ჩ სიმრავლის კონდენსაციის წერტილია, ამიტომ ამ წერტილის
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ნებისმიერი მართკუთხოვანი მიდამო 1“ შეიცავს ნ სიმრავლის წერტილთა 
არათვლად სიმრავლეს. აღვნიშნოთ 86% სიმბოლოთი # სიმრავლის ნაწილი, 
რომელიც I? ინტერვალშია მოთავსებული. ვინაიდან 8# არათვლადი სიმ– 
რავლეა, ამიტომ ლინდელოფის თეორემის ძალით, #“% სიმრავლის ყოველი 
წერტილი, გარდა, შესაძლებელია, წერტილების სასრული ან თვლადი 
სიმრავლისა, არის კონდენსაციის წერტილი და, მაშასადამე, 8 სიმრავლის 
კონდენსაციის წერტილიც. ასეთ წერტილთა სიმრავლე არათელადია და 
ამიტომ 1?” შეიცავს ” სიმრავლის წერტილთა უსასრულო სიმრავლეს, 
მაშასადამე, #» წარმოადგენს ” სიმრავლის დაგროვების წერტილს, ამ- 

რიგად, ” სიმრავლეს არა აქვს არც ერთი იზოლირებული წერტილი. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ # ჩაკეტილი სიმრავლეა. ავიღოთ ჩ სიმრავ- 
ლის რაიმე დაგროვების წერტილი ჯ”. მაშინ ამ წერტილის ნებისმიერი 

მიდამო 5(V"; 6) შეიცავს სიმრავლის წერტილთა უსასრულო სიმრავ- 

ლეს. ვთქვათ, ყ არის სიმრავლის რაიმე წერტილი, რომელიც 5(X”; §) 
სფეროშია მოთავსებული. 5(X”; 8) სფერო წარმოადგენს აგრეთვე ყ წერ- 

ტილის მიდამოსაც და რაკი ყ არის 6 სიმრავლის კონდენსაციის წერტი- 
ლი, ამიტომ 5(%”#; 8) შეიცავს ნ სიმრავლის წერტილთა არათვლად სიმ– 

რავლეს. ამრიგად, I” წერტილის ნებისმიერი მიდამო 5(X%; §) შეიცავს 

# სიმრავლის წერტილთა არათელად სიმრავლეს. მაშასადამე, X” არის 

6 სიმრავლის კონდენსაციის წერტილი და ამიტომ XVCჩ. 

ამრიგად, # ჩაკეტილი სიმრავლეა და იგი აო შეიცავს არც ერთ იზო- 

ლირებულ წერტილს. მაშასადამე, –” ს“ ულყოფილი სიმრავლეა. 

თეორემა 44 (კანტორ-ბენდიქსონი). I" სივრცეში მოთავ სებუ- 

ლი ყოველი არათვლადი ჩაკეტილი სიმრავლე წარმოიდგი- 

ნება სრულყოფილი სიმრავლისა და სასრული ან თვლა- 

დი სიმრავლის ჯამის სახით. . 

დამტკიცება. ვთქვათ, # არათვლადი ჩაკეტილი სიმრაელეა. აღვ- 

ნიშნოთ 6-თი # სიმრავლის კონდენსაციის წერტილთა სიმრავლე. რაღ- 
განაც კონდენსაციის წერტილი დაგროვების წერტილიცაა, ამიტომ # სიმ–- 

რავლის ჩაკეტილობის გამო, #C#ჩ. თანახმად 43-ე თეორემისა, – სრულ- 

ყოფილი სიმრავლეა. აღვნიშნოთ #--ჩ სხვაობა #0 ასოთი: 

ჩM--8=%ჩ. (15.2) 

ლინდელოფის თეორემის ძალით # სასრული ან თვლადი სიმრავლეა. 

(15.2) ტოლობიდან გვაქვს 

, L=0V0M. 

კანტო რისა და ბენდიქსონის (86იძIX50ი) თეორემა დამტკიცებულია.
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§ 10. წრფივ ჩაკეტილ სიმრავლეთა აგებულება 

სიმრავლეს წ რფივი ეწოდება, თუ ამ სიმრავლის ყოველი ელემენტი 
I) სივრცეს ეკუთვნის. 

თეორემა 45. ყოველ წრფივ ზემოდან შემოსაზღვრულ ჩა- 

კეტილ # სიმრავლეს უდიდესი ელემენტი აქვს. 
დამტკიცება. აღვნიშმნოთ L ასოთი # სიმრავლის ზუსტი ზედა 

საზღვარი, დავამტკიცოთ, რომ #L# არის # სიმრავლის უდიდესი ელე- 
მენტი. განვიხილოთ L წერტილის ნებისმიერი მიდამო (L--6, L-+#). 
რიცხვთა სიმრავლის ზუსტ ზედა საზღვრის განსაზღვრის თანახმად 

(L-- 6, L+58) მიდამო შეიცავს # სიმრავლის წერტილს. მაშასადამე, L 

წარმოადგენს ” სიმრავლის შეხების წერტილს და რაკი ” ჩაკეტილია, 

ამიტომ L ეკუთვნის # სიმრავლეს. # იქნება ” სიმრავლის ელემენტებს 
შორის უდიდესი. თეორემა დამტკიცებულია, 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ თუ L ქვემოდან შემოსაზხზდ- 

ვრული სიმ რავლეა, მაშინ მას აქვს უმცირესი ელე- 
მენტი. 

სიმრავლის უდიდეს ელემენტს ეწოდება ამ სიმრავლის მარჯვენა 

ბოლო, უმცირესს კი მარცხენა. 

ყოველ შემოსაზღვრელ ჩაკეტილ სიმრავლეს აქვს რო- 
გორც მარცხენა ბოლო ისე მარჯვენა. 

განსაზღვრა 10. (თ, ჩ) ინტერვალს საკუთრივ ინტერვალი 
ვუწოდოთ, თუ თ და ჩ სასრულია, ხოლო არასაკუთრივი, როდესაც 

თ= -- C, ან ზ=+C, ან როდესაც = –– <5. და ზ=+C. 

არასაკუთრივ ინტერვალებს C– თ, თ) და (8, +=C) ვუწოდოთ შესა- 

ბამისად მარცხენა და მარჯვენა არასაკუთრივი ინტერვ»- 

ლები. 
განსაზლვრა 17. საკუთრივ გ ინტერვალს ჩაკეტილი # სიმრავლის მო- 

საზღვრე ინტერვალი ეწოდება, თუ იგი ” სიმრავლის არც ერთ წერ- 

ტილს არ შეიცავს და მისი ბოლოები # სიმრავლეს ეკუთვნის; მარცხენა 
(მარჯვენა) არასაკუთრივ 8 ინტერვალს #L სიმრავლის მოსაზღვრე 
ინტერვალი ეწოდება, თუ 8 არ შეიცავს ” სიმრავლის არც ერთ 
წერტილს და 6-ს მარჯვენა (მარცხენა) ბოლო # სიმრაელეს ეკუთვნის. 

შემდეგში საკუთრივ ინტერვალს ვუწოდებთ უბრალოდ -– ინტე რვალს· 
ტერმინი მოსახღვრე ინტერვალი ბერის! მიერ იყო შემოღებული. 

თეორემა 46. თუ რაიმე XL წერტილი ჩაკეტილ # სიმრავ- 

1 რენე ბერი (82I:0, 1874 –– 1932) –– ფრანგი მათემატიკოსი, ფუნქციათა ცნობილი 

კლასიფიკაციის ავტორი. მასი მნიშვნელოვანი აღმოჩენები შეეხება პირველი კლასას 

ფუნქციათა გერმეტრიულ თვისებებს.
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ლეს არ ეკუთვნის, მაშინ იგი # სიმრავლის რომელიმე 
მოსაზღვრე ინტერვალს მიეკეთვნება. 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

#,ლ=(–-C, XIII”, ”ჩა=IX, +-22)0#. 

ცხადია, #, და ჩე ჩაკეტილი სიმრავლეებია. განვიხილოთ შემდეგი შემთხ- 

ვევები: 
1) წ, და ჩა ცარიელი სიმრავლეები არაა. ამ შემთხვევაში #, სიმ- 

რავლეს ექნება მარჯეენა ბოლო, /#»ჯ-ს კი მარცხენა ბოლო. ისინი აღვ–- 
ნიშნოთ შესაბამისად თ და ჩ-თი (ნახ. 13). ჯ წერტილი ეკუთვნის (თ, ჩ) 
ინტერვალს და ეს ინტერვალი არ შეიცავს # სიმრავლის არც ერთ წერ- 
ტილს. მართლაც, # სიმრავლის რაიმე წერტილი (თ, ჩ) ინტერვალს რომ 

ეკუთვნოდეს, მაშინ იგი მიეკუთვნება (თ, ჩ) ინტერვალის ან (თ, X) ან 
IX, თ) ნაწილს და ამიტომ ან თ არ იქნებოდა #, სიმრავლის მარჯვენა 

ბოლო ან ჩ არ იქნებოდა #,: სიმრავლის მარცხენა ბოლო. ახლა რაკი 

”, 

9 დ. ჩ 
ნახ. 13. 

თCჩ, ჩCჩ”, ვღებულობთ, რომ (თ, ჩ) არის ” სიმრავლის მოსაზღვრე ინ- 

ტერვალი, რომელიც Xჯ წერტილს შეიცავს. 

2) ჩე ცარიელი სიმრავლეა: ამ შემთხვევაში # სიმრავლე ქვემოდან 

შემოსაზღვრულია და ჯ ნაკლებია #» სიმრავლის ყოველ ელემენტზე. 

აღვნიშნოთ #ა-ის მარცხენა ბოლო ჩ-თი. ცხადია, (–- თ, ჩ) არის # სიმ- 

რავლის მოსაზღვრე ინტერვალი და XC(-- C, ჩ). 

3) ჩე ცარიელი სიმრავლეა. ამ შემთხვევაში # სიმრავლე ზემოდან 
შემოსაზღვრულია და ჯ აღემატება #, სიმრავლის ნებისმიერ ელემენტს. 

ჩ, სიმრავლის მარჯვენა ბოლო აღვნიშნოთ თ-თი, არასაკუთრივი ინტერ- 

ვალი (თ, +C) შეიცავს X წერტილს ოა იგი წარმოადგენს # სიმრავ- 

ლის მოსაზღვრე ინტერვალს. 

ამრიგად, თუ XC#, მაშინ იგი მიეკუთვნება # სიმრავლის რომელიმე 

მოსაზღვრე ინტერვალს. 
თეორემა 47. ყოველი წრფივი ჩაკეტილი სი მრავლე მი- 

იღება #M, წრფიდან წყვილ-წყვილად არაგადამკვეთი ი ნ- 
ტერვალების სასრული ან თვლადი სისტემის ამოგდე- 
ით. 
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დამტკიცება. ვთქვათ, M ჩაკეტილი სიმრავლეა და განვიხილოთ 
ნებისმიერი ჯ» წერტილი, რომელიც # სიმრავლეს არ ეკუთვნის. მაშინ, 
46-ე თეორემის ძალით, იგი მიეკუთვნება #-ის რომელიმე მოსაზღვრე 
ზ ინტერვალს. მაშასადამე, თუ /) წრფიდან ამოვაგდებთ #” სიმრავლის 

ყველა მოსაზღვრე ინტერვალს, დაგვრჩება # სიმრავლე. 

I; სიმრავლის ნებისმიერ ორ სხვადასხვა მოსაზღვრე ინტერვალს არ 
შეიძლება ჰქონდეთ საერთო წერტილი. მართლაც, # სიმრავლის მოსაზღ- 
ვრე ინტერგვალებს 8§8)=(თ,, ზე) და ზა=(თი, ჩა) რომ ჰქონდეს საერთო § 
წერტილი, მაშინ გბ» ინტერვალის ბოლოები არ შეიძლება 8) ინტერვალს 

მიეკუთვნოს, ვინაიდან ისინი #” სიმრავლეს ეკუთვნიან. ამიტომ ბე=ბკ. 
მეორე მხრით, ტკ ინტერვალის ბოლოები არ შეიძლება ზა ინტერვალს 
მიეკუთვნოს, ვინაიდან ისინი # სიმრავლეს ეკუთვნიან. ამიტომ 81=8;. 

მაშასადამე, თუ მოსაზღვრე ინტერვალებს საერთო წერტილი აქვთ, მა- 

შინ ისინი ერთმანეთს ემთხვევა. ასე რომ ორ სხვადასხვა მოსაზღვრე ინ- 
ტერვალს არა აქვს საერთო წერტილი. 

დასასრულ ვაჩვენოთ, რომ მოსაზღვრე ინტერვალთა სისტემა სასრუ- 
ლია ან თვლადი. ამისათვის ყოველ მოსაზღვრე ინტერვალში ავიღოთ 
რაიმე რაციონალური წერტილი. ასეთ რაციონალურ წერტილთა # სიმ- 
რავლე ნაწილია ყველა რაციონალურ წერტილის I” სიმრავლისა და რაკი 

I” თვლადია, ამიტომ 6 სიმრავლე იქნება სასრული ან თვლადი. მაგრამ 
# სიმრავლის ყველა მოსაზღვრე ინტერვალის სიმრავლე #6 სიმრავლის 
ეკვივალენტურია, ამრიგად, თეორემა სავსებით დამტკიცებულია. 

ამ თეორემიდან უშუალოდ გამომდინარეობს შემდეგი 

თეორემა 48, ყოველი შემოსაზღვრული ჩაკეტილი # სიმ- 
რავლე, რომლის ბოლოებია 0 და ხ, 9<ხ, მიიღება (LC,ხ| 

სეგმენტიდან წყვილ-წყვილად არაგადამკვეთი ინტერვა- 
ლების სასრული ან თვლადი სისტემის ამოგდებით. 

თეორემა 49, ჩაკეტილი #”სიმრავლე სრულყოფილია მა- 

შინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც მის მოსაზღვრე ინტე“- 

ვალებს წყვილ-წყვილად საერთო საზღვრითი წერტილი 
არა აქვს. 

დამტკიცება. ვთქვათ, # სრულყოფილი სიმრავლეა და მის ორ 

მოსაზღვრე 8) და მ; ინტერვალს აქვთ საერთო საზღვრითი წერტილი L. 
ამ წერტილის მიმართ ისინი განლაგებულია სხვადასხვა მხარეს (ნახ. 14), 
ცხადია, ხს წარმოადგენს # სიმრავლის იზოლირებულ წერტილს და ამი- 
ტომ # არ შეიძლება სრულყოფილი სიმრავლე იყოს. მაშასადამე, # სიმ- 

რავლის მოსაზოვრე ინტერვალებს წყვილ-წყვილად არა აქვთ საერთო
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საზღვრითი წერტილები. თეორემის პირობის აუცილებლობა დამტკიცე- 

ულია, 
ახლა ვთქვათ, ” სიმრავლის მოსაზღვრე ინტერვალებს წყვილ-წყვილად 

საერთო საზღვრითი წერტილები არა აქვთ. ამ შემთხვევაში, თუ M სრულ- 
· ყოფილი სიმრავლე არაა, მაშინ მას 
ექნება რაიმე იზოლირებული წერ- ს 9C _ზ2_ 

ტილი § და, მამასადამე, არსებოს '-–“--- XX თი. 
” სიმრავლის ორი მოსაზღვრე ინ- 
ტერვალი 8) და წა, რომელთათვის 

L საერთო საზღვრითი წერტილი იქ- 

ნება და მის მიმართ განლაგებულია სხვადასხვა მხარეს, რაც თეორემის 

პირობას ეწინააღმდეგება. თეორემის პირობის საკმარისობაც დამტკი. 

ცებულია. 

ნახ. 14, 

§ 17. კანტორის სრულყოფილი სიმრავლე 

ამ პარაგრაფში ჩვენ მოვიყვანთ წრფივ არსად მკვრივი სრულყოფილი 

სიმრავლის მაგალითს, რომელიც კანტორს ეკუთვნის. 

ავიღოთ #4=(0,11 სეგმენტი და იგი გავყოთ სამ კონგრუენტულ სეგ- 

მენტად -- და - წერტილების საშუალებით. ტ სეგმენტს გამოვაკლოთ 

1 2 1 
შუა ინტერვალი გ=(-- , -.). მივიღებთ ორ სეგმენტს #ა= (0, > 

და ტა= -;-, 1, რომლებსაც არა აქვთ საერთო წერტილი. ზოგადად. 

ეს სეგმენტები ასე შეგვიძლია აღვნიშნოთ: 

ს. 451 
ტბ, = |(<- , 42“ 

ა 

სადაც ს ღებულობს მნიშვნელობებს 0-სა და 2-ს. 

შემდეგ, ყოველი #,, სეგმენტთაგანი გავყოთ სამ კონგრუენტულ სეგ-. 
მენტად და გამოვაკლოთ შუა ინტერვალები 

1 2 2,1 2.2 
მა=(-;» -L I: ნ:=(--+ -; 3X+ 2) 

ეს ინტერვალები ასე შეგვიძლია აღვნიშნოთ: 

–––__-__. „ბა=(31++.3+ 2)! 

სადაც # ღჯბულობს მნიშვნელობებს 0-სა და 2-ს. ცხადია, 8, მეა, ტე ინ–
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ტერვალებს არა აქვთ არც საერთო წერტილები და არც საერთო ბოლოები. 

ტბა და %ა- სეგმენტებიდან ზემოაღნიშნული ინტერვალების გამოკლების 
შედეგად მივიღებთ ოთხ სეგმენტს · 

1 2 1. 2 2 1 
რეა=|9, ჯ1' ბი:= -უ , + რო=|-- , 2 +- 

2 2 ბი= ---+-;, 1. 
ეს სეგმენტები (ნახ. 15) მოკლედ ასე შეგვიძლია ჩავწეროთ: 

.. ” 
ბიც– | ++) გ + 2 ქ; 

სადაც ს და (ე ღებულობენ ერთმანეთზე დამოუკიდებლად მნიშვნელო- 

ბებს 0-სა და 2-ს. 

თითოვული #;,,, სეგმენტთაგანი გავყოთ სამ კონგრუენტულ სეგმენ- 

ტად და შუა ინტერვალები ბ,,,, 'გამოვაკლოთ. აქ # და (: ღებულობენ 

ერთმანეთზე დამოუკიდებლად მნიშვნელობებ!: 0-სა და 2-ს. ცხადია, 
ს „ს ი 2 ბც,= (+ +3+2 35+5+ ე). 

ტე, სეგმენტებიდან 8; ,, ინტერვალების გამოკლების შედეგად მივიღებთ 
ტე, სეგმენტებს, სადაც #, (ი, (ვ ღებულობენ ერთმანეთზე დამოუკი- 

დებლად მნიშვნელობებს 0-სა და 2-ს. ასეთ სეგმენტთა რიცხვი იქნება 8. 

0 · 
« აყ აე 9- იიი 0-0+-----9+4+4%M0-+-90-00---–-ი.-»- 

“” 2 2 შფ 
9 9 ვ 3 9 9 

ნახ. 15. 

ცხადია,ა რომ 8, ბ,,, 8,,/, ინტერვალებს არა აქვთ საერთო წერტი- 

ლები და არც საერთო ბოლოები. 
თუ ამ პროცესს უსაზღვროდ განვაგრძობთ, მივიღებთ, ერთი .მხრით, 

სეგმენტთა მიმდევრობას 

ტ,ბე,ტ ბ, 0>11- ა ი... 

ხოლო მეორე მხრით ინტერვალთა მიმდევრობას 

მ, ზე მწ, თთო მწი. წმბბოა (17.1) 

ი=0 
ჩის + ფ+-4+59) +++ 4%ჯ“) 

3 ვ? · 3#
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(ი. –_–“ 
ხნა. (++ +ვი 4 გა, ვნ ნიინ + გდ)“ 
)17.1) ინტერვალებს წყვილ-წყვილად საერთო წერტილები არა აქვთ და 
არც საერთო ბოლოები. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

8%=45- (8C(8ეV)6:)LI(8აიLCI8ი:CIტ2იC6::)ც· · “|. 

ცხადია, + ჩაკეტილი სიმრავლეა და რადგანაც (17.1) მიმდევრობის წევ- 
რებს წყვილ-წყვილად საერთო ბოლოები არა აქვთ, ამიტომ, 49-ე თეო- 
რემის ძალით #% -– სრულყოფილი სიმრავლეა. 

დავამტკიცოთ, რომ ს არსად მკვრივი სიმრავლეა #! სივრცეში. 

41-ე თეორემის თანახმად, საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ #2 –- –% ყველგან 
მკვრივი სიმრავლეა /2!-ში. განვიხილოთ #X სიმრავლის ნებისმიერი 

წერტილი X და ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი. ავიღოთ მთელი დადე– 

ბითი / რიცხვი იმდენად დიდი, რომ –-<5 და აღვნიმნოთ ჩ,„ ასოთი 

ყველა ბ, ,.ჯ, სეგმენტის ჯამი. რადგანაც ყოველი 4ტ,,,.,,; სეგმენ– 

ტის სიგრძე უდრის -- და, ამას გარდა, ამ სეგმენტებს წყვილ-წყვილად 

საერთო წერტილები არა აქვთ, ამიტომ მანძილი ნ, სიმრავლის ნების- 
მიერ წერტილიდან #'--, სიმრავლემდე #§-ზე ნაკლებია, მაშასადამე, 

(L-–-8, X+ 5) ინტერვალი შეიცავს #! --ჩ, სიმრავლის წერტილებს და 
რაკი I. ჩილი. /?,, ამიტომ (X–- ს, X+6) ინტერვალი შეიცავს #1 –– 

–-ჩ% სიმრავლის წერტილებს, რის გამო X წარმოადგენს MI –- –ჩ” სიმ– 

რავლის შეხების წერტილს. ადვილი მისახვედრია, რომ, თუ XC#”, მა- 
"შინაც X იქნება IL /#+ სიმრავლის შეხების წერტილი. ამრიგად, #2 სივ- 
რეის ყოველე წერტილი იქნება #2 –-– ჩ', სიმრავლის შეხების წერტილი 

'და ამიტომ /#!- –# ყველგან მკვრივი სიმრავლეა #'-ში, ე. ი. –ჩ% არსად 
მკვრივი სიმრავლეა /I2-ში. 

#” სიმრავლეს ეწოდება კანტორის სრულყოფილისიმრავლე 

ანუ კანტორის დისკონტინუუმი. 

§ 18, წრფივი სრულყოფილი სიმრავლის სიმძლავრე 

როგორც ვიცით, ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე დალაგებული სიმრავ– 
ლეა, ვთქვათ, თ და ჩ ორი ნამდვილი რიცხვია, ამასთანავე თ <8. თუ 
ნამდვილ რიცხვებს წრფის წერტილებით გამოვსახავთ, მაშინ C წერტილი 
წინაა 8 წერტილზე. მაშასადამე, ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე და წრფის 
წერტილთა სიმრავლე ურთიერთმსგაესი სიმრავლეებია.
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თეორემა 50, თუ თვლად # სიმრავლეს ბოლოებიარ აქვს 

და მისორ ნებისმიერ წერტილს შორის არსებობს ამ 

სიმრავლის წერტილები, მაშინ #8) სიმრავლე (0,1) ინტერ– 

ვალის ყველა რაციონალური წერტილის სიმრავლის 

მსგავსია. . 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ 6 ასოთი (0,1) ინტე რვალის ყველა რა- 
ციონალური წერტილის სიმრავლე. რადგანაც # და წ თვლადი სიმრავ- 
ლეებია, ამიტომ მათი ყველა წერტილი შეგვიძლია დავნომროთ: 

M=Iთ, ძა,..., ში, ..-), (18.1) 

8=L6), -_._.–. (18.2) 

ჩვენი მიხანი დავადგინოთ მსგავსება L და ნ სიმრავლეთა შორის. 
ეს მსგავსება შემდეგნაირად შეიძლება დავადგინოთ, ძ”=ძ, წერტილს 

შევუსაბამოთ 0'=0, წერტილი და ს) და ნ სიმრავლეებიდან ამოვშალოთ 
ეს წერტილები. ავიღოთ #''=ძე წერტილი და 8 სიმრავლეში ვიპოვოთ 

პირველი ამოუშლელი ისეთი 6” წერტილი, რომ («' და 6” წერტილების გეო– 

მეტრიული რიგი ისეთივე იყოს, როგორც აქვთ ძ#” და ძ” წერტილებს, ძ” 
წერტილს შევუსაბამოთ 6C” წერტილი და ეს წერტილებიც ამოვშალოთ 
MM და 6 სიმრავლეებიდან. 

ამის შემდეგ 8 სიმრავლიდან ავიღოთ პირველი ამოუშლელი რ#6"' წერ- 
ტილი და #) სიმრავლეში ვეძებოთ პირველი ამოუშლელი ისეთი ძ'” წერ- 

ტილი, რომ ძ','ძ“, ძ«“” წერტილების გეომეტრიული · რიგი ეთანხმებო- 

დეს «”, 6”, CL” წერტილების გეომეტრიულ რიგს, ძ” წერტილს შევუსა- 
ბამოთ ი” წერტილი და ეს წერტილები ამოვშალოთ IL და # სიმრავლე- 

ებიდან. ახლა ავიღოთ IM) სიმრავლიდან პირველი ამოუშლელი ძ(!) წერ- 

ტილი და წ სიმრავლეში ვეძებოთ პირველი ამოუშლელი ისეთი 6!) 
წერტილი, რომ (C”, 6”, 6, 2.) წერტილების გეომეტრიული რიგი ეთან- 
ხმებოდეს ძ', ძ«”, ძ“, ძე) წერტილების გეომეტრიულ რიგს. ძ(4) წერ- 

ტილს შევუსაბამოთ 6) წერტილი და ეს წერტილებიც ამოვშალოთ 

და ნ სიმრავლეებიდან. ეს პროცესი განვაგრძოთ. 

შევნიშნოთ, რომ პროცესს ვერ გავაგრძელებთ, თუ #) და # სიმრავ- 

ლეებიდან ერთ-ერთში ამოუშლელი წერტილის აღების შემთხვევაში მეო- 
რეში ვერ შევძლებთ შევარჩიოთ ამოუშლელი წერტილი, რომლის გეო- 
მეტრიული რიგი მეორე მიმდევრობის ამომლილი' წერტილებთან ეთან- 
ხმებოდეს პირველი მიმდევრობის ამოშლილ წერტილთა და ახლად ამოშ- 

ლილ წერტილის გეომეტრიულ რიგს. მაგრამ ეს შეუძლებელია, ვინაი– 

დან I) ისეთი სიმრავლეა, რომლის ნებისმიერი წერტილისათვის არსებობს 

ამ სიმრავლის უამრავი როგორც წინა, ისე მომდევნო წერტილი და



§ 18, წრფივი სრულყოფილი სიმრავლის სიმძლავრე 2)! 

სიმრავლის ყოველ ორ წერტილს შორის არსებობს ამავე სიმრავლის წერ- 
ტილთა უსასრულო სიმრავლე. 

ასეთივე თვისებისაა 6 სიმ რაგლეც. მაშასადამე, ზემოაღნიშნული პრო– 

ცესი უსახღვროდ შეგვიძლია გავაგრძელოთ. ამრიგად, #) და #6 სიმრაე- 
ლეებს შორის დავამყარეთ ურთიერთცალსახა შესაბამისობა ისე, რომ 

M სიმრავლის ყოველი ორი წერტილიდან წინა წერტილს შეესაბამება ნ 
სიმრავლეში წინა წერტილი. მაშასადამე, # სიმრავლე 8 სიმრავლის 

მსგავსია და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა ნ1.ა რსად მკვრივი სრულყოფილი # სიმრავლის 
მოსაზღვრე საკუთრივ ინტერვალთა სიმრავლე (0,1) ინ- 
ტერვალის ყველა რაციონალური წერტილის სიმრავლის 
მსგავსია. 

დამტკიცება. ეთქვათ, 8გ”,, 6”, --., 8“ი,... არიან ” სიმრავლის 

მოსაზღვრე საკუთრივი ინტერვალები, ხოლო C=L), 6). . „, ნგ...) ამ ინ- 

ტერვალების ცენტრთა სიმრავლეა. _ 
C სიმრავლის ორ ნებისმიერ C, და C- წერტილს შორის არსებობს 

ამავე სიმრავლის წერტილთა უსასრულოა» სიმრავლე: მართლაც, რადგა – 

ნაც ” სრულყოფილი არსად მკვრივი სიმრავლეა, ხოლო C; და C, წერ- 
ტილების შემცველ 87, და გ”, ინტერვალებს შორის არსებობს ? სიმრავ- 

ლის მოსაზღვრე საკუთრივ ინტერვალთა უსასრულო სიმრავლე, ამიტომ 

C, ღა C, წერტილებს შორის არსებობს C სიმრავლის წერტილთა უსას- 

რულო სიმრავლე. მაშასადამე, 48-ე თეორემის ძალით, C მსგავსია (0,1) 

ინტერვალის ყველა რაციონალური რიცხვის /' სიმრავლისა: 

II= ს, ჩე... ჩიათთ თ) 

ამიტომ C და I, სიმრავლეთა მსგავსების შესაბამისობა ისე შეგვიძლია 
დავამყაროთ, რომ, როცა C,<0,, მაშინ ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 
”< ს. თუ ყოველ გ”, ინტერვალს შევუსაბამებთ მის C„ ცენტრს, მაშინ 

ყოველ 8%, ინტერვალს შეესაბამება რაციონალური რიცხვი ”გ. ეს შე– 
საბამისობა ურთიერთცალსახაა და მასთან უტოლობა ტოლფასია იმისა, 

რომ გ", ინტერვალი ძევს გ”, ინტერვალის მარცხნით. ეს კი იმას გვიჩ– 

ვენებს, რომ – სიმრავლის საკუთრივი მოსაზღვრე ინტერვალების სიმ- 

რავლე I" სიმრავლის მსგავსია. თეორემა დამტკიცებულია, 

განსაზღვრა 18, სრულყოფილი #” სიმრავლის რაიმე L წერტილს 
პირველი გვარის წერტილი ეწოდება, თუ იგი ” სიმრავლის 

ცალმხრივ დაგროვების წერტილს წარმოადგენს, ე. ი., თუ L არის 
სიმრავლის რაიმე მოსაზღვრე ინტერვალის საზღვრითი წერტილი. · 

ცხადია, სრულყოფილი # სიმრავლის პირველი გვარის ყველა წერ-
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ტილი, გარდა ჩ-ს ბოლოებისა, წარმოადგენს > სიმრავლის საკუთრივი 
მოსაზღვრე ინტერვალების საზღვრით წერტილებს. 

განსაზღვრა 19. სრულყოფილი – სიმრავლის რაიმე X წერტილს 

მეორე გვარის წერტილი ეწოდება, თუ იგი # სიმრავლის ორ- 
მხრივ დაგროვების წერტილს წარმოადგენს. 

თეორემა §9. არსად მკვრივი სრულყოფილი # სიმრავლის 

მეორე გვარის ყველა წერტილის სიმრავლე (0,1) ინტე#- 
ვალის ყველა ირაციონალურ წერტილის სიმრავლის 
მსგავსია, ' 

დამტკიცება. ვთქვათ, L1=(8"), 670... 0 ს...) არის # სიმ- 

რავლეს საკუთრივი ყველა მოსაზღვრე ინტერვალის სიმრავლე. 51-ე თეო- 
რემის ძალით, ს სიმრავლე (0,1) ინტერვალის ყველა რაციონალური 
რიცხვის I ==), წე, ს ჩი... სიმრავლის მსგავსია, მასთან შეგვიძლია 

ვიგულისხმოთ, რომ #65, და /„, ურთიერთშესაბამისი ელემენტებია. 

ავიღოთ (0,1) ინტერვალის რაიმე ირაციონალური L წერტილი და 

განვიხილოთ L წერტილის შემცველ თავმოყრილ რაციონალურ ინტერ- 
ვალთა სისტემა (8), 8. -.., მიე... რადგანაც 8, ინტერვალის საზღ- 
ვრითი წერტილები რაციონალური წერტილებია, ამიტომ მათ შეესაბა- 
მება ” სიმრავლის რაიმე ორი საკუთრივი მოსაზღვრე ინტე რვალი, მას- 
თან #) და /' სიმრავლეთა მსგავსების ძალით 6, ინტერეალის მარცხენა 
საზღვრით წერტილს შეესაბამება ამ ორი მოსაზღვრე ინტე რვალიდან მარ- 

ცხენა ინტერვალი, ხოლო 8/-ს მარჯვენა საზღვრით წერტილს კი ამ მო- 
საზღვრე ინტერვალებიდან მარჯვენა ინტერვალი. მაგრამ ამ ორ მოსაზღ- 
ვრე ინტერვალს შორის მოთავსებოლი ყველა წერტილის სიმრავლე 
რომელიღაც 4, სეგმენტს წარმოადგენს, ამგვარად განსაზღვრული სეგ- 
მენტები 4ე, 4ა,..., იი,... ერთმანეთში ჩალაგებული არიან, ვინაიდან 

მ.) ინტერვალის საზღვრითი წერტილები მდებარეობენ გ, ინტერვალის 
შიგნით და, მაშასადამე, ორი მოსაზღვრე ინტერვალი, რომლებიც შეეს.- 
ბამება 6,კე ინტერვალის სახღვრით წერტილებს, მდებარეობენ 8, ინ- 
ტერვალის საზღვრით წერტილების შესაბამის მოსაზღვრე ინტე რვალებს 

შორის. | 
განვიხილოთ რიცხვთა ორი მიმდევრობა 

ძე<ძე<...<ძმშე< “წ, ხ,>ხე>.:. >ხე>''·, ! 

სადაც თ. და ხ, არიან 4, სეგმენტის მარცხენა და მარჯვენა ბოლოები. 

რადგანაც ” ჩაკეტილი სიმრავლეა და ძ)C#ჩ, ს,)CC (#=1, 2,...), ამიტომ 

თ=II910; და ჩ=სთ სხ, წერტილები –ჩ სიმრავლის ელემენტებია. 
#-თ თ
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დავამტკიცოთ, რომ »=ჩ. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, თ<ჩ. 
ამ შემთხვევაში 4=(თ, ჩ) სეგმენტი მიეკუთვნება ყოველ ბ; სეგმენტს. 
რადგანაც ” არსად მკვრივი სიმრავლეა და 4# სეგმენტის თ და ზ ბოლო– 
ები ჩ-ს ეკუთვნის, ამიტომ არსებობს ” სიმრავლის მოსაზღვრე ინტერ- 
ვალი ტი, რომელიც მთლიანად #4 სეგმენტის შიგნით მდებარეობს. ამ 

გ ს ინტერვალს ეკუთვნის გარკვეული რაციონალური წერტილი „გ და 

რადგანაც 88%, მდებარეობს იმ მოსაზღვრე ინტერვალებს შორის, რომ- 
ლებიც 23, სეგმენტს განსახღვრავენ, ამიტომ მსგავსების ძალით, რაციო– 

ნალური წერტილი #,„ უნდა მდებარეობდეს ნებისმიერი 8, ინტერვალის 
თ 

საზღვრით წერტილებს შორის, ეს კი შეუძლებელია, ვინაიდან (|) 8» = (§) 
L=I 

და, მაშასადამე, §=”, ტოლობა შეუძლებელია. ამრიგად, გადაკვეთა 
თ 

ე ბ, შედგება მხოლოდ ერთი თ წერტილისაგან, რომელიც შეესაბამება 
=1 , 

(0,1) ინტერვალის ირაციონალურ § წერტილს. 

ცხადია, რომ თ წერტილი # სიმრავლეს ეკუთვნის და იგი # სიმრაე– 
ლის მეორე გვარის წერტილია. მართლაც, თC4/ (#=1, 2....), მასთან 

+“, სეგმენტი 4, სეგმენტის მიგნით მდებარეობს. მაშასადამე, თ წარ– 
მოადგენს ორივე მხრიდან ' დაგროვების წერტილს /" სეგმენტების ბოლო 
წერტილთა სიმ რავლისათვის და რაკი ეს ბოლოები ჩ-ს ეკუთვნის, ამი– 
ტომ თ არის ” სიმრავლის მეორე გვარის წერტილი, 

ამრიგად, (0,1) ინტერვალის ყოველ ირაციონალურ § წერტილს შე- 
ესაბამება წ სიმრავლის მეორე გვარის თ წერტილ.  ·- 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ ეს შესაბამისობა არის მსგავსების შესაბამისობა, 
ამისათვის ავიღოთ (0,1) ინტერვალის ორი ნებისმიერი ირაციონალური 

” წერტილი L და L'. თუ L<L,, მაშინ მოიძებნება ისეთი რაციონალური 
რიცხვი „,, რომელიც აკმაყოფილებს უტოლობას L</,<L. მაგრამ § 

წერტილი განისაზღვრება თავმოყრილ ინტერვალთა |6,) სისტემით, ხოლო 

§ კი თავმოყრილ ინტერვალთა ანალოგიური სისტემით |6',|, მასთან მ, 

და გ, ინტერვალების საზღვრითი წერტილები რაციონალური წერტი- 
ლებია. თუ ნატურალური / რიცხვი საკმაოდ დიდია, მაშინ 8, ინტერ- 

ვალის სახღვრითი წერტილები მოთავსდებიან ”,„ წერტილის მარცხნით, 
ხოლო გ, ინტე რვალების საზღვრითი წერტილები მოთავსდებიან #„-ის 

მარჯვნით. 

რადგანაც I =#M, ამიტომ 2, სეგმენტი მოთავსებულია გ%, ინტერვა– 
ლის მარცხნით, ხოლო 2”, სეგმენტი კი გწე სეგმენტის მარჯვნით. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ირაციონალური L წერტილის შესატყ-
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ვისი მეორე გვარის თ წერტილი ” სიმრავლისა მდებარეობს L' წერ- 
ტილის შესატყვისი მეორე გვარის თ' წერტილის მარცხნით, ე. ი. C<Cთ”. 
ამრიგად, <=” უტოლობას მოსდევს თ<C' უტოლობა. მაშასადამე, (0,1) 
ენტერვალის ყველა ირაციონალური წერტილის სიმრავლე # სიმრავლის 
მეორე გვარის ყველა წერტილის სიმრავლი! მსგავსია. თეორემა დამ- 

ტკიცებულია. 
თეორემა 53. შემოსაზღვრული არსად მკვრივი სრულყო- 

ფილი სიმრავლეები ურთიერთმსგავსია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 0, და ჩ, შემოსაზღვრული არსად მკვრივი 
სრულყოფილი სიმრავლეებია, ხოლო #2,=|I6/) და I):=|გ”,) არიან შე- 
საბამისად –ჩ, და ჩა სიმრავლეების საკუთრივი მოსაზღვრე ინტერვალთა 
სისტემები. 51-ე თეორემის თანახმად #2; და # სიმრავლეები (0,1) ინ- 

ტერვალის ყველა რაციონალური წერტილის სიმრავლის მსგავსია, ხოლო 
52-ე თეორემის ძალით ჩ, და I» სიმრავლეების მეორე გვარის წერ- 

ტილთა //, და //:ე სიმრავლეები (0,1) ინტერვალის ყველა ირაციონალური 

წერტილის # სიმრავლის მსგავსი არიან. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ //=//ე. მართლაც, აღვნიშნოთ LL და 

ე ასოებით შესაბამისად –, და ჩ, სიმრავლეთა მეორე გვარის წერტი- 
ლები, რომლებიც # სიმრავლის ერთსა და იმავე თ წერტილს შეესაბა- 
მებათ. დავუშვათ, რომ L, და L,) არიან –, სიმრავლის ერთმანეთისაგან 
განსხვავებული მეორე გვარის წერტილები და ვიგულისხმოთ, რომ §1<L”. 

ვთქვათ, L,| წერტილი I სიმრავლის თ წერტილს შეესაბამება, ხოლო §" 
კი ” სიმრავლის თ, წერტილს. რადგანაც //1=/, ამიტომ თ<თ)კ. შემდეგ, 
რაკი /I1=7/, ამიტომ L)<L”, სადაც და და "ა არიან //ე სიმრავლის ელე- 
მენტები, რომელთა შესატყვისი წერტილებია შესაბამისად თ და CI). მა– 

შმასადამე, ჩI, და //ე სიმრავლეები მსგავსნი არიან, 
ახლა ვიგულისხმოთ, რომ X, არის ” სიმრავლის რაიმე საკუთრივი 

მოსაზღვრე ბ”ც ინტერვალის მარჯვენა სახღვრითი წერტილი. მაშინ ცხა- 

დია, X, იქნება აგრეთვე მარცხენა საზღვრითი წერტილი –” სიმრავლის 
მეორე გვარის იმ წერტილთა სიმრავლისა რომლებიც 2”, ინტერვალის 
მარჯვნით მდებარეობენ. მაგრამ – სიმრავლის ამ მეორე გვარის წერ- 

ტილებს შეესაბამება რაციონალური #, წერტილის მარჯვნით მდებარე I 
სიმრავლის წერტილები, ხოლო 1 სიმრავლის ამ წერტილებს, თავის მხრივ 

შეესაბამება ჩ, სიმრავლის მოსაზ ღვრე გ', ინტერვალის მარჯვნით მდე- 

ბარე #) სიმრავლის მეორე გვარის წერტილები. 
ამრიგად, თუ 8„ ინტერვალის მარჯვენა საზღვრით X, წერტილს შე- 

ვუსაბამებთ გ”, მოსაზღვრე ინტერვალის მარჯვენა XI საზღვრით წერ- 

ტილს, მაშინ X, წერტილებისა და /7კ სიმრავლის წერტილების დალაგება
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ისეთივე იქნება, როგორიც სათანადო XIს წერტილებისა და //კ სიმრავლის 
წერტილებისა. ცხადია, იგივეს ექნება ადგილი, თუ X, არის , სიმრავ–- 
ლის რაიმე საკუთრივი მოსაზღვრე ინტერვალის მარცხენა საზღვრითი 
წერტილი, 

დასასრულ, თუ #,) და ჩა სიმრავლეების მარცხენა ბოლოებს ერთ- 
მანეთს შევუსაბამებთ და, ანალოგიურად, მარჯვენა ბოლოებსაც ერთი- 

მეორეს შევუსაბამებთ, ამით მივიღებთ ჩ, და /ე სიმრავლეების მსგავ– 
სებას. თეორემა დამტკიცებულია. ! 

თეორემა 84, ჟოველ არაცარიელ სრულყოფილ სიმრავ- 

ლეს აქვს კონტინუუმის სიმძლავრე- 

დამტკიცება. ვთქვათ, ” არაცარიელი სრულყოფილი სიმრავლეა 
განვიხილოთ ორი შემთხვევა. 

1) ” მკვრივია რაიმე 4 სეგმენტზე. ამ შემთხვევაში ბ –# და, მაშა- 
დამე, ყველა ნამდვილი რიცხვის სიმრავლე /# სიმრავლის + ქვესიმრავ– 
ლის ეკვივალენტურია; პირიქით, ” სიმრავლე ყველა ნამდვილი რიცხვის 
სიმრავლის ქვესიმრავლის ეკვივალენტურია (ყველა ნამდვილი რიცხვის 
სიმრავლის ქვესიმრავლედ შეგვიძლია ავიღოთ თვით # სიმრავლე). ამიტომ 
ბერნმტეინის თეორემის ძალით, # სიმრავლეს აქვს კონტინუუმის სიმ- 
ძლავრე. · 

2) ” არსად მკვრივი სიმრავლეა. 52-ე თეორემის ძალით, /” შეიცავს 
კონტინუუმის სიმძლავრის ქვესიმრავლეს. ასეთ ქვესიმრავლეს წარმოად–- 

გენს ” სიმრავლის მეორე გვარის ყველა წერტილის სიმრავლე. ამრიგად, 

ყველა ნამდვილი რიცხვის სიმრავლე ეკვივალენტურია ჩ სიმრავლის ქვე– 
სიმრავლისა. პირიქით, # სიმრავლე ეკვივალენტურია ყველა ნამდვილი 

რიცხვის ქვესიმრავლისა. ბერნშტეინის თეორემის ძალით # სიმრავლეს 
აქვს კონტინუუმის სიმძლავრე. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა §5. ყოველი არათვლადი ჩაკეტილი სიმრავლე 

კონტინუუმის სიმძლავრისაა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, # არათვლადი ჩაკეტილი სიმრავლეა, კან– 
ტორ-ბენდიქსონის თეორემის ძალით 

#=ჩ%Vი, 

სადაც ” არის ” სიმრავლის ყველა კონდენსაციის წერტილის სიმრავლე, 
ს კი სასრული ან თვლადი სიმრავლეა. 43-ე თეორემის ძალით –” სრულ–-– 

ყოფილი სიმრავლეა. მაშასადამე, # სიმრავლეს აქვს კონტინუუმის სიმ- 

ძლავრე, ვინაიდან # კონტინუუმის “სიმძლავრისაა. /
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§ 190. პმული სიმრავლეები 

მეტრიკული სივრცის წერტილთა რაიმე ნ სიმრავლეს ბმ ული სიჭ- 

რავლე ეწოდება, თუ ამ სიმრავლის ნებისმიერ დამლაში ორ არაგა- 

დამკვეთ 5) და ნა სიმრავლედ, ერთ-ერთი მათგანი მეორის დაგროვე- 

ბის წერტილს შეიცავს. 

თეორემა 5, მეტრიკულ სივრცეში მოთავსებული ჩაკე- 
ტილი სიმრავლის ბმულობისათვის აუცილებელია და 

საკმარისი, რომ იგიარ წარმოადგენდეს ორ არაგადამ- 

კვეთი ჩაკეტილი სიმრავლის ჯამს. 

დამტკიცება. ვთქვათ, ” ჩაკეტილი ბმული სიმრავლეა და დავუშ- 

ვათ, რომ 

#L=L),VI-), 

სადაც ჩ#, და „ა ურთიერთარაგადამკვეთი ჩაკეტილი სიმრავლეებია. # 
სიმრავლის ბმულობის გამო /#, და ჩე სიმრავლეებიდან ერთ-ერთის დაგ- 
როვების წერტილი მეორე სიმრავლეს ეკუთვნის. ავიღოთ, მაგალითად, 
ჩ, სიმრავლის დაგროვების წერტილი X, რომელიც ”ა სიმრავლეს ეკუთვ- 

ნის. ოადგანაც #, ჩაკეტილია, ამიტომ XC). მაშასადამე #IსIჩჩე55/M, რაც 

დაშვებას ეწინააღმდეგება. ამრიგად, თეორემის პირობის აუცილებლობა 

დამტკიცებულია. 
ახლა დავამტკიცოთ თეორემის პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, ჩაკე- 

ტილი /” სიმრავლე არ წარმოიდგინება როგორც გაერთიანება ორი ურ- 

თიერთგადამკვეთი ჩაკეტილი სიმრავლისა. უნდა ვაჩვენოთ, რომ # ბზუ- 
ლი სიმრავლეა. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, # ბმული არაა. მა- 

შინ არსებობს #-ის ისეთი დაშლა ორ არაგადამკვეთ სიმრავლედ #) და 

6წ., რომლებიდან თითოეული მათგანი არ შეიცავს მეორის არც ერთ 

დაგროვების წერტილს. ამიტომ ჩხ, და ჩი ჩაკეტვებს არ ექნებათ საერ- 

თო წერტილი. ამის გარდა, რაკი ” ჩაკეტილი სიმრავლეა, ამიტომ აღ- 

გილი აქვს ტოლობას 

ჩ=8)V06.. 

ამრიგად, # სიმრავლე წარმოვადგინეთ როგორც ორი არაგადამკვეთი ჩა– 

კეტილი სიმრავლის გაერთიანება. ეს კი პირობას ეწინააღმდეგება. მაშა– 

სადამე, ” ბმული სიმრავლეა. თეორემა დამტკიცებულია. 

განსაზღვგრა 90, ყოველ ჩაკეტილ ბმულ სიმრავლეს კონტი ნუ- 

უმი ეწოდება. 
თეორემა 67. ყოველი #-განზომილებიანი სეგმენტი არის 

კონტინუუმი.
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დამტკიცება. ავიღოთ რაიმე /#-განზომილებიანი სეგმენტი 

1I=L0, ხს; ძი, ნა; - -:0ა», ნ). იგი ჩაკეტილი სიმრავლეა. დასამტკიცე– 

ბელი, რომ I წარმოადგენს კონტინუუმს, დავუშვათ საწინააღმდეგო, 

ვთქვათ, I კონტინუუმი არაა. მაშინ 1 შეგვიძლია წარმოვადგინოთ, რო- 

გორც ჯამი ორი ურთიერთარაგადამკვეთი ჩაკეტილი /) და #ვკ სიმრავ- 

ლისა. _ 

აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ Xჯ=(0ძ,, ძა, -· მი) 
წერტილი ეკუთვნის #, სიმრავლეს. აღვნიშნოთ მანძილი X წერტილიდან 

ჩ. სიმრავლემდე გ სიმბოლოთი: · 

ზ=ი(X #.). 

რადგანაც XCMა და #, ჩაკეტილი სიმრავლეა, ამიტომ 8>20. ამას გარდა, 

L. სიმრავლეში მოიძებნება ერთი მაინც ისეთი წერტილი V, რომ 

6=/VX, V). 

განვიხილოთ სფერო 5+(X, გ). ცხადია რომ სფეროს შიგნით არ 

მოთავსდება #, სიმრავლის არც ერთი წერტილი. ახლა ავიღოთ ყ წერტი- 

ლის ნებისმიერი §-მიდამო <5(V; 6). ეს მიღამო შეიცავს #) სიმრავლის- 
წერტილთა უსასრულო სიმრავლეს და ამიტომ ყ იჟნება #, სიმრაელის 
დაგროვების წერტილი. #, სიმრავლის ჩაკეტილობის გამო, VC/”,. ამრი- 

გად, გამოდის, რომ #, და #, სიმრავლეებს აქვთ საერთო წერტილი, 
რაც ჩვენს დაშვებას ეწინააღმდეგება. მიღებული წინააღმდეგობა ამტკი- 
ცებს თეო რემას. 

თეორემა 58, თუ მეტრიკულ სივრცეში მოთავსებულ #, 

და წა კონტინუუმებს 'საერთო XL წერტილი აქვთ, მაშინ 
ჩ=ჩს)ჩ.ა ჯამიც კო ნტინუუმია. 

დამტკიცება, #, და #ა სიმრავლეების ჩაკეტილობის გამო # სიმ- 
რავლეც ჩაკეტილია. დავუშვათ, რომ # კონტინუუმი არაა. მაშინ იგი 
წარმოიდგინება როგორც ჯამი ურთიერთარაგადამკვეთი ორი ჩაკეტილი 

MI, და //ე სიმრავლისა: 

#=M)სV. 

აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ XC//). ავიღოთ /79 

სიმრავლიდან რაიმე წერტილი ყ. მაშინ ყ მიეკუთვნება ერთ-ერთს მაინც 

”, და ჩ.კ სიმრავლეებიდან. ვთქვათ, ჯერ, რომ ყC#/I. გვაქვს: 

L=(00წM)0(0იM:). 

L)(I//, სიმრავლე ცარიელი არაა, რადგან X6”)0/ჩჩ. აგრეთვე VყC/)(1/7ა. 

შემდეგ, რაკი ჩო, ღა II ”რთიერთარაგადამკვეთი ჩაკეტილი
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სიმ რავლეეუბია, ამიტომ ჩ,) ბმული სიმრავლე იქნება, რაც პირობას ეწი- 
ნააღმდეგება. 

ახლა ვთქვათ, VყCჩ.. გვაქეს: 

ჩა·ს=(ჩ:0M/,)0(ჩან 7). 

აქ XC/”ა0M, და ყC”აI1/I. აქედან გამომდინარეობს, რომ /აი0I//, და 

#.0II/, ჩაკეტილი სიმრავლეები ცარიელი „არ არიან. მაშასადამე, ჩა 

ბმულ სიმრავლეს არ წარმოადგენს. მივიღოთ წინააღმდეგობა. რაც თე- 

ორემას ამტკიცებს. 

თეორემა წ9, მეტრიკულ # სივრცეში მოთავსებული ყო- 
ველიI კონტინუუმი, რომელიც მოცემული #ჩ სიმრავლის 
რაიმე X წერტილთან ერთად შეიცავს # სიმრავლის 
დამატებითი Cჩნ სიმრავლის რაიმე ყ წერტილსალცლ, შე«ი- 
ცავს 8 სიმრავლის ერთ საზღვრით წერტილს მაინც. 

დამტკიცება. აღვნიმნოთ V/-თი 6 სიმრავლის საზღვარი. ცხადია, 

რომ ;ჯ=6ნIIC68 და რადგანაც IM სივრცის ყოველი წერტილი ეკუთვნის 

ერთ-ერთს მაინც შემდეგი ორი ჩაკეტილი სიმრავლიდან 8 და C#,ამი- 

ტომ 

L=( 0 )V(L0C#ჩ). (19.1) 

I02C წ. და II0C5 სიმრავლეები ცარიელი არ არიან, ვინაიდან 

XCIIნ, ყCLიCნ. 

ამას გარდა, ისინი ჩაკეტილი სიმრავლეებია და რაკი I" კონტინუუმია, 

ამიტომ, (19.1) ტოლობის თანახმად L (16 და IIICწ6 სიმრავლეთა გადა- 
კვეთა ცარიელი არაა. მაგრამ 

('ინწ)აიფიC6ნ)=LVიX. 

ამრიგად, I 097 ცარიელი სიმრავლე არ არის და ამით თეორემა დამტკი- 

ცებულია. 

§ 90. მრავალი განზომილების ჩაკეტილ და ღია სიმრავლეთა აბებულება 

განსაზღვრა 91. მეტრიკული I? სივრცის ორ X და ყ წერტილს 

უწოდება შეერთებადი რაიმე L კონტინუუმით, თუ L შეიცავს ორივე 

წერტილს. 

თეორემა 60. თუ 5 სივრცეში მოთავსებული ღია # სიმ- 

რავლე შეიცავს # წერტილს და 0 წარმოადგენს §# სი8ჭ-
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რავლის იმ წერტილთა სიმრავლეს, რომლებიც შეგვიძ- 
ლია შევაერთოთ ჯე: წერტილთან #6 სიმ რავლეში შემავა- 

ლი კონტინუუმებით, მაშინ V არაცარიელი ღია სიმრავ- 

ლეა, ხოლო //=ჩწ –.0 იქნება ცარიელი ან ღია სიმრავლე. 
დამტკიცება. რადგანაც 6 ღია სიმრავლეა, ამიტომ არსებობს #ა 

წერტილის შემცველი /I-განზომილებიანი ისეთი სეგმენტი 7, რომ 
I-C”. თანახმად C “სიმრავლის განსაზღვრისა, იგი შეიცავს როგორც 

იე წერტილს, ისე /: სეგმენტის ყველა წერტილს, ვინაიდან 7: კონტი- 
ნუუმია. მაშასადამე, C ცარიელი არაა. 

ამის შემდეგ, ავიღოთ C სიმრავლის ნებისმიერი ი წერტილი. მაშინ 
ეს – წერტილი შეგვიძლია შევაერთოთ იკ წერტილთან რაიმე C კონტი- 
ნუუმით, რომელიც მთლიანად 6 სიმრავლეშია მოთავსებული. აღვნიშ- 
ნოთ I სიმბოლოთი ჩი წერტილის შემცველი /7:-განზომილებიანი სეგმენ– 

ტი, რომელიც მთლიანად ნ სიმრავლეშია მოთავსებული. მაშინ 58-ე 

თეორემის თანახმად CI სიმრავლე კონტინუუმია. ამიტომ 7 სეგმენტის 

ყოველი წერტილი შეგვიძლია შევაერთოთ #ე წერტილთან CV/ კონტი- 
ნუუმით. აქედან გამომდინარეობს, რომ /C=0. მაშასადამე, 0 არის C 
სემრავლის შიგა წერტილი. ამრიგად, C შედგება მხოლოდ შიგა წერტი- 

ლებისაგან და ამიტომ იგი ღია სიმრავლეა. 
ახლა ვთქვათ, #M =# -–-ჩ. თუ MI ცარიელი სიმრავლეა, მაშინ თეორე– 

მა დამტკიცებულია. 

ვიგულისხმოთ, რომ // ცარიელი სიმრავლე არაა. განვიხილოთ #I 

სიმრავლის ნებისმიერი ძ წერტილი და დავამტკიცოთ, რომ ძ არის #/ სიმ- 

რავლის შიგა წერტილი. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, ძ არაა 

სიმრავლის შიგა წერტილი; მაშინ ი წერტილის შემცველი ნებისმიერი 
#-განზომილებიანი სეგმენტი I#C# შეიცავს C სიმრავლის წერტილებს. 

ავიღოთ CII/” გადაკვეთის რაიმე ი” წერტილი და იე: წერტილი შევაერ- 

თოთ ი წერტილთან რაიმე C” კონტინუუმით. მაშინ C(I/# იქნება კონ- 
ტინუუმი და ამიტომ 060, რაც შეუძლებელია. მაშასადამე, ძ არის /I 
სიმრავლის შიგა წერტილი. ამრიგად, // შედგება მხოლოდ შიგა წერტილე– 

ბისაგან და ამიტომ იგი ღია სიმრავლეა. თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 61, #" სივრცეში მოთავსებული ღია # სიმრავ- 

ლის ბმულობისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ 

ამ სიმრავლის ნებისმიერი ორი წერტილის შეერთება 
შეიძლებოდეს რაიმე | კონტინუუმით, რომელიც # სიმ- 
რავლეშია მოთავსებული. 

დამტკიცება. ჯერ პირობის აუცილებლობა დავამტკიცოთ. ვთქვათ, 
ს ბმული სიმრავლეა. 6 სიმრავლეში ავიღოთ რაიმე იე წერტილი და
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C-თი აღვნიშნოთ 6 სიმრავლის იმ წერტილთა სიმრავლე, რომლებიც 

შეგვიძლია შევაერთოთ ი, წერტილთან #ჩ# სიმრავლეში მოთავსებულ 
კონტინუუმებით. მაშინ 61-ე თეორემის თანახმად, 6 იქნება ღია სიმ- 

რავლე და 
5=CVV#I, 

სადაც // ცარიელი ან ღია სიმრავლეა, მასთან CI)//=/L. რაკი ნ ბმული 

სიმოავლეა, ამიტომ //=/#, ვინაიდან ბმული ღია სიმრავლე არ წარმო- 

იდგინება როგორც ჯამი ორი არაგადამკვეთი არაცარიელი ღია სიმრავ- 

ლისა. მამასადამე, 6=C. ამით პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

დავამტკიცოთ ახლა პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, სიმრავლის 

ორი ნებისმიერი წერტილის შეერთება შეიძლება რაიმე კონტინუუმით, 

რომელიც ნ სიმრავლეშია მოთავსებული, უნდა ვაჩვენოთ, რომ # ბმუ- 
ლი სიმრავლეა. 

დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, 8 ბმული სიმრავლე არაა. მაშინ 

ნ შეგვიძლია წარმოვადგინოთ როგორც გაერთიანება ორი არაგადამკვეთი 

C, და 0: ღია სიმრავლისა. ავიღოთ C, და 0» სიმრავლეებში რაიმე ი, 
და ჩე წერტილები შესაბამისად. შევაერთოთ ეს წერტილები ჩ სიმრავ- 

ლეში მოთავსებული რომელიმე I” კონტინუუმით. მაშინ მე-60 თეორე- 

მის თანახმად, I კონტინუუმი შეიცავს 6, სიმრავლის 47, საზღვრის ერთ 

« წერტილს მაინც და რადგანაც 0) ღია სიმრავლეა, ამიტომ ეიC თ.ე. ამას 

გარდა, ეC0., ვინაიდან წინააღმდეგ შემთხვევაში ძ არ იქნებოდა 0, 

სიმრავლის საზღვრითი წერტილი. მაშასადამე, გამოდის, რომ 068, რაც 
შეუძლებელია, ვინაიდან /IC-6. ამრიგად, ჩვენი დაშვება არ არის სწორი 

და ამიტომ 6 ბმული სიმრავლეა. ამით პირობის საკმარისობაც დამტკი- 

ცებულია. 
თეორემა 69. თუ ნ არის #" სივრცეში მოთავსებული ღია 

სიმრავლე, ხოლო ი წარმოადგენს წ სიმრავლის რაიმე 
წერტილს, მაშინ 8 ცალსახად იშლება როგორც ჯამი 

ორი არაგადამკვეთი 0 და // სიმრავლისა, სადაც 0 არის 

ი წერტილის შემცველი ბმული ღია სიმრავლე, II კი 
ცარიელიან ღია სიმრავლეა. 

დამტკიცება. აღვნიმნოთ C-თი 8 სიმრავლის ისეთ წერტილთა 
სიმრავლე, რომლებიც შეგვიძლია შევაერთოთ ი-სთან კონტინუუმებით. 
მაშინ 61-ე თეორემის ძალით, 0 იქნება ბმული ღია სიმრავლე და 

სადაც #M ცარიელი ან ღია სიმრავლეა, ამასთანავე 

0ოI1//=/.
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დავამტკიცოთ, რომ (20.1) წარმოდგენა ერთადერთია. დავუშვათ სა- 
წინააღმდეგო, ვთქვათ, გვაქვს 8 სიმრავლის მეორე წარმოდგენაც 

8=0C"V/I”, 

სადაც C% არის ი წერტილის შემცველი ბმული ღია სიმრავლე, //% კი – 
ცარიელი ან ღია სიმრავლე, ამასთან C#C0”, // #//”. გვაქვს: 

0=0ი0ნ=00(0"0M”)=(000”)V(0V/V%. 

0ი0” და 6ი/IX ღია სიმრავლეებიდან CIIC” სიმრავლე ცარიელი არაა, 
ვინაიდან 0CCL1C”. 

ცხადია, | რომ C და #X# არაგადამკვეთი სიმრავლეებია. მართლაც, 
წინააღმდეგ შემთხვევაში C იქნებოდა ორი არაგადამკვეთი ღია სიმრავ– 

ლის გაერთიანება და ამიტომ C6 არ იქნებოდა ბმული ღია სიმრავლე. 
მაშასადამე, CCC”. ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ C0”CCV. აქედან გამომ- 

დინარეობს, რომ C=C6»” და, მაშასადამე, //=//7. თეორემა დამტკიცე- 
ბულია. 

თეორემა 63. #" სივრცეში მოთავსებული ყოველი ღია # 

სიმრავლე ცალსახად იშლება წყვილ-წყვილად არაგადამ- 

კვეთი ბმული ღია სიმრავლეების სასრული ან თვლადი 

სისტემის ჯამად. 
დამტკიცება. ვთქვათ, I2=Iი), ია, · · ·,ჩის · · -I არის #" სივრცის 

ყველა იმ რაციონალური წერტილის სიმრავლე, რომლებიც ეკუთვნის მო–- 

ცემულ ღია #6 სიმრავლეს. 62-ე თეორემის ძალით, ნ შეგვიძლია წარმო- 

ვადგინოთ როგორც გაერთიანება ორი C, და//, სიმრავლისა: 

68=C,IMIV 

სადაც 0, არის ი, წერტილის შემცველი ბმული ღია სიმრავლე, ხოლო 
MI, ცარიელი ან ღია სიმრავლეა, მასთან CIIM/,–#. თუ #M,=#, მაშინ 

8=0, და ამ შემთხვევისათვის თეორემა დამტკიცებულია. 

თუკი #M,#/, მაშინ /7, იქნება ღია სიმრავლე და, მაშასადამე, იგი 

შეიცავს # სიმრავლის წერტილთა უსასრულო სიმრავლეს. აღვნიშნოთ 

ჩც:ით 0 სიმრავლის პირველი წერტილი, რომელიც /II სიმრავლეს მი– 

ეკუთვნება. მაშინ 62-ე თეორემის ძალით /#/, წარმოიდგინება როგორც 

გაერთიანება ორი არაგადამკვეთი C» და //» სიმრავლისა: 

M,=C05VVI, 

სადაც 6: არის ი,,, წერტილის შემცველი ბმული ღია სიმრავლე, ხოლო 

#2 ცარიელი ან ღია სიმრავლეა. თუ //:=.ს, მაშინ 6=C)L)C0ა და ამ
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შემთხვევისათვის თეორემა დამტკიცებულია. ამ პროცესს თუ განვაგრ– 

ძობთ. ორი შემთხვევა წარმოგვიდგება: 

1) არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი #, რომ 

II.-.=60.V//I, 

სადღაც MI» ცარიელი სიმრავლეა, ხოლო C0,' წარმოადგენს #,, წერტი- 
ლის შემცველ ბმულ ღია სიმრავლეს. ამ შემთხვევაში 

: 

ნ8= ს 0, 
1==1 

და, მამასადამე, თეორემა დამტკიცებულია. 
2) ჩვენი პროცესი უსაზღვროდ გრძელდება. ამ შემთხვევამი ავაგებთ 

წყვილ-წყვილ არაგადამკვეთ ბმულ ღია სიმრავლეთა ისეთ უსასრულო 
მიმდევრობას 

თ, თ, .. ს” 06», . ..” 

რომ 
თ 

8C= V C,,Cჩ. 
»ა»=I! · 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 
თ 

ნ- L8) C,=/1, 
ჯI1=) 

გვექნება 
თ 

5=V/Iს (I) C„ა. 
#M=1 

დავამტკიცოთ რომ #/ ცარიელი სიმრავლეა. დავუშვათ საწინააღმდეგო, 

ვთქვათ, MI ##. ავიღოთ I/ სიმრავლის ი წერტილი. რადგანაც #Cჩ, ამი- 
ტომ 62-ე თეორემის თანახმად, შეგვიძლია ვიპოვოთ ი წერტილის შემ- 
ცველი ისეთი ბმული ღია სიმრავლე 0, რომ 

ნ=C0V#/”, 

სადაც II" ცარიელი ან ღია სიმრავლეა, 60-ში მოთავსდება L სიმრავლის 

წერტილები. ვთქვათ, იჯC0. ეს 0; წერტილი მოთავსდება რაიმე C; სიმრავ- 

· დ 
ლეში. 62-ე თეორემის თანახმად, 0= 0, და, მაშასადამე, 0C LI) 6», რაც: 

=> 

შეუძლებელია, რადგან #C//. ამრიგად, // ცარიელი სიმრავლეა და ამიტომ 

თ 

ნ= 0 0„. დ0.2) 
ი)=1
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ახლა ვაჩვენოთ, რომ (20.2) დაშლა ერთადერთია. დავუშვათ საწი- 

ნააღმდეგო, ვთქვათ, 6-თვის გვაქვს მეორე დაშლა: 
თ 

6= სხ 0",, დი.3). 
#I=1 

სადაც C7,, C"ა, - · -,0"თ,... წყეილ-წყვილად არაგადამკვეთი ბმული ღია: 
სიმრავლეებია. ნებისმიერი ნატურალური # რიცხვისათვის შეგვიძლია. 

ვიპოვოთ ისეთი ნატურალური რიცხვი #, რომ 

0„00--%/M 

დღა რაკი 6, და 6”, ბმული ღია სიმრავლეებია, ამიტომ 6–C6უ და 
ნ- 0: წარმოადგენენ ცარიელ ან ღია სიმრავლეებს, 62-ე თეორემის 
თანახმად, 06„=C”ჯ, ე. ი. (20.2) და (20.3) დაშლები ერთი და იგივეა- 
თეორემა დამტკიცებულია. 

(20.2) დაშლაში, მოცემულ C,, C/, - ·. სიმრავლეებს ეწოდება ღია #. 

'სიმრავლის კო მპონენტები. 
ამ თეორემიდან გამომდინარეობს კანტორის შემდეგი 
თეორემა 04. 5 სივრცეში მოთავსებული ყოველი ჩაკე- 

ტილი სიმრავლე მიიღება #2 სივრციდან წყვილ-წყვილად 
არაგადამკვეთი ბმული ღია სიმრავლეების სასრული ან, 

თვლადი სისტემის ამოგდებით. 

„სავარჯიშო 

1. დაამტკიცეთ, რომ ბრტყელი შემოსაზღვრული ჩაკეტილი სიმრავლის გეგმილი, 

წრფეზე ჩაკეტილი სიმრავლეა. 
9. მეტრიკულ სივრცეში მოცემ ულია ორი არაგადა მკვეთი შემოსაზღვრული ჩაკეტი-- 

ლი სიმრავლე ჩე და #ი. ააგეთ არაგადამკეეთი ღია სიმრავლეები 0) და თა ისე, რომ, 

6)=L),0:=#ჩე.



თავი VI 

სრული და კომპაკტური სივრცეები 

§ 1. სრული სივრცის განსაზღვრა, სისრულის აუცილებელი ლდა 

საკმარისი პირობა 

განსაზღვრა 1. მეტრიკულ # სივრცეს სრული სივრცე ეწო- 

“დება, თუ ამ სივრცის წერტილთა ყოველი ფუნდამენტალური მიმდევრობა 
კრებადია. 

მაგალითად, ევკლიდეს #" სივრცე სრულია. 
განსაზღვრა 9. მეტრიკულ # "სივრცეში მოთავსებულ დახურულ 

სფეროთა მიმდევრობას »-I, Vა – 5» „.. თავმოყრილ სფეროთა სის- 

ტემა ვუწოდოთ, თუ 8)= 5:=-·-.=58,=-·- და IIო /,=0, სადაც /, არის 

ტე სფეროს რადიუსი. ”” 

თეორემა 1. მეტრიკულ/” სივრცის სისრულისათვის 
აუცილებელია და საკმარისი, რომ ნებისმიერ თავმოვჯვ- 
რილ სფეროთა სისტემის გადაკვეთა არ იყოს ცარიელი 
სიმრავლე. 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქეათ, 
# სრული სიგრცეა და განვიხილოთ თავმოყრილ სფეროთა ნებისმიერი 
(58) სისტემა. აღვნიშნოთ X,-ით 8, სფეროს ცენტრი. ადვილი შესამჩნე- 
ვია, რომ წერტილთა (Xჯ,) მიმდევრობა ფუნდამენტალურია. მართლაც, 
თუ #”>7ჩ, მაშინ ი(X», X.) <<”. პირობის ძალით 110 7 გ=0 და ამიტომ 

ს--თ 
ნებისმიერი დადებითი § რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატურალური 

რიცხვი V, რომ 

0ი(Xთ,Xი) <8, როცა #/>VM, /:>M. 

მაშასადამე, | X,) მიმდევრობა ფუნდამენტურია და I? სივრცის სისრუ- 
ლის გამო ეს მიმდევრობა კრებადია # სივრცის გარკვეულ ჯ წერტილი- 

აკე 
დავამტკიცოთ, რომ 

»Cი 5. (1.1)
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ამისათვის განვიხილოთ ნებისმიერი 8, სფერო. ცხადია, რომ იგი შეი- 

ავს (XX) მიმდევრობის ყველა წერტილს, გარდა, შესაძლებელია, 
MM ნაიი 683 წერტილებისა. ცხადია, რომ 

ი(X,, X) <<”, როდესაც M#>7. 

თუ ამ უტოლობაში ზღვარზე გადავალთ, როცა #->C, მივიღებთ 

ი(VV ჯX ==». მაშასადამე, XC 5,, და ამიტომ ადგილი აქვს (1.1) თანა- 

ფარდობას. ამით პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 
ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, ნებისმიერ თავ- 

მოყრილ სფეროთა სისტემის გადაკვეთა ცარიელი არაა. დასამტკიცებე– 
ლია, რომ # სრული სივრცეა. ავიღოთ I სივრცის წერტილთა რაიმე 

ფუნდამენტალური მიმდევრობა (X,). ამ მიმდევრობის ფუნდამენტალუ- 

რობის გამო მოიძებნება ისეთი ნატურალური #, რიცხვი, რომ 

· 1 
0CM,,. X-)<-ს როცა ო>რ. 

აღვნიშნოთ ფით დახურული სფერო ცენტრით %, წერტილში და რა- 

დიუსით 1. მემდეგ, #; იყოს #,-ზე მეტი ისეთი ნატურალური რიცხვი, 
რომ 

ი(VI, X#ა<2- როცა #>ჩე. 

აღვნიშნოთ 6-ით დახურული სფერო ცენტრით X,, წერტილში და რა” 
დიუსით -- . რადგანაც 0(%., M,)<--, ამიტომ 8:C6.. 

ახლა ვთქვათ, #ე არის #:-ზე მეტი ისეთი ნატურალური რიცხვი, 
რომ 

- ი(X,, X%)< => როცა ი>%#ე, 

ხოლო წვ იყოს დახურული სფერო ცენტრით X,, წერტილში და რადიუსით 

--- ადვილი შესამჩნევია, რომ §:C6-- აგების ამ პროცესს თუ უსაზღვ- 
როდ განვაგრძობთ, მივიღებთ თავმოყრილ სფეროთა ((§5,) სისტემას. 

პირობის თანახმად (დ) 5, ცარიელი სიმრავლე არაა და ამიტომ არსე- 

ბობს I სივრცის ისეთი X წერტილი, რომელიც მიეკუთვნება. ყველა 3, 
' სფეროს (1=1, 2,...). რადგანაც 5, სფერო შეიცავს ყველა X„ წერტილს, 
დაწყებულს X,, წერტილიდან, ამიტომ ·' ' 

1 
ი(ს, XV.) < 5 : როცა I>ჩწ%-L
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მაშასადამე, (X„) მიმდევრობა კრებადია X წერტილისაკენ. ამრიგად, # 

სივრცის წერტილთა ყოველი ფუნდამენტალური მიმდევრობა კრებადია 
და ამიტომ # სრული სივრცეა. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 9. სრული მეტრიკული # სივრცის ყოველინა- 
კე ტილი # ქვესიმრავლე თვითონ სრულ სივრცეს წარ- 
მოადგენს. 

დამტკიცება. განვიხილოთ წერტილთა ფუნდამენტალური მიმდეე- 
რობა (X,), სადაც XC M(1L-=1,2, . . .). რადგანაც #? სრული სივრცეა, ამი- 
ტომ აღებული მიმდევრობა კრებადია L სივრცის რაიმე X წერტილისაკენ. 
მაგრამ, # სიმრავლის ჩაკეტილობის გამო, XC#. ამრიგად, #X სიმრავლის 

წერტილთა ყოველი ფუნდამენტალური მიმდევრობა კრებადია # სიმ- 
რავლის გარკვეულ წერტილისაკენ. მაშასადამე, #” წარმოადგენს სრულ 
სივრცეს. თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 9. ხრული სივრცის მაბალითები 

თეორემა ვ. უწყვეტ ფუნქციათა C,,,კ)) სივრცე სრული 
სივრცეა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, (X(,),| არის ფუნდამენტალური მიმდევ- 
რობა. მაშინ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი 

ნატურალური რიცხვი M(6), რომ 

ი(Xო, Xი)<§6, როდესაც /#1>VMV, M>VM, 

ე. ი ჯ ცვლადის ყოველი მნიშვნელობისათვის (თ, 6) სეგმენტიდან 

IX() –X,(0) I<§5, როდესაც 2>VM, #>VIM. (2.1) 

მაშასადამე, კოშის თეორემის ძალით, ჯ ცვლადის ყოველი მნიშვნელო- 
ბისათვის (თ, 6) სეგმენტიდან არსებობს 110 X,(/). ეს ზღვარი აღვნიშნოთ 

წთ 

X(/,) სიმბოლოთი. თუ (2.1) უტოლობაში გადავალთ სღვარზე, როდესაც 

#8 -> დ, მივიღებთ 

LXო(0 –– XC) IC 6, როცა; >M (2.2) 

(თ, ხ) სეგმენტის ყოველი | წერტილისათვის. ამრიგად, უწყვეტ ფუნქ- 
ციათა (X(,)) მიმდევრობა თანაბრად კრებადია (თ, ხ1) სეგმენტზე X(I) 
ფუნქციისაკენ და, მაშასადამე, X(I) იქნება უწყვეტი ფუნქცია |0, ხ) 
სეგმენტზე; ამიტომ X(0CCVა, ს). შემდეგ (2.22) უტოლობიდან გამომდი– 

ნარეობს, რომ 

ი(Xო; X) == 6, როდესაც #>M,
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ILII2 ი(Xთ, X)=0. 
„თ 

· თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 4. /§ სრული სივგრცეა, თუ #>>1. 
დამტკიცება. განვიხილოთ ნებისმიერი ფუნდამენტალური მიმდევ- 

რობა (XI, #=(6ო, ნო, – წო, ქ... ) CI მაშინ ნებისმიერი დადე– 

ბითი 8 რიცხვისათვის შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი ნატურალური რიცხვი 

IM, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობას: : 

თ 

ი(X„, X,)= 2, ვალ 38 
#=>1 

«აქედან, ყოველი #-სათვის გვექნება 
| ხლ) _ §C) 

, · 

კოში თეორემის ძალით რიცხვთა ხთ), §რ, ქ... წო,, „. მიმდევრო– 

ბა კრებადია გარკვეულ L, რიცხვისაკენ. განვიხილოთ წერტილი 

X=(წ6), ხ..- CM...) 

დავამტკიცოთ, რომ XC/M. მივიღებთ რა მხედველობაში (2.3) უტოლობას . 
ხებისმიერი ნატურალური V რიცხვისათვის გვექნება 

“) 

2)|§რ- აო ”<ი, როცა თ>M, ი>M. 
ჩ=! 

1 

  

ი 
') <8, როცა I.>M, ”>M. (2-3) 

  
<6, როცა M>VM, M#>V.- 

თუ ზღვარზე გადავალთ, როცა ჩ-> თ, მივიღებთ: 

“ 

მლის წლი რდ ინჩი 
#=-1 

ახლა ამ უტოლობაში გადავიდეთ ზღვარზე, როცა V-+ თ, გვექნება 

თ 

2, |არ 5. «ინ, როცა ი1>M. (2.4) 
#=1
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შემდეგ, მინკოვსკის უტოლობის ძალით, როდესაც #1>M, ვღებულობთ 

(> IC ' 7= (>, |(8– ხეაჯი/ ე? < ( 
#=1 · #=1 

1 აიღეს 
#=1 

თ 1 დ 1. 

,I71, ”ი ,/71, ი + | 2) |) |<5+| 2,|”I |7<+თ 
8=) #=1 

და ამიტომ XCI9. მაშასადამე, (2.4) უტოლობის თანახმად, 

ი(Xთ, X) <= 6, როცა I >V, 

ე. ი. 110 +L„=X და ამით I? სივრცის სისრულე დამტკიცებულია. 
ოთო–-თდ 

თეორემა ნ. შემოსაზღვრულ მიმდევრობათა # სივრცე 
სრული სივრცეა. 

დამტკიცება, განვიხილოთ /I სივრცის წერტილთა ფუნდამენტალუ- 

რი მიმდევრობა (X,), სადაც 

თ=(ჯო, ჯრ, ..., ჯო... 

პირობის “ძალით, ყოველი. დადებითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი 

ნატურალური რიცხვი M, რომ 

0(Xო, X„)<6, როცი MI2>>M, #>VM. (2.5) 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

(არ. ჯო <ა, როდესაც MI => M, #2=>M, #=1, 2,... (2.60) 

კოშის თეორემის ძალით, რიცხვთა მიმდევრობა (აო, (§=1,2,.-), 

კრებადია. ვთქვათ, 

სი ხო =%, (#=1, 2,...). 
–თ 

თ 

დავამტკიცოთ, რომ 5, მიმდევრობა შემოსახღვრულია. თუ (2.6) 

უტოლობაში ზღეარზე გადავალთ, როცა /I-> CC, მივიღებთ: 

გა 
  

| – = 6, როცა #123>>M, #=1,2,... (2.7)
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აქედან, 
(39-<>2X ხო, როცა #2>>M, #=1, 2,... 

სო) მიმდევრობის შემოსაზღვრულობის გამო ყოგელი ფიქსირებული 

</M. მაშა–- 
  ი-თვის არსებობს ისეთი დადებითი რიცხეი: Mეიე, რომ |ჯო. 

სადამე, 
I -)<6-VMი, როცა M>VM (#=1, 2,.. ). 

ამრიგად X=(6), წი, -· -, ნ, .-.) არის # სივრცის ელემენტი. 

დასასრულ, დავამტკიცოთ, რომ (X,„) მიმდევრობა კრებადია ჯX წერ–- 

ტილისაკენ. (2.7) უტოლობიდან გვაქვს: 

ი(X, X„) <= 6, როცა #=>V, 

110 Xე=X. 
ი–-თ 

ამით ი1 სივრცის სისრულე დამტკიცებულია. 
თეორემა 6, C სივრცე სრული სივრცეა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, (X„) არის C სივრცის წერტილთა: ფუნდა– 

მენტალური მიმდევრობა, სადაც 

–>–__ 
პირობის ძალით, ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი 

ნატურალური რიცხვი M, რომ 

ი(+თ, X,)<6, როდესაც /1>/, M>M. .. 
მაშასადამე, _ 

(ჯო. ჯრ <5, როდესაც MI>M, ი>M, #=17,... (ლ.8) 

კოშის თეორემის თანახმად, რიცხვთა. მიმდევრობა (იI>, კრება– 

დია. ვთქვათ, 

Iთორო--ხ,, (”=1, 2,...). ს § =წსი ( 4 

თუ (2.8) უტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როდესაც I –> თ, მივიღებთ 

|§-- ო <6, როდესაც ->M, (ჩ=1, 2,.-.)- 0.9
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ეს უტოლობა ასე გადავწეროთ 

ჯო. გ< ნ <8ო-L6. (2.1თ 

შემდეგ, რაკი XC60, ამიტომ სა>, მიმდევრობა კრებადია რაიმე LC) 

რიცხვისაკენ. თუ (2.10, უტოლობებში გადავალთ» ზღვარზე, როდესაც 

#-> თ, გვექნება 

ხლ) –– 8 ლ=11თ Lჯ << 11თ გ << §რო)-L6, როდესაც #>VM. 
#-თ თ 

აქედან ვღებულობთ 

0<1I0ი ნს-- 10 L.<26. 
ჩ-თ ხ--თ 

საიდანაც, 6-ის ნებისმიერობის გამო, 

IVია = 1თ LM 
'”-–-თ #-თ 

ე. ი. (L) მიმდევრობა კრებადია “და ამიტომ X=(C§), §, · · -სნი'·-) 

წარმოადგენს C სივრცის წერტილს. მაშინ (2.10) უტოლობიხ საფუძვედფ- 

ზე გვექნება: 
0(X, X,) << 6, როდესაც ი>VM. 

მაშასადაშე, თ X.ა=X და ამით C სივრცის სისრულე დამტკიცებულია. 
დ : 

თეორემა 7. ჯი სივრცე სრული სივრცეა. 

დამტკიცება. განვიხილოთ ი“ სივრცის წერტილთა ფუნდამენ- 

„·ტალური მიმდევრობა (ჯუ |, სადაც : 

Xო.=(§I), ხს ...ც ჯი), · M=1, 2,... 

პირობის ძალით, ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი 

ნატურალური რიცხვი V, რომ 

ი(Xთ X,)<§8, როცა ი>V, ძ>V. 
აქედან 

|) ა <, როცა ი>M, 0>M, #=1,2,.., (2.11)
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'კოშის თეორემის ძალით (ჯრ| მიმდევრობა კრებადია ყოველი #-სა- 

თვის. ეთქვათ, 

თ 

ძ=1! 

IIC §(LV=Lხ, (#=1, 2,..., ჩშ). 
ძ-თ 

ცხადია, რომ X=(6,, ხი, - · -,ნ,) არის ”) სივრცის წერტილი. და- 

ვამტკიცოთ, რომ წერტილთა (X»X„|) მიმდევრობა კრებადია X წერტილი- 

საკენ. (2.11) უტოლობაში გადავიდეთ ზღვარზე, როცა ძი->C, მივი- 
ღებთ: ა 

|§რ- L. <6, როცა ი>MV (ჩ=1, 2,..-,ჩ)- 

მაშასადამე, 

ი(Xი, X) == 6, როცა 0>M. 

ამიტომ IIთ X-=X.. ამრიგად, MI სივრცე სრულია. 
იჩ--თ 

§ ე. მეტრიკული სძმრცის შევსება 

III თავში ნაჩვენები იყო, რომ კანტორ-მერეს თეორიაში ნამდვილი 
რიცხვები განისაზღვრება რაციონალურ რიცხვთა ფუნდამენტალური 
მიმდევრობებით. რაციონალური რიცხვები შეადგენენ ჩვეულებრივ მეტ- 
რიკაში არასრულ მეტრიკულ L” სივრცეს, და ნამდვილ რიცხვთა აგების 
პროცესი კანტორ-მერეს მიხედვით შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც 

სრული L სივრცის აგების პროცესი. კანტორ-მერეს მეთოდის სათანადო 
-განხოგადება საშუალებას გვაძლევს არასრული # სივრცე მოვათავსოთ 

გარკვეულ სრულ # სივრცეში. 
განსაზღვრა §. მეტრიკული # სივრცის მეტრიკულ #” სივრცე- 

ზე / გადასახვას იზო მეტრიული ეწოდება, თუ II სივრცის ნების- 

მიერი X და »” წერტილებისათვის მართებულია ტოლობა 

ი(X, X”)=ი”I(X), (XI. 

თვით #ჩ და #» სივრცეებს, რომელთა შორის შეიძლება იზომეტრიული 
შესაბამისობის დამყარება, ეწოდება ურთიერთიზომეტრიული. 

ლემ. მეტრიკული #” სივრცის ნებისმიერი ორი 

ფუნდამენტალური V,, X)...,X,,...) და (V, ყV)-·- ,/ი,.-.) 
მიმდევრობისათვის არსებობს 10 ი(X,, V,)- 

ჩ-თ
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დამტკიცება. ნებისმიერი ნატურალური #I და # რიცხვებისათვის 

გვაქვს: 
0(Xთ. ყო) 5= 0(X», X,)+0(X,. M,)+0(V/, ყო): 

აქედან 
ი(Xოს ყი) – ი(X,, ყ») == 0(Xთ, X»)-+-ი(Vი, Vო)- 

ანალოგიურად მივიღებთ 

ი(X„, ყი) –– 0(Xთ, ყო) 5= ი(X, X»)+0ი(ყი. ყი). 

მაშასადამე, 

| 0(Xთ, ყი) –“ 0(X,- ყი) | == 0(Vთ, X,)+0(V,ს ყი): 

აქედან გამომდინარეობს, რომ რიცხვთა მიმდევრობა (0(X„, ყე)) ფუნ- 
დამენტალურია და ამიტომ კოშის თეორემის თანახმად არსებობს 

1II0 ი(X,, ყ-ი)- ლემა დამტკიცებ ულია. 
== 

' თეორემა 8. ნებისმიერი მეტრიკული # სივრცისათვის 
არსებობს სრული მეტრიკული ს სივრცე, რომელსაც 
აქვს შემდეგი თვისებები: 

ა ი სივრცე # სივრცის გარკვეულ #" ქვესივრცის 
იზომეტრიულია; 

ბ) ## სივრცე მკვრივია ჯს სივრცეში. 

ყოველიორი სივრცე #, რომლებიც ა) და ბ) პირობებს 

აკმაყოფილებენ ურთიერთ. იზომეტრიულია. 

დამტკიცება. განვიხილოთ # სივრცის წერტილთა ორი ფუნდა- 
მენტალური მიმდევრობა 

X=(X, XX... „ასეე ..), V=6ნV), ყი. ყი. ··)- | 

X მიმდევრობას ვუწოდებთ ყ მიმდევრობის ეკვივალენტურს და 

დავწერთ X–ყ, თუ · · 
IIი ი(X,, ყა)=90. 
”-თ 

ცხადია, # სივრცის წერტილთა ორი მიმდევრობა, კრებადი I? სივრცის 
ერთსა და იმავე ელემენტისაკენ, ურთიერთეკვივალენტ ურია, ხოლო ეკ- 
ვივალენტური არ არიან, როცა. ისინი კრებადია IM სივრცის სხვადასხვა 
ელემენტისაკენ. ამიტომ I სივრცის ელემენტებისაგან შედგენილი ყველა 

ფუნდამენტალური მიმდევრობა შეგვიძლია დავყოთ კლასებად ისე, რომ 
ერთ და იმავე კლასში მოთავსდეს მხოლოდ ერთმანეთის ეკვივალენტური 
მიმდეგრობები. 

ავიღოთ /? სივრცის წერტილთა რაიმე X=L(%),X;, · · · ,X,, · · ·) მიმდევ- 
რობა და აღვნიშნოთ ამ მიმდეგრობის ყველა ეკვივალენტური მიმდევ-
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რობის კლასი (X) სიმბოლოთი. ყველა ასეთი კლასების სიმრავლე აღვნიშ– 
ნოთ # სიმბოლოთი. (XI) კლასის ნებისმიერ X ელემენტს ვუწოდოთ ამ 
კლასის წარმომადგენელი. 

ახლა მანძილი IXI და IყI კლასებს შორის განვსაზღვროთ ·ასე 

ი(IXI, IV))=11C% ი(Xა, ყი) 

სადაც (X, X», - · · ,Xც).··) და (V), ყა · · „ყი, ·· .) არიან შესაბამისად (XI 

და IV) კლასების ნებისმიერი ელემენტები. ლემის ძალით ი(IXI; (V1) სას- 
რულია. 

თუ CV) XI. აX, 6.8.) და (ყე, თ... ი...) არიან შესაბამისად 

IX) და IV1 კლასების სხვა ელემენტები, ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

თ ი(X », V ') = = I. 0(X, ყ)- '(3.1) 
.”-თ 

მართლაც, · 

Iი (Xთ Mთ)–– ი(Xა, ყი) I 5 ი(X თ, Xი)+ი(ყი, ყი) 
მაგრამ 

1Iიი ი(X'„, X„)=0, კი ი(ყ,, V'„)=0. 
#--თ –თ 

ამიტომ მართებულია (3.1) ტოლობა. 
ამრიგად, IX) და II. კლასებს შორის მანძილის განსაზღვრა დამოკი- 

დებული არაა IXI და (ყI კლასებში ელემენტების შერჩევაზე, 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ ვი(IXV IV)) ფუნქცია აკმაყოფილებს მეტრი- 
კული სივრცის სამივე აქსიომას 

1) ცხადია, ი(IX), (VI)) არაუჟარყო ფითია და ამასთანავე, 0(IXI IV1))=909 
მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც IX)=IVI. 

მართლაც, ეთქვათ, ი(IXI, IV))C0. ეს იმას ნიშნავს, რომ(XI და (VI 

კლასების ნებისმიერი ელემენტებისათვი X=(X,, Xი,---, Xი,...) და 

ყ=(ყ ყ2 · · ·,M,ს..-) მართებულია ტოლობა III ი(X,, Vი»)=0. მაშინ. 
ჩ-თ 

X-ყ და ამიტომ (X)=IV). ამრიგად, თუ ი(IXI, IVI)=0, მაშინ (XI=წVI- 
აქედან გამომდინარეობს, რომ თუ IX)%IL(VI), მაშინ ·ი(IX), IVI)>9-. 

2) ი(IXს IV))=ი(IVI, IX1)) (სიმეტრიის აქსიომა). 

მართლაც, 

ი(IXI, IMV1)=110ი ი(X,„, V„)= II ი(ყ„, X„)=0LI9I IXI): 
ჩ- თ - ჩ--თ 

ვ) სივრცის ნებისმიერი სამი ელემენტისათვის 
IX), (ყI, (2) მართებულია დამოკიდებულება 

ღღ ი(IXI, I2)) == ი(IXI, IV))+-%(LVI ·/L2I)- (3.2)
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მართლაც, ავიღოთ IXI, (VI, (21 კლასების ელემენტები (X,, X,, « : .XM,, - + -), 

(ყი, ყ2, · · „ყი, ··-), (შა, შა, · » „შუ. · ·). რადგანაც Xე, V, და 2, მეტრი- 
კული # სივრცის ელემენტებია, ამიტომ სამკუთხედის აქსიომის თანაზ- 
„მად, 

ი(X„, 2) == ი(X„, #„)-+ი(V»; 2»). 
თუ ამ უტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როცა #-–> <, მიეიღებთ (3.2) 
უტოლობას. 

ამრიგად, # წარმოადგენს მეტრიკულ სივრცეს. 
ახლა დავამტკიცოთ # სივრცის შემდეგი თვისებები: 
1. # სივრცე შეიცავს + ქვესიმრავლეს, რომელიც #2. სივრცის 

იზომეტრიულია. მართლაც, #7 სივრცის ყოველ X ელემენტს შევუსაბა- 
მოთ IX) კლასი რომელიც შეიცავს სტაციონარულ (X, X,..., X,...) 

მიმდევრობას. თუ ამ წესით /#/: სივრცის X და ყ ელემენტებს შევუსა- 

ბამებთ # სივრცის (X) და Iყ) ელემენტებს, მაშინ . ' 

ი(IXI, IV))=0(%, V). 
აქედან გამომდინარეობს, რომ II. სივრცის X ელემენტების შესაბამის 
IX) კლასთა MIX სიმრავლე # სივრცის ქვესიგრცეა, რომელიც LL სივრცის 

იზომეტრიული. 

."IMI% სიმრავლე მკვრივია # სივრცეში. მართლაც, ვთქვათ, X=IXI 
არის. #2 სივრცის ნებისმიერი ელემენტი, ხოლო (X,, X, · · ·, XX. ·) წარ- 

მოადგენს X კლასის რაიმე ელემენტს. განვიხილოთ #- სივრცის ელე- 
მენტთა მიმდევრობა 

(ლოლ ოლ 06.3) 

სადაც X, კლასის ერთ-ერთი წარმომადგენელია (MX ს. = MI. ·). ასე 

რომ X, კლასი შეესაბამება II სივრცის X,„ ელემენტს. ა 
დავამტკიცოთ, რომ (3.3) მიმდევრობა კრებადია X ელემენტისაკენ. 

ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი რიცხვი §. ამ რიცხვისათვის მოიძებნება 

ისეთი ნატურალური რიცხვი M, რომ 

ი(Xი, X»)=ი(Xთ, X,)< 68, როდესაც #>M, #L>VM. (31.4) 

რადგანაც · 
ი(X,- ბგ=Iი იი Xი), 

ამიტომ „თუ 0.4) დამოკიდებულებაში გადავალთ ზღვარზე, როდესაც 

თ->Cდ, გვექნება : 

ი(X, X„)<6, როდესაც M>VM.
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მაშასადამე, X წარმოადგენს M% სიმრავლის ელემენტებისაგან შედგენი–- 
ლი XI, XI... X,,... მიმდევრობის ზღვარს და ამით დამტკიცებულია, 

რომ IM" მკვრივია ჯ სივრცეში. 

მ. # სივრცე სრულია. განვიხილოთ # სივრცის ელემენტთა ფუნდა–- 
მენტალური მიმდევრობა 

· –„–....._:იშ.:.-–“––- (3.5) 

ყოველი X„ ელემენტისათეის არსებობს I2#+ სიმრავლის ისეთი V,„ ელე– 

მენტი, რომ 

ი(X„, #ა<–, 6.6) 

ვინაიდან /2% სიმრავლე მკვრივია # სივრცეში. რაკი ყოველი X, 6 #”, 

ამიტომ #2 სიმრავლეში არსებობს XV, ელემენტის შესატყვისი ყ, ელე– 

მენტი. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ (CV,, V-, · · „ყი · · -) მიმდევრობა ფუნდა– 

მენტალურია, მართლაც, 

0(ყო, ყ»)=0(M»,X.)<ი(V,ო, %»)+0ი(Xი, X.)+ 

+ი(X,, #,)<ი(X„ X)+-- + +. 
აქედან 

Iი იფო, Vყ»ა)= =0, 

#I,/1--90 

ე. ი. (VI, V.. >. ყი, ...) ფუნდამენტალური მიმდევრობაა და იგი გან– 

საზღვრავს გარკვეულ # კლასს, რომელიც ს სივრცის ელემენტია. 

დავამტკიცოთ, რომ (3.5) მიმდევ რობა კრებადია I სივრცის V ელე– 

მენტისაკე ნ. ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი 

ნატურალური რიცხვი M>->-, რომ 

იფო, ყ.ა<-. როდესაც ი>M, Mჩ>VM. 

მაშასადამე, თუ ·2>VM, მაშინ (3.6) უტოლობის თანახმად გვექნება 

0(V, X,)<-ი(X, (ა1ი(ი, #,ა=Iსთ ი(#, ყ»)+ 

+ი(V,, Xა)<5+-–-<-+>+ +-=6 

1IიI X„=V#. 
ჩ-–-თ
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ამრიგად, # სივრცის ელემენტთა ყოველი ფუნდამენტალური მიმდევ- 
რობა კრებადია # სივრცეში, ე. ი. # სივრცე სრულია. 

4. ნებისმიერი მეტრიკული I სივრცე, რომელსაც აქვს 1, 2? დამ 

თვისებები, # სივრცის იზომეტრიულია. 

მართლაც, ვთქვათ, #2” და 122, წარმოადგენს #? და #2, სივრცეების ქვესიმ- 
რავლეებს, რომლებიც II სივრცის იზომეტრიული არიან. მაშინ ცხადია, 
რომ #” და >, სიმრავლეებიც ურთიერთიზომეტრიული არიან. ეს იზო- 
მეტრია M#% და M%+, სიმრავლეებიდან # და #, სივრცეში გავაგრძელოთ. 
ავიღოთ # სივრცის ნებისმიერი X ელემენტი და განვიხილოთ II” სიმ- 
რავლის ელემენტთა მიმდევრობა (Xე, Xა, -.., X„,...), რომელიც კრე- 
ბადია X · ელემენტისაკენ. ამ მიმდევრობის შესაბამისი მიმდევრობა 
(Vს0 XV... -.ა), X.C#,, ყოველ შემთხვევაში იქნება ფუნდამენ- 
ტალური მმდეერობა, ვინაიდან ყოველი /1 და #” ნატურალური რიცხვე- 
ბისათვის : 

0(XMთ, X,ა=ი(V,, #,). 

შემდეგ,.-რადგანაც #, სრული სივრცეა, ამიტომ ამ სიე რცეში არსებობს 
გარკვეული XV ელემენტი, რომლისკენაც კრებადია (#,, X>,- .., X,,...) 
მიმდევ რობა. ეს I ელემენტი შევუსაბამოთ # სივრცის X ელემენტს. 
ადვილი საჩვენებელია, რომ X ელემენტი ცალსახად არის განსაზღვრული. 

მაშასადამე, # და IL სიმრავლეებს შორის შეგვიძლია დავამყაროთ ურ- 
თიე რთცალსახა შესაბამისობა. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ ს სივრცის გადასახვა #, სივრცეში იზო- 
მეტრიულია. ვთქვათ, # სივრცის X და X' ელემენტებს შეესაბამება #8, 

სივრცის # და »”” ელემენტები, ამასთანავე 

X=III X,, X'=II0 X., Xგნ,, X"VC67". 
ჩ-თ ' ი--თ 

შემდეგ, ვთქვათ, X, და XV, წარმოადგენენ #·, სიმრავლის ელემენ- 
ტებს, რომლებიც შეესაბამებიან X„ ღა X' ელემენტებს. მაშინ 

0(X„», X'„უ1=0ი(XV», XV”). 6.60 

მაგრამ , 

1Iთ ი(Xე, X',„)=0(X, X), Iი (ჯი, Iა= =ით XX): . ? 
ი–თ ი-თ 

მაშასადამე, თუ (3.0 ტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როდესაც ი-–>თ, 

გვექნება 
ი(X, X)1=ი(X, 1”.
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ამრიგად, # და #, სიერცეები ურთიერთიზომეტრიულია. თეორემა დამ- 

ტკიცებულია. 
ზემოთ მოყვანილი თეორემა ეკუთვნის გერმანელ მათემატიკოსს 

ფ. ჰპაუსდორფს (L. ILI8V95ძიLI0...· 

§ 4. შეკუმფვის ასახვათა პრინციპი 

ვთქვათ, გვაქვს ორი მეტრიკული სივრცე X და IX. თუ X. სივრცის 

ყოველ X წერტილს რაიმე წესით შეესაბამება #7) სივრცის გარკვეული 
ყთ წერტილი, მაშინ ვიტყვით, რომ X სივრცეში განსაზღვრულია LI (X) 
ოპერატორი და დავწერთ 

ყ=სI (ი, 

სადაც ყ წარმოადგენს V სივრცის წერტილს, რომელიც X წერტილს 
შეესაბამება. : · 

განსაზღვრა 4. ვთქვათ, LI ოპერატორს გადაყავს მეტრიკული X 
სივრცე თვით ამ სივრცეში. თუ არსებობს ერთზე ნაკლები ისეთი და–- 
დებითი თ რიცხვი რომ X სივრცის ყოველი ორი X და X” წერტილი- 
სათვის ადგილი აქვს უტოლობას 

იIV (9, 0CCC1).–თიCX, X), 

მაშინ VI ოპერატორს ეწოდება შეკუმშვის ოპერატორი ანუ 

შეკუმშვის “ას ა ხვა. 
თეორემა მ. სრულ მეტრიკულ X სივრცეში განსაზღ- 

ვრული შეკუმშვის CსV) ოპერატორისათვის არსებობს 

ერთადერთი წერტილი V6C6#/, რომლისთვისაც LV C)=V. 

დამტკიცება. ვთქვათ, ყე არის MX სივრცის ნებისმიერი წერტი- 
ლი და ავაგოთ წერტილთა შემდეგი მიმდევრობა: 

V1= LI (V/ე), ყა=VICV)), · · ·, ყა=V(ყი-I-.· 

ადვილი დასამტკიცებელია, რომ წერტილთა მიმდევრობა (ყ.) ფუნდა- 

მენტალუ რია. მართლაც, თუ #:2>>1, გვაქეს: 

ი(ყა+L ყა)=დILI)I(ყV,), VC/,-I)) <- თი(/ი, ყი-)· 

აქედან გამომდინარეობს, რომ · · 

ისVI+I ყა)ად%" ი(M.Vი). ' · ტ.. 

ახლა ავიღოთ ნებისმიერი ნატურალური რიცხვები /! და /, და აზრის
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გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ #>ი. მაშინ სამკუთხედის 
აქსიომის რამდენჯერმე გამოყენების შედეგად მივიღებთ “ 

0(ყი, ყო)<0(ყი, VMი+)) L0(ყი+ს» #ი+2+“...+-ი(/თო-. VMო)- 

თუ გავითვალისწინებთ (4.1) უტოლობას, გვექნება 
ი(ყი; წთ)<-C" “(MI ით” იყ» VMი)+ ·.+ 

ყი) (4.2         “+ თ” -1ი(ყს ყი) 

და რაკი თ<1, ამიტომ 

IIი იC/,, Vთ)=9, 
თ,ი-–თ 

ე. ი. (1 ყე) მიმდევრობა ფუნდამენტალურია, I სივრცის სისრულის გამო 

ეს მიმდევრობა კრებადია # სივრცის რომელიღაც ყ წერტილისაკენ. 
დავამტკიცოთ, რომ 

· ს (6)=Vყ. (.3) 
გვაქვს: ! 

0IVILV), Vყ»1)=ილILXVI, LI(ყა-I)1<-Cთი(ყ, ყი=1)- 

აქედან 

Iოთ იIVL(V), V»1=0, 
”ჩ”--თ 

ე· ი · 

»ი”-თ 

მაშასადამე, ზღვრის ერთადერთობის ძალით მართებულია (4.3) ტოლო–- 
ბა. ყ წერტილს ეწოდება VI(X) ოპერატორის უძ რავი წერტილი. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ LI(I) ოპერატო რისათვის არსებობს მხო- 
ლოდ ერთი უძრავი წერტილი. დავუშვათ, რომ არსებობს # სივრცის 

ისეთი ორი წერტილი V და 2, რომ 

ს(Vყ)=ყ, LL2)=2.- 
მაშინ 

ი(ყ, 2) =0IVXV),, V(ე)<Cთი(/, უშ). 

რადგანაც თ<-1, ამატომ ი(V,2)=0, ე. ი. 2=VI. 

ამრიგად, LI(X) ოპერატორს აქვს ერთადერთი უძრავი წერტილი. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ზემოთ ღამტკიცებული თეორემა ეკუთვნის ბანახსა და კაჩიოპოლს 

(CმCC10001ჩ.
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· ახლა (4.2) უტოლობაში გადავიდეთ ზღვარზე, როდესაც I->Cთ, მი– 

ვიღებთ 
„> იფ )<-. იყ #) (4=0, 1, 2,.-). ტ.4 

_ ამ ფორმულით შეგვიძლია შევაფასოთ მანძილი ყ, წერტილიდან უძრავ, 

ყ წერტილამდე. 

:§ ნ. შეკუმშვის ასახვათა პრინციპის გამოყენებანი 

1. წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემის ამოხსნა იტერაციის. 

მეთოდით. დავამტკიცოთ შემდეგი 
თეორემა 10. თ უ რიცხვთა ||0,I,) მატრიცი ისეთია, რომ 

2, |იის<თ<! ((=1, 2,.. ი), (5.1). 

მაშინ წრფივ განტოლებათა სისტემას 
ი, . 

ხ- 2) 0ი»§.=ხ, (=1, 2 .--,ჩ) -.2' 
#=1 

აქვს ერთადერთი ამონახსნი X=(C), 8,.- ე წე როგორიც 
გინდა იყოს ხ,, ხ,,...,ხ, რიცხვები. 

დამტკიცება. განვიხილოთ ” სივრცე. ამ სივრცეში განესახზღ– 

ვროთ ყ=VC) ოპურატორი შემდეგი ტოლობათა საშუალებით: 

» 

თ= 2, ი 6+ხ, 61), 2,-. რ. 
#=1 

ადვილი დასამტკიცებელია, რომ VIVC) შეკუმშვი ოპერატორია, მართ–- 

ლამ, 

იფ”, ყ”)=ი(I0VCV), 0C)1= -ომXL სუ” ,1= 
<1<ჩ 

»ჩ 

= თმX | 9 -» CI-–-L”ა (<5, ; 2 ნა) ს– წწ) < 
1<1:<ჩ L=) 

  

«-ი(X”, X_) ი 8X | თ,.I<-თ0(X, X"). «ა თა IMMI5-C0
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მაშასადამე, L)(X ოპერატორი წარმოადგენს შეკუმშვის ოპერატორს და 

ამიტომ (5.27) განტოლებათა სისტემას აქვს ერთადერთი X. ამონახსნი. თე–- 
"ორემა დამტკიცებულია. 

X=6(წ,, 6. . ნ) ამონახსნი შეგვიძლია მივიღოთ იტერაციის მეთო- 

დით, თუ გამოვალთ ჯა სივრცის ნებისმიერი ჯX=CL,, წ.,. · ., ნ) წერტი- 

ლიდან. 

ვთქვათ, : 
X=VXII0X, X»:=LI(CXI/ · · ·,X-=VICV-»), . - · 

სადაც 

· X =( ხი. ხა, ქ... ჯი), 

მაშინ : 

X=110 X„ 
ი-თ 

და, მაშასადამე, 

ხ,=IIთა (=1, 2, ..., I). 
ჩ--თ 

(4.4ე ფორმულის თანახმად 

ი18X (ა 6 ნ, |<-“ 

1<:<»ჩ 

  =0IX, სიე). 

(5. 1) პირობა საკმარისი პირობაა იტერაციის მეთოდის კრებადობისა 

განსახილავი სისტემისათვის. 

შენიშვნა 1. მე-10 თეორემაში (5.1) პირობა შეგვიძლია შევცვა- 
«ლოთ პირობით: ' 

» 

2) 6»I<თ<1 (§=1, 2,..., ი). ფ.3) 
L=1 

რომ გამოვიყენოთ მე-9 თეორემა საჭიროა არითმეტიკულ ჩ, სივრცე- 
ში შემოვიღოთ მეტრიკა შემდეგნაირად: , 

ი ი-პ) #-–-/I. 

ადვილი მისახვედრია, რომ #6 „სივრცე ამ მეტრიკით სრული მეტრი- 

კული სივრცეა.
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შენიშვნა 2. მე-10თ ეორემაში (5.1) პირობა შეგვიძლია შევცვალოთ 
პირობით: 

ჩ ჯ”M 

2) 2ეთა<თ<1. (5.4) 
(==1 #==1 

რომ გამოვიყენოთ მე-9. თეორემა, საჭიროა არითმეტიკული #, სივრცის 

ნაცვლად განვიხილოთ ევკლიდეს #2" სივრცე. 
ამრიგად, თუ შესრულებულია ერთ-ერთი პირობა (5.1), (5. 3) და. 

5.4) პირობებიდან, მაშინ არსებობს ერთი და მხოლოდ ერთი წერტილი 
X=(წ), ხი, -.-, ხა), რომლისათვისაც 

” 

ხ=2) ძანხ.+ხ, (=1, 2,.. ·,), 

#==1 

მასთან ამ ამონახსნის მიმდევრობითი მიახლოებებს აქეთ სახე: 

,ც %=(§., §რ,.:. §9), 

სადაც ჩ 

ი=1 იანი), ხ,. 

#=1 

9, წრფივ განტოლებათა უსასრულო სისტემები. წრფივ განტოლება. 
თა უსასრულო სისტემა უსასრულო უცნობით ეწოდება გან– 

ტოლებათა შემდეგ სისტემას 

' 7 011X1-I-CI:X:-L ... +თაXიე+.· .. =ხ) 

თ51X1-L ძეაXგ+ · " " -რაიX, + · · 1=ხგ 
ა. უა უტა ი.აიაც ე საუიეისი (5.5) 

სადაც ძო» ცნობილი კოეფიციენტებია, ხუ –– თავისუფალი წევრები, X 
კი უცნობებია,
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წრფივ განტოლებათა სისტემის თეორია წარმოიშვა და განვითარდა იმ 
გამოყენებებთან დაკავშირებით, რომლებიც მას აქვს ჩვეულებრივ დი- 
ფერენციალური განტოლებათა თეორიის საკითხებში, ინტეგრალურ გან- 
ტოლებათა თეორიაში და მათემატიკური ფიზიკის სასაზღვრო ამოცანე- 
ბის ამოხსნისათვის. უნდა აღვნიშნოთ, რომ “ამ თეორიას ჯერ კიდევ არა 
აქვს დასრულებული სახე. აქ განვიხილავთ ამ თეორიის ზოგიერთ სა- 

კითხს | : 
Xსც XI... სიდიდეთა რიცხვითი მნიშვნელობების სისტემას ეწოდება 

(5.5. განტოლებათა სისტემის ამონახსნი, თუ (5.59ე ტოლობათა 
მარცხენა ნაწილში ამ მნიშვნელობების ჩასმის შემდეგ მივიღებთ კრებად 
მწკრივებს და ყველა აღნიმნული ტოლობა, იქნება დაკმაყოფილებული. 

(5.5) განტოლებათა სისტემის ამოხსნისას და გამოკვლევასთან დაკავ– 
შირებით წარმოიშობა შემდეგი ამოცანები: 

ა) აქვს თუ არა ამონახსნი განტოლებათა სისტემას; 
ბ) ერთადერთია თუ არა ამონახსნი. 

ამ საკითხებს შევისწავლით განტოლებათა სისტემის ერთი მნიშვნელო- 

ვანი კლასისათვის--ეგრეთ წოდებული სავსებით რეგულარული 

სისტემისათვის. 

წინასწარ შევნიშნავთ, რომ (5.5). განტოლებათა სისტემას შეგვიძლია 

მივცეთ შემდეგი სახე: , 

თ 

X=2-) 6X.+ხ, ((=1, 2... -), (5.6) 

#=1 

სადაც 6,=– ძეს) თუ ##I და 6C,=1–06;. 

განსაზღვრა 4. განტოლებათა (5.6) სისტემას ეწოდება სავსე- 

ბით რეგულარული, თუ 

თ 

2) I<თ<1, |ხ,I<8 (=1, 2,...), 

#= 1 

სადაც დადებითი თ და 8 რიცხვები დამოუკიდებელია ჯ-ზე. 
განსაზღერა #. (5.6) განტოლებათა სისტემის (ს, ) ამონახსნს ეწო- 

დება შემოსაზღვრული, თუ არსებობს ისეთი დადებითი რიცხვი #I, 

რომ |X, CM ყველა #-თვის: : 

თეორემა 11. სავსებით რე გულარულ სისტემას აქვს ეC- 

თაღერთი მზემოსაზღვრული ამონახსნი.
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დამტკიცება. განვიხილოთ ყველა შემოსაზღვრული რიცხვთა მიმ– 
დევრობის #1. სივრცე და განვსაზღვროთ ამ სივრცეში ს ოპერატორი 

შემდეგნაირად: თუ X=CV,), X;,. -. აის“ · -)6ჩს მაშინ #ყ=LICX), სადაც 

ყ=(ყ), ყა ... ყა .. :) 

ზოლო 
თ 

#= 2) CLX.+ხ; (=1, 2,...). 

#=1 : 

ადვილი შესამჩნევია რომ რიცხვთა (ყე) მიმდევრობა შემოსაზღვრუ- 
ლია, მართლაც, გვაქვს: 

თ 

IVI< 2) |C.IIXMI+I ხ,ICთIXI+8, 
#=1 

სადაც 
I XII = იიმXIIXII. 

1<#<თ 

მაშასადამე, ყ=(VI), M., » · ·,M,, · · ·)CM. ამრიგად, /I სივრცის: ყოველ X 
წერტილს შეესაბამება /. სივრცის გარკვეული LICI) წერტილი, ასე, რომ 
სCთ) წარმოადგენს ოპერატორს, რომელიც #I სივრცეშია განსახღვრული 
და #I სივრცეს ასახავს თავის თავში. 

დავამტკიცოთ, რომ სე არის შეკუმშვის ოპერატორი. განვიხი- 
ლოთ იჩ! სივრცის ორი ნებისმიერი წერტილი X =(X), XV, .·. ·,X ე: : ·) 

Xჯ"=(X I, X ი, - · -,X ,,.·..) და ვთქვათ, 

სია)=Mყ=ფ", #Mთ · აწ.) სVVC-=ყ"=ფ”, M თ... 

ყ” და ყ” წარმოადგენს #7 სივრცის წერტილებს. რადგანაც 

თ 

Iს ყრ= >) 6ა(Iს--X ა) |დთი(C, XI), 
#=1 

ამიტომ 

' ' იყი, LI”) ) = თმXI VI –- M,|ICთ0C(%X” X"), 
1<:<თ · 

ე. ი. VC9 არის შეკუმშვის ოპერატორი და, მაშასადამე, მე-9 თეორემის” 

ძალით (5.6) სისტემას აქვს ერთადერთი შემოსაზღვრული ამონახსნი- 

თეორემა დამტკიცებულია.



244 თ. VI. სრული და კომპაქტური სივრცეები 

შევნიშნოთ, რომ სავსებით რეგულარულ სისტემას შეიძლება ჰქონ- 
დეს აგრეთვე შემოუსაზღვრელი ამონახსნიც. მართლაც, განვიხილოთ გან- 
ტოლებათა შემდეგი უსასრულო სისტემა 

X.-= ძის, X:=თXვ,-··Xგ-1=0Xა)..· 

სადაც ძ არის 1-ზე ნაკლები რაიმე დადებითი რიცხვი. ცხადია, რომ ეს 
განტოლებათა სისტემა სავსებით რეგულარული სისტემაა. ამ განტოლე- 
ბათა სისტემას აქვს უამრავი ამონახსნი. ეს ამონახსნებია 

C C C C 
, 4? გ. ==. 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. თუ C=0, მაშინ მივიღებთ(0, 0, 0, ·.· ·, 0, · ·) 
ამონახსნს.ეს არის სწორედ ერთადერთი შემოსაზღვრული ამონახსნი; სხვა 

ამონახსნები ყველა შემოუსაზღვრელია. 
თეორემა 19. თუ ი>1 და ადგილი აქვს უტოლობებს 

თ ·/თ ი-1 თ 
1 1 - 

L 2, (>:« ქ ' =დ0<1, 2, |ხ,/<-+თ, ო + ო (5.7 
L=1 1L=1 

მაშინ განტოლებათა (5.60) სისტემას აქვს ე რთადერთი 

ამონახსნი # სივრცეში. ი 
დამტკიცება. ვთქვათ, X=(X), X;, · · · ,Xც,...) 61”. ადვილი დასამ- 

ტკიცებელია, რომ მწკრივი. 

თ 

გი» (5.8) 

#=1 

კრებადია ყოველი (L-სათვის, მართლაც, რადგანაც ყოველი ფიქსირებული. 
თ : : 

(-სათვის 2, | CL I/< + დ, ამიტომ ჰელდერის უტოლობის თანახმად აბსო– 

#=I 

ლუტურად კრებადია (5.8) მწკრივი და, მაშასადამე, იგი იქნება კრებადი. 
თუ აღვნიშნავთ (5.8) მწკრივის ჯამს 0, სიმბოლოთი, მაშინ ჰელდერის 

უტოლობის ძალით, 
1 

= « 
“<(2)+ 3 -IXI. 

#=1



§ 5. შეკუმშვის ასახვათა პრინციპის გამოყენებანი : 245 

მიღებული უტოლობის ორივე ნაწილი ავამაღლოთ ჩი ხარისხში და გავი– 
თვალისწინოთ 6. დამოკიდებულებათა პირველი ტოლობა, გვექნება: 

3 IთL 5 ზე ' :IXI#=თ“-I XII. 69 
ჯხ=1 (=1 –, 

მაშასადამე, ძთ=(0), თე, . · ათე, -..) წარმოადგენს I” სივრცის წერტილს 

და (5.9) დამოკიდებულებიდან ს ივილებთ 

(2I<თIXI. 
მინკოვსკის უტოლობის საფუძველზე ადვილად დავამტკიცებთ, რომ 

ყ=(ყI თ. "ა ყა, .· ა წერტილი ეკუთვნის I” სივრცეს, სადაც 

–%) 6. #X+ხ,=0; ,(+ხ, (V=1, 2,.. .). 
ლ 

მაშასადამე, LI ოპერატორი, რომელსაც გადაყავს X წერტილი ყV წერტილ– 

ში, განსახღვრულია /?” სივრცეში და ეს სივრცე გადაყავს თავის თავში. 
ახლა დავამტკიცოთ, რომ LICX) შეკუმშვის ოპერატორია. ავიღოთ |? 

სივრცეში ნებისმიერი ორი წერტილი : 

X=(XII, XV... X ა...) X”=(X”, X თ. -X ა :..). 

ვთქვათ, | : 
ყ'=VICX-?, 'ყ'წ=VCX),. 

სადაც . - 

უეე-ლენ“-””რ=რრწი “” –-–____. 
ხოლო 

#3) -0LXM რობეთრ. 

#=I! 
რადგანაც 

, ” ბ ს.) , ", 
ყ.:–-ყ „= 2) ნის (Xს-–- XI) 

#=1 

ამიტომ ჰელდერის უტოლობის ძალით, 

თ 1 

Iყ/ს–ყსI<| 2) Iთ I) ით” »”) 0=1, 2,:+- 
#ჩ=>1



246 თ. VI. სრული და კომპაქტური სივრცეები 

თუ” მიღებულ უტოლობათა ორივე ნაწილს ავამაღლებთ ი ხარისხში და 

შემდეგ შევკრებთ, გვექნება 
L" -) .. 

2) ს ყრმCთ%ილ ს, #1. 
(=1 

აქედან 
ი(ყ” ყწა<თი(X, »", 

იწსთ), VVC”)1<თი(X, X”). 

ამრიგად, IC) წარმოადგენს შეკუმშვის ოპერატორს და ამიტომ მე-9 
თეორემის ძალით (5.6) სისტემას აქვს ერთადერთი შემოსაზღვრული 
ამონახსნი I? სივრცეში. თეორემა დამტკიცებულია. 

ვ. პირველი რიგის ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლების 

ამონახსნის არსებობის თეორემა. განვიხილოთ დიფერენციალური გან- 

ტოლება 
–-=IVC, ყ) (5.10 

საწყისი პირობით 

ყ=ყ- როდესაც X=X Cლ.11) 

სადაც /CV, ყ) ფუნქცია უწყვეტია შემოსახღვრულ დახურულ #7 არეში, 
რომელიც შეიცავს თავის შიგნით (Xა, ყე) წერტილს. ვიგულისხმოთ, რომ 

წCVX, ყ) აკმაყოფილებს ლიფშიცის პირობას ყ-ის მიმართ, ე. ი. არსე- 
ბობს #-ზხე დამოუკიდებელი ისეთი მუდმივი X>0, რომ #) არის ორი 

ნებისმიერი (X, ყ) და (X, ყ!) წერტილისათვის” ადგილი აქვს უტო- 
ლობას: 

IICV V) – IC ს0C%IV" – VI. 
თეორემა 18. X, წერტილის გარკვეულ IX:--–თ, X-+0) მი- 

დამოში არსებობს (5.10) განტოლების ერთადერთი ამო- 

ნახსნი ყ=დთ(X), რომელიც აკმაყოფილებს (5. 1.) საწყის 

პირობას, 

დამტკიცება. (5.10) დიფერენციალური განტოლება. (5.11) საწყისი 

- პირობით ეკვივალენტურია შემდეგი ინტეგრალური განტოლებისა 

დ(X)=4-+ | /I(, (0144. (5.12) 
-%



§ 5. შეკუმშვის ასახვათა პრინციპის გამოყენებანი 247 
  

რადგანაც /(X, ყ) ფუნქცია უწყვეტია დახურულ შემოსაზღვრულ #) არე- 
ში, ამიტომ არსებობს ისეთი მუდმივი #2პ, რომ #) არის ყოველი 

(X, ყ) წერტილისათვის 

, 1”(X, ყ) |<-M. 

შევარჩიოთ დადებითი თ რიცხვი ისე, რომ შესრულდეს პირობები: 

ა) #ძ<1; 

ბ) თუ X–XI<0 და |ყ- ყი |I<M0ძ, მაშინ (X, ყ) CM. 
აღვნიშნოთ C+" სიმბოლოთი |X-–- 0, X.+ი) სეგმენტხე უწყვეტი 

ისეთი დ(X) ფუნქციათა სივრცე, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას 

Iდ(9 –– ყი <M0ი, მეტრიკით 
0(C1, დ) = I90)2X Iთდ)(X) –– დი(X) ს დ)6C7”, დ;ეCC". 

|X–-Xგ|<4ძ · 

დავამტკიცკოთ, რომ C+ სრული სივრცეა, ავიღოთ C” სიმრავლის ნების– 

მიერი დაგროვების წერტილი დკე(»ჯ). მაშინ C+ სიმრავლიდან შეგეიძლია 
გამოვყოთ დე(X) წე რტილისაკენ კრებადი C?“ სიმრავლის წერტილთა მიმ- 

დევრობა დ)(X), დი(X), · · -და(X),· ·- პირობის ძალით 

|და(ი – ყი <M0, X–-- იდX<X“+ი ჩ=1, 2,.+.-. 

თუ ამ უტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როდესაც #->თ, მივიღებთ 

| დე(M)–“- ყე I<#M0 Xა–-იდ<X<Xე-+0ძ. 

მაშასადამე, დეCC“”. ამრიგად, C ” ჩაკეტილი სიმრავლეა და, ამას გარდა, 

იგი CI, ი, X.-Lი1) სივრცის ქვესივრცეა. ამიტომ, მე-2 თეორემის ძალით, 

C” წარმოადგენს სრულ სიერცეს. : 
ახლა განვიხილოთ ასახვა 

§=ხცVC), 6.15 
სადაც 

ცყრ6)=Vა+ / IV, დ(,)1ძ/, |X-–– XII<-0, დCC“. 
%ი 

(5.13) ასახვა წარმოადგენს შეკუმშვის ასახვას სრული C" სივრცისახ 

თაცის თავში. მართლაც, ვთქვათ, დCC”, მაშინ 

. 
Iს – #I< | IIII, დრ1 Iიძ(|<M%, |X-–- IC. 

X%·
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მაშასადამე, %CC”. ამის გარდა, თუ დ,)CC%, დ-CC", გვექნება 

ჯ 

| VI) –– 9--(წ) |=| V(და – V(დ» I=| II დ,() ) –– /(/, და(/) )1ი!|1<. 

X%ი 
ჯ 

< /III6 დ 0I-– IM და6 119( <M9ი(თ, და. 
% 

რადგანაც #0<1, ამიტომ LVXდ) შეკუმშვის ოპერატორია და, მამასადა- 

მე, მე-9 თეორემის თანახმად, #ყ=VLI(,)) განტოლებას აქეს ერთადერთი 

ამონახსნი ყ=Cდ(X), რომელიც აკმაყოფილებს პირობას დ(Xე) =VყVე. თეო-. 

რემა დამ ტკიცებულია. 

ზემოთ დამტკიცებული თეორემა პიკარს (LIC21ძ) ეკუთვნის), 

ჭტ. პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა. განვი- 

ხილოთ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა 

'. , –. 1 
<=“ =/'(% ყი ყთ-.. ყი) ((=1, 2,ც.. ·,) (5.14) 

საწყისი პარობებით 

ყ(=ყაის როდესაც X=X (=1, 2,.. 1), (5.15) 

სადაც ჩ(X, ყ ყი -- ყი) ფუნქციები უწყვეტია "+ სივრცეში მოთავ- 
სებულ შემოსაზღვრულ დახურულ #ჩ) არეში, რომელიც თავის შიგ- 
ნით შეიცავს (Xი, VI0, M20,··- ყ»ი წერტილს. ვიგულისხმოთ, რომ 

MX, ყი. ყი. სყი) ფუნქციები აკმაყოფილებენ ლიფმიცის პირობას 

-ყI ყ2 · · · ”,„ (ქვლადების მიმართ: 

ვებს” ე... 
==1 

(=1, 2,.. ·), : 

სადაც I დადებითი რიცხვია. მართებულია შემდეგი 
თეორემა 14. არსებობს ჯწერტილის შემცველ გარკვეულ 

IX -- თ, X+0ი) სეგმენტზე განსაზღვრული ერთადერთი 

სისტემა ფუნქციებისა ყ;=დ/(V) (=1, 2,...,), რომლებიც 

1 ემილ პიკარი (1856 -- 1941) –. ფრანგი მათემატიკოსი, პარიზის აკადემიის წეე– 

რი 1889 წლიდან, მას ეკუთვნის ფუნდამენტალური გამოკვლევანი დიფერენციალურ 

განტოლებათა თეორიაში და მათემატიკის სხვადასხვა დარგში.
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დააკმაყოფილებენ განტოლებათა (5.14) სისტემას საწ- 
ყისი პირობებით (5.15). 

დამტკ იცება. დიფერენციალურ განტოლებათა (5.14) სისტემა 

საწყისი (5.15) პირობებით ეკვივალენტურია ინტეგრალურ განტოლება- 
თა შემდეგი სისტემისა: 

#(ი=ყი+ / ჩI6 თი, VX0,-.-/„თ)ი/ (C-), 2,...,”). (5.16 
· X9ი 

M არეში /, ფუნქციების უწყვეტობის გამო არსებობს ისეთი დაღებითი 
რიცხვი M#, რომ 8 არის ყოველი CV, V), ყს.· ·, V,) წერტილისათვის: 
ადგილი ექნება უტოლობებს: 

II (X, ყ. ყ2 ,.. ყ») |ლ<M ((=1, 2, ი... ”). 

ახლა დადებითი ძ რიცხვი ისე შევარჩიოთ, რომ შესრულდეს პირო–- 

ბები: 

ა) X#ძ0<1, 

ბა თუ |X--M=თ და I#-- ძი1<-M9 (=1, 2,...,/), მაშინ- · 

CV, Vყ), ყი, · · -»ყ,) CM. 

განვიხილოთ ახლა C" სივრცე, რომლის ყოველი ელემენტი წარმოად– 
გენს IX –-თ,. X-+- ი) სეგმენტზე ისეთი # უწყვეტი ფუნქციის დალაგე- 
ბულ დ(X=(დ,(X), და(X), · · დე(X)) სისტემას, რომ |დ,(0), –– ყი | ==–MCთ 

(V=1,. . .,/1), ამასთანავე მანძილი C” სივრცის ორ დ(X)=(დI(X), და(X), · · ·, 

„ს რი(X)) და“ (X)=(%)(X), %ა(X), · · -,Iი(X)) ელემენტს შორის ასე განვ– 
საზღვროთ: ი 

» 

ი(დ, V)= 2) თმX. | დ/X90-- %XII. 
20 IX–-XაI< 0 

ადვილი საჩვენებელია, რომ C" წარმოადგენს სრულ სივრცეს. 

ახლა V(,) ოპე რატორი ასე განესაზღვროთ: : 

LI(ი)=(თ,0X), დ.(X), .. „დი(X) | 

სადაც 

X 

9/X=ყი+ )/ IM დ(0, დX/). · -დ„(01ძ/, | X-–- XI <0, 
Xა- 

(C=1, 2,...,წ).
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ადვილი შესამჩნევია, რომ თუ |X-–-X-|=Mთ, გვექნება 

X 

|დ,00-– ”I<| / I/II/ თნ, დ0,.. „დ,(01Iძ(| CM9 
X- 

- (1=1, 2, ...ი). 

მაშასადამე, LIC)6C”. შემდეგ, 

( 

იIსC), ით) 2. ომX ; / (/II6 დი, . «., დ(0)–ჩ6 6, + 
ლ) IX–XაI< 

  

ა,(0)ი( =# 2 თმX 
=1 1X–Xი|I<6 

/ 1) |და0 -– 0 | ი(<<%M0ი(,1). 
#=1 

, მაშასადამე, LI(დ) წარმოადგენს შეკუმშვის ოპერატორს და ამიტომ ოპე- 

რატორულ განტოლებას 

ხVC)=დ 

აქვს ერთადერთი ამონახსნი 

დ"=(C",(X), დ'(X).+-, დ“). 
ცხადია, რომ 

დ"”,(X-)=ყM;ა ((=1, 2. ; „,ჩ·). 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ნ. ოპერატორების 6-სიახლოვე. ვთქვათ, მეტრიკულ I. სივრცეში 

მოცემულია ორი ოპერატორი LI(Xჯ) და V(X). ჩვენ ვიტყვით, რომ L) და V 
ოპერატორები არიან §6-სიახლოვისა, თუ მოცემული 6>0 რიცხვისათ- 

ვის და I სივრცის ნებისმიერი X წერტილისათვის სრულდება უტო- 

“«ლობა _ 

იIV(Cი), V(CX)1<4. 

თეორემა 1ნ6. ვთქვათ, სრულ მე ტრიკუ ლ I სივრცეში 

მოცემულია შეკუმშვის ორი ოპერატორი ს დაV: 

იIVVCთ, LICVყ)) <=თ) იC(X, ყ), იIVVთ), V(Vყ) 1 == თ: 0(X, V), თ;<1, თ:<1. 

თუ ეს ოპერატორები 6C-სიახლოვისაა, მაშინ მათ უძრავ 

რიცხვზ ე,   

8 
წე რტილებს შორის მანძილი წაკლებია –- 

სადაც თ=IM)ი (C), თა).
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დამტკიცება, ახრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ: 

თ=თ,კ. ვთქვათ, V ოპერატორის უძრავი წერტილია ყე. მაშინ LI ოპერა- 
ტორის უძრავი X. წერტილი წარმოადგენს ზღვარს წე რტილთა შემდეგი 
მიმდევრობისა , 

Vი, VL==LIVის, MV>= VI), · · #ი=VV»-), - · ·, 
ამასთანავე, (5.4) ფორმულის თანახმად, 

წი” 

ი(ყი, X-) == + 9VV V,). 

თუ M=0, გვექნება 

ი(Vი, Xე)== -–-–-- > 0(V%ი, ყ)). 

მაგრამ რაკი LI და V ოპერატორები §6-სიახლოვისაა, ამიტომ 

0(Vი, ყI)=0LV(წი), LVCV 1 <8. 

მაშასადამე, 

        ი(Vი, 

თეორემა დამტკიცებულია. · 
ი. პირველი რიგის ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლების 

ამონახსნის დამოკიდებულება პარამეტრებსა და საწყის მნიშვნელო- . 

ბებზე. 

თეორემა 160. თუ მარჯვენა ნაწილი დიფერენციალური 
განტოლებისა 

44% .--M, ყ, თ) (5.17) 
ძX 

წარმოადგენს თ პარამეტრის ეწყეეტ ფუნქციას (თე, თ)) 

სეგმენტზე და, ამის გარდა, აკმაყოფილებს არსებო–- 

ბის და ერთადე რთობის /პირობებს, ამასთან ლიფშიცის 

# მუდმივი თზე დამოუკიდებელია, მაშინ მოცემუ- 

ლი განტოლების Vყ=-(, თ) ამონახსნი, რომელიც აკმაყო– 

ფილებს Cდ(ჯე თ)=ყა პირობას, იქნება თ პარამეტრის უწყ- 

ვეტი ფუნქცია. ; | 
დამტკიცება. შევარჩიოთ დადებითი თ რიცხვი ისე, რომ შეს- 

რულდეს პირობები ა) #თ<-1; ბ) თუ |X–+X-|==0 და IV –– ყე | == M0, 
მაშინ (Xჯ, ყ)6ი.
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5.17) დიფერენციალური განტოლება საწყისი პირობით V(Xე)=Vყ, 
ტოლფასია ინტეგრალური განტოლებისა 

ჯ 

ყ=ყი+ / III V(0, თ)ძ!. (5.18) 
76 

ავიღოთ ახლა ნებისმიერი დაღებითი 8 რიცხვი. რადგანაც /(X,,ყ, თ) 
ფუნქცია: უწყვეტია თ პარამეტრის მიმართ, ამიტომ არსებობს ისეთი 

დადებითი 8(8) რიცხვი, რომ ადგილი ექნება უტოლობას 

IMX, #V თტთ) -/X ყ, თ)|<--, როდესაც | ტთ|<წ. 
განვიხილოთ ორი ოპერატორი : 

სC6)=Vი+ / /I6. (0), თ)ძ! 
- % 

VIდ)=Vი+ / /L/, დ(/), თ+ტთ)ძ!, 
სადაც | ბთI< ზნ. გვაქვს: 

ი(0, V)= »იმX I დ(0, თ|– 
IX–Xა1< 

–/Iს დ(), თ+#4თ)) | 4 <4 .M9=. | 
Mი - 

მაშასადამე, ს და V ოპერატორები 6-სიახლოვისაა. ამის გარდა, ეს 

ოპერატორები შეკუმშვის ოპერატორებია და ამიტომ მე-15 თეორემის 
ძალით 

        
ი(9%, დ 

სადაც დეა(X) და დ-(») წარმოადგენენ ს, დღა V ოპერატორების უძრავ 

წერტილებს; ხოლო 7.=#ძ. 
· ამრიგად, (5.17) განტოლების ამონახსნი წარმოადგენს თ პარამეტრის 

უწყვეტ ფუნქციას. თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 17. თუ მარჯვენა ნაწილი დიფერენციალური 

განტოლებისა 
, 

“+ IX ყ) ' (5.19) X 

აკმაყოფილებს არსებობისა და ერთადერთობის პირო-
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ბებს, მაშინ ამ განტოლების ამონახსნი ყ=VყCV, Xე, ყი) 

წარმოადგენს Xა-ისა და ყ-ის უწყვეტ ფუნქციას. 
დამტკიცება. შევარჩიოთ დადებითი თ რიცხვი ისე, რომ შეს-. 

რულდეს პირობები: ა) XCთ<1; ბ) თუ |# -- X, |==თ და | ყ-–Vი | <- Mთ, 
მაშინ (X, ყ+.ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი ისე, რომ იყოს 

გ -=- 46. 

ი 2 

(5.19) დიფერენციალური განტოლება საწყისი პირობით V(X-)=-4Mიე 
ტოლფასია ინტეგრალური განტოლებისა ' 

ჯ 

ყ=Vი+ | III, V(0 14/. 
% 

ახლა (5.19) განტოლებისათვის საწყისი პირობა იყოს V(Xა)=ყ), ხადაც. 

II -–- ყეI<68 და განვიხილოთ ოპერატორები 

Xჯ Xჯ 

Vყ(დ)=Vა+ / წV, თდ(0)იი V(2)=#+) M6 დიI4I 
X X 

ეს ოპერატორები წარმოადგენენ შეკუმშვის ოპერატორებს. აქედან 

ი(C, V)=IVყIL-–- ყი |<-6. 

მაშასადამე, მე-15 თეორემის ძალით, LI(Cდ) და V(დ) ოპერატორების 

უძრავი დე(X) და დ“(X) წერტილებისათვის გვაქვს: 

#=Iძ.      0%დი, 1 ი 

ასე, რომ (5.19) დიფერენციალური განტოლების ამონახსნი წარმოადგენს 

ყი ის უწყვეტ ფუნქციას. 
ამგვარადვე ვაჩვენებთ, რომ (5.19) დიფერენციალური განტოლების 

ამონახსნი წარმოადგენს Xა-ის უწყვეტ ფუნქციას, თეორემა დამტკიცე– 
ბულია. 

§ 6. კომპაქტური სიმრავლეები მეტრიკულ სივრცეებში 

განსაზღვრა 6.' მეტრიკული I სივრცის წერტილთა რაიმე 6 
სიმრავლეს ეწოდება კომპაქტური სიმრავლე #2-ში, თუ ამ სიმ- 
რავლის ელემენტებისაგან შედგენილ ყოველ უსასრულო მიმდევრობიდან 
შეგვიძლია გამოვყოთ I) სივრცის ელემენტისაკენ კრებადი ქვემიმდევ-
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რობა, ხოლო # სიმრავლეს ჰქვი, კომპაქტური თავის თავში, 
თუ ამ სიმრავლის ელემენტებისაგან შედგენილი ყოველი მიმდევრობი- 
დან შეგვიძლია გამოვყოთ 8 სიმრავლის .ელემენტისაკენ კრებადი ქვე- 
მიმდევრობა. 

მეტრიკულ # სივრცეს კომპაქტური სივრცე ეწოდება, თუე 
ამ სივრცის წერტილთა ყოველ უსასრულო მიმდევრობიდან შეიძლებ» 
გამოვყოთ ამ სივრცის ელემენტისაკენ კრებადი ქვემიმდევრობა. 

მეტრიკულ კომპაქტურ სივრცეს კომპაქტი ჰქვია. არსებობს 
არამეტრიკული კომპაქტური სივრცეებიც, მაგრამ ამ საკითხს ჩვენ არ 

შევეხებით. 

ბოლცანო-ვაირშტრასის თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ ევკ- 
ლიდეს #2? სივრცეში მოთავსებული ყოველი შემოსაზღვრული უსასრუ- 

ლო სიმრავლე წარმოადგენს ამ სივრცეში კომპაქტურ სიმრავლეს. 

განსაზღვრა 7. ვთქვათ, მეტრიკულ 7”: სივრცეში აღებულია ნ 

სიმრავლე და 6 რაიმე დადებითი რიცხვია. I სივრცეში მოთავსებულ 
4 სიმრავლეს ეწოდება გ-ბადე ს სიმრავლის მიმართ, თუ # 
სიმრავლის ყოველ Xჯ წერტილისათვის მოიძებნება # სიმრავლის ერთი 

მაინც ისეთი ყ წერტილი, რომლისათვისაც ი0(X, V) 5 8. 

მაგალითად, სიბრტყის მთელრიცხვა! წერტილების სიმრავლე შეადგენს 

#2 . ბადეს ამ სიბრტყეში. 

დ-ბადეს სასრული ბაღე ეწოდება, თუ იგი სასრული ჯსიმრავ- 

ა, 

უ განსაზღვრა 8. მეტრიკულ სივრცეში მოთავსებულ # სიმრავ- 

ლეს სავსებით შემოსაზღვრული სიმრავლე ეწოდება, თე 

ყოველი დადებითი 8 რიცხვისათვის წ შეიცავს რაიმე სასრულ #§- 

ბადეს. 

“' თეორემა 18. მეტრიკულ სივრცეში მოთავსებული'ყოვე- 

ლი სავსებით შემოსაზღვრული #8 სიმრავლე შემოსაზღ- 

გრულია. : ი. 
დამტკიცე ბა. ვთქვათ, 6 რაიმე დადებითი რიცხვია სიმრავ- 

ლის სავსებით შემოსაზღვრულობის გამო #ჩ6-ში არსებობს სასრული 

ლ-ბადე #=( თ), ძი,-- სთ). აღვნიშნოთ (ძ-თი #4 სიმრავლის დიამეტრი. 

1 სიბრტყის რაიმე (X, V) წერტილს მთელრიცხვა წერტილი ეწოდება, თუ X და 4 

მთილი რიიჯხეებია, .
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8 სიმრავლის ნებისმიერი ორი ჯ ღა ყ წერტილისათვი მოიძებნება. 
# სიმრავლის ისეთი ორი წერტილი ძ, და ძ,, რომ 

ი(X, 0,)ლ=#, ი(Vყ, 0»)=-6. 
სამკუთხედის აქსიომის ძალით 

ი(X, ყ)==0(X, 0,)+-ი(ძ,, ძ.)-Lი(0., ყ) == ძ-L26. 

აქედან ჩანს, რომ 6 სიმრავლის დიამეტრი არ აღემატება ძ-L28 რიცხვს- 

მაშასადამე, 8 შემოსახღვრული, სიმრავლეა. 

ადვილი ·მისახვედრია, რომ ევკლიდეს #” სივრცეში აღებუ- 
ლი შემოსაზღვრული # სიმრავლე სავსებით შემოსაზ-– 

ღვრულია. 
მართლაც, სიმრავლის შემოსაზღვრულობის გამო არსებობს #ჩ სიმ–- 

რავლის შემცველი ი განზომილებიანი რეგულარული სეგმენტი 0. გავ-- 
ყოთ ეს სეგმენტი რეგულარულ სეგმენტებად, რომელთა ნორმებია 

(წიბოებია) ---_ . ასეთი სეგმენტების რიცხვი სასრულია. ყოველ ასეთ- 
I 

სეგმენტში ავიღოთ # სიმრავლის წერტილი I(თუ ასეთი წერტილი არ– 

სეობს) და ამ წერტილებისაგან შევადგინოთ 4 სიმრაელე. ცხადია, რომ- 

4 წარმოადგენს §-ბადეს 6 სიმრავლის მიმართ. 

შემოსაზღვრული სიმრავლე საზოგადოდ არ იქნება სავსებით შემო– 
საზღვრული. განვიხილოთ მაგალითი. , 

ვთქვათ, I? სივრცეში აღებულია ნ სიმრავლე, რომელიც შედგება 
შემდეგი წერტილებისაგან: 61=(1, 0, 0, .. .), –:=(0, 1, 0,0, 0, . - .,), 62–= 

=(0, 0, 1, 0,...),... რადგანაც სიმრავლის ორ ნებისმიერ წერ– 

ტილს შორის მანძილია / 2, ამიტომ 'წ შემოსაზღვრული სიმრავლეა, 
მაგრამ იგი სავსებით შემოსაზღვრული სიმრავლე არაა. მართლაც, თუ 

ავიღებთ დადებით § რიცხვს, რომელიც ნაკლებია ვიდრე #2 , მაშინ 8 
რიცხვისათვის არ არსებობს 8 სიმრავლეში §-ბადე. 

თეორემა 19 (ჰაუსდორფი). სრულ მეტრიკულ # სივრცეში: 
მოთავსებული ნ სიმრავლის კომპაქტურობისათვის 

' აუცილებელიადა საკ მარისი,“ რომ §# იყოს სავსებით შე> 
მოსაზღვრული. 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, 
6 კომპაქტური. სიმრავლეა. დასამტკიცებელია, რომ #6 სავსებით შემო– 
სახღვრულია. 

დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, 6 6 არაა სავსებით შემოსახღვრუ–- 

ლი. მაშინ არსებობს ისეთი დადებითი 6 რიცხვი, რომ 6 სიმრავლეში 

არ ნება სასრ ი §-ბა ავიღოთ #-ში ნებისმიერი Xჯ რტილი. 

რა გვემება სიმრავლეში არაა სასრული <-ბადე, ამიტომ. წუტ მო-
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იძებნება ისეთი Xა წერტილი, რომლისათვისაც 0(XI, X) > 6, რადგან წინააღ- 

მდეგ შემთხვევაში X, თვითონ იქნებოდა §6-ბადე. მემდეგ, 6 სიმრავლეში 

შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი ჯვ წერტილი, რომ ი(X,, X3) > 6 და 0(X:, Xვ)>>6 
(წინააღმდეგ შემთხვევაში X, და X. წერტილები თვითონ ”შეადგენდნენ 
გ-ბადეს ჩ-ში), გავაგრძელებთ რა ამ პროცესს, ჩვენ ავაგებთ § სიმრავ- 
ლის წერტილთა ისეთ მიმდევრობას X), X,,..., Xგ,...,ე რომ ადგილი 

ჰქონდეს უტოლობას ' , 

· 0(Xთ, X.I)>6, როცა II#7. 

ცხადია, რომ (X:) მიმდევრობიდან არ გამოიყოფა არცერთი კრებადი 
ქვემიმდევრობა. მაგრამ, მეორე მხრით, 8 სიმრავლის კომპაქტურობის 

გამო (+) მიმდევრობიდან უნდა გამოიყოფოდეს კრებადი ქვემიმდევ- 
რობა, მივიღეთ წინააღმდეგობა და, მამასადამე, 8 სავსებით შემოსაზღ- 
ვრული სიმრაელეა, 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, 8 სავსებით შე–- 
მოსახღვრულია და დავამტკიცოთ, რომ #6 კომპაქტური სიმრავლეა. 

განვიხილოთ წ სიმრავლის წერტილთა ნებისმიერი მიმდევრობა (X„). 
ავიღოთ ნულისაკენ კრებადი დადებით რიცხვთა კლებადი მიმდევრობა 
(6»)- ყოველი ნ, რიცხვისათვის ავაგოთ §ჯ-ბადე 8 სიმრავლეში, ეს 

დე იყო 

#ა=(თაი თა: ნ»), (6=1, 2,..-). 

4) სიმრავლის ყოველი წერტილის გარშემო შემოვხახზოთ 6; რადიუსი- 
ანი სფერო, რადგანაც ეს სფეროები მთლიანად სიმრავლეს ფარავენ, 
ხოლო ამ სფეროთა რიცხვი სასრულია, ამიტომ ამ სფეროებიდან ერთი 

მაინც შეიცავს აღებული (I) მიმდევრობის უსასრულო ქვე მიმდევრო- 
ბას (X,,). ეს სფერო აღვნიშნოთ §)-ით. 

შემდეგ, #4 სიმრავლის ყოველი წერტილის გარშემო შემოეხაზოთ 
4; რადიუსიანი სფერო. რაკი ამ სფეროთა რიცხვი სასრულია, ამიტომ 

"ამ სფეროებიდან ერთი მაინც შეიცავს (XI,). მიმდევრობის უსასრულო 
ქვემიმდევრობას IXა,). ეს სფერო 45ა:-ით აღვნიშნოთ. შემდეგ ვიპოვით 
ჯე რადიუსიან სფეროს, რომელიც შეიცავს (X:„) მიმდევრობის უსას- 

რულო ქვემიმდევრობას (X>ჯ,) და ასე შემდეგ. ამრიგად, ჩვენ გვაქვს 
· შემდეგი მიმდევრობები: 

'.–.. 

–%Xა)ეე X22ე. ? ე 58)...» 

»„„,აღააღრ-–"”ი”” '''
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„ამ მიმდევრობებიდან ყოველი წარმოადგენს წინა მიმდევრობის ქეემიმ– 

"დევრობას. განვიხილოთ ახლა დიაგონალური მიმდევრობა 

XI. X29, ... იი ... 

ეს მიმდევრობა ფუნდამენტალურია, ვინაიდან მისი წევრები, დაწყებული 

„-Xი„-დან, ყველა მოთავსებულია 5 · სფეროში რომლის რადიუსია' წ. 

# სივრცის სისრულის გამო !X,,„! მიმდევრობა კრებადია. 
ამრიგად, 8 სიმრავლის წერტილთა ყოველი (X,) მიმდევრობიდან 

გამოიყოფა კრებადი ქვემიმდევრობა და, მამასადამე, 6 კომპაქტფრი 

სიმრავლეა. თეორემის პირობის საკმარისობაც დამტკიცებულია. 

თეორემა 90 (ფრემე). სრულ მეტრიკულ ჩ სივრცეში მო- 
თავსებული #8 სიმრავლის კომპაქტ ურობისათვის აუცი- 
ლებელია და საკმარისი, რომ როგორიც გინდა იყოს 6 
რიცხვი 8 სიმრავლისათვის არსებობდეს #-ში კომპაქ- 
ტური §-ბადე. 

ღამტკიცება. თეორემის პირობის აუცილებლობა ცხადია. დავამ- 
ტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, § ნებისმიერი დადებითი რიცხ- 

ვია და # კომპაქტური -%- „ბადეა ნ სიმრავლისათვის. რადგანაც 4. 

კომპაქტური სიმრავლეა, ამიტომ მე-19 თეორემის თანახმად იგი სავსე– 

ბით შემოსაზღვრულია და, მაშასადამე, #4 სიმრავლეში შეგვიძლია გამოე– 

„,ყოთ სასრული –--ბადე #,. ცხადია, #, წარმოადგენს  სიმრავლისათ- 

ვის §-ბადეს. შემდეგ, რაკი # სრული სივრცეა, ამიტომ, მე-19 თეორე– 
მის ძალით 6 კომპაქტური სიმრავლეა. თეორემის პირობის საკმარისობა 

დამტკიცებულია. 
თეორემა 91. მეტრიკულ # სივრცეში მოთავსებული 

8 სიმრავლე კომპაქტია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, რო- 

დესაც იგი ჩაკეტილია და კომპაქტურია 2-ში. 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, 

ნ კომპაქტია, ე. ი. 8 თავის თავში კომპაქტურია. მაშინ 6 იქნება კომ–- 
პაქტური სიმრავლე #-ში, დავამტკიცოთ, რომ # ჩაკეტილი სიმრავლეა. 
განვიხილოთ # სიმრავლის ნებისმიერი. დაგროვების წერტილი X. ავი- 

ღოთ ნ სიმრავლის წერტილთა მიმდევრობა (X,), რომელიც კრებადია 
X წერტილისაკენ. რადგანაც წ სიმრავლე თავის თავში კომპაქტურია და 
1101 ჯე=X, ამიტომ XCჩ. 
ჩ--თდ 

ამრიგად, თუ 6 წარმოადგენს კომპაქტს, მაშინ იგი იქნება ჩაკეტი-
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ლი და კომპაქტური #-ში და ამით პირობის აუცილებლობა დამტკიცე- 
ბულია, 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, 8 არის ჩაკეტ–- 

ლი და #-ში კომპაქტური სიმრავლე. ვაჩვენოთ, რომ # წარმოადგენს 

კომპაქტს. ავიღოთ 6 სიმრავლის წერტილთა ნებისმიერი მიმდევრობა 

(ყ,). რადგანაც ნ სიმრავლე კომპაქტურია #-ში, ამიტომ აღებული 

მიმდევრობიდან შეგვიძლია გამოვყოთ კრებადი ქვემიმდევრობა Iყი,I· 

ვთქვათ, : 
სთ ყMყ,,=ყ. 

L--თ 

სიმრავლის ჩაკეტილობის გამო ყC6ნ. ამრიგად, სიმრავლის წერ- 
ტილთა ნებისმიერი მიმდევრობიდან შეგვიძლია გამოვყოთ #8 სიმრავლის 

ელემენტისაკენ კრებადი ქვემიმდევრობა. მაშასადამე, 8 წარმოადგენს 
კომპაქტს. თეორემა დამტკიცებულია. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ ნებისმიერ /? კომპაქტში მოთავსებული 

ჩაკეტილი # სიმრავლე წარმოადგენს კომპაქტს. 

თეორემა 959. მეტრიკული სივრცე წარმოადგენს კო?მ- 
პაქტს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც იგი სრულია 
და სავსებით შემოსაზღვრული.. 

ეს თეორემა მტკიცდება მე-19 თეორემის ანალოგიურად. 

თეორემა 98, ყოველ 'კომპაქტში, რომელიც შეიცავს წე“- 

ტილთა უსასრულო სიმრავლეს, არსებობს ყველგან 

მკვრივი თვლადი სიმრავლე. 
დამტკიცება. ვთქვათ, /?2 არის კომპაქტი. მე-19 თეორემის თანახ- 

მად, # სავსებით შემოსაზღვრულია და ამიტომ ნებისმიე რი დადებითი 

8 რიცხვისათვის I-ში არსებობს სასრული §6-ბადე „#8. თუ 6-ს მივცემთ 

მნიშვნელობებს 1, – , –-, ქ... == .., მივიღებთ თვლად სიმრავლეს 

თ 

8= VI 8./, 
M==1 

რომელიც ყველგან მკვრივია #-ში, ჟინაიდან #2 სიმრავლის ყოველი 

X წერტილისათვის გვაქვს 0(#, #3)=90. 

თეორემა 94 (კანტორი) თუ გვაქვს კომპაქტური # სივ“- 

ცის წერტილთა არაცარიელი ჩაკეტილი სიმრავლეების 

კლებადი მიმდევრობა V,, მაშინ გადაკვეთა 0,.ჩი 

ცარიელი არაა.
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დამტკიცება. თუ ყოველი #,უ სიმრავლიდან ავიღებთ ნებისმიერ 
X» წერტილს, მაშინ შეგვიძლია შევადგინოთ # სივრცის წერტილთა 
მიმდევრობა 

_____ · (6.1 

რადგანაც # კომპაქტური სივრცეა, ამიტომ (6.1) მიმდევრობიდან შეგ- 
ვიძლია გამოვყოთ ქვემიმდევრობა (სთ, რომელიც კრებადია #2 სივრ- 

ცის გარკვეული X წერტილისაკენ. დავამტკიცოთ, რომ 

თ 

ჯი ჩი. (6.2) 
== 

განვიხილოთ ნებისმიერი #, სიმრავლე და ავიღოთ ნატურალური რიცხ- 

ვი II >+V. მაშინ 

X.ო,' %თ. ა ვო... %თM; ,... · (6.3) 

მიმდევრობის ყოველი ელემენტი LI, სიმრავლეს მიეკუთვნება. ცხადია, 
რომ (6.ვ)მიმდევრობა კრებადია, X წერტილისაკენ და, რაკი #, სიმრავლე 
ჩაკეტილია, ამიტომ XC. მაშასადამე, მართებულია (6.2) თანაფარდობა. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ გვაქვს კომპაქტური სივრცის არაცარიელ 

ჩაკეტილ სიმრავლეთა კლებადი მიმდევრობა (I) და 
თ 

II ძ(//,)=0, მაშინ (0 ჩ, შედგება ·მხოლოდ ერთი წერტი- 
ჩათ /1=1 

ლისაგან, 

თეორემა ბნ. როგორიც გინდა იყოს დადებითი 6 რიცხვი 

ყოველი M# კომპაქტი შეგვიძლია წარმოვადგინოთ რთ–- 
გორც ჯამი ისეთი ჩაკეტილი სიმრავლეების სასრული 

რიცხვისა, რომელთა დიამე'ტრები §-ზე ნაკლებია, 

დამტკიცება. როგორც ვიცით, ყოველი კომპაქტი სავსებით შე- 

მოსაზღვრულია. ამიტომ IC კომპაქტისათვის არსებობს <- -ბადე 8= 

=IX,, X, .·. -,Xე). თვით ბადის განსაზღვრის თანახმად, 

35 IM; +. 
#= ს, (თ 3) 

მაშასადამე, 

ჩ ყ მ“ 

#ჩC ს, (რა 5):
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შემოვიღოთ აღნიშენა 

L=MXი08 ს 5) (1=1, 2, “) ჩ). 

რადგანაც # სიმრავლე ჩაკეტილია, ამიტომ #, სიმრავლეც ჩაკეტილია 

და, ამასთანავე, დიამეტრი ძ(Mა=+ <6. შემდეგ, ცხადია, რომ 

ი 
#X= XL) MX, 

|1= 1 

და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 36 (ბორელ-ლებეგი). თუ მეტრიკულ / სივრცეში 
მოთავსებული MX კომპაქტი დაფარულია ს სივრცის ღია 
სიმრავლეთა უსასრულო <5 სისტემით, მაშინ ამ სისტე- 

მიდან შეგვიძლია გამოვყოთ სასრული ქვესისტემა, რო- 

მელიც აგრეთვე # სიმრავლეს ფარავს, ანუ შემოკლე- 

ბით, კომპაქტური ჩაკეტილი სიმრავლის ყოველი ღია 
დაფარვა შეიცავს სასრულ დაფარვას. · 

დამტკიცება. დაგუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, 5 სისტემის 
არც ერთი სასრული ქვესისტემა არ ფარავს IC სიმრავლეს. 

ზემოდამტკიცებული თეორემის თანახმად, §=1 რიცხვისათვის # კომ- 
პაქტი შეგვიძლია წარმოვადგინოთ როგორც ჯამი სასრული რიცხვი ჩა- 

კეტილი სიმრავლეებისა IX),/Cე, · . -,#,, რომელთა დიამეტრები ნაკლებია 
1-ზე. ცხადია, რომ რომელიმე M,, სიმრავლე არ იქნება დაფარული 5 

სისტემის არც ერთი სასრული ქვესისტემით. რადგანაც #,, სიმრავლე 

ჩაკეტილია და იგი წარმოადგენს IX კომპაქტის ქვესიმრავლეს, ამიტომ 

#M, სიმრავლე იქნება კომპაქტი. ზემოდამტკიცებული თეორემის ძალით 

#,, 
ლეებისა |) '– Iაც რომელთა დიამეტრები ნაკლე- 

სიმრალე წარმოგვიდგება როგორც ჯამი ჩაკეტილი სიმრავ- 

ბია. 'ფიდრე –-. ამ სიმრავლეებიდან ერთი მაინც არ იქნება დაფაოუ- 

ლი 5 სისტემის არც ერთი ქვესისტემით. ვთქვათ ესაა XI, : სიმ– 

რავლე. ეს უკანასნელი წარმოვადგინოთ როგორც ჯამი ჩაკეტი- 

ლი სიმრავლეებისV #,,) კ... ჩე რომელთა დიამეტ- 

რები ---ზე ნაკლებია. ამ სიმრავლეებიდან ავიღოთ ერთი რომელიმე 

X, 1(ე(ვ 2 
რომელიც არ არის დაფარული 5 სისტემის არც ერთი ქვესის-
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ტემით და ეს პროცესი უსაზღვროდ განვაგრძოთ. მივიღებთ კომპაქტთა 

კლებად მიმდევრობას · 

X თა L, (წ: თ ნივ.“ ს M, 

ამასთანავე არც ერთი ამ კომპაქტებიდან დაფარული არ იქნება 5 სის- 

ტემის არც ერთი ქვესისტემით და 

., (6.4) 
(:წი.. -(ე!“ 

ძ(L, „)<+ (9=1, 2,..)- #1ჩ.. 

მაშასადამე, 23 თეორემის შედეგის თანახმად (6.4) მიმდევრობაში მონა– 

წილე ყველა სიმრავლის გადაკვეთა შედგება მხოლოდ ერთი X წერტი- 
ლისაგან, რომელიც მოთავსდება 5 სისტემის რაიმე C ელემენტში. რა–- 

კი 0 ღია სიმრავლეა, ამიტომ არსებობს X წერტილის LX; 6) მიდამო, 
რომელიც C-ში მოთავსდება. 

ახლა ავიღოთ ისეთი ი, რომ +-<6. რადგანაც 

X6M,I,..., და %ჩ, )<+- , 
ამიტომ 

ჩი... =VC #)ლ0. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ MI... .· კომპაქტი დაფარულია 5 სის- 

ტემის ერთი C ელემენტით. მივიღეთ წინააღმდეგობა. მაშასადამე, ჩვენი 

დაშვება იმის შესახებ, რომ #X კომპაქტის დაფარვა არ შეიძლება 5 

სისტემის არც ერთი სასრული ქვესისტემით, სწორი არაა. ამრიგად, 

ბორელ-ლებეგის თეორემა დამტკიცებულია. 

§ ?. კომპაკტურობის ნიშნები უწყვეტ ფუნქციათა სივრცეში 

კერძო შემთხვევებში ჰაუსდორფისა და ფრეშეს იმ თეორემების გა- 
მოყენება, რომლებიც მეტრიკულ სივრცეში მოთავსებულ სიმრავლეთა. 
კომპაქტურობის აუცილებელ და საკმარის პირობებს გვაძლევენ, გარ– 

კვეულ სიძნელეებთან არის დაკავშირებული. ამა თუ იმ სპეციალურ 
მეტრიკულ სივრცეში შეიძლება მოცემულ იქნეს კომპაქტურობის სპე- 

ციალური კრიტერიუმები, რომლებიც უფრო მოხერხებულია გამოყენების 

თვალსაზ რისით. ამ პარაგრაფში განვიხილავთ C(ი, ს სივრცის წერტილ- 

თა სიმრავლის კომპაქტურობის აუცილებელ და საკმარის პირობას, რო- 

მელიც არცელას (#LCC1მ) თეორემის სახე ლწოდებითაა ცნობილი. შემო- 

ქიღოთ
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განსაზღვრა 9. #" სივრცის წერტილთა ნ სიმრავლეზე განსაზღ- 
კრულ ფუნქციათა I/(X)1 სისტემას ვუწოდოთ ერთობლივ თანაბრად უწყ- 
ვეტი 6-ზე, თუ ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი და- 

დებითი ") რიცხვი, დამოკიდებული მხოლოდ 6-ზე, რომ აღებული ოჯ- 

ხის ყოველი /CX) ფუნქციისათვის ადგილი აქვს უტოლობას 
II(V")––I(X)I <8 

“8 სიმრავლის ნებისმიერი X” და +” ” წერტილებისათვის, რომელთა შორის 
მანძილი ი-ზხე ნაკლებია. 

_ თეორემა 97 (არცელა). (ი, ხ|) სეგმენტზე უწყვეტ .ფუნქ- 
ციათა 5=(ი(X) სისტემის კომპაკქტურობისათვის CV) 

სივრცეში აუცილებელია და საკმარისი, რომ ეს სისტე- 
მა იყოს (ი, ხI) ზე ერთობლივ შემოსაზღვრული და ერ- 
თობლივ თანაბრად უწყვეტი. 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ თეორემის პირობის აუცილებლობა. 
ვთქვათ, § სისტემა კომპაქტურია C(ი, ხ) სივრცეში. მაშინ, ჰაუსდორფის 

თეორემის ძალით, ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს §-ში 

სასრული -> -ბადე, დI(X), დი(X), · · -,06XX). ყოველი დ,:(X) ფუნქცია უწყ- 

ვეტია (თ, ხ1)-ზე, ამიტომ მოიძებნება ისეთი დადებითი //, რიცხვი, რომ 
(წთ, ხI სეგმენტის ყოველი X წერტილისათვის |დ;(X) | <= M,. შემოვიღოთ 

„აღნიშვნა 

M=-+ომXIM, M., -. VI). 

+ -ბადის განსახღვრის თანახმად, 5 სისტე მის "ყოველი დი) ფუნქე- 

ციისათვის : 

ი(დ, დ/)= M12X | დ(X) –– დ/(X)|<=-. 
ძ<X<ხ პ 

“მაშასადამე, ' 

| დ(X)I=|დ#9 |+-- = M,+-- < M. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 5 სისტემა ერთობლივ შემოსაზღვრულია 

IC, ხ) სეგმენტზე. ; 
შემდეგ, რაკი ყოველი დ/(X) ფუნქცია თანაბრაღ უწყვეტია (0, ხ|-ზე, ამი- 

"ტომ 5 რიცხვისათვის არსებობს X-ზე დამოუკიდებელი ისეთი დადებითი 

», რიცხვი, რომ (ი, ხ) სეგმენტის ნებისმიერი X' და ჯ” წერტილებისათ-
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ვის, რომელთა შორის მანძილი უ,ზხე ნაკლებია, ადგილი ექნება უტო- 
ლობას 

|დ(X)-- დ(X)|<-. 
აღვნიშნოთ აითი უმცირესი I», “რთ... რიცხვებს შორის და 
განვიხილოთ 5 სისტემის ნებისმიერი თდ(») ფუნქცია. დთ,(X), დ»(X),·'··, 

დXX) ფუნქციებიდან შეგვიძლია ავიღოთ ერთი მაინც ისეთი დ,(X) ფუნქ- 
ცია, რომ 

ი(თ, დ.)<-> 

ავიღოთ (თ, ნ| სეგმენტის ორი ნებისმიერი L', X»” წერტილი, რომელთა 

შორის მანძილი »ს-ზე ნაკლებია, გვაქვს: 

| დ(X”) –– დ(X') | <= | ი(X”) –– და(X") I+ | დ(X") –– ი#X')I+ 

+I დXX) – დ(X9I <++ + + §=6. 

მაშასადამე, 5 სისტემა ერთობლივ თანაბრად უწყვეტიც არის (0, 6! 

სეგმენტზე. ამრიგად, თეორემის პირობის აუცილებლობა დამტკიცე- 

ბულია. 

ახლა დავამტკიცოთ თეორემის“ პირობის საკმარისობა. პირობის ძა– 
ლით, ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი 

ოუ რიცხვი დამოკიდებული მხოლოდ 6-ზე, რომ 5 სისტემის ნებისმი- 

ერი დ(X) ფუნქციისათვის და (ი, ხ) სეგმენტის ნებისმიერი X და » 

წერტილებისათვის რომელთა შორის მანძილი უ-ზე ნაკლებია, ადგილი 

აქვს უტოლობას 
| ი(X”) –– დ(XI) | <6. 

6” 6. გავყოთ   ავიღოთ ისეთი ნატურალური რიცხვი #7, რომ ლისათვისაც -? 

(ი, ხ) სეგმენტი # კონგრუენტულ სეგმენტად: 

IხI XIII #=0, 1, 2...., #-I, 

სადაც 
აი 0-0 

ი 

5 სისტემის ყოველ დ(X) ფუნქციას "შევუსაბამოთ C(X) ფუნქცია, რო- 
მელიც განსაზღვრულია შემდეგნაირად: · 

1 დ(X,)=დ(C). #=90, 1, 2, ...._ 1, 

2) IMს XLII სეგმენტზე CXX) ფუნქცია წრფივია.
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ცხადია, რომ თ(X) ფუნქცია უწყვეტია (ი, ხ| სეგმენტზე და ამ სეგმენ- 
ტის ყოველი X წერტილისათვის ადგილი აქვს უტოლობას 

| დ(X) –– 9XCX) | <6, 

ი(დ, დ)< 6. 

მაშასადამე, დილი) ფუნქციათა §% სისტემა წარმოადგენს 5 სისტემთ 

6-ბადეს. 
დავამტკიცოთ, რომ 5 არის კომპაქტური სიმრავლე C(ე, წ) სიგრცე- 

ში. რადგანაც § სისტემა ერთობლივ შემოსაზღვრულია, ამიტომ არსე- 
ბობს ისეთი დადებითი // რიცხვი, რომ სისტემის ნებისმიერი დ(X) ფუნჭ- 

ციისათვის და (თ, ხ) სეგმენტის ყოველი X წერტილისათვის ადგილი 
აქვს უტოლობას | დ(X) |<M. მაშასადამე, ·5% სისტემის ყოველი CV») 

ფუნქციისათვის და Iთ, ხ) სეგმენტის ყოველი Xჯ წერტილისათვის გჭექ- 

ნება 

| დ0:)| <> |დ(X) –– დი I+| დ(X)|<8+ M#=MV 

ე. ი. 5“ სისტემა ერთობლივ შემოსაზღვრულია, შემდეგ, 5“ სისტემის 

ყოველი თ ელემენტი განვიხილოთ როგორც „ი სივრცის (Vი, ყი---ყი) 

წერტილი, სადაც 
ყ.=დ(XI,) (”=0, 1,. . .,/1), 

ამასთანავე, თუ CდI(X)C5”, დეცეCა” და 

((1) “.) = | ც(შ?) (3) (C21 დთდ,= =(ყს), ყI” ,..., ყი), «,=(ყთ, ყი,..., ყი), 

მაშინ, როგორც ამაში ადვილად დავრწმუნდებით, 

ი(თ,, თ,)= თმX | ყ()-ყიI. 
0<%<იჩ 

მაშასადამე, 5” სიმრავლე შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც შემოსაზღ- 

ვრული სიმრავლე ა. სივრცეში. ამიტომ 5” კომპაქტურია C(ი,) 

სივრცეში. 

ამრიგად, ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის შეგვიძლია ავაგოთ 

დ-ბადე 5 სიმრავლისათვის და, მაშასადამე, C(ე. 6) სივრცის · სისრულის 

გამო, ფრეშეს თეორემიდან გამომდინარეობს § სიმრავლის კომპაქტუ- 

რობა, არცელას თეორემა დამტკიცებულია. “
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მეტრიკულ #2? სივრცეს სეპარაბელური სივრცე ეწოდება, თუ 

ამ სივრცეში არსებობს თვლადი ყველგან მკვრივი სიმრავლე. 

თეორემა 28 (ვაიერშტრასი. თუ /#X) ფუნქცია უწყვეტია 

I0, ხI სეგმენტზე, მაშინ ყოველი დადებითი 6 რიცხვის» 

თვის არსებობს ისეთი #XI) მრავალწევრი, რომ 

I/(მე–– ჩჩC)|)<6, თ=<-X=ნ. 

დამტკიცება. საკმარისია დავამტკიცოთ თეორემა იმ შემთხეევი- 

სათვის, როდესაც ძ=0, ხ=1. განვიხილოთ მრავალწევრი 

” 

8.ი=2. I(1)C, XX1-- X)შ-ს0, 0=X=<1, 

=0 

სადღაც CM, ბინომური კოეფიციენტია, ამასთან C9„=1. ამ მრავალწევრს 

ბერნშტეინის მრავალწევრი ეწოდება. 

ნიუტონის ბინომის ფორმულის თანახმად, 

” 

=(X+C-X)ბ= 2, Cაძ0-- ებ“, (8.1) 
' M=0 

ამ ტოლობაში # შევცვალოთ (#1! –-1)-ით და მიღებული ტოლობის ორი- 
ვე ნაწილი გავამრავლოთ ჯ-ზე, გვექნება 

”-) Mჩ- 
ჩხ“. _. 

X= 2) C. ,M99(1.- ე" -0=%) –-C. 1 ჯ6+V1-– X)5-#-1= 

L--0 M=0 

ჩ 
1 

“ 2) 
# C” Xი( 1 X)”“# , 

#=0 

აქედან 

” 

„+= 2; #ჩ# C),XM/(1-–-#)"“ჩ, (8.2) 

=0 

ახლა (8.2) ტოლობაში /I! შევცვალოთ (I-–1)-ით და მიღებული ტოლო- 
ბის ორივე ნაწილი გავამრავლოთ X-ზე, გვექნება
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ი 

ააა 
=> =0 

ჩ–-I 
-X 5რეაძოს §#+1(1.  ჯ)ბლ ს-...." L%) ჩ(ნ–-1)C#, XM(1--ჯ)ზ -ა. 

= #=1 

"საიდანაც 
· ” 

(1(I)-–1)X5წ = 2) #'C%წე Xმ/I –– X)ბ-(-– 2?) # C”წი XX(1--X)1ბ“ჩ. 

'§=0 L=0 

აქედან, თუ გავითვალისწინებთ (8.2) ტოლობას, მივიღებთ 

ჩM 

/IV-LIICII ––1)X“1= 2, #” CეXMI-- X)4-+. (8.3) 

#=0 

„გავამრავლოთ (8.1), (8.2) და (8.3) ტოლობათა ორივე ნაწილები შესაბა- 

მისად /?X2,-- 2/1X და 1-ზე და შემდეგ წევრ-წევრად შევკრიბოთ, გვექნება 

” : 

2) (0I1X –– ჩნ)? C,XM1--ე9-6=/X(1--X). 

§=09 

"მაგრამ 

MX(1--X) ლ +, 0<X<1. 

მაშასადამე, 

I 

გერა ი0%5640--ჩ8-+< 4. 

ახლა ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხეი. /(ს) ფუნქციის უწყვე- 
ტობის გამო (0, 11 სეგმენტზე, არსებობს ისეთი დადებითი 8(6) რიცხ- 

კვი, რომ (0,1) სეგმენტის ყოველი ორი » და X” წერტილებისათვის, 
“რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობას |X"-–-X I <ბ, გვექნება 

12) –,C0)1= 4 · 

ამის გარდა, არსებობს ისეთი დადებითი M რიცხვი, ტომ 

(ი |CM, 0<X<1.
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გვაქვს: 

I/Iი-–8 თრ 2/ო–/(51> აე თებ + < <პყი- 

აა 

          

თუ 

მაშინ | 

I 

I/Iი–I(L)I <+. 
ხოლო, როდესაც 

>” 
მაშინ 

თ+-#' _, 
ლ 

ამიტომ 

|I9 –I(>) <IIთI+| I +-)| C2MC-“%I-“”. 
ამრიგად, ნებისმიერი X-სათვის, 0-1 » გვექნება 

” “ მ#I(0X- ებ Iთ–I(-) < -5-+ <>. ტბე? 

მაშასადამე, 
” 

· ზ წუ” .- II9 – 8ი0|<+- 2ე 6 აან0-იბ-6+ 
· " 6=0 

2M ” : _-M : #ჩ)აბ”ნ ჯX6(1  კი-ხლ ნ , 20 , #8 -, ზ ე M. 
გ? 2 (/IX #) C ჯ X (1 X)" #5 2 1 ჟი: 4 2 + 281 : 

ავიღოთ ისეთი ნატურალური M რიცხვი რომ M>->- #4 , მაშინ > <+ , 

როცა M>M. ამიტომ ” 

III –8 „(X) | <6, როცა M>VM. 

"თეორემა დამტკიცე ბულია. 
თეორემა 99. CV, ცხ) სივ რცე სეპარაბელურია. 

დამტკიცება. CCი, ხ) სივრცეში განვიხილოთ VVა სიმრავლე, რომე– 

ლიც შედგებს რაციონალურ კოეფიციენტებიანი ყველა პოლინომისაგან. 

V, წარმოადგენს თვლად სიმრავლეს. დავამტკიცოთ, რომ Vე ყველგან
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მკვრივია C(ი,ხ) სივრცეში. ავიღოთ ნებისმიერი ფუნქცია /(X)CCIა,ხ1- 

ვაიერშტრასის თეორემის ძალით, ნებისმიერი დადებითი ს რიცხვისათ- 

ვის მოიძებნება ისეთი პოლინომი 

#(X)=0ძე-L0)V +. · ·4+ძეXჯ", 

რომ 

ი(,,C)= «იგჯX | /(V) –– XX) | < 5, 
ი<X<ხ 2 

ახლა ავიღოთ ისეთი რაციონალური რიცხვები ხე, ხ),.. ხი, რომ ად– 

გილი ჰქონდეს უტოლობებს 

6 ,=– |თ -–ხ,|<-> ((=0, 1, 2,..·, MM), 

სადაც 

· 

#M = იმX 2, IX #. 
ი<X<ხ ხ=0 

განვიხილოთ პოლინომი 

C(X)=ხაე+ხ.X+ ··.+ ხე ჯ". 

ცხადია, რომ ' 

ი 

„(I -– წ .M--. 0(”,0) = თ2X 17) –– C(X) |=< იმ) 2, |თ ხხ, XII <2, M=- ჯ 
ითი<X<ხ;=9 

მაშასადამე, 

იჩ 0)=0(ჩ ჩ)+ი(ჩ, 0)<-> + --=6. 

ამრიგად C(,,გ) სივრცეში აღებული ყოველი 5(; 8) სფერო შეიცავს 
MI, სიმრავლის ელემენტს. მაშასადამე, VI ყველგან მკვრივია C«ი, 6) 

სივ რცეში. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 80, I? სივრცე სეპ არაბელურია, თუ 9>=>!)- 
დამტკიცე ბა. აღვნიშნოთ Mე სიმბოლოთი (, ჩი >: ა/ა 0, თ. - – 

სახის ყველა ელემენტის სიმრავლე, სადაც I; ნებისმიერი რაციონალუ რი 

რიცხვებია, ხოლო # წარმოადგენს ნებისმიერ ნატურალურ რიცხეს. #1. 

თვლადი სიმრავლეა. დავამტკიცოთ, რომ #Mა ყველგან მკვრივია (-ში. 

ავიღოთ I” სივრცის ნებისმიერი ელემენტი X=(8), §V . · · 6»? · ·))- შევარ– 

ჩიოთ ნატურალური # რიცხვი ისე, რომ შესრულდეს უტოლობა 
თ 

” 
_– 2 ' 

#=ი4+1 => 
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შემდეგ ავიღოთ /4, სიმრავლის ისეთი ელემენტი X”M=(რ, ჩი, · ჩი, 
0,· · ·),რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 

” ”. 

2. ხ–ინ< >. 
#= 

მაშინ 
” თ“ 

(იC, X50= 2116 იM+- > Iს 78<+-+ -'=ა 
#==1 #=>I!-LI 

აქედან ვღებულობთ:: 
· ი(X, X") <6. 

ამრიგად, /ჩ სივრცეში. მოთავსებული ყოველი §5(X; §) სფერო შეიცავს 

Mაე სიმრავლის ელემენტს და ამიტომ #1, სიმრავლე ყველგან მკვრივია 

ჯ? სივრცეში. თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 31. # სივრცე არასეპარაბელური სივრცეა. 
დამტკიცება, აღვნიშნოთ 6-თი #. სივრცის ყველა X=(6, ნი, -· ·, 

ხი · ··») ელემენტის სიმრავლე, სადაც §,=0 ან 1((=1, 2, . . .). 5,სიმრავლეს 

აქვს კონტინუუმის სიმძლავრე. ავიღოთ # ომრავლის ორი ერთმანე- 
თისაგან განსხვავებული ელემენტი XC=(§,, წა, · · ნი, ··)დაყ/=(%, ი, · · · 

წი...) ცხადია, რომ 

ი(X, ყა=5სდ (6, ––»/ 1, |§--Mა ს.-ს, ნიის... =1. 
აზრიგად, ( ნც სიმრავლის ·-ორ ნებისმიერ "ელემენტს შორის მანძილი უდ- 

ერთს 
დავამტკიცოთ, რომ ი! არ არის სეპარაბელური სივრცე. დავუშვათ სა- 

წინააღმდეგო, ვთქვათ, MI-ში არსებობს თელადი ყველგან მკვრივი ჩა: 
სიმრავლე და #ე სიმრავლის ყოველი წერტილის გარშემო შემოვხაზოთ 

1 · 
6§=-- რადიუსიანი სფერო. რადგანაც ასეთ სფეროთა სიმრავლე თელა- 

დია, ამიტომ მოიძებნება ერთი 5(X: +) სფერო მაინც, რომელიც შე– 

იცავს # სიმრავლის ორ ერთმანეთისაგან განსხვავებულ X და ყ ელე– 
მენტს. მაშინ ერთდროულად უნდა შესრულდეს შემდეგი დამოკიდებუ– 
ლებანი: 

აა 2 

ი(X,, ყ)=>-- და ი(X, V)=1, 

რაც შეუძლებელია. მაშასადამე, /I არ: არის სეპარაბელური სივრცე. 
“თეორემა დამტკიცებულია.



თავი VII 

· ნამდვილი ფუნქციები 

§ 1. ფუნკციის ზღვარი 

განვიხილოთ რაიმე აბსტრაქტული 8 სიმრავლე. თუ ამ სიმრავლის 
ყოველ X წერტილს გარკვეული წესით შეესაბამება ნამდვილი რიცხვი 
(ე, მაშინ ამბობენ, რომ 8 სიმრავლეზე განსახღვრულია ნამდვილი 
ფუნქცია Iმე. თვით სიმრავლეს /(X) ფუნქციის განსაზღვრის 

არე ეწოდება. 
ზოგიერთ წერტილში ფუნქციას შეიძლება ჰქონდეს -- თ ან – 

მნიშვნელობა. შემდეგში ჩვენ განვიხილავთ მხოლოდ ნამდვილ ფენქ- 
ციებს, 

ვთქვათ, მეტრიკულ სივრცეში მოთავსებულ სიმრავლეზე განსა– 

ზღვრულია (0) ფუნქცია და Xაე იყოს 6 სიმრავლის დაგროვების წერტილი. 

შემოვიღოთ 
განსაზღვრა 1, რაიმე / რიცხვს ეწოდება I(X) ფუნქციის ზღვა- 

რი X წერტილში ნ სიმრავლის მიმართ, თუ ნებისმიერი დადებითი § 

რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი ს) რიცხვი, რომ |/(X)––-# |<6C 
ყოველი X-თვის რომელიც აკმაყოფილებს პირობებს 0< 0(X, Xი)< 1) 

XC ჩნ. ამ ფაქტს სიმბოლურად ასე ჩაწერენ 

IსIი IX99XC=4. (1.1) 
X-X 

თეორემა 1. /X) ფუნქციას ზღვრად აქვს 4 რიცხვი % 
წერტილში ჩ სიმრავლის მიმართ მაშინ და მხოლოდმა- 

“შინ, როდესაც X წერტილისაკენ კრებადი 8 სიმრავლის 

წერტილთა ყოველი (ჯX) მიმდევრობისათვის, X.#Xი (1= 
=1, 2,...), VICC„,)) მიმდევრობა კრებადია 4 რიც ხვისაკენ. 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ თეორემის პირობის აუცილებ- 
ლობა. ვთქეათ, მართებულია (1.1) ტოლობა. მაშინ ყოველი დადებითი 
8 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი # რიცხვი» რომ. 

/წ/63) –#4I)<%, 

როდესაც 0<ი (X, Xი)<%M, XC#ჩ.
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განვიხილოთ ახლა #ე წერტილისაკენ კრებადი # სიმრავლის წერტილ– 
თა ნებისმიერი (V,) მიმდევრობა, ამასთან X„#Xე. (1=1, 2, .. -). ჩვენ შეგ– 
ვიძლია ვიპოვოთ ისეთი ნატურალური რიცხვი V, რომ 

0(Xე, Xი)< 1), როდესაც #>V. 
ცხადია, რომ 

17 (ა –– 4 |<6, როდესაც M>VM. 

ეს იმას ნიშნავს, რომ 

IIIი I(X,)=#4. 
ი-თ 

პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

დავამტკიცოთ თეორემის პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, 6-დან აღე– 

ბული წერტილთა ყოველი (X,) მიმდევრობისათვის, X,#X, რომელიც 
კრებადია ჯე წერტილისაკენ, რიცხვთა მიმდევრობა II(X,)) კრებადია „4 

რიცხვისაკენ. დასამტკიცებელია, რომ /(ა) ფუნქციას X- წერტილში #” 
სიმრავლის მიმართ ზღვრად 4 რიცხვი აქვს, დავუშვათ საწინააღმდეგო, 

ვთქვათ, /(X) ფუნქციას არა აქვს ზღვრად 4 რიცხვი, მაშინ არსებობს- 

ისეთი დადებითი §ე რეცხვი, რომ ყოველი დადებითი 1) რიცხვისათვის- 

მოიძებნება წ სიმრავლის ისეთი წერტილი X", რომლისათვისაც 

0(Xი. X)<17), ხოლო |/ (XL) –– 4|=>8ი. 

„ განვიხილოთ ნულისაკენ კრებადი დადებით რიცხვთა (იგ) მიმდევრო– 
ბა. M, რეცხვისათვის მოიძებნება # სიმრავლის ისეთი X„ წერტილი, 
რომ 0(+ი, +Xი) < 1, ხოლო 

IV.) –– 4 |>6. ' (1.2): 

თუ #M-ს მივანიჭებთ მნიშვნელობებს 1, 2,..., მივიღებთ #6 სიმრავ– 

ლის წერტილთა (X,| მიმდევრობას. ადვილი შესამჩნევია, რომ წერტილ– 
თა ეს მიმდევრობა კრებადია Xა წერტილისაკენ. ამიტომ 

1100 /(Xე)=4. (1.3). 
ი-თ 

თუ გავითვალისწინებთ (1.3) ტოლობას და (1.2) თანაფარდობაში 

ზღვარზე გადავალთ, როცა #->თ მივიღებთ 0>>წა, რაც შეუძლებელია, 
მაშასადამე, /CX) ფუნქციას ნ სიმრავლის მიმართ Xა წერტილში ზღვრად: 
4 რიცხვი აქვს, თეორემა დამტკიცებულია.



272 თ. VII. ნამდვილი ფუნქციები 

§ 9. ნამდვილი ცვლადის ფუნქციის ზღვარი წერტილში 
მარჯვნიდან და მარცხნიდან 

ვთქვათ, წრფივ წ სიმრავლეზე განსახღვრულია /(X) ფუნქცია. გან- 
ვიხილოთ წ სიმრავლის. დაგროვების რაიმე Xი წერტილი, რომელიც 

შეიძლება ეკუთვნოდეს ან არ ეკუთვნოდეს #-ს. რაიმე # რიცხვს ეწო- 
დება ((ა) ფუნქციის ზღვარი მარჯვნიდან ჯა წერტილში 8 სიმრავლის 
მიმართ, თუ ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადე- 
ბითი ) რიცხვი, რომ 

IX) –– 4 |<6. როცა XC 61 Cი, X--L1I)- 

.· ამ შემთხვევაში წერენ ' 

11190. I(0)=#/4. 

ოა 

ასევე, რაიმე # რიცხვს ეწოდება I(0) ფუნქციის ზღვარი მარცხნი- 
დან ჯა წერტილში ნ სიმრავლის მიმართ, თუ ყოველი დადებითი § რი- 

ცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი ს რიცხვი, რომ 

IIე –– 4|I <6, როცა XC6ნი) 0–-–- I, Xი). 

სიმბოლურად ამ ფაქტს ასე ჩავწერთ 

1100 I(X)–/4. 
#--Xე- 

შემდეგ, ჩვენ ვიტყვით, რომ +-« არის /X) ფუნქციის ზღვარი მარ– 

ჯვნიდან X წერტილში ნ სიმრავლის მიმართ, თუ ყოველი დადებითი M# 
რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი უ რიცხვი, რომ 

/C0>M, როცა XC #61 (%ი, Xა--+4)- 

ამ შემთხვევაში წერენ 

11-00 /(X)=+>თ. 
X-X-+ 

ანალოგიურად განისაზღვრება შემდეგი გამოსახულებები: 

IIთ /(X9=–- დ, IIIი /(X.=+ ი, 110 /(21=-– თ. 
X-X- + #7. I-ი 

I(X)) ფუნქციის ზღვარს მარჯვნიდან და მარცხნიდან ჯა წერტილში ჩ 
სიმრავლის მიმართ აღნიშნავენ შესაბამისად /”(X--L) და /(Xი –-) ·სიმბო- 
ლოებით. ' 

ადვილი შესამჩნევია, რომ, თუ MC) ფუნქციას აქვს ზღვარი
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ი წერტილში.ჩნ სიმრავლის მიმართ, მაშინ არსებობს 

MC+) და /(X-––) და ადგილი აქვს ტოლობებს · 

1(თ #(X)=I(Xი+)=I/(X –.). , (2.1) 
X-–-X- 

პირიქით, თუ არსებობს /(+L) და IX-–) და ისინი ტოლია, 
მაშინ არსებობს III /(X) და ადგილი აქვს (21) ტოლობე ბს. 

X-X- 

§ მ. უწყვეტი და წყვეტილი ფუნქციები 

ავიღოთ მეტრიკულ # სივრცეში რაიმე 6 სიმრავლე, რომელზედაც 

განსახღვრულია /(X) ფუნქცია. ვთქვათ, X. არის 8 სიმრავლის დაგრო- 
ვების წერტილი, რომელიც ჩ-ს ეკუთვნის. /(ე) ფუნქციას ეწოდება 
უწყვეტი Xა წერტილში 6 სიმრავლის მიმართ, თუ /(Xიე) სასრულია 

და 

IIII /(X1=/(%). 
X--X- 

თუ X” წარმოადგენს 8 სიმრავლის იზოლირებულ წერტილს და 

I(X') სასრულია, მაშინ /(X) ფუნქციას ჩავთვლით უწყვეტად Xე წერტილ- 
ში ნ სიმრავლის მიმართ. ! 

/(ი ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი 6 სიმრავლეზე ამავე სიმ- 
რავლის მიმართ, თუ იგი უწყვეტია ნ სიმრავლის ყოველ წერტილში 
ამავე სიმრავლის მიმართ. 

თუ X- არის სიმრავლის დაგროვების წერტილი და იგი ჩ-ს არ 

ეკუთვნის, ნაშინ /(X) ფუნქციას ვუწოდებთ წყვეტილს X წერტილში. 
ამას გარდა, თუ X:C86 და /(X) უწყვეტი არაა XX წერტილში, მაშინაც 

I) ფუნქციას ვუწოდებთ წყვეტილს ჯა წერტილში. 
პირველი თეორემის საფუძველზე ადვილად დავამტკიცებთ შემდეგ 

ორ თეორემას: 

თეორემა ?ვვ. უწყვეტ ფუნქციათა ჯამიდა ნამრავლი 

უწყვეტი ფუნქციებია. 
თეორემა 8. ორი უწყვეტი ფუნქციის ფარდობა უწყვე- 

ტი ფუნქციაა, თუ მნიშვნელი ნულად არ იქცევა განსა- 

ხილავ წერტილში. 
· თეორემა 4. თუ /X) ფუნქცია უწყვეტია ნ სიმ'რავლის 

რაიმე Xჯ წერტილში და /(C)#0, მაშინ მოიძებნება ამ 
წერტილის ისეთი ძიდამო, რომამ მიდამოში მოთაესე–
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ბულიჯ# სიმრავლის ყოველ XX წერტილში /ი ფუნქციას 
ექნება იგივე ნიშანი რაც /(Xი)-ს. 

დამტკიცება. აზრის გარკვე ულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 

I(Xი)>9-. ვთქვათ, 
1 

6=-- წ). 

რადგანაც IC») ფუნქცია უწყვეტია.X წერტილში 6 სიმრავლის მიმართ, 
ამიტომ აღებული 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი დადებითი MI. რი 
ცხვი, რომ 

(I) /(X)1<6, როცა ი(X, Xი)<%, XCL. ც..) 

განვიხილოთ ჯა წერტილის 5(X; 1) მიდამო. (3.1) უტოლობის თა- 

ნახმად, 

I(Xი) –– 6< MX), როდესაც XCნ 150; ). 

ამ უკანასნელ აუტოლობაში ჩავსვათ §-ის ნაცვლად მისი მნიშვნელო– 

ბა, გვექნება | 

ი < I), როდესაც XC80)5(Xა; 7). 

"ამრიგად /MX)>0, როდესც X6C605Cა; I) თეორემა დამტკიცე- 
ბულია. ს 

განსაზღვრა 9. რაიმე 6 სიმრავლეზე განსაზღვრულ /(X) ფუნქ- 
ციას ეწოდება შემოსაზღვრული ამ სიმრავლეზე, თუ არსებობს ისეთი 
დადებითი # რიცხვი, რომ სიმრავლის ყოველი X წერტილისათვის 

ადგილი აქვს უტოლობას 

'I/ 09 |<M. 

თეორემა წ. თუ /(X) ფუნქცია უწყვეტია # კომ პაქტზე, 
მაშინ იგი შემოსაზღვრულიაამ კომპაქტზე. 

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, /(X) ფუნქცია 

არაა შემოსაზღვრული #-ზე. მაშინ ყოველი მთელი დადებითი # რიცხ- 
ვისათვის შეგვიძლია დავასახელოთ # სიმრავლის ისეთი X, წერტილი, 

რომ 

I/(X») |>”. 6.2 

თუ ”-ს მიეცემთ მნიშვნელობებს 1, 2, 3,..., მივიღებთ წერტილთა 

მიმდევრობას: ' 
6.3) წას უღაა.
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პირობის ძალით # სიმრავლე კომპაქტია და ამიტომ (3.3) მიმდევრობი–- 
დან შეგვიძლია გამოვყოთ ქვემიმდევრობა IXი,), რომელიც კრებადია # 

სიმრავლის რაიმე ჯე წე რტილისაკენ. ' 

შემდეგ, რაკი /C) ფუნქცია უწყვეტია #-ზე, იგი უწყვეტია კერძოდ 
X წერტილში და ამიტომ 

10 70თ,)=/0ი- (3.4) 

მეორე მხრით, (3.2) უტოლობის თანახმად 

II (ია I>”, 
და, მაშასადამე, 

IIთ I 7(X,,) |=+Cთ. 
#-თ 

საიდანაც, თუ გავითვალისწინებთ (3.4 ტოლობას, მივიღებთ 

I /(Xი))= +თ. 

ეს კი შეუძლებელია, ვინაიდან "ფუნქციის უწყვეტობის გამო /(Xი) 
სასრულია, მიღებული წინააღმდეგობა გვიჩვენებს, რომ /თ არ 

შეიძლება იყოს შემოუსაზღვრელი » სიმრავლეზე და ამით თეორემა 

დამტკიცებულია. 
შენიშვნა, თუ # სიმრავლე კ ომპაქტს არ წარმოადგენს, მაშინ ზემოდამტკი- 

ცებული თეორემა საზოგადოდ მართებული არაა. მ ართლაც, ვთქვათ, (0,1) ინტერვალ- 

ზე მოცემულია ფუნქცია /(+;)= –. „ეს ფუნქცია უწყვეტია მოცემული ინტერვალის 

ყოველ წერტილში, მაგრამ ფუნქცია შემოსაზღვრული არაა. ამის მიზეზი ისაა, რომ 
ინტერვალი არ წარმოადგენს კომპაქტს. 

ვთქვათ, /(0) ფუნქცია განსაზღვრულია რაიმე 8 სიზრავლეზე. თუ 
I(5) სიმრავლე შემოსაზღვრ ულია, მაშინ /CX) ფუნქცია იქნება შემოსა- 
ზღვრული 8 სიმრავლეზე და პირიქით, თუ /C0 ფუნქცია 'შემოსაზღვ-. 
რულია ნ სიმრავლეზე, მაშინ /(წ) სიმრავლეც შემოსაზღვრულია. 

I(5) სიმრავლის ზუსტი ზედა და ზუსტი ქვედა საზღვრები აღვნიშნოთ 

შესაბამისად /V და #7 ასოებით. M და #I რიცხვებს ეწოდება შესაბამისად 
Iთი ფუნქციის ზუსტი ზედა და ზუსტი ქვედა საზღვრები 
ნ სიმრავლეზე. | 

თუ არსებობს 8 სიმრავლის ისეთი ჯა წერტილი, რომ /(X)-=M, მა– 
M. ამბობენ, რომ /#(X) ფუნქცია აღწევს 6 სიმრავლეზე თავის ზუსტ 

ედა სახღვარს. ასევე, თუ მოიძებნება წ სიმრავლის ისეთი X, წერტი–
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ლი, რომ /(X)=ი1, მაშინ ამბობენ, რომ /ი აღწევს თავის ზუსტ ქვე- 
ღა სახლვარს #7 სიმრავლეზე. 

შეიძლება, რომ #CX) ფუნქცია შემოსაზღვრული იყოს ჩნ სიმრავლეზე, 
მაგრამ მან ვერ მიაღწიოს თავის ზუსტ ზედა და ზუსტ ქვედა საზღვარებს. 
მართლაც, ვთქვათ, 

: I00)=X, თუ 0<X<1 და MC =IM)=-> · 

IM) ფუნქცია განსაზღვრულია (0,1) სეგმენტზე და ამ სეგმენტხე იგი 
შემოსაზღვრულია: 0</(X <1. ეს ფუნქცია ვერ აღწევს თავის ზუსტ 

ზედა და ზუსტ ქვედა საზღვრებს (ეს საზღვრებია 0 და 1). მიზეზი 
ისაა, რომ /(X) ფუნქცია წყვეტილია X=0 და X=1 წერტილებში. 

თეორემა 6. თ უ /_) ფუნქცია უწყვეტია # კომპაქტზე, 

მაშინ იგი მიაღწევს თავის ზუსტ ზედა და ზუსტ ქვედა 

საზღვრებს. , 

დამტკიცება. რადგანაც MI) ფუნქცია უწყვეტია # კომპაქტზე, 
ამიტომ ზემოდამტკიცებული თეორემის თანახმად /(0) შემოსაზღვრე- 
ლია. ამ ფუნქციის ზუსტი ზედა და ზუსტი ქვედა საზღვრები აღვნიშ- 

ნოთ შესაბამისად M და ი? ასოებით. 
განვიხილოთ ნულისაკენ კრებადი დადებით რიცხვთა მიმდევრობა (§,I. 

თანახმად ფუნქციის ზუსტი ზეღა საზღვრის განსაზღვრისა, აღებული 

ზე (1=1, 2, ··.) რიცხვისათვის არსებობს /”/ სიმრავლის ისეთი X, 
წერტილი, რომ | : 

Mია>M-–- 6, თ=1, 2, ..ა. 6.9 

ჩვენ მივიღებთ წერტილთა მიმდევრობას 

––_–_–.–..– (3.60 

"რადგანაც # წარმოადგენს კომპაქტს, ამიტომ (3.6) მიმდევრობიდან შე- 

გვიძლია გამოვყოთ ქვემიმდევრობა IX,,)) რომელიც კრებადია # სიმ– 

რავლის გარკვეული Xე წერტილისაკენ. ! 
' პირობის ძალით, /(X) ფუნქცია უწყვეტია # სიმრავლეზე და ამიტომ 

„იგი იქნება უწყვეტი X წერტილში. ამიტომ 

III / C,ა=/თია- 6.7 
#-–-თ 

· 

"მეორე მხრით, (3.5) უტოლობის ძალით, 

/(X,,)>M– ზი, .
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აქედან, თუ ზღვარზე გადავალთ, როცა #->C, თანახმად (3.7) ტოლო–- 
ბისა, მივიღებთ 

I(Xი)>/M#. (3.8) 
მაგრამ 

I(Xი)<-M. (3.9) 
ამიტომ (3.8) და (3.9) დამოკიდებულებებიდან ვღებულობთ 

#(Xი)==M. 

ამრიგად, /(X) ფუნქცია აღწევს თავის ზუსტ ზედა საზღვარ” X 

წერტილში, | 
ანალოგიურად მტკიცდება # სიმრავლის ისეთი X» წერტილის არსე–- 

ბობა, რომ 

/(ლრ5”=ი. 
თეორემა დამტკიცებულია, 

განსაზღვრა მ. /(X) ფუნქციას ეწოდება თანაბრად უწყვეტი 
# სიმრავლეზე, თუ ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის მოიძებნება 6 

სიმრავლის ჯX წერტილისაგან დამოუკიდებლად ისეთი დადებითი ” რიცხვი, 

რომ 68 სიმრავლის ყოველი ორი X' და X” წერტილისათვის, რომლებიც 

აკმაყოფილებენ პირობას ი(X, X')<უე, ადგილი აქვს უტოლობას 

II(X) – I(L) I<-6. 

თუ /(X) ფუნქცია თანაბრად უწყვეტი არაა 6 სიმრავლეზე, მაშინ 

მოიძებნება ისეთი დადებითი წე: რიცხვი, რომ ყოველი დადებითი ი რი- _ 

ცხვისათვის იარსებებს #-ში ისეთი ორი წერტილი #" და X»”, რომ 

ი(L, X) <ი, ხოლო | IL) –– /(X)| > §ი. 
თეორემა 7. თ უ /X ფუნქცია უწყვეტია # კომპაქტზე, 

მაშინ იგი თანაბრად უწყვეტია ამ კომპაქტზე. . , 
დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, /(Xი) არაა თა- 

ნაბრად უწყვეტი #-ზე. მაშინ არსებობს ისეთი დადებითი 6: რიცხვი, 

რომ ყოველი დადებითი ო რიც ხვისათვის შეიძლება მოიძებნოს L სიმ- 

რავლეში ისეთი ორი წერტილი “ და X", რომ ი(X, X„)<უ, ხოლო 

I I(XI_) ––„001>ფ. 

ახლა განვიხილოთ ნ 'ულისაკენ კრებადი დადებით რიცხვთა (ი) მიმ- 
დევრობა, · 

აღებული წა (1=1, 55) რიცხვისათვის შეგვიძლია ვიპოვოთ ჯL 
სიმრავლის ისეთი წყვ ილი ი წერტილებისა X„ და X", რომ 

ი(X„, X )<M»ი : (3.1თ
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ხოლო 

| II(I“,)ა ––7CL,) I> ი (1=1, 2, -. .). (3.11) 

ჩვენ მივიღეთ წერტილთა ორი მიმდევრობა 

______- (31.13 

'ა.-- (3.13) 

რომლებიც აკმაყოფილებენ (3.10) და (3.11) პირო ბებს. 

შემდეგ რაკი # წარმოადგენს კომპაქტს, ამიტომ (3.12) მიმდევრო- 

ბიდან შეგვიძლია გამოვყოთ ქვემიმდევრობა 

VXი) + ია ..". ი ... (3.14) 

რომელიც კრებადია # სემრავლას გარკვეულ Xე წერტილისაკენ. 
(3.14) მიმდევრობას შეესაბამება (3.13) მიმდევრობის შემდეგი ქვე- 

მიმდევრობა: 

+ იც ჯ_–– XI იც. · · (2.15 

დავამტკიცოთ, რომ (3.15) მიმდევრობა კრებადია X წერტილისაკენ. 

სამკუთხედის აქსიომის თანახმად, 

ი(VX” ი, X)<0(X” ა XV) +ინ XX, Xი)Mი,+ი0C,,, Xი). (3.16) 
მაგრამ 

სი შ,ლ=0, 110 0ი(V,,, X0)=0. “ 
ჩ--თ #-თ 

მაშასადამე, (3.16) უტოლობიდან ვღებულობთ 

II იV”,. X0) ==0- 

#-თ 

· ამრიგად, 

1II0 X,.=. 1109) X' გ =X, ” ჩ 9 
ჩ-თ "ი. , 

და · 

II ია ––IVXV)I თ>ბი (#=1, 2,.. .). ც.1უ 

რადგანაც /(X) ფუნქცია უწყვეტია # სიმრავლეზე, ამიტომ იგი იქნება 

უწყვეტი X წერტილში, რის გამო 

IIიი /CV,,)= 11. /(X”,,) =/CXV · 
ჩ#-თ #-თ 

მაშასადამე, 

„ი I/(X" ,,) –– IC )I=17(%) –– IX) |=0. (8.18) 
=-
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მეორე მხრით, (3.17) უტოლობიდან მივიღებთ 

IIIი | / CV" ია) – XV) 1=>წი. (3.19) 
ჩ#-თ 

(3.18) და (3.19). დამოკიდებულებებიდან ვღებულობთ 0=>6ი, რაც 

შეუძლებელია. 
მაშასადამე, ჩვენი დაშვება იმის შესახებ, რომ /(ი ფუნქცია არათანაბ- 

რად უწყვეტია # სიმრავლეზე, სწორი არ არის. ამიტომ /(X) თანაბრად 

უწყვეტია #-ზე. თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 4, ფუნქციის რსევა 

ვთქვათ, მეტრიკულ სივრცეში მოთავსებულ 6 სიმრავლეზე განსაზ- 
ღვრულია /(X-) ფუნქცია. აღვნიშნოთ # და ჩ#Lით /(ი ფუნქციის ზუსტი 
ზედა და ზუსტი ქვედა საზღვარი # სიმრავლეზე. სხვაობას /V –– I ეწო– 
დება /I(X) ფუნქციის რხევა სიმრავლეზე და იგი, ჩვეულებრივ, 0 სიმ– 

ბოლოთი აღინიშნება. ცხადია, 0 >>0. თუ I(0 შემოსაზღვრული არაა 6 
ზე, მაშინ 0=-! Cთ- 

ახლა ვთქვათ ჯა წარმოადგენს წ სიმრავლის რაიმე დაგროვების 
წერტილს და განვიხილოთ, ამ წერტილის 5(X; 6) მიდამო. აღვნიშნოთ 

MV: Xი, 6) და #”IVI; Xი, 6) სიმბოლოებით /(«ი) ფუნქციის ზუსტი ზედა 

და ზუსტი ქვედა სახღლვრები 5Cი; §)(16 სიმრავლეზე. ცხადია, რომ თუ 
8 რიცხვს ვამცირებთ, მაშინ #(/; X-, §) არ იზრდება, ხოლო VII; Xი, 
§) არ მცირდება. ამიტომ არსებობს 1101 /VI(/; Xი, 8) და 119) /IIC/; Xი, 6), 

6--0 8-0 

რომლებიც სასრულია ან უსასრულო. 

ამ ზღვრებს ვუწოდოთ შესაბამისად /(0 ფუნქციის მაქსიმუმი 
ღა მინიმუმი ნ სიმრავლის მიმართ ჯა წერტილში და ისინი 

აღვნიშნოთ /MC/; Xი) და I; XI) სიმბოლოებით. 
შევნიშნოთ, რომ X წერტილში /(ე ფუნქცია შეიძლება არ იყოს 

განსაზღვრული. თუ X0Cჩ., მაშინ 

ით%) </(X)<M(ნXა- 
ამ შემთხვევში სხვაობას 0V;Xა) = MC/;Xე) –– /71C/1Xე) ეწოდება /(X) 

ფუნქციის რხევა Xა წერტილში #6 სიმრავლის მიმართ. 
თეორემა 8. თუ /() ფუნქცია განსაზღვრულია #8 სიმრაე- 

ლეზე დაამ სიმრავლის ჯ წერტილში იგი სასრულია, მა- 
მინ /თ) ფუნქციის უწყვეტობისათვის X) წერტილში წ
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სიმრავლის მიმართ აუცილებელია და საკმარისი, რომ 
ადგილი ჰქონდეს ტოლობას 0X/;X.)=0. 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, 

ჯა უწყვეტია ჯ» წერტილში წ სიმრავლის მიმართ. ვაჩვენოთ. რომ 

0V; X)=0. ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი § რიცხვი. რადგანაც /(X) 

უწყვეტია ჯ. წერტილში 6 სიმრავლის მიმართ, ამიტომ არსებობს ისე- 

თი დადებითი 1) რიცხვი, რომ ადგილი ექნება უტოლობებს 

IX) –– 8</(X) </CV-) + 6, 
როცა XCნ6I5(X; %). 

” აქედან გამომდინარეობს: 

IC) _ 6==/1(/;X0) <-VMV (/X9)< IX) +6- 

აქედან 
: _ 00; XX=/C/;Xა) –– /I/; Xი) <.26- 

ვინაიდან 8 ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, ამიტომ 

0(I;Vა=0. 40.1) 

ამით პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 
ახლა დავამტკიცოთ, პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, ადგილი აქვს 

(4.1) ტოლობას. დასამტკიცებელია, რომ /(X უწყვეტია X. წერტილში 6 
სიმრავლის მიმართ. პირობის ძალით 

MC/:X-) =I1(/:X-)=I(Xე)- 

ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი დადე– 

ბითი უე რიცხვი, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობებს 

MC(/Xე,9) –– I(Xე) <6, /(X-) –– /M(/;X-,შ) <6. 

ამ უტოლობებიდან გამომდინარეობს შემდეგი უტოლობები: 

წთ –/ CV) <26, ”CXI) –IIი <8, 

როცა XCნI)5Cა;»ი), ანუ 

II(0 –”CV) <6, როდესაც XC605C%ა; 9) 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ /(ე ფუნქცია უწყვეტია »- წერტილში # სიმ- 
რავლის მიმართ. პირობის საკმარისობაც დამტკიცებულია. 

§ ნ. ფუნქციის ზედა და ქვედა ზღვარი 

ვთქვათ, მეტრიკული სივრცის რაიმე ნ სიმრავლეზე განსაზღვრულია 

/(0ე ფუნქცია ავიღოთ 6 სიმრავლის დაგროვების X- წერტილი და 

განვიხილოთ X-ის 5(X,;ნ) მიდამო. აღვნიშნოთ /MX(/;Xე,ნ) და ”!”(,X6)
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სიმბოლოებით შესაბამისად /(ე ფუნქციის ზუსტი ზედა და ზუსტი ქვე–- 

და სახღვრები //(Xე; 6)= 6I15(Xა; 6) –- (Xე) სიმრავლეზე. ცხადია, თუ 6 
კლებულობს, მაშინ #M4“(/,; X-ა, 8) -არ იზრდება, ხოლო VI”(/;X,, 6) არ- 
მცირდება. ამიტომ არსებობს ზღვრები 

1100 /M# CV.) და IIX01 /I“(/;Xე,6) 
8-0 8-0 

სასრული ან უსასრულო. ამ ზღვრებს ვუწოდებთ შესაბამისად /(X): 
ფუნქცის ზედა და ქვედა ზღვრებს X. წერტილში # სიმრავლის. 

მიმართ და მათ აღენიშნავთ შესაბამისად ასე: : 

1Iთ 5სი /(X% და IIთ.Iი! /%). 

ცხადია, რომ ი ი% 
ყი IიI /00< 1IICთ 5სი /(ი. 
X-#X X--X- 

თეორემა 9. თუ 11თ0 5სნ /X9)C=4, მაშინ 8 სიმრავლიდან შე– 
#-X- 

გვიძლია გამოვყოთ ჯე წერტილისაკენ კრებად წერტილ– 
თა ისეთი (X,) მიმდევრობა, რომ 

1I0I /(Xა=#4. 
#-თ 

დამტკიცება. ჯერ განვიხილოთ ის შემთხვევა, როცა 4 სასრულია. 

ავიღოთ ნულისაკენ კრებადი დადებით რიცხვთა კლებადი მიმდევრობა, 

Lნგ). ცხადია, 

1I00 M# “CI ;Xე, ნი) -=/. 

#”--თ 

რიცხვი 1-თვის შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი წერტილი XC//(Xა;ნე, რომ 
შესრულდეს უტოლობები 

/I”CI:Xი, 6) –– 1 <IXა<M"C,X,ნა, 
სადაც 

MI(Xა; 6))ლ=#6I)5(Vა: §1) –– (XI. 

შემდეგ, რიცხვი <--თვის არსებობს ისეთი წერტილი X-:C/7(Xა;82);- 

რომ ადგილი ექნება უტოლობებს 

M"CთXცნა –– –- <0) <M1(ჩნა. 

საზო გადოდ, რიცხვი, –- -თვის მოიძებნება. ისეთი წერტილი“ X6MM(%); 

წ), რომ მართებული იკოს უტოლობები ..
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M"(/ ნა) – -- </%ა<M"თXცრა. დ.ს 

ამ პროცესს თუ უსაზღვროდ. განვაგრძობთ, მივიღებთ 8 სიმრავლის 
"წერტილთა (X,|) მიმდევრობას, რომელიც კრებადია სა წერტილისაკენ. 
45.1) უტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ 

·. 1IIIII /(X,)=#. 
ჩ-–-თ 

ამრიგად, თუ 4 სასრულია, თეორემა დამტკიცებულია. _ 
ახლა დავუშვათ, რომ #= --C. რადგანაც 

1110 M%(/X,ნა)=-– თ 
#--თ 

და 7I(Xა; 6) სიმრავლის ყოველი ჯ წერტილისათვის 

(00<M”(/;Xი,6,). 

ამიტომ 110 /(X)=-–- თ. ამ შემთხვევაშიაც თეორემა მართებულია. 
X-X) 

დასასრულ, ვთქვათ #=--Cთ. მაშინ შეგვიძლია ვიპოვოთ ნულისაკენ 

„კრებადი დადებითი რიცხვთა ისეთი მიმდევრობა (6,), რომ 
M”C,X-,6I) >72 (?=1, 2,.. -). 

ამიტომ ყოველ MI: 6) სიმრავლეში არსებობს ისეთი წერტილი XI, 

რომ ”Cსა>#- აქედან 
IIი I0ეა=+. 

"”--თ 

«თეორემა დამტკიცებულია. 

ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი 
თეორემა 10. თუ IIთ 1იI (05=8, მაშინ წ სიმრავლიდან მშე- 

· X-–% 
გვიძლია გამოვყოთ ჯ წერტილისაკენ კრებადი წერტილ 
თა ისეთი (ჯ,|) მიმდევრობა, რომ 

III /(X,ე1=8. 

ო–თ 

თეორემა 11. იმისათვის. რომ /ი0 ფუნქციას ჰქონდეს 

გარკვეული ზღვარი ჯს წერტილში ნ სიმრავლის მიმართ, 

აუცილებელიადა საკმარისი შემდეგი ტოლობის მართე: 

ბულობა: 

1Iიი 1იI /(+%ე)=–11თ 5V0/(0ე. (53 
X–-X% X-–-X
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დ ამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, 

IX) ფუნქციის ზღვარი X. წერტილში 8 სიმრავლის მიმართ არის 4. 
მაშინ 6-დან აღებული წერტილთა ყოველი (X„|) მიმდევრობისათვის, რო– 

მელიც კრებადია X, წერტილისაკენ მართებულია ტოლობა 

11091. /(X,ა=#4. 
#-9 

მე-9 და მე-10 თეორემების თანახმად 6-დან შეგვიძლია გამოვყოთ Xე- 
საკენ კრებადი წერტილთა ისეთი ორი მიმდევრობა (ჯ,|) და (XVI, რომ 

ადგილი ჰქონდეს ტოლობებს 

1I00ი 5სი /0ი=)სთ/Cა= =#4, 
X-–-Xი 

IIთ IიI/ 0 =III/C ა =/. 
X--Xე 

აქედან გამომდინარეობს (5.2) ტოლობის მართებულობა. ამით პირობის 

აუცილებლობა დამტკიცებულია. | 
ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, ადგილი აქვს (5.2) 

ტოლობას. რადგანაც ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის 

„IV; Xი,)6)<-I(X) <-/M ” (7; Xი, 8), 

როცა XCნ(15(Xა; 6) –– (Xა), ამიტომ 

1II1 /(X) =IIVხი II /(X) =1III 5ს 0 /(X). 
X-Xე X-X, X-Xე 

თეორემა დამტკიცებულია, 

ახლა შემოვიღოთ ზოგიერთი აღნიშვნა. ვთქვათ, I(9) ფუნქცია გან- 
სახღვრულია # სიმრავლეზე და თ იყოს რაიმე ნამდვილი რიცხვი. აღ- 

ვნიშნოთ IX:I(X)>თ), (X:/(X) <0), (IX:I(X)>ის) სიმბოლოებით # სიმ- 
რავლის იმ X წერტილთა სიმრავლეები, რომელთათვის ადგილი აქეს შე- 

საბამისად უტოლობებს 

I(X)>ძ, I1(2)<0, IMX)>>0. 

ამ სიმრავლეებს ლებეგის სიმრავლეები ეწოდება. 

თეორემა 19, თ უ /(X») ფუნქციის ზედა ზღვარი ჯ» წერტილ 
ში 6 სიმრავლის მიმართ #4 რიცხვია და //+2=(ყ) იმყ რი 
ცხვთასიმრავლეა, რომელთათვის ჯე არარის (|X:I() >V) 
სიმრავლის დაგროგების წერტილი, მაშინ 

4=I0წ/M/%. (5.3)
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დამტკიცება. განვიხილოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი. რად- 
განაც 4 არის /(+) ფუნქციის ზედა ზღვარი ჯა წერტილში #6 სიმრავლის 

მიმართ, ამიტომ მოიძებნება ისეთი დადებითი უ რიცხვი, რომ 

I(X) <4 -L§, როცა ჯCჩი5(VX; MM) IX). 

მაშასადამე, IX: IC)>4+8) სიმრავლისათვის X- არ იქნება დაგროვების 
წერტილი და ამიტომ _ 

1III /77”<-4 -L8. 

§ რიცხვის ნებისმიერობის გამო გვექნება 

სიწMX<4. (54) 

განვიხილოთ ახლა (X:/(X)> IიI 77”+ 6) სიმრავლე. ადვილი მისახვედ- 
რია, რომ ამ სიმრავლისათვის Xე არ იქნება დაგროვების წერტილი. ამიტომ 
მოიძებნება ისეთი სფერო 5(X,; 9), რომელიც არ შეიცავს აღნიშნული 
სიმრავლის არც ერთ წერტილს, რის გამო გვაქვს : 

M"თ;X,ე)<Iი! ჩI-L6. 

აქედან 
4<)იIMI7-+ 

8 რიცხვის ნებისმიერობის გამო ჟაქეს. ს 

4<)ი!//”. (5.5) 

(5.4) და (5.5) თანაფარდობებიდან გამომდინარეობს (5.3) ტოლობა. 

ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი 
თეორემა 1მ. თუ /X) ფუნქციის. ქვედა ზღვარი .% 

წერტილში ჩ სიმრავლის მიმართ 8 რიცხვია და //,=II/) 
იმ ყ/ რიცხვთა სიმრავლეა, რომელთათვის ჯე. არ არის 
(ჯ: IV <9) სიმრავლის დაგროვების წერტილი, მაშინ 

8=5სნ MI, 

თეორემა 14. თუ მეტ რიკულ სივრცეში მოთავსებულ ჩ 
სიმრავლეზე განსაზღვრულია (IX და წ0ე ფუნქციები 

#Mთ)=/(0+ წთ, და X არის 86 სიმრავლის დაგროვების 
წე რტილი, მაშინ მართებულია შემდეგი უტოლობები: 

Iთ Iი(7/0+1)ი Iიწ(00<I1თ0 1იI#C0-<I10 5ს0ნ/00 + 
X-X X-–X X-Xე . X-+X- 

+IIი1ი, «ი0ე<1Iი §სი ჩთადსთ ასი/ძი--თ §ყი შობ (5.6) 
X--X- X-X X-+·X
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დამტკიცება. ადვილი ”მესამჩნევია, რომ ნებისმიერი დადებითი § 

რიცხვისათვის მართებულია შემდეგი უტოლობები: 

IV; ფ)+ი(V,; 8)</M"(; §8<M“V; 6)-+ 

+M"(თ თ<#MV%(; -ე)<M”(წ ი)+-M“(თ; §)- 

თუ ამ უტოლობებში გადავალთ ზღვარზე, როდესაც §->0, მივიღებთ 

Cლ.6) დამოკიდებულებებს!. | 

§ 0, ნამდვილი ცვლადის ფუნქციის წყვეტის წერტილთა კლასიფიკაცია 

ვთქვათ, წრფივ 8 სიმრავლეზე განსახღვრულია /”(0) ფუნქცია და 
X- იყოს ამ სიმრავლის დაგროვების წერტილი, რომელიც შეიძლება 
ეკუთვნოდეს ან არ ეკუთვნოდეს # სიმრავლეს. 

ადვილი დასამტკიცებელია, რომ თუ X)C6, მაშინ (თ) ფუნქცი 
ის უწუვეტობისათვის ჯ, წერტილში ჩ სიმრავლის მი- 
მართ აუცილებელია და საკმარისი, რომ არსებობდეს 

სასრული ზღვრები /(ს+) და /ი-––) და ადგილი ჰქონდეს 
ტოლობებს 

· ILXა--)=/Xა ––)-=/(Xა). 

თუ X.აCC და /(Vა--)=>/(Xა), მაშინ MX) ფუნქციას ეწოდება მა რ ჯე- 

ნიდან უწყვეტი Xე წერტილმი ნ სიმრავლის მიმართ, ხოლო თუ 
ICI –– ა=/CX-), მაშინ /(X) ფუნქციას ჰქვია მარცხნიდან უწყვეტი 
X. წერტილში 6 სიმრავლის მიმართ. 

X- წერტილს ეწოდება MX) ფუნქციის პირველი გვარის წყვე- 

ტის წერტილი # სიმრავლის მიმართ, თუ /(X) წყვეტილია Xე-ზე და 
არსებობს /(X.-+) და (Xა–-– ) ზღვრები, სასრული ან უსასრულო. 

თუ X.Cწ და IX, –- 1)=/(X--L)7ICX-ე), მაშინ ჯ- წერტილს ეწოდება 
IX ფუნქციის ასაცილებელი წყვეტის წერტილი. ამ შემთხვე– 

ვაში, ფუნქცია უწყვეტი ხდება, თუ შევცვალეთ მისი მნიშვნელობა თვით 
X. წერტილში ამისათვის საკმარისია მივიჩნიოთ, /(Xე)=/(X-+). 

გამოსახულებას | /(X--L) –– /(Vე-––) | ეწოდება /(X) ფუნქციის ნახ- 
ტომი X წერტილში. . ნახტომი ნულია უწყვეტობისა და ასაცილებე- 

ლი წყვეტის წერტილებში. 

  

1 აჭ იგულისხმება, რომ ”#(X) განსაზღვრულია # სიმრავლის ყოველ X წერტილ- 
ში, ე. ი, იგულისხმება, რომ /(X) და C(X) ერთ და იმავე წერტილში არაა, სხვადასხვა 
ნიშნის უსასრულო. '
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X- წერტილს ეწოდება /(X) ფუნქციის მეორე გვარის წყვეტის 
წერტილი, თუ არ არსებობს ერთ-ერთი მაინც /(CX-–--) და /(X.+L) 

ზღვრებიდან. · ! 
მაგალითი 1, ვთქვათ, IX) ფუნქცია განსაზღვრულია შემდეგ- 

ნაირად: 

  

ჯ 

§I0Xჯ 
, როცა X#7#90, == 

0, როცა X=0. 

ცხადია, I(0--)=1. I(0-–– )=1. აქედან ჩანს, რომ X=0 არის ასაცი– 

ლებელი წყვეტის წერტილი. 
მაგალითი 9. ვთქვათ, /(X) ფუნქცია ასეა განსაზღვრული: 

–-1, თუ X<0, 

(ი-| 0, თუ X=0, 

1, თუ X>90. 

ცხადია, რომ XC=0 არის: ამ ფუნქციის პირველი გვარის წყვეტის 

წერტილი; /(0-––უ)=–- 1, I(0 +)=1. 
მაგალითი 8. ვთქვათ, 

1 
510 ––, როდესაც X#90, 

I(X)=1)- + 7 
0, როდესაც X=0. 

ვაჩვენოთ, რომ Xჯ=:0 არის /(X)-ის მეორე გვარის წყვეტის წერტილი. 
ამისათვის განვიხილოთ რიცხვთა მიმდევრობა (X,), სადაც 

2 = “  (=1 ...). 
(22+1)ჯ V=1, 2, ·-) X,, 

ცხადია, (X,) მიმდევრობა კრებადია ნულისაკენ და, ამას გარდა, 

აღებასა“ “”' 
მაშასადამე, II / X,„) არ არსებობს და ამიტომ /(X) ფუნქციას არა აქ>ვს 

თ · 
ზღვარი X=0 წერტილში. მაშასადამე, 0 არის /(X) ფუნქციის. მეორე, 

გვარის წყვეტის წერტილი. 
მაგალითი 4. ვთქვათ, 

1 

I(X)= | #%“%, ტოცა X#1, 
0, როცა X=1.
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ადვილი შესამჩნევია, რომ 

' I(1-––)=-+თ, /(1+)=90. 

მაშასადამე, X=1 არის I(X) ფუნქციის პირველი გვარის წყვეტის. 
წერტილი. : 

§ ?. ერთი ცვლადის მონოტონური ფუნქციები 

ვთქვათ, ნამდვილ რიცხვთა რაიმე 8 სიმრავლეზე განსაზღვრულია. 

IX) ფუნქცია. | 
განსაზღვგრა 4. #X) ფუნქციას ეწოდება ზრდადი #6 სიმრავლე– 

ზე, თუ ნ სიმრავლის ყოველი ორი X, და X: წერტილისათვის /(X,)== 
=ICXი), როცა X1<Xა, ხოლო /(X) ფუნქცია ზრდადია ვიწრო აზ 

რით ჩ-ზე, თუ # სიმრავლის ყოველი ორი Xჯ, და X-: წერტილისათეის. 

IMX)</CX), როდესაც XX, <#ი. 
I(X) ფუნქციას ეწოდება კლებადი #-ზე, თუ ნ სიმრავლის ყოვე– 

ლი ორი X, და X) წერტილისათვის /(X,)=>I(X-), როცა X<X,, ხოლო 
MX). ფუნქცია კლებადია ვიწრო აზრით #-ზე, თუ ჩ-ს ყოველი ორი- 

X, და X წერტილისათვის /(X))>> /(X:), როცა X1 <Xი. 
განსაზღვრა წ. 8 სიმრავლეზე განსაზღვრულ /(X) ფუნქციას 

მონოტონური ეწოდება, თუ იგი ზრდადია ან კლებადი #-ხზე, და 
მონოტონური ვიწრო აზრით, თუ იგი ვიწრო აზრით ზრდადია ან 

ვიწრო აზრით კლებადია #6-ზე. 
თეორემა 1წ8. რაიმე (ძ, ხ) სეგმენტზე მონოტონურ /V) 

ფუნქციას შეიძლება ჰქონდეს მხოლოდ პირველი გვა–- 

რის წყვეტის წერტილი. 
დამტკიცება. ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, 

რომ I(ჯ) ზრდადია (ძი, ხ1) სეგმენტზე. ამ სეგმენტში ავიღოთ რაიმე Xე. 

წერტილი. რადგანაც /(X) ზრდადია (ძ, ხ)-ზე, ამიტომ 

/(X)<=/(X-), როცა X<X) 
და 

· . 

IMCX)>>ICXა), როცა X>>Xყ-. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ არსებობს /(X.+) და /(X.--) და ადგილთ 
აქვს უტოლობებს 

ICXე –– ) ==/LCXა); /(Xი-L)=>ICXა), 
ე· ტ. 

I(Xაე ––) == 7(Xი) 5=/(Xი+L): (7.1»
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თუ Xა=0, მაშინ არსებობს /(თ+), ხოლო თუ Xა·ა=ს, მაშინ არსებობს 

Iხ–). ; 
(7.1) უტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ, თუ ჯე არის /(X) ფუნ- 

ქციის წყვეტის წერტილი, მაშინ იგი იქნება პირველი გვარის წყვეტის 

წერტილი, ამასთან /(Xა –– ) < I(X-+)- 

თეორემა 16. (ი, ხ) სეგმენტზე მონოტონურ /() ფუნკ- 

ციას აქვს ·სასრული ან თვლადი სიმრაელე წყვეტის 
წერტილებისა. 

დამტკიცება. აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 
MX) ზრდადია (ძი, ხ) სეგმენტზე. აღვნიშნოთ 8-თი ამ ფუნქციის წყვე- 

ტის წერტილთა სიმრავლე. ნ სიმრავლის ნებისმიერი §L წერტილისათვის 

გვაქვს 
I(8--– )<I(§ +). 

I8–-–) და MC +) რიცხვებს შორის ავღოთ რაიმე რაციონალური რი- 
ცხვი 7»: 

I6–-)<” </L§ +). 

თუ ამ # რიცხეს შევუსაბამებთ L რიცხვს, მაშინ წ სიმრავლის ორ 
სხვადასხვა რიცხვს შეესაბამება ორი სხვადასხვა რაციონალური რიცხვი. 
მართლაც, ავიღოთ ნ სიმრავლის ორი ელემენტი L,; და წა» და მათი შე- 
საბამისი რაციონალური რიცხვები იყოს #, და ”. ადვილი შესამჩნევია. 

რომ. თუ §)|<§., მაშინ ც, <<”. მართლაც, თანაფარდობებიდან 

I(ნ| ––)< 7 </(6)-+)<=I(65-–- ) << /(§ა +) 

გვაქვს ” <”. ამრიგად, 8 სიმრავლე ეკვივალენტურია ყველა რაციონა- 

ლური რიცხვის სიმრავლის ნაწილისა და ამიტომ ნ სასრული ან თვლა- 
დი სიმრავლეა. თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 8. ფუნქციათა მიმდევრობა 

ვთქვათ, აბსტრაქტულ 6 სიმრავლეზე განსაზღვრულია ფუნქციები 
MIX), ჩ(X), ... IX621 .. (8.1) 

ფუნქციათა (8.1) მიმდევრობას ეწოდება კრებადი 8 სიმრავლეზე /(X) 
ფუნქციისაკენ, თუ სიმრავლის ყოველი X, წერტილისათვის რიცხვთა 

მიმდევრობა 

MICXი), /9(X-), .. -ჩი(%ი), ... 

კრებადია /(X-)-კენ, ე. ი. ყოველი ღადებითი 8 რიცხვისათვის არსე- 

ბობს ისეთი ნატურალური რიცხვი M, რომ
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L/C(Xა) –– /ო(X-) |<-86, როცა #I>V. 

რიცხვი M დამოკიდებულია საზოგადოდ არა მარტო §6-ზე, არამედ X·- 

წე რტილზედაც. 
განსაზღვრა 6. ფუნქციათა (8.1) მიმდევრობას ეწოდება თან აბ- 

რად კრებადი აბსტრაქტულ წ სიმრავლეზე M”(X) ფუნქციისაკენ, თუ 
ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის არსებობს X-საგან დამოუკიდებელი 
ისეთი ნატურალური რიცხვი V, რომ 

Lწი(X) –– ICX) |<6, როცა #>M 

ნ სიმრავლის ყოველი X წერტილისათვის. 
ფუნქციათა (8.1) მიმდევრობა არათანაბრად კრებადია # 

სიმრავლეზე /(X) ფუნქციისაკენ, თუ არსებობს ისეთი დადებითი 6 რი- 
ცხვი და 8 სიმრავლის წერტილთა ესეთი მიმდევრობა X,, Xე,... 
XIXს... რომ ყოველი /#-თვის '(#=1, 1.) და სათანადო #7># რი- 

ცხვისათვის ადგილი აქვს უტოლობას 

| ”»,(X») –– (ი) |I=>%. 

თეორემა 17. მეტრიკულ სივრცეში მოთავსებული რაიმე 
ნ სიმრავლეზე განსაზღვრული ფუნქცია, რომლისკენაც 
უწყვეტ ფუნქციათა მიმდევრობა წ სიმრავლეზე თანაბ- 
რად იკრიბება, უწყვეტია #-ზე. 

დამტკიცება. ასეთ ფუნქციათა მიმდევრობა იყოს (8.1), ხოლო 

მისი ზღვრული ფუნქცია კი /(X). ვთქვათ, ჯა არის 6 სიმრავლის ნების– 

მიერი წერტილი და ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი · რიცხვი გ. რადგანაც 
(8.1) მიმდევრობა თანაბრად კრებადია 6 სიმრავლეზე /(X) ფუნქციისა- 
კენ, ამიტომ X-ზე დამოუკიდებლად შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი ნატურა- 
ლური რიცხვი MV, რომ 6-დან აღებული ყოველი Xჯ წერტილისათვის ად- 

გილი ჰქონდეს უტოლობას · 

IM – I9I<--, როცა.ი>VM. 

ახლა ვთქვათ, ” რაიმე ნატურალური რიცხვია, რომელიც მეტია 

M-ზე. რადგანაც /„(X) უწყვეტია 6-ზე, ამიტომ არსებობს ისეთი დადე– 
ბითი ჟუ რიცხვი, რომ 

7 | /ც(X) –– ჩ.(%ი) I<-– , როცა XC6II5(Xა;%).
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ადვილი შესამჩნევია, რომ 

II(X) –– MX) | <= | IX) – ჩC9 1 + 1” 00 – ჩირი) | +, 

+I/ა0X) – IX)|<+-+ --+ --=6, 

როცა X6C605(0ი; ი). 'მამასადამე, /CX) უწყვეტია X» წერტილში და: რაკი 

Xე ნებისმიერად იყო აღებული #-დან, ამიტომ /(X) უწყვეტია #6-ზე. 
შენიშვნა. 1. თუ უწყვეტ ფუნქციათა (8.1) მიმდევრობა არათანაბ:. 

რად კრებადია MX) ფუნქციისაკენ 8 სიმრავლეზე, მაშინ /(X) ' შეიძლება 
არ იყოს უწყვეტი ფუნქცია 6-ხე. განვიხილოთ 

მაგალითი 1. ვთქეათ, /,(X) ფუნქცია განსახღვრულია შემდეგ- 
ნაირად: 

9, თუ –1<#<- +): . 

“| /I(X+1, თუ – ღილი, 

- „CX)= · · 1 

– .აX-+1; თუ 0<X=--, 

0, თუ – <X=1. 

ყ. 

  

+! ჯ 

ი
ქ
ი
 1. 

” 
ნახ. 16. 

ცხადია, რომ /, C)(C=1, 2,:«.) ფუნქცია უწყვეტია L-1, 11 სეგ- 
მენტზე. ამ ფუნქციის გრაფიკი მოცემულია მჯ-16 ნახახზე. ვთქვათ, 

110 წი(XI=/(XI. ... -. ი.ი : 

ადვილი შესამჩნევია, რომ ' 

0, Xჯ 9, 
„ს /(9=I ". 99 X# 

1, თე X=0
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აქედან გამომდინარეობს, რომ /(X) ფუნქცია · უწყვეტი არ არის »X=0 
წერტილში. ' 

შენიშვნა 2. უწყვეტ ფუნქციათა მიმდევრობა შეიძლება არათა– 
ნაბრად იკრიბებოდეს უწყვეტ ფუნქციისაკენ. განვიხილოთ 

მაგალითი 9, ვთქვათ, ”„(X) ფუნქცია განსახღვრულია (0, 2) სეგ- 
მენტზე შემდეგნაირად: · 

1 
იX, როცა 0=X=–, 

” 

IV(X)= 1 –MX-+L2, როცა –- <X< –, 
ი... 

0, როცა 52 <X#=<2, , 
7 

ჩას) (1(=1, 2, ···) ფუნქცია უწყვეტია (0,2| სეგმენტზე. /„(X) ფუნქ- 
ციის გრაფიკი მოცემულია მე-17 ნახაზზე, ვთქვათ, 

MX)= 11თ 7). 
.-თ 

ცხადია, რომ /(X)=0, 0==X=<=2 და, მაშასადამე, IX) უწყვეტია (0, 2) 

სეგმენტზე. 
ადვილი შესამჩნევია, რომ ფუნქციათა აღებული მიმდევრობა (თ) 

თანაბრად კრებადი არაა (0,2) სეგ- 
მენტზე. 

თეორემა 18 (დინი). თ უ # კომ- 

პაქტზე უწყვეტ ფუნქციათა 
(”„თ)) მიმდევრობა ზრდადია 
და კრებადია #-ზე უწყვეტი 
IX) ფუნქციისაკენ, მაშინ 

აღებული მიმდევრობაიქნე- 
ბა თანაბრად კრებადი /(/(X) 

ფუნქციისაკენ,. | 
დამტკიცება. შემოვიღოთ აღ- 

_ნიშვნა 

#0) –/.(90= ჩენი). - 

პირობის ძალით (/„(X)) მიმდევრობა ზრდადია ღა ამიტომ (როი) მიმ– 

დევრობა იქნება კლებადი; ამას გარდა, 

–“ 

  
1) /ე(X1=0 (8.2) 
ჩ-თ 

# სიმრავლის ყოველ X წერტილში,
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დავუშვათ, რომ (|/,(X)) მიმდევრობა არათანაბრად კრებადია /(X) 
ფუნქციისაკენ #-ზე., მაშინ არსებობს ისეთი რიცხვი 6>>0 და # სიმრავ- 
ლის წერტილთა ისეთი (X.) მიმდევრობა, რომ ყოველი #-თვის და სათა- 
ნადო MI ># რიცხვისათვის ადგილი ექნება უტოლობას , | 

ჩი,(Xს)> 6. 

ცხადია, რომ ყოველი ფიქსირებული რიცხვისათვის ძალაშია უტო- 
ლობა . 

”(XI)> 6, როცა #>7. 

რადგანაც # წარმოადგენს კომპაქტს, ამიტომ (X) მიმდევრობიდან 
შეგვიძლია გამოვყოთ # სიმრავლის რაიმე L წერტილისაკენ კრებადი ქვე- 
მიმდევრობა (9.,). მაშასადამე, ”„(X) ფუნქციის უწყვეტობის გამო გვექ- 
ნება : 

წი ” (X.,)=”ი(§) => 6. (8.3) 
(--თ 

მაგრამ (8.2) ტოლობის ძალით 

II ”,(6)=0. (8.4) 
ი--თ 

მეორე მხრით, (8.3) უტოლობის ძალით უნდა გვქონდეს 

IIIი წე(6).>6. (8.5) 
7.9 

(8.4) და (8.5) დამოკიდებულებები ერთმანეთს · ეწინააღმდეგება. მაშასა- 
დამე, |/„(X)) მიმდევრობა თანაბრად კრებადია ”» სიმრავლეზე და ამით 

დინის (0Iი1) თეორემა დამტკიცებულია. 
თუ გავითვალისწინებთ მე-17 თეორემას, შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ 

შემდეგი 
თეორემა 19, იმისათვის, რომ ” კომპაქტზე უწყვეტ ფენ- 

ქციათა ზრდადი მიმდევრობა კრებადი იყოს უწყვეტი 
ფუნქციისაკენ აუცილებელია და საკმარისი, რომ ფუწნქჟ- 
მათა მოცემული მიმდევრობა თანაბრად კრებაღი იყოს 

§ 9, სიმრამლის მახასიათებელი ფუნქცია . 

- ვთქვათ, აბსტრაქტულ # სიმრავლეზე განსაზღვრულია Xი(X) ფუნქ- 
ცია შემდეგნაირად: 

1, თუ XC#, 

X, თუ XCIM–-ჩ, 

სადაც 6 არის / სიმრავლის რაიმე ქვესიმრავლე. 

XC(X)=
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Xი(»>» ფუნქციას ეწოდება 8 სიმრავლის მახასიათებელი 

ფუნქცია. 
მახასიათებელი ფუნქციის ცნება შემოღებული იყო ვალე-პუსენის 

(VმI16 005510) მიერ!. 

თეორემა 90 თუ მოცემულია აბსტრაქტული #? სიმრაე- 
ლიდან აღებულისიმრავლეთა მიმდევრობა (ჩ,), მაშინ 

ჰი ასიX-= (X) და 1Iი Iიწ#- (წ) წარმოადგენენ შესაბამისად 
ჩ-–თ ჩ-.დ M 

IIი 500 ნც და 1IთI)იIწ, სიმრავლეთა მახასიათებელ ფუნკჟ- 
#--ი .-თ 

ციებს, 

დამტკიცება. როგორც I თავში იყო ნაჩვენები, 

თ თ 

ნ6“"=I105სი წ„= ი ხ §V 6 +=1II 1იI წ-ა= VI ი #ჩV. 
თ =>) #X ი-თ ი=1 ჩ=ი 

ვთქვათ, 
დ,(X)=5ყი (XC (), %#C .,(X), -+.), 10(X)=1იL (XC CV), 

XC ,,(X), .. · (1=1, 2, .. .). 

განსაზღვრის თანახმად, 

1100 დ.„(X)=1IV 5ს0#/ი. (X),, 1I–0 VVC0=IIთ 110IX, (X). 
#--Cთ იჩი--თ ჩ--თ 

ეს ზღვრები აღვნიშნოთ შესაბამისად XX(X) და X„(X) სიმბოლოებით. 
დავამტიცოთ, რომ ჯ“”(V) არის ”% სიმრავლის მახასიათებელი ფუნქ– 

ცია. ამისათვის ჯერ ვაჩვენოთ, რომ დ,(ჯX) წარმოადგენს M„= წ 5 სიმ– 

რავლის მახასიი„თებელ ფუნქციას, ვთქვათ, X-CMIე. მაშინ მოიძებნება 
ისეთი 6» სიმრავლე (»5>/), რომელიც შეიცავს X. წერტილს. ამიტომ 

X>VXX-)=1 და, მაშასადამე, და(Xე)=1. 

ვთქვათ, L არის II სიმრავლის ნებისმიერი წერტილი, რომელიც 
არეალის არ ეკუთვნის. მაშინ 

LCნ5.M(#=7/, M-+1,...) 
და, მაშასადამე, 

X6,(6ჰ=0 (”=IIL, M-+L1,.. -)- 

ამიტომ დ»(§)=0. 

1 შარლ ჟან დელა ვალე-პუსენი (1866 –– 1962) –– ცნობილი ბელგიელი მათემატი- 

კოსი, მას ეკუთვნის მნიშვნელოვანი შედეგები ტრიგონომეტრიულ მწკრივთა თეორიაში, 

ფუნქციათა აპროქსიმაციის თეორიაში და მათემატიკურ ფიზიკაში.
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ამრიგად, 'დ,(ს) წარმოადგენს I”, სიმრავლის მახასიათებელ ფუნქ- 
ციას. ახლა ვიგულისხმოთ, რომ ყ არის 6M სიმრავლის ნებისმიერი 

წერტილი, მაშინ ყ5I, (M=1, 2, 3,...) და, მაშასადამე, დ„,(ყ)=1 
(1=1, 2,. . .), აქედან გამომდინარეობს. რომ »"(ყ)=1. თუ ყ' არის 
# სიმ რავლის ნებისმიერი წერტილი, რომელიც #%-ს არ ეკუთვნის, მა- 

შინ მოიძებნება ისეთი ნატურალური რიცხვი V, რომ ყCM, . (1=M+1, 
M+2,...). ამიტომ ' 

დ,(/)=0 6=M+1, M+2,...)“ 
და, მაშასადამე, »”(V')=0. ამგვარად, ჯ”(X) წარმოადგენს 6” სიმრავ- 
ლის მახასიათებელ ფუნქციას. 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ »,(X) არის 8, სიმრავლის მახასია- 

თებელი ფუნქცია. 
ავიღოთ ახლა ორი მიმდევრობა: 

„”„---. (9.1) 
X„.,(X), X.(X), -.. Xც (X), ++. (9.2) 

პირველი ამათგანი #-ში მოთავსებული სიმრავლეთა მიმდევრობაა, მეო- 
რე კი ამ სიმრავლეთა შესაბამისი მახასიათებელი ფუნქციების მიმდევ- 
რობა. მართებულია შემდეგი 

თეორემა 981. სიმრავლეთა მახასიათებელი ფუნქციების 

მიმდევრობა კრებადია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდე- 

საც კრებადია თვით სიმრავლეთა მიმდევრობა, ე. ი. 
(9.1) და (9.2) მიმდევრობები ან ორივე კრებადია ან ორი- 
ვე განშლადია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, (9.1) მიმდევრობა კრებადია. მაშინ 8,= 

=" და, მაშასადამე, მე-20 თეორემის ძალით, ყოველი X-თვის 

#X+(X)=X X), 
ე. ი. (9.2) მიმდევრობა კრებადია ჯ/%(X) ფუნქციისაკენ. 

ახლა დავუშვათ, რომ (9.1) მიმდევრობა განშ ლადია. მაშინ 6, არის 

6“ სიმრავლის საკუთრივი ნაწილი და ამიტომ + სიმრავლე შეიცავს 

ისეთ Xა წერტილს, რომელიც 6, სიმრავლეს არ ეკუთვნის. მაშასადამე, 

X (X-)=1, X+(X„)=0, ე. ი. (9.2) მიმდევრობა კრებადი არაა. თეორემა 

დამტკიცებულია. 
§ 10, ნახევრადუწყვეტი ფუნქციები 

ვგთქვათ, მეტრიკულ სივრცეში მოთავსებულ სიმრავლეზე განსა- 
ზღვრულია /(X) ფუნქცია. განვიხილოთ # სიმრავლის რომელიმე დაგ- 

როვების ჯე წერტილი, რომელიც 6 სიმრავლეს ეკუთვნის. როგორც ვი-
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ცით, IX) ფუნქცია X, წერტილში უწყვეტია # სიმრავლის მიმართ, თუ 
I(X)) სასრულია და ყოველი §>9 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადე– 
ბითი უ რიცხვი, რომ · 

|ICX) –– I(X)|< 8, როცა XC50)5(Xე;»)- 

თუკი ნებისმიერი დადებითი გ რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადე– 
ბითი , რიცხვი, რომ 

MX) – IXა)< 6, როცა XC6(15(X;ი), 

მაშინ IX) ფუნქციას ეწოდება ნახევრად უწყვეტი ზემოდან ჯე) 

წერტილში 6 სიმრავლის მიმართ, ხოლო თუ ყოველი 6>0 რიცხვისა- 
თვის არსებობს ისეთი უ>0„; რომ · 

I(X) ––I(Xე)> –– 6, როცა XC 60 5(%ა;%), 

მაშინ /(X) ფუნქცია ნახევრადუწყვეტია ქვე მოდან X, წერტილ– 
ში სიმრავლის მიმართ!, 

განვიხილოთ მაგალითი. ვთქვათ, 6 არის ი მეტრიკულ სივრცეში აღე– 
ბული სიმრავლე და Xე იყოს ამ სიმრავლის დაგროვების წერტილი, რო- 

მელიც მას ეკუთვნის. ვთქვათ, · . 

1, თუ X=Xე, 

0, 8 სიმრავლის დანარჩენ წერტილებში. 

ცხადია, რომ /(X) ფუნქცია ნახევრადუწყვეტია ზემოდან X- წერტილში 

სიმრავლის მიმართ. 
ადვილი შესამჩნევია, რომ, თუ /(X) ფუნქცია განსაზღვრულია ნ სიმ– 

რავლეზე და ამ სიმრავლის რაიმე X. წერტილში /(X-)=+Cთ, მაშინ X, 
წერტილში /(X) ფუნქცია იქნება ნახევრადუწყვეტი ზემოდან. თუკი 

MXიე=-- %, მაშინ /(X) ნახევრადუწყვეტია ქვემოდან ჯე წერტილში. 
· თეორემა 99. ვთქვათ, მეტრიკული სივრცის რაიმე 8 სიმ- 
რავლეზე განსაზღვრულია /CX) ფუნქციადა Xჯ. არის ნსიმ- 

რავლის დაგროვების წერტილი, რომელიც #-ს ეკუთვნის. 
იმისათვის, რომ /(X) ფუნქცია იყოს ნახევრადუწყეეტი 

ზემოდან ჯ# წერტილში #ჩ სიმრავლის მიმართ, აუცილე- 
ბელია და საკმარისი, რომ ადგილი ჰქონდეს ტოლობას 

#C/Xა)=I(Xა)- (10.1) 

I(X)= | 

1 ამ განსაზღვრაში სავალდებულო არაა, რომ /(Xკ)) იყოს სახრული,
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დამტკიცება. ვთქვათ, /(») ნახევრადუწყვეტია ზემოდან Xა წერ- 

ტილზე ნ სიმრავლის მიმართ. მაშინ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისა- 

თვის მოიძებნება ისეთი დადებითი უ რიცხვი, რომ 

I(X)<I(X-)+§6, როცა XCჩ05(Xა;). 

აქედან ცხადია, რომ 

#/M(I;Xა,91)==ICX6) + 8 
და, მაშასადამე, 

VI; Xა)==I(Xა)-L6- 

გ-ის ნებისმიერობის გამო “გვექნება 

M(I: Xი)==ICXა). · (10.2) 
მეორე მხრით, 

VV; Xა)>>ILCXა)- (10.3) 

(10.2) და (10.3) დამოკიდებულებებიდან ვღებულობთ (10.1) ტოლობას. 
ამით თეორემის პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

ახლა დავამტკიცოთ თეორემის პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, მარ– 

თებულია (10.1) ტოლობა. მაშინ ნებისმიერი დადებითი 6 'რიცხვისათვის 
მოიძებნება ისეთი M>0, რომ 

#MVLCI:X-,1) <I(Xა)-+ 8. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

IX) </(XI)+ 6, როცა XC85015(Xა;უ). 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ /(X) ფუნქცია ნახევრადუწყვეტია ზემოდან X) 

წერტილში. ამით თეორემის პირობის საკმარისობაც დამტკიცებულია. 

ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი 
თეორემა 98, იმისათვის, რომ /X) ფუნქცია იყოს ნახევ- 

რადუწყვეტი ქვემოდან ჯა წერტილში წხ სიმრავლის მი- 

მართ, აუცილებელია და'საკმარისი, რომ ადგილი ჰქონ- 

დეს ტოლობას /#IX/;X.)=/(Xე)- 
თუ MIX) ფუნქცია ნახეუვრადუწყვეტია ზემოდან წ სიმრავლის ყოველ 

წერტილში, მაშინ IX) ფუნქციას ეწოდება ნახევრადუწყვეტიზე– 
მოდან # სიმრავლეზე. ანალოგიურად, /(X) ფუნქციას ეწოდება 

ნახევრადუწყვეტი ქვემოდან 6 სიმრავლეზე, თუ იგი ნა- 
ხევრად უწყვეტია ქვემოდან ნწ სიმრავლის ყოველ წერტილში.
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თეორემა 94. ” კომპაქტზე ქვემოდან ნახევრადუწყეე- 

ტი ფუნქცია /X) აღწევს თავის ზუსტ ქვედა საზღვარს. 
დამტკიცება. ვთქვათ, IX) ფუნქციის ზუსტი ქვედა საზღვარი #” 

სიმრავლეზე არის I. განვიხილოთ ორი შემთხვევა. 

1) (=–- თ. მაშინ არსებობს ” სიმრავლის ელემენტთა ისეთი (X,) 
მიმდევრობა, რომ 

I(Xა)<– (M1=1, 2,...). (10.4 

რაკი ” კომპაქტია, ამიტომ (X„) მიმდევრობიდან გამოიყოფა ქვე მიმდევ– 
რობა (X,,), რომელიც კრებადია /” სიმრავლის რაიმე ჯXე წერტილისაკენ. 

მაშასადამე, ნებისმიერი დადებითი § რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი- 

ნატურალური რიცხვი M, რომ 

I(X»,)>>ICXა) – 6, როდესაც #>VM. 

თუ გავითვალისწინებთ (10.4) უტოლობას შეგვიძლია დავწეროთ 

–M>I(X)-- 6, როდესაც #>M. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ /(Xე)= –– C. ამრიგად, რთდესაც I=-––- ი, 

თეორემა დამტკიცებულია. 

2) | სასრულია. ამ შემთხვევაში მოიძებნება ” სიმრავლის ელემენტ– 

თა ისეთი (V,) მიმდევრობა, რომ 

/(ყ„)<I+-- (=1, 2,..-.). (10.5) 

ახლა (ყ#,) მიმდევრობიდან შეგეიძლია გამოვყოთ ქვემიმდეერობა (ყი,), 

რომელიც კრებადია # სიმრავლის გარკვეულ Mა ელემენტისაკენ.. ამი– 

ტომ ნებისმიერი დადებითი § რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატურა- 

ლური რიცხვი +, რომ 

I(Mი,):>>I(Xი) –– 6, როდესაც #>V. 

აქედან, თუ მხედველობაში მივიღებთ (10.5) უტოლობას, გვექნება. 

(+-->/%)--6, როდესიც ჩ->M 
M 

და, მაშასადამე, 

( => ICXი) –– §- 

მაგრამ, რაკი 6 ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, ამიტომ 

(=> ICI).
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მეორე მხრივ, 1 < /(X,). მაშასადამე I=/(X,)) და ამით თეორემა სავსებით 

დამტკიცებულია. 
ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი 
თეორემა 96. ” კომპაქტზე ზემოდან ნახევრადუწყვეტი 

“ფუნქცია აღწევს თავის ზუსტ ზედა საზღვარს. 

შედეგი. თუ # კომპაქტზე ქვემოდან ნახევრადუწყვე- 
“ტი /(X) ფუნქციაისეთია, რომ # კომპაქტის არც ერთ Xჯ 
წერტილში /(X)# -–– თ, მაშინ მოცემული ფ უნქცია #' სიმ- 

რავლეზე იქნება ქვემოდან შემოსაზღვრული. 
შენიშვნა. კომპაქტზე ქვემოდან ნახევრადუწყვეტ ფუნქციას შეიძ- 

“ლება არ ჰქონდეს უდიდესი მნიშვნელობა...” 
, მართლაც, ვთქვათ, # =|0,1), ხოლო /(Xს) ფუნქცია , განსაზღვრულია 

ო ე: 

/IM= | X, როდესაც 0<X<1, 

0, როდესაც X=1. 

:ეს ფუნქცია ნახევრადუწყვეტია ქვემოდან # სიმრავლეზე, მაგრამ /(ი 
ფუნქციას არა აქვს უდიდესი მნიშვნელობა. 

თეორემა 96 თუ მეტრიკულ სივრცეში მოთავსებულ # 

სიმრავლეზე განსაზღვრული ფუნქციები /,(X), /#(X,..» 
IX) არიან ნახევრად უწყვეტი ქვემოდან # სიმრავლის 

რაიმე ჯX წერტილში, მაშინ ფუნქცია | 

#(X)=IXVIი (MX), /-(X),- · >; /ი(X)) 

იქნება აგრეთვე ნახევარადუწყვეტი ქვემოდან X, წე“- 
ტილში. 

დამტკიცება. ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი. რადგანაც 
„ყოველი MX) ფუნქცია ნახევრადუწყვეტია ქვემოდან X-ა წე რტილში, 
ამიტომ არსებობს ისეთი დადებითი #) რიცხვი, რომ 

IM(X) >> /M(Xა) –– ვ, როდესაც XC I15(Xა;ი) (#=1,2,. · -, M)- 

მაშასადამე, 

#C0)>VIი (ჩ(X-) – 8, /9(X0)-–– წ, · · · /ი(Xი) –– 6)=/(Xა) –ს 

როდესაც XC65IIXა; თ). ეს კი იმას ნიშნავს, რომ #(CX) ფუნქცია ნახევ- 

რად უწყვეტია ქვემოდან Xე წერტილში. თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 27. თუ მეტრიკული სივრცის # სიმრავლეზე 

განსაზღვრულია ფუნქციები /I(X)==/-(X)== · · ·<=/ა(X) 52 ·.,
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ამასთანავე ყოველი /XX) ფუნქცია ნახევრადუწყვეტია 
ქვემოდან 8 სიმრავლის რაიმე X წერტილში, მაშინ /(V) 
ფუნქცია, სადაც 

I(X)=1I0 /„(X), 
იჩ-თ 

აგრეთვე ნახევრად უწყვეტია ქვ ემოდან ჯე წერტილში. 
დამტკიცება. ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი §6 რიცხვი. ცხადია, 

რომ 

/II(/,X-,8) => MI(წი;X 6), (M==1,2, . 4 ·). 

თუ ზღვარზე გადავალთ, როცა §->0 და გავითვალისწინებთ იმას, რომ 

I-ი #I(წი:X,,8)=,წი(Xა), 
, 6-0 

გვექნება 
· »IC/IXი) => ”ი(Xი), (/წ==1;2, · · .) 

და, მაშასადამე, ი მ 

1X-ა)=> · 10.6 მეორე მხრით /I(I1Xი)>>ICX-) ( ) 

#I(I1Xა)5=I(Xა)- (10.7) 

(10.6) და (10.7) დამოკიდებულებებიდან ვღებულობთ 

MI(წX-)==/(Xი)- 

მაშასადამე, MX) ფუნქცია ნახევრადუწყვეტია ქვემოდან X, წერტილში. 
შედეგი. თუ მეტრიკული სივრცის ჩ6 სიმრავლეზე მო- 

ცემულია არაუარყოფით ფუნქციათა მიმდევრობა (V,(X)I, 

ამასთანავე ყოველი V«,(X) ფუნქცია ნახევრადუწყვეტია 
ქვემოდან # სიმრავლის რაიმე ა წერტილში, მაშინ §(») 

ფუნქცია, სადაც 

§0)=6)(9)+VXX9)+---+ი„00+--· 
აგრეთვე ნახევრადუწყვეტია ქვემოდან X» წერტილში. 
მართლაც, შემოვიღოთ აღნიშვნა 

§,(X)=VI(X)-LV9-(X)+ · · /+წ#ი(X) (1= 1,2, « .)- 

ყოველი §„(+) ფუნქცია ნახევრადუწყვეტია X, წერტილში და, ამის 
გარდა, 

§)(X) == 50(X) == · · ·=< §ე(X) << - - · 
შემდეგ, რაკი 

1|M0 §გ(X)=35(X), 
ჩ-.%«



300 თ. VII. ნამდვილი ფუნქციები 

ამიტომ 2#-ე თეორემის ძალით §(Xჯ) ფუნქცია ნახევრად უწყვეტია ქვემო- 
დან ჯე წერტილში. 

თეორემა 98. თუ მეტრიკული სივრცის ჩნ სიმრავლეზე 
განსაზღვრული ფუნქციები ჩ(X), /XX),..., /„(X) ნახევ- 
რადუწყვეტია ქვემოდან (ხემოდან) 6 სიმრავლის რაიმე 

X წერტილში, მაშინ მოცემულ ფუნქციათა ჯამიც ნახევ- 

რადუწყვეტია ქვემოდან (ზემოდან) ჯ წერტილში. 
დამტკიცება. ვთქეათ, 

I(X) =ჩ(X)+/V(X)+ · · · + წი(X)- 

ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი ს რიცხვი რადგანაც ყოველი III) 

ფუნქცია ნახევრადუწყვეტია ქვემოდან ჯე, წერტილში, ამიტომ აღებული 
I, რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი 9M>9, რომ 

IMX)>IMXი) – –C , როცა X6505CXაი), (#=1, 2,..-, MM). 

თუ ამ უტოლობებს წევრ-წევრად შევკრებთ, მივიღებთ: 

' I(X)>ICXი)-– 6, როცა XC6 (05(Xა;9). 
მაშასადამე, /(X) არის ნახევრადუწყვეტი ქვემოდან ჯ. წერტილში. თეო– 

რემა დამტკიცებულია. 
IX) ფუნჭციის უწყვეტობისათვის ჯ, წერტილში # ს სიმ- 

რავლის მიმართ, აუცილებელია და საკმარისი, რომ იგი 

ერთდროულად იყოს ნახევრად უწყვეტი ზემოდან და ქვე- 
მოდან ჯ წერტილში # სიმრავლის მიმართ. 

ეს დებულება 22-ე და 23-ე თეორემების შედეგია. 

თეორემა 99. მეტრიკული სივრცის რაიმე 8 სიმრავლე- 

ზე სასრული /X) ფუნქციის ნახევრადუწყვეტობისა 
თვის ზემოდან 6 სიმრავლეზე იმავე 6 სიმრავლის მი 
მა რთ, აუცილებელია და საკმარისი, რომ ყოველი ნამდ- 
ვილი თ რიცხვისათვის #(ი)=|X:/(X) >> 0) სიმრავლე იყოს 
ჩაკეტილი #-ში. 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილე ბლობა. ვთქვათ, 
I(X) ნახევრადუწყვეტია ზემოდან 6 სიმრავლეზე ამავე სიმრავლის მი- 

მართ, ხოლო თ იყოს რაიმე ნამდვილი რიცხვი. განვიხილოთ #(0) სიმ– 
რავლის რაიმე დაგროვების წერტილი X, რომელიც #6-ს ეკუთვნის. 

ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის 5(Xა;ნ) სფერო შეიცავს #(ძ) სიმ- 
რავლის წერტილებს და ამიტომ /V(/;X-,6)>> მძ. აქედან IML/;X-) => 0-
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შემდეგ, რადგანაც /VI(/Xე)=/(Xე), ამიტომ /(Xე) >> 0 და, მაშასადამე, 
XეC6(ძ)- ამრიგად, 6(ძთ) სიმრავლე ჩაკეტილია #-ში. 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, ყოველი ნამდვი- 

ლი ი რიცხვისათვის 6(თ) სიმრავლე ჩაკეტილია #-ში, დასამტკიცებელია, 

რომ /(X) ნახევრადუწყვეტია ნ სიმრავლეზე ამავე სიმრავლის მიმართ. 
განვიხილოთ # სიმრავლის ნებისმიერი წერტილი ჯე. ავიღოთ ნებისმიე- 

რი ნამდვილი რიცხვი 0>>/(Xე). პირობის ძალით #(0) სიმრავლე ჩაკეტი- 
ლია ნ-ში და იგი არ შეიცავს X წერტილს. ამიტომ არსებობს ისეთი 
დადებითი რიცხვი წი, რომ 5(X,;ი) სფერო არ შეიცავს 6(0) სიმრავ- 
ლის არც ერთ წერტილს. მაშასადამე, /VLCI;Xე) == /MLCI;X-,თ) == თ ყოვე– 
ლი ი-თვის, რომელიც მეტია /(Xე)-ზე. ამიტომ 

/VICI;X„) == I(Xა)- 
მეორე მხრით 

MC0-Xა) >> /(Xა)- 

ამ ორი თანაფარდობიდან გამომდინარეობს, რომ 

/MCI;Xა)=I)(Xა) 

და ამით თეორემის პირთბის საკმარისობაც დამტკიცებულია. 

ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი 
თეორემა 80, მეტრიკულ სივრცის რაიმე ნ სიმრავლეზე 

სასრული MX) ფუნქცია რომ იყოს.ნახევრადუწყვე- 

ტი ქვემოდან 6 სიმრავლის მიმართ, აუცილებელია და 
საკმარისია, რომ ყოველი ნამდვილი 0ძ რიცხვისათვის 

I(X:I(X)ლ=0ძ|) სიმრავლე იყოს ჩაკეტილი #-ში. 

სავარჯიშო 

1. ვთქვათ, MX) ფუნქცია უწყვეტია (თ. ხ) ინტერვალზე. დაამტკიცეთ, რომ ყოვე- 
ლი ნამდვილი /#/ რიცხვისათვის (X:/(X)>>/) და (» : I(X)<4) სიმრავლეები არიან ღია. 

2. თუ (ი, ხ) სეჭმენტზე განსაზღვრული /(X) ფუნქცია ისეთია, რომ (X» : /(X)> 41 
და (X : I(X)=< 4) სიმრავლეები ჩაკეტილია ყოველი ნამდვილი 4 რიცხვისათვის, მაშინ 

I(2) უწყვეტია (ით, ხ) სეგმენტზე (დაამტკი ცეთ)- 
3. დაამტკიცეთ, რომ ფუნქცია /(X)=   – უწყვეტია X-ის ყოველი მნიშვნელო– 

1+6X 

ბისათვის, გარდა X = 0 მნიშვნელობისა. ააგეთ ამ ფუნქციის გრაფიკი. 

4. ვთქვათ, /(X) =0, თუ XL ირაციონალური რიცხვია, ხოლო I0ე)=-!. , თუ Xჯ 
: მ



თ. VII. ნამდვილი ფუნქციები 

უკვეცი წილადია მწიძვნელით #. დაამტკიცეთ, რომ /(X) უწყვეტია ყოველ ირაციონა- 
ლურ წერტილში, ზოლო იგი წყვეტილია ყოველ რაციონალურ წერტილში. 

§, ვთქვათ, IX) ფუნქცია უწყვეტია (თ -- 8, ხ + 6) სეგმენტზე, სადაც ძ<ხ და § 
რაიმე დადებითი რიცხვია. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

L,(X)= –M0900- ი, 0<I)M|I=8 ძ=<7Xჯ <ხ. 

აღვნიშნოთ #§-თი (ძ, ხ1 სეგმენტის იმ #X წერტილთა სიმრავლე, რომელთათვის შესრე- 

ლებულია შემდეგი პირობა: 0< I# I < § და 0<|I|#I<6 უტოლობებიდან გამომდინა- 

რეობს უტოლობა 

| ჩა(ი0) –– ჩი) I< ბ, ! 

სადაც 8 მოცემული დადებითი რიცხვია. დაამტკიცეთ, რომ 6 ჩაკეტილი სიმრავლეა. 

8. ვთქვათ, (0,1) სეგმენტის ყველა რაციონალური რიცხვის სიმრავლეა (ოს ფთ... 

ჩი, +... დაამტკიცეთ, რომ ფუნქცია 

თ 

1 
Iი= 8) -I»-– I 

· M8=1 

უწყვეტია (0,1) სეგმენტზე.



თავი XIII 

ფუნქციები სასრული ვარიაციით. აბსოლუტურად: უწყვეტი” 

ფუნქციები 

§ 1. ერთი ცვლადის ფუნქცია სასრული ვარიაციით 

ვთქვათ, (თ, ხ) სეგმენტზე განსახღვრულია (0) ფუნქცია. გავყოთ. 
(0, ხ1) სეგმენტი ქვესეგმენტებად შემდეგი წერტილებით 

ძ==Xი<X1< · · - <%,-1I<Xე=ხ 

და შევადგინოთ ჯამი 

5 %)IVM) – /თ-მI. 
#=1 

(თ,ხ) სეგმენტის ყოველ დანაწილებას ქვესეგმენტებად შეესაბამება- 

არაუარყოფითი რიცხვი 5. აღვნიშნოთ /I-ით ყველა 5 რიცხვის სიმრავ–- 

ლე. MI სიმრავლის ზუსტ ზედა საზღვარს ეწოდება /I(X) ფენქციის სრუ- 

ლი ვარიაცია; იგი აღენიშნოთ წთ სიმბოლოთი. თუ Vთ< +თ, 

მაშინ /(X) ფუნქციას ეწოდება ფუნქცია სასრული ე ვარიაციით. 

თეორემა 1. (თ, ხ) სეგმენტზე მონოტონური /X) ფუნქ- 
ცია არის ფუნქცია სასრული ვარიაციით. 

დამტკიცება. თუ /CX) ფუნქცია ზრდადია (0, 61 სეგმენტზე, მაშინ. 

>) I/Vია–/X-აI= 3) Vთა – %-ა)=M0-- 9, 
#=1 #=1 

ვინაიდან /(X,)––/(MI-.)>>0 (#=>1,2,. · -, 7). მაშასადამე,, 

ხ 
V თ =M0) –IV.
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ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ, თუ /(X) კლებადია (09, ხI სეგმენტზე, 

მაშინ ' 
ხ 
V (0=/(0) –– /(ხ). 

თეორემა დამტკიცებულია, 
თეორემა 9. თუ (0,ხ) სეგმენტზე /() არის ფუნქცია 

სასრული ვარიაციით, მაშინ იგი შემოსაზღვრულია “ამ 

სეგმენტზე. ' 

დამტკიცება. ეთქვათ, X არის თ და ხ--ს შორის მოთავსებული 

რაიმე რიცხვი. გვაქვს: · 

IIX –– I(0) |< | I(X) –– I(6)|+|/(ხ) ––”00I) < VIთ. 

აქედან 
ხ- 

II(I0 IC /(0)|+V I. 

ეს უტოლობა მართებულია (ი, ხ) სეგმენტის ყოველი X»X წერტილისათვის. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა მ. თუ (0თ,ხ) სეგმენტზე /(X) არის ფუნქცია სას- 

რული ვარიაციით, მაშინ იგი იქნება სასრული ვარია- 

ციით ყოველ (ი0,ძ| სეგმენტზე, რომელიც (0) სე გმენტის 

ნაწილია. . · · 
დამტკიცება. განვიხილოთ (0, ძ) სეგმენტის ნებისმიერი დანაწი- 

ლება 

6=:X < X<-·. · <Xთ-) < X, = 06. 

თუ C და ძ წერტილებს განვიხილავთ როგორც (0, ხ) სეგმენტის დაყო- 

ფის წერტილებს, მაშინ |C, ძ) სეგმენტის დაყოფის მიხედვით 

5) /ნია-/0-ი|< I/0-9I+ 31I/ თა –/C%-აI+ 
#=1 #=1) 

ხ 
+I/(ნ) –– (9)! < VVთე. 

ძ ხ 

აქედან ცხადია, რომ V () <V (). თეორემა დამტკიცებულია. 
C ი
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თეორემა 4. (ი,ხ) სეგმენტზე ყოველი სასრული /VC–) 
ფუნქციისათვის ადგილი აქვს ტოლობას 

C ხ ხ 

V სM0+VVI=VVC) (1.1) 
ძი C ძ 

ს ყოველი მნიშვნელობისათვის, რომელიც მოთავსე- 
ბულია 6 და ხ-ს შორის. : 

დამტკიცება. გავყოთ (0, C) და |IC, ხ) სეგმენტები შემდეგი წერ–- 
ტილებით: 

ძ=ყი<ყ1<'..:·: <ყი=60, C=26<2, < · · · <2კ=ხ, 

შემოვიღოთ აღნიშვნები 

ი ი 

5,,= 2) IV) – III-ს შიი2) M(ფ) – I(%- ი. 
#== 1 

ცხადია, ყი, VI, · · ·» 8 2ს 2ც · · „2, წერტილები ყოფენ (0, ხ) სეგმენტს 
ნაწილებად. ამ დანაწილების შესაბამისი ჯამი აღვნიშნოთ 5,/-თი. გვაქვს: 

– ხ 
5., + 5ს=5-ა< V (ფჩ. 

რ 

აქედან 
2 ხ ხ 

V V)+ V 00)<V თ. (1.2 
ც 2 თ 

განვიხილოთ ახლა (0, ჩხ) სეგმენტის ნებისმიერი დანაწილება 

(0, X,1, IX, -XიI, · · ·, (Vგ-), ხI. (1.3) 

(თ, ხ) სეგმენტის დაყოფის | XIს XV... XX. 1 წერტილებს შევუერთოთ 

C წერტილი (X, | <<0<X,). მივიღებთ (თ, ხ) სეგმენტის ახალ დანაწი– 
ლებას 

(0, X)I, L2:,) Xა)ს · · ·; (IX-1, CI, (C, XL-)I · ·- · ; IM, -1, ნ). (1.4) 

ცხადია, რომ 5ეს ჯამი, რომელიც შეესაბამება (1,3) დანაწილებას, არ 
აღემატება (1.4) დანაწილების შესაბამის 5',ს ჯამს: 

2 ხ 

5ას <5” = 5ი-+5'ს< V გ+V ია” ძ.5) 
ი) C 

სადაც 5'., და 5', არიან შესაბამისად 

Iთ, XII, IX, XI, · · ·IXL-1C1 და (C,XLM+11) IXL+I XL+9I) · · ·IX„,-1, ხ1I
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დანაწილების შესატყვისი ჯამები, (1.5) დამოკიდებულებებიდან გამომ- 
დინარეობს, რომ 

ხ C ხ 

VC< VთI+ V თ. (1.0 
ძი ი C 

(1.2) და (1.6) თანაფარდობებიდან მიიღება (1.1) ტოლობა. თეორემა 

დამტკიცებულია. 
თეორემა ნ, თუ /(X წარმოადგენს ფუნქციას სასრული 

ვარიაციით (0,ხ| სეგმენტზე, მაშინ 4/(>), სადაც 4 მუდ- 

მივი სიდიდეა, არის აგრეთვე ფუნქცია სასრული ე. 

რიაციით (0,ხ)-ზე. 

დამტკიცება. განვიხილოთ (0, ხ) ს სეგმენტის ნებისმიერთ დანაწი- 

ლება 

IC, XIს IXს XII, ··. ., IMXგ- ხ) ძ.ი 

და ვთქვათ, ჩ(2)=#4/წიე. გვაქვს: 
ჩ (4 

2)Iწთა – ჩთ.ა|=M4I 21;1I/6ა-– თა). 
#=I #=1 

აქედან ცხადია, რომ 

ხ ხ 

V (”)=I/1IV თ). 
ი ძ 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 6, თუ /(X) და CC) არიან ფუნქციები სასრული 

ვარიაციით (0თ,ხ) სეგმენტზე, მაშინ /X-+VთC) არის აგრე- 

თვე ფუნქცია სასრული ვარიაციით იმავე სეგმენტზე. 

დამტკიცება, ვთქვათ, #CI)=I(9-+V(X) დღა განვიხილოთ (0, ხ1 სეგ– 

მენტის ნებისმიერი დანაწილება (1.7). გვაქვს: 

ჩ 

3) | ”თა –ჩთ-)| = 2) IVCნა--/0%-ა1+(წCრა--–წთ-ა)|< 
=1..“ #=1 

< + /Cთა-/%- ა |6Cა – #%-ა1< <V თი+ 7 (თ 
#=1



§ 1. ერთი ცვლადის ფუნქციები სასრული ვარიაციით · 307 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

ხ ხ ხ 
V I)CVCV +V(Cდ<+თ. 

თ“ 4 « 

თეორემა დამტკიცებულია. 

მე-5 და მე-6 თეორემიდან გამომდინარეობს 

შედეგი. თ უ /)(X), /I(0, ·-.,/ო(0 არიან ფუნქციები სასრუ- 
ლი ვარიაციით (თ,ხ|) სეგმენტზე, მაშინ მათი წრფივი 

კომბინაცია #41/,(X) + #:/M-(X) + ·..+4» უხ) არის აგრეთვე 
ფუნქცია სასრული ე ვარიაციით (თ, ხ)-ზე. 

თეორემა 7. თუ /(%) და (#0) წა რმოადგენენ ფუნქციებს 
სასრული ვარიაციით (|ი,ხ) სეგმენტზე, მაშინ მათი ნამ- 
რავლი (ი წთ) იქნება აგრეთვე ფუნქცია სასრული ვა– 

რიაციით (0, ხ1-ხე. 

დამტკიცება. რადგან /0) და #(X) “არიან ფუნქციები სასრული 
ვარიაციით, ამიტომ ისინი შემოსაზღვრულია (L0,Iხნ) სეგმენტზე და, მაშა–- 

სადამე, არსებობს ისეთი დადებითი რიცხვი #, რომ X-ის ყველა მნიშვ- 
ნელობისათვის (თ, ხ)-დან 

IIX9I<M, |-თ|<M. 

ვთქვათ, # (X) =/(X) «(X). განვიხილოთ (თ,Iნ) სეგმენტის ნებისმიერი დანა– 
წილება (1.7). გვაქვს: 

/ 

X |ჩ(ია –– წთ, )| = 2, II) (თ (ფა – §(V.-)ა1+ 
#=1 §=1 

M 

+ თ0თ-)) II(ია – 7თV-)II< 2. IC | თა) – წთ.) | + 
ხ=1 

+ L3 I6CL-))I I/ 6) ––/C%-აI<M V 0+M V თ. 
#=1 

საიდანაც 

Vთ < <M V თ+ V ())<+თ- 

თეორემა დამტკიცებულია.
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თეორემა 8. თუ /X არის ფუნქცია სასრული ვარია- 
ციით ((C.ხ)I სეგმენტზე დაამ სეგმენტის ყოველი ჯწერ#რ- 
ტილისათვის I|I(აI>>II, სადაც ი! დადებითი რიცხვია, მა- 

შინ „ვარის აგრეთვე ფუნქცია სასრული ვარიაციით ა 

Iძ, ხ)-ზე- 

დამტკიცება. ვთქვათ, ჩლი= => და განვიხილოთ |0, ხ) სეგმენ- 
X. 

ტის ნებისმიერი დანაწილება (1.7). გვაქვს: 

ჩ 
1 

M 

1 ( = _-- 
“ 

2 (ჩძია –– #7%L-))I “აი MCV-ა 

„ ” 

IIIა – ოა აL . 1 შესა  # ) გ 
=2. “თა 7C5-0| · < 9 2)Iთა ICI -)|< უმ V წა” 

=1 =1 

საიდანაც 
ხ 1 0. 
V(Cჩწ)< VI. თ 

მაშასადამე, ”(2) წარმოადგენს ფუნქციას სასრული ვარიაციით. 

თეორემა 9. თუ. /(ეუ და #0) არის ფუნქციები სასრული 

ვარიაციით (0,ხ) სეგმენტზე, მასთან X-ის ყველა მნიშვნე- 

ლობისათვის |62(0| >>”), სადაც / დადებითი რიცხვია, მა- 

შინ (ი იქნება აგრეთვე ფუნქცია სასრული ვარიაციით 

§LX, 

(ი, ხ1I-ზე. 

დამტკიცება. გვაქვს: 

I»ო = წო ._. 

წთ წთ 

მაგრამ => არის ფუნქცია სასრული ვარიაციით (0, სეგმენტზე და, 

LX 

მაშასადამე, მე-7 თეორემის ძალით ლ იქნება ფუნქცია სასრული ვა- 

რიაციით.
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თეორემა 10 (ჟორდანი). თუ /(X არის ფუნქცია სასრული 
ქარიაციით (0,0) სეგმენტზე, მაშინ ეს ფუნქცია შეგვიძ- 
ლია წარმოვადგინოთ როგორც სხვაობა ორი ზრდადი 

ფუნქციისა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 

ჯ 

თ(00 => V (I, 
ი 

სადაც ი=<X<ხ. ცხადია, რომ დ(X) ზრდადი ფუნქციაა (0, ხ) სეგმენტზე. 

ვაჩვენოთ, რომ ფუნქცია 

ჯ 

CV) = V ()–-/C) (1.8) 
« 

ზრდადია (თ, ხ)-ზე. ავიღოთ (LVთ, ხ) სეგმენტიდან X-ის ორი ნებისმიერი 
მნიშვნელობა X, და XX», X, <Xა. გვაქვს: 

X. »ჯ 

ათა – სთ) =IV თ –/Cა |– 7 თ –/თა I 
. ძ ი 

რადგანაც 

2? ” ” 
V (/1= V ) + V C), 
ი ი ” 

ამიტომ 

Xჯ. -, 

VICIა) –– 1(X,) = V (ე) – (#0) ––/ 0) =>9. 
>”. 

მაშასადამე, +») ზრდადია (თ, ხI-ზე. (1.8) ტოლობიდან გვაქვს 

Iთე = დიე ჯ%ლე. 

ჟორდანის თეორემა დამტკიცებულია. 

შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ დ(ჯ) ღა MC) ფუნქციები არამარტო 
ზრდადია, არამედ დადებითიც არის. ამისათვის საკმარისია თითოეულ 
მათგანს დავუმატოთ საკმაოდ დიდი დადებითი რიცხვი, ამით /(X) იგივე 

1) კამილ ჟორდანი (1838- -1922)-- ფრანგი მათემატიკოსი, პარიზის მეცნიერებათა 

აკადემიის წევრი და შემდეგ მისი პრეზიდენტი (1916 წ.). იყო რუსეთის მეცნიე რებათა 

აკადემიის წევრ-კორესპონდენტი. ჟორდანის შრომები მიეკუთენება ალგებრას, ფუნჭშ- 

ციათა თეორიას და აგრეთვე ტოპოლოგიას და კრისტალოგრაფიას. მის მიერ შემოღებუ- 

ლია ცნება ფუნქციისა სასრული ვარიაციით. ჟორდანმა დაწერა პირველი სისტემატური 

კურსი ჯგუფთა თეორიისა (1870) და ანალიზის სამტომიანი კურსი (1882--87).
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დარჩება, ხოლო დ() და 1I(წX) კი დადებითი ზრდადი ფუნქციებით შე- 

იცვლება. 

ზემოდამტკიცებული თეორემისა და VII თავის 22-ე და 23-ე თეო- 
ლემების ძალით, ფ უნქციას სასრული ვარიაციით შეიძლება 

ჰქონდეს მხოლოდ პირველი გვარის წყვეტის წერტი- 
ლები დაასეთ წერტილთა სიმრავლე სასრულია ან 
თვლადი. ' 

შენიშვნა. ჩვენ ვნახეთ, რომ წყვეტილი ფუნქცია შეიძლება იყოს ფუნქცია 

სასრული ვარიაციით. ისმის კითხვა: (თ, ნ) სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქცია აუცილებლად 

უნდა იყოს თუ არა ფუნქცი სასრული ვარიაციით? საზოგადოდ არა. მოეიყვანოთ 

მაგალითი. ვთქვათ, I(X) ფუნქცია განსაზღვრულია ასე 

ჯ 
X5I0 –“, როცა 0<X=1, 

Iი= 2 
0, როცა ჯ»ჯ=0. 

აღვილი შესამჩნევია, რომ /(») უწყვეტია (0,1) სეგმენტზე. დავამტკიცოთ, რომ იჯ 

არაა ფუნქცია სასრული ვარიაციით. გავყოთ (0,1) სეგმენტი შემდეგი წერტილებით: 

  

1 1.1 
0 –„აეაელდ.<<2<) 
+ ი+I 2 => <539<5 4 

სადაც M ნებისმიერი მთელი დადებითი რიცხვია. ცხადია, რომ 

"1 V- CX». 1V- = '(C'-)=-C”, /(2)-ი «- > აი. 
“ამას გარდა, /(0)=0, /(1)==1. მაშასადამე, 

ინაომრეფას ფარ. 
+/ს-+C) |= +“ 212 

> 941424545 4ეც 

    

           

ფინაიდან 

2 
_–_>-- = 1,2, ,.., I-1+-1). ==–>+ 0თ=),2,„-7+) 

1 
მაგრამ 1 ++ ++ 4... ++ + +) არის ჰარმონიული მწკრივის კერძო ჯამი, 

1 

რომელიც უსაზღვროდ იზრდება #-თან ერთად. მაშასადამე, V, (ჩ= სთ, ე. ი. /(»- 

არაა ფუნქცია სასრული ვარიაციით |0,1) სეგმენტ%ზე.
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§ 9, უწყვეტი ფუნქციები სასრული ვარიაციით 

თეორემა 11. თუ /%) არის ფუნქცია სასრული ვარია- 

ციით (თ,ხ) სეგმენტზე და იგი უწყვეტია ამ სეგმენტის 
რაიმე § წერტილში, მაშინ ამავე წერტილში უწყვეტია 

»ჯ 

დ00=VV) ფუნქციაც. 
ძ 

დამტკიცება. ვთქვათ, თ<<ხ და დავამტკიცოთ, რომ თდ() 
უწყვეტია მარცხნიდან L წერტილში. ამ მიზნით განვიხილოთ ნებისმიე–- 
რი დადებითი 6 რიცხვი და (თ,L) სეგმენტი გავკოთ ძთ=>X<X#, <-..· 
--·<X.=L წერტილებით ისე, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობებს: 

#M ხ 
2)/Cთა–/V-0|>V თ – თ II – წთ -ა|<§- (2.1) 
#=1 « 

აქედან 
ხ MI 

V (ის <5+IC6)––-/(X,-#)| +1.) I,0ა – ია I. 0.7 
ძ 

#==1 

მაშასადამე, ამ უტოლობიდან მივიღებთ: 

§ +ი- 
V (ჩ <2§5+ V (ჩ· 
4 4“ 

აქიდან 

§ 
V თ < 2, 

X+ი–) 

ე. ი. 

0<დდ -– დ(,-) <2 
და, მაშასადამე, 

'! 0რდ(6) ––დფ6-––) < 26. 

§-ის ნებისმიერობის გამო გვაქვს ტოლობა: 

დი =დთ(6-–)- 
ამრიგად, დ(#X) ფუნქცია უწყვეტია მარცხნიდან L წერტილში. 

ანალოგიურად დავამტკიცებთ დი) ფუნქციის უწყვეტობას მარჯვნი- 
დან L წერტილში. მაშასადამე, დ(X ფუნქცია უწყვეტია (0, ხ) სეგმენ– 

ტის L წერტილში. 

თუ §=თ, მაშინ დ(ი უწყვეტია მარჯვნიდან L წერტილში, ხოლო
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თუ §=ხ0, დ(ა უწყვეტია მარცხნიდან § წერტილში. თეორემა დამტკ-- 

ცებულია. 
შედეგი. თუ /'ე) ფუნქცია უწყვეტია და სასრული ვა- 

რიაციით (|0,ხ) სეგმენტზე, მაშინ იგი წარმოიდგინება 
როგორც სხვაობაორი ზრდადი უწყვეტი ფუნქციისა. 

მართლაც, რადგანაც MX უწყვეტია (0, ნ) სეგმენტზე, ამიტომ ზემო- 

»ჯ 

დამტკიცბული თეორემის ძალით C(X) =V (/) ფუნქციაც იქნება ი ს 
უწყეეტი იმავე სეგმენტზე და, მაშასადამე, 7I(CX) = თდ(X) –– /(X) ფუნქცის: 

უწყვეტია (0, ხ)-ზე. ცხადია, 

Iიე=დC0 – თ. 
როზჯორც ვიცით, დ(X და #() ზრდადი ფუნქციებია (0ი,ხ) “9 ,ვტზე. 

ამრიგად, /(9 ფუნქცია წარმოვადგინეთ როგორც სხვაობა ორ” "/იდადი 
უწყვეტი ფუნქციისა, ამასთან შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რო§ ” (X) და 

%(ე ფუნქციები დადებითია მთელს (ძი, ხ) სეგმენტზე. 

§ ე. ნასტომთა ფუნქცია 

ვთქვათ, L წერტილის მიდამოში განსაზღვრული /() ფუნქციისთვის 
არსებობს /C–) და /(C+) ზღვრები, მასთან L წარმოადგენს /(X) ფუნქ- 

ციის წყვეტის წერტილს. 
IC –I6 ––) რიცხვს ეწოდება I(ე ფუნქციის ნახტომი მარც- 

ნიდან § წერტილში, ხოლო /(§+)–-/(§) რიცხვს კი MX)-ის ნახტო- 
მი მარჯვნიდან § წერტილში. /(6+)-- (6--) სხვაობას ეწოდება 
I(X) ფუნქციის ნახტომი L წერტილში. 

ცხადია, I(X) ფუნქციის რხევა L წერტილში უდრის უდიდეს რიცხვს 

შემდეგი სამი რიცხვიდან: | 

II(§+) –– I(§)ს II6)-– I(§–), II(6+)-–/C6-–)I. 
ახლა ვიგულისხმოთ, რომ /(X) არის ფუნქცია სასრული ვარიაციით 

(თხ) სეგმენტზე. ამ სეგმენტში ავიღოთ X,, X,. · -X,)... წერტი- 
ლები ძ<7;, <ხ და განვსაზღვროთ §(X) ფუნქცია შემდეგნაირად: 

§(ძ) = 9, 

ხოლო თუ თ<X<ხ, მაშინ 

§00=II(0+) – /(0)1+ 9) IC, 4) – /0თ –)1+/C- ILX ––)I, 
XVე<#ჯ



§ 3, ნახტომთა ფუნქცია 213. 

სადაც 2 შეჯამება ხდება ყოველი ისეთი /1-თეის რომელთათვის 

Xა<X 

ძ<-ჯ <X. 

5%X) ფუნქციას ეწოდება /(X) ფუნქციის ნახტომთა ფუნქცია 
წერტილთა (X,|) მიმდევრობის მიმართ. 

თუ Xც Xფ'. +, ეთ. არის /(X) ფუნქციის წყვეტის ყველა წერცილი, 
მაშინ §(+) ფუნქციას ეწოდება /(I) ფუნქციის ნახტომთა ფუნქ ჯია. 

თეორემა 19. თუ IX) წარმოადგენს ზრდად ფუნქც“ას 

(თ,ხე) სეგმენტზე, მაშინ /X)-– ე) სხვაობა ზრდადი უწვე- 

ვეტი ფუნქციაა (ი,ხ|) სეგმენტზე, სადაც §«+) არის /C) 
ფუნკციის ნახტომთა ფუნქცია. ' 

დამტკიცება. შემოვილოთ აღნიშვნა 

თ) =I(0 – %X) 

და განვიხილოთ რაიმე სეგმენტი |თ, ზ)§– (ი, ხ). ვთქვათ, (თ,ზ) ი«ზტერ-. 
ვალში /(X) ფუნქციის წყვეტის წერტილები- X,, X2,..., X.იიი ხყოგა- 
დობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 

თ<X<X<-.':<X%გ <ჩ- 

შემოვიღოთ აღნიშვნები «=X), ჩ=X,,) და განვიხილოთ წა, §ც-- 5» 

წერტილები, სადაც . ' 

X<C<X+L (#=0,1,2,..- ,)- 
რადგანაც /(X) ფუნქცია ზრდადია, ამიტომ გეექნება 

MIX-+) –-– IV –-–) << /(წ)--I(6L-ე) (6=1, 2, -. ა/ს 
I(თო+)–– /(თ) <. /(80) – I(თ), I(8)–– /(ზ -– ) <./(8) –– /(6»)-- 

თუ ამ უტოლობებს წევრ-წევრად შევკრებთ, გვექნება 

IIC+)-- I) + 2) /ი +) -– XI –– )14I/(8) –/(8–) 1 < (8) –-Mთ)- 
#=1 

ახლა განვიხილოთ ყველა #, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობებს. 
«+<X·<ჩ. მაშინ · 

IIC+) –- I(C)I+ 9) IVICI+)--/ი-31+I/(8)-–/(8-–)) < 
თ<X<ჩ 

</ჩ)––I(თ)- - 6.1)
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ამ უტოლობის მარცხენა ნაწილში მოთავსებული გამოსახულება წარ- 
"მოადგენს §(8)-–§(თ) სხვაობას. მართლაც, 

%ჩ)=II(0C+)-– I(9)1 + >) I/CV+) –– IX –– 11+LI(8) –– Mჩ ––)1= 
ი<X,<ჩ 

-=V/(0+) –– MთI+ 2, (0) –– წმ –– )1+IICC-L) –– /( –– )1+ 
ი<X<0Cთ 

+ 2) IC+)–/C-–-)1+IV/()--8-–)1=§(ფ+ 
თ<%<ჩ 

-+ IICC+) – I(თ)1+ 2 II(XL-+) –– IX –– )1+ I/C6) –– I(ზ –– )1- 0.3 

თ<X,<ჩ 

«ამრიგად, (3.1) უტოლობის · მარცხენა ნაწილი წარმოადგენს §(ზ)-–5(თ) 

სხვაობას, რის გამო გვექნება 

5(8) –– 5(თ) <- ICზ) –– /(თ). (3.3) 
-აქედან გამომდინარეობს, რომ 

Cთ(Cთ) <- Cთ(ჩ). 

“მაშასადამე, თ(X) ფუნქცია ზრდადია (თ, 61) სეგმენტზე. 
ახლა დავამტკიცოთ, რომ CXX) ფუნქცი უწყვეტი. (თ, ხ1)-ზე. ამ 

მიზნით (3.3) უტოლობაში გადავიდეთ ზღვარზე, როცა ჩ–>თ-L, მივიღებთ: 

§CL-+)–– 5(თ) < I(თ+) – წთ)... ც.4) 

მეორე მხრით, (3.2) ტოლობიდან გვაქვს: 

I(თ--) –– I(C) <- §(ჩ) –– §Cდი. 
«თუ ამ უტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როცა ჩწ->თ+, მივიღებთ: 

II(C-L) -– /(C) <-§(თ-L) –– §(C). (3.5) 
(3.4) და (3.5) უტოლობებიდან ვღებულობთ 

I(C-+) – I(C) = 5(C-L) –– §(თ) 
და, მაშასადამე, : 

თი(=+)= თდ). 
ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ 

თ(Xთ-––) => «ა(თ). 

ამრიგად, CXC) უწყვეტი ფუნქციაა (თ, 61 სეგმენტზე. თეორემა დამტკი– 
„ცებულია.
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თეორემა 11. ყოველი ფუნქცია სასრული ვარიაციით 

წარმოიდგინება როგორც ჯამი ნახტომთა ფუნქციისა 

და ისეთი უწყვეტი ფუნქციის, რომლის ვარიაცია სას– 
რ ულია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, /(X) არის ფუნქცია სასრული ვარიაციით 
10, ხ|) სეგმენტზე. ჟორდანის თეორემის ძალით /(X) წარმოიდგინება რო– 
გორც სხვაობა ორი ზრდადი დI(X) და დია(X) ფუნქციისა: 

I(X) = დ)(X)–– თX(X). 
ადვილი შესამჩნევია, რომ 

§(X) => 5)(X) –– 5X(X), 

სადაც §(X), §.(X) და §-+(X)-ით აღნიშნულია შესაბამისად /I(X), დ;(X) და 
დ;X) ფუნქციების ნახტომთა ფუნქციები. 

მე-12 თეორემის ძალით რCდ)(X)--5(X) დღა დი(X)–9(X) ფუნქციები 
ზრდადი და უწყვეტი არიან (თ, ხ) სეგმენტზე. ამიტომ 

CX(X)=/(X)-–%X) (3.6) 

ფუნქცია ზრდადია და უწყვეტია (თ, ხ) სეგმენტზე, ვინაიდან 

I(X) –– 9%(X)=(დI(X) –– 5)(X)) –– (დი(X) –– 5ი(X) ). 
ფ.6) ტოლობიდან გვაქვს 

ICX) = 5(X) + C(X)- 

თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 4. ჰელიხ თეორემა 

ჰელის (L. IICIIV) თეორემა, რომელსაც ზოგჯერ გამოყოფის პრინ- 

ციპსაც უწოდებენ, ორი თავისთავად საგულისხმო ლემის საფუძველზე 

მტკიცდება. 
ლემა 1. თუ წ(ი,ნ) სეგმენტზე განსაზღვრული ფუნკ- 

ციათა მიმდევრობა 

/I(X), /=(X), - · -”ი(X), · · · (4.1) 
ერთობლივ შემოსაზღვრულია ამავე სეგმენტხე, მაშინ 

(ი,ხუ) სეგმენტის წერტილთა ყოველი თვლადი # სიმრავ– 
ლისათვის (4.1) მიმდევრობიდან შეიძლება ისეთი ქვე– 
მიმდევრობის გამოყოფა, რომელიც კრებადია # სიმ- 

რავლის ყოველ წერტილში.
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დამტკიცება. რადგან 8 თვლადი სიმრავლე", ამიტომ შეგგეიჭლია 
იგი ასე წარმოვიდგინოთ: 

„-_-__ 

განვიხილოთ რიცხვთა მიმდევრობა 

IICX)), /0:(%)), - · · ა(ა)... · (4.2) 

რაკი (4.1) მიმდევრობა ერთობლივ შემოსაზოირულია (CV, ხI სეგმენტ- 

ზე, ამიტომ (4.2) მიმდევრობა დემ:,სახღვრულია და მისგან შეგვიძლია 

გამოვყოთ კრებადი ქვემიმდევრობა 

/MI(X)); /I9(X)) /Iე(V)), · · -» /Iი(XI), · · · 

განკიხილოთ ახლა რიცხეთა შემდეგი მიმდევრობა: 

/)ICX2), წ)9CX2), /13(+X5), · · ·» /1ი(Xი), · · · 

ესეც შემოსაზღვრული მიმდევრობაა და ამიტომ მისგანაც შეგვიძლია 

გამოვყოთ კრებადი ქვემიმდევრობა 

M91(X2), /ი0(Xი), /2ე(Xი), · · · ; /2(X2), · · · 

თუ ზემოაღნიმნულ პროცეს უსაზღვროდ განვაგრძობთ, მივიღებთ 
კრებად მიმდევრობათა თვლად სისტემას: · 

ჩა(თს ჩანის ჩი(იი, > ჩაია. - 
/9I(X»); ”ი»CX), წივ(Xი), · · -,”2ა(X), . · · 

/ა((X3), /ე-(Xე), /ვე(Xვ), » · , ჩვა(Xე), « « - 

ჩის), ჩანი), ეი), · · -ე ჩია, · ·.. 

ამ მატრიცის დიაგონალური ელემენტებისაგან შევადგინოთ "მიმდევრობა 

IIICX), /იი(X), · · სმი(X)--· 

სწორედ ეს არის ლემაში ნახსენები მიმდევრობა -– იგი. კრებადია 8 სიმ- 

რავლის ყოველ წერტილში. მართლაც, ყოველი ფიქსირებული /#-თვის 

ჩ "XI.), 'ულ M+1(VI), .. ა (XI), ... 

მიმდევრობა წარმოადგენს კრებადი 

I 1(X%), წ. (ა, 82. ,M „ა... 

მიმდევრობის ქვემიმდევრობას დღა ამიტომ თვითონაც კრებადია. ლემა 

დამტკიცვბულია. 
ლემა 9. თუ (4.1) მიმდევრობა ერთობლივ შემოსაზღვ-
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რულია Iი,ხ) სეგმენტზე და ამავე სეგმენტზე ყოველი 
ჩი ფუნქცია ზრდადია, მაშინ (4.1) მიმდევრობიდან შე- 

გვიძლია გამოვყოთ ქვემიმდეგრობა, რომელიც კრება- 

დია (Iრ,ხე) სეგმენტის ყოველ წერტილში გარკვეული 
ზრდადი ფუნქციისაკენ.. 

ღამტკიცება. ა-ვნიშნოთ #-თი |ძ, ხ|) სეგმენტის ყველა რაციო–- 

ნალური წერტილის · სიმრავლისა და (თ) სიმრავლის გაერთიანება. 8 
თვლადი სიმრავლეა. 1-ლი ლემის ძალით, ფუნქციათა (4.1) მიმდევრო- 
ბიდან შეგვიძლია გამოვყოთ ქვემიმდევრობა 

დ,(X), დი(ი), · · სთი(X) · · (4-3) 
რომელიც კრებადია 6 სიმრავლის ყოველ წერტილში. შემდეგ, რაკი 8 

თკლადი სიმრავლეა, ამიტომ შეგვიძლია მისი ელემენტების გადანომვრა: 

: ულვღეა.... 

ჩ სიმრავლეზე განვსახღვროთ «XX ფუნქცია „ასე: 
დეე=)თდ,(ნ). 

ჩ-თ 

აღეილი შესამჩნევია, რომ იგი ზრდადია 6-ზე. 

Iი, ხ1 სეგმენტის სებისმიერი ირაციონალური X წერტილისათვის მი- 

ქევნიით;: 

| დიი=35სი (დ(ჯ)|)- 
წ». <X 

აჩი 0(X) ფუნქცია განსაზღვრულია (ი, ხ1 სეგმენტის ყოველ წერტილში. 
დეილი მისახვედრია, რომ თ(X) ფუნკცია ზრდადია (0, ხ) სეგმენტზე; 

არ კომ მას შეიძლება ჰქონდეს სასრული ან თვლადი სიმრავლე წყვეტის 

წ... ლებისა. ეს სიმრავლე #X-თი აღვნიშნოთ. 
დავამტკიცოთ, რომ, თუ L არის თ(CX) ფუნქციის უწყვეტობის წერტი- 

ლი, მაშინ ადგილი აქვს ტოლობას: 

11იი და(§)=9Xწ)- (4.4) 
ი-თ 

ავღოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი #6 სიმრავლეში მოიძებნე– 
ბა ისეთი ორი X; და X, წერტილი, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობებს: 

X<<V» 0=რ(ი)–- %0)<5 “ (4.5) 

შემდეგ, შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი ნატურალური რიცხვი M, რომ 

| დალ) – დCა)| <5, Iდ„(%) – ზლია! <5, როცა >VM.
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თუ ი=V, მაშინ ამ უტოლობებიდან გვაქვს: 

დღა – < <დრ,(X)< და(ი)<9(ი)+>- ტ.6 

(4.5) უტოლობებიდან გვაქვს 

დიხა>9(0%ა – > 06) 4 

მაშასადამე, (4.6) უტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ 

დი) – ბ <დე(X) 5 დი(X,) < Cდ(C)+ წ როდესაც #2>M 
და რაკი · 

და(Xა) <= და(§) <> დი(XM), 

ამიტომ გვექნება 
დ()-–- 6 < და(§)<9X§) +5, როდესაც M>V. 

მაშასადამე, ადგილი აქვს (4.4) ტოლობას. 

ამრიგად, (4.4) ტოლობას შეიძლება ადგილი არ ჰქონდეს # სიმრავ- 
ლის წერტილებში და ვინაიდან M თვლადი ან სასრული სიმრავლეა, 

ამიტომ 1-ლი ლემის ძალით (4.3) მიმდევრობიდან შეგვიძლია გამოვყოთ 
ქვემიმდევრობა (დე,(X)),) რომელიც კრებადია ს სიმრავლის ყოველ 

წერტილში. მაშასადამე, (დ,,(X)) მიმდევრობა კრებადია (0, ხ1) სეგმენტ– 

ზე. ვთქვათ, 
#CX)=1იდი, (X)- 

(-თ " 

ცხადია, ჩ(X) წარმოადგენს ზრდად ფუნქციას (ი,ხ1 სეგმენტზე. ლემა 
დამტკიცებულია. 

თეორემა 14. თუ ფუნქციათა (4.1) მიმდევრობა ერთობ- 

ლივ შემოსაზღვრულია (0,ხ) სეგმენტზე და, ამას გარდა, 
ამ მიმდევრობის წევრების ვარიაციებისაგან შედგენ“- 
ლი მიმდევრობა შემოსაზღვრულია, მაშინ (4.1) მიმდევ- 
რობიდან შეგვიძლია გამოეყოთ იმავე სეგმენტზე კრე- 
ბადი ქვემიმდევრობა II», (X)), რომლის ზღვრული ფუნკ- 

ცია თვითონაც წარმოადგენს ფუნქციას სასრული ვა- 
რიაციით (|0,ხ) სეგმენტზე. 

დამტკიცება. „ტემოვიღოთ აღნიშვნები 

დ,C0= VV-, %ს„(X)= და(2)– წი (M=1,2,. ..) 

ცხადია, რომ და(X) და ს. ზრდადი ფუნქციებია და, ამას გარდა,
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(დ,(X)) და (1,(X)) მიმდევრობები ერთობლივ შემოსაზღვრული არიან 
(ძ,ხ1) სეგმენტზე. ამიტომ, მე-2 ლემის ძალით, (დ,(X)) მიმდევრობიდან. 

შეგვიძლია გამოვყოთ ქვემიმდევრობა (Lდ,, (X)), რომელიც (ი,ხნ) სეგ– 
მენტხე კრებადია გარკვეული ზრდადი დ(X) ფუნქციისაკენ. 

იმავე ლემის ძალით, (%,,(9) მიმდევრობიდანაც შეგვიძლია გამოვ-. 

ყოთ IV,, (ი) ქვემიმდევრობა, რომელიც კრებადია (ი, ხ) სეგმენტზე 
( 

გარკვეული ზრდადი VICX) ფუნქციისაკენ. 
, რადგანაც (ი, §) სეგმენტის ყოველ წერტილზე ადგილი აქვს ტოლო–- 
ებს 

ოი ?ი,, (9) =%(X), MM V%ი, (დ=%ლი, 
ყლლ 

ხოლო 
M,, (62) –=რი,00- ი, (XV, 

ამიტომ (თ, ხI სეგმენტის ყოველ წერტილში არსებობს თი, „ა ამ. 
I--თ 

ზღვარს თუ აღვნიშნავთ /(X)-ით, გვექნება: 

I(X)=დ(X)-–– ი. 

დ(X) და MX) ფუნქციების ზრდადობის გამო (თ, ხ) სეგმენტზე, /(X9· 
წარმოადგენს ფუნქციას სასრული ვარიაციით (0, ხ|-ზე. 

ამრიგად, ფუნქციათა (4.1) მიმდევრობიდან გამოვყავით ქვემიმდევ– 

რობა, რომელიც (0, ხ) სეგმენტზე კრებადია და რომლის ზღვრული · 

ფუნქცია წარმოადგენს ფუნქციას სასრული ვარიაციით და ამით პელის. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

§ ნ. აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქციები 

ვიტალის (C. VILმ11) მიერ განხილული იყო გარკეეული კლასი ფუნქ– 

ციებისა, რომლებსაც მან უწოდა აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქ- 
ციები. 

განსაზღვრა 1. ვთქვათ, (თ, ჩხ) სეგმენტზე განსაზღვრულია სას– 
რული /ICX) ფუნქცია. თუ ყოველ დადებით § რიცხვს შეესაბამება ისეთი 

დადებითი უ რიცხვი, რომ (თ, ხ)-დან აღებულ წყვილ-წყვილად არაგა- 
დამფარავ სეგმენტთა ნებისმიერი სასრული (თა ჩ. 2-) სისტემისა–-
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” 

თვის, რომლისთვისაც 2, (ზ,-– თ.) <1, ადგილი აქვს უტოლობას 

#=1 

2)1I6) –/(თა | <6, 
#=I 

მაშინ /(X) ფუნქციას ეწოდება აბსოლუტურად ეწყვეტი ფენქცია, 
ცხადია, აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქცია თანაბრად უწყვეტია, რადღ- 

გან კერძოდ შეგვიძლია მივიჩნიოთ #=1. 

თეორემა 15. |თ, ხ) სეგმენტზე სასრული /(0) ფეუნქ- 
ცია აბსოლუტურად უწყვეტია მაშინ და მხოლოდ 
მაშინ, თუ ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსე- 

ბობს ისეთი დაღებითი რიცხვი ჟუ, რომ (|0ი, ხ)1-ღან აღე- 

ბულ წყვილწყვილად არაგადამფარავ სეგმენტთა ყოვე- 
ლი სასრული ILIIთ,, ჩ,) სისტემისათვის, რომლისთვისაც 

2) (ზ,-–თ,) <», (5.1) 
ჩ 

ადგილი აქვს უტოლობას 

2. IIC8,) –– I(თ)1 | <6. (5.2) 
#/ 

დამტკიცება. პირობის აუცილებლობა ცხადია, დავამტკიცოთ პი- 
რობის საკმარისობა. ვთქვათ, § ნებისმიერი დადებითი რიცხვია და 1) იყოს 

ისეთი დადებითი რიცხვი, რომ (5.1) უტოლობიდან გამომდინარეობდეს 
(5.2) უტოლობა. სეგმენტთა (Iთ,, ჩ,)) სისტემა გავყოთ ორ ჯგუფად: 
პირველ ჯგუფში მოვათავსოთ ის სეგმენტები, რომელთათვის /(ჩ,) – 

–/%)>0, ხოლო მეორე ჯგუფში--დანარჩენი სეგმენტები. გვაქვს 

ზეI/ზა–/თა|= 9) II8ა-/წთა) – 2) III8ა –/Iთა1= 
L ჩ L 

=| >) ზა –/CთაII+ | 2) I/I8) – თა | <6+6=2. 
ჯL #
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აქ 1. და 1)“ სიმბოლოებით აღნიშნ ულია ჯამები, რომლებიც შე- 

, # 

ესაბამებიან პირვე ლი და მეორე ჯგუფის სეგმენტებს. მიღებული უტო“ 
ლობა ამტკიცებს თეორემას. ' 

თეორემა 16. თუ /X) და «(X) აბსოლუტურად უწყვე.ტი 
ფუნქციებია (თ, ხ|) სეგმენტზე, მაშინ მათი ჯამი აგრე- 

უვე აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქციაა იმავე სეგმენტ– 

დამ ტკიცება. ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი. რადგანაც 

MX) და §(X) აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქციებია (ი, ხ) სეგმენტზე, 
ამიტომ არსებობს ისეთი დადებითი უ რიცხვი, რომ (თი, ხ) სეგმენტიდან 
აღებულ წყვილ-წყვილად არაგადამფა რავ სეგმენტთა ყოველი სასრული 

(თ, 8.) სისტემისათვის რომლისთვისაც 2, (ზა-–- თ)<წიუ, ადგილი 

; 

“ჰქონდეს უტოლობებს 

· ბ? Mწა– თა)", 21I-6ა–ჯC)|<-%. 
ჩ 2 » 2 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

#(X)=I(X)+წ9(X), 
გვექნება 

2)|წრა–წCფა| = 2)II(ზა-ჩთა)+(დ8)-- თ) | = 
ჩ / 

=ცდ. <2) ჩხა– /თა!+,2168ა-– #რა1<5- ++ 

მაშასადამე, ”(X) აბსოლუტურად უწყვეტია (თ, 61 სეგმენტზე. თეორემა 

დამტკიცებულია, 
თეორემა 17. თუ MX) და' 2(2) აბსოლუტურად უწყვეტი 

ფუნქციებია (ით, ხ) სეგმენტზე, მაშინ მათი ნამ რავლიც 

აბსოლუტურად უწყვეტია (ი, ხI-ზე. 
დამტკიცება. აღვნიმნოთ /#, და /#კ-თი შესაბამისად |/(CX)| და 

| 6(X)) ფუნქციების ზუსტი ზედა სახღვრები (ძი. ხI სეგმენტზე. განვი– 
ხილოთ ნებისმიერი დადებითი § რიცხვი. რადგანაც MX) და დთ(X) აბსო-
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ლუტურად უწყვეტი ფუნქციებია (ი, ნ)-ზე, ამიტომ არსებობს ისეთი 
დადებითი უ რიცხვი, რომ (თ, ხ1)-დან აღე ბულ წყვილ-წყვილად არაგადამ- 
ფარავ სეგმენტთა ყოველი სასრული IIთ,, ჩ.)) სისტემისათვის, რომლის- 

თვისაც 2)8-თა<ი, ადგილი აქვს უტოლობებს - : 

                 2 Mზა– თა|< ჯი 

შემდეგ, თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას #(X)=/(X) C(X), გვექნებ> 

2) Iჩ8ა–ჩნფა|=< 2, IIIნს)(6(8ა)-–– C(%,)1 | + 
L L 

+ 2)|6თა II8) – (თაა! | < M; 21 #(8ა-––“(თ | + 
/_ · ,'- 

+M, 2, IIგა--MVა|<4-+ §-=4. 

ამრიგად, /(X) აბსოლუტურად უწყვეტია (თ, ხ) სეგმენტზე. 
შედეგი 1. თუ /X) აბსოლუტურად უწყვეტია (0ი,ხ1) სეგ- 

მენტზე, მაშინ #4/(X), სადაც # მუდმივია, აბსოლუტუ- 

რად უწყვეტია იმავე სეგმენტზე, . ' 
თეორემა 18. თუ IX) აბსოლუტურად უწყვეტია (ი, ხ) სეგ- 

1 · 
მენტზე და /(X–)#90, მაშინ ჯი. აგრეთვე აბსოლუტურად 

უწყვეტია იმავე სეგმენტზე. 
დამცკიცება. ვთქვათ, LიIი |/(X)| =MI. ცხადია. რომ #I>0. ავი- · 

ძ=X<ხ 

ღოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი. /(X) ფუნქციის აბსოლუტურად 

უწყვეტობის გამო, არსებობს ისეთი დადებითი « რიცხვი, რომ (0, ხ1, 

სეგმენტიდან აღებულ წყვილ-წყვილად არაგადამფარავ სეგმენტთა ყოვე- 

ლი სასრული (Iთ/, ჩ»1)) სისტემისათვის, რომლისთვისაც 2) (ჩს-- თა) <7», 
· 

· LL ღვ” 

ადგილი ექნება უტოლობას
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21176) –– (თა | <გთ?. ე 
# 7 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 0-5 , გვექნება 

Iთა)–/(წ.). 

2, IM(ზა -–ჩ(თა| = 21% ზე: #3 |I= 2) რარა. I(თ,) Mჩ.) | < 

<1 VII I8ა-- თა! <-:-6 თ5=V. 
ჯ 

    

თეორემა დამტკიცებულია. 
მე-17 და მე-18 თეორემებიდან გამომდინარეობს 

შედეგი 9. თუ /(X) და «(X) აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნ- 
ქციებია (ი,6) სეგმენტზე და «(X) ამ სეგმენტზე არ ისპო- 

ბა, მაშინ 15 აგრეთვე აბსოლუტურად უწყვეტია იმ» 
#(ჯ 

ვე სეგმენტზე. 
განსაზღვრა 9. ამბობენ, რომ (0, ხ) სეგმენტზე განსაზღვრული 

I(X) ფუნქცია აკმაყოფილებს ამ სეგმენტზე ლიფშიცის (L. LIი95CხIL2)! 

პირობას, თუ არსებობს ისეთი დადებითი რიცხვი X, რომ (თ, ხ) სეგ– 
მენტიდან აღებული X-ის ორი ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის X და X” 

ადგილი აქვს უტოლობას 

IIMIX )-- I(Xე)IლLIX" – XL " 
თეორემა 19. თუ I0თ, ხ) სეგმენტზე განსაზღვრული #7V,) 

ფუნქცია ლიფშიცის პირობას აკმაყოფილებს, ხოლო /(X) 

არის Iთ,ჩ) სეგმენტზე აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქჟ- 
ცია, რომლის მნიშვნელობები მოთავსებულია (|0,ხ1) სეგ- 

მენტში, მაშინ #III)) ფუნქცია აბსოლუტურად ეწყვე- 
ტია (თ, 8) სეგმენტზე. 

დამტკიცება. რადგანაც #(ყ) ფუნქცია ლიფშიცის პირობას აკმა- 
ყოფილებს (თ, ხ1 სეგმენტზე, ამიტომ არსებობს ისეთი დადებითი რიცხვი 

  

.თ, ს , . 
წ . - 

1 რუდოლფ ლიფშიცი (1832-1903) +გერმანელი მათემატიკოსი. ლიფშიცის ძირი- 

თადი ნაშრომები მიეკუთვნება რიცხვთა თეორიას, მწკრივთა თეორიას, ფდიფერენცია– 
ლურ განტოლებებს და მრაეალგანზომილებიან გეომეტრიას.
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#, რომ (თ, ხ) სეგმენტიდან აღებული ყ-ის ორი ნებისმიერი მნიშენე- 
ლობისათვის ყ' და ყ”” გვაქვს უტოლობა 

)”() )--ჩ(V)|–M IV” –V'I. 
თეორემა უშუალოდ გამომდინარეობს შემდეგი უტოლობიდან: 

|# III" )I – ჩIIX)1| < #IIX I) ––IX9II, 
სადაც X' და X" არიან (თ, ზ) სეგმენტიდან აღებული ორი ნებისმიერი 

წერტილი. 
თეორემა 90. თუ /(X) აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქციაა 

(თ, ხსI სეგმენტზე, მაშინ იგი იქნება ფუნქცია სასრული 
ვარიაციით იმავე სეგმენტზე. 

დამტკიცება. რადგანაც /(X) აბსოლუტურად უწყვეტია (0, ხ1 
სეგმენტზე, ამიტომ რიცხვი '1-თვის მოიძებნება ისეთი დადებითი რიცხ- 

ვი უ, რომ (ი, ხ| სეგმენტიდან აღებული წყვილ-წყვილად არაგადამფა- 
-რავ სეგმენტთა ყოველი სასრული IIთ,, ზ)) სისტემისათვის რომლის- 

თვისაც , >, (%--თ) <ი, ადგილი ექნება უტოლობას 
' დ 

2)1/(წა--C,) | <1. 
L 

ახლა გავყოთ (თ, ხ) სეგმენტი ისეთ ქვესეგმენტებად (თ, XII, IX, 

45), -.-, წXV-), ხ), რომ 

XX  “(XL-<» (# = 1,2,...,V)- 

'აქ-Xე=ძ, Xა=ხ. მაშინ ცხადია, რომ 

ი 

V (#0<1 
XI.-1 

„და, მაშასადამე, 

“ 

თეორემა დამტკიცებულია.
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თეორემა 91. თ უ /(X) ფუნქცია აბსოლუტურად უწყვეტია 
X 

Iთ,ხ) სეგმენტზე, მაშინ მისი ვარიაცია V() აგრეთვე 
' ძ 

აბსოლუტურად უწყვეტია იმავე სეგმენტზე. 
ღამტკიცება. რადგანაც /(X) აბსოლუტურად უწყვეტია (თ, ხ) 

სეგმენტზე, ამიტომ ნებისმიერი დადებითი 8 რიცხვისათვის არსებობს 
ისეთი უ>0, რომ (თ, ხ1) სეგმენტში მოთავსებული წყვილ-წყვილად არა- 

ჩი 

გადამფარავი სეგმენტთა ყოველი სასრული სისტემისათვის (I(თ»ჩ»I) ; 
· 

#ხ=1 
ი 

რომელიც აკმაყოფილებს პირობას 2გეწ–თა<ი, გვექნება 
=1 

ჩ” 

2, IICჩ.) -–– /(თ.) | <6. 

| ჩ=! 
აქედან, /(X) ფუნქციის აბსოლუტურად უწყვეტობის გამო, გამომდინარე– 

ობს, რომ : ."' 

ჯა! 2Vთ<-. 
= რთ 

· ჯ : 
მაშასადამე, ვარიაცია V (#) წარმოადგენს აბსოლუტურად უწყვეტ ფუნ)- 

ი ; 
ციას |1თ, ხ1 სეგმენტხე. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 99, თუ (ძი, ხ) სეგმენტზე ზრდად აბსოლუტუ- 
რად. უწყვეტი ფ უნქციებისაგან „მედგენილი მწკრივი 
თ 

% თ კრებადია (თ, ხI-ზე, ი მაშინ ამ მწკრივის 1: ჯამს 

#=! 

წარმოადგენს აბსოლუტურად უწყვეტ ფუნქციას იმავე 
სეგმენტზე. 

დამტკიცება. ავიღოთ ნებისმიერი "დადებითი 6 რიცხვი. მოცე– 
მული მწკრივის კრებადობის გამო მოიძებნება ისეთი ნატურალური 
რიცხვი V, რომ 

თ 

V/(ხ) –– /(9)) <-ჯ- 
ა. : )=%V+1 თ =.
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შემდეგ, რაკი MX) (6=1, 2,.-.) ფუნქციები აბსოლუტურად უწყვეტი 
არიან, ამიტომ მოცემული §6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი დადებითი 
რიცხვი უ, რომ (თ, 6) სეგმენტში მოთავსებული წყვილ-წყვილად არა- 

გადამფარავი სეგმენტთა ყოველი სასრული სისტემისათვის (თა ჩI) 2. 

ჩ 

რომელიც აკმაყოფილებს პირობას 2, (ზ, –– თ.) <%, მართებული 

L#=>) 

იყოს უტოლობები 

· 2) VIV8) – M(თა) <3 (ფ=1, 2,.-4»). 
=1 ' 

ახლა ცხადია, რომ 

ბეწმა– (თა) 5) გარა“ წთ) = 
I=I! #=1 

“ ჩ დ ჩ 

= 2) 2) ზა – ჩფთა1+ 2) 918) – (თა) < 
|I=1 #=1 "1=V+1 ჩ=1 

"” 

<2: + ჯ (I -ჩრ) <-7-+-=+ 
|=) 1=4/-+1 

ამრიგად, IX) ფუნქცია აბსოლუტურად უწყვეტია (ი, 6) სეგმენტზე. 
თეორემა·დამტკიცებულია. 

გ 9, წრფევადი წირები 

' ვთქვათ, მოცემულია რაიმე ბრტყელი C წირი, რომლის განტოლე– 

ბებია 

X=ფდ(1), ყ=%XI), · (6.1) 

სადაც დ(0 და VI) უწყვეტი ფუნქციებია 1=(თ, ხ) სეგმენტზე. ვიგუ»



§ 6, წრთევადი წირები 327 

ლისხმოთ, რომ როცა # იცვლება ძ-დან ხ-მდე, მაშინ სათანადო წერტი- 
ლი MIC(.,), % X7)) აღწერს C წირს გარკვეული მიმართულებით. ძ და ხ-ს 
შესატყვისი წერტილები C წირზე აღვნიშნოთ შესაბამისად. 4 და 8 ასო- 

თი. გავყოთ (თ, ხ) სეგმენტი წერტილებით 
ი=<ს<-..<წ  <1,=ხ (6.2) 

ღა C წირში ჩავხსზოთ ტეხილი რომლის წვეროები შეესაბამებიან 
# პარამეტრის ჯე), 1,,...,/ფ მნიშენელობებს. ამ ტეხილი წირის სიგრძე 
აღვნიშნოთ L-ით. ამრიგად, (ი, ხ) სეგმენტის ყოველ დანაწილებას შე– 
ესაბამება სათანადო დადებითი რიცხვი L. ასეთ L რიცხვთა სიმრავლის 
ზუსტ ზედა საზღვარს ეწოდება C წირის სიგრძე. ამ წირის სიგრძე აღ- 
ვნიშნოთ 5(C; I) სიმბოლოთი. თუ 5(C;I))<+Cთ, მაშინ C წირს ეწო– 

დება წ რფევადი I-ზე. : 
თეორემა 98 (ჟორდანი). (6.1) წირის წრფევადობისათვის 

I-ზე აუცილებელია და საკმარისი, რომ დC(I/) და %(/) იყე– 
6ენ ფუნქციები სასრული ვარიაციით I-ზე. 

დამტკიცება. დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, 

C წრფევადი წირია I-ზე და გავყოთ # სეგმენტი (6.2) წერტილებით. 
ცხადია, რომ 

  

2V (დ(ი)ა--დ(#M-))11+IV(CVI)--V(#-1))2 << 5(C; 1). 
#=1 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

” „” 

2)|9რა-დ(6-)|<56C1), თ>)IV(ხა-V(#-)|=<56C;/. 
ხ=1 §=I 

'მაშასადამე, 
ხ ხ 

V(Cდ)=45(C;4), V (%) = §(C; 1). 
ი ძ 

რადგანაც 5(C; II<-+C, ამიტომ დ(!) და %X#/) არიან ფუნქციები სასრუ- 
ლი ვარიაციით #-ზე. ამით პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

დავამტკიცოთ ახლა თეორემის პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, დ(!) 
"და VX/) არიან ფუნქციები სასრული ვარიაციით I-ზე. გავყოთ I სეგმენ- 

„ტი (6.2) წერტილებით. ადვილი შესამჩნევია, რომ
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MI 

2)VIთ(ნ) – დ(#-))ზ + (%XCM) –– V(M-))“ < 
= 1 

” ”M 

< 585)|59(0)– დ0-)I+ 23116) XV), 
#=1 L=1 

საიდანაც 

ხ ხ 

5(C; I) => V (დ)-LV (+). 
ძ ი 

„ თეორემის პირობის საკმარისობაც დამტკიცებულია. 

სავარჯიშო 

XC 

1. გამოთვალეთ V (§IიX). პას. 2. 
0 

2. დაამტკიცეთ, რომ თუ /(X) არის ფუნქცია სასრული ვარიაციით (0, ხ1 სეგმენტ- 
ზე, მაშინ | /(X) | ფუნქციაც იქნება ფუნქცია სასრული ვარიაციით იმავე სეგმენტზე, 

შ, ააგეთ მაგალითი ისეთი /(X) ფუნქციისა, რომელიც არ არის ფუნქცია სასრული 

ვარიაციით, ხოლო მისი აბსოლუტური სიდიდე | /(X) | იყოს ფუნქცია სასრული ვარი- 

აციით.



თავი IXL 

ზომადღი სიმრავლეები 

ევკლიდეს #" სივრცეში მოთავსებული სიმრავლის ზომის ცნება ან– 

ზოგადოებს მონაკვეთის სიგრძის მართკუთხედის ფართობისა და პარა-- 
ლელეპიპედის მოცულობის ცნებას. სიმრავლის ზომის ცნებას დიდი , 
მნიშვნელობა აქვს ნამდვილი ცვლადის ფუნქციათა თეორიაში. ამ თავში 
ჩვენ შევისწავლით ზომის თეორიას, რომელიც ქორდანისა და ლებეგის 
მიერ იყო დამუშავებული. 

§ 1. ფართობადი ხიმრავლეები 

ვთქვათ, I" სივრცეში აღებულია რაიმე შემოსახღვრული ჩნ სიმრავ– 
ლე. განვიხილოთ „-განზო მილებიან სეგმენტთა სასრული 5 სისტემა), 
რომელიც # სიმრავლეს ფარავს. აღვნიშნოთ C%5) სიმბოლოთი 5 სის– 
ტემის სეგმენტების ფართობთა ჯამი, თ„(5) სიმბოლოთი კი 5-ში შემავა– 
ლი იმ სეგმენტებს ფართობთა ჯამი რომლებიც მოთავსებულია 6 

სიმრავლეში. ცხადია, რომ თ#5)>თ,(5)>90. 
ამრიგად, #- განხომილებიან სეგმენტთა ყოველ სასრულ 5 სისტემას, 

რომელიც წ სიმრავლეს ფარავს, შევუსაბამოთ ორი თ%5) და თ„.(5X» 

რიცხვი. განვიხილოთ ჩ განზომილებიან სეგმენტთა ყოველგვარი სასრუ– 

ლი 5 სისტემა, რომელიც #6 სიმრავლეს ფარავს. აღვნიშნოთ // ”-ით 
თ>(5) სახის რიცხვთა სიმრავლე, //„-ით კი თ,(5) სახის რიცხვთა სიმრავ– 

ლე. ადვილი შესამჩნევია, რომ ·#/ „ სიმრავლის არც ერთი ელემენტი არ 
აღემატება #I# სიმრავლის ნებისმიერ ელემენტს. · მაშასადამე, MI, სიმ– 
რავლე ზემოდან შემოსაზღვრულია, ხოლო #%# ქვემოდანაა შემოსაზღვ- 

რული. · · 
M”. სიმრავლის ზუსტ ქვედა საზღვარს ეწოდება სიმრავლის 

გარე ზომა ჟორდანის აზრით, I, სიმრავლის ზუსტ ზედა საზღვარს 
კი 8 სიმრავლის ში გა ზომა ჟორდანის აზრით. 

ჩ სიმრავლის გარე და შიგა ზომა ჟორდანის აზრით აღვნიშნოთ შესა– 

1 ჩვენ სხმობთ, რომ §. სისტემის სეგმენტებს წყვი ა ა ვენ ვგული თ, რო ტე ეგმენტებს წყვილ-წყვილ. დ არა აქვთ. 
საერთო შიგა წერტილები, შე
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ბამისად /2%# და 7.8 სიმბოლოებით. თუ II'-6 =/I„8, მაშინ 6-ს ეწო- 
დება ფართობადი სიმრავლე. თუ 8 ფართობადი სიმრაქლეა, 
მაშინ 8 სიმრავლის გარე ზომას ვუწოდებთ 6-ს ფართობს და მას აღ- 
ენიშნავთ | 8 | სიმბოლოთი. 

მოვიყვანოთ მაგალითი არაფართობადი სიმრავლისა. ვთქვათ, წ ყეე- 

ლა რაციონალური წერტილის სიმრავლეა /I- განზომილებიან (0,); 0,1; 
.-..; 0,1) სეგმენტიდან. ადვილი შესამჩნევია, რომ 

ი'ნწნ=1, MI„ნ =0. 

მაშასადამე, აღებული ნ სიმრაელე ფართობადი არაა. 
თეორემა 1. შეშოსაზღვრული სიმრავლის ფართობადო- 

ბისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ მისი სა- 

ზღერის ფართობი იყოს ნულის ტოლი. 
დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა, ვთქვათ, 

# შემოსაზღვრული ფართობადი სიმრავლეა. მაშინ 

ცI"8 =/I„ჩნ =I 6 |. 

ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი. ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლის 

ზუსტი ზედა და ზუსტი ქვედა საზღვრის განსაზღვრის თანახმად, აღებული 
46 რიცხვისათვის მოიძებნება 8 სიმრავლის დამფარავი (1-განზომილებიან 

სეგმენტთა ისეთი სასრული § სისტემა! რომ ადგილი ჰქონდეს ·უტო- 
ლობებს 

ი"(5)-|ნ<+, |61–თ,(5)<-%-.. ი.ს 

ახლა ვთქვათ, #), 1), ...,I, წარმოადგენენ 5 სისტემაში შემავალ იმ 
სეგმენტებს, რომლებიც მთლიანად არ არიან მოთავსებული .წ სიმრავ- 

ლეში. ცხადია, როზ ს 1 შეიცავს #. სიმრავლეს, სადაც #-თი აღნიშნუ“ 

ლია 6 სიმრავლის საზღვარი. ამის გარდა, 

თ" =<I)#)I+I +. ..-LII,I=თ"(5) –– თ,(5). (1.2) 

მაგრამ, თუ (1.1) უტოლობებს შევკრებთ, მივიღებთ 

თ"(5) –– თ„(5)<6. 

1 ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ 5 სისტემის ყოველი სეგმენტი შეიცავს L სიმრაელის 

წერტილებს. ·
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მაშასადამე, (1.2) თანაფარდობის თანახმად MI” <6 და რაკი 6 ნებისმი– 

ერი დადებითი რიცხვია, ამიტომ #I#X=0, ე, ი 

IIXL)=0. (1.3) 

თეორემის პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

დავამტკიცოთ ახლა პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, მართებულია 0. 3) 
ტოლობა. ნებისმიერი დადებითი ს რიცხვისათვის შეგვიძლია ვიპოვოთ 

6 სიმრავლის დამფარავი #-განზომილებიან სეგმენტთა ისეთი სასრული 
§ სისტემა, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 

თ+(5) – თ„(5) <8. 

მაშასადამე, 

II” ნ –– II „5<6 

და, რადგანაც § ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, ამიტომ 

ი." ხ=/M.ნ. 

ამრიგად, პირობის საკმარისობაც ღამტკიცებულია. 
თეორემა ზმ. თუ 4 სიმრავლე 8 სიმრავლის ნაწილია, 

მაშინ 
ი: / ==0:%8, ი!.#4 = 7,8. (1.4) 

დამტკიცება. ავიღოთ 8 სიმრავლის დამფარავი ”-განხომილე–- 
ბიან სეგმენტთა ნებისმიერი სასრული 5 სისტემა და 5)-ით აღვნიშნოთ 
§ სისტემის ქვესისტემა, რომელიც # სიმრავლეს ფარავს. ცხადია, რომ 

თ'(5:) <= თ'(5), 
მაშასადამე, ადგილი აქვს (1.4)-ის პირველ თანაფარდობას. ანალოგი- 

ურად მტკიცდება (1.4)-ის მეორე თანაფარდობა. 
თეორემა 8. თუ 4 და 8 შემოსაზღვრული სიმრავლე- 

ებია, მაშინ 

ო"(408) ლ თ"4-Lი” 8. (1.5) 

და მტკიცება. განვიხილოთ სეგმენტთა ნებისმიერი ორი სასრული 
სისტემა 5, და 5), რომლებიც შესაბამისად ფარავენ # და 8 სიმრავლე– 
ებს. აღვნიშნოთ 5-ით 5, და 5კ სიმრავლეთა ჯამი. თუ 5 სისტემის რაი- 
მე სეგმენტს აქვს ამავე ' სისტემის რამდენიმე სეგმენტთან საერთო შიგა 

წერტილი, მაშინ ეს სეგმენტები შეგვიძლია ისე დავყოთ სეგმენტებად, 
რომ მათ არ ჰქონდეს საერთო შიგა წერტილები. ამგვარად, შეგვიძლია
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ვიგულისხმოთ, რომ 5 სისტემის სეგმენტებს წყვილ-წყვილად არა აქვს 
საერთო შიგა წერტილები. შემდეგ, ცხადია, რომ 5 ფარავს /#V8 სიმ– 

რავლეს და 

თ" (5) < თ"(5,))+თა(5ა). 
აქედან 

ი!X4V8) = თ'(5))+0თ%(5.). (1.6) 

რადგანაც 5) და 5; სისტემები ნებისმიერად იყო აღებული, ამიტომ (1.6) 
თანაფარდობიდან გამომდინარეობს (1.5) უტოლობა. 

თეორემა 4. თუუ #) და 5: ფართობადი'სიმრავლეებია, მა- 

შინ მათი გადაკვეთაც ფართობადი სიმრავლეა. 
დამტკიცება. აღვნიშნოთ ,) და ა: სიმრავლეების გადაკვეთა -ნ- 

თი. XI, Mა, MX იყოს შესაბამისად 6), ნა, 8 სიმრავლეების საზღვრები. 
რადგანაც 6, და ნ: ფართობადი სიმრავლეებია, ამიტომ, 1-ლი თეორე- 

მის ძალით, 

|IIM.I=0, |M2|=90. (1.7) 

ადვილი შესამჩნევია, რომ IMC=/M,V/C. მე-2 და მე-3 თეორემების 

თანახმად, : : ! ' 
ი”IC << MII(M)CIICI) ლ I" +თ”/C. 

თუ მხედველობაში მივიღებთ (1.7) ტოლობებს, გვექნება /I”#=0, ე. ი. 
IC IC0. „მაშასადამე, 1-ლი თეორემის ძალით, 8 ფართობადი სიმრავლეა: 

თეორემა ნ. თუ 4 და 8 ფართობადი სიმრავლეებია, 
ამასთანავე 8C/, მა'მინ 4-8 სიმრავლეც ფართობადია. 

დამტკიცება. 4, 8 და 4-8. სიმრავლეთა საზღვრები აღენიშ- 

ნოთ შესაბამისად X,, > ღა X-თი. ადვილი საჩვენებელია, რომ 

#CL)0I/C.. ”, 

მე-2 და მე-3. თეორემის. –””""””'" 
თბMX == თ'ძ00M) = = იI?მIC-L ი". 

მაგრამ /# და 8 სიმრავლეების ფარრიბადიბის გამო, 

· თ II0=0, ”!" "#Mა= 

მაშასადამე, /M”I( =0. ეს კი ამტკიცებს 4-8 სიმრავლის ფართობა- 

დობას. 

თეორემა 6, თუ შემოსაზღვრული ჩ სიმრავლე დაყოფი- 

ლია წყვილ-წყვილად არაგადამკვეთ ფართობად #), ჩ-,. 
ნ, სიმრავლეებად, ანდა მათ. წყვი.ლწყვილად საერთო
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წერტილებად აქვთ მხოლოდ საზღვრის წერტილები, მა- 
შინ 85 ფართობადი სიმრავლეა და ადგილი აქვს ტოლო- 

ბას 

I5|C|I 6) I+) 5:I+- -.+| ნაI. (1.8) 

დამტკიცება. განვიხილოთ #6 სიმრავლის დამფარავი #-განზო- 
მილებიან სეგმენტთა ნებისმიერი სასრული 5 სისტემა და აღვნიშნოთ 
5,-თი 5 სისტემის ქვესისტემა, რომელიც ფარავს ნ„ სიმრავლეს (#= 

· =1,2,.. .,V). ადვილი შესამჩნევია, რომ 

თ„(5))-+თ,(5:) +: · · +თ, (5) = თ„(5) = VI, 6 

აქედან გამომდინარეობს, 

II.ნ1+/I, ნ2+.·.-“+- MI. 6» <= II. 6. (1.9) 

შემდეგ, მე-3 თეორემის ძალით, 

Mსწნე+/1"653+ · · · +იI" ნ» >> II” ჩ. (1.10) 

მაგრამ ყოველი 8, სიმრავლე ფართობადია, ამიტომ 

MI .6,=7ML"5L=| 5) (6=1, 2,.. -,V). 

მაშასადამე, (1.9) და (1.10) თანაფარდობები ასე შეგვიძლია გადავწეროთ 

| 5,I+| 6აI+..-+|) 6ა|ლ– იჩ, | 6, I+) 6-I+---+| 5»| >> I"ჩ. (1.11) 

რადგანაც MI.6 <= იI%ჩ, ამიტომ (1.11) თანაფარდობებიდან გამომდინა- 

რეობს 

„I „5=ი1%6=| 6, I+| 5:|+-·.+I წ» I, 

უ. ი. 8 ფართობადი სიმრავლეა და ადგილი აქვს (1.8) ტოლობას. თეო– 

რემა დამტკიცებულია. 

§ 4, სიმრავლის გარე ზომა ლებეგის აზრით 

განვიხილოთ /1-განზომილებიან ინტერვალთა რაიმე სასრული ან 

თვლადი 5 სისტემა. აღვნიშნოთ თ(5)-ით § სისტემაში შემავალი ყველა 

ინტერვალის ფართობთა ჯამი. ცხადია, რომ თ(5) დადებითი რიცხვია 
ან + თ. 

ახლა ავიღოთ #2" სივრცეში წერტილთა რაიმე 8 სიმრავლე. ეს სიმ- 

რავლე შეგვიძლია დავფაროთ ინტერვალთა სხვადასხვა 5 სისტემით.
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თ(5) რიცხვთა სიმრავლის ზუსტ ქვედა საზღვარს ეწოდება სიმრავლის 
გარე ზომა ლებეგის აზრით და მას ||” სიმბოლოთი აღნიშნავენ. 

ადვილი დასამტკიცებელია შემდეგი 
თეორემა 7. თუ #5 სივრციდან აღებულია ორი 4 და8ც8 

სიმრავლე და 4C8, მაშინ ს"4=<:სM8. 
თეორემა 8. თუ მოცემულია სიმრავლეთა სასრული ან 

თვლადი სისტემა (ჩნ), მაშინ : | 

“(0 ნა»)= %ნი. 2.1 „ სყ თ 2 თ _ (2.1» 

” , 

დამტკიცება. განვიხილოთ ნებისმიერი დადებითი § რიცხვი. სიმ- 
რავლის გარე ზომის განსახლვრის თანახმად, ყოველი #,; სიმრავლე შე– 
გვიძლია დავფაროთ ინტერვალთა ისეთი 5, სისტემით, რომ 

თ(5») <= M"ნთ+ ლ · 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 
5=ს5». 

წ 

ცხადია, § სისტემა ფარავს ს „ სიმრავლეს და, მაშასადამე, 
„თ 

ჯ + 8-2 # სს ნ„)<ძ(5)= %)ი65,)< %ს'ნი+ 2312 <6 + 2)ს'ჩი. 
„I იჩ „7 „#9 

აქედან, 6-ის ნებისმიერობის გამო, მივიღებთ (2.1), თანაფარდობას. 

თეორემა მ. ნებისმიერი ნ სიმრავლისათვის და ნების– 
მიერი დადებითი 8 რიცხვისათვის არსებობს # სიმრავ- 

ლის შემცველი ისეთი ღია 0 სიმრავლე, რომ I-"0=-ს"ნ+8ნ- 
დამ ტკიცება. სიმრავლის გარე ზომის განსაზღვრის თანახმად, 

აღებული § რიცხვისათვის ინტერვალთა ისეთი 5=(/9,) სისტემა შეგვი– 

ძლია ვიპოვოთ, რომ LII, = წ და 
· ” 

2)I1%I< ს'6++- 
VI 

ვთქვათ, C=V/%?,. ცხადია, რომ C ღია სიმრავლეა და 
” 

_ ს"0=<-IIნ-+-8, 

რითაც თეორემა დამტკიცებულია.
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თეორემა 10. ყოველი  სიმრავლისათვის არსებობს C. 
„ტიპის ისეთი #7 სიმრავლე, რო მ #/=ჩ და IM" /7=ს”#. 

დამტკიცება, განვიხილოთ ნულისაკენ კრებადი დადებით რიცხვთა: 
(9) მიმდევრობა. მე-–“ თეორემის ძალით, ყოველი §ჯ რიცხვისათვის მო– 

«იძებნება წ სიმრავლის შემცველი ისეთი C,, სიმრავლე, რომელიც აკმა– 

ჯყოფილებს თანაფარდობას 

-ILI”06უ =- II” ნ +6». 

"თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

ი 0 M =(ს ” 

ხ-–)IMICC0,, (M1=1,2,..-) 
გვექნება 

"და, მაშასადამე, ., 

ს“ 5 == ს” II = ს'0უ = Iს)" ნ + ბთ. 

გადავიდეთ ზღვარზე, როცა თ->თ, მივიღებთ 

ს"/1=ც"ჩ., 
თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 11. თუ 4 და 8 სიმრავლეებს შორის მანძილი 

დადებითი რიცხვია, მაშინ მართებულია :ტოლობა 

ს (4)8)=ს) "4+)ბ8. (2.2) 

· დამტკიცება. განვიხილოთ ინტერვალთა რაიმე § სისტემა, რო- 

მელიც ფარავს C8 სიმრავლეს. ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია 
ვიგულისხმოთ, რომ § სისტემის ყოველი ინტერვალის დიამეტრი ნაკლე– 
ბია 4 და 8 სიმრავლეს შორის ი(4, 8) მანძილზე. მაშასადამე, აღნიმ- 
წული სისტემის არც ერთ ინტერვალს არ ექნება ერთდროულად საერ– 

თო წერტილები „4 და 8 სიმრავლეებთან. აღვნიშნოთ 5, და 5;-ით 5 სის- 
ტემის ქვესისტემები, რომელთა ელემენტებს აქვთ საერთო წერტილები 

შესაბამისად # და 8. სიმრავლეებთან. ცხადია, რომ 5, და 5: სისტემები 
ფარავენ შესაბამისად „ და' 8 სიმრავლეებს. გვაქვს 

C(5)=თ(5))+ თძ(5:) >> ს"#4+ყს"8. 
აქედან 

ს" (4ს8)=>I”/1+ს "8. (2.3) 

მეორე მხრით, თანახმად მე-8 თეორემისა, 

IL"(C4LI,8) <= ს /1+I78. (2.4).
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(2.3) და (2.4) დამოკიდებულებებიდან გამომდინარეობს (2.2) ტოლობა. 
შედეგი. თუ #) და ჩე ურთიერთ არაგადამკვეთი ჩაკეტი- 

ლი სიმრავლეებია, რომლებიდან ერთი მაინც შემო- 
საზღვრულია, მაშინ ადგილი აქვს ტოლობას 

ს" (ს ა)ლ=ს%ბჩ +" ჩა. (2.5) 

მართლაც, ამ შემთხვევაში ი(”), ”-)>0 და, მაშასადამე, მე-11 თეო- 
რემის ძალით, ადგილი აქვს (2.5) ტოლობას. 

§ 3. ლებების აზრით ზომადი სიმრავლეები 

ჩვენ ვიტყვით, რომ რაიმე სიმრავლე ზომადია, თუ ყოველი დადე- 

ბითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ღია სიმრავლე C=ჩ, რომ 

ს (0C-- ნ)<6. 

ამ შემთხვევაში წ სიმრავლის გარე ზომას ეწოდება სიმრავლის ზო- 

მა ლებეგის აზრით და აღინიშნება ს ნ სიმბოლოთი. 
ადვილი საჩვენებელია, რომ ყოველი სიმრავლე, რომლის გარე ზომა 

ნულია, ზომადია. 

თეორემა 19, თუ მოცემულია ზომად სიმრავლეთა სას- 
რული ან თვლადი სისტემა (ჩთI, მაშინ ამ სიმრავლეთა 

ჯამიც ზომადია. 
დამტკიცება. ვთქვათ, 8=LIნფ. ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 

” 
# რიცხვი. რადგანაც ყოველი ჩუ სიმრავლე ზომადია, ამიტომ არსებობს 

ისეთი ღია სიმრავლე 06უ=#, რომ! 2 

ს"ნ-ნ,)<:> · (0.1) 

შემოვიღებთ რა აღნიშვნას C=V0», გვექნება 5CC (6 ღია სიმრაე- 
” 

ლეა). ადვილი მისახვედრია, რომ 

C--# =LV0ო-–-ნ თ). 
ოთ 

მე-8 თეორემისა და (3.1) უტოლობის ძალით, 

ს'(6--ნ) < 9) ს"(0, -– ჩო) < 2) > <6- 
„” · I//. 

მაშასადამე, ნ ზომადი სიმრავლეა-



§ 3, ლებეგის აზრით ზომადი სიმრავლეები ვვ7 

თეორემა 181. ყოველი ჩაკე ტილი სიმრავლე .ზომადია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, # ჩაკეტილი სიმრავლეა. ჯერ განვიხილოთ 
ის შემთხვევა, როცა ” შემოსახღვრულია. ავიღოთ ნებისმიერი დადე– 

ბითი რიცხვი §. მე-9 თეორემის თანახმად, არსებობს ისეთი ღია სიმრავ– 
ლე 0=ჩ, რომ 

ს"0< IL # -ნხწ. (3.2) 

6–#/ ღია სიმრავლეა და, მაშასადამე, იგი წარმოიდგინება როგორც 

ჯაში წყვილ -წყვილად არაგადამფარავ სეგმენტთა თვლადი (/„) სისტემისა: 

0-ს = სც. 

აქედან 
თ 

#=1 

” 
და რაკი ყოველი #1-თვის ( LI I.) I) ” ცარიელი სიმრავლეა, ამიტომ მე-1! 

ჩ#==1 . 

თეორემის შედეგისა და (3.2) უტოლობის ძალით გვაქვს 

” ი 
2ეს"ა+ს”ჩ=ს"I( 0 ჩა 0 #)<0%0<ც7ჩ +. 
<=, #==1 

საიდანაც 
„7 

! 2, ს (ჩა<ზ%. 
#=1 

მაშასადამე, 

პაათა< 
#:-=1 

ამრიგად, 
თ- .. · 

IL” (C06--/) == 2) ს რა< §C. 

· #=1.“ 

აქედან გამომდინარეობს #” სიმრავლის ზომადობა.  , 
თუ # შემოსაზღვრული არაა, მაშინ იგი შეგვიძლია წარმოვადგინოთ 

როგორც ჯამი შემოსაზღვრულ ჩაკეტილ სიმრავლეთა თვლადი -სისტემისა



338 რი თ. IX, ზომადი სიმრავლეები 

და, მაშასადამე, ზემოდამტკიცებულისა და მე-12 თეორემის ძალით # 
ზომადღი სიმრავლეა. 

თეორემა 14, ზომადი სიმრავლის დამატებითი სიმრავლე 

ზომადია. : 
დამტკიცება. ვთქვათ, წ ზომადი სიმრავლეა. განვიხილოთ ნუ- 

ლისაკენ კრებადი დადებით რიცხვთა (8) მიმდევრობა. ყოველი §, რი- 
ცხვისათვის არსებობს ისეთი ღია სიმრავლე C.=, რომ 

ს (0 -–- 5)<6»- 

შემოვიღოთ აღნიშნვა #=C, სადაც C'»' წარმოადგენს Cჯ სიმრავლის 

დამატებით სიმრავლეს. ცხადია, რომ #,C= ჩ' და, ამას გარდა, 7 ჩაკე– 

ტილი სიმრავლეა. რადგანაც 

ნ-ჩწსლ–0ს--#ჩ, 

ამიტომ 

ს"(ნ' –-– ჩ,ე)ლს (0ს-- ნ)<6ს (#=1, 2... .) 

თ 

და რაკი ნ-ს ”,ლნ'–-ჩ., გვექნება 
ჯ==1 

თ · 

“(6 –ს “ი <6L (#=1, 2;.. -- 
ჯL= 

მაშასადამე, 
თ 

„C-ს. #,)=0. 
(1= 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

თ 
ნ-ს L,= IM, 

ჯ1=1 

გვექნება · 
2 C-) 

. ნ=IVყ(ს #ა. 
1= 

რადგანაც /#I სიმრავლის გარე ზომა ნულია, ამიტომ იგი ზომადია. ზო–- 

«თ 

მადია აგრეთვე LI #; სიმრავლე და, მაშასადამე, ზომადია სი მრავ– 
1=1 

, ლის დამატებითი ჩ' სიმრავლეც. თეორემა დამტკიცებულია-
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თეორემა 15 (ვალე-პუსენი). 8 სიმრავლის ზომადობისათვის 
აუცილებელია და საკმარისი, რომ ყოველი დადებითი 
ი რიცხვისათვის არსებობდეს ისეთი ჩაკეტილი სიმრაევ– 
ლე #C=#, რომ 

ს"(6– –ჩ)<%. (3.3) 

დამტკიცება. დავამტკიცოთ ჯერ პირობის აუცილებლობა, ვთქვათ, 
ს ზომადი სიმრავლეა. ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი § რიცხეი... მე-14. 

თეორემის ძალით 6' სიმრავლე ზომადია და ამიტომ აღებული 6 რიცხ- 
ვისათვის არსებობს ისეთი ღია სიმრავლე 06=#”, რომ 

(CC --ნ')<8 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას #=C”, გვექნება / 

ჩC8წ, 8–-ს=0--ჩ'.. 

აქ # ჩაკეტილი სიმრავლეა. მაშასადამე, 

ს%Xნ--ჩ)=ს%0-- ნ)<წ. 
ამით პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, ყოველი დადები– 
თი § რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ჩაკეტილი სიმრავლე #C#ჩ, რომ 

ადგილი აქვს (3.3). უტოლობას., აღვნიშნოთ C ასოთი # სიმრავლის და- 
მატებითი სიმრავლე. 0 ღია სიმრავლეა. ცხადია, 

C=ჩ%' და 6--ჩ'=ნ-#. 

მაშასადამე, 

ILსIVC6C-- 8)=I)%(6 – ჩ) <6. 

აქედან გამომ დინარეობს ნ” სიმრავლის ზომადობა და ამიტომ 6 ზომა- 

დი სიმრავლეა. თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 16. თ უ მოცემულია ზომად სიმრავლეთასასრე- 

ლი ან თვლადი სისტემა |#6,), მაშინ ამ სიმრავლეთა 
გადაკვეთა ზომადი სიმრავლეა. 

დამტკიცება. გვაქვს 

ი ხალ!" სჩ .=C) I. 
დ / / 

ყოველი ნ)” სიმრავლე ზომადია და ამიტომ ზომადია L) ნ» სიმრავლეც. 
"
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მაშასადამე, (LI წ» სიმრავლე ზომადია და ამით თეორემა დამტკიცე- 
: 

ბულია. 
შედეგი. თუ 4 და 8 ზომადი სიმრავლეებია, მაშინ მათი 

სხვაობაც ზო/მადღი სიმრავლეა. 
მართლაც, გვაქვს 

4-- 8=408'. 

მაგრამ. 8' ზომადი სიმრავლეა და, მაშასადამე, 4 L1,8' გადაკვვლა «ხმა- 

დია, ე. ი. 4-8 სიმრავლე ზომადია. ი 

თეორემა 17. თუ მოცემულია წყვილ- წყვილად არაგადამ- 

მკვეთი ზომად სიმრავლეთა სასრული ან თვლადი სის- 

ტემა (ჩ,), მაშინ მართებულია ტოლობა : 

#(0 წსა= 2, L(ჩა. ა. (34) 
ჩ ო - '. 

. -სს 
დამტკიცება. ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ ყოველი ნ, სიმრავლე 

შემოსაზღვრულია. ავიღოთ ნებისმიერი დად ეზითი გ რიცხვი. რადგანაც 
ყოველი 6; სიმრავლე ზომადია, ამიტომ მე-15 თეორემის ძალით არჯე- 

ბობს ისეთი ჩაკეტილი სიმრავლე #„C-= 6, რომ 

ს(ნ-Mა<უ (=1 2...) 

საიდანაც 

ს (/ I)ჯX> I (ნს) –– >. 

მე–11 თეორემის შედეგის ძალით, ყოველი /I-თვის გვაქვს 

MC, წ, ნა=>ხC ს, ჩა= –2)რა> 2 ს(წ)- 
#=1 

„7 

– -2, >»> ბაფა-+ 
8წ= #=1 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

ნI)=> ჩა) „ს ») 21M6 გ
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და რაკი 6 ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, ამიტომ 

#0 ჩა>2, ს (6). (3.5) 

მეორე მხრით, თანახმად მე-8 თეორემისა, 

M (ც ნ.)= 2 (წა. (3.6) 

(3.5) და (3.6) თანაფარდობებიდან გამომდინარეობს (3.4) ტოლობა. 
'ახლა ვიგულისხმოთ, რომ #/ სიმრავლეებიდან ზოგიერთი მაინც არაა 

შემოსახღვრული. მაშინ ყოველი 6. სიმრავლე, რომელიც შემოსაზღე– 

რული არაა, შეგვიძლია წარმოვადგინოთ როგორც ჯამი წყვილ-წყვილად 

არაგადამკვეთი შემოსაზღვრული ზომადი სიმრავლეებისა 6 ჩი), ნაირ, 

ნ, .. -, რომელთა რიცხვი თვლადია: ი 

61), 

სა 5=,ს, 

მაშასადამე, 

ი 0წ.=0 8 
L ' , ( ს

C
8
 

ახლახან დამტკიცებულის ძალით, 

ს CI 6»)= 22)» თ (§0)= )= 2MLს წ 89)= I= 2, M#(ჩნჩ.). 

#/ (=1 

თეორემა სავსებით დამტკიცებულია. 

თეორემა 18. თუ მოცემულია სასრული «ომის სიმრავ- 

ლეთა. მონოტონური მიმდევრობა (ჩ»), მაშინ ადგილი 

აქვს ტოლობას. ' 
) 

ხონ) მოგ (ნა. ლ 
#- თ 

დამტკიცება. შემოვიღოთ. აღნიშვნა 

ჩ-თ
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ზრდადი მიმდეგრობის შემთხვევაში გვაქვს 

თ ! თ 
ნ=L) 5X=ჩნ1V I L) (5I+1–- 8.) I 

#=1 #=1 

ამასთანავე 6), ნ.–-– ნც... ნჩ+)--ნM-..- წყვილ-წყვილად არაგადამკ- 
ვეთი ზომადი სიმრავლეებია. ამიტომ, მე-17 თეორემის ძალით 

IL (C5)=IL(8)) + 2) M(ნM+1-– 8»ს)=ს (6))+ 
ხ=1 

+3) ნ.Cწაა –#(6)1=11თ ს (6. 
8=1 

ამრიგად, მართებულია (3.7) ტოლობა. 
' თუ სიმრავლეთა მოცემული მიმდევრობა კლებადია, მაშინ 

' თ 

ჯ= 9) ხ. 
#=1 

და ამიტომ 
თ 

=ჩს!ს. (ნს ნI+))). 

წე ნ. ჩა 6:-- ჩგ ·-. სიმრავლეები წყვილ-წყვილად არაგადამკვეთი 
ზომადი სიმრავლეებია. მე-17 თეორემის თანახმად, 

#(8))=#(6)+ 2) ს(ნ.- ნ.)=#(6)+ 
#=1 

+ 2) Iს(6ა –ს(წა)=0(6+ხ(8ა– თ ს (8». 
#=LI 

აქედან გამომდინარეობს (3.27) ტოლობის მართებულობა. თეორემა სავ– 

სებით დამტკიცებულია. 
თეორემა 19. თუ მოცემულია ზომად სიმრავლეთა მიმ- 

დევრობა (#ჩ»), მაშინ ზედა და ქვედა ზღვრები ჯყრდსი ნ 
–თ 

და 1IიIIი(ნჯ ზომადი სიმრავლეებია. 
#-თ
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დამტკიცება. I თავის მე-5 თეორემის თანახმად მართებულია 

ტოლობები 5 

IIი §სი წ,=ი ჟუ 5 ს. 'I0L6-= ც ი ხ,. 
ჩ--თ #=1 (=#ჩ I=11)=# 

მე-12 და მე-16 თეორემების ძალით კსიასი ნ» და Iო1იL6 ზომადი 

სიმრავლეებია. 

თეორემა 90. თუ მოცემულია სიმრავლეთა ზრდადი მიმ- 
დევრობა (ჩ.), მაშინ ადგილი აქვს ტოლობას 

#"(1Iიი 5,))=11თ ს" (წა· 
#-თ #--თ 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

8=IIთ ჩნ.. 

ჩ-თ 

რადგანაც 8=8Lხ (#=1, 2,...), ამიტომ 

ს"(8)>> ს"(ნ,) (=>), 2,...) 
და, მაშასადამე, 

ს" (ნ) =>) რო ს%(ჩნ»). (3.8) 

ახლა განვიხილოთ ისეთი ღია სიმრავლეთა (0) მიმდევრობა, რომ- 

ლებიც შემდეგ პირობებს აკმაყოფილებენ: 

0-= ხს #(0თა<ს%(ნა+-: (#=1), 2,.-.). ც.9 
ვთქვათ, 

თ 
M.=0ი C,. 

L=# 

” სიმრავლეები C»: ტიპის სიმრავლეებია და, მაშასადაზე, ისინი ზომადღია. 

ამას გარდა, ცხადია, რომ 

9),=I/= .. -ლM,5ლ§.. 

მე-18 თეორემის თანახმად, 

თ 

LI M,)=11თ ს (#7 ტიმ წართგ რა



344 თ. IX. ზომადი სიმრავლეები 

და რაკი 
დ 

ნLC=IM/IVC 0), ნ§CLს „M”, 
L=1 

ამიტომ (3.9) თანაფარდობების ძალით 

ს(Mწა>ს%ნა>ს"V)- +. 
მაძმასადამე, 

ს0<3) სირა-სთ#(რა= ოს" (ნ). (3.10 
ხ=1. . 

(3.8) და (3.10) თანაფარდობებიდან გამომდინარეობს 

IM "(5)=1)01 I” (6). 
ს--თ 

თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 91. #6 ი სიმრავლის. ზომადობისათვის აუცილე- 

ბელია და საკმარისი, რომ არსებობდეს #8 სიმრავლის 
შემცველი თ ტიპის ისეთი // სიმრავლე, რომელიც განს- 
ხვავდება ნ სიმრავლისაგან ნულზომიანი სიმრავლით. 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა, ვთქეათ, 
6 ზომადი სიმრავლეა. მე-10 თეორემის თანახმად არსებობს #§ სიმრავ- 

ლის შემცველი Cგ ტიპის ისეთი // სიმრავლე, რომ 

M(/)=ს (L)- 
ვთქვათ, 

- M=II –– ნ. | 

MI სიმრავლის ზომადობის გამო, #M სიმრავლეც ზომადია. შემდეგ, რაჯი 

M (I/)=ს (6), ამიტომ ს (9 –– 65)=0. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ #(M)= =0 და ამით პირობის აუცილებლო- 

ბა დამტკიცებულია.” 
დავამტკიცოთ ახლა პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, 6 სიმრავლისათვის 

არსებობს Cგ ტიპის ისეთი.სიმრავლე II = 6,· რომ , 

ს(I--ნ)=0..... ·. | 
დასამტკიცებელია 6 სიმრავლის ზომადობა. ვთქვათ, 

'M=/ –-ჩ.
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მაშინ |” #/=0. მაშასადამე, /I სიმრავლე. ზომადია. შემდეგ, რაკი 
სიმრავლე ზომადია, ამიტომ =/#/ –– # სიმრავლეც ზომადია. თეორემა 

დამტკიცებულია. 
თეორემა 99, 5 სიმრავლის ზომადობისათვის აუცილებე– 

ლია და საკმარისი, რომ არსებობდეს # სიმრავლეში 
მოთავსებული ჩა ტიპის ისეთი / სიმრავლე, რომელიც 

განსხვავდება 8 სიმრავლისაგან ნულზომიანი სიმრავ- 
ლით. 

დამტკიცება. დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, 
ზომადი სიმრავლეა. მაშან #” სიმრავლეც ზომადია და, მაშასადამე, 21-ე: 
თეორემის თანახმად არსებობს #' სიმ რავლის შემცველი Cჯ ტიპის ისეთი: 

4 სიმრავლე, რომ .. 

V(4-–850=0. 
თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას /77=/4, გვექნება 

9MC=–ჩნ, ნ- M=4-ჩ' 

ამასთანავე # არის #ყ ტიპის სიმრავლე. პირობის აუცილებლობა დამტ– 

კიცებულია. პირობის საკმარისობა უშუალოდ ცხადია. 

თეორემა 951, წ სიმრავლის ზომადობისათვის აუცილე- 
ბელია.და საკმარისი, რომ ყოველი 4 სიმრავლისათვის 

მართებული იყოს ტოლობა 

ს"(#4)=ML"C4 () 6)+ს X4 -–– ჩ). (3.11X 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ„- 

5 ზომადი სიმრავლეა, ხოლო / ნებისმიერი სიმრავლეა. განვიხილოთ 4 

სიმ რავლის შემცველი Cა ტიპის ისეთი MI სიმრავლე, რომელიც აკმაყო– 

ფილებს ტოლობას 
Iს (77)=- %4). 

ცხადია, რომ 

#=(0706)V(M – ჩ), (M#ი6)0ი(ყ –– 65)–#- .· 
11. 

Mიჩნ- და ჩხჩ- -6 ზომადი სიმრავლეებია, ამიტომ „მე-1 17 · თეორემის თა–- 
ნახმად, ”. ” 

ტ%4)=ს #0=ს ყინ+ა(#- 6 >#%406)+4+%4 – ნ). სტათ 
' "მეორე. მხრით, , - · 

ცრტტლს%406)+0M(4-- ნ), _ (6.13).



-346 თ. 1X. ზომაღი სიმრავლეები 

„რადგან 

#=(40ნ)CსI(4-–#L%). 

(3.12) (3.13) დამოკიდებულებებიდან გამომდინარეობს (3.11) ტოლო- 
ბა პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

დავამტკიცოთ ახლა პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, ყოველი # სიმ- 

"რავლისათვის ადგილი აქვს (3.11) ტოლობას, დასამტკიცებელია #§ სიმრავ- 
„ლის ზომადობა. აღვნიშნოთ /უ-ით #-განხომილებიანი სეგმენტი 

ჰულ=|--/?, MI –- MI, ჩნ ათ. –-ჩ, MI) (M=1, 2, ...). 

"მე-10 თეორემის თანახმად, არსებობს Cგ ტიპის ისეთი სიმრავლე 

ყულ»,იჩ, 

„რომ 

ს (II) 5)=ს%M/ია. 

მეორე მხრით, თეორემის პირობის თანახმად, 

MVM„,)=ს%Mა (I ნ)+ს“(Mფ –– 5) >> I%I„ ი ნ)+ს “(ჩა –- 5)= 
=LსMჩM,)+ს"(M, -- ჩნ). 

რადგანაც IM"(Mთ)<+Cთ, ამიტომ ამ უკანასკნელ უტოლობიდან გამომდი- 
-ნარეობს, რომ 

ს (Mთ -–- 6)=0. 

თ 

"თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას //= ს #”„,, გვექნება 
M1=1 ' 

თ V 

L%M – 5)=< 2) MM, 5)=0, 
· »I=1 

ამასთანავე 5 = I. · 
ამრიგად, ზომადი ”/ სიმრავლე შეიცავს 8 სიმრავლეს და განსხვავდე- 

ბა 6-საგან ნულზომიანი სიმრავლით, მაშასადამე, 8 ზომადი“სიმრავლეა. 

თეორემა დამტკიცებულია. ეს თეორემა 'კარათთეოდორის (Cმ-მწი60ძ0LV) 

ეკუთვნის!. : 

1 კონსტანტინ კარათეოდორი (1873 –– 1954)–– გერმანელი მათემატიკოსი, წარმოშო- 

ბით ბერძენი. მნიშვნე ლოვანი შედეგები აქვს კომპლექსური ცვლადის ფუნქციათა თეო- 

რიაში, სიმრავლეთა ზომის ზოგად თეორიაში, ვარიაციათა აღრიცხვაში.
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თეორემა 94. თუ შემოსაზღვრული 8 სიმრავლე ფართო- 
ბადია, მაშინ იგი ზომადია ლებეგის აზრითაც და ადგი- 
ლი აქვს ტოლობას I(#ჩ6)=I#I. 

დამტკიცება. ადვილი შესამჩნევია, რომ II. <= ს“ 5 ==#1"ნ და 
რადგანაც 8 ფართობადი სიმრავლეა, ამიტომ I -8=| 5). ამას გარდა, 

1-ლი თეორემის ძალით, | X |=0, სადაც.IC არის ნ სიმრავლის საზღვრის 
წერტილთა სიმრავლე. თუ აღვნიშნავთ #,-ით 8 სიმრავლის საზღვრის 

იმ წერტილთა სიმრავლეს, რომლებიც #-ს ეკუთვნის, მაშინ X1 C=– IC და 
ამიტომ M"M)=0, ე. ი. #, წარმოადგენ” ლებეგის აზრით ზომად სიმ- 

რავლეს. 
შემდეგ, ნ– MX, ღია სიმრავლეა და იგი ზომადია ლებეგის აზრით. 

მაშასადამე, 6 ზომადი სიმრავლეა ლებეგის აზრით, ვინაიდან 

ნ=(6–ჩMას%. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიზენა. შეიძლება 6 სიმრავლე ზომადი იყოს ლებეგის აზრით, მაგრამ იგი 

არ იყოს ფართობადი, მართლაც, ვთქვათ, 6 არის #- განზომილებიანი (0,1; 0,1;---; 0,1) 

სეგმენტის ყველა რაციონალური: წერტილის სიმრავლე. როგორც ცნობილია, 8 თვლად 
სიმრაელეს წარმოადგენს ღა ამიტომ იგი ლებეგის აზრით ზომადია და |II(ნ)==0. მაგრამ 

«იგი ფართობადი არაა, ვინაიდან „I9(5)= I და თ.ხ=0. 

თეორემა 9. თუ ზომად სიმრავლეთა მიმდევრობა (|#ჩ/) 
ისეთია, რომ ყოველი #-თვის V(ნ,)>>8, სადაც § რაიმე 

"დადებითი რიცხვია, მაშინ 

V# (1(ი0 §00 6,) > 8. (3.14) 
ჩ-თ 

დამტკიცება. როგორც ვიცით, 

II_§5სი ნ.L= ე „IM 
L--თ 

Iსადაც 
თ 

M.= LI წა. · 
(=L 

«რადგანაც 
M,ლ= ჩ”ილ=-.:= ML “3, 

«ამიტომ მე-18 თეორემის ძალით, 

VCI10ი §5სნ ნ+)=IIიV (IX. 
L--თ L-თ
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შემდეგ, რაკი IMC65I) >> ბ ყოველი #-თვის, ამიტომ M(#I) >> გ და, მაშა- 
სადამე, ადგილი აქვს (3.14) დამოკიდებულებას. 

ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი. 
თეორემა 50. თუ ზომად სიმრავლეთა მიმდევრობა (ჩნ 

ისეთია, რომ ყოველი #-თვის IM(წ,)=-8, სადაც 8 რაიმე 

დადებითი რიცხვია, მაშინ ადგილი აქვს დამოკიდებე- 
ლებას 

ო ამთ 1იI 5»)==8. 
-ჩ-.თ...,.. 

თეორემა 957. თუ 8 დადებითი ზომის სიმრავლეა და ჩ. 

ჯ„,გ,გაღგე–.. წარმოადგენენ ხს სიმრავლის ისეთ ზომად 

 ქვესიმრავლეებს, რომ ყოველი #-თვის M(CსI)2>8, სადაც 

ბ რაიმე დადებითი რიცხვია, მაშინ არსებობს § სიმრავ- 
ლის ერთი მაინც წერტილი, რომელიც მიეკუთვნება 

აღებული მიმდევრობის. "სიმრავლეთა უსასრულო სის- 
ტემას, ! 

დამტკიცება. –” თაა 

M=)ოი5ს0ი ნ...” _ 
#-თ ' 1 

რადგანაც ყოველი #-თვის IL(C5+)>> 8, ამიტომ 25-ე თეორემის 'ძალით 
ს(/I) => §ტ. მაშასადამე, II. ცარიელი სიმრავლე "არაა და ამით თეორემა 

დამტკიცებულია. 

§4. მაბალითი არხად მკვრივი სრულყოფილი ხიმრავლისა, 

რომლის ზომა დადეგითია, 

თუ # არის I5 სივრცეში მოთავსებული რაიმე ჩაკეტილი სიმრაგლე 
და იგი არ წარმოადგენს არსად მკვრივ სიმრავლეს #2" სივრცის რაიმე 

1: სეგმენტში, მაშინ არსებობს ი-განზომილებიანი ისეთი სეგმენტი CI 

რომელიც მთლიანად # სიმრავლეს „ეკუთვნის. ამიტომ 

Mწ=>III. 
ამრიგად, თუ ჩაკეტილი სიმრავლე მკვრივია რაიმე სეგმენტზე, მაშინ ამ 

სიმრავლის ზომა დადებითი რიცხვია. 
ისმის კითხვა: არსებობს თუ არა ისეთი არსად მკვრივი“ ჩაკეტილი სიმ?- 

რავლე, რომლის ზომა დადებითი რიცხვია?. „პასუხი ამ კითხვაზე დადე- 

ბითია.
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მოვიყვანოთ მაგალითი. განვიხილოთ /„-განზომილებიანი . სეგმენტი 
I=(0,1; 0,1;-.+.-; 0,1) -და I? ინტერვალში მოთავსებული რაციონალურ 

წერტილთა. სიმრავლე „იყოს (#0, 0, -.-, მ/ს...) ავიღოთ ნებისმიერი 
რაგინდ მცირე დადებითი რიცხვი § და ი, წერტილი მოვათავსოთ ისეთ 
I" ინტერვალის შიგნით, რომელიც მოთავსებულია I? ინტერვალში და 

III << (6=1, 9,---). ვთქვათ, · 

L წარმოადგენს არსად მკვრივ სრულყოფილ "სიმრავლეს. ცხადია, რომ 

Iრ=I-31რI2-2:ჯ =1-C. 
ჩ=1 “ი. იზ. 

ამრიგად, I სეგმენტი შეიცავს არსადმკვრივ "სრულყოფილ L სიმრავლეს, 

რომლის ზომა რაგინდ ახლოსაა ” სეგმენტის, ფართობთან. 

. § წ. მიზალის თეორემები სიმრავლეთა დაფარვის შესახებ 

ნამდვილი ცვლადის ფუნქციათა. თეორიაში განსაკუთრებულ როლს 
თამამობს თეორემები სიმრავლეთა დაფარვის შესახებ. ასეთია, მაგალი– 

თად, ლებეგ-ბორელის თეორემა. აქ ჩვენ მოვიყვანთ სიმრავლეთა დაფარ– 

ვის შესახებ სხვა თეორემებს, .რომლებიც ფუნდამენტალური მნიშვნე- 

ლობისაა ლებეგის თეორიაში, 
ვთქვათ, #2" სივრცეში აღებულია რაიმე ნ სიმრავლე. ჩვენ ვიტყვით, 

რომ /- განზომილებიანი რეგულარულ სეგმენტთა რაიმე § სისტემა ფარავს 
ნ სიმრავლეს ვიტალის აზრით, თუ ნ სიმრავლის ყოველი X წერტილი 

ღაფარულია 5 ოჯახის რაგინდ” მცირე დიამეტრის რეგულარული სეგმენ– 
ტით, ე. ი. ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის და წ სიმრავლის ნების– 
მიერი X წერტილისათვის არსებობს ამ წერტილის შემცველი ისეთი რე– 
გულარული სეგმენტი XC5, რომ ძ(7)<6, სადაც ძ(1) სიმბოლოთი აღნიშ– 
"ნულია ” სეგმენტის დიამეტრი. აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ, 

თუ 8 მოთავსებულია ღია C სიმრავლეში, მაშინ 5 სისტემის ქვესისტემა, 
რომელიც შედგება ამ სისტემის C-ში შემავალი ყველა სეგმენტიდან, 
ფარავს 68 სიმრავლეს, ვიტალის აზრით. 

თეორემა 98. თუ რეგულარულ.სეგმენტთა რაიმე:5 სის- 
ტემა ფარავს მოცემულ.ჩ სიმრავლეს ვიტალის აზრით,
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მაშინ 5 სისტემიდან შეგვიძლია გამოვყოთ სასრული 
ან თვლადი სისტემა წყვილ-წყვილად არაგადამკვეთი 
სეგმენტებისა 7, 7... #..., რომლებიც # სიმრავლეს 

თითქმის ფარავენ, ე. ი. ' 

#'(6 –-– ს #ე=0. 
L 

დამტკიცება. სიმარტივისათვის ეს თეორემა დავამტკიცოთ ორგან– 
ზომილებიან სივრცის შემთხვევისათვის. თეორემა დავამტკიცოთ ჯერ იმ 
შემთხვევისათვის, როდესაც 6 სიმრავლე შემოსაზღვრულია. 

ვთქვათ, ჩე არის 8 სიმრავლის შემცველი რაიმე სეგმენტი. შეგვიძ- 
ლია ვიგულისხმოთ აგრეთვე, რომ ”ე შეიცავს 5 სისტემის ყველა სეგმენტს. 

5 სისტემიდან ავიღოთ რაიმე სეგმენტი და იგი აღვნიშნოთ 7;-ით. შე– 
საძლოა ორი შემთხვევა წარმოგვიდგეს: 1) I, სეგმენტი სიმრავლეს 
მთლიანად ფარავს. ამ შემთხვევაში თეორემა დამტკიცებულია. 2) 7, სეგ- 
მენტი ნ სიმრავლეს მთლიანად ვერ ფარავს. ამ შემთხვევაში 5,-ით აღვნიშ– 
ნოთ 5-ში შემავალი ყველა იმ სეგმენტის სიმრავლე, რომლებსაც #7) სეგ- 
მენტთან საერთო წერტილები არა აქვთ. აღვნიშნოთ #)უ-ით 5, სისტემის 
სეგმენტების დიამეტრთა სიმრავლის ზუსტი ზედა საზღვარი. ცხადია, 

L1<9ძ(1ა)). ! 

5, სისტემაში მოიძებნება ისეთი 7 სეგმენტი, რომ ძ(7.)> +. აქაც: 

შესაძლოა ორი შემთხვევა წარმოგვიდგეს: 1) 8 და #;» სეგმენტები ფა- 
რავენ ნ სიმრავლეს. ამ შემთხვევისათვის თეორემის მართებულობა ცხა– 
დია. 2) ს და 1. სეგმენტები წ სიმრავლეს მთლიანად ვერ ფარავენ. ამ 
შემთხვევაში 5:-ით აღვნიშნოთ 5; სისტემაში შემავალი ყველა იმ სეგმენტ- 
თა სიმრავლე, რომლებსაც არა აქვთ საერთო წერტილები Iკ-თან. ვთქვათ, 
Lვ არის 5: სისტემის სეგმენტების დიამეტრთა სიმრავლის ზუსტი ზედა 

სახღვარი. 5ე-ში შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი სეგმენტი ვ, რომ ძ(73)> 4 · 

დავუშვათ, რომ ამ წესით გამოვყავით 5 სისტემიდან სეგმენტები 

“იორ (5.1) 

რომლებსაც წყვილ-წყვილად საერთო წერტილები არა აქვთ. შესაძლოა 
ორ შემთხვევას ჰქონდეს ადგილი: 1) (5.1) სეგმენტები # სიმრავლეს 

მთლიანად ფარავს. ამ შემთხვევისათვის თეორემა დამტკიცებულია: 2) (5.1) 

სხიგმენტები წ სიმრავლეს მთლიანად ვერ ფარავს. ამ შემთხვევაში, 5ჯ-თი
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აღვნიშნოთ 5ჯ-ჯ სისტემაში შემავალ ყველა იმ სეგმენტთა სიმრავლე. 
რომლებსაც 7„-სთან საერთო წერტილები არა აქვთ., L, იყოს 5, სისტე– 

მის სეგმენტების დიამეტრთა სიმრავლის ზუსტი ზედა საზღვარი. 5ჯ-ში. 

შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი სეგმენტი 7,კ), რომ 

სრო> 4 · 

ცხადია, 7,4) სეგმენტს არა აქვს საერთო წერტილი (5.1) სეგმენტებთან. 
აქ წარმოგვიდგება ორი შემთხვევა: 1) ეს პროცესი შეწყდება სასრული, 
სვლის შემდეგ, ე. ი. ვიპოვით სასრულ რიცხვს სეგმენტებისას 

10 1... 1, 

რომლებიც 8 სიმრავლეს ფარავენ. ამ შემთხვევაში თეორემა დამტკიცე– 
ბულია. 2) ეს პროცესი უსახლვროდ გაგრძელდება, ე. ი, 5-დან შეგვიძ– 
ლია გამოვყოთ ისეთ სეგმენტთა უსასრულო მიმდევრობა 

ა”“– (5.2). 

რომლებსაც წყეილ-წყვილად საერთო წერტილები არა აქვთ, ამასთანავე, 

ძ(IM+1)> 4 · 
V 

დავამტკიცოთ, რომ (5.2) მიმდევრობის ყველა სეგმენტი თითვმის- 

ფარავს 6 სიმრავლეს, ე. ი. 

სადაც 

ყMყM=ნ- სც #. (5.3), 

დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ 

I" II>9. 

აღვნიშნოთ #7, სიმბოლოთი რეგულარული სეგმენტი, რომლის ცენტრი: 
ემთხვევა #» სეგმენტის ცენტრს და ძ(IM,)=5ძ(/). რადგანაც 

2) |MI<I#%I. 
· #=1
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· დ · · 

ამიტომ მწკრივი 2, II) კრებადია და, მაშასადამე, არსებობს ისეთი 

#=1 

ნატურალური რიცხვი », რომ 

თ თ 

2, IM” | =25 2, IIMI <ს" (ჩიჩ. 
ჩ=X»+1 8=V+1 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

: თ 
"(I – Vყ I,5) >9. 

ჩ=V-L1 

ამიტომ MI სიმრავლეში არსებობს ისეთი ჯ» წერტილი, რომელიც არ ეკუ- 
თვნის არც ერთ #/»" სეგმენტს, როცა #>4V. ამას გარდა, (5.3) ტოლობის 

თანახმად, 

” 
XC 18) . 

ხ=1 

რის გამო X წერტილი შეგვიძლია მოვათავსოთ 5 სისტემის ისეთი  სეგ- 
მენტის შიგნით, რომ : 

ა 
ო CV #7) =/. 

#=1 

დავამტკიცოთ, რომ 

თ 
#(ს 7.)#V#. 

ჩ=+V-+#1 

დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, # სეგმენტს არა აქვს საერთო წერ- 

ტილი (5.2) მიმდევრობის არც ერთ სეგმენტთან. მაშინ ყოველი #-თვის 

გვექნება | 
ძირ < Iა<2ძჩ,ა- 

აქედან · 

ძ(ს) = 2110 ძ(7,,)=0. 
ნ--თ 

მაშასადამე, 9(/7)=0, რაც შეუძლებელია. 

ამრიგად #, სეგმენტებს შორის, სადაც #>VX, არსებობს ერთი მაინც 

ისეთი სეგმენტი: რომელსაც IL სეგმენტთან საერთო წერტილი აქვს.
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ვთქვათ, #ე არის #-ს უმცირესი მნიშვნელობა, რომლისთვისაც 10I,,##- 

მაშინ · · 
III,–/#, როცა #=1, 2,.--, ”ი-- 1, ამასთანავე #0 >. 

რადგანაც 165, ), ამიტომ 

ძი = LI --.. (5.4) ' 

  

შემდეგ, რაკი XCI", და XC”, 
ხოლო I9I,, უ64, დეს 

ძ(0>240#)> LM, 
რაც (5.4) უტოლობას ეწინააღმდე- · 
გება. მაშასადამე, შეუძლებელია 

ს'M იყოს დადებითი რიცხვი და 
ამიტომ ს1"//=0. ამრიგად, თეო–- 

რემა დამტკიცებულია იმ შემთხ- 
ვევისათვის, როდესაც 6 შემოსა– ნაზ. 18, 

ზღვრული სიმრავლეა. · 
ახლა ვთქვათ, რომ 8 სიმრავლე შემოსაზღვრული არ არის. განვიხი– 

ლოთ ორგანზომილებიანი ინტერვალები 

    

      

  

  

I?9,,=(ი0, 0+1; 0, ძ+1) (ი, ი9=0, +1, +2,.. .). 

შემოვიღოთ აღნიშვნა ; 

ჩიი=ჩნი”ი, (0, ძ=0, +1, +2,..')- 

ყოველი ჩ/, ე სიმრავლე შემოსაზღვრულია. ზემოდამტკიცებულის ძალით, 
§ სისტემიდან შეგვიძლია გამოვყოთ სასრული ან თვლადი სიმრავლე წყვილ– 
წყვილად არაგადამკვეთი ისეთი სეგმენტებისა 

I, ა.ს, 
ჩ'.' 79» #0 

რომ ადგილი ჰქონდეს ტოლობას 

(”») |__ – ქ... „(5-0 IX,)=09 დ, 0=0, +1, +242, - -). (5.5) 

ამას გარდა, შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ I =ჩ%,, (§=1, 2-9 -)- 

ამიტომ XIX (ი, 4-0, 21, =C2, - -; #=1, V - ++) სეგმენტები წყვილ–წყვი– 
ლად არ კვეთენ ერთმანეთს.
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თუ (5.5) ტოლობებს შევაჯამებთ ი და «-თი, გვექნება 

თ თ თ 

ას ს წ-ს 0 0)I4)-ი 
0=–-თ მ=–თ ი=-–თ 0ი0=-თ#,” 

თ 
ც სიმრავლე შეიძლება განსხვავდებოდეს L ჟ ა ნე სიმრავლისაგან 

ისეთ წერტილთა სიმრავლით, რომლებიც მდებარეობენ I??ი,, ინტერვა- 

ლების კ აზღვრებზე. მაგრამ ასეთი წერტილთა სიმრავლის ზომა ნულია, 
ამიტო 

:= 

ა%6- ი 0 ცIM)=ი0. 
90= –-თე=-თი ”' 

თეორემა სავსებით დამტკიცებულია. 

თეორემა 99. თუ რეგულარულ სეგმენტთა რაიმე 5სის- 
ტემა ფარავს შემოსაზღვრულ 6 სიმრავლეს ვიტალის 
აზრით, მაშინ ყოველი დადებითი §6 რიცხვისათვის 5 
სისტემიდან შეგვიძლია გამოვყოთ სასრული რიცხვი 
წყვილ-წყვილად არაგადამკვეთი სეგმენტებისა #7, XX. ·., 

#, რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობებს 

X (M)–ი<ა'ნ<ა%8ნი 0, ჩ)+§. 
ხ=1 

დამტკიცება: აღებული დადებითი 68 რიცხვისათვის არსებობს ნ 

სიმრავლის შემცველი ისეთი ღია C სიმრავლე, რომ 

ს”6 <ს” ნ-L8. 

ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ;0 შეიცავს 
5 სისტემის ყველა სეგმენტს. თანახმად 28-ე თეორემისა, 5-დან შეგვიძ- 

ლია გამოვყოთ სასრული ან თვლადი სიმრავლე წყვილ-წყვილად არაგა- 

დამკვეთი სეგმენტებისა #ც #,..., #,..:, რომლებიც. აკმაყოფილებენ 
ტოლობას : : 

§ სისტემის ყოველი სეგმენტი 0. სიმრავლეშია მოთავსებული, ამიტომ 

2)|ლს'0<ც'6+6<+თ. (5.0 
#
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მაშასადამე, არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი V, რომ 

14»X+1I + |IV-2| +. · · <6. 

შემღეგ, ადვილი შესამჩნევია, რომ 

“”“ თ 

ს"8=ს%500ჯალს%ნი 0 ს)+ს"(ნი ს Xა< 
#( #=1 Mხ=%V-L1 

LM 

<ს"(ნი, ს ჩა++- CV 
(5.6) და (5.7) უტოლობებიდან გვაქვს 

“ 
“ 

2) ხ<ს"ნ<ას“(ნი ს ჩ)++. 
ჩხ=1 · ჩ=1 

მაშასადამე, 7), 7:,..., IV სეგმენტები საძიებელი სეგმენტებია, თეორე- 

მა დამტკიცებულია. 
28-ე და 29-ე თეორემებს ეწოდება ვიტალის თეორემები სიმრავლეთა 

დაფარვის შესახებ. · 

შენიშვნა, თუ ვიტალის თეორემაში განხილულ რეგულარულ სეგმენტთა 5 სის- 

ტემას შევცვლით ნებისმიერ სეგმენტთა სისტემით, მაშინ, როგორც ეს ბანახმა დაამტკი- 

ცა, ვვტალის თეორემა, საზოგადოდ, მართებული არაა, 

- § 0, ზომის ინვარიანტობა მოკრაობის მიმართ. არაჭომადი სიმრავლე 

ვთქვათ, მოცემულია წრფივი 6 სიმრავლე და რაიმე ნამდვილი C 
რიცხვი აღვნიშნოთ ნ. სიმბოლოთი 0+X სახის რიცხეთა სიმ რავლე, სა– 
დაც X გაირბენს სიმრავლის ყველა ელემენტს. ამ შემთხვევაში ვიტე– 
ვით, რომ წ. სიმრავლე მიიღება 6 სიმრავლიდან პარალელური გადა- 

· ტანით. ცხადია, რომ ნა=#. 

ლემა 1. თუ 0 წრფივი ღია სიმრავლეა, მაშინ ნების- 

მიერი ნამღვილი ი რიცხვისათვის 0, წარმოადღგენს 
ღია სიმრავლეს და IIM(C0,)=IMXC)- ' ! 

დამტკიცება. რადგანაც C ღია სიმრავლეა, ამიტომ იგი წარმო- 

იდგინება როგორც ჯამი სასრული ან თვლადი სისტემის წყვილ-წყვილად 

არაგადამკვეთი ინტერვალებისა: 

0=VC გ). 

ჩ



ცხადია, რომ 
0)=V გი 

§ 4 

და ყოველი გა წარმოადგენს ინტერვალს, ამასთანავე 180 I=| გრ. მა- 

შასადამე, 0, ღია სიმრავლეა და IL(CC,)=II(C), ვინაიდან გი ინტერვა- 

ლები წყვილ-წყვილად არ იკვეთებიან. ლემა დამტკიცებულია. 
ლემა 9, ნებისმიერი წრფივი შემოსაზღვრული ჩხ სიმ- 

რავლისათვის და ყოველი ნამდვილი თ რიცხვისათვის 
მართებულია ტოლობა 

ს (ნ)=Vს"(ჩ.)- (6.1) 

დამტკიცება. მე-9 თეორემის თანახმად, ნებისმიერი დადებითი 
6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ღია C სიმრავლე, რომ 8 CC და 

#(0) <M#V(6)+%. 
რადგანაც 0„= ნ, და IM(0,) =IM(0), ამიტომ 

V%ნ,)</0“(08)-+§. 

· აქედან, 6-ის ნებისმიერობის გამო, გვაქვს 

ს"(წ„ე ლ ს"(8). (6.2 

შემდეგ, რაკი 8 სიმრავლე შეგვიძლია მივიღოთ #6, სიმრავლიდან პარ» 
ლელური გადატანით, ამიტომ 

ს"(6) –სბ(ნე- (63) 
(6.2) და (6.3) დამოკიდებულებებიდან მიიღება (6.1) ტოლობა. 

თეორემა 80. თუ 8 შემოსაზღვრული ზომადი სიმრავ- 

"ლეა, მაშინ ყოველი ნამდვილი თ რიცხვისათვის ზომ. 

დია ჩე სიმრავლეც და |I(8,)=I#). 
დამტკიცება. ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი § რიცხვი. 6 სიმ- 

რავლის ზომადღობის გამო არსებობს ისეთი ღია სიმრავლე 0=#, რომ 

ს" (C--ნ)<6. 

რადგანაც (0-– ჩ),=0)– ნ,, ამიტომ მე-2 ლემის თანახმად 

IL (0”-– 8.) <6.
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“შემდეგ, რაკი ღია CV, სიმრავლე შეიცავს ჩკ სიმრავლეს, ამიტომ #„კ სიმ– 
რავლე ზომადია. IC8,)=IL(C>) ტოლობის მართებულობა გამომდინარეობს 
მე-2 ლემიდან.. 

ახლა მოვიყვანოთ ლებეგის აზრით არაზომადი სიმრავლის მაგალითი. 

ვთქვათ, § ირაციონალური რიცხვია ან 0, ხოლო #§ იყოს L+”/ სახის 
რიცხვთა სიმრავლე, სადაც # ნებისმიერი რაციონალური რიცხვია. 
ჩ§ თვლადი სიმრავლეა. ცხადია რომ ჩ#: =#; ტოლობა მართებულია 
მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც §1-– 5 ფარმოადგენს რაციონალურ 
რიცხვს. თუ LL -–- 8. ირაციონალური რიცხვია, მაშინ ჩL, დღა 8, სიმ– 

რავლეები არ იკვეთებიან. 
აღვნიშნოთ § ასოთი ყველა იმ /§ სიმრავლის სისტემა, რომლებსაც 

წყვილ-წყვილად არა აქვთ საერთო წერტილი. 5 სისტემის ყოველ /VM§ 
სიმრავლეში ავიღოთ ელემენტი X=X(L), რომელიც მოთავსებულია (0,1) 
სეგმენტში. ყველა ასეთი ჯX ელემენტის სიმრავლე აღვნიშნოთ II7(CX) სიმ- 

ბოლოთი. დავამტკიცოთ MC) სიმრავლის არაზომადღობა, 
მთქვათ, §; და §ე რაციონალური რიცხვებია. თუ II(X+§,) და ”I(X+59%) 

სიმრავლეებს, რომლებიც მიიღება M/I(X) სიმრავლიდან პარალელური გა- 

დატანით, აქვთ საერთო წერტილი X,-+5,=Xა»+5;, მაშინ X, და Xგ მიეკუთვ- 
ნება ერთსა და იმავე MC სიმრავლეს. მაგრამ რაკი ყოველ ასეთ სიმ- 

რავლიდან აღებულია თითო ელემენტი X, ამიტომ X,=Xა და, მაშასადა– 

მე, §.=5,. ამრიგად, თუ §)#§:, მაშინ //(X+§5,) და //I(X-+§ა) სიმრავლე– 
ებს არა აქვთ საერთო წერტილი. 

ახლა დავუშვათ, რომ MX) სიმრავლე ზომადია. მაშინ ზომადია ყო– 

ველი M(X+5) სიმრავლე და, მაშასადამე, ზომადი იქნება აგრეთვე 

თ 

#-სჩ(0+I) 
სიმრავლეც. ეს სიმრავლე მოთავსებულია (0,2) სეგმენტში, ამიტომ 

M(CM) == 2. ' 

შემდეგ, რაკი /7 (+++) (§=1, 2, . „ .) სიმრავლეები წყვილ-წყვი– 
ლად არ იკვეთებიან, ამიტომ 

თ 

1 

„00= 2, #I+ +)I 
მაგრამ 

+ #IL+ +I|=#6IM#თ) (8=1, 9,...).
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ამიტომ IL III(X))|C0. მაშასადამე, ყოველი ნამდვილი § რიცხვისათვის 

# IMI(X-L§9))=0. (.4) 

თუ მხედველობაში მივიღებთ (6.4) ტოლობას, გვექნება 

» (04) =0, 

სადაც 
M"=0)/VC+2). ა 

§ 

აჭ § გაირბენს ყველა რაციონალური რიცხვის სიმრავლის ელემენტებს. 
მეორე მხრით, /M%V% შეიცავს ყველა ნამდვილ რიცხეს. ამიტომ 

ს (M”)=+Cთ. 

მივიღეთ წინააღმდეგობა და, მაშასადამე, //(X) სიმრავლე არაზომადია, 
ამ მაგალითის აგებისას არსებითად გამოყენებულია ცერმელოს აქსი- 

"ომა. ჯერ-ჯერობით აგებული არ არის არაზომადი სიმრავლე ცერმელოს 

აქსიომის გამოუყენებლად. 

სავარჯიშო 

3. დაამტკიცეთ, რომ კანტორის სრულყოფილი სიმრავლის ზომა ნულია. 

9. დაამტკიცეთ, რომ თუ ხ დაღებითი ზომის სიმრავლეა, მაშინ ამ სიმრავლეში 

არსებობს ისეთი ი და 0 წერტილები, რომელთა შორის მანძილი რაციონალურია. 

8. მოცემულია ნატურალური რიცხეი # ღა დაღებითი რიცხვი თ<1. გავყოთ ტ სეგ. 

მენტი # კონგრუენტულ სეგმენტად #,, რ», ·-., რ,. აღვნიშნოთ V-თი იმ #,»,სეგმენტ- 

თა რიცხვი (1 <#<+V), რომელთათვის 

- ტ | 
M(5(1ბეი,)>(! – 79) 4), 

სადაც 6 არის ტ სეგმენტში მოთავსებული ისეთი ზომადი სიმრავლე, რომლისთვისაც 

IL (5)>() –– თ)) #!. 

დაამტკიცეთ, რომ V> (1 –– / ძ )M (ელ: ჭელიძე).



თავი XL 

%ზჯომადი ფუნქციები 

§ 1, ზომადი ფუნქციის განსაზღვრა. ზომად ფუნქციათა 

უმარტიმესი თვისებები 

ლებეგის თანახმად, ზომად 8 სიმრავლეზე განსაზღვრულ I(C90 ფუნქ- 
ციას ეწოდება ზომადი ფუნქცია, თუ ყოველი ნამდვილი #1 რიცხ- 
ვისათვის ზომადია ( X:/(X) >/4 ) სიმრავლე. 

თეორემა 1. თუ /(>X) ფუნქცია განსაზღვრულია ზომად 
სიმრავლეზე და (X:/(I0>7) სიმრავლე „ხომადია ყოვე- 

ლი რაციონალური”, რიცხვისათვის, მაშინ /#) ზომადია 
ჩ-ზე. 

დამტკიცება. ვთქვათ, # რაიმე ირაციონალური რიცხვია. ამ რი- 

ცხვისათვის არსებობს რაციონალურ რიცხვთა ისეთი კლებადი მიმდევ– 

რობა (ს,,), რომ სიო, „=/4. 
ით 

ადვილი შესამოწმებელია შემდეგი ტოლობის მართებულობა: 

(X-IC>4)= ს (XMM>რ). 
, = , 

რაკი ყოველი IX :I(X9>>/„,) სიმრავლე ზომადია, ამიტომ (X:/(X9>4) სიმ– 
რავლეც ზომადია. ამრიგად, ყოველი ნამდვილი 4 რიცხვისათვის (IX: /(XV)> 

>#4) სიმრავლე ზომადია და ამიტომ /(X) ფუნქციაც ზომადია. 
თეორემა 9. ზომად 6 სიმრავლეზე განსაზღვრული /() 

ფუნქციის ზო მადობისათვის აუცილებელია და საკმა- 
რისი, რომ (X:/(X0X>4) სიმრავლე იყოს ზომადი ყოველი 

ნამდვილი #4 რიცხვისათვის. 
დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, 

I) ზომადი ფუნქციაა. ადვილი საჩვენებელია, რომ ყოველი ნამდვილი 

4 რიცხვისათვის ადგილი აქვს ტოლობას 

თ 1 
· = : 4---. (X:/Iი>#4) -0(+ /ი> >
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რადგანაც ს» :I(0>4–- + სიმრავლე ზომადია ყოველი #-თვის, ამიტომ 

(IX:100>#4 | სიმრავლეც ზომადია და ამით პირობის აუცილებლობა დამ- 

ტკიცებულია. 
დავამტკიცოთ ახლა პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, (X:”00)>4) სიმ- 

რავლე ზომადია ყოველი ნამდვილი /# რიცხვისათვის. ვაჩვენოთ, რომ /(ი 
ფუნქცია ზომადია. ადვილად შეიძლება შემოწმდეს შემდეგი ტოლობის 
მართებულობა: 

(X./0>4)=ს (I I0>#++I- 
#=1 

რაკი (X:I9ი>4 +252) სიმრავლე ზომადია ყოველი #-თვის, ამიტომ 

(X:I0>4 | სიმრავლეც ზომადია ყოველი 4 რიცხვისათვის. მაშასადამე, 

IC) ფუნქცია ზომადია. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 8. თუ ზომად 6 სიმრავლეზე განსაზღვრული 

(თე ფუნქცია ზომადია, მაშინ ყოველი ნამდვილი # და 
8 რიცხვებისათვის, სადაც 4<8, ზომადღია შემდეგი 

სიმრავლეები: 

(X:Iი0=41), (X:I0)<4), (X:4<100<8:), (X:4 =/00ი <8), 

X:4 </0)<8), (X:4 <I0)<8), (X:/0> ––თ), (X:, თე<+თ!. 

დამტკიცება. მართლაც, შემდეგი ტოლობებიდან 

(X:I0)<4)=C(X:/00>4), (X:II0ი <4 )=C (X:/00>4 ს 

(X:4<M9<8) =(X:Iი>4)ი(X:I0)<8), 
(X:4<IC)<8) = (X:IIი>4 ) 1 (X:I(X.<8), 

C (X:4 <IV)<8) = (X:IC0)>4 ) ი (X:I%ი-<8 ), 

(X:4<IC0-<8) = (X:/00>4 ) 0 (X:/თ- <8), 

(X:I00>-–Cთ) -VVCV : I(9C> –იჩ?), (X:I9%9-<+თ I= ს, (X:% <M) 

ადვილად დავასკვნით მოცემული სიმრავლეების ზომადობას. 
განსაზღვრა 1. ზომად #. სიმრავლეზე განსახღვრულ წთ) და დსთ 

ფუნქციებს ეწოდება ეკვივალენტური, თუ მათი მნიშვნელობები 

განსხვავდებიან ერთმანეთისაგან მხოლოდ ნულზომიან სიმრავლის წერ- 

ტილებზე, ე. ი. 
VIX:I(00I # დ(9 | =9.
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თეორემა 4. თუ ზომად 8 სიმრავლეზე განსაზღვრული 
(თი და დX) ფუნქციები ეკვივალენტური არიან, ამასთა- 
ნავე /თ) ზომადია, მაშინ დლე ფუნქციაც ზომადია. 

დამტკიცება. რადგანაც თ(X) ფუნქციის მნიშვნელობები განსხვავ– 
დება MX) ფუნქციის მნიშ ვნელობებისაგან მხოლოდ ნულზომიან სიმრავ– 
ლეზე, ამიტომ ყოველი ნამდვილი /# რიცხვისათვის (X:/(X0>4) ღა 

(X:დ(9>#4 ) სიმრავლეები განსხვავდებიან ერთმანეთისაგან ნულზომიან 
სიმრავლით და, მაშასადამე, პირველი სიმრავლის ზომადობიდან გამომ–- 
დინარეობს მეორე სიმრავლის ზომადობა. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა წ. თუ /%) და დი) ზომად # სიმრავლეზე გან– 
საზღვრული ზომადი ფუნქციებია, მაშინ ზომადია შემ- 
დეგი სიმრავლეები: 

(#:/0.>დ0)), (X:/(0=დ6%Vი |, |X:I(02>დ(9). 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

M=(X:I9ი>9C%I, MV= (C:Iთ> + >9Cთ|, 
სადაც ( და # მთელი რიცხვებია, მასთან #>0. დავამტკიცოთ, რომ 

თ თ 
ხ=ხს 0 M» ძ.ხ 

(=--თ #=1 - 

ვთქვათ, X,C/M/, მაშინ /(X,)> დ(X,). ავიღოთ IM(X,)) და დ(X,) რიცხვებს 

შორის რაიმე რაციონალური რიცხვი “+ სადაც ( და ”ე მთელი რიცხ–- 

ვებია, მასთან #ე>0: ' 

IIა> +->დCა- 
0 

აქედან გამომდინარეობს, რომ XC ნ: მამასადამე,„- 

ყლხს 90 ჩი. 0.თ 
1=-–--0 ჩ#=1 

ახლა ეთქვათ, X6C V 9 MM, მაშინ მოიძებნება ისეთი მთელი 
#8=--თ #=1 

რიცხვები ი და 0, 02>0, რომ X,C// ეკ. ამიტომ 

IVა> -->9%ა
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და, მაშასადამე, XXC//. ამრიგად 

თ თ · 
0. LI /M,ლ”. 01.3) 

|=--Cთ #=1 

(1.2 და (1.3) დამოკიდებულებანი გვაძლევს (1.1) ტოლობას. 
შემდეგ, რაკი 

Mა= IX:I9M> +)ი(»: დთ<-), 

ამიტომ /#1,, სიმრავლე ზომადია და, მაშასადამე, ზომადი იქნება /#I სიმ- 

რავლეც. · 
ადვილი "შესამჩნევია, რომ 

(X:700 >დღ) |=6C (X:დ(00>/თ= )- 
მაგრამ ზემოდამტკიცებულის ძალით | X: დ(X)>/(X) | სიმრავლე ზომადია 
და, მაშასადამე, ( X:/(00>>დ0) ) სიმრავლე, როგორც დამატება ზომადი 

სიმრავლისა, ზომადია. 
დასასრულს, რაკი 

(X.IC00 =დ0იე ) = (X:/0ი>თდ(ი)ი (X:დ(9=>/(9)), 
ხოლო (I Xჯ:/(ე>Cდ(0) და (X:დ(0=>/(0) სიმრავლეები ზომადია, ამი- 
ტომ (X:/0ე=დV)) სიმრავლეც ზომადია. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 6. თუ /(>) არის ზომად ჩ სიმრავლეზე განსაზღ- 

ვრული ზომადი ფუნქცია, მაშინ ზომადია |/()I2 ფენ- 
ქციაც, სადაც თ ნებისმიერი დადებითი რიცხვია. 

დამტკიცება. ავიღოთ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვი 4. თე 
42>0, მაშინ მართებულია ტოლობა 

1. 1 

(X:I/60 I># )=თXLI0>4“ | 0 (X:/ფ0<–4%) 
და რაკი ”M(X) ფუნქცია %ზომადია, ამიტომ 

1 

(X:/0>#4“) 
1 

(X:Iთ<-–-4“) 
სიმრავლეები იქნება ზომადი. მაშასადამე, ზომადია ( X:|I/(X) |«->/# ) სიმ- 

რავლეც. 

და
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თუ #50, მაშინ IX: | /(X) |(+>/#1=#, ამრიგად, | X : | ”(X) |«>/ | სიმ- 
რავლე ზომადია ყოველი ნამდვილი # რიცხვისათვის და ამიტომ |/(X) I= 
ფუნქცია ზომადია. 

თეორემა 7. თუ ზომად ჩ სიმრავლეზე განსაზღვრული 

(თ ფუნქცია ზომადია, მაშინ 4/(X)+8, სადაც 4 და 8 რა- 
იმე მუდმივებია, ზომადი ფუნქციაა. 

დამტკიცება. ნებისმიერი ნამდვილი ძ რიცხვისათვის გვაქვს: 

· («: :4I00+8>9)= IX: I M9>+ | თუ 4>90, 
–_– 

       _. “I თუ 4 <0. 

აქედან გამომდინარეობს (Xჯ: #4 7(0)+8>ძ0) სამრაელის ზომადობა ყოვე– 
ლი ნამდვილი თი რიცხვისათვის. მაშასადამე, #,I(X0I+8 ფუნქცია ზომადია· 

თეორემა 8. თუუ IX) და დ(0 ზომად #6 სიმრავლეზე გან- 

საზღვრული ზომადი ფეუნქციებია, მაშინ 4Iთ+89თ 
ფუნქციაც, სადაც 4 და 8 ნებისმიერი ნამდვილი რიცხ- 

ვ ებია, იქნება ზომადი. 

დამტკიცება. ნებისმიერი ნამდვილი 0 რიცხვისათეის ადგილი აქვს 

ტოლობას 

(X:4/00+8 თდ60)>09) = (X:4!C0> –- 8 დიი1+90). 
მე-7 თეორემის ძალით / /(X) და ––8C00+ძ ფუნქციები ზომადია და 

ამიტომ მე-5 თეორემის თანახმად, (X:/4 /(0+8 დC0>06|) სიმრავლე 
ზომადია. ეს კი ამტკიცებს ჩვენს თეორემას. 

საზოგადოდ, თუ მოცემულია ზომად #6 სიმრავლეზე 
განსაზღვრული ზომადი ფუნქციები ჩ(X2, /-XI, >... წო(X, 
მაშინ მათი წრფივი კომბინაცია 4)ჩ(0 + ტეჩმე+-...+ 

+4ი სი წარმოადგენს აგრეთვე ზომად ფენქციას. 
თეორემა 9. ორი ზომადი ფუნქციის ნამრავლი ზომადი 

ფუნქციაა. 
დამტკიცება. ვთქვათ, M(XI) და დ(X) ზომაღ ნ სიმრავლეზე განსა– 

ზღვრული ზომადი ფუნქციებია. გვაქვს შემდეგი იგივეობა: 

>. Iდ=-- L(CI+ დ)? –– V7+დ”) 1. 

მე-8 და მე-6 თეორემების თანახმად, (+დ)? და /7+დ” ზომადი ფუნქ- 
ციებია და, მაშასადამე, '2) ნამრავლიც ზომადი ფუნქციაა.
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თეორემა 10. თუ /(X და დ) ზომად ნ სიმრავლეზე“გან- 
საზღვრული ზომადი ფუნქციებია, ამასთანავე # სიმ- 

რავლეზე დი #9, მაშინ #” > ფუნქციაც ზომადია. 
(X 

დამტკიცება. ნებისმიერი ნამდვილი თ რიცხვისათვის გვაქვს: 

(X:0<იღ) <-- | თუ =>0, 
C '=5>01= (». თდC0>01, თუ 6=0, 

(ოხოთლრ. |ხ VIX:დ(0>9), თუ ე <0, 

ამ ტოლობებიდან ვასკვნით, როზ – – _. ფუნქცია ზომადია. შემდეგ, რად- 

განაც 
“თ 1 

=სეა.= X .--., 

««(ი) /თ დ(X) 

ამიტომ მე-9 თეორემის ძალით =>. ნქცია ზომადია. ტოძ ძე ეორე ლ ფუხქც დ 

თეორემა 11. თუ ზომად # ს სამრავლეზე განსაზღვრული 
Iი0 ფუნქცია ნახევრადუწყვეტია, მაშინ იგი ზომად 
ფუნქციას წარმოადგენს. 

დამტკიცება. ვთქვათ, მაგალითად, /(») ნახევრადუწყვეტია ზემო- 
დან. VII თავის 31-ე თეორემის თანახმად, ყოველი ნამდვილი რთ რიცხ- 
ვისათვის #//I=| X:I(X>0) სიმრავლე ჩაკეტილია 8-ში. ამიტომ // იქნე- 
ბა ზომადი სიმრავლე და, მაშასადამე, /(#)) ზომადი ფუნქციაა. 

§ 9. ზომად ფუნქციათა მიმდევრობა 

თეორემა 19, თუ მოცემულია ზომად #ჩ სიმრავლეზე ჯას- 
საზღვრული ზომადღ ფუნქციათა კლებადი (ზრდადი) მიმ- 
დევრობა (/,(X) I, მაშინ /თ=სიჩი ფუნქცია ზომადია. 

დამტკიცება. ადვილი ს სჩვენებით ლია, რომ ყოველი ნამდვილი 0 
რიცხვისათვის მართებულია ტოლობა: 

(X:/(0 >ო0C) =,0, (X:M0C0>20). 

მაგრამ, რაკი (X:MC0>0) (§=1, 2,.· ·) სიმრავლეები ზომადია, ამი– 

ტომ (X:/(09>თ) სიმრავლეც ზომადია. თეორემა დამტკიცებულია.
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თეორემა 18. თუ გვაქვს ზომად ფუნქციათა მიმდღევრო- 

ბა (MX), მაშინ /0-=Iთ)იჩთ და #(ი=IIი5სი/(Xი) ზომადი 
–თ #--თ 

ფუნქციებია. 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

ჩაი =5ს(ჩ | /#+1(%, /M++X)-· ·)- 

ყოველი ნამდვილი ძი რიცხვისათვის გვაქვს ტოლობა 

(X :MMCX0>>C)= ს, (X:ჩვი(0ი>20I. 
= 

რაკი ყოველი /.,ი(X) ფუნქცია ზომადია, ამიტომ (|X:/MM(X- > 0) სიმრავ- 

ლე ზომადია და, მაშასადამე, M.(X) ფუნქციაც ზომადია (#=1, 2,...). 

შემდეგ, განსაზღვრის თანახმად, 

11I0 5სი ჩ,(Xე)=110 ჩM(I)=ჩ (ი. 
ჩ-თ ჩ--თ 

მაგრამ, რადგანაც M,(X) ->ჩM:00) >. -=>MLC) > · "ე ამიტომ მე-12 თეო– 
რემის ძალით, M(CX) ფუნქცია ზომადია. დაბოლოს, რაკი ' 

IIIი 1ი! /(X1= – 1)თ 5სი (–ჩC)1, 
#- თ #--თ 

ამიტომ /(X) ფუნქცია ზომადია. თეორემა, დამტკიცებულია. 
კერძოდ, თუ (/.(X9) მიმდევრობა კრებადია რაიმე თრ) 

ფუნქციისაკენ, მაშინ თ(X)=/(X=”(ე და ამიტომ თCღ) 

ფუნქცია ზომადია, 
განსაზღვრა 9. რაიმე ნ სიმრავლეზე განსახღვრულ I(X) ფუნქ- 

ციას ეწოდება მარტივი ფუნქცია, თუ მისი ერთმანეთისაგან განსხ– 

ვავებული მნიშვნელობათა სიმრავლე სასრულია. 

თეორემა 14, თუ ნ სიმრავლეზე განსაზღვრულია მარ- 

ტივი ფუნქციები, /(X) და /-XC), მაშინ მათი ჯამი, სხვაო- 

ბა და ნამრავლი კვლავ მარტივი ფუნქციებია. 

დამტკიცება. რადგანაც /,(X) და /(X) მარტივი ფუნქციებია, ამი– 

ტომ # შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ შემდეგნაირად. 

ჩ ი) “ო. ნ= LC L., ნ6=V#,, 
#= 1 M#=1 

ამასთანავე ყოველ ნა) სიმრავლეზე /(» ფუნქცია ღებულობს რაიმე
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მუდმივ მნიშვნელობას ყი), ხოლო /(X) –– რაიმე მუდმივ ყI?, მნიშვნე- 
ლობას ნი სიმრავლეზე. 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

Mა=ნსი ცრ (=1, 2,..., ი; #=1, 2,..-, რ. 

ცხადია, რომ #7, წყვილ-წყვილად არაგადამკვეთი სიმრავლეებია და, ამას 
გარდა, 

ი « 
=სV ML ”IV. 

(=1 #=1 

ყოველი #//,/, სიმრავლეზე მართებულია ტოლობები 

ჩთ--ჩხე =ყ0-ყი, ჩ(X) MCX)=ყ0) ყლ, 

აქედან გამომდინარეობს, რომ /,(X)--/-(X) და ჩილი ჩ0ი ფუნქციები მარ- 
ტივია. 

თეორემა 16, ყოველი არაუარყოფითი ზომადი ფუნქცია 
შეგვიძლია წარმოვადგინოთ როგორც ზღვარი არაუარ- 
ყოფით ზომად მარტივ ფუნქციათა ზრდადი მიმდევრო- 
ბისა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, #CX) ზომად სიმრავლეზე განსაზღვრე- 

ლი არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციაა. /„(X) ფუნქცია განვსაზღვროთ 

ასე: 

  , როცა“ ი <> “ე, 1<1< 71:27, 
1ო(X)= 

MI, ს როდა (>. 

(7.=1, 2, 3, ...). 

ცხადია, /უ(X) აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

1) Mა(X)>>0, #»=1, 2, 3,..., 

2) /)(X)<-/XX)<- · · "<-თ(X)< 
3) ჩ(X), /XX), · · ·/ო(X), ·.. ზომადი მარტივი ფუნქციებია. 

დავამტკიცოთ, რომ 8 სიმრავლის ყოველ ჯ წერტილში მართებულია 

ტოლობა 

1101 წთ(X)=I/(X). 
თ.I-თ
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თუ IX)<-+C, მაშინ ყოველი ნატურალური „I რიცხვისათვის, რომელიც. 

აკმაყოფილებს უტოლობას #I>/(X), გვექნება 

0</) –/290=<--, 
ხოლო, თუ /(X)=+Cთ, მაშინ ყოველი ნატურალური /I-თვის გვაქვს. 

(Mი(X)=#ჩ7! და ამიტომ 1Iთ /,(+V)ლ–+C. 
#--თ 

ამრიგად, ორივე შემთხვევაში 

IIიი /თ(X)=ICX) 
„თ 

და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 16. ყოველი ზომადი ფუნქცია წარმოიდგინე- 

ბა როგორც მარტივ ზომად ფუნქციათა მიმდევრობის 
ზღვარი. 

„დამტკიცება. ვთქვათ, ზომად # სიმრავლეზე განსახლვრულია. 

ზომადი /#X) ფუნქცია. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

სა II90I+/წ9ი „აც !წ9I-/ი, 
ICX)= –ოღ––ს I(X)= 2 

ცხადია, რომ 7X) და /(X) ზომადი არაუარყოფითი ფუნქციებია ნ სიმ-. 

რავლეზე და, ამას გარდა, MX)=/(X) – MX). 

მე-15 თეორემის ძალით, არსებობს ზომად მარტივ ფუნქციათა ისეთი. 

ორი მიმდევრობა ( დ.(X)) და (%.X)), რომ 6 სიმრავლის ყოველ X- 

წერტილში ადგილი ჰქონდეს ტოლობებს 

IIი და(X9C=/VCX), 10 %6C0=/(X- 
· #ჩ#-თ M-თ · 

მე-14 თეორემის ძალით, 

MMX)=დMX) –– MX) (ჩ=1 2---) 
ზომადი მარტივი ფუნქციებია, ამას გარდა, 

1101 /MX(X)==/(X): 
ჩ-თ 

და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

განსაზღვრა 8: ჩვენ ვიტყვით, რომ რაიმე 4 თვისებას ადგილი. 

აქვს თითქმის ყველგან სიმრავლეზე, თუ. 8 სიმრავლის იმ წერტილთა. 

სიმრავლე, სადაც არ ხორციელდება 7# თვისება, ნულის ზომისაა.
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თეორემა 17 (ეგოროვი!). თუ სასრული ზომის რაიმე #ჩ.სიმ- 
რავლეზე განსაზღვრულია ზომადი და თითქმის ყველგან 
სასრული ფუნქციათა მიმდევრობა 

II(X) IX), · · ·, ჩო(XX · · ·» (2.1) 

რომელიც კრებადია თითქმის ყველგან ნ სიმრავლეზე 
რაიმე სასრული IX) ფუნქციისაკენ, მაშინ ყოველიდა- 
დებითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი ჩაკეტილი 
სიმრავლე ჩCჩ, რომ M(ნ–-–ჩ)<8 და /#/ სიმრავლეზე (2.1) 

მიმდევრობა თანაბრად კრებადია /(X) ფუნქციისაკენ. 
დამტკიცება. ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისს- 

მოთ, რომ ყოველი /»(X) ფუნქცია სასრულია გ-ზე და, ამას გარდა, 

(2.1) მიმდევრობა კრებადია MX) ფუნქციისაკენ 8 სიმრავლის ყოველ 
წერტილში. 

ავიღოთ რაიმე დადებითი 6 რიცხვი და რაიმე ნატურალური რიცხვი 
+/. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

ნ„ა=0 (XIII -/თიI<-- | · 
იო=ჩი+ 

მე-13 თეორემის თანახმად /(X) ფუნქცია ზომადია და ამიტომ 

ნჩ»» (9=0. 1, 2,-··) სიმრავლეები ზომადია. ამას გარდა, „ლ ჩნეკე, ა. 

შემდეგ, რაკი/(2.1) მიმდევრობა კრებადია /(»X) ფუნქციისაკენ 8 სიმრავ- 
ლის ყოველ წერტილში, ამიტომ 

თ 

8= ყVყ ნი. 

ი=0 

აქედან 
#(5)=11თ ს (6, 

ჩი--თ 

1 ეგოროვი დ. თ. (1869 –-. 1931) –– რუსი მათემატიკოსი, მოსკოვის უნივერსიტეტის 
პროფესორი, მოსკოვის მათემატიკური საზოგადოების პრეზიდენტი (1922 –- 1931), ეგო- 
როვის ნაშრომები მიეკუთვნება დიფერენციალურ გეომეტრიას, ინტეგრალურ განტო- 

ლებათა თეორიას, ვარიაციათა აღრიცხვას და ნამდვილი ცვლადის ფუნქციათა თეორიას, 

ამ წიგნში მოყვანილი ეგოროვის თეორემა გამოსავალ წერტილად გახდა მოსკოვის სკო- 
ლის მათემატიკოსების შრომებისათვის ნამდვილი ცვლადის ფუნქციათა თეორიაში, ეგო- 

როვის მოწაფეებია გამოჩენილი საბჭოთა მეცნიერები: ნ. ნ. ლუზინი, ი. ი. პრივალოვი, 

ა. მ. რაზმაძე, ვ. ვ. გოლუბევი, ვ. ე. სტეპანოვი, ი. გ. პეტროვსკი, ლ. ნ. სრეტენსკი, 

ხ, პ, ფინიკოვი და სხვა.
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ანუ 

1I0I L(C6 –– ნ/,»)=9. ' 
ნ-თ 

მაშასადამე, მოიძებნება ისეთი ნატურალური რიცხვი #,, რომ 

#(ნწ –– ჩნ, , ») <- ი · 

ცხადია, რომ ჩი, + სიმრავლის ყოველი ჯ წერტილისათვის ადგილი აქვს 

უტოლობას : 
1 

IIX) – (9) |<--;C ს როცა > წწ. (2.2) 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

ჩნ “ნ "ე (ნ-–-ჩის» 
„ა «ა=1 4“ 

გვექნება -“# · 

გაა. 6 
/ სნ – ნ5ლაბეს(6 = ) <“- · (2.3) 

ა.“ %=! 

ადვილი შესამჩნევია, რომ 0%Cნ,, „ს ნებისმიერი » რიცხვისათვის. 

(2.1) მიმდევრობა თანაბრად კრებადია 6% სიმრავლეზე. მართლაც, 
ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი § რიცხვი და ვიპოვოთ ისეთი ნატურალუ- 

რი რიცხეი სე, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 2“V",< 8. განვიხილოთ 

8% სიმრავლის ნებისმიერი წერტილი X». ცხადია, XCჩი, და ამიტომ 

|/თ(ი – IX) |<2 9<8, როდესაც M>ჩ: 

ამრიგად, აღებული § რიცხვისათვის ვიპოვეთ ისეთი ნატურალური 

რიცხვი ჩა» რომ 6» სიმრავლის ყოველი X წერტილისათვის ადგილი აქვს 

უტოლობას 

| 7თ(X) –– I(X)I <8, როცა MI > მაე: 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ (2.1) მიმდევრობა თანაბრად კრებადია 6” სიმ- 

რავლეზე /(X) ფუნქციისაკენ. 
შემდეგ, რაკზ %+ სიმრავლე ზომადია, ამიტომ არსებობს ისეთი ჩა- 

კეტილი სიმრავლე ჩ” C 6%, რომ , წ 

-ს(6'--ჩ)<->. (2.4)
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(2.3) და (2.4) უტოლობათა ძალით, 

ნ-I=(ნ -–-ნ')ს(ნ1–ო) 

ტოლობიდან გვაქვს : 
M(ნ --ჩ)=ხ(ნ --ნ%)+ს(6წ-ჩ)<--+ ---=6. 

რადგანაც (2.1) მიმდევრობა თანაბრად კრებადია % სიმრავლეზე, ამი- 

ტომ იგი თანაბრად კრებადი იქნება # სიმრავლეზედაც. თეორემა დამტ– 

კიცებულია. 

§ ე, ზომად ფუნქციათა აბგებულება 

ზომადი ფუნქციის განსაზღვრიდან. არ ჩანს, თუ რა აგებულებისაა 

ზომადი ფუნქციები. როგორც ლუზინმა! გამოარკვია, ზომადი ფუნქციე- 

ბის ცნება მჭიდროდ არის დარვშირებული უუ ყვეტი ფუნქციის ცნებას- 
თან. მოვიყვანოთ ჯერ შემდეგი! 

განსაზღვრა 4. ამბობენ, რომ ზომად ნ სიმრავლეზე განსახღვ- 

რულ IX) ფუნქციას აქვს C -თვისება„ თუ ყოველი დადებითი § რი- 
ცხვისათვის არსებობს ისეთი ჩაკეტილი სიმჭავლ #ლ=6, რომ ILნ-–-”7)<6 

და 6-ზე IX) ფუნქცია უწყვეტია # სიმრავდის მიმართ. 
ლემა. სასრული ზომის სიმრავლეზე განსაზღვრულ 

ყოველ ზომად მარტივ ფუნქციას აქვს C-თვისება. 
დამტკიცება. ვთქვათ, წ სასრული ზომის სიმრავლეა, რომელზე- 

დაც განსახღვრულია ზომადი მარტივი ფუნქცია /(X). მისი ერთმანეთი- 
საგან განსხვავებული მნიშვნელობები იყოს ყ,, Vყა:,..., ყთ. ვთქვათ, 

ნ.=(X:I(0=ყ) (#=1, 2,..., MI). 

ეს სიმრავლეები ზომადია და წყვილ-წყვილად არ იკვეთებიან. ცხადია, რომ 

” 
““' ხ=V ჩხ». 

· #=1 

1 ნ. ლუზინი (1683 -- 1950) ერთ-ერთი ძირითადი წარმომადგენელია მოსკოვის მა- 

თემატიკური სკოლისა, მან ფართო გაქანება მისცა მოსკოვში ნამდეილი ცელადის ფუნ- 

ქციათა თეორიის საკითხების დამუშავებას, ამ დარგში, ისეეე როტორც თანამედროეე 

მათემატიკის სზეა დარგებში, საბჭოთა მათემატიკას მოწინავე ადგილი უკავია. პირველ- 

ხარისხოვანი მნიშვნელობის გამოკვლევები ნამდვილი ცვლადის ფუნქციათა თეორიაში 

ლუზინს გარდა, ეკუთვნის დ. მენშოვს (დ. 1892) ა. ხინჩინს (1894 –- 1959), ნ. ბარის 

(1900 –– 1961), ა, კოლმოგოროვს (დ. 1903), პ. ალექსანდროვს (დ. 1896) და მრავალ 

სხვას.
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ყოველი 6 სიმრავლის ზომადობის გამო ნებისმიერი დადებითი # რიცხ- 

ვისათვის არსებობს ისეთი ჩაკეტილი სიმრავლე /#„Cჩნ/,, რომ 

L (წს-– #,)<->-. 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

„7 

#:-- V) #,. 
ჩ=L 

# სიმრავლე ჩაკეტილია და #ლ=# და რადგანაც 

ი. · 
ნ -–-ჩხ= V (ნს). 

#=1 

ამიტომ 

– ჩ - 

#M(8-7#0= 3, რი ჩა<§. 
#=1 

შემდეგ, რაკი /(X) ფუნქცია მუდმივია ყოველ ჩაკეტილ # სიმრავლეზე 
და #, სიმრავლეები წყვილ-წყვილად არ იკეეთებიან, ამიტომ /(+) ფუნქ- 

ცია უწყვეტია #-ზე # სიშრავლის მიმართ. ლემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 18 (ლუზინი) სასრული ზომის # სიმრავლეზე 

განსაზღვრულ თითქმის ყველგან სასრულ /(:უ) ფუნქ- 
ციის ზომადობისათვის აუცილებელია და საკმარისი, 

რომ (XX) ფუნქციას ჰქონდეს C-თვისება. 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ. 
I(+) თითქმის ყეელგან სასრული ზომადი ფუნქციაა # სიმრავლეზე. მე-16 

თეორემის ძალით შეგვიძლია ვიპოვოთ მარტივ ფუნქციათა ისეთი მიმ–- 

დევრობა 

IX), ჯ5(X), .. Mა(X), –.. (3.1) 

რომელიც კრებადია 6-ზე /X) ფუნქციისაკენ. 
ზემოდამტკიცებული ლემის თანახმად, ყოველ /»(X) ფუნქციას აქვთ 

C-თვისება. ამიტომ ნებისმიერი დადებითი § რიცხვისათვის და ყოველი 
ნატურალური ”, რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ჩაკეტილი სიმრავლე 

#,,ლ–ჩ, რომ ჯუ ' 

ს(ნ- ნც)” (3.2) 2თ1+1 

და ჩ,-ზე ჩი(X) ფუნქცია უწყვეტია #,„ სიმრავლის მიმართ- ეგოროვის
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თეორემის ძალით, - რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ჩაკეტილი სიმრავ- 

ლე #=6, რომ 

M(Cნ – ჩ)<-- (3.3) 

და (3.1) მიმდევრობა თანაბრად კრებადია 77 სიმრავლეზე I(X) ფუნქცი- 

ისაკენ. ვთქვათ, 
თ 

ჯL=ი #ა. 
თ=0 

ცხადია. რომ ჩაკეტილ # სიმრავლეზე /(X) ფუნქცია წარმოადგენს 
უწყვეტ ფუნქციათა თანაბრად კრებადი მიმდევრობის ზღვარს და, ამიტომ 

Iი იქნება უწყვეტი # სიმრავლეზე. ადვილი შესამჩნევია, რომ 

8-ჩხ= ს 05 --ჩი: 

აქედან, (3.2) და (3.3) უტოლობათა ძალით, გვექნება 

თ 

M#(6 –- ჩ)ლ 2) ს (8 –+ჩ) <6. 
#:=0 

მაშასადამე, /(ს) ფუნქციას აქვს C-თვისება და ამით თეორემის პირო- 

“ბის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

დავამტკიცოთ ახლა პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, /(X) თითქზის 

"ყველგან სასრული ფუნქციაა /და 6 სიმრავლეზე „აქვს C-თვისება. მა- 

შინ ყოველი ნატურალური /> ' რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ჩაკეტილი 

სიმრავლე ჩ„C=#, რომ «. 

#(ნ-ჩა<- 

და #„ სიმრავლეზე /(X) ფუნქცია უწყვეტია ამავე სიმრავლის მიმართ. 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 
თ 

I=6ნ-–-Vს ჯი, 
MI=1 

გვექნება 
ით 

68=IVIV9( ს». (3.4) 
II== 

ცხადია, რომ |IL(M)=90.
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განვიხილოთ ახლა შემდეგი სიმრაელეები: 

II(Cთ)=(X:/I(X)>>ძ, XCI77 |, 

6(0)=(X :I(X)>>90, XCL |), 

ჩ»თ(ძ)=(X:ICX)>>ძ, XCჯI»), 

სადაც თ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია. (3.4) ტოლობის ძალით, 

ნ(0)=M(0)VI LV #ა»(0)!. 
M#I=1 

რაკი I(X) ფუნქცია უწყვეტია ჩუ სიმრავლეზე (M1=1, 2,..·), ამიტომ 
M#»(ძ) სიმრავლე ჩაკეტილია და, მაშასადამე, იგი ზომადია. ამას გარდა, 
//I(0) სიმრავლის ზომა ნულია. ამრიგად, ყოველი ნამდვილი ი რიცხვისა– 
თვის 5(0) სიმრავლე ზომადია და ამიტომ /(X) ფუნქცია ზომადია. თეო– 

რემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 19. თუ (0, ხ) სეგმენტზე სასრული /(X) ფუნქ- 

ცია ზომადია, მაშინ ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის 
არსებობს (ი, 6) სეგმენტზე ისეთი უწყვეტი ფუნქცია 

თ, რომ #(X:I(X)#დ0) | <6. 
დამტკიცე ბა. ლუხინის თეორემის თანახმად, ი მოცემული გ რიცხ- 

ვისათვის არსებობს ისეთი ჩაკეტილი სიმრავლე # C (0, ხ1, რომ 

სM(Mა)>(ხ –– ი)-– 8 

და /CX) ფუნქცია უწყვეტია # სიმრავლეზე ამავე სიმრავლის მიმართ. 

ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგ ულისხმოთ, რომ 0C#. გან– 

ვსაზღვროთ Cთ(X) ფუნქცია შემდეგნაირად: 

I(X), როდესაც XC, 

წილ) 2-2 დე+ ბ –> 
ჩი თო 

“+ 

= – IC»), როდესაც XCბთ, 

სადაც ბ,, არის # სიმრავლის მოსაზღვრე ინტერვალი, რომლის ბოლოე– 

ბია თთ და ჩ,». აქედან ჩანს, რომ თ(X) არის წრფივი ფუნქცია ყოველ 

ზო ინტერვალზე. : 

დავამტკიცოთ, რომ დ(X) ფუნქცია უწყვეტია (0, ხ1) სეგმენტზე. ჯერ 
ვაჩვენოთ, რომ იგი უწყვეტია მარჯვნიდან (თ, 6) სეგმენტის ყოველ +ჯ 
წერტილში. თუ X ეკუთვნის # სიმრავლის მოსაზღვრე ინტერვალს ან 

წარმოადგენს ამ ინტერვალის მარცხენა ბოლოს, მაშინ Cთ(X) ფუნქციის 

უწყვეტობა მარჯვნიდან X წერტილში ცხადია.
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ვიგულისხმოთ, რომ XC” და იგი არ წარმოადგენს # სიმრავლის მო–- 

სახღვრე ინტერვალის მარცხენა ბოლოს. რადგანაც # სიმრაელეზე C(X) 

ფუნქცია უწყვეტი #-ის მიმართ, ამიტომ, თუ ავიღებთ X წერტილისაკენ 
კრებად ისეთ მიმდევრობას (X,„ |), რომ XC” და X,,>X (M1=1, 2,...), 

მაშინ : 

III /(X»)=/(X). 
#-- თ 

ახლა ავიღოთ XL წერტილისაკენ კრებადი ისეთი მიმდევრობა ( X» |, რომ 

VI >+X და ყოველი V„ ეკუთვნოდეს # სიმრავლისადმი მოსახღვრე ინ- 
ტერვალებს. ვთქვათ, X„C (თი, ჩ,). მაშინ 

| ი (თ,)–– დი (თ'„) | <= II(,) –– I(ჩ»)I. 

მაგრამ 110) თ,,-=1IIII ზო=X და, მაშასადამე, 
0I-- %9 ჩი: 

II01 დ(X,)=11V) დ(8 „)=/(X). 
M-.თით #წ-C 

ვინაიდან თიოC”, ჩ».C/, ამიტომ 

1)ი1დC(X)=1I II Cთ(თ„,)=%(X). 
ხთ თ-თ 

ამრიგად. თ(V) ფუნქცია უწყვეტია მარჯვნიდან (თ, ხ) სეჯმენტის ყო- 

ველ წერტილში. | 
ანალოგიურად მტკიცდება თ(X) ფუნქციის უწყვეტობა მარცხნიდან 

IC, ხ) სეგმენტის ყოველ ჯ წერტილში. მაშასადამე, თ(X) უწყვეტია (0, ხ| 
სეგმენტზე. თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 4. ფუნქციათა მიმდევრობის ზომითი კრებაღობა – 

ვთქვათ, #ჯ" სივრცეში აღებული ზომად ნ სიმრავლეზე მოცემულია 

ზომადი თითქმის ყველგან სასრული ფუნქციათა მიმდევრობა 

ჩი, IXX, ... Iი(X): ... (4.)) 

თანახმად. ფ. რისის განსახღვრისა, (4.1) მიმდევრობას ეწოდება სომით 

კრებადი თითქმის ყველგან. სასსრულ ზომადი /(X) ფუნქციისაკენ, თუ 

ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის მართებულია ტოლობა 

)Iთ ს (X:1წი(ი –I(9)| > 8. )=0. 
წ” თ
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ზომით კრებადობას უწოდებენ აგრეთვე ასიმპტოტურ კრება- 

დობას. თუ ფუნქციათა (4.1) მიმდევრობა ზომით კრებადია ზომადი 

I(X) ფუნქციისაკენ, მაშინ დავწერთ: 

11ი1 85/ „(ეუ =/ლ0ე. 
II - თ 

თეორემა 2520, თუ ფუნქციათა (4.1) მიმდევრობა ზომით 

კრებადია #X) და ძთ(M) ფუნქციებისაკენ 8 სიმრავლეზე, 
მაშინ ეს ზღვრული ფუნქციები ურთიერთ ეკვივალენ- 
ტ ურია. 

დამტკიცება. ნებისმიერი დადებითი ტ რიცხვისათვის მართებუ- 

ლია შემდეგი დამოკიდებულება 

(XII/00 --9%91:2> 6) CIXII/„00 –/601>->-) სხ 
წ) 

2I” 

მართლაც, ავიღოთ სიმრავლის ნებისმიერი Xა წერტილი, რომელიც 
(4.2) დამოკიდებულების მარჯვენა ნაწილს არ ეკუთვნის, მაშინ ყოველი 

”I-თვის გვექნება 

| ჩინი) – /CV)| <---, _ |/»(X) –– დ(%) |2-5- 
და, მაშასადამე, 

“· I IX) – C(Xი) (<ბ. 

ე. ი. ჯე არ ეკუთვნის (4.2) დამოკიდებულების მარცხენა ნაწილსაც. ამ– 
რიგად, (4.2) დამოკიდებულების მარცხენა ნაწილის ყოველი ელემენტი 

ეკუთვნის იმავე დამოკიდებულების მარჯვენა ნაწილს. 
რადგანაც (4.1) მიმდევრობა ზომით კრებადია M(X) და დ(X) ფუნქციე- 

ბისაკენ, ამიტომ (4.2) თანაფარდობის მარჯვენა ნაწილის ზომა ნულისაკენ 
მიისწრაფვის, როცა /I->C0. ამიტომ 

1 0:X1:II(X) –– C(M9) |>>8 | =ძ9. (4.3) 

ს X.I/„იი--401> (4.2) 

ხადია, რომ ცხადია, 

1 

(XC/C)#დლი (= ს (XXIII – დ(ი|> --) სM, ტ.4 
ც.=1 

სადაც 7/I იმ X წერტილთა სიმრავლეა, სადაც I(X) და დ(წ) ერთსა და 
იმავე ნიშნი უსასრულოა. რადგანაც MX) და დ(ჯ) თითქმის ყვე ლგან
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სასრული ფუნქციებია, ამიტომ #(LI)=0 და, მაშასადამე, თუ გავითვა– 

ლისწინებთ (4.3) ტოლობას (4.4) დამოკიდებულებიდან მივიღებთ 

#(9:/6#/დლი)=0, 
ე. ი. /I(X)--დ(Xწ). თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 951 (ლებეგი.: თუ სასრული ზომის # სიმრავლე- 
ზე განსაზღვრული ზომადი და თითქმისყველგან სას- 

რული ფუნქციათა (4.1) მიმდევრობა კრებადია # სიმ- 
რავლის თითქმის ყველა წერტილში თითქმის ქჭველგან 
სასრული /I(X) ფუნქციისაკენ, მაშინ მოცემული მიმდე:- 

რობა ზომით კრებადია /(X) ფუნქციისაკენ: 

დამტკიცება. ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი რიცხვები § და 8. 

ეგოროვის თეორემის ძალით არსებობს ისეთი ჩაკეტილი სიმრავლე ჩ Cნ 

და ნატურალური რიცხვი M(6, 8), რომ VC6 –– #)ლ6 და #” სიმრავლის 
ყოველი X წერტილისათვის ' 

|წთ0)–/X)|<8, როცა /1> M(6, 8). 

ცხადია, რომ 

MIX: /თ(X) – IX) 1>>6 | <6, როდესაც /IC>/V6, ზ8)- 

მაშასადამე, 
1Iრ 0 (XI წი(0 ––/C)|I>>ბ | =0 
ოთ-თ 

და ამით ლებეგის თეორემა დამტკიცებულია. 
შენიშვნა, ზომად ფუნქციათა (4.1) მიმდევრობა შეიძლება ზომით კრებადი 

იყოს /(X) ფუნქციისაკენ, მაგრამ იგი კრებადი არ იყოს 6 სიმრავლის არც ერთ წერ- 

ტილში, · 
მართლაც, ეთქვათ, Iჯე=10= X<:1; 0 < ყ<1) კვადრატზე განსაზ ღვრ ულია ფუნქციები: 

1, თუ (X,V)6/20), 
4, დ) = 7 

0, თუ (X,V)C/%. –#7/, 

სადაც 

  

ლღეღეი““'"წ”რუ·' I ._. 
იი“, >, L = (0, |=1, 2,..., ჩ), 

ხოლო # ნებისმიერი ნატურალური რიცხეია. ამგვარად, ყოველ #-ს შეესაბამება ჯგუ- 

“ფი ფუნქციებისა. თუ #-ს მივანიჭებთ სხვადასხვა მნიშენელობებს და ზემოაღნიშნულ
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ფუნქციებს მიმდევრობით გადავნთმრავთ ერთი ნიშნაკით, მივიღებთ ფუნქციათა მიმდე– 

ერობას 

II(X, ყ). /(X, ყ),.-.ს /თ(X, V), #... რტ4.5, 

ვაჩვენოთ, რომ (4.5) მიმდეერობა ზომით კრებადია ნულისაკენ. ავიღოთ ნებისმიერთ 

დადებითი რიცხვი 8<1. თუ /ია(X, M)=დ!"(X, Vყ), მაშინ : 
” 

((CXV V) :1/ი(X, V) 1=8 '=ჩ) 

და, მაშასადამე, 

1 

 ( (X. M) :| ”თი(X, VI) I=6)=“+. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ (4.5) მიმდევრ”-ბა ზომით კრებადია ნულისაკენ. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ (4.5) მიმდევრობა კრებადი არაა ნულისაკენ #ბ-ის არც ერთ 

წერტილში. განვიხილოთ ე-ის ნებისმიერი წერტილი (Xე, Mი). ცხადია, ყოველი #-თვის 

მოიძებნება ისეთი ( და /, რომ (Xა, ყაC/2"") და, მაშასადამე, დ (ჯა, Vყი)=1. ამრი- 
· V” ”/V 7 

გად, 

/LCXი. ი), /ი(Xი, I/ი), · +» , /(Xა· Mი), ·.. (4.6) 

მიმდევრობაში ყოველთვის შეხვდებით ერთის ტოლ რიცხვებს და ამიტომ (4.6) მიმდევ– 

რობა კრებადი არაა. 

ამ მაგალითიდან ჩანს, რომ ზომითი კრებადობის ცნება უფრო ზოგადია, ვიდოე 

თითქმის ყველგან კრებადობის ცნება.“ 

თეორემა 99 (ფ. რისი) თუ ზომად #8 სიმრავლეზე ზომად. 
ფუნქციათა მიმდევრობა I/()|) ზომით კრებადია ზო- 

მად /X) ფუნქციისაკენ, მაშინ ამ მიმდევრობიდან შე_ 

გვიძლია გამოვყოთ ქვემიმდევრობა, რომელიც კრება– 
დია თითქმის ყველგან ჩ-ზე (2) ფუნქციისაკენ. 

დამტკი ცე ბა. აღვნიშნოთ /I,-ით ნატურალური რიცხვი, რომლის– 
თვისაც 

1 1 

#LX:I/ თ –IთიI>+ |<-- 

შემდეგ, ავიღოთ ისეთი ნატურალური რიცი ჩა> 0), რომ 

#IX:I/,,ხი –M90I>     

საზოგადოდ, /I, იყოს ისეთი ი ხტერლენი. ი იასი მეტი /Iს-)-ხე, რომ 

#IXII/,,დი –/0I> > 1<ჯ-
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ამგვარად, მოცემულ მიმდევრობიდან გამოვყავით ფუნქციათა ქვე მიმდევ- 
რობა 

ე (X) "»,CX), . სისა, “. . 

დავამტკიცოთ, რომ თითქმის ყველგან 6-%სე ადგილი აქვს ტოლობას 

1101 /,,,(X)=/(X). (4.7) 
L--თ 

რი -მემოვიღოთ აღნიშვნები 

აა ლ” · 1.) თ 
ნ,= ს XI ჩაი) 90 I=-), #=ი0 ჩი 

#M=- ) 

ცხადია, 6)= ნა= 7 :.=6,=-.. და, მაშასადამე, IX თავის მე-18 თეო- 

რემის თანახმად 

| IIიIს (5,)=ს CჩM. 
(თ 

“შემდეგ, რაკი ' 

1 
თდ 

I 
#(ნმ< 2. ” 2-1” 

#-=/ 
ამიტომ |L(//)=0. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ (4.7) ტოლობას ადგილი აქვს #6 -- // სიმოავ– 

ლის ყოველ წერტილში. 6 ––- // სიმრავლის ნებისმიერი +, წერტილისა- 

თვის მოიძებნება ისეთი I, რომ X-C6,, და ამიტომ 

> 1 · 
Xე-C IX: ჩსიი –/C (=> 5. , როცა #2>(- 

მაშასადამე, 

I”, (X) – IX) < +, როცა #2>ი. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ . 

| III 7 ,,(X9) =/CXე)- 
#--თ 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 93, |ძთ, ხ|I სეგმენტზე ზომადღიდა თითქმის ყეე- 

ლგან სასრული /(») ფუნქციისათვის არსებობს უწყეეტ 

ფუნქციათა მიმდევრობა, რომელიც ზომით კრებადია 

I(X) ფუნქციისაკენ I0, ხ) სეგმენტზე.
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დამტკიცება. განვიხილოთ ნებისმიერი დადებითი თ რიცხვი. მე-19 
თეორემის ძალით, ყოველი ნატურალური # რიცხვისათვის არსებობს 

(ით, ხ)-ზე უწყვეტი ისეთი «.,(X) ფუნქცია, რომ 

MC IX :I/00 –– დX)=>C0I )<--. 

თუ #-ს მივანიქებთ მნიშვნელობებს 1, 2,..., მივიღებთ |ძ, ხ| სეგმენტ- 

ზე უწყვეტ ფუნქციათა |C/(X)| მიმდევრობას, რომელიც ზომით კრე- 
ბადია (0, ხ|) სეგმენტზე /(X) ფუნქციისაკენ, თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 94 (მ, ფრეში). |ი, ხ| სეგმენტზე ზომადი და 
თითქმის ყქელგან სასრული (/() ფუნქციისათვის არ- 

სებობს |ი, ხI-ზე· უწყვეტ ფუნქციათა მიმდევრობა, 
რომელიც თითქმის ყველგან (ძ, ხ)I-ხე კრებადია /(X) 

ფუნქციისაკენ. 
ეს თეორემა 23-ე და რისის თეორემის შედეგია. 

სავარჯიშო 

1. ვთქვათ, /(X)=1, როდესაც X რაციონალურია და /(X–)=2, როცა X ირაციონა- 

ლურია, დაამტკიცეთ, რომ /(X) ფუნქცია ზომადია ყოველ (0, ნ) სეგმენტზე. 

ბ, თუ 8 ზომადი სიმრავლეა, მაშინ მისი მახასიათებელი #წ6(X) ფუნქცია ზომადია. 

არის თუ არა მართებული შებრუნებული დებულება? 

მშ. დაამტკიცეთ, რომ თუ IIVიI 05 /,ფ(X)=/(X) და! სი კად»ინ0=%00, მაშინ 
თ.-.თ 

1I0I მ§ I/თიი- I-დ,(X) )=III 2 მ5 /თ(X) +IIIი მ§ი,»(X). 

„-% „ MI--თ 

4. დაამტკიცეთ, რომ თუ დ(Xჯ) არის ზომადა და თითქმის ყველგან სასრული, ხო- 

ლო II!წი მ5 /,,(X)= /(X), მაშინ 

III) მა I/ (>) დ(X) 1=/0ი დრი. 
” თ



თავი XI 

ელემენტარული ფიგურის ფუნქციები 

§ 1. ელემენტარული ფიგურის ფუნქციის ცნება 

განსაზღვრა 1. #”" სივრცის წერტილთა რაიმე ” სიმრავლეს ეწო- 

დება ელემენტარული ფიგურა, თუ იგი წარმოიდგინება როგორც 
ჯამი ურთიერთ არაგადამ ფარავი #-განზომილებიანი სეგმენტებისა, რო- 

მელთა რიცხვი სასრულია. 

ამ სეგმენტების ფართობთა ჯამს ეწოდება ელემენტარ ული/ფი- 
გურის ფართობი და აღინიშნება იგი |” | სიმბოლოთი, 

ცარიელ სიმრავლესაც ელემენტარულ ფიგურად მივიჩნევთ. 
ახლა ვთქვათ, #ე რაიმე ელემენტარული ფიგურაა. თუ Iე-დან აღე- 

ბულ ყოველ ელემენტარულ I ფიგურას შეესაბამება რაიმე წესით ნამ- 
დვილი რიცხვი ”(,), მაშინ ვიტყვით, რომ ”ს ფიგურაზე განსაზღვრულია 

ელემენტარული ფიგურის #(-) ფუნქცია. 
განსაზღვრა 9, ელემენტარულ #ე ფიგურაზე განსახღვრულ #() 

ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი ”-ზე, თუ ყოველი დადებითი 6 რიცხვი- 
სათვის მოიძებნება ისეთი დადებითი გ რიცხვი, რომ #”ე-დან აღებული 
ყოველი LI სეგმენტისათვის, რომლის ფართობი 8-ზე ნაკლებია, მართე– 

ბულია უტოლობა | #(,) |<-6. 

განსაზღვრა ვ. ელემენტარულ „ე ფიგურაზე განსაზღვრული #(,) 
ფუნქციას ადიტიური ფუნქცია ეწოდება, თუ ”7ა--დან აღებულ 

ურთიერთ არაგადამფარავი და „ა ელემენტარული ფიგურებისათვის 
მართებულია. ტოლობა 

#(ს I /-)=”ჩ(წ)+#ჩ V'). 

ადვილი შესამჩნევია, რომ, თუ #(C,) ადიტიური ფუნქციაა ”ე-ზე, მა– 

შინ #(#M)=0. მართლაც, 

M(#)=”(#4 LI #)=”(4)+ჩ(4)=2 #CV)- 

აქედან ჩ(#)=0. 
ღია C სიმრავლეზე განსაზღვრულ #(C.) ფუნქციას ეწოდება უწყეე-
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ტი 0-ში, თუ იგი უწყვეტია C-ში მოთავსებულ ყოველ ელემენტარულ 
# ფიგფრაზე. 

განსაზღვრა 4, ელემენტარულ #ე ფიგურაზე განსაზღვრულ #C) 
ფუნქციას ეწოდება შემოსაზღვრული ”ე:-ზე, თუ არსებობს ისეთი დადე– 
ბითი X რიცხვი, რომ #ა-დან აღებული ყოველი I სეგმენტისათვის მარ– 
-თებულია უტოლობა | #(CI) |(=<M%. 

§ 5, ელემენტარული ფიგურის ფუნქცია სასრული ვარიაციით 

ვთქვათ, ელემენტარულ ი ფიგურაზე განსაზღვრუ ლია ჩ(C,) ფუნქცია. 
” 

გავყოთ ე ფიგურა სეგმენტებად V), 15, . . -,/ფ, სადაც 7„-=V II და გან– 
M=! 

უიხილოთ ჯამი 
” 

§=5%)|ჩ(ჩაI. 
#=1 

#”ე ფიგურის ყოველ დაყოფას სეგმენტებად შეესაბამება გარკვეული არა- 
უარყოფითი რიცხვი 5. ასეთ 5 რიცხვთა სიმრავლის ზუსტ ზედა საზღ- 
ვარს ვუწოდებთ ”#V) ფუნქციის სრულანუ აბსოლუტურ ვარია- 
ციას /#ე:-ზე და მას აღვნიშნავთ V (ჩ: #)) სიმბოლოთი. ჩ#(,) ფუნქციას 

ეწოდება ფუნქცია სასრული ვარიაციით, თუ ,V(#,; ”წე)<+C. 
ახლა გავყოთ #ე ფიგურა: სეგმენტებად I, 1... I, ისე, რომ 

ი! 
გვქონდეს ”ა= LI I. აღვნიშნოთ #-თი ყველა დადებითი ”#(I,) რიცხვთა 

#==1 

ჯამი, V#-ით კი ყველა უარყოფითი (I) რიცხვთა ჯამი. ცხადია, რომ 

M” 

ხნ. M= 2)Iჩ(ჩა' (2.1) 
=1 

აღვნიშნოთ V+(/”; I) სიმბოლოთი ” რიცხვთა სიმრავლის ზუსტი 
ზედა საზღვარი, ამ ზუსტ ზედა საზღვარს ეწოდება #(C,) ფუნქციის და- 

დღებითი ვარიაცია ი. ფიგურახე. 
V-“ (I; /ი) სიმბოლოთი აღვნიშნოთ M რიცხვთა სიმრავლის ზუსტი ქვე–- 

და სახღვარი. ამ ზუსტ ქვედა სახღვარს ეწოდება CV) ფუნქციის უა რ- 
ყოფითი ვარიაცია ”/ე ფიგურაზე.
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თეორემა 1. „წე ფიგურაზე განსაზღვრული ნებისმიერი 

#CV) ფუნქციისათვის მართებულია ტოლობა 

VI(Cჩ; ჩე)-- V (ჩ”; ”ე)=V (/-; ”ი)- (2.2) 

დამტკიცება. (2.1) ტოლობედან გვაქვს 

ჩ--M=<V (ჩ; წე). 

აქედან ვღებულობთ 

VIII, ს) V  (ჩ; ჩა)=V (ჩ; ”ი). (2.3 
იგივე (2.1) ტოლობიდან გამომდინარეობს შემდეგი” დამოკიდებულება: 

” 

2)Iწთა|<V+C, ი) V  (ჩ; ჩა). 
L=) 

საიდანაც · 

V(C#”; ”იე)== VI”; /ი)-– V“ (ჩ, /ი). (2.4) 

(2.3) და (2.4) დამოკიდებულებებიდან მიიღება (2.2) ტოლობა. 
თუ #VC) არის ადიტიური ფუნქცია „ე ფიგურაზე, მაშინ · 

VICჩ; ”ეე)=5ს0 ჩ(-), V “CI; ”)=1ი!/(უ. 
”C79 #”ლ-ლ7ი 

ამას გარდა, 

ნ+M=,ჩC). (2.5) 

1-ლი თეორემიდან გამომდინარეობს შემდეგი 

შედეგი. თუ M(V) არის ფუნქცია სასრული ვარიაციით 
ფიგურაზე, მაშინ VIყ(”-; „ა) და V“(#; ”ე) სასრულია დაპი- 

რიქით, თუ V+VCV; ”) და V“(–: „) სასრულია, მაშინ #() 

წარმოადგენს ფუნქციას სასრული ვარიაციით #: ფიგუ- 

რაზე. : 

ცხადია, თუ ჩ”V) წარმოადგენს ფუნქციას სასრულივა- 

რიაციით ”-ფიგურაზე, მაშინ იგი იქნება ფუნქცია სას- 

რული ვარიაციით (წ-დან აღებულ ყოველ ელემენტარელ 

„” ფიგურაზე. · 

აგრეთვე ცხადია, რომ, თუ MC), #0)... MI) ფუნქციები 
სასრული ვარიაციისაა (ე ფიგურაზე, მაშინ მათი წრფი- 

ვი კომბინაცია C)ჩ)(I)+C2”90()+.· -·+C" MC) იქნება ფუნქ- 

ცია სასრული ვარიაციით ”ე-ხე.
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თეორემა 9, თუ ”() არის ადიტიური ფუნქცია სასრული 

ვარიაციით”ე ფიგურაზე, მაშინ ადგილი აქვს ტოლობას 

/(ი)=V” (წ; I„)+V” (”; წ). (2.6) 

დამტკიცება. (2.5) ტოლობიდან გვაქვს 

ჩ=7.1 (0) –– M=7#ჩ(5) – V“ (/”; ”ი), 

M=ჩ(C-M) –– –” >> ”(წი)–– VI C(; /). 

მაშასადამე, 

VI (”; ”ი) <= ” (წი) –– V” (/”; ი), V  (ჩ; ჩი) => (ჩე) -– VI(C#; ჩი). 

ამ დამოკიდებულებებიდან , გამომდინარეობს (2.6) ტოლობა, რომელსაც 

ჩV) ფუნქციის ჟორდანის კანონიკური დაშლა ეწოდება. 
თეორემა 3. თუ /#V) არის ადიტიური ფუნქცია სასრული 

ვარიაციით ელემენტარულ «ე ფიგურაზე, მაშინ ვარია- 

ციები V+·+VC-; „), V (ჩ; ი) ღა V(ჩ; /) აგრეთვე ადიტიური 
ფუნქციებია #„ ფიგურაზე. 

დამტკიცება, ვთქვათ, /, და „კ არიან „--დან აღებული არაგადამ- 
ფარავი ელემენტარული ფიგურები, ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი რი–- 
ცხვი 6. ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლის ზუსტი ზედა საზღვრის განსაზღ-- 
ვრის თანახმად არსებობს შესაბამისად #, და „, ფიგურებზე ისეთი ელე- 

მენტარული ფიგურები #4! და /.”, რომ 
6 

ჩ („«ი) > VXXVC§; ჩა“ ჩ( „I >V” (LM; წ) +. 

აქედან 
ნ(„ი ცია) >V+(-; ”)+VX(Vჩ, რ)–- წ. 

მაშასადამე, 

VIC;; 5 I აა) >V IC”; ი)+V ყICჩ; ჩ)–– წ. 

რაკი 8 ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, ამიტომ 

VV+C; ის ი)>> V"CV; ”)+V·L”; /ა). (2.7) 

შემდეგ, წ LI, ფიგურიდან ავიღოთ ნებისმიერი ელემენტარული ფი- 

გურა #. ეს ფიგურა შეგვიძლია ასე წარმოვადგინოთ: „=/,? L) /:%, სადაც, 
/)” ლ.) და /ე%ლიო. გვაქვს: 

#ჩC)=ჩ(ეი)ს-C#CI/ჭ) = V I(Cჩ; ))+ VI; ; ”ე).
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აჭედან 

VVV; ”ს)ს7)=VVC; „)+VIXL; #). (2.8) 

(2.7) და (2.8) დამოკიდებულებებიდან გამომდინარეობს ტოლობა 

VICჩ; „ICI I-)=V IC”; „)+VVC; ი). 

მაშასადამე, V +Cჩ; ”) არის ადიტიური ფუნქცია. 

ანალოგიურად მტკიცდება V“(ჩ; „) ფუნქციის ადიტიურობა Iე ფიგუ- 
·რაზე. 

დასასრულ, რადგანაც 

V(C; „)=VX(–; აი –-Vჩ; #), 

ამიტომ V(”; „) ფუნქციაც აღიტიურია (ე ფიგურაზე. თეორემა დამტკი- 
ცებულია. | 

თეორემა #. თუ ადიტიური #() ფუნქციის VI+(7; ჯ)) და 

V “CI; „ე ვარიაციებიდან ერთ-ერთი სასრულია, მაშინ 

#VV) იქნება ფუნქცია სასრული ვარიაციით /#ე ფიგუ- 

რაზე. 
დამტკიცება. აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 

V+(CI; წ”ი) სასრულია. #C,) ფუნქციის ადიტიურობის გამო, „ა-დან აღებუ- 

ლი ყოველი ელემენტარული # ფიგურისათვის გვაქვს 

MC )=/(წ) –– ჩ (ჩი –– წ) => ”(Iა) –– V +Cჩწ; ”ე). · 
მაშასადამე, 

V“Cჩ; წი) => ”CწIი)-– V IC”; წ). 

აქედან გამომდინარეობს, რომ V-(C/”-; ”ე) სასრულია და, მაშასადამე, /'() 
არის ფუნქცია სასრული ვარიაციით ”ე ფიგურაზე. თეორემა დამტკი- 

ცებულია. 
ახლა ვთქვათ, I ფიგურაზე განსაზღვრულია რაიმე ადიტიური #() 

ფუნქცია. ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის შემოვიღოთ აღნიშვნები 

8-(L; ”ია)=5სხ ჩC), #6«ჩ; ”ი)=1იწწ(ე, |„|<6. . 
-ლრი... წლი 

ადვილი შესამჩნევია, რომ, 6-(L I) და ნიC(L; ჩა) არიან შესაბამისად §-ის 

„კლებადი და ზრდადი ფუნქციები. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

(I; ”'ა)=11თ ნ9(”; ჩა), 6(ჩ; M)=1(10 5-(-; /ი). 
, 6-0 – 8=0...
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ცხადია, რომ _ 

ც(L, ”ი) >> 9, '1C. #5) ==0. 

თეორემა წ. თუ ადიტიური #(V) ფუნქციისათვის ნ(; 79) 

და #ჯV, ”წ) სიდიდეებიდან ერთ-ერთი სასრულია, მაშინ #VC) 

იქნება ფუნქცია სასრული ვარიაციით ჯე, ფიგურაზე. 

დამტკიცება. ვთქვათ, მაგალითად, (ჩ–; ”-)<-+C. მაშინ არსე– 

ბობს ისეთი დადებითი რიცხვი §, რომ ნი(ჩ, ”ნა)<-+C თ. გავყოთ #7: ფი- 

გურა ისეთ სეგმენტებად ,, I#.,..., #„, რომ ყოველი მათგანის ფარ- 
თობი ნაკლები იყოს §-ზე. ცხადია, რომ 

V+C; I) ლ ნ”; ი) (ჩ=1, 2)... -; MI). 
აქედან 

7 

V+XVჩ; რ)= 2) V+VC ჩა <თ 6, ”)<+თ. 
§=1 

მე-4 თეორემის თანახმად, #V) არის ფუნქცია სასრული ვარიაციით. 

§ 8. ელემენტარული ფიგურის მონოტონური ფუნჰციები 

ვთქვათ, „ე ფიგურაზე განსახღვრულია ადიტიური ფუნქცია #(”). ჩვენ 
ვიტყვით, რომ #() ზრდადია #ა-ზე, თუ ”ა ფიგურაში მოთავსებული 

ყოველი ელემენტარული ჯ ფიგურისათვის #(I) >> 0, ხოლო იგი კლებადია, 

ი-ზე, თუ #CV-)==0 ყოველი ელემენტარული # ფიგურისათვის, რომე– 
ლიც მოთავსებულია #- ფიგურაში. 

ადიტიურ #(C-) ფუნქციას მონოტონური ეწოდება Iე ფიგურაზე, 
თუ იგი ზრდადი ან კლებადია 7ე-ზე. 

ცხადია, თუ #(,) ზრდადი ფუნქციაა #ე ფიგურახე, მაშინ #(-,) <= ”(IM), 
როცა ლ, ხოლო, თუ #(#) კლებადია, მაშინ #(C-) >> IC), როცა 

წლ. 
თეორემა 6. თუ ადიტიური LV) ფუნქცია მონოტონურია 

( ფიგურაზე, მაშინ იგი არის ფუნქცია სასრული ვა- 

რიაციით #ე-ზე. 
დამტკიცება. აზრის გარკვე ულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ #C) 

ზრდადია /,-ზე, მაშინ V-(C/-; ”:)=0 და, მაშასადამე, მე-4 თეორემის თა– 
ნახმად MC) არის ფუნქცია სასრული ვარიაციით წე ფიგურაზე. 

თეორემა ? (ჟორდანი). ელე მენტარული/იე ფიგურაზე განსა- 

ზღვრული ელემენტარული ფიგურის ყოველი ადიტიური
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ფუნქცია სასრული ვარიაციით შეიძლება წარმოდგე- 

ნილი იქნეს ორი ზრდადი ფუნქციის სხვაობის სახით. 
დამტკიცება. ვთქვათ, IC) არის ადიტიური ფუნქცია სასრული 

ვარიაციით #ე-ზე. მე-2 თეორემის თანახმად 

სC,)ლ–VXCI; ”ა)+V-C I, #ე). 

სახოგადოდ, #”ი-დან აღებული ყოველი ელემენტარული # ფიგურისათვის 
გვაქვს 

წლრ.=V+VCV; ი+V-(ჩ?; ო. 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს! 

დ(ე=V%(L; „), VIC)= –- V“/(L; „), 

გვექნება 
#MV)=Cთ(,) –– MI. 

ცხადია, თდ() და VI) ზრდადი ფუნქციებია "(ე ფიგურაზე. თეორემა 

დამტკიცებულია. 

§ 4. აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქციები 

განსაზღვრა წ. #ე ფიგურაზე განსაზღვრულ M#(C.) ფუნქციას ეწო- 

დება აბსოლუტურად უწყვეტი ”-ზე, თუ ყოველი დადებითი 
გ რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი დადებითი გ რიცხვი, რომ /ე-დან 
აღებული წყვილ-წყვილად არაგადამფარავი ნებისმიერი 7); I, .-., 1. 
სეგმენტებისათვის რომელთა ფართობების ჯამი გ-ზე ნაკლებია, მართე– 
ბულია უტოლობა 

2, IM(ჩა | <წ. 
ს=1 

თეორემა 8. „ე ფიგურაზე განსაზღვრული ადიტიური,() 
ფუნქციის აბსოლუტურად უწყვეტობისათვის#ა-ზე, აუფცი- 

ლებელია და საკმარისი, რომ ნებისმიერი დადებითინ 

რიცხვისათვის არსებობდეს ისეთი დადებითი § რიცხეი, 

რომ |IჩMC)| <6 ყოველი“ ელემენტარული #Cწ ფიგურისა- 
თვის, რომლის ფართობი 8§-ზე ნაკლებია. 

დამტკიცება. პირობის აუცილებლობა ცხადია. დავამტკიცოთ პი- 

რობის საკმარისობა. ვთქვათ, ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსე-
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ბობს ისეთი დადებითი 8 რიცხვი, რომ /#ა:-დან აღებული ყოველი ელე– 
მენტარული „ ფიგურისათვის, რომლისთვისაც |”|<8, გვაქვს უტოლობ» 

Iჩ(0| <6. 
ავიღოთ 7ე:-დან ნებისმიერი რიცხვი წყვილ-წყვილად არაგადამფარავი 

სეგმენტებისა 7”), #ე,. ..,Iთ, რომელთათვისაც 

თ 

2) II. <8. 
#=1 

ვთქვათ, Iს), I", ქ... IV) ის სეგმენტებია აღებულ სეგმენტებიდან, რო– 

“ მელთათვის 

ნ(Iის)<0 (#=L2,... ი), 

ხოლო 70), 12, ,.., II.) იყოს დანარჩენი სეგმენტები მოცემულ სეგმენ– 
ტებიდან. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

ჩ ი 
რ= ს 1;", M= 011. 

ჩ= 1 ჩ=1 

ცხადია, რომ #, და ( ელემენტარული ფიგურებია და || <ზ, |/21<-6. 
მაშასადამე, 

? ი 

ჩ(5)= 2) ჩ(IM) <,, |ჩდ)| = 2) I/ (12I)| <«. 
' #==1 ჩ=1 

შემდეგ ცხადია, რომ 

„” 

2) | წ(ნა| =ჩ(რ)+ | წლ) | <%. 
==1 

აქედან გამომდინარეობს /(C,) ფუნქციის აბსოლუტურად უწყვეტობა 

ფიგურაზე. 
თეორემა 9. ”ე ფიგ ფრაზე განსაზღვრული ადიტიური#C) 

ფუნქციის აბსოლუტურად უწყვეტობისათვის #/.--ზე, აუ- 
ცილებელია და საკმარისი შემდეგი ტოლობების შესრუ– 
ლება: 

(CL; „ა)=0, 15(M;. /.)=0. (4.1):
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დამ ტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, 

ჯC) აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქციაა ე ფიგურაზე. #(C) ფუნქციის 
აბსოლუტურად უწყვეტობის გამო, ნებისმიერი დადებითი § რიცხვისათ- 
ვის არსებობს ისეთი დადებითი § რიცხვი, რომ #ე-დან აღებული ყოვე- 
-ლი ელემენტარული # ფიგურისათვის, რომლის ფართობი გ-ზე ნაკლე- 

ბია, ადგილი ექნება უტოლობას I#(Cე| <6. მაშასადამე, 

ნბ(ჩ; ”აა<=6, | 5ბ(”; წი) | <= 8. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

(0, ოთ» | 5(ც; ”ი)|==6- 

რადგანაც 6 ნებისმიერი რიცხვია, ამიტომ მართებულია (4.1) ტოლობე- 
ბი. ამით პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, ადგილი აქვს (4.1) 

ტოლობებს. ვაჩვენოთ, რომ #C) აბსბროლუტურად უწყვეტი ფენქციაა ჩი 

ფიგურაზე. ნებისმიერი დადებითი § რიცხვისათვის ვიპოვოთ ისეთი და- 

დებითი § რიცხვი, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობებს 

–ი<ჩნ%('; /ხნI=0, 0= 62(”; ”ე) <8. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ /7ე-დან აღებული ყოველი ელემენტარული 
# ფიგურისათვის, რომლის ფართობი გ-ზე ნაკლებია, მართებულია უტო- 

ლობა | #(,) | <6. მაშასადამე, #0) აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქციაა 

#ე ფიგურაზე. თეორემის პირობის საკმარისობაც დამტკიცებულია. 
თეორემა 10. თუ #V) არის ადიტიური აბსოლუტურად 

უწყვეტი ფუნქცია „ ფიგურაზე, მაშინ იგი იქნება 
ფუნქცია სასრული ვარიაციით?/ე-ზე. : 

დამტკიცება. რადგანაც ჩ() აბსოლუტურად უწყვეტია ”ე ფიგუ- 
რაზე, ამიტომ #(L; #7ე)=0 და, მაშასადამე, მე-5 თეორემის თანახმად 

#VCV) არის ფუნქცია სასრული ვარიაციით #ე ფიგურაზე. 

ადვილი დასამტკიცებელია შემდეგი 
თეორემა 11. თუ #V(), 97), -. ა LI”) ადიტიური აბსოლე- 

ტურად უწყვეტი ფუნქციებია / ფიგურაზე, მათი წრფი- 
გი კომბინაცია C)ჩ)()+C:ჩ-X)+...+6თწთა() იქნება აგრეთ- 

გე აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქცია „-ზე. 
ახლა მოვიყვანოთ მაგალითი ადიტიური უწყვეტი ფუნქციისა სასრუ- 

ლი ვარიაციით, რომელიც აბსოლუტურად უწყვეტი არ არის. ამისათვის 

განვიხილოთ ორგანზომილებიანი სეგმენტი ”-=|0,1; 0,1). აღვნიშნოთ
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#-თი (0,0) და (1,1) წერტილების შემაერთებელი დიაგონალი. MC) ფუნ– 
ქცია ასე განვსაზღვროთ: 

#C)=IV ი ჩ), 

სადაც ” არის ”)-დან აღებული ნებისმიერი ორგანზომილებიანი სეგმენტი, 
ხოლო IC” (1) 5) წარმოადგენს აღებული დიაგონალის იმ ნაწილის სიგრძეს, 
რომელიც მოთავსებულია ჯ# სეგმენტის შიგნით. ცხადია, რომ #(,) ადი– 
ტიური უწყვეტი ფუნქციაა. ამას გარდა, ადვილი შესამჩნევია, რომ 

VV ; ”ი)=> V2. 

მაშასადამე, #(-) წარმოადგენს ფუნქციას სასრული ვარიაციით, მაგრამ” 

იგი არაა აბსსოლუტურად უწყვეტი ფუნქცია ”--ზე, ვინაიდან ყოველი 
ელემენტარული /# ფიგურისათვის, რომელიც ს სიმრავლეს შეიცავს გვაქვს 

ნს()=V 2. . 
თეორემა 19. თუ #V) არის აბსოლუტურად უწყვეტი დ» 

შემოსაზღვრული ფენქცია # ფიგურაზე, მაშინ #(C) იქ- 
ნება ფუნქცია სასრული ვარიაციით «#ე-ზე. 

დამტკიცება. რადგანაც #C) არის აბსოლუტურად უწყვეტი 
ფიგურაზე, ამიტომ რიცხვი 1-თვის მოიძებნება ისეთი დადებითი § რი–- 

ცხვი, რომ ”.-დან აღებული ნებისმიერი წყვილ-წყვილად არაგადამფარავი. 

სეგმენტებისათვის I, #M,-.., I, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას. 

IM | + | 7 I+· · -+ წ” <8, გვაქვს უტოლობა 

| ჩ(ი)|)+| წ(I)| +... + | ”(1,) | <1. 

ვთქვათ, 
#=5ს0ი|#(0I 

1ლ-% 

რადგანაც #(-) ფუნქცია შემოსაზღვრულია, ამიტომ # სასრულია, 

ახლა განვიხილოთ ნებისმიე რე წყვილ-წყვილად არაგადამფარავი სეგ– 

მენტები 

11, ჰა... 1თ) (4.2) 

რომლებიც მოთავსებულია /ე:-ში. აღვნიშნოთ V ასოთი იმ I სეგმენტე– 

ბის რიცხვი, რომელთათვის 

, გ 
=>– „ყა. 

217%I1 ადვილი დასამტკიცებელია, რომ »< წ
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ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ ეს სეგმენ- 

კტებია შემდეგი: 

Iს 1. ს“. IV. 

„მაშინ (4.2) მიმდევრობის დანარჩენი სეგმენტები იქნება 

'წ'ოლღე–““ (4.3) 

აქ წარმოგვიდგება ორი შემთხვევა: 

17 (ნაა +++“ "+ (7 | <8. ამ შემთხვევაში. გვაქვს: 

გ) წთა|- 2 |ჩ(I)|+ X |ჩ(Iა| <Mა + 1<#- 224 
=1 ლ #M= V+-1 

29. (III +IM421I+-->+17თ | >> ზ. ამ შემთხვევაში (4.2) სეგმენტე- 
ჯბისაგან შევადგინოთ სიმრავლეები 

M ჩ. 

I)= ს „აი IXა= ს IM. -." Iა= VI. I, 

ჯ (9+! 1=ჩს-1+L1 

«სე,,რომ მართებული იყოს უტოლობები 

+ =<I%| <8 (=1, 2,..-, M). 

  

“შემდეგ, 
M 

IMI=> 2) %| >-:- 
ჯ1=1 

გბმედან 
217! # == გ.” 

მაშასადამე, 

ჩ = 

2 Iწთ)I = » Iწრა|+ 2)Iნ0აიI+ 3) Iჩთაი|+--.+ 
' #=1 _ 1=0-+I 

2(7, 2! L 

+ L Iჩწთავკი) <Mჩ.V+ს <#- “ა
- I, 2L/იL <0L 

1=#MIს-1+1
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ამრიგად, ორივე შემთხვევაში გვაქვს: 

” 

2)IწC0აI <M-ი+ი, 
#=1 

სადაც თ = იმXL 1, 12014 1. აქედან გამომდინარეობს, რომ 

V (”; ”ე)<=I-C+თ <--C, 

ე. ი. #V) არის ფუნქცია სასრული ვარიაციით #”კ ფიგურაზე და ამით 

თეორემა დამტკიცებულია.



თავი XII 

წარმოებული რიცხვები 

§ 1. დინის წარმოებული რიცსვები 

ვთქვათ, II სივრცის X, წერტილის რაიმე მიდამოში განსაზღვრულია 
I(X) ფუნქცია. გამოსახულებებს 

1IIთი 5ყი I) – IX. და III ჯი(-I9 –- MX) _ 

X-X-L +“Xი XI-XL 4+“-Xა 

ეწოდება შესაბამისად IC) ფუნქციის მარჯვენა ზედა და მარჯ 
ვენა ქვედა წარმოებული რიცხვები ჯე წერტილში და მათ 

აღნიშნავენ #ს+/(Xი) და 0+/(Xე) სიმბოლოებით. 

__ ანალოგიურად განისაზღვრება /(X) ფუნქციის მარცხენა ზედა და მარ- 
ცხენა ქვედა წარმოებული რიცხვები ჯე წერტილში. ამრიგად, 

წთ აცი 9-0 = ნე, IIთ ი M90- #9 = 0+/VXI), 
XX-XX #5“ X-Xი-+ #9 

11თ აცი 89 MX =8- I(ჯI), Iსთ ი, 09-29. =M ILXI). 
XI-X-- X-X-– 

ეს წარმოებული რიცხვები დინის (II) მიერ იყო შემოღებული და 
ამიტომ მათ დინის წარმოებული რიცხვები ეწოდება. დინის 
წარმოებულ რიცხვებს შორის უდიდესსა და უმცირეს უწოდებენ შესა- 
ბამისად ზედა და ქვედა წარმოებულებს Xე წერტილში და მათ აღნიშნა– 

ვენ MICXი) და IL) სიმბოლოებით. 

თუ #M/MX,)= IM), მაშინ I(CX) ფუნქციას. ეწოდება წარმოებადი X 

წერტილში, ამ შემთხეევაში ზედა და ქვედა წარმოებულების საერთო



§ 2. მაგ. უწყვეტი ფუნქციისა, რომელსაც არცერთ წერტილში წარმოებ. არა აქვს ვ93. 

მნიშვნელობას ჰქვია /(X) ფუნქციის წარმოებული #ე წერტილში და იგი 
აღინიშნება /”(Xე) სიმბოლოთი. ცხადია, რომ 

8IC) =1(თ §სე #9 – დი, 
7 X-–-X6 –X%" 

8IC)=I!თ ჯე( 90 – I>9 
X-–-X3 #M-–“% 

I(X)=–1I=თ IC) – Iს) · 

ჯა X+X-X% 

§ 9. მაბალითი უწყვეტი ფუნქციისა, რომელსაც არც ერთ 

წერტილში წარმოებული არა აძმს 

XIX საუკუნის მეორე ნახევრამდე მათემატიკოსებს ეგონათ, რომ ყო– 

ველ უწყვეტ ფუნქციას აქვს წარმოებული ყოველ წერტილში, გარდა, 
შესაძლებელია, ზოგიერთი განსაკუთრებული წერტილებისა, რომელთა 

რიცხვი სასრულია, · მაგრამ ეს შეხედულება მცდარი აღმოჩნდა. რიმანმა. 

ააგო უწყვეტი ფუნქცია, რომელსაც არა აქვს წარმოებული მთელ სეგ– 
მენტში მკვრივ თვლად სიმრავლეზე. ამის შემდეგ ვაიერშტრასმა! ააგო 
უწყვეტი ფუნქცია რომელსაც არც ერთ წერტილში არ აქვს წარმოე–- 
ბული, 
ყა ჩვენ მოვიყვანთ ვანდერ-ვარდენის (Vგი ძი V/მ0”/ძტი") მაგალითს 

უწყვეტ ფუნქციისა, რომელსაც არც ერთ წერტილმი წარმოებული 
არა აქვს. 

ავიღოთ /ი(X) ფუნქცია, რომელიც გამოსახავს მანძილს X»X წერტილი– 
დან უახლეს მთელრიცხვა წერტილამდე. ცხადია, ეს ფუნქცია პერიო- 

დულია, პერიოდით 1 და იგი წრფივია ყოველ |“,– , +I სეგმენტზე, 

სადაც ჯ რაიმე მთელი რიცხვია. ყოველ ასეთ სეგმენტზე ყ=/(X) წირის 

კუთხური კოეფიციენტია -L1 ან ––1. 

1 მაგალითი ისეთი უწყვეტი ფუნქციისა, რომელსაც არც ერთ წერტილში წარმოე– 

ბული არა აქვს, ვაიერშტრასზე 30 წლით ადრე ააგო ბოლცანომ, თუმცა თვითონ ბოლ- 
ცანოს მიერ წარმოებულის არარსებობა დამტკიცებული იყო წერტილთა ყველგან მკვრი– 

ვი სიმრავლისათვის, 

? ეანდერ-ვარდენი (დ. 1903 წ.) –– გერმანელი მათემატიკოსი; წარმოშობით ჰოლან– 
დიელი. მისი ძირითადი ნაშრომები მიეკუთვნება ალგებრულ გეომეტრიას და ჯგუფთა 

თეორიის მეთოდების გამოყენებას კვანტური ფიზიკის საკითხებზე. აგრეთვე მუშაობს, 

ძველი ეგვიპტისა და ძველი ბაბილონური მათემატიკისა და ასტრონომიის საკითხებზე,»
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ჯანვიხილოთ ფუნქციები: 

ჩ(X)=-- Iი(4”X) (M#=1,2,..-). 

ადვილი შესამჩნევია, რომ /„(X) ფუნქციის პერიოდია ლ მართლაც, 

გვაქვს... , , 
1 1 #I(X+ --)=-, 14 (++ 2)“ => M6%+ => ჩM4%) = ჩი. 

ჯ (--1 ' 
ამას გარდა, /„(X) ფუნქცია წრფივია ყოველ “ 2) >> | სახის სეგ- 

მენტზე და ყოველ ასეთ სეგმენტზე ყ=/»(X) წირის კუთხური კოეფიცი- 
უნტია -+1 ან –-1. 

ვთქვათ, 

  

I0=ჩ(0+ჩთ+---+ჩთო0+--- (2.) 
ცხადია, რომ 

  Iი)|ლ –--, – თ<X<+თ. 

ამიტომ (2.1) მწკრივი თანაბრად კრებადია ყოველ სეგმენტზე და, მაშა- 

სადამე, „/გ(«X) ფუნქციების უწყვეტობის გამო, /Cე ფუნქციაც უწყვეტია 
ყოველ სეგმენტზე. 

დავამტკიცოთ, რომ /(X) ფუნქციას არა აქვს წარმოებული არც ერთ 
წერტილში, ნებისმიერი. ჯ წერტილისათვის არსებობს ამ წერტილის შემ- 

ცველი სეგმენტები 
#ა=#ტ01=.··=ტბა=““·, 

– 1 
'სადაც ტბ„= (> , 52.4 

    +) ხოლო IL, მთელი რიცხვია. ცხადია, | #ი|= 

  _- და ამიტომ #„-ზე შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი წერტილი X,, რო- 

  “მელიც დამორებულია ჯ წერტილიდან – მანძილით. განვიხილოთ 

კფარდობა 
ცხო – გო . (2.23 

შესაძლოა ორი შემთხვევა წარმოგვიდგეს: 

1) #>”M. ამ შემთხვევაში, რადგანაც   წარმოადგენ” /»+ (X),
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ჰისი(X).-. ფუნქციების პერიოდთა მთელ ჯერადს, ამიტომ /„(X,) –– /.(X)= 
=0 და, მაშასადამე, 

ჩნ) ჩოი _ ი. 
XI -#. 

2) #==. რაკი /„(X) ფუნქცია წრფივია #, სეგმენტზე, ამიტომ იგი 
წრფივია რც სეგმენტზედაც, რომელიც #„ სეგმენტის ნაწილს წარმოად- 

გენს. მაშასადამე, 

სრ) – 90 _ ს.) 

    

ა–X 
ამიტომ 

II) – 90 _ დ ჩია –ჩთო _ +) – /X) _ +(Xა) – ჩ(») _ _ ჩ.(X,) – IM») 
_თი.–-ჯ = 2. XI -–-»ჯ = 2, –-ჯ + 

ხ=0 წ=0 

C IMMCX-) –– IMMIთ C I ჩ LC M(Xი) –– IMIთI) MX.) – ჩ(») = 

+ 2, ბ–-X 2 ბ-–-X 2, (+. 
ხ=ი-I/1 #=0 #=0 

ი 

მაგრამ 2)Cს ლუწი რიცხვია, თუ # კენტია და კენტი რიცხვია, რო- 

' #=0 

ცა წ ლუწია, მაშასადამე, 109 I). ფარდობა არ მიისწრაფვის რაიმე 
+-–-#» 

ზღვრისაკენ, როცა M->Cთ. შემდეგ, რაკი 1I01X„=X, ამიტომ /(ი) ფუნ- 
„თ 

ქცია არ იქნება წარმოებადი X წერტილში, ამრიგად, /I(X) ფუნქცია წარ- 
მოებადი არ არის არც ერთ წერტილში. 

§ 8. წარმოებულის თვიხება 

ცნობილია, რომ თუ /(X) ფუნქცია უწყვეტია (თ, ხ| სეგმენტზე, მა- 
შინ იგი მიიღებს ყველა მნიშვნელობას, რომელიც მოთავსებულია /(0) 

და /(ხ)-ს შორის. დარბუს (02+ხ0სX)L მიერ აღმოჩენილი იყო, რომ ანა– 

1 გასტონ დარბე (10842 –– 1917) –– ფრანგი მათემატიკოსი, 1884 წლიდან პარიზის 

აკადემიის წევრი, 1895 წლიდან პეტერბურგის აკადემიის წეერ-კორესპონდენტი. ორიგი–- 

ნალური მეთოდებით დიფერენციალური გეომეტრიაში მიიღო მნიშვნელოვანი შედეგები. 

მას მნიშენელოვანი შედეგები აქვს აგრეთვე მათემატიკის სხვადასხვა დარგში.
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ლოგიური თვისება აქვს ფუნქციის წარმოებულსაც. სახელდობრ, მის 

მიერ დამტკიცებული იყო „შემდეგი 
თეორემა 1. თუ /(X9) ფუნქციას (ი, ნ) სეგმენტის ყოველ 

წერტილში აქვს სასრული ან უსასრულო წარმოებული, 
ამასთანავე I(ი) და /'(ხ) სასრულია, მაშინ /“(») მიიღებს 
ყოველ მნიშვნელობას, რომელიც მოთავსებულია (”() 

და I(ხ) რიცხვებს შორის, 
დამტკიცება. აზრის გარკვეუულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 

I(ძთ)</'(ხ). ავიღოთ /(ძ) და I(ხ) რიცხვებს შორის რაიმე 7 რიცხვი: 

I(0ე<7</'(ხ). 
წარმოებულის განსახღვრის თანახმად შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი #>0, 

რომ 

I6+I) – I9 -), -Iხ-/) – (0). ც.1) - #ჩ – 
განვიხილოთ ახლა ფუნქცია 

#(0= 61640 IM») , 

ცხადია, ”„(#) ფუნქცია უწყვეტია (თ, ხნ –-ჩ) სეგმენტზე და ამიტომ (3.1) 

უტოლობათა ძალით (თ, ხ –– #1 სეგმენტში არსებობს ისეთი XX, წერტილი 
რომ 

#/(X-) =7, 

ე. ი. _ 

100:#-. /(Xი) =% 

მაგრამ, ლაგრანჟის თეორემის ძალით, IX, X-+MI სეგმენტში არსებობს 

ისეთი L წერტილი, რომ 

MMა-+ჩM – IX) _ ი '=I0ა „დ. 
მაშასადამე, 

I(09=M 

სადაც თ<ხ<ხ. თეორემა დამტკიცებულია. 
საფრანგეთში ჩვეულება ჰქონდათ უწყვეტი ფუნქცია განესაზღვრათ 

ასე: ფუნქცია უწყვეტია რაიმე შუალედში, თუ იგი ვერ გადავა ერთი 
მნიშვნელობიდან მეორეზე ისე, რომ არ გაიაროს საშუალედო მნიშვნე–
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ლობები. ამ განსაზღვრას განიხილავდნენ, როგორც კოშის , მიერ მოცემუ- 

ლი უწყვეტობის განსახლვრის ეკვივალენტურს. მაგრამ ეს მართებული 

არაა, მართლაც, ვთქვათ, /(X) ფუნქცია განსახღვრულია ასე 

2 

1 1 1 
X2C0§5 --, როც –-– -–--–- =X<0, 0<–- 

ჩა-ე «9 2ჯ <ს აიX=იის 

0, როცა X=0. 

/თ ფუნქცია უწყვეტია |– 5> სეგმენტზე. თუ X#0, გვაქვს 

I(X)=2X C05 1 ყი == 
X Xჯ 

ცხადია, რომ | 

MIC0=Iთ #9) MI = ი XC05 +-=0. 
Xჯ-0 XX Xჯ ჯ–-.0 

ამრიგად, /'(X) არსებობს X-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის == XI 
- 2 , 

სეგმენტიდან. 

IX წყვეტილია X=0 წერტილში. მართლაც, რაკი |1IVI 51ი + არ 
#7 X-0 

არსებობს, ამიტომ აგრეთვე არ არსებობს II01/ (+) და, მაშასადამე, /'(X) 
X-.0 

წყვეტილია X=0 წერტილში. დარბუს თეორემის თანახმად /'(X) ფუნქცია 

მიიღებს ყველა მნიშვნელობას, მოთავსებულს (<> ) =-“ და 
ჯ · ჯ” 

'( – ) =-+ რიცხვებს შორის. ამავე დროს 0 წერტილში /() ფუნქცია 
1; 

განიცდის წყვეტას. 

§ 4. ფიგურის ფუნჰციის წარმოებული რიცხვები 

განსაზღვრა 1. # სივრცეში მოთავსებულ სიმრავლეთა (#ჩ/| მიმ– 

დევრობას ვუწოდოთ » წერტილისაკენ კუმშვადი მიმდევრობა, 

თუ ჯ ეკუთვნის აღებული მიმდევრობის ყველა ელემენტს და III ძ(ნ))=9. 
ჩ-თ 

ვთქვათ, ელემენტარულ ”ე) ფიგურაზე განსახღვრულია სეგმენტის ნამ- 

დვილი დ(ი) ფუნქცია. ავიღოთ წერტილი XC/ე და ამ წერტილისაკენ 

კუმშვად რეგულარურ სეგმე ნტთა ისეთი მიმდევრობა (ყუ), რომლისთვი- 
საც არსებობს III დ (ძო). ეს ზღვარი აღვნიშნოთ 72,-თი. ცხადია, » დამო– 

,.-თ
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კიდებულია (ძუ) მიმდევრობაზე. ამრიგად, მივიღებთ რიცხვთა (X) სიმ- 
რავლეს. შემოვიღოთ 

განსაზღვრა 9. დთ(ი) ფუნქციის ზედა ზღვარი „ე ფიგურის ჯ წერ- 
ტილში ვუწოდოთ #=5ჩ0 (7) რიცხვს, ქვედა ზღვარი კი 1=1IVიI (2. რიცხვს 
და ეს ზღვრები აღვნიშნოთ შესაბამისად სიმბოლოებით IIIMი 5ს0Cდ(თ 

I94|--9, X69 
და 1II 1იI დ (თ). 

(0I–-0, XC0 
ახლა ვთქვათ, #ჯ" სივრცეში მოთავსებულ ელემენტარულ ”ა ფიგუ- 

რაზე განსახღვრულია სეგმენტის რაიმე ნამდვილი დ(C) ფუნქცია. ავიღოთ 
წ ფიგურის შიგა X წერტილი. გამოსახულებებს 

  II 5სი დ“ და 11901 1იI _დ(ი 
)თ –0,X60 II I --0,»ლი 19 

სადაც ძ არის X წერტილის შემცველი რეგულარული #-განზომილებიანი 
სეგმენტი „კ-დან, ეწოდება შესაბამისად ზე და და ქვედა წარმოე- 
ბულები დ() ფუნქციისა X წერტილში და მათ აღნიშნავენ შესაბამი- 

სად დღ) და რდი სიმბოლოებით. 

თუ თC0)=Cდფ), მაშინ თდCV) ფუნქციას ეწოდება X წერტილში წარ- 

მოებადი ფუნქცია, ამ შემთხვევაში, ზედა და ქვედა წარმოებუ- 

ლების საერთო მნიშვნელობას ეწოდება თდ() ფუნქციის წარმოებული ჯ 
წერტილში და იგი CX”(X) სიმბოლოთი აღინიშნება. 

ახლა განვიხილოთ (თი, ხI სეგმენტზე განსახღვრული /(X) ფუნქცია. 
ავიღოთ ამ სეგმენტის ნებისმიერი ქვესეგმენტი 7=(თ, ჩ) და განვიხილოთ 

სეგმენტის ფუნქცია 
დ(=I(8) –I(თ. 

დ.ი ფუნქციას ვუწოდოთ IC) ფუნქციის შესაბამისი ფუნქცია. 
თეორემა 9. თუ ჯე არის (თ, ხ) სეგმენტის შიგა წერტილი 

და არსებობს I(X),9 მაშინ იარსებებს CI) და ადგილი 

აქვს ტოლობას /(X)=VI(ჯ). პირიქით, თუ არსებობს «I), 
მაშინ არსებობს აგრეთვე /(X) და /(Xე)=%I(CXე). 

დამტკიცება. ვთქვათ, არსებობს IX). განვიხილოთ (თ, ხ1 სეგ- 

მენტის რაიმე ქვესეგმენტი X=(თ, ჩ), რომელიც შეიცავს თავის; შიგნით 

Xე წერტილს. გვაქვს: 

დი . /6-/თ _ /ს-/ხი , ჩ-%, /თ-/იი , %- 
III ჩ–თ ზ–% ზ-–თ თ–X ჩ-–თ
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ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი. რაკი არსებობს /(X)), ამიტომ. 
მოიძებნება ისეთი დადებითი § რიცხვი, რომ 

წთ) –%< -Iწ – IXI /(ჯ)-L§, 
· ზ–% 

I(Xე –– ნ< Iთ – I(ჯი) </C)+-, 

თ–-X 

როდესაც |7I=ჩზ -–-– თ<8. რადგანაც 

ჩ–X% 0 Xი--% ჩ–Xი, #XX---თ _ 8-C> , ზით ჩწ-თ1წ-C-. 

ამიტო მ 

MIX) – -< ვე <M(C%)+0,   

როდესაც I#7|< 8. მაშასადამე, არსებობს დ'(Xე) და იგი ტოლია I"). 
ახლა ვთქვათ, არსებობს თ'(ჯ,). ავიღოთ (თ, ხ1 სეგმენტის ნებისმიერი. 

ქვესეგმენტი 7=IXი, X-LMI, #>0. რადგანაც არსებობს თ'(X), ამიტომ 

არსებობს 1Iთ დთ96-/ დაიგი ტოლია CI(X), ე.ი. IX) ფუნქციის 
-0+ 

მარჯვენა წარმოებული Xეა წერტილში ემთხვევა C'(X)). 
ანალოგიუ რად ვაჩვენებთ, რომ /(0) ფუნქციის მარცხენა წარმოებუ- 

ლი უდრის V'(Xა). მაშასადამე, /”(Xე) არსებობს და იგი უდრის #VICXე). 
თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა მ. ელემენტარულ „ო ფიგურაზე განსაზხღვრე- 

ლი სეგმენტის #() ფუნქციის ზედა და ქვედა წარმოე- 
ბულები #(0 და MC) ზომადი ფენქციებია ეხე. 

დამტკიცება. თეორემა დავამტკიცოთ ჯერ ზედა წარმოებულისა- 

თვის. განვიხილოთ შემდეგი სიმრავლეები: 

8=IX: 664 =>ძ), ხა»ა= I :წ909>6 – + 

Mა= («წთ>ი---). (4.1) 

სადაც რ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია, « კი ნებისმიერი ნატურალური. 

რიცხვია. თდ,,, სიმბოლოთი აღვნიშნოთ ისეთი რეგულარული # სეგმენ- 

ტთა სისტემა, რომლებიც აკმაყოფილებენ თანაფარდობებს 

ჩ0>(+– +IIIV III< +.
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ცხადია, ასეთი სეგმენტები არსებობს და ყოველი #-თვის თდ,,, სისტემა 
ფარავს 6» სიმრავლეს ვიტალის აზრით. მაშასადამე, ვიტალის თეორე- 

მის ძალით თთ,,, ოჯახიდან შეგვიძლია გამოვყოთ სასრული ან თვლა- 
დი სისტემა სეგმენტებისა რომლებიც თითქმის ფარავენ 6» სიმრავ- 

ლეს. თუ ასეთ სეგმენტთა ჯამს 5, სიმბოლოთი აღვნიშნავთ, მაშინ ყო- 

ველი #-თვის გვექნება 
ნ»„5-– 5ა»)4 #·V (4.2) 

სადაც 4, ნულზხომიანი სიმრავლეა. 
შემოვიღოთ აღნიშვნები 

თდ დ. : თ დ 

§ა= ი 5ს,, 5= 1 ა, #4ა= LV #ს,, 4=V 4#ა. (4.3) 
L=1 +–=1 ხ=1 #“=1 

ცხადია, რომ 

M(4)< 2) 2, M(4L,)=0. ტ-ს 
M#=1 4ი=1 

მეორე მხრით, რაკი ყოველი 5» სიმრავლე Mი ტიპის სიმრავლეა, ამი- 
ტომ იგი ზომადია და, მაშასადამე, ზომადია 5 სიმრავლეც. შემდეგ, (4.2) 
და (4.3) თანა ფარდობათა ძალით, ყოველი ნატურალური » რიცხვისათვის 

გვაქვს 
თ თ თ 

6»ლ5L) (5»,»L)ტ»») ლი 5საV(V 4V#,»)=5აVთ4ა. (4.5) 
#=1 ჩ=1 #M=1 

თუ XC5), მაშინ ყოველი ნატურალური # რიცხვისათვის დ,» სის- 

ტემაში არსებობს X წერტილის შემცველი ისეთი IL სეგმენტი, რომ 

#თ>(-– +)! | 

და ამიტომ 
7 1 
ჩ(0>6-– ავნი 

მაშასადამე (4.1)-ის უკანასკნელი ტოლობის თანახმად, XC/7ა. 
ამრიგად, ყოველი ნატურალური » რიცხვისათვის 5» 5 /#IV. მაშასადა- 

მე, (4,5) თანაფარდობათ ლთ. 

ა 4==1 ა=1 4= 1
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(4.4) უტოლობის თანახმად, ამ უკანასკნელი თანაფარდობიდან გამომდი– 
ნარეობს, რომ 

IL” (6 –– 5ელს?4 =0. 

რადგანაც განსხვავდება ზომადი 5 სიმრავლისაგან ნულზომიანი სიმ–- 

რავლით, ამიტომ იგი ზომადი სიმრავლეა. მაშასადამე, #(X) წარმოებუ- 
ლი ზომადია. 

ახლა დავამტკიცოთ #(X) წარმოებულის ზომადობა. განვიხილოთ ფუნ– 
ქცია თ(I)= –– ჩ(,). ცხადია, რომ 

დიი= – ჩთ. 

ზემოდამტკიცებ ულის ძალით C(X) ზომადი ფუნქციაა და, მაშასადამე, /'(X) 
ფუნქციაც ზომადია. თეორემა დამტკიცებულია. 

ამ თეორემის დამტკიცება ბანახს ეკუთვნის. იმ შემთხვევაში, როცა 
MC) ფუნქცია ადიტიურია, თეორემა ლებეგის მიერ იყო დამტკიცებული. 

შედეგი. თუ #(I) ფუნქციას აქვს თითქმის ყველგან /ე-ში 
წარმოებული, მაშინესწარმოებულიზომადი ფუნქციაა. 

§ ნ, ლებეგის თეორემები 

ლემა 1, თუ LV) არის ელემენტარულ ს ფიგურაზე გან- 
სახღვრული ადიტიური ზრდაღი ფუნქცია და ”ე:-დან 
აღებული #6 სიმრავლის ყოველ Xჯ წერტილში XXC0>1, 

მაშინ ”(-ე)>>7.I"(#6). 
დამტკიცება. ზოგადობის შე უზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, 

რომ 8 სიმრავლე მოთავსებულია #: ფიგურის შიგნით. ვთქვათ, 5 არის 
”ე ფიგურიდან აღებული ისეთი რეგულარული I სეგმენტების სისტემა, 
რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობას 

#(CI)>1.IVI I. (5.1) 

ცხადია, 5 სისტემა ფარავს 6 სიმრავლეს ვიტალის აზრით, განვიხილოთ 

ნულისაკენ კრებადი დადებით რიცხვთა მიმდევრობა (§„). ვიტალის თეორე– 
მის თანახმად §„ რიცხვისათვის 5 სისტემიდან შეგეიძლია გამოვყოთ 

სასრული სისტემა წყვილ-წყვილად არაგადამკვეთი ისეთი /კ,#ი,..-, IV 

სეგმენტებისა, რომ 

5 >»"(ნი(ს, ჩა1>ს%(6) – 6». (5.7 
ხ=1



402 თ. XII წარმოებული რიცხეები 

რადგანაც LC) ზრდადი ფუნქციაა, ამიტომ (5.1) და (5.2) უტოლობათა 

ძალით გვაქვს: 

ჩდა>ჩ(ს 1ა= 5) Mნა> ,% IM|I> ·”სVC6) – 6). 
L=1 ხ=I) 

ეს უტოლობა მართებულია ყოველი „-თვის. ამიტომ, თუ გადავალთ 
ზღვარზე, როცა თ-–>Cთ, მივიღებთ 

! ჩCა)2>7#"(ხ). 
ლემა დამტკიცებულია, ' 

ლემა 9. თუ 7: ფიგურაზე #() არის ადიტიური ზრდადი 
ფუნქცია, მაშინ თითქმის ყველგან /.-ზე XC)<+C. 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

6=IX:MC0=+თ!. 

წინა ლემის ძალით, ყოველი ნატურალური #7 რიცხვისათვის 

#C0)>”ს"(8წ) (5.3) 

და რადგანაც MC) სასრული რიცხვია, ამიტომ (5.3) უტოლობა მართე- 
ბულია ყველა MI-თვის მაშინ, როცა IL”(5)=0. ლემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 4. ყოველ ადიტიურ ფუნქციას სასრული ვა"- 

რიაციით თითქმის ყველგან აქვს სასრული წარმოებუ- 

ლი. 
დამტკიცება. ვთქვათ, #(,) ადიტიური ფუნქციაა სასრული ვარია- 

ციით „ განზომილებიან #7, ფიგურაზე. ჟორდანის თეორემის თანახმად, 
ყოველი ადიტიური ფუნქცია სასრული ვარიაციით შეგვიძლია წარმოვად- 

გინოთ როგორც სხვაობა ორი ზრდადღი ფუნქციისა. ამიტომ ზოგადობის 
შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ #() ზრდადი ფუნქციაა 

7ი ფიგურაზე. 

შემოვიღოთ აღნიშვნები · 

:8= LX: #09>ჩთ |, 5„„= V (წ0ი>“ ++ + '> + >ჩთ, (5.4) 

სადაც ? და # მთელი დადებითი რიცხვებია. ადვილი შესამჩნევია, რომ 

თ 

· ს ნ» (5.5) 
თ 

8=ს 
=17#ჩ ჯ
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დავამტკიცოთ, რომ ყოველი ფიქსირებული ( და #-თვის 

“ IMCC,)ა=9. (5.6) 

აღვნიშნოთ 5-ით #--დან აღებული რეგულარული ძ სეგმენტთა ისეთი 
სისტემა, რომლებიც აკმაყოფილებს პირობას 

M(V <-- IV. (5.7). 

ცხადია, რომ 5 სისტემა ფარავს ნც, სიმრავლეს ვიტალის აზრით. 

ახლა ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი. ვიტალის თეორემის 
ძალით, აღებული 6 რიცხვისათვის 5 სისტემიდან შეგვიძლია გამოვყოთ 
სასრული სისტემა წყვილ-წყვილად არაგადამკვეთი თ;, ძა, .. ·/ 0, სეგმენ– 
ტებისა, რომელთათვის მართებულია უტოლობები 

“” 

სნ, ს 0)1>M(წი») ––წ, (5.8) 
1= 

2 I9;|<L(6,,)+46. (5.9) 
1=1 

(5.7) და (5.9) უტოლობათა ძალით 

“ „ 
(ქ <– . 

2. ჩყა<-+2, I9I<+Lს (ნა.)+4%I. (5.10) 
ჯ1=1 1=! 

შემდეგ, რაკი 6,,ჯ სიმ რავლის ყოველ ჯ წერტილში ჩხ0)> 41. 1 „ ამი– 

ტომ 1-ლი ლემის თანახმად ' 

(+1 . 
”(0)> –„––სფიჩაა 0=1, 27-52?) 

და, მაშასადამე, (5.8) უტოლობის ძალით 

“” ; ' 

2)-6ი> > 2. (ფინია = “+-სLნაიდ 4))> · _. 

> ++" (აწია 9). – რფ.)
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(5.10) და (5.11) უტოლობებიდან გვექნება 

13) (ა(ნია– 9) <-- IMნი)+ძ!. 

აქედან ვღებულობთ 
ს(8ი») <(2(+1)6. 

6-ის ნებისმიერობის გამო, უკანასკნელ უტოლობიდან მივიღებთ II(ნ,)<0, 

ე. ი. I#MC5;,»)=0. 

თუ გავითვალისწინებთ (5.5) ტოლობას, გვექნება I(5)=0. ამრიგად, 
თითქმის ყველგან ”ე ფიგურახზე 

#(CX)=ჩ(Xი.. 

შემდევ, მე-2 ლემის თანახმად, თითქმის ყველგან ”ე ფიგურაზე MC) 
სასრულია და, მაშასადამე, თითქმის ყველგან ”--ზე არსებობს სასრული 

წარმოებული #·"(X»). ლებეგის თეორემა დამტკიცებულია, 

შედეგი. /ე ფიგურაზე ადღიტიურაბსოლუტურალ უწყვეტ 
ფუნქციას თითქმის ყველგან/ე-ხზე აქვს სასრული წარ- 
მოებული. 

თეორემა 5, „7 ფიგურაზე ადიტიური აბსოლუტურად 
უწყვეტი #() ფუნქციის კლებადობისათვის (ზრდადობი- 
სათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ თითქმის 
ყველგან ც”-ზხე ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 

ოდი (ნნე>0). 

დამტკიცება. პირობის აუცილებლობა ცხადია; დავამტკიცოთ პი- 

რობის საკმარისობა. ავიღოთ #ე--დან რაიმე სეგმენტი 1. შემოვიღოთ ალ- 
ნიშვნა 

=ILILX : ””(X)<0I. 

პირობის თანახმად 

M(CI –– ნ)=0. 

ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი. #(C) ფუნქციის აბსოლუ- 
ტურად უწყვეტობის გამო, აღებული 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი 

ო>0, რომ I სეგმენტიდან აღებული წყვილ-წყვილად არაგადამფარავი 
ნებისმიერი 1), #:,-.-, 1„ სეგმენტებისათვის, რომლებიც აკმაყოფილე- 
ბენ პირობას -. 

II.I+IIი|+ – +Iთ) <5,
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ადგილი ექნება უტოლობას 

I” (I))I+I/ (Iა)I+ · · ·+Iჩ (I) <6- (5.12) 

აღვნიშნოთ 5-ით ისეთი რეგულარული #% სეგმენტთა სისტემა, რომელ– 
თათვის 

ჩ(I")<-6II "I. (5.13) 

ცხადია, 5 სისტემა ფარავს 8 სიმრავლეს ვიტალის ახრით. ამიტომ 
ვიტალის თეორემის ძალით, 5 სისტემიდან შეგვიძლია გამოვყოთ წყვილ– 
წყვილად არაგადამკვეთი ისეთი სეგმენტები 7)ე”, Iა5,..., IX#, რომ შეს» 

რულდეს უტოლობა : 
” 

#L60 ს I»))> V(6)–– ი: (5.14) 

რადგანაც 
| “ !. 

LIნ–ნIXყ I )21–-V II", 
ხ=1 #=1 

ამიტომ, თუ მხედველობაში მივიღებთ (5.14) უტოლობას, გვექნება 

“... “ M 
ს( “9 1+)<VII ლ) ნწ%ყ „#))=V() ლანი დ ჩო))< 

<I(6) –– IIIC8) –– ი1=%. 
· “ ' 

ადვილი შესამჩნევია, რომ 7-ს წ სიმრავლე შეგვიძლია წარმოვადგი– 

ნოთ როგორც ჯამი წყვილ წყვილად არაგადამფარავი სეგმენტების სასრუ– 

ლი სისტემისა. ვთქვათ, ეს სეგმენტებია ძე, ძა, . · ·, 0; მაშინ 

„ ( 
1=(ს I»)Vს ძა. 

- ჩჩ=1 #=1 

#Vთ) ფუნქციის ადიტი ურობისა და (5.12) და (5.13) თანაფარდობათა ძა- 

ლით, გვაქვს 
ქ ჯ “4 

ჩთ= 2) ჩრო+2)ჩ6) <52) I» I+65<2(|რI+1)- 
#=1 L#=1. §ხ=1 

რაკი 8 ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, ამიტომ #(/)<-0. მაშასადამე, ჯო 

კლებადი ფუნქციაა #ა ფიგურაზე. თეორემა დამტკიცებულია.
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შედეგი 1. თუ #V) ადიტიური აბსოლუტურად უწყვეტი 

ფუნქციაა „(, ფიგურაზე და თითქმის ყველგან /„ა-ზე 
ჯI(X)=0, მაშინ #”V)=0 ყოველი „თვის ა-დან. 

შედეგი 5. თუ #V) და დე) ადიტიური აბსოლუტურად 

უწყვეტი ფუნქციებია #7 ფიგურაზე და თითქმის ყველ- 
გან ”-ზე M#(CX)–თ0ე, მაშინ #(CV)=Cდ() ყოველი #7 ფიგური- 
სათვის, რომელიც აღებულია „ა-დან. 

თეორემა 6. თუ #V) არის ელემენტარული ფიგურისადი- 
ტიური უწყვეტი ფუნქცია”: ფიგურაზე და #ე-ის ყოველ 

X წერტილში ადგილი აქვს უტოლობას #CX)>0, მაშინ ჯი 

ზრდადი ფუნქციაა #ე-ზ ე. 
დამტკიცება. მსჯელობის სიმარტივისათვის ვიგულისხმოთ, რომ „ა 

არის ორგანზომილებიანი ელემენტარული ფიგურა. 
ჯერ განვიხილოთ ის შემთხვევა, როცა „ე-ის ყოველ X წერტილში . 

ადგილი აქვს უტოლობას · 

ჩნცე>9. (5.15) 

ავიღოთ (ა-დან ნებისმიერი რეგულარული სეგმენტი 0 და ვაჩვენოთ, რომ 
#C)>ი. 

დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, #(C0)<0. გავყოთ C სეგმენტი 

ოთხ კონგრუენტულ სეგმენტად 0(), 049, C(9, 044). მაშინ /#CCX1)), #(0I9), 
X(C0(3)), ”(CI(9)) რიცხვებიდან ერთი მაინც უარყოფითია. ზემოაღნიშნული 
სეგმენტებიდან აღვნიშნოთ 0) ასოთიის სეგმენტი, რომლისთვისაც # (0,) <0. 

ამ პროცესის გაგრძელებით ჩვენ ავაგებთ ისეთ რეგულარულ სეგმენ- 

„ტთა მიმდევრობას 
0=0ე=50)= ···=0»=. · ·, (5.10 

რომ M(0,)<0 (7I=0, 1, 2,...). ცხადია, 

ძ(C.)= 40 ა, როცა I->Cთ. 

მაშასადამე, არსებობს ერთადერთი წერტილი Xჯ,, რომელიც ეკუთენის 

ყველა 0» (>X=0, 1, 2,...) სეგმენტს. შემდეგ, რადგანაც #”(0ით)<9, 
ამიტომ : 

1Iიი 10 -(9=) კი, 
»”-რთ 0 > 

მაგრამ 
ნ(V)<1Iთ სი(წ(0=. წთო,, 

წ წერე) თ
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აქეღან ვღებულობთ ”(X.)<0, რაც (5.15) პირობას ეწინააღმდეგება, მა– 
შასადამე, ჩვენი დაშვება იმის შესახებ, რომ #(0)<:0, არაა სწორი. ამი– 

ტომ /(0)>0. 
ახლა ვთქვათ, # რაიმე სე გმენტია #ა-დან. ნებისმიერი დადებითი 6 

რიცხვისათვის # სეგმენტი შეგვიძლია გავყოთ წყვილ-წყვილად არაგადამ– 

ფარავ რეგულარულ სეგმენტებად ძ), ძი,..., მო და # სეგმენტად ისე, 
რომ | (0) |<-6. ზემოდამტკიცებულის ძალით #(0.)> 0(#=1, 2, .. -, MI). 
მაშასადამე, 

#V)=7”(0)+/(0)+-.-+ჩ(9თ)+ჩ09> -– 6. 
რადგანაც 8 ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, ამიტომ #()>».90. 

ამრიგად, ”ე-დან აღებული ყოველი /„ სეგმენტისათვის ”V)>0. ადვილი 
შესამჩნევია, რომ თუ „ ნებისმიერი ელემენტარული ფიგურაა 7ე-დან, 
მაშინ #(C-)»9. 

ახლა ვთქვათ, #ს--ის ყოველ X წერტილში ჩ”(X>0. განვიხილოთ ფუნ– 
ქცია 

დ()=”წ()+გI”I, 
სადაც 6 ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, ცხადია, რომ 

დი0=#ჩ()+58>0 

#ე ფიგურის ყოველ წერტილში. ზემოდამტკიცებულის ძალით, ყოველი 
ელემენტარული ფიგურისათვის # –#ე გვაქვს დC)»90, ანუ ჩ()+46I”I>»90- 
რაკი 8 რაგინდ მცირე დადებითი რიცხვია, ამიტომ #()>»0. მაშასადამე, 

#(ი) ფუნქცია ზრდადია „#ა-ზე. თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 7. თუ #CV) არის ი-განზომილებიანი ელემენტა- 

რული ფიგურის ადიტიური უწყვეტი ფუნქცია ი ფი- 
გურაზე, თითქმის ყველგან #7ე:-ზე /(X)>0 და „-ის ყოველ 
წერტილში #CI)> –-– თ, მაშინ #C) ზრდადი ფუნქციაა #ე-ზე. 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

5=(X: #0) <0). 

პირობის ძალით ILC6)=0. ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი §6 რიცხვი და 
ყოველი ნატურალური ი! რიცხვისათვის ავაგოთ ისეთი შემოსაზღვრული 
ღია სიმრავლე 6„ფ=7#ა, რომ 

6ა.= 6 და IIC,) <53- · 

1 ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 8 სიმრავლის ყველა 

წერტილი მოთავსებულია „აკ ფიგურის შიგნით.
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განვიხილოთ ფუნქცია 

დ..()= ILCაიი, 

სადაც ” ელემენტარული ფიგურაა წე ფიგურიდან. ცხადია, დ,() ადიტი- 
ური ზრდადი ფუნქციაა ”-ზე და 

დაე) < უ=. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ C0,, სიმრავლის ყოველ ჯX წერტილში Cდ,/()=1. 
კერძოდ, სიმრავლის ყოველ X წერტილში Cდ',,(X)=1. განვიხილოთ 

მწკრივი 

V6V)=Cდ),()+დთალო+-...+დთუ(ეი+-.· 

ეს მწკრივი კრებადია და VILCI <6. ამას გარდა, VM-აV) ზრდადი ფუნქციაა 

#ე- ზე- · 
ავიღოთ ნებისმიერი ნატურალური რიცხვი V და განვიხილოთ #. სიმ- 

რავლის რაიმე X წერტილი. ჩვენ შეგვიძლია ავიღოთ ჯ წერტილის შემ- 
ცველი ისეთი რეგულარული სეგმენტი 0, რომელიც მთლიანად მოთავსდება 

“ 
სიმრავლეთა (L) C, გადაკვეთამი, ასეთი ძ სეგმენტისათვის გვაქვს 

#=1 · 

“” 

M%(4) > დ.(თ 
=> 

L9I| LI 
„=1 

=4. 

აქედან 

V6(X) >». 

რადგანაც V» ნებისმიერი ნატურალური რიცხვია, ამიტომ Vა(X)=+Cთ. 
ამრიგად, წ სიმრავლის ყოველ X წერტილში VMM-(X)=+C.. 

შემდეგ, განვიხილოთ ფუნქცია = 

XV)=#ჩ(ე+%M%(). 

ვაჩვენოთ, რომ „ე ფიგურის ყოველ წერტილში X#C9)>9. რადგანაც VMCV) 
ფუნქცია ზრდადია, ამიტომ 

X(0) – , _/”(9) _ > > 
I9I L4I 

ასე რომ, თუ XC, მაშინ X(CX)>9. მაგრამ, თუ XCჩ6, მაშინ. VM%(0=+თ, 

ხოლო 9 ფარდობა ქვემოდან შემოსაზღვრულია და, მაშასადამე, 
ძ 

#9= -თ.



§ 6, ნამდვილი ცვლადის ფუნქციები 40” 

ამრიგად, ”ე ფიგურის ყოველ X წერტილში X(X)>0 და ამიტომ მე-6· 

თეორემის ძალით »C) ზრდადი ფუნქციაა ”ე-ზე, ე. ი. 

#C)+M-ი(C)>0 (5-17)- 

” დან აღებული ყოველი ელემენტარული ” ფიგურისათვის. შემდეგ, 
რაკი 1IIიი 9/-(ე =0, ამიტომ (5.17) თანაფარდობაში თუ გადავალთ ზღვარ– 

8--0 · 

ზე, როცა §-+>0, მივიღებთ /()X>0. თეორემა დამტკიცებულია, 

§ 0, ნამდვილი ცვლადის ფუნჰპციები 

ზემოდამტკიცებ ული თეორემები შეგვიძლია გამოვიყენოთ ნამდვილი 

ცვლადის ფუნქციებისათვის. 
ვთქვათ, /(») ფუნქცია განსაზღვრულია (თ, ხ) სეგმენტზე.. ავიღოთ: 

ამ სეგმენტის ნებისმიერი ქვესეგმენტი 7=Iთ, ჩ)I. განვიხილოთ /(X) ფუნ–- 
ქციის შესაბამისი ფუნქცია 

9X7)=/(ჩ) –– /(თ. 

თუ I), 7ა-,-·.», 1„ არიან (ი, ხ1 სეგმენტიდან აღებული წყვილ-წყვილად. 
არაგადამფარავი სეგმენტები, მაშინ განსაზღვრის ძალით 

ჩM 
ჩ 

დ(ს L)= 2) %(ია. 
M=) ხ=I 

ჯ 

მაშასადამე, დ(/) წარმოადგენს ადღიტიურ ფუნქციას (თ. ხ) სეგმენტზე. 

თეორემა 8. თ უ /(X) არის ფუნქცია სასრული ვარიაციით: 
(ი, ხI სეგმენტზე, მაშინ თითქმის ყველგან (ი, ხI-ზე არ– 

სებობს სასრული წარმოებული /|/(/). ! 
და მტკიცება. ადვილი შესამჩნევია, რომ /(X) ფუნქციის შესაბა- 

მისი ფუნქცია CთV7) არის ფუნქცია სასრული ვარიაციით (0, -ხ1I სეგმენტ– 

ზე და ამიტომ მე-4 თეორემის ძალით თითქმის ყველგან არსებობს CX(IV 

ფუნქციის სასრული წარმოებული „და, მაშასადამე, თითქმის ყველგან 
(0, ხ1)-ზე არსებობს აგრეთვე I(C0) ფუნქციის სასრული წარმოებულიც. 

კერძოდ, .თუ IX აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქცია: 
I, ხ) სეგმენტზე, მაშინ თითქმის ყველგან (0, ხ)-ზე მას 

აქვს სასრული წარმოებული. ' .. 

თეორემა 9. (თ, ხ| სეგმენტზე აბსოლუტურად უწყვეტი 
Iი ფუნქციის ზრდადობისათვის (კლებადობისათვის),



410 + თ. XII. წარმოებული რიცხეები 

აუცილებელია და საკმარისი, რომ თითქმის ყველგან 
(0, ხI-ზე ადგილი ჰქონდეს უტოლობას. 

Iთე>ი წI'0)<91|. 

ეს თეორემა მე-5 თეორემიდან გამომღინარეობს. 

შედეგი 1. თუ />) ფუნქცია აბსოლუტურად უწყვეტია 
10, ხ|) სეგმენტზე და ამ სეგმენტის თითქმის ყველა წე#“- 
ტილში /|(=0, მაშინ მოცემული ფუნქცია მუდმივია 

Iთ, ხ)-ზე. 
შედეგი 5. თუ IX) და «(ე აბსოლუტურად უწყვეტი ფე- 

ქციებია (თ,ხ) სეგმენტზე და ამ სეგმენტის თითქმის 

ყველა წერტილში /(0=წ(X), მაშინ მოცემული ფენჟ- 
ციები მხოლოდ მუდღმივით განსხვავდებიან. 

§ 7. მაბალითი ზრდადი ფუნქციისა, რომლის წარმოებული 

თითქმის ქველგან ნულია 

ზემოთ ნაჩვენები იყო, რომ თუ ერთი. ცვლადის ფუნქცია აბსოლუ- 
„ტურად უწყვეტია რაიმე სეგმენტზე და მისი წარმოებული თითქმის ყველ- 
გან ნულია, მაშინ აღებული ფუნქცია მუდმივ სიდიდეს წარმოადგენს. 

ისმის კითხვა: არსებობს თუ არა მუდღმივისაგან განსხვავებული ისე- 

უწყვეტი ფუნქცია სასრული ვარიაციით, რომლის წარმოებული თითქმის 

ყველგან ნულის ტოლი იყოს? პასუხი დადებითია. 
მოვიყვანოთ მაგალითი. ავიღოთ ერთზე ნაკლები დადებითი რიცხვი 8 

"და განვიხილოთ ფუნქცია 
Iი(0)=X, 0<:X<-1. 

, 1 

გავყოთ (0,1) სეგმენტი ორ კონგრუენტულ სეგმენტად #ტ0)= C + 
და ტია I I. განვსაზღვროთ ჩო ფუნქცია ასე: 

! ჩ(0)=/აC), სრამცე ჩ.0:=I%()), 

ჩ(+)=“”ჩ(+, ჩ(+)=“,” ჩ(+-)+“;“ I: 

2) ჩო) უწყვეტია (9,11 სეგმენტზე და წრფივია (ს, +, (+ +) 

(ლ +) (+. 1) ინტე რვალებზე, 
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ახლა (0,11 სეგმენტი გავყოთ ოთხ კონგრუენტულ სეგმენტად 

"გოთ (ი, =) გრ = +I ტI) I». 2 ტ0- (+ 1. ' 
0 4 1 4 2 2 2 4 3 4 

ეს სეგმეტები ზოგადად ასე შეგვიძლია ჩავწეროთ: 

ტი | თი, თ), სადაც თ()= (#=0, 1, 2, 21–– 1). 
#+I 

განვსაზღვროთ /:-(X) ფუნქცია ასე: 

? თ(?) -L (3) _ 

ჩ IM -)= ჩ (თ:), (> +5 ).) -. ჩ (თ:)+ 

+114 (თა) (§=0, 1, 2, 21–– 1); + 

  

(4) L ფრ) ) 
2) ჩ(X) უწყვეტია (0,11 სეგმენტზე და წრფივია | თ, "თ. 
აეს“ 

და ააა, თ. / ინტერვალებზე. 

საზო გადოდ, ავიღოთ ნებისმიერი ნატურალური რიცხვი # და გავყოთ 

(0,1) სეგმენტი კონგრუენტულ სეგმენტებად #I"= | თ”, თ), სადაც 
L 

თ.)= –- (#=90, 1, 2,.--, 2" –– 1). 
· 

დავუშვათ, რომ /(X) განსახღვრულია და უწყვეტია (0,1) სეგმენტზე 

და ყოველ #1" სეგმენტზე წრფივია. /„„-(X) ფუნქცია განვსახღვროთ 
შემდეგნაირად: 

1) ( თ())=/, ( თ"), „(5 +959 )_ 1-- 8 

+ =259C თა); 

თო) 1 თ(ა) თ.) + თა) 

2) თს), "M+L და 3 #M#M+1 , თ) ინტე რვალებზე 

Iი+1(X) კუნქცია ფრფივია. 
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ადვილი შესამჩნევია, რომ ამნაირად განსახღვრული /ა(X) ფუნქციებით 
+ ზრდადია და, ამას გარდა, 

0<7(9<ჩ(ი-<. ·"<წ0ეC- · · <1. 
ცხადია, რომ ფუნქციათა II„(2)) მიმდევრობა კრებადია (0,1) სეგმენტზე 

რომელიღაც IC) ფუნქციისაკენ.. · 
დავამტკიცოთ, რომ /(X) ვიწრო აზრით ზრდადი უწყვეტი ფუნქციაა 

და თითქმის ყველგან (0,1) სეგმენტზე /'(X)=0. 
ამისათვის განვიხილოთ (0,1) სეგმენტის ნებისმიერი § წერტილი და 

ავიღოთ § წერტილის შემცველი ერთი მეორეში ჩალაგებულ სეგმენტთა 

მიმდევრობა ( «> რის | LL” » სადაც თ: = 4. .- აქ ჩი არის 0-სა 

და 2"--1 შორის მოთავსებული რაიმე მთელი რიცხვი, ცხადია, რომ ან 

(ი) L ფი) თ" –+“- თ 
ფო“) -_ _ ჩი - ი+1 ან ცი“) (ი) 

ჩე+ ს · ი+1 

პირველ შემთხვევაში, 

! თCო4) თ(ი+1) თ“) 1 15. თ.) ჩა (თეს) ჩა | თლ))=ჩ(თლ ე.ა" ი(თე)– 

  

  

  

-_____ 
მეორე შემთხვევაში გვექნება: 

თი (რობა) ჩა 42) - “| I(4თ)– (“| 
მაშასადამე, საზოგადოდ გვექნება: 

საბი) ჩი (92) “+ »( რეა) =M)I 

შემდეგ, რადგანაც 
სთ აო)= '( თღ), ” თ ,|= (თო, 

(თა) –I(ფე)=: ჯა, ა) –I( თ) ა 

ამიტომ 
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მაშასადამე, 
წ 

თო) თ.) 1+V%9 
(თ) –I(2)=0 1-5“, თ.) 

სადაც 6,= +1. რადგანაც 0<9 <1, ამიტომ 

თ) თ) '(თ+)–I(«უ ი წ 
ყოველი MI-თვის. მაშასადამე, I(X) ფუნქცია ზრდადია ვიწრო აზრით L 
წერტილში და რაკი § ნებისმიერი წერტილია (0,1) სეგმენტიდან, ამიტომ 

ICI) ზრდადია ვიწრო აზრით |0,1) სეგმენტზე. ამის გარდა, (7.1) და 

(7.2) დამოკიდებულებებიდან გვაქვს 

0<(თდ,)– I( ო)< (+– I” თ=1, 2,..-). 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

III თი, )–I იღ |=0 „აე (ლა) –/(%ე) 
ამრიგად, /(ჯ) ფუნქცია უწყვეტია (0,1) სეგმენტის ნებისმიერ § წერტილ- 

ში და ამიტომ იგი უწყვეტია (0,1) სეგმენტზე. 
ლებეგის თეორემის ძალით, I(I) ფუნქციას აქვს თითქმის ყეელგან 

(0,1) სეგმენტზე სასრული წარმოებული /'(X)- 
თუ I(M9 ფუნქციას აქვს წარმოებული L წერტილში, მაშინ ეს წარ 

მოებული იქნება ზღვარი შემდეგი გამოსახულებისა: 

I თ|– 1C" ცრ) 

(ი) (C1) 
თა კ) %ა. 

„” 

= LI (1+§,9), 

1=0 

” 
როცა #->Cდ. მაგრამ, თუ არსებობს IIთ. II (1+გ,9) იგი ნულის ტოლია. 

M--9 (=0 

მაშასადამე, თუ არსებობს /(X), მაშინ იგი ნულის ტოლია, 

ამრიგად, ჩვენ ავაგეთ ისეთი ეიწრო აზრით ზრდადი უწყვეტი ფუნქ- 

ცია, რომლის წარმოებული თითქმის ყველგან ნულის ტოლია.
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§ 8. ფუბინის თეორემა ფუნქციათა მწკრივის წევრ-წევრად _ 

გაწარმოების შესახებ 

ლემა 3. თუ ელემენტარულ ს” ფიგურაზე განსაზღვრულ 
ელემენტარულ” ფიგურის ადიტიურ და თითქმის ყველ- 

გან წარმოებად ფუნქციათა ზრდადი მიმდევრობა (#,()) 
კრებადია #ჩ() ფუნქციისაკენ, ”C=/ი, მაშინ თითვგმის 

ყველგან #”-ში არსებობს #IX) წარმოებული და მართე- 

ბულია ტოლობა 
L'ც)=1Iი ჩიე. ჩხისაბი · 

დამტკიცება. განვიხილოთ ფუნქციები 
დ,ია=#ჩ(0 – ჩ,0) (Cთ=1, 2,...). 

ცხადია, „ე ფიგურიდან აღებული ყოველი ელემენტარული /# ფიგურისა- 
თვის 

დ)()>9%(C)>· ·· >%/()>. ! · (ზ.1) 
და 

ხთ დ.(0=0. (8.2) 

რადგანაც თდ,() (§=1, 2,...) ფუნქციები ზრდადია #ე-ზე, ამიტომ მათ 
აქვთ თითქმის ყველგან ”-ში სასრული წარმოებულები და (8.1) თანა- 

ფარდობის ძალით თითქმის ყველგან /#ა--ში 

დ) >CთC50ე>.· ·:>Cდ'(X>.'.· 

აქედან გამომდინარეობს, რომ თითქმის ყველგან #--ში არსებობს სასრუ- 

ლი ზღვარი IIV) დ',(XI>9. 
L--თ 

დავამტკიცოთ, რომ თითქმის ყველგან 7ე-ში 

I რს00=დო=9ძ. 

– ამისათვის განვიხილოთ სიმრავლეები 

6=(%:დ(00>90, ნ,-(»: დ(0> + (,=1,2, . -.). 

ცხადია, რომ 
8=171:)06:V.· · -ნ,ყ0..-
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დავუშვათ, რომ MC-)>0. მაშინ მოიძებნება ისეთი ნატურალური რიცხვი· 
”-, რომ M(5„)>9. ცხადია, რომ ჩა, სიმრავლის ყოველი X წერტილი-- 

სათვის და ნებისმიე რი ნატურალური # რიცხვისათვის გვექნება 

, - 1 
9 .X)>CC0)> -,-- 

--1-ლი ლემის ძალით მართებულია უტოლობა 

1 
დ».(ი)>-– II(6ნ ა). 

9 

ეს კი ეწინააღმდეგება (8.2) პირობას. მაშასადამე, I(C5)=0 და ამით ლე– 
მა დამტკიცებულია. 

თეორემა 10. თუ |I|I0იძ, ხ) სეგმენტზე განსაზღვრული 

ზრდადი (კლებადი) MX, IX), - · ·; IXX),--· ფუნქციებისაგან- 
შედგენილი მწკრივი წჩ(X)+/:(X)+--·+/MVX)+--. კრებადია,. 
მაშინ თითქმის ყველგან, (0, ხ);-–ზე მართებულია ტო– 

ლობა 

(> ჩთ| = 2)IMV. 
#=1 M=1 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

დო()=/I(X)+/9CX)+-·--+წთოფი. 

ცხადია, რომ დ„(X) ფუნქციები (იM1=1, 2,...) ზრდადია და 

1100 დო(X)=/(X), 
თ-თ 

სადაც IX)=/წ(X) -++”XX)+-..+ჩ(ი+-..- 
ლებეგის თეორემის ძალით დ„(X) (7/=>1, 2,· · -) ფუნქციებს აქვთ თით– 

ქმის ყველგან (ძ, ხI. სეგმენტზე სასრული წარმოებულები. ამის გარდა,. 

'დე(ადრა(ე<-..-<რო(ე<.--, 

სადაც დ„() არის დი»(ჯ) ფუნქციის შესაბამისი ფუნქცია: 

დ,.,(/)2= დ»(ჩზ) – და(თ 

და #”=Iთ, ჩ)-–Iი, ხ) რადგანაც თდ»(») ფუნქცია ზრდადია (თ, ხI). 
სეგმენტზე, ამიტომ თ, () ფუნქციაც ზრდადია იმავე სეგმენტზე და,.
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მაშასადამე ზემროდამტკიცებული ლემის ძალით, თითქმის ყველგან 
ჭი, ხLზე 

წლი =)სთდათფ=ჩიი+ჩ”თ0+---+ჩთო+--- თ . 

და ამით ფუბინის (C. LსხI!ი!)! თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 9. სიმრავლის სიმკვრივის წერტილები 

ეთქვათ, # არის 1-განხომილებიანი I სივრცის წერტილთა რაიმე 
სიმრავლე. #" სივრცის X წერტილს ეწოდება # სიმრავლის გარე სი- 

მკვრივის წერტილი, თუ 

სი ნით 1. 
ყი VI 

სადაც ძ« არის X წერტილის შემცველი ცვლადი რეგულარული სეგმენტი.. 
8 სიმრავლის რაიმე ყ წერტილს ეწოდება ნ სიმრავლის გა რე დის- 

პერსიის წერტილი, თუ 

ყი L+I5იი ი, 
(0-0 I“ 

სადაც # არის / წერტილის შემცველი რეგულარული სეგმენტი: 
თუ ## ზომადი სიმრავლეა, მაშინ მის გარე სიმკვრივის წერტილს 

სიმკვრივის წერტილი ეწოდება, ხოლო გარე დისპერსიის წერ- 

ტილს კი––დისპერსიის წერტილი. 
თეორემა 9. #” სივრცეში მოთავსებული ნებისმიერი# 

სიმრავლის თითქმის ყველა წერტილი გარე სიმკვრ”- 

ვის წერტილია. 
დამტკიცება. ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხ- 

მოთ, რომ 8 შემოსაზღვრული სიმრავლეა. ამ შემთხვევაში არსებობს 8 

სიმრავლის შემცველი რაიმე წე სეგმენტი. 
თუ #8 ღია სიმრავლეა, მაშინ 8 სიმრავლის ყოველი წერტილი იქნება 

სიმკვრივის წერტილი და ამ შემთხვევისათვის თეორემა მართებულია. 

ახლა ვთქვათ, რომ 6 არის 068 ტიპის სიმრავლვ: 

ნწნწ=თი00ა0...ითი..., 

1 ფუბინი გვიდო (1879 ––- 1942) –– იტალიელი მათემატიკოსი, მისი გამოკვლევები 

ეხება დისკრეტულ ჯგუფებისა და ავტომორფულ ფუნქციათა თეორიას, მინიმუმის კანონს 

და პროექციულ-დიფერენციალურ გეომეტრიას.
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სადაც C» (6=1,2,...) ღძა სიმრავლე ებია, შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, 

რომ 7 

0,ლნ0ა=.·-=5C ==... 

"შემოვიღოთ აღნიშვნები 

#(/)=ILCIII#.), ჩ.(I)=ს(Iი06„) (I=1,2,...), 

სადაც / არის /-განზო მილებიანი სეგმენტი. რადგანაც 

სი (ძინ,)=/ინ. · 
ე. C 

და : · 
1ი6,=I06.=.--.=100„=”.-, 

ამიტომ 

11ო ჩ/თ»(7)=#/(/). 
კს. თ 

ცხადია, აი) ფუნქციები ზრდადია და მათ აქვთ # სიმრავლის ყო– 
ველ წერტილში სასრული წარმოებული. ამას გარდა, „ე ფიგურაში მო- 
თავსებული ყოველი # სეგმენტისათვის 

#)(/).>I9-(I) > · · · > (I)> · ·· 

მაშასადამე, მე-3 ლემის ძალით, ნ სიმრავლის ყოველ X წერტილში არ–- 
'სებობს #I(ე და მართებულია ტოლობა 

”ო=სით Lე. 

"შემდეგ, რაკი ყოველი C,, ღია სიმრავლეა, ამიტომ #6 სიმრავლის ყოველ 
X წერტილში #',(X)=1 (#=1, 2,...). მაშასადამე, ნ სიმრავლის ყოველ 
წერტილში #'CX) =1, ე. ი. წ სიმრავლის ყოველი წერტილი სიმკვრივის 
"წერტილია. ამ შემთხვევისათვის თეორემა მართებულია. 

დასასრულს, ვთქვათ #8 ნებისმიერი სიმრავლეა. IX თავის მე-10 თეო- 
რემის ძალით, არსებობს 8 სიმრავლის შემცველი Cჯ ტიპის ისეთი #7 
სიმრავლე, რომ „ე ფიგურიდან აღებული ყოველი I სეგმენტისათვის 

ს”(1I165)=IV(IIIV). 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას | 

| #”C)=ს(10#ი,
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მაშინ M სიმრავლის ყველა X წერტილში ””(X)=1 და, მაშასადამე,წნ 
სიმრავლის თითქმის ყველა X წერტილში 

IXV/I73) =1 

I! , 
სადაც I. არის X წერტილის შემცველი რეგულარული სეგმენტი. თეო- 

რემა დამტკიცებულია. 

1I-ი 

სავარჯიშო 

1. ვთქვათ, /I(X) ფუნქცია განსაზღვრულია ასე 

. 
I(X)=X? 51ი გ როცა X#0 და /(0)=0. 

დაამტკიცეთ, რომ არსებობს ამ ფუნქციის წარმოებული ყოველ წერტილში, ხოლო L=0 

წერტილის არცერთ მიდამოში /(X) შემოსაზღვრული არაა, 

9. განვიხილოთ (0, ხ) სეგმენტზე უწყვეტი /(X) ფუნქცია, აღვნიშნოთ #§-თი მოცე 
მული სეგმენტის იმ ჯ წერტილთა სიმრავლე, რომლებზედაც /(X) წარმოებული არსე: 

ბობს, დაამტკიცეთ, რომ #6 არის #ცგ ტიპის სიმრავლე. 

8. დაამტკიცეთ შემდეგი დებულება: თუ /”(X) წარმოებული არსებობს ყოველ წე“- 
ტილში, მაშინ მას არ შეიძლება ჰქონდეს პირველი გვარის წყვეტის წერტილი. ·



თავი XIII 

რიმანის ინტებგრალი 

§. 1. რიმანის ინტებრალის განსაზღმრა 

განსაზ ღვ რა 1. ვთქვათ, ფართობადი 8 სიმრავლე დაყოფილია 

6, ჩი --.,; V» სიმრავლეებად. ამ სიმრავლეთა სისტემას ვუწოდებთ 

ს სიმრავლის წესიერ დანაწილებას, თუ შესრულებულია შემდეგი სამი 
პირობა: ! 

1) წ, ნთ,.-., ნს) ფართობადი სიმრავლეებია, 

2) ნ6)#ათ---L6ა=X#, 
· 3) 5,0 8,=C,IICI, სადაც C,/ არის 6, სიმრავლის საზღვარი. 

განსაზღვრა 9. ვთქვათ, 2, რაიმე დადებითი რიცხვია, ხოლო სიმ- 
რაელეთა (ჩნ), #ე,..., 6V) სისტემა ფართობაღი 6 სიმრავლის წესიერი 
დანაწილებაა. ამ დანაწილებას ვუწოდოთ სიმრავლის წესიერი 71.-და 
ნაწილება, თუ 7=VმXIძ(წ6)), ძ(6ნ:),..., ძ(5V))-. 

ახლა გთქვათ, /(+)=/(X, Xი, · · ·, X,) ფუნქცია განსახღვრულია I2" 
სივრცეში მოთავსებულ რაიმე შემოსახღვრულ ფართობად 4 სიმრავ- 

ლეზე. განვიხილოთ ამ სიმრავლის. ნებისმიერი წესიერი 7-დანაწილე- 
ბა (თ), Cთი,..., (ა) ყოველი“ 0, სიმრავლიდან ავიღოთ ნებისმიერი 

C წერტილი და შევადგინოთ ჯამი 

5 =I|(§)) | CI1 | + /(§9) | თი | +-· · · +/(§9) | CV I. 

ამ ჯამს ეწოდება რიმანის! (Iგომიი) ჯამი. ცხადია, რომ ეს ჯამი 

დამოკიდებულია როგორც §, წერტილებზე, ისე #-დანაწილებაზე. 

1 გეორგ ფრიდრიხ ბერნჰარდ რიმან (1826 –– 66) –– გამოჩენილი გერმანელი მა- 
თემატიკოსი- რიმანის მათემატიკური შემოქმედება მრავალმზრივია. კომპლექსური 

ცვლადის ფუნქციათა თეორიის საფუძვლები, ელიფსური და აბელის ფუნქციები, მარ- 

ტივ რიცხეთა განლაგება, მინიმალური ზედაპირები, ტრიგონომეტრიული მწკრიეები, 

სითბოგამტარებლობა, ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციები და სხვა რიმანის შრომებმა 

დიდი გავლენა მოახდინა მათემატიკის განვითარებაზე მე-19 საუკუნის მეორე ნახეეარ- 

ში და მე-20 საუკუნეში.
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თუ ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი 
7: რიცხვი, რომ # სიმრავლის ნებისმიერი წესიერი #-დანაწილებისა- 
თვის, 0–=#<7ს), მართებულია უტოლობა 

|8--II <8, 

სადაც I რაიმე მუდმივია, მაშინ ვიტყვით რომ 5 მიისწრაფვის I რი- 

ცხვისაკენ და დავწერთ 
1Iით 5=/. 
7-0 

ამ შემთხვევაში / რიცხეს, თუ ასეთი არსებობს, ეწოდება რიმანის #- 
ჯერადი ინტეგრალი /(X) ფუნქციისა, გავრცელებული ფართობად # სიმ- 
რავლეზე და აღინიშნება სიმბოლოთი 

M-ჯერ 

I/ი« ან (II IX... X,)შX, ძი. ..ძX,: 

ამრიგად. განსახღვრის თანახმად, 
“V 

. ძ ( = 11 ; (I. I /იძ» =1Iთ 2/6აI9! 
4 (51. 

თუ ზემოაღნიშნული ზღვარი არსებობს, მაშინ იტყვიან რომ /(X) 

ფუნქცია 4 სიმრავლეზე ინტეგრებადია რიმანის აზრით. 

ამ თავში ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ MX) ფუნქცია შემოსაზღვრულია 
#4, სიმრავლეზე. 

§ 2. ზედა და ქვედა ინტეგრალები. დარბუს თეორემა 

· ვთქვათ, I(X) ფუნქცია განსაზღვრულია ს" სივრცეში მოთავსებულ 
ფართობად 4 სიმ რავლეზე. განვიხილოთ # სიმრავლის რაიმე წესიერი 
დანაწილება (თ), თა,..., თ»). ჯამებს 

ნაშრომში „ფუნქციის ტრიგონომეტრიული მწკრივით წარმ-დგენის შესახებ“, რი- 

მანმა გამოიკვლია პრობლემა ფუნქციის გამლისა ტრიგონომეტრიულ მწკრივად. ამას- 

თან დაკავშირებით მან პირველმა მოგეცა შემოსაზღვრული ფუნქციის ინტეგოებადო- 

ბის აუცილებელი და საკმარისი პირობა. ამით მან შეიტანა მნიშვნელოვანი წვლილი 

ინტეგრალის თეორიაში, და მოიყვანა კლასიკური მაგალითი ინტეგრებადი ფუნქციისა, 

რომლის წყვეტის წერტილთა სიმრავლე ყველგან მკვრივია. ამ ნაშრომს დიდი მნიშენე- 
ლობა ჰქონდა სიმრავლეთა თეორიის და ნამდვილი ცვლადის ფუნქციათა თეორიის 

განეითარებისათვის."
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„- 4 · “ 

5= პათ 5= ბით, 

=1 #=1 

სადაც M, და /I, არის /(X) ფუნქციიის ზუსტი ზედა და ზუსტი ქვედა 
საზღვრები თ, სიმრავლეზე, ეწოდება შესაბამისად დარბუს ზედა და 
ქვედა ჯამი. ცხადია, რომ 

“”V 

5=2., IC) | თ,Iლ 8, 
ჩ=- 

სადაც C, არის თ, სიმრავლის ნებისმიერი წერტილი. 

აქედან ჩანს, რომ # სიმრავლის მოცემული დანაწილებისათვის დარ- 
ბუს ზედა და ქვედა ჯამები წარმოადგენენ შესაბამისად რიმანის ჯამთა 

სიმრავლის ზუსტ ზედა და ზუსტ ქეედა სახღვრებს მართლაც, L 

წერტილების შერჩევით 
“ 

2M6)1%I 
#=) 

ჯამი შეგვიძლია გავხადოთ რაგინდ ახლოს როგორც § ჯამთან, ისე § ჯამ- 

თანაც. - 

დარბუს ჯამებს აქვთ შემდეგი თვისებები: 

19, თუ თა (/=1, 2,.-., V) სიმრავლეებს დავყოფთ ფარ-. 

თობად სიმრავლეებად, მაშინ დღარბუს ზედა ჯამიარ გა- 

დიდდება, ხოლო ქვედა ჯამი არ შემცირდება. 

საკმარისია მსჯელობა ჩავატაროთ ერთი რაიმე თ, სიმრავლისათვის. 

ვთქვათ, თ, სიმრავლე დაყოფილია ორ ფართობად თ/, და თ”, სიმრავ- 

ლედ. აღვნიშნოთ /I', და #' სიმბოლოებით I(X) ფუნქციის ზუსტი ზე- 

და საზღვრები თ” და (ა, სიმრავლეებზე შე საბამისად. ცხადია, რომ 

M',=Mს, M'_, ლ=- M,. ამ შემთხვევაში §- ჯამში ყველა შესაკრები უცვ- 

ლელი რჩება, გარდა #M- |Cთ.| შესაკრებისა, რომლის ნაცვლად. გვექ- 
ნება ახლა ორი შესაკრები #M"V| თ I და M".I თ” ასე რომ /VVI თ, | ნამ– 

რავლის ნაცვლად გვექნება ჯამი 

VIს თს +· MI CI. 

IX თავის მე-6 თეორემის ძალით, , 

MI | თ”» | + /#'/ | თ" | <= /M#»M (I თ» I+| ა”, I)=Mს | თ I. 

ამრიგად 8 ჯამი არ მატულობს.
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ანალოგიურად მტკიცდება, რომ ქვედა ჯამი არ კლებულობს, როცა 

თ; სიმრავლეებს დავყოფთ ფართობად სიმრავლეებად. 
95 დარბუს ნებისმიერი ქვედა“ჯამი არ აღემატებანე- 

ბისმიერ ზედა ჯამს. 
ვთქვათ, მოცემულია /| სიმრავლის ორი ნებისმიერი წესიერი დანაწილე- 

ბა (თ', თი, .-.., თი) და (ია, Cა ი, ..., (აე. მათი შესაბამისი ზედა და 

ქვედა ჯამები იყოს §', 8, და 8" 8", ე. ი. 

-ი ჩ 
5'= 2 MსIი”I §'= გოთ” 

#=1 ხ=1 

· 9 « 
8"= 2 MC») ა 2, I LI თ"LI. 

#=1 #=1 

დასამტკიცებელია, რომ 8§შლიე“ 

შემოვიღოთ აღნიშვნა თ,=თ', თ”. რადგანა() თ", და თ, ფართო- 
ბადი სიმრავლე ებია, ამიტომ, IX თავის მე-4 თეორემის ძალით, თ/L 
სიმრავლეც ფართობადია, შემდეგ, ადვილი შესამჩნევია, რომ 

' ი ” ? 

ი ,= VI ი,» თ »= სL) თ/. 
#=1 ; 

ამას გარდა, 
ი 4« 

4= თ L) თ,». 
(=1 ხ=1 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ ორ სხვადასხვა თ,, სიმრავლეს არა აქვს საერთო 
შიგა წერტილები. მართლაც, “ავიღოთ , · · · 

თ,,=თV!(1 ის თ,ა,=თCთ”. ი თ,, სადაც ჯ#67/. 

დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, თ, და თ,, სიმრავლეებს აქვს საერ- 
თო შიგა წერტილი Xჯ. მაშინ ჯX იქნებოდა საერთო შიგა წერტილი CV”, და 

ი” სიმრავლეებისათვისაც, რაც შეუძლებელია. 

| ამრიგად, ორ სხვადასხვა თ, სიმრავლეს შეიძლება ჰქონდეთ საერთო 
მხოლოდ საზღვრითი წერტილები. შემდეგ, IX თავის მე-6 თეორემის. 
ძალით 

ი ჩ ; ი « 
Iთ,|= 3,IთVI Iთ'I= 2)16ი/ I4| = 2), საი, 

ჯ=1 1=) |(=1 #=1
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აღვნიშნოთ ახლა /VM,, და /I,» სიმბოლოებით /(X) ფუნქციის ზუსტი 
“ზედა და ზუსტი ქვედა სახღვრები თ,ჯ სიმრავლეზე. ცხადია, რომ 

M,. => VM"ო #M,ა<= M Iს ია => Iს ისს > MI - 
რადგანაც 

ი ი 
წა |ა“+I= 2) III ა/.I <> 2; /9/#IC/»I 

: 1=1 |)=) 

ამიტომ 

-> „I MI თ”, | = X აიი თ.I. 
L=1 #=1 

ანალოგიურად მივიღებთ 

ჩ ძმ 

5> %) 2) #MიIთი!. 

L=) #=1 

მაშასადამე, 

ი « ი ძ 
§“= 2, 2, გ | 0,» | == 2 2 M,.| თ, |<< 86“ 

:ლ=1 #=-! (=1 #=1 

რ. დ. გ.. 

აღვნიშნოთ ახლა #I”-ით I(X) ფუნქციის ყველა ზედა ჯამის სიმრავლე, 

ხოლო #I„-ით –- ყველა ქვედა ჯამის სიმრავლე. მე-29 თვისების თანახმად, 
I, სიმრავლის არც ერთი ელემენტი არ აღემატება #7” სიმრავლის ნე– 

ბისმიერ ელემენტს. აქედან გამომდინარეობს, რომ /IX” სიმრავლე შემო- 

საზღვრულია ქვემოდან, M„--კი ზემოდან. 

ცხადია, რომ '75V, სადაც 

I=1ი! M%, 1=5სდ M/ჯ. 

I და I რიცხვებს ეწოდება შესაბამისად ზედა და ქვედა #-ჯერა- 

დი ინტეგრალები MX) ფუნქციისა, გავრცელებული 4 
სიმრავლეზე და მათ აღნიშნავენ შესაბამისად სიმბოლოებით 

V 

(იძი და L /M)ძჯX. 
4 1
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თეორემა 1 (დარბუ). თუ /I) ფუნქცია შემოსაზღვრულია 
ფართობად 4 სიმრავლეზე, მაშინ არსებობს ქვედა და: 
ზედა ჯამების ზღვრები და მართებულია ტოლობები 

1Iი 8=7, 1101 9=7. 
#=0 ს-–0“ ,.- 

დამტკიცება. თეორემა დავამტკიცოთ ზედა ჯამისათვის, რადგან, 
ქვედა ჯამისათვის დამტკიცება სრულიად ანალოგიურია. : 

ჯერ განვიხილოთ ის შემთხვევა, როცა I(X) ფუნქცია დადებითია ,1 
სიმრავლეზე. ნებისმიერი დადებითი ც რიცხვისათვის შეგვიძლია ვიპო- 

(9) (", ”“" 
რომ შესაბამისი ზედა 8ე ჯამისათვის ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 

ვოთ # სიმრავლის ისეთი წესიერი დანაწილება (4, 4 

–_ – 
5ა<7+- ა 

(0) 
17 აღვნიშნოთ C-თი 4, 4 4, ..., ქი სიმრავლეთა საზღვრების 

ჯამი, ყოველი /' სიმრავლისათვის მოიძებნება ჟა სიმრავლეში მო- 

თავსებული ისეთი ჩაკეტილი ფართობადი თ; სიმ რავლე, რომ - 

| 4,” 68. 
2VVVI ” 

0.1) –ი< 

სადაც MI წარმოადგენს /(X) ფუნქციის ზუსტ ზედა საზღვარს 4 სიმრავ- 

ლეზე. ვთქვათ, L არის თ,, თა,..., თ, სიმრავლეთა საზღვრების ჯამი. 
შემოვიღოთ აღნიშვნები ' 

ღ ქ” 

ჩ= სხ ი, 0=4 იჩ. 
M=1 

ცხადია, რომ 

: წ ს თ (9) 

0= „4 –,ს,«=,9,( რი რ. 
ა · 

რადგანაც 4! ._ თ. (2=1, 2,..., V) სიმრავლეებს „ წყვილ-წყვილად 

საერთო შიგა წერტილები არ აქვთ, ამიტომ IX თავის მე-6 თეორემის 

ძალით, ' 

· “” 

I0-- თ) კრ. ა, 
#=1
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და, მაშასადამე, (2.1) „უტოლობის თანა ხმად 

I0I<:C. (2.2 

შემდეგ, რაკი C და IL სიმრავლეები ჩაკე ტილია და ერთმანეთს არ კვე–- 
თენ, ამიტომ მათ შორის მანძილი ი(C, I)>0. ავღოთ რომელიმე და- 

ღებითი რიცხვი »<ი(C, L). 

განვიხილოთ ახლა /# სიმრავლის ნებისმიერი წესიერი #-დანაწილე– 
ბა (ნც ჩას... , ი). შემოვიღოთ აღნიშვნა 

ი 

= 2 MI ნს 
L=) 

სადაც VM, წარმოადგენს I(I) ფუნქციის ზუსტ ზედა საზღვარს #, სიმ– 

რავლეზე. 
ჩ, (=1, 2, ..., 0) სიმრავლეები გავყოთ ორ ჯგუფად: პირველ ჯგუფში 

მოვათავსოთ ის #; სიმრავლეები, რომლებსაც არა აქვთ საერთო წერტი- 
ლები C-თან, მეორე ჯგუფში კი –– დანარჩენი ჩ; სიმრავლეები. ვთქვათ, 
პირველი ჯგუფის სიმრავლეებია ჩი, ნი, ..., ხი, ხოლო მეორე ჯგუ- 

ფისა ჩე, ნე... 6. ცხადია, რომ 

; § 

5= 2, Mი, ჩი,I+ 2, Mე,| ჩი, |. (2.3) 
ჯ==1 (=1 

რადგანაც ყოველ ხ),(=1, 2,. ·--, 53 სიმრავლეს აქვს საერთო წერტი– 

ლი C-სთან და დიამეტრი ძ(ნ,)<ი(C, I), ამიტომ აღნიმნულ სიმრავ- 

ლეებს არა აქვთ საერთო წერტილი ნ” სიმრავლესთან და, მაშასადამე» 

ნე,0ჩეყ-· · -0ნე,– 0. 

აქედან, (2.2) უტოლობის ძალით, მივიღებთ 

8 
Iჩ.0ჩ,,9· · ·სჩე,|=)ჩი, | + ჩა. |+· “.–+I ჩი,|< |0 I <2M“ 

ამიტომ 

§ 

2, Mი,1 59) <M 2I6I<-+, >M Iნი.=8წ (24) 
(=1 - 1=1 “ 1=1
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და, მაშასადამე, (2.3) და (2.4) თანაფარდობათა ძალით, 

ლ. ჯ.  ზ იჯ» 8<8+--< (I+ -+-)+ + IM. 
ამრიგად, _ 

110 5=/, 
7-0 

ახლა ვთქვათ, /(X) ნებისმიერი შემოსახღვრული ფუნქციაა 4 სიმრავ- 
ლეზე. ჩეენ შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი დადებითი # რიცხვი, რომ #4 

სიმრავლის ყოველი X»ჯ წერტილისათვი“ ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 
II») |< LC. ვთქვათ, 

დ(X)=/(X)+M. : 

ცხადია, რომ დ(X) ფუნქცია დადებითია 4 სიმრავლეზე. განვიხილოთ 
4 სიმრავლის ნებისმიერი წესიერი დანაწილება (#), #ა, · · - , 6V). ადვილი 
შესამჩნევია, რომ | 

· 8ი=5)+M% | 4 ს 

სადაც 5დ და §/ სიმბოლოებით აღნიშნულია შესაბამისად თ და / ფუნქ- 
ციების ზედა ჯამები.” 

ზემოდამტკიცებულის ძალით არსებობს I 5 და ადგილი აქვს ტო- 

ლობას 7 _ 

IIთ 59= ჯ დ(X)ძX. 
#-0 4 

მაშასადამე, არსებობს 110) 5) და 
#-0 

11თ §,=| დ(X)ძX-–- LI 41 = (იიი –#Xძა =7. 

ტი % 4 : 
თეორემა სავსებით დამტკიცე ბულია. 

§_3. ინტეგრებაღობის სსქადასსვა, ნიშნები 

ამ პარაგრაფში ჩვენ განვიხილავთ თეორემებს, რომლებიც ეხებიან 

'ფუნქციების ინტეგრებადობის აუცილებელ და საკმარის პირობებს, 
თეორემა 9 (რიმანი) ფართობად 4 სიმრავლეზე შემოსა- 

ზღვრული /X) ფუნქციის #4ზე ინტეგრებადობისათვის 

აუცილებელია და საკმარისი, რომ ყოველი დადებითიც 

რიცხვისათვის არსებობდეს ისეთი დადებითი 1იე რიცხეი,
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რომ 4 სიმრავლის ნებისმიერი წესიერი 27.-დანაწილე- 
ბისათვის, 0<7#<7.ე, ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 

8-–8<%. 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, 

I(X) ფუნქცია ინტეგრებადია #4 სიმრავლეზე, მაშინ ყოველი დადებითი 
#ჯ რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი დადებითი 7ე რიცხვი, რომ „/ სიმ- 
რავლის ნებისმიერი #-დანაწილებისათვის 0<7<7ე, ადგილი ექნება 
უტოლობას 

|§-II<-+, (3.1) 
31. 

სადაც 5 წარმოადგენს აღებული დანაწილების სათანადო რიმანის ჯამს, 
ხოლო | 

I= II იძ». 
4 

(3.1) უტოლობიდან გვაქვს 

8 8 

აქედან 
#(- >

 =5=8=I+ LC. 
– - 3 

მაშასადამე, 9 – 8 <6, თეორემის პირობის აუცილებლობა დამტკიცე– 

ბულია. 

დავამტკიცოთ ახლა პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, ყოველი დადები– 

თი § რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი ა რიცხვი, რომ # სიმ- 

რავლის ყოველი წესიერი X-დანაწილებისათვის 0<#<7#-, ადგილი 

აქვს უტოლობას 5 –– §<6, ე. ი. ' 

I(თ(წ–5)=0. სივი (3.2) 
ღარბუს თეორემის ძალით, 

ჯეუ წC=ს 10 8=7. 
თბ 1 7-0“ 7 

მაშასადამე, (3.2) ტოლობის ძალით, 1=7. 

შემდეგ, რაკი 5=59=9, ამიტომ ჰო 5=# სადაც I არის I და 1 

რიცხვების საერთო მნიშვნელობა. თეორემა დამტკიცებულია.
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ეს თეორემა ასედაც შე გვიძლია ჩამოვაყალიბოთ;, | 

ფართობად #4 სიმრავლეზე შემოსაზღვრული /(X) ფუნ- 
ქციის #ზე ინტეგრებადობისათვის აუცილებელია და 
საკმარისი, რომ ადგილი ჰქონდეს ტოლობას 

(I0აძ+= (/თფიი. 
4 4 

ქვემოთ ჩვენ დავამტკიცებთ ორ თეორემას, რომლებიც . გვაძლევენ 
რიმანის აზრით ინტეგრებადობის სხვა აუცილებელ და საკმარის პირო- 
ბებს. ჯერ დავამტკიცოთ შემდეგი 

ლემა. თ უ I-განზომილებიან „ა სეგმენტზე განსაზღვ- 

რული I/Lს) ფუნქცია შემოსაზღვრულია, მაშინ #ჩ.= 
=!X:CXI; X)2> 6) სიმრავლე ჩაკეტილია, სადაც § მოცემე- 
ლი დადებითი რიცვია, ხოლო C/; X) წარმოადგენს ((X) 

ფუნქციის რხევას ჯ წერტილში. 
დამტკიცება. ვთქვათ, § არის 65 სიმრავლის რაიმე დაგროვების 

წერტილი. მაშინ 6« სიმრავლიდან შეგვიძლია გამოვყოთ წერტილთა მიმ- 
დევრობა XI, Xი, ...) წა... რომელიც კრებადია L წერტილისაკენ. 

ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი რიცხვი 8. რადგანაც 5(6; 8) სფერო- 

ში მოთავსდება აღებული მიმდევრობის წერტილები, ამიტომ #,M-– 
–ი >> C, სადაც #Mგ და იIგ არის I(X) ფუნქციის ზუსტი ზედა და ზესტი 

ქვედა სახღვრები # (1 5(§; ბ) სიმრავლეზე. თუ გადავალთ ზღვარზე, 
როცა 8 ->0, მივიღებთ C0X/; C)2>6, ე. ი. LCჩ.. მაშასადამე, /I% ჩა- 

კეტილი სიმრაელეა. | · ' 

თეორემა 3, /-განზომილებიან /„ სეგმენტზე შემოსა- 

ზღვრული /(X) ფუნქციის-.რიმანის აზრით ინტეგრებადო- 
ბისათვის, აუცილებელია და საკმარისი, რომ ყოველი 

დადებითი § რიცხვისათვის ჩ-:=IX:C(/; X)=> 6) სიმრავლის 

ზომა იყოს ნულის ტოლი. 
დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა, ვთქვათ, 

I(X) ფუნქცია ინტეგრებადია #კ სეგმენტზე. გავყოთ ”ა) სეგმენტი წყვილ- 
წყვილად არაგადამფარავ სეგმენტებად #,, #, ..., „I და ვთქვათ, 

I 7ა, –_ 4“, ის სეგმენტებია, რომლებიც თავის შიგნით შეიცავენ 

ნ.- სიმრავლის წერტილებს. ცხადია, რომ 

M,-M,=>6 0=1, 2, ..., ი)” , (3.3)
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სადაც MI, და „I, სიმბოლოებით აღნიშნულია /(X) ფუნქციის ზუსტი 

ზედა და ზუსტი ქვედა საზღვარი I, სეგმენტზე. ამას გარდა, ცხადია, რომ 

|/სI+ | MX “+ /+ || => I(წი. ც.4) 
თუ გავითვალისწინებთ (3.3) და (3.4) უტოლობებს, მივიღებთ: 

“” , ”' 

5-89= 1, (M,– იაI#I => 323M,– ჩა), 
(=I ჯ=1 

ჩ · 

=>6 M II.) => ICC). 
ჯ1=1 , 

რადგანაც /(X) ფუნქცია ინტეგრებადია, ამიტომ IIIII (5 –– 5)=0 და, მა- 
#0 - 

შასადამე, I(C/>2:)=0„ ამით თეორემის პირობის აუცილებლობა დამტკიცე- 
ბულია, 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. დავუშვათ საწინააღმდე გო, 
ვთქვათ, რომ ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის ((6+:)=0, ხოლო I> 

ფუნქცია ინტეგრებადი არაა #ე-ხე, ე. ი. 

წ (6) ძX-–– IIC0ძ+=M:-0. 
% ჩა 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 5=5- და . გაეყოთ /: სეგმენტი 2" კონგ- 
ჩი! 

რუენტულ სეგმენტად, სადაც V ნებისმიერი მთელი დადებითი რი- 

ცხვია. ეს სე გმენტები იყოს 

1, მაო იო ს 1 აი. (3.5) 

აღვნიშნოთ #ი, (L=1, 2, .- · ,/) სიმბოლოთი (3.5) მიმდევრობის ის სეგ– 

მენტები, რომელთათვისაც 0(/; 1ი,)<§ი, სადაც 0V; I) სიმბოლოთი 

აღნიშნულია /(X) ფუნქციის რხევა #ი, სეგმენტზე. შემდეგ, აღვნიშნოთ 

1ე,(ჩ=1, 2, ..., 5) სიმბოლოთი (3.5) მიმდევრობის ის სეგმენტები, 

რომელთათვისაც C0L/; Iე,) >> ნა· აქ ”+5=2#/". ამას გარდა, ვთქვათ, , 

/7VX=7კ, VI,,ს. “ 97),
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გვაქვს: 
2MV , § 

8-8= 200 701 ->2 00, I)IსM,.I+ 2006 1))1I/I. 
=71 L=1 #=1 

რადგანაც IX) ფუნქცია შემოსაზღვრულია I სეგმენტზე, ამიტომ არ- 
სებობს ისეთი დადებითი რიცხვი M, რომ /#ე სეგმენტის ყოველი X 
წერტილისათვის | /(X) | == M# და. რაკი 0(/; ე.) 2M, ამიტომ 

§ 

2) 9V; 1,)IIV,| << 2Mს(M%- 
M=1 

ამას გარდა, 

,” 

> XI საII,I<%1რM%I=–“–-.Iი(= +. 
“, L796I 

მაშასადამე, 

M=5-8=++2Mს(M/.. ' 

აქედან რ 
X 

M(I/V) => 2M · 

შემდეგ, ცხადია, რომ #I»,,C= #7. როგორც ცნობილია, სიმრავლეთ> 

მიმდევრობა //1= //ე= ·-· 5 M/ა=-.· კრებადია და 

|წIIV) #Mა»= ი ”,. 

V”-თ '1=1 

ამიტომ 

= ._. # 
სVC7)= ი MM) => 4M? 

სადაც ”„=ჩიეიწ,ი.-..იწჩი... 

ადვილი შესამჩნევია, რომ #/ სიმრავლის ყოველ X წერტილში CX/; X)2>> 

=>. ამიტომ /7C ჩნ, და, მაშასადამე, 

X 
M(C656ა) >> M(//I)>-ვ> 0. 

მეორე მხრით, |I(89,))=0.
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ამრიგად, მივიღეთ წინააღმდეგობა და, მაშასადამე, ჩვენი დაშვება. 
იმის შესახებ, რომ /X) ფუნქცია ინტეგრებადი არაა 7ე-ზე, სწორი არ 
არის. ამით თეორემის პირობის საკმარისობაც დამტკიცებულია. 

ზემოთ მოყვანილი თეორემა ეკუთვნის დიუ ბუა რეიმონს (ხს 80I=. 
MიVო0იძ). 

თეორემა 4 (ლებეგი). #-განზომილებიან / სეგმენტზე შე- 

მოსაზღვრული IX) ფუნქციის რ იმანის აზრით ინტეგრე– 
ბადობისათვის, აუცილებელია და საკმარისი, რომ ამ 
ფუნქციის წყვეტის წერტილთა სიმრავლის ზომაიყოს 
ნულის ტოლი. 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ 6-თი /(X) ფუნქციის წყვეტის წერტილ– 
თა სიმრავლე. განვიხილოთ ნულისაკენ კრებადი დადებით რიცხეთა მიმ– 
დევრობა (§,. ადვილი დასამტკიცებელია, რომ 

ნ=ნკსჩნკს-.--0ჩს..-. 

თუ M(X) ფუნქცია ინტეგრებადია #„.-ზე რიმანის ახრით, მაშინ, მე-3 
თეორემის ძალით, 

VC-)=0 (»=1, 9, ...) 

და, მაშასადამე, IMC5)=0 და ამით პირობის აუცილებლობა დამტკიცე–- 

ბულია. . · 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, II(6)=0. ავიღოთ. 
ნებისმიერი დადებითი რიცხვი 6. ადეილი შესამჩნევია, რომ =წჩ., 

საიდანაც IILC8-)=0. მაშასადამე, მე-3 თეორემის ძალით, /I(X) ფუნქცია 
ინტეგრებადია „-ზე რიმანის აზრით და ამით პირობის საკმარისობაც, 

დამტკიცებულია. 

§ 4, ზღვარზე გადასვლა რიმანის ინტებრალის ნიშნის ჰვეშ 

' თეორემა ნ, თ უ ფართობად # სიმრავლეზე რიმანის აზ 

რით ინტეგრებად ფუნქციათა მიმდევრობა (IMXX)) თანაბ- 

რად კრებადია /)ფ უნქციისაკენ # სიმრავლეზე, მაშინ 

IX) ინტე გრებადია #ნ-ზე და მართებულია ტოლღბა 

1IIი | /M(X)ძX = //თძა. (4.1) 

ჩ-თა5 8 

დ ა მტკიცება: თუ |6I=0, მაშინ თეორემა ტრივიალურია. ამი–- 

ტომ ვიგულისხმოთ, რომ | 6 I>0. |
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ჯერ დავამტკიცოთ, რომ /(X) ინტეგრებადია 6-ზე. ამისათვის ავიღოთ 
ნებისმიერი დადებითი § რიცხეი. რადგანაც ფუნქციათა მიმდევრობა 

VI. თანაბრად კლებადია # სიმრავლეზე MX) ფუნქციისაკენ, ამიტომ 
ჯ-ზე დამოუკიდებლად მოიძებნება ისეთი მთელი რიცხვი სV(8).>0, რომ 

ყოველი X წერტილისათვის ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 

! 9 _ > <I(10) < IICX) + >, , როდესაც #>VM. (4.2) 

ახლა # რიცხვი დავაფიქსიროთ და განვიხილოთ /# სიმრავლის ისეთი 

წესიერე #-დანაწილება, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 

LM 
+ (/ი – ი) | თ,) «+ -- , (4.3) 

(=1 

სადაც MI და M) არის ჩ(X) ფუნქციის ზუსტი ქვედა და ზუსტი ზე- 

და საზღვრები თ; სიმრავლეზე. თუ #7, და M#, სიმბოლოებით აღვნიშ5ავთ 

I(X) ფუნქციის ზუსტ ქვედა და ზუსტ ზედა საზღვრებს თ; სიმრავლეზე, 

(4.2) უტოლობათა ძალით გვექნება 

ებ_.----_-_-__. 
მეოავ ე 9 9#M M, 1. I.“ V 

აქედან ვღებულობთ:. 

Mი–ის 5 (ო – ი) + 2 – ' 
  

თუ გავითვალისწინებთ (4.3) უტოლობას, "გვექნება 

V “ | : 
'“–– MI) Cთ; (0) __ ე .6 (2 ც 

> (M,– MI) | ი,|< 2, (“ – ორ) თ + > < 2+ ლ 55ზ. 

ჯ=! ჯ=! 

მზშასადამე, 
“ 

IIი VI (IM, – II2 I თ,IC0. 

ბო9,2% 

ამრიგად, /(–) ფუნქცია ინტეგრებადია # სიმრავლეზე. 

ახლა დავამტკიცოთ (4.1) ტოლობის მართებულობა. ამისათვის ავი- 

ღოთ ნებისმიერი რიცხვი §>0. რადგანაც ფუნქციათა მიმდევრობა 

IM(CX)) თანაბრად კრებადია IC) ფუნქციისაკენ, ამიტომ ჯ-ზე დამოუკი-
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დებლად მოიძებნება ისეთი მთელი რიცხვი M(6)>0, რომ 6 სიმრავლის 
ყოველი ჯ წერტილისათვის ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 

IჩM09) -–IXI< უწ: როცა #>V. 

თუ ვიგულისხმებთ, რომ #>V, გვექნება 

| ჩიიძ»- | /თიაძ» | < (ჩა XII იX+<+. 
68 8 § 

მაშასადამე, ადგილი აქვს (4.1) ტოლობას. თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 6 (არცელა). თუ ფართობად § სიმრავლეზე ინტე- 

გრებად ფუნქციათა მიმდევრობა (MX) ერთობლივ შე- 

მოსაზღვრულია და კრებადია ჩ-ზე ინტეგრებად V((X) 
ფუნქციისაკენ, მაშინ 

„ო L2 X)ძX = კირ 

დამტკიცება. ჯერ განვიხილოთ ის შემთხვევა, როცა აღებული 
მიმდევრობის ყოველი /»(X) ფუნქცია არაუარყოფითია და /(X)=0. ასეთ 

შემთხვევაში დასამტკიცებელია, რომ 

ცო |/Xიძ»= 0, 4-4) 
თ 7 

განვიხილოთ ნულისაკენ კრებადი დადებით რიცხვთა მიმდევრობა 

(თ). ყოველი Mჩ-(X) ფუნქციისათვის შეგვიძლია ავიღოთ # “სიმრავლის 

ისეთი #-დანაწილება (ათ, ა', – ას)1, რომ ადგილი ჰქონდეს 

უტოლობას : 

0= ქარ: –3.<თ» (4.5) 

სადაც 
თ, 

  
წ. = „სრ სორარჯ.. ·- + თ59MI 

ხოლო ცო არის /MXX) ფუნქციის ზუსტი ქვედა საზღვარი «ა(») სიმრავ– 

ლეზე. (4. 5) დამოკიდებულებიდან გამომდინარეობს, რომ 

სთ (%-- I ჩMX)ძX |=0 (დგულისხმება, რომ სი #=0.. 
(-6-თ 8 · –თ
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მაშასადამე, რომ დავამტკიცოთ (4.4) ტოლობის მართებულობა, საჭიროა 
დავამტკიცოთ, რომ ადგილი აქვს ტოლობას 

' IIი 5=0. (4.6) 
ჩა.თ 

განვიხილოთ ნებისმიერი დადებითი 6 და § რიცხვები. დავამტკიცოთ 

ისეთი მთელი დადებითი V რიცხვის არსებობა, რომ, თუ #>V, მაშინ 

იმ აქ) სიმრავლეების ფართობთა ჯამი რომლებიც წშმეესაბამებიან 

ი” > 6 რიცხვებს, ნაკლებია გ-ზე. : 

დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, ეს ასე არ არის. მაშინ #-ს უხას- 

რულოდბეერი მნიშვნელობისათვის #) < #:< ··· <#,< + · „იმ თრი სიმ- 

· რავლეების ფართობთა ჯამი, რომელთათვის · ”, თი> ით იქნება ტ-ზე 

მეტი. 
აღვნიშნოთ ნ.კ სიმბოლოთი იმ თ, (ი სიმრავლეთა ჯამი, რომელთა- 

თვის” ი ჩი > ს. დაშვების ძალით 

I5)>8 (=1, 2, · >). 
IX თავის 27-ე თეორემის ძალით არსებობს .6 სიმრავლის ერთი 

მაინც ისეთი X წერტილი, რომელიც მიეკუთვნება (8,ს) მიმდევრობის 
უსასრულო ბევრ წევრს. მაშასადამე, #-ს მნიშვნელობათა უსასრულო 
სიმრავლისათვის ადგილი ექნება უტოლობას /,(X) => 6. ეს კი ეწინააღმ- 
დეგება პირობას /(C0=0. 

ამრიგად, არსებობს ისეთი მთელი დადებითი რიცხვი V, რომელიც 
ზემოთ აღნიშნულ პირობებს აკმაყოფილებს. ვთქვათ,· # >> MV და 2.- 

დანაწილება (იტ, თ", 8 თია) გავყოთ ორ ჯგუფად: პირველ 

ჯგუფმი მოვათავსოთ ის ა” სიმრავლეები, რომელთათვის თ 02>5, ხო- 

ლო მეორე ჯგუფში ის ი» სიმრავლეები, რომელთათვის თ, < 8. მა- 

შინ 5» ქვედა ჯამი ასე შეგვიძლია წარმოვადგინოთ: 

(2) „8%.= - VI თო| საო (+ 2. კარ (აო, 

ჯ ჯ 
“ა · . 

სადაც 2, გავ რცელებულია პირველი ჯგუფის დ! სიმრავლეებისა- 
' ·
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(2) · 
თვის, ხოლო 2, –-მეორე ჯგუფისათვის. მაშასადამე, გვექნება 

ჯ 

0=5ს)=8L+686IნL 

სადაც 
#=5სნ(|ჩC0ს IIMი ს... 1ჩის.... 

ცხადია, რომ <-+ ი, რადგან ფუნქციათა აღებული. მიმდევრობა 

ერთობლივ შემოსაზღვრულია. 

რაკი 86 და 6 ნებისმიერი დადებითი რიცხვებია, ამიტომ ადგილი აქვს 

(4.60 ტოლობას და, მაშასადამე, მართებულია (4.4) ტოლობა. 

ახლა განვიხილოთ ზოგადი შემთხვევა. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

დ»(X) => |/IM(X) –– /(X) I. 

ცხადია, რომ (დ„(X)) მიმდევრობა ერთობლივ შემოსაზღვრ ულია; და 

თ ს დMX)= 0. 

ამიტომ ზემოდამტკიცებულის ძალით 

ი (თიძX=-0. 
ჩ-თ;. : 

მაგრამ 

| | ჩთაძX– | /(აძ» |< | თაიიძ». 
LL ნ ნ 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

ათ II (X)ძX"= 1Mორი 
ჩ-თ% 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა. ინტეგრებად ფუნქციათა მიმდევრობის კრებადობისაგან და ამ ფუნქ- 
ფათა.მიმდევრობის ერთობლივ შემოსაზღვრულობისაგან, საზოგადოდ, არ გამომდინა- 

რეობს /(X) ფუნქციის ინტე გრებადობა. მოვიყვანოთ მაგალითი. 
ეთქვათ, წ რაიმე #-განზომილებიანი სეგმენტია. აღვნიშნოთ #) სიმბოლოთი #-ში 

შემავალი ყეელა რაციონალური წერტილის სიმრავლე. რადგანაც #) თელადი ხიმრავლეა, 

ამიტომ შეგვიძლია მისი ელემენტების “გადანომვრა: 

08=1X), Xე, .. ე XX...) 

განვსახღვროთ #-ზე /„(X) ფუნქცია შემდეგნაირად:
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ჩთ ( 1, თუ X=X, (=1, 2, ..., ”, 

აუიტზ83დ_–_______. 

ცხადია, რომ MC») ფუნქცია უწყვეტია 8 სიმრავლის ყოველ წერტილში, გარდა »), 
Xვ, +. X წერტილებისა, ამის გარდა, ყოველი MI) ფუნქცია ინტეგრებადია # სიმ- 

რავლეზე რიმანის აზრით. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ | /V(X) | <1 ყოველი #-თვის და ყოველი X წერტილისათ- 
ვის 8-დან. მაშასადამე, ფუნქციათა (/”(X)) მიმდევრობა ერთობლივ შემოსაზღერულია 6 

ხიმრაელეზე. ვთქვათ, 
I» = მი. ჩი. 

ცხადია, 6 სიმრავლის ყოველ ირაციონალურ Xჯ წერტილში /(X»)=0, ხოლო 6 სიმრავ- 

ლის ყოველ რაციონალურ X წერტილში /(X)=1. მაშასადამე, /(») ფუნქცია წყვეტილია 
§ სიმრავლის ყოველ წერტილში და ამიტომ /(») ინტეგრებადი არაა 6 სიმრავლეზე. 

სავარჯიშო 

1. ვთქვათ, 6 არის (0,1) სეგმენტის ყველა რაციონალური რიცხვის სიმრავლე. 

დაამტკიცეთ, რომ 
1 1 

_. დი სიკო«»Cა. 

ი ა) 

5. ეთქვათ, MX) და დ(X) ინტეგრებადი ფუნქციებია (0,1) სეგმენტზე, მასთან 
M9)<დწ)- თუ %00=დ(»), როდესაც XCწ, სადაც #6 არის (0,11 სეგმენტის ყველა რა- 
ფცფიონალური რიცხვის სიმ რავლე, და V(X)=I/(X), როდესაც XCნ, მაშინ დაამტკიცეთ, 

რომ 

1 1 1 1 

I ჯიი)ძ; –| ირი კაო“ –1/ი«



თავი XIV 

ლებეგის ინტეგრალი შემოსაზღვრული ფუნქციისათვის 

§ 1. ლებეგის ინტეგრალის განსაზღვრა 

რიმანის მიერ შემოღებული ინტეგრალის განსახღვრას ის ნაკლი 
აქვს, რომ უამრავი მარტივი ფუნქცია ინტეგრებადი არაა რიმანის აზ- 
რით. ასეთია, მაგალითად, დირიხლეს ფუნქცია. ლებეგის მიერ განხი- 
ლული ინტეგრალი საშუალებას იძლევა ვაინტეგროთ არა მარტო რიმანის 
აზრით ინტეგრებადი ფუნქციები, არამედ მრავალი ისეთი ფუნქციაც, 

რომლებიც რიმანის აზრით ინტეგრებადი არ არის, 
ლებეგის ინტეგრალის თეორიას ჩვენ გადმოვცემთ ევკლიდეს I2" 

სივრცისათვის და ეს გარემოება შემდეგში ხელმეორედ აღნიშნული არ 
იქნება 

) განსაზღვრა. ვთქვათ, ზომადი ნ სიმრავლე დაყოფილია ზომად 

ქვესიმრავლეებად ირ), 65, . . .,6,. ამ სიმრავლეთა სისტემას ვუწოდებთ 8 
სიმრავლის L - დანაწილებას, თუ მკ, C,..., 6, სიმრავლეებს წყვილ- 
წყვილად საერთო წერტილები არა აქვთ და 60ICV.>>VC=ჩ. 

ახლა ვთქვათ, სასრული ზომის 6 სიმრავლეზე განსაზღვრულია შემო- 

საზღვრული /(X) ფუნქცია და განვიხილოთ 6 სიმრავლის ნებისმიერი · 
L - დანაწილება (6), 6, . . ., 6V|. ჯამებს 

“ “4 

5= 2, VM.ი დ), 5= 2. ”I.IL(C6), 

· #=1 #=1 

სადაც M, და /I, არიან /(V) ფუნქციის ზუსტი ზედა და ზუსტი ქვედა 
საზღვრები #0, სიმრავლეზე, ვუწოდოთ შესაბამისად ლებეგის ზედა 

და ქვედა ჯამები. ცხადია, რომ §<=წ. ლებეგის ჯამებს აქვს შემ- 

დეგი თვისებები: 
19 თუ ,0; (L(=1, 2,..., 4) სიმრავლეებს დავყოფთ ზომად 

სიმრავლეებად, მაშინ ლებეგის ზედა ჯამი არ გადიდ- 
დება, ხოლო ქვედა ჯამიარ შემცირდება. 

საკმარისია მსჯელობა ჩავატაროთ ერთი რაიმე C სიმრავლისათვის, 

ვთქვათ, 6, სიმრავლე დაყოფილია ორ ზომად 6 და C”, სიმრავლედ.
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აღვნიშიოთ M', და MI ”.-თი /(X) ფუნქციის ზუსტი ზედა საზღვრები §„ 

და C”, სიმრავლეებზე შესაბამისად. ცხადია, რომ /VI'„=<>/M, /VI .==M,. 
ამ შემთხვევაში ზედა ჯამის ყველა შესაკრები უცვლელი რჩება, გარდა 
#M.ს() შესაკრების,ა რომლის ნაცვლად “გვექნება ორი შესაკრები 

M"ას() და MM), ასე რომ /M-ს(რ) გამოსახულების ნაცვლად 
გვექნება ML )-+- M" (ი) ჯამი. მაგრამ 

M"ს(C)-+- M.”ს(C) <= MVIIC6V) + MVML(6 I) ==/7MMI(8)). 

ამრიგად, 8 ჯამი არ მატულობს. 
ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ ქვედა § ჯამი არ მცირდება. 

9 ლებეგისარც ერთი ქვედა ჯამი არ აღემატება ნე- 

ბისმიერ ზედა ჯამს. 

მართლაც, ვთქვათ, მოცემულია #6 სიმრავლის ორი ნებისმიერი L- 

დანაწილება (6... 6... ი) და (C”,, 6,..., 6”). მათი შესაბამისი 

ზედა და ქვედა ჯამები იყოს 7", §' და §”, 8”, ე. ი. 

ი ი 

= 1, V"სსდიას, §= 2, II »IL(CC), 
Mხ==1 · =1 

წ · 2 ძ . 

= 2 M" ს (C,), 5” = ბ, MI MIC6 · 
#=! #=1 

დასამტკიცებელია, რომ §”<6”. 

ჩი4ი. . 

ამისათვის ავიღოთ წ სიმრავლის მესამე დანაწილება (4. L, სადაც 
,ს-1 

0.=70, (16. 

უშუალოდ ჩანს, რომ ეს ისევე L-დანაწილება. მართლაც, 6» სიმ- 
რავლეები ზომადია. და წყვილ-წყვილად საერთო წერტილები არა აქვთ. 

ამის გარდა, 

ძ ი 
C,= ს) ბი) 6»=VL) 0 6= წ ტ 0. 

#=1 ჯ=1 _ ჯ=1 #=1 

ზომის ადიტიურობის გამო გვექნება 

ძ ი 

MCC'1= 2 LLC6,L), ს(6”ა= 2)ს(ია. 
#=1 ჯ=)
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აღვნიშნოთ /V,, და M-თი IX) ფუნქციის ზუსტი ზედა ღა ზუსტი 
ქვედა საზღვრები 6, სიმრავლეზე. ცხადია, რომ 

Mც <= M.,, MM Iს MI. => MI, Iს, => II. 
რადგანაც 

ი ი 

MI .IL(C #)= 2, „I L0V(9/ს)== 2, /ასI(6/I), 
(=1 ჯ1=1 

ამიტომ 

ი 

5"'= 2 MI ს (6) == 2 2 ჩის დია. (L.1) 
#=1 (=1 #=1 

ანალოგიურად მივიღებთ 

1
 

9 

2 Mი)(ზი)- (1.2) 

(1.1) და (1.2) დამოკიდებულებებიდან ვღებულობთ §'= 8, და ამით 2 

თვისება დამტკიცებულია. 
ახლა აღვნიშნოთ //+-ით /(X) ფუნქციის ყველა ზედა ჯამის ს სამრავლე, 

MI,-ით კი ყველა ქვედა ჯამის სიმრავლე, მე-2?“ თვისების თანახმად, //„ 
სიმრავლის არც ერთი ·ელემენტი არ აღემატება //IX# სიმრავლის ნების- 

მიერ ელემენტს. აქედან გამომდინარეობს, რომ //%X სიმრავლე · ქვემო- 
დან შემოსაზღვრულია, /7„ კი ზემოდან. შემოვიღოთ აღნიშვნები · 

I=1იწMI7%, 1=5სი /7„. 

ცხადია, რომ 1=/. 

I და 1 რიცხვებს ვუწოდოთ შესაბამისად /(X) ფუნქციის ლებეგის 

ზედა და ქვედა M-ჯერადი ინტეგრალები, გავრცელებული 6 სიმრავლეზე 
და ისინი აღვნიშნოთ შესაბამისად ასე 

(6) |/ სიძ» და (L)| /(C)ძ». 
8 “წ 

თუ I=I, მაშინ ამ რიცხვების საერთო მნიშვნელობას ეწოდება /(X) 

ფუნქციის ლებეგის M-ჯერადი ინტეგრალი. გავრცელებული # სიმრავ- 
ლეზე და აღინიშნება სიმბოლოთი
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ი-ჯერ 

(ნ) | (იძ, ან (0) I ... ჟუ 272... Mი)რთX, ძXგ. · .0X,. 

§ LL 

ამ შემთხვევაში I(X) ფუნქციას ეწოდება ლებეგის აზრით ინ- 

ტეგრებადი ფუნქცია # სიმრავლეზე, 

შემდეგში, /(X) ფუნქციის ლებეგის ინტეგრალს, გავრცელებულს # სიმ. 

რავლეზე, აღვნიშნავთ I IMX)ძX სიმბოლოთი. 

ჯL 

თეორემა 1. სასრული ზომის ნ სიმრავლეზე შემოსაზ- 
ღვრული ზომადი /(X) ფუნქცია ინტეგრებადია ლებეგის 

აზრით 8 სიმრავლეზე. 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ #1? და #-ით IX) ფუნქციის ზუსტი ქვე- 
და და ზუსტი ზედა საზღვრები ნ სიმრავლეზე. ავიღოთ ნებისმიერი და- 
დებითი 6 რიცხვი და გავყოთ (VI, MI) სეგმენტი ჯქვესეგმენტებად შემ- 

დეგი წე რტილებით: 
II=20<-2ე) < -.· <2»=M, 

ამასთანავე თითოეული ქვესეგმენტის სიგრძე §-ზე ნაკლები იყოს. შემო- 
ვიღოთ აღნიშვნები 

=IX:2გ-) == /(X) <2») (#=1, 2,..-., %), 6Vკ1=IX:I(X)==2V)- 

რადგანაც /(X) ფუნქცია ზომადია #6-ზე, ამიტომ #6, სიმრავლეები 

(”=1, 2,..., X»+1) ზომადია. განვიხილოთ ლებეგის ზედა და ქვედა ჯა- 

მები: 
- V-L1 V”/+1 

8= უM»(ა; 5= 2, /აIM(6/V .., 
#=1 #=) 

სადაც #4 და I, არიან /(V) ფუნქციის ზუსტი ზედა და ზუსტი ქვედა 

საზღვრები 6, სიმრავლეზე. ცხადია, რომ 

#ა–- ს ლ=?შ–2ს)<8 (#=1, 2,..., ს), /MV»+„1== III. 

ამიტო მ 
შ 

_ 8=-ძ2, (Mს–– ი1I)IL(2) == CII(6) 
==1 

და, მაშასადამე, 

LI-I-6ს().
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რადგანაც 6 ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, ამიტომ 1=7. 

ამრიგად, /(X) ფუნქცია ინტეგრებადია სიმრავლეზე ლებეგის აზ- 
რით და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 9, ლებების ინტებგრალის ძირითადი თგისებები 

თეორემა 9. სასრული ზომის ნ სიმრავლეზე ზომადღი შე- 

მოსაზღვრული IX) ფუნქციისათვის მართებულია უტო- 
ლობები 

თს(6)< IICიძ» <= MI), (2.1) 
8 

სადაც # და M არიან (XIX) ფუნქციის ზუსტი ქვედადა 
ზუსტი ზედა საზღვრები (#-ზე. 

დამტკიცება. განვიხილოთ 6 სიმრავლის რაიმე #L-ღანაწილება. 
'(0ც რე. · -·, C| და შევადგინოთ ჯამები 

"“ "V. 

= 2Mის რა, 8= 2) თა(რა. 
· 6=1 8=1 

ადვილი მისახვედრია, რომ 

MIს)(5) == 5 = 5 =<VMIIჩ). · (2.2). 

რადგანაც /(X) შემოსაზღვრული ზომადი ფუნქციაა 6 სიმრავლეზე, ამი- 

ტომ იგი ინტეგრებადია #ჩ-ზე და (2.2) უტოლობებიდან გამომდინარეობს 

(2.1) უტოლობები. თეორემა დამტკიცებულია. ამ თეორემას ეწოდება. 

საშუალო მნიშვნელობის თეორემა. 

თეორემა 8. თუ სასრული ზომის წ სიმრავლეზე ზომადი 

IX) ფუნქცია აკმაყოფილებს პირობას 

I”(X)|<=#%, (2.3) 
მაშინ მართებულია უტოლობა 

II>,. I< M(6). (2.4) 
#§ 

დამტკიცება. (2.3) უტოლობიდან გვაქვს 

– X=IX5-#.
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საშუალო მნიშვნელობის თეორემის ძალით, 

–Mს(6)< | ჩი» <= ICIIC8). 
წ2 

' აქედან მიიღება (2.4) უტოლობა. 
თეორემა 4. თუ ნ სიმრავლის ზომა ნულია, მაშინ ყოვე- 

ლი შემოსაზღვრული /#X) ფუნქციისათვის წწდეძ»=ი. 
ჯ · 

ეს თეორემა გამომდინარეობს მე-3 თეორემიდან. 
თეორემა წ. თუ სასრული ზომის 8 სიმრავლეზე მოცე- 

მულია შემოსაზღვრული ზომადი I» ფუნქცია და #§ 
სიმრავლე ჯამია სასრული ან თვლადი სისტემის წყვილ– 
წყვილად არაგადამკვეთი ზომადი #,, ჩა... სიმრავლე- 

ებისა, მაშინ 

1ირ- კოძი იძ +L... 

დამტკიცება. ჯერ განვიხილოთ შემთხვევა, როცა ჩ» სიმრავლეე- 
ბის სისტემა სასრულია: ' 

ხ=ჩ))Lნას.· ·+L 6». 

ვთქვათ, (6), რ), · . ·,6) არის 8 სიმრავლის რაიმე #-დანაწილება. 
"შემოვიღოთ აღნიშვნა · 

06,L=6,LI=L (L=1, 2,.-., 0; #=), 2... “V). 

. 

ცხადია, დ სიმრავლეები წყვილ-წყვილად არაგადამკვეთი ზომადი სიმ- 
რავლეებია, ამას გარდა, 

ი · 
ხ.= სი (§=1, 2,..., %). 

L= 

"მაშასადამე, (0,, რა) ·-· ·, 6-ს წარმოადგენს 6, სიმრავლის #L-დანაწი-' 

ლებას. ვთქვათ, | 

= · ი 

წ= 2M#ს(20, 8.= 2.MV 90(C6CI), 

(=1 (=1 

სადაც MV, და /,, არიან /(X) ფუნქციის ზუსტი ზედა საზღვრები 0; და
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დ, სიმრავლეებზე შესაბამისად. აღვილი მისახვედრია, რომ /,, <= M, 

(C8=1, 2... ,V) და 6,=6,LI6იL1· · ·)6». ამიტომ 

ი ი V, 

= 2, M,I(0 ს 6იც · · ·CIV+) = 2, M, 2, M(6,»)= 
ჯ=1 |=1 #=1 

L 

= 2, 2 ი”) 
(=1 Vჩ”=I 

ნ 

VI, · (0,,) · 

(=1 ? 

1IIთ ძX=> » წაი. (2.5) 

#=1 ხხ» 

ახლა ვთქვათ, (6), #2, ·-.., ნი, არის ნ სიმრავლის ნებისმიერი 

L-დანაწილება (#=1, 2,-.·, +»). მაშინ 

(ნს)1, #2. ..· ჩი; ხთ, ჩნაა,. .. ნი,2!' სხ. ნ». .. ი, 4 

წარმოადგენს # სიმრავლის გარკვეულ L-დანაწილებას. მაშასადამე, 

» M(6) = 
ჩ=1 · 

ი
 
ნ
4
ა
 

ს
ი
ა
ო
 

#=> » I/იძ· 
#=18, შა

ქი
 

L 

მაშასადამე, 

» §8'.=8> ირ (2.6) 
„ #=1 

სადაც 5,” არის ლებეგის ზედა სამი, რომელიც შეესაბამება 6ჯ სიმ- 

რავლის აღებულ დანაწილებას, ხოლო 5 წარმოადგენს #6 სიმრავლის 

აღნიშნული #-დანაწილების შესაბამის ლებეგის ზედა ჯამს. (2.6) და–- 

მოკიდე ბულებიდან ვღებულობთ 

» წთ 4>|/C». : (2.7) 
=1.ჩჯ 

(2.5) და (2.72) უტოლობები გვაძლევს. 

კორ თრ /თრი-- + ქ/ნარი 

ჩნ) 

ამრიგად, თეორემა დამტკიცებულია იმ შემთხვევისათვის, როცა ## 

სიმრავლითა სისტემა სასრულია.
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ახლა განვიხილოთ ის შემთხვევა, როდესაც #6ჯ სიმრავლეთა სისტემა 
თვლადია: 

თ 

8ხ= L) ჩ». 
Mჩ=1 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

5ა=ჩ)ესჩა0ს..-ს6., #Mა=#»+1.ჩნ»ჯკინ.· - · 

ცხადია, რომ 5; და M, სიმრავლეებს არა აქვთ საერთო წერტილი და 
ზემოდამტკიცებულის ძალით 

14 = 

I/თიძ+= ფელ I ICX) ძ»= 2, /Iიძ»+ I/Cიძ». 

LL 5» ” # ” =1 წ, 

სამუალო მნიშვნელობის თეორემის თანახმად, 

თ(წ)< | I(XIძX< თა(8ა 
” 

და რადგანაც 5)ლუ5აე§_..:.-–ა5ალ.-..C8 ღა ხ=4ე)ს)უაას.-- V5აყ-.-., 

ამიტომ 

(2.8) 

110 I(M-)=0. 
სალბი 

მაშასადამე, (2.8) უტოლობების თანახმად, 

IIთ | /ციძა:=0. 
ჯით?, 

ამრიგად, · 

/Iთაძ»= (ICთ9X+ (ICეძX+...+ I|/Cაძ«+..- 
8 §, §, წ» 

და ამით თეორემა სავსებით დამტკიცებულია. 

შენიშვნა, თეორემა ძალაში რჩება იმ შემთხვევაშიაც, როცა 8), ხა, ჩხვ,..- 

სიმრავლეებს წყვილ-წყვილად აქვთ საერთო წერტილები, რომლებიც შეადგენენ ნულ- 
ზომის სიმრავლეს. 

თეორემა 6, თუ სასრული ზომის # სიმრავლეზე შემო- 

საზღვრული ზომადი. /(X) და დ(X) ფუნქციები ეკვივალენ- 
ტურია, მაშინ 

IIსიძ«= |იიიძა. (2.9) 
ნ. 8



§ 2. ლებეგის ინტეგრალის ძირითადი თვისებები 45. 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

'· 6,ლ=IX:I(X)=დ(X),) ს:=|X:I(X)# დ(X)I. 

ცხადია, 6; და წ: არაგადამკვეთი ზომადი სიმრავლეებია და 8=/)L)ჩე. 

მაშასადამე, 

II თძX = წთი: + I/თიძი, 

ნ §, 8, 

|9%თფ94»= (თი: + «თი». 

· 8 წ. წა 
რადგანაც ILC5:)=0, ამიტომ 

I/თძ»= |%ლიძ». (2.10) 

ჩა #2 

8, სიმრავლეზე /(X)=Cდ(X) დღა, მაშასადამე, 

/წIთძ»= |თთ4ძ». 0.1). · 
ნ. ნ. 

(2.10) და (2.11) ტოლობათა შეკრება გვაძლევს (2.9) ტოლობას. 
თეორემა 7. თუ სასრული ზომის წ სიმრავლეზე ზომადი 

არაუარყოფითი /(X) ფუნქცია შემოსაზღვრულია #-ზე და 

Iთაძ»ჯ=ი, მაშინ /(X) ნულის ეკვივალენტურია. 

წ 2 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

#M=IX:I(X)>9), M,=1X:I9>>| (V=1, 2,...)- 

ადვილი მისახვედრია, რომ 

| M=MV0/0.-.-.სMიყ-.· 
დავამტკიცოთ, რომ II(/I)=0. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, 

9(II)>0. მაშინ არსებობს ისეთი მთელი ღადებითი რიცხვი #, რომ 

M(MI)>0. საშუალო მნიშვნელობის თეორემის ძალით, 

I/წიძ«>+ ჩა, 
” 

ხოლო 

IIნიძ»>ი. · 
ს-”, '
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მაშასადამე, 

I /00 ძ+= (IX)ძX+ /V04X>+ ს(VI>9, 
M.. წელი. IM 

რაც პირობას ეწინააღმდეგება. ამრიგად, VM(M)= =0 და ამიტომ /(X) ნუ– 

ლის ეკვივალენტურია. 
თეორემა 8. თუ სასრული ზომის # სიმრავლეზე მოცე- 

მულიაორი შემოსაზღვრული ზომადი /I(X) და /»(X) ფუნჭ- 
ცია, მაშინ 

(ი+ჩ0ი)ძX= (ჩი ძ»+ (წციძ». 0. 
8 L 8. 

დამტკიცება. ვთქვათ, I(X)=/)(X)+/-XX) და განვიხილოთ # სიმ– 
რავლის რაიმე #L-დანაწილება (6, რ, ..., CV). შევადგინოთ ჯამები: 

'ყ “V 

§= 2VM, ს(ი, 5= ბი, ხ(მ), 
L=1 (:=1 

“+ 1. 

5 2,M0სტა, 5=2)თბსრა; 
L=1 L=1 

"V “ V 

8.= 2) MI%ის(), ალაფი .. 

(=1 (=1 

სადაც, M» MI), MM, თა. II, II? არიან შესაბამისად '/(X), /(X) და 
#-(X) "ფუნქციების «ზუსტი ზედა და ზუსტი ქვედა საზღვრები 0; სიმრავ– 

ლეზე. რადგანაც 

თი + თი =ჩI, =<M,= ML M#ი, 

ამიტომ 
= 

5)+5:=5=8= 8+8». 

აქედან ვღებულობთ · 
5.+5.< |IXძX< 6+8»- – 

ნ...
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საიდანაც 

|ჩითიძX+ |ჩ0ი;ძ«< II ძი< | ჩყეძი»+ (80იძ, 
§ /2 § L L 

ე. ი. მართებულია (2.12) ტოლობა. 
/თეორემა 9. თუ /(X) არის სასრული ზომის #8 სიმრავლე- 

ზე შემოსაზღვრული ზომადი ფუნქცია, მაშინ ნებისმი– 
ერი X რიცხვისათვის მართებულია ტოლობა 

: (იძ = M (I სიძ». (2.13) 

§ L§ 

დამტკიცება. ჯერ განვიხილოთ ის შემთხვევ,ა როცა M#>90. 

ვთქვათ, #(CX)=M%MVX) და ავიღოთ ;ნ სიმრავლის რაიზე L-დანაწილება. 
მაშინ ' 

8-=M#8/, 

სადაც 5, და 5, სიმბოლოებით აღნიშნულია #CV) და I(X) ფუნქციების 

ზედა ჯამები. ცხადია, რომ 

I9MI ს57)=#IიI (5/), 

(#წთძI=# წიძ». 

8 8 

ამრიგად, ადგილი აქვს (2.13) ტოლობას, თუ #>0. 

თუ #X=0, თეორემა ტრივიალურია. ახლა ვთქვათ, IC<90. მაშინ, მე-8. 

თეორემის თანახმად 

0= (CXIC+C--M)/001ძX= IMI/Cი ძი+ |C-I0/სიძ»= 
ე § § 

= წიიძ: +” IICიძი. 

§ 8 

აქედან მიიღება (2.13) ტოლობა. თეორემა სავსებით დამტკიცებულია. 

მე-8 და მე-9 თეორემებიდან გამომდინარეობს 

შედეგი. სასრული ზომის სიმრავლეზე შემოსაზღვრე-. 

ლი ზომადი ფუნქციებისათვის /V(X), #:(X), · · ·, Iთ(X) მა რთე–. 

ბულია ტოლობა
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წ(რჩ+ICჩიი +- · · +ჩა/ი001ძX=#C |ჩიიძ»+ 
LL § 

'4+% ქჩიიძი+ „+ 1ირ 

სადაც”/C, I, ..., MI, მუდმივებია. 

თეორემა 10. თუ სასრული ზომის # სიმრავლეზე მოცე- 

მულია შემოსაზღვრული ზომადი ფუნქცია /I(X), რომე- 
ლიც თითქმის ყველა X წერტილისათვის აკმაყოფილებს 
I(X)>>0 უტოლობას, მაშინ 

(ფე. >>90. 

8 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

6ნ“=(ს:IIX)<0, #+=I|X:/(X)2>0). 

პირობის ძალით, V(ნ”)=0. მაშასადამე, 

4: = II ძX+ წიძ = /ით>ი. 

ნ L+ ცნ- · 

თეორემა 11. თუ სასრული ზომის 6 სიმრავლეზე მოცე- 
მულია შემოსაზღვრული ზომადი ფუნქციები /(X) და დ(X) 
და თითქმის ყველა Xჯ წერტილისათვის /(X) => დ(X), მაშინ 

1“ => იიი“ (2.14) 

დამტკიცება. პირობის თანახმად, თითქმის ყველგან 5 “სიმრავლე- 

ზე /(X)-–- დ(X) >>9, ამიტომ მე-8 და მე-10 თეორემის ძალით 

· IIთ ძX- I დ()ძX= IX) -- დ(X)I4» =90. 

# '2 ' #§ 7 

აქედან მიიღება (2.14) უტოლობა. 
--თეორემა 19, თუ სასრული ზომის # სიმრავლეზე მოცე- 

მულია შემოსაზღვრული ზომადი ფუნქცია /X), მაშინ 

მართებულია უტოლობა 

II MCX)თX 

'2 

  

<I I/ იძ». (2.15) 
8
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დამტკიცება. რადგან /(X) ფუნქცია ზომადია, ამიტომ |/(X)| ფუნ- 
ქციაც ·ხომადია. ამას გარდა, 

– IICX) | <= I(X) == | I(X)I· 
მე-11 თეორემის ძალით, 

– (I/ა|ძX< (/- ძ«< I I/Iძ». 
8 “წ § 

აქედან მიიღება (2.15) უტოლობა. 

! 
§ 8. რიმანისა და ლებების ინტეგრალების შედარება 

ვაჩვენოთ, რომ ლებეგის მიერ მოცემული ინტეგრალის განსაზღვრა 
უფრო ზოგადია, ვიდრე რიმანის. ჯერ დავამტკიცოთ შემდეგი 

თეორემა 18. თუ /(X) ფუნქცია ინტეგრებადია რიმანის. 

აზრით # განზომილებიან # სეგმენტზე, მაშინ იგი ინ- 

ტეგრებადია ლებეგის აზრითაც იმავე სეგმენტზე და 

(თ (/0ძX=C) (ეძ. ც.) 
,” ,” 

დამტკიცება. რადგანაც /X) ფუნქცია ინტეგრებადია რიმანის 

აზრით ” სეგმენტზე, ამიტომ იგი შემოსაზღვრულია /-ზე და მისი წყვე– 

ტის წერტილთა სიმრავლის ზომა ნულის ტოლია. მაშასადამე, /CX) ზომა- 

დია და იგი ინტეგრებადია ლებეგის აზრით. 

ახლა დავამტკიცოთ (3.1) ტოლობის მართებულობა. ამისათვის # სეგ- 

მენტი გავყოთ ქვესეგმენტებად 7), #5, -. -, IV. აღვნიშნოთ #I, და Mჯ-თი 

MX) ფუნქციის ზუსტი ქვედა და ზუსტი ზედა სახღვრები /#-ზე 
#=1, 2,..-, 7). სამუალო მნიშვნელობის თეორემის ძალით, 

ა წMI <(L) II იძ» =Mა| ო) (§=1, 2 -..,V). 
” ' 

ამ უტოლობათა შეკრებით მივიღებთ 

9) =IMI<C0 | I09X< 21MM MI. 
' , L=1 M=I! 

აჭედან გვაქვს _ 

|/Cიძ«< დ) I/ძ» << |/სიძ:. 
-„ ” ,
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მაგრამ, რადგანაც /CX) ფუნქცია ინტეგრებადია რიმანის აზრით (”-ზე, 
ამიტომ 

II/0ოძ»= 1 I(X)ძX=(8) | Iციძ». 
” , , 

მაშასადამე, მართებულია (3.1) უტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია, 
ახლა შევადგინოთ მაგალითი ისეთი ზომადი შემოსაზღერული ფუნქ)- 

ციისა, რომელიც რიმანის აზრით ინტეგრებადი არ არის. ვთქვათ, #-გან- 

ზომილებიან #=|(0,1; 0,1;.-.; 0,11 სეგმენტზე განსახლვრულია /(X) 
ფუნქცია შემდეგნაირად: ! 

1, თუ X რაციონალური წერტილია, 

/ი=| 0, თუ X ირაციონალური წერტილია. 

ცხადია, რომ /I(X) ფუნქცია ინტეგრებადი არაა რიმანის აზრით #-ზე, 

რადგან ” სეგმენტის ყოველ წერტილში იგი წყვეტილია. ადვილი დასამ- 
ტკიცებელია, რომ /(ე ზომადია „-ხე და, მაშასადამე, ამ სეგმენტზე 

IX) ფუნქცია ინტეგრებადია ლებეგის აზრით. ამით ნაჩვენებია, რომ 
ლებეგის ინტეგრალის ცნება უფრო ზოგადია, ვიდრე რიმანის ინტეგრალისა. 

§ 4. ზღვარზე გბგადასვლა ინტებრალის ნიშნის ქვეშ 

ვთქვათ, #" სივრცის სასრული ზომის 8 სიმრავლეზე განსაზღვრე- 
ლია შემოსაზღვრული ზომად ფუნქციათა მიმდევრობა /,(X), /:(X), . :.- 
ჩი), ..., რომელიც კრებადია რაიმე ახრით შემოსაზღვრული ზომადი 
MX) ფუნქციისაკენ. ისმის კითხვა: მართებულია თუ არა ტოლობა 

II. I(/ნეძი = (/ცეძა. ტ.) 
ჩხ+თL ნ 

თუ (4.1) ტოლობა მართებულია, მაშინ ამბობენ რომ ”შესაძლებე- 

ლია ზღვარზე გადასვლა ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ, 
ადვილად ვაჩვენებთ, რომ (4.1) ტოლობა საზოგადოდ მართებული 

არაა, მართლაც, ვთქვათ, /M(X) (#=1, 2,.+..) ფუნქციები განსაზღვრუ- 
ლია (0, 21) სეგმენტზე ასე: 

#"X, როდესაც == +, 

/I(X)=1 –#/%X-+2#/, როდესაც 1+=X< +, 

X= 2. | 0, როდესაც +<X =
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MX) (6=1, 2,...) ფუნქციები უწყვეტია I0, 21 სეგმენტზე და 
M(X) =11I) /(X)=0. 

-თ 

მაგრამ ' 
2 · 

I(ჩიიძ»-) (#= 1, 2,.. ·) და I/თიძა-ი. 

0 0 

მაშასადამე, 

აა I 3. (X)ძჯ # წო“ 

ამიტომ ბუნებრივია დავსვათ საკითხი იმ დამატებით შეზღუდვებზე, 
რომლებიც საჭიროა დავადოთ /.(X) (#=1,2,...) ფუნქციებს, რომ 
ადგილი ჰქონდეს (4.1) ტოლობას. · 

მართებულია: შემდეგი 
თეორემა 14 (ლებეგი). თუ სასრული ზომის ·5 სიმრაგლე- 

ზე ერთობლივ შემოსაზღვრულ ზომად ფუნქციათა მიმ- 
დევრობა (IX) %ზომით კრებადია ზომად /() ფუნქცი- 
ისაკენ, მაშინ მართებულია (4.1) ტოლობა. 

დამტკიცება, რადგანაც ფუნქციათა აღებული მიმდევრობა ერ- 

თობლივ შემოსაზღვრულია, ამიტომ არსებობს ისეთი დადებითი რიცხვი 

M#, რომ ნ სიმრავლის ყოველი X წერტილისათვის და ყოველი #-თვის 

ადგილი აქვს უტოლობას | /„(X) |< #. 
ადვილი დასამტკიცებელია, რომ # სიმრავლის თითქმის ყველა X 

"წერტილისათვის მართებულია უტოლობა 
II(X) | == #. ს (4.2) 

მართლაც, რისის თეორემის ძალით, ფუნქციათა მოცემული მიმდევრობი- 
დან შეგვიძლია გამოვყოთ ქვემიმდევრობა (”I.,(X)), რომელიც კრებადია 

IX) ფუნქციისაკენ' თითქმის ყველგან #-ზე. იმ X წერტილებზე, სადაც 

ი Mი= /(X), თუ გადავალთ ზღვარზე | /L,(X)|<M უტოლობაში, როდე- 

საც. »->თ, მივიღებთ (4.2) უტოლობას, 
განვიხილოთ ახლა ნებისმიერი დადებითი ბ რიცხვი და შემოვიღოთ 

აღნიშვნები 

4»თ(8)=L: | /ი(X)–/(%) | => ბ, 8»(8)=|X:1,„(ი –I I<8). 

გვაქვს: | 

| წთნიძX- (Iსიძი” < II/„თა –/% IძX= 
'- 21 /2
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ა... 0.3) 
4ო(ზ) 8აო(ბ) 

შემდეგ, რაკი |/ოძე –/CX) | =< | ჩი(X) |+I IX), ამიტომ თითქმის ყველგან 

4ო(8) სიმრავლეზე ადგილი აქვს უტოლობას |/თ(X) --/(X)|<2M. მაშა- 
სადამე, .სამუალო მნიშვნელობის თეორემის თანახმად, 

II/ისი–/|ძX < 2MV(4»(8))- 4.4 
4თ(ზ) 

მეორე მხრით, საშუალო მნიშვნელობის თეორემის ძალით, ” 

I (ითა –/სიIძიCნა(8„(8))<ნა(6)- #5 
8»(ზ) 

(4.4) და (4.5) უტოლობების ძალით, (4.3) თანაფარდობიდან ვღებულობთ 

| ”„თძ»– (IC ძი <2MM(4»(8))+ჩა(5). #9 
8 L 

ავიღოთ ახლა ნებისმიერი დადებითი §6 რიცხვი და შევარჩიოთ § რიცხ- 

გი ისე, რომ 8ILXჩნ)< < ზომითი კრებადობის განსაზღვრის თანახმად 

III V(4»ო(8))=0 და, მაშასადამე, მოიძებნება ისეთი ნატურალური რიცს- 
თ-ა-თ 
ეი M(0, რომ 

2MM(#„(8))< ->, როცა I>V. 

მაშასადამე, (4.6) უტოლობიდან გვაქვს 

>___-____ 
8 ს 

როცა I7>M. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ მართებულია (4.1) ტოლობა. 
თეორემა 16 (ლებეგი). თუ სასრული ზომის #ჩ სიმრავლეზე 

ერთობლივ შემოსაზღვრულ ზომად ფუნქციათა მიმდევ- 
რობა (ჩ(X)) თითქმის ყველგან #-ზე კრებადია შემოსაზ- 

ღვრულ I/() ფუნქციისაკენ, მაშინ ადგილი აქვს (4) 
ტოლობას. · 

დამტკიცება. X თავის მე-13 თეორემის ძალით /(X) ფუნქცია ზო- 

მადია 8-ზე. შემდეგ, იმავე თავის 21-ე თეორემის თანახმად ფუნქციათა 

აღებ მიმდევრობა ზომით კრებადია /(X ნქციისაკენ. მაშასადამე, 

მე-14 თეორემის ძალით მართებულია: ათე ვუმცი ეას თ 

ეს თეორემა წარმოადგენს არცელას თეორემის განზოგადებას.



თავი XV 

ლებეგის ზოგადი ინტებგრალი 

§ 1. ლებების ზოგადი ინტებრალის განსაზღვრა 

ვთქვათ, /(X) არის I2" სივრცის წერტილთა სასრული ზომის 6 სიმ–- 

რავლეზე განსახღვრული ზომადი ფუნქცია, რომელიც შემოუსაზღვრე- 
ლია ნ-ზე. განვსაზღვროთ /(X) ფუნქციის ლებეგის ინტეგრალი. 

ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ /(C() 2>0. ყოველი ნატურალური V1რიცხვი- 
„სათვის განვსაზღვროთ IL/I(X)I ფუნქცია შემდეგნაირად: 

IX), თუ I(CX)<-V, (/C0I=| ს. 4), თუ I(X)>X. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ (/()I ფუნქცია ზომადია. მართლაც, 
ნებისმიერი ი რიცხვისათვის გვაქვს 

X:I(0>ძ), როდესაც 0 <VX, 
C:IIC0II>ძ=| #, როცა 0>V. 

აქედან გამომდინარეობს (/(X)I) ფუნქციის ზომადობა. - , 
შემდეგ, II(0))სს ფუნქციის შემოსაზღვრულობის გამო არსებობს 

ლებეგის ინტეგრალი ( ყთა ძX. ამას გარდა, რადგან ფუნქციათა მიმ- 
LL · 

დევრობა I(I/(CX)1+) ზრდადია, ამიტომ რიცხვთა მიმდევრობა I Iხი)აძი | 

იქნება ზრდადი და, მაშასადამე, არსებობს 1Iთ | IIIი)Iძი,” რომელიც 
V+თ > 

სასრულია, ან უდრის +-C. ამ ზღვარს ეწოდება MCC) ფუნქციის ლებეგის 

ინტეგრალი, გავრცელებული ნ სიმრავლეზე და აღინიშნება Iჯთ ძ»ჯ 

L 

სიმბოლოთი. 
თუ ეს ინტეგრალი სასრულია, მაშინ I(X) ფუნქციას ეწოდება ჯამ ე- 

ბადი ან L-ინტეგრებადი 6 სიმრავლეზე.
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ადვილი შესამჩნევია, რომ სასრული ზომის #ჩ სიმრავლეზე 
ჯამებადი /X) ფუნქცია თითქმის ყველგან სასრულია 
L-ზე. 

მართლაც, თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას //7=(X : I(VI=–+C); გვექნება 

I/ერ> (IVთIძ+> I IIთI»ძა=«ს(ი. 
|- § M” 

აქედან 
1 

ICI) == + IIთ4». 

§8 

ვინაიდან ეს უტოლობა მართებულია ყოველი /)-თვის და /(X) ჯამებადია 

ნ სიმრავლგზე, ამიტომ #L(I/)=9, ე. ი. I(X) თითქმის ყველგან სასრუ- 

ლია ნ-ხე. 
ცხადია, ყოველი არაუარყოფითი XC) ფუნქცია ჯამება- 

დია ნულ ზომის # სიმრავლეზე და 

- IIორი-ი. 

თუ სასრული ზომის წ სიმრავლეზე ზომადი /(X) ფუნქცია არადა- 

დებითია, მაშინ, თანახმად. განსაზღვრისა, 

( /C0)ძX=– IL– I(Xი))ძX-. 

8 8 

ახლა ვთქვათ, /(X) არის სასრული ზომის სიმრავლეზე ნებისმი- 

ერი ნიშნის ზომადი ფუნქცია. განვიხილოთ ფუნქციები 

ჩენი VII, ე=1ჩ91-#, 

70) და. /090 არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციებია, "ასე რომ არსებობს 

ინტეგრალები ქი“: და კირი 

ადვილი შესამჩნევია, რომ. 

I(0=/0–/C. 

თუ 70) და #00) ფუნქციებიდან ერთი მაინც ჯამებადია # სიმრავლეზე,
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მაშინ სხვაობას წწთძ- თია: ეწოდება IX) ფუნქციის ლებეგის 

8 § 

ინტეგრალი, გავრცელებული ჩ სიმრავლეზე და აღინიშნება I ით». 

' § 

თუ /ე და /(X) ფუნქციები ორივე ჯამებადია, მაშინ /(X) ფუნქციას 

ეწოდება ჯამებადი ანუ L-ინტეგრებადი #-ზე, 

§ 9, ლებეგის ზოგადი ინტეგრალის თვისებები 

ამ პარაგრაფში დავამტკიცებთ ლებეგის ზოგადი ინტეგრალის ელე- 
მენტარულ თვისებებს. 

თეორემა 1. თუ /(X) ფუნქცია ჯამებადია ურთიერთ არა- 
გადამკვეთ სასრული ზომის სიმრავლეებზე ჩ,, ჩ.,...,ჩის . 

მაშინ /(X) ჯამებადია 8=0#6ჩ)LIჩაც.·· სნ, სიმრავლეზე და 

მართებულია ტოლობა 

IV7CI4X= (ICაძ«+ IIთი«+.--+ |/იძა. (2. 1) 
8 . წ, ნ. ჩნ» 

' დამტკიცება. ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხ- 

მოთ, რომ /(X)>>0. მართლაც, თუ თეორემა მართებულია არაუარყო- 

ფითი ფუნქციებისათვის, მაშინ იგი მართებულია არადადებითი ფუნქ– 

ციებისათვისაც და ზოგადი შემთხვევა მიიღება შეკრების საშუალებით, 

ამრიგად, ვთქვათ, # სიმრავლეზე /(X 2>90. რადგანაც ყოველი ნატუ- 

რალური +» რიცხვისათვის (I(X)) შემოსაზღვრული ზომაღი ფენქციაა, 
აძიტო · 

IV)» 4X= (II სძX+ II/I0IIX+---+ I (IC). 
§ L. ნ5 ხო 

თუ გადავალთ ზღვარზე, როცა + –> დ. მივიღებთ (2.1) ტოლობას. 

თეორემა 9 (ინტეგრალის სრული ადიტიურობა). თ უ /(X) ფუნქცია. 

ჯამებადია ზომად 6 სიმრავლეზე, რომელიც ჯამია ურ- 

თიერთ არაგადამკვეთი ზომად სიმრავლეთა თვლადი 

ა თ 

სისტემისა 6= LI ჩ,, მაშინ 
#=! · 

IIთ ძღ= 3) /წთძ». (2.2 

8 #=1-წ,
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დამტკიცება. აქაც შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ /(X) =>>0. ყოვე- 
ლი ნატურალური წ» რიცხვისათვის გვაქვს 

აარ- 2) წითს4%<2) /წთ«». 
#=1) ნ, #=1 6, 

თუ გადავალთ ზღვარზე, როცა »->Cთ, გვექნება 

II (<3) წთრ....?' (23 
ლ ხნ ხზ. 

მეორე მხრით, ნებისმიერი ნატურალური /! რიცხვისათვის გვაქეს · 

IVთ. ძ» =>) IV), ძX. 
#=1ჩ. 

გადავიდეთ ზღვარზე, როცა »+->Cთ, მივიღებთ 

# აძ) ჩოი. 

ჩ=1 ს» 

თუ მიღებულ უტოლობაში კიდევ გადავალთ ზღვარზე, როცა M#I->თ, 

გვექნება 

I #>2) წირი დ.4 
#=1 6, 

(2.3) და (2.4) დამოკიდებულებებიდან გამომდინარეობს (2.2), ტოლობა. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 8. თუ მოცემულია სასრული სისტემა ჯამება- 

დი ფუნქციებისა, მაშინ მათი ჯამიც ჯამებადია და ჯამის 

ინტეგრალი ინტე გრალთა ჯამის ტოლია. 

დამტკიცება. საკმარისია ორი ფუნქციის შემთხვევა განვიხილოთ. 

ვთქვათ, /(X) დღა «(X) ჯამებადი ფუნქციებია სასრული ზომის # სიმრავ- 

ლეხე. 
ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ ორივე ფუნქცია არაუარყოფითია. შემოვი- 

ღოთ აღნიშვნა 

'ჩ0)=I09+ყწVი:
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ადვილი შესამჩნევია, რომ 

LI” (X))» == II(X)I»-+- (6(X)IV <= IV (X)12»- 
მაშასადამე, 

IIწთო I, ძX = (თ IX -L (II ძX == I(წთI ძჯ. 
8 8 ნ § 

თუ გადავალთ ზღვარზე, როცა V->C, გვექნება 

(წთძ»X< წIVC) ძ«+ |«Cძ»< |”ციძ» 
/- L L L· 

აქედან გამომდინარეობს ტოლობა 

( #0)ძX= IIთძი + I(დეძ». 

§ 8 #§ 

ამრიგად, დადებითი ფუნქციებისათვის თეორემა დამტკიცებულია. 

ახლა ვთქვათ, 6 სიმრავლეზე I(X)>>0, ხოლო ჯ(X)<0 და შემოვი– 

ღოთ აღნიშვნები 

M,=(X:MV)>>0, M:=!(X:MC0<9.. 

რადგანაც #/) სიმრავლეზე I(X), – (XX), LC) ფუნქციები არაუარყოფი-. 

თია და I(X)=/(X)-LL-- დ(X)1, ამიტომ ზემოდამტკიცებულის ძალით, 

IIფ4»= (წფძ»– I(თძ». 
· წ, ” ჩ, 

აქედან 

I(ჩოძ+= IV ძ +! «ლეძი. დ.5. 
IM ჯ ” 

შემდეგ, რადგანაც – 6(X), /(X), –” დ) ფუნქციები დადებითია //» სიმრავ–- 
ლეზე და - #(X)=/(X)+L-ჩC2)), ამიტომ 

_–- I 6(X)იX= IIთი: –I# (X)ძX. 

M. M. M# 
აქედან 

| ჩთძ»= |ICძX+ წდ(ძ». _C0.6; 
MM. MM. #2
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თუ (2.5) და (2.6) ტოლობებს წევრ-წევრად შევკრებთ და გავითვალის- 
წინებთ, რომ 8=/ჩ/,0M-, /7)(1/7/:-=#, მივიღებთ ტოლობას 

Iჩ (+) ძX= IIთ ძა-+ |დიძ». (2.7) 

L ს L 

„ამრიგად, (26.77) ტოლობის მართებულობა დავამტკიცეთ დადებითი და 
უარყოფითი ფუნქციებისათვის. 

დასასრულ, ვთქვათ, /(X) და ყ(X) ნებისმიერი ნიშნის ფუნქციებია. 
შემოვიღოთ აღნიშვნები 

=(X:I0) >>0, «(0 2>0), #:=(|X :I(X) >>0, «(9 <0), 

83=LX : IX)<9, «)<0,  #,»=(:I(X)<0, §() =>9I. 
-ცხადია, რომ #6), ნი, ნვ კ სიმრავლეები წყვილ-წყვილად არაგადამკვე: 
თი ზომადი სიმრავლეებია და, ამას გარდა, 

8=ნ)Lს,0ხ3ვ)6ა. 

ზემოდამტკიცებულის ძალით, 

(წთ რ-ICიი+ ქო“ თ=1, 9, 3, 4. 
L 

თუ ამ ტოლობებს შევკრებთ, მივიღებთ 

| წფძ»= |/IC0ძX+ | სიძ. 
ნ წ § 

თეორემა სავსებით დამტკიცებულია. 

· თეორემა 4, თუ /(X) და §(X) არაუარყოფითი ზომადი ფუნქ- 
ციებია სასრული ზომის # სიმრავლეზე და I(X) <= 8(ი, მა- 
შინ 

I/თრ<| თი. _ 089 

დამტ კიცე ბა. ყოველი ნატურალური » რიცხვისათვის II(X)II5==ICLX)IV 

მაშასადამე, 

IVთI ძX <I(დCX)» ძ». 

ნ ნი... 

თუ ზღვარზე გადავალთ, როცა V->Cთ, მივიღებთ (2.8) უტოლობას.
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ამ თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ თუ /(X) ჯამებადია, მაშინ 

Iხეფუნქციაც ჯამებადია. 

თეორემა წ, თუ /|(X) ფუნქცია ჯამებადია ი სასრული ზომის 

ნ სიმრავლეზე, ხოლო / მუდმივია, მაშინ ,I/Cთ) ფუნქ- 
ციაც ჯამებადია #-ზე და ადგილი აქვს ტოლობას, 

IIC ძ«=4IIთ ძX. (2.9) 

8 · წ ' 

დამტკიცება. ჯერ განვიხილოთ ის შემთხვევა, როცა /(0 >90. 
თუ 4 მთელი დადებითი რიცხვია, მაშინ თეორემის მართებულობა გა- 

მომდინარეობს მე-3 თეორემიდან. თუ #=--, სადაც ი! მთელი დადე- 

ბითი რიცხვია, მაშინ კელავ მე-3 თეორემის თანახმად 

I 

I Iიძი=თ| »- აძ». 
ნ LL 

საიდანაც . 

(+ /იძ»=-- |Iსიძა 
8 ნ 

აქედან გამომდინარეობს (2.9) ტოლობის მართებულობა ყოველი დადე- 

ბითი რაციონალური # რიცხვისათვის. 
ახლა ვთქვათ, #4 ნებისმიერი დადებითი ირაციონალური რიცხვია. 

მაშინ მოიძებნება /4-საკენ კრებადი დადებითი რაციონალურ რიცხვთა 

ისეთი ორი მიმდევრობა (/””,) და (., რომ #„„<4<”" (§=1, 2,.-·). 
რადგანაც 

„MIX <> 4I(X) = II), 
ამიტომ მე-4 თეორემის ძალით 

რ წთძ = | ცამ» <= წ“ (I ოთ. 

' 8 8 ნ 

თუ გადავალთ ზღვარზე, როცა #-–>Cთ, მივიღებთ (2.9) ტოლობას. 

ახლა ავიღოთ ნებისმიერი ნიშნის ჯამებადი /(X) ფუნქცია, ხოლო 

4#>0. ვთქვათ, MCI=#4I(X). ცხადია, რომ 

ჩო=#ჩა, ჩ(0=#I0, ჩცე=4/) –4Iთ. 

რაკი I(X) ფუნქცია ჯამებადია, ამიტომ ICი და I(%9) ფუნქციებიც ჯამება–
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დია და ზემოდამტკიცებულის ძალით 4I(ი და 4#I(X) ჯამებადი ფუნქცი- 

ებია. მაშასადამე, ”(X) ფუნქციაც ჯამებადია. ამის გამო 

წნცძა-=I4 10)ძ»-– (4/ფძ4»=4 წI/თფი»-4 (Iთიძ»= 
ნწ ს ნ” 5 ს” 

=4! (/სიაძ«– IIაძ» )=4 წთძ». 
/21 8 LL 

ამრიგად, მართებულია (2. 9) ტოლობა ნებისმიერი ჯამებადი I(X) ფუნკ- 

ციისათვის და ნებისმიერი დადებითი # რიცხვისათვის თუ ,1=0, (2.9) 
ტოლობა ტრივიალურია. 

დასასრულ, ვთქვათ, 4<0, ცხადია, რომ 

ჩფ)= – #/ფ – C- 4/CV- 

რადგანაც /00 და I ფუნქციები ჯამებადია, ამიტომ (–#)/(ი. და 
(– #4) ფუნქციებიც ჯამებადია და, მაშასადამე, ჯამებადია #(X) ფუნქ- 
ცია. ამიტომ 

1 4/00ძ» =(-–-/) I (9ძX- (=4 |7ძ-=4 IICიძX 
§ 8 

ი თორემა სავსებით დამტკიცებულია. 

თეორემა 6. თ უ /0) და §(0 ჯამებადი ფუნქციებია ჩ სიმ- 
რავლეზე და სიმრავლის ყოველ წერტილში I(X)< წა, 

მაშინ მართებულია უტოლობა 

I (I0ეძ» < < |#თძი (2.19) 

§ 

დამტკიცება. ვთქვათ, #”(0=ჯწ/(0-/(ე. 8 სიმრავლეზე (ი 
ფუნქცია ჯამებადია და ადგილი აქვს უტოლობას | 

|წთძ»>ი. 
LL 

მაგრამ 

| IMMთ ძX=- წყთოძ»- (თი. 

#8 ნ 8... 

მაშასადამე, მართებულია (2.10) უტოლობა.
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თეორემა 7. სასრული ზომის #ჩ სიმრავლეზე ზომადი /(C) 
ფუნქციის ჯამებადობისათვის, აუცილებელია და საკმა- 
რისი, რომ |/X|) ფუნქცია იყოს ჯამებადღი #8-ზე. თუ ეს 

პირობა დაცულია,.მაშინ 

| (ICაძX < II/იI 4». CI) 
LL LL 

-დამტკიცება. ადვილი შესამჩნევია, რომ IIC) =I0+ICი- თუ 

I(X) ჯამებადია 6-ზე, მაშინ, ·განსაზღვრის თანახმად /Cი და /(X) ფუნქ- 

ციები ჯამებადია # სიმრავლეზე და ამიტომ || ჯამებადი ფუნქციაა 
8ნ-ზე. თუკი IMX)I) ჯამებადია 6-ზე, მაშინ მე-4 თეორემის თანახმად 

IX) და /(9 ფუნქციები ჯამებადია # სიმრავლეზე. მაშასადამე, /(X) ჯა–- 

მებადია 'წ-ზე · 

ახლა ვიგულისხმოთ, რომ /(X) ჯამებადია 6 სიმრავლეზე. თუ მოვახ- 
დენთ-–-| /(X) | == I(X) == | IX) | უტოლობების ინტეგრებას, მაშინ მე-6 თე- 

ორემის ძალით გვექნება 

– წIიIი+< |IC0ძიX«< IIICი 19». დ.12 
§ 8 8 ; 

მაშასადამე, მართებულია (2.11) უტოლობა. 
თეორემა 8. თუ MX) და დ() ზომადი ფუნქციებია სასრუ- 

ლი ზომის #ჩ სიმრავლეზე, ამასთანავე #() არაუარყოფი- 

თი ჯამებადი ფუნქცია ნ-Vხე და 6 სიმრავლის ყოველ 

წერტილში |/(X)I << 60), მაშინ /() ფუნქციაც იქნება ჯამე– 
ბადი და . 

I I(90 |ძX= I60აძი. 
დ ნ 

ეს თეორემა მე-4 და მე-7 თეორემების შედეგია. 

თეორემა 9. თუ /(>) ფუნქცია ჯამებადია ნ სიმრავლეზე, 

მაშინ იგი ჯამებადია # სიმრავლის ყოველ ზომად 4 ქვე- 

სიმრავლეზე. , 

დამტკიცება. ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, 

რომ 8 სიმრავლის ყოველ წერტილში /(X>0. რაკი (II(X)I» ფუნქცია 

შემოსაზღვრულია და ზომადი 6 სიმრავლეზე, ამიტომ იგი ასეთივეა 6
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სიმრავლეზედაც და, მაშასადამე, ყოველი ნატურალური » რიცხვისათვის 

არსებობს (I/იIVძX. შემდეგ, რადგანაც II(X)1» <= /(X), ამიტომ 
L2 

IVIთ),4-< III2I,ძX+< |I/Vიძ». 
6 I 8 

აქედან გამომდინარეობს, რომ არსებობს 

თ ი წIC01, ძX=< კორი 

მაშასადამე, /(X) კამებადია. C-ზე და ამათ თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 10. თუ სასრული ზომის ნ სიმრავლეზე ზომა. 

დი IX) ფუნქცია არაუარყოფითია ნ სიმრავლეზე და 

I /ეძ»=ი, მაშინ /X ფუნქცია ნულის ეკვივალენტ ურია. 

§ 
და მტკიცება. ყოველი ნატურალური » რიცხვისათვის გვაქვს 

0< III ძ <I /I0ძX=0. 

აქედანნ გამომდინარეობს, რომ. წი ძX=0 ყოველი /+-თვის. წი- 

ნა თავის მე-7 თეორემის ძალით თ), ნულის ეკვივალენტურია ყოველი 
/+-თვის. თუ შემოვიღებთ აღნიშენას 

M= ს ს. (CI, #9, 
წ=1 

გვექნება M(M)=0 და რაკი 5 სიმრავლის ყოველი Xჯ წერტილისათვის 

IIთ IIX1,=/(ი0, ამიტომ /01=0, როცა X6ნ- ჩM. თეორემა დამტკი- 
+--თ 

ცებულია. 
თეორემა 11. თუ I(0 ფუნქცია ჯამებადია სასრუ.ლი ზო- 

მის # სიმრავლეზე, ,მაშინ ყოველი დადებითი § რიცხვი- 

სათვის არსებობს ისეთი დადებითი ოუ რიცხვი, რომ # 

სიმრავლის ყოველი ზომადი 6 ქვესიმრავლისათვის, რო- 

მელიც აკმაყოფილებს ს()<უ პირობას, · მართებულია 
უტოლობა 

IIაძ: | <%. 
7
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დამტკიცება. ზოგადობის შეუხღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხ- 
მოთ, რომ /(X) უარყოფითი „არაა 6 სიმრავლის არც ერთ წერტილში.. 
რადგანაც : 

წწთძ»=IIთ |IICI.4, 
8 ი CC 

ამიტომ ნებისმიერი §>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატურალური 
რიცხვი «ე, რომ 

0= წ/ეძ-- L IIC9I, ძ»<->. 
/ 2» -· ჩნ 

ვთქვათ, ა== და განვიხილოთ #6 სიმრავლის” ნებისმიერი ზომადი (6· 
V0 

ქვესიმრავლე, ზომით ”უ-ზე ნაკლები. გვაქვს: 

IIთ «- I Vთ),,#X- | (0 -I/CთI)4%< | /0-I/C9Iძ«= 
# 6 ი § : 

= (ICიძ»– | II9I.,ძ+ <--. " 
2 LL 

:აქედან 

წი ძ«<5+I IICი),,44<5-+%#6 <5-+VM= +756 
წ · 6 

თეორემა დამტკიცებულია. : 
ზემოდამტკიცებულ თვისებას ინტეგრალის აბსოლუტური უწვ- 

ფეტობა ეწოდება. 
თეორემა 19. თ'უ /(X) და «(ე ფუნქციები ჯამებადია სას– 

რული ზომის ჩ სიმრავლეზე და #«() შემოსაზღვრულია, 
მაშინ /(0–(X) ნამ რავლიც ჯამებადია #6-ზე. 

დამტკიცება. რადგანაც 6(X) შემოსაზღვრული ფუნქციაა 6 სიმ- 

რავლეზე, ამიტომ არსებობს ისეთი დადებითი რიცხვი ·M, რომ 6 სიმ– 

რავლის ყოველი »ჯ წერტილისათვის | თ(X) | << #.. მაშასადამე, 

| IX) «(X)| < MIIC9 | 
ლა რაკი |IM(X)) ფუნქცია ჯამებადია, ამიტომ მე-8 თეორემის ძალით 

IMI(M 202 | ფუნქციაც ჯამებადია. ამრიგაღ, /(X) 6(X) ჯამებადი ფუნქციაა» 

#-ზე.
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თეორემა 13. თუ სასრული ზომის # სიმრავლეზე ეკეი- 

ვალენტური ზომადი /() და «(ე ფუნქციებიდან ერთი 
ჯამებადია, მაშინ მეორეც ჯამებადი იქნება და მათი 
ინტეგრალები თანატოლია. 

დამტკიცება. აზრის გარკვე ულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 
IC) ჯამებადია 6-ზე. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

M=CX:I00=ჯყC0). 
რადგანაც MX) და «(0) ეკვივალენტური ზომადი ფუნქციებია, ამიტომ 
# სიმრავლე ზომადია და I(ნ -- M/)=–0, ცხადია, ნ--// სიმრავლეზე #(C) 

ფუნქცია ჯამებადია, ვინაიდან (Cიძ»-ი. ამას გარდა, /(X) ფუნქციის 

ხ-ჩწV 
ჯამებადობის გამო #-ზე, იგი ჯამებადი იქნება #/ სიმრავლეზე და, მაშა- 

სადამე, C(X) ჯამებადია /I-ხე. ამრიგად, თ(X) ჯამებადია 6-/I და /) 
სიმრავლეებზე და ამიტომ იგი ჯამებადია ც სიმრავლეზე. შემდეგ, 

კIარ:= |/Cაძ= |«ეძ«+ |დიძ«= | «სიძ» 
§ M M I-–-ნ L 

და ამით თეორემა დამკიცებულია. 
_. ამ თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ ჯამებადი ფუნქციის 
მნიშვნელობები შეგვიძლია შევცვალოთ ნულზომის სიმ- 

რავლეზე ინტეგრალის მნიშვნელობის შეუცვლელად. 

§ მ. ზღვარზე გადასვლა ლებეგის ზოგადი ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ 

ამ პარაგრაფში ჩვენ შევისწავლით საკითხებს ლებეგის ზოგად ინტეგ- 

რალის ნიშნის ქვეშ ზღვარზე გადასვლის შესახებ. 
ლემა. თუ სასრული ზომის ნ სიმრავლეზე განსაზღვ- 

რული არაუარყოფით ზომად ფუნქციათა მიმდევრობა 

1I(X), /2(X), . · „მოი, თითქმის ყველგან #-ზე.კრებადია /(ი 
ფუნქციისაკენ, მაშინ 

წყთძილასი| I. იძ» · · · ცა) 
ნ 5 

დამტკიცება. ჯერ ვაჩვენოთ, რომ #6 სიმრავლის თითქმის ყოველ 
X წერტილში მართებულია ტოლობა 

IIთ (/თ(9I=LICM)1V ც.2) 
»”–თ 

ყოველი ნატურალური V" რიცხვისათვის.
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ავიღოთ ნ სიმრავლის რაიმე Xე წერტილი, რომელზედაც ფუნქციათა 
მოცემული მიმდევრობა კრებადია I(Xე))-საკენ. თუ I(X-)>V, მაშინ არსე- 

ბობს ისეთი ნატურალური რიცხვი M, რომ /»(X.)>+4, როდესაც ო>V. 

მაშასადამე, 

L/ო(X))V=V=IIVX) I», როდესაც I >V. 
თუკი IX) <V, მაშინ არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი M”, რომ 

I(XI)<V, როდესაც M#>M". მაშასადამე, 

(/=C(%)1=/=(Xი), როდესაც თ»>M".. 
შემდეგ, რადგანაც 

IIIII /თ(%ი) =/(Xი) =II (Xა) IV, 
/I| –– თ 

ამიტომ 

1IIი (წო(Xა) 1= LI(Xი)IV- 
M/- თ 

ახლა ვთქვათ, . რომ /I(X.))=+V». ამ შემთხვევაში, ყოველი დადებითი § 
რიცხვისათვის შე გვიძლია ვიპოვოთ ისეთი ნატურალური რიცხვი 7, რომ 

IV) >V -8, როცა /I>/1ე და, მაშასადამე, + - 6 < LIთ(Xი)1V<V; ე. ი- 

0-<I II(CX)IV – (წო(Xა)1» |< 68, როდესაც MI > MM 

ამრიგად, თითქმის ყველგან 6-ზხზე მართებულია (3.2) ტოლობა. 

· ახლა გადავიდეთ ლემის დამტკიცებაზე. რადგანაც ყოველი (/„(1, 
ფუნქცია შემოსაზღვრულია » რიცხვით, ამიტომ ლებეგის თეორემის 
ძალით, 

IIიL. | II» C01ძX= IVთI ძა. 
”I.--თ C 

მაგრამ ყოველი VI-სათვის 

ა ქი · ( 1. · (.ია)არ» < I/„C)ძX< ასი | | /„ნერა 
8 ნ 8 

მაშასადამე , 

(VთIრ< 5) ი I Iის)ძX I · 
ნ. ს 

+ 
თუ ამ უკანასკნელ უტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როცა V->Cთ, მი- 
ვიღებთ (3.1) უტოლობას. ლემა დამტკიცებულია. 

კერძოდ, თუ ისი 1 | /„6)ძXL<+თ, მაშინ /(2), ფუნქცია ჯამება- 
ს · 

დია #-ზე.
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თეორემა 14 (ბ. ლევი. თუ სასრული ზომის # სიმრავლე- 

ზე მოცემულია არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციების 
ზ რდადი მიმდევრობა (I(X), /:(X), ·- -, /.(X),..., მაშინ 

119 IV (ეძჯ =II (X)ძX, (C%)! 

ოთა" 8 
სადაც 

I(CX)=–:1101ჯფ0). 
ჯო-.«დ 

დამტკიცება. ადვილი მისახვედრია, რომ 1IIი ჩათი არის სას- 
გ-თი 

რული ან +Cდ. ლემის ძალით, 

1 Iსეძ»< თ. |/„ცეძ». ც.) 
თოთი 

მეორე მხრით, ყოველი /1-თვის /,„(X) <- I(X). მაშასადამე, 

კორო. < წორი 

ამ უკანასკნელ უტოლობაში თუ გადავალთ ზღვარზე, როცა MI -- 2, 

მივიღებთ 

IIი (თი. ქორი (3.5) 
თ-თ 

(3.4) და (3.5) თანაფარდობები გვაძლევს (3.3) ტოლობას. 
თეორემა 1§ (პ. ფატუ), თუ მოცემულია სასრული ზომის 

8 სიმრავლეზე არაუარყოფითი ზომადი ფუნქციების 

მიმდევრობა ჩ(ი, ჩ(20,-.., /ი(X), ..., მაშინ 

(სთინ ეძია < IIთ ი, (ძა. 
წ5 იჩ. ი ა-.-%ი ს 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

წC0X)=IიII/X), /M+1(X) · · ·)· 

რადგანაც /,(9) (#=1, 2,...) ფუნქციები ზომადია, ამიტომ #»(X) ფუნ)- 
ცია ზომადია #-ზე. თუ #-ს მივანიჭებთ მნიშვნელობებს 1, 2, . . ·, მივიღებთ 

არაუარყოფით ზომად ფუნქციათა ზრდად მიმდევრობას (თ.(X)), რომე–



§ 3, ზღვარზე გადასელა ლებეგის ზოგადი ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ 467 

ლიც კრებადია ნ სიმრავლეზე IV) 10წ/თ(X) ფუნქციისაკენ. ლევის თეო- 
წ თ · 

რემის ძალით, 

წთ Iიწ/„ნეძX= 1 I თ(ეძ». 
8 M“თ ჩ-თ § 

მაგრამ : 

I წაიძX< 14 »X (#=1,2,...).“ 

ამიტომ · 

| 11ი1 19 წ/თ(X)ძX <. <IIთ ი ნაცარი. 
8 თ-თ 

ფატუს თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 16 (ლებეგი). თ უ სასრული ზომის ჩ სიმრავლეზე 

მოცემულია ჯამებად ფუნქციათა თითქმის ყველგან 
ზრდადი მიმდევრობა ((X), (ი), --·, /თ(ე,... და ყოველი 

»-თვის ' 

|/ცეძ»დM, 
8 – 

სადაც M რაიმე მუდმივია, მაშინ ფუნქცია /(C0=1)10 /,(X) 
თ--თ 

ჯამებადია # სიმრავლეზე და მართებულია ტოლობა 

სთ /ოთძი- ორი 6.0 
M-თ · 

დამტკიცება. განვიხილოთ, ფუნქციები 

წოსმ=წ(0-ჩ(ი (9I=1, 2,..-). 

ეს ფუნქციები ჯამებადია სიმრავლეზე და თითქმის ყველგან ჩ-ზე 

თდიოა>0მ (M=1, 2...). 

ამას გარდა, თითქმის ყველგან 6-ზე 

' ფ(ი<თ()<---<წ6ა(0<..- ც.» 
“ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ (3.7) თა-
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ნაფარდობას ადგილი აქვს 6 სიმრავლის ყოველ წერტილში: ლევის თე– 
ორემის ძალით 

I 110 ფანეძX=11ი (დ.თ, 
თ თ.დ ლ 

ანუ 

(წთ –ჩია1რა=Iსი /Vი–ჩC0)4X< M- (ჩიეძ». 
ნ „»-თL 8 

ამ თანაფარდობიდან გამომდინარეობს /(X) ფუნქციის ჯამებადობა ჩ სიმ- 
რავლეზე და (3.6) ტოლობის მართებ ულობა. 

თეორემა 17 (ლებეგი). თუ სასრული ზომის წ სიმრავლეზე 
განსაზღვრულია ·ზომად ფუნქციათა მიმდევრობა /,I(X), 
(0, ...ს ჩიე... და ყოველი #:-თვის თითქ მის ყვ ელგან 

“ხე 

Iსი|<დრი, (.8) 
სადაც თჰე) არაუარყოფითი ჯამებადი ფუნქციაა წხ-ხე, 
მაშინ 

10 (იLI ჩან0ძX > >I ი) ი ჩინე)ძX, (3.9 
MI -– თ ნ 

ი) 5ყი ( 1თოCეძX < წაი 5სი/თ(ე)იძX. . (3.10) 

თუკი ფუნქციათა მოცემული მიმდევრობა კრებადია 

6-ხე/ი ფუნქციისაკენ და შესრულებულია (2.8) პირობა, 
მაში ა 

· 1IIი | /„იიძ«= 1I0%. (3.11) 
თ-თ 

დამტკიცება; ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხ- 
მოთ, რომ (3.8) უტოლობას ადგილი აქვს წ სიმრავლის ყოველ »ჯ 
წერტილში და ყეელგან ნ-ზე დ(X)< +Cთ. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

/0ე=1Iი ი ჩა(ი,  I(I0=11თ 5სი აცე. 
M-–-თ 

ცხადია, რომ ყოველი /I-თვის დ(X) -C /=(X->0 და ამიტომ ფატუს თეორე- 

მის ძალით 

-IIთ ი | (თC0+/თ60)4+> > | (დთო+I/ი0)რ», 6.12) 
„უ-დ 8
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მთი! | (დ6) – /თიი)4> | (თსა–/თ)რი რ.13) 
მაგრამ # # 

IIთ1ინ | (დ(+/თC)1ძX+= (§9თფ4ძ»+Iთ (ი! (I„იე4+ 

IIი Iი, (დ –/„თIძ»= |დთძ»-IIთ (ინ I/„თძ. 

თუ გავითვალისწინებთ ამ ტოლობებს, (3.12) და (3.13) თანაფარდობები- 

დან გვაქვს... ' 

სათ Iის | /„6)4+> IIIიძი. ·(8.14) 
M- თ ს ს - 

)სიი, + MანიძXI > –IV რე ც.15) 

(3.14) უტოლობა იგივეა, რაც (3.9) უტოლობა, შემდეგ, (3.14) უტოლო- 
ბიდან გამომდინარეობს (3.10) უტოლობის მართებულობა. 

თუ ჩნ სიმრავლის ყოველ წერტილში 

Iი /თI(X)=IC9, 
„,-- თ 

მაშინ (3.9) და (3.10) უტოლობებიდან ვღებულობთ 

I წსაძ» < IIთ ი! |” „თეძი <1(თ ასი (7 < II იძ» 
წ თ-თ # თით წ ჯ 

საიდანაც გამომდინარეობს (3.11) ტოლობის მართებულობა... 

თეორემა 18 (ლებეგი). თ უ სასრული ზომის # სიმრავლეზე 

მოცემულია ზომად ფუნქციათა მიმდევრობა /XX, ჩ(X,.- 

(ო(0, ..., რომელიც ზომით კრებადია ზომად I/(X) ფუნქ- 

ციისაკენ და ყოველი /#-თვის თითქმის ყველგან #6-ხზე ად– 

გილი აქვს უტოლობას 

|ჩი(ი |დ.დCთ), (3.16) 

სადაც თ() არაუარყოფითი ჯამებადი ფუნქციაა #ს-ზე, 

აშინ · 

(ყი. | /აცაძ»= (აძ 6.17) 
რთ; ხ
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დამტკიცება. (3.16) პირობის ძალით, ყოველი /,»(X) ფუნქცია, 
ჯამებადია. შემდეგ, რეისის თეორემის თანახმად, ფუნქციათა მოცემელ 
მიმდევრობიდან შეგვიძლია გამოვყოთ ქვემიმდევრობა „თ, (9, ჩოი... 

იუს. რომელიც თითქმის, ყველგან კრებადია #-ზე MX) ენ). 

ციისაკენ. მაშასადამე, თუ 1/,,,,(X) | <დთდ(ი) უტოლობაში გადავალთ ზღვარ- 

ზე, როცა #-> თ, მივიღებთ 

II(X) დდ). (3.18) 
ამ უტოლობას ადგილი აქვს თითქმის ყველგან #-ზე. მაშასადამე, /(X) 
„ფენქცია ჯამებადია წ სიმრავლეზე. 

ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ (3.18) 

უტოლობას ადგილი აქვს ნ სიმრავლის ყოველ წერტილში. 
განვიხილოთ ახლა ნებისმიერი დადებითი რიცხვი 8. შემოვიღოთ აღ- 

ნიშვნები 

ჩა(ბ)=(X:|/თ(ე –IX9) I>ბ), Cღ»(8)=(X: | / (2 ––/(X) | <-ზ). 
ცხადია, რომ ჩ,,(8) და C0,,(ზ) სიმრავლეები არ იკვეთებიან და. 

ხ=ჩ,(ბ) 0 თდ(ბ). 
ადვილი შესამჩნევია, რომ 

| (I„თძ«-– | IC0ძXI < | (IC – /C0Iძ»= 
8 ნ L 

= |I/თ-/ე|ი«+ I –-/იეIძX. 
ჩი(ზ) 0..(8) 

რადგანაც 0»თ(გ) სიმრავლეზე | /ჩ/თ(X) | – I(X <8, ამიტომ, საშუალო 
მნიშვნელობის თეორემის ძალით, : 

(IIთ –/C)1ძ»X<§V(0„(8))<გა(5). 
0„(§) 

მეორე მხრით, 

| ოთ -/წა1ი< II/თIძი+ | II0აIძ«< 2 | თდლეძ». 
ჩა(ზ) #ი(ზ) #(§) · ჯX,(ზ) 

ამრიგად, ' 

I („„თეძ» – წთ ძა <2 2 I(თლიძX--ბა(ნ). (3.19) | 

ჩი(ბ)
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ახლა განვიხილოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი და დადებითი 6 
ბრიცხვი ისე შევარჩიოთ, რომ შესრულდეს უტოლობა 

8V(ნ6)<-- (3.20) 

«რადგანაც (თ ჩ.(6)=0 

(თ ნ,(8)=0, 
წ-- 

„ამიტომ თ(2) ფუნქციის ინტეგრალის აბსოლუტურად უწყვეტობის გამო 
«არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი V, რომ 

2|დცაძX<+., როდესაც MI>VM. (3.21) 

ჩა(ბ) 
მაშასადამე, (3.20) და (3.21) თანაფარდობათა ძალით, (3.19) უტოლობიდან 

გვაქვს 
| I (ოთ) ძX-– I/(ეძX <5, როდესაც I >VM. 

8 § 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ მართებულია (3.17) ტოლობა. 

შედეგი. თუ სასრული ზომის # სიმრავლეზე მოცემეუ- 

ლია ზომად ფუნქციათა მიმღევრობა (XV რომელიც 

ზომით კრ,ებადია /(X ფ უნქციისაკენ და ყოველი ”-თვის 

თითქმის ყველგან #ჩ-ზე ადგილი აქვს უტოლობას 

Iწოი(ი<თდთლ0ე), სადაც დს) არის ”-ზე არაუარყოფითი ჯამება” 

დი ფუნქცია, მაშინ ყოველი შემოსაზღვრული ზომადი 

–წ0) ფუნქციისათვის მართებულია ტოლობა 

11. I-თ დლ0რ»= | (Cე დ()ძX. (3.22) 

საბლორეე L წ 

მართლაც, ვთქვათ, | (4 | <M, მაშინ |/(C0 69 | CMდციე-  ვაჩვე- 
ნოთ, რომ 

1100 05 ჩა(ე წ02=I/(X) §(ი· (3.23) 

ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 86 რიცხვი. გვაქვს: 

გ 

XI IC) დი –/C0 #=I> 5CIX:I/„ო–/MI> | - 8:24 
რადგანაც ჰი მ5 /თ(X)=/(), ამიტომ (3.24) თანაფარდობის ძალით მართე- 

თ”. თ 

ბულია (3.23) ტოლობა. მაშასადამე, ზემოდამტკიცებული თეორემის 

ძალით ადგილი აქვს (3.22) ტოლობას.
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§ 4, ერთობლივ აბსოლუტურად უწყვეტი ინტეგრალები · 

განსაზღვრა 1. თუ სასრული ზომის # სიმრავლეზე მოცემულია 

ჯამებად ფუნქციათა ისეთი ოჯახი (I(X), რომ ნებისმიერი დადებითი § 
რიცხვისათვის არსებობს აღებული ოჯახის ფუნქციებისაგან დამოუკიდე- 
ბელი დადებითი გ რიცხვი, რომ ჩ სიმრავლის ყოველი ზომადი 6 ქვე- 

სიმრავლისათვის, რომლის: ზომა გ-ზე ნაკლებია, ოჯახის ყოველი /(X) 

ფუნქციისათვის ადგილი აქვს უტოლობას | 

| IIთ44 <:6, 

, 

მაშინ ამბობენ, რომ მოცემული ოჯახის ფუნქციებს აქვთ ე რთობლივ 

აბსოლუტურად უწყვეტი ინტეგრალები. 
თეორემა 19. (ლებეგი). თუ სასრული ზომის # სიმრავლე- 

ზე მოცემული ჯამებად ფუნქციათა მიმდევრობა (IIVV(X, 

ისეთია, რომ 8 სიმრავლის ყოველი ზომადი #6 ქვესიმ- 

რავლისათვის 

| Iთ | ჩ0ძ»X=0, 
ჩ-თ% 

მაშინ მოცემული მიმდევრობის ფუნქციებს აქვთ ერ- 

თობლივ აბსოლუტურად ეწყვეტი ინტეგრალები. 
და მტკიცება. ვთქვათ, თეორემა სწორი არაა. მაშინ არსებობს 

ისეთი დადებითი §: რიცხვი, რომელსაც აქვს შემდეგი თვისება: ყოველი 
დადებათი გ რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი ზომადი ქვესიმრავლე 

2C=#, ზომით გ-ზე ნაკლები და ისეთი ნატურალური რიცხვი /I, რომ . 

((/თძ: I>თ- 
2 , 

ვთქვათ, 81=II(წ). მაშინ 8) რიცხვისათვის არსებობს # სიმ რავლის 

ისეთი ზომადი 0, ქვესიმრავლე, ზომით გ,-ზე ნაკლები და ისეთი ნატუ- 

რალური რიცხვი »I,, რთმ შესრულდება უტოლობა 

| | ჩა, (X)ძX I>=-
 

რ“ 
· 

ვიპოვოთ ახლა ისეთი დადებით რიცხვი უკ, რომ 6 სიმრავლის ყოველი
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ზომადი 6 ქვესიმრავლისათვის, რომლის ზომა »)-ზე ნაკლებია, ადგილი 
ჰქონდეს უტოლობას 

| (I, ოძ»<%, 
6 

ამასთანავე შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ ო)<8,ე. შემდეგ წე=7%L რიცხ- 

ვისათვის შე გვიძლია მოვძებნოთ ისეთი ზომადი სიმრავლე #6 =#, ზომით. 
ბე-ზე ნაკლები და ისეთი ნატურალური რიცხ;ვი //:-> MI), რომ შესრულდეს ' 

უტოლობა ' 

|| (,,იძ« >. . 

ამის შემდეგ ვიპოვოთ ისეთი დადებითი რიცხვი ოა:< გე, რომ ს სიმრავ– 
ლის ყოველი ზომადი 6 ქვესიმრავლისათვის რომლის ზომა /ე-ზე ნაკ- 
ლებია, ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 

| | I ეძ» <%- 

საზოგადოდ, ვთქვათ გ,=4%+ და მოვძებნოთ ნ სიმრავლის ჩომადი: 

6, ქვესიმრავლე, ზომით გ,-ზე ნაკლები და ისეთი ნატურალური რიცხვი. 

.> ი, ე; რომ 

2>8ზი-   | ( ეძ 
მ, 

შემდეგ ვიპოვით ისეთ დადებით რიცხეს უჯ;<_ს,, რომ # სიმ რავლის 

ყოველი ზომადი % ქვესიმრავლისათვის, რომლის ზომა V),-ხზე ნაკლებია, 

ადგილი ჰქონდეს უტოლობას · 

|( I,ე
ძა|<%

 . 

ამის შემდეგ ვთქვათ, ზ,.=-X და ვიპოვოთ #L სიმრავლის “–ხომადი 4,,, 

ქვესიმრავლე და სათანადო ნატურალური MI, > MI რიცხვი და ასე.შემ– 

დეგ. ' 
შევნიშნოთ, რომ 

სრარ,ას.-- <7 + 9046... _ ტ.M
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შემოვიღოთ აღნიშვნა 

ს:=6,–(0-1ს60ვი).--) ((=1,2,. - .)- (4.2) 

ცხადია, 6; სიმრავლეები წყვილ-წყვილად არაგადამკვეთი ზომადი სიმრავ- 
ლეებია. ადვილი შესამჩნევია, რომ 

” ვ 
| თ (ეძ | >LI ი, ძX| – I ჩ,ეძXI > > ; (4.3) 

სნ; ი, ( ? 
სადაც 

#I,=–6რ%LI) (931 6-595-LI. · ·). 

თეორემის პირობის ძალით მოიძებნება ისეთი ნატურალური რიცხვი +), 
რომ · 

| (I იძ» < %, როცა => 
ჩხ. 

აღვნიშნავთ რა /”,,-ით უმცირეს რიცხვს #I რიცხვებიდან რომელიც 

ბონე მეტია, შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი ნატურალური „რიცხვი V->»VI, 
ო 

| | თოქ <%, როცა /II> VI, 
, M ! 
ადაც . 

M,=5)0ჩ,. 

საზოგადოდ, . განვსაზღვროთ ნატურალური რიცხვი «V, ისე, რომ შეს- 

რულდეს უტოლობა 

| (I.თაძი < <9, როცა #7I>X, 

M§-) 
სადაც · 

M,.=წ0)ნ,0...06, 
§-1 · 

7, იყოს უმცირესი ნატურალური რიცხვი #I, რიცხვებიდან, რომელიც. 
მეტია ი, ხე. 

(4.3) უტოლობის თანახმად, 

აირ § 

> 

  ი იე 

დასასრულ, შემოვიღოთ აღნიშვნები 

ნ%=ხ))ნ,ს)ს.·ს0Vხ, 0... Iა=ჩ,,,,ც 6,0. ·· 
(§+1
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„თუ ი მხედველობაში მივიღებთ (4.1) და (4.2) დამოკიდებულებებს; გვექ- 
(ნება 

ს(8) <8/, 

«და ამიტომ 

IL ჩო, (04X| < 4 · 
-_ 

+ 

1მაშასადამე, ყოველი ფიქსირებული § რიცხვისათვის გვაქვს 

  

რ,ირ > რ,თრ-) | ,თ%I– 

– (რაორ > 2-9%-4- 9.   

„აქედან გამომდინარეობს, რომ 

სთ წრ, თეძX > %, 

'რაც თეორემის პირობას ეწინააღმდეგება. მაშასადამე, /,:(X) (/7=1, 2, + . .) 

“ფუნქციებს აქვთ ერთობლივ აბსოლუტურად უწყვეტი ინტეგრალები. 
«თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 80 (ლებეგი). თ უ განზომილებიან ” სეგმენტზე 

'ზომად ფუნქციათა მიმდევრობა |დ»(X) ერთობლივ შე- 
მოსაზღვრულია და ამ სეგმენტის ყოველი” ქვესეგმენ- 

„ტისათვის მართებუ ლია ტოლობა 

ი V)ძX=0, ათ თო 

მაშინ /--ზე ყოველი ჯამებადი /X) ფუნქციისათვის 

Iთ -1/სათაერი–ი. ტ.4 

დამტკიცება. რადგანაც ფუნქციათა აღებული მიმდევრობა ერ- 

«თობლივ შემოსაზღვრულია /#ე-ზე, ამიტომ არსებობს ისეთი მუდმივი 

#I>0, რომ »-ზე დამოუკიდებლად და I-ის ყველა მნიშვნელობისათვის 

„ადგილი ექნება უტოლობას | დ,(X) | <M.
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დავამტკიცოთ, რომ #0 სეგმენტიდან აღებული ყოველი %ზომადი LL 

სიმრავლისათვის მართებულია ტოლობა 

IსიL. | დC0ძX=-. ტ.95 
ჩ-თ.: 

ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი რიცხვი 6 და ნებისმიერი ჩაკეტილი # 

სიმრავლე #”ე-დან, მაშინ /: სეგმენტში მოიძებნება წყვილ-წყვილად 
არაგადამფარავ სეგმენტთა ისეთი სასრული სისტემა IV), ჩი, · - ·,/ა, რომ 

ზ 
“ 

2)რI<0(რ+-ი, ს =#. 
ხ=1 #=1 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 
“ 

M= ს ს, 
#=1 

გვექნება 
I დ»ა(X)ძX= L დი, (X)ძX –– Iდ„თძX; · 

ჯL 4. #M 

სადაც #4=/)L/-:V)' · · VI/„. აქედან 

LV დადე») <| | თ„თი» | + | ( «„თძ» L 

! ნ 4 ჩ 
მაგრამ 

I დ»(X)ძX +<. /VIL(//) </M6. 
ყM · 

ამას გარდა, რაკი 

ჰი Iთძ:-ი, 
ჩ-თ ჟუ 

ამიტომ არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი V, რომ 

| | დ„იეძX <-, როდესაც M”I>VM. 

4 

მაშასადამე, 

| | დ„იძ»| <(M+1)6, როდესაც /I>V, 
LL 

·
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ე. ი. მართებულია ტოლობა 

ი. 1 თხარი-ი. 

ახლა ვთქვათ, წ არის ”, სეგმენტში მოთავსებული ნებისმიერი ზომა- 
დი სიმრავლე. ვალე-პუსენის თეორემის ძალით, ნებისმიერი დადებითი 
ჯ რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ჩაკეტილი სიმრავლე #C#, რომ 

LC68-–ჩ) <<” . ადვილი შესამჩნევია, რომ 

ოL (X)ძX I< –_ + >კ · 

ნ # ნ“ წ 
მაგრამ 

>>_ 
8“ წ 

ხოლო ზემოდამტკიცებულის გამო. 

119) (დ„ცარ» =0. 
თ .: წ//! ჯ 

მაშასადამე, მოიძებნება ისეთი ნატურალური რიცხვი M“, რომ 

(თ„თძ» 
L 

  
2ლ8, როდესაც > M“”. 

ამრიგად, 

| ქლორი: | <26, როდესაც MI > M7, 

ე. ი: ადგილი აქვს (4.5) ტოლობას. 
ახლა ვიგულისხმოთ, რომ /(ა არის ზომადი მარტივი ფუნქცია. მა– 

შინ იგი ღებულობს მნიშვნელობათა სასრულ სისტემას: (სც. ყი, .- ·» Vჯ 

და თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

ნ,=ILX :I(V)=ყე ((=1, 2,...-)5), 

გვექნება 
#/:=#%)სჩაV.· -Vჩ.. 

ამასთან #, ს სიმრავლეები წყვილ-წყვილად არაგადამკვეთი ზომადი სიმ- 

რავლეებია. ადვილი მისახვედრია, რომ



| /იდ„თაძX= 2, ყ; VდათეძX 

(9 ჯ1=1 #8, 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

წი. IIC) დითძ»=0. 
»”- თ 

დასასრულ, ვთქვათ, /(X) ნებისმიერი ჯამებადი ფუნქციაა.” მაშინ შეგ– 
ვიძლია ავაგოთ /(X ფუნქციისაკენ კრებადი ზომად მარტივ ფუნქციათა 

ისეთი მიმდევრობა (I„(X)), რომლისთვისაც შესრულდება პირობა · 

I ჯ I(X) –– IL(X) | X=0. 
თა. 

ამიტომ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატუ- 
რალური რიცხვი M, რომ 

III – ჩთIძX<:5, როდესაც #>M. ტ.0 
M 

შემდეგ, ავიღოთ ნებისმიერი ფიქსირებული #>/”M. რადგანაც /|»(X) მარ- 

ტივი ფუნქციაა, ამიტომ მოიძებნება ისეთი ნატურალური რიცხვი VM,, 

რომ 

| ათთ„თძ»X < 5) როდესაც /7> M,. (0.7) 

79 

გვაქვს:. · 

||/(ფი„სიძ«-I ჩიად„აძ»| < M წI/I0 – ჩი |». 

თუ გავითვალისწინებთ (4.6) და (4.7) უტოლობებს, გვექნება 

| (Iთად„ნიძ»| <6, როდესაც #/!> M,,' 

79 

ე· ი. ადგილი აქვს (4.4) ტოლობას. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 91 (ვიტალი. თუ სასრული ზომის # სიმრავლე- 

ზე ჯამებად ფუნქციათა მიმდევრობა IX) ზომით კრე- 

ბადია ზომად /(X ფუნქციისაკენ და /.C) ფუნქციებს აქვთ 

წ 
'
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ერთობლივ აბსოლუტურად ეწყვეტი ინტეგრალები, მ» 

შინ /X) ჯამებადია #6-ზე და · : 

II (”Mოძ»= IIVიძ». (4.8) 

ჩ-თ § ნ 
და მ ტკიცება. განვიხილოთ ნებისმიერი დადებითი Cიცხვი §. თე- 

ორემის პირობის ძალით შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი დადებითი II(6) 

რიცხვი, რომ 8 სიმრავლის ყოველი ზომადი 6 ქვესიმ რავლისათვის, რომ- 

ლის ზომა 4-ზე ნაკლებია, ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 

| ჩთძ <> ჩ=1, 2,...” 
2 

ახლა ავიღოთ 6 სიმრავლის ნებისმიერი ზომადი 6 ქვესიმრავლე, ზომით: 

უ-ზე ნაკლები და შემოვიღოთ აღნიშვნები 

6=(X :M(C>)>90, XC0, 6C'„=VX :/M(X) <0, XC9). 

C. და C/ ზომადი სიმრავლეებია და ს(თ)<ი, V(CCს)<5ო: მაშასადამე, 

_წასი(4X= |ჩსიძXI<  (L0|რ=| | ჩაცაძი <.- 
ი" ი C რ 

აქედან გვაქვს 

ჩMთ)ძ»<C2, #=1, 2... 
6 

მაშასადამე, | /M(V) | (§=1, 2,--·) ფუნქციებს აქვთ ერთობლივ აბსოლუ– 

ტურად უწყვეტი ინტეგრალები. 
რისის თეორემის ძალით, ფუნქციათა მოცემული მიმდევრობიდან 

შეგვიძლია გამოვყოთ ქვემიმდევრობა IM, XI, რომელიც თითქმის ყველ– 

გან ნ-ზე კრებადია /(X) ფუნქციისაკენ და რაკი 

LIთ )ძX<26 (I=1, 2, -.-), 

(4 

ამიტომ ფატუს თეორემის თანახმად, 

III(0 1იXC2%- 
დ 

ამრიჯად, /(X) ფუნქცია ჯამებადია სიმრავლის ყოველ ზომად 6 ქვე–
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სიმრავლეზე, რომლის ზომა ჯ-ზე ნაკლებია. რადგანაც 8 სასრული ზომის 
სიმრავლეა, ამიტომ იგი შეგვიძლია დავყოთ ისეთ ზომად #), 6,,...,ჩნ, 
სიმ რავლეებად, რომ თითოეულის ზომა უ-ზე ნაკლები იყოს. მაშასა- 
დამე, 

LV (X)IძX <-2X»6 
ნ 

და ამიტომ /(V) ფუნქცია ჯამებადია 6 სიმრავლეზე. 

ახლა დავამტკიცოთ (4.80) ტოლობის მართებულობა. ავიღოთ ნების- 
მიერი დადებითი რიცხვი გ და შემოვიღოთ აღნიშენები .· 

#Mა(8)=IX: | IM(X) –I(X9)I>ბ, CV(8)=(X: IIIC>) –– /(X) | <8). 
ადვილი შესამჩნევია, რომ 

  

I ჩიეძს-- I II0ძ»| < || 6) – /C0 |ძX+ 
#,(წ) 

+ბM5< (|იI0X+ 1IICII 2++6M(6).. 
§7/%C)) 'ნ,(ბ) 

განვიხილოთ ნებისმიერი დადებითი 6. რიცხვი და გ ისე შევარჩიოთ, რომ 

შესრულღეს პირობა 
წ 

აცს(ჩ) < ლვ 

აღებული 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი დადებითი 1) რიცხვი, რომ 

ნ სიმრავლის ნებისმიერი ზომადი 6 ქვესიმ რავლისათვის, რომლის ზომა 
#M-ზე ნაკლებია, ადგილი ჰქონდეს უტოლობებს : 

წ სოI<+, წII0Iი+<5-. 
C C 

მაგრამ, რადგანაც ფუნქციათა მოცემული მიმდევრობა ზომით კრება- 
დია /(X) ფუნქციისაკენ, ამიტომ არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი 
M, რომ ადგილი ექნება უტოლობას M(-»(6))<<ა, როცა #>VM. ამიტომ, 

როდესაც # <#M, გვექნება 

| სთრ- არ: | < 4 +++ “+ ---=V. 
3 

თეორემა დამტკიცებულია.
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თეორემა 995 (ვიტალი), თუ სასრული ზომის ჩნ სიმრავლეზე 
ჯამებად ფუნქციათა (/(X)) მიმდევრობა ზომით კრება- 
ღია ჯამებად /(X) ფუნქციისაკენ, მაშინ 8 სიმრავლის ყო- 
ველ ზომად #6 ქვესიმრავლისათვის 

კოთ, |სთრი- ორ ტ.9 

ტოლობას ადგილი აქვს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, რო- 
დესაც MI) ფუნქციებს აქვთ ერთობლივ აბსოლუტურად 

უწყვეტი ინტეგრალები. 
დამტკიცება. ჯერ პირობის აუცილებლობა დავამტკიცოთ, ვთქვათ, 

' 5 სიმრავლის ყოველი ზომადი 6 ქვესიმრავლისათვის მართებულია (4.9) 
ტოლობა, მაშინ მართებულია 

1I-ი (თ თძ»=0 
ჩდ 2 

ტოლობაც, სადაც | დ(X)=/M(X -–/(). მე-1 თეორემის ძალით დ»(X) 
ფუნქციებს აქვთ ერთობლივ აბსოლუტურად უწყვეტი ინტეგრალები: 
შემდეგ, /(XM) ფუნქციის ჯამებადობის გამო ნებისმიერი დადებითი § 
რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი დადებითი »(8) რიცხვი, რომ ადგილი 

ჰქონდეს უტოლობებს 

| თ» < %-, | | დათძ» <5- (§=1, 2,.--) 

ნ სიმრავლის ყოველი ზომადი 6 ქვესიმ რავლისათვის, რომლის ზომა 

შ-ზე ნაკლებია. მაშასადამე, 

წჩთ4ძ <1 თიძ» + |Iიაძი| <:     

უტოლობის ძალით, /C) ფუნქციებს აქვთ აბსოლუტურად უწყვეტი 
ინტეგრალები. ამით პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

თეორემის პირობის საკმარისობა 21-ე თეორემიდან გამომდინარეობს. 

§ §, ფუბინისა და ტონელის თეორემები 

ფუბინის თეორემა საშუალებას გვაძლევს ლებეგის ჯერადი ინტეგ- 
რალების გამოთვლა დავიყვანოთ ლებეგის მარტივი ინტეგრალების გა- 

მოთვლამდე. სიმა რტივისათვის განვიხილავთ ორჯერადი ინტეგრალის შემ- 
თხვიიას
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L 2 

განსაზღვრა 9%. ჩვენ ვიტყვით, რომ ორგანზომილებიან #:= 

=(თ), ხ); ძი, ხაI სეგმენტზე ჯამებად /I(X, ყ) ფუნქციას აქვს #-თვისება, 
თუ შესრულებულია შემდეგი ორი პირობა: 

1) თითქმის ყველა »- თვის (თ, ხ,) სეგმენტიდან არსებობს ლებეგის 

ინტეგრალი 

დ)= წი იყ, 
-% 

–= =” ფუნქცია ჯამებადია (ი), 0) სეგმენტზე და მართებულია ტო- 

ლობა: – ' 

| IIV ყმა - წყთრი 

ლემა 1. თუ ჩ(X, V), IX, 9). ს/თ(X, ყ) ფუნქციებს აქეთ 
”-თვისება ორგანზომილებიან. ი სეგმენტზე, მაშინ მათ 
წრფივ კომბინაციას 0,ჩ+Cთ”ი+...+ი0ნფთ აქვს აგრეთვე, 

#-თვისება. 
"ამ ლემის დამტკიცებას მკითხველს ვანდობთ. საე 

ლემა ზმ. თუ #” სეგმენტზე მოცემულია #-თეისების 
ფუნქციათა მონოტონური მიმდევრობა (,(X, ყ)), რომე- 

ლიც კრებადია ”«-ზე ჯამებად MX,ყ) ფუნქციისაკენ, მა- 
შინ /X,ყ) ფუნქციას აქვს აგრეთვე ”#-თვისება7ე-ზე- . 

დამტკიცება. ახრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ მო- · 
ცემული მიმდევრობა ზრდადია. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

ხი 

თX= |IMX #)ძყ (#=1, 2,...). 
ძი 

ლემის პირობის ძალით, ყოველი #„(X) ფუნქცია თითქმის ყველგან (0), ხ)1 

სეგმენტზე სასრულია და ამ სეგმენტის თითქმის ყველა X-თვის ჯამებად 

ფუნქციათა მიმდევრობა (C(X)) ზრდადია. ვთქვათ, 

§(ი =)10 თძი: 

დავამტკიცოთ, რომ (() ჯამებადია (ძე, ხ)1) სეგმენტზე. შევნიშნოთ, რომ 

ყოველი #-თვის
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ნ, 

„თ თძ» < I I(X, ყ)ძX ძყ<+ თ. 

მე-16 თეორემის ძალით, ყ(X) ჯამებადია და 

ხ, ხ, 

I ს“ რნერი- (ძა. 

მ, 

შემდეგ, რადგანაც C(X) კამებადია, ამიტომ იგი ' თითქმის ყველგან სას– 
რულია და, მაშასადამე, იმ X წერტილებში, სადღაც ყV(I) სასრულია, 

გვაქვს 
ხ. ხ, 

(ით ი4/< – იძყ<--· < |ჩM% )ძყ<-·-< დი. 
ძი ძი · 

ამიტომ მე-16 თეორემის ძალით, თითქმის ყველგან (LC, ხე) სეგმენტზე 

. ხა. ხ. 

«(0= | სთ MC #4/= 1 მყ. 
ძე ” 

მაშასადამე, 

IL I(Xს ყ)ძX ძყ=. სთ აI10C ყ)ძX ძყ=) სთ _” X)ძX. 

75 – 

ამრიგად, /(X, ყ) ფუნქციას აქვს #-თვისება. 
ლემა 8. თუ წ სეგმენტში მოთავსებული # სიმრავლე 

თ ტიპისაა, მაშინამ სიმრავლის მახასიათებელ IX»ჯ(, V) 
ფუნქციას აქვს #-თვისება. 

დამტკიცება. ამ ლემის დამტკიცება გავყოთ რამდენიმე ნაწილად. 
ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ 

1) 8 შედგება კოორდინატთა ღერძების პარალელური ერთგანზომი- 
ლებიანი სეგმენტების სასრული სისტემისაგან. ამ შემთხვევაში 8 სი? 
რავლის ბრტყელი ზომა (L(ნ)=0 და, მაშასადამე, 

ა (თ ყაეძXIძყ=0. · 3 2 
” –_" 

მეორე მხრით, თუ Xჯ-(X, ს) ფუნქციას განვიხილავთ “ როგბრე: ყ-ის 
ფუნქციას, მაშინ იგი წარმოადგენს მახასიათებელ ფუნქციას: ზვარიელი- სი



«84 თ. XV. ლებეგის ზოგადი ინტეგრალი 
  

მრავლისას, ან ისეთ სიმრავლისას, რომელიც შედგება წერტილთა სასრუ–- 
ლი რიცხვისაგან, გარდა, შესაძლებელია, “X-ის მნიშვნელობათა სასრული 
სიმრავლისა. მაშასადამე, X-ის ყველა მნიშვნელობისათვის, გარდა, შესაძ- 

ლებელია, მნიშვნელობათა სასრული სიმრავლისა, არსებობს ინტეგრალი 

ხ, 

ყლე= ჩათ ძ)ძყ , 
ძი 

და იგი ნულის ტოლია. ამიტომ 

ხ, 

| თიაძ»=0= | IV (X, ყ)ძX ძყ. 

ძ, = 

ამ შემთხვევისათვის ლემა დამტკიცებულია. · 
ჟუ ახლა ვთქვათ, ნ არის .ორგანხომილებიანი ინტეგრალი, (VI, ჩI; 

თ» ჩ:)-ლ=/ე. მაშინ 

(წთთ თძ«ძყ=დ,--თა (თა. 
· #0 

მეორე მხრით, ინტეგრალი 

ჩ, : 

_ #თ= (CC ყ)ძყ 
თ. 

არსებობს ყველა X-თვის, ამასთან 

_ ( 0, როცა 0, < X+< თ, ან ჩე < #X< ხს 
#(ი= წაი–– თ: როცა თL<Xჯ<8ჩ,). 

აქედან , 
(0იძ+-(6, – თა 6-თა= | (XC #)ძXძყ. 
მჯ #ი . 

მაშასადამე Xჯ(X, ყ) ფუნქციას აქვს #-თვისება. 

3) ვთქვათ, არის /ს-ში მოთავსებული ელემენტარული ფიგურა; მაშინ 

იგი წარმოიდგინება წყვილ-წყვილად არაგადამფარავი ორგანზომილებიანი 

წი ს.ფ სეგმენტთა ჯამის სახით, ამასთანავე ამ სეგმენტების საზღვ– 

რების ჯამი // შედგება კოორდინატთა ღერძების პარალელური ერთ- 

7
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განხომილებიანი სეგმენტებისაგა, რომელთა რიცხვი სასრულია- 
მაშასადამე, 

8=ოიV0)..-C/=VII. 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილში სიმრავლეებს წყვილ-წყვილად არა აქვთ 
საერთო წერტილები. ამას გარდა, 

#ნ თ, ყ)=X,, (ი, V)+#,, (ს ყ)+ ·..-- ი (X, V) +7/ცV, Vყ)· 

მაგრამ ყოველ X„, (9, ყ) (:=1, 2,...,”) ფუნქციას აქვს /”-თვი- 

სება ხოლო »,,(X, ყ) ფუნქციას, 1)-ის ძალით, აქვს აგრეთვე /-თვი- 
სება. მაშასადამე, 1-ლი ლემის ძალით, »„»(X, ყ) ფუნქციასაც აქვს /#-- 

თვისება. 
4) ახლა ვიგულისხმოთ, რომ #წ არის #ე სეგმენტში მოთავსებული 

ნებისმიერი ღია სიმრავლე, რადგანაც ღია სიმრავლე წარმოადგენს ელე– 
მენტარულ ფიგურათა ზრდადი მიმდევრობის ზღვარს, ამიტომ 6 სიმ- 

რავლის მახასიათებელი (ფუნქცია ჯ-(X, ყ) წარმოადგენს მახასიათე- 

ბელ ფუნქციათა ზრდადი მიმდევრობის ზღვარს მაგალითად, თუ 

(ი) არის ელემენტარულ ფიგურათა ზრდადი მიმდევრობა, მასთან 

110 /,ლ==8, მაშინ 
L--თ 

III0 #ე, (XV, V)=7#6 (X, ყ)- 
L-.% 

3)-ის ძალით, ყოველ ჯე,(9 ყ) ფუნქციას აქვს #-თვისება და, მაშასა– 

დამე, მე-2 ლემის თანახმად X„(X, ყ) ფუნქციასაც აქვს /#-თვისება. 

5) დასასრულ, ვთქეათ # წარმოადგენს #კ-ში მოთავსებულ Cს ტიპის 

სიმრავლეს. მაშინ არსებობს 6 სიმრავლისაკენ კრებადი ღია სიმრავლეთა 

კლებადი მიმდევრობა IC„). ცხადია, რომ მახასიათებელ ფუნქციათა 
მიმდევრობა V0,C0X ყ)) კლებადია და 

X6(% ყ)=110170,(X, V)- 
L-.თ · 

მაგრამ ყოველ X0,0 MI) ფუნქციას აქვს ჩ-თვისება მაშასადამე, მე-2 

ლემის თანახმად ჯ„(M, ყ) ფუნქციას ექნება /”-თვისება ლემა დამტკი- 

ცებულია. · 
ლემა 4. თუ „ე სეგმენტში მოთავსებული რაიმე # სიმ- 

რავლის ბრტყელი ზომა ნულია, მაშინ სიმრავლის 

იმ ნაწილის წრთიიი ზომა, რომელიც კოორდინატთა
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ღერძების პარალელურ წფეებზეა მოთავსებული, თით– 
ქმის ყოველი ასეთი წრფისათვის ნულია აგრეთვე. 

დამტკიცება. IX თავის მე-10 თეორემის შედეგის თანახმად 
არსებობს Cგ ტიპის ისეთი სიმრავლე /7 = 8, რომლის ბრტყელიზომა ნულის 
ტოლია. ამიტომ, თავიდან შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ არის Cგ 

ტიპის სიმრავლე. მე-3 ლემის ძალით 

ხ, ხ 

( ( X92 CX იყ | ძX =I (X, ყ)ძXძყ=ყს(5)=0. (5.1) 

ძ, ძი. ჩი 

ხა 

რადგანაც LM (CX, ყ)ძყ არაუარყოფითია, ამიტომ (5.1)-ის ძალით(თე, ხ)) 

თ · 

სეგმენტის თითქმის ყველა X» წერტილისათვის 
=> 

XC“ თძყ=ი. დ.თ. 
თი ' 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ (ძე, ხ:) სეგმენტის თითქმის ყველა 

V წერტილისათვის ადგილი აქვს ტოლობას 

ხ, 

I (X, X) ძX=0. (5.3) 
ძ, : _ 

(5.2) და (5.3) ტოლობები ამტკიცებს ჩვენს ლემას. 

_. ლემა წ. „ე სეგმენტში მოთავსებულ ნებისმიერი ზომა- 

“· დი სიმრავლის მახასიათებელ ფუნქციას აქვს X#-თვი- 
ხება. ! 

დამტკიცება. ჯერ ვიგულისმოთ, რომ #„-დან აღებული ზომადი 

#6 სიმრავლის ბრტყელი ზომა ნულია. მე-4 ლემის ძალით, »დი(X, V) 

ფუნქცია არის მახასიათებელი ფუნქცია ყ ღერძის პარალელურ თით- 

ქმის ყველა წრფეზე მოთავსებული 6 სიმრავლეს ნაწილისა; ასე, რომ 

თითქმის ყველა #-სათვის (თ), 61)-დან არსებობს ინტეგრალი 

ხი | 

#ო0= IV CV, ყაძყ 

ძე 

და ტოლია ნულისა, აქედან
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ს, 
– IდCიძ» = 0 =/M5)=| XV C, ყაძ»ძყ. 

მ, 7 

მაშასადამე, ნულოვანი ზომის სიმრავლის მახასიათებელ ფუნქციას აქვს 
ჩ-თვისება. 

ახლა ვთქვათ, რომ # არის „ემი მოთავსებული ნებისმიერი ზომადი 

სიმრავლე. მაშინ, IX თავის მე-10 თეორემის შედეგის თანახმად არსე- 
ბობს სიმრავლის შემცველი 02 ტიპის ისეთი // სიმრავლე, რომ 

ს(I –– ნ)=0. მაშასადამე, Xც.»(CX ყ) ფუნქციას აქვს #-თვისება. შემ- 
დეგ მე-3 ლემის ძალით, X),(X, ყ) ფუნქციას აქვს #-თვისება. მაგრამ 
რაკი...” 

X2 (7, ყ)=XM(X, ყ)–– X8-XCX, Vყ), 

ამიტომ ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 06. ”ე სეგმენტზე ჯამებად IC, ყ) ფუნქციას აქვს 

#-თვისება. 
დამტკიცება. რადგანაც ყოველი ჯამებადი ფუნქცია შეგვიძლია 

წარმოვადგინოთ, როგორც სხვაობა ორი არაუარყოფითი ჯამებადი ფუნქ- 

ციისა ამიტომ საკმარისია დავამტკიცოთ ლემა იმ შემთხვევისათვის, 

როდესაც /(X, ყ) არაუარყოფითია Iა-ზე. X თავის მე-14 თეორემის 

ძალით, შეგვიძლია ავაგოთ მარტივ ზომად ფუნქციათა ისეთი არაკლე– 

ბადი მიმდევრობა (MC, VI), რომ 

სთ MC, ყ)=IV, ყ)- 

მაგრამ, 1-ლი და მე-5 ლემის თანახმად, ყოველ ზომად მარტივ ფუნქ- 

ციას აქვს #-თვისება. “მაშასადამე, მე-2 ლემის ძალით IX, ყ) ფუნქ- 

ციას აქვს #-თვისება. 

თუ X და ყ-ის როლებს შევცვლით, მე-6 "ლემის საფუძველზე შეგ- 

ვიძლია ჩამოვაყალიბოთ შემდეგი 

თეორემა 93 (ფუბინი) თუ I(XVV) ფუნქცია ჯამებადია #.= 

=(ძე, ხ,; ძი, ხ:1 სეგმენტზე, მაშინ (0,, ხ)I სეგმენტის თით- 

ქმისყველა Xჯ წერტილისათვის არსებობს IM ყმყ და 

თითქმის ყველა“ ყ-თვის (თა, ნხა)-დან არსებობს ინტეგრალი 

ხ, 

II> ყ)ძX და მართებულია ტოლობა 

მ,
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III თძაძყ= I წთ #4 ი- წ IV ყძ»|ძი. 
1 ძა: მა ძმ, 

ახლა დავსვათ ასეთი კითხვ: თუ IX სყ) ფუნქცია ზომადია 
”ე=I(0), ნ); ძე,ხე) სეგმენტზე და არსებობს განმეორებითი ინტეგრალები 

ხე ხა ხ. ხ, 

L | (II /4V | ძX და L | II, ჟძXI4ყ 

თ ძი ძე თ, 

და ისინი ტოლია, მაშინ "არის თუ არა /(X, ყ) ჯამებადი #ა) სეგმენტზე? 

პასუხი უარყოფითია. მოვიყვანოთ მაგალითი, რომელიც ზიგმუნდს 

ეკუთვნის. 
ვთქვათ, ”.=(0, 1; 0, 11). განვიხილოთ წყვილ-წყვილად არაგადამფა– 

რავი რეგულარულ სეგმენტთა (კვადრატთა) მიმდევრობა (#,), მასთან 
9ძ»Cლ=#”ე(#=1,2,·-·-) და ყოველი იჯ კვადრატის დიაგონალი მოთავსებულია 

ყ=X წრფეზე. ყოველი ძი; კვადრატი გავყოთ ოთხ კონგრუენტულ კვად- 
რატად და იძ; კვადრატის ცენტრის მიმართ სიმეტრიულ კვადრატთა 
ერთი წყვილისათვის მივიჩნიოთ 

/% #9=-1' 

კვადრატთა მეორე წყვილისათვის კი 

1 
IX ყ)= + ' 

შემდეგ, აღებული ძ), 0», --"წM--- კვადრატების გარეთ ვიგულისხმოთ 
I(X,, ყე)=0. 

ცხადია, რომ I(X, ყ) ზომადია /#კ-ზე. ამას გარდა, ადვილი შესამჩნევია, 

რომ 
1 1.1 1 

' I | 1 I ი) ძ+ –I (IC ყძX| ძყ=-0.. 

I(X, ყ) ფუნქცია ჯამებადი არაა #--ზე. მართლაც, ყოველი ნატურალუ- 

რი #I რიცხვისათვის გვაქვს 

IIII> V4X9ყ > >2. |IIIC ი) ძიძყ=თ 
ჩ=1 «
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საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 

IIIIC= თIძXძყ=+თ. 
#ი 

მაშასადამე, I(X, ყ) ფუნქცია ჯამებადი არაა ”ე “სეგმენტზე. 
თეორემა 94 (ტონელი), თუ /(X, ყ) ფუნქცია ზომადი არა- 

უარყოფითი ფუნქციაა #„ა=ყ0ძ,, ხ,;; 0, ხე| სეგმენტზე, მა-: 
შინ ორი განმეორებითი ინტეგოალიდან 

/ (| /თ, | ძX და (1> ცძXMა , 
0. ძ% 

ერთ-ერთის არსებობა საკმარისია /(X, ყ) ფუნქციის ჯამე- 

ბადობისათვის „:-ზე. 
დამტკიცება. დავუშვათ, რომ X-ის თითქმის ყველა მნიშვნელო- 

ბისათვის (ი), ხ,1-დან არსებობს ინტეგრალი 

ხი 

«00= IC, #)ძყ. 

თი ! 

ამას გარდა, ვიგულისხმოთ, რომ დ«V) ჯამებადია (ი). #)) სეგმენტზე. 

ყოველი ნატურალური /I რიცხვისათვის განვსაზღვროთ /თ(, 4) ფუნქცია 

ასე 

/C6. ყ), როდესაც /CC,, V)<- MI, 
ოლი თ=I ”, როდესაც /(X, V)> 

ე. ი. 

(ოლ M)=IIC ყ))თ- 

"ყოველი ჩი, ყ) ფუნქციათაგანი ჯამებადია /ა-ხე. მაშასადამე, ფუ- 

ბინის თეორემის ძალით 

LI თ, ყაძჯ 4 (რ იძყ|ძ+< _ 

#”ი თ ძი. 

თუ გადავალთ ზღვარზე, როცა თ თ, გვექნება. 

III ყ)ძX ძყ _ 

მაშასადამე, /(X, V) არის ჯამებადი ფუნქცია „ზე. თეორემა დამტკი- 

ცებულია.
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§ 6. ვიტალისა და კარათეოდორის თეორემა 

ლემა. თუ I სივრცეში შემოსაზღვრულ ზომად # სიმ- 

რავლეზე მოცემულია ზომადი არაუარყოფითი /(X) ფუნ- 
ქცია, მაშინ ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის არსე- 
ბობს ქვემოდან ნახევრად უწყვეტი ისეთი თ(C) ფუნქცია, 
რომელიც შემდეგ ორ პირობას აკმაყოფილებს: 

1) სიმრავლის ყოველ წერტილში დ(ნX>/ICე, 

2 (დი – /Cა)ძ» < I 
ნ 

დამტკიცება. ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ /() შემოსაზღვრული 

"ფუნქციაა. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

· 6ა=|X: (6 –-1)V < 0) <ჩ»M, X66) (§=1, 2,...), 
სადაც 

_ 

1+V(6) 

რადგანაც 8, ზომადი სიმრავლეა, ამიტომ არსებობს ისეთი ღია სიმ- 

რავლე C.ა= ჩი, რომ 

აეეებე-ა (6.1) 

  

ვთქვათ, X,CX) არის C, სიმრავლის მახასიათებელი ფუნქცია და შემო- 

ვიღოთ აღნიშვნა 
% 

თ(9M= 2) ჩიხა. 
#=1 

ცხადია, ყოველი XX) ფუნქცია ქვემოდან ნახევრადუწყვეტია /2"-ში და, 
მაშასადამე, დ(X) ფუნქციაც ქვემოდან ნახევრადუწყვეტია /2"-ში. ადვი- 

ლი შესამჩნევია, რომ დიე ფუნქცია აკმაყოფილებს 1) პირობას. მეორე 
მხრით, თუ აღვნიშნავთ 0-თი ყველა 0, სიმრავლის შემცველ /I-განზო- 
მილებიან სეგმენტს და გავითვალისწინებთ (6.1) უტოლობებს, გვექნება: 

ხორ-2: ჩI) / %C0ძ;= 2) 2), ჩის დია <9) 6) IL (ჩ,) + I= 
#=1 M#=1 

1თუნ სიმრაელის რაიმე Xე წერტილში დ(Xე)ლ=4-Cთ, I(+I +, მაშინ ვიგუ- 

ლისხმებთ, რომ დ(X) –- /(X)=0. !



§ 6. გიტალისა და კარათეოდორის თეორემა 491 

თ დ თ 

=2) წის(წ6ა+59 2) § = 32) 6– სის(წა+MV(59+ 
#=1 #= M#M=1 

+5 < (IთძX+M(L+V(6)= |ICიძ»--. 
L § 

აქედან ცხადია, რომ 

I(Iდთ –/C01ძX +. 
8 

ამრიგად, თუ /#(X) ფუნქცია შემოსაზღვრულია, მაშინ დ(X) ფუნქცია 

აკმაყოფილებს 2) პირობასაც. 

განვიხილოთ ახლა ზოგადი შემთხვევა. ვთქვათ, /(X) ფუნქცია არაა 
შემოსაზღლვრული # სიმრავლეზე. განვსახღვროთ თ„(X) ფუნქცია ასე: 

I(X), თუ (ი0(0, X<# და /(X) <: ?, 

თ.(ი=!) #, თუ 0(0, X) <# და /0)>M 

0, თუ ი(0, X)>#, ან XCჩ. 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

M0ე=თ,0) – თ, (ე) (§=1, 2,-.·)- 

ცხადია, 5ომ 

/0ე=ჩ00ე+ჩთი+-.-/+/თ+-.-, 

ამასთან ყოველი /V(CX) შემოსაზღვ რული არაუარყოფითი ფუნქციაა 6 სი-, 

მრავლეზე. ზემოდამტკიცებულის ძალით, ყოველი MX) _ ფუნქციისათვის 
არსებობს ქვემოდან ნახევრადუწყვეტი ისეთი თ„(»X) ფუნქცია, რომელიც 

აკმაყოფილებს პირობებს: 

1) 6 სიმრავლის ყოველი X წერტილისათვის დ/(X) -> I»(X), 

2) თი – ჩისა)ძX <2 (=1, 2, +). 

VII თავის 29-ე თეორემის შედეგის თანახმად, ფუნქცია 

დიე=დ,0ე+და(0+-.-+-დის)+-.. 

ქვემოდან ნახეერადუწყვეტია და #6-ზე აკმაყოფილებს 1) პირობას.



492 თ. XV. ლებეგის ზოგადი ინტეგრალი 

დასასრულს, ცხადია, რომ 

1I9C– /ი)რ– » (თრ – /0ი1ძდი. 
#=16. 

ლემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 95 (ვიტალი-კარათეოდორი). შემოსაზღვრულ ზომად 

ნ სიმრავლეზე მოცემულ ზომად /(X) ფუნქციისათვისარ- 

სებობს ფუნქციათაორი მიმდევრობა (ი,ა) და (IV, 

რომლებიც შემდეგ პირობებს აკმაყოფილებენ: 
1 დაე ფუნქციები ქვემოდან შემოსაზღვრულია და 

ქვემოდან ნახევრადუწყვეტი არიან #-ზე, V.(X) კი ზემო- 

დან შემოსაზღვრულია და ზემოდან ნახევრადუწყვე- 
-ტია; 

. 2) (დი(X9) მიმდევ რობა კლებადია, ხოლო (V(X) -– ზრდა-, 

დია #L-ზე; 

3) 8 სიმრავლის ყოველი X წერტილისათვის: ი,(0> 

>I5>VV და 
4) თითქმის ყველგან #6-ზე 

“. 1II0ი და(X=119 MX) = ICი: 
--თ -.თ 

5) თუ /X) ჯამებადია სიმრავლის რაიმე ზომად// ქვე- 
სიმრავლეზე, მაშინ დ,»(2 და %() ფუნქციები ჯამებადია 
M-ზე და 

ათ თთრ- ! თ 1 სახაძი- /Cიძი 

დამტკიცება. რადგანაც /I00=1C00 – IX, ამიტომ შეგვიძლია ვი- 

გულისხმოთ, რომ /(9) არაუარყოფითი ფუნქციაა წ სიმრავლეზე. 
ლემის ძალით, არსებობს ქვემოდან ნახევ რადუწყვეტი ისეთ ფუნქ- 

ციათა (IC) მიმდევრობა, რომ წ სიმრავლის ყოველი X წერტილისა- 

თვის «(0 >I(% (”=1, 2,..-) და 

ეთ (თ /თი)ძ»=ი. C.2 
ჩ–თ ჯ · 

შემოვიღოთ აღნიშვნა | 

დ,(X9=VიIV9IV,)(%, V9ყი(X),.. · ·, M(X))-
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ყოველი დ.(X) ფუნქცია ქვემოდან ნახევრადუწყვეტია 6-ზე და 
დ)(X) > და(X) >: · · >Cდ.C0) > · · 

ცხადია, ყოველი დთ;(X) ფუნქცია აკმაყოფილებს 1), 2), 3) პირობებს 
და, ამას გარდა, (6.2) ტოლობის ძალით, 

1Iი · – ძX=0. „თ IIთო I0IთX 

ფუნქციათა მიმდევრობა (დ„(X – IV)) ზრდადია და, მაშასადამე, ლევის 
თეორემის თანახმად, ' 

“ხო. (CC /0)ძX= (თთძ» 
ხ-თ წ ნ 

სადაც. C(X) =I1%IIთდ#(X) –– I)), რადგანაც თ(0>0, ამიტომ თითქმის 
#-თ 

ყველგან 6-ზე CაC)=0, ე. ი. თითქმის ყველგან 6-ზე. 110 დად)=/0ი. 
თ 

მაშასადამე, დ»(X) ფუნქციები აკმაყოფილებენ აგრეთვე 4) და 5) პირო– 
ბებსაც. 

ახლა განესაზღვროთ ფუნქციათა მიმდევრობა (%(2)). ლემის ძალით, 

არსებობს ქვემოდან ნახევრადუწყვეტ ფუნქციათა ისეთი კლებადი მიმ- 

დევრობა (8,(X)), რომ თითმის ყველგან #6-ზე 

 ოთე=-L-. 
სოითორ–ე 

ფუნქცა ზემოდან ნახევრადუწყვეტია   ცხადია, რომ ყოველი 
0%C61) 

#-ზე. ამას გარდა, ფუნქციათა | 1 
9#M(X) 

ქმის ყველგან ,(5-ზე კრებადია /(X) ფუნქციისაკენ. 

შემდეგ, "IX ფუნქცია განვსაზღვროთ ასე: 

  | მიმდევრობა ზრდადია და თით- 

  

VLX)= | : (6=1, 2,“ '·). 
ჩ, თუ თ.(9 >?! 

ცხადია, რომ +.) ფუნქციები ზემოდან ნახევრადღუწყვეტია ნ-ზე და 

თითოეული მათგანი შემოსაზღვრულია. ამას გარდა, ფუნქციათა მიმდეე– 

რობა (IC) ზრდადია და თითქმის ყველგან #-ზე კრებადია MX) ფუნ- 
ქციისაკენ. ს) ფუნქციები აკმაყოფილებენ 1)–– 4) პირობებს.
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დასასრულ, რადგანაც MC) ფუნქციები არაუარყოფითი არიან, ლე– 
ბეგის თეორემის ძალით 8 სიმრავლის ყოველი ზომადი // ქვესიმრავლი– 
სათვის შესრულებულია ტოლობა: 

სა ( (9 რო //ორი 

მაშასადამე, ადგილი აქვს 5) პირობას. თეორემა დამტკიცებულია. 

სავარჯიშო 

1 
1. · · ძჯX 

1. დაამტკიცეთ, რომ ინტეგრალი (> განხილული როგორც ლებეგის ინტეგ– 

  

· ' 1 : 

რალი, არსებობს და უდრის 1 · როდესაც 0<C%<1, ხოლო, თუ თ>1, მაშინ- 
აჟ 1 · 

კი“ + თ. , 

0 

5. ვთქვათ, I(X) ზომადი სახრული , ფუნქციაა სასრული ზომის ნ სიმ რავლეზე. შე– 

მ ოვიღოთ აღნიშვნა 

წა=(+ :ი–) <I0)<V).” 

დაამტკიცეთ, რომ /(X) ფუნქციის ჯამებადობისათვის წ სიმრავლეზე აუცილებელია და- 

+Cთ 

საკმარისი, რომ მწკრივი 2, I ”III(5» იყოს კრებადი. 

· »ა=-თ 

” 8. თუ MM ფუნქცია ჯამებადია 8 სიმრავლეზე და ნ»=(X: –59</M9<V, მაშინ. 

5») = 9 M(წV) (>I. 

4. ვთქვათ, /(X) არის ფუნქცია სასრული ვარიაციით (ით, ხ) სეგმენტზე, ამასთანავე; 

/(X)=0, როდესაც, XCI9,ხ), დაამტკიცეთ, რომ 
ხ 

1 I 5+ჩ – (9 | 42=00), როდესაც M--0- 

ნ. მოცემულია ფუნქციათა მიმდევრობა (/ოცე)), სადაც : 

· == · · 
_ /ო(X)= ლაქ უზამ. (ო=), 2,--·), 09<X<1. . . 

დაამტკიცეთ, "რომ ამ შემთხვევაში არ შეიძლება “ღვარზე გადახვლა ინტეგრალის ნიშ- 

ის ქვეშ, .
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0. დაამტკიცეთ, რომ მე-18 თეორემა 21-ე თეორემის შედეგია. 

7. ვთქვათ, (თ,, ხ;; ძი, ხი) სეგმენტზე მოთავსებული ბრტყელი 6 სიმრავლე აკმა- 
ყოფილებს პირობას II(6)>>(1–- თ) (ხ, –– ი.) (ხე –– ძ.), სადაც თ ერთზე ნაკლები დადე– 

ბითი რიცხვია აღვნიშნოთ 6-თი X=0, წრფის იმ (ი,, ყ) წერტილთა სიმრავლე, რო- 

მელთათვის 

IV) 
»ი85 IIი 6 '>(1–3/თ) (ხ, –– 0,), 

Xჯ 

სადაც (VI) სიმბოლოთი აღნიშნულია 6 სიმრავლის იმ წერტილთა სიმრავლე, რომლე- 
X 

ბიც მოთავსებულია. XV =ყ წრფეზე. დაამტკიცეთ, რომ 6 სიმრავლე ზომადია, და მარ– 

თებულია უტოლობა · : 

: თ05 110 6>(1--უ/ 9 )ხ-– ძა) 

(ვლ. ჭელიძე).



თავი XVI 

ლებების განუსაზღვრელი ინტეგრალი 

§ 1. ლებების განუსაზღვრელი ინტეგრალის გაწარმოება 

ვთქვათ, ი-განზომილებიან ელემენტარულ #/ეკ ფიგურაზე განსაზღვ- 

რული /(X) ფუნქცია ჯამებადია ამ ფიგურაზე. ელემენტარული ფიგუ- 
რის ფუნქციას... : 

L (9= IVCიძ», (1.1) 

,” 

სადაც ==”, ეწოდება /(X) ფუნქციის განუსაზღვრელი ინტეგრალი. 
თეორემა 1, თ უ/(X) ფუნქცია ჯამებადია „ე ფიგურაზე და 

#() წარმოადგენს /X) ფუნქციის განუსაზღვრელინტეგ- 
რალს, მაშინ „ე ფიგურის ყოველ #ჯ. წერტილში, სადაც 

8) ნახევრადუწყვეტია ზემოდან (ქვემოდან) ადგილი 
აქვს დამოკიდებულებას 

0/7(CX) = IX) IX CXა) => /(Xე)1- 

კერძოდ, თუ ჯე არის I(Xჯ) ფუნქციის უწყვეტობის 

წერტილი, მაშინ ამ წერტილში #(C) წარმოებადია და 

მართებულია ტოლობა 

: · წფა=/C%ა- 0.2 
დამტკიცე ბა. ვთქვათ, ჯ წერტილში /(X) ნახევრადუწყვეტია ზე- 

მოდან. მაშინ ყოველი დადებითი 8 რიცხვისათვის არსებობს Xე წერტი- 

ლის შემცველი ისეთი რეგულარული სეგმენტი CC/, რომ ყოველი 
X-თვის C0-დან ადგილი აქვს უტოლობას ' 

MM </(%) +5. 
აქედან გვაქვს 

IVოძ»X<IIV)+6) 191 
7
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სადაც ი არის X.ა წერტილის შემცველი ნებისმიერი რეგულარული სეგ- 

მენტი, რომელიც C-მია მოთავსებული. თუ გავითვალისწინებთ (1.1) 
ტოლობას, გვექნება : 

#9) <= II(Xი)-+61 |9I- 

% -2 <IMV)+C“ 

მაშასადამე, #2/”(X,) <= /(Xა )1-6 და რაკი 6 ნებისმიერი დადებითი რი_ 
ცხვია, ამიტომ 

აქედან 

  

ჯ/ (X-) == I(X-) · (1 ვ). 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ თუ X. წერტილში /(X) ნახევრად- 

უწყვეტია ქვემოდან, მაშინ 
ნ” CXI) => I(CM)- 

(1.4) 

კერძოდ, თუ Xე არის /(V) ფუნქციის უწყვეტობის წერტილი, მაშინ 
ერთდროულად ადგილი ექნება (1.3) და (1.4) თანაფარდობებს და, მაშა– 

სადამე, ადგილი ექნება (1.2) ტოლობას. თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა. ბ. თუ IX ფუნქცია ჯამებადია #ე ფიგურაზე, 

მაშინ განუსაზღვრელი (1.1) ინტეგრალის წარმოებული 
თითქ მის ყველგან „ა-ზე უდრის /(X) ფუნქციას. 

დამტკიცება, ჩ() ფუნქცია ადიტიურია და აბსოლუტურად უწყვე- 
ტი „--ზე, ამიტომ თითქმის ყველგან „ე, ფიგურაზე არსებობს სასრული 

წარმოებული #I"(X). შემოვიღოთ აღნიშვნა 

ნ„ა=I(X:- >“ >> “>/09, 

სადაც II=0, 1, +2, ·.· რაღაც (00 და ჩ'ე ფუნქციები ზომა- 

დია, ამიტომ 6„,ე სიმრავლე ზომადია. 

დავამტკიცოთ, რომ 
I(–ნთ,,ა)=9 (1.5 

ყოველი ფიქსირებული /#I და /1-სათვის. ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 

6 რიცხვი. (1.1) ინტეგრალის აბსოლუტურად უწყვეტობის გამო, აღებუ- 

ლი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი დადებითი რიცხვი », რომ #7” 

სიმრავლის ყოველი ზომადი 6 სიმრავლისათვის, რომლის ზომა ნაკლე– 

ბია უ-ზე, ადგილი აქვს უტოლობას 

| I სიძ» (<6. 
დ
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ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ ჩუ, სიმ- 
რავლის ყველა წერტილი მოთავსებულია #ა ფიგურის შიგნით. , ავიღოთ 

ისეთი ღია სიმრავლე 0C=”ა, რომ 06=ჩნ,,ა და IIL(C-– ნიო,ი)< 7. 

აღვნიშნოთ 5-ით „--დან აღებული ისეთი რეგულარული « სეგმენ- 
ტების სისტემა, რომელთათვის 

ჩ(0 _ თ+L. (7 - (1.6) 

ცხადია, რეგულარულ სეგმენტთა § სისტემა ფარავს ნ,ც,გ სიმრავლეს 

ვიტალის თვალსაზრისით. ჩვენ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 5 სის- 
ტემის ყველა სეგმენტი მოთავსებულია C-ში, ვიტალის თეორემის ძა- 

ლით 5 სისტემიდან შეგვიძლია გამოვყოთ სასრული ან თვლადი სისტემა 

წყვილ-წყვილად არაგადამკვეთი ისეთი სეგმენტებისა ძე), ძ-:, 
· ნო... რომ 

ჩო“ 0,)=0. 

(1.6) უტოლობის თანახმად, 

ჩ(იე>-+" (0-I 6=1, 9, ·-·) 

მაშასადამე, ამ უტოლობათა წერ წევობდ შეკრება გვაძლევს 

ური“ LM => >„“ო თ –-“--სჩნი,,), 0.7) 

სადაც. /7=- L) ძ. 

მეორე მხრით, / =C0 და ამიტომ 

მ–ჩიი ლ 6-–- ჩიოთ». 

საიდანაც 

MC –– გნთ,ი) <7. 
მაშასადამე, 

| LI /I00ძX <6. 
9M-ჩა, 

აქედან 

!, სერი L I00ეძX+ | /0ღX< |/0იძX+ა. 
ს -.---_ წე.
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მაგრამ ნით,,„ სიმრავლეზ M9)<+-, რის გამო ვლენე გ 

|, Iეძ+< + ი(6,»ა. 
”/90ჩი,. 

ამრიგად, 

წთძ< “–ს(ნ,ი)+წC. 
0-8). : 

M” 

(1.7) და (1.8) უტოლობებიდან გამომდინარეობს 

(7?-+-1)IსLCC თ,») < 7III(წთ.თ»)-+/7I 6. 
აქედან 

ს(წის»)<716, 

და რადგანაც 6 ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, ამიტომ მართებულია 

ძ.5) ტოლობა. 
შემოვიღოთ აღნიშვნა 6=IX : ”'(X)>I(X). ცხადია, რომ 

თ « 

68= V ხყ ჩი» 
„თ=-–-Cთდ #M=1 · 

და თუ გავითვალისწინებთ (1.5) ტოლობას, გვექნება IL(5)=0. მაშასადა- 

მე, თითქმის ყველგან #ე:ზე, 
"“' წცელ/ლი. ტ.9) 

ახლა ვთქვათ, 

დ(0=-–/(, დC(0= I დცეძ». 

ცხადია, თდ()=–7#() და ზემოდამტკიცებულის ძალით, თითქმის ყველ- 

გან ”ე-ზე მართებულია უტოლობა 4'(X) <= დ(X). ანუ · 

L'Cე =>>ICM. (1.1თ 

(1.9) და (1.10) თანაფარდობებიდან გამომდინარეობს ტოლობა # (X)= 

=IC) თითქმის ყველგან ”ე ფიგურაზე. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა ვ. თუ #0) არის ელემენტარული ფიგურის 

ადიტიური, უწყვეტი და ზრდადი ფუნქცია ელემენტა- 
რულ „ს ფიგურაზე, მაშინ. მისი წარმოებული #'X) ჯამე- 

ბადია ”ე-ზე და 

I” '(X)ძX < ” CM). (1.11) 

7
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დამტკიცება. როგორც ვიცით, ”(X) თითქმის 'ყველგან სასრულია 

”ე ფიგურაზე და თითქმის ყველგან #”ე-ზე #'(X)>>0. ზოგადობის შეუზ- 

ღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ #'(X) =>0 ყველგან #ე: ფიგუ- 
რაზე. 

განვიხილოთ ფუნქცია (#01, სადაც » ნებისმიერი ნატურალური 
რიცხვია. ეს ფუნქცია ზომადია და შემოსაზღვრული. შემოვიღოთ აღ- 
ნიშვნა 

დ.()= | (”'ცე1აძX 
, 

სადაც ” ნებისმიერი ელემენტარული ფიგურაა /#ა-დან. მე-2 თეორემის 
ძალით, თითქმის ყველგან ”ა-ხე ადგილი აქვს ტოლობას 

ჭ დ'ა(X) = II CX) IV. 

ვთქვათ, 
სრ) =#ჩ (ე) –– და(). 

ცხადია, რომ თითქმის ყველგან „წე ფიგურაზე ' 

· VI"»(X) => L”(X) –– დ',(X) =”'(X) –– (ჩ”V%)IV >>0. 

ამას გარდა, „ე ფიგურის ყოველ X წერტილში LIM/ICX) > –– «თ. მართ- 

ლაც, ავიღოთ ნებისმიერი XC”. მაშინ ყოველი რეგულარული სეგმენ- 
ტისათვის 0C7/ა, რომელიც Xჯ წერტილს შეიცავს, გვექნება 

»ი _ /თ _ თი ი _ 
-I9L L9I L9I I9I 

ს0VV ი => MჩC) ––+> –– თ. 
მაშასადამე XII თავის მე-7 თეორემის ძალით, VV) ფუნქცია ზრდადია 

წე ფიგურაზე, ე. ი. ყოველი ელემენტარული ფიგურისათვის ”Cჩ% 
მართებულია უტოლობა #VC) –– დ,()>>0. საიდანაც Cდ„+() <= #(C), ღა 

თუ გადავალთ ზღვარზე, როდესაც »-–> C%, გვექნება.” 
(თი =წჩ(). 
, 7 იი 

აქედან 

კერძოდ, თუ #=7ჩა, მივიღებთ (1.11) უტოლობას, თეორემა დამტკი– 

ცებულია. ; “ 
შედეგი. თ უ #(V) წამოადგენს ადიტიურ უწყვეტ.ფაუნჟ- 

ციას სასრული ვარიაციით #.-ზე, მაშინ #”IX) ჯამებადია 

ჩე-ზ ე. - ' 

7 მართლაც, ჟორდანის თეო რემის ძალით, ,I(,) შეგვიძლია წარმოვად- 

გიწოთ როგო რც სხვაობა ორი ზრდადი #)() და LC) ფუნქციისა: 

#M(0)=7)0)– ჩათ·
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აქედან თითქმის ყველგან ”ე:-ზე 

#'(XI=#/'I(X) – ჩი. 

მაგრამ /”,60). და /”(0 ჯამებადი ფუნქციებია /,-ზე და ამიტომ. /”(ე 
წარმოებულიც ჯამებადია „ე-ზე. 

თეორემა 4. ელემენტარულ წ ფიგურაზე ადიტიური აბ- 

სოლუტურად უწყვეტი ფუნქცია წარმოადგენს თავისი 
წარმოებულის განუსაზღვრელ ინტეგრალს, 

დამტკიცება. ვთქვათ, ”() არის ელემენტარულე ფიგურის ადი- 

ტიური აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქცია „ე ფიგურაზე. რადგანაც 
ყოველი აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქცია არის ამავე დროს ფუნქცია 
სასრული ვარიაციით, ამიტომ #(X) ჯამებადი ფუნქციაა ე ფიგურაზე. 

ვთქვათ, 
დი= I” თრ. 

, 

დი) ფუნქცია აბსოლუტურად უწყვეტია #ე-ზე და, მე-2 თეორემის ძა- . 

ლით, თითქმის ყველგან ”ე-ზე CდI(X)=/(X). თუ გავითვალისწინებთ XII 

თავის მე-4 თეორემის შედეგს, მივიღებთ დ,ა=#ჩ(C). თეორემა დამტკი- 

ცებულია. 

§ 9. ფუნქციის ლებების წერტილი 

მე-2 თეორემა მნიშვნელოვნად შეგვიძლია გავაძლიეროთ. ამისათვის 

შემოვიღოთ შემდეგი ' 

განსაზღვრა 1. ვთქვათ, /(X) ფუნქცია ჯამებადია ”-განზომილე– 

ბიან 7ე სეგმენტზე. თუ ამ სეგმენტის ჯე წერტილში (I(Xა) # + თ) 

მართებულია ტოლობა ' ' 

II9 1 |II0 – IX) 194+=9, 
| 9(X0) |–+0 ) LI 97 (XI) I 

94(%”ს 

სადაც ძ(Xა) არის ჯ. წერტილის შემცველი რეგულარული სეგმენტი, 

მაშინ X, წერტილს ვუწოდოთ /(ი) ფუნქციის ლებეგის წერტილი. 
მართებულია შემდეგი 

თეორემა წ. თუ /(X) ფუნქცია ჯამებადია M”-განზომილე- 

ბიან სეგმენტზე, მაშინ”. სეგმენტის თითქმის ყველა 

წერტილი IX) ფუნქციის ლებეგის წერტილია. 
დამტკიცება. განვიხილოთ ყველა რაციონალური რიცხვის სიმ- 

რავლე (წს ჩი “>” ჩრ, თო. რადგანაც |I() ––ი„| ფუნქცია ჯამება- 
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დია 7 სეგმენტზე, ამიტომ მე-2 თეორემის თანახმად 7) სეგმენტის თით– 
ქმის ყველა X წერტილისათვის მართებულია ტოლობა 

. 1 ის :2C1 III0V-– „I ი1=| (0) – I. (2.1) 
: (61, 

  

აღვნიშნოთ ნ, სიმბოლოთი ჯე სეგმენტის იმ წერტილთა სიმრავლე, სა- 

დაც მართებული არაა (2.1) ტოლობა. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

ნ-| ს ჩ» I :| ICX)|= -L CI- 

რადგანაც M(6)=0, ამიტომ საკმარისია დავამტკიცოთ, რომ /ა”-–– ნ სიმ– 
რავლის ყოველი წერტილი არის /(X) ფუნქციის ლებეგის წერტილი: 

ვთქვათ, XC –– 8. განეიხილოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი 
და ავიღოთ რაციონალური რიცხვი ”, ისე, რომ შესრულდეს უტოლობა 

IIთა თ <--- 

რაკი XეCნ, ამიტომ მოიძებნება ისეთი «>0, რომ მართებული იყოს 

უტოლობა 
' 

· 
6 6 ხ · 

I9(Xი)! I |I00 – 7,IძX<|)IXა)––თ1I+-–-< 5L+-%= 

9(Xა) 

როდესაც | 9(Xა) <7. 
შემდეგ, რადგანაც 

I I – IC%)1<I/0) – „I+|/%) – თI</00-”თI+ +, 

ამიტომ 

1 – 

“1 90) I | IX9) –– IC%ი) | ძX < 701 | IMX)-– თ I0X+. 

: ) 94LXი, 07(% 
8 26 8 
--<- -– --–ლ=ნც6. +-– 2 + -ვ-=6 

26 
  

  

თ 

მაშასადამე, 
I 

ყი “აუ II(X)-– ICXა) | 7X=90. 
I (X,) 1=–0 17 9(XII მ. მ 

(625 

თეორემა დამტკიცებულია. 
:
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§ 8. პირვანდელი ფუნქციის აღდგენა 

ვთქვათ. (0, ხ1-სეგმენტხე უწყვეტ ”(X) ფუნქციას ამ სეგმენტის 
ყოველ წერტილში აქვს სასრული წარმოებული #"(X). ისმის კითხვა: რო– 
გორ ვიპოვოთ პირვანდელი ჯ#(CX) ფუნქცია, თუ ცნობილია მისი წარმო- 

ებული LX)? თუ I””(X) წარმოებული ინტეგრებადია· რიმანის აზრით, 
მაშინ 

7 

ჩC)=ჩ(9)+I/ (04. 
ძი 

მაგრამ შეიძლება არსებობდეს (0, ხ) სეგმენტის ყოველ წერტილში ”(») 
ფუნქციის სასრული წარმოებული #/X) და მასთან ეს წარმოებული შე– 
მოსაზღვრულიც იყოს (ძი, ხ)-ზე, მაგრამ იგი არ იყოს ინტეგრებადი რი– 

მანის აზრით. მოვიყვანოთ 

მაგალითი. ვთქვათ, ნ არის წრფივი, დადებითი ზომის შემოსაზ- 

ღვრული არსად მკვრივი ჩაკეტილი ·სსიმრავლე. (0, ხ) სეგმენტზე, სა– 

დაც 0=1ი 6, ხ=5სდი ნ, განვსაზღვროთ #”(CX) ფუნქცია ასე: 

0, თუ XCჩ, 
ჩ(ე= 1 

CX –-თე)“(X –– ჩი)? 51ი “8. 2)C- თ)C-ზ) თუXC(თ,, ჩი), 

სადაც (თია, ჩი) (M=1, 2, + > ·) წარმოადგენენ #ჩ სიმრავლის საკუთრივ 

მოსაზღვრე ინტერვალებს. 

დავამტკიცოთ, რომ #6 სიმრავლის ყოველ წერტილში #VX9I-=90. ვთქვათ, 

LC8 და X იყოს (თ, ხ)სეგენტის წერტილი, რომელიც ძევს § წერტილის 

მარჯვნივ. თუ XCჩ6, მაშინ 

ჯ#(X)-==#()5ლ=90. - 

თუკი XC(თი, ჩი), მაშინ, L <= თ„<X»X. ამიტომ X–-§2>X–თიე და 

,| MI) – LL) 
ჯ.§ნ 

<C--თ,)(L-- ჩ,)ბ< (+-- §)(6-- თ). 

  

აქედან გამომდინარეობს, რომ ს8+# (§)=0. 

ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ M“”(§)=0. ამრიგად, L'(§)=0. 

თუ X6(თ,, ჩა), მაშინ |
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1 

(ჩ, -–– თ,)(X –– თ,)(X –– ჩ,) 
2+X- თ, ჩ, 1 · 

ში გეი ალ სესი თ) ჩე) 8.) 
აქედან, როდესაც XC(თ, ჩი) (1=1, 2, ·+·), გვაქვს 

|ს'(X) |<2| (L–- თი)(X– ჩე)(2X-–- თი –-– ჩა) I+ 

|2X-–- თე –– ჩ. I 

ჩ,– თ, 

=0)=29(L- თ,)(X – ჩ)(2X-- თ, –– ჩი) 51ი + 

  

+ <2(ზ8, –– თე)?--1< 2(ხ – 0)“ 1. 

ამრიგად, (იძ, ხ) სეგმენტის ყოველ წერტილში არსებობს #”(X) და ეს 

წარმოებული შემოსაზღვრულია. ა 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ #”(X) წყვეტილია 8 სიმრავლის ყოველ 
წერტილში. (3.1) ტოლობიდან ჩანს, რომ, როდესაც X მიისწრაფვის თ, 
ან ჩ.-კენ, მაშინ #"(V) წარმოებულს არა აქვს ზღვარი; ეს წარმოებუ- 

ლი ირხევა -–- 1 და 1 შორის, _ 

აქედან ადვილად დავასკვნით, რომ #””/X) წყვეტილია 6 სიმრავლის ყო- 
ველ წერტილში. მართლაც, ავიღოთ # სიმრავლის ნებისმიე რი ჯე წერტილი, 
რომელიც არ წარმოადგენს კიდ ურა წერტილს (# სიმრავლის რაიმე 

წერტილს ვუწოდებთ კიდურა წერტილს, თუ იგი სიმრავლის რომე- 
ლიმე მოსაზღვრე ინტერვალის ბოლო წერტილია). Xი წერტილი წარ- 
მოადგენს სიმრავლის კიდურა წერტილთა სიმრავლის დაგროვების 
წერტილს და რაკი ყოველ კიდურა წერტილში MIX) ფუნქციის რხევა არ 

არის 2-ზე ნაკლები, ამიტომ Xე წერტილშიაც I"(X) ფუნქციის რხევა 2-ზე 
“ ნაკლები არ იქნება. მაშასადამე, #(X) წყვეტილია სიმრავლის ყოველ 

წერტილში. – 
შემდეგ, რადგანაც LC-)>0, ამიტომ MIX) ფუნქცია არ არის ინტეგ- 

რებადი რიმანის აზრით (ი, ხ) სეგმენტზე. 
ამრიგად, რიმანის ინტეგრალით შეიძლება დასმული ამოცანის ამოხს- 

ნა მხოლოდ კერძო შემთხვევამ ლებეგის ინტეგრალი წარმოადგენს 

უფრო ძლიერ იარაღს პირვანდელი ფუნქციის მოძებნისათვის, როცა 

ცნობილია წარმოებული: 
ზემოთ დასმული ამოცანა შევისწავლოთ მრავალი ცვლადის ფუნქციე- 

ბისათვის. ' 
თეორემა 6. თუ M#-განზომილებიან ელემენტარული ფი- 

გურაზე მოცემულია ელემენტარული ფიგურის ადიტი- 

ური უწყვეტი ფ უნქცია #(), ამასთან #--ის ყოველ წერ- 
ტილშზი არსებობს სასრული L"(CX) წარმოებული და ეს წარ-
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მოებული ჯამებადი ფუნქციაა, მაშინ ყოველი ელემენ- 
ტარული ფიგურისათვის „თე მართებულია ტოლობა 

ჩლი= | აძა. 6.7» 

დამტკიცება, განვსახღვროთ #დ,,(X) ფუნქცია ასე: 

ჯLI(X), თუ "იელი. 

დ„თ=I „VI, თუ #(IC2>V. 

ცხადია, რომ C,,(X) ზომადი ფუნქციაა და, ამას გარდა, 

|რუცფე | < II 0 I- (3.3) 

მაშასადამე, დ,„(X») ჯამებადი ფუნქციაა /”ა-ზე. 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

V,ს)=ჩ(ი0 – I«,თძ» 

სადაც ” ნებისმიერი ელემენტარული ფიგურაა ”ე-დან დავამტკიცოთ, 

რომ ს,() ზრდადია „ე ფიგურაზე. ამ ფიგურის თითქმის ყველა X 

წერტილში 
Vთ0ე=#'(0 -–– დუნე => 9. 

შემდეგ, რადგანაც ”: ფიგურის ყოველ X წერტილში C,(ჯ) <= I, ამი- 
ტომ ყოველი რეგულარული ძ სეგმენტისათვის მართებულია უტოლობა 

ა 4» (ე)ძX = 7 

მ 
და, მაშასადამე, 

”ი _ იი 
I 

Vორი)  ”(0 _ 1 ” MX. (0ძ»> 
I4L L9I თI თ I4 

შ 
' აქედან გამომდინარეობს, რომ M ფიგურის ყოველ ჯX წერტილში 

_ 0V,სე > ჩი – თ>-თ. 
მაშასადამე, XII თავის მე-6 თეორემის ძალით VI„() ფუნქცია ზრდადია 

წე-ზე. ამიტომ ყოველი ელემენტარული ფიგუ რისათვის ”C/ე ადგილი 

აქვს უტოლობას : 
წი I დ»0)ძX>-90, 

”
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საიდანაც 

ჩი > |თ,დძა. ც.4 
ჯ” 

მაგრამ III დო(უ=LICე და თუ გავითვალისწინებთ (3.3) უტოლობას, 
თ–+თ 

მაშინ ლებეგის თეორემის ძალით 

IIო | თდ„(0ძX= (წთა«ი. 
თ. 

, 

მაშასადამე, თუ (3.4) უტოლობაში ზღვარზე გადავალთ, როცა #/1-> თ, 
მივიღებთ 

Iწი> Iც 'იძ. (3.5) 
- 

ახლა განვიხილოთ ფუნქცია #,()=--/”(). მაშინ #”,0)= თ. 
ზემოთ დამტკიცებულის თანახმად 

ხი > წროთძი წლი, 
,” 

ანუ 

–ნი> I (–”ნ(00)ძ». 

აქედან : 
ნ) ლ || ს'C0ძ». 6.6 

(3.5) და (3.6) თანაფარდობებიდან გამომდინარეობს (3.2) ტოლობის მარ- 

თებულობა. თეორემა დამტკიცებულია. ეა 

შენიშენა. შეიძლება #(,) ფუნქციას ჰქონდეს ”ე ფიგურის ყოველ წერტილში 

"სასრული წარმოებული #"(X), მაგრამ ეს წარმოებული არ იყოს ჯამებადი #კ ფიგურაზე. 

-მართლაც, (0,1) სეგმენტზე განვსაზღვროთ #(X) ფუნქცია ასე: 

#(X) =X” 005 <> , როდესაც X>0, #(0)=0. 

ამ ფუნქციას აქვს (0,1) სეგმენტის ყოველ წერტილში სასრული წარმოებული LX. 

დავამტკიცოთ, რომ #”(X) ჯამებადი არაა (0,11 სეგმენტზე. განეიხილოთ (0, ხ) სეგმენ-
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·ტი, სადაც 0<ძთ< ნწ <1. ცხადია, (თ, ხ) სეგმენტზე # (») წარმოებული შემოსაზღვრუ– 

ლია და, მაშასადამე, 
ხ 

( ”თი=- C05 2 ი C0§ –– , 
„. ხ%?ზ ·, ც? 

  

ძ 

კერძოდ, როდესაც ძე=)/ 2:.4-8-1, ხ, „=> „ გვექნება 

ხ 

|” )ძ ! X, ==–, 

# 2/ 

რი 

სეგმენტები თა, ხი) (/1= I, 2, --.) წყვილ–წყვილად არ იკვეთებიან და თუ შემოვიღებთ 

თ 

აღნიშვნას 8= ს. ძი, ხე), გვექნება . 

ჩია«> წიფრაბევოაი 
/1=1 

შაშასადამე, LX) ჯამებადი არაა (0,1) სეგმენტზე. · 

§ 4. ბანუსაზღვრელი ინტეგრალის სრული ვარიაცია 

განვიხილოთ საკითხი იმის შესახებს თუ როგორია განუსაზღვრელი 

ინტეგრალის სრული ვარიაცია. მართებულია შემდეგი 

თეორემა 7. ვთქვათ, #-განზომილებიან #/#: სეგმენტზე 

მოცემულია ჯამებადი /X) ფუნქცია.თუ 

ჯო= –| ირი ”C=–I%, 

მაშინ 

VV; I)= | II90 I ძ», (4.1) 

'უ.- ი. ადიტიური ა აასოლუტურად უწყვეტი ფუნქციის 

სრული ვარიაცია უდღრის ინტეგრალს ამ ფუნქციის 

წარმოებულის აბსოლუტურ სიდიდიდან. 

დამტკიცება. გავყოთ 1ე სეგმენტი ქვესეგმენტებად ო, ”V -. -, ”თ. 
მაშინ 

ს ჩრ) I= 3I(I IიძX | < 2 წარ- (ორ 
ჩლ=1 MI ჩ=)
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აქედან გამომდინარეობს, რომ . 

VIწ #) < | IIC0 I». ტ.შ 
# 

ახლა განვიხილოთ შემდეგი სიმრავლეები: 

4-VX:/0) > 0), 8=IX:/00 <0). 
მაშინ 

II II9 |ძჯ= L I0ეძIნ ( I0)ძ». 

ი 4 -8 

ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი. ინტეგრალის აბსოლუტეუ- 
რად უწყვეტობის გამო, მოიძებნება ისეთი დადებითი ს) რიცხვი, რომ 

ა სეგმენტის ნებისმიერი ზომადი 6 ქვესიმრავლისათვის, ზომით M-ზე 

ნაკლები, გვექნება 
IIII0.I%< -;- 
6 

ვალე-პუსენის თეორემის თანახმად, არსებობს ისეთი ჩაკეტილი სიმრავ- 

ლეები –ჩ = # და 0C8, რომ IM(4 ––#;)<უ, M(8– C6)<უ. მაშინ 

(III იX< (IთძX- (I0ძX+5- 
7 4 0 

შემდეგ, რაკი ” და 0 სიმრავლეთა მორის მანძილი დადებითია, ამი- 
ტომ მოიძებნება ურთიერთ არაგადამკვეთი ისეთი ღია სიმრავლეები 

0.=ჩ და C=0, რომ 

ს(0,--– 7) <», MC0-–– C) <1, 0, –79, C; –79· 

ამიტომ 

(IIთფIძ«< ქ I(X)ძ» –– ქ) IX)ძX-L%. _ 0.3) 
7% 

V თავის 34-ე თეორემის თანახმად, 0, სიმრავლე შეგვიძლია წარ- 

მოვადგინოთ როგორც ჯამი წყვილ-წყვილად არაგადამფარავი სეგმენტთა 

თვლადი სისტემისა: 

C,=91 VI ძიL) „სთ ხ 2.
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ავიღოთ ისეთი ნატურალური რიცხვი წ, რომ 

M(0I – ჩI) < ს, სადაც III=91V 9:20 ··· 0 9. 
მაშინ გვე ქნება 

( IC0ძX –– I II)ძX< --.. 
(47 ს 

შემდეგ, 

#( (ი ა I (ირ-2)ირა. 
ჩ=1 ი, 

ამრიგად, 

ქ Iსეძ»< ჩია ++. (4.4) 
8=1 

ანალოგიურად, Cი სიმრავლე შეგვიძლია წარმოვადგინოთ როგორც 
ჯამი წყვილ-წყვილად არაგადამფარავი სეგმენტთა თვლადი სისტემისა: 

Cთ=ო.ი0ოს ·.VM6C..· 

ავიღოთ ისეთი ნატურალური რიცხვი იI, რომ 

ს(თ –– MI”) <7, სადაც MI" ი=”ყოწ ... LI. 

– |/აძი+ | /იძ.<->- 
თ: MM” 

მაშინ 

აქედან 

Iიძ>. ა. ჩრა-–+. (4.5) 

მაშასადამე, (4.4) და თ 5) უტოლობათა ძალით, (4.3) უტოლობიდან 

გვაქვს: . 
“ ” 

(IC I4X < 2#M(6) – 2)ჩრა+3ხ, 
#ი #=1 #=1 

საიდანაც 

(IIთIძ«<2)Iჩ დ)I+ 2უ)Iჩ”6)1 +3:. 
7 #=1 : #=!



მაგრამ 
! წ) 

3)I”09)I+ 231”თა|) <VVC I I). 
L=) _ 

ამრიგად, 

II I(M9) ძL1<V(/; 1:)+33 , 

7 

და რაკი § ნებისმიერია, ამიტომ 

III I9X<VV-, IL). (4.6) 

(4.2) და (4.6) თანაფარდობებიდან გამომდინარეობს (4.1) ტოლობის მარ– 
თებულობა. თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 5. ნაწილობითი ინტეგრება 

ამ პარაგრაფში, ისევე როგორც მომდევნო პარაგრაფში, ჩვენ განვი- 
ხილავთ ერთ ცვლადზე. დამოკიდებულ ფუნქციებსა და მათ განსაზღვ- 

რულ ინტეგრალებს. ჩვენი მიზანია დავამტკიცოთ, რომ ამ შემთხვევაშთ 
ლებეგის ინტეგრალისათვის მართებულია ნაწილობითი ინტეგრებისა დ> 
საშუალო მნიშვნელობის ის თეორემები, სათანადო ცვლილებებით, რომ–- 

ლებიც კარგადაა ცნობილი მათემატიკური ანალიხიდან რიმანის ინტეგ- 
რალისათვის. 

თეორემა 8. თუ (2) და ყლე) აბსოლუტურად უწყვეტი 
ფუნქციებია (ძი, ხ) სეგმენტზე, მაშინ 

ხ ხ 

(IIთოთთთძ=/06() – (თით – | წი” თძ»-.. (C.) 
ძ ძმ · 

დამტკიცება. როგორც ვიცით /(X) და #C”(X) არიან თითქმის ყველ– 

გან სასრული Lძ, ხ) სეგმენტზე და ჯამებადი იმავე სეგმენტზე. ამის 

გარდა, /(X)6 (X) ღა 6(XIV) ჯამებადღი ფუნქციებია (0, ხI -ზე. 
განვიხილოთ ფუნქცია 

#(0=/თ ყი – I0C (იძ. (5.2)
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ცხადია, რომ XX) აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქციაა (თ, ხ|I სეგმენტ– 
ზე. (5.2) ტოლობის ორივე ნაწილის გაწარმოებით მივიღებთ 

. %(X)=)I'(ი)წ(C)+!0)წ (9 – III) 6 90 =9(MII(X) 

თითქმის ყველგან |თ, ხ1-ხე. აქედან 
· ჯ. 

V00 =V(9 + | «(0/ (04. (დ.3) 
ძ 

(5.2 .დნ (5.3) ტოლობების საფუძველზე გვაქვს 

ჯ ჯ 

წIი#(64(=/თჯყთო –I)(0)§(0) –– |§(0/64!. 
ძ ძ 

თუ ამ ტოლობაში ვიგულისხმებთ Xჯ=ხ, მივიღებთ (5.1) ტოლობას. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 6. საშუალო. მნიშვნელობის თეორემები 

თეორემა 9. თუ (0, ხ) სეგმენტზე განსაზღვრული (() და 
§() ფუნქციებიდან /(:) ზომაღი შემოსაზღვრული ფუნ/ქ/- 
ციაა, ხოლო «(X) ჯამებადია და თითქმის ყველგან (0, ხ1-ხე 

არაუარყოფითია, მაშინ 

ხ ხ 

L /0ე თ0ეძX=I L ი(9ძ», . (6.1) 

სადაც # არის IM) ფუნქციის ზუსტ ქვედა დაზუსტ ზე- 
ღა საზღვრებს შორის მოთავსებული რიცხვი. 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ #1 ღა /#-ით IX) ფუნქციის ზუსტი ქვე- 

და და ზუსტი ზედა საზღვრები (0, ხ| სეგმენტზე. ზოგადობის შეუზღუ- 

„დავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ ყწ(X) არაუარყოფითია (0, §)-ზე. 
ცხადია, რომ 

ჩI9(X) < 00 თ) < Mწ(Vი. (6.2 

თუ მოვახდენთ (6.2) უტოლობების წევრ-წევრად ინტეგრებას, მივიღებთ 

ხ - ხ ხ 

ი I ძ(0ძML< I IC 00 ძა; < M I ი()ძX. (6.3),
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ჩვენ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, “ტომ დადებითი ზომის სიმრავლეზე 

§00>9, ვინაიდან თუ თითქმის ყველგან C(X1=0, (6.1) ტოლობა ტრი- 

ვიალურია 
(6.3) უტოლობებიდან მივიღებთ 

ხ ხ 

თ < I IC თცეძჯ: I თ(9)ძX < M. 
ძ, ძი 

ინტეგრალთა ფარდობა გარკვეული რიცხვია: 

ხ ხ 

I Iოიყლეძჯ: I წ00ძX=ს. 
ძ ძ 

აქედან მიიღება (6.1) ტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია. 

კერძოდ, თუ ICX) უწყვეტია (თ, 6) სეგმენტზე, მაშინ ამ სეგმენტის 
შიგნით მოიძებნება ისეთი წერტილი L, რომ /()= ს და, მაშასადამე, 

ხ ხ 

(”თ–თოძ«=/6 | #ცეძ». 

ზემოდამტკიცებულ თეორემას ეწოდება საშ უალო მნიშვნელო- 
ბის პირველი თეორემა, ხოლო _ (6.1) ფორმულას საშუალო 

მნაშვნელობის პირველი ფორმულა. 
თეორემა 10. თუ (ით, ხ) სეგმენტზე /X) ფუნქცია ჯამება- 

დია, ხოლო #C) მონოტონ ურია, მაშინ ამ სეგმენტზე არ«- 

სებობს ისეთი § წერტილი, რომ ადგილი ექნება ტოლო- 
ბას - 

ხ L ხ 

|/თიხეძX=ჯ0 | /ცეძ»X + «(ხ) (/(6ეძ». (6-4 
- რი ძი L 

დამტკიცება. აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 

§#( ზრდადია (თ, 6) სეგმენტზე. ცხადია, რომ #(X) შემოსაზღვრულია 

და ამიტომ /I(X) C(X) ჯამებადია (0, ხ1-ზე. 
ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ «(X) აბსოლუტურად უწყვეტია (თ, ხ|) სეგ- 

მენტზე. განვიხილოთ ფუნქცია : 

ჩ(0= IVI04I.
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ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულის თანახმად 

ხ ხ 

( I თიიძX= #02) – (ჩთდოთ.. (6.5) 

რადგანაც #"(X) წარმოებული თითქმის ყველგან სასრულია და არაუარ- 
ყოფითი, ხოლო #(X) უწყვეტია (თ, ხ) სეგმენტზე, ამიტომ მე-9 თეო– 
რემის ძალით არსებობს ისეთი წერტილი L6 (ი, ხI, რომ 

ხ · ხ 

I ჩ(C9)V (9 ძX=ჩ(8) I თ'ს0ძX=ჩ(5)(C(0) – (ია! 

“ 

მაშასადამე ამ ტოლობის თანახმად, (6.5) ტოლობიდან გვაქვს 

ხ 

( IX C(X)ძL=#(ხ)დ(ხ) –– ”C)| C(ხ) –– დ(0))= 9(0)ჩ(5) -- 

ზ ხ 
-+V(ხ)Lჩ(ხ) –– ”() 1= (9) | I6C0ძX+V() I I(X)ძX. 

4 დ 
ამრიგად, (6.4) ფორმულის მართებულობა დამტკიცებულია, როცა ((X) 

აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქციაა (თ, 61 სეგმენტზე. 
ახლა ვთქვათ, რომ ((X) ნებისმიერი ზრდადი ფუნქციაა (თ, ხ1)-ზე. 

ავიღოთ ნებისმიერი ნატურალური რიცხვი #” და (თ, ხ) სეგმენტი გავ- 
ყოთ /?: ურთიერთ კონგრუენტულ სეგმენტებად შემდეგი წერტილების 

' საშუალებით: 
ძ=Xაგ<-X1<-- · · <Xო=ხ. 

განვსახღვროთ უწყვეტი წ» (X) ფუნქცია ასე: « 

§. ო=| დ(X»-)), თუ X+=XI-I (#=1, 2, ..-, MI+1), 

წრფივია ყოველ (XI, XLI სეგმენტზე (#=1, 2, · · +, II). 

_ ეს ფუნქცია ზრდადია და აბსროლუტურად უწყვეტი IL, ხ1 სეგმენტ– 
ზე. ამიტომ ზემოდამტკიცებულის ძალით არსებობს ისეთი წერტილი 

ზოაCნ(თ, ხ), რომლისთვისაც ადგილი აქვს ტოლობას 

ხ ხ წი 

L II0თა00ძX= თა() IIთ4: +წ»(ხ) I ICიძ».
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მაგრამ #,,(ი)=#(0), თი(6)=ჯდ(ნ)- მაშასადამე, 

ხ წო ხ 

| /0ადათძა= «() | I(X)ძX+#(ხ) | /Cეძ». (6.6) 
ძ ძ ხი 

= მისახვედრია, რომ ფუნქციათა მიმდევროვა (თი(X) კრებადია 

§«0) ფუნქციის უწყვეტობის ყოველ წერტილში. მაგრამ «(X) ფუნქციის 
წკვეტის წერტილთა სიმრავლე სასრულია ან თვლადი. მაშასადამე, თით- 

ქმის ყველგან (თ, ხ1 სეგმენტზე CC) უწყვეტია. ამის გარდა, (თ, ხ1-ზე 
II წოთ<M II) |, სადაც 

=თCთმXLI §(თ |, | C(0)!). 

მაშასადამე, ლებეგის თეორემის ძალით, 

ხხ ხ 
IIი || 00 თი (X)ძX= ( IX) 260 ძX. (6.7) 
ფთ. · 4 

ახლა ვთქვათ, '( §თ, | არის (ხა! მიმდევრობის კრებადი ქვემიმდევრობა: 

110) ნთ„=დ. 

ცხადია, §C(0, ხ1. გვაქვს “. 

ხი, L ხ 'ხ 

ს ი 1 /ნეძი– (049 ) I ე (X)ძX= თ ძX. 

მაშასადამე, თუ გავითვალისწინებთ (6.7) ტოლობას, (6.60) ტოლობიდან 

მივიღებთ (6.4) ტოლობას. თეორემა სავსებით დამტკიცებულია. 
თეორემა 11. თ უუ /(X) ფ უნქცია ჯამებადია (0, ხ) სეგმენტ- 

ზე, XV) ფუნქცია კი კლებადია და. ”(ნ0) >0, მაშინ, (0, ხ) 
სეგმენტზე არსებობს ერთი მაინც ისეთი L წერტილი,. 

რომ 

ხ § , 
(I იყდიძ»= დ() V/თ ძ»X. (6.8) 

8 6
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დამტკიცება. განიხილოთ V(X) ფუნქცია რომელიც განსაზღევ- 
რულია ასე: | 

#0), როდესაც 0 <:X+<ხ; 
X)= 

9§00–I ი, როდესაც X-ხ. 

მაშინ (6.4) ფორმულის თანახმად, 
' 
V 

ხ L : 
I /C)დ00ძX=C(9 (ICძX, თ<ხ <ხ. 

მაგრამ დ(ძ)==ყ(თ) და 
ხ ხ 

| I0ედ(ტძX = L I(ი დიი ძ». ' 

მაშასადამე, მართებულია (6.8) ტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია. 

ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი 

თეორემა 19. თუ IC) ფუნქცია ჯამებადია I0, ხ) სეგმენტ- 
ზე და CC) ფუნქცია ზრდადია და Cდ(0) >0, მაშინ (0, ხ) სეჯ- 
მენტზე არსებობს ერთი მაინც ისეთი § წერტილი, რომ' 

ხ ხ 

Iწ/თყ04X-ჯი (/Cერ». (6. 
4 § 

(6.8) და. (6.9) ფორმულებს ეწოდება ბონეს (80იი6,)) ფორმულები. 
(6.4) ფორმულას, ისევე როგორც (6.8) და (6.9)-ს, ეწოდება საშ უა- 
ლო მნიშვნელობის მეორე ფორმულა. 

§ 7. განუსაზღვრელი ვბერადი ინტეგრალის კერძო. წარმოებულები, 

ვთქვათ, ორი ჯ და ყ ცვლადის I”(X, ყ) ფუნქცია ჯამებადია /=I0,, 

ხე; 0-, ხ:) სეგმენტზე. ავიღოთ ჯე სეგმენტის ნებისმიერი (XV, ყ) წერტი- 
ლი. ფუბინის თეორემის თანახმად 

L | I(/, 2)ძ(ძ1= M ჩ ICI, 1 ძ1= MM თ უძ/, 

/
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სადაც #,..-.=|0). X. მა.ყI.. თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

#Cს. ი=I IIV «იძ!/ძ“, 

წის 

გვექნება 

ჩ(დ, ყ)= ი წი ა2ძ+C= IM M იძ. (0. 
ძა ძა 

#Cს ყ) ფუნქცია არის /(X, ყ) ფუნქციის განუსაზღვრელი ინტეგრალი, 

გამოსახული ჯ და ყ ცვლადების საშუალებით. 
თეორემა 13. თუ /(X, ყ) ფუნქცია ჯამებადია ”#ა=(0), ხ:: 

ძი, ხი) სეგმენტზე, ხოლო #(ჯ, ყ) წარმოადგენს /(Xყ)ფუნქ. 
ციის განუსაზღვრელინტეგრალს, მაშინ თითქმის ყველ- 
გან ,„სეგმენტზე არსებობს სასრული შერეული კერძო 

ძ"I”(X, V) ძ?”(X, V) წარმოებულები - >> ა “ს _ და თითქმის ყველაგა 

„ხე მართებულია ტოლობა 
ძ”ს(X, ყ) _ მ'ჩ(X, V) 

მმი მყძმჯ.. 

დამტკიცება. (7.1) ტოლობების თანახმად, ყოველი ფიქსირებული 
ყ-თვის, ძა -ყ <. ხ., მართებულია ტოლობა 

ყ 
მჩწC, ”ს _ (I. , 
–= მ ა > =IIC, აძ. (7.2 

ძვ 

თითქმის ყველა Xჯ-თვის, 0) <. X < სკ. 
ასევე, ყოველი ფიქსირებული X-თვის, 0ძ1<X <5 < ხ,, ადგილი აქვს ტო. 

ლობას 

24920 (X #) –/ II, ყაძ! (7.3, 
ძ, ' 

თითქმის ყველა ყ-თვის, ძა: <. V < ხა. 

აღვნიშნოთ //-ით #სკ სეგმენტის იმ (X, ყ) წერტილთა სიმრავლე, რო: 
მელთათვის მართებული არ არის ერთი მაინც (7.2) და (7.3) ტოლო. 
ბებიდან. // სიმრავლის ბრტყელი ზომა ნულის ტოლია. ამრიგად, ა. – 
– M სიმრავლეზე MC, ყ) წარმოებადია როგორც X-ის მიმართ, ისე ყ-ი! 

მიმართაც.
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ახლა, თუ (7.2) ტოლობას გავაწარმოებთ ყ-ით, (7.3) ტოლობას კი 

Xით, ანალოგიურად მივიღებთ, რომ თითქმის ყეელგან /კ-ზე 

ძ?”(X, ყ) _ ძ?”(X, V) 
მXმყ - იმყ0იX =/C, V#)- 

თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 8. პარამეტრზე დამოკიდებული ინტეგრალის გაწარმოება 

ვთქვათ, ორი X და თ ცვლადის /(X, თ) ფუნქცია განსაზღვრულია 

ჩე=(0თ <- X <- ხ; თ-<- თ <-Cთ)) მართკუთხედზე. ვიგულისხმოთ, რომ ყო- 

ველი ფიქსირებული თ-თვის, ე <-Cთ <- თე, I(X, თ) ჯამებადია (თ, ხ1) სეგ– 
მენტზე. განვიხილოთ თ ცვლადის #(V) ფუნქცია, რომელიც განსაზღვ- 
რულია ტოლობით 

: ხ 

”(თ)= IIC, თ)ძXა, %ე <-C <-C. 

მართებულია შემდეგი 

თეორემა 14 (ვალე-პ უსენი). თუ ყოველი ფიქსირებული 
Xჯთვის, თ=<X<-ხ,I(C, თ) არის თ-ს მიმართ აბსოლუტურად 

უწყვეტი («, თII სეგმენტზე და /ი(X თ) ჯამებადია/ე სეგ- 
მენტზე, მაშინ მართებულია ტოლობა 

#რდ)= # MC, თ)ძX (.1) 

თ-ს თითქმის ყველა მნიშვნელობისათვის (თა, XII) სეგმენ- 

ტიდან. | 
დამტკიცება. პირობის თანახმად /(X, თ) აბსოლუტურად უწყვე- 

ტია თ-ს მიმართ ყოველი ფიქსირებული X-თვის, ამიტომ არსებობს 
თითქმის ყველგან Iთ, Cთ,| სეგმენტზე კერძო წარმოებული ”თ(X,თ). იმ 
წერტილთა სიმრავლის ზომა, სადაც არ არსებობს /'თ(X.თ), ნულის ტოლია. 

განვიხილოთ თ(თ) ფუნქცია, რომელიც განსახღლვრულია ტოლობით 

ხ 

თდლრთო= L /(CX, თ) ძX.
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ფუბინის თეორემის თანახმად, თ(თ) შეიძლება განსაზღვრული არ იყოს 
IX. თII სეგმენტზე მოთავსებულ ნულ ზომის სიმრავლეზე. ამას გარდა, 
თXთ) ჯამებადია Iთ,, “I სეგმენტზე. ,ფებიზის თეორემის თანახმად, 

დ(თ)ძთ = | ძითI I (I თ)ძX= | ძXI IC, თ)ძთ= #(თ) –– ” (თ))- წაორ ო წრწით არი! 
აქედან "ფრი თითქმის ყველგან (Cთა, თ,) სეგმენტზე, ე. ი. მაო- 

თებულია (8.1) ტოლობა თ-ს თითქმის ყველა მნიშვნელობისათვის (თე, C|| 
სეგმენტიდან. თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ | >(I, 9) კერძო წარმოებული /ე-ხე სასრულია 
და ჯამებადი, მაშინ მართებულია (8.1) ტოლობა. 

სავარჯიშო 

1. /(X) ფუნქცია განსახღერულა (0, 11 სეგმენტზე ასე: · 

/0ე=X2 5II =., როდესაც 0<X<1, /(0) =0. 

დაამტკიცეთ, რომ /(X) წარმოებული სასრულია მოცემული სეგმენტის ყოველ წერტილ- 

ში, მაგრამ ეს წარმოებული ჯამებადი არ არის. . 

2. ვთქვათ, /(X) ფუნქცია ჯამებადია (თ, ხ--6) სეგმენტზე, C>0. დაამტკიცეთ, 
ხ 

რომ თუ წაი – MX) | ძ:=0(ჩM), როდესაც M#-0-L, მაშინ /(X) თითქმის ყველ- 

ძ · · 

გან Iთ, ხ) სეგმენტზე მუდმივია. 

ვ. დაამტკიცეთ, რომ ჯამებადი /(X) ფუნქციის უწყვეტობის წერტილი წარმოადგენს 
ლებეგის წერტილს. 

4. დაამტკიცეთ, რომ (ი, ხ) სეგმენტზე მოთავსებული ყოველი ნულზომიან ჩნ 

სიმრავლისათვის. არსებობს ამ სეგმენტზე უწყვეტი ზრდადი „ი ფუნქცია, ისეთი, რომ 

8 სიმრავლის ყოველ X წერტილში /(#X)= +%ი. 
§. დაამტკიცეთ, რომ მე-6 თეორემა ძალაში რჩება მაშინაც, როდესაც #“(0=-თ 

წერტილთა თელად სიმრავლეზე.



თავი XVII 

L? სივრცე 

§ 1. ი ხარისხით 3ბამებად ფუნქციათა ზოგიერთი თვისება 

განვიხილოთ LI” სივრცეში მოთავსებული სასრული ზომის რაიმე 6 
სიმრავლე. ამ სიმრავლეზე განსაზღვრულ ზომად I(X) ფუნქციას ეწოდება 

ი8-ხარისხით ჯამებადი #-ზხზე, თუ I I(X)/ძX< +, სადაც 0 მოცე– 
ჯ · 

მული დადებითი რიცხვია. 
ი-ხარისხით ჯამებად ყველა ფუნქციის სიმრავლე აღვნიშნოთ #ჩ(#) ან 

მოკლედ L9 სიმბოლოთი. #-ხარისხით ჯამებად ფუნქციებს ვუწოდებთ 
Lი კლასის ფუნქციებს. ცხადია, ყოველი შემოსახღვრული ზომადი ფუნ- 

ქცია L” კლასის ფუნქციაა. 
თეორემა 1. თ უ /(M)C#M8), მაშინ I(X)C#%6) ყოველი ძ რიცხ- 

ვისათვის, რომელიც ი-ზე ნაკლებია. 
დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

/ =ს:II(ეI<1ც 0=ჩ–ჩ. 

რადგანაც #? სიმრავლეზე LI(9I/ ფუნქცია ჯამებადია, ხოლო 0 სიმრავლის 

ყოველ X წერტილში |/(X)I <| II? და, ამას გარდა, |I(X)I/ ჯამებადია 
0-ზე, ამიტომ /I(X)CL%#). 

ლემა, თ უ თ და ჩ დადებითი რიცხვებია, მაშინ ნებისმი- 

ერი დადებითი 92>>1 რიცხვისათვის მართებულია უტო- 

ლობა ' : · 

· (C+ჩ)”<2ჩ-'(Cნ-+ჩ4. - (1.1) 
დამტკიცება. განვიხილოთ ფუნქცია 

–(0+0ი” 
დ()= 1 ი. ' 

სადაც 72>0. ვიპოვოთ ამ ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობა. მარტივი გა– 

მოთვლების შედეგად მივიღებთ 
გ 00 +05-10 –-/#-) დტ“. ლ–: .
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აქედან ჩანს, რომ |0,11 სეგმენტხე დ() ფუნქცია ზრდადია, (1, +) 
ინტერვალში კლებადია; ამიტომ დ() ფუნქციას აქვს უდიდესი მნიშვნე– 
ლობა, როცა 1=1 და რაკი დ(1)=2”“1, ამიტომ 

(14-ი? ფ2ი- <2, 0<(<+თ. 

აქედან 
(1+/)0«<-2ჩ- (1 +#4. (1.2) 

ახლა თუ მივიჩნევთ 1=–-, მაშინ (1.2) უტოლობიდან გვაქვს 

ს 

აქედან მიიღება (1.1) უტოლობა. 

თუ 0>1, (1.1) დამოკიდებულებამი ტოლობას მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ ექნება ადგილი, როცა თ=ჩ. · 
თეორემა 9. თუ /0)CL? და თC()CL”, ი>1, მაშინ /()+ყლC) 

არის აგრეთვე L9 კლასის ფუნქცია. 

დამტკიცება. ლემის ძალით, · 

(I/VI+I (6005C2--(/ C0/+| #0ტ.· 
აქედან გამომდინარეობს, რომ |I(X)+VC(X) არის L” კლასის ფუნქცია. თეო- 
რემა დამტკიცებულია. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ, თუ I(X)CLV, მაშინ CI(CX)CL9, სადაც C 

ნებისმიერი მუდმივია. 

+ 
“«

</
ი 

გწთოცი დე. 

1 

თუ I0ე)C#L%86), მაშინ გამოსახულებას , L 1 (ხიმი |? ვუწოდოთ 

ICX) ფუნქციის ნორმა და იგი აღვნიშნოთ | (II ი სიმბოლოთი: 

1 

III I | I I(X)/ძ»| 6 ჩ 
ნ 

თეორემა 8 (ჰელდერი-რისი). თ უ /(X)C##M#6) და თ(X)CLX#6), სადაც 

1) 1-1, მაშინ /(X)C(X) ნამრავლი ჯამებადია 5 სიმრავ- 
ი ძ , 
ლეზე და მართებულია უტოლობა 

ჩადო ძ«CIIIV-I§IV- (1.3) 
;2
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დამტკიცება. ვიგულისხმოთ, რომ /(X) და #(X) ფუნქციები ნულის 
ეკვივალენტური არ არიან და, ამას გარდა, I(Cნ6) #0, ვინაიდან წინაად- 
მდეგ შმემთხვევაში (1.3) თანაფარდობა ტრივიალურია. შემოვიღოთ აღ–- 
ნიშვნები 

LIთI ს..19%I 

, III” ICI” 
მაშინ V თავის მეორე პარაგრაფის ლემის ძალით, 

LICX)9(X9I „– _I,0)#” _ _Iიხე)? . 
I III IIწII, იIII% 9II9II2 

0ძ=   

თუ მოვახდენთ ამ უტოლობის წევრ-წევრად ინტეგრებბს, მივიღებთ 

I I(X)C(X)|ძX <1 «დ –=1. 
I ოი I წ IIთ ძ 

აქედან გამომდინარეობს (1.3) უტოლობის მართებულობა. 

(1.3) თანაფარდობაში ტოლობის ნიშანს ადგილი ექნება მაშინ და მხო– 
ლოდ მაშინ, როცა | თ(X)I9=0C | I(X)|? თითქმის ყველგან 6-ზე, სადაც C-და- 

დებითი რიცხვია. 

(1.3) უტოლობას ჰე ლდერ-რისის უტოლობა ეწოდება. იმ შემთ– 
ხვევაში, როცა ი0=ძ=2, (1.3) უტოლობას ბ უნიაკოვ სკის უტოლობა 

ჰქვია. · 

თეორემა 4# (მინკოვსკი-რისი).: თუ /(X) და 9(X) არიან LMXნ) კლა- 
სის ფუნქციები, 90>1, მაშინ ადგილი აქვს უტოლობას 

დ 
| (CIII+Iდსი MX) 9<IIII„+I §I-- 0.4 
§ 

დამტკიცება. თუ 0=1, (1.4) უტოლობა ცხადია. ამიტომ განვი- 

ხილოთ ის შემთხვევა, როდესაც 0>1. რადგანაც | /(X)I+| C(X)| არის LXჩ) 

კლასის ფუნქცია, ამიტომ, როგორც ამაში აღვილად დავრწმუნდებით» 

0IC0I+IC00)9+ არის #%(5) კლასის ფუნქცია, სადაც ++ --=1. 

შემდეგ, #ამოვიყენებთ რა ჰელდერის უტოლობას 

(II+|9)=IIICIII+II)/-'+ICI(III+I დ)” 
ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ყოველ წევრის მიმართ, მივიღებთ 

| 0II+ICიX= |IIIIII+I6M”'ძX+ 
L§ ნ .
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1 

+ ILCI0I+Iდ)”'ჩიCIIIIVI | 0II+ §I/ძ» | 9+ 
ნ ნ 

+I6M I (II+ICI)/4X|7 
=7- 

1 

ამ უტოლობის ორივე ნაწილი გავყოფთ | (VII+I Cსმძ» | 9 რიცხვზე, მი- 
· _ ჯ · 

ვიღებთ (1.4) უტოლობას,· რომელსაც ეწოდება მინკოვსკი-რისის 
უტოლობა. 

(1.4) თანაფარდობაში ტოლობის ნიშანი მიიღწევა მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა თითქმის ყველგან 6-ზე |I(XიI=C | C(0ს სადაც C დადე- 
ბითი რიცხვია. 

მინკოვსკი-რისის უტოლობა შეგვიძლია” ასე ჩავწეროთ: 

II+VIი<IIIII-+II §II- „(0.59 

განსაზღვრა 1. LXწნ) სიმრავლეს, სადაც მისი | და დ ელემენ- 

ტებს შორის მანძილი განსახღვრულია ტოლობით 

ი(ჩ ფ=I,-–წIV 

ეწოდება #? სივრცე. 
ადვილი დასამტკიცე ბელია, რომ L# წარმოადგენს მეტრიკულ სივრცეს. 

§ 9. შუნპჰციათა მიმდევრობის საშუალოდ კრებადობა 

განვიხილოთ Lჩ(წ) კლასის ფუნქციათა რაიმე მიმდევრობა 

IX), /0ე, - + >, /თ(X), · · - (2.1) 

ჩვენ ვიტყვით, რომ ფუნქციათა მოცემული მიმდევრობა საშუალოდ 
კრებადია #-მაჩვ ე ნებლით (0>1)LM(–) კლასის 'I(X) ფუნქციისა“ 

კენ, თუ 
(ი IM –II=0, C%) 

ან რაც იგივეა, 

თ. | Mთ – /CMძ>=ი. 
ჩ-თ ი
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ამ შემთხვევამი დავწერთ · 

1. 1- სი- /XVე =/CV) 
L--თ 

I.1.I.II0იIL Iი ო6გი) –- საშუალო ზღვარი). 

თეორემა 5, თუ #ჩM(ნ) კლასის ფუნქციათა (2.1) მიმდევრო– 
ბა საშუალოდ კრებადია #-მაჩვენებლით (0>»1) /(X) ფუნქ- 
ციისაკენ, მაშინ ფუნქციათა მოცემული მიმდევრობა 

ზომით კრებადიაიმავე /(X) ფ უნქციისაკენ. 
დამტკიცება. ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი რიცხვი გ ღა შემო 

ვიღოთ აღნიშვნა 

' ნ„»(ბ)=IX:I Iოფთ) –)I0ეI>ზI. 

ცხადია, 

ოთ – IX > II /„სი – /ი/ტძX >ბჩა(6„(ბ)). 
ჩ6„(ბ) 

რადგანაც 6 ფიქსირებულია და ადგილი აქვს (2.2) ტოლობას, ამიტომ 

IIი1 IILC5წ(ბ)) -=0. 
ი.-.-დ 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. თ'უ LX) კლასის ფუნქციათა (2.1) მიმდევრობა 

საშუალოდ კრებადია #-მაჩვენებლით (ი>1)/0 ფუნქცი- 
ისაკენ, მაშინ(2.1) მიმდევრობიდან გამოიყოფა ქვემიმ- 

დევრობა VI„».(, რომელიც თითქმის ყველგან #-ხე კრე- 
ბადია /|I(ს) ფუნქციისაკენ. 

მართლაც, მე-5 თეორემის ძალით. ფუნქციათა (2.1) მიმდევრობა 

ზომით კრებადია /(X) ფუნქციისაკენ” ხოლო რისის თეორემის თანახმად 

(2.1) მიმდევრობიდან გამოიყოფა ქვემიმდევრობა II „,(9), რომელიც 

კრებადია თითქმის ყველგან 6-ზე /()) ფუნქციისაკენ. 
შენიშვნა. ფუნქციათა (2.1) მიმდევრობის, ი-მაჩვენებლით საშუალოდ კრებადო- 

ბიდან /(X) ფუნქციისაკენ, საზოგადოდ, არ გამომდინარეობს (2.1) მიმდევრობის თითქმის 

ყველგან კრებადობა 6-სიმ რავლეზე /(X) ფუნქციისაკენ. 

განვიხილოთ მაგალითი. ყოველი მთელი დადებითი #2 რიცხვისათვის განვსაზღვროთ 

(0,1) შუალედში ფუნქციები დ.ი, დოთ... დოთ) შემდეგნაირად: 
' 2 ი 

– · 

| 1, თუ #9“ -", – , 
„” ” 

= 
0 C|'=! 1 ) 

' X ა-ა 
თშ ი! ” 

დ (0)(9= 1,2,-.., 7). 
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ამგვარად აგებულ ფუნქციებს თუ გადავნომრავთ რიგრიგობით ერთი ნიშნაკით, მივიღებთ 
ფუნქციათა მიმდევრობას 

ჩM(ი0=დთ0%ი, 60 =დ იე. ჩ00=დ1(ი, M(0=თდ (ი... - 

ადვილი მისახვედრია, რომ ფუნქციათა ეს მიმდევრობა საშუალოდ კრებადია /-მაჩ- 

ვენებლით ნულისაკენ. მართლაც, თუ /„(%)=დ!”XX. გვექნება 
; 

1 ” · 
1 

(I”თრ= I ძ+X=-- · 

09 (1 

თუ M-C, მაშინ V#--% და, მაშასადამე, 
> 

1 ' 

I. I /აV(X)I?ძX=0. 
”– თ 

შემდეგ, ფუნქციათა (/,,(X)) მიმდევრობა კრებადი არაა (0,1) შუალედის არც ერთ 

წერტილში. მართლაც, ვთქვათ, § არის (0,1) შუალედის ნებისმიერი წერტილი. ნების- 

(1 I 
მიერი „ რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი (<#M, რომ §6I“ >» ს “). ასე რომ 

დ)(§)=1. მაშასადამე, /)(5)» /X(5),- . -, /(X),- · · მიმდევრობაში უსასრულოდ ბევრჯერ 
/ 

შეგვხვდება რიცხვი 1 და "ამიტომ ფუნქციათა (/ო(X)) მიმდევრობა არ იქნება კრებადი 

წერტილში. მაშასადამე, იგი არ იქნება კრებადი |0,1) შუალედის არც ერთ წერტილში. 

ამრიგად, ჩვენ ავაგგეთ ფუნქციათა მიმდევრობა რომელიც საშუალოდ კრებადია 

0-მაჩვენებლთ, მაგრამ მოცემულ შუალედში იგი არსად კრებადი არაა ჩვეულებრივი 

გაგებით. 

შებრუნებით, (2.1) მიმდევრობის კრებადობისაგან /(X) ფუნქციისაკენ, საზოგადოდ, 

არ გამომდინარეობს (2.1) მიმდევრობის საშუალოდ კრებადობა ჯ#-მაჩვენებლით იმავე 

/() ფუნქციისაკენ. 
განვიხილოთ მაგალითი. ვთქვათ, (0,2) სეგმენტზე განსაზღვრულია /»„(X), ფუნქცია 

შემდეგნაირად: 

“1 
(თა, თუ 0=<X= ” 

1 2 
/„ხი=ბ – ომX+2,, თუ > <X<; (#=172,'··) 

2 
L? თუ -;; < X42.
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ყოველი ჩი(X) ფუნქცია უწყეეტია (0.2) სეგმენტზე. 
ცხადია, რომ (0,2) სეგმენტის ყოგელ X წერტილში 

  

IIIი /თ(X)==9. 
წ წლე 

მაგრამ 

1 

2 „თ 
, ში-L 

I სწ,ტეი|)ჩძX > ი? ( XM/ძX= - 

კ ი+I 
0 

და რადგანაც 90>1, ამიტომ 

2 

სთ | (წო(X))/ძX= -- თ. 
ი-თ 

0 

· თეორემა 6. თუ IXX)CLX6) (§=1,2,---) და 
. 1. -ი.ჩ,(X)=/(X),. 1L.1- III- /MCX)== (X), 

მიშინ /X)-–წ(X). 

დამტკიცება. მინკოვსკი უტოლობის ძალით 

' , 1 1 · 1. 

| (III «(00XI” = | II თ – /0I+წ/»C0 – #6019ძ> | ”< 
ნ · 

«1, –წიIი+I I. -- §I6->0, 

როცა M->C. მაშასადამე, /(X) - ჟ()- . 

ლემა. ვთქვათ, (MX) ” მიმდევრობის წევრები არაუარყო- 

ფითია და წარმოადგენენ #M(ჩნ)კლასის ფუნქციებს, 0>1. 

თუ 

23)II»II=4<+თ, - (3.3) 
MI=1 

თ 

მაშინ ფუნქციონალური მწკრივი 2ჩო თითქმისყველ- 

==) 

გან კრებადია ნ სიმრავლეზე, მისი ჯამი IXCLXნ) დამარ- 

თებულია უტოლობა 
თ 

 II< XIII. II 
„=1
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დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

” 

წა)= 2ჩ0ე (თ=1/2,.. . 
1=1 

ცხადია, რომ 

” 

I ლთ I< 2)IჩII<4. 0.) 
| 

L=1“ 

აქედან 

| | თი)ძი<470=1,2,: --). 
ნ 

რადგანაც 

IV Lთი(X)1”== II(X)1” 
„9 

და (#თთ(X)) მიმდევრობა ზრდადია, ამიტომ ლევის თეორემის ძალით, 

(Vთ)MძX= IIთ I(CC.(0)7ძXC#4წ. 
8 იდ; 

მაშასადამე, /(X|)CL%6). ამის გარდა, 

I/II=11ი) I წი II 
თ-თ 

და თუ მხედველობაში მივიღებთ (2.4) უტოლობას, გვექნება 

· თ 

IIII< 2 III. 
(=1 

ლემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 7. #M6) კლასის ფუნქციათა (2.1) მიმდევრობის 

ი-მაჩვენებლით(0>1) საშუალოდ კრე ბადობისათვის, აუ- 
ცილებელია და საკმარისი, რომ ყოველი დადებითი§6რიც- 
ხვისათვის არსებობდეს ისეთი ნატურალური V რიცხვი, 

რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 

Iსჩ– III<8, როდესაც I>M, #>VM. (2.5) 

დამტკიცება. დავამტკიცოთ ჯე რ პირობის აუცილებლობა, ვთქვათ, 

(0.1) მიმდევრობა საშუალოდ “კრებადია #-მაჩვენებლით /(X) ფუნქციისა- 
დევ უალო ,
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კენ, მაშინ ნებისმიერი დადებათი § რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნა- 
ტურალური რიცხვი M, რომ ადგილი აქვს უტოლობას 

. II.–I/Iს<-- როდესაც #>V. 

ახლა ავიღოთ ნებისმიერი ნატურალური რიცხვი L და # იმ პირობით, 
რომ (>M, #>VM. მაშინ 

C 
Iს-–II2<--, IM--M-< 3. 0.6 

მაშასადამე, რისი-მინკოვსკის უტოლობის ძალით, 

Iს-–-სI-=| რ--ჩ+V-–-ჩაIC=IIM--/I+II-–-MI<-> + -> =5. 

ამით თეორემის პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 
ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, ნებისმიერი და- 

დებითი C რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი M(=), 
რომ 

Iჩ-– ჩI<8, როდესაც (I>M, #>VM. 
1 

მაშინ რიცხვი –- -თვის მოიძებნება ისეთი /,,(%9) ღა /„(X) ფუნქციები, 
რომელთათვის ადგილი ექნება უტოლობას 

1 
VI ი“ თ, Iი< ი. ე >. 

1 · 
შემღეგ, 2. რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ორი ფუნქცია ისაი) და 

ი, (X), რომ- 

1 
სწ, –– თ. 6< ფლ) M4>/M:>7/%. 

1 
საზოგადოდ, ა რიცხვისათვის შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი სასი და 

"ით. -,(X) ფუნქციები, რომ 

1 

I ჩო “ /MI-LII2<-ე; , 79% > IL 1> ს-ე >..· >V/!) (#=1, 2,.. .)- 

შემოვიღოთ აღნიშვნები 
Cთ 

წი(9=/„., (0) -2) I».,(V) –ოცას ე I 
(=
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ჩაი = ს ,0+- 27.0 – /,, (I. 
% (=# 

ღადგანაც 2 

სა – წ... 1 II2 < 1. 27.“ =5--<+თ, (2.7) 

· (=# 

ამიტომ ლემის ძალით #»(X)CLM(), ჩM.(X)6”%6) და 

თდ 

1 
I ჩ.-–- თI,=22, “ II <. 2#-3 ” (2.8) 

(=1 

აღვილი მისახვედრია, რომ (თ»(X)) და IIICIC)) მიმდევრობები არიან 

შესაბამისად ზრდადი და კლებადი. ვთქვათ, 

/(X)=110 თფი(X). 
თ-თ 

რადგანაც ჩა(0>60) (§=1, 2, «-), ამიტომ 

0 ბCს0-–/00<ჩCიე – ფიი 
და, მაშასადამე, (2.8) უტოლობის“ თანახმად, 

(8 
IMI--II-<II ჩს– წი Iა<-–- 2625 (2.9) 

აქედან გამომდინარეობს, რომ /006L"ჩ). 

შემდეგ, რაკი 

IC) –– /თ,, ,(X)= II (X) –– MM(X)1 + +) ჩი. ,(90 – წ, (XL 
(=/# 

ამიტომ (2.7) და (2.9) უტოლობების ძალით, ' 

–3... MC II – თის I< 5+ == -ჯი' 
(=# 

საიდანაც 
წი – ჩი, .I,=0. 
#-თ
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მაშასადამე, მოცემული § რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი ნატურალური 
რიცხვი »->VM, რომ 

II– თ. .II2<8, როდესაც #>». 

ახლა თუ ავიღებთ §>+»/ და #>+V, გვექნება 

I I. IIV<<II (ჩის + II “” I0<8+8=26. 

მაშასადამე, 

III II/–– წ III=9. 
_§-თ 

თეორემა დამტკიცებულია. 
შედეგი. L” სივრცე სრულია. . , 

თეორემა 8. თუ #LC8) კლასის ფუნქციათა (X»(,)) მიმდევ– 
რობა საშუალოდ კრებადია #-მაჩვენებლით (9=>1) X(I) 
ფუნქციაისაკენ, მაშინ ადგილი აქვს ტოლობას 

III II X», IIი=|I X II-. (2.10) 

ი'--თ 

დამტკიცება. გვაქვს: 

I ი III=II (Xა–-X)+X Iი< IX-X Iი+II Xჯ I 

IIX.II გ = || (–- X»ა)+X» II ი<I)| X––- XთII-+II Xთ IIი- 

აქედან ვღებულობთ 

III XIII --IIXIIი | <11Xთ –- XIIი. 

თუ ამ უტოლობაში ზღვარზე გადავალთ, როცა I->C, მივიღებთ (2.10) 
ტოლობას, ვინაიდან პირობის ძალით IIIი || წა –-X Iი==0. 

#-.-ი 

§ ე. ზემოდან არსებითად შემოსაზღვრული ფუნქციები 

ჩვენ ვიტყვით, რომ ზომად 6 სიმრავლეზე განსაზღვრული ზომადი 
I(X) ფუნქცია ზემოდან არსებითად შემოსაზღვრულია, თუ 
ეს ფუნქცია ზემოდან შემოსაზღვრული ფუნქციის ეკვივალენტურია. 

I(V) ფუნქციის არსებითად ზუსტი ზედა საზ ღვარი ეწოდება 

/(X) ფუნქციის ეკვივალენტუო და ზემოდან შემოსაზღვრულ ფუნქციების 
ზუსტ ზედა საზღვართა სიმრავლის ზუსტ ქვედა საზღვარს და იგი აღინიშ- 
ნება სიმბოლოთი, VIმI II8X MX), ხოლო | /(X) | ფუნქციის არსებითად ზუსტ 
ზედა საზღვარს აღნიშნავენ |I”II » სიმბოლოთი.
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ახლა # (8) სიმბოლოთი აღვნიშნოთ ყველა არსებითად შემოსა%. 

ღვრული ზომად ფუნქციათა სიმრავლე, სადაც ეკვივალენტური ფუნქ- 
ციები გაიგივებულია. 

ცხადია, რომ # (6) წარმოადგენს მეტრიკულ სივრცეს, თუ მის ორ 
I და თ ელემენტს შორის მანძილს ასე განვსაზღვრავთ: 

ი(ს §)=VIმ1V0მXIIX) –– #(X) |=I / – §1თ· - 

თეორემა 9. თუ რომელიმე დაღებითი ი რიცხვისათვის 
100CL%#65), მაშინ ა ! 

| II0IIIIIდ=II/ IIთ- ტა 
ე-+თ. 

დამტკიცება, თუ |I/Iდ=0, მაშინ ყოველი დადებითი დ რიცხვი- 
სათვის II #I ,=0 და თეორემა ტრივიალურია. 

დავუშვათ, რომ II”I>0 და ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი რიცხვი 
ძ<IIIთ- განვიხილოთ /7(0)= |X:| /CX) |>თ) სიმრავლე. ადვილი შესამ- 
ჩნევია, რომ ' 

ი. 1 1 III=( (IC M%)?>( | (II MM» )? >ი(ა(#C))) 9 . 
ნ #(თ) 

აქედაწ გამომდინარეობს, რომ 

ქათი”I/I.>+ 
და რაკი თ ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, რომელიც II” II„ რიცხვზე 
ნაკლებია, ამიტომ 

სოIIIC>IIIთ. (3.9 

თუ III==-+Cდ, მაშინ ცხადია, რომ 

კსოვსი I /ICCIIIთ- ც.3 

I/90 I < II(XI (I III „)9-ჩ' 
და ამიტომ 

ლ # _ 
CI) M(III)
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„ქედან . _ ' . 

10 500 I/I<IIIIIთ- (3.4) 
––+=თ 

(გ.2) და (3.4) თანაფარდღობებიდან გამომდინარეობს (3,1) ტოლობის მარ- 

თებულობა. თეორემა სავსებით დამტკიცებულია. 

· " · 

§ 4, ფუნქციათა მიმდევრობის სუსტად კრებადობა 

განსაზღვ რა 9, L%6) კლასის (0>1) ფუნქციათა (X„(/)) მიმდევ– 

ტობას ეწოდება ს უსტად კრებადი LM(8) კლასის X(CI) ფუნქციისა- 

კენ, თუ L97(5) კლასის ყოველი V(I) ფუნქციისათვის მართებულია ტოლობა 

ი | „თVტ4= (Xტყრი!,: 
ა თ-თ 8 

1. 1 _ 
სადაც “ხი "იშ 

- თეორემა 10. თუ L”(ჩ) კლასის ფუნქციათა I»()) მიმდევ- 

რობა საშუალოდ კრებადია 0-მაჩვენებლით (0>1)X() ფუნ- 

ციისაკენ, მაშინ ეს მიმღევრობა სუსტად კრებადია XI) 

ნქციისაკენ. ლი . 

კარე იცე ბა. ჰელდერ-რისის უტოლობის ძალით, #79 კლასის ყო- 

11 . 
ველი ყ, (#) ფუნქციისათვის, სადაც + --= 1, გვაქვს:. 

|  Xიყთი– ჩრყრ“ I= | (თს თI/ი4! < 
8 ს 8 · 

1 
· 1 

< (1 | X6 -– Xთ(0 ი! )? (I ყ(0მძ/ )9->9, 

ს ი->Cთ. თეორემა დამტკიცებულია. 

ლემა 1, თუ ნ>1, მაშინ ნულისაგან განსხვავებული ყო- 

ველი ნამდვილის რიცხვისათვის მართე ბულია უტო- 

ლობა: 
. 

|1+VV>1+%#- 
(4.1) 

დამტკიცება-· განვიხილოთ ფუნქცია 

დ(V)=| 1+VI”--1-– 0#. (4.2)
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ადვილი საჩვენებელია, რომ ეს ფუნქცია კლებადია (–- თ, 0) შუალედში 
ხოლო იგი ზრდადია (0, + თ) შუალედში. შემდეგ, რაკი დ(0)=0, ამიტო?! 

|1+ყწ-–-–1-–0ნ«>9, თუ V7#90, 

ე. ი. მართებულია (4.1) უტოლობა 
ლემა 9. თუ 0>2, მაშინ ყოველი ნამდვილი « რიცხვისათ: 

ვის ადგილი აქვს უტოლობას 

|1+ითM/>1+/იით+იCI|9VI, (4.3, 

სადაც იარის «ზე დამოუკიდებელი დადებითი რიცხვი 
დამ ტკიცება. განვიხილოთ ფუნქცია 

VCV)=დ(M) III-ჩ, #7#0, 

სადაც დ(.) განსაზღვრულია (4.20) ტოლობით. 1-ლი ლემის ძალით 

+(CV)>9, თუ «#0, ხოლო 

V(9-+-)=VX0 –)=+Cთ, როცა 0>2 და სატიოლხრ-ელს რო 
ცა 0 =2. დასასრულ, ი V0--1. 

I« –-.9ი 

რადგანაც VV) ფუნქცია უწყვეტია (--Vი,0) და დ, +Cთდ) შუალე- 
დებში, ამიტთმ +XV) ფუნქციის ზუსტი ქვედა სახღვარი (-––- დ, + C) შუა- 
ლედში დადებითი რიცხვი იქნება. აღვნიშნოთ იგი C ასოთი. მაშინ გვე- 
ქნება VI) >-2C, ე. ი. 

(1-ს /--1– ი 

14 
აქედან მიიღება (4.3) უოტოლობა. 

თეორემა 11 (ფ. რისი) თუ #LჩM(-) კლასის (1<8<+>Cთ) ფ უნქ- 

ციათა ((ე| მიმდევრობა სუსტად კრებადია XV) ფუნჟ- 
ციისაკენ და, ამის გარდა, ი IIX»VIII=II XII მაშინ ფუნქ- 

იათა აღებული მიმდევრობა. საშუალოდ კრებადია XC) 

ცუნქციისაკენ. 
დამტკიცება. ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ 0>.2. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

ც=-29X(9-=X0 . “ტ.4) 
X(/) 

მაშინ მე-2 ლემის ძალით 

#0 X90/M 1) , სო–MX0ე, ოთტ 0”. 
XII 1720 1 იჩ
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მიღებული უტოლობის ორივე ნაწილი გავამრავლოთ |X(/)|? გამოსახუ- · 
ლებაზე და შემდეგ მოვახდინოთ ინტეგრება წევრ-წევრად, მივიღე ბთ 

"თ (> IX I4(+ი (IX ტით –+X6ტ14(+ 
ს ” § 6 

+C ჩ X»(0) –– X(1) 1ჩძ/. : ტ.5) 
ნ 

პირობის ძალით (X„(,!) მიმდევრობა სუსტად კრებადია X(I) ფუნქცი- 
ისაკენ, ამიტომ 

თ. ((X60 -ტნთ – XC0Iი(=0. 
ოთ # 

შე მდეგ, რაკი 

IIი II X.» IIი=II XII, 
უთ 

ამიტომ, თუ (4.5) უტოლობაში ზღვარზე გადავალთ, როცა M->Cთ, მი- 

ვიღებთ ტოლობას 

თით 

სი. | IX –X(0I04(=0. 
/2 

ამრიგად, თეორემა დამტკიცებულია, როცა 0>»2. 
ახლა დავუშვათ, რომ 1<7ი<2. განვიხილოთ ფუნქცია 

1)--#M –-1-–ი0ხ# 
ე. თ VI>1, II უ ICI> 

დი)=L . : 
I)4##-1–ჩ4 , თუ IVI<I. 

ც? 

ადვილი დასამტკიცებელია, რომ 

დ(0--)=დ(0 ––)= + ჩი) 

და რადგანაც V(-)>0, როცა V #90, ამიტომ დ(ი ფუნქციის ზუსტი ქვე– 

და სახღვარი იქნება დადებითი რიცხვი. აღვნიშნოთ იგი C-თი. გვაქვს: 

|1+V9Iმ>1+ის+-6IVI/, როცა |MI>1, (4.6) 

I1+9V/0>1+ი0"+0|V?), როცა |#CI<-1-' (4.7)
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უთქვათ, ს განსახღვრულია (4.4) ტოლობით. მაშინ (4.6) და (4.7) 
კუტოლობებიდან მივიღებთ: 

|IX=(0) I? > XC) |?+ი| XC) |?“ XC) (Xია(4) –– X(/)1-+- | X„(/) –– X(1)19, 

„როდესაც | X„(0 – X(0 I>IXCI I, | 

IX»(0 />IX60 I+ი|X»დ I-?Xდთ (ასე --X6I+ 
+2|Xა(0 –– XC) I1IXCI- 7, 

როდესაც I ჯად –XC) |<-I XC) I 

შემოვიღებთ რა აღნიშვნას 
ნ,=(X:| (0 –X(0I>IXCI |, X6ჩ),. 

გვექნება , 

| I(X»თ (> | IXC/ძ/+ი | |X60 რით – XCთI+ 
ხს ხო. 

+“ | 1#, (ს –– X(ტ (2ძ/, 
ნი 

II» M4-> | | XC (4I+ი | IXCVII”--Xთნთ(ი – 
ნს-–-ხი ნ–-ჩი ნ–-ჩნი 

– XC))ი(+6II »„(ი –X0MIM0 /-'ძ 
ნხ–-ჩნა» 

ამ უტოლობათა შეკრება გვაძლევს 

IIMV0IIMI > IIX0I/MI+ი (IX6 -თიატ –XCI4(+ 
8 წ L 

+C6 I ILIX= CI) –– XV) I8ძ1+0 II X(I) –– Xუ() I? | X(1) |?“?ძ1. 

#»=» 'სნ–ჩნი 

მიღებული უტოლობის მარჯვენა ნაწილის მეორე ინტეგრალი ნულისაკენ 
მიისწრაფვის, როცა 7I->თ, ხოლო 

თ. | IX, I4(= I IX(0 /ძI. 
გ-დდიდ
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მაშასადამე, 

წმთრ–»ი (90! + წ თ -–-Xდ I X(0 I2-ბძI->0, 

ჩი ს- ნ. · 

როცა MI->C. აქედან გამომდინარეობს, რომ 

L ა0-–- MM 2ძ(=0, : თ 1" (,) –– X(0 /1იძ(=0 (4.8) 

ნთ. I (XV 0 (01 X(0 (-'ძ(=0. ტ-9 

რადგანაც |Xთ(0 – XთI<IX(C0 ) როცა I16წ ნ, ამიტომ. ბუნიაკოვ- 

სკის უტოლობის ძალით, 

წრ -»ტ 4 < წაით ი |4- 

ნ-ჩჩ= 
ხ-ნით 

; #ჩ ? 1 : 

=” (I? ის? თ -რI4< 
ხ–ჩნი 

1 . 
<( ( იIM)?( I IX0I7-' „0 –»ტ MM)? · 

8ხ-ჩნიო ნ–-ჩნი · 

თუ მხედველობაში მივიღებთ (4.9) ტოლობას, გვექნება 

თ ( „0 - XC 4-4. 
თ–- თი 8-ნ» 

(4.10) 

(4.10) ტოლობ ების თანახმად 

ცოი წსთ –X0/4(-4. 
ი”-თწნ 

მაშასადამე, (4.8) და 

ამრიგად, თეორემა სავსებით დამტკიცებულია:
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§ ნ. კომპაქტურობის ნიშნები 1ი სივრცეში 

განსაზღვრა მ. ეთქვათ, /(X) ფუნქცია ჯამებადია (თ, ხ) სეგმენ- 

ტზე, ამასთანავე ვიგულისხმოთ, რომ M”(X)=0, როცა »C(ი, ხ1. ფუნქ- 

ციას 
ჯ+LV/ 

1 ჩ(0=», | (იძ 
(“–" 

სადაც 7C(0, ხ1, ეწოდება სტეკლოვის' ფუნქცია (ქ # რომელი- 
ღაც დადებითი რიცხვია). 

ადვილი დასამტკიცებელია, რომ სტეკლოვის ფუნქცია უწყვეტია (0, ხ) 
სეგმენტზე. მართლაც, თუ შემოვიღებთ აღნიშენას 

/ 

, 90= | /0ძ» 
ძი–/ 

გვექნება 
ჩრ0=-- |რ0+ჩ) – რი – ს). 

მაგრამ დი) წარმოადგენს უწყვეტ ფუნქციას. 

ლემა 1. თ უ /(X)C/ჩ((თ, ხ)), მაშინ /,(0)6C/ჩ((თ, ხ)) და მართე- 
ბულია უტოლობა 

ხ ხ 

ჩ MC)” 4«<I| |I(M #ძX, ი>1. (5.1) 

დამტკიცება. ჰელდერის უტოლობის თანახმად, 

(+ , (+ 4# /+ჩ 

IსM0M=(+-| | IV <5» ( (4) · | #0 M> 
1 (–"/ჩ (ლლ 

ხი 7:+ 1+#/ჩ 

=0ჩ)--2/)? | |IX0M4+=4; |. |I(015ძV. (5.7 
(–#ჩ (–-ჩ 

1 სტეკლოვი ვ. ა. (1863 –– 1926) –– გამოჩენილი საბჭოთა მათემატიკოსი, აკადემი- 

კოსი 1912 წლიდან. სტეკლოვის ნაშრომების დიდი ნაწილი ეხება მათემატიკური ფიზი- 

კას საკითხებს-
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შემოვიღოთ აღნიშვნა 

(-L#ჩ · 

I'0=+; | II 74% C<(Cხ. (5.3) 
(“–ჩ 

I) ფუნქცია უწყვეტია (ით, ხ) სეგმენტზე. (5.3) ტოლობის მარჯვენა. 
ნაწილში მოვახდინოთ ცვლადთა გარდაქმნა #=X--/, გვექნება 

„ 
: 1 
“0=; |IV+ი ძი, თ<(Cხ. 

–” 

ტონელის თეორემის თანახმად ორჯერად ინტეგრალში ინტეგრების რიგის 

შეცვლის შესახებ, (5.2) თანაფარდობიდან მივიღებთ 

ხ ჩ ხ 

L სიმიC<წIსრძ- +. (4 | IIთ+ი- თ. MI ინ < 
ძ თ –ხ ძ 4 ი#ძი 

ჩ ხ 

< | 4ი| III 4(= წ I(0 #ძI/. 
–ჩ ძ 

ამრიგად, მართებულია (5.1) უტოლობა. ლემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ I(9CL#”(Iძ, ხ)) და C(X)CL”((თ, ხს), 0>1, მაშინ 

0C/ წ/)<:0() #8)- ა (5.4» 

მართლაც, რადგანაც #C)CL#”(თ, ხ1), სადაც / (+) =/(X) –– §C0) და M,(0)= 

=ჩC) –– დ,თ), ამიტომ 1-ლი ლემის ძალით, 

/ ჩრ – თ0I9/< ჩ IC0 – დი |მძ». 
ძ ძ 

თუ ამ უტოლობის ორივე ნაწილს ავიყვანთ -- ხარისხში, მივიღებთ 

C5.4ეყ უტოლობას. 

ლემა 8. თ უ /(XCL”(Iთ, ხ)), 0>1, მაშინ 

IIო ი(ჩ, 0=0. (5.5) 
ჩ-0
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დამტკიცება. ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ /(ა) უწყვეტია (თ, 6) სეგ- 
მენტზე. თუ 0<7<ხ და / იმდენად მცირეა, რომ (1-––-–ჩ, 1+#ჩ)C(0, ხ1, 

მაშინ სამუალო მნიშვნელობის პირველი თეორემის ძალით 

(+V/ 
1 M0=»; | /C0ძX=ICდ, 

(–ჩ 

სადაც ნ არის (L--M, 1+ჩ) სეგმენტის რომელიღაც წერტილი. აქედან 
გამომდინარეობს, რომ 

სი 0 =/(0. (5.6) 
.. 

ამრიგად, (0, ხ) ინტერვალის ყოველ (1 წერტილში მართებულია (5.6) 

ტოლობა. მეორე მხრით, რადგანაც /(00) ფუნქცია უწყვეტია (0, 61 სეგ- 
მენტზე, ამიტომ იგი შემოსაზღვრულია ამავე სეგმენტზე და, მაშასადამე, 

არსებობს ისეთი დადებითი # რიცხვი, რომ | I(M)I<IC და რაკი IC0=0, 

როცა »CLძ, ხ), ამიტომ #”-ის ნებისმიერი მნიშვნ ელობისათვის და I-ს 

ყოველი მნიშვნელობისათვის (თ, ხ) სეგმენტიდან გვექნება |/,(0)|<#- 

მაშასადამე, ლებეგის თეორემის ძალით, 

ხ 

Iსი |I/Iთ IV 194(=0, 
ჩ-02 

ე. ი. მართებულია (5.5ე ტოლობა. 
ახლა განვიხილოთ #L”ჩხ, თ) სივრცის ნებისმიერი /(X) ელემენტი და 

ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის ვიპოვოთ (0, ხ) სეგმენტზე ისეთი 

#(X) უწყვეტი ფუნქცია, რომ ი(0,.დ)<6. პირველი ლემის შედეგის თა- 
ნახმად, ი(,, თა<8. მაგრამ 

| 0(M, /)< 0 წ)+ი(თი დ1+ი(6) /)<-26-- ი(წ., წ)- 
რაკი #0) ფუნქცია უწყვეტია, ამიტომ ზე მოდამტკიცებულის ძალით 

IIი1 ი(V,, დ)=0. 
ს-დ 

მაშასადამე, არსებობს ისეთი დადებითი 8 რიცხვი, რომ 

ი(თ, 6)<6, როცა 0<ჩ<წ.. 

ამიტომ 
0ი(M, I)1<36, როცა 0<ჩ<8, 

ე. ი. მართებულია (5.5) ტოლობა. ლემა დამტკიცებულია.
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თეორემა 19 (ა. კოლმოგოროვი),. ##”(Cთ, ნ) სივრცეში მო- 
თავსებული 8 სიმრავლის კომპაქტურობისათვის, აუცი- 

ლებელია და საკმარისი შემდეგი პირობების შესრე- 

“3. არსებობს ისეთი დადებითი # მუდმივი, რომ წ სიმ- 

რავლის ყოველი /ი) ელემენტისათვის აღ,გილი აქვს უტო- 
ლობას 

წ/თIMძ!CI, დ>1; 

2 ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს მხო- 

ლოდ §-ზე დამოკიდებული ისეთი დადებითი თ რიცხვი, 

რომ ჩ სიმრავლის ნებისმიერი /(X) ელემენტისათვის 

0(I I)1<8, როდესაც 0<ჩ<5. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 6 კომპაქტური სიმრავლეა. მაშინ VI თა- 
ვის მე-18 და მე-19 თეორემების ძალით იგი შემოსახღვრულია და ამით 

1) პირობის აუცილებლობა ნაჩვენებია. 

დავამტკიცოთ ახლა 2) პირობის აუცილებლობა. დავუშვათ საწინა- 
აღმდეგო, ვთქვათ, წ კომპაქტური სიმრავლეა, მაგრამ 2) პირობას ად- 

გილი არ აქვს მაშინ არსებობს ისეთი დადებითი 6 რიცხვი და ისეთი 

ორი მიმდევრობა (ჩ,) და (I"(X)), რომ 

LთM=0, ი( /2, /7)>6 C=1, 2,-· -), 
ჩ--თ 

სადაც ჩიე (1=1, 2,...) დადებითი რიცხვებია, ხოლო I.) (X)C6C8(I=1,2,. . .). 

დავამტკიცოთ, რომ ფუნქციათა | IC) მიმდევრობიდან არ გამოი–- 

ყოფა #-მაჩვენებლით საშუალოდ კრებადი ქვემიმდევრობა. დავუშვათ სა- 

1 ანდრია ნიკოლოზის-ძე კოლმოგოროვი (დ. 1903) –– გამოჩენილი საბჭოთა მათე– 

მატიკოსი, აკადემიკოსი სახელმწიფო პრემიის ლაურეატი (1941). მეცნიერული მოღ- 

ვაწეობა დაიწყო ნამდვილი ცვლადის ფუნქციათა თეორიაში, შემდეგში კოლმოგოროვმა 

შეიტანა არსებითი განძი ეგრეთ წოდებული კონსტრუქციული ლოგიკის დამუშავებაში, 

ტოპოლოგიაში, ფუნქციათა მიახლოების თეორიასა და ფუნქციონალურ ანალიზში. კოლ– 

მოგოროევის ფრიად მნიშვნელოვანი ნამრომები ეხება ალბათობათა თეორიას, სადაც 

საბჭოთა მათემატიკოს ა- ი. ხინჩინთან ერთად დაიწყო ნამდვილი ცვლადის ფუნქციათა 

თეორიის მეთოდების გამოყენება, რამაც მას საშუალება მისცა ამოეხსნა მრავალი რთუ- 

ლი პრობლემა და აეგო ფართოდ „ცნობილი სისტემა ალბათობათა თეორიის აქსიომატუ- 
რად დაფუძნებისა.
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წინააღმდეგო, ვთქვათ, აღნიშნული მიმდევრობიდან გამოიყოფა ი-მაჩ- 
ვენებლით საშუალოდ კრებადი ქვემიმდევრობა. ზოგადობის შეუზღუ- 

დავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ კრებადია თვით | /ოცი| მიმდევ– 

რობა. ვთქვათ, 

1.1. ი. /ცხე=ჩდ. 
ცხადია, რომ 

«Cი( (20, /M)<ი ( (20 ჩი, )+ი (6, 0)+იC, (ო). 
პირველი ლემის შედეგის ძალით. 

ი( II", ჩ,,)<ი(/რ5), ჩ) 
და, მაშასადამე, 

8<:20(I 1”), #)+იVC/,, ჩ), 

ხოლო მე-2 ლემის თანახმად არსებობს ისეთი "ნატურალური რიცხვი V, 
რომ 

ი(ჩ,, ჩ)<-> , როცა .>VM. 

მაშასადამე, ი(ჩ, IM)>->, როცა #>VM, ე.ი. ფუნქციათა (IC5)| მიმ- 

დევრობა სამუალოდ კრებადი არაა #(X) ფუნქციისაკენ. მივიღეთ წინა- 

აღმდეგობა და ამიტომ (ICMXი) მიმდევოობიდან არ გამოიყოფა · 0-მაჩ- 

ვენებლით საშუალოდ კრებადი ქვემიმდევრობა. ეს კი იმას მოასწავებს, 
რომ 6 სიმრაელე არ არის კომპაქტური. მიღებული წინააღმდეგობა ამ- 

ტკიცებს 2) პირობის შესრულების აუცილებლობას. 

ახლა დავამტკიცოთ თეორემის პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, შეს- 
რულებულია 1) და 2) პირობები. დასამტკიცებელია 8 სიმრავლის კომ- 

პაქტურობა. ავიღოთ რაიმე დადებითი რიცხვი ჩ და 6 სიმრავლის ყო- 

ველი /0) ფუნქციისათვის ავაგოთ სტეკლოვის /,(X) ფუნქცია. განვიხი- 

ლოთ უწყვეტ ფუნქციათა (ჩიე) ოჯახი და დავამტკიცოთ, რომ იგი ერ- 

თობლივ თანაბრად უწკვეტია (LV, 61 სეგმენტზე. გვაქვს: 

Xჯ-ჩ X-+#/ჩ 

IM) –<– MX) I=>; I /00(-–- I I(სძ! | = 
· XI --ჩ »X–ჩ
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XX” –+-/ X–ჩ X/-+ 

–5, III II –IIი4<7 5» 7 (“I 

საქ 

თ +%II IხიI. 

ჯ “–ჩ 

ჰელდერი-რისის უტოლობის თანახმად, 

#/-L# “LI 1 
უუუ I9(4L <MI» 5

I
-
 

            

ანალოგიურად მივიღებთ, 

X”--ჩ 8. 

| I MხIძ <# შალ 
X-–ჩ 

მაშასადამე, 
1 

MIე– ჩიე |C 4ეე– ქმ. 

აქედან ჩანს, რომ ფუნქციათა |I(X) ოჯახი ერთობლივ თანაბრად უწ- 

ყვეტია (0, ხ1' სეგმენტზე. 
შემდეგ, ჰელდერი-რისის უტოლობის ძალით, 

  

Xჯ-+-ჩ 1 I 1! 

(MიI<2:( | II0IMI)”( | ძ,)?< 
++ ი. თნ 

ამრიგიდ, II,C0|) ოჯახი ერთობლივ შემოსაზღვრულია (თ, ხI სეგმენტზე. 
არცელას თეორემის თანახმად, ყოველი ფიქსირებული #/>0 რიცხვისათ- 

ვის უწყქეტ ფუნქციათა (I„VX%)) სიმრავლე კომპაქტურია C(ი, §) სივრცეში 
და მით უმეტეს იგი კომპაქტურია L#”((თ, ხ)) სივრცეშიც. 

ავიღოთ ახლა ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი. 2) პირობის თანახ- 
მად არსებობს ისეთი #>0, რომ ნ სიმრავლის ყოველი IX) ელემენტი-
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სათვის გვექნება ი0(ჩ ჩ) <4. ეს იმას ნიშნავს, რომ, (/, (0) წარმოადგენს 
§-თვის 6-ბადეს და რაკი ეს 6-ბადე კომპაქტურია, ხოლო #/#((0, ხ1) სრულ 
სივრცეს წარმოადგენს, ამიტომ ფრეშეს თეორემის ძალით 5 კომპაქ– 

ტური სიმრავლეა. თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 6. ფუნქციათა ორთოგონალური სისტემა. ფურიეს განზოგადეგული 
მწკრივი 

ვთქვათ, (ო სივრცეში აღებულია დადებითი ზომის რაიმე ნ სიმრაე- 

ლე. #L"%56) კლასის დ(X) და #(CX) ფუნქციებს უ რთიე რთორთო გონა- 

ლური ეწოდება, თუ 

|<თდXძX=ი. 
წ 

L%6ნ) კლასის ფუნქციათა სისტემას რ, თ)”. ეწოდება ორთოგონა- 

ლური #-ზე, თუ 

წადითთძ»- | ს თუ I##, C, #=0, 1, 2,. + -). 
ნ 2, თუ (=#, 

აქ იგულისხმება, რომ აღებული სისტემის არცერთი ფუნქცია ნულის 
ეკვივალენტური არაა. _ 

%5) კლასის ფუნქციათა 1Cთ I» (XI) _ სისტემას ჰქვია ორთონორმი- 

რებული L#-ზე, თუ | 

| რარი»იძ»= | 9 თუ I##M, , „-0,1,2,..). ს 1, თუ L=#, - 

ადვილი დასამტკიცებელია, რომ ტრიგონომეტრიული სისტემა 

1 C05 # §Iი X ლილა”, 510 ჩX 

M2: . Mი ა V>” %.” იქი 

წარმოადგენს ორთონორმირებულ სისტემას (–-ჯ, §) სეგმენტზე. 

    (6.1) 

ცხადია, თუ (თ,(X)) სისტემა ორთოგონალურია, მაშინ (> სის–- 
· » 

ტემა ორთონორმი რებულია #6-ზე.
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თუ MX9CL%ნ) და (თ·X) ორთოგონალური სისტემაა, მაშინ, რიც ხვებს , : 
=თ=+ I/თი,იძ» (#=0, 1, 2,...) (6.2 

, # 

ეწოდება ICX) ფუნქციის ფ ურიეს კოეფიცი ენტები (თ.(X) სისტე–.: 
თ · 

მაში, 2) თ CთX) მწკრივს კი IX) ფუნქციის ფურიეს მწკრივი 

#=0 

(თ,(X)) სისტემის მიმართ და წერენ 

«ჯ% 

MIი5– 2)თ ილი. (6.3) 
ჩ=0 ' 

(6.3) ფორმულაში – სიმბოლო მხოლოდ იმას აღნიშნავს, რომ «ი, 
კოეფიციენტები გამოთვლილია /(X) ფუნქციის მიხედვით თანახმად (6.2) 
ფორმულისა მაგრამ სრულებით არ იგულისხმება რომ მწკრივი 
თ : 

3თთ თო კრებადია. 

L=0 - 

ბუნებრივად ისმის კითხვები: რა თვისებები აქეს ამ მწკრივს? რა 

აზრით გამოსახავს იგი /(0 ფუნქციას? 
იმისათვის რომ ორთოგონალური სისტემა (თ,(ი) საზოგადოდ გამო- 

სადეგი იყოს ჟველა ფუნქციის მწკრივად გაშლისათვის, იგი უნდა იყოს 

სრული, ე. ი. მას ის თვისება უნდა ჰქონდეს, რომ თუ მოცემულ სის– 

ტემას შევუერთებთ რაიმე დ(») ფუნქციას, მაშინ შევსებული სისტემა 
არ უნდა იქნეს ორთოგონალური. მართლაც, ეს ასე რომ არ იყოს, მა– 

შინ მოიძებნება ისეთი დ(ი) ფუნქცია, რომელიც ნულის ეკვივალენტური 

არაა და რომლის ფურიეს მწკრივი |თ.(X) სისტემის მიმართ შედგება, 

მხოლოდ ნულებისაგან. 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 
· LL 

: თი= 2)თ იი 
ჯ=0 

დღა გამოვთვალოთ II 160) –– 1MC%) I'ძX. გვაქვს: 
წე) 

I(I/თ – ლიი 00X= | /C 40X-- 2 | ჩსილძX+ | 'იეძა. 
§ 2. § L
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მაგრა მ 
'3 

; I(01I,C00ძX= ს 0; IIოარირ- 2ეთ. 

ჯ=0 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ (თ,ც(ე) არის ორთონორმირებული სისტემა, 

მივიღებთ 

ჩ 

17% X)ძX= 2ეთ. 

=0 

მაშასადამე, “ 

წი ითიი- იIთაი- 21» 6.4) 
ნ (=0 

რადგანაც ტოლობის მარცხენა ნაწილი არაუარყოფითი რიცხვია, ამიტომ 

” 

< III ი IძX. 
#8 

აქედან, ჩ-ს ნებისმიერობის გამო, გვექნება: 

2)თ< (9 ი» (6.5) 
L=0 LL 

(6.5) თანაფარდობას ეწოდება ბეს ელის (805560) უტოლობა. 

ზოგიერთი |თ/,(წ)) სისტემისათვის და L%Xჩ6) კლასის ნებისძიერი /(ი) 

ფუნქციისათვის ადგილი აქვს ტოლობას 

2 , I(X) |”ძX. (6.6) 

(6.60) ტოლობას ეწოდება პარსევალის (წმ”აინVმ)ს ტოლო ბა. ცხა- 

დია, ბუ ადგილი აქვს (6.6) ტოლობას, მაშინ (6.4)-დან გამომდინარეობს, 

რომ 

IIთ II/ი –- სთ M4=0. 0. 
ხ-თ ჯ
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მაშასადამე, პარსევალის ტოლობა ნიშნავს იმას, რომ /(0 ფუნქციის ფუ- 

რიეს მწკრივის კერძო ჯამთა მიმდევრობა |7+0)) საშუალოდ კრებადია 
IC) ფუნქციისაკენ. 

თეორემა 13 (რისი-ფიშერი. თუ ფუნქციათა სისტემა 

(ი.ოM I >-ი ორთონორმირებულია #6-ზე, ხოლო რიცხეთაე 

მიმდევრობა 3 IC ისეთია, რომ 21 -. <+თ, მაშინ 

#=0 

არსებობს #%-) კლასის ისეთი /ლი ფუნქცია, რომლის 

ფურიეს კოეფიციენტებია |თ,(ი|) სისტემაშიCთ,ი0....,C,... 
რიცხვები და 

თ 

L IIC–V ხძ+= პელ. 
2 #=0 

დამტკიცება. ვთქვათ, 
ჯ 

. თოლა=3ი თ,(X- 

ჯ1=0 

ადვილი შესამჩნევია, რომ 

#-L# 

ლალა შათი? ძ-= 2ეთ,. 

1=M-+1 

თ 

2? მწკრივის კრებადობის გამო, ნებისმიერი დადებითი § რიცხვისა- 

ჯ=9 ' 

თვის მოიძებნება ასეთი ნატურალური რიცხვი M, რომ 

I 71090 –– 7ე(0 1ძხ<6, როდესაც 0>M, 2>VM. 
» · ა 

ამიტომ მე-7 თეორემის ძალით არსებობს #75) კლასის ისეთი /(») ფუნ- 

ქცია, რომ 

Iსი. (1/(0 – რნი |MX=0. (6.7) 
ჩ-.თ L 

,
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ახლა ვთქვათ, #>+#. გვაქვს: 

C,= წრო დ;ეძXV= L /(მიეთ;აეძX + წთოთ –I(ე)თ(იძ». (6.8) 

ნ /2 L 

ჰელდერის უტოლობის ძალით, 

<( | (ოთ – /Cა MX? 
8 

  | | (რთ – /სა)თიცეძ» 
LL | ჯ 

თუ (6.89) ტოლობაში ზღვარზე გადავალთ, როცა #->=%, მივიღებთ 

C= |/Cათიყეძ». 
8 

ამრიგად, 0, რიცხვები წარმოადგენენ /(ი ფუნქციის ფურიეს კოეფიცი- 

ენტებს !|იჯ(ე) სისტემის მიმართ. 

დასასრულ, (6.7) ტოლობიდან გამომდინარეობს პარსევალის ტოლობა 

· IIთI ძ-= ბთ (6.9 
ლ 0 

თეორემა სავსებით დამტკიცებულია. 
თეორემა 14. ტრიგონომეტრიული სისტემა (6. ს. სრული 

სისტემაა 1:=|– ი, 2) სეგმენტზე. 
დამტკიცება. ეს თეორემა დავამტკიცოთ ლებეგის მეთოდით. და– 

ვუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, (6.1) სისტემა სრული არაა. მაშინ არ- 
სებობს ჯამებადი Iს) ფუნქცია, რომელიც ნულის ეკვივალენტური არ 
არის და რომელიც ორთოგონალურია (6.1) მიმდევრობის ელემენტებისა. 

ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ /0) უწყვეტია |-2%, #I სეგმენტზე. რად- 

განაც /0ე) იგივურად ნული არ არის, .ამიტომ (–-, #) ინტერვალში 

მოიძებნება ისეთი X წერტილი, რომ /(X) #0. მაშასადამე, არსებობს 

ისეთი დადებითი რიცხვები 8 და 8, რომ |IC) I>6,. როდესაც XCI= 
=0–-8, --+ 6)ლ(– 2, 2), მასთან /00) ნიშანს ინარჩუნებს I ინტერ- 
ვალში. 

ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ |/(9 |> 6, 
როცა X6I. განვიხილოთ ფუნქცია 1 00=(IC0))”, სადაც 100=1–0058+ 

+C05(X-- X). ცხადია, რომ (0)>1, როცა XC/, ხოლო 1C(X)>1 ყოველ 

2 სეგმენტზე, რომელიც 7 ინტერვალშია მოთავსებული. ადვილი დასამ-



§ 6. ფუნქციათა ორთოგონალური სისტემა. ფურიეს განზოგადებული მწკრივი 547 
  

ტკიცებელია, რომ 7',,(X) არის ტრიგონომეტრიული პოლონომი, ე. ი. 

ჩ 

#”ალა=51+- 2 (თ.C05#/X+ჩ/ 510 /2). 

#=I) 

რადგანაც /(წ) ფუნქცია (6.1) სისტემის ყოველი ფუნქციის ორთო- 

გონალურია, ამიტომ იგი 7/VCს) ფუნქციის ორთოგონალური იქნება: 

(5 

(/0ი7,თძX=0 (6.10) 

ჯ 

ყოველი #-თვის. აქედან 

Iწ/თ”,თძა+ I #9) 7 „0ეძI=თ, +თა=0. 
7 ჩ–I 

ვთქვათ, 

VI -–=)იემX | /(0I | თ=V%10ი (Cა. 
XC7/5 XC 

ცხადია, თ>1. ამიტომ 

თ,>6 |თ" ძL=6|ტ6)ი'->+Cთდ, როცა /->C. 

ა 

შწემდეგ, რადგანაც. IIეI<1, როცა VC/ 7, ამიტომ ' 

| თა |<-MC II-I 7 I) 
ამრიგად, 

11ითძ,=+C, 5ს0|) 0. C.VII7ი1– 7) 
”I--% 1</<Cთ 

და ამიტომ მოიძებნება ისეთი მთელი დადებითი რიცხვი V, რომ 

ჯ 

I I(07 CეძX> 90. 

–2 

ეს კი ეწინააღმდეგება (6.10) ტოლობას. მაშასადამე, არ არსებობს უწ- 

ყვეტი ფუნქცია, რომელიც ორთოგონალური იყოს (6.1) სისტემის ყველა 
ფუნქციისა.
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ახლა ვთქვათ, რომ /(ი0 ჯამებადი ფუნქციაა , რომელიც ორთოგო- 
ნალურია (6.1) სისტემის ყველა ფუნქციისა. მემოვიღოთ აღნიშვნა 

»ჯ 

ჩ00= I/თ4ი. 
· _–X 

მაშინ /C–– #ე)=0, ხოლო პირობა | /იეძ+=0 გვაძლევს /”ლC)=0. შემ- 
– 

დეგ, დაშვების თანახმად, 

ჯ · 7# 

ა C05 #X 09X=0; I Iი აIი#/XძX=0 (#=1, 2,...-). 

–ჯ – 

ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულის ძალით, ამ ტოლობებიდან მივიღებთ 

#.=8,=43=8:=.- · · =0. ამის | გარდა, 4#ი=20. სადაც 4ი, 4), 8),..., 

არიან #C) ფუნქციძს ფურიეს კოეფიციენტები. 

4 
ადვილი შესამჩნევია, რომ ჩ00 –– –· უწყვეტი ფუნქციის ფურიეს ყვე- 

ლა კოეფიციენტი ნულია და ამიტომ ზემოდამტკიცებულის თანახმად 

ჩო= 4% · აქედან გამომდინარეობს, რომ /C) 0. 

ამრიგად, არ არსებობს ჯამებადი MX) ფუნქცია რომელიც ნულის 
ეკვივალენტური არაა და რომელიც ორთოგონალური იყოს ფუნქციათა 

“(6.1) სისტემისა. მაშასადამე, (6.1) სისტემა სრულია (–– >, I სეგმენტზე. 

ცხადია, რომ L-–-X, XI) სეგმენტის ნაცვლად შეგვიძლია ავიღოთ 

(ი, -+2XI სეგმენტი, სადაც ძი ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია. 
შემოვიღოთ ახლა შემდეგი 

განსაზღვრა 4. სასრული ზომის სიმრავლეზე განსაზღვრული 
ფუნქციათა ორთონორმირებულ (თ,(9)) სისტემას ეწოდება ჩაკეტილი 

8 სიმრავლეზე, თუ LX) კლასის ყოველი MX) ფუნქციისათვის ადგილი 

აქვს პარსევალის (6.6) ტოლობას. 

თეორემა 15. ორთონორმირებული (თ; (ე) სისტემის სის- 

რულისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ ეს სის- 

ტემა იყოს ჩაკეტილი. 

დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემული “სისტემა ჩაკეტილია ნ-ზე და 

განვიხილოთ #2? კლასის რაიმე /00ე ფუნქცია, რომელიც ყოველი თ,ფთ)
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ფუნქციის ორთოგონალურია. მაშინ /#X) ფუნქციის ფურიეს ყველა კოე- 

ფიციენტი ნულია და, მამასადამე, პარსევალის ტოლობის ძალით, 

L | 5 9ძX=0. 
ნ 

აქედან I(CX) -0. ამრიგად, (თ,თე) სისტემა სრულია. ამეთ თეორემის პი- 
რობის საკმარისობა დამტკიცებულია. 

ახლა დავამტკიცოთ თეორემის პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, 

(თ, არის სრული სისტემა. ავიღოთ L? კლასის რაიმე /(X) ფუნქცია 
და მისი ფურიეს კოეფიციენტები მოცემულ Lისტემაში იყოს თე, 6), C, ..- 

რადგანაც 62-+C6?.,+--·-+0#+-.-<+C, ამიტომ რისი-ფიშერის თეო–- 
რემის ძალით არსებობს #? კლასის ისეთი თC(X) ფუნქცია, რომლის ფუ- 

რიეს კოეფიციენტები (Cთ,()) სისტემაში არის C, 0), C,· ·· და 

2 C',= ჩ #(%ი I?ძX. 
ხ=0 ნ 

ამ შემთხვევაში MX) ––- წთ) ორთოგონალურია ყოველი Cთ,C>) ფუნქციისა 
და, რადგანაც მოცემული სისტემა სრულია, ამიტომ I(X) + წ(წ). მაშასა- 
დამე, L" კლასის ნებისმიერი /(X) ფუნქციისათვის ადგილი აქვს პარსე–- 

ვალის ტოლობ ას 
თდ 

წ M(9 I1ძX= გრ. 
ს #=0 

მაშასადამე, მოცემული სისტემა ჩაკეტილია. 

ამრიგად, L? კლასის ფუნქციათა არეში ფუნქციათა სის- 

ტემის ჩაკეტილობისა და სისრულის ცნებები ურთიერთ 

ეკვივალენტურია: 
შედეგ. ტრიგონომეტრიული სისტემა(6.1)) ჩაკეტილი 

სისტემაა (–X#X, XI) სეგმენტზე. : 
მართლაც, მე-14 თეორემის თანახმად (6.1) სისტემა სრულია | –– #X, XI) 

სეგმენტზე, და, მაშასადამე, მე-15 თეორემის ძალით იგი ჩაკეტილია 

ამავე სეგმენტზე. : 
ამრიგად, თუ (I) არის პერიოდული ფუნქცია 2X პერიოდით და 

IლეCL/ –– #, #1), მაშინ ადგილი აქვს ტოლობას 
თ წ 

9 + 5165 +ხხა=+- || (20, C.11) 
ხ=1 –ჯ –
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სადაც 
: MM. 

ია=-- /IIთძ» ი,ს= –- I (X%) C05 5#ა ძა, ხ,=- წთ“ 

–2 –» – 

(L-=1, 2, «+ ·). 

(6.11) ტოლობა წარმოადგენს პარსევალის ტოლობას. 

თეორემა 16. თუ ორთონორმირებული სისტემა (თ/»X) 

ჩაკეტილია #-ზე, მაშინ #1 კლასის ყოველი (IX და «(ი 
ფუნქციებისათვის ადგილი აქვს ტოლობას 

(Iთთოძა= 2198, C.12 
ჩ #ხ=0 

სადღაც 

თ,= I(თი,ოძი, ჩ,= წთიაიაძ: ი0-=0, 1, .. .). 

ცს 8 

დამტკიცება. ცხადია, რომ Iი+ყწთ) ფუნქციის ფურიეს კოე- 

ფიციენტები (თ,(ე) სისტემაში არის თ.+ჩ,. .(6=0, 1, 2-..) და რად- 

განაც /(0+ წთ L? კლასის ფუნქციაა, ამიტომ 

1IIთ+Vი I1ძX= მთანი 
#=0 

· აქედან გვაქვს 

ჩ/თა 4X+2 წIიჟთეძი+ || «და (X= 
2 LL 8 

= 2)თ5+2 2, თIჩ,.+ 2ეწ%. 

#=0 #=0 #=0 

მაშასადამე, სამართლიანია (6.12, ტოლობა. ამ ტოლობას უწოდებენ პარ– 

სევალის განზოგადებულ ტოლობას.
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სავარჯიშო 

1 1 
1. მოცემულია ი0>0, 0>0, #>0 და ”“+ 9ი9ი+ “--=1. დაამტკიცეთ, რომ 

თუ /(X)CI”, ლ(X)C#9 და #(X)C#”, მაში§ 
· ) ' 

!! 

<|( ი (60 I7ძX /” ( |I/თ (XI ( წთ /4X)” 

ნ ნ 86... 

2. თუ /(X)C LVX|თ, ხ)), >), მაშინ 

X+ჩ 

| I(/)ძ/=0(M/), როდესაც #-0, 

ჯ 

  | წწ ით ისთ 

ნ 

სადაც “ 1), 

ი ძ ა. 

8. თუ /I(X) C L”((თ, ხ)), მაშინ _ 

ჩ 

IIთო. | | (X+#) –– /(X) I7ძX=9, 
ჩ- თ : 

სადაც Iთ, ჩ) სეგმენტი მოთავსებულია (თ, ხ) სეგმენტის შიგნით.



თავი XVIII 

სტილბიესის ინბებრალი 

მე-19 საუკუნის მიწურულში «იმანის ინტეგრალის ცნებამ განიცადა 

სრულიად სხვა სახის განხოგადება. ეს განზოგადება მოცემული იყო 

1894 წელს ჰოლანდიელი მათემატიკოსის სტილტიესის (IVხ. 1. 511CIL)C5) 

მიერ (1856–-1894). 
სტილტიესის ინტეგრალი განსაკუთრებულ როლს თამაშობს მათემა- 

ტიკურ ანალიზში, მექანიკაში, · მათემატიკურ ფიზიკასა და ალბათობათა 

თეო რიაში, კერძოდ, იგი გამოიყენება წირით და ჯე რად ინტე გრალთა 

თეორიაში, მომენტთა და პოტენციალის თეორიაში. 

§ 1, სტილტიესის ინტებრალის განსაზღვრა 

ვთქვათ, LC, ხ) სეგმენტზე განსახღვრულია ორი /(X) და თ(X) ფუნმ- 
ცია. განვიხილოთ (თ, ხ) სეგმენტის რაიმე დანაწილება 

/ 

IIXი, XII, LM), +... IMი-ს XIII, (1.1) 

სადაც ” 
9=X<%9<.--<ძრს. / 

ყოველ IX»-), X1) სეგმენტხე ავიღოთ. ნებისმიერი L, წერტილი და 

შევადგინოთ ჯამი ' 
ჯ” 

” წ 

8= 2) IხაI0ა =- (XI ))I. , 
#=1 ” 

ამ ჯამნს სტილტიესის ჯამი ეწოდება. ცხადია, რომ ეს ჯამი დამო–- 
კიდებ ულია როგორც §, წერტილებზე, ისე (0ძ, ხI სეგმენტის დანაწილე– 
ბა 

თუ ნებისმიერი დადებითი § რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადები- 
თი 7, რიცხვი, რომ |თ, ხ|I სეგმენტის ყოველი. 7,-დანაწილე ბისათვის და 

სს-ს XI სეგმენტიდან აღებული ყოველი §, წერტილისათვის ადგილი 
აქვს უტოლობას 

(5 –/I |<8, “
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სადაც I რაიმე რიცხვია, მაშინ ვიტყვით, რომ 5 მიიისწრაფვის /#/ რი–- 

ცხვისაკენ, როცა #-–>0 და დავწე რთ 

)Iი 5=7. 
; --0 

თუ არსებობს ასეთი / რიცხვი, მაშინ ამ რიცხვს ეწოდება სტილ- 
ტიესის ინტეგრალი /(ს) ფუნქციისა თ(ი) ფუნქციის მი- 

მართ, გავრცელებული (ი, ხ) სეგმენტზე და აღინიშნება 
ხ · 

IIVი« თ(ა) სიმბოლოთი. ამ შემთხვევაში /(+) ფუნქციას ეწოდება (თ, ხ| 

ი 
სეგმენტზე ი ინტეგრებადი თ(X) ფუნქციის მიმართ. 

რიმანის ინტეგრალი შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც კერძო შემ- 

თხვევა სტილტიესის ინტე გრალისა, თუ თ(X) ფუნქციად მივიჩნევთ თვით 
დამოუკიდებელ ცვლადს: თ(X)=X. 

ხ 

თეორემა 1. სტილტიესის ინტე გრალი (/თ ძილი ა რსე- 

C 

ბობს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ ყოველი დადებითი 
8 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი დადებითი #ე რი- 
ცხვი, რომ ნებისმიერი ?72, და V რიცხვებისათვის, 0<7/.< 

_<7.ი 0< 7 < 2. 
I5,–- 5, | <%, (1.2) 

სადაც 5) არის (თ. სეგმენტის 7 -დანაწილების შეს.- 
ბამისი '"სტილტიესის ჯამი. 

დამტკიცება. თეორემის პირობის აუცილებლობა ცხადია. დავამ- 
ტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, ნებისმიე რი დადებითი § რიცხ- 
ვისათვის არსებობს ისეთი რიცხვი #»->0, რომ ადგილი აქვს (1.2) უტო– 
ლობას. · · 

განვიხილოთ ნულისაკენ კრებადი დადებით რიცხვთა მიმდევრობა (2./! 
ისეთი, რომ 2.,< #ა (#=>1, 2... .). ჟოველ დადებით 2. რიცხვს, 7. <-2ი. შე– 
ესაბამება უამ რავი სტილტიესის 5ჯ” ჯამი. ამ ჯამებიდან ავიღოთ რომელიმე 
ფიქსირებული ჯამი და იგი ისევ 5;”-ით აღვნიშნოთ. მაშინ (1.2) უტო- 
ლობის ძალით გეექნება 

ი) 6<5),< 548 (ხ=1,2,...). 
აქედან გამომდინარეობს, რომ სთი” ამიტომ მისგან შეგიი ოე 1) მიმდევრობა შემოსახღვრულია და. ვთქვათ, გამოვყ კოელადი ქვემიმდევრობა (51§6-
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III 5; ,.=7. (1.3) 
ჯ6-C0 ' “ 

დავამტკიცოთ, რომ 

1I. 5: =#1. (1.4) 

#0 

(1.3) ტოლობის ძალით. (| იმდენად დიდი შეგვიძლია ავიღოთ, რომ აღგი- 
ლი ჰქონდეს უტოლობას | 

(51, –– 1I<ხ. 

თუ გავითვალისწინებთ (1.2) უტოლობას, გვექნება 

(5. 5.,|)<ც როცა 0<7#<7ე- 

მაშასადამე, ' 

(5;--II < | 5,-–-5)/, | + | 5, -–– LI<26, 

როცა 0<2.<2.ა. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ მართებულია (1.4) ტოლობა. 

"თეორემა დამტკიცებულია. 

§. 9. სტილტიესის ინტეგრალის თვისებები 

სტილტიესის ინტე გრალის განსაზღვ რიდან უშუალოდ გამომდინარე- 
ობს შემდეგი თვისებები: 

1. თუ IX) ფუნქცია ინტეგრებადია თ(ჯ) ფუნქციის 
მიმართ (ძ,ხ) სეგმენტზე, მაშინ ნებისმიერი # და 8 რი- 
ცხვებისათვის #/(X) ფუნქცია ინტეგრებადია 8Cთ(I) ფუნ- 
ქციის მიმართ იმავე სეგმენტზე და 

ხ ძ 

I 4I00ძ 18 თ=C:))=48 | I(Xი)ძ თი)... 

მ ძ 

9. თუ ჩ(X) და /XX) ფუნქციები ინტეგრებადია XXX) 
ფუნქციის მიმართ (0,ხ) სეგმე ნტზე, მაშინ I00+/.(წ) ჯა- 

მიც ინტეგრებადღია თლ) ფუნქციის მიმართ იმავე სეგ- 

მენტზე და 
ხ ხ · ხ 

I (ჩ0ი +ჩიი|49C0= | ჩიი ძთლი + | /Cეძი ხა. 
ძ ძ მი
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8. თუ IX) ფუნქცია ინტეგრებადია (|თ.ხ) სეგმენტზე 
ცალ-ცალკე თ;(ჯX) და თ«(X) ფუნქციების მიმართ, მაშინ /(X) 
ინტეგრებადია თ(X) + ფუნქციის მიმართაც იმავე 

სეგმენტზე და 

ხ · ხ 

II ძIთI(X) +- თ-(X)|= L I(X) ძთ)(ა) + ჩწთძ« ი(X). 

ძ ძ ძ 

ხ 

42. ( ძთცი==() –– თ(9). 

ძ 

თეორემა 9. თუ /(0 ფუნქცია ინტეგრებადია (ძ,ხ|) სეგ- 
მენტზე თი) ფუნქციის მიმართ, მაშინ /X) ინტეგრება- 
დია თ(X)-ის მიმართ (ი, 0) სეგმენტის ყოველ (თ, ხ'| ქვესეგ- 

მენტზე. : 
დამტკიცება. რადგანა() /(+) ფუნქცია ინტეგრებადია თ(X) ფუნ- 

ქციის მიმართ (თ, ხ) სეგმენტზე, ამიტომ ნებისმიერი დადებითი გ რი- 
„ცხვისათვის მოიძებნება ისეთი დადებითი ,7#ე რიცხეი, რომ ყოველი # და 

 რიცხვებისათვის, რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობებს 0<7.<7.-, 

0<7 <#ა, მართებულია უტოლობა 

| 5.(0,-ხ) –– 5;'(0, ხ) |<§, 

სადაც 5;)(თ, ხ) სიმბოლოთი აღნიშნულია (ძი, ხ) სეგმენტის 2-დანაწილე- 

ბის სტილტიესის შესაბამისი ჯამი. 
თუ (ძ, ხ) სეგმენტის დაყოფის წერტილთა შემადგენლობაში შევი- 

ტანთ თ” და ს” წერტილებს, ხოლო დაყოფის წერტილებს, რომლებიც 
· მოდის (0, თ'| და (ხ', ხ) სეგმენტებზე ავიღებთ ერთსა და იმავეს ორივე 
დაყო ფისათვის, მაშინ გვექნება 

| 5).(ძ, ხ) –– 51,(0, ხ) |==15X(0', ხნ')–– 51/(ი', ხ')| <C, 

როცა 0<2<2), 0< 2 <%ე. 
მაშასადამე, 1-ლი თეორემის ძალით არსებობს III 5X(ი', ხ) და ამით 

7-0 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა” ვ. თუ IX) ფუნქცია ინტეგრებადია Cთ(X) ფუნ- 
მციის მიმართ (ით,ხ) სეგმენტზე და 0=06<ჩ, მ აშინ არსე–
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C ხ 

ბობს | /(აძთიი და | /(იძთ>) და მართებულია ტოლობა 
ძი C 

ხ C ხ 

L I(-)ძთ(0= (Iიძით+ I ICაძთცი. : (2.1) 

ი ძ C 

დამტკიცება. მე-2 თეორემის ძალით არსებობს I I(X)ძთ(X) და» 

ხ 

I/იძთფა ინტე გრალები. განვიხილოთ (0, ს, სეგმენტის ნებისმიერი 

ჯX-დანაწილება ისეთი, რომ დაყოფის წერტილების. შემადგენლობაში 

ყოველთვის შედიოდეს C წერტილი. მაშინ 

, 5:;(ძ, ხ)=5IXVL(თ, C)+51(0, ხ) 

და რაკი ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილის “ზღვარი არსებობს, ამიტომ 

ზღვარზე გადასვლით, როდა 7#->0, მივიღებთ (2.1) ტოლობას. 

შენიშვნა. თუ /(X) ფუნქცია ინტეგრებადია თ(X) ფუნქციის მიმართ (თ, CI და 

IC, 8) სეგმენტებზე, სადაც ძ–6< ხნ, მაშინ /(X) შეიძლება არ იყოს ინტეგრებადი თ(X) 

ფუნქციის მიმართ (0, ხ|) სეგმენტზე. მოვიყვანოთ მაგალითი. ვთქვათ, 

0, როდესაც –1<ჯ<0 
· –I =0. თც0= ' X, როდესაც =X=5 

0 ,როდესაც 0<Xჯ=1. 
I(X)= –, როდესაც 0<X=<1, 

ცხადია, რომ. 

1 

| /იიძთიი=9. L I(X)ძთ(X)=>0. 

0 – 

განეიხილოთ (-–I1I, 11) სეგმენტის 2.-დანაწილება და ვიგულისხმოთ, რომ რიცხვი 0 არ 

შედის დაყოფის წერტილთა შემადგენლობაში, მაშინ 

Xე§-I 
  

5),(–-), 1)=/(§.)(თ(X,)–– თ(X.-1))ლ––- 
=ჩ 

სადაც X#-1<0<Xჯ, და C >0. რადგანაც L შეიძლება ავიღოთ რაგინდ მცირე, ამიტომ
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51(C-)I, 1) აბსსბოლტჭტერი სიდიდით შეიქლება რაგინდ დიდი გავზაღოთ, ამის გარდა, თუ 

-6+-<0, მაშინ 5)(–-1, 1)==0, მაშასადამე, არ არსებობს ინტეგრალი ( /Iთ««ო. 

· –) 

თეორემა 4. თუ IX) და თ(ა) ფუნქციებიდან ერთ-ერთი 
უწყვეტია C წერტილში, ი0<6<ხ, ხოლო მეორე შემოსა- 

ზღვრულია ამ წერტილის რაიმე მიდამოში და არსებობს 

ხ 

წი ძთ(V) და წირი. მაშინ იარსებებს | (სიძთლი. 

C « 
დამტკიცება. განვიხილოთ (თ, 61) სეგმენტის ნებისმიერი 7.-და–- 

ნაწილება და ვიგულისხმოთ, რომ C წერტილი შედის დაყოფის წერტილ- 

თა რიცხვში. მაშინ 

5;(0თ, ხ)=5;(0, Cლ)+5;(C, ხ). 

თუ ზღვარზე გადავალთ, როცა 7->0, მივიღებთ ტოლობას 

C ხ 

· 1101 5;(ძ, ხ)= L I((იძთიი+ | I(ეძთ(X). (2.2) 

#0 ძ C 

ახლა ვთქვათ, C წერტილი არ შედის (ი, ხს) სეგმენტის დაყოფის 
წერტილთა რიცხვში და ვიგულისხმოთ, რომ 

ჩ 
ე 

= 2 (8)Iთ(%) –-თ(X-,)I 
#=1 

არის ამ დანაწილების შესაბამისი სტილტიესის ჯამი. (თ, ხ| სეგმენტის 

ამ დაყოფის წერტილთა შემადგენლობაში თუ შევიტანთ C წერტილსაც, “ 
მაშინ ამ ახალი დანაწილების სტილტიესის სათანადო ჯამი აღვნიშნოთ 
5-თ. (2.2) ტოლობის ძალით, 5” ჯამის ზღვარი, როდესაც X->0, არის 

ქრთ“ (ირო. მაშასადამე, საკმარისია დავამტკიცოთ, რომ 

III) (5-–-54=0. (2.3) 
„0 

ცხადია, თუ X-.<0<V% მაშინ 5 ჯამი განსხვავდება 5! ჯამისაგან
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იმით. რომ 5 ჯამში #-ური შესაკრები იქნება /(=,)Iთ(X,)--თ(X,))1, ხო 

ლო მეორე ჯამში მის ნაცვლად გვექნება 

'I(0)Iთ69 -– თ-0I+I(§”) (თ(%) – (C), 
სადაც 

სას ანას =C –ლ<C.<X 

ამასთან <V და §” აღნიშნულ შუალედებში აღებულია ნებისმიერად. 
ამიტომ 

5-–5'=!())(თC(0) – თ0V-)1 -– /(6')1თ(C –– თCV-))) – 

–I6%)(თ(V)--CI. 

თუ I(X) ფუნქცია შემოსაზღვრულია C წერტილის რაიმე მიდამოში, 
ხოლო C(X) უწყვეტია C წერტილში, მაშინ უკანასკნელი ტოლობის 'თანახ– 
მად მართებულია (2.3) ტოლობა. თუკი Cთ(X) შემოსაზღვრულია C წერ- 

ტილის რაიმე მიდამოში, ხოლო /(1) უწყვეტია C წერტილში, მაშინ. 

6-5 სხვაობა წარმოვადგინოთ ასე 

5-–-5'=II(5) –– I(0)1(თო(M%) -– თ(VI-))+-თCია)IICC) – I(§+)1+ 

+Cთ(0%-))II(6V) -– I(01+2X(0II(§) –– /(ნს)I- 

თუ გადავალთ ზღვარზე, როდესაც #-–>0, მივიღებთ (2.3) ტოლობას დ> 

ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

§ ე, ნაყწყილობითი ინტეგრება 

თეორემა წ. თუ I(X) ფუნქცია ინტეგრებადია (0, ხ|) სეგ- 
მენტზე თ() ფუნქციის მიმართ, მაშინ თე) ფუნქცი» 
იქნება ინტეგრებადი /(ე ფუნქციის მიმართ იმავე სეგ- 

მენტზე და ადგილი აქვს ტოლობას 

ხ ხ 
ხ | თ(ეაძI(ი) = | Iცითლ) L – (/ეძთთ, ც.) 

'“ძ : თ 

სადაც : 

IIთთთ |,=/(0თ6 – ფთ.
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დამტკიცება. გავყოთ (I0,ხI სეგმენტი ქვესეგმენტებად წერტი- 
ლებით ი=Xა<X< · · · <X=ხ და ყოველ IX,-), XI სეგმენტზე ავიღოთ 

ნებისმიერი 5, წერტილი. სტილტიესის ჯამი 

5= 2) =დ)I/(5) – ICX.-)I 
MV#=) 

შეგვიძლია წარმოვადგინოთ ასე 

I--1 

§8= – თ6)I(0) – 2/Cია(თრ.ა–-თ(6)I+>C (ნ). 
8=1 

თუ მიღებული ტოლობის მარჯვენა ნაწილს მივუმატებთ და გამოვაკ- 

ლებთ /(ხ)თ(ხ) –– I(0)X(0) გამოსახულებას, გვექნება 
· M--1 

§=| (თით) |– | 3წოაIთდი)–6)I+ 
: #=) 

+/0)(თ0) – «დაა +/თ(თდა თი)! (3.2 

(3.2) ტოლობაში ზღვარზე გადასვლით, როცა 7->0, მივიღებთ (3.1). 

ტოლობას. თეორემა დამტკიცებულია. 

§ #, სრილტიესის ინტებრალის არსებობა ზობიერთ კერძო «თძემთხმევაში 

ვთქვათ, I(X) შემოსაზევრული ფუნქციაა (ი, ხნ) სეგმენტზე, ხოლო 

თ(ა) ზრდადია ამავე სეგმენტზე. გავყოთ (0, ხ1) სეგმენტი „ქვესეგმენტე– 

ბად შემდეგი წერტილებით: 0=Xა<X1< ··- <X,=ხ. 

აღვნიშნოთ /I და #M,ჯ-თი /(:) ფუნქციის ზუსტი ქვედა დღა ზუსტი- 

ზედა საზღვრები IV, I, XI სეგმენტზე და შევადგინოთ ჯამები: 
“ 

” ჩ 

§= 9Mთხიე-თ%- ას 5= 2 ი(თლნა – თ0L-)1, 
#=1 ხ=1 

8= 2)/6)Iთ სხ) – თი ს-ა), 
#=1
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სადაც XM-) <5, 2 VI ს ' § ჯამებს ვუწოდოთ შესაბამისად სტილტიეს- 

დარბუს ზედა და ქვედა ჯამები. 

რადგანაც თ(უ) ზრდადი ფუნქციაა (თ, ხI სეგმენტზე, ამიტომ 

5<5<8. 

“რმევნიმნოთ, რომ (ი, ნ) სეგმენტის ყოველ დანაწილებას შეესაბამება 

გარკვეული ქვედა ჯამი § და გარკვეული ზედა ჯამი 6. რაც შეეხება 
5 ჯამს, იგი განსაზღვრული არაა, ვინაიდან L, წერტილები ნებისმიერად 

შეგვიძლია ავიღოთ სათანადო სეგმენტებზე. თუ |ძ, ხ) სეგმენტის დანა- 

წილებას უცვლელად დავტოვებთ, ხოლო ყოველ IX,.), XI სეგმენტის 
შიგნით ვცვლით §, წერტილს ისე, რომ III /(§,)=/V,, მაშინ |Iი) 5=7#. 

ანალოგიურად, §,ჯ წერტილების შერჩევით 5 ჯამი შეგვიძლია რაგინდ 
ახლოს გავხადოთ 5 ჯამთან. ამრიგად, § და 5 ჯამები, რომლებიც შეე- 

საბამებიან (ი, ს) სეგმენტის რაიმე დანაწილებას, წარმოადგენენ სტილ- 
ტიესის იმ ჯამთა სიმრავლის ზუსტ ზედა და სუსტ ქვედა სახღვრებს, 

რომლებიც შეესაბამებიან (ძი, ხ|) სეგმენტის იმავე დანაწილებას. 
ადვილი დასამტკიცებელია, რომ სტილტიეს-დარბუს ნებისმიერი ქ-ე- 

და ჯამი არ აღემატება ნებისმიერ ზედა ჯამს. 

თეორემა 0, (ი, ხ) სეგმენტზე /(ი) ფუნქციის ინტეგრება- 
დობისათვის ზრდადი თ() ფუნქციის. მიმართ, აუცილებე- 
ლია და საკმარისი, რომ ყოველი დადებითი 353 რიცხვისა- 
თვის არსებობდეს ისეთი დადებითი 2). რიცხვი, რომ 

(მიხ, სეგმენტის ნებისმიერი /7.-დანაწილებისათვის, 
0<#<7ა, ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 

8-–5<ხ%. (4.1) 

დამტკიცება. ჯერ დავადგინოთ პირობის პუცილებლობა. ვთქეათ, 

არსებობს ინტეგრალი /– წეცაძიხა. მაშინ ყოველი დადებითი § რი- 

ძ 
ცხვისათვის მოიძებნება ისეთი დადებითი »: რიცხვი, რომ (0, ხ) სეგმენ– 
ტის ნებისმიერი #-დანაწილებისათვის 0<7#<7ე ადგილი ჰქონდეს 

უტოლობებს 

' 1 2<5<1+-+, 
_.2 2 

სადაც 5-ით აღნიშნულია აღებული დანაწილების სათანადო სტილტიესის 

ჯამი, · მაშასადამე,
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აქედან გამომდინარეობს (4,1) უტოლობა. ამით პირობის აუცილებლობა 

დამტკიცებულია. 
ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, ნებისმიერი და- 

დებითი § რიცხვისათეის არსებობს ისეთი დადებითი 7. რიცხვი, რომ 

(ით, ხ) სეგმენტის ნებისმიერი 7.-დანაწილების, 0 <7.< #ე, სათანადო ზე- 

და და ქვედა ჯამებისათვის ადგილი აქვს (4.1) უტოლობას, ამ შემთხვე- 

ვაში, ცხადია, რომ 1=/, სადაც 

=19I(§), #=5სი|5|. 

ეს საერთო მნიშვნელობა აღვნიშნოთ / ასოთი. რადგანაც 

5=1<8, 55595, 

ამიტომ !5-–-#7|)<ხ, ე. ი. 

IIი 5=7. 
#-0 

თეორემის პირობის საკმარისობაც დამტკიცებულია. 

თეორემა 7. თუ /() ფუნქცია უწყვეტია (0ძ,ხ) სეგმენტ- 

ზე, ხოლო თ(1) არის ფუნქცია სასრული ვარიაციით იმავე 

სეგმენტზე, მაშინ /X) ინტეგრებადია თ() ფუნქციის 
მიმართ Iძ, ხ)-ზე. 

დამტკიცება. რადგანაც ყოველი ფუნქცია სასრული ვარიაციით 

წარმოიდგინება როგორც სხვაობა ორი ზრდადი ფუნქციისა, ამიტომ ზო- 

გადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ თ(ჯ) ზრდადი 
ფუნქციაა (თ, ხნI-ზე. 

შემდეგ, I(X) ფუნქციის უწყვეტობის გამო (0, ხ) სეგმენტზე, ყოველი 
დადებითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი დადებითი რიცხვი #ტ(§), 

რომ (ი, ხ) სეგმენტის ყოველი X და X” წერტილებისათვის, რომლებიც 

აკმაყოფილებენ უტოლობას |X“–--I I <8, ადგილი ექნება უტოლობას 

III" )-–I(X)1<6. 

მაშასადამე, თუ განვიხილავთ (|თი, ხ) სეგმენტის ნებისმიერ 7.-დანაწი– 

ლებას (IXL-,, XI) 0<7#<8, მაშინ ყოველი #-თვის გვექნება #/,-- 
–M<ნ, სადაც VI, და /I, წარმოადგენენ შესაბამასად I(ა) ფუნქციის 

ზუსტ ზედა და ზუსტ ქვედა სახღვრებს IX... XI სეგმენტზე. მაშასადამე, 
26. ვლ. ჭელიძე
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” , · 

8-5= 2)(M, – MI)ICთ(ი) -– თ(X-))1 <6 2არრა--«რ%-ა) = 
#=-1 =1 

= (თ(ნ) –თ(თ!). 

მე-6 თეორემის ძალით, /(X) ფუნქცია ინტეგრებადია (თ, ხ) სეგმენტზე 
თ(0 ფუნქციის მიმართ. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 8. თუ /() არის ფუნქცია სასრული ვარიაციით 
Iთ, ხხ) სეგმენტზე, ხოლო თ() უწყვეტია იმავე სეგმენტ. 
ზე, მაშინ /2) ინტეგრებადია (0, ხ)-ზე 9 ფუნქციის 
მიმართ. 

ეს თეორემა მე-5 და მე-7 თეორემების შედეგია. 
თეორემა 9. თუ /»X) ფუნქცია რიმანის აზრით ინტეგრე. ბადია (თ, ხხ) სეგმენტზე, ხოლო თ() აკმაყოფილებს ლიფ- 

შიცის პირობას, მაშინ IX) ინტეგრებადია (თ, ხ) სეგმენტ- 
ზე თ(9) ფუნქციის მიმართდა ადგილი აქვს ტოლობას 

ხ ხ 

წთიძთთ> |/ეთაძი #2 
სადაც ტოლობის' მარჯვენა ნაწილში ლებეგის ინტევჯ- 
რალია, 

· ' 
დამტკიცება. გავყოთ (თ, ხ| სეგმენტი ქვესეგმენტებად შემდეგი წერტილებით: 0=ჯა<X<... <Xე=ხ. გვაქვს: 

5– 2I6)Iთრა–თ0%-))= 91) | (04. #=1 ' ' #=1 XI-1 

მაშასადამ ე, 

ხ , X, 

5– (Iთთო«- 3 (VI ნა –/ი)თლიძრ-.. რ 
=1 X. 1 

რადგანაც თი აკმაყოფილებს ლიფშიცის პირობას (თ, ხ1-ზე, ამიტომ მოიძებნება ისეთი დადებითი რიცხვი M, რომ (თ, ხ1 სეგმენტის ნების- მიერი ორი X' და »" წერტილებისათვის ადგილი ექნება უტოლობას 
IთCVX-)-–-თ(X) | < XLIV - # I,
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უღან გამომდინარეობს, რომ თითქქი! C" · 

20014< #. მაშასადამე, ქმის. ყველგან (0,1. სეგმენტზე 

  

“ 

| Iს – ჩათ 04X < CM. - თე «> 
”- 

! XII 

=#M(Mს-–-ჩხ)ანს– ს. ი 

მიტომ (4.3) ტოლობიდან გვაქვს 

ხ · 
(§ – | /ყით(ეძ» |<#% ა”. (4.4) 

ხ=1) 

აკი I(X) ფუნქცია რიმანის აზრით ინტეგრებადია (თ, ხ1-ზე, ამიტომ 

4.4) უტოლობის მარჯვენა ნაწილი ნულისაკენ მიისწრაფვის, როცა #-–>0. 

ამასადამე, მართებულია (4.2) ტოლობა. 

§ 5. საშუალო მნიფპნელობის ფორმულები 

თეორემა 10 თუ შემოსაზღვრული /() ფუნქცია ინტე- 
'ტებადია სასრული ვარიაციის თ() ფუნქციის მიმართ, 

ჯაშინ 

ხ 
ხ 

| Iსაძთ თ =M VI, · (5.1) 

"სადაც M= 5სიხ IICიI. 

ძ<ხ=<ხ 

თუკი თVთ) შემოსზღვრული-ინტეგრებადი ფ უნქციაა 

0,ხუ) სეგმენტზე სასრული ვარიაციის /(9 ფუნქციის მი- 

)ართ, მაშინ 

ხ 
ს , 

| („(თაძით | =I/0თ –/თ=9I+#VV,. 62 

„სადაც #= §8სიხ I(«თ I. 

2<X=<
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ს 

ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ შემოსაზღვრული I 
(თ, ხI სეგმენტზე სასრული ვარიაციის · თც 

ს ინტეგრალის განსაზღვრის თანახმად, 
დამტკიცებ » 

უნქცია ინტეგოებადია 

ფუნქციის მიმართ. სტილტიესი 

ხ 
” 

ძ 

მაგრამ 
ჩ , ხ 

| >) (დარია –«0%- ა) |< M V 6. 
#=1 

აქედან გამომდინარეობს (5.1) უტოლობა. : 
“ ახლა დავუშვათ, რომ შემოსაზღვრული C(X) ფუნქცია ინტეგრებადი, 

(ი, ხ1 სეგმენტზე სასრული ვარიაციის /(Xჯ) ფუნქციის მიმართ. ნაწილო 
ბითი ინტეგრების ფორმულის თანახმად, : 

ხ ხ 

II ცეძთყი =/ დათ(0) – (96) – (თ004/(ი. 

ამ ტოლობიდან გამომდინარეობს (5.2) თანაფარდობა. თეორემა დამტკი 

ცებული.  · · : 
(5.1) და (5.2) ფორმულებს ვუწოდოთ საშ უალო მნიშვნელო 

ბის პირველი ფორმ ულები. | 

თეორემა 11. თუ |0,ხ) სეგმენტზე IX») ფუნქცია მონო. 
ტონურია, ხოლო თVC) ფ უნქცია უწყვეტია ამავე სეგ. 

მენტზე, მაშინ Iთ, ხI-ხე "არსებობს ისეთი § წერტილი 
რომლისთვისაც მართებულია ტოლობა 

ხ 

ჩ/თიძილა =I(0)Iთ(§)–-თ(0)) –+I(ხ) Iთ(6) – თ() I. (5 L 

დამტკიცება. ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ I(X) არაუარყოფითი კლე 
ხ 

ბადი ფუნქციაა. მე-8 თეორემის თანახმად არსებობს I სხე ძთ(ი· ე 

ძი 
ინტეგრალი აღვნიშნოთ 71 ასოთი.
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სტილტიესის ინტეგრალის განსასღვრის თანახმად, 1) 5=I, სადაც 
#09 

ჩ 

§= 2)00%-)(თ00ა-%0-) I. 
.?”'' 

ცხადია, რომ ' 
” ” 

§= 2)! ))(თ0ე)--–%(0)|- ,2, +. I(:#-)) IC(X-) -–– (0) | => 
M#-= #=) 

#--1 – . 

= 3 (0. ) – ჩMა (20%) თ(ფ)+/(%-ი(()-თ(9I. 
#=) ' 

თუ აღვნიშნავთ 4 და „8-თი 'თ(0 ––თ( 0) ფუნქციის უმცირესსა და უდი- 

დეს მნიშვნელობებს, გვექნება 

/71I(0) <5 < 8)(ძ). 
მაშასადამე, · : 

.' ს /#(M0<1<8/0). 
აქედან | 

რადგანაც თ(X) –– თ(ი) ფუნქცია უწყვეტია (თ, 6) სეგმენტზე, ამიტომ ამ 

სეგმენტზე მოიძებნება ისეთი წერტილი, რომ ადგილი ექნება ტო- 

ლობას · : · 

_,_ 
I(4) ) =Cთ(5) –– თ(მ). _ 

აქედან · : 

ICძთფ)=I(თ(თლ--თ(9!.. · (5.4 

ეს ფორმულა წარმოადგენს ბონეს ფორმულის განზოგადებას. 

ახლა ვთქვათ, /I(X) კლებადია და დადებითი არ რჩება (ძ, ხ) სეგმენტ- 

ზე, განვიხილოთ ფუნქცია 

დ(X)=I(X) –– /(6). 

ცხადია, დ(X) კლებადია და არაუარყოფითი (0, ხ1) სეგმენტზე. ზემო-
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დამტკიცებულის ძალით, (ი, ნხ1I-ზე მოიძებნება ისეთი § წერტილი, რომ 

ადგილი ექნება ტოლობას 
ხ 

|«თ«თფ)=დC)(თ()--თდ)1=(/(0) -– I(0)1(თC) -––თ(თ). 
ძ 

ეს ტოლობა შეგვიძლია დავწეროთ ასე: 

ხ.. 

I/0ძთფი =I(0თ(ნ) – /(თთ=(9 +I/(თ–/6V))თდ.. (5.5 ) : 

თუ IX) ფუნქცია ზრდადია, მაშინ--I(X) იქნება კლებადი ფუნქცია 
და, მაშასადამე, (5.5) ფორმულის ძალით გვექნება 

- · 

(C-IX%)ძთ00=- /(6)>(0)+/(0თ(9)-– (I(9)– /რ)თდ. 
ი 

მიღებული ტოლობის ორივე ნაწილს თუ გავამრავლებთ ––1-ზე, მივი– 
ღებთ (5.5) ფორმულას. შემდეგ, ადვილი შესამჩნევია, რომ 

ICხ)თ(ხ)–– I(0)თ(თ) + II(0)–– /(ხ)1თ(§) =/(0)(Cთ(6)-– თ(0)1+ 

+I(ნ)(თ(ხ) –– თ(9)). 

ამრიგად, მართებულია (5.3) ტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 19. თუ (|0,ხ|) სეგმენტზე /(X ფუნქცია უწყვე- 
ტია, ხოლო თ() მონოტონური ფუნქციაა იმავე სეგმენ- 
ტზე, მაშინ |თ, ხ)-ზე მოიძებნება ისეთი: წ წერტილი, რომ- 

. ლისთვისაც მართებულია ტოლობა 

ხ , 

IICი«თთ=Iდ)(თ(ნ) –– თC9)). (5.6 

დამტკიცება. ვთქვათ, თ(X) კლებადი ფუნქციაა. ნაწილობითი ინ- 
ტეგრების ფორმულის თანახმად, 

ხ ხ ' 

'I/თ ძთცა =/ფთ() – (თთრ) – |თ0იძ/ლი. 697 
ძ ძ '
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მაგრამ (5.5) ფორმულის ძალით, არსებობს (ი, ხ1 სიამ : ა 

წერტილი, რომ ე Lთ, ხ) სეგმენტზე ისეთი L 

ხ 

|თთი| (X)=I(ხ)თ(ხ) –– I(0)თ(თ) +(თ(0)––თ(9)|/(C§). 
ძ 

თუ მიღებულ გამოსახულებას ჩავსვამთ (507) ტოლობაში, მივიღებთ 
(5.6) ტოლობას. , 

ადვილი მისახვედრია, რომ (5.6) ფორმულა მართებულია იმ შემთხ- 
ვევამიაც, როცა თ(X) ზრდადი ფუნქციაა (0, ხ| სეგმენტზე. 

(5.3), (5.4) და (5.60, ფორმულებს ვუწოდოთ საშუალო მნიშვნელო– 
ბის მეორე ფორმულები, 

§ 0, სტილტიესის განუსაზღქრელი ინტებრალი ' 7 

ვთქვათ, IX) ფუნქცია ინტეგრებადია (თ, ხ1 სეგმენტზე თ(X) ფუენქ- 
ციის მიმართ. მე-2 თეორემის ძალით /(X) ინტეგრებადია თ(X) ფუნქციის 
მიმართ ნებისმიერ (ძ, XI სეგმენტზე, სადაც ძი <:X<-ხ. ფუნქციას 

”ო=6+ |Iრძიდ, 
ძ 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია ეწოდება სტილტიესის განუსა- 
ზღვრელი ინტეგრალი MC) ფუნქციისა თ) ფუნქციის მიმართ. 

თეორემა 18, თუ (0,6) სეგმენტზე შემოსახღვრული (() 

ფუნქცია ინტეგრებადია ამ სეგმენტზე სასრული ვარი- 

აციის თლ) ფუნქციის მიმართ, მაშინ (>) ფუნქციის გა- 

ნუსაზღვრელი ინტეგრალი თ(I) ფუნქციის მიმართ იქნე- 

ბა ფუნქცია სასრული ვარიაციით (0, ხ)-ხზე. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 

« 8 · 

ნფ=6+ |Iიძთი, 6C<X<ხ. 
ძი 

გავყოთ (თ, ხ1 სეგმენტი ქვესეგმენტებად შემდეგი წერტილებით 

ძ=X-<X1< · · · <Xგ==ხ.
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სამუალო მნიშვნელობის პირველი ფორმულის თანახმად, | 

( 

(ჩფა –ჩრი)1=|) | (იძი | CMV თ, 
- ჰ+V.-I 
+X-I 

სადაც 

M= 5სი ი! 
ი<X<ხ 

მაშასადამე, 
” 

2)Iჩთ) – ნV. ა)I< MVCრ. 

L=) 

მიღებული უტოლობა ამტკიცებს თეორემას. 

თეორემა 11. თუ |0ი, ხხ) სეგმენტზე შემოსაზღვრული ((ა 
ფუნქცია ინტეგრებადია ა?სეგმენტზე უწყვეტი სსასრუ- 
ლი ვარიაციის თ(X) ფუნქციის მიმართ, მაშინ /(:) ფუნჟ- 

ციის განუსაზღვრელი ინტეგრალი თ(X-ის მიმართ იჭქნე- 

ბა უწყვეტი ფენქცია. 
დამტკიცება, ვთქვათ, X- არის (ლ, ხ) სეგმენტის ნებისმიერი 

წერტილი, ცხადია, რომ 

ჯ 
|I”Cე –– ”(XI) | << # V (თ), 

%6 
სადაც 

M= 5სი |I(MI. 
0==X=ხ 

Xჯ · 
თ(X) ფუნქციის უწყეტობის გამო, IIIC. V(თ)=0 და, მაშასადამე, · 

X-Xე Xე 

110) /(0=#ჩ(X). 
X-–-X 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 15. თუ უწყვეტი /() ფუნქციაინტეგრებადია 
(ი, ხ01) სეგმენტზე სასრული ვარიაციის CV) ფენქციის 
მიმართ, მაშინ /(»). ფუნქციის განუსაზღვრელი ინტე- 

გრალი თ(X) ფუნქციის ,მიმართ იქნება უწყვეტი Cთ(V) 

ფუნქციის უწყვეტობის წერტილებში, ხოლო აღნიშნუ-
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ლი განუსაზღვრელი ინტეგრალი ჯე. წერტილში წყვე- 

ტილია, როდესაც /(X)#0 და Cთ(X) ფუნქციისათვის ჯე არის 

წყვეტის წერტილი. 
დამტკიცება. ამ თეორემის პირველი ნაწილი მე– 14. თეორე იმის. 

შედეგია. გადავიდეთ თეორემის მეორე ნაწილის დამტკიცებაზე. 
ვთქვათ, Xი-ჯ0, I(Vა)#0, ამასთანავე ჯე წარმოადგენს თ(X) ფუნქციის 

წყვეტის წერტილს. განვესახღგროთ ორი ფუნქცია ჩ(X) და (XV) შემდეგ– 
ნაირად: 

CL(CXა––-), თუ X=Xე, 

თ(ი),) თუ ძ<X<X, , = 
Cთ(X)–-თ(Vა+)+Cთ(X-–), თუ +. <X <ხ, 

0, თუ 9ძ<-X<X. 

CთCV)--თ(XVე-–), თუ X:-=X-, 

Cთ(Xი-L)--თო(Xე–-), თუ Xა<X < ხ. 

+X(X)=- 

  

ჩიე და X(X) ფუნქციები წარმოადგენენ ფუნქციებს სასრული ვარიაციით. 
ცხადია, რომ 

თ(0=ჩ(ი0+ჯლი. 
აღვნიშნოთ 0(ჯX), ხ() და CC) სიმბოლოებით (იე ფუნქციის განუსაზღ- 
ვრელი ინტეგრალები შესაბამისად C(X), ჩ8(X) და V(2) ფუნქციების მი- 

მართ. ცხადია, რომ 

თ(ი)=ხ(X)--( (ე. 

რადგანაც ჩ(X) უწყვეტია X- წერტილში, ამიტომ ხ(X) ფუნქციაც უწყვე– 
ტია იმავე წერტილში. მეორე მხრით, 

C მუდმივს, როცა ი<:X<X,),“ 

C(I)= 1 C+I(Xე)(თ(Xი)--თ(+ს-–-)), როდესაც X=X), 

C-+)ICX))Iთ(XაL)---თ(Xა–)), როდესაც Xა<X<ხ. 

აქედან ცხადია, რომ C(ი0) წყვეტილია ჯ- წერტილში. მაშასადამე, 0(X)- 
ფუნქცია წყვეტილია +. წერტილში და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ უწყვეტი MX) ფუნქცია ინტეგრებადია (ი, ხ) 
სეგმენტზე სასრული ვარიაციის თ(X) ფუნქციის მი- 
მართ, მაშინ (ე ფუნქციის თ(ე-ის მიმართ განუსაზღვრე-. 
ლი ინტეგრალის ნახტომთა 5() ფუნქციას აქვს სახე
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§6ე=/(9)|თ (+) –– თ(9))+ #) წ) (თის) –– თის – )1+ 
. X<Xჯ 

+!0ე0 (თლე – თX-–),) ძთ<X<ხ, 

სადაც X%, XX)... წარმოადგენენ თ() ფუნქციის წყვ ეტის 

წერტილებს. · 
ადვილი მისახვედრია, რომ თ(X) – 500) არის /0) ფუნქციის სტილ- 

ტიესის განუსაზღვრელი ინტეგრალი თ(X) –- 5(X) ფუნქციის მიმართ, სა- 
დაც 5(0X) წარმოადგენს თ(X) ფუნქციის ნახტომთა ფუნქციას. 

§ 7, სტილტიესის ინტეგრალის გამოთვლა 

თეორემა 16. თუ IX) ფუნქცია უწყვეტია (0, 6) სეგმენტ- 
ზე, ხოლო VCთ(X;) იმავე სეგმენტზე სასრულია და ყოველ“ 

'(თ, 0)), (C,, C-),..., (––, ხ) ინტერვალზე მუდმივია, სადაც 
·"ძ<თ<C<.:.:·<6<ხ, მაშინ მართებულია ტოლობა 

| /0«თთ =/((Cთ(9+) – თ(91+/(9)IXI(6) –-თ(6 ––)1+ 

+ 2, I(თ) (თ(C--+) –– თ(C ––)|. (7.1) 
„ხ=1 : 

და მტკიცება. ადვილი დასამტკიცებელია, რომ 

ხ - 
V(Cთ)=Iთ(ძ--) ––თ(0) | + |თ(ხ)–– თხ ––)I + 

+ 2) (Iთ6) – თ –)I+|=C+) – თ(ზა!!. 
ჩ=1) 

მაშასადამე, თ(X) არის ფუნქცია სასრული ვარიაციით (თი, ხI) სეგმენტზე 

“და ამიტომ /(X) ფუნქცია ინტეგრებადია (თ, ხ) სეგმენტზე თ() „ფუნქ- 
ციის მიმართ. იოდი, რომ 

#,--I C 

წიართ- 2, L I(CX) ძთდ, (7.2) 
ჩ=1 თ.) ' 

სადაც C.=0, ი C.=ს.
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6 

გამოვთვალოთ ინტეგრალი (LIთ ძთნ0). ამისათვის (2;-,კ, C.) სეგ–- 

CM 
შენტი დავყოთ ქვესეგმენტებად წერტილებით C,-1=Xე<X1 <· · · <X„= 
=0 და შევადგინოთ სტილტიესის ჯამი: 

8= 2)I/60IთCთ) – თ0M-)), 
#=1 

სადაც X;-1<:,<X;. ცხადია, რომ 

5=/(§) (თ(CXI) –– თ(6--1)|+/(§>) IთCC,) ––თCXო - 1) 

რადგან სხვა შესაკრებები ისპობა. ამ ტოლობაში თუ გადავალთ ზღვარზე, 

როცა #->0, მივიღებთ: 

«+ 

( IX ძთ0ე=I(9.)) Iთ(CC--IL+) –– თ(> -.))+I/(C.) (C(C) ––თ(C, –)!. 

<CIL-1 

მაშასადამე, თუ გავითვალისწინებთ (7.2) ტოლობას, მივიღებთ (7.1). 

- თეორემა 17. თუ MX) ფუნქცია უწყვეტია (ი, ხ) სეგმენტ 
%ე, ხოლო თ(1) აბსოლუტურად. ეწყვეტია იმავე სეგმენ- 

ტზე, მაშინ 

ხ ხ 

( /თ ძიო=| (ი 9X ფ-3 
' ი ი 

'სადაც ტოლობის მარჯვენა ნაწილში ლებეგის ინტეგ- 

რალია. 

დამტკიცება. გავყოთ (0, 6) სეგმენტი ქვესეგმენტებად წერტი– 
ლებით თ=Xა<X1<..'' <ჯ,=ხ. გვაქვს: 

ჩი ” » 

§-%)/და (თი) –თ(ი-ა1= 2) წ) | თ000ი  X-ა<ნაCX- 
ს--1 =1 XI-I 

მაშასადამე, 
„ L4% 

L=1 IX... 

ხ – , 

8. წწითლეძი= 2, | IC -/ი თრი (24)
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თუ თ ფუნქცია განიცდის წყვეტას X=ხ წერტილში, 
მასთან თ(ნ-–-–) სასრულია, ხოლო (ი, 0) შუალეღის ყო- 

ველ წერტილში არსებობს თI(X) და იგი შემოსაზღვრე- 
ლია აღნიშნულ მ უალედში, მაშინ მართებულია ტო- 
ლობა 

ხ ხ 

(II ძით = | /60 თ დე ძX+/(6) Iთ(ხ) ––-თ(6 ––)I. C.7) 
« “ 

დასასრულს, თუ «Cე) ფუნქცია წყვეტილია ძ<ლფ<0<.--..< 

<თა<ხ0 წერტილებში, ხოლო (ძი, ხ)–-I0, 0ს ი6.... რა, ჩხ) 

სიმრავლეზე აჭვსშემოსაზღერელი - “(ე წარმოებული, 

მაშინ ადგილი აქეს .ტოლობას 

ხ ხ 

I (00 ძთ(0= | წლე) >") ძX+/(6) 1თ(0+) – თ(0)1+ 
“V ძი 

-LI(6) (თ(6) –– (6 ––11+ 2 I(C) Iთ(C0 +) – თ(– –)I. (7.8, 
M#=>1 

X? ძთ (+), სადაც თCC) = მაგალითი 1. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

ი
.
ა
”
 

ლ“ 
=X9) როდესაც 1<X<3 და თ(0=4, თუ ჯ=1. 

თ(X) ფუნქცია წვვეტას განიცდის X=1 წერტილში. (7.5) ფორმულის 
ძალით, 

ვ „3 
ი ” ი" 3 3 7! 

I X"ძთ C0=L კმივაბძა+-1%მ-0= --- | –3= -- =142,2. 
1 ჯ 5 1 5 

2 

'მა გალითი 9, გამოვთვალოთ ინტეგრალი – ძთ (ე, სადაც თ(3= 
I · · 

· – 

=X?2, როდესაც –-1<X<2 და C(2)=0. 
(7. 7) ფორმულის თანახმად, 

2 2 

I» ძთ (+) = L X-2XძXM+2.I10--41= –-2. 
–1 –
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აქედან 

§- ნათი რ|<0 |. IთIX) I ძ+, 

XI-I =
>
 

სადაც 

' 0=%)მX (0), 00,..., 0», 

ხოლო 0, (#=1, 2,->-, /) არის /(X) ფუნქციის რხევა IX... X.I სეგ- 
მენტზე. რადგანაც MX) ფუნქცია უწყვეტია (თ, ხ) სეგმენტზე, ამიტომ 
11010 =0 და, მამასადამე, თუ' (7.4) „ტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, 
7-0 

როცა 2->0, მივიღებთ (7.3) ტოლობას. 

_ თეორემა 18. თუ I) ფუნქცია უწყვეტია (თ, ხ) სეგმენტ- 
, ხოლო თუე წყვეტილია X=0 წერტილში, მასთან თ(ი+) 
არილი და“ (0, ხ) შუალედის ყოველ წერტილში არ- 

სებობს Cთ(X) და იგი შემოსაზღვრულია აღნიშნულ შუა- 

ლედში, მაშინ 

ხ 

( ICX) ძთ ხე=| IC0 თ (X) ძX-LI(C0) |თ(0+) –– თ(თ)1. (7.5) 

ძ · ძ . 

დამტკიცება. განვსაზღვროთ თ"(X) ფუნქლია შემდეგნაირად: 

თც)= თ(», როცა ი<XC<ხ, 

თ(თ+), როცა X=თ. 

ცხადია, რომ თ”წ0) ფუნქცია აბსოლუტურად უწყვეტია (თ, 6) სეგმენტ– 

ზე და ამიტომ მე-17 თეორემის ძალით, 

წაროი- წთათ ძX. (7.6) 

მეორე მხრით, 

” ” 

ს? ” > 

5= 2, #C)) (C0ე) –– (XL-1)1= 2?) /(6,) (თღ" 6) –– "(XI -)1:+ 

+/C1)Iთ(0-+L) – თ(ი)I. 

ამ უკანასკნელ ტოლობაში თუ ზღვარზე გადავალთ, როცა 7->0 და გა- 

ვითეალისწინებთ (7.6) ტოლობას, მივიღებთ (7.5) ტოლობას..
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§ 8. ზღვარზე გადასვლა სტილტიესის ინტებგრალის ნიშნის ქვეფ 

თეორემა 19. თუ (ი, ხ| სეგმენტზე უწყვეტ ფუნქციათა 
მიმდევრობა I/XX) თანაბრად კრებადია იმავე სეგმენ- 

ტზე /X ფუნქციისაკენ, ხოლო Cთ(C) წარმოადგენს ფუნქ- 
ციას სასრული ვარიაციით, მაშინ 

ხ ხ ? 

I „(ე ძ = ძ · „ი 1 ჩო თ(ლ0= IC თი. ტ-ს 

დამტკიცება. ცნობილი თეორემის თანახმად, /(»წ) ფუნქცია უწყვე– 

ტია (ძი, 61 სეგმენტზე. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

M, = თმX კოთ /თI. 
ი=ჯ<ხ 

რადგანაც ფუნქციათა აღებული მიმდევრობა თანაბრად კრებადია IX 
ფუნქციისაკენ (ძი, ხ1 სეგმენტზე, ამიტომ _ 

1401 VI „=0. 86.» 
ჩ-თ 

მემდეგ, მე-10 თეორემის ძალით, 

ხ ხ 
ხ 

| /წთძთთ – | (ი ძთდ)| <M»V CI), (8.3 
ძ ძ 4 

და თუ გავითვალისწინებთ (8.2) ტოლობას, (8.3) უტოლობიდან მიიღება 

(8.1) ტოლობა. 
თეორემა 90 (ჰელი). თუ (0, ხ) სეგმენტზე / ფუნქცია 

უწყვეტია დასასრული ვარიაციის ფუნქციათა მიმდეე– 
რობა (თე(X) კრებადია სასრულთ(ლ() ფეუნქციისაკენ (0, ხ) 

· - ხ ' 

სეგმენტზე დაყოველი #-თვის V(C,)<M, სადაც # რაიმე 
ძ / 

დადებითი რიცხვია, მაშინ 

ხ ხ 

11თ IIთ ძთა(X)= (Iთ ძთCლე- , (8.4) 
ჩ-დ<3 9
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ხ 
დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ, რომ VC)<#- ამისათვის (თ, ხ) 

სეგმენტი დავყოთ ქვესეგმენტებად შემდეგი წერტილებით: თ=-Xა<XL< 
<.. ი<+ფ= ხ: გვაქვს 

მერთ - თაი ა|<% (6=1, 2,--»). 
L#==1 

თუ ამ უტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როცა #->C, მივიღებთ 

2) თხა -–-თC%-)I<#. 
1=1 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 
ხ 

V C6)<#. 
ძ 

ახლა ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი რიცხვი § და (თ, ხ) სეგმენტი. 

გავყოთ 6C=X <X% <- ·-<X.ა=ხ წერტილებით IXს-), XI სეგმენტებად. 
ისე, რომ ყოველ მათგანჰი /(ჯ) ფუნქციის რხევა ნაკლები იყოს 2 რიცხ– 

ვზე, მაშინ 

(ირ თ= > ( (ნა /0- სართ+2: ჩCV- ი ძთლი- 
ჩლ=I X..„ -I 

მაგრამ 

L ძთ (2=თ0ღ (9) –– თ C(C.-)).. 
“..- 

ამის გარდა, IM, XII სეგმენტზე 

I/0ე –– IV.) 1< 5C 

და, მაშასადამე, მე-10 თეორემის ძალით, 

I ( თ –/C-ა)ძთლი | <-უ; V რა. 
X XI-I .-1



თ. XVIII. სტილტიესის «ინტეგრალი 

(>, X) წყო ი ა)ძთლი <5 
== ?% 

და "ამიტომ 

ხ ” , 

- LV ლ. 17 ძთლე= 2) /CV აIთლსა ––თ0%-)14-0- >> 
“ი #ჩ=1 

სადაც |61<-1. 

ანალოგიურად ვაჩვენოთ, რომ 

' ხ 

(ა ძთ,, (X= გეი. ჩა (თ. (ხ0)– თა(V- 1)I+60,:· => 

ლ _ - ' 

სადაც |0,1) <1. 
შემდეგ, შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი ნატურალური რიცხვი M, რომ 

ადგილი ჰქონდეს უტოლობას: 

”'! 

I | · 
| 3) ICXI-)) IC, (XI) –– თი CV -1)| –– 2, MX -)) (თ(Mა) –– თის -)) |< - –“ 3 

–ჩ=. ლ 

როცა 72>V. მაშასადამე, თუ M>VM, გვექნება 

ხ ხ 

| | /იეძთ,დ– | /CაძთCა | <-, 
ი 'ძ 

ე. ი. მართებულია (8.4) ტოლობა. 

სავარჯიშო 

1. /(X) და თ(X) ფუნქციები განსაზღვრულია შემდეგნაირად: 

1, როდესაც – 1=X<0,. 
/ი= ( აც 

0, როდესაც 0<X=<1, 

0. როდესაც –-I <X2<0, 

თ00= | 1, როდესაც 0<7Xჯ2:1,
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8 
“1 

დაამტკიცეთ, რომ ინტეგრალი L I(X) ძთ (X) არ არსებობს. 

–I 

2 

9. გამოთვალეთ ინტეგრალი I X? ძთ (X), სადაც თ(X) განსაზღვრულია ასე 

0 

0, როღესაც 0=Xჯ<2; 

თთ= | 5, როდესაც X=2, 

პას უხი: 20.



თავი XIX 

დანჟუას ინტებრალები 

მე-16 თავში განვიხილეთ ისეთი ”(ჯწ) ფუნქციის მაგალითი, რომელსაც 

(0, 11 სეგმენტის ყოველ წერტილში აქვს სასრული #"(X) წარმოებული 
და ვაჩვენეთ, რომ ეს წარმოებული ჯამებადი არაა (0, 1) სეგმენტზე. 
ამრიგად, ლებეგის აზრით ინტეგრების ოპერაცია საზოგადოდ ვერ 
წყვეტს პირვანდელი ფუნქციის აღდგენის ამოცანას როდესაც პირვან- 
დელ ფუნქციას აქვს სასრული წარმოებული სეგმენტზე. 

1912 წელს ა. დანჟუამ (#. 006ი)0V) (35) მოგვცა ინტეგრების უფრო 
ზოგადი პროცესი, ვიდრე ლებეგის მიერ მოცემული პროცესია და უჩ- 

ვენა, რომ ეს პროცესი სავსებით წყვეტს პირვანდელი ფუნქციის აღდღ- 
გენის ამოცანას, როდესაც პირვანდელი ფუნქციის წარმოებული სასრუ- 

ლია სეგმენტზე. დანჟუას მიერ შემოღებულ ინტეგრალს უწოდებენ 

დანჟუას ვიწრო ინტეგრალს. 

1916 წელს ა. დანჟუამ (36) მოგვცა ინტეგრების კიდევ უფრო გზო- 

გადი პროცესი, რომელიც საშუალებას იძლევა აღვადგინოთ პირვანდელი 

ფუნქცია არა მარტო მისი ჩვეულებრივი წარმოებულის მიხედვით, არა– 

მედ მისი აპროქსიმატული წარმოებულითაც. დანჟუას მიერ შემოღებულ 

მეორე ინტეგრალს უწოდებენ დანჟუას ფართო, ინტეგრალს. 
1916 წელს ა. ხინჩინმა (27, 281 განიხილა ინტეგრალი, რომელიც 

დანჟუას ვიწრო და ფართო ინტეგრალების შორისულია. 

შევნიშნოთ, რომ დანჟუას მიერ მოცემული ინტეგრალის განსაზღვ– 

რა კონსტრუქციულია და იგი ეყრდნობა. ტრანსფინიტურ რიცხვთა თეო- 

რიას. დანჟუას ვიწრო და ფართო ინტეგრალების მეორენაირი განსაზღვ - 

რა, რომელიც წარმოიშვა ნ. ლუზინის (15), ა. ხინჩინისა |27, 28) და 

პ. რომანოვსკის (19) შრომების საფუძველზე, ცნობილია ინტეგრალის 

დესკრიპტიული განსაზღვრის სახელწოდებით და” ეყრდნობა ფუნქციის 

აბსოლუტური უწყვეტობის ცნების განზოგადებას და არა ტრანსფინი- 

ტურ რიცხვთა თეორიას. ' 

1923 წელს ლომანმა (LI. L00ი1მი) (49) განაზოგადა. დანჟუას ვიწრო 

ინტეგრალის ცნება ორი ცვლადის ფუნქციის შემთხვევისათვის, მის მიერ
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მოცემულია ინტეგრალის კონსტრუქციული განსაზღვრა ტრანსფინიტურ 
რიცხვთა თეორიაზე დაყრდნობით. 

1934 წელს მ. კრჟიჟანსკიმ (M. M#VC2V2205M41) (46, 47) მოგვცა დან- 
ჟუას ვიწრო ინტეგრალის დესკრიპტიული განსახღვრა ორი ცვლადის 

ფუნქციის შემთხვევაში. 

1936 წელს ს. კემპისტიმ (5. #6თიI5LV) (45) ააგო /-ჯერადი ინტეგ- 

რალის თეორია, რომელიც ანალოგიურია დანჟუას ვიწრო ინტეგრალის 
თეორიისა, ინტეგრალის განსაზღვრა დესკრიპტიულია. 

1941 წელს პ. რომანოვსკიმ (201) ააგო /#-ჯერადი ინტეგრალის თეო– 
რია, რომელიც წარმოადგენს დანეუას ვიწრო ინტეგრალის თეორიის 
განზოგადებას; 

რომანოვსკის მიერ მოცემული »-ჯერადი ინტეგრალის განსაზღვრა 
უფრო ზოგადი ხასიათისაა, ვიდრე კემპისტისა. | 

1947 წელს ამ წიგნის ავტორის მიერ (29) აგებული იყო ორჯერადი 
ინტეგრალის თეორია, რომელიც წარმოადგენს დანჟუას ფართო ინტეგ- 
რალის განზოგადებას, · 

ამ თავში მოცემულია მხოლოდ დანჟუას ინტეგრალთა თეორია. ამ 
თეორიის განზოგადებას მრავალი ცვლადის ფუნქციის შემთხვევაში, მისი 
სირთულის გამო, არ განვიხილავთ. 

§ 1. ფუნქციის ზედა და ქვედა აპროკჰსიმატული ზღვრები 

ვთქვათ, #" სივრცეში მოთავსებული დადებითი ზომის ნ სიმრავლე- 
ზე განსაზღვრულია ზომადი #”(X) ფუნქცია და Xე) იყოს # სიმრავლის 
სიმკვრივის წერტილი. #CI) ფუნქციის ზედა აპრო ქსიმატული 

ზღვარი ჯე წერტილში ეწოდება ისეთ ყ რიცხვთა (ყ=თ+Cთ სიდიდის 
ჩათვლით) სიმრავლის ზუსტ ქვედა საზღვარს, რომ (X:ჩ(X)>Vყ, XC) - 

სიმრავლისათვის ჯე დისპერსიის წერტილია, ხოლო #”(»X) ფუნქციის ქვე- 
და აპროქსიმა ტული ზღვარი L) წერტილში ჰქვია ისეთ (| ყ რი-· 
ცხვთა (ყლ–-- C სიდიდის ჩათვლით) სიმრავლის ზუსტ ზედა საზღვარს, 

რომ (X:ჩ(«)<ყ, XC) სიმრავლისათვის X- დისპერსიის წერტილია. ამ 

ზღვრებს აღვნიშნავთ შესაბამისად სიმბოლოებით 

110 §სი მ0# V) და 1Iიი Iიწმი #(X). 
X-–-X. X-Xე 

თუ მხედველობაში მივიღებთ VII თავის მე-14 და მე-15 თ თეორემებს, 
ადვილად დავამტკიცებთ შემდეგ უტოლობათა მართებულობას: 

1Iი1 10 #(X) <. 110) IიI მი ჩ(X) <11თ 5სი მი / XV) <1Iთ §სი ჩ(ე. 
X--X- -X% - X--X) X-+Xე
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' როცა ჩ(X) ფუნჭციის ზედა და ქვედა აპროქსიმატული ზღვრები Xა 

წერტილში თანატოლია, მაშინ ამ ზღვრების საერთო მნიშვნელობას ეწო– 
დება #CX) ფუნქციის აპროქსიმატული ზღვარი ჯე წერტილში და 
აღინიშნება სიმბოლოთი III 80 # (ჯ). : 

X->Xე 
თეორემა 1. თუ X ხომადი ნ სიმრავლის სიმკვრივის 

წერტილია და #(0) ფუნქცია ზომადია #-ზე, მაშინ ამ 
ფუნქციის ზედა აპროქსიმატული ზღვარი ჯ წერტილში 
ისეთ ყ რიცხვთა სიმრავლის ზუსტი ქვედა საზღვარია, 
რომ IX:ჩC0)<ყ, XCნI) სიმ რავლისათვის ჯე იქნება სიმკვრი– 
ვის წერტილი. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 

1101. 5სი 80#(X)=L. 
X-X) 

მაშინ ჟოველი ყ რიცხვისათვის, რომელიც L რიცხვს. აღემატება, Xე იქ- 

ნება (IX: ”C)>V, XC6) სიმრავლეს დისპერსიის წერტილია, ხოლო #4(ყ)= 

=I!X: /(X) < ყ, XC6ნ) სიმრავლასათვის კი სამკვრივის წერტუალე. ამი- 

ტომ იმ ყ რეცხვთა სემრავლის ზუსტე ქვედა საზღვარი, რომელთათვის: 
4#(ყ) სიმრავლეს ჯე წერტილი აქეს სიმკვრევის წერტილად, იქნება # 

რიცხვი. · 

ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ თუ X წერტილი # სიმ,რავ- 
ლის სიმკვრივის წერტილია, მაშინ ”#(CX) ფუნქციის ქვედა 

აპროქსიმატული ზღვარი ჯე წერტილში ისეთ ყ რიცხვ- 

თა სიმრავლის ზუსტი ზედა საზღვარია, რომ |(X:VC) >Vყ, 
X66) სიმრავლისათვის ჯა-იქნება სიმკვრივის წერტილი. 

თეორემა 9. ვთქვათ, #C) ფუნქცია ზომადია # სიმრავ- 

ლეზე და ჯე ამ სიმრავლის სიმკვრივის წერტილია. იმი- 

სათვის რომ L რიცხვი იყოს #”#(C) ფუნქციის აპროქსიმა- 

ტული ზღვარი ჯე, წერტილში, აუცილებელია და საკმარი- 

სი, რომ ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის ჯე წარმოად- 

გენდეს #MC)=X:L-–-6C<”V0C)< #+6, XCნ) სიმრავლის სიმკე- 
რივის წერტილს. 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, 

L არის #Vთ) ფუნქციის აპროქსიმატულია ზღვარა X) წერტილში, მაშინ 

ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის #M)(8)=(X: ”(X) > L-–- ს, XC5) და 
//,(6)=IX : ” XV) < L+6, XC) სიმრავლეებს X5 ექნებათ სიმკვრივის 

წერტილად და რაკი M(6)==7/7)(5) (1 7/-(6), ამიტომ. X, იქნება M(6) სიმ- 

რავლის სიმკვრივის წერტილი. პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია.



§ 1. ფუნქციის ზედა და ქვედა აპროქსიმატული ზღერები 581. 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა დავუშვათ, რომ ყოველი 
დადებითი 6 რიცხვისათვის /7(6) სიმრავლეს X» წერტილი აქეს სიმკვრი- 
ვის წერტილად. დავამტკიცოთ, რომ L რიცხვი ჩ”ჩ(X) ფუნქციის აპროქ- 
სიმატული ზღვარია Xე წერტილში. ცხადია, +. წარმოადგენს //I(6) და 
#M5(8) სიმრავლეების სიმკვრივის წერტილს. აქედან 1-ლი თეორემის თა- 
ნახმად, დავასკვნით, რომ # იქნება #”(X) ფუნქციის აპროქსიმატული 
ზღვარი ჯ. წერტილში. ამით პირობის საკმარისობაც დამტკიცებულია. 

თეორემა 8. ვთქვათ, X წერტილი ზომადი:-ჩ სიმრავლის 

სიმკვრივის წერტილია, ხოლო ”#(X) ფუნქცია ზომადია 
ნ-ზე. იმისათვის რომ L რიცხვი იყოს #(ი) ფუნქციის აპ- 

როქსიმატული ზღვარი X, წერტილში, აუცილებელია და 

ს აკმარისი, რომ არსებობდეს # სიმრავლის ისეთი 7 ნა- 

"წილი, რომლისთვისაც X სიმკვრივის წერტილია და, გარდა 

ამისა, 
1I0ი /(ი=L. 
X-–X% 
ჯნM 

დამტკიცება. ვთქვათ, 

·- 11ი180/(X)=#. 
"X-–Xი 

მაშინ მე-2 "თეორემის თანახმად, ყოველი ნატურალური M რიცხვისათ., 

Xე იქნება 

ნ,=(ხ- –- < < წლე <L+ “6610 5( (%: +) 

სიმრავლის სიმკვრივის წერტილი. ცხადია, რომ 

II= ი ხი 
#L=1 

სიმრავლისათვის Xე წერტილი სიმკვრივის წერტილია. 

ავამტკიცოთ, რომ · . · 

დავამტკიც II0 LC0=L. ძ.1) 
X-X 
XჯCM 

ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი დღა ვთქვათ, ” ისეთი მთელი 

დადებითი რიცხვია, რომ –- <6. მაშინ. 8, სიმრავლის ნებისმიერი Xჯ 

წერტილისათვის გვექნებ» 
L-5<#Iე)<ჩს+86
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და, რაკი IM (0) 8ა„=ჩა, ამიტომ MM -–- (სა) სიმრავლის ყოველი # წერტი- 

ლისათვის, რომელიც აკმაყოფილებს უტოლობას იC, X) <–“ » გვექნება 
“ 

წელ” | <6. 

მაშასადამე, მართებულია (1.1) ტოლობა. პირობის აუცილებლობა დამ- 

ტკიცებულია. 
ახლა ვთქვათ, რომ არსებობს 6 სიმრავლეს ისეთი # ნაწილი, რომ- 

ლისთვისაც X- წერტილი სიმკვრივის წერტალეა და მართებულია (1.1) · 

ტოლობა. მაშინ ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი 

8>9, რომ #VC(8)=/ ი 5C>%; გ) სიმრავლეს ყოველე X წერტილისათვის 

გვექნება 
ხ–-C<IVC) <ჩ-+L6. 

რადგანაც X,) წარმოადგენ” /V(8§) სიმრავლის სიმკვრივის წერტილს, 

ამიტომ ჯე იქნება" აგრეთვე სიმკვრევის წერტილი (X:L–6<#VC"L) < 
<< + 8, XC6) სიმრავლისათვის. მაშასადამე, მე-2 თეორემის თანახმად, 

L იქნება #M(CX) ფუნქციის აპროქსიმატული ზღვარი X. წერტილში. თეო- 
რემა დამტკიცებულია. · 

9, ფუნქციის აპროქსიმატული წარმოებული, წარმოებული სიმრავლის მიმართ 

ვთქვათ, დადებითი ზომის წრფიე # სიმრავლეზე განსაზღვრული IV) 
ფუნქცია სასრულია 6-ზე. ავიღოთ # სიმრავლის სიმკვრივის Xე წერტი- 
ლი, X-C8. გამოსახულებებს” 

1Iთ 5სი მჩ #09 -–#ჩVI და III სეწგი -(90 == #”C). 
X-Xე 2-“% X-–-6ე X-–-% 

ეწოდება შესაბამისად #C>) ფუნქციის ზედა და ქვედა აპროქსიმა- 
ტული წარმოებულები X) წერტილში. ეს წარმოებულები აღვ- 

ნიშნოთ შესაბამისად ჩდ) და ჩიი'(X) სიმბოლოებით. 

თუ #Cთ) ფუნქციის ზედა და ქვედა აპროქსიმატულე წარმოებულე- 
ბი X წერტილში თანატოლია, მაშინ ამ წარმოებულების საერთო მნიშ- 

ვნელობას ეწოდება #C) ფუნქციის აპროქსიმატული წარმოებე- 

ლი X.ე წერტილში; იგი აღვნიშნოთ #X.ი” (X)) სიმბოლოთი. იმ შემთხვევა- 

ში, როდესაც #აიI(X.) სასრულია, I”(X) ფუნქციას ეწოდება ა პრო ქსი- 

მატულად წარმოებადი ჯე წერტილში. 

აპროქსიმატული წარმოებულის ცნება შემოღებული იყო დანჟუას და 

ხინჩინის მიერ.
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ახლა განვსახღვროთ ფუნქციის წარმოებული სიმრავლის მიმართ. 
ვთქვათ, წრფივ 6 სიმრავლეზე განსაზღვრული MC0ე ფუნქცია სასრუ- 
ლია 8-ზე და Xე არის 8 სიმრავლის დაგროვების წერტილი, რომელიც 

6-ს ეკუთვნის. გამოსახულებებს 

IIთ ვსი “90 == #0) და ყი (0,590 70) 
X-–X ჯXL“% X-Xე X-–-X% 
»XCჩნ X66 

ეწოდება შესაბამისად ”(X) ფუნქციის ზედა და ქვედა წარმოე- 
ბულები ჯე წერტილში # სიმრავლის მიმართ და ისინი აღინიშ- 

ნება შესაბამისად #ს,./”(X)) და 9. ”VI) სიმბოლოებით. 

თუ #0) ფუნქციის ზედა და ქვედა წარმოებულები Xა წერტილში 6 
სიმრავლის მიმართ თანატოლია, მაშინ ამ წარმოებულების საერთო 

მნიშვნელობას ეწოდება ”C) ფუნქციის წარმოებული ჯ.წერ- 
ტილში 8 სიმრავლის ,მიმართ და აღინიშნება MI. ჩ(CXე) სიმბო- 

ლოთი. იმ შემთხვევაში, როდესაც 0, ”CX) სასრულია, ჩ(X) ფუნქციას 
ეწოდება წარმოებადი X. წერტილში # სიმრავლის მიმართ.. 

თეორემა 4. თუ ზომად 6 სიმრავლეზე სასრული ზომადი 

ხე ფუნქცია თითქმის ყველგან ნ-ზე წარმოებადია # 

სიმრავლის მიმართ, მაშინ #(CV) აპროქსიმატულად წარ- 

მოებადია თითგმის ყველგან ჩ-ზე და თითქმის ყველგან 
ნ-ზე მართებულია ტოლობა 

ს» ICი=ჩაი" (ი. (2.1) 

დამტკიცება. თუ # სიმრავლე ნულზომისაა მაშინ თეორემა 

ტრივიალურია; ამიტომ ვიგულისხმოთ, რომ # სიმრავლე დადებითი 

ზომისაა. 

"ვთქვათ, % წარმოადგენს ნ სიმრავლის სიმკვრივის წერტილს (XC#ჩ), 

რომელზედაც არსებობს 8. ”#(Cჯ). რადგანაც 

ჩ,ჩთა= სთ -ო=#ჩ0), 
XX-ე %“% 
XჯCნ 

#(9) – ჩ(%) და მართებულია ტოლობა ამიტომ არსებობს 1IV) მი 
X-+·Xე –X% 

ჩაიICV)=#M #6 # IX): 

ლებეგის თეორემის ძალით, სიმრავლის თითქმის ყველა წერტილი ამ. 

სიმრავლის სიმკვრივის წერტილია და რაკი თითქმის ყველგან ჩ6-ზე არ-
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სებობს Mა9”(X, ამიტომ (2.1) ტოლობა მართებულია თითქმის ყველგან 

6-ზე. თეორემა დამტკიცებულია. , 

§ ვ. V8-ფუნკციები და V8M"-ფუნქციები 

ვთქვათ, წრფივ 8 სიმრავლეზე განსახღვრულია #(Cი) ფუნქცია, გან- 
ვიხილოთ ნებისმიერი წყვილ-წყვილად არაგადამფარავი იმ სეგმენტთა 

სასრული სისტემა | IთI წ» IL-) , რომელთა ბოლოები # სიმრავლეს. 

ეკუთვნის. შევადგინოთ ჯამი · ! 

” 

5=3) |ჩ(ზა – ჩ(თა|I. 
ხ=I “ 

ზემოთ აღნიშნულ სახის სეგმენტთა ყოველ სისტემას შეესაბამება არა- 

უარყოფითი რიცხვი 5. აღვნიშნოთ / სიმბოლოთი ყველა 5 რიცხვის 

სიმრავლე. #/I სიმრავლის ზუსტ ზედა საზღვარს ეწოდება #0) ფუნქ- 

ციის სუსტი ვარიაცია #8 სიმრავლეზე და იგი აღინიშნება VI(I,; ჩ) 

სიმბოლოთი. 

თუ VCV; ნ)<+Cდ, მაშინ #C0 ფუნქციას ეწოდება ფუნქცია სას- 
რული ვარიაციით ფართო აზრით # სიმრავლეზე, ან მოკლედ, 

V 8-ფუნქცია ნ სიმრავლეზე. 
ახლა ვთქვათ, #CX) ფუნქცია სასრულია. (ი, ხ) სეგმენტზე, რომელიც 

6 სიმრავლეს შეიცავს. განვიხილოთ ნებისმიერი წყვილ-წყვილად არა- 

გადამფარავი იმ სეგმენტთა სასრული სისტემა ((თ ჩ»I == რომელ-– 

თა ბოლოები # სიმრავლეს ეკუთვნის და შევადგინოთ ჯამი 

„” 

' თ«– 23)0(IIთ,, ჩ»1), 
ჩ=1 

სადაც 0(”;Iთ., ჩზLI) წარმოადგენს #C) ფუნქციის რხევას (თ,, ჩ+.) სეგ- 
მენტზე. ზემოთ აღნიშნული სახის სეგმენტთა ყოველ სისტემას შეესაბა- 

მება არაუარყოფითი რიცხვი თ. აღვნიშნოთ //% სიმბოლოთი ყველა თ 

რიცხვის სიმრავლე. MM სიმრავლის ზუსტ ზედა საზღვარს ეწოდება 

/”() ფუნქციის ძლიერი ვარიაცია# სიმრავლეზე და იგი აღინიშნე– 

ბა V “CV”; 6) სიმბოლოთი. /
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თუ VVV; ჩს)<+Cთ, მაშინ MC) ფუნქციას ეწოდება ფუნქცია“? 
სასრული ვარიაციით ჭიწრო აზრით # სიმრავლეზე, ან მოკ- 

ლედ, V8"-ფუნქცია 8 სიმრავლეზე. 

ადვილი შესამჩნევი, რომ თუ #(0) არის V8--ფუნქცია # სიმ- 
რავლეზე, იგი იქნება V8-ფუნქციაც იმავე სიმრავლეზე. 

შემდეგ, თუ 8 წარმოადგენს სეგმენტს, მაშინ #C) ფუნ– 
ქციისსუსტი და ძლიერი ვარიაციები ემთხვევა აბსო- 
ლუტურ ვარიაციას. 

თეორემა §. თუ #”C) ფუნქცია V8-–ფუნქციაა #6 სიმრავ- 

ლეზე, მაშინ იგი შემოსაზღვრულია #-ზე. : 
დამტკიცება. ავიღოთ სიმრავლის რაიმე ფიქსირებული ე · 

წერტილი. ცხადია სიმრავლის ნებისმიერი X წერტილისათვის მართე– 

ბულია უტოლობა 

Iჩ(0 –– ჩდ) | <VV, 6). 

აქედან ვღებულობთ 

IMC0 | ლ I”, (X)|+ VC; #). 

მაშასადამე, #00 ფუნქცია შემოსაზღვრულია 8 სიმრაქლეზე. 
თეორემა 6. თუ #”#C) არის V8-ფუნქცია (V8”-ფუნქცია- 

„ნ სიმრავლეზე, მაშინ იგი იქნება V8-ფუნქცია (V8”) 
ფუნქცია) 5 სიმრავლის ყოველ ქვესიმრავლეზე. 

ამ თეორემის დამტკიცებას მკითხველს ვანდობთ. 

თეორემა 7. თ უ IX) და –0) წარმოადგენს V8-ფუნქციებს 
ნ სიმრავლეზე, მაშინ მათი წრფივი კომბინაციაც იI(9ი+ 

+ხყლე იქნება V8-ფუნქცია #-ზე. 
დამტკიცება. ვთქვათ, 

ჯიცი=0I0ი0+ხწიი· 

და განვიხილოთ წყვილ-წყვილად არაგადამფარავი იმ სეგმენტთა სისტემ» 

(თს ჩL-, რომელთა ბოლოები სიმრავლეს ეკუთვნის. გვაქვს 

” ” · 

2))ჩ6ა –ჩCა|<)61 2)/60 – თ) I+I6I >) #60 -– 
#=1 =1 #=L1L 

–წდCა|<|9IVთ, ნ)+|ხIV(დ #ჩ)-



აქედან ცხადია, რომ 

VV, ნ)<|)თIVV, ნ)+)ხIVC, ნ)<+თ. 

მაშასადამე, ”0ე არის V 8-ფუნქცია #6-ზე: 

ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი 
თეორემა 8. თუ /(X) და (თ) არიან V8"-ფუნქციები #“სი! 

რავლეზე, მაშინ წრფივი. კომბინაცია 0ი/(ი0+ხყ(C) აგრეთვ 
V8%+%-ფ უნქციაა. 

თეორემა მ. წ სიმრავლეზე შემოსაზღვრული ზრდად 
#თ ფუნქციისათვის. არსებობს (C– დ, + თ) შუალედშ 
შემოსაზღვრული ზრდადი ფენქცია, რომელიც # სიმ 

რავლეზე ”(Cი ფუნქციას ემთხვევა. 
დამტკიცება. ნ სიმრავლის ყოველი X წერტილისათვის შემოვი 

ღოთ აღნიშვნა 

Mთო=C-თ, ი ნ (3.1 

და განვსაზღვროთ დიე ფუნქცია ასე: 

500 ”C), თუ I/I(0#V#, 
1C/I(X) · 

დ(X=! . , 
1ი(MCთ), თუ MICV)=#. 
(C8 

ცხადია, რომ თ(0) ფუნქცია შემოსაზღვრულია და ზრდადია (- თ 
+Cთ) შუალედში. ამის გარდა, თ(0=#C), როდესაც XCნ. თეორემ 

დამტკიცებულია. 
თეორემა 10. თუ #Cთ) ფუნქცია წარმოადგენს V8-ფუნქ 

ციას 8 სიმრავლეზე, მაშინ არსებობს ისეთი VI) ფუნქ 

ცია, რომელიც V8-ფუნქციაა (–თ, +Cთ) შუალედში და! 

სიმრავლეზე ”Cთ) ფუნქციას Iწემთხვევა. 
დამტკიცება. განვსაზღდვროთ MC) ფუნქცია ასე 

VI V(–; Mთ)), თუ /7/00#V#, 

0, თუ IIC0)=#, 

სადაც /I(X) სიმრავლე განსაზღვრულია (3.1) ტოლობით, ცხადია, VI/(ჯ 

ფუნქცია შემოსაზღვრულია და ზრდადია (-– 95, + თ) შუალედში 

ხოლო VI(0 ––- ” ი) ფუნქცია ზრდადია და შემოსაზღვრულია 8 სიმრავ. 

ლეზე. მაშასადამე, მე-9 თეორემის თანახმად, არსესობს ისეთი CთVC
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ფუნქცია, რომელიც ზრდადია და შემოსაზღვრულია (– =<, +Cთ) შუა- 
ლედში და 6 სიმრავლეზე ემთხვევა VI) –-– ”თე ფუნქციას. მაშასადამე, 

#MCI=VMV(ლი -– დი), როდესაც XCჩ. 

მაგრამ VC0 –– დით) ფუნქცია, როგორც სხვაობა ორი შემოსაზღვრული 

ზრდადი ფუნქციისა (- ==, +Cთ) შუალედში, იქნება V,8-ფუნქცია 
იმავე შუალედში და ამით თეორემა დამტკიცებულია. : 

თეორემა 11. თუსასრული ”#C) ფუნქცია V8-წ5-ფუნქციაა 

შემოსაზღვრულ # სიმრავლეზე, მაშინ იგი ი იქნება V8“- 

ფუნქცია # ჩაკეტვაზე. 
დამტკიცება. ვთქვათ, . , 

9=LიLჩ, ხ=5ს0 #ჩ. 

ცხადია, თ და ხ წერტილები 6 სიმრავლეს ეკუთვნის. ავიღოთ ნ სიმ- 
რავლის ნებისმიერი წერტილები 

ძ=0ძე<0,< ·-.· <მე=ხ 

და შემოვიღოთ აღნიშვნები 

ტბ=(თ, ხ), ბ.=|ძ, 0ძ.), #=1, 2, ·..., /. 

ადვილი შესამჩნევია რომ თუ 2.(16=#, მაშინ ბ.)06## და 

ბი.) ი 67#. 

ვთქვათ, 1=/ჩე<#)< ·.· <#,=#M ის ნომრებია #4, სეგმენტებისა,'რო- 

მელთათვის #, () 5#/ს, ხოლო /:</1< · ·· </კ იყოს იმ #4, სეგმენტების 

ნომრები, რომელთათვის 2, (ე) 85=/. - 

ყოველ #4#, (1) 8 სიმრავლიდან ავიღოთ ხ,, წერტილი და განვიხილოთ 

ტბ", = (ხა, ხი სეგმენტები (1=1, 2, ·--, ,). ადვილად დავრწმუნ- 
დებით, რომ 

, 
2)0(, ბა <0; ბა+0(6; ბა+ 220; ბ", 

ო! =1 ჩ:=1 

8 · = 

2)0Cთ-ბ/ა <«. 200, ბ"). 

“წა=1 ი”. ==1



მაშასადამე, 

„” , 

2ე0ლრბა<3 >10(წ, ბ',)+20(Cნ; ბ) < 3V"CC; ნ)+20(ჩ; ჩა- 
L=1 „1=1 

აქედან ვღებულობთ 

V CL; 6) <.3VVCVC; 6)+20C0-; ბა)< + Cთდ.- 

თეორემა დამტკიცებულია. , 

თეორემა 19. თუ MC) არის V8-ფუნქცია 8 სიმრავლეზე 
მაშინ თითქმის ყველგან #-ზე იგი წარმოებადია ჩ სიმ 
რავლის მიმართ. – 2 ' 

დამტკიცება. მე-10 თეორემის თანახმად არსებობს ისეთი Cთდ( 
ფუნქცი,ა რომელიც V 8-ფუნქცია (C- ლთ, 4+- =<) შუალედში და 
სიმრავლეზე ემთხეევა MC ე) ფუნქციას, ლებეგის თეორემის თანახმა: 

დიიე წარმოებადია თითქმის ყველგან (– =<, + თ) შუალედში და, მა 
შ ასადამე, იგი თითქმის ყველგან ჩ-ზე წარ?ოებადია წ სიმრავლის მი 
მართ. ამიტომ #(C») ფუნქცია თითქმის ყველგან #§-ზე იქნება წარმოება 

დი 8 სიმრავლის მიმართ. : · 
თეორემა 18. თუ #Cე არის V8“-ფუნქცია ჩაკეტილ შემო 

საზღვრულ #6 სიმრავლეზე, მაშინ თითქმის ყველგა' 
8-ზე იგი წარმოებადია. 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნები ძი=IიI 6, ხ=5V0 ს. ვთქვათ 
8), ჩე, ·.., მა, ·-. 6 სიმრავლის მოსახღვრე ინტერვალებია და განვ 

საზღვროთ /I(X) და /(X) ფუნქციები შემდეგნაირად: 

„თა, როდესაც XCბჯ (#=1, 2, · ·-), 
თთა= | 

ჩი), როდესაც XC#, 

Mთი=| MV,, როდესაც X»C8, (#=1, 2, -· ·), 

”(X), როდესაც XC#, 

სადაც თ და #, წარმოადგენენ შესაბამისად #CXი) ფუნქციის ზუსტ ქვე 

და და ზუსტ ზედა საზღვრებს 8» სეგმენტზე. . 
რადგანაც #(C#) არის V,8”-ფუნქცია 6 სიმრავლეზე, ამიტომ I/I(X 

და //(0) წარმოადგენენ V8“-ფუნქციებს (LC, ხ|) სეგმენტზე. მაშასადა 

მე, ლებეგის თეორემის თანახმად, თითქმის ყველგან (თ, ხ1 სეგმენტზ,
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არსებობს სასრული წარმოებულები /I(X) და /M'(#). კერძოდ, თითქმის 
ყველგან 6-ზე არსებობს სასრული წარმოებულები „IX და /VM”CV). 

„ აღვნიშნოთ 77-ით ს სიმრავლის იმ წერტილთა სიმრავლე, რომლებ- 
რ%ჩედაც სასრულია „IX დი” M'M((X. დავამტკიცოთ, რომ // სიმრავლის ყო– 
ველ X წერტილზე მართებულია ტოლობა 

III (X) =VVII(X). (3.2 

უთქვათ, LC/71. მაშინ 6-დან შეგვიძლია გამოვყოთ წერტილთა მიმდევრო– 

ბა (X,), რომელიც კრებადია § წე რტილისაკენ და, მაშასადამე, 

ი'და= სო ნაი) _ ე წთ #6) 
ჩი-თ #-“ ი-თ #6 ” 

#MV'I()=1Iთ MV,) =MCდ =სი”0ი= #(C) . 

ი-თ Xი–-ნ6, ი-თ +X.-§ 

აქედან გვაქვს იI(6)=##I(6). მაშასადამე, თითქმის ყველგან .8 სიმრავლე– 

ზე მართებულია (3.უ ტოლობა. ' 
შემდეგ, ცხადია, რომ (თ,ხ| სეგმენტის ყოველ X წერტილში მართე– 

ბულია უტოლობები - 
7? იI(X9<7#ჩ00 <Mლი. (3.3) 

კერძოდ, თუ X6Cჩ, მაშინ. 

M1(Xა-=ჯ#(X)=VMVCV). 

დავამტკიცოთ, რომ // სიმრავლის ყოველ ჯე. წერტილში მართებუ– 

ლია ტოლობა 

#"CXI) = (162) =/MVICXი) . 

რადგანაც. M1CVი)= I (Xე) =/M(X)), ამიტომ (3.3) უტოლობებედან გვექნება 

: 00 –– IX) < წ00 –– ჩ(+) < MC –– MC). (3.4) 

ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ X> ჯ#. მაშინ თუ (34) უტოლობის ყველა 

წევრს გავყოფთ X--Xა სხვაობაზე, გვექნება 

  

იI(X) –– MIX) < ჩ(0 – IV) < /#M(X) ––- M(X-) 

X-–-X X-–X X-– X% 

აქედან ვღებულობთ 
VI (Xა) <0" ჩ (XI) <> ნხ+”C) < MIC))-



მაგრამ, რაკი MI CXე)=/M'(X)), ამიტომ 

+LMC) = VI)... · 

ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ 

_ 0-წფ)=ი'ლხ)- 

მაშასადამე, # (Xე)ლ=V/IX). ამრიგად, / სიმრავლეზე #C0) ფუნქცია. 
წარმოებადია და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

„ თეორემა 14. თუ 8 სიმრავლეზე #(C) ფუნქცია ზომადია- 
და იგი V8-ფუნქეციაა ნ სიმრავლის რაიმე // ნაწილზე, 
მაშინ არსებობს ზომადი M სიმრავლე, //C–=/C=#, -რო- 

მელზედაც #(90 წარმოადგენს V8-ფუნქციას. ამის გარდა, 
თ) ფუნქცია აპროქსიმატ ულად წარმოებადია თითქმის. 

ყელგან #-ზე. | 
დამტკიცება. მე-10 თეორემის თანახმად არსებობს ისეთი Cთ(X) 

ფუნქცია, რომელიც V 8-ფუნქციაა (– <=, + თ) შუალედში და // სიმ– 

რავლის ყოველ X წერტილში მართებულია ტოლობა #(X)=%XVX). 
აღვნიშნოთ /I-ით 6 სიმრავლის იმ წერტილთა სიმრავლე, რომელ- 

თათვის #(X) = დცე. რაკი ”0) ფუნქცია ზომადია -ზე, იგე / სიმრავ- 
ლეზედაც ზომადია, და, მაშასადამე, ზომადია / სიმრავლე. ამის გარდა,. 
IC=MC%. ცხადია, #(X) წარმოადგენს V,8-ფუნქციას /# სიმრავლეზე. 
მაშასადამე, ლებეგის თეორემისა და მე-4 თეორემის თანახმად, · თითქ– 

მის ყველგან #-ზე არსებობს სასრული აპროქსიმატული წარმოებული 

M.ათ) და მეიLCე=9%'0ე). თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 4. V8C-ფუნქციები და V8C”#-ფუნქციები 

6 სიმრავლეზე განსახღვრულ ჩ0ე ფუნქციას ეწოდება ფუნ ქცია 
განზოგადებული სასრული ვარიაციით ფართო აზრით 

6 სიმრავლეზე, ან მოკლედ, V80-ფუნქცია წ სიმრავლეზე, თუ # 

წარმოიდგინება ისეთ სიმრავლეთა სასრული ან თვლადი სისტემის ჯამად, 

რომლებზედაც #(X) წარმოადგენს V 8-ფუნქციას. 

ახლა ვთქვათ, #C#) ფუნქცია სასრულია (თ, ხ) სეგმენტზე, რომელიც. 

6 სიმრავლეს შეიცავს. ჩეენ ვიტყვით, რომ #(X) არის ფ უნქცია გან– 

ზოგადებ ული სასრული ვარიაციით ვიწრო აზრით # სიმ– 

რავლეზე, ან მოკლედ, V 80+-ფუნქცია 8 სიმრავლეზე, თუ # წარ- 

მოიდგინება ისეთ სიმრავლეთა სასრული ან თვლადი სისტემის ჯამად, 

რომლებზედაც /(X) იქნება V 8+-ფუნქცია.



§ 5. #C ფუნქციები და #C" ფუნქციები 59L 

ადვილი დასამტკაცებელია შემდეგი დებულება: თუ #0, ”XX), 

-ს ჩა) წარმოადგენენ V860-ფუნქციებს (V80“-ფუნქ- 
ციებს) ნ სიმრავლეზე, მაშინ მათი წრფივი კომბინაცი> 

C)L,(9)--C5M2X(X)+· · ·+C»”„(I) და მათი ნამრავლი #)%X)-#ეVX)-.· 
„+. -ჩა(X) აგრეთვე V–V8C6-ფუნქციებია (V80“-ფუნქციებია) ნ 
სიმრავლეზე... 

თეორემა 16 (დანჟუა-ხინჩინი)., თუ ზომად 6 სიმრავლეზე ზო- 
მადი წიაფუნქცია V80-ფ უნქციაა #-ზე, მაშინ თითქმის. 

ყველგან #-ზე #(ი0 იქნება აპროქსიმატულად წარმოე– 

ბადი. : 
დამტკიცება, პირობის თანახმად, ”(X) არის V80-ფუნქცია ნ. 

სიმრავლეზე, ამიტომ 6 შეგვიძლია წარმოვადგინოთ ისეთ #ჯ სიმრავ-. 
ლეთა სასრული ან თვლადი სისტემის ჯამად, რომლებზედაც /#VC) იქნება. 
V 8-ფუნქცია. რაკი MC) ზომადია 68 სიმრავლეზე, ხოლო #ჩ,-ზე იგი V/5–- 

ფუნქციაა, ამიტომ მე-14 თეორემის თანახმად მოიძებნება ისეთი ზომა– 

დი M, სიმრავლე, ნ,=–M,C=ჩ6, რომ თითქმის ყველგან M,-ზე არსებობს 

სასრული აპროქსიმატული წარმოებული ჩ,იჩ(ი. შემდეგ, ცხადია, რომ. 

8= დ /MV/. 

“L 

“ მაშასადამე, თითქმის ყველგან 6-ზე არსებობს სასრული აპროქსიმა–- 

მატული წარმოებული #.იჩ(X). თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 16, (დანჟუა-ლუზინი), თუ MC) არის V 80"-ფ უნქცია 

ზომად ნ სიმრავლეზე, მაშინ #(ე წარმოებადია # სიმ- 

'რავლის თითქმის ყველა წერტილში. 

დამტკიცება. პირობის ძალით ”(X) წარმოადგენს V 80“-ფუნქციას 

8 სიმრავლეზე, ამიტომ # წარმოიდგინება ისეთ ჩ/ სიმრავლეთა სას- 

რული ან თვლადი სისტემის ჯამად, რომლებზედაც #(X) იქნება V8”- 

ფუნქცია. მე-11 თეორემის ძალით, შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ ყო- 

„ქელი 6/- სიმრავლე ჩაკეტილია. მაგრამ მე-13 თეორემის თანახმად #ICი) 

ფუნქცია წარმოებადია თითქმის ყველგან #„-ზე. მაშასადამე, #(ჯ) წარ- 

მოებადია თითქმის ყველგან ჩ6-ზე. თეორემა დამტკიცებულია. 

§ ნ. #C-ფუნქციები ღა #C%-ფუნძციები 

ნ სიმრავლეზე სასრულ #”(9) ფუნქციას ეწოდება აბსოლუტურად 

უწყვეტი ფართო აზრით 8 სიმრავლეზე, ან მოკლედ 4C- 

ფუნქცია 6-ზე, თუ ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისე–
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თი ”>0, რომ წყვილ-წყვილად არაგადამფარავი სეგმენტთა ყოველი 

სასრული ·სისტემისათვის IIთM ზ») I-V სადაც თ; და ჩ, წერტილები 

ი 
ს სიმრავლეს ეკუთვნის, უტოლობიდან 2 (ზა-– თ) <ი გამომდინარე– 

Mხ=1 

#2. 

ობს უტოლობა 3)1ჩ8ა – ჩCა | <6. 

#=>1 

ახლა ვთქვათ, ”CX) ფუნქცია სასრულია'(ძთ, ხ) სეგმენტზე. განვიხი- 

ლოთ რაიმე 6 სიმრავლე, რომელიც მოთავსებულია (თ, ხI სეგმენტზე. 

”თ ფუნქციას ეწოდება აბსოლუტურად უწყვეტი ვიწრო 
აზრით LL სიმრავლეზე ანუ 4#C”- ფუნქცია ნ-ზე, თუ ყოველი 
დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ი>0, რომ წყვილ-წყვი- 
ლად არაგადამფარავი სეგმენტთა ყოველი სასრული სისტემისათვის 

” 

| Iთ», ჩა I7_,, სადაც 66, ჩ-C6, უტოლობიდან 2) (8„-- თ, <ი გა“, 
M#=>1 

ი 

მომდინარეობს უტოლობა 2ე0C, IთI, ჩM))< 68. 

#=1 

ცხადია, რომ ყოველი 4C”-ფუნქცია 6 სიმრავლეზე იქნება · 4C- 
«ფუნქცია 6-ზე. 

თეორემა 17. თუ #(ლ0) არის 4C-–ფეუნქცია შემოსაზღვ- 

რულ ჩნ სიმრავლეზე, მაშინ ჩ(0ი იქნება V#ნ- ფუნქცია 

იმავე სიმრავლეზე. . 

დამტკიცება. რადგანაც # სიმრავლეზე MC) წარმოადგენ” /#C- 

ფუნქციას, ამიტომ არსებობს ისეთი M«>>0, რომ წყვილ-წყვილად არაგა- 

დამფარავი სეგმენტთა ყოველი სასრული სისტე მისათვის (Iთს ჩ».) I L 

.ი 

სადაც თ,6ჩ, წ66, უტოლობიდან 2, (,,-- თ) <M გამომდინარეობს 
ხ=1



_ § 5. 4C-ფენქციები და 4C%-ფუნქციები 593 

ჩ 

უტოლობა 2ე)Iწ(წა-– ჩCთ| <1. მაშასადამე, ყოველი 7 სეგმენტისი- 

#=>1 

თვის, რომლის სიგრძე წ -ზე ნაკლებია, გვექნება 

VV; 600ი)<1. 

6 სიმრავლის შემოსაზღვრ ფლობის გამო არსებობს ისეთი /” სეგმენტი, 
რომელიც შეიცავს 6 სიმრავლის ყველა წერტილს. I# სეგმენტი შეგვიძ- 
ლია „წარმოვადგინოთ როგორც ჯამი წყვილ-წყვილად არაგადამფარავი 

ისეთი სეგმენტისა I), #5, ..., I„, რომ თითოეული სეგმენტის სიგრძე 

იყოს I-ხე ნაკლები. მაგრამ VC”; 5VI) <1 (#=1,2,..., „) და, 
მაშასადამე, #”(M ფუნქცია შემოსაზღვრულია ჩ სიმრავლეზე, თუ შემო-. 
ვიღებთ აღნიშვნას 

M=5ს0!#ჩ(CიI, 
XC6 

გვექნება 
” 

VC-; ნ) < < >.VC; ნი ჩა+2MIM < M+20'M <+ თ. 
> 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 18. თუ #/0ე არის 4C"-ფუნქცია შემოსაზღვრ 
ლი ჩ სიმრავლეზე, მაშინ იგი ი იქნება V 5“ - ფუნქცია იმ. 

ვე სიმრავლეზე, 
დამტკიცება. რადგანაც · ჩცლე წარმოადგენს /#C”-ფუნქციას ნ 

სიმრავლეზე, კმიტომ არსებობს ისეთი M>0, რომ ყოველი # სეგმენტი-. 

სათვის, რომლის სიგრძე I-ზე ნაკლებია, გვექნება 

VI; 500/)<1 

ვთქვათ, 7ე არის უმცირესი სეგმენტი, რომელიც # სიმრავლეს შეიცავს, 

ხოლო M იყოს | (9 | ფუნქციის ზუსტი ზედა საზღვარი 6 სიმრავლეზე. 

დავყოთ #ე სეგმენტი ქვესეგმენტებად /), I». ..., #„ ისე, რომ თითოეუ- 

ლი ქვესეგმენტის სიგრძე, ნაკლები იყოს 1)-ხე. მაშინ გვექნება 

” 

VI; 6) < % VXCნ, წი12+20M < ი+2:M<+Cთ. 
V _.– 

#=) 

მაშასადამე, #Cე წარმოადგენს V8”-ფუნქციას. თეორემა დამტკიცე- 

ბულია. 

16, ვლ. ჭელიძე
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მართებულია შემდეგი დებულებები! 
1. თუ სიე, ჩა(ე,..., ძე წარმოადგენს 4C - ფუნქციებს 

(4C" -ფუნქციებს) ნ. სიმრავლეზე, მაშინ მათი წრფივი 

კომბინაცია C)ჩM)(9 + C:ჩა0ე + ··. +C,ჩ,თი და ნამრავლი 

ჩწლე:ჩალე...ჩ,თ) აგრეთვე 4C-ფუნქციებია (4C"-ფუნქცი- 
ებია) 6-ხზე. ' 

3. თუ #0) არის 4C-ფუნქცია (4C"-ფუნქცია) # სიმ- 
რავლეზე, მაშინ ჩიე იქნება 4C-ფუნქცია (4C”-ფუნქ- 

ცია) 5 სიმრავლის ყოველ ქვესიმრავლეზე. 
ვ. თუ ჩი ფუნქცია უწყვეტია ნ სიმრავლის 6 ჩაკეტ- 

ვაზე, ხოლო #ჩ-ზე იგი /#C-ფუნქციაა (4C”-ფუნქციაა), 

მაშინნ სიმრავლეზედაც ჩი) იქნება 4C-ფუნქცია 

' (46”-ფუნქცი».) 
ამ დებულებათა დამტკიცებას მკითხველს ვანდობთ. 

განსაზღვრა 1. რაიმე (თ, ხ) სეგმენტს ჩვენ ვუწოღებთ პი რვ ე- 
ლი გვარის სეგმენტს წრფივი 8 სიმრავლის მიმართ, თუ (0, ხ) 
ინტერვალი არ შეიცავს ნ სიმრავლის წერტილებს; სეგმენტი მეორე 

გვარისაა, თუ მისი ბოლოები # სიმრავლეს ეკუთვნის, ხოლო აღებულ 
სეგმენტს, ვუწოდებთ მესამე გვარის სეგმენტს, თუ მისი ერთი 

ბოლო მაინც 6 სიმრავლეს ეკუთვნის და (ძ, ნ) ინტერვალი  სიმრავ- 
ლის წერტილებს შეიცავს. 

ლემა, თუ (0, ხ) ინტერვალი ჩაკეტილი 6 სიმრავლის 
წერტილებს შეიცავს, მაშინ.(ი, ჩხ) სეგმენტი ისე შეგვი4ძ- 

ლია დავყოთ ქვესეგმენტებადღ, რომამ სეგმენტებიდან 
არაუმეტესიორისა იქნება მესამე გვარის სეგმენტები 
რაგინდ მცირე სიგრშძეებისა, არაუმეტესიორი სეგმენ- 
ტისა იქნება პირველი გვარის და ერთი სეგმენტი მეო- 
რე გვარისა. 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ თ და ჩ ასოებით ჩაკეტილი Iთ,ხIი #8 
სიმრავლის უმცირესი და უდიდესი ელემენტები. თუ თ=ძ და ჩ=ნ, მა– 
შინი, ხ|) სეგმენტი იქნება მეორე გვარის სეგმენტი და ამ შემთხვევი- 
სათვის ლემა მართებულია. 

ახლა ვთქვათ, ძ<თ, ზ<ხ. მაშინ ნებისმიერი დადებითი. 6 რიცხვისა- 

თვის არსებობს ისეთი თ' და ხ' რიცხვები, რომლებიც აკმაყოფილებენ 

უტოლობებს 

თძ<ი'<თ, ჩ<ხ<ხ, თ--ი<(6, ხ-- ჩ <8. 

ცხადია, (0, 0') და |ხ,, ხ) სეგმენტები პირველი გვარისაა, ვინაიდან
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(თ, 0) და (ს, ხ) ინტერვალები არ შეიცავენ 6 სიმრავლის წერტილებს; 

(თ, თ1 და (8, ხ') წარმოადგენენ მესამე გვარის სეგმენტებს, ხოლო 

(თ. ზ1) სეგმენტი მეორე გვარისაა. ასე რომ (თ, ხ) სეგმენტი დავყავით 
ხუთ სეგმენტად; ამათგან ორი სეგმენტი პირველი გვარის სეგმენტია, 
ერთი კი მეორე გვარისაა და ორი სეგმენტი მესამე გვარის სეგმენტე–- 
ბია რაგინდ მცირე სიგრძეებით. ამ შემთხვევაში ლემა დამტკაცებულია. 

თუ თ=ძთ ან ზ=ხ, ლემა მაშინაც მართებულია. 
თეორემა 18 (ვლ. ჭელიძე). ვთქვათ, 8 ჩაკეტილი სიმრავლეა 

და 6C(I0, ხ). თუ 7=(0,ხ) სეგმენტზე უწყვეტი #C) ფუნქ- 
ცია წარმოადგენს 4C-ფუნქციას როგორც #6 სიმრავ- 
ლეზე, ისე (/-8)) სიმრავლეზედაც, მაშინ /#VC) იქნება 

4C -ფუნქცია (0, ხ) სეგმენტზე!. 

დამტკიცება. რადგანაც #(C) ფუნქცია 4C-ფუნქციაა· ნ სიმ. 

რავლეზე, ამიტომ ნებისმიერი §>0 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი 
იჩ->0, რომ წყვილ-წყვილად არაგადამფარავი სეგმენტთა ყოველი სასრუ- 

ლი სისტემისათვის „7თ” ს), სადაც თ C ნ. ჩ.C6 (”=1,2, .. ,) 
ი 

უტოლობიდან 2, (8ზს-–თ)<"' გამომდინარეობს უტოლობა 

#==1 

” 

2ე166') –ჩრდა| <3-- C.1) 
#=1 

შემდეგ, რაკი #0ე წარმოადგენს #4C-ფუნქციას (L- #6) სიმრავ- 

ლეზე, ამიტომ აღებული §>0 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი უ”>0, 

რომ (I –– 6)? სამრავლეში მოთავსებული „წყვილ-წყვილად არაგადამფა– 

7 
რავი სე გმენტთა ყოველი სასრული სისტემისათვის (თ ს" უტო- 

”! 

ლობიდან 2,6” -– თა<ა” გამომდინარეობს უტოლობა 

#=! 

”. 

3)Iნ865ა–ჩფ"ა| < 3-· დ. 
#=1 

· 1 (/-- 8)9 სიმბოლოთი აღნიშნულია / –– 6 სიმრავლის ყველა შიგა წერტილის სიმ- 

ავლე.-
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ახლა განვიხილოთ (თ, ხ1) სეგმენტში მოთავსებული წყვილ-წყვილად 

არაგადამფარავი სეგმენტთა ნებისმიერი სასრული სისტემა 

Iთ,, ზი), (თა, ჩა, - .- IC, ზ»I, (5.3) 

ისეთი, რომ მართებული იყოს უტოლობა 

+“ 

?3I-– თ,)<%, 

· #=1 

სადაც 9 უმცირესია თ" და M“ რიცხვებს. შორის. დავამტკიცოთ, რომ 
· ” 

2)6(წ) – წდა | <6- (5.4) 
#= 

თუ (5-3) სეგმენტები პირველი ან მეორე გვარისაა ნ სიმრავლის მიმართ, 
მაშინ (5-1) და (5.2) უტოლობათა ძალით მართებულია (5.4) უტოლობა. 

თუკი (5.3) სეგმენტებიდან არცერთი არ არის არც პირველი და არც 
მეორე გვარისა, მაშინ, ლემის თანახმად, ყოველი ასეთი (თ,, ჩ,( სეგმენ- 

ტი შეგვიძლია დავყოთ ქვესეგმენტებად VI, ჩ(5I (1 < § < 5)ისე, რომ “ 
' : 

არაჟუმეტესი ორისა იქნება პირველია გვარის სეგმენტები, ერთი––მეორე 

გვარისა, ორი სეგმენტი კი მესამე გვარისა. ვთქვათ, ეს უკანასკნელი 

სეგმენტებია Iთ, ჩI'| და (თ; ზ'| და ისინი ისე ავარჩიოთ, რომ 

მართებული იყოს უტოლობები: | 

(წ) ჩ(თ"<--. #(ზ) -ჩ(')<-. 6-9 
გვაქვს: 

2; ჩ0ა–ჩრა| <2) 2) |6ე– ჩი 

+2)2)IM(8)– ჩრ)I+ 2.2, (0) – 649), 64 

სადაც ფიქსირებული _ (-თვის % გავრცელებულია პირველი გვარის 

  

” ) 
ყველა I", ()) სეგმენტზე, 2. კი მეორე გვარის ყველა |თ თი, “ 

სეგმენტზე-
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(5.5) უტოლობათა ძალით, 

  

  

  

2: 2. (წ )–ჩ()| < 212 <+- (5.7) 
| 1<5<2 ჯ 

ამის გარდა, 

2.2 ”) )-#(“) <<, (5.8) 

212) IM(V)–#(4')| <+-. = 
ვინაიდან 

“V 

2, 3. (წ –თ;) <. 2ეზ- თა<ოუ <ო 

L=I 

' დ 

25 (00-29) <2)6-«ა<5<» 
L=1 

მაშასადამე, (5.7) და (5.9) უტოლობათა თანახმად, მივიღებთ (5.4) უტო- 

ლობას. თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 19. თ უ ”C) არის #C-ფუნქცია (0, ხ) სეგმენტ- 

ზე და თითქმის ყველგან #,.(0 <0, მაშინ #(C0 იქნება 

კლებადი მოცემულ სეგმენტზე. 
დამტკიცება. პირობის თანახმად ”() არის 4C- ფუნქცია (0, ხ) 

სეგმენტზე, ამიტომ იგი იქნება V8-ფუნქცია იმავე სეგმენტზე. მა- 
შასადამე, ლებეგის თეორემის თანახმად თითქმის ყველგან Iთ, ხ) სეგ– 
მენტზე არსებობს სასრული წარმოებული #”(X). შემოვიღოთ აღნიშვნები 

ნხნ-IX:-- თ”<#”(LXი<+Cთ, XC(0, ხI), (606=IX:ნეი(X <-0). 

მაშინ · 

ILCI2)=IM(2)=ხ –– ძ. 

ვთქვათ, 5=/0 (0) 0. ცხადია, რომ I(5)=ხ–-ი და 8 სიმრავლის ყოველ 
X წერტილში ადგილი აქვს ტოლობას 

| ჯ#'ხე=Mს)იჩ(ი· 

ამრიგად, თითქმის ყველგან (თ, ხ) სეგმენტზე ”(X <0 და, ამიტომ, 

ლებეგის თეორემის თანახმად #I) ფუნქცია კლებადია მოცემულ სეგ- 

მენტზე. თეორემა დამტკიცებულია.
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შედეგი. თუ ჩნ) ფუნქცია 4C-ფუნქციაა (|ი,ხI სეჯ- 
მენტზე და თითქმის ყველგანსეგმენტზე #,იIC0ე >0, მ 
შინ ჩ(ნე იქნება ზრდადი მოცემულსეგმენტზე. 

მართლაც, განვიხილოთ ფუნქცი„. თC(C0= –- #ცე. ცხადია, · რომ. 
Mჩ.,დ(ა <0 თითქმის ყველგან (ძი, ხნ) სეგმენტზე და რაკი დიე წარ- 
მოადგენს 4C-ფუნქციას მოცემულ სეგმენტზე, ამიტომ ზემოდამტკი- 
ცებული თეორემის თანახმად თC(X) კლებადია სეგმენტზე. მაშასადამე, 

ჩილი იქნება ზრდადი ფუნქცია იმავე სეგმენტზე. ' 

თეორემა 90 (ვლ. ჭელიძე). თ უ #-=I(ძა, ხა| სეგმენტზე უწყვე- 
ტი ჩი) ფუნქცია 4C-ფუნქციაა #-მი მოთავსებულ ჩა- 
კეტილ ჩე სიმრავლეზე და თითქმის ყველგან #ეკ-ზე 
ჩ.ი ია) <0 და, ამის გარდა, #”Vე კლებადია (Iა-–– ნე) სიმ რავ- 
ლეზე, მაშინ მოცემული ფუნქცია კლებადია #7) სეგ- 
მენტზე. 

დამტკიცება. ავიღოთ I სეგმენტის ნებისმიერი ქვესეგმენტი 

(ით, ხ1) და დავამტკიცოთ, რომ 

X(6) –– წთ) «<0. (5.1თფ 
შემოვიღოთ აღნიშვნები : · 

ხ=ჩაი|Iი, ხ), /7=|(X: ჩაიჩწ0ე <0, XCჩ)) ი) (თ, 61. 

რაკი #0) წარმოადგენ” #C-ფუნქციას #ე სიმრავლეზე, ამიტომ იგი 

იქნება #C-ფუნქცია 8 სიმრავლეზედაც და, მაშასადამე, ყოველი §>0 
რიცხვისათვის არსებობს ისეთე 4>0, რომ წყვილ-წყვილად არაგადა- 

მფარავი სეგმენტთა ყოველი სასრული სისტემისათვის (თ. ს, , 

სადაც ი,Cნ, ხ.C8C (#=1, 2,..., MM), უტოლობიდან 2კხი–ძა<9 გა– 

- #=> 

მომდინარეობს უტოლობა 

” 

5) Iწხა–ჩრა|< >. -ტ.1) 
=) 

შემდეგ, ავიღოთ ისეთი ჩაკეტილი სიმრავლე #7” =//, რომ მართე- 

ბული იყოს უტოლობა 

#MV/)>VV0 – · (5.12)
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აღვნიშნოთ § ასოთი (ძი, ხ) სეგმენტში მოთავსებული IC, ჩ) სეგ- 
მენტთა სისტემა, რომელთათვის ადგილი აქვს უტოლობას 

ჩ(ს-–”Mთ <6(8–თV. (5.13) 

ცხადია, სეგმენტთა 5 სისტემა ფარავს #M% სიმრავლეს ვიტალის 

აზრით და, მაშასადამე, ვიტალის თეორემის თანახმად, ამ სისტემიდან 
შეგვიძლია გამოვყოთ სასრული სისტემა წყვილ-წყვილად არაგადამკვეთი 

ისეთი სეგმენტებისა (თკ, ჩ,)I, (თი, ჩე: ..., (თ,, ჩ,), რომ 

” 

2ენლთა--+ <ს < სIMI"იC ს (ს, ჩ.1)) +-1. (5.14) 
#=1 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

, იჩ, ., 
=6-/შისცს თ წა. (5.15) 

აქედან გვექნება , 

ჩ=6ნ"VVს (თს ჩა) 

- ი 
6ნXჯ სიმრავლე ჩაკეტილია, ამასთანავე 68% და #”7”0 LC, (თს ჩ.I) სიმ–- 

რავლეების საერთო წერტილები შეიძლება იყოს (თ, ჩ.I (6=1, 2, ... 7) 
სეგმენტების ბოლოები. 

შემდეგ, (5.12) და (5.14) უტოლობათა ძალით, (5.15ე1 ტოლობიდან 

გვაქვს: · 

ს(5%=ყ(6) – M#7"ი C 5 (თა. ჩ.)))=M(M#) –– 

” 

–M(M"იC ს Iთს წ) <6(45++7– სთუ–+|=+. 6.8 

ახლა 8% სიმრავლე დავფაროთ წყვილ-წყვილად არაგადამფარავი ისე– 

თი სეგმენტებით თ)“, ზI",1), Iთი, ჩ%-), ·--, (თბს, ჩ), რომ მართე- 
ბული იყოს უტოლობა 

ო 

2,6%-თ'ა<ს65 +. 
ხ=1
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აქედან, (5.16) უტოლობის თანახმად, 

“”V 

აანა–თტ<ი. 
#=1 

სეგმენტები Iთ.5" ჩ.”| (#=1, 2, ..., V) ისე შეგვიძლია შევარჩიოთ, 

რომ მათ საერთო შიგა წერტილები არ ჰქონდეთ (თ,, ჩ„,1I(6=1, 2, ... ·, /) 

სეგმენტებთან. ამის გარდა, შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 

II” ჩ'.)-ლI0, ხ) (#=1, 2, ..., ?). 

ი “ 
დავყოთ (თ, ხ1-- | 0 6, M)ს 0 (%”, ს) სიმრავლე. წყვილ- 

წყვილად არაგადამფარავ სეგმენტებათ. 

(იე" ხ,“), Iთა%, ხა“, --., იი“, ხი”. 
მაშინ 

„ “ ი 
I0,,ხ1=C ს IC», ზი VC ს, (თა, ს0(C ს Iთ", ხი”)). (5:17) 

სეგმენტები |თ.,, ჩ»), Iთ,”, ჩ,“), I0,", ხ,”) წყვილ-წყვილად არ ფარავენ 
ერთმანეთს, ამასთანავე ყოველი (0თ”,, ხ,“) სეგმენტი პირველი გვარისაა 
# სიმრავლის მიმართ. ამიტომ 

#(ნ,') –– ჩ(0,%) <0 ით=1, 2,,...,ეი 

და, მაშასადამე, 
ჩ 

2, Iჩწო – ჩრო!დი. (5.18 
1==1 

+ შემდეგ, ლემის ძალით, ყოველი |თ",, ჩ“,) სეგმენტი, რომელიც თა- 
ვის შიგნით შეიცავს ” სიმრავლის წერტილებს, შეგვიძლია დავყოთ 

ისეთ ქვესეგმენტებად (თ”,,, ჩ',,), რომლებიდან არაუმეტესი ორისა, 

მაგალითად, IC”,,), ზ”,.), Iთ”,ი, ჩ“,,:) იქნება მესამე გვარის სეგმენ- 

ტები იმდენა მცირე სიგრძეებით, რომ 

  

I#(ზ“ი,) – ” თ” #1) | <2 , |”დ"ცა –- ჩდ) ი) | <2 (5.19) „2/+1 : 

დანარჩენი სეგმენტებიდან, არაუმეტესი ორისა იქნება პირველი გვარის 

და ერთი სეგმენტი მეორე გვარისა.
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(5.17) ტოლობის თანახმად გვაქვს: 

” 
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ჩ(0) – ჩრფ= %) Iჩ წა – ჩCა1+3) თ (ნ6"ა – ჩთ",ა)+ 
#=1 ( 1<§<2 

+2; 2, Iწ6 პა ჩრია)+ 2, V (ჩC6",ა– ჩრბია)+ 

ი 

+2, |”6' ა – ჩრ”ე)I, 
(=1 

სადაც ფიქსირებული (L-თვის + გავრცელებულია პირველი 

(5.20» 

გვარის. 

ყვ ელა Iთ"ი., ჩ”იკ1 სეგმენტზე, 95, კი ყველა (C",,, ხ“„ა) სეგმენტ- 
ზე, რომლებიც წარმოადგენენ მეორე გვარის სეგმენტებს 8” სიმრავ– 

ლის მი მა” ოთ. რაკი 

2 თ (ჩ“ ხაე-თ ი) < 56 –თ,) < ოა, 

(=1 

ამიტომ 

2 > |L(8-ცე–- ჩCთ"ი)| < + 

შემდეგ, (5.19) უტოლობათა ძალით, 

2 2 |, ჩია -–-ჩრCი)|< - · 

( 1<§<2 

ამის გარდა, 

2, 96" ხა ჩდბია) <0. 

ამრიგად, (5.18), (5.21), (5.22) და (5.23) უტოლობათა ძალით. 

ტოლობიდან ვღებულობთ 
” 

ჩ(ხ)–– ”(0) < » (ჩM(ზა –– ჩ(თ,ა1 + 6. 

#=! 

(5.21). 

(5.22), 

(5.23). 

(5.20) 

(5.24,
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მაგრამ (5.13) და (5.14) უტოლობათა თანახმად, 

2 
ჩ 

2) (ჩ(ზა––ჩ”C)1 < ი> – თ)< 46Vო + 

#=) ჩ=) 

+-L<6(წი-თ+ + · 

მაშასადამე, (5.24) უტოლობიდან ვღებულობთ 

ჩ()--ჩ(ფ <9 ხა იი+ -L + !). 

აქედან, C-ის ნებისმიერობის გამო, გვაქვს 

#(ხ) ––#(ძ) <0. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 0. #CC-ფუნქციები და #ტCC67?-ფუნქციები 

6 სიმრავლეზე უწყვეტ #00 ფუნქციას ეწოდება განზოგადებე- 
ლი აბსოლუტურად უწყვეტი ფართო აზრით # სიმრავლეზე 

ანუ 4C6-ფუნქცია -ზე, თუ წარმოიდგინება ისეთ სიმრავლეთა სას- 
რული ან თვლადი სისტემის ჯამის სახით, რომლებზედაც #() არის 

4C-ფუნქცია. : 
ახლა ვთქვათ, „CV ფუნქცია უწყვეტია (თ, ხ) სე გმენტზე და #6 იყოს 

ამ სეგმენტში მოთავსებული რაიმე სიმრავლე. #MC#) ფუნქციას ქწოდება 

განზოგადებული აბსოლუტურად უწყვეტი # სიმრავლეზე 
ანუ #C0-ფუნქცია L-ზე, თუ ს წარმოიდგინება ისეთ სიმრავლეთა 
სასრული ან თვლადი სისტემის ჯამის სახით, რომლებზედაც #(C) არის 

-4C”-ფუნქცია. 

ადვილი დასამტკიცებელია შემდეგი დებულებები: , 
19 თუ #თ) არის #00-ფუნქცია (4C0' -ფუნქცია) # სიმ- 

რავლეზე, მაშინ ”C) იქნება V80-ფუნქცია (V80"-ფუნქ- 

ცია) იმავე სიმრავლეზე. 
9 თუ M)(X), #:(C0), ·.., /„(X) ფუნქციები 4C0-ფუნქცი- 

ებია (460“-ფუნქციებია) ნ-ზე, მაშინ წრფივი კომპბინა- 

ციაც #,წ)C0)-+4:”:0)+ '-· + რეჩათ) იქნება აგრეთვე 4C0- 
ფუნქცია (4607 –- ფუნქცია) იმავე 8 სიმრავლეზე. ' 

მე-15 თეორემის თანახმად, თ უ MC) არის 46C0- ფუნქცია ზო-
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მად # სიმრავლეზე, მაშინ იგი # სიმრავლის თითქმის 

ჟუჟველა ჯ წერტილში აპროქსი მატულად წარმოებადია. 

ასევე, მე-16 თეორემის თანახმად, თუ /(C() არის 4C07 -ფუნქ- 
ცია 5 სიმრავლეზე, მაშინ იგი თითქმის ყველგან წარ- 
მოებადია 6-ზე. ' 

ახლა ავაგოთ მაგალითი სეგმენტზე 4C0 - ფუნქციისა, რომელიც 

ჩვეულებრივი აზრით დიფერენცირებადი არ არის დადებითი ზომის 
სიმრავლეზე. 

განვიხილოთ დადებითი ზომის სრულყოფილი არსადმკვრივი შემო- 

საზღვრული # სიმრავლე. ამ სიმრავლის ბოლოები იყოს თ და წ. ცხა- 

ღია, # –I0, ნ).-ვთქვათ, (8„=(თ,, ზ.) არის ” სიმრავლის საკუთრივ 
მოსაზღვრე ინტერვალთა სისტემა. გ, ინტერვალის ცენტრი აღვნიშნოთ 
+, სიმბოლოთი. გვაქვს: 

: Iთ, ხ)=ჩს(0 გ,). (6.1) 

აღვნიშნოთ ტ„-ით (თ, ხ| სეგმენტში მოთავსებული იმ უდიდესი სეგმენ– 
ტის სიგრძე, რომელსაც არა აქვს საერთო წერტილი 6), ზე, ·-., ტა 
ინტერვალებთან. ცხადია, რომ · 

ჭი | ბ„|=0, 1Iი1ი„=:0. 
#-Cდ ი-თ 

განვსაზღვრო #C) ფუნქცია ასე 

0, როდესაც XC#, 

;L6)= I8.I+ ი„, როდუსაც X=Vი, #=1, 2, ·.., 

წრფივია |Iთ,,, V/») და IVი, ჩ„1 სეგმენტებზე, #=1, 2, ... 

რაკი ი->0, როდესაც ი” –+ თ, ამიტომ ”#V) უწყვეტია (თ, ხ1 სეგმენ– 
ტზე და იგი წარმოადგენ” 4C-ფუნქციას ” სიმრავლეზე. ამის გარდა, 

MI) არის 4C-ფუნქცია ყოველ ბმ, ინტერვალზე. მაშასადამე, (6.1) 

ტოლობის თანახმად, #CX) ფუნქცია 4CC-ფუნქციაა (ი, ხ1) სეგმენტზე. 
დავამტკიცოთ, რომ #C) დიფერენცირებადი არ არის ” სიმრავლის 

აიმ ერთ წერტილში. პირობის თანახმად, #(X)=0, როდესაც XC#, ამი– 
ლო ' 

ნთ < 0<907”ძ00ე, როდესაც XCL. (6.2) 

ახლა ავიღოთ სიმრავლის ნებისმიერი L წერტილი. ვთქვათ, I 
არის ინდექსი იმ სეგმენტისა 8), მა, »--, მ» სეგმენტებიდან, რომელიც 

უმცი რესად დაშორებულია L წერტილიდან. მაშინ 

0< IV, –– 6) <|6/.+იი.
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აშრიგად, 

MC) –”M()=>| ზI,I+0ი,> (ა, L IL 

რაკი 10 7, =§, ამიტომ ან სLC) > 1 ან #(C§)<-––1. მაშასადამე, თუ 
ი-თ ლ 

მხედველობაში მივიღებთ (6.ფ უტოლობებს, გვექება 9”(C6)<0#C), ე. ი. 
ჩC) ფუნქცია დიფერენცირებადი არაა L წერტილში. 

განსაზღვრა 9. /#) სივრცეში მოთავსებული სიმრავლის 
პორცია ეწოდება #-განხომილებიანი I სეგმენტისა და სიმრავლის 
გადაკვეთას, თუ 19 ინტერვალი შეიცავს სიმრავლის ერთ წერტილს 
მაინც. 

თეორემა 31 (ბერი). თუ ჩაკეტილი# სიმრავლე დაფარე- 
ლია ჩაკეტილი სიმრავლეთა (',) სისტემით, მაშინ #, 
სიმრავლეებიდან ერთი მაინც შეიცავს # სიმრავლის 
პორციას. ! 

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, არც ერთი #, 
სიმრავლე არ შეიცავს # სიმრავლის არც ერთ პორციას. მაშინ მათუმა– 
ტიკური ინდუქციით შეგვიძლია ავაგოთ # სიმრავლის ისეთ პორციათ»> 
კლებადი მიმდევრობა ჩ)=ჩა=--.-=#:ლ=-.·, რომ 

ჩ.0წ,.=# (ჩ=1, 2, «+. 
მაშასადამე, 

თ თ 

(ი ჩაიCს ”#,)=#. 
ჩ=1I #=1 

თ : 
მაგრამ კანტორის თეორემის თანახმად, (1 #, სიმრავლე ცარიელი არაა- 

: | #=-) : 
აქედან გამომდინარეობს, რომ # სიმრავლე მთლიანად მოთავსებული 

თ 

არაა 1) /+ ჯამში, რაც პირობას ეწინააღმდეგება. · თეორემა დამტკიცე–- 

ბულია, - 

თეორემა 99. (0, ხ| სეგმენტზე განსაზღვრული #(ე ფუნ- 

ქცია რომ იყოს 4C0-ფუნქცია მოცემულ სეგმენტ.ზე, 

აუცილებელია დასაკმარისი, რომ ყოველი ჩაკეტილი სი- 

მრავლე #6C0(V0ი, ხხ! შეიცავდეს ისეთ. პორციას, რომელ- 

ზედაც #(Cი იქნება 4C-ფუნქცია. ! 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, 

ჩძ0ე არის 4C0-ფუნქცია. მაშინ (თ, ხI წარმოიდგინება როგორც ჯამი 

ისეთი სიმრავლეთა სასრული ან თვლადი სისტემისა („ს რომლებზედაც. 

ჩთ) არის 4C-ფუნქცია. ”(ი ფუნქციის, უწყვეტობის გამო, შეგვიძ-
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ლია ვიგულისხმოთ, რომ ყოველი #,ც სიმრავლე ჩაკეტილია. ბერის თეო– 

რემის თანახმად, ყოველი ჩაკეტილი სიმრავლე ჩ C(0თ, ხ| შეიცავს 7 
პორციას, რომელიც მთლიანად ·ჭმოთავსდება რომელიმე #6, სიმრავლეში. 
მაგრამ რაკი #M(X) არის #C-ფუნქცია 8, სიმრავლეზქ, ამიტომ იგი 

იქნება #C-ფუნქცია ” სიმრავლეზე და ამით პირობის აუცილებლობა 
დამტკიცებულია. 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. დავუშვათ, რომ ყოველი 

ჩაკეტილი სიმრავლე ჩ C(0თ, ხ) შეიცავს პორციას, რომელზედაც ”(») 

არის 4C-ფუნქცია და ვთქვათ, #1, I: -.., 1... წარმოადგენენ (0, ხ| 

სეგმენტმი მოთავსებულ ყველა რაციონალურ ინტერვალებს, რომ- 
ლებზედაც #0) არის #C0-ფუნქცია ტცხადია, ასეთი ინტერვალები 
არსებობს. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

თ=VI», #=(0, ხ)––0. 
#” 

Cღ სიმრავლეზე #(CX) არის 4CC-ფუნქცია. · 
დავამტკიცოთ, რომ 7/7/ სიმრავლე შედგება მხოლოდ ძ და ხ წერტი- 

ლებისაგან. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, //, სიმრავლე შეიცავს 
(8, ხ) ინტერვალის რაიმე წერტილს. რაკი M სიმრავლე ჩაკეტილია, 

ამიტომ არსებობს ისეთი I ინტერვალი, რომ M (17 # #. და ”#(X) არის 

4C - ფუნქცია II (1/ სიმრავლეზე. ცხადია, ჩვენ შეგვიძლია ვიგულის- 
ხმოთ, რომ # რაციონალური ინტერვალია. ”(X) წარმოად გენს 4C0-ფუნქ- 
ციას / ინტერვალზე, ვინაიდან 

#IC(7/0#9)00. . 

მაშასადამე, არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი #, რომ 1=7/. ეს 

კი შეუძლებელია, ვინაიდან I შეიცავს #/ სიმრავლის წერტილებს, 7» 

კი არ შეიცავს MI სიმრავლის არც ერთ წერტელს. მივიღეთ წინააღმდე- 

გობა. ამიტომ M შედგება; მხოლოდ თ და ხ ელემენტებისაგან. ამ სიმ– 
რავლეზე #(CX) არის 4C0-ფუნქცია.ა მაშასადამე ჩ(X) წარმოადგენს 
4C0-ფუნქციას (ი, ხ) სეგმენტზე. პირობის საკმარისობაც დამტკიცე– 
ბულია. · 

თეორემა 91. თუ /ა=(0, ხნ) სეგმენტზე განსაზღვრული 
#ცე ფუნქცია 4C0-ფუნქციაა 7”7ე)-ზე და 7: სეგმენტის თით- 
ქმის ყოველ ჯ» წერტილში ჩ.ეი'C)>90, მაშინ #C) ზრდადია 
4ი-ზხ.ე. ' | 

დამტკიცება. ვთქვათ, ს), (ა... /ი,... წარმოადგენენ 7ე-დან 
აღებულ ისეთ რაციონალურ სეგმენტებს, რომლებზედაც ი ზრდადია, 
შემოვიღოთ აღნიშვნა 

#M=1ჰ -–-VI”". 
ჩ
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დავამტკიცოთ, რომ II შედგება მხოლოდ თ და ხ წერტილებისაგან. 

დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, /L შეიცავს (თ, ხ) ინტერვალის წერ- 
_ ტილებს. რაკი /I/ ჩაკეტილი სიმრავლეა და #CX) წარმოადგენს 4C6- -ფუნ- 
ქციას I0, ხ) სეგმენტზე, ამიტომ ზემოდამტკიცებული თეორემის თანახ- 
მად /, შეიცავს ისეთ პორციას =//0/, რომელზედაც MC) იქნება 

#C-ფუნქცია. ამის გარდა, შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ ჯ რაციონა- 

ლური სეგმენტია. 
შემდეგ, რაკი #(X) ზრდადია (#ე--/)? სიმრავლეზე და თითქმის ყველ- 

გან ”-ზე ჩაი 1) .>0, ამიტომ მე-26 თეორემის თანახმად ”#(ჯX, იქნებ» 
ზრდადი ჯე სეგმენტზე. მაშასადამე, არსებობს ისეთი „, რომ I=„. 
მივიღეთ წინააღმდეგობა, ვინაიდან ერთის მხრივ 19 შეიცავს ”# სიმრავ- 

ლის წერტილებს, ხოლო მეორე მხრივ „7, ინტერვალი არ შეიცავს #' 
სიმრავლის წერტილებს. 

ამრიგად, # სიმრავლე შედგება მხოლოდ. თ და ხ წერტილებისაგან 
და, მაშასადამე, ”CX) ზრდადია ა სეგმენტზე. თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი 1. თუ ჩ(0ე არის 4C6-ფუნქცია (ი,ხ) სეგმენტზე 
და M,იI(X=0 თითქმის ყველგან (0ი,ხI)-ზე, მაშინ #C90=C. 

მართლაც, რაკი L).ი (X)=0 თითქმის ყველგან (0, ხ)-ზე, ამიტომ #(C. . 
არ იქნება არც ზრდადი და არც კლებადი. მოცემულ სეგმენტზე, ე. ი. 
იგი მუდმივია. 

შედეგი ბ. თუ #0ე და დ) წარმოადგენენ 400- -ფუნქცი- 
ებს (0,ხ) სეგმენტზე და თითქმის ყველგან ამ სეგმენ– 
ტზე ჩM.ი(იე=ჩ,,დთო, მაშინ #0ე=თ(0ე+C. 

მართლაც, პირობის ძალით, თითქმის ყველგან (თ, 61, სვგმენტზე 

ჩაით. დიცი) == 

აქედან, 1-ლი შედეგის თანახმად 

#0ი-––- დიე=C. 

საიდანაც ”0ი=Cდ(9+6C. 
თეორემა 94, თ უუ (0, ხ) ს სეგმენტზე უწყვეტ”იი ფუნქციას 

აქვს სასრული ქვედა და ზედა აპროქსიმატული წარმოე- 
ბულები, გარდა, შესაძლებელია, წერტილთა თვლადი სი მ– 

რავლისა, მაშინ #V) იქნება #4CC-ფუნქცია. 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

=(X:--თ <ჩ,.ჩ (0 <0, 0< +Cთ)-
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(4 სიმრავლის ყოველ ჯ წერტილს შევუსაბამოთ ისეთი ნატურალური 
I რიცხვი #, რომ # წარმოადგენდეს II :(#(0 –– ჩ00I>M( ––- | სიმრავლის. 

( დისპერსიის წერტილს. შემდეგ, ვთქვათ, #„, არის 4 სიმრავლის იმ X# 

| წერტილთა სიმრავლე, რომ ყოველი / რიცხვისათვის, რომელიც აკმა–- 

1 ყოფილებს უტოლობებს 0<ჩ<--, შესრულდეს უტოლობა 
· 

I 
: VII :1 ”(0 – წ001 » ი-ს, X</<X4+ჩ)<-%-. (6.3 

თ 

4= ს 4,. 
II==1 

თუ ყოველი მთელი L რიცხვისათვის შემოვიღებთ აღნიშვნას 

: # „=/4 „ი <-, ! (4 == , 
” 

'– ცხადია, 
–. 

' 

/ 
'I გვექნება 1. 

თ 

3 -” .–. 
', ი=1; 

:. დავამტკიცოთ, რომ ყოველ 4#!„ სიმრავლეზე ”(ე წარმოადგენს 

4#C-ფუნქციას. ავიღოთ /#!, სიმრავლის ორი ნებისმიერი წერტილი X, 

1 ლა Xა, სადაც X,<Xა და ვთქვათ, +ვ=2X-–-X. აქედან გვაქვს 
' 

0<1-–-X=2()5-- X)<. -– 

-ო
.ს
 

120 (6.3) უტოლობაში ვიგულისხმებთ X=X და ჩ=X --X, გვექნება 

  

L M(/:|ნტ- ჩ(ი)I>70--X), M<(C9ე)დ-9--9%-= 9-4 
. ა, მაშასადამე, 

” | ს(I1:160–ჩCლ)I>იM( –– 9), X:<:7<Xე))<. 2 (6.4 
, ; 

(ლ შემდეგ, 0<-Xვ -- +ა= X-XI <: დ – “–. ახლა, თუ (6.3) უტოლობაში 

I კიგულისხმებთ, რომ X=Xე: და ჩხ–ი- # მივიღებთ 

_(C6.5)   | 'ს(/:1ნირ–ჩწთ I>ი(-–»ჯა, Xა< /<-Xვ)) < –- 

(6.4) და (6.5) უტოლობებიდან- გამომდინარეობს არსებობა ისეთი წერ-
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ტილისა /ეC(X.,Xვ), რომ ერთდროულად ადგილი ჰქონდეს თანაფარ- 

დობებს 

| LC/ ი) –– წ CC) | <IM(/ი –– X,)<-I1(Xვ –– X,) ==2#/I(Xგ –– XI), 

| წ ((ი) –– ”(Xა | <7I(7ი –– Xა).<-/ICXვ –– X,) = 2/1(1ი –– X)). 

ამ უტოლობათა ძალით გვაქვს: 

|ჩ(Cთ) – ”(X) IC 4(V, –– X)). (6.6) 

ამრიგად, 4! სიმრავლის ნებისმიერი ორი X, და Xა წერტილისათვის მარ- 
თებულია (6.6) უტოლობა. ამიტომ ”#(») იქნება 4C-ფუნქცია 47 სიმ- , 
რავლეზე. მაშასადამე, #(X) წარმოადგენს 4C0-ფუნქციას 4 სიმრავლეზე, 

ახლა შემოვიღოთ აღნიშვნა (ძ, ხ) –– 4=ჩM. პირობის ძალით #0) სას- 
რული ან თვლადი სიმრავლეა, ამიტომ /, სიმრავლეზე #() იქნება , 
4C06-ფუნქცია და, მაშასადამე, #”(CX) წარმოადგენს 4C0-ფუნქციას (ი, ხ| 

სეგმენტზე. თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 95, თუ (0,6) სეგმენტზე უწყვეტ #”(ე ფუნქციას 

„აქვს ამ სეგმენტის ყოველ წერტილში, გარდა, შესაძლე-: 
ლებელია, წერტილთასასრული ან თვლადი სიმრავლისა, 

სასრულიწარმოებული რიცხვები ###(Cე და 0+ჩCი ან(#- /თ. 

და M-ჩ0)). მაშინ #”C) წარმოადგენს 4C0”-ფ უნქ ციას. 

დამტკიცება ვთქვათ, 
=L: – თ <0 <0+ჩწ0) <+თ). 

აღვნიშნოთ 4, სიმბოლოთი # სიმრავლის ისეთი ჯ წერტილთა სიმრავლე, 

რომ ყოველი +" წერტილისათვის, რომელიც აკმაყოფილებს უტოლორ 
ბებს 0<X –-ჯ <- , მაროებული: იყოს უტოლობა 

IწVხე– #0 |<MC" – X), (6.7), 

ვ შვნას სადაც /# მთელი ათე რიცხვია. თუ ”შემოვიღებთ აღნიშვნა: 

#-=4ი+-+551, 

7 ” 

გვექნება 
თ თ თ . 

ტ=ს 4,= ს ს 4. , 

M#=1 M=1 7=--Cთ 

ახლა განვიხილოთ სეგმენტი რ=IXI, XXI, რომლის ბოლოები 4'» სიმ-
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რავლეს ეკუთვნის. მაშინ 2– სეგმენტიდან აღებული ყოველი »ჯ' წერტი- 
ლისათვის გვექნება 

0<X# -X%<-- · 

მაშასადამე, (6-7) უტოლობის, თანახმად, 

|#/0Xა – ჩდ) |<MCX -–-X)< 1 ბI. · 

აქედან ვღებულობთ 
00; რა«2ი|ტ|. (ტ.7) 

დასასრულს განვიხილოთ წყვილ-წყვილად არაგადამფარავი ისეთ სეგ- 

მენტთა სასრული სისტემა Iბ.- რომელთა ბოლოები 4'ც სიმრავლეს 

ეკუთვნის. მაშინ (6.7) უტოლობის თანახმად გვექნება 

ი ი 
2)006; ბადმი 2)|ბ.I 
#=1 ხ=1 

ამ უტოლობის საფუძველზე ვასკვნით, რომ #(CX) არის /#C7-ფუნქცია 

4', სიმრავლეზე. მაშასადამე, #(X) წარმოადგენს 4CC-ფუნქციას, 4 

სიმრავლეზე. 
შემდეგ, რაკი (ი, ნ)= 40, სადაც M სასრული ან თვლადი სიმრავლეა, 

ამიტომ /#(ჯ) იქნება 4C0”-ფუნქცია (ი, ხ) სეგმენტზე და ამით თეო- 

„რემა დამტკიცებულია. ა: 

§ 2. დანუუას ინტეგრალების განსაზღვრა, უმარტივესი თვისებები 

I0, ხ) სეგმენტზე განსაზღვრულ /(X) ფუნქციას ეწოდება M-ინტეგ 
რებადი. (ძი, ხ) სეგმენტზე, თუ არსებობს ამ სეგმენტზე , 4C0-ფუნე- 
ცია #Cთ) ისეთი, რომ თითქმის ყველგან (0, ხ)-ზე მართებულია ტოლობა 

Mჩ,იIC0=/09). ამ შემთხვევაში XC) ფუნქციას ჰქვია IV) ფუნქციის გა- 

ნუსაზღვრელი L-ინტეგრალი (0, ხI სეგმენტზე. 
სხვაობას #(ხ) –- #(Cთ) ეწოდება I) ფუნქციის განსაზღვრული I)-ინ- 

ხ 

ტეგრალი (თ, ხ) სეგმენტზე და აღინიშნება (0) წIთ ძX სიმბოლოთი:
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ხ. 

#Cხ) –– წ(01= (თ I0ე ძX. (7.1) 
ძ 

ანალოგიურად, IC) ფუნქციას ეწოდება #%-ინტეგრებადი (თ, 'ხ1. 
სეგმენტზე, თუ არსებობს ამ სეგმენტხე 4CC"-ფუნქცია #(X) ისეთი, 

რომ თითქმის ყველგან (თ, ხ)-ზე მართებულია ტოლობა #ჩ'(X)=/'წ0ე. ამ 

შემთხვევაში ჩ(X) ფუნქციას ეწოდება IX» ფუნქციის განუსაზღვრელი 

8“ინტეგრალი, ჩ(ხ)-- ჩ(თს სხვაობას კი |() ფუნქციის განსაზღვრუ- 
ხ 

ლი ინტეგრალი (თ, ხ) სეგმენტზე და აღინიშნება (ლ5I| II2ე ძX სიმბო– 

ძ 
ლოთი: 

ხ 

/”C) –– წC0)=(05 I IC ძX. ძ.წ» 
თ 

M0-ინტეგრალს ეწოდება დანჟუას ფართო ინტეგრალი, #0ჯX-ინტეგრალს 

კი დანჟუას ვიწრო ინტეგრალი. 
თეორემა 96. თუ /(X) და Cდ0) ფუნქციები M-ინტეგრება- 

ღია (0“-ინტეგრებადია) (ით, ხ| სეგმენტზე, მაშინ მა- 

თი წრფივი კომბინაცია #/0X)+8დ(0) აგრეთვე #-ინტე- 

გრებადია (0”-ინტეგრებადი!)) (0, ნ) სეგმენტზე და მარ- 

თებულიბ ტოლობა 

ხ ხ “დხ 

(თ | (4/6ა+8 დთ) ძX–#-(C0| I ძია+8-(0) | დია ძ» 
ძ ძ ი 

ხ ხ ხ 

(და | (4/0ი+8 დთ19»=4 -(05 | ICა ძ«+8-(05 | დC 4): 
ი ი ძ 

ამ თეორემის დამტკიცებას მკითხველს ვანდობთ. 

თეორემა 97. თუ IX) ფუნქცია 09-ინტეგრებადია (0"-ი ნ-, 

ტეგრებადია) (ძი, ხ) და (ხ, CI სეგმენტებზე, მაშინ იგი 

0-ინტეგრებადია (0”-ინტეგრებადია) (0, 01 სეგმენტზე- 

დაც-, · 
დამტკიცება. რადგანაც /(% ფუნქცია #M-ინტეგრებადია (0, ხ|) 

და (ხ, CI სეგმენტებზე, ამიტომ არსებობს ისეთი დ)(ი) და დაი) ფუნქ- 

ციები, რომლებიც #4C0-ფუნქციებია შესაბამისად (ი, ხ1 და (ხ, C) 

სეგმენტებზე და :
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–,,დ+X9=I0) თითქმის ყველგან (თ, ხ1-ზე, 

რაად, 00=/C0%) თითქმის ყველგან (ხ, C1-ზე. 
შემოვიღოთ აღნიშვნები : 

! ”,(ე=Cდ,(0) + და() –– დ,(ხ), ”:0ე=დ;(ი. 

ცხადია, ”.(ი9) უწყვეტია (თ, ხ|) სეგმენტზე და /”,(ნ)=/X(). ამის გარდა, 
ჩ,0ე) წარმოადგენს 4C0-ფუნქციას (თ, ხ1-ზე. 

ახლა განვიხილოთ ფუნქცია 

ჩცე= #.(0,-თუ ი–X< 6, 

ჩათი), თუ ხ<X<20. 

ჩიე ფუნქცია უწყვეტია (0, CI) სეგმენტზე და ამ სეგმენტზე იგი /#C0- 
ფუნქციაა. ამის გარდა, თითქმის ყველგან (ძი, C) სეგმენტზე მართებუ- 
ლია ტოლობა 

ჩაი” (ი=I(ა. 

მაშასადამე, I(Xი) ფუნქცია #M-ინტეგრებადია (0, C) სეგმენტზე. თეორე- 
მა დამტკიცებულია. 

თეორემა 98. თუ I/(0) ფუნქცია #X-”ინტეგრებადია (თ, ხ) 
სეგმენტზე, მაშინ იგი 7#-ინტეგრებადია·: იმავე სეჯგ- 
მენტზე და 

ხ ხ 

დზ ”Iთ ძ+=(0) 1 ICი ძ». 

თეორემა 99. თუ /(ე) ფ უნქცია ჯამებადია (0, ხ) სეგმენტ- 
ზე, მაშინ იგი იქნება #”#-ინტეგრებადი იმავე სეგმენტ- 

ზე და მართებულია ტოლობა 

1 

(6 | (ი ძ«=(05 | წი ძა». 
ძ ძ 

ამ თეორემის დამტკიცებას მკითხველს ვანდობთ. 

თეორემა 30. თუ /წ2 ფუნქცია MნM-ინტეგრებადია (ი, ხ| 
-სეგმენტზე, მაშინ მას მხოლოდ ერთი ინტეგრალი შე- 

ესაბამება. 
დამტკიცება. ვთქვათ, ”C) და დი წარმოადგენენ ICე ფუნქციის
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ორ სხვადასხვა განუსახღვრელ #-ინტეგრალს. მაშინ თითქმის ყველ– 

გან (თ, ხ1 სეგმენტზე გვექნება 

ჩაი” 0)=ს,იდიე=I(ი. 

აქედან 23-ე თეორემის მე-2 შედეგის თანახმად, გვექნება 

ჩიე=Cთდ(ი0+C. 

მაშასადამე, 

#(ხ) –– წ (0)= C(ხ) –– ჩ (0). 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა მ1. თუ /() და თ) ფუნქციები /0--ინტეგრება-. 

დია I0თ, ხ) სეგმენტზე, და თითქმის ყველგან (0, ხ) სეგ- 
მენტზე ადგილი აქვს უტოლობას /0ე)>C(9, მაშინ. 

ხ 

(>) წIთ ძა: > (ჩ) (ლი ძX. (7.3) 

· ძ ძ 7 

დამტკიცება. ვთქვათ, ”C0 და თ(V) წარმოადგენენ შესაბამისად 

/C) და თ(X) ფუნქციების განუსახღვრელ #2-ინტეგრალებს. მაშინ თით- 
ქმის ყველგან (თ, ნ| სეგმენტზე მართებულია ტოლობა 

ჩაი”(C0=/(M), ჩაიდიე=დ(ე. 

მაშასადამე, თითქმის ყველგან (თ, ხI-ზე, 

–M--”C0->ჩაი დია. 
თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას VVC0ე=ჩ(%ი ––- დV), თითქმის ყველგან (თ, ხ) 

სეგმენტზე გვექნება 
' ნ, VC=ხ»ჩCთ – ჩ„რიე>90. (7.4 

რადგანაც VV) წარმოადგენს .,1C0-ფუნქციას (თ, 6) სეგმენტზე, ამი– 
ტომ (7.4) უტოლობიდან, 23-ე თეორემის თანახმად, მივიღებთ 

VI(6) –– V(C2)>0. 

მაგრამ 

VI(6) –– VIC0)=# (ხ) –– ” (0) –– (06) –– 4X0)).>9 

აქედან მიიღება (7.3) უტოლობა.
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თეორემა 39. თუ /X) ფუნქცია #L-ინტეგრებადია (0, ხ) 

სეგმენტზე, მაშინ იგი ზომადია და თითქმის ყველგან 

სასრული იმავე სეგმენტზე... - 
„ დამტკიცება. ვთქვათ, IX) ფუნქციის განუსახღვრელი (2-ინ- 
ტეგრალია /”#C-). რადგანაც ”ი0ე ფუნქცია #C0-ფუნქციაა· (თ, ხ1) სეგ- 
მენტზე, ამიტომ (თ, ხნ) შეგვიძლია წარმოვადგინოთ როგორც ჯამი ჩა– 

კეტილ სიმრავლეთა ისეთი (|ნ„) სისტემისა, რომ ყოველ 5„ სიმრავლეზე 
#Vთ) იქნება 4C-ფუნქცია. მე-8 თეორემის თანახმად, ყოველი ნატუ–- 

რალური # რიცხვისათვის არსებობს #„Cე ფუნქცია სასრული ვარიაციით 
Iთ, ხ) სეგმენტზე, რომელიც ჩ„ც სიმრავლეზე ემთხვევა ”C) ფუნქციას. 
მაშასადამე, თითქმის ყველგან ნ„-ხე გვაქვს ტოლობა 

I(X)= ჩაი L(CX)=#'(X) 

და რაკი წარმოებული ფუნქციისა სასრული ვარიაციით ზომადია და თით- 

ქმის ყველგან სასრულია, ამიტომ /(X) ზომადია და თითქმის ყველგან 

“ სასრულია ჩ„-ზე. ამრიგად, /I(ი9) ზომადია და თითქმის ყველგან სასრუ– 

ლია Iთ, ხ) სეგმენტზე. თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა მ3. თუ /0%) ფუნქცია #-ინტეგოროებადია (Iი, ჩხ!) 

სეგმენტზე და თითქმის ყველგან ამ სეგმენტზე #X>9, 
მაშინ /თ) იქნება ჯამებადი (თ, ხ1-ზე. : 

დამტკი ცე ბა. ეთქვათ, #V“) არის ·I(CX) ფუნქციის განუსაზღვრელია 

#” M-ინტეგრალი. მაშინ თითქმის ყველგან (თ, ნ) სეგმენტზე გვექნება 

ნ.,,”წთო=/C>0. 
რადგანაც #C) ფუნქცია 4CC0-ფუნქციაა (თ, ხ| სეგმენტზე, ამიტომ 23-ე 

თეორემის თანახმად ”(CX) ზრდადია. მაშასადამე, #0 ჯამებადია (თ, ხI 

სეგმენტზე და რაკი თითქმის ყველგან /'(X)=M,ი”(X), ამიტომ /(X წარ- 

მოადგენს ჯამებად ფუნქციას. თეორემა დამტკიცებულია. 

ამ თეორემის თანახმად, დანჟუას ინტეგრების პროცესი არაუარყო- 
ფითი ფუნქციისათვის ლებეგის ინტეგრების პროცესის ეკვივალენტურია. 

დასასრულ, /I(CX) ფუნქციას ეწოდება ხინჩინის აზრით ინტეგ- 
რებადი (0, ხ) სეგმენტხე, თუ იგი ამ სეგმენტზე  #-ინტეგრება- 
დია და განუსაზღვრელი #2) –– ინტეგრალი თითქმის ყველგან წარმოება- 

დია (თ, ხ) სეგმენტზე... · | 

- § 8. ნაყწილობითი ინტებრების ფოტმულა 

ლემა 1» თუ #0) ზრდადი ფუნქციაა (თ ხ) სეგმენ , ეგმენტზე, ხოლო ამავე სეგმენტზე «X» ფუნქცია შემოსაზღვრუ-
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ლია და იგი სტილტიესის აზრით ინტეგრებადია #() 
ფუნქციის მიმართ, მაშინ (თ, ხ) სეგმენტის ყოველი 

I=Iთ, ზI ქვესეგმენტისათვის მართებულია უტოლობები 

| #(8) -–– VC) | <M-I დრ) დრ) I+0(თ; ჩM(წCდ) – წთ, (8.1) 

0(MV; )<M-0(%; 1)+0 (თ; 1) (ჩ (8) – ჩ(C0)1, (8.2) 
სადაც 

ჯ 

#თ=ჩო დო – | ირძნთ, თCXდხ, : 
M=5სი I”, ხოლო 0(V; #) წარმოადგენს VI» ფუნქციის 

ძ<ჯ<ხ 

რხევას 1 სეგმენტზე- 
დამტკიცება. განვიხილოთ # სეგმენტის ნებისმიერი ქვესეგმენტი 

1I”=|თ”, ჩ“). სტელტიესის ინტეგრალისათვის სამუალო მნიშვნელობის 
თეორემის თანახმად, , 

VC5) –– VIC”)=1CX8%) –– დ(C7)) #(8") + (ჩ(65) –– ”(თ")) 9(CC5) –– 

გ. | 
_ I დო ძნ ე=(C65 – თრ) ”84+(”65 – ჩCთ5)(თ(თ5--ს), 

თ. 

სადაც ს რიცხვი მოთავსებულია დ(ი' ფუნქციის ზუსტ ქვედა და ზუსტ 
ზედა საზღვრებს შორის. მაშასადამე, 

|#65 –– VC5I</MIდ65 – დC5I+0(C; #5 (665 – ჩ(თ51. 
თუ ამ უტოლობაში IX სეგმენტს შევცვლით 7ჯ სეგმენტით, მივიღებთ.- 

(8.1) უტოლობას. ამ უტოლობიდან ადვილად მიიღება (8.2), უტოლობა. 

შედეგი. თუ C() ფუნქცია უწყვეტია (ძი, ხ) სეგმენტზე, 
მაშინ VI) ფუნქციაც უწყვეტია იმავე სეგმენტზე. 

ლემა 9. თუ დი) ფუნქცია უწყვეტია IC, ხე) სეგმენტზე 

და ამ სეგმენტზე მოთავსებულ რაიმე 6” სიმრავლეზე 

დია წარმოადგენს #4C-ფ უნქციას, მაშინ VM(X9 იქნება 

4C-ფ უუ ნქცია #-ზე. | 

დამტკიცება. რ 

ზე, ამიტომ ნებისმიერი დადე 

9>0, რომ წყვილ-წყვილად არაგადამ 

ადგანაც დ() არის 4#C-ფუნქცია 6 სიმრავლე- 

ბითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი 

ფარავი სეგმენტთა ყოველი სასრუ-
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ლი სისტემისათვის 1I.= (თ ჩ.IIL- I სადაც თ,Cჩ, ჩზ.C#, უტოლობიდან 
ჩ 

2, (.-––თ,)<უ, გამომდინარეობს უტოლობები 

– 
ჩ 

8 გ 
420)9რა-ზრა!< 5M” 0(Cთ; 1,)< თობ. (#=1, 2,-· ა #7), 

სადაც M=35სიIX(X)I. მაშასადამე, (8.1) უტოლობის თანახმად გვექნება 
ძ<X=<წ 

ჩ 

2; IVC) – VCაI<--+ --=+. 
#=1 

მაშასადამე, V(CX) არის 4C-ფუნქცია 6-ზე. ლემა დამტკიცებულია. 
ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ თუ დ(ლ) არის #C-"ფუნქ- 

ცია (იძ, ხ)-ზზე მოთავსებულ 8 სიმრავლეზე, მაშინ წი) 
იქნება აგრეთვე 4C"-ფუნქცია იმავე სიმრავლეზე. 

შედეგი თუ 99) არის #4CC-ფუნქცია (4C06"-ფუნქცია»ა 

(ი, ხ) სეგმენტზე, მაშინ V(CX ფუნქციაც იქნება #C0V-–- 

ფუნქცია (460“-ფუნქცია) იმავე სეგმენტზე. 
თეორემა 34. თუ #VC) ფუნქცია სასრული ვარიაციისაა 

X-=Iი, ხ) სეგმენტზე, ხოლო დ(ა) ფუნქცია #ინტეგრე- 

ბადია იმავე სეგმენტზე, მაშინ #(C0 თ(ი ფუნქცია #-ინ- 

ტეგრებადია #ე-ზე და მართებულია ტოლობა 

ხ 

თ) I ჩთ დი ძ«=9() #”თ- 90 #60 – ( «თძნო, 6.3 
სადაც ' 

დოი= ითათ| თ(04/- 

დამტკიცება. ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხს- 

მოთ, რომ #(C) ფუნქცია ზრდადია Iა სეგმენტზე. განვიხილოთ V%I(#) 

ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრულია ასე: 
· »ჯ 

Vცე=ჩღე რლი- | თტძჩ(. (8.4) 
VI
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მე-2 ლემის შედეგის თანახმად V”IC) წარმოადგენს 4C0-ფუნქციას ”ა 
სეგმენტზე. (8.4) ტოლობიდან გვაქვს: 

ჩ.გ 9VVე=#'0ე დი+”ჩ თე ჩMაა დიე –– დCX) #'0ე=#”(%ი დფე. 

მაშასადამე, #(CX) დ(ი0) არის #)-ინტეგრებადი ფუნქცია I) სეგმენტზე და ' 
მართებულია ტოლობა | 

: ხ 

(L) Iჩ”თ დი) ძX=VI(6) –– V (ძ). ' (8.5) 
ძი 

თუ გავითვალისწინებთ (8.4) და (8.5) ტოლობებს, მივიღებთ (8.3) ტო- 
ლობას. თეორემა დამტკიცებულია, 

ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი 
თეორემა მნ. თუ ჩ(X არის ფუნქცია სასრული ვარია- 

ციით (ი, ჩხ) სეგმენტზე, ხოლო დ() წარმოადგენს #"-ინ-, 
ტეგრებად ფუნქციას იმავე სეგმენტზე, მაშინ ი) დ(მი) 

ფუნქცია #ნ”-ინტეგრებადია (9, ხI)-ზე და მართებულია 
ტოლობა : 

ხ , ხ 
თო | #C9 დიე ძX=%() ”(ხ) ––დ(0) ”(ძ) == დიე ძ” (ი. (8.6). 

უ , ძ 

§ 9. საშუალო მნიშვნელობის მეორე ფორმულა 

თეორემა 36. თუ დ(9 ფუნქცია მონოტონურია (თ, ხ) სეგ. 

მენეზე და ამავე სეგმენტზე /0) ფუნჭცია #-ინტეგ- 
რებადია, მაშინ (ი, 'ხ) ინტერვალში არსებობს ისეთი L 

წერტილი, რომ მართებულია ტოლობა ' 

2. L 

თ | /C) დი ძ»=დC)-(0) | /Cი ძX+დ()-(0) | I004-. რ.ა 
ძ . ძ § 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნა: 

# 

ჩცე=C) | I60.M. 
·



ა 

1 

§ 9. საშუალო მნიშვნელობის მეორე ფორმელ, 

ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულის თანახმად, 

ხ ხ 

(0) | /Cი დC) ძX=ჩC) თ(ხ) – | ჩ(0ი ძ «ი. 
ძ ძი 

რადგანაც #0) ფუნქცია უწყვეტია (თ, ხ1 სეგმენტზე, ამიტომ სამ ღალო 
მნიშვნელობის თეორემის თანახმად (თ, ხ) ინტერვალში მოიძებნება «სეთ= 

§ წერტილი, რომ 

ხ 

| ჩთძდთ=ჩდ ICC) – დ(0). 

მაშასადამე, 
= 

(L) I I(CX) დ(X ძ;=დ(0) /' (§)-+Lჩ (ხ) –– ჩ ()) დ(ხ)= 

რი 

L წ 

=დ«(9-დ) | I0ძ(+დCღ)-(9) | (04. 
: § 

თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 37 თუ /თ0 ფუნქცია 0M-ინტეგრებადია (თ. 51 

სეგმენტზე და დ() ფუნქცია კლებადია და დ(ხ)>0. § > 

შინ (ი, ხ) ინტერვალში არსებობს ისეთი § წერტილი. 

რომ 
ს : 

დ) | /6ა დC4»=დC)-(6) | ICი ძა». დ.» 
ძთ 8 

დამტკიცება. განვიხილოთ «CC» ფუნქცია, რომელიც განსაზღა- 

რულია ასე 
”(0= დეე, როდესაც ძლ X<ხ. 

' 0, როდესაც Xჯ=ხ. 

მაშინ (9.1) ფორმულის თანახმად (ი, ხ) ინტერვალში არსებობს ისელა 

L წერტილი, რომ 
ხ § 

(ნ) ( /Cი დია ძX= ყ()-(0) | /Cა ძა». 
თ ძ
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მაგრამ თ(0ი)=დ(0ი) და 
· ხ 

(L) I (ლე „თე ძ:=(8) I I(C9 დ(ი ძX. 

ძ ' ი 

მაშასადამე, მართებულია (9.2) ტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 38. თუ IX) ფუნქცია #0-ინტეგრებადია (ი, ხ| 
სეგმენტზე და დ(ე) ფუნქცია ზრდადია და V(0)>90, მაშინ 

(09, ნ ინტერვალში მოიძებნება ისეთი L წერტილი, რომ 

ხ ხ 

(ნ) | წი დC)ძX=დ(0)-(6) | /Cა 4». C.3) 
: ს 

ამ თეორემის დამტკიცებას მკითხველს ვანდობთ. 
ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი თეორემები. 

თეორემა 89. თუ თნ) ფუნქცია მონოტონურია.(ი, ხ) სეგ- 

მენტზე და ამავე სეგმენტზე (ი ფუენქცია #"-ინტეგ- 
რებადია, მაშინ (ი, ხ)-ინტერვალში არსებობს ისეთი (3 

წერტილი, რომ 

§ : 
(05 ( Iსი დლე ძ-=დდ)-(0") | (Cე ძX+დ(ხ-(05 | /ნეძა.. _ C.4) 

ძ ძ ნ ' 

თეორემა 40. თუ /X) ფუნქცია #”-ინტეგრებადია (0, ხI 

სეგმენტზე, ხოლო დ(00 ფუნქცია კლებადია და დ(60)>9, 
მაშინ (0, ხე) ინტერვალში არსებობს "ისეთი § წერტილი,“ 

რომ ' 

(M”) / I(X დ(X ძX=C(0) · (CL) ი /0ე ძჯ. (9.5) 

ძ · ძ 

თეორემა 41. თუ Iს) ფუნქცია ს"-ინტეგრებადია (0, ხ1 
სეგმენტზე, ხოლო დ(ფ) ზრდადია და C00)>90, მაშინ (0, .ხ) 

ინტერვალში მოიძებნება ისეთი § წერტილი, რომ | 

ხ ხ 

დ5 |IVი «თ)4ძ«=«თ)-(05| /Cა «»- დ.6 
ძი ნა.



(LC
) 

0.
 

> 
C
)
 

19 

„ ჰკძილოუ0იMIIM ჰI. ტ. I 

· 00იMმ2მ98086MMMII. 
M. 
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28. X IM ყ IM ბ. წ, 0 იიის0006 MMI6C”იIIი0ცმM9I2 /LეMXVმ, M216M. C6იჯI!IIL, 
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8C%)Iი, 1927. · · 
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§ითოიგმხ109, #ტიი. CC0!6 Mი0”ი1., ევ. 127--222, 1916. 
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42. I გს5ძიL+LწI ს., CLსიძ:სდC ძლ Mიიფბი)ფიიC, M6M Vი0IIC 1949, 
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