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წიგნი განკუთენილია უმაღლესი ტექნიკური სას- 
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რიგის ზედაპირებს დიფერენციალურ და იატეგრა- 
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წინასიტყვაობა 

წინამდებარე დამხმარე სახელმძღვანელო („უმაღლესი მათემატი– 

კის ამოცანათა კრებული, I ნაწილი“) შედგენილია უმაღლეს ტექნი- 

კურ სასწავლებლებში ამჟამად მოქმედი პროგრამის მიხედვით. 

კრებული შეიცავს წრფივი ალგებრისა და ანალიზური გეომეტრიის 

ელემენტებს, ხოლო მათემატიკური ანალიზიდან მასში შევიდა ერთი 

და მრავალი ცვლადის ფუნქციის დიფერენციალური აღრიცხვა, ერთი 

ცვლადის ფუნქციის ინტეგრალური აღრიცხვა და ჩვეულებრივი დი- 

ფერენციალური განტოლებები. 

პროგრამით გათვალისწინებული ყველა სხვა საკითხი აისახება წიგ– 

ნის მეორე ნაწილში. 

ყოველ პარაგრაფს უძღვის მოკლე საცნობარო მასალა და ტიპური 

ამოცანების ამოხსნის ნიმუშები. წიგნში წინა პლანზეა ·წამოწეული 

რიცხვითი მეთოდები და მათი დაპროგრამება ალგორითმულ ენა „ფორ- 

ტრანზე“, რაც მასწავლებელს საშუალებას აძლვვს ბევრი მეცადინეო–- 

ბა ჩაატაროს ეგმ-ის გამოყენებით. ამით ამაღლდება მასალის ათვისების 

ხარისხი და გაღრმავდება ინტერესი მათემატიკისაღმი. 

კრებული დაზღვეული ვერ იქნება ხარვეზებისაგან. ავტორთა კო- 

ლექტივი სიამოვნებით მიიღებს ყველა საქმიან შენიშვნას.



1 თავი 

მატრიცები და დეტერმინანტები 

§. 1. მატრიცების დეკრება და ბამრავლება 

რიცხვთა ერთობლიობას, მოთავსებულს M# სტრიქონისა და II სვე–- 

ტის მართკუთხა ცხრილში, მართკუთხა მატრიცა ეწოდება. “იგი ასე 

აღინიშნება. 

011 019 “რ 

#4= | 621 რი რათ 

ძია. მი: ''' მიი, 

ან მოკლედ #1 = (თ,)), ( = 1, 2, ლო” / 1 ჯ1= 1, 2, ს.ც MM) Cთ// რიცხვებს 

მატრიცის ელემენტები ეწოდება. როცა #1 = 0, მაშინ მატრიცა 

კვადრატულია; ამ შემთხვევაში #7 არის მატრიცის რიგი. 

კვადრატული მატრიცებიდან აღსანიშნავია: 

1. დიაგონალური მატრიცა: | 

01 0 --·0 

0 იჯ .. 0 

0 0 ·.. ძი» 

2. ერთეულოვანი მატრიცა (აღინიშნება 6 ასოოი): 

/10--0 
'"01..-.0 

00-·.-:1 

3, სამკუთხა მატრიცა: 

0)1 612 " 01» 

0 ძლ: ძი 

0 0 - ძა» . 

#4 მატრიცის ნამრავლი # სკალარზე განმარტებულია შემდეგი ტო– 
ლობით: : 

ჩძეე #01: " ჩრ, 

ს#4 = #ძაე MM "'' ჩია, 

#0 ი) ჩძი: . ჩია



ერთი და იგივე გასხომილების 4 და 8 მატრიცების 4+8 ჯამი 

არის ისეთი მესამე მატრიცა, რომლის ელემენტები უდრის მოცემული 

მატრიცების შესაბამისი ელემენტების ჯამს. 

თუ მოცემულია ორი მატრიცა 

01 რთი “რი, ხ. ხ,» .. ხ. 

#4 = | 951 ძჯი “მე, და 8= ხა; ხა · ხა, 

რი რმე: “' შგთ ხ., ხია .. ხონ 

სადაც 4 მატრიცის სვეტების რაოდენობა უდრის 8 მატრიცის სტრი- 

ქონების რაოდენობას, მაშინ ამ მატრიცების 48 ნამრავლი არის ისე– 

თი C მატრიცა, რომლის 0,7, ელემენტი წარმოადგენს 4 მატრიცის L-ური 

სტრიქონისა და 8 მატრიცის /-ური სეეტის ელემენტების ნამრავლთა 

ჯამს, ე. ი. თუ 48=C და 

C11 615 "' CIი 

C = | C62:1 622“ 69 

6ი1 Cიეა “' რაი 

მაშინ 

„7. 

«,ლ=0ეცხ,,+ძ,იხ.,+ ·- +ძ,ახა)=ა. ი,.ხ,,((=1, 2,...,M; /=1, 9, ...,/). 
#=-1 

თუ #4 კვადრატული მატრიცაა, ხოლო ჩ იმავე რიგის ერთეულო– 

ვანი მატრიცა, მაშინ 

45 = 84 = #4. 

მა გალითი. 14% რ, 14« 

#4" რი / 7 წ 

_.
 8
)
 
2
 

ბ 

0 

ვ. 586 

შატრიცათა ი ხპრელი ლი. გვ ყი. 

1.0-L1.2-L1.3 1.5+1.4-L1.2 1.3-L1.1-L1.6 
4.8 ( 2.0+0.2+(--1).3 2.5+0.4+(--1).2 2.3-+0.1-+LC--1)6 | 

0.0+1.2-2.3 0.5+1.4-L2.2 0.3-L1.1-+2.6 
5 11 10 

=(-3 8 ი) 
8 8 13



ორი მატრიცის ნამრავლი, როგორც წესი, არაკომუტატიურია. #8 

და 8# ნამრავლები ყოველთვის არაა ერთმანეთის ტოლი; შეიძლება 
ისიც მოხდეს, რომ ერთ-ერთ ნამრავლს აზრი არ ჰქონდეს, იმ დროს . 

როდესაც მეორეს აზრი აქვს. 

მაგალითი. ვთქვათ, გვაქვს 

/ 
#8=() ")-(1 2 /1:2+0.1 1.3 +0.2 (5 

–C ) 2)“ (1211 23+)2)“ 8) 

მაშინ, როდესაც 

88 = 2 2)'C 0V _ 2.1 + 3.2 2.ე0-+-3.1 =(. ვ 

'“ V1 2/ V2 ,)= (1122 1 0+- 21) ' V5 · 

მაშასადამე, #8 ==“ 8#. 

მაგალითი. თუ 

1 2.3 
%= ხნ =- 

(( 1.) დ | 

#8 = წ 13 7 : 

4 31 19 

იმ დროს, როდესაც 8/# ნამრავლი განსაზღვრული არ არის, რადგან 
8 მატრიცის სვეტების რიცხვი არ უდრის # მატრიცის სტრიქონების 

რიცხვს. 

C
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ს
ს
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ს
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ი
ა
 ბ

ა 
მაშინ 

მაგალითი. მოცემულია მრავალწევრი / (X) => X? –– 5X + 6 და მატ- 

იპოვეთ ი (4). 

რიცა 
_ (C ვ 

2 :) ' 

>. ჯერ ვიპოვოთ #?: 

'=C267)-(, 
2 1/L21 7) 

ე. ი. 

(7 6 1 3. 8 –-9 
= /#? -- 5/ -- 6C= – · ჩრალჩლბი+ (CI) 5(; ,)+ 1C IM-(C 6-4) 

6



სავარჯიშოები: 

2 
1. #= 4, 4-=(, 

0 1 
) იპოვეთ #/. 

8. ჩ---2, 4=(C 4 ე ) , იპოვეთ #4. 
2083 

იპოვეთ 4 + 8, თუ: 

·.4-() ), 8=( 8) -4-( 5 ი), 8=() 0 .). 

3 4, 01 31.2 010 
იპოვეთ 4 –– 8, თუ: 

2.5 · 42 
ნ. 4=|36|!|, ასა 

48 20 

ას! , 8=(, =ა, 
2 – 4-. 5.6 

იპოვეთ #8 ნამრავლი, თუ: 

”#-69-/-(ე. 
-#-6 “ე, +-(“ე. 
9. 4-LC. )' 8- (1 I. 10. 4-( წი –(1 

6 1 5 1 

30 2 

11. 4-() LI, 8–(, 4) 19. 4= წ 1 _ 8-(: 

5.2 12–4 1 

იპოვეთ 48 და 874 ნამრავლები, თუ: 

0. 4-(2“ ), 8= (ი „)' 14. /= ს 1, 8 -C ) 
2 3 07 0 10 

16. 4= ) 8=(3 4 1 5. 

: 1.0 –1 1 
16. #=- 2 1 0 |, 8= -.2), 48=? 

–10 2/ VX 1 

-
 

C
C
 

ხ
ა
 

»-
-



1 4 3. 2-1 5. 

რ 4-(5-1-1), 2-(. 4-.1), 4#48=? 
3 6 7/ აე„ –. 

1 2.3 5-0 7 
19. #-(: 0 1), 8= 1 2 3 |, 48=? 

3-1 1 –10 2 

1 2 3 
თ». 4=(2 0 1 

3-1 1 

1 0 0: 
, 5=!0 1 8) 4ხ=? 864 =? 

0.0 1 

– -(>. აირ), 8 = (I _შიწ, 48 =1, 84=? 
აყთ C05C ყიზ 002058 

200 –-1000 

99. #=I)0 10LV –( 0 1 3) 48=? 84=7 

00 1 0.0 1/ 

5 -–-12 5 9 –-10 

88. 4=(|3 50), 8=I--3 ვ 6 , 48=?, 84=7? 

1 4 1 7 -––- 21 28 

1-2 ---1 –2 2 --ვ3 

1 5 --4 7 

:C 
5 1 

86. 4=(1 2), 8 -ტ) 

986. #=(1 2), 8 =( 8)' C= CV? 7) 4(8-+C)=? 48+4C=7? 

დაამტკიცეთ, რომ: 

0 5 

87. წ (ი ა)“ მ) 

48. (ი 09). ლ ი) -(295+8 ––51ი (დ -L ი) 

«ით იC«C05თ/ სიზ C05ჩ 501 +-ზ C05(+ჩ) 

(. 0 8) (48)C=? 4(80=?



C11 03 რთი ძე 0.0 იერ რევძე ·-· თიძ, 
39. | 01 ძევ ·- ძე, 0 ძ,...0 =! 0910 რვიძე ·· შე, ძ, 

რი1 რი. 0, 0 0.. ძ რი ძ რი რ% “ იი ძ, 

თ 0:·:0 თ) რეი “ძი რთ იც ძეთ სრ 0, 

ვცე, |90 ძ;·-0 „) რი1 ძი “ =| 900) ძე თიე ·· ძა ძე, ; 

9 0. M რთ რთა "0, - (022) ძი 0„ა “9, იოი 

81. #=/1 11 .,კტი-/1 ჩი : 
0 1 0 ! 

39. # (სთ მიმ => (ი9ლიი9 : 

9ით ილ05დ ყისდ C005MCდ 
1.2 2 4 1 1 

ვ3ვვ. #=|2 1 |გთ- -. 2 ი)>#8- ი - 

1. 2.3 1.2 1, 

– 10-4-27 

-( 6 14 ') 

–_7 5-4 

/ 21.0. ვ. 1-2 
34. ·-( 1.1 2) ბ -| 3-2 > – ზი 

–1 2 1 –3 5 ––1 

§ 9. დეტერმინანტები 

მეორე რიგის 4:= ( CL რ) წმატრიცის შესაბამისი მეორე რიგის დე– 

    

  

  

რი1 0-3 

ტერმინანტი აღინიშნება სიმბოლოთი I რა ან ძის4 და განისაზღე- 
ძა| მაა 

რება ტოლობით; 

რ 2 | – 011 რაკ –“ მკ ძი1- 
0: იძ 

011 013 თ1ე 

მესამე რიგის 4 = ( თა ი, თაა | მატრიცის შესაბამისი. მესამე. რიგის 
რთვ1 რვა თვე / 

CI თა თვ : 

ძე: ძევ ძევ) და განისაზღვრება 

ძე რვ რთვვ 

დეტერმინანტი აღინიშნება სიმბოლოთი 

  
ტოლობით;



011 013 თვ 

რე 033 0ივ | == 011 032 ძევ + ძე ძე; ძევ-L-012 ძვე ძვე –– ძვ1 ივ მკვ –– 

ძე1 ძვე ძევ 

_ =– ძევ 00ვ 011 –– ძევ 001 0ეგ· 
ეს გამოსახულება ამავეე დროს მიუთითებს მე-3 რიგის დეტერმი–- 

ნანტის გამოთვლის წესზე, რომლის შინაარსი გადმოცემულია ა) და ბ)» 

სქემებზე (ნახ. 1). 

        

V 

ლ) ზ 
“ნახ, 1 

მაგალითი. გამოვთვალოთ 

1 4 6 

# =1 2 ––1 ––7!. 
ვ 5-2 

სქემების გამოყენებით მივიღებთ: 

· 1-.C– 1)·––21=2 6.(–– 11:3= ––18 

2.5:6=60 5: (––7):1=–-35 

4.(––= 7:3= –– 84 2:.4-(––- 22= ––16 

ტ == 2 + 60 –– 84 + 18 + 35 + I6=47 
ინდუქციით შეიძლება განისაზღვროს #-ური რიგის დეტერმინანტი. 

ვთქვათ, მოცემული გვაქვს M-ური რიგის კვადრატული მატრიცა: 

C11 '''შე» 
4= I. .·-·. · 

01. 0მიი 

თუ ამ მატრიცაში (ურ სტრიქონს და /-ურ სვეტს ამოვშლით, მივიღებთ 

M8--1 რიგის კვადრატულ მატრიცას. აღვნიშნოთ ის /V,,-ით. ძრL #V,,-ს 

ეწოდება „ მატრიცის თ,ჯ ელემენტის მინორი, ხოლო „1,,=(-––1)/+/ ძCL M,,-ს 

კი / მატრიცის ი/, ელემენტის ალგებრული დამატება. 
ჯი



განსაზღვრება. # მატრიცის დეტერმინანტი (M-ური რიგის დეტერ- 

მინანტი) ეწოდება რიცხვს 

ძბს4 =0., #0 +- "+ თა 4. 

შენიშვნა. # კვადრატული მატრიცის ი,, ელემენტის მინთრს (ალ- 

გებრულ დამატებას) უწოდებენ აგრეთვე ძი 4-ს თ, ელემენტის მინორს 
(ალგებრულ დამატებას). 

4 მატრიცის დეტერმინანტი ასევე აღინიშნება სიმბოლოთი: 

ი ან 

  

  

        

22 1-2 -2: 351 
#= =22 30|+1-..--420|– 

-=42 3.0 2-1 1 121 
12-11 1 

: 35 8 
– (<2 42 3) =-- 220. 

12-11 

  

  
დეტერმინანტის თვისებები: 

I. თვისება. დეტერმინანტის რომელიმე სტრიქონის (ან სვეტის) 

ელემენტების მათ შესაბამ ალგებრულ დამატებებზე ნამრავლთა ჯამი 

უდრის მოცემულ დეტერმინანტს. 

II თვისება, დეტერმინანტი არ იცვლება მისი ტრანსპონირების 

შედეგად. 
III თვისება. დეტერმინანტში ორი სტრიქონის (სვეტის) გადა– 

, ნაცვლება ამ დეტერმინანტის –– 1-ზე გამრავლების ტოლფასია. 

IV თვისება. თუ დეტერმინანტის რომელიმე სტრიქონის ან რო– 

მელიმე სვეტის ელემენტები ყველა ნულის ტოლია, მაშინ დეტერმი– 
ნანტიც ნულია. 

V თვისება. თუ დეტერმინანტის რომელიმე სტრიქონის ან სვე– 

ტის ელემენტები შეიცავენ საერთო თანამამრავლს, ის შეიძლება გამო– 

ვიტანოთ დეტერმინანტის სიმბოლოს გარეთ. 
VI თვისება. დეტერმინანტი, რომლის ორი სტრიქონი (ან სვე– 

ტი) ერთმანეთის ტოლია, უდრის ნულს. 

VII თვისება. დეტერმინანტი, რომელიც შეიცავს ორ პროპორ- 

ციულ სტრიქონს (სვეტს), ნულის ტოლია. 
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VIII თვისება. თუ დეტერმინანტის რომელიმე სტრიქონის (სვე- 

ტის) ყველა ელემენტი წარმოადგენს ორი შესაკრების ჯამს, მაშინ ეს 
დეტერმინანტი ორი დეტერმინანტის ჯამის სახით შემდეგნაირად შეგ- 

ვიძლია წარმოვიდგინოთ: 

  

C11 + ხე რთ19 + ხა თი + ხ, თ1 შეი ''' 0 ხეც ხე..ხ, · 

რძ: ძია .. თ რი –- | 0201 რაი “ძი L ძია ძავ'' “შეც 

0ი1 “ო ძის ში) მიგ''' მიი ძი) მი: '''შწი 

შედეგი. დეტერმინანტის მნიშვნელობა არ შეიცვლება, თუ მისი 

რომელიმე სტრიქონის ელემენტებს დავუმატებთ სხვა სტრიქონის შე- 

საბამის ელემენტებს, გამრავლებულთ ერთსა და იმავე რიცხვზე. 

IX თვისება. თუ დეტერმინანტის რომელიმე სტრიქონის ან სვე– 

ტის ელემენტებს გავამრავლებთ შესაბამისად სხვა სტრიქონის ან სვე– 

ტის ალგებრულ დამატებებზე და ამ ნამრავლებს შევკრებთ, მიღებული 

ჯამი ნულის ტოლი იქნება, 

X თვისება. თუ # ღა 8 ერთიდაიგივე რიგის კვადრატული 

მატრიცებია, მაშინ 

ძ8L(#-·,8) = (ძ06( #) ·(ძნ(L 8), 

ე. ი. მატრიცთა ნამრავლის დეტერმინანტი უდრის თანამამრავლი მატ– 

რიცების დეტერმინანტთა ნამრავლს. | 

მაგალითი, დავამტკიცოთ, რომ თუ დეტერმინანტის ყველა ელე– 
მენტი, რომელიც მთავარი დიაგონალიდან ერთ მხარეს მდებარეობს, 

ნულის ტოლია, მაშინ ეს დეტერმინანტი მთავარ დიაგონალზე მდებარე 

ელემენტების ნამრავლის ტოლია (ასეთ დეტერმინანტს სამკუთხა ეწო– 

დება). 

მეორე რიგის დეტერმინანტისათვის ეს დებულება ცხადია, ამიტომ 

მას დავამტკიცებთ ინდუქციით, ე. ი. დავუშვებთ, რომ (ი–--1) რიგის 

დეტერმინანტისათვის ის უკვე დამტკიცებულია და განვიხილავთ M-ური 
რიგის დეტერმინანტს 

თ1ჯ თვ თვ რი 

მ რიე: თვე“ რი 

4= 0.0 თვე “'"რთვი 

· 0.0 0.--ძ,, 

თუ დავშლით პირველი სვეტის ელემენტების მიხედვით, მივიღებთ: 

თ: რევ“ მაგ 

#!/ =ძ,ც 0 ძვე“'” შვი 

0 0 ·. იიი 
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მაგრამ მინორისათვის, რომელიც მარჯვენა ნაწილში დგას, ინდუქციუ- 

რი დაშვება გამოიყენება. ე. ი. ის ძე: შვვ-.მეგ ნამრავლის ტოლია, და 
ამიტომ 

ტ = ძე 0ჯვ ძევ'მიეიგ- 

მაგალითი. გამოვთვალოთ ვანდერმონდის! დეტერმინანტი: 

  

1.1 1 

ს#=I!IX ყ 2 
ჯ? ყზ 22 

VII თვისებიდან გამომდინარე შედეგის გამოყენებით მივიღებთ: 

. 0 
V-X 2 -–-7ჯ 

  
ა=|X ყ-X 2-X |=1. 

    

  

ჯმ ყ? ჯმ 22 კ ყ'-- ა 

= ყ-+X 2–-Xჯ =((“- XC–» 1 1 _ 

(ყI-–-–X(ყ/+X (ლ2-–2(02+7) ყ+X2+X 

=ჰფ-–-X)(02-–-X(2-–ყ). 
გამოთვალეთ შემდეგი დეტერმინანტები: 

  

3.4 2 4 –-2 4 

35. 7.5 1I!|. 86. 10 2 12 

3.2 4 | 1 2.2 

1 2 0 3 - 1 

87. 0 1 3I. 38, –2 1 3 

5 0 –-1 2 0 -–-2 

2 –1 ვ 1 –4 1 
89. |-––2 3 .2 40. 2 0 1 |- 

0 2 5 –-1 8 3 

0 1 1 5 6-3 

41. 1:00 1 42. /0:1 0 

11 0 7.4 5 

0ძძ ი –» 1 ჯ 

4834. 0 0 06 44. 0 -––-XჯX –-1!. 

0.0 0 ჯ 1 ''–Xჯ 

ი ხ C ი ხ C 

45. |/ხ 2.0ძი0 46. |C0 0 ხ 

20 ხ ხი”იი     
1 ა, ვანდერმონდი (1735-1796) –– ფრანგი მათემატიკოსი. 
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14 

ი+X XX X+X 

48. Xხხ+X X 
ძი X Xჯ 

47. |X ხხ XI. 

XXჯC ჯ X C+X 

      

  

  

      

    

თიმ+-1 თ თ» თ +-ხ: ძ:-ხ, 0, 
49. თზ ჩ?-+1 ჩა» 50. | იი +ხე,ნ ძე(– წხ. თო 

თ7 ჩX7 V.+1 ძე+- ხვს ძვ: ხვ ლთ 

ძ–ძ ძ 1 1 1 

1_... ნ. |/1 1+ძ0 1 

ი-ძიძ–ე 1 1 1 +ხ 

1 14005 1 +-511Cთ 1 513 0053Cთ 

58. |1 1-––50თC 14+.-ლ09თ). წ4. | 1 512 CლC052C 

1 1 1 1 ეთ 0C005Cთ 

2X ვ. 1 2 ლ005'-– ვ§I1Cთ =–-___. 

56. -ჩ. . 560., C05C .:Cლ005ზ ვი 
20055 §0იჩ 1 C0§%თ-+ჩ) C09%(თ+ჩ) 1   1.0 0. 1! ., 

დაამტკიცეთ შემდეგი ტოლობები: 

                    

"ძე ხ; 0ი,X + ხყ +Cთ ძ, ხ, 0, 
ნ7. | ძი ნვ იX ++ხეყ+C: |=  ძიიხჯვC!. 

ძვ ხვ ძეX -L ხვყ + ლვ ძვ ხვ 0ვ 

თ, + ხ,X ძე –- ნ,Xჯ CI (#51 ხ, C1 

58. იე + ნეX ძე ––- ხეუX 6) = – 2X იან: C|· 

ძვ +- ხეუX ძვ –– ხეX Cვ ძვ ხვ Cვ 

ი, + ხ, ი, + ხთ I ძ, ხ. C– 

69. | ი + ხხ 0. + ხა C- | =2| იგხვ CI! · 

ძვ + ხკ( ძვ, + ხვ Cე ძვ ხვ Cა 

1 ძ ხი 

860· | 1 ხ Cთ)= (ნ -–-ი)C–0ი(-–ხ. 

1 2 იხ 

1 ძ თძ” 
61. ხ ხხ =(წ6-–ი(ლ(-–-თძ(C--ხ). 

1 6 C?



  

  

1.1 1 

63. ცი ხ CC |=(2+ხ+თ(ნ6–თ(6-–-ით(-ნ). 

იზ ხზ ( 

1 1.1 

68. | ევ 61 C =(ინხ+ი-+ხ0(ნ– ი(ლ(-–ი(ლ(-–ხ). 

იზ ხ? -ზ 

  

  
ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 

    

  

    

      

    

Xჯ 2ჯ 9 1 3 ჯ 

64. 3 5 10| = 0. 6წ. 4 5 –“– 1 | = 0. 

1 3 8 2 –“- 1 5 

»ჯ 3 ––-1 X 4 9 

66. |ჯ 1 3 | = 2. 67. | X 2 3)=0. 

2 1 2 1 1.1 

3 X-–Xჯ 3 2 1 

88. 2-1 3) =0. 69. |2 1-.71|I=| 2.1 
X+10 1 1 0 1 «2 3 2-2 

აი» C05Xჯ 7 

70. | C05X –– 5I0იXჯ 9 = 1. 

0 ი 2005ჯ 

ამოხსენით შემდეგი უტოლობები: 

ვ --2 1 2-.X+ჰ2<2 1 ! 

71. 1 XX 2 <,. 7.1 1 --.2 > 90. 
== | 2 –-1 5 -–“3 Xჯ 

  

  
28. დაამტკიცეთ, რომ მეათე რიგის კვადრატული „#-4 მატრიცისათვის 

0. 1.0 
00 1.0 

#= ,  ძინ(%-–26) == 219. 10-10, 
0 1 

10-Iბპ ..0 0 

სადაც L ერთეულოვანი მატრიცაა. 

74. თუ ი-ური რიგის (M >> 3) დეტერმინანტის ელემენტებია 1 ან –- 1, 
მაშინ დაამტკიცეთ, რომ |/#)<-(M –- 1) -(8 –– 1) 1.



ჟუ. როცა M= 3. მაშინ აღნიმნული ტიპის ყოველი დეტერმინანტი 

მისი აბსოლუტური სიდიდის შეუცვლელად (როცა ის ნულის ტოლი არ არის) 

სტრიქონების (სვეტების) ადგილების გადანაცვლებითა და –- 1-ზე გამრავლე- 

ბით მივიყვანოთ შემდეგ სახემდე 

11. 1 11 1 
1-1 1|)=4 ან 1-1 1| =4. 
1 1-1 1 1-–=1 

    

მაშასადამე, (რტ) <4 = (3––1) (3-– 1) 1 და როცა # = 3 დასამტკიცებელი 

უტოლობა ქეშმარიტია. 

ვთქვათ, ახლა დასამტკიცებელი წინადადება ქეშმარიტია ყოველი #-–- 1 

რიგის დეტერმინანტისათვის და ვთქვათ # არის /-ური რიგის დეტერმინანტი, 

რომლის ელემენტებია + 1. თუ გავშლით # დეტერმინანტს რომელიმე სეეტის 

ელემენტების მიხედვით, მივიღებთ; 

Iბ|I=I+ M,ც + M, + -- + M,აI<IM,I+IMი)+ ·-+)M,.)< 
«ჩთI-–-20--2))<(ი-–-1)(L-––- 1)!I, ვინაიდან 71 (?1---2)<- (M-––-1)? <1 

15. იპოვეთ მესამე რიგის დეტერმინანტის უდიდესი მნიშვნელობა, 

რომლის ორი ელემენტი უდრის 4-ს, ხოლო დანარჩენები 11 და –– 1-ს; 

  

4 1 –-1 

>.-–1 -–-1 1|=25, ვაჩვენოთ, რომ აღნიმნული თვისების მესამე 

1 –-1 4   
რიგის დეტერმინანტი 25-ზე მეტი არ შეიძლება იყოს. მართლაც, თუ 4-იანები 

ერთ სტრიქონში (სვეტში) მდებარეობენ, მაშინ გავზლით რა იმ სტრი- 

ჭონის (სვეტის) ელემენტების მიხედვით, მივიღებთ, რომ აღნიშნული 

დეტერმინანტის მნიშვნელობა არ აღემატება 4.2+4.2--2=18-ს. 

თუ 4-იანები მდებარეობენ განსხვავებულ სტრიქონში და სვეტში, მა– 

შინ დეტერმინანტი უდრის წევრების ჯამს, რომელთაგან ერთის აბსო– 

ლუტური მნიშვნელობაა 6, ორის ––- 4, სამის –– 1. თუ ერთი წევრი 

უდრის –- 16 ან-- 4-ს, მამინ დეტერმინანტის მნიშვნელობა ნაკლებია 

25-ზე, ამიტომ წევრების გადასმით მაქსიმალური მნიშვნელობის მქონე 

დეტერმინანტი ღებულობს სახეს 

  

4 891 

–გ 18 

V–-ბ4 

სადაც §, 8, V, XC(1, + 1), უდიდესი მნიშვნელობა ასეთი რმინანტისა 
ცხადია უდრის 25-ს. ' ღებე 

1 1 1 

76. ვთქვათ /(X)=| 3--ჯ»X 5--ვ/ ვე. 11. 
; 227 --1 3ჯ5- 1 7კწ-- 1



დაამტკიცეთ, რომ 1:106C(/0, 1) : I” (თ = 0. 

77. გამოვთვალოთ I)თ ( II01 1 ყი ს), 

  

  

0-0 'ო->CთC X 

Xჯ 
1 -– 

1.0 
# = I() , I- (CC .) · 

822 
” 

>.#8=ი./ (959 იდ) 
–5იდი Cაზდ 

სადაც 

· »ჯ? _ : ჯ 
ძი = V 1+ “ა! დ = 210351 75, 1 > 

გვაქვს: 

#9 = ცშ 005 დი თი) , (1-–>თ) => იე0ბ-· 1, §9ი დ – 

–- 510 I1დ C05I1Iდ 

== ყი ( => + ი(-–)) = 5II) X + 0(1), C05 დ =- C05 X-L90(1), 
იჩ /# Vი? + »? 

ჭსე, რომ 
_ I 1 სთ (ჩ--- 130 = (ა 510 X ), 

იჩი“ –ვი» 005 X–-1 

აქედან ვღებულობთ 

1101 10 =-VM-I) =( ე .) · 4 
X-–>0ზი+>X% X –10 

78. დაამტკიცეთ, რომ არ არსებობს მესამე რიგის კვადრატული 

4 მატრიცა, რომლისთვისაც 

0 .1 0 #-(9 9 1). 
0.0 0 

79. # და 8 მატრიცები აკმაყოფილებენ პირობებს: #2 =- #, 87? = 88, 

#8 = 8#. დაამტკიცეთ, რომ ძ0((# -––- 8)-ს შეუძლია მიიღოს მხოლოდ 

–-– 1; 0; + 1 მნიშვნელობები. 

80. დავამტკიცოთ, რომ ნებისმიერი # (X) მრავალწევრისათვის სრულდება 

2. 0 ··0 0(-) 0 ·. 0 

0 = 0 #2:--0 =>7ი0(0)= 0 00.) ·· 0 | 

0 0 ·#, 0 »-L9,) 
2. უმაღლესი მათემატიკის ამოცანათა კრებული



ა. დამტკიცება ჩავატაროთ იმ შემთხვევაში, როცა #=3. 

X 0 0' 120.0 1L 0.0 
0=|0 2?1250| =>8ს2?=(|0 720 | ტოხ-(ი 28 ი. 

0 0 0 0 M# 0 0 # 

ამიტომ 

? (X) = თე+ თ:X + -+ თ, »X" => 0 (0) = თას -L თ) 9 + ·-- + თ, ს" = 

  

/თ-0 0 თს 0.0 · თ. 0. 0 
=|0 თ. 0 + მი თ 0 |+.:.+ მი თ. 0 = 

0-0 0 0 9) ( 0 0 9.) 

თ+ თ? + ·· + თ, 0 0 

= ( 0 თა+Cთ ბე ·- +CIM2 0 = 
0 0 თე-L თ)7ვ-L ·· + თ, Xწ 

ჩ0Mი) 909 0 

= ( 0 ნ”0) 0 |. 4 
0 ბ ი(.) 

81. დაამტკიცეთ, რომ # = ( ' 8 არის 0(X) = XX-- 2X +2 

მრავალწევრის ფესვი. 
89. ი(ი = Xზ –– 3. იპოვეთ 0(#M) და 0(8), თუ 

3.1 1 

#-L 1): 1 C ვ. 0!I. 
2 1 1.0 –3ვ 

88. დაამტკიცეთ, რომ მატრიცა 

1 –-1.0 

#= | 2 1 3 

0 1 4 

0(X)= Xზ%-– 6” +8–9 

მრავალწევრის ფესვი. 

არის 

§ 8. მატრიცის რანბი. შებრუნებული მატრიცა 

თუ 4 მატრიცაში სტრიქონებს შესაბამისი სვეტებით შევცვლით, 

მიღებულ მატრიცს 4 მატრიცის ტრანსპონირებულს უწოდებენ და აღ– 

ნიშნავენ სიმბოლოთი „47. 
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” რიცხეს ეწოდება 4 მატრიცის რანგი, თუ ამ მატრიცის /-ზე მა- 

ღალი რიგის ყველა მინორი ნულის ტოლია, ხოლო / რიგის მინორებს 

შმორის ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან. 4 მატრიცის რანგს 
აღნიშნავენ სიმბოლოთი ILგიც 4. ნულოვანი მატრიცის რანგად მიღე–- 
ბულია ნული. მატრიცის რანგი არ შეიცვლება, თუ მოვახდენთ შემდეგ 
გარდაქმნებს: 

1) მატრიცის ტრანსპონირებას, ე. ი. LმიC / = Lმიწ #'; 

2) სტრიქონების (სვეტების) გადანაცვლებას; 

3) იმ სვეტის (სტრიქონის) ამოშლას, რომლის ყველა ელემენტი 

ნულის ტოლია; 

4) სტრიქონის (სვეტის) ყველა ელემენტის ნულისგან განსხვავე– 
ბულ რიცხვზე გამრავლებას; 

5) თუ რომელიმე სტრიქონის (სვეტის) ელემენტებს დავუმატებთ 
სხვა სტრიქონის (სვეტის) შესაბამის ელემენტებს გამრავლებულს 

ერთსა და იმავე რიცხვზე. 

მაგალითი. გამოვთვალოთ Iმიდ 44. 

განვიხილოთ მატრიცა 

    

| 1 2.5 3 

–_ 0 1 7 4 

0 0 0 0 

0 –––1 0 0 

ერთადერთი მეოთხე რიგის მინორი 

1 2.5 3 

0 1 7 4 =0, 

0 0.0 0 

0-1 0 0 

ხოლო მესამე რიგის მინორებს შორის ერთ-ერთი: 

ჯ 1 _ 2 5 

++ 0 დ: 1 7 | = 7-0. 
0 ---.1 0 

ამიტომ 

Lმ1C # = 3. 

კვადრატულ 4 მატრიცას ეწოდება არაგანსაკუთრებული, თუ მისი დე- 
ტერმინანტი არ უდრის ნულს. თუ 7-1 მატრიცა არაგანსაკუთრებულია, მაშინ 
8 მატრიცას, რომელიც აკმაყოფილებს 

48=8#4 = L 
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პირობა, ეწოდება #4 მატრიცს შებრუნებული მატრიცა და 
აღინიშნება #“-1-ით, ე. ი. 

#4-4=/#.4-1=ჯ#. 

თუ # = (ძ,,) კვადრატული მატრიცაა, ხოლო „,, არის # მატრიცის 
ით; ელემენტის შესაბამისი ალგებრული დამატება, მაშინ 

4.) 49 “რებ 

#4 = რა: რთ “რია 

#» რ. “რი?.ი 

მატრიცას ეწოდება ,4 მატრიცის ააიუნიი ული მატრიცა. როცა 4 

არაგანსაკუთრებული მატრიცაა, გვაქვს: 

–? –- 4 · 

ი I 
მაგალითი. ვაჩვენოთ, «ომ: 

2.5 2 

#=(/1 3 '). 
13 0 

მატრიცის შებრუნებული მატრიეცა არის _ 

3 -–-6 1 

#-1 =| –-1 2 0). 

0 1 ––-1 

მართლაც, გვაქვს 
2 5 2 3-6 1 1.0 0 

MM%ტ-1=| 1.3 31 2 ი) – 0 1 0 |I=ც8 

130 0 1 –-1 0. 0 1 

3-6 1 2.5 2 1.0 0 

#-1M=| –-1 2 0 (1 3 1|)I=!I0 1 0 |=წV6C 

0 1-1 130 0 0 1 

მაგალითი. ვთქვათ, 

1.1 0 

#= |0 0 1I. 

0 1 1 

შევადგინოთ შებრუნებული მატრიცა. ვინაიდან 

IM) = –– 1529. 4» = 1=–)



ამიტომ /# მატრიცის მიკავშირებული მატრიცაა 

4 = ( 
1-1 1 

0 1-111 
0-LI 0, 

მაშასადამე 4 მატრიცის შებრუნებული მატრიცა იქნება 

#-! 
1 

I 
ლ 

1 1 ––-1 

0 –-–I 1 |. 

0 1 0 

გამიღალეთ შე შემდები მატრიცების რანგი: 

1 1-8 

84. 32-46). 

0 1 წ%3 

1 4 1 

80. | 3.1 3.1. 

2 8 1 

1.2 6. 

88. 2 82-42 

58 1–-–2 

ვ 2-1-0-2 

90. /2 –– 1 –3 

4 L 5. 1 

2 –-–1 3 -––2 4 

ე9. +-1) 1%7VI. 

2-1 1 82 

ზ8 2 

44. (1 2 ჯ9 17 

4. 1 

ევ -0 5 20 5 

10.0 0 5 

96./ 0 0 0 0 0 

2.0 0 0 11 

» 5.) –-), 

98. 2. #7. 104. · 

ს – 2. –-31, 

2 

85. 

- 87. 

89. 

91. 

89. 

1 2-4 
–1 1--5!. 
– 2-1 --1, 
1-–1--1 
1 4 2!. 
ვ 7. 3 

–3 82 
12 –-–2 12 |. 
3. 1.4 

2 

2 

1 

1-2 3 - 1 2 

3--1 5-5 --1 

2 1 2-2–-3 

1 

2 

1 

0 

4 1 0 

1“. 1-3 

0 ––3 --1 

2-6 3 

–1 3 3 .2 5 

–3 5 2 3 4 

-–3 1 -––-5 0 - 7 

–5 7 1 4 1 

4.3 2 2 

0 2 1 1'!. 

0 0 3.3 

1.0 
პ M-!, #= · იპოვეთ თუ C, 3)



9;V2) 

100. იპოვეთ /#“-1, თუ #- LC ე). 

3 –.1 0 

101. იპოვეთ /#“-1, თუ #-L-? 1 1. 

2 -–.1 4 

2 2 3 

103. იპოვეთ M“-1, თუ | 1 –1 ი 

–1 21 

ლ § 4. წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემები 

1. კრამერის წესნი 

ვთქვათ, მოცემულია ჩ ოუცნობიანი #7 წრფივ განტოლებათა სის–- 

ტემა: 
| 011 X, +" "+ თ. Xგ = ხ,, : 

ი. X +. + რიი„Xგ = ხ, 

რომლის დეტერმინანტი. ა 

Cე1 012 “რი 
#ტ= . 

რა1 რეთ “' რი» 

განსხვავებულია 'ნნულისაგან მაშინ სისტემას აქვს ერთადერთი ამო- 
ნახსნი, რომელიც გამოითვლება ფორმულებით 

, (1) 

სადაც #„, (%=1,..., M) დეტერმინანტი მიიღება # დეტერმინანტისაგან, 

თუ მასში #–-ურ სვეტს შევცვლით თავისუფალი წევრებისაგან შედგე–- 
ნილი სვეტით. 

(1) ფორმულებს უწოდებენ კრამერის ფორმულებს. 

მაგალითი. ამოვხსნათ განტოლებათა სისტემა 

    

  

2 X ––- Xე -L Xვ = 5, 

Xე + X –– Xვ=–-2, 
(2. “+ 2Xე-–– Xვ =-–- 1. 

> · გამოვთვალოთ სისტემის დეტერმინანტი 

2-–1 1 3.0 0 

1 1--11)=5| 1 1 -––3 | =3. 

_I3 2-1 ვ. 2 –-1        



ვინაიდან სისტემის დეტერმინანტი ნულისაგან „განსხვავებულია, 

ამიტომ განტოლებათა სისტემას ერთადერთი ამონახსნი აქვს. ამ ამო– 
ნახსნის საპოვნელად გამოვთვალოთ /!|, /ცე Iდა #ვ. 

5 –“–1 1 2 5 1 

/#)ე = –2 1 ––1 = ქ; #ე = 1-–-2 --1 = –-3; #ვ = 6. 

–-1 2 -–I 3-II --1 

  

      
კრამერის ფორმულების გამოყენებით მივიღებთ: 

X.=1, Xა=- 1) Xვ==2:.<41. 

ამოხსენით შემდეგი სისტემები (კრამერის წესის გამოყენებით): 

(|2+V9+32= 6, | > +4ყ +-22 =8, 

108. 1 5X-+ 4ყ + 32 =.22, 104. ( 2XL–- ყ/-–– 32= –- 1, 

10X -- 5ყ + 2 = 23. LსX+ 5ყ+2=0. 

(/”190- 2-2. 2X-- 3ყ-+C2=2, 
ჭ 1086 4X-–– 3ვყ43- 2=1, 3-106. (X+5ყ-–-–472=–5, 

2X + ყ.= 5: 4X +ყ-–-– 32=--4. 

|5+2/+2=4, |2#+V– 5=0, 
-+C107 3X-- 5ყ + 37 =:1, --.108. ( X+- 32--–116=0, 

2X + 7ყ--–-2=8. 5ყ–– 2--10=0. 

|6+Vყ–22=–-8, /|/#+2V+32=4, 

+C 109. / 3ჯX-+2ყ= –-6, 110. ( 2X+4ყ +-67=83, 
Vყ+2=3 ' '3ინ+ყ-–-2=1. 

2X-ყ+2=--ი, ჯ-– 27+.32=6 

111. (X+2ყ+–-32= –– 1, 119. L 2X + 3ყ-- 42 = 20, 

X-–- 3ყ--22= 3: 3ჯ -– 2ყ-- 52 = 6. 

| 19 -–-2=7 7X –“– 5ყ = 3), 

118. /X4+2ყ-+- 2=1 114. ( 4X + 117= ––43, 
2X-––- 3ყ + 27 = 9. 2X -L 3ყ -L 42 ==–– 20. 

| V-2=89, |#+39/--C=12 
/ I X + 2ყ + 37 = 14, 116. ( 3X+ 2ყ -- 55= –-10, 

4X + 3ყ -L 22 = 16. 2X + 5ყ –– 32 = 6. 

–5X+ყ+2=909, X+ყ+2=0, 
117. ( X--6ყ-+-2 =0. 118. (<3X+6ყ + 52=0, 

X+ ყ-– 72=0. (X+4/+37=0. 

|ლX+ხყ+6C2=0--ხ, 

119. 1ხX +C6ყ+ი2=ხ–ი, 

(XL + იყ + ხ2 = 6--ძ,



ერთგვაროვანი სისტემა. თუ ერთგვაროვანი 

0თ)1 X, + 0)2X5 + თე Xე = 0, 

C XI + თაი Xგ -L ძევ Xვ = 0, 

ძე) X, + ძვი Xგ -L ძევ Xვ = 0 

სისტემის დეტერმინანტი #5+0, მაშინ სისტემას აქვს მხოლოდ ნულო- 

ვანი ამონახსნი: X,=X:=X3ვ=0, თუკი #=0, მაშინ ერთგვაროვან სის- 

ტემას აქვს "უამრავი ამონახსნი. 

ამოხსენით ერთგვაროვან განტოლებათა სისტემები: 

|I5+V+2=9 2X + ყ –– 2 =0, 

150. ( 2X––“ 3ყჯ- L+42=0, 191. ( X++2ყ +2 =0, 

5X ––- 7ყ -L 82 = 0. 2X –“ ყ + 32 = 0. 

3 + 2ყ-–– 2=0, I --Vყ“ 2=0, 

122. ს 2X-––- ყ-+ 32 = 0, 158. LIX+4ყ +-22=0, 

LX +C30--42=C., 13» + 7ყ + 3; =9. 

|  .V+2=0, 3X-––- 3ყ ++ 122 =0, 

194. 12X–“– 2ყ ++22 =0, 19წ 2ჯX –– 2ყ ++82=0, 

3ჯX –“– 3ყ -L 37 = 0. X-–-- ყ+ 42 = 0. 

სამი ორუცნობიანი განტოლებისაგან შედგენილი 

01 X1 + თ Xგ == 0), 

ძი X| + ძია Xე = 6ა, 

ზი, X: “+- რეი Xგ => Cვ. 

სისტემა თავსებადია, თუ დეტერმინანტი 

მეე #01 61 

რე 6: C 

ძვ რე: Cვ 

და სისტემა არ შეიცავს წყვილ-წყვილად საწინააღმდეგო განტო–- 

ლებებს, 

ამოხსენით შემდეგი სისტემები: 

#= =0 

    

|2X -– 3ყ. =6, 3ჯ -L ყ = 5, 

196. 13X-+ყ=59, 197 2X –- ყ = 3, 

1X+4/=83. 2 შ/=I. 
198. განსაზღვრეთ, თ-ს რა მნიშვნელობისათვის ექნება არანულო– 

ვანი ამონახსნი შემდეგ ერთგვაროვან სისტემას: 

I 3ჯ-––- 2ყ + 2 =:0, 
0იX ––. 14ყ +. 152=0, 

LV» + 2ყ –– 32 =-0 
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199. განსახღვრეთ, 0-სა და ხ-ს რა მნიშვნელობებისათგის: 1) ექ– 
ხება ერთადერთი ამონახსნი, 2) არ ექნება ამონახსნი, 3) ექნება უამრა- 
ვი ამონახსნი განტოლებათა შემდეგ სისტემას: 

3ჯX ––- 2ყ + 2 =ხ, 

5X-–-8ყ -L 92 = ქ, 

2X + ყ + 092 = –- 1. 

ამონახსენთა შემდეგი სისტემები: 

|” 2412-=3, |2%6--#+ 32 = 3, 

180. 7/X+ 3ყ-- 2=1, 181. (X+- 3ყ--22 =2, 

3X + 4ყ––2= 5. სვ» + 2/+ 2 = 5, 

|1X- 3 +22=9, | პX+ 4ყ. + 22 =8, 

182. ( 2X+ 5ყ-– 37=4, 183. (2L--ყ–-– 3= -–– I, 

2X-- 8ყ + 52 = 5. L»X+ 5/+ 5; =9. 

| “X + 5ყ + 32 =2, 

184.  ჯ-–-– 3ვ..+2=>–-1, 

4X“-“ყ+2=7. 

9. ბაუსის მეთოდი 

მოცემულია სისტემა: 

2X-–- 4ყ + 472 =10, 

(– 3X+-8ყ-– 107 =-––-25, 

4X-––- 3ვყ-- 2= 1. 

გარდავქმნათ იგი ტოლფას სისტემად ისე, რომ პირველ განტოლე- 

ბაში X-ის კოეფიციენტი იყოს 1, ხოლო მეორე და მესამე განტოლე– 

ბებში ეს ცვლადი სრულიად არ შედიოდეს. ამისათვის სისტემის პირ- 

ველი განტოლება წევრ-წევრად გავყოთ X-ის კოეფიციენტზე, ე. ი. 
2-ზე. მივიღებთ ახალი სისტემის პირველ განტოლებას: 

X-2ყ+22= 5. 

თუ ამ განტოლებას გავამრავლებთ 3-ზე „და წევრ-წევრად მივუმა- 

ტებთ. ამოსავალი სისტემის მეორე განტოლებას, ხოლო შემდეგ ამავე 

(X--2ყ+27=5) განტოლებას გავამრავლებთ –- 4-ზე და წევრ-წევრად 

მივუმატებთ სისტემის მესამე განტოლებას, მივიღებთ მოცემული სის– 

ტემის ტოლფას სისტემას, რომელშიც X ცვლადი გამორიცხული იქნე– 

ბა მეორე და მესამე განტოლებებიდან. 

I ჯ–– 2ყ4+2-22=5, 

2ყ –– 42 = –-10, 

| 5ყ--77=-19



ამ სისტემის მეორე და მესამე განტოლებები შეიცავს მხოლოდ Vყ 

და 2 ცვლადებს. მეორე განტოლება წევრ-წევრად გავყოთ 2-ხე, 
მივიღებთ 

ყ-22=-–-5 

განტოლებას, სადაც ყ-ის კოეფიციენტია 1; –-5-ზე გამრავლებული ეს 
განტოლება წევრ-წევრად მივუმატოთ წინა სისტემის მესამე განტოლე– 

ბას, მივიღებთ: 

32 = 6. 

შემდეგ მივიღებთ სისტემას 

/7% –2ყ-+22=5 

ყ--22=-–-5 

| 37 = 6 

უკანასკნელი განტოლების 3-ზე გაყოფა მიგვიყვანს სისტემამდე 

ჯ– 2ყ+22= 5 

ყ--22= 5 

| 2=2 

რომელშიც დიაგონალზე დაწერილი კოეფიციენტები 1-ის ტოლია, ხო–- 

ლო დიაგონალის მარცხნივ დაწერილი კოეფიციენტები –– ნულის. ასე– 

თი სისტემა ადვილად ამოიხსნება: 

2=2, ყ=22-5=-1, X=2ყ--22+5= –-I), 

პასუხი: C-1; –-1; 2). 

მაგალითი. ამოვხსნათ სისტემა: 

X+- ყ––2-21=1 L X+6+ყ-2-2:=1 

2 +-2ყ-2-X=4 ს. _ 24+2=2 
> #--V 42 48-23) | 2-+/1=4 
3ჯX-+ 3ყ + 2= 15 42 -L 6( = 12 

მეორე ადგილზე დავწეროთ 2 და გავაგრძელოთ გამოთვლები: 

XLIL– 2-–- 21+ყ= 1 ი ლეV .=2L 

= | 2 –.I 2+ 2! 2 2+2! 2 <> 
+4==> ? 

| 42 -L 6! = 12 – 2 4 
XLI _–2--2+ყ= 1 

«==> 2+2 = 2%. 

1 =-–-2 
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მეოთხე, 0=0 სახის განტოლება არ არის ჩაწერილი. ჩავთვლით რა» 

' ყ-ს ნებისმიერად, მივიღებთ სისტემის ზოგად ამონახსნს: 

(=–-2 2=2-–-2=6, X=1+2+2-–-ყ=3-–-ყ. 

პასუხი; ((3--ყ; ყ; 6; –-2) | VC/1). 
მაგალითი. ამოვხსნათ სისტემა: 

XX- ყ+2=0 

2X + ყ– 3=-–7 

3X > 3ყ –– 72 = 2. 

X ცვლადი გამოვრიცხოთ სისტემის მეორე და მესამე განტოლებე– 
ბიდან: 

X-–<- ყ+2=0 ჯ XL–<– ყყ+2=0 

«== ( 3ყ- 52= 7 «==>-( 3ყ 57 =-–-7 

6ყ -––-– 102 =2 | 0-2 = 16 

უკანასკნელი განტოლება ტოლფასია 0=16 განტოლებისა, მივი– 
ღეთ წინააღმდეგობა. ამიტომ ამოსავალ სისტემას არა აქვს ამონახსნი. 

გაუსის მეთოდით ამოხსენით განტოლებათა შემდეგი სისტემა: 

3X -L 2ყ -++ 2 = 5, 2X+ყ--2=5, 

186 X+ყ-2=0, 186 X--2ყ+2=-–-§5 

4X-- ყ+52 =3, 7X +ყ–7=10 

__ _ 3ჯL- ყ+- 2+ 24 = 18, 

X+ყ-24+1=4 2L- 5 +L1+V6=–7, 
X-–- 7+2=6, 

187. 188. (ჯ. /.C50=8 
3--ყ+2-1=0, , 

2X–- ყ + 37-21 = 1. 2ყ +L2 +(1--«= 10, 
' X+ყ–32+1=1. 

| 195 + 2Xე + 3Xვ = –– 2 

189. ( 2X, -+- 8 –– X–=8, 

9X, + Xვ -L 8Xვ = 0. 

მაგალითი. ამოხსენით სისტემა 

|2#+3/ +2=9, 
Xჯ + 2ყ –– 37 =14, 

3ჯX + 4ყ + 2 = 16. 

L>. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

2 3 2 ჯ 9 

.-( 2 9), X- (VI. 8- (+. 
3 4 1 ' 2 16 
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მაშინ სისტემა ასე ჩაიწერება: 4X=8. ამ სისტემის ამონახსნია 

X= 4-8. 

ვიპოვოთ #4“. გვაქვს: 

2.3 2 

ძბი4=!)1 2 --–3|=–ნ6. 

3 4 1   

  

ვიპოვოთ ამ დეტერმინანტის ალგებრული დამატებები: 

  
რა= 13 ი | = 14, /#,, = –- , 1 =5, რე, =–- 13, 4, =--10. 

-_-_-_-__-.--.-_–I 
ამიტომ 

| 1) 5 –-13 
–--+-(-% + ბ), 

CC" 
საიდანაც 

, 11 5 – 13 9 | 126 -L 70 -––208 
X--(-X-+ 8 '0--+C --5- XXI - 

6L ი 1 1 16 5 18+14-- 16 

1 (=>) ( ) 
=-- –./--28)= 3I. 

6 12 –2 
მაშასადამე X = 2, ყV =3, 2=–2. 4 , 

მაგალითი. ამოხსენით მატრიცული განტოლებანი; 

უXლღ'“ი 
>. ვიპოვოთ 4 => (, ) მატრიცის შებრუნებული მატრიცა; 

    

ჟჟუებხზბზებებებსიეეა”წ ეე კ. : 1=-2; 
3.4 

ე 4. 
–.. -( 1 ). 

4,, 4» 1,5 –-0,5 
   



(1) განტოლების ორივე მხარე გავამრავლოთ #4“1-ზე, მივიღებთ: 

X= /4-! 0) –I ე) 

59 2 

ამოხსენით: 

«(00+-( ე. 
–.. 
(ე+-C ე-6 ე. 

«“X-6ეXC1“ე-(C 1 “ე. 

უღ 1495. 

1.2 3 

''. X-(2 ვ “I-C ? )' 
– 0 1 6 

111 11 1 4 3 

145. 1.0 1 1 X == 0 3 2 

0 0 1 0 0 1 0 

0 0 1 1 0 2 1 

146. იპოვეთ X/#4#=0 განტოლების ყველა ამონახსნი, სადაც 4 მე– 

ორე რიგის მოცემული მატრიცაა, X მეორე რიგის საძიებელი მატრი–- 

ცაა, ხოლო 0 მეორე რიგის ნულოვანი მატრიცა. 
147. იპოვეთ X (I) მატრიცა, თუ X (I()=4X ()–-XCXCი4, 

XCთ= (, .)' 4-( მ -)' 
1.1 –10 

148. ვთქვათ /)(X),...,/, (X) ნამდვილი ფუნქციებია „და (0, ხ1 სეგ-. 

მენტზე არიან წრფივად დამოუკიდებელი. დაამტკიცეთ, რომ (თ, ხ|1I 

სეგმენტზე არსებობს წერტილები თ, ძი,.., მე, რომელთათვისაც 

ძCI (I, (0,))1 > 0. 
მითითება! ისარგებლეთ მათემატიკური ინდუქციის მეთოდით. 

149. გამოიკვლიეთ სისტემის თავსებადობა „და იპოვეთ სისტემის 

ამონახსნი 

|8-2აი+06-ი5+%=V# 
(2––1)X, +(2 –– 11 X:+ X3 =.1, 

1» –+ X- + (2 –– 2) Xვ = 
29:



150. დაამტკიცეთ, რომ 

1 
5 X, = 0)1 X) + ·- + ძი Xი, 

1 
=>. Xგ = 0) X1 + ·' + მიგ %ი 

განტოლებათა სისტემას, სადაც თ,, მთელი რიცხვებია, აქვს მხოლოდ 

·'ნულოვანი ამონახსნი. 

II თავი 

ვექტორული ალგებრის ელემენტები 

§ 1. წრფივი ოპერაციები ვექტორებზე, ორი ვექტორის 

სკალარული ნამრავლი 

ვექტორი ეწოდება მიმართულ მონაკვეთს ან, რაც იგივეა, წერ- 

„ტტილთა დალაგებულ წყვილს, მასთან, პირველ წერტილს ვექტორის 
სათავე ეწოდება, ხოლო მეორეს -–– მისი ბოლო. ვექტორი, 'რომლის 

სათავეა # წერტილი, ხოლო ბოლო 8 წერტილი, „აღნიშნავენ 48 

-სიმბოლოთი. ვექტორი აღინიშნება „აგრეთვე ერთი ასოთი, რომელსაც 

"ზემოთ ისარი აქვს დასმული, მაგალითად ი. 

ისეთ ვექტორებს, რომლებიც პარალელურ წრფეებზე მდებარეო- 
ბენ, კოლინეარული ვექტორები ეწოდებათ, ხოლო პარალელურ სიბრ- 

ტყეებზე მდებარე ვექტორებს –– კომპლანარული. ვექტორის სათავესა 

და ბოლო წერტილებს შორის მანძილს ეწოდება ცექტორის სიგრძე. 

#48 ან ი ვექტორის სიგრძისათვის იხმარება აღნიშვნა |48| ან ICI. 

რაიმე 6 ვექტორს, რომლის სიგრძეც ერთის ტოლია CI6I = 1), 

„ეწოდება ერთეულ-ვექტორი, თუ 6 ვექტორს მოცემული თ ვექტორის 
მიმართულება აქვს, მაშინ მას ი ვექტორის მგეზავი, ანუ ორტი ეწო– 

დება. 

ი. ვექტორის ნამრავლი MI სკალარზე ეწოდება ვექტორს, რომლის 

სიგრძეც არის |/1|. 0) და აქვს თ ვექტორის მიმართულება, როცა 

ი>0, ხოლო საწინააღმდეგო, როცა /#2<90. 
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თუ 2 ვექტორი რაიმე # ღერძთან ადგენს დ კუთხეს, მაშინ ამ ვექ– 
ტორის გეგმილი ღერძზე როგორც რიცხვი განისაზღვრება ფორ- 

მულით: 

გებზგ 0 = | 0 |-C05 დ. 

ორი არანულოვანი ძ და ხ ვექტორის სკალარული ნამრავლი ეწო– 

დება ამ ვექტორების სიგრძეებისა და მათ მორის მდებარე კუთხის 

კოსინუსის ნამრავლს!. 

ი და ხ ვექტორების სკალარული ნამრავლი აღინიშნება ძ.ხ სიმ- 

ბოლოთი, ან კიდევ (0, ხ) სიმბოლოთი. განსაზღვრის ძალით გვაქვს: 

თი-ხ= (2 · |ხIC0§დ, 

> სადაც დ არის კუთხე და ხ ვექტორებს შორის. თუ შევნიშნავთ, რომ 

| | 0§დ = გეგ. თი და |ხIლ05დ =გეგ, ხ, 
ძ 

მაშინ ი და ნ ვექტორების სკალარული ნამრავლი შეიძლება ასე. ჩაი- 
წეროს: 

თ .ხ= |ძIგეგ., ნ = | ხI გეგ. თ. 
ძი ხ 

ერთეულოვან ვექტორთა ,, I ” სამეულს რომლებიც შესაბამისად 

თანამიმწართულია 0X, 0ყ და 02 ღერძების, ორთონორმირებულ ბაზისს 

უწოდებენ. მაშინ X = (0, 1), V =(9,/), 2=(9, #) რიცხვებს თ 
ვექტორის კოორდტნატებს უწოდებენ და ჩაწერენ ასე: რ (X, V, 7). ცხა- 

– –_ 

დია, რომ X = გეგი, თ, XV =გებიყ რი, 2 = გები„,0, ამასთან, რი ვექ- 
ტორი წარმოიდგინება შემდეგნაირად: 

თი=XI1+I7+27% 
და ეს წარმოდგენა ერთადერთია. 

ი ვექტორის სიგრძე მისი კოორდინატების საშუალებით გამოითვლება 
ფორმულით: 

1 როცა 2= 0Vხ=0 მაშინ ამ ორი ვექტორის სკალარული ნამრავლი მიღე– 

ბულია 0-ის ტოლად. 
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09(X, XV. 2.) და ხ CX,, XV, 2-) ვექტორების სკალარული ნამრავლი 

გამოითვლება ფორმულით: 

ძ.ხ=X,X. + IV. + 2. 2), 

ხოლო მათ შორის კუთხე კი: 

–+- – 

C0§ დ = ძი.-ხ = XX +V1V.2+ 212 · 

I11ნ) VXI+ 7L+2VXI +VI+ 2.   

მაგალითი. რა პირობას უნდა აკმაყოფილებდეს ძ“ და ხ წვექტო- 

რები, რომ |თ +6| =|ი–ხნI, (220 #/ნ #0). 

> · ვინაიდან, | 0 + ხ| და |თ–- ნI) წარმოადგენენ იმ პარალელო- 
გრამის დიაგონალებს, რომლის გვერდებია ი და ხ, ამიტომ |თ +6ხ | = 
=|ი-ხ) ტოლობა შესაძლებელია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ეს 
პარალელოგრამი მართკუთხედია. მაშასადამე, 4 Lხ. ქ. 

მაგალითი. ცნობილია /VI, (X,, ყ;, 2) და /MII (X-, ყე, 22) წერტი- 

ლების კოორდინატები. /VI C(#V0,, M,) და Mს,M = 1. MM. ვიპოვოთ #M 

წერტილის კოორდინატები. 

>. აღვნიშნოთ #/MI წერტილის კოორდინატები X, ყ და 2-ით. მაშინ 

გვექნება: 

M.IM=C-–-XVს ყ-–- ყა, 2--2), 2. MM =(MX--X), MV--V), X(2:-–2)). 
პირობის ძალით გვაქვს: 

X –– X, = »(X –– X), ყ–– ყე, =7(ყე–– ყ), 2–– 27= #(2ი –– 2) 

აქედან 

»ჯ= 91 42% _ ყ.+7% 72 == 2, + #25 „საგას აა. 
1+2. 1+7ჯ 1+7. 

მაგალით ი. დავამტკიცოთ, რომ თუ 48 მონაკვეთი C წერტი- 

ლით გაყოფილია /?! : 7 შეფარდებით, მაშინ ნებისმიერი 0 წერტილი- 

სათვის 

– ”M – – 

06 = 04+- -% ი8. (1) 
I» + 1 -L M 

თუ ნებისმიერი C, წერტილისათვის (1) ტოლობა გვაქვს, მაშინ 4788 

მონაკვეთი C წერტილით /7 : 7 შეფარდებით იყოფა. 

32 

   



L · ვთქვათ, 48 მოცემული მონაკვეთია და C წერტილი მას #:#M 
შე ფარდებით ყოფს (ნახ. 2.). მაშინ 

(6. . ი # 6 

მაგრამ 

4C=0C-04,C8=08-0C == 
და ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ; 

0C- 04=--(08--0C. 
” 

აქედან უკვე სულ მარტივად მიიღება (1). 

ახლა, ვთქვათ, ნებისმიერი 0 წერტილისათვის მართებულია (1). 

გადავწეროთ ეს ტოლობა „აბე: 

”! (0C–– 08=ი(04 –– 06). 
თუ მივიღებთ მხედველობაში, რომ 

0C-08=8C 04-0C=C4, 

მაშინ გვექნება ”ი4C =7C8 ან, რაც იგივეა, 

46 =-“ C8. 
M 

რადგან # და ” ნატურალური რიცხვებია. უკანასკნელი ტოლობიდან 

გვაქვ": 
CCI48), |4CI :IC8|) =#M1:ჩM <ქ. 

შედეგი. აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმისა, რომ 4,8 

მონაკვეთი C წერტილით შუაზე იყოფოდეს, შემდეგში მდგომარეობს: 

ნებისმიერი C წერტილისათვის 

0C= –- (04 + 08) (23) 

ტოლობა ჭეშმარიტი უნდა იყოს. 

მაგალითი. წრფეზე აღებულ წერტილზე გავლებულია საძი 

წრფე.“ თითოეული გავლებული წრფე პერპენდიკულარულია მოცემუ- 

3. უმაღლესი მათემატიკის ამოცანათა კრებული ვვ



ლი წრფისა. დაამტკიცეთ, რომ გავლებული წრფეები ერთ სიბრტყეს 
ეკუთვნიან. 

4. ვთქვათ, (0, #) წრფის მიმართ გავლებულია წრფეები (ნახ. 3): 

(08) | (0/), (0C) | (0/), (CL) L(C4). 

გავშალოთ 0ჩ ვექტორი 04, 08 და 0C 

ქექტორების მიხედვით. 

00 = X:04 + ყ · 08 +272 · 06. მი- 
ღებული ტოლობის ორივე მხარე გავამრავ- 

ლოთ სკალარულად 0#4-ზე; გვექნება, 0 = 

= ჯ-0/41. აქედან X; =. 0, მაშინ 

ნახ. 3 08= ყ-08 + 2-C. 

  

ე. 0. 08, 0C, 06 ვექტორები კომპლანარულია. მაშასადამე, 0, #8, C 

და #) წერტილები ერთ სიბრტყეს ეკუთვნიან <1. 

ამოხსენით ამოცანები: 

161. # და 8 წერტილებით განსახღვრულე (მონაკვეთი C წერტი- 

ლით იყოფა »=5:2 ფარდობით. იპოვეთ 8 წერტილის კოორდინატე- 

ბი, თუ 4 და C წერტილების კოორდინატებია 4 (2; 7; 4), C (8; 2; 3). 

169. იპოვეთ მონაკვეთის საწყისი და ბოლო წერტილების კოორ- 

დინატები, თუ ის C(2; 0; 2) და 09(5; ––2; 0) წერტილებით გაყოფი–- 

ლია 3 ტოლ ნაწილად. 

168. იპოვეთ სამკუთხედის სიმძიმის ცენტრი, თუ მისი წვეროებია: 

1) 4 (X), ყ,, 2), 8 (X), ყი, 2ი)·; C (Xვ, ყვ, 2ვ); 2) 4 (2; 5; 0); 88 (11, 3; 8), 
C (5; 1; 12). 

164. იპოვეთ ტეტრაედრის სიმძიმის ცენტრის კოორდინატები, თუ 

მისი წვეროებია: /1 (X,, ყ., 21), 13 (XC, ყი, 2»), C (Xუ, Mვ, 7ვ), 1) (X,, Vკ, 2კ)- 

15წ. განსაზღვრეთ ჩ 0; –-3;--1) ვექტორის საწყისი 4 წერტილი, 

თუ მისი ბოლო წერტილია „8(1; ––1; 2). 

166. მოცემულია #(2; 2; 0) და 8(0; –-2; 5) წერტილები. ააგეთ 

48=ჩ ვექტორი და იპოვეთ მისი სიგრძე და მიმართულების კოსი- 

ნუსები. 

167. იპოვეთ ნ ვექტორი, თუ ის 0X „ღა 0ყ ღერძებთან ადგენს 

თ=60მ0 ჩ=12ლ კუთხეებს და მისი სიგრძეა 2. 
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158. ვექტორი 0X და 02 ღერძებთან ადგენს თ=1209 და +=459 

კუთხეებს. რა კუთხეს ადგენს ის CV ღერძთან? 

169. M წერტილის რადიუს-ვექტორი საკოორდინატო ღერძებთან 

ტოლ კუთხეებს ადგენს, იპოვეთ # წერტილის კოორდინატები, თუ 

მასი რადიუს-ვექტორის სიგრძეა 3. 

160. განსაზღვრეთ ჩ (6; –-2; –“3) და 6 0; 4: ––12) ვექტორების 

მგეზავები. 

101. C ვექტორი, რომლის სიგრძეა 75, =16L--15/+12L ვექტო- 

რის პარალელურია. იპოვეთ 0 ვექტორი. 

162. პარალელოგრამის სამი მიმდევრობითი წვეროა: 4 (1; 1), 

8(2; –“1) და C(6: 8). იპოვეთ მეოთხე წვერო. 

163. ,4 (2; 1; ––1) წერტილზე მოდებულია |I9)=7 ძალა. განსა–- 

ზღვრეთ ძალის გამომსახველი ვექტორის მიმართულება და ბოლო 

წერტილის კოორდინატები, თუ ცნობილია მისი ორი კოორდინატი 

X=2 და V=-–-3. 

164. 2 (X, V, 2) ვექტორი, რომლის სიგრძეა 3 V 42, ემთხვევა 
დდ; –-3; 6) და CC-I; 2; ––2) ვექტორების კუთხის ბისექტრისას. 

იპოვეთ MC, XV, 2) ვეჭტორი. 

16წ. მოცემულია 48=3:-4/) ღა 8C=5(+10/ ვექტორები. იპო- 

ვეთ 48C სამკუთხედის #/) ბისექტრისის მგეზავი. 
1606. დაამტკიცეთ, რომ თუ M# #48C სამკუთხედის მედიანების გა–- 

დაკვეთის წერტილია და 0 სივრცის ნებისმიერი წერტილი, მაშინ შეს- 

რულდება შემდეგი ტოლობა: 

0M = --C04+08 +0C. 

167. M) და Mე წერტილები 4,8, და 4:28: მონაკვეთების შუა 

წერტილებია. დაამტკიცეთ, რომ 

– .. აეე. = 
/V1IMIვ = ო. (414: + 8.8.). 

168. M, და M2 #.8)C) და /#028:C5 სამკუთხედების მედიანების 

გადაკვეთის წერტილებია. დაამტკიცეთ, "რომ 

“ 1 –- -. _. 
MM1IMIგ = > (414) -L 8) 8კ -L CC) 
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169. 48C სამკუთხედში #4), 8. C წერტილები 8C, ტ4C, 48 

გვერდების მუაწერტელებია და 0 –– სივრცის ნებისმიერი წერტილი; 

დაამტკიცეთ, რომ შესრულდება ტოლობა 

04, + 08, +0C, = 04 + 08 + 0C. 
170. 48CM0) ტეტრაედრში /) და VI შესაბამისად 4108 და 80C 

ფახნაგების მედიანების გადაკვეთის წერტილებია. დაამტკიცეთ, რომ 

M,M:II4C. იპოვეთ ამ ვექტორების სიგრძეების შეფარდება. 
171. დაამტკიცეთ, რომ თუ ოთხკუთხედის დიაგონალები ერთმა– 

ნეთს შუაზე ყოფს, მაშინ ოთხკუთუედი პარალელოგრამია. 

179. დაამტკივეთ, რომ ტრაპეციის ფუძეების შუაწერტილები და 
ფერდების გაღაკვეთ-ს წერტილი ერთ და იმავე წრფეს ეკუთვნიან. 

173. მოცემ.ულია: 10) =10, |ნ| =15, |თ+V6 | =20. გამოთვალეთ 

|ძ--ხI. 
174. #5C სამკუთხედში 4/M მონაკვეთი # კუთხის ბისექტრისაა. 

იპოვეთ #VM, თუ 48 =ი, 4C =ხ. 

125. იპოვეთ ნ ვექტორს გეგმილები 0X და 0ყ ღერძებზე, თუ 
I6|)=2 და ? ვექტორი 0X ღერძთან შეადგენს 30“-იან კუთხეს. 

176. მოცემულია ერთეული სიგრძის თ, ხ და 0 კომპლანარული 

ვექტორები. მასთან (ი, ხ)=30% და (ს, C) =609%. 

გამოთვალეთ I0+2ნ+30|. 

177. 48C სამკუთხედი /#|8)C) სამკუთხედის პარალელური გეჯგმი–- 
ლია სიბრტყეზე. ცნობილია: 

144.) =თ0ძ, I88)| = ხ, |CC)| =C. 

იპოვეთ ამ სამკუთხედების მედიანების გადაკვეთის წერტილებს შმორის 

მანძილი. 

178. მოცემულია ნებისმიერი ხუთკუთხედი. არსებობს თუ არა 

ხუთკუთხედი, რომლის გვერდები მისი დიაგონალების პარალელური 

და ტოლია, 

179. 0 და წხ ვექტორებს შორის კუთხე დ=-- »; Iი| = 11, |6|= 2, 

გამოთვალეთ: 

1) (20 + 3ხ)-(20 –– ხ) 2) (20-–– 5ხ)?. 

180. იპოკეთ თ და ხ ვექტორების სკალარული ნამრავლი, 

თუ I) I0|=3, |ნ|=6, 01|ნ; 2) || =3, |ნ| =1, 416. 
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181. მოცემულია სამი თ, ხ, C ერთეულოვანი ვექტორი, რომლებიც 

აკმაყოფილებენ პირობას 2+6+6=0. გამოთვალეთ 0-ნ+ნ.6+C-·ძ. 
189. განსაზღვრეთ თ-ს რა მნიშვნელობისათვის იქნებიან 80+თხ 

და ი--2ხ ვექტორები ურთიერთპერპენდიკულარული, თუ 

I291I=7V2 ,|ხI=4 და (9, ნ)=– . 

188. მოცემულია სამკუთხედის წვეროები: 4(1; 2; 1), 8(3; ––I; 7), 
C(7; 4; ––2). გამოთვალეთ მისი შიგა კუთხეები. 

184, გამოთვალეთ სამკუთაედის კუთხეები, თუ მისი ორი გვერდი 

ემთხვევა 480; I; –-2) და 8C(3; 2; 6) ცექტორებს. 

186. იპოვეთ ჩC, », 2) ეექტორი, თუ მისი სიგრქეა 16 ·და 0X და 

07 ღერძებთან ადგენს ტოლ კუთხეებს თ=+7=45“. 

186. იპოვეო §V, XV, 201 ვექტორი, თუ ის მოთავსებულია Xჯ0ყ 

სიბრტყეზე; ამასთან |CI = |0 I, სადაც C2(5; ––3; 4) „და #” L0. 

187. იპოვეთ ერთეული სიგრძის ვექტორი, თუ ის ერთდროულად 
მართობულია ნ (3; 6; 8) ვექტორისა და 0X ღერძისა. 

188. იპოვეთ ერთეული სეგრჭის ვექტორი, რომელიც პარალელუ- 

რია #(6; 7; ––6) ვექტორისა. 

189. M(CX, 7, 2) ვექტორი, რომლის სიგრძეა 26, მართობულია 

66; –-2; ––3) და 0(0; 1; 3) ვექტორებისა და 0ყ ღერძთან ადგენს 

ბლაგვ კუთხეს. იპოვეთ I(X, V, 2) ვექტორი. 

190. ”(X, #) ვექტორი, რომლის სიგრძეა 2, C(3; 4) ვექტორთან 

ადგენს 60“-იან კუთხეს; იპოვეთ # (X, X) ვექტორი. 

191. გამოთვალეთ 48C სამკუთხედის CM სიმაღლის სიგრძე, თუ. 

მისი ორი გვერდი ემთხვევა 48=3(-4/ და 8C=7+5) ვექტორებს. 
192. მოცემულია სამკუთხედის წვეროები: #4(2; –-–4; 3), 8(1; –7, 

2) და C(2; ––2; 1). იპოვეთ C#2 სიმაღლის სიგრქე. 

198. 1) იპოვეთ IX5; 2; 5) ვექტორის გეგმილი C(2; –-1; 2) ვექ- 
ტორის მიმართულებაზე; 
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2) მოცემულია 4(3; 3; –-2), 8 (0; –– 3; 4), C (0; –– 3; თ და 
Cჩ 

ნ 0; 2; – 4) წერტილები. გამოთვალეთ ბებ. ს 

194. მოცემულია სამი ვექტორი: ი(1; –-3; 4), ხ(3; --4; 2) და 

6(–1; 1; 4), გამოთვალეთ გეგ.,22 , . 
ხ+ი 

195. მოცემულია „(1; 1; 1) და (804; 5; ––3) წერტილები. იპოვეთ 

48 ვექტორის გეგმილი # ღერძზე, რომელიც საკოორდინატო ღერ- 

ძე ბთან ადგენს ტოლ მახვილ კუთხე ებს. 

190. მოცემულია #4(3; –-4; –-2) და 8(2; 5; ––2) წერტალები. იპო– 

ვეთ 48 ვექტორის გეგმილი # ღერძზე, რომელიც 0X და 0Vყ ღერძებ- 
თან ადგენს თ=60? და ჩზ=120? კუთხეებს, ხოლო 07 ღერძთან –– 

ბლაგვ კუთხეს. 

197. იპოვეთ ”( V 2 ; – 3; –– 5) ვექტორის გეგმილი #ს ღერძზე, 
რომელიც 0X და 02 ღერძებთან ადგენს თ=45? და #=60? კუთხეებს, 
ხოლო C0V ღერძთან –– მახვილ კუთხეს. 

198. 1 და წ ერთეული სიგრძის ვექტორებს შორის კუთხე 120”-ია. 

იპოვეთ 0 = 2» +4ი და ხ =71=-M ვექტორებს შორის კუთხე. 
199. 1 და X ერთეული სიგრძის ვექტორებს შორის კუთხე 60”-ია. 

იპოვეთ ი=9ი +ი და ხ=/--2ი ვექტორებზე აგებული პარალელოგ- 

რამის დიაგონალების სიგრძეები. 

900. იპოვეთ 0ი=5ი+20 და ხ=ი–3” ვექტორებზე აგებული პა- 

რალელოგრამის დიაგონალების სიგრძეები, თუ |0I =2V2, | 91 =3 

და (#7, 0)=–-. 

§ 9. ორი ვექტორის ვექტორული ნამრავლი და 

ხამი ვექტორის შერეული ნამრავლი 

ძ ვექტორის ვექტორული ნამრავლი ხ. ვექტორზე (20 VL 6) ეწოდება 
ისეთ C ვექტორს, რომელიც განისახღვრება შემდეგი სამი პირობით: 

1) |6I = | 06) ·|ხ|9იდ, სადაც დ =(>თ, ხ), 
2) CL #6 L, 
3) C ვექტორი მიმართულია ისე, რომ ძ, ხ, C არის მარჯვენა. 

ვ8



თუ ძიIხ, მაშინ ძ ვექტორის ცექტორული ნამრავლი ხ ვექტორზე 

მიღებულია ნულოვან ვექტორად. თ ვექტორის ხ ცექტორზე ვექტო- 

რული ნამრავლი აღინიშნება 0Xხ ან (ი, ხ1 სიმბოლოთი. 

თუ 9 =(X,, X), 2,), ხნ = (X-, XV», 2»), მაშინ: 

ი და ხ ვექტორების ცექტორული ი0Xხ ნამრავლის § ვექტორზე 

სკალარულ ნამრავლს ეწოდება ი, ხ, და 6 ვექტორების შერეული ნამ– 

რავლი და იგი (0, ხ, თ სიმბოლოთი აღინიშნება. 

თუ 0=(X,, XV), 2)), ხ= (XV, 25, 2»), 6= (Xვ, Vვ, 2ე), მაშინ 

%X2. %, 2) 

X2 72 2 
%ვ Xვ 2ვ 

– 

(0, ხ, C) = 

  

  
მაგალითი. 0ი=27 + 3/ –– V3X#, I6I=2, (ძ, ხ)=–= ვი- 

პოვოთ | 0 XLI. 

>. |იI=V4+9+3=4, |0XხI = |9I- |ხI9ი(ძი, ხ) = 
_. 4. 

2 

მაგალითი. გამოვთვალოთ თ + 3ხ და 38 +ხ ვექტორებზე აგებუ- 

ლი პარალელოგრამის ფართობი, თუ 0 და ხ ერთეულოვანი ვექტორე- 

ბია და მათ შორის კუთხე უდრის – · 

>. 60 +ხ)X(9+3ხ)=8(6Xხ), 

5= I(30-+ ნ) X(+3ხ)|=8|თXხI= 

=8.|0!I-.Iხ|5ეი--- =8-1-.1.-- =-4.ქ. I0I I 6| 2 2 4



მაგალითი. დაამტკიცეთ რომ ოთხი წერტილი #(1; 2; ––-1), 

8C; 1; 5), CC–1; 2; 1) და IX2; 1; 3) მოთავსებულია ერთ სიბრ- 

ტყეში. 

>. დამტკიცებისათვის საკმარისია ვაჩეენოთ 48, 46 და 4ჩ ვექ- 

ტორების კომპლანარობა, რადგანაც 

__. _ –1-16 
(48, 4C, 4L) = | –2 0 2 =0, 

1 –1 4 

  

  
ამიტომ 48, 4C და ტი ვექტორები კომპლანარულია, რის გამოც 

#4, 8, C და ს წერტილები ძევს ერთ სიბრტყეში. 4. 

ამოხსენით ამოცანები: 

901. მოცემულია |0|=8, |C|=4 და :0C=16. გამოთვალეთ 

|6X CI. 

909, მოცემულია |C| = 6, |01=10 და |/6X 0 | = 48. გამოთვალეთ 
ჩ.0. 

908. # კოეფიციენტის რა მნიშვნელობისათვის იქნება =#0+5ხ 

და 0=3ი--ხ ვექტორები პარალელური, თუ ძ და ხ ვექტორები არ 

არის პარალელური? 

904. რა პირობას უნდა აკმაყოფილებდეს თ და ხ ვექტორები, რომ 

9+ხ და იხ ვექტორები იყოს პარალელური? 

206. აჩვენეთ, რომ (0–-ხე)X(CC+ხ):=2(0X6) და გამოარკვიეთ ამ 

ტოლობის გეომეტრიული მნიშვნელობა, თუ იხ და ი+ნ ვგექტორე- 

ბი გამოსახავს პარალელოგრამის დიაგონალებს, 

206. „გამოთვალეთ ჩ0; –-2; 4) და 006; 1; –-2) ვექტორებზე აგე– 

ბული პარალელოგრამის ფართობი. 

207. გამოთვალეთ ნ-- /+ჩ და 0=I(+I+Lს ვექტორებზე აგებუ- 

ლი პარალელლოგრამის ფართობი და დიაგონალების სიგრძეები. 

908, გამოთვალეთ ჩჩ=20+3ხ და 0=0--4ხ ქექტორებზე აგებუ- 

ლი პარალელოგრამის ფართობი, სადაც 0 და ხ ურთიერთმართობული 

მგეზავებია. 
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909. ააგეთ პარალელოგრამი ნ-2/+6 და 0=(+2 ვექტორებზე 

და გამოთვალეთ მისი ფართობი და სიმაღლე. 

210. გამოთვალეთ სნ=0+2ხ და 0= ი––3ნ ვექტორებზე აგებული 
IL 

პარალელოგრამის ფართობი. თუ LI = 5; |ნI = ქ, (თ, ხ)= =. 

811. ML და M ერთეული სიგრძის ვექტორებს შორის კუთხე 45ჰ%-ია. 
გამოთვალეთ იმ პარალელოგრამის ფართობი, რომლის დიაგონალებია 

20--# „და 4-5 ვექტორები. 

219. მოცემულია სამკუთხედის წვეროები: 4(1; 2; 0), ,5(3; 0-–3), 

C (5; 2; 6). გამოთვალეთ მისი ფართობი და 8 სიმაღლის სიგრძე. 

913. მოცემულია სამკუთხედის წვეროები: (1; ––1; 2), 8(5; –-6; 

2) და C(1; 3; –-1). გამოთვლეთ მისი ფართობი და ზი სიმაღლის 

სიგრქე. 

9514. მოცემულია ი (3; 0; –– 1), ხ(2; 4; 3), C(––1; 3; 2), 4(2; 0; 1) 

ვექტორები. გამოთვალეთ: 1) (თX 6)X2%: 2) (0იXC6)-(6X9ძა. 

215, მოცემულია ი (2; –- 3; 1), ხC- 3; 1: 2), C(1; 2; 3) ვექტო- 

ჩებ ი. გამოთვალეთ (6Xხ) XC · 
იბოვეთ შემდეგ ვექტორებზე აგებული პარალელეპიპედის მოცუ- 

ლობა: 

916. ნ, (1; –– 1; 3), ჩ,(2; ––2; 1), ჩკ (3; ––2; 5). 
917. ჩ,(5; –– 3; 2), 6,(-–6; 3; 4), ნკ(–-8; 6; –– 5). 
კომპლანარულია თუ არა შემდეგი ვექტორები: 

818. ნ,(--2; –-1; –– 3), ჩა(– 1; 4; 6), ჩნა(1; 5; 9). 

919. #, (2; 1; 3), 8:(3; –- 2; 1), ჩა(1; 1; 2). 
აჩვენეთ, რომ შემდეგი წერტილები მდებარეობს ერთ სებრტყეზე: 

890. (1; 2; –– 1), 8(0; 1; 5), C(–– 1; 2; 1), IX2; 1; 3)- 
291. -4(1; 2; 1), 8(1; 1; 2), C(2; 1; 1), 0(–– 3; 0; 7). 
999. მოცემულია პირამიდის წვეროები: #(2; 3; 1), 8(4; 1; –-2), 

C(6; 3; 7), M(–5; –-4; 8). იპოვეთ მეისი მოცულობა და #) წვეროდან 
დაშვებულე სიმაღლის სიგრძე. 

29ვ. მოცემულია პირამიდის წვეროები: 4(C(; 0; 0), 8(3; 4; ––1), 

C(2; 3; 5), #)X(6; 0; ––3). იპოვეთ მისი მოცულობა და #4 წვეროდან 

დაშვებული სიმაღლეს სიგრძე. 
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994, 04, 08 და 0C ვექტორები მოთავსებულია საკოორდინატო 

კუთხეების ბისექტრისებზე. იპოვეთ ამ ვექტორებზე აგებული პირამი– 
დის მოცულობა, თუ თითოეული მათგანის სიგრძე „უდრის 2-ს. 

99წ, გამოთვალეთ 048C0)4,8,C) პარალელეპიპედის მოცულო- 

ბა, თუ მოცემულია ქვედა ფუძის სამი წვერო CX0; 0; 0), /4(2; –-3; 0), 

C (3; 2; 0) და ზედა ფუძის ერთი წვერო 88, (3; 0; 4). 

996. პირამიდის წვეროებია /# (–-1; ––3; 4), 8 (2; 3; ––4), C C–3; 

1; 1) და #9 (4; ––1; 3). იპოვეთ 1) 8#) წიბოს სიგრძე; 2) #8C წახნა- 

გის ფართობი; 3) 80 და 8C წიბოებს შორის კუთხე; 4) სხ წვეროდან 

დაშვებული პირამიდის სიმაღლე. 

997. ერთ წერტილზე მოდებულია სამი არაკომპლანური ძ I და 6 

ვექტორი. დაამტკიცეთ, რომ სიბრტყე, რომელიც ამ სამი ვექტორის 

ბოლოზე გადის, 0Xნ+6ხX6+6X9C ვექტორის მართობულია. 

მითითება. საკმარისია აჩვენოთ, რომ რთიXხ+ნ6X60+06X0 პერპენ- 

დიკულარულია ხ--0 და C--ძ ვექტორების. გვაქვს 

დ-ი, 0X6+ხX6+65X9 ) = (ზ, ი, ხ) + დ, ხ, CI +Cნ, 6, 0) = 
= (0, ძ, ხ) – (9, ხ, C, ) 

ანალოგიურად (6-9, ი-X ხ +ხX 2 

998, დავამტკიცოთ, რომ 

+ > -_ 

(თ, C, ძ) = 0. 

+ CX თ) =0. 

რ. ი 46 +-– 

ე (6, X C, #) 6, 2 
(ი, ხ, C)-·(X, ყ, 2) = დ, X (დ, “ი. დ, 2 

ი 9ილC09V906062 
§259. 5485C ტეტრაედრის ყოველ წიბოსა და მის მოპირდაპირე წი- 

ბოს შუა წერტილზე გავლებულია სიბრტყეები. დაამტკიცეთ, რომ ყვე– 

ლა ამ სიბრტყეს აქვს საერთო წერტილი; აღვნიშნოთ ეს წერტილი 

#-თი. 5 ვექტორი გამოსახეთ 54=0, 58=ხ და §6=C გექტო– 

რების საშუალებით. 

მითითება. 54, 58 და 5C წიბოებზე გამავალ სიბრტყეზე მდებარე 
2 .-– 

წერტილების რადიუს-ვექტორებს აქვს სახე “> + M რ. 

ი+C ,.-+ +. 
%. + 16,   

  + 6 
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ასე რომ, ეს სიბრტყეები იკვეთება 7, ((+ხ+თ= წრფეზე. ანალოგიურად, 

სიბრტყეები, რომლებიც „გადიან 54, 48, 4C და 85, 84, 8C წიბო- 

ებზე, იკვეთებიან წრფეზე ი+ს (6+C–3ძ) და ხ+» (=+6C–-3ხ). ამ 

სამი წრფის გადაკვეთის წერტილია #7, რომლის რადიუს-ვექტორია 

–C+0+0თ. 

– – 

930. აჩვენეთ, რომ ი+ხ+ 5=0=>0Xხ=0სნX0=0CX0. 

III თავი 

ანალიზური გეომეტრიის ელემენტები 

§ 1. სიბრტყე 

სიბრტყის განტოლებათა სახეებია: 

1) სიბრტყის ზოგადი განტოლება: 

4X + 8ყ + C2 + ს =0: 

ჩხ (4, 8, C) ვექტორი სიბრტყის ნორმალური ვექტორია. თუ M9=0, 

მაშინ სიბრტყე გადის კოორდინატთა სათავეზე; თუ C=0, მაშინ სიბრ– 

ტყე პარალელურია 02 ღერძისა; თუ C=#=0, მაშინ სიბრტყე გადის 

02 ღერძზე, თუკი 8=C=0, მაშინ სიბრტყე ყ02 სიბრტყის პარალე- 
ლურია, საკოორდინატო სიბრტყეების განტოლებებია #ჯ=0, Vყ=0, 

2=0. 

2) სიბრტყის განტოლება მონაკვეთებში: 

Xჯ +191 5 I, 
0 ხ 6 

სადაც თ, ხ და C აღნიშნავს იმ მონაკვეთების სიდიდეებს, რომლებსაც 

სიბრტყე ჩამოჭრის საკოორდინატო ღერძებზე. 

3) სიბრტყის ნორმალური განტოლება: 

XC05Cდ-L ყC05ჩ + 2005ჯ-–7ი0=0, 

სადაც ი კოორდინატთა სათავიდან სიბრტყეზე დაშვებული მართობის 
სიგრძეა, ხოლო თ, ჩ და 7 –– ამ მართობის მიერ საკოორდინატო ღერ– 
ძებთან შედგენილი კუთხეები. 
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სიბრტყის ზოგადი განტოლება რომ დავიყვანოთ ნორმალურ სახე- 

ზე, საჭიროა ის გავამრავლოთ 

V4:+ 8: +C1? 
მანორმებელ მამრავლზე, სადაც 7-ს 'ნიშანი # თავისუფალი წევრის 
ნიშნის მოპირდაპირეა. 

კუთხე #4.X+8,ყ+ C)2+ს0,=0 და 4ტ:X+8:ყ+ C22+ L–:-=0 სიბრ– 

ტყეებს შორის გამოითვლება შემდეგი ფორმულით: 

Cლ0§დ = + 4,4, + 8,8, + CICა- 

V41+ 81+C1 V41 + 81 + C; 
ამ სიბრტყეთა პარალელობის პირობაა: 

ხოლო მართობულობის პირობა არის: 

4, 4; -+L 8, 8კ -L C) C: = 0. 

Mი (Xი, ყი, 20) წერტილზე გგამავალ საბრტყეთა ძნეულის განტო- 

ლებაა: 

#4(X-–X) + 8(ყ-- ყი) + C(2-––7)) = 0. 
VI, (XV, ყე, 21), IM (Xა, M:, ?ი), /Mვ (Xე, ყვ, 7ვ) წერტილებზე გამავალი 

სიბრტყის განტოლებაა: 

X-XI ყ-ყ 2 -“.2. 

%-- XX ყა“ ყე 2-2 | =0. 

“XIX ყვ“ სყ, 2–24 

მანძილი /M”ე (Xა, ყი, 20) წერტილიდან XC05 თ + I 005 ჩ-L-2 C05 ჯ –– 9=0 
სიბრტყემდე გამოითვლება შემდეგი ფორმულით: 

ჩ = | X.C05C -L Vა0C05 ჩ -L 700057 –- 0 |. 

თუ სიბრტყის განტოლება ზოგადი სახითაა მოცემული, მაშინ 

ჩ= |I|რX+8Vყი +C2-+7#/|1 . 
V 4? + 8: + C? 

4.X+ 8. ყ + C2+ 0, = 0 და 4:X+8,ყ+C:2+71:=9 V-- 
ბრტყეთა გადაკვეთის წრფეზე გამავალ სიბრტყეთა კონის განტოლებაა: 

4.X+8 ყ+C2+0, +2(4:X + 80V + C;2 + LC) = 0. 

სადაც 7. პარამეტრია. 

3.)



მაგალითი. იპოვეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც 

4 (2; ––1; 4) და 8 (3; 2; ––1) წერტილებხე გადის და X+ჰ+ყ+22--3= 
=0 სებრტყის პერპენდიკულარულია. 

>. საძიებელი სებრტყის 0 ნორმალ-ვექტორი მართობული უნდა 

იყოს 48 (1; 3; ––5) და #L=(1; 1: 2) ვექტორების, ამიტომაც 0 ვექტო– 

რად შეგვიძლია ავიღოთ; 

= 11,-–7/-2#. 

სა
 

თ 
2 

– – – /, 

C= /8 XI = 1 3 – 

1 

4 (2; -–1; 4) წერტილზე გამავალი. და ლ ვექტორის მართობული სი– 

ბრტყის განტოლებაა 

11(C-––=2)-–7(/+ 1)--2(7--4)=0 ან 11X-–– 7,-––22--21 =0. <1 
მაგალითი. შეადგინეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც 

M (3; ––1; ––5) წერტილზე გადის „და პერპენდიკულარულია 3X-–--2ყ + 

+22+7=0 და 5X--4ყ+32+1=0 სიბრტყეების. 

C> . ადვილი შესამჩნევია, რომ საძიებელი სიბრტყის M ნორმალ– 

ვექტორად შეგვიძლია ავიღოთ ი, =(3; –-2: 2) და M:=(5; –-4; 3) ვექ- 

ტორების ვექტორული ნაჭრავლი, ე. ი. 

ი = MM, X ჩე = 27 + | –-2#. 

M (3; –-1; ––5) წერტილზე გამავალი და #=(2; 1; –-2) ვექტორის 

მართობული სებრტყის განტოლებაა: 

2>X--3)4+(#/+1)--2(72-+5) =0, ან 2X + /-––27-- 15= 0. <4 

მაგალითი. M(2; –-1 --2) წერტილი წარმოადგენს სათავი- 

დან სიბრტყეზე დაშვებული მართობის ფუძეს. იპოვეთ ამ სიბრტყის 

განტოლება. 

C> პირობით ”7=60M რადიუს-ვექტორი სიბრტყის მართობული 

ვექტორია, რომლის კოორდინატები იგივეა, რაც # წერტილის კოორ– 

დინატები, ე. ი. #= (2; ––1; ––2). პირობით , პერპენდიკულარულიასა- 

ძიებელი სიბრტყის და #M წერტილი ძევს მასზე; ამიტომ გვექნება: 

2(--21--1(7-+- 1)+2C6C=2)=0 ან 2X-–-#/+22--9=0. < 
მაგალითი. ვიპოვოთ იმ სებრტყის განტოლება, რომელიც „გა- 

დის /ი(2; –-3; ––7) წერტილზე და პარალელურია 2X-–-6ყ--32+5=0 
სიბრტყის. 
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> -· ვექტორი M დ; 6; მ) პერპენდიკულარულია მოცემული 

სიბრტყის ნებისმიერი პარალელური სიბრტცყისა. M ვექტორი საძიებე– 
ლი სიბრტყის მართობულია, რომელიც გადის /Mი (2; –-3; ––7) წერ- 

ტილზე, ე. ი. „გვექნება. 
2X-–2-–6(ეკ(+3)-–-–3(2+7)=0. 2. 

ამოხსენით ამოცანები: 
981. შეამოწმეთ, გადის თუ არა 4X-Vყ+37+1=0 სიბრტყე შემ- 

დეგ წერტელებზე: # (-–1; 6; 3), 8 (2; 0; 5), C (3; ––2; ––5). 

ააგეთ შემდეგი სიბრტყეები: 

5395. 1) X–– 2#7-––-<2-+1 =0; 2) ყ+22-–-– 4=0; 3) 2C–– 3ყ-+12=0; 

4 X+2=1; 5) 2ჯX-–-–5=0. 
288. 1) 2X+ ყ–-2-–-–6=0; 2) XL–-- ყ+22=0; 3) X-–- ყ =0; 

4) 22–– 7 =0. 

9534, დაწერეთ შემდეგი სიბრტყეთა განტოლებები მონაკვეთებში: 

დ-_-___–”” 
4) X--7=0. 

935. დაწერეთ შემდეგი სიბრტყეთა განტოლებები ნორმალური 
სახით: 

1) 2X– 9/ +67-– 22 =0; 2) 5/-––1224+26=0; 3) / 2 =0; 
4) 22-–-.1=0. 

280. იპოვეთ "მანძილი კოორდინატთა სათავიდან 2X+3ყ--–-67–-42= 

=0 სიბრტყემდე. 

იპოვეთ მანძილი პარალელურ სიბრტყეებს შორის: 

937. 4X+ 3მ3)-––52--8=0 და 8X+6/--107+9 =20. 
988. 11L- 20 -–– 107 + 15=0 და 1IX-–– 2/--107--45=0 
939, დაწერეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც გადის #M (1; 

2; 1) წერტელზხე 3X+ყ-–-2+2=0 სიბრტყის პარალელურად. 
940. დაწერეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც გადის #M C-–2; 

7; 3) წერტილზე X--4ყ+52--1=0 სიბრტყის პარალელურად. 
941. დაწერეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც „გადის # (5; 

–-7; 4) წერტილზე და საკოორდინატო ღერძებზე ჩამოჭრის ტოლ მო- 

ნაკვეთებს. 

949. დაწერეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც გადის M C-4; 

0; 4) წერტილზე და 0X და 0ყ ღერძებზე შესაბამისად ჩამოჭრის 0=4 

და ხ=3 მონაკვეთებს. 

94მ. მოცემულია #M) (–-7; 2; ––1) და M:(3; 4; 10) წერტილები. 
დაწერეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც გადის M: წერტილზე 

M,Mვე მონაკვეთის მართობულად, 
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914, მოცემულია M, (8; ––7; 5) 'და #25 (2; ––-1; –-2) წერტილები. 

დაწერეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც გადის M, წერტილზე 
MM: მონაკვეთის მართობულად. 

შეადგინეთ შემდეგ სამ წერტილზე „გამავალი სიბრტყის განტოლება: 

94წ. /MV, (7; 6; 7), /M_:(5; 10; 5), Mვ(–1; 8; 9). 

846. /M, (2; 0; 4), M1(3,; 1; –– 2), Mვ3(0; –– 3; -– 1). 
847. დაწერეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც: 1) პარალელუ– 

რია X02 სიბრტყისა და გადის (2; ––5; 3) წერტილზე; 2) გადის 02 

ღერძზე (და (–3; 1; --2) წერტილზე; 3) პარალელურია 0X ღერძისა 
და გადის (4; 0; ––2) და (5; 1; 7) წერტილებზე. 

948. დაწერეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც: 1) პარალელუ– 

რეა X02 სიბრტყისა და გადის (3; 2; ––7) წერტილზე; 2) გადის 0X 

ღერძზე და (4; –-3; ––1) წერტილზე; 3) პარალელურია 0V ღერძისა 
და გადის (1; ––5; 1) და (3; 2; ––2) წერტილებზე. 

„გამოთვალეთ კუთხე შემდეგ სიბრტყეებს შორის: 

949. 1) X-–-2ყ/-+22--8=0 და X+2-6=0; 2) 2X-–– 3/ + 
+672–12=0 და X+ჰ+2ყ+22--7=0; 3) 3ჯX-–ყ 4+-22++15== 

და 5X+9ყ-37--1=0. 

950. 1) ყ-––-V3X-–-7=0 და #=0; 21) X+272-–6=0 და 
X-+2ყ--4=0; 3) 6L+ 2ყ-–– 472 -L 17=0 და 9X + 3ყ-–62--4 =0. 

5§1. დაწერეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც პარალელურია 

2X+2ყ+2-8-0 სიბრტყისა და მისგან დამორებულია #=4 მან- 

ძილით. 

959. იპოვეთ იმ მართობის სიგრქე ,და მიმართულება, რომელიც 

დაშვებულია კოორდინატთა სათავიდან 2X+3ყ+62-35=0 სიბრ- 

ტყეზე. 
363. შეადგინეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც პარალელუ- 

რია 3X+ყ-–-22--5=0 და 6X+2ყ--42+1=0 პარალელური სიბრტყე– 

ებისა და თანაბრადაა დაშორებული თითოეული მათგანიდან. 

954. იპოვეთ კუბის მოცულობა, თუ მისი ორი წახნაგი მოთავსებუ– 

ლია 2X--2ყ+2--1=0 «და 2X--2ყ+2+5=0 პარალელურ სიბრტყე–- 

ებზე. 

966. იპოვეთ იმ წერტილთა გეომეტრიული ადგილი, რომლებიც 

თანაბრადაა დამორებული #4 (1; 2; 3) და 8 (2; ––1; 4) წერტილე– 

ბიდან. : 
956. იპოვეთ იმ წერტილთა გეომეტრიული ადგილი, რომლებიც 

თანაბრადაა დაშორებული 4(« – >: 2) და 8(თ ->; 9) 

წერტილებიდან, 
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957. დაწერეთ სიბრტყის განტოლება, თუ M (3; –-6; 2) წერტილი 

კოორდინატთა სათავედან ამ სიბრტყეზე დაშვებული მართობის 

ფუძეა. 

958. დაწერეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც გადის 0X 
ღერძზე და M (5; 4; 13) წერტილიდას დამორებულია #=8 ერთე- 

ულიეით. 

259. დაწერეთ იმ სებრტყეს განტოლება, რომელიც გადის /M, (8; 

–- 3; 1) და M5 (4; 7; 2) წერტელებზე 3X+5ყ--72--21=0 სიბრტყის 

მართობულად. 

960. დაწერეთ იმ სიბრტყის (განტოლება, რომელიც გადის V/, (1; 

2; 3) და M:(2; 1; 1) წერტილებზე 3X+4V+2-–-6=0 სიბრტყის მარ- 

თობულად. 

961. შეადგინეთ იმ სიბრტყის გავეტოლება, რომელიც გადის /M/C--1; 

–-1; 2) წერტილხე X-–-2ყ+-2-4=0 და X-+--2ყ--22+4=0 სიბრტყე- 

ების მართობულად. 

969. შეადინეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც გადის /V (1; 

3: 2) წერტილზე X+2ყ+2-–-4=0 და 2X++Vყ+32+5=0 სიბრტყეების 

მართობულად. 

იპოვეთ შემდეგი სიბრტყეების გადაკვეთის წერტილები: 

2X-–- ყ+32--9=90, 7X--– პჰყ+2--6=0, 

263. 11(X+2ყ+22--3=0, 2)(ლ 14X-–6ყ-+-22--–5=90, 

3X+ ყ-- 42+6=0; X+ყ-- 52 =0. 

5X48ზყ--2--7=0, X+<+ყ+2=1, 

ბ264. 1) /X+22ყ+372-–-–1=0, X-––- 2ყ–– 32=5, 2) 
2X –– პყ+-22-–– 9=0; ს2#-- #--22 =8; 

X+Cყ+2=1, 

3) X-- 2ყ-–– 32=5, 

2X-– ყ–-– 22 = 6; 

9068, დაწერეთ იმ სებრტყის განტოლება, რომელიც გადის 2X–-V+ 

+332 --6=0, X+2ყ--2+3=0 სიბრტყეთა გადაკვეთის წრფეზე და 

#1 (1 2; 4) წერტილზე. 

966. დაწერეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც გადის 4X-–-V+ 
+32--1=0 და X+5ყ-2+2=0 სიბრტყეთა გადაკვეთის წრფეზე 

21-V+52-3=0 სიბრტყის მართობულად. 

967. X+–- 3ყ–-5 + (X-ყ--22+4)=0 სიბრტყეთა კონაში იპოვეთ 

ის სიბრტყე, რომელიც 0X და 0ყ ღერძებზე ტოლ მონაკვეთებს ჩა– 

მოჭრის. 
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268. L+5ყ+2=0 და X--2+4=9 აიბრტყეთა გადაკვეთის წრფეზე 

გაავლეთ სიბრტყე, რომელიც #X--4ყ--82+ 12=0 სიბრტყესთან ადგენს 

I; 
7 კუთხეს. 

9090, გამოთვალეთ პირამიდის I, სინაღლის სიგრძე, თუ მისი წვე- 

როებია: 45 (0; 6; 4), 4 (3; 5; 3), 8 C–2; 11; ––5), C (1; ––1; 4), 

970. დაწერეთ იმ სიბრტყეთა განტოლებები რომჭლებიე შუახე 

ყოფა 3X-ყ-+72-4=0 და 5ჯX+3ყ--52+2=0 ს-ბრტყეებს შორის 

მდებარე ორწახნაგა კუთხეებსა. 
971. 4+--7ყ+52-20=0 სიბრტყეზე იპოვეთ ისეთი M წერტილი, 

რომ 0/M მონაკვეთმა საკოორდინატო ღერძებთან შეადგინოს ტოლი 

კუთხეებე. | 

979. #4+-2--2=0 სიბრტყეზე იპოვეთ ისეთი M# წერტილი, რომ CM 

მონაკვეთმა 0ყ და 062 ღერძებთან შეადგინოს 60”-იანი კუთხეები. 

973. სიბრტყე გადის 0X ღერძზე და ყV=Xჯ სიბრტყესთან ადგენს 
60”-იან კუთხეს. .დაწერეთ ამ სიბრტყის „განტოლება. 

971. Cყ ღერძზე იპოვეთ ისეთი წერტელი, რომელიც თანაბრადაა 

დაშორებული 2X+3ყ+62-6=0 და 8+9V--722+73=8 სიბრტყე- 

ებიდან. 

975. შეადგინეთ იმ სიბრტყის გამტოლება, რომელიც გადის 

X--ყ=0, X+ყ--22+1=0, 2X+ 2--4=0 სიბრტყეთა გადაკვეთის წერ- 

ტილზე და 0 (0; 0; 0) და #M (2: 1; 7) წერტილე6ხე. 

976. შეადგინეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც გადის 

2X+6ყ--2--2=0, X-3ყ+2+1=0 და X+ჰ<V+2-3=0 სიბრტყეთა გა- 

დაკვეთას წერტილზე X+-V+272=0 სიბრტყის პარალელურად. 

§ 9. წრფე 

წრფის განტოლებათა სახეებია: 

1) წრფის ზოგადი განტოლებები: 

4X+ 8 9+4+-C.2+IL) =90, 

| #:ეX + 8; ყ –++C;2 + LL = 0. 

2) ვექტორული განტოლება 

”=”-+1ი. 
3) პარამეტრული სახის განტოლებები /23-ში 

X = Xე -L MM, 

ყ = ყი +L II, 
| 7 = 20 “+ #I. 
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თუ წრფე ძევს 0XV სიბრტყეზე, მაშინ მივიღებთ! 

  

X = X6 + MM, 

| V = ყი -L II. 
4) კანონიკური სახის განტოლებები #23-ში 

X“--X– _ ყ-- ყი _ 2-2 , 
” ” ? 

სადაც 0 (ი, ი, #) წრფის მიმმართველი ვექტორია, ხოლო. /M, (Xე, ი, 2ი) –– 
–– წრფის ფიქსირებული წერტილი. 

კანონიკური განტოლება #12 მიიღებს სახეს 

X““ Xი _ ყ--M 

M ” 

აქედან, როცა I15-0, ვღებულობთ: 

ყ= #X + ხ, 

სადაც # არის იმ კუთხის ტანგენსი, რომელსაც წრფე ადგენს 0X ღერ–- 
ძის დადებით მიმართულებასთან. ჩ”-ს უწოდებენ წრფის კუთხურ კოე- 

· ფიციენტს, ხოლო განტოლებას –- წრფის „განტოლებას კუთხური კოე–- 
ფიციენტით. თუ (I) წრფის განტოლებაა ყ=#/)X+ხ,, (I) წრფის კი 

ყ=Mი0X+ ხი, მამინ ამ ორ წრფეს. შორის დ კუთხე შეიძლება ასე გა– 

მოითვალოს: ' 

| ჩ–ჩ 
1+#ჩ 

M7-ში ორი წრფის პარალელობის პირობაა #ჩ)=#ჩ0, მართობულობისა 

კი –– ”Mეჩი=–-1, 

ხყდ=+ 

M. (X,, ყე, 2.) და M1(X;, ყი, 21) წერტილებზე გამავალი წრფის გან- 
ტოლებებია: 

  

  

  

X-XI _ ყM“ 9 2-9 

Xგ –– XI ყვ“– ყ1 2 2 

კუთხე ორ 

X- ი  ხყხ–-X _ 2-2 

(((:1 1 : ჩ 

ჯX-I ყ-ყა 2-2%_ 

7712 ჩი წ“) 9



კუთხე ორ წრფეს შორის გამოითვლება ფორმულით: 

| 1) ჩ1ე -L I ჩა + /, /X| 

V იპ + M1+ MI VI + ი1+7/1 
აქედან გამომდინარეობს, რომ ორი წრფის პარალელობის პირობაა 

20ს- რ MM, მართობულობის კი #1, ჩ?ა -L- MM -L 0, მე =0. 
#15 M ჩა 

მაგალითი, I2-ში მოცემულია წრფე 2X+3ყ+6=0. ვიპოვოთ 

· იმ წრფის განტოლება, რომელიც გადის #ი (2; 1) წერტილზე და: 

1) პარალელურია მოცემული წრფის, 2) პერპენდიკულარულია მოცე– 

მული წრფის. 

>. ვიპოვოთ მოცემული წრფის კუთხური კოეფიციენტი. ამისა–- 

თვის მოცემული წრფის განტოლება გადავწეროთ შემდეგი სახით: 

ლ00§ დ = 
  

ყლ=–- – ჯX-–2, ე.ი. #, =--- · საძიებელი წრფის განტოლება ვე- 

ძებოთ შემდეგი სახით: / = #X+ხ, 1) შემთხვევაში # = #, = –- -- , 

ამიტომ ყ =-- + + სხ. ხ-ს საპოვნელად ვისარგებლოთ პირობით, რომ 

საძიებელი წრფე გადის /Mე (2; 1) წერტილზე, ე. ი. 
2 7 =-- “.2+ნხ, ხ=-“. 
ვი 3 

საბოლოოდ გვექნება 

ყ=-2 + 2 ანუ 2X + 3ყ –- 7 =0. 
ვ 3 

1 3 
2) შემთხვევაში # = –- ==. საბოლოოდ, 3X-–2ყ-–-4=0. <1. 

1 
მაგალითი. შეადგინეთ #0 (C-–-1; 0; 5) წერტილზე „გამავალი 

წრფის კანონიკური და პარამეტრული სახის განტოლებები, რომელიც 

საკოორდინატო ღერძებთან ადგენენ თCთ = --, ზ=--- და წ =-- X 

კუთხეებს. 

>· წრფის მიმმართველ ვექტორად შეგვიძლია ავიღოთ 

= 1 V2 1 
C =(C05თ, C08ჩ, თ5#) = (_-, ·>-, +). 
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ამიტოვ წრფის საძიებელი კაზონიკური სახის განტოლება იქნება 

X+1 ყ--0 2-5 X+1 ს 2-5 

1 V2. –1 7 1! /2 –1 
2 -2. 2 

თუ აჭ ტოლობის თათოეულ წევრს გავუტოლებთ 1-ს, . მივიღებთ 

წრფეს საძიებელ პარჰმეტრული სახის განტოლებას. 

ჯX=-–-1+I/) ყ=V2I) 2=5–-/. 4. 

მაგალით... შეადგინეთ /M9ი (2; ––3; 4 წერტილზე გამავალი 

წრფის განტოლება, რომელიც პარალელურია წრფის 

X+Vყ-2+2=0, 
Xჯ-–-V+27--1=0. 

>. ცხადია, რომ მოცემული წრფის მიმართველი ვექტორი იქნება 

– ჯ I , – –_ – – 

C= 1 1 – 1 =1-3/),-2ჩ, ე· ი. C=(1, ––- 3, –2)- 

1 -1 2 

პირობის თანახმად ეს ვექტორი იქნება აგრეთვე საძიებელი წრფის მიმ– 

მართველი ვექტორი. ამიტომ საძიებელი წრფის კანონიკურ განტოლე- 

ბას ექნება სახე 

  

3 –2 
  

= ვ 4 
“. =79+- 2172, 4. 

მაგალითი. დაამტკიცეთ, რომ 

XL1 ყ+2 _ 2 X+1 _ ყ+)) 2+6 

2 –1 –2 ლ 1 2 1 

წრფეები იკვეთებიან. იპოვეთ მათი გადაკვეთის წერტილი. 

4. წერტილი #M) (1; –-2; 0) ძევს პირველ წრფეზე, ხოლო წერ– 

ტილი M2 (–-1. –-11; –-4) მეორეზე გამოვთვალოთ M,Mე=L(C--2, 

–-9, --6), 0,=C02, –1, --2) და 0:=(I1, 2, 1) ვექტორების შერეული 

ნამრავლი 

–2-9 -6 

_______ 
1 2 1 
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ე. ი. ეს ვექტორები კომპლანარულია და მამასადამე, მოცემული 

წრფეები ერთ სიბრტყეში მდებარეობენ. ვინაიდან 0, და 0, ქექტო– 

რებე არაკოლინეარულია, ამიტომ ეს წრფეები იკვეთებიან. 

გადაკვეთის წერტილის საპოვნელად პირველი წრფის განტოლება 

დავწეროთ პარამეტრული სახით: 

X=1+2, Vყ=-–+2–»-–->VI 2= –2. 

თუ X, ყ.და 2-ის ნაცვლად ამ მნიშვნელობებს ჩავსვამთ მეორე წრფის 

განტოლებაში, მივიღებთ: 

2+2 9-! 6-2 
1 ო" 1 
  , საიდანაც # = 1. 

მაშასადამე, მოცემულ წრფეთა გადაკვეთის წერტილის კოორდინა- 

ტებია 

XC=1+2-.1=1, ყ=–2-–-1=-- ექ, 2=--2.1=--2. 4. 

ამოხსენით ამოცანები: 

977. დაწერეთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც გადის 4 (1, 2) 

წერტილზე: 1) 8 (–-2; 4) და C(5; 7) წერტილებზე გამავალი წრფის 
პარალელურად: 2) იმავე წერტილებზე ·გამავალი წრფის მართობულად. 

278. დაწერეთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც გავლებულია 

X+2ყ+1=9 და X--ს+1=0 წრფეთა გადაკვეთის წერტილზე 2X– 

–-ყ“-5=0 წრფის მართობულად. 

979. დაწერეთ ი1 წრფეთა განტოლებები, რომლებიც გავლებულია 

2X--5ყ–-10=0 წრფის მართობულად მის საკოორდინატო ღერძებთან 
გადაკვეთ-ს წერტილებში. 

280. იპოვეთ სამკუთხედის წვეროები, თუ მ-სი გვერდების განტო- 

ლებებია: 

4X + 1ვყ -– 21=0, 3X+Vყ-–-7=0, #X+2ყ--4 =0. 

981. იპოვეთ სამკუთხედეის გვერდები“ განტოლებები, თუ მისი 

წვეროებია: 

46; – I, ჩ(–--: ==) C0; 3). 
3 5 
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985. იპოვეთ მანძილი: 1) /(4; ––2) წერტილიდან 8X-–-15ყ–--11=0 

წრფემდე; 2) M (8; 5) წერტილიდან 3X--4ყ--15=0 წრფემდე. 

983. იპოვეთ მანძილი: 1) /„V (2; 7) წერტილიდან 12X+ 5ყ--7=0 

წრფემდე; 2) M (–3; 5) წერტილიდან 9X--12ყ+2=0 წრფემდე. 

984. იპოვეთ მანძილი შემდეგ წრფეებს შორის: 

1) 3(+4ყ-–6=0 და 6X+8/--7=0. 
2) 2X-- მვყ--6=0 და 4X--6/--25 =0. 

მიეცით ნორმალური სახე წრფეთა შემდეგ განტოლებებს: 

985. 1) 8X1+6/+15=0; 2) X+Vყ–3=0; 3) 3X--4ყ = 0. 
986. 1) 5X + 12ყ-– 39=0; 2) 2X+3ყ-C2=0; 3) V3 X–--ყ+1=0. 

987, შეადგინეთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც პარალელურია 
5X–-3ყ--15=0, 10X--6ყ+21=0 წრფეებისა და მათ შორის მანძილს 

ყოფს 2 :3 ფარდობით. _ 

288. იპოვეთ წრფე, რომელიც პარალელურია 12X+5ყ–-52=0 

წრფისა «და მისგან დამორებულია ძ=2 მანძილით. 

289. რომბის დიაგონალები, რომელთა სიგრძეებია 10 «და 6, მიღე– 

ბულია საკოორდინატო ღერძებად. მონახეთ რომბის „გვერდების გან- 

ტოლებები, თუ დიდი დიაგონალი ემთხვევა 0X ღერძს, ხოლო მცირე 
დიაგონალი –– 0ყ. ღერძს. 

990. იპოვეთ ტოლფერდა ტრაპეციის „გვერდების განტოლებები, 

თუ მისი ფუძეები შესაბამისად ტოლია 8-ისა ,და. 2-ის; ფერდები ფუ- 

ძესთან ადგენს თ=45“-იან კუთხეს, მასთან 0X ღერძი ემთხვევა ტრა- 
პეცის დიდ ფუძეს, ხოლო 0ყ ღერძი –– ტრაპეციის სიმეტრიის 
ღერქს. 

991. იპოვეთ იმ სამკუთხედის ფართობი, რომელიც მოთავსებულია 

საკოორდინატო ღერძებსა და მოცემულ წრფეს შორის: 

1) მX+2ყ-6=0; 2) 5X-–-3ყ--8 = 0. 

999. იპოვეთ იმ მართობის სიგრძე, რომელიც დაშვებულია კოორ– 
დინატთა სათავიდან 3X+4ყ--25=0 წრფეზე. მოძებნეთ აგრეთვე ამ 
მართობის ფუძის კოორდინატები. 

993, იპოვეთ წრფე, რომელიც რათავიდან .დამორებულია 5 ერთე- 

ულით, ხოლო კუთხე 0X ღერძსა და სათავიდან ამ წრფეზე დაშვებულ 

მართობს შორის არის 60”. · 

994. იპოვეთ წრფე, რომელიც სათავიდან დამორებულია 7 ერთე- 

ულით, ხოლო კუთხე 0X ღერძსა და სათავიდან ამ წრფეზე დაშვებულ 

მართობს შორის არის 120”, 
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გამოთვალეთ კუთხე შემდეგ წრფეებს შორის: 

996. 1 I/-.'#X 2) 1#4=5X--3, 
Lსყლ=--2X+ 5; ყV=5X+8; 

ვ 2X+ყ--5=0, 4) X-–-3=0, 

(9 9V+7-=თ ს (რო--/+=თ 
ყ=4X–--ძ77, 

ყ=7X--2, 
996. 1 2 

V--29> ) (რ 

3 რბეველითი 4 (1+V-2=8 
V3X+ყ-–-1=0; X-–-– 1=0. 

9297. / (2; 3) წერტილზე გაავლეთ წრფეთა კონა. ამ კონიდან გა- 

მოყავით ის წრფეები, რომლებიც 0X# ღერძთან ადგენენ კუთხეებს: 
1) 459; 2) 609; 3) 1359; 

298. 4(3; ––5) წერტილზე გაავლეთ წრფე, რომელიც 3X--2ყ+7= 

=0 წრფესთან ადგენს 459-იან კუთხეს. 
999. მოცემულია სამკუთხედის წვეროები: /# (–3; 0), 8 (2; 5), 

C (3: 2). იპოვეთ 8#M) სიმაღლის სიგრძე. 
800. მოცემულია სამკუთხედის წვეროები: #4 (2; 1), ,8 (4; ––5), · 

C (1; ––1), გამოთვალეთ 4 წერტილზე გავლებულ მედიანზე 8 წვე- 

როდან დაშვებული მართობის სიგრძე. 

801. მოცემულია სამკუთხედის წვეროები: 4 (0; –-4), 8(3; 0) 

C (0; 6). იპოვეთ მანძილი C წერტილიდან 4 კუთხის ბისექტრისამდე. 

809. მოცემულია სამკუთხედის წვეროები: #4 (–2; 0), 8 (2; 4), 

C (4; 0). იპოვეთ 4# მედიანისა და 4#/) სიმაღლის განტოლებები. 

803. წრფე პარალელურია X+4ყ––-–11=0 წრფისა და საკოორდინა– 

ტო ღერძებთან ადგენს სამკუთხედს, რომლის ფართობი 2 კვ. ერთეუ– 
ლის ტოლია. იპოვეთ ეს წრფე. 

804. იპოვეთ წრფე, რომელიც მართობულია 5X+ 12ყ-–-1 =0 წრფის 

და /V (3; 1) წერტილიდან დამორებულია 2 ერთეულით. 

805. იპოვეთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც გადის 5X--V+ 10= 

=0 და 8X+4ყ+9=0 წრფეთა გადაკვეთის M წერტილზე X+3ყ=0 
წრფის პარალელურად (M წერტილის მოძებნის გარეშე). 

806. იპოვეთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც გადის 2X--3ყ+5= 

=0 და 3X+Vყ--7=0 წრფეთა გადაკვეთის 'MV წერტილზე #ყ=2X წრფის 

მართობულად (M წერტილის მოძებნის გარეშე). 

807. იპოვეთ #4 LC-2; –-თშ წერტილის სიმეტრიული წერტილი 

2X+5ყ--38=0 წრფის მიმართ. 
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808. იბოვეთ #(-–-5; 13) წერტილის) სიმეტრიული წერტილი 
2X--3ყ–--3=0 წრფის მიმართ. 

309. დაწერეთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც სიმეტრიულია 
3X--2ყ+ 1=0 წრფისა /M (5; 1) წერტილის მიმართ. 

310, მოცემულია ტოლფერდა სამკუთხედის ფერდების 3X+V=0, 

X–-3ყ=0 განტოლებები და (5: 0) წერტილი მის ფუძეზე. იპოვეთ მე– 

სამე გვერდის განტოლება. 
811. ორდინატთა ღერძზე იპოვეთ ისეთი წერტილი, რომელიც თა- 

ნაბრადაა დამორებული კოორდინატთა სათავიდან და 3X--4ყ+ 12=0 

წრფიდან. 

819. 2X+ყ-–-3=0 წრფეზე აღებულია 4 (1; 1) წერტილი. ამავე 
წრფეზე სიპოვეთ ისეთი წერტილი, რომელიც 4 წერტილიდან დამო 

რებულია ძ = V 5. მანძილით. 

318. 4 (5; 2) წერტილიდან რა კუთხით უნდა დაეცეს სხივი 0X 

ღერძს, რომ არეკვლილმა სხივმა გაიაროს 8 C-1; 4) წერტილზე? 

814. /M (–-2; 3) წერტილიდან სინათლის სხივი ეცემა 0X ღერძს 

თ კუთხით და აერეკლება. იპოვეთ დაცემული და არეკვლილი სხივების 

განტოლებები, თუ (1§ თ = 3. 

.816. #4 (2; 3) წერტილიდან სინათლის სხივი ეცემა X--2ყ+8=0 
წრფეს 45”–იანი კუთხით და აირეკლება. იპოვეთ დაცემული „და არეკვ– 

ლილი სხივების განტოლებები. 

816, სინათლის სხივი, რომელიც გადის # (2; 3) წერტილზე, აირეკ– 

ლება X+V+1=0 წრფიდან და გადის 8 (1; 1) წერტილზე. იპოვეთ 

დაცემული და არეკვლილი სხივების განტოლებები. 

317. მოცემულია პარალელოგრამის ორი გვერდის „განტოლებანი: 

X–-3ყ--2=9, 2X-ყ+5=0 და დიაგოვალების გადაკვეთის წერტილი 

M (1; 2). იპოვეთ "დანარჩენი ორი გვერდის განტოლება. 

818. მოცემულია ოთხკუთხედის წვეროები „4(0; 7), 8 (C; 3), 

C (6; ––5), ს (–-9; 5). აჩვენეთ, რომ ოთხკუთხედი ტრაპეციაა და გა- 

მოთვალეთ მისი სიმაღლე. 

810. მოცემულია სამკუთხედის წვეროები 4 (2; 3; –-1), 85(1; 

–-2; 0) „და C C–3; 2; 2). დაწერეთ 4# მედიანის კანონიკური განტო–- 

ლება. 

390, დაწერეთ იქ წრფის კანონიკური და პარაქეტრული სახის 

განტოლებები, რომელიც გადის /VMა (––1; 1; ––3) წერტილზე და პარა- 

ლელურია §=(I; –- 3; 4) ვექტორის. 

391. შეადგინეთ იმ პარალელოგრამის „დიაგონალების კანონიკური 

განტოლებები, რომლის საში წვეროა 4 (2; 4; 6), 8 C–2; 5; 4) და 

C (8; ––6; 2). 
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ვ59. მოცემულია სამკუთხედის წვეროები 4 (–5; ?; 1), 8 (2; 4; 

–-1), C (–1; 3; 5). დაწერეთ 8 წერტილიდან 4#C გვერდზე დაშვებუ– 
ლი მედიანის განტოლება. 

391. მოცემულია წრფის განტოლებები ზოგადი სა5ით: 

X+2ყ/+3:--13=0 მ1X+CV+472--14=0. 
ჩაწერეთ ისინია უმარტივესი, კანონიკური და პარამეტრული სახით. 

395+. მოცემულია წრფის განტოლებები ზოგადი სახით: 

2X -– –  ქჰყ-– 32--–9=0, X–- 2+2+3=0. 

ჩაწერეთ ისინი კანონიკური სახით და იპოვეთ წრფის მიმართულების 

კოსინუსები. | 

395, „დაწერეთ /1) (––1; 2; 3) "და #1: (2; 6; ––2) წერტილებზე გა- 

მავალი წრფის განტოლებები და იპოვეთ მისი მიმართულების კოსი- 

ნუსები. 

896. დაწერეთ შემდეგ წრფეთა განტოლებები კანონიკური სახით: 

1 X=22– 5, ყ=62+7; 2) #V= 4, 2 = .3ჯX-L 12. 

იპოვეთ კუთხე შემდეგ წრფეებს შორის: 

  ვი. 11) 2 --1- V _2+3 X 9ყ23  _2.. 
–4 I 2 –2 1 

2) X=52+1, ყ=2 და X=2-+3, ყ=472--3. 

858. ს #=--X+8, 2=3L და ყ=6, 2=-- X#+6 

= –.ვ - (1 
X-2-M9-0--2:: და X+62ყ-- 2=0, X-–--2ყ+ 

+ 32-–-3 =0. 

850. 4(2; 3; –- მ) წერტილზე გაავლეთ წრფე; 1) 

  2) 

X--2 
  

  

–4 2+3 „, 
=წ-- = – წრფის პარალელურად; 2) 02 ღერძის პარალელურად. 

880. დაწერეთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც გადის 4 (5; 4; 0) 

წერტილზე V=9X–-1, 72=2X+5 წრფის პარალელურად. 

831. შეამოწმეთ, მდებარეობს თუ არა შემდეგი სამი წერტილი ერთ 

წრფეზე: 1) 4(3; 0; 1), 8 (0; 2; 4), 2C <> ბ). 2 4(2; –1; 3), 
8 (4; 2; –– 3), C(1; 2; 5). 
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ვვი იპოვეთ მახვილი ჯ კუთხე რომელსაც ადგენს X=2+2, 

=-22+3 წრფე 02 ღერძთან. 

833. დაწერეთ იმ წრფის პარამეტრული განტოლებები, რომელიც 

გადის 4 (C-2; 1; –-1) წერტილზე (1); –-2; 3) ვექტორის პარალე– 

ლურად. 
834. დაწერეთ M (X, ყ, 2) წერტილის ტრაექტორიის განტოლებე- 

ბი, თუ «ის გამოვიდა საწყისი „1 (4; ––3; 1) წერტილიდან და მოძრაობს 

9 0; 3; 1) სიჩქარით. 

8865. წრფე გადის #4 (2; ––3; 4) წერტილზე 02 ღერძის მართობუ- 

ლად და კვეთს თვით ამ ღერძს. დაწერეთ ამ წრფის განტოლებები. 

8360. დაწერეთ «იმ წრფის განტოლებები, რომელიც „გადის #(თ, ხ, C) 

წერტილზე 02 ღერძის მართობულად. 

ე87. შეადგიზეთ იმ წრფის განტოლებები, რომელიც გადის კოორ– 

დინატთა სათავეზე > –1 ყLს1 2-2 X–-1 ყ-2 _ 2 
  

–1 3 ლ 2 3 1 

წრფეების მართობულად. 

838. შეადგინეთ იმ წრფის განტოლებები, რომელიც გადის 

–3 –1 2+1 
4 (2; –– 1; 3) წერტილზე -”. = 9. = -9– და 2“ 9-1. ) წერტილზე 1 1 1 ღა“ 3 1 

წრფეების მართობულად. 
839. შეადგინეთ იმ წრფის განტოლებები, რომელიც მოთავსებუ–- 

    

ლია X0ყ სიბრტყეზე და გადის 4(-–2; 109 წერტილზე ·-“= 

_ ყ+6 2 ლ=-- + წრფის მართობულად. 

840. შეადგინეთ იმ წრფის განტოლებები, რომელიც. მოთავსებუ- 

ლია X02 სიბრტყეზე და გადის კოორდინატთა სათავეზე >-=–+% 3 – Vყ #+'- 

            

841. წრფე (ადის #1 (1; –-5; 3) წერტილზე და საკოორდინატო 

ღერძებთან ადგენს თ=609, ჩ=45”, 2=-120” კუთხეებს, დაწერეთ ამ 

წრფის · განტოლებები. 

849. წრფე გადის 4 (3; 1; ––1) წერტილზე და 0X და 0ყ ღერძებ– 

თან ადგენს შესაბამისად 45” და 60” კუთხეებს. დაწერეთ ამ წრფის 

განტოლებები. 
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843, დაამტკიცეთ, რომ 

(არით X+ჰ+ყ+2=0, 
2X +ყ– 2+2=0 ლ 

აცდენილი წრფეებია. 
844. დაამტკიცეთ, რომ: 

IX+Vყ-2+4=0, Xჰ+3 ყ+3 2-1 

L2X–- 3ვყე-–-2-–-5=0 4 1 2 

წრფეები იკვეთებიან და იპოვეთ გადაკვეთის წერტილი. 

§ 8. სმბრტყე და წრფე 

  

  

დ კუთხე X- %X% =- 4ი -. “–ი წრფესა და „#X + 8ყ -LC2-+ 

+ს0=0 სიბრტყეს შორის გამოითვლება შემდეგი ფორმულით: 

. |4ი1 ++ 8ი + C#| 
510 დ = 

V 4? + 8: + C? VII. + ი? + ი: 
წრფისა და სიბრტყის პარალელობის პირობაა: 

4ი+8ი+C6ი =0, 
ხოლო მართობულობისა: 

ჩ” ჩ ჩ? 

თუ წრფე სიბრტყეზე ძევს, მაშინ 

#4ო + 80 + C0 =0 და #4Xე + 8ყა + C2ა + ს =0. 

ორი 

X-–.-X = ყ–Vყ = 2-2 XX“ = ყ-9ხ _ 2-2 

7 71 ჩ1 2 712 ი» 

წრფის ერთ სიბრტყეზე მდებარეობის (ან მათი გადაკვეთის) პირობაა: 

X -––- XX ყე“ I) 2ბგ–2 

711 711 ჩ = 0. 

713 ჩი ი 

მოცემულ 41X +- 8 ყ +C,2+ LM, =9, 4:X + 8:ყ + C-2 +ჩ.:=9 
წრფეზე გამავალი სიბრტყეთა კონის განტოლებაა: 

#.X+ 8 ყ+C2+ LL) +2.(4:X+ 8:ყ + Cჯ2 + I) =0, 

სადაც 1, პარამეტრია. 

59



მაგალითი. შმეადგეუნეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც 

იყ ღერძის პარალელურია და გადის X+3ყ+52-4=0 და X-V-- 

–-22+7=0 სიბრტყეთა გადაკვეთის წრფეზე. 

C> · სიბრტყეთა კონის განტოლებაა: 

X+63ყ-+- 52--– 4+72(ლ--ყ--22+ 7) =0, 

01 +1X+ 6-–-1V9ყ+ 5-21727+ (7 –– 4) = 0. 
ვინაიდან საძიებელი სიბრტყე 0V ღერძის პარალელურია, ამიტომ ყ-ის 

კოეფიციენტი უნდა იყოს ნულის ტოლი: 3--X=0, ე. «ი. #=3. 7-ს ამ 

მნიშვნელობას თუ შევიტანთ სიბრტყის განტოლებაში, მივიღებთ: 

4X--2:+-17=0. 4 
მაგალითი. იპოვეთ კუთხე 4 (-––-1; 0; ––5) „და 8 (1; 2; 0) წერ- 

ტილებზე გამავალ წრფესა და X-–-3ყ+-2+5=0 სიბრტყეს შორის. 

>- წრფის მიმმართველ ვექტორად შეიძლება ავიღოთ 0=48= 

=(2; 2; 5). რადგან სიბრტყის ნორმალური ვექტორია M (1; ––3; 1) 

ამიტომ 

IM-C| |I1.2-–3.2-+1.5| !'ე 
IMI·ICI V1+9+1.-V4+4+25 11V 3. 

X–12 ყ-–მშმ 2-1 
> =---- = –--- წრფისა და 3X +. 

+ 5ყ– 2-–2 =0 სიბრტყის გადაკვეთის წერტილი. 

4ქ. მოცემული წრფის განტოლება დავწეროთ პარამეტრული სა- 

ხით: X=12+41. ყ=9+3!, »=1+41. ეს მნიშვნელობები ჩავსვათ სიბრ–- 

ტყის განტოლებაში 

302 +40+55+30--–(1+70-–2=0 
საიდანაც (=--ქ. მაშასადამე, გადაკვეთის წერტილეს კოორდინატებია: 

X»ჯ=12+-4(–– 31)=0, ყ/ყ=9+3(–.3)=0, 2=1-–-3=–2. 4 

მაგალითი. დაწერეთ «იმ პერპენდიკულარის კანონიკური სახის 

განტოლება, რომელიც დაშვებულია კოორდინატთა სათავიდა”ნ სიბრ- 

ტყეზე 

მაგალითი. იპოვეთ 

4--– ყ+-22-- 3=0. 

>. M=C0; –1; 2) ვექტორი პერპენდიკულარულია მოცემული 

სიბრტყის, პარალელურია საძიებელი წრფის; ამიტომ იგი შეგვიძლია 

ჩავთეალოთ საძიებელ წრფის მიმმართველ ვექტორად; გვექნება: 

X ყ 2



ამოხსენით ამოცანები: 

1 == 
845. იპოვეთ კუთხე: 1) 2 = #1. = 42 3 წრფესა და 2X-V+ 

+ 2 -+ 5 =0 სიბრტყეს შორის; 2) 3X –– 2ყ = 24, 3X –– 2 ==-– 4 წრფესა, 
და 6X + 15ყ-- 102 + 31 = 0 სიბრტყეს შორის. 

846. იპოვეთ კუთხე #=3X-1, 22=–-3X+2 წრფესა და 2L+V+ 
4+2-4=0 სიბრტყეს შორის. 

847. აჩვენეთ, რომ X=3/--2, #=--4/+1, 2=4(--5 წრფე 4X--. 

–პყე--62--5=0 სიბრტყის პარალელურია. 
818. #-ს რა მნიშვნელობისათვის იქნება X=#2+2, ყ=2ჩ2+4 

წოფე X+ყ+2=0 სიბრტყის პარალელური? 

849. დაწერეთ «იქ სიბრტყი: გაატოლება, რომელიც გადის კოორ- 

დენატთა სათავეზე 2-1 = ყ--2 =2-- 1 

  

  წრფის მართობულად. 

850. - დაწერეთ იმ სიბრტყის „განტოლება, რომელიც გადის C-–-I; 

C. XჯX _ MVM__ 2- 5; 8) წერტილზე -% = # – 2= 
§51. იპოვეთ წრფე, რომელიც „გადის (1; 1: 1) წერტილზე X+2V + 

+32--1=0 სიბრტყის მართობულად. 

252. 4 და 8 კოეფიციენტების რა მ5იშვნელობისათვის იქნება 

4#4X –+ 8ყ + 62-–- 7 = 0 სიბრტყე 5-2 = V+5 =>. წრფის მარ- 

3 წრფის მართობულად.   

თობული? 

იპოვეთ გადაკვეთის წერტილი: 
X–)12 ყ-9 2-1 

  858. 1) _ იტ წრფისა 2ჯ + 5ყ –-–2-––-–2=0 

სიბრტყესთან; 

-L = 
25“. =%-2 59147 წრფისა #X+მყ--52+2=0 

სიბრტყესთან. 

864. 1) ყ/=–-2X+9, 2=9X-- 43 წრფისა 3X-–--– 4ყ +72--–33=0 
სიბრტყესთან; 

2) 51. =%-- = =2 წოფისა 3X + ყ-- 42= 0 სიბრ- 

ტყესთან. 

855. იპოვეთ # (5; 2; ––1) წერტილის გეგმილი 2X--V+32+23=0 

სიბრტყეზე. 

61)



–-1 ყ 2? 

12 –3 
  ბ წრფესა და 6X--3V/+ 

-–-22=0 სიბრტყეს შორის. 

867. შეადგინეთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც გადის /7MVი (3; 
–2; 4) წერტილხე და პერპენდიკულარულია 5X+ 3ყ–--72+1=0 

სიბრტყის. 

858. დაწერეთ იმ სიბრტყის „განტოლება, რომელიც გადის 4X--32+ 

+20=0, 4ყ--2--8=0 წრფეზე X+ყ--2+15=0 სიბრტყის მართო- 
ბულად... 

859. იპოვეთ 3X+2ყ--42--5=0, 6X--ყ--22+4=0 წრფის გეგმი- 
ლები საკოორდინატო სიბრტყეებზე. 

360. იპოვეთ 2X–--3ყ=0, X+ყ--4=0 წრფის გეგმილები საკოორ- 
დინატო სიბრტყეებზე, 

8061. იპოვეთ პ3ჯX--2ყ--2-+-4=0, X--4ყ--32--2=0 წრფის გე გმი– 

ლი 5X+2ყ+22-–-7:=0 სიბრტყეზე. 

862. იპოვეთ 2X+3ყ+42+5=0, X--6ყ+32--7=0 წრფის 'გეგმი– 

ლი 2X4+2Vყ+2-–-15=0 სიბრტყეზე. 

868. იპოვეთ #4 (4; ––3; 1) წერტილის გეგმილი X+2ყ--2--3=0 

"სიბრტყეზე. 

364. იპოვეთ # (2; ––1; 3) წერტილის გეგზილი X=3I!, ყ=51-–-7, 

2=21+2 წრფეზე. 

“== -= =. წრფეზე იპოვეთ 4(0; 4; 1) წერტილის 

“უახლოესი წერტილი. 
866. განსახღვრეთ # ისე, რომ X--V+2=0, მX-–-ყ--2+2=0 და 

4X--ყ--22+7=0 სიბრტყეები გადაიკვეთოს ერთ წრფეზე. 

X–-1 -–7 2-5 X-–-6 1 2 867. აჩვენეთ, რომ X-–“ = წყ 5-0, #> =%+- =< 

წრფეები ერთ სიბრტყეზე მდებარეობს იპოვეთ მათი „გადაკვეთის 

წერტილი. 

868. განსახღვრეთ, L-ის რა მნიშვნელობისათვის „იკვეთება შემდე- 

გი წრფეები: 

X+2 ყ გუ! X-3 ყ-1!1 2-7 
= = ჯ = == 

2 –3 4 L 4 2 

  

62 “



869. წრფე გადის /M (1; 1; 1) წერტილზე და კვეთს ორ 

X-–--I1 –2 2-3 ; 
 " 2 = თ-6 = <7 წრფეს. დაწერეთ ამ წრფის განტოლებები. 

870. წრფე გადის # (1; 2; 3) წერტილზე, კვეთს 02 ღერძს და 
მართობულია X=ყ=2 წრფისა დაწერეთ ამ წრფის განტოლებები. 

=#-2 =-=53-) 

+ 
| 

% 

§ 4. მეორე რიბის ალგებრული წირები 

მეორე რიგის ალგებრული წირის განტოლებას ზოგადად აქვს სახე: 

4X“ -+ 28Xყ + Cყ” + IX - ნყ + L =0, (1) 
სადაც 4, 8 და C კოეფიციენტებიდან ერთი მაინც „განსხვავებულია 
ნულისაგან. საზოგადოდ შეიძლება (1) განტოლებით განისაზღვროს 

ე. წ. გადაგვარებული წირი (ცარიელი სიმრავლე, წერტილი, წრფე ან 

წრფეთა წყვილი). : 
თუ L წირი არაგადაგვარებულია, მაშინ დეკარტეს კოორდინატთა 

სისტემის სათანადო შერჩევით (1) „დაიყვანება ერთ-ერთ შემდეგი სა- 

· ხის უმარტივეს (კანონიკურ) განტოლებამდე: 

  

ჯბ ყ? 
– –=1 02> 0 6>90 ელიფსი, (2) 
I) ხ? 

ჯ? ყ? : 
– “- .=1, 0ი>90, ხ>90 ჰიპერბოლა, (3) 

თ” ხ? 

ყ' = 20X, პარაბოლა. (4) 

თუ (2) განტოლებაში თ=ხ=/? მაშინ მიიღება წრეწირის განტოლე- 

ბა ცენტრით კოორდინატთა სათავეში და რადიუსით 71: 

X? + ყზ == IL9 

თუ წრეწირის ცენტრი მოთავსებულია წერტილში XXი, ყი), მაშინ მის 

განტოლებას ექნება სახე: 

(X–-–Xი)” + (ყ –– ყი)“ = #1. 

ელიფსს, რომლის კანონიკური განტოლებაა 

3 2 

X CM =I, ი>ხ>90 
იც“ ხ? 

აქვს მე-4 ნახაზზე მოცემული ფორმა.



თ და ხ მონაკვეთებბ ელიფსის დიდი და მცირე ნახევარღერძებია. ფო– 
კუსების კოორდინატებია: /', (C: 0), #9 C--0; 0). ამ შემთხვევაში 0 >ხ. 

ძ, ხ და C პარამეტრებს მორის არსებობს ასეთი „დამოკიდებულება: 
ხ?= ც?. ე. 

ელიფსის ექსცენტრისიტეტი 6 == C (6 <1), რადგან ი= V ი' –– ხ? , 
თ 

_ – ხ 

ამიტომ 6 = '|/ 1. და –– =V1-20C0. 
0 

ელიფსის ნებისმიერი MV (X, ყ) წერტილიდან ფოკუსებამდე მანძი> 

ლებია: 

(ჩ1Iლ=08-–0X, ·' 'წე=0-–0X. 

ელიფსის დირექტრისების განტოლებებია: X = +-- · 
C 

თუ ხ>0, მაშინ ელიფსის ფოკუსები მოთავსებული იქნება 0ყ 
ღერძზე. ამ შემთხვევაში: 

იც? = ხ? –- (2 == - “1. 0. 4 _ 1--6? . „” =ხ0-–--ი 
7 ხ V ხხ : ხ აუ /1=- V, 

„,= ხ + 6ყ, ზოლო დირექტრისების განტოლებები იქნება: / = + -C- , 
C 

პიპერბოლას, რომლის კანონიკური სახის განტოლებაა 

=1, ი>0,ხ>90 

აქვს მე-5 5ახაზზე მოცემული ფორმა 

  

    

  

      

, 
«“ « “ 

- – ” 

<ჯ (“72 
-1« 

იL 

ნახ. 4 ნახ. 5.” 
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თ ·და ხ მონაკვეთები ჰიპერბოლის ნამდვილი „და წარმოსახვითი ნახე– 
ვარღერძებია. ფოკუსების კოორდინატებია: #) (C; 0), #2 (–C; 0). ძი, ხ 

და C პარამეტრებს შორის არსებული დამოკიდებულება გამოისახება 

ტოლობით: 02= 02--ც?. . 

თუ ჰიპერბოლის წარმოსახვითი ღერძი 20 მიმართულია 0X ღერ– 
ძის "გასწვრივ, ხოლო «ნამდვილი ღერძი 2ხ ემთხვევა 0ყ ღერძ!), მაშინ 

ჰიპერბოლის განტოლებას აქვს ასეთი სახე: 

ჯ? ყ? ყ? ჯ? 
– “5 =-–-1, ანუ ა > = 1 (შეუღლებული ჰიპერ 

ბოლა). თუ ძ = ხ, მაშინ გვაქვს ტოლფერდა ჰიპერბოლა: 

ჯ-- ყზ= 0. ან Vყ? -- X2= ძ?. 

ჰიპერბოლის ექსცენტრისიტეტი 6 = “– (06 >> 1), რადგან C = V ი“ + ხ1, 

ამიტომ 6 = V# 1-–+ -ეთ == V2--–-1. შეუღლებული ჰიპერბო- 

ლისათვის 

C წ5 ი 
ი2=+ =1/1+ +. ხ 6- -- 1. 

ჰიპერბოლის დირექტრისების განტოლებებია: X=:- -C. ან ყ/= --C , 
C C 

ხოლო ასიმპტოტებისა: ყ = + 2 X. ჰიპერბოლის ფოკალური რადიუს- 

ვექტორები განისაზღვრება შემდეგი 

ფორმულებით: 
  (რთ)    

„ჩ1)=|)6X–-0), /ე = |6X-+-CთI. 

პარაბოლა, რომლის კანონი- · 

კური სახის განტოლებაა: | 9 ”ყწ.თ X 

  

თრ
ი I ყ? = 20X, ი > 0 “     

აქს მერ ნახახხე მოცემული 

ფორმა. ნახ. 6 

სადაც 0 პარამეტრი გამოსახავს ჰმპნძილს ფოკუსიდან |დირექტრისამდე. 

პარაბოლის დირექტრისის განტოლება არის X = –- + , ხოლო ფოკუსის 
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კოორდინატები –– # (> : ი). პარაბოლის ნებისმიერი ' M (CL, V). წერტი- 

ლის ფოკალური რადიუს-ვექტორი „= X + + · – 

X?=2ჩიყ განტოლება გამოსახავს „აგრეთვე პარაბოლას, რომლის სი–- 

მეტრიის ღერძია 0ყ. ამ პარაბოლის ფოკუსია #L C 5-) , ხოლო დირექ- 

ტრისის განტოლება ყ = + : MC ყ) წერტილის ფოკალური რა- 

დიუს-ვექტორია „ = V + + · 

მაგალითი. X+Vყ=0 წრფის პარალელური წრფეებიდან გამო- 
ყავით ისეთები, რომლებიც ეხებიან X2+ ყ?=1 წრეწირს. 

4. მოცემული წრფის ყოველი პარალელური წრფის განტოლება 
შეიძლება ჩაიწეროს ამ სახით: X+V+6C6=0. მხებ წრფეს წრეწირთან 
გააჩნია მხოლოდ ერთი საერთო წერტილი; ამიტომ წრფისა 'და წრეწი- 

რის განტოლებებისაგან შედგენილ სისტემას უნდა ჰქონდეს ერთი ამო- 
ნახსნი. წრფის განტოლებიდან განსაზღვრული ყ-ის მნიშვნელობა შე– 
ვიტანოთ წრეწირის განტოლებაში 

XX +C-X--თ”= 1, 

2X? -C 20X +–+<C61-–– 1=0 

ზემოთ მოთხოვნილი პირობის გამო, მიღებული კვადრატული განტო–- 

ლების დისკრიმინანტი ნულის ტოლი უნდა იყოს 

დი? –– 4.2(62-– 11=0. ან ––C +2=0, 6=+V2. 

მაშასადამე, საძიებელი მხებების განტოლებებია: 

X+Vყ+V2=90 და X+4ყ-–-V2=0. <4. 

მაგალითი. გამოიკვლიეთ განტოლება X2+ყ?=20ძX. 

>. ი-ს ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის ეს „განტოლება „განსაზღვ“ 

რავს წრეწირს, რადგან ცვლადების კვადრატებთან მდგომი კოეფიცი- 
ენტები ერთმანეთის ტოლია, ცვლადების Iნაჭრავლიანი წევრი არ შე- 

დის. რადგან განტოლება თავისუფალ წევრს არ შეიცავს წრეწირი 

გადის კოორდინატთა სსათავეზე. 
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დავიყვანოთ მოცემული განტოლება კანონიკურ სახეზე: 

XX –– 20X + 0? –“– ი? + ყ1= 0, 

(X –– ი)? + ყ? =0“. 

მაშასადამე, გამოსაკვლევი წრეწირის ცენტრია 0X ღერძის C (თ; 0) 

წერტილი, #= |0I, ე. ი. ეხება 0ყ ღერძს კოორდინატთა სათავეში 
(ნახ. 7). · 

040 

  

ნახ. 7 

სხვადასხვა ი-თვის მოცემული განტოლება გახნსახღვრავს იმ წრე- 

წირთა სიმრავლეს, რომელთა „ცენტრი C0X ღერძზეა და ეხებიან 0ყ 
ღერძს. რროცა 0>0, შესაბამისი წრეწირი მარჯვენა ნახევარსიბრტყე– 

შია, ხოლო როცა თ<0 -- მარცხენაში. როცა 

თ = 0 წრეწირი გადაგვარდება (0, 0) წერტილად. 
მაგალითი. იპოვეთ ნახევარღერძები, ფო- 

კუსების კოორდინატები და ექსცენტრისიტეტი 
16X? -L 4ყ? = 64 ელიფსისა. 

> დავიყვანოთ მოცემული განტოლება კანონი- 

კურ სახეზე: 

ყ? ჯ? 

_– = 1 

4 + / 
  

  

ნახ. 8 
ე· ი. ელიფსის დიდი ნახევარღერძი 6 => 2, მცი- 

რე ხ ==4. ამასთან ელიფსის დიდი ღერძი და ფოკუსები მოთავსებულია 

0Vყ ღერძზე (ნახ. 8). 
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ი=V ხზ–0=:2 V3. მაშასადამე, ფოკუსების კოორდინატებია 

C 
(9; – 2V3) და (0; 2 V3), ხოლო ექსცენტრისიტეტია #6 = == 

=-2 -2V3_ = V3. 

მაგალითი. ააერბოლის ასიმპტოტების განტოლებებია 4X+ 

+3ყ=0, ხოლო ფოკუსებს შორის მანძილი ტოლია 20-ის. დაწერეთ 

მისი კანონიკური განტოლება. 

> ს· ამოვხსნათ ყ-ის მიმართ ასიმპტოტების „განტოლებები, მივი- 

ღებთ: 

ყ=+23. .· 0. ყ => % ე 

ამასთან, L) ჩი=26=20, C= 10. რადგან ჰიპერბოლისათვის C2=0?2+ ხ?2, 

ამიტომ ძი და ნ-ს საპოვნელად მივიღებთ განტოლებათა შემდეგ სის- 

ტემას: 

ხ _ 3 

ო 
| ი? + ხ? = 100. 

საიდანაც თ=8, ხ=6. მაშასადამე, ჰიპერბოლის საძიებელ კანონიკურ 

განტოლებას ექნება სახე: 

#ჯ წვ 

ი 36 
    =1. 4. 

M- 

ამოხსენით ამოცანები: 

371. დაწერეთ წრეწირის განტოლება, თუ მისი ერთ-ერთი დია- 

მეტრის ბოლოებია # (4; 5) „და 8 C–2; 1). 

8795. დაწერეთ იმ წრეწირის განტოლება„ რომელიც ეხება 5X-- 

–12ყ-24=0 წრფეს და რომლის „ცენტრია C (6; 7) წერტილი. 

8273. დაწერეთ იმ წრეწირის განტოლება, რომელიც 0ყ ღერძს ეხე– 

ბა კოორდინატთა სათავეში, ხოლო 01X ღერძს კვეთს #4 C-–6; 0) წერ- 

ტილში, 

“იპოვეთ რადიუსები და ცენტრის კოორდინატები შემდეგი წრეწი- 

რებისა: 

ვ74, 1) X2-- ყმ-- 4X+2ყ–<-1=0; 2) 2X? + 2ყ? + 5X-- 3ყ-–-2=0; 
ვე ჯ2 + V? +3ყ =0. 

876. 1) + ყე--6X-7=0 2) XX+Mყ+X=0, 3) 3X+ 
–- 3ყ? -- 5X-–– 3ყ–- 2 = 0. 
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82726. შეადგინეთ წრეწირის განტოლება, თუ ის 0ყ ღერძს ეხება 

4 0; ––3) წერტილში „და რადიუსი “უდრის 2-ს. 

3877. შეადგინეთ წრეწირის „ანტოღება, თუ ის 0X ღერძს ეხება 
კოორდინატთა სათავეში და გადის # (0; –-4) წერტილზე. იპოვეთ 
წრეწირის გადაკვეთის წერტილები საკოორდინატო კუთხეების ბისექ- 

ტრისებთან. 

378. მოცემულია (X –– 1)? -L ყ? = 4 წრეწირი. 4(2 –+) წერ- 

ტილზე „გაავლეთ ქორდა, რომელიც ამ წერტილით შუაზე იყოფა. 

4379. შეადგინეთ (X+2)1+(ყ--3)2=30 წრეწირის იმ დიამეტრის 

განტოლება, რომელიც მართობულია 5X+2ყ--13=0 წრფისა. 

380. შეადგინეთ იმ წრეწირის განტოლება, რომელიც ეხება საკო- 

ორდინატო ღერძებს და გადის 4 (1; 2) წერტილზე. 

381. შეადგინეთ იმ წრეწირის განტოლება, რომელიც გადის 

4 0; 0). 8C–1; 2) წერტილებზე და (რომლის ცენტრი მდებარეობს 

X–--ყ+2=0 წრფეზე. 

შეადგინეთ იმ წრეწირის განტოლება, რომელიც გადის მოცემულ 

სამ წერტილხე. 

ვ85ა. ,4 (9; 3), 8 C–3; 3), C (11; 1). 

383. #4 C-1; 3), 8 X9; 2), C(1; ––1). 

384. როგორ არის „განლაგებული M,; (3; 4), M2C–-1; 2) და M3 

(-–5; 4) წერტალები (X--3)?+ (/+2)1?=36 წრეწირის მიმართ? 

385. „დაამტკიცეთ, რომ #V=2X+5 წრფე და X2+ყ?=1 წრეწირი არ 

იკვეთებიან. 

386. როგორ არის განლაგებული (X--5)1?+(/+2)2=25 წრეწირის 

მიმართ შეჭდეგი წრფეები: 1) 4X--3ყ- –1=0; 2) 3X–-ყ–-5=0; 3) 3ჯ-––- 

– 4ყ+12=0. 
387. რა მნიშვნელობა უნდა ჰქონდეს 4X-+8XV+Cყ?+ს0X+სნყ+ 

+#”=0 განტოლების კოეფიციენტებს, რომ ის განსაზღვრავდეს წრე– 

წირს „ცენტრით C (3; 2) წერტილში (და /ჯ=5 რადიუსით? 

388. იპოვეთ X?2+ყ?+2X--4ყ--20=0 წრეწირისა ·და შემდეგი 

წრფეების გადაკვეთის წერტილები: 1) X--V--4 =0; 2) 3X--4ყ+36= 

=0; 3) X--/--5=0. 
389. შეადგინეთ X2+Vყ?+3X-Vყ=0 და 3X2+3ყ?+2X+Vყ=0 წრე- 

წირების საერთო ქორდის „განტოლება. 

890. შეადგინეთ X?+ყ?--6X+8ყ=0 და X2+ყ?+2X-–--12#+1=0 

წრეწირების საერთო ქორდისა «და მათ ცენტრებზე გამავალი წრფის 
განტოლებები. 
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„ 891. წრეწირი ეხება 2X+ყ--5=0 და 2X+ყ+15=0 პარალელურ 

წოფეებს, მასთან ერთ-ერთ მათგანს –- # (2; 1) წერტილში. შეადგინეთ 

ამ წრეწირის განტოლება. 

_ 3992. წრეწირი, რომლის ცენტრიც მდებარეობს 2X+ ყ=0 წრფეზე, 

ეხება 4X--3ყ+10=0, 4(“-3ყ–--30=0 წრფეებს. შეადგინეთ ამ წრე–- 

წირის განტოლება, 

393. იპოვეთ მანძილი # (6; –8) წერტილიდან + /მ=9. წრეწი- 

“რამდე. 

394. იპოვეთ მანძილი #4 C–7; 2) წერტილიდან (X--5)?+ (ყ––7)1= 

=225 წოეწირამდე. 

8395. 1) იპოვეთ იმ წერტილთა გეომეტრიული ადგილი, რომელთა 

მანძილი „# (C–4; 4) წერტილამდე ორჯერ აღემატება 8 (C-–1; 1) წერ- 

ტილამდე მანძილს; 

2) იპოვეთ იმ წერტილთა გეომეტრიული ადგილი, რომელთა საკო–- 

„ორდინატო კუთხეების ბისექტრისებამდე მანძილთა კვადრატების ჯამი 

'უდრის ც?-ს. 

ვ96. მოცემულია XX+ყ2?= 0? წრეწირი. იპოვეთ მისი / (C; 0) წერ- 

ტილიდან გავლებული ქორდების. შუაწერტილების „გეომეტრიული ად- 

გილი. 

897. მოცემულია # (–-6; 0) "და #83 (2; 0) წერტილები. იპოვეთ იმ 

წერტილთა გეომეტრიული ადგილი, რომლებიდანაც 04 და 08 მონა- 
კვეთები მოჩანს ·ტოლი კუთხეებით. 

398. მოცემულია X2+ყ?=20X წრეწირი. კოორდინატთა სათავიდან 

„გავლებული ყოველი CM ქორდა გაგრძელებულია და მასზე გადაზომი- 

ლია MM=0C0VM მონაკვეთი იპოვეთ M წერტილების გეომეტრიული 

ადგილი. 
_ 899. შეადგინეთ ელიფსის განტოლება, თუ: 1) ფოკუსებს შორის 

"მანძილი უდრის 6-ს, ხოლო დიდი 'ნახევარღერძია 5; 2) დიდი სნახევარ– 

ღერძია 10, ხოლო ექსცენტრისიტეტი 6=0,8. 
400. შეადგინეთ ელიფსის განტოლება, თუ: 1) მცირე "ნახევარღერ- 

ძია 3, ხოლო ექსცენტრისიტეტი 6 = #2, 2) ნახევარღერძების ჯამია 10, 

ხოლო ფოკუსებს შორის მანძილი –– 4 V 5. . 
იპოვეთ ღერძთა სიგრძეები, ფოკუსები და ექსცენტრისიტეტი შემ- 

დეგი ელიფსებისა: 

401. 1) 9»2-+ 25ყბ=- 225; 2) 16#? -L ყ? = 16, 
409. 1) 25X"-L 169ყ- = 4225; 2) 9X? + ყბ = 36. 

„ 408, შეადგინეთ ელიფსის განტოლება, თუ მისი ერთ-ერთი ფოკუ- 

სიდან ელიფსის დიდი ღერძის ბოლოებამდე მანძილებია 7 და 1. 
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404, „იპოვეთ .შემდეგი წრფეებისა და ელიფსების „გადაკვეთის წერ- 

ტილები: 1) 2X-–- ყ-–- 9=0, ჯ + 3ყზ= 36; 2) 3X + 10/-–-25 =20, 
· 481 25/ == 100; 3) 3#--4ყ--40 = 20, 97? -L 16ყ2==144. 

405. ' განსაზღვრეთ 4(6; ––3) 3 C–2; 5) და C (3; ––6) წერტილე– 

2 2 

ბის მდებარეობა > + -9- == 1 ელიფსის მიმართ. 

: "ს? 9. 
406. ააგეთ “- + + = 1 ელიფსის ფოკუსები ისე, რომ არ გამო- 

თვალოთ, მათი კოორდინატები. 

407. განსახღვრეთ ელიფსის ექსცენტრისიტეტი, თუ: 1) მისი მცი– 
რე, ღერძი ფოკუსიდან მოჩანს მართი კუთხით; 2) ფოკუსებს მორის 

მანძილი უდრის დიდი და მცირე ღერძების ბოლოებს შორის მანძილს. 

408. განსაზღვრეთ ელიფსის ექსცენტრისიტეტი, თუ: 1) მისი დიდი 

ღერძი 3-ჯერ აღემატება მცირე ღერძს; 2) ღერძების ფარდობაა 5 : 3. 
109. შეადგინეთ ელიფსის: განტოლება, თუ ის გადის შემდეგ ორ 

წერტილზე: '1(V3; 2) და 8(C-2V3; : 

410. შეადგტნეთ- ელიფსის „განტოლება, თუ » გადის შემდეგ ორ 

წერტილზე:, 4(2V3; #6) და 8(6; 0). იპოვეთ ექსცენტრისიტეტი და „1 

წერტილის, რადიუს- ვექტორები: 

          

411. იპოვეთ =2 + 2- =1 ელიფსის იმ დიამეტრის სიგრძე, რო- 

მელიც იც ამიბვივა შეღრე საკოორდინატო კუთხის ბისექტრისას. 

19. იპოვეთ –– + #-= იმ ქორდის სიგრძე, რომელიც 
ც? 

გავლებულია #, (CC. თ ფოკუსზე „დიდი ღერძის მართობულად. 

418. | => + 9 = = 1 ელიფსხე იპოვეთ ისეთი წერტილი, რომელიც 5 

ერთეულითაა დაშორებული მცირე ღერძიდან. 

414. X=--5 წრფეზე იპოვეთ ისეთი წერტილი, რომელიც თანაბრა–- 

დაა დაშორებული X?წ+5ყ?=20 ელიფსის მარცხენა ფოკუსიდან და 

ზედა წვეროდან. 
8 ი · 

41წ. - –+ + = 1 ელიფსხე იპოვეთ ისეთი წერტილი, რომელიც 

3-ჯერ მეტი მანძილითაა დაშორებული მარჯვენა ფოკუსიდან, ვიდრე 

მარცხენადან. 

416. _XL L->- I = 1 ელიფსზე იპოვეთ ისეთი წერტილი, რომელიც 
25 9 
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4-ჯერ მეტი მანძილითაა „დამორებული მარჯვენა ფოკუსიდან, ვიდრე 

მარცხენადან. 

417. XX+4ყმ=4 ელიფსში ჩახახუ'ლია წესიერი სამკუთხედი, რომ- 

ლის ერთი წვერო დიდი ღერძის მარჯვენა ბოლოა. იპოვეთ სამკუთხე- 

დის დანარჩენი ორი წვეროს კოორდინატები. 

413. იპოვეთ იმ ოთხკუთხედის ფართობი, რომლის ორი წვერო 

9X? + 5ყ2=1 ელიფსის ფოკუსებია, ხოლო დანარჩენი ორი წვერო 

ემთხვევა მცირე ღერძის ბოლოებს. 

2 2 
419. დაწერეთ > + + = 1 ელიფსის დირექტრისების განტოლე- 

ბები. 

490, დაწერეთ იმ ელიფსის განტოლება, რომლის 'ფოკუსებს შო- 

რის მანძილია 2, დირექტრისებს შორის კი –– 10. 

491. დაწერეთ იმ ელიფსის განტოლება, რომლის მცირე ნახევარ- 

ღერძია 2V6, ხოლო დირექტრისების განტოლებებია ჯX = + 10. 

452. დაწერეთ იმ ელიფსის განტოლება, რომლის „დირექტრისებს 

მორის მანძილია 36, ხოლო რომე ლიმე წერტილის ფოკალური რადიუს- 

ვექტორებია 9 და 15. 

498. იპოვეთ X2+4ყ?=4 ელიფსისა “(და იმ წრეწირის „გადაკვეთის 

წერტილები, როზელიც გადის ელიფსის ფოკუსებზე; წრეწირის ცენ- 
ტრი ელიფსის ზედა წვეროა» 

424. X2+5ყ1?=20 ელიფსხე იპოვეთ ისეთი წერტილი, რომლის 

ფოკალური რადიუს-ვექტორები ურთიერთმართობულია. 

425. ყლ–-X+/” წრფე M-ის რა მნიშვნელობისათვის: 1) კვეთს 

2 
> + # = 1 ელიფსს; 2) ეხება მას; 3) გადის მის გარეთ. 

496. გმოთაანთ პირობა იმისა, რომ ყ=/#/X+ #0! წრფე ეხებოდეს 

8 
“> +- – =1 ელიფს. 

497. ი და C სიბრტყეებს შორის კუთხე დ=3097. განსაზღვრეთ იმ 
ელიფსის "ნაზევარღერძები, რომელიც მიიღება სიბრტყეზე მდებარე 

II= 10 რადიუსიანი წრეწირის 0 სიბრტყეზე დაგეგმილებით. 

498. ელიფსი, რომლის მცირე ნახევარღერძია 6, /2=12 რადიუსი- 

ანი წრეწირის გეგმილია. განსახღვრეთ კუთხე იმ სიბრტყეებს შორის, 

რომელზედაც წრეწირი და ელიფსია მოთავსებული. 

499. იპოვეთ იმ წერტილთა გეომეტრიული ადგილი, რომე ლთა 

ჩნ, (2; 0) «და #9 C–2; 0) წერტილებამდე მანძილების ჯამია 2V 5. 
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430. იპოვეთ იმ წერტილთა გეომეტრიული ადგილი, რომლებიც 

3-ჯერ მეტი მანძილითაა დაშორებული X=9 წრფიდან, ვიდრე 4 (I; 0) 

წერტილიდან. 
481. მუდმივი სიგრძის 48 მონაკვეთი თავისი ბოლოებით სრია- 

ლებს მართი კუთხის გვერდების გასწვრივ. განსაზღვრეთ წირი, რო–- 

მე ლსაც აღწერს 48 მონაკვეთის ნებისმიერი M წერტილი. 

4385. იპოვეთ იმ მართობთა მუაწერტილების გეომეტრიული ადგი- 

ლი, რომლებიც დაშვებულია X?2+ყ?=/?2? წრეწირის წერტილებიდან 

0» ღერძზე. 

439. შეადგინეთ ჰიპერბოლის განტოლება, თუ: 1) ფოკუსებს შო- 

რის 2აპნძილია 10 და წარმოსახვითი ნახევარღერძი ხ =4; 2) ნამდვილი 

ნახევარღერძი ი = 2 V 5 და ექსცენტრისიტეტტი #6 =VI,2. 
434. შეადგინეთ ჰიპერბოლის განტოლება, თუ: 1) ფოკუსებს შო- 

რის მანძილია 16 და ექსცენტრისიტეტი 6 = –; 2) წარმოსახვითი ნახე- 

ვარღერძი ხ= 5 და ექსცენტრისიტეტი 0 =- - 

435. იპოვეთ ღერძები, ფოკუსები და ექსცენტრისიტეტი შემდეგი 

ჰიპერბოლებოსა: 1) 4X2--9ყ2=25; 2) 9ყ2--16X2=114. 

.2 9 
436. იპოვეთ -- –_ + =1 ჰიპერბოლის ნახევარღერძები, ფო- 

კუსები (და ექსცენტრისიტეტი; 2) შეადგინეთ იმ ჰიპერბოლის განტო- 

ლება, რომლის ფოკუსები მოთავსებულია 0V ღერძზე სათავის სიმეტ- 

რიულად, ხოლო ნახევარღერძებია თ=6 და ხ =12. 

437. შეადგინეთ ჰიპერბოლის განტოლება, თუ ის გადის /M# (--5; 3) 

წერტილზე დაა მისი ექსცენტრისიტეტი 6 = V2. 

438. შეადგინეთ ჰაპერბოლის განტოლება. თუ ის გადის შემდეგ 

ორ წერტილზე: /, (6; –- 1) და Mა(--8; 2V 2). 
2 2 

439. მოცემულია > #.-I ჰიპერბოლა. ააგეთ მისი ფოკუსები 
49 25 

და ასიმპტოტები. 
ჯ? 2 

440. მოცემულია ილ–4+>= 1 ჰიპერბოლა. დაწერეთ მისი ასიმპ- 

ტოტების განტოლებები და იპოვეთ შეუღლებული ჰიპერბოლის ექს– 

ცენტრისიტეტი. 
2 2 _ 

441. ლო –_ 4>=! ჰიპერბოლახზე მოცემულია /VM(10; –V5 ) წერტი- 
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ლი. იპოვეთ იმ წრფეთა განტოლებები, რომლებზეც მოთავსებულია M 
წერტილის ფოკალური რადიუსები. 

9. შეამოწმეთ, რომ M(–5, +) წერტილი ძევს –-–– –- + =1 

ჰიპერბოლაზე და იპოვეთ M წერტილის ფოკალური რადიუსები. 
წ. 2 

418. იპოვეთ მანძილი 6 MM -I) ჰიპერბოლის ფოკუსიდან მის 
ც? ხ? 

ასიმპტოტამდე (და კუთხე ასიმპტოტებს შორის. : 

444. იპოვეთ ჰეპერბოლის ექსცენტრისიტეტი, თუ მისი ასიმპტოტი 

ნამდვილ ღერძთან ადგენს: 1) 609-იან კუთხეს; 2) თ კუთხეს. 

ჯ? 
445. 4(2; –– 5) წერტილზე გაავლეთ წრფეები · -» =1 ჰიპერ- 

ბოლის ასიმპტოტების პარალელურად. 
ჯ 9 

446. აჩვენეთ, რომ –” - –– + = = 1 ჰიპერბოლის ნებისმიერი წერტი- 
L 

ლიდან ასიმპტოტებამდე მანძილების. 'ნნამრავლი „არის მუდმივი სიდიდე. 

447. X2-- -ყბ=4 ჰიპერბოლაზე იპოვეთ ისეთი წერტილი, რომლის 

ფოკალური რადიუს-ვექტორები „ურთიერთმართობულია. ' 
2 ა 

448. იპოვეთ -> - -> = 1 ჰიპერბოლისა და შემდეგი წრფეების 

გადაკვეთის წერტილები: 1) X-- 5ყ = 0; 2) 2X+ ყ--18=0; 3) X-ყ+ 
+ 5=0. 

449, ა იმ ჰიპერბოლას განტოლება, რომლის წვეროები ემ– 

თხვევა --– + -#- = 1 ელიფსის ფოკუსებს, ხოლო ფოკუსები –– ელიფ- 
სის წვეროებს. 

150. ჰიპერბოლას, რომლის ექსცენტრისიტეტია 1,25, ––– -+ #- =1 

ე ლიფსთან აქვს საერთო ფოკუსები. იპოვეთ მისი განტოლება. 

451. შეადგინეთ ჰიპერბოლის განტოლება, თუ: 1) იგი გადის 

M (12; 3V3.) წერტილზე, ხოლო. ასიმპტოტების განტოლებებია ყ/= + ->- ; 
8 53 

2) დირექტრისებს შმორის მანძილია ლ და ექსცენტრისიტეტი 0 =-> . 

169. Cეადგინეთ ჰიპერბოლის განტოლება, თუ: 1) ასიმპტოტების 
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განტოლებებია ყ = = –- X, ხოლო 'ფოკუსებს შორის "მანძილი 2C = 20; 

2) დირექტრისებს შორის მანძილია -- და ნ =3. 
ი 

458. <> – > ==1 ჰიპერბოლაზე იპოვეთ ისეთი წერტილი, რომელიც 

მარჯვენა ფოკუსიდან დაშორებულია 4,5 ერთეულით. 

454. 9ა2- -16ყ2=144 ჰიპერბოლაზე იპოვეთ ისეთი წერტილი, რო- 

მელიც მარცხენა ფოკუსიდან დაშორებულია 2-ჯერ მეტი მანძილით, 

ვიდრე მარჯვენადან. 

455. ჰიპერბოლა გადის /# ( 6; 2-V5) წერტილზე საკოორდინა- 

ტო ღერძების სიმეტრიულად. იპოვეთ მარცხენა ფოკუსიდან ასიმპტო- 

ტებზე დაშვებული მართობების „განტოლებები, თუ ჰიპერბოლის ნამ- 

დვილი ნახევარღერძია 4. 

456. იპოვეთ X2--3ყ?=12 ჰიპერბოლის ასიმპტოტების გადაკვეთის 

წერტილები იმ წრეწირთან, რომელიც გადის კოორდინატთა სათავეზე; 

წრეწირის ცენტრი მოთავსებულია ჰიპერბოლის მარჯვენა ფოკუსში. 

157. იპოვეთ იმ წერტილთა გეომეტრიული ადგილი, რომლებიც 

2-ჯერ მეტი მანძილითაა დამორებული # (-–-8; 0) წერტილიდან, ვიდ- 
რე X=-––-2 წრფიდან. 

458. იპოვეთ იმ წერტილთა გეომეტრიული ადგილი, რომლებიც 

2-ჯერ მეტი მანძილითაა დაშორებული /# (4; 0) წერტილიდან, ვიდრე 

X=1 წრფიდან. 

459. შეადგინეთ იმ პარაბოლის განტოლება, რომელიც: 1) სიმეტ- 

რიულია 0X ღერძის მიმართ, გადის კოორდინატთა სათავეზე და VV (1; 

–4) წერტილზე; 2) სიზეტრიულია 0ყ ღერძის მიმართ, ფოკუსი მო- 

თავსებულია # (0; 2) წერტილში, ხოლო წვერო ემთხვევა კოორდინატ– 

თა სათავეს. 

460. შეადგინეთ იმ პარაბოლის განტოლება, რომელიც: 1) სიმეტ- 

რიულია 0ყ ღერძის მიმართ, გადის კოორდინატთა სათავეზე «და V/ (6; 

2) წერტილზე; 2) სიმეტრიულია 0X ღერძის მიმართ, ფოკუსი მო- 

თავსებულია # (3; 0) წერტილში, ხოლო წვერო ემთხვევა კოორდინატ– 

თა სათავეს. 

461. იპოვეთ ყ2=24X პარაბოლის ფოკუსი და დირექტრისის გან- 
ტოლება. ' 

409, დაწერეთ იმ პარაბოლის განტოლება, რომლის ფოკუსია 

# C-7, 0) წერტილი, ხოლო დირექტრისის განტოლებაა X--7 =0. 
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463. ყვ=6X პარაბოლაზე იპოცეთ ისეთი წერტილი, რომლის ფოკა- 

ლური რადიუს-ვექტორია 4,5. 

464. ყზბ= 16% პარაბოლაზე იპოვეთ ისეთი წერტილი, რომლის ფო- 

კალური რადიუს-ვექტორია 13. 

465. იპოვეთ ყ2=20X პარაბოლის იმ წერტილის ფოკალური რა- 

დიუსი, რომლის აბსცესა X=7. 

466. იპოვეთ ყ7=12X პარაბოლის იმ წერტილის ფოკალური რა- 

დიუსი, რომლის ორდინატი V=6. 

407. ყბ=4,5X პარაბოლაზე აღებულია /M (X, V) წერტილი; 

M წერტილიდან დირექტრისამდე მაპნძილი ძ=9,125. იპოვეთ მანძილი 

ამ წერტილიდან კოორდინატთა სათავემდე. 
468. იპოვეთ V?1=2იჩX პარაბოლის იმ ქორდის სიგრძე, რომელიც 

გავლებულია ფოკუსზე 0Xჯ ღერძის მართობულად. 

469. იპოვეთ შემდეგი წრფეებისა და პარაბოლების გადაკვეთის 

წერტილები: 
11) X+ყ-–-–3=0, Vყ” = 4ყ; 2) 3X + 4ყ-–– 12=0, ყ? == –“%,; 

3) 3-–-2ყ/+ 6 =0, (== –– 6X. 

470. ყ=ჩX+2 წრფე #-ს რა მნიშვნელობისათვის: 1) კვეთს ყ?=4X 

პარაბოლას: 2) ეხება მას: 3) გპდის მის გარეთ. 

471. გამოიყვანეთ პირობა იმისა, რომ #=/X+ 6 წრფე ეხებოდეს 
ყ?=2ი0X პარაბოლას. 

472. იპოვეთ ყ?=18Xჯ პარაბოლისა და (X+6)2+Vყ?=100 წრეწირის 

საერთო ქორდის განტოლება. 

428. პარაბოლა სიმეტრიულია 0X ღერძისა Iდა გადის ყ=Xჯ წრფისა 

და XX+Vყ+6X=0 წრეწირის გადაკვეთის წერტილებზე; შეადგინეთ ამ 

პარაბოლის განტოლება. 

474. პარაბოლა სიმეტრიულია 0ყ ღერძისა „და გადი X+ყ=0 

წრფისა და X2+Vყ?+4ყ=0 წრეწირის გადაკვეთის წერტილზე; შეადღ- 

გინეთ ამ პარაბოლის „განტოლება. 

476. იპოვეთ ყ?=2ი0X პარაბოლაში ჩახახული წესიერი სამკუთხე- 
დის გვერდის სიგრძე. 

476. იპოვეთ ყ2=2X პარაბოლაში ჩახახული წესიერი სამკუთხე–- 

დის წვეროები. 

477. პარაბოლის წვერო მოთავსებულია კოორდინატთა სათავეში, 

სიმეტრიის ღერძი ემთხვევა 0X ღერძის “უარყოფით მიმართულებას, 

ხოლო ი პარამეტრი უდრის მანძილს 4X2--9ყ?2--36=0 ჰიპერბოლის 

ფოკუსიდან მის ასიმპტოტამდე; შეადგინეთ ამ პარაბოლის განტოლება. 

478. პარაბოლის წვერო მოთავსებულია კოორდინატთა სათავეში, 

სიმეტრიის ღერძი ემთხვევა 0ყ ღერძის უარყოფით მიმართულებას, 
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ხოლო ი პარამეტრი უდრის მანძილს 3X2+4ყ2--48=0 ელიფსის დი- 

რექტრისებს შორის. შეადგინეთ ამ პარაბოლის განტოლება. 

479. ყზ=--4X პარაბოლის ფოკუსზე გავლებულია წრფე. რომე- 

ლიც 0X ღერძთან ადგე5ს 1209-იან კუთხეს. იპოვეთ წრფის განტოლე– 
ბა და. მიღებული ქორდის სიგრძე. 

480. მოცემულია ყ1=4X პარაბოლა. 4 (2; 1) წერტილზე გაავლეთ 

ისეთი ქორდა, რომელიც „ამ წერტილით შუაზე იყოფა. 

481. 1) იპოვეთ «98 წერტილთა გეომეტრიული ადგილი, რომლებიც 

თანაბრად არიან დამორებული 0VყV ღერძ-დან და # (4; 0) წერტილი- 

დან; 

2) იპოვეთ ყ1=20X პარაბოლის ორდინატების შუაწერტილების 

გეომეტრიული ადგილი. 
489. 1) იპოვეთ იმ წერტილთა გეომეტრიული ადგილი, რომლებიც 

თანაბრად არიან დამორებული ყ=4 წრფიდან «და # (0; 2) წერტი– 

ლიდან. 

2) იპოვეთ ყზ=2იX პარაბოლის წვეროდან გავლებული ქორდების 

შუაწერტილების გეომეტრიული ადგილი. 

§ ი. წრფივი სივრცე, ევკლიდეს სივრცე 

ნებისმიერ ობიექტთა X სიმრავლეს ეწოდება წრფივი ნამდვილი 

სივრცე!, თუ შესრულებულია შემდეგი სამი პირობა: 

1. მოცემულია წესი, რომლის მიხედვით X სიმრავლის ყოველი Xჯ 

და ყV 'ელემენტს შეესაბამება ამ სიზრავლის ერთადერთი დ„ტლემენტი, 

რომელსაც Xჯ და ყ ელემენტების ჯამი ეწოდება და აღინიშნება X+Vყ 

სიმბოლოთი. 

2. მოცემულია წესი, რომლის მიხედვით X სიმრავლის ყოველ X 

ელემენტს და ყოველ თ6 # რიცხვს შეესაბამება X სიმრავლის ერთად- 

ერთე ელემენტი, რომელსაც თ რიცხვის ჯ ელემენტზე ნამრავლი 

ეწოდება (და აღინიშნება თX სიმბოლოთი. 

3. ეს ოპერაციები „უნდა აკმაყოფილებდნენ შემდეგ აქსიომებს: 

1) VX, ყნX:X+<+Vყ=ყ+ X, 

2) VX, ყ, 2CX:(X+ყ)+2=X+C)+7), 
3) 10CX, VXCX:0-X=0, 

4) VXCX: 1:.X=X;, 

5) V თ, ჩCM9, VXCX:(+ჩ)X=თX+ჩV, 
6) –CთC#, VX, ყნX :თ(X-+ყ)=თ9%ჯX+ ოV, 
7) Vთ, ჩC/2, V XCX : (=ოს)X= თ(წX). 

  

1 შემდგომში წრფივი ნამდვილი სივრცის ნაცვლად გამოვიყენებთ ტერმინს 

წრფივი სივრცე, რადგან ჩვენ მხოლოდ ასეთ სივრცეებს განეიხილავთ. 
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წრფივ #. სივრცეს ეწოდება ევკლიდური ნამდვილი სივრცე, თუ 
მოცემულია წესი, რომლის მიხედვით # სივრცის ყოველ X.და ყ ელე– 

მენტს შეესაბამება ნამდვილი რიცხვი, რომელსაც „ამ ელემენტის სკა- 
ლარული ნამრავლი ეწოდება და აღინიშნება (X, ყ) სიმბოლოთი, რო- 

მელიც აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: , 

1. V X, ყC# : (X, ყ) = CV, X), 

2. V X, ყCს, VთCI?:(თX, ყ)=CთVV, V), 

3. V X, ყ, 2C5:(X+Vყ, 2) = , 2) + (V, 2), 
4. V XC : (X, X) >0 /სM (X, X) = 0<==> ჯ = 0. 

წრფივი სივრცის 6;, რი, ...,6გ ელემენტთა სასრულ სისტემას ეწოდე– 

ბა წრფივად დამოუკიდებელი, თუ 

თ; 0) + თამე +“ + თენ =0 => თ, = თა= ·· = თე = =0, 

სადაც თ,, თი, ..., თ, C I. წინააღმდეგ შემთხვევაში „ელემენტთა სისტემა 

წრფივად დამოკიდებულია. ს 

# რიცხვს ეწოდება წრფივი სივრცის განზომილება,, თუ მასში 

წრფივად დამოუკიდებელ ელემენტთა მაქსიმალური რიცხვია #. 

M განზომილებიანი წრფივი სივრცის წრფივად დამოუკიდებელ 
ელემენტთა დალაგებულ სისტემას 

6,, 6, -.., 6, 

ეწოდება ამ სივრცის ბაზისი და ამ სივრცის ნებისმიერი ·ელემენტი 

შეიძლება წარმოდგენილ «იქნას ასე: 

' Mჩ 

X= ბათი 

ხ–=1 

თ, თე, ..ე თ რაცხვებს ეწოდება ელემენტის კოორდინატები მო- 

ცემულ ბახეისში. 

ამოხსენით ამოცანები: 

483. მოცემული სიმრავლე, რომლის ყოველი თ და ხ ელემენტის 

ჯამი „და აგრეთვე ძ ელემენტის თ რიცხვზე ნამრავლი განსაზღვრულია 

მითითებული წესით, ადგენს თუ არა წრფივ სივრცეს? 

1, სამგანზომილებიანი სივრცის ყველა ვექტორთა სიზრავლე, რომ- 

ლის კოორდინატები მთელი «რიცხვია; ჯამი თ+ხ, :Cნამდვილი 00. 

2. ერთ წრფეზე მდებარე ყველა ვექტორთა სიმრავლე; ჯამი 0+ხ, 

ნამრავლი თძ. 
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3. სიბრტყის ყველა ვექტორთა სიმრავლე, რომელთაგან თითო- 

ეული ძევს რომელიმე საკოორდინატო ღერძზე; ჯამი თ+ხ, ნამ- 
რავლე თხ. 

_. 4. საჭგანხომილებიანი სივრცის ყველა ვექტორთა სიმრავლე; ჯამი 

Iთ, ხ1I, ნამრავლი ფძძ. 
5. ერთ ღერძზე მდებარე ყველა ვექტორთა სიმრავლე; ჯამი თ+ხ, 

ნამრავლი თ |თI. 

6. ყველა ვექტორთა სიმრავლე, რომლებიც X, V, 2 ვექტორების 

წრფივი კომბინაციაა; ჯამი 0+ხ, ნამრავლი თძთ. 

7. ყველა ფუნქციათა სიმრავლე, რომლებიც ღებულობენ დადებით 

მნიშვნელობებს. (თ = / (0), ხ = §(#); ჯამი. / (0) # (0), ნამრავლი /% (7). 
8. (0,1) სეგმენტხე უწყვეტი ყველა ფუნქციათა სიმრავლე, 

(თ=|I (I) ხ=VწVCI)); ჯამი ((00+ჯ« (I), ნამრავლი თ/ (I). 

მ. |--I, 11 სეგმენტზე მოცემული ყველა ლუწ ფუნქციათა სიმ- 
რავლე (ძთ=I (0), ხ=V§9()); ჯამი #(010+VC (0, 'ნამრავლი თ/ (,). 

10. |“–-1; 11 სეგმენტზე მოცემული ყველა კენტ ფუნქციათა სიმ- 

რავლე (ძი=/(1), ხ=V9(,)), ჯამი 1 (0) -LწV (), ნამრავლი თ | (). 

11. მესამე რიგის (X ცვლადის მემართ) ყველა პოლინომთა სიმ- 

რავლე; ჯამი თ+ხ, ნაზრავლი ძძთ. 

12. ყველა დალაგებულ (ნნამდვილ რიცხვთა M-ეულების სიმრავლე, 

(თ = (X)ც..., X,), ხ=(ყც..-, ა)); ჯამი (X, + Vც..., X, + ყ.), ნამრავლი 

(XXI,...,Cთ XX). 

13. ყველა დალაგებულ ნამდვილ რიცხვთა იშ-ეულების სიმრავლე; 

(82 = (X,,)..., XI), ხ=(ყც..., ყე)); ჯამი: (X, V,,..., Xი წი), ნამრავლი 
(თX),...,XXე). 

14. ყველა კრებადი მიმდევრობების სიმრავლე (8 = (,), სხ = (9ე)); 
ჯამი (Vგ + Xა), ნამრავლი (V-). 

15. ურთი ცვლადის ყველა პოლინომთა სიმრავლე, რომელთა ხა- 

რისხი არ აღემატება ჩ-ს; ჯაზი მ + ხ, ნამრავლი თმ. 

16. M-ხარისხს ერთი ცვლადის ყველა პოლინომთა სიმრავლე: 
| ჯამი მ+ხ. ნამრავლი თმ. 

17. ყველა დიაგონალურ მატრიცთა სიმრავლე (მ = (თ,)1, ხ = (ნ,,)1); 

ჯამი (ი, +- ხც)ეტ ნამრავლი (Cთ,,)ზ. 

18. ყველა გადაუგვარებელ მატრიცთა სიმრავლე (2=(იც)დ. ხ = (90.1); 
ჯამი (ძე) ·(ხ,,). ნამრავლი (თ0,))1. 

19. ყველა კვადრატულ მატრიცთა სიმრავლე (მ = (ძ,,), ხ = (ხაა1); 
ჯამი (0, + ხას ნამრავლი (თი). 

20. ყველა M-ური რიგის “დიაგონალურ მატრიცთა სიმრავლე 

(2 = (იცა ხ =(ხე)ეე; ჯამი (იცა -(ხიაჯ ნამრავლი (თი,,)1. 
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21. ყველა ერთი (და იგივე განზომილების მატრიცთა სიმრავლე 

(2 =(ძ,,), ხ =(ხ,); 1=1,..., MI; # = 1,..., /.); ჯამი (ძ,, + ჩე), ნამ- 
რავლი (თი,). 

22. ყველა სიმეტრიულ მატრიცთა სიმრავლე (2 == (თ,,)ც. ხM= (ხი); 
ჯამი (ი,, + ხე), ნამრავლი (Cთძ,,). 

23. ყველა მთელ რიცხვთა სიმრავლე; ჯამი 2 -L ხ, ნამრავლი Iთგ|- 

24. ყველა ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე; ჯამი 2+ხ, ნამრავლი თმ. 

25. ყველა დადებით რიცხვთა სიმრავლე; ჯამი 0 · ხ, ნამრავლი ძ-. 

26. ყველა უარყოფით რიცხვთა სიმრავლე; ჯამი – |0თ| · |6 |, ნამ- 

რავლი –– | თI“. 

27. ყველა ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე: ჯამი ძი ხ, ნამრავლი ძიძ. 

28. ყველა დიფერენცირებადი ფუნჭციათა სიმრავლე (ძ=) (I), 

ხ=(ც (); ჯამი I (I) + წ 0), ნამრავლი თ (). 
29. ყველა დიფერენცირებადი ფუნქციათა სიმრავლე (ძთ=| XI), 

ხ = « (0); ჯამი I(0ს·V (,), ნამრავლი CI (1). 

484. „გამოიკვლიეთ არის თუ არა წრფივად დამოკიდებული ტცლე- 

მენტთა სისტემა: 

1. 2 =(ქ1, 4, 6), ხ = (1, –– 1, 1), C= (1, 1, 3). 

2. 512 X, 005X, LCX |) –-X/2, X/2 |-ზე. 

3. 2 =(2, ––23, 1), 09=(3, ––1, 5), C-= (1, ––4, 3). 

4. 2, 510 X, 510”7X, 005: X(C–-– C, + C)-ზე. 

5. 8 =(5, 4, 3), ხ =(ქ, ქვ, 2), C = (8, 1, 3). 
6. 1, X, 5101X | -– დ, + CI-ზე. 

7. 8 =(1, 1, 1), ხნ =(0, 1, 1), C= (0, 0, 1). 
8. ტ%, 62%, 69% 1. <<, +205 |-ზე. 

9. 2=(1, ––1, 2, ხ=(C–1, 1, –– 1), C=(2, ––1, 1). 
10. X, X?, (1 + X)?, 1-– C<, + C L-ზე. 
11. მ =(1, 2, 3), ხ = (4, 5, 6(«( C=(07, 8, 9). 

12. 1, X, X7, (1 + X) | –– <, + «=I-ზე. 

13. 2 =(), 1, 1), ნ =(1, 2, 3), C =(1, 3, 6). 

14. C05X, 510 X, 510 2X, | –– #X/2, 1/2 (-ზე. 

15. 8=(1, 4, ––5, ხ=(8, 7, ––2), C= (2; –– 1, 8). 

16. 67, 6-#, 6% 1 -- C<, + =L-ზე. 

17. 2 = (3, 2, ––4), ხ =C4, 1, –- 2), თ=-X(5, 2, –- 3). 

18. 1-+-X -+X2, 1+ 2X + X7, 1 + 3X + X? |-– დ, + %I-ზე. 
19. 2 =(0, 1, 1), ხ =(), 0, 1), C =(1, 1, 0)- 
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20. 

21. 

22. 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 

31. 

1, 65, 5ი2 |) –.დ, –- CI -ზი. 

–_–>3>იი.იიიიიიიიიიი 
17X, X, 1. 10, 1 (-ზე. 

2 = (7, 1, ––3), ხ =(0, 2, –– 4), C= (3, –– 3, 5). 
1, 1/X, CICX 10, #2 L-ზე. 

2 = (1, 2, 3), სც =(6, 5, 9, C=727, 8, თ. 
X, 1-+-X, (1-+XჩX)? 1-–– დ, + CC(-ზე. 

2 = (2, 1, 0), ხ=(C–-5, 0, 3), C =(3, 4, 3), 
C·, XC", X-6%# | –– C0, +-C2 L-ზე. 

2 = (9, 0, 2), ს =(1, –– 1, 0), C=(0, –1, ––2), 
65, 50 X, C0X |-–– დ, –+- <I-ზე. 

ეუეეაო=-_.000..--... 
იპოვეთ განტოლებათა სისტემის ამონახსნის სივრცის რომელიმე 

ბაზისი და განზომილება: 

465. 

480. 

487. 

488. 

489. 

490. 

491. 

ნ. უმაღლვსი მათემატიკის ამოცანათა კრებული 

/3» + X-- 8Xე + 2Xკ -+- X = 0, 

2X,) –“– 2Xვ –“ 3Xვ –“- 7Xგ ++ 2X, =: 0, 
LX –+ 11V–– 12Xვ +- 34 კ –– 5V, = 0. 

M + 2 1 წია + 2Xვ = 0, 

– 39 + შვ-–- M,-- X. =0, 

2 + 5Xა + 2Xვ + +, + Xა = 0. 

(% –+- Xა “++ 10) + 1, -- XX = 0, 

51 –– Xა + მა 2X + 215 =.0, 

3X% –- 31 –- 12% –- 4Vკ +- 4X5 = 0. 

6X, –– 9X + 211 –– 3 -– 12:6=0, 

–-4X, + 6+Vა--“-14Xე -LL2Xკ + ზ8X., =0, 

2ც –“–- 3ჯXა –- 71 –– Xგ––- 4V, = 0. 

20 –– ს „ი 2ე –– ს + =0 

%X% + 10Xა –– 3ხვ –– 2 –– X/=:0, 

4X, –+- 10 –“– ვავ –– 2 – > =0. 

51, ––- 2X% + 3Xე ––- 4V, –– 18 = 0, 

XI + 4(ა –– 3Xჯ + 2X –- 5X, = 0, 

6V, –- 2Xე –- 2X, ––- 6V, = 0. 

12X, –- Xა –+ 7Xვ “+C 11Xკ -–- X. = 0, 

24X, –- 2Xა + 14Xე + 23, ––- 2X,კ = 0, 

ზ« + ი + Xვ –– XI + X6 = 0. 
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4ი5. 

395. 

4914. 

4ყა. 

4ელნ. 

491. 

498. 

4ეე, 

601. 

§095. 

X, + 2Xა + Xე4 4 + Xა =0, 

2X% ––- Xა + პXე + X-– 5Xცე = 0, 

! ს + 3 –– გვ -– 60 -–-– Xწ-X=90. 

20 –“ Iს +“ 3ვიე–- XI –– XI =90, 

X, + 5Xა –– Xვ + X, -+L 2X =- 0, 
X, + 16Xე –– 6Vე ++ 4წკ -++ 7Xე = 0. 

ვ 5 5 
–_X· ++C>M#% როვ შე + სკ = 0, 
2 

3 1 2 2 
_ რ ა-ა 4+ ““ I + “ #.=0, 5 1+-> · + 7 ე+ 5 4 

1 1 2 2 
_აი + –- სა + – ე“ – -–- >=60. 
§51': 617 ' 2119! 15“ 
8 + VXა + ჯვ – XV + 2X= 0, 

პა –– ვსე ––- 2ე + ს-–-–3XV=0, 

5X, + 4Xე + 3Xვ –– 2X) + 5Xე =0. 

I..+ 3Vე –“– Xვ + 12X –– IX = 0, 

20 –- 2X. + Xე –- 10Xკ -L Xვ = 0, 

3X, + Xა + 2X, = 0. 

7X –“ 14წა + პავ –– X, + X, = 0, 

X, –– 2X- + Xე –– 3X, + 7Xგ = 0, 

5 ––- 10Vა + Xვ + 5X) –– 13X, = 0. 

|=+25+ 3Xვ + X) –– X, = 0, 

2X, ––- 2Vე –– 5ზ%ე –– 3V + X = 90, 

3X, –– 2 + 3Xვ + 2V, ––- Xყ =.0. 

ა... 

2X, + X –- 2V%ე ––- X, –– 2Xკ = 0, 

1M +2Xა + 5Xვ –- 2 –– X=0. 

2X, + X –– 3Xვ + X –– X =90, 

- ს X + 21–– XX + 2-5 =90, 

X –- 2X: + 5Xგ –- 2 –- 3, = 90. 

X, + 2X. –“– 3ჯვ + 10V –– Xც =90, 

X -- 2X + 3Xვ ––- 10%, + X- = 0, 

X, + 6X ––- 9Xგ +. 30X,კ –– 3X, = 0. 

2X, + Xე –– Xე + 7Xკ + 5X; = 0, 

X, –– 2X. + 3Xვ –– 5Xკ –– 7X = 0, 

3X, –– X. + 2Xე + 2Xკ –– 2X; == 0.



I 2X, –– 2 –– 3Xვ –– 7Xკ + 2X, = 0, 
503. ( X + 11 –– 12% + 34X, –– 5X, = 0, 

1ი-– 5X- + 2%ე –“– 16X, + 3X, = 0. 

3 + X –- 81ვ -+L 2X, + X, = 0, 

504, X, + 11Xვ –“– 12%ვ –– 34X, –“– 5X, = 0, 

Xე –– 5Xგ + 2Xვ –– 16X, + 3Xვ = 0. 

X, + 3Xე ––- 5Xვ + 9X, –– X, =0, 

505. ჭ 2X, –“- 2 –“- 3Vე-–- 7X, + 2X, = 0, 

1» – 5X + 2Xვ ––- 16X, + 3X, =0. 

5X, -+L 2Xა –“- Xე + 3X, + 4X, = 0, 

506. ( 3X, + Xა –– 2ჯე +,3X, + 5X, =0, 

6X, -L 3Vა –“– 2Xე + 5Xკ + 7X, = 0. 

3X + 2: ––- 2%Xვ –“ Xკ + 4Xკ = 0, 

7X, + 51 –– შXე ––- 2, + Xვ = 0, 

Xე “- Xე -L Xე –– 7, = 0. 

6X) + 3Xე –– 2Xე + 4Xკ “+ 7X,კ = 0, 

§08. I. + 4Xე –“ 3ჯXე + 2Xკ +- 4Xგ = 0, 

X + X-- Xვ ––- 2Mკ ––- 3X, = 0. 

რი
 

ლ –
 

3X, – - 5%ა + 2Xვ + 4X, = 0, 

509. / 7X, –– 4Xი + Xვ + 3X, =0, 

5%X + 7Xე –“- 41ვ ––- 6X, = 0. 

(4 + Xა CL 3Xე –– 2X, +. 3X- = 0, 

510. ( 2X, -+ 2% + 4%Xვ ––“ X, + 3Xვ = 0, 
VX, –+ X + 5+)ე –– 5X, + 6Xა = 0. 

X, + 2X- + 3Vვ –– 2Xს, + X§ = 0, 

611. (« X, -C 2Xა + 7Xე –– 4, + X, =0, 

1» + 2Xე + 11% ––- 6V + 1 = 0. 

(59% –+ 3X + 2Xე + 3Xკ, -L 4Xც = 0, 

5195. #« 4X, + 2Xა + Xე + 2X, + 3X- =90, 

2X% + Xი + Xვ + Xკ + X§ == 0. 

3X + 2Xა + 4Xვ + Xკ + 2Xკ =0, 

513 3X, + 2Xა -–– 2Xე + Xკ = 0, 

| +2X + 16Xვ + Xკ + 6X,- = 0. 

X, + Xი + Xვ + 2Xკ + Xვ =0, 
514. (ა –– 2 – ვე –+X-–– XX =0, 

2 –– Xა –– 2Xვ + 3X, = 0. 

83



1 ––- 1 + ვ -––- 2 + X5 = 0. 

ნ1ნ. ( 1 “– სგ –– 2ვ–– Iს –<2X2=0, 

ილ –– 30 + 46 –– 3X, = 0. 

იპოვეთ X ვექტორის კოორდინატები (6;, 6ე, 6:) ბაზისშე. თუ ის ცნო- 

ბილია (6, 6, 6ვ) ბახისში. 

(5= თ + 8 + 26, 
516. / 6ე= 20, –“ 6,, 

6C= 6, + 6: +6ე, X=(6, –- 1, 3). 

(ი=ლ +% + 36ე, 
617. ( C-= (3/2)6, –– 6., 

ს 6:=-–-6 + 6 +C, X = (1, 2, 4). 

(=-რი ლა + 48ე, 
ნ18. ( 6 =(4/3)06, –– 0,, 

| რვ = –– 6, + 6. + 6, X =(1, 3, 6). 

I 6; = 6) + 6»: + (3/2) 6ვ, 
619. 0. = 38, –- 600, 

1ო=-% –+ ხე -L ხე, X =(2, 4, 1). 

6: =6, - 6. + (4/3) ე, 
ნ90. / 6ე= 46, –– 6,, 

ხე= –-6, + 6. +6,, XჯX= (6, 3, 1)- 

დ 01 = 6, -L 6ა + 58ე, 

591. ჯ| 6: = (5/4)6, –– 6ე, 

სთ=-96 +C+6, X = (1, 4, 8). 

I 6; = 6, + 6ე -L (5/4) ზე, 
ნ92. ბე = 56) –“ 6, 

(C=-% + 65 – დვ, + = (8, 4, 1). 

| =8 + 6ა + 68, 

ნბვე. ( 6: = (6/5)6, –– 8., 

IX ლ–=-6 + 6 + 8, X= (2, 5, 10). 

I 6; = 8, + 6 -L (675) 6ე, 
591. ( ზე=66, –– 0,, 

სC= 9, + ბე ++ 6ე, X =(10, 5, 1). 

(/ფ=8ფ4+%4+75 
505. / 6: =(7/6)6; –– 6, 

LC: = – ბ, + 8: + 8ე, X =(1, 6, 12)- 
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I 6) = 6, + 6; + (7/6) რე, 
896. ( ბ:= 76, –- 6, 

LC. =–-0,+0ე -L 6ე, X=(–-12, 6, 1)- 

ლე = (8, 7) C –– C6., 

(6. ==6ე + 6. –- 88ე, 
7. 
სფ-რ75-% X= (–-, 7, 14). 

! :=-–-8ფ4+6+ ზე, X=(–-3, 2, 4). 

6, = 6, + 6 -L (1/2) ვ, 

= 6-8, 
ბე = _C + 6. + ხე, X= (2,.4, 3). 

1 == 6) L 6: –“ 26, 
, 

ვ= –- 06, + 6. -L 6,, X=(2, 6, –– 3). 

6, = 6, – 6ა + (2/3) ზე, 
531 ლე= –- 20, –– 6., 

ხზე= –-0, + 6. + ზე, X = (12, 3, –– 1) 
8, = 0) + 6ე –– 386ე 

539 0. = (3/4) 6, –– 0», 

ზვ = –– 0, +– 6) +- 6, X=(1, –– 4, 8) 

6, == 06, + ხე –– 3გ,, 

0. == (3/4) 6, –– 6., 

დ 

=-46 6, 
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I(-2 = 6, + 6: –– 66, 

ნ88. ( 6: = (6/7)06,––6,, 

სC=- + 94+6, X =(1, 7, –– 7). 

61 = 6) + 6: + (6/7) 6ვ, 

539. / 6ი= –-66, –– 0,, 
XC 63= –-6, + 0. + 6, X=(7, 7, 2). 

| 6) = 6, +- 6ე–- 76, 

540. ( 6: = (7/8)C6, ––- 6, 
1=- + ბე + ხვ, X= (3, –– 8, 8). 
IL =0,) –- 0 –– 8ტ,, 

ნ41. / 6ე=(8/9)6, –– დ,, 

| ხე-- ნ, + ხა -+ ხე, X= (1, –– 9, 9). 

“ == 6, -L 8 -L (8/9) 6ვ, 
549, ( 6:= –“ 80. –- 0,, 

ხვ=–6-L ლა + 6ე, Xჯ =(9, 9, 2). 

|8= 6) -L 6ე –– შლე, 
ნ48. 6:= (9/10) 6ე –– 8, 

| ზვ = -–-6)ე -L 6ე -L 8ვ, X=(3, '–- 10, 10) 

(== = 6, -L 6ე -L (9/10) 6ე, 
ნ44. ხე = –“ 90ე –– 0., · 

ს6=-6ფ+ ზა + 06ე, »= (00, 10, 7). 

|თ= 0, –L Cე + 100ვ, 

ნ4ნ. / 6: =(10/900, –– 6,, 

სC=--6 +, + Cვ, Xჯ = (1, 9, 18). 

|თ-9%+X%% + 11% 
ნ46. / 6 =(11/10)6ე, –– 6,, 

6ე=--6, –+ 8ე –+- ევ, X = (1, 10, 10). 

ვთქვათ X=(Xჯ), X2, Xვ). არის თუ არა წრფივი შემდეგი გარდაქმნა: 

ს47. ,1X ==(6X, -- 5X; –- 4Xვ, –- 31) –-“ 2Xე –“ Xვ, Xა + 2X3), 

8X = (6- 5X == 4Xვ, 3X. ი2X–– %Xე, X9 +2), 

CX = (X3, 3X, –– 2Xვ ––- Xვ, X; -L 2X.). 

ნ48. /X=(5X, -- 4Xე –– 3Xვ, 2X, –“ Xი, X: -L 2), 
8X = (5X, –“– 4Xე –– 3Xვ, 0, XL -L 2Xე), 

CX = (5X; –– 4Xგ–– 3Xვ, 2X, –“ Xი, Xა + 2Xე)- 

ნ49. #/X = (4წ –“ 3Xე –– 2Xვ, X), XI + 2X + 3X3), 

8X = (4X, –– 3X2 –– 2Xვ, XL, X, + 2X, + 3Xე), 
CX = (4 –– 3C –– 2Xვ, XX), XX) + 2Xა -L 3).



652. 

ნ59. 

560. 

§62. 

#4X= (3X, + 2X -L Xე, Xე, 20 –“ 3Vე –– 4X3), 

8X = (3X + 2X + Xვ, 1, 20 –– 3X –– 4), 

CX = (3X, -L 2Xა + Xვ, Xვ, 2X1 –“- 3Xე –“–- 4Xვ). 

4X= (ა, X - 2Xე –– 3, 41 –– 5Xგ –- 6), 

8X = (XI, XL –- 2V –“ მე, 4MI ––- 5X, --– 6X)), 

CX =- (ა, X –– 2: –“ 3Xე, 4 ––- 5Xა - – 6X). 

/#X = (2X, + X., Xა –– 2Xე, 3X) –– 4 –– 5X), 

8X = (21, + X., X –- 2Xვ, 3X, –“– 4 –– 513), 

CX = (2X –+ Xს, X –– 2, 36ხ –– 4+:-–– 5). 

#44X = (X,, X, + 2X + 3X, 40 + 5X: + 6X.). 

8X = (ს, XX) + 2X. + 3, 40 + 5. + 6), 

CX = (ა, X, + 20 + 3, 41 + 5X. + 6Xე). 

#4X = (3აც –- 2 –– 1, 1, 2) + 2. + 3), 

8X = (35 –– 20) –– Xე, 0, X1 + 2X. + 3X.), 

CX == (3აი –– 2Vე –“ Xვ, Xე, X, + 2X -L 3Xვ). 

/#-IX => (21 –– Xა, ს X% + 2X + 3XV), 

83X = (25 –“– Xა, Xე, % + 2Xე ++ 3Xვ), 

CX = (25 –“ X:, 1, X, -L 2ჯXა + 3). 

40)X = (XX, 29% + 3Vე + 4X, 5X, + 6ჯე -L 7Xვ), 

8X == (Xე, 2X, + 3Vა + 4, 5X, + 6X. + 7). 

CX = (ჯე, 0, 5X1 + 6Xა -L 7Xე). 

/#1X = (6, –“– 5Xკ –- 4Xე, 30 –– 2%Xე ––- Xვ, 0), 

87 = (6X, –– 51% –– 4, 3ა –- 2X- ––“ Xე, 0), 

CX = (6X) –“– 5Xე –- 4Vე, 3X, –– 2Xე –- X3, 0). 

/#4#X = (5 –-– 41 –– 3, 2 –– X·, XII), 

8X = (55 –– 4C –“ ვუ, 2 –– X2,. 1), 

CX = (5ა –“– 4 –– 3ჯვ, 29 –“ Xა),. ვ). 

/#X => (4ა, –– 3 ––- 2Xვ, Xს X- -L 2Xე), 

8X = (4X% –– 3 –– 2Xვ, X,, XI. + 2Xვ), 

CX = (40 –“– 3) -–– 2, X,, X: + 2). 

#4X = (3X, + 2Xა + Xვ, 0, X, –– 2 –“ 3X3), 

8X = (3X + 2X + 1, 0, X, –– 2VM –“ 3), 

CX = (3ა + 2X. + X§3, 0, XI –– 2Xა –– 3Xვ). 

#4X = (5, სა ––- 2X, ვს ––. 4X: –– 5), 

8X = (5, X –“- 2Xე, 36 ––- 4Xგ –– 5), 

CX = (XIს Xი –- 2Xვ, 3X, –“ 4Xგ –“– 5Xე). 
#4X = (2X, + Xა, X§, 21) –“ 3Xე –“ 4Xე), 
8X = (25 + X·, ე, 2X) –“ 3X –“ 4Xვ), 
CX = (2X -L Xა, Xვე 2X, –“- 3Xვ –– 4). 
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88. 

ანა. 

569. 

#X = (XV, X. + 2Xე, 36 + 4Xა + 5Xე), 
8X >> (XI, Xა + 2Xე, 3X, + 4Xა –- 5), 
CX = (ა, X + 2Xე, 30 + 4Xა + 5Xე). 

#X = (3ა –- 2) –– 1, 0. ას + 2X -L 3ჯე), 

8X = (31 –– 2Vა –– ჯე, 0. 0), 

CX = (პX) –- 2 –– XX) 0, 5 + 2X + მXე). 

4X = (2X – Xს, X, 2. + 3X), 

8X = (2X, –– Xა. Xე, 2Xა + 3Xე), 

CX = (250 –– Xა. Xვ, 2%ა + 3). 

4X = (0, ე + 2Xა + 3X, 4 + 5Xჯა -L 6Xე), 

= (0, X) + 2Xა + 3Xე, 40, + 5Xა -L 6), 

CX = (0. X + 2) + 3Xე, 4, + 5Vა + 6Xე), 

#4; = (6 –- 5X –- 4%ვ, 38% –- 2Xა –– Xე, XL), 

8X = (6, –“– 51 –- 4, 3, –– 2X –– Xე, X-), 

CX= (6, –– 5Xა –– 4X3, 31, –– 2X- –“ Xე, 0). 

#X = (51, –– 4, –– 3, 25 – XI, X + 2X -L 3X), 

8X = (55 – 4 –– 3X2, 2 – X·, % + 2X –+ 37Xე), 

= (5X, –- 4 –– 31, 2% –“– X·, X,) + 2X + 3X). 

#X = (45 –“– 313 –– 21, X + ჯე, 0), 

5X = (4X, –“ 3 –– 2Xვ, % + Xვ, 25 + 3X) + 4Xე), 

CX = (40 – 3ს–- 2, 9 + X, 20 + 3X + 4Xჯვ). 

#X = (3ა + 4Xა +. .5Xე, 60 + 7Vა –- 8X, 9X>- + 1), 

8X = (3პX, + 4X. + 5, 60 + 7Xა + 8, 9X, + X;), 

2 = (3X, –+- 4Xა -C 5X), 6X, -C 7X. + ზჯXე, 0). 

= (2X, –– 3Xა + 4, 5X, + 6Vა + 7, 8X, -L Xე), 

8. = (250 + 3. + 4X3, 5 + 6X5ა + 7X., 0), 

CXჯ = (2X, + 3V, -C 4X,, 5ს + 6Xა + 7X), 8 +L Xე). 
#X = (ა + X,, 2X, + 3Xა -C 4Xე, 0), 

რ. = (X, + Xვ, 2X, -C 3Xა +- 4Xე, 5X, + 6Xა -L 7Xე), 

= (ა) + 1, 290) + 3 + 4, 5X, + 6Xა + 7Xე). 

“ =(3ს –- 2X· –“– Xე, Xა + 3Xვ, პპ + 4Xა -L 5Xვ), 

8 = (3X, –– 2Xა) –– 1, XX + 2, 3X,) -- 4Xა + 5Xე), 

= (3ა –– 2Xა –– XI, Xა + 2Xვ, C)- 

#X = (2ს – X·, 1) + 2Xა + 3, 49 “+ 5Vგ + 6Xე), 

8X = (2X) –– X0), Xს + 20 + 3Xე, 0). 

CX = (2X, –– XI, X, + 2X + ს შპ, 4X, –+- 5X. ++ 6Xე). 

4X = (2 4- 2V + 3X, 4C + 5Xა + 6Xე, 7X, + 8Xა), 

= (X, + 2X + 3X., 4% + 5Xა + 6Xე, 7 + 8X), 

= (5 + 2X + 3, 4X + 5X- + 6, 7X, + 8Xა)-



576. ვთქვათ X = (ა, X., X1)), 

8X = (ა, 2Xკვ, X,). იპოვეთ: 

1. 48X  · 2. 44%. 
4. ,8პქX. 5. 8“. 

7. (41-+ ც%ჯ. 8. (81-- 4) ჯ. 

10. 8024 –– 8)Xჯ. 11. 4(28–/4)Xჯ. 

13. (4 –– 8)?ჯ. 14. (8-–– 245». 
16. (3/? -C 8)». 17. (4? + 8)». 

19. (28–– /5X. 20. /83X. 
22. (4(8 +#))X. 23. (481) L. 

25. 2(8+24?+8“1)Xჯ 26. (8(4-–8))X. 

28. (8(4 + 8))X. 

31. (804 + 8))X». 

რდ. =–C) –+ Cი –- 28 ე, 

(ლ), რდი, 8) ბაზისში. 

”
 

-
 

–
 

2 0 ·1 2 0 

0 ––-1 I. 

1-1 

+ 
_
_
_
_
_
_
 

_
.
_
_
 

1 
ვ 
2 
1 3 0 2.1 2 

7. /2 1-–1!I. #5 9 2!. 
02 1 10 1 

1 10 21 1 
10. | 0 ––1 11. ს (6 § 2 |. 

2. 3 1 1 3-1 

1.2 1 1.1 .2 
13. 0 2 0). 14. 10. 2 1. 

–11 1 1--1 0 
1.1 3 .. 

«- () 0 1). 17. (C-, 2 · 
2.0 1 3-1 1 

2 00 1.1 .0 
# | 1--1 0|. 20.| 1.1 ..1!. 

V–-1 21 0 2 1 

4#X = (X% –– 

0 2 2 1 0 

3--1 0). 2. (2 0 I. 

1-2 1-I 2 

> ( ე 02). + 2 
–1 12 0 –--1 

Xე, X., XI + Xე) 

3. (4%-“ 8) ჯ. 

6. (24 -L 38") ჯ. 
9, 8/1X. 

12. 2(48 -+- 24) X. 
15. 8/42X. 

18. (4? –– 8“) ჯ. 

21. (81 –– 24ე. 

24. (4(8 –– 4))X. 

27. 8–=4+წ8)ჯ. 

29. (4+84–– 8) X. 30. (38 + 245) ჯ. 

იპოვეთ მატრიცა (6;, 6ა, 6:) ბაზისში, სადაც 6; = 6, –- 6:-+C6ე, 

C=--0, + 20 + C, თუ ის ცნობილია 

0 2 3 

ვ. (4 1 ი). 

0 3 2 

1.) 
2 

0 1 2 

9 4 0 1 I). 

–-I1I 2 1 

3 0 1 

12 ს-. 0 I. 

2 1 –– 1 
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578. დაამტკიცეთ ოპერატორის წრფივობა, იპოვეთ მისი მატრიცა, 
მნიშვნელობათა სიმრავლე „და ბირთვი: 

«
დ
ა
თ
ო
ს
 

ი
ა
ტ
.
 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

21. 

90 

· 0X ღერძზე დაგეგმილების; 
2=0 სიბრტყეზე დაგეგმილების; 

· 02 ღერძსე დაგეგმილების; 

· 0ყ2 სიბრტყეს მიმართ სიმეტრიული ასახვის; 

.· 0ყ ღერჰზე დაგ-გმილების; 
· ყ=0 სებრტყეზე დაგეგმილების: 
· X--ყ=0 სიბრტყის მემართ სიმეტრიული ასახვის; 
· ყ+2=0 სიბრტყის მიმართ სიმეტრიული ასახვის; 
· ყ--2=0 სიბრტყეზე დაგეგმილების; 

· ყ = V 3. X სიბრტყეზე დაგეგმილების; 
· 0ყ2 სიბრტყეზე დაგეგმილების; 

· X--2=0 სიბრტყის მიმართ სიჭეტრიული ასახვის; 

· 0Xყ სიბრტყის მიმართ სიმეტრიული ასახვის; 

· 0X ღერძის მიმართ დადებითი მიმართულებით 5- კუთხით მობ- 

რუნების; 

X--M=0 სიბრტყეზე დაგეგმილების; 

#+2=0 სიბრტყეზე დაგეგმილების; 
X+Vყ=0 სიბრტყის მიმართ სიმეტრიული ასახვის; 

ყ--2=0 სიბრტყის მიმართ სიმეტრიული ასახვის; 

X+V=0 სიბრტყეზე დაგეგმილების; 

X=7 სიბრტყეზე დაგეგმილების; 

X+2=0 სიბრტყის მიმართ სიმეტრიული ასახვის;



22. 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

02 ღერძის მიმართ დადებითი მიმართულებით –- კუთხით მობ- 

რუნების; 

3 = –– V 3 ყ, სიბრტყეზე დაგეგმილების; 
0X2 სიბრტყის მიმართ სიმეტრიული ასახვის; 

0ყ ღერძის მიმართ დადებთი მიმართულებით – კუთხით მობ- 

რუნების; 

X+2=0 სიბრტყეზე დაგეგმილების; 

ყ + V 3 2=90 სიბრტყეზე დაგეგმილების; 
V3 X+2=0 სიბრტყეზე დაგეგმილების. 

4 (9-= IX, 2) (სადაც 2 არანულოვანი ფიქსირებული ვექტორია, 

ხოლო IX, მ) აღნიშნავს X და 2 ვექტორების ცექტორულ ნამ- 

რავლს) ოპერატორის. 

579. იპოვეთ მატრიცის საკუთრივი მნიშვნელობები და საკუთრივი 

ვექტორები 

4-2 –- 1 2-10 3 –“-1 1 

1.|-––1 3-–--1I)I.2.| 1 2.0 |). 3.|0 2 -–-1 I. 

1-2 2 1-1 1 0-1 2 

§-. 1- 1 6- 2-1 (31-21 
'' #-1) == 5-1. + 2 2-1 

0 -–-1 1) 1-2 4 –-21 4 

2 0-1 / 2.1. 0" 410 
1 1-1 >. 12.0 I. ნ 140 

10 2 -.1 1.3 - 11.5 

§ 1 --1 5-4 4 3- 2.2 
· 2 4 1 1..I2 1 2). 12.2-–1 2 

21 6 2 #0 3 2-2 3 

222) §-2.2 7-4 4 
0 ო 5.0 I. I. 2 3.2(1. 
0 2 ი) 0 23 2.0 5 

7-6 6 7-6 6 13 2-2 
16.| 4 ––1 1) 17.12 3 2I. 18! 6 9 –6) 

4-2 #) 2 2 ვ 2-2 5



72 2 ვ 0 0' 
3063 3. 2 7 4 

19%. |, 4 5 2 20. | 3. 3. :3 |. 

83. ვ. 2 2 5 
0 0 1 / ვ ვ ვ 

5 0 .%V “19. 2 _2 

2 13 4 3 3 3 
2. 3. 3. 3 22. | 2 5 .–-2 

I 2. 11 2 2 11 
ვ 3. 3 3263 83 

3ვ-.2–2 წ. 2 4 
25 2 8-3 53 

28 3 3. 3 29 9 1 0 

_ 2 213 2 2 7 
3. 3 ვ 3. 3. 3 

7-4 2 4- 3. ვ 
380. –.2 5 –-2 I. ს. (, 2. 1|I. 

9 იე 9 1 1 2 

580. კვადრატული ფორმები მიიყვანეთ კანონიკურ სახემდე. 

1. 4X5 ––- 3X2 -C 4XV Xა –– 4X1Xვ +L 8XაXვ. 

2. 4X1 + 4) -L 11 -- 2XX: + 2V 3 X-Xკ. 

ვ. 2X + 2Xა -+ 2Xვ -L ზX,X. + 8X,Xვ –– 8XაXვ. 

4. 2X1 + 9Xვ + 22 –– 4XXვ -L 4X-Xვ. 

5. –- 4M --4Xვ -L 2X8 –- 4X)Xე -L 8X1Xვ –“- 8XგXვ. 

6. XI + XM + 4Xვ -L 2X1X- –– 2V37X ჩXვ- 

7. 4X + 4X5 -L X3 + 2X1Xი –“ 4X1Xვ -L- 4XეXვ. 

3... – _ 
8. 34 +M#-–---4#+2V3 XX -– XX + V 3 X-Xვ. 

9. –#X –_ X – 3X3 _–_ 2X1X9 –_ 6X1Xვ -+- 6XაXვ. 

92



10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 
17. 

18. 
19. 
20. 
21. 

22. 

23. 
24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 

31. 

681. 

XL-- 7X. + Xვ –– 41% –– 201 აა 

5V2. 5V2 გ +3V2 ., 
4 XI + X2 + 2 ჯვ V2. 1 –- XIXვ “+ XიXვ- 

32 -–– 7X§ + ეა + 8X 1, –- ზავ –- მვ. 

X + 5X -+L X§ –- 4ეX + 5 V 2 XX +V 2 X.X. 

4 8 V2 
–_-_ “ვ იშ 544 Xე1|ვ. 

--2X1 -L 228 –- 245 –- 40 + 5 V2 ჰიXვ -L 1/ 2 X:X. 
(–– (1/2)X; + 5X; –– (1/2) X; –– 4%X + 3 IX -C 4. 

X + XC –- 15 -– 4ა5Xე + 4Xჯვ. 

– 291 + 2X –- 2X + 45 I –– 6 0Xვ + 415. 

იჯ + 3 + 28 –- მი, –-1/ 2 ეჯ + 2V2 ჯე. 
-–- 4CV + ს”-- 166 + იაში 4 ებევე + 4%Xვ. 

10#XL-L 14X9 -- 75 –– 1001 –- 12 აე ––- 5V2 ე. 

(3/2) Xჯ –– 5X- + (3/2) X§ + 4%Vე –- 1ე1Vვ –- 4143. 

X2 + I + 24 -L 450X + 212 XX –-2V2 X-Xვ. 

202 -- 36 -  2Vვ3შე%ი--40Xე + 4V3 XაXე. 

4 8V2. 
XL > %X- + X + ვ. 2)% + 8V2 

21 -L 14 + 8XX, + 4 V2 X,Xვ –– 2 V2 Xახე. 

511 + 13X + 5X: + 4XXგ + 8XაXვ. 

ა 4V2- 
2XL -- 2X8 + 2X + ფ= 2X + + ხიხვ.   

5X2 + 4X2 -L 2X1 -- 4XX –– 2V2 XX + 4%V2 Xა1. 

– 22 –- 52 -–- 2X§-+ 4X,Xგ -L 41XაXვ. 

– 3 + 94 -L 36 + 25X· + ზX ვ - 4XეXვ. 

გამოიკვლიეთ მეორე 'რიგის წირი და ააგეთ მისი გრაფიკი- 

_ე ვ,ზ–- ყ? .L 4ყ + 2L-–– 44 +1.= 0. 

2X? + 2ყ? ––- 2Xყ –- 2X –– 2ყ + 1= 0. 

4XV + 4X –– 4ყ = 0. 

–- 2X% –“- 2ყ? + 2XV –– 6X ლ” +3=0. 

–- 3? -- ვყზ + 4Vყ –– 6 + 4/ + 2 = 0. 

– 2Xყ –-– 2ჯ–– 2ყ +) =0. 
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7. აეეე ყე ტყ -–- 2/+<2=0. 

გზ. – 4ა- 4ყ? + 2XV + 10X-–- 10ყ + 1 = 0. 

0. 4Xყ + ტ4L-- 4Mყ––2=60. 

10. XX -L ყ? -L 2XV –- 8;-–- 8ყ + 1. = 0. 

11. X? -C ყზ-4Xყ -– 8 –– 4ყ -L 1 =-0. 

12. XI + ყზ--2VVყ –– 2 + 2ყ –– 7 =0. 

13. 2XVყ + 2X + 2ყ –– 3 = 0. 

14. 4ჯ? -L 4ყზ + 2X/ + 12X -L 12ყ + 1 = 0. 
15. 3X? -L 3ყზ + 4XVყ -+ 8X + 12ყ + 1 = 0. 

16. X> + ყ -–– 8Vყ -- 20; + 20ყ + 1 = 0. 

17. 3Xს" - 3ყზ ––- 2Vყ –-6X + 2ყ -- 1 =0. 

18. 4XV + 4X -I- 4ყ -+L 1 = 0. 

19. 3X“ -L 3ყ? -- 4XV -L 6 –-– 4ყ--7=0. 

20. – 4Vსყ-- 4; ++ 4ყ + 6 = 0. 

21. 5X -- 5)” –– 2Xყ + 10 –– 2ყ + 1 .= 0. 

22. 2X? -L 2ყ? -- 4XVყ +- 8X - ზყ LC 1=0. 

23. -- #- ყი +-2ყ+2L-–- 27/+.1=0. 

ბ4. 2X? -L 2ყ –– 4VV ––- 8; -C 8ყ ++ 1=0. 

25. 3ჯ" -L 3ყ? -L 2VV –- 12X –– 4ყ + 1.= 0. 

26. –- 4XV + 8X -L ზყ ++1 =0. 

27. 2 + 2ყ'-–- 2VV + 6X –– 6ყ-––6 =0. 

28. X? + ყ' + 4Vყ + 4 + 2ყ––5 =0. 

29. 4XV + 4 –– 4ყ +– 4 =0. 

30. 3»? ++ ვ3ყზ –- 4Vყ + 4X -L 4ყ ++ 1 = 0. 

31. X? CL ყ. –– 4ხყ + 4 -–– 2ყ +1= 0. 

§ 0. წრვივი ალბებრის ბამოთვლითი მეთოდეგბის დაპროგრამება 

1. ოპერაციები მატრიცებჭე. 

582. შეაღგინეთ ფორტრანზე M#XMV განსომილების ორი მატრი- 

ცეს შეკრების ქვეპროგრამა. პარამეტრებია: 4, 8, C, M, MV, სადაც 
4 და 8 მოცემული მატრიცებია, C კი ##XM –- განზომილების მატ- 
რიცაა შედეგისათვის. ' 

ნ83. შეადგინეთ ფორტრანზე მატრეცის რიცხვზე გამრავლების 

ქვე პროგრამა. პარამეტრებია: 8, M, MV, 8674, სადაც ,83 არის MXM 

განზოჭილების მატრიცა, რომელშიც იგზავნება გამრავლების შედეგად 
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მიღებული მატრიცა, 8574=ჩ რიცხვია, რომელზედაც ვამრავლებთ 

მატრიცას. 

584. შეადგინეთ ფორტრანზე კვადრატული მატრიცის ტრანსპო- 
ნირების ქვეპროგრამა. პარამეტრებია: 8, VV საღაც ს არის /I XV 

განზომილების საწყისი მატრიცა, აქვე მიიღება ტრანსპონირების 

შედეგად მეღებული მატრიცა. ' 

585. შეადგინეთ ფორტრანზე ორი მ-ტრიცეს გამრავლების ქ8ვე- 

პროგრამა. პარამეტრებია: 24, #8, C, #1, MV. /8 სადაც #, 83, C არის 

შესაბამისად /I X M, IV X IC და MIX # განზომილების მატრიცები, რომ- 

ლებიც შეიცავე5 საწყის მონაცემებს და შედეგს. 

656. მიღებული ქვეპროგრამების გამოყენებით შევადგინოთ ფორტ- 

რანზე შემდეგი მაგალითების ამოხსნის პროგრამა: 

“ 0725 2,71 

ა 4= 3 4 56) ც | –1.5 0 

–-– 1 1,2 1,6 7. – 1,2 1.25 
2,4 5 

იპოვეთ 54, 48, 84. 

§8 4 ვ 05 451 
ბ 4- (4 9 ––3-_-_-–_.--_ =219) 

4 7 –-3 ხით 43 041 

იპოვეთ 4 L 8, 4 + C, 47, #7, 81. 

2. მატრიცის “შებრუნება 

ელემენტარული გარდაქმნის შედეგად მატრიცის შებრუნება შეიძ- 

ლება აღვწეროთ შემდეგიირათ 

  

ძვ რთი. „ე. > 

რთი: რ0-0%ი ხო ხია · ხა |–-– 

რი1 რეი ““ რინ ს, სა “. ხნ 

  

10--0 ი, L. 0.) | ხ() 00 ... ცI#) 

01--0 0 ი · .. 0) | წ) ხნ. ... ყ6/) 

00 --0 ი. .. - ინ ხ(4) ხI) ... ხო 

10 --.0 ხი ხე) ·- · ხი) 

(” IV ( „ 0 1...0 | ხთ) 601) ... ცი | , 

00 .··: 1 ხდ ხდ ... ხი 
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სადაც ხ,, არის ერთეულოვანი მატრიცა და 0!) და ხს) მატრიცის ელემენ - 

ტები ასეა დაკავშირებული 

ს იხ-) · 
ი; = კ) #=1, 2,..,, 1=7#-L1,..., 

იფ“) 

ხ(8-1) · 
ხ#) = – , # = 1, 2, ... I, I1I= 1, 2, ... I, 

MI 

(L-–1) · CC, ' · 
ი'#)= იცა პე 0/ (= 1, 2,..,ე #-- 1, ჩ#-L1,..., ი, 

ია : 
(0) _ == 

0, = ძეს ჯ1= -L1,..., 7, 

LI ( ხ, -" (I · 
ხ,/) = ხე.) 18. ე 0,1), 1 == 1, 2, .... ჩ– 1, წ+ 1, ..., 71, 

CI 

ხს = ხ,, 7= 1, 2,--, I), 

ამოხსენით ამოცანები: 

587. შეადგინე, თ ფორტრანზე მა ატრიცის შებრუნების ქვეპროგრამა 

აღწერილი ვ3ეთოდ-ს გამოყენებით. პარამეტრებია: >#4, 8, VI, სადაც 4 

არის #X#M განზომილების მატრევა, 8 –- კი I1X#M განზომილების 

შებრუნების შედეგად მიღებული მატრიცა. 

აპს., მიღებული ქვეპროგრამის გამოყენებით შეადგინეთ მატრიცის 

შებრუნების პროგრამა ფორტრანზე 

/ 2 1 3 4 

0.4 5 7 
== იპოვეთ /4“1. 

L 123 1)” ვა 
–2094 0 –-3 

580. 585 და 587 ამოცანაში ვიღებული ქვეპროგრამების გამოყე- 

ნებით შეადგინეთ ფორტრანზე მატრიცული განტოლების ამოხსნის 

პროგრამა: 

ა () 2). (3 5), ბ ( –2V > (–) 2), 
3 4 5.9 5 – 4) 5.6 
1 2--3 (/1--30 

გ) | 3 2-41X- 10. 2 7I. 
2-1 0, 101 78 

590. /#, (L მატრიცის ნომერია, #=1,2...) მატრიცათა ელემენტე- 

ბი განისაზღვრება (1) ან (2) ფორმულით: 

ის =(– ესM+#V+4) “ _ LL +M ყი V, , (1) 
  

#,%CI, + Vა. X 

II//+I,+X#) _ M+M ე. 9 2 
ი, = (–) ' ”“ VI, + IV). +V/)) <0 X ” 2 
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სადაც თ) აღნიშნავს ი რიცხვის მთელ ნაწილს, ხოლო V#, = MX +7 (=. 
1 

=0, 1, 2... IM; 2---. +) / =0, 1, «., /!. 

სიმარტივისათვის ქვემოთ მოყვანილ დავალებებში #=6. 

591. 1) შეადგინეთ პროგრამა, რომელიც მოახდენს წIო:ო:X-- 2) 

მატრიცების ფორმირებას (1) ფორმულების მიხედვით დაბეჭდეთ 

ტრა, 45, #4,+/45 მატრიცები. · 

2) შეასრულეთ წინა 'დავალება (2) ფორმულის. შემთხვევაში. 

3) მოცემულია IX I 'განზომილების მატრიცა. იპრვეთ მბსი 

უდიადესი ელემენტი და დაბეჭდეთ. პროგრამას, როცა I1=7,'I5=12 

აქვს სახე _ 7. 

  

1..5|) 6 | 7 

სIMC6M51CM 1 (C, 12) 
# = 10, 1) 
ი00 11=1, 7 

1 00 1 4=- 1, 12 
IC C (ს ა-6I-#) 4 = CI, 

1 ნხიIM+ 2, #ტ 
ნ00M#XIX (1L C 15-7) | 
9100 “ 
ნM0ი6     

ამ პროგრამის ანალოგიურად შეადგინეთ მატრიცის „უდიდესი (უმ- 

ცირესი) ელემენტის პოვნის ქვეპროგრამა. 

3, დეტერმინანტის გამოთვლა 

011 რი “'' CIი 

  ტტ), = Cრი1 ძია '''. წაი 
? სადაც თ)1 რ 0, 

  ში1 ში: რმა 

1 0 0 

თ1 ი იხ1) ·-· 01) 

11 
ტ, = ? #,„= ძ #შ –1 

. 11-ი-“-1 
ტუ..." 

რი1 /, -0ი ი .. იი 
CთI1 

7. უმაღლესი მათემატიკის ამოცანათა კრებული 97 

 



რე, გის... ბე დეტერმინანტის ელემენტები ასეა დაკავშირებული 

(L-.I) –1) 
– 0იL+ ”“ძ : : 

ი“) = ი ს 8 ძეე, L(= ჩ--1,..., ,I, ჯ7=#+1,...,#M. 

CM 

ი') =ძ,, #ე) = იV I), 08) 250 ყველა #-სათვის, ამიტომ /,ც = 
= ი) -ი!) --. 00), თუ ი08-) = 0, მაშინ დეტერმინანტში სტრიქო- 

ნებს ადგილები უნდა შევუცვალოთ ისე, რომ მარცხენა ზედა ელე- 
მენტი არ იყოს ნულის ტოლი. ამ ელემენტს უწოდებენ მთავარ ელე- 
მენტს. მაღალი სიზუსტის მისაღებად მიზანშეწონილია მთავარ ელე– 

მენტად ავიღოთ აბსოლუტური სიდიღით უდიდესი. ყველა დეტერმი- 

ნანტმი სტრიქონების ადგილების შეცვლის დროს უნდა გავითვალის- 

წინოთ ნიშანი. 

მაგალითად, გამოვთვალოთ დეტერმინანტი: 

    

    

  

      

21-.2 3 
#-)I=21 2 0 

40 1.3 
ღყესბი“?'”, 

>. 

1.0 
–1 2 ი ვ 2 0 3 4ტ=2 =2 2 5 --31= 
2-2 5-3 4 5-5 

3 4 - 5-5 

4-5 5 -5--5-4 
–__ჟჰ  ..:.C.-_--_---.- 

2.0 3 3.0 2 

11110 0 
=-25) 06 8 –-44 =--2,5. ი აკ 

“06-3 44 -–3 44 

ეაეუაეუაენას““'„შ=–=ჟ–_–.._..- 
0,375 2,175 

ამოხსენით ამოცანები: 

8599. შეადგინეთ ფორტრანზე დეტერმინანტის გამოთვლის ქვე– 

პროგრამა ფუნქცია. პარამეტრებია: #4, M, სადაც # არის /1-ური რი- 

გის დეტერმინანტი. 
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§93. მიღებული ქვეპროგრამა –– ფუნქციის გამოყენებით გაშოთვა- 

ლეთ შემდეგი დეტერმინანტები: 

2-11 0 0,2 04 31 § 
ორ–რ“ი“რ“”“”“·“ გ “2 45 37 1 
ვ. 12 3 4. 2 3 5 
ვ 16. 1 – 2,3 722 0 –4 

4. განტოლებათა სისტემის ამოხსნა უორდანი-ბაუსის მეთოდით 

მოვეჭულია განტოლებათა სისტემა: 

ჩ 

ბ, თ," XI =ხ, (=1, 2,..., 1. 

I1==1 

უცნობთა თანდათანობით გამორიცხვის შედეგად მივიღებთ: 

ჩ 

ბჯ, 0V).X, = ხ(), L=7#, #+ 1...) IM, 

= 
სადაც 

იც ათ 
ის ' 

იც+ი =: ი“) _ #= 0, 1. ჩ– 1, 

ი, = C0//, 
(CM M(-) 

ხ#+ი = ხM 0“ ა. , ხი) = ხკ. 

რ. 

როცა #=/, მიიღება ერთი „განტოლება და გამოითვლეტა X,. ამით 

დამთავრდა პირდაპირე სვლა მეთოდისა. უკუსვლის შედეგად ხდება 

%ი-1 X.ა-2) ს Xის XI უცნობების გამოთვლა. 

ნ694. შეადგინეთ ფორტრანხე განტოლებათა სისტემის ამოხსნის 

ქვეპროგრამა. პარამეტრებია: 4, 8, M, სადაც 4 არის სისტემის მატ- 

რიცის ელემენტები, რომლის განზომილებაა #X#M, 8 -- კი თავისუ- 

ფალი წევრებისაგან შედგენილი ერთგანზომილებიანი მატრიცა, რო- 

მელშიც მიიღება სისტემის ამო5ახსნი. #I კი სისტემის რიგი.



595. მიღებული ქვეპროგრამის გამოყენებით ამოხსენით შემდეგი 

განტოლებათა სისტემა: 

  

  

  

  

  
  

  

    
    

M# 4 8 

13,5192 2,1714ტ – 1,5213 ვ,Iჟ9ივ –- 5,8871 79,6402 
1,221 –-17,2372 4,531)ი –2,9760 1,1714 15,5794 

1 4,926) 2.197 –-15,8029 -–1I,44)2 -––- 3,5128 | –- 5,2626 
2,1945 3,7736 0,351 ·–9,4826 0,1282 | –-53,8744 
4,1953 –- 5,9660 ვ.555გ –- 1,493 --10.2872 46,4654 

4,522 -–- 0,151 -- 0,0017 2,1937 – 1,0251 | –– 8,0620 
2,9327 6,900 –-- 3,6424 –- 1,1285 0, 1279 42,6558 

2 4,327909 ––-12,1021 25,009 – 1,2211 2,0357 | –- 1,4706 
3,1214 2,4919 1,100 –-14,2513 2,8880 15,8482 
0,2375 1,5533 -- 1,2446 –- 5,88?77 -- 8,578) 25, 1934 

7,7623 --- 0,4971 1,000232 –- 0,1021 1,1891 | –– 12,2150 
1,5213 17,537 -- 3,2121 5,0762· 1,2573 120,9205 

ვ 2,5346 0,2116 9,254? –- 1,0151 3,5781 | ––- 29,0227 
3,5464 2,173, – 1,6555 –- 8,2573 -- 2,0159 | –– 15,2327 
1,9606 2.53221 ––- 5,7606 4,131177 ·-.-15,2517 62,2397 

4,4110 ––- 0,2519 1,0134 2,000 -.- 1,2503 34,6505 
1,2342 6,972 -- 1,92305 0,4669 1,8120 | –– 40,48323 

4) 4,587 –- 1,372 –-14,4096 0,291) –- 5,2635 2,6276 
1.11? -–- 2,646– –-- 4,7012 13,2641 2,6951 6,3186 
1,8112 4,902 –- 6.035) -- 2,3105 22,3597 | -- 87,6727 

14,3565 5,622?7 -- 2,4671 –- 1,2635 1,9922 | –– 11,2531 
5,4612 26,3292 -- 2,6317 6,644) –– 4,7819 | ––178,7776 

5, 1,4210 4,114 –.13,2642 ––-17,9214 32632 | –– 85,4599 
2,605; –-12,ვ2ი –- 6,9707 32,525 –- 2,9324 318,9663 
4,268 –– 2,5006 ზ,6600 –- 1,6993 20,8644 59,9424 

3,9440 მ8,7960 -–- 6,1489 1,52327 ––- 4,0523 067,3082 
15,9708 6,101 –- 3,4486 2,5411 1,3391 159,6527 

6 1,5142 3,721 –- 2,52202 -–- 1,12881 ––- 6,4672 16,5282 
12,5316 1,612 –– 1,5314 6,482 -- 1,5807 111,5178 
3,9327 7,2957 2,79922 – 3,2532 9,7209 102,6294 

1,6452 4,6913 8 241 –- 7,9273 6,0972 | –– 40,6705 
4,454 –- 1,64830 -- 4,902252 -- 8,4523 11,8165 | –– 62,5388 

7) 6,0006ნ –- 4,226 –- 7,807 -- 6,1162 -- 8,6658 | –– 66,1834 
16,9135 2,85999 –- 9,3780 §,წ8232 –- 0,2840 14,6459 
2,789 – 9,8017 -- 1,7889 6,0441 9,7227 | –– 6,7936   
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M# 4 8 

8,7752 2,26266 -–- 1,054 –- 3,0019 1,2257 | –- 24,7092 
2,351 –-11,3960 3,599 –- 1,2959 1,1392 49,4743 

ზ) 3,9471 2,722 12,617 –- 2,4114 –– 2,2156 | –– 74,414! 
6,3544 – 3,7813 21,1524 - –87,6315 –- 8,7951 –700,8516 

11,2093 6,2549 8,76861 ვ,4))2 –_53,9543 77,4683 

20,800– –- 7,5924 4,282 -- 1,3214 1,0285 59,6691 
8,5824 46,429 –-- 9,7134 5,466) –– 7,3934 | --214,0058 

9 17,4329 –- 6,5063 54,64108 –- 7,4005 9,7285 619,5332 

9,4526 – 7,4992 – 4,3470 34,1008 10,2901 298,4693 

1,002020 – 5,მ2922 –-- 7,073 –- 6,402 –-43,47068 | 217,2679 

34, 1030 9,181 --. 1,5577 –- 4,6914 3,9623 | 3623,8220 
59928 15,90000 –- 3,2843 –- 2,42499 –- 1,9595 4,3095 

10 15,8982 24,9452 66,9148 4,5447 3,9192 –-337,4977 

6,2851 – 2,4850 4,13978 –-36,1539 1,5929 | –-–130,9675 

9,5762 – 3,8529 -- 5,9171 –- ქ3, 9281 – 5,9737 91,4876 

28,7302 4,1372 – 9,3249 5,8270 2,3470 | –-–162,0875 

9,1134 59,2718 – 490 -”იძ–-–2,3105 8,0049 | ––-–322,2199 

11 10,5899 9,1138 60,09922 –- 589977 -–-10,2271 206,7599 

17,4123 –-19,2051 – 5,8878 59,3471 –- 9,4217 ზ869,4626 

4,8956 2),წვ0ნ25  34,1905 ზ,9ინ2 --88,7844 | –-106,9569 

39,9231 – 5,8997 3,4673 –- 4,9042 –- 9,267! 313,6460 

8,9492 –-29,9207 45885 ––- 6,0060 – 3,5844 – 28,8464 

I2) 9,5324 15,903) --38,999) ––-11,0023 7,1153 | 839,6039 
7,7562 –21,6243 – 8,0151 –53783 –--13,2324 820, 4039 

16,999 -–-35,8423 7,75060 --21,4849 77,7842 | --548,4084 

26,4208 591221 –-14,000) ––- 4,1235 2,6316 | –– 618,0542 
10,64/4/,ს –-61,.222 15,9666C- --21,0025 11,2296 1829, 7026 

13 6,0498 26,315ი– --54,9778 2,6428 –- 4,8232 – 1440,1079 

9,8061 6,ვვ2ი 24,2999 48,729 -- 3,6047 | –– 317,7144 
15,4905 –-26,3643 5,8884 –12,5706 - -68,6186 –-1186,2867 

47, 2732 16,2215 -- 3,90565 –- 0,5567 10,2537 | –- 0,5905 
2,3917 –-34,2517 15,0014 16,5789 –- 5,1935 –280,5809 

14 14,1727 5,1057 26, 1391 –-– 4,9228 3,1973 –-362,9100 

12,9817 –16,223ვ –- 3,1777 –42,9817 11,2531 –- 808,4014 

13,4991 –- 7,99935 – 3,446 29,0527 7,2931 | –-484,3552     
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690. შეადგინეთ ქვედა სამკუთხოვანი სისტემის 

011 X1 <= ხ, 
ძი) X1 + ძიი Xა = ხა, 

ძე) X1 + ძთვვ Xგ -L ძვვ Xე = ხე, 

ძი1 XI + ძია Xი + მივXე +--+ რგ Xგ = ხ 
ამოხსნის ქვეპროგრამა. მიღებული ქვეპოოგრამა გამოიყენეთ 

5X) = 100, 

4X, + 8X) = 200, 

– 22% ––- X + 6Xე = 300, 

10X, -L 9Xაე -L Xვ ++ 2X, = 400, 

8X, + 7Xე + 2X%ვ + 5Xკ –– X, = 500, 

სისტემის ამოსახსნელად. ამობეჭდეთ სისტემის მატრიცა, თავისუ- 

ფალი სვეტი და პასუხები. 

>. ამთხსნა 

C | II0/III6X0I 6-ტMM# ჩCLIIICIII19I CIICII.=ML: 
ა0ყვშიიყIIMC 5151 (4), 8, X, M 
0IMLM51I0M. #8 (M, M), 8 (MM), X (% 
X (1) = 8(1) / #(1, 1) 

80 1 1I=2, M 
#=I--1 
C=0 
00 2 )1)=1,# 

2 | ღ6C=C+#ტ#0,1))«Xთ 

1 | XXL =8თ0-–C/#4#V, » - 
ILLILCI 0სCM 

LM0C 
C | 0Cყ089M#ი II0C0I დMMM# 

0IMCნM5ICM /#(5,5), 8 (5), X (5) 
IოLს#L 10, ((%(I, 1), I= 1,5), I =1, 5) 

10) LCILIM.ტI (5 LL 3.0 

ს#1I#ჩ 8 / 100., 200., 300., 400., 500./ 
CჩLL 5I5I (ჩ, 8, X, 5) 

დნიIMIL 20 ((# 0, MX), I = 1,5), 1=1,5), 8, X 
20| C0IIM#I (7 (1X, 5L 15.4), / I5) 

510L 

LMC   
- 102



პროგრამის მუშაობის შემდეგ „დაიბეჭდება: 

  

  
  

5.0000 0.0 0.0 0.0 0.0 

4.0000 8.0000 -0.0 0.0 0.0 

–-2.0000 –1.0000 6.0000 0.0 0.0 

10.0000 9.0000 1.0000 2.0000 0.0 

8.0000 7.0000 2.0000 5,0000 –-1.0000 

100.0000 200.0000 3200.0000 400.0000 500.0000 

20.0000 15.0000 59.1667 2.9167 – 102,083           
597. წინა დავალების მსგავსად ამოხსენით სამკუთხოვანი სისტემა. 

3,20 X, –– 52,71 X, + 3,00 X–– X,=.. 9,25, 
5,23 X, +- 7,62 Xა + 2,00 Xე = 9,43, 

–- 2,57 X, + 2,03 Xე =–--2,57, 

1,05X, = 1,05. 

5, იტერაციის მეთოდი 

მოცემულია ,განტოლებათა სისტემა, 

ჩ 

ბ, თ; X; = ხ, 1 == 1), 2,..., ”I. 

|)==1 

თუ შესრულებულია «უტოლობა 

M 

|ი,I> ბ. | იც ს 1= 1, 2,.'., 71, 

ჯ1=1 
I%! 

მაშინ სისტემის ამონახსენი 

%. 

X=|) #% აკმაყოფილებს პირობას 1Iიი XC) = X, ე. ი. 1Iიი XM)I=X;, 

: L--ი L->% 

X 

;=1, 2,..., M. აქ სვეტ-ვექტორის ელემენტები გამოითვლება შემდეგნაირად: 

(0) –– 
X, =ჩ, 

ჩ 

XIM+I) = ჩ, + 3. თ, XM, თ,=0, ( =1,2,.., ს, ჩ=0, 1, 2,.. 

1-1 
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სადაც 

: ხ, ი; 
ხზ, = ' , CX;, ==. –--. 

თ/ მ; 

  

5698. შეადგინეთ ფორტრანზხე განტოლებათა სისტემის ამოხსნის 

ქვეპროგრამა იტერაციის მეთოდის გამოყენებით. პარამეტრებია: 4, 8 

X, M, 505, სადაც # ––- არის ორგანზომილებიანი სისტემის მატრიცა, 

8 –– ერთგანზომილებიანი თავისუფალი წევრებისაგან შედგენილი მატ- 

რიცა, X ––- ერთგანზომილებიანი მასივი ამონახსნებისათვის, /V –– სის- 

ტემის რიგი, 5ჩ5 –– აბსოლუტური ზღვრული ცღომილება. 

§99. მიღებული ქვეპროგრამის გამოყენებით ამოვხსნათ სისტემა: 

5X, + 0,12 X, + 0,08 X = 15, 
ა) / 0,02 X, -L 4Xაე –– 0,25 ჯვ =20, 

0,24 X, –– 0,12Xა -L 3Xვ =. –– 3,9. 

0,12 X, -+L 5,4 Xე –– 0,16 ჯე +.0,2Xკ = –– 14,1, 

0,24X, –– 0,1 კ -- 6,4 Xვ-– 0,2 X, =. 12, 

V0,1 X, –+- 0,1 Xგ - 0,2 Xვ –– 5X, =8,. 

(რთ –- 0,1. X, + 0,3 X ––0,4 X, = 23,2, 

ბ) 

6, ალბებრული განტოლების ნამდვილი ფესვების მოძებნა 

ჩ-ური რიგის ნამდვილკოეფიციენტებიან ალგებრულ „განტოლებას 
ზოგადად აქვს სახე: 

I(X) = ძაXI + ი, V/-I +-.--+ 0-1 X +ძ, =90, ძე“ 1. 

ადგილი აქვს თეორემას: ყოველი ჩ-ური რიგის ალგებრულ განტოლე: 
ბას აქვს # ფესვი (პჰმონახსენი), ნამდვილი ერთმანეთისაგან განსხვავე- 

ბული, ნამდვილი ჯერადი და წყვილწყვილაღ შეუღლებული კომპლექ- 
სური. : 

ჩვენ შემოვიფარგლებით განტოლეაის რნამდვილი ფესვების მო- 

ძებნით. , 

"განტოლებას ეწოდება სრული, თუ მისი ყველა კოეფიციენტი გახ- 
სხვავებულია ნულისაგან. 

ალგებრული განტოლებების დადებითი „და უარყოფითი ფესვების 

რაოდენობის ღასაჯდგენად არსებობს დეკარტეს შემდეგი წესი: 

განტოლების «დადებით ფესვთა რაოდენობა ტოლია კოეფიციენტთა 

მიმდევრობაში ძი, 0), C,.., მი- რი ნიშანთა (კვლის რაოდენობისა ან 

ლუწი რიცხვით ნაკლებია მასზე, ამასთან ნულოვანი კოეფიციენტები 

მხედველობაში არ მიიღება. '



, · : · _ - 
უარყოფით ფესვთა რაოდ 5ოპბა ტელ –>.._.. გაიტოლებაყძი 

–__----66-66-2------" . _-.. კოეფიციენტთა ნიჰხის ცვლილებათა რაროჯენიბ 5 095 ას)ხე ნაკლებია 
ლუწი რიცავით. ხოლო თუ გასტილესა არუ ბლინ უაღკიფით 

ფესვთა რაოდენობა უდრის ძის კრეფიცინე თა ნიმდევრობაქი ნ.- 

შანმუდმივობის რაოდენობას ა5 5აკლებია მასა) ლუწი რიცხვით. 

მაგალითად, ა) /(X) = 2X5 -I- ტვ –- 2V1 1. 5:-- 0, გვაქვს ერთი ნიშნის 

ცვლილება -L -L--– –– , ხოლო /(–10= -–- 2X54+ VI-2X%-L 5=0, გვაქვს ორი 

ნიშნის ცვლილება –-+----, ამიტო? მიცემულ განტოლებას აქვს 

ერთი «დადებითი და უარყოფითი ფესვი ორი აა არე ერთი. 

ბ) X1-- ჯზ-- 7ყპ+X+6=0 სრული განტოლებაა, + –--–- 4+ + 

გვაქვს ორი ნიშნის ცვლილება და ორა ნიშან“ უთმივობა. ამიტომ ორა 

ფესვი (დადებითია და ორი უარყოფითოი, ან არკ ერთი ნამდვილი ფე"- 

ვი განტოლებას «არა აქვს. 

ფესვების განცალება შეიძლება ჩავატაროთ გრაფიკულად. ამასთან 

თუ 0X ღერძი ფუნქციის გრაფიკ-ს 2.ები აღჰოჩნდა, მაშინ შეხების 

წერტილის აბსციესა განტოლების ორჯერადი ფესვია, ხოლო თუ გო:- 

ფიკის C0X ღერძთან თანაკვეთის წერტილი გადაღუნვის წერტილია, 

მაშინ ამ წერტილის აბსცისა განტოლებეს -ამჯერადი ფე+ვია. 

ვთქვათ, განცალებული ნამდვილი ფესვი“ X“ მოთავსებულია |0, ხ) 

შუალედში. ავაგოთ ფესვის მიახლოებით მეიშვნელობათა ორი მიმ- 

დევრობა 

4) =X, _ #75) , (ნიუტონის ფორმულა) 

I CM.) 
+ , 

Xი+1 =%ა–- 7 C,) +C5) –-1C. კ. (ქორდათა ფორმულა) 

M =0, 1, 2,... - 
Xჯ-ად უნდა ავიღოთ (ი, ს) სეგპენტის ის ბილო, რომელზეც 

ფუნქციის -ნიშანე ემთხვევა მეორე რიგის წარმოებულის ნიშანს, ხო- 

ლო ჯე –– საწინააღჭდეგო ბოლო. ქორდათა ფორმულაში 2=Xი. 

ამ ორი ფორმულის ერთდროელად გამოყენების შემოხვევაში 

VII-სათვის X,+) < Xჯ" < X.41 (ან X„4) < X" < X.+,)) და ცხადია გა- 

მოყენებას შევწყვეტთ, როგორც კი | X,+ა -– Xი+, | < §, სადაც 6. წინას- 
X –+Xჯ 

წარ დასახელებული სიზუსტეა. X%? = =2141 1 #4), 
2 

შეადგინეთ პროგრამა, რომელიც მოძებნის I(X)=0 განტოლების 
ნამდვილ ფესვს მოთავსებულს |ი, ს) სეგმენტზე, 6 სიზუსტით. წინას- 
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წარ დარწმუნდით, რომ მითითებულ შუალედში ასეთი ფესვი ერთად- 

ერთია. 

600, 

601. 

602. 

608. 

004. 

605. 

606. 

0607. 

608. 

6ი9. 

610, 

611, 

012. 

613. 

6ც1+. 

615. 

610. 

617. 

618. 

619. 

690. 

621. 

629. 

698. 

0,125 X.–– 7,351 X8 –– 2,001 X2--0,0125=0; |-–1,01; 8=>10-4. 
3,2576X5--2,701X?--0,5678X-L1,005=0; |--4; ––3(; 6=10-4, 
1,206 X9 –– 2,125 X2 –– 3,5678 X –– 5,134 = 0; (2; 41; 6 = 10–“- 
Xზ –– 4%- - 1 =0; (4; 5); 8= 10-5, 

X5 –- 5X9--6X--10 =0; (2; 3); 8 = 10“4. 

ჯ –– 1,3XX-–- 724+91=0; (L–5; –– 4); 8= 10-44, 

X8 + 3,112X? + 2,0003X + 6,1598=0; (-- 4; -– 31; 6=10-3. 
ჯზ L0,7X? –-0,9ჯX –– 113,8 =0; (2; 31; 6 = 10-5, 
X5 -L 13,12 X4 –– 15,6X –– 18,72 =0; I1; 21; 8 == 10-4, 
X5 -L 3,0912 X" -L- 0,9978 X -L 5,0956X + 6,3012 = 0; 

(–-4; –– 3I; 8= 10-94, 

ჯზ –– 3,5? –– 0,34 X -L 3,72 = 0; L3; 4); 8 == 10-4, 

Xჯზ –– 2,9978 »ჯ? -L 1,4524 X –– 3,2345 = 0; IL3; 4); 6 = 10“ 4ძ. 

0,34 X4-C0,11 X8– -0,45 X2 –- 0,22 X –– 0,46=0; (1; 21; 6==10-4, 
X%-- 6,4X9 -L 10,4X? –– 6,4 X + 9,43 = 0; |2; 31; 6 => 10-44. 

Xმ + 4,1005 X? -L 3,0124 X +12,3056=0; (––-5; –-41; 6= 10-4, 
1,2536 ჯ8-L0,6939 X2 –- 0,8799 # –– 13,6489=28; (2; 3) 6=10-4 
1,2145 X5-L13,1204X4 –– 15,5991 X –– 18,72 = 0; | –– 11; –– 91 

6 == 10“! 

» -- 1,668 X§--0,8577 X? -– 3,336 ჯ-- 5,7154=0; | –– 2; ––11! 
8 = 10“4, 

») -L 2,605X? –– 7,975X –– 9,580 = 0; (2,31; 68 = 10-5, 
0,9786 X§––19,9465 X2- -0,2097 X-+L0,6369=0; (0; 11; 8==10-4. 
0,9687 ჯ8–--26,9916ჯ2- -10,1435X-L 19,1698=0. (0; 11; 8= 10“4, 
1,0143 4- -2,9781 X? -L 4,0032 ჯ –– 0,9978=-80; |0; 11; 8-=10-4. 
1,0025 ჯმ---4.9897 X?-L- 6,0132 X–– 0,0991=0; (0; 11; 8=10“4, 
0,9657 X«--2,0021 X2-L 4,9967 ჯX –– 0,9897=20; (0; 11; 8=10“4. 

694--633 ამოცანებისათვის შეადგინეთ ფუნქციის მნიშვნელობის 

გამოთვლის პროგრამა ფორტრანზე, პროგრამა გააფორმეთ, როგორც 

ქვეპრგრამა ფუნქცია. მაგალითად, დ (X)-=2X3 51)? X-L1Iთ X –– 5VX+ 7. 

1...5 | 
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LIMCII0M LI (X) 
# =2-9949 413 «5IMC12 
LI = ს + #LCCC0 –– 5. «5CI1II (X) + 7 

ოისIV0IM 
LM0ნ



691, 

625. 

636. 

637, 

628, 

629, 

650. 

631. 

682. 

033. 

. 
ჟ=#9ი( ლ- – )+ 1. 

1(X = 2VX8 + 3X + 1. 

212 კ (> 

6(X) == Xზ1ე9ზ(65 -- 1). 

წზ0ა=XV 21 1 --10ფ (1 + » 
X–+3 1 

5 + IIX+1 · 
(-=(X თუ #</; 

VXჯ თუ X>1. 

'(თ- (9292 თუ |XI<-1, 

X?, თუ |XI>1. 

M (CV) = 25I0V 1 + #? –– 10». 

დთი=C-C-“-> 1. 

  

L (X) = 210005 

  «(ე = I XI მ(051ი 

დაატაბულეთ 634--044 ფუნქციები მითითებულ შუალედში, მი- 

თითებული ბიჯით. ძირითად პროგრამაში გამოიყენეთ ქვეპროგრამა--–- 

ფუნქციის მოდულზე მიმართვის ოპერატორი. მაგალითად, ?1) (V)= 

=;:2,3 ჯზ 6% -L 5I1X, 0,6 <- X <. 1,7, #M = 0,1. 

1-5) 6 | 7 

C 1 #ნსა/II10C08ტ IL, და/IIL LIIIII 

X=0-6 

5=LსLტ(X) 

VIII, (3,1) X, 5 

L0IM#1I (61# (7L-2',) =- ' LL 6 4) 

C IIXII X=0.-6 ნM/ILI IჩIICI181#8.I4 

C | ცხI0ნჩXCILIIC CI# (0.6) = 
X=X+0-1 
IL (X-LI.1-8) CCI0 2 

510 

LMV0X 

L0VMCII0M CI#8 X) 
81I#4 ==2-:3 « X#3 «LXნ6CC5.« X)+9ი(X) 
LCLLICთIIIM 

LMLს     
107.



წხყ/. ყ>-5(M -- 1)I0(V2-–- 1) –– 1, –– 0,3 <X<0,75, ჩ = 

ყ=502ჯX + 3X1 -L11, 0<X< I, ჩ = 005. 

ყ == (–– 1)10ი7X – 1, 1 =X< 2; IM =0,1. 

2=5იX–-2V – 3, .2C=X<–- 1; ჩ = 0,1. 

6იკ3ა, /”(X) =- 6X) -- 19X + 13. “- 19X<+ 13 
6(C–- 1) 

«
 

, 1,1 =<X<2; M=0,1. 

(51ი X –+– C0§5? X)3 ჯ ჯ 
ნახ. «(ელ–––-. 0<X<-–-; ჩ=--. 

X – IიX--1 ) 3 12 

6)ი. Mჩ(0) =1“ X 005'ჯ + მICLდ 5X. 
X 

· '';“–. Xჯ 2; 
ი1). V(X =V 910 X «51ი%->– + X; 0<+<--, ჩ = 

ნჰ)2. X(CX)= „VIიX 

2; 

24 

II 6--4C0§9;: <<; ჩ=-“ 
' “/, 4 იოსი ა ი 20 

648. ხი=19./ როცა 0<:+X<-.1, 
ა. 1 როცა 1<X<2, M=0-1. 

614. /(X= | C905X + 5ი (V 3X, როცა –-– 1 <X< 790, 
IIიX -- 1, როცა 0<ჯ<1, I =0:1. 

მოცენელია. / (X) = 31ი” (X5 + 1) §)ი9 X -L X. 
გ6ოთვალეთ / (X) = 4-/(X + 50 9) + 3 (L-–– 50 9, 2<7X<14, 

/ =: -,0C5. 

645. 

IV თავი 

მეორე რიბის ჯედაპირები 

  

მვრრე რიგს #:დებირება ზორის შეიძლება შე.გვხვდეს ისეთი ზე- 

რაბი555 როალები« აქვთ სიმეტრიის ცენტრი და ამ ნტოხე გა- 23245 22722ც ბკვ ეტრიის ცენტ ცეზტოზე#. 
2კგკლი ანი ურთბერთმართობელი სიმეტოი-ას. სიბტტყე. ასეთებია: 

ჯ? . 2 _ : 
1 “> + თ + >= 1 ელიფსოიდი; ნახ. 9. 

#2 ხV _ 2 ; ნახ, 10 ი “>. I. 7–7“–. “.-.1 ცალკალთა ჰიპერბოლოტდი; ნახ. 10. 
ქც? , ხ? C 

2 ი 
გ 2 :წ 2? | ორკალთა პიპერბოლოიდი; ნახ. 11. , 2. (მ ლ 
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-... L 
  

  

4. “> ეთ “2 = 0 მეორე რიგის კონუსი; ნახ. 12. 

ჯ? ყ? , 
5. -- + > = 1 ელიფსური ცილინღრი; ნახ. 13. 

#? ყ” , , , 
6. “ი – +: = 1 ჰიპერბოლური ცილინდრი. ნახ. 14. 

მეორე რიგის დანარჩენ ზედაპირებს არა აქვთ არც ცენტრი და არვ 
სიმეტრიის სამი სიბრტყე, მაგრამ მათ აქვთ სიმეტრიის ორა ურთი- 

ერთმართობული სიბრტყე. ესენია:: 

  

7. ყბზ-> 2იჯ პარაბოლური ცილინდრი; ნახ. 15. 

2 ი 
8. ლ + + = 22 ელიფსური პარაბოლოიდი; ნახ. 16. 

ი “” V _ 7», ჰიპერბოლური. პარაბოლოიდი; ნახ, 17 , გ? ე ლუ ლოიდი, · !.. 

როცა მეორე რიგის ზედაპირეს განტოლების მარცხენა მხარე 

იშლება პირველი ხარისხის ო4 5ამდვილ მამრავლად, მაზინ ასეთ გან- 

ტოლებას შეესაბამება ორე სიბრტყის ერთობლიობა. შესაძლებელია 

მეორე რიგის განტოლება იძლეოდეს ორ თანაპთხეეულ სიებრტყეს, 

წერტილს, ან წარმოსახვით გეომეტრიულ ადგილს. ასეთ შემთხვევებს 

უწოდებენ მეორე რიგის ზედაპირის გადაგვარებას: „ასეთი ზედაპი- 

რებია: 

  

10. _#. _ _ყ?_ =0 ურთიერთგადამკვეთი სიბრტყეების 

ი? ხ? წყვილი; 
2 

11. –- = პარალელური სიბრტყეების წყვილი; 

12. X%=20 თანამთხვეული სიბრტყეების წყვილი; 
„2 2 2 

13. > + + --- =-1 წარმოსახვითი ელიფსოიდი; 

თ 9 9 
14. > + +- + -- =0 წარმოსახვითი კონუსი; 

2 2 
15. 2 2 =–-1 წარმოსახვითი ცილინდრი; 

ძ 9 

2 2 7, 

16 + LM 0 ურთიერთგადამკვეთი წარმოსახვითი 
_. სიბრტყეების წყვილი; 

17 XX... 1 წარმოსახვითი პარალელური სიბრ- 

ი ტყეების წყვილი. 
199



  
  

  

ნახ, 9 ნახ. 10 ნახ, 11 

  

ნახ. 12 ნახ, 13 ნახ. 14 
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§ 1. სფერული ზედაპირი 

სფერული ზედაპირის „განტოლებაა: 

(X-––ძ)? + (ყ-–– ხ)?+ (2– თ? = X2?, 

სადაც ძ, ხ და 06 სფერული ზედაპირის ცენტრის კოორდინატებია, ხო- 

ლო L –- რადიუსი. თუ ცენტრი კოორდინატთა სათავეშია, მაშინ სფე- 

რული ზედაპირის განტოლებას ექნება ასეთი სახე: 

ჯ? -L ყ? -L 22 = /ჯ??, 

040. შეადგინეთ სფერული ზედაპირის განტოლება, თუ: 1) ცენ- 
ტრი მოთავსებულია C (2; ––-1; 3) წერტილში, ხოლო რადიუსია 4; 2) 

ცენტრი მოთავსებულია C (1; 4; ––7) წერტილში და ეხება 6X+6ყ-- 

– 772+42=0 სიბრტყეს. 
647. შეადგინენთ სფერული "ზედაპირის „განტოლება, თუ: 1) 

4 (2; ––3; 5) („და 8 (4; 1; ––3) წერტილები სფეროს ერთ-ერთი დია- 

მეტრის ბოლოებია; 

2) ცენტრი მოთავსებულია C (6; –-8; 3) წერტილში და ეხება 02 
ღერძს. 

648. იპოვეთ შემდეგი სფეროების რადიუსები და ცენტრის კოორ- 

დინატები: 1) X2 -L ყ? -L 221--– 2X + 4ყ -– 42 –– 7 =0; 2) 2X1-+ 2ყ? + 

+221- 5ყ-- 8=0; 3) X2+ ყ? + 21= 202. 

6+9. იპოვეთ იმ სფერული ზედაპირის რადიუსი, რომელიც ეხება 

შემდეგ პარალელურ სიბრტყეებს: 3X+2ყ--62--15=0, 3X+2ყ--62+ 

+55=0. 

650. გამოარკვიით V/1(4; ––- 3; 1), -C8 (4; 6; 2 V3) და C(5; 6; 3) 

წერტილების მდებარეობა X2+ ყ?+22:=64 სფეროს მიმართ. 

651. რა პირობას უნდა აკმაყოფილებდეს 4ს+89ყ+C2+7/) სიბრ- 
ტყის კოეფიციენტები, რომ ის ეხებოდეს X#2+ყ?+22= ი? სფეროს? 

66595. ძ-ს რა მნიშვნელობისათვის ეხება X+ყ+4-2-ძ=0 სიბრტყე 

X2+Vყ?+21=12 სფეროს? 

668. „დაწერეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც გადის X? + ყ?2+ 

ი62.--2X+Vყ--32=0 სფეროს C ცენტრზე 0C წრფის მართობულად. 

0654. დაწერეთ იმ სფერული ზედაპირის განტოლება, რომელიც გა- 

დის შემდეგ ოთხ წერტილზე: 0 (0; 0; 0), #, (2; 0; 0), 7V5 (3; 1; 0). 

Mევ (1; 0; ––1). 

655. დაწერეთ იმ სფერული ზედაპერის „განტოლება, რომელიც გა- 

დის /M, (3; 1; ––3), M2 C–2; 4; 1), ჯვ C--5; 0; 0) წერტილებზე, ხო– 

ლო ცენტრი ძევს 2X+ყ--2+3=0 სიბრტყეზე. 

111



ნ56. იპოვეთ უჯ? ყ?- 22=(/, 

და X02 სიბრტყეებხე. 

667. იპოვეთ X;? -L ყზ -L 2? = 407, (X -L 3ი)? -L (ყ –– ი)? -L 2? = 40" 

წრეწირის გეგმილი X0ყ სიბრტყეზე. 
658. იპოვეთ იმ წერტილთა გელომეტრიული ადგილი, 'რრომელთა 

მანძილები 4 (2: 0; 0) წერტილამდე 2-ჯერ ნაკლებია, ვიდრე 278 C--24; 

0; 0) წერტილამდე. 

659. ეპოვეთ იმ წერტილთა გეომეტრიული ადგილი, რომელთა მან– 

ძილები 21 (3; –-1: 0) წერტილამდე 3-ჯ:რ მეტია, ვიდრე 8 (0; 1; 0) 

წერტიელაზაჯე. 

ყ#M=2 წრეწირის გეგმილები X0ყ 

იპოვეთ შემდეგი წრეწირების რადიუსები და ცენტრის კოორდინატები: 

600. (ს –-– 4) + (ყ-––7)1--(2-+-1)1=36, 3:4+ყ-–-2-–-9=0. 

0661. (X –– 6) + (ყ -- 2) + (2–-– 3) 9-= 25, 2X+2ყ + 2 4-1 =0, 

სია. დაწერეთ იმ სფერულ. ზედაპირის „განტოლება, რომლებიც 

გადის »2+ყ?-21=0მ LXI+Vყ+2=0 წრეწიოზე და (თ; თ; 0) წერ- 
ტილზე. 

603. დაწერეთ იმ სფერული ზედაპ-რას განტოლება, რომელიც გა- 

დის ა?ნ+ ყ/2+- 2 --6X- -ზყ--11=0. 4X--Vყ –-2--9=0 წრეწირზე და (7: 
–3:1) წერტილა, 

661. დაწერეთ იმ სფერული სედაპირეს განტოლება, რომელიც გ. 
დის შემდეგ ორ წრეწირზე: 2 +-228=:25, ყ=2 ღა X2+2?1=16, ყ=3. 

6605. სფერული სედაპირი გადის (0: –-3; 1) წერტილზე და Xჯ0ყ 

სიბრტყესთან კვეთაში გვაძლევს X + ყ2=16, 2=0 წრეწირს. დაწე- 

რეთ ამ ზედაპირის „განტოლება. 

§ » ცილინდრული ზედაპირი 

ღუ 

ჩ (9« ყ, 0=0, ე (ს ყ, 0 =0 () 
ცილინდრული ზედაპ+-რის მიმმარ»ველი წ-რის განტოლებებია, ხოლო 

X–»ჯ _ X-–-ყ _ ი–2 თ 

L M M 

–- მსახველის განტოლებები, მაშინ (1) და (2) განტოლებებიდან 

X, ყ, 2 სიდიდეებს გამორიცხვა მოგვცემს ცილინდრული ზედაპირის 

განტოლებას. 

600. შეაღგანეთ იმ ცილინდრული ზედაპირის „განტოლება, რომ- 

ლის მსახველები პარალელურია X-=ყ=7 წრფისა, ხოლო მიმმართვე- 

ლი წირია #?2+ყ2=4, 2=0 წრეწირი. 
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667. შეადგინეთ იმ („ცილინდრული ზედაპირის განტოლება, რომ–- 

ლის მიმმართველი წირია X2+ყ?=25, 2=0 წრეწირი, ხოლო მსახვე– 

ლი მიმართულების კოეფიციენტები აკმაკოფილებს პირობას: 
L:M:M=5:3:2. 

668. შეადგინეთ იმ ცილინდრული ზედაპირის განტოლება, რომ- 

ლის მსახველები პარალელურია # (2; -–3; 4) ვექტორისა, ხოლო მიმ– 

მართველი წირია X2+Vყ2=9, 2=1 წრეწირი. 
669. შეადგინეთ იმ ცილინდრული ზედაპირის განტოლება, რომ- 

ლის მსახველები პარალელურია X=Vყ=2 წრფისა, ხოლო მიმჭმმართვე– 

ლი წირია X2-+ყ?2+21=1, X+Vყ+2=0 წრეწირი. 
670. დაწერეთ ცილინდრული ზედაპირის განტოლება, თუ მისი 

მიმმართველი წირია X=ყ?+ 22, X=22, ხოლო მსახველი მიმმართველი 

წირის სიბრტყის მართობულია. 

671. 1) იპოვეთ X2+2?1+3ყ2--2X+32--3=0, ყ--2+1=0 წირის 

გეგმილი X02 სიბრტყეზე; 
2) იპოვეთ იმ ცილინდრული ზედაპირების განტოლებები, რომლე– 

ბიც X2+(ყ+2)?+(2--1)2=25, X2+ყ?+2?1=16 წრეწირს აგეგმილებენ 

საკოორდინატო სიბრტყეებზე. 

§ ე. კონუსური ზედაპირი 

თუ 

#L(CX, ყ, 21=90, ჩე (X, ყ, 2) = 0 (1) 

კონუსური ზედაპირის მიმმართველი წირის განტოლებებია, (Xი, Vთ 
20) –– წვეროს კოორდინატები, ხოლო 

X–-X  _VM–-V# _ 22-27 

X-“–“ X V-“–Vი 2–42% 

–- ზედაპირის მსახველის „განტოლებები, მაშინ (1) და (2) განტოლე– 

ბებიდან X, ყ, 2 სიდიდეების გამორიცხვა მოგვცემს კონუსური ზედა- 

პირის განტოლებას. 

679. შეადგინეთ იმ კონუსური ზედაპირის განტოლება, რომლის 

(2) 

–” 
წვეროა კოორდინატთა სათავე, ხოლო მიმმართველი წირია “:+6 = 1, 

თ 

2=C ელიფსი. 

673. 1) შეადგინეთ იმ კონუსური ზედაპირის განტოლება, რომლის 

წვეროა კოორდინატთა სათავე, ხოლო მიმმართველი წირია X2-22+ 

+1=9, ყ–-2-+ 1=0; 

8. უმაღლესი მათემატიკის ამოცანათა კრებული 113



2) შეადგინეთ იმ კონუსურე ზედაპ-რის განტოლება, რომლის წვე– 

როა კოორდინატთა სათავე, ხოლო მიმმართველი წირია X2+ყ2+(2-- 
–-5)1=9, 2=4, 

624. დაწერეთ იმ კონუსური ზედაპირის განტოლება, რომლის წვე- 
როა (––3; 0; 0) წერტილი, ხოლო მიმმართველი წირია 3#2-L6ყ2-–-2=0, 

X+ყ+2=0. 

675. დაწერეთ იმ კონუსური ზედაპირის განტოლება, რომლის წვე- 
როა (0; ––ი; 0) წერტილი, ხოლო მიმმართველი წირია X2=2/ჩყ, 2=ჩ. 

676. CIX ღერძი ·იმ წრიული კონუსის ღერძია, რო3ლის წვერო კო- 
ორდღინატთა სათავეშია შეადგინეთ კონუსის განტოლება, თუ მისი 

მსახველები 0X ღერძისადმი ·დაბრილია 45"-ით. 

677. CღCყ ღერძი იმ წრიული კონუსის ღერძია, რომლის წვერო კო- 
ორდინატთა სათავეშია. შეადგინეთ კონუსის განტოლება, თუ მისი 
მსახველები 0ყ ღერძისადმი „დახრილია 6059-ით. 

678. 02 ღერძი იმ წრიული კონუსის ღერძია, რომლის წვერო კო- 
ორდინატთა სათავეშია. შეადგინეთ კონუსის განტოლება, თუ /M (3; 
–-4; 7) წერტილი ძევს კონუსურ ზედაპირზე. 

679. CX ღერძი იმ წრიული კონუსის ღერძია, რომლის წვერო 

4 (2; 0; 0) წერტილშია. შეადგინეთ კონუსის განტოლება, თუ M დ; 

2; 6) წერტილი ძევს კონუსურ ზედაპირზე. 

§ 4. ბრუნვის ზედაპირი 

თუ # (X, ყ)=0, 2=0 იმ წირის განტოლებაა, რომელიც ბრუნავს 

0X ღერძის გარშეზო, მაშინ ბრუნვის ზედაპირის განტოლება იქნება: 

M (X», Vყ! + 2?) = 0. 
ასევე გვექნება სხვა შემთხვევებშიც, რაც ჩანს “შემდეგი ცხრი- 

ლიდან: 

  

  

  

  

წირის განტოლებები ბრუნვის ღერძი ბრუნვის ზედაბირის 

ი” თ ჩთ, VV+ 2) =0 
2=0 0ყ LCVX + >, ყე)=0 

(+ ,2)==9 0X ჩC, 'Vყბ +- 2 =0 

#=9 M #( VX+ყ?, 21 =0 

ჩ(ყ, 21=9 C/ # (ყ, V XX + 22) =9 
( ჯ=0 02       სხ( VX +Vყ1!, 2 =90 
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680. დაწერეთ იმ ზედაპირის განტოლება, რომელიც მაიღება 2=Vყ, 
X=0 წრფის ბრუნვით: 1) 0ყ ღერძის გარშემო: 2) 02 ღერძის კარ- 

შემო. 

681. დაწერეთ იმ ზედაპირის განტოლება, რომელიც მიიღება 2= 

=X, ყ=0 წრის ბრუნვით: 1) 0X ღერძის გარშემო: 2) 02 ღერძის 
გარშემო. 

08:. დაწერეთ იმ ზედაპირის „განტოლება, რომელიც მიიღება 
_X?. ყ? 

  

“2 ++“ = 1, 2 ==0 ელიფსის ბრუნვით 0X ღერძის გარშემო, 

683. ს დაწერეთ იმ ზედაპირის განტოლება, რომელიც მიიღება 

ყ? უმ 
“> == => =.1, X= 0 ელიფსის ბრუნვით 0ყ ღერძის გარშემო. 

084. შეადგინეთ იმ ზედაპირის განტოლება, რომელიც მიიღება 

ჯ? უწ 
ე?! ემ 

2) 0X ღერძის გარშემო: 

685. შეადგინეთ იმ ზედაპირის განტოლება, რომელიც მიიღება 

X?-1=202 პარაბოლის ბრუნვით 02 ღერძის გარშემო. 

                          1) 07 ღერძის გარშემო; 

§ ნ. ელიფსოილი, ჰიპერბოლოიდები და პარაბოლოიდები 

ელიფსოიდის კანონიკური სახის განტოლებაა: 

ჯ? 2 უჯ? 

ი" ხ? 

_#. ყ უ ჯ 

ე. ' ხი. 2 

ცალკალთა ჰიპერბოლოიდი არის წრფოვანი ზედაპირი. მას აქვს წრფო– 

ვანი მსახველების ორი წყვილი: 

X 2 ყ X 2 1 ყ „„უვეაეაეეე---.-____-_-._. 
ლ... 2 (1++) ძ C 8! -) 

X 2 ი, Xჯ 2 1 4ყ “ +“ =!(/1-.#), “. ”“. / 1, 7), 
ოი. ( -) ძ C -(1+ +) 

სადაც # და ( პარამეტრებია. 

    

და 
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ელითსური და ჰ-პერბოლური პარაბოლოიდების „გგანტოლებებია: 

ჯ? ყე _ ჯ? ყი _ 

––_ 
ჰიპერბოლური პარაბოლოიდი წრფოვანე ზედაპირია. მას აქვს 

წრფოვანი მსახველების ორი წყვილი: 

ი ' ხ , ჩ 
და 

X ყ 1 ჯ წყ 
_ 1 –-.==-, “+. = 2/2 
2. ხ I ძ ხ 

2 8 
686. იპოვეთ -> _– -+ + + - = 1 ელიფსოიდის მთავარი კვეთები, 

წვეროები და ღერძები. 

ჯ ყბ უჯ 

ელიფსოიდს კვეთს ელიფსზე. იპოვეთ კვეთის ნახევარღერძები და წვეროები. 
2 

  

  

2 2 

688, ააგეთ 2 + V- + > =1 ზედაპირი და იპოვეთ მისი კვეთის 

ფართობი: 1) 2 = 3 სიბრტყესთან; 2 ყ == 1 სიბრტყესთან. 
ჯ” –4 689, იპო +“ რი? L სოირისა ჯ = იპოვეთ = 48942 ელიფსოიდისა და 2 

ყ+6 _ 212 
=-> წრფის გადაკვეთის წერტილები. 

690. იპოვეთ იმ წერტილთა გეომეტრიული ადგილი, რომელთა მან- 

ძილების ფარდობა X=2თ სიბრტყემდე და # (ი; 0; 0) წერტილამდე 

არის V2. 
ჯ ყ? უვ 

691. იპოვეთ + + 3 + -_=1 ელიფსოიდისა და X-L 42--4=0 

სიბრტყის გადაკვეთის წირის გეგმილი X0ყ სიბრტყეზე. 
2 9 2 

692. იპოვეთ > + + “-=I ცალკალთა ჰიპერბოლოიდის გა. 

დაკვეთის წირები საკოორდინატო სიბრტყეებთან. 

2 2 2 
693, იპოვეთ > + + –_ “+--) ცალკალთა ჰიპერბოლოიდის გ» 

დაკვეთის წირები საკოორდინატო სიბრტყეების პარალელურ სიბრტყეებთან, 
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რომლებიც საკოორდრინატო სიბრტყეების ორივე მხრიდან დაშორე- 

ბულია #=2 მანძილით. 
ი 9 

694. შეამოწმეთ, რომ 2--1=0 სიბრტყე 2 – 21- + <-=) ცალკალ- 

თა ჰიპერბოლოიდს კვეთს ჰიპერბოლაზე. იპოვეთ ამ ჰიპერბოლის ნა- 
ხევარღერძები და წვეროები. 

695. იპოვეთ იმ წერტილთა გეომეტრიული ადგილი, რომელთა მან– 

ძილების ფარდობა # (0; 0; 20) წერტილამდე და 2=ძთ სიბრტყემდე 

არის V2. 
ი წ 

696. იპოვეთ –– “ე “I. ე = –-– 1 ორკალთა ჰიპერბოლოიდისა 

და ჯ––- 3=                        

697. განსაზღვრეთ შემდეგი ზედაპირების სახე: 1) X2--4ყ?--4 22 -+ 

+1601=0; 2) 4X2--5ყ?-L221-L3001=0; 3) X2-+2ყ2?-L20ყ--21--35=0; 

4) 4X1 –- 9ყ?2-- 92? –- 16X -L 18ყ-- 182- 34 = 0; 5) 4X% + 21 + 8X + 

+ 16ყ +-62-–– 3 =0. 
2 9 ა 

698. იპოვეთ -> + % = = 1 ჰიპერბოლოიდის მსახველები, 

რომლებიც გადის / (4; 1; –– 3) წერტილზე. 
2 9 2 

699. იპოვეთ «%- +L დლ – =1 ჰიპერბოლოიდის მსახველები, 

რომლებიც გადის MI C; 2; ჩი წერტილზე. 

700. იპოვეთ ––- +# =272 ელიფსური პარაბოლოიდის საკოორდინა- 

ტო სიბრტყეებთან ფადაკვეთის წირები. 

701. იპოვეთ იმ წერტილთა გეომეტრიული ადგილი, რომლებიც თა- 

ნაბრადაა დაშორებული # (6, 0; >) წერტილიდან და 2 = -- – სიბ- 

რტყედან. 

705. იპოვეთ ყ 2+-22=X ელიფსური პარაბოლოიდისა და X+6-2ყ-- 

–-2=0 სიბრტყის გადაკვეთის წირის გეგმილები საკოორდინატო სიბ–- 

რტყეებზე. 

708. აჩვენეთ, 
გ 

                        

პარაბოლოიდს კვეთს პარაბოლაზე. იპოვეთ «ამ პარაბოლის პარამეტრი 

და წვერო. 
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წერეთ –- 701. რეთ –-–-–- –– “/ დაყეოე 16 

მსახველების გპნტოლებები, რომლებიც „გადის V (4; 3; 0) წერტილზე. 

705. დაწერეთ 4X2-22=ყV ჰიპერბოლური პარაბოლოიდის იმ მსახ- 
ველების განტოლებები, რომლებიც „გადის M (1; 3; –-1) წერტილზე. 

განსაზღვრეთ, რომელ წირებსა და ზედაპირებს გამოსახავს შემდეგი 

განტოლებები: 

  > = 22 პიპერბბოლური პარაბოლოიდის იმ 

2 2? 

706. 1) ყმ -- 22 = 25, X=0; 2) + -4+=I X--2=0; 

3) »+ყ'=1; 4) X»Xჯ=1; 5) X-ყ”=0; 6) XX + ყ” + 2 = 0; 
7) X2 + ყზ– 2X=0; ზ) Xყ2=0; 9) > +.) 10) X?-– XVყ=0; 

_11) ყ'I +271 =0; 12) X? -L 4ყ? + 4 = 0. 

707. 1) > +#M =I,7=C 2 ; 3) #=ყ. +272! · 0 –- +. = 1, 2=C 2) X=0, #=0; 3) #=ყ8+72. 
4) XX + ყუ 421--1=0; 5) X?-- ყმ - 2? = 202; 6) X? -L ყ? = 2027; 
7) Xჯ-–- ყე = 202; 8) X? + ყ--– 22--1=0; 9) X2-- ყმ-22--4=0; 
10) 2=2 + X + ყვ; 11) XX=2ყ2; 12) X?-L 2? = 27. 

V თავი 

ფუნქციები 

§ 1. ფუნქციები და მათი ბრაფიკები 

ორ 4 და 8 სიმრავლეს შორის ისეთ I შესაბამისობას, როცა „4 სიმ- 
რავლის ყოველ Xჯ ელემენტს შეესაბამება 8 სიმრავლის ერთადერთი ყ 
ელემენტი, ფუნქცია ეწოდება. ამ ელემენტს I (X) სიმბოლოთი აღნიშ- 
ნავენ და უწოდებენ ფუნქციის მნიშვნელობას X-ზე. 

თუ 4 და 8 სიმრავლეს შორის ! შესაბამისობა არის ფუნქცია, 

მაშინ წერენ: ჩწ:4->8 ან 4 L 8. #4 სიმრავლეს უწოდებენ ფუნქციის 
განსაზღვრის არეს, ხოლო /(/4) = V(XI XC#4) სიმრავლეს უწოდებენ 

ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლეს. ფუნქციის ნაცვლად ასევე ხმა- 

რობენ ტერმინს „ასახვა“, 

ძირითადი ელემენტარული ფუნქციებია: 

1) ხარისხოვანი ფუნქცია: V = X, CთCIბ. 

2) მაჩვენებლიანი ფუნქცია: ყ = 0, 0 > 0, 03-1. 
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3) ლოგარითმული ფუნქცია: ყ = 10ძ)X, თ:>0, 05<-1. 
4) ტრიგონომეტრიული ფუნქციები: ყ = 510 X, ყ'= 005 X, VM = 1LCX, 

ყ=0CLწX». 

5) შექცეული ტრიგონომეტრიული ფუნქციები: ყ = მX0511X, ყ= 
= მIC005 X, ყ == მICIVX, ყ = მIიC0ლსC X. 

ყ=! დ) ფუნქციას ეწოდება ელემენტარული ფუნქცია, თუ იგი 
წარმოიდგინება ერთი ფორმულით, რომელიც შედგენილია ძირითადი 

ელემენტარულე ფუნქციებისაგან მათზე არითმეტიკული ოპერავიები- 

სა და სუპერპოზიციათა სასრულ რიცხვჯერ გამოყენებით. 

ყ = 7(X) ფუნქციის გრაფიკი ეწოდება სიმრავლეს. /”= ((X, ყ) C #2? I XC, 
ყ =/7(X)), სადაც #? სიბრტყის წერტილთა სიმრავლეა. 

დეკარტეს კოორდინატთა X0ყ სისტემაში ყ=/ (LI) ფუნქციის გრა- 
ფიკე წარმოიდგინება ისეთ #M (X, #) წერტილთა სიმრავლით, რომლის 

კოორდინატები აკმაყოფილებენ #=/ (+) ტოლობას. 

ამოხსენით ამოცანები: 

708. შეადგინეთ დამოკიდებულება, რომელიც წრის ” რადიუსს გა- 

მოსახავს, როგორე მისი 5 ფართობის ფუნქციას. 

709. მოცემულია მართკუთხა სამკუთხედი, რომლის C ჰიპოტენუზა 

მუდმივი სიდიდეა. გამოსახეთ მისი ხ კათეტი შმეორე #6 კათეტის სა- 

მუალებით. 

710. მოცემულია ტოლფერდა ტრაპეციის თ და ხ ფუძეები. იპო- 

ვეთ ფუნქციონალური დამოკიდებულება ამ ტრაპეციის 5 ფართობსა 

და თ ფუძესთან მდებარე თ კუთხეს შორის. 
711. მოცემულია „ცილინდრის V მოცულობა. შეადგინეთ დამოკი- 

დებულება, რომელეც ცილინდრის ფუძის ” რადიუსს გამოსახავს, რო– 
გორც მისი ჩ სიმაღლის ფუნქციას. 

#- 719. 1) ”(X)==3X? ––- 2X--12. გამოთვალეთ: (0); /(1), წ(–- 1), IC2; 
7 ვ 2 დ 090 = 2-2. გამოთვალეთ: დ (0), დ(–- 1), დ( -– ი(-- ): )' 

# 718. 1) წ(X) = V1-- XI. გამოთვალეთ: / (0). '( (–+), I(-- )' 

2) დ(X)= 47 + 3X-––1. გამოთვალეთ: დი), დ(––1), თ თ): 

1(2) 714. იპოვეთ წრფივი / (+) ფუნქცია, თუ |! (–-1)=2, 

715. იპოვეთ მეორე ხარისხის / (V) ფუნქცია, თუ | (0)=1, 10) თ-C 

ჯ 6)=5. 
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216. წ”(X) = X2--2X -L 3, იპოვეთ: 1) წ(X)=,წ(0) და 2) I”(X)=I C––1) 
გავტოლების ფესვები. 

717. M(X)=-X) –– 7X -L 6. იპოვეთ / (X)= (1) განტოლების ყველა ფესვი. 
718. მოცემულია /# (X) = თა. აჩვენეთ, რომ #”(V) ·/' (2) = ჩ (V + 2). 

719. დაწერეთ გამოსახულებები: 1) / (დ(2)1; 2) / (დ(ძ) 1; 3) დ წI (0), 

თუ M(X) = IX, დ(X) = X3. 

790. იპოვეთ ”(C(X)) და დIწ(X)), თუ /(X=X, დ(X) == 2”. 

721. ყ=20, 2= # X +1, X=Vთ'. გამოსახეთ V, როგორც (-ს 

ფუნქცია. 
2799. იპოვეთ წ”(X-- 1), თუ ”(X-–- 1) = X2?. 

წარმოიდგინეთ არაცხადი სახით შემდეგი რთული ფუნქციები: 

  

798. 1) ყ=5Iი9X; 2) ყ = 5(9%++0” ვ) ყ=1818--. 

- 1) ყ. = 2595»; 2) ყ == 1/ (1 + X)2; 3) Vყ=8XC5Iი (3-””). 
3ღეგ მაგალითში ყ ფუნქცია ჩაწერეთ ცხადი (სახით: 

5 ?9§5. 1) XX-+ყ"=3; 2) 2%#=5; 3) X>--გL0005 ყ ==; 4) 10”-I- 10V==10. 
796. 1) 2%+V (X”---2)=X3-L7; 2) 1CX-LIC(V--1)=4; 3) X-I |ყ 1=2ყ. 

“– იპოვეთ მოცემული ყ ფუნქციების შექცეული ფუნქციები. 
797. 1) ყ=–2X-+-3; 2) ყ = მIC LC 3X; 3) ყ == X2-- 2X; 4) ყ == 10”+'; 

5) ყ = 10დ 
2198. 1) ყ = I/ 1 ––X98 2) ყ= 1--2-#; 3) ყ =1-+-IC(X+2); 

47 ყ=-- > 
7112». 
შემდეგ ფუნქციებიდან რომელია ლუწი, რომელი კენტი და რომე- 

ლია არც ლუწი «და არც კენტი. 

799. 1) წ”(X)= Xმ8 -––- 27; 2) Iთ=X+--: ვ) 70) = 

4) I(თ=- (ი“ + ი“); 5) I (X) =18- _.>   (IXI<1). 

780. 1) წ(X) = V1+X+X#? – ვთ. : 2) ”(X9X =50X-–-005X; 

511X + I>CXჯ 
ვ წ0)=2-“; 4 /0=20521:8%, 

005 X 
იპოვეთ უმცირესი დადებითი პერიოდი შემდეგი ფუნქციებისა: 

. 2X+3 . 5 
781. 1) 503: 2) 0ლ052X; 6)) ყი -X1 35. . 4) 590-–3: · 

LI 

„ ფ3XMXX 
789. 1) 005 2XX, 2) 510     –- 1 · აი 

:.3 – ლ0§- 1: 4) 5§1ი“X». 
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გამორიცხეთ (# პარამეტრი შემდეგი განტოლებებიდან: 

ვ, ე) |1–=I--X+1), ცუ, |= ძ00§/; კ, (X= #25 2(, 
Lყ=1-- 1; == ხ5)ი?; ყ = 2125)ი“/. 

== 1 = --, _ __ , 

734. 1) 1 2) X=ძ058%, ვ 0-9 ;, 

! ყ=ხLსი( = 2იCLყ!4. 
#M-=,; 1 
X= 3(, 

ყ= 4 = 

X= 

“
 

(>
) 

რდ · 1) იპოვეთ X(9), ყ (0); X(1), V(1); 

1 წ; 
2 პ 0 0); –_– –- I. (I-ი იპოვეთ XC), ყ დ); #M(C+-) 2) 

| 
| “( 

იიი. 1) M =#0+2% იპოვეთ » (3), ყ (3); X #(– 8 „(-») ; 

ს 
= #8 _ 1, 

X =1+89ის# იპოვეთ #(< I #(-- ): 
=1 -–L- 005 2). 

:C), «C:) 
იპოვეთ ჯ პარამეტრის ის მნიშვნელობა, რომელიც შეესაბამება 

2 

X-ისა და ყ-ის მოცემულ მნიშვნელობებს: 

–= #77 _ – 
787, 0 |# 7 -5-2+3 ვ. ფთ; ფუ LC 2186... (2; 2 

ყ=1 + 3-1, ყ = 2310“! -L 5)ი 2/. 

– 2 – ––-02< 

წვგ, 1) |# =2+8) სც. _ 5; 3 ლ წყიბ, 6 2; 2). 
ყ=3#(--- 211, ყ=2(1--0057). 

იპოვეთ განსაზღვრის არე შემდეგი ფუნქციებისა: 

7ვე. 1) ყ/=VX+1; 2) ყ= / XX-+3; 3) ყ/== V5I0X-–– 1. 

740. 1) ყ/=V9–-ჯ?; 2) ყ= VX-–-4; 3) ყ =V 005. 

  

  

1 X+1 
741. 1 = : 2 სყლ=ო”ოაეასნრძ6“6“6“6“”/' .. 

) ყ 4 „ბ“ ) V X -- 3ვ3L-––- 4 

ჯ–--4 
715 1 = ; აა===–- . 

) ” X--ჯ ) ყ X -C 2X –– 3 

748, 1) ყ=V-X+- +-. 2) ყ= 1 

V2 + Xჯ X –-16. 

გებეეეეეა_____-_ 
V5–Xჯ. 
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745. 1) ყ=V4X-–-X2; 2) X=VX2-- 4X-–– 12. 

–2–_ი–__- 

  

  

(–-2 47. ე) #=4+4/---; 2)9ყ=1602- LV. 

(46. ) ყ=4/“- 1), 2 94=1I-2+7. 
2? – 

749. ყ=1-5 “>, 750. V= L/ ვ” »ჯ? 

– X? -L 1 
751. ყ = მIC5)0 > 2 1. 752. ყ = მLC5)ი) + · 

753. ყ=821C C§ >   - : XX“ ჰ+MV3–X. 754. ყ= მ:05)ი 

755. არი 756. #V=VX+3+ 

757. M = მ+C005 

3 I4--X.   

_ 1... 
1 (1 ––#) 

X-–-2 

2X 
  758. ყ = 2მ1ლ005   
+X 

VX-–-2+-V2-X%X+4+VX.+2. 

760. #/V=VXჯ+ IV -ვ–M (2X –– 3). 

759. ყ = 

761. ყ=1CI2--1C(X-8X-L115)1. 769. ყ = IC( VX-–- 8+ V10--X). 

აეევეედუებსბსღ–ეოე–.6 1 
_--_-__-_ 

წ V XX +728 2-2 

X-– 5 
+64. ყლ)... 17/X+5. 

/ წ, –-– 10X + 24 V%+ 

ააგეთ გრაფიკები შემდეგი ფუნქციებისა: 

765. 1) ყ=2X –– 3; 2) ყ=X?; 3) ყ=X2 -L 2X--1; 4) ყ=2--X-- X?. 

766. 1) ყ=––3X–+ 4; 2) ყ=3--2X2; 3) სყ == ჯ? )- 2X -- 3; 

  

1 5 , 
4 ყლ ––-X 463+–. აყ 2 + +- 

8 

767. 1) ყ= X9, 2 9=--+1 3) ყ= X-–-3X+2, 

4 –1 4 ყ=-–; 5ყ=“--, 
ჯ X–2



769. 

770. 

2771. 

7725. 

773. 

774, 

· 1 /=2+ CX--1)9 2 ყ=#--X- I; 3 ყ=-1-.. 
ჯ? 

2 2L-–--3 
4 =-–– 5 = ---- 

) X” + 1 ქ“ 3X-+L 2 

1) #==VX; 2) ყ=–XVX; 3) ყ=-V25--X2, 

ს) ყ=VX; 2 ყ=VX; 3) ყლ –-V#-–1. 
1) ყ=02%; 2) ყ = 109:X; 3) ყლ= 1-–-2%; 

  4) ყ = 10ყვ(1-+X) +2; 5) ყ=10თ · · 
Xჯ 

1) ყ= 37%; 2) ყ= 35+9; 3) ყ=2“-4? 4) ყ=1”(--X); 

5) ყ = X? -L 2, 

1) ყ=35I1X; 2) ყ=V(9X; 3) ყ=351ი #/X, როცა #=2, 

=--; 4) #- >; 5) ყ= 2510(2X+ 2). 

1) ყ=005X; 2) ყ=CVVX; 3) #=0052X; 4) ყ=0% >; 

ჯ 
5 = – „I. ) Vყ რა (» 3 ) 

775. 1) ყ=5I1X+ C005X; 2) ყ = მIC5I1X; 3) Vყ = მIC IX. 

776. 

777. 

1) ყ == 1IC005X; 2 ყ=მICCსCX». 

1) ყ=IXI; 2) ყ=51ი X+I5I0 XI; 3)ყ=>1 X7; 4) ყლ–)--X2-+4); 

X, როცა 0<X< 1, 

შ /თ–= LC როც. 1+<+X <2. 
ააგეთ შემდეგი წირები პოლარულ კოორდინატთა სისტემაში და 

დაწერეთ მათი განტოლებები დეკარტის კოორდინატებში: 

778. 

779. 

780. 

781. 

785. 

783. 

  

  

1 )=1 2 7= “დ 3) „=- 
2 510 დ 

1 ი= +; 2) ” = 09; 3) # = 1 · 
დ (05 დ 

1) ჯ=ძ51დ; 2) წ=ძ35)2დ; 3) # = 0351) 3Cდ. (თო>>9). 

)) წ=0ძ0005დ; 2) ”=0ძ0052დ; 3) წ = 090053დ. (თ>>-209). 

1) ”წ= ძ(1 +C005%);; 2) #? = ძი900§ 2დღ. (9->>9). 

1) წ =0(1-–ილ05Cდ);; 2) 7? = ი15)ი 2. («->>90. 
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დაწერეთ პოლარულ კოორდინატებში შემდეგი წირების განტო- 

ლებები: 

784. 1) (X" + ყ”)” = XV; 2) ჯ + ყმ-L იX=ძ0V X' + ყ?. 
გ 

785. 1) (+– 2) ___-_-” 

დაწერეთ პარამეტრული სახით შემდეგი წირების განტოლებები 

(პარამეტრად მიიღეთ დ კუთხე); 

2 

7286. 1) ”= 2ძ005დC; 2) ”/ = «4, 

დ 

V 787. 1) „ = 205ჭიდ; 2 „=20”- 95%. 
510? დ 

ააგეთ „გრაფიკები პარამეტრული სახით მოცემული ფუნქციებისა: 

7288. 1) X=1ბ, ყ=1?; 2) X=ძ000§1, ყ = C05I01; 3) X == 3005ჰ7, 
ყ =33)ი97. 

8 8 
789. 1) X=30051), ყ=435I0!; 2) »=2+! !( 

1-7, 7” 1+-/ 
3) X = 200511, V = 2510“. 

§ 5. ნამდვილ რიცხვთა მიმდევრობა და მისი ზღვარი 

ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლეზე განსაზღვრულ რიცხვით ფუნ- 
ქციას რიცხვთა მიმდევრობას უწოდებენ და ჩაწერენ «სე: 

#0 ევა, შმევია 

მიმდევრობა მოკლედ (X,) სიმბოლოთი აღინიშნება. სკ-ს მიმდევ- 

რობის ზოგადი წევრი ეწოდება. 

თ რიცხვს ეწოდება (X,) მიმდევრობის ზღვარი, თუ ნებისმიერი 

დადებითი § რიცხვისათვის მოიძებნება «სეთი /ი (8) რიცხვი, რომ 

როცა M >> M0-(8) ადბილი აქვს უტოლობას: | X, –– თ | < 6. ამას. ასე ჩაწე- 

რენ; IIი0 X=0 ან XX –>0, როცა #L->Cთ ან ჯ-–-ძთ->0, როცა 
ი>თ 

1–> თ. 

დაწერეთ მიმდევრობები მათი ზოგადი წევრების მიხედვით: 

790. 1) X = (– +): 2) Xგ=(– 1)” (2M + 1); 3) Xგ ==0C03 /IX. 

. 2 
ვ. C- IM 2850-“ 

791. 1) X„=I/1-+-(–- 1); 2) X„= _–“ : 3) ჯგ= -+ 
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დაწერეთ ზოგადი წევრები შემდეგი მიმდევრობებისა: 

ვ 5 7 9 1 1 1 ავ-აა-_-_-_-_--__.- 1. 4 , 6 8. · ) 1, 2 3: 47: 

7 11 15 19 
______ 

3 5 7 9 

5 9 13 17 1 1 1 1 ––ე-––_–___- –_.– 
1727 3747 :. 2.” 4' 8” 16 

1 2 5 8 11 14 
გო) ვ ა, – ––, –., ––,.. 
32 5 7 9 11 13 

794. აჩვენეთ, რომ X, = 2-1 1 მიმდევრობის ზღვარი, როცა #->+=, 

არის 2. იპოვეთ M, თუ 0 

795. აჩვენეთ, რომ X,=1 +- -+ მიმდევრობის ზღვარი, როცა #-–>Cთ, 

არის 1. იპოვეთ V, თუ. 6=0,01. ” 

796. აჩვენეთ, რომ. X, = - მიმდევრობის ზღვარი, როცა) #-> , 

არის 0. როგორი -ისათვის _ შესრულდება -- <6 უტოლობა, თუ: 

1) 8=0,001; 2) 8=0,001. 

797. აჩვენეთ, რომ. X, = – “. მიმდევრობის ზღვარი, როცა # => <, 

არის 1. იპოვეთ M, თუ: 1) 6=0, 1; 2) §= 0,01. 

იპოვეთ ზღვრები შემდეგი მიმდევრობებისა: 

  

ვი --1 _ » 708. «გ = ი, 799. Xე= ი. 

– 135 –-.15 

800. » = -1+C-=-IM/I. 801. »X=2+-+C- MX. 
” ჩ 

802. X»=- 494, 808. » = 2011. 
2M -L 1 ვი -––- 4 

2 ? 
804. » = 4 +1. 806. »=2 143. 

ვე? -L2 ვე? + 5 

3 
806. ავიღოთ წესიერი წილადი – . თუ მრიცხველსა და მნიშვნელს 

125.



  

ვ 
მივუმატებთ ერთსა და იმავე #L რიცხვს, მივიღებთ. X„ = +# 

4 + ჩM წილადს, 

იპოვეთ IIთ. X-ი. 
ი–>იი 

6 : 
807. ავიღოთ არაწესიერი წილადი დ. თუ მრიცხველსა და მნიშვნელს 

  

6 
მივუმატებთ ერთსა და იმავე ”! რიცხვს. მივიღებთ X, = + 

  

  

  

  

ი · 5+-7» წილადს 

იპოვეთ IIთ X,. 
”->00 

გამოთვალეთ შემდეგი ზღვრები: 

9 I ... 
808. სთ –--+? იი თ (1+1--19 _ #). 

ი-“+-CთC 1+2+3+ .. +. ი--+C= ” + ვ 2 

810. ოი 1--24ბპ- 44.40 ს–# 

ჩ--+C% Vიომ-L 1 

1 1 1 1+- -–- +... LL... 
. + 2 + 21 ბო+ 2 

811. IIთ 1 1 1 
ი->+00 –_– +-+--45-+-. 

810, სო '14+0+2! C+-51 .–5813. III C+3)!--თ+)! , 
ჩ->+Cთ M ' ი>+C (CI + 3)! + (1+1)! 

ი ( ა. 1 
814 სთ “+951 ვ ცე 1+3+5+:1404--, 

ი.ი 4%+L+ 5 ი-+-თ 2+44+6+-.:-42ჩ 

816, სი 1+4+74+-=+68--2) 
ი>-+-თ 1+5+9-+--+(4–3 

–C-___-_-–ი 

  

ი->+Cთ ეზ ' 

818. ყო 124+2:334+2:04-4იჩთფ940, 
ი-–>+4+6>თ (13 

819, სიო 112 +5914%94 0ი-- 1. 
იპ–“თ 2? + 4?-+ 6? -++...-L (2)? 

§ ვ. ფუნპკციის ზღვარი 

4 რიცხვს ეწოდება | (X) ფუნქციის ზღვარი Xი წერტილზე, თუ ნე“ 

ბისმიერი '„დადებითი 8 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი დადებითი I 

რიცხვი, რომ როცა 0< |X-–-XII <1), მესრულდება რუტოლობა: 

Iწ0ი--–- 4|<8%. 
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ამ ფაქტსა ასე ჩაწერენ: 

III /”(X) = 
X->X0 

თუ | ფუნქცია განსახღვრულია 1ით, + CL შუალედში, მაშინ ხ რი- 

ცავს ეწოდება | ფუნქციის ზღვარი, როცა X+-+Cთ. თუ ყოველი 

8>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი M>0 რიცხვი, რომ ყველა იმ 

X-სათვის, რომელიც აკმაყოფილებს X>#M უტოლობას, სრულდება 

| (2)-–ხ| <8 უტოლობა. ასეთ შემთხვევაში წერენ IIთ I (X1=ხ, ან 

X-–+-+LC= 

| (ლე->ხ, როცა X-++%. თუ! ფუნქცია განსახღვრულია |––თ, ძ| შუა- 

ლედში, მაშინ ხ რიცხვს ეწოდება / ფუნქციის ზღვარი როცა X-+--თ, 
თუ ყოველი §>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი /I<0 რიცხვი, რომ 

ყველა იმ X-სათვის, რომელიც აკმაყოფილებს X<VM უოტოლობას, 

სრულდება |/! (X)-–-ხ| <6 უტოლობა. ასეთ შემთხვევაში წერენ 

IIი1 / (+) =ხ, ან / (X)–>ხ, როცა X–>--–-–თ. 

X->-–00 

ვთქვათ, | ფუნქცია განსაზღვრულია ი წერტილის რაიმე მიდამო–- 
ში, გარდა შესაძლებელია თვით თ წერტილისა, მაშინ / ფუნქციას ეწო- 

დება დადებითი “უსასრულოდ დიდი 06 წერტილში, თუ ნებისმიერი 

M#M#>0 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი ბ> რიცხვი რომ როცა 

0<)X-თ<ბ, სრულღჯება | (XI>M. ასეთ შემთხვევაში წერენ 

IIი ”(0=+Cთ. 
X-–>-6 

ფუნქეიას ეწოდება უარყოფითი უსასრულოდ დიდი ძი წერტილში, 

თუ C-,) ფუნქცია არის დადებითი უსასრულოდ დიდი 0 წერტილში. 

ამ შემთხვევაში წერენ 

IIო #C%) = ––- CC. 
X->ძ 

/ (X) ფუნქციას ეწოდება უსასრულოდ დიდი თ წერტილში თუ |/(X)I 
არის დადებითი უსასრულოდ დიდი თ წერტილში. ამ შემთხვევაში წერენ 

I /(X% = თ. 
ჯ>ძ6C 

ვთქვათ, თ (X) და ჩწ (+) უსასრულოდ მცირე სიდიდეებია, როცა 

X–->ძ, ე. ი. 

III X(X) =0, Iთ. ზ (X) = 0. 
X->ძ X-96ი 

1. თუ IIთ -გ-=0, მაშინ თ-ს ეწოდება მაღალი რიგის უსასრულოდ 
ჯ>ი 

მცირე ჩ-ს მიმართ. 
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X–>ძ 

ჩ.-ს მიმართ. 

2. თუ II 4 = თა, მაშინ თ დაბალი რიგის უსასრულოდ მცირეა 

ვ. თუ Iთ + = 4(454-თ, მაშინ თ და ჩ ერთი და იმავე რიგის 
ჯი 

უსასრულოდ მცირე სიდიდეებია. 
4. ჩ უსასრულოდ მცირეს ეწოდება M-ური რიგის Iუსასრულოდ 

მცირე თ უსასრულოდ მცირის მიმართ, თუ. სთ --- = 4(42340. 
X->-ი Cდ 

5. თუ Cთ და ჩ უსასრულოდ მცირე სიდიდეებია და III + = 1, მა- 
X->0 

შინ თ-სა და ჩ-ს უწოდებენ ნ ტოლფას უსასრულოდ მცირე სიდიდეებს და 
აღნიშნავენ თ – ჩ. 

6. ორი უსასრულოდ მცირე სიდიდის ფართობის ზღვარი არ შეი- 

ცვლება, თუ ამ სიდიდეებს შევცვლით მათი ტოლფასი უსასრულოდ 

მცირეებით. 

თუ თ (X) უსპსრულოდ მცირე სიდიდეა, როცა X->თ, მაშინ: 

810 თ (X) –+ თ(X), LC თ (XI) –- თ (X), მIC 511) თ(X) –– თ (X) 8მLCLC Cთ (X)-–თ (ი), 

(0). 1-–-თ(X), I1II14+თ(X)) – თ(X), 095) –– 1-–თ(ჯ)Iიძ. 

განვიხილოთ თ წერტილის რაიმე მიდამოში (გარდა შესაძლებელია 

თვით 0 წერტილისა) განსახღვრული I და « ფუნქციები (თ წერტილი 
შეიძლება იყოს სასრული «ან უსასრულობა). ვიგულისხმებთ, რომ ამ 

მიდამოში დ (X)5-0. 

თუ 

III #7 = 0, 
ჩჯაი §L() 

მ»შინ ამ ფაქტს აღნიშნავენ ასე: 

I(X) =0 («(X)), X-–>თ. 
ამბობენ, რომ I” 6 სიმრავლეზე არის 0 –- დიდი დ-დან და აღნიშნავენ 

'00:=0 (დ(X)) 6-ზე თუ არსებობს ისეთი „დადებითი მუდმივი რი- 

ცხვი C, რომ ნ სიმრავლის ყოველ წერტილხე ადგილი აქვს პირობას 

II(0 I. <C.Iდ(9I 
ე. «ი. 

ო =0(.წC)) #-ზე) «=> (II (X) | < C ·| დ (X) |, VXC#), 

კერძოდ, | (X) =0 (1)-ზე, ნიშნავს რომ ; შემოსაზღვრულია სიმ– 

რავლეზე. 
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თუ არსებობს 10 #/(ი) და IC დ(X), მაშინ მართებულია შემდეგი 

  

X-ჰ+%6 X->X6 

ტოლობები: 

სის C/ (X9) = CIIთI(X) (C მუდმივი სიდიდეა). 
X->X6 X->Xი 

IIიI. II (X) –- დ (X) 1) = III / (X) > 1Iი დ(X), 
X->X X->X5 X->Xი 

_ II0 7(0:დ00 = IC /(X· მო დ(X), 
X->X6 X-–->X0 X–>Xი 

1101 / (X) 

1Iი Iთ _ 27 ი თუ Iთ დ(X)5220. 
X->Xე თ (X) ი დ (ი) X->Xი 

X->”Xი6 

თუ I V) ელემენტარული ფუნქციაა და I (I) Xი წერტილში განსა– 

ზღვრულია, მაშინ 

110) / (X) = / (XI). 
X->X 

თუ |! (X) და დ C:) მრავალწევრები XჯX=Xი წერტილზე ერთდროუ- 

ლად ნული არ არის, მაშინ ზღვარი. 1Iთ +? უშუალოდ მოიძებნება. 
X-X#ე ი(X) 

თუ არსებობს სასრული ზღვრები 1Iი) #/(X) = 4 და Iთ დ00=8, 
X->Xი X->-Xე 

მაშინ 
ი. I/ (X) |%(2) = 48. 

X->X%ე 

თუ Iთ 1(0 =45361 და IIთ დ(9= +C, მაშინ ზღვარი უშუ- 
X->Xი X->X- 

ალოდ მოიძებნება. · 

თუ Iთ /(0=1 და IIთ დ(:)= <, მაშინ დავუშვებთ, რომ 

  

X-–+”X Xჯ->Xი6 

#00 =1+თ(X), სადაც თ(X) –> 0, როცა X –> Xე, ამიტომ III II (X)19(4) == 

X->-X 

1. იი. თაე 1I01თ(Xდ(X) 1IIიI (”(-9)-–11დ(9 
= 119) (ს +>თC0)) Cთ(X) | >> .. , სადაც 

X–->Xგ 

6 = 2,718... ნეპერის რიცხვია. 

თუ არსებობს და დადებითია ზღვარი IIი1 /(X), მაშინ 
ჯL+-X 

Mთ II 7/(01=1ი! Iთ 700). 
X->X X->Xა 
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10 (1 . + 1 · »ჯX სი 51129 კ) კუზი Iთ--1-I) C>თ 
Xჯ->0 X Xჯ–>0 X ჯ–>-0 X 

· » 

III 501X = 1, II XVXI+X-1I _ 1. 
X-->90 X X->0 Xჯ # 

890. აჩვენეთ, რომ 

ტილზე ირის 5. 

891. აჩვენეთ, რომ |) (X)=4X–-1 

ტილხე არის 11. 

8995. აჩვენეთ, რომ III (1 –– 2X + 3) = 2. იპოვეთ წ, თუ 6=0,01. 
Xჯ->-1 

1 (X)=2X+3 ფუნქციის ზღვარი X=1 წერ- 

ფუნჭციი ზღვარი X=3 წერ- 

. აჩვენეთ, რომ II (3-– 2X –- X21=4. იპოვეთ უ, თუ 8=>0,00C1. 
X-– –1 

894. დაამტკიცეთ, -რომ · 110) X#? => 25. 
X-–>5 

895. დაამტკიცეთ, რომ IIი1 (X? –– X) = 6. 
X-3>3 

2 

896, აჩვენეთ, რომ II ჯ ==16 = 8. 
»ჯ>>4 X-4 

ბ 
897. აჩვენეთ, რომ Iთ 4X1 –– 1. = 2. 

2 
898. დაამტკიცეთ, რომ IIთ _ % 

/ X>XC X>“ + 1 

21 899, დაამტკიცეთ, რომ IIი -“--–“.=1 დაამტკიცე სამეულ 

830. დაამტკიცეთ, რომ III „უე. 0. როგორი უნდა იყოს VI, 
X>ი X? + 1 

რომ |XI >> M უტოლობიდან გამომდინარეობდეს – < 6 უტოლობა? 
Xჯ 

_ 23 

831. დაამტკიცეთ, რომ სთ + --2X” 1 

ნელობები, თუ 6 = 0,01. 
X>ი 2 -L 4X2 2. 

. 1 
ცვ9, აჩვენეთ, რომ Iთ –“––––-– =+C= 

X->-1 (X –– 1)? 

„ იპოვეთ X-ის მნიშვ- 

833. აჩვენეთ, როა IIV 
X>2X-–2 
  = ლთ. იპოვეთ წუ, თუ 6=10, 

6 = 100. 
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შეისწავლეთ X ცვლადის მიმართ შემდეგი უსასრულოდ მცირე სი- 
დიდეები, როცა X-+0: 

834. 1) 17; 2) §(1 3ჯ;. 3) 2X 005 X V/ L61X ; 4) XC%. 

838. 1) #X-- 3ჯბ; 2) #9 + 34 3) 5MX2; 3) --IC2 

განსაზღვრეთ ჯ უსასრულოდ მცირის მიმართ შემდეგი სიდიდეების 
რიგი: 

29 

1+Xჯ 

837. 1) 5იX. 1- 2) (9 + 51იზX; 3) L2X(1 -– 005 X). 

მიიღეთ X პირველი რიგის უსასრულოდ დიდ სიდიდედ და განსა- 

ზღვრეთ შემდეგი სიდიდეების «რიგი: 

88. 1) XX -- 10X +100 2) / X+ VX. 

839. 1) #ჯ ; 2) VX-–-2X. 
X+2 

840. X უსასრულოდ მცირეა, აჩვენეთ, რომელია უსასრულოდ 

მცირე, სასრული სიდიდე და უსასრულოდ დიდი შემდეგი ფუნქციე- 

ბიდან; 2X9 3 –-X; 2. V9-–-–X; 1-––-ლ005X; 6-; 1ILX; 5IC X; CC X. 
X 

836. 1) 1-––C05X; 2) X-–-–- 3)2 +- 49; 3)   : 4) 6-––-C005X. 

  

841. X უსასრულოდ დიდია; აჩვენეთ, რომელია უსასრულოდ მცი- 

რე, სასრული სიდიდე და უსასრულოდ დიდი შემდეგი ფუნქციებიდან: 

: · 3 1 1 + 51I1 
#VX; ვ..1. ყი; /“6რ%+-;: L-–-; 6%; 69%; 10%. 

X ჯ ჯ X ჯ 

  

გამოთვალეთ შემდეგი ზღვრები: 

  

? 9. 47(--1 
+L 84%. 1) X-+2X+5 +#84ვ. წთ _X + 4X –-1. 

X->1 Xჯ? +1 Xჯ->2 X+5 

9 __ ვ 1 –>რიეიე– 
>> XI +7X> +1 >->-I XX+1 

? 2 3 
8460. სო > - 2X1+19, 847. თ ++ · 

X–>5 X1-–- 25 ჯავ Xჯ.–-9 

8 _ ი 1. 
< 848. სთ -+ +X-=-12. 4849. თ  X=1”... 

Xჯ>3 X1-- 546 X->-I X%1-- 3X+2 

2X7 ––- 9X + 4 Xჯმ -L 4ჯზ 
CC 850. კოი“ ზჩზხნ1.Iიე– “:ჰ:_ 

X>4 X.+ X–20 2>-3 XX+X–12 
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3. ვმჯ+2 
869. Iო > X+2 

>>) X--4X+3 

4ჯზ –– 2X?–– 5ჯ 

  

4. 1I · 8ნნ. III) 
I-8 აო 3Xჯ? -L 2ჯ + ჯX->0 4უ1---ვჯ 

ზ.. –-ჩ)შ --- 4 856. ე (X+ ი --2. 1867. სი -X+-=-ჩ“--X. . 
M->0 ჩ–>-0 ჩ 

= _ კრ ო1 858. 1) II) _X-=1. ; 2 თ > (M და 7 მთელი რიცხვებია). 
X>1 Xს –- 1 X->I 'X?მ ––- 1 

"აჩი ი 

859. IIთ 2 4 : (ML მთელი რიცხვია), 
Xაი X-–-ძ 

ვ 2." · 4 1 MM ვ- 2). დათ 6). 
= ჯკზ-1 XIX»2--1 დია I Xრ4--1 X–1 

წ == 5 ვ) 8 + 869. სი > + 4-5 . +808. 1ე “+ 3X +ჩ 
X-+>C 6X? -L 2X + 1 X+C 2X5 -- 2X-–-- 1 

.. 21 –- ვ L 864, I -“ 5%X+1 L-806. I)Iით 21 ==X+ 3? 
X->C 3X+7 · XIL>ი 1მ-  8X-+- 5 

866. Iო 2 --X+3 
% +>Cთ ჯბ –8ჯ 3-8 

60858 თ (5X––1) (3X-L 7)(2X–+- 3) 

Xჯ>C 2X% -L XI –- 9 
· ჯვ 

870. 110 ( 3 –+). 
Xჯ-–+ი სX“+ 1 

879. სო 2 +V3+8 +V3X+8 _ 
+ 2-++თ +V/6;-5- 7 

2X + 3 
874. 119) –ეეა==–-. 

X->-თ X+ 1/ Xჯ 

  

3/ 3-+ 4X -L 5X2. 
ას რ.“ “ ს)ტტ. 876. 1100 

»ჯ>C= 2X +9 

8. I ჯი–-16 
878. III) -––.–––-- -–-,. 

ჯL->-2 V X-––V2 

VX –2 
880. III 'უაუუ==--:.. 

>->4 VX+5-–3 

3ჯ 
882. II 

X--0 V5+X- V5–-X. 
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CC 869. Iთ 
X->+0 

· ვერი 4 -L 1 
(LC 863. სთ + --7ძX+1_ 

X>) Xს-- XX-- X-+1 

5Xზ -- 3X? -L 2; 

    

  

უზ-–- 2X%1-- 4 

XX -L+7X-–-1 

(3X –L 2)4 (2ჯ –– 5)ზ 

აეღეღე„ეა–– 
ჯ 2ჯზ )- 

71. I=თ –_ 
4 X>C% (> 8X#? –- 1 

31 --.4X + 11 

VX'–-2 

875. II) _ VX . 

X>-+C M ».MX-+L+VX 
· 2-1 

8?7. II VX+1 · 
+->-+6იით X-1 

:/4-–3 --3 I 2თა აა 
ჯ–3 

L 867. 1 
.X-“>Cი5 

  

  

828. IIი 
X2-“+% 

8795. IIი 
X–-–33 

  

V1+3X –– V1--2X . 
X+ X»” ჯ–-–>0



  

  

    

884. 110 2>+-8 . 
X-8 XX. –2 

886. II0 (VX – VX1-2). 
++ C2 

888. 1IIი) XC VX?-L 1-- X. 
X–->–-+90 

890. 1) 110 _5994X : 
X–->0 Xჯ 

8911. 1) IX . 
L-–-0 ჯ 

§ყი? > 

მემ. 1) Iთ –.–.–-–-. 
ჯ–>–0 ჯ? 

1 
828. 1) Iთდ ჯ§Iი -–; 

X–>0 ჩჯ 

: 4X ––C056 894. I 005 4ჯ : C05 6ჯ : 

X->0 ჯ“ 

896. 1) I 2C59M9X., 
X-–>0 ჯ 

897. 1) II 200 (8X. ; 
X–90 Xჯ 

898, II 005 X –“ C05 3ჯ . 

Xჯ->0 X510 2ჯ 

900. Iთ 3X –-510 4X ს 

X->0 2X -L 51ი 5X · 

909. II 1 ___1 ): 
X->0 ს 510 X LC X 

· 510 L––51იძ 
904. II0ე –––- “ '?:'-" 

X>-ძი X–-იძი 

· §51I) 2X 
900. II – · 

X-–> 510 3X 
  

908. IIთ (1–– უ (C-> ლ. 
2–>1 

VI18–+X-- 3V/2X-+-9 

X+3 ' 

887. I0 ( VX?-+-X –-VX2-- 5X. 
X->-+99 

885. IIთ 
ჯჯა––– 3 

5X). 

Iთ (M#/ 1– #8 –+X). 
ჯL-+C0 

519) M1X 

889. 

2 IMთ 
X->0 510 MIX 

6. ფშ სთ 2თ90+ 
X->0 1C7X 

2 II01 XCLCX. 
X–>90 

1 
2 II0 XჯX50-. 

X-–>C= Xჯ 

. 1-–-00§ 4ჯ 
89ნ. Iო –.–_.-__ 

X>0 2XLCV3X 

2IL0 51ი 5X თ» II 

) თ LC 2ჯ ჯ–-0 

2 სთ მIC,წთ 4X . 

XჯX-–ა0 5I07X 

1--V1–-#7. 

ი? 2X ' 

X–-210C (თ 3ჯ 
901. Iთ ––. .._. .., 

Xჯ>0 X-+მ2-0510 6X 

89. IIთ 

. 1 
903. III –: 

X->-90 | 51ILI ჯ 

  

ე X 
43)ი0?1-–– 

  
. LC 1IX 

905. I1I9) 5 · 
Xჯ> X–3 

. 5I01I-X 
907. 11. · 

X->2 4--ჯ? 

V#3-–V2+005ჯ 
XIXჯ 

  

მის. III) 
X–->0 
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910. სიო V1+!6X- V1-- IX. 

  

  

1+590Xჯ–005+#ჯ 

  

911 Iი · 
X>0 1-5 1X-–-C005Xჯ 

ც_ „2 

918. II 31X-6·-- X. 
X–-0 მIC1C 7X + X2? 

4 /1--2ჯ-- 
915. 17 LI 2X-- 1. 

X-+0 V 1+3X--1 
17.6 კვ? 2 _ _ 

917. IIთ _#/ 16-–% --2_ · 
#>0 1–-C005X 

321 LC :--3--კ 

919. Iი /#/პ3პ+X- M3-%_. 

Xჯ–0 Xჯ 

3/ 33-52 
991. _MXI+ 5X 

Xჯ-–>0 10 (1 +- 51ი 5X) 

ი98. სუ 150+ 3X · 
„აი 1თ2X 

099წ. ოი (|(IC(3X+5)-–Iი (X-L4)). 
X>+ი 

999, I) ი (05 IX). · 
X-+0 I9 (C05 IX) 

  

981. IIი) X(3// ი––-1) (–>9.· 
ჯ “96 

. 6: --ტ 
988 110) –-–--–---. 

X->1 X--ქ1 

-–- ი-%ჯ 

086. 1თ 1 - რ 
#ჯ–>0 5II X 

62: M 
ი 

  

X->0 510 X 

919. სი 510 2X -– X? –I- #1 

' X+>0 6X + Xზ 

914. Iოთ / 1 + 51ი? X–1. 
X->0 LC" 2X 

ი16. ს V# 27+X-–-3. 
X->0 . X ' 

მL0 51ი –– 
9 

918. II» V 1+216 X–V 1+X#. 

X->0 510? X 

9890. 11 #91 1 + 163». 
„აი 210510 4X 

999. I”ი _198%- (1 + X)_ 

X–->0 ჯ 

994, I 116+7–I9 
X+>0 Xჯ 

0250. II) (2X–“– 3 I1ი(X-–-–21)-–– 11(X + 1) I. 
X->6+4+6-Cთ% 

მვ? Iი (X-- 404 შკი(2-- 3 -– 11 (5–– 3X)). 
“> – ი 

998. თ XI 1221 X , 
Xჯ-–>90 · 0+X 

ი595X_ _81წ ჯ 

980. IIთ («>0, ხ>თ. 
XჯX-–->0 Xჯ 

989. I. II X--1 
Xჯ-–4-6 ჩჯL'-ა–ნ6 

8X _ _ 
984. 1Iთ _2--.1.. 

X-–>0 II(1 +X) 

„ C69--005X 
986. Iთ0 –““..–-. 

ჯ–>0 ჯ 

1 Iთ წო ა (2) : 
134 

3987. 
X-–>0 50 თX–-9იჩX 

  2 1Iთ 
Xჯ–>-0 

5 -–- ჯVნ 

წოჰი



,.- I6«. 

9 ძ 1 I. (– ») ; 
X–>10 

  

–” 4-1X, 
X->-- ი L 5X -L 6 

ჯLს ჯ 

– 7949, Mი (1+ +) · 
X–->-C= XჯX 

XჯX 

044. II (3-- 2ჯ)!“7%., 
X–->-1 

ჯ 

946. Iუ (+414. 
X–>ი X+2 

(წ. _ Xჯ“ 

948. II) (“–--“) 
X+იი ჯ? 

2 –_ 

950. ს.ო (+-). 
X->Cთ ხს XX + 4+X-–-–3 

959. Iთ (1 + იი§ჯ)?%5X 

->- 
2 

=> 
· . 518 2ჯ 

იი Iი (1 –+ვეიჯ) 
X–->0 

იიი II 
1 Vვგ 

C05 “-) · 

X>-Cდ"! ჯ 

2) Iთ 
X–--1 

”/2ჯ–3 I 

3X + 1 

+ IIIVI) (1+-->) · 
3X + 2 

  

_აგ.–90 

1 Xჯ 

948, IL ც0--+). 
X->ლ6 4 

3ჯ 

945. Iი (C0# –- ვეჩ““?, 
X–2 

X+1 

947. IIი 21 I) 
X-> ს 2X + 1 

ი. I (X2-1)4. 
X->+% VX -+1 

5 ჯ 
951. Iთ (1-2) · 

X->ი ს X98 + 5X–2 

3C192X 
ი§ვ, თ (1+ 21 წ“, 
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» 
955. II1ი0) (C05X) 

X–->0 

1 
· ლი» XX? 

957. IIთ (--=) · 
X->0 C05 2X 

§ 4. სხვადასხვა ზღვარი 

: 2 958. 5II1I იX -L Xჯ 

X->-0 წთ 6X 
2 960. 1I– 191 (1–– 251ი? X –+– X4ძ) . 

X->0 LC (X? -L X9) 

069. 11.) XL(8ICIC X–-1) 

X->0 მICLCV X (მL1C LC X-L 1). 

964. 1 1–-005(1-––-005X) . 

X->+0 X 

„ 3X–+3ი“Xჯ 
959. IIიV 2490 X. 

X->0 510 2X ––- ჯზ 

- X+I2(1+X) 

  

961. · 
Xჯ>0 2X –– IიMI1+7X 

1 –2 063. 1 200910 (1 X) 

1 4X” –“–- 1 
ჯვ –_ 

2 

005. 1 (--- – VI») 

XL 005“ X 

2



ყი(X--2) –-> იი? II0) –--- 1“. 

986 თ |“ +2 C-2 I. >> VX- 
X–->2 X -–--4 

C§ - 1–- 50 =2 

მ68მ. II –-----–, ს ' 
X>I 1-– V Xჯ X–>ა # –--Xჯ 

· ჯ 
2 ყი( ჯ– +) 

970. IIთ _პ1-0001 971. IMთ 78 
L წი LL. 9 –- 005 Xჯ + “ვ ( 1) +++ 2 

_ . ჯეზ # ყუ? 
979. სთ 1+--2905% 973. III 21X- 100, 

ჯა #-–3ჯ X->ძ »ჯ -- ცე? 
ჯ.–_> 5. 

#/ 1+-2X 1––C00§ XV C052 
974. III "IV 1+2X+1 976. III <05XV 0052X 

X>-I Vი2+X+Xჯ X->0 ჯ? 

ეი – 2X9) __ 1 
976. III _- 9?7. I0 MჩIIიჩ-––IC(L-+2) I. 

X-–>-0 Lყ? ჯ“ Xჯ>--+–60C 

978. II XI წა -=) · 970. II 005 _ XX+ 1, 
X->% Xჯ X->-–1 V. X -+1 

1 , –დ _ თX _ _ გოX 980. 511 (თ -> X) –– 510 (თ 2). 981. 1 6 რი ,თ>თძ. 

X->0 (მ(თ+X–-I(C-–-X X-–>0 0 -იცM 

. =>. » . ასს" 
985. სი მი -- + 65 –- ) · 083. II ში" +-ხხ––- 1. 

X-–>% ჯ Xჯ X–>-0 

(«>>0, ხ6->9). 

1 1 
_ _– ი“ ი” “აიჩ 

984. IIთ 2 ი”მ+თ Mბ-–-2),(ი>0). 985 I1IIი (+“ +!) 
ჩი->-+% #->+00 2 

(=>90, ხ >9. 
მა _ _ 2 986. IV 101(14+#-X) –-–Iი(1-–X-+X2) 

1-0 1--005X 

59იXჯ (22 
ჯ · · · 8“ 2X 

987 III ნწოქუთათ 988. II (510 2X) 
X->0 ჩXჯ ჯ 

X-> 
4 

” · ეზმ-- კლ 

989. IIთ _ 2. (ი >9). 890. III) , (თ>9). 
ი->+9 1 ი" X>4+8% ი” +თით“-" 
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991, დაამტკიცეთ, რომ IIი ძ, = ძ= IIთ |თ.|) = (თI). მართებულია 
.-+ილ წ-ი 

თუ არა შებრუნებული მტკიცება? 

999. დაამტკიცეთ, რომ (13) მიმდევრობა „განშლადია. 

999. „86--ტ6“ ენაზე ჩამოაყალიბეთ მტკიცება: „Xი წერტილის მიდა- 
მოში განსახღვრული | (X) ფუნქციის ზღვარი X წერტილში არ არის 
4 რიცხვი". 

994. დაამტკიცეთ, რომ თუ #”(X) უწყვეტია, მაში” |! (XV) I-იც 

უწყვეტია. სამართლიანია თუ არა შებრუნებული მტკიცება? 

ყეპ. „8-6“ ენაზე ჩამოაყალიბეთ მტკიცება: „Xი წერტილის მიდა–- 

მოში განსაზღვრული / (X) ფუნქცია არაა უწყვეტი ამავე წერტილში“, 

996, ვთქვთ IIი) / (X) >-20, ხოლო IIთ C(X) არ არსებობს. დაამ- 
X->X6 X->X- 

ტკიცეთ, რომ არ არსებობს IIთ I62წ:263 
X->Xი 

907. ვთქვათ ,'(C ფუნქციას Xი წერტილშე „აქვს ზღვარი, ხოლო 

§ (X) ფუნქეიას კი ამ წერტილში არა აქვს ზღვარი. იარსებებს თუ არა 

ზღვრები: 

1) III (((M+ §V)); 2) IIთ /(X წ (XV? 
X->Xე X->Xე 

განიხილეთ მაგალითი: 

1 
II-0 XC05 –––. 

ჯ–>0 ჯ 

998. ვთქვათ ) (X) ფუნქცია X- წერტილში აქვს ნულისაგან ·გაზ- 
სხვავებული ზღვარი, ხოლო (« (X) უსასრულოდ დიდია X0 წერტილში. 

დაამტკიცეთ, რომ / (ი) §# 0ე უსასრულოდ დიღი ფუნქციაა Xი წერ- 

ტილოში. 

1... 1 
999. არის თუ არა უსასრულოდ დიდი X=0 წერტილში –ეი-- 

Xჯ Xჯ 

ფუნქცია? 
L- X 

1000. ვთქვთ თ, (X) ა თ (X, ჩ.(X) – ზენი. დაამტკიცეთ, რომ 

თუ არ არსებობ“ 1IC თ (X. , მაშინ არ არსებობს IIიე ძი“ ზღვარიც. 
X–>Xა I (X) X->Xა ხ(X 

§ ნ. ფუნკციის ცალმსრივი ზღვრები, უწყვეტი ლა 

წყვეტილი ფუნქციები 

4, რიცხვს ეწოდება /(X) ფუნქციის ზღვარი მარჯვნიდან Xი წერ- 
ტილზე, თუ ნებისმიერი დადებითი 8 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი 

დადებითი 1) რიცხვი, რომ |! (0--- 4|| <8, ყოველი X-სათვის, რომე– 
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ლიც აკმაკოფილებს Xი-<X<X+») უტოლობებს. ამ შემთხვევაში 

წერენ: 

Iთ /(00 =4,=/(ი-+). 
X--X-+- 

#4: რიცხვს ეწოდება წ (X) ფუნქციის ზღვარი მარცხნიდან Xი წერ- 

ტილზე, თუ ნებისმიერი დადებეთი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი 

დადებითი I) რიცხვი, რომ |! (X9)-–- 4:| <6, ყოველი X-სათვის, რომე– 

ლიც აკმაყოფილებს XC-I)<X<Xე “ტოლობებს. ამ შემთხვევაში 

წერენ: 

I0 / (XV) C 4 =7(X-– ). 
X->X-–- 

აღნიშზულ ზღვრებს უწოდებენ აგრეთვე | (ს) ფუნქციის ცალმხრივ 

ზღვრებს ჯი წერტილზე. 

IV) ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი Xი წერტილზე, თუ ამ წერტილ– 
ზე ფუნქციის ზღვარი და ფუნქციის მნიშვნელობა თანატოლია: 

IIიი / (X) = / (X%). 
X-–>X 

ახ ასე: | (X) ფურქცია უწყვეტია Xი წერტილზე, თუ არგუმენტის 

უსასრულოდ მცირე #ტX=X-Xე ნაზრდს შეესაბამება ფუნქციის უსას- 

რულოდ მცირე #ყ=! (X)--I (Xი) ნაზრდი, ·რასაც ასე ჩავწერთ: 

III /ტყ = 0. 
ტX–>0 

Xი წერტილს ეწოდება |! (XV) ფუხქციის პირველი გვარის 

წყვეტის წერტილი, როცა არსებობს Xი წერტილზე ცალმ5რივი 

ზღვრები / («Xი+) და / (Xი––), მაგრამ I (Xი+)5-–! (X-––); ამ შემთხვე– 

ვაში თ= |! (Xი-+)–)! (Xი-–-–)| სხვაობას ეწოდება (| (X) ფუნქციის ნახ– 

ტომი Xი წერტილზე. · 

ჯ ფუნქციის წყვეტის Xი წერტილს, რომელიც არ არის პირველი 

გვარის წყვეტის წერტილი, ეწოდება ამ ფუნქციის მეორე გვარის წყვე– 
ტის წერტილი. 

ჩXა წერტილს ეწოდება წ(X) ფუნქციის აცილებადი წყვე- 
ტის წერტილი, თუ არსებობს 1Iი1/ (+), მაგრამ ის არ უდრის 

X->Xი 

I (X0)-ს, ან ეს უკანასკნელი არაა განსაზღვრული. 
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1001. იპოვეთ / () = +>“L ფუნქციის მარჯვენა და მარცხენა ზღვრე- 
ბი X=0 წერტილზე. “ 

1009. იპოვეთ /(X) = მICLდ –+ ფუნქციის მარჯვენა და მარცხენა ზღვრე- 

ბი X=0 წერტილზე. “ 

იპოვეთ ცალმხრივი ზღვრები შემდეგი ფუნქციებისა: 
  

  

  

  

ვ 
1008. 1Iთი · 1004. III Xჯ-+%3 

X2+- LL 2-– X->-3-+L | X + 3| 

1 

. X-–I1 1 
1005 II 2 · 10086. II) 1 

X–>1-L X–>+0-L – 

1+67% 

1007. 1101 _ 2. _ 1008. 1II 190#LI · 
I§ჯ 1 ჯ 

->--4+1+2 · «5-0+ 

1004. IIთ _V1–- 00§2X_ ·-. 1010. II VI+C5X · 
X-–>0– Xჯ Xჯ->L+ 51ი X 

აჩვენეთ შემდეგი ფუნქციების უწყვეტობა ჯ არგუმენტის ნების- 

მიერი მნიშვნელობისათვის: 

1011. 1) #ყ/= #2; 2) V=51ი+X. 1019, 1) # = X9; 2) #=2005ჯ 

1018. 1) ყ ==V X, (X>90); 2) /=6”. 1014. 1) ყ=V/ X; 2) ყ=IXI. 
ააგეთ გრაფიკები, გამოარკვიეთ წყვეტის წერტილები «და იპოვეთ 

ნახტომი (სადაც არსებობს) ქვემოთ გოყვანილი ფუნქციებისა: 

1 

– 3 = · 

1016. 1) (0 =-1... 2 /0ე=2' 3, 3) /0= 16» 
ჯ–5 

1 

1016. 1) #(Xჯ) =-1.. 2) /(X= 3) /(X) =6” 
XჯX+3”7 

  3. 

11 ვX-2 

1017. 1) 7(X)= 1 _ 2) I0)=2+CL- 1; 3) ჯIცე=-1+ 1 
' Xჯ IX+1I 

  

1+275 

1018. 1) /601=C6IX; 2) წ(X) = მჯ0Lდ -–“-; 3) /60ე=--- +, 
ჯ 2IXI 
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იპოვეთ წყვეტის წერტილები შემდეგი ფუნქციებისა: 
ჯ+ჰ43 X+1 1 

1019. 11 ყ=––”“  “ ?· იყ=- “!.“ · ვ ყ=L,--.; 
) V X(XL–– 4) აჟ ჯ” -+L 1 ) V §- 

4) ყ=51 -“-; 9 ყ=-! ; 6) ყ =1IILI5I1XI. 
X 1თ X 

X-–-1 

XLX -LC 1) (X" –– 2) 

1 

1050. 1) ყ = ; 2 #= - ე: 3) ყ=0#--; 

“ # ჯ 

4) ყ=06 ;. 59) ყ#ყ=1ი1Iი(1+X); 6) ყ=Iი C>-. 
  

,(2) ფუნქცია არ არის განსაზღვრული ნაჩვენებ წერტილზე. ამ 
წერტილზე ფუნქცია განსახღვრეთ «ისე, რომ იგი იყოს უწყვეტი: 

1091. /(X) = 2?2+1 ,X=–-1), 1099, /ცე= -V5#-–- X , X=5. 
X+1 X-–-5 
  

–- 0053ჯ 
1093. 7 (X) =1 - 102(2+X)–-Iი0(2––X) , 

Xჯ 
, X=0. 1094. ”(X)= 

X =0. 

1095. აჩვენეთ, რომ 

1. როცა X=1 

X, როცა X53“1, 
(თ-ს 

2 

ფუნქცია წყვეტას განიცდის X=1 წერტილზე. 

1056, აჩვენეთ, რომ 

X 

2, როცა ჯ=0. 

ფუნქცია წყვეტას განიცდის X=0 წერტილზე. 
1027. აჩვენეთ, რომ 

510 X 
უეაღდღ- რო, 

(262, -I ' ცა X3-0, 

|--, როცა X< –-1; 

LXL2, როცა X >--1. 

ფუნქცია წყვეტას განიცდის X=--1 წერტილხე. 
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1028. აჩვენეთ, რომ 

(ი _ კხ ე როცა X<:3, 
L2X + 1, როცა X:>3 

ფუნქცია წყვეტას განიცდის X=3 წერტილზე. 
1029. მოცემულია ფუნჭქვია: 

CC, რო 0, 
IC) = ცა 2< 

0+X როცა X>.0. 

ი-ს როგორი მნიშვნელობისათვის იქნება ფუნქცია უწყვეტი? 
1030. მოცემულია 

XI-- 4 , 
Iთ =% »-2 ' თ XX? 

| თ, როცა X=2 

ფუნქცია. ი-ს როგორი მნიშვნელობისათვის იქნება ფუნქცია უწყვეტი” 

იპოვეთ წყვეტის წერტილები შემდეგი ფუნქციებისა: 
X+2, როც X=--1, 

1081. წ)X)=(!( X?2+1, როცა –--1<X<:1, 

“X+მ როც X>>1. 
> 2 

ლ05X როცა X<--, 

1089. / (X) = 0 როცა –- < ჯ< VV, 

=> როცა X > LL. 

1033. 1) აჩვენეთ, რომ დირიხლეს ფუნქცია: 

(1, როცა X რაციონალურია, 

L0, როცა X ირაციონალურია, 
წყვეტას განიცდის X-ის ყოველი მნიშვნე ლობისათვის. 

2) აჩვენეთ, რომ I (X)=X7#2 (X) ფუნქცია უწყვეტია მხოლოდ ჯ=0 

წერტილზე. 
1034. გამოიკვლიეთ / (X)=5!თ0 X ფუნქციის უწყვეტობა, სადაც 

51ლი X (სიგნუმ X) შემდეგნაირადაა განსაზღვრული: 

1, როცა Xჯ >9, 

51ლი X = 0, როცა X=0, 

LI როცა ჯ < 0. 

LXCX) = 
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1035. გამოიკვლიეთ I (X)=X 5Iყი X ფუნქციის უწყვეტობა. 

1036.  (X) არის უდიდესე მთელი რიცხვი, რომელიც „არ აღემა- 

ტება X-ს. გამოიკვლიეთ / (X) =# (X) ფუნქციის უწყვეტობა. 

VI თავი 

დიფერენციალური აღრიცხვა 

§ 1. ფუნქციის წარმოებული 

ყ=I (X) ფუნქციის წარმოებული X წერტილზე ეწოდება ფუნქციის 
ნაზრდისა და არგუმენტის ნაზრდის ფარდობის ზღვარს, როდესაც 
არგუმენტის ნახრდი ნულისაკენ მიისწრაფის, იგი ასე აღინიშნება: 

ყ'=/' (69) = Iი _ტყ_ == 1101 I(X+ #X) – “თ · 

ტბX--0ი #X 4ტX->0 #X , 

ფუნქციის წარროებული გეომეტრიულად წარმოადგენს ამ ფუნქ- 
ციის გრაფიკის M (X, | (X)) წერტილზე გავლებული მხების კუთხურ 

კოეფიციენტს. 

მექანიკურად X=,I! (I) ფუნქციის წარმოებული იმ წერტილის სიჩ- 

ქარეა 1 მომენტმი, რომლის მოძრაობის განტოლებაა ჯ#ჯ=/ (I); ეს ასე 

გამოეთქმის: სიჩქარე მანძილის წარმოებულია დროით. 

წარმოებულის მოძებნის ძირითადი წესები. თუ C მუდმივი სიდი- 

„დეა, ხოლო #=VI (X) და 0=9 (ჯX) წარმოებადი ფუნქციებია, მაშინ: 

1) C” =:9, 5) (ა) = MI0 + ს 

2) XI = 1, 6) ლ = 49-94 , (02“9), 

3) (V + ა) = "' + V/, ი(< )=-->, (0360). 

4) (CV) = CV", 

ძირითადი ელემენტარული ფუნქციების წარმოებულების ცხრილი: 

1) X-) = თნ. 2) (9),=01Iი0, 

>. 

  

ვ) (10ყკX” = ,(X>0- ი->0V; 4) (0 XX,=005X, 
22 

(Iი XI = 1. ; 
Xჯ 
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5) (C05 X) = –– 510 X; 6) (LC X)=   
ლ0§?ჯ ” 

1 

9 რ895- 7-2 '   : 8) (210510 X)' =   
51ი? ჯ 

<9) (82LC005 X)' =–- 10) (გICILC X) => 
1 

V1--X ” 1+X” 
  

  

  

  

11) (მICCIC XI =– 1 : 12) (CIს X)' = 5ხჩ X; 
1+X? 

13) (§ხ X) = CხX; 14) (LL XI, = 1 ; 
·ჯ 

1 
15. წM4(! , == , 

(95% §ხ? ჯ 

თუ ყ=I/ (I), ხოლო M=დ (X), მაშინ ყ=I (დ (X) ) არის X-ის რთუ- 

ლი ფუნქცია. თუ Vყ და (« წარმოებადი ფუნქციებია, მაშინ 

9/ _ ძე 4. 
ძX ძი ძ.. 

თუ ყ=/(X) ფუნქციის წარმოებული Vყ. 3-0, მაშინ შექცეული X=ქდ (ყ) 
ფუნქციის წარმოებული იქნება; 

ყ.= ყა, ანუ 

2=- L ძX _ 1 

” # ა 9 ქე 9 
ძX 

ყ=I(X) ფუნქციის ლოგარითმული წარმოებული ეწოდება შემდეგ 

„გამოსახულებას: 

ყ _ MIთი (იყ)=-–-=----. 
ყ I«ი 

ფუნქციის წინასწარი გალოგარითმება ბევრ შემთხვევაში ამარტი- 
ვებს მისი წარმოებულის მოძებნას. 

თუ ფუნქცის: მოცემულია პარამეტრული სახით: X=X (I), ყ=V (I), 
მაშინ: 

ყ.= -9L , ყ: = (ყ»)ჯ , ყI7= “(ა და ა. უ. 

X, Xჯ 64. 

მეორე რიგის წარმოებულე ასეც „გამოითვლება: 

„ XIყ,-– V#VX ყVყ:= (MI 2 1. 

XI, 
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თუ # (X V)=0 განტოლება „განსასღვრავს ყ-ს, როგორც X-ის არა- 
ცხად ფუნქციას, მაშინ ყ”-ის მოსაძებნად საკმარისია მოცემული ცან–- 

ტოლების ჯ-ით გაწარმოება (ყ/ უნდა ჩავთვალოთ X-ის ფუნქციად) და 

მიღებული ტოლობიდან ყ-ის პოვნა. ყ”-ის მისაღებად საჭიროა მოცე- 
მული განტოლების ჯ-ით ორჯერ (გაწარმოებასდა ა. შ. 

ყ=I! (X) ფუნქციის პირველი რიგის წარმოებულის წარმოებულს 
ეწოდება მეორე რიგის წარმოებული და მას ასე აღნიშნავენ: 

ძ?ყ 
” ან 
ყა ძჯ? 

  ან /”(X). 

საზოგადოდ, I (ს) ფუნქციის (1L--1) რიგის წარმოებულის წარმოე- 

ბულს ეწოდება M-ური რიგის წარმოებული, რასაც ასე ჩაწერენ: 

ყი) . ან ძჩყ 
  ან /(”) (X), 

წარმოებულის განსაზღვრის საფუძველზე მოძებნეთ შემდეგი ფუნქ- 

ციების წარმოებულები: 

1037. 1) ყ = X9, 2 ყ= +; ვ) ყ=5X 4) #=1CX; 
ჯ 

5) #ყ=V 1 +7X#. 

108. 1) #=VX#; 2) #V=2X--X; 3) ყ=5Iი2X; 4) # =05, 
1 ! · 

იწ V/ 
1030. ყ=:Xჯ2--5X+6 ფუნქციისათვის გამოთვალეთ #X და #ყ, თუ 

ჯ იცვლება: 1) 1–დან 1,1-მდე; 2) 2-დან 1-მდე. 

= 1040. ყ=7?+3X+1 ფუნქციისათვის გამოთვალეთ /#Xჯ და #ყ, თუ 
X იცვლება 3-და5 8-მდე. 

– 1041. ყ= V X ფუნქციისათვის იპოვეთ #ყ, თუ; 1) X=0, #X = 

=0,001; 2) X=8, #X == –– 9. 

/ : 
– 1049. იპოვეთ #ყ ნაზრდი და + ფარდობა შემდეგი ფუნქციებისა- 

თვის; 1) #/=V X, როცა X=0 ღა #X=0,01; 2) ყ=1!1VX, როცა 

X=100 და #X == –- 90. : 

1043. ეპოვეთ V = 1 ჰიპერბოლის მკვეთის კუთხური კოეფიციენტი, 
ჩჯ 

თუ გადაკვეთის წერტილებია /M (2. >) და M(+ +): 
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1044. იპოვეთ #/=2X--X? პარაბოლის მკვეთის კუთხური კოეფიცი– 

ენტი, თუ გადაკვეთის წერტილების აბსცისებია X,C1 და X:=2. 

1045. იპოვეთ ყ=X3 წირის მხების კუთხური კოეფიციენტი, თუ 

X= 211. 

1046. იპოვეთ უშ = _L წირის მხების კუთხური კოეფიციენტი, თუ: 
ჩჯ 

1 
1) X=–-;ე 2) X=1. 2 ) 

1047. იპოვეთ 47 ფარდობა, თუ ყ = X? + 3X+ 2 და 1<:ჯX 23. 
X 

  1048. იპოვეთ _M ფარდობა, თუ ყ = 3%-- 2X და 0 <-# დუ 2, 
X 

1049. მოცემულია წერტილის მოძრაობის განტოლება §=/#/2+2#+4. 

იპოვეთ მოძრაობის სამუალო სიჩქარე 1=2 წამიდან 1=6 წამამდე. 

1050. მოცემულია წერტილის მოძრაობის განტოლება §=3/2 რო– 

გორია მისი მოძრაობის სიჩქარე 1=4 მნიშვნელობისათვის? 
1051. წერტილის მოძრაობის განტოლება 0X ღერძის გასწვრივ 

არის X=3L--/9. იპოვეთ წერტილის მოძრაობის სიჩქარე 1=0; 1=1; 

1=2 მომენტებისათვის. 

1055. წერტილი მოძრაობს წრფის გასწვრივ ისე, რომ 1 წამის შემ– 

დეგ მისი დაშორება საწყისი წერტილიდან არის: 

§=-+ (ი 4,8. 1612. 

განსაზღვრეთ, როდის იქნება მისი სიჩქარე ნულის ტოლი. 

იპოვეთ წარმოებულები შემდეგი ფუნქციებისა: 

    

10653. ყ = Xშ4-L 3?2-- 6, 1054, V => X9 -L 2X%-–- 5X + 2. 

ჯზ ჯ? უე ჯ? 2ჯზ 
“1055 ყ=--. .. “ ს) 7, 1050 ყ=-–-– - –“ . ვ 

#M- -ვ 2 + #“ 5 3 
_ 7 . 

(C1087. ყ=X#+2Vჯ. –-1058. ყ = –– » + 3 V ჯ. 
. ' ძთ 

+C-1069. / = იჯ? + ხჯშ “14060. ყ = X _ #X 
' . ' ' ძთძ–+ხ ძ-ხ. 

2 4 1 == 3 
1061, ყ = 3ჯ3 L5X9+#ჯ 2. 1069. V=6ჯ? -L 4ჯ 2 -L2ჯ. 

1 1 3 4 
„––___-_–_ 1064. / == –––-– 

– ჯ? 5ჯ ყ 1/ ჯ?. XVX 
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1089. 

1090. 

1091, 

1093. 

109წ. 

1097. 

1099, 

1101, 

1103. 

1105. 
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ყ = (1 +4X9)(1 +-2ჯ»?). 9:1066. ყ= (C--31+3) 02 -+C+2X–1). 

1) ყ=X2005X; 2) ყ == 3%8LC51ი X. 

1) ყ=X90წX; 2) ყ = (MXX-–- 2X +-2)6”. 

  

  

3 
· Iთ) =-- + IიX. (ლიი7ი. თე = -+ +LIი2. 

X 

3ჯX-–2 005 ჯ 
=- “ო... 1079, ყ = . 

X -4X-–- 7 % , 1–-30X 

გ 1 LI ==. 074. =--+6- I(ი 1 + # ია 4.10 > 

§= 21:5101–-(I?7-- 2) 005 ((C)%ა. 8§=(1 -C #2) მIC(C/ –– 7. 

= მLC 510 X + 2ICლ005». 31 1078. ყ = 210C18X 
1 +X? 

· ყლ/იჯ- 5, (იზი. ყ = 3)იჯ--1+19X · 

.„ ყ=6%მLCLწX. 1089, ყ = IX. 
VX 

„ ყ=1იXჯ·ქCX–Iიძ-1იყა”». 1084. ყ = 3X.ჯ?, 

. ყ = X-6C- 510 X. 1086. ყ = ჯ9მყცXIი ჯ. 

1 
· Iთ=X->>. იპოვეთ //(1) და /(–-1). 

· ICX= _ % _ იპოვეთ I (0). 
2X –“ 1 

I(0 = 17 იპოვით /”(3). 

წ”) = X(1 + V X). იპოვეთ /' (4). 
ყ = 511 6X. 1099. ყ => C058 ჯ. 

ყ == (I –– 2X” -L 34, 1094. ყ => (5X"––- 2X –- 4)7. 

ყ = 51ი” 2X. 1096. ყ = Lდ? 3ჯ. 

ყ = 510 2X:005 3Xჯ. 1098, ყ = 2Xჯ -L 55108». 

ყ =V 1 + 205IიX. 1100. V =- 1/ XX +X +-1. 
_ ვ –-–-__ 

ყ = („++ 4VჯXჯ –3) · 1109. ყ =V/ XX +-3ჯ –-V (6X--1). 

ყ = თ5)იზ > · 1104. ყ => 2-ლC51ი (2) . 

ყ =85I1(1იX). 1106. V=1ი (Iი LC X).



  

  

1107. ყ == 6 “95X.5|1ი X. 1108, ყ=-06XIი 5Iი X. 

09. ყ==ასმშX-CX+X 1110, #/=იV(>- ++). 
_–- 2 

2 

1111. ყ=1-1++%-, 1119. ყ=Iი · 
1--X 2%+1 

1 1119. ყ= ი 1ი0ჯ– 1114. #ყ= –“– I(თწX -+ 1ილ05X. 
2 51ი?ჯ 2 §X+ 

1116. 1) ყ/=6V”#; 2) ყ= VC. 
1116. 1) V = ჯზ.75+X. 2 ყ= X?-51ე 3%. 

–-X 

1117. ყ=95 +1. 1118. ყ=1ივი 2XX+X3. 
6-1 · X+1 

1 V3X»ჯ . X# -–- I 1119, ყV = –=- წო“. 1190. ყ=მგ(ლ51 -––-––-“–., ყ /3 2LC IC 1-2 V 2 

=> 
ე“ 210510 ––– 

1191. ყ= ფში0§ V 1-) - 1199, ყ =6 ჯ 
(დ? (4X-L1 ე 

1193, ყ/= ვ“ წ რXLს. 1194. ყ=7 >. 

Lყ + == -“ 

1196, „=I-M= + -X 1196, ყ=Iი __. 2. 
VX+1+Xჯ 1 + 51ი? ჯ 

1197, ყ==(1 +CI2?23X)6-%. 1198, ყ=3VX –- X? 005 2X. 

1129. ყ=Iი 6C> + +იი%მ4» ) · 1180, # ==XმLC51ი 2X -L მILC (68 3X. | 

  

  

მ 2IXCLC”ჯ 
1131. # = LC%X- LC 3ჯ. 1139. ყ=(1-+LLIყ I · 

1183, ყ => 6- #2 053 (2ჯ -L 3). 1134. ყ=მLC,წ –––--- VI ==; 

1185. V = ყი V-- I 25% 11ვც, ყ=V1-–-9X? -L მXლC51ი 3ჯ. 
2 2 5Iი?X. 

1137. #/=V4X–- X? –- 4გLC51ი VX 1138, ყ = 35)ი XC0§?1X + 5109? ჯ. 

1139. ყ = XIი(X? -L- 1) –– 2X -L მIC LCX. 

1140, V == (2X2-–-– 1) გ-C51ი X + XV1 –– #2. 

1––-ლ00§52ჯ +2VX . 1141. ყ = 5108 5X-C055 3X. 1148. ყ = 
1 + ლ0052X 
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1148. ყ = მ10005 2X-–-V1-–- 4ჯ2. 1144. ყ =1ი(ჯ2 -+ V # –+1). 

1146. ყ.= V 1 + X22IC(CX–1I0(X+V X2 + 1). 

1146. ყ = -- 62% (3 51ი 3X -L 2 005 3X). 

2 

1147. V == “+V XX -–- ი? –- 10(X + VX? –– ი?) . 

1148. ყ = 280890 ---2- V2-–+4X –- X2 
'- V6 I." | 

1149. ყ = მICIC X-+L –- მXC LV X3. 

1 V 1 2 
1150. V# = V 1 +2-1ი:1+V1+X., 

5(2-- +4 
2 

1151. ყ = --- მI0LC –– 3 

–_ი-ჯ 

1159. ყ = 1იCი§ 8ICL = –   

2 

2X + 1). 
  1168, V = _ (X +1) –-+ 1 (X2-+- 1 – 

  1154. ყ = 172 VX-–-1 ++ მICIV VX–- 1. 
X · 

1165. ”/(X= 272>= · იპოვეთ (0) და /'(–- 3). 

2 2 

1156. #(ჯ => · იპოვეთ /' (0) და /'(1). 

  

  

1167. /ჩ(X) = მჯლ§)ი –-–– იპოვეთ ('(5). 

1168. / (X) = 1ი(1 -+- 25. იპოვეთ. /' (2). 

1169. #/(X) =19:51ი X. იპოვეთ: |” (+) · 

1160. /(9 =1ლ-““ იპოვეთ /' (2). 

1161. ”(,) =C“'. იპოვეთ /(0) + ?/”(0). 

1169. ჩ”(X) = VX? ++ 3ჯ-–--9. იპოვეთ /(3) + 4 XI (3). 
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1163. ”(X) =  297X აჩვენეთ, რომ I(+ )– 3/(+ )– 3 
1 + 5III“ ჯ 

1164. ”(X) = 1–-–X3, დ(X) = 1-9ძი ლ, 

X". 

1167 ყ = (>). 
ჩ 

1169, ყ = 2516» 
1171. V:= (Lდ X)516 +, 

1178. /= (2?მ + 3)V7X, 
”- X+ 

–117წ. ყ=X% 

1177. ყ == 108, C05 #. 

1179, M# = X5(0 + ვ,ემ (2-– 2ჯებ, 

1181, ყ = _ თ+2" _.. 
(X + 1)1 (XL + 34 

_ ს XL(X? –> 1) 
1188. = –ც8-- 01. · 

1199, ყ= 51I1X -+ 10 C05X. 

1301. ყ => მI0C510 2”. 

1208. ყ= 39 -- 2ჯ -++ 5X–-1, ”/ 

ყ 

იპოვეთ «ს. '(1) 
MI) · 

_1 
1160. ყ= ჯ X 

11068. (/ = (511 X)!წ 7. 

1170. ყ= (I9 X)#. 

1179. ყ= (2LCLC 2ჯ)5!ი მჯ. 

1174, ყ= (1–--ჯ?)5%% 003 #, 

წ » 

1170, /V · 
1178. ყ = 0ფ.Iი » L6 X. 

1180. ყ = Xნ (ჯ? –+ 1)19 (X8 -+L 1)5. 

X3(X? + 1/“ 

  

1189, ყ=-–-–--––-– 
# VXCX– 1) 

=1/ 2-1. 

1186. ყ = CMX. 

1188. ყ=01IIX. 

1190. ყ = 30MX · 
7 19 ჯ 

1199. ყ. = IIIX -C CMX. 

1194. ყ = V1 + §M24X. 

1196. ყ == IL (CI/ჩX). 

1198. ყ = 1-- XV 
1 + #4 

L2 
1900. ყ = => + 2გ7 

1909, ყ = მICLC V 1 + #2. 

=7? 

1024. ყ = X5 -  5X8 -- 6X2-L11, ყIV = ? 
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1205 = 51) 3X, ყ”რ=9 1506. ყ = (6%5, ყ“ = 9 

15907. ყ=XჯI1X, ყ”=? 19508. ყ = ICX, ყ” = 

19509, ყ = V0?-- 2, ყხ=9 1910. ყ = 10(X+V1+X?), ყ”=? 
1 

19511. ყ = ლ0§ X –– –>- 0051, ყ'!= 9 

2X ” თ: ”” 1919, ყ = მ:C1ც– 2, ყ =? 1213, ყ = X?5)ი 2X, ყ” =2? 
–), 

19514. ყ = XტძIი», ყIV = 7? 1915. /(X) = (2X –– 305, /” (2) =>? 

1916. /”(X) = 62X”--1, ”II(0) = 9 1917. M”(X) = მICLCX, I” (1) = ? 

==. 
1918. I(X)= მ-ლ5)ი–– , /”(21=? 

ჯ 

იპოვეთ ყI), თუ: 

1919. ყ = 0050». 1920. ყ = 510 0ძX. 

1991. ყ = C05” 0X. 1999. ყ = 510“ 0X. 

1998, ყ = 0M% 1994, ყ = X”. 

19956. ყ = 1 · 1996. ყ = 1 · 
1 ჯ 1+X 

1-Xჯ 
1297. ყ= Iი(იჯ +ხ). 1998. ყ = · 

1+Xჯ 

იპოვეთ პირველი „და მეორე 
ციებისა: 

    

1999 IX = 00031, 

' Iყ=ხაესი1, 
- რ 

1981, ს- , 
ყ = 1 -L1ზ. 

1938 X=1–-951ი7, 

' = 1 –-0057. 

1936 X= LC1-LCVCI, 

' (|(ყლ–2921ი01C1. 

»= ვი! 

_ 11-27 , 
987. იპოვეთ ყ; . 

158 _ ვეჯ? ვეთ % 

ყ- უკი 

რიგის წარმოებულები შემდეგი ფუნქ- 

8 8 
1980, L 0008"7, 

  

ყ =051)ი%/. 
= 2 

1989, 1“ : „I 1, 

#-9%. 
1984, ,/= 

=> ' 

1986. L = 0' 005, 
ყ = (05101. 

„=2-1! =-->, 
1988, 2“. იპოვეთ V;. 

#- 2+#



I =717Iი7, 

1989, #= 1ი1 . იპოვეთ ML, როცა 1= 1, 

1 
== 2 

1940, C _ ” (1+0), იპოვეთ ყ,, როცა 1ჯ= 2. 

X=6-. „, 
1241 L 8 იპოვეთ ყMX”. 

X=00051 
1249. , იპო ყა”. 

L- ძე)ი1 ვეთ 

იპოვეთ პირველი რიგის წარმოებულები შემდეგი არაცხადი ფუნქ- 

ციებისა: 

1948. 3X-––-2ყ -L 6 =0. 1944, X? -L Xყ – ყწ-– 7 =0. 

2 2 2 
1946, ჯ3 +Vყ3 =ჟ83, 1946, ჯ8ზ-L ყმ-–3ეXV = 0. 

V 
1947. 6,-- 6-X -L Xყ = 0. 1948. IიX+6 7? =C. 
1549, ყ = 005 (X -+ 4). 1950, XV = ყ”“. 

1561. (M - ჯზ .L ყზ=0. იპოვეთ ყ', როცა ჯ = 0. 

1969, ყ6V == 6X+1, იპოვეთ ყ!, როცა X =0, ყ.=.1. 

იპოვეთ მეორე რიგის წარმოებულები შემდეგი «არაცხადი ფუნქ- 
ციებესა: 

1958. ყ? == 40X. 1954, ყ= X+Iიყ. 

1255. ყ = X + მICIთყ. 1956. ცე? ყ? -L ხ?X? = 01)?. 

1967. X4 –“ Xყ -L ყშ = 0. იპოვეთ ყ', როცა X = 1, ყ = 0. 

1958. ჯ?-L ყ? =- ე?, იპოვეთ ყ”. 

§ 9. პირველი და მაღალი რიბის დიფერენციალები 

ყ=I(X) ფუნქციას ეწოდება დღიფერენციერებადი ჯ წერტილში, თუ 

X წერტილში მეისი ნაზრღი #ყ შეიძლება წარმოდგენილ იქნას შემ- 

დეგი სახით: 

#ყ = 4 MX + 0(#4X), 

სადაც 4 არ არ-ს დამოკიდებული #X-ზე. ფუნქციის ნაზრდის მთავარ 
ნაწილს 4#X-ს ეწოდება ამ ფუნქციის დიფერეზციალი და აღინიშნება 

სიმბოლოთი ძყ. #V=! (X) ფუნქციის დიფერენცირებადობისათვის X 
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წერტილში აუცილებელია «და საკმარისი ამ ფუნქციის წარმოებულის 
არსებობა ჯ წერტილში. ამასთან, / =/” (X). 

ყ=I!I (X) ფუნქციის დიფერენციალი უდრის ამ ფუნქციის წარმოე- 

ბულისა და არგუმენტის დიფერენციალის ნამრავლს, რასაც ასე ჩავ- 
წერთ: 

ძყ = I'(X)ძX, 
თუ X არგუმენტის #ჯX ნაზრდი მცირე "სიდიდეა, მაშინ /#ყ=ძყ. ე. ი. 

I(X + ტX) –– 169) = MC) ტX; აქედან /(X + #X) = /(X) + I (XV) ტ». 
(8:63, ფუნქციას პირველი რიგის დიფერენციალის დიფერენციალს 

მეორე რიგის დიფერენციალი ეწოდება, რასაც ასე აღვნიშნავთ: 

ძ: ყ = ძ(ძე). 

ასევე განიმარტება მესამე რიგის დიფერენციალი “და ა. შ. 

თუ Vყ=| (X) და X დამოუკიდებელი .ცგლადია, შაში5: 

ძ"ყ = ყ"ძX?, ძაყ=ყ“ ძX19,..., ი" ყ = ყლ) ძე, 

ღიფერენცირების ძირათადი წესებია: 

  

1) ძC =0, C = 00095; 5) თ(VV) = VIძშ -L შძV; 

2) ძX = MX, X დამოუკიდებელი (ცვლადია; 

ვ) (CV) = Cძი; რ «(+)– 96 -- #00 (20; 
შ უ? 

4) ძ(ყ –+- 9) = ძი +ძი; 7) ძI(თ) = I ()ძი. 
იპოვეთ დიფერენციალები: 

1959. ყ = (0 –- ):2)5. 1960. (ყ = (1 + LC X“. 

1961. ყ= XI0 X ––X. 19695. იარი 

· (1-- 1 
1563. ჯ = 2დ – ი 2დ. 15064. §=-–--–-, 

(772 -L 1 

1965, ძ(510“7). 19066. ძ (> +). 

1967. ყ = მICLC 2 125268, ყ = Iი მXCLდ (§1ი X). 
ძ 

თ X - მLC LC X 1169, ყ == 3-5 7” . 1970, ყ = 5: , #7 VI + X 
1971, X? + 2XV –– ყზ = ძ?.. 1979, ჯმ ყ? -L 5Xყ + 3=0. 

X 

1978. # = 6 #. 1974, II VX? + ყ? = გიდ 2. 
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1307. 

180ე. 

1811. 

1313. 

.· #V = 1ი(Iი” /1X) 

· ყ= 10ფ:5)ი (2+ >) 

.· # = 10ყჯC. 

. ყ = V; "7, 

1 
. ყ=1ი(§იჯ _––, ყ ( 211; 

ა. ყ=ლ=6C6“%5ჩიX. 

· #ყ=10ი|XI. 

· ყ= 1ყვ(4X––2). 

.· ყ=.11(3X”-–– 5ჯ + 6). 

/ 1 X 
·ყ=1შილხზ –“– ––––). 

“ " წ 4 >) 

· ყ == Iი(I0X). 

_ 2X –+ 1 

თი X 

„ ყ = ჯ§095X, 

· ყ=X(1 +IXV1–X. 

  · #=(1+ ! I. 
ს » 

· ყლ–ჯ” ბ 

2. 
თ ჯ 

ყ=ტ 005“. 
ი 

ყ => 10 (6“#წ -L X6-%). 

ყ = 69214, 

ყ = 005 5X, ძ"ყ =? 

1 _ XV3--V2. 

  

195976. == ა---–-. 

7 2VC XV3 + V2 

1978. ყ = მICL<?Xჯ. 

1980, ყ = (510 ჯე“ ” . 

1989, ყ = VXC05 7-0 / M %. 

12841. ყ = გIC IC (სხ X). 

1 
19806. ყ = მLCC005 ( ) · 

ლი Xჯ 

1988. ყ = 10(ძX + ხ). 

1990, ყ= 1ი (დ-2-. · 
2 

195909. ყ=1I1ი5Iი X. 

1994. ყ = IC(VX + ი + V X). 

1996. ყ = X"Iწე X. 

1998, ყ = X9I0 X-- 00537. 

/ X(CX-–“–-I), · 

1309, ყ == X51წ >», 

1304, ყ = 6310%. 

დ 

1806. ყ=I. –_..__.. 
1+0671 

1808. ყ => 6-» (C05 X -L 510 X). 

1310. ყ = _-+1. · 
60% -–– 1 

1819. ყ == (69% –- /9X)2 

1814. V == V X? , 0?ყ = ?



1815 ყ=8511 3», ძიყ=? 1810, ყ = XI015I1X, ძ?ყ ==? 

  1817. ყ= 2, ძმ, =7 1818, ყ =-IX , ქ, =7? 
Xჯ 

13195. ყ=C005:2X, ძზყ = 9? 1890. ყ= XC, ძბყ=? 

1891. 1) #V= XX-+X+1. იპოვეთ ძყ, როცა X= 2 და #ყ = 0,1; 
2) ყ=X»ზ. იპოვეთ ძყ, როცა X = 4. 

1399. 1) #=-VX. იპოვეთ ძყ, როცა #X=0,01; 2) ყ=8X?. იპო- 

ვეთ ძყ. 

18958. იპოვეთ ყ=3X“--X ფუნქციის ნახრდი და დიფერენციალი, 

როცა X=1 და #X=90,1. 

1894. იპოვეთ V=5X+X# ფუნქციის ნაზრდი «და 'დიფერენციალი, 

როცა X=2 და #X=0,1. 

  

1325. 1) ყ = 5911 ჯ. იპოვეთ ძყ, თუ »#=- და ბ+X-= ->-. 

2 
2) #= 7 იპოვეთ მყ, თუ X=9 და #X= –-ი00,01, 

1896. ყ= LX. იპოვეთ ძყ, როცა X =-“-, ტX= 
3 180 

დიფერენციალის სამუალებით ით«პოცვეთ ფუნქციის მიახლოებითი 
მნიშვნელობა X-ის მითითებული მნიშვნე 'ლობისათვის. 

1897. ყ =V X, X = 7.76. +398. ყ=VXბ + 7X , X = 1,012. 

1899, ყ=(X-+ V5–X2/2, X=0,88. 1880. ყ=VX , X = 27,54. 

1881. ყ==2XC511X, X=0,08. 1889, ყ=VX2-L+2X+5, X=0,97. 

1883, ყ=V X, X=26,46. 1884. ყ=VX2+X+3, X=1,97. 

1836, ყ=X", X=1,021. 1836, ყ=V X , X=1,21. 

1887. ყ=–=Xჯ, X=0,998. 1888. ყ=VX” , X=1,03. 

1839. ყ=X",  X=2,01. 1340. ყ=VX , X=8,24. 

1341. ყ–X,  X= 1,996. 1849. #/=V X , X=7,64. 

1848, ყ=%4X--1, X=2,56. 1844, ყ== 1/V2ყ?--X+1, X=1,016. 

1846. ყ=V».  X=8,36, 1346, ყ=1/V X, X=4,16. 

1847. ყ=»7, X = 2,002. 1848. ყ=V4X–-3, X=1,78. 

1849. ყ=VX8%, X=0,98. 1850. ყ=X9, X=2,997. 

1851. V=1/ X>, X=1,03. 1869. ყ=X»“, X=3,998. 
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თეორიული სავარჯიშოები 

1363. წარმოებულის განსაზღვრის საფუძველზე დაამტკიცეთ, რომ: 

ა) წარმოებადი პერიოდული ფუნქციის წარმოებული პერი- 

ოდული ფუნქციაა. 
ბ) წარმოებადი კენტი ფუნქციის წარმოებული ლუწი 

ფუ5ქციაა; 
გ) წარმოებადი ლუწი ფუნქციის წარმოებული კენტი ფუნ- 

ქციაა. 
1354. დაამტკიცეთ, რომ |)” (0) არ არსებობს, თუ 

__ IX510 (1/X), X % 0, 
'Iთი = C X=0. 

1855. დაამტკიცეთ, რომ 

Iთ = ციით ჯ=+0, 

; X=0. 

ფუნქციის წარმოებული წყვეტილია X=0 წერტილში. 

1850. დაამტკიცეთ მიახლოებითი ფორმულა 

Vი0?+-X=0თ+ 3- X>, IXI«- ი. 

1357. რა შეიძლება ითქვას |) (X)+ « (X) ჯამის XX წერტილში დიფე– 

რენცირებადობის შესახებ, თუ ამ წერტილში: 
ა) /(X) დიფერენცირებადია, ხოლო V§ (X) არაა დიფერენცი- 

რებადი; 

ბ) ! (X) და C (X) არადიფერენცირებადი ფუნქციებია. 

1868. დაამტკიცეთ, რომ თუ | (X) დიფერენცირებადია Xი წერტილ- 
ში, / (Xი)=0 და § (X) არაა დიფერენცირებადი X0ი წერტილში, მაშინ 

1 (X) დ (X) ნამრავლი არაა დიფერენცირებადი ამ წერტილში. 

1859. იპოვეთ I” (0), თუ #/(X) = X(ჯ + 1) (X-L2) ··· (X + I). 

1860. რთული ყ=ყ (L (X)) ფუნქციის ძ%1ყ დიფერენციალი გამო- 

სახეთ ყ (ი) ფუნქციის წარმოებულებისა და V (X) ფუნქციის დიფე- 

რენციალების საშუალებით. 

1861. ვთქვათ Vყ (X) და X (9) ორჯერ წარმოებადი ურთიერთშექცე- 

ული ფუნქციებია. X” გამოსახეთ ყ” და ყ”-ის საშუალებით. 

1365. 1357 ამოცანის პირობებში რა შეიძლება ითქვას / (X) « (X) 

ფუნქციის დიფერენცირებადობის შესახებ? 
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განიხილეთ მაგალითები: 

ა) წ(X) = X, #(X) =IXI, X =90; 
ბ) წ/00=X#, –(0= IL (1/X), X=5+0, 

0, X=0, X) =C; 

გ) ”(X) =|Xს §(XX=IXIს XX=0; 

დ) /(X) = |XI, 8(X) = | XI + 1. X-= 0. 

1863. დაამტკიცეთ, რომ / (X)=2X-–-51ი X მონოტონურად ზრდადია 

ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეზე. 

1364. დაამტკიცეთ, რომ თუ 1 (0) ღა 9 (X) „დიფერენცირებადი 
ფუნქციებია თ; ხ) სეგმენტზე. |” (X)>V” (X) ყოველი X C 10; ხ| და 

I(0)=ყ (0), მაშინ წ(X) >> (X) ყოველი XC10, ხ1-სათვის. 

1865. დაამტკიცეთ, რომ XI 0; –- | => _2. <. 510 X. 
ე”; 

1366. ფუნქციის მიხიმუმისა და მაქსიმუმის განსაზღვრის საფუძ- 

ველხე დაამტკიცეთ, რომ 

#0) = (ი (C-–- 1/X), როცა X=+90, 

0, » ჯ=0. 

ფუნქციას X=0 წერტილში აქვს მინიმუმი, ხოლო 

§თ I 9 როცა X72C0, 
, ს“–, X=0. 

ფუნქციას X=0 წერტილში არა აქვს ექსტრემუმი. 

1367. გამოიკვლიეთ ექსტრემუმზე Xა წერტილში | (X) = (X––-Xი) X 

XCდ (X) ფუნქცია, თუ ცნობილია რომ დ” (Xი) არ არსებობს, დ(X) X 

წერტელში უწყვეტია, დ (Xი)5-0 და 8 ნატურალური რიცხვია. 

1868. გამოიკვლიეთ V=7X93--3X+ძ ფუნქციის მაქსიმუმისა და მი- 

ნიმუმის ნიშანი და დაადგინეთ პირობა, რომლის დროსაც X9%--3X+0= 

=0 განტოლებას აქვს: ა) სამი ნამდვილი განსხვავებული ფესვი; 

ბ) ერთი ნადვილი ფესვი. 

1869. (0; 3) სეგმენტზე «იპოვეთ ჯ(0= |6X3-–27X2?-+ 36X--14 | 

ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობა. 

13570. დაადგინეთ რაციონალური ფუნქციის გრაფიკის ასიმპტოტის 

არსებობის პერობა. 
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VII თავი 

წარმოებულის გამოყენება ფუნქციათა გამოკვლევაში 

§ 1. საშუალო მნიფვნელოგის თეორემები 

როლის თეორემა. თუ L0ი, ხ|) სეგმენტზე უწყვეტი ((»X) ფუნქცია 

წარმოებადია |ი, ხ(| ინტერვალში და / (ი)=/ (ხ), მაშინ არსებობს ერ- 

თი მაინც ისეთი § წერტილი, რომ |” (6) =0, ე. ი. | (X) ფუნქციის გრა- 

ფიკის 48 რკალზე მოიძებნება ერთი მა-ნც ისეთი შიგა წერტილი, 
რომელზეც გავლებული მხები 0X ღერქის პარალელურია. როცა. 
| (ხ)=ჯ(ძ2)=0, მაშინ როლის თეორემას ასეც გამოთქვამენ: / (X) ფუნ- 

ქციის ორ ძ დახ ფესვს შორის მოთავსებულია მისი წარმოებულის. 

ერთი ფესვი მაინც.“ 

ლაგრანჟის თეორემა. თუ (0, ს) სეგმენტზე უწყვეტი / (X) ფუნქ- 

ცია წარმოებადია (ძ, ხ) ინტერვალში, მაშინ ამ ინტერვალში არსებობს. 

ერთი მაინც ისეთი § წერტილი, რომ 

I(00-– (0) =(ნ–- თ), (§.. 
კოშის თეორემა. თუ ”(X) და დ (X) “უწყვეტი ფუნქციებია (თ, ხ|) 

სეგმენტზე და ამ სეგმენტის ყოველ შიგა წერტილში აქვთ სასრული 

წარმოებულები, ამასთან, დ” (2) წარმოებული სეგმენტის შიგნით ნუ- 
ლის ტოლი „არ ხდება, მამინ 10, ხL ინტერვალმი არსებობს ერთი 
მაინც ისეთა L წერტილი, რომლისთვისაც მართებულია ტოლობა: 

I0)–IC) _ „(6 

დ“ს–დიე) დ. 
1371. შეამოწმეთ, რომ /) (X)=X2-4X:+3 ფუნქციის ფესვებს შო–- 

რის მოთავსებულია მისი წარმოებულის ფესვი. 

1372. როლის თეორემის გამოყენებით აჩვენეთ, რომ X1+4X+3=0 
განტოლებას არ შეიძლება ჰქონდეს ორზე მეტა §ამდვილი ფესვი. 

1873. აჩვენეთ, რომ X3--3)2-+-6X+1=0 განტოლებას აქვს ერთად- 

ერთი, მასთან, ნამდვილი და მარტივი ფესვი. 

1374. მოცემულე-ა / (X) = (X-––1) (+-––2) (X-––- 3) (X–-4 ფუნქცია. 

წარმოებელის მოძებნის გარეშე გამოარკვიეთ, რამდენი ნამდვილი 

ფესვი აქვს I” (XX=0 განტოლებას; აჩვენეთ, რომელ შუალედშია ეს 

ფესვები მოთავსებული. 

1375. შეამოწმეთ როლის თეორემა I! (X)=X2--5X+6 ფუნქციისა- 
თვის. მოძებნეთ L-ს სათანადო მნიშვნელობა. 

1876. აჩვენეთ, რომ წ (X)=X–--X3 ფუნქცია აკვაყოფილებს როლის 

თეორემის პირობებს (--1; 0) „და |0; 11 სეგმენტებზე. იპოვეთ §-ს სა–- 
თანადო მნიშვნელობები. 
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1377. წ(X) =V(CX –– 2)? ფუნქცია |0; 4) სეგმენტის ბოლო შერტი- 

ლებზე ღებელობს ტოლ მნიშვნელობებს;  /(0) = /(4) = V 4. ჯწარ- 
თებულია თუ არა აზ ფუნქციისათვის როლის თეორევა მოვეზულ 

სეგზე5ტზე? 

1378. I(CX) = 1 –- VX> ფუნქცია (-1; 1) სეგმენტის ბოლო წერტი- 
ლებზე ღებულობს ტოლ მა5იშვსნელობეპს: | C-–1) =)! (11=0. მართებუ- 

ლია თუ არა ამ ფუზქვიისათვის როლის თერრემა მოვემულ სეგ- 
მენტზხზე? 

ფმეამოწმეთ ლაგრანჟის თეორემას მართებულობა ნაჩვენებ სეგ- 
მეზტზე და იპოვეთ 6 შემდეგი ფუნქციებისათვის: 

1879. I (X) = V X, (L1; 41 სეგმენტზე. 
1380, წ(X) = 10 X, |1; 21 სეგმენტზე. 

1881, /(201=X+-“, – 2| სეგმენტზე. 
ჯ 2 

13823. წ(X) = მICIთX, |0; 11 სეგმენტზე. 

1383. ყ=X2? პარაბოლის რომელ წერტილზე უნდა „გავავლოთ მხები 

4 (1; 1) და 8(3; 9) წერტილებზე გამავალი ქორდის პაპრალე ლურად? 

1384. ყ=4--X2 პარაბოლის რომელ წერტილზე უნდა გავავლოთ 

მხები # (--2; 0) და 8 (1: 3) წერტილებზე გამავალი ქორდის პარალე- 

ლურად? 
1385. დაწერეთ კოზის ფორმულა | (X)=X2+2 და დ (+)=X23--1 

ფუნქციებისათვის I1; 2) სეგმენტზე და იპოვეთ წ. 

13ხს. დაწერეთ კოშის ფორმულა | (X)=51ი X და დ(X)=005+X 

ფუნქციებისათვის C XI სეგმენტზე და იპოვეთ წ§. 

1387, მართებულია თუ არა კოშის თეორემა /(X)=005 X და 

I (X) = »ჭ ფუნქციებისათვის | – 3- ; +I სეგმენტზე? 

1388. დაწერეთ კოშის ფორმულა | (X)=X4 და დ (X)=X2 ფუნქცი- 

ებისათვის (0; 2) სეგმენტზე და იპოვეთ წ. 

§ 9. განუსაზღვრელობათა ბასსნის ლოპიტალის წესი 

თუ Iთი წ(01=0, IIთი დ(X)=0, ან Iთ /(X=Cთ, IIი დ (X)=:C, 
X–>ძ X–>-ძ X–->-6 X–-ძ 

0 
მაშინ „ი? ფარდობა X= თ წერტილზე მოგვცემს –- ან -=-. სახის 

დ(% 0 თ 
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განუსაზღვრელობებს. განუსაზღვრელობათა გახსნის ლოპიტალის წე- 
სის თანახმად მართებულია 

/ 

Iი 1C>. = IV #Cთ. 
X->ი დ(X) X–>ი დ” (X) 

ტოლობა, თუ წარმოებულთა ფარდობის ზღვარი არსებობს, ეს წესი 

” “ი 
· დ” (X 

განუსაზღვრელობას X=ძ წერტილზე, მაშინ შეიძლება გადავიდეთ 

მაშინაც გამოდგება, როცა ძ->. თუ   ფარდობა კვლავ იძლევა 

მეორე რიგის წარმოებულების ფარდობის ზღვარზე ჯდა ა. შ. 

0. დ, C-–- დ, 19, 0, ლბ? სახის განუსაზღვრელობები დაიყვანება 
0 
2 და == სახის განუსაზღვრეელობებზე ალგებრული „გარდაქმნების 

თ 
საშუალებით. 

იპოვეთ შემდეგი %ზღვრები: 

19, -- სახის განუსაზღვრელობა. 

  

  

: –1 : X”--1 
1889. II -2==1. · 13900, I0ი –.–.––––., 

ჯი 511X X> X% –- 1 

„ _ X-–I 
1391. IIთ · 1ე99, IIთ 

X->I X–I XჯX>I 1იXჯ 

ჯX– · XC05X-–50ი0X 
1393, Iფ 2 29XCI8X 1394. Iიო –-–“ 

X–>0 »ჯბ X-–>0 ჯა 

4 4 3 · ჯმ –– ვჯ 2 
1306. სი > +415. 1896. III X ==-#+2., 

XჯX-–>--1 30 - 4XX + 1 X->I XI-- XX-- X-+L+ 1 

იი” ; 510 X –– 51ი 
1897. IIIი. %-404 1398. IIთ 59%+-:910დ. 

Xაი X» .-–-თ X->დ X-–დ 

V ჰი /––2 , 055 X ––X 
1ვ9ე. თ -2 +59V--2 1400. I ი ---10“ <4. 

ყ–>0 102(1 +- ყ) ჯაი 3X.-+Xჯ 
– ი-X. 2 ჯ +X 2 

1401, სო 2-6 "--%. 1409, სო «- 195 :=24, 
X->-0 1--005X ”?”„>0ი X-–5X 

: 510 X 3. =) 
1403. სო _990X . 1404. სი -5C60X.) . 

ი (XL-- 2X)? X–>C=% ჯ“! 
ი 
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CC 
  

  

  

  

  

  

  

9”, სახის განუსაზღვრელობა. 
CC 

· ჯ 
1405. III ი 1400. 11თ CL. 

Xჯ>-+ლ9% Xჯ” X->-L-ლი ჯ? 

· 3X--4+-–-6 5ჯ? 2 
1407. სი -X + 4X--060 1408. სი --X +X+2. 

X>ი 2X--5X+7 “ათ 3X-–--8X? 

140. 1Iთ II» · 1410. III 10502X. 
X->0+ CICX X->-0L II) 510 X 

% 2% 

· ჯ · 4 
1411. 1Iი 1419. IIი 1 

XX ჯ–>9 ლ X–>2 

X–2 

X 
14138. 119) 8 · 1414. IIი IX · 

--ი% 3X X>+ი V X 

-–Xჯ _ ინ 
I415. 1თ 6CI+6” 1416, 110 სC-–-თ), (X> I 

X->-ი 6'--6გ8ი-7 X+ი II(X-–-თ) 

8. 0. ლი სახის განუსაზღვრელობა 

1417. 1II9ი0ე X4I0X». 
X–-–>0-+ 

1419. II0 (1-–-X#)V" XX. 
X–>–1 2 

. -_ ძ 
1491. II) X5I0 --. 

ჯ–>ი0 X 

1498. 1101 მI1C 510 X-CIC X. 
Xჯ-–>90 

1495. IIთ 10 X-10(1-–– X). 
»X->1-– 

1418. 1101 X726-X, 
"X-–>+8%0 

: X 
1150. IIთ X6C6Vყ–-–.. 

X-–->0 2 

1499. II) (1-–-462%) CLCX. 
X-–>0 

1 

1494. 1IIი) X(CC“ –– 1). 
X–0თ0 

1496. IIი) 10 X-(2მLCLC X-–– ჯი. 
X-–>+959 

4?“ ი--C% სახის განუსაზღვრელობა 

  

· 1 
1497, IIი ( –%»). 

I C05 X 
> 

2 

  
  

L 2 1 ) 
29. IIთ _ · 

4 X-–>1 == X-–-1 
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. 1 1 
1498. 1I) (–- >; 

  

· 1 1 
1430. 11თ ე...“ I- 

ჯა2სX--2 X?--X--2



1 1 
  1481. IIი - –--I. 

X–>0 ს 5102X ჯ? 

1488. Iთ წელ · 
X–>-0 ჯ ჯ? 

148წ. 1თი (+ – ლლ . 
X->-0 L Xჯ XC#+1) 

X–>0 

1484. IIთ ( 2 _ 9. ) · 
» VCLICXჯ 20C05 X 

ჯ– 

14895, IIი) (9»----). 
ჯ 

    

2 

. 1 
1486. 110) |“–– – 

ჯ–>-0 L X 4C271“' 
ნ9 190, 09, ლ69 სახის განუსაზღვრელობები 

1 

1487. I (1 -C #2 7. 
X–>–0 · 

3 .. - 

1439, II) (C052X)“ . 
Xჯ-–>0 

1441. 1101 (LC X)1წ %, 
I 

„ეკვ 
4 

1448. 11»ი 
ჯჯ__–Cლ0 

1446. ი X”. 
X->0-L 

1 Xჯ 
1+->). 

5 

1447. სიე ჯ I MX. 
X–->-0-+L 

1449, 1IIი) 1/ X?. 
X“–>-Cლ6 

1 

1461, Iთ (1427. 
X+–+%ი0 

1 

1იჯ 
  

1463. I0ი (2–ი2 
X-–>+C=% 

11, უმაღლესი მათემატიკის ამოცანათა 

1488. II) (C05 X)CIწ ». 
ჯ–>0 

1   

1440. II0ი0 X > 
X–-+>0 

16 
1449, II (2-––- X) 2 

X->1 · 

  

1. 
1 X 

1444. 1Iი) |+ 1545. I“ · 
ჯ–>0 C 

1446. 11თ Xჯ395#, 
X–->0-+ 

ჯ–-– 2X 

1448. II1ი1 (C05X) 
Xჯ 

=> 

1 

· Xჯ 
1450. III01 (IიX)“. 

Xჯ>–-+6Cლ 

1 XIწჯ 
14692. IIი (_)" · 

ჯX->0-+#- Xჯ 

” 1 L-2 · 

1464. II (––-> .. 
X>2 ს X –“–- 3ჯ -L 2 
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იმ შემთხვევაში, როცა წარმოებულთა ფარდობას არა აქვს ზღვარი, 

ფუნქციათა ფარდობის ზღვარი უშუალოდ უნდა მოიძებნოს. 

  

  

. X+50X . X+005ჯ 1455. IIთ –X+ ““. 1456. II _X 1 005X 
X–>Cი X X+>Cი X-I-5II ჯ 

1 

- _X · X” LI 
1467. Iო -5 · 1458. 1) 1 VX +1. 

X-–>0+ Xჯ X–->-+4+- Xჯ 

. 1 
X»ჯ ეი 

2) IIთ - 
»ა-ა0ი 50Xჯ 

§ ვ. ტეილო–ისა და მაპლორენის ფორმულები 

თუ ი წერტილის რაიმე მიდამოში | (+) ფუნქციას აქვს უწყვეტი 

წარმოებულები XCM+1) რიგამდე (ჩათვლით), მაშინ ამ მიდამოში მარ– 

თებულია ტეილორის ფორმულა: 

= 
I(CX)= (თ ++     

ია? - ეჩ , 

Mფდ)+CX-- თ MC). ..+ 4-2 ყოფ+ჩ.თ, 

სადაც 

'თ «- თ აიდ 
თC+ 1! 

არის ტეილორის ფორმულის ნაშთი ლაგრანჟის სახით. 

აქ 8=0+0 (X-––ი), სადაც 0<0<1. კერძოდ, როცა ძთ=0, მივიღებთ 

მაკლორენის ფონშელ 

#Mი (X) = 

2 

I(თდ=!Cთფ+--- MC +-- I 0ფ+-+ #-/ოდ + სთ, 

სადაც 

8, 0) =   თ თ 11 (0+1) (0X), 0 <20 <-1. 

თუ წ(X) ფუნქცია ი-ური ხარისხის მრავალწევრია, მაშინ ტეილო– 
რისა და მაკლორენის ფორმულები მიიღებს შემდეგ სახეს: 

(რაიმე ერი ე-რრი -L (#--C %--CI (8) (9), 

ჯ100=71C0) +-; I (9) +- 2 (0) +.-+ + ჯო დ). 
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1459. დაშალეთ (X+ 1)-ის ხარისხებად I (X) = X3-I-5X?-+ 1-9 მრა– 

ვალწევრი. 
1400. დამალეთ (X--2)-ის ხარისხებად | (X) = X98--2X?+ 3X+5 მრა– 

ვალწევრი. 
1461. დაშალეთ (X--1)-ის ხარისხებად I (X)= X4-- 2X93 + 7-4 მრა- 

ვალწევრი. 
1469. დაშალეთ (X-4- ის ხარისხებად წ (X)= Xძ--5X9 -+L ჯ2- 3X+ 4 

მრავალწევცრი. 

გამოიყენეთ მაკლორენის ფორმულა შეპღეგა ფუნქციების დასაშ- 

ლელად: 

» 1468. I” (X) == 6”. +1464, წ(X) = I9(1 + X. 

1466. ”(X) == 51% X. 1466. ”(X) = ლ0აX. 

1467. ”(X) = (1 + კე” (თ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია) 

1408. წ(X) = V1 + (X-ის მესაჭე ხარისხამდე). 

1469, ”(X) = გ2X--X92 (X-ის მეორე ხარისხამდე). 

1470. ”(X =მგICIი ჯ (X+ის მესამე ხარისხამდე). 

1471. წ”(X)= Iი0ლ05X (+-ის მეოთხე ხარისხამდე). 

1+-XX+-# | 
1479, წ(X) = ––.–-–. X-ის მეორე ხარისხამდე). /(ლX (5642. (+-ის მეორე ხარისხამდე) 

1478, შეაფასეთ 6 = 2 +<5L 1 + LL + კ მიახლოებითი “ ტოლო 

ბის ცდომილება, 
ჯ' ჯზ ჯ! 

1474. I1(1--X)= Xჯ– “> –+ “ვ” – მიახლოებითი ტოლო– 

ბის საშუალებით იპოეეთ Iი 1,5 და შეაფასეთ ცდომილება; 

§ 4. ფუნქციათა ინტერპოლება 

ვთქვათ, სხვადასხვა #ა, XI)... X. წერტილებში მოცემულია V=/ (X) 

ფუნქციის მნიშვნელობები ყი, M,..., ყე. ინტერპოლერების უმარტე- 

ვესი ამოცანა შემდეგში მდგომარეობს: შევადგინოთ გამოთვლებისა- 

თვის ისეთი მარტივი დ (X) ფუნქცია, რომელიც მოცემულ წერტილებ- 
ში მიიღებს მოცემულ მნიშვნელობებს. კერძოდ, თუ დ (ა) ფუნქცია 

პოლინომია, ინტერპოლირებას პარაბოლურს უწოდებენ, ხოლო თვით 

თ (X) ფუნქციას საინტერპოლაციო პოლინომს. · 

Xა, Xს--.-,, წერტილებს საინტერპოლაციო კვანძები ეწოდება. 

საინტერპოლაციო პოლინომით ფართოდ სარგებლობენ | (X) ფუნქციის 
მნიშვნელობების გამოსათვლელად X-ის იმ მნიშვნელობათათვის, რომ- 

ლებიც IX, XIს) შუალედის როგორც შიგნით, ისე გარეთ მდებარეო- 
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ბენ. პირველ შემთხვევაში საქმე გვექნება ინტერპოლირებასთან, ხოლო 

მეორე შემთხვევაში––ექსტრაპოლირებასთან, აღვნიშნოთ 

MC) =1(0-–-დ(ი.. 
ცხადია, 

IX (X-) = I? (X,) = ··· => I (Xე) = 0. 
ხოლო დანარჩენ წერტილში I? (X) ფუნქცია ასასიათებს დ (X)-ის I (X) 

"ფუნქციის მნიშვნელობისაგან გადახრას: 2. ფუნქციას ნაშმთითე 

წეცრი ეწოდება. | 
ვთქვათ, საინტერპოლაციო კვანძები“ X, =- X--+Iჩ, 1=0, 1,..., I, თანა- 

სწორადაა ერთმანეთისაგან დაშორებული. /(X,) = ყ,. სხვაობას /” V, = 

=იყლიბებ# ეწოდება #-ური რიგის სასრული 'სხვაობა, 
#L=1, 2,..ე . ფუნქციის სხვაობათა ცხრილს ასე ჩასწერენ: · : 

  

  

    

Xჯ · ყ ტყ ტყ ბყ | ბი 6. #"V 

X L/ 

XI. ყ. 4Vი _ 

% ყ. იყ. “10 ·. 
X3 ყე  #M ტ?ყ, რმყი · 

L2 V #გყვ ტბ? ტყ. რშMა · 

X§ M§ “ტყ, ტშყუ #ტპყვ #შყ, რ#ტზყი 

%X%ი-1 ყი–1 ბMი–1 რყი-5 რგ#მყი--ვ რიყი-- რბყი-ს 

%ი ყი           
თვით სხვაობი განმარტებიდან „გამომდინარეობს, რომ ყოველი 

სვეტში მოთავსებულ რიცხვთა ჯამი (უნდა 'უდრიდეს წინა სვეტის ბო- 
ლო და პირველი რიცხვების სხვაობას. სხვაობათა ეს თვისება შციძლე– 
ბა გამოყენებულ «იჭნეს სხვაობათა ცხრილის კონტროლისათცის. 
ფორმულებს ის ყავლი 

  

  

(თ +0ს=V+/4+ 2 გ, რ 0802 ა, 

აიბი ებ IX, (ი, (ს 

/(% + I) ასია რაბი #040012 გა, + 
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. _1(C+ 117 +2)··VL+ (8 ––))) 
ჩ”! 

+.   
რ" ყ9ყ-ი + Iს (X), (2 

X–X 10 + 1)(/ +2)·-·VC +”) ჯ=--- “ი დი /(ე)=-: 1 71 I 7 თს) '/ ი 
თია თ+11 / 

სადაც X=§ წერტილი ეკუთვნის X, XX, წერტილების შემცველ 
Lთ, ხ) შუალედს, ეწოდება ნიუტონის პირველი და მეორე საინტერ– 
პოლაციო ფორმულები თანაბრად დაშორებული კვანძებისათვის. 

პირველ ფორმულას იყენებენ ინტერპოლირებისათვის ცხრილის 

დასაწყისში, ხოლო მეორეს –– ცხრილის ბოლოში, 

ნიუტონის პირველ ფორმულაში საწყის Xი წერტილად სასურველია 
მივიჩნიოთ საინტერპოლაციო X წერტილის უახლოესი წინა კვანძი. 

ხოლო მეორე ფორმულაში ჯ-ის როლი უნდა შეასრულოს X-ის მომ- 
დევნო კვანძმა. 

თუ I (X) ფუნქცია ანალიზურად არის მოცემული და 

M,+, = თმX | /0+) 0) I, 
XCLძ, 

(6, 

  

გვექნება 
II- ა0-–2-(6-MI 

IM, (X) | <«. თ+ 11 »+1) 

I1I(I –< 17 +–<2):·/VC>C +”) M 
| III (X) | < თ+C II .+1. 

იმ შემთხვევაში, როდესაც | (X) ფუნქცია ცხრილის სახითაა მოცე- 

მული, ნამთითი წევრების ზემოთ მოყვანილი შეფასებით სარგებლობა 

შეუძლებელია. 

თუ ვიგულისხმებთ, რომ ჩ საკმაოდ მცირე სიდიდეა და I(5+1)XX) 

ფუნქცია მცირედ იცვლება, განსახილავ შუალედში შეგვიძლია დავწე– 
როთ შემდეგი მიახლოებითი ტოლობები: 

_!ძ- ს ძ–2-0-7ი) „ა 
XL, (X) 2 ” თ + 1) I – ყი, 

_ 1(+1)(1+2)·VCL +!) ტი+I . 
II I(X)=> _' 1) 1 ყ-ი 

მაგალითი. ყ=/(X) ფუნქცია მოცემულია ცხრილით: 

  
1.0 1.1 

  
1.2 1.3 

  

ყ 2.7894 
    

2.8330 2.8761 | 2.9151 
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გამოთვალეთ / (1, 05). სხვაობათა „კხრილს აქვს სახე: 

  

  
L | XL | ყC | ბ | ტყ. | ტ"თ, 

0 | 1.1 2.7854 0.07 | –0.0045. | 
1 1.1 2.8330 0.0411 | –-0.0041 9.0004 
2 1.2 2.8761 0.0190 
ვ 1.3 2.9151 

რადგან წერტილი ჯ=1.05 C (11,0; 1.1( ე .ი. ცხრილის საწყის წერ- 

ტილთანაა ახლოს, ამიტომ „გამოვიყენებთ პირველ ფორმულას. X0=1. 

M=0,1, ”=3, ყი=2, 7854, 1=0, 5. 
1(C1,05)=I(1 + 0,5-0,1) = 2,7854 + 0,5:0,0476 + 

+ 2505--0 (––0,0045) + ხა ელაი. -0,0004= 

= 2,7854 + 0,0238 -- 0,0006 -L 0,000 = 2,8008, 
ცდომილება IIC<:0,0004. 

თუ საინტერპოლაციო კვანძები არათანაბრადაა ერთმანეთისაგან «და- 
შორებული, მაშინ შეგვიძლია მივმართოთ ლანგრაჟის საინტერპოლა- 
ციო პოლინომს, რომელსაც შემდეგი სახე აქვს: 

(0 
LC)= წ. (X-–– X9) (+ ––X)) -(X–– X(–1) (X-– #41) /.(X-––X) ც. 

:–გ (X(-– X0) (X/––X)) ·""CX,––Xჯ– კ) (+-– X/4ე) -” (X, –– Xგ) 

ხოლო „ნაშთითი წევრისათვის „გვაქვს 

060ე =(%X--%)(X-- X))- (+-– X,) (019 (6) , 
თ+1)! 

სადაც L წერტილი ეკუთვნის კვანძების შემცველ უმცირეს შუალედს. 
ამ უკანასკნელი ტოლობიდან შეგვიძლია დავწეროთ 

  

> I(X–- XV) (X-– X,)-·(X –– Xე) | | 2CX0 | «. დ + 1) Mეია. 

აქ 
M.+ = თმX |/ +) CI. 

ილ Xჯ= 

ამგვარად 

| (0) = L„ (2) + # (ი. 
მაგალითი. ვთქვათ, მოცემულია ფუნქციის მნიშვნელობათა 

ცხრილი 
  

ჯ 0,1 0,15 0,23 0,3 0,31 0,38 
    

  ყ 0.0998 0, 1494 0,228 0,2965 0, 3051 0,9287 
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ვიპოვოთ ამავე ფუნქციის მნიშვნელ 
ლებზე. არგუმენტის მნიშვნელობათა ახა ბაზი 0,24; 0,29; 0,33 წერტი- 

ხოლო ფუნქციის შესაბამისი მნიშვნელობების მასი აიი არიი 
ყე5ნოთ ლაგრანჟის საინტერპოლაციო ალობების მასივი 2-0ით. გამოვი– 

' ოლიუოში. ალოგ: 

  IIX,V.თ 2 პანივპბის ა Cწქჩა| 

  
ჯ 

IC X,ყ,7 მასიჭების ნასჰხმCება | 

  
  

        
    

    
  

      
    
    

  

   2 8ახი3ია |) 
(ი აჟობეჭნჭა     

  

  

(8 გაჩერება | 
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ფორტრან-პროგრამა კი შემდეგნაირად დაიწერება: 

სXCIMCM5I0M XL(6), V (6), 1 (3), 7 (3), 

სადაც X, XV, I წარმოადგენს მოცემულ მასივებს, 7-საძიებელი მა- 
სივია. 

XC #L (1,1) X, V, L 
1. 60CM#IL (C5-4,7/L3.2) 

X, V, 7. მასივების დაბეჭდვა იწყება ახალი ბარათებიდან, ყოველ 

X-ს დათმობილი აქვს სამი პოზიცია, აქედან, ორი ათწილად ნაწილს. 

ყოველ X-ს დათმობილი აქვს ხუთი პოზიცია რომელთაგან ოთხი 

ათწილადი ნაწილია, ხოლო 1-ს სამ მნიშვნელობას „დათმობილი აქვს 

ცხრა პოზიცია 

სX0 2I) = 1,3 

2()=0 

L0 3I=1,06 

5=1 

00 4 IL =: 1,6 

IC (1-0) 4, 5, 4 
55=5-L(«I თ--Xთ0),7 XC0-–-<X 00) 
3 CCMIIMV0C 

4 7(0=7()+5-VVCთ 
2 CCMIIMV0L 

VXIIL (3,6) 2 

6 L0ILM#L (IX, L 10. 5) 

510 

LMLს 

01015023030031038 X მასივი 
009980149402280029550305109287 V მასივი 
024029033 I მასივი 

პასუხი 

7, = 0,24314 
2, = 0,29928 
7. = 0,34985 

475. მოცემულია ფუნქციის დისკრეტული მნიშვნელობები თანაბ- 

– დაცილებულ M#+1 წერტილში (იხ. ცხრილები). 

1. შეადგინეთ ქვეპროგრამა –– ოპერატორი მოცემულ წერტილებ- 

ში ფუნქციის პირველი რიგის სხვაობების გამოსათვლელად. შედეგე“ 

ბის მიღება გაითვალისწინეთ M-განხომილებიან მასივის სახით. 
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მიღებული პროგრამით შეადგინეთ სხვაობათა ცხრილები ფუნქციე- 
ბისათვის, რომლებიც მოცემულია მე-2 და მე-3 ცხრილებით, ჩაატა- 

რეთ მიღებული შედეგების კონტროლი ზემოთ მოცემული წესის მა- 
ხედვით. 

2. შეადგინეთ ქვეპროგრამა ოპერატორი, რომელიც გამოთვლის 

თანაბრად დაცილებულ M»M+1 წერტილში მოცემული ფუნქციის (-ური 

რიგის სასრულო სხვაობებს ((ლი). შედეგების მიღება გაეთვალისწი- 

ნეთ I-+1 –-– განზომილებიანი მასივის სახით. 

მიღებული პროგრამით შეადგინეთ სასრულ სხვაობათა ცხრილი, 
როცა (=3, #=11, სადაც ფუნქცია მოცემულია მე-4, მე-5, მე-6, მე-7 

ცხრილებით. 
3. შეადგინეთ ქვეპროგრამა ოპერატორი, რომელიც გამოთვლის 

ცხრილით მოცემული ფუნქციის ყველა შესაძლო რიგის სასრულ სხვა- 

ობებს თანაბრად დაცილებული M+1 წერტილში მოცემული ფუნქცი- 
ისათვის. სასრული სხვაობების მიღება გაითვალისწინეთ ერთიანი 
მასივის სახით. ამ მასივის პირველი ჩ ელემენტი 'უნდა სწუდრიდეს პირ- 

ველი რიგის სასრულ სხვაობებს, მომდევნო (M--1) ელემენტი –– მე– 
ორე რიგის სასრულ სხვაობებს, და ა. შ., ხოლო მასივის უკანასკნელი 
ელემენტი უნდა შეესაბამებოდეს #-ური რიგის სხვაობას. 

მიღებული პროგრამით ამოხსენით კონკრეტული ამოცანა მე-8 
ცხრილისათვის. ' 

4. შეადგინეთ ქვეპროგრამა––ოპერატორი, რომელიც გამოთვლის 
დასახელებულ X მნიშვნელობიდან „დაღმავალ სხვაობებს. ,გაითვალის- 
წინეთ შედეგის "მიღება მასივის სახით. 

ქვეპროგრამის პირველ ინსტრუქციას მიეცით სახე 

ლც8ხლ0სIIMნ დაღმ. სხვაობები (X, V, M, XI, 0ნLI#, M), 

სადაც X, ყ ცხრილით მოცემული მასივებია, IV –- მათი განზომილება; 

X, წერტილი, სადაც სათავეს იღებს დაღმავალი სხვაობები, 0ნCLI1# 

პასუხების მასივია, M –- ამ მასივის განზომილება, ისარგებლეთ პირ- 

ველი ცხრილის მონაცემებით და მიღებული ქვეპროგრამით, ამოხსე- 

ნით კონკრეტული ამოვანა, როცა: ა) X1 =0,18, ბ) X1=0,211, გ) X1= 

=0,245. 
5. შეადგინეთ ქვეპროგრამა მე-4 დავალების ანალოგიურად X და- 

სახელებული მნიშვნელობიდან გამოსული აღმავალ სხვაობათა ცხრი- 

ლის მისაღებად. 

6. შეადგინეთ პროგრამა ნიუტონის პირველი საინტერპოლაცაო 

ფორმულის მიხედვით. 

მოცემული პროგრამით გამოთვალეთ მე-8 ცხრილით მოცემული 

ფუნქციის მნიშვნელობები წერტილებში X=0,725; X=0,745; X=763. 
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7. მე-6 დავალებაში ინტერპოლირება ჩაატარეთ ნიუტონის მეორე 
ფორმულით, ჩხსვაობების გამოთვლის პროგრამა შეცვალეთ მე-5 დავა– 

ლების ქვეპროგრამით, 

გამოთვლები ჩაატარეთ პირველი ღა მეორე ცხრილებით მოცემუ- 

ლი ფუნქციებისათვის წერტილებში X=0,271: X=0,279; Xჯ=0.261; 

X=0,265. 

8. შეადგინეთ პროგრამა, რომელიც მოახდენს „სინტერპოლირებას 

ნიუტონის პირველი და ჩეორე საინტერპოლაციო ფორმულებით, იმჭის- 

და მიხედვით საინტერპოლაციო წერტილები ეკუთვნის მოცემულ ზუა- 

ლედის პირველ ნახევარს თუ მეორეს. „გაითვალისწინეთ სხვაობების გა- 
მოთვლის სტანდარტული ქვეპროგრამების გამოყენება. 

გამოთვლები ჩაატარეთ მე-4, მე-6, მე-8 ცხრელებით მოცემული 
ფუნქციისათვის წერტილებში: X=0,506; X=0,705; X=0,805. 

9. შეადგინეთ ქეეპროგრამა ფუნქცია, რომელიც მოახდენს ინტერ- 

პოლირებას დაგრანაჟის ფორმულის მიხედვით. ქვეპროგრამის ფორ- 

მალურ პარამეტრებად აიღეთ X», IM, სადაც X საენტერპოლაციო კვანძია 

# ინტერპოლერების რიგი. ქვეპროგრამის მასივების სახით მიაწოდეთ 

ანგუმენტებისა და ფუნქციის სათანადო მნიშვნელობების მიმდევრო- 

ები. 

10. შეასრულეთ მე-9 „დავალება ცხრელებისათვის სადაც მოცემუ- 

ლია I (X) ფუნქციის მნიშვნელობები არგუმენტის არათანასწორადჯ და- 

შორებული მ5იშვნელობებისათვი", ინტერპოლირება ჩაატარეთ ცხრილ- 

ში მითითებული X% წერტილებში. (9-+- 14 ცარილებისათვის). 

ცხრილი # 1-8 
  

X | ) 2 7 § 

              
  

ჯ ყ(0 | /VVX) | ჯ| V(X) | V(X) | X | ყ(X) | #MV(X)) | X | #(») | Mყ(X) 
    

    

  

0,20 |I0,2013| 1,0201|0, 50)0,5211 | 1,1276|0,61 0,6485 1,1919|0, 72 0,7838!1, 2705 

0,21 |0.2115| 1,0221|0,51)0,5324 | 1,1329 0,62 0,6698 1,1964|I0,730,7966|1, 2785 

0,22 |0,2218)| 1,0243|0,52|0,05437| 1, 1383 0,630,6725 1,2051|0.74,0,8094|1 ,2565 

0.23 !0,2329| 1,0266|0, 53.0, 5552 | 1,1438|0,64 0,6846 |1,2119210,75 018223 1,2947 

0,24 |0,2423| 1,0289|0, 54I0,5666 | 1,1494 0,650,06967 1,21868 0,760, 8353 1,3030 

0,25 |0,2526| 1,0314I0,55(0,5782 | 1,1551(0,66 0,7090 11, 2258:0, 770,8484|1,3114 

0,26 |0,2629| 1,0340(0,5610, 5897 | 1,1609 0,67,0,7213 1,29300, 78.0. 6615|1, 3199 

' ' 

I 

    0.27 |0,2733| 1.0367|0,57|0,6014 | 1,1669 0,668 0,7336 |1,240210, 7510, 874811, 3286 

0,28 |0,2637| 1,0395|0, 55)0,6131 1,1730'0,69 0,7461 |1,2476'0,80|0 888111, 3374 

0,29 |0,2941| 1,0423(0,59(0,6248 | 1, 1792 0,70 017586 |1,5252 0'8110, 8015|1,3464 

0,30 |0,3045| 1,0453I0.60|0,6367 | 1,1855 0,71|0,7712 1,2628 0,82|0,9150|1, 3555 
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ცხრილი # 9 ცხრილი # 10 ცხრილი # 11 
  

    
  

  
  

  

        

Xჯ V(X) ჯ" ჯ V (X) ჯ. X V/) ჯ 

0,759 | 0,47227 0,854 | 0,3490 0,980 | 1,4910 
0,752 0,856 . 0,983 

0,759 | 0,46813 0,870 | 2,3869 0,990 1,5237 
0,760 01875 

0,775 | 0,46070 0,879 | 2,4085 2,020 | 1,6281 
0,777 1,023 

0,500 | 0,44933 0,900 | 2,4596 1,080 | 1,8712 

0,850 | 0,41741 0,909 | 2,4818 1,095 | 1,9407 

0,865 | 0,42106 0,955 | 2,5987 | 0,910 1,200 | 2.5722 

1,215 | 2,6910 

ცხრილი # 12 ცხრილი # 13 ცხრილი M# 14 

ჯ ყი) ჯ" ჯ V(X) ჯი ჯ V (X) ჯი 

1,350 1, 7091 1,460 | 2,2691 1,800 | 0,94681 
1,355 1,466 1,801 

1,400 1,9043 1,475 | 2,2999 1,815 | 0,94834 
1,405 1,476 

1,410 1,9259 1,515 | 2,3846 1,650 | 0,95175 
1,516 1,851 

1,445 | 2,0031 1,546 | 2,§506 1,860 | 0,95268 

1,460 | 2,0369 1,635 | 2,6622 1,905 | 0,95666 
1,465 1,900 

1,495 | 2,1175 1,660 | 2,7247 1,960 | 0,96032 

1,715 | 2,8683   
§ ნ. რიცსვითი გაწარმოება 

თუ / (X) ფუნქცია მოცემულია ცხრილის საზუალებით, წარმოებუ- 
ლის მოძებნა ჩვეულებრივი წესის მიხედვით შეუძლებელია, ფორმუ- 

ლებს, რომელთა საშუალებით ცხრილის სახით მოცემული ფუნქციის 

წარმოებული გამოითვლება, რიცხვითი გაწარმოების ფორზულები 

ეწოდება. 
ვთქვათ, მოცემულია ”(X) ფუნქციის მნიშვნელობათა ცხრილი. 

არგუმენტის მოცემული მნიშვნელობებე განვიხილოთ როგორც საინ- 
ტერპოლაციო კვანძები და დავწეროთ ლაგრანჟის ან ნიუტონის 
საინტერპოლაციო ფორმულები. ამ ფორმულების გაწარმოებით მივი- 
ღებთ ფორმულებს, რომელთა სამუალებით შეგვიძლია | (+) ფუნქციის 

წარმოებული გამოვთვალოთ როგორაც კვანძებს შორის ნებისმიერ წერ- 
ტილში, ისე თვით კვანძებში, 
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თუ საინტერპოლაციო კვანძები დამორებულეა თანასწორად, შე- 
გვიძლია მივმართოთ სასრული სხვაობების შემცველ საინტერპოლა- 
ციო ფორმულებს. მაგალითისათვის განვიხილოთ ნიუტონის პირველი 
საინტერპოლაციო ფორმულა 

#00=ყ(ს + (0) =ყC) +(ბ/ა+-ი-ა ტყ, + 

  

  

1L-––1)1-–2) 11-–-11)(-––2)((1-–-3 + “იი MV9, -C “მხები #ტზყე + ·-", 

სადაც (=> -“--4%0 , 
ჩ 

გავაწარმოოთ ეს ტოლობა X-ით; გავითვალისწინოთ, რომ 

მ ! ძ. 
X ხს #4” 

მივიღებთ 

1 2-1 ვი. 6+2 
'(X= – (4 #? აეაა-'-·-–” -M Vთი=--|ბყი+-– > 9 + 31 ყი + 

40. 18) 22/--6 “.. 
1426. იპოვეთ ქვემოთ მოყვანილ ცხრილებში მოცემული ფუნ- 

ქციის წარმოებულის მნიშვნელობები კვანძით წერტილებში, შესაბამი– 

სი საინტერპოლაციო ფორმულის არჩეცით. 

  

  

          

ჯ ყი (X) ყვ (X) ყვ (X) (7862) #6 (X) 

0,455 0,43946 0,89826 0.48924 0,63445 1,5762 

0,457 0,44126 0,89738 0,49172 0,63318 1, 5793 

0,460 0,44395 0, 89605 0,49545 0,63128 1,5841 
0,464 0,44753 0,99427 0, 50044 0,62876 1, 5904 

9,469 0,45199 0,89202 0, 50671 0,62563 1,5984 

0,472 0,45467 0,89066 | 0,51046 0.62375 1,6032 
0,475 0,45734 0,ზზმი2?? | 0151427 0,62189 1,6080 
0,477 0,45912 0,888ვვ2 | ლ0,51680 0,62064 0,6128 

0,481 0,46267 0,88653 0,52188 0,61816 1,6177 
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§ 6. ფუნკციის %რღადობა და კლებადობა, ექსტრემუმი 

| (X) ფუნქციას ეწოდება ზრდადი (ი, ხ) სეგმენტზე, თუ ამ სეგ- 
მენტის ორი ნებისმიერი X, და X წერტილისათვის, სადაც XI<Xი, 
ადგილი აქვს /) (X,)</) %) უტოლობას; თუკი X)<X, ხოლო I (X,)> 
>) (X-), მაშინ /(X) ფუნქცია კლებადია Lთ, ხ| სეგმენტზე. 

თუ (თ, ხI სეგმენტზე |” (X1>0, მაშინ /! (+) ფუნქცია ზრდადია ამა– 

ვე სეგმენტზე, ხოლო თუ /)” (X)<0, მაშინ ფუნქცია კლებადია (0, ხ|) 

სეგმენტზე... , 
ყ=) (X) ფუნქციას Xა წერტილზე აქვს მაქსიმუმი (მინიმუმი), თუ 

არსებობს ამ წერტილის ისეთი მიდამო, რომ 'ნებისმიერი X-ისათვის ამ 

მიდამოდან შესრულებულია 

!)X0 <1(%) (0) > IV) .· 
უტოლობა. X) წერტილს ეწოდება / 0 ვუნქციის. მაქსიმუმის 
მინიმუმის) წერტილი, ხოლო I (Xი) რიცხვს –– ფუნქციის 

მაქსიმუმი (მინიმუმი). მაქსიმუმსა და მინიმუმს ფუნქციის 

ექსტრემუმი ეწოდება. 
თუ XV არის 10) ფუნქციის ეჟსტრემუმის წერტილი, მაშინ. ამ წერ- 

ტილზე ფუნქეიის |” (Xი) წარმოებული ან ნულის ტოლია, ან უსასრუ- 
ლოდ დიდი, ან არ არსებობს (ექსტრემუმის აუცილებელი პირობა). 

Xი წერტილს, რომელზეც |!” (X)=0, ფუნქციის ს ტაციონა- 

რული წერტილი ეწოდება. წერტილებს, რომლებზეც უწყვეტი 
1 (XV) ფუნქციის წარმოებული ნულია ან არ არსებობს, კრიტიკუ- 

ლი წერტილები ეწოდება. 
ექსტრემუმის არსებობის საკმარისი პირობები: 

1“. ა) თუ 1” (X--8)>0, )” (Xი-+8)<0, მაშინ (0 ფუნქციას XC 

წერტილზე აქვს მაქსიმუმი; 
ბ) თუ I” (X––868)<0, )!” X-+6)>0, მაშინ Iთ) ფუნქციას X- წერ- 

ტილზე „აქვს მინიმუმი; 

გ) თუკი |” (X--–-8) „და |)” (X0-+ 8) ერთნაირი ნიშნისაა, მაშინ Xი წერ– 

ტილზე ფუნქციას არა აქვს ექსტრემუმი. 
აქ § ნებისმიერად მცირუ დადებითი რიცხვია. 
29. ა) თუ I” (Xი)=0 და I)” (Xი)<0, მაშინ (863) ფუნქციას ჯი წერ- 

ტილზე აქვს მაქსიმუმი; 

ბ) «თუ /” (Xიხ)=0, «ღა I” (X0)>0, მაშინ“ | (X) ფუნქციას Xი წერ- 
ტილზე აქვს მინიმუმი; 

გ) თუ / (Xე) = |” (Xა) == ·--= (5-1) (+) = 0, ხოლო /(5) (ჯა) 5C 0, 
მაშინ: 1) როცა # ლუწი რიცხვია და ჯ" (X)<-0, (კ(0%X ფუნქციას აქვს 

მაქსიმუმი და მინიმუმი, თუ /%) (Xა) > 0; 2) როცა # კენტი რიცხვია, მა- 
შინ /(CX) ფუნქციას არა აქვს ექსტრემუმი. 
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ყ=)| (XX) ფუნქცია თავის“ უდიდეს და უმცირეს მნიშვნელობებს 

IL0, ხ) სეგმენტხე მიაღწევს ან კრიტიკულ წერტილებზე, ან (ი, CI 
სეგმენტის ბოლო წერტილებზე. 

განსაზღვრეთ ზრდადობისა და კლებადობის შუალედები შემდეგი 

ფუნქციებისა: 

1477, V =: X” --–-2X -L 5, 

1479, ყ = X. 

1481. #= · 
ჟ X+2 
  

1483. ყ= XIIC X. 

1485. V = X”"(X-–-3). 

1487. ყ=C %X. 

პირველი რიგის წარმოებულის 

შემდეგი ფუნქციებისა: 
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1489. ყ == XX-–- 2X + 3. 

1491, ყ-= 1 –– / (L-=-4)?. 

1493. ყ = XV1–X. 

1495, ყ == 2X+3VXჯ. 

1497. ყ =/ X. 

-1 
1478, ყ = «+ -- ჯზ. 

1480. ყ = I9X, (X >>0). 

1489. ყ = X -L 5IC X. 

  

X 

1484. ყ = –” 
X 

ჯმ ჯ 
1486, # == ––. –– –––. 

5 3 

1488. ყ =- (X-––-3)VX, ((-6>0. 

გამოყენებით იპოვეთ ექსტრეჭუმი 

14950. ყ=2+-X-–--X7. 

1499. ყ= )/ XX -–- 1. 

1494, ყ = 1/ (X? –– 1)?. 

1496. ყ= (X–-–1) /X2. 

1498. ყ = #8 -- 3X- +-6X-+L7. 

მაღალი რიგის წარმოებულის გამოყენებით იპოვეთ ექსტრემუპი 

“შემდეგი ფუნქციებისა: 

ჯუ 

1499, ყ = ააა 1. 

1501. ყ == 2X98 ––- 3ჯ? -L 1, 

1508. ყ == XX ––-9X? -L 15X–– 3. 

ჯზ-- 2X +2 
1605. ყ => X--2X+2. 

X–1 

1§07. ყ = Xწ +1. 

1509, ყ = 6" + 2. 

1500. ყ = 14207. 

1509, ყ = X8 –- 12 X? +- 36X + 1. 

1504, წყ == (X-–- 1) (X -L 1)7. 

ჯ ––-6X-+13 

ჯ– 3 

1508. ყ = X4--4X9-1-6X”-- 4X-+1- 

1610. IM = (X--2)9 -L. 1. 

  

1606. ყ =



1518. ყ -=X-–-–მLCLC 2X. 

1516. ყ=1+%%X, 
ჯ 

1517, ყ= 2067” +-6-»#, 

1519. ყ=I2LV1-X” + მICL X. 

· ყ= X--0082X», (0; #) ინტერვალში. 

.· #ყ:=2X-+CL§X, (0; X) ინტერვალში. 

1614, ყ = XIII? X. 

1516. #ყ= X––- I0(1 + X. 

1518, ყ == X- 6-+X. 

1590. ყ=X#(I0?1 –– 310 # +–– 3). 

ნაჩვენებ შუალედში იპოვეთ უდიდესი „და უმცირესი მნიშვნელო– 

ბები შემდეგი ფუნქციებისა: 

1591, #ყ = X-- 3X + 3. 

X> 
1629, =-ვ--2XI+3%+1, 

1593. ყ==-- 3 +671 -–- 1 

1591. ყ = Xჯ5-- 54 -L 5ჯზ-L1, 

. ყ= 2X8-–– 15X2-+ 36V, 

· ყ=X#+2VX, 

.·ყ=X-–50იX, 

. ყლ 2511 X–– 510.2X, 

. ყ=210X-–- LX. 

1–-) 
1630. V = მდ --–-“, 

1 -L X 
- . 1ჰშმ1 

1531, ყ/-= (2-1. 
X? -L 1 

15ვ0, ,- 1--X+%.. 
.._- 

> 21. 
(-–-1; 5). 

(-- 2; 2). 

L-- 1; 2I. 

L– 1; 1II. 

(0; 4). 

(0; 2XI1. 

ს 5 
IV +L' 

(9; 11. 

(0; 21. 

(0; 1I. 

§ 7. ამოცანები ფუნქციათა ექსტრემუმის მოძებნაჭზე 

1533. მოცემული „დადებითი ძ რიცხვი დამალეთ ორ შესაკრებად 

ისე, რომ მათი '“ნამრავლი იყოს უდიდესი. 

1534. რიცხვი 36 დაშალეთ ორ ისეთ „დადებით მამრავლად, რომ 

მათი კვადრატების ჯამი იყოს უმცირესი. 
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1535. 40 მეტრი სიგრძის მავთული «თუნდა შემოავლონ ყვავილნარს, 
რომელსაც წრის სექტორის ფორმა უნდა ჰქონდეს. როგორი რადიუ- 
სისათვის ექნება ყვავილნარს უდიდესი ფართობი? 

1536, მდინარის გასწვრივ უნდა შემოეღობოს მართკუთხედის 

ფორმის მიწის ნაკვეთი. 'რროგორი ზომები "უნდა ჰქონდეს „ამ მართ–- 
კუთხედა, რომ მისი ფართობი იყოს უდიდესი, თუ ღობის სიგრძე 200 

მეტრია, ხოლო მიწის ნაკვეთი სამი მხრიდანაა შემოღობილი? 
1587. მოცემულია კვადრატული ფორმის მუყაოს ფურცელი, რომ- 

ლის გვერდის სიგრძეა 36 სმ. ოთხივე კუთხიდან ჩამოაჭერით მას ისე– 
თი ზომის ტოლი კვადრატები, რომ დარჩენილი მუყაოდან უდიდესი 

მოცულობის ყუთი გაკეთდეს. | 

1538. თუნუქის ფირფიტიდან „უნდა დაამზადონ კვადრატული პარა- 
ლელეპიპედის ფორმის ყუთი, რომლის ზედა ფუძე ახდილია, ხოლო 

მოცულობა 32 კუბ. ერთეულის ტოლია. რა ზომისა უნდა იყოს პარა- 

ლელეპიპედის ფუძის „გვერდი და, სიმაღლე, რომ მასალის ხარჯი იყოს 

უმცირესი? | 

1539. კვადრატის ფუძის მქონე ღია: აუზის მოცულობაა V. რა და- 

მოკიდებულება უნდა იყოს აუზის ფუძის გვერდსა და სიმაღლეს შო–- 

რის, რომ აუზის კედლებისა და ფუძის მოსაპირკეთებლად დაიხარჯოს 

მასალის უმცირესი რაოდენობა? 
1540. უნდა დამზადდეს 72: სმა მოცულობის სახურავიანი· ყუთი, 

რომლის ფუქის (მართკუთხედის) გვერდები ისე შეეფარდება ერთმა–- 

ნეთს, როგორც 1: 2. რა ზომების უნდა იყოს ყუთი, რომ მის დამ- 

ზადებაზე დაიხარჯოს მასალის უმცირესი რაოდენობა? : 

1541, გვირაბის კვეთი წარმოადგენს მართკუთხედს, რომელიც ბო–- 
ლოცდება ნახევარწრით; კვეთის პერიმეტრი 18 მ-ია. რას უნდა უდრი- 

დეს ნახევარწრის რადიუსი, რომ კვეთის ფართობი იყოს უდიდესი? 
1549. ტრაპეციის მცირე ფუძე „და ფერდები თანატოლია და უდრის 

10 სმ-ს. რას უნდა უდრიდეს ტრაპეციის დიდი ფუძე, რომ ტრაპეციის 

ფართობი იყოს უდიდესი? : 

1543. 1) ყ=X2 პარაბოლაზე იპოვეთ ისეთი წერტილი,. რომელიც 

უმოკლესი მანძილითაა დაშორებული Vყ=2X--4 წრფიდან. 
2) 3X--V+5=0 წრფეზე იპოვეთ ისეთი წერტილი, რომლიდანაც 

#4 (2: 5) „და 8 (3; 5) წერტილებამდე მანძილების კვადრატების ჯამი 

უმცირესია. 

1544. მოცემულია 4 (0; 3) და 8 (0; 5) წერტილები. 0X ღერძზე 

იპოვეთ ისეთი M წერტილი, რომ 5= 4M + M8 მანძილი იყოს უმცი- 

რესი. 

1645. იპოვეთ უდიდესი ფართობის მქონე მართკუთხა სამკუთხე- 

დი, რომლის ჰიპოტენუზაა #. 
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1646. #-რადიუსიან წრეში ჩახაზეთ უდიდესი ფართობის მქონე 
მართკუთხედი. 

1647. მართკუთხა სამკუთხედის ჰიპოტენუზა უდრის 8 სმ-ს, ხოლო 
კუთხე ·60?-ს; მასში ჩახაზულია მართკუთხედი, რომლის ფუძე ძევს 
ჰიპოტენუზაზე, რას უნდა 'უდრიდუს მართკუთხედის გვერდები, რომ 
მისი ფართობი იყოს უდიდესი? 

1648. ტოლფერდა სამკუთხედი, რომლის პარამეტრია 2ი, ბრუნავს 

სიმაღლის გარშემო. რას „უნდა უდრიდეს სამკუთხედის გვერდები, რომ 

ბრუნვით მიღებული კონუსის მოცულობა იყოს უდიდესი? 
1549. ნახევარწრეშმი ჩახახულია ტრაპეცია, რომლის ფუძე ემთხვე– 

ვა ნნახევარწრის დიამეტრს. იპოვეთ ტრაპეციის ფუძესთან მდებარე 

კუთხე ისე, რომ მისი ფართობი იყოს უდიდესი. 
1550. იპოვეთ იმ ტოლფერდა ტრაპეციის ფერდი, რომელსაც მო–- 

ძემული § ფართობის შემთხვევაში ექნება უმცირესი პერიმეტრი, თუ 

კუთხე ტრაპეციის: ფუძესთან უდრის თ-ს. 

1551. წრიული ფორმის თუნუქის ფურცლიდან ამოჭერით ისეთი 

სექტორი, “რომლისაგან “ გაკეთებული ძაბრი უდიდესი მოცულობისა 
იქნება. 

1552. მოცემული 20 პერიმეტრის მქონე მართკუთხედებიდან იპო– 

ვეთ «ისეთი, რომელსაც უმცირესი „დიაგონალი „აქვს. 

1663. I1-რადიუსიან სფეროში: 1) ჩახახეით “უდიდესი მოცულობის 
ცილინდრი; 2) იპოვეთ „უდიდესი გვერდითი ზედაპირის მქონე ჩახახუ–- 

ლი ცილინდრის სიმაღლე. 
1554. იპოვეთ: 1) #-რადიუსიან სფეროში ჩახახული უდიდესი მო– 

ცულობის კონუსი; 2) #-რადიუსიან სფეროზე ·'შემოხაზული უმცირესი 

მოცულობის კონუსი. 
1565. იპოვეთ კონუსში ჩახახული უდიდესი მოცულობის ცილინ– 

დრი, თუ კონუსის ფუძის რადიუსია /, ხოლო სიმაღლე –– //. გამო– 

თვალეთ მოცულობა, როცა /#X=4, I/ =6. 

1566. „-რადიუსიან ცილინდრზე შემოხაზეთ უმცირესი მოცულო- 
ბის მქონე კონუსი. 

1567. #-რადიუსიან სფეროში ჩახახულია უდიდესი მოცულობის 

წესიერი სამკუთხა პრიზმა. იპოვეთ მისი ზომები. 
1658. კუბის გვერდია თ; მასში ჩახხულია წრიული (ცილინდრი 

ისე, რომ ცილინდრის ღერძი ემთხვევა კუბის დიაგონალს, ფუძეების 

წრეწირები კი ეხება კუბის წახნაგებს. განსაზღვრეთ ცილინდრის სი- 

მაღლე ისე, რომ მას ჰქონდეს უდიდესი მოცულობა. 
1569. ძელის გამძლეობა გასწვრივი კუმშვის მიმართ ძელის განივი 

კვეთის ფართობის პროპორციულია. რას უნდა უდრიდეს უდიდესი 
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გამძლეობის იმ ძელის კვეთის ზომები, რომელიც შეიძლება გამოიხერ– 

ხოს #) დიამეტრის მქონე მორისაგან? 
1560. ძელის გამძლეობა პირდაპირპროპორციულია სიგანისა და სი– 

მაღლის კუბისა. რა სიგანისაა უდიდესი გამძლეობის ძელი, რომელიც 

შეიძლება გამოიხერხოს 20-სანტიმეტრიანი დიამეტრის მორისაგან. 

1561. რატაკიდან რა მანძილზე უნდა ჩამოვკიდოთ ნათურა, რომ 
იატაკის მოცემული #4 წერტილი მაქსიმალურად განათდეს? 

1669. 1 და 125 სანთლიანი ნათურების შემაერთებელ წრფეზე 

რომელი წერტილია ყველაზე ნაკლებად განათებული, თუ ნათურები 
ერთმანეთისაგან დაშორებულია 7 მეტრით (განათება მანძილის კვად– 
რატის უკუპროპორციულია)? 

'§ 8. წირის ამოზნერილობა და ჩაზნექილობა. გადაღუწვის წერტილები 

ყ=I!(X) წირი ამოზნექილია (ჩახნექილია) (თ, ხ) შუალედში, თუ 

წირის ის მონაკვეთი, რომელიც (თ, ხ) შუალედს შეესაბამება, მოთავ– 

სებულია ამ მონაკვეთის ნებისმიერ წერტილზე გავლებული მხების 

ქვემოთ (ზემოთ). 

თუ (0, ხ): შუალედში /” (X)>0, წირი ჩაზნექილია. 

იმ წერტილს, რომელშიც წირის ამოზნექილობა გადადის ჩაზხნექი- 

ლობაში, ან პირიქით ეწოდება გადაღუნვის წერტილი. 

გადაღუნვის წერტილის ჯე აბსცისისათვის ფუნქციის მეორე რიგის 
წარმოებული I” (Xი) ან ნულის ტოლია, ან არ არსებობს, ან უსასრუ- 

ლოდ დიდია; ასეთ წერტილს ეწოდება მეორე გვარის კრი- 

ტიკული წერტილი. 
X არს გადაღუნვის წერტილის აბსცისა, თუ I” V) 

ინარჩუნებს მუდმივ ნიშნებს X---ბ>X>Xი და XX>X>X0+ ზს შუალე- 
დებში (ბ ნებისმიერად მცირე დადებითი რიცხვია) და, მასთან, ეს ნიშ–- 

ნები მოპირდაპირეა; ჯი არ არის გადაღუნვის წერტილის აბსცისა, თუ 

1” (ე-ის ნიშნები აღნიშნულ შუალედში ერთნაირია. 

იპოვეთ ამოზნექილობისა და ჩაზნექილობის შუალედები და გა- 

დაღუნვის წერტილები შემდეგი წირებისა: 

1668, ყ = 1–- X), 1664. წ => ჯზ. 

1666, ყ =6”. 1566. ყ=1I1X, (X>9). 

1667. ყ=51Xკ, C– X; I) შუალედში. 

1666. V = 1CX, (–– ; +) შუალედში. 

1669. ყ = X + 3. 1670. ყ = X -L 2X“. 
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1 –_ჯ 
  პი. ყ= ლვ. 1675. ყ=C6 

1578. ყ= –-#X. 1674. #/= / X+2. 

1676. ყ= ჯ-- 6X1 + 124.4. 1576. ყ/= 3ჯ5-- 58 L3X--2. 

1677. წ == 6%-16 X, 1678. #V = 10 (1 + ჯ". 

§ 9. ახიმპტოტები 

თუ მანძილი ყ=! (X»X) წირის M (X, ყ) წერტილიდან რაიმე წრფემ- 

დე ნულისაკენ მიისწრაფვის როდესაც M წერტილი უსასრულოდ 

შორდება კოორდინატთა სათავეს, მაშინ ამ წრფეს მოცემული წირის 

ასიმპტოტი ეწოდება. 

თუ არსებობს ისეთი ძ რიცხვი, რომ 

MIთ 'თ = 39 Cთ, 
L-2 

მაშინ X=ძ წრფე წირი” ვერტიკალური ასიმპტოტია. 

თუ არსებობს ზღვრები 

IIი ჯთ _ 
ჯ->00 Xჯ 

მაშინ /=M#X+ ხხ წრფე წირის დახრილი ასიმპტო ოტია (რო– 

ცა #=0, გვექნება ჰორიზონტალური ასიმპტოტი). 

თუ #/ და ხ სიდიდეებიდან ერთ-ერთი უსასრულოდ დიდია, მაშინ წირს 

ასიმპტოტი არა აქვს. 

იპოვეთ ასიმპტოტები შემდეგი წირებისა: : 

>
 და IIთ (წ(X) –– ჩX) := ხ, 

“ი 

  

  

1 | · 1 1679, ყ=-–. 1680. CI 

1681, #= 1 –+C”. · 1689, ყ=IიX. 

1688. ყ := X -L ' 1684. ყ= – “=.., 
' ' ჯ-–-1. ჯ?-–-1 

1 
1686. ყ = გXCLC X. 1686. ყ=044%. 

1587. ყ=6 “ -L 2. 1688. ყ = _1.. 
1-“ 

_ ჯ1 
1689. ყ = V 2იX . 1690. ყ == 

' 2-2 
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3 : 
1691. ყ = – 2. 1699, ყ = 99%. 

2 (X+4+- 1)? ჩჯ 

1698, _” ყ= -–-. 1694. X = I, X=1-+221CLყ1 

  

§ 10. ფუნქციის გამოკვლევა და გრაფიკის აბება 

ფუნქციის გამოკვლევა და მისი გრაფიკის აგება შეიძლება შემდეგი 

სქემის მიხედვით შევასრულოთ: 
1) განისაზღვროს ფუნქციის არსებობის შუალედები და გაირკვეს 

აქვს თუ არა ფუნქციას წყვეტის წერტილები; 
2) გაირკვეს არის თუ არა ფუნქციის გრაფიკი სიმეტრიული ან პე– 

რიოდული; , 
3) განისახღვროს გრაფიკის საკოორდინატო ღერძებთან გადაკვე- 

თას წერტილები და ის შუალედები, სადაც ფუნქცია დადებითია ან 

უარყოფითი; 

4) განისახღვროს ექსტრემუმის წერტილები, ფუნქციის ექსტრემა- 

ლური მნიშვნელობანი და ზრდადობისა და კლებადობის შუალედები; 
5) განისაზღვროს გადაღუნვის წერტილები და ამოზნექილობისა და 

ჩაზნექილობის შუალედები; 
6) განისაზღვროს წირის ასიმპტოტები და წირის მდებარეობა მათ 

მიმართ. 

|X--1| მაგალითი გამოვიკვლიოთ / (X) = ლ · ფუნქცია და ავაგოთ 

მისი გრაფიკი. 

>.1) მოცემული ფუნქციის განსაზღვრის არეა 7 ,// (0). 0 წერტი- 

ლი არის ამ ფუნქციის წყვეტის წერტილი. 
2) 0X ღერძთან ამ ფუნქციის გრაფიკს აქვს მხოლოდ ერთი საერ- 

თო წერტილი (1; 0) (მართლაც, ) (X)=0. განტოლებას აქვს მხოლოდ 

ერთი ამონახსნი X=1). რადგან X=0 წერტილში ფუნქცია არაა განსა- 

ზღვრული, ამიტომ 0ყ ღერძს ამ ფუნქციის გრაფიკი არ კვეთს: 

3) ფუნქციის ექსტრემუმის საპოვნელად ვიპოვოთ წარმოებული 

X-2 
უე როცა X6)-- C; 01010; 1L 

2-Xჯ 
2“! როცა XC) 1; +CL. 

7 ((01=0=>X=2. თუ გავითვალისწინებთ რომ X=1 წერტილში ფუნქ- 

ციას არა აქვს წარმოებული, X=0 წერტილში ფუნქცია არაა განსა- 

ზღვრული, ამიტომ XX=1 და X3=2 იქნება ამ ფუნქციის კრიტიკული 
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I (9 = 
 



წერტილები. ამ ფუნქციის უმცირესი მნიშვნელობაა 0 (მას იგი ღე– 

ბულობს X=1 წერტილში). მას არა აქვს უდიდესი მნიშვნელობა, რად– 

გან ! (X)->+ 9, როცა X-– 0. 

4) X=0; X-=1; Xვ=2 წერტილები | ფუნქციის განსაზღვრის 

არეს ყოფს ოთხ ნაწილად, 1--– <=; 0 (, 10; 18 (1,2) და 12; -- CL. ვინაი- 

დან ”(ი0 >>0, როცა XC) -- C; 0(V11; 2( ღა ”(9<0, როცა 
XC 1 0; 1I VI | 1; –-«), ამიტომ / ზრდადია | ––(C; 0 ( და (1; 2( შუალედებ- 
ში, კლებადია 10, 1| და (1; +=თს( შუალედში. X+=2 წერტილში აქვს 
მაქსიმუმი (I (21=0,25), ხოლო X:=1 წერტილში მინიმუმი (I (1) =0). 

5) ვიპოვოთ ფუნქციის გრაფიკის ამოზნექილობისა და ჩახნექილო– 
ბის უბნები, გადაღუნვის წერტილები. 

ვიპოვოთ ამ ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებული 

20-29 , როცა XC)I-- თ; 0(010; 1L; 

2თ-2, როცა XC1I1; + დ L. 

I” თ) = 

ე. 0. I/(X) >>0, როცა XCI--–თ; 0(V10; 1ILI13; +- თნ. და I” (»)<90, 
როცა XC11; 31. 

მაშასადამე, |-–ი%; 0L; 10; 1( და | 3, +%L შუალედებში ფუნქ- 

ციის გრაფიკი ჩაზნექილია, ხოლო |11; 3|-ში კი ამოზნექილი. 
ადვილი შესამჩნევია აგრეთვე, რომ X=1 და Xჯ=4 წერტილები 

არის ამ ფუნქციის გრაფიკის გადაღუნვის წერტილი. 

6. ვიპოვოთ ფუნქციის გრაფიკის ასიმპტოტები. 

ვინაიდან / ფუნქცია უწყვეტია ყველგან გარდა X=0 წერტილი- 
სა, ამიტომ ვერტიკალური ასიმპტოტი შეიძლება არსებობდეს მხოლოდ 
X=0 წერტილში. 

ვინაიდან ეს ფუნქცია დადებითი უსასრულოდ დიდია 0 წერტილ- 
ში, ამიტომ ჯX=0 წრფე არის ამ ფუნქციის ვერტიკალური ასიმპტოტი. 

გარდა ამისა, ვინაიდან 

|X-- 1| 
გ IX -–-1 

I _ %#« =0= #; 11თ:. '2--!| 
X->-+00 ჯ X-–>-+Cთ ჯ 

ამიტომ ყ=0>:X+0=0 წრფე არის ფუნქციის გრაფიკის დახრილი 
ასიმპტოტი, როცა X+>++C%. სრულიად ასევე დავამტკიცებთ, რომ იგი– 

ქე ყ=0 წრფე არის მოცემული ფუნქციის გრაფიკის დახრილი ასიმპ– 

ტოტი, როცა ჯ-+--0იი. 

–0:ჩჯ=0=ხ 
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შევადგინოთ ცხრილი. ფუნქციის გრაფიკის აგება მოსახერხებელია 

ამ ცხრილში მითითებული შუალედების მიხედვით შესრულდეს. ეს 

  

  | ჯ ? შ - 

ნახ, 18 

საშუალება გვაძლევს ავაგოთ ფუნქციის გრაფიკი. მას აქვს სახე 

(იხ. ნახ. 18). 

  

  

  

  

  

                  

XჯX |1-Cთ;0(|| 0 |10:;1/) 1 |11:2/)| 2 |)12:3|)| 3 | 13;+იი 

არ არ 

I) ს + არსე- –_ არსე– + 0 – – 

ბობს ბობს 

არ არ 

1” (X) + არსე– + არსე– – – – 0 + 

ბოას ბობს 

არ ირ 

I” (ჯ) არსე- არსე- 

ბობს ბობს 

1 2 

I262) ” ს 9 ” +” „MX | 2 

ჩაზნე- ჩაზნე- ამოზ- ამოზ- ჩაზნე- 
' ნექი- ნექი ქილია ქილია ლია ლია ქილია   

გამოიკვლიეთ შემდეგი ფუნქციები და ააგეთ მათი გრაფიკები: 

1 1... 
1659§. ყ = 434172“ 1696, ყ = -– >. 

1697 =  ? · 1698. წყ == LL ს. 

·# V#1--7#X .. 1 -L ჯ? 

182



#4 : 
1წ99, #ყ= 3“ 2X-+3X+1. 1000. ყ. => Xზ -I- 9X? -L 15X –- 25, 

  

  

  

  

  

2 2 
1601. /= – +“... 1609, ყ/= 2 “X. 

XX -–- 4 1--4X 

ჯ ჯე 1608. ყ= –-“ ._ 1604, ყ = ჯ8 + –––., 
(X–– 1)? ჟ + 4 

8 2 
1605. ყ= –-%X.... 1606. ყ.= –“-., 

3. XX 1+Xჯ 

Xჯ? »ჯ 1007. ყ= _--––.---., –– V 2-1 7” VX2-L 
1609, ყ == 2X-L 3 / X? . 1610. #V=(ჯ–1) V X#. 

_ 2 _ 
1611, ყ= VX2L+-1-- VXX-1. 1619, ყ> 7 1+2%X--1 

Xჯ 

1613. ყ = ჯI)1იXჯ. 1614. ყ = Iი+ · 
ჯ 

_1L 
161წ. ყ = II(ჯ? ––- 1). 1616. # ==6 +”. 
1617. ყ = 510 X+005X. 1618. #ყ = 25I1 X-L 005X. 

· 2 ვ 

1619, X= 2+1. ყ= ! ·. 1620, ჯX =- 00C0587, სყ = 051131. 
1+ 1+I/? 

”ი... 2 

1691, X=- >». , ყ/= – 1609, ჯ= “ +1 . ყ= 1. 
1 -LI8 1 + 9 4ძ0–ი (+1 

§ 11. ბრტყელი წირის მსები და ნორმალი 

ყ=/ (X) ან # (X, ყ)=0 წირის მხების განტოლებას /ი (Xი, ყი) წერ– 

ტილში აქვს შემდეგი სახე: 

ყ –– ყი = ყი(X-– XV), 
სადაც ყი” აღნიშნავს ფუნქციის წარმოებულს Mა წერტილში. აქ იგუ–- 

ლისხმება, რომ ფუნქციის ყი წარმოებული სასრული სიდიდეა ყველ- 

გან. თუკი Vყი”=9%C, მაშინ მხების განტოლება იქნება: 

X-– Xე =0. 

წრფეს, რომელიც გადის შეხების წერტილში. მხების მართობუ- 

ლად, ეწოდება ნორმალი. ნორმალის განტოლებაა: 

1 /, 

ყ- ყძი=--–”(%-“ XI) ანუ X-X = – ყი(ყ-–V), 
ბ · 
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როცა ყი”=0, მაშინ ნორმალი 0» ღერძის მართობული იქნება და მისი 

განტოლება ასე დაიწერება: | 

X-––X =0. 

კუთხე თ მოცემულ ორ ყ=Iწ(X) და ყ=)20(X) წირს შორის 

#M#ი (Xი, ყი) წერტილში გამოითვლება შემდეგი ფორმულით: 

I (Xი) –– /) (Xი) 

1-+ჩ (XV) -ჩ (X). 

თუ წირის განტოლება მოცემულია პოლარულ კოორდინატებში 
#=I (დ), მამინ ს კუთხე M7' მხებისა და „=C0M პორალურ რადიუსს 

შორის გამოითვლება შემდეგი ფორმულით (ნახ. 19). 

ძდ , ძდ 1 „ 
1 =- =-–--, = =–-–!. 

წხ-” ძ, „” ” ძ- ” _9. >) 

ძდ 
მხები და ნორმალი განსაზღვრავს შემდეგ მონაკვეთებს (ნახ. 20). 

მხების მონაკვეთი 7'/M = 

Lხთთ = 

    

  

1 + ყი“ 
    ყი 

ნორმალის მონაკვეთი 

MM = I ყა V 1+ #6 I, 

მხებქვეშა 7 = -> , 
LV 

  

  
ნახ, 20 ნორმალქვეშა. /CIV => | V( VMI- 

პოლარულე მები მონაკვე- 

თი 7M= ეფ/M7ი”, 

პოლარული ნ ხმალის მო- 

ნაკვეთი MVVIM=V,? +777, 

პოლარული მხებქვეშა 07"= 
#2 
IL , 

პოლარული ნორმალქვეშა 
0M = | „” L ნახ. 19 
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ამოხსენით ამოცანები: 

1033. იპოვეთ ყ=X2--3X+2 პარაბოლის მხებისა და ნორმალის 

განტოლებები / (0; 2) წერტილისათვის. 

1654. იპოვეთ ყ=4--X? პარაბოლის მხებისა და ნორმალის განტო- 

ლებები იმ წერტილისათვის სადაც პარაბოლა კვეთს 0»X ღერძს 
(X>90). 

1695. იპოვეთ ყ=2X1+3X2?-1 წირის მხებისა და ნორმალის გან–- 
ტოლებები M#M C–1; 0) წერტილისათვის. 

16956. იპოვეთ ყ=Xპ3--3X?--X+ 5 წირის მხებისა და ნორმალის გან– 

ტოლებები #M (3; 2) წერტილისათვის. 

შეადგინეთ მხებისა და ნორმალის განტოლებები შემდეგი წირე– 

ბისა: 

16957. 1) ყ=1C 2X, MVM(0; 0) წერტილისათვის, 2) V=Iი X, 0X 

ღერძთან გადაკვეთის წერტილისათვის. 

' 1--ჯ! 
1698. ყ=ტ „ ყ=1 წრფესთან გადაკვეთის წერტილებისათვის. 

2 9 
1699, 1) X2 + ყმ = #22; 2) -“- L + = 1 ნებისმიერი. /M (Xა, V-) 

C 

წერტილისათვის, , , 
1030. 1) “– .. MM 1. 2) ყზ=20ჯX ნებისმიერი /M (Xა, Vი) 

ც? ხ? 

წერტილისათვის 

1631. იპოვეთ V = +(. 4 +4 « ) ჯაჭვწირის მხებისა და ნორ“. 

მალის განტოლებები #M (0; ი) წერტილისათვის (თ>0). 

1619. იპოვეთ ყ?=X93 წირის მხებისა და ნორმალის განტოლებები 

M CC; 0) წერტილისათვის. 

1633. იპოვეთ (X--0)2+(ყ–-ხ 2=,2 წრეწირის მხების განტოლება 

მისი ნებისმიერი /V (Xი, ყი) წერტილისათვის. 

1634. იპოვეთ (X+ 1)2+ (/--3)2=25 წრეწირის მხების განტოლება 
V (3; 6) წერტილისათვის. 

1685, იპოვეთ X => 5 V 2 00§/, # = 3V 2 5107 ელიფსის მხების გან- 
ტოლება # C–5; 3) წერტილისათვის. 

1686. იპოვეთ X=3 0081, ყ=4 510 1 ელიფსის მხების განტოლება 

M (52 ; 2V2) წერტილისათვის. 
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1637. იპოვეთ X=1 0051, ყ=1L51ი / წირის მხები, რომელიც გადის: 

1) კოორდინატთა სათავეზე; 2) 1 = + წერტილზე. ' 

1688. იპოვეთ X = 26. ყ = 6-!, წირის მხებისა და ნორმალის განტო 

ლებები, როცა 1=0. 

1639. იპოვეთ ჯX=510ი 1, ყ=0052! წირის მხებისა და ნორმალის 

განტოლებები, როცა. 1 = --. 

1640. იპოვეთ X=51 1, ყ=თი0' წირის მხებისა და ნორმალის გან– 
ტოლებები, როცა 1=0. 

1641. იპოვეთ X.+ყ2=52 წრეწირის იმ მხებთა განტოლებები, 
რომლებიც 2X-+-3ყ=6 წრფის პარალელურია. 

1649. იპოვეთ ყ?=20Xჯ პარაბოლის იმ მხების განტოლება, რომე- 

ლიც 0X ღერძთან ადგენს 455-იან კუთხეს. 

2 9 
1048. შეადგინეთ -- 7 = 1 ჰიპერბოლის იმ მხებთა განტოლე– 

ბები, რომლებიც 2X+44ყ–-3=0 წრფის მართობულია. 

1644. ყ= X2-2X+ 5 პარაბოლის რომელ წერტილზე უნდა გავავ– 

ლოთ მხები, რომ ის პირველი საკოორდინატო კუთხის ბისექტრისის 

მართობული იყოს? 

იპოვეთ კუთხე შემდეგ წირებს შორის: 

16845, ყ == 0 და ყ =511%ჯ (კოორდინატთა სათავეში). 

1646, ყ == C05X და ყ=83511X, (0<:X<7»). 

1647. ყ = X? და ყ = X»8. 1548. 2ყ = XX და 2Vყ= 8 –- X?. 
5 

1649. ყ = 0Xჯ და ყ = წხ”. 1660. წყ = X” და X= ––-008/, 

5 
= –– 5117. 
”, 

2 2 ; 

1651. X? + ყწ==8 და ყე=2X». 1669. X?--Vყ?=5 და 2 + %-=). 

1653. გამოთვალეთ ყ2=4X პარაბოლის მხების, ნორმალის, მხებ- 

ქვეშა და ნორმალქვეშა მონაკვეთების სიგრძეები #M (1; 2) წერ- 

ტილში. 

1664. გამოთვალეთ მხების, ნორმალის, მხებქვეშა და ნორმალქვეშა 

2 
_ მონაკვეთების სიგრძეები ყ = -– > წირისათვის, როცა Xჯ = 1. 

–+ 
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1666. გამოთვალეთ ყ = 2 წირის მხებქვეშა მონაკვეთის სიგრძე 

მის ნებისმიერ წერტილში, 

16566. აჩვენეთ, რომ ჯXჯ>-ყმ=0? ჰიპერბოლის ნორმალქეეშა მონა– 

კვეთის სიგრძე მის ნებისმიერ წერტილში უდრის ამ წერტილის 
აბსცისას. 

ჯზ 

ცისოიდის მხების, 
2ძ--X 

ნორმალის, მხებქვეშა და ნორმალქვემა მონაკვეთების სიგრძეები, 

აგრეთვე მხებისა და ნორმალის განტოლებები. 

1658. იპოვეთ X=0 ((--5Iი 7), ყ=0 (1-–-00§ 1) ციკლოიდის მხების, 
ნორმალის, მხებქვეშა და ნორმალქვეშა მონაკვეთების სიგრძეები 

1657. იპოვეთ M (ი; ი) წერტილმი Vყ?1=   

I; 
L= ი“ წერტილში. 

1659. აჩვენეთ, რომ: 1) Xყ=0? ჰიპერბოლის მხების მონაკვეთი, 

რომელიც მოთავსებულია საკოორდინატო ღერძებს შორის, შეხების. 

წერტილით შუაზე იყოფა; 

2) X?--ყმ= 60? პიპერბოლის ნებისმიერ /M (Xი, Vი) წერტილში გავ– 

ლებული ნორმალის სიგრძე უდრის ამ წერტილის პოლარულ რადიუსს. 

გ „? 
1660. იპოვეთ “+9-=1 ელიფსის იმ მხების განტოლება, რომ– 

ძ 

ლის საკოორდინატო ღერძებს შორის მოთავსებული მონაკვეთი შეხე– 

ბის წერტილით შუაზე იყოფა. 

2 2 2 

1661. აჩვენეთ, რომ X»ჯ 39 +Vყ 39 =ძ 3 ასტროიდის მხების იმ მონაკ- 

ვეთის სიგრძე, რომელიც მოთავსებულია საკოორდინატო ღერძებს 

შორის, არის ძ. 

””' ” 
1669, აჩვენეთ, რომ ჯ 2 +Vყ 2 =0 2? პარაბოლის მხების მიერ სა- 

კოორდინატო ღერძებზე ჩამოჭრილი მონაკვეთების ჯამი უდრის თ-ს. 

1663. იპოვეთ კუთხე ”=ი0"? ლოგარითმული ხვიის მხებსა და 

პოლარულ რადიუსს შორის, 

1664. იპოვეთ კუთხე #2=თ20052დ ლემნისკატის მხებსა და პო– 

ლარულ რადიუსს შორის. 

1666. იპოვეთ # = -““ ჰიპერბოლური ხვიის მხების, ნორმალის, 
დ · 

მხებქვეშა და ნორმალქვეშა მონაკვეთების სიგრძეები, აგრეთვე კუ- 
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თხე მხებსა და პოლარულ რადიუსს შორის მის ნებისმიერ M („”ი;' დი) 

წერტილში. 
1666. იპოვეთ #ჯI=ძდ არქიმედეს ხვიის მხების, ნორმალის, მხებ– 

ქვეშა და ნორმალქვეშა მონაკვეთების სიგრძეები, აგრეთვე კუთხე 
მხებსა და პოლარულ რადიუსს შორის დ=2ჯ წერტილში. 

§ 19. ბრტექელი წირის რკალის დიფერენციალი 

თუ ბრტყელი წირის განტოლება მოცემულია დეკარტის კოორდი– 

ნატებში, მაშინ § რკალის დიფერენციალი გამოითვლება ფორმულით: 

=VძX2-L ძყ? . 
თუ წირის განტოლებას აქვს სახე: 

1) ყ=”წ(X), მაშინ «ი - 1/ 1+(4>) . 

2 X=ჩ (0), მაშინ ძ§ == V 14+ (4). –) «ი: 

ვ) #=7C0), ყ=დ(, მაშინ ძა = I + ყ ს 
როცა წირის განტოლება მოცემულია პოლარულ საორდინატებში 

# =| (თ), მაშინ 

ძ§ = VI? + I”? ძდ. 

თუ თ აღნიშნავს მხების მიერ 0X ღერძის დადებით მიმართულე- 
ბასთან შედგენილ კუთხეს (მხები მიმართულია წირის § რკალის 
ზრდის მხარეს), მაშინ 

ძX · ძყ 
0ლ05თ = –“-, 81თ= –--. 

ძე ძა 

თუ ჩ აღნიშნავს წირის პოლარულ რადიუსსა და წირის მხებს შო- 
რის კუთხეს, მაშინ 

ძ, : ძდ 
ლ095ჩ=-–-–--, §3იზ=7-”“. 

ჩ ძ5 წ ძე 

შემდეგ მაგალითებში იპოვეთ რკალის დიფერენციალი, აგრეთვე იმ 

კუთხის კოსინუსი და სინუსი რომელსაც წირის მხები ადგენს 0X 

ღერძის დადებით მიმართულებასთან: 

1667. X? -L ყ? = 07. 1668. ყ? =- 2იყ. 

2 2... 2. 

1669. ყ == იზ. 1670, ჯ»ჯ3 +ყ3 =კ3. 
7 

1671. X=0C0058/, ყ=თ5)ი1/. 1679. X=0(-–+§ი0, ყ==0(1––0051). 
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იპოვეთ რკალის დიფერენციალი, აგრეთვე იმ კუთხის კოსინუსი და 
სინუსი, რომელსაც წირის მხები ადგენს პოლარულ რადიუსთან: 

1678. „ = იდ. 1674. „ = –“., 
დ 

1676 #=0. 1676. 1) -=05)ი დ; 2) ”= ძ(1-–– 005C). 

§ 18. ბრტყელი წირის სიმრუდე, სიმრუდის რადიუსი, 

ხიმრუდის წრე და ცენტრი. წირის ევოლუტი 

19. წირის სიმრუდე და სიმრუდის რადიუსი, თუ წირი მოცემული» 

ყ=! (X) განტოლებით, მაშინ მისი სიმრუდე გამოითვლება ფორ- 

მულით: | 
ყ” 

ი 623. 
(1+ყ4 2 : 

თუ წირი მოცემულია პარამეტრული სახით: X=X (I), ყ=ყ (I), მაშინ 

· '' ჯ ყ! –- ყX” 

ჩ- – 50. 
(X1? + V ბ 2 

როცა წირის განტოლება მოცემულია პოლარულ კოორდინატებში 
„=I (დ), მაშინ 

  

1. 2,2 ა , ძ „ ქ, 
#X=. +“ -.”, სადაც „7 =––-, I = · 

-– ძდ? 

ც+.2? “ 
წირის სიმრუდის რადიუსი /? = უდ“ 

იპოვეთ სიმრუდე და სიმრუდის რადიუსი შემდეგი წირებისა: 

1677. Xყ=12, # (3; 4) წერტილში. 

1678. ყ=4Xჯ--X? პარაბოლისა მის წვეროში. 

1679. 1) #/=3Xჯ+4; 2) XX2+Vყ?=25 წირებისა მათ ნებისმიერ წერ– 

ტილში. 

1680. X2+ 4ყ2=4 ელიფსისა მის წვეროებში. 

1081. 1) #=ჯX3: 2) X2=4იყ წირებისა მათ ნებისმიერ წერტილში. 

1082. ყ2= ჯჰ წირისა # (04; 8) წერტილში. 

1683. 1) ყ=1ი Xჯ წირისა # (1; 0) წერტილში; 2) #=51ი X წირისა 

M# (> ; ) წერტილში. 
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1684. ყ=1ი8 500 X წირისა მის ნებისმიერ წერტილში. 

1685. X=1?2, ყ=13 წირისა M (1; 1) წერტილში. 

1086. X= 3/2, ყ=3(/--/3 წირისა, როცა 1=1. 

16587. X=ძ0(!–--50 1), ყ=0თ(1––0051) ციკლოიდისა #VI (თ; 20) 

წერტილში. 

1688. X=ძ 000531, ყ=0 5Iი–?/ ასტროიდისა მის ნებისმიერ წერ– 

ტილში. 

1689. „ = §9 წირისა ” = 1, დ = 0 წერტილში. 

1690. ”=ძთდ წირისა მის ნებისმიერ წერტილში. 

1091. ”„=0 51ი დ წირისა მის ნებისმიერ წერტილში. 

1692. „=0 (1+005 დ) წირისა მის ნებისმიერ წერტილში. 

შემდეგ ორ მაგალითში იპოვეთ წირების იმ წერტილების კოორდი- 

ნატები, რომლებშიც სიმრუდის რადიუსს უმცირესი მნიშვნელობა 

აქვს: 

1698. ყ=1I01X, (X->9). 1694. ყ = C". 

8. სიმრუდის წრე და ცენტრი. წირის ევოლუტი. თუ წირი მოცე–- 

მულია ყ=I!I (X) განტოლებით, მაშინ სიმრუდის ცენტრის კოორდინა- 

ტეა გამოითვლება შემდეგი ფორმულებით: 

,1+V“ 
“ 

1+ყ1 
X=X–-ყ , XV = M+- ”--, 

თუ წირის განტოლებები მოცემულია პარამეტრული სახით X=X (I), 
=ყ (0), მაშინ 

ც ბ4+VM სჯ ყა 01+/M/ 
X=ჯX–- 

ყ X ყ” –ყX Xჯ ყ” –ყ ჯ”” 

განსაზღვრეთ სიმრუდის ცენტრის კოორდინატები. დაწერეთ სიმ- 

რუდის წრეწირის განტოლება, ააგეთ წირი და მისი სიმრუდის წრე- 

წირი: 

1695. XV=4, VVI (2; 2) წერტილში. 

1696. ყ = X? –– 6Xჯ -++ 10, /MV(3; 1) წერტილში. 

1697. ყ = 61, M (0; 1) წერტილში. 

1698. /=1იX, M(1:C0C წერტილში, 

იპოვეთ ევოლუტის განტოლება შემდეგი წირებისათვის: 

1699. ყ? == 20X. 1700, X? -L ყ? => ქმ. 
ჯ ყ? 

1701. XV = ძ!. 1709, “> + თო. 1. 

1703. X= თ('–- 5111), ყ=0ძ(1––(Cლ0§ჰ. 
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1704. X= 0ი(C05! +150), 9#ყ=ძ(59ი1-–-(005,). 

1705. X=0ძ00§!I, /=ხ5ი! 1706. X= 00051, I = ძვIიზ!. 

თუ წირის განტოლება მოცემულია პოლარულ კოორდინატებში 

# =I (დ), მაშინ: 

”/. .” 3 73 

X=: _“ '" ' ” კ XV =”/ _ #+”. · 

„გეი. 2 '/ L2/1--.,/ 

1707. იპოვეთ ”=0 (1+C008 დ) კარდიოიდის ევოლუტი. 

1708. იპოვეთ: 1) ”=0დ არქიმედეს ხვიის ევოლუტი; 

_ 2) ” = (7 ლოგარითმული ხვიის ევოლუტი. 

VIII თავი 

კომალექსური რიცხვები. მოქმედებანი 

კომალექსურ რიცხვებზე 

X და ყ ნამდვილ რიცხვთა დალაგებულ 2= LC, ყ) წყვილს ეწოდება 
კომპლექსური რიცხვი, თუ შესრულებულია შემდეგი, პირობები: 

1. (X, 0) წყვილი არის ჯ ნამდვილი რიცხვი, ე. ი. (X, 0)=X. 

2. ორი 2,=(XI, V)) და 2:=(Xი, ყი) კომპლექსური რიცხვი ტოლია 

მაშინ ღა მხოლოდ მაშინ, როდესაც XI=Xე და VI =Vყი. 

3. ორი 21=LXI, ყI)) და 2:=(Xი, V2) კომპლექსური რიცხვის ჯამია 

(XI +Xი, VI + ყი) წყვილი, ე. ი. 

2, -L 2 = (X, + X-, VI) + ყა). 

4. ორი 2,=(XI, ყI)) და 2:=(Xი, Mი) კომპლექსური რიცხვი ნამ- 

რავლია (X)Xე––ყIყი, XIV9 + X-VII) წყვილი, ე. ი. 

217: == (X1Xგ –“– ყI ყი, XI ყა + X, VI). 

პირეელი პირობიდან ჩანს, რომ ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე წარ- 

მოადგენს კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლის ნაწილს. 

1=(0, 1) კომპლექსურ რიცხვს წარმოსახვითი ერთეული ეწოდება. 

მტკიცდება, რომ 2=(»X, ყ/)=X+I!/. ამ უკანასკნელს კომპლექსური რი- 

ცხვის ალგებრული სახე ეწოდება. 

ცხადია, რომ (? = (0,1) (0,1) = (–– 1,თ = –– 1, 
3. თუ 272 =X+!ყ და 7: = Xე + Lყე, მაშინ 

21 - X1+I9ML __ XIX + VIV, ; 2391 =– 99% (2: >“ -). 
% XL Iყე X3 -L ყ2 X2 + V5 ? 
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2=X-ყ ეწოდება 2=Xჯ+Iყ კომპლექსური რიცხვის შეუღლებუ- 

ლი რიცხვი. 

22 = (X + 1V) (X –– IV) = »X" + ყ?. 

2=Xჯ+LIV კომპლექსური რიცხვი X0ყ სიბრტყეზე გამოისახება წერ- 
ტილით, რომლის კოორდინატებია (ჯ, ყ). 2 რიცხვს შეიძლება შევუ- 

?| 
ნაზ, 21 

საბამოთ ვექტორი, რომელიც მიმარ- 

თულია 0 წერტილიდან 2 წერტი- 

ლისაკენ (ნახ. 21), ამ ვექტორის # 
სიგრძეს ეწოდება კომპლექსური რი- 

ცხვს მოდული ღა აღინიშნება 
„=|2| სიმბოლოთი. დ კუთხეს, 

რომელსაც , რადიუს-ვექტორი ად- 

თულებასთან, ეწოდება 2 რიცხვის 
არგუმენტი და აღინიშნება ასე; 

დ=/ჯMყ 2. არგუმენტის მთავარი მნიშვნელობა მLყ 2 განისახღვრება-– 

– „ლმLC 2ლი უტოლობებით და მაშინ 

#Xთ2 =.-მ2IL6 7 -I- 2 (”=0, 

ამასთან 

მICIC MM , 
XჯX 

2L6 2 = ბ–- I +გICLC 

  ა
ყ
 

სა
მ 

I
C
 

X 

I 

Xჯ + გალფ - ი , 

+1, +2,...). 

თუ X>9, 

V თუ X<9, ყ 

თუ X<0, Vყ<90, 

თუ ყ>9, 

თუ ყ <0. 

ადგილი აქვს შემდეგ თანაფარდობებს: 

Vყ : 
(2 =–, 51) დ = 6 თ ჯ 
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კომპლექსური რიცხვის ტრიგონომეტრიული ფორმაა 

2=X#+Iყ == 7(005თ6 +L5I1დ),) (22>-0) 

სადაც 

”= V X? + V?, დ = #LVთ2. 

თუ კომპლექსური რიცხვები მოცემულია ტრიგონომეტრიული ფორ– 

მით, მაშინ 

”) (005 დ, -+ (519 დ,) ·/” ა (005 დე –L (510 და) = 

=- #წ2|C05 ((, -I- დი) –- 1510 (დე -L (ია) 1. 

ელლი იი) _ ი იად, რ) +(9ი 6 -–ი)1. 
წე (005 დე –L 1 519 (იე) M 

ნებისმიერი 25-60 კომპლექსური რიცხვი შეიძლება ჩაიწეროს ე. წ. მაჩ– 

ვენებლიანი ფორმით; 2 = | 2|6'ზ, სადაც #4! = 0050 +-751იდ. თუ #ჩ 
ნატურალური რიცხვია, მაშინ 2" = |21ჰ (C05/Cდ + 7510 IC), საიდანაც 

მიიღება მუავრის ფორმულა 
(C05 დ -L :5Iი დ)" = C05/1Cდ -L (510 7Cდ. 

ვთქვათ, #” ნატურალური რიცხვია. M-ური ხარისხის ფესვი 2 კომ- 

პლექსური რიცხვიდან ეწოდება "” კომპლექსურ რიცხვს, რომელიც 

დააკმაყოფილებს ტოლობას 

VI” = 2. 

მტკიცდება, რომ M#-ური ხარისხის ფესვი ნულისაგან განსხვავებუ– 

ლი 2 კომპლექსური რიცხვიდან გვაძლევს # სხვადასხვა მნიშვნელობას. 

ეს მნიშვნელობები მიიღება ფორმულიდან: 

_ 2# 
V, = V # (თა 2 +-2% +/30 452522) 

ჩ ჩ 

სადაც # = 0, 1,..., 8 –– 1, „= |2|, დ= 2IC2. 

მაგალითი. შევასრულოთ მოქმედებანი: 

ძ-2ეღ+0+5! 
>. თუ ვისარგებლებთ კომპლექსურ რიცხვებზე მოქმედების წესე– 

ბით, მივიღებთ: 

1--202+0+5=2+1-4+24+5=4+2! C. 

მაგალითი. ვიპოვოთ განტოლების ნამდვილი ამონახსნები: 

(1+0Xჯ+(ლ(2–30ყ=3-2. 
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4. გამოვყოთ განტოლების მარცხენა მხარეში ნამდვილი და წარ- 

მოსახვითი ნაწილები: 

(X + 2ყ) + CC –– 3ყ)7 = 3 + 2! 
ორი კომპლექსური რიცხვის ტოლობის პირობის თანახმად, გვაქვს 

X –+2ყ = 3, 

X–- 3ყ=2. 

ამ სისტემის ამონახსნია X=2,6; ყ=0,2. > 

მაგალითი. წარმოვადგინოთ ტრიგონომეტრიული ფორმით 

შემდეგი კომპლექსური რიცხ;ვი: 

2=–2+2V3. 

LC. გვაქვს |2| = V (== 21+CV3279=4, 

ლ05დ == -–-0,5; 50დ = #3 

ამიტომ არგუმენტის მთავარი მნიშვნელობაა მILV 2 = <. და, მაშასადა– 

მე 2=24 («ა > + 15 <“) ·- 4 

მაგალითი. გამოთვალეთ: 

2=(1+:V3. “რ 
1--IV3. 

>. წარმოვადგინოთ ტრიგონომეტრიული ფორმით კომპლექსური 

რიცხვი 

1+1V3. V 3 1 2 ._:_ 21 
_ჰჯ"'" -–- --.-C:-––––- =0ლ0==–=–-–= +15ი- -. 
1--IV 3 2 + 2 3 3 

მუავრის ფორმულის გამოყენებით გვაქვს 

45 
2= (თა-ე- + (აი -უ”) == ლ05 30X + 1510 30% =1. <1 

შეასრულეთ მოქმედებანი: 

; „ 1+0383+0 (1–იც-.0. 
1709. 2+70(3-2) 1710. _-- ფოთ 

5 9 

1711. (1+5/2--(3--0? 1719, (++) 
(19 -L 1 

–) 
1713. |--–--. 

წ –+ ! 
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იპოვეთ განტოლებების ნამდვილი ამონახსნები: 

1714. (1+0#X+C(C–-–2-+5იყ= -–-4+17; 
1716, 12((224+0(1+0+CV+V)(3--20) = 17 + 6/: 
1710. (3-+20X+(5+ი”ყ= –2+23;; 
1717. (X–=– IV) (თ ––Iხ) = წ. 

ამოხსენით განტოლებათა შემდეგი წრფივი სისტემები: 

== (0–იგ+46+26- 1 + 3/, 
(4–-–-2031–=(2+302=7. 

1719. | (22+027+(2--0725=6, 
(3+ 20127, +(3--207, =8. 

წარმოადგინეთ ტრიგონომეტრიული ფორმით შემდეგი კომპლექსური 

რიცხვები: 

1790. 1 + /. 1791, ––1–-/, 
– 1---; 

1799, 14 V3/, 1798, – ..., 
+ 1+?: 

გამოთვალეთ: 

1794, (1 + ც?. 1798. (++-5>)' 1796, (1 –– ერ; 
1--71(ძყთ 

გამოთვალეთ: 

1797. კუბური ფესვი 1-დან; 

1798. მეოთხე ხარისხის ფესვი –– 1-დან. 

1799. კვადრატული ფესვი (-დან; 

1730. კვადრატული ფესვი 1+(-დან. 

1731. ვთქვათ, დ ნამდვილი რიცხვია (დ5-0). დავამტკიცოთ, რომ 

1Iიი 1 + + = 005 დ-I-7 510 დ = #9, 
M8-> C0 

>. განვიხილოთ ნამდვილ რიცხვთა ორი მიმდევრობა 

ჯ ი) _ - M/2 
-–(1++ -(1+--) , 

დ, = 96 ( 1 + +) =726(2+-7-) = იმი -. 
I” ჩ ” 
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ცხადია, რომ 

(I 

#M 92 I. 9. 
2 თ 2, 

სთ ”გ= 1Iთ (1+”) – ძი ი) 

ჩ->00 ”„>0 I 

მ1ლIყ IL 
. : დ : / 

1IIX დე = 1I0V /1მIლ(C---= დ IIი –_–.–_  -–=დ,დ. 
#->06 ».>9ი0 71 –->00 დ 

M'. 

აქედან მიიღება დასამტკიცებელი ტოლობა. / 

1XX თავი 

განუსაზღვრელი ინტებრალი 

§ 1. უშუალო ინტებრების ხერხი 

თუ X(X) მოცემული | (X) ფუნქციის პირველყოფილი ფუნქციაა 
(I7 (XV)=1 (X)), მამინ (X)+C გამოსახულებას, სადაც C ნებისმიერი 

მუდმივია, ეწოდება / (X) ფუნქციის განუსაზღვრელი ინტეგრალი და 
აღინიშნება ასე: 

| 1(X01ძ»X = LCX) + C. 

განუსაზღვრელი ინტეგრალის თვისებები: 

ს IM 00ძ»= 4 IIთ _.– . 

2) IVთ+9«თ 10X= II/თ%+ | დ (9აძ»; 

ზ | II თ «| = I; 

4) 2) | I(X)ძX I =/(X)ძX, 

9 |#4თ =IC) +C. 
ძირითადი ინტეგრალებეს ცხრილი: 

ჯი+ ძX 
=“-– +, –-1: 2 |-–– =1IიIXI+.C; ს (ა. +--40, C24–ი ) | < | 
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32| -- – +C, (ი>0, თ“ 1); 4) IL =06 LC; 

  

  

5) –_- 6) | ზი»ძ«- – და+X+0, 

ძX ძX 

| == წX+ ' | > 2§X +; 
ძX 

9) | 1+- 2 = მICIთCX ++ C = ––-მICCLC X -L C); 

=მLC5I X + C = –– 2-0005X + C). 

ძX 1 
11 ა'ს'–_–<·-–= _ 5 

1. 20 ი 

= =1IX+VX+9CI +C; 

ი 2 –-| + C; 
§(0X. 

X ჩ 

ათის 10 | თ»ძ=%+X+0, 

         

X+ძ 

X–-ძ 

  + C; 
  

  

         

  

  

  

        

  

    

ძX ძX 
17 = · 18 = –-0(ნ C. 3) 29; LხX+C;, ) | 6 ე 0LX+ 

განუსაზღვრელი ინტეგრალის მოძებნას ძირითადი ინტეგრების 

ცხრილის მეშვეობითა და იგივური გარდაქმნების გამოყენებით უწო–- 

დებენ უშუალო ინტეგრების ხერხს. მაგალითი. 

V 3 #2 _V1+ 1) ––1. 1) V3( | I(-- )= _ 
= ძ 

(+5“- “21 1 9%=V3. XX -L1 XI #9 II 
=V3X-–- შოა +C. 

იპოვეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

  

1789, | 2X5 ძX. 1788. | 5244» 

1784, | 6+2%+94: 178წ. | (+ +%+--) ძX 

” 2 

1786. „_–_. 9737, |“-:“--«» 
ჯ Xჯ 
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(7 ” _–_ 

1738, (=> _ 1V X _ 9) ძ»Xჯ. 1739. X-- 1 ძX. 
1 VVX# 4 V Xჯ 

“” _-ჯMX2 / X 

1740, | (1 (1--X) კ 1741, | 2#X+>»V>„, 
) XVX VX. 

” _–_ 

1749, V X XI/ XV X9». 1748. IV XV XძX. 
“ 

1744. | ი”ი"ძ», 1745, |“ “> 
Xჯ 

“ ი-X 6-% 

1746. თ(1+-“ 1» 1747. |«(0– - ) + 
“. „ქ ჩ4 

1748, წ (იბ ჯძა. 1749, | თ ი 
” 

” ვ 
1760. _ % _ · 1751. (-––-.=–)+ 

ე1V3-–3#X 1-X MV1–-7X# 
” –-ლუმ 2 

1759, | 1590 X% ა, 1758, ვე- +092 ) ძ». 
1 510? X 2 2 

(ესი %X 5 2 «7 1754, | 251)ი? –-Iძჯ. 1755. | 2005“ -–--ძX. 
შ 2 2 

1766. _ %§ 20! _ · 1757. _ V _ · 
81ი? 1 C05“ 1 - 1. 51071 0057 

” 9 _ 2 
1768. | 1+557%X ე, 1769, | 3-=-2%I8 X კ, 

1 1+C%52- 003” X 
- 

1760. MX+5 კ. 1761. 4XძX · 
1) 3X+1 X-7 

§ 9. დიფერენციალის ნიშნის ქვეშ შეტანა 

თუ ჯ” (62L-! (X) მაშინ LILCX ძX=ძL (X). ამ ტოლობაში მარცხნი- 

დან მარჯენივ გადასვლას ეწოდება |! (X) ფუნქციის დიფერენციალის 

ნიშნის ქვეშ შეტანა. ამიტომ 

| 10ძ»X= | ძი (ი. 

მაგალითი. IVX=1«. ამოხსნა: | V 2X –– 1ძX= 

ვ 1 · 

2 
=+| >– 1)2 ძი0»-– )=- 59%) 6 +0= 2V/C0–X- 0წ+6. 

198



  მაგალითი. | „ამოხსნა: I>5-+I"C->- - 
6X–-- 6-7 6 6-7 

=--1I6- 7I-+ძ. 

იპოვეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

  

  

  

  

1769, ი. 176 | % 
(3); -L 2)4 V3 –– 2ჯ 

1764. | IX კჯ 1765. (-%-. 
X ს 510? 3ჯ 

17066. | #5%ძჯ. 1767. _ 20% _ 
1 +X? 

#1708. | 2ი« 1769. | X+1კ,, 
ვ 

L- 1770. | ++». 1771, | 96X4 

1779, (Cთ+C5« 1778, წ-ი 

X ი. 1774, | ლLC--- ძX. 1775. IVI -C 45I1X C05XძX. 
: ვ 

ძჯ ძX 
–1776, =--------–=“–<. “1777. რეააიი======-ი, 

| == X)2V 1 –– ჯ? | 005? X VხX –– 1 
· · ძX 

1778, | _512XთX_ · - ეჯი. | -25'6X0X. , 
V1-+9ე?X 1+ X 

1 

9... »#ჯ 
–=1780. | IX9X –1281, | _6. %. 

ჯ X? 
1) 2X თX 178, | «7. 17883. _ეი-00. : 

005? XV1 + IC (1 + 0052X) 

1784. | -50X005XძX_ 1786. ( VI. ქ 
VC052X ) C05X 
VI) 

176ც, | 29 X0X · 1:87. | XX _ –. 
0055 X V0. ––-ჯ „ი : 

1788. | 2 %_. 178, | 2... 
2 -L1 ლ -L1 

: ' "იჯ ვ; _ 

1700, | “---““ ჟჯ 1701, | ->9+- -C9057 კე. 
0 -- 6-1 510 X –- C05X 
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22CLC X ჯX 

1799. –-“--–--ძ». 1793. _3ძ» 
1 + Xჯ? 1 + ვ% 

  

  

1794, | «ი (1 -L X3) ძჯ. 1795. | + ძ»X. 
X –“+- 005X 

1796. _+% · 1797. |“ => · 
) 1+X 005“ X 

“ იჯ 

1798. _ -ძX_ · 1799. –_–_--–- 5XძX _ · 
1 V1-–-4% V-იბ ა / 

- : 
1800. _908 2XძX . 1801. 511 XძX : 

5II) X C05X 14+ 3005X 

” თძX II XძX '– 1809. ძX –180ვ, | 3=0701 
1 XIიჯ V1–-»ჯ? 

C ძჯX V =1804, | –––-––-–. -1800 | #1+1X კჯ, 
) XV1-–-Iი?Xჯ X 

”“ ი 
1806. | ი” X>ძ». –1807. I+ (4X-–-–- 1)5ძX. 

·- - 

–1808. | C05 (X” -L 3) XძX. 1809. I 008” X 5101 2X0. 

“ - (ე IX 

– 1810. | X / X2+-4 ძა. <–1811, 15%. 
1- 1) V7-+ X 

“ 2 “ 

– 1ც10, | _X9% ., _ 181ვ, | X4%_, 
) V1+X) ) V1--X 

Xჰ7ქძX ( XზძX 
1814. | –“–-–““-, 1819. –-––=-. 

X8 + 5 1) V1-–-#X 
” ” –-ჯ? 

1816. | -1+X კ, 18117. 2 X?ძ». 
” V1--X “ 

. ძX სემ. · 1818. !| 005(I17) –––. 1819. 5ჩხ? X Cხ X ძ». 
წ X     

§ ე. ჩასმის ხერხი 

თუ LI (იძ; ინტეგრალში დავუშვებთ, რომ X=დ (I), სადაც 1 

არის ახალი ცვლადი, ხოლო დ (I) – უწყვეტად წარმოებადი ფუნქცია, 

მაშინ მართებულია შემდეგი ტოლობა: 

I94= | IVIVCI> დ«. 
ინტეგრალის ასეთ გარდაქმნას ეწოდება ინტეგრება ჩასმის ხერხით. 
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X= 

მოძებნეთ ჩასმის ხერხით შემდეგი ინტეგრალები: 

1890. | გ0X+ს «I. 

ძX 
18992. –ააეეუედუ––. 

(L-7-3 

1894. | დდოთძ» 

1896, | 2900XL ძX. 
X 

VX. 
1898, | 06 _ძჯ · 

VX»X 

1830. _ % _ 
ც? X? + ე? 

  

- 
1888.  რ« _ · 

|) თ”X'.–6ხ 

” ძ 
1834. _ 9% __ · 

1 V0?--ხ?ყბ 

ი ძ 
1836. –--- · 

ა VX +090 
ი 

18ვც; | _ XX _ 
1) V1+X 

- 
1840. _ XX _ · 

1) ი14+%# 

18კი | 1+% ქ 
14+VX 

Iი LC X 
  1844, - ძ». 
511 X C205X 

თუ ინტეგრალი შეიცავს, V 01- »? რადიკალს, მაშინ 
X = 05111 (ან X = ძ0081) ჩასმა; 

თუ ინტეგრალი შეიცავს V X2 -- ი? 
2 (+ ჯ=-4 ) ჩასმა»;     

00§1 51011 

1891. |თ (იX -L ხ) ძX. 

1833 

1825. 

1827. 

1839. 

1831, 

1833. 

1835. 

1837. 

1839, 

1841. 

1813. 

1845. 

  

4X + 3 

(X-–- 2) 

L 25-V მICLდ 6” _ ძჯ. 
1 + 01 

| ე""%X 605 XX. 

ძა 

9#+-4. 

ძX 

25 –– 36X72. 

ძX 

V16--9X.. 
” ძX 

| Vწ52-- თ. 
" ჯბძჯ 

VX-1. 
რ #X _ 

) 7>-=1- 
წ 

  

X Vთ + Xძ»X. 

(I1ი2X ძX. 

1)ი4X Xჯ | 
    

გამოდგება 

რადიკალს, მაშინ გამოდგება 
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თუკი ინტეგრალი შეიცავს VX? + ი? რადიკალს, მაშინ გამოდგება 
X=ძLV1 (ან X= ძC1C1) ჩასმა. 

  
1846, | V0თ? ––- X?ძ». 1847. | 16%. 

V1--ჯ? 

ძX ძX 
1848, |“ –- -.-.., 1840, |, VC-- 2) (>> 

VXIL-- ძ +XC- -4 
1850, |V#9-““ 1851, |M>-“ «+ 

X Xჯ 

160 | თი... 18589 | %# _. 
V (ი? -L X2)3 ჯ2V1-+X? 

§ 4. ნაწილობითი ინტეგრების სერხი 

თუ V (X) და შბ (X) X-ის უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციებია, მაშინ 

ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულას აქვს შემდეგი სახე: 

| ძი =ს0-- | (MI 8 

ამ ფორმულას ძირითადად მაშინ იყენებენ, როცა ინტეგრალქვეშ აღე– 
ბულია ალგებრული და ტრანსცენდენტური (ან მხოლოდ ტრანსცენ- 

დენტური) ფუნქციების ნამრავლი. მაგალითად, | 72%, | 4 510 XძX 

ინტეგრალებში V-თი აღინიშნება X2, ხოლო ძუ-თი –- დანარჩენი ნა- 

წილი, რომლიდანაც ინტეგრალი ადვილად მოიძებნება. 

თუ ინტეგრალქვეშა ფუნქციაში მონაწილეობს IX, მ+051ი X, 

მICLდ X, მაშინ ეს ფუნქციები აღინიშნება V-თი. 

მოძებნეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

ჰ–1854. 

- 

| XCXძ». –4866. Xჯ 2Xძ». 

1856. IV XX. 18ნ7. | XI. XძX. 

– 

4868. | #34: ჰა1869. | X5Iი 2XძX. 

“. 

1860. | გამი ი» 1861. | მLCL XძX. 

1862, I– 18 XძX, 1868. | II(X- –– 11ძX.   
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1864 |იიდაძი 1806. | ბითი ი 

1806. | #24 1867. |4=4. 

18068 | ი'ა» 1869, | დაძ» 

-_ 12 X 
1870 ძX. 1871. IIL(X +- V/1+X?)ძX. 

VX ' : 

1879, | X2C6 XიX · 18ჯვ, | 2 2150 XX. 
V1+X#? V1--X? 

1874. _X 206 XძX_ 187წ. XძX _ 
1 +»? 005? 3X 

1876, | 9იVX«, 1877. | “4 

1878. (505:595%., 1879. |თ.თი4- 
Xჯ 

1880, |7:თა 3Xძი. 1881. |რიი ხX ძX. 

1889. |V2– 2. 1888. IM» +, 01ძ». 

§ ნ. კპადრატული სამწევრის შემცველი უმარტივესი ინტებრალები 

შემდეგი სახის ინტეგრალებისათვის 

| MX+# ძX, დ?4+)ო ძი. |VCC+X+ 5 
თX? -L ხX + 0 Vი0X? -L ხX -L C 

საჭიროა კვადრატული სამწევრიდან სრული კვადრატის გამოყოფა, 

რის შემდეგაც მარტივი გარდაქმნებით ისინი დაიყვანება ცხრილის 

: ძ ინ ინტეგრალამდე, ხოლო | (IX + ი) /6> + ნX L C ტეგრალისათვის 

უნდა ვისარგებლოთ =X+8”=-> ჩასმით. 
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მოძებნეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

C ძX · 

  

  

  

18884. |–=–ლჩ”ს “ჟი 188წ. _ #% _ . 
I) XX+2X+1 X' -L 2X -L 3 

1886. _ %+! კ. ჯი6ვ,, | XX . 
ჯ . - -2X +5 X +- X+1 

” - 

1888, _ ძX · 1889. 31-2. _ ძ»X. 
1 301-–- 2+2 ყ-- 4X - 5 

“ :_ 

1890. _ 4118 _ ძX. ”1891. _ X+5 
) 3X + 2X + 5 2ჯ? –+ 2X -L 3 

( ძX ძX 
1899, ა==-. 1898. ––––-– ==. 

უ VX? +X -+ 1 V5-4-- ჯ' 

1894. _ ი · 1895. _ 27 _ _ · 
) V2+3X–-2#; V3X1--– 2X–– 1 

18906, |–-– “+-0 I 180. | “++? I 
1 V#VX-4X+5 V 3-–-2X-–- #X 

/“ აეუეღე_–_ ეაეაეაო- 

1898. | V XX+ 4X–- 3ძ». 1899. IVX-# ძX. 

19500. | V 1–-–2X-––-Xძ». 1901. I/52–2» + 1 ძX. 

1909 , ძX · 1903 ძX 
“1 X-11VX--2 · _ 1 (X+ 1) VX2+-1 

1904. _ "0: 1905. “„ · 

1 (X+1)VXX+ 2X+2 XVX? + ჯX–-1 

§ 0. რაციონალური ფუნქციების ინტებრება 

რაციონალური ფუნქციის ინტეგრება ნიშნავს | 52 სახის 
Xჯ 

ინტეგრალის მოძებნას, სადაც /(X) და / (X) მრავალწევრებია. 
იგულისხძება, რომ შესრულებულია შემდეგი სამი პირობა: 

1) 15. წილადი არის უკვეცი; 

2) მრიცხველის ხარისხი ნაკლებია მნიშვნელის ხარისხზე; 

3) მნიშვნელის უდიდესი ხარისხის კოეფიციენტი არის ერთი. 

თუ ინტეგრალქვეშა წილადი არაწესიერია, მაშინ მისგან უნდა გა- 

მოვყოთ მთელი ნაწილი; ადგილი აქვს შემდეგ ოთხ შემთხვევას: 
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რაციონალური წილადის მნიშვნელს აქვს ნამდვილი და მარტი– 

  ვი ფესვები: თ, ხ, C,..., |. ამ შემთხვევაში -> წილადი დაიშლება 
X 

შემდეგი სახის უმარტივეს წილადებად: 

კ(X) _ 4 8 C L 

#(X) - X + 
... , 

X–იძ X–ხ X-–C X–I 
    

სადაც 4, 8, C, .., L კოეფიციენტები მოიძებნება კოეფიციენტთა შე- 
ჯარების ან განუსაზღვრელობათა გახსნის ხერხით. 

მოძებნეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

100ც, | 2-1! ჟე: 19007. |–-#–“ ქ, 
(X--1)(X––- 2) 9 (X––- 21(X–– 3) 

1908, | ლლელლთლულლ 1909. | -=-:4 
(X+ 1)(X4+.3)(X+-5) X(X+ 1)(X––2) 

7L-- 

„1910. _ რ“ 1911, _ XX · 
Xზ -L # –– 6ჯ X --- 3X? -L 2 

8 5 – 

1919. _ 521+2 __ ძ»X. 10)ვ. |->+X+=–8 კ, 
X8 ––- 5X? + 4ჯ X)-–-4X 

?. რაციონალური წილადის მნიშვნელს აქვს ნამდვილი და ჯერადი 

ძ, ხ, .., ! ფესვები შესაბამისად თ, ჩ,..., » ჯერადობისა. მაშინ რაციო- 

აალური წილადი დაიმლება შემდეგ უმარტივეს წილადებად: 

  

  

     

/თ _ 4 => = 4 8, 8. 

#VXV წაგაიია + „ი თები (X –– ხა)? 

8, >>>–> 
+ 1-ს თ– 01!" დ- ბ 

სადაც #ე, 4#ე,..., L, უცნობი კოეფიციენტები მოიძებნება კოეფიცი– 

ენტთა შედარების ხერხით. 

მოძებნეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

  

    

1914. თ __ ს 191წ. (> 
9 (X-- 21(X-–– 1)? X (X -L 1)? 

_–_ 2__ 

1910. # = 3%X+2 კა «1917. 2X =-5%X LI ძX. 
"X8 -L 2X2 -L X XI) --2X1-L1 
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· -2 

1918. (“> 1919. 3X + 
ქქეატე/ის X4+3X18--3X1-+X 

2 2, 

1990. _5X + 6X + 9 _ __ 
(X-–– 3) (X + 1) (X + 2) (X + 4); 

1999 | XძX _ 1ე9ვ (2215%> 25X-–-1 
“1 1+500+8X+4.“ ის XI 3X -L 2 

3. რაციონალური წილადის მნიშვნელს აქვს მარტივი კომპლექსუ- 

რი ფესვები: თ, +-ხ1 I, ძე–+- ხე L..., თ +ხ,!, მაშინ რაციონალური წილა- 
დი წარმოიდგინება შემდეგი სახით: 

თ = #.X + M. -L MX -L M-ი +-..-+L M,,X + M, · 

ლიე (-–-ი)!“+“-სხ (X-–-ი.)+ხ; (X-- თ)? + 61” 

M,, Mე,..., M,, M, მუდმივები მოიძებნება კოეფიციენტების "”შედარების 

მეთოდით. 
მოძებნეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

  

  

„1994, | 2. 1095, | XX +X+1 კ, 
ე) 1 +ჯ X(CX? + 1) 

1996. "ე _. 1997. L––> · 
1 (XL–– 3)(X +2) (X + 1)? (X? –+– 1) 

2 . 

___->>აე-= 
.) (X-–1)1(I7––-– 2X-+5) X9 -L X? -L 2X +2 

, 1980. | +... 1931, |-5-- 
1 XX +1 X4 –+- 1 

10ვ0, | X--6 კ, ჯ1ევ|, | ძ« _ ..., 
1 X-+6X+8 (X1-C2X-L2) (X?--2X-+-5) 

4. რაციონალური წილადის მნიშვნელს აქეს # ჯერადობის კომ–- 

პლექსური ფესვი თ+ხნ მაშინ რაციონალური წილადი დაიშლება შემ- 

დეგი სახით: 

  
  

I(ო _ #MX#+M MX+M  .  , _ MX+M _. 
ჩი დ–-თ'+ს " IC- თ! +. (C-- თ: +" ”, 
სადაც #Mე., M,..., MI, M. უცნობი კოეფიციენტები მოიძებნება შედა- 

რების მეთოდით. 
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მოძებნეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

    

1934. (+ · –___ 
· 02 + 11 1 + თა) 

80 | 3X+5 1987, | => 3X+2 ძა». 
(X”;:-L 2X-L 2)? (X1 –– 3X -L 3)? 

1ივ8. I 2 +X+3 ს, ევე, | X +X–1 კ 
(2 -L 1)? (X + 2) 

1940. IC” > X +1 ძX. 1941, |–--- 0 
(X2-– 4X -L 5)? 1 (9-–– 6X-L 13)? 

1949, | პX+5 კ. ჯიკვ, | #X 
X5 + 2X) + Xჯ (X + 1) (VI + 1)? 

1944, (=> . 1945, | 23X+1_ ძX 
X? (1 -L #2? (X.–– 1)? 

1946, |C-–=ლ-> · 1947, CC» 
(X + 2)1(X + 1) (9 –– 17 

§ 7. ირაციონალური ფუნქციების ინტეგრება 

1. წრფივი ირაციონალობის ინტეგრება. თუ მოცემულია შემდეგი 

სახის ინტეგრალი: 

” ,„ 

3C> (++;)” (+ ) I4+ 
, CX +ძ ” 'ხ +ძ. , 

სადაც I” არის თავისი არგუმენტების რაციონალური ფუნქცია, 71, 71, -.., წ §– 

მთელი რიცხვები, ხოლო იძ –– ხ05- 0, მაშინ მისი მოძებნა დაიყვანება რა- 

ფციონალური ფუნქციის ინტეგრალის მოძებნამდე --=---= 4X 2. ხ _ # ჩასმის საშუ- 

ალებით, სადაც # არის #.., –-- წილადების ერთო მნიშვნელი, 
71 ა 

მოძებნეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

ძX V XძX 
_ 1ეკეე | “ ო» 

| VX+VMVX /X +1 

1950, VX4 1961, |+42%+> V I =4> 
X+2 
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1969, |<==--. 1958, | 7=' 
XVX+1 V(1 + X)მ +V1 +X 
X-+1 XძX 

1954. –====- ძ». 195წ. -. == -====>. 

V 3X + 1 (== 785 

1956 _XX+ 1141 
X9X 

· -ეღაღაეა“ ––. 1957. –––--–-–ძ. 
|(I-=.-7== VX+1-–1 

1958 _ 9ძX. 1969. I. ძ»X 
ღები. · |7>- >. 

9. კვადრატული ირაციონალობის ინტეგრება. I (X,V0X2+ხX+0თ ძX 

ინტეგრალის მოძებნა, სადაც # არის X-ისა და V 0იX + ხხ+-” რადიკა- 

ლის რაციონალური ფუნქცია, ეილერის ჩასმების საშუალებით დაიყვანება 

რაციონალური ფუნქციის ინტეგრალის მოძებნამდე (აქ ყველგან იX? + 

+ ხX + C2- >0. 
1) თუ V0X + ხX + C რადიკალში ი >>0, მაშინ გამოდგება ეილერის 

პირველი ჩასმა: 

V იX -ხL + C=1 + VძX». 

ძX ძX 
1960. ––-–ღღეღელ==>=. 1961. _' 

I-288== · |;>-= 

100 (| XX .... –._____ 
V3X?+ X -L1 X+VX-–-X+1 

2) თუ V0X + ხX+C რადიკალში 6 2>0, მაშინ გამოდგება ეილე. 

რის. მეორე ჩასმა: 
V0იX + სX +C=1X+V6. 

1904. _ % _ _ · „ #4  _3_ · 
.-V9-+X-–- 4X? XVX-–-X+3 

ძX I ძX 
1966. –აუუუუეღეღჯ.. 1967. _-"-- 

I X V2 +–+X---X I-ი” 

3) თუ 0X2+ხX+C კვადრატულ სამწევრს აქვს ნამდვილი ფესვები 

თ და ჩ, მაშინ გამოდგება ეილერის მესამე ჩასმა: 

  1965. 

+# იX? + ხX + 6 = (X-–- თ)! ან VიXბ? + ხX + 6 = (X–-ჩ)!. 
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ძX ძX 
1968 | - .  ....-.-.--. -1ეცე. უღეღუღვლ5C. 

(X –– 11V-–-– X+3ჯX–2 |7=8=> 

1970, _ მძ» _ _ · 1971. _ მძ» _ · 

V–-- XX-+- 5X–6 XV–X + 7X–12 

X, (X)ძჯ 
2... სახის ნ, ისაგან, ჯ, რის - რი 78 -ნ LC. თ ინტეგრალისაგან, სადაც /ზე (X). არის #-უ 

ხარისხის მრავალწევრი, შეგვიძლია გამოვყოთ ალგებრული ნაწილი შემდეგი 

ფორმულით: 

#», (I) ძX ასევეა“ ძ» 
ვებ“. = –1(X)' V –-X ხX+0 | -–--–––==-. 4 

| 7555 რ.-ა00V20I+ხX+2 + I(=– +ხX+0 () 

აქ 0,1 (0) არის #--1 ხარისხის უცნობკოეფიციენტებიანი მრავალ–- 

წევრი, ხოლო -- უცნობი მამრავლი. C0,-,(X) მრავალწევრი და 72. 

უცნობი განისაზღვრება (4) იგივეობის გაწარმოებით. 

ძX 
თუ მოცემულია | CV - თი ინტეგრალი, მაშინ გა- 

VიX? + ხX + 06 

XძX 1 

ჟუ #ი= 1. | (თXმ -++ ხ) V/X? + 8 

სახის ინტეგრალებისათვის გამოიყენება შესაბამი- 

და 

(ფა 7=> (0CX+წ) 7227 
სად შემდეგი ჩასმები: 

5”“·““ 87 
(=V4X+8, #= ოლ. 

X-+L#1 ჯი + 2Xჯ“ 
1979. __–_–__ ----<--ძX. 1223. –=–-–-–-–-ძ». 

| 7=>5=5 # V XX +. 2 

ძX _ ძX 
1974. |“––უ=-. 197წ. |-––უ==> · 

(X –– 1) V#X2––1 (X -L 1)მ VX? + 2Xჯ 

X XX 
1976. „ააეუუეუ|„აეღუეღე––.. 1977. --------––. 

|>”>= 2 (1 +––- X-ე)V 1 –– 4 

XძX ძX 
1978, |(<>3ა7>= 211722 „1979, |LC-–>7>=> +9 2-8. · 

ვ. ბინომური დიფერენციალის ინტეგრება. | ” (თ+ ხX-)9ძX ინ- 

14. უმაღლესი მათემატიკის ამოცანათა კრებული 209



ტეგრალი, სადაც MI, წ და 0 რაციონალური რიცხვებია, ხოლო თი და 

ხ –– ნულისაგან განსხვავებული მუდმივები, ელემენტარული ფუნქცი- 

ების სამუალებით გამოისახება შემდეგ სამ შემთხვევაში: 1) როცა #0 

MI-L1 

” 

  
  მთელი რიცხვია; 2) როცა თ+1 მთელი რიცხვია; 3) როცა +ი 

მთელი რიცხვია. 

მოძებნეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

1) როცა 0 მთელი რიცხვია გამოღგება Xჯ=2 ჩასმა, სადაც § 

არის M1-ისა და II-ის საერთო მნიშვნელი. 

1980. IV X0 +95VX #4 1981, |7=0=3-»: 

2) როცა 41. მთელი რიცხვია, გამოდგება თ -L ნ XM# = 2!) ჩასმა, 

სადაც § არის #-ს მნიშვნელი. 

    

7 Iევი, | XC. ჰევვ | XC2> 
VX–1 V1 + 2X2 

3/ >. 

1984, I= 37/ (1 + X9)?ძX. 1985. V Xძ+ 
/ 7 X + 1 

1 _1. 1. 1 ვ 1 

19806. I» § (3-7 ') 2ძა, 1987. I. ? ()+»“ “) 3. ძX. 

3) როცა 111. –+ 0 მთელი რიცხვია, გამოდგება ძ -L 6ხX? = X" 2" 
IM 

ჩასმა, სადაც § არის #-ს მნიშვნელი. 

2 

8 ძX 
1988. -ნ! 1-2X-2 ბ კჯ. 1989. |–––- –-_.._–_.–_-–. 

# 0+ ) ” >> 
5 

ძX “2 
1990. –  – –. 1991. X- (2 ჯ? ძX. L--7== „გახგსცა- 

§ 8. ტრიბონოგეტრიული ფუნქციების ინტეგრება 

1. | პი”»თი აი ინტეგრალის მოძებნა, სადაც 7, და /| მთელი 

დადებითი რიცხვებია. როცა M კენტი რიცხვია, მაშინ გამოდგება 
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C05 X=/ ჩასმა, ხოლო როცა # არის კენტი რიცხვი, მაშინ 5Iი X=1 

ჩასმა; როცა M”I და # ლუწი რიცხვებია, მაშინ ვისარგებლებთ შემდეგი 
ფორმულებით: 

1 –– 005 2X 
510? X= –––-––-“, 

1995. 

1994. 

1996. 

1998. 

2000. 

2002. 

2004. 

2იი6, 

2 

| 0053 XI. 

5105 XძX. 

ი
ს
ც
უ
ო
უ
ე
ა
-
 

005” 3XძX. 

- 

§51ი“ Xძ». 

- 
5111“ X C05” XთX.   “ 

| თ“ X 51ი“ XძX. 

2 “005 X9 X 511" X ძX 
· == “ე 

510” ჯ 

5101? X C05“ XძLX, 

5101? X C059 XძX. 

005” Xჯ 

200წ. 

ლ
ლ
 

510“ X C051 XIX. 

510 2X 
  = ++902, 510 XC05 X= 

19ევ, | §1I12 XX. 

19958. | 0057 XIX. 

1997, | 510” X C05 XძX. 

1999. | 5111” X 0059 XX. 

9001. | 00598 XIX. 

9003. |. XX. 

9007. |.“ X 0051 XძX. 

ინტეგრალების მოძებნა, სადაც ”! და MM 

არაუარყოფითი მთელი რიცხვებია. როცა M· კენტია, ხოლო IM –- ნე- 

ინტეგრალისათვი” გამოდგება ბისმიერი 

510 X=( ჩასმა, 

რიცხვი მაშინ პირველი 

ინტეგრალისათვის C0§ X=! ჩასმა. იმ ხოლო. მეორე 
შემთხვევაში, როცა ჩM ლუწია, ხოლო #1 -- ნებისმიერი რიცხვი, შეიძ- 

ლება ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულის გამოყენება. 

. 10 XძX 
·'. 9008. 9009, |-C2.-. 

9010. 

2019, 

9014: 

C05 Xძ9X 

§1ი“ X 

1C0§9 XთX 

§II1“ X 

5105 XძX 

0053 ჯ 

51)“ XძX 

005? ჯ 

005" Xჯ 
5 9011. I. XჯძX · 

510) X 

5103 X ძX 

2015. 

9013. 

ლ05? X 

3I:064 

005? XძX 
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3. _ 44% _ ინტეგრალის მოძებნა, სადაც #7? და 7 არაუარყო- 
§I0”'X 005" X 

ფითი მთელი რიცხვებია. როცა +? ლუწი რიცხვია, მაშინ გამოდგე– 

ბა 17 X=1 ჩასმა, ხოლო როცა -–– კენტი, მაშინ მრიცხველში 1 შეიცე– 

ლება §10ი? X+ 005? ჯ-ით. 

ძ 9016 | ““.. ., 
511) X C053 X 

9018. 1) 
2 

9090 |-–-.-- ..., 
510. ი– ჯ 

  

    

ძ - 

9029, 1) : - + 
ლ0§3 ჯ; 50)? X 

  

. ძX 

C05 X 

ძX 
9017. _–-– 

511); X CC5? X 

9019. 4X · 
C059 X 

ძ 
2091. _ 92% _ _ · 

51117 X C051 ჯ 

იიი | _ '“ _ ძX · 
510? X 005 X 

  

4. ".. ი | «თა» | 005%- XX ინტეგრალების 

მოძებნა, ამ ინტეგრალების მოსაძებნად უფრო მოხერხებულია გამოვყოთ 
შესაბამისად ბთ? X, CLთ? X, 5%" X, C050-2X მამრავლები და ვისარგებლოთ 
1 + LC–2 X = 5%01X, 1 -+ CL? X = 00562 X ფორმულებით. 

9094, LC X0X. 
“ 

29096. I> X500% XX. 

9028. თათი X9X. 

9096. | XთX. 

9097. | ძთXCთაით XIX. 

5 

2. 
9099. | « X560პ XძX. 

5. | თ XC05 ჩ XძX, IX თX5II ჩ XძX, | ა0თXC00ჩXძი») ინტეგ- 

რალების მოძებნა. ამ ინტეგრალებისათვის ვისარგებლებთ შემდეგი ფორმუ- 

ლებით: 

C05XLC005ჩ-= 

––005(თ + ჩ) 1, 5(ითC058= 

212 

--Iიის (თ–– ჩ) + C05(თ-+ჩ) ), 510 -5Iი ჩ= – (C05 (თ––ჩ)–– 

– (VIი (თ-– ჩ) + §5Iი (თ + 6წ)1-



2 

2030. (> 4X C05 7XძX. 

90ვ9, |აი X 510 3XძX. 

9081. 00§ -% C0§-X. ძX. 
2 3 

9088, | 810 (5X-L8) -510(3X––7) ძX. 

3034. | (» + <)თა XX. “9086. IV (5– +) +L) ძ». 

95036. |აი Xჯ5I0 2X5I0ი ზX/.. 9037. I > 2X 005 3XძX. 

6. | M(IიX, 005 X)ძX ინტეგრალისათვის, (სადაც IL არის თავისი 

არგუმენტების რაციონალური ფუნქცია, უნივერსალური LC 2 =( ჩასმა 

გვაძლევს: 
2ძ! 

ძილ “  «0ეX= 
1 + /2 

9038, ძX · 
51 ჯ 

9040. | წლელი . 
5+300§Xჯ 

  

9049, _ 0“ 
0059X + 2520ჯX+3 

ი0კკ. | __905XIX_. 
1+C§5Xჯ 

9046. |“ ა, ძ»X. 
5111? Xჯ 

  

2 _ 1--/ 
1 -L# ” 14+/ 

იივყ, | %-.. 
C05 X 

  იი41, | %. 
5+450Xჯ 

ძX 
2048. _-----_ _, 

39იX+40§5X% 

( ძX 
8006. >_ 

ს) 2510X-+5I:2X 

II) XთX 904, | 90XCX_. 
1-80X# 

თუ ადგილი აქვს I? (––51ი X, ––0058 X)= I (510 X, 005 X) იგივეობას, 
მაშინ შეიძლება ვისარგებლოთ LC Xჯ=! ჩასმით. 

9048, _ #«% · 
1 +–< 30051X 

ძ 
90820. _ ი. 

4-- 30C002ჩX-+55102ჯ 

ძX 
ესეაეაეაეაეააეიი_” ღ- 

თ? 510" ჯX ++ ხ? 005? ჯ 
ჯუ? 

9081. _9მ9I X კა, 
C059 ჯ 

იმავე L X=1 ჩასმით მოძებნეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

9069, (> ძX. 
51ი 2X 

ძX 
9058. _--------. 

(510 X-L+C085 X)” 
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იიეყ, |–– “. 9055, |––-–“ 
) 51% -L 005“ ჯ (51037 X –+– C059 ჯ)” 

“ - 

იიი | რრ?რ“წსწ;ს სე „ინ? _ 4... 
1 5Iი“X + 3510 X 005X –– 005'X 5II1“ X –“– Iყ” X 

“ წ 

9058, | 909 იიი. | XX. . 
1 'V9ი XC0593 ჯ V/ 5102 X C055 X 

“ - 

9060. (90 +X 4, 9061. LL - 
8 C05 ს 50-“- ლ009-- 

2 2 

მოძებნეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

# ” 

2002. | §ჩM? Xძ». 9068. ძჯ 
ა 1) 5Xჯ 

” 

9004. | //LXძX. 906ნწ. | CI? XIV. 

” 

9060. | 51 XCII ჯძX. 2067, C · 
. 1) 5იXCILX 

” ” 
2068. | (1 -+- §” 2X)“ძX. 906მ. | 13? XძX. 

“” 

ილ ძ 9070, | -# _. 9071. | V6MX- 1 ძX. 
10X+1 

” ” 2 
ი07%. | 5I.Xი0I? XIX იიჟვ. | 11 2%X. ძ». 

1 1 CM? X 

§ 0. სსვადღასსვა ინტეგრალი 

” –_ “ –2 

2074. _%-) / 9075. | _+=-%- ძ 
) V#-–-1 ) V1--4X 

_ 
9076, (1 –+ 50 XძX. 9077. V1 + C05X. ძ»X. 

” · 51I) X 

” ძ ძX იი2§ |- “ ., 9079, · · 
) 90იX-–-C5ჯ ) ძ500X4+6005Xჯ 

9080 ძX 9081 1--Xკ 
' 1) #X-=–=1-VX-–2 'IVI>:4 

8089. 2 +-X, 9088. | (X + 1) V > + 2» ძ». 
(1 _ჯ; ) “ 
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” «თ ი2ჯძჯ 

  

  

  

  
    

  

51ი? X C05? X0X 

  

  

  

  

  

 



2084, 

2086. 

2088. 

920590, 

25099. 

2094, 

2096. 

2098. 

2100, 

2109, 

2104, 

9106, 

2108. 

2110. 

2119. 

9114. 

8116. 

· XძX 

(ოლ 
VX 

I C+6 

| გ9+X ქ 

2%ძჯ 

|5-% 

6-X 
V, გ2X. L იჯ CL 1 · 

| ძX 

(%-- დე?“ 
0%ძXჯ 

ლ 1. 

510 XIX 

|ე== === 1 

XIX _ 

V +2 

| XIX 

V (2– 0. 

|Mი1+=<. 1+X# ძI. 

I XV 2--> ' 
X–-–-- 1 

I +M »X+1“X 
ძX 

  

VC-– 1)1-=-2). · 

I+- -+ 
1ი 005 XV X 

| ლ0099X. 

XC9Xჯ 

(X + 1). · 

2085. 

2087. 

2–«08სა, 

9091. 

2093, 

2095. 

2097. 

9092. 

2101, 

95910ქე. 

9105. 

2107. 

9109, 

9111. 

2113 

9115. 

959117. 

| 64: 

V 2-2. 
IC. (IთX) 4X · 

ჯ 

| გ2X+LIიX ქა, 

სწ. ხ?% ძჯ. 

| 216+0X. 
ჰიყიX. 

005 XIX _ 

5IეზX-–6590X-+ 12. 

VI +IXჟე; 
XIIჯ 

XძX 

LI--» X+1 

ძX 

| (X -L 16)V9–X 
ძX 

#V1 3+#. 
” X20იძX 

| 7=5· 

X--1 ძჯ 

Iა5- 4 ჯ” 

( ძX 

1) %/ (X+1)ზ(+–– 14. 

  

  

1-VX. 4ძ9X. წV>-7=4, 
| 23 C ძა. 

XI02C X/ჯ 
V(CC-–- 1)3 · 
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2184. 

8198, 

9180, 

2189. 

9134, 

2136. 

9188. 

2140. 

#7 

(IიX–1 

5101 2X –– 259 X 

( 3009;71+750იXჯ     5005X +250 Xჯ 
ძX. 

– ძX. 91139. 
II” ჯ 

( X0C05 XIX 
აეეე 9191, 

5I05,X 

ს X7ძX ჯლვ | 

(1,+ Xჯ)? ' 
რ“ „4 

XI 41. ძჯX 0195. 

პარ +1 
რე ძX 

 _ 9197, 
X (2 +17” 

 #X+ _ 9199 
XVX3--1 . 

“ ძ ” 

_ ლილი4#:7” · 9131 

V 3C05X+§ი»ჯ 

_VICX_ ძ 9თ1ვვ, 
51I) 2X 

( ლეა? XძX 
ეგააა –ჭ 2135. 

§I11 4X 

( ი05XძX 
_–-–-. 913727. 
C05 3X 

" ძX 

X+9890იX 

20519 მილ510 V XI XძX 
  

“ V1=2 

ძX. 
1+005ჯ 

XძX 

ქელი X-2 

ძX 

X(6X +1) ' 

ძX 

(X-–- 1)4(X + 1) 

# 1+VX _ 
_ VX ა... 

510 XX 

VC05 -2 

005 2XთXჯ 

510“ ჯ 

005 3X ძX 

5105 X 

_510 X0X_ XძX 

51 _ 8003X. 

9139. |ფი'3- თ§ > ძ». 

9141, | 

X თავი 

თძX 

14+(X 

განსაზღვრული ინტებრალი 

§ 1. განსაზღვრული ინტეგრალი და მისი გამოთვლა 

ვთქვათ, I” (X) ფუნქცია განსახღვრულია (0, 61) სეგმენტზე. დავყოთ 
ეს სეგმენტი ნებისმიერ» 

216 

დ L0თ == Xა<- X, < Xგ<-'< Xე=ხ0 წერტილებით ჩ 

ნაწილად; ყოველ |X- X) დანაყოფში ავიღოთ ნებისმიერი §/ წ, ირ-



ჩ 

ლი და შევადგინოთ ა ' წ(6)ტX, ჯამი, სადაც  რX,= X, -- X,-- 
ჯ(=1 

ამ ჯამს ეწოდება / (X) ფუნქციის ინტეგრალური ჯამი. თუ I (X) ფუნქ- 

ცია უწყვეტია Iთ, ხ) სეგმენტზე, მაშინ არსებობს ამ ჯამის ზღვარი, 

როდესაც დანაყოფებს შორის უდიდესის სიგრძე ნულისაკენ მიისწრაფ–- 

ვის და ეს ზღვარი არ არის დამოკიდებული არც (თ, ხI სეგმენტის და– 

ყოფის წესსე და არც §; წერტილების არჩევაზე. ამ ზღვარს ეწოდება 

I(X) ფუნქციის განსახღგრული ინტეგრალი 0ძ-დან ს-მდე და ასე აღი–- 

ნიშნება: 

|/თ%– I 5 წეტ», სადაც # == თმXIტXI. 
; 1–>0 2: 

განსახღვრული ინტეგრალის თვისებები: 

1) (4 (X) ძX = #4 | ”I(XძX, (4 =0ძი9%; 

% ” ხ ხ 

2 IV (0 +ჩ(C90 14 = II. ფძ» + IM. ცაძ» 

“ ძი “ ი 

=> - აქვა =0; 
3) I I(XძX | I(ლიეძი. 4) I I(X)ძX 

5) –_ 

თუ # (9) ფუნცია (თ, ხ) სეგმენტზე უწყვეტი | (X) ფუნქციის პირ- 
ველყოფილი ფუნქციაა (#” (X)=/ (X)), მაშინ მართებულია ტოლობა: 

ხ 

| ;6)ძ; = (-0))1= (0) – ჩ(თ, 

რომელსაც ნი უტონ––ლაიბნიცის ფორმულა ეწოდება. 
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2 

გამოვთვალოთ | M» როგორც ინტეგრალური ჯამის ზღვარი. 

1 

პირველი ხერხი. დავყოთ |1, 2) სეგმენტი ” ტოლ ნაწილად, 

სX= 1. დაყოფის წერტილებია: Xე ==1, X,= 1 - -L. X= 1 + 
I” M 

–1 
იარი =2, ზ, წერტილებად შევარჩიოთ,   

2 
+–,.. Xგ-1 == 1 + 

M 

მაგალითად, თითოეული ქვესეგმენტის მარჯვენა ბოლო, მაშინ 

II)C=1+-“+,I0)=1+-27,.,I(V-,)=1+ -= 1, M(«,)=2. 
MI I” ჯ 

  

    

ამრიგად, 

1 2 ”წ--1 
აეასგსგბეგებებებები–__ + 2=M + 

ჩ ” ჩ· 

2 = 1 
+(-++>-+-+1 “+1)=2+511- 2011. · 

ჩ ” „” 2 2 

M 

ბ Iწებ.=-11.2, 
=) 2 „ს 

2 

| - სი თ 2, 

ი–>% 2M 
1 

მეორე ხერხი დავყოთ (1, 2 სეგმენტი M ნაწილად ისე, რომ 

დაყოფის წერტილების აბსცისებმა შეადგინონ გეომეტრიული პროგ- 

რესია: 
1 

Xა = 1, X. =ძ0, X: = 09,.-, Xი-1 = 0“, ჯX„=0%=2, სადაც ი=2”" : 

§/ წერტილებად შევარჩიოთ ისევ თითოეული ქვესეგმენტის მარჯვენა ბოლო, 
მაშინ: 

I(X) = 0, I(X) = 0”, ... I(CX,) = 0"; 

0#V#X=0–1, #X=0'–-0ი=909(წ-–-1),..,რX, = 0"-1(ი0-- 1). 

5 =ძ(0 –– 1გ1)+ძ-.0(0-–– 11+--+ 010“ 1(0--–1)= 
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2 _ 

ლა _ 
0+1 

1 
მ? 3/ი /ი2 _ _ 

| ძX= სო 0 9-1 - ყუ 20(2-–-I) ვ 

ითი 0+I ით 208+1!. 2: 
2 

ინტეგრალური ჯამის შედგენით და ზღვარზე გადასვლით გამოთვა–- 

ლეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

10 ი 

9149, | 2» 9148, | 4». 

1 0 

1 10 

9144. | დ» 9115, | 24» 

0 0 

ნიუტონ--ლაიბნიცის ფორმულის გამოყენებით გამოთვალეთ შემ- 

დეგი ინტეგრალები: 
1 4 

9146. | 4» 9147. |/X4> 

0 1 

1 2 

9148. (VI –+ X ძX. 9149. | -2+ 94 

0 1 

ვ 5 

9160. | 3X?ძ». ი1ნ1, | 42%. 
(X-–– 2)" 

–2 3 

ჯ 1 

91ნ9. | 51ი Xძ». ინვ, |  4% 
1 + X?2 

9 = 

“V2. 
2 , გვ ჯ 

X ვ 
91ნ4. |“ -–––––. 9155. 02 თ. (-5= I 

ზ 9 
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« > 
3 4 

98166 ქორ 29167. | მი ტაი» 

0 0 

· 9168, რ. · 9159. +, 
X.--1 V X- + 1 

–2 0 

5. 
4 4 

ძა ჯ 9160. | - 9161, |1+7%-« 
ს C05X X 

<– 1 

1 

? 2 +» 
6 

9169 (7 9168. | ძX. 
ჯ? 

4 1 

16 

9164, ს #% _ · 9168. ==. 
V 25 + 3X => -7= 

–3 0 

§ 9. განსაზღვრული ინტეგრალის გამოთვლა ჩასმის სერსით 

თუ ! CI) უწყვეტი ფუნქციაა (თ, ხნ) სეგმენტზე, ხოლო X=დ (/) 
უწყვეტად წარმოებადი ფუნქცია (თ, 81) სეგმენტზე, რომლის მნიშვნე– 

ლობები არ გამოდის (ი, ხ1 სეგმენტიდან, ამასთან თ=დ (თ), ხ =+ (ჩ), 

მაშინ 

ხ ჩ 

| 1თ4 = IIICდ6)V თ“. 
ძ თ 

გამოთვალეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

  

9 4 

ძჯ | ძX 
-2166. – · 98167. _-–-–-–. 

7- | VX-–1 ქ0+ VX )? 
4 

4 5 / 
XIX X-1 ჟა 

2168. |>-=–> · 91689. I 

1 
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2170. 

9172. 

2174. 

2176. 

2178. 

2180. 

2182. 

5184. 

2186. 

II > 
»ჯ?ძX 

| „ # _ 
: V0 + Xჯ2:9 · 

| 
1 

I 
0 

C 

I 
1 

ძX 

X + 4X+5 

2ძ2 

28 -L 1 

ძX 

XჯV1 –– 1უ?ზჯ. 

1ი2 

„=> 

19 
ს
ა
ა
თ
 

00§5 X 51I) 2X ძX. 

|ი5 

«
ა
.
 

ი
ი
 

  

  

6 VC-–1 კ, 
თ +3 

29% 

2171, 

2178, 

217წ. 

2177. 

2179. 

9181, 

2188. 

9185 

23187. 

1 
“ ძX 

| 6" -++6-X 
ბ 

2. 
”#” 9ე-- 

| + ქა 
Xჯ 

1 

თ. 

2 
|2%=. 

ჯ 

1 

I V (X –– 2)1 
_ V X-- 2ბ+3 
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§ ე. ნაწილობითი ინტებრების ხერხი 

თუ V (X) და 9 (MX) ფუნქციები უწყვეტად წარმოებადია (თ, ხ|I სეგ- 
მენტზე, მაშინ 

ხ ხ 

IL. IVIVI8 –– | შძV. 

ძი ძ 

გამოთვალეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

  

_# 
2 1 

9188. |Iდააძი 9189. | +C». 

0 0 

6 1 

2180. I. 8191, | რეი 

1 0 

2 _X 
4 ვ 

იჯ, | +50X0X · იჯევ, | #0X 
0051 ჯ 5ი? X 

9 ჯ 
4 

ჯ 2 

29194. |“. XX. 29195. | I. XძX. 

0 1 

ძთ 1 

9196. IV ეზ -- Xზ ძX. 9197. IVX+ Xჯ? ძX. 

0 9 

§ 4. საშუალო, მნიშვნელობის თეორემა 

1. თუ #=I (X) ფუნქცია უწყვეტია (0, ხ1 სეგმენტზე, მაშინ ამ სეგ- 

მენტში არსებობს ისეთი § წერტილი, რომ 

ხ 

LI 00ძ» = 6-–-თ)I(8. 
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ხ 1 > 

ხ=-–-- 2 | I (X) ძX რიცხვს ეწოდება / (X) ფუნქციის საშუალო მნიშვნე- 

ძ 
ლობა (Iთ, 6) სეგმენტზე. 

განსაზღვრეთ სამუალო მნიშვნელობები შემდეგი ფუნქციებისა: 

9198. ყ=351IX, |0; 1) სეგმენტზე. 9199, V==51ი2X, L0; 2) სეგმენტზე. 

კ) |-––1; 1) სეგმენტზე. 112 L 1. სეგმენტზე 

99501, ყ = (X –– 2), (1; 4) სეგმენტზე. 

  

9909, ყ = II, LI; 61 სეგმენტზე. 9908, ყ = >> (0; 21 სეგმენტზე. 
C 

2. ინტეგრალის შეფასება. თუ M”! და # (363) ფუნქციის უმცირესი 

და უდიდესი მნიშვნელობებია (0, ხ) სეგმენტზე, მაშინ | 

ხ 

/ ხ--4< | I()ძხL< M(–თ. 

შეაფასეთ ინტეგრალები: 

6 1 

9904. | 2 9905, |/4+#2 ძX. 

4 0 

ჯ 57L 

2 4 

990ც, | V 1 + –- §01XძX. 9907. IV + 510? X) ძ». 

9 -L# 
4 

21L 1 

9908. _ ი 9909. (+C> · 
10+3005X 8-+-#/X2:2 

გ –1 

3. თუ ”(X < #(X), როცა თ2<. X <.ხ, მაშინ 

ხ 

| კ(X)ძX < II (X) ძX. 
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გამოთვლის გარეშე გამოარკვიეთ, რომელი ინტეგრალია მეტი: 

1 1 

9910. | X2ჰჯ თუ არ 9911, IV +X.ძX თუ | + 

0 
1 1 2 

9919, | 2%- ძX თუ | 2X ძუ. 9918, | ძია თუ | ფიზიძი 
2 

1 0 

I 
I 

§ 6. ინტეგრალის გაწარმოება ზედა საზღვრით 

თუ | (X) ფუნქცია უწყვეტია Iთ, ხ) სეგმენტზე, ხოლო X სეგმენ– 

ტის შიგა წერტილია, მაშინ | იიი ინტეგრალი ზედა X საზღვრის 

ფუნქციაა და მართებულია ტოლობა: 

ჯX , · 

I II ტი«|) =/C. 
ძი 

იპოვეთ წარმოებულები შემდეგი ფუნქციებისა: 

  

Xჯ 0 

9914, #(CX) = IV (01. 9915. #(X = IVI+#«. 

1 ჯ 

დლ: 2ჯ 

2216, # (X) = | ი1 ძI. 9917, ჩთ)= (სი? 
უ ჯ 

ჯ 

2918. #ჩ (X) = |+C “4. 292195. # (I) = I ძI. 

ჯ 1. 
ჯ 

9990. V= 0304 ·. იპოვეთ ს”, როცა X=1. 
1+1+7/ 
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29981, #= |VI+C«. იპოვეთ ს”, როცა ჯX = – · 

+) 

2229. იპოვეთ '– 

Xჯ-ით, როცა X = 1. 

1 #/ ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებული 

ჯ 

99958, იპოვეთ ყ = | (“ ძ,!, ფუნქციის ექსტრემუმი. 

0 

§ 0. ბრტყელი ფიგურის ფართობის გამოთვლა 

თუ ყ=| (XX) უწყვეტი წირის განტოლებაა (”'(I>0), მაშინ იმ 

მრუდწირული ტრაპეციის ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია ამ 

წირის რკალით, 01% ღერძის ძი მონაკვეთითა და ჯ=ძ, X=ს წრფე– 

ებით, გამოითვლება 

ხ 

5 = IIთ ძჯX 

ფორმულით. თუ | (ს) უარყოფითია, ან ნიშანს იცვლის (თ, ხ| სეგმენტ– 

ზე, მაშინ 

ხ 

§– | I”იI4» 

ფართობი, რომელიც მოთავსებულია ყ=!I (ა, ყC=CCდთ(C) წირებსა 

და X=ძთძ, X=ხ წრფეებს შორის, იმ შემთხვევაში, როცა, | ()>>C (X), 

გამოითვლება 

ხ 

§= IVთ–ით)4 

ფორმულით. 
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თუ ფართობი შემოსაზღვრულია X=I(ყ) წირის რკალით, ყ=0, 

V#=ძ წოფეებითა და 0ყ ღერძის 0ძ მონაკვეთით, მაშინ 
ძ 

§= IIთ«. 

როცა წირეს განტოლებები მოცემულია პარამეტრული სახით: 
X=XLCI), ყC=ყ (I), მაშინ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია ამ 

წირით, X=0, X=ხ წრფეებითა და 0X ღერძის თხ მონაკვეთით, გა– 

მოითვლება 

§= IV6 XV! 

ფორმულით, სადაც 1; და (ი: განისახღვრება თ=X (I)), 98=X (#9) გან– 

ტოლებებიდან. 

თუ წირის განტოლება მოცემულია პოლარულ კოორდინატებში: 
”=/ (დ), მაშინ იმ სექტორის ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია 

# = (დ) წირითა და დ = დ,, დ = დ; სხივებით, გამოითვლება 
I და: 

5=-–-|),?ძ შე 
დ, 

ფორმულით. 

<5524, გამოთვალეთ ფართობი, რომელიც შემოსახღვრულია ყ= 

=2X? პარაბოლით, X=4 წრფითა და 0X ღერძით. 

9525. გამოთვალეთ ფართობი, რომელიც შემოსახღვრულია V#= 
=4 ” პარაბოლითა და V=0 წრფით. 

9990. გამოთვალეთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია Xყ =4, 

X=1, X=3 და ყ=0 წირებით. 

99957. გამოთვალეთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია Vყ= 
=1Iი X წირით, 0X ღერძითა და X-=6 წრფით. 

99958, გამოთვალეთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია Vყ= 

=5Iი X წირითა და ყ=0 წრფით (0=Xჯ=7ჯე. 
9999, გამოთვალეთ ფართობი, რომელიც მოთავსებულია ყ=LIწ ჯX 

ფირსა, 0X ღერძსა და X = უ- წრფეს შორის. 

ყ? 

2930 იპოვეთ –> – “1 M% =1 ელიფსით შემოსახღვრული არის ფარ- 
კ”? 

თობი. 
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Xჯ ჯ 

9981, იპოვეთ ფართობი, რომელიც მოთავსებულია #-+(+“ + 2. “) 

ჯაჭვწირსა, X=თ წრფესა და 0X და 0ყ ღერძებს შორის. 

ჭევზ. იპოვეთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია ყ=X2? და 

ყ=2-–--X2? პარაბოლებით. 

29533. იპოვეთ ფართობი, რომელიც მოთავსებულია ყ?=2/#X და 

X?2=2ჩ0ყ პარაბოლებს შორის. 

ხავძ. გამოთვალეთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია ყ=6”, 

ყ=60“-% წირებითა და X = 1 წრფით. 

959535. გამოთვალეთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია ყ3=Xჯ 

წირითა და V#=1, X=8 წრფეებით. 

99536, გამოთვალეთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია ყ=X4 

კუბური პარაბოლით, V=8 წრფითა და 0ყ ღერძით. 

9937. გამოთვალეთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია თყ?= 

=Xჯჭ ნახევრად კუბური პარაბოლით, C0ყ ღერძითა და V=0ძ, ყ=20C 

წრფეებით. 

9938. გამოთვალეთ ფართობი, რომელიც მოთავსებულია ყ=   
1 

1+X2 
2 

და ყ=-–- ფშირებს შორის. 

9939. გამოთვალეთ ფართობი, რომელიც მოთავსებულია V=2--X? 
და ყ3=X2 წირებს შორის. 

8 
5940. XX+ყ2=8 წრეწირით შემოსაზღვრული არე ყ=-- პარა- 

ბოლით გაყოფილია ორ ნაწილად. იპოვეთ ორივე ნაწილის ფართობი. 

9941. გამოთვალეთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია X= 

=2-–-ყ-ყ? წირითა და 0ყ ღერძით. 

9949, გამოთვალეთ ფართობი რომელიც მოთავსებულია ყV=X? 
8 

ყ= – პარაბოლებსა და ყ#=2X წრფეს შორის. 

,9543, გამოთვალეთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია ყ= 

=Xჯ#2+4X პარაბოლითა და ყ=X+4 წრფით. 

9914. იპოვეთ ფართობი, რომელიც მოთავსებულია Vყ= 33 

წირსა და მის ასიმპტოტს შორის. 
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, 9 

994ნწ6. იპოვეთ ფართობი V/1-: -– ცის „სსა თა მის L=20 
0ი-–- X 

ასიმპტოტებს შორის (0ი>0). 

9946. იპოვეთ X=#005!, MV=I/?510 1 წრეიწირით შემოსაზღვრული 

არის ფართობი. 

9947. იპოვეთ X=5005I, ყ=32101 ელათხით შემოსაზღვრული 

არის ფართობი. 

9948, იპოვეთ ფართობი. რომელიც მ-+. „ისებულია 0X ღერძსა და 

X=ძ(1––51ი 1), /=0(1––ლ00ა /) ციკლოიდ-ს –.ალს შორის (09ლ/1=2ჯე. 

9949, იპოვეთ X=0 0053 1. ყ=0 515: ,უროიდით შემოსაზღვრუ- 
ლი არის ფართობი. 

აა50. იპოვეთ ”/=Cლ0 (1003 (0) კარ სირიდით შემოსაზღვრული არის 

9551. იპოვეთ #?=07 00 „/ »ემნისკატით შემოსაზღვრული არის 

ფართობი. 

გამოთვალეთ შემდეგი წირებით შემოსაზღვრული ფართობები: 

95ნ%. 1) „== ძ9005დ; 2)” =00052თდ;, 3) ”= ძ0053თ. 

99558. 1) წ=ძ510ი; 2) ” =ძ5ი2თ; 3) 7 = ძ51ი 3დ. 

95954. 1) იპოვეთ ” = --. ჰიპერბოლური ხვიით შემოსაზღვრული 

დ 

ფართობი, სადაც + «დ < 2X; 

2) იპოვეთ ”=0ი6” ლოგარითმული ხვიით შემოსაზღვრული ფარ- 

თობი, სადაც –– „ლთოლიო. 

99555. გამოთვალეთ ფართობი, რომელიც მოთავსებულია ”=0ძდ 
არქიმედეს ხვიის პირველსა და მეორე ხვეულებს შორის. 

98956. გამოთვალეთ ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია X9+ 

+ ყბ=X?-+ ყ? წირით. 

9957. გამოთვალეთ ფართობი, · რომელიც შემოსაზღვრულია X1+ 

+ყბზ–-3ძXV=0 წირით (დეკარტის ფოთოლი). 

§ 7. წირის რკალის სიგრძე 

ყ=I 00. განტოლებით მოცემული წირის 48 რკალის სიგრძე გა- 

მოითვლება 

ხ 

:= (VI CV რ 
6 

ფორმულით, სადაც 0 და ხ არის /# და 8 წერტილების აბსცისები. 
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როცა წირის განტოლებანი მოცემულია პარამეტრული სახით 

X=X (I), ყ=Vყ (I), მაშინ 

სადაც /) და 7: არის ( პარამეტრის ის მნიშვნელობები, რომლებიც შე– 

ესაბამება წირის 4 და 8 წერტილებს 

თუკი წირის განტოლება მოცემულია პოლარულ კოორდინატებში 

”=/ (თ), მაშინ 

დე 

§= IV. + #" ძღ, 

დ; 

სადაც დ, და დიე #4 და 8 წერტილების შესაბამისი პოლარული კოორ– 

დინატებია. 

29558. იპოვეთ ყ1=Xჯ3 ნახევრად კუბური პარაბოლის იმ რკალის სი– 

გრძე, რომელსაც მოკვეთს #--- წრფე. 

59559. იპოვეთ X2+ყ?=25 წრეწირის სიგრძე. 

»ჯ Xჯ 

9960. იპოვეთ ყ = +(“ ი 1. 9 ) ჯაჭეწირის რკალის სიგრძე, 

როცა 0 <.-X <720. 

ი 
9961. იპოვეთ ჯ 3 +ყ 3 =ძ 3 ასტროიდის რკალის სიგრძე. 

2 
99569. იპოვეთ ყ = –- –-1 წირის იმ რკალის სიგრძე, რომელსაც 

მოკვეთს 0Xჯ ღქრძი. 

9908.. იპოვეთ ყ=10 ჯ წირის რკალის სიგრძე, როცა V3 <X<V'8 

59564, იპოვეთ ყ=2VX. პარაბოლის რკალის სიგრძე, როცა0=Xჯ=<1. 

989065, იპოვეთ V=0” წირის იმ რკალის სიგრძე, რომელიც მოთავ– 

სებულია „1 (0; 1) და 88 (1; 6) წერტილებს შორის. 

95060. იპოვეთ 9Vყ?= ჯ (X-–-3)? წირის იმ რკალის სიგრძე, რომელიც 

მოთავსებულია 0Xჯ ღერძთან გადაკვეთის წერტილებს შორის (მარყუ–- 

ჟიანი პარაბოლა). 
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  ყ? 10 ყ 9567. იპოვეთ: 1) X = +“ წირის რკალის სიგრძე, როცა 

1<ყ<6, 

2) X = 10005ყ წირის რკალის სიგრძე, როცა 0<#<-- · 

9968. გამოთვალეთ Xჯ=ძ0 ((––5I)) ,), ყ=ძ0(1––ი05 შტ) ციკლოიდის 

რკალის სიგრძე (9=1=<2ჯ). 

5969. გამოთვალეთ X=V12 (005 1+1 510 1), ყ=#? (51ი I––1 005 1) წრე- 
წირის ევოლუტის რკალის სიგრძე 1=0-დან 7=X-მდე. 

9970, გამოთვალეთ X=0 00531, ყ=6 5102! ელიფსის ევოლუტის 
რკალის სიგრძე. 

9971. გამოთვალეთ X=ძ (2005 1-–ლ005 2!) ყ=0 (2510 1––-51L) 21) 

კარდიოიდის რკალის სიგრძე (9ლ=1=2#). 
92979. იპოვეთ ”=0 (1--ლC05 დ) კარდიოიდის რკალის სიგრძე. 
9978. იპოვეთ ”=20 51ი დ წირის რკალის სიგრძე. 
აეწჰ. იპოვეთ ”წ=0დ არქიმედეს ხვიის ერთი ხვეულის სიგრძე. 

227ნწ. იპოვეთ „7=6ი? ლოგარითმული ხვიის რკალის სიგრძე პო- 

ლუსიდან # (, დ) წერტილამდე. 

თუ სივრცის წირის განტოლებები მოცემულია პარამეტრული სა- 

ხით: X=X (I), ყ=V (I), 2=2 (I), მაშინ წირის ,18 რკალის სიგრძე გა– 

მოითვლება ' 

ფორმულით, სადაც 1 და (: წარმოადგენს ჯ პარამეტრის იმ მნიშვნე– 
ლობებს, რომლებიც შეესაბამება წირის /# და 8 წერტილებს. 

9976. იპოვეთ X=00C005L, ყ=ძ 5111, 2=ხ! ხრახნწირის რკალის 
სიგრძე 7=0-დან 1=2X-მდე. 

2977. იპოვეთ ჯX = 1, ყ = I, 2 = 4 წირის რკალის სიგრძე (=0-დან 

1=3-მდე. 

9978, იპოვეთ X=6!, ყ=6“!, 2=(V 2 წირის რკალის სიგრძე, თუ 

0<7/<1. , 
9979. იპოვეთ X = (6 0057, ყ = (510 /, 2 = C წირის რკალის სიგრძე 

7=0–დან ნებისმიერ 7ჯ-მდე. 

9980, გამოთვალეთ X?2=3ყ, 2Xყ=92 წირის რკალის სიგრძე 0 (0; 

0; 0) წერტილიდან # (3; 3; 2) წერტილამდე. 
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  9981, გამოთვალეთ წყ = ! , 2=-=- წირს რკალის სიგრძე 

X = 1-დან Xჯ = 2-მდე. 

§ 8. ბრუნვის სხეულის მოცულობა 

თუ მრუდწირული ტრაპეცია, რომელიც შემოსაზღვრულია ყ=/ (X) 

წირით, 0+X ღერძითა და X=0, X=ხ წრფეებით, ბრუნავს 0X და 0ყ 

ღერძების გარშემო, მაშინ ბრუნვით მიღებული სხეულების მოცულო- 
ბები შესაბამისად შემდეგი ფორმულებით გამოითვლება: 

ხ ხ 

V „კ = ი | ყ?ძX, V,= | XVყძX. 

ძ ძ 

თუ მრუდწირული ტრაპეცია შემოსაზღვრულია Xჯ=(6 (ყ) წირით, 

0ყ ღერძითა და ყ=C და ყ=ძ წრფეებით, მაშინ 0ყ ღერძის გარშემო 

მისი ბრუნვით მიღებული სხეულის მოცულობა გამოითვლება 

ძ 

V„,=% | X”ძყ 

6 
ფორმულით. 

როცა წირის განტოლებები მოცემულია პარამეტრული სახით ან 

პოლარულ კოორდინატებში, მაშინ საჭიროა ინტეგრების ცვლადის სა- 

თანადო გარდაქმნა. 

თუ ”=! (დ) წირის რკალითა და დ=დ,, დ=დე: პოლარული რადიუ- 

სებით შემოსაზღვრული სექტორი ბრუნავს პოლარული ღერძის გარ- 

შემო, მაშინ მიღებული სხეულის მოცულობა გამოითვლება 

2 და 

V„= = წ | „2511 დ ძდ 

დ, 
ფორმულით. 

5982. გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღება 

ყზ?=4X X=4 წირებით შემოსახღვრული ფიგურის ბრუნვით 0X ღერ- 

ძის გარშემო. 

53383. გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღება 

XVყ=4, X=1, X=4, ყ=0 წირებით შემოსაზღვრული ფიგურის ბრუნ- 
ვით CX ღერძის გარშემო. 
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. 2 
9584. იპოვეთ ელიფსოიდის მოცულობა, რომელიც მიიღება ---- + 

ძ 

2 

++-=) ელიფსის ბრუნვით 0X ღერძის გარშემო. 

2 -%. 
5585. იპოვეთ ყ = > ( –_ I ყ=0, X=0, X=თ წირე- 

ბით შემოსაზღვრული ფიგურის 0 ღერძის გარშემო ბრუნვით მიღე- 
ბული სხეულის მოცულობა, 

9956. იპოვეთ ყ?=X20, ყ=0, X=1 წირებით შემოსაზღვრული ფი- 
გურის 0X და 0/ყ ღერძების გარშემო ბრუნვით მიღებული სხეულების 
მოცულობები. 

8287. იპოვეთ ყ=5I)1 X და ყ/=0 წირებით შემოსაზღვრული ფიგე- 
რის 0X და 0V ღერძების გარშემო ბრუნვით მიღებული სხეულების 
მოცულობები (X-ლჯლეი. 

9988. გამოთვალეთ ყ –3> , X=– 1, X=1 წირებით შემოსაზღე- 
Xჯ 

რული ფიგურის 0; ღერძის გარშემო ბრუნვით მიღებული სხეულის 
მოცულობა. 

5589, წრფის მონაკვეთი, რომელიც კოორდინატთა სათავეს აერ- 

თებს M (თ; ხ) წერტილთან, ბრუნავს 0X ღერძის გარშემო. იპოვეთ 
ბრუნვით მიღებული კონუსის მოცულობა. 

990. გამოთვალეთ V=X49, X=0, ყ=8 წირებით შემოსაზღვრული 
ფიგურის 0ყ ღერძის გარშემო ბრუნვით მიღებული სხეულის მოცუ- 
ლობა. 

9 2 
9291, გამოთვალეთ > =1 და ყ=+ხ წირებით შემოსაზღვრე- 

ძ 2 

ლი ფიგურის 0ყ ღერძის გარშემო ბრუნვით მიღებული სხეულის მო- 

ცულობა. 

9995, იპოვეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღება ყ=X“ 

და #2=# პარაბოლებით შემოსაზღვრული ფიგურის ბრუნვით 0Xჯ 

ღერძის გარშემო. 

9993. იპოვეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღება ყ?= 

=40X და X=0 წირებით შემოსასღვრული ფიგურის ბრუნვით 0ყ 

ღერძის გარშემო. 

2994. იპოვეთ იმ ბრუწვის პარაბოლოიდის მოცულობა, რომლის 

სიმაღლეა //, ხოლო ფუძის რადიუსი -– /#2. 
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2995. იპოვეთ VX + VVყ = Vით , X=0, ყ=0 წირებით 'შემოსაზღვ- 

რული ფიგურის 0X ღერძის გარშემო ბრუნვით მიღებული სხეულის 

მოცულობა. 

3596. იპოვეთ ყ= -“ წირის 0X ღერძის გარშემო ბრუნვით მი- 
Xჯ 

ღებული სხეულის მოცულობა, თუ 1ლX<+C=%, (9>0). 

9597. იპოვეთ ყ = CM, X =0, V = 0 წირებით შემოსაზღვრული ფი- 

გურის 0X ღერძის გარშემო ბრუნვით მიღებული სხეულის მოცულო- 

ბა (–<-ლC<Xლ0). 

2598. იპოვეთ X=0 0053 I, ყ=–ძთ 5)! ასტროიდის C1X ღერძის 

გარშემო ბრუნვით მიღებული სხეულის მოცულობა. 

პუმზე. იპოვეთ X=0 ((-–-5)1) I), ყ=0 (1––<ლ505 1) ციკლოიდის რკალი- 

თა და CX ღერძით შემოსახღვრული ფიგურის საკოორდინატო ღერ- 

ძებს გარშემო ბრუნეით მიღებული სხეულების მოცულობები 

(0-ლ=7=ლ2:ც. 

9300. იპოვეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღება ”= 

=0 (1+ 005 დ) კარდიოიდის ბრუნვით პოლარული ღერძის გარშემო. 

95001. იპოვეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღება ”= 

=ძ 350 2თ წირით შემოსასღვრული არის ბრუნვით პოლარული ღერ- 

ძის გარშემო. 

9309, გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღება 

21-+(ყ--ნ)2=02 წრეწირით შემოსაზღვრული არის ბრუნვით 0X ღერ- 

ძის გარშემო (60>>0ძ). 

ზვივ. გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღება 

XX +ყზ=0? წრეწირით შემოსახღვრული არის ბრუნვით X=ხ>0 

წრფის გარშემო. 

95304. იპოვეთ ყ=X? და ყ=4 წირებით შემოსაზღვრული ფიგურის 

X=2 წრფის გარშემო ბრუნვით მიღებული სხეულის მოცულობა, 

9305. იპოვეთ ყ?=40X და X=0 წირებით შემოსახღვრული ფიგუ- 

რის X=0 წრფის გარშემო ბრუნვით მიღებული სხეულის მოცულობა. 

§ ი. მოცულობის გამოთვლა ურთიერთპარალელური 

კვეთების ფართობების საშუალებით 

თუ ცნობილია სხეულის 0X»X ღერძის პერპენდიკულარული კვეთის 

ფართობი ყოველ წერტილში, მაშინ ამ სხეულის მოცულობა გამოითვ- 

ლება 
ხ 

V = |§ ცეძX 
ძი 
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ფორმულით, სადაც 5 (X) კვეთის ფართობია, ხოლო ძ და ხნ –– სხეუ– 

ლის 0X ღერძის მიმართულებაზე მოთავსებული კიდური წერტილე– 
ბის აბსცისები. 

ჯ ყ? ჯ 
+ –“–- + –--=1 ელიფსოიდის მოცულობა. 

ე? ხ? 2 

9307. იპოვეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელსაც X=ძთ სიბრტყე 
2 2 

მოკვეთს + + -- = Xჯ ელიფსური პარაბოლოიდიდან. 
? 9 

9300. იპოვეთ   

9308. გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც შემოსა– 
2 9 

ზღვრულია “== +---0=1 ცალკალთა ჰიპერბოლოიდითა და 2= 

=–1, 2=2 სიბრტყეებით. 

9309. ორი ტოლი ცილინდრი #2+ყ?-=0? და ყ?+ 22=0?2 იკვეთება 

მართი კუთხით. იპოვეთ ორივე ცილინდრის საერთო ნაწილის მოცუ- 

ლობა. 

9310, I-რადიუსიანი ცილინდრი გადაკვეთილია მისი ფუძის დია– 

მეტრზე გამავალი სიბრტყით, რომელიც ფუძესთან თ კუთხეს ადგენს- 
იპოვეთ მოკვეთილი ნაწილის მოცულობა. 

9311, წრე გადაადგილდება ისე, რომ მისი ცენტრი აღწერს 
ჯ? 8 

ყლ + +- =1 ელიფსის დიდ ღერძს, ამასთან, წრის სიბრტყე იმავე 

ღერძის მართობულია, ხოლო წრის რადიუსი -- ყოველ მომენტში 

ელიფსის გადაკვეთის წერტილის ორდინატის ტოლი. გამოთვალეთ იმ 

სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღება წრის გადაადგილებით 
ელიფსის ერთი წვეროდან მეორემდე. 

§ 10. ბრუნვის ზედაპირის ფართობის გამოთვლა 

ყ=! (X) წირის #8 რკალის 0X ღერძის გარშემო ბრუნვით მიღე– 

ბული ზედაპირის ფართობი გამოითვლება 

ხ 

§ = 2 | ყV1+ყ”ძX 

ძ 

ფორმულით, სადაც ძი და ხ შესაბამისად #4 და 8 წერტილების აბსცი-, 

სებია. 
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როცა წირის განტოლებები მოცემულია პარამეტრული სახით: 

X=X (I), #=ყ (I), მაშინ 

ჩ 

§=2| #V X2+V”. + V” ძI, 
ს 

სადაც 1, და #51 პარამეტრის ის მნიშვნელობებია, რომლებიც შეესაბა– 

მება 4 და 8 წერტილებს. 

9319. იპოვეთ X?2+ყ?= M2 წრეწირის 0X ღერძის გარშემო ბრუნ- 
ვით მიღებული ზედაპირის ფართობი. 

95313. იპოვეთ ყ=Xჯ) წირის CX ღერძის გარშემო ბრუნვით მიღე– 

ბული ზედაპირის ფართობი, თუ 0=X=<1. 

959314. იპოვეთ იმ ზედაპირის ფართობი, რომელიც მიიღება V= 

=5Iი X წირის ბრუნვით 0+X ღერძის გარშემო, თუ 0ლჯ<X. 

9815. იპოვეთ იმ _ ედაპირის ფართობი, რომელიც მიიღება ყ= 

=-- (+ 8) ჯაქვწირის ბრუნვით 0; ღერძის გარშემო, თუ 

ი ი<+=V. 

8 
9316, იპოვეთ ყ = – პარაბოლის 0ყ ღერძის გარშემო ბრუნვით მი- 

ღებული ზედაპირის ფართობი, თუ 0 <-ყ < – · 

9317. იპოვეთ 4X2+ ყ7=4 ელიფსის 0Vყ ღერძის გარშემო ბრუნვით 
მიღებული ზედაპირის ფართობი. 

9318, გამოთვალეთ იმ ზედაპირების ფართობები, რომლებიც მი- 
იღება ყ/=2X წრფის ბრუნვით 0X და 0ყ ღერძების გარშემო, თუ 
0=Xჯ=2. 

9319, გამოთვალეთ იმ ზედაპირის ფართობი, რომელიც მიიღება 

9ყ?= X (X--3)2 წირის მარყუჟის ბრუნვით 0X ღერძის გარშემო. 

9390. იპოვეთ ტორის ზედაპირის ფართობი, რომელიც მიიღება 

X2+ (ყ––ხ)2= ც? წრეწირის ბრუნვით 0X ღერძის გარშემო (ხ>0). 

2321. იპოვეთ იმ ზედაპირის ფართობი, რომელიც მიიღება X= 

=ძ 00531, ყ=0ძ0 51011 ასტროიდი ბრუნვით 0X ღერძის გარშემო. 

9332. გამოთვალეთ X=6(-–51ი 7), ყ=0 (1––-005 1) ციკლოიდის 

რკალის 0X და 0ყ ღერძების გარშემო ბრუნვით მიღებული ზედაპი–- 
რების ფართობები (0=1=2/ე. 
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ივიკ. გამოთვალეთ იმ ზედაპირის ფართობი, რომელიც მიიღება 

X=0 (2005 L–-–005 21), ყ==0 (2511) 1––აIი 21) კარდიოიდის ბრუნვით 0Xჯ 

ღერძის გარშემო. 

93954. იპოვეთ იმ ზედაპირის ფართობი, რომელიც მიიღება !' –!L ' 

წირის ბრუნვით 0X ღერძის გარშემო, თუ 0<X#X<-- · 

5395. იპოვეთ იმ ზედაპირის ფართობი, რომელიც მი-- – 

წირის ბრუნვით 0X ღერძის გარშემო, თუ 0ლ=Xჯ< +C 

9ე96. გამოთვალეთ ჯ2=0? 005 2ი ლემნისკატის ” ს“ „“ტლი ღერ– 

ძის გარივმო ბრუნვით მიღებული ზედაპირის ფარ. "2... 

5:57, გამოთვალეთ ”=20 510 დ წრეწირის 2... ული ღერძის 
გარშემო ბრუნვით მიღებული ზედაპირის ფართია. 

§ 11. ბანსნაზღვრული ინტეგრალის ბამოუე:ნებგა მეჭქანიკაუი 

1, სტატიკური მომენტები, სიმძიმის ცესტრი. V=| (X) (=Xჯ=ლნ) 

წირის 48 რკალის /M, და M, სტატიკ,7,ოი მომენტები 0X და 0ყ 

ღერქების მიმართ გამოითვლება 

ხ ხ 

M,- | VVI+V რ“. დ M,- | XVI +<V« 
ი ი 

ფორმულებით, ხოლო იმავე რკალის სიმძიმის ცენტრის კოორდინა- 

„ტებია: 

ხ ხ 

| VI +V"“: (VVI «<V" თ 
M 0 V ით 

= --V -- –ოაო»>ა––“–კი.......ეეიი 
X. 8 ხ , V 8 ხ 

| V. +V" | VI +V"# 

თუ ბრტყელი ფიგურა შემოსაზღვრულია V=I (X) წირით, 0X ღერ- 

ძითა და X=0, X=ხ წრფეებით, მაშინ მისი /I, და M,ც სტატიკური 

მომენტები 0X და 0ყ ღერძების მიმართ გამოითვლება : 
ხ 

M-+Iს ყსძი ღა M,= | რ» 

ძ თ 
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ფორმულებით; იმავე ფიგურის სიმძიმის ცენტრის კოორდინატებია: 

    

ხ ხ 

IM –- #74 

– M, „ა 9 > M, _ რთ 
X– = § = ხი...” ყა. = § = ლ -ხ.. ჯ 

IV IM“ 

ი ი 

თუ ბრტყელი ფიგურა შემოსაზღვრულია VყV=I/ (X), ყ=დ (X), X=0, 
X=ხ წირებით, მაშინ 

  

ხ ხ 

I XIC – თ(იIძ» IV V0+%0I VI C)–იიი1 4» 
X. = “ო ს» ყი= -- “ ხ 

IVთ– დ(ი0Iძჯ | წლთ-–დიე)ი 

5. წერტილის მიერ გავლილი მანძილი. თუ წერტილი მოძრაობს 

რომელიმე წირის გასწვრივ და მისი სიჩქარის აბსოლუტური მნიშვნე– 

ლობაა შ=/ (/), სადაც / (/) არის (ჯ ცვლადის მოცემული ფუნქცია, მა– 

შინ IIს #0) დროის განმავლობაში წერტილის მიერ გავლილი მანძილი 

გამოითვლება 

, 

1 

§= | 104 
ს 

ფორმულით. 

3. ძალის მუშაობა. თუ ცვლადი X =| (X) ძალა მოქმეღებს 0ჯ ღერ– 

ძის გასწვრივ, მაშინ ამ ძალის მიერ შესრულებული მუშაობა |XI, X2I 

მონაკვეთზე გამოითვლება 

+. 

4 = LL 

X 
ფორმულით. 

95398. იპოვეთ -%. + + = 1 წრფის საკოორდინატო ღერძებს შორის 
თ 

მოთავსებული მონაკვეთის სტატიკური მომენტები 0X და 0ყ ღერძე– 
ბის მიმართ (ი>0, ხ>0). 
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9399, იპოვეთ XX2+ყ?2=თ? წრეწირის ზედა ნახევრის სტატიკური 

მომენტები საკოორდინატო ღერქების მიმართ (V>90). 

9330. გამოთვალეთ მართკუთხედის სტატიკური მომენტი მისი ფუ–- 
ძის მიმართ, თუ ფუძე უდრის ძი-ს, ხოლო სიმაღლე -–– ჩ-ს. 

ხვვ1, გამოთვალეთ +. + + = 1, X=90, #=0 წრფეებით შემოსა- 
ძ 

ზღვრული სამკუთხედის სტატიკური მომენტები 0X და 0ყ ღერძების 

მიმართ. 

9339. იპოვეთ Xჯ2+ყ?=02? წრეწირის პირველ კვადრანტში მოთავ– 
სებული ნაწილის სიმძიმის ცენტრის კოორდინატები. 

_X. ჯ 

ზავვე, იპოვეთ ყ = +(“ 9- + 

კოორდინატები, თუ –-0 <.X <0. 

9334. იპოვეთ X=ძ0 ((--7 510 1), ყ=0 (1–-–005!) ციკლოიდის რკა- 

ლის სიმძიმის ცენტრი (09ლ=1=2ჯ/ე. 

2335. იპოვეთ X=0 600511, ყ=ძ 51011 ასტროიდის პირველ კვად- 

რანტში მოთავსებული ნაწილის სიმძიმის ცენტრი. 

9ევ6. იპოვეთ იმ ფიგურის სიმძიმის ცენტრის კოორდინატები, რო- 

მელიც შემოსაზღვრულია ყ =51ი0 X წირითა და 0X ღერძით (09=Xჯ=7). 

2 ) ჯაჭვწირის სიმძიმის ცენტრის 

  9837. იპოვეთ “– + 2 =1 ელიფსის ფართობის იმ ნაწილის სიმ- 
ძ 

ძიმს ცენტრი რომელიც პირველ კვადრანტშია მოთავსებული 

(X->0, V4->1ა): 
9338. იპოვეთ იმ ფიგურის სიმძიმის ცენტრი, რომელიც შემოსა- 

ზღვრულია ყ?=Xჯ ყ=0 წირებითა და #M (1; 1) წერტილის ორდი- 
ნატით. 

9319, იპოვეთ საკოორდინატო ღერძებითა და Vჯ --VV =V 6 პა- 

რაბოლით შემოსახღვრული ფიგურის სიმძიმის ცენტრი. 

9340. გამოთვალეთ ყ?=0X პარაბოლითა და X=:0 წრფით შემოსა- 
ზღვრული ფიგურის სიმძიმის ცენტრის კოორდინატები. 

9341, გამოთვალეთ ყ?=20X და X2=20ყ პარაბოლებით შემოსა- 

ზღვრული ფიგურის სიმძიმის ცენტრის კოორდინატები. 

თუ წირის განტოლება მოცემულია პოლარულ კოორდინატებში: 

”=/ (თ), მაშინ მისი რკალის სიმძიმის ცენტრის დეკარტის კოორდი– 

ნატები გამოითვლება შემდეგი ფორმულებით: 
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C% დვ 

I ლ05დ V +„/”ძი I #5 დ V, + ””ძდ 

აებეტძტძ·'_-დ–დდ–--–--–--ღ<--=<–__-–___. 
დე დ; 

IV2+ I % | V, L „/ ძდ 

დ, დ 

თუ სექტორი შემოსაზღვრულია #=| (დ) წირითა და დ=დC,, დ=დე: 

პოლარული რადიუსებით, მაშინ მისი სიმძიმის ცენტრის დეკარტის 

კოორდინატები გამოითვლება 

დჯ და 

I" C05 დძდ IC 5910 დძდ 

2 დ, 2 I Xჯ=-–-1 , =>. 

-. ვ დ: #-– ვ დ. 
„ ძდ | „'ძთ 

დ) დ; 

ფორმულებით. 

95349, გამოთვალეთ #(=ი? ლოგარითმული ხვიის სიმძიმის ცენ- 

ტრის დეკარტის კოორდინატები, თუ დ; = –- კ და=#. 

2343. გამოთვალეთ #7=ძ (1+ი03 დ) კარდიოიდის რკალის სიმძიმის 

ცენტრის დეკარტის კოორდინატები, თუ დ|=0, და=LIXL. 

9344, გამოთვალეთ #2-რადიუსიანი წრის სექტორის სიმძიმის ცენ- 

ტრის დეკარტის კოორდინატები, თუ მისი ცენტრალური კუთხეა 2თ. 

9345. გამოთვალეთ წ”=0 დ არქიმედეს ხვიითა და დ!=0, და=:: 
პოლარული რადიუსებით შემოსაზღვრული ფიგურის სიმძიმის ცენტ- 
რის დეკარტის კოორდინატები. 

9346. მოძრავი წერტილის სიჩქარე 9-0,14-ე>. იპოვეთ მის მიერ 

გავლილი § მანძილი პირველი 10 წამის განმავლობაში და განსაზღვ- 

რეთ ამ შუალედში მოძრაობის საშუალო სიჩქარე. 

95347. მატერიალური წერტილის სიჩქარე იზრდება დროის პრო- 

პორციულად ა =V/I/ კანონის მიხედვით. იპოვეთ მანძილი, რომელსაც 

წერტილი გაივლის საწყისი დროიდან 7' დრომდე. 

5348. ყი საწყისი სიჩქარით ვერტიკალურად ზემოთ ასროლილი 
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სხეულის მოძრაობა (პაერის წინააღმდეგობა მხედველობაში არ მიიღე– 
ბა) განისაზღვრება ფორმულით: 

შ= შე–- #2, 

სადაც 1 მოძრაობის დროა, ხოლო წყ –- სიმძიმის ძალის აჩქარება. სა- 

წყისი მდებარეობიდან რა სიმაღლეზე იქნება სხეული ასროლის მომენ- 

ტიდან I წამის შემდეგ? 

9349. წერტილის მოძრაობის სიჩქარე 9-(0-9M/ >. იპოვეთ მის 

მიერ გავლილი მანძილი მოძრაობის დაწყებიდან სრულ გაჩერებამდე. 
9350. რა მუშაობა უნდა დაიხარჯოს ზამბარის გასაჭიმად 6 სმ-ით, 

თუ 1 კგ ძალა მას გიმავს 1 სმ-ით? 

95351. გამოთვალეთ მუშაობა, რომელიც უნდა დაიხარჯოს სპილენ- 
ძის მავთულის გასაჭიმად 0,001 მ-ით, თუ მისი სიგრძეა 1 მ, ხოლო გა– 

ნივი კვეთის რადიუსი 2 მმ. 

9369, გაზოთვალეთ მუშაობა, რომელიც უნდა დაიხარჯოს ვერტი- 

კალური ცილინდრული კასრიდან წყლის ამოსატუმბავად, თუ კასრის 
ფუძის რადიუსია #, ხოლო სიმაღლე –”M. 

9853. რა მუშაობა უნდა დაიხარჯოს წყლის ამოსატუმბავად ნახე–- 

ვარსფერული ჭერგლიდან, რომლის რადიუსი /=10 მ? 

§ 19, განსაზღვრული ინტეგრალის მიასლოებითი გამოთვლა 

განსასღვრული ინტეგრალის მიახლოებითი გამოთვლისათვის მი- 

ზანშეწონილია ქვემომოყვანილი ფორმულების გამოყენება. 

1. მართკუთხედების ფორმულა: 

ხ 

| I(Cი ძ = -მ=4 (ყი + V +--·+ წყიგ–)), 

წ/4 

ან 
ხ 

| ,(X)ძX = პი +V+-+ ყა), 

სადაც ” არის (თ, ხ| სეგმენტის დანაყოფთა რიცხვი, Vი, V1I)-·, Mი-L #ი 

სიდიდეები კი V= (9) ფუნქციის მნიშვნელობები », = თ -L (ჩ ((= 0, 1, 

2,..., I) წერტილებში; # = 0-0 თუ MC) წარმოებული არსებობს და 
L) , ჩ 
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შემოსაზღვრულია |V, ხ1 სეგმენტზე, მაშინ ამ ფორმულების ნაშთითი წევრი- 
სათვის მართებულია შეფასება: 

| 9 < #---  M, სადაც. M=თიიXI /' (+ | (, 61, სეგმენტზე. 

2. ტრაპეციების ფორმულა: 

ხ 

| I (Xე)ძ»ჯ = 2-%#1# +V, + ყი: -L·-+ რია), 

ძ 

სადაც Mი, V-.-, M» /(X) ფუნქციის მნიშვნელობებია X, = 6 + Lჩ წერტი- 
ლებში (1=20, 1, 2,..., I); # = ხ--ძ თუ I” 0) წარმოებული არსებობს 

” 
  

და შემოსაზღვრულია Lთ, ხ) სეგმენტზე, მაშინ ამ ფორმულის ცდომილება 

განისაზღვრება · | 2 | < 6-9, უტოლობით, სადაც. /V()= იიმX | /”(X)| 

Iთ, ხ1 სეგმენტზე. 
8, სიმპსონის ფორმულა: 

ს 
(წ (X) ძ» = :-4 IMი + 4 (#) + ყე +--+ #იი-1) + 
ძ 

+ 2 (ყი + ყკ +“ + #იე-ი) + ყლ») 

აქ ინტეგრების (ი, ხ) შუალედი დაყოფილია 2: ტოლ ნაწილად. 

ყი M1) ···, #2 | (Xს)ფუნქციის მნიშვნელობებია დაყოფის წერტილებში. 

ფუნქციის მნიშვნელობათა ცხრილის ბიჯი ჩ=9--4, თუ II (ი 
” 

არსებობს და შემოსაზღვრულია L0ი, ხI სეგმენტზე, მაშინ ამ ფორმუ– 

ლის ცდომილება განისაზღვრება უტოლობით: 

|81<- გფ #4 სადაც - M = თი» /IV 0 | I, || სეგმენტზე. 
ცხადია, ტრაპეციების ფორმულის ნაშთითი წევრის აბსოლუტური 

მნიშვნელობა არ აღემატება წინასწარ აღებულ დადებით §-ს, თუ 

ტ–თ' 
12უ2 

16. უმაღლესი მათემატიკის ამოცანათა კრებული 241 

ი <. 6,



(ნ –– თ) M. 
> V 128 ' 

ამ უკანასკნელი უტოლობიდან ჩვენ შეგვიძლია განვსაზღვროთ ინტეგ- 
რების მუალედის დანაყოფთა # რიცხვი ისე, რომ |/2?| = 8. როგორც 
ვხედავთ, ცდომილების შეფასებისათვის საჭიროა / (X) ფუნქციის მეო–- 

რე რიგის წარმოებულის ცოდნა, მაგრამ ზოგჯერ /(») ფუნქცია არ 
არის მოცემული ანალიზური სახით ან I” (X)-ის გამოთვლა „საკმაოდ 
რთულია. ასეთ შემთხვევაში ტრაპეციებს ფორმულის ცდომილება 
შეიძლება გამოსახულ იქნეს ფუნქციის მნიშვნელობათა ცხრილის სა– 

შუალებით. 

ანალოგიურად შეგვიძლია დავადგინოთ დასახელებული ნ6-ის შესა– 
ბამისი # მართკუთხედებისა და სიმპსონის ფორმულებისათვის. 

გამოთვალეთ მიახლოებით შემდეგი ინტეგრალები: 

1) მართკუთხედების ფორმულით: 

4 2 

9ვ54, | X'ძX, (=-=10). მო (> | (1= ჩი 

ბ 

2) ტრაპეციების ფორმულით: “ 

1 უ 

9856, |დაი-2% თ=1თ. 9357. | (ვბმ-- 49ძX, (C=10. 
0 

  

  

3 
ჩჯ 2 

9868. | ფი» (· = 6)- 2859. | თ (ი = 6). 

9 -X. 
2 

3) სიმპსონის ფორმულით: 

1 1 

9860. |C” ძX, (21 = 2). 9ი3ც1, | იძ” (2”5=10. 
1++X 

0 9 
1 1 

ძX XIX 
„სა აე. ა. იგნმ. | %. (21 = 10. 9869 | +» ( 2+1 

მ 
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ვთქვათ, გვინდა გამოვთვალოთ განსაზღვრული ინტეგრალი 

/= | I» მICLCX ––-ი0 + | ძX, სიზუსტით 9 = 0,005. 

ტრაპეციების ფორმულით. , 

I” (X) = მICLCX; 

/ა = IიმX | /” (X) | = == 0ლX%#=<1, ამიტომ 

ზემოთ მოყვანილი უტოლობების თანახმად მივიღებთ 

” > 3,618. 

ჩავთვალოთ #=4, რაც იმას ნიშნავს, რომ ტრაპეციების ფორმულით 
გამოთვლების ჩატარებისას 6=0,005 სიზუსტის უზრუნველსაყოფად 

საკმარისია საინტეგრო შუალედის ოთხ თანაბარ ნაწილად დაყოფა. 

თუ გამოთვლებს ჩავატარებთ დავრწმუნდებით, რომ / =0,1572. 

ქვემოთ მოყვანილ მაგალითებში დაადგინეთ რამდენ ნაწილად უნდა 

დაიყოს ინტეგრების შუალედი, რომ ინტეგიალის მნიშვნელობა მივი– 

ღოთ §=0,005 სიზუსტით, ტრაპეციების ფორმულით. 

1 

9364, |§ (X+ 1)10ი(X+ 1)ძX. 9305. I|< ი“ ძა. 

მ 

: ძ X 
9366. · ივც,. |––-– “რ .. 

I+“« | 201 +X1 
0 

1 .. 

9808. II Cლ-. 3-5 | ძი. 98069. I=- +20--6» | ძX. 
(1 -L XX 6(X-+1)9 

0 : 9 

_ 2. 
3 2 

2 

9820. -.)კ, 9371, რობო 

ჯ-–_ : 
2,2 0 

3,5 4. 

9379, _6X -- 18X + 13. ძჯ. 9373, | 5102X + 3X?-- 11)ძX. 
6(X-–-1)? 

0 
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9874, IIC + 1)10 (++ 1) + »2 + 3Xძ». 

987წ. |IC– 1))ი (X– 1) + 2ჯX2-––7I ძX. 
8 

ს 
| 

9376, | ფი» + X1? -L X-–- 1)ძ». 2377. | (2005X-L X1-––- X ++ 1) ძX. 

2378. 

ღ
ე
ლ
ე
.
 
თ
-
ს
 

| თია დ– 310 +214 ავე | 5((–– 1)1ი(X–– 1) ძჯ. 

ა
ს
 

ს
ა
ლ
ხ
ღ
–
,
 

ო”
 

2880.   

1 

251ი 2Xძ». 2381. II +Xჯ? + 3- 
3( + , 

C
C
.
 

. 

-%#. %. 
4 4 

9382. IC» + 1? + X–1)ძჯX. 288ვ, (C05 2X; -L 2X2? –– X) ძX. 

0 9” 

2 1 

9884, | ჯ10 XძX. ივ85, (50 + · 
4(1 + »“ 

1 (I) 

გამოთვალეთ ქვემოთ მოყვანილი ინტეგრალები სიმპსონის ფორმუ- 
ლით მითითებული 6 სიზუსტით: 

1 

ჯ?  1+ X5 =I10-5 
9886. | “კვ 9 8 I · 

0 

9387. | X31 (1 + ჯზ)?ზ ძი, 8 = 10-5, 
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2,6 

_X +. ქ. 6=- 10-4, ძვ89. <4“ გ=10-2, 
X) + 3,26 

  8 
ი
ს
ს
 

საშ
 

+
 »
 

20053X --- 3 51ი4 ჯ 
–- ძო, 8= 10-5. 

1 +5I1ი"ჯ 

V4 + II? (ჯ? -+ 1) 

2 

I 

6 _–_ 

5391. | ++“ + +V3 __ _ ძა, 68 = 10-5, 

4,2 

5 4,12 
ჯი 9ვ99, ძი, თ6=10-5 ავევ | VI + IIXკ,, 6=-10-“ 
5-L 2% X95I0 X 

2 

4 

VX -+LI,2 2. ,6005Xჯ 
98ე4. “  ., 6=10-5. 9ვეე, | -– ' “ | 

7. X-10“ ·”"'". .. 
ქვემოთ მოყვანილია ინტეგრალის გამოთვლის ფორტრან-პროგრამა 

გაფორმებული, როგორც ქვეპროგრამა––ფუნქცია, ტრაპეციების მე– 
თოდით: 

1-5) 6 | 7 
ნVIMCIICM IMICCI (#, 8, M, CMC) 

C | #, 8 ინტეგრების საზღვრებია, M დაყოფის რიცხვი, -CMC 

  

ინტეგრალქვეშა ფუნქციის გამოსათვლელი ქვეპროგრამა ––- 
ფუნქცია 

=(8 –- #)/X 
M=M–--1 
X=# 

= (CCMC(#) + LCIMIC(8)) / 2 
C | ციკლის დაწყებამდე გამოვთვალეთ შესაკრები («ა + ყ») / 2 

00 1 I = 1, M 
X=X+VII 

1 5=5 +L0MC(%) 
IMIIნცC =5+ LI 

I:4=/ 10) "IL 
M0     
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9390. ამ პროგრამის საშუალებით გამოთვალეთ ეგმ- ზე 2364--2395 

ნომრებში მოყვანილი ინტეგრალები. გაითვალისწინეთ ინტეგრალქვეშა 

ფუნქციის გამოსათვლელი ქვეპ როგრამა –– ფუნქციის აღწერა ძირი- 

თად პროგრამაში და შედეგის ამობეჭდვა. ნიმუშად აქ მოგვყავს 

10 

= | VIC-– 7 ძ» ინტეგრალის გამოთვლა მნიშვნელობებისათვის 

0 

#=100, 150, 200, 250, 300, 350, 400. 

1-5 6 | ი 7 
  

CXICICLIM#L LCMC 
· 00 1. I = 100, 400, 50 
LIXC5CLI=IMI6ცL (0, 10., L CCMC) თ 4. 
ნIIMX 2; L; 02650LI 
ს00M#8I (15, 6 15-7) 
C0MIVIMV86 
91006 
სM0 
L0VMCIICM LCMC (X) 
ნ0MC=50L1 (100 . –– X 2 X) 

“ სნ10IIM 
სM0     

” შედეგად მანქანა დაბეჭდავს ცხრილს 

100 0.3140396L 03 
150 0.3140913L 03 
200 0.3141169L 03 
250 0.3141257L 03 
300 0.3141360L 03 
350 0.3141394L 03 
400 0.3141430L 03 

9897. 2396 დავალების მსგავსად შეადგინეთ ინტეგრალის გამოთვ- 
ლის ქვეპროგრამა –– ფუნქცია მართკუთხედების ფორმულით და ამო–- 
ხსენით 2364--2395 ნომრებით მოცემული ინტეგრალები. 

9898, 2397 ნომრით მოცემული დავალება შეადგინეთ სიმპსონის 

ფორმულისათვის. 
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§ 13. არასაკუთრივი ინტებგრალები 

ინტეგრალებს, რომელთა სასღვრები უსასრულოა ან რომელთა 

ინტეგრალქვეშა ფუნქციები შემოუსაზღვრელია, ეწოდება არასა 
კუთრივი ინტეგრალები. 7 

1. უსასრულოსაზღვრებიანი ინტეგრალი. თუ | (X) ფუნქცია უწყვე–- 
ტია ი=ჯ< +ი9 შუალედში და არსებობს 

ხ 

1101 | I(ი ძ» 
ხ–+--თ 

ზღვარი, მაშინ მას უწოდებენ არასაკუთრივი ინტეგრალის მნიშვნე– 
ლობას და ასე აღნიშნავენ: 

> I ა/ო“ 

როცა აღნიშნული ზღვარი სასრულია, მაშინ არასაკუთრივ ინტეგრალს 
ეწოდება კრებადი, წინააღმდეგ შემთხვევაში კი–– გან ლადი. 

ანალოგიურად განიმარტება ინტეგრალები: 

ხ ხ ლ ხ 

| (0)ძ»= I | (იძი | I(0ძ»= Iთ (თ 
ი --თ -% ს--C 2 
არასაკუთრივი ინტეგრალის კრებადობა შეიძლება დავადგინოთ 

აგრეთვე შედარების მეთოდით: თუ X>ძ-სათვის |! (| =# (X) და 

+თ ! +C=% 

Iც (X) ძX ინტეგრალი კრებადია, მაშინ კრებადი იქნება |! (X) ძX ინტეგ- 

რალიც. 
გამოთვალეთ ინტეგრალები: 

+C= +290 

ივე, | %X 9400. (+. 
ჯ? კტ 

1 1 

-+=% + 

2401. 2-+ძჯ,. 24095, _ % _ · 
1 + X? 

0 0 
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+ი +თ 

    

  

  

  
  

940ვ. .9L · 9401+. ოე“ 
ჯ 

, I- 

9405. <=. : ძX_ მი»ძ% · 
(XX. Xჯ1Iი?ჯ 

ვ L 

407 კ” მძი 9408 წვეთ XX 

_) 0 + აზ. – 1 + X? 
მ 0 
+% +909 

9409,  «  _ · 9410, _ XX · 
X? + 4X + 9 1. L+2X + 2 

–ლიC-C –9ლ0 

გამოიკვლიეთ კრებადობა შემდეგი ინტეგრალებისა: 

–+Cთ 

9411, | >= 9 _. იკჯი, |  20X _ 
V1+7ჯ XI -L 1 

1 2 

+თ წ 
X+21: X 

9413. _– ძX. -259 CV % „ეუეღეაღეღვეღვა'„L 

| VX) I» X–1 
1 3 
4+C9% +9 

941წ, (ჩ.+> იკ1ც, | I(X+1) კ, 
1 + ჯ? ჯ 

9 1 
+Cთი +< 

9417 |უ> 9416 510 XძX 

X4 + 1 ' · ' ჯ? 
2 ჯ 

-2. 

! +თ% +099 

9419. | C ” ძა. იკი, | 99%... 
X? (1 +605) 

9 1 

შემოუსაზღვრელი ფუნქციის ინტეგრალი. თუ | (X) ფუნქცია უწყვე- 
ტია ი«ლX<ხ შუალედში, ხოლო III) | (X)=C, მაშინ ინტეგრალი 

X->-ხ_ 

ხ ხ–-8 

| 16)ძ»ჯ= Iთ ჯო“ 
6–>0 + 
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ასევე, თუ | (X) ფუნქცია უწყვეტია» ძ–<ჯლი შუალელღში, ხოლო 

IIII | (X1=C%, მაშინ ინტეგრალი 

X–>–C-+L 

ხ ხ 

| ”00ძMX = სთ | ეძ». 
86->0-+L 

ძ «+686 

ბოლოს, თუ IIთ /(X) = =,(«<6<ხ), მაშინ 
X->C 

ხ C--ზ, ხ 

(0 ძხX = IV ((0ძX+ IC II (X) ძ». 
6)->0 L ზა->0L 

ძ ძ 6 ზა 

როცა აღნიშნული ზღვრები არსებობს და სასრულია, მაშინ არასაკუთ–- 
რივ ინტეგრალს ეწოდება კრებადი, წინააღმდეგ შემთხვევაში 

კი–“ განშლადი. 

ხ 

თუ II) |C#ჩ (00, როცა თ<X+<ხ და I ჩ 0) ძX ინტეგრალი 
ძ 

ხ 

კრებადია, მაშინ კრებადია | წ(იძ» ინტეგრალიც. 

ძი 

გამოთვალეთ ინტეგრალები: 

  

  

  

1 I 
ძX XძX =კი1 იკი, | #0+X__ 

IC 1-ჯ I V 1-–-X? 
მ 9 

% 1 
2 0 “– 
“ ტ 

52458. | (თ XძX 94954, | 2 ძ». 
X 

0 –I 

1 1 

იკ96, | 9. 9496. | Iი Xძჯ. 
V X 

ზ ზ 
2 რ 

9497. XთX 9498, ( ძX_ 
V ყX-–I 1) XVIიX 

1 1 
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2 

1 1 

იკვ1, | 2X 9489 | - ძX_ 
ჯ? #/ X? 

–- 1 –1 

1 1... 

9438. > ძX 9484, | -» 12 ძX 
X 

–1 –1 

2 · 6 
ძX ძჯ 

- 2435. _____ 94306. = =>. 

(I = 1)? |-5–=> 
9 2 

გამოიკვლიეთ კრებადობა შემდეგი ინტეგრალებისა: 

1 1 
ძ; 

9487 |“ ... იძვც, |_ –“ _ _ 
ჩ Xჯ + 4 I / X -L #4 

9 

  

რებ ფ5 ა ი –ა 

ძX იძი, | _ _Cთ _ _ 
( V1I-- 2? /1-–- #3 
6 

XI თავი 

მრავალი ცვლადის ფუნქციები 

§ 1, მრავალი ცვლადის ფუნკციის ცნება, ზღვარი ღა უწყვეტოგა 

I" სივრცის X = (ი,..., X,) ღა V=(V,..,ყი) წერტილებს შორის 
მანძილი განისაზღვრება ფორმულით 

  

იV, V) == V–ი –– ყე)? +. + (X, – ყი)” · 
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როცა 7#=2, ე. ი. IM? სიბრტყის შემთხვევაში 

ი(X» ყ) =V ((–– 9)” – (ს -––ყი?. 

განსაზღვრება, ვთქვათ, XCI2" და 8 > 0. სიმრავლეს VI (»ჯ, 8) = 

= (ყIVყCIM%2-" #0 (X, V) < ბ) ეწოდება / -- განზომილებიანი სფერო ცენტ- 
რით XCI>", წერტილში და 8 >>0 რადიუსით ან X წერტილის 8 -- მიდამო. 

(XC IL" წერტილის ნებისმიერ 8 >> 0 მიდამოს უწოდებენ უბრალოდ Xჯ წერტი-. 

ლის მიდამოს და აღნიშნავენ აგრეთვე VI (X)-ით). როცა /! = 2, ე, 0. სიბრ- 

ტყის შემთხვევაში X=-(X,, X:), ყ==(V), ყა დღა VI, ბ)=L(ყ | ყ/C Iმ?/V (9, –– 

–- X))? + (ყა–– X.)? <- 67). 
განსაზღვრება. ვთქვათ # C /0-.1:8-> I ასახვასს ეწოდება # 

ნამდვილი ცვლადის ნამდვილი ფუნქცია. თუ X = (X, X.,.., Xე) 6 ნების- 
მეერი წერტილია, მაშინ ამ ფუნქციას აღნიშნავენ აგრეთვე M”(X)-ით ან 

#(%, Xი,..., X„), ან კიდევ # = (XI, X;,-·-·, Xე)-ით. , სიმრავლეს / ფუნ- 

ქციის განსაზღვრის არეს უწოდებენ, 

განსაზღვრება. ვთქვათ, 2 = /(X, ყე ფუნქცია განსახღვრულია 
ა (X, ყი) წერტილის რაიმე L/ (VI) მიდამოში, გარდა შესაძლოა, თვით 

Mე წერტილისა. /1 რიცხვს უწოდებენ / (X, ყ) ფუნქციის ზღვარს /VI- (Xი, Mი) 
წერტილში, თუ 

V8>0 38>90 V (ი, #) 0<V(X-–– Xე)?-+CV –– ყი)? < 8ზ=> 
=> | (XV, ყ)-– 4 | <9). 

ასეთ შემთხვევაში წერენ: 

სო ”(X, ყ) = #. 
(X, 4) –> (Xი, V0) 

მაგალითი. განვიხილოთ /”(X, ყ)= XX +ყ” ფუნქცი, რომელიC 

განსახღლვრულია მთელ რიცხვით სიბრტყეზე და /M = (1; 2) წერტილი. 
წერტილთა ნებისმიერი (X,, ყ:), #=1, 2,.. მიმდევრობისათვის, რომელიც 

ტრებადია (1; 2) წერტილისაკენ გვაქვს 
IMი / (ს ყე) = ი (X + VI) = 1“-L 21 = 5. 
L->% ჩ--ლ% 

ამგვარად, 

11ო /(X, ყ) = 5, 
X-–->1 

ყ–>2 

X)+ყ მაგალითი. გამოთვალეთ /(X, ყ) =-–- - “ “ ფუნქციის ზღვარი. 
2 (X" +L V') 

(0, 0) წერტილში 
951



C. ვინაიდან | XIმ? «<- (X” + ყ”)”?, | ყ" I << (X? + ყ?შ)/? ამიტომ 

ჯ Xს+I)ყ1) IIთ9)I= ->MI <IXL+IVI 
2(X +V9V9" 2(X' + 9") 

თუ ახლა 6 > 0 რიცხვისათვის დავუშვებთ 8 = §, მაშინ ყოველი (X, ყ)-სა- 
თვის, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას 0 < VX? + ყხ< ბ, შესრულდება 
უტოლობა | | (X, ყ) | <8. ეს კი ნიშნავს, რომ 

MIრო. /(X, ყ) =0. <4 
(X ,ყ)–>(9. 9) 

განსაზღვრება. ვთქვათ, 2=I (X, ყ) ფუნქციაა განსაზღვრუ–- 
ლია (Xი, I/0) წერტილის რაიმე ყ მიდამოში. I ფუნქციას ეწოდება 

«ოწყვეტი (X, ყი) წერტილში, თუ: | 
MIთ. 7 (% V) = I” (%, Vი) 

(X, ყ)–>(Xი, ყი) 

მაგალითი. გამოარკვიეთ უწყვეტია თუ არა (0, 0) წერტილში 

ფუნქცია 

1 

2 

  
< (X?-+ X) 

X+V. 
,(X, ყ) =1 ჯ -Lყ?' როცა #1 + ყბ 260, 

0, როცა X = ყ = 0. 

>. ვინაიდან IIთ / რთ ყ) = 0 (იხ. წინა მაგალითი) და /(0, 0) = 0, 
(X, ყ)–>(0. 0 

ამიტომ /(X, V) ფუნქცია უწყვეტია (0, 0) წერტილში. <1. 
9441. მოცემულია სამკუთხედის პერიმეტრი 2/. გამოსახეთ სამკუ- 

თხედის 5 ფართობი, როგორც მისი ორი X და ყ გვერდის ფუნქცია. 
9449. გამოსახეთ კონუსის V მოცულობა, როგორც მისი ჯ მსახვე– 

ლისა და ყ სიმაღლის ფუნქცია. 

9443, გამოსახეთ კონუსის V მოცულობა, როგორც მისი X მსახვე– 

ლისა და ფუძის ყ რადიუსის ფუნქცია. 

9444. გამოსახეთ წესიერი ოთხკუთხა პირამიდის V მოცულობა, 
როგორც მისი X სიმაღლისა და ყ გვერდითი წიბოს ფუნქცია. 

5446. 1) /(V 0) = XV + +. იპოვეთ | (--: ბ), I; – ს; 

27 ჩ0, 9) = ფღლებ იპოვეთ / (3; 1), # (5; 3); 

3) /C%-#V) = 2=2-+, იპოვეთ / (2; ––3), 1C +): 

4) 2 = 659 (+), იპოვეთ 2, თუ X = V = > · 
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9446. 1) 2=ყ“ 

2) # (X, ყ) =   

1. იპოვეთ 2, თუ X=2, ყ=2; X=1, ყ=2; 

აჩვენეთ, რომ # (0, ხ) + # (ხ, ძ) = 

· = #9 იპოვეთ =5-. – 
8) 10% #9)= --> –. იპოვე I(-. 7)" /7ი%V) 

იპოვეთ განსაზღვრის არეები შემდეგი ფუნქციებისა: 

2447. 

9449. 

2461. 

24659. 

24064. 

2466. 

2 = X? + V7, 

= 1 

V4-- X?-- ყ? 

· 7=II(X+ VI. 

· 2=VXყ-. 

„· 7=V1–X#-+V4-- ყ?, 

.· 2= გილი > + VXყ- 

1 9448, ეეუთოთუს 
X +ყ 

2 
9150, 2= #X- X-V. 

XI 
თჰაპ. 7= == · 

9454. 2= 1ი(ყწ–-4X + 8)- 

9456. 2= VX?-+ყ?-–-1-L1ი (4--ე;?––ყშ. 

9458. 2= VIX>-4 L Vყ?-- 4. 
XX“ “ყ 2460. უ=მ20სწ –––_–––. 

წ 1 + X?ყ? 

1) სყ=V1 –– XXX-- ყზ–- 2; 2) ყ = VX +VV +V?. 

იძ = 190 (X? + ყ? -L 22-- 1), 9468. 7= VV–IX-–=-1|. 

ჯ LL ყზ-ჯ. 
2=VM/2: #7» ' 

2 2 

ყ”). 9467, 2-Iი( - თ–– #-) . 2= VX–ყ-Iი(9--X?-- 

  9466. 2= მი000§ 2-– 

2=/! (X», ყ) ფუნქციის დონის წირი ეწოდება ისეთ | (X, ყ)=C 
წირს XCყ სიბრტყეზე, რომლის წერტილებზეც ფუნქცია ღებულობს 

ერთსა და იმავე 2=C მნიშვნელობას. 

იპოვეთ დონის წირები შემდეგი ფუნქციებისა: 

9468. 1) 2=7Xჯ+ყ; 2) 2= X2-– ყ?; 3) 2=I1IX(2 -I ყ); 4) 2 =VXV. 

95469, 1) = ჯ"-Lყ?; 2) 2=X?ყ;.. 3) 2=> ; 4) 2= 
ყ' 

2X 

ჯ? -L ყ? · 
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#=/! (X ყ, 2) ფუნქციის დონის ზედაპირი ეწოდება ისეთ 
I! (ს, ყ, 21=6 ზედაპირს, რომლის წერტილებზეც ფუნქცია ღებულობს 

ერთსა და იმავე V=C მნიშვნელობას. 

იპოვეთ დონის ზედაპირები შემდეგი ფუნქციებისა: 

XX? -+L ყ? 

  

  

  

9420. 1) #=X+Vყ+5 29 6= “14%, ფშ #=V2+V; 
2 

X#? _ყ 2 
4 LL = –, ) _++-+ 

3471, 1) ს = 5-%+Vწ-2 2) ყ9=X'.-+ყ?+ 2; 3) C=მILC51ი –-- –. 
VX" + ყ? 

იპოვეთ შემდეგი ზღვრები: 

5459. სიე 2-=VXM+1%1 „კვ ცე 99X# . 
X->0 Xყ XIა–ი # 

ყ–>0 ყ–-2 

| V 
9474. სი | 1 + «I. ის75 ეუ 11X+CC9. 

X->00 ჯ X->I V XI. + ყ? 

ყ->ჩ ყ–>9 

9176. IIთ X+9_ 9477. 1I9) ჯ–ყ 

X-+ი X" + ყ? Xჯ-–>0 ჯ? ყი. 

ყი ყ–->0 

ეცი 9 
-94178. 1IIი1 (X? + ყ?) ·510 -1_ · 9479. 1191 _50 (” + 9')_ 

X->0 Xყ X–>-0 ჯ? L ყ? 

ყ–>0 ყ–>0 

2 + V2C+>თV- 27+1-I 9480. 1) II _ XV  . 23 სთ 2 +(/ I + 
X->0 VX?-+ ყზ-“+-1 ––1 X->0 X9 (ყ –– 2)? 

ყ–>0 ყ–>2 

9481, III (X? -L ყ?)X". 
Xჯ–>-0 

ყ->0 

იპოვეთ წყვეტის წერტილები შემდეგი ფუნქ ციებისა:. 

9482. 1172=---1. .. 2272=--1-. 
– უზ ყ? 

ვ)2 =1IიVX + M; 4) #= 
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  2<48ვ. 1) 2=--1 . 2) 7= : 

X–ყ X” + ყ” 
(>> : 

ვე ,= 2 +2#+4., 4) 2=C0§- 1. 

ყ--X# Xყ 

§ 95, ფუნქციის კერძო ნაზრდები და წარმოებულები. 

სრული დიფერენციალი 

2=! (X, ყ) ფუნქციის კერძო ნაზრდები X-ითა და ყ-ით 
«XX ყ) წერტილში ეწოდება შესაბამისად შემდეგ სხვაობებს: 

რ).? =I(X+ #ბX, ყ)ს– წ(, ყ), რ,2=I)(I ყ+რბყ)–-IVC,ყ. 

თუ 2=/) (X, ყ) და მივიღებთ, რომ ყ მუდმივი სიდიდეა, მაშინ 2 

ფუნქცის კერძო წარმოებული X-თ (X ყ) წერტილში 

ეწოდება 

სე -IX+49% ე) -7/%V9) _ მ. 
= 2'= , ჯ, 

ტ.–>-0 #ტX მX X=IMXCV) 

ზღვარს, როცა ეს ზღვარი არსებობს; ანალოგიურად, თუ მივიღებთ, 

რომ ჯ მუღმივი სიდიდეა, მაშინ კერძო წარმოებული Vყ-ით (X, ყ) წერ- 

რილში იქნება: 

ყი (0 #+ 406) –-7% 9) _ 02. = 2, = IV (, V), 
ტ,->-0 ბ. მყ ” ” 

როცა ეს ზღვარი არსებობს. 

ასევე განიმარტება სამი და მეტი ცვლადის ფუნქციის კერპჰო წარ- 

მოებულები. 

ვთქვათ, 2=! CX, V) ფუნქცია განსაზღვრულია M =(CX, ყ) წერტი– 

ლის რაიმე VC (V, ბ) მიდამოში. ავიღოთ ამ მიდამოს (X+ #X, ყ +)Vსყ) 

წერტილი. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

ტ2=)0%+4ტX» ყ+4რ/)-–/(%M). 
#2-ს უწოდებენ 2=! (+, ყ) ფუნქციის სრულ ნაზრდს. 

განსაზღვრა. |ჯ ფუნქციას ეწოდება დიფერენცირებადი LV, ყ) 

წერტილში, თუ მისი #2 სრული ნაზრდი ამ წერტილში შეიძლება წარ– 

მოდგენილ იქნას მემდეგი სახით: 

4ტ27= 440X + 840ყ + თ/X + ჩზ/Mყ, 

255



სადაც 4 და 8 არაა დამოკიდებული #ჯ და #ყ-ზე და 

იო X= 1IIთ ჩ = 0, (0 = V0 ;? + # ყ?). 
ი–>0 ი-–0 

განსაზღვრა. (X, ყ) წერტილმი დიფერენცირებადი | ფუნქ- 
ციის სრული დიფერენციალი ამ წერტილში ეწოდება #X და #ყ ცვლა–- 

დების წრფივ ფუნქცია 724#0X+84ყ და აღინიშნება ძ2-ით ან 

თI (X, ყ)-ით. 

ამგვარად, 

ძ2 = /1 /#სჯ -L 8 #"ყ. 

#ტX და #ყ-ს, რომლებიც წარმოადგენენ შესაბამისად X და ყ ცვლა–- 

დების ნაზრდებს, უწოდებენ აგრეთვე ამ ცვლადების დიფერენციალებს 
და აღნიშნავენ შესაბამისად ძX-ით და ძყ-ით. ამგვარად, ძX= /#X, 

ძყ=6(ტ4ყ. ამ აღნიშვნებში ი2 სრული დიფერენციალი მიიღებს სახეს 

ძX = 4ძჯX + 8ძყ. 

ამასთან, მტკიცდება, რომ 

ტ=29 CMV. 8=-= მ!) (X, Vყ) 

მჯ მყ 

კ- V(C 0) კ, IC M) კ, 
მX მყ 

როცა #X და #V საკმარისად მცირეა, მაშასადამე, როცა 0 = V #X?2+-ტყ? 

საკმარისად მცირეა, დიფერენცირებადი 2=/ (X, ყ) ფუნქციისათვის 

ადგილი აქვს შემდეგ მიახლოებით ტოლობას: 

#2 = -% გ; (+---V. 
მჯ მყ 

ანალოგიურად განიმარტება სამი და მეტი ცვლადის ფუნქციის კერძო 

წარმოებულები და სრული დიფერენციალი. თუ #=/ CX, Vყ, 2), მაშინ 

ძი -% კ,ე % კ, ++2 ძ 
მX მყ მ2 

მაგალითი. იპოვეთ 2 =1ი C0§ -2. ფუნქციის კერძო წარმოებულები. 

ყ 
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>. ჩავთვლით რა ყ-ს მუდმივად, მივიღებთ 

მ2 1 ( .- #X#ჯ ) 1 1 ჯ 
–-= მმ“ “–-==-- “(წ--; 
მჯ» 52 V/ ყ ყ Mყ 

ყ 

ახლა ჩავთვლით რა X-ს მუდმივად, მივიღებთ 

მ2 1 ( · –) ( ”-) ჯ ჯ 
– = "' – პი–– || –––-–- |,=–– L-––-. ჟ 
მყ 008 ყ ყ? MM ყ L2 

ყ 

  

  

მაგალითი. იპოვეთ /(X ყ)=X?+XV+ყ? ფუნქციის სრული 

დიფერენციალი. 

>. I(X + 4 X ყ + ტყ)=(ჯ + ბა)? + (X + #ა (ჟ/ + ტყ) + (ყ + 4V), 

#/(% ყ)=ILX+4ტი"+-CC+4X (ყ/+ბთ)+(/+4ტV)") – თ" --Xყ+V)= 
= (2X + ყ) ტX + (X + 2ყ) #ყ -L ტX -+ ტXტყ + რყ?. 

გამოსახულება (2X + V) #X + (X + 2#) ტყ. არის სრული დიფერენციალი, 
ხოლო ტამ + ტX#6ყ + ტყ? = 0(0), როცა 0 = V#X + იყ? –- 0. 4 

მაგალითი. იპოვეთ 2 = 10 (1 + X-- + ყ?!) ფუნქციის სრული დიფერენ- 

ციალი : 

4 მ? _ 2X 02 _ 2ყ 

“მჯ 1+-ჯ+ყ ” მყ 1 +# + ყ? ” 

2X 2ყ. 
  ძ) - ძყ. 
1+#+ყ ისა ნყ/ი 4 

მაგა:ლითი. გამოთვალეთ მიახლოებით 1,029, 

C. განვიხილოთ / (X, ყ) = >” ფუნქცია. მისი კერძო წარმოებულები 

მ! მ! 
“მჯ = ყ XV“, შეი I» უწყვეტია (1; 3) წერტილში, ამიტომ 

ამ წერტილში I” ფუნქცია დიფერენცირებადია. თუ დავუშვებთ 

#X = 0,02, #ყ = 0,01, გვექნება 

მ/(1: 3 მI(1: 3 
ტI(X,V) = ძC, ყე =210 3), 1 910. 3) ს», 

მX მყ 

= 3-1-0,02-L1-10 1.0.01 = 0.06. 

მაშასადამე, 1,029-01 = 1 -L. 0,06 = 1,06. <1 

17. უმაღლესი მათემატიკის ამოცანათა კრებული 257



95484. 

9486. 

9488. 

8490. 

.·. 2 

ეა. 1 

.· # = Iი?(/ VX ) “ ს(VI>2+- 

უ=ჯ + ყ?+ 3Mყ ––- 2ჯყ?--3. 

2= ჯ" 5)ი” ყ. 

ჯ1--ყ 
X+ყ 

2 =II(X + ყ"). 

2= 

. 2= (5Xყ-–– ყე + 7)). 

  

_ ჯ 

VX” + სჩ. 

2= ” 

2 = მICIC M. 
ჯ 

.· 2= 1/ 2 -- ყ? · 

.· 7 = ვლი + · 
X-–-1 

· 2=1ი1C(X+ V X2 + ქ). 

=- ედ VI . 

· =VX#+VყV +727. 
.· ს=XVMყ'24+2X–– 3ყ+2-L5. 

.· (ML = (Xხ)?2. 

ჭ. # = გწლლევ? XXL #. ა-ი 
2 

  

რ“ 

· I(ი0 ყ)=X# +V'. 
  

9819, /(X, ყ) = V XM+-- 
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ს 
2485. 2= -%. · 

X 

იკვ.2=- ი... 
X-+ 2ყ 

9489, 2 = VX –– ყ?. 

9191. 2= 10510 (X-–– 2V). 

92403, 2 = XV -+ 3" ყ –“- ყ3. 

9405. 2 = II (L+ VX + VI). 
MX 

9107. 2=.6 ”, 

- 
2199, 2=გ8გ:05) "9 . 

ჯ 

9501, 2 =90-=-=>- . 

V ა”+ყ 
:- #/ 

3IC51 “> 

ზე0)ს. 2=6%ი : 

7 

5505. 2= XL % · 

ჯ 

2607. 7 =(ჯ? -L 1)215V#, 

9509 # = XV + ყV2 -L 2X. 

9611. კ= 6" IM" -I- 2". 

26518. #V = 2XVM, 

2+V 
9516. # = ლ(თ2+ VM. M_ · 

2–-Vყ 

2 
9617. #=005-.-------. 

VX+ყ?+7 

იპოვეთ |; (2; 3), /V (2; 3). 

იპოვეთ / (2; 1), /ყ(2; 1).



9690. ,(X, ყ, 7) = Iი (XV + უ. იპოვეთ /„ (1; 2; 0), /ჯ (1; 2; 0). 
ჩ; (1; 2; 0). 

2621. ,/ (X, ყ, 27= 2X -+ ყმ-–-–- 30? ვ –– 2X2, 

იპოვეთ /; (0; 0; 1), ”V (2; 0; 1), /; (დ; 0; 1). 
იპოვეთ სრული დიფერენციალები შემდეგი ფუნქციებისა: 

9629. 2 = უჯ“ ყ?, 9ნ9ვ 2= + ყი 3X/. 

2624, 2 = #2 + Xყ” + §იყ. 9595. 2 = Iი ჯყ. 

1 : 
2596, 2 = ოკ, (X” -+L ყ”). 9597. 2 = 5)ი? ჯ -L 005? ყ. 

· 2 თ ყ Xჯ 
2628. 2 = §1ი (X? + ყე). 9620. 2=გIლსი ––- -+L გIიძ––-. 

ჯX ყ 

8580. 2= I + -#). ივ ჯ=-9ი 2, 
ყ VX, ჯ. ყ 

2 2 I ე 

ინვი, == #9 +X. 9638. 2 = | X"V+ +) · 
ი ჯ 

9634, 2 = X-ყბ, 9585. 2 = 1/ XX + V9ს-––- ვ3ჯყ. 
ს 

2ილ(ც 7 5637. 2 = IC | “.+1 I... 
2536, 2=2 · ჯ 

5638. 2= ლ(C-%+V_ · 9689. ;= I0C0§-“-. 
X + ყ" ყ 

2540. ს = XVხ2. 2641. V = XV. 

9519. ს = VX? + წყ? + 2. 9648. #( = 3'7.IიV2. 

9544, ც == 2905X -L 005V , 2ნ4ნ. ( == (005X + 005V)”. 

9546. გამოთვალეთ / (X, ყ)=X2ყ ფუნქციის სრული ნაზრდი და 

დიფერენციალი, თუ ჯ=ქ, ყ=4, 4 X=1. ი ყ=0,5. 

95517. გამოთვალეთ | (X, I)= 9 ფუნქციის სრული ნაზრდი და 
Xჯ 

დიფერენციალი, თუ X=2, ყ=1, -X=0,1, 4 /=0,2. 

9548. გამოთვალეთ / (X, V)= X%--2ყ9? + 3XVყ ფუნქციის ნაზრდი, რო- 

მელსაც იგი მიიღებს X=1, ყ=2 მნიშვნელობებიდან X)=1+Vჩ, ყ,= 
=2+# მნიშვნელობებზე გადასვლისას. 

2619. გამოთვალეთ ! (X, ყ)= X2?V ფუნქციის ნაზოდი, რომელსაც 

იგი მიიღებს X=1, ყ=1 მნიშვნელობებიდან X.=1+/, ყ,)=1+# 

მნიშვნელობებზე გადასვლისას. 
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გამოთვალეთ მიახლოებით: “ 

9650. (1,02)3%!, 9551. V(4,05)? + (2,93)2. 

9559. (1,02)" -(0,97)”. 96638. გიდ 2, 

3551. მართკუთხედის ერთი გვერდი ი=10 სმ, ხოლო მეორე –– 

ხ=24 სმ. როგორ შეიცვლება მართკუთხედის I დიაგონალი, თუ 0 

გვერდს გავადიდებთ 4 მმ-ით, ხოლო ხ გვერდს შევამცირებთ 1 მმ-ით? 

პეპა. კონუსის სიმაღლე // =30 სმ, ფუძის რადიუსი /?=10 სმ. 

როგორ შეიცვლება „კონუსის მოცულობა, თუ II-ს გავადიდებთ 

3 მმ-ით, ხოლო /#1-ს შევამცირებთ 1 მმ-ით? 

§ 1. რთული ფუნქციის გაწარმოება, სრული წარმოებული 

1. თუ 2=/ (ჯ #), სადაც X=/ (I), #=C (/), მაშინ 2 ფუნქციის 
წარმოებული (-თი (სრული წარმოებული) გამოითვლება 

42 _ % ძი _ 0: ძ. 
ძი მჯ» ძ« ' მყ ძI! 

ფორმულით. კერძოდ, თუ ( ემთხვევა ერთ-ერთ არგუმენტს, მაგალი–- 
თად, X-ს, მაშინ 

ძძ_ 2 % ძე 
ძX 0X მყ ძX 

აქ #, წ და თ წარმოებადი ფუნქციებია. 

2. თუ 2=/ (, V), სადაც X==/ (თ, 9), ყ = დ (I, ს) და თუ #, I და დ 
წარმოებადი ფუნქციებია, მაშინ 

მ7 მ; მჯ 0: მყ მ2 მ? 0მX _02. _მყ_ , 

მს მჯ მი ' მყ მში” მს მჯ მი ' მყ მი 

აქ # და :: დამოუკიდებელი ცვლადებია. 

მაგალითი. იპოვეთ <>, თუ 2 = ->, სადაც X=6,, V/==IIIIL. 
ყ 

02 _ 1 მ. _ X «%_, ძე _ 1 

” V V” მ #' # “იძ XI 

........
. 

ი“ ყ. #0 I (-ი" (02 _



გ მ7 მ2 ჯ? 
აგალითი.იპოვეთ ––“- და –“–,თუ 2=-<- ,) X=I--20, ყ=2V-LVწ. 

(2/7! მი ყ 

ძ2 
8556. იპო –, 

1) 2=->, X=6 ყ=Iი,!. 2) 2=მI0510 (X-–– ყ), X=3/,ყ=4#), 

ვუ უ==62X--24" , X=ლ0%/, V==5Iი (. 4) 27=გჯლL» , X=0“!-L1, ყ==6%/--1, 
ჯ 

5) 2=გICLC(X-LV), X=1ჰმ, ყ=ლ0§2/. 6) 2=10 (X3-Lყ9?), ჯ=2!', ყ=/4, 

  

  

7) 2=-75-==> ' X=1ICV1, ყ=V I. 

8) 2 = ვ%X+V?, »= 5, ყ =1IიI. 

9) 2=005 # + 24 , X=§5ი2/, ყ = 2I/. 
IM 

Xყ 

10) 7 = (1 + X»?V, #ჯ = II ყ = 3IIII. 

11) 2 == Iთ(X2 –– ყუ), X= 21-5%/, ყ =1ი/. 

12 2=X+#--1.. 
II X + V) 

ყ + C053X 1ჰვე 2=9+52?2 „#90 ყ=(0 + 1)5, 
Xყ 

3 

14) 2=()-V +) , X = 60%, ყ= 6-1, 
Xჯ 

15) 7 = I9 (1 + XV), X = Iიმ?,, #V=1 +)! 

16 2=1.-+-, #X=3", ყ/=V26+1. 
VVყ 

X =4ყი“!, ყ = 51” 2/. 

Xყ 17) 2 =მILCსLC , X=Lდ?/, ყ =1'. 
ჯ? ყ? · 

ვ ი 18) 2= CL. +) , #=5Iი?/, ყ =/. 
ჯ 

96!



19) 7 == დილი (X-V), XჯX= 1. ს) ყ= _2_ · 

1 ( 

_% + #. 

  

20) 7 = X-=V , XV=1351ი?/, ყ#=00ა! 

ძ? 
9657. იპოვეთ 7 თუ 

X 

1) 7 =მX0(დC -7-, ყ = X”. 2) 7=X+Vყ = §იX. 
X 

95658. იპოვეთ -0C. „ თუ 
ძ! 

1) ყ=Xყ2, X=ILM7+1, 9ხ)=Iი1, 2 := LV/. 

  2) || = უ3-=> ) X=I?VC005,, ყ = 12511, 2 = #7. 

9559, იპოვეთ =2 'და 52 | თუ 
(' უ 

ჯ? 

11 2=––-, Xჯ=IVI--20, ყ=9ი +2, 

2 2=Xჯ+ყ, X=I' + 35ის, ყ= I90(( + -V. 

ვ) 2 = გIლLყ-“- კ) X=V#M5I01 9, ყ -= #C085ყ. 
ყ 

4) 7 = 6+-2?/, X = 35IIII, ყ=V9 -L ჯ1?. 

5) 72=0 ” ჯ=1ი (V--L ბ) ყ=–“-. 
ფშ 

ჯ 2 

6) 7 = მიი -V., »ჯ=2959%, ყთ–-“ ., 

X (7) მ -–-1 

7) 2= X” + Mმ, X=VI?9ი 0, ყ= 1ი (VI + ?). 

ი =–= " · 
8) 2= XVI+ V2ყ, X=-––-, ყ=9ი--. 

11) უ=)იფყი->-+7”7 

12) 7 = (X + V)5, X = 2“წ, ყ. = LV. 
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13) 7 = VX) + ყზ– 23XV, X=00§“., ყM –- ”?. 
შუ 

ე 

(4 2=(M++), ჯ=10ი-“, ყლ. 
ყ 

  
  

  

უ ცხ 

15) 2 = მI-Iდ-“-, X=-". ა /=-95., 
ყ (9:17) 51I1 

16) 2= ლ0§I (X + 9), X=/ +090, ყ= –“ 2. 
I. - 

17) »= ყი», ჯ=ყ .- 06, ყ=1-+V 4+ყ, 

2 

18) =2% +XV „ცირ ,-.106. 
ყ'I–Xყ შ ხ 

§ 4. მაღალი რიბის კერძო წარმოებულები და სრული 
დიფერენციალები 

ნსაზღერ I ი  კუნქციების განსაზღვრება: იი დ ფშ შუ ქციების პირველი რი- 

გის კერძო წარმოებულებს X-ით LX, ყ) წერტილში, თუ ისინი არსებო- 

ბენ, უწოდებენ 2=/ (X VI) ფუნქციის მეორე რიგის კერძო წარმოებუ- 

ლებს (X, ყ) წერტილში და აღნიშნავენ შესაბამისად 

= = I (X, (7)! = 2. ,   

_მ_ -(-> 2) = მ" ”თ |“) 0" 2 

  

მჯ მX· 

მ! (X, ყ) 0მ!Iდყ) _ მ? „ _ 

მჯ 2 (“> ) ” მჯმყ მჯმყ MX V) = 2 

ანალოგიურად განისაზღვრება --”- და ა” ფუნქციების კერძო წარმო- 

X V 

ებულები ყ-ით (X, ყ) წერტილში (თუ ისინი არსებობენ) 

მ /მI ,_ მIთV/ _ მ2?2 
მყ ( I მყ მჯ მყმX = /(X ყ) = 2, 

- ICI _9 10; V) = 012 = I” 2 _ თ” 

მყ (5; ე)” მყ" მ ყმ M (V, V) 2ყ“ · 

თუ 1 ფუნქციის მეორე რიგის კერძო წარმოებულები (ყველა ახ 
ერთი რომელიმე) არსებობს რაიმე არეზე, მაშინ შეიძლება დაისვას სა- 
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კითხი მესამე რიგის კერძო წარმოებულების არსებობის შესახებ 
და ა. შ. 

საზოგადოდ, |! (X, ყ) ფუნქციის /1-1 (921=1, 2, ..) რიგის კერძო 
წარმოებულის კერძო წარმოებულს (დამოუკიდებელი ცვლადებიდან 
ნებისმიერით) ეწოდება ამ ფუნქციის /: რიგის კერძო წარმოებული. 

შენიშვნა. ფუნქციის ნულოვანი რიგის კერძო წარმოებულის 
ქვეშ ვგულისხმობთ თვით ფუნქციას. 

ფუნქციის კერძო წარმოებულს, რომლის რიგი მეტია ერთზე, ეწო– 

დება მაღალი რიგის კერძო წარმოებული. 

განსაზღვრება: 2=/(X, ყ) ფუნქცის მეორე რიგის 
სრული დიფერენციალი ეწოდება მისი პირველი რიგის 

სრული დიფერენციალის დიფერენციალს და ასე აღინიშნება: ძ022= 

=ძ (ძუ). ანალოგიურად, ძ32=ძ (ძ22) და, საზოგადოდ ძ”წ2 = ძ(ძ"-1 უ. 

თუ X და V დამოუკიდებელი ცვლადებია, მაშინ უჟ ფუნქციის მეორე 

რიგს დიფერენციალი მოიძებნება 

მ'2 მ”? მ ძი + 2 ძ»ძ 
22 “1 7, ო 99+ 

ძ?2 =       ძი" 
22 

მყ“ 

მ, მ. »# ფორმულით, რომელიც სიმბოლურად ასე ჩაიწერება: 4>-(2.ძ+უ 4 2. 
»X მყ 

მ 
ანალოგიურად, ძ%2 = (+ ძX + 3; ძძ) 7 და ა. შ. 

თუ 2=I (X, ყ), სადაც X და ყ ერთი ან რამდენიმე დამოუკიდებე– 
ლი ცვლადის ფუნქციებია, მაშინ 

072 072 მ”2 მ2 მ2 
ძ?:2 = ძX” -L 2 ძXძე ძყზ? + –- ძბ + –“– ძშყ. 

20 ორ რუე 91 ეა ლ9 1 მ, მყ.” 
მაგალითი. ვიპოვოთ I! (X, ყ)=VXV+ 005 (X--ყ) ფუნქციის მე- 

ორე რიგის ყველა წარმოებული და მეორე რიგის დიფერენციალი. 

გვაქვს: 

  
    

    

  

XV ი, ყი»-V, XV. , -+LL50 (X–-Vყ), 
0ჯ მყ 

2 2 

2. =–-0C005(X–-Vყ), 2: = 1 +-C059(X-––V), 

ე"! მ 
=- –ყ, –--–- =1+005%X–-ყV.. 

ქმ = –- 005(X-- |) ძX? + 2 (1 -L 005(X-–- ყ)) ძX ძყ –– 005 (X –– ყ)ძყ".



იპოვეთ მეორე რიგის კერძო წარმოებულები: 

2660. 

2676. 

2678. 

2685. 

2686. 

2587. 

2588. 

2689. 

  

  

    

    

2 = II (X? + VI). 9561, 2= ქ–-4X"ყ + 5ყ”. 

.· 2= Xყ' -–- ვე I. 9568. 2 = –-–> · 
–4რ4ყ 

ჰ. 2=6CIIიყ-+-ვიყ.1ჯ. 9668. 72 = 0ლ0აXყ. 

ჯ ყ : Vყ = თრი წა. 9507. 7 = =>, · 2 2 + 6 607. 2 მდ -> 

2 

ჟჟკჟკ_ 9569. 2 = ყ”. 
2X + ყ 

2 =.8IL0სC +--24 9571. 2 = 2%%(X#/), 
X + 2ყ 

. 72= 10 00 + ყშ. 9678, 7= XII. +, 
X 

= _X+%_ · 2575. 2 = (ს –– 2)V+1, 
X» +Vყ" 
(9992. Xჯ ა? 2 == გX”+Vყ", 9677. 2=(#+->). 

ყ 

2 = (# -L XI) 00§-“-. 9679, 2= (219, 

! ყ ყ 
. M = Xყ + ყ2 ++ 2X. 

3 2 : 
„ იპოვეთ , თუ 2= 3) XVყ. 

თ შვე მXჯმყ" შ 

იპოვეთ _ 92 _ თუ 2= გX/ 
ს მომე მჯ. მყ.” 

„ იპოვეთ _მ0#M თუ II = X ყI 2“. 
მX მყ მ? 

3. 

„ იპ –-–--- , თუ ( =.6“M9)02. 
წოვეთ მX მყ მ? შ 

4 9 
იპოვეთ _ მ9 _ კ) თუ V#= 2. 1IV · 

მX? მყ მ2 

მ?2 მ?2 
= XV. აჩვენეთ, რომ = · 

2-:#X. შშგეეთ მმყ მყმXჯ 
: მ1?2 მ?2 

= II ყ). აჩვენეთ, რომ = · 2 = 6#(ლ008ყ -+ X5I1 ყ). აჩვენეთ მჯმ” მყმX 

იპთვეთ /+, (0; 0), /„, (0; 0), აყ (0; 0), თუ / (X, ყ)=(1+7)”1 +ყ)". 
2 

„== V X?+ ყ? 22. იპოვეთ მ% · 
მჯ? 
  

– 968



§ ი. არაცხადი ფუნქციის ბაწარპოება 

1. თუ | (ს #ყ)=0 განტოლება, სადაც | (ს, ყ) არის X-ითა და V-ით 

წარმოებადი ფუნქცია, განსაზღვრავს V-ს, როგორც ჯ-ის ფუნქციას და 

I, (XV, ყ) >> 0, მაშინ ამ არაცხადი თუნქციის წარმოებული გამოითე- 

ლება 

იყ IX (M 4) 4M+- (წო M (1 
ძX I (X, Vყ) ) 

ფორმულით. მაღალი რიგის წარმოებულები მოიძებნება (1) ტოლობის 

მიმდევრობითი გაწარმოებით. ამასთან, მხედველობაში მიიღება, რომ 
ყ არის ჯ-ის ფუნქცია. 

2. ანალოგიურად, თუ | (X, ყ, 21=0 განტოლება, სადაც / (X, V, 2) 

არის X, ყ, 2 ცვლადების მიმართ წარმოებადი ფუნქცია, განსაზღვრავს 
2-ს, როგორც Xჯ დღა ყ დამოუკიდებელი ცვლადების ფუნქციას და 

I: (X, ყ, 2) – 0, მაშინ ამ არაცხადი ფუნქციის კერძო წარმოებულები 

მოიძებნება 

02 _ ჩსიოცმე მ? _ _Mჩ(იი# 2 თ 
მX I; (X, M,2) მყ I» (X, ყ, 2) 

ფორმულებით. 

თუ ორი განტოლების სისტემა 

IC (ს ყ, «, 9) =0, ფთ 

I: (ა, ყ, (I, შ) =0. 

განსაზღვრავს #-სა და 9-ს, როგორც Xჯ და ყV ცვლადების ფუნქციებს 
და დეტერმინანტი 

  

  

0/. მჩ, 

მ“ მხი 
0, 

მჩა მა 7“ 

I მი. მა 

მაშინ ამ ფუნქციების სრული დიფერენციალების მოსაძებნად საჭიროა 

გავადიფერენციროთ (3) განტოლებები და მიღებული სისტემა ამოვხს– 

ნათ ძ//-სა და ძე-ს მიმართ; ამით ვიპოვოთ V და უშ ფუნქციების სრულ 

დიფერენციალებს, ხოლო VIX-ისა და «ყ-ის კოეფიციენტები მოგვცემს 

შესაბამის კერძო წარმოებულებს. 

მაგალითი 1. იპოვეთ 4, თუ X? -+L ყპ -L 6" =0. 
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4) მოცემული განტოლების 
” (დ ყ)-ით. ვიპოვოთ კერძო წარმოებულები: 

მარცხენა ნაწილი აღვნიშნოთ 

/'» (V, ყ) = 2X -L ყი", 

ჩე (X, ყ) = 3ყ- + XC. აქედან (1) ფორმულით ვღებულობთ 
მყ. _ „თი 9 

ძX ”ე CV, V) 
მ? 

_ 2+ყი 
ვყ? L ჯი 

მაგალითი. იპოვეთ ––– , _02 თუ XX. -–-2ყ?-L 321 –- ყ2-Lყ = 0. 
V მX 

<1. მოცემული განტოლების მარცხენა ნაწილი აღვნიშნოთ 

L (+, ყ, 2)-ით. ვიპოვოთ კერძო წარმოებულები: 

I. (X, ყ, 2) = 9X, წე (X, ყ, 2)= –-4ყ--–2-+- 1, /';(X, ყ, 2) = 62–-ყ, 

მ: _ LI თ 9.2) _ _ 2 
მ» სო თყხშ ყ-6 ” 

2690. იპოვეთ -9V. თუ 

1) X%--2X;Vყ-+V?X-+X+ყ--2=0 

3) 1+ Xყ––Iი(C/ --=6-+ი) =0. 

5) ყ?Xმ + VX> + 3V –– 5 =0. 

7) MX“ + / X+ 5ყ-–– 6 =0. 
9) 6/ –– 60% LXყ =0. 

11) 6? –– ტX-98 | (C-- 3ვ)ყ=0. 

13) XIიყცყ+– ყ–– #92ყ1-–-2=0. 

15) X3 005 ყ? ––- X251ი (ყ –– 1) + 
-+C ვ3ყ –– 5 +3 =0. 

მ? _ ყლ ყ2 1-4ყ-2. , 
მყ I (CV, ყ, 2) – ყ--62 

2) X?-L3+Vყ--ყ?ბX;-- 2X+3ყ-+5=0. 

4 2 2Xყ + X -+L 2ყ –- 2 = 0. 

6) ყ%)0 –.% X + 2ყ –– 7=0. 
8) X6V -- 2Xყ? + ყ-– 10 = 0. 

10) #/-1-- 6” -L Xყ? = 0. 

12) (V + 1)6/-1-++--(X-–-1)9მ ყშ-– 2=0, 

14) XIX (ყ-– 11)+ ყ–-Xყ--– 4=0. 

16) 6/--გX-? | (L-- 21ყე =0. 

17) X51თ3ყ--ჯპყმ- (1--X)6V--1=0. 18) ყმ1ი(1-+X – 6 –-ყ + 5=0. 

19) ყ? III(2 –– 6+V) –– #ყ ––6/71-+1=0. 20) ყ1X? -L VX” + 4ყ –– 32 = 0. 

21) XII ყ + ყ-–– Xყ1.--2=0 

23) (X -L 1)? ყ5 –– X46V -- 6” = 0. 

25) (X--2)6V/'-- (X –- 2)?ყმ + 
+2ყ--6=0. 

27) 62წ –- 625)-L 4XV = 0. 

22) (X-– 1) ყე –– X§II ყ + 1 =0. 
24) X”005'ყ-–-XIიყ+3ყ--5X--9=0. 

26) X2?6"V -- 2Xყ? -L ყ-– 10 =0. 

28) 2-1 _  ბX" I 8ჯყ? = 0. 

29) ჯგ? 8Xყბ -L 2ყ--10 = 0. 30) (X+ 1)6/–! -L(X –– 3)9ყ/მ –– 4=0, 
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მ2 მ? 
9591, იპოვეთ –––,, –.–=, თ ' მე' მჯ მყ უ 

1) X” -L ყ? -L 21 –– 6X =: 0. 2) XL –– 2ყ? -L 3X2მ -– ყ2 -L"ყ = 0. 

3) XC05ყ+Vყ0052 +2 005 X == 1. 4) -XV.-- 22 -+ 6? = 0. 

ჯ? V? -2 

5) 6? –– ჯეყბ2 =0. 6) ––– =– --- -- 1 =0. ) ყ ) ლ + 82 + 2 

§ ი. ზედაპირის მხები სიბრტყე და ნორმალი 

თუ ზედაპირის განტოლება მოცემულია # (X ყ, 2)=0 სახით, სა–- 

დაც # (X, ყ, 2) ფუნქცია დიფერენცირებადია VVI (X, ყ, 2) წერტილში, 

მაშინ ზედაპირის VI (ა ყ, 2) წერტილზე გავლებული მხები სიბრტყი– 

სა და ნორმალის განტოლებებია: 

M(X- +007 – ი +ი(-უ=0 “-%=--%-4-: 

სადაც X, X#, > მხები სიბრტყის ან ნორმალის მიმდინარე კოორდი- 
ნატებია. 

თუ ზედაპირის რომელიმე წერტილზე #I = LV = #;1=0, მაშინ ამ 

წერტილზე (განსაკუთრებული წერტილი) ზედაპირს არ ექნება არც 
მხები სიბრტყე და არც ნორმალი. 

955995. იპოვეთ XI + ყ2+21=14 ზედაპირის მხები სიბრტყისა და 

ნორმალის განტოლებები 7 (1; 2; 3) წერტილში. 

2593. იპოვეთ 2=X?+ ყ? ელიფსური პარაბოლოიდის მხები სიბრტ- 

ყისა და ნორმალის განტოლებები /V/ (1; 1; 3) წერტილში. 

9594, იპოვეთ > + + –- =0 კონუსის მხები სიბრტყისა და 

ნორმალის განტოლებები //1 (4; 3; 4) წერტილში. 

9595. იპოვეთ 4V?+4-9ყ?+3622=36 ელიფსოიდის მხები სიბრტყისა 
და ნორმალის განტოლებები იმ წერტილში, სადაც X=2, ყ=1, 2>9. 

92596. იპოვეთ # + VI – 2. =1. ცალკალთა ჰიპერბოლოიდის 
ი? ხ? დ 

მხები სიბრტყისა და ნორმალის განტოლებები /V (X;, V,, 7) წერტილში. 

9597. იპოვეთ X3+ Vყ3ა+ 2ზპ+Xყ2-6=0 ზედაპირის მხები სიბრტყი- 

სა და ნორმალის განტოლებები # (1; 2; ––1) წერტილში. 

9698. იპოვეთ X2+2ყ2+321=21 ზედაპირის მხები სიბრტყე, რო- 

მელიც X+4ყ+62=0 სიბრტყის პარალელურია. 
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5599, იპოვეთ X+ყ?+2?=36 ზედაპირის მხები სიბრტყე, რომე- 
ლიც X+ყ-2=0 სიბრტყის პარალელურია. 

50600. დაწერეთ X?+ყ?1=2? ზედაპირს ნორმალის განტოლება 

VI (3; 4; 5) წერტილში. ზედაპირის რომელ წერტილში არ არის ნორ- 

მალი განსაზღვრული? 

2601. იპოვეთ 22= X2--ყ? სედაპირის # (2; 2; 0) წერტილზე გავ- 

ლებული ნორმალის მიერ საკოორდინატო ღერძებთან შედგენილი 
კუთხეები. 

2609. იპოვეთ X=V-I 9, #5=-ყ?-. ებ, ჟ=-/1%-I )% ზეღაპირის მხები 
სიბრტყე VVI (2: 2; 2) წერტილში. 

2603. იპოვეთ 2=XV)V ზედაპირის მსები სიბოტყე, რომელიც 

#+2 ყ+2 2-–-I 
2 1 

9060+. დაამტკიცეთ, რომ Xყ2=01 ზედაპირის ნებისმიერ წერტილ- 

ზე გავლებული მხებე სიბრტყის მიერ საკოორდინატო სიბრტყეებთან 

შედგენილი ტეტრაედრის მოცულობა მუდმივი სიდიდეა. იპოვეთ ეს 

მოცულობა. 

9605. დაამტკიცეთ, რომ VX + Vყ + V2 = V9. ზედაპირის” ყოველ 

წერტილზე გავლებული მხები სიბრტყის მიერ საკოორდინატო ღერ- 

ძებზე მოკვეთილი მონაკვეთების ჯამი არის მუღმივი თ სიდიდე. 

25600. რა კუთხით იკვეთება X2+ყ= I? ცილინდრი და (V-/20)?.I- 

+ყ" ს) 29 სფერო M (> (# ; #V3; ;0) წერტილში? 

2607. აჩვენეთ, რომ Xყ=02?, X? 1 / + 22-ხ, 2?-L 2X-=C (2? + 2ყ?) 

ზედაპირები ორთოგონალურია. 

  1 წრფის მართობულია.   

§ ?. ტეილორის ფორმულა ორი ცვლადის ფუნქციისათვის 

თუ 2=|! (X, ყ) ფუნქციას ძ, ხ) წერტილის მიდამოში აქვს უწყვე- 

ტი კერძო წარმოებუ ლები CVL+ 1) რიგამდე (უკანასკნელის ჩათვლით), 

მაშინ ამ წერტილის მიდამოში მართებულია ტეილორის შემდეგი 

ფორმულა: 

IX V) = (0, ხ) + -- (I; (0, ხ) L-–– თ + /C, 0) #V– ხ)1 + 

1 ” ” · 

+ IV (თ, ხ) (X _ თ?+2 I (თ, სხ) (X – თ) (ყ –-ხ) + „I (ი,6) (ყ-–-ხ6ხ)?1–+ 

1 მ მ " _-_._. – ხ-“- ,ხ) + I2, (X. V), + +--|თ თ-- + V სე; | /Cხ ომი (1) 
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სადაც 

1 მ მ I”- 
· ' = ს –– – –სწ _– 

არინ (1-+1)! |C თ 0ჯ +V ) == 

+0(0-თ,სხ+0ფ0-,))0<0<». 
სხვა აღნიშვნებით: 

-1. 

II + 

IC + სყ+#=/C, ი+--V M (X, 0)--ს/ე (X, #) I+-- (სბ, C, ) + 

+ 2MსC # +M/ 06 914-4+-- ს 2-+6- IC ი+ 
/! მჯ მყ 

  

1 მ მ I(0+) +.3ეI" ე + ჩე | LC + 6ჩ, / + 6. თ 

(1) ფორმულის კერძო შემთხვევას, როცა ი=ხ=0, ეწოდება მ აკ- 

ლორენის ფორმულა. 

9608. დამალეთ | (X+V/, ყ+4-7) ფუნქცია M-ისა და ჩ-ს მთელ და 
დადებით ხარისხებად, თუ |! (X, ყ) = X9-+ 2ყბ--Xყ. 

9609. დაშალეთ | (V+V7I, ყ+7:) ფუნქცია ჩ-ისა და #-ს მთელ და 

დადებით ხარისხებად, თუ | (X, ყ)=0X2-L2ხXV+ 6ყ?. 

__ 9010, დაშალეთ | (X, ყ):=--X2+2XVყ+3ყ?--6X--2ყ--4 ფუნქცია 

ტეილორის ფორმულით (C-–-2; 1) წერტილის მიდამოში. 

9611. დაშალეთ /(X, ყ) =6-+V" ფუნქცია ტეილორის ფორმულით 

' (1; ––1) წერტილის მიდამოში მე-3 ხარისხის წევრებამდე (უკანასკნე- 

ლის ჩათვლით). 

9612. დაშალეთ /(X, ყ) =0%9იყ ფუნქცია მე-3 ხარისხის წევ- 

რებამდე მაკლორენის ფორმულით. 

96183. ღამშალეთ | (X, ყ)=6+1ი(1+V) ფუნქცია მე-3 ხარისხის წევ- 

რებამდე მაკლორენის ფორმელით. 

§ 8. ორი ცვლადის ფუნქციის ეპსტრემუმი 

! (%, ყ) ფუნქციას 7ი (Xი, /ი) წერტილზე აქვს მაქსიმუმი (მინიმუ- 

მი), თუ 719 წერტილის საკმაოდ მცირე მიდამოს ყოველი C, #V)59C 

=-(Xი. /ი) წერტილისათვის შესრულებულია | (X, ყ)=! (Xთ Vი) უტო- 

ლობა (ან შესაბამისად / (X, #)2>! (Xი, ყი) )- 

I (CV, #V) დიფერენცირებადი ფუნქციის ექსტრემუმის არსებობის 

აუცილებელი პირობებია: 

I» (X, ყ) = 0, Iს (XV, ყ) =0. (1) 
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იმ (Xი, ყი) წერტილს, რომლის კოორდინატები აკმაყოფილებს (1) გან- 

ტოლებათა სისტემა, სტაციონარული წერტილი ეწო- 

დება. ზოგად შემთხვევაში I (X, V) ფუნქციის ექსტრემუმის (Xი, ყი) 

წერტილში კერძო წარმოებულები ან ნულის ტოლია, ან არ არსებობს. 

ექსტრემუმის არსებობის საკმარისი პირობები ასეთია: 

აღვნიშნოთ #4 = >, (Xი; Vი), 8=I, (X%ი, Vი), C=IV) CXი, (0), «ი= 4#C--ჩ87, 

სადაც (Xე, ყი) სტაციონარული წერტილია; თუე: 

1) #>>0, მაშინ ს (XX #ი) = 2ოგი როცა 4 <0, 
I (Xი, #ი) = 2, როცა 4 > 0. 

2) #<0, არა გვაქვს ექსტრემუმი; 

3) 4=0, მაშინ გვაქვს საექვო შემთხვევა თროომელიც დამატებით 

შესწავლას მოითხოვს. 

მა გალითი. იპოვეთ ექსტრემუმი ფუნქციისა: 2=(X-–-1)2?+ 

+(ყ--2)2--1. 

C>, ვიპოვოთ პირველი რიგის კერძო წარმოებულები და გავუტო- 

ლოო ჩულს. მიეიღებთ სისტემას 

20-11) =0, 
LV »-0 

ამ სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსნი (1; 2). მაშასადამე, მოცემუ- 

ლი ფუესქციის სტაციონარული წერტილია (1; 2). ვიპოვოთ მეორე 

    

  

მ%2 მ”2 მ“2 რიგის კერძო წარმოებულებ = 2, =0 -92. იგის კერძო წარმოებულები” –> მი უი 
2 (2. 2 2 

ნVთ, Vყ) = 02 მ? _ ( მძ | =4>0 უტოლობიდან გამომდი- 
მLს მV მჯXმყ 

ნარეობს რომ /M წერტილში ფუნქციას აქვს ექსტრემუმი, ვინაიდან 

  

02 =22>0, ამიტომ ”M (1; 2) ფუნქციის მინიმუმის წერტი- 
მX? |I(1; 2) 

ლია. 2უკე=–-–-1. 4 

95614. 2=1 + 6X--ჯ?--Xყ–-V?, 9615, 2=-=(X--1)?-+- (ყ–-2)”--1. 

2616. 2= Xჯ?-XV + ყ.--2X-–-ყ. 9617. 2=ქჯბ?–--XV + ყI–-3X--2ყ+2. 

2618. 2= Xმ-ყმ-L3XV. 9619. 2==ყVVX –- ცბ–– X + 6ყ. 

5620. 2==(X –– 1)?-–– 2V”. 9691, 2=X" + ყ!––- 3Xყ –- 27. 

5639. 7=:X9 -L 3ჯყ? ––- 15X-––- 12ყ. 9698. :=X- I / LC 111. 
X ყ 

27'



9694. 2=(ჯ–-–1)? + ყ”. 96955. შ= X? -L XV -L ე'--3V –– 6ყ. 

9696. 2 == (X--2)? -L 4ყ7. 96957. 2 =XV"(1--1–V),(X->>0, ყ:>0) 

96238, 2 = X? + XV“+-ყ1--2X–– ყე 9699, 2= 3) ექ + ვყბ-L 4ყ, 

9630. 2=Xმ?ყ?(ხ--X–VM),(X>>0, ყ;>0. 9631. 2==X91 -L ვყზ –- 15X –– 12ყ. 

9689. 2=1 + 6ა-- ბ–- Iყ-- ყ0. 9633. 2=2Xმ -–“- Xყ' + 5X -L ყ?. 

9684. 2==X9 –L ყმ + 3XVყ. 9685. 2=X + ყM-–2)X-- 181იყ 

9686. 2=X? -L 3აყ-- 17ჯ1--12ყ. 9637. 2=(2X2-LV2) 6“ (X+-V9) , 

5688. 2=ჯ?- Xყ-+-ყ-ვ--2ყ+2. 9639. 2=2-//X + ყ?. 

9640. 2=X9 + ყე ––-3XVყ ++ 10. 9641, 2==ჯ4-Lყმ –– 2#12-+4XVყ ––- 2ყ?. 

96498. 2=X -+L ყ–- 3Xყ -–- 27. 9043. 2=(V––-– 2)? ++ 8(ყ-–– 3)7, 

9644, 2=67/? (X -L ყ”). 9645. 2== Xბ -L ყ? 2». 

2646. 2=06%(2X -L ყ”). 2647. 2==X) -L ყ91 -L 9Xყ + 27. 

9648. 2=4X?-2XV+- ყმ-- 4X-+-ყ. 9649. 7==X2 –- ყბ -L 26--X, 

9660, 2==4Xმყ" (6 –“- X-––- 2ყ). 9651, 2=X)-–- 3X -L ყ?. 

9658. უ=6%(Xჯ -L ყ? + 2/). 9658. 7=3XV –- X9 –“ ყ!. 

9654. 2= 6" (Xჯ -L ყ?-L2V). 55. 2=6%/? + + ყ“). 

9666. 2=8ჰ0 X + 510 ყ -L 8 (X + M), (6<- 2ამ<რმე 

9057. 2=5II1 X -L 5111 ყ -L C05 (X-+-V, (ი<» 0ხლყ <+) · 

9668. 2=ჯ?-  2XV? -L ყი ყ5, 9659. –” –- 2X?X-+-4XV –– 2ყ!. 
პირობითი ექსტრემუმი. ი მისათ ვი ს, რომ ვიპოვოთ 2=/ (X, Vყ) 

ფუნქციის ექსტრემუმი იმ პირობით, რომ თ (X, V)=0, საჭიროა შევად- 

გინოთ ლაგრანჟის ფუნქცია 

#” თ ყ, )=”CV, 9)-–-1Cდ6V, M), 
სადაც # უცნობი მამრავლია, და მოვძებნოთ ამ ფუნქციის ჩვეულებ- 
რივი ექსტრემუმი. ექსტრემუმის არსებობის აუცილებელი პირობა 
დაიყვანება სამი განტოლების სისტემამდე: 

აღეასასესა–“ 
მჯ მჯ 0ჯ 

მყ მყ მყ 

(1) 
მს _ მ' _ „0 

დ (X, ყე)=90,



საიდანაც განისაზღვრება X, ყ და 2, ხოლო საკმარისი პირობაა 

0 დ. (Xა, ყი) დ) (Xი, VMი) 

დ; (Xი, V%ი) ჩ;. (Xი, 40; M»ი) ჩა (+ი, ყი» X#ი) 

დე (C%, Vყი) ჩ., (XV ყი) 7) ჩე (%, ყი, Mი) 

ამასთან, როცა #>90, მაშინ VI არის პირობითი მინიმუმის წერტილი, 

ხოლო, თუ#<0, მაშინ 7/ი პირობითი მაქსიმუმის წერტილია. 
2 2 

მაგალითი. იპოვეთ :-(»- +) + (#---) ფუნქციის უმ- 

ცირესი და უდიდესი მნიშვნელობები X? -L ყ? <- 1 წრეში. 
თავდაპირველად ვიპოვოთ 2 ფუნქციის სტაციონარული წერტილე– 

ბი წრის შიგნით. 2 =2(#- --), 4=2(#- +): 

1 ' 1 1 2(X- -ს=0,2(ყ--)=0, X=ყ=--. 
წ 2) C X) 7” ი 

ამგვარად, 2 ფუნქციას აქვს ერთი სტაციონარული წერტილი //ც ( +: +) · 

გამოვთვალოთ მეორე რიგის კერძო წარმოებულები: 

2? = 2, 2, = 0, 2ზ = 2. 0 თ, ყ) = 77? · 2,წ –– (2,,)? = 2:2 =4. 

მაშასადამე, 

1 
2-5 +)> 0, 2, (>“>)>9 , 

ამიტომ „ა არის 7 ფუნქციის მინიმუმის წერტილი. რადგანაც 2 ფუნქციას 

არ აქვს სხვა სტაციონარული წერტილი, ამიტომ 

· 1. 1 
III) 2 =2 (+:3-) =9. 

Xჯ?% +-ყბ<1 2 2 

უდიდესი მნიშვნელობის მოსაძებნად ვიპოვოთ 2 ფუნქციის პირობითი მაქსი- 

მუმი L წრეწირზე, რომლის განტოლებაა X? + ყ1-- 1 = 0. ამისათვის შე- 

ვადგინოთ და ამოვხსნათ (1) სისტემა | 

1.2 1 V „2 _ 
წთ #)=(X-+-)+(4--) + # (CX + ყ 1), 

)=2(1 –– 11) X––-1, ჩი=2(1 +7)ყ–-–1, #7„=X+ყ'--1, 

#=–- 9 

  

  

1 
(1+Xჯ= -5) 

1 (0+M- + 
X?-L ყწ= 1. 
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ამოვხსნით რა მოცემულ სისტემას, მივიღებთ ჯე = ყე = +V2 · მაშასა- 

დამე, 2 ფუნქციას L წრეწირხე აქვს ორი სტაციონარული წერტილი 

4(-–V1X., _V2. და 1C2> , X2 ). 4 წერტილი შე“ 
2 

ესაბამება #= –-1.–– #2 მნიშვნელობას, ხოლო 8 წერტილი შეესაბა- 

მება #=–1 + #2” მნიშვნელობას. გამოვიკვლიოთ ეს წერტილები. 

დ(X,ყ)=ლX –– ყო 1, თ(-7, #2 | =-V2, 

დე 72. V. =--V2; 

LV, ყ, ა-(+- 2) +CV– )+1C–#–ი, 

., _#2. #2, ა. 

ი(-%#-, #X., 1 #2) VI, 

ი -V2 -V2 

#2 –-V2 0 | =-4/2<0 

2 0 –V2. 

მაშასადამე, 4 არის 2 ფუნქციის პირობითი მაქსიმუმის წერტილი 

წრის L საზღვარზე (წრეწირზე): 

V2. V2. ვ _ 
(-M,-+-)-++V2. 

8 წერტილში 2 ფუნქციას აქვს პირობითი მინიმუმი, რომელიც ტო- 

ლია ->- -- 2, რადგან #ც = 4/2 >> 0. ამგვარად, 2 ფუნქციას უდი- 
2 

ვ _ 
დესი მნიშვნელობა აქვს 4 წერტილში, რომელიც ტოლია -- + V2 )“ 
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იპოვეთ პირობითი ექსტრემუმი შემდეგი ფუნქციებისა: 

9660, 2 = XI, X-+- ყ=1. 9661, გუ = ჯ? + ყ?, 3 +64%-=4. 

2663. 2=005“X-LC05“ყ, ყ--X= +. 966ვ 2==X+2ყ, X?2--V1=5 

2664. 2 =- 11. X+ყ=2. 2665. 2=: ++> 1. +1- 1. 
X ყ ჯ #/ ყ 4 

2666. 2=-CXი6 (–+--) X+Vყ=2. 9667, =- 1 1_ =1. 
X ყ X გა V ცი. 

50668. 2=6 –-– 4X-–– 3ყ, XXL“+ყწ=1. 9069. 2 = X? + Vყ?, 2 2 ++=1. 

9670. იპოვეთ 2=1+X+2ყ ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობა 

X>>0, ყ>2>0, X+V =<1 არეში. 
2671. იპოვეთ 2=X1+2XVყ--4V+8ზყ ფუნქციის უდიდესი და უმცი- 

რესი მნიშვნელობები X=0, /=9, X=1, ყ=2 წრფეებით შემოსაზღე– 

რულ მართკუთხედში. 

95619. იპოვეთ 2=X2V (2-–-X-–- ხს) ფუნქციის უდიდესი და უმცირე- 

სი მნიშვნელობები X=0, ყ=9, X+ყ=6 წრფეებით შემოსახღვრულ 

სამკუთხედში. 

9673. იპოვეთ 2=Xჯ?+ყ?--XV+X+ყ ფუნჭციის უდიდესი და უმ- 
ცირესი მნიშვნელობები XჯXლ0, /=0, X+V>2>>-–-3 არეში. 

9674. იპოვეთ 2=X2-Vყ? ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი მნიშვ– 
ნელობები X2 + ყ2ლ=4 წრეში. 

92675. იპოვეთ 2=X+ყ ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი მნიშვ– 

ნელობები #2+ ყ?ლ1 წრეში. 

2676. დადებითი თ რიცხვი დაშალეთ სამ ისეთ დადებით შესაკრე- 

ბად, რომ მათი ნამრავლი იყოს უდიდესი. 

XII თავი 

დიფერენციული განტოლებები 

§ 1. პირველი რიბის დიფერენციალური განტოლება 

პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების ზოგადი სახეა: 

ჩV, ყ, ყ') = 0. (1) 
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თუ ეს განტოლება შეიძლება ამოიხსნას ყ”-ის მიმართ, მაშინ 

V = I (X, ყ), (2 

სადაც I (X, ყ) მოცემული ფუნქციაა. (2) სახის დიფერენციალური გან- 

ტოლება შეიძლება ჩავწეროთ ფორმით: 

M(% ყ)ძX + MX, ყ)ძყ = 0. (3) 
სადაც #MI (X, ყ) და M (X, ყ) მოცემული ფუნქციებია. 

ყ”=1(X, ყ) დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ამო- 

ნახსნი ეწოდება ყ#=დ (X, C) ფუნქციას, რომელიც ერთ ნებისმიერ 

C მუდმივს შეიცავს და C-ს ყოველი მნიშვნელობისათვის აკმაყოფი– 

ლებს მოცემულ განტოლებას. როცა დიფერენციალური განტოლების 

ამონახსნი ჩაწერილია არაცხადი V (X, ყ, C)=0 სახით, მაშინ მას ეწო– 

დება დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრალი. 

დიფერენციალური განტოლების კერძო ამონახსნი ეწოდება Vყ= 

=დ (ჯ, 00) ამონახსნს, რომელიც მიიღება ზოგადი ყ=დ (LX, C) ამო- 

ნახსნიდან ნებისმიერი C მუდმივის კერძო C=0ე მნიშვნელობისათვის; 

დ (ჯ, ყ, -6-=0 დამოკიდებულებას კერძო ინტეგრალი ეწო- 
დება. 

Lთ თ=/ (ჯ, ყ) მიმართულებათა ერთობლიობას ეწოდება (2) განტო– 

ლების მიმართულებათა ველი. I (X, ყ)=#/ წირებს, რომელთა 
წერტილებშიც ველის დახრილობას აქვს მუდმივი #-ს ტოლი მნიშვნე– 
ლობა, ეწოდება იზოკლინები. ი 

მაგალითი 1. ვაჩვენოთ, რომ ყ=CX3 ფუნქცია წარმოადგენს 
Xყ---3ყ=0 დიფერენციალური განტოლების ზოგად ამონახსნს. 

4. ყ=CX3 ფუნქციის გაწარმოებით ვღებულობთ V/=3CX?. შევი– 

ტანოთ ყ-ისა და ყ”-ის მნიშვნელობები #ყ--3V=0 განტოლებაში, მი- 

გიღებთ: 

3CX –– 36CX#9 =0. 

მაშასადამე, #= CX3 წარმოადგენს XყV“––-3ყ=0 დიფერენციალური გან- 

ტოლების ზოგად ამონახსნს, მიღებული ზოგადი ამონახსნისაგან გა- 
მოყოთ ის კერძო ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს Vყ (11=1 საწყის 

პირობას, გვექნება: 1=C. მაშასადამე, საძიებელი კერძო ამონახსნი 

იქნება: V=X9. 
მაგალითი 2. შევადგინოთ დიფერენციალური განტოლება 

X?2+ყ?=20ძX წირთა ოჯახისათვის. 

გვექნება განტოლებათა შემდეგი სისტემა 
(X? + ყწ = 20X, 

L2X -L 2ყყ” = 20. 
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სისტემის მეორე განტოლებიდან ვღებულობთ ი=X+Vყ”. თუ 0-ს ამ 
მნიშვნელობას შევიტანთ სისტემის პირველ განტოლებაში, გვექნება: 

X" + ყ? = 2X(X + ყყ') ანუ ყ? -- X = 2Xყყ. 
ეს არის საძიებელი დიფერენციალური განტოლება. 

აჩვენეთ, რომ მოცემული 

დიფერენციალურ განტოლებას: 

90677. #ყ=50X-–-1 -Lი/-5ი»X, 

(ლ 9678 ყ= C --%X . 
ჟ 2X 

95679. X? –– Xყ + ყ? =C, 

2680. ყ => X -L CCV, 

5681. ყ = CX -+ თX", 

C. 9689. ყ = C,X + “> +Lთ, 

შეადგინეთ დიფერენციალური 

ოჯახებისათვის: 

9688. ყ == იჯ. 

3685. ყ? = 2იჯ. 

8687. ყ = ცდ=/, 

3689. ყ == 0, (X–– იე). 

ფუნქცი აკმაყოფილებს შესაბამის 

ყწ- ყლ05X = ძი 2X. 

#X+V+»ჯ-% = 0. 
ძX 

(X-––- 2ყ)ყ” = 2X-–-ყ. 

(X–- ყ+1)ყ' = 1. 

ძყ _ 2 9/ _ 2 _ ი, 
ძა X ძ« ჯ? 

3.» ყწ + –ყ = 0. 

ჯ 

განტოლებები წირთა მოცემული 

8684. X? -L ყ?ზ = 0". 

9686. / = 0X + 07. 

9688. I1-“. = 1 +ი0იყ. 
ყ 

9690. ს => 616“ -L- 006“ %, 

§ 9. განცალებადცვლადიანი დიფერენციალური განტოლება 

M()ძX + M(ყ)ძყ = 0 

დიფერენციალურ განტოლებას ეწოდება განცალებულ ცვლადე–- 
ბიანი დიფერენციალური განტოლება. მისი ზოგადი ინტეგრალია: 

| #თ«%+ |Vთ4V=0, 

ხოლო 

MM. (%) IV, (VI) ძX -L MM (X) M- (9) ძყ = 0 
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განტოლებას ეწოდება განცალებადცვლადებიანი დიფერენციალური 
განტოლება. მისი ზოგადი ინტეგრალია 

| –+ჯფ- M “Mოთ ე, – |C- M; (X) ძყ = 

IM ( ცე“ M, (ყV) 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ ყყ+X=0 დიფერენციალური განტო- 

ლების ზოგადი ინტეგრალი და ის კერძო ინტეგრალი, რომელიც აკმა- 

ყოფილებს“ ყჟ (1) = V3 საწყის პირობას. 

>- ყძყ + Xძყ = 0, 

| ##+ | »» –0, 

ყ? ჯ: 

2 ' 2 6, 

X? + ყ?მ = C, C-ს ნებისმიერობის გამო 26 შევცვალეთ C7-ით. 
მივიღეთ მოცემული დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგ- 

რალი. ეს არის კონცენტრირებულ წრეწირთა ოჯახი, რომელთა ცენ– 
ტრი კოორდინატთა სათავეშია. თუ გავითვალისწინებთ საწყის პირო–- 

ბას, მივიღებთ. 1+3=C2, C2=4. მამასადამე საძიებელი კერძო 

ინტეგრალია #2+ყ2?=4. 

ამოხსენით შემდეგი განტოლებები და სადაც მითითებულია იპო- 

ვეთ ის კერძო ინტეგრალები, რომლებიც მოცემულ საწყის პირობებს 

აკმაყოფილებს: 

9691, ყ”= 3X--2X+1; X=1, ყ= 2. 

9692. XV ––- ყ= 0; »X=--, ყ= 

9698. ყ ==ყ; X=-- 2, ყ=4. I” 9694. (1 -++ ყე)ძX-- (1 –– 1)ძყ=0. 

969წ. (1 -L ყ?) ძX -> Xყძყ = 0. 9696. Xყყ” = 1 –- X2. 

9697. ყ' IC»ჯ = ყ. 9698. V1-–-ყ? ძX -L V1-–X?ძყ=0. 

9699. X V1-+Vყ?ძX + ყ V1+ X? ძყ = 0. 

9700. 1 +XX _ 0, 9701. (1-Lყ?) XძX -L(1 –-X2) ძყ=0. 
ყ0C05Vყ 

9709. XყძX+IV1-– X?ძყ = 0. 9708. ყ6-“ ძ» + (1 -L 615) ძყ= 0. 

, == · 9705. _–- 9704. ყ C05(X -+- ყ) ყ' = 2; – 7" 
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2706. ყ” =.10%+V, 9707. ყ” = 6X+9, 

9708. XVყ” + 2ყ = Xყყ". 2709. ყ” = (X-–– ყა? -L 1, 
2710. ყ” =351ი თ – V). 2711, ყ” = (8ჯ -L 2ყ -L 1)2. 

9719, (I? =.+ “1+00+X%=0. 2718. 2#-–- (1 -–– ი20ძ2= 0. 

9714. დ? + ი - თ ძდ = 0. 

2715. 56-10 1ყძ-იძდ -L 5§%“თდI90ძ08 = 0. 

2716. 36" LV ყძX + (1 –– 259 5%? ყძყ = 0. 

95717. 50%--XIC ყძX -L 5%C? ყ LC XძX = 0 

2718. ყ” 511X = ყIიყ; X=--, ყ=1. 

2719, (1 + 6) ყი” ==C; X=1, M#=1. 

9750. ყ' = (2ყ -L 1) CIX;, X-= +. ყ=--. 

§ 8 ერთბვაროვანი განტოლება 

პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლებას თლ ერთგვა– 

როვანი, თუ მისი მიყვანა შეიძლება: ყ” –)(# V ) ა /VI (X, ყ) ძა + 

+ MV, V) ძყ სახემღე, სადაც. #V (X, V). და MI ყ) ერთიდაიგივე რიგის 
ერთგვაროვანი ფუნქციებია, ე. ი. არსებობს. ისეთი #C 2, რომ /VM(IX, ,ყ)= 

=IMM(ი ყ) და MV (/X, IV) = MM (X, ყ) ყოველი / 2< 0-თვის. -#-=-V 
ჯ 

ჩასმით პირველი რიგის ერთგვაროვანი განტოლება დაიყვაწება განცალებად- 

ცვლადებიან განტოლებამდე. 
მაგალითი. ამოვხსნათ განტოლება 

ყ” = -# 11 -# · 
.-. 

=V/ ანუ ყ =VX, მაშინ LI =VM + ჯ 44 · 
ძX ძX 

თუ მოცემულ განტოლებაში გავითყალისწინებთ აღნიშნულად ჩასმას, 

მივიღებთ: 

>. დავუშვათ + 

ი+-ჯ 4“ იიი. 
ძX 
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თუ მოვახდენთ ცვლადთა-განცალებას, მივიღებთ განცალებულ ცვლა– 
დებიან შემდეგ განტოლებას: 

ძ“ ძX 

V(IIV ––-1) 

ინტეგრების შედეგად მივიღებთ: 

X 

ჰი|Iი I--–-1I=1იX+IიC, 
ი LI--– 1 = (C0X. 

თუ დავუბრუნდებით V ფუნქციას, 
ზოგად ინტეგრალს 

ყ 
X 

1 

მივიღებთ მოცემული განტოლების 

= 1 + CX, 

ამოხსენით შემღეგი განტოლებები: 

  

972951. (ყ–– 1) ყძX -L X'ძყ = 0. 9799. (L––- ყაძX + Xძყ = 0. 

8758, ყძდ+(2VXყ– ძყ=0. 9794. ყ?ძX -L (X" –– XV) ძყ = 0. 

9795. XIს -–- ყძX=VX? + ყზძა. =9796, Xყ?ძ· = (X9 + ყ?) ძX. 

9797. (+X-–VCი +) ძX -L X 005 M# ძყ = 0. 9798. ყ”=-6V/% -L #. 
V ჯ ჯ X 

9799, == -%# L %., 9730, ყლ ი + ყი-%, 
X ყ ჯ X 

ი781 ყ-= %X- M.. 9739. ყყ” = 2ყ ––- X. 
X+ყ 

9783, (X2- - ვყე ძა + 2Xყმძყე=0; ყ(2)=1. 
9784. Xყძყ –– (X1-+ყწ) ძX = 0; ყ(––1) =0. 
9785. (X––- ყაძX+(X + ყ)ძყ=0; V(1) = 0. 

2736. ყ' = # _ #. ყ(–11=1. 

_ X Xჯ 

5787. (VXსც-–-– X)ძყ+- ყძX=0;. ყ(1)=1. 
9788. (ყ-++ VX-2 + ყ?)ძX--Xძყ=0; ყ(1) = 0. 

§ 4. პირველი რიბის წრფივი დიფერენციალური ბანტოლეგნ/ 

დიფერენციალურ 
ყ+M95V0V)ყ 

განტოლებას, სადაც # (X) და 0 

უწყვეტ ფუნქციებს, ეწოდება 
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(X) წარმოადგენს X-ის მოცემულ 

პირველი რიგის წრფივი



ღიფერენციალური განტოლება. მისი ზოგადი ამონახს–- 

ნი მოიძებნება 

_ #ჩნძ · ჩძ; 
ყ=6 / "(+ | 0 « ) 

ფორმულით. 

მაგალითი, ამოვხსნათ ყ” –– ყ LC X= 005X განტოლება, 

ყ= 2 “(+ –_–_.. = 

=. (0+ | იიი?» ) = 

1 

C05 X 

  

1 1 
= C+--–-#ჯL+ -959ი2XI. 

( + 2 + 4 ) 

ყ 9739. ყ'-.--. = X. 9710. ყ” + ყ = 6“ ”. 
Xჯ 

2 __-___.- 
ძX ჯ 

წყ , – 
9243. ყე 2 = ფყV, 9744. ყ” + 2Xყ= 2X? 6 

ჯ 
–X» · 

5745. ყ' +L 2Xყ = X6 ”. 9746. ყ +- 2ყ =6%. 

9747. მყ. __ -2, = (X + 1). 9748. (1-LVყ9)ძX=(8CC (თ ყ––X) ძყ. 
ძX X+1 

9749. XV” + ს = X +1; ყ(2=3. 9250. ყ/---=2IიX+1; Vყ(1)=0. 

  82761, ხს ––- ყნიX= 1 : ყ(01=0. 9765. ყწ + ყ005X = 510 XC05X; 

005 X ყ(0) =1. 

9768. Xყ' -++ 2ყ = 3X; ყ(– 2)=0. 9754, (1 –– X)ყ'-+-Xყ=1; Vყ(0)=1- 

§ 5. ბერნულის განბოლება 

ბერნულის განტოლება ეწოდება შემდეგი სახის განტოლებას: 

ძ “9 1 ჩთოყ=0(9VM". 
ძX 
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სადაც M>-0 დ” 1-1; 2=ყ!-ჩჩასმით ეს „განტოლება. დაიყვანება პირ– 

ველი რიგის წრფივ დიფერენციალურ განტოლებამდე. 

მაგალითი. ამოვხსნათ M –– ყC1(C ჯ =- 1. ე განტოლება. ყ”ყ- მ 
5II1 X 

1 
  –ყ-?ი(CX= „ შემოვიღოთ აღნიშვნა: ყ--%=2, მაშინ --2ყ-მყ”=-2/. 
51 . 

გვექნება: 

  2 + 22CLთ X = –– 
510 X 

– ძ 2( ძ. 2=4# (CC 2 | 1 2)“, ) = 
  

510 ჯ 

= 1 (6-2 | მი ძი ) = C +2005X 
51ი? X 5IIIC X 
  

თუ დავუბრუნდებით ისევ ყ ფუნქციას, მივიღებთ: 

#= §)ი? X 

VC + 20058X ' 

ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 

  

9756, 9M# –+ XV = Xყ?. ი76ც, / 3. ყ= –-Xმყ”. 
ძX ძX ჯX 

2757. -9V. _ ტი. = ჯVV. 2758, ო ყ?შო1 -9M. –+ ყ" = ჯ. 
ძX X ძX 

ძყ 5Iი ჯ . ძყ ყ ჰიX „ 
27690 –“–“ -. .-· ყ–ლ–– ყიყიჯ. 97060. –“-. +-–>-= ყ- 

ძX ვ ძX ჯX ჯ 

2761. (1 –– ») ყ'–– XV = XV”, ყ (0) =0,5. 
ძყ ჯ ჯ 

27638 –“- ---სას სძ ა თდთდ'წყ= ––-.. (0) = 1. 

ძძ 2(-–-)1) 2ყ , 

9768. 3ყ” = (1-–– ვყეყა1იX; ”(+) = 1. 

§ 6. განწოლება სრულ დიფერენციალებში 

პირველი რიგის 

/V (X, ყ) ძX -–+ M (X, ყ) ძყ =0 

განტოლებას ეწოდება განტოლება სრულ დიფერენციალებში, თუ 
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მისი მარცხენა ნაწილი რაიმე IV (XV, ყ) ფუნქციის სრული დიფერენ– 

ციალია: 

MVM (X, ყ)ძX +VMV, ყ) ძყ = ძII!. 

ლ 9 

MI
" 

მი. მ 
MCთV)=->, Mთი –-ჯ · 0) 

ამისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ 

მV მM 

მყ მჯ 

ამ შემთხვევაში V (X, ყ)=C არის მოცემული განტოლების ზოგადი 
ინტეგრალი. V! (X, ყ) ფუნქცია შეიძლება მოიძებნოს (1) განტოლებათა. 
სისტემიდან. 

  (2 

M (X, ყ) ფუნქცია შეიძლება მოიძებნოს შემდეგი გზით: 3“ =VVC, ყა) 
X 

ტოლობა ვაინტეგროთ X ცვლადით ფიქსირებული ყ-თვის. ამ შემ- 
თხვევაში ნებისმიერი მუდმივი შეიძლება დამოკიდებული იყოს ყ-ზე. 

გვექნება: 

M(X, ყ) = I#Cთ ყ)ძX + დLV), (3), 

შემდეგ 

მ“ მ , 
== =- | MთVV9ძX+დ'()=VVXV9), (4 
მი მყ 

ტოლობიდან ნაპოვნ დ (ყ) ფუნქციას შევიტანთ რა (3)-ში, მივიღებთ: 

" (X, ყ) ფუნქციას. 

მაგალითი 1. ამოვხსნათ (2X-+/V/)ძX+ (X+ 2ყ)ძიყ=0 განტოლება. 
შევამოწმოთ (2) პირობა, გვექნება: 

მM მ მ/# მ XML 9020 =1I «+ == 9 V+2)=1. 
მყ მყ (X+# მX მX / 

მაშასადამე, მოცემული განტოლება არის განტოლება სრულ დიფე– 

რენციალებში. 

ვაინტეგროთ Xჯ-ით ტოლობა 

-% _MთV = 2X + ყ, 
მX



გვექნება: 

M (X, ყ) = (C+Vიძ9+9თ = 2+V+9C, (5) 

52% _ დ). 
მყ 

მე-(4) ტოლობის გათვალისწინებით მივიღებთ: 

9 ი. 

X + დ” (ყ) = X + 2ყ, 

დ” (V) = 2ყ, დ (ყ) = ყ” + CI. 
მაშასადამე, 

M(X, ყ) = X” -+L Xს -+L ყ", 

სადაც C,) ნულის ტოლადაა მიღებული. მოცემული განტოლების ზო– 

გად ინტეგრალს ექნება სახე: 

X + Xყ+ყ'=C # 

3764, 

2765. 

9766. 

09-67. 

2768. 

I 

9771. 

76ე. 

270. 

(7X + 3ყ) ძჯ + (3# –– 5ყ) ძყ = 0. 

(3X?ყ –– 4Xყ?) ძX + (XI –– 4ჯ?ყ + 12ყ9შ) ძყ = 0. 

ვე 60წ ძX + (X8 6, –– 1) ძყ = 0. : 

6 ძX + (X6Vწ –– 2ყ) ძყ = 0. 

2X C0: ყძX -L (2ყ –- X? 510 2ყ) ძყ. = 0. 

(X 005 2ყ + 1) ძX –– #?წ 51ი 2ყძყ. = 0. 

ყXს“! ძX -++ XV I0 Xძყ = 0. 

X ქე 2%X+M კ. =0, 
(X + ყ)? (X + VყX 
  

· (1–-M-)4%+(1+--)4 =0 X=1, ყ=1. 
X X 

· X+ თრთ + (1- +) =0, X =0, ყ = 2. 

იპოვეთ V (X, ყ) ფუნქცია, თუ: 

2774. ძი = 4 (X9 –– XV?) ძX; + 4 (ყ1 –– X? ყ) ძყ. 

977წ. ძი = (3X –– 2XV +- ყ?) ძX –– (X1 –– 2XV + 39”) ძყ. 
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24226. ძყძ =(X+ 1იVM)ძ»+ წ + უი /) იყ. 
· ყ 

XძX ყძყ ა??? ძძ=ო ი! სე| _MV# _ 
VX” + ს? VX? -L ყ? 

§ 7. მაინტებრებელი მამრავლი 

თუ M (X, V) ძX -+L M (X, ყ)ძყ = 0 განტოლებაში XL „2 9. 
ყ მჯ 

არსებობს ისეთი I! (X, Vყ) ფუნქცია, რომ 

ს /MძX + IL Mძყ = 0 

არის განტოლება სრულ დიფერენციალებში, მაშინ |L! (+, ყ) ფუნქციას. 

ეწოდება მაინტეგრებელი მამრავლი. 

მაინტეგრებელი მამრავლი ადვილად მოიძებნება შემდეგ შემთხვე– 

გებში: 

1 მM მM ' თ (X) ძX 1) როცა -'-/(-0M __ 9მV %. ფილე, მაშინ #L = ი : ) როცა XV მყ -) (X) ინ IL 

1 / მM მM / დ, დ) ძყ 2 როცა –– --/-““... 27? ) _ დ,თფ) მაშინ / = ) როცა ML მყ 2) 1(V) #=6 

ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 

728. (2+ 2L–“ ყეძი-–--2ყძყ=0. 9779. (§Iი X + 04) ძ-L C05 Xძყ =0. 

780. (X? –– წყ) ძX -+- (Xყ” + X)ძყ = 0. 

781, («ყი ყ+ ყ)ძX + (+ 005ყ –+- XI0 X) ძყ = 0. 

789. 2Xყმ ძX -+ (X'ყ1–-– 1)ძX=0. 9788. (1--3X2%%51ი ყ)ძ;––-XCIთყძყ=0. 

9784, -9 ძჯ L (ყსი-- IX) ძყ=0. 9785. (V IC X -L C05)ძX–-ძყ = 0. 
Xჯ 

§ 8. პირველი რიბის არაწრფივი განტოლებები 

თუ L (X ყ, ყV7/=0 დიფერენციალური განტოლება არ არის პირვე– 

ლი ხარისხის ყ” წარმოებულის მიმართ, მაშინ ზოგიერთ შემთხვევაში 

'მესაძლებელია ასეთი განტოლების ინტეგრება. 

1. განტოლება ცხადად არ შეიცავს ყ ფუნქციას, ე. ი. # (X, ყ”)=0. 

ა) თუ ეს განტოლება ამოიხსნება ყ”-ის მიმართ, მივიღებთ Vყ”/ = 

= დ(X), საიდანაც V – |თთ“ -+L C; 
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ბ) თუ განტოლება ამოიხსნება X-ის მიმართ, მაშინ #=/ (ყ”) და 

X#==I (9), #- | ი (0) ძი+C განტოლებათა სისტემა, სადაც ი0=ყ”, 

წარმოადგენს მოცემული განტოლების პარამეტრული სახის ზოგად 
ამონახსნს. 

ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 

2786. XV = V 1 +ყ?. 9787. X) + ყ” = X2. 
1 

3788. X=2ყ >. 9789. ჯ» = 5Iი ყ” + 1ი ყ”. 
ყ 

9790. ჯ = იყ” + ხყ”. 8791. დს -L ყ” = X. 

2. მოცემული განტოლება ცხადად” არ შეიცავს X ცვლადს 

L (ყ, ყ) = 9. 
ა) თუ ეს განტოლება ამოიხსნება ყ”-ის მიმართ, ე. ი. ყ”=დ (CV), 

მაშინ ჯ= (IC > + 6 იქნება ზოგადი ამონახსნი; 

ბ) თუ განტოლება ამოიხსნება ყ-ის მიმართ, მაშინ ყ=/ (ყ”) და 

”(ი)ძ, 
Xჯ= |-94 + C, ყ= (0) განტოლებათა სისტემა, სადაც / = Vყ”, 

წარმოადგენს მოცემული განტოლების პარამეტრული სახის ზოგად ამო- 

სნს. 

ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 

2799, 6V(ყ/ -L 1) =1. 9798, ყ' = 1-–Vყ . 
ყ“ 

2794, ყ = ყ" -L ყი. 9795. ყ = ყ”“ -L 21იყ”. 

9796. ყ = ყ/'1იყ”. 9797. ყ =6V.ყ”. 

განსაზღვრეთ წ” და ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 

9798. ყყ' + ყ = X? + XV. 5799. » ყ? + 3X/V/ + 2ყბ= 0. 
  2800, ყ ლ 224 = 0. 9801. ყ”” -L 2ყყ” CC X ––- ყ? = 0. 

§ 9. განსაკუთრებული წერტილები ლა ამონახსნები 

1. განსაკუთრებული წერტილები. ყ/=I (X, ყ) დიფერენციალური 

განტოლების განსაკუთრებული წერტილები უნდა ვეძებოთ I (X, ყ) 
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ფუნქციის წყვეტის წერტილებსა და იმ წერტილებს შორის, სადაც არ 

არსებობს + კერძო წარმოებული, 
(” 

იპოვეთ შემდეგი განტოლებების განსაკუთრებული წერტილები: 

2803. 1) ყ” = “+; 2) /=+%. 980ვ. #თ5-+> · 

2804. ყ” = _ #. · 2805. ყ' = X+V . 
ჯ ჯ_ჯ–_ყ 

2. განსაკუთრებული ამონახსნები. / (X, ყ, ყ/)=0 განტოლებას, 

ზოგადი 6რ (X, ყ, C)=0 ინტეგრალისა და კერძო ინტეგრალის გარდა, 

შეიძლება ჰქონდეს განსაკუთრებული ინტეგრალი, რომელიც არ მი– 
რ«ღება ზოგადი იხტეგრალიდან მუდმივის არავითარი კერძო მნიშვნე–- 

ლობისათვის. 

განსაკუთრებული ამონახსნი გეომეტრიულად თ V, ყ, C)=0 წირ- 
თა ოჯახის მომვლებია. ის მიიღება C-ს გამორიცხვით 

დVC, ყ, C)=0, დ; (X, ყ, C) = 9 

განტოლებათა სისტემიდან, ან კიდევ 0=ყ“”-–ის გამორიცხვით 

ჯ (X, ყ, იმ) =0, Mი(X, ყ, 0) = 0 

განტოლებათა სისტემიდან. 

იპოვეთ ზოგადი და განსაკუთრებული ამონახსნები: 

59806. ყ” = 4(V –– 1). 9807, 9ყყ'” -–-– 4=0. 

5808. ყზ(1 -L ყ'”) = თ. 9809. ყ?ყ” –- 2XყV” -L 2ყმ-- X2=0., 

9810. იპოვეთ ყი? --ყ?=1 განტოლების ინტეგრალური წირი, რო– 

1 
მელიც გადის 7„M (თ >) წერტილზე 

2511. იპოვეთ ყზ+ყ=1 განტოლების ორი ინტეგრალური წირი, 

რომლებიც გადიან /7#V# C +) წერტილზე. 

§ 1ი. ლაბრანჟისა და კლეროს ბანტოლებები 

1. ლაგრანჟის განტოლება. ლაგრანჟის განტოლებას აქვს შემდეგი 

სახე: 

ყ = ჯდ (9) + XLVყ”), 
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სადაც დ (ყი და % (/!) წარმოადგენს ს” წარმოებულის მოცემულ 
უწყვეტ ფუნქციებს, რომელთაგან დ (ყ7)5-ყ” · ყ/7=/ ჩასმით ეს განტო–- 

ლება დაიყვანება წრფივ განტოლებამდე. 

2. კლეროს განტოლება. ამ განტოლებას აქვს შემდეგი სახე: 

ყ = X9 + %(VI. : 
ყ=CX+% (C) წარმოადგენს კლეროს განტოლების ზოგად ამონახსნს; 

ს + %” 00) = 0 

ყ = MX + %V() 
განტოლებათა სისტემიდან ი-ს გამორიცხვა გვაძლევს კლეროს განტო- 

ლების განსაკუთრებულ ამონახსნს. 

ამოხსენით ლაგრანჟის განტოლებები: 

9819. ყ = 2XV" – ყ”. 9818, ყ= 2ჯM + ა · 
ყ 

9814. ყ=Xჯ(1 +Vყ) + ყ””. 9615. ყ = 2XM” -+ 5)ი ყ”. 

9810, ყ=X#V +ყ”. 9817. 2ყ (I, + 2) =ჯV”. 

იპოვეთ კლეროს განტოლების ზოგადი და განსაკუთრებული ამო–- 
ნახსნები: 

  

9818, ყ=ჯVყ + წყ”. 29819. ყ= XI +. 
· ყ 

98950, ყ=ჯყ– VI +ყ” 2891. ყ= XV + 1 · · უი 

9699, ყ = ჯყ + ყ-–-ყ”. 9893, ყ = XV + V' + 6. 

§ 11. იზოგონალური ღა ორთოგონალური ტრაექტორიები. 
' ევოლვენტები 

თუ მოცემულია წირთა ოჯახი 

# (X, ყ, ი01=0,. (1) 

სადაც თ პარამეტრია, მაშინ ისეთ წირთა ოჯახს, რომლის ყოველი წი– 

რი მოცემული ოჯახის წირებს გადაკვეთს ერთი და იმავე თ კუთხით, 

ეწოდება მოცემული ოჯახის იზოგონალური ტრაექტორი- 

ები. კერძოდ, როცა თ=--, მივილღებთ ორთოგონალურ 

ტრაექტორიებს. 
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თუ ი (X, ყ, ყ70)=0 არის (1) ოჯახის დიფერენციალური განტოლე– 

ბა, მაშინ ორთოგონალური და იზოგონალური ტრაექტორიების დიფე– 

რენციალური განტოლებები შესაბამისად არის: 

დ (» ყ, –+)= 0, თ(», ყ. ყ–-ჩ. =0, (” == 1ღთ). 

ყ 1+ჩVყ 
ვთქვათ, მოცემულია რომელიმე წირის ევოლუტის განტოლება 

სყ = (262. 

და საძიებელია თვით წირი, ე. ი. ევოლვენტა. თუ 

ძყ 1 ყ- I (X) , 
ესეა == ა --–., _-–_–„' .-- = X, 

ძჯ CV) X-X, ” თი 

განტოლებათა ·სისტემიდან გამოვრიცხავთ X, პარამეტრს, მივიღებთ 

პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლებას. მისი ზოგადი ამონახს– 

ნი მოგვცემს ევოლვენტების ოჯახს. 

იპოვეთ ომთობინლერი ტრაექტორიები შემდეგ წირთა ოჯახისა; 

9894, ყზ= 2895. Xყ =0, 

9896. ჯ? 17. = 07. 9897. 0ყ? = IM). 

9898. ჯ? -L 2ყ? = ქ?. 98290. ჯ? -L ყ? -L 20ყ = 0. 
2 2 

9880, იპოვეთ –-> + M კონფოკალური ელიფსების ორ- 
ძ ძ 

თოგონალური ტრაექტორიები (0ი>0, ფოკუსები მოთავსებულია 

# (=1; 0) წერტილებში). 

5831. იპოვეთ ისეთი ელიფსები“ ორთოგონალური ტრაექტორიე- 

ბი, რომლებსაც საერთო აქვთ დიდი ღერძი (2თ-ს ტოლი). 

9839. იპოვეთ #7=2ძ 5Iი დ ოჯახს ორთოგონალური ტრაექტო- 

რიები. 

9833. იპოვეთ ”=0 (1+005 დ) კარდიოდების ოჯახის ორთოგონა–- 
ლური ტრაექტორიები. 

988584, იპოვეთ #= CX წრფეთა ოჯახის იზოგონალური ტრაექტორი– 

ები, რომლებიც მოცემული ოჯახის წირებს გადაკვეთს თ კუთხით, 

სადაც Lთ თ=7#. 

9835. იპოვეთ წირები, რომლებიც #”= თი“ ლოგარითმული ხვიე– 

ბის ოჯახის წირებს კვეთს თ= + კუთხით. 
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9836. იპოვეთ 4ყმ-- 27X= 0 წირეს ევოლვენტა. 
· · 2“ · · 

9837. იპოვეთ ყ, = + წირის ევოლვენტა, სადაც # მუდმივია, 

9838. იპოვეთ X -- Vყ2 = ი? წრეწირის ევოლვენტა. 

9839. იპოვეთ 8 (X,-–- 1)ე –– 28 ყ2 =- 0, წირის ევოლვეხტა. 

§ 19. ამოცანები პირველი რიგის დიფერენციალურ 

გბგანტოლეგათა შედგენაზე 

9840. იპოვეთ წირი, რომლის მხების სიგრძე შეხების წერტილის 
რადიუს-ვექტორის ტოლია. 

9841. იპოვეთ წირი, რომლის მხებქვეშა უდრის შეხების წერტი- 

ლის აბსცისისა და ორდინატის ჯამს. 

9849. იპოვეთ წირი, რომლის მხებქვეშა არის შეხების წერტილის 
აბსცისისა და ორდინატის საშუალო არითმეტიკული. 

9848. იპოვეთ წირი, რომლის ნორმალი აბსცისათა ღერძზე ჩამოვ- 
C 

რის + სიდიდის მონაკვეთს. 

9844. იპოვეთ წირი, რომლის ნორმალის მიერ C0XX ღერძზე ჩამოჭ– 

რილი მონაკვეთის ფარდობა შეხების წერტილის რადიუს-ვექტორთან 

ძ-ს ტოლია. 

98415. იპოვეთ წირი, რომლის მხების მიერ 0ყ ღერძზე ჩამოჭრი– 

ლი მონაკვეთის ფარდობა შეხების წერტილის რადიუს-ვექტორთან თ-ს 

ტოლია. 

9840. იპოვეთ წირი, რომლის მხების მონაკვეთი„ მოთავსებული 

საკოორდინატო ღერძებს შორის, მუდმივი თ სიდიდეა. | 
92849. იპოვეთ წირი, რომლის ნებისმიერ წერტილზე გავლებული 

ნორმალის მიერ 0ყ ღერძზე ჩამოჭრილი მონაკვეთი უდრის ამ წერ– 
ტილის რადიუს-ვექტორს. : 

9848. იპოვეთ წირი, თუ მხებქვეშას და ნორმალქვეშას ნახევარ–- 

სხვაობა უდრის შეხების წერტილის აბსცისას. : 

9849. იპოვეთ წირი, რომელიც გადის #0 (3; 2) წერტილზე და 

აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 1) მისი მხების მონაკვეთი, მოთავ– 

სებული საკოორდინატო ღერძებს შორის, შეხების წერტილით შუაზე 

იყოფა; 2) მხების მიერ 0ყ ღერძზე ჩამოჭრილი მონაკვეთის სიგრძე 

ორჯერ აღემატება შეხების წერტილის ორდინატს. 

9850. იპოვეთ წირი, თუ მისი მხების მიერ 0ყ ღერძზე ჩამოჭრილი 

მონაკვეთია C 58C დ, სადღაც დ არის კუთხე რადიუს-ვექტორსა და 0X 

ღერძს შორის. 
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5851. იპოვეთ წირი, რომელიც გადის კოორდინატთა სათავეზე. 
თუ მისი ნორმალის მონაკვეთის შმუაწერტილი მოთავსებულია ყ2=0X 
პარაბოლაზე., ი ' | 
„. 95859. იპოვეთ” წირი, თუ ტრაპეციის ფართობი, რომელიც შემო- 
საზღვრულია საკოორდინატო ღერძებით, საძიებელი წირის მხებითა 
და შეხების წერტილის ორდინატით, უდრის ძ?-ს. გამოყავით წირი, 
რომელიც გადის /#/ი (თ; ძ) წერტილზე. | 

2853. იპოვეთ წირი, თუ სამკუთხედის ფართობი, რომელიც შემო- 
საზღვრულია წირის ნებისმიერი M CV, V) წერტილის 0/ რადიუსით, 
ამ წერტილხე გავლებული მხებითა და 0X ღერძით, უდრის 2-ს. გამო– 

ყავით წირი, რომელიც გადის /#4ი (2; ––2) წერტილზე. 

5854. იპოვეთ წირი, რომელიც შემდეგი თვისებით ხასიათდება: 
თუ წირის ნებისმიერ M (X, ყ) წერტილზე გავავლებთ კოორდინატთა 
ღერძების პარალელურ წრფეებს ამ ღერძების გადაკვეთამდე, მაშინ 
მიღებული მართკუთხედი გაიყოფა ორ ნაწილად, რომელთაგან ერთის 

ფართობი (0Xჯ ღერძთან მიმდებარე ნაწილის) ორჯერ მეტი იქნება მეო– 
რეზე. გამოყავით ის წირი, რომელიც გადის 7Vი (2: 4) წერტილზე. 

855. იპოვეთ წირი, რომელიც შემდეგი თვისებით ხასიათდება: 

მრუდწირული ტრაპეციის ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია წი- 

რის ნებისმიერი რკალით, ორი ორდინატითა და 0X ღერძით, ამ რკა- 

ლის სიგრძის "პროპორციულია. გამოყავით წირი რომელიც გადის 

Vი (C0C; ი) წერტილზე. 

9856. რეზერეუარში მოთავსებულია 100 ლ მარილხსნარი, რომე– 

ლიც შეიცავს 10 კგ გახსნილ მარილს. ყოველ წუთში რეზერვუარიდან 

გამოდის 2 ლ მარილხსნარი და ჩადის 3 ლ სუფთა წყალი, ამასთან, 

არევის საშუალებით კონცენტრაცია თანაბარი რჩება მთელ რეზერ- 

ვუარში. რამდენი მარილი დარჩება რეზერვუარში 1 საათის შემდეგ? 

9857. ჭურჭელი, რომლის მოცულობა ძ ლიტრია, ავსებულია მა- 

რილხსნარით. დროის ყოეელ მომენტში ჭურჭელში ჩადის ხ ლიტრი 

წყალი და გამოდის ამდენივე ხსნარი. განსახღვრეთ, რა კანონის მიხედ- 

ვით იცვლება მარილის რაოდენობა ჭურჭელში. 

9858. განსახღვრეთ, რა დროის განმავლობაში დაიცლება წყლით 

სავსე კონუსური ჭურჭელი, რომლის სიმაღლე 10 სმ-ია, ხოლო კუთხე 

წვეროსთან თ=60'. კონუსის ძირში გაკეთებულია ხვრელი, რომლის 

ფართობიც უდრის 0,5 სმ?-ს. 

9859. /) დიამეტრისა და MI სიმაღლის მქონე წრიული ცილინდრუ-. 
ლი ჭურჭელი ავსებულია წყლით. გაიგეთ, რა დროის შემდეგ დაიც- 

ლება ჭურჭელი მის ძირში გაკეთებული ხვრელის საშუალებით, თუ 

ხვრეტილის დიამეტრია ძ (0=1 მ; M=1,5 მ, 0=0,05 მ). 
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§ 18. მაღალი რიბის დიფერენციალური განტოლებები 

1. # (X, ყლ0))=0 სახის განტოლება. ეს განტოლება ცხადად არ შეი- 

ცავს უცნობ ყ ფუნქციასა და მის წარმოებულებს (ო--1) რიგამდე. აქ 

განიხილება ორი შემთხვევა: 

ა) როცა განტოლება ამოიხსნე ბა ყი) ის მიმართ, მაშინ VI”) = /(X)- 

მისი ზოგადი ამონახსნია 

M-ჯერ 

ყ= | ძX.. II (X)ძX + C| I“! + 6კქპო–? +. 4 Cა.- 

ბ) როცა განტოლება ამოიხსნება X-ის მიმართ, გვექნება X = დ (ყI9)). 

აღვნიშნოთ ყI) = 0, მაშინ X = თ(0), ხოლო ყრს= | ი (0)ძი+C+- 

აქედან (I-–-1)-ჯერ მიმდევრობითი ინტეგრება მოგვცემს V=/ (ი, C),C„, ...,C„)- 
ზოგადი ამონახსნი პარამეტრული სახით იქნება: 

X= დ(ი), ყ = I(0, C), C2:, ... C,)- 

მაგალითი. ვიპოვოთ V” =510 X+X განტოლების ზოგადი ამო–- 

ნახსნი და ის კერძო ამონახსნი„ რომელიც აკმაყოფილებს V (0)=1, 

ყ” (0)=0 საწყის პირობებს. | 

4, ერთხელ ინტეგრების შედეგად მივიღებთ: 

ჯ? 

= -> – ლ0005X+C), (0) 
, 

განმეორებითი ინტეგრება გვაძლევს ზოგად ამონახსნს: 

” : 
= <6. – 5 X –+ C X-Cა:. (2? 

საძიებელი კერძო ამონახსნის საპოვნელად (1) და (2) გამოსახულე– 

ბებში შევიტანოთ X=0, #=0 და M”:=0 მნიშვნელობები. მივიღებთ: 

0=-1+6 
=C 

მაშასადამე, საძიებელი კერძო ამონახსნს ექნება სახე: 

ე. ი. C) == 1, C2 = 1. 

ყ= > ძი»+ ჯX+<1. 4 
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ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 

აგნი. ყ/”--X=0; ყ(1)=1, ყ'(1) = 2. 

5861. ყ”-- 4C0052X =0; V(0) =0, ყ'(0) =0. 

”„” 1 IL _–_ L.4 

9869, ყ” =- · “I ' “+ V=1, 
/ ლ08? ჯ ” #(+I იV2, 4 (+) 1 

  

95862. ყ” = --: ყ(1) =2, ყ' (1) =1, V”(1) =1. 

2864. ყ”=6-X Vყ(0) =0, MV'(0)=0, ყ”(0) = 0. 

9865. ყ”” = 6%X+1. 9866. ყ” = 511 X––C005X. 

2867. ყ” 510“ X = 510 2X. 2868. ყ” =Iი X. 

9869. ყწ- .3ყ/ჩL2=90. 9870. X = ყრმ +L1. 

9871. 1= ე, L ყ”. 

8. #”(X, ყ”, ყ”,..., ყ#() )=0 სახის განტოლება. ეს განტოლება ცხა– 

დად არ შეიცავს ყ ფუნქციას. ამ შემთხვევაში ყ/=/ ჩასმით განტო- 
ლების რიგი ერთი ერთეულით დაიწევს: 

LV, ?ი, ჩი, ერ 18) = 0. 

ასევე #· (X, ყ(ი, ყი+ი,..., ყრის) = 0 განტოლებაში ყ() = 07 ჩასმით 
განტოლების რიგი # ერთეულით დაიწევს: 

LVC, ი, ის... 00-5) = 0. 

ბთლოს, თუ მოცემულია /#(X, ყლ), ყრ)) = 0 განტოლება, მაშინ 
ყლ) = ე ჩასმით მიიღება პირველი რიგის განტოლება 

#V, ჩ, ჩი) = 0. 

მაგალითი, ვიპოვოთ XV” +2MXVყ=1 განტოლების ის კერძო 

ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს საწყის პირობებს: ყ (1) => = ყ(1)= 

1 –-, ყ/(1)=-–-1. –, VI) 
V ძ, · 

41. დავუშვათ ყ” = #0, მაშინ ყ” = 4- და განტოლება მიიღებს სახეს: 

ძი _ 2 _ 1_ 
ძი ქ» კტ 

ძი უბ“  -2ქი=1 ან' მ + ჩ უ 
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მივიღეთ პირველი რიგის წრფივი განტოლება, რომლის” ზოგადი "ამო– 

ჯ 

=70(1) -=-–-1, მივიღებთ C = 0, მაშასადამე, ყ”რ=- 1. ,„ საიდანაც 
XX · 

, 

ნახსნი 0=---1- + < , თუ. გამოვიყენებთ საწყის პირობას (1) = 
Xჯ · .. 

         ) = 

  

2 საწყისი პირობის ძალით მივიღებთ 
X 

-
 
სა

! –
 

Cკ =0. ამიტომ ხ =   22 კიდევ ერთხელ ინტეგრება მოგვცემს: 

ყ=-–- - + Cვ, ხოლო V(1) = –- საწყისი პირობის ძალით მივი- 
2X , 

ღებთ Cვგ=1, მაშასადამე, საძიებელი კერძო ამონახსნია ყ = 1---. 4 
· X 

ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 

2879. Xყ” -L ყ' = X?. 2878. #0 ყ” -L ჯ? ყ' = 1. 

2874. X?ყ” -L ჯXყ' = 1, 9875. ყ” -L ყ' LC X = 5)ი 2». 

9876. ყ” (X? -++ 1) = 2XVყ"; ყ (0) = 1, Vყ'(0) = 3. 

2877. Xყ” + Xყწ-–- ყ/ = 0; ყ(2) = 2, Vყ' (2) = 1. 

9878. Xყ” -L ყ” = 3ჯ -+L 1. 2879. X?2ყ” = ყ”? 

8. # (ყ, ყი ყ”)= 0 სახის განტოლება, ყ'=70 ჩასმით ეს განტოლება 

მიიღებს სახეს: 

ჩ(#04-)=9 
მაგალითი, ამოვხსნათ განტოლება MV”+Vყ+ყ”/?=0. 

>. შემოვიღოთ აღნიშვნა კ” = ი, მაშინ  ყ” = 04%. მოცემული გან- 

ტოლება მიიღებს სახეს: 
1 ძი · ძი 

4 კ ყ- 0=0, ანუ ი-ი 0 - I 
| #9 7 უ " ძე ყ“" 

მივიღეთ ბერნულის განტოლება #-ს მიმართ. შემოვიღოთ აღნიშვნა: 

ჩ? = 2, 2ი 90. = 2” 

ძყ 

_2_ – 1. 72=–- 1, 

2 ყ 

2 2 2=--2, 

ყ 
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აე __ 
ჩნ? = CI ს + 2V; + = V C ყ+2ყ. 

X 

ცვლადთა განცალების შემდეგ ინტეგრება მოგვცემს: 
· · ძყ 

X= –-–---- + C. 

1 V CV + 24 7 ' 
მაშასადამე, მოცემული განტოლების ზოგად ინტეგრალს ექნება სახე: 

XჯX=I 

  

_– 1 _-. 

VC#V+-უ=> +V CM+2 + C. ს. 

იპოვეთ ზოგადი და კერძო ამონახსნები (იქ, სადაც მოცემულია 
საწყისი პირობები) შემდეგი განტოლებებისა: 

9880. ყყ” -++ყ? = 0, 9881, ყყ” –- ყზყ --ყ”? = 0. 
2889. (ყ -–– 1)ყ”--2ყვ=0 «9ცცვ, 2ყყ” + ყ” -L ყ“ =90. 
2884. 2ყყ –- ყრ=0; ყ(--11=4, ყ/(--1) =1. 

9888. ყყ” + ყ” = 1; ყ() =1, VC0ე1=1 

§ 14. მაღალი რიგბის წრფივი დიფერენციალური განტოლებები 

1. ერთგვაროვანი განტოლება. M#-ური რიგის დიფერენციალურ გან– 

ტოლებას ეწოდება წრფივი, თუ ის პირველი ხარისხისაა უცნობი 

ფუნქციისა და მისი წარმოებულების მიმართ. ამ განტოლებას შემდეგი 

სახე აქვს: 

ყლ + თ() ყი) +--+ ძე-1C0X9ყ + ძი (01ყ=IV), (1) 
სადაც თე (X), თა (X),..·, თი (X); I (X) არის X-ის მოცემული უწყვეტი ფუნქ- 

ციები რაიმე შუალედში, ხოლო V უცნობი ფუნქცია. 

იმ შემთხვევაში, როცა ) (X)=0, განტოლებას ეწოდება ე რთგვა- 

როვანი, თუკი I(X)=>20, მაშინ განტოლება არაერთგვაროვანია. 

ყა (X), ყი (X) ,...ყაი(2) ფუნქციათა სისტემის ვრონსკის დეტერმინან– 
ტი (ვრონსკიანი) ეწოდება დეტერმინანტს: 

ყე (X) ყა (X)'··Vყი (X) 

თ (X) = # თ # ი" 'ძი თ 

ყრიდა ყლე ი თ 
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ყა ყი- ყი ფუნქციებს ეწოდება წრფივად დამოკიდებული 
რაიმე შუალედში, თუ არსებობს ისეთი C), Cა:,--, C- მუდმივები, რომელ- 

თაგან ერთი მაინც განსხვავდება ნულისაგან და ყოველი X-ისათვის აღნიშნულ 
შუალედში მართებულია ტოლობა: 

CI 9) -L C»-Vყა + ·--+ C„ ყი =90; 
წინააღმდეგ შემთხვევაში ფუნქციები წრფივად დამოუკიდებელია. 

თუ V.(X), ყ2(X),-·, ყა(» ფუნქციათა სისტემა წრფივად დამო- 
კიდებულია 1|თ, ხ| შუალედში, მაშინ მათი ვრონსკის დეტერმინანტი 
ნულის ტოლია ამ შუალედის ყოველ წერტილში. თუ რომელიმე ერთ 

X-6C10, ხნ! წერტილში მაინც V”/ (Xი)2-0, მაშინ მოცემული ფუნქცია- 

თა სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია ამ შუალედში. 

წრფივი ერთგვაროვანი 

ყო + ფე ყრ-ს +--+ ი.00#= 0 ი 
დიფერენციალური განტოლების ზოგად ამონახსნს აქვს შემდეგი სახე: 

ყ= C)VI + C5 ყ2 + ... + C»ყი, (3) 

სადაც VI, MV---, ყი, (2) განტოლების წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსე- 
ნია (ამონახსნთა ფუნდამენტური სისტემა), ხოლო C), C5,..., C,,-- ნების- 

მიერი მუდმივები. 

კერძოდ, მეორე რიგის წრფივი ერთგვაროვანი 

ყწ+ თ (909 + თ (9ყ =0. | (4 
დიფერენციალური განტოლების ორ Vყ,; და ყუ ამონახსნი იქნება წრფი– 

ვად დამოკიდებული რაიმე შუალედში, თუ არსებობს ისეთი მუდმივი 

2, რიცხვი, რომ 

> =# ანუ ყ, = ჯყა. 

თუკი ფარდობა ML 560005, მაშინ აღნიშნული ფუნქციები წრფი- 
2 

ვად დამოუკიდებელია. 
თუ ცნობილია (4) განტოლების კერძო ამონახსნი VI, მაშინ ზოგადი 

ამონახსნი იქნება 

ყ=0C)V) + CV. 

სადაც 

– (ძე ძ« 
C გილი“ 

ყ1 
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მაგალითი. გამოვიკვლიოთ წრფივად "ღამოკიდებულია თუ არა 

შემდეგ ფუნქციათა სისტემა: 

ყ, = 1, ყა = X, ყვ = X".-, ი+1 == X-. 

L>- C + C- X –+- Cვ X'-+L «+ Cი+. Xმ=0 განტოლებას არ შეიძლება 

ჰქონდეს /L-ზე მეტი ფესვი. თუ C), C2,..., Cა+ რიცხვებიდან ერთი მაინც 

განსხვავებულია ნულისაგან, ე. ი. განხილულ ფუნქციათა სისტემა 

წრფივად დამოუკიდებელია ნებისმიერ შუალედში. <ქ 

მაგალითი. ვაჩვენოთ, რომ ფუნქციათა სისტემა X, 005 X, 51ი X 

წრფივად დამოკიდებულია. 

4. 

ჯ ლ00X §5I1Xჯ 

სV(X)= | 1 –-511X C05X| =X. 

მ –იXლ05X 95IX 

მაშასადამე, მოცემული ფუნქციათა სისტემა წრფივად დამოკიდე- 

ბულია. 

მაგალითი. ვიპოვოთ 

(X + 1) ყ' –-– 2Xყ' + 2ყ = 0 

განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

4. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ამ განტოლების წრფივად და- 

მოუკიდებელი ამონახსნებია ყე,=X ღა Vყ:=X?2-1. ამიტომ მოცემული 

განტოლების ზოგადი ამონახსენია 

ყ=C1X+C.(”-–-1) LC. 

გამოიკვლიეთ წრფივად დამოკიდებულია თუ არა შემდეგ ფუნქ- 
ციათა სისტემები: 

9886. ყ, = X, ყეუ= X-+1. 53887. ყ, = 6%5)ი ხX, ყე=6% 005ხX. 

95888. ყ,=X, ყა=X+1, ყვ=X+2. 9889. ყ,=351ი” X, ყვ=005“ X, ყვ=1. 

5890. ყ,=X, ყე=X", ყე=X'. 9891, ყ.=65%, ყე=6"%, ყვ==6M. 
5899. ყ,=X, ყ:=1I1იX, 5828, ყ,=3510 2X, Vჯ=-510 X 005 X. 

9894. ყ,=6-%, ყ,=X6“-%, 8896. ყ,=X, ყე=2X, ყვ=X-“. 

5896. ყ,= 06%, ყა=X C', ყვ=X“%. 9897. ყ,=5IიX, ყ.=005X, ყვ=35II2X. 

3898. ყე,=C6ხX, ყა = 5ი X. 9899. ყ,=6”, ყა=6++1, 

3900. ყ,=Xჯ, ყ·ა=0, ყვ=6”. 5901. ყუ=1, ყა==5L X, ყვ==0085 2X. 
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შეადგინეთ :მეორე რიგის წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალუ– 
რი განტოლება, თუ ცნობილია მისი ფუნდამენტური ამონახსნი: 

2909. ყ, = X, წვ = X”..' 2908. ს, = 5II1 X, "ა = C05X. 

9904· ყ, ='1, ყა = 0085 2»ჯ.· 2906. ყე = 6", ყა == XC7X. 

2900. ყ,=X? და L ყ2=X? ფუნქციები წარმოადგენს მეორე რიგის 

წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების ამონახსნთა 

ფუნდამენტურ სისტემას. იპოვეთ ამ განტოლების კერძო ამონახსნი, 
რომელიც აკმაყოფილებს საწყის პირობებს: როცა X=1, მაშინ ყ=1, 

ყ”=0. 

9907. ყ,=X, V=X2 ყვ=X3 ფუნქციები წარმოადგენს მესამე რი– 

გის წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების ამო– 

ნახსნთა ფუნდამენტურ სისტემას იპოვეთ ამ განტოლების კერძო 
ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს საწყის პირობებს: როცა X=1, 

მაშინ ყ=0, ყ/=–--1, ყ” =2. 

მაგალითი. ვიპოვოთ X?V” + Xყ--ყ=0 განტოლების ზოგადი 

ამონახსენი, თუ ცნობილია მისი ერთი კერძო ამონახსენი ხყ)=X. 

ტ# დავუშვათ, ყ=2X. ვიპოვოთ ყ=2 X+2, ყ”=2”X+22” და შე- 

ვიტანოთ მოცემულ განტოლებაში, გვექნება: 

2 X -L 32' = 0. 

თუ დავუშვებთ, რომ 2” =V, 2”წ=M” ა მიგიღებთ: 

  

  

  

ს X + 3ი = 0. 

საიდანაც 

# = C , 
ჯ 

ამრიგად, 

C. 
2=- 2ჯ + CI, 

მაშასადამე, 

–_–_– 
როგორც ზოგადი გონასნდან ჩანს, მეორე კრ ამონახსნი ყოფილა 

_ 1 
ყ2 2ჯ 
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ამოხსენით განტოლებები, თუ ცნობილია მათი თითო კერძო ამო–- 

ნახსნი: 

510 X 
2“.   

' #2 -. 9908. ყ” + - /+V=0; V, = 
4 4 9909. ყ” + VI -- ყ=0; ყ,=X. 
Xჯ Xჯ 

9910. X? (იჯX- 1) ყ” –– Xყ' + ყ.=0; ყე = X». 

2911, ყ” -L-·((თX –– 2იL9X) ყ-C 2C(ყ?2X-ყ =0; ყ;, =51)ი X. 

9919. ყ” 51) X--2ყ=0; ყ, = CLICX. 

  2918, X(1-–-–#)ყ”=2ყ; Vყ,.= · 
1–Xჯ 

2. არაერთგვაროვანი განტოლება. წრფივი არაერთგვაროვანი 

ყრი) + თ (2) ყრ–) L.-+0()ყ=1C0) 

დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ამონახსნი მოიძებნება 

ყ=Vყ+Vი 

ფორმულით, სადაც V არის შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების 

ზოგადი ამონახსნი, ხოლო ყი –– მოცემული არაერთგვაროვანი განტო– 
ლების კერძო ამონახსნი. 

თუ ცნობილია ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების 

წრფივად დამოუკიდებელ ამონახსნთა სისტემა V/), ყ,..., ყე, მაშინ შე– 

საბამისი არაერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნი მოიძებ- 
ნება 

ყ = CL(X)ყ) + C;(X) ყი +. + C. (9 9» 
ფორმულით, სადაც CI (#7), CL (X),...,C» (X) ფუნქციები განისაზღვრე– 
ბა შემდეგ განტოლებათა სისტემიდან (ნებისმიერი მუდმივების ვარია– 
ციის ანუ ლაგრანჟის მეთოდი): 

C) (X) ყ, + CI (X) 9 + ·· + C(9 ყა, =0, 
ფთ # +. C თ # + “+ Cი თ #= =0, 

C თ ყლის + ფ ფ ყრი « +Cთ ყლის =1C. 
მაგალითი. ვიპოვოთ 

X.ყ” -ხ Xყ –– ყ=–1. (1 
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განტოლების ზოგადი ამონახსენი, თუ ცნობილია მისი ერთი კერძო 

ამონახსენი V,=X. 

41. წინა მაგალითში მივიღებთ, რომ (1)-ის შესაბამისი ერთგვარო– 

ვანი 

»Xჰყ+XყM--ყ=0 (2? 

განტოლების მეორე კერძო ამონახსენია #=--- , 
X 

V) (X) == X, ყი (X) = –– – მე-(2) განტოლების ამონახსნთა ფუნდა- 
XX; 

მენტალური სისტემაა. მე-(2) განტოლების ზოგადი ამონახსნია: 

ყ= C1X + C- – >) · 

2X 

(1) განტოლების ზოგადი ამონახსნი ვეძებოთ სახით: 

ყ=C.(0:X+C თ·(–--) · 

CI, (X) და C2(X)-ის მოსაძებნად შევადგინოთ განტოლებათა სისტემა: 

, , . 1 

რ 0-XX-C თ.(-+-) =8, 
, , , 1 , -1 

C100- (0 + C; თ.(–->) =--, 

საიდანაც 

, 1 ” 

CV) =-–- , C2(X) =1. 

ინტეგრების შედეგად მივიღებთ: 

1 
(0162) ==–-–+“+ CI, 

2ჯ 

C5 (X) = X + C»- 
მაშასადამე, 

1 1 
#=(–3-+0თ)X+თ+C(– --), 

1 –-_“" 
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§ 15. მეორე რიგის მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი 

დიფერენციალური განტოლება 

1. ერთგვაროვანი განტოლება. ამ განტოლებას აქვს შემდეგი სახე: 

ყწ +თყ + 0ყ=0, (1) 

სადაც ძე) და ძე: მუდმივებია. 

თუ Vყ) და ყე ფუნქციები (1) განტოლების წრფივად დამოუკიდე– 
ბელი კერძო ამონახსნებია, მაშინ V= C)ყI) + C:ყე არის ამ განტოლების 

ზოგადი · ამონახსნი. კერძო ამონახსნების მოსაძებნად წინასწარ უნდა 

ამოვხსნათ მახასიათებელი განტოლება: 

ჯ” “++ ძ,ე ? -L ძე = 0. (2 

ადგილი აქვს შემდეგ სამ შემთხვევას: 

LI. მახასიათებელი განტოლების ფესვები ნამდვილი და განსხვავე– 

ბულია, ე. ი. ჩ)5-ჩ0, მაშინ (1) განტოლების ზოგადი ამონახსნია 

ყ= CI გ” IX C. 6 

II. მახასიათებელ განტოლებას აქვს ჯერადი ფესვები: #) = =ჩ მა– 

შინ (1) განტოლების ზოგადი ამონახსნია 

=(, +C, გლ · 
III. მახასიათებელ განტოლებას აქვს კომპლექსური ფესვები #,; = 

=0+(/ხ, ”:=0--ხ, მაშინ (1) განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება. 

ყ = (C)00§ხ); + C2 510 ხX) 6%. 

მაგალითი. ამოვხსნათ განტოლება ყ”-––7ყ”+ 12ყ =0. 

#. შევადგინოთ მახასიათებელი განტოლება 

გ- 77+12=0, M=3, #,=4. 

მაშასადამე, ზოგად ამონახსენს ექნება სახე: 

ყ=C6+"+Cა-ა6". <ქ 

მაგალითი 2. ამოვხსნათ განტოლება 

ყ” + 4ყ =0, 

/#-. მახასიათებელი განტოლება იქნება 

ს. 4=0, 8=+72. 
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“ზოგად ამონახსენს ექნება სახე: 

ყ = CI) C05 2X -L C: 510 2X.. 

ამოხსენით განტოლებები: 

  

  

9914. ყ”––ყ--2ყ =0. 9916. ყ”- 4ყ LL ვყ=0. 
9916. ყ” –- 5V' + 6ყ =0. 9917, ყ”--9ყ=0.. 

9918, ყ” -–– ყ'=0. 9919, ყ” + ვყ' =0. 

ძ”X ძX. 
5990, ვყ” –– 2ყ,--– 8მყ=0. 5091, 3ვ3---. . 4C=0. ყ -- 2ყ–- მყ „ი 13-, 

98999. ყ” -- 5ყ + 4ყ=0; ყ (0) = 5, Vყ' (0) = 8. 

9998. 8ყ” + 2ყ-–-–3ყ=0; V(0) = –– 6, ყ'(0) =7. 

8094. ყ” + 2ყ'+ყ =0. 99956. 4ყ” –– 12ყ' + 9ყ =0. 

999%6. 16 ყ” ––24ყM+9ზყ=0. 9997. 16 ყ” +8ზყ,- ყ= 0. 

8998. ყ” + 4ყ'+ 4ყ =0; #I+)=+, #(;)=–“ 
9899. ყ” -- 6 + 9ყ =0; ყ (6) = 0, V' (0) = 2. 
2930, ყ” -L 2ყ' ++ 5ყ =0. 9931, ყ” –- 4ყ'-L 13ყ =0. 

2988. ყ” -+ ყ, ++ ყ = 0. 2938. ყ” -L 4ყ! + 8ყ = 0. 

3934. 2. -L თზX = 0. ' 9935. ყ” LV =0. 

9936. ყ” + 4ყ =:0; ყ(0)= 0, Vყ'(0) = 2. 

9937. ყ” -L 2ყ' + 2ყ =0; ყ(რC0)=1, ყ”(0) = 1. 

2. არაერთგვაროვანი განტოლება. ამ განტოლებას აქვს შემდეგი 

სახე: 

ყ” + 0, ყ' + ძაყ = I (X). 

მისი ზოგადი ამონახსნი მოიძებნება #=V+Vი ფორმულით, სადაც V 
არის შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნი, ხო- 
ლო ყი –– მოცემული არაერთგვაროვანი განტოლების "კერძო ამო– 
ნახსნი. 

კერძო ამონახსნი მოიძებნება მუდღმივების ვარიაციის მეთოდით. 
“ზოგ შემთხვევაში კერძო ამონახსნი მოიძებნება განუსაზღვრელი კოე– 
ფიციე ნტე ბის მეთოდით. 
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ადგილი აქვს შემდეგ შემთხვევებს: 

I. არაერთგვაროვანი განტოლების მარჯვენა ნაწილი M-ური ხა– 

რისხის მრავალწევრია: ((% = ჩ„(%. აქ შესაძლებელია ორი შემ–- 

თხვევა: :. . 
1) მახასიათებელ განტოლებას არა აქეს ნულოვანი ფესვები. ამ 

შემთხვევაში კერძო ამონახსნი უნდა ვეძებოთ ყა: = Cდ»თ” (») მრავალ– 

წევრის სახით, სადაც C„(»)) არის MI-ური ხარისხის უცნობკოეფი- 

ციენტებიანი მრავალწევრი, რომლის კოეფიციენტები ·მოიძებნება გა- 

ნუსაზღვრელ კოეფიციენტთა შედარების ხერხით; 
2) მახასიათებელ განტოლებას აქვს (| ჯერადობის ნულოვანი ფესვი 

((=1 ან I=2), მაშინ კერძო ამონახსნი უნდა ვეძებოთ ყა = XC0»,( 

სახით, სადაც C, (ე) აგრეთვე #I-ური ხარისხის უცნობკოეფიციენ- 

ტებიანი მრავალწევრია. 

მაგალითი. ამოვხსნათ განტოლება 

ყ-–- ვე + 2ყ=X#--2, (1) 

ტ. ყ=ყ+Vი 
ყ-– ვყ//+2ყ=90, 
ს -- 37-+>-2=0, 

ჩ, =1; M% = 2, 

Vყ=0C6C-+ C.6”. 

(1)-ის კერძო ამონახსენი ვეძებოთ შემდეგი სახით: 

Mა = 4X+28, 

ყი = 4, ყლე =0. 
# და 8-ს საპოვნელად შევიტანოთ (1)-ში ყი, ყი” და ყი” შესაბამი– 

სად ყ, წ”-სა და ყ”-ის ნაცვლად. მივიღებთ: 

–34+-24X+28=7Xჯ--2, 
24X -L (28 –– 34) = X-–– 2. 

კოეფიციენტთა გატოლების წესის თანახმად გვექნება: 

| |24 = 1, 
L28 –-– 34 = ––2. 

=> 8=- +, 

2 4 
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მაშასადამე, 

=-1 კ: ..1 L/ 2 წა, 

ამრიგად, (1) განტოლების ზოგადი ამონახსენი იქნება: 

ყ=CC+C094+ - -»- +. 4 

ამოხსენით განტოლებები: 

9988. ყ” –-4ყ' + 4ყ.='X?. ი9ვ9, ყ--.ყლ=X-–-X+1. 

9940. ვყ”-- 2ყ-- ყ=»“+1;: 9941. ყ” -+ + ყ= ვჯ- 2. 

9949. ყ” -L ყ, = ვ, 9948. ყ”-- 3ვყ/=2=-- 6ჯ. 

9044. ყ”-––- 2ყ/,=ჯ 1. 9945. 2ყ” + 5ყ' = 5X1-- 2X-- 1. 

1I. არაერთგვაროვანი განტოლების მარჯვენა ნაწილს აქვს შემდეგი 

სახე: 

1(X1)C ჩა. (0)46“, 

სადაც ჩ»„() არის /I-ური ხარისხის მოცემული მრავალწევრი, ხო– 

ლო ძ მუდმივია. აქ განიხილება ორი შემთხვევა: 

1) თ არ არის მახასიათებელი განტოლების ფესვი, მაშინ კერძო 

ამონახსნი უნდა ვეძებოთ V = C„(X)62C, სახით, სადაც C,„(X) არის 

”-ური ხარისხის უცნობკოეფიციენტებიანი მრავალწევრი, მისი უც- 

ნობი კოეფიციენტები მოიძებნება განუსაზღვრელ კოეფიციენტთა შე- 

' დარების ხერხით; 

2) ძ არის მახასიათებელი განტოლების | ჯერადი ფესვი (/=1 ან 

1=2), მაშინ კერძო ამონახსნი უნდა ვეძებოთV = XI! (0, (X») 69% სახით. 

ამოხსენით განტოლებები: 

9946. ყ” + 2ყ +V = 6-7, 2947. ყწ +ყ =4C”. 

9ე48. ყ”-- 2ყM--– ყ= 6”. 9949. ყ” –– 3ყ” -L+ 2ყ = 6M(X? + X)- 

29950. ყ” –– 2 + ყ =C. 2961. ყ” + ყ'–-–6ყ = X6“. 

III. არაერთგვაროვანი განტოლების მარჯვენა ნაწილს აქვს შემ– 

დეგი სახე: 

I(X) = 6" (#, (X) ლ0§ ხX + 0, (X) 51ი ხXI,· 

სადაც #,00 და 0,00 შესაბამისად ი და 4 ხარისხების მოცემუ- 
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ლი მრავალწევოებია, ხოლო 0 და ხ –– ნამდვილი რიცხვები. მივიღოთ, 

რომ 0>>90. აქ განიხილება ორი შემთხვევა: 

1) თ+1!ხ არ არის მახასიათებელი განტოლების ფესვი, მაშინ კერ– 
ძო ამონახსენი უნდა ვეძებოთ 

ყი => 6% |/M, (+) C05 ხX -+ M, (X) 51ი ხXI 

სახით, სადაც /MM,(X) და Mე() უცნობკოეფიციენტებიანი ი ხარი- 

სხის მრავალწევრებია; 

2) თ+Iხ არის მახასიათებელი განტოლების I ჯერადი ფესვი (მეო– 

რე რიგის განტოლებისათვის #=1), მაშინ 

ყი == X' 6% L/VI, (X) C0§ ხX -L M, (X) 51ი XI. 

მაგალითი. ამოვხსნათ განტოლება: 

ყ” + 9ყ = 0053. 

4. MV =V+ ყი» 

ყ” + 9ყ =0, 
(ი L9=0, 
#= –3!, 

#=0C) 00§3ჯ -L C:5I0 3», 

ვინაიდან, + 3ჯ( მახასიათებელი განტოლების ფესვებია, ამიტომ ყე უნ– 

და ვეძებოთ სახით: 

ყი = (40033ჯ ++ 8 5Iი 3X) X. 

ყი == #0053X + 8950 3ჯ –– 34X5Iი 31; ++ 38X ლ0ა 3X, 

ყი == 683 0053X –– 6,4 51ი 3X -– 94X 005 3X –– 98 3519 3X, 

–- 641 59)0 3ჯ + 680053X –– 94XC0053X –– 98X5)ი 3ჯ - 

– 94XC053X + 95X 90 3Xჯ = 0053X; 

L 8 -,' 4=0, 8=-1, 
68 =1 6 

მაშასადამე, 

1 . 
ყი = « Xჯ5)ი 3ჯ. 

საბოლოოდ გვექნება 

V = C) 005 3X ++ C:51ი 3ჯ -L – §9II 3ჯX. 4 
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ამოხსენით განტოლებები: 

99595. ყ” -–- 7ყ +6ყ=5)ჯ. 9953. ყ” - ყ-- 2ყ= 831)ი 2X. 

9964. ყ”+ყ=100აი2ჯ. 9955. ირე 59იმ»- 10» 

9956. ყ” -+ ყ = 008». 9957. ყ” –+- 4ყ =51ი 2ჯ. 

თუ მოცემულია 

ყ” + ძეხ' +ძ.ყ = 1) (9) +(9+ ·-+ 7 (X), 

განტოლება და VI, V»ი,..., V„ კერძო. ამონახსნებია 

” + CV +თყ= = ჩ (ი, 

”+თ ყ +თV ==” 

განტოლებებისა, მაშინ Vე = V) + Vა + -·+ V, ჯამი იქნება მოცემუ--0 

განტოლების კერძო ამონახსნი. 

ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 

2958. ყ--ყელ=2ჯL--1- 3, 9059. ყ” +ყ=50 X + 005 2ჯ. 

9960, ყ”––ყ=005Xლ063; 9961, ყ” - 4ყ”-C 4ყ-=20%X-L > . 

იპოვეთ ამონახსნები, რომლებიც აკმაყოფილებს მოცემულ საწყის 

პირობებს: 

9969. ყ”-–ყ = 2(1 – 7; ყ(0) = 1, ყ”(0) =1; 
9963. ყ” + 4ყ+4ყ=36-“, Vყ(0) = 0, #”(0) =0; 
9964. ყ”-– 2ყ”=(X? -L X-- 3). ყ (0)=2, V”' (0) = 2; 
9965. ყწ + ყ= –-8902X; ყ(0) = 1, ყ”(9) =1; 

როდესაც 7 (X) ფუნქციას არა აქვს ერთ-ერთი ზემოთ აღნიშნული 
სახე, საჭიროა მივმართოთ ნებისმიერი მუდმივების ვარიაციის მეთოდს. 

ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 

  

9966. ყ”-+ ყ=ჯ1ყიX». 2967. ყე 27 +Vყ=-2-.. 
Xჯ 

5968. ყნ-ყ/= 9969. ყ” - ყ= –– · 
6% ---1 510 X 

9970. იპოვეთ MV”–ყ=0 დიფერენციალური განტოლების ინტეგ– 

რალური წირი, რომელიც ეხება ყ=X წრფეს (0; 0) წერტილში. 
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59;1. იპოვეთ ყ”+2ყ'+2ყ=0 დიფერენციალური განტოლების 

ინტეგრალური წირი, რომელიც ეხება V#=X+1 წრფეს (0; 1) წერ– 

ტილში. 

5929. იპოვეთ ყV”–-4ყ”+3ყ=0 დიფერენციალური განტოლების 

ინტეგრალური წირი, რომელიც ეხება ყ=X+2 წრფეს (0; 2) წერ- 

ტილში. 

99738. მოცემულია წრფივი მოძრაობა 2) = –– 9-0 როცა 1=0, 

მაშინ §=0 და ფ=2. იპოვეთ მოძრაობის განტოლება. 

959574. მოცემულია წრფივი მოძრაობა ი=-–45+2ლ00-2,. როცა 

1=0, მაშინ §=0 და წ=2. იპოვეთ მოძრაობის განტოლება. 

5975. მატერიალური MM? წერტილი თავისუფლად ვარდება სიმძიმის 

ძალის გავლენით. იპოვეთ მოძრაობის განტოლება, თუ ჰაერის წინააღმ–- 

დეგობას მხედველობაში არ მივიღებთ. საწყის /=0 მომენტში წერტი– 

ლის სიჩქარეა ში, ათვლის ადგილიდან მისი დაშორება კი ყი. 

9976. იპოვეთ იმ სხეულის მოქრაობის განტოლება, რომელიც ვარ–- 

დება 10 მ სიმაღლიდან შ0=0 საწყისი სიჩქარით. რამდენი წამის შემ– 

დეგ დავარდება სხეული მიწაზე? 

9977. იპოვეთ იმ სხეულის მოძრაობის განტოლება, რომელიც 

ასროლილია ზემოთ ში=1 მ/წმ სიჩქარით რამდენი წამის შემდეგ 

მიაწევს სხეული უმაღლეს მდებარეობას? 

§ 10. ი-ური რიგის მუდმივკოეფიციენბებიანი 

წრფივი დიფერენციალური განტოლება 

1. ერთგვაროვანი განტოლება. ამ განტოლებას აქვს შემდეგი სახე: 

ყი – თ ყი - --+“- თ -1 9” + ძგყ =0, (1) 

სადაც თ, თე,.-., თ მუდმივებია. 
თუ ყი, ყი. წ. (1) განტოლების წრფივად დამოუკიდებელი კერ- 

ძო ამონახსნებია, მაშინ მისი ზოგადი ამონახსნი იქნება 

ყ = CIVI + Cაყი + + Cი ყი (2) 

სადაც CI, CV... C„ ნებისმიერი მუდმივებია. კერძო ამონახსნების მო–- 

საძებნად წინასწარ უნდა ამოიხსნას მახასიათებელი განტოლება: 

დ" + თ) #5- + ··· + ძე = 0. (3) 

ადგილი აქვს შემდეგ შემთხვევებს: 
307



1. მახასიათებელი განტოლების /”,, #,,--·, #, ფესვები ნამდვილი და 

მარტივია, მაშინ (1) განტოლების ზოგადი ამონახსნია 

ყ= C გოX + 2,6 |... L C, ცშოX. 

1I. მახასიათებელ განტოლებას აქვს ნამდვილი ჯერადი ფესვები; 

ვთქვათ, #) არის ი ჯერადობის ფესვი (0< 7, ე. ი. #1==/ე = ·- = #,), 

ხოლო დანარჩენი ფესვები მარტივია, მაშინ ზოგადი ამონახსნი იქნება: 

=(C + CX + CეX. + C-X? 1) გსX L C.+ ცთ+X  .. 6, ლი% 

III. მახასიათებელ განტოლებას აქვს მარტივი კომპლექსური ფეს– 
ვები; ვთქვათ, #)=0თC+!ხ, ”:=0-–-ხ, ხოლო დანარჩენი ფესვები მარ–- 

ტივი და ნამდვილია, მაშინ განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება: 

=(C,C0§ხX + C,5)ი ხX) 05” -L C, 65% ...-L C, (-% 
IV. მახასიათებელ განტოლებას აქვს ჯერადი კომპლექსური ფესვე– 

ბი; ვთქვათ #)=0C+!ხ, ჩა=0--ხ არის მახასიათებელი განტოლების 

? ჯერადობის ფესვები (20<7ი), ხოლო დანარჩენი ფესვები ნამდვილი. 

და მარტივია, მაშინ ზოგადი ამონახსნი იქნება: 

ყ =6% (#9 + #40; +-- + #4, X?-1) -ლ0§ხX + 26% (8, –+- 8,X + 

+.4+8,0-9) ყი ხ» -L C;,+, 0-%1)% L 6, (MX, 

მაგალითი. 

ყწ –– 5ყ” + 6ყს,=0 

I -––- 5 + 66=0 

#ჩე = 0, M”.=2, #გ=3. 

ყ=C1-+C:C” + Cვ 6“. 

ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 

9978. ყ”-–- 5ყ” -L 6ყ” = 0. 9979, ყ” –– 13ყ” -L 12ყ” = 0. 

9980. ყ”–-6ყ”-+L11ყ'-6ყ=0. 9981, ყ” -–- 2ყ” ––- ყ” + 2ყ =0.. 

9989. ყ”--13ყ”--12ყ=0. 9988. ყ” –– ყ/=0. 

9984. ყ!V –– 5ყ” + 4ყ=0. 9986, ყV--- 10ყ” -L 9ყ” = 0. 

9986. ყ” –– 5ყ”+8ყხ--4ყ=მ0. 9987. ყ” -––- 3ვყ” + 4ყ =0.. 
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2988. ყ” --– 6ყ”-+-12ყ-“-8ყ=0,. 39ვ8ე ყ” –-3ყ” -L ვყ,-ყ=0. 

59890, ყ!V -L ვყ” -L ყ” =0. 98091. ყIV-.8ყ” -- 16ყ =0. 

99989, ყ”-- 8ყ=0 9993. ყ” + ყ=0. 

2994, ყ” +3ყ”+-9მყ--13ყ=0. 9995, ყი” 5ყ” + 17ყ'-–-13ყ =0. 

9096. ყIV---16Vყ=0. 9997. ყ!V -L ყ” = 0. 

8999, ყ!V -L 4ყ =0. 9999. ყIV -L 5ყ” -C 4ყ = 0. 

8000. ყ!V -  3ყ” ––- 4ყ =0. 8001. ყIV –– 2ყ” -L 2ყ” –– 2ყ”'-- ყ=–0“ 

8009. ყ!V -L2ყ” ++ ყ = 0. 800ვ. ყ!V -L 6ყ” + 9ყ = 0. 

8004. ყV -L 8ზყ” -L 16ყ” = 0. 8008. ყIV I 2ყ”-L ვ3ყ” + 2ყ”'+Vყ=0. 

იპოვეთ ამონახსნები, რომლებიც აკმაყოფილებს მოცემულ საწყის 

პირობებს: 

3000. ყ”-–- ყ”=0; ყ(0) = 22, V(0)=0, Vყ”(0)= –– 1. 

8007. ყ”--/=0; ყ(2=1; V(C0=0; #” (9 =0. 
8008. ყსV--ყ=0; ყ(0) =1, Vყ”(0) = 1, ყ”(0) =1, ყ”(0) ==1. 

8009. ყV ––-ყ”/=0; ყ(0)=0, Mყ”(0)=1, ყ”(0)=0, ყ”(0)=1, VყI!V (0)=2. 

9. არაერთგვაროვანი განტოლება. ამ განტოლებას აქვს შემდეგი 

სახე: 

ყი + თყი“ +--+ ძიას +ძყ=I!(ი-· 

მისი ზოგადი ამონახსნი მოიძებნება 

ყV=V+V% 

ფორმულით, სადაც ყ არის შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების 

ზოგადი ამონახსნი, ხოლო ყი –– მოცემული განტოლების კერძო ამო– 

ნახსნი. 

ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 

8010. ყ”– ყ=X--1. 3011, ყ”-–-– ყ”=--3X+1. 

8019. ყ”--4ყ”+5ყ--2ყ=2X+3. 8018 ყ!V -- 2ყ” + ყ” = X?. 

8014. ყ” -L ყ” ++ ყ==Xჯ 3015. ყ” –-ვ3ყ” -L 2ყ=(4ჯზ -L 4 –– 
: –-10)6“7%. 

3016. ყ” –-2ყ” -L ყ' = 69, 8017. ყIV --.81ყ = 27 6-3, 

8018, ყIV -L 4ყ= 50 2ჯ. 8019, ყIV -L ყ” = 005 4X. 
ვე9



ვ090. ყ” + ყ”=X+-14+3ჯ". 83091. ყIV---ყ = XC -L ლ05X. 

ვ059, ყ” -L ყ” = IC X-560X. 

ივ, ყ” -L ყ” = #. 
ვ094. ყ” –– ყ/ =3(2--X); ყ(თ =1, V'(0) =1, ყ”(0) =1. 

ვ096. ყ”-L2ყ”-+2'-+V=X; ყ(0)=0, V” (0) =0, #”(0) = 1. 

|ლაგრანყის მეთოდით. 

§ 17. დიფერენციალურ განტოლებათა ინტებრება 

სარისსოვანი მწკრივების საშუალებით 

თუ დიფერენციალური განტოლების ინტეგრება ელემენტარულ 
ფუნქციებში შეუძლებელია ან დიდ გამოთვლებთანაა დაკავშირებული, 

მაშინ მისი ამონახსნი ზოგიერთ შემთხვევაში შეიძლება ვეძებოთ ხა- 

რისხოვანი მწკრივის სახით 

90 

ყ(X) = ჯ. 6. (X–- #)”. 0) 

განუსაზღვრელი !C» (1=0. 1, 2,..) კოეფიციენტების მოსაძებნად სა- 

ჭიროა (1) მწკრივი შევიტანოთ სათანადო დიფერენციალურ განტო- 
ლებაში და მიღებული ტოლობის ორივე ნაწილში ერთმანეთს გავუტო- 

ლოთ (X-Xე) ორწევრის ერთნაირ ხარისხებთან მდგომი კოეფიციენ-. 

ტები. 

ამოხსენით განტოლებები: 

8096. ყ = X+ჰ<Vყ; ყ(0)=1. 

8097. ყ/ = ყ +#?; ყ(0)= –- 2. 

8028. ყ” = X -L ყ?; ყ(0)=1 (პირველი ოთხი წევრი) 

8029, ყ”= 2Xხყ” + 4ყ; ყ(0) =0, ყ” (0) = 1. 

8080. ყ” "4 =0; ყ (0) =1, V' (0) = 0. 

8081, ყ ++ –ყV+ყ=0; ყ(01=1, VM”(0)=0. 

 ციფერენციალური განტოლების ამონახსნი შეიძლება ვეძებოთ 
აგრეთვე ტეილორის ან მაკლორენის მწკრივის საშუალებით: 

V(9= 8 ლ -თა (C–X)" ან ყ(X) = :. 4-5» 
#=0 
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ამოხსენით განტოლებები: 

8082. ყ' = ყმ-- X; ყ(0)= 1. 

8033, ყ/ = XX ყ?-- 1; ყ(0) =1. 

8084. ყ/” = 6V -L Xყ; Vყ(0) =0. 

8036. ყ! =- X –“ ყი; ყ(01=1 (პირველი ორი წევრი) 
8086. ყ” = ყყ'–-Xმ? ყ(0) = 1, ყ” (0) = 0. 

8037. ყ”=06 + X, ყ(0) =1, ყ”(0) =0. 

§ 18. დიფერენციალუ4«, განტოლებათა სისტემები 

ვთქვათ, მოცემულია პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლე– 
ბათა სისტემა: 

  

ძ! 
ML = ჩ (CX, მ). ყა, Vი), 

“ი X 

მყ ––“-= V/0(X, , 1...) , 

ძX I ( #1, ყი ყი) 
ია 

თ MM = I» (X, ყი ყMთ··, ყ,), 

ძX 

სადაც X არგუმენტია, ყI ყი,..., ყე –– უცნობი ფუნქციები, /,, >, ა კ 

X, VI V-ს ყი-ის მოცემული უწყვეტი ფუნქციები რაიმე არეში, /!-ს 
ეწოდება მოცემული სისტემის რიგი. 

(1) სისტემას, რომლის განტოლებათა მარცხენა ნაწილებში მხო–- 

ლოდ პირველი რიგის წარმოებულებია, ხოლო მარჯვენა ნაჯილები 

წარმოებულებს არ შეიცავენ, ეწოდება ნორმალური სისტემა. 

(1) სისტემა შეიძლება ჩავფწეროთ სიმეტრიული ფორმით: 

” აი... 1 

ზოგიერთი ნორმალური სისტემის ინტეგრება ადვილად ხერხდება 

მოცემული M განტოლებისაგას შემდგარი სისტემის ერთი #-ური რი- 

გის დიფერენციალურ განტოლებამდე დაყვანით. ამისათვის საჭიროა 

სისტემის ერთი განტოლება მიმდევრობით გავაწარმოოთ და გამოვრი– 

ცხოთ ყველა უცნობი ფუნქცია, გარდა ერთისა. მიღებული განტოლე– 

ბის ინტეგრებით ღებულობენ მოცემული სისტემის ზოგად ამონახსნს. 
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ამოხსენით შემდეგი სისტემები: 

            

ძყ ძ 
–=-- =7, _6V. თ» 

ვცვვ. | -X ვივყ, | -X 2922 
ძ2 “I ძ 
– =-–-ყ, _– თ /, =– 

ძX ძმ ქ 0ყ=ძ. 

ძყ ძ ძმ, /, მყ კ ,/ე. == 
8040, | “> ე041, | X 979--2=-7 

ძ? I ძ 
–- =-ყ–ვ32 – = მ: ქ- + 2#/+ 52= 0. 

ძა 4+%-; ყ+-- %კ,V= 
8042. ი 2 3043 ი +V=CაV 
აეე ი 'I ძი, იყ 
მ! ყ –+1. იჯ 3Xჯ = 9107. 

ყ=1-– – , 
8044. ; | ყ(0)= ––1, 2060) =1. 

2” = ; 
ყ-X# 

2 

ვიკ. | # = #-, · 2 ყ(00-=1, 2(01=1. 

2 =V; 

ვ04ც. |/ ““2=9, , ით ყ(01=1, ყV(0)=1, 2(0.=1, 2”(0) =0. 

%-, 
თ «. 9-+2/+4 =C. 

3047. .> 8048, LI =- 2, 

72 – ყ––323=-–ჯ. # 

რ _. 
ძ! : 

LL 2 + 2 

V/ წ“ 
X =Xჯ--2ყ-7 X=X-–- ძყ , ყ, 

8049. –-–-–– = 8 4 0 ლ” 2+X 3050. ყხლ=ყ-X+7, 3061, ყ'=Xჯ-L2, 

ძ 2'=X# –- 7. 2'==ჯ-L2 –– 4”. 

–-- =Xჯ-+ 7 V 
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სოგ შემთხვევაში საჭიროა მოცემული სისტემა ჩავწეროთ სიმეტ- 

რიული ფორმით და ინტეგრება შევასრულოთ ელემენტარული გარ- 

დაქმნების საშუალებით. 

"ამოხსენით სისტემები: 

  

  

ვილი 9X _ მყ _ ძმ. ვივვ, 9X _ ძ/ _ _2ძ2 
X ყV 2 X ყ Xყ 

ვი:4. )) + .– რიV _ ძი. უ 2 ძმ, _ ძე. 
V" VVყ _1. ყ 0 2 

2 

ვი: -ძX. _ მყ _ ძ2 30506 ძი _ ძყ _ ძ”_ 

2ყ I–72 ხყ–X ყ2 2+»” X#+ყ 

ვი 9 _ მყ _ თ. 
(2–– ყე? 2 ყ 

დაიყვანეთ ნორმალურ სისტემამღე მაღალი რიგის დიფერენცია- 
ლური განტოლებები: 

= 0. ვი§9, ყ/=-- 9... 
ჯ 

         

8060. ყ” = ყ. 3061. ყ!V =- –– ჯ?ყ. 

ამოხსენით მუდმივკოე ფიციენტებიანი სისტემები: 

  

ძ ძ” 
“++ = 2ყ -L :, > =3ყ 2, 

ვ069, ქ ვ063. / 
2 

ქ; თ“ წყ-32. (ქ; “ი 10ყ –- 47. 

თ! 

ძი – ყM-2% 
30094. "V (C) =–- 1, 2 (9) = 2. 

-4% _ ვ/ L 42 

ძ <> =2ყ + 2, 
3065. ძ ყ(00=1, 2(0) = 

უძ იყ+ 32, 

+ 5X-–-– ვყ+20, 490 - ყ 2+2-, 
3066. , 8067. M 

0ყ __ - 02 -ჯ 7 =X+ყ+56 წ 3ყ –- 42 + 6“”. 
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, თით, ძX 

=-–-X+ყ +272, –- =2L-ყ--2, ძ#' ყ 7 ყ 

ძყ ძყ 
8068. / –––-=ჯL-– 2, 80069, ( –––– = 12ჯ-–-– 4ყ-–– 122, 

ძ #+ ი # 
ძ?2 ძ2 , 

#7 ყ 7 +ყ +, 

ძX ძX 
–“- =3X+12ყ–--42, – =6ჯX+3 32, ” + 12ყ ქ “+ 3ყ + 

8070. 9 =-XჯX-–-3ყ-+2, 8071. ___. 
იძ! ძ 

ძ2 ძ2 
–“- =- X--12 672. _–„ =-– XL“ ყ-“- 22. # ყ + 7 ყ 

§ 19. ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლების რიცხვითი 

ინტებრება 

1. პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების ამოხსნა 

ეილერის მეთოდით 

ძ · 
ვთქვათ, საძიებელია - =1(X, ყ) დიფერენციალურ განტოლე– 

ბის ამონახსნი ყ (X), რომელიც აკმაუოფილებს შემდეგ საწყის პირო– 

ბას: როცა X+=Xი, ყ (Xი)=ყი. ვიგულისხმოთ, რომ /(X,ყ) ფუნქცია 

უწყვეტია /? (|X-–X0I <C, |ყ-––-Vი | <ხ1) მართკუთხედში და ყ ცვლადის 
მიმართ აკმაყოფილებს ლიფშიცის პირობას 

ყს -. IC )-–წთოყ)) CMI#4–-V#L (C) 
2 საჭიროა” IX, XI სეგმენტზე ”შევადგი– 

ნოთ Vყ(»ა) ფუნქცის მნიშვნელობათა 

  
  

    
  

ი ცხრილი. 

| 5 Mს5M > დავყოთ IXა, XI სეგმენტი # თანატოლ 
0 ძძვ ნაწილად წერტილებით 

ნახ. 22 Xე<- X) <. X << Xგ = X; 
X- – X=ჩსL (=0, 1,...,/--1). 

შევცვალოთ I|Xი, XII სეგმენტზე ინტეგრალური წირის 48 რკალი # 

წერტილზე გავლებული მხების #4, მონაკვეთით (ნახ. 22). მხების 

ყM– ყი ==(X–- XI) I (%, Mი) 
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განტოლებაში X-ის ნაცვლად თუ ჩავსვამთ V,=X-+#I, მივიღებთ V (X. 
ფუნქციის მიახლოებით მნიშვნელობას 

VI = ყი + ს (X%ი, ყი). 

IX), XI სეგმენტხე ინტეგრალური წირი შევცვალოთ წრფით, რომე– 

ლიც გადის «4, (XI, ყI) წერტილზე და რომლის კუთხური კოეფიციენ- 

ტია I (X), VI). ამ წრფის განტოლებაა 

ყ–ყ.=(L-X)/ (%, ყ)). 

თუ ამ განტოლებაში X-ის ნაცვლად ჩავწერთ X=X) +/I, მივიღებთ 

ყ (X) ფუნქციის მიახლოებით მნიშვნელობას 

ყა = Vყ, + II (XI, VყI)- 

საერთოდ V (ს) ფუნქციის მიახლოებითი მნიშვნელობა X,+, წერ- 

ტილზე იქნება 

ყ,+) = ყ, + M XV ყ) (:=0,1, 2,...,/I–- 1). 

ფუნქციის მნიშვნელობათა ცხრილის აგების ამ მეთოდს ეილერის მე– 

თოდი ეწოდება. 

თუ / (X, ყ) ფუნქცია აკმაყოფილებს (1) უტოლობას და ამავე დროს 

აუ. 
ძX მX მყ მX 

< V 

  

  

აღებულ მართკუთხედში, მაშინ მეთოდის ცდომილება შეიძლება შე– 

ფასებულ იქნეს უტოლობით 

|აეაეგსაი <49( 0 + MMბ–1); თ 

სადაც ყ(X,) აღნიშნავს საძიებელი ამონახსნის ზუსტ მნიშვნელობას 

X. = XX + ”. წერტილზე, ხოლო V, მიახლოებითი მნიშვნელობაა ამავე 

წერტილზე 
ეილერის მეთოდი, გამოთვლების ჩატარების თვალსაზრისით მარ–- 

ტივია, მაგრამ როგორც (2) უტოლობიდან ჩანს მისი ნაშთითი წევრი 

ჩ-ის მიმართ პირველი რიგისაა, ამის გამო კარგი სიზუსტის მისაღწე– 
ვად საჭიროა მცირე M-ის შერჩევა, რაც თავის მხრივ იწვევს გამოთვ– 
ლებისათვის საჭირო დროის გაზრდას. 
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9. ეილერ-კოშის გაუმჯობესებული მეთოდი 

ცდომილების დაგროვების შემცირების მიზნით იყენებენ V,),ყი,·.- ,V 

მნიშვნელობათა გადათვლის” შემდეგ წესს. X,, წერტილზე, ეილერის 

მეთოდით პოულობენ ყ,; მნიშვნელობას. ამავე წერტილზე Vყ (X) ფუნქ- 

ციის უკეთეს მიახლოებით მნიშვნელობად ღებულობენ გამოსახულებას 

ყ) = ყე + (CM, ყი) + , (Xი M)) ჩ. 

2 

ყი) მნიშვნელობა შეიძლება კიდევ უფრო დავაზუსტოთ შემდეგი 

გამოსახულებით: 

ყIმ = ყე + I (%, VI) + 'Iთ.V), 

და საერთოდ 

ყი = ყი + /(%, Vი) +/წ(X,ყI“)) I. 

2 

ანალოგიურად მიიღება X;, Xე,.., X. წერტილებზე ყ-+X») ფუნქციის 
დაზუსტებული მნიშვნელობები. 

ყ,;-ის ყოველი დაზუსტებული მნიშვნელობების მისაღებად გა- 

დათვლის ეს პროცესი მაშინ უნდა შევწყვიტოთ, როცა ორ მომდევნო 

მიახლოებაში მძიმის შემდეგ ერთმანეთს დაემთხვევა ათწილად ნიშან– 

თა საჭირო რაოდენობა. 

თუ Vყ,ს მქნიშვნელობაში სამი-ოთხი გადათვლის შემდეგ ერთმა- 

ნეთს არ დაემთხვა ათწილადი ნიშანთა საჭირო რაოდენობა, უნდა შე- 

ყ ვამციროთ ცხრილის # I ბიჯი. 

რი ი.ვ % ამგვარად მიიღება მოცემულ დიფერენცი- 
“ა ალური განტოლების იმ ამონახსნის მნიშვნე– 

ლობათა ცხრილი, რომელიც მოცემულ სა- 

წყის პირობას აკმაყოფილებს. 

ამ მეთოდს ეილერ-კოშის გაუმჯობესებული 

მეთოდი ეწოდება. IX, X) სეგმენტის დაყოფის 
Xი; XI, -.-: Xგ== X წერტილებზე ავაგოთ ყი, #)..-Mი 

ორდინატები და მიღებული V7VI- (Vი, V%), MM (X, ყI),..., MM 0 (Xი, ყი) წერტი- 

ლები შევაერთოთ ტეხილი (ნახ. 23). ამ ტეხილს ეილერის ტეხილი ეწოდება. 

  

ნახ. 23 
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იგი მიახლოებით იძლევა დიფერენციალური განტოლების იმ ინტეგ– 

რალურ წირს, რომელიც მოცემულ წერტილზე გადის. 

თუ 

  

  

  

  

მ მ ძ? 

IC I< M. 3 <M. + <#M, | <M. 
0X მყ მXM? 

მაშინ მეთოდის ცდომილების შეფასებისათვის 

გვაქვს შემდეგი უტოლობა: 

1 წ) 
I? M 1 + «ო. MI 

Iყი––V (M) I <–>-| –4 + 3(M+MM5 | _– ი... 
12L L 1“ 

2 

სადაც L ლიფშიცის მუდმივაა. 

როგორც ვხედავთ, ამ მეთოდის ნამთითი წევრი მეორე რიგისაა. 

ჩ-ის მიმართ. 

ვ. რუნგე-კუტას მეთოდი 

პირველ პარაგრაფში დასმული კომის ამოცანის ამონახსნის რი–- 

ცხვითი მნიშვნელობები წერტილებში X,=Xე + LI, 1=1, 2,...,IL შეიძ-. 

ლება გამოთვლილ იქნეს, რუნგე-კუტა “შემდეგი ფორმულის მი- 

ხედვით; 

ყ,+) = ყ,+ #ტყი 

1 
სადაც რ ყ, = 2 I%+ 270 + 27 + X)I. ამ ფორმულის ნაშთითი წევ-- 

რი მეოთხე რიგისაა ჩ-ის მიმართ. 

აქ 

X=VMIVXVIყ), 

M=MI( X + M/2, ყ,+ 4), 

X 
Xვ = M(M+ ჩ/2, ყ; + 5“) , 

წთ = MC, + ჩ, ყ + XL), ( =0,1, 2, .) 

ხოლო 

ხჩ-= -X--% 
/” 
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რუნგე-კუტას მეთოდის ცდომილების შეფასება დიდ სიძნელეებ- 

თან არის დაკავშირებული, ამიტომ პრაქტიკული გამოთვლების დროს 

ყოველ X,; წერტილზე ყ, მნიშვნელობას ითვლიან / და //2 ბიჯით. 

თუ მიღებული მნიშვნელობები თანხვდებიან ერთმანეთს ციფრთა სა- 
სურველი რაოდენობით, მაში5 MI/2 ბიჯი სწორადაა მერჩეული.აღე- 

ბული ეტაპზე. 

ასევე შეირჩევა ბიჯი, დიფერენციალური განტოლების სხვა მეთო– 

დით ამოხსჩის დროსაც. 

4. ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლებათა 

სისტემის ამოხსნა რუნგე-კუტას მეთოდით 

სიმარტივისათვის განვიხილოთ სამი განტოლებისაგან შემდგარი 

ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლებათა სისტემა 

ყ; = ,) (X, VI, VMი, ყე); 

ყი = IX (X, V), ყი. VM3); (4 

ყვ == წვ (X, VI. ყი, ყე), 

საწყისი პირობებით V) (X) => MI,ი, Mი (Xა) == Mი,ი, I/3 (Xა) == წ/ვაი- 
აღვნიშნოთ V7, (X,) = Vყ,,L, X, = Xე -L ჩჩM, # = 1, 2,...; #§ = 1, 2, 3. 

საძიებელი ამონახსნი შეიძლება წარმოდგენილ იქნეს რუნგე-კუტას 

"შემდეგი ფორმულებით: 

ყა =Vყ)ს-1 + ტყ, .-); 

ყი, = ყე, L-1 + ტრყი, »-); 

ყე; = ყე, ს-I + რყე, »–I, 
„სადაც 

1 
რ 9, L-1 = ყო (ს +2Lს+ 2% + IL); 

1 
რ ყი, L-1 =-- (00 +2 + 2Mვ + L.); 

1 
რ ყე, L-1 = -C (9, + 2ძი + 2ძე + 9); 

„აქ 

ს = ს (X-I MI) #-1); 

ე = MI) (XL-1 + #M/2, VI L-) “+ ჩ/2); 
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(ე = LI (Xს- + II/2, 9. გ-) + (/2); 

I, = ჩIე(X-1+ჩ, VI, L-I + (ე); 

–, = MI (XL-I, V9 ჩ-)): 

ჩე = ჩI-(X,--) -L M/2, ყუა, L-) + #)/2); 

ჩე = MI-(X,-) + ჩ/2, V2, ჯL- 1 + #ა/2); 

ს, = ჩა (X.--) + M, ყი, L-) + 7); 

ძე == ML ვ (Xგ- I, წვ, L-1); 

ძი == MIვ (X.-) +L ჩ/2, ყე, L-1 + ძ)/2); 

ძვ = M/ვ (X,-) + II/2, ყვ, -1 -L ძა/2); 

მა=Mე(–%-1+'” ყვ, –) +L მე). 

ანალოგიური ფორმულები არსებობს M#-ური რიგის ჩვეულებრივი 

დიფერენციელური განტოლებათა სისტემის ამოხსნისათვის რუნგე- 

კუტას მეთოდით. 

რუნგე-კუტას მეთოდით აგრეთვე შეიძლება ამოვხსნათ კოშის ამო– 

ცანა #-ური რიგის დიფერენციალური განტოლებისათვის მისი სისტე- 

მაზე დაყვანით, თუ იგი ამოხსნადია უმაღლესი რიგის წარმოებულის 

მიმართ. 

ვთქვათ, გვაქვს კოშის ამოცანა 

ყ!) = ”(X, ყ, ყ”, ყ”,..., 0-1) ), ყ(") (ჯXეე)ლ–V§-), (#=0, 1,..., 7-1), 

შემოვიღოთ ახალი ფუნქციები 

ყჩ=ყ. ყწ=ყა..., ყ) = ყე, მაშინ 
ჩვენი ამოცანა დაიყვანება 

ძყ. 
ძX 

ძყა- 
“ყი, (XV, 9, 1, ყი, ---, M»–1), 

ძX 

სისტემის ამოხსნახე, შემდეგი საწყისი პირობებით 

VI (XI) = ყი, ყი (%) = ყი, .. ყი-1 (XI) = ყI-1). 
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3079. შეადგინეთ რუნგე-კუტას მეთოდით დიფერენციალური გან- 
ტოლების ამოხსნის ქვეპროგრამა. ფორმალური პარამეტრებია: (X0, 
X0, L, M, 7 M, L#6§), სადაც #§#M95 -- მოცემული სიზუსტეა, M –– 

ინტეგრების ბიჯი, X0, #0 –– საწყისი მნიშვნელობები, # –- ქვეპროგ– 
რამა –– ფუნქციის სახელი, რომელიც გამოითვლის / (X, ყ) ფუნქციის 

მნიშვნელობას, MV-––/ (X) ფუნქციის მნიშვნელობათა რაოდენობა, V კი 

M –– განხომილებიანი მასივი. 

3073. შეადგინეთ ეილერის მეთოდით დიფერენციალური განტო– 

ლების ამოხსნის ქვეპროგრამა ფორმალური პარამეტრებით (X0, 70, 

L, II, M, 7), რომლებსაც იგივე მნიშვნელობები აქვთ, რაც წინა ამო–- 

ცანაში. 

3074. შეასრულეთ წინა დავალება, ეილერის მეთოდი შეცვალეთ 

ეილერ-კოშის გაუმჯობესებული მეთოდით. 

8075. შეადგინეთ მილნის მეთოდით დიფერენციალური განტოლე– 
ბის ამოხსნის ქვეპროგრამა ფორმალური პარამეტრებით (#, X0, IV, 
M, V, 665), სადაც 65 არის აბსსოლუტური ზღვრული ცდომილება, 

#” საძებნი ფუნქციის მნიშვნელობათა რაოდენობა საწყისი მნიშვნე–- 

ლობის ჩათვლით. საძებნი ფუნქციის პირველი ოთხი მნიშვნელობა 

წინასწარ უნდა იქნეს გამოთვლილი ქვეპროგრამის მიმართვამდე. და- 

ნარჩენი პარამეტრებს იგივე მნიშვნელობა აქვთ რაც წინა ამოცანებში. 

შეადგინეთ პროგრამა, რომელიც ამოხსნის 3076--3097 მოყვანილ 

პირველი რიგის ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლებისათვის 

კოშის სათანადო ამოცანას რუნგე-კუტას, ან ეილერის, ან ეილერის 

გაუმჯობესებული, ან მილნის მეთოდით. 

, Xყ 8076. =- თ– 0)=1, |0; 1, 5), 8§= 10“8. ყ 3+ Cწჯ ყ() I I 

8077. # =V XL 4 # / (4,563 + I ->), ჟ 0)=4, (I 2), 6=10-1. 
ყ 

8078. V” = 0, (3) 6” +V / (2510? X-L ყ? 4), ყ (–– 1) =––4,652, 
(1; –-0,9,), 8= 10-5. 

,__ 0, (3) დ +ყ 1) = 0,5 1: 2I, 8= 10“4 8079, “ 29ი:X-+-ყ.X7 ყ(1) 5, L1; L 1 

ვი80. ც= 08670 #_ Vყ(1)=0,5, (1; 2,66|1| §8= 10“5. 
4 + ყ1ი?ჯ ” 

ვ081, ც/= _ 9X# =––=–=, 2) = 3,058, 2; 3L 8 = 10-5. =7>-+7 ყ( L2; 31 
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230832. ,,_ VV ყ”= ყ (1,23)=2,34, |1,23; 2,56), 8 = 10-5, "ყმ+Iი?Xჯ ' 
,, (L+2ყ1 3083, ყ/= > , ყ(2,125) = 1,152, (2,125; 3,117), 8 = 10-5, ყ 1 ყი V( ) (2,125; 3,171), 6=10 

8084, ყ'= 27 VI 510 (X” + ყ), ყ(0) = 3, |0;1), 6 = 10-7, 

3085. ყ'= 6 9#VX 510 (X7 + ყ), ყ(0 = 3, (10; 1) 6= 10-5, 

83086. 

83087. 

8088. 

8089, 

8090. ყ/== 

8091. 

8092. 

8098. 

8094. 

8095. 

8096. 

8097. 

ყ” = 5109 (X ++ 005? V)9, „(--) = 2, (> : > 6 = 10-5, 
ვ 2 

,_ +L+XL+Xყ+ყ+X 
005 X -L X9 -L ყ? 

  , Vყ(0) = V3, (0;0,166), 6 = 10–5, 

,_ V1+VX+2VV =2, 2 == V “იანის ყ(VX) IVX; V2X) , 6=10-5. 

ვჯ? -L 0,4 XV + ყ? = 1,12)= 4,56, (1,12; 2,151, ყ (52 იე» ), ყ (1,12) I 15| 

8 == 10-5, 

,  Iი2X + VV?+1 
Xმ(ყ% + 1) 

, _ 5ეიყ+2005Xჯ 

#- V90,4 -L 0C05“V 510? X , 

5 ჯ 

ყ'= 2 1#9_ ყ(1) = 0,5, I1,3), 8 = 10-წ, 
V00§? 2 + ყ? ” 

, (1.2 X დ) =V3, (0; 2 10–9 #=(--) 005 1 + #6! ყ(0ე)=V3, |(0;2, 8= · 

ჯუ? 2 

ყ'= 595:X+19ი(01 +949), ყ(11=1, (1; 3), 6 = 10-59. 
1 –> 6“ 

,_ (37 –– 40 + 1” ყლ= LX - “4+,  „()=0,5, (0; 0,331), 8=- 10–5, 
წ XC ყ? ++ 367005 ყ #() ' ს 5 

, ყ(2:=–-3, (2; 4), 8=10-5. 

ყ(0 =1, (0,2), 86= 10-5, 

  

, _(M+V2V) 1) =0,3157, (1; 2|, 8=10-5 ყ = ტ + XVყმ2 1 Vყ( ) , , (| ,' I ნ · 

= 8იყ – ი(---- ყ?-L1 +V2 I ყ (2)=0,2, (2; 3), 8=10“ 3. 

21, უმაღლესი მათემატიკის ამოცანათა კრებული ვ?



ვი98. შეადგინეთ ორ უცხობიანი ორი დიფერენციალური განტო– 
ლებათა სისტემის 

ყ =2 IV, ყ, 2) 

'ლდ(ი(ყ, 2 V(%) = ყი, 2 (Xი) = უი, 

ამოხსნის ქვეპროგრამა ფორტრანზე რუნგე-კუტას მეთოდით. ფორმა- 

ლური პარამეტრებია (#1, #2, XC, XC, 2C, M, წ, 7, 2, 505), 

#1, #2 არის ქვეპროგრამა _– ფუნქცია, რომელიც გამოითვლის 

1(M% ყ, 2) და დ(X,ყ,2) ფუნქციებს, XC, ) CC, 2C საწყისი მნიშე- 

ნელობებია, /I ინტეგრების ბიჯი, V საჭებნი ყ (,), 2(I)) ფუნქციების 

რაოდენობა, XV, 2, M –– განზომილებიანი მასივი, რომელშიც მიიღება 
ყ(ე ღა 2()) ფუნქციების მნიშვნელობები, ნჩა აბსოლუტური 

ზღვრული ცდომილება. 
3099, შეადგინეთ სამ უცნობიანი დ სამი დიფერენციალური გან- 

ტოლებათა სისტემის ამოხსნის ქვეპროგრამა ფორტრანზე რუნგე-კუ- 

ტას მეთოდით. 

3098, 3099 მიღებული ქვეპროგრამების გამოყენებით ამოხსენით 
შემდეგი დიფერენციალური განტოლებათა სისტემები: 

  

  

ყ =-- +1, #(1) =9; 
8100. (1,2. 6= 10-4,. 

2 = 32 _ X 2(11 =.1 

'“ X(V–-1) 2. საე 

ყ' == 511 (X+ 22) +3, ყ(0) =0; 
8101, | , 2 (0; 11), 6=> 10-5, 

2 = X „, 2(00:=>1. XL 2ყ + X-+ყ. 2 (0) 

– ი '2. 

„ე-ღC-____._ . (0; 0,5); 8= 10-4. 
2 = 3ყ? -L 7. 2 (0) = 2. 

ქვემოთ მოყვანილი მაღალი რიგის ჩვეულებრივი დიფერენციალუ- 

რი განტოლებები დაიყვანეთ პირველი რიგის დიფერენციალურ გან– 

ტოლებათა სისტემამდე და ამოხსენით რუნგე-კუტას მეთოდით. 

8108, 2Vყ” ––-Xყ” -L (IL -––- 6) (V”–-–ყ)=0; V#(00) == 0; Vყ” (0) =1; 
M (00) ==0; |0;1); 8= 10-39. 

8104. (1 –– X2) (1–-–#7-– 6X) ყ/ +(7X-––- 4) ყ” + Xყ--64ყ =0; 
V(0) ==1; ყ”(0)=6; ყ” (0) = –– 16; ყ” (0) =0; 
I0; 0,5); .8 = 10-4. 
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8105. (9-– X)“ყ” + 4X(9-–– X2) ყ”-+(C2 (9 –– X2)-+(9 –– #5)მ –– 8X-)ყ = 0, 

ყ(0)= 0; ყ'(0) == 9; (|0; 1), 6 = 10-4, 

8100. ყ” (1 + X") + V” + 1=0; ყ(0) =0; #'(0) = 1; (0; 11; 6 = 10-89, 
, 

ვ107, Xყ=VIი 3-; ყ(I)=0; V”(1) = 1; I1:2); 6= 10-9, 

3108, 4ყ” + ყ” = 4XV”; ყ(0) =0; V” (0) = –– 1; (0; 11, 6 = 10-14, 

8109. 2ყ'” = (ყ–-1) ყ”; ყ(0)=2; (0) = 1; (0; 0,75); 6 == 10-14, 

8110. ყ + 2ყ0=0; Vყ(1)= V (1) = 1; (1; 21; 8 = 10-5. 

8111, ყ” = 2510 X-L 4XC05X-–-–ყ; ყ(0) = ყ”(0) = 0; (I0; 2); 8= 10-89, 

  

” 20ყ 
8112. ყ”/= _” . 0) = 0; V' (0) = 5; (0; 2); 8 = 10-4. ყ (X + 1)? ყ(9) V/ ლ) (0; 2); 8 = 10 

8113, ყ”=ყ + –-- #V+-“- ყ(0)=0; Vყ”00)=1; |0; 2), 6=10-5, 
005” X 0C05“X 

ვ 114. ყ”=-#-=- 2 _ = ; ყ(0) = ყ'(0) =1; (0; 2); 8 = 10–4, სვე: #M0=VC=1; (0;2); § = 10 

  8118, ყ”= ყ + 5 ლ + 2»XC-; V(0)=0; V (0)=1; (0; 2); 8=10-7. 

XIII თავი 

სკალარული არგუმენტის ვექტორული ფუნჰცია 

§ 1. ვექსორული ფუნქპციის წარმოებული 

ვექტორული 7=- (ი ფუნქცი განსაზღვრულია, თუ ცნობილია 

მისი ”, (0, ”, (0, (, (0. გეგმილები კოორდინატთა ღერძებზე; 

=”01+ი50/+68წC60%. 
სადაც ი ჩ ს კოორდინატთა ღერძების მგეზავებია. 

ვექტორული ფუნქციის წარმოებული ჯ( სკალარული არგუმენტით 
ასე გამოითვლება: 

ძი _ ს. ”70+ი0–-ი0 ძ,0:2,ძიტ+-, ძ,ი0 > 
_-- = III = L “ 2 L. 

«იძ ახი «4 
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ვექტორული ფუნქციის წარმოებულის მოდული 

ძ, _ 3. (/9ი% +I ძმ 
«I V (+) +" 4) +(%) 

ჯ=7 (ი ცვლადი VX2) ბოლო წერტილი '. აღწერს 

წირს, რომელსაც ; ვექტორის ჰოდოგრაფი ეწოდება. 

თუ ( აღნიშნავს დროს, მაშინ 4 =9 არის # ვექტორის ბოლო 

  

    

წერტილის სიჩქარე, ხოლო 4C = 99 =თ –- ბოლო წერტილის” აჩ- 
ქარება. 

სკალარული არგუმენტის ვექტორული ფუნქციის გაწარმოების ძი– 

რითადი წესებია: 

+ ძი  ძხ ძი 
1) 94(2+ნ- 6) = “7” + –ჯ“ “თ 

ძ, + ძი 
2) “+ (710) = "ს სადაც 7. მუდმივი სკალარია; 

– 

ვ) 5 (დ(06) =-47 2+ დ <C-, სადაც დ (0 არის #-ს სკალარუ- 
ლი შემუ, 
ძი. - 4, 

4) “/ 19. ხუ1= ძ0 >. 0 ““ : 

ძ + + ძი. ,> + , ძნ 
5) უჰ Iნ0Xხ)=- Xნხ+0X-ჯ:; 

ძი ძდ + ძი ძ – 
–-– 

6) -ქ19ICCთ =- თ რ. ' 7) 0 --=9, თუ | თ |=C005L. 

8110. იპოვეთ წარმოებულები შემდეგი ვექტორებისა: 

1) ”=C1დI 1 4+ 2:0(C1:7;) 2) 7=6-!./ L 2// + 1იI-ჩ; 

„აქაქI'-_.. ) ; 1+ #2 

8117. მოძრავი წერტილის რადიუს-ვექტორი ნებისმიერ ჯ მომენტ– 

ში განისაზღვრება „=4(1--:3/ განტოლებით. იპოვეთ მოძრაობის 

ტრაექტორია, სიჩქარე და აჩქარება. 
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3118. მოძრავი წერტილის რადიუს-ვექტორი დროის ნებისმიერ ჯ 

მომენტში განისაზღვრება „=L-4/2/+3/# განტოლებით. იპოვეთ მოძ- 
რაობის ტრაექტორია, სიჩქარე და აჩქარება. 

3119. მოძრაობის განტოლებაა ალო ((“–51ი 1) (+ძ (1––-005 ჩ/. 

განსაზღვრეთ სიჩქარისა და აჩქარების ვექტორები, როცა §= = 1=>1%. 

3190. წერტილის მოძრაობის განტოლებაა #=3/1+(4!--/%) 7”. გან– 

საზღვრეთ მოძრაობის ტრაექტორია და სიჩქარე. ააგეთ ტრაექტორია 

და სიჩქარის ვექტორები, როცა 1=0; 1; 2; 3. 

3191. წერტილის მოძრაობის განტოლებაა #=3 005 7:7+4 510 /-/. 
განსაზღვრეთ მოძრაობის ტრაექტორია, სიჩქარე და აჩქარება. ააგეთ 

ტრაექტორია და სიჩქარისა და აჩქარების ვექტორები, როცა 1(=0; 

წ 1; 
, 

4 2 

8199. განსაზღვრეთ, რომელი წირებია შემდეგი ვექტორული ფუნქ- 

ციების ჰოდოგრაფები; 1) M =0! + დ: 2) ჩ = ძლი! + ხ5Iი1; 3) 7= 
– – 

= I + ხI, სადაც ძ, ჩ, C მუდმივი ეექტორებია, Iმასთან ძ L ხნ. 
– 

8123. მოცემულია » = ილ0§Cთ/ + ხვით/, სადაც. თ, 9 და ხ ზუდ- 
მივებია, აჩვენეთ, _ რომ: 

1) #7X 92L-იCXV); 2) თ. -L თ?” = 0.   

8194. აჩვენეთ, რომ თუ # = იიი! L ხტის! სადაც ი და ხ მუდმივი 
ვექტორებია, მაშინ 

     

  

კი + 
ქ/ „ =0. 

8125. დაამტკიცეთ, რომ თუ 6 არის ნ ვექტორის მგეზავი, მაშინ 

8 45. 
2X ძი = 2 

§ 9. სივრცის წირის ელემენტები 

სივრცის წირის განტოლებები პარამეტრული სახით ასეთია: 

X=I(0, X=დ(). 2=%V(0, 
სადაც #(), თდ() ღა V%() წარმოადგენს ჯ პარამეტრის მოცემულ 
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ფუნქციებს. სივრცის წირის განტოლებები ვექტორულად ასე ჩაი- 
წერება: 

„=,06:+თით07+%C#. 
სივრცის წირის რკალის დიფერენციალი გამოითვლება 

ძ5 = V ძX -L ძყ? -L ძ2? 
ფორმულით. 

1. სივრცის წირის მხები წრფე და ნორმალური სიბრტყე. სივრცის 

წირის მ ხები წრ ფე M(X ყ, 2) წერტილში ეწოდება წირის 

MM) მკვეთის ზღვრულ მდებარეობას, როდესაც M, წერტილი მიის- 

წრაფვის M წერტილისაკენ მოცემული წირის გასწვრივ. სივრცის წი– 

რის M წერტილში მხები წრფის მართობულად გავლებულ სიბრტყეს 

ეწოდება ნორმალური სიბრტყე. 

თუ სივრცის წირის განტოლებები მოცემულია პარამეტრული სა- 

ხით, მაშინ წირის # (X, ყ, 2) წერტილხე გავლებული მხები წრფისა 

და ნორმალური სიბრტყის განტოლებებია: 

X-X M–ყ 2-2? 
, = , = , , ჯ (X-––- X + V (VI-–– ყ)+2” (2 –– 21:=0, 

ჯ ყ 2 

სადაც X, #, და 72 მხების წრფის ან ნორმალური სიბრტყის მიმდინარე 

კოორდინატებია. 

მხები წრფის მიმართულების კოსინუსები გამოითვლება შემდეგი 
ფორმულებით: 

  

, /, ჯ ყ 
ლ05თ>=---=-=---- -–-– 005ჩ=---–----–---, 

„2 2 /2 /? VX” +V” +2” VX +ყ +2 
, 

2 
C05V => -–-–>–===–===-> · 

VX"” + ყ LC 2 

იპოვეთ რკალის დიფერენციალი შემდეგი წირებისა: 

3156, X=1––510)1, #ყ= 1–-C005,, 2= 4ძი-- · 

8227. X=005,), ყ=35I1)!I, 2 == 191008”. 

8198, X=C60, Vყ=6-, 2=!(V2. 

8199, X=C0005,1, Vყ = 605111, 2 ==C6/. 

შეადგინეთ შემდეგი წირების მხები წრფისა და ნორმალური სიბრ– 

ტყის განტოლებები ნაჩვენებ წერტილებში და იპოვეთ მხების მიმარ– 

თულების კოსინუსები: 
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8130, ყ=-1, X=11?, 2= 19, როცა 1=1. 

8131, X=I2005 7, ყ=)15I0ი 710051, 2=)/9 511, როცა 1 = 25. 
4 

3139. იპოვეთ X#=I12 005 I, ყ=I? 5)0 I, 2=#! ხრახნწირის მხები 

წრფისა და ნორმალური სიბრტყის განტოლებები, როცა (=> · 
2 

3133. იპოვეთ X=2!, ყ=19L I, 2=1? წირის მხები წრფისა და ნორ– 
მალური სიბრტყის განტოლებები, როცა 1=1. 

8134. იპოვეთ X#?+ყ?=10, ყ?+22=25 წირის მხები წრფისა და 

ნორმალური სიბრტყის განტოლებები M (1; 3; 4) წერტილებში. 

8135. იგივე 2=X?+Vყ?, X=ყ წირისათვის # (1; 1; 2) წერტილში. 

2, სივრცის წირის მიმხები სიბრტყე, ბინორმალი, მთავარი ნორმა- 

ლი, გამწრფევი სიბრტყე. ბუნებრივი სამწახნაგა. 

ავიღოთ სივრცის წირის განტოლება ვექტორული სახით 

„7 =70=I!I0:+ი9ი0/+%VC0ხ. 
1) წირის M#M (X, ყ, 2) წერტილზე და წირზე მდებარე მის ორ მახ– 

ლობელ წერტილზე გამავალი სიბრტყის ზღვრულ მდებარეობას, როცა 

მახლობელი წერტილები M# წერტილისაკენ მიისწრაფვის, ეწოდება წი– 

რის მიმხები სიბრტყე #M წერტილში. მიმხები სიბრტყე შეიცავს 

= 2 
1 = 4” და 9. ვექტორებს. 

2) წირის M წერტილხე გამავალი მიმხები სიბრტყის მართობ 

წრფეს ეწოდება წირის ბინო რმალი M წერტილმი. ბინორმალის 

+ ძი, ძლ. 
ვექტორია 8 = -=- X –ცჯ- · 

3) წირის M წერტილზე გამავალი მხები წრფის მართობულ წრფეს, 

რომელიც მოთავსებულია მიმხებ სიბრტყეში, ეწოდება წირის მთა- 

ვარი ნორმალი M წერტილში. მთავარი ნორმალის ქექტორია 

M=8X%7. 
4) წირის M წერტილზე გამავალი მთავარი ნორმალის მართებულ 

სიბრტყეს ეწოდება წირის გ ამწრფევი სიბრტყე #M წერ– 

ტილში. 

ბინორმალისა და მიმხები სიბრტყის განტოლებებია: 

X-–-X VXVI--ყ 2-2? = = , 8,(X –– X)+8,(V-–– ყ)+8,(2––2)=0, 8, 8, 8. ( V ყ 2 ( )   
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ხოლო მთავარი ნორმალისა და გამწრფევი სიბრტყის განტოლებები –- 

X-XI I ყყ 2-2? 
, M.(X-– V-– (2-––-–201=0, M, M, M, (X-–-X)+V, I ––V))+M,(2 -– 2) 

სადაც X, #/, 2 ბინორმალის, მიმხები სიბრტყის, მთავარი ნორმალისა 

და გამწრფევი სიბრტყის მიმდინარე კოორდინატებია. 

სამი ურთიერთმართობული სიბრტყე (ნორმალური, მიმხები და გამ– 

წრფევი) ქმნის ე. წ ბუნებრივ სამწახნაგას. სამ ურთი- 

ერთმართობულ წრფეს (მხები, ბინორმალი და მთავარი ნორმალი), 

რომლებიც სამწახნაგას წიბოებია, ხშირად ღებულობენ კოორდინატთა 

ღერძებად. მათ ერთობლიობას უწოდებენ ბუნებრივ კოორ- 

დინატთა სისტემას. 

3130. იპოვეთ Xჯ=#?, ყ/=1–-/, 2=|3 წირის ბინორმალისა და მიმ–- 

ხები სიბრტყის განტოლებები /V (1; 0; 1) წერტილში. 

8137. იპოვეთ ყ?=X, წX2=2 წირის ბინორმალისა და მიმხები სიბრ- 

ტყის განტოლებები V (1; 1; 1) წერტილში. 
2 

1888. იპოვეთ X=!, ყ=–-/, => წირის მთავარი ნორმალი და 

გამწრფევი სიბრტყე 1=2 წერტილში. 

8189. იპოვეთ X = 6, ყ=6-, 2=! წირის მთავარი ნორმალი და 

გამწრფევი სიბრტყე 1=0 წერტილში. 

– 4... ვ 2 
8140. იპოვეთ # = +-I+ + 1+ => წირის მხები წრფე, რომე–- 

ლიც X+3ყ+22=0 სიბრტყის პარალელურია. 

8141, ფ ნ. =-'ს––'' „გ„აუა“–-1 ჰი§9Iი!. # რის ბუნებ- ეადგინეთ 72 ' + “5 I +1ი§! წი უნე 

რივი სამწახნაგას წახნაგების განტოლებები. / = > წერტილში, 

§ 8. სივრცის წირის სიმრუდე და გრეხსა 

თუ სივრცის წირის განტოლება მოცემულია ვექტორული სახით: 

7=-”0=1071+Cი0თ0ი/+%9(0#, 
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მაშინ წირის სიმრუდე და გრეხა. შესაბამისად შემდეგი ფორმულებით 

გამოითვლება: 

  

  

  

  

ძ9 ს, თ. (IX X-2 #=- 1 თი _ 9 , 

,· 
ძ( 

–ჯ>+..... 
0 

სადაც I? სიმრუდის რადიუსია, ხოლო ი –– გრეხის რადიუსი. 
იპოვეთ სიმრუდე და გრეხა შემდეგი წირებისა: 
3142. X=I, ყ=IM, 2=1) ნებისმიერ ( წერტილში და 1=0 წერ– 

ტილში. 

8148, X= 2, ყ =1იI, 2=/? ნებისმიერ ( რტილში 1=1 წერტილში, ებისმიერ. (. წერტილ დ 

მ144. X=0 0051, ყ=0ძ0 51ი IL, 2=ხ! მის ნებისმიერ წერტილში. 

814ნ. X= 651ი 7, ყ = 00051, 2 = 6% 1 = 0 წერტილში. 
8146. იპოვეთ X =- 6, ყV=6-/ჩ, 72 =1V 2 წირის სიმრუდე. 

8147. იპოვეთ X2=20ძ2, ყზ?=2ხ2 წირის სიმრუდე და გრეხა. 

8148. იპოვეთ Vყ = XI კ) 72= 2 წირის სიმრუდე და გრეხა, როცა 

  

2, 

X=1 

X” »ჯ 
8149. იპოვეთ ყ=–– , 2= წირის სიმრუდე და გრეხა. 

. 20 60? 

ფორტრან-IV შემოკლებული აღწერა 

სხვადასხვა ტიპის ამოცანების ამოსახსნელად ყველაზე უფრო მე- 
ტად გამოიყენება ფორტრანი, რომელიც წარმოადგენს ორი ინგლისუ– 
რი სიტყვის „”0/ ისგ IM#4M 51გ1(0+L-ის საწყისი მარცვლების გაერ– 
თიანებას, რაც ნიშნავს „ფორმულის მთარგმნელი“. 

პროგრამები, რომლებიც დაწერილია ფორტრანის ენაზე, ჩაიწერე–- 

ბა სპეციალურ ბლანკებზე. პროგრამა შესდგება ოპერატორების თანა- 
მიმდევრობებისაგან. ოპერატორი -–-– ესაა გარკვეული სიტყვების მიმ–- 
დევრობა. ფორტრანის ოპერატორების ჩასაწერად ენის ალფავიტის 

გარდა კიდევ გამოიყენება შემდეგი სიტყვები: 
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IL ––- თუ, LX0 -–– კეთება, 510L ––”გაჩერება, LMLC –– ბოლო, LსIIMC,M- 

51CIM -– განზომილება, LLCIMCII0CM –– ფუნქცია, V XIII ს –- წერა, ბეჭდვა, 

ILC 0 ––კითხვა, C0CM#I –– ფორმატი, C010-– გადასვლა, CC I IIM-–- 
–– დაბრუნება, 50800VIIM8 –- განმეორებადი, CCMIIMVL)C –– გაგრძე– 
ლება და ა. შ. 

ბლანკის თითოეულ სტრიქონში ჩაიწერება ერთი ოპერატორი. 
სტრიქონი შესდგება 80 პოზიციისაგან 7–-72 პოზიციამი იწერება 
ოპერატორი, ხოლო 1–-5 პოზიცია კი გამოყოფილია ჭდისათვის. 

ჭდე არის ოპერატორის სახელი. ის არის უნიშნოდ აღებული 
მთელი რიცხვი და ჩაიწერება ნებისმიერად 1--5 პოზიციაში. ჭდის 
აღმნიშვნელ რიცხვებს შორის ინტერვალი უგულებელყოფილი იმნება. 

მე-6 პოზიციას აქვსს გარკვეული დანიშნულება. თუ ოპერატორი არ 
ეტევა ერთ სტრიქონში, მაშინ მისი გადატანა შეიძლება მეორე სტრი- 

ქონში, ოღონდ გადატანს დროს არითმეტიკული ოპერაციები არ 

მეორდება. ასეთ შემთხვევაში მე-6 პოზიციაში ჩაიწერება ნებისმიერი 

სიმბოლო ნწულისა და (|_) (ინტერვალის) ნიშნის გარდა. ხშირად სტრი- 

ქონის გაგრძელების ნიშნად წერენ სტრიქონის ნომერს ან ” სიმბოლოს. 

ოპერატორის გაგრძელება შეიძლება 19 სტრიქონში. 

73--80 პოზიცია გამოიყენება დამატებითი ინფორმაციისათვის. 

კერძოდ: ოპერატორის დასანომრად, შენიშვნის გასაკეთებლად, და ა. შ. 

კომენტარების ჩაწერა. პროგრამა შეიძლება შეიცავდეს 

სხვადასხვა სახის ახსნა-განმარტებებს, რომლებიც განსხვავდებიან ოპე– 

რატორული წინადადებებისაგან. კომენტარები გვგიადვილებს პროგრა- 

მის წაკითხვას და მის გაგებას. იმისათვის, რომ მანქანამ გაარჩიოს კო- 

მენტარი ოპერატორისაგან, მისი სტრიქონის პირველი პოზიცია უნდა 

იწყებოდეს „C“ სიმბოლოთი. კომენტარების ჩასაწერად გამოიყენება 

ფორტრანის ნებისმიერი სიმბოლო და რუსული ბეჭდური ასოებიც. 

ფორტრანის ძირითადი კონსტრუქციაა ოპერატორები, რომლებიც 

იყოფა ორ კლასად: შემსრულებელი და აღწერითი (არა შემსრულებე– 
ლი) ოპერატორები. შემსრულებელი ოპერატორები მიუთითებენ მოქ- 

მედებებს და მათი შესრულების რიგს. აღწერითი ოპერატორები კი გა– 

მოიყენება სიდიდეების აღწერისათვის, მიუთითებენ მათ ტიპს, სტრუქ- 

ტურას და ა. შ. 

ძირითადი სიმბოლოები. ძირითადი სიმბოლოებია ყვე– 

ლა ლათინური ასოები: 

#, 8, C, LX, L,IL,, C, LI, XX, L, M, M, ლ, L, C, ს, 5, 1, V, V, V”, X, V, 2. 

6, 7 9. ციფრები: I, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,8, ციფრი C გადაიხახზება, რომ 
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განვასხვავოთ 0 სიმბოლოსაგან. გარდა ამისა გვაქვს სპეციალური სიმ- 

ბოლოები: 

+ –- შეკრების ნიშანი, კ –- მძიმე, 

–- გამოკლების ნიშანი, ( –– გახსნილი ფრჩხილი, 

L გამრავლების ნიშანი, ) –– დახურული ფრჩხილი, 

თ.9თ.ო ახარისხების ნიშანი, | | –– პრობელი, ინტერვალი, 

/ –– გაყოფის ნიშანი, = –- მინიჭების (ტოლობის) 

ნიშანი, 

· –- ათობით წერტილი, %-- დოლარის ნიშანი. 

მუდმივები და ცვლადები. არჩევენ 5 ტიპის მუდმი–- 

ვებს: მთელი, ნამდვილი, კომპლექსური, სიმბოლური, თექვსმეტობითი. 

მთელი მუდმივი (ფორმა IV7) –– ესაა ნებისმიერი რიცხვი, ჩაწერი- 

ლი ათობითი წერტილის გარეშე. მაგ. ––-1, ––15, 125, 0, 2, ––224 და 

ა, შ. მთელი მუდმივის სიდიდე არ აღემატება 23!--1 >2. 109 რიცხვს 
(რომელიც დამოკიდებულია მანქანის ტიპხე). 

ნამდვილი ტიპის მუდმივი (ფორმა ჩ)--ესაა ათწილადები, რომელ– 

შიც თანრიგების მაქსიმალური რაოდენობა დამოკიდებულია მანქანის 

ტიპზე. მაგ. 10. 5, ––2.2, 0.005, 245.068, 56.0 და ა. შ. 

ნამდვილი ტიპის ჩაწერა შეიძლება ექსპონენციალური ფორმით 

(ფორმა L), ასეთი სახით: 7C9, სადაც L გამოიყენება როგორც 10' 

ფუძე. 7 შეიძლება იყოს მთელი ან ათწილადი რიცხვები, II კი მთელი 

რიცხვი. 7 არ უნდა შეიცავდეს სიმბოლოს. მაგ. 1. 0ნ 25-–– ესაა რი– 

ცხვი 10715; 10“3 ასე ჩაიწერება. 18–-2; 225 ასე შეგვიძლია ჩავწეროთ: 

2.25C02 ან .225,603 და ა. შ. # არ აღემატება ორნიშნა მთელ რიცხვს, 
რომელიც შეიძლება აღებულ იქნას ნიშნით ან უნიშნოდ, ამ შემთხვე- 

ვამიც თანრიგების რაოდენობა დამოკიდებულია მანქანის ტიპზე. C5§. 

ტიპის მანქანებზე # და ” ფორმაში თანრიგების რაოდენობაა 8. 

უფრო მაღალი სიზუსტის მისაღებად გამოიყენება ფორმა 0--მუდ–- 

მივი ორმაგი სიზუსტით. თუ რიცხვი ჩაწერილია ათწილადის სახით. 

მაშინ თანრიგების რაოდენობა შესდგება 16-მდე ნიშნადი ციფრისაგან,. 

ხოლო თუ რიცხვი ჩაწერილია ექსპონენციალური ფორმით, მაშინ მისი 

მანტისა შესდგება 16 ციფრისაგან; ოღონდ ჩაწერის დროს გამოიყე– 

ნება # სიმბოლო # მაგივრად. აღწერისას უნდა ვიხმაროთ 00CV8LL 
–იILIL510M (ორმაგი სიზუსტე) და ასე ჩაიწერება #7M0ი. მაგ. 000 ესაა 
ნული, 1.000 ესაა 1. რიცხვი 31,2 ასე შეიძლება ჩავწეროთ 3.121 ან 

„31202. რიცხვი ჯ 11 ნიშნის სიზუსტით ასე შეგვიძლია ჩავწეროთ 

3,14159263358840 და ა. შ. 
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ცვლადები. ესაა სიმბოლური სახელწოდებით აღებული სი- 
დიდეები. სიმბოლური სახელი –– ესაა ასოების ან ასოებისა და ციფ- 

რების ერთობლიობა, რომელთა რაოდენობა სახელში უნდა იყოს 1-და§ 

6-მდე. სიმბოლური სახელი ყოველთვის იწყება ასოთი. ცვლადების 
სახელწოდებად არ შეიძლება გამოვიყენოთ სპეციალური სიმბოლოები, 

როგორიცაა 5IM, C05, #+#M, CI და ა. შ. მაგ #LCILI#; #121.; 

2# არ არის სწორი, რადგანაც იწყება ციფრი 2-ით. #L)82 –“– არც 

ესაა სწორი, რადგანაც შეიცავს LI სიმბოლოს, 0CII0CIVL#MM#4ტ –– არც 

ესაა სწორი, რადგანაც შესდგება 6-ზე მეტი სიმბოლოსაგან. 

ცვლადების ტიპი. ცვლადების ტიპი შეესაბამება იმ მონა- 

ცემებს, რომლებსაც ისინი აღწერენ. მთელი ტიპის ცვლადები აღწე- 

რენ მთელ რიცხვებს, ნამდვილი ტიპის ცვლადები კი –– ნამდვილ რი- 

ცხვებს და ა. შ. ცვლადის ტიპის აღსაწერად გამოიყენება ოპერატორი 

IსII ძე, თე, .., ძ,, სადაც III –- შეიძლება იყოს ერთ-ერთი ამ სი– 

ტყვებიდან IMILCI. (მთელი), II=#4L (ნამდვილი) LIXCLI8LL 

ჩIL5I0M (ორმაგი სიზუსტე) L00თ”IC#L (ლოგიკური), ხოლო 

ძე, თი, .. კმ ––ესაა ცვლადების სახელები. თუ პროგრამაში წინასწარ 

არ არის აღწერილი ცვლადების ტიპი, მაშინ იგულისხმება, რომ ცვლა- 

დები, რომელთა სახელები იწყება /, I, # L, M, M-ით არის მთელი 

(IMსICC CI) ტიპის, დანარჩენი კი ნამდვილი (LC#L) ტიპის. 

ინდექსიანი ცვლადები. მასივი–– ესაა სიდიდეების მო– 

წესრიგებული ერთობლიობა, რომლებსაც მასივის ელემენტები ეწო–- 
დებათ. მასივი აღინიშნება ერთი სიმბოლური სახელით, რომელსაც 
გააჩნია განზომილება და სიგრძე. ფორტრანში დასაშვებია 1, 2, 3 

განზომილებიანი მასივები. ერთგანზომილებიანი მასივი წარმოგვიდგე– 

ბა ვექტორის სახით, 2--განზომილებიანი კი –– როგორც მატრიცა, 3-– 
განზომილებიანი –– მატრიცათა ერთობლიობა. 

მასივის ყოეელი ელემენტი განისაზღვრება მასივის სახელით და 

მისი ადგილით მასივში, ე. ი. განისაზღვრება ინდექსების მნიშვნელო– 

ბით. ინდექსები ჩაისმება მრგვალ ფრჩხილებში. მაგ. 5LIM CI, წ. 

ინდექსების რაოდენობა განსახღვრავ მასივის განზომილებას. მაგ. 

§5LIM VI, »ჩ არის ორგანზომილებიანი მასივი. ინდექსებად შეიძლება 

გამოყენებულ იქნას არითმეტიკული გამოსახულება, ცვლადები (მთე– 

ლი ან ნამდვილი ტიპის). თუ ინდექსად გვაქვს ნამდვილი ტიპის გამო– 

სახულება, მაშინ ინდექსად აიღება მისი მთელი ნაწილი, ე. ი. წილა– 

ვვ2



დური ნაწილი გადაგდებულ იქნება. მასივში ინდექსების რაოდენობა 

>> 1. მაგ. /1 (/), C (/, #), 8 (#1(+5, #+1) და ა. შ. 

მასივების აღწერა. პროგრამამი გამოყენებული მასივე–- 

ბის აღწერა აუცილებელია. მათი აღწერა მოიცემა პროგრამის დასა- 

წყისში და მოთავსდება პირველი შემსრულებელი ოპერატორამდე. 

მასივის აღსაწერად გამოიყენება აღწერითი ოპერატორი და ასეთი სახე 

აქვს 0IIMCIM5I0CM თ,0L, ჩი, ..., /1ა), ..., მა (I), /719, ..., / ი), სადაც 0ც...,თი 

მასივების სახელწოდებაა. ინდექსების ცვლილების საზღვრები ზოგა– 

დად ასეთია: 1=1=7, 1=/=7. ფორტრანში 3 განზომილებიანი მა– 

სივებზე მეტი არ გვაქვს. 

ინდექსების ზედა საზღვრების ნამრავლი განსაზღვრავს მასივის. 

სიგრძეს ან მასში ელემენტების რაოდენობას. მრავალ განზომილებია– 

ნი მასივის ელემენტები ჩაიწერება ერთმანეთის მიმდევრობით ისე, 

რომ უფრო სწრაფად იცვლება პირველი ინდექსი და უფრო ნელა 

შემდეგი ინდექსები. მაგ. 0სIMCM510M- „1 (4); 8 (2, 3), C (3, 2, 2). 

4 სიგრძეა 4, 8-ს 2X3=6, C-ს კი 3X2X3=12. თითოეული ელემენ– 

ტი ასე შეიძლება ჩავწეროთ: #4 (1), /1 (2), #4 (3), „1 04): #8(1,1), 

8 (2, 1), 8 (1,2), 8 (2,2), C (1, 1, 1), C(2, 1,1), C (3, 1, 1), C(1, 2, 1) 
და ა. მშ. ორგანზომილებიანი მასივის ელემენტები ფორტრან–-IV-ში 

ჩაიწერება სვეტებისმიხედვით. სამგანზომილებიანი მასივში ჯერ იცე- 

ლება მარცხენა ინდექსი, შემდეგ სამუალო, ბოლოს კი მარჯვენა. თვით 

მასივი და მისი ელემენტები განსახღვრული ტიპის სიდიდეებია: მთე– 

ლი, ნამდვილი, ლოგიკური, ორმაგი სიზუსტით. თუ მასივის სახელწო– 

დების აღწერა არ არის ტიპის აღწერის ოპერატორში, მაშინ მისი ტიპი. 
განისაზღვრება მისი სახელწოდების პირველი ასოთი, წინააღმდეგ შემ– 

თხვევაში მასივისს სახელწოდება უნდა იქნეს აღწერილი. მაგ._ 

IIIC6CL ბ, CL X, CCMნLCX CV; სIMCM510M გ (3), IC (7,9). 

L) (15), ს (3... აქ #4 მთელი ტიპისაა, #, I? ნამდვილი ტიპისაა, CV 

კომპლექსური. 

არითმეტიკული გამოსახულება. ფორტრანში არით- 

მეტიკული გამოსახულება მსგავსია ჩვეულებრივი ალგებრული გამო– 

სახულების არითმეტიკული გამოსახულება შესდგება რიცხვების, 

ცვლადების (მარტივი ან ინდექსიანი), ფუნქციების ერთობლიობისაგან, 

რომლებიც შეერთებულია არითმეტიკული ოპერაციებით. თუ არით- 

მეტიკულ გამოსახულებაში ფრჩხილები არ გვაქვს, მაშინ გამოთვლები 
სწარმოებს შემდეგნაირად: ჯერ სრულდება 5? (ახარისხება), შემდეგ 

" ან / (გამრავლება ან გაყოფა), შემდეგ კი შეკრება ან გამოკლება. 

თუ გამოსახულება შეიცავს ფრჩხილებს, მაშინ ჯერ სრულდება 

ფრჩხილში მოთავსებული მოქმედება. თუ გამოსახულება შეიცავს სპე–- 

ვვვ



ციალურ ფუნქციებს (§1I), ლ05, ხთ, 1ი, ...), მაშინ ჯერ ხდება მათი 
არგუმენტისა და შემდეგ კი მნიშვნელობის გამოთვლა. არითმეტიკულ 
გამოსახულებაში შეიძლება შედიოდეს სხვადასხვა ტიპის მუდმივები, 
ცვლადები და სპეციალური ფუნქციები. ასეთ შემთხვევაში ჯერ მოხ- 

დება ყველა სიდიდეების ერთი და იგივე ტიპზე დაყვანა და შემდეგ 
“შესრულდება არითმეტიკული ოპერაცია, რისთვისაც საჭიროა უფრო 

მეტი დრო. დროის ეკონომიის მიზნით უკეთესია გვქონდეს ერთი და 

იგივე ტიპის სიდიდეები ერთ გამოსახულებაში. მაგ. უკეთესია ყ+5. 

ვიდრე V#-+5. (2= X+1)2«ი (3-5 + 1-02« ყ..2) X« 0/2; X/ყ972, 

X/(ყ « 2), არითმეტიკული გამოსახულების მაგალითებია. 

ძირითადი აღწერითი ოპერატორები. ზოგი მათ- 

განი უკვე განვიხილეთ ზემოთ: IM I-CCIL, IC#L, LC0CCIC#L, 

სIMს6M5I10M. ახლა განვიხილოთ სხვა ოპერატორები: ოპერატორი 

LაC0IVILCMCLC (ექვივალენტური), რომელსაც აქვს სახე: LC)LIIV #L- 

LMCC (თ, ხ, 0, ...), ..., (ძ, /, |, ...), სადაც თ, ხ, 0, ..., ძ, ,, ჩ...., ცვლა- “ 

დებია (მარტივი ან ინდექსიანი) ამ ოპერატორის არსი ისაა, რომ 

.ძ, ხ, 0, ...,; (ვლადების მნიშვნელობებს მოათავსებს ერთ უჯრაში. ასე– 
ვე ძ, I, I... ცვლადების მნიშვნელობებს ერთ უჯრაში მოათავსებს. 
ცვლადებს, რომლებსაც ერთ უჯრაში ვწერთ უნდა ჰქონდეს ერთი და 
იგივე სიგრძე. ამავე დროს მხედველობაში უნდა მივიღოთ, რომ როცა 
მასივის ზოგიერთ ელემენტებს თუ ვუთანადებთ ერთმანეთს, მაშინ 
სხვა ელემენტებიც მოდიან თანადობაში. 

LCსთIV#LCMCს ოპერატორი გამოიყენება 2 შემთხვევაში: 1. რო- 
ცა ორ ცვლადს აქვთ ერთი და იგივე მნიშვნელობა, მაგრამ მათთვის 

გამოყენებულია სხვადასხვა სახელი. ამ ოპერატორით მათი ჩაწერა 
“შეგვიძლია ერთ უჯრაში. 2. როცა ორი ცვლადი პროგრამის სხვადა- 

სხვა ადგილასაა გამოყენებული. თუ ერთი პროგრამის დასაწყისშია და 

მერე არ გვხვდება ან მეორე დასაწყისში არ გვაქვს, მაგრამ ბოლოშია 

გამოყენებული, მაშინ LCCIIVMLLMCსC ოპერატორით შესაძლებელია 
ერთი უჯრედის გამოყოფა, რაც ხელს უწყობს მეხსიერების ეკონომი- 

ურად გამოყენებას. ეს უფრო თვალსაჩინოა მასივების შემთხვევაში. 

მაგ. I. LCთIV MLLMCL, (%1, C1), (X, V). II. სIMLM5ICM  C (100, 

100), # (50, 50), 3(100) LCდVთIIV#LLMC% (C (1), #(1)), (C 2501), L8(1)) 

IL შემთხვევაში 41 და C1 ჩაწერს ერთ უჯრაში, X და X კიდევ ერთ 
უჯრაში. IL შემთხვევაში 4-ს ჩაწერს C-ს ადგილას 1-დან 2500-მდე, 
ხოლო შემდეგ 2501 უჯრიდან დაიწყებს 8-ს ჩაწერას. ამით მოხდება 
მანქანის მეხსიერების ეკონომია. 

ოპერატორი C0MMC0VM-ს (ზოგადი) აქვს შემდეგი სახე: 

C0MM0M #, 8, C... 
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სადაც 4, 8, C... ცვლადების სახელებია (მარტივი ან ინდექსიანი). 

ქვეპროგრამაში გამოყენებული ცვლადები დამოკიდებულია ძირითადი 

პროგრამის ცვლადების დასახელებისაგან ძირითად პროგრამასა და 

ქვეპროგრამამი გამოყენებული ცვლადები საზოგადოდ არ არის აუცი- 

ლებელი გამოსახავდეს ერთსა და იმავე სიდიდეს. თუ ეს აუცილებე- 

ლია, მაშინ გამოვიყენებთ C0MM0M ოპერატორს. მაგ. ძირითადი 

პროგრამა C0MMC0M X, 7, I ქვეპროგრამა C0CMMC0M 4, 8, . 

აქ X და 4 ჩაიწერება ერთი და იგივე უჯრაში, ასევე XV და 8, 

I და #. ამ დროს ადგილი აქვს არა მარტო უჯრედების ეკონომიას, არა–- 

მედ შესაბამისობის დამყარებას ძირითადი პროგრამისა და ქვეპროგ- 

რამის ცვლადებს შმორის. 

C0MMC0M-ის არე ისეთი არეა, რომელშიც ინახება ორი ან მეტი 

ქვეპროგრამების საერთო მონაცემები ან ქვეპროგრამისა და ძირითადი 

პროგრამის საერთო -–- მონაცემები ფორტრან –– IV-ში C0MMC0M 
არე შეიძლება დავყოთ ბლოკებად. ასეთ შემთხვევში ოპერატირი 

C0MMC0MV-ის სტრუქტურა ასეთია: 

C0MMC0CM (ბლოკის სახელი) ძ;, ძე, ... 

მაგ. C0CMMC0M |#MI # (25 20), 8, C (15)//IX, L, M. 
აქ მოცემულია ორი ბლოკი: დაჭდევებული #/M ბლოკი შეიცავს 4 

-მასივს, 8 ცვლადს, C მასივს რომელთა სიგრძეა 516 უჯრა. მეორე 

ბლოკი დაჭდევებული არაა, ამიტომაა // (ორი დახრილი ხაზი). თუ 

სხვა პროგრამაში გვხვდება ასეთი ოპერატორი 

C0MMCM//5(5)/#M/IL(C10თ), 0 (485), C(6), C (2,7). 
ასე უნდა გავიგოთ: § მასივი ისე განაწილდება მეხსიერებაში, რომ 

მისი პირველი სამი ელემენტი ჩაიწერება #X, L, M-ის უჯრაში. # მასი–- 

ვის 10 ელემენტი ჩაიწერება 4 მასივის პირველ ათ უჯრაში, შემდეგ 
4-ში ჩაიწერება #) მასივი, რომლის ჩაწერა დაიწყება მეთერთმეტე 

უჯრიდან. 8-ში ჩაიწერება მასივის მეექვსე ელემენტი, ხოლო C) და 

C ჩაწერა მოხდა ერთი და იგივე უჯრაში. 

ოპერატორი ILIთMCII0CM (ფუნქცია) აქვს შემდეგი სახე: 

LLIMCII0CM სახელი (არგუმენტი, ..., არგუმენტი,). 

მოცემული ოპერატორი არის ქვეპროგრამი“ სათაური. ოპერა- 

ტორში შემავალი არგუმენტები ფიქტიურია, რომლებიც გამოიყენება 

ფუნქციის გამოთვლების აღსაწერად. არგუმენტი შეიძლება იყოს მარ– 
ტივი ახ ინდექსიანი ცვლადი, მასივი ან ფუნქციის სახელი. ქვეპროგ–- 

რამაში ერთხელ მაინც უნდა შეგვხვდეს ქვეპროგრამა -– ფუნქციის სა- 

ხელი მარჯვნივ მინიჭების ოპერატორით. ქვეპროგრამა ფუნქციის ბო- 

ლოს წინა ოპერატორი უნდა იყოს LC ICIIM (დაბრუნება) ოპერატო- 
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რი, რომელიც უზრუნველყოფს მართვის გადაცემას ძერითად პროგ- 
რამაში. უკანასკნელი ოპერატორი კი უნდა იყოს M0 (ბოლო). 

ქვეპროგრამა-ფუნქციაზე მიმართვის დროს უნდა იყოს დაცული 
ფიქტიური და ფაქტიური პარამეტრების შესაბამისობა. მაგალითად. 

ქვეპროგრამა-–– ფუნქცია: CნCVMCIICM ჟსყხLსნ (X, V) ძირითადი ILL5 = 

=#0-0სC (ჩ, 8). ოპერატორი 5C08ILX0VIIMLC (განმეორებადი) აქვს 

შემდეგი სახე: 5LI87CVCI1IMნ6ნ სახელი (არგუმენტი), ..., არგუმენტი,). 
ეს ოპერატორიც არის ქვეპროგრამის "სათაური, რომელიც გამოი–- 

ყენება იმ შემთხვევაში, როცა გვინდა მივიღოთ რამდენიმე შედეგი. 

ცვლადები, რომელთა მნიშვნელობის მიღება ხდება, ჩაწერილ იქნება 
არგუმენტთა სიამი. 5Lს8I0LIIIMLს არის დამოუკიდებელი პროგრამა 

თავისი ლოკალიზებული ცვლადებით. 

მასზე ძირითადი პროგრამიდან მიმართვა ხდება ასე: 

C#LL სახელი (არგუმენტი,,..., არგუმენტი,), სადაც არგუმენ- 
ტი, ,..,ე არგუმენტი არის ფაქტიური შემავალი და გამოსავალი პა–- 

რამეტრები. არგუმენტად შეიძლება გამოყენებულ იქნას ნებისმიერი 

ქვეპროგრამის სახელი, ასეთ შემთხვევაში ძირითად პროგრამაში უნდა 

გვქონდეს ასეთი ოპერატორი: 

CL XIICIIM#ML სახელი), სახელიე,.., რომელიც მიუთითებს, რომ 

ფუნქციის ან ქვეპროგრამის სახელი შეიძლება გადაეცეს როგორც 
ფაქტიური პარამეტრი. 

თუ LCMCII0CM-ისა და 50IსII0CLC IIMC-ს ქვეპროგრამებში გამო– 

ყენებულია მასივები, მაშინ ისინი უნდა აღიწეროს LსIMCM510M 

ოპერატორით. 

5ს8ილსIM ოპერატორი უნდა შეიცავდეს ერთს მაინც 
LLC I IIM ოპერატორს და ბოლოში კი LMI)-ს. 

მანქანაში ინფორმაციის შესატანად და გამოსატანად გამოიყენება 

L0IM##ტI ოპერატორი; მეტანისს დროს ეს ოპერატორი მიუთითებს 
თუ რომელი პოზიციიდან უნდა იქნეს წაკითხული ცვლადები, რომე– 

ლიც ჩამოთვლილია შემყვან-გამომყვან ოპერატორების სიაში და რო- 

გორი ფორმით. როცა ინფორმაცია გამოგვყავს მანქანის მეხსიერები–- 

დან, მაშინ CILM#8I ·ოპერატორი მიუთითებს რომელი პოზიციიდან 

და როგორი ფორმით ხდება მისი გამოყვანა. წასაკითხი ან დასაბეჭდი 

ცვლადის ან რიცხვის ფორმა განისაზღვრება LCIIM#X ოპერატორის 

სპეციფიკაციით. ყველაზე მარტივი შემთხვევის დროს L0IIM#1IL ოპე– 
რატორში სპეციფიკაციების რაოდენობა უნდა ემთხვეოდეს შემყვან–- 

გამომყვან ოპერატორების სიაში ცვლადების რაოდენობას. ჩ0ILM#1 
ოპერატოდი ასე ჩაიწერება: 

L0ILM#8IL (5), 550,..., 5,), 
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სადაც ჭდე მთელი რიცხვია უნიშნოდ, 5), 5. ზეგ სპეციფიკაციაა. 

სპეციფიკაციის სახეებია:IVV, LVV- ძ, LVV · ძ, VVX, VIII, !..-, ,, IVV––გამოიყე- 

ნება მთელი ტიპის მუდმივებისათვის, სადაც V არის პოზიციების 
რაოდენობას + 1 პოზიცია ნიშნისათვის. მაგალითად, 215-თვის 

გვექნება 14, 12-თვის I2. IVI.ძ სპეციფიკაციაში V გვიჩვე- 

ნებს იმ პოზიციების რაოდენობას, რომელიც დათმობილი აქვს 

ერთ რიცხვს, რიცხვის ნიშანს და ათობით წერტილს. ძ კი გვიჩვე– 

ნებს ათწილად ნაწილში პოზიციების რაოდენობას. მაგ. გვაქვს ასეთი 

რიცხვი 225.35. ბარათზე კი ასეა, დაბეჭდილი ხ 22535, წასაკითხად 

უნდა მივუთითოდ: #6.2 და ასე წაიკითხავს 225.35; იმავე რიცხვის და- 

საბეჭდად უნდა მივუთითოთ: # 7.2, რადგან ერთი პოზიცია წერტი- 

ლისთვისაა საჭირო. თუ ბარათზე დაბეჭდილია წერტილი, მაშინ 

# V/.ძ-ში წაკითხვისას ძ ყურადღება არ მიეჭცევა. მაგ. ვთქვათ, და– 

ბეჭდილია –– 325.543. თუ მივუთითებთ /„: 8.1 წაკითხულ იქნება –– 

322. 543. თუ ამოსაბეჭდი რიცხვის მთელი ნაწილი შეიცავს X რაოდე- 

ნობის მთელ ციფრს, მაშინ V>#+ძ-+2, რადგანაც რიცხვის ნიშანს 

_ და ათობით წერტილს სჭირდება პოზიცია. მაგ. ––121,25 რიცხვის ამო–- 

საბეჭდად V>>3+2+2=7, ამიტომ ასეთი სპეციფიკაციით უნდა 
ამოვბეჭდოთ /” 7.2. თუ მითითებულ პოზიციაში არ დაეტევა რიცხვი, 

მაშინ დაიბეჭდება “ სიმბოლო. #V.ძი სპეციფიკაციის გამოყენების 

დროს უნდა ვიცოდეთ დაახლოებით მთელ ნაწილში ციფრების რაო- 

დენობა. 

თუ რიცხვი ჩაწერილია ექპონენციალური ფორმით, მაშინ გვაქვს 

V.ძ სპეციფიკაცია. წაკითხვის დროს უნდა გავითვალისწინოთ რი- 

ცხვის ნიშანი, ასო, 2 პოზიცია რიგისათვის, ერთი პოზიცია მისი 

ნიშნისათვის, ე. ი V>ძ+5. მაგ. –-225---02 შეგვიძლია წავიკი- 

თხოთ ასეთი სპეციფიკაციით # მ.3 და მანქანაში ჩაიწერება ––2.25. 

დაბეჭდვის დროს ერთი პოზიცია უნდა გავითვალისწინოთ წერტილი- 

სათვის. იგივე რიცხვი 6 8.3 სპეციფიკაციით ასეთი სახით ამოიბეჭ- 

დება ––.225 # 01. 

თუ რომელიმე სპეციფიკაცია მეორდება, მაშინ მის წინ შეგვიძლია 

დავწეროთ რიცხვი, რომელიც გვიჩვენებს გამეორებათა რაოდენობას. 

მაგ. იLV/ -ძ ან ინV/-ძ, იCM, 3LVV/ -ძ ან 2L · VV ·ძ. 

შეგვიძლია გავიმეოროთ სპეციფიკაციათა ჯგუფებიც. ამისათვის 

ისინი უნდა ჩავსვათ ფრჩხილებში და წინ დავსვათ რიცხვი, რომელიც 

იქნება გამეორებათა რაოდენობის ტოლი. მაგ. MI (MV.ძ, V.თ, 

2 (12, 10.3, L10-:3, C12-5), იCM. 

კომენტარებისა და ტექსტური ინფორმაციების დასაბეჭდად გამოი- 

ყენება VI სპეციფიკაცია ან ლიტერალი. აქ V გვიჩვენებს იმ სიმბო– 

29, უმაღლესი მათემატიკის ამოცანათა კრებული ჭ37



ლოების რაოღენობას, რომელიც უშუალოდ წერია //-ს შემდეგ. მაგ. 
5I1I 5სMM7#.“, ლიტერალის დროს იბეჭდება ასოითი ციფრული ინფორ- 

მაცია და მას M/ სპეციფიკაციასთან ის უპირატესობა აქვს, რომ 

არაა საჭირო სიმბოლოების რაოდენობის მითითება. მაგ. 5LIMMტ'=, 

=L10.5. 

შედეგების ერთმანეთისაგან კარგად გარჩევის მიზნით გამოიყენება 

VX სპეციფიკაცია, რომელიც V რაოდენობის ინტეგრალს გააკეთებს. 

მაგ, 2X, “ C =' , L1 0·:3, 3X, LI15-2 

L0IIM#1 ოპერატორის მოთავსება შეიძლება ნებისმიერ ადგილას. 

#0IM#1I ოპერატორი გამოიყენება ML #L (კითხვა) და V/IIIXC (წა- 

კითხვა) ოპერატორებთან ერთად. L0LILM#MI ოპერატორი ყოველთვის 

'დაჭქდევებულია. 
IIC#L· (I, /,) ძე, ძა,..., მც 

VVIIIIC (I, II) ძა. ძა, ..., ძეგ 

სადაც ჯ აღაიშნავს იმ მოწყობილობის ნომერს, თუ საიდან ხდება 

წაკითხვა ან სად ვახდენთ ამობეჭდვას. კერძოდ: 65 ტიპის მანქანებში 

(=1 LL #ს ოპერატორში, როცა წაკითხვა ხდება პერფობარათებით, 

(=3, როცა დაბეჭდვა ხდება #ILIIIაV-ზე. ი, M2 კი შესაბამისად 

ნ0ILM#1I ოპერატორის ჭდეა, თ.ე, ძე,..,მე შეიძლება იყოს მარტივი 

ან ინდექსიანი ცვლადები, მასივის სახელები, #0-ს არაცხადი ფორმა, 

რომელიც გამოიყენება მაშინ, როცა საჭიროა წაკითხვა ან ამობეჭდვა 
მასივის ნაწილისა, ან როცა საჭიროა მასივის გამოყვანა სტრიქონებად. 

1-5 6 7 

  

VVIIIC (3,1) (# (I, ჰ#), ჰ=1, 3), I==1, 3) 
1 000M#1 0X, 366. ა. 

ი0 7 I-II, ყI 

5 X0LILIM#ტX (1X, 7 L 15:3) 

LIIMIL 6 I I 

6 L0LMგI (1II LI 

7 CCMIIMV6C     
ვევ



აქ გამოყენებულია #0-ს არაცხადი ფორმა ორი სახით: L-ში ხდე– 
ბა მატრიცის ამობეჭდვა სტრიქონებად, II კი ახდენს ერთი სტრიქო- 
ნის გამოტოვებას. 

· ინფორმაციის პერფორაციის დროს გამოიყენება პერფობარათის 

ყველა 80-ვე პოზიცია. ინფორმაციის გამოტანის დროს ჩანაწერი არ 

უნდა აღემატებოდეს 120 სიმბოლოს. ერთ სტრიქონში დასაბეჭდად 

შეიძლება გამოვიყენოთ 0ILIIMI 8, ოპერატორიც. 

ძირითადი შემსრულებელი ოპერატორები 

მინიჭების არითმეტიკულ ოპერატორს აქეს სახე: ცვლადი = გამოსა- 
ზულება. აქ ტოლობის ნიშანი განსხვავდება ჩვეულებრივი ტოლობის 

ნიშნისაგან. ამას აქვს შემდეგი მნიშვნელობა: „შევცვალოთ...“. ე. ი. ჯერ 
გამოითვლება მარჯვენა მხარეში მდგომი გამოსახულების მნიშენელო– 
ბა, შემდეგ ხდება მისი მარცხნივ მდგომი ცვლადისათვის მინი- 
ვება, როგორც მიმდინარე მნიშვნელობა. ამიტომ ფორტრანში დასა- 

შვებია ასეთი ჩანაწერი: /=/+1, ე. ი. ხდება / ცვლადის მნიშვნელო– 

ბის გახრდა ერთი ერთეულით. 
ფორტრანზე დაწერილი პროგრამის შესრულება ხდება თანმიმდევ– 

რობით, თუ მათ შორის არ არის ისეთი ოპერატორი, რომელიც დაარ- 
ღვევს მათი შესრულების მიმდევრობას. მიმდევრობის რიგს არღვევს 

ოპერატორები: 

C010 (გადასვლა) და არითმეტიკული IL (თუ) ოპერატორი, 
C010 » ოპერატორი არის უპირობო გადასვლის ოპერატორი, რომე- 

ლიც უზრუნველყოფს გადასვლას /# ჭდიან ოპერატორზე. პროგრამაში 
არ უნდა გვხვდებოდეს ორი ერთნაირ ჭდიანი ოპერატორი. C010 
ოპერატორის მოთავსება შეიძლება ყველგან, ოღონდ მისი მომდევნო 

ოპერატორი ყოველთვის უნდა იყოს ჭდიანი. C0I1C0C ოპერატორს მეო–- 

რე სახეც აქვს: C0IC CI), ა, ..., ჩ) (კ, სადაც. MM), IM... ჩფ შემსრუ- 

ლებელი ოპერატორების ჭდეებია, ( არის მთელი მარტივი ცვლადი. 

თუ 1ლ1:ლ=/! და (=/, მაშინ გადასვლა მოხდება M, ჭდიან ოპერა- 

ტორზე. თუ ! მოცემული დიაპაზონის გარეთაა, მამინ სრულდება 
C010 ოპერატორის შემდეგ მდგომი ოპერატორი. მაგ. 

7 1.5 6 

6010 04, 1ქ, 14) ჯ 

14 6ც 0C) = #1 

4 

13 

  

#=0-25 «+ X 
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თუ IL=1, მაშინ შესრულდება 4 უდის მქონე ოპერატორი. თუ (=2, 

მაშინ” შესრულდება 13 ჭდიანი” ოპერატორი. თუ I=ქ3, მაშინ კი 14 
ჭდიანი ოპერატორი, თუ (>4, მაშინ შესრულდება 6010-ს შემდეგ 
მდგომი ოპერატორი. 

არითმეტიკული /” ოპერატორს აქვს სახე: /#” (0) #1), IM, IIღLვ, ეს 

პირობითი გადასვლის ოპერატორია, რომელიც დამოკიდებულია ძ 
გამოსახულების მნიშვნელობაზე. ა) თუ 0ი>0, მაშინ შესრულდება IV») 
ჭდიანი ოპერატორი. 

ბ) თუ ძ0=0, მაშინ შესრულდება #”1ე ჭდიანი ოპერატორი. 
გ) თუ 0>0, მაშინ შესრულდება #MIვ ჭდიანი ოპერატორი. 
აქაც I” ოპერატორის შემდეგი მდგომი ოპერატორი უნდა იყოს 

ჭდიანი. 

ციკლის ოპერატორია #0 (გაკეთდეს), რომელსაც აქვს სახე: 

80 ი 1= ს, 1, ვ 

სადაც ი6M არის უკანასკნელი ოპერატორის ჭდე, რომელიც 

უნდა შესრულდეს ციკლში. | მთელი ცვლადია, ანუ ციკლის მთვლე– 
ლია, რომელიც „მხოლოდ დადებით მნიშვნელობებს ღებულობს. 771) 

მთვლელის საწყისი მნიშვნელობაა, ·/I) ბოლო, #3 -–– კი მთვლელის 

ცვლადების ბიჯი. თუ M13=1, მაშინ მისი გამოტოვება შეიძლება. ცი–- 

კლში ოპერატორები მეორდებიან მანამ, სანამ (<1. თუ 71) > 10; 

მაშინ ციკლის ოპერატორები მხოლოდ ერთხელ შესრულდება. იმ ოპე– 
რატორების ერთობლიობას, რომლებიც უნდა განმეორდნენ, ეწოდება 

MC0 ოპერატორის მოქმედების არე და ქმნიან ციკლს. 

ახლა განვიხილოთ ლოგიკური // ოპერატორი, ოპერაციის ნიშნე- 

ბია: < #LI. ––- ნაკლებია, <- ·LC. –– ნაკლებია ან ტოლი, = , LC –– 

–- ტოლია, 53“ „ML. –– არატოლი, > CI. ––- მეტი, >» «CL. .–– მე– 

ტია ან ტოლი, V ·CIL. –- დიზიუნქცია,: /V, "MM, -- კონიუქცია, 
"ს –– ·7M01L-. –– ინვერსი. ლოგიკური გამოსახულება ღებულობს ორი 

მნიშვნელობიდან ერთ –– ერთს: „მცდარი +“ (0) ან „ჭეშმარიტი“ (1). 

შედარების დროს თუ პირობა შესრულებულია, მაშინ გამოსახუ– 
ლებას მიენიჭება მნიშვნელობა „ჭეშმარიტი“, წინააღმდეგ 'მემთხვევა- 

ში კე „მცდარი“. ლოგიკურ /# ოპერატორს აქვს სახე: I” (იძ) § სადაც 

ძ ლოგიკური გამოსახულებაა, 5 ნებისმიერი ოპერატორი, გარდა 

ციკლისა და ლოგიკური //” ოპერატორისა. თუ თ ჭეშმარიტია, მაშინ 

შესრულდება 5 ოპერატორი, წინააღმდეგ შემთხვევაში კი მოხდება 5 
გამოტოვება და შესრულდება შემდეგი ოპერატორი. მაგალითად, 

ჯ0ე=I #1+1, როცა #X<0 
C -L III როცა X>90. 
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1--5 6 7 

IC (X-LI.0-:0) CC0C10 10 

  

V=-X+1.0 
010 11 

10 V=X + 1-0 
11 ავე. 

საწყისი მონაცემების მოცემა ფორტრანში 

ზოგჯერ უკეთესია ზოგიერთ ცელადებს მივანიჭოთ განსაზღვრული 

მნიშვნელობანი თავიდან მანქანაში პროგრამის შეტანის დროს, რომ- 

ლისთვისაც გამოვიყენებთ ოპერატორ ს0L#I#-ს. მას აქვს შემდეგი 

სახე: 

(ყი... ..-_ ..... 

სადაც შ,, შე,..., ხე ცვლადები მიიღებენ X; მნიშვნელობას #I-ჯერ, X5 

მნიშვნელობას #5-ჯერ და ა. შ. ამ შემთხვევაში ცვლადების და რიცხვე- 

ბის რაოდენობა უნდა იყოს ერთი და იგივე, ე. ი. ”1I+/5+ ·“+ჩ”ც=0ი 

ცვლადებად შეგვიძლია ავიღოთ მარტივი ან მუდმივ ინდექსიანი 

ცვლადები, ან მასივის სახელები Lს#I## ოპერატორის შესრულების 

დროს არ ხდება რიცხვითი მონაცემების გარდაქმნა იმ ტიპამდე, რო–- 

გორიცაა შ. ამიტომ ამაზე უნდა იზრუნოს პროგრამისტმა. 

მია" ნ#I4 # (1), L (2), #3) 13 « 1,251, C (1), V (2) | 12, 15 |, 

“II, L21. ”IV0L., .CტL5L. | 2 | 1-0, 2, 1 | 

აქ ჩ (1), # (2), # (3) მიენიჭება 1.25 მნიშვნელობა, L (1)1=12, L/ (21= 

=15, L1 მიენიჭება IIIVL, L2 კი C#L5LC, 2 კომპლექსური ცვლადია 
და ის ჩაიწერება ორ უჯრაში და ასეთი რიცხვი იქნება L+2,1 «. 

პროგრამის მოდული და ოპერატორების მიმდევრობების რიბი 

პროგრამის მოდული შესდგება ძირითადი და პროგრამული ერთე- 

«ულისაგან (ქვეპროგრამა). პროგრამული ერთეულის (ქვეპროგრამის) 

პირველი ოპერატორია ”თVMC1IC0CM ან §V8IC0CVIIMნს ოპერატორე- 

ბი, რომლებიც განსაზღვრავენ ქვეპროგრამას. ამ ოპერატორების შემ– 

დეგ დგას ტიპისა და მასივის აღწერითი ოპერატორები, შემდეგ 
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020#1#8, სX51C6ILIMჩL, C0CMM0M, შემდეგ მოდის ოპერატორელი 

ფუნქციები. ამათ შემდეგ იწერება შემსრულებელი ოპერატორები. ქვე– 

პროგრამა მთავრდება LMIL-ით, ძირითადი პროგრამა უნდა მთავრდე- 
ბოდეს ოპერატორი 510L-ით, რომელიც უნდა იყოს LML წინ, რომ- 
ლითაც ბოლოვდება ნებისმიერი პროგრამა. 

ყველა პორგრამამი შეიძლება გამოყენებულ იქნეს სპეციალური 

ფუნქციები, რომლებიც მანქანის მეხსიერებაში მუდმივად არის შენა– 
ხული. სპეციალური ფუნქციები პროგრამის შიგნით არ საჭიროებენ 

აღწერას.



“(ი 4. ი. (7-2. ს · (ვ )“ 
·( 29) +(C-1 “1 =%). ი ი(1 2). 

ს (7). "(52)' “(ი). ' 
– (ი გ) 54=(4 ჯ ). 1449=(; ი), 84– ე. ს 

1.5 ი. 

210 , 84 = (16). 16. 0 |). 17. 2 1). 
0 0 | 8 20 
1 5 | » 

159 0 7 ტ4ძ 419 

118. 6-–-4 24). 194რ| 9 016 |. 90. 45 = #ს/4 = #. 

ვვ ––-.14 23 13––220 ის 

ი1, 48= 84= (ი 18 სთნლნწ”ნწ“ს”---_.__ 
511 (თ + ჩ) C05 (თ-Lჩ) 

“200 100 
–| 09). 98. 48=84=42 | 0 1.0 I. 94. 48=84=ნ%= 

001 -0001 

557 
22)“ 

ნ. (07). 
0 

“( 
( 

15. 45= 

C0
 

C 
Cთ

. 
C
ა
 

–- 
C
 

თ
 
=
 

/1 00 აის 

01 2) ბნ. (48)C = 4(8C) =(51 6 14). 956. 4#(8+C)= 

( 01 : _ 
=4#8+46=C ვთ. 85. –-48· 30, 8. 37. 29. 88. –– 12. 89. 0. 
40. 4, 41, 2. 49. 4, 48. 2ე1. 44. –– 2X. 4ნ. 3იხნ-–- ეზ-- ხხ -.თ. 

46. 03+-ხზ-LC--3ვეხი. 47. 2Xჰ7--(0ი+ხ-+CთX”+იხი. 48. (იხ-+-ხC-CC0)X-+ 

–+იხ. 49. 1+თ?-+ჩ? + /. წ0. 0. 51. –– 400. 69, იხ. წ68. 1. 

ნ4. 4510თ5|ი? >. ნნ. 50 (8––თ). 56. §510(თ–+- ჩ). 64. 2. 6ნ. –– ვ, 
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66. –– 9; 2. 67. 2; 3. 68, –-4+ V22. 69. 2= 0. 70. X= + 

++ +-22ჩ, ჩნ, ?1. X>7/2. 79. –– 6–X<--4, 695. (% 2)” 
15 23 7 

( 0 18 ი) 84. 3. 85. 2. 86. ვ. 87. 2. 88. 2. 89. 2. 

–-5 -–--3 –-21 

90. ვ. 91, 2. 99. 2. 9ვ. 3. 94. 2. 95.3, 96, 2. 97. ვ. 98. 0, როცა 

1 0 –- 1/8 5/8 
#=0 2, რ 2-0 99. .· 100, · 

და 2, როცა 272 ( > #8) ( 1/4 –– I/4 ) 
5 4-1 1 –-4 –-3 

101, 1/5 C 12 ლ) 109, ( 1-5 2 10ვ. 1; 2; 3. 

01 1 -–-16 4 
104. 53/22; –-41/44; 9/4, 105, 1; 3: 6. 106. 5; 6; 10. 107. 1; 1; 1. 

108: 1; 3; 5. 109. –– 2; 0; 3. 110, სისტემა არათავსებადია. 111, სის- 

ტემა არათავსებადია. 119, 8; 4; 2; 118. 3; –– 1; 0. 114, 3; ––2; –– 5. 

115. 1; 2; 3. 116, 0; 0; –– 2. 117, 0; 0-0; 118. Xჯ=:1; Vყ= 2; 

2.= 31, 1 ღებულობს ნებისმიერ ნამდვილ მნიშვნელობას. 119. # =- 1; ყ= 
=-–-1:2=0, თუ ი+ხ+055-0. 190. 0; 0; 0; 191, 0; 0; 0. 
199. X= 5, ყ=–-117 2=-7,) სადღაც 1 ' ღებულობს ნებისმიერ 

ნამდვილ მნიშვნელობას 193, X=2/; ყლ=-–-3/; 2=51, სადაც ( ღებულობს 
ნებისმიერ ნამდვილ მნიშვნელობას, 184. ყ=X-L7, სადაც X და 2 ნების- 

მიერია. 195, X=ყ–-42, სადაც ყ და 2 ნებისმიერია. 196. 3; 0. 197. სის–- 
ტემა არათავსებადია, 198, 5, 199. 1) აქვს ერთადერთი ამონახსენი, როცა 

ძ 55 –– 3; 2) არა აქვს ამონახსენი, როცა თ => = 3; ხ 5– – | 3) აქვ 

უამრავი ამონახსენი, როცა 0 =-–-3, ხ= == 180, X=-%=-2, ყ= 

= 206--)). სადაც 2 ნებისმიერია. 181. X= 11-=-72, ყ= _72 +1. , 

5 7 7 

ეღსედასან –.-, ყ= «-1, სადაც 2 ნე- 

ღეღე“___>–.-–__..._ 
11 11 

184, არათავსებადია. 185, –-– 1; 3; 2. 186. 1; 5; 2. 137. 1; 2; 3; 4. 

188, 5; 4; 3; 2. 189. სისტემა არათავსებადია. 140. X = ( : ი) · 

14.1, X=/95ზ%), 14ი, X=--( 1-1). 148, X- LC ა) 
ვ 5 5 L-3 –-1 01 
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1.1 1 
146. 46 - 

C
 

-–
ლC
 

C
 

”
“
.
.
 

144, X= ( I. 145. X= 

ს
ა
 

ა
 
ა
 

0 0 

ვანი მატრიცაა, მაშინ X ნებისმიერი მეორე რიგის მატრიცაა; თუ ძ6L4=+0, 

მაშინ X არის მეორე რიგის ნულოვანი მატრიცა, ხოლო თუ ძი 4 = 0, 
მაგრამ # არ არის ნულოვანი მატრიცა, მაშინ მისი სვეტები პროპორციულია; 

დავუშვათ თ: ზ არის # მატრიცის პირველი და მეორე სვეტის შესაბამისი 

ელემენტების შეფარდება, მაშინ; 7X = (_” ი სადაც 0 და ძ# ღებუ- 

ბულობს ნებისმერ მნიშვნელობას ნამდვილ რიცხვთ სიმრავლიდან. 

161, (10; 0; 13/5). 169, (–– 1; 2; 4), 163, 1) X= 21+ % + X. 

  

  

ვ 
ყ= 41#1# ; 2= რი215 . 2) (6; 3; 20/3), 164, X= 

_ 945 +X%+X+X, : ყ=ლ #14 9++ VM + ყა . „._ 21+72--L2ე+2/ 
4 1 4 , 4 · 

მითითება: ტეტრაედრის სიმძიმის ცენტრი მოთავსებულია მონაკვეთზე, 

რომელიც აერთებს მის ნებისმიერ წვეროს მოპირდაპირე წახნაგის სიმძიმის 

ცენტრთან და ამ მონაკვეთს ყოფს 7=>3 : 1 ფარდობით. 165. /4(--1; 2; 3). 

156, I | =21%V5: C205C=--2/31/5 ; 005ჩ= -- 4/31/5 ; C05+ = 5/3. 

157. 0(1; ––1; +–V2). 158, 609 ან 120. 169. M (–- V3; +–V 5; 

–+V3). 160. 6 (6/7; –– 2/7; –– 3/7) და. 6 (3/13; 4/13; –– 12/13). ჩი 
– 

ვექტორის 2 მგეზავი განისაზღვრება ფორმულით 6= 25 161, 0(+48; 

<> 45: + 36). 169, (5; 10). 163, (4; ––2; 5). 164. /2(--3; 15; 12). 

  
7 “+ 1 < –=ყც Iი|ნ+ |ხIძ 

16წ. _ – –––. 173. 5V10. 174. 4#M=4-.--“–-––. 
5V>2 5V2. (91 + ICI 

176. V3 და 1. 176, I 8+2V3 . 177. თუ 4, 8), C, წერტი- 
1 

ლები მდებარეობენ გეგმილთა სიბრტყის ერთ მხარეზე, მაშინ -- (თი+ხ+ი0); 

თუ გეგმილთა სიბრტყე გამოყოფს C, წერტილს 4; და 8, წერტილებიდან, 

მაშინ –'- I2--ს-–6| და ა. შ. 178. „არსებობს. 179. 1) 428; 2) 804. 
3 

180.. 1) 18; 2) ––3. 181, –-1,5, 189. თ=31,5. 188. C05/4==-– 12/49; 
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0058 = 005C =V122/ 14. 184. C0§/4= V 2/6; C058=4/21: C05C6= 

=9%V2/14. 186, 1 (6V2; 0; 8%V2). 186. ჩ(+-> 15. , 20 
V17> V17” 

187, 1C == +<-). 188. 6/ 6 ; 2. – 31) 189. I9(--6; 
5 5 11” 11 11 

6 19 – 24; 8). 190. ი 7(3+-+%0 ; –„ .-_-_ 
5 5 5 

6 V =2 198, 1) 6: 21–– 6. 194. 10. 196. V3. · 190, –– 5. 

197, –– ვ, 198, -- 120. 199, V7 და V13· 900, 15 და V 593. 

ი01, 16 V3.. 909. –- 36. 903. – 15. 904. თI ნ. 906. 0--ხ ,და 
2 + ხ ვექტორები გამოსახავს ი და ხ ვექტორებზე აგებული პარალელო– 

გრამის დიაგონალებს, გეომეტრიულად ეს იმას ნიშნავს, რომ ი და წხ. ვექ- 
ტორებზე აგებული. პარალელოგრამი” გაორკეცებული ფართობი უდრის 

ი-ხ და 0 ი + ხ ვექტორებზე აგებული პარალელოგრამის ფართობს. 

ი06 7V5. 907. 5=V6;|)ნ+0)=Iნ6-0|)= 5. 908. 11. 

909, „5 #21; ჩ = 4.22. 910. 37,5. 211. 1,5V 2: 919.: §= 

· |80| = 14/V13. 918. § = 12.5 | 880 | = 5. 914, 1) (–- 58; 
ა 1); 2) –=80, 918, (7; 14; –- 7). 910, 5. 917, ვ3ვ,.” 918, „კი. 

9819. კი 999, 154/3; 11. 998. 22,5; 45/V1090. 994. 2 V2 (3. 

998. 52, 996, 1) V69; 2) –-/1397 კვ. ერთ. 3) = გXლლ§· 0,5406, = 

           

96 
= 579 617.4) ––––-–-<- = 2,557 981. გადის 4 C” წერტილებზე. ) 3362 გადი და წერტილებ ხე 

ყ 2 ჯ 
984. 1 > =1;: 2 =1; 3) –– I; 

–6 4 12 ) – + ს +-% 7... 

2 5. 2 
ჯ 2 9 -5 

4) ––==1. 985, 1 ოსა მ6 »_ 2=0. 2 -–- –-– X+ 
) ) 11 #+ 11 ) 13 

12 1 --““ ყ-.2=0; ვ) –-ყ--2=0 4) 2-- -“.=0. 986. 6. + 13 ყ ყ ) 2 

§87.   5 „ 988. 4, 980. 3V + ს--2--4=0. 940. ჯ-–- 44ყ4+.52+ 
2V2 | 

+15=0 241 X+ყ+2-2=0 249, 3X + 4ყ + 62-–- 12 = 0. 

948. 10X +2ყ-+-112--148= 0. 944. 6X-–- 6ყ + 72 -– 125 =- 0. 
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946, 3X+5ყ-+72--100=0. 946, 23X-- 17ყ-+2 –- 50=0. 947. 1) ყ +. 
+5=0; 2) X+3ყ=0; 3) მ9ე--2--2=0. 948. 1) ყ--2=0; 

2 ყ-–-–32=0. 3) 3ჯ+22-–-5=0. 9489, 1) 459 2) გჯICC05 >. 
1 

ვ) 90. 950. 1) 609; 2) გიილი§ -– : 3) 09. 961, 2X-–+2ყ-L 2-+- 4=0' 

და 2ჯX + 2ყ+-2--20=0. 959. 0 = 5; ლ05თ = –. C§ჩ = ---; 

005V = >. 258, 11X ++4ყ-–– 52-–-9 =0. 984, 8, 965, 2X –– 6/ + 

+ 22-–-7 =0. 956. X“–-ყ+2–0=0. 967. 3ჯ––-– 5ყ +22-–– 49=0. 

858, 35ყ+122=0 და 3ყ–-42=0 959, 3ჯ-+- ყ +-22-- 23 = 0- 
9060. ჯ–– ყ–2–-2=60. 961, 2ჯ4+- 3ყ +42-–– 3 =0 9069. 5 ყწ-– 

–374+4=0. 96ვ, 1) (1; –– 1; 2); 2) არა აქვს. 964, 1) (3; ––1; 0); 
2) არა აქვს; 3) აქვს უამრავი ამონახსნი 965. X-–- მყ -L 92-- 21 = 0, 

9066. 7X -L 14ყ + 5 = 0; 267. 2X + 2ყ--22--– 1. =0. 968, ჯ -L 20ყ-- 

-L 72-– 12=0 და X–-2+4=0. 26ე. 31, 2720, 44 ყ-+–2-–-–-1=0 

და X+2ყ-- 62 + 3 =0; 971. VV (10; 10; 10). 975. /M (–– V2 : 1; 1). 

978, ყ=--2. 974. IC 273, 0) და (თ- -: 0). 975, 39X-- 
12 282 

– 29ყ-- 7272 =0. მითითება. სამი მოცემული /,X+8,ყ+C2+0,=0, 
#აეX -+LI8აყ -L C:2 + ა =0, #4ვX + 8ვკყ + Cვ? + ე =0 სიბრტყის გა“ 

დაკვეთის წერტილზე გამავალ სიბრტყეთა სხეულის განტოლება არის #4, + 
+8,ყ-+-C.2+M0:-+7(4:X-+8აყ-C:2-- 0.) +ზ (#ეX-++ 8ეყ--Cვ?-Lე)=0, 

სადაც » და ჩ პარამეტრებია. 976, X + ყ+-22--4=0. 977. 1) 3; –– 

–- 7V-+ 5=0; 2) 7X+3ი-–-27 =0. 978. X + 2ყ + 1 =0. 979, 5X+ 
+2ყ--25=0 5X+2ყ+4=0. 280. (0; 7) (6; –-1); (2; 1). 

981. X–+ 3ყ=0(48); X–--– 3=0(4C); X–-2ყ+3=0 (8C). 289.. 1) 3; 

2 1 V13 4 2,2. 988. 1) 4: 2) 5 =>. 984, 1) ––– ; 2) .„V13., ი85, 1) ––-–-;-- 2) 2, ა) ) 3 ) 2 ) 2 5 

  

ვ ვ X ყ ვ ვ 4 
57 2 ) V 2 + V2 V 2 ) 5 57» 

ვ 4 5 12 2 
ნ---- –– ყ = 0. 986. 1) –-––-#-–- ––“– ყ––3=0; 2) – –––ჯL– 

ან ლოლჯ ა -–ყ 1 311337 ·“ VI3 

“3 სკ)... 2 -0, ვ V3 ––ჟ––.ჟ–=ჟ–.-.–ჟ–ჟC=.–.–– 
V13 V13 2 2 2 
– 15ყ--2%1=0 9588. 12X+5ყ--26=0 12X-+ 5ყ-- 78 = 0. 
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    ივე, + (9.1,  X» 
5 

ყ ჯ L2 X . ყ 
ვ –5 + ) 1 §1= –5 –3 3 

«890. ყ==20; ყ ==; ყ=ლ=–X%X%+4; ყ = ჯ-L.4. 981, 1) 3; 2) 2 --. 

999, 5; (3; 4). მითითება. თუ მოცემულ განტოლებას დავიყვანთ ნორ- 

მალურ სახეზე, მაშინ მართობის ფუძის კოორდინატები იქნება X=/ ლ0ათ, 

ყ=/მ35თ. 298. ჯ- V3ყ––10=90. 994, ჯX-–-V3ყ+14=0. 

ჩჯ 3 51. ჯ 3 
–296. 1) ––; 2) 0; 3) –––; 4) –––, 906, 1) ––.;:.2 IწII--“ I, ) 4 ) ) 2 ) 6 ) 2 ) 600 ( >) 

ვა >: 4 2, 997. 1) X–– V +1 =0; 2) V3 X––-#V + 3-––2V3,=0;   

3 XჯX+ყ-–-5=0. 9298 5X-+ყ-–--10=0; X–5ყ-- 28 =0. 

999, V10. 800. _ 195. 801. V10. 809. 2X-––5ყ-+4=0; X–-2ყ + 
V65 

–+2 =0. 803. X+4ყ + 4=0. 804. 12X-–– 5ყ––31+26=0. 805. X-+ 

+ 3ყ-–- 2=0. 806. 11X+22ყ -– 74=0. 807. (10; 21). 108. (11; –– 11) 

80შ 3ჯ-–- 2ყ-––27=0. 310. 2X-–– ყ–-–10=0. 811, (0; –– 12); 

(ი, =8) 819, (2; –– 1); (0; 3). 818, + 814. 3ჯ--ყ+9=0; 

3X+ყ+9=0. 816. 3X--ყ-–-3=0; X+3ყ--19=0. 816. 5X--4ყ--2=20; 

4X–– 5ყ+ 1=0. 817. 21–– ყ/–-5=0; L–-3ყ+12=0. 818 ლ 

  

–3. 3-2? 1 ვ 4 
X-2 ყ/ყ-4 2-6     

  ლ =-–აე= -X X=L-3, ყ=L(-+5, 

  

–27 – 14 9 
„=- I ვეკ, “+. 27 #- 11 7? . ითC=---; C58= 

9 5 1 107 
–2 _- 

=- 5. C57=--:-., ვიც X1 1. M9M-2 2-3. 005 თ = 
V107 V 107 ვ 4 –5 

– – X+5 
=0,3V 2; C5§ჩ =0,4V2; ი057 = –– 0,5 V 2; 85956. 1) + = 
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–7/7 2 ჯ ყ–4 –- 12 
4 =-+-:2 -=7% 2-1) · 827. 1) =–; 2) C0§დ= 

  

  

  

  
  

  

  
  

  

  

6 0 
1 106 1 X–2 

=–. 828. 1) C005დ = –--– ; 2) -ლ0§დ=--–-–----, ვ99, 1 = 
V 13 ააოუ ისაა V 3 ) 
–_____... 

–2 5 0 0 1 1 
ყორ 2 , 1 

=---=-–--,. მვვ1, 1) კი; 2) არა. ვვ?. 0051) =: ––––-–. ე88. X= -> 9 2 ) კი; 2) წ 7 

–––ეე.იიიიიიიიი......)................. 
2 ვ 1 

ვე 1-2 ყ+3 2-1 კგ X-6 ყ-ხ 2-0 
–2 3 0 L VI 0 

____ ... 
–5 2 4 –2 1 1 2 

ჯათაიძტიიიშო.„ჰ“შ. ვ41 2-1. #M+5 2-3 
3 0 1 0 –ვ3 1 V 2 –-1 

–აუ>ა> უშჰშ უ3––_._9–_ 
V2 1 4+1 
13 . 1 1 
=-;: 2 ყიდ= –---, 846, 5I1დ=- –“–––-, მ48, (==... 

7V ა) შიდ V 6 ვ 

849 X+3ყ+22=0 350. 2/+52-30=0 851, == 

--ყ--1 = 2-1 „ 859, 7 4=:4 8=-– 8. ვამ. 1) (0; 0; ––2); 
22... 3 

2 წრფე პარალელურია სიბრტყისა 854. 1) (5; –-1; 2) წრფე ძევს 

; . 18 ჯ–-3 2 
სიბრტყეზე. 855. (1; 4; ––7). 856. ყიდ=---. 857. -0-#1:- 

=%-“ .„ 858. 5X-–-– 7ყ--–224+-39=0. მ59. 9X-–– 44+13=0, 

2=0; 15X-––- 82 ++ 3=0, ყ=0; 5ყ-–-–62--1=0, X= 0. მითითება. 

სიბრტყე, რომელიც მოცემულ წრფეს აგეგმილებს, მაგალითად, X0V სიბრ- 

ტყეზე, უნდა აკმაყოფილებდეს ორ პირობას; 1) ის უნდა გადიოდეს მოცე- 

მულ წრფეზე და 2) მართობი უნდა იყოს Xჯ0ყ სიბრტყისა, ანუ 02 ღერძის 

პარალელური; ამიტომ მოცემული წრფის განტოლებებიდან უნდა გამოვ- 
2. 8 8 

რიცხოთ 2. 860. (<: ==. 0) წერტილი X0ყ, სიბრტყეზე; V =< 
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'წრფე V07 სიბრტყზე; X= –“ წრფე X07 სიბრტყეზე. 861. 2X-- ვყ. –– 

– 22+ 1 =0, 5X + 2ყ + 22–– 7 ==0. მითითება. იპოვეთ სიბრტყე, 

"რომელიც გადის მოცემულ წრფეზე მოცემული სიბრტყის მართობულად, 
„მაშინ საძიებელი გეგმილი განისაზღვრება, როგორც ამ სიბრტყისა და მოცე- 

მული სიბრტყის გადაკვეთის წრფე. 21069, 4X-- 9ყ ++ 102 –-–9 =:0, 2ჯ + 
+ 2ყ +2 –-– 15 =0. 808. (5;––-1;:0). 304. (3; –– 2; 4). 865. (1; 3; 3). 

8066. 7 = ვ. 367. (––3: 5; –– 3), 368. #=ვ. 309, X-- 1 _ ყ-.! _ 
1 

2 -––1 LI ყ–2 2-3 
= -. 820, ლ –--5= „ 871, (X––-1)?-L (ყ-––-–4)2= 13. 2 ' 1 2 3 ( ( 

879. (X-- 6)? +(ყ ––7)1=5=36. 878. (Xჯ +- 3) + ყწ= 9. 374. 1) 2; 

· 5 ,– 5 ვ ვ 3 (2: · > · · V · · ჯ 4; (2; –– 1); 2) -V2I(-<5+:+); 9 2: (0. ლ) 35.04 

«3; თ; 2 --; (– +: 0); ვ) X58 ; (C+' წ2) 826 (L-- 

_ 27+თ+ 3)“ = 4 და (X + 2)”-LC/ + 3)1=4,. 87 + (ყ+2)'=4; 
(0; 0); (2; –– 2); (–-–.2; –– 2) 878. ჩარასინიბობიაბი 879. 2X--5ყ + 

+19=0. 380. (X-- 1)? ++ (#/ –– 1)2= 1 და (X-–5)? -L (ყ–– 5)? = 25. 
88. (;:-–- 3) 1 +Cყ – 571=25. 889. (X-- 3)? -L (X +– 5)? = 100. 

:888. (X -L 4)? -+L (ყ -- 1)? = 25. 384, /I, წერტილი ძევს წრეწირზე, /V> 

წერტილი მოთავსებულია მის შიგნით, ხოლო /VIვ წერტილი –– მის გარეთ. 
886. 1) ეხება წრეწირს; 2) კვეთს; 2) გადის მის გარეთ. 887. 4 = 1, 

8=0, C=1, 08=--6 ს=--4, = --12. 888. 1) (3; –– 1) და 

(2; –– 2); 2) (–-4; 6); 3) არ იკვეთება. 389. 7X-–-– 4ყ= 0. 890. 8» –– 

–-20ყ+1=0; 5X--2--7=0. 391, (X-L 2)? -L (ყ -L 1)? =- 20, 
:899. (X-–- 1)? -L (V ++ 2)? = 16. 39ვ, 7. 89+, 2. 895. 1) X? + ყზ =8; 

2) XX +- ყ=606 896. X?--ყ1= თ 897. (X–– ვ)? + ყ?=9,. 398. (X– 

20). + ყ= 40, 399. 1) 2-6 + > –____ 
100 36 

ჯ? ყ" “ #. 

-400. 1) –-– –- =1; 2) –-– + --- ==1, 401, 1) 27=-10;:26=-6; 
) 18 + 9 36 16 

  

  

  

  

რ 0; 0; 5 (––4; 0); -=->; 2) 2თ = 2; 2ხ =8; #-(0; V15) ; 

#-, (0; ––V 15); 6 =V15., 409, 1) 2თ = 26; 2ხ = 10; /, (L2; 0); 

2 – 
თ, (– 12 ფ: 4=--; 2 2=4 2=12; წ 60; #V2); 
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2V2. უთო, ყ 
3 #. (0; ––4VM 2); 6= . 403. –=+4- =I. 404. 1) (3; –– 3); 

> , –- ,: 2 (2: +) 3) არ იკვეთება. 405. #4 წერტილი. ძევს 

ელიფსზე 8-–-მის შიგნით, C –– მის გარეთ 406, მითითება. C1 = 

= 0? –– ხ“ დამოკიდებულებიდან ჩანს, რომ C არის იმ მართკუთხა სამკუთ- 

ზედის კათეტი, რომლის ჰიპოტენუზა და მეორე კათეტი 'შესაბამისად არის თ 

  

    

  

– _ 

და ხ. #07. 1) #2, 2) VI9. 408. 1) -2V2-, 2) 0,8; 

ა #4 +. ყ? ჯ? ყ? V3. 

408. –“–- + –-- =1., 410, ––– +.” =1:6=."“ · უ”=ქ1ქ; #3==9. 
15... 5 36 1.9 2: 9 
48 ,– 2ხ" 

411, –- V2 4195, – 2 418. (+5; +2), 414. (–- 5; 7). 

4V3. 2V6. 15 8V7. 
_ა ხლ, <'უე) ს 416, | –– >. წ ს 417. 416. ( 2: 9=“ვ ) 416 ( 2; =–-– ) 4 

2 4V3. 4V5. 2 ყ? 
–_- · 1 · 19. =+ 49 –_– =- =1. (1 ;+“– ): 418, –––-; 419. ჯ 0. 490. +5- =1 

> ყ? ჯ? 2 ჯ? ყ? 

ი1, –“. ო»; =1 ან –-=1. 499, –=--- =1 
0 40 X 24 144 80 

498. (++, –) და (0; –– 1). 494, (+V 15; + 1). 496, 1) 

კვეთს. როცა | LI < 5; 2) ეხება, როცა MI = + 5; 3) გადის მის გარეთ, 

როცა | LI > 5. 490, იხიხოი. 497. 10 და 5 V3. 498. 609. 5
 

490, -% | ყბ-1, 480. > + -V- = 1. +81, ელიფსი. 489, X'-+ 
5 · 

ჯ? ყ? ჯ? ყ 

-ეეეი_ 
+40=ჩ ) 9 16 ) 20 4 

Xჯ? ყ” ჯ? ყ' 10 22 99 -.1:2)--- –- -”-=1, «88. 1) 20=5; 20= –; 484. 1) 2 28 2) 20 25 წ. 1) 3 

  ნ, (->– VI8 0, M(-–--V/15; ი), 6= VI3. 1. 2 202 =6; 

5 
2ხ == 8; L. (0; 5); #2:(0; –– 5); 6=--. 436. 1) ძ=3; ხ=4; #, (5;0); 

5 ყ? ჯ 
2.2 _ ·ბ·.=1 487. XI -- ყბ=16, 
3 ი 14 36 
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2 > 
4328. > -C = 1. 4398, მითითება. C? == 0?1-+ ხხ. დამოკიდებუ- 

ლებიდან ჩანს, რომ C არის იმ მართკუთხა სამკუთხედის ჰიპოტენუზა, რომ- 

ლის კათეტებია თ და ხ. აქედან აგება გასაგებია; ასიმპტოტებია „=> «-- X 

წრფეები. 440. ყ = ++ X; 6= + „ 441, X-––- 10=0; ჯ-L 4V5ყ + 

+10=0. 449. 10 –- და 2--. 443. ხ; 2გოდ -”-. 444. 1)2; 

2) 59-თ. 445. X-- 2ყ-- 12=0; X+2ყ+8=0 446. ძ, ძა = 

-----. 447. (+V6; +V2). 448. 1) (10; 2); (–=–10; 

==” (10;, –– 2); 3) არ იკვეთება. 
  

         

2 2 ა: „”2 2 2 

2 >3_.-----... 
9 16 9 36 9 

ჯ“ 2 2 2 2 2 

ე): 1 MM 1 462 ა თX- #1. ე. 9 1 

4 5 36 64 16 9 

> Cა 0: +-> VI. 464 (> + ->VII ) 455 ყ=+-?% ;+5) 
2 5 3 · 

2 2 2 2 

4ხ6. (0; 0); (6; +2V 3). 457. –“- .  .Vწ - 1 კავ > MM -.1 
16 48 4 12 

469. 1) / = 16X; 2) X?= ზყ. 460. 1) XX = –– 18ყ; 2) ყ? = 12X. 

461. /”#(6; თ; X+6=0. 469. ყზმ= -- 28 468. (3; + 3 V2). 

464. (9; + 12), 465. 12. 466. 6. 467. 10. 468. 2ი. 469. 1) (–-6; 9); 

(2; 1); 2) (–4; 6); 3) არ იკვეთება. 470. 1) კვეთს, როცა # < - · 

2) ეხება, როცა ჩხ=--; 3) გადის მის გარეთ, როცა ჩ>--. 

471, 0 = 2ჩხ. 47%. X--2=0. 473. ყწ= -–-3X. 474. XI = –- 2ყ. 

475. 49V/3. 476. (0; 0); (6; 4+-2V3). 477 ყ? = + 4ჯ. 

478, ჯ?2=––-32ყ. 479. ყ=–V3(X+1); = 480. 2X–- ყ–-3=0. 

461, 1) ყ?==8(X –– 2); 2) #7? = +-X. 485. 1) XX =--- 4(/ –– 3); 

2) X? = ი0X. 
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585, 

ნ88. 

ნ84. 

ნ8წ. 

ხ80. ა) 

508L0V0IIIა6 5სMM# (4, 8, C, M, M) 

LსIMI6M510M. #. (M, M), 8 (M, M), C (M, ს» 

00 4 I=1,M 

10 41)=1, M 
CL )I=%(ს ა» + 80,» 
LXსIIIM 
CM0 
§08ილ0ყIIMნ CM#8Mნ (8, M, M, 8614) 
ხIMნM5§ICM 8 (M, M 
00 3 I=1, M 
ხნ03)1=1,M 
8 (, 1 =8ც61# + # 0, 7) 
LI ყ0ნIM 
ნMი 
5080CყVIIIMC, 12 ჩX§ (8, M) 
ნIM6ნM5ICM 8 (M, X 
M=M–1 

0 2 I=1, M 

IX = I -C 1 
00 24=X#, M 
C=8(,V» 

8(L I))1=80), Iს) 

8 (I, 0 =C 
სი LC1VIXCM 
LMV0 

508ი60901IM8 MI#Mს (#ტ, 8, C, M, M, I 
0IMCM5I0M # (M, M), 8(M, X), C (M, M) 
00 3 I=1, M 
ხნ0 3 1)=1, LX 
CV 9=90 
CV, )=C0, 4) +#0, L)«8(L, თ» 
C0MIIM0L 
იCI0იM 
წM0 
0IM6M5I0M #ტ (2,4), 8(4,2, #8 (2, 2), 8#' (4, 4), C(2, 4) 

LX6#0 (1,4) #, 8, 8CI# 

ნ00CMჩL (8L4, 1, 8L 6-3, 2-1) 

Cჩ#LL III ჩMს (გ, 2, 4, 8814) 

C#ტLL MI#Mს (8, 8, #8, 2, 4, 2) 

CჩLL MILI#Mნს (8, ბ, 8ბ, 4, 2, 4) 

23. უმაღლესი მათემატიკის ამოცანათა კრებული 353



687. 

354 

ბ) 

ო
 00CM#I (3X, · #8= ·,4L10 2) 

ნ0CMტX (3X, “8#=7 , 4 C 61.3/3X, “ # = ', 410.3) 
VIII C (3, 1) ( (48 (I 2»), I = 1, 2, I = 1,2) 
V/ნIIC (3, 2) 8#, # 
510 
MC 
0IM6M510M # (2, 3), 8 (3, 3), C (3, 3), (3, 3), ნ1(ქ, 3), 
#I81 (3, 3) 
ხ6ტ#0ი (1, 3) #, 8, C 
ნ00M#1 (9 LC 3.1, 9ი3.1, 93.1) 
C#LL 50MM# (4, 8, 0, 3, 3) 
Cჩ#LL 50IMM# (#, C, 01, ქ, 3) 
VნIIC (3, 1) 0, 01 
ს00MჩIL (4X, “ #+8=“ , 3 (3610-4/)/4X, '# +-C=', 
3 (3 C 10.:4/) 
C#LL 1IC#M5 (#, 3) 
C#LL 1II0I#M5 (8, 3) 
CჩLL (#, 8, #I87, 3, 32, 3) 
VიVIIC (3, 2) #, 8, #81 
ნ0LM#1 (3X, '#ტI=' , 3 6L3, 1/)/3X, ' 81 =3 (63. 1/)/3X, 
„ტ18I =7 , 3(36/10.4/) 
5106 
სM0ი 
5ც08იM-ლისIIMსნც 08ILM#ჩ1X (ბ, 8, M) 
0IMCM5I0M # (CM, M), 8 (M, M) 
LსL0 1 LI=1, M 

800 1 1I=1, M 

8 1, I) =0 

IX I-II) 1, 2.1 

8 0, 9X)I,=909 

CCMIIMVC 

# = 1 

M#5=X 
# 1 = #85 (# (M, IL) 
M=IM-L 1 

#42 = #85 (გ 09% Iა 
1 (1, Cს. #2) C0LIL0 5 
#41 = #2



ნ88. 

ნ8ე. 

11 

10 

IL (M1 -MC.0( 6010 6 
60710 20 
ხი 8 1= I, M 
IC (I.LC-M) 6010 9 
#4MI) = ჩM (M, )1) / ტ ძCIX0 
8M) = 8 (#, 4) / # (CC, Iე 
00 10 1=1, M 
IC 0-.C-M) 6010 10 
IC (-LC-MX) C010 11 
ტ (I, )) = # (, ჰაჰ – ტ##I.# CV, 10 
8 (I, ,))=80, ა – 8LI.#C, MX) 
CCMIIM0ნ 
IC (I, Lწნ. Iს) 6010 31 
# (%, ჰ) = #MI 
8 0, )) = 8) 

8 CCIMIIMV6 

20 

41 

IX = # + 1 

IL (IC. LC. M) 6010 3 
C010 41 

VI0IIC (3, 7) 
L0IIM#ტX (5X, ' 0ნI =0') 

CCMIIMყLC 
IX IIM 

LM 

სIMCM5I0M # (4, 4), 8 (4, 4) 
LXნ6#0 (1, 3) # 
სL0ILM#ტI (4 L2.თ 

C#ტLL 08ILM#I (ბ, 8, 4) 
VI2IIL (3, 21 8 
00LMტჩ1I (3X, 4L / 0. 4 /) 
5106 
ნM0 

L)IIMI)CM5I0M # (2, 2), C (2, 2), X (2, 2), 8(2, 2), 
#1 (3, 3), C1 (3, 3), 81 (3, 3), V (3,3) 
IXC#ILC (1, 3) #, C 

L0LMგ8IL (2L2-0თ)) 
C#LL 08CM8 (ტბ, 8, 2 
C#LI, MI 8ტML (8, C, X, 2, 2, 2) 
VI0IIL (3, 4) X 
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69898. 

356 

00M#1IX (3X, 24.1 /) 
XCჩ0V (1, 2) #1, C1 
ნ00MგჩX (3C2-თ 
C#LL 080CM4Iგ5(#1, 81, 3) 
CჩLL MIL#MV? (81, C1, V, 3) 
VICIIC (3,5) V 

.· C0IM#X (3X, 3L4-1 /) 
IXL #0 (1, 3) #, C 

C#8LL 08ILMტბL (ბ, 8, 2? 

C#LL MI#Mი (C, 8, X, 2) 
VVIIIIL (3, 4) X 

5100 
LMLC 

LCთMCII0CM 0LI (%, M) 

ნ0IM06M51I0M # (M,1M) 
IL =1 
სLI = 1 

L-=X 
#M#ტ = #85 (# (L, II) 
LL = IL 
L=L-+1 

#M8 = #85 (#ტ (L, I0) 
IC (MM#-C6- #M8ნ) C010-.3 
LI? == L 

#M#M/ტგ = MM8 

IL (L. LI. M) C010 2 

1 (LL. MC. XI) C010 4 

5ICM = 1 

0010 6 

510M =-–-1 

L0 5 I)=I, M 

5=#4(0 X–X) 
ჩიი=8LLსხთ”– 

IX, IX) =5 

IL (გ (IC I). ML. 0) C010 6 

LI =90 

LILI CIIIM 

სXLI = 5ICM « ჩ (LL. I0 - 0LI 

X1 ==X -L1 
იი 7 I=X#1, M



593. 

LX0C 7 I=L1, M 

ბ(, ჰ)ლ=ჩი სგ I ს ი ჩხითა/ჩ(იI(XI 
IL = M1 
I 0XVXC. LI. ო C010 1 

სLI = ნC86I « #ტ (M, M) 

X61VIM 
LML6C 

ს0IMC6M510IM # (4, 4), 8 (4, 4) 

XC ჩIX (1, 2) #, 8 

LCIIMჩI (16. L 3. 0, 16 L 3. 1) 
C=0LI (გ, 4) 

 = სLI (8, 4) 
VIII, (3, 4) C, L 

L0CLM#I (3X, ·0CI# =: , L 10. 4, ' სCI8= :, L 10. 4) 

5100 

LMნ 

508-00IIM6ნ CIC5I5 (ბ, 8, M) 

სIMCM5I0M # (M, M), 8 (M) 

M. -= 1 

L =X 
ტM# = ჩ85 (#ტ (L, Iე) 

LI = L 

L=L+1 

#M8 = #85 (# (L, IX) 
II (%M#. Cნ.ტMც6ც C01I0 3 

LI = L 
#M# = #ტM8 

IL (L. LI. M) C010 2 

IC (LL. MC. XI) C010 4 

C010 6 

00 5 1I=#. M 
5=#4(L /) 
ტბ ძი »X=ტ#6(LL 

(LL )1))=5 

IC (ჩ (LL, Lე. Mნ. 0) C010 7 

VVIIIIL (3, 30) 

L0IIM8#8I (' 08I = C0') 

IIL I ს)IIM 
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695. 

258 

0
თ
დ
 

ა 
თ 

თ 
–=

 
0 

სა
 

>.
 

ა
 

ა
 

ი
.
”
 

>
 

ნე 
ა
 

-
.
C
6
 

ILI1 = XX -L 1 
800 8 I=VXI, M 

C=7#(L MX) / #(«, I) 
8()=8(ჰ –- 8ძე.C 
8-0 81=M1, M 
#(, პლ ჰ)-– ძი »>«C 

MX =IC1 
IL («C. LI. M) C010 1 
6 (M) = 8 (M) / # (M, M) 
M1 =M#–1 

00 10 ILI= 1, MI 

5=0 
M1=M-–-IL+1 

00 9 1) = M1, M 

5= ჩ(M–1),ჩ -.8თ+5 
8(M-––11==8(M–1)=5 
LLLI IIM 

ნM0 
ხIM5M§ICM # C, 5), 8 (5) 
06#0 (1, 3) #, 8 
ნ0ნ6M#ტ1 (25 C 8. 4 / 5 68, 4) 
6MLL 1ILC515 (#, 8, 5) 
VICIIნ (1, 5) 8 
ნ00M#1 (3X, ' X =“ , 568. 4) 
510 
CMLნC 

· 3,7986; –– 1,4748; 1,3855; 5,9921; -– 2,5013. 
· –– 1,9950; 9,6424; 5,1280; 0,0531; –- 2; 1421. 
· ––0,6769; 5,5707; –– 2,1141; 3, 1908; –-– 1, 4175. 
. 4,6721; –– 5,9120; 2,6386; 3,7501; –- 1,9016. 
.· 2,5210; –– 8,6077; –– 1,5960; 6,2991; 2,5011. 
· 6,1295; 8,7423; 1,5807; 4,1623; 2,4552. 
. 2,8900; 4,9130; –– 1,4608; 6,0975; 0,2319. 
. 1,1292; –– 6,3308; –– 3,7813; 7,2299; –– 2,0938. 
· –– 0,7576; –– 2,1734; 10,5502; –– 7,0809; –– 1,9709. 
„ 13,0951; –– 5,8820, –– 5,9031; 3,4991; –– 4,6994. 

„ –– 5,8853; –– 3,8129, 9,3279; 16,7301: 5,2273. 
„ 6,5533; 3, 6893; –– 16, 7972; –- 11,2201; –- 8,2452, 
,„ –– 16,2349; –– 24, 0152; 10, 5692; –- 3,9921; 24.4738. 

, –- 2, 3561; 4, 1977; –– 10,2672; 17, 3025; 1, 1927.



698. 

10. 
-– 

508.0VIIMC IIნ6V (ბ, 8, X, M, 05) 
0IMCM5I0M # (M, M), 8 (M), X (M) 
LX0 10I=1,M 

8(0=8თ/ტ4ტCთ)ს 
XიI =8თი 
00 1. )I=1, M 
#C აჰ=–ტ040(0 »–27/#ტV ი 

9 –-XVX0C3 I1I=1,M 

ა
 

5=0 

002 MX=21, M 

IL (1.CC-I) C010 2 

5=5+6ტ8(00 92-:-Xთ 

C0MIII086 
#ტ0,01=8(0)+5 
#1 =0 

80 4 I=1,M 
5=XVC 
X0 =#C0 
#MV,0=5 
5= #85 (04 (0 ს-–X(ს) 
IC (§. ცI, 805) #1 =1 
C0MIIM0C 
IC (C1. IC. 1) C010 5 
ს CIV CM 
ნM0 

· სIIMCM510M # (3,3), 8 (3), X (3), #1 (4,4), 

ც1 (4), X1 (4) 

LXC#LC (1.1), #, 8, 81 

L0CLIM.ტ 1 (9ნ67-2, 367.2, 4 L"7. 2) 

LXC#L (1, 2) #1 

L0LILIM#ტI (CL 7. 2) 

CMLL IICC (ბ, 8, X, 3, 0. 0091) 

CჩLL IICLL (ტ1, 81, X1, 4, 0. 0091) 

VVIXCIIL (3, ვ) X, X1 

LC0CIIMტI (3X, ' X =3L8. 273X, 'X=', 4668, 2) 

510 

LMLნX 

600. –– 0,0992. 601. –– 3,13106. 605. 3,1374. 603. 4,06065. 

604. 2,5557. 60წ. –– 4,5759. 606, –“– 3,1067 607. 2,30000. 
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608. 1,2803. 609. –– 3,0921. 610. 3,2529. 611, 2,8832. 
619, 1,4142, 618, 2,2999, 614. –- 4,0981. 6165, 2,1435, 
610. ––10,8122. 617, –– 1,0510 618 2,3950. 019. 0,1735. 
090. 0,6821. 691, 0,3250. 699. 0,4971. 69ვ, 0,2164. 

64გ. 1) (X-–-- 2) +(Cყ + 1?1+(2-–– 333=16; 2) (X-–-1)1+ 
+ CI –– 4)? + (2-L 7)=121. 647, 1) (X-–– 3)? + (ყ + 1)? + (2–––1)2= 
=21; 2) (X -- 6)” + (ყ + 8)? -L (2 –– 3)? = 100, 048. 1) (1; –– 2; 2); 

4; 2) (თ +; 0); –-/ბ9; ვ) (0; 0; თ); ძ. 649. 5. 650. # წერტი- 

ლი ძევს სფეროს შიგნით, 8 წერტილი –– სფეროს ზედაპირზე, C წერტი- 
2 

ლი –– სფეროს გარეთ. 651, ,9 + 8? -L C1 = => 

658. 2X–– ყ+-32--–7=0. 654. (X –“ 1)? ++ ყ?--2%=1, 655. (X-–- 1).-+- 

-L (9 -+ 2)? + (2–– 3)? = 49, 656. X? -L 2ყ?=01 და X? ++ 227=0? (ელიფ- 
სები) 667. გეგმილი X0Vყ სიბრტყეზე 3X -– ყ-+ 5თძ=0 წრფის მონაკვე- 

თია. 668. X?-LVყ?-L2? –-8X= 0. 659. 8X? -L 8ყ? -I. 821-I- 6X -–– 20ყ –– 

4 
–-– 1=0, 0600. (1; 6; 0); 5. 661. == _ 11 ; +): 3. 669. "+ 

ცაა. + 6.   

3 

ს ყი +- 2- 0X+ყ+-27=0. მითითება. სფერული ზედაპირი 

ეკუთვნის »? -L ყ” -L 21-–- 0? + #(CXL+ ყ+2–-0)= 0 კონას; 7.-ს გავი- 
გებთ იმ პირობით, რომ ზედაპირმა უნდა გაიაროს (თ; თ; თ) წერტილზე, 

6ნცვ 12 -- ყ-+-21--14X-- 10ყ+22+7=0. 604, X” + (ყ + 2)? 

-L 22= 41. 66წ5. X” -L ყ? -L (72 -- 3)? = 25. 606. (X-–– 2)?-1-(V--– 2)1=4. 

667. (X – –2 ) + (#-– – 2 | = 25. 668. 4 (2X-- 2-L1)1-+ 

+ (4V -L 37 –– ვუ” = 144, 669. X? -L V2? -L 21. XV - - V2-- 2X- 

–_ 5-=0. 670. (2X-L2)? –– 10(2X+2)+25XV7=0. 671. 1) (X-–--1)+ 

+ 4237=4, ყ=0 (ელიფსი); 2) X?--5ყ? -- 8ყ –- 12 =0 (X0Vყ-ზე); 2 – 

– 2-2 =0 (ყ02-ზე); 4X? + 52?-+42 –– 60 = 0 (X02-ზე). 679. –- + 

”· 22 + > 0. 678. 1) X2?2 + #2? –– 2?1=0; 2) 2X1--2V? –- 22=0. 

674, 27X?-L82? X2-+17V2--32=0. 675. 8M?Xბ%მ=20702 (ს (V-+-0თ)--ძ2|) 
2 V2 

676. V2-L 22. X2=0, 677. X1-–- 3V/?2-L 21 ==-0. 6?8. X 1.1 _ 
22 25 

272 

_ “0. 679. 40(X ––2)1-–-– 9V2- -921=0, 680. 1) XX-––- ყე + 
49 

360



+2=0, 2) »+#/-–- 2 =0 081, 1) 7. V/ყმ + 2 =0; 
2 2 ე 2 2 2 2) ჯ? -L ყ?ზ=ჟ, · >» MM +2 _ ყVყ  _X+7X _ ) X“ + ყ?=272. 689 + გ? 1. 083. დ + 2 = 1. 

2 “ 2 2 

684 ხადა დოს თ -X- ხხ. ., 686. X? -L 
0“ § ით” დ? 

+ ყ“ = 207. 6806. + > V + 2 1; 1. წ | 36... 16... 1; 4> 9... 32++= 
ელიფსები; წვეროები; ( –C6; 0; 0); (0; + 4; თ (0; 0; +8) ფრპები: 

> 
20=12; 20 =. 8; 20 = 6. 687. + ++- VI X=2 ელიფსი; ნახევარ- 

ღერძები: 3 და V 3; წვეროები; (2; +3; 0); (2; 0; + V 3). 088. 

    

96 45 # 
1) –-.ა;2-–“–- გ. 680. (0; 0; 2); (2; –– 3; 0), 690. ––-- ბ უვ 2 –> ( ); ( ) ი. + 

2 2 _ ეი“? 

+#1+- =1 (ბრუნვის ელიფსოიდი) 691. (> 2-2) + 9 4 =1, 
იძ 

2 2 2 2 

=0 სი). 699. -“ _ XV -- 1, 2=0; –” =0; (ელიფსი) 25 + 5 2: > ყ 

3 2 L) 2 

_დ–-__-____ 
9 4 27 3 

ყ ქ 

ყ=:2+ძ2;, – = 1, X= +2. 694, 4; 3, (<+-4; 0; –– 1), 
128 ვ2 
9 9 

695. X2 + ყ-- 21 = 202 (ორკალთ. ჰიპერბოლოიდი). 696. (4; 2; 9). 

697. 1) ბრუნეის ცალკალთა ჰიპერბოლოიდი ბრუნვის 0X ღერძით; 2) ორ- 

კალთა ჰიპერბოლოიდი გრძივი 0ყ ღერძით; 3) ცალკალთა ჰიპერბოლოიდი 
– 22 =0L 2 1)? 

ცენტრით (0; –-5; 0) წერტილში; 4) –– თ-ერ ს ე + ა) 

= 1 –-– ბრუნვის ცალკალთა ჰპიპერბოლოიდი („ენტრითთ (2; 1; –- 1) 
1 2 

წერტილში , ბრუნვის ღერძი 0X# ღერძის პარალელურია; . 5) 91 კ 

+ 210) =–2(ყ--1) –– ელი–ფსური პარაბოლოიდი წვეროთი (–-1; 

1; –– 3) წერტილში; პარაბოლოიდის ღერძი 0ყ ღერძის პარალელურია. 
X., 2 1 ყ X 2 ყ ასბადე–დიიუზტაასაა.. ხევ, 2 +? =(1++) ლილ ( 2”) დ 
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ჯ 2 ყ ჯ 2 ყ 
აა -–- =21- >“. -–.. .-. =1+--, 699, 4(-- 37=0, ყ=2 
4 6 ” 4 6 + 2 M 2 

და 4X--12ყ + 372--24 =0, 4 +3ყ-–-32-- -–-6=0. 700. 2 =.0, 
2 L 

+ + 4 =0, კოორდინატთა სათავე; ყ = 0, – ==. პარაბოლა; 

2 
X =0, + = 2, პარაბოლა 701, ჯXჯ? + ყჭ= 202. 709. X? -L 5ყ? + 

+ 4Xყ–– X=0, 2=0; X? + 52 –– 2(2-–-– 42=0,ყ = 0; ყ? +271 + 

–+ 2ყ –- 2 = 0, X=0. 703. 15; (თ –-0C; =3 704. 2=-:0, 3 –– 

– 4ყ=0 და 3ჯ-+ 4ყ––24 =0, 3L-–– 4ყ-– 122 =0. 705, 6L–“ ყ-+ 

+ 3=0 2-2-–-3=0დღაეა 2+2--1=0, 2“ ყ–2= 0. 

7006. 1) წრეწირი, რომელიც ძევს ყ07 სიბრტყეზე; 2) ჰიპერბოლა, რომე- 

ლიც ძევს X = 2 სიბრტყეზე; 3) წრიული ცილინდრი, რომლის ღერძიც 
ემთხვევა 02 ღერძს; 4) X= + 1; ყ02 სიბრტყის მიმართ ორი პარალე- 

ლური სიბრტყე; 5) (X+Vყ(X–- ყე)=0, X+ყ=0, X-–-.ყ=0-– 

ორი სიბრტყის ერთობლიობა; 6) ზედაპირი, რომელსაც მხოლოდ ერთი 

ნამდვილი წერტილი აქვს –– კოორდინატთა სათავე; 7) (X-– ყ)? -L ყ?=1–-–- 
ცილინდრი, რომლის მსახველიც 072 ღერძის პარალელურია, მიმმართველი 
წირია (X -- 1)? -L ყმ = 1, 2 ==0 წრეწირი; 8) XVყ2 = 0, სამი საკოორდი- 

ნატო სიბრტყის ერთობლიობა; Xჯ = 0, #ყ=0, 2 ==0; 9) ჰიპერბოლური 

ცილინდრი; 10) X(X –– ყ)= 0, X=0, X-–-ყ =0 -– ცილინდრული ზე- 
დაპირი, რომლის მსახველებიც 02 ღერძის პარალელურია, მიმმართველი 
წირია X = 0 და X–-- ყ = 0 წრფეების ერთობლიობა; 11) ყ? -L 2? = 0, 

აქედან ყ =0, 2=0–0X ღერძი; 12) ნებისმიერი Xჯ-ისა და ყ-სათვის 

ჯ + 4ყი+4>0, ამიტომ ეს განტოლება არავითარ გეომეტრიულ სახეს 

არ წარმოადგენს. 707. 1) ელიფსი, რომელიც ძევს 72 = C სიბრტყეზე; 2) 02 

ღერძი; 3) კონუსი, რომელიც მიიღება ყ = ჯ წრფის ბრუნვით 0X ღერძის 

გარშემო; 4) 21% + “ = 1 –- ბრუნვის ელიფსოიდი ბრუნვის 02 

4 

ღერძით; 5) X? + ყ? + (2-–- ი)? = 0?-––- სფერო; 6) ბრუნვის პარაბოლო- 
იდი; ი ჩიპერბოლური პარაბოლოიდი; 8) ცალკალთა ჰიპერბოლოიდი; 

ყ? 2 
9) –--- + –. + > = =–-1 –- ორკალთა ჰიპერბოლოიდი; 10) ბრუნ- 

ვის  პარაბოლოიდი; 11) კონუსი; 12) X? -+ (7 –– 1)? = 1 –– ცილინდრული 

, , 8”. 
ზედაპირი 0Vყ ღერძის პარალელური მსახველებით. 708. ” = # + · 
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709. ხ = VC-– 2? 710, §=– - IC. 711, ,=4/ 7 

713. 1) 12; 13; 17; 20; 2) 4. _8. 2 29. _7X+ 4XL · 718. 
ვ 5 15 2 + 3X? 

5 1. 15 5 5 1 1) 1: –– ; 1 XI; 210 – ––; ––. 714. /(0=-–-– –X+-–-„» 2 ; + ) 2 2 I„თი 3 + 

?71წ. (თ=--#-24- +) 710. 110 და 2; 2) –-–1 და 3, 

717. 1; –– 3; 2. 719, 1) 312; 2) 31C0; 3) (1C 0). 790. 2% და” 2X2, 

791. ყ= ი -L 1). 799, (X + 2)? 723. 1) ყ=/9, (=510 X; 2) V = 

= 5%, V = 7, ყ=3ჯ + 1; 3) ყ=–1დ/, I=Lდ9, 9=-- . 791. 1) ყ==24, 

#=005X; 2) ყ= IV, #= 9, ყხ=1+X; ა ყ= მICIიV, V = 3%,. 

შ= --X7. 795, 1) ყ= + V3-–-X#?; 2) ყ= + )იდ5; 3) ყ==––00§ X?; 
X 

  4) ყ=I9 (10 –– 105). 72906. 1) ,=)065-+7-X 2) ყ=10494-1!წX 1; 
LI“ 

–_ 1 8) #=X და ყ=->. 79%. 1) ყ==>-; 9) ყ=–- IX 3) #/= 

41 
= 1 + 1 +X; 4) ყ=I-L–-– 1; 5) ყ=2“. 798, 1) #/=/ 1 –X/. 

––_–___-_3>--323_- ა ულუ___._.   

4) ლუწია; 2) და 5) კენტია; 3) არც ლუწია, არც კენტი, 780. 1) და 

21 
4) კენტია, 3) ლუწია; 2) არც ლუწია, არც კენტი, 781, 1) 5 2) დ; 

ვ) 6:72; 4) -- დ. მითითება. V =51ი #X ფუნქციის უმცირესიუდადე- 

21 , 8 
ბითი პერიოდი განისაზღვრება I = +. ფორმულით. 789. 1) 1; 2) - 2 

ყწM _.. დ 2 
“270469        3) 4: 4) დ. 788, 1) X-- ყ”= 

2 2 

–2?ყ =0. 784. 1) ყ= „1... =>. წ 
1+X 2 ით 1 3) ყე = 2იX. 

  

2. 
785. 1) 0 და 0; 3 და 5; 2) 1 და 0; #2. და 1, 7830, 1) 15 და 
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ვ 5 + 1 7 ჯ 1 
, ეა –-- და-–- –-: 2 -- – _:- და ––-. 

4 5 ? 5 ლ 61: 2 შუს ვ 2 

787. 1) 2; 2) + -L ჩი. 788. 1) ––1' 2) +. 789. 1) (––1; + C); 

2) (–-თ; + თ); 3) X= + 2იი. 740. 1) (–-3; 3I; 21(–C; 

-–- 2); (2; +თ); 3) | – +-+2ი 2 + 28. 741. 1) C– ი; –-2; 
«-–-2; 2); (2, + თ); /9 C– თ, –1); (–1; 4; (4, + თ). //741. 
1) (--თCდ, –– 1); (C–1;0): (0; 1); (1; +C<); 2) (– <<, –– 3); (––3; 1); 
M1, + თ). 743. 1) (–-2; 0); 2) (– დ; –– 2); (2, + CC). ?44.. 

1) (––-4;101; 2) I1; 5). 746. 1) (0; 4); 2) (– დ, ––2); |6, + C). 
· 1 1 
“ · –1 · – =-I!" · _ 2 ჯ 740. 1) I––-1; 2); 2) ( <, 5 ): (1, + C). 747. 1) (> ; | 

2 C– დ, –)1); (1, + თ). 748. 1) (0; 1); 2) (–2; 2). 749. (თ, +»): 

M4, +C). 750. (1; 4). 761, |––1; 3). 759. (–– 2; 2). 758. (–– 1; 3), 

764. |1; 4), 765. (1; 100), 756. (–– 3; 0); (0; 1) 757. |–- =: |. 

268. (– C, –- 2); 8 „+ თ). 759. X=2. (60.(-–; 2) · (2, + ფთ). 

761. (3; 5), 769. (8; 10). 763. (––1; 1); (2; 3). 764. (4; 5); (6, -- =–). 

778, 1) #1 +ყზ=1; 2) VI < # =-–- ბორ +; 3) ყ == 1. 
ჯ 

L 
გICLდ –-–- 

779. 1) VX9 + ყშ. + ყ. გიდ -ბ-=», 2) V X? + ყ? = 6 2, 3) X= 1. 

780. 1) XX+ყ?=იყ; 2) (X2 -+ყ2)%2=4იე% X? ყ?; 3) (X2-- ყ?)?=Vთყ(3X?--ყ?). 

781, 1) XX-+ყ?=0X; 2) (X--LVყ?)ზ=0"“(X-–-ყ”)"; 3) (+ -+-ყ?მ)1=0თX(X"-–3ყ'). 

789. 1) X2-+ყზ –– იX=CV»X” + ს! ; 2) (#2 + ყ?)ზ = 0%X2 –– ყზ). 783. 
1) #-+ ყი +0იX=თCVX? + ყ?; 2) (ჯ-+ ყ)?=2იბჯყ. 784. 1) „2 = 

=--9ი 2დ; 2) ”წ=ძ() ––ლიი§დ) ?85. 1) ”=ძ005დ; 2) ჯ?= 0? 005 2დღ. 

786. 1) Xჯ = 2ძL05დ, ყ=ძ35I012დ; 2) ჯ= -% იიჯდ, ყ= დ ძი დ. 
დ 

787. 1) X=0ძ35112დ, ყ = 205111დ; 2) X=20ლწწ79დ, Vყ = 20CIწC. 
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1 1 1 1 1 XM8 
7290. 1) –– ––, –– ,–. – –., – – ს, –––– |) ,..: 2) -––1, 5, 

2 4” 8” 1I6 ( 2 ) ” ) ' 
– 7, 9,..., (––1ე)1(2/ ++1),...; 3) ––1, 1, =– 1, 1,..., (– 1#,.... 

2 291, 1) 0, 3, 2, 5, 4, 7,..., IL + (-– 1#,ო...;. 2) 2, 2, +, 1, დო 

2იყი22 3-L(-.1M 2. 
,..,- 1 C-100 <1) 1,0, 3, 0, 20.2, ჯ , 

2 ვ 4 I +1 

2/M –L 1 _- 1)2+! 4” ვ _–__-_ჰ__-______ჰ-_---__... 
2/1 1 2ჩი + 1 

4 –- 1)0+! ვ8–-1 
793. 1) » = -038-1., 7? #»# = (01. 3) ჯ= , 

” 25 2M + 3 
794. მშ. 795. 100. 796, 1) #->>10; 2) #>>32. 797 1) 9; 2) 99. 
798. 3, 799. 1, 800, 0. 801, 2. 802. 1/2. 808. 2/3. 804. 4/3. 80წ. 1. 

806. 1. 808. 2. 809, –– 1/2. 810, –– 1, 811, #/3, 819, 0. 81ვ, 1. 

814, 5. 815, 1, 8106, 3/4, 817. 1/3. მითითება, 12-12? -L... -L /1? == 

=-- M თ + 1) (2M + 1). 818, 1/ვ. 819. 1, 892. 0,1. 898. 0,01. 
  

830. როცა §8 <1, მაშინ M>M –- 1, ხოლო როცა 6<- 1, მაშინ 

M=0. 881, | ჯI >>7. 833. 0,1; 0,01. 834. X#” და 2X 005 XI Lთ'X უფ- 

რო მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირე სიდიდეებია, ვიდრე X; 510 3X და X 

ერთი და იმავე რიგის უსასრულოდ მცირე სიდიდეებია: X6X და ჯ ტოლ“ 

1 
ფასი უსასრულოდ მცირე სიდიდეებია. 885. X -–- 3X. და -- წ 2X ტოლ- 

ფასია X-ს მიმართ; X3-L 3X4 ჯ-ის მიმრთ “უფრო მაღალი რიგისაა; 

5  X> ჯ-ის მიმართ უფრო დაბალი რიგისაა: 880. 1) მეორე რიგის: 

2) პირველი რიგის; 3) შესამე რიგის; 4) პირველი რიგის. 817. 1) პირველი 

1 
რიგის; 2) მესამე რიგის; 3) მეოთხე რიგის, 888. 1) მეორე რიგის; 2) 2 

2 
რიგის; აქ X-–> + Cთ. 839. 1) მეოთხე რიგის; 2) “> რიგის, 840, უსას- 

რულოდ მცირეა: 2X7?; 1 -–- 00§X; 510 7; სასრულია: 3 –-X; V9--X; 6: 

უსასრულოდ დიდია: 2 : 1იX; CLCX. 841. უსასრულოდ მცირეა: 
Xჯ



· 1 

5012 :; სასრულია: – #7 მ6+- 6“; უსას- 
X ჯ X 

„რულოდ დიდია; #X1: ლ". 849. 5. 843, 11/7. 844. 0. 815. ე. 

846. C. 847. ლთ. 848, 7. 819, –-2, 850. 7/9. 851. ––16/7. 655 1:2. 

:858. 3. 854, –-2,5. 855. –– 2/31 856 3/, 857. –-4#ყ. 858. 1) 3/5; 

2) //. 859. (ეშ 800. –- 1/2 8061, –- 3/4, 802. 1/2. 803. 2. 

-864. თ. 865. ლ. 8066. 0. 807. 0. 808, 15. 869. 24. 870. 0. 

-871. –– 1/16, 879, –– 2/7. 873, ე, 874, 2. 876. 1. 870. 0. 877. 1, 

„როცა X-> + C; – 1, როც > – თ. 878. 64V2. 879. 2/3. 

:880. 3/2. 881. -– 6/5. 889. 3V5. 8883. 2,5. 884, 12. 885. ––4/V 3. 
-880. 0. 887. ვ. 888. 1/2, როცა ჯX-> + C; –– დ, როცა L-–>+–- Cთ. 

889. 0. 890. 1) 4; 2) –“– , 891, 1) 1; 2) 6/7. 899. 1) 1/9; 2) 1. 
ჯM 

  

:_ 3 1 
-5901 –- –; Iწ---; 

ჯ X 

:893. 1) 0; 2) 1. 894. 10. 8965. 4/ვ. 896. 1) 1; 2) 2,5, 897. 1) 1; 

„2) 4/7. 898. 0,5. 899. 1/8. 900. ––1/7. 901, ––2/7., 909. 0. 90ვ. 1/4. 

904. C0§0. 905. >. 900, ––- 2/3. 907. –- #/4, 908, 2/ჯ, 909, 1/4V 3. 
·910. 1. 911, –-'1, 919, 1/ვ. 91ვ, 3/7. 914, 1/12. 915. –-0,5. 
916. 1/3. 917. –– 1/16, 918. 1/6. 919. 2 1/3 / 15. 990, 3/4, 991, 
1/5. 999. 1/)იე თ. 993. 3/2 1ი 10. 924. 1/ი. 99წ6. II 3. 996. –– 6. 

·ე97, 1. 998, ი. 999. ი:?/ა?, 930, II“. 931, 1ი თ. 9ვ9. 1/ი. 93ვ. #6. 

-934, 10 8. 985. 1. 936. 1, 5. 937. 1. 938, 1) 81; 2) 1. 939. 1) 20; 

2) –– 1/64. 940, 0. 941, -LC. 949. 6, 948. 1/ე, 944, #2. 945. 612. 

-946. 69, 947, (6. 948, 0. 949. ტ–?. 950, 6-1, 951, #9. 959. #01. 953. 63. 

·954,. V6. 955. 1. 950, 1. 957, 6/2, 958. ი/ხ. 959. 1,5. 900. –- 2. 
961, 2. 969, –-1, 903. --0,5. 964. 1/8, 905, 0,5. 966. 1/4. 
967 –-2. 968, ა, 909, 0. 970. V3. 921, 2. 979. --1/V3. 
·973. §502თ/ 2თ. 974. 4/. 975. 1,5. 976. 41იძი. 977. –-2. 

-978. –“ ა'/2, 979. –– 1. 980-C05%. 981. 1/1ი ით. 989. 6. 988. იხ. 

984, Iი?ი. 985. Vიხ. 980. ლ. 987. 1/ი0. 988. 1/V2. 989 1, 
„როცა ძი >> 1; 0, როცა 6 < 1; 1/2, როცა თი=1. 990. 1, როცა ძ >> 1; 

–- 1, როცა ძ< 1; 0, როცა 0 = 1. 1001, 1 და –– 1. 1003 X/2 და 

–- #/2. 1008, +-თ და –- დ. 1004. –- 3 და 3, 1005. +-C და 0. 

1006. 0 ღა 1. 1007. 2 და 0. 1008. 1 და –-–1. 1009. --V2. 
·'1010. ––-1 / 2. 1015. მეორე გვარის წყვეტის წერტილებია: 1) X=>5; 
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2) # = ვ- 3) #= (26+ 1) >. 1010. 1) X=--3- მეორე. გვარის 

წყვეტის წერტილი; 2) X = 2 –– პირველი გვარის წყვეტის წერტილი, 
IICI = 1; 3) X=1 –– მეორე გვარის წყვეტის წერტილი, 1017, 1) X=2ე –– 
პირველი გვარის წყვეტის წერტილი, (წ2) | = 1; 2) X = | –– პირველი 

გვარი” წყვეტის წერტილი, |IV | =#; 3). X1= –- 1 –– პირველი გვარის 
წყვეტის წერტილი, | თ | = 2. 1018. 1) X = #X –– მეორე გვარის წყვეტის 
წერტილები (# = 0, +2,..); 2) X= 0 –– პირველი გვარის წყვეტის 
წერტილი, | VII = 3) X=0 –– პირველი გვარის წყვეტის წერტილი, 

წ – · · · · 2 – IიI==1; 1019. 1) 0; –+ 2; 2) უწყვეტი ყველგან; 3) CL+1)» (8 = 0, 

+1, +2,...); 4) 0; 5) 1; 6) MX. 1090. 1) 0; –– 1; +–-V2 ; 2) უწყვე- 

ტია ყველგან; 3) = 4) 0; 5) 0; 6) 2%L (#=0, +1; +2,...). 
2; 

10951, წ(–- 11=3, 1099, ”(5)=––0,5. 1093, /(0)=4,5. 1094, I(0)=1. 

1059. 1. 1030. 4, 1081, –– 1, 10ვ9. ჯ, 1034, ჯ = 0 არის პირველი 

გვარის წყვეტის წერტილი. 1085. უწყვეტია ყველგან. 1080. ფუნქცია გა- 

ნიცდის პირველი გვარის წყვეტას ყოველ X = # წერტილზე (1 მთელი რი- 
ფცხვია). 1087, 1) 3X2; 2) –– 1/X2; 3) C05X; 4) 1/005?X; 5) 1/ V1+2X. 
1038, 1) 1/2 VX ; 2) 4X––1; 3) §I02ჯ; 4) 6; 5) –– 1/2 XVX. 1039. 
1) 0,1; ––0,20; 2) –– 1; 2. 1040. 5; 70. 1041, 1) 0, 1; 2) –-3. 
1049, 1) 0,1; 10; 2) ––1; 1/90. 1043. –– 1/8. 1044, ––1, 10485. ქ. 
1046, 1) ––4; 2) –-1, 1047. 7. 1048. 2. 1049 10. 1050. 24, 

1081, 3; 0; –-– 9. 1059. 4 და 8 წამის შემდეგ: 1058. 4X1 -L 6. 

1064. 6X-+82ქ1- 5. 1055. X-–X+ 1. 1050, X4 –-2X: -- ქ, 
1057. ვ» +1/VX. 1068. 14 :/0+1/#/ ჯ”. 10598. 0 -! -L 

+ ხი ჯ5-1. 1060. 5X4/(+ხ) –-2X/(თ– ხს, 1061. 2/M X+ 
-+LCL4/#/ X –=2/2XVX. 1069. 21 X2V X +6V X +2. 100ვ, 1–– 
– 2/M L1/X. 1004, 5/ XX X-2/XV X>. 1066. 4X(1 + 
+ 3X--10 X-–). 1066. 413 –– 3X? –– 8X -+L 9. 1067. 1) X(2005X--X510 X); 

2) 3X(10 3 -მLC5I0ი ჯ; -+L 1 / V#1–X). 1068, 1) 3X2CLC X –– 0 /§Iი“X; 
_ ვ01+4L- 

2) X7#, 1069. +<(:--). 1070. –»/X, 1071, =-5X +4X=-13 
X ჯ (XL + 4X –– 7)? 

  
2 2 I 

1079 – !., 10, “834! კეკ _ % ღებ“. 
1-––-50Xჯ (1 + (")? (1–- #0? 

1076. 2/მ-CL2/. 1077. 0, 1078. 11 2X9%X ჯე: ქეში, 
(1 + »“” 
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108ი 3/I4+ 11X/X, 1081, (6X(2ICLV X + 1 / (1 -L ჯ)), 1089. 

4X––51ი 2; 42X--9I 2X კეყვ 2I1X _ 1! ჯი8კ, ვ#M (5 + ჯIივ). 
4X V X 0081Xჯ Xჯ1I0 10 X 

108ნწ. X6CX#(C25)1X+X51ი X+XC05 X),. 1080, ჯ?ი7 (311 X++XჯI0I ი:1იX-L1)-· 

1087. 3 და ––3 1088, –-- 1, 1089, -– 1/8, 1090, 4. 1091. 6C056X. 

1099. –– 30059:X 510 ჯ. 1093, 20 X (X2––1) (X4--–-2Xბ-I-3)4, 1094, 4(5X7-–– 

_ 2X-L4) (65X––1). 1098, 25104». 10906, C 51I.3X. 
0059 3X 

: 1 
–- 2)ივპჯ-აIი 2ჯ. 1098. 2+155ი?XC05X. 1099, –“–––––– -_., 

+ 2V1– X?V1-+ მIლC51ი X 
2X + 1 ზი-> 

1100 –- ძ=ძ!+.+.+.V.V>. 1101, 3 (2:1ზ/6 + 4 V X5 _ ვ)” · (2#!1 + 

3V (C+X + 1? 
– 2 

+ 5/2 / XX). 1109. ––. 2X+ 3_ – „ე. _ 
4/01-ვე1 5V (6L-- 1) 

== ჯ 2ჯ6%” 005 (10 X) 
ძ5)) ––-– 005--. 1109, -_ ._-––. - 1106 –“– “? 1106. 

V1-- 602» ჯ 

„ 1097. 2ლ052X0053X-–- 

1101. 

1 

1ი (თ X>:51ი XC05X 
1109. Lყ%4ჯ. 1110. 1 /Cლ05ჯ. 1111, 4X/(1-–- 2). 1119. 1/(6"-L 1). 

1118, 1 / §§ი9XC05X. 1114, (ემჯ. '1115, 1) 6წ # / 2VX; 2) VC / 2. 
11160, 1) X27%(3 + 5ჯI07); 2) 2X(503% +- XC0§ 3% . 3% 1იე 3). 

.· 1107, ტ4§95X (C05 X--5)ი“ჯ. 1108. (6+(1I 51ი X-+CLC X). 

  

1117 2060-X/(6-+. 12 1118, –- _ 1. _ CI 2X+ 3. - 1119. 
(X + 1)” X+ 1 

2 8ICLC // X2-–1 
ეღებდ_<__--_-_<_–__._.6. I 

1 + X? ++ X9 XV2X? –– 1 X VX?––1 

“ ძი IC გICLყ (4ჯ -L 1) 
_.! ” 1I1ივ, ტ,,32060X+)) _მ(018(09+“+" 1) ევ 11იკ, 

XVX.–-1 8X? -L 4Xჯ -L 1 
XC059 X , 2 

7 10 7 C05 X(005X–-3X 510 X), 1196, –– –––“–––. 11906. 
VX.+1 510 ჯ 

910 2X 1107 _  1+ 60163ჯ 1198 ვV#Iიევ 
1 -+L §ჯი?ჯ. §ჭი? 3ჯ 2VX. 

2 · 
–+2X(X 511) 2X–-C05 2X). 1129, 4   

(+ --+0იV %) (X?-L 4) 
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2X 9 2LCIC” 3ჯ 1 3ჯ 
–-“ _725:6 'X+'.. 11ვ1. ვჯე?, 

V 1–- 4ჯ? 1 + 9X? წ ლი5?ჯ + 
მICLC? ჯ 

+ X 26 გICLC ჯ + =>“ " 113, –--..  მ(იX+- ა). 1188, 
C05; 3ჯ ) 005? X ( წ 1 + X? 

–- 26 CC? (2X + 3) (XC0§(2X-L3)+3 §Iი (2ჯ-L3)). 1134, 1, VX2--I. 

1135. 1/51ი?». 1130, 33-53. 1137, V4X–1. 1188. 

3005X 00§2X. 1189, 10 (2 + 1). 1140. 4Xგ-ლIი X. 1141, 15510? 5X X 

1130. გL05Iი 2X –- 

  
  

    

, 5V»X _–_ეუეაებ 

X 00503X 005 8X. 1149, _2%99X. 02 კე, –2V -; 1-2. 
0052? X _ 2VX. 1 +2X 

1144), 2 II, X00C6I8X. ეც, (%ცევ ვჯ, 1147, Vუნ--ე? . 
VX-+1 V1-+-ჯ? 

1)460 2 ა 11კ0 211 11ი, VI+X II), 1... 
V2+-4X–-Xჯ ჯზ-+1 ჯ 5+451იXჯ. 

–-X. 

1Iევ ნ“'–6 ს კვე 1 |, კე 1... 
6-9 LC (# + 1)? (X + 1) »XVX-–-1 

– , 4 
1156, 1/3; 1(6V2. 1156. 0 და 5. 1157, 1/15. 1158. = IL 2. 

1169, 1 1160, 6. 11061, 1--, 119, 3(2#-+ 1). 1164, 0. 
1 

· ცხ. 
1165. XXL(II1 X-+ 1). 11066, –– ჯ7 ძშიჯ-– 1. 1107. (>) X 

X(ი>+ !). 1168. ფითაMX(1+ II90X ლომ. 1169, კტო ( MX 
912 X 1-+Xჯ? 

–). 1171, (LC X)-IწX X 

  

მICLC X "+   )' 1170. (Iი XXX (ი )იჯX-- 
ჯ 1ი ჯ 

  - 1 (1-–– I წ»), 1179. (გი 2ესაV (. 30053ჯ · 10 გICL2 2X + 
5107 X 

+ ოლვრულლშს 1173, ხ+3VI( 5 XL, 2 2XVX 215)“ 
(1 -L 4X?) მICLდ 27; 2 VX X + 3 

1 1–-ჯ2) 2X მ10005 X 1174, --- ( 1 –- ;/)210005» _-“. _ > 

| (1--X) V1--X»? 1-# 
X 

X #-% 1იჯ+I2 + -+- I. 1170, C ·XXC1+Iიჯე. 1177. –:(%X 
ჯ 102X 

|: 182წ. ჯ 'X 

24. უმაღლესი მათემატიკის ამოცანათა კრებული 369



XIVX+ -- Iითაჯ |. 1178. -- (21159X –- ლ(თX-.I IC ჯ )· 

    

1ი?59Iი X V 510 2X 

1179. ;:5 რC+-3აე%ი--2ი'(-> –+ –-> – >) 1180, ჯმ(X“-L 

-L1)19. “ო + მერია) 1181, დამ6C+> 

  
1 ). 1188. 092 (აი 4X ). 

-= 29- (X2 –-- 1)? X+1 X?--1 

8 
1184. 8 სეი C-ს “ვენ 

5)ი 

1186, §6X. 1187, 1/ლხ?». 1188, – 1/5ხ2ჯ 11ვყ. 276-0X-- XI50X 

       
           )· 1185. ლ6X. 

  

      

ლჩხ? ჯ 

1190. _ 3XIიIჯ+50ჯXCX. 1191, 650? 2ჯC”ნ 2. 1199. -- 4 · 

XIი0? ჯ§ხ? ჯ 50? 2ჯ 
იხ?ჯ 2 

11953. 2-ლ0წხ2. 1194. 45ი4». 1195. იე2ჯტ2 . 1196, · 
§ი 2X 

=თია 4“? 
1107, – 5X-- 2" კენ 0+X" კე, 1 . 

19 8; 005X–-– IV X 
Xჯ _-_ 
_ „_იე%X „2. 2 1900. 1/(X+2 1. 1901, #12“ კვე, _(21+X9)V1+)2 

2%1Iი 2 ჯ 
ჯ? 

1908. 18. 1904, 120X#. 1905. –– 108 5I)06X. 1906. 26 (1 + 2ჯ). 
ჯუ? 8 

1907. –– 1//ბ 1908, 1 +291 % კე... ი . 1იჯი, 
0059 X V 01 -–-X20)3 

ე––დ- „.ჟ..შ:შ”. 
V(1 + X21 (1 + ჯ2? 

1918, 4(3 005 2X-––6X 510) 2X––2X” 005 27). 1914. 241ი X-++50. 1915, 480. 

19516, 4/ი. 1917. 0,5. 1918, 7V3 /36 9910 ტ7MC05 (თძ+” +) · 
2 

· რბ MM · # 
1990, 0550| ი –+– ჩ ––. . 1991, 2ჩ-1ეჩ” თია (. 201 +#M –– I. 

2 · 2 

1999, –-2--I0ჩ 005 (2ი +”+2) · 1998, (()ით"ი". 1294, „I 
2 
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1905, 8 ა ყე, C-1იM! კვე, (C-- 1 100--1)101_. 
(1 –– »)5+I (1 + »X5L+! (თX -L ხ)” 

_ აჩი! 
2C-1იM! კვე ნ ყე, ს 90. 
(1 -L X)”+! ძ ი? იპ 

8 2 ( 
–>>>.>.---___-_” 
309511 1 005პჯ 2 47 

193ვ. ლდ -C : _ 1. „· 1934, –- 2(თI: 6”). 1935, LC 2; 

2 45% –- 

1958,   1230, –- (CI. 

LC” 2! 1936 ლ0051-+ §5Iი 1... 2 1937, 2! 

20052. ' ლ091-––§9ი!' ი '(0051––5ი ე? ' 1-0. 

4 
19838,ე, – _ შ  1ივე0. 1, 1940, 5. 1941, –-66M/(2-L 37 IL 1), 

(1-- 4-2 

1249, _ 39% ჯეკვ, 1, 5, 1944. –- 2X+%. 1იკე, –-ჯ/ ი . 

X 

ყ 

  

ც? 5019 ( X+2ყ 

· , _, 
1940 §9-X ჯეკ, ი LM. 

ყ–- იX 6V -- X 

_ _99ი%+# სკაი VXIIყ--M 
1-+ 51ი(X + ყ) X(CყICX-–-X) 

1953, –-4ე2/ყს.ს 1964. ყ/(1 --ყე), 1955, –-2(1 +ყ4/ყ?. 
4 

1956. წ 
იყ) 

საჰ 

40+16X" ,, 10ც1, სე ჯქჯ, 1969. - 2X 
005” X 005“ ჯ 

_ 4 ვიცე ყე 2/(ქ/. 1966, ---ყი--ქდ, 1967, _ 0ძX _ 
(ფ? + 1)? 2 2 ძი? + X" 

· (იმ 
ეგე.დდ–კკ––––_–_–_ღე““ .–..»>. 

(1 –+– 5105 X) მLCLC (519 X) 510” X 

_1-–-Xმ%XLX_ ე. )10;1 #+Xკჯ, 1070, __ #09XV+5) 
(1 + #9) V1-+- ჯ»? ყ–X X(2X?V-L5) 

ჯეუვ, ყი იკ + IM, 1975. ძა. 1976 _ 9% _. 
#–-ყ X–ყ 107X 3#-2 

107, _ 25062XX კ, კვ  2:9XძX_ _ კვ; ,ძ-_. 
102 (1 + IC XჩX) 00% ჯ ჯIიზ?ჯ 

C05 

1948 6“ #4 #, 1იყყ. 
ჯ 

1961, => 1969. 0,5. 

  1967. 4, 1958, ვიე'X/ყა. 1969. -- 10X (03 –– X2)4 ძჯ. 

1960.   .· 1368. 45102 დძდ. 

1964. 

  

  

. . I _ „50% 
1980. (იჯ) - (C0§ X-CL6 X-–– 510 XI0 510 X) ძ».. 1981, = /X 
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    X წ. 2XI0 X + 501X 2“) __... 
2 VC05X 

  

  

  

  

  

  

–+%V005X · 1იძ) ძX. 19583, 0ლ010XI 1–– ძ»X. 1984. ძX · 
“ 25იჯ Cხჩ 2XჯX 

1985. 6-X(ძ0ი იX–-500X) ძჯ. 12806. _ მძ. 1287. ძX. 1988, 00X 
ლი X X თძX-+ხ 

19ვე -  რშ0იX ჯაეე, 0რX  1იე1,  6X-5 კ. იე, CLC X ძX. 
: (4+--2)103. 511) X ვ3ებ–-5X+6 

––_-____.......... 
ლ005X 2 VX(CX+-ი0) XIიXჯ 13... 

15ეჯ, (2XI0X--2X--1)102 ა. 15998 (X(310X+11+5I0 2X) ძჯ. 
XჯIი? ჯ 

005 X . X–- 1 1/ 1 
1999, = ( | ჯ-95X ძჯ, 1300. _ "აა ი. ( თ ყი»ი»). ძX ვიი. I/ -– 2L + 

1 1 1 +-+-)ი 1801, #0 +XVI-XL-- + |" ქ». 
X-– X–2 XჯX 1+XჯX 2(0--X) 

3 

1809. ჯ-I§+X 98X__ ა)“. 1804, C05X69 %X ძჯ, 1305, 6 (0 -- 
V Xჯ 511” 

_X. 

–2X)ძXჯ. 1806. ძX „ 1807. == ი ყი > | ძი. 1808, 
1+6ჯ ძი თ 

= XძX 
6 (0 20ლ5;- (14+ 209იX)ძX. 1800, –- ლილი, 1810. 

·--+ ჯ 
ჯ? 13 

„ 2 კ, 1811. 2ჯ»X6 + ძ». 1812. 2თ (629 -  -2თX) ძქჯ. 
(C+-- 1)? 

ა» 2ძ»? : ჯ 
1813, –-25005 5ძX”. 1814, –-– ––.- - 1316, ვჩყი | 3#+7-–– | ძა”. 

9X V X 2 

1816. (2 9ძX- 2) ძ»!. 1817. 21ი 2-2ჯ” (1 + 2X?Iი02) ძX7, 
510? X 

1318, 291-9 ძM. 1319. 329ი ჯძე1 1890, «> (ჯ' -L 6X+6) ძ ჯ8. 

0, 9,005 , ; 2) 16X#Xჯ. 1898. # ყ-= 
V X 

= 0,53; ძყ=0,5. 1824, ტყ = 0,91; ძყ=0 9. 1896. 1) #/36; 

2) 1/ 2700. 1396. :L/ 45. 1897. =1,96, 1898. =2,01. 18959. =1,495. 

18ვ0, =3,002- 1831. => 0,008 1332. >= 1,99. 18ვვ. > 2,98. 

1384, = 2,975. 1835. = 1,231. 1330. => 1,07. 18337. = 0,958. 
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13291, 1) 0,5; 2) 48 ტ». 1899, 1)



1338. =1,02, 1339. =65,92. 1349. =2,02 13:59, ს) 1374, სამი 

ნამდვილი ფესვი, მოთავსებული (1; 2), (2; 2), (3; 4) “შუალედებში. 
1875. 2,5. 1976. +1/V3. 18377 არი 1378 არ 13729, 9/4. 

1380, 1/ 10 2. 1181, 1, 1369, V + -!. 1383, 1 2: 4. 1084, 

)“– 0,5; 15/4|. 1386. 14/ი. 1386. შრ 1387. არა 1868, 4/3. 

მ81ცე, 1, 139ი. 2/ვ. 1301, V 2. 1399, 1. 1ვ0ვ. 173, 1894, –-–- 1,3. 

1398. 1, 1890, 1.5. 1397. “”ერ-ი, 1ვე8, ლ0§დ, 1399. 2. 1400, 1/3. 
„ 

1401. 0დ 1409. C. 1408. –- 188, 1404. ძ. 1405. 0. 1400, +-თ 
1407. 1,5. 1408. –– 5/8. 1409, 0. 1+10. 1. 1411, ჯ2/2. 1419, -–- 4: 
1418. 3, 1414. 0. 1415, 1. 1416. 1 1417, 0. 1418, 0. 1419, 2:ჯ. 
1490, 2. 1491, იც, 14995, –- 2. 1493, 1, 1494. 1 1495. 0, 1+96. 0. 
14957, 0. 1498. 1/2. 1499, –- 1,2. 1480, 1,3. 1431, 1/3ვ. 1+39, 0, 

1483. -– 1/ვ. 1434, –– 1. 14ენ, 1,2. 1436. ––1/2. 1437. 1. 1438, 1. 

1439, #-6, 1440, ი, 1441, 6-1, 1449, (?/M, 1448 1, 1444, 1/V6. 
1445. 1. 1446. 1 1447. 6-5, 1448, 1. 14490, 1, 1450, 1. 1451, 1. 

1469, 1. 14წ3. #1. 14654. 1. 1465. 1. 1450. 1. 1457. 0. 1458, 1) 1; 
2) 0. 1469, (X-L- 1)?4+2(+- 1)?-–-4(X+ 1)-– 8 1460. (VX––2)1 + 

+ 4(-- 21 +7(I-–-–21)+ 11. 14061. (X--–- 1)ეტ6-+4+- 2(X-–-–- 191 +5(X– 

–1+2. 1462. (ჯ--4)4 + 11 თ-40427 (X-––- 4)? +- 21(X-–-4)-– 56. 
"ვჭამ. 

   

1403. = 1+-- +“ ღონი ·--L “- + იი 316“ 1464. IIM(1-C 

–+9=X- > –>_>_.” 

X-ვფუუვვ. 146წ. აუებბ–– ლ + 2 ყინ+ 

+თო 31) _ მი 0%+C+ I) 5.) თუ ჩM = 2 -- 1, მაშინ 510 X = ჯ– 

– -+C– ე >. CI აი - 8 - ძიბი 

თუკი M=2ჩ, მაშინ §1ი ჯ=X-- > + =ას C (ლეი ი§0ჯ, 

0=ზ<1 1466. თ§X-= 1-2 62. –ი ·+ 2-თაი + 

ჯშ+I ჯ 

+ უეC:9%X+CV + 12 თუ ჩ” + 005X 
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=1- -–--- –_– –-- 13)"+1 0ჯ; = 27, 
21 _-–- CL კუ!“ შშმპ ჩი 

2 ჯ მაშინ 1- “1 2... –1# –- 1)” ინ C05X= 21% 21 “ + ( ჩვილ +( +! X 

I”! სენი 00) 1407. (1 1 ხნ , · 7. X)” = CC+ 11 50.0ჯ (1+M% + IX + 

ო1(1--1) - M(01-- 1)-(I-–M4+ 1) , , M(I--1) (2-7) 
2! რიო+ 1! (1+1)! 2 

X XXI (1 + 0ჯრ–ი-1, 1468, 1ნ5-- ი 98+-- ჯმ 1469. 1+ 
2 ––ოაოუ–უ–უპ3–3აშ ააა ა–  _ ____________-–_____ 

31 2 12 

1478. (დომილება ნაკლებია ---ზე. 1474, 1ი 1,5=0,4010; ცდომილება 

ნაკლებია 0,01-ზე 1477. ზრდადია 11, + შუალედში, კლებადია 

1-– თ, 1 შუალედში. 1478. ზრდადია | --–=<, 1 | შუალედში, კლებადია 

11, + C| შუალედში 147მ. ზრდადია )  –- C, + თ შუალედში. 

1480. ზრდადია | 0, -+ C | შუალედში. 1481, კლებადია 1-- ლC, –- 21 

და 12, + C I შუალედებში. 1489, ზრდადია | -–- <=, +=I შუალედში. 

1483, ზრდადია |+– ,-თC | შუალედში, კლებადია IL | შუალედ- 

ში. 1484, ზრდადია | 1, + ლ | შუალედში, კლებადია 1)-- C, 0 და 

0; 1| შუალედებში. 1485, ზრდადია ) –- <, 0 და 12, + C) შუალე- 

დებში, კლებადია 10; 2 I შუალედში. 1486. ზრდადია |-- C, –1( და 

11, + თ I შუალედებში, კლებადია 1-1; 1( შუალედში. 1487. ზრდა- 

დია 1 2, +C (| შუალედში, კლებადია | –-%, 2 | შუალედში. 1488. ზრდა- 
დია |1, + თ ( შუალედში, კლებადია |0; 11 შუალედში. 1489. Vყ (1) = 2 

მინიმუმი. 1490. ყ () = = მაქსიმუმი. 1491. ყ(4) = 1 მაქსიმუმი. 

1499 VრC)=-1 მინიმუმი. 1498. „(<-)=3/> მაქსიმუმი. 

1494, ყ(+1) =0 მინიმუმი; M(0) = 1 მაქსიმუმი. 1495. ყ (–-1) = 1 

მაქსიმუმი; ყ (0) = 0 მინიმუმი. 1496. ყ(0) = 0 მაქსიმუმი; ყ ( <)=– 

+ ა მინიმუმი. 1497. არა აქვს ექსტრემუმი 1428. არა აქვს 
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ექსტრემუმის წერტილები. 1499, ყ (0)=1 მაქსიმუმი; ყ (+ )=-- მინი- 

მუმი. 1500. ყ(0)=1 მინიმუმი; ყ (+- 2) = 5 მაქსიმუმ. 1501, #თ>- 
მაქსიმუმი; Vყ(1) = 0. 1609. ყ (2) = 33 მაქსიმუმი; #(6) = 1 მინიმუმი. 
1508. ყ(1) = 4 მაქსიმუმი; ყ (5) = –– 28 მინიმუმი, 1504. ყ( –- 11=0 

მაქსიმუმი; (+) =----> მინიმუმი. 1605, ყV(0)=--2 მაქსიმუმი; 

ყ (2)=2 მინიმუმი 1500. V(1)= –-–4 მაქსიმუმი; V(5) = 4 მინიმუმი, 
1507. ყ(0)= 1 მინიმუმი-ი 1608. ყ(1) = 0 მინიმუმი. 1609. არა აქვს 

  

ექსტრემუმი. 1610. არა აქვს ექსტრემუმი. 1611, ”(-) =-> –-+L = I V2 
2 1 

5: 5 V3. 
მაქსიმუმ =- “+ “ აქსიმუმი; (> 3 12 2 მინიმუმი. I6IV ყ(+)=3 –+ 1 

31 1 ჯ 1 
მინიმუმი; ყ| ––– | = ==” –– 1 მაქსიმუმი. 1511, – ==. უ 1C 2 _) 2 ქსიმუმი. /( 2 +" 5 

I მაქსიმუმი; „(-–-) – მინიმუმი. 1514, ყ (1) = 0. მინიმუმი; 

ყ(6“?) = 46-? მაქსიმუმი 1515, ყ(1) = 1 მაქსიმუმი. 1510. V(0) = 0 

მინიმუმი. 16517. V(–-1I0 #2) =2%V2 მინიმუმი. 1618. V(0)=0 მინიმუმი; 

V#(2) = + მაქსიმუმი. 1619. /(=1) =10V2 > მინიმემი. 

1590. ყ (1) = 3 მაქსიმუმი; (/ (0) = 6 მინიმუმი 16291, ყ(1) = 1 უმცი- 
რესი მნიშვნელობა; V(-–- 1) = 5 უდიდესი მნიშვნელობა 1599, წ (–– 1)= 

13... 23 
=--- ომც.; ყ(5) = “ვ. უდი 1623. ყ( + 2) = –– 25 უმი.; 

ყ(+1)=2 უღიდ 1594. ყ (-–-1),= ––-10 უმც.; ყ(1) = 2 უდიდ. 
1595. ყ(1) = 23 უდღიდ.; ყ(–1)= –– 53 უმც. 15906. ყ(0) =0 უმც.; 

2 
ყ(4)=8 უდიდ. 1627. ყ(0)=0 უმეც.; ყ (2X)=>2X უდიდ. 1528, #53) = 

37 ჩL 
–2V2. უდიდ.; უცალო 1529 ყ(0)=0 უმც.: „(+)–: 

უღიდ. 1530. Vყ (0) = -2 უდიდ,; ყ(1)=0 უმც. 1631. ყ (21=0,2 უდიდ.; 

1 3 
ყ (0) =–-1 უმც. 1682. ყ(0)=-/ (1) = 1 უღიდ.; ყ (>) == უმც. 

1538, ი/2 დი ი/2. 1684. 6 და 6. 1685. 10 მ. 1686, 50 მ და 100 მ. 
1587. ჩამოჭრილი კვადრატის გვერდია 6 სმ. 1588. 4 და 2 1589. ფუძის 
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გვერდი უნდა უდრიდეს გაორკეცებულ სიმაღლეს, 1540, ვ სმ, 4 სმ, 6 სმ. 

1641, _ 1% 2- 2,5 მ. 1649. 20 სმ- 1წ48. 1) (1; 1); 2) (++ 23. 
ჟ# + 4 

1544, / (1,5; 0) 16485. კათეტებია 1546, კვადრა- "ს საჩ 
V2 . V2. 

ტი, რომლის გვერდია 1 V 2. 1547. 4 სმ და V 3 სმ. 1648. წ -ჩ 

  

§ 
– . 1651. X= 
511 თ 
  და <-ი. 1549. 609. 1550. ტრაპეციის ფერდია V 

=2: (XC ცენტრალური კუთხ. 1552. კვადრატი, რომლის გვერ- 

დია :2 · 1663. 1) ცილინდრის ფუძის რადიუსი „=# #3 ' ხოლო 

ცილინდრის სიმაღლე ჩ = 7 2) #1 V 2.. 1664. 1) ჩ=-- X (კო- 

ნუსის სიმაღლე), V _ MM) 2) ჩ = 4? (კონუსის სიმაღლე), 

V=2. + „ნს 1656, ჩ= . (ცილინდრის სიმაღლე), V= = თოთი; 
M=2, V= 128 

  >X. 1660. # = - » (კონუსს ფუძის რადიუსი). 

1667. IV 2 (ფუძის გვერდი) და -2ჩ_ რდიმაღლე. 1568. 0/V 3. 
V3. 

1569. კვადრატი, რომლის გვერდია -5-- „ მითითება. თუ ძელის კვე- 

თის ზომებია ჯ და ყ, მაშინ მისი გამძლეობა არის 7=CXV, სადაც C პრო- 

პორციულობის კოეფიციენტია. 1560. 10 სმ. 1561. > , სადაც თ არის 

მანძილი იატაკხე ნათურის გეგმილიდან # წერტილამდე მითითება. 

აიდ 

  

  

  განათება / = C , სადაც დ არის კუთხე, რომელსაც სხივი ადგენს 

სიბრტყესთან #4 წერტილში, ხოლო # მანძილია ნათურიდან # წერტილამდე 

(თ დადებითი მუდმივია). 1662. 1-სანთლიე ანი ნათურიდან 1 მ-ით დაშორე- 
ბული წერტილი. 15068. წირი ამოზნექილია ყველგან. 1664. 1 ––- <, 0( 

შუალედში ამოზნექილია, 10, + C=ს შუალედში ჩაზნექილია, 0 (0; 0) 

გადაღუნვის წერტილია. 1565. წირი ჩაზნექილია ყველგან. 1666. წირი ამო- 

“ნექილია 10, + CL შუალედში. 1667. | -- X; 0I-ში ჩაზნექილია, 
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10; (II-ში ამოზნექილია, 0 (0; 0) გადაღუნვის წერტილია, 16608, (<3 0 -% 

ამოზნექილია, IL “> -% ჩაზნექილია, 0 (0; 0) გადაღუნვის წერტილია. 
1501. 1-- C, +C(ში ჩაზნექილია 1570, 1-- თ, +C(-ში ჩაზნექი- 
ლია, 1571, | –– დ, –- ვ(-ში ამოზნექილია, | –– 3, -C თ I-ში ჩაზნექი- 

ლია, გადაღუნვის წერტილი არა აქვს, 1879, L დ, '– უ=| და 

| უ= ,+თ | შუალედებში. ჩაზნექილია, |– > 5: უ= | შუა- 

ლედში ამოზნექილია, ( +–> ; უ- ) გადაღუნვის წერტილებია. 
1528. 1-–– თ, 0 (-ში ამოზნექილია, 1 0, –- C< (-ში ჩაზნექილია, 0 (0; 0) 

გაღუნვის წერტილია, 1674. |-–-C, ––2 (-ში ჩაზნექილია, |–– 2, +- CL-ში 

ამოზნექილია, (––- 2; 0) გადაღუნვის წერტილია. 1675. |–- დ, 2L-ში ამო- 

ზნექილია, 12, + C (ში ჩაზნექილია, (2; 12) გადაღუნვის წერტილია. 

1576. 1-–- «, 1(-ში ამოზნექილია, | 1, + C2|-დი ჩაზნექილია. (1; –- 1) 

გადაღუნვის წერტილია. 1677. |–თ, _|% ჩაზნექილია, I> +თ-ი 

1 
კი –“ 

ამოზნექილია, C-ლ. ) გადალენვის წერტილია, 1678. |-– დ, –-1( 

ღა 11, + << ( შუალედებში ამოზნექილია, 1) –– 1; 1|-ში ჩაზნექილია, 

(3 1; 12 2) გადაღუნვის წერტილებია. 1579, X=1. 1580. X=–-2; ყ=0. 

1581. ყ = 1. 1689, X=0, 1688. ჯ=1, ყ=X. 1684, X=+1, ყ=0. 

1588. ყ=+->. 1580. X=0, ყ=1. 1687. #ყ=2. 1688. ჯ=0; 

ყ=0 –- მარჯვენა ჰორიზონტალური,. V = 1 –- მარცხენა ჰორიზონტალური. 

1589. არა აქვს ასიმპტოტი. 1690, ჯ=1, ყ=-51.   „ 1691, X=–-1, 

ყლ“ ჯ- I 1699, ყ = 0. 1693. X = ––1, ყ= 0. მითითება, რო- 
2 

ცა წირის განტოლებები მოცემულია პარამეტრული სახით ჯ=| (/), /=დC (7), 
მაშინ; თუ /(/)= CC, ხოლო დ (/7)=0, წირს აქვს ყ=6 პორიზონტალური 
ასიმპტოტი; თუ დ(/))=C, ხოლო ”(ჯე)=0, -- წირს აქვს X=C ვერტიკა- 

ლური ასიმპტოტი; თუკი /(/) = დ (I) = C და მასთან 1თ L1(2) =X 

C-60 IC 
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ათ (დ ()-–– ”IVC))1 = ხ, წირს აქვს დახრილი ასიმპტოტი Vყ => #X + ხ, 
–”ი 
როცა წირის განტოლება მოცემულია პოლარულ კოორდინატებში #=/ (დ), 

მაშინ ის უნდა ჩავწეროთ პარამეტრული სახით შემდეგნაირად: X=/ 005 დ= 

=/ (9) ი059დ; ყ=/ 510 დ = /(დ)5Iი დ. 1594. ყ=Xჯ +. 1595. ყ(0)=1 

1 1 ვ 
აქსიმუმი; ( + > ; 2) გადაღუნვი წერტილე ა; | თ, – 

და | უ= + თ| შუალედებში ჩაზნექილია; |– უ5=>: უ=I 

შუალედში ამოზნექილია; Vყ = 0 –– ასიმპ ტოტი 1690. ყ (00:=1 მინიმუმი;. 

1–- დ, -–– 1 | და I1, +C (| შუალედებში ამოზნექილია; | –– 1; 1 (| შუა- 

ლედმი ჩაზნექილია, X#= 3-1, ყ=0-- ასიმპტოტები. 1597, 10; 0L 
გადაღუნვის წერტილია; 1-1; 0|-ში ამოზნექილია, 10; 1 I-ში ჩაზნექი-. 

ლია; X=:+1 –- ასიმპტოტები. 1598, #0)=-- მაქსიმუმი; | V3; V2 | ) 

(0; 00 გადაღუნვის წერტილებია; ქ) 0;: V 3 (L-ში ამოზნექილია; 1 V3 ; + 

+ CI-ში ჩაზნექილია; ყ=0 ––- ასიმპტოტი; გრაფიკი სიმეტრიულია სათავის. 

მიმართ. 1699, #/()=-– მაქსიმუმი; V (3) = 1. მინიმუმი; (2: –) გადა- 

ღუნვის წერტილია; 1-–- დ, 2 I-ში ამოზნექილია; 12, + C |-ში ჩაზნექი– 

ლია; 1000. ყ(––5) = 0 მაქსიმუმი; ყ(––11)=–-32 მინიმუმი; |)–-3; –-16( 

|გადაღუნვის წერტილია; 1 –- C, –-3 ში ამოზნექილია; | –– 3, -L C2 (ში: 
ჩაზნექილია. 1601. ყ(0)=0 მაქსიმუმი; 10; 2|-ში ამოზნექილია, 12, +- თ)- 

შე ჩაზნექილია; X=2, ყ=1 –– ასიმპტოტები„ გრაფიკი სიმეტრიულია: 0V 

ღერჰის მიმართ. 1603. ყ(0) = 2 მინიმუმი; ) 0, – | % ჩაზნექილია; 

1> : +Cთ |-% ამოზნექილია; X = = ყ=1-–- ასიმპტოტები; გრაფიკი- 

სიმეტრიულია 0ყ ღერძის მიმართ. 1603. #ყ(–-–1)=– – მინიმუმი; 

(– 2; –+-) გადაღუნვის წერტილია; 1-- , –-2I-ში ამოზნექილია; 
1–2; 1I-ში და 11, + C«I|-ში ჩაზნექილია; X=1, ყ=0 –- ასიმპტოტები. 

1604. #(=-3) =–- 5”. მინიმუმი; (=- 2; 4), (0; 0). გადაღუნვის წერტი- 
ლებია; 1 ––C, ––2| და 10, + C=L| შუალედებში ჩაზნექილია; |--2;. ·70|-ში 

ამოზნექილია. 1608. Vყ (3) = –– 4,5) მაქსიმუმი; (0; 0) გადაღუნვის წერტი- 
ლია; 10; V 3 I-ში ჩაზნექილია; IV 3, +CI-ში ამოზნექილია; X=V 3 , 
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ყ = –– ჯX -–– ასიმპტოტები; გრაფიკი სიმეტრიულია სათავს მიმართ. 

1606. ყ(-–-21=-–-4 მაქსიმუმი; ყ(0) = 0 მინიმუმი; 1-–- დ, -–– 1(-ში 

ამოზნექილია; 1––1, +- თ I-ში ჩაზნექილია; X == –- 1, Vყ=X-1--ასიმპტო- 

ტები. 1607. ყ (V 2 )=2 მინიმუმი; 1V 2, + თ (-ში ჩაზნექილია; X=1, 

ყ = X –– ასიმპტოტები:;: გრაფიკი სიმეტრიული” 0ყ ღერძის მიმართ. 

1600. ყ(#73)1= X> მინიმუმი (0; 0) გადაღუნვისს წერტილია; 

10; 1(-ში და 1 3, + თ (-ში ამოზნექილია; 1) 1; V 1 I-ში ჩაზნექილია; X=> 

=1–-ასიმპტოტი; გრაფიკი სიმეტრიულია სათავის მიმართ. 1609. ყ(-–-1)==1 

მაქსიმუმი; ყ (0) = 0 მინიმუმი; 1–– თ, 0I-ში და 1) 0, +-C|I-ში ამოზნექი- 

ლია. 1010, ყ (0)=0 მაქსიმუმი; #(--)=–ი, 33 მინიმუმი; X=––- –- 

გადაღუნვის წერტილის. აბსცისა; |– თ, – -- |% ამოზნექილია; 

1 – = 0 | % და 10, + თ (-ში ჩაზნექილია 1611, ყ (1) = V2 

მაქსიმუმი; (1, “++ თ)-ში ჩაზნექილია; V = 0--ასიმპტოტი; გრაფიკი სი- 

მეტრიულია 0ყ ღერძის მიმართ, 1612. (-–- C, 0)-ში ჩაზნექილია; 

(0, + ლთ )-ში ამოზნექილი; X=0, V = X + 2 –- ასიმპტოტები, 

1613, (+) =---1 მინიმუმი; V/(0) = 0; V(1) = 0; (0, + C)-ში 
6 6 

2 

1 3 
ჩაზნექილია. 1614. ყ (0) =-- მაქსიმუმი; წ ->) გადაღუნვის წე- 

262 
ვ 

რტილია => -ში ამოზნექილია; I> :+Cთ I > ჩაზნექილია; X==0, 

რტილია 16: 6 სა 1615, 11, +- CI-ში ამოზნექილია; X=>1 –ასიმპ. 

ტოტი; გრაფიკი სიმეტრიულია 0ყ ღერძის მიმართ. 1616. V (0) =.0 მინი- 

მუმი; (#2: დ 2) ადლის წერტილია; 19, 'V 3 2 I% ჩაზ- 

ნექილია; | /> –:+თ |-% ამოზნექილია; V=1 –- ასიმპტოტი; გრა- 

ფიკი სიმეტრიულია 0ყ ღერძის მიმართ. 1617. ფუნქცია პერიოდულია 21 

პერიოდით; (0; 2X1 სეგმენტზე; ყ (+)– V 2 მაქსიმუმი; ყ (+ )= 
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=-–-%V2 მინიმუმი; (+: 0), (+: ი) გადაღუნვის წერტილებია. 

1618. ფუნქცია პერიოდულია 2X პერიოდით; (0; 2XI სეგმენტზე ყ (+)= 

5X ვ ჯ# 3 
= _–_ = –- მაქსიმ მი; –- |I=1 –-- (=–3 მინი - #(“-) 2 ქსიმუ „(+) და # (<=) 5 

3; 21 11 16 
მი, X<52-60) X2<-ს 45-09 «2 ე 2 გადაღუნვის წერტი- 

ლების აბსცისებია. 1619 -- 1695 მითითება. თუ წირის განტოლებები 

მოცემულია პარამეტრული სახთ X=წ(), ყ = დ(0), მაშინ ფუნქციის 

გამოკვლევა და გრაფიკის აგება შესრულდება ძსექე, როგორც, წ =7(%X 

განტოლებით მოცემული წირისათვის. გამოვითვლით “> -=' ტ, “ => = დ” (M) 

წარმოებულებს. გარდა ამისა, გამოვითვლით « «დ. ი (#4) >. 

ბულს. ვიპოვით 1 პარამეტრის იმ (#,, #ე,.., 1, მნიშვნელობებს, რომელთა- 
თვისაც I (0) ან დ” (0) წარმოებულები ნულის ტოლი ხდება, ან განიცდის 

წყვეტას (ესენია ე. წ. კრიტიკული წერტილები). (4) ფორმულის მიხედვით 
ყოველ (ს, #2); (#:, 1ე);'''; ((L-1, 7) ინტერვალში და, მაშასადამე, ყოველ 
(%, X-); (X, Xვ);'''; (XL-1, X,) ინტერვალში (სადაც X, == წ(1,) ) განესა- 

“შხღვოავთ “+ წარმოებულის ნიშანს და ამით დავადგენთ ზრდადობისა და 
Xჯ 

  

ძ”ყ 
კლებადობის შუალედებს. შემდეგ გამოვითვლით / 1 წარმოებულს და გან- 

ვსაზღვოავთ წირის ჩაზნექილობასა და ამოზნექილობას. ასიმპტოტების მოსა- 

ძებნად ვიპოვით 1-ს იმ მნიშვნელობებს, რომელთათვისაც X ან V ან ორივე, 

ერთად უსასრულოდ დიდი ხდება. 1693. 3X+ყ-–-2=0; X-–-3ყ--6=0. 

1654. 4X-+- ყ––8=0; ჯL––4ყ––2=0. 1635. ყ=0; X+1 =0. 

1626. 8L-- ყ-–-22=0; X+8ზყ--19=0. 1697. 1) ყ = 2X; ყ = 

=-+-% 2) ყ=Xჯ – 1; ყლ=1 ––ჯ. 1698, 2(+ყ––3=0; ჯX–- 2ყ+ 

–+ 1 =90; 2ჯ1–ყ+3=0; X+2ყ-––1 = 0. 1529. 1) XXიLVყი-= #29; 

  

  

XX, VVყი %XVყი ყXი წა X06 ყი 

–-ყX=0; 2 2. L =1; – = ეთ -= 
XVი VMXი ) MM I ხ? ხ? იე? იე? 9 ე? ( 

XX ყყ. Xყ ყXე _ C”XეM 
=0ზ--ხ). 1680. 1 ი ს უი ი ი __6 Xიყი „ი ძ ) ) ე შო ენ + 0 82 ( 

=იე?-+Lხ?); 2) ყVVყა=/ (X + Xა); XVი “L 0V=ყყი(0 +-Xე). 1631. (.=თ,; 

380



ჩX=0, 1682. ყ=0; X=0. 1638, (X-- 0) (Xე –– 0)-+CV –– ხ) (ყ/ე–– ნ) =/?. 

1634, 4X + 3ვყ-–-–30=0. 1635. 3 –– 5ყ + 30=0. 1630. 4» + ვყ-– 

1 272 
4 
  –12V 2 =0, 1037. 1) ყ=0; 2) (X+4)X+(ი –– 4)ყ –– = 0. 

1638, X-- 2ყ-- 4; 2ჯ–– ყ– 3=0. 10639. 42+ 2/-––-=3=0; 2ჯ– 

–4ყ+1=0. 1040. #/= 1 +»ჯIიი; #ყ=1- >. 1641, 2X + 
Iძ 

+3ყ:-- 26=0. 1649. ყ=X-L5. 1643. 2X--ყ+1=0. 1044. 2: +): 

1645. 459, 1646, გICIC 2V 2. 1047. 0; მICLC => 1648, 2ICLC – - 

  1049. ყო =-––-.--.. , 

1 + Iიძ·:·1იხ 

1655. 90. 165ვ, 1 /V = MV=2V2; I#= XM =2. 1654. 7M= 

=MVMV=V 2 ; 7# = XM=1. 1655. 1/Iი2. 1067. 7/M = –V5; 

1650. გიიI§ 2“ . 1651, მ;ლ(დვ. 

MM-=0V 5; 7X = +: IM =2ძ; 2L–- ყ–– ძ=0; ჯ+2ყ -–– 30=0. 

1658. 1 /M = MVMMV=09V 2; IX=M%M=ი. 16060. –++ =-+V 2; 
: ი , : 

XX _ ყ ი“ ი“ +V2. 1003. გიდ -- . 1664, --+2. 1065. 7 /M == 
(#4 

=V 0? + 2: MM = 9 -V ვ +/; 011=0; 0M=––- დ. LთIსL=-–დე- 

1666. 7'/V = 2:0:0V1 -L 4: ; /MVM = 0V1 +4»X?! 07 =4ჯ0?; 0M=0; 

  

  

IC II = 2ჯ. 1007. = -? ეჯ; ლ0§თC=-” ყითლ–---%., 1668. ძა = 
ყ ძი ი 

=-1V 2 > #7 +ყ"ძX; ლ05თ= –--=-9-; აI1ი თ = == . 1069. 
ყ V წ + ყI V/M? + ყ! 

ძვ = V1 + 90? #9 ძ»; __ : 590თ = პი  _ 
V1 -–- 90? X V1 + 90პ#X. 

1670. ძ5= I/ <-ძ» C05X= I/ >. 5I1თC=– ჯი 4. 10671, ძა= 
ჯ ძ ძ 

= 3ძ5101 C057ძ!; C05Cთ = –-0051; 510 თ = §5)ი7. 1679, ძა=2090 --ძი 
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იი§თ = 5ი -- ; «ი თ = 005 --. 1673. ძე = თი V1+დ?ძდ; C058 = 

  ___–_–_–პ–პ–ა»> )“მ“““ , _ ძ . 
– 755 > 9იჩ= ===5- · 1874. ძვ = –>-V 1 + დ" ძდ; 

  

1 . დ –> 005ზჩ =-–- –––--–-–-. 91 ზ = –==-. 1675. ძა=”V1 + II”ძძდ; 
V1-+Vდ? V1+დ” 

C05ჩზ = _ 110. _ : 518 = _- 1. _ . 1676. 1) ძ§=ძძდ; C05ჩ= 
V1 + 1Iი?თი VI +1ი3ი 

= 005C; 5I1 ჩ=5I0 დ; 2) თ§=20 ყი-> ძდთ; C059%=005 = 5018 = ყი-> · 

1677. I =24/125; IM = 125/24. 1678. I = –-2; I#=1/2. 1679, 
1) #=0; I=+C; 2) | XI= 1/5; II= 5. 1680. | CL, | =IIC/,| = 2; 

1 #3) = | Mგ1| = 1/4; IM, = IM, = 1/2; Mც = IM) =4. 1681, 1) X= 
X ი _იიი =ფვნი ! 5-1/I4I:2 M- => ფი: წ =1/#- 

(1 ++ 9 X)/. ” 
1689, #=3/80 V10; #=1/ MX. 1683. 1) #=1/2V 2; #=I2V 2; 

1 
2) 1LC=-–1; II=1. 1684. წლი <5 XI IL=005X. 1685. I(I=6/13 V13; 

005 X 
MIX = 1/I. 1686. / =-–-1/6: IL=6. 1687 I =--1/40; 1= 40. 

1688, M=--2/3 0510 2/(; =1/1MX I. 1689. # =1/V 2; #=V2. 

1690. M= “1201. IX=1/M%. 1691. IL=2/0; I=0)2. 1689. /-= 
CV“ –- 0”)3/? 

= 3/4თ005--; I=1/ | XI. 1693. M „წ ; –-> 2) წერტილ- 

რე. )მ?ვაწ,== =-V3. 16984. /V (- 2; -- >) წერტილზე. /#9ინ,== 

= –V3 10698, (4; 4); (X–-– 4)" + (ყ-–-– 4)%= 8, 1096. (3; 1, 5); 

«X –– 3)? -L (V –– 1,5)? = 0,25. 1697. (– 2; 3); (X -L 2)? + (ყ–– 3)2=8 

1698. (3; –– 2); (-–– 3)? + (ყ+-2)12=8. 1699. XV - = > (X –“ ი). 

2 2 2 

1700. 00; C) წერტილი. 1201. (X+ 109 + (X–-#)ვ =(ტ6თფ3. 

1709, (+)9+( (ე -(“--- =ხ' მ. 1703. X=0(0+9ი40, 7= 

=-–ძ(1--00§/. შემოვიღოთ ახალი პარამეტრი L+L=1– 2, მაშინ მარ- 
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„ტივი. გარდაქმნებით მივიღებთ: X” =- 0 (-–– 5104), X7”/=0C(1–– 0054), სა 
დაც. X” = X-–--0L, V” = V + 2ძ. ციკლოიდის ევოლუტი არის ისევ ციკ- 

ლოიდი, მხოლოდ კოორდინატთა სათავე გადატანილია 0” (02; –- 20) 
2 2 2 

წერტილში. 1704. X1მძ -L #2 = ი? 1708. (9X) 3 +(ხ)/)3 =(ე?--ხი? 
: 2 2. 2 

1706. (X + 7) 3 + (X-––V)3=203. 1707. X=--0+თრათ; V= 

=---2 იყიდ. 1708, 1) X=-5 .. 17 = იდა+- ი, : 2) X=0; 
7 3 : დ“ +2 დშ -L 2 

V = თემში, 1700. 8--/. 1710. -!“- ჯ. 1711, – 32 L+16/. 1719, + 
.5 

  

3 1 1 
L--–. 1713. --1, 1714, X=2; ყ=3, 1715, L= –– ყლ––-, «I 2 ყ 2 3 ყ 4 

1710. ჯ= 17, ყ=-- 13. 1717, ჯ=-= ყ= _-4. . 

7 7 ე? + ხ? ძი“ -L ხ? 

. . – ე 
1718, 2, = 1; 2: = I. 1719. 21=2 -LLI; 2:=2-–-!. 17250, V2 (თა+-+ + 

+!9ი + ). 1791, #2 (9 ( – > ) +IV( + ). 
' 4 « 4 

1799. 2 თა ი +(90 -–-») „ 1253. 005 = + 151ი (>) · 
6 6 2 

1+!:19ჩთ. 1796. 2:?9მ 1797. C05 2ჩ9 , კე 2. 
1–II9”თ ვ 

ჩ=0, 1, 2. 1798. ლ05 (2ჩ + სი -L 151ი (2ნ + ს+, ჩხ=0, 2, 3. 

17929. CV +6)+”ი(+ ჯ«, ჩ#=0,1. 1780, 1” 2 | 2 (თ +/ + 

ჯ 

3 

17984. –- 21 1795. 

  

  +(9ი %+-%  ), # = 0,1. 1739. +C. 1788. ი?1X5 +C. 

1784. > + XL LL 3X+C. 1735. 2X0მ+2X? + II | XI + C. 1780. =– + 

3 

+2101#) - –--+6. 1737. 2IIMI -X+5-+0. 1738, 6VჯX– 

8 XX -LC. 1789, –VX» (C-- 4)+C. 1740. – > 2 #«V + 
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2 4 „–– 4 – 8 
+-- XV X+6C6. 1741, XV IX+- #VX+0. 1749, :§ %X 

XI » + C. 149. -– XV 2 40. 17ჟ/კ, _(9C0” _ 

  

C. 1745. (+-- 
1იძ + 1 (ი2+>-1 7 

– X4+C. 1746 "1 |6 1747 CL I +C. 1748, (0»-- 
100 3»: X ! 

–X;+C. 174190. CძყძX–.I+C. 1750. უა=2I0 50 X + 6. 1751, 

22გLC01წ X–“– 3 21ლ051ი X++C. 1759. 005X–C0IV9X+C. 1758. X–- 005 X+C. 

1754. X-- 10X+C. 1755. ჯXჯ4+59იX+C. 1756. –– C(1-–-– IC(+C. 

1757. 191--CIC1+C. 1758. –-0§X+ი+0. 1759. 3 ICX+2C0LC X+C. 

1760 X +1ი2I3X4+2)+6C6 17601. 4(X+71ი|X-–-–-7|I1+C. 
1 ––_ 1 : 

176. _ა"""'''' C. 1703. –– V3–– 2X+C. 1764. ––)ი? C. 9:68» + 289... 7 V X+ 2 IX + 

1765. –- + იLC 3X + C. 1760. -–%+C. 1267. Iი(1+X)+C. 

    

  

  
  

5X+3 

1768, = 2 +C. 1769. ვყი 2+-7 + C 1770. –– I0 | 005XI + C. 
” 

9 X . 

1771. I0 | 10XI+-C. 17:52. C- --1LC 1778. შლ + C 
» 

1774. 31599 3 I+ C. 1775. –V (1-–+= 4511 X)1 + C. 1776. 

– 1. კ. 1777. 2VIVX-- 1+C. 1728. 21 Lი-X + C. 
2ILIC51I) X 

1 

1779. -- გ010X4+ C. 1780. - ჰოიზXI+C 1781 –6X LC 

1789, 2 V1 +I–6X + C. 1783.  ! კ + C. 1784, 
2(1 +00521ე) 

–--/252» + C. 1786. VII, +C. 17806. –- IV X+ C. 

1787, ––- #0? –– X2?2 +C. 17288. 1ი («+--1)+-C. 1789. X-–– 1(C"-+1)+-C. 

1790, 11 ((1+-6-) + C. 1791, – 1I1)5I1X–+C0XI+C. 1799. 

281:C 18 X 

I 2 
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  + C. 1298. – 2მICIთC. 3%1-+C. 1794, –– = (1+#)+C.



1 

3 0059 ჯ 

  

1796. II |IX-LC05 X | +'C. 1796. ფ-მXCL6 2+C. 11707, 

2 · 

“ +C. 1800. 19 |§(ი 2XI+C,   17ი8. -1. გიდი 2-+C. 1799. -5 გ”დი 
1922 2 

1 
1ც01. –_ IMII1+4+3C0055XI +C. 1809. IიIIIV +C. 1803, 

1 : უე უე -- 200510" X +C. 1804. 21C0510(IIL X) -- C. 1805. –/0 110? + C. 

1. 1 ა . ა 
1806. ი + C. 1807. <3 (4 ს -- 1)წ+C. 1308. 290 04+3)+6. 

1809, – -რ%X+6. 1810. =- VCI+ 41+C 1811, =–V7+X+6. 

  18195 2 /IILI#-LC. 181ქ, _ 18 +C. 1814, -1 მიდ %ი L 
ვ 2 4V5 V 5 

1 , · . –ეაბ–..., 
+C. 181წ. “2080 X + 6. 1616, გლ0511X-V1-– #+C0. 

  

_”» 

1817, -. 2 ჯ –+ C. 1818. §ჯი (II) 2) + C. 1819. ==. X + C. 
ვIივპ 

1890, 1 გას +C 18321. _1. 510 (იX -L ხ) -+L C.. 18925. 2(V»ჯ-- 1–- 
ძ რთ 

–I1ი(14+ VX+1)1)+C. 1893. – 2Iი| -09VX-–-1I+C. 1ხ24. 

1ი |5Iი6% + C 1895, –– 1 – უშ ,C 1896, --X 
ჯ–_2 2(X-–- 2) 

X V ( + V X)1+ C. 1897, +-V (8LCLC 65)? + C. 1898. 2-V· +C. 

  

  

    

  

  

  

ეაი ჯ 1 ი 1 ვ 

1899, –-– 1.6, 1880. ––- მიიყ–-1+6C, 1881. -– მილთ -- X--C. 
იძ იხ 2906 ხ + 6 წ 2 « 

18ვე, 1 კ 2+=-ხ _______ ე 6+ + 5 + C. 
2იხ ძX +-ხ 60 6L-–- 5 

1884. გ. ყე ნთ X+C. 1886. => მIXC 59 3. +C. 1886. I01X + 
ხ თ ვ 4 

+ VXV+0ი| + C. მი თითება. ისარგებლეთ VX-+-=!-Xჯ ჩასმით, 

საიდანაც მარტივი გარდაქმნებით მიიღება ძჯ =%. 1837. 1IIხXL 
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+ 500%X +C. მითითება. მრიცხველი წარმოადგინეთ /V-L/8V” ჯამის 

სახით, სადაც (=>5005X + 2 §იჯ. 9141, < C+Iი| ი X+005XI)+6. 

20. 1 
1ი 2 

9146, 1,5. 9147, 14/3, 9148. +–(V8 – 1). 9149. 7,ვ. 9160, 35. 

ჩასმა LCX=I. 9149. 99, 9148, ი/ვ. 9144, 6--1 9146   

9161, 2/ვ. 9169. 2 9168. +. 2164. ჯX/4ტ4, 91ნნ6. 3(--1), 

2 _ 
9166. Iი2. 92167. = 9168. – Iი9 2. 9169. II(1 +–V2). 9160, 

  1 1 161, -”., 9169, >“, 9168 6--V6. 91ც4, -=, 9165. 12. 
V 3 4 +) ვ 

9166. 2(1 –+–Iი 1). 916? 2-3. 1 9168 3 9169. 2(2 · · · 2 >“ · 78 · 

X V3. ჯეტ 9-–-V2 
8 „–ა- ' ,. 90171 –– ივ '' 'რ?იი ი მწისყ 2). 1170 3 2 917 1C ?9 2 
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აI79, I. 5174. იჯისძ3 –– ეიიიყძი2ვ. 91726, 1 0 1+V5. 

  

3 

9176. –“ , 9177. I0 2. 9178, -– , 9179, მ--(CC- -“, იI8ი, “--X., 
16 2 4 

2 –_ 

9181, 1. 9189, -=, 9168. V838 –-–-–, 9184, 4--ჯ 9186, 8+ 
ვ 

31 3V3%9. 24. 9186, “ა. ჩასმა ჯ = ი5)ი?/. 9187- Iი-–. 

  9188, –- 1. 9189, 1, 9100, 1. 9191, უვ 1). 9199, 5-2 . 

910ვ, “+ ლ9- 4V/3)+L 105, 9194, 1 (ი. L 1)/ 9195, 2 –– 
36 2 2 2 “ 

2 

3. აკცც, 29 
ტი2 
    „ 9197, Vვ3-–-–-IიC+V3). ი10ც, 2. 

წ 

9100, -L-, 9.00, -“-. 9901, 1, 9909, – 1 ., იილვ, -> -(2+>2 3) - 
2 4 6-1 ი -L1 

%ს04. 16–/<24. (სადაც I აღნიშნავს მოცემულ ინტეგრალს). ბა05, 2< 

<1<V5. 9900. +<!<35V > „ 9907. ჯ << 7 < 2. 9108, 

21L_ 

13. 
მეტია პირველი, 2919. მეტია მეორე, 9918, მეტია მეორე, 9914, 10 I XI. 

  

<I<+ „ 9909, –<1<4. 9910. მეტია პირველი, 9911 

წ 
9915, –- V1--Xძ. 9916, ჯ. 9917, 21ი?2X--1ი?ჯ. 9918, 2X6 _ 

წ” 5 
–-/ >. 9919. “ 5-1 ე. 295X 2920, 1. 99591, -–– –_. 

გ # 2VX 3 4 
2 

895995. 2. 9098. ყ(0) = 0. მინიმუმი, 9994, 42. პ9ა5, 10–. 
3 

9996, 4)ივ. 2997. 1 9998 2 92990, |Iეი2 9930, ჯიხ. 909ე1, 

2 4 
9 (2. 1), 9989 „8. ახვვ. 34. 64+----- ––2. 99%ე5 41. 
2 ვ ვ წ2 4 

= <) ი 37285 I; 1 2 
95986, 12. 92937, –-- ი“(17732-–- 1), 9938, –-– -–- -.., ივი, 2.“ , 

5 2 ვ 15 

4 4 1 § 
8940/ე. 21 _– 6 ––- –– . 9941, 4---. 924998, 4, 9439, 20-––.. 

დ 264%-ვ. და 3 2 6 
9944. ჯ/. 9945. ვაი 9946. ჯ.” 9947, 15. 90948. ვჯე?, 
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2 3 2 
8ა490, --- ჯCე?. 9930, - ცემ, 2ან1. ე”. 9959 1) #0 :.2) 14 : 

8 2 4 2 
„ე? 2 2 2 "2 

ვ) „ იყე, 1) 99 . ვ რი . ვ რი ან, ს) 79. 
4 4 2 4 4ჯ 

ც? 2 
2) “- (0-2 1). 2965. 8:0ი. 9950. XV2. 29257, 3. ძი". 

2 

წ
 

112 
პ58, –უ 9969, 10». 9960, -“ (6-- 2-1), 9901. 6ი. 9569, V 6 + 

2 

1 
2 

(VI +1I – 1)(V2 +) 

+I(V/2+V3). 9968. 1 + II.-. 99ც4. V 2 + II (1 +%2). 

  

9965. VI+C-––V2 +I) 2 „ 9960, 4V 3. 

2 1 –_ 2? 

9967, 1) +«>+L!; 27 I(22+V3). 2968. მი. 99იცი. >” 

4 2 ა 

9970 40 +ი +000). 9971, 16 9979. 8ი 997, 2უძ. 
0ი+ხ 

2974. ი0C VI +527 4+--1ი 2 +V1 +473. 989765. –- V1 + ი?, 
თ 

9976, 2 Vი? + ხ?. 9977, 21), 9978. 6-1, 9970 V3 (I. 

  
  

  

  

  

ვაზი. 5. 9981. 5102, 9989, ვ2ყ. 9983, 12. 9984, –-იის!. 

ია85.. 90. (6 + 4-–– 2“?), 9986. წამ და 42 „ 9987. “და 21V, 
8 4 7 2 

2 9 8 
ესა... .._ 

4 ვ 5 ვ 

2 ე 
აა” ა. 

10 2 1 

8 ილე7. +, ყიეგ, 20 იეეე, 5/?ებ და 6 901. 9800 -=- L 9. 
2 105 3 

ე 

9301. -64%0 9309. 2ჯ?იხ. 38მ80ე. 2ჯ“იხ. 9804. 1281. 
105 

მ 4 ივი. 200 . ყვეც, -- #0ხი. 9307. 0 Vი0. 9308. 36. 
15 

ვ 2 
9309, ა „9810, გ წ 08C 9311, => ივა, 4ჯ#2- 
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ივ18, - (10 V10 –– 1). 9314. 2+(V2 + I1 1 +-V 2აწ). 9846, 

X0. .. 14 
(-–– გ-2 L 4). 95316.     9317. 2 (1+ -7> ). 9818. 

– ” 12 
8V 5% და 4V57. 9319. ვე. 9390 4 იხ. 9891, –ე- MC. 

  ივი9 “ით და 16 შემ, 9398. 2 ჯიპ 9ე94, X(V5-–V2 + 

+ »I 2(V2+1), 9395, 5(V2 +I2(V2 + 1)). თვა6, 
V5 +1 

20“ (2 –- V2). მითითება. ნახევარი ლემნისკატისათვის =2 = 

->% 
4 

=2X% IV / 2 + ძი, სადაც V = §Iი დ. 9837. 40. მითითება. 

  

  

  

0 

ჯ > _ეაეაენბ„სსღა|'ა 

50 =2X | ყ ,/ +,” ძდ. 9398. M, = 2 #იC +ხ; Mა= 
ი 

9 
_---–- #2 

= VI + ხ.. 9899. M,=2ე0" M,=0. 9330. #M,= “– მითი- 

იხ? 

თება, მართკუთხედის ფუძე შეუთავსეთ 0Xჯ ღერძს, 93831. /M,. == 6 

იხ 20 01%. 401. 1 
M,ი= „ 9ვვ9, ;, = ყ.= –““ , შევვ, »,=0; ყ=0-+“-“- ' 6 –.” X ი LI 46(0--1) 

4 2 
?სეჭ4. X.=ჯთ ყ.=–-- მძ 238816. X-= ყ.= –“–-ძ. 2886. X.= ი. ; 

3 5 2 

ჯ 4თ 4ხ 3 ვ 
ყე. = –“ , ზვვ?, ჯ= ––“..ყ=-“., შვე8, ==; ყ.ლ–-. 

II” 8 C ვჯ I” 2ჯ C 5 C 8 

ძ ვ 
2839. X, = ყ, = <5“ 2340, X=--თ ყ-= 0; 9341. X-=ყ, =:9. 

1 20:51 ე% 1 იპ იენ , _._ 

ა ._.” 
2M90Cთ 60(4--29) _, 

=-4 ე 9844, X,ლ-- --;, ყ,=0 98345. X,= –“– 
5 პთ ჯ



20 (1? –– 6 ყ, = 29% =60) , 2346, § = 250 მ; ხვ. == 25 მ.წმ 92847. ლ. 

2 
  3348. ყე §1 9849. 104 მ. 9ვწ50. 0,18 კგმ. 9851. 0,024 კგმ. 

9869. აი. კგმ. 9368, 25-105X კგმ, 9864. 18,24. 9355, 0,719. 

5366, -- 1,96, 2867, –- 0,995. 9868. 1,9541, 9869. –- 1,9541, 
2360. 0.75. 9361, 0,690. 28369. 0,788. 9308. 0,3). 9364. / = 10. 
%8ნა. (1=10. 9366. , = 12. 9386. 0,10682 9887. 0,08593. 
5388. 16,3ვ2ი.. 2380. 2,574. 9390. 0,15635. 9391, 17,23571. 
8392. 46892,986. 2ვ39ვ. 0,2319. 9894. 0,15771. 9396. 3,812. 9399. 1. 
9400. 1,3, 9401, 1,Iი 2. 9409, ჯ.2. 9401. განშლადია, 9404. განშლა- 

დია. 9405. 1) განშლადია. 2) 1:Iი 3, 9406. 1. 9407, 1,3. 9408.:(2/8. 

9400, #/V 5. 9410. ჯ. 9411, კრებადია, 9819, კრებადია. 941ქმ. გან- 

შლადია. 9414, განშლადია. 9418. კრებადია. 2416, განშლადია 9417. 
C0 

3 

განშლადია, 9418, კრებადია, 9419. კრებადია. მითითება. IC” ძX = 

0 

= #. ძX-+ I  ძX. აქედან პირველი ინტეგრალი მარჯვენა ნაწილში 

არ „არის განსაკუთრებული, ამიტომ იგი არსებობს, ხოლო როცა X >1, 
+თ . +თ : 

–- წყ =–-, – 

მაშინ 4 ა <X6. , რის გამოც გვექნება; I" 2 ძX <> “ ძჯ= 

1 1 

=-1.. 9970, კრებადია. 9971, +. 9490. კრებადია. 9491, #2. 
24 

9499. 1. 949ვ, განშლადია. 9494, 1/6. 9496. 2. 9496. – 1, 9497, 83, 

9498, 2. 9499. განშლადია. 9480. 1/ 125 9491. განშლადია. 9439, 6. 

9483, 10/7. 9484. 4. 9486. 6. 9486. 6/ 2. 9487. კრებადია. 

9488, კრებადია. 9439. 1) კრებადია. 2) განშლადია. 9440 კრებადია. 

9441. §= Vი(0–X(0ი–9)C+ ყ–-/0). 9449. V=->V (X'- –– ყშ) 
  

==” · 5 
8443. > ყ?V>X? –– ყ?. 8444. – X (ყ–– ა). 944წ. 1) 2! –2; 
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2 2 ა 2 

2) 1'5; ––1/7; 3) ––13,12; – +V.. 4) 1. 9446. 1) 16; 2; ვ)”. –-4.. 
2XVყ 2Xყ 

_ 29 _ .· 9447. განსაზღვრულია ყველგან. 9448. განსასღვრულია ყველ- 
X –ყ 
გან, გარდა 0 (0; 0ეუ1 წერტილისა. · 9449, განსაზღვრულია X? -L ყ?= 4 

წრეწირის შიგნით. 2450. განსახღვრულია, როცა X? + ყბ< 1, V56X. 
2 2 

9451. განსახღვრულია, როცა “. + + <1. 94603. განსაზღვრულია 

ყველგან, გარდა /=» წრფის წერტილებისა. 2453 განსახღვრულია, როცა 
8 

ყ>–ჯ 9454, განსაზღვრულია, როცა X < 3 + 2. 9456. განსაზღვ- 

რულია პირველ და მესამე საკოორდინატო კუთხეებში. 9456. განსაზღვ- 
რულია 1 <-X-+-ყ<4 წრიულ რგოლში 9457. განსაზღვრულია | 

IXI <1, Iყ|I <<. 2 მართკუთხედში. 9458. განსახღვრულია, როცა | XჯI >>2, 

IVI > 2. 9459. განსახლვრის არეებია: 1) –- 2 <:X<:0, –– <<V+<0; 
2) 0<X<2, 0«-ყ<+ თ. 94060. განსახღვრულია ყველგან. 9461, 

1) განსახღვრულია »" + ყმ + 21 = 1 სფეროს ზედაპირზე და მის შიგნით; 
2) განსაზღვრულია პირველ ოქტანტში 32402. განსაზღვრულია, როცა. 

Xჯ" + ყ? + 21 > 1. 9463. განსაზღვრულია, როცა ყ > |X-1). 9404, 
8 

განსაზღვრულია (»– +) +V/#> –- და (L-- 1)? + <1 რგოლში, 

9408. განსაზღვრის არეებია: 1) X>> 1; #V<-X; V > –– X+ 2; 2) X<1; 

ყ > X, ყ <-–-– X+29. 98446, განსახღვრულია, როცა ყლ X, »ჯ"-L ყ? <9. 
2 2 

9467. განსახღვრულია – + = < 1 ელიფსის შიგნით. 9468. 1) X-+ 

+V9ყ=0 (7 = --X წრფის პარალელური წრფეები); 2) X'--ყ? =0 
(ტოლფერდა ჰიპერბოლები); 3) #=6 –– ჯX? (22>> 0, პარაბოლები); 4) XV=C 

(2>>0, ტოლფერდა ჰიპერბოლები). 9469. 1) X#? ++ ყზ = C (კონცენტრული 

წრეწირები; 2) ყ=-- :; 3) ჯ=0ყ? (პარაბოლები); 4) ( ჯX-–- =) + 
ჯ 

+V#=->- (წრეწირები) 9470. 1) XLC+ყ+2=C (X+Vყ+2=0 

სიბრტყის პარალელური სიბრტყეები); 2) X? -- ყმ = C2 (ბრუნვის პარაბო- 
- „2 2 2? · 

ლოიდები); 3) X? + ყ' = C (ცილინდრები); 4) + + +“ +L + = C 

(ელიფხოიდები). 9471, 1) 2X + 3ვყ-- 72=0C0; 2) XX + ყე +27= 6 (კონ- 

8 7, 

ცენტრული სფეროები), 3) X?-- ყ = “> (კონუსური ზედაპირები), 
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9479. – +. ამოხსნა: აღვნიშნოთ #V=Cთ; როცა X-0, V -> 0, 

მაშინ თ –> 0, რის გამოც საკითხი დაიყვანება III 2=Vთ+4 _ 
X->-0 (#4 

. 
ზღვე“ის 

მოძებნამდე; ეს ზღვარი უდრის – ს. 9173, 2. 2474. დბ, 9475, I02 

(ზღვარი გამოითელება უშუალო ჩასმით), 9170. 0. მითითება, შემოი- 
ღეთ პოლარული კოორდინატები; Xჯ = # 0050, ყ = ”5Iი 0; როცა X-–>=ო, 

ყ- დ, მაშინ #-–>Cდ და მივიღებთ II91 (5010 + 0050. ზღვარს, რაც 
„->–-ლთ0 ,” 

ნულის ტოლია. 9477. არ არსებობს, 9478. 0, 9470. 0. 9480. 1) 2; 

2) 1/2. 9481, 1, 9489, 1) წყვეტას განიცდის X +9ხ'.=9 წრეწირის 

წერტილებზე; 2) წყვეტას განიცდის V=X და V = –--X წრფეების წერტი- 
ლებზე; 3) წყვეტას განიცდის კოორდინატთა სათავეზე; 4) წყვეტის ზედა- 
პირია 21=X#-+Lყ" კონუსი 9483. 1) წყვეტას განიცდის #/ = X წრფის 
წერტილებზე; 2) წყვეტას განიცდის კოორდინატთა სათავეზე, 3) წყვეტას 
განიცდის Vყ = Xჯ? პარაბოლის წერტილებზე; 4) წყვეტას განიცდის X = 0, 

ყ-=0 ღერძებზე. 9484. + = 4) + 9ყ -- 2ყ“; 35 = ვეტ მამ 4XV. 
X ” 

  

  

2185, + 4. -%. =1ჯ-“", 9480. -% _ ეჯე; -% _ ყი 2ყ. 
მX " მყ; 'Xჯ მჯ მყ 

2487 0 __ _ 5. _ აას 9188 02 _ 

მჯ (X -L,2ყ)“ მყ (X + 2ყ)? მX 

=- 2V _. „02 _ __ 2X___. _. 

(X -L ყ) მყ (X +'ყ) “მჯ... »”- ”/? 

მ? _ __ V_ 9490.! მ: _ _ 2 _ · L 2 2V 

მყ Vლ- ყი? “ მჯ #+ყ” მყ # ნ ყი. 

_ 9491, -9>. = CLC (X –– 2V); -02 =-–-2ლ0(C(X-–- 2ყ. 9499. 92. =- 
ხ მყ მX 

_______-" 
ყ 

მ2 02 2 მ2 ყ" 
24ევ, ----=3X(ჯ+2ყ); –“– =3(V-–-ყშ), 2404 –“– =- ”“.... 

მჯ C+2 მყ , მს (X +ყ) 

მ2 __ _ ს ცე 2. ! .· 02 
მყ (#2 -L ყ?)?/? ' მჯ VX -L ყ? , მყ 

= '"სეჯ“პჰ'. C9196, -02. = V XV-I; _02> =XVIი X. 

X? + ყ?,-L XVX + ყ' მჯ მყ 

26. უმაღლესი მათემატიკის ამოცანათა კრებული 40|
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02 1 V მ2 -ჩ%X6 V. იკე8, მ?____ ყ   

  
  

  

  

  

მ; V '” მყ / მX ჯმ -L ყი 
ი? ჯ . მ2 –ყI) XI მ2 IX I 

–- =--- .,. (00, ---= /|I%1| . 9 _ _ 1)! 
მყ ჯ + ყ? მჯ XVX -–-ყ) მყ XV XI. –- ს: 

პე500. _02. = _ 2 : 92. =- _ 2" 9501. 92 = 
მჯ 3)/ 03 -––- ყე?ბ მყ 3V 2 –- ყუ”? მX 

V ჯ მ2 XVყ X 
55 ოლლლლეილელლი ლ05 5-1 ლილ 5 აეეე დელი (2 5 ყუ VX2+6VI ” მყ 0? + ყე VიI+V 
–_–მიიიიი“ 12 

X (სL-. )1+ყ მყ (XV –– 1)? + ყ” X 
- 9 . 9V 

> 2ყ მIC5111 ა : _02. __ 1 __ი ჯ . იგს4, 

XV ბ – ყ? მყ V შტლ ყ 

მ? 2(L+ V XI +.VყV") მ? 2ყ 
  

ა VI CყM9ი2(1+ VC-ნწ) მე V IX -+- ყბ5Iი 2(X+ /2-+V)?). 
0 ნ 6 

5508. 5. =7(X#+#) „- +): 2 7(4++) X 
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„  0%-მ/”  _. აი) I 22 _ 3=X, 0CX __ V. 
2X0% - -16X/+ 2 მჯ 2 მყ X 

2 მ2 _ 2X+32 მ? _ 4ყ+2 : ვ) მ 251 X-– 005ყ , 

მმ ,„ 9X2?--ყ/' მყ 9X2--ყ'' “ მჯ ლ05X-–- V5I12” 

0მ2 _ Xაიყ–ი0ა2 , მ _ ყი" მ2 _ XC” 
მყ ი005X-–V5I02 · მჯ (2-2 მყ 2 ლს 
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ვე_–-_-_ 5- _ 614, 
მჯ 62 –– #X2ყ' მყ 6? #Vყ? ) მX იზ2 

2 == – 

0 __ იყ აიი, X+2ყ4+32--14=0, 2 1 .V--2_ 
იყ ი“2 1 2 

=42 –კუკპუკ–პ-_ი---________ 
3 2 4 –- 1 

LL ყპვ 2-4 
8591. 3ჯ ტ4ყ–62=0 –-- =-- == 9695, 8ჯ- + 4ყ 3 2 –C L 

+95/+ 9V117--36=0 ჯI-2 Vყ-1 67-–-– V11 ავიც 
_– = CV; = = _– · (+I 

9 36 V11 

XMI + აღ-- I. ო  _._ 2-2, 

2." ს თ '  % V _ 98 
ი? ხ? ლი? 

9597. X+ 11ყ-+57--18=0; 2-1 =%-72-21 1. ი698. X-L 

+4ყ+62+21=მბ 9599. XI +“ ყ--2+9=0 90600. X-3 _ 
3 

= #-. = –-- ნორმალი განსახღლვრული არ არის 0 (0! 0, 0) 

2 2 1 
წერტილში, 8601. 005თ=--; 005ჩ = -– >; 005 7 = ლ ფ>' 90029. 

ვს – ვყ+2--–2=0. მითითება. /! და ე პარამეტრების გამორიცხვ. 

გვაძლევს 13-–- 3Xყ ++ 22 = 0 განტოლებას. 9603, 2X + ყ–-–2-–-–2=0ა 

9604. თ, 900- 609 ან 1209 მითითება. კუთხე ორ ზედაპირს 

შორის ეწოდება ამ ზედაპირების გადაკვეთის წირის წერტილმი მათდამი 

გავლებულ მხებ სიბრტყეებს შთრის მოთავსებულ კუთხეს. 9607. ზედაპი 

რებს ეწოდება ორთოგონალური, თუ ისინი მართი კუთხით იკვეთება 

მათი გადაკვეთის წირის ყოველ წერტილში. 92008. I (X + ჩ. ყ + #) = 

=X9-L 2ეყვმ –– XV + M) (6X%-– ყ) + ჩ(6ყ? –– X +3Xს-–- M”-+ 6ყI + 

++ 2. 9609. /(X+ IM, ყ/+#/)=0X” + 2ხXყ + -წ+2 (ლ0X+ 

–+ ხყ) ჩ -L 2 (ხXჯ -L CV) # + იჩ? + 20” + ი». 961ი. წ(X,ყ)=1– 

- VI +21+20X+2(-–1)+3(ყ-- 1), 9611, 1 + ((X-–-– 1) + 
_ 113? X--1 + 1))ზ +VთV+1)) + ((X 019 I )) + ((X 1 
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რ აბე, ქ · 

იტც)9. ყ-I+-X# + 3 V-#. .· 9618. V-L ღებრირრ– + --0#/-- 

  

ვ! 

– 3Xყს + 2ყ). 9614. 2(4; -– 21=13 მაქსიმუმი 961წ. 2(1; 2) == ––1 

მინიმუმი. 9016. 2(1; 0) = –– 1 მინიმუმი, 9018, 2(––1; –-1) =1 მაქ. 

სიმუმი-ი 9619, 2 (4; 44= 12 მაქსიმუმი. 95620, არა აქვს ექსტრემუმი. 

9621, არა აქვს ექსტრემუმი. 9659. 2 (2; 1) = –– 28 მინიმუმი, 2(–- 2; 

–– 1) = 22 მაქსიმუმი 96953. 2(1; 1) = 4 მინიმუმი 90254. 2(1; 0)=0 

მინიმუმი. 95650. 2 (2; 0) = 0 მინიმუმი. 9698. 2 (1; C) = –– 1 მინიმუმი. 

96ყი. 2(3; 2) = 108 მაქსიმუმი, 206395. 2 (4; –– 21 = 13 მაქსიმუმი 

ზ6ეჰ. 2C-–1; 1)1=1 მაქსიმუმ. 9030 2(3; 4) = –– 54 მინიმუმი; 

2(-–-2; –– 1) = 28 მაქსიმუმი. 2036. 2(+-: –) =-- -–- მინიმუმი. 

2640. 2(1; 1) = 9 მინიმუმი-ი 92040. არა აქვს ექსტრემუმი-ი 906+4. არა 

აქვს ექსტრემუმი. 9616. 2(––1; 0)=––-2/6 მინიმუმი. 96წ4. 2(;–1)= 

=-+- მინიმუმი.“ 9688 2(--1; 0)= –+ მინიმუმი. 9060, 2(+: 
6 

აააჯვაითიოუ--2--–__-_-__.__._ -) –_ა–_ აქსიმუმი. 6: “6 2 აქსიმუმი. 

9058. არა აქვს ექატრეზუმი. 9059. 7(+V 2; +–+V2)==–8 მი- 
1 18 12 36 

ნიმუმი-ი 96060. 2(|--: = მაქსიმუმი. 9601 2 ( –-–:- .)ს–.- 
თო (> 2) აქსიზუ (12 13 13 

მინიმუმ. 96069. 2 C 52 – +%) = 2+V2 ჩC7 
  

მაქსიმუმი. 9068. 2 (–;: -ა--» მინიმუმი; (CC 1- 2,5 

მაქსიმუმი, 90006, 7 (1; 11=2 მინიმუმი. 9067. 7 (CV 2; /2)= V.2_ 
თ 

მაქსიმუმი; 2(C–9V2;–0იV2)= X2. მინიმუმი. 90668. 2 ( – < ; 

–<>) = 11 მაქსიმუმი; 2(-+-: 3). = 1 მინიმუმი. 9609. 2 ”, 
5 

12) 36 _ 
3) 13 მინიმუმ. 9670. 2(0; 11= 3 “უდიდესი მნიშვნელობა. 
1 

9671. 7(1; 21 == 17 უდიდესი მნიშვნელობა; 2(1; 0) ==-–-3 უმცირესი 

მნიშვნელობა; (– 4,6) სტაციონარული წერტილი ძევს მართკუთხედის გა- 
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რეთ, 9078. 2(I, +) = “- უდიდესი მნიშვნელობა; 2 (4 2 =–– 128 

უმცირესი მნიშვნელობა 9073, 2(--3; 0) = 2(0, ––31= 6 უდიდესი 
მნიშვნელობა; 2(–1; –-– 11=–- 1 უმცირესი მნიშვნელობა. 9674, 2 (+ 

+ 2; 0)=4 უდიდესი მნიშვნელობა; 2 (0, –+- 2) = –– 4 უმცირესი მნიშე- 

ნელობა; ჩაელებ წელი წერტილი (0, 001 არ იძლევა ემსტოებემს. 9078. 

X> > +” )- V 2 უდიდესი მნიშვნელობა. 2 > თი-% %)- 
= _/> 2 უმცირესი მნიშვნელობა 9676. 46.4 2-2... იცვვ, 

ვ 3 6) 

X -–- ყლ=–0. 9684. X+ყყ =0. 9685. ყ-- 2XV =0. 9080, ყ= 

= XV + ყV. 9687. XV –- ყ1იყV=0. 9688, ყ=XVყ" I9 + .-. 9689, 

2ყყ”--ყ = 0. 9690. ყ” –– ყ –– 2ყ = 0. 9691, ყლ=#2-- XX+ X+LC: 

ყ=ლ=X) - »ჯ+X-+1. 9092. ყ ==CX; ყ = 4X. 8693. ყ => C6"; ყ = 46X+2, 
9594. (1-–-–)(1+ყ=C. 9695. X? (1-Lყ?)=C. 9696. X?-+ყ?=Iი C X?. 

9697. ყ= C5I)X. 9098, მ10C510 X-+-მIC5I0 ყ= C. 9699. V14+X2 + 

+V1+ყV=C6 9700. Vყ5IიV + ლ005V –– XC05X + 590X=C. 

97201 V1–- XX 29-6IსწM=C. 970. ყ=C6 1--XI 2703. Cყ = 

=V1+C. 9704. ი5>%#- »=C. 9705. 6 I/ 1 + 4X +2ყ = 

=(C+V 9706. 10” -L 10- .-C 9707. 6X-+6-M=0. 9708. ჯ»”ყ=0C00M. 

    

  

  

9700. ყ=ჯ– 9710. X+66=0ს (+-“;“ „ 2711, 8-L 
X–6ი 2 

X+1! 2 
+ 2ყ + 1 = 21თ(4X + თ. 98719. + =0.. 971ვ, 220 = 

= 6---“-. 9714. „=6C60%-Lი. 9715. 5Iე?დ -L 591ი20=C. 9711. LთIყ= 
+0ძ 

0§-- ყ? 

=C() –- გებ 9?17. LCX-სთყ=C. 9718. ყ=6 · 2710, -2-- = 

1 +6% 
Iი (1 + 69) + C; ყ'– – 1-- დ   9790, 2ყ = C51ი:X –– 1; 

1 6 
ყ= 251) ს –-– ––-,. 2291, Iჰიჯ-– == 6 9799, ყლ–XII –-. 9793, 

2 ყ XჯX 

#7 2-+ ი#=6. 2794. ყ=»ჯი +. 2795. 1 + 2Cყ-+ C22C2=



ყ C” 957986. / = ჯ // 31C»ჯ. 9797. 90 7. ==“, უ7ას, I15C6#X=-– 
X ჯ 

ყ? 

_– – Xჯ ა « აX2. წ ს» III - ი 6 · 2799. X=00X+ ,„ 9730, X=-CIV--. პ3781, ყ + 2 – 
2X 

= 
–1=C6. 939. სყ- XC=C6C-0 თ 9783, 0 = C(/?-- 9); 3)4= 
=8(X? --ყ?). 9734, ყ=XVC+219იIXI,; ყ=XჯV2IიIXI. 973ნწ. 

ყ ყ _ - –მ+C(დ ––– –-მICLC –– 
V V”X+ ყწ =C0 + . V 001 ყი == ი? იჟვც ყ= 

შწი –ი33- ლეაა–– 98707. ყ=C6 : ყ=C " · 

1--CX აა. წ ჟ 

9738. #/-+LV XX +ყ9>2=CX#X; ყ=X7-- V 2 + ყზ. 9710, ყ==CX-LX. 

»740. V = C((C +); 974I. ყხ=V1+#XC+V1+#X). 9743 

ყ = CC + +“ ი7ჟვ, ყ-=X" (CC +6”). 2744, ყ -ი (0+<%X). 
-4 

Xჯ” 6 

–» ჯ? ა 1 
2715. ყ=6 (C+ +-). 9746. ყ=6-“++--C., 9747. ყ= 

  

4 

=C (X-+1)? 1-1), 9748. X-=:C6-%%Iწ 7-.-LგCLCყ -–- 1. 9749, ყ-= 

=6C ++ LI, ყ=2212%+ 1. 92760. ყ=-C+ჯიX ყ = 
ჯ 2 ჯ 2 ჯ 

=XIიX. 9761, ყ= + %. ყ- % 769, ყ=C66-შ# | ყიჯ--I; 
C05Xჯ C05X 

  

8 ყ=26-5იX + §0X-1, 9768. ყლ– – – + X #M= –+#. 9264. ყ= 
X ჯ“ 

=CVI--X + X; ყ= V1=X + Xჯ. 9766. ყ'C6C +1I)-1. 9850. 
7 2 

Vყ C + +) = Xმ. 9767. ყ=+XL(C + ==. ”) . 9768. ყმ=06“-% L 

+X--1. 9769. ყვ (C6595X IL 3)=1, 9760. #M(CX+II1X-+-1)=1. 9761. ყ=- 

1 1 –ო–_ა 
= ი ' = == . 59762. =V C V1-–-X1-+- 2-1 ჯ 

0 V1-–-X--1 / 31-21.“ #=) 

V=)/2 V1--ე-LX2--1. 9768. ყმ (20-95X. | 3)== 1: 3 V9%1 –- 49% = 1, 

9764. 7X?-+6Xყ -–- 5ყ/ბ=C. 9766. XI ყ –- 2X?ყ1-L3ყ4=C. 2706. X#%V 

–ყ=C 9767. X6,-- ყბ=C. 9768. X? -- 0 ყ + ყI=C. 9769. 
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ჯ? 

“2” 00524 + X = C. 9770. XX=C, 2971. IIX+VI + M9M იტ. 
X 

  

“ა
 

I
 – ყა
 

> +
 ლ +
 

% 
(ლ

 

=C, X+V + -” =ქ, 9773. “+467 =C: 

ჯე? 

--+V9467 = 2. 8774. (L= Vჭმ-- 2 ყზ LL ყე + C 9775. ( = )0ეი– 

წ) ტ· 2 

– აყ + ჯყ-- ყშ-იLC. 95776. #=--+» ჰაიყ–-ლCისყ+C 9777. M:-= 

= V X +ყ? +C. 9778. 2: ყმლ%X-C. 9770, 6-M ლ0აX = ჯX -LC. 

5780. X+ V . V = C. 
X 

ვ 5781, ჯX9იყ +VყIX=6C. 9789. წყ + 

  
  

1 8 2 
– =C 3788. -- +)=C 3784, ი+ + % =C. 
Vყ 5II ყ ყ 2 

· ჯ 1... _”" 
9%8§5. ჟლაL- > ყი 2X=C. 9786. ყ+C+IიIX-CX?--1 | =0. 

9787, '5/+C+C6V (1––1ე5 –-10V01 –– ჯე), 9788. X=20-– 
1 

“ ჯ" ყ= ს- + +6. 2789. X=9)ი 0-LI0 ი, ყ= 0510 0 +005/ + 

+ 70 -+ C. 9790. X= 00 +ხი, 6ყ=30ძე" + 4 ხე1+C. 9791. XC=(00-+Lი, 
2 

ყ=თდი- ++ +0. 2793. X=C –-– I1 9-- 1, 9793, X = 

(2-C§5Iი ყ –– ყ V1-–-ყ? + C). 9794. #= 2 + +C ყ= 

I 

+-1 
2 

ნ' + იშ. 9795. X= 2– > +C, ყ=/ე+2I)ი. 9796. X= 

1 
2 II10+1იი+C, ყ = ჩ1ი/. 9:07. X#=6C60(0- 1) + C, 

ყ=ყე0"600. 9798. (XL -–- 2ყ-+-C) ·(X+ყ--1-– C6-9)=:0. 9799, (XV/-–– CIX 
_ 3 

XVყ–Cთფ=0 22800 (Vყ- იწ --“ '=0 9801, (#–   

9ე01” 

– _ = 98095 - 1 --– 33) (# 1 ოლ. 0. 9802. 1) ზოგადი ამონა 

ხსნი ყ=CX”? წარმოადგენს იმ პარაბოლების ოჯახს, რომელთა წვერო- 

ები კოორდინატთა სათავეშია. გარდა ამისა, განტოლებას აქვს კიდევ 

ინტეგრალური წირი X=0. კოორდინატთა სათავე-ზე როგორც 
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2ყ 
ICX. V) =-=, ასევე -0L 

მყ 
ბულ წერტილს კვანძითი წერტილი ეწოდება, 2) V= 
= CX (X5-0) –– ნახევარწრფეთა ოჯახი. 0 (0; 0) წერტილი წარმოად- 

გენს კვანძით წერტილს, 9803. XV? + ყ?= C"--- წრეწირთა ოჯახი (ცენტ- 

რით კოორდინატთა სათავეში). თვით განსაკუთრებულ წერტილზე არ 

გადის არც ერთი ინტეგრალური წირი. ასეთ წერტილს ეწოდება ცენ–- 

ტრი. 9804. XV=C -- ჰიპერბოლების ოჯახი. როცა C=0, მივიღებთ 

საკოორდინატო ღეთროძებს ჯ=0, ყ=0. ეს წირები გადის სათავეზხე. და– 

ნარჩენი წირები განსაკუთრებულ წერტილზე არ გადის. ასეთი სახის 

განსაკუთრებულ წერტილს ეწოდება უნაგირა წერტილი. 

=-2 განიცდის წყვეტას. ასეთ განსაკუთრე- 
Xჩჯ 

მICLთ ” 
9806. VX” -L ყზ1 = C49 X პოლარულ კოორდინატებზე გადასვლით 

მივიღებთ # = CC. 0 (0; 001 განსაკუთრებულ წერტილს ეწოდება 

ფოკუსი. 9806. /--1=(X--C)2?; ყ=1. 2807. ყ3=(X+C)?; განსა- 
კუთრებული ამონახსნი არა აქვს. #/=0 წრფე არის მიღებულ წირთა 

ოჯახის უკუჭქცევს წერტილთა გეომეტრიული ადგილი. 2808. 

(X-–– C)? + ყ? = ი"; ყ = +ძ. 9809. (X + V 2 C)?+IVყ'= C?; ყ = +-X. 

  

_ , - 

9810. #/ = -C5X + 90 ჯ. 9811. ყ= 1 -%-: ყლ» 2... 

2 

_–_ –_–__–_–__.–__ 
' ? ვ ი? 

2 
= ი (C + Iი/ჯ) + –- . 9814, X=C6-ჩ0-L2(1–-–/ი), ყ=X(1-Lი) -L/?. 

25815. _–_– ყ = 2X9ი + ზი. 9816. ყ = ი · 

= (C - VX +1ა); ყ=0 განსაკუთრებული ამონახსენი-ი 95817. CV = 

=(L-- CC); ყ=0 და Vყ= --4X-- განსაკუთრებული –– ამონახსნები. 

9818. ყ = CL + CV = – 5. 9819, #=C+ ყ? = 4ჯ. 

––-––: 1 
95850 ყ=CX–- 9V1+C; XX+ ყ?=C? 9891. ყ=6C#+ >. 

132 

ტ#= - V. ი800. /=C+ +6--C,ყ=5%+)., 9898. ყ = 

=CX-+L C + 65. 9894. 2X?-Lყ? = C. 9855. XX -–- ყწ=C. 38956. ყ=CX». 

897. 2 + ვ3ვყ=C. 9898. ყ=C»ჯ». 2899. X? + ყწ-- 2CX = 0 

830. კონფოკალური ჰიპერბოლები., 9821. ჯ” -L ყზ = 2ი“·ICCX. მითი- 
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თება. მოცემული ელიფსების ოჯახის განტოლებაა -> – + 1-1, სადაც 

თ მუდმივია, ხოლო ხ –– ცვლადი პარამეტრი. – '(რ_ 2 ლ05დ. მითი- 

თება. როცა წირთა ოჯახ მოცემულია პოლარული კოორდინატებით 

LC, დ, ძე=0 და C CL, დ, #9 =0 არის ამ ოჯახის დიფერენციალური 

განტოლება, მაშინ ორთოი-,ბალური და იზოგონალური ტრაექტორიების 
2 

დიფე“ ენციალური განტოლებები შესაბამისათ არის; დ(,, დ, –5) ==0, 

„ + ” 
დ , 

IM 
  ) =0 (L--Iყთ. მ98მვ. „=C(I – აინი). 9834, 

1 ს 
–- 2LCIყ #7. # 

#X' -- ყყ = C26% X ან პოლარულ კოორდინატებში; ”=C თ 

__ Cი C 
ხ8ე§ს. „=C. 9950. X= –===--+ 20, V# = ლ –===> 2. 

V I+1 V0?+1 

20 (2+9(91-9+- იჟ _ 
–4255 (5-2 (» “ია. _ 2 

· ჩ' 9838, X= –.--- (C+ C + გნ |), (- =- 1. (9 + 
VI+I (2 “ “წწ)ც/ი” V2+I 

Cი 1 : C 
+0ძ(82ლ01ყი –- ი). ეX“““ი 

VI+1  2/! VM+1 
Xჯ 

1 
+12. 59040. ყ=CX; ყ= C., 2841, ყ=C69, 9849, ( –– ყეე-– 

Xჯ 

2837. X= 

           
  

–Cყ=0. 9848. ყ? = 2X2Iი XC. 92844. XV? -L ყ1=0%X –- C)?1. 9845. 
X 

#«=23((+)– (>)'). 98406. 1 X? + / 9? =1/ 0?. 9847. Xჯ2= 
2 X C 

=C(2ყ +C) 9848. 26» = ყწ-–- C2. 9849, 1), 2) Xყ = 6 9850. ყ= 
თ ძ ჯ – ე ლ _X 

=+(0:1->- ·). 2851, /= 4 +407 ( 1-4 

ი 

98602. ყ=CX.+   ვ. 9853, Cყ'– XV/+2=0; 3 ყ"--2Xყ--4=0. 
X 
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Xჯ 

X 
9ყე4. ყბ=CX; ყ1=8ჯ. 9855. ყ=C(C2 4 +000 4 ქ ყ= 

ძი 1“ ჯL- _–- 

=+(“ 5 L6 49 ). 2866. =3,9 კგ. 9857. X=2C6 9 , სადც 

Xჯ'ით აღნიშნულია მარილის რაოდენობა ჭურჭელში მოცემული 7 მომენტისა- 

თვის. 9858.-/ =10 წამს, მითითება. „ხვრელიდან გამოსული წყლის სი- 

ქარე გამოითვლება V =0,61/ 26 სმ/წმ ფორმულით, სადაც წ სიმძიშის 

ძალის აჩქარება, ხოლო Mჩ-- მანძილი წყლის ზედაპირიდან ხვრელამდე, 

_LVM9M _ ჯ 
5809, #ჯ = ; 125 ს და "56 წამ. 9800, ყ = –--- 

0,3 ც? 0,3 ი-V2– წუთს და 56 წა V 6 + 

ვ 2 · 
+C:X+ C:; ღე“. 9861, ყ=–C0052X+C,# + 

+-თ; ყ == –– 0092X + 1. 9869. ყ= –– 10 | C05XI +-C1X+ C:; ყ=– 

–)ი|ლ05XI. 9863. ეღეაგსეგეაე ა ი” ყ=3)იL+ 

+2#-6X+6. 9864, ყლი+ 52 ", CფX+6; ყ=-6++ 

2 

–+ი-X#+ 1. 9865. ყ=-- რი + CX+C:X + Cე. 9806. ყ= 

= 005X -L 510 X CI) X + C:X +Cე. 9807. ყ = 1Iი| 5)0XI + C)X? + 

–+ C2X + Cვ. 2808, ყ= > იჯX-–- 11#' +C.X?“ + C:X -+ Cკ.   

2 

9869, (I-– –_–_–_– 2870, #== 

9 1 
= 0? -+ 1; ყ= 8 ჩ?” + C)03 -L Cა. 9871, Xჯ=C-L/ი; ყ= (- ? + 

ვ 1", იპ 
–+)რ+(? – 1+C) თ+--+%C70+ C. 9825. ყ= 

ვ 

=-- + C10C X + Cე. 9878. ყ=--I+ CIX+ CC. 9874. ყ= 

გ +601 287წ. ყლთმი:-»- <- 802+ Cგ. 

9876. ყ=-100+6X#+6 #= X) -–+ 3ჯ -L 1. 8877, ყ=1ი01+ 

97. უმაღლესი მათემატიკის ამოცანათა კრებული 4177



+2 C1) -I- C-; #/= 2+1ი >. 087ზ ყ=CჯIIXჯX +C-X+C5+ 

+ 9870 ყ= + 2+CთX+Cთ-CC+0)0იC+   
ნ 

–- -I- + 1-9 

Mყ +C;; 
ყ+ CI : 

3 
ყ=C. პ8ზა. (X + C)(ყ--– 11=C). 9883. –6X+Cთ=(0/-1) 2, 

თ+9! 
16 

ლია. 95887. წრფივად დამოუკიდებელია. 9888. წრფივად დამოკიდებუ- 
ლია. 95889. წრფივად დამოკიდებულია. 9890, წრფივად დამოუკიდებე– 

ლეა. 9891. წრფივად დამოუკიდებელია. 9899. წრფივად დამოუკიდღე- 

ბელია, 95893, წრფივად დამოკიდებულია. 989I. წრფივად დამოკიდე- 

ბულია. 9895. წრფივად დამოკიდებულია. 9806. წრფივად დამოუკი- 

დეზჯვლია. 92897. წრფივად დამოუკიდებელია. 9898. წრფივად ღამოუ- 

კიდებელია. 9899. წრფივად დაზოკიდებულია. 9900. წრფივად ღამო– 

კედებულია. 2901. წრფივად დამოუკიდებელია. 99009. V2?2ყ” –– 2XV” +- 

+ 2ყ =0. მითითება. საძიებელი განტოლების ზოგადი ამონახს–- 

ნა იქნება ყ/ = CIX + Cა:X2, აქედან M” = CI) + 2C2X, V“” = 2Cა. მიღე– 
ბულე სისტემიდან C) და C; მუდღმივების გამორიცხვა მოგვცემს საჭი- 

  

+C,) –- 1). 25880. ყმ=C)X -++ C:; ყ=C. 9881. X= > Iი 
1   

  

9884. ყ= . 9885. ყ'= X-+1. 9886. წრფივად დამოუკიდებე- 

ებელ. განტოლებას. 9903. ყ” + ყ = 0. 9904, 51ი 2X-V” –– 2005 2X ·V==0. 
იიი. ი" 2ყ + ყლ=0. 9900. #/=3X-–-- 2. 9907. ყ=3ჯ- 

919 ჯ 005X +C     ფექ მე. 95908. ყ=C . 9909. ყ=C) X+ C · 
X 

99010. ყ=C)X4- CIიჯ. 9911. ყ=C,50X + Cავი?; 9919. ყ =: 

=C. 4-0 –“ C:X) CIყ »ჯ. 95213. V (1 –– 1ე:-C) X-+-Cი2(1 – II+-2XIი X). 

9014, ყ -C)6-X -I- C.67%. 9915. ყ=C) C +C.ა6", 9916. ყ=C) 6” + 

+C.0M9. 9917. ყ=C)6-M + C-6%. 9918. ყ= C)+Cა0". 9919, #= 
4 

აე 
=C + CM, 9590. ყ=ლC6ე ?პ +–+-C.6“. 9091. ;=C,) 6-9 -LCა0!. 

ჯ ვ 
–” "9. = 37% 

იცი2, ყ =406X. 09%, 9993, ყ=2:”2“ –80 99594. ყ= (CC) + 
ვ ვ 

. “MX “> X 
+იიაებე 8ე95. ყლ–(C) –- 62 X)6 „, 9056. #ყ= (CI+C:06 

ჯ 

90ს9?. ყ = (C) + C-X)6 9. აყ98, ყ=(2–--ვაეტი 2, 99959, ყ==2X6%. 
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9930, Vყ =- (C; 005 2X-L C5 5II1 2V) 6–». 9831, ყ=(C) 0053X--C; 510 3X) (?ჯ 

928395, ყ = (C =% X -+C: 51ი V3 ») 2 ი8ვ3. ყ:=(C,0ფ 2X+ 

+ C:3)ი 2X) 6–“, 9884. X = C) 00§0I -L C5:5II1თI. 9836. V = CI00§X +: 

–+ Cა 510 X. 9836, ყ = 5Iი 2X. 2817. ყ-==(C05X + 25I0 X) 6-ჯX. 9818. ყ= 
-2 

=C+C%60++ -- + > +->- 98ყცი. ყ=C)0' +C.01:+ჯ– 

    

X 

–-#2--3, 3840, ყ=C0+C6 ბ -- 9. 4;--)5. 9841. ყ.= 
ჯ 

= (თო: V3 X + C:5ი V3 ») 2 --3ჯ-- 5. 9849. ყლC, + 

+Cა6-%X + ვა. 2843. ყ=C), + C.0% + ჯ,, 9811. ყ=C) -L C-6.ბ -I- 

    

|Cთ
 

1 7... X.__ +. 9045. ყ=C +C,6 

ტ0აX 

39ჰს. ყ = (CC +Cა)2)6-1 -–I-   9947. ყ = C100აX + CიაყIიჯ -L 

+220. 9948, ყ=C 011 V 2)X) C, I-V 2)X _ ვა ეე, 

ყ=C1I0“ + CაC"' -L ( > –ჯ +1)C. 9900. ყ-- (C+C»+ 2) 0". 

1 ი 9051, ყ/=C,0” L C.6-% L –––> დლ, 9059 ყ=CC + 
ძCთ 

  

-L-Cა6%%-L –- (55I1X + 700572. 99053. ყ == C)6" + C:6-1– 

2 · 
_ – (3510 2X -L 005 2X). 9954. ყ = C) 005X-L C5251ი X –– C (2005 2X + 

+შფში2». 929585. ყ == C) 005 2X -L C5 519 2X -- 2 :0053X –– ზი 3». 2956. 

ყ = CI 005 X + C2 510 X +--9ი» 9057. V = CI 005 2X -L C55I 2 –– 

–+ ლლ 2». 9958. ყ=C. 143 C-ს კ 3ვჯი. 95959, ყ = 

1 . 1 
= C,005X + C5Iი ჯ- > 500 X -– =- 008 2X. 9960. ყ=C)6+C:6-% 

1 
_. თვ 4X-- 1 ი%2». მითითება. 005X 0053X = –– 0054X -L 

34 10 2 
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1 
+ -ე-ი: 2X. 9961. ყ =(C) + C1X--X") (წ + -.. . 9969. ყ=67X -L X? 

9968. ყ = 3 0ე-%, ძეც, ყ=%%X(-"-- V#-- X+1). 2966. ყ= -- 

-1,. 1... : 
–- 005 –– ა-ი XIL+ - თი 2X. 9966. IV= /1 005 X + 850 X-- C05X X -– 

    

  

  

  

XI (> + > . 9907. V=(4+ 86 + XC"I X. 9968. ყ = 

= (X + 8)6+-–– (CI1-+ 1)1ი (C++ 1) + 4. 2969. ყ = 4ლ005X+ 883იჯ-– 
--ი-X 

–Xჯ005X +-3)ი XI0 511 X. 9970. ყ = CC. 5071, ყ=6“ X(005X + 

– 
+ 28 ჯ). 9979. #ყ = ათ იე7ვ, «=26 2 510./ მითითე- 

ბა, ხი 42, თ = თა . 9074, §= (+--)ძი>. 997წ. ყ= 
თ #7 2 

2 

=- 8 + მე! + ყე. 9970. ყ= 1000--490,5 I; # = 1,43 წმ. 
2 

99077. ყ=ყე+100/-–- 490,5 /?; 7 = 0,1 წმ. 9978. #ყ= CI + C:6“ + 

+Cევი”. 8979. ყ=C, + C:6წ + 6Cეი?,. 9080. ყ=>C, 6” -L C: 6“ + 
+Cეი”. 9981. ყ=C)0' + C.6 ++ CC. 9089, ყ=C)6 “წ + 
+ C-0% + Cვ60-M. 9983. ყ==C1+ C:C" + Cე6-X. 9984. ყ= C) 6" -+L 
+ C:6-ჯ-L C.-6“+ -L C,6-%, 9985. ყ = C) + C:C" -L Cვკ6-+“+C,)6X+ + 

+C.6. ბ. 2086. ყ=0C)6' + (CX+CეX)6“+. 9987. ყ=C)6“? + 

–+ (C» + Cვ2ე 6“. 2988. (ყ = (C)'+ C5 X) CეX2) (-”. 9989. ყ = (CI) + 

+C2-X -+- Cე X-) 6. 9990. ყ=C,+C:X+(Cე +C,.X)6-2. 9991. ყ= 

=(C)-+C»: X) 6'"-+- (Cვ+C, X)6-?». 2992. ყ=C) 6“ -L 6-%X (C,; 005 V3X+ 
X» 

+Cვ§Iი V 3 X). 9993. ყ=C, 6-++ 6 2 (=. 005 +. + Cე ძი+,>- #) · 

9994, ყ=C)6-+6“% (C:0053X + Cევივე). 99096. ყ = CI)6” + 
-+L 6?” (Cე 005 3X -L Cე 511 3). 92996. ყ = C) 6X –- C: 6“ % -L- Cვ 005 2X + 

  

Xჯ 

+Cკ51 2X. 2991. ყ=C)-+C:6“X-+6 2 (ფთ: > +თპი V3. ”) · 

9იი8. ყ = 6-(C)IC05X -L C531)ი X) +6“ X(Cვ605X -+L Cკ4 510 წ>). 9999. ყ= 

=0C)005X + C:50 X -- CეC052X+C, 510 2X. 8000. ყ=C)6+-+-C:6-% + 

-L Cვ005X+Cგ9ი». 3001, ყ == (C,) +Cი:X)6”- + C30C05X + C, 510 ჯ. 

ვ00ვ. #=(C + C:X)005X -+ (Cვ + C,)X) ყი». 8003. ყ=2(C + 
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+ C) X) 005V 3 X+ (Cვ+C,X §ი V 3 X. 8004, ყ= CI+(C+C6კ000:2ჯ L 

+ (CC + C/#)ვი2. 3005, ყ = (C+თალთ?!». -L (ფ + 

ჯ 

. V3. -2 
+C,6X)3ი #2 ,), „· 3000. ყ=1 + 00§5X, 3007, ყ = 1, 8008, 

Xჯ 

ყ=6“. 3009. ყ=6"-+LC05X-–- 2. 3010. ყ=თC,6'+%4 (თრ + 

+ თში MX) 0-5. 3011, ყ=C, + CX+ CC + 25+#/. 

30195, ყ=(C1+C:X)6C + C6'–X–- 4 8013. ყV=C +C.X+ 

+(ვ+C,X)C" + 2 + 2 + 3X+12X. 3014. I = C)6-#X L 

+ C5005X - Cვ35I1X +- (+ – <) ი. 8015, ყ=(,+C)#)C” + 

+ Cვ6++(2 +X--1)6.. 89010. #=C, + (C. –+ CევX + –-) გბ 

8017, #/=C16-” -+ (თ–+) 6-9 L C3 005 3;+C, 510 3Xა 3018 ყ = 

29%, 8019. ყ= 
  = (C) 005X -L C5 510 X) 6“” -- (Cვ C05 X -L Cკ 510 X)6C' + 

=C) +C2X+CეX + Cა6-% + -- (4 0054 –– 511 4X), მ090, ყ= 

            

  

  

=C) + C3X -L Cე6 ფჯ- > 0), 

8091, ყ=C)6"+C56““ +,C ყი»X+C,C5X+ - 2%> რიის · 

ვი99. ყ= #4 + 80055X + C5)0იX + 5%X+ 005XIი0 | C005XI – ICXX 

X85%Iი + X510 X. ვიწვევ. #=/4+ + 0-4 2 2 კ გ. 

პ03|ჰ. ყ=06" + ”. ვ055ა ყ=06“% +096. 2 ((=V> X+ 

1. V 
== 830 + 73 

=–-2-2X-- 20, 8098. ყ=1+X+2+--74+- 8099. ყ = 
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  8026. ყ = 20'–-–X-–- 1, 8097, ყ =             



8 
  

  

  

  

               

ჯ ჯნ ჯ 
=XC . 89080, ყ=1 + ნიორი -ეეებეაბე+ 

ჯ6 ყ– + >. ვ 2-3.5.6 2-.3.5.6-..(3/–-1)# ' 

1081. ყI= 90>X „ 8039. ყ=1 -I- X 4 2 + 290+ 244. ვივვ. 

L / ' ჯმ 2»: 
ღეე__-->-ლ” '”–_ - ყ2==., + 3 2 + ყ 2 + ვ + 

11 „/ ჯ 
··. 8035. ყლ––“-- – -“ - LL... 80360, ყ == 1 +Xჯ +- + ს ყლეს + ყ=1+X4 

თ+1 2.4 + ჯა+ , გ1ჯ ლელე. 

(M+1) 1! 
ი=1 

8038. ყ = C) 005X-+Cა5I X; 7=C5005X -–– C1 511 X. 8039. ყ=C; 69ხ“ -L 

-L Cარ-იხX, 2=-- 2 (C,) 65% –– C: 6-4), 3040. ყ=(C, + C2+X)6-%; 
V 

2=(:ე–C–C: 16 ??. 3041. ყ==6-%X(CC, C005X + C:90X); 2= 

= 6-%%((Cა + CI) 005X + (CV –– CI) 51)ო X). 8049. X=C16”! -L+ C: 6-V- 
2 · 

–-> : ყლ–C6!4+4Cა6-! + ს +I. 80438. X=C)6-' + C:6- 37%; 

  

„ლ CX 
ყ=0C6C)6-'+ 36C.6-7/ L 005/. 8044, ყ=X+ %.>- რნ“ ; 

2? · 

C,X C 
ყლ–=X–-C; 2=060 >. 804წ. ყ=CC6“ : 2=Cა6 XI, ყ=6"; 

ვ 1 1 3 1 
2= C, 8040. ყ=–--– თო + – –იXL- ძის, 2= თ -–- (+. ყ=– 2 ++ 2 2 + 26. 

V 2» + C46 V 2X -LCვ 0905 X+4C)5IიX-– 

“ 2X-+C”; 7=-C6V 2“? ცე, ) 2X C.- 
4) 

+XI-– %-. ვ048, X = C)(! -L % (თი 2 (+C9იX 3. ) ; 

! 

ყ=C16'--6 1C- == 005 V 3 (– CV23 +6ე ძირ-/); 

_ 1 5I1 X. 3047. ყ=CI6 
2 

C, . 
00§ X –– “– 9ი»ჯ + 

  

2 
4 

“2 –CI/3-–0C V3 
2 00§ --> + 

8049. X=0C)6-/+ Cა6" V= Cე6“! -L Cენ?; , CC + Cვ) 6“! + 

2=C)6'+6 CV 3. 2 თყიV3 ') .



-I- CC. 3060. Xჯ = C, + 36.60”; ყ= – 2C, ლ 6-!; 2=C,-L 

+CაC -LCვ6-, 3051. X=--C) + 6 (Cელლ5! –– C:5I0 0) -L I + 2/; 
ყ=–C) + C'(CI0C0§1 + 6ე5Iი0) +//-–-– 2; 2= C) +6(C:00/ -+L 
+ Cე910 8) –– 1. 3059. ყ=C1X; 27 = CაX. 80659. ყ=C)X; Xყ=2"-LCვ. 

ჯ 

8054, 1) Vყ– VX=6C; 2-–VX=C:2 ყ#=C,;: 2=C47 . 
ვ0:5. X+ყ+2=6C); X + ს.+ 2თ=Cა. 8056. 2-–-X=C(ყ/-- X; 
(X+ყ+2)-(X-–ყ)ზი= C:. 3067. ყწ –- 2? =C); 2X -L (2 -–– ყ)? = Cე. 

ძX,“ _. ძი თX 
3058. = Xა, +. =- /X, ს X-= XX ==. 8069. 

” ი# " მ 982 . “ 
  

, , ყა , VI =ყი #=-- 4%-ყს სადაც # = V, “ა = ყი. 3000. ყ, = ყი, 

ყე = ყე, ყე = ყ,ე სადაც MI) = V, ყი = ყს, ყვ=ყ/. 8061. კ = ყა, 
ყი == ყვ. ყე = I, ყა= –-X.ყ), სადაც ყ.=ყ, ყა=Vყს ყე=ყ”, ყ,=ყ”. 
3009. ყ=C1+Cი6 ბ, 2=--2C-–- 366”. 3003. ყ =C)6-+Cა:6-%; 
2=2C,0-.+5C.ა6-”. 3004. ყ=0C)60% +C-6“; 2=– C201 

= - C.ა6-%; ყ= 60--220%; 2=-0 “+ 36%. 8066. ყ=C,6+-LCა 69%; 

= ი" + Cაირ%, ყ= 60% 2=0' 8060. X == C)C" -L 3C:6“-- 

6-!'. 40% ყ= C)6' + Cე6!'--26!'- 2ი"“ 8067 ყ=CC + 

Cაე60პ%--26-X; 2=-#XC- – C.6“+ + 6-. 8068. Xჯ = C)C-! -L 

-L CC"! -+ Cკ6-?; ყ=C)6 '+Cე6!–-Cე6-% 7= -–-C.6-! -L 26:67, 

ვინს X#=C.1+C.ა0 + Cე6 ყ= –Cფ-26C 20% 2 = -–C+ 

+Cა0 + 2CვC!. 8§807ი. X=–2C)0'--–8რ6:60“-–– 3C:ე6V; ყ=C)C' + 
-L 3C-:6”! -L Cე6"; 7 = 2C)6'-L 7C:6' + 3C36“, 8071, X = C6-V/-- 
–-Cეი"' ყ=C)6---2C:6-! + Cე6V; 2 =-–C0-!--C:6-V/ 

807 ა0)სი0სIIXნ, IL (CC, X0,. V0, II, M, V, 0XCL5) 

სIMLCM5I0M. V (ი) 

L=1 

X0 6 I=1 M 

6Vთ=C 
7 XI= X0 

7, =VV 0 
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8073. 

3074, 

424 

ხ0 9 M#=I1, M 
ხნ0 8 I1I=1,L 
C1 =LLCX, 2) =89 
C2 = L(CX + IMI/2, 7 + C1/2 2 IL 
C3 = L(X + I/2, 7. -L C2/2) ი LL 
04=X(CX+9 7+ C3ვ)იI 
ხსV =(01 +2«02+02929C03 +C04)/6 
7 = 7 + CV 
X=X+VIV 
C=#485 7-- V იC0)/15 
Vძ0 =2 
IC (C, 6I. 65) ILIM0 = 1 

CC MIIM0C 
IC (CIM0. ნC. 1) C010 10 
0სIVნM 
LI = LI/2 
L = L · 2 

#IMნ = 0 
6010 7 
M0 

5ყსნი0V0IIMC სVL (, X0, V0, M, II, V) 
სIMCM5I0M V (CI) 
0 1 1=1, M 
V(C1 =0 

X=X0 

ხყV= V0 

X0 4 I=1,M 

#=L(X, ))თიI) 

V (1)=CოV +# 

ყ=VVთVთ 

X=X+I 

IXL II IICLM 

LIM6CX 

5სცC0V0VIIMს 8V0LIXIXL LC, X0, V0, M, LLს V, LL5§) 

0IMCM5I0M. V რთ 

X=X0 

7=V0 

L =0



7 

5 

10 

8015, 

''076- 

#=XLCVX, 7) 

V1=7+წი4 

V2=7+ (0 +ნ;C, VI))+IL)/ 2 
8 = #85 (–VI 2-–– VI) 

II (8.LI.სხა) C010 10 

V1=V2 

C0LI1C0 5 

=L 1 
VC1=V2 

X=X+I 

IL (L. LI. M) C0107 

LსI IM 

LMC 

50ნ8ილყIIMნ MILM Cდ, X20, 9, M, V, CX5) 

ს0IMLCM510M V CC 

M#M=IM–4 

L.0CX5 = 0 

X=7X0 

L 1=IL(CX + IV) V(2) 

L2=LXCX+2ი „წ, V(3)) 
L3=LVCX+3ი»ი 9, VC(4) 
LC 2 #=1, M 
VIX = V (0 +(2-L1-–- 6 2+2+ L3).«4+II3 
VVC-4ე)=VVX-+2)+CC 2+4 «L3+L(CX+4 + IL, VMX-X)) +» 9,3 
8 = 485 (კXVXX--'V„V«-+4) 
LX05 = MM#X1 (8, L65) 

L1=VXL2 

L2=IL3 

L3 = V («C +4) 
X=X+II 

LLC ILVILIM 
LMLC 

გვექნება სამი პროგრამა ერთეული. 

ა) ქვეპროგრამა 

ბ) 
508L0CVIIM6ნ IL. დ, X0, V 0, I, M, V”, 5) 
ქვეპროგრამა –– ფუნქცია 

LVIMCII0CM L (X, V) 
L = X =« XV/3+C05(X) 22 
LLI 0IXIM 
CM0XV 
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გ) ძირითადი პროგრამა 

LXICსIM#ტL L 

სIMCM510M V (3თ 

C/#LL IILC (CL, 0, 1, 0:05, 30. V, 1 –– რა 

VIIIL (3, 1) V 

1 LCIIM#I (5 (2X, 6L12. 6)) 

510 

LM6 

Vყ(0,25) = 1,007904, ყ (0,5) = 1,032735, ყ(1) = 1,149478 
V(1,25) = 1,255612, ყ (1,5) = 1.405689. 

8077. ა) ქვეპროგრამა 

CLVIL (L, X0, V0, M, IM, V) 

ბ) ქვეპროგრამა –– ფუნქცია 

LLMCII0M L (X, V) 

L = 5C)ILI (X « X + V «+ V) / (4.563 -L 1I#M (X/V) + « 2) 

LLC I L)IIM 

LM 

გ) ძირითადი პროგრამა 

CXI CXLIM#L L 

სIMCM5I0M. V (25) 

Cჩ#LL LVL (L, 1, 3, 25, 0. C4, V) 

VIIIIL (3, 1) V 

» ნ00M#1 (5 (2X, 5L 12.5)) 
5I0L 

LM 

ყ (1,25)=3,39024, Vყ(1,5)=3,83433, V(1,75)=4,33876, /= 
=4,91069 

8078. ა) ქვეპროგრამა 

აენილეყMხIIMს C)LI9MX (LC, X0, V 0, M, 9, V, L6§) 

ბ) ქვეპროგრამა –– ფუნქცია 

LLCIMCIICM L (X, V) 

L = LXნC(X + X -+ V)/ (6 <5IM(CX) «2 -+ V« V> X«=+4) 

იL IIIM 

LM6C 

გ) ძირითადი პოოგოამა 

LXIსCILM#IL, L 

სIMCM5§0M  V (10) 
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C#LL ს0LსX C, –“- 1, –-– 4,632, 10, 0.01, V, 1 –– 4) 
VVIX0IIIC (3,1) V 

1 LCIIM#IL (2X, 10 L” 10. 5) 

5100 

LMLC 

ყ (=–0,9) = –– 4,55848, 
8079. ა) ქვეპროგრამა 

508.0ყე0IIMნსC MILM (CC, X20, IM, M V, L.05) 
ბ) ქეეპროგრამა –– ფუნქცია 

LLCIMC1IICM L (X,. V) 

LC = XC (X « X + V) /(6 « 5IM (X10> 2 2--V «V «X > «4) 

LL I IILIM 

LIMLC 

გ) ძერითადი პროგრამა 

C XI LXIM.გ L 

სნIMCM5ICM. V (21) 

საI# V (11 0.5, V(2) 0.621, V(3),0. 7202, V (4) 0.6011/ 

C2LL M1LM (L, 1. 0. 05, 21. ”, Lჩ5) 

VV–V III L, (3, 1) V, 05 

1 ნ60IM#%I (3 (2X, 7L 12. 6), 'C0§5 =7, L” 10.4) 

5100 

CMLC 
Vყ(1,25) = 0,8281. ყ (1,5) = 1,1274, /(1,75) = 1,402, V(2)-= 

=1,6679. 

ვისნხე  V(1,25)=0,51021; #V(2,5625)->0,82708; V(2,66)=1,02512. 
ე08., ყ(2,25) = 3,30285; Vყ(2,5) = 3,53471; V (2,75) = 3,74642. 
ყ (3) = 3,932ვ3 3089. ყ(1,98) = 2,60671;1 V(1,73) = 2,87318; 
ყ(L,98) = 3.13885; V(2,23) = 3,40355; V (2,56)=3,75144, 3083. 
ყ (2.1875) = 1,63523; ყ(2,25) = 2.10538; V (2,3125) = 2,55755; 
ყ (2.625) = 461886; ყ (3.17) = 7,83070. 3081. ყV(0.0C097656) => 

= ვ3.0009851; ყ(0.00195312)=3.0019774; ყ(0.00878906) =3.0090162. 
3066. (/ (0.015625) = 3.01512; ყ(0.03125) = 3.02992; / (0,28125) => 
= 2.0:0555: ყ (0,765625) = 5,87155: V (1) = 5.9069). 3086, 

Vყ (1,10969753) = 2,04295; ყ(1,17220) = 2.05752 V(1,35970) = 
= 2,04892; 'Vყ (1,48470) = 1.97217: /ჟ (1,57080) = 1,8913ვ 3087, 
ყ(0,02125)=1,89494; ყ (0.0625)=2,13772; V (0,14453125)=4.72251; 
ყ(0.16455078)=21,53611; V(0,16555786)=95,54480; V(0,16560173=- 
= 215.871-20. ვ0ი8ზ. Vყ(2.02245338) = 2,04298: ყ(2,27245339) = 

=2,07659; Vყ(2,50662818) = 2,1017 ვ308ს. ყ (1,37) = 4,55240: 
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V (1,62)=4,55525; ყ (1,87) = 4,55864; I, (2,12) = 4,56268; Vყ (2.: 5) = 

= 4,56222. 3090, ყ (2,5) = –– 2,99791; V(3) = –– 2,99666; ყ (4) = 
=--2, 995227 3091, V(1) = 3,46735; V (1,6) = 3,40556; Vყ (2.8) = 
= 4,01080; ყ() = 4:55799 3099. ყ (1,3) = 1,43217; ყ (1,8) = 
=2,49471; V(2) = 2,857372; Vყ (2,8) = 4,035644; V (3) = 4,276436. 
8098, ყ (0,5) = 2,221510; I (1) = 2,588922; ყ (2) = 2,744293. 8094, 
ყ(1.71) = 1,25158; ყ(3) = 1,44620, 8095. ყ (0,018) = –– 0,48714; 
ყ(0,08თ = – 0,44211; ყ(0,21) = –– 0,37618; ყ (0,33) = –– 0,31315, 
89906, ყ(1,4)=-0,75162; V(1,6)=0,92964; VI (1, 81=1,12586; ყ (2) = 
=1,43970. 3097, ყ (2,21=-––0,03211; ყ(2,40) =–– 0,32448; ყ (2,8)= 
=--1,04209; ყ (3) = –– 1,40856, 

ვიზ, 50ს8L0CIVIIMნ IIC5§ (C1, L2, X0, V0, 70, II, M, V, 7, LC§<) 

სნIMნ6M510M V (CM), 7. (M) 

# =1 
0071=1,M 
VCILI=0 

7 700)=0 
“8 X=X0 

»=V0 
„8 =70 
00 10 I1=1, M 
009 M#=1, XL. 

V01=L1 (X, #, 8) + II 
XC)1 = L2(X, #, 8)» II 
VCI2 = 61 (X -+ M/2, #--VC1/2, 8--70.1/2) + LI 
202 = L2 (X + IVI/2, # + V0I/2, 8+701/2) + LI 
VCI3 = LI (X+II/2, # + VC2/2, 8 -- 7C02/2) + LL 
203 =- L2 (X + II/2, # -- VC2/2, 8 + 7C02/2) + 8 

27C4 = L2 (X + II, # + V03ვ, 8 -L 703) +» L 
LLV = (VC1 + 2'· VC2 + 2 + VC3 - VC4)/6 
2LL = (701 + 2 + 7002 + 2 · 7C3 -L 704)/6 
5=#ჩ8+ხ0სნV 
8=8 + 7Lნ 

9 X=X+ 8 

C=4#485((4 –– V (1))/ 15) 
C1 =885(8–70)/15 

VI) =4 
2 (1) =



IL (C. CI. CL§, 0L- C1. CI. 605) IXL4 := 1. 
10 C0MIIM0L 

IX (Cბ. CC. 1) 6010 11 
სს IცIიM 

11 8 = 1I72 
# = IL» 2 

LX # = 1 
6010 8 
სM0 

8099. 508ცM0LCIIM86. II 99 (LI, L2, წვ, X0, V0, 70, V0, II, M, 
V, 7, V, 65) 
სIMნ6M5I0M V (დ, 7 09, 0 CV) 
M=1 

00 1 L=1, M 
VV0თ=0 
7(0)=0 

1 Iს =0 
2 X=7X0 

# = V0 
8 = 70 
C= V0 
00 4 1=1, M 
80 3 IL = 1, M 
01V =L1 XV, ტბ, 8, C «9 
017 = L2(X, #, 8, C LL 
C0ო1ს =63V, ტ,8,C.Vს 
02V = I1(X+II/2, #-+CIV/2, 8 + C12/2, C+C0IV/2. L 022=12(X+IMI/2, + 01V,2, 8 L 012;2, C+ 0102. IM ა20=L3(X+1/2, გ + C1V,2, 8 -L C17/2, C + C1V/2) + LI 003V= LI (X+II/2, #+C2V/2, 8 L C027,2, C + C2V,/2 +#.L 032=02(X+IVI/2, #-CC2V/2, 8 L (ა22;2, C + C2CV 2. 
C03ს=L3 (X-II/2, #+C2V,/2, 8 + C27:2, C + C2V,2) ·» LI 04V=L1C + 9, გ + ლვV, 8 + C37, C -L C3C) . 98 642 =L2(X + 8, # + ლ3V, 8 + 032, C + 03თ «+ 09 040 = 3 (X + 9, 8:1+ 03V, 8 -L 0372, C + 03C) + 8 სV = (01V + 2 C2V L 2. 0ვ:V + C)4V)/6 
92 = (012 + 2 + 027 + 2 · 032 L C047)/6



ხს = (C01C - 2 + C20 +- 2+ 030 + 046 
# = # + 07 
8 = 8 + ხ72 
C=C + ხს 

3 X=X+VწM 
#1 = #65 (4 –– V (09) )/ 15 
81) = ჩ8§ (8-–-7 (1) , 15 
CI = #85 C–- 0 CI)) 15 
V(I)I=# 

7(I))) =8 

LI(I) =C 
ILC1. 01. 65, 0L. 81. C1. C0§5, 0IL. C1. CI. L9V5) 
MIML = 1 

4 CCMIIMVნ 
I ICMს. Iს Cდ. 1) C010 5 
CI 0ILM 

5 II=112 
M=M7#«2 
ILIIM6 = 0 
ნMVC. 

3100, ა) ქვეპროგრამა 

50ს8C00)IIMც LILMX§ (L1, L2, X2, V0, 79) 

ბ) ქვეპროგრამა-ფუნქცია 

LLIMCIICM IL1 (X, V, 2) 

L1 = 27 X-L1 

LXLCI IIM 
LMLს 

გ) ქვეპროგრამა –– ფუნქცია 

LLIMCII0CM L2 (X, V, 7) 

L2=3>=27+«7,(X+>+(V--1))+X.2 

ICI I IM 
LMLC 

დ) ძირითადი პროგრამა 

LXIICIM#L L1, L2 

სIMCM5I0M-. V (25), 7 (25) 

CტMLL II. (LI, L2, 1, 0, 1, , , V, 7, 1C––4) 
VნIIIC (3, 1) V, 7 

1 ნ02M#ტ1 (2X; 5C 10. 4) 
510 
LM,



ვ10ვ. სისტემა იქნება ყ/=V/; (I/=2; 2'= –7+ – (CV –– 6((–VM), 

Vყ(0) = 0; VI (0) = 1; 2(0) = 0. 

ა) ქვეპროგრამა 

§ა08ვ8იე)IIMIC IILX 
ბ) ქვეპროგრამა –– ფუნქცია 

LLCIMCIICM LI (X, V, 7, დ) 

LC1 = CV 

სI I0LM 

ML 

გ) ქვეპროგრამა –– ფუნქცია 

LCMC1I1I0M L2 (X, V, 7, L) 

LL2 = 7 

LXLI VILIM 

LMLC 

დ) ქვეპროგრამა –- ფუნქცია 
LLCIMCIICM L3 (X, V, 7, L) 

ნ3=X=7/2+(X %X–6):(0-––-V)/2 

LXCI CIIX2IM 
MC 

ე) ძირითადი პროგრამა 

CXIICCI#8L L1, 2, L3 

სIMCM510M V (25), 7 (25), L) (25) 

68LL დIC (L1, L2, L3, 0, 0, 0, 1, , , V;7, V, L-–3) 
VIII (3,1) V, 2, სთ 

LCLCLM8გI (2X, 5 L 10. 

510L 

LMნX 

ყ (0,5) = 0,8243; ყ (1) = 2,7183. 

8104, ყ(0,25) =0,53125; V(0,5) = ––0,50000 310წ. V(0,5) = 
=4,19475; V(1) = 6,73376- 3100. (0,5) = 0,310930; ჯ/ (1) >: 
= 0,386294, 3107. ყ(1,25)=0,247698; ყ (1,5)=0,483673; ყ(1,75) => 
= 0,700992; Vყ (2) = 0,896362. 3108. ყ (2,25) = –– 0,1875; ყ(0,5) --- 
= –-0,2500, ყ(0,75) = –– 0,1875; ყ(1) = 0,0000. 8109. ყ(0,25) => 
= 2,3333; Vყ(2,5) = 3,0000; V(0,75) = 5,0000 3110. „(1) == 1; 
ყ(1,5) = 0,34027; ყ (2) = 0,69444. 3111. ყ(1) =0,841471; ყ (1,5) == 
= 2,244363; ყ(2)=3,637189. 3119, ყ(0,5)=7,5937; V (1) = 32,0000; 
ყ (1,5) = 97,6562; ყ (2) = 243,0000. 3113. ყ (0,5) = 1,30958; ყ (1) =- 
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=2,61444; ყ(1,5:=2,88981; ყ(2)=7,32464. 8114. ყ(0,5)=1,58986; 
ყ(1)=2,19328; ყ (1,5)=2,67191; ყ (21=3,02571. 8116. Vყ(0,5) = 
=1,56824; ყ(1) =7,3890; V(1,5)=120, 97415; Vყ (21=22026, 46582, 

ძ, 1 “+ 1 – ძ. 
    

  

3116, 1) =--=– I –---. 
' ი ყი 1-6. ი 121+ 

1 – ძ, – 1 – 2– 

ი --#6; ვ) –” =214+--/1-–- “ ჩნ, 8117, 3 -L 4ყ/=0 –– ტრაექ- ; ) –/ ++I- + + 4ყ ტრაექ 

ტორია; შუ = 4(- 3/:თ=0; 101 =5; Iთ| = 0, 8118, #X--1 = 

=-%- ==; ნ=-8(/4+64ჩ; ი=-8/+6#% |0 |=10MI 

– 

თ დ)=-–-07. 3190, / => #- 5 – ტრაექტორია; ი= 3:+ 

IV | = 10. 8115, "(+ ) – =0(+ი/; 000 = 20: 2(- )–ი! L; 

ჯ? 

– 

4 2(22–-ი/; 0Cდ)=37+4+ 4/; 00)=37(+2/:9(2) =3(; 
+ – - 9 2 
ს (3) =31–-2/, 3191. “ + > =1-- ტრაექტორია; უ=--351ი!X 

წერონ). სო=-- 3 005/-(–– 4507 .7 : 8 (0) = 4I; 9 (+) = 

“7. 1+2V 27: 9 (+ )=-2309C0=-279%( )= 

6-–2V2 : 55 )––. ვკიი 1) X-->% 

  

  

  

    

  

– უნ 2 თ. 

=# V ლიწტფე; 2) -+- + 4=1; ვ) X=-უ- ჟი. 8196, ძ5= 2ძI. 
V 

3197, ძა = 5ლCIძ/, 3198, ძვ = (+ 6-ი ი, 8199. ძა = V 3('ძ/!. 

X–-1 ყ–1 2-1 1 
38130 ––- - . :1X+2 32-- 6=0; 005%=–-–--–-.. 

1 2 ' ვ +2+ V14 

2 ვ 2 2 
C0508 = –––- ; C05 –---, 3131. = = 

ჩ V14 წ #14 0 

;-_ #V2. #V2 
2 

== --  --. .: 2-–-–V 2 2-:0; C0§თC=–--უ „ -“_.; 0058=-0; 005 ჯ;= 
=C V "3 

4კ2



I. 
1 # ყ–ა ?“2 (ბე 

=-–. ე1ვი, = = : XI – –- 7-L- –-–– --0. 

V 3 –? 0 ” ' 2 
X-–2 2-1 –_ 

ვვ, ჯ ; 2X + ყ + 27=–6= 0. 3184, >--1.= 

  

      

“3 2. -. _ 
=%-2 2-7, 2%- 4/ყ4+38--12=0, ვევე, 2- 1. 9#-!     

2-2 X-–-1 ყ 2-1 
: Xჰ+ყ-+ 422-–-–10=0, 313830, – 

4 V 3 ვ –1 
  

    

  ნთრმალი); 3X + ვყ/--7--2=0. (შიმხები სიბრტყე) 8187, 2 = 

–1 2-1 = 
# ; 66(-–=8-–2+3=0; 8188, +-2-V12-   

ღა
 

+
 - 

  1 2 (მთავარი ნორმალი); X–– ყ-––72--–2=0 (გამწრფევი სიბრტყვ). 

X–1 ყ--1 2 4X ––- 1 
8189, = : X+-ყ-2=0. 3140.   I 

.1..0 
3ყ +1 – – – 

ღეაეაეაეაე____<__<<_____-_-26223-- 
== 2 4 6 1 

=-უ5- (ნორმალური სიბრტყე); X–- ყ = 0 (მიმხები სიბრტყე); 2 = 0 

(გამწრფევი სიბრტყე). 3149, #= ეონ) თ =>; –» – : 

ხC)=2; X(C)=3. 8148. '- I »ჯ= ი“ > 

ხ 
#(1) = +: 70) =- >. 8144, წ-ის 

3. ! “”–-. 

5 ; (909 : 7=0, 8148, #-V2; 7= გ · 

რთ 

(–+ყ)? 

  

  

  

? აააუაო 

8147. ჩ = 

  

8149. ”=#/ = 

28, უმადლესი მათემატიკის ამოცანათა კრებული 4ვე
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„ პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლება 

. განცალებადცვლადებიანი დიფერენციალური განტოლება 
„ ერთგვაროვანი განტოლება · 

პირველი რიგის წრფივი დიფერენციალური „განტოლება 

ბერნულის განტოლება 
განტოლება სრულ დიფერენციალებში 

მაინტეგრებელი მამრავლი 
პირველი რიგის არაწრფივი განტოლებები 
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ლაგრანჟისა და კლეროს განტოლებები 
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მაღალი რიგის დიფერენციალური განტოლებები · · 

მაღალი რიგის წრფივი დიფერენციალერი განტოლებები · 

მეორე რიგის მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი დიფერენციალური 'გან- 

ტოლება · 
ი ური რიგის მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი “დიფერენციალური 'გან- 

ტოლება 
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