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| ანდრია რაზმაძე| 

პროფესორი ა, რასმაძე იჟო საბჭოთა მათემატიკური მეცნიე– 

«რების ერთ-ერთი საუკეთესო წარმომადგენელი, ჩვენში ფიზიკა- 

“მათემატიკურ მეცნიერებათს განვითარების დიდი მოამაგე და 

-ვროპაკანდისტი, თბილისის სახელმწიფო უნივერსიტეტის ერთ- 

ერთი დამაარსებელი, ენერგიული სასოგადო მოღვაწე. 

ა, რაზმაძე, როგორც რუსეთის მათემატიკის სახელოვან ტრა- 

დიციებზე აღსრდილი მოახროვნე, ფართო მათემატიკური გულ- 

ტურით აღჭურვილი მკვლევარი იუო. ძლიერი ნებისუეოფით და- 

ჯილდოებულმა მეცნიერმა დაძლია მის წინაშე წამოჭრილი ქველა 

დაბრკოლება და მოკლე დროში გახდა ვარიაციათა აღრიცხვის 

დიდი სპეციალისტი. 

1917 წლიდან, როცა ა, რასმაძემ მოსკოვის უნივერსიტეტში 

ჩააბარა სამაგისტრო გამოცდა და მიიღო პრივატ-დოცენტის თა– 

ნამდებობა, მან კითხვა დაიწეო გარიაციათა აღრიცხვის სპეციალურ 

კურსისა. დიდმა რუსულმა კულტურამ და მეცნიერულმა ტრადი- 

ციებმა ა, რაზმაძის გულში ახალი მიზნები აღძრა. ის მოუთმენ– 

ლად ელოდა მოხერხებულ დროს უმაღლესი მათემატიკური გა- 

,„ნათლების საქართველოში გადმოტანისათვის. მას სურვილი ჰქონ- 

და თავისი ფართო ცოდნა ქართველი ახალგაზრდობის აღზრდი- 

':სათვის მოეხმარებინა. 

ოქტომბრის სოციალისტურმა რევოლუციამ სინამდვილედ აქ- 

„ცია ჩვენი ხალხის საუკუნეობრივი ოცნება, ა. რაზმაძის სურ- 

"ვილსაც ხორცი შეესსა. მოწინავე ქართველ მეცნიერთა მცირე 

ჯგუფის ინიციატივით თბილისში უნივერსიტეტი დაარსდა. სა- 

„ქართველოში უნივერსიტეტის დაარსების ენთუზიასტთა ჯგუფს 

= რაზხმაძეც ეკუთვნოდა. აქედან იწჟება მისი მეცნიერული მოღ- 

"ვაწეობის ახალი პერიოდი. მან პირველად დანერგა თბილისის
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უნივერსიტეტში დღეს უკვე საეოველთაოდ ცნობილი მათემატი– 

კური მეცნიერებისა და ახროვნების შესანიშნავი ტრადიცია. 

ა. რასმაძის ნაშრომთა შორის მნიშვნელოვანი ადგილი უკა-- 

ვია ქართულ ენახზე მის მიერ დაწერილ სახელმძღვანელოებს. 

მას დასახული ჰქონდა საქართველოში თანამედროვე უმაღლესი. 

მათემატიკური კულტურის დანერგვის დიდი გეგმა. ა. რაზმაძის. 

ერთ-ერთ ძირითად ამოცანას შეადგენდა ქართულ ენაზე მათემა- 

ტიკური ანალისის ვრცელი კურსის შედგენა. მან მოასწრო. ამ) 

კურსის მსოლოდ ორი ნაწილის გამოქვეენება, მათემატიკური. 

ანალისის შესავალისა (1920 წ.) და განუსასღვრელ ინტეგრალთა: 

თეორიის (1922 წ.). ამ სასელმძღვანელოებზე აღიზარდა ქართველ: 

მათემატიკოსთა რიგი თაობა. 

ა. რასმაძის წიგნი განუსაზღვრელ ინტეგრალთა თეორიაში. 

წარმოადგენს განუსახღვრელ ინტეგრალთა თეორიის სრულ გკურსს,. 

იგი ბევრად აღემატება ამ დარგის კურსების ჩვეულებრივ. “სომას.. 

დიდი იეო ა. რასმაძის დამსახურება, როგორც პედაგოგისა: 

და აღმსრდელისა. იგი დიდი დამაჯერებლობით და გატაცებით 

კითხულობდა თბილისის უნივერსიტეტის მათემატიკის ფაკულ–- 

ტეტსე მათემატიკური ანალიზის ძირითად საგნებს, ალბათობათა. 

თეორიას, რიცხვთა თეორიას, მექანიკას. გრძნობდა რა ლექტო-. 

რის უდიდეს პასუსისმგებლობას აუდიტორიის წინაშე, გამოჩე– 

ნილი მეცნიერი განსაკუთრებით ზრუნავდა სალექციო თემის. 

დამუშავებისათვის, მასალის მისაწვდომად წაკითხვისა და გარეტ 

ნული გაფორმებისათვის. ეოველი მისი ლექცია მასალის მხრივ, 

ღრმაშინაარსიანი იეო. ეურადღების ცენტრში თემის პრინციპუ: 

ლი საკითხები იდგა. 

= რასმაძე დიდის პასუხისმგებლობით ეკიდებოდა მის წინ. 

მდგომ ამოცანებს, ის არასდ'იოს არ მიდიოდა უმცირესი წინააღ– 

მდეგობის გხით და სიძნელეებს გვერდს კი არ უვლიდა, არამედ 

პირველ რიგში სწორედ მათ გადალასვას ცდილობდა. იგი დიდ. 

მოთხოვნილებებს უუჟენებდა თავის თავს და სხვებისაგანაც მოით–- 

ხოვდა მოვალეობის შესრულებას. ის ულმობლად იბრძოდა ჭეშმა--
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რიტი მეცნიერული მუშაობის მომეცნიერო ხალტურით შეცვლის 

ქოველგვარი ცდის წინააღმდეგ. მეცნიერულ-საზოგადოებრივი 
საკითხების მიმართ ის მტკიცე პრინციპულობას იჩენდა და 

უგულგებელუოფდა შემთხვევითი და გარეშე “მომენტების სზემოქმე– 

დებას, ის არასდროს არ მიმართავდა პოპულარობის იაფფასიან 

საშუალებებს. ანდრია რაზმაძე, როგორც სტუდენტებისა და ახალ– 

გაზრდა მეცნიერი მუშაკების ხელმძღვანელი, საკმაოდ მკაცრი და 

მომთხოვნი იჟო, მაგრამ ამავე დროს ანგარიშს უწევდა მათი 

ნიჭისა და მეცნიერული მიდრეკილების თავისებურებას და მათ 

თავხე არ ახვევდა თავის სუხიექტურ მეცნიერულ გემოგნებას. 

ა. რასმაძე დიდი ინტერესით ადევნებდა თვალეურს მეცნიერე- 

ბის განვითარებას, მუდამ იუო მათემატიკის ახალი მიღწევების 

კურსში. იგი ეკუთვნოდა იმ მეცნიერთა კატეგორიას, რომელთაც 

შესწევთ ნამდვილად ნიჭიერი ახალკახრდების შერჩევისა და გა- 

ბედულად დაწინაურების უნარი. 

ა. რაზმაძემ მტკიცე საფუძველი ჩაუჟარა საქართველოში მათე– 

მატიკური კადრების აღზრდასა და მომზადებას. ჩვენი ქართველი 

მათემატიკოსების უფროსი თაობის წარმომადგენლები მირითა- 

დად მისი მოწაფეები არიან და მის მიერ დაჩერგილ ტრადიციებს 

აგრძელებენ. მათ რიცხეში უკვე რამდენიმე ათეული მეცნიერი –– 

მათემატიკოსი და ფიზიკოსია. ფართო მათემატიკურმა განათლე- 

ბამ, რომელიც ა, რაზმაძემ დაუნერგა თავის მოწაფეებს, ხელი 

შეუწეო შემდგომში ნაეოფიერი მუშაობის გაშლას მათემატიკის 

სხვადასხვა დარგში. 

კომუნისტურმა პარტიამ და საბჭოთა მთავრობამ ღირსეულად 

დააფასა ჯა. რაზსმაძის მოღვაწეობა მძობლიური მეცნიერების წი- 

ნაშე. მის სახელს ატარებს საქართველოს სსრ მეცნიერებათა აკა- 

დემიის მათემატიკის ინსტიტუტი. საქართველოში მათემატიკური 

მეცნიერების განვითარების ისტორია განუურელად დაკავშირებუ- 

ლია ანდრია რახმაძის სახელთან. მისი მოღვაწეობა შთამაგონე– 

ბელი მაგალითია მეცნიერთა როგორც უფროსი, ისე ახალგაზრდა 

თაობისათვის.
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ა. რასმამის გარდაცვალების 95 წლისთავთან დაკავშირებით 
სტალინის სახელობის თბილისის სახელმწიფო უნივერსიტეტის 

მიერ დადგენილი იეო ა. რაზმაძის განუსახღვრელ ინტეგრალთა 

თეორიის კურსის ხელმეორედ გამოცემა. 

მეორე გამოცემაში გასწორებულია კორექტურული შეცდომები 

და ზოგი არაზუსტი ადგილები. ზოგიერთი მოძველებული ტერ- 

მინები შეცვლილია ახლით. 

2/VI 56. 
პროფ. ვ. 8ელიძე



წინასიჭყვარბა 

"ეს წიგნი, მცირეოდენი ცვლილებებით, წარმოადკენს ინტეგრალური 

აღრიცხვის ლექციების კურსს, რომელიც 1919 წლიდან მოკოლებული 

სამჯერ წავიკითხე თბილისის უნივერსიტეტში და ორჯერაც პოლიტექ- 

ნიკურ ინსტიტუტში. ის შვიცავს მხოლოდ პირველ ნაწილს: განუსაზღ- 

ვრელ ინტეგრალებს. 
პირველი ტომის წინასიტკვაოააში აღნიშნული მქონდა, რომ მათე- 

მატიკური ანალიზის მთელი კურსი თანდათანობით უნდა გამომექვეჟნებინა. 

წინამდებარე კურსი ანალიზის ნაგულისსმევი გამოცემის III წიგნია. 

შესაძლოა გაკვირვება გამოიწვიოს იმ გარემოებამ, რომ ინტეგრალური 

აღრიცხვა დიფერენციალურჭზე უფრო ადრე გამოდის. მაგრამ საქმე ისაა, 

რომ სრული უქონლობა მათემატიკური ლიტერატურისა ქართულ ენაზე 

მაიძულეის პირველ რიგში გამოვუშვა ანალიზის უფრო ძნელი ნაწილები 

და სწორედ ესაა მიზეზი, რომ ინტეგრალურმა აღრიცხვამ დიფერენცია- 

ლურს უსწრო. რაც შეეხება ამ უკანასკნელს, ის უპვე მსადაა, და კან- 

ზრახული მაქვს მოკლე ხანში შევუდგე მის ბეჯდვასაც. 

ინტეგრალური აღრიცხვა მას შემდგომ წარმოიშვა, რაც რომ პირ- 

ველად დაჟენებულ იქნა საკითხი: მოვძებნოთ ფუნქცია (პირ- 

ველეოფილი), რომელსაც წინასწარაღებული /(:) 
ფუნქცია წარმოებულად აქვს, ანდა #(0უძ» დიფერენცია- 

ლად. უცნობი ფუნქცია, რომელზედაც საუბარია აქ, განისაზღვრება 

როგორც ინტეგრალი #(0)ძX დიფერენციალიდან. ინტეგრალის ასეთი 

ცნებიდან ახალიზში გამოდიან ჩვეულებრივ მაშინ, როცა პირველ რიგში 

ელემენტარულ ფუნქციათა ინტეგრების პრობლემას აყენებენ. მაგრამ 

წამოიჯრება ხოლმე მთელი წუება საკითხებისა და მათ შორის საკითხი 

# (2)-ის პირველყოფილის არსებობის შესახებ. რა თქმა უნდა, ამ პრობ– 

ლემათა გადაწქყვეტისათგის საჯიროა უფრო ღრმა შეხედულება საგანზე, 

აქ უნდა გამოვიდეთ ინტეგრალის დამოუკიდებელი ცნებიდან, ამ ცნები- 

დან, რომელიც ინტეგრალს როკორც უსასრულოდ მცირეთა ჯამის 

ზღვარს განსასღვრავს. 

არსებითად ინტეგრალური აღრიცხვა დამოუკიდებელი დისციპლინაა: 

იგი დიფერენციალური აღრიცხვიდან დამოუკიდებელ პრობლემებს წყვეტს 

უმთავრესად. ბუნებრივი იქნებოდა ამიტომ ინტეგრალური აღრიცხვის 

„გადმოცემის დროს ინტეგრალის დამოუკიდებელი ცნებიდან გამოვსული-
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უეავით, მით უმეტეს, რომ ასეთი შეხედულება მიღებული აქვს დასავლეთ. 

ევროპის მრავალ ავტორს. სოგიერთმა მათგანმა იმდენად მტკიცედ შეი–- 

თვისა ეს შეხედულება, რომ ინტეგრალის ცნებას აშუქებს იმ დროს, 

როცა დიფერეხციალისა და წარმოებულის ცნებახი ჯერ კიდევ ცნობილი 

არ არიან. რაც შეეხება ფუნქციათა ინტეგრებას, მას ხსენებული ავტო- 

რები შედარებით მცირე ადგილს უთმოიენ. მაგრამ დასავლეთ ევროპის 

მეცნიერებს სულ სხვა პირობებში უხდებათ სწავლება, ვიდრე ჩვენ. მრა– 

ვალ საკითხს, რომლებიც იქ უკვე საშუალო სკოლაშია შესწავლილი,. 

ჩვენში მხოლოდ უნივერსიტეტში ეცნობიან პირველად. ჩვენს პირობებში 

ფუნქციათა ინტეგრების პრობლემა არის ერთ-ერთი პრობლემათაკანი, 

რომლის პირველ რიგში დაეჟენება აუცილებელი საჯიროებითაა გამოწვე- 

ული. ამისათვის უმთავრესად ვგხელმძღვახელობ პედაგოგიურისა და პრაქ- 

ტიკული ხასიათის მოსაზრებით. 

მთელი მასალა სამ თავად არის დალაკებული. პირველი თავი წარ-. 

მოადგენს კურსის შესავალს, სადაც მოთავსებულია ინტეგრების ძირითა- 

დი მეთოდები. მეორე თავში განიხილება ალგებრულ ფუნქციათა ინტეგ– 

რება და უკანასკხელად მესამეში –– ტრანსცენდენტულ ფუნქციათა ინტეგ- 

რება. მაგალითები მრავლად არის მოჟვანილი ამა თუ იმ თეორიის 

სრული დახასიათების მისზნით. 

არ შემიძლია აქ არ აღვნიშნო წინამდებარე კურსის გადმოცემის. 

ერთი მსარე. საკითხი ელემენტარულ ფუნქციათა ინტეგრების შესახებ 

არსებითად პრაქტიკის საქმეა იმ შემთხვევაში, როცა ინტეგრალი სას- 

რული სახით წუდება. მით უმეტეს საჯიროა ვიცოდეთ ბუნება ფუნქციე-: 

ბისა, რომელთა ინტეგრებაც ამისდაგვარად შესრულდება. ესაა ასე 

ვთქვათ, ფილოსოფიური ელემეხტი ჩვეხი კურსისა. რა თქმა უნდა, ეს 

ჰრობლემა მეტად რთულია, თუ მხედველობაში გვაქვს ჟოველგვარი ელე- 
მენტარული ფუნქცია; ხოლო ალგებრულ ფუნქციათა შემთხვევისათვის 

ის სრულიად გარკვეულ პასუხს იძლევა. ამ უკანასკნელ პრობლემას მეო-- 

რე თავის მესამე ნაწილი აქვს დათმობილი. იგი თხოულობს ალგებრის 

ზოგიერთი სპეციალური საკითხის ცოდნას, ამიტომ სწავლების დროს 

შეიძლება გამოტოვებულიც იქნეს პირველ ხანებში. სსვაფრივ წიგნი არ. 

მოითხოვს სპეციალურ ცოდნას, გარდა, რა თქმა უნდა, დიფერენციალური: 

აღრიცხვისა. 

ეს კურსი საკმაოდ სრულია სხვა ამგვარ წიგნებთან შედარებით. 

ამიტომ ეს „ წიგნი უმთავრესად მათემატიკური განჟოფილების სტუ- 

დენტთათვისაა განკუთვნილი, მაგრამ არა ნაკლებად გამოდგება იგი. 

საინჟინრო ფაკულტეტის სტუდენტთათვისაც. ის §§-ები, რომელნიც. უკა--
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ნასკნელთათვის ზედმეტია, შინაარსის სარჩევში ვარსკვლავებით მაქვს 
აღნიშნული. 

წინამდებარე წიგნი არის ანალიზური აზროვნების ზედმიწევნითი 

გამოთქმის პირველი ცდა ქართულ ენაზე. მის შედგენის დროს თავს 

გვაწვა ორგვარი მძიმე სამუშაო: ერთის მხრით ანალიზური ნომენკლა- 

ტურის გადმოქართულება და მეორეს მხრით თვით მათემატიკური აზ- 

როგნების ამეტეველება ქართულ ენაზე. უთუოდ ამიტომ იგი მთლად 

თავისუფალი ·ვერაა ზოგიერთი უსწორმასწორობისაგან და, თუ საქმე 

გაუმჯობესებას მოითხოვს, მე თვითონ მოწადინებული ვარ, რომ შემდეგ 

გამოცემაში თავიდან ავიცილო ის ნაკლი, რომლის აცდენაც პირველში 

შეუძლებელი იეო. 
დასასრულ, „მხურვალე მადლობას ვუძღვნი ჩემ კოლეგას პროფ. ა. შა- 

ნიძეს, რომლის არა ერთი რჩევა ქართული ენის სტილისტიკის დაცვაში, 

ასე ძვირფასი იჟო ჩემთვის. 

გულწრფელი მადლობა ჩემ მსმენელს სტუდენტ მელქისედეე) ფარც- 
ხალაძეს, რომელმაც დიდი დახმარება გამიწია კორექტურების სწორების 

დროს და აგრეთვე მთელი წიგნის გადაკითხვით და ბეჯდვითი შეცდომე- 

ბის აღნუსხვით. 

უღრმესი მადლობა თბილისის უნივერსიტეტსაც, რომლის ზნეობ- 

რივისა და ქონებრივი დახმარების მეოხებით წიგნმა ორი წლის ბეჯდვის 

შემდეგ, როგორც იგო, იხილა დღის სინათლე. 

ა, რაზმაძე. 

თბილისი, 5 ოქტომბერი, 1927.





თავი! 

შესავალი 

I. ძირითადი საკითხები 

§ 1. ძირითადი პრობლემა. ინტეგრალური აღრიცხვა მას შემ– 
დგომ წარმოიშვა, რაც რომ წმინდა და გამოყენებითი მათქმატი- 
კის ზოგიერთმა საკითხმა შემდეგი პრობლემის გადაწყვეტის წინაშე 

დააყენა მათემატიკური მეცნიერება: 

აღებულია /(») ფუნქცია; ვიბოვოთ ის #LCX ფუნქჟ- 
ცია, რომელსაც /(:) წარმოებულად აქვს. 

წამოყენებული პრობლემა მათემატიკური ანალიზის უმნიშვნე- 

ლოვანესი პრობლემათაგანია საზოგადოდ, ხოლო მისი შესწავლა, 

ისე როგორც ამოხსნაც ინტეგრალური აღრიცხვის საგანს შეადგენს 

განსაკუთრებით. 

მაგრამ ცხადია, რომ ამ პრობლემის ამოსახსნელად საჭიროა. 

წინასწარ ვიცოდეთ არსებობა აღნიშნული თვისების #(>») ფუნქ- 
ციისა, რომელსაც /(უ-ის პირველყოფილი ფუნქცია 

ეწოდება. 
ამრიგად, პრობლემის ბუნება მოითხოვს, რომ შესწავლილი 

იყოს პირობები X"(:) ფუნქციის არსებობისა. მაშასადამე, ამ პრობ- 
ლემას შემდეგი საკითხი უნდა წაემძღვაროს: 

რა პირობებს უნდა აკმაყოფილებდეს /#/(ე) ფუნქჟქ- 
ცია, რომ მისი პირველყოფილი არსებობდეს? 

ამ საკითხის ამოხსნის შემდგომ ზემოაღნიშნული პრობლემა 

უკვე ასე გამოითქმის: 

ვიცით რა წინასწარ /(X-ის პირველყოფილის 
არსებობა, ვიპოვოთ ეს უკანასკნელი ფუნქცია. 

ორ უკანასკნელ საკითხთან დაკავშირებით გამოქვეყნებულია 

მრავალი ნაშრომი. მათ შორის უპირველესად აღსანიშნავია თავისი 
შესანიშნავი შედეგებით ის გამოკვლევანი რომლებიც ეკუთვნის 

მეცნიერთ: კოში, რიმანი, ჰპარნაკი, დირიხლე, დიუ ბუა რეიმონდი, 

ლებეგი,: დანჟუა და ლუზხინი.
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როგორც ამ მეცნიერთა აღნიშნული შრომებიდან გამოირკვა, 

ძირითადი პოობლემის გადაწყვეტის ხასიათი და აგრეთვე საკითხი 

პირველყოფილის არსებობის შესახებ მჭიდროდ არის დაკავშირე–- 

ბული #(Cჯ) ფუნქციის სტრუქტურულ თვისებასთან, ანუ / (X) 
ფუნქციის კლასთან: რაც უფროვიწროა /(;:) ფუნქციათა 

კლასი, იმდენად მარტივია ზემოაღნიშნული ძირი- 

თადი პრობლე მ ები: პირიქით ეს პრობლემები რთულდება, 

როცა /#(X) მიეკუთვნება ფუნქციათა ფართო კლასს. 

კერძოდ, როცა /(ჯ) ფუნქცია უწყვეტია რომელიმე შუალედში, 
მაშინ საკითხი /(X)-ის პირველყოფილის არსებობის შესახებ გარკ- 

ვეულად წყდება: 
უწყვეტი /(») ფუნქციის პირველყოფილი არსე- 

ბობს ყოველთვის1!. 

უწყვეტი ფუნქციის ასეთი თვისება ჩვენთვის მეტად მნიშვნე- 

ლოვანია, ვინაიდან ამგვარ ფუნქციებთან ძალიან ხშირად გვექნება 

საქმე შემდეგ. | 

§ ბ. ფუნქციათა კლასი. მას შემდგომ რაც აღინიშნა, რომ 
საკითხი #(:) ფუნქციის პირველყოფილის არსებობის შესახებ 

მჭიდროდ დაკავშირებულია ამ ფუნქციის სტრუქტურულ თვისე- 

ბასთან, საჭიროა წინასწარ განისაზღვროს /(») ფუნქციათა ის 

კლასი, რომელთანაც საქმე გვექნება შემდეგ. ამ მხრივ ორი უმთავ- 

რესი მიმართულება შეგვიძლია ავიღოთ იმისდა მიხედვით, თუ რა 

გვექნება მხედველობაში: პრაქტიკული გამოყენებები, თუ ზოგადი 

თეორიული მოსაზრებანი. 

პირველ შემთხვევაში თვით საგანი ისეთი ხასიათისაა, რომ 

#(C>) ფუნქცია არის ან უწყვეტი ანდა წყვეტილი, მხოლოდ წვფვე- 
ტის წერტილთა რიცხვი სასრულია. ეს არის კლასიკური ანალიზის 

შეხედულება. 
რაც შეეხება მეორე მიმართულებას, მისი ობიექტი ზოგადი 

ხასიათის ფუნქციებია. ბუნებრივია ამ შემთხვევაში გამოვიდეთ 

ფუნქციის ყველაზე უფრო ზოგადი ცნებიდან, რომელიც ლობაჩევ- 

სკიმ და დირიხლემ მოგვცა, –– იმ ცნებიდან; რომელიც ფუნქციას 
განსაზღვრავს როგორც შესაბამობას ორ სიმრავლეს შორის. მაგ- 

რამ, ვინაიდან თითქმის არც ერთი დებულება არ არსებობს, რო- 

1 ეს დებულება გეომეტრიულად დამტკიცებული იქნება § 4-ში, ხოლო 

მკაცრი ანალიზური დამტკიცება მოყვანილი იქნება მეორე ნაწილში (განსაზღვ– 
რული ინტეგრალი).
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მელიც ანგვარ ფუნქციებს ახასიათებდეს, ამიტომ შეუძლებელია 
რაიმე გამოკვლევა მოხდეს მათი პირველყოფილის არსებობის შე- 
სახებ. ამრიგად, ზოგადობა სულ სხვა გვარის უნდა იყოს: ფუნქ- 

ციის ზოგადობა უნდა ეხებოდეს არა ცნებას, არამედ თვით ფუნქ- 
ციის სტრუქტურას, ანუ ფუნქციათა კლასს. 

ანალიზის ფარგლებში, როგორც გამოირკვა, ფუნქციათა ყვე- 

ლაზედ ფართო კლასია ე. წ. ზომადი ფუნქციათა კლასი. კერძოდ, 

მაგალითად, განუწყვეტელი და ზემოაღნიშნული სახის წყვეტილი 
ფუნქციები ზომადი ფუნქციებია. 

ზომადი ფუნქციების შესწავლა, მათი კლასიფიკაცია და მათი 

პირველყოფილის მოძებნაც ნამდვილი ცვლადის ფუნქციათა თეო- 

რიის საგანს შეადგენს. 

ახლა ბუნებრივია კითხვა: რა მიმართულება იქნება აღებული 

ჩვენს სახელმძღვანელოში? 

ჩვენი სახელმძღვანელო მიზნად ისახავს უმთავრესად, საკმაოდ 

მოამხადოს მკითხველი სხვადასხვა გამოყკენებითი საკითხების შე- 

სათვისებლად, ამიტომ ამ წიგნის უმეტესი ნაწილი უჭირავს კლა- 

სიკურ ანალიზს რომელიც, როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული, 
პირველ მიმართულებას ეყრდნობა მთლიანად. 

მაგრამ მეორეს მხრივ ნამდვილი „ცვლადის ფუნქციათა თეო- 

რიამ უკანასკნელ ხანებში მნიშვნელოვანი ადგილი დაიკავა მეცნიე- 

რებაში: მისი შესანიშნავი გამოკვლევები ფუნქციის სხვადასხვა 

თვისების შესახებ არსებითად შეცვალა და ზოგჯერ კიდეც უარყო 

ის ვიწრო შეხედულება ფუნქციაზე, რომელიც შეურყევლად ითვლე- 
ბოდა კლასიკურ ანალიზში1, ამიტომ არ შეგვიძლია გვერდი ავუხ- 

ვიოთ მეორე მიმართულებასაც. 

რაც შეეხება თვით პრაქტიკულ გამოყენებას, რომელიც ბო- 

ლოს და ბოლოს კერძო სახის ფუნქციათა პირველყოფილის მოძებ- 

ნაზე · მიიყვანება,, აქ მხოლოდ იმ ფუნქციებთან გვექნება საქმე, 

რომლებიც ძირითად ანალიზურ ოპერაციებით გამოისახებიან. ეს 

არის ან ელემენტარული ფუნქციები: · 

ა) ალგებრული (რაციონალური და ირაციონალური) ფუნქციები, 

ბ) ტრანსცენდენტული ფუნქციები, 

" მაგალითად, წინათ ეგონათ, რომ ყოველ უწყვეტ ფუნქციას უეპველად 
აქვს წარმოებული. ვეიერშტრასმა უარყო ეს იმით, რომ აღმოაჩინა ერთი კერძო 

სახის ფუნქცია, რომელიც უწყვეტია ყოველ წერტილზე, მაგრამ ამ წერტილებზე 
მას არ აქვს წარმოებული.
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ანდა, თუ ანალიხუდფდ სიმბოლოთა რიცხვი უსასრულოა, ეს 
იქნება ფუნქციები, რომლებიც მწკრივის სახით არიან წარმოდ- 

გენილი. 

ამ კურსის პირველი ნაწილის მიხანს ზემოაღნიშნული ელემენ- 

ტარული ფუნქციების პირველყოფილთა მოძებნა შეადგენს და სწო- 

რედ ამიტომ ზოგად საკითხებში ვიგულისხმებთ, რომ /(») ფუნქ- 

ცია უწყვეტია, ანდა წყვეტილი, მხოლოდ წყვეტის წერტილთა. 
რიცხვი სასრულია. 

რაც შეესება საკითხს ფართო კლასის ფუნქციების პირველყო- 

ფილთა არსებობის შესახებ, იგი განხილული იქნება მეორე ნაწილ- 

ში, ხოლო პრაქტიკულ გამოყენებებს, როგორც გეომეტრიაში, ისე 

მექანიკაში განვიხილავთ მესამე ნაწილში 1. 

II. ინტეგრალი. ინტეგრების ძირითადი მეთოდები 

ს ვ. ძირითადი ცნებები ვთქვათ, აღებული / (ჯ;) ფუნქცია 
უწყვეტია; მაშინ ვიცით, რომ არსებობს ამ ფუნქციის პირველყო- 

ფილი. ვთქვათ, ერთი ასეთი პირველყოფილი მოეძებნეთ და ეს არის 

# (X). ისმის კითხვა არსებობს თუ არა იმავე ფუნქციის სხვა 

პირველყოფილი კიდევ? წამოყენებულ კითხვაზე პასუხს გვაძლევს 
შემდეგი 

თეორემა. თუ #(C») აღებული უწყვეტი /ი() ფუნქციის 
პირველყოფილია, მაშინ 

#L(X) ++ თ 

სადაც C ნებსითი მუდმივია, იმავე /(») ფუნქციის 

პირველყოფილთა ზოგადი სახეა. 

მართლაც, ვინაიდან XC») ფუნქციას წარმოებულად /(X) აქვს, 

ამიტომ (2) -- C ჯამსაც იგივე წარმოებული ექნება. პირიქით, 

ყოველი #,(:) ფუნქცია, რომელსაც იგივე წარმოებული აქვს, რო- 

გორც #(»)-ს, ამ უკანასკნელიდან მხოლოდ მუდმივი სიდიდით 

განსხვავდება, ე. ი. ის არის #MX)+C სახისა, 
ამრიგად, X(C2)+-C სახის ფუნქციის გარდა არ არსებობს არც 

ერთი ფუნქცია, რომელსაც იგივე წარმოებული ჰქონდეს, როგორც 

#Cუ-ს და ამით ჩვენი თეორემაც დამტკიცებულია. 

#(Cჯ) ფუნქციის ყოველ პირველყოფილს ეწოდება აგრეთვე ი ნ- 
ტეგრალი /(»)ძX დიღერენციალიდან; მაშასადამე, XC)+-–C არის 

1 პროფ. ა. რაზმაძეს განხრახული ჰქონდა მათემატიკური ანალიზის სრუ- 

ლი კურსის დაწერა, მაგრამ ვერ მოასწრო (რედ).
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ასეთი ინტეგრალის ზოგადი სახე. ვინაიდან იგი ნებსით მუდმივს 
შეიცავს, ამიტომ მას განუსაზღვრელ ინტეგრალს უწო- 
დებენ, , 

ეს ფაქტი აღინიშნება ტოლობით 

(1) | #00ძ2=#6ე+0, 

რომელიც გამოითქმის ასე: განუსახღვრელი ინტეგრალი /(2:)ძჯ 

დიფერენციალიდან არის XL(X)+ ნებსითი მუდმივი C. 

მოქმედებას, რომელიც განუსაზღვრელი ინტეგრალის მოძებნაში 

გამოისახება ინტეგრება ჰქვია. 

§ 4. გეომეტრიული ინტერპრეტაცია. ავიღოთ კოორდინატთა 

მართკუთხოვანი სისტემა ჯ07 და ავაგოთ ის მრუდი, რომელიც 

»= /(»X) 
განტოლებით გამოისახება. ამ მრუდზე ამოვარჩიოთ ერთი მუდ- 
მივი ჯე წერტილი ჯე: აბსცისით (ნახ. 1). 
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ნახ. 1. 

ვთქვათ, # ამ მრუდის ცვლადი წერტილია ჯ აბსცისით. აშკა- 

რაა, რომ მრუდწირული ჯეა0ძაLი0 ტრაპეციის ფართობი წარმოად- 

გენს ჯ-ის გარკვეულ ფუნქციას რომელიც აღვნიშნოთ 4(>)-ით. 

დავამტკიცოთ, რომ „,7IL(») არის /(X)-ის პირველყოფილი ანდა 

ინტეგრალი #(X)ძX; დიფერენციალიდან. 
მართლაც, მივცეთ ჯ-ს. მცირე ნაზრდი #ჯ და, ვთქვათ, X' მრუ- 

დის ის წერტილია, რომლის აბსცისიც არის X+- ტჯ. როგორც
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ნახაზიდან ჩანს, #CIIX'0C' ფიგურის ფართობი წარმოადგენს ნაზრდს, 
რომელსაც ჯა0ლ0ა#C-ს ფართობი მიიღებს. მაშასადამე, გვექნება 

4(24+4») – 46 =ფართობი (0#'0).. 
ვთქვათ, M და II არიან /(ჯ) ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი 
მნიშვნელობები (», X“+- იტ») შუალედში. აშკარაა მაშინ, რომ 
ჯ0X'C' ტრაპეციის ფართობი იმყოფება Mტჯ-სა და IV/4::-ს შორის: 

M0სX>-4(:-+61:)–– 4(X) >7I4::; 

ამ უტოლობათა ყველა წევრს თუ 4ჯ-ზე გავყოფთ, მივიღებთ 
1-+1-6X)-– 4(ჯ თ M> #4(0:-+1-ბX)–– 4(1:) 

ტბX 

გადავიდეთ ახლა ზღერისაკენ, როცა #X ნულისაკენ მიისწრაფვის. 
ვინაიდან /(ჯ:) უწყვეტია, ამიტომ # და „I, მიისწრაფვიან 
#(2)-საკენ როგორც ზღვრისაკენ. იგივე ზღვარი ექნება მე-(2) 

უტოლობათა შუა წევრსაც. მაგრამ ეს ზღვარი /#(:)-ის წარმოე- 

ბულია; ამიტომ 

=> 1. 

449 „ე 
ძჯ 

და ჩვენი დებულებაც დამტკიცებულია. 
ამგვარად დამტკიცებულია ერთის მხრივ, რომ /(ჯ)-ის პირველ- 

ჟოფილი ანდა ·ინტეგრალი / (»)ძ: დიფერენციალიდან წარმოად- 
გენს იმ არის ფართობს, რომელიც შემოსაზღვრულია ზევიდან 

7X= /(X) მრუდით, .ქვევიდან ჯ ღერძით და გვერდებიდან ამ მრუდის 
ერთი მუდმივისა და ერთი ცვლადი ორდინატით. 

მეორეს მხრივ ზემოაღნიშნული მსჯელობით აგრეთვე ის დებუ- 
ლება უნდა ჩაითვალოს დამტკიცებულად, რომ /(ჯ)-ის პირველ- 

ყოფილი ყოველთვის არსებობს, როცა /(ჯ») უწყვეტია. მაგრამ ეს 

არის წმინდა გეომეტრიული დამტკიცება, რომელიც რა თქმა უნ- 
და, გულისხმობს, რომ გრაფიკულად /(:)-ის წარმოდგენა შესაძ- 
ლოა. საზოგადოდ უწყვეტი ფუნქციის ასეთი წარმოდგენა როდი 
არის შესაძლო, ამიტომ საჭიროა ამ დებულების უფრო მკაცრი 
"დამტკიცება, რაც შესრულებული იქნება წმინდა ანალიზურად ამ 
კურსის მეორე ნაწილში. 

ზემოაღნიშნული გეომეტრიული ინტერპრეტაცია ამას გარდა 
გვიჩვენებს, რომ ჩ#ა0იL2 ტრაპეციის ფართობი უშუალოდ მოი- 
ძებნება იმ შემთხვევაში, როცა ვიცით /(Xჯ)ის ერთი რომელიმე 

პირველყოფილი.
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მართლაც, ვთქვათ X(»ჯ) ერთი ასეთი პირველყოფილია; მაშინ 

ზემონათქვამის თანახმად, 4(X), რომელიც= #ეალ0-ჯLC ტრაპეციის 

ფართობს, მხოლოდ მუდმივი სიდიდით განსხვავდება XVL2X)-დან, ე. ი. 

#Xლე – 40:=C. 

მოვძებნოთ ახლა C მუდმივი. ამისათვის უკანასკნელ ტოლო- 

ბაში >X=ჯე ჩავსვათ; მაგრამ „-4(Xე)=0. ამიტომ 

C= X”ILXა). 
მაშასადამე, 

4(X)= XL(CX) –– XIL(Cჯა) 

და ამნაირად #ა0ა#CV ტრაპეციის ფართობი მოძებნილია. 

ვინაიდან ინტეგრალი გეომეტრიულად ფართობს წარმოადგენს, 

ამიტომ პრობლემას, რომელიც ინტეგრალის მოძებნაში გამოიხა- 

„ტება (ინტეგრებას), კვადრატურა ეწოდება აგრეთვე. 
შენიშვნა. მუდმივი #ა წერტილი ნებისმიერად იყო აღებუ- 

«ლი. მაგრამ, სადაც უნდა იყოს აღებული იგი, ფუნქციას, რომე- 

ლიც #იCთაXL C-ს ფართობს გამოსახავს, ყოველთვის ერთი და იგივე 
#(ჯX) წარმოებული ექნება, და ამით გეომეტრიულად სავსებით არის 
გამართლებული ის თეორემა, რომელიც § 3-ში ანალიზურად იყო 

'დამტკიცებული. 
§ ნ. ინტეგრალური აღრიცხვის საგანი, ინტეგრალური აღრიც- 

ხვის ძირითადი საკითხების დაყენებიდან ჩანს, რომ ინტეგრალური 

აღრიცხვა არის შებრუნებული აღრიცხვა დიფერენციალურთან 

შედარებით. 

მაგრამ, თუ იმ შედეგებს დავაკვირდებით, რომლებიც მიიღება 
"დიფერენციალური და ინტეგრალური აღრიცხვის ძირითადი ოპე- 

რაციების ელემენტარულ ფუნქციებზე გამოყენებით, ერთ არსებით 

განსხვავებას შევამჩნევთ. იმ დროს, როდესაც ელემენტარულ 
ფუნქციათა გაწარმოება ელემენტარულსავე ფუნქციებზე მიგვიყვანს 

ყოველთვის, ამავე დროს შებრუნებული პროცესი, ელემენტარულ 
ფუნქციათა ინტეგრება, ყოველთვის როდი მიგვიყვანს ამგვარ 

ფუნქციებზე. მაგრამ ჩვენ უკვე ვიცით, რომ ეს ინტეგრალი არსე- 

ბობს, და თუ ელემენტარულ ფუნქციებს შორის მას ვერ ვპოუ- 

“ლობთ, ეს მხოლოდ იმის მაჩვენებელია, რომ აღნიშნული ინტეგ- 

რალი არის ახალი არაელემენტარული ფუნქცია, რომელიც ძირი- 

თად ანალიზურ სიმბოლოთა სასრული რიცხვით ვერ გამოისახება. 

უს ეგრეთ წოდებული ახალი ტრანსცენდენტული ფუნქციებია.
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მაგალითი. ფუნქცია, რომელსაც წარმოებულად LX აქვს 

არის XL =X--ჯ. მაშასადამე, 

IX X01: = X Lფ 1–-–X-+C. 

ამავე დროს ის ფუნქცია, რომელსაც წარმოებულად აქეს 

ელემენტარულ ფუნქციებს შორის ვერ მოიპოვება. ამიტომ 

იჯ 

I L§9Xჯ 
ახალი ტრანსცენდენტულია: ეს ეგრეთ წოდებული ინტეგრალური. 

ლოგარითმია, რომელსაც აღნიშნავენ LX. 

ამრიგად, ინტეგრალური აღრიცხვის თვალსაზრისით ყველა: 
ელემენტარული ფუნქცია ორ ჯგუფად იყოფა: ერთის მხრით 

ფუნქციები რომლებზედაც ინტეგრების მოქმედების გამოყენება: 

ელემენტარულსავე ფუნქციაზე მიგვიყვანს ყოველთვის, და მეორეს. 
მხრივ ფუნქციები, რომლებზედაც უკანასკნელი მოქმედების გამო- 

ყენება ახალ ტრანსცენდენტულს ქმნის. 

ისმის ახლა კითხვა: როგორ უნდა გვესმოდეს ინტეგრალური. 

აღრიცხვის მიზანი ამ ორ უკანასკნელ შემთხვევაში? 

პირველ შემთხვევაში ცხადია, რომ ინტეგრალური აღრიცხვის. 

მიზანია სხვადასხვა მეთოდის აღმოჩენა, რომელთა საშუალებითაც, 

შეიძლებოდეს ინტეგრალის მოძებნა. 

მეორე შემთხვევაში კი, ინტეგრალური აღრიცხვა. მიზნად ისა- 
ხავს შეისწავლოს ახალი ტრანსცენდენტული ფუნქციების თვისე- 

ბები და მათი კლასიფიკაციაც აგრეთვე. 

ამგვარად, ინტეგრალური აღრიცხვა ერთის მხრით კვადრატუ-- 
რას სწყვეტს, ხოლო მეორეს მხრივ იგი ახალს უმაღლეს ტრანს- 

ცენდენტულ ფუნქციებს ჰქმნის. 

  

ჯ” 
Lთჯ 

  

§ 6. ინტეგრალის ძირითადი თვისებები. დავამტკიცოთ ინტეგ– 

რალის შემდეგი თვისებები: 

1. თუ რომელიმე უწყვეტ ფუნქციაზე ჯერ გაწარ- 
მოებისა და შემდეგ ინტეგრების მოქმედებას მო- 

ვახდენთ მიმდევრობით, ამით ეს ფუნქცია მხოლოდ. 

ნებსითი მუდმივით შეიცვლება. 

ვთქვათ, /(ჯ) აღებული ფუნქციაა. ფუნქცია, რომელსაც წარ– 
მოებულად /'(ჯ) აქვს, არის /(X)++C, ამიტომ
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IM (9ძ+=/6)-+-0 
·და ეს ამტკიცებს ჩვენს დებულებას. 

უკანასკნელი ტოლობა შეგვიძლია აგრეთვე ასე გადმოვწეროთ: 

|#თ-–7თ+0. 

2. თუ რომელიმე უწყვეტ ფუნქციაზე ჯერ ინტე- 
გრებისა და შემდეგ გაწარმოების მოქმედებას მო- 

ვახდენთ მიმდევრობით, ამით აღნიშნული ფუნქცია 
სრულებით არ შეიცვლება. 

მართლაც, თვით ინტეგრალის ცნებიდან აშკარაა, რომ 

IVთ« 
ისეთ ფუნქციას წარმოადგენს, რომლის წარმოებულიც არის /(7), 
ამიტომ : 

ძ · 

+ (/თ« |=/თ, 
ძიX L. 

რაც სავსებით ამტკიცებს ჩვენს დებულებას. უკანასკნელი ტოლობა 

შეგვიძლია აგრეთვე შემდეგნაირად გადმოვწეროთ: 

ძ | IV (X) ძჯ; |=/თ« 

3. ინტეგრალი, რამოდენიმე დიფერენციალის 

ჯამიდან აღებული,იმ ინტეგრალთა ჯამს ეტოლება, 

რომელნიც აღნიშნული დიფერენციალებიდან 

არიან აღებული. 

ვთქვათ, /(X), Cთ(X), სიე სამი მოცემული ფუნქციაა. დავამტკი- 
ცოთ, რომ , 

II #60)+დC6)–4 6)1ძი»= | #/თ04+ I ფ)ძი IC ცეძ.- 
აღვნიშნოთ 

(3) |თნა+ითა–4§თ)>ძ- რთი+თ, 

(4 IM თ |სთი«– | სც)ძ»= #,6)-LC0,,



22 ინტეგრალური აღრიცხვის კურსი 

სადაც C) და C ნებსითი მუდმივებია. აღმოვაჩინოთ უპირველე– 

სად, რომ 

ფთ. ' IM )= #,C00+0. 
ამისათვის გავაწარმოოთ მე-(3) და მე-(4) ტოლობების ორივე ნა- 

წილი, მივიღებთ 
X#(2)-+#(X)-– სC) = L"(7), 

#(0-+-«(X)-– ს(+:) = X"ა(ჯ)- 
ამრიგად, #,(X;) და #,(X») ფუნქციებს ერთი და იგივე წარმოე- 

ბული აქვთ და ამიტომ ისინი ნებსითი მუდმივით განსხვავდებიან 
ერთმანეთიდან, რის გამოც მე-(5) ტოლობა მართებულია. მაგრამ 
ამ ტოლობის ნებსითი C მუდმივი შეგვიძლია წარმოვადგინოთ 
როგორც ორი 0, და C, ნებსითი მუდმივის სხვაობა. მაშასადამე, 

X#),(X) = #(2)+C;-–C, 
საიდანაც 

Xე(X)--C) = X,(2)-LC), 

რაც მე-(3) და მე-(4) ტოლობათა ძალით ასე გადმოიწერება: 

IV C0+დც)–4% თ)1%- |/ (ა ძ+ I ფძ; | სციძ» 
და ჩვენი დებულებაც სავსებით დამტკიცებულია. 

შენიშვნა. ამ თეორემაში აღნიშნულ დიფერენციალთა რიც- 

ხვი აუცილებლად სასრული უნდა იყოს. თუ ეს პირობა შესრუ- 

ლებული არ არის, 'ე. ი. თუ დიფერენციალთა რიცხვი უსასრუ- 

ლოა, მაშინ, როგორც შემდეგში დავინახავთ, თეორემა ყოველთვის 

როდია სამართლიანი. 

4. მუდმივი მამრავლი ყოველთვის ინტეგრალის 

ნიშნის გარეთ გამოდის. 

დავამტკიცოთ, რომ 

IMMთი- #/თა>- 

რადგანაც ამ ტოლობის ორივე წევრს ერთი და იგივე წარმოებუ- 

ლი აქვს, სახელდობრ, «/(:), ამიტომ ამ დებულების სამართლია-. 
ნობა სრულებით იმავე წესით დამტკიცდება, როგორც ზემოაღ- 

ნიშნულისა. 

§ ?. ძირითადი ფორმულები. დიფერენციალური აღრიცხვიდან. 

ვიცით უკვე უმარტივესი ელემენტარული ფუნქციების
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ჯ”, LX, 6", თ", 5)0X, 008X, LC2, 00LCX, 560 X, 008007, 

210 810 X, 2IC C05 X, 8C0 LV X, 8X6 60 X, 80 500 X, 8L6 060360 X 

წარმოებულნი. ახლა თუ გავითვალისწინებთ ინტეგრალის პირველ 

ძირითად თვისებას, მივიღებთ შემდეგ ფორმულებს: 

  

  

  

  

  

    

სყოძდ= -“ 0 1 თქვა = -“ – 1, 1 | ჯეძჯ LI –+Cთ, M# (1) 

(ი 
“ი სთIXI+0, () 

11 

0-ძX=6"-+-C, (3) 
-” 

“ 2% 

თ” ძ; = > +0, სადაც 2>0 და #1. (34 
" წ 4 

008 X0X=§190 X–C, (4) 

- 
810 XძX=-–- 0605 X+-C, (5) 

4 
- 

-% _-L0, ფ. 
605“ ჯ 

42% =-–- 601” 2+-0, (7) 
ე 810? ჯ 
2. 
292% = კიი -L0, (8) 

) 00057» 
- 
505 X0X, =–-- 00500 X-+-C, (9) 

1 §102;; 

„0ძ% 5 მXLC 510 X+-C= –– მX6 005 X+–-C" (10) 

( იჯ , 
| 1-2 2916 21-0=– მლ 006640 , (11) 

| ლ2-= =2X0 5606X--C=-–-8L6 005006X–+-C,. (12) 

ამ ფორმულებიდან ჩანს, რომ ყოველი ელემენტარული ფუნქცია 

ერთ-ერთი ინტეგრალის სახით გამოისახება, ამიტომ რომელიმე
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კვადრატურა ელემენტარულ ფუნქციათა სასრული რიცხვით რომ 

გამოისახოს, ამისათვის აუცილებელია, რომ ეს კვადრატურა ერთსა 
ან რამდენსამე ზემოაღნიშნულ სახეზე მიიყვანებოდეს. თუ ასეთი 

მიყვანა შეუძლებელი ხდება, მაშინ ეს იმის მაჩვენებელია, რომ 

აღებული კვადრატურა ელემენტარულ ფუნქციებში ვერ გამოისა- 
ხება. იგი ამ შემთხვევაში უმაღლესი ტრანსცენდენტული ფუნქ- 

ციაა. სწორედ ამიტომ ზემოაღნიშნულ ფორმულებს ძირითადი 

ფორმულები ეწოდება. 

ახლა ისმის კითხვა: არსებობს თუ არა რაიმე ხერხი, რომლის 
საშუალებითაც შესაძლო იყოს აღებული კვადრატურის ძირითად 

ფორმულებზე მიყვანა. სახოგადოდ, რა თქმა უნდა ასეთი მიყვანა 
მოითხოვს ინტეგრალის ქვევით მყოფი ფუნქციის ხელოვნურად 

გარდაქმნას და ეს არის ნიჭისა და გამოცდილების საქმე. მაგრამ 

არსებობს რამოდენიმე ზოგადი ხერხი რომელთა საშუალებითაც 

ხშირად შესაძლო ხდება აღებული ინტეგრალის გამარტივება. უახ- 
ლოესი ჩვენი მიზანი სწორედ ამგვარ ხერხთა შესწავლაა. 

შენიშვნები. 19. აღსანიშნავია ერთი გარემოება: (2), (10), 
(11), (12) ფორმულებში ინტეგრალები ალგებრულ დიფერენცია- 

ლებიდან არიან აღებული, მაგრამ მიუხედავად ამისა ეს ინტეგრა- 

ლები არა ალგებრულს, არამედ ტრანსცენდენტულ ფუნქციებს გამო- 
სახავენ; ლოგარითმულსა და შექცეულ ტრიგონომეტრიულს. მაშა- 

სადამე, ამ უკანასკნელ ფუნქციათა არსებობა ელემენტარული მა- 

თემატიკიდან რომ არ გვცოდნოდა, მაშინ ისინი ინტეგრალური 
აღრიცხვის საშუალებით აღმოჩნდებოდენ როგორც ახალი ტრანს- 

ცენდენტული ფუნქციები და მათი შესწავლა და კლასიფიკაცია 

ინტეგრალური აღრიცხვის ერთ-ერთ მიზანთაგანი იქნებოდა. 

29. ვინაიდან 

გX6 510 X–I–8X6 608 2; = - 

მჯ6 ხთ X-I–8X6 00Lღ X= 

ბა
 

4 
სა

) 
3 

ბა
 
9 

8XC 506 X––-–8XC 60506 X= ” 

ამიტომ (10), (11), (12) ფორმულებში C0 და C' მუდმივები 2 -ით 

განსხვავდებიან ერთმანეთისაგან.
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§ 8. ინტეგრების ძირითადი ხერხები. განვიხილოთ ახლა ინ- 
ტეგრალის გამოთვლის შემდეგი ელემენტარული ხერხები: 

1. დაშლის ხერხი, ეს ხერხი გამოიყენება, როცა ინტეგრა- 

ლის ქვევით მყოფი ფუნქცია ელემენტარულ ფუნქციების ალგებ- 
რულ ჯამს წარმოადგენს. § 6-ს მე-3 დებულების იალით ამგვარი 
ინტეგრალი შეიძლება ყოველთვის ინტეგრალთა ჯამის სახით წარ- 

მოვადგინოთ. 

მაგალითი. გვაქვს: 

| (იX" –L ნX"-L-2X; +6) ძ»= ი ა», I –-2| XძX:-+- 6 I 

თებ. ს ხზ, 1 . ” 
მაგრამ ინტეგრალის ჯამის სახით დაშლა ხშირად იმ შემთხვევაშიც 

საქირო ხდება, როცა ინტეგრალის ქვევით მყოფი ფუნქცია არ 

არის წარმოდგენილი ფუნქციათა ჯამის სახით. 

მაგალითები. 

19, | »- |C –+-Iდ2 X –- 1) ძჯ – |0+V" აძი- |. 

= | _% –|4- (თX–-X-+0. 
06057 ჯ 

"ძX (1+-X?-–1)ძ» ძX 
ეხ, | X2იX _ | (1+X -–1)ძX _ |, __ _ 

ორ უკანასკნელ მაგალითში დაშლა ხელოვნურია. 

2. ნაწილობითი ინტეგრება. დიფერენციალური აღრიც- 

ხვიდან ცნობილია, რომ თუ ჯ#« და წ არიან ჯ-ს წარმოებადი 

ფუნქციები, მაშინ 

  

  

ძ(IVს)ლ= სის -+-წძL, 
საიდანაც 

Mძა=ძ(Vსხ)-–-ჯძყ. 

თუ მოვახდენთ ამ უკანასკნელი ტოლობის ორივე ნაწილის ინ- 

ტეგრებას, მივიღებთ: 

(6) IM =V9-–- |“. 

ნებსითი მუდმივები ტოლობის ორივე ნაწილში შედიან, მაგრამ 

მათ იძავე მოსაზრებით არ ვწერთ, როგორც § 6-ში.
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უკანასკნელი ფორმულა ნაწილობითი ინტეგრების 

წესს წარმოადგენს რაც, როგორც ამ ფორმულიდან ჩანს, იმაში. 
გამოისახება, რომ აღებული 

IL. 

ინტეგრალის გამოთვლა მიიყვანება ახალ 

(ძი 

ინტეგრალზე, რომელიც შეიძლება უფრო მარტივი იყოს, ვიდრე, 

პირველი. 

მაგალითები. 19. ვიპოვოთ ინტეგრალი 

I> L,ფ Xძ-. 

7+“+1 

  მივიჩნიოთ V=IL92, ძსლ=XMიX, მაშინ უ= 2 „ მე-(6 რმუ- LI ე-(6) ფორმუ 

ლა ამ შემთხვევაში მოგვცემს 

· იო“+1 

(ო 2:ძჯ=-> Lჯ-– 1 უზ ძX = 
#-–+-1 2-1 

სფუალ-ა--–-–+-C0. 
ჯ-+1: · (I-+4-1)? + 

2მ. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

I 810 XძX. 

მივიჩნიოთ #=+Xჯ, ძს=810 Xძ::; მაშინ კ=–- 008 ჯ და ამიტომ ძირი– 
თადი მე-(6) ფორმულა მოგვცემს 

    

ე:+1 

=   

/ 810 X0X==–– 2: 605 ჯ +Iა X0X= –– X 608 X-L510 X-LC. 

შენიშვნა. ორივე მაგალითში ნაწილობითი ინტეგრების წე- 

სის გამოყენებამ მიგვიყვანა ახალ ინტეგრალზე, რომელიც უშუა-. 

ლოდ მოვიებნეთ. მაგრამ იმავე მაგალითებზე შეგვიძლია დავრწ-- 

მუნდეთ, რომ მე-(6) ფორმულა ყოველთვის როდი ამარტივებს. 
ინტეგრალის მოძებნას.
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ავიღოთ მეორე მაგალითი. ვთქვათ, #=§I0 X, ძი=Xძ:X:, მაშინ 

-=-- და ძირითადი ფორმულა ღებულობს სახეს 

· ე: : 1 1 

+810 ძალ -- ლქ90% Xჯ? 605 2:0ძX. 
2 2 

ეს გვიჩვენებს რომ ნაწილობითმა ინტეგრებამ ამ შემთხვევაში 
არამც თუ არ გაამარტივა საქმე, არამედ აღებული ინტეგრალის 

მოძებნა მიიყვანა უფრო რთული ინტეგრალის გამოთელაზე. 

ამრიგად, მე-(6) ფორმულის გამოყენება ნაყოფიერი რომ შეიქ- 
ნეს, საჭიროა ინტეგრალის ქვევით მყოფი ფუნქცია იმნაირად დაი- 

შალოს ჯ და ძე მამრავლებად, რომ ახალი კვადრატურა უფრო 

მარტივი შეიქმნეს, ვიდრე აღებული. 

3. ჩასმის ხერხი. ვთქვათ, 

(1) |I/თ«ი=7C+0, 

მაშინ, ინტეგრალის ცნების თანახმად, 

ძXC2:) = I(ჯ)ძჯ. 

ამ უკანასკნელი ტოლობის ორივე ნაწილში ჩასმა 

(7) X=C(/) 

მოგვცემს შემდეგ ტოლობას: 
ძX(C(I) )= / («(I) ) დ'(/) ი/. 

მოვახდინოთ ახლა უკანასკნელი ტოლობის ორივე ნაწილის ინტეგ- 

რება, მივიღებთ 

(8) წდ0)+0= | 76 0)9V4.- 
მაგრამ 

XV(%(I) )= XL), 
ამიტომ (1) და მე-(8) ტოლობათა ძალით გვექნება 

(9) | #(X)ძ» = | /(4«C0)) ) დ'(/)ძ!. 

ეს არის ცვლადის გარდაქმნის ფორმულა ინტეგრა- 

ლის ნიშნის ქვევით.
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მე-(9) ფორმულის მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალი ამოიხსნება 

# ცვლადის ფუნქციის სახით. ეს ფუნქცია აღვნიშნოთ CX(/)-თი. 

მაშასადამე, გვექნება 

|/თია»–%0; 

მაგრამ საჭიროა ისევ # ცვლადს დავუბრუნდეთ, ე. ი. თ() გამოვ- 
სახოთ ჯ-ის ფუნქციის სახით. ამისათვის /-ს მაგიერ უნდა ჩავსვათ 

მისი მნიშვნელობა, რომელიც მე-(7) ტოლობიდან მოიძებნება. 

ზემოაღნიშნული მსჯელობიდან ჩანს, რომ მე-(9) ფორმულის 

მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალის სახე, როგორც მის ამოხსნის 

სიადვილეც აგრეთვე, დ(I,) ფუნქციის შერჩევაზეა დამოკიდებული 
მთლიანად; ამიტომ ცხადია, აღნიშნული მეთოდი იმდენად უფრო 

ნაყოფიერია, რამდენადაც შესაფერისი იქნება დ0) ფუნქციის შერ- 
ჩევა, რისთვისაც არავითარი ზოგადი კანონი არ არსებობს. 

მაგალითები. 19. ვიპოვოთ ინტეგრალი 

(1––ვ3»ტ სთ” ჯ)ძX 

I 16. 
ბუნებრივია / ცვლადი შევარჩიოთ აქ შემდეგნაირად: 

Xჯ=L%9I/. 

აქედან 

1=8X6CLთ ჯ და   =ძ/. 
უჯ 

აღებული ინტეგრალი მიიღებს სახეს: 

/თ+1 

1-+-I,')იძ=1-+- ---- ქძ. (ი+ო«-(+-–+ 
თუ დავუბრუნდებით ისევ ჯ; ცვლადს, მივიღებთ 

(1––3X6 LC” ჯ)ძჯ 

1-+-ჯ? 
  

1 
= 8I6LC X“+- 1 276 ცო“ ჯ-LC. 

წ! 

2მ, გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

I_ Xჯ 0085 XთX:. 

ჯ ცვლადი შემდეგნაირად გარდავქმნათ: 

810 X=7/,
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საიდანაც 

008 XძX = ძ/. 

ჩავსვათ ახლა ჯ-ის მაგიერ ახალი 1 ცვლადი ზემოაღნიშნული გარ- 

დაქმნის ფორმულის თანახმად, მაშინ გვექნება 

8109 X 60§5 Xძ0; = 510 2; 605! X 605 1:95; = 19 (1<--/2)?ქ/ = ((9 –– 2/ზ –- /19) ქ. 

მაშასადამე, 

#7 /1 
I 2 00§8წ Xძ:: = (თ-24/ით– § _––-- იე – L+ C. 

თუ დავუბრუნდებით ახლა ისევ ჯ ცვლადს, საბოლოოდ მივიღებთ: 

1 
ათი: X 6089 XX = 7 8107 X– – 8109 ჯ-L _ 81011 X–+– C. 

შენიშვნა, თუ იმ ფუნქციის არგუმენტს, რომელიც ინტეგ- 

რალის ნიშნის ქვევით იმყოფება, სხვადასხვანაირად გარდაექმნით, 

მაშინ ამ ფუნქციის ინტეგრების შედეგებიც სხვადასხვა სახის 

ფუნქციებად წარმოგვიდგება აგრეთვე. მაგრამ, ვინაიდან ეს უკა- 

ნასკნელი ფუნქციები ერთსა და იმავე ინტეგრალს გამოსახავენ, 
ამიტომ ცხადია, მათ შორის აუცილებლად იგივური დამოკიდებუ- 

ლება უნდა არსებობდეს. 

ამრიგად, ჩასმის ხერხი არა მარტო ამარტივებს ინტეგრალის 

მოძებნას, არამედ. ზოგჯერ ამყარებს დამოკიდებულებას სხვადა– 

სხვა ფუნქციებს შორის, რასაც კერძოდ შემდეგი მაგალითიდან. 

დავინახავთ. 

მაგალითი. უკვე ვიცით, რომ 

  (19) |-=ფ<0იაი X+C; 
2 

მოვახდინოთ ინტეგრალის ნიშნის ქვევით ცვლადის შემდეგი. 

გარდაქმნა: 
' 2! 

“11#/“ 

–-/ ძ _ 1+V/ 1-- ჯმ 

ლამე აემევვლელეთეთს 
ჯ ცვლადის ორი მნიშვნელობიდან ავიღოთ ჯერ ის, რომელსაც-– 

ნიშანი აქვს ფესვის წინ; მაშინ გვექნება 

აქედან 
ძულ2 >
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თუ ჩავსვამთ ახლა ყველა მიღებულ სიდიდეს ინტეგრალის ნიშნის 

ქვევით, მივიღებთ: 

11 1–-/ ი! 
= 2 ძ,=2| –“–––< =2მX6L1+0. 

I>> 1–-ჯ? I (1–-+I/")“ (== ? + 

ახლა ისევ ჯ ცვლადს თუ დავუბრუნდებით გვექნება 
1--M/1--ჯ? 

=28ს'ეხთ-––- პს C, 
I>>=-– § ჯ + 

შევადარებთ რა ამ ფორმულას მე-(10) ფორმულასთან, მივიღებთ 

  

  

. 1- IM 1-Xჯ? 
მ2X6 510 X= 2 8XL6 LC 1-VI-X ი, 

თუ ჯ-ის მაგიერ 1-ს ჩავსვამთ, ეს უკანასკ ელი ტოლობა ასეთ 

'" სახეს მიიღებს: 

ჯ ჯ 
– ლლ C, 

2 2 + 

საიდანაც C=0 და ამიტომ გვექნება შემდეგი იგივეობა 
· == 

გXც 810 :;=2 8X6 LC - 2 

ახლა თუ I! ცვლადისათვის იმ მნიშვნელობას ავიღებთ, რომელ- 

საც ფესვის წინ -- ნიშანი აქვს, მაშინ ანალოგიურად დამტკიც- 

დება, რომ 

ლ=X 6 ლოლ. –ირლიი, 8X §10 X=2 მI6 001C 

ორი ამნაირად მიღებული ფორმულა გვაძლევს დამოკიდებულებას 

გჯც 510 X, 216 LC X, მX6 608 X ფუნქციებს შორის. 

§ ე. ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულის განზოგადება. 

ვთქვათ, აღებულ ინტეგრალს აქვს სახე 

წირი ძIX, 

სადაც V და V „არიან :;-ის ფუნქციები, ხოლო გს") უკანასკნელის 

C0-+- 1) რიგის წარმოებულია. დავამტკიცოთ, რომ ეს ინტეგრალი
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მე-66) ფორმულის მიმდევრობითი გამოყენებით მიიყვანება ინტეგ- 

რალზე 

(11) ფროარი 

სადაც #VM) არის / ფუნქციის (M-+-1) რიგის წარმოებული. 

მართლაც, ვინაიდან ა-ს) 7/ჯ=ძუეო), ამიტომ მე-(6) ფორმულის 

გამოყენებით მივიღებთ: 

ა = «არ | იო იიი 

ავიღოთ ახლა ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალი. იმავე 

წესით გვექნება 

- ოი“ = –- გ უო“ 1) + ლა“ 

და ეს პროცესი შეგვიძლია იქამდის განვაგრძოთ, სანამ ტოლობის 
მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალი არ შეივნება მე-(11) სახისა; ამგვა- 

რად მივიღებთ: 

ც(M“1) ;,''ძჯ= გრგრიი-- (გობი, 

ლ-ა' (ო ძX=(-–-1)5 #5) უ–-(–-1)M+1 წთოოაძ: 

'. თუ შევკრებთ ამ ტოლობებს, მივიღებთ: | 

(12) წდოთ= ყრა ,'ურ-)) L წერ -9  ,,,-L(--1)შყოე 

–+-(-–1)5.1 | ფროარი 

ეს არის ნაწილობითი ინტეგრების ზოგადი ფორმუ- 
ლა. როგორც ამ ფორმულიდან ჩანს, მის გამოყენებას განსაკუთ- 

რებით ის მიზანი აქვს, რომ აღებული ' 

წირი: 

ინტეგრალის გამოთვლა მიიყვანოს ახალ 

წთრი ძა;
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ინტეგრალის გამოთვლაზე, რომელიც შეიძლება უფრო მარტივი 

იყოს, ვიდრე პირველი. პრაქტიკულად ამ ფორმულის გამოყენება 

შემდეგნაირად მოხდება: ვთქვათ 

ჯოს) = და(X), 

მაშინ აღნიშნული ფორმულის გამოსაყენებლად უნდა მოვძებნოთ. 

შემდეგი ინტეგრალები: 

(13) დ,00 =ფო= I 0) ძი, დ,0ე=ფო-ს = | დ,()ძ», 

·-.ა დ,+) (X)=წ7= (თთრი 

ეს გვიჩვენებს, რო9 ნაწილობითი ინტეგრების ზოგადი ფორმულის 
გამოყენება მიზანშეწონილი უმთავ#+ესად მაშინაა, როცა უკანასკნე- 

ლი ინტეგრალები უშუალოდ მოიძებნება, რაც, მაგალითად, მოხ- 

დება, როცა დე(2) არის §1ი X, 008 4%, 6”. 
ნაწილობითი ინტეგრების ზოგადი ფორმულა მე-(13) ტოლობის 

ძალით მიიღებს სახეს ' 

(12;) «ითი: =#დ)(X)––# და(2)-L-#"”დვ(X)-–...-+-( – 1) დი, (X) 
· 

ელემ ელვეის 

კერძოდ, თუ § არის #-ური ხარისხის რომელიმე პოლინომი ჯი, 

მაშინ ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალი მოისპობა და ჩვენი. 

ინტეგრალი უშუალოდ გამოითვლება: 

02.) | წთით«– ჩიაცა-- თ,(9-+L" და()–...-+ 
+C- "ნოდ, (თ. 

მაგალითი. ვიპოვოთ ინტეგრალი 

| გფრ», 

სადაც X#::) არის ჟყ-ური ხარისხის პოლინომი. ამ შემთხვევაში 

და(1)= 67 და იმიტომაც | 

ტი» 692 ტ090% 

კ დ.(21) = > ა“. C+1(+) == –. 
წ) ი ი" 

    
დე(X)=  
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მე-(12,) ფორმულის ძალით გვექნება 

| ზოთ«»– წერე, “ მცე -L...-LC-1)ჯოცე –?ი 

ანდა ” 

  

(რო “სთ 20320 _ 
იც? 

.+C-» 222. 
ამრიგად, ჩვენი ინტეგრალი გამოთვლილია. 

§ 10. ინტეგრება ფუნქციებისა, რომლებიც პარამეტრებს შეი- 

ცავენ. ინტეგრალურ აღრიცხვაში ხშირად ისეთ ინტეგრალებთა- 

ნაც გვექნება საქძბე, რომელთაგანაც თითოეული წარმოადგენს 

კერძო ინტეგრალთა მთელი სიმრავლის ზოგად სახეს. მაგალითად, 

(14) წი” X 008" XX 

” და ა,» პარამეტრების სხვადასხვა კერძო მნიშვნელობისათვის 

სხვადასხვა კერძო ინტეგრალად გარდაიქცევა. ამ უკანასკნელთა 

ერთობლიობა შეადგენს ინტეგრალთა იმ სიმრავლეს, რომელთა 

ზოგადი სახეც არის მე-(14) ინტეგრალი. 
თავისთავად ცხადია, რომ თუ საკითხი ზოგადი სახის ინტე- 

გრალის გამოთელის შესახებ იქნება შესწავლილი, მაშინ ამ ინტე- 

გრალის ყოველი კერძო სახის გამოთვლაც მეტად ადვილად მოხ- 

ბა. 

თე ამრიგად, ისმის კითხვა იმ ინტეგრალთა მოძებნაზე, რო- 

მელნიც პარამეტრებს შეიცავენ. ასეთი ინტეგრალების ზოგადი 

სახე შემდეგია: 

IV, რ. რას რევა 6)ძ2, 

სადაც / არის ჯ-ისა და ძყცძ,,..-,იი» პარამეტრთა ფუნქცია. 

არსებობს ამგვარი ინტეგრალების ორი უმთავრესი სახე: 

1. ინტეგრალები, რომელნიც მოიძებნებიან პა- · 

რამეტრების კერძო მნიშვნელობათა დამოუკიდებ- 

ლად.
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2. ინტეგრალები, რომელთა გამოთვლის სიად- 

ვილე პარამეტრების კერძო მნიშვნელობებზეა და- 

მოკიდებული მთლიანად. , 

მაგალითად, ინტეგრალი 

(15) I #1X 605 120:;, 

სადაც # 9 #, ერთნაირად გამოითვლება მიუხედავად იმისა, რუ 

რა მნიშვნელობა ექნებათ # და # პარამეტრებს; ფუნქცია, რომე- 

ლიც ამ ინტეგრალს გამოსახავს, არის 

008 (I--)X _ 608 (II –+– 7) 

2(,–#!) 20-72) 

ამნაირად, მე-(15) ინტეგრალი პირველი სახისაა. 
მაგრამ აშკარაა, რომ მე-(14) ინტეგრალი მეორე სახისაა; მართ- 

ლაც, თუ #», და # მთელი რიცხვებია, მაშინ როგორც შემდეგ 

დავინახავთ, ეს ინტეგრალი სრულებით ადვილად გამოითვლება, 
როცა ერთი რომელიმე ამ ორი პარამეტრიდან არის დადებითი 

და კენტი. სახოგადოდ კი ამ ინტეგრალის გამოთვლა იმდენად 

უფრო მარტივია, რამდენადაც ნაკლები იქნება ჯI-ისა და ჯ-ის 

რიცხვითი მნიშვნელობები. 

ამნაირად, ინტეგრალები, რომელნიც პარამეტრებს შეიცავენ, 

პირველ შემთხვევაში ჩვეულებრივი წესით მოიძებნებიან, ხოლო 

რაც შეეხება მეორე შემთხვევას, .საჭიროა განსაკუთრებული, ამ 

შემთხვევისათვის შესაფერისი ხერხი, რომლის საშუალებითაც შე- 

საძლო იყოს აღნიშნული სახის ინტეგრალების გამოთვლა. : 

არსებობს ორი ასეთი ხერხი: პირველი გამოისახება ეგრეთ 

წოდებული რედუქციის ფორმულებით, ხოლო მეორე არის ხერხი 

გაწარმოებისა ინტეგრალის ნიშნის ქვევით, 

განვიხილოთ ახლა ეს ორი ხერხი „ცალ-ცალკე. 

1. რედუქციის ხერხი. მეორე სახის ყოველი ინტეგრალი- 

სათვის არსებობს პარამეტრთა ერთი ანუ რამოდენიმე კერძო 

მნიშვნელობა, რომელთათვისაც ასეთი ინტეგრალი უმარტივეს 

სახეს ღებულობს გამოთვლის თვალსაზრისით. მაგალითად, 

Iაი” XIX 

+0.  
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ინტეგრალის უმარტივესი სახენი, როცა „I, მთელი რიცხვია, არის 

|თათძ» | ძX , I« | ძX , 
§)0 X _ 8102 ჯ 

რომლებიც უშუალოდ მოიძებნება. 

რედუქციის ხერხი იმაში მდგომარეობს, რომ ინტეგრალის გა- 

მოთვლა პარამეტრთა რომელიმე კერძო მნიშვნელობისათვის მივი- 

ყვანოთ უმარტივესი სახის ინტეგრალის გამოთვლაზე. ფორმულებს, 
რომელთა საშუალებითაც ეს მოხდება, რედუქციის ფორმუ- 

ლები ეწოდება. 
უმთავრესი მოქმედება, რომლითაც რედუქციის ფორმულები 

გამოიყვანება, არის ნაწილობითი ინტეგრების წესი. მაგრამ ამი- 
სათვის საჭიროა ვიცოდეთ ინტეგრალის ნიშნის ქვევით მყოფი 

ფუნქციის ზოგიერთი თვისება სწორედ ამიტომ ზოგადი სახის 

რედუქციის ფორმულები არ არსებობს. ასეთი ფორმულები მხო- 

ლოდ კერძო შემთხვევაში გამოიყვანება. შემდეგი მაგალითი ერთ 

ასეთ შემთხვევას წარმოადგენს. 

    

მაგალითი. ავიღოთ ინტეგრალი 

|I XიX, 

სადაც # მთელი რიცხვია. უპირველესად ის შემთხვევა განვიხი- 

'ლლოთ, როცა # დადებითია. გამოვიყენოთ ნაწილობითი ინტეგრე- 

ბის წესი. თუ მივიჩნევთ LC" X=V, ძყ)=ძ?:, გვექნება 

X16) I L თ XიX = X L 95 X-–– # ხლიძ» 

უეს უკანასკნელი ფორმულა გვიჩვენებს, რომ აღებული ინტეგრალი, 
რომლის მაჩვენებელი არის Xჯ, მიიყვანება იმავე სახის ინტეგრალზე, 

რომლის მაჩვენებელი ერთი ერთეულით ნაკლებია. მაშასადამე, ამ 

ფორმულის მიმდევრობითი გამოყენება ბოლოს და ბოლოს მიგვიყ- 

კ-ანს უმარტივეს სახეზე 

|4-»+2 

და ამით LთC"Xჯ-ის დიფერენციალის ინტეგრება შესრულებული 

იქნება. 

ვთქვათ, ახლა # მთელი უარყოფითი რიცხვია. ვინაიდან L§ ჯ-ის 

ხარისხი მე-(16) ფორმულის მარჯვენა ნაწილში იმატებს აბსოლუ-
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ტური სიდიდით, ამიტომ ეს ფორმულა უკვე არ გამოგვადგება- 

მაგრამ ამ შემთხვევაში მოვიქცეთ შემდეგნაირად: »ჯ რიცხვის მა-. 

გიერ ტოლობის ორივე ნაწილში ჩავსვათ #-+-1. მაშინ ფორმულა. 

მიიღებს სახეს: 

და X0:=72 1Lყ5' 1 ჯ ––- (I-L1) |L. Xჯ012:, 

საიდანაც გვექნება 

· 21“1 

L 9" Xძ2X = _2L8" #1. L ყი 1 ე;ძჯ.. 
5 1--1 1-L1 

ეს ფორმულა სამართლიანია მანამდის, სანამ # 9 –– 1, მაშასადამე, 

თუ ამ ფორმულას მიმდევრობით გამოვიყენებთ, ბოლოს და ბოლოს. 

მივიღებთ ინტეგრალს 

ძX 

I .L§# ” 
რომელიც, როგორც უკვე აღნიშნული იყო, უმაღლეს ტრანსცენ–- 
დენტულს წარმოადგენს. მაშასადამე, აღებული ინტეგრალიც, რო- 

ცა # მთელი უარყოფითი რიცხვია, არის აგრეთვე უმაღლესი 

ტრანსცენდენტული, ხოლო უკანასკნელი ინტეგრალი მისი უმარ- 
ტივესი ანდა კანონიკური სახეა. . 

_. ამრიგად, რედუქციის ფორმულები საშუალებას გვაძლევენ ად-- 

ვილად გამოვთვალოთ. აღებული ინტეგრალი მაშინ, როცა იგი: 

ელემენტარულ ფუნქციებში გამოისახება. მაგრამ იმ შემთხვევაში, 

როცა აღებული ინტეგრალი უმაღლეს ტრანსცენდენტულს წარ- 
მოადგენს, ეს ინტეგრალი რედუქციის ფორმულების საშუალებით· 

მის. უმარტივეს ანუ კანონიკურ სახეზე მიიყვანება და ამით ადვი-- 

ლად მოხდება შემდეგში ტრანსცენდენტული ფუნქციების კლასი-:- 

ფიკაცია. 

26 გაწარმოების ხერხი ინტეგრალის. ნიშნის. 

ქვევით. ვთქვათ, აღებულია ინტეგრალი 

| /CX, ი)ძX, 

  

რომელიც ერთ თ პარამეტრს შეიცავს. ეს ინტეგრალი წარმოად– 

გენს ჯ-სა და «ი-ს ფუნქციას და ეს უკანასკნელი აღვნიშნოთ, 
)XL(X, ძ)-თი. მაშასადამე, გვაქვს:
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417) IVC. იძ) ძX=VXIX 9)+-C. 

მოვახდინოთ ახლა აღებული ინტეგრალის ნიშნის ქვევით გაწარ- 

მოება პარამეტრით. დავამტკიცოთ, რომ ადგილი აქვს ტოლობას 

418) | #'ა(X, ი)ძჯ= L"»(X, ი)-+Cთ, 

თუ შესრულებულია პირობა 

(19) #”“ი„= M#" „ი. 

მართლაც, ინტეგრალის მეორე თვისების თანახმად (§ 6), მე-(17) 
"ტოლობიდან გამომდინარეობს; ' 

#(X, ი)= X"(X, 0); 

ამ ტოლობის ორივე ნაწილი ი-თი გავაწარმოოთ, მივიღებთ 

#“(7, თ) = #"'„ი(X, 0) 

ანდა მე-(19) პირობის ძალით 

#ი(X, ძ) = #გუ(X, ძ); 

მაგრამ ამ ტოლობის მარჯვენა და მარცხენა ნაწილები მე-(18) 

«ტოლობის მარჯვენა და მარცხენა ნაწილების წარმოებულები არიან 

შესაბამისად და ამიტომ 

IV- (X,ი)ძX; და X"ა(X, იძ) 

ერთმანეთისაგან განსხვავდებიან მხოლოდ ნებსითი მუდმივით, მაშა- 

სადამე, მე-(18) ტოლობა სამართლიანია. 

ახლა თუ აღებული ინტეგრალის ნიშნის ქვევით მოვახდენთ გა- 

“წარმოებას #-ჯერ ი-თი, მაშინ იმავე წესით დავამტკიცებთ, რომ 

ადგილი ექნება ტოლობას 

IV ძ) ძ»= 0"XXCI, ი) 
მი" მი” 

თუ შესრულებული იქნება ტოლობა, რომელიც მე-(19) ტოლობის 

ანალოგიურია... 

ამნაირად, თუ გამოთვლილია ინტეგრალი 

I/Cთ ძ)ძX, 

+C
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მაშინ უბრალო გაწარმოებით გამოითვლება ინტეგრალიც 

II ML ძ) მ». 

მი" 

მაგალითები. 19. გამოვიდეთ შემდეგი აშკარა ტოლობიდან: 

IV თXძ:: = –- 40304 –_--- -–-თ 

სადაც იძ + 0. გაწარმოების წესი ამ შემთხვევაში მოგვცემს 

(> (810 იX) ძ; = –– _მ“. 605 --) + თ. 

მი" 
ულ   

მაგრამ 

მშ... · ჯ# 
––-(5100თX)=X"5)0ხ –!. პე" (510 იX)=Xჯ («+ 2 ) 

მაშასადამე, უკანასკნელი ფორმულა ასე გადმოიწერება: 

IC 510 («+ >) ძქუ–=-- >» (– 2) +. 
2 ძი" ი 

კერძოდ, როცა #=4X-+1, ეს ფორმულა მიიღებს სახეს 

5§+1 

IL ჯ'+1 ცი§ ი;ძX = -- > (“-“) +XC. 

29. გამოვიდეთ ახლა ტოლობიდან 

| 
სადაც თ % 0. გაწარმოების ·წესისათვის ყველა. საჭირო პირობა 

ამ შემთხვევაში შესრულებულია. 

თუ მოვახდენთ გაწარმოებას #-თი #ჯ-ჯერ ინტეგრალის ნიშნის 
ქვეით, მივიღებთ 

მაგი ი" ტ6>2 

ძX= ; 
| მი" მი" >(- ) +თ 

მაგრამ , 
056952 

ძი" 

    

    

          

      

  
=ე:ეტ02,
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მაშასადამე, წინა ტოლობა ასე გადმოიწერება: 

მ" 69X 

| ძი" ( ძ +თ 

ცხადია, რომ თუ რომელიმე ან 19% ან და 2შ ინტეგრალის მოძებნა 

გვინდა თ-ს კერძო მნიშვნელობისათვის, ამისათვის ჯერ უნდა 
დაიშალოს ტოლობის მარჯვენა ნაწილი »-ჯერ გაწარმოების 

წესით და მხოლოდ შემდეგში 4-ს მაგიერ უნდა ჩაისვას აღნიშნუ · 
ლი მნიშვნელობა. 

            

  

  

11, ძირითადი მაგილითები,. დ გილითე 
19%. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

|რიხიორი 

ა) ვთქვათ, #=> –– 1, მაშინ 

I რინ ნარ- მა | (4X-L/)” ძ(X-Lნ) = რახ
 +C 

- ით) 
ბ) თუ #M=–-1, მაშინ ინტეგრალი ღებულობს სახეს: 

_ 1 ძ(იX-+ჩ) _ 1, ს . 

IL -| ითX–-ხ ძ 6)%+ხ|+0 

29. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

ძჯX 

ჟებ--ხ?უ1 

გვაქვს: 
45) 

ძX 1 ხჯ 
=-- =–- (9 – C. 

(25> 2 I ხ“X 2 > 1+(5) ძხ 2LC 2 - 

30. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

ძჯ 
ც?- ნწ? . 

ინტეგრალის ნიშნის ქვევით მყოფი ფუნჭცია ასე დავშალოთ: 

  

  

    

1 1/ 1 1 ) 
ძ-სხე? 2 სი--ხ; იძ-–ნჯ '
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შაშასადამე, 

I ძუ _ _ 1 ( ძ» _1 (_ძ» 

ეზ ყბა 20) იძ+ხ:: ' 26 ) ი–-ჯ 

ახლა თუ 19%, ბ) ავალთ მივიღებთ ს არველობში, გვექნება 

ძჯ ძ–--სჯ 179. 
ეეე =–-ILი C==-Iს-->–- >>> · 

(> > 2იხ ძ-ტ; + იკ ებ ხმ; LC 

39. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

ძX 

ეზ... , 

სრულებით იმავე წესით, როგორც 31ჰ, მამთვეშა ი, გამოვიყვანთ; 

  
  

  

  

ძჯX 1 იჯ–-ნწ |6X-–ხ| 
=-–--Iით C=-–- , 18 –_––-–- · 

(>-» 2იხ თ; 9 წ MI გბ სხ? +0 

4 გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

| ძი 

ძXპ--ხ;+% ' 

მოვახდინოთ ჯ „ცვლადის შემდეგი გარდაქმნა: 

20X+-ნ =I/, 
მაშინ 

ძვ +, 26, 
2ძ 

ი მ-ს» = 49%“ –+ 4იხX –+- 4ძ“ _ (202; -L ხ)? –– (ხზ–– 4იC) _ 

46 4” 

, – |1––- (ხ- 49 

იწ) · 

ამრიგად, # ინტეგრალი შემდეგ სახეს მიიღებს: 

ი! 

( : | (ხნ -4იი ” 

როცა #ხ?--4ძ2=0, მაშინ უკანასკნელი ინტეგრალი სულ ადვილად 

მოიძებნება: 

(21) #/=2 4+=-- +თ
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მაგრამ, თუ 81-4იძ2 4 0, მაშინ # ღებულობს ან 39, ან 24 სახეს, 

იმისდა მიხედვით, ხ'–-4ძ- დადებითია, თუ უარყოფითი. ეს ორი 

შემთხვევა განვიხილოთ ცალ-ცალკე. 

  

  

ა) ვთქვათ, 
ხ'––4ძ” > 0; 

აღვნიშნოთ #?.-4ძ-= #); ჰ ინტეგრალისათვის გვექნება 

ი! 1_ II-”ჩ (22 7-2 --“ - – -Lყ)“ + 0= 
(2 I (ეუ 7» +# | ' 

_ 2 4-8 - C-%. -+0. 

/ #-X. 
ბ) ვთქვათ, 

ხ?--–4ი6 < 0. 

აღვნიშნოთ ამ შემთხვევაში ჩ1-4ძ-= – #“. გვაქვს: 

ი 2 ! 
23 7 =2 ==–-2მL ჯ –_ C. 

2) ტკ გ 8ნწ ა 
ახლა ისევ X ცვლადს დავუბრუნდეთ; მაშინ (21), (22) და (23) 
ფორმულები შემდეგნაირად შეგვიძლია გავაერთიანოთ: 

2 I2იX--ნ –– I ს? ––- 4ძ0| 
L9 

M” ნწ--40C. 72-44. M” 0ჯ?-Lხ::+0 

ხ1-40:>0, 

–+0, 

    

+თ  ხ1--402=0.   

| == 

ლ” __, აფერს სი 
იჯ'-“+-ხX-++- “ == 29915 /” 4ძ0-- ნ? 10, 

L · ლ 3 

ამრიგად, შე-4“ ინტეგრალის მნიშვნელობა მისი კვადრატული 

ფორმის დისკრიმინანტის ნიშანზეა დამოკიდებული. 

59, გამოვთვალოთ ინტეგრალი
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აზ შემთხვევაში გარდაქმნა ისეთივეა, როგორც მე-29 მაგალითში: 

  

. > 
= 8X65)0 –“–- –- C. 

რ 12 -(>- > 3) 

9. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

„- IC > –-ჯ' ძჯ:. 

ინტეგრალის ნიშნის ქვევით მყოფი ფუნქცია ასე წარმოვადგინოთ: 

  

  

-–_ _ ფბ. ე: _ კ? _ LL 

V/ იბ I” იეხ-გ II კაა (7 ეშ. 

მაშასადამე, 

ი” იჯ ჯ?ძიე: 24 =ეზ| –“ __ | ; 
( ) “(>>> M/ გზე 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილის პირველი ინტეგრალი. მე-59 სახისაა, 

ხოლო მეორე ინტეგრალისათვის გვაქვს: 

(>=->=|2>>=>- –|40“ 2-2) 
––თ/ თ აბ+ | 2-7 

ჩავსვათ ეს (24)--ე ფორმულაში, მივიღებთ: 

· ჯ აგაეფეავვ–დ 
ძ =0? 8-6510 -–-- -C XI/ 0 --71-V, 

06 

  

საიდანაც 

_ 1 
- (წ ი 10: == 2 რ გL6 510 “- + I ი'-- 2? )+0. 

V ინტეგრალი ს შევიძლია გამოვთვალოთ ცვლადის გარდაქმნის 

ხერხითაც. 

თუ მოვახდენთ ცვლადთა გარდაქმნას 

X=70 510 /, 
მივიღებთ 

. X დ 
ძX=00085!ძ!, 1=8L65)0 -––, |I/ ძ?-–- 2 =0008/; 

თ
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ამრიგად, 

ძ = “| თია' :1ძ/; 

მაგრამ 

008? / = „14+0052/; · 

მაშასადამე, ? 

ჰ-5- | + 9 270 = 43 4592 კ ც, 

თუ დავუბრუნდებით ისევ ჯ ცვლადს, ვივილებთ 

ი? გაც 51ი -- -L ჯ / იმ ჯ. 
/= “ -L ი. 

მივიღეთ იგივე შედეგი, როგორც წინათ. 
7". გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

ხს.“ 
აქ ინტეგრალის ნიშნის ქვევით მყოფი ფუნქცია ასე გარდაექმნათ: 

ე/1->- _ 1--ჯ _ 1... ჯ · 

1+X 1-7 (1: M 1-0 
მაშასადამე, 

  

  

  

  

  

IM #1: –=12კ +- > ძ-იყდ _(_ Xძა: _ 

1+ჯ““ M 1-2 )I9M1--ჯ? 

=მქ2XL6 510 2 –- M 1–-+0C 

80 გამოვთვალოთ იბტეგიალი. 

I-ი დ?" ' 
სადაც # მთელი დადებითი რიცხვია, ხოლო ძი > 0. ამ §-ის მე-29 

მაგალითის ძალით გვექნება 

  

ძ;· 
8I6ხ---–– +0, (29 - >> 9 

ამ შემთხვევაში აუცილებელი პირობა ინტეგრალის ნიშნის ქვევით 

გაწარმოებისათვის შესრულებულია, ვინაიდან 290; ამიტომ
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თუ მოვახდენთ გაწარმოებას ინტეგრალის ნიშნის ქვევით « პარა- 

მეტრით (I--1)-ჯერ (§§ 10, 11), მივიღებთ 

მ5-1 1 ე5“1 2; 

ძა: = =– მI6 LC >> C; 
(წ– (>>) · ძი"“! (>> აი MV ძ + 

მაგრამ 
I. ' –> ძი"! LX” -+ი 9 ეა! 

მაშასადამე, უკანასკნელს შეგვიძლია ასეთი სახე მივცეთ: 

(–-1)51. მ»-1 

|ლლუ – C-1)!. ძეა! CC >=)+90. 

ეს არის კლასიკური ფორმულა, რომელიც სიბ,ვიძ-ის მიერ არის 

მოყვანილი პირველად (ს0XLLგიძ. 'IL81Lტ6 ძტ Cგ)ლს) 10:69X81, L.20). 

4), I« არი- | 2ძა: = –| 20084 =–-ILწ 6089 X-+C. 
005 ჯ 005 ჯ 

  
  

    

  

  

ანალოგიურად ვიპოვით 

IX+ 2:ძ2;= Lფ 810 X-I-C. 

10%. გამოვთვალოთ ინტეგრალები 

| 2:9ძX, |თაიი XიX. 

ამ ორი ინტეგრალიდან მოვძებნოთ ჯერ მეორე; 00§00Xჯ შემდეგ- 
ნაირად წარმოვადგინოთ: 

  

1 

2 ჯ 
- ' 1 2 ბ05 5” 

60800Xჯ=-–– = 2 »> = 2 ; 

უმი? 280 – ი0§ (თ --. 
2.” 2 85 

მაშასადამე, 

  

ძ I, - 

|იჯიი X090X => =Lყ (+ >) -L ი. 
Xჯ.. 

(თ –– 
92
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ვინაიდან §0ლ2: = ტ0890C ( X-–+> 2) , ამიტომ 

| ა: = I C (5-+ 3) + C. 

119. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

| გIტ 510 XიX. 

თუ გამოვიყენებთ ნაწილობითი ინტეგრების წესს, მივიღებთ: 

წაი 510 X0X= Xჯ 8X0 ძი>- | თ” _ = ჯმX0631)ს X-L I 1–» +0- 
_Xჯ 

  

ანალოგიურად ვიპოვით 

I> 605 XX= 2; 816 608 X––|// 1–ჯ2+C0. 

12შ. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

(3 Lთ Xი1:. 
მ) 

აქ, როგორც წინათ, "ნაწილობრივი ინტეგრების წესი გამოვიყენოთ: 

  I Lთ XძX= X8L6 18 X – ჩი =Xმ8VCLფ X--L9 |/ 1+X'-+C- 

ანალოგიურად 

/ოი 06018 X=X მ 00Lყ X-LL§ I/ 1+Xჯ?–--0.



თავი: 

ინტებრება ალბებრული ფუნქციებისა 

ტ. რაციონალური ფუნქციები 

1. დაშლის ხერხი 

§ 19. საკითხის დასმა და მისი გამარტივება. ერთის დამოუ- 

კიდებელი ჯ ცვლადის ნამდვილი რაციონალური ფუნქციის ზოგა- 

დი სახე არის 2 , სადაც /#(:) და #C;:) ნამდვილი კოეფი-   

„ციენტებიანი პოლინომებია: 

X#C>)= 4ი"-+ 41%” 1-+..+4თ )X-++ 4», 

#(X)ლ– 8აჯ" + 8,2" 1+...-+-)ია )X-L-8ა· 

რაციონალურ ფუნქციათა ინტეგრება შემდეგი სახის ინტეგ- 

რალის მოძებნაში მდგომარეობს: 

„თ 1 “ი 
“) წე/ლ) 

ასეთი ინტეგრალების შესასწავლად ყოველთვის შეგვიძლია ვიგუ- 

ლისხმოთ, რომ 

I (») (X) 

_#7ხე 
#თ- -ის ხარისხზე დაბალია. 

2. ეს წილადი უკვეცია, ე. ი. /(X) და X(X) პოლინომებს საერ- 

თო მამრავლი არ აქვთ. ' 

3. IC) პოლინომის უფროსი წევრის კოეფიციენტი =1, 

მართლაც, 

1. ვთქვათ, /(X) პოლინომის ხარისხი XV::)-ის ხარისხზე დაბალი 
არ არის; მაშინ მრიცხველს მნიშვნელზე რომ გავყოფთ, მივიღებთ 

წესიერი წილადია, ე. ი. /(X) პოლინომის ხარისხი 

#6) _ 30. 
წელ ოჯა XC)
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სდ 
XL(ჯ) 

წესიერი წილადია. უკანასკნელი ტოლობის ძალით (1) ინტეგრალი 

შეგვიძლია შემდეგნაირად წარმოვადგინოთ: 

ჯი. 27 = | დ (1) ძX –– ”ცე ძჯ. 

მაგრამ მიღებული ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალებიდან 

პირველი უშუალოდ მოიძებნება, ვინაიდან «(X) პოლინომია; და- 

გვრჩა, მაშასადამე, მოვძებნოთ მხოლოდ მეორე ინტეგრალი, რო- 

მელიც წესიერი წილადიდანაა აღებული. 

ამრიგად, ზოგადი სახის რაციონალური ფუნქციის ინტეგრება 

ყოველთვის წესიერი წილადის ინტეგრალის მოძებნაზე მიიყვანება. 

2. ვთქვათ, /(X) და 7(X) პოლინომებს აქვთ საერთო მამრავლი, 

და IX2X) ამ პოლინომების უდიდესი საერთო გამყოფია, მაშინ 

#00 =#X2)/,(2); #(2) = 7X::)1ე(7). 

#2 და #(IX ურთიერთ მარტიეი პოლინომებია; მაშასადამე, 

( 
ჩვენს წილადს 7XXX)-ზხე რომ შევკვეცავთ, მივიღებთ უკვეეც ი 2 

MC 

სადაც დ(ჯ) არის (I--M)-ური ხარისხის პოლინომი, ხოლო 

  

წილადს. 
3. დასასრულს, ჩვენი წილადის მრიცხველსა და მნიშვნელს 

8ს8ა-ხე რომ გავყოფთ, მივიღებთ წილადს, რომლის შნიშენელის 

უფროსი წევრის კოეფიციენტიც არის 1. 

#IXჯ) 

#Cე 

მარტივი სახის წილადზე, რომელიც სამი ზემოაღნიშნული წინა- 

დადებით არის დახასიათებული. მაშასადამე, ამ წინადადებათა 

მიღება ჩვენს თეორიაში სავსებით გამართლებულია. 

თურმე აღნიშნული მარტივი სახის წილადი ფუნქცია შემდეგი 

მარტივი წილადთა 

წილადის მიყვანა იმ 

  

ამრიგად, ყოველთვის შესაძლოა 

1 X+C0 
(-–ი” I((X--ჯ)“-I-ი”)' 

ჯამის სახით იშლება; თ და L მთელი დადებითი რიცხვებია, რომ- 
ლებიც >1, ხოლო თ, ჯ, 0, 4, X, 0 მუდმივი რიცხვებია. 

მაშასადამე,ე რაციონალურ წილადთა ინტეგრება. მიიყვანება 

ასეთი სახის
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  Lე.) >, _ სჯ+ი ქ» 

(+-–-ი)წ ((X--#)?-L ი” 

, ინტეგრალების მოძებნაზე. 

ამრიგად, რაციონალურ ფუნქციათა ინტეგრების თეორია ორი. 

შემდეგი საკითხით ამოიწურება: 

ა) უნდა აღმოვაჩინოთ ხერხი, რომლითაც ყოველი რაციონა- 

ლური წილადი ზემოაღნიშნულ ელემენტარულ ნაწილთა ჯამის 

სახით დაიშალოს. 

ბ) უნდა მოვძებნოთ ელემენტარულ წილადთა ინტეგრების ხერხი. 
შევისწავლოთ უპირველესად ა) საკითხი. როგორც ქვემოთ 

დავინახავთ, რაციონალური წილადის დაშლა თხოულობს მნიშვნე- 

ლის ფესვთა ცოდნას; ამისდა მიხედვით ორი სხვადასხვა ხასიათის 

შემთხვევა წარმოგვიდგება: 

IL. X(X) პოლინომს მხოლოდ ნამდვილი ფესვები აქვს. 

1L. XX) პოლინომის ფესვებს შორის წარმოსახვითი ფესვებიც 

იმყოფება. 

ეს ორი შემთხვევა ცალ-ცალკე განვიხილოთ. 

§ .13. რაციონალური წილადის დაშლა იმ შემთხვევაში, როცა 

მნიშვნელს მხოლოდ ნამდვილი ფესვები აქვს. ვთქვათ, #(X)-ის 

ფესვებია ძ, #, 0,-.-,7, ხოლო თ, 8, “,)--.,»+ ამ ფესვთა ჯერადობანია 

შესაბამისად. მაშინ 

#'VX) =(X–-)% (X–– ხ)ზ (X-––-C)V...(X-––/)X, 

ცხადია, რომ თ-L8--7-L..-+X#=#/. კერძოდ, როდესაც ზოგიერთი 
ამ ხარისხთა მაჩვენებლებიდან არის 1, მაშინ შესაბამი ფესვი 
მარტივია. 

ახლა X(ჯ) პოლინომი შემდეგნაირად წარმოვადგინოთ: 

XLX)=(X-–ი)“ (ე, 
სადაც 

7,600 =(C--0)ზ(X-- 0... (X--/ბ. 
დავამტკიცოთ, რომ 7(X. წილადი ასე იშლება: 

წე/63) 

#(X _ _ 4 _ 4. _4თ 1 _| (7) 

თს (X-ი)ნ (2--ძ)” 1 შო +“ –ი (ი (9) ”
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სადაც 40 4,.-4თ» კ მუდმივებია, ხოლო => არის წესიერი 
1(ჯ 

„წილადი. ამისათვის უპირველესად აღმოვაჩინოთ, რომ შეიძლება 

#(X) –-“ წილადის შემდეგნაირად წარმოდგენა: 
#'(ჯ) 

#0 __ 4 1 ჩი 
LC») (2––ი)« (X–ი)”“1 16) 

სადაც. 4: ნუდმივი კოეფიციენტია, ხოლო /,(»X) არის პოლინომი, 
რომლის ხარისხი (X–-ი)”“1 XIX) პოლინომის ხარისხზე დაბალია. 

მართლაც, ნებისმიერი 4 რიცხვისათვის გვაქვს იგივეობა: 

დ) /(X) _ _ 4 1 #70-4წ(29 , 

MI) (–ი” (X--ი) XI(X) 

ავიღოთ ახლა 4 მუდმივი ისე, რომ 

#0) 41560) 
(X--ი)-ზე გაიყოს, რისთვისაც აუცილებელია და ამავე დროს საკ- 

მარისიც, რომ 

#(0)-– 4X#ე(თ) ==29. 

მაგრამ /(ი) 920, #,),(2ი) % 0 და ამიტომ /-სათვის, რომელიც უკა- 

ნასკნელ ტოლობას აკმაყოფილებს, ერთი სრულებით გარკვეული 

4ა მნიშვნელობა მოიპოვება 

4.=-7(0., 
(4) 

მივიღოთ ახლა მე-(2) იგივეობაში 4= „ა; მაშინ გვექნება 

#(9)-– 4აLს)(X)= (2-––ძი) /1(2) 

და როდესაც ამას აღნიშნულ იგივეობაში ჩავსვამთ, ეს უკანასკნელი 

შემდეგნაირად გადმოიწერება: 

/თ _ _ 4 ჩთ 
XC) ..(X--თ)“ (X––ი)«”“1 X'(X) 

რისი დამტკიცებაც მოითხოვებოდა. 

ამ წესის მიმდევრობითი გამოყენება შემდეგ იგივეობებზე მიგ- 

ვიყვანს
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710) – 4: __ _ #”(ა _ 

(X––ი)« 1 #,(2) (ჯ+-–ი)> 1 "(«–-ი)“-' იი.” 

26, -- 4:_ _ _  /M/ვ2) _ _ 
  

(ჯ––ი)“? #,C) (X--ი)“? ' (X-ი)«-მ I() ” 

#თ- 1 (X) _ 4თ-1 117252, 

(ჯ–-ძ) (+) ჯ– X#)(2) 

თუ წევრ-წევრა შევკრებთ ყველა ამ და წინათ მიღებულ იგი- 
ვეობებს, მივიღებთ 

წაკნჰი =-- 4ი __ > 4, => #თ(X). 

ჯC() ((“–!' (XჯX–ი)“ 1 შო +“. ევე #1, (X) 

ტოლობას, რომლის დამტკიცებაც ჩვენს მიზანს შეადგენდა. 

მიღებული წესიერი => წილადი აღებულ წილადზე უფრო 
1 

მარტივია, ვინაიდან მისი “მნიშვნელი ჯ=4 ფესვს უკვე არ შეიცავს. 

ახლა თუ აღნიშნული წესის თანახმად სხვა დანარჩენ V, C,...» 

ფესვებსაც განვიხილავთ, მაშინ ლოგიური იგივეობანი გვექნება: 

#თ(1) __ ___85-__ 88-1 7 თ.ჩ2). 

XI) (2+:--ნ) + (X–- >» უსა 2ჯ--ხ X. 1M8(2) ” 

_/ =,8(X)_ – ლი _ 2+ #თ:ჩ)X(2) 2), 

X,ე8 (2 (X--ი)” (-– >> 1 წი. “> X-> ! #,ნაი 1 ,6ა(X) 

_ თმა: -X(2) 5%XCX) _ _ Xი : _ ს _. : 

#ენ.. „#2 (X–- I ((–- 2-1 “+ +-– > 1 

თუ შევკრებთ ყველა ამ იგივეობას, მივიღებთ თი 

შემდეგ დაშლას: 

წილადის 

თ) _ __ 4 _ 4, 4თ 

#0) (ჯ–ძთM”# (X––-ით)ათ“! რუესესეა–Cი ჯ–--#ი 

_ ა 8. ხ6_, 

(3) + (X––/ჩ)ზ + )ზ– შეი+ X–ჩ 

+ Lი XL, LX-) 
     ___
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+C ა ამრიგად, დამტკიცებულია წილადის უკანასკნელი სა- 

ხით დაშლა. დაგვრჩა ახლა ამ დაშლის კოეფიციენტთა მოსაძებნი 

ხერხი აღმოვაჩინოთ. შემდეგ §-ში მოგვყას ორი ასეთი ხერხი 

ყველაზე უფრო მიღებული და ამასთანავე მარტივიც. 

§ 14. რაციონალური წილადის დაშლის კოეფიციენტების მო- 

“ძებნა იმ შემთხვევაში, როცა მნიშვნელის ყველა ფესვი ნამდვილია, 

I. კოეფიციენტთა შედარების ხერხი. შეეკრიბოთ 

მე-(3) იგივეობის მარჯვენა ნაწილის ყველა მარტივი წილადი. მაშინ 
მივიღებთ წილადს, რომლის მნიშვნელი არის #V(»), ხოლო. მრიცხ- 
ველი იქნება (M--1) ხარისხის პოლინომი. ცხადია, რომ ამ მრიცხ- 

ველის კოეფიციენტები იქნება .4ა, 4,...4თ. ჰმ... 136-... კოე- 
ფიციენტების წრფივი გამოსახულებანი და, ამას გარდა, იგი 

#(X2)-ს ეტოლება იგივურად. სწორედ ამიტომ ორივე პოლინომის 

კოეფიციენტები ჯ-ის ტოლი ხარისხის წინ ერთი და იგივე უნდა 

იყოს. გავუტოლებთ რა ამ კოეფიციენტებს ერთმანეთს მივიღებთ 

სისტემას „ განტოლებისა # უცნობით. უკანასკნელი სისტემის 

“ამონახსენი ყველა ამ კოეფიციენტის მნიშვნელობას მოგვცემს. 

ინაიდან თ. ილადის მარტივ წილადებად დაშლა წინას- ვ დ ლე ლად ტივ წილადე დ 'ლ 

წარ დადგენილია, ამიტომ ზემოაღნიშნულ განტოლებათა სისტემა 

ყოველთვის თავსებადია. 

II. მიმდევრობითი გაწარმოების ა ხერხი, ვიპოვოთ 

ჯერ 4 კოეფიციენტები. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

44 /8(9=(-ი) 49C 

ახლა თუ ჯი წილადის იმ დაშლას მივიღებთ მხედველობაში, 

რომელიც თ ფესვს შეესაბამება, მაშინ უკანასკნელი ტოლობა ასე 

„გადმოიწერება: 

#8 (X)=4ი-+- 4,(X-–ი)+---+- 4თ-1 (X-–)წ + 
უთ 792). 

+C-–- 
10)! 

სადაც X)(C2)%>0. მაგრამ ამ ფორმულის მარჯვენა ნაწილი /#(X) 
ფუნქციის დაშლას წარმოადგენს (X-–--ძ) ბინომის ხარისხით, და
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ვინაიდან ასეთი დაშლა მხოლოდ ერთნაირად არის შესაძლო, ამი– 

ტომ მისი კოეფიციენტები ტეილორის მწკრივის კანონით იკნება. 

შედგენილი, ე. ი. 

დ 4ი=/»(), 4=/+(9, 4= 7 44 ,...,4= 

= 79 (0). 
ი 1.2...” 

სხვა დანარჩენი კოეფიციენტი ანალოგიურად მოიძებნება; ამისათ- 

ვის შემოვიღოთ აღნიშვნები 

/800=C(X- -()ჩ 25. #C(X)==(ჯ-– CV ათ .---/ LX) = 

= ჯ» #თ.. (1-7 წული 

რომელთა საშუალებით გვექნება 

= =/' = 7 85(0. 
= /8(ხ), 8,=/ 8(»), #8) 1.2. 7? 

= #I,I0), L1= #VV, ჩLგ= _–.. 

მაგრამ პრაქტიკულად წილადის მაღალი რიგის წარმოებულთა. 

მოძებნა დიდ “სირთულეს წარმოადგენს, ამიტომ მიღებულ ფოო- 

მულებს უფრო თეორიული ხასიათი აქვთ. კოეფიციენტთა პრაჟ- 

ტიკული გამოანგარიშებისათვის უფრო მიზანშეწონილად შემდეგი. 
წესი უნდა ჩაითვალოს: 

მე-(4) ფორმულა წინათ მიღებული აღნიშვნების თანახმად ასე, 

გადმოვწეროთ: 

#(2) #(>) თ=-”-=“. #.თ #. ცი) · 

X#(2)=1M(1) /# ე. 
ამ იგივეობის ორივე ნაწილი გავაწარმოვოთ. ერთჯერ, ორჯერ: 

.. და საზოგადოდ »-ჯერ. ამრიგად, გვექნება შემდეგი იგივეობები: 

საიდანაც
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IV CC20)=Lს,Cე/#C)+ 7300) / #VC), 
# (2) = L" (9) /6C0C)+2X-C)/%4 (ი0+X. თ/ .VX), 

/0ცე=X რ ((X)/, (2)-+# L,“” სცი/. (ი+. 

+ “#. .2 ) მ-ი) /, 00+.. 1, 60 /რ, ცი. 

ჩავსვათ ახლა მიღებულ ტოლობებში ჯ=ი, მაშინ მე-(5) ტო- 
ლობათა ძალით გვექნება: 

( #(9)==45XIVI(ი), 

“ /'(C()== 4” I(0)+ 4, X#I(ი), 

#6) / (9) = 4ა7ს0)1-24,7%(2)+- 2245), 

_ 4,2 რრიტ+.. 8-ს. .2)-4ს.L (ი). 
პირველი ამ ტოლობათაგან მოგვცემს 4ა-ს მნიშვნელობას; მეო- 

რიდან მივიღებთ #,-ის მნიშვნელობას, მესამიდან 4ე-ს და ასე 

შემდეგ. 
სხვა დანარჩენი კოეფიციენტები 8, C,... ანალოგიურად მოი- 

ძებნება. 

თუ (CX) პოლინომის ყველა ფესვი მარტივია, მაშინ 2 
ჯ 

წილადის დაშლას ექნება შშები სახე: 

“MI 4 
7 „ჟ„ჟ'.-_ 
ო XXLCX) X–იძ + ჯ-–ხ 1იი+ ითი 

ამ შემთხვევაში 4, #8,....L კოეფიციენტები ადვილად გამოითვლე- 

ბა. მართლაც, მე-(7) ტოლობა ასე გადმოვწეროთ: 

(8) #თ= „იე უის. -+L XC), 
ჯ-–ხ ჯ– 

  
  

მოვძებნოთ ჯერ 4 კოეფიციენტი; ამისათვის ამ ტოლობის ორივე 

ნაწილში თუ ჩავსვამთ X=ძ მნიშვნელობას, მივიღებთ; 

ჯ# V 

C) /თ-4 -5%| · 
X–-–-0 I-ი 

მაგრამ L”I05-0I(21-ის წესით, 

ი – თრ ა) 
X=რC| X-–#იძ 
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და ამიტომ მე-(9) ტოლობა მიიღებს სახეს: 

#(4)ლ–-4X"9ძ), 
საიდანაც 

რე 1- #4, 
ჯ" (ბ) 

მარჯვენა ნაწილის წილადის მრიცხველი და მნიშვნელი ნულისაგან 

არიან განსხვავებული, ამიტომ 4-ს გარკვეული მნიშვნელობა აქვს, 

რომელიც განსხვავდება 0-დან და C-დან. 

დანარჩენ #, C,...,L კოეფიციენტთა მოძებნა ამავე წესით მოხ- 

დება: ამისათვის მე-(4) ტოლობის ორივე ნაწილში უნდა ჩავსვათ. 
X=წჩ, 0... მნიშვნელობანი შესაბამისად, რა(§ მოგვცემს 

8=-7VM#M. 0=-7/0 ,.,,=-/(0., 

#'Cჩ) ჯ" (2) XV) 

მივიღვბთ რა ამას მხედველობაში, მე-ი–891 ტოლობა ასე გად- 

მოიწერება: 

_„ /I020 72 #ი) XX) #0) #X”XCე 
2) = ..L 79. 4127. 

#C. #" (ი) X–ძ 1) X-ს + ++ ჯ– 

მაგალითი 1. დავშალოთ მარტივ წილადებად შემდეგი. 

წილადი: 

| #0) _ 51:–1 
#M() X(2:1–-1) 

აქ მნიშვნელის ფესვებია ჯ=0, 1, ––1. მოვძებნოთ დაშლის ყველა 

კოეფიციენტი. რადგანაც 

# "(X)ლ3ჯ2-–-1, 

ამიტომაც, 

' 1 - 4=1, 8= XI). – 2, 0= .#C--1). _ __ 
#1) #"(–1) 

მაშასადამე, აღებული წილადი შემდეგნაირად იშლება: 

5X--1 1 2 · ვ 
    

X(ჯ2––1) ჯ #ჯ-I X+1. 

მაგალითი 2. დავშალოთ მარტივ წილადებად შემდეგი წი- 

ლადი. 

15ჯ1+2Xჯ--1 

ჯჰ(:2--1)5. ·
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ამ წილადის მნიშვნელს აქვს ფესვები: სამჯერადი ჯ=0, ორჯე- 

რადი X=1 დი ორჯერადი +=--1, მაშასადამე, მის დაშლას შემ- 

დეგი სახე ექნება: 

15ებპ-+--2X-1 

ჯ9(ჯ91--–1)2 

–- 

_ 9 1 10 (10) CC 2 4 = 4-6“ 4 
XჯX ჯ“ ჯ 

18. C- _ C, 
X–-1 (X+–1)1 2-I-1 

ამ დაშლის ყველა კოეფიციენტის მოსაძებნად გამოვიყენოთ 

ორივე ზემოაღნიშნული ხერხი. 

11. კოეფიციენტთა შედარების ხერხი. მე-(10) ტო- 

ლობის მარჯვენა ნაწილის წილადებს რომ 'შევკრებთ, მივიღებთ 

წილადს, რომლის მრიცხველია 

(4,--8,-+თ) »"-LC41+-8ა-L-28,+Cთ– 

–C0)»'-C4ა--24ე+28ა- 8, 

–-20--C,)X"-LC8ე--24,--18,+Cთ-LC,)L"+ 

-+LC4ე-–-2-4ა)X“-++ 41X-L 4ა· 

უკანასკნელი გამოსახულება მარცხენა ნაწილის წილადის მრიცხველს 

უნდა ეტოლებოდეს იგივურად, რაც მხოლოდ მაშინაა შესაძლო, 

როცა ამ ორი პოლინომის კოეფიციენტები ჯ-ის ერთსა და იმავე 

ხარისხის წინ ტოლნი არიან, ე. ი. 

4:-+8,+>თფ =98, 

4.+-8-+18,+C--C =0, 

4ი--24ე-L28ე--8--2C--C: =15, 

–24-+8ა--8,+Cთ-LC =9, 

4ე–24-ა-= 0, 

4:=2, 
4:0=--1. 

ამრიგად, მიღებულია შვიდი წრფივი განტოლების სისტემა 

შვიდი უცნობით. ამოვხსნით რა ამ სისტემას, გვექნება: 

4ა=-1, 4,=2, 4.=--2, 8.ა=4, 8,= – 
1 5 

“2/C0- »თ-2



56 ინტეგრალური აღრიცხვის კურსი 

მაშასადამე, ჩვენი წილადი ასე იშლება: 

15:01 2X-1 1112 2 4 
“ა2-I 21 2 ..C0-> 

1 3 5 -. ლიი ღუა+ . 
2X-!)) (X:+1)) 2(X-+1) 

2, მიმდევრობითი გაწარმოების ხერხი. ამ შემთხ- 

ვევაში 

#0:=215ჯ1-1-2::-1, X,(X)=(X1--1)?, Xა(X) =X%X-L1)?, 

#ა(X) = XXX––1)?. 

მოვძებნოთ ჯერ 4 კოეფიციენტები, რისთვისაც, როგორც. მე (6) 

სისტემა გვიჩვენებს, საჭიროა ვიცოდეთ /(1), /“(1), #”I(1), #”,(1). 

მაგრამ 

  

/'ფ)=60:7+2, /'(>X)=180ჯ), 
· #”0ე =4X3--4X, #”ს(ი) ლსო == 

მე-(6) სისტემა მიიღებს სახეს: 

· –-1=4V, 
2=4, 
=-44ე +224, 

საიდანაც გვექნება? 4ა=–-1, 4,=2, 4.=--2. 

მოვძებნოთ ახლა 8 კოეფიციენტები... ვინაიდან 

#'ე(X) = 51'-+87X3-L 372, , 

ამიტომ ამ კოეფიციენტთა მოსაძებნად გვექნება სისტემა 

16=48ა, 
62=16 8.48, 

1 
ჩ8ა=4, 8=-–->- · 

საიდანაც 

დაგვრჩა მოვძებნოთ C კოეფიციენტები. რადგანაც 

#M6ე=-5:!--8X1-| ვ», 

ამიტომ ზემოაღნიშნული მე-(6) სისტემა ამ შემთხვევაში მიიღებს 
სახეს 

'12=-–4თ), 
–-58=160ე-–-4თ..



საიდანაც გვექნება 

5 0ა=–3, 6 =-=-. 

ამრიგად, ორივე ზერხით კოეფიციენტების ერთი და იგივე მნიშ- , 

ვნელობათა სისტემა მივიღეთ, რაც სრულებით მოსალოდნელი იყო. 

§ 15. რაციონალური წილადის დამლა იმ შემთხვევაში, როცა 

მნიშვნელი წარმოსახვით ფესვებს შეიცავს. ეთქვათ, #(ჯ) პოლი- 

ნომს აქვს წარმოსახვითი თ--8, ფესვი, რომლის ჯერადობა არის 

L. იმავე პოლინომს L ჯერადობის შეუღლებული თ–-8ზ; ფესვიც 

ექნება აგრეთვე. მაშასადამე, #CX) პოლინომი შემდეგნაირად წარ- 

მოგვიდგება: 

X6C0=(-(თ+ზ01" ს:– (თ-–801" 7,2) =((X– თ)ბ-++8?)' XC), 
სადაც #,(X) არის პოლინომი, რომლის ხარისხი 27 ერთეულით 

უფრო დაბალია, ვიდრე #(CX) პოლინომის ხარისხი. 

განვიზრახოთ ახლა ლი წილადის დაშლა ამ შემთხვევაში. 

ამისათვის დავამტკიცოთ უპირველესად, რომ იდ. წილადი შე- 

იძლება შემდეგნაირად წარმოვადგინოთ: 

(11) წენ3) == 4ა21-L ა _ #)(2). , 

MI) I(C-თ)"“+ს'  I((X--თ)?-- 8" IL) 

სადაც /,(X) არის პოლინომი, რომლის ხარისხი უფრო დაბალია, 

ვიდრე ((X--თ)?-L8, 961 #,(X) პოლინომის ხარისხი. ამ მიზნისათვის 
შევადგინოთ იგივეობა 

(12) #VC). 4X-+78 -L #/(2)-– C(4X+-8) წემ631 

#70 IX--თ)ბ“ 8) L(X-––თ)"–-ჩ")' LC) 
სადაც 4 და 8 სრულებით ნებსითი ნამდვილი რიცხვებია. 

მოვძებნოთ ახლა ეს ორი რიცხვი ისე, რომ ტოლობის მარჯ- 

ფენა წევრის /(X)--(4X--.8)1)(X) მრიცხველი I((X--თ)”-L-8") ჯამზე 
გაიყოს, რისთვისაც აუცილებელია და ამავე დროსაც საკმარისი, 

რომ თ-+-8; იკოს ამ მრიცხველის ფესვი, ე. ი. 

413) MI ზე) IC--ზ)4-LC.8)5C--ზI) =9.
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აქედან ვიპოვოთ 

4თ>+-8+ 4ვ;- -7(--+C II , 
1L)(თ-L8I) 

ვინაიდან #I(თ-+8;) + 0, ამიტომ ამ ტოლობის მარჯვენა წევრი 

წარმოადგენს გარკვეულ კომპლექსურ რიცხეს, რომელიც აღვნიშ- 

ნოთ #ე--(ჰა/-თი. მაშასადამე, ეს ტოლობა შემდეგ ორ ტოლობას 

წარმოშობს: 

4თ-–-8=7#ა; 48=01ა; 

აღვნიშნოთ 4# და # რიცხვთა ის მნიშვნელობები, რომლებიც უკა- 

ნასკნელ სისტემას აკმაკოფილებენ +4ე და #ე-ით შესაბამისად; მაშინ. 

„=-00 . ჩა = X-– დათ 

ზ გ. 
ამრიგად, მე-(13) ტოლობა შესრულებულია, როცა 4= 4, 3=#-. 

და ამიტომ / (X)--(.4ეX -- 18:)VI(X) გაიყოფა I(;--თ)”-Cნ?) ჯამზე- 
მაშასადამე, 

#C00-–(4აX-L.80) »,(X) =I(X-– თ)”–I-ჩ?| / 1(2), 
სადაც #L(7) პოლინომია. 

ჩავსვათ ახლა მე-(12) იგივეობაში 4= 4, 3= ჩა, მაშინ უკა- 

ნასკნელი ტოლობის ძალით ეს იგივეობა მიიღებს მე-(11) სახეს და 

ამით დამტკიცება შესრულებული იქნება. 

ქ #XC2) | არდაექმნათ ახლად მიღებული –“ -––- „ა–”– ილა- გარდავქ ლად მიღებული ი ე ვო” ნი წილ 

დი აღნიშნული წესით და შემდეგ ასეთი გარდაქმნის პროცესი 

მანამდის განვაგრძოთ, სანამ მნიშვნელში |(X-– თ)? –- 8:) ჯამის 

ხარისხი არ მოისპობა, 

ამრიგად, მივიღებთ შემდეგ იგივეობებს: 

# #(X) = 4:2-+8, + 

(თ თბ”, (-2მ+- 8715) 
_  /» 2(2:) _ _ 

((+-თ)21-ჩI-2X,C) ” 

წკ=1603) _ 4 X+28.., + #+CX) . 

I(X-––თ)"–-ჩ"1#,(X) (X-– თ)" -–+8" წემC3) 

2 
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შევკრიბოთ წევრ-წევრა ყველა ეს და წინათ მიღებული მე-(11) 

იგივეობა, მივიღებთ: 

წ 61, 4იX-L 85 4.X+7#, 14 = _ __ 
04 ი (CC თბ: (თმაა ბიბონ 

-L 4. X-+I#8.., MX) 

(«-––- თ)?–-8? 'ე” (7). 

ყველა 4 და 8 გარკვეული მუდმივი რიცხვებია, ხოლო იჯთ არის 
Xჯ 

წესიერი წილადი., · 

ამგვარად, თლ   "წილადის დაშლა მიიყვანება #2 წილა- 

1წX : 
დის დაშლაზე, რომელიც უფრო მარტივია, ვიდრე პირველი. თუ 

იC - წილადის მნიშვნელი კიდევ შეიცავს წარმოსახვით ფესვებს, 

მაშინ ამ უკანასკნელ წილადს ისე უნდა მოვექცეთ, როგორც მო- 

_#(2)_ 

X# (7) 
განვაგრძოთ, სანამ არ მივიღებთ წილადს, რომლის მნიშვნელს 

წარმოსახვითი ფესვები არ ექნება უკვე. ამის შემდგომ დაშლა იმ 

წესით სწარმოებს, რომელიც ზემოთ იყო მოყვანილი. 

ვექეცით აღებულ წილადს და ეს პროცესი მანამდის უნდა 

ამრიგად, წესიერ + წილადის დაშლის ზოგადი სახე შემ- 
X 

დეგია: 

  

  
  

( #თ. = -___ 40 _ _ 4. ი. 4თ-: 

# (X) (X–ი)” (X-––ი)თ“1 ში+ X–-ძ 
საია ი აიიი იაია ანონიმი მინთაი9აც 

_ X% _ LI 1 22-L 
LC-ენ1 დ-ი სიე 

(15) 4 >%”“'"""""""" 

1+ #ა+-+--Cრ #),1-L0, +..+ L>. )X+C#.) 

Iთ-- M)/-+ი -”ა“ ((X--ჯ)-+ი” I! (21–-ჯხ)“-LV" 
წია იაია იამი ისი. სოკო თთმ როთ მბ8იც 

იX“-5% X#X,X+8, _2ძ1X+-859.1_ . 

L 1. I(C–„)1+-,” I(X--/)+-I”)? შეე (X-- 7).
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დაგვრჩა ახლა ის ხერხი აღმოვაჩინოთ მხოლოდ, რომლის საშუა- 

ლებითაც შესაძლო იყოს მოძებნა ყველა კოეფიციენტისა, რომლე- 

ბიც წარმოსახვით ფესვებს შეესაბამებიან. 

§ 10, დაშლის იმ კოეფიციენტთა მოძებნა, რომლებიც წარ- 

მოსაზვით ფესვებს შეესაბამებიან. 

1. კოეფიციენტთა შედარების ხერხი. ვთქეათ, X7VC:) 
პოლინომის 8 ფესვს შორის V ფესვი ნამდვილია, ხოლო. 2V ფესვი 

წარმოსახვითია; მაშინ #=0+2V" ცხადია, რომ რიცხვი მე-(15) 

ტოლობების უცნობ კოეფიციენტებისა #ე, +4,,;.-. Xი, 1... LX 

რი--. IL, 0,,.-. აგრეთვე იქნება L-+-2V=». 
შევკრიბოთ ახლა მე-(15) იგივეობის მარჯვენა ნაწილის ყველა 

მარტივი წილადი, მაშინ მივიღებთ, როგორც წინათ, წილადს, 

რომლის მნიშვნელიც არის XX»); ხოლო რაც შეეხება მრიცხველს, 

იგი წარმოადგენს (M--1) ხარისხის პოლინომს, რომლის კოეფი- 

ციენტებია # აღნიშნულ უცნობ კოეფიციენტთა წრფივი გამოსა- 

ხულებანი. მაგრამ ვინაიდან მარცხენა ნაწილის წილადსა და მიღე- 

ბული მარჯვენა ნაწილის წილადს ერთი და იგივე მნიშენელი აქვთ, 

ამიტომ მათი მრიცხველებიც ტოლი უნდა იქნენ იგივურად, ე. ი. 

ამ ორი მრიცხველის კოეფიციენტები :;:-ის ერთი და იგივე ხარისხის 

წინ ტოლი იქნებიან. გავუტოლებთ რა ამ კოეფიციენტებს ერთ- 

მანეთს, მივიღებთ » წრფივ განტოლებათა სისტემას აღნიშნული 

# უცნობი კოეფიციენტით. უკანასკნელი სისტემის ამონახსნი ყვე- 

ლა ამ კოეფიციენტის მნიშვნელობას მოგვცემს. 

I. მიმდევრობითი გაწარმოების ხერხი. მე-(14) 
ტოლობა შემდეგნაირად გადმოვწეროთ: 

/(1)= 109) ((40X-L-8ი)+(4,X-+L8)) (| (+-–თ)1+8") 
“-.4+(4-X+ 8.) I(>--თ)ბ--8?L 1) + #2) I(X-–თ)2–-8წ1', 

საიდანაც გვექნება : 

X#(2)-– 157) I(4ი7-+-8ა)-L C4იX+– 8,) I(X-– თ)?–- 8?) 
+--+C4147+-8L.,) (C;--თ)1+8?)“1)= /ს (X) I(X-–თ)?-+ 8”)'. 

ცხადია, რომ ეს ტოლობა არის იგივეობა. მაგრამ ამ იგივეო- 

ბის მარჯვენა წევრს # ჯერადობის თ+-მ; ფესვი აქვს; მაშასადამე, 
მარცხენა წევრსაც # ჯერადობის იგივე თ-+-8; ფესვი ექნება. ამი- 

ტომ თვით ეს მარცხენა წევრი, როგორც ყველა მისი წარმოებუ-



“ა. 

1. დაშლის ხერხი 6L 

ლი #-1 რიგამდე მოისპობა ჯ=თ-1-ს; მნიშვნელობისათვის. აღვ- 

ნიშნოთ ეს მარცხენა წევრი--9/(ჯ)-ით: 

1%(X) = X(X) ((4იX-I-189)-L+-C4X-+-8,) | (X-–თ)"+-გ"| 
“+ ..+C44!,2+-8L-)) | L-–თ)”--ზ | / ცე). 

ამრიგად, გვექნება შემდეგი ტოლობები: 

· L#%(::) 14-C+8ჯ= 0, 

(16) (XX(X)I«.=+8,=0, 

L IL“) (X)I+.თ+.:=0. 

მაგრამ ამ ტოლობათა მარცხენა წევრები თ–+-8ჯ; სიდიდის ჩასმის 

შემდგომ წარმოადგენენ კომპლექსურ რიცხვებს, რომელნიც +4ი, 

“#4... და 1, 8... კოეფიციენტთა მიმართ წრფივი არიან. მაშა- 

სადამე, მათი ნამდვილი და წარმოსახვითი ნაწილები ნულს უნდა 

გავუტოლოთ, რაც მოგვცემს 2# განტოლების სისტემას 2L უცნო- 

ბით 4: ა; 4) 81; 4ა) 1,1... 44-ე 8). ეს სისტემა, როგორც 

მის განტოლებათა აგებულებიდან ჩანს, ყოველთვის თავსებადია, 

ე. ი. ის ყოველთვის მოგვცემს უკანასკნელი კოეფიციენტების 

· მნიშვნელობათა ერთს და მხოლოდ ერთს სისტემას. ამრიგად, 

მე-(16) სისტემის ამოხსნით მოძებნილი იქნება დაშლის ის ნაწილი, 

რომელიც თ-I-8:, თ––8; ფესვებით არის განსაზღვრული. 

მაგალითი. დავშალოთ მარტივ წილადებად წილადი 

ვეტ. L2:91--3 

(29-61). _ 
ამ წილადის მნიშენელს აქვს სამჯერადი ფესვები: ჯ=1 და X=-–-I- 

მაშასადამე, მისი დაშლა ასეთია 

“4ა%X-LC8ა + 4 %X+7X#%, L 4აეჯ-1- #9, 

„ 01411 ' 62461". 24 
მოვძებნოთ ახლა დაშლის ყველა კოეფიციენტი. 7%X) ფუნქციას. 

ამ შემთხვევაში აქვს სახე: 

+ 7%(X)= (C4აX;+ჰ8ა)--(4,X-L-8,) (X“-L1)–-C4,X-L-8;) (ჯ”-L1)'). 
–-(3ჯ'-2ჯ?--3),
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მაშასადამე, მე-(16) სისტემა შემდეგნაირად წარმოგვიდგება: 

| 40X-C შა–-–3X1შ– 2:1-+ 3), ,კ= 4014+78ა-3-+-2:-+3=9, 

L4ი-1+274,ჯ21-C213X--1279--6X"I,.ჯ|= /ე--2 4,+-218,1-+-1271-+-6 =0, 

(64,X--28,--84,+'--818ე7?--36:7--12XI..,=6 41-+-228;-8 4, 

– 88, + 36 –– 12ჯ=0. 
აქედან . , 

#+ა=–--2, ჩ:=90; 4,=2, 8,.=--6, “4.=90, 8,==პ. 

მაშასადაზე, 

ვე) L2;:3--3 2ჯ 2ჯ- 6 3 

417) - 8 – > 'L 8 · + 9 : 62+1) 6-1)?! C-1)ბ ' 2+1 
§ 17. რაციონალური წილადების ინტეგრება. მას შემდგომ, რაც 

დავრწმუნდით, რომ ყოველი რაციონალური ფუნქცია მარტივი 
წილადების 

“ 4 XLX+0 _ 
(X+–-ი“  I|(X--ჯტ)”-+ი"|' 

ჯამის სახით იშლება, დაგვრჩენია მხოლოდ მოვახდინოთ ამ მარ- 

ტივ წილადთა ინტეგრება. ამით, როგორც ზემოთ იყო აღნიშნუ- 

ლი, სავსებით იქნება ამოწურული საკითხი თვით რაციონალური 

წილადების ინტეგრების შესახებაც. 

L. ინტეგრალი აღებული პირველი სახის წილადიდან არის 

7= 4 ძ:: _ : 

(X-–ი)რ 
წილადის დაშლაში ორი შემთხვევა წარმოგვიდგება: 

  

  მაგრამ / > 

>X=->1, თ >1. 

ვთქვათ თ«=1, მაშინ 

#-4| მჯ = 4L9(X-–-ი)+0C. 
X–-%ი 

  

ვთქვათ ახლა თ>1; მაშინ 

#=4| : · ძჯX 4 LV. 

ს-–-ძ) “1 =7:- = 1 
  

  მაშასადაშე, იმ შემთხვევაში, როცა 22 წილადის "მნიშვნელი 

მხოლოდ ნამდვილ ფესვებს შეიცავს, ამ წილადის ინტეგრება შზემ- 

დეგ შედეგს გვაძლევს:



_ (18) 
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>> 
X LX) თ--1 (:–- ე)-1 

_ 1. 8ია_ _ 
8-1 («– წ)... 

1 XL 
"XI 6-0... · 

ამრიგად, ინტეგრალი 2-2 გად, ინტეგრალი ==   

454 | 4. , IL (X-ს) 
X–ი 

1 
- 5-7? LM, L(X--ნ) 
1 

_ 725 -L 7. კ სთ (X--/). 
1-1 

  

4ძX დიფერენციალიდან აღებული 

აღნიშნულ შემთხვევაში წარმოადგენს ალგებრულისა და ლოგა- 

რითმული ფუნქციების ჯამს. 

II. განვიხილოთ ახლა ინტეგრალი მეორე მარტივი წილადი- 

დან აღებული 

-| (”X+C)0იჯ 

((L –- ჩ)-+ი". 
აღვნიშნოთ ჯ–-#=! თ ი ინტეგრალი შემდეგნაირად დავშალოთ: 

მაჩ აიი საო. 
აქაც, როგორც წინათ, ორი შემთხვევა წარმოგვიდგება: #=1, 

#>1. პირველ შემთხვევაში (L=1) 

/- 20-ე + -0+9 გავ” +0. 
4 მ 

თუ ისევ ჯ-ს დავუბრუნდით, მივიღებთ 

V«= 5 L6(C- ჯ) +494 )+ – 204 გIე(ც--+- “ი –+C. 

გთქვათ ახლა #>1. მაშინ # ინტეგრალის გამოთვლა დაიყვა- 

ნება ორი შემდეგი ინტეგრალის 

, :ი! 
”, = გებბ“ბ”რ––ს ი ვ 

1 I V?-L-ი“) 
გამოთვლაზე. 

ზ 

ი! 

«ი თლა 

პირველი ამ , ' ტეგიალიდა უშუალოდ მოიძებნება: 

_1 (ძე --2) _ 

('+ი”» 
1. 

_ 1 1. 
2#-1) (6+დ 2 +C
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განვიხილოთ ახლა ძე ინტეგრალი. იგი ასე შეგვიძლია წარმოვად- 

გინოთ: 

ტფ 3 რ ძ-ი« –/ბი! -1| ძი _ 
(+ი", (6+7# 
–5| (ი! _ 

, ე" ც?--ი")" 

მარჯვენა წევრის პირველი ინტეგრალი უცვლელად დავტოვოთ. 
რაც შეეხება იმავე წევრის მეორე ინტეგრალს, იგი ნაწილობითი 

ინტეგრების წესით გარდავქმნათ. ვთქვათ #=7/, _ იძ! _ ძ”: 
(მ-ე? ი 

მაშინ 

  

    

I! ___ . +L 

| ფბ--ი 2(ს-1) მ-ი). ' 2-1) ქ (1-9? 
"მივიღებთ რა ამას მხედველობაში, მე-(19) ტოლობა ასე გადმოი-, 

წერება: 

მ! 1 1 0 1 
20 ეVა.VV.ორ.......- 

ტი აი“ ჯ» დე ფე + 
1 2-3 

+» 2-2) 0--2-+ 2-2) (-+დ 
ეს არის რედუქციის ფორმულა, რომლის საშუალებითაც აღებული 

ინტეგრალი მიიყვანება იმავე სახის მეორე ინტეგრალზე, რომელ- 

შიც # ხარისხი ერთი ერთეულით არის დაწეული. ამ ფორმულის 

მიმდევრობითი გამოყენება მიგვიყვანს ინტეგრალზე, რომელშიც 

#=1, ე. ი. ინტეგრალხე 

ძ|) _ 1 / =--მM0LC - + C0 
| "”“” 4 94 

და, ამგვარად, 7, იქნება გამოთვლილი. მაგრამ მე-(18) ფორმუ- 

ლის ძალით 

  

ძ=#9,+(CL+0)V:. 

მაშასადამე, აღებული V ინტეგრალი მარტივად გამოითვლება: საკ– 

მარისია ამისათვის უკანასცნელ ფორმულაში ჩავსვათ V, და V» 

ინტეგრალთა ზემოთ მიღებული მნიშვნელობანი. 

წ462, 
#LCჯ 

ამრიგად, ) წილადის დაშლის იმ ნაწილის ინტეგრება  
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რომელიც # ჯერადობის #-++- ი; ფესვს შეესაბამება, შემდეგნაირი 
სახით წარმოგვიდგება: 

M L§LCX – ჩ)1+4ი”1-X იიი – ნ -. + > => CC ვეი 2; 

სადაც 7#, MV; 4ს 8, 4), 8,-.· გარკვეულ მუდმივ რიცხვებს 

წარმოადგენენ. 

ახლა თუ მხედველობაში მივიღებთ ყველაზე ზოგად შემთხვევას, 

როცა წილადის მნიშვნელი შეიცავს როგორც ნამდვილს, ისე წარ- 

მოსახვით ფესვებსაც, მაშინ შეგვიძლია შემდეგი თეორემა ჩამო- 

ვაყალიბოთ: 

თეორემა. ინტეგრალი რაციონალურ ფუნქციიდან 

ყოველთვის ელემენტარულ ფუნქციას გვაძლევს. 
ინტეგრალი რაციონალური დიფერენციალიდან 

აღებული ზოგად შემთხვევაში წარმოგვიდგება ალ- 

გებრულისა, ლოგარითმულისა და შექცეული ტრი- 

გონომეტრიული ფუნქციათა ჯამის სახით. 

+თ 

მაგალითები. 

19. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

L 95=1- მჯ, 

2(X2–– 1) 

§ 13-ის მაგალითის ძალით ეს ინტეგრალი ასე დაიშლება 

      _5X _ 1 _ _ 3 | იჯ 

X(X72–-1) X-L1 . 

საიდანაც 

5X--1 _ ძ2X= L,ფ X-I-2 Lფ (X-–-1)-–3 Lყ (:-+-1)+C 
2ჯ(ჯX?1–– 1) 

= L,წ |XCX--1)?(X-+-1)“?)+–C. 
29. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

“ = _ CC –+221–-1 მ» 

ჯპ(ე;2--1)2 · 

მივიღებთ რა მხედველობაში რაციონალური წილადის დაშლას 

(§ 14), ეს ინტეგრალი შეგვიძლია ასე წარმოვადგინოთ: 
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15უჯბშ--2X--1 ძ:: იჯ 
_ _ '” =–-||-–- 2I|-–>- –_ 

| ჯმ(ე8–- 1)? რ > + I> 7 ჯა) 
+ =5ჯ-+I იძ» _ ვ ' 2 

(«ჯ-1) 2) X-1 ა. 3+ აირ. 
საიდანაც, მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალების ამოხსნის შემდგომ, 

გვექნება 
· 1 4 15042 ! ,. 2 13 

უმ(ემ 1)? 2ჯ? ჯ ჯ–! 2+1 

    

    –_2ს%წ;- 

1 5 
–> Lწ(X--1) + 5 185 (X+1)+0C0. 

ვმ. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

– ვ.. 3__ | ვუბ-L2:3--3 ძ» 

(2'-L-1)? 
ეს ინტეგრალი, თუ მივიღებთ მხედველობაში მე-(17) ფორმულას, 

შემდეგნაირად დაიშლება: 

ვჯ"-L2:1--3 2202; 2ჯX–-6 ლელე. (X2-+1)3 (:5-L1)3. ! ) (ჯ იენი ჯ-LC1. 
მარჯვენა წევრის პირველი ინტეგრალი უშუალოდ გამოითვლება: 

  

  

_ | 2Xძ; _ _ _ 1 
(::2-I-1)3 2(ჯ2–I–1)? 

ავიღოთ ახლა მეორე ინტეგრალი. გვაქეს: 

_2ჯ- 6_ >> _ 2XძX_. __ 6 X  _ 

დე“ 1 ფინა | 61-+-ბა 
მაგრამ 

    

(ქ) 92+1. 
მე-20) ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ 

IL 2X = > : +-- 8IL6 ჯ დ. ცბნ)ბ  22+0 
მაშასადამე, : 

( 2ჯ-––6 პჯ –+ 1 
CL: ძX=-- “იი პ ვL6 წ X-+C.
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მესამე ინტეგრალი უშუალოდ მოიძებნება და ამრიგად 

| უე ქ 1 3ჯ-L1 
  

+) “” 2ცპ6-). მ+1 
–3გი (X-+- ვვილ(9ძX+C0 

6ჯ3პ-L2;::2-L.6ე:-1L-1 _ 6ჯ1-ხ2:პ-+6X-L +Cთ 

2(>-L1)? 
მიღებული შედეგი იმ მხრივაცაა საინტერესო, რომ ამ შემთ- 

ხვევაში ინტეგრალი აღებული რაციონალური წილადიდან თვითონ 

რაციონალურ წილადს წარმოადგენს. 

II. რაფშიონალური ნაწილის გამო.ყოფის 

ოსტროგრადსკი––ერმიტის მეთოდი 

§ 18. წინასწარი შენიშვნა ოსტროგრადსკი––ერმიტის მეთოდის 

შესახებ, რაციონალურ წილადების ინტეგრების მეთოდი, რომე- 

ლიც ზემოთ იყო აღნიშნული, მეტად რთულია იმ შემთხეევაში, 
როცა მნიშვნელი ჯერად ფესვებს შეიცავს; განსაკუთრებით ეს 

სირთულე მაშინ აშკარავდება, როცა მნიშვნელის ზოგიერთი ფესვი 

წარმოსახვითია. დიდ სიძნელეს თვით ფესვების მოძებნაც წარ- 

მოადგენს აგრეთვე, როცა მნიშვნელი წრფივ მამრავლებად არ 

არის დაშლილი. 

მაგრამ არსებობს მეთოდი, რომელიც ინტეგრალის რაციონა- 

ლური ნაწილის მოსაძებნდ არ თხოულობს არც მნიშვნელის 

ფესვთა ცოდნას და არც წილადების დაშლას ზემოაღნიშნული 

ჯამის სახით. 

ასეთი მეთოდი, რომელიც ოსტროგრადსკის და ერმიტს ეკუთ- 

ვნის, იმ მხრივაცაა მნიშვნელოვანი აგრეთვე, რომ აღნიშნული 

რაციონალური ნაწილის მოსაძებნად რაციონალური, ოპერაციებია 

საჭირო მხოლოდ, კვადრატურების ამოხსნა კი ინტეგრალის 

ტრანსცენდენტული ნაწილის მოსაძებნად დაგვჭირდება განსა- 

კუთრებით. 

უახლოესი ჩვენი მიზანი ამ მეთოდის განხილვაა. 

§ 19. რაციონალური წილადის დაშლა, ვთქვათ, აღებული 

წესიერი >> წილადის მნიშვნელი ჯერად ფესეებს შეიცავს. 
  

მაშინ ეს უკანასკნელი ასე შეგვიძლია გამოვსახოთ: 

#2) = #2, 18? ჰმა"...0ბ,
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სადაც ” ფუნქციები წარმოადგენენ პოლინომებს, რომლებიც; 
ურთიერთ მარტივი არიან და რომელთა ფესვები მარტივია. მაშა- 
სადამე განტოლება #0 გვაძლევს #(Cჯ) პოლინომის ყველა: 
მარტივ ფესეს, განტოლება ”#:=0 მოგვცემს იმავე პოლინომის. 

ყველა ორჯერად ფესვს და ასე შემდეგ. 
#V2) 
X# (XV) 
  დავამტკიცოთ ახლა, რომ წილადი შემდეგნაირად დაი- 

შლება: 

აა___.. 
MI) X#(7) 12-:(X) წერენ3) 

სადაც ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ყოველი შესაკრები წესიერ: 

უკვეც წილადს წარმოადგენს. ამ დებულების დასამტკიცებლად 
გამოვიყენოთ შემდეგი თეორემა, რომლის დამტკიცებაც უმაღლეს: 

ალგებრაშია მოყვანილი ჩვეულებრივ: 

თეორემა. თუ X#C:) და %X) ორი ურთიერთ მარტივი: 
პოლინომია და #X:) რომელიმე მესამე პოლინომია, 

მაშინ არსებობს ისეთი C«,(:) და /,(1) პოლინომები, 
რომ 

(21) დ,(:;) IXCX)–– /1(2:) 5 (X) = 7'(CX). 

ჩვენს შემთხვევაში 72,(X) და XL? #33...) ურთიერთ მარტივი. 
არიან, ამიტომ შეგვიძლია მივიჩნიოთ 

I%X)==1IC6(:), 95(X)==X#ე” 1?33...X6"; 

ვთქვათ, ამას გარდა, #(CX)=/(»ჯ). (21) ტოლობა მაშინ ასე დაი- 

წერება: _ 

(22) დ, (X) 71, (2:)–– /) (X) 72.3 1ჯვ"...I2'= / (2) 

ამ ტოლობის ორივე ნაწილს #LC:)-ზე თუ გავყოფთ, მივიღებთ: 

/თ ჩი ე დო. 
XX) IL ბ“ ვმ... 

(22)-ე იგივეობიდან აშკარად ჩანს, რომ ვინაიდან # და # ურთი- 

ერთ მარტივი არიან, ამიტომ უკანასკნელი ტოლობის მარჯვენა. 

წილადები ორივე უკვეცი იქნებიან. 

მიღებ _ რ  შილადს -მო თ ისე, როგორც); ლებულ ლ ივ თ, წილად ვექცე ე გორც 

მოვექეცით #12. წილადს და დაშლის ასეთი პროცესი ამნაირადეე, 

განვაგრძოთ, რაც მოგვცემს შემდეგ იგივეობებს:
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_.-_-- _ ათ) + –_-, 

ბე? 10 ვ...8" 2ე? ჯემ... 

_ წი სს-ის 7L · 
#M-1 IV" #M-I #”, 

რომელთა შეკრებით მივიღებთ იგივეობას: 

#”X0 _ ჩი) _ჩთ ჩითი _ 
ი). #, 70) #19. სმით ჯაი). 

რ. დ. გ. 

აქედან ჩანს, რომ ინტეგრალი +5- წილადიდან აღებული 
(ჯ 

შემდეგი ჯამის სახით წარმოგვიდგება: 

#0 ,, (MC. კ (2163) (201 
თა (> # თ“ 77,(X) 2%+I მC- 1%X) რიო 2+I2ო შან“ 

მაშასადამე, „ა წილადის ინტეგრება ასეთი სახის ინტეგრალის 
ჯ 

მოძებნაზე მიიყვანება: 

(24 დ(X) გ, 

(24) (25 (X) რ 

სადაც (2) არის პოლინომი, რომელსაც მხოლოდ მარტივი ფეს- 
ვები აქვს, » კი მთელი დადებითი რიცხვია; ამას გარდა, წილადი 

ინტეგრალის ქვევით წესიერია და უკვეცი. 

§ 950. რაციონალური ნაწილის გამოყოფა, განვიხილოთ ახლა 

(24)-ე ინტეგრალი, რომელიც მნიშვნელის ხარისხის “მაჩვენებლის 

სახით ერთს 27. პარამეტრს შეიცავს. ცხადია, რომ ამ ინტეგრალის 

ამოხსნის სიადვილე პარამეტრის კერძო მნიშვნელობებზეა დამო- 

კიდებული მთლიანად. სწორედ ამიტომ ბუნებრივია კითხვა: 

შეიძლება თუ არა ამ შემთხვევაში გამოვიყენოთ ინტეგრების ის 

ხერხი, რომელიც § 10-ში იყო აღნიშნული? შემდეგი ლემა პასუხს 

გვაძლევს ამ კითხვაზე. 

ლემა. ინტეგრალი 

| თ(X) კ. 
XL" (X)
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ყოველთვის მიიყვანება იმავე სახის მეორე ინტეგ- 

რალზე, სადაც მნიშვნელის ხარისხის მაჩვენებლად 

Xს მაგიერ7#».--1 იქნება. 

ამ ლემის დასამტკიცებლად გამოვიყენოთ ალგებრის ის თეო- 

რემა, რომელიც ზემო §-ში იყო მოყვანილი. 

ვინაიდან 72(2)-ს მარტივი ფესვები აქვს მხოლოდ, ამიტომ 

#ცე) და #IX) ურთიერთ მარტივი არიან; მაშასადამე, არსებობს 

ორი ისეთი პოლინომი M#(ჯ») და ML»), რომ 

დ (::)= #8(2:) # (2)–– #I' (2:) M (ჯ). 
ამრიგად, 

” დ6). , _ (MC | ა ძX= წ-ი #+IXთო4%, ძა». 

ავიღოთ ახლა ტოლობის მარჯვენა ნაწილის მეორე ინტეგრალი. 

რადგანაც 

  

  

XV») __ 1_ ძ. 1 

ჯ·. 6) · “ X-–-1 ძ; >>) 
ამიტომ 

#' 63) 1 MIX) ეკ; =-- 
| ორ სედა 2-1) 8“ 

მივიღებთ რა ამას მხედველობაში, გვექნება 

2C) 

«9 , თ 1. M015-1 ს 
ჯ> X-!1 2-1 #X-1 · 

აღვნიშნოთ ახლა 

_ #»VVC) 
ყლ –--=ს(C ), 

დ(») და დ,(X) პოლინომებია ჯ-ის იმარი. 
ამგვარად მივიღებთ 

დ(X) სინ) _, | დ). კ 

(I%- რ ჯა და 1 ი 11 
და ჩვენი ლემა დამტკიცებულია. 

უკანასკნელი ფორმულის მიმდევრობითი გამოყენება შემდეგ 

ტოლობაზე მიგვიყვანს: 
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დ(ჯ) VL(X) დ/») 
ძ2X== ძი 

| L> #11 +| # 

' . წთ) ს. მიი 
2? 1 X# 

დამტკიცებული ლემიდან ამგვარად ასეთი შედეგი გამომდინა- 

რეობს: 

(24-ეე ინტეგრალის მოძებნა ყოველთვის მიიყვა- 
ნება იმ სახის ინტეგრალის ამოხსნაზე, რომელშიც 

მნიშვნელის ხარისხის მაჩვენებელი არის 1. 

ახლა ისევ (23)-ე ტოლობას დავუბრუნდეთ და თუ ამ ტოლობის 

მარჯვენა ნაწილის ყოველ შესაკრებს უკანასკნელის წესის თანახ- 

მად გარდავქმნით, მაშინ შემდეგი სახის ტოლობას მივიღებთ: 

  

  

სადაც ორივე წესიერი წილადებია. 

  

#9) კ 4(7) ICC.“ 
25 

(2) ქ#თ“ “ფი ითი“ ” 

სადაც =>. და 9 წესიერი წილადებია. ამას გარდა, 

(26) 80)= I Iმებ...# 1, CX2:) == 79, 16ე 1%ვ....IIL- 

  უკანასკნელი ტოლობის ძალით ლი წილადის მნიშვნელს მარ- 
ჯ 

ტივი ფესვები აქვს და ამიტომ ინტეგრალი 

#VC) ძ», 

_ (4162) 
§ 17-ის თანახმად, გამოისახება ლოგარითმულისა და შექცეულ 

ტრიგონომეტრიულ ფუნქციებში. რაც შეეხება 301) ეს, 

როგორც აღნიშნული იყო ზემოთ, ჯ-ის რაციონალური ფუნქციაა 

და ამრიგად, ინტეგრალის რაციონალური ნაწილი გამოყოფილია. 

ამრიგად, ყოველ რაციონალურ 2 წილადს 

=:1621 LC). 
ორი და –-–-–-“. წილადი შეესაბამება იმნაირად, 

18(») (463) 
რომ პირველი მათგანი არის რაციონალური ნაწი- 

ლი ინტეგრალისა
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(1') #0) ძ 

წექC65! 

ხოლო მეორის ინტეგრება მოგვცემს ფეუენქციას, 

რომელიც უკანასკნელი ინტეგრალის ტრანსცენ- 

დენტული ნაწილია. 

დაგვრჩა ახლა აღნიშნული წილადები ვიპოვოთ, რის შემდგომ 

(1) ინტეგრალის მოძებნა უკვე § 13-ის წესის თანახმად მოხდება. 

§ 921. ინტეგრალის რაციონალური და ტრანსცენდენტული 

40: ჯი) 
=-. და-“ წილადების 
80) CLX») 

მნიშვნელები. (26)-ე ტოლობის ძალით ცხადია, რომ 8(ჯ) წარმოად- 

გენს #(C») პოლინომისა და მის #(C) წარმოებულის უდიდეს 

საერთო გამყოფს. რაც შეეხება (« C0C(X)-ს, იგი' მოიძებნება უბრალო 

გაყოფით 

(27) C(»)= 

ნაწილების მოძებნა. ვიპოვოთ ჯერ 

  

#'(X) 

8(2) ' 

გადავიდეთ ახლა მრიცხველებზე. მათ მაგიერ ჩავსვათ განუსაზღვ- 
რელ კოეფიციენტებიანი პოლინომები, რომელთა ხარისხებიც ავი- 
ღოთ 18(»)-ისა და C(X)-ის ხარისხებზე ერთი ერთეულით ნაკლები 
შესაბამისად. ამის შემდგომ გავაწარმოოთ (25)-ეე ტოლობა, რაც 

მოგვცემს 
#IX0) _ ი / 4 ნ 48-48 , Xჯ 
#L(ჯ) >L3)+45= ჯ8' +<' 

საიდანაც, (27)-ე ფორმულის ალი“ შეე 

#0ე=04-– _ კ. 80 9 _ ჯუ. 

ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში ერთი წევრია მხოლოდ წილადის 

სახით მიღებული, ეს არის 490, მაგრამ ნამდვილად კი, ესეც 

პოლინომია. მართლაც, (27)ე ტოლობიდან გვექნება 

I" = 8 C0+0” #8, 

8 

საიდანაც 

_ 80 , 
8 +C'".
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მაგრამ, როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული, #" გაიყოფა 78-ზე. 
მაშასადამე, თუ უკანასკნელი ტოლობის მარცზენა ნაწილს X(Xჯ)-ით 
აღვნიშნავთ, გვექნება: 

8' 58. =X-X 

და ამიტომაც 

(28) #(00=C04'–.I(X – 0)+8X. 

გავუტოლოთ ერთმანეთს ამ იგივეობის მარცხენა და მარჯეენა ნა- 

წილის კოეფიციენტები ჯ-ის ტოლი ხარისხების წინ, მაშინ მივი- 

ღებთ განტოლებათა სისტემას რომელთა რიცხვი უცნობ კოე- 

ფიციენტთა რიცხვის ტოლია. 

ეს სისტემა მოგვცემს ყველა აღნიშნული' კოეფიციენტის მნიშ- 

ვნელობას და ამით 4(X») და #X) პოლინომები იქნება მოძებნილი. 
ზემოაღნიშნული მსჯელობით სავსებით გამართლებულია ის, 

რაც თავიდანვე იყო აღნიშნული, ე. ი. 

19) 4 თ) და –-–-- 1. წილადების მოსაძებნად არაა საჭირო 
8(7) CC») 

აღებული წილადის #”(>I) მნიშვნელის ფესვთა ცოდნა, 
2ბ) ინტეგრალის ალგებრული ნაწილის მოძებნა წმინდა რა- 

„ციონალური წესით მოხდება. 

ამრიგად, გამოდის, რომ ზემოაღნიშნული მეთოდით ინტეგრა- 
ლის რაციონალური ნაწილი კვადრატურიდან გამოყოფილია, ამი- 

ტომ რაციონალური წილადის ინტეგრების ასეთ მეთოდს ინ- 

ტეგრალის რაციონალური ნაწილის გამოყოფის 

მეთოდი ეწოდება. 

შენიშვნა. აღსანიშნავია ერთი მეტად საინტერესო გარე- 

მოება: (28)-ე იგივეობის ძალით; 4(:) და „8(:) პოლინომების კოე- 
ფიციენტები ერთის მხრით და /(ჯ) და XV პოლინომების კოე- 

ფიციენტები მეორეს მხრით რაციონალურ დამოკიდებულებაში 

იმყოფებიან ერთმანეთს შორის; ამიტომ (1! ) ინტეგრალის რაციო- 

ნალური ნაწილი რაციონალურია არა მარტო ჯ-ის მიმართ, არა- 

/ (2) 

XL (7) 

ლებით იგიიე ით მის > ლე გივე ითქ 0 C 

  მედ აღებული წილადის კოეფიციენტთა მიმართაც. სრუ- 

  წილადის კოეფიციენტებზეც- 

მაგალითი. გამოვიყენოთ სულ ახლად მიღებული მეთოდი 

“შემდეგ კერძო მაგალითზე: ქ
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ე:5 ––1 

I 
ამისათვის ჯერ გამოვარკვიოთ, თუ რა სახეს მიიღებს (25)-ე ფორ- 

გულა ამ შემთხვევაში. მოვძებნოთ მნიშვნელები 8 და C. 

ა X#"(2)==2:(ჯ1-1-1)?. 

ამიტომ (26)-ე ფორმულის ძალით გვექნება 

80ე=X" (X·-+-1); C(X)=>=X (X"-L1). 
მაშასადამე #4(X) და #(CX;) პოლინომები მე-3 და მე-2 ხარისხის 

იქნება შესაბამისად. ამრიგად, ძირითადი ფორმულა ამ შემთხვე- 

ვაში ასეთ სახეს ღებულობს: 

| ჯC--1 ძ-= იX-+-ხა?-L-6-X--# _ | (ე:ბ–-1X-C I ძ» 

  

X%ჯ?-L1)2. ე:მ(ჯ7–+1) 2(ჯ2-+1) 
თუ გავაწარმოებთ ამ ტოლობის ორივე ნაწილს, მივიღებთ 

უტას _ –- ძა 2ხ'-1-(6 -- პი) :მ--4/ ჯ9-- 6:--2# + 

ეპციბ+1)2. ა. 
დე:მ LX + # 

XCL7-L1) .' 
ახლა შევკრიბოთ მარჯვენა ნაწილის წილადები და შემდეგ გავუ- 

ტოლოთ ორივე ნაწილის მრიცხველები, რაც მოგვცემს 

უზ 1 =ჯჯნ--(1--ი)X?--(MI-- ს--2ნ)>პშ+0-+ი–-3Cჯ” 

–+წ0I--4#)ჯ1–-6X – 2/. : 

მაგრამ ასეთი ტოლობა მხოლოდ მაშინ იქნება იგივეობა, როცა 

ტოლობის მარცხენა და მარჯვენა კოეფიციენტები ჯ-ის ტოლი 

ხარისხების წინ ტოლი არიან. ამრიგად, ამ კოეფიციენტთა მოსა- 

ძებნად შემდეგ სისტემას მივიღებთ: 

#==1, 1--ძ=0, #V-+-L-2ხ=0, #–3C-+I=0, 

მ)--4#/ =0, (==0, 2#=1. 
აქედან ვიპოვით ' 

ვ 1 
ძი=-0, ხ=-–, 2=0, #= –“-, #=1, 1==0, #==2. 

2 2 

ამრიგად, (25)ე ფორმულა ასეთ სახეს ღებულობს: 

61 ი 2 2 „> 30) ე (2+2 
XX”–-1)” 2X%X”-++1) .) X(>?-+1)
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დაგვრჩა ახლა მოვძებნოთ მხოლოდ ტოლობის მარჯვენა ნაწილის 

ინტეგრალი. რადგანაც 

ჯ?-L-2 2 ჯ 

(365. არეში L _ ჯ?8-L1” 
  

    

ამიტომ 

ჯმ%-L-2 ძ:: Xჯძ.: 1 ი 
„„ა– უ.2X=2 _––_ =2 I ფX1–-- –– L X”-+1 C. 

(ი I 2) რი 50M00+X 
ამრიგად, საბოლოოდ გვექნება 

Xჯ ი-1 _ 3ჯ? -–+L+1 ჯ? ი = = თ +. 
I> ალ)“ ცე 805 ' 

§ 95. ზოგიერთი შესანიშნავი მაგალითი. რაციონალური წი- 

ლადის ინტეგრება, როგორც დავინახეთ, ყოველთვის შესრულდება: 

ზემოაღნიშნული ორი ხერხის საშუალებით. მაგრამ ზოგიერთ რა- 

ციონალურ წილადს აქვს ისეთი აგებულება, რომ მათი ინტეგრება 

ჩვეულებრივ შეიძლება მოხდეს ძირითადი წესების გამოყენებითაც 

და ასეთ შემთხვევებში, რა თქმა უნდა, აღნიშნული ორი ხერხი 

არცაა საჭირო. ქვემოთ მოგვყავს რამოდენიმე ამგვარი მაგალითი. 

19. გამოვთვალოთ "ინტეგრალი 

ჯ”"ძ:: 

„ჰქ რ+ხა"” 
სადაც ” და # მთელი დადებითი რიცხვებია. 

გარდავქმნათ ჯ ცვლადი შემდეგნაირად: 

  

1=ძ0–+ხX; 
მაშინ 

X= L 4 ა) 0X:= 4“. 
ხ 

მაშასადამე, 

(29 X= 3 ძ 
ხთ! ჯ" 

უკანასკნელი ინტეგრალის მოძებნა მეტად ადვილია: საკმარისია 

ამისათვის (– ი)” ნიუტონის ბინომის წესით დაიშალოს და შემ- 
დეგ დაშლის თითოეული წევრი /"-ზე გაიყოს; ინტეგრება ჯამისა; 

რომელსაც ამნაირად მივიღებთ, მოხდება ინტეგრალის დაშლის 

ხერხის გაზოყენებით (§ 8, 1) ინტეგრების შემდგომ ისევ ჯ;-ს
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უნდა დავუბრუნდეთ და ჯ ინტეგრალი მაშინ (ი- +-ხჯ)-ის ალგებ- 

რული ფუნქციის სახით წარმოგვიდგება. 

29. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

L- - + –_ 

ჯMი-LხX)" 

სადაც # და # მთელი რიცხვებია =>1. 

მოვახდინოთ ასეთი გარდაქმნა: 

  

ი-–- ხნX= XI. 

აქედან 

ჯC-“ ,ძლლ- -? .კ, 
(–ჩ (I –– ჩხ)? 

მაშასადამე, 
- __ 1 ((––ხ)”!#-? 

ლ. ძო! “1 |  ” ი. 

მაგრამ I» ++ #-- 2 არაუარყოფითი მთელი რიცხვია და ამიტომაც 
უკანასკნელი ინტეგრალი არის (29)ე სახისა. მაშასადამე, ამ 

ინტეგრალის მოძებნა მოხდება ზემოაღნიშნული წესის თანახმად. 
39, გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

=| (X--ი)” (CL - #)” 
უს ინტეგრალი დაიყვანება 21% სახის ინტეგრალზე. მართლაც, თუ 

მოვახდენთ გარდაქმნას 

430) X--2=7, 

მივიღებთ 

| ძჯ – | ძ> 

(X–– ი)” (X – ხ)" 2შ(.–-ი) ” 

სადაც 6=ხ–-ი; უკანასკნელი ფორმულა ამტკიცებს ნათქვამს. 

მაგრამ ამ ფორმულის მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალის მოსა- 

ძებნად უნდა გამოვიყენოთ, როგორც ზემოთ, გარდაქმნა: 

  

2---=7! 

და თუ ჯ-ს გამოვრიცხავთ ამ უკანასკნელისა და (80)- ე ტოლობი- 

დან, მივიღებთ 

X-––ხნ= (2:––-ძ)!.
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ცხადია, ეს არის ის გარდაქმნა, რომლის საშუალებითაც უნდა 

გამოვთვალოთ #L ინტეგრალი. მართლაც, აღნიშნული გარდაქმნა. 

გვაძლევს: 
  X–-ძ= ა 0:=- 

საიდანაც მივიღებთ 

=- 1. _ | ქ–ი'”“, 
(1 ფთ)“ ოშ1 ჯუ 

და ეს ინტეგრალი მოიძებნება ისე, როგორც (29)-ე ინტეგრალი. 
ინტეგრების შემდგომ ისევ ჯ-ს თუ დავუბრუნდებით, I ინტეგრალი. 
ჯX-–ხ 

  ე წილადის რაციონალური ფუნქციის სახით გამოისახება. 

4". გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

    

ჯ 

(02: -+ ხჯ –– C)" ' 

სადაც # მთელი დადებითი რიცხვია, ხოლო ძ«, წ, C აკმაყოფილე– 

ბენ პირობებს 

(31) ი==0; ხზ– 4ძ0>0. 

ამ ინტეგრალის გამოსათვლელად შევადგინოთ სათანადო რე- 

დუქციის ფორმულა. გამოვიდეთ იგივეობიდან 

. 4იC--ხ1==40(იX2--ნX-LC6) – (20X––ხჩ)?, 

რომლის საშუალებითაც აღებული ინტეგრალი ასე წარმოგვიდგება: 

  

(|, 1 ( (4ი-0%% _ ლიი 
ც2) | _ 4ძი--ხ? ) (ი»?–-ხჯ-- ი)"  466--ი? ) (თX?-L-ხ:;-L6)"“ 

: I _ 1 · (2ძX-1-ხ)? ძ:: 

L 4იძ-–-ხ! ) (ძ»?--ხჯ--C)" 

მარჯვენა ნაწილის უკანასკნელი ინტეგრალი გარდავქმნათ ნაწი– 

ლობითი ინტეგრების წესით. გვაქვს: 

20X––ჩ _ _ 2ი+.ნ 1 

| (2022-+-) (თჯ თორი ძX ს-ს (ითX?-+-ხX-+1+-)"“1 

  

+: == '



78 ინტეგრალური აღრიცხვის კურსი 

ჩავსვათ ეს (32)-ე ფორმულაში, რის შემდგომ უკანასკნელი ასე გად- 
მოიწერება: 

( _ 1 _ _ 2ძჯ –+–-ს _ 

ვვა I | (იზ-+-ჩX--C)" ( #--1) '(406––ხ?) (ი? ხX-+- 5-1 

( | 2-3 __ 40 _ ძX 

2-2 40C-წ?. (თჯ?- ხბო 

ეს არის რედუქციის ფორმულა, რომლის შედგენაც მოითხო- 

«ფებოდა. ამ ფორმულის მიმდევრობითი გამოყენებით I ინტეგრალი 

მიიყვანება ინტეგრალზე 

    

ძა: 

თძX'--ჩX--6 , 

«რომელიც შესწავლილია უკვე (§ 11, 49) და ამრიგად თვით X ინ- 
·ტეგრალიც მოძებნილი იქნება. 

5). გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

= _ 4X-L-8 _ ძჯX 

ცებ ხX-+--+6 

ამ ინტეგრალის მოსაძებნად, დავშალოთ იგი ჩვეულებრივი წესით: 

1:0X ძჯ 
X34 I =14, –_--_--..-. ._. ._-_____. 5, 

ლი) | + (=> 

-”განვიხილოთ ახლა მიღებული ტოლობის მარჯვენა ნაწილის პირ- 

ველი ინტეგრალი. რადგანაც 

( 20X--ხ 
= I) (ძე;? 22--IX-L. ძX=LI9 (0იX1-LხX-I-C)“-0თ, 

ამიტომ 

, _.._. _ ხ 
(35) | ძა: -ხX+-> 2ძ L§ (ი 1->Lი) 2-3 ელ 

ჩავსვათ ახლა ეს (34)-ე ფორმულაში; მაშინ უკანასკნელი ასე გად– 
მოიწერება: | 

    

4:-+-8 _ 4 (ე.ვ 436) |I=->- ძ-= ი L§8(>14+ +090 + 

-+L 2ძ8--4ხ | ძX 

24 ცუბ--ხX--2
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ამრიგად, X ინტეგრალი მიიყვანება ინტეგრალზე: 

იჯ 

. ძX?--ხX-+-6 | 

რომელიც განხილულია უკვე (§ 11, მაგ. 49). 

69%. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

1=|-- .,, 
(თX1--ხX--0)" 

სადაც II, # დადებითი მთელი რიცხვებია და, ამას გარდა, II==2/): 

«, ხ, C აკმაყოფილებენ ზემოაღნიშნულ (31)-ე პირობებს, 

შევადგინოთ ამ ინტეგრალისათვის შესაფერისი რედუქციის 

ფორმულა. გამოვიდეთ იგივეობიდან: 

  

2) ვო”! | _ _ წს -1)52 ძ»-– 

(თ: -ხ;+4)" “1 (თX"--ხ + 6)" “1 

_ C-1)(204+-წ)ო- , 
(იX?--ხX-+-C)" 

რომლის მარჯვენა ნაწილის პირველი წევრი (ძთX? –- ხX -I- C)-ზე გა- 
ვამრავლოთ და გავყოთ; მაშინ მარტივი გარდაქმნის შემდგომ 

გვექნება: 

9 

ძ უთ | თა: , თშ. ქ ძ:–- 
(ი»"-+-ჩ»-L-ი)" ” (იჯ -Lხ::-+-C)" 

–(M–-7#) 5 დ”. ლლ ----–-–-–-–ძ: 
(იX?–“–ხ1–+-C)" 

–(2ს-M-1) ძ 
ჯი 

_----ძს 
(თ»X"–-–ხX-+-2)" 

  

აქედან მივიღებთ რედუქციის ფორმულას: : 

Xჯ ქ»= 1 გორ-1 

|, (რჯ?–-ხX-L-C)" (2ს--)) (თX1+ნXჯ-L2)ბ“1 

(37) _ ჩ-ს ძღ-L ს 

2?ი–-ა-1 ი – | (თუ'–-ხX--C)" 

–-1 „ა? 

21)----1 ლ C-ვ: 3
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ამ ფორმულის მიმდევრობითი გამოყენებით I ინტეგრალი მიიკ- 

ვანება მე-4“ ინტეგრალზე 

  

ჯ 

(ძ::1--ხX–-C)" 7 
რომელიც გამოითვლება (33)-ე ფორმულის საშუალებით. 

აღსანიშნავია ერთი გარემოება: რედუქციის (37)-ე ფორმულის 

გამოყენება მხოლოდ მაშინაა შესაძლო, როცა 2#/--#--1=5-0. კერ- 
ძოდ, მაგალითად, ეს ფორმულა არაა სამართლიანი იმ შემთხვე- 

ვაში, როცა IM =#=1; მაგრამ 1 ინტეგრალის ამოხსნა ასეთ შემთხ- 

ვევაში ცნობილია უკვე (მაგალითი 59, (35)-ე ფორმულა). 
ვთქვათ ახლა II=2M--1, ხოლო #>1. რედუქციის ფორმულის 

შესადგენად ამ შემთხვევაში, გამოვიდეთ იგივეობიდან 

– (ქ:მ--ხX-+C) –-(ხX+-2თ) 

  

ი 

რომლის საშუალებითაც გვექნება 
( (ი ე;ზ“ 1 ძა = –L ჯმო“ვ ოე ქ. 

, («X;?––ხ2:-<C-2)" (22 Cნი-იბი. 

უშო-3 

იი 1 <4 თათი“ 
| __ ხი =) ეზ 2 – 

L (61+-ხX-+-თ5 
ამ ფორმულის მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალებიდან პირველის. 

მოსაძებნად თვით ეს (38)-ე ფორმულა უნდა გამოვიყენოთ, ხოლო. 

ორი უკანასკნელის გამოთვლა. ზემოაღნიშნული (37)-ე ფორმულის 
საშუალებით მოხდება. 

79, გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

L- | ძX _ _ 

ჯი(ძ?-Lხ- Lე)" ” 
სადაც „ და # მთელი დადებითი რიცხვებია, ხოლო თ, ჩ, C წი– 

ნანდელ პირობებს აკმაყოფილებენ. 

რედუქციის ფორმულის შესადგენად ვისარგებლოთ იგივეობით: 

1 | /  #–-1 __ 
ი (== | - C (ტ:: ++ ხ:-+-)“? 1 + 

(#–-1) (2ძ::-+ხ) ) ქ» 
ჯი“) (კჯ? –- ჩნჯ -L)"
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ამ იგივეობის მარჯვენა ნაწილის პირველი წევრი (ითX?-+-X-L+C)-ზე 
გავამრავლოთ და გავყოთ; მაშინ თვით ეს ფორმულა მარტივი 

გარდაქმნის შემდგომ ასე გადმოიწერება: 

    ი = ლილე = (II “–– 1) ძX 
უშ (ეჯ?-LხX-+C2)" 1 ჯ”(ძჯ?-+-ხX-L2)" 

ძჯX 
', –2 ვ“გ-_:.:..----- I/4 –_ –+(+M-2) ხ გოანდებე-ნიიი" -–++CV + 2 

ძჯX 

უჯ” ბ(ეა+ხX+V)" ' 

აქედან რედუქციის შემდეგი ფორმულა გამოგვყავს: 

–პაი 

    

| _ ძჯ _ _ _ 1 1 

ჯიჯ?'--ხX-+-2)" - (0-1) ჯ-" 1(ძ;?1-+-სMX+>CV))1 

39 _ ”ა-ხ–2 6 ძი. _ 
( ) 7-1 3) ჯი“ 1(ცე:ბ–--ხX+9%2)" 

__ 402-7 : «(| ძჯ; 

ჯ" “(ეჯ + ხX+ "ს 

ამ ფორმულის  იმდეერობითი გამოყენება მიგვიყვანს მე-49 ინტეგ- 

რალზე, რომელიც ზემოთ იყო შესწავლილი. 

მაგრამ ეს ფორმულა სამართლიანია მხოლოდ მაშინ, როცა 

#M+%-I1I. ვთქვათ ახლა M1=1. გამოვიდეთ ამ შემთხვევაში იგივეობიდან 

ი=(ჟებ-LხX--2)--(ძX2-Lხ:!), 

რომლის ძალითაც შეგვიძლია დავწეროთ 

  

(40) Lე – 1. | „ ძირი _ 
2:01 +ხX-+LC)" C ) #(0X–+ჩX-++-6)" 1 

_ ი ჯძჯ + | ძა: . 

-C2 ქ (20X-+-ხნX–+-–2)" 2 ) (იჯ»“–+-ხX-2C)" 7 

მაგრამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილის მეორე ინტეგრალი (37)-ე რე- 

დუქციის ფორმულის გამოყენებით ასე გარდაიქმნება: 

  

205: _ _ 1, 1 __ 

| (თX”--ხX-L2)" (2-2) (თX»1+ნ»--”)" “1 

ჩ 
ა 2I (2»>-LჩX-+Lთ"
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და როდესაც ამას .(40)0) ტოლობაში ჩავსვამთ, ეს უკანასკნელი 

შემდეგნაირად გადმოიწერება: 

41) _  მX გ- 1 __ _ 1. _. __ 

( | XL(2X?--ხX--2)" (2-2) (იX?+ჩ»ჯ-C)" “1 

ხ ძX L1 ძ.: 

–- 21-33: C (ლვოლლ= ' 

ასეთია რედუქციის ფორმულა, როცა #=1. 

აღსანიშნავია ერთი გარემოება: მიღებული (39) და (41) ფორ- 

მულები სამართლიანია მხოლოდ იმ შემთხვევისათვის, როცა 

2 = 9; მაგრამ, თუ C=0, მაშინ ” ინტეგრალი ღებულობს 29% სახეს. 
80. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

= '_ უშ 1ძ:; 1 

ჯ ა” ” 
სადაც #I, #, ჩ# მთელი რიცხვებია, რომელთაგან | შეიძლება იყოს 

დადებითი, ან უარყოფითი, ანდა ნული, ხოლო #>0, #>0. 

აქ ორი შემთხვევა წარმოგვიდგება: 19) ;ჯ(==20, 29) #=>0. ეს 

ორი შემთხვევა განვიხილოთ (ალ-ცალკე. 

1%) 1 ინტეგრალს ამ შემთხვევაში აქვს სახე: 

  

-|--. | 

. X(ი--ნX")? 
მოვახდინოთ გარდაქმნა 

(42) 2ჯ=X". 
აქედან 

ძ2 ძX , 
–_– =8-, 

ჯ 1ჯ 

მივიღებთ რა ამას მხედველობაში, გვექნება 

  

_ ძმ; _ 1(___ ძჯ; 

I 2(66+ხ,)”? » ქ ჯ(0+ნუ? 
ამრიგად, როცა #=0, მაშინ აღებული ინტეგრალი გარდაქმნის 

(42) ფორმულის საშუალებით მიიყვანება 24% სახეზე. 

' ინტეგრალის ნიშნის ქვევით მყოფი წილადის მრიცხველში Xჯ აღებულია 

(2-–-1)-სა და არა 7/-ურ ხარისხში სიმარტივის მოსაზრებით მხოლოდ და ეს აღ– 
მოჩნდება შემდეგში.
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29%) (11:=>0). დავამტკიცოთ, რომ შეიძლება 1 ინტეგრალის გა- 

მარტივება იმ შემთხვევაში, როცა » და #1 ურთიერთ მარტივი 

არ არიან. მართლაც, ვთქვათ ამ ორი რიცხვის უდიდესი საერთო 

გამყოფი არის #; მაშინ 

ILI=(I, 1 =VIX, 

ს და V ურთიერთ მარტივი რიცხვებია. მოვახდინოთ ახლა გარდაქმნა 

ჯ= 7“. 
გვაქვს: 

ეხლ=ჯ% =1', ძ:= 1-2 0-ს, 

1 1 1 
ჯა" ძულ –- ჯიხძეღ = + ჯსს“ 1)% ი--- 21 ძე, 

მივიღებთ რა ამას მხედველობაში, ” ინტეგრალი შეგვიძლია ასე 
გადმოვწეროთ: 

უღლლი (2-L ხჯ"" 
“და ეს არის აღნიშნული ინტეგრალის გამარტივებული სახე. 

კერძოდ, როცა # იყოფა #ჯ-ზე, ე. ი. როცა #I-ს აქვს სახე 

1)ს== 7) 

სადაც » მთელი რიცხვია, მაშინ / თვითონ იქნება «I-ისა და X-ის 
უდიდესი საერთო. გამყოფი და 7 ინტეგრალს ექნება შემდეგი სახე: 

1 _ჯბ ძლ _ 1ძ: 

(თ-+ხუ) 

მაშასადამე, L ინტეგრალის 9 მოძებნა ამ შემთხვევაში 149 სახის ინ- 

ტეგრალის გამოთვლაზე მიიყევანება. 

ამრიგად, 1 ინტეგრალის განხილვისას შეგვიძლია ყოველთვის 

ფგიგულისხმოთ, რომ ჯ)| და ჯ ურთიერთ მარტივი რიცხვებია. 

მეორეს მხრით, 7 ინტეგრალის გამოთვლის სიადვილე XI, #, ჩ 
რიცხვების კერძო მნიშვნელობებზეა დამოკიდებული მთლიანად, 
უ. ი. ეს ინტეგრალი არის მე-29 სახისა (§ 10). საქიროა ამიტომ 

IL ინტეგრალის მოსაძებნად სათანადო რედუქციის ფორმულების 

შედგენა. მაგრამ, როგორც ქვემოთ დავინახავთ, საკმარისია ვიცო-
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დეთ ერთი ასეთი ფორმულა, სახელდობრ ის, რომლის საშუალე– 

ბითაც # მაჩვენებლის ნაცვლად გვექნება #-––1. ამგვარი ფორმულის. 

შესადგენად გამოვიდეთ იგივეობიდან: 

ი ვჯთ უთ -1 ჩე:ხტო-1 

43 -–  _–..- “ ს–/ -–-.  – - _ (ხი. 1) ჯგ ––---- .... 
რ) 3, | ლ CC | ეოოოოუაუივაფია ელო 
მაგრამ 

ჩც):ო+ორ”1 =ე:”(8-Lჩჯ") –- ეჯი-1; 

ამიტომაც (43) ფორმულა ასე გადმოიწერება: 

ი ჯრ ჯო“1 

ძა წლუვ რინა ვალ 1 
„MM -1 

(«-+ჩ»")?. 
აქედან ინტეგრების შემდგომ გვექნება 

--(ჯ– ს)/4« 

| თო“17/ჯ _ _ 1 ჯი __ 

(ი--ხX")? თ(010–) (თ-L-ხX")?“ 1 

_ სიმ ჯრ”“1 “ი 

ი(ხს–ი) .) (თ--ხX")?“?1 

ეს არის ის რედუქციის ფორმულა, რომელზედაც საუბარი იყო- 

ზემოთ. ამ ფორმულის მიმდევრობითი გამოყენებით აღებული 1 

ინტეგრალი შემდეგი ინტეგრალის გამოთვლაზე მიიყვანება: 

(44) ჯი“–1 

–––- ძX 
ძ + ხX" 

შევისწავლოთ ახლა ეს ინტეგრალი. აქ ორი შემთხვევა წარმო- 

გვიდგება: 7=>>1, <1. 

პირველ შემთხვევაში შეგვიძლია ყოველთვის ვიგულის-- 

ხმოთ, რომ წილადი ინტეგრალის ნიშნის ქვევით წესიერია. მართ- 

ლაც, თუ წილადი ინტეგრალს ნიშნის ქვევით წესიერი არ არის,. 

მაშინ ამ ინტეგრალის მოძებნა ყოველთვის მიიყვანება ერთი წე-- 
სიერი წილადის ინტეგრებაზე და ამისათვის, რა თქმა უნდა, საკ- 

მარისია მრიცხველი მნიშვნელზე გავყოთ. 

მეორე შემთხვევაში (ჯ<1) აღვნიშნოთ. 1#--1 = –- I); 7, 

დადებითი მთელი რიცხვია. ამრიგად, (44) ინტეგრალს ექნება სახე:
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| ძX 

2ი, (ი + ხX5). 

„დავამტკიცოთ ახლა, რომ უკანასკნელი ინტეგრალის მოძებნა ყო- 

ველთვის მიიყვანება იმ სახის წილადის ინტეგრებაზე, რომელიც 

პირველ შემთხვევაში იყო განსაზღვრული (» დადებითი და <>”). 
მართლაც, უბრალო დაშლით მივიღებთ: 

ეაეე«- –L---2, 2 
X-ს (ძ “++ ხX”) ი LX" ი--ჩ»" 

"თუ M>VMI,, მაშინ ეს ფორმულა საშუალებას გვაძლევს (44) ინტეგ- 

რალი მივიყვანოთ საძიებელ სახეზე; მაგრამ თუ #<#%), მაშინ ამ 

ფორმულის მიმდევრობითი გამოყენება უეჭველად მოგვცემს აღ- 

'ნიშნული სახის ინტეგრალს და, მაშასადამე, ის, რაც მოითხოვე- 

ბოდა, დამტკიცებულია. 
ამრიგად, (44) ინტეგრალის განხილვისას ვიგულისხმოთ, რომ 

”. დადებითია და <>». 

მოვახდინოთ ახლა გარდაქმნა: 

· ხ 

ლ-1/ +434» 
სადაც + ნიშნებიდან ისეთი ნიშანი უნდა ავიღოთ, რომ უკანას- 
„კკ0ნელი რადიკალი ნამდვილი რიცხვი აღმოჩნდეს. 

ამგვარი გარდაქმნის შემდგომ (44) ინტეგრალი მიიღებს სახეს: 

(45) 4| ს, 
1-–ლ 
  

სადაც 4 გარკვეული მუდმივი რიცხვია. 

ამრიგად, მე-8? ინტეგრალის განხილვამ მიგვიყვანა (45) სახის 

-ინტეგრალზე და ამ უკანასკნელის შესწავლა ჩვენს უახლოეს მიზანს 

"შეადგენს. 
99, გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

უო“ 1 

წ – | - ძX, 

1-Lე: 

სადაც # და # მთელი რიცხვებია და #<ჯ#; ი რიცხვის მნიშვნე- 

ლობისა და Xჯ9? ხარისხის წინა ნიშნის მიხედვით აქ წარმოგვიდგება 

ოთხი შემთხვევა; ეს შემთხვევებია: 

 



86 ინტეგრალური აღრიცხვის კურსი 

გოო1 
ა) |-შ. ლ % ბ) |5-- ლბ 

გ) (3. ძიX 

განვიხილოთ ყველა ეს ინტეგრალი მიმდევრობით. 

ა). ამ ინტეგრალის მოსაძებნად გამოვიყენოთ დაშლის ხერხი 

(§§ 13, 14). მოვძებნოთ ამისათვის მნიშვნელის ფესვები. 

            
ლლ: 

ჯ?-+-1=0 

განტოლებას აქვს 2) მარტივი ფესვი და ეს ფესვები შემდეგია: 

2M+1 _. 95+1 
X1=6 2. “ელ=6“ 2 ს #=0, 1, 2,...,/--1. 

აღვნიშნოთ 

(46) თ =2X1 „ 
27 

ამრიგად, წილადი, რომელიც ა) ინტეგრალის ნიშნის ქვევით იმყო- 

ფება, შემდეგნაირად საი 

  

ჯი-1 9-1 1 8, 

47) : ი. 2 ჯ + 2, –-თფ 1+X 24 %--609, = ჯ--6 9. 

4. და 8. კოეფიციენტების მოსაძებნად გამოვიყენოთ (9) ფორ- 

მულა. გვაქვს: 

4,= თოს 8 06-(ო-1)C,! 1 ==” 

" 2ცგმი ი! 2» ა 2M6- 0-2. ? 

მაშასადამე, (47) ფორმულა ასე გადმოიწერება: 

(48) “ეა 1% (“ა --% |. 
1-1-ჯ2ი 2 ლ სჯ. 6, ჯ--ტ“ძე 

მაგრამ ' 
ტ)C,) 0“ ოლ, _ X(C6მI%V'--6 თ0))- -(ტ(ო–1)0,! I ტლ “1)ი,'). 

ჯ-ის, Xჯ--46 9 ჯ"--(ტი'- I 4 9)ჯX--1 

__ 2X005 MIთ-–-2 005(81--1)თ, 

1 1--2:; 005 0ჯ--:;? ' 

გარდაექმნათ ამ ფორმულაში 008 (II-–-1)თ.. გვაქვს: 

0605 (1)–– 1) თ-=>008 (I1თL-– თს) = 005 1/ICჯ 605 0, -+510 IC; §10 თჯ, –
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რის შემდგომაც აღნიშნული ფორმულა შემდეგ სახეს ღებულობს: 

გოთ, ით. _ _008 M10L(22:-–-2 605 თ) - _0  L_ _ _60571#(<X-–-24603V) __ 
ჯი " გით. 1--2X 008 თჯ-I-ჯ? 

· §10 CL 
–-251) თ 

81ს” თ,--(X–-00პ თ)? 
და აქედან მივიღებთ 

I | იი – 2) ძ:;= 608 თთ Lწ (1–-2X 605 %-L-X”) ჯ–-ე–ინ X--ტ6 ი! 
  

– 28510 თ ვაც (ე ->-- 98 >. , 
810 თ, 

მოვახდინოთ ახლა (48) იგივეობის ორივე ნაწილის ინტეგრება, 
მაშინ უკანასკნელი ფორმულისა და (46) აღნიშვნის ძალით გვექნება: 

1 5-1 რაი ალ ნოი”; (2L-+-1)2 , , _-- § წ“. I “);L ვ 

M 2, ი იზ-–ეც ქ? 

%X–-6008 (2+1X 
1 %L1 _ (2X-IL-1)/I> 2” 

“C-– სვი ––- – ვინ. – 
# ლ 2» => 200- 

# 
და, ამრიგად, ა) ინტეგრალი გამოთვლილია. სრულებით ამავე 

წესით მოიძებნება თ დანარჩენი ბ), გ), დ) ინტეგრალებიც. 

ბ. (5 -ძ%- I-ს %60+%-C60-%) 

== L6 (1 +205 ++ ') 

  

2» #=1 ჩ 

I 
X–-00§ –– (–1)=“1 #-1 . #M9X ჯ” 

ნია  – 810 გIხხფ–– –-. 

გ # 810 #5 
7
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ურო“1 (--1)”.+ “ 

გ). ს საათს #5 53: 3-1§0+) 
2. (2+1)25 1 (ე _ 2 სა (2+1)5 ”) 

– 3 2 იი ა 11 1L6( X608 · ++> 

  

2#–+–-1 

X-––608 (2L+1X 
2 (2L+–-1)1)# 2 M-+-1_ 

%I კე I /11MI6 გაი სალო ასას ოაასაილოც>5). 
2/-+1 · 

გორ-1 1 
· ეუეეა'–-– ტლ. ს 1: 

დ) ჩ- >> მ» 2) –+ 1 I 8( ·) 

(–-1)უ“1 ო«-1 (2:+1MI% „, LV (1 2 (2#––1)ჯ»X ') 
-L 2-LI 2, %5 2+-I –L 2:: 605 2»-LI + 

(2#-L1)= 
2-5! ბ (20+1)ით 5199 2211 ფს ლ----- მის -–“ 2M-L1)» –_ 
ს 2ი-+1 #50 2M-L1 ყვე (რნ: – 

2M-L1 . 

ეს ფორმულები მოყვანილია 186Xხ-ვიძ”ის მიერ (იხილე მისი წიგნი: 

შM3116 ძ6 ლგ8!Cს! 10L6C9XL81, L. 23). 

109. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

L---+--- · 
ი0Xქ--ხX?1-+- 

აქ სამი შემთხვევა წარმოგვიდგება: 

ხ"--4ი-->0, ხბ–4ძი<0, ხ1--4ძ-=0. 

პირველ შემთხვევაში გვექნება 

თX!-CხX?-+-C=ძ(X?--თ) (X?-–-8), 

სადაც თ და 8 ნამდვილი რიცხვებია: 

მაშასადამე, 

  

1 _ 1 _ 1 _ 

ძუ" -Lხჯ?--“ ძ(თ–8ჩ) (>- ჯ?·–-8 

_ 1 ( 1 __ 1 

ს ხპ-4ი სა-თ ჯმ?--8 
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აქედან მივიღებთ 

  ( ძა _ _ 1 (–” –>»-5=>| ძX 

) ი::'-+ჩX?--“ IM” ხ-ტი0ქებ-თ |/ ხ?1--4ე0ქ 7-8. 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალები არიან თ და ზ რიც- 

ხვების ნიშანთა მიხედვით ან 297 ანდა 3,9 სახისა (§ 11). ამრიგად 

XI ინტეგრალი პირველ შემთხვევაში ამოხსნილი იქნება უკვე ცნო- . 

ბილი კვადრატურების საშუალებით. 

მეორე შემთხვევაში გვექნება 

4ძC>ხ“. 

ყოველთვის შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ ი და C დადებითი 

რიცხვებია. V 
ახლა დავშალოთ ძჯეშ--ხჯ"-LC შემდეგნაირად: 

ცუ" Lხჯ?-LC=(I/ თ 123 )1-+ 2)/ იძ 27? + (I// C)– 

(49) – (2 / ი:-- ბ) ჯ8= (V ი » + IV C/– 

– (2M/ ძის) X?2= ((/ ი ჯ?2-+- V 21/ ინ-ხX-- 

+V-) (CC – (67 2-X+VC2). 
«აღვნიშნოთ 

: 2572 C-ს. 
მაშინ (49) ფორმულის ძალით გვექნება 

1 =! ჩ+V 2 ჯ - L 

ძჯ'-Lხ::1+-2 IV თ X1-+-#X:-+I 25 

ს-IM/ 2X 1 

“>> 6 ჯბ--ჩX-+-M/ 2. =L, MC. 

მოვახდინოთ ახლა ამ ტოლობის ორივე ნაწილის ინტეგრება. 

მე-5?– მაგალითის (36) ფორმულა გვაძლევს: 

_ Mჩ+#ი>2 ი.-+. L9(/ ი Xმ+#X+I/ C)+ 
) 7 ძი ჯ'+C-ჩX+ « 2 ? - 

ძX 
LM ი. “_ 2 –_. 

2 1/#/ 9: +ჩX-+I/ « 

მივიღებთ რა ახლა მხედველობაში უკანასკნელ ფორმულას, შეგვი- 

ძლია დავწეროთ:
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( 1 „/ 4 X.-+IX+I/ C_ + 

I 0Xჯ ავთ: “4 MC ხი > –M:+ წ C 

იX 

ა + სა“სააა>> 
იX 

| + == რი მ8-ჩ:-- 2 
ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ორივე ინტეგრალი არის. მე-49 სა- 

ხისა (§ 11); მაგრამ ამ ინტეგრალების ნიშნების ქვევით კვადრატული 

სამწევრების დისკრიმინანტებს აქვთ ერთი და იგივე მნიშვნელობა: 

ცბ--4/ 06 =2)/ იC- ხ –-4// ძილ--ხ--2M“ ძი, 
რომელიც უარყოფითია და მიტოშაც 

  

I>== == 22-01; 

2 2M/ CX+ I” 2/ ინ–-ხ =-  “ ” C. C-27>. (24 _ |C0+21/22 + 

თუ ამ მნიშვნელობას ჩავსვამთ (50) ტოლობაში და, ამას გარდა, 

მივიღებთ მხედველობაში იგივეობას 

V#I-+ 
2LC LV I+-2L6 Lე მ= 86 ხთ –- 1. 

1-ს . 

მაშინ აღნიშნული (50) ფორმულა საბოლოოდ ასე გადმოიწერება: 

( (8 = 
იX1-Lხჯ"-+“ 

_ 1 M ძიX'-+-I)/ 2/ 26 --ხ X+ IV 6. 
ფს)ა – 2I/ 2)/ 96 --ხ 8 V/ იჯ" –- ხუ? -L C. 

1 , 21M ნ-+-2V იი 

იიი 268 2CI1909%X +0. 
მესამე შემთხვევაში გვექნება 

ძXჯ? > ხ::? –+- 2 = (2ი»” (207 0)“ · 
48 

მაშასადამე, 

|L=52383> =48 2-5: 
' იჯბ--ხემ–+-6 (20»?--ხ)? 

1 ამ ტოლობას მხოლოდ. მაშინ აქვს ადგილი, როცა 1/,Vწ<1 (რედ),



II. რაციონალური ნაწილის გამოყოფის ოსტროგრადსკი–ერმიტის 91 
  

მაგრამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალი არის მე-49 

სახისა, ამიტომ მის მოსაძებნად უნდა გამოვიყენოთ რედუქციის 

(33) ფორმულა, რის შემდგომ უკანასკნელი ტოლობა ასე გადმოი- 
წერება: 

“ “7 _ 4124 _ 9X__ 
| ი1ბ+ხX?-LC ს | 2ი:2-Lხ | 7 

ამრიგად, მესამე შემთხვევაში # ინტეგრალი სულ ადვილად 
გამოითვლება, ვინაიდან ფრჩხილებში მყოფი ინტეგრალი არის ან 

2მ%-სა ანდა 3" სახისა (§ 11). 

119. გამოვთვალოთ ინტეგრალები 

    

ჯძ:: | ჯ?ძX Xმ?ძ1: 

იბ“ ჩ::2-I-C. ” იუბ--ხებ-IL-. ” ძ2!-ხ::21––6 

ამ ინტეგრალთაგან პირველი და მესამე მოიძებნება უბრალო გარ- 

დაქმნით: 

X»ჯ”=7. 

მართლაც, ეს გარდაქმნა მოგვცემს ტოლობებს: 

_ #»  _ 1 | _ _ძ-_ _ 
ც::ბ-Lნჯ?-+-- 2 ) ცუბ-Lხჯ-L- ” 

ჯძჯX _ 1. ღძდ 

| ძჯ!-+L+ხნ27+%-“ 2 39 

მაშასადამე, პირველი ინტეგრალი მიყვანილია 4? სახეზე (§ 11), 
ხოლო მესამე--59 სახეზე (§ 22). 

რაც შეეხება მეორე ინტეგრალს, მის გამოსათვლელად გავყოთ 

მრიცხველი და მნიშვნელი ინტეგრალის ნიშნის ქვევით ჯ"-ზე და 

შემდეგ თუ მოვახდენთ გარდაქმნას 

1 
25“ 

ჯ 

მივიღებთ: 

_ IX | _ %« _ 
იჯბშმ-+-ჩX?-L2 დუშ ხ2ბ-L« 

მაშასადამე, უკანასკნელი გარდაქმნით მეორე ინტეგრალი მიყვანი- 

ლია 109 სახეზე და პრობლემა სამივე შემთხვევაში სავსებით ამო- 

ხსნილია.
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29. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

_#C)ძX 

(:-–-ი)” ” 
L1= 

სადაც #(ჯ») არის პოლინომი: 

IXX)ლ=ძაX”--ი,ჯ” “1-L...+-რა ეX-+ იო, 

"რომლის ხარისხიც #<”. 

ეს ინტეგრალი შეგვიძლია წარმოვადგინოთ, როგორც ჯამი 

ინტეგრალებისა 

ძთ (XX 

, (თ 
მაგრამ უკანასკნელი ინტეგრალი არის 19 სახისა, ამიტომ მის გა–- 

მოსათვლელად უნდა გამოვიყენოთ გარდაქმნა 

X–-რ6=!, 

1=0, 1,2,...,”"; 

რის შედეგად მივიღებთ 

ი» :XძX – | რაიმე ერ 
(+–-ი). 

მაშასადამე, 

_ ლ I ი» (0-LI/)'ძ! _ ართ (0--/'ი! _ დნრო-Lიძ! 

ა” - (ა 1” წი) 

დავშალოთ ახლა IXით-+/) ფუნქცია ჯ ხარისხის მიხედვით: 

#6+0ი=69+0V9)+--- ”რ+-+,-,5-- იორ 
და, როდესაც ამას ჩავსვამთ მრიცხველში უკანასკნელი ინტეგრა- 
ლის ნიშნის ქვევით, გვექნება 

–<_-____ 
    

1.2 ს? 

ჯოXი) (_ ძ! _ IXXი0) _1 _ Mი) _ 1 

1.2... | ჯჩ= სხ-) /M“1 ი8- 2 I#"2 

(ო) ჯო (9) -L.   
(ს––,„-––-1) 1.2... /+ ს-1 

ამრიგად, 1 ინტეგრალი უშუალოდ, არის გამოთვლილი. როცა 

ისევ ჯ-ს დავუბრუნდებით, დავინახავთ, რომ I ინტეგრალი წარ–- 

მოადგენს პოლინომს _-   - წილადის მიმართ.
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8. ირაციონალური ფუნქციები 

III. ზოგადი თეორია 

§ 93. საკითხის დასმა. ვთქვათ წ) არის ჯ-ის ირაციონალური. 

ფუნქცია, რომელიც მიღებულია განტოლებიდან: 

(1) XLCX, ;)=9, 

სადაც XC, 1) არის ნამდვილი კოეფიციენტებიანი პოლინომი 
ჯ-ისა და »-ის მიმართ, რობლის ხარისხიც X»-ის მიმართ :2. ვი- 

გულისხმოთ, ამას გარდა, რომ ეს პოლინომი დაუკყვანადია, ე. ი. 
ნამდვილ არეში მისი დაშლა სხვა პოლინომთა ნამრავლის სახით. 

შეუძლებელია. 
ვთქვათ ახლა 7”(», 7) არის »ჯ-ისა და »/-ის რაციონალური ფუნ- 

ქცია. ჩავსვათ უკანასკნელში #-ის მაგიერ (1) განტოლებიდან მი- 

ღებული ზემოაღნიშნული ფუნქცია, მაშინ #XX,7) წარმოადგენს 

ჯ-ის ალგებრულ ნამდვილ ფუნქციას. 

ინტეგრალს 

(2) I > ჯ)ძX:, 

სადაც ”# მიღებულია (1) განტოლებიდან, აბელის ინტეგრალი ეწო- 
დება, ნორვეგიელი გეომეტრის აბელის სახელის საპატივცემლოდ, 

რომელმაც პირველად შეისწავლა ეს ინტეგრალი. 

თუ XX», )) არის ჯ და / ცვლადების ნებისმიერი რაციონალუ-- 
რი ფუნქცია, მაშინ (2) ინტეგრალი საზოგადოდ ტრანსცენდენტულ: 
ფუნქციას წარმოადგენს. 

აბელის ინტეგრალების ზოგადი თეორია, მეტად რთული თავის. 

· ხასიათით, შეადგენს მათემატიკური ანალიზის სპეციალურ დარგს.. 

წინამდებარე კურსი ინტეგრალური აღრიცხვის ძირითად ელე- 

მენტარულ საკითხებს ეხება მხოლოდ, ამიტომ ამ კურსის მიზანს. 

არ შეადგენს აბელის ინტეგრალების ზოგადი თეორიის შესწავლა. 

ჩვენ ჯერჯერობით ერთი კერძო, მაგრამ საკმაოდ ფართო შემთხვე- 

ვა გვაინტერესებს მხოლოდ, სახელდობრ ის, როცა მე-(2) სახის. 

ინტეგრალი ელემენტარულ ფუნქციებში გარდაწყდება და შემდეგი 
§ სწორედ ამ საკითხს ეხება. 

შენიშვნა. მე-(2) სახის ინტეგრალი შეიცავს ერთს 7 ირა- 

ციონალობას მხოლოდ. საზოგადოდ, რა თქმა უნდა, ინტეგრალის. 

ნიშნის ქვევით შესაძლოა რამოდენიმე ირაციონალობა იმყოფებო–-
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დეს; ამიტომ ყველაზე ზოგადი სახე ინტეგრალისა, რომელიც ალ- 

გებრული დიფერენციალიდანაა აღებული, შემდეგი უნდა იყოს: 

(3) I8> 7 ღ,>·.)რX, 

სადაც 1, ღუ... აკწაყოფილებენ შესაბამისად განტოლებებს: 

#(1,7)=90, დC(2;, უ)=0)..., 

რომლებსაც იგივე აგებულება აქვთ, როგორც (1) განტოლებას, 
მაგრამ ალგებრის უმაღლესი დარგი გვიჩვენებს რომ ამგვარ 

შემთხვევაში ყოველთვის შეიძლება მოვძებნოთ ისეთი დამხმარე 7. 

ამაციოვლოსს რომლის ფუნქციის სახითაც გამოისახოს ყოველი 

2, · ირაციონალობათაგანი; ცხადია ამიტომ, რომ მე-(3) ინტე- 
რალის ნიშნის ქვევით ნამდვილად გვექნება ერთი ეს » ირაციონა- 

ლობა მხოლოდ, ე. ი. უკანასკნელი ინტეგრალი ყოველთვის მიიყ- 

ვანება მე-(2) „სახეზე. 

ავიღოთ, მაგალითად, მე-3) ინტეგრალის ასეთი კერძო. “ სახე: 

| შC, I X=1, V-X 7)ძა, , 

რომელიც შეიცავს ორ ირაციონალობას |/ 1-1 „და M/ 2X--7. 

დავამტკიცოთ, რომ” არსებობს ისეთი მესამე ირაციონალობა, 

რომლის რაციონალური ფუნქციების პახითაც გამოისახება ეს ორი 

ირაციონალობა. მართლაც, მივიღოთ 

M/ X-–-1=1IM/ 2;:-+7, 
საიდანაც 

=1+7“. . 

“ 1-2“ 

აქედან გვექნება 
3,7 ვ 

:–-1= , (/2-+71=-–=---. 
· IC 1-2.“ ყ-2+7 2L M/ 1--2/ 

ეს ფორმულები მრკიცებენ ნათქვამს: მესამე ირაციონალობა, 

რომლის მიმართაც რაციონალურად უნდა გამოისახონ აღებული 

რრაციონალობანი, არსებობს და ეს არის MI 1–-21?. 

ამ ფორმულების ძალით შეგვიძლია დავწეროთ 

| 8C M%-1, (იე | თ M/ 1-–2:5ძ),
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სადაც #, არის რაციონალობის ახალი სიმბოლო. ამრიგად, მე-(3) 
სახის ინტეგრალი მიყვანილია მე-(2) სახის ინტეგრალზე. 

§ 94. ძირითაღი შემთხვევა, როცა მე-(5) სახის ინტეგრალი 
არის ელემენტარული ფუნქცია. ასეთი შემთხვევა, ორი შემდეგი 
დებულებით განისაზღვრება: 

IL. მე-2) სახის ინტეგრალი ელემენტარულ ფუნქ- 
ციებში ამოიხსნება ყოველთვის, თუ ჯ და 7, რომ- 

ლებიც (1) განტოლებას აკმაყოფილებენ, ერთი 

ჯ/ ცვლადის რაციონალური ფუნქციით გამოისა- 

ხებიან. 

მართლაც, ვთქვათ 

4) X=%(/), V=%(I) 
აღნიშნული რაციონალური ფუნქციებია; მაშინ ეს ფუნქციები 

იგივურად აკმაყოფილებენ (1) განტოლებას, ე. ი. ტოლობა 

X(«იV), V(C/1)=9 
არის იგივეობა. მეორეს მხრით მე-(4) ფორმულების ძალით აღე- 
ბული მე-(2) ინტეგრალი ასე წარმოგვიდგება: 

| 2იი. დ 0))დ'(0 ძი; 
მაგრამ ფუნქცია, რომელიც ამ ინტეგრალის ნიშნის ქვეით იმყო- 

ფება, რაციონალურია !| ცვლადის მიმართ. მაშასადამე, თვით ეს 

ინტეგრალი ელემენტარულ ფუნქციებში ამოიხსნება და ჩვენი დე- 

ბულებაც დამტკიცებულია. 
II. მე-2) სახის ინტეგრალი ელემენტარულ ფუნქ- 

ციებში ამოიხსნება ყოველთვის, როცა არსებობს 

რედუქციის ფორმულები, რომელთა მიმდევოობი- 

თი გამოყენებით ეს ინტეგრალი უკვე ცნობილი ინ- 

ტეგრალის მოძებნაზე მიიყვანეზა. 

ამ დებულების ჭეშმარიტება აშკარაა თვით რედუქციის ფორ- 

მულების აგებულებიდან. 

ირაციონალური დიფერენციალების ინტეგრების იმ შემთხვევის 

განხილვა, რომელიც ამ ორი დებულებით განისაზღვრება, წარ- 

მოადგენს წინამდებარე თავის მიზანს უპირველესად. 

ბუნებრივად ისმის კითხვა: გარდა ამ შემთხვევისა, არსებობს 

თუ არა სხვა ისეთი შემთხვევა კიდევ, როცა მე-(2) სახის ინტეგ- 

რალი ელემენტარულ ფუნქციას, წარმოადგენდეს?
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პასუხად ამ კითხვაზე შეგვიძლია ვთქვათ, რომ ორ ზემოაღნი?შ- 

ნულ დებულებაში გამოთქმული პირობები არიან საკმარისი 

პირობათაგანი; მათგან არც ერთი არ არის აუცილებელი და ეს 

იმიტომ, რომ ყოველთვის შეგვიძლია მოვიყვანოთ მე-(2) სახის 

ინტეგრალები, რომელნიც ელემენტარულ ფუნქციებს წარმოადგენენ 

მიუხედავად იმისა, რომ აღნიშნული ორი პირობა მათთვის შესრუ- 

ლებული არ იქნება. 

მაგალითად, თუ (1) განტოლებას აქვს სახე 
, 

უ)?==1-LX, 

მაშინ შეუძლებელი ხდება ჯ-ისა და »-ის რაიმე / პარამეტრის რა- 

ციონალური ფუნქციების სახით წარმოდგენა. მიუხედავად ამისა 

| ჯჟ-2 , _ 2 1+X_ 

ჯ" V/ 1--ჯ3 ჯ 

ამრიგად, 1 პირობა .ამ შემთხვევაში შესრულებული არ არის, მაგ- 
რამ ინტეგრალი ელემენტარული ფუნქციაა. 11 პირობასაც არ 

აქვს ადგილი. 

მაგრამ ასეთი შემთხვევა არანორმალურია; საზოგადოდ კი, 

თუ LI პირობა შესრულებული არ არის, ე. ი. თუ (1) განტოლებაში 
ჯ / კოორდინატები რაციონალურად ვერ გამოისახებიან ერთი 

ჯ პარამეტრის მიმართ, მაშინ მე-(2) ინტეგრალი წარმოადგენს არა 

ელემენტარულსა, არამედ უმაღლეს ტრანსცენდენტულ ფუნქციას. 
რაც შეეხება II პირობას, თუ იგი შესრულებული არაა, მაშინ 

საკითხს 1 პირობა წყვეტს მაინც. _ 
საინტერესოა ახლა საქმის გეომეტრიული მხარე პირველ დე- 

ბულებაში და შემდეგი პარაგრაფი სწორედ ამას ეხება. 

  

8 55. ცნება უნიკურსალური მრუდისა. გეომეტრიული თვალ- 
საზრისით (1) განტოლება წარმოადგენს სიბრტყეზე ალგებრულ 
მრუდს დეკარტის კოორდინატთა სისტემის მიმართ. ამრიგად, 

ინტეგრალი 

| 5C 2?) ი: 

შეკავშირებულია ერთ ალგებრულ მზრუდთან, რომლის ბუნე- 

ბას აქვს გავლენა ამ ინტეგრალის გამოთვლაზე. 

ისმის კითხვა: რა ხასიათის უნდა იყოს აღნიშნული დამოკიდე- 

ბულება აბელის ინტეგრალსა და შესაბამ მრუდს შორის? ეს კითხვა
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არ შეადგენს ამ კურსის საგანს ზოგად შემთხვევაში; მისი ამოხსნა 

მთლიანად მოხდება აბელის ინტეგრალთა ზოგად თეორიაში. აქ 

ამ კითხვის გადაწყვეტა შეგვიძლია ზემოაღნიშნულ კერძო შემთხვე- 

ვაში მხოლოდ, ე. ი. როცა (1) მრუდის კოორდინატები რაციო- 

ნალურად გამოისახებიან ერთი | პარამეტრის მიმართ. ამ მიზნი- 

სათვის შევისწავლოთ უპირველესად (1) მრუდის ბუნება აღნიშნულ 

კერძო შემთხვევაში. 

მრუდს, რომლის მიმდინარე ჯდა 7 კოორდინა- 
ტები რაციონალურად ერთი /| პარამეტრით გამოი- 

სახებიან, უნიკურსალური მრუდი ეწოდება. 

ამრიგად, ზემოაღნიშნული 1 დებულება (§ 23) შეგვი:ლია 

შემდეგნაირად გამოვთქვათ კიდევ: 

თუ (1) განტოლება უნიკურსალურ მრუდს გამო- 
სახავს, მაშინ მე-2) ინტეგრალი ელემენტარულ 

ფუნქციებში გადაწყდება ყოველთვის, 
მაგრამ, თუ (1) მრუდი უნიკურსალური არ არის, მაშინ § 24-ის 

თანახძად, მე-(2) სახის ინტეგრალი საზოგადოდ უმაღლესი ტრან- 
სცენდენტულია და, როგორც აბელის ინტეგრალების ზოგადი 

თეორია გვიჩვენებს, ამ ტრანსცენდენტულთა კლასიფიკაცია (1) 
მრუდის გვარის (§ 26, V) მიხედვით შესრულდება. 

ისმის კითხვა: რა პირობებს უნდა აკმაკოფილებდეს (1) გან- 

ტოლებით განსაზღვრული მრუდი, რომ იგი უნიკურსალური იყოს? 

ეს კითხვა მჭიდროდ არის დაკავშირებული ალგებრული მრუდის 

ზოგადი თეორიის ზოგიერთ საკითხთან, ამიტომ უპირველესად 

გავიხსენოთ ეს საკითხები. 

წ 56. ზოგიერთი საკითხი ალგებრულ მრუდთა ზოგადი თეო- 

რიიდან. 

I იმ პირობათა რიცხვი, რომლებიც საჭიროა 

#ური რიგის მრუდის განსაზღვრისათვის. ვთქვათ (1) 

მრუდი #-ური რიგისაა; რადგანაც პოლინომი (1) განტოლების 

მარცხნივ დაუყვანადია, ამიტომ თვითკეს მრუდი არის დაუშლადი. 

ცნობილია, რომ (1) განტოლებას, როგორც ჟ#-ურ რიგისას, 

600012 კოეფიციენტები აქვს. მეორეს მხრით, რომ აღებუ- 

ლი მრუდი გარკვეული იყოს, ამისათვის საქირო არ არის ყველა 

აღნიშნული კოეფიციენტის ცოდნა: საკმარისია ამ კოეფიციენტთა
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შეფარდებანი ვიცოდეთ ერთ რომელიმე მათგანზე. მაგრამ ამ შე- 

ფარდებათა რიცხვი ყველა კოეფიციენტის რიცხეზე ერთით ნაკ- 

ლებია; მაშასადამე, #-ური რიგის მრუდი განისაზღვრება 

თს)იე2 –-1 = -- 1 (M––3) 

პირობებით, აქედან აშკარაა, რომ #-ური რიგის მრუდი საზოგადოდ 

გარკვეულია ყოველთვის, თუ მოცემულია მისი –-»თ+3) წერ- 

ტილი. _ 

I. ალგებრულ მრუდთა კონა. თუ იმ პირობათა რიც- 

ხვი რომლებიც მოცემულია #-ური რიგის მრუდის გასაყვანად, 

ნაკლებია, ვიდრე – I(I-+3), მაშინ ეს პირობები განსაზღვრავენ 

არა ერთ მრუდს, არამედ ასეთ მრუდთა მთელ კონას. მოვძებნოთ 

ეს კონა იმ შემთხეევაში, როცა აღნიშნულ პირობათა რიცხვი არის 

-- #M(I--3)––1.. 

ამრიგად, ვთქვათ, სიბრტყეზე აღებულია წერტილები რიცხვით 

–-ით+3)-. გავიყვანოთ ამ წერტილებზე ორი #-ური რიგის 

მრუდი, რისთვისაც საკმარისია აღებულ წერტილებს მივუმატოთ 

თითოეული ამ მრუდისათვის თითო სრულებით ნებსითი წერტი- 

ლი. ვთქვათ პირველი მრუდის განტოლება არის CV ==0, ხოლო 

მეორესი 17 =0; მაშინ განტოლება ჯ-ური რიგის რომელიმე მრუ- 

1 · 
დისა, რომელიც --- ICI+-3)--1 აღებულ წერტილზე გაივლის, 
იქნება 

(5) V-L)I7=0, 
სადაც # პარამეტრია. მართლაც, ზემოაღნიშნულ წერტილთა კო- 

ორდინატები აკმაყოფილებენ განტოლებებს: V=0, 7 =0 და, მა- 

შასადამე, მე-(5) განტოლებასაც აგრეთვე, რაც ამტკიცებს ნათქვამს. 

მეორეს მხრით, » პარამეტრი შეგვიძლია ისე ამოვარჩიოთ, რომ 

მე-(5) მრუდმა, გარდა აღებული -- ჯ თ–+3)--1 წერტილებისა, 

· რომელიმე ერთ სხვა ნებსით წერტილზე გაიაროს კიდევ. მართ- 

ლაც, თუ VI და Xაე არიან V-ს და ”-ს მნიშვნელობანი ამ წერ-
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ტილზე, ხოლო ბ = – 92, მაშინ V-L2,/=0 იქნება აღნიშნუ- 
ი 

ლი მრუდის განტოლება. 
ამრიგად, მე-(5) განტოლება წარმოადგენს ჯ-ური რიგის იმ 

მრუდთა კონის განტოლებას, რომლებიც აღებულ – (M–+-3)-––1 

წერტილზე გაივლიან. 

II. ალგებრული მრუდის ჯერადი წერტილები. 

ალგებრულ მრუდს, როგორც ცნობილია, საზოგადოდ აქვს ორგ- 

ვარი წერტილები: ჩვეულებრივი და საგანგებო. უნიკურსალურ 

მრუდთა თეორიისათვის საგანგებო წერტილებიდან დიდ ინტერესს 

ჯერადი წერტილები წარმოადგენენ განსაკუთრებით და იმ თვალ- 

საზრისით მხოლოდ, თუ რამდენი ასეთი წერტილი შეუძლია »-ური 

რიგის მრუდს რომ ჰქონდეს. 

მაგრამ ყოველი ჯერადი წერტილი, რომლის ჯერადობა 2-ზე 

მეტია, შეგვიძლია ჩავთვალოთ რამოდენიმე ორჯერადი წერტილის 

ეკვივალენტურად. , 
გამოვარკვიოთ ამიტომ, თუ რამდენი ორჯერადი წერტილი 

შეესაბამება # ჯერადობის წერტილს. ამისათვის ავიღოთ სისტემა 

# სხვადასხვა წრფისა, რომლებიც ერთმანეთს წყვილ-წყვილად 

კვეთენ. ისინი ერთმანეთს გადაჰკვეთენ -- #(6--1) წერტილზე, 

რომლებიც წარმოადგენენ აღნიშნული სისტეზის ორჯერად წერ“- 

ტილებს. ვთქვათ ახლა ყველა # წრფე ერთ წერტილზე გადის. 
მაშინ ეს წერტილი შეიქმნება # ჯერადობისა და მეორეს მხრით, 

„ამ წერტილზე მოთავსდება სისტემის ყველა აღნიშნული ორჯერა- 

დი წერტილი. რა თქმა უნდა, შედეგი იგივე დარჩება, თუ წრფეებს 

მრუდებით შევცვლით. 
ამრიგად, მრუდის /: ჯერადობის წერტილი შედგება > X#(L–1) 

ორჯერადი წერტილისაგან. 
მაშასადამე, ჯერადი წერტილი შეგვიძლია შევცვალოთ ორჯე- 

რად წერტილთა სათანადო რიცხვით და ამიტომ საქმე ისე წარ- 

მოვიდგინოთ ვითომ მრუდზე მხოლოდ ორჯერადი წერტილები 

ყოფილიყოს. 

IV. ზედა საზღვარი ალგებრული მრუდის ორჯე- 

რადი წერტილების რიცხვისათვის. თურმე არსებობს 

6ამდვილი ზედა საზღვარი იმ რიცხვისათვის, რამდენიც ორჯერა-
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დი წერტილი შეიძლება ჯ-ური რიგის მრუდზე იყოს. მოვძებნოთ 

ახლა ეს ზედა საზღვარი. 

განვიხილოთ ჯერ კერძო შემთხვევები. 

მე-2 რიგის მრუდი. ვინაიდან მეორე რიგის დაუშლადი 

მრუდი არის ან ელიფსი ან ჰიპერბოლი ანდა პარაბოლი, ამიტომ 
აშკარაა, რომ მეორე რიგის მრუდს სრულებით არ აქვს ორჯერა- 

დი წერტილები. 
მე-3 რიგის მრუდი. მესამე რიგის მრუდს მხოლოდ ერთი. 

ორჯერადი წერტილი შეუძლია ჰქონდეს. მართლაც, მას რომ 
ორი ორჯერადი წერტილი ჰქონოდა, მაშინ წრფე რომელიც ამ 

ორ წერტილს შეაერთებდა, ოთხ წერტილზე გადაჰკვეთდა ჩვენს 

მრუდს, რაც შეუძლებელია. 

ური რიგის მრუდი. დავამტკიცოთ, რომ ორჯერად 

წერტილთა რიცხვი #-ური რიგის მრუდზე შეუძლე- 
1 · 

ბელია იყოს --- (#--1) (I--2)-ზე მეტი. 
წარმოვიდგინოთ წინააღმდეგი, ვთქვათ M-ური რიგის მრუდს 

შეუძლია ჰქონდეს > (M#––1) თ-2+! | ორჯერადი წერტი- 

ლი; მაშინ ამ მრუდზე ავიღოთ #-–3 სხვა წერტილი კიდევ. მაშა- 

სადამე, სულ გვექნება აღებული 
1 + (I--1) (1 ––2)-+L1) |+” _ 3= – ფ–-2) თ-+1) 

წერტილი. მაგრამ - (M+1) (ჯL--–2) წერტილები ერთ (#ჯ-2) რი- 

გის მრუდს განსაზღვრავენ. ავაგოთ ეს მრუდი; ვინაიდან ყოველი 

ორჯერადი წერტილი ორ წერტილად ითვლება, ამიტომ ამ მრუდს. 

ექნება აღებული M-ური რიგის მრუდთან საერთო 

2 I> (#––1) თ-შ+) 1-3 =7/(#ჯ-–-2)--1 

წერტილი, რაც შეუძლებელია, რადგანაც #-ურსა და (M#--2) რიგის. 
მრუდებს ნამდვილად V(CL–- 2) წერტილი აქვთ საერთო. ამრიგად, 

ჯ-ური რიგის ყოველ მრუდზე ორჯერად წერტილთა რიცხვი მარ- 

თლაც არ აღემატება –-თ-)) თ -2) რიცხვს და ჩვენი დებულე–
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ბაც დამტკიცებულია სავსებით. ეს უკანასკნელი რიცხვი შემდეგი- 

სათვის აღვნიშნოთ §)-თი: 

' 9=- თ-)) (M-–2), 

ბუნებრივად ისმის ახლა კითხვა: არსებობს თუ არა ჯ-ური 

რიგის ისეთი მრუდი, რომლის ორჯერად წერტილთა რიცხვი 

იყოს §)? 

ქვემოთ დავინახავთ, რომ ასეთი მრუდი ნამდვილად არსებობს 

და ესაა უნიკურსალური მრუდი. სწორედ ამიტომ, ჯ-ური რიგის 

მრუდისათვის §) რიცხვი ითვლება ორჯერად წერტილთა მაქსიმა- 

ლურ რიცხვად. 

V. ალგებრული მრუდის გვარი (ჟანრი). ვთქვათ ორ- 
ჯერადი წერტილების რიცხვი ჯ-ური რიგის აღებულ მრუდზე არის 

. ამ უკანასკნელ რიცხვსა და 9 რიცხვს შორის სხვაობას მრუდის 

გვარი ეწოდება. აღვნიშნოთ იგი V-თი: 

V”= –- (M-––1) ((-––2)-–M,. 

ამრიგად, თუ მრუდს აქვს ორჯერად წერტილთა მაქსიმალური 
რიცხვი, მაშინ იგი ნულის გვარისაა. მაგალითად დეკარტის 

ფოთოლი 

ჯჰ- I--–-34::7=0 

მესამე რიგის მრუდია და მას ერთი ორჯერადი წერტილი აქვს 

კოორდინატთა სათავეში. მაშასადამე, დეკარტის ფოთოლი ნულის 

გვარისაა. 

როგორც ანალიზური გეომეტრიის უმაღლესი დარგები გვიჩვე- 

ნებს, გვარი მეტად დამახასიათებელი ელემენტია მრუდისა; რაც 

უფრო ნაკლებია მრუდის გვარი იმდენად უფრო მარტივია თვით 

მრუდიც; პირიქით, მრუდი იმდენად უფრო რთულია, რამდენადაც 

მაღალი გვარისაა იგი. 

მრუდის გვარი განსაკუთრებული მნიშვნელობის ელემენტია 

აბელის ინტეგრალთა თეორიაშიც აგრეთვე. საკმარისია მხოლოდ 

აღვნიშნოთ, რომ მრუდების გვართან დაკავშირებულია მჭიდროდ 

იმ ფუნქციების ტრანსცენდენტობის ხასიათიც, რომლებსაც აბე- 

ლის ინტეგრალები ჰქმნიან. 

მაგალითად, თუ მრუდი ნულის გვარისაა, მაშინ აბელის ინ- 

ტეგრალი ელემენტარული ტრანსცენდენტული ფუნქციაა. როცა
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მრუდის გვარი არის 1, მაშინ აბელის ინტეგრალები, საზოგადოდ, 

ახალი ტრანსცენდენტული ფუნქციებია, რომლებსაც ელიფსური 

ფუნქციები ეწოდებათ. ახლა, თუ მრუდის გვარი არის 2, მაშინ 

აბელის ინტეგრალები საზოგადოდ წარმოადგენენ უმაღლეს ტრან- 

სცენდენტულ ფუნქციებს, რომელთათვისაც ელიფსური ინტეგრა- 

ლები უკვე ელემენტარული ფუნქციების როლს ასრულებენ და ა. შ. 

§ 957. უნიკურსალური მრუდის გვარი, ახლა ისმის კითხვა: რა 

გვარის უნდა იყოს უნიკურსალური მრუდი? შემდეგი "თეორემა 

პასუხს გვაძლევს წამოყენებულ კითხვაზე. 

თეორემა, ყოველი უნიკურსალური მრუდი ნულის 

გვარისაა, ე. ი. უნიკურსალურ მრუდს აქვს ორჯე- 

რად წერტილთა მაქსიმალური რიცხვი. 

ზოგადი სახე უნიკურსალური მრუდის განტოლებისა შემდეგია 

(6) „=%) »= ს(“) 
#0” #()” 

კლ დ, ს, / პოლინომებია, რომლებსაც საერთო გამყოფი არ 

აქვთ. · 

ვთქვათ აღებულია »-ური რიგის უნიკურსალური C მრუდი. 

ვინაიდან ყოველი წრფე 
6X-+-ხ)-L-+-=0 

C მრუდს ჯ წერტილზე გადაჰკვეთს, ამიტომ მისთვის დ, ს, / პო- 

ლინომების ხარისხები ჯ-ს არ უნდა აღემატონ, მასთან ერთი 

რომელიმე მათგანის ხარისხი ჯ უნდა იყოს. 

შევადგინოთ ახლა მრუდის რომელიმე (XXI) წერტილზე (რომ- 

ლისათვისაც 1=7)) გამავალი მხების განტოლება. ვინაიდან მე-(6) 
ტოლობებიდან გვაქვს 

_ VI-/"ს_ 
· >“ დ /--/დ 

ამიტომ აღნიშნულ განტოლებას აქვს სახე: 

(ე) (X–Xია) (6 (/ა) / (/ი)–– / ” (/0) 9 (/ა) 1-LC»––7ი) L/ ” (/ი) 4 (7ი) ·– 

დ (4) / (/7ი)1=9; | 
ანდა, თუ მივიღებთ მხედველობაში ჯ)-სა და ჯა-ს მნიშვნელობებს 

მე-6) ტოლობებიდან მიღებულს, მაშინ მე-(7) განტოლება ასე 

გადმოიწერება:
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(მვ XV" (7ი) / (/ი)–– /' (6) დ (05) 1+7 II (/ი) 9 (/ა)-–დ' (/-) #” (/ა)I 

-L ICI (40) CV (/ი)-–– L' (76) დ (79) |=9. 

ვთქვათ ახლა (ჯ, #7) არის მრუდის ნებისმიერი წერტილი, მაშინ 

ეკანასკნელი განტოლება განსაზღერავს / პარამეტრის იმ მნიშვნე- 

ლობას, რომელიც შეესაბამება მრუდის წერტილს, სადაც (», 7”) 
წერტილიდან გაყვანილი წრფე შეეხება C0 მრუდს. მაგრამ რა 

ხარისხისაა I-ს მიმართ ეს განტოლება? 

ზემონათქვამის თანახმად ჯ, ს, / ფუნქციებიდან ერთი მაინც 

იქაება ,-ური ხარისხისა; ვთქვათ ეს არის დ, მაშინ გამოსახულება 

დ' (/ი) / (/ი)–– / ' (/ი) დ (/ი) 
იქნება 2-2 ხარისხისა /.-ს მიმართ, იმიტომ, რომ ამ გამოსახუ- 

ღების კოეფიციენტი, რომელიც /ა)'"“)-ს წინა დგას ისპობა. ამნა- 
ირად, მე-(8) განტოლების უმაღლესი ხარისხი /ე:-ს მიმართ არის 
„2-2 და ამიტომაც (ჯ, 7) წერტილიდან შეგვიძლია გავიყვანოთ 
2-2 მხები C მრუდისადმი. 

მაგრამ ანალიზური გეომეტრიიდან ცნობილია, რომ თუ მრუდს 

აქვს # ორჯერადი წერტილი, მაშინ ამ მრუდის გარეთ მდებარე 

ყოველი წერტილიდან შეგვიძლია M(,--1)--2M მხები გავიყვანოთ 1. 

გამოვარკვიოთ ახლა, თუ რამდენი ორჯერადი წერტილი უნდა: 
ჰქონდეს უნიკურსალურ მრუდს. მაგრამ 0 მრუდის იმ მხებთა 

რიცხვი, რომლებიც ერთსა და იმავე წერტილიდან გაიყვანებიან, 

არის 28-2, ამიტომ 

2:-2=შ8(:--1)-2V, 

საიდანაც 

#= + I დ-1)--20-1)1= - თ--1) დმ). 
მაშასადამე, უნიკურსალურ მრუდს ჰქონია ორჯერად წერტილთა 
მაქსიმალური რიცხვი და ჩვენი დებულებაც დამტკიცებულია. 

გადავდივართ ახლა შებრუნებულ თეორემაზე. 

შებრუნებული თეორემა. ნულის გვარის ყოველი მრუ- 

დი უნიკურსალურია, ე. ი. არსებობს ისეთი პარა- 

მეტრი, რომლის მიმართ რაციონალურად გამოისა- 

ხებიანამმრუ:ჯის წერტილის კოორდინატები ;, 7. 

1 ზე)ი0ი, /იIX21)06 ძტ ქთ60ჰ06(ტ 308IVIIIსტ (Cლ0სLხ6§ დლ13005). I”8115, 

Cღ2VLII10L- VIII8X§, 1884, L. 78.
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ვთქვათ აღებული ჯ-ური რიგის C მრუდის გვარი V”=0, ე. ი. 

მის ორჯერად წერტილთა რიცხვია – თ–-ა) (#-––2) და ვთქვათ. 

ამ მრუდის განტოლება არის 

# (ჯ, 7)=9. | 

დავამტკიცოთ, რომ ეს მრუდი უნიკურსალურია. ავიღოთ აძ 

მრუდხე M-3 სხვა ჩვეულებრივი წერტილი კიდევ. მაშასადამე), 

სულ C მრუდზე გვექნება აღებული 
, 

– თ-)თ-+ო-3)= + თ+1) დ -2)-) 
წერტილი. მაგრამ – (#+1) (M- 2) წერტილით ერთი (V-–2) რ”- 

გის მრუდი განისაზღვრება (§ 24. 1), და ამიტომაც – ფ+1) დ-– 
–2)-1 წერტილი ასეთ მრუდთა მთელ კონას განსაზღვრავს. 

შევადგინოთ, როგორც წინათ, ამ კონის განტოლება. ვთქვათ, 

ამ უკანასკნელს აქვს სახე: 

(9) 0C, ))+4”/( 3) =0. 
· დავამტკიცოთ ახლა, რომ / სწორედ ის პარამეტრია, რომლის 

მიმართაც რაციონალურად გაზოისახება 0 მრუდის წერტილის 

კოორდინატები «ჯ და 7. 

მართლაც, /-ს ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის (9) მრუდი 

გბივლის C მრუდის ყველა ორჯერად წერტილზე და მისივე ზემო- 

აღნიშნულ (ჯ-- 3) ჩვეულებრივ წერტილებზედაც კიდევ; მაგრამ ყო- 
ქელი ორჯერადი წერტილი ორ წერტილად ითვლება, ამიტომ 

რიცხვი იმ წერტილებისა, რომლებიც მე-(9) კონის ყველა მრუდსა 
და C მრუდს შორის საერთოა, არის 

2 I- (1-–1) (–-2) |+ი-ა =M() –2)–-1. 

რადგანაც ეს წერტილები კონის ყველა მრუდს ეკუთვნიან, 

ამიტომ ცხადია, მათი კოორდინატები დამოუკიდებელი არიან 

ჯ/ პარამეტრიდან. 

მეორეს მხრით მე-(9) კონის ყოველი მრუდი (I(-2) რიგისაა და 

ამიტომ ყოველი ასეთი მრუდი C მრუდს #(CL-2) წერტილზე გა- 
დაჰკვეთს,: მათ შორის ზემოაღნიშნული #(»-–-2)--–1 წერტილი 
/ პარამეტრიდან დამოუკიდებელი არიან. მაგრამ, ვინაიდან
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M(I--2)-– თ თდ-2)-1)=1, 
ამიტომ გადაკვეთის მხოლოდ ერთი წერტილი ყოფილა დამოკიდე- 

ბული /( პარამეტრზე. 

ვთქვათ ახლა, (/ განუწყვეტლივ იცვლება, მაშინ გადაკვეთის 
აღნიშნული წერტილი განუწყვეტლივ მოძრაობს C მრუდზე; მაშა- 

სადამე, C მრუდის. წერტილის კოორდინატები / ცვლადის ფუნქ- 

ფიებია. ეს ფუნქციები იყოს: 

X=დC(I/). »X=%(I). 
დავამტკიცოთ, რომ ეს ფუნქციები რაციონალურია (ჯ-ს მიმართ. 

მართლაც, გადაკვეთის წერტილის კოორდინატები უკანასკნელი 

ფუნქციების სახით შემდეგი ორი განტოლებიდან მიიღება 

(10) , CC, ))+I7(CX, 7))C0, XX, )/)თ=0. 

მოვძებნოთ აქედან ჯერ #ჯ. ამისათვის უკანასკნელი სისტემიდან 

გამოვრიცხოთ 12; მაშინ X»ჯ-ის მიმართ მივიღებთ #(M ––- 2) რიგის 

განტოლებას, რომლის კოეფიციენტები პოლინომებია (ჯ-ს მიმართ. 

ზემონათქვამის თანახმად ამ განტოლების #»(I--2)--1 ფესვი და- 
მოუკიდებელია / პარამეტრზე და მხოლოდ ერთი ფესვი არის (I-ს 

ფუნქცია. მაშასადამე თუ ამ განტოლების მარცხენა ნაწილს 

დავშლით წრფივ მამრავლებად და შემდეგ გავყოფთ ნამრავლზე 

წხთ-2)-1) მამრავლისა, რომლებიც : -დან დამოუკიდებელი არიან, 

დაგვირჩება განტოლება 
=–-დ(0)=0, 

რომელიც, რა თქმა უნდა, /-ს მიმართ რაციონალური იქნება. 

ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ ჯ-ის გამორიცხვა მე-(10) 

სისტემიდან მოგვცემს განტოლებას 

7 -VV)=9, 
რომელიც რაციონალურია I-ს მიმართ და, აზრიგად, C0 მრუდის 

X და / კოორდინატები რაციონალურად გამოისახებიან / ცვლა- 

დის მიმართ, ე. ი. 0 მრუდი უნიკურსალურია. 

ორი უკანასკნელი თეორემა გვიჩვენებს, რომ მრუდი 

41) #VL2X, 7)= 0, 

შუნიკურსალურია იგი თუ არა, მიიყვანება ამ უკანასკნელი მრუდის 

ორჯერად წერტილთა დათვლაზე. 

ამ მოსაზრებით განვიხილოთ ახლა (1) მრუდის რამოდენიმე 

კერძო სახე.
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ს 958. უნიკურსალობა ზოგიერთი კერძო საზის მრუდისა. პირ- 
ველი რიგის მრუდი. ვთქვათ, (1) მრუდი პირველი რიგისაა, 

ე. ი. ის არის წრფე. რადგანაც წრფეს ორჯერადი წერტილები. 

არ აქვს, ამიტომ მისი გვარი 

ძ =5ა--#= 

ამრიგად, ყოველი წრფე ანუ პირველი რიგის ყოვე- 

ლი მრუდი უნიკუოსალურია. 
მეორე რიგის მრუდი. მეორე რიგის ყოველ მრუდს, რო- 

გორც ზემოთ იყო აღნიშნული, ორჯერადი წერტილები არა აქეს, 

ამიტომ #==90-–M =0. მაშასადამე მეორე რიგის ყოველი. 

მრუდი უნიკურსალურია. 

მესამე რიგის მრუდი. ვთქვათ, (1) მრუდი მესამე რიგი- 

საა; მაშინ #=3. მისთვის 

0=-- თ-))ფდ-2)=1. 
მაშასადამე, მესამე რიგის მრუდებს შორის, უნიკურ- 

სალური ისაა, რომელსაც აქვს ერთი ორჯერადი. 

წერტილი. 
მაგალითად, დეკარტის ფოთოლი 

ჯმ -L VI –– 3Xჯ=0 
უნიკურსალურია, ვინაიდან მას ერთი ორჯერადი წერტილი აქვს, 

სახელდობრ კოორდინატთა სათავე. 

ოური რიგის მრუდის ერთი კერძო შემთხვევა- 

ვთქვათ (1) განტოლებას აქვს სახე 

(11) ჯ.დ 72)+7/»ი-(X, 7) =0, 

სადაც /, და /„.კ ერთგვაროვანი პოლინომებია ჯ-ისა და ჯ-ის. 

მიმართ, ხოლო ”# და »--1 მათი ერთგვარობის მაჩვენებელია შე- 

საბამისად. 

ასეთი სახის მრუდები უნიკურსალურია ყოველთვის. მართლაც, 

გავიყვანოთ კოორდინატთა სათავეზე წრფე 

(12) | )=7%, 

რომელიც მე-(11) მრუდს » წერტილზე გადაჰკვეთს. მოვძებნოთ 

ეს წერტილები; ამისათვის ამოვხსნათ სისტემა 

#ი(2, 7)+/»ი- 1(%, 7)= 0, »=71% 

რაც /#/» და /„., პოლინომების ერთგვარობის გამო მოგვცემს: 

ე /» (1, /)+ 2" 1 /,-, (1, /(/=0.
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უკანასკნელი განტოლების ფესვებია: (1-1) ჯერადობის ფესვი 

Xჯ=0, რომელიც დამოუკიდებელია /-ზე და ერთი მარტივი ფესვიც 

_ 74600. 
#91, 7) 

რომელიც დამოკიდებულია (-ზე. 

ამნაირად, მე-(12) წრფე გადაჰკვეთს მე-(11) მრუდს კოორდი- 

ნატთა სათავეში, რომელიც მრუდის #-1 ჯერადობის წერტილია 

და, ამას გარდა, ერთ წერტილზე კიდევ, რომლის კოორდინატები 

საცა ტრანსი, 
#V(1, (ქ) #M%1, ი 

დამოკიდებულია /-ზე. მაშასადამე, ჯ-ისა და X»-ის უკანასკნელი 

რაციონალური გამოსახულებანი წარმოადგენენ ჩეენი მრუდის გან- 

ტოლებას და ამიტომ თვით მრუდი უნიკურსალურია. 

დეკარტის ფოთოლის განტოლება სწორედ მე-(11) სახისაა, 

ამიტომ მისი ჯ, / კოორდინატები, უკანასკნელი ფორმულების 

ძალით, შემდეგნაირად გამოისახებიან / პარამეტრის მიმართ: 

3ეი! _ 3//? 

11 7 1-7” 
ჩვენს თეორიაში აღნიშნულ უნიკურსალურ მრუდებს შორის 

უნიკურსალობის თვალსაზრისით მეორე რიგის მრუდებს აქვთ 

უმთავრესი მნიშვნელობა. 

შევისწავლოთ ამიტომ მეორე რიგის მრუდები იმ მხრივ, რომ 

ვიპოვოთ მათი კოორდინატების რაციონალური გამოსახულებანი. 

შემდეგი §-ი სწორედ ამ საკითხს ეხება. 

X== 

  

§ ზმ. მეორე რიგის მრუდთა განტოლებები პარამეტრული 

რაციონალური „სახით. მეორე რიგის მრუდზე 

(13) 4X72-L+28X)+C0)-+201-+2)+11=0 

ავიღოთ რომელიმე #ა(Xა,; 7ი) წერტილი და გავატაროთ ამ წერ- 

ტილზე წრფე · 
(14) ჰ)–-)ა= /((X–-2::), 

რომელიც მე-(13) მრუდს #5 წერტილის გარდა კიდევ სხვა ჯ წერ- 

ტილზე გადაჰკვეთს (ნახ, 2). მოვძებნოთ ეს უკანასკნელი წერტილი. 

ამისათვის გამოვრიცხოთ 7” ორი უკანასკნელი განტოლებიდან, 

რაც ყველაზე უფრო კარგად შემდეგნაირად მოხდება:
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მე-(13) განტოლების მარცხენა ნაწილი დავშალოთ (::–-ე)-სა 
-და (ჯ7– ჯა) სხვაობათა ხარისხების მიხედვით; რის შემდგომ მე-(13) 

განტოლება ასე გადმოიწერება: 

4(X--Xა)"–+-280:-–2%ი) (/-–-7ი)-1-C(7-–7ი)”-+ 2(47ი--+ 
–-8)ი-+-X) (X–%ა) +-2(8Xა-I-CXა-I-.%) (X––Xი) = 0. 

თუ ჩავსვამთ ახლა ამ უკანასკნელ ტოლობაში (»#–#ე-ის გამოსა- 
ხულებას, განსაზღვრულს მე-(14) განტოლებიდან, მივიღებთ: 

415) ! 4(X-–X))?--218(2:-–2%:)2? /+–C (X––Xე)” 11-L-2 (47% 

+X#)6+ XL) (X-–Xა)+-2(8XჯXა-+-CXი-L 2) (X–2%::)/=0. 

მაგრამ ამ კვადრატული განტო- 

ქ ლების ერთი ფესვი არის X=ჯა. 

ესაა აბსცისი #.ა წერტილისა, 

რომლიდანაც გამოდის / პარა- 

მეტრის მნიშვნელობის დამოუკი- 

დებლად მე-(14) განტოლებით გან- 

სახღვრული ყოველი წრფე. 
რაც შეეხება ახლა მეორე 

0 · » ფესვს, მის მოსაძებნად გავყოთ 

ნახ. 2, მე-(15) განტოლების ორივე ნაწი- 
ლი (X-–--ჯე) ზე, რაც მოგვცემს 

განტოლებას 

-4(X--XV)1-2,8(X--%ა)/-+C(+--2:)/"-L+2(4Xა-- .37ი-I- 2) 

+2(8Xა-- CV--I--#)1=0, 

რომლიდანაც ვიპოვით მეორე ფესვსაც: 

| _ 21 (8მX-+--C7--- #) I+ 4X--L 87.--#I 
(16) ჯ«ჯ=2ჯც– : · 

4+28(+-0#/ 

ეს არის აბსცისი ცვლადი X წერტილისა, რომელშიც მე-(14) წრფე 
გადაჰკვეთს მე-(13) მრუდს. რაც შეეხება იმავე წერტილის ორდი- 
ნატს, მე-(14) ტოლობის ძალით, მისთვის გვექნება: 

(161) ჯ=7– 2!IC 8X.-LCთ--X) I #X.--87.--7I. 
ჩი 4-+28-L0#4 · 

ორი უკანასკნელი ტოლობა არის მე-(13) მრუდის · განტოლებანი 

რაციონალური პარამეტრული სახით.
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მაგრამ იმ შემთხვევაში, როცა მეორე რიგის მრუდს ნამდვილი 

ასიმპტოტები აქვს, მისი წერტილის კოორდინატთა რაციონალური 

სახით წარმოდგენა კიდევ შემდეგი მეთოდითაც არის შესაძლო: 

მე-(13) განტოლების უფროსი წევრები წრფივ მამრავლებად 

დავშალოთ: · 

42:7-+-2 8X)-“+-CI! = C(/– X1ე) (722); 

მაშინ წრფეები 

ჩ»=X%X »=72, 

მე-(13) მრუდის ასიმპტოტების პარალელური არიან, 

მივიღოთ 

»X»X-–-XXჯ=+, 

ე. ი. გავიყვანოთ ერთი გარკვეული ასიმპტოტის პარალელური. 

წრფეები, მაშინ მე-(13) განტოლების ძალით გვექნება 

27):4+2#%1+-LM 

C! ' 

ორი უკანასკნელი ტოლობიდან მივიღებთ 

„-  0I1+2+M _ , _ თი0-20(+XM _ 
C0.–-X) (<-2(#X-+ ჯ) C0.-–-X) /<-2(#X-–- 9) 

ასეთია მეორე რიგის მრუდის წერტილის კოორდინატთა გამოსა- 

ხულებანი აღნიშნულ შემთხვევაში. 

მე-(16), (161) ფორმულები ერთის მხრით და მე-(17) ფორმუ-. 

ლები მეორეს მხრით ძირითად ფორმულებად ითვლება. ამ ფორ- 

მულებიდან მრავალი სხვა ფორმულა მიიღება იმისდა მიხედვით, 

თუ რა კერძო სახისა იქნება მე-(13) განტოლება. 

/-X= 

  (17) 

ჩვენი თეორიისათვის მეტად საინტერესოა ფორმულები, რომ- 

ლებსაც მივიღებთ აღნიშნული წესით, როდესაც გამოვალთ მეორე 

რიგის მრუდთა კანონიკური სახის განტოლებებიდან. განვიხილოთ. 

ყველა ეს განტოლება მიმდევრობით. 

ელიფსი. ავიღოთ ელიფსის კანონიკური განტოლება 

„ი. »” _ 

2, ნის
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და გავიყვანოთ 8 წერტილზე (ნახ. პ) წრფეები ” = +ჯX +-M. რო- 
გორც წინათ, ამოვხსნათ ეს განტოლება 4807) ელიფსის განტო- 

  

  

ყ ლებასთან ერთად; გვექნება: 

CL X1=0,; 71=Vჩ, 

ჯ = __ _ 2005_ 
“დC იუ # X= ხ2-L ე? ? 

ხ(ც0?+1-–– ხ?) 
ჯა ––_ ? ხ?-1 „მჯ? 

ნახ. 3. 

ამ ამონახსენთა პირველი წყვილი წარმოადგენს 8 წერტილის 

კოორდინატებს, ხოლო მეორე წყვილი გვაძლევს ელიფსის მიმდი- 

ნარე კოორდინატების რაციონალურ გამოსახულებებს +-ს მიმართ. 

უკანასკნელი გამოსახულებანი შეგვიძლია კიდევ უფრო გავა- 

მარტივოთ. ამისათვის მოვახდინოთ გარდაქმნა: /= –%-: მაშინ 

საბოლოოდ მივიღებთ 
2 == 

18) ჯ=-“9 , == ს1–ი · 
1-L/) 1--I/? 

ამ ფორმულებს ელიფსური გარდაქმნის ფორმულები 

ვუწოდოთ. _ 

უკანასკნელი ფორმულები შეგვიძლია უშუალოდ მე-(16), (161) 

ფორმულებიდანაც გამოვიყვანოთ. ამისათვის საკმარისია ჩავსვათ 

ამ ფორმულებში 4, 8,...,M კოეფიციენტთა მნიშვნელობანი ელიფ- 

სის კანონიკური განტოლებიდან, ხოლო ჯე:-სა და )ე-ის მაგიერ –– 

8) წერტილის კოორდინატები შესაბამისად. 

ჰიპერბოლი. ავიღოთ პიპერბოლის კანონიკური განტოლება. 

LL ”' 

(19) "ღსელსი 1. 

გავიყვანოთ 478 ასიმპტოტის პარალელური წრფეები (ნახ. 4). ერთი 

რომელიმე ასეთი წრფის განტოლება იქნება 

(20) უ=---ხ +, ძ I. 

სადაც + პარამეტრია.
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ვიპოვოთ ახლა ამ წრფის გადაკვეთის წერტილი ჰიპერბოლთან, 

ამისათვის ამოვხსნათ მე-(19) და მე-(20) განტოლებები X-ისა და 

ჯ-ის შიმართ; მივიღებთ: 

  

  

თუ აღვნიშნავთ (=>, მაშინ უკანასკნელი ფორმულები მიიღებენ 

შემდეგ სახეს: 

ი(I?-L-1) . ხ((1-–1) 6) „- 410, 40-ს, 
ეს არის ჰიპერბოლის წერტილის მიმდინარე კოორდინატების რა- 

ციონალური გამოსახულებანი / პარამეტრის მიმართ. ამ ფორმუ- 

ლებს ჰიპერბოლური გარდაქმნის ფორმულები ევუ- 

წოდოთ. 

უკანასკნელი ფორმულები მე-(17) ფორმულებიდან, როგორც 

ელიფსის შემთხვევისათვის, უშუალოდ გამოიყვანება: საკმარისია 

ამისათვის #4, #8,...M# კოეფიციენტთა და X, X-ს შესაბამი მნიშ- 

ვნელობანი აღნიშნულ ფორმულებში ჩავსვათ. 

პარაბოლი. პარაბოლის კანონიკური განტოლება არის 

: წ" =რჯX. 
ავიღოთ ჯ ღერძის პარალელური რომელიმე წრფე ”=I (ნახ. 5). ეს 

წრფე გადაჰკვეთს პარაბოლს წერტილზე, რომლის კოორდინატებია 

ჯ 

ვუვ=–, #=I. 

ძ
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ეს არის პარაბოლის განტოლება პარამეტრული სახით. ამ ფორ- 

ზულებს პარაბოლური გარდაქმნის ფორმულები ევე- 

წოდოთ. 

ყ „––“ 

–/ 

LI
 

15
 

    == 

ნახ, 5, 

IV. ინტეგრება ირაციონალური დიფერენციალებისა 

იმ შემთხვევაში, როცა ჯ პირველი ხარისხისაა 

ირაციონალობის მიმართ 

§ 30. ინტეგრება დიფერენციალებისა, რომელნიც წრფივ ირა- 

ციონალობას შეიცავენ, ირაციონალობა წრფივია, თუ მას აქვს სახე, 

1 
23) 

"VX+ 0 | 

სადაც # მთელი დადებითი რიცხვია; თ, ჩ, /, 8 ნებსითი მუდმივი. 

რიცხვებია, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას: თ6 –– 87 % 0. ეს 

უკანასკნელი პირობა აუცილებელია, რადგანაც წინააღმდეგ შემ- 

თხვევაში ირაციონალობა სრულებით მოისპობოდა. მაშასადამე, 

ზოგადი სახე ინტეგრალისა, რომელიც წრფივ ირაციონალობიდანაა. 

აღებული, ასეთია: 

  

1 

1? –-- 
სადაც # არის თავისი არგუმენტების რაციონალური ფუნქცია. 

"დავამტკიცოთ ახლა, რომ (22) სახის ინტეგრალი ელემენტა– 

რულ ფუნქციებში ამოიხსნება ყოველთვის. ამისათვის საკმარისია. 

აღმოვაჩინოთ, რომ მრუდი



1V. ინტეგრება ირაციონალური დიფერენციალებისა... 113 

1. 
წწლ3) 

წXჯ=| “ “- 

7X-+9 
უნიკურსალურია. მივიღოთ 

  

  

თX»+ჩ_ ». 

XX+29 
მაშინ მიმდინარე ჯ და »” კოორდინატებისათვის გვექნება 

(23) :C- ბ, ,=; 
თ)" 

მაგრამ ეს გამოსახულებანი რაციონალურია ჯ-ს მიმართ და ამიტო- 

მაც ზემოაღნიშნული მრუდი უნიკურსალურია. მაშასადამე, § 24-ის 

თანახმად (22) _სახისს ინტეგრალი ელემენტარულ ფუნქციებში 

ამოიხსნება ყოველთვის და ჩვენი დებულებაც დამტკიცებულია. 

განვიხილოთ ახლა უფრო ხოგადი სახის ინტეგრალი: 

იი. |2(+C=55) ? (>) ”'”(=) |“ 
სადაც თ, 8, 7, მ რიცხვები წინა პირობას აკმაყოფილებენ, ხოლო 

2, 2... რაციონალური რიცხეებია. 

დავამტკიცოთ, რომ უკანასკნელი სახის ინტეგრალის გამოთვლა 

მიიყვანება ყოველთვის (22) სახის ინტეგრალის მოძებნაზე. მართ- 

ლაც, ვთქვათ 2), #,..,» წილადების საერთო მნიშვნელი არის 

M; მაშინ #M, ”ბთა: - MX მთელი რიცხვები იქნება. მაგრამ, მეორვ 

მხრით 

(– I 5). (> | 

ეს იმას ნიშნავს, რომ # ფუნქციის ყოველი ირაციონალური არ- 

გუმენტი წარმოადგენს მთელ ხარისხს 

თამა” 
(=> 

ირაციონალობისას, ე. ი. # ფუნქცია (24) ინტეგრალის ნიშნის 

ქვევით ნამდვილად შეიქმნება რაციონალური ფუნქცია ჯ-ისა და 

მხოლოდ უკანასკნელი ირაციონალობისა. მაშასადამე, თვით (24) 
ინტეგრალი ყოველთვის მიიყვანება (22) სახეზე და გამოთქმული 

დებულებაც დამტკიცებულია.
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მაგალითები. 

IL". მოვძებნოთ ინტეგრალი 

#”= _ 4 ა ქ. - 
9 (3-ს 3 

ამ ინტეგრალის ნიშნის ქვევით იმყოფება ორი ირაციონალობა: 

_ L) __ 

M ჯ–3 და V/ ჯ –– 3; ამ რადიკალებს ერთ მაჩვენებელზე რომ 

მივიყვანთ, მაშინ ინტეგრალის ნიშნის ქვევით გვექნება მხოლოდ 

  

6 
ერთი ირაციონალობა: MV 1 –- 3. ზემოაღნიშნული წესის თანახმად 

მივიღოთ | · ' 

  

ნ 
(=V/ ჯ–- 3. 

# ინტეგრალი მაშინ ასე გადმოიწერება: 

6_ _14/3 
/-ი |? IL. 

(–1 

თუ დავშლით /1-1, მაშინ მარტივი გარდაქმნის შემდგომ გვექნება 

9 =6 (რა 4+-2+#+ინაბძ 

2ს , 34. 67 , ს, 6) , 3/ 
312171512 1“ 

ახლა ისევ ჯ-ს თუ დავუბრუნდებით, საბოლოოდ მივიღებთ: 

ჯ--# 

ჯ -- 3პ-- MX – 3 

6  .  6ჩ ვზ _ _ 
+3-M (--3/+ <-M C--3)ზ+ --- MI (C--3)-+X+0. 

2. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

ბა /თ--ზძ- _ შე“ ––- 
მოვახდინოთ ჩასმა 

  

  

_–-–- 8 

ძი= --M X-3)1+- > რც 3 

  

თ:+ზ_ 

+42:-+-8
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აქედან 
გ/! –8 / 

X= თ/მ. ა 2იX=4(თ6-–- ზ?) (თ- ე? ი   

„” ინტეგრალი ამ ფორმულების ძალით ასე გადმოიწერება: 

– წ 

ვააა ღლუღლუბი 
დავშალოთ ახლა წილადი ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ინტეგრა- 

ლის ნიშნის ქვევით: 

  

, 1 “/ გ, . 

ეაო__ 
მაშინ გვექნება 

+ გე ჰძჰ=4) “– ძკ-+4 –-ძ'. 
(494 »- 

მარტივი გარდაქმნის შემდგომ უკანასკნელი ტოლობა მიიღებს 

სახეს: 

ი! ი! 
=48| –--–--–-––---  . 4 · 

” + კ --“- 
ამრიგად, # ინტეგრალი მიიყვანება მე-10% სახის ორ ინტეგრალზე 

(§ 22) და უკვე ცნობილი ფორმულების გამოყენებით იგი სავსებით 

იქნება ამოხსნილი. 

  

  

§ 31. ინტეგრება დიფერენციალებისა, რომლებიც შეიცავენ 

შ/  4+93, 828 –+ ე,” 903 ირაციონალობას. ზოგადი სახე ინტეგრალე- 

ბისა, რომლებიც ამ ირაციონალობას შეიცავენ, ასეთია: 

(85% ++1/ 501) 
სადაც # რაციონალობის სიმბოლოა. ვიგულისხმოთ, რომ Cთ8 -–– 

–ჩV 9 0. 
ეს ინტეგრალი ელემენტარულ ფუნქციას წარმოადგენს ყო- 

ველთვის. მართლაც, საკმარისია ამისათვის აღმოვაჩინოთ, რომ 

მრუდი 

-V++VI =-
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უნიკურსალურია; მაგრამ ამ განტოლებიდან ვღებულობთ 

=X+8 _ 
/ 21) +8 _ ”“–-4 

საიდანაც 

(25) „- 50-24 · 
თ ებ ქ)” 

უკანასკნელი ტოლობა გვიჩვენებს, რომ 7: არის X-ის რაციონალუ- 

რი ფუნქცია; მაშასადამე, ზემოაღნიშნული მრუდი უნიკურსალურია. 

და ამიტომაც ჩვენი ინტეგრალი მართლაც “ელემენტარულ ფუნქ- 

ციებში ამოიხსნება ყოველთვის. 

  

მაგალითი. ვიპოვოთ ინტეგრალი 

«=|/ 1+/68-> ლილე 
ამ შემთხვევაში გვექნება 

ჯ–1 

I=I/ 1+1/ 2-1, 1+ )/ :-+ –+-1 17; 

საიდანაც 

  

  

თემ. ე – · 242” X= +__ 2.2)? წ!) 7 X (7'–-2X) 

მივიღებთ რა ახლა მხედველობაში უკანასკნელ ფორმულებს, 

გვექნება: , 
· 2 2 

#-2|ი' – #)ძ»= დ” 3. 7პ+0C0. 

ახლა, თუ ისევ ჯ-ს დავუბრუნდებით, საბოლოოდ გვექნება: 

ჩუ ი(5+ 1 წ“ “5 I .-+M( 3. 1+V 0-3 ) 

2604-2751. ) +0. 

§ 895. ზოგადი შემთხვევა. (23) და (25) ფორმულებიდან ჩანს,“ 

რომ ინტეგრების ორ ზემოაღნიშნულ შემთხვევაში ჯ ცვლადი პირ- 

ველი ხარისხისაა 7 ირაციონალობის მიმართ. ამიტომ ინტეგრა- 

ლები ამოიხსნა ელემენტარულ ფუნქციებში ამ ორ შემთხვევაში. 
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მაგრამ ესაა კერძო შემთხვევები. ზოგადი შემთხვევა კი შემდეგ 

დებულებაშია გამოთქმული: 

დებულება, თუ 
(1) XL», 7)=0 
განტოლებაში ჯ ცვლადი პირველ ხარისხში შედის, 

მაშინ რაგინდ ხარისხისა იყოს ის #»ის მიმართ, 

ინტეგრალი 

(ლ) | 8 7 ძ» 

ელემენტარულ ფუნქციებში ამოიხსნება ყოველ- 

თვის. | 

მართლაც... თუ აღნიშნულ განტოლებას ჯ-ის მიძართ ამოვხსნით, 

მაშინ, თანახმად ამ დებულებაში გამოთქმული პირობისა, გვექნება 

სადაც დ რაციონალური ფუნქციაა. მაშასადამე, მე-(2) ინტეგრალი 

მიიღებს სახეს: 
– 

| #(C 6), ))%' 0)ძ7, 

რომელიც რაციონალური ფუნქციიდანაა აღებული და ამიტომაც 

ეს ინტეგრალი ელემენტარულ ფუნქციებში ამოიხსნება. დებულება 

დამტკიცებულია. 

მაგალითი. ვიპოვოთ ინტეგრალი 

|# 6) ძ», 

სადაც #M(») არის X-ის რაციონალური ფუნქცია, ხოლო თვით # 

განისაზღვრება განტოლებიდან: 

(ძე-+-ნაX))"-I-C2, + ნ,ჯ))" 1-+. ··+(რი» )+ჩი-,(X)X-+LCC„+ნაX) =0. 

ამ განტოლებიდან ვიპოვოთ X, გვაქვს: 

რეე რერებნაა შირი, 
––__... 

ნაწილობითი ინტეგრების წესი გვაძლევს: 

I# (7) ძX= XX (7) – |” თრ:
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ჩავსვათ ახლა აქ ::-ის მნიშვნელობა; მივიღებთ 

კ, 1ს-–=1 . 

II (3) ძLX= XX ()) «| მლ იი X"ც)ძ». 
ხე) ხე" შ--..ჩ 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალი მოიძებნება § 17-ის 

წესის მიხედვით და ამით აღებული ინტეგრალიც ამოხსნილი იქნება. 

V. პიპერტელიფსური ინტეგრალები 

§ 88. საკითხის დასმა. აბელის ინტეგრალებს შორის ყველაზე 

მარტივი და ამასთანავე მნიშვნელოვანიც იმ სახის ინტეგრალებია, 

რომლებშიაც 7 შემდეგი სახისს ტოლობით არის დაკავშირებული 

ჯ:-თან: 

(26) 2>;=/ (2, 
სადაც /(X) პოლინომია, რომლის ხარისხი ჯ=>2. 

ამრიგად, აქ აღნიშნულ აბელის ინტეგრალებს ასეთი სახე აქვთ: 

(27) |2C MI 700) ძი, 

სადაც #, როგორც წინათ, რაციონალობის სიმბოლოა. 

(26) განტოლების ძალით, უკანასკნელი ინტეგრალის შესწავლი- 

სათვის ყოველთვის შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ /(») პოლინომს 

ჯერადი ფესვები არ აქვს. 

(26) მრუდი, როცა #7>2, არ არის საზოგადოდ უნიკურსალუ- 
რი, ამიტომ (27) სახის ინტეგრალი საზოგადოდ ელემენტარულ , 

სიმბოლოთა სასრული რიცხვით ვერ გამოისახება, ე. ი. წარმოად- 

გენს უმაღლეს ტრანსცენდენტულს. ასეთი ინტეგრალები პიპე- 

რელიფსური ინტეგრალების ზოგადი სახელწოდებითაა ცნობი- 

ლი, ხოლო, როცა #=3, 4, მასთ ელიფსურ ინტეგრალებს უწო- 

დებენ. ' 

მაგრამ საქმე ძლიერ მარტივდება იმ შემთხვევაში, როცა #=2. 

მართლაც, მაშინ (26) მრუდი, როგორც მეორე რიგისა, უნიკურ- 

სალურია და ამიტომაც (27) ინტეგრალი, რობელსაც ამ შემთხვე- 
ვაში აქვს სახე 

I (X, V/ იXX+სხX-L-6) ძ» 

ელემენტარულ ფუნქციებში ამოიხსნება ყოველთვის.
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გადავდოთ ჯერ-ჯერობით ამ უკანასკნელი განსაკუთრებული 

შემთხვევის განხილვა, რაც დაწვრილებით თავის დროზე იქნება 

განხილული, და შევუდგეთ პირველად ზოგადი (->2) შემთხვევის 
შესწავლას. მაგრამ რა სახით უნდა მოხდეს ეს წინამდებარე სა- 

ხელმძღვანელოში? 

თეორია უმაღლესი ტოანსცენდენტული ფუნქციებისა, რომლე- 

ბიც (27) სახის ინტეგრალების შესწავლის პროცესში აღმოაჩინეს, 

მათემატიკური ანალიზის განსაკუთრებულ დარგად გამოიყო და 

ამ უკანასკნელის ერთ.ერთი ნაწილი ელიფსურ ფუნქციათა თეო- 

რიის სახელწოდებითაა ცნობილი. 

ერთის მხრით, სწორედ ამ მოსაზრებით აღნიშნული თეორია 

მთლიანად ვერ შევა ჩვენს სახელმძღვანელოში. აქ მხოლოდ შემდეგ 

საკითხს განვიხილავთ: ვიპოვოთ იმ ინტეგრალების კანონიკური 

სახეები; რომლებიც აღნიშნულ ტრანსცენდენტულ ფუნქციებს 

ქმნიან. · 

მეორე მხრით, აქ უმთავრესად განიხილება შემთხვევები, როცა 

გარკვეული სახის განუსაზღვრელი ინტეგრალი ელემენტარულ 

ფუნქციას წარმოადგენს. 

ამრიგად, (27) სახის ინტეგრალის შესწავლა შემდეგი გეგმით 

უნდა მოხდეს: : 

19. უნდა აღმოვაჩინოთ კანონიკური სახენი იმ ინტეგრალებისა, 

რომლებიც ახალ უმაღლეს ტრანსცენდენტულ ფუნქციებს ქმნიან. 

29. უნდა მოვძებნოთ. პირობები, როცა (27) სახის ინტეგრალი 

ელემენტარულ ფუნქციას წარმოადგენს. 

ვმ. უნდა აღმოვაჩინოთ ხერხი (27) სახის ინტეგრალების მოსა- 

ძებნად უკანასკნელ შემთხვევაში. , 

მაგრამ (27) სახის ინტეგრალი მეტად ზოგადია იმისათვის, 

რომ შესაძლო იყოს რაიმე მსჯელობა ვიქონიოთ ყველა ჩამოთვლი- 

ლი საკითხის ამოსახსნელად. საჭიროა ინტეგრალის მიყვანა უმარ- 

ტივეს სახეზე და ეს მოხდება #(X, 7) ფუნქციის დაშლის საშუა- 

ლებით. შემდეგი § ეხება ამ საკითხს. 

შენიშვნა. /(2) პოლინომის » ხარისხი შეიძლება ან ლუწი 

ანდა კენტი იყოს. მაგრამ ეს ორი შემთხვევა შესაძლოა ერთმა- 

ნეთზე მივიყვანოთ ყოველთვის. 

მართლაცკ, ვთქვათ #=2#-–-1. მოვახდინოთ გარდაქმნა: 

1 
ჯ–ლთ-“+L–-, 

ჯ
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სადაც თ არ არის /(1)-ის ფესვი; მაშინ #(ჯX) პოლინომს თუ დავ- 

“შლით ტაილორის მწკრივად, გვექნება 

–>–>–>.–“.ი /ია=/თ+/ი++-+8-=8% ილ -9%0 
სადაც /)(,) არის 2L ხარისხის პოლინომი. 

აქედან 

MI 7 Cე = “> MI 7თ- 
ამრიგად, M /(» ირაციონალობა მიყვანილია ახალ M /. (,) 

ირაციონალობაზე, რომელშიაც /1+(,)) ბოლინომის ხარისხი არის 2+. 
შებრუნებით, ვთქვათ #=2#. მოვახდინოთ გარდაქმნა 

1 
X=თ+L+--–, 

! 

სადაც თ უკვე /(1)-ის ფესვია. #00 პოლინომი დავშალოთ ტაილო- 
რის მწკრივად: 

= “ე + 1 # დ 1. (0რ 1 /თ=/0+/ი < +954 4 +.+4ე9 5. 
მაგრამ /(თ)=0 და ამიტომაც ეს ტოლობა ასეთ სახეს ღებულობს: 

_ თ 
#/(Cი= ს. , 

სადაც /1(/)) არის (2L--1) ხარისხის პოლინომი. აქედან გვექნება 

#7C = + M ჩრ: 
ამრიგად, V/ / (2) ირაციონალობა მიყვანილია ახალ IV“ /,(/) 

ირაციონალობაზე, რომელშიაც #10) პოლინომის ხარისხი არის 

2-1. 

§ 34, დაშლა (9?) ინტეგრალისა. 7! (>, #. როგორც ზოგადი 

სახის რაციონალური ფუნქცია, არის საზოგადოდ წილადი, რომ- 

ლის მრიცხველი და მნიშვნელი პოლინომებს წარმოადგენენ ჯ-ისა 

და »-ის მიმართ. მაშასადამე, მას აქვს სახე: 

22 4,2) ბ _ 
#7 (X, 7)= · (XV, 7) 398, „აო.
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მაგრამ X»-ის ყოველი ლუწი ხარისხი პოლინომია ჯ-ის მიმართ, 

ხოლო #”-ის კენტი ხარისხი იქნება ნამრავლი #-ისა პოლინომზე 

ჯის მიმართ. ამიტომ უკანასკ ელი ტოლობის ძალით 71(ჯ, 1) 
ფუნქცია შეგვიძლია ასე გადმოვწეროთ: 

#60 კ) = 400 #CI , 
ჰ0 000 +-V,CX)X 

სადაც #MI/(1), (>), M,(X) და · V,(X) პოლინომებია ჯ-ის მიმართ. 
ახლა ამ წილადის მრიცხველი, ისე როგორც მნიშვნელიც, გავა- 

მრავლოთ | M,(X)-- X,(X)I)-ზე; მაშინ 7X(X, 7) ასე წარმოგვიდგება: 

4 C (ე) 
XX, 

თშ-–უფია იი” 
სადაც ობ იC არიან ჯ-ის რაციონალური ფუნქციები. 

მაგრამ 

C(ე ჯ= C(1:)V? = წე/69) 

ხი) მ”), C(») / (7) 
სადაც #(Cჯ) და C(X) პოლინომებია. 

ამრიგად, საბოლოოდ გვექნება: 

4(») ჩიე იე) 20 ე 90 ., ი ფე 0090I- 7 ი. 
აქედან მივიღებთ 

აი ა (4 10 კ. |#C 3)ძ;: |ნოთ #+--ა> 0(0XI> #CX. რ“ · 

"რადგანაც მიღებული ტოლობის მარჯვენა ნაწილის პირველი ინ- 

ტეგრალი რაციონალური წილადიდანაა აღებული, ამიტომ მისი 

“ამოხსნა მოხდება § 17-ის წესის თანახმად. დაგვრჩენია ახლა შე- 

ვისწავლოთ მეორე ინტეგრალი „ოლოდ. 

ამისათვის დავშალოთ 50 წილადი ჩვეულებრივი წესით, 
2) 

  

რის შემდგომ მივიღებთ 

#C). _ 6::-+# 
(463) XC ი+2--“> (X-– თ)” +2C ე.მ. I(X–- 0) -+V#“ 1” 

სადაც ჯXიე პოლინომია; >» ჯამები გავრცელებულია II-სა და #-ის 

მთელ მნიშვნელობათა მიხედვით; #4; C, #I;... დაშლის მუდმივებია.
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გავამრავლოთ ამ ტოლობის ორივე ნაწილი >. ზე და 
ჯ 

შემდეგ მოვახდინოთ ინტეგრება. გვექნება 

LCX) XCX) ძ: –-- “ძუ = ძა: + VI 
I 007700 1770 <=“) ფ- თშ 7 ღი. 

  

აეს იელლ CთX+X თ 

ე თი MM / თ. 
ამრიგად, მიღებული გვაქვს სამი შემდეგი სახის ინტეგრალი: 

| ჯი ჯ იჯ. 
X = | –--=- X»»აო»= ეეაეგაბსბბქღიეაა-=-, 

” )/7Cთ “1 თ–თ” 760 
  

(28) 
C:+VV .. 

ძX 
ჩა- ეა. ჰა“რულ. 

სადაც #, #I, 1 მთელი დადებითი რიცხვებია. 2» ინტეგრალები. 

წარმოსახვითი სიდიდეების საშუალებით ყოველთვის X„ ინტეგ- 

რალებზე მიიყვანებიან; მაგრამ წარმოსახვით სიდიდეებს თავიდან. 

· ვიცილებთ ასეთ შემთხვევაში და ამიტომაც ეს ინტეგრალები ცალ- 

ცალკე განიხილება შემდეგში. 

XX», 72 ინტეგრალები საზოგადოდ წარმოადგენენ უმაღლეს. 

ტრანსცენდენტულ ფუნქციებს, როცა /C(:)-ის ხარისხი >2-ხე. მაგ- 

რამ ყოველი მათგანი ალგებრულ ნაწილს შეიცავს; საჭიროა ამ 

უკანასკნელთა გამოყოფა იმისათვის, რომ აღნიშნულ ტრანსცენ- 

დენტულ ფუნქციათა კანონიკური სახეები მოვძებნოთ. შემდეგი- 

-§ სწორედ ამ საკითხს ეხება. 

§ 85. რედუქცია (58) სახის ინტეგრალებისა. L. რედუქციის 
ფორმულა X. ინტეგრალისათვის. განვიხილოთ XI; ინ- 

ტეგრალი. გვაქვს: 

თ (> სბა/ც)+-2- 2/ თ 
(29 XL /ო 

ძჯ M” #/ CC) 
ტოლობის მარჯვენა ნაწილის მრიცხველი არის (#--7-––1) ხარისხის 

პოლინომი რომლის კოეფიციენტები /(X) პოლინომის კოეფი- 

ციენტთა წრფივ კომბინაციებს წარმოადგენენ. 

ვთქვათ ეს პოლინომი არის 

„ქეი. ქევხო 2 LL 4,ეებო1
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თუ მოვახდენთ (29) ტოლობის ორივე ნაწილის ინტეგრებას, 
მივიღებთ: 

ჯა # (X) = 42-ე 1L 412. გ. +- 4. XI კე 

მივცეთ #-ს მნიშვნელობანი: 1, 2,..., მაშინ ყოველი X..,ც, X„... 

2X..ი..ს ინტეგრალთაგანი გამოისახება ერთი გარკვეული ალგებ- 
რული ნაწილისა და შემდეგ ინტეგრალთა წრფივი ფუნქციის სახით: 

(30) XV 2? ეც... X-- ვ: 

ამ უკანასკნელ ინტეგრალთა რედუქცია უკვე არ არის შესაძლო 

და ამიტომაც ესენი იქნება Xჯჯ ინტეგრალთა კანონიკური სახეები. 

II. რედუქციის ფორმულები X#», 2, ინტეგრალე- 
ბისათვის. X.,, 7, ინტეგრალები წარმოადგენენ კერძო სახეს 

შემდეგი ინტეგრალისას: 

თ(ეძჯ 

(წფე)|M 7 0 ” 
სადაც # მთელი დადებითი რიცხვია, ხოლო VI») და (IX) ურთი- 

ერთ მარტივი პოლინომებია და, ამას გარდა, 7(ჯ)-ს მარტივი 

ფესვები აქვს მხოლოდ. შევისწავლოთ უკანასკნელი ინტეგრალი. 

ორი შემთხვევა წარმოგვიდგება: 

1? 7(CX) და /(X) ურთიერთ მარტივია. 
290 ამ ორ პოლინომს აქვს საერთო მამრავლი. 

19. IC.) პოლინომი, ამ შემთხვევაში, მარტივია M '(X)-თან, 

ვინაიდან მას მხოლოდ მარტივი ფესვები აქვს და რადგანაც, ამას 

გარდა, X7(Xჯ)-სა და /(1:)-ს საერთო მამრავლი არ აქეთ, ამიტომ 

ურთიერთ მარტივი არიან აგრეთვე M”(») და I (X) / (X). მივი- 

ღებთ რა ამას მხედველობაში, შეგვიძლია, თანახმად § 19-ში 

  

გამოთქმული თეორემისა, მოვძებნოთ ორი ისეთი პოლინომი V«(:) 

ა თ(X), რომ 

დ (X) (7 (>) I1-LVს (X)X7 “ (X) / (1)=V (თ). 

ჩავსვათ ეს 7). ინტეგრალის ნიშნის ქვევით, გვექნება: 

(#(63) დ(7) 31 = ძ:–+ 
ა (7 (X)I”M” / (X) MV #7 (9) 

+ |1იV ფ)/>. (X) 7" (X) I / (X)_ ქ. 
IV (2)? 
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ტოლობის მარჯვენა ნაწილის უკანასკნელი ინტეგრალი ნაწილო- 

ბითი ინტეგრების წესით გარდაექმნათ. მივიჩნიოთ 

=სნათ7/Cი, ძი = 0 #=V(X)/ /#/(X), ძა ოთეი 

აქედან 
1 

ა თ–-)წწცე)ბ 
ამრიგად გვექნება 

სი)” #7 , _ _ 900176. 
IV I” მლI7 ყე 

+ 1 2ს'/+/'ს 
20-1)) V 0 XM-/ თ 

ჩავსვათ ეს (31) ფორმულაში, მაშინ უკანასკნელი ასე გადმოიწერება: 

  

ყ9(X) სი)I« / (9 _ დ(ჯ) ლ პპო–ო– 

(I 60127 76) (+-–1) I7/(>))»”1 +| V /(9) 

1 1 20'/-L/ს 
  

221-–-1)) (7 C))X1 MV / ლე 
ტოლობის მარჯეენა ნაწილის პირველი შესაკრები არის ალგებრუ- 

ლი ფუნქცია მეორე წარმოადგენს >» ინტეგრალთა წრფივ 

ფუნქციას, ხოლო უკანასკნელი #X ინტეგრალის სახისაა, მხოლოდ 

მასში მაჩვენებელი # ერთი ერთეულით არის დაწეული. 

ამ ფორმულის მიმდევრობითი გამოყენება მოგვცემს 

თო _ ,._ %ი9M7Cთ= _ | დ(7) 
ა V/” / (2) · 

ძი 
III M7(). (X) IX (ი 121 X +   

| L 463) 
X7C2V / (ი 

სადაც #(»), დ(»), IC») პოლინომებია ჯ-ის მიმართ და, ამას გარ- 

და, შეგვიძლია ყოველთვის ვიგულისხმოთ, რომ VICჯ)-ის ხარისხი. 

X(X)-ის ხარისხზე უფრო დაბალია. 

ამრიგად, უკანასკნელი ფორმულით #,; ინტეგრალიდან გამოი- 

ყოფა ალგებრული ნაწილი ერთის მხრით და X, სახის ინტეგრალი 

მეორე მხრით. ახალი ტრანსცენდენტული, რომელზედაც 77. ინტეგ- 

რალი მიიყვანება აღნიშნულ ინტეგრალთა გარდა, არის შემდეგი:
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| = 
= ძა: 

#C)ს-/ ე. 

გადავიდეთ ახლა 2" შემთხეევაზე. ვთქვათ, X7(X)-ისა და /(X)-ის 

უდიდესი საერთო გამყოფი არის 7X>X); მაშინ გვექნება 

(32) , 7(9=1M/() #C) და /(») = /VX) #6. 
MC) და /,(XI) ურთიერთ მარტივი პოლინომებია. მეორე მხრით, 

#C)-ს ჯერადი ფესვები არ უნდა ჰქონდეს. მაშასადამე, /,(X) და. 
XX») ურთიერთ მარტივია. ამას გარდა, 77 ინტეგრალის განხილ- 

ვის დროს მხედველობაში გვაქვს XX» და 2„ ინტეგრალების შეს- 

წავლა განსაკუთრებით. ვიგულისხმოთ ამიტომ, რომ 17(X)-საც არ 
აქვს ჯერადი ფესცები, ე. ი. II (X) და 7XX) ურთიერთ მარტივია. 

ამრიგად, IV (X), /,(X), MC) წყვილ-წყვილად მარტივი პოლი- 
ნომებია. 

ახლა მოვძებნოთ ისეთი ორი პოლინომი /#(ჯ) და ი«(X), რომ 

C (1)=#ტ( L90 Cე 1/+ი (X) LIV დე IM 
' რაც შესაძლოა § 19-ის თეორემის ძალით. ჩავსვათ ეს #7). ინტე- 

გრალში, მაშინ უკანასკნელი ასე გადმოიწერება: 

.__ V(X) I163) 
33 =–ძ: = 

ოა (7 62)? (IC / (%) ” II/C))M# 7. ი“ 

(163) ქ 

+ ალ» 7 (9) 
ვინაიდან I7/(X)-სა და /(ჯ)-ს საერთო მამრავლი არ აქვთ, ამიტომ. 

მარჯვენა ნაწილის პირველი ინტეგრალი 1! შემთხვევაში აღნიშნუ- 

ლი სახისაა. . 
განვიხილოთ მეორე ინტეგრალი. 7XX) პოლინომი მარტივია. 

X#XCX)-თან და /,(1)-თანაც, ამიტომ იგი მარტივი იქნება #I(1)/,(X) 
ნამრავლთანაც აგრეთვე. მაშასადამე, მოიძებნება ისეთი ორი პო- 

ლინომი 7ჯ(X) და +«(ჯ»), რომ 

7 (X) L 9 (X)1)?-L+ (X) #" («) 7, (X) = 9 (2). 
მაშასადამე, გვექნება ' 

34 _ /2) "I 752 .კ, 
ი I (XCი)IX# #/ (2) I 7 CC). + 

+ (CI. §+(X) 9I(>)/)(X) 
(0 C)1M7 / დ).
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ტოლობის მარჯვენა ნაწილის პირველი ინტეგრალი X,; სახის ინ- 

ტეგრალების ჯამს წარმოადგენს. განვიხილოთ მეორე ინტეგრალი. 

იგი ნაწილობითი ინტეგრების წესით გარდავქმნათ. (32) ფორმუ- 

ლათა ძალით გვექნება 

  

(2 0(2)/,0ე” _ ს _ 
(35 'V., (35) ოა »=| (0 ჩი ფეე რ 
მივიჩნიოთ , 

#=+(2) I/ /(2) ; ძს= -. =/, ძX. 

ნ 

შედ) __ 2. _ 1 _ = 2)--1 წიულეი · 

ამისა და (32) ფორმულების ძალით (35) ტოლობა ასე გადმოი- 

'წერება: _ 

ცონოით,, მი. +(ი9 MV # (7) 
(0 (9)M # დ) 2-) (9007 

1 | 2+"(2:) /,(X)-++(2:) /' I კ 

2-1) (0(01X0/ / (9 
თუ ჩავსვამთ ამას (34) ფორმულაში, მაშინ უკანასკნელი ასეთ 

სახეს მიიღებს! · 

0(2) ძა=-- 2 L(20/ /(ჯ) +| (263) 

(0 (I-V # (ჯ») 2-ს) (ი(C0ე)L V / თ“ 

1 (2+ (X) / (2-++(X) /”,(X) 

, +85| ნფ 7/ფ  “ 
ამ ფორზულის მიმდევრობითი გამოყენება მოგვცემს: 

იი _ ,„.  80V7/თო | LC) 
(00 #M/ #/Cე (ხე) V/ / (X) 

"სადაც #(»ჯ) და #(;:) პოლინომებია ჯ-ის მიმართ. 
ამრიგად, (33) ფორმულის მარჯვენა ნაწილის მეორე ინტეგრა- 

ლი მიიყვანება ერთი გარკვეული სახის ალგებრულ ფუნქციაზე და 

2-ს, სახის ინტეგრალებზე. 

მივიღებთ რა ამას მხედველობაში, შეგვიძლია (33) ფორმულის 

ძალით ვთქვათ, რომ რედუქციის ფორმულა 7, ინტეგრალისათვის 

29% შემთხვევაშიც იმავე ხასიათისაა, როგორც 19% შემთხვევაშიც. 

  

ძX,  
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“დავუბრუნდეთ ახლა -ისევ I» და 2, ინტეგრალებს. ვთქვათ, 

უპირველესად თ არ არის / (X)-ის ფესვი, ანდა / (2) არ გაიყოფა 

I(XL-9)/-+-ჩ“I-ზხე; მაშინ ზემოაღაიმნული რედუქციის ფორმულების 

გამოყენებით ”» ინტეგრალი მიიყვანება ალგებრულ ნაწილზე, 

XL სახის ინტეგრალებზე და შემდეგ ახალ ინტეგრალზე 

| ძჯX 

(+- თ)M /(ჯ , 
რაც შეეხება 2-ს, იგი, გარდა ალგებრული ნაწილისა და X, სა- 

ხის ინტეგრალებისა, მიიყვანება შემდეგ ინტეგრალზე: 

|. => C6X+-# ჰ 

((+--6)?+ #9) / / 00. 
სადაც C და # გარკვეული მუდმივი რიცხვებია. . 

თუ თ არის /(»)-ის ფესვი, ანდა #(::) გაიყოფა I(-- თ?-L#'I- ზე, 

მაშინ 2ბ შემთხვევის ფორმულების გამოყენებით როგორც XIX, 

ისე 2, მხოლოდ ალგებრულ ნაწილზე და X„ სახის ინტეგრალებზე 

მიიყვანება. 

მიღებული ორი უკანასკნელი ინტეგრალი წარმოადგენს ტრანს- 

ცენდენტულ ფუნქციებს რომელთა რედუქცია უკვე არ არის 
შესაძლო. 

ამრიგად, (28) სახის ინტეგრალის შესწავლით შემდეგი ახალი 

ტრანსცენდენტული ფუნქციებია აღმოჩენილი: X, სახის (30) ინ- 

ტეგრალები, რომელთა რიცხვი არის (#-I1) და, ამას გარდა, ეს 

ორი უკანასკნელი ინტეგრალიც. 

VI. შემთხვევა, როცა /#C;) მეორე სარისხის პოლინომია 

§ 36. წინასწარი შენიშვნები. ამ შემთხვევაში (27) ინტეგრალი 

შემდეგი სახისაა: 

(36) |# (>, I/ ძი: '-ხX--C)ძX, 

სადაც თ, ხს, 2 ნამდვილი მუდმივი რიცხვებია, რომლებიდან #20. 

ასეთი ინტეგრალი, როგორც ერთხელ იყო ნათქვამი, ელემენტა- 

რულ ფუნქციას წარმოადგენს ყოველთვის. 

აღმოვაჩინოთ ხერხი აღნიშნული ინტეგრალის გამოსათვლელად. 

ორი შემდეგი გზით შეგვიძლია მივაღწიოთ ამ მიზანს: 

19. უპირველესად მივიყვანოთ დიფერენციალი (36) ინტეგრა- 

ლის ნიშნის ქვევით რაციონალურ სახეზე, ე. ი. მოვახდინოთ მისი
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რაციონალიზაცია და შემდეგ ინტეგრება § 13-17 წესების 

თანახმად შევასრულოთ. 

2. თავიდანვე დავშალოთ, როგორც ზოგად შემთხვევაში, 

#(«, 7) ფუნქცია და (36) ინტეგრალი კანონიკურ სახის ინტეგრა- 

ლებზე მივიყვანოთ. ამ უკანასკნელთა ამოხსნით, თვით (36) ინტე- 

გრალიც იქნება ამოხსნილი აგრეთვე. .. 

1" გზით (36) ინტეგრალის მოძებნა მაშინაა უფრო მიზანშე- 
წონილი, როცა ადვილად მოხდება იმ რაციონალური წილადის 

ინტეგრება, რომელსაც რაციონალიზაციის შემდგომ მივიღებთ. 

ესაა ინტეგრების უკვე ცნობილი. გხა და ამიტომ მასზე არ შევ- 
ჩერდებით. 

მაგრამ (36) სახის ინტეგრალი ისეთ ნაწილებს შეიცავს საზო- 

გადოდ, რომელთა მოსაძებნად სრულებით არ არის საჭირო რა- 

ციონალიზაციის მოხდენა. შესაძლოა მათი გამოყოფა წმინდა ალ–- 

გებრული წესით, რომელიც ზოგადი თეორიის თანახმად მდგომა- 

რეობს შემდეგში: 

უნდა დაიშალოს (36) ინტეგრალი ზოგადი თეორიის წესების: 

მიხედვით, რაც XI, X», #» ინტეგრალებზე მიგვიყვანს და შემდეგ. 

ამ ინტეგრალთა ალგებრული ნაწილები მოიძებნოს რედუქციის. 

ფორმულების გამოყენებით. 

ასეთია ინტეგრების 2.ე გზა და ის გვაქვს ამორჩეული აქ (36) 

ინტეგრალის გამოსათვლელად. 

· მაგრაზ Xიხ XX 2, ინტეგრალები ამ შემთხვევაში ასეთი სახის. 
არია 

ჯ | “ი I ძX -+I= | ----==== C072:, ი 

MV ი:'–+-ხ:+6 ა. ა თორი! 

  

| 6-LV9 
= ძა): 

I(;-- ე)“. #?)" I/ 8::+ხX-LC 
ამ ინტეგრალთა ალგებრული ნაწილების გამოსაყოფად შევადგინოთ: 

რედუქციის ფორმულები ყოველი ამ ინტეგრალისათვის. 

შემდეგი §§ ეხება ამ საკითხს. 

§ 37. რედუქციის ფორმულა X; ინტეგრალისათვის. (29) ფორ– 

მულა ასე გადმოვწეროთ: 

4 2) ჯ“ 1 (თვი – 
იX 

_V– 1)ჯ' ?(იX-- ხL + ++ –- 2ბო1(2ძX-+ჩ) 

V ი». +ხჯ-L- 
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რომლის ინტეგრების შემდგომ გვექნება 
კუე- 1 

უხ-1 I ცჯმ-ხX--6 = LCXს -L (+– +) ხ35სL |+(CL--1) CXV-,- 

აქედან რედუქციის ფორმულას ვღებულობთ X; ინტეგრალისათვის: 

_ ექომ იებ-ხ+-. 2-1 ხ ხ#V-–-1 4 
ტე X.= L –_. 
რომლის მიმდევრობითი გამოყენებით #, ბოლოს და ბოლოს მიიყ- 

ვანება ინტეგრალზე 

ძ.: 

I M/” ძ»”-+-ხX-L-6 ' 

ეს არის მისი კანონიკური სახე. 

1 6კ3·.·!:·.·!'',')·!|!)!' 
X,.= --M ი:24+ნX+-C- ი. X-ა. 

ი 2ძ 

§ ვ8. ალგებრული ნაწილების გამოჟოფა X, ინტეგრალიდან, 

X, ინტეგრალები (36) ინტეგრალში საზოგადოდ ასეთი სახით 

შედიან 

(38) LX) . 
I 0X?-+-სX-LCC 

სადაც LXX) პოლინომია ე-ის მიმართ, როზლის ხარისხიც ვთქვათ 

არის „თ. შეგვიძლია ეს ინტეგრალი შემდეგი ჯამის სახით წარმო- 

ვადგინოთ: 

-# 

XV 4 ძX = X 4.XX 
ლ 'I>=5+> ლ 

სადაც 4ი, 4)-.ს 4 არიან #(1) პოლინომის კოეფიციენტები. , 

მაშასადამე, ამ ინტეგრალის გამოსათვლელად საკმარისია უკანას- 

კნელი ტოლობის მარჯვნივ XV ინტეგრალთა მაგიერ შესაბამისი 

მნიშვნელობები ჩავსვათ. 

მაგრამ (37) ფორმულის აგებულება საშუალებას გვაძლევს ამ 

ინტეგრალის ალგებრული ნაწილი თავიდანვე გამოვყოთ. მართ- 

ლაც, როცა ყოველ X, ინტეგრალზე რედუქციის (37) ფორმულას 
ბოლომდის გამოვიყენებთ, მაშინ უკანასკნელი ტოლობა ასეთ სახეს 

მიიღებს:
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ჯCე) 

MI იX?–+ს::-+- 

+ძ„._ ეX“++--ი6ო-1) V/ ძ:'--ნX--C –+“ხX+ი9ი +ძ»ი (>=5. 

მიღებული «; კოეფიციენტების მოძებნა წმინდა ალგებრული წესით 

მოხდება. რომ ამაში დავრწმუნდეთ გავაწარმოოთ ეს ტოლობა; 

გვექნება: 

ძX=(იაჯ” 11-ე, როზ L-...+ 

ჯCი) 
M იX:+ხX-LC 

+C--2) 2,5 ბ+...--მი-)+ 

  =I/ იXმ%-+-სX- 6 ( 0) --1)თაჯა მ -L 

2იX-ხ 

2 –რ+ ხX –-- 

+ი,.”ზ+...-+იო-)+ 

(ძია»” '+ 

M იჯ" ხ+-LC 5-:->=' 

აქედან, ტოლობის ორივე ნაწილის · I/ ია?-LჩX-LC-ზე გამრავლე- 

ბით, მივიღებთ 

( 4 ა: 4 ჯეა1-L...- 4. 1X4+-4 

| =(იჯ?-+Lხ::-+0) (00L-- 1) თეჯო“შ-- 

(39) 4 –+ 00 –-2) ძ,ჯ”-მ-L...+-მთ ე) -- 

„_.. 
ეს ტოლობა იგივეობა უნდა იყოს, რაც მაშინაა მხოლოდ შესაძლო, 

როცა კოეფიციენტები ;:-ის ტოლი ხარისხების წინ მარჯვნივ და 

მარცხნივ ტოლი იქნებიან შესაბამისად. გავუტოლებთ რა ამ კოე- 

ფიციენტებს, მივიღებთ (#I-IL-1) წრფივ განტოლებას 0-1) უცნო- 

ბით ძა, რე... მ რადგანაც ეს სისტემა თავსებადია, ამიტომ. 

აღნიშნული კოეფიციენტებისათვის გვექნება მნიშვნელობათა ერთი 
და მხოლოდ ერთი სისტემა. ” 

ამრიგად, (38) სახის ინტეგრალის ალგებრული ნაწილი გამო- 
ყოფილია და დაგვრჩა ვიპოვოთ მხოლოდ შემდეგი ინტეგრალი: 

  

2: 

I 0X2-LხX-L- | 

§ 39. რედუქციის ფორმულა XI, ინტეგრალისათვის (ალგებრუ- 

ლი ნაწილის გამოყოფა). I,, ინტეგრალი ყოველთვის მიიყვანება
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„XL. სახის ინტეგრალხე. მართლაც, მოვახდინოთ ამ ინტეგრალს 

ქვევით შემდეგი გარდაქმნა 
(49) ჯ–თ= +; 

მაშინ ' 

MV ი:?-LხX ---= წერ “Iს, ძჯ =-4%. 

'მაშასადამე, 

  

იჯ ჯო“ 

LI=>= I 6X?-CხI ი ს –- >> 1+ იიი“ 
და ეს ამტკიცებს ნათქვამს. 

გამოვიყენოთ ახლა ტოლობის მარჯვენა ინტეგრალზე ზემოაღ- 

ნიშნული რედუქციის ფორმულა, მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ 

I I” ი, ==-=5= I-LC ძ! =I/ ი, /ბ-+ხ,1-+ 6 (ს ?-L...-+ჩნთ-ი) 
4 1" 1 

I 
ხ,,_ ა ა_-–-=:555-. 

+ | V” 2, +ს,(+= 
დავუბრუნდეთ ისევ ჯ-ს. ვინაიდან 

I, 8--0,:+-C= 2C5522> X1+. 

ამიტომ უკანასკნელი ტოლობა ასე  გადმოიწერება: 

_MC0X-+ნ>+- –-ჩჯ-L 2 – ფ 

L-> >> MI იX-+ხX-L6 –+ხX-L-2 თრი ( –+-..+8ი-) 

+8--–X» (+–თ) 2-7 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილის # კოეფიციენტები ნდ..- ახი კ კოე- 

ფიციენტთა წრფივ კომბინაციებს წარმოადგენენ და მათი მოძებნა. 

იმავე წესით შესრულდება, როგორც წინათ ი; კოეფიციენტებისა“ 

(39 ფორმულაში და, ამრიგად, >» ინტეგრალის ალგებრული 

ნაწილი გამოყოფილი იქნება. მაშასადამე, დაგვრჩება გამოვთვა- 

"ლოთ მხოლოდ ინტეგრალი 

: ძჯX 

(L-- თ I 62462 +4
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საქმე ძალიან მარტივდება იმ შემთხვევაში, როცა თ არის ფესვი 

კვადრატული სამწევრისა, რომელიც რადიკალს ქვევით იმყოფება.. 

მართლაც, მაშინ (40) გარდაქმნის ფორმულის ძალით გვექნება: 

ძX ო 

(ჯ-– თ)” | იX?-CხX+6 ს -|>>-– >“ 

ეს ინტეგრალი კი მოიძებნება § 30-ში აღნიშნული წესის მიხედვით. 

§ 40, რედუქციის ფორმულა 2” ინტეგრალისათვის. #„ ინტეგ- 

რალი შემდეგი სახით ავიღოთ: 

_ 4:+78 

-| 2-1 ან ნX 2 
რომელზედაც ის მიიყვანება ყოველთვის, თუ ჯ-ის მაგიერ დამოუ-- 
კიდებელ ცვლადად ინტეგრალის ნიშნის ქვეით (;--7/)-ს მივიღებთ. 

და შემოვიღებთ აღნიშვნას #?2=ჯ/. 

„_ ზემოთ რედუქციის ფორმულები უკვე გვქონდა მიღებული 2) 
ინტეგრალისათვის, რომლის კერძო შემთხვევას წარმოადგენს 2» 

ინტეგრალი. ზოგადი სახე, რომელიც ამ ფორმულებს აქვთ, საშუა- 

ლებას გვაძლევს შევადგინოთ 2, ინტეგრალისათვისაც ასეთივე, 

ფორმულა. მართლაც, გამოვიდეთ იგივეობიდან 

–_ 
_ 20C(0ჯ?-Lხ:+20)-+(CC»-L C") (20X-Lჯ) 

2(ჯ?–-#)"-1I// X?--ხ:: +“ 
_ 21-1)XCCთC:+ Cა (იX-L#X -+C) 

(?-Lჯ)” IV/ იX+ხX+-C 
სადაც C და C” ჯერ-ჯერობით ნებსითი მუდმივებია. ეს ტოლობა. 

მარტივი გარდაქმნის შემდგომ, რომელიც მდგომარეობს გაყოფისა · 

და შეკრების მოქმედებათა გამოყენებაში მხოლოდ, ასე გადმოი- 

წერება: 

| 2 I(C+თ (21001%) =- 2თ--290____ 
X (»“--ჯ) (X?-L-გ)5“? |/ ცე;?-L ხ;+6 

(41) | __ #X+VM __ 

2(ჯ"-Lჯ)" IV ი2'-+-ხX ++ 
+2თ0- კ) #69– (-––ძჩ)C"| X-– (ძიბ–28)0-–- ხხC. 

(ჯ--L/)" VI ი»"-LნX-L2 
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'სადაც 

MI =(40 – 7)ხC--C4 – 6)0C,, M#M=(45-–-6)-C–- 

–+(4ს--5) ხC"--(8”-–12) ძჯC. 

ახლა C და C” შევარჩიოთ ისე, რომ ტოლობის მარჯვენა ნაწილის 

უკანასკნელ წილადს პქონდეს სახე 

#4X+ 8 

('--#)" IC 6X2-L ნჯ-Lი ” 
რისთვისაც საკმარისია, რომ 

(42) ხხC-(--იხ)C =4, (6ჩ–იჯი?) C-+ხხC'= 8. 

გამოვარკვიოთ თუ როდის არის მიღებული სისტემა თავსებადი. 

„ამისათვის განვიხილოთ ამ სისტემის დეტერმინანტი: 

' ხი კ “–(-–ი) ! ა =ხ? მ.) (---ძ )? · 
(C<– ი) ხი ნ ჩ)ჩ 

-რადგანაც # დადებითი რიცხვია, ამიტომ აღნიშნული დეტერმი- 

“ნანტი ნულია მხოლოდ მაშინ, როცა 

ხ=0, «=0ძხ. 

"ეს განსაკუთრებული შემთხვევა განვიხილოთ შემდეგ; ახლა კი 

ვიგულისხმოთ, რომ : 

ხ+0 C-Cიგ. 

ამრიგად, (42) სისტემა თავსებადია და C-სა და C“-ისათვის მოი- 

ძებნება შესაფერისი მნიშვნელობანი. აღვნიშნოთ ეს მნიშვნელობანი 

-0) და C“-ით, ხოლო #M-სა და V-ის მნიშვნელობანი #ე და #ა-ით 

შესაბამისად. მაშინ (41) ტოლობის ინტეგრების შემდგომ მივიღებთ: 

( 4X+L8 ___ _ . ძ:= 
(დ"-Lჯ)” I/ 2X1+-ხX+-2 

2X2--ხX-L C 

-L 45-09 | ძX 

ო-! ქ) ც3+ჯ)"““M ი»?-+სX+- 
+ _ 1 _ MაX“+–-M5ი 

4(–-1) ) (1:?+/)" 1 IM .თძX?2+ხX-+ 

  

=(CიX- C" 

  

ძჯ».   

443) | 

L
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დ 

ეს არის რედუქციის ფორმულა, რომლის მიმდევრობითი გამოყე–- 

ნება მიგვიყვანს ინტეგრალზე 

(C5უX» ნXX+C  _ პ» 

(X?+/) MI იმ+ნX+ნი 
რომლის გამოთვლა შეადგენს ჩვენს უახლოეს მიზანს. X და 0: 

გარკვეული მუდმივი რიცხვებია. 

გთქვათ ახლა 

ხ=0, C=იჩხ. 

ამ შემთხვევაში, 

  

_ 4:58 _ _ 1 ” 4:+8 
=– ი2= _–_–- ძი: დანი)" თაბ-ნნXI+ VI 6 1 დენები, 

მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალი ძალიან ადვილად მოიძებნება. მარ– 

თლაც, ეს ინტეგრალი ორი ინტეგრალისაგან შედგება: : 

  

4 | 2:0X და 8 | #2 

V/ ძი (ჯ“-L-#)"'?/, V ძ ) (§?-+/)”?/, 

პირველი მათგანი მარტივად გამოითვლება: 

1 1 ––_____ 
(X?–+#)"“1/, - 21–-1 ცს )/ 1 

რაც შეეხება მეორეს, მის გამოსათვლელად მოვახდინოთ გარდაქმნა= 

2; 
|1=   

2 

საიდანაც 

ძა: კ? ა= , ძ= #2 
ლე (»X"+1)"/, 

ამ ფორმულების ალი ხვექემა 

–-,;219“-1ი/.. 

ვულ,“ »ელტო“ 
ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალი კი უბრალო დაშლით. 

მოიძებნება. 

§ 41, ალგებრული ნაწილის გამოყოფა 2. იანტეგრალიდან.. 

2, ინტეგრალის ალგებრული ნაწილის გამოყოფა (43) ფორმულის... 

საშუალებითაა შესაძლო.
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მართლაც, ამ ფორმულის ·ძალით გვექნება 

რინ. -|0+თ კ ძონთ ე 
(»?-+გ)” I ძ+?-+-სX+- ცაზე). (»?-+-გ)"“? 
Cი- X+C0%ი- –ე--– C – 1+CთV- 

+259%-, 2) ძX?-+-ხX +“ + > · 
ჯ'-+ჩ V თ (ჯ'-Lი) |// 22. +ნX+ი 

გავაწარმოოთ ახლა ეს ტოლობა და ამის შემდეგ მიღებული ტო- 

ლობის ორივე ნაწილი M/ იX?-L-ხჯ--2-ზე გავამრავლოთ. მაშინ 

ასეთი სახის ტოლობა გვექნება: 

4X+ს8 C C' ( 24X+8 –| 2109 + 
(ჯ“-L-ჯ)" (X?-L#)" 

C.-ეX+CM%-ე I ხთ 
–- წ/ MM –_–_ 

1 ა I“! 2) 
__ | (2# – 3) Cაჯ?-+1–-2(I)-–-1) C" ეX–-Cიჩ 

(X"-L,)" 

(2-5) C)X2+2 (ჰ--2) C',X–--C,ჩხ 
+ (ჯ?-+ჯ)"” 1 + 

Cი-ეXჯ'-L2 Cი-ა %–0ი- ს 

დ'-+/' 
Cი .X+CMი-. ”/ 
–-.." "“'C.X+C“: 

| 1 აცი 09 
გავამრავლოთ ახლა ეს ტოლობა (12-I-/)"-ზე, მაშინ მარცხნივ 
დაგვრჩება 4X+ 8, ხოლო მარჯვნივ გვექნება (20+1) ხარისხის 

პოლინომი, რომლის კოეფიციენტები C მუდმივთა წრფივ ფუნქ- 

ციებს წარმოადგენენ. მიღებული ტოლობა იგივეობა უნდა იყოს 

და ამიტომ კოეფიციენტთა შედარების ჩვეულებრივი წესით გვექ- 

ნება (21+2) განტოლების სისტემა (2ჯ-L-2) უცნობით: Cა, C”ა: 

C. C”:::0ი, C“. ეს განტოლებანი თავსებადი არიან და ამიტო- 

მაც აღნიშნულ უცნობთათვის მივიღებთ მნიშვნელობათა ერთს და 

მსოლოდ ერთ სისტემას. მაშასადამე, 27» ინტეგრალის ალგებრული 

ნაწილი გამოყოფილი იქნება. 

ამრიგად, ზემოაღნიშნული თეორიის თანახმად, (36) ინტეგრა- 

ლის მოსაძებნად დაგვრჩა გამოვთვალოთ მხოლოდ სამი ძირი- 

თადი ინტეგრალი: 

  

  

“ 1 

+ | (თ:?-LნX+ი)  
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| ძX ბ) (' ძ:;... 

M იX1--ს1:-+C (X–-თ) |/ იჯ?--ხX++ C” 

ა აწ300  „ 
(X--Lჯ) IC 6X"+სX-L- 

§ 45. ა) ინტეგრალის მოძებნა. ა) ინტეგრალი შეგვიძლია გა- 

მოვთვალოთ ორი გზით: 

I. ელიფსურისა და ჰიპერბოლური გარდაქმნის ფორმულების 

გამოყენება რადგანაც ი 9%0, ამიტომ კოეფიციენტი (X-ის წინ 

რადიკალს ქვევით შეგვიძლია ი რიცხვის ნიშნის მიხედვით ან -L1 

ანდა –-! გავხადოთ ყოველთვის. მართლაც, თუ თძ>90, მაშინ 

აღნიშნული რადიკალი ასე გარდავქმნათ: 

წოონიიორერ (9.46 
თუ აღვნიშნავთ +=/, --=Cთ მიგიღებთ: 

(22 = V/ ი |/ X-L#X–+-ი · 

ვთქვათ «<0, მაშინ გვექნება | 

V/ იჯ?-Lხ::-L6 = ხ/ –– 6 V/ + + ჩX-+9, , 

  

სადაც 

ამრიგად, ა) ინტეგრალი შემდეგი ორი სახისა წაი 

ძX 
ა ) (>--5- ი ( ა–ეე.  –-–– 

აგა ს. CC ა-ი 
გამოვთვალოთ ჯერ ა,) ინტეგრალი. იმ მრუდის განტოლება, რო- 

მელიც ამ ინტეგრალთანაა დაკავშირებული, შემდეგია: 

#-- აბ ტა LV. 
მაგრამ ეს განტოლება ასე შეგვიძლია გადმოვწეროთ: 

_– ? რ 6-2) /-4+ 
რადგანაც ტოლობის მარცხნივ გვაქვს კვადრატთა ჯამი, ამიტომ 

უნდა ვიგულისხმოთ, რომ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში მდგომი 

სიდიდე დადებითია. აღვნიშნოთ
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ზემოაღნიშნული მრუდი წარმოადგენს წრეწირს, რომლის რა- 

დიუსია 7. ვისარგებლოთ ახლა ელიფსური გარდაქმნის ფორმუ- 

ლებით (ფორმ. (18), § 29). ეს ფორმულები (45) ტოლობის ძალით 

ასეთ სახეს ღებულობენ: 

(46 +=-#- _27V =70-რ. 
რი : 2 :1-+-/ 4 1--/) 

აქედან 
ძი=ეცგ-1-'- ი 

(1––/")? 
"ჩავსვათ »#-ისა და ძჯX-ის მიღებული მნიშვნელობანი ა,) ინტეგრალის 
ნიშნის ქვევით. მაშინ ეს უკანასკნელი ასე გამოითელება: 

_____ 
MX46) ფორმულებიდან გვაქვს: 

,=-5=7 
ჯ_– + 

2 

  

მივიღებთ რა ამას მხედველობაში, (47) ტოლობას ასეთი სახე მივცეთ 

>>.“ 
2 _ _–_ 

/ %++ –/ -შ4-6X+% 
„-# 

2 

მაგრამ § 8-ის შენიშვნის ბოლოში მიღებული გვქონდა დამოკიდე- 

ბულება გIX65)0 ჯ-სა და გდ Lთ ჯ-ს შორის, რომლის ძალითაც უკა- 

ნასკნელი ფორმულა უფრო მარტივ სახეს ღებულობს: 

  +0. = 2 მ1X6(ფ 

ჯ-.ხ 
2 

(48) (C-ვ = მX06 510 17:47 – .– –-=--+ 

+ 0=3»XC31)ს –_“ + 0 
სხ? -+- 49
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ავიღოთ ახლა ა,) ინტეგრალი, იმ მრუდის განტოლება, რომე- 
ლიც ამ ინტეგრალთანაა დაკავშირებული 

1'=»+#X+4ძ. 
„ეს კი ჰიპერბოლის განტოლებაა. იგი ასე გადმოვწეროთ: 

ჩგხგV ”„-#M _ (» + –) 7=---# 
9 

აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ # –ძ7>904. 

9 
აღვნიშნოთ 4 -ი-»' და გამოვიყენოთ ჰიპერბოლური “გარ- 

დაქმნის მე-(19) ფორმულები (§ 29), რის შემდეგ მივიღებთ 

    

ჯ ”+1. ჟ--1. 
(49) Xჯ+ 2 2; ჩა 2; 

ამ ტოლობებიდან პირველი გვაძლევს 

2 
ძ-.=» +, 

2. 

თუ ჩავსვამთ ა,) ინტეგრალის ნიშნის ქვევით ძ;-ისა და »-ის მაგიერ 
მიღებულ მნიშვნელობებს, მმექმება 

    –=L C. „იი ე), რ 
(49) ტოლობებიდან გვაქვს: 

X+ #- +7 

ს 7ი9- 
ძი: „არ +257) +თ. >58=-== (X++4-+) 717%4+4)+0 

ჩავსვათ ახლა (48)-სა და ამ უკანასკნელ ფორმულაში #-სა და ყჟ-ს 
სათანადო მნიშვნელობები, მაშინ ეს ფორმულები შეგვიძლია შემ- 

დეგნაირად დავწეროთ: 

8 გ 

1 შემთხვევები + –ხ>9 და L –ს <9 ერთმანეთიდანნ X-–- > -ს> 

და ამიტომ 

  

და V ცვლადთა როლებით განსხვავდებიან მხოლოდ.
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ძX 
50 –_____ 

რი | (>>> 
(516 (> +) ხლქინიი: ()+თ >0, 

=4 
>. 8Xლ 510 ა-ი + ძ<9, 

„ II. ეილერის ხერხი. ეს ხერხი ჩასმის სამი ფორმულით გამოი–- 

სახება: 

1. ეილერის ჩასმის პირველი ფორმულა. ვთქვათ. 

ძი>0. მოვახდინოთ ასეთი გარდაქჩნა: 

(51) M/” ძა: LხX-+-6 =(–XჯV/ ძ. 
აქედან მივიღებთ 

გ ; #”M- ი- ი +. + CMV ი. ძი 
– 12; უი ; VI 5»X?--ნX-+2 = 2 

ქ. = 2(0M C+M+6V 9) 

(ს-L2!/ 49 ) 
ამ მნიშვნელობებს თუ ჩავსვამთ ა») ინტეგრალის ნიშნის ქვევით 

მყოფ გამოსახულებაში, მივიღებთ: 

ძX .. _. 
ჩ7ა%იინ “ ?/ათი2, “2 > 409224), 

= == სC(ხ-+- 2ძიX-L2 M ი IM ი:'+ხX+6C)+0. 
ძი 

(51) ფორმულას ეწოდება ეილერის ჩასმის პირველი 

ფორმულა. 

2ძშ ეილერის ჩასმის მეორე ფორმულა. ვთქვათ ახლა 

ძ<0. აქ ორი შემთხვევა არის შესაძლო: ->0, «<9. 

განვიხილოთ პირველი შემთხვევა: C>0. თუ მოვახდენთ გარ- 

დაქმნას 

ჯ=--, 
X 

გვექნება "ს""' 
ს იჯ'--ხX--6 = V  C(1-+-ხ+4 

გა
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ამრიგად, მიღებულია ახალი ირაციონალობა, რომლის კოეფი- 

ციენტიც ჯ?-ის წინ რადიკალს ქვევით დადებითია. ამიტომ შეგვიძ- 

ლია გამოვიყენოთ ეილერის ჩასმის პირველი ფორმულა, რომელიც 

ასე დაიწერება 

V” C?-+სჯ+-ი=1-2M C. 
მაგრამ, თუ ისევ ჯ-ს დავუბრუნდით, ეს ტოლობა ღებულობს შემ- 

დეგ სახეს: 

M/ ძ::+ხსX-+--= (X–- I” C. · 

უკანასკნელ ფორმულას ეილერის ჩასმის მეორე ფორმუ- 

ლა ეწოდება. ამ ფორმულის საშუალებით ჯ-ი და თვით რადიკა- 

ლიც რაციონალურად გამოისახება /-ს მიმართ. აღნიშნული ფორ- 

მულის გამოყენება ა) ინტეგრალზე, მიგვიყვანს ტოლობაზე 

| _ იჯ _ 2 ==“ M იჯბპ--ნX-L--6 -L MI. 2 +C. 

M იჯბ-LხX-- 6 M#/ –ი M –42: 

ვი. ეილერის ჩასმის მესამე ფორმულა. ვთქვათ ახლა 
4<90 და (<0, მაშინ გარდაქმნის პირველი და მეორე ფორმულები 

უკვე არ გამოგვადგება. ასეთ შემთხვევაში თუ (თX?–+ნX–L-2)-ს აქვს 

წარმოსახვითი ფესვები,·- მაშინ |/ ი«X---ჩ+-+>C რადიკალიც თვი- 
თონ წარმოსახვით სიდიდეს წარმოადგენს ჯ-ის ყველა მნიშვნელო- 

ბისათვის, ეს შემთხვევა უნდა გამოვრიცხოთ შემდეგისათვის და 
გიგულისხმოთ, რომ რადიკალი ნამდვილი სიდიდეა ყოველთვის. 

განვიხილოთ ახლა ძ, ხ, C კოეფიციენტების ნიშანთა დამოუკი- 

დებლად ზოგადი შემთხვევა, როცა (იX'-LხX-L2)-ს აქვს ნამდვილი 

ფესვები და ვთქვათ უკანასკნელნი არიან თ და ჩ, მაშინ გვექნება 

ძX" +ხX:-+-6=0 (X-–-თ) (X-––ჩ). 

მოვახდინოთ გარდაქმნა 

(52) M/ ი» -+-ხX-L--=(X--თ)/. 
«აქედან მივიღებთ 

თ! 
Xჯ= · 

/ 

      

==, აიბი; – 4-= I, 
–-რ4 (ი 

ამრიგად, სიდიდეები, რომელნიც ინტეგრალის ნიშნის ქვევით არიან, 

რაციონალურად გამოისახებიან I-ს მიმართ და, მაშასადამე, თვით 

ინტეგრალიც გამოითვლება სავსებით. (52) ფორმულას ეწოდება 

ეილერის ჩასმის მესამე ფორმულა.
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ეილერის ფორმულები, ისე როგორც ზემოაღნიშნული (46) და 

(49) ფორმულებიც, საშუალებას გვაძლევენ ამოვხსნათ არა მარტო 
ა) სახის კერძო ინტეგრალი, არამედ (36) სახის ყოველი ინტეგრა- 
ლიც საზოგადოდ. მათ შორის, რა თქმა უნდა, ბ) და გ) ძირითა- 

დი ინტეგრალებიც ამოიზხსნება აღნიშნული ფორმულების გამოყე- 

ნებით. მაგრამ ამ ინტეგრალთა გამოსათვლელად აქ სხვა მეთო- 

დებსაც განვიხილავთ კიდევ !. 

§ 43, ბ) ინტეგრალის მოძებნა. 

_ ძX 

(+–თ) |/ ძX”-L ჩჯ-L-“ | 

ინტეგრალის მოძებნას ორი შემდეგი მეთოდით ვასრულებთ: 

ბ) 

19. მოვახდინოთ გარდაქინა 

1 
უ--% - – , 

1 

აქედან მივიღებთ: 

· 2 

ძ;:=- 4. იი += 4 +00% · 

1 იმ შემთხვევაში, როცა #<0, ა) ინტეგრალი მარტივად გამოითქლება. მარ– 

თლატ, თუ მხედველობაში მივიღებთ იგივეობას 

8 ხ'--4ძ0)-–(2თX-I-ხ)” 
ძX“-+-ხX-|-C = (L--4იი --(20++ ს)" » 

–4ე 

" გვექნება: , 
_–_–_- X 

M/ იX---ხX--2 _ ს“ (ხ1--40C – (20X-Lხ)? 
აქ უნდა ვიგულისხმოთ, რომ #მ-4ძ0>0. თუ მოვახდენთ ჩასმას 20X +ხ =/, მარ– 

ტივი გამოთვლების შემდეგ მივიღებთ: 

-C 4 

წ 

I VI ცე – 5 - 

_ გაგ 510 => –-+0= 
M –9ი 

> 8XC 51ი 2» 2 +0C 

(IC ფე 
    

(რედ.).
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მაშასადამე, 

C-თ 29122 --| I 2 +-ნ 6 
ეს გვიჩვენებს, რომ ბ) ინტეგრალი მიიყვანება ა) სახეზე და, მაშა- 

სადამე, იგი მოიძებნება ზემოაღნიშნული მეთოდების საშუალებით. 

2ჰკ, ბ) ინტეგრალი შესაძლოა პირდაპირ ელიფსურისა და ჰი- 
პერბოლური ფორმულების საშუალებითაც გამოვთვალოთ. მართ- 

ლაც, გმვიილოთ ამ ინტეგრალის ორი სახე: 

ძა: 
ბ.) |(= ბ.) სეილი ა500-=======--= · 

“1 თ–ი 22=>- <= 02+69 თ) 91 > XL 
ბ,) ინტეგრალის გამოსათვლელად, როგორც წინათ, უნდა გამო- 

ვიყენოთ პიპერბოლური გარდაქმნის (49) ფორმულები. გვაქვს: 

ძ: _ ძI! = 1)ქ/-–(ნ+2თ)!+-# 
„ეას==5--, 1:1-–თ 

· 

7 წ 2! 

== 
ამ ფორმულების ძალით, ეს ინტეგრალი ასე გადმოიწერება: 

(53) -რ”რ/ ქ!ცკპძპსძზდს( ს ”>_.» (აივ? 
(«--თ) VI »' + ხX +9 ხV-(0:+2თI-+# 

ე. ი. ბ,)) ინტეგრალი მიიყვანება მე-49 სახეზე (§ 11). 

საინტერესო ისაა, რომ ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ინტეგ- 
რალის ნიშნის ქვევით კვადრატული სამწევრის დისკრიმინანტი არის 

4(თ'--ჩთ--ძ0). 

მაგრამ უკანასკნელი გამოსახულების ფრჩხილებში მყოფი სიდიდე 

წარმოადგენს ტოლობის მარცხენა ნაწილის ინტეგრალის ნიშნის 

ქვევით კვადრატული საზწევრის რიცხვით მნიშვნელობას, როცა ჯ-ის 

მაგიერ თ-ს ჩავსვამთ. მაშასადამე, თუ თ არის ფესვი აღნიშნული 

კვადრატული სამწევრისა, ბ,) ინტეგრალი ალგებრულ ფუნქციას 
არმოადგენს. ეს უშუალოდაც ჩანს. მართლაც, მაშინ დგენს. ეს უძუალოდაც ლაც 

#1+-2თC===2) 

და ამიტომაც უკანასკნელი ტოლობის მარჯვენა ინტეგრალი შემ- 

--დეგნაირად წარმოგვიდგება: 

სადაც



VI, შემთხვევა, როცა I(X) მეორე ზარისხის პოლინომია 143 

2| ძ!  _ _ 2 მ! _ 2 , 

I"–-2+-»ა»· XI) 0(–I? 7ჩ720-–-1) · 

რაც ამტკიცებს ნათქვამს. 

თუ თ არ არის ფესვი აღნიშნული კვადრატული სამწევრისა, 

მაშინ, ბ.) ინტეგრალი გამოსახავს ან ლოგარითმულსა, ანდა შებ- 

რუნებულ ტრიგონომეტრიულ ფუნქციას, 

ბე) ინტეგრალის გამოსათვლელად გამოვიყენოთ ელიფსური 

გარდაქმნის (46) ფორმულები, რაც მოგვცემს 

' ძა __ _249! , „- თ == (ნ--20)/+41IX+(-2თ) . 

7. 1--/ 2(1-I-/1) 
მაშასადამე, 

  

  

ძX ძმ! 
(4) |“ ეაეე-ლ=40 ელ 

(X--თ) M – + ჩ:+9 (გ-–2თ) //-+4IVI+- (ჩ-–2თ) 
ამრიგად, ელიფსური გარდაქმნის ფორმულების საშუალებით 

ბ.) ინტეგრალი მიიყვანება მე-49? სახეზე (§ 11). თუ თ არის ფესვი 

(–:2+-X-L92) კვადრატული საზწევრისა, მაშინ გვექნება 
' 2თ--# == + 27 

და ამიტომაც უკანასკნელი ტოლობის მარჯვენა ინტეგრალი შემ- 

დეგ სახეს ღებულობს: 

    

| ი! _ 2 | ი! 2 
4 –_–_'·.”–”იიზჯაა-_---_--_ > =+ · 

(#-2თ)-+49V+C-2თ) ' 7):  70-1) 
მაშასადამე, ამ შემთხვევაში ბ,) ინტეგრალი ალგებრულ ფუნქციას 

გამოსახავს. მაგრამ, თუ 

–თ?+ჩთ+026C0, 

მაშინ ბ,) 'ინტეგრალი წარმოადგენს ან ლოგარითზულსა, ანდა 

შებრუნებულ ტრიგონომეტრიულ ფუნქციას. 

§ 44. გ) ინტეგრალის მოძებნა. გ) ინტეგრალი ავიღოთ ზოგა- 

დი სახით: 

711:-+-M# 

(თX9%-Lხ::–-0) I|/ 4213+- 81 -LC 
ძX,
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სადაც (თX”-+ხX-+-0)-ს წარმოსახვითი ფესვები აქვს1. ეს ინტეგრა- 

ლი გამოვთვალოთ ორი მეთოდით. 

მეთოდი პირველი. იგი ემყარება ქვემოთ მოყვანილ ლემას, 
რომელსაც დიდი მნიშვნელობა ექნება შემდეგშიაც. 

ლემა. ვთქვათ აღებულია მეოთხე ხარისხის ნამ- 

დვილი კოეფიციენტებიანი პოლინოში; 

X»XVVC) = ძაჯ"-Lთ,X"-I-ძეX"-L-ძე+-Lიძა, 

რომელსაც ჯერადი ფესვები არ აქვს. მოვახდინოთ. 

გარდაქმნა 

  

XX-ე 
55 = , (55) 15 --- 

სადაც დდაMV ნამდვილი მუდმივებია. აქედან 

(55– :=5C-%, 
ჯ-1 

უკანასკნელი ფორმულების ძალით /(») პოლინომი. 

ღებულობს სახეს: 

# (ა 
56 გ) == 21117 _ (6) /ფ) = 55%, 
სადაც /)() მეოთხე ხარისხის პოლინომია. 

ლემა მდგომარეობს შემდეგში: # და # შე გ ვიძლია ისე: 

შევარჩიოთ, რომ /,(2)-ში მხოლოდ ლუწი ხარისხის 

წევრები იმყოფებოდეს. 

დამტკიცება. ვთქვათ, თ, 8, ჯ», მ არიან / (X)-ის ფესვები.. 

ლემის პირობის თანახმად ეს რიცხვები ერთმანეთიდან.განსხვავდე- 

ბიან. ამას გარდა, როცა თო+8ზ=7+8, მაშინ #(X) სულ უბრალო. 
გარდაქმნით მიიყვანება აღნიშნული სახის /,(2) პოლინომზე; ამი- 

ტომ შემდეგისათვის ვიგულისხმოთ, რომ (:-+8--7/--6 +0. 
აღმოვაჩინოთ უპირველესად, რომ არსებობს ისეთი ნამდვილი. 

რიცხვი.6, რომელიც აკმაყოფილებს ტოლობას: | 

1 1 1 1 57 = . 
ღო” -.თ' ხ-ს 4 + 6-6 
  

? იმ შემთხვევაში, როცა (0X2--ხ++ C)-ს ფესვები ნამდვილია, გ) ინტეგრალი 

ყოველთვის შეგვიძლია წარმოვადგინოთ, როგორც ა) სახის. ორი. ინტეგრალის. 

ჯამი.
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მარტივი გარდაქმნის შემდგომ ეს ტოლობა ღებულობს სახეს: 

(58ზ) (თ--8--/--6) 6“-L-2 (6--–>თ83) 6+| (7+8) =3-– («-L-8) X21=0. 
მაშასადამე, § არის ნამდვილი რიცხეი, როცა უკანასკნელი კვად- 

რატული განტოლების დისკრიმინანტი დადებითია, ე. ი. როცა 

(76--თგ) --(C-+-8--/--9) I(7/-+6) 3-––(თ-L3) 761 >9. 

თუ ამ უტოლობის მარცხენა ნაწილს გარდავქმნით და შემდეგ სა- 

თანადო შეკვეცას მოვახდენთ, მაშინ იგი ასე გადმოიწერება: 

(59) (თ-––/) (თ-– 8) (8-––+) (8-–2) >9. 
მაგრამ თ, 8ზ, 47, 8 სრულებით ნებსითი რიგით იყო აღებული (57) 

ტოლობაში. დავამტკიცოთ, რომ ამ ფესვთა რიგი იმნაირად შეგ- 

ვიძლია ავარჩიოთ, რომ უკანასკნელი ტოლობა შესრულდეს ყო- 

ველთვის. მართლაც), სამი შემთხვევა წარმოგვიდგება: 

MM თ, ზ, 7, 5 ყველა ნამდვილი რიცხვია. 
ი ორი მათგანი ნამდვილია, ხოლო ორი დანარჩენი წარმო- 

სახვითი. 

3ბ. ყველა ეს ფესეი წარმოსახვითია. 

1? შემთხვევაში საკმარისია თ და 8 უდიდეს ფესვებად ჩავთვა- 

ლოთ. მაშინ (59) უტოლობის მარცხენა ნაწილის ყველა მამრავლი 

დადებითი რიცხვია და ამიტომ თვით ეს უტოლობაც შესრულდება. 

2%შ შემთხვევაში თ და ზ მივიღოთ ნამდვილ ფესვებად, ხოლო 

+ და 2 წარმოსახვით ფესვებად. მაშინ აღნიშნული მამრავლნი 

წყვილ-წყვილად შეუღლებული წარმოსახვითი სიდიდეები იქნება 

და ამიტომ მათი ნამრავლიც დადებითი რიცხვი გახდება. 

30 შემთხვევაში თ და 8 მივიღოთ წყვილი შეუღლებული ფესვე- 
ბად, ხოლო + და 6 შეუღლებული ფესვების მეორე წყვილად; 
მაშინ (59) უტოლობის მამრავლნი წყვილ-წყვილად შეუღლებული 

იქნებიან და ამიტომაც მათი ნამრავლი დადებით რიცხეს წარ- 

მოადგენს. 

ამრიგად, (59) უტოლობა ყველა შემთხვევაში შესრულებულია. 

ვთქვათ §,, §, არის (58) კვადრატული განტოლების ფესვები; 

სულ ახლა ნათქვამის თანახმად ეს ორი რიცხვი ნამდვილი და 

' სასრულია. ამას გარდა, (57) ტოლობისა და (59) უტოლობის 

ძალით, ყოველი ამ რიცხვთაგანი ერთის მხრით. განსხვავდება 

თ, 8, 7, 8 რიცხვებისაგან, ხოლო. მეორე მხრით 6,1985-6,. შევარჩიოთ 

ახლა (55') ფორმულაში (დ და # შემდეგნაირად:
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წ=ნ # =ხა 

რის შემდგომ ეს ფორმულა მიიღებს სახეს: 

ნსჯ-–წ , 
ჯ–-1 

აშკარაა, რომ (55)-სა და (56) ტოლობათა ძალით /I(7) პოლინომის 

ფესვებია 

2 

X== 

ინს წს “I-ს _  მ–-C6) თ-სნ , რ%“ც , 94 + C _? 2-6, 

მაგრამ, თუ მივიღებთ მხედველობაში (57) ტოლობას, მაშინ უბრა- 

ლო შეკრებით დავრწმუნდებით, რომ 

ა+ჯ=0, ჯკ-L2.=29; 

ამიტომ /)(უ, შემდეგნაირად დაიშლება: 

»#.(უღ=(M-LI) (#C”-LL). 
სადაც (MX>?2-+7) ის მამრავლია, რომლის ფესვებიც არის ჯ, და უ, 

ხოლო (#>--+-L)-ის ფესვებია ჯე და ჯ.. 
ამრიგად, /,(ჯ)-ს აქვს სახე 

#.)(უ= 4ი?' + 47-14, 

და ლემა დამტკიცებულია სავსებით. 

გამოვიყენოთ ახლა ეს ლემა გ) ინტეგრალის გამოთვლისათვის. 

#0) პოლინომი შემდეგი სახით ავიღოთ: 

/ CC) =(0::·-+ჩX-L2) (4X”-+-8++0). 
ვთქვათ, /(:)-ის ფესვები ასე არის განაწილებული: თ, 8 წარმოად- 

გენს («X--+ჩX-+-C)-ს ფესვებს, ხოლო +, მ არის (4X»2-IL- ,8X + C)-ს 
ფესვები, მაშინ 

ხ C C 8 C 
« =––-, ==; ლ=–, ზ=–--. +8ზ თ) 28=->-, (4-8 ჯX'. (ბპ=- 

ამრიგად, (58) განტოლება ღებულობს სახეს: 

(60) (4ხ––ძ13) C--L2(4C–იCთ) 6-L(C8-–ნხCთ=90. 

ვინაიდან თ და 8 შეუღლებული კომპლექსური სიდიდეებია, ამიტომ 

აქ გვექნება ან 2? ანდა 3? შემთხვევა, იმისდა მიხედვით, + და 9 

- % ეს ასე, იმიტომ, რომ (56) ტოლობის მნიშვნელი არ მოისპობა, როცა 

7ჯ=1), 1 2) 2) ვინაიდან ყოველი ამ რიცხვთაჭზანი განსხვავდება 1-დან.
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ნამდვილია თუ წარმოსახვითი. მაგრამ ორივე შემთხვევაში (60) 
განტოლების წ, და 6, ფესვები ნამდვილი რიცხვებია. უკანასკნელი 

ორი რიცხვი, ამას გარდა, სასრულიც უნდა იყოს და ამიტომ 

საკმარისია, რომ კოეფიციენტი §2-ის წინ 4-0, ე. ი. 

4ხ=ძ78, 

რაც ვიგულისხმოთ უპირველესად. 

მოვახდინოთ ახლა გ) ინტეგრალის ნიშნის ქვევით გარდაქმნა: 

(61) „97-66, 
დ–-1 

აქედან 

ძა = წ–წ, ძ;. 
(ჯ-–- 1) 

ზემოაღნიშნული ლემის თანახმად (61) გარდაქმნა მოგვცემს ფორ- 

მულებს: 

I“ 2...) _ M271+L 
ძX'-ხX-+6= (=1X ს) 4:14+ 8X“+-C= 17. 

რომლებსაც განსაკუთრებული მნიშვნელობა აქვთ გ) ინტეგრალის 
თეორიაში. 

გ) ინტეგრალი უკანასკნელი ფორმულების ძალით ღებულობს 

სახეს 

8, 

  

| 1I1X+I '-|--082>=> “ ILIი 
== => –.. იძ): ! 

(თX?-+ხX-L2) |/ 4X' + 8X-LC (ს;'-LI) IV #21+L 

სადაც # და 0 გარკვეული მუდმივი რიცხვებია. ეს ტოლობა 

შეადგენდა მიზანს ჩვენი დამტკიცებისას. 

განვიხილოთ ახლა ტოლობის მარჯვენა ნაწილის“ ინტეგრალი. 

იგი დავშალოთ ჩვეულებრივი წესით: 

“_- ”+ი  " ლი I _  22-2 _ _ 
I (M+-+9 7 XC--L (§:შ-+L+9) II L>2+L + 

ჯ იიი -2-> (L2+7 –>-> #C-LL 
ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილის პირველი ინტეგრალი ძალიან 

ადვილად გამოითქლება, თუ მოვახდენთ ჩასმას 

1= M/ #>პL#L,
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მართლაც, ამ უკანასკნელი ტოლობიდან გვექნება 

1 წ (ძ/ 
  

და ამიტომაც 

უძ» = 
(LL"-LI) M/ #>1+#L.. | M?-++ (LI-–-II) · 

მაშასადამე, პირველი ინტეგრალი მიყვანილია ან 39, ანდა 3? სა- 

ხეზე (§ 11). 
განვიხილოთ ახლა მეორე ინტეგრალი; მისთვის გამოვიყენოთ 

ჩასმა 

=- - 1... 
CC 

აქედან მივიღებთ 

:_ _ ML ძ2 ძხ6 _ . 

11 #C" | L2-+-X #ჯL+ს 1-2 

თუ ჩავსვამთ მიღებულ მნიშვნელობებს მეორე ინტეგრალში, მი- 

ვიღებთ: 

  

–“ 

I(– (L-:+7) (22-21 #X+LXL –| I-L(Cს-ჩ–1#)2?. 

მაშასადამე, მეორე ინტეგრალიც მიყვანილია 2? ან 39, სახის ინ- 

ტეგრალზე (§ 11). 
ამრიგად, გ) ინტეგრალი 'ზემოაღნიშნოლი (61) ფორმულისა და 

ამ ორი უკანასკნელი გარდაქმნის საშუალებით სავსებით იქნება 

გამოთვლილი. 

მაგრამ ზემოთ ვგიგულისხმეთ, რომ 4ხ3ი 8. ვთქვათ ახლა 

4ხ= 28, 

მაშინ ; 

| M#X+-:·- MV 
: =-–--–ძ):: = 

(Xჯბ2-LჩX-L+:) |/ 4ჯ?-- 8X-L0 

– MX-+VM 

| (თI+-+ი 1/ 4 4(7+4»+. 9“ 
თუ მოვახდენთ ჩასმას 

  

#+ –=C



VI. შემთხვევა, როცა I(X) მეორე ხარისხის პოლინომია 149 

მაშინ უკანასკნელი ტოლობა ღებულობს სახეს: 

  

| M#X+X# #-L--– >>> ს2+9 ი 
(ათ--ნაანი IC 488--0  ქრლნის 40-ს 

სადაც 
4ე6-- ხზ 8 

ს=M, 0=#- 40, ,- 4+- უც 4', 
2ძ 4ძ 4კ“ 

  

ამრიგად, აღნიშნულ განსაკუთრებულ შემთხვევაში გ) ინტეგრალი 
სულ უბრალო გარდაქმნით მივიყვანეთ იმ ძირითად სახეზე, რო- 

მელიც ზოგად შემთხვევაში რთული გარდაქმნის შემდგომ იყო 

მიღებული. 

გადავდივართ ახლა მეორე მეთოდზე. 

მეთოდი მეორე. გ) ინტეგრალი ასეთი სახით ავიღოთ 

| 4X+8_ __ _ ქა? 
XI. 

(2?--ტX-1-9)ს/C 02 + 6. იX" +-2 
თუ წილადს ინტეგრალის ნიშნის ქვევით გავამრავლებთ და გავყოფთ 

(+'–-#X-L#9)-ზე, გვექნება 
( L-–- “== 4-+სც ძა > 

| დმ--X+27|C 22 -- 2. 
– | 4:3პ+(8-- 4#ხ):?--( 40--1ჩ)X+-.8ი ქ» 

: ((X--+თ)-– 1 MI 02? +-6 
(62) | 4ჯბ"?+(40–#1) 

: 2:0X- 
-| ((აბ-|-ე)ბ-–-გბჯ”) |/C 2%-(- 2. 

(8-– 4ჩ) “-+ 89 

I ((X'-L-0)?–-გმჯ?) /V 4? + C 
ტოლობის მარჯვენა ნაწილის პირველი ინტეგრალი აღვნიშნოთ 

2)-ით, ხოლო მეორე 2ე-ით. 

მოვახდინოთ 2, ინტეგრალის ნიშნის ქვევით გარდაქმნა: 

ჯ=V/ > +%, 
მაშინ იგი ღებულობს სახეს 

4ი?“+4, ძუ 
7 = , 

1 1 2--ზდ7/ 

' ამ ინტებრალის ნიშნის ქვევით #4, 8, ი, C კოეფიციენტებს სულ სხვა 

მნიშვნელობა აქვთ, ვიდრე წინათ. 
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სადაც 

4-= 4, 4:= 400-80ხ-–- 40, ზლ2ძ0–-0ჩ1--24, 
“=0?-200C--+00ჩ'--ცბი?. 

მაგრამ ეს ინტეგრალი წარმოადგენს 109%-სა და 1109-ი სახის ინტეგ- 

რალების ჯამს (§ 22), ამიტომ იგი უშუალოდ მოიძებნება ამ ინ- 

ტეგრალების უკვე ცნობილ მნიშვნელობათა ჩასმით. 

რაც შეეხება ახლა 2ე-ს, მის გამოსათვლელად მოვახდინოთ 

ჩასმა 

ჯ 

“ წი»7–+5. 

„ბ8= ი!” ძო __ ი 

L-- ი ” I იჯბ-+-- 1 –- ი/ 

ამ ფორმულების ძალით 2, ინტეგრალი ღებულობს სახეს: 

- | ჩ8ა“+271, 2,= | -“”“” 14%. 
#|"--//შ-+-ი1 

ჩ8ა=18--4-0-–-8ძ0, 8:= 80, 

სლ=0(0ბპ-2თ60-+ძი0ჩ?-L0?ე1, 1=2ძ6--6M1--2ძ01, 1 =0”. 

2, ინტეგრალი იმავე სახისა აღმოჩნდა, როგორც 2, ინტეგრა- 
ლიც. ჩავსვამთ რა ახლა 2,-სა და 7,-ის მნიშვნელობებს (62) ფორ- 
მულაში, მივიღებთ გ) ინტეგრალის მნიშვნელობასაც აგრეთვე და 
პრობლემა ამოხსნილია სავსებით. 

რა თქმა უნდა მეორე მეთოდი პირველზე უფრო უშუალოა, 
სამაგიეროდ მისი გამოყენება თხოულობს ბევრ რიცხვით გამო- 

თვლებს და ამიტომ საზოგადოდ პირველი მეთოდი უფრო მიზან- 

შეწონილად უნდა ჩაითვალოს, ვიდრე მეორე. 

I 

აქედან 

სადაც 

§ 45. ინტეგრება დიფერენციალებისა რომლებიც შეიცავენ 

ორ ირაციონალობას: |/ C2:-++8 და I/ +X+8. 
ზოგადი სახე ინტეგრალებისა რომელნიც ამ ორ ირაციონა- 

ლობას "შეიცავენ, ასეთია: 

(63) I > M/ თX-+-8, |// ჯXX-+-6)ძX, 

სადაც თ, 8, /, 2 მუდმივებია, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას 

თნ–--87%ძ%0, ხოლო # რაციონალობის სიმბოლოა.
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ასეთი ინტეგრალი (36) სახეზე მიიყვანება ყოველთვის. მარ- 

თლაც, თუ მოვახდენთ გარდაქმნას 

(2 8= 06, 
  

  

გვექნება: - _ 

: 2 = ლალი ) ძX= არილი მ/, 

_– 1 თ5 –– ზ- (თ 8= - 0-5, რით )29--მL, 
MI თ–V! თ“! 

მაშასადამე, ზემოაღნიშნული ირაციონალობანი რაციონალურად 

გამოისახებიან ერთი M/ თ --//2 ირაციონალობის მიმართ და (63) 
ინტეგრალს ექნება სახე: : 

I#8. (6 თ- ეძ, 

სადაც #, რაციონალობის ახალი სიმბოლოა. ამრიგად, გამოთქმუ- 

ლი აზრი დამტკიცებულია სავსებით. 

§ 46. მაგალითები, 

19. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

ძX 

V” ჯ-+ს. 
ზოგადი (50) ფორმულის გამოყენებით (§ 42) ამ შემთხვევაში 

გვექნება: 

= LC-+ რში +0.   

>8>3 2 

კერძოდ, როცა #=-+1, ს უკანასკნელი ფორმულა ასე გადმოი- 

წერება: 

|>=55=% (++ სრ52+-0 +0. 
2მ. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

ჯჰ3-+-ჯ-L1 

+- >>> CC X+<2 
გამოვყოთ ამ ინტეგრალიდან ალგებრული ნაწილი § 38-ის 

წესის მიხედვით. ამ შემთხვევაში გვექნება ·
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64) ძ =(ძაX”-1-0,2:-L ი.) I/ X?––X-I-2 -I- ძ L>>===' ( ხზ 1 3 IM ჯპ--ჯX-L- 2 + 3 V 2 XL+2 

სადაც ძა. ი, ი, ძე უცნობი კოეფიციენტებია. 
გავაწარმოოთ ამ ტოლობის ორივე ნაწილი და შემდეგ მოვახ- 

დინოთ გარდაქმნა აღნიშნული წესის თანახმად; მაშინ (39) ფორ- 

მულა (§ 38) მიიღებს სახეს 

2 (29–-X-L1) =2 (§2?2––::-++2) (2ძაX-+-თ,)–– 

-+(C2X-–1) (ძაXჯ%-Cი,X--იე)–-–2თვ, 
ანდა 

2;3-1-2ჯ-L2 = 6ძეX'-L-(C4თ,-––5ძა) X"-C 

-–L (8იე-–3ი,-+20,) 2-+-(4ი,-–ძე-I-20ვ)- 

ეს ტოლობა იგივეობა უნდა იყოს, რაც მაშინაა შესაძლო, როცა 

კოეფიციენტები ჯ-ის ერთისა და იმავე ხარისხის წინ ტოლი არიან, 

ე. ი. როცა 

6ძა=2, 

4ძ)––5ძა=0, 
ზეე-–-პი,-+-2ძ,=2, 

46,– ძე-+-2ძკ=2. 

ამოვხსნით რა ამ სისტემას, გვექნება 

0გ= 1 XI 5. რა = 7 03 = 5 
_-_ო_ 

მაშასადამე, (64) ტოლობა ასე წარმოგვიდგება: 

ჯპ--ჯ--1 8;1-I-10Xჯ-L7 - 
=–==ძX= 2 

M >? -– ჯ + 2 X-=– 24 M >1-–-%X+2 –+X + + 

5 ჯ 

+ I / L-#+2. 
ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალი უშუალოდ ამოიხსნება 

(50) ფორმულის გამოყენებით (§ 42). 
ამრიგად, საბოლოოდ მივიღებთ: 

1 8;2-I-10 7 
++XIL ა. 211:10:+ M” ჯმ –- ჯ+ 2 –7ჯ+ 2 

M X?–ჯ-+ 2 24 

+> L9 (2 -- 1-2 /( -– X-+-2)+0.
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ვი. გამოვთვალოთ ინტეგრალი · 

ძX _ 

(2X-+1)3|/ ჯ?2-+6»ჯ + 5. 
ამ ინტეგრალის გამოსათვლელად გამოვიყენოთ ზოგადი შესი,. რო- ' 

მელიც § 39-ში იყო მოყვანილი. გვაქვს: 

(65) „-M 91545 (გ 8ა+     

ძჯ 

? I (2:-L1) I ჯ-+-6 + 5. 
ამ ტოლობას თუ გავაწარმოებთ, მივიღებთ: 

– 1 M/ X?-L 6; +5 – =- > I. 2.08 
(2X–I- 1)3I// X?–-6X + 5 (2X-1)3 

_ 2ჯ-+17X-+17 
8 _ (2-+)%# +6Xჯ + +! 0X-+- 8.) 

_ 8 
ი 2-+V0 69-65. 

·“.თუ ამ ტოლობის ორივე ნაწილს (2X-L1)3 M მ -+-6X--5-ზე გა- 
ვამრავლებთ, მაშინ, ელემენტარული გარდაქმნის შემდგომ, იგი ასე 

„გადმოიწერება: 

1= –- (48-28, – 438) >“ --(8ა.-L-178, –48,) -+ 

+(58, --178,+ შე. 
მაგრამ ეს ტოლობა იგივეობა უნდა იყოს, ამიტომ კოეფიციენტთა 

"შედარებით გვექნება: 

+8 

48,-L28,-48,=0, 
8ა-5-+-178,--48;:=0, 
58. 178,+78,=1. 

'ამოვხსნით რა ამ სისტემას, მივიღებთ 

“10 2 11 
8-=27 , 8.=25' 48,ე= 27“ 

„ამას თუ ჩავსვამთ (65) ფორმულაში, ეს უკანასკნელი ასე გადმოი- 

'წერება:
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6: + · ძX 6600 7= / 6 + +6+:+5 +.” 11. : 

' _ 270+" “იი +2+;, (2X+1) I 2X+6#X+-5. 
დაგვრჩა ახლა გამოეთვალოთ ხოლოდ მარჯვენა ნაწილის ინტეგ– 

რალი. ამისათვის გამოვიყენოთ ჰიპერბოლური გარდაქმნის ფორ- 

მულები. ეს უკანასკნელნი ამ . "ემთხვევაში ასეთი სახის არიან: 

== – 1 
(67) »+3=“ : , 7=1 = 

ამ ფორმულების საშუალებით აღნიშნული ინტეგრალი ასე გა–- 

მოითვლება: 

ძX  _ თ”. 1 _ 2(–4 –-“' =-- IL . 
IL2=2:> I/ X2+6X-L 5 1 6X-C- 5... 2'.-5+2 3 2/ –1 

დავუბრუნდეთ ისევ X-ს; (67) ფოომულებიდან გვექნება 

X+17+3=2). 

  

    

  

მაშასადამე, 

ძჯ” 1 „(+-1+M-2მ+6+5 

(2X+-1) // :2+61+-5 3 X-2-- |/ X7-6X-L 5 

ჩავსვათ ახლა ეს (66) ტოლობაში, მაშინ საბოლოოდ მივიღებთ 

რ _ 00.2), 2+6»-L5 
0+ M 2-6 L5  27(2X+1)! 

: _ 1 + I/ »X-+-6X-L 5 

+; == -L I/ Xმ?7-+6+« -I- =)+ 

4. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

  

X-L3 
_ი 

#-I-, 2. 2:;:-1-5)? |/ 9ჯ?--16X--46 

ეს არის 27უ სახის ინტეგრალი. 

# ინტეგრალის გამოთვლისათვის ჯერ ალგებრული ნაწილი. 

გამოვყოთ და ამის შემდგომ დაგვრჩება გამოსათვლელი მხოლოდ 

ტრანსცენდენტული ნაწილი. 

ამისათვის უნდა გამოვიყენოთ (44) ფორმულა, ანდა ამ შემთხ- 
ვევაში უშუალოდ (43) ფორმულაც, რადგანაც აქ #=2 (§ 40). 

თუ მოვახდენთ V# ინტეგრალის ნიშნის ქვევით. ჩასმას 

#=ჯ-–-1,
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მივიღებთ: 

V-+4 
–ი 2 -–==-2=>> ძ" 

(V?-L4)? |/ 9" + 2# + 3 

ასეთია # ინტეგრალის ის სახე, რომლიდანაც უნდა გამოვიდეთ, 

რომ (43) ფორმულის გამოყენება შესაძლო იყოს. ეს უკანასკნელი 

შემდეგ სახეს ღებულობს: 

(დობილი ძI == 
(V2-I-4) I/ 9/?-L2V –- 39. 

9ყ?-1-2, + 39 (68) –0ა#+ჩ) “ 5:27 
_“MაI+C-M. ქ 
– “/ 

(4?–-4) 'C2-L4) | 9ყ? L 2» + 39 +29-+39 

დაგვრჩა მოუძებნო 20; სი; Mა, Xე მუდმივები მხოლოდ. 

მაგრამ (42) სისტემა რომლიდანაც 2ა, Mე მოიძებნება, არის 

შემდეგი: 

8)ა–– 3ყე=1, 

37-12 =1. 

მაშასადამე, 

1 
#.= , =–-–-. ი“ ხი 5 

ჩავსვამთ რა ამას ზოგად ფორმულებში, რომლებიც #M-სა და-V-ს 

განსაზღვრავენ (§ 40), გვექნება 
' M.=4, Mა=--12. 

ამრიგად, (68) ფორმულა შემდეგნაირად გადმოიწერება: 

#+-4 ქ,= C+I0 M 9? + 2 + 39 

I 6-4)? | 0221-27-39 1004) 
#–3პ 

ძ" 
+ => 2952 (V2-L4) |/ 9V-+ 29 + 39 

დავუბრუნდეთ ისევ 1-ს; მაშინ უკანასკნელი ტოლობა ასე წარ- 

მოგვიდგება:
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_ 9 IM 97?--16ჯ--46. 
(69) «= 10(:?–-2X-L 5) + 

  + | 24 (ჯ2 –– 2ჯ-L 5) V/ 9»? – 16-46“ 

ალგებრული ნაწილი ამგვარად გამოყოფილია. 

დაგვრჩა მოვძებნოთ მხოლოდ მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალი, 

რომელიც V-ს ტრანსცენდენტულ ნაწილს შეადგენს. 

(690) ფორმულის მარჯვენა ინტეგრალი გ) სახისაა, ამიტომ 

მისთვის, ზოგადი თეორიის თანახმად (§ 44), უნდა მოვახდინოთ 

გარდაქმნა: | 

წ-ი 

ჯ-1 
ნ, და 6, რიცხვები მოიძებნება (60) განტოლებიდან, რომელიც ამ 
შემთხვევაში ასეთია: 

X= 

6-LC-.6=0. 

მაშასადაზე, 

ხ=2, 6,=--3, 

ამრიგად, გარდაქმნის აღნიშნულ ფორმულას აქვს სახე: 

_ 27+3 

2-1 
რომელიც მოგვცემს 8 

: 2-15-5 12-14 0.8 16:146=25 22 + 7. 

    

  

(ჯ–– 1)? (ჯ-–1)1 
2ჯ--7 , 

ჯენეჭტ=–- ა) ძ:=– 5 - ძ;. 
ჯ–1 (ჯ-- 1)? 

მაშასადამე, 
_4 70) +სა' ი. =. 

( (პ--2X-L5) |/ 0ჯ---16X-+-46 -· 
2-7 

= –| ია > 2 ძ;. 
(2+4 IV 22?+7. 

მაგრამ _ 

ფა ||. 2-2... C-2 --15>=> 29 _ 
| 3ი 2257 (>7-L4) I 2, + 7. 2C-+C7 (21+4) V 2'+7. #71 

ლიე / 21-+7
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ტოლობის მარჯვენა ნაწილის პირველი ინტეგრალის მოსაძებნად 

თუ მოვახდენთ გარდაქმნას 

! : 207; 
გვექნება 
  

ჯძ- . | მ! 
==–=-- = =გLCIყ! 

(=აშლ– I1+I/ + 

–+0=86L ( I/ 27? + 7)+C0. 

რაც შეეხება მეორე ინტეგრალს, მისთვის თუ მოვახდენთ ჩასმას 

ჯ 

    

–,C22+ 7 
გვექნება: 

ი% 1 2-1 = => +0= 
(დართ 2-7. IL 5 ტრ 2-+< 

1. =-–-სთ 2M/ 2:'-C7. 2 -L7+72 _ ქ. 
4 6 ალლა; 

ჩავსვამთ რა მიღებულ მნიშვნელობებს (71) ფორმულაში, გვექნება 

· 2-7 
 -«“«=-ქ  ქ:=შგიხსე)//22+-7 –- 
ი / 2. +7 

_– 2 I/ 2 +7.- '+. 7 +: -L. 
4:55 | 27 + 7-ჯ 

(69) და (70) ფორმულების ძალით საბოლოოდ გვექნება 

  

· X+3 ქ.= 2 M” 9"-16X+ 46 
(2:?--2X–-5)? V 9»?:-16X+ 46 ' 10(7--2X-5) 

)// 9ჯ1--16ჯ-L 46 
–+ – 2L6 წთ წე“. 

_ 7 Lც.2M 916146 +++3 
20 2I/ 9ჯ?--16X--46-ჯ--3 

59 გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

+C 

ე 

- „=|- “ი. ” IL>=5 # 
განვიხილოთ ორი შემთხვევა: #>0, #<90.
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1) ვთქვათ #>0; მაშინ რედუქციის (37) ფორმულა მოგვცემს 

ჯო-1 I / 1–-ე:რ 1 9-1 7 

1M ! ”-. 
    წVV)) ძჰა= - 

რომლის მიმდევრობითი გამოყენებით V» მიიყვანება ძეზე, ანდა 

ყკ-ზე, იმისდა მიხედვით, არის # ლუწი, თუ კენტი. მაგრამ 

- ძ: : 
ჩა | =2X06510 X + C, 

M 1-0 

ჩ-|>2==-V1- + 
და ამრიგად V„ ინტეგრალი რედუქციის აღნიშნული ფორმულის 

საშუალებით გამოითელება. 

აქ მოგეყავს »- ის მნიშვნელობა ამ ორ შეზთხვევაში: 

  

  

  

  

  

  

  

უჯ? - // 1-2 კახ -1 ჯ?ნ-ე 

121- 2 რX- 2 ს +2-2” “+ 

(2L-–1) (2#––3)...3 

“0-2 0-4. 2 3 

(2L--1) (2#-–3)...3 ·1 –--– 2:6510 X-+-C, 
2M(2#--2)...2 

უმნ+1 __) / 1” | - 2; –_ 

/1-ჯ “> 2L+1 L 121. L 
2L(2L-2) ა», 2LM(2L--2)...2 ! 

+ (2L--1)(2/-–-3). · მიი მს 2L-I) 0-3)... 1 +ძ 

2) ვთქვათ ახლა თ< 0; მაშინ რედუქციის (72) ფორმულა არ 
გამოგვადგება. მაგრამ, თუ ამ უკანასკნელში #X-ის მაგიერ (II-L2)-ს 

ჩავსვამთ და მიღებულ ტოლობას ამოვხსნით მარჯვენა ნაწილის 

ინტეგრალის მიმართ, გვექნება 

ვი”მ1 M 1-7, +2 

#I-+1 1-1 

ეს ფორმულა 7 უარყოფითისათვის გამოიყენება; მისი საშუალებით 

ძო მიიყვანება V#ა-ზე ან #_,1-ზე, იმისდა მიხედვით, არის ჯ ლუწი, 

თუ კენტი. მაგრამ 

    ჰ»„= ძი.
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ძX 1 +–- V/ 1--ჯ? 
«,=| = LC +M'-+ეკიე 

| |– => ' ჯ + 

და, ამრიგად, პრობლემა ამოხსნილია. 

აქ მოგვყავს ძუის მნიშვნელობა ამ ორ შემთხვევაში: 

|| ძ» –“. 1 2-2 _ 1 
ჯ? M” 1--ჯ? – 2L--1 ჯ8წ-1 2L--3 ექხ-? 

  

, (2-2) (2L--4)...21_| 

1ო+ (2L--3) CC-512) 1 C” 

ძჯ» _ MI 1-0 _1_ | 2L-1 1 +. 
ვემნ+1 1-=–-ჯ? 2L (= ' 2L- 2 ეუხ-? “ი 

(2L-–1) (2L-–3)...3 1_ == _ 

(2#––2) (2––4)...2 ჯ? 

(2L--1) (2#--3)...3.1 . _ 1+V0->2) . 
““ მნხ0I-2).42 ის... ჯ 4-6. 

      

  

69. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

ჯ” 

ილ –: ძX. 

I MI :-- ე 

ასეთი ინტეგრალი „საქანის თეორიაში გვხედება. 

ეს ინტეგრალი ზემოაღნიშნულ სახეზე მიიყვანება ყოველთვის. 

მართლაც, მოვახდინოთ გარდაქმნა: · 

  

X=იჯ7?, საიდანაც ძX;=2ძუძჯ. 

ამ ფორმულის ძალით გვექნება: 

ჯა ჯო 

„ღეაგეა|“ -–-–-- ძ;ჯ =02ი" |–––---ძ. 
1>== (== 

უკანასკნელი ტოლობა სამართლიანია #» რიცხვის ნიშნი დამოუ- 

კიდებლად. ვთქვათ, კერძოდ # >0; მაშინ ტოლობის მარჯვენა 

ნაწილის ინტეგრალი გამოითვლება უკვე ცნობილი (72) ფორმულის 
ძალით და, როდესაც ისევ ჯ-ს დავუბრუნდებით, მივიღებთ 
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ეჯო-2 
ურ MI იL- ჯ? კოლ. L 2) – 1 

2) -–-2 

_ –_ _ –- 3)... (211––1) (2-3) მოშნი, 1) (2I-–-3)...3 _ ლ.) 

(21––2) (2),)––4) “2 (27-–-4)...2 

2))––1) (271-–3 
| (2-1) დთ--3)...3. II--1) (27--3)...3.1. ი” გჯლ 60§ “ 

21(2IL-2).. „4.2 ძ 

ანალოგიურად ვიპოვით თ უფ-ის მნიშვნელობას, როცა #<0: 

იX 2I/ იჯ – ჯ” _ ი L 2-2 

ჯ”M/ ი; -- >? (2––1) ც"'11.;= 2-3 

(201--2) (27--4).. 2. 

(2)––3) (2)––5)... 

–2: , 
–+ C 1.   

ით“   

ბაო +0. 

VII. ელიფსური ინტეგრალები 

წ 47. წინასწარი შენიშვნები. თავის დროზე (§ 31) აღნიშნული. 
იყო, რომ, როცა /(ჯ) პოლინომი მესამე, ანდა მეოთხე ხარისხი- 

საა, მაშინ (27) სახის ინტეგრალი საზოგადოდ წარმოადგენს უმაღ- 
ლეს ტრანსცენდენტულს, რომელიც ელიფსური ფუნქციების ზო- 

გადი სახელწოდებითაა ცნობილი. ეს არის უმარტივესი შემთხვევა- 

ზემოგანხილული ელემენტარული შემთხვევის შემდგომ. 

აქ მიხნად ვერ დავისახავთ არსებითად შევეხოთ ელიფსურ 

ფუნქციათა თვისებებს, რადგანაც ამისათვის მათემატიკური ანა- 

ლიზის სპეციალური საკითხების ცოდნაა საჭირო. 
მაგრამ ინტეგრალური აღრიცხვის თვალსაზრისით საინტერესოა. 

ვიცოდეთ იმ ინტეგრალთა კანონიკური სახეები, რომელნიც ელიფ- 

სურ ფუნქციებს ქმნიან და ამ საკითხის ამოხსნა შეადგენს წი- 

ნამდებარე თავის საგანს. 

"აღსანიშნავია ერთი გარემოება: თუ /(ჯ»X) არის მეოთხე ხარის- 
ხის პოლინომი, შესაძლოა ყოველთვის იმის მიყვანა მესამე ხარის- 

ხის პოლინომზე თანახმად ზოგადი თეორიისა, რომელიც § 33-ის 

1 ამ ფორმულის გამოყვანისას უნდა მივიღოთ მხედველობაში იგივეობა 

. ჯ 1 6--2X 
2გXდ 510 –= -- 8მL6 005 · 

ი 2 ი 

იხ. 50X-6CL, L6ისსიჩს ძიL 0II/0-ბი(I8) V0ძ I0ნიე”81-ლლსისიე. ციცეIხ86!- 
L8ხ 70ი #. II8X0მ0M. LC1021=, 1895, 5. 55-57. 
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შენიშვნაში იყო გამოთქმული. შებრუნებით, მესამე ხარისხის პო- 

ლინომი ყოველთვის შესაძლოა მეოთხე ხარისხის პოლინოზზე მი- 

ვიყვანოთ. 

ბუნებრივია ამიტომ მივიღოთ მესამე ხარისხის პოლინომი, რო- 

გორც ძირითადი და სწორედ ასეთ შეხედულებაზეა აგებული 

ელიფსური ინტეგრალების თეორიის თანამედროვე „,ჯურსები, მაგ- 

რამ, მიუხედავად ამისა, ინტეგრალურ აღრიცხვაში ხშირად მეოთხე 

ხარისხის პოლინომიდანაც გამოდიან იმ მოსაზრებით, რომ არსე- 

ბობს ასეთ შემთხვევაში ერთი გარდაქმნა, რომლის საშუალებითაც 

ძალიან ადვილად მოხდება ზემოთ წამოყენებული საკითხის გადა- 

წყვეტა. ჩვენც ასეთივე გზა გვაქვს ამორჩეული. 
ამრიგად, გამოვიდეთ შემდეგი სახის ინტეგრალიდან: 

(73) | 8თ. V” #/(X) ) ძ», 

სადაც : 

#C:)=ძეჯ'-–-ი, ჯ"-Lი, X"-Lძე »-Lძ) 
და მოვძებნოთ მისი კანონიკური სახეები. 

§ 48. რედუქცია (73) ინტეგრალისა. სანამ გადავიდოდეთ წა- 

მოყენებული საკითხის გადაწყვეტაზე, გარდავქმნათ /(>) პოლინომი 

§ 44 ლემის თანახმად. 

განვიხილოთ ასეთი გარდაქმნა: 

ნჯ–-6% 

-· 2-1 
1; = 

სადაც 6, და 6, არიან (58) განტოლების ფესვები. ამ ფორმულის 

ძალით გვექნება 

4ა2' + 4 -+4 /თ- 44524 
და ვინაიდან 

“6 ძუ, 

–C –-1)X 
ამიტომ (73) ინტეგრალი ასე გარდაიქმნება: 

| იდ MX 204427440 % 
” 

სადაც 7, რაციონალობის ახალი სიმბოლოა.
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ზოგადი თეორიის თანახმად (§ 35), ამ ინტეგრალიდან შეგვიძ- 
ლია ალგებრული ნაწილი გამოვყოთ და მაშინ იგი მიიყვანება შემ- 

დეგ ინტეგრალებზე: 
-L. 

თ ტის მა, #=0, 1,2, 3, 
M 4ა:' + 4,-+4, 

5·”””".L ძ? . (ანალი ლოლილლი» 
პირველი სახის ინტეგრალი, როცა #=1 ანდა 3-ს, ელემენტარულ 

ფუნქციას წარმოადგენს ყოველთვის. მართლაც, თუ მოვახდენთ 

გარდაქმნას 

    

გვექნება 

VI 4ა:' 442 +424 2 IM 40 + 4#/+ 4 

    უღ ძჯ + _ ი _ 
MI 4ა-'+4,7-+ 4. 2 I” 4ა! + 4 + 4 

ეს კი ამტკიცებს ნათქვამს. 

რაც შეეხება ორ უკანასკნელ ინტეგრალს, ისინი შეგვიძლია 
ერთსა და იმავე სახეზე მივიყვანოთ. მართლაც, განვიხილოთ პირ- 

ველი ამათგანი. მარტივი გარდაქმნა გვაძლევს 

| ჯ 2ძჯ 
(ურ) დ 2+24 2432 + 26. ს 8 –თ') V 4ი თეი 4, -L 4; 

  

+"C “ოა 
ტოლობის მარჯვენა ნაწილის პირველი ინტეგრალი ელემენტარულ 

ფუნქციას წარმოადგენს, ხოლო მეორე ინტეგრალი ახალი ტრან- 

სცენდენტულია: მაგრამ ეს ტკანასკმელი და 

  

IC ?--?) 2-2 + 4 

ინტეგრალი არიან კერძო სახე წევოლი 

  

(2 -3=== ==" 

სადაც # ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია.
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ამრიგად (73) ინტეგრალის შესწავლამ შემდეგ სამ ინტეგრალზე 

შიგვიყვანა: 

იჯ X'ძჯL 

ძა: 

(7“-L#) M” 4ა?-L I X”-+-4, | 

რომლებიც წარმოადგენენ ელიფსური ინტეგრალების კანონიკურ 

სახეებს. 

ამ ინტეგრალებს ეწოდებათ: პირველს––ლეჟანდრის პირვე- 

ლი სახის ინტეგრალი, მეორეს ––ლეჟანდრის მეორე 

სახის ინტეგრალი, ხოლო უკანასკნელს –ლეჟანდრის 

მესამე სახის ინტეგრალი. 

სამი უკანასკნელი ინტეგრალი სხვა სახითაც შეგვიძლია ავიღოთ 

კიდევ. ქვემოთ მოგვყავს ორი ყველაზე უფრო მიღებული და ამას- 
თანავე მნიშვნელოვანი კანონიკური სახე ელიფსური ინტეგრა- 

ლებისა. 

§ 49, მოდულარული სახე ელიიფსური ინტეგრალებისა. დავ- 

შალოთ ბიკვადრატული სამწევრი ინტეგრალის ნიშნის ქვევით ჩეუ- 

ლებრივი წესით: 

«44ეX'-+- 4ეX?-L4ე=(ნ-– -0X?) (L"-– დ'»?) 

და განვიხილოთ სამი ძირითადი შემთხვევა: 

19. და 0 რიცხვებს ერთი და იგივე ნიშანი აქვთ; 

', -C-საც ერთი და იგივე ნიშანი აქვთ. 

ვთქვათ უპირველესად #X>0, #ჯ”>0, ე. ი. ოთხივე რიცხვი და- 

დებითია, მაშინ რადიკალი შემდეგნაირად წარმოვადგინოთ: 

ჰღლუვღალ. 
-( XV I-IV 2) -–9 CI/ 9) I 
"თუ აღვნიშნავთ __ 

=ჯ რ კა ი» ლორბი ჩ- #6. 
“მაშინ უკანასკნელი ტოლობა ასე გადმოიწერება: 

„IM 4აჯ'-L 4,11+4, = / >» M/ 0–ლ) (1--# 2”).
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ასეთსავე სახეს წარმოადგენს რადიკალი იმ შემთხვევაშიაც, როცა. 

#ჯ<%, L'<0. 
ვთქვათ ახლა <0, #”>0; მაშინ ანალოგიური გარდაქმნით - · 

გვექნება: 
VI 4 4+-4,21- 4, = |/ ––IXXL” I// (ჯ?2– 1) 0 ––ბჯ?). 

სრულებით ასეთივე სახე ექნება რადიკალს იმ შემთხვევაშიაც,. 

როცა #>90, L'<0. 
2, და 0 ერთი და იმავე ნიშნის რიცხვებია;. 

' და C-ს საწინააღმდეგო ნიშნები აქვთ. 

ვთქვათ უპირველესად #>0, L'>0; თუ მოვახდენთ ჩასმას 

    

  

გვექნება 

M 4ათ'+-4,ბ+-4, = I >" MI 0-– უუ 0+#7ღ, 
სადაც 

,-- 90 · 

0 
სრულებით ასეთივე იქნება რადიკალის სახე იმ შემთხვევაშიც,.. 

როცა 

#<0, ჯ'<0. 

ვთქვათ ახლა >0, L'<0. მაშინ რადიკალი ასე წარმოვად- · 

გინოთ: 

M/ 4აX'-1- 4?” 2. 

=/=#M)/  (>/5)-.| +0/-92)(+/5)1 
თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

ღ>=1 9, #7 = –- 0'L 
· L'0 L) 

უკანასკნელი ტოლობა ასე ს გადმოიწერება: 

M” 4-2 + 417?1–+4 = V – LI” I” (ჯ/“–1) (1-LIL"ჯ”)- 

ასეთივე იქნებ რადიკალის სახე იმ შემთხვევაშიაც, როცა 

#<0, '>0. 
კბ, X და 0-ს მოპირდაპირე ნიშნები: აქვთ; X' და. 

0-საც მოპირდაპირე ნიშნები აქვთ.. 
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ვთქვათ უპირველესად #>9, X>90. მოვახდინოთ ჩასმა 

ჯ=4+ V –_ LM , 

„მაშინ გვექნება 

I/ 4აX"-+.4,X+4, = I/ XXI I/ (1--2) 0--02ჯ·- 
„სადაც 

ჯ= 2» , 
იL' 

ასეთივე სახისა იქნება რადიკალი იმ შემთხეევაშიაც, როცა 

#X<0, L'<0. 

ვთქვათ ახლა >0, <0. თუ მოვახდენთ ჩასმას 

ღებ. 

  

  

    

-გვექნება 

(74) IV 4ატ+ 422 = VI –ჯ V –0--ლ 0-+M29, 
სადაც 

(0 9X. 
ჯ'0 

“(74) ტოლობა გვიჩვენებს, რომ ამ შემთხვევაში რადიკალი წარმო- 

„სახვით სიდიდეს წარმოადგენს ყოველთვის. სწორედ ამიტომ აღ- 

ნიშნული შემთხვევა გამორიცხული იქნება განხილვიდან. 

ასეთივეა რადიკალის სახე მაშინაც, როცა <0, X>9. 

"ამრიგად, წე. დიფერენციალს შეუძლია შემ- 
0 1 3 

“დეგი ხუთი სახიდან 

_ იი _ _ 
MI 0-–-ჯ9 0-2) 
„ ICIღI _ _ 
M/ (1-9 0+VM%”) 

Cძ? 

I// (უ--4) (1-–#მ%შ) 
Cძ 

IV (L-–-1) (1-+–X >") 
Cძჯ
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მხოლოდ ერთის სახე მიიღოს; C, # გარკვეული მუდმივი რიცხვე- 

ბია, რომლებსაც ამ ხუთ შემთხვევაში საზოგადოდ სხვადასხვა 

მნიშვნელობა აქვთ. ამას გარდა, შეგვიძლია ყოველთვის ვიგულის- 

ხმოთ, რომ #<1. მართლაც, წინააღმდეგ შემთხვევაში საკმარისია. 

მოვახდინოთ გარდაქმნა: ჯ1=2>#, რაც იმავე სახის რადიკალებზე 

მიგვიყვანს, როგორც ზემოთ, ოღონდ ამ უკანასკნელებში X-ს მა- 
1 

გიერ უკვე ჯ გვექნება. 

საინტერესო ახლა ისაა, რომ არსებობს ჩასმის ფორმულები,. 

რომელთა გამოყენებით ყველა ეს ხუთი დიფერენციალი ერთ მათ– 

განზე მიიყვანება. განვიხილოთ ეს ჩასმები. : 

დავამტკიცოთ, რომ ოთხი უკანასკნელი დიფერენციალი: ყო- 

ველთვის პირველის სახეზე მიიყვანება. 

ავიღოთ მეორე დიფერენციალი და მოვახდინოთ ჩასმა 

  

  

(75) ჯ=I/ 1--/?. 
მაშინ გვექნება 

ძ? _ 1 ი! 

MV (1-2)0+Mა IV 1+# _თოწ1 IX ' 
#0 ” (1 1-L-#(? ”) 

2 

  12 ისევ დადებითი სიდიდეა <1-ზე, ამიტომ მარჯვენა ნაწი-- 

ლის დიფერენციალი პირველი სახისაა. 

გადავიდეთ მესამე დიფერენციალზე; მოვახდინოთ ჯ ცვლადის. 

ასეთი გარდაქმნა: 

(76) =M1- 0-7. 

მაშინ გვექნება 

ძ; _ ძ: : 

IC, ..... 
ტოლობის მარჯვენა ნაწილის დიფერენციალი, როგორც წინათ,. 

პირველი სახისა აღმოჩნდა, ვინაიდან 0<1–-#2-<1. 

ავიღოთ ახლა "მეოთხე დიფერენციალი. აქ ჯ (ცვლადი გარდავ-- 

ქმნათ შემდეგნაირად: 

(77) ჯ=  
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ამ ფორმულის ძალით გვექნება 

ძლ · _ 1 მ! 
29 99 2 ა>>>>3>3>–3-..)პ 

X4L 1) (1--#X ჯ ) M 1+# #9 –I) ( 1-– 1 ჯ 

1--/2 

აქაც მარჯვენა ნაწილის დიფერენციალი პირველი სახისაა. 

დაბოლოს განვიხილოთ მეხუთე დიფერენციალი. მოვახდინოთ 

გარდაქმნა 

(78) 

  

  

  

! 

"MM 1--/” 

რომლის საშუალებითაც მივიღებთ 

Cს-ოი + | 0-ოს–0-=%45 
ვინაიდან #<1, ამიტომ 1--#?2-<1. მაშასადამე, ტოლობის მარჯვენა 

ნაწილის დიფერენციალი პირველი სახისაა. 

ამრიგად, სავსებით დამტკიცებულია ის ფაქტი, რომელიც ზე- 

მოთ იყო გამოთქმული. 

ვისარგებლოთ ახლა უკანასკნელი თეორიით ლეჟანდრის სამივე 

ინტეგრალის გარდასაქმნელად. 

ლეჟანდრის პირველი სახის ინტეგრალი ზემოაღნიშნული ფორ- 

მულების გამოყენებით შემდეგი სახის ინტეგრალზე მიიყვანება: 

L ძჯ 

|2Cნ=უხ=ია" 
რაც შეეხება ლეჟანდრის მეორე და მესამე ინტეგრალებს, ისინი 

გარდაქმნის (75), (76), (77), (78) ფორმულების გამოყენებით ყველა 
შემთხვევაში ასეთ სახეს ღებულობენ: 

ჯ?ძჯა ძ:: 

1 C-0= 25 (1= #2?) ”. 1 (თჯ:"-L8) |/” (1=29) (1-9) ' 

სადაც თ, 8 მუდმივებია, #<1. უკანასკნელი ინტეგრალის ნიშნის 

ქვევით ორი პარამეტრის მაგიერ მხოლოდ ერთი გვექნება, თუ 
ინტეგრალის ნიშნის გარეთ გამოვიტანთ 8-ს და შემოვიღებთ აღ- 

ნიშვნას გზ _ წ. 
თ 

  

ამრიგად, მიღებული გვაქვს ელიფსური ინტეგრალების სამი 

ახალი სახე:
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“== 
| ძ.:: 2- | -=- 2:?7ძX 

MI (1 – 12) (1=-#2ჯ9) ” M“ (1–-::8)(1=–/2X5) ” 

ძ: 
(71. აეაასებსაეაეა–ა–––. 

| (1+ »X9)MV (1–-1:8) 0 ––- #9) 
ესაა ელიფსური ინტეგრალების მოდულარული სახე. # მუდმივი, 

რომელიც ამ ინტეგრალებში შედის, მოდულის სახელწოდები- 

თაა ცნობილი, ხოლო ჯ-ს, რომელიც LV ინტეგრალშია, პა რა- 

მეტრი ჰქვია. 

სრულებით აშკარაა, რომ სამი უკანასკნელი ინტეგრალი ელე- 

მენტარულ ფუნქციას წარმოადგენს ყოველთვის, როცა #=0, ანდა 

#=1. 
დავამტკიცოთ ახლა, რომ, როცა #=--1, ანდა #1=-–--/7, მაშინ 

უკანასკნელი ინტეგრალი პირველი ორისა და გარკვეული ალგებ- 

რული ნქციის საშუალებით გამოისახება. მართლაც, უბრალო ული ფუბექც უალე გბ ე ლაც, უ ლ 
გაწარმოებით ვიპოვით ერთის მხრით 

ძ! . –-#”X? | _ 1--/ბუყ? #1+"V +) =2-«- > 
| კ) 01% 1. 1--ჯ? 

+( –იც- 29? 1 ბუ 3 =/" ი „“–უახსი5+ 

1 

+0 –-#/ X 

ხოლო მეორე მხრით 

( 

თი) 
| 

  

  

  

– ბ) IV (1<–277) (1=-)01X") ” 

1 

2! #22) 1–# + 
ძ: L “ / 1-2)  (1––2ჯ?) |// (1––»ჯ?) (1––X? »?) 

+ 2 

  

· ჯ 

# #(1-2)00-Iფე V 00-50 -#%9) 
მოვახდინოთ ორი უკანასკნელი ტოლობის ინტეგრება; · მაშინ 

გვექნება 
2 · 1 --/ე?ჯ? 

# («-––ს)––-(1––7#X) (VI-_1==X ლოი 
11-ე? 

1 1 1--ჯ? 

ეს კი ამტკიცებს ნათქვამს. 
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8 50, იაკობიური სახე ელიფსური ინტეგრალებისხა. მოვახდინოთ 

მ, 1, ? ინტეგრალების ნიშნის ქეევით ჩასმა ' 

Xჯ=510 დ. 

ამას გარდა, აღვნიშნოთ 

M 1-0: => I 1-7 51ს" =4ტდ. 

მაშინ სამი ზემოაღნიშნული (79) ინტეგრალი ასე წარმოგვიდგება: 

,„=(|4?, ს- | ბაუ“, «- (უთ 
ტდ ბა (1––/ 810? ღ)ტჯ 

ეს არის ელიფსური ინტეგრალების ის სახე, რომელიც მათ იაკობიმ 

მისცა. 

დ კუთხეს ამპლიტუდა ეწოდება. უკანასკნელ ფორმულებს 
დიდი მნიშვნელობა აქვთ ელიფსურ ინტეგრალთა თეორიაში და 

მათ კიდევ ერთხელ დავუბრუნდებით, როცა განსაზღვრულ ინტეგ- 
რალებს გავეცნობით. 

§ 51. ელიფსური ინტეგრალების სახელწოდების წარმოშობა. 

საინტერესოა ერთი გეომეტრიული პრობლემა იმ მხრივ, რომ იგი 

ნათელყოფს ელიფსური ინტეგრალების სახელწოდების წარმოშო- 

ბას. ესაა შემდეგი: 

აღებულია ელიფსი 

2:==0 005 დ, /==ჩ 510 დ. 

ვიპოვოთ მისი რკალის გამოსახულება. 

უბრალო გაწარმოებით ვიპოვით 

(80) ძა? =ძა?-I-ძუ/?=(0" §10“ დ -Lჩ” 005" დ)ძთ“. 

მაგრამ, თუ მივიღებთ მხედველობაში ელიფსის ექსცენტრისიტეტის 

მნიშვნელობას: 

= ს” 01-62. 
ძ ? 

მაშინ (80) ფორმულიდან გვექნება 

ძე ==თ |/ 1–-?005?დძღ, 
საიდანაც 

(=ი|I 1-2 005? დ ძდ.
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თუ მოვახდენთ ინტეგრალის ნიშნის ქვევით ჩასმას 

C05 C6 == I, 

გვექნება 
V1-2” ”. 1--/?/ 

+==ძ 

ი / 0–როა–შო 
ეს გვიჩვენებს, რომ ჯ რკალი წარმოადგენს პირველისა და მეორე, 

გვარის ელიფსური ინტეგრალების ჯამს. სწორედ. აქედან წარ- 

მოიშვა ელიფსური ინტეგრალების სახელწოდება. 

  

§ §9, ფხევდო-ელიფსური ინტეგრალები. (73) სახის ინტეგრა- 

ლი, როგორც ყ§ 48ში იყო გამოთქმული, ზოგად შემთხვევაში. 

წარმოგვიდგება ერთი ელემენტარული ფუნქციისა და სამივე სახის 

ელიფსური ინტეგრალების ჯამის სახით. მაგრამ არის კერძო 

შემთხვევები, როცა იგი მხოლოდ ელემენტარულ ფუნქციათა სას- 
რული რიცხვის საშუალებით გამოისახება. ასეთ შემთხვევაში (73) 

სახის ინტეგრალი ფსევდო-ელიფ სურის სახელწოდებითაა 

ცნობილი. 

მაგალითად, § 24-ის კერძო ინტეგრალი 

ჯ–-2 ჰ 
-- X 
ჯ? M 1--ჯ) 

ფსევდო-ელიფსურია. 
თუ როდის არის (73) სახის ინტეგრალი ფსევდო-ელიფსური, 

ამას დეტალურად ქვემოთ შევისწავლით (X განყოფ.). აქ განიხი- 

ლება მაგალითის სახით ასეთი ინტეგრალების ერთი კერძო, მაგ- 

რამ საკმაოდ ფართო შემთხვევა. 

როგორც ყ§ 34-ის ზოგადი თეორია გვიჩეენებს, ყოველი (73) 
სახის ინტეგრალი მას შემდეგ რაც მისგან ალგებრულ ნაწილს. 

გამოვყოფთ, მიიყვანება ინტეგრალზე 

(81) 10) 
V / თ) 

სადაც ჯიცე რაციონალური ფუნქციაა, ხოლო #(2) მეოთხე ხარის- 

ხის პოლინომია. 
უმარტივესი შემთხვევა, როცა უკანასკნელი ინტეგრალი ფსევ–- 

დო-ელიფსურია, არის შემდეგი: 
ვთქვათ. /(ჯ) პოლინომი ბიკვადრატული სახითაა აღებული: 

#Cე== ტა2'+- 4ეX"-+ 4. 

  

  ძ:,
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თუ აღმოჩნდა, რომ ამავე დროს XXჯ) კენტი ფუნქციაა, ე. ი. 

#X2) == 1L,(X1), 

მაშინ უკანასკნელი ინტეგრალი ფსევდო-ელიფსურია. მართლაც, 

მას ექნება სახე: 

) 6,6) 
I 2ამთ-4თ- 2) სს 

და ჩასმით 

ჯ= Xჯ? 
იგი ასე წარმოგვიდგება: 

0-1 ს, (უე 
VI 4ა?+47+4  ” 

რაც ამტკიცებს ნათქვამს. 

დავუბრუნდეთ ისევ (81) ინტეგრალს. გამოვარკვიოთ, როდის 
შეუძლია ამ ინტეგრალს (82) სახე მიიღოს? 

ამისათვის უპირველესად საჭიროა /(»ჯ) პოლინომს ბიკვადრა- 

ტული სახე მივცეთ, რისთვისაც, ზოგადი თეორიის თანახმად 

(§ 44), უნდა მოვახდინოთ ჩასმა 

(83) „== -62-5. 
,. ჯ–1 

5, და 6, არიან ფესვები განტოლებისა: 

(8) (თ+8--/--2) §?-1-2 (76–-–თ8) §-+-I (/-+5) თ3-–(Cთ-–I-8) 761)=0, 
სადაც თ, ზ, ჯ, 6 არიან / (1) პოლინომის ფესვები, რომლებიც 

§ 44-ის წესის მიხედვითაა დალაგებული. უკანასკნელი განტოლების 

კოეფიციენტები ასე აღვნიშნოთ: 

X=6+ზ-+/--6, L=X6--ი98, VX=(/-I-0)C8--(C-L-მ)V8. 
აღნიშნული ჩასმა გვაძლევს 

-,%ი =ფ-ნ)–--ებ=-==. =--=(, „უა“ 
MV # (63) M/ 42-42 -+-4, 

ვნახოთ ახლა, რა პირობას უნდა აკმაყოფილებდეს IX1) ფუნქ- 

ცია, რომ იგი გარდაქმნის შემდგომ კენტი აღმოჩნდეს. ამისათვის, 

საკმარისია ადგილი ძშღი ტოლობას: 

ნ--წ ს _ _ ი/(-=7ი=-5). 
ჯ--1 ++) #( 9-2)
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“პედა CC-6 ხCL# 1. 1-1 62 

რი (<= -)+5(28 ” )-. 
„ასეთია ის პირობა, რომელსაც # ფუნქცია უნდა აკმაყოფილებდეს 
„იმისათვის, რომ (81) ინტეგრალი იყოს ფსევდო-ელიფსური. ვნა-, 
ხოთ უკანასკნელად, თუ როგორ გამოითქმის ეს პირობა ჯ-ის 
-მიმართ. (83) ფორმულიდან გვაქვს: 

_ჯ–ი 

მაშასადამ “ნ „მაშასადამე, _ 

ნ ჯ+წა – (ს+ნ)X-26,6 . 

ჯ–+-1 2X-LC6+ნ)) 
მივიღებთ რა ახლა მხედველობაში (84) განტოლებას, შეგვიძლია 
მიღებული ტოლობა ასე გადმოვწეროთ: 

ნნ. _ _ სჯ-ნV. 

-ამრიგად, (85) ტოლობა ღებულობს სახეს 

ჩცა-L# (> ხა-LV ა (1-0. 

„ესაა საკმარისი პირობა იმისათვის, 2 (81) სახის ყოველი ინ- 

ტეგრალი ფსევდო-ელიფსური იყოს, 
რაც შეეხება ახლა იმ შემთხვევას, რომ /(X) პოლინომი მესამე 

·ხარისხისაა, საჭიროა უპირველესად მივიყვანოთ ის მეოთხე ხარის- 

ხის პოლინომზე § 33-ის თანახმად და შემდეგ გარდაქმნა უკვე 

“'ხემოაღნიშნული წესით ვაწარმოოთ. 

VIII. დიფერენციალური ბინომის ინტეზრება 

§ ნვ. საკითხის დაყენება. დიფერენციალურ ბინომს უწოდებენ 
შემდეგი სახის დიფერენციალს: 

ჯ”ძ-Lხ:;"')? ძX, 

-სადაც ი, ბ რაიმე მუდმივებია, ხოლო VI, IM, # დადებითი, ან 
“უარყოფითი რაციონალური რიცხვებია. 

დიფერენციალური ბინომიდან ინტეგრალი 

(86) I 2-%(2-ხX")? ძX
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საზოგადოდ უმაღლესი ტრანსცენდენტული ფუნქციაა. მაგრამ არის- 
რამოდენიმე კერძო შემთხვევა, როცა ეს ინტეგრალი ელემენტა- 
რულ ფუნქციებში ამოიხსნება. 

ერთი ასეთი შემთხვევა აშკარად ჩანს: როცა VI, M, ჩ დადები- 
თი, ან უარყოფითი მთელი რიცხვებია, დიფერენციალური ბინომი. 

რაციონალურია და ამიტომ (86) ინტეგრალი მართლაც ელემენ- 
ტარული ფუნქციაა. · 

აღნიშნულის გარდა ადგილი აქვს კიდევ სამ სხვა ასეთივე ხასი- 

ათის შემთხვევას, რომლებსაც ქვემოთ განვიხილავთ. 

მეორე მხრით არ შეგვიძლია გვერდი ავუხვიოთ იმ შემთხვევასაც. 

აგრეთვე, როცა (86) ინტეგრალი უმაღლესი ტრანსცენდენტულია. 

ერთადერთი საკითხი, რომლის ამოხსნაც ამ შემთხვევაში არის 

შესაძლო, ესაა ამ ტრანსცენდენტული ფუნქციების კანონიკურ: 

სახეთა მოძებნა. ეს შესოულებული იქნება ქვემოთ რედუქციის 

ფორმულების საშუალებით. ' 

§ 54. სამი ძირითადი შემთხვევა, როცა ინტეგრალი დიფერენ- 
ციალური ბინომიდან ელემენტარულ ფუნქციას წარმოადგენს. 

1?“ შემთხვევისათვის შემდეგი მნიშვნელოვანი დებულება და- 

ვამტკიცოთ: , 

შესაძლოა ყოველთვის ვიგულისხმოთ, რომ « და 

# მაჩვენებლები ინტეგრალის ნიშნის ქვევით მთე- 

ლი რიცხვებია. 

მართლაც, ვთქვათ ეს რიცხვები წილადებია და მათი საერთო. 

მნიშვნელი არის 2; მაშინ XV, X» მთელი რიცხვებია. მოვახდინოთ- 

ახლა ინტეგრალის ნიშნის ქვევით ჩასმა 

ჯ=2ბ, 

მაშინ გვექნება 

ლრნნობი –ა(ლოი (ძ-+-ხჯ")მძჯ 

და ამით გამოთქმული აზრი დამტკიცებულია სავსებით. 

აქედან სრულებით აშკარად ჩანს, რომ (86) ინტეგრალი ელე-– 

მენტარულ ფუნქციებში ამოიხსნება ყოველთვის, როცა #ჯ მთე- 

ლი რიცხვია. ეს არის პირველი შემთხვევა ინტეგ– 

რებისა სასრული სახით.
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2ბ მოვახდინოთ ინტეგრალის ნიშნის ქვევით ჩასმა 

უ=ძ0-–+ს»". 

1 1.) 
=/ჯ-4V. კ == 1/2-46M" ძუ. 

· ( ხ |. · წხ ხ ) ზ 

მაშასადამე, 

1 „+ " + 

სსოი+ხოიი: =- IL (თ) თ ძი. 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალი მარცხენა ნაწილის 

ინტეგრალის სახისაა, ოღონდ მასში #-ს ნაცვლად დგას მაჩვენებ- 

MI-C1 
დ 

წ 

ტეგრალი ელემენტარული ფუნქციაა ყოველთვის, 
”–1 

” 

ვზ. ფუნქცია ინტეგრალის ნიშნის ქვევით ასე გარდავქმნათ: 

(87) X”(-Lხ:)ჩ= ჯი Iწ(ხ--0ჯ” ")”. 

აქ I-ის ადგილზე MI--»ტ8 დგას უკვე; ამიტომ, თუ გამოვიყენებთ 
მეორე შემთხვევის შედეგს “შეგვიძლია ვთქვათ, რომ (86) 

ინტეგრალი ელემენტარული ფუნქციაა, როცა 

შ-401L1 არის I+L1. +7ჯ 
! #4 

მთ ელია. 

საინტერესო აქ ისაა კიდევ, რომ (87) ფორმულის ძალით შეგ- 

ვიძლია ყოველთვის ვიგულისხმოთ, რომ დიფერენციალურ ბინომში 

” დადებითი რიცხვია. 

ამრიგად, დამტკიცებულია შემდეგი დებულება: 
(860) ინტეგრალი ელემენტარულ ფუნქციას გამო- 

სახავს ყოველთვის, როცა სამი შემდეგი რიცხ- 

ვიდან: წ 

მაშინ 

    

  –- 1. მაშასადამე, 1? შემთხვევის თანახმად, (86) ინ- 

  როცა მთელი რიცხვია. 

მთელი რიცხვი, ე. ი. როცა 

1 1 ჯ „”I-L , 5 + 
) 

L/ 
ს 

ერთი მაინც მთელია.
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#M->-1 =0, ანდა ++ 

7 
კერძოდ, როცა – + ხ=20, გვექნება 

M-+1 

7 
„I1ლ=–-1, ტ=–   

მაშასადამე, ინტეგრალები 

| (21+ სჯ”? “– ს |“ ძ1:. 

V დ-ნნოუი 
ყოველთვის ელემენტარულ ფუნქციებს წარმოადგენენ. 

რუსმა მათემატიკოსმა ჩებიშევმა1 დაამტკიცა, რომ თუ ზემო- 

აღნიშნული სამი შემთხვევიდან არც ერთი არაა შესრულებული, 

მაშინ (86) ინტეგრალი ახალ ტრანსცენდენტულს გამოსახავს. 

ახლა ისმება საკითხი თვით ინტეგრების შესახებ და შემდეგი 

§ სწორედ ამას ეხება. 

§ §5. შენიშვნები დიფერენციალური ბინომის ინტეგრების შე- 

„სახებ. ზემოაღნიმნულ სამ შემთხვევაში დიფერენციალური ბინოზი 

სათანადო ჩასმით რაციონალურ სახეზე მიიყვანება ყოველთვის. 

რაციონალიზაციის შემდგომ ინტეგრება შესაალოა ჩვეულებრივი 

წესით შესრულდეს (ვ 17). 
მაგრამ (86) ინტეგრალი ისეთი სახისაა, რომ მისთვის შეგვიძ- 

ლია რედუქციის ფორმულები შევადგინოთ და ამ უკანასკნელთა 

მიმდევრობითი გამოყენებით თვით ეს ინტეგრალიც ამოვხსნათ. 

ინტეგრების ასეთ გზას მაშინ მიმართავენ უმთავრესად, როცა 
რაციონალური ფუნქციის ინტეგოების ჩვეულებრივი წესების გა- 

მოყენება დიდ სიძნელეს წარმოადგენს. 

რედუქციის აღნიშნულ ფორმულებს მაშინაც ექნებათ ადგილი 

აგრეთვე, როცა (86) ინტეგრალი უძაღლესი ტრანსცენდენტულია 
ღა მათ გამოყენებას ასეთ შემთხევევაში ის აზრი აქეს განსაკუთრე- 

ბით, რომ ეს ტრანსცენდენტული ფუნქციები კანონიკურ სახეზე 

მივიყვანოთ. 

მაგრამ (86) ინტეგრალს ქვევით სამი პარამეტრია მაჩვენებელთა 

სახით: „I, M, ჩ. შეიძლება ამ პარამეტრთა რიცხვი ერთით შევამ- 

ციროთ. მართლაც, თუ მოვახდენთ გარდაქმნას 

2==1:ზ, 

1 იხილე: წ 0ხცხ10II6C(. 50 10იხ69IეI0ი ძია ძI””/ტიბი(1011605 III2LI00- 

561108. ჰლსიე! ძტ LI0ი+XIII0 IL. XVIII, 1853.
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გვექნება 
1. 1 1.1 

ჯ=27", ძX= -- ძ? 

და ამიტომ 

წორანხო ი = > | (ძ-+-ჩუ)?ჯძუ, 
” 

სადაც ძ= #-+1 __ 1. 
· თ 

ამრიგად, (86) ინტეგრალი მიყვანილია ასეთივე სახის ინტეგ- 
რალზე, ოღონდ მასში ჯ გახდა 1-თი, ე. ი. პარამეტრთა რიცხვი 

ერთით შემცირდა. “აღვნიშნოთ 

(88) I»-= –| (4-ხუ”ძ- 
ესაა ინტეგრალის ის სახე, რომლისათვისაც ვადგენთ რედუქციის, 

ფორმულებს. 

არსებობს სამი ელემენტარული შემთხვევა, როცა უკანასკნელი 

ინტეგრალის გამოთვლა სულ უბრალო დაშლით არის შესაძლო; 

სანამ რედუქციის ფორმულების შედგენაზე გადავიდოდეთ განვი– 

ხილოთ ეს შემთხვევები. 

§ 56. ინტეგრების ელემენტარული შემთხვევები. 

1. თუ ჩ მთელი დადებითი რიცხვია, ინტეგრალი. 
ელემენტარულ ფუნქციას წარმოადგენს. მართლაც... 
მაშინ საკმარისია (7+-ხ2)? ნიუტონის ბინომის წესით დავშალოთ. 

და (88) ინტეგრალი დაშლის წესით გადაწყდება. 

21. თუ ი მთელი დადებითია, ინტეგრალი ელემენ- 

ტარულ ფუნქციებში ამოიხსნება. ამ შემთხვევაში მოვახ-.- 

დინოთ (88) ინტეგრალის ნიშნის ქვევით ჩასმა 

0-+-ჩ; == 

1 
ელ |C–ი ?/წძ/, 

ე. ი. ინტეგრალი მიყვანილია 19 შემთხვევაზე. 

3, როცა #ტ#+0--+2 მთელი უარყოფითი რიცხვია. 

მაშინ (88) ფორმულაში მოვახდინოთ ჩასმა 

1 
2. »” 

რაც მოგვცემს 

1. ==  
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რაც გვაძლევს 

(89) 1,=- | „ით? (ხ––ი!” ი!, 

ე. ი. საქმე ისე წარმოგვიდგება, როგორც 2ჰ9 შემთხვევაში. 

სამი აღნიშნული შემთხვევის გარდა 7,,, მოიძებნება ძალიან 

ადვილად მაშინ, როცა #ჯ, ი ორივე მთელი რიცხვია, მიუხედავად 

მათი ნიშნებისა. 

„. მართლაც, ასეთ შემთხვევაში IV ინტეგრალი ღებულობს 

§ 22-ის ან 1% ანდა 21 სახეს. 

§ 57. რედუქციის ფორმულები. 7,,, ინტეგრალზე ნაწილო- 

ბითი ინტეგრების წესი ორნაირად გამოვიყენოთ; 

  

ა) მივიღოთ 
#+1 

#==(ძი–+ჩ?)?, ძუ == ძი, საიდანაც 7წ= · 

· (+1 
ამ შემთხვევაში „გვექნება 

' (-Lხ2)” (9.1 ==” 90 „= (400520 _ _ ი (ს წულსნი ქ (90 1.2 7-3 ე 1L (ძ-LM1) ». 

მაგრამ ხი? 1 ასე შეგვიძლია ფარმოვადგინოთ: 

“ ხ9+1== (ი–-ხჯ)ჯ? –– იჯ 

და როდესაც ამას (90) ტოლობაში ჩავსვამთ, იგი შემდეგნაირად 

გადმოიწერება: 
„XV? >90+1 

,, _ 6+ნ00/დქ5 _ ს I, + I. 

4-+L1 ა. 
აქედან, მარტივი გარდაქმნის შემდგომ გვექნება 

I 1 ი-ე-== _(«+ხუ? უმ: +“ ძი _ 

ი ხ+9-+-1 ჩ+249+1 

ეს არის რედუქციის პირველი ფორმულა. 

ბ) 1ი. / ინტეგრალის ნიშნის ქვევით მივიღოთ 

  

1 ი ჯე 

  

_(თ-+ხუ)? 1. 
=C- = ? ს ნ · #=% ძი= 44072, საიდანაც 9=-%X წე: 

ამ შემთხვევაში გვექნება ა 

»–+1 

ტე #,,=-60220 2 _ («ასულო «- 
M(6-L1) ICC)
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მაგრამ 

(ი-+ ხ;)-"“-1== ი(ძ–-ხუ)”-I-ხჯ(ძ-+- ხ)? 
და როდესაც ამას (01) ტოლობის მარჯვენა ნაწილში ჩავსვამთ, 

იგი შემდეგ სახეს მიიღებს: 

__ (იხსჯ) 27 ____ ი _ _ 9 _ 

'”“ ხ#+I) (+) ეი +I 
აქედან მარტივი გარდაქმნის შემდგომ გვექნება 

1 თვ 

=მ4/სV7 1. რ? ს მი 
ს ქა. საე+I) (49-41) 79 
ეს არის რედუქციის მეორე ფორმულა. 

ამ ორი ფორმულიდან შეგვიძლია კიდევ ორი სხვა შევადგი- 

ნოთ. I-ში #-ს მაგიერ #--1 ჩავსვათ, ხოლო II-ში ე-ს მაგიერ ძ-L1; 

მაშინ მიღებული ტოლობები I-ს მიმართ რომ ამოვხსნათ, გვე- 

ქნება ორი ახალი ტოლობა: 

(ი-+ხჯ) ბ 3. _ ს#-L#-+2. 
III I ვ=- _ 40V-+1) –_ + «(++ 1) == 

IV I» -= (რ--ხდ” ი _ „#-+L+2 კაიაა 
ი(0+1) ძ(4-L1). 

ესენი წარმოადგენენ რედუქციის მესამე და მეოთხე ფორმულებს. 

ამ ფორმულებიდან IL და II გამოიყენება მაშინ, როცა # და 0 

დადებითია: ხოლო III და IV იმ შემთხვევაში, როცა ეს ორი 

რიცხვი უარყოფითია. 

ამას გარდა, მათი აგებულებიდან ჩანს, რომ ისინი სამართლიანი 

მანამდის იქნებიან მხოლოდ, სანამ ყოველი 

ჩხ+1, ი+1, ჩ+4-1 
რიცხვთაგანი «0. გამოვარკვიოთ ამიტომ რედუქციის ფორმულე- 

„ბის გამოყენების შესაძლებლობა. შემდეგი § ეხება ამ საკითხს. 

§ 58. რედუქციის ფორმულების გამოყენების შესაძლებლობა. 

ამ საკითხის გადასაწყვეტად, რა თქმა უნდა, ორი შემთხვევა უნდა 

განვიხილოთ: 

I. ბნტეგრების ხამი ზემოაღნიშნული პირობა შესრულებულია. 

მაშინ ან # ან « ანდა #+-/ მთელი რიცხვი იქნება. მაგრამ (89) 
ტოლობა გვიჩვენებს რომ ამ სამ შემთხვევათაგან უკანასკნელი
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მათგანი ყოველთვის მეორეზე მიიყვანება. ვიგულისხმოთ ამიტომ, 

რომ # ან # ანდა ორივე მათგანი მთელი რიცხვებია, 

ჯერ დავუშვათ, რომ ჯდა « ორივე მთელია. აქ 

სამი შემთხვევა წარმოგვიდგება: ა) ეს ორი რიცხვი დადებითია; 
ბ) ერთი მათგანნ დადებითია, ხოლო მეორე –– უარყოფითი; 

გ) ორივე უარყოფითია. 

პირველ შემთხვევაში ჯერ I ფორმულით ვისარგებლოთ; #-LV+1 

ნული არ იქნება ამ ფორმულის გამოყენების მთელ პროცესში; 

ამიტომ # მიიყვანება 0-ზე, ხოლო 7,,, ინტეგრალი 7ე,, ინტეგ- 

რალზე. ამის შემდეგ IL ფორმულა უნდა გამოვიყენოთ, რომელიც 

ყოველთვის სამართლიანი რჩება. ეს უკანასკნელი ფორმულა «-ს 

მიიყვანს 0-ზე, ხოლო 7აკ,კ-ს 7, ა-ხე. ამრიგად, პირველ შემთხეე- 

ვაში 7,,, ინტეგრალი I და II ფორმულების გამოყენებით მიიყვა- 

ნება I, ინტეგრალზე, რომელიც უშუალოდ გამოითვლება. 

მეორე შემთხვევაში აზრი რომ გარკვეული იყოს, ვთქვათ #<0, 

#>0; მაშინ ჯერ ვისარგებლოთ III ფორმულით, რომელიც სა- 

მართლიანია მანამდის, სანამ #-+-1=-0; მაშასადამე, ამ ფორმულის 

მიმდევრობითი გამოყენებით ჯ# მაჩვენებელი მიიყვანება 1-ზე. ავი- 
ღოთ ამის შემდეგ II ფორმულა, რომელიც ი«-ს 0-ზე მიიყვანს. 

ამრიგად, მეორე შემთხვევაში II და III ფორმულების გამოყენე- 

ბით 7,,, ინტეგრალი მიიყვანება I .,, ინტეგრალზე, რომელიც 

მარტივად გამოითვლება. 

რაც შეეხება მესამე შემთხვევას, ე. ი. როცა # და იძ ორივე 

უარყოფითია, აქ III და IV ფორმულები უნდა გამოვიყენოთ, რაც 

მანამდის იქნება შესაძლო, სანამ #-+-15-0, 4#-I-1+0; მეორე შემთხ- 

“ვევაში #»,, მიიყვანება 1_,, _, ინტეგრალზე, რომელიც სულ უბ- 

რალოდ გამოითვლება, 

ვთქვათ ახლა # და 49 რიცხვებიდან მხოლოდ ერ- 

თია მთელი და აზრის გარკვეულობისათვი ვიგულისხმოთ, 

-რომ ეს არის #. მაშინ რედუქციის ხემოაღნიშნული ფორმულის. 

-საშუალებით 7», , ინტეგრალი მიიყვანება Iსთიზხე ანდა IL, ე-ზე, 

იმისდა მიხედვით არის # დადებითი, თუ უარყოფითი. 7), ინტე- 

გრალი უშუალოდ გამოითვლება. რაც შეეხება 1.,,,-ს, ეს ინტე- 

გრალი შესაძლოა რაციონალიზაციის წესით ვიპოვოთ. მაგრამ 

შეიძლება მისი გამარტივება II ანდა IV ფორმულების გამოყენები- 

·თაც. ბოლოს და ბოლოს ამ ფორმულების ძალით « შეიქნება წესიე- 

რი წილადი--დადებითი, თუ 4 დადებითია, ხოლო-–– უარყოფითი, 

თუ ძ« უარყოფითია.
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ცხადია, რომ IL და IV ფორმულათაგან ერთიც არ კარგავს 

აზრს, იმიტომ, რომ #-+-9-+1 და #+1 ვერ მოისპობა, რადგანაც. 

ი წილადია. 

II, შემთხვევა როცა ინტეგრების სამი ზემოაღნიშნული პირობა. 

შესრულებული არ არის. ასეთ შემთხვევაში #+1, 0#+1, #+49+1 

ყოველთვის წილად რიცხვებს წარმოადგენენ;. ამიტომ რედუქციის 

ზემოაღნიშნული ფორმულებიდან არც ერთი არ კარგავს აზრს მათი, 

გამოყენების მთელ პროცესში. 

მაგრამ რა აზრი აქვს ამ შემთხვევაში რედუქციის ფორმულე- 

ბის გამოყენებას? 

აშკარაა, რომ მათი საშუალებით #,,, ინტეგრალიდან ალ- 

გებრული ნაწილი გამოიყოფა ერთის მხრით და მეორე მხრით. 

იგი მიიყვანება კანონიკურ სახეზე რომლისათვისაც # და 94 
მაჩვენებელნი 0-სა და 1-ს შორის იმყოფებიან. ეს უკანასკნელი 

არის ახალი ტრანსცენდენტული, რომლის შემდეგი მიყვანა უკვე, 

არაა შესაძლო. 

§ §9. მაგალითები. 

19, გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

8 
L- | 1–+ჯX? ძX- 

ამ შემთხვევაში ჯ=5, #=2, ი=--, აქედან MV+1 
7 
  =3 მთელი: 

რიცხვია და, მაშასადამე, #« ინტეგრალი ელემენტარულ ფუნქციას. 

გამოსახავს. 

V ინტეგრალის გამოთვლისათვის მოვახდინოთ ჩასმა 

1 +::1=1), 
აქედან 

Xჯ5მ ძხ= – ჯბცზ––1)? ძ/. 

ამრიგად, # ინტეგრალი ღებულობს სახეს: 

3 
7”= -–– | (I)2- -11?#)3//. > I )ზ/ზძ/ 

დაშლის საშუალებით იგი ასე ამოიხსნება: 

ვ 3 3 3 
= –- | (/მ –– 2/ზს-) ,მ)ქ,= –- ,/ბ  . 71. ,- 2) +0#= - ძ--70+-0+0
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ანდა თუ ისევ ჯ-ს დავუბრუნდებით საბოლოოდ გვექნება 

8 8 8 

| აიაიბრ- ცი მეობა 7 Mშქიბ+ 
ვმ ე | 

++§- I (1+ჯ') + 0. 
2. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

ლოი 

ამ შემთხვევაში #=4, #=3, ხ=– + „ აქ შესრულებულია ინტეგ- 

რების მესამე პირობა: 7-1 #5 3=1 მაშასადამე, 
# 

"ინტეგრალი ელემენტარულ ფუნქციას წარმოადგენს. მისი გამო« 

თვლისათვის გარდაექმნათ იგი შემდეგნაირად. · 

ი) 

#2 –- .. 

ა) V CC 1-1) 
“მოვახდინოთ ახლა ჩასმა 

  

  

ჯმ? 1 =/3. 

აქედან 
== ძმ! 

Xჯ%=(1-LI") 1: ვვძუელ– (1-C.)) · 

„მივიღებთ რა ამას მხედველობაში, # გმევიიოდ წარმოგვიდგება: 

  

«-- + (1-+/)1 
დაგვრჩა ახლა მოვძებნოთ მხოლოდ ეს უკანასკნელი ინტეგრალი. 

ამისათვის შეგვიძლია რედუქციის ზემოაღნიშნული ფორმულები 

„გამოვიყენოთ. მაგრამ, ვინაიდან მარცხენა ნაწილის ინტეგრალი 

§ 22-ის მე-8? სახის ინტეგრალია, ამიტომ უფრო უკეთესი იქნება 

ამ უკანასკნელი ინტეგრალის რედუქციის ფორმულით ვისარგებ- 

ლოთ. გვაქვს: 
_ X« _ _ 1. 

04-ე 3 2 + +. 
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ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალი გ) სახის ინტეგრალია. 
(§ 22), ამიტომ 

ი! 1 1 ჩი» < 3 150+0– < 1§0-405+ 
1 2(-––1 

+ #3. მ»C 1 #3. + C. 

  

ჩავსვათ ეს წინა ტოლობაში; მივიღებთ: 

ი! 1 ) 
, 

| ღლე = 3 1+/ +23 L 01+ი– <-16(1-++ )+   

დავუბრუნდეთ ისევ X-ს, მაშინ საბოლოოდ მივიღებთ: 

უჯ! 1 ა” 
წ» ძX=– 3“ ჯ'" M1--ჯ1-– 

იი 
-X.+2+X ' 1-ჯ +V0 5! 

ჯ #-+V 1. 1 V0- უნ 

2 2V1-:31-– 
––--–მ?ბ( - “LCთ. 

3 V3 XჯV3. 

C. ყოგადი თეორია აბელისიმ ინტეგრალებისა, 

რომლებიც ელემენტარულ ფუნქციებს 

წარმოადგენენ 

IX. წინასწარი გაცნობა საგანთან 

§ 060. თეორიის ძირითადი საკითხი. ინტეგრალური აღრიცხვის 

თვალსაზრისით ყველა ელემენტარული ფენქცია ორ კლასად იყოფა: 

_ 1. ფუნქციები, რომელთა ინტეგრება ელემენტარულ ფუნქ– 
ციებს გვაძლევს. 
ავლის ფუნქციები, რომელთა ინტეგრება ახალ ტრანსცენდენტულს 

ის. 
ჩვენი სახელმძღვანელოს ერთ-ერთი მიზანთაგანია ამოწუროს. 

საკითხი 1% კლასის ყველა ფუნქციის ინტეგრების შესახებ. ამისა- 

თვის საჭიროა, სრული წარმოდგენა გვქონდეს 19% კლასის შემად–- 
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გენლობაზე, ე. ი. ვიცოდეთ, თუ რა სახის ფუნქციებისაგან შედ- 

გება 1% კლასი. 

ვნახოთ, რამდენად გამორკვეულია უკანასკნელი საკითხი ალ- 

გებრული ფუნქციებისათვის, ინტეგრების ზემოაღნიშნულ თეორიის 

მიხედვით. 

ერთი რამ აშკარაა: ყოველი რაციონალური ფუნქცია 19 კლასს 

მიეკუთვნება, ვინაიდან ყოველი ასეთი ფუნქციის ინტეგრება ელე-, 

მენტარულ ფუნქციებში შესრულდება. რაც შეეხება ირაციონალურ 

ფუნქციებს, მათთვის აღნიშნული საკითხი ამოუხსნელი რჩება. 

მართლაც, არის ნიშანი (მრუდის გვარი), რომლითაც ფუნქციის 

გარეგნული სახით შეგვიძლია გადავწყვიტოთ 19-სა, თუ 29% კლასს 

უნდა მიეკუთვნოს იგი. მაგრამ უკვე გვქონდა შემთხვევა აღგეენიშნა, 
რომ არსებობს ფუნქციები, რომლებიც თავისი სახით 2პ კლასს 

უნდა მიეკუთვნონ, მიუხედავად იმისა, რომ მათი ინტეგრება ელე- 
მენტარულ ფუნქციებში შესრულდება. ასეთია, მაგალითად, ფსევდო- 
„ელიფსური ინტეგრალები, რომლებზედაც § 52-ში გვქონდა საუბარი, 

ამრიგად, აღნიშნული ნიშანი საკმარისი არ არის და. თავის- 

თავად ისმება ძირითადი პრობლემა: 

ვთქვათ, ჯარის ალგებრული ფუნქცია, მიღებული 
ალგებრული განტოლებიდან 

(1) X#V(CX% 1)=9, 
რა სახის უნდა იყოს #7(:;, 1) ფუნქცია, რომ აბელის 

ინტეგრალი 

() · | MC 3) ძ:: 

ელემენტარულ ფუნქციას წარმოადგენდეს. 
წამოყენებული პრობლემის შესწავლა წარმოადგენს წინამდება- 

რე თავის საგანს. მაგრამ ეს პრობლემა მეტად რთულია იმისა- 

თვის, რომ მას პირდაპირ გარკვეული პასუხი გავცეთ. 

უფრო ადვილია პასუხის ბუნების გამორკვევა და ამით ყოველ 

კერძო შემთხვევისათვის შესაძლო შეიქნება თვით აღნიშნული 

პრობლემის გადაწყვეტაც აგრეთვე. ამ მიზნისათვის სხვა გზით 

მივუდგეთ აღნიშნულ პრობლემას. , 

ერთი უდავო ფაქტი გამოგვყავს იმ მრავალრიცხოვანი კერძო 

ინტეგრალების ამოხსნებიდან, რომლებიც ზემოთ ზოგადი თეორიის 

ილუსტრაციისათვის გვქონდა მოყვანილი (§§ 46, 59). ეს ფაქტი 

შემდეგია: :
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. ფუნქცია, რომელიც ერთ რომელიმე აღნიშნულ ინტეგრალს 

გამოსახავს წარმოგვიდგება სასრული ჯამის სახით. ამ უკანასკნე- 

ლის ერთი შესაკრები ალგებრული ფუნქციაა, ხოლო დანარჩენი 

ლოგარითმული ფუნქციებია რომლებიც „თვითონ ალგებრული 

ფუნქციებიდან არიან აღებული). 
29, ყოველი ალგებრული ფუნქცია, რომელიც უკანასკნელ ჯამში 

აამა თუ იმ სახით შედის, წარმოადგენს რაციონალურ ფუნქეიას 

მხოლოდ ორი ცვლადისას: ;ჯ-ისა და / ირაციონალობისას, რომე- 

ლიც ინტეგრალის ნიშნის ქვევით იმყოფება, ე. ი. იმ ირაციონა- 

ლობის გარდა, რომელიც არის ინტეგრალის ნიშნის ქვევით, ინ- 

ტეგრალში სხვა რაიმე ახალ ირაციონალობას ადგილი არ ექნება. 

მაშასადამე, როცა მე-(2) ინტეგრალი ელემენტარული ფუნქ- 

ციაა, შესაძლოა ვიქონიოთ ნსჯელობა ამ უკანასკნელი ფუნქციის 
ზოგადი სახის შესახებ და ასეთია ის გზა რომლითაც შეიძლება 

ძირითადი პრობლემის ბუნების გამორკვევაც. 

ამრიგად, აღნიშნული პრობლემის შესწავლისათვის ისმის შემ- 

დეგი ზოგადი“ კითხვა: ' 

ვთქვათ მე-(2) ინტეგრალი ელემენტარული ფუნქ- 
ციაა; რა სახის უნდა იყოს ეს უკანასკნელი., 

წამოყენებულ კითხვაზე არსებობს სრულიად გარკვეული პასუხი, 

რომელიც აბელის ორ თეორემაშია გამოთქმული. 

სანამ გავცემდეთ პასუხს ამ კითხვაზე "საჭიროა წინასწარი 

მომზადება და ეს იქნება შესრულებული შემდეგ §§-ში 

§ 61. წინასწარი ლემები. აბელის თეორემების დასამტკიცებ- 

ლად საჭიროა ოთხი ქვემოთ მოყვანილი ლემა, 

ლემა პირველი. ვთქვათ /#(ჯ )/ არის ნამდვილ 
არეში დაუყვანადი პოლინომი და #LCჯ, 7) მეორე პო- 
ლინომია, რომელსაც ერთი საერთო ფესვი აქვს 
#(» 7)ათან; მაშინ XC, 7)-ს ეჭნება /(ჯ, 7)-ის ყველა 
ფესვი; ე. ი. 

. XCა 7)=/VC, 7)Cდ («ი 7), - 
სადაც დ(ჯ, /) გარკვეული პოლინომია. 

1 ლოგარითმულ ფუნქციების გარდა აღნიშნულ ჯამში 83LCხC ფუნქციებიც 

შედის; მაგრამ 8»:0 L8თ-სი შეგვიძლია ლოგარითმული ფუნქციით შევცვალოთ ცნო- 

ბილი დამოკიდებულების მიხედვით: 

1 = - 
გL6 Iყ X=2:XM(; –). 

2: 1+Xჯ 7 
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შევადგინოთ X(ჯ, 1ჯ)-ისა და /(X, I)-ის უდიდესი საერთო გამ- 

ყოფი XXX, 1). ეს უკანასკნელი ფუნქცია, რა თქმა უნდა, რაციო- 
ნალური ოპერაციების საშუალებით მიიღება, და ამიტომ იგი ნამ- 

დვილ არეს ეკუთვნის. მაგრამ /(ჯ, 7)-ს, როგორც დაუყვანად ბო- 
ლინომს, ნამდვილ არეში სრულებით არ ექნება გამყოფი, ამიტომ 

XXX, )/)= /#/(X, 1))-ს: 

-MLCX, X)= /(X, 7) თ (%, 1); 
აქედან ჩანს, რომ /(ჯ, /)-ის ყოველი ფესვი არის ამავე დროს 

ფესვი XC», 7)-სა და ჩვენი ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა მეორე. ვთქვათ დაუყვანადი /(», ) პოლინო-. 
ზის ფესვებია 

' 7. Vთ. 1'ვ!''.'X=ო? 

ამ ფესვების ყოველი სიმეტრიული პოლინომი ჯ-ის 

რაციონალური ფუნქციაა. 

მართლაც, /(», 7) შეგვიძლია შემდეგნაირად წარმოვადგინოთ: 

X#(CX, 7»)= -4ი(2)) + 4(7)V 1+ ქე0უჯ? ბ---.+ 4ი-I(2:))-L 4»(X), 

სადაც 4ა 4ჯ.-- 4 არიან :-ის პოლინომები. აქედან ვღებულობთ 

  

' , _ 4V(0) XI-L +... +» 4ა(X) 

4 
7 2)+7I 7. L-··+-ი-17.= “– თ 

40 (1) 
ეაეაეაეაეან 

4L(X) 
, ... VL= –1 ' ––ა–. 23777 2+=(C–1) წოლ 

ამ ტოლობათა მარჯვენა ნაწილებში რაციონალური ფუნქციები 

იმყოფება და ამიტომ ლემა დამტკიცებულია სავსებით. 

ლემა მესამე. ყოველი სიმეტრიული პოლინომი" 

12, ვ.ა -ისა არის პოლინომი I,7-ის მიმართ და ამ 

უკანასკნელი პოლინომის კოეფიციენტები ჯ-ის რა- 

ციონალურ ფუნქციებს წარმოადგენენ. ს 

დავიწყოთ მარტივი შემთხვევიდან: 7/ -L+ 7Xვ +...-+”ი; იგი ასე 

წარმოვადგინოთ: 

# LV +-..-+-)X.=()-LX+C + 9)-–)):
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მაგრამ ფრჩხილებში მყოფი სიდიდე არის ჯ-ის რაციონალური. 
ფუნქცია, ამიტომ ამ შემთხვევისათვის ლემა დამტკიცებულია. 

ავიღოთ ახლა ასეთი შემთხეევა: 

X:7ვ--72/კ-L-- · ·-+”-/ი = (2,1 -+- 773-ე 

-L···+7ი–) 7ი)“–7I(X-+-7ე–-.·-++ 7); 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილის პირველი ფრჩხილების ჯამი მეორე 

ლემის ძალით წარმოადგენს ჯ-ს რაციონალურ ფუნქციას. სი- 

მეტრიული პოლინომი, რომელიც მეორე · ფრჩხილებში იმყოფება 
„ უკვე გვქონდა განხილული და მისთვის, როგორც დავინახეთ, თეო– 

რემა სამართლიანია; მაშასადამე, თეორემა სამართლიანი იქნება 

აგრეთვე ტოლობის მარცხენა ნაწილის სიმეტრიული ფუნქ.კიისა- 

თვისაც. ? 

ზოგადი შემთხვევის დამტკიცება შესაძლოა ინდუქციის მეთო- 

დით. ვთქვათ, თეორემა სამართლიანია, როცა აღნიშნული სიმეტ– 

რიული პოლინომი წარმოადგენს ჯამს, რომლის შესაკრები (L-–-1) 

მამრავლისაგან შედგება, ე. ი. 

2 X2Xვ..-XL - 

ჯამისათვის. დავამტკიცოთ, რომ იგი სამართლიანია 

2ეშიX#ი: .22+1 

ჯამისათვისაც. ეს უშუალოდ ჩანს შემდეგი ტოლობიდან: 

– 
2, 253 ჰე'“' 2L+1= 2 2ვეაო1L 7 ბე/უნ- +. 

მაგრამ ლემა სამართლიანია, როცა #=1, 2-ს, ამიტომ იგი სამართ– 

.„ ლიანი იქნება იმ შემთხვევაშიც აგრეთვე, როდესაც #=3, 4... 

ლემა მეოთხე. თუ / არის ჯ-ის ალგებრული ფუნქცია, 
განსაზღვრული 

(1) #(57)=9 
განტოლებიდან, რომლის ხარისხი »ის მიმართ 

არის წ, მაშინ ყოველი რაციონალური ფუნქცია 

, (X »”) #(X,ე)= 217! , 
სან ს (X, 7)
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(დ და ს% პოლინომებია ჯ-ისა და X”-ის მიმართ) შეგვიძ- 

ლია შემდეგი სახით წარმოვადგინოთ: 

(3) 10%, 7)= 4ა(X)-L.4)დ)/-L- 4:(X))-L..--+ 4ი-(X)ე' 

სადაც 4) 4ას 4, '4ი|) არიან ჯის რაციონალური 

ფუნქციები. 
მართლაც, ვთქვათ, ”-ის გარდა (1) განტოლების ფესვებია 

37”, უე 1); 

”» (%, 7) ასე წარმოვადგინოთ: 

#60, ე= -9(თ 7), 9(რ2)0(0C19 9 დ 7)...9 (დერ) . 
ათ) 9C,7)9(-7)V(C 7”...0 (X,უ5–1) ” 

ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილის მნიშვნელი არის /(ჯ, ჯ) პოლინო– 

მის ყველა ფესვის სიმეტრიული ფუნქცია და ამიტომ მეორე ლე- 

მის ძალით იგი რაციონალური ფუნქციაა ჯ-ის მიმართ. რაც შეე- 

ხება მრიცხველს, მესამე ლემის ძალით იგი პოლინომია #-ის მი- 

მართ, რომლის კოეფიციენტები ჯ-ის რაციონალურ ფუნქციებს 

წარმოადგენენ. 

ახლა, თუ გამოვრიცხავთ (1) ტოლობის ძალით I-ის იმ ხარის- 
ხებს, რომლებიც =# და შემდეგ მრიცხველს მნიშვნელზე წევრობ- 
რივ გავყოფთ, მივიღებთ მე-(3) სახის ტოლობას, "რომლის დამ- 

ტკიცებაც გვსურდა. 
' გადავიდეთ ახლა ძირითადი საკითხის პირველი ნაწილის გადა– 

წყვეტაზე. 

X. აბელის ის ინტეგრალები, რომლებიც ალგებრულ 

ფუნქციებს წარმოადგენენ 

§ 68, აბელის პირველი თეორემა, ვთქვათ ჯარის ალგებ- 
რული ფუნქცია, განსაზღვრული 

#(%», –)=9 

განტოლებიდან. თუ ინტეგრალი 

(4 | X0ძ7; 

ალგებრულ ფუნქციას წარმოადგენს, „იგი ყოველ- 
თვის გამოისახება »ის მთელი ფუნქციის სახით,
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რომლის კოეფიციენტები ჯ-ის რაციონალური ფუნქ- 

ციებია. 

თეორემის პირობის ძალით მე-(4) ინტეგრალი ალგებრულ 

ფუნქციას წარმოადგენს და ეს უკანასკნელი აღვნიშნოთ V«-თი: 

„(45 | X»X0X= #; 

#« არის ფესვი რაიმე დაუყვანადი განტოლებისა: 

დ(X, ()=9. 

განვიხილოთ ახლა ორი განტოლება 

#CV, »)=9, %(X, )=9. 

დავასტკიცოთ შემდეგი: 
ი. #(X, /) და დ(», #) პოლინომები არიან ერთი და იგივე 

ხარისხს » და V-ს მიმართ შესაბამისად, ე. ი. თუ პირველის 

ხარისხი »/-ის მიმართ არის #„, ხოლო მეორისა ყ-ს მიმართ VI, 
მაშინ / =I/I. 

29% პირველის ყოველი ფესვი არის მეორის მხოლოდ ერთი 

ფესვის წარმოებული და პირიქით, მეორის ერთი რომელიმე ფესვი 

პირველი განტოლების მხოლოდ ერთი ფესვის პირველყოფილია. 

ამ ორი დებულების დამტკიცებას ვასრულებთ ჰარდის მეთო- 

"დით?!, პირველი განტოლების ფესვები იყოს 

, 21 23)... Xი 
ხოლო მეორისა 

#1, მნევთ+აე?/ უჯ. 

„აქ », და #,-ით აღნიშნულია # -და V შესაბამისად. 
მაშასადამე, როგორიც გინდა იყოს 1 და # მაჩვენებელნი, ყო- 

„ველთვის გვექნება 
#V,7)=9, დ(X,10)=9. 

თუ ამ ტოლობებიდან გავაწარმოებთ მეორეს, მივიღებთ 

'(5) მდ LL2 მი _0, #=1, 2,...,MV 
მჯ მს ძჯX 

' წგაძ». 1Iხტ 10(:09-8610ი 0L #ს00(100§ 0L 2 §1IიC16 წე>LI8ხ16. C8თხXIძ99, 
1916, L. 39, 39. 

არსებობს ამ წიგნის რუსული თარგმანი, გამოცემული 1935 წელს (რედ).
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მაგრამ, ვინაიდან მე-(4) ტოლობის ძალით 

ძმ. _ , 

ძჯ ბ, 

ამიტომ მე-(5) ტოლობა, როცა ჯL=1, შეგვიძლია ასე დავწეროთ: 

(6) > ი | ე, 59 =0. 
2 

შევადგინოთ ახლა შემდეგი ნამრავლი: 

მ 8) (9 ბე, |(5 მე 
+927) წი + Xგ,) (გ, LM 8.) 

ჯ-ისა და V-ს მიმართ ეს არის პოლინომი, რომლის კოეფიციენ– 

ტები #,, X-ის სიმეტრიული პოლინომებია; მეორე ლემის 

ძალით ეს უკანასკნელი კოეფიციენტები ქ-ის რაციონალურ ფუნქ- 

ციებს წარმოადგენენ; მაშასადამე, თვით აღნიშნული ნამრავლიც 

#-ს მიმართ არის პოლინომი, რომლის კოეფიციენტები ჯ-ის რა- 

ციონალური ფუნქციებია. აღვნიშნოთ ეს უკანასკნელი ნამრავლი. 

7დ(C, ?)-თი. მაგრამ მე-(6) ტოლობის ძალით 

დ, V,)=9. 
მაშასადამე, 

დ(X, #)=0 და დღ(ჯ;,V)=0 

განტოლებებს აქვთ ერთი საერთო ფესვი #=ჯV, და ამიტომ პირ- 

ველი ლემის ძალით, პირველ ამათგანს ექნება მეორის ყველა ფეს– 

ვი, ე. ი. როგორიც გინდა იყოს # 

: მდ მდ წ. 8). (> მდ =>) 
თდ წ. =!| –- _– – ბ–– + =0 

(ი 4) წ. + 5: ) 2, 79, მჯ 12" მ, 
#=1, 2,...,II. 

მაგრამ ეს ტოლობა მხოლოდ მაშინაა შესაძლო, როცა ტოლობის 

მარცხენა ნაწილის ერთი მაინც მამრავლი არის ნული. მაშასადამე, 

თუ # რომელიმე გარკვეული რიცხვია, უეჭველად გვექნება ისეთი. 
,), რომ 

მ მ თნ. 
. (4 

თუ ამას მე-(5) განტოლებასთან შევადარებთ, გვექნება 

წ»,=9.
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აქედან ჩანს, რომ შეუძლებელია ერთსა და იმავე (#-ს ორი სხვა- 
“დასხვა 7 შეესაბამოს, მართლაც, წარმოვიდგინოთ წინააღმდეგი, 

ვთქვათ უკანასკნელი განტოლების გარდა გვაქვს 

' ძმ. | 

ძ:; ჩ 

საიდანაც 

ა ე" 

მაგრამ ეს შეუძლებელია, ვინაიდან #(X, 1?) ”დაუყვანადია და მას 
ჯერადი ფესვები არ აქვს. 

ამრიგად, დამტკიცებულია, რომ ყოველი ”, მხოლოდ ერთი 

-ის პირველყოფილია. 

შევადგინოთ ახლა შემდეგი ნამრავლი: 

97%) CI ი) (I 17%). 
ეს წმრაელი 7 მვ) "(ე-ის სიმეტრიული ფუნქციაა; ამიტომ იმავე 

მოსაზრებით, როგორც ზემოთ, ”-ის მიმართ იგი წარმოადგენს' 
პოლინომს, რომლის კოეფიციენტები X-ის რაციონალური ფუნქ– 

ციებია. „აღვნიშნოთ , იგი VI», ”)-ით. 

მაგრამ მე-(6) ტოლობის ძალით 

VI (X, 4,კ) =9. 

მაშასადამე, V (ჯ ·)-სა და /(», ჯ)-ს სავრთო /,, ფესვი აქვთ და 
ამიტომ პირველს შეორის ყველა ფესვი ექნება, ე. ი. როგორიც 
გინდა იყოს ჯჟ, გვექნება 

მდ V CC ე=| =” +, ·(+-+ 25 )-ძ. 
თკი= წ. 'მი, ჯ2,, 2). «>» 

იმავე მოსაზრებით, >) ზემოთ, ტოლობის მარცხენა ნაწი- 

ლის ერთი მაინც მამრავლი ნული უნდა იყოს, ე. ი. ყოველ I-ს 

ისეთი L შეესაბამება, რომ 

მთ. მ 

მჯ გ. I» მ", 

აქედან მე-(5) განტოლებასოან შედარებით გვექნება 

ძი", . 

თო 

  

=0.  
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მაგრამ როგორც ზემოთ, შეუძლებელია, რომ ერთსა და იმავე 

+--ს ორი სხვადასხვა « შეესაბამებოდეს. მართლაც, წარმოვიდგინოთ 

წინააღმდეგი, ვთქვათ უკანასკნელი ტოლობის გარდა გვაქვს 
, __ ძი. 

3)-= ო 1 

მაშინ მივიღებთ: 

“ძ-––-M-= 6, 

სადაც C მუდმივი რიცხვია. აქედან ერთდროულად გვექნება 

დ(X,1,)=0, დ(X, V,-+6C)=90. 
ახლა თუ პირველს ამ ტოლობებიდან მეორეს გამოვაკლებთ, მივი- 

ღებთ (0-1) რიგის პოლინომს ჯ,-ის მიმართ. მაგრამ ეს შეუძლე- 

ბელია, ვინაიდან მაშინ გამოვა, რომ დ(ჯ, #)=0 არ არის დაუყვა- 

ნადი განტოლება. , 

მაშასადამე, დამტკიცებულია, რომ ყოველი 1), არის მხოლოდ 

ერთი (/,-ის წარმოებული. 

ამრიგად, 1-ებსა და #/-ებს შორის არსებობს ურთიერთ ცალსახა 

თანადობა, რაც მაშინაა შესაძლო მხოლოდ, როცა II=V7. 

?ზემოთ გამოთქმული ორი ფაქტი დამტკიცებულია. ახლა თუ 

რომელიმე ჯ-სა· და შესაბამ #-ს ერთსა და იმავე ნიშნაკს მივუწერთ, 

მაშინ გვექნება 

(7) ==) 

გადავდივართ აბელის პირველი თეორემის დამტკიცებაზე. 

მე-5) და მე-7) ტოლობათა ძალით, მაგალითად /#=1-თვის, 

გვექნება 

მ. 

რაც გვიჩვენებს, რომ ჯ, არის ჯ-ისა და #,-ს რაციონალური ფუნქ- 

ცია; მაშასადამე, მეოთხე ლემის ძალით # შამდეგნაირად წარმო- 

იი 
(8) = 0IVMX)+-,0ს6)#V,-+#X – ს» 1(2:)V,” 1, 

სადაც ჯო, ჯოი,...,I,_, კოეფიციენტები ჯ-ის რაციონალური 

ფუნქციებია.
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დავამტკიცოთ ახლა, რომ ყ, წარმოადგენს ასეთივე სახის პო- 
ლინომს »,-ის მიმართ. ამისათვის განვიხილოთ ნამრავლი 

ღ–- 7) (–-–7/ვ)---(2-––ი). ცხადია, რომ ეს ნამრავლი წარმოადგენს 

2>-ის მიმართ #--1 რიგის პოლინომს, რომლის კოეფიციენტებია 

7, ვ.-ს ის სიმეტრიული პოლინომები. მაშასადამე, მესამე ლე- 
მის ძალით, ეს კოეფიციენტები 7,-ის მიმართ წარმოადგენენ პო- 

ლინომებს, რომელთა კოეფიციენტები ჯ-ის რაციონალური ფუნქ- 

ციებია. თუ (8) ტოლობის მიხედვით /,-ს შევცვლით მისი გამოსა- 

ხულებით და #V,-ის ხარისხებს, რომლებიც (#--1)-ზე მეტია, შე- 

ვამცირებთ «C(ჯ, 1,))=0 ტოლობის ძალით, მაშინ შეგვიძლია დავ- 

წეროთ 

(9) (დ–7;) (L-––7:).--(L-– 1) = VX, ლ, #1), 
სადაც VI(X, 1, #,) არის პოლინომი ჯ და ჯ-ის მიმართ და მისი. 

კოეფიციენტები ჯ-ის რაციონალური ფუნქციებია რადგანაც 

შიც მ/ე)'+ ა, ფესვებია 

VV(:, 11, #)=0 

განტოლებისა ჯ-ს მიმართ, ამიტომ გვექნება: 

V(C>, 7,, 1)= 24ი(%, 1) (1(-<––7/ე) (MI-––?/ე)- · -(I––%») = 

= 40(27 XI) (C" ბ-–ყბ ?იც--ყვ-...-+C-Mი) +... = 

= 4ა(X, 7)) სიით 4“ –+ + 8 ; 
, 8ა(+) 

სადაც 4ა(X, 1)) არის კოეფიციენტი #5“ 1-თან V-ში, ხოლო 7#ე(1:. 
და 8,(X) წარმოადგენენ კოეფიციენტებს #«" და #"“1-თან დ-ში. 

თუ გავუტოლებთ ერთმანეთს კოეფიციენტებს #5“?-თან ამ 

ტოლობის ორივე ნაწილში, მივიღებთ: 

8 4,(2:, ჯ-- 4111 10 _ 1(2: 2409 7), 

-ჩი (1) 40(%, ”)” 

სადაც 4 ჰე) არის კოეფიციენტი ჯ"'“?-თან V-ში. რადგანაც 

4:(X, 7) 

4ი(2) 20) 
მეოთხე ლემის ძალით გვეჭქნება 

M, = ILXი(X)-+ #,(X)V,-+-I2:(X)7ე1 + -.--- ი (2), 1, 
რომლის კოეფიციენტები ჯ-ის რაციონალური ფუნქციებია. , 

უკანასკნელი ტოლობა სავსებით ამტკიცებს აბელის თეორემას. 

  

, 

არის ჯ-ისა და +»,-ის რაციონალური ფუნქცია, ამიტომ
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§ 63, აბელის თეორემის გამოყენება იმ შემთხვევაში, როცა 

/ პარის X-ური ხარისხის ფესვი ჯ-ის რაციონალური ფუნქციიდან. 

გამოვიყენოთ, აბელის თეორემა იმ კერძო შემთხვევისათვის, როცა 

(1) განტოლებას აქვს სახე: 

(10) ,„ 7= XLC2), 

სადაც X(ჯ) არის ჯ-ის რაციონალორი ნქტცია, ციონალური ფუნქც 
ვთქვათ ს ჩათ» 

ალგებრული ფუენქციაა; მაშინ აბელის თეორემის ძალით გვექნება: 

თ » M მ 

. I V” X(X) ძX= 1% (X) + 1 (1)/ X ) +180 (XC) 
(12). ა 

· | +...+# იი ((–+C) 
ყოველი # რაციონალური ფუნქციაა. დავამტკიცოთ, რომ ამათგან 
ყველა იგივურად ნულია, გარდა #,(»)-სა, რომელიც %-29-ს. 

მართლაც, გავაწარმოოთ ეს ტოლობა, რაც მოგვცემს 

ძა(X ძI)(2:) ძII,(ჯ „ა-190Mი- I(X »ჯ= ი(X) --” 1 +) 2) -L...+) 19ი-5) 

ძ.:: ძX ძა: თ): 

+ +620 მა ა”. 

  

მაგრამ მე-(10) ტოლობიდან გვაქვს: 

  

4X 
ძ» _ _ძX 

ძე: ჯუბი 

თუ გამოვრიცხავთ ი ორ უკანასკნელ ტოლობიდან, მივიღებთ 

შემდეგ განტოლებას 
(13) ჩჯდღ,0 7)=9, 

სადაც #Xჯ, /) არის პოლინომი :: და #-ის მიმართ, მაგრამ # მე-(10) 

განტოლების ფესვია; ამიტომ პირველი ლემის თანახმად, #ჯC007)-ს 

ამ უკანასკნელი განტოლების ყველა ფესვი ექნება, რაც იმას ნიშ- 

ნავს, რომ მე-(13) ტოლობა შესრულდება ყველა აღნიშნული
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ფეხვისათვის. მაგრამ თუ ” ერთი ფესვია, დანარჩენი (#-–-1) ფესვი 

იქნება: 

უ6ე /6,.- ენი 

სადაც 6-ბი არიან (I#-–1) წარმოსახვითი მნიშვნელობანი IM“ 1-დან. 

მეორე მხრით მე-(13) ტოლობა მე-(12)-ის უშუალო შედეგია, 
ამიტომ უკანასკნელთან ერთად გვექნება შემდეგი ფორმულები: 

ი უ0::= 1ბი(X)-1-6L78,(2)1'--6M#78(2:)7'-I-...-I-6ს” 1)? ,(2)უ”?, 

' #=1, 2....1--1. 

ამ ტოლობის ორივე ნაწილი §'1.ზე გავამრავლოთ; მაშინ მივიღებთ 

| უძ-= 5727 ს იუთუბ. +-“ააჩ, ციებ 
#=1, 2,...,1--1. 

თუ შევკრებთ #-1 ამრიგად მიღებულ უკანასკნელ განტოლე- 
ბას წინათ მიღებულ მე-(12) განტოლებასთან ერთად და გავითვა- 
ლისწინებთ, რომ ჯ რიცხვის ყოველი მთელი მნიშვნელობისათვის 

1--6/კ-L-269,-IL...-- ნჩა_,=0, 
მივიღებთ 

„« =71 19, (2:)»- 

საიდანაც 

04 სთა თ-ს თ (XC: 
რ. დ. გ. 

უკანასკნელი ტოლობიდან შესაძლოა ახალი მეტად მნიშვნელო- 

ვანი ტოლობა გამოვიყვანოთ. 

ვთქვათ 

ჯ= +, 

0 
სადაც ჯX და 0 პოლინომებია. გვაქვს: 

ა-ა, ა 

MI” X= უ  # 
ი +" _ 

MV "10
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შემოვიღოთ აღნიშვნა 

(15) 2=X"!0, 

მაშინ მივიღებთ 

7 => C _ I” 

„ჯ- ? »ჯVჯ- 52 Mთ, 
V7 V72 V2 

I” რაციონალური ფუნქციაა. ამ ტოლობათა ძალით მე-(14) ფორ- 

მულა ასე გადმოიწერება 

(16) (. – ძX= ო, 

V 76. V 2. 
ასეთია ის სახე, რომელსაც ღებულობს მე-(14) ტოლობა ზემოაღ- 

ნიშნული გარდაქმნის საშუალებით. უნდა გვახსოვდეს მხოლოდ, 

რომ XV), 2(») პოლინომები მე-(15ე) ტოლობით არიან დაკავში- 

რებული ერთმანეთშორის. 
განვიხილოთ ახლა, მე-(15) ტოლობის დამოუკიდებლად, ინტე- 

გრალი 

(17) I L ძX, 

რომელშიაც და 2 საზოგადოდ რაციონალური ფუნქციებია). 

აშკარაა, რომ ეს ინტეგრალი მარტივი გარდაქმნით მიიყვანება 

მე-(11) სახეზე: ამიტომ, თუ აღნიშნული მე-(17) ინტეგრალი ალ- 
გებრული ფუნქციაა, ამ უკანასკნელს მე-(16) ტოლობის მარჯვენა 
ნაწილის სახე ექნება მხოლოდ. ამრიგად, მე-(16) ტოლობას ზოგად 
შემთხვევაშიაც ჰქონია ადგილი. 

დაგვრჩა ახლა გადავწყვიტოთ ორი საკითხი: 

19მ. რა პირობებში გახდება მე-(11) ანდა მე-(17) სახის ინტეგრა- 

ლი ალგებრულ ფუნქციად. 
2. თუ იგი ალგებრულია, მოვძებნოთ მისი მნიშვნელობა. 

1? საკითხი მჭიდროდ დაკავშირებულია 24%-თან; ამიტომ შევისწავ- 

ლოთ უპირველესად ეს უკანასკნელი. 

  

  

§ 04. მე-(17) ინტეგრალის მოძებნა. იმ შემთხვევაში, როცა 

იგი ალგებრულია, წამოყენებული საკითხის ამოხსნა მე-(14) ანდა 

1 თავისთავად ცხადია, რომ I” და 7 შეგვიძლია იმნაირად გარდავქმნათ, რომ 

მათ ადგილას პოლინომები იმყოფებოდეს.
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მე-(16) ტოლობის ძალით მიიყვანება #,(X)-ისა ანდა 1 ფუნქციის 
მოძებნაზე. დავამტკიცოთ 

ლიუვილის თეორემა, როცა ადგილი აქვს ტოლობას 

( ჯXXჯ) ძ»= M7(») , 

რ)”“'““იი 
სადაც (>) და XC) აღებული პოლინომებია, მაშინ. 

M(X)-იც პოლინომია. 

მართლაც, თუ გავაწარმოებთ ამ უკანასკნელ ტოლობას, გვექნება: 

ჯV) -2( II463) ) 
  

  

ე–დ__-__-_ 
V 2(%ი V 20) 

"საიდანაც 

ს7=79% _ # ძ2. 
»“””' 

აქედან, ტოლობის ორივე ნაწილის 2-ზე გაყოფით, გვექნება 

' IV  27' 
(18) ი _V 2 _»_ი. 

ძX ა» 7 · 

წარმოვიდგინოთ ახლა, რომ IM” არ არის პოლინომი, მაშინ მას. 

ექნება სახე · 

9 

” 

სადაც.V და 7 პოლინომებია 1-ის მიმართ. 

ჩავსვათ I” -ს მნიშვნელობა მე-(18) ტოლობაში. მაშინ უკანას–- 

კნელი ასეთ სახეს მიიღებს 

0I–”V __ 

: ”? 

საიდანაც გვექნება აგრეთვე: 

–_–.. 
7 2 

(19)   

მაგრამ ეს ტოლობა გვიჩვენებს, რომ რადგანაც CV და ” ურთიერთ 

მარტივია, ამიტომ 7” პოლინომის ყოველი ფესვი ამავე დროს 2-ის 

ფესვიც უნდა იყოს. ვთქვათ თ ერთი ასეთი ფესვია; მაშინ
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7 =(IX-–ი)? 1, (+), 2=(X-–იV 2, (1), 

სადაც ა #, პოლინომებია, რომელთათვისაც L.I02) 90. 27I(9))480. 

ამას გარდა. VI(ი)-0; სჩ, 94 მთელი დადებითი ოიცხვებია. 

მივიღებთ რა ახლა მხედველობაში ”-სა და #-ის ასეთი 2ნი- 

შვნელობებს, შეგვიძლია მე-(19) ტოლობა შემდეგნაირად გადპოვ- 

წეროთ: 

LI” XV) _ _ტ _1 _4 1.7, 

CL »”, ჩჯ–ძი ”) X–4ძ ” 2 

აქედან ვღებულობთ 

· თ VI. MM 2“ M(X--ძ) 

მაგრამ #M-+-9 +0. გამოვიდა, რომ როცა ჯ მიისწრაფვის ქ-საკენ. 
ტოლობის მარჯვენა ნაწილი უსაზღვროდ იზრდება იმ დროს. 
როცა ტოლობის მარცხენა ნაწილი სასრული რჩება; მაშასადამე, 

უკანასკნელი ტოლობა შეუძლებელია. 

ამრიგად, 7 პოლინომს არ აქვს ფესვები და ეს მხოლოდ 
მაშინაა შესაძლო, როცა იგი მუდმივია. მაშასადამე, II” მართლაც 
პოლინომია და ლიუვილის თეორემაც დამტკიცებულია. 

§ 65. I” პოლინომის ხარიხხის მოძებნა. გადავიდეთ ახლა 

-M#/ პოლინომის ხარისხის ქვედა საზღვრის მოძებნაზე. დავამტკიცოთ 

შემდეგი დებულება: 
MM პოლინომის ხარისხი ერთი ერთეულით მაინც 

მეტია  პოლინომის ხარისხზე. 

მართლაც, მივმართოთ «ამ დებულების დასამტკიცებლად მე-(18) 

ტოლობას, რომელიც ასე დავწეროთ: 

ძM _ 2 ==. 

ძX 12 

ვთქვათ, II” -ს ხარისხი არის V. მაშინ ტოლობის მარცხენა ნაწილის 
პირველი წევრის ხარისხი (V--1)-ია. სულ ადვილად დავრწმუნდე- 

ბით, რომ მეორე წევრის ხარისხიც არის V--1; ამიტომ მთელი 

მარცხენა ნაწილის ხარისხი <-(V--1)-ს. ასეთივე უნდა იყოს #პო- 
ლინომის ხარისხიც აგრეთვე და, თუ ამ უკანასკნელს აღვნიშნავთ 

ს-თი, გვექნება 

  (29) 

V=>#-L1.
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მაშასადამე, I7 პოლინომის ხარისხის ქვედა საზღვარი მართლაც 

#+1 ყოფილა და ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. 
ამრიგად, V ან >(ML-+1)-ზხე, ანდა =(IM-I-1)-ს. პირველ შემთხვე- 

ვაში იმ პოლინომებს შორის, რომლებმაც მე-(20) ტოლობა უნდა' 

დააკმაყოფილონ, IV -სათვის ვღებულობთ უდიდესი ხარისხის პო- 

ლინომს. · 

განვიხილოთ ახლა მეორე შემთხვევა. ვთქვათ, 7-ს უფროსი 

წევრია ი:სX" ხოლო. 1” არის 27-ის ხარისხი. მაშინ მე-(20) ტოლო- 

ბის მარცხენა ნაწილის უფროსი წევრია 

7 - 
იი (I– – ჯ” 1, 

# 

აშკარაა, რომ V=V-L1 ყოველთვის, როცა აღნიშნული უფროსი 

წევრი ნულად ვერ გახდება, ე. ი. თუ 

V- ” +0. 
1 

მაგრამ ამ უკანასკნელ უტოლობას ადგილი ექნება ორ შემთხვევაში: 

10 როცა # არ გაიყოფა ჯ-ზე, 

2?შ როცა #<(L-+1) #. 

ესაა ძირითადი შემთხვევები, როცა IV-ს ხარისხი (M--1)-ია. ასეთ 

შემთხვევებში 17 პოლინომის მოსაძებნად მე-(20) ტოლობაში ვწერთ 
განუსაზღვრელ კოეფიციენტებიან M#+) ხარისხის პოლინომს და 

შემდეგ კოეფიციენტთა შედარებით ჩვეულებრივი წესით მოვძებ- 
ნით მას. 

დამტკიცებული დებულება საშუალებას გვაძლევს: 1) გამოვარ- 
კვიოთ ინტეგრალი 

07 სრი > 

  

      

არის ალგებრული თუ არა, და 2) მოვძებნოთ მისი მნიშვნელობა, 

როცა იგი ალგებრულია. 

მართლაც, ზემოგანხილულ ორ შემთხვევაში უკვე ცნობილია 

ის გზა, რომლითაც შეგვიძლია გადავწყვიტოთ წამოყენებული 1) 
და 2) საკითხები. 

რაც შეეხება ზოგად შემთხვევას, საჭიროა წინასწარი გამორ- 

კვევა იმისა თუ რა ხარისხის უნდა იყოს I” პოლინომი, რომ 
მე--2001 ტოლობა შესრულდეს. ამის შემდეგ II-ს მაგიერ უნდა
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ჩავსვათ მოძებნილი ხარისხის განუსაზღვრელი კოეფიციენტებიანი 

პოლინომი. 

მაგრამ, თუ მე-(171) ინტეგრალი ალგებრულია, მაშინ აუცილებ- 

VV >». 
ლად   უნდა იყოს პოლინომი. ამიტომ სანამ II” პოლინო- 

მის კოეფიციენტების გამოთვლას დავიწყებდეთ, უნდა გამოვარ- 
, 

კვიოთ, შესაძლოა თუ არა, რომ V2 
წ 
  გახდეს პოლინომი და, თუ 

ეს შეუძლებელია, მაშინ დანამდვილებით შეიძლება ითქვას, რომ 
მე-(171) ინტეგრალი ალგებრული არ არის. 

ვთქვათ ასეთ შემთხვევას ადგილი არ აქვს. მაშინ აღნიშნული 

შეფარდებიდან პოლინომი უნდა გამოვყოთ, ხოლო ნაშთი ნულს 
უნდა გავუტოლოთ. შემდეგ კოეფიციენტთა შედარებით მივიღებთ 

პოლინომის ყველა კოეფიციენტის მნიშვნელობას და ამრიგად 

მე-(171) ინტეგრალიც მოძებნილი იქნება. 
ზემოაღნიშნული თეორიის ილუსტრაციისათვის განვიხილოთ 

რამოდენიმე მაგალითი. 

§ 66. მაგალითები. ვნახოთ, თუ რა პირობებში წარმოადგენენ 

ალგებრულ ფუნქციებს შემდეგი ინტეგრალები: 

19 (63 , 

M ით»'+-ხX-ი 

აქ და შემდეგ მაგალითებშიაც იგულისხმება, რომ „X?--ხX--(“ არ 

არის სრული კვადრატი, ვინაიდან წინააღმდეგ შემთხვევაში ინტე-- 

გრალს ქვევით რაციონალური ფუნქცია გვექნებოდა. 

თუ ეს ინტეგრალი ალგებრული ფუნქციაა, მაშინ ლიუვილის 

თეორემის ძალით გვექნება 

ძX _ II (X) 

M ძა:'--ხX+-– IM” თX"--ნ1-+“ 

სადაც II (X) პოლინომია. 

§ 65-ის ძირითად შემთხვევებს 1%სა და 2%-ს აქ ადგილი არ 

აქვს, ამიტომ წამოყენებული საკითხის ამოსახსნელად ზოგად წესს 

უნდა: მივმართოთ.:· 
ვიპოვოთ ჯერ IV-ს ხარისხი; ამისათვის გავაწარმოოთ (21) 

ტოლობა; გვექნება 

(21)    
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1 – 2V7 (თX-+-ხX-I-C) –– II7 (20X –– ჩხ) 

წ” 6X"-Lხ::-L-2 2 (6X9 –– ხ; –+– 6) ს” იX"--ხX-–-6 ' 

აქედან მარტივი გარდაქმნით მივიღებთ 

(22) 2(იჯ?–+ხX-L-6) = 2IV” (იX?--ხX-+6)––IIV7/ (2თX–-ხ). 

ვთქვათ, I”-ს უფროსი წევრია 4XX» მაშინ უკანასკნელი ტოლობის 

მარჯვენა ნაწილის ასეთივე წევრი იქნება (V--1) (0ჯV"., ხოლო 

მარცხენა ნაწილის კი 2იX”. მაშასადამე, V+-1=>2. 

მაგრამ, თუ V+12>2-ზე, მაშინ (V--1) 40XV1 უნდა მოისპოს 

და ეს შეუძლებელია, ვინაიდან ასეთ შემთხვევაში (V--1) 4თ=-0. 

დაგვრჩენია ვიგულისხმოთ, რომ V+1=2. მაშინ V=1 და კოე- 

ფიციენტი ჯ'-ის წინ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში მოისპობა; 

მაგრამ ესეც შეუძლებელია. 

ამრიგად, (22) ტოლობის სამართლიანობა შეუძლებელია და ეს 

იმას ნიშნავს, რომ 1? ინტეგრალი ალგებრული არ არის. 

4X+78 ; 
29 'ეღუეღეღუღ==– ძ1:. 

M ია-+-ხX+C 

ვთქვათ, ეს ინტეგრალი ალგებრული ფუნქციაა; მაშინ გვექნება 

4XL#8 I7 (2) 
  ====== ძ2X= =–===–-–. 

IM” ი -–-ხX-–-“ VI ძ:?:-+-ხ+ა-L“ 

სადაც II (ჯ) პოლინომია. 
მე-(20) ტოლობა ამ შემთხვევაში ღებულობს სახეს: 

(23) „ძ” _ 20X-+წჩ 

ძჯX 2(-ჯ? +-ხ:+-2) 

მოვძებნოთ პირველად IV-ს ხარისხი. ვთქვათ, IV-ს უფროსი წევრია 

#17; უკანასკნელი ტოლობა დავწეროთ ასეთი სახით: 

2 (6ჯ?–L-M::-I-“) 9V 
ძჯX 

ტოლობის მარცხენა ნაწილის უფროსი წევრი არის 2#(V--1)ტXV“1. 

ვინაიდან ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ასეთივე წევრი არის 3, 

ამიტომ VXV–+-1 =>23; მაგრამ ამ შემთხვევაში შეუძლებელია, რომ 

V+1 მეტი იყოს 3-ზე. ამიტომ V-I-1=3, საიდანაც VX=2. 

ამრიგად, I” არის მეორე ხარისხის პოლინომი: 

IV = #Iქ-+-– LX--M. 

  I = 4:+3. 

  –(2იX--ხ)I” =2(თიჯ"---ხX-Lი) ((4X+ 1).
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ჩავსვათ ახლა (23) ტოლობაში V”-ს მნიშვნელობა; გვექნება 

(2თX + ნ)(L21 -++- LX + M#) 

2(ძჯ1-L ხX -+ «) 

მაგრამ იჯ. +ნჩ::-+-C და 26X-LVM ურთიერთ მარტივია. ამიტომ ტო- 

ლობის მარცხენა ნაწილში მოთავსებული შეფარდება მხოლოდ 

მაშინ იქნება პოლინომი, როცა #X” -L LX ++ # გაიყოფა (იჯ2-– 

“+ხსX+-თ-ზე, რისთვისაც აუცილებელია და საკმარისია, რომ 

# _ L M 
=-- = =--=7#. 

ძ ხ 2 

ჩავსვამთ რა ამას (24) ტოლობაში, გვექნება 

(ტე 2#:+L- =4XL-8.   

0 

! (207:-L ხ) »–– > (20»-Lნ)= 4X+8, 

ანდა 

· (26X-Lჩ) 2 =#»Lჩ. 

აქედან მივიღებთ აუცილებელ და საკმარის პირობას იმისათვის, 

რომ მე-2ბ?პ ინტეგრალი ალგებრული იყოს; ესაა შემდეგი 

4 _ #8 

2ძ ხ 

მაშასადამე, 2% ინტეგრალი მხოლოდ მაშინაა ალგებრული ფუნქცია, 

როცა მას აქვს სახე: 

2იX-Lჩ 1 „ეას“ 
–_––იძძ- ჟე:მ ხჯ C+C. 

M” ი»'+-ხ:+2 12 V რბენX+L 

ძX 

(X-–- თ) V/ იჯ?--ჩX-L+ 

თუ ეს ინტეგრალი ალგებრული ფუნქციაა, მაშინ ადგილი უნდა 

ჰქონდეს ტოლობას 

ვი 

  

ძX _ ძ+ = 

I («+-––თ) I/ 6X"--ნX+-ი -| VI დათ) (92-+-X+ი 

_–=  ”. 
_ (X-–- თ) I/ თჯ?-L-ხX-+L- '



202 ინტეგრალური აღრიცხვის კურსი 
  

მე-(20) ტოლობა ამ შემთხვევაში ღებულობს სახეს: 

(25) იMV _ _ IV _  _(2იX-Lნ)IV. 

ძ:: ჯრ 2(ძX”–+-ხX-–>-C) 

ეს უკანასკნელი ასე გადმოიწერება: ” 

+ 
  (ი?-LM2:-I6) (1-––თ)––II/ (2 (თ::1-LხX-+2C) –– 

109 («+--თ) 1= 2(X–-თ) (0X”-+ ნX-I-ი)- 
ვთქვათ, II” -ს უფროსი წევრი არის 4X7; მაშინ ტოლობის მარცხენა 

ნაწილის ასეთივე წევრი იქნება 20(V--2)XV'2?, ხოლო მარჯვენა- 
ნაწილის კი 203. მაშასადამე, V+2 => 3. ამ შემთხევევაში შეგვიძლია 

ავიღოთ V+2=4, იმიტომ, რომ მაშინ ზემოაღნიშნული უმაღლესი 

წევრი, რომელიც მეოთხე ხარისხისაა, მოისპობა და მარცხნივ მე- 

სამე ხარისხის პოლინომი დაგვრჩება. ამრიგად, V” ყოფილა მეორე 

ხარისხის პოლინომი. 

აღვნიშნოთ 

17 = 42-+--8X-+C 

და მოვძებნოთ 4, 8, C კოეფიციენტები. ჩავსვამთ რა ახლა IV-ს 

ასეთ მნიშვნელობას (25) ტოლობაში, შეგვიძლია ეს უკანასკნელი 

ასე გადავწეროთ: 

დი 2((+-ი) (24++8--1)– (4+-L8X+Cთ) (თ?+;++0 
=(1–-–თ) (2იX-––ხ) (4X1–– 8X–+-C). 

აქედან ჩანს, რომ (:––თ) (20X-–-ჩნ) (4:7+–- 81+ 0) ნამრავლი უნ- 

და გაიყოს (იჯ"“-I-ხX-+-თ)-ზე; მაგრამ 2იჯ-IL-.7 და 0X?-+--ხ2:-++6 “ურთი- 

ერთ მარტივია, ამიტომ ორი შემთხვევა წარმოგვიდგება: 

19. 4ე-+18:+C გაიყოფა (იX2--ჩ:;+-ი)-ზე, 
2ზ. (X--თ) (41X-+--8X--C) გაიყოფა (8»X2--ხX-+0)-ზე; ე. ი. X--თ. 

არის (6;7-+ჩX-+0)-ს გამყოფი და, ამას გარდა, ორ ზემოაღნიშნულ 
სამწევრს მხოლოდ ერთი საერთო გამყოფი აქვთ. 

განვიხილოთ პირველად 2ჩ შემთხვევა. ვთქვათ, 

ძX“-LხX+6=ძთ(X-თ) (1–“–ზ) თ=-=8, 

41+8X+0- 4C-8) დ-ი; 
ჩავსვამთ რა ამას (26) ტოლობაში, იგი შეკვეცის შემდეგ ასე წარ– 

მოგვიდგება: 

26(+-6) (24+-L- 8-1) 264 (+--8) («--+) = 4 (26X-Lი) («–-ი,
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რაც გვიჩვენებს, რომ 24X-+- 8-1 გაიყოფა (+; --7)-ზხე: გავყოთ 

მიღებული ტოლობის ორივე ნაწილი 2ძ ,4(X-–-%/)-ზე; გვექნება 

2-8) =>+ -. 
მაგრამ კვადრატული გმცოლიის ცნობილი თვისების ძალით 

-=- + C+8, 
ამიტომ 

2(X--თ)–(X-–ზ) = +- 2 6+ჩ) 

საიდანაც გვექნება «=8; რაც შეუძლებელია. 

რაც შეეხება ახლა 19 შემთხვევას, იგი ყოველთვის არის 'შესაძ- 

ლო, როგორც ამას (26) ტოლობა გვიჩვენებს. მივიღოთ 

4X-+1X:+C=27 (იჯ --ხX+ი). 

გვაქვს: 
| ძა: =). M” ძX"--ხ::-L§6 

(+–-– ი) MV იX?–-ხ::+- X-–6 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ბ ==, 

ამრიგად, მე-3? ინტეგრალი ალგებრული მხოლოდ მაშინაა, 

როცა თ არის (თX?- MX-C)ს ფესვი, რაც სავსებით ეთანხმება 
§ 43-ში გამოთქმულ დებულებას. 

„ ი ძა -LხX-LC 
4 “> =+L. ძ.::. 

ამ შემთხვევაში > ი არ არის მთელი რიცხვი, ამიტომ აქ ად- 

გილი აქვს § 65-ში აღნიშნულ 19 ძირითად შემთხვევას. მაშასადამე, 

თუ ეს ინტეგრალი ალგებრულია, IV (1) პოლინომი მესამე ხარისხის 
უნდა იყოს. აღვნიშნოთ 

M/ 6) = 42:4+ ცა:ბ+CX-L#. 

გვაქვს: 
ძჯბ-LხX-L4 კ _ ქ3-8++00:+0 

V/ 1:3-L1 ძ% ჯ3+1 
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მე-(20) ტოლობა ამ შემთხვევაში შემდეგ სახეს ღებულობს: 

ვუ?( 41:21 82?--CთX-L 1)) 

2(;'+1) 
მაგრამ ჯ? და (11+1) ურთიერთ მარტივია და ამიტომ უკანასკნელი 
ტოლობა მხოლოდ მაშინაა შესაძლო, როცა „24Xმ -L 8? + 0:+4+»7 

გაიყოფა (ჯ?-I-1)-ზე. ამისათვის აუცილებელია და საკმარისია, რომ 

4=7ი, 8=C0=0. 

ჩავსვამთ რა ამას აღნიშნულ ტოლობაში, მივიღებთ . 

34:1+28X+C60 – =ძX”--ხX-L2; 

– 4X1=46ჯ"-+X-L”, 

საიდანაც 

ხ=0, C=0, 

ესაა ერთადერთი შემთხვევა, როცა 4?შ ინტეგრალი წარმოადგენს 

ალგებრულ ფუნქციას. 
ამ შემთხვევაში მისი მნიშვნელობა შემდეგია: 

ლ. . 2 -–:-1L0. |>=34 ვ / >+1+0 

XL. აბელის ის ინტეზრალები, რომლებიც ალგებრულისა და 

ლოზატითმული ფუნძციების სასრული რიცხვის საშუალებით 

გამოისახებიან : 

§ 67. ძირითადი საკითხები, ზემოთ იყო განხილული ძირითადი 

საკითხის კერძო შემთხვევა, როცა ინტეგრალი ალგებრული ფუნქ-. 

ციიდან თვითონ ალგებრულ ფუნქციას წარმოადგენს. გადავდივართ 

ახლა ძირითადი საკითხის ზოგად შემთხვევაზე. როგორც ზემოაღ- 

ნიშნულ კერძო შემთხვევაში, დავსვათ შემდეგი საკითხი: 

ვთქვათ, აღებულია ინტეგრალი 

დ» ჩი“ 

სადაც 7 ალგებრული ფუნქციაა, რომელიც აკმაყო- 
ფილებს ალგებრულ განტოლებას: 

#(%X, 2)=9;
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რა ბუნების უნდა იყოს აღნიშნული ინტეგრალი, 
რომიგი ალგებრულთა და ელემენტარულ .ტრანს- 

ცენდენტულ ფუნქციათა სასრული რიცხვის სა- 
შუალებით გამოისახოს. 

მაგრამ ცხადია, რომ ყოველ ელემენტარულ ტრანსცენდენტულ 

ფუნქციას როდი ექნებს ადგილი (27) ინტეგრალში. ამიტომ 
წამოყენებული საკითხის ამოხსნისათვის საჭიროა, ჯერ გამო- 
ვარკვიოთ: 

რომელ ელემენტარულ ტრანსცენდენტულ ფუნკ- 
ციებიდან შედგება აღნიშნულ შემთხვევაში (27) ინ-, 
ტეგ რა ლი. 

მას შემდგომ, რაც ეს საკითხი იქნება გამორკვეული, ზემოაღ- 
ნიშნული საკითხი შემდეგზე მიიყვანება: 

რა სახით შედისალგებრული და ელემენტარული 

ტრანსცენდენტული ფუნქციები (27) ინტეგრალში. 

მაგრამ ამ ორი საკითხის ამოხსნისათვის საჭიროა ზოგიერთი 

ცნების წინასწარი ცოდნა და ამის შესახებ საუბარი იქნება ქვემოთ 
მოყვანილ §-ში. , 

§ 68. ელემენტარულ ტრანსცენდენტულ ფუნქციათა კლასიფი- 
კაცია ლიუვილის მიხედვით. ელემენტარულ ტრანსცენდენტულ 
ფუნქციათა კლასიფიკაკია ლიუვილმა მოახდინა ამ ფუნქციათა 

რიგებად დაყოფით. ! 

ელემენტარული ტრანსცენდენტული ფუნქცია ბირველი რი- 
გისაა, თუ სათანადო ანალიზური ნიშანი (ხარისხის ამაღლებისა, 

Lფ, 510,..-,მIC 510,...) ალგებრულ ფუნქციებზეა შესრულებული. 

მაგალითად ფუნქციები: 

ტა. +1, §1ე (2X-+-5), ვI6 510 |/ 1-I-ჯ? 

არიან პირველი რიგისა. 

ელემენტარული ტრანსცენდენტული ფუნქცია მეორე რიგი- 
საა, თუ აღნიშნული ანალიზური ნიშნები აღებულია პირველი 

რიგის ტრანსცენდენტულ ფუნქციებზე. ასეთია, მაგალითად, ფუნქ- 

ციები:, 
გნ Lფ510 2, 

საზოგადოდ ელემენტარული ტრანსცენდენტული ფუნჭცია #-ური 

რიგისაა, თუ მასში ანალიზური ნიშნები »-ჯერ არიან აღებული 

ალგებრულ ფუნქციაზე.
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§ 69. 6#”-ისა და I-ის ძირითადი თვისება. ეს თვისება შემ- 
„დეგი ორი დებულებით გამოითქმება: 

1. L=Xჯ არ არის ალგებრული ფუნქცია. 

2ქ 22 არ არის ალგებრული ფუნქცია. 

დავამტკიცოთ პირველი დებულება. დავუშვათ წინააღმდეგი, 

ვთქვათ Lთ:: არის ალგებრული ფუნქცია. მაშინ 

ძX 
+ 

აგრეთვე ალგებრული ფუნქცია იქნება. მაგრამ, თუ ეს ასეა, უკა- 

ნასკნელი ინტეგრალი, აბელის პირველი თეორემის ძალით, რაცი- 

  “ონალური უნდა იყოს. აღვნიშნოთ ეს ფუნქცია ლი -ით: 

428) % _ Lთ. 
ჯ რილი) 

გაწარმოებით მივიღებთ 

1 _ X0-XXC 
X . C' ' 

"საიდანაც 

(28) C?=(L 0 -XC0C"X 
აქედან ჩანს, რომ 0 უნდა გაიყოს ::-ზე. 

ვთქვათ ჯ-ის უმაღლესი ხარისხი, რომელიც C-ში მამრავლად 

შედის არის ::7; მაშინ უკანასკნელი ტოლობის მარცხენა ნაწილი 

გაიყოფა X2ჩ-ზე, ხოლო მარჯვენა--მხოლოდ »”-ზე. ამრიგად, შე- 

უძლებელია, რომ (28) და (28) ტოლობებს ჰქონდეს ადგილი და 

ამით 1%შ დებულება დამტკიცებულია. 

რაც შეეხება ახლა მე-2 დებულებას, ვინაიდან მაჩვენებლიანი 

ფუნქცია ლოგარითმული ფუნქციის შებრუნებული ფუნქციაა, ამი- 

„ტომ შეუძლებელია, რომ #"-იც ალგებრული იყოს. 

§ 70. პირველი ხაკითხის ამოხსნა, პასუხი ამ საკითხზე შემდეგ 
თეორემაშია გამოთქმული: 

თეორემა. შეუძლებელია, რომ ელემენტარული 

ფუნქცია, რომელიც გამოსახავს (27) ინტეგრალს, 

მაჩვენებლიან 6 ფუნქციას შეიცავდეს, სადაც”; 
არის :-ის ფუნქცია. 

ვიგულისხმოთ უპირველესად, რომ 6V ფუნქცია პირველი რიგი- 

საა, ე. ი. რომ # არის ალგებრული ფუნქცია.
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წარმოვიდგინოთ, რომ (27) ინტეგრალი შეიცავს ასეთ ფუნქ- 
ციას. მაშინ გვექნება 

(29) ი ძჯ; =VXVCჯ, 6"), 

სადაც ” ფუნქცია 6Mს გარდა შესაძლოა კიდევ ელემენტარულ 

ტრანსცენდენტულ ფუნქციებსაც შეიცავდეს. აღვნიშნოთ 69=-(). 

მოვახდინოთ ახლა (29) ტოლობის ორივე ნაწილის გაწარმოება; 

მივიღებთ 

=# “-+L"'ი (ს. 

ეს უკანასკნელი ტოლობა იგივეობაა, მისი მარცხენა ნაწილი ალ- 

გებრული ფუნქციაა, ამიტომ ტოლობის მარჯვენა ნაწილიდან 

თ უნდა გამოირიცხოს, ვინაიდან წინა დებულების ძალით მაჩეე- 

ნებლიანი ფუნქცია არ არის ალგებრული. ეს იმას ნიშნავს, რომ 

თუ თ-ს მაგიერ სხვა რომელიმე ფუნქციას ჩავსვამთ, ანდა მას 

უბრალოდ სულ სხვა ასოთი შევცვლით, უკანასკნელი ტოლობა არ 

უნდა დაირღეეს. ჩავსვათ თ-ს მაგიერ XV; მაშინ ჩვეულებრივი 

შედარებით მივიღებთ 

X".(CX, თ)+-X ი (2 თ)საV = #"-(CX, /:0)“–# სი (+, #თ) /IდაI'. 

თუ გავამრავლებთ ტოლობის ორივე ნაწილს #;-ზე და მოვახ- 

დენთ ინტეგრებას, მივიღებთ 

#L(X, #Cთ)= X(CX, თ)–-C, 

სადაც C დამოუკიდებელია ;:-ისგან, მაგრამ იგი #-ს ფუნქციაა, 

რომელიც აღვნიშნოთ დ(#M)-თი. 
უკანასკნელი ტოლობიდან გვაქვს: 

#VC, /#(0)–– IX, თ)=C(V). 

როგორც ვხედავთ ტოლობის მარცხენა ნაწილი დამოუკიდებელია 

ჯ-სა და თ-საგან. გავაწარმოოთ ეს ტოლობა X-ს მიმართ, მივიღებთ: 

თ IX IMVIX, #Cთ) ==დ' (II). 

თუ აქ ვიგულისხმებთ #=1 და აღვნიშნავთ დ'(1)= 4, გვექნება 

Iიად, თ)=-+“, 
(/! 

რომლის ინტეგრება გვაძლევს 

XC, თ)= 4 Lყ8C-L/ (+), 
სადაც # (>) არ შეიცავს თ-ს.
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მაგრამ Lე თ =V, ამიტომ უკანასკნელი ტოლობა ასე გადმოი- 

წერება 
IC, თ)= 4#+/ (9, 

რაც გვარწმუნებს, რომ (27) ინტეგრალი ნამდვილად როდი შეი- 
ცავს მაჩვენებლიან #6V" ფუნქციას. 

განვიხილოთ ახლა ის შემთხვევა, როცა თ=6" არის მეორე 

რიგის მაჩვენებლიანი ფუნქცია, ე. ი. როცა # პირველი რიგისაა: 
#=6", სადაც 7” ალგებრული ფუნქციაა. დავამტკიცოთ, რომ (27) 

ინტეგრალი ასეთ ფუნქციასაც არ შეიცავს. 

წარმოვიდგინოთ წინააღმდეგი, ვთქვათ თ შედის (27) ინტე 

გრალში: 

|7«– დ(ჯ, თ). 

ზემოხსენებულის ძალით დ არ შეიცავს პირველი რიგის მაჩვე- 

ნებლიან ფუნქციას. გავაწარმოოთ უკანასკნელი ტოლობა; გვექნება 

ჯ=9%”,+დ'ი თის 

მაგრამ ასეთი ტოლობა შესაძლოა მხოლოდ მაშინ, როცა პირველი. 

რიგის მაჩვენებლიანი #6" ფუნქცია გამოირიცხება და ვინაიდან 

და მისი კერძო წარმოებულნი ჯ-ისა და თ-ს მიმართ ამ ფუნქციას 

არ შეიცავენ, ამიტომ ეს შესაძლოა მხოლოდ მაშინ, როცა იგი- 

ვურად 
დ'თ=0, 

რაც იმას ნიშნავს, რომ (27) ინტეგრალი არ შეიცავს მეორე რიგის 

მაჩვენებლიან 6" ფუნქციასაც. 

ანალოგიურად #-იდან (M+-1)-მდე გადასვლით დავრწმუნდებით, 
რომ გამოთქმულ თეორემას ადგილი აქვს ყველა შემთხვევაში და, 

ამრიგად, თეორემა დამტკიცებულია. 

ახლა, თუ მივიღებთ მხედველობაში ცნობილ დამოკიდებულებას 

ტრიგონომეტრიულ ფუნქციებსა და მაჩვენებლიან ფუნქციას შო- 

რის, შეგვიილია დამტკიცებული თეორემის ძალით ვთქვათ, რომ 

ინტეგრალი რომელიმე ალგებრული ფუნქციიდან ტრიგონომეტრი- 

ულ ფუნქციებსაც არ შეიცავს სრულებით. 

რაც შეეხება ლოგარითმულსა და შექცეულ ტრიგონომეტრიულ 

ფუნქციებს, ვინაიდან მათი გაწარმოება ალგებრულ ფუნქციებს 

გვაძლევს, ამიტომ ყოველ მათგანს შეუძლია პქონდეს ადგილი (27) 

ინტეგრალში. მაგრამ ყოველი შექცეული ტრიგონომეტრიული
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ფუნქცია ლოგარითმულის საშუალებით გამოისახება, ამიტომ შემ- 

დეგ მხოლოდ ეს უკანასკნელი ფუნქცია გვექნება მხედველობაში. 
ამრიგად, გამორკვეულია, რომ განსახილველ შემთხვევაში ინ- 

ტეგრალი ალგებრული ფუნქციიდან შეიცავს მხოლოდ ალგებრულსა 

და ლოგარითმულ ფუნქციებს. 

მაგრამ რა სახით შედიან ეს ფუნქციები (27) ინტეგრალში? ესაა 
ძირითადი პრობლემის მეორე საკითხი, რომელსაც შევისწავლით 

შემდეგ პარაგრაფში. 

§ ?1. მეორე საკითხის ამოხსნა. გამოვარკვიოთ პირველად, თუ 

რა სახით შედის ლოგარითმული ფუნქცია (27) ინტეგრალში. და- 

ვამტკიცოთ შემდეგი 
თეორემა. ლოგარითმული ფუნქცია მხოლოდ წრფი- 

ვად შედის ინტეგრალში, რომელიც ალგებრული 

ფუნქციიდანაა აღებული, 

ვთქვათ, (27) ინტეგრალში შედის პირველი რიგის ლოგარითმზუ- 

ლი ფუნქცია LყV, სადაც «არის ჯ-ის ფუნქცია. როგორც წინათ, 

გვექნება 
I ძX= XIX, I,= #). 

სიმარტივისათვის, შემოვიღოთ აღნიშვნა (6=L8V. მოვახდინოთ 

ახლა უკანასკნელი ტოლობის გაწარმოება; მივიღებთ: 

»X=X%C>, თ)-I- თ (X, თ) # 
”# 

მაგრამ თ არ არის ალგებრული ფუნქცია (§ 69), ამიტომ ეს ტო- 

ლობა შესაძლოა მხოლოდ მაშინ, თუ თ გამოირიცხება ტოლობის 

მარჯვენა ნაწილიდან, ე. ი. როცა ამ იგივეობაში თ-ს მაგიერ 

ჩავსვამთ რომელიმე ნებსით გამოსახულებას, იგი ამით არ უნდა 

დაირღვეს. · 

ჩავსვათ თ-ს მაგიერ თ --#, მაშინ ჩვეულებრივი შედარებით 

გვექნება , , 

#0 თ) I (+, თ) –“-= #" (+, თ-LM)-L-X ი (X, თ-L-X) + · 
%. · 

ტოლობის ორივე ნაწილი გავამრავლოთ ძჯ-ზე და შემდეგ მოვახ- 

დინოთ ინტეგრება, რაც მოგვცემს 

XXX, ფთ) --#) = XX», თ)+C,
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სადაც C დამოუკიდებელია ჯ-ისაგან მაგრამ წარმოადგენს X-ს 
ფუნქციას; აღვნიშნოთ ეს უკანასკნელი დ(/)-თი; გვექნება 

#C, თა--/)--XVC თ0)=Cდ(#). 

ტოლობის მარცხენა ნაწილი დამოუკიდებელია ჯ-ისა და თ-საგან. 

გავაწარმოოთ ეს ტოლობა #-თი, რაც მოგვცემს 

#"თ(X, C)-|–/() = დ' (#). 

ამ უკანასკნელ ტოლობაში თუ ვიგულისხმებთ #=0 და შემოვიღებთ 

აღნიშვნას დ'(0)= 4, გვექნება: 

X"თი(%, თ)= 4, 

რომლის ინტეგრება გვაძლევს 

X# (X თ)= 4თ-L / (X), 
ანდა 

(30) #C, ი)= 408#4/ დ), 
სადაც /(»X) არ შეიცავს LCV ფუნქციას. უკანასკნელი ტოლობა 

ამტკიცებს გამოთქმულ თეორემის პირველ ნაწილს. 

დაგვრჩა ახლა დავამტკიცოთ თეორემის მეორე ნაწილიც, ე. ი. 

რომ ჯ არის ალგებრული ფუნქცია. 

მაგრამ, ვინაიდან (27) ინტეგრალი არ შეიცავს მაჩვენებლიან 

ფუნქციას, ამიტომ შეუძლებელია თ იყოს მაჩვენებლიანი ფუნქ- 

ციის ფუნქცია. _მაშასადამ,ე თეორემის დამტკიცებისათვის 

საკმარისია აღმოვაჩინოთ, რომ ” ლოგარითმულ ფუნქციასაც არ 
შეიცავს. წარმოვიდგინოთ წინააღმდეგი, ვთქვათ 

#=V%(7, L§8), 
სადაც წ არის ჯ-ის ფუნქცია. მაშინ (30) ტოლობის ძალით გვექნება 

7 ძ»= 4LCდ(, L§9)-- / დ). 
მეორე მხრით, ყოველი ლოგარითმული ფუნქცია, როგორც დავ- 

რწმუნდებით, მხოლოდ წრფივად შედის (27) ინტეგრალში, ამიტომ 

LV წ ფუნქცია წრფივად უნდა გამოიყოს დ ფუნქციიდან. მაგრამ 
ეს შეუძლებელია და ამიტომ შეუძლებელია, რომ დ შეიცავდეს 

Lყზშ ფუნციასაც. | 

' აშკარაა, რომ აქ არ გვაქვს მხედველობაში შემთხვევა, როცა თ = L9(6M).
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ამრიგად დავრწმუნდით, რომ სყ არავითარ ტრანსცენდენტულ 

ფუნქციას არ შეიცავს. მაშასადამე, იგი ალგებრული ფუნქცია ყო- 
ფილა, და ამით თეორემა სავსებით დამტკიცებულია. 

თუ მივიღებთ მხედველობაში ორ უკანასკნელ თეორემას, შე- 

გვიძლია ასეთი შედეგი გამოვიყენოთ: 

შედეგი. ინტეგრალი 

ს ძა, 

როცა იგი ელემენტარული ფუნქციაა, საზოგადოდ 

შემდეგი სახით წარმოგვიდგება: 

(31) 7 ძ::=!-+ 4 L=V-L8 ს =»)-+...+-M# სდ 9, 

სადაც 4, #,...# მუდმივი კოეფიციენტებია, ხოლო 

1, V,.-»/ არიან ჯ-ის ალგებრული ფუნქციები. 

აღსანიშნავია ერთი გარემოება: თუ (31) ტოლობა გამარტივე- 

ბულია იმ მხრივ, რომ ტოლობის მარჯვენა ნაწილის წევრთა 

რიცხვი არის უმცირესი, მაშინ 4, 8,....# კოეფიციენტები 

უეჭველად უთანაზომო იქნებიან ერთმანეთს შო- 

რის. 

მართლაც, წარმოვიდგინოთ წინააღმდეგი, ვთქვათ არსებობს 

საზოგადოდ ისეთი „რაციონალური ძ, ხ,--.,, რიცხვები, რომ 

იპ? . 4ი--8ხ-L...-+--##=90; 
მაშინ 

4-- 8ხ0+ 
რ 

და ამიტომ 

> =/(+8IL”9(9V->C)+... 

ხ 
მაგრამ V»V « არის ალგებრული ფუნქცია; მაშასადამე, ლოგა- 

რითმულ ფუნქციათა რიცხვი შემცირდება ყოველთვის, როცა ად- 

გილი აქვს (32) სახის ტოლობას და, ამრიგად, გამოთქმული აზრი 

დამტკიცებულია. 
დაგვრჩა ახლა V, შ,...., ფუნქციათა ბუნების გამორკვევა, 

რისთვისაც საჭიროა ამ ფუნქციათა ერთი გარდაქმნა შევასრულოთ 

და ეს შეადგენს შემდეგი §-ის საგანს.



212 ინტეგრალური აღრიცხვის კურსი 

§ 795. გარდაქმნა ალგებრული ფუნქციებისა, რომლებიც (5?+ 

ინტეგრალის გამოსახულებაში შედიან, ეს გარდაქმნა ფრიად 

მნიშვნელოვანია იმ თეორემის დასამტკიცებლად, რომელიც სავსე- 
ბით არკვევს (27) ინტეგრალის ბუნებას. იგი ემყარება შემდეგ 

მოსაზრებას: 
ყოველი ალგებრული /, V, შ,..», ფუნქციათაგანი სათანადო 

ალგებრულ განტოლებას აკმაყოფილებს. ამიტომ შეგვიძლია მოვ- 

ძებნოთ ერთი ალგებრული განტოლება, რომელსაც ყველა ეს. 

ფუნქცია აკმაყოფილებდეს; ვთქვათ 
(33) #დC:, 1)1=0 

არის ასეთი განტოლება და V მისი ხარისხია _--ის მიმართ. აზრის. 

გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ უკანასკნელს არ აქვს 

ჯერადი ფესვები. 
შევადგინოთ ახლა მისი V ფესვის ისეთი # ფუნქცია, რომ, 

როცა ამ ფესვებზე ყველა 1, 2, 3,...V გადანაცვლებას მოვახდენთ, 

# ფუნქციამაც ამდენივე სხვადასხვა მნიშვნელობა მიიღოს. უმაღ- 

ლესი ალგებრიდან ცნობილია, რომ მაშინ (33)-ე განტოლების. 

ყოველი ფესვი რაციონალურად გამოისახება #/-სა და ჯ-ის მიმართ. 

მაშასადამე, კერძოდ, /ე 1. ფუნქციებიც ასეთივე თვისებისა. 

იქნებიან. 

ვთქვათ ამ ფუნქციების რაციონალური გამოსახულებანი #-ისა. 

და M-ის მიმართ არიან 

(=I(ჯ, #), #=#(:, #),--.,V=90 (2, XI). 

მაშინ (31) ძირითადი ტოლობა ასე გადმოიწერება: 

(34) ით-/თ 9)+416%C>, #9) + 
–+8Lთწხ(», M)-+.--+X# Lთ%(X, #I). 

ეს არის ის გარდაქმნა /, #, ყV,...,,) ფუნქციებისა, რომელზეც საუ– 

ბარია აქ. 

შევისწავლოთ ახლა ეს გარდაქმნა. ამისათვის ვნახოთ, თუ რა. 

დამოკიდებულება არსებობს #-სა და X»-ს შორის, უკანასკნელი 

საკითხის ამოსახსნელად ვიხმაროთ იგივე ხერხი, როგორც აბელის. 

პირველი თეორემის დამტკიცებისათვის. 

XL ფუნქცია აკმაყოფილებს ერთ დაუყვანად ალგებრულ გან- 
·ტოლებას 

დ(X,IMMI)=9,
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რომლის ხარისხიც ვთქვათ არის I. განვიხილოთ ახლა ორი გან- 
ტოლება 

# (ჯ7, 7)=9, «(ჯ, XM)=90. 
"დავამტკიცოთ, რომ საზოგადოდ დ-ს ხარისხი #-ის ზარისხის ჯე- 
-რადია, ე. ი. 

7 = MI. 

ვთქვათ, ამ ორი განტოლების ფესეებია შესაბამისად 

7I. 272, 2ვ'. ი 

”,, #ე), 'ლ აIM- 

აქ ჯ,-ით და I,-ით აღნიშნულია ”» და # შესაბამისად. ვნახოთ 
რა დამოკიდებულებაშია ერთმანეთს შორის ამ ორი მიმდევრობის 

რიცხვები. გვაქვს: 

  

1=1, 2,...,M (35 =0, =0 1 93 «ვააა, 

( ) წკი2 7”) დ(X, ჯი) ჯ L=1, 2,...#M. 

„გავაწარმოოთ (34) განტოლება, მივიღებთ 

მV. მს ძX, 
მ! მ, მს, მ: მწ, ძ: = -%X 4 ..-: 

7 მX + მს. მ» + #(X, IL.) + 

უკანასკნელი ტოლობა ასეთი სახისაა: 

IX, ს.) 0(X, #.) ძი, 

წ062M7: 7080) სჯ )V) რძ: 

სადაც #, 0, # არიან ჯ-ისა და #-ის მიმართ პოლინომები, რო- 

მელთაგანაც # არ ისპობა იგივურად. 

გავაწარმოოთ ახლა (35) ტოლობებიდან მეორე; გვექნება 

' მდ მდ ძI” 
(37 „IL „, "ჯ  ლ40!. 
ლტ» მჯ + მM. იძ. 

კერძოდ, როცა #-=.1, ეს ტოლობა, (36) ფორმულის ძალით, ასე 

გადმოიწერება: 

თ.) 

(36) 21= 

=0. 

II» #(, ჩ)) _ ჩ(5 XI) |=“ 

რდ(X, XL.) _ 0C XL) 
“ანდა ასე: 

68) ·0C, შ)- > 25. ა ნ #X, 9) 9.)1=9. 
1 
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შემდეგში სიმარტივის მოსაზრებით XX», #,), CX(X, M.), XX, II)-ს 

მაგიერ. დავწეროთ LV, 6), IV. 

შევადგინოთ ახლა ნამრავლი 

I+3 -მდ _, ც 8- ჯ) 2 || 028 + 
მ:: 

„ 8-#) % I... ე.ბ? , ცს, I)-% I. +0, #-7#) XI | I კ 0. 97 
ჯ-ისა და #-ს მიმართ ეს არის პოლინომი, რომლის კოეფიციენ– 

ტები 7”; 7... /-ის სიმეტრიული ფუნქციებია. მეორე ლემის ძა- 

ლით ეს კოეფიციენტები ჯ-ის რაციონალურ ფუნქციებს წარმოად- ” 

გენენ. ამრიგად, აღნიშნული ნამრავლი არის პოლინომი /#I-ის 

მიმართ, ხოლო მისი კოეფიციენტები ჯ-ის რაციონალური ფუნქ- 

ციებია. აღვნიშნოთ იგი V(CX, #9). 
ახლა, თუ მივიღებთ მხედველობაში (38) იგივეობას, შეგვიძლია. 

ვთქვათ, რომ 

დ(ჯ, #)=9 და #L(ჯ, II)=0 
განტოლებებს აქვთ ერთი საერთო ფესვი #=VXI,. მაშასადამე, 

მეორეს პირველის ყველა ფესვი ექნება, ე. ი. როგორიც უნდა იყოს 

X, გვექნება : 
ს (X, 9#//)=90; 

მაგრამ უკანასკნელი ტოლობა მხოლოდ მაშინაა შესაძლო, როცა 

ერთი რომელიმე მისი მამრავლი ნულია, ე. ი. ყოველ #/-ს ისეთი- 

7); შეესაბამება, რომ 

მდ ძდ – +6,1ს-–-Xჯ 
თ. თ ' ა მწ 

=0.   

შევადაროთ ახლა მიღებული ფორმულა (37) განტოლებასთან,, 

გვექნება 

ძუ - C 0, ' 

აქედან ჩანს, რომ შეუძლებელია ერთსა და იმავე #-ს ორი სხვა- 

დასხვა + შეესაბამოს; მართლაც, ეს რომ ასე იყოს, გვექნებოდა 

?:=7ი 

რაც შეუძლებელია, რადგანაც /(X, ))ს, როგორც დაუყვანად 

პოლინომს შეუძლია მხოლოდ მარტივი ფესვები ჰქონდეს.
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ამრიგად, დამტკიცებულია, რომ ყოველ #L-ს ერთი და მხო- 

ლოდ ერთი 7» შეესაბამება. 

შებრუნებულ დასკვნას საზოგადოდ არ აქვს ადგილი. 

მართლაც, შევადგინოთ შემდეგი ნამრავლი: 

მა ძდ 
ი I-| თ. +C0 16- X#;) 27-I 

|C 2 –“+CIMთ–-L») მ9- 2-1 

იმავე მოსაზრებით, როგორც წინათ, ეს ნამრავლი #-ის მიმართ 
პოლინომია, რომლის კოეფიციენტები ჯ-ის რაციონალური ფუნქ- 
ციებია. აღვნიშნოთ ეს პოლინომი XL», 7)-ით. 

მაგრამ განტოლებებს 

»#VCთ, ))=9, X(X 7)=9 
აქვთ ერთი საერთო ფესვი »7=/,, ამიტომ პირველს მეორის ყველა 

ფესვი ექნება, ე. ი. როგორიც უნდა იყოს » 

XV 1-)=90, 7=1, 2,.-.,I; 

მაგრამ ეს შესაძლოა მხოლოდ მაშინ, როცა მარცხენა ნაწილის 

ერთი მამრავლი მაინც ნულია, ე. ი. ყოველ #,-ს ისეთი #7, შეესა- 

ბამება, რომ · 

  

მ 
Iთ 2 +010 --7;) 

ძX 

  

    

მდ ძჯდ 
კ „Iს, --#ა 0, +დV ) 27 

შევადარებთ რა ამას (37) განტოლებასთან, გვექნება 

_C 4. . #, 
X- 9, ძი 17, 

აქედან ჩანს, რომ ერთ »-ს რამოდენიმე # შეესაბამება ყოველ- 

თვის, თუ განტოლება 

ძXM, რდი ძი ჯი 39 რ, _9#. 2 
0» #. იიი, – X#ი “ი 17, 

თავსებადია, როცა (9-თ. 

ასეთ შემთხვევაში ”-სა და #-ს შორის არ იქნება ურთიერთ 

ცალსახა თანადობა და ვინაიდან ყოველ #I- ს ერთი და მხოლოდ 

ერთი » შეესაბამება, ამიტომ 1) => #-ზე.
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ვნახოთ ახლა, თუ რა სახით მოხდება აღნიშნული შესაბამობა 
()-ებსა და (M#)-ებს შორის. აზრის გარკვეულობისათვის ავიღოთ 

», და ვთქვათ მას შეესაბამება (#) სიმრავლის # ელემენტი: 

წო, წყრ,,...,9Iს,, 
მივიღოთ ახლა 

9. ძIL 2 =0C, #). 

# ძX #ჩ 

მაშინ გვექნება 

(40) 0(X, #რ)=0(, შრე=...=0C, Mრე; 
მაგრამ ალგებრიდან ცნობილია, რომ ყოველი #M ერთ რომელიმე 

სხვა #-ის რაციონალური ფუნქციაა. ვთქვათ, 

“ (41) MV0,=თ, (MI), MI )=თ, (X#),.-.,9 9,= თი (#ე. 

ამ ფორმულების ძალით მე-(40) ტოლობები ასეთ სახეს ღებულობენ: 

(40') 0(ჯ, თ,(90)=80 (2, Cთ0,(M,))=...=მ0(», თ»(#,))- 

მივცეთ ჯ-ს ყველა მნიშვნელობა 1-დან #-მდე, მაშინ ტოლობათა 

აღნიშნული ჯგუფი სამართლიანი დარჩება ყოველთვის. მაგრამ 

რამდენ ასეთ ჯგუფს მივიღებთ? 

ვინაიდან 

7=9(X, თ,(M0), ხოლო /(X, 7,)=0, 

/(2 96, თ,(9)=0. 
მაგრამ განტოლებას /”(ჯ, 7)=90 აქეს ჯ ფესვი: »,, ჟჩე,--.,/,. მაშა- 

სადამე, როცა 1 გაივლის ყველა მნიშვნელობას 1-დან ჯI-მდე, მაშინ 

(49) ტოლობათა სიდიდენი ტოლი დარჩებიან, მაგრამ ყოველი 
მათგანი მიიღებს მხოლოდ #ჯ მნიშვნელობას, რომლებიც არიან 
7, 17... ამრიგად, გვექნება ტოლობათა #ჯ ჯგუფი, თითოეული 

რომელთაგანი ჯ ტოლ სიდიდეს შეიცავს და ამიტომ გ=47X; საი- 

ამიტომ 

დანაც #=## და გამოთქმული აზრი დამტკიცებულია. 

ამრიგად, (#) სიმრავლე შეგვიძლია, (40) ფორმულათა ძალით, 

შემდეგ # ჯგუფად დავყოთ: 
წთ, ყV,,...,9VI,, 

(42) ყტ,, V90,,...,99,, 

ყწო,, 9C),,...,9 ე,
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თანახმად ზემოთ დამტკიცებულისა ყოველ #”-ს ერთი და მხოლოდ 

ერთი სტრიქონის ყველა ელემენტი შეესაბამება. მივუწეროთ ახლა 

ჯ-სა და შესაბამ სტრიქონს ერთი და იგივე მაჩვენებელი, მაშინ 

საზოგადოდ გვექნება: 

X=90 (ჯ, X#0ხე =8 (ჯ, #IIV9,) = ...=0 (X, XIM,), #=1, 2... 

აღვნიშნოთ ერთი გარემოება: როცა (41) ტოლობებში ?; ღებუ- 
“ლობს ყველა მნიშვნელობას 1-დან ჯI-მდე, მაშინ მოხდება # სიდი- 

- დეთა გადანაცვლება. ამ გადანაცვლებათა ერთობლიობა შეადგენს 
ე· წ. გალუას ჯგუფს. მაგრამ რა სახით მოხდება ეს გადანაცვლე- 

ბა? აშკარაა, რომ (42) ტაბულის ერთი და იმავე სტრიქონის ელე- 

მენტები ან ერთმანეთს შორის გადაინაცვლებიან, ანდა ერთი რო- 
მელიმე სტრიქონის ყველა ელემენტი მეორე სტრიქონისა და მხო- 

ლოდ მის ელემენტებთან გადაინაცვლებენ ადგილს. შეუძლებელია, 

რომ ერთ და იმავე სტრიქონის ორმა ელემენტმა სხვადასხვა 

სტრიქონის ელემენტთა ადგილები დაიკავონ. მართლაც, ვთქვათ 

სია, #0), გადადიან #M4%0,, IM, ელემენტების ადგილებზე შესაბა- 

მისად. მაშინ განტოლება 

0(ჯ, #II),)=0 (ჯ, #IV9,) 
გადაიქცევა 

მ (X», II0,)=0(, #V,) 

-„განტოლებად, რაც შეუძლებელია. 

განხილულ შემთხვევაში დაუყვანადი 

(43) დ(X,#)=9 
განტოლება არაპირველყოფილია (III ი0IIIიILIVტ), ხოლო 8 (X,#) 

მისი არაპირველყოფილი ელემენტია (IთიIIთILIV0§ 616IM60%) 1. 
„. ავიღოთ ახლა ის შემთხვევა, როცა უკანასკნელი განტოლება 
პირველყოფილია (#IIIიILIV0),' ე. ი. როცა (39) ტოლობა მხოლოდ 
მაშინაა შესაძლო, თუ (=თ. თავისთავად ცხადია, რომ ასეთ 
შემთხვევაში (#”)-ებსა და (#)-ებს შორის ურთიერთ ცალსახა თა- 

ნადობა გვექნება და მაშინ #=».. 

§ 78. აბელის მეორე თეორემა, ზემოდამტკიცებულ ტო- 

ლობაში | 

ს ძ:=1+ 1 Lთ V--18 Lთ ზ---..-4+-X Lწ V 

1 იხილე VV6გხიL. სიხLხსის ძი» 2-IთგხIი. I. I 8ისივიხV01ე, 1895. 

:§. 483, 484.
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ალგებრული”, #, LV... ფუნქციები ყოველთვის რა- 

ციონალურად გამოისახებიან ჯდა )ის მიმართ. 

განვიხილოთ ჯერ უკანასკნელი შემთხვევა, როცა (43) განტო- 
ლება პირველყოფილია. ვინაიდან ასეთ შემთხვევაში ”=», ამიტომ 

იმავე მსჯელობით, როგორც აბელის პირველი თეორემიხათვის, 

დავამტკიცებთ, რომ 

MI, = Lა(2:)-L#,(X)+1+ #;(X)1,”-L..-+ ნ»-)(2)7,” 1, 

სადაც #-ები წარმოადგენენ ჯ-ის რაციონალურ ფუნქციებს. თუ 

სკის ასეთ თნიშვნელობას ჩავსვამთ (|, «, V,...,% ფუნქციებში, 

მივიღებთ ამ უკანასკნელი ფუნქციების რაციონალურ გამოსახუ- 

ლებებს ჯ-ისა და X,-ის მიმართ. აღვნიშნოთ ეს უკანასკნელნი: 

(=##ი- (X, ე), 1= 7) (X, 7). ს=#ა (2, +), »"აLV = #> (>, 7.) 

ამრიგად, გვაქვს: 

(აძ- 7%(% 1) + 4Lწ9 1ს XV, 7,)-L 

–+28 L9შ1ე (1, 1))4+-..-+M##%(X, I) 

და თეოოემა დამტკიცებულია პირველ შემთხვევაში. 

გადავიდეთ ახლა იმ შემთხვევაზე, როცა (43) განტოლება არაა 

პირველყოფილი. დავამტკიცოთ ამ შემთხვევაში შემდეგი 

ლემა. ვთქვათ 

დ(თ,, თ.ე C,,---,C») 

არის თავის ჯ ელემენტის სიმეტრიული ფუნქცია. 

აღვნიშნოთ 

=დCდ(#M0,, #940,,...,#Iს,), 

თ =9(X0,, 10,,...,9C9,), 

=დ(წრ, #' შეს... I მ). 

მაშინ დ, არის რაციონალური ფუნქცია 1,-ისა, და, 
საზოგადოდ, დფ, არის რაციონალური ფუნქცია X»-სი. 

ამ ლემის დასამტკიცებლად შევადგინოთ შემდეგი ფუნქცია: 

64 V0=(V- ე) 0--ჯ)... 

ინა (--+ემბ მიზა)
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აშკარაა, რომ /-ს მიმართ ეს ფუნქცია არის პოლინომი, რომლის 

კოეფიციენტები რაციონალური ფუნქციებია დ,, დ......დი„-ის მი- 

მართ. მოვახდინოთ ახლა # სიდიდეებზე გალუას რომელიმე გა- 
დანაცვლება; მაშინ რომელიმე დ ან სრულებით უცვლელი დარჩება, 

ანდა შესაბამ #-თან ერთნაირად გადაინაცვლებს ადგილს. ორივე 
შემთხვევაში ჯამი, რომელიც თფრჩხილებშია მოთავსებული, არ 

შეიცვლება. მაშასადამე, VIV) პოლინომის კოეფიციენტებიც უცვლე- 
ლი რჩებიან, როცა # სიდიდეებზე გალუას რომელიმე გადანაცვლე- 

ბას მოვახდენთ. 
მაგრამ გალუას თეორიიდან ვიცით, რომ დაუყვანადი განტო- 

ლების ფესვთა ყოველი რაციონალური ფუნქცია, რომელიც უცვლე- 
ლი რჩება გალუას ჯგუფის გადანაცვლების შემდგომ, თვითონ 
რაციონალური ფუნქციაა. მაშასადამე, VI) ფუნქციის კოეფიციენ- 

ტები რაციონალურ სიდიდეებს წარმოადგენენ. 

ჩავსვათ ახლა (44) ტოლობის ორივე ნაწილში /=7'. ვინაიდან 

V')-+0, ამიტომ გვექნება 
ყი 

დ, = 1C). · 
VI) 

მაგრამ V, როგორც V”-იც, თავის არგუმენტის რაციონალური 

ფუნქციაა და ამრიგად ლემა დამტკიცებულია. 
გამოვიყენოთ ახლა ეს ლემა აბელის მეორე თეორეზის დამტკი- 

ცებისათვის. (34) ტოლობაში #-ს მივცეთ # მნიშენელობა: 7/(1),, 

#MVM,...,90,, რომლებიც ერთსა და იმავე X»=71, შეესაბამებიან. 

ვთქვათ, 7, ჯ, ფ,...,წ/-ს მნიშვნელობებია შესაბამისად 

ჩე მევთბ'აჩიე 1(ჯ» მ/ნვვ++.ემნუვ"ბ">? I/ვე ზე“ ".ეIVყ. 

შევკრიბოთ ყველა ამნაირად მიღებული ტოლობა; გვექნება: 

ნ | 'I(0ძX=14,+/-L.---+I-+ 4 Lწ (I Mვ---Mი) -L 

+818 (“ა,..-9)+..--LX L§ დარ. --Cე). 
მაგრამ 1 + 7) +...-+1ი, #1 %ვ:'"M თ; შე...ში,...% წე. ..Vი არიან 

ყო, 9VC,,...,9MI),-ს სიმეტრიული ფუნქციები, ამიტომ ყოველი 
ამათგანი, ლემის ძალით, რაციონალურად გამოისახება 1,-ის მი- 

მართ და, თუ ამ ფუნქციებს აღვნიშნავთ 

#X (ი 7) (0 (% »)15 I7I CC 7))ი..ა”IV (5 701 4,
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გვექნება #-ზე გაყოფის შემდგომ 

(5) |თი«=7C >ა+4L§VC ა+ 

+819V7Cთ 7)+..-+# L§1V (+, 7) 
და გამოთქმული თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 74. (97) სახის ინტეგრალის ერთი კერძო შემთხვევა. საინ- 

ტერესოა ერთი კერძო შემთხვევა, როცა 7» არის რაციონალური 

ფუნქცია ;:-ისა და M X (X), სადაც X(X) რაციონალური ფუნქციაა. 

ასეთ შემთხვევაში (27) ინტეგრალს აქვს სახე 

|8C M” X (X)) ძჯ:, 

# რაციონალობის სიმბოლოა. 

§ 36-ის ძალით 

#0) 
XX I/ XLX))ლ–Cთ(0ე)-L –>–-–=, 

XC%C) 
სადაც C(:) და X(X») რაციონალური ფუნქციებია. 

C6(+) ფუნქციის ინტეგრება ჩვეულებრივი წესით შესრულდება. 
დაგვრჩენია ამნაირად განვიხილოთ ინტეგრალი 

  

  იე) (46) | 7 ძე. 
6 2C 

შეგვიძლია ყოველთვის ვიგულისხმოთ, რომ #L(:) და X(») პოლი- 

ნომებია. 

აქ გვაინტერესებს ზემოაღნიშნული ზოგადი თეორიის გამოყე- 

ნება (46) სახის ინტეგრალისათვის. ამრიგად ვთქვათ, (46) ინტეგ- 
რალი ელემენტარული ფუნქციაა. მაშინ ზოგად შემთხვევაში იგი 

(45), ფორმულის ძალით ასე ააააა, 

#ჯV) . 

+ 8 1Lყს +- 6 / XC) 11 #C20+M/ X (I) ), 
სადაც VI, X, თ, 8, 17, მ,--·,+, # არიან ;:-ის რაციონალური. ფუნქ- 

ციები, ხოლო 4, #8,..-.,#--–გარკვეული მუდმივებია. 

(47)    
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გავაწარმოოთ უკანასკნელი ტოლობა და შემდეგ ორივე ნაწილი 

MX X 00-ზე გავამრავლოთ; მაშინ მარცხნით გვექნება რაციონალუ- 

რი ფუნქცია, ხოლო მარჯვნით -- ალგებრული ირაციონალური, 

რომელშიც მხოლოდ ერთი M XLCX). ირაციონალობა შედის. აშკა- 

რაა, რომ ეს უკანასკნელი ირაციონალობა უნდა გამოირიცხოს; 

ამიტომ, თუ აღნიშნულ ტოლობაში M XV). რადიკალს ნიშანს 

შევუცვლით, ეს ტოლობა ამით არ უნდა დაირღვეს, 

ამრიგად გვექნება 

_ #(X) _ ” => 
“I-C XC“ =V- =>1418IC-) M// XI 

+ 8 L6IV--ბ II XI+...-+M L§0V-ს M XI. 
გამოვაკლოთ ახლა წევრობრივ (47) ტოლობიდან ეს უკანასკნელი, 

მაშინ მივიღებთ 

2|>->- ჯ CV) ძX= 27 -“" |. 4L8 თ+8I/ X +7 L. #12VM X 

MVXთოი VX 2-97X I. I-V X 
X + MM X 

#Iდ-- 
ში10>#%I81 ს X 

ტოლობის ორივე ნაწილი გავყოთ 2- -ზე და +, 2 , 5. 

აღვნიშნოთ 4, 18,....#-თი, მაშინ უკანასკნელი ტოლობიდან საბო- 

ლოოდ გვექნება _ 

·>==%= :>7141% «--ზ/ X +862 #X+9% X 
LC 296. V” X თ-- 8 X 32X 

„ბ+VMV X +-.-+#L8:---ე>; 2 XI 

ასეთია, ტოლობის მარცხენა ნაწილის ინტეგრალის სახე ზო- 

გად შემთხვევაში, როცა იგი ელემენტარული ფუნქციაა.



თავი!1II 

ინტებრება ტრანსცენდენტული ფუნქციებისა 

1. გაცნობა საგანთან, ძირითაღი ფორმულები 

§ 75. ინტეგრების ძირითადი მეთოდები. ზემოთ დავინახეთ თუ 
რამდენად რთულია ალგებრულ ფუნქციათა ინტეგრების პრობლე- 

მა; არის მრავალი საკითხი, რომლებიც ჯერ კიდევ მოითხოვენ 

სრულსა და დაწვრილებით გაშუქებას. მაგრამ, თუ ეს ასეა ალგებ- 

რული ფუნქციებისათვის, ამ მხრივ ტრანსცენდენტული ფუნქციები 

გაცილებით ნაკლებად არიან შესწავლილი. 

ინტეგრალი ტრანსცენდენტული ფუნქციიდან საზოგადოდ უმა- 

ღლესი ტრანსცენდენტულია; ინტეგრება სასრული სახით მხოლოდ 

მცირეოდენ კერძო შემთხვევაში შესრულდება. 

წინამდებარე თავში განიხილება ტრანსცენდენტული ფუნჭქციე- 

ბის ინტეგრების რამოდენიმე მარტივი შემთხვევა რომლებიც, 

მიუხედავად მათი კერძო ხასიათისა, მეტად მნიშვნელოვანი არიან 

მრავალი გამოყენებითი საკითხისათვის, 

არსებობს ორი ძირითადი მეთოდი ასეთ ფუნქციათა ინტეგრე- 

ბისათვის: 

1“ რაციონალიზაცია დიფერენციალისა, რომელიც ინტეგრა- 

ლის ნიშნის ქვევით იმყოფება. 

2? რედუქციის ხერხი. 

ამ ორი მეთოდის გარდა ინტეგრება დაშლის ხერხით და კიდევ 

სხვა ხელოვნური ხერხითაც შესრულდება. 

მაგრამ აშკარაა, რომ რთული ტრანსცენდენტული ფუნქციის 

რაციონალიზაცია, საზოგადოდ, შემადგენელ ელემენტარულ ტრან- 

სცენდენტულ ფუნქციათა რაციონალიზაციით შესრულდება; ამი- 
ტომ უპირველესად განვიხილოთ გარდაქმნის შესაფერისი "ფორ- 

მულები ამ უკანასკნელი ფუნქციებისათვის. 

§ 76. ძირითადი ფორმულები. ეს ფორმულები განსაკუთრებით 

ტრიგონომეტრიული ფენქციებისთვისაა შედგენილი.
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19. განვიხილოთ §10 ჯX და 008 X ფუნქციები. აღვნიშნოთ 

#=8510 1) 7=008X, 
საიდანაც მივიღებთ 

M?-Lუ%=1. 

მაშასადამე, # და # რაციონალურად გამორსახებიან ელიფსური 

გარდაქმნის ფორმულების გამოყენებით (§ 29). ამგვარად გვექნება 

  

  

2 _, 
41) 910 1= –““-, #=1 L, 

1-I-/? 1-LI/? 

აქედან, ამას გარდა, გამოგვყავს : 

2ძ! 
XX = · 

1<+/? 

ცხადია რომ ამ ფორმულათა ძალით (81, 0019 X, 005X, 009007 
ფუნქციებიც რაციონალურად გამოისახებიან 

ჯ-ს მიმართ. 

საჭიროა ახლა ვიცოდეთ /-ს მნიშვნელობა X-ის ფუნქციის სა-. 

ხით. (1) ტოლობებიდან ვღებულობთ: 

_ ე) აჯ 

1-–-005 1; / 

რომელიც, მარტივი გარდაქმნის შემდეგ ასე დაიწერება: 

(2) წ 

ასეთია /-ს მნიშვნელობა ჯ-ის ფუნქციის სახით. ესაა ძირითადი 

გარდაქმნა ტრანსცენდენტულ ფუნქციათა ინტეგრების თერიაში. 

2. ტრიგონომეტრიული ფუნქციები ინტეგრალის ნიშნის ქვევით 

ხშირად ან ლაოწ ხარისხებში შედიან ანდა ნამრავლის სახით, რომ- 

ლის მამრავლთა რიცხვი ლუწია. ასეთ შემთხვევაში შესაძლოა კი- 

დევ სხვა ფორმულებითაც ვისარგებლოთ. 

მართლაც, ცნობილია, რომ 

" · 1 : LC ჯ 

_'5 #., ცივმჯ= –-, §10X005X==-5---, 
1--ხყ? ჯ 1--ხთ" X 1--ხC” ჯ 

მაშასადამე, თუ მოვახდენთ ჩასმას 

  810: X= 

(=L9 1,
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გვექნება , 
==. ი, _ _ 1_ · _ 1 

(3) 810 11-ე ა C05 X= 1 ' 510 X 608 X = 11 ' 

ძა = ი! , 

1–-(/? 

მაგრამ აღნიშნულ შემთხვევაში ინტეგრალის ნიშნის ქვევით მხო– 

ლოდ ეს უკანასკნელი ფუნქციები შევა არგუმენტთა სახით, ამიტომ 

მე-(3) ფორმულით მართლაც შესრულდება რაციონალიზაცია ასეთ 

  
  

  

შემთხვევაში. 

ანალოგიურად, თუ მივიღებთ 

1=0019X, 

გვექნება , 
1 ჯ/ წ 

ვ' 12 --= , ? + = ' ი =–- · (35 51)“ ჯ 112 008” 2; 1+-/ X 1-7 

ვა. მეტად სასარგებლოა კიდევ გვახსოვდეს ანალიზის შემდეგი 

ფორმულები: 

  

(4) L 

. 60% 60% 4052 4“ 

8902X2-=-->–00052= 2 , 

06% = 005 X-LI §)0 «. 

II. #7 (§1ი X, C05 X) ფუნქციის ინტეგრება 

§ 72, რაციონალიზაციის მეთოდი. პრობლემა, რომელიც აქა> 

დაყენებული, მდგომარეობს შემდეგში: 

მოვძებნოთ ინტეგრალი 

(5) |2 (510 X, 008 1:) ძ2, 

სადაც # თავისი არგუმენტების რაციონალური 

ფუნქციაა. 

XMXძჯ;» დიფერენციალის რაციონალიზაცია ყოველთვის ძირითადი 

მე-2) ფორმულის გამოყენებით მოხდება; მართლაც, (1)-ფორმუ–- 
ლათა ჩასმით გვექნება 

, _ / 
| 86», C05X) ძჯ= #( 222. 1 >C)1> 

1, 1--/? /1-L/2 

და გამოთქმული აზრი დამტკიცებულია. 
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ამრიგად, მე-(5) ინტეგრალი ყოველთვის ელემენ- 

ტარულ ფუნქციას წარმოადგენს. 

მაგრამ არსებობს სამი კერძო შემთხვევა როცა #IძჩX; დიფე- 

რენციალი უფრო მარტივ ჩასმათა საშუალებით გახდება რაციო- 

ნალური. ეს შემთხვევები შემდეგია: 

19. #(5)0 X, 005 X) კენტია ლ0§ ჯ-ის მიმართ, ე. ი. 

12(510 2, –– 005 X)== –– 71 (511) X, 008 X). 

განვიხილოთ #(V,9) ფუნქცია, სადაც #=81ი ჯ, X=0603X. ვი- 
ნაიდან # და წ» დაკავშირებულია ერთმანეთშორის ტოლობით 

(6) /(?-+-ზზ =1, 

ამიტომ ზოგადი თეორიის თანახმად (§ 34), #I(I, ს) შეგვიძლია 

ასე წარმოვადგინოთ 
5. 

(7) 760, 9)= 44. 0401 
XV) დძი” 

სადაც /, LX, , დ პოლინომებია ყ-ს მიმართ. ამ ტოლობის 

მარცხენა ნაწილი კენტია V-ს მიმართ. 

მაგრამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილი მიიღება მას შემდგომ, 

როცა 7C0, 1?) ფუნქციაში უ)-ს ყოველ ლუწ ხარისხს ყ-ს პოლინო- 

მის სახით წარმოვადგენთ მე-6) ტოლობის ძალით, ამიტომ ეს 

მარჯვენა ნაწილიც კენტი უნდა იყოს ჯ-ს მიმართ, ე. ი. გვექნება 

/ (") _ XV) _ #/ ი) _ ი) 

ი) CC(VV XC)  0C0)?” 

საიდანაც ვღებულობთ 

  

  

#0 -ი, 
#VV) 

ამრიგად, 19 შემთხვევაში 

#C(V, => (%) · 

დ (წ 

მაგრამ 

ძუ = 2 = , 

დ” # 

აზიტომ მე-(6) და უკანასკნელ ტოლობების ძალით მივიღებთ 

#ჯV(") 
5) 2) ა + ძ1:= –_-- 

(მითა თორო ფაი,“



226 ინტეგრალური აღრიცხვის კურსი 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალის ნიშნის ქვევით რაციო- 

ნალური დიფერენციალი იმყოფება, ამიტომ შეგვიძლია შემდეგი 

დებულება გამოვთქვათ: 

იმ შემთხვევაში, როცა #(V, 2) ფუნქცია კენტია 

ყ-ს მიმართ, მე-(5) ინტეგრალის ნიშნის ქვევით გამო- 
სახულების რაციონალიზაცია მოხდება ჩასმით 

2?==3)იხ ჯ. 

29. 12(510 2, 00§2) კენტია 510ჯ-ის მიმართ, ე. ი. 

#M(–5)ი 2 605 2:)ლ–-–-# (510 X, 605 X)- 

სრულებით იმავე მსჯელობით, როგორც 1პ შემთხვევაში, X(V,7) 

ფუნქცია შეგვიძლია ასე წარმოვადგინოთ 

M# (-) 
0)" , 

სადაც XVI (+) და XXV) პოლინომებია. 

ამრიგად გვექნება 

IL (510 X, 0603 >) ი2:=-––- 

მ (V, 9)=– 

M (დ) 

CV) (1 –– წ”) 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალის ნიშნის ქვევით ფ-ს რა- 

ციონალური ფუნქცია იმყოფება. მაშასადამე, შეგვიძლია შემდეგი 

გამოვთქვათ: | 

იმ შემთხვევაში, როცა #(/V, წ) კენტია V-ს მიმართ 

მე-5) ინტეგრალის ნიზნის ქვევით გამოსახულების 
რაციონალიზაცია მოხდება ჩასმით #=ლ08Xჯ. 

ვი, 7X(ი X, 00957) არ იცვლება, როცა 5§19X-სა და 005ჯX-ს 
ორივეს შევუცვლითნიშანს,ე. ი. 

7 (–510 2, -- 008 2:)= #(51) X, 0051). 

ეს ტოლობა შეგვიძლია კიდევ ასე დავწეროთ: 

2(510 (1?–-X), 0605 (X--X) ) = # (51) 2, 003 X), 

მაშასადამე, 77) ფუნქცია პერიოდულია X» პერიოდით. 

დავამტკიცოთ, რო8 ამ შემთხვევაში მე-(5) ინტეგრა- 

ლის ნიშნის ქვევით გამოსახულების რაციონალიზა- 

ცია მოხდება ჩასმით /=წყჯ;. 

ამ მიზნით ვისარგებლოთ მე-(7) ტოლობით. აშკარაა, რომ იმავე 

მოსაზრებით, როგორც 14% შემთხვევაში, გვექნება
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# (VI) ჯLCV) = /-:2:) _ IXLC–) 

წემფ) 0 (იწ XC–!I!) 0(-–-V) ზს 

მაგრამ, გინაიდან უა» ირაციონალობას წარმოადგენს /-ს მიმართ, 

ამიტომ ეს ტოლობა შესაძლოა მხოლოდ მაშინ, როცა 

#(0ი = #ჯ(–V) , (ი) –- L(C–") , 

#7) -#C-ი)” 00 0C–-) 
ეს იმას გვიჩვენებს, რომ პირველი ამ ფუნქციათაგანი ლუწია #-ს 
მიმართ, ხოლო მეორე–კენტი. შეგვიძლია ამიტომ ეს ორი ფუნქცია 

ასე წარმოვადგინოთ: 

/ () _ ა. #M(.) 

ჯი) წ" მთ 
სადაც დ და ს რაციონალური ფუნქციებია. 

მივიღებთ რა ამას მხედველობაში, გვექნება 

  

  

=V4 (V"), 

XIV, 9)=–დ (V9)–+ – ბ(”. 

ანდა თუ ჩავსვამთ V-სა და წ-ს მნიშვნელობებს, უკანასკნელი ტო- 

ლობა გვაძლევს: 

72 (51) X, 605 2) = დ(5)M? ჯ) –– 258519011, დ (§101 ჯ). 
ც0ა“ 2 

მაშასადამე, 

| (510 2, 609 X) ძ: | IV (ვვეზე- - 945095 % ვ ცე? ა) ძჯ. 
008“ ჯ 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილში ინტეგრალის ნიშნის ქვევით არგუ- 

მენტის სახით შედიან §Iს” X, C083X და 510 X 008 >, ამიტომ § 76-ის 
ძალით რაციონალიზაცია მოხდება ჩასმით ჯ=L§X. 

ამით გამოთქმული აზრი დამტკიცებულია. 

§ 78. დაშლის ხერხი. ერმიტმა თავის წიგნში Cის»ა ძ”გიმ1#56 

1IმLII6I0I2I1006 მოიყვანა ახალი მეთოდი მე-(5) ინტეგრალის გამო- 

სათვლელად. შინაარსი ამ მეთოდისა შემდეგია: 
ვისარგებლოთ მე-(4) ფორმულებით და აღვნიშნოთ ჯ=6''. 

მაშინ გვექნება 
/- #+1 

810 ::= 0605X=–. 
2. ' 2; 
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ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი # ფუნქციაში, მაშინ იგი /-ს რაციო- 

ნალურ ფუნქციად იქცევა. ეს უკანასკნელი აღვნიშნოთ XVXI)-თი: 

8 
#.თ0=»#|“-1, 1“). 

2”! 2 

თუ დაშალით ##'(I) ფუნქციას § 13-ში აღნიშნული წესის მიხედ- 

ვით, გვექნება 
4» 8 ჰ0ჯ= VI 8, , (8) #0= 2, 80+ 2 

სადაც თ არის XMVIV) ფუნქციის მნიშვნელის ერთი ფესვთაგანი, ხო- 
ლო 4. და ს, მუდმივი კოეფიციენტებია ტოლობის მარჯვენა 

ნაწილის პირველ ჯამში # მთელ უარყოფით მნიშვნელობასაც ღე- 

ბულობს იმ შემთხვევაში, როცა (=0 არის XXI) ფუნქციის მნიშვნე- 

ლის ფესვი. 

განვიხილოთ პირველად ტოლობის მარჯვენა ნაწილის მეორე 

ჯამი; ავიღოთ ამ უკანასკნელის ის ნაწილი, რომელიც « ფესვით 
განისაზღვრება. მათ იგი ხით 

  

(9) დელ ლილი ნ ო ++ ფართედ 

ვნახოთ, თუ როგორ. წარმოგვიდგება დ() ტრიგონომეტრიულ 

ფუნქციათა საშუალებით, ვთქვათ, 

  

    

#=69%!, 

მაშინ _1 წარმოვადგინოთ შემდეგნაირად: 
'“..ი 

1 _ 1 _ _ _ 1 1 6_-+605' : 

“ი 6“--გთ 2695) 6” გრ! 
მაგრამ 

«%; თ – 6 1-6 -= –:თ§8(” “ს, 

რ2.---ტთ, 2 

ამიტომ 

      

1 1 ჯ–რთ 
=- 1-L1 ცხთ · 

1-ი 265! | + 3 2 11 

თუ ამას მე-(901 ტოლობაში ჩავსვამთ, მაშინ უკანასკნელი წარმო- 

2 )ის მიმართ:   გვიდგება პოლინომის სახით ლთ (”
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“) -L C, (დ (“;“) +. .-L 

+0Cთაინლ (” > “) · 

    თ  დ()=0,+0, => 

  

  

რადგანაც 

ი ძისთჯ 1 ძ?“ინფ., 
ტლხთ X=ლ=-1-  “”  , იოთჯ==-იხნწე:- “ი იი. . 

წ ძX 5 წხიი კა 
ამიტომ 

  

–თ ძ "- თ 

დ(I) =ძა–I-ძ; 6(ყ == +ძ, ოო იყ ( 2 

ჟიჩ-1 ჯ–რCთ 

–+ძი ქა 5 ( 2 )' 

სადაც ძა, 0,,-···ძ„ გარკვეული მუდმივი კოეფიციენტებია. 

ანალოგიურ ტოლობებს შევადგენთ სხვა დანარჩენ წ, თ...,! 

ფესვებისათვის. 

ამრიგად, თუ მე-(8) ტოლობის მარჯეენა ნაწილის მეორე ჯამს 
აღვნიშნავთ დ(I)-თი, გვექნება: 

)+.+ 

  

დ()=ია+ი, იხ | > 

ჟა-1 X–-თCთ 

რითია ი-1 თა ( 2 ) 

+ ჩას, იწ (-; "+ ჩ,-“-ი(8 |“ 3 -+-...+ 
· 2 ძX 

ქ: 1 ჯ- ჩ ვეოლის 12: 

       

  

  

  

  
  

  + IL, ლთ (“-“        

    

ჯ-–7 
+ ,-9 ქლ 6 = 2 ). 

ო, #,...,/ არიან თ, ხ, 0,...1 ფესვების ჯერადობათა მაჩვენებელნი. 

გავამრავლოთ #%(/) ფუნქცია ძX-ზე და მოვახდინოთ ინტეგრება. ინ- 

ტეგრებას უშუალოდ შევასრულებთ იმ შემთხვევაში, როცა ინ-
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ტეგრალის ნიშნის ქვევით წარმოებული იმყოფება; ერთადერთი 
ინტეგრალი, რომლის მოძებნაც დაგვჭირდება არის 

|§ (” > “) ძ;. 

ასეთი ინტეგრალი უკვე გვქონდა განხილული (§ 11, მაგ. 99) და 

ვიცით, რომ მისი მნიშენელობა არის 2 LსC ი (“,“)I. 

  

  

ახლა განვიხილოთ მე-(8) ტოლობის პირველი ჯამი XV შ./; 
–_ 

აღვნიშნოთ იგი VI (/)-თი. რადგანაც“ 

/#=6V#'= 605 #X-L-I 810 XX, 

ამიტომ V (V) შეზდეგი სახით წარმოგვიდგება: 

V)= თ+?რ 605 #X-L-ჩ, 510 #X), 

სადაც თ, და 8, მუდმივი კოეფიციენტებია. ასეთი. ჯამის ინტეგრება 

უშუალოდ შესოულდება. 
მაგრამ 

1(510 X, C0§5 X) = თ (/)-–V (I); 
ამიტომ 

| (510 X, 005 X) თა: | დ) ძა –- IV (/()ძX 

და ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალი ზემოაღნიშნული 

დაშლის ხერხის გამოყენებით ძალიან ადვილად მოიძებნება. 

§ 79, შენიშვნები ინტეგრების შესახებ. 19. ვთქვათ, (810 2), 

0609 ჯ) არის პოლინომი არგუმენტთა მიმართ. მაშინ მე-(5) ინტეგ- 

რალი შემდეგ ინტეგრალთა ჯამის სახით წარმოგვიდგება: 

| 510” Xძ1:, |თ» ჯძX, |თი” Xჯ 008" XX, 

სადაც #” და # მთელი რიცხვებია. 

ასეთ შემთხვევაში ინტეგრება შესრულდება, გარდა ორი ზემო- 

აღნიშნული მეთოდისა, კიდევ სამი უკანასკნელი იწტეგრალის მო-: 

ძებნის საშუალებით. 

2. ხშირად ინტეგრალის ნიშნის ქვევით, გარდა §1ი X», 00§ ჯ-ისა, 

იმყოფება აგრეთვე ჯერადი რკალების სინუსი და კოსინუსი: §)I 2ჯ,



II. #(ა10 X, 005 X) ფუნქციის ინტეგრება 231 
  

§51ი 31...00§ 2», 00§3X,... ასეთ შემთხვევაში უნდა გამოვსახოთ 
ეს უკანასკნელი ფუნქციები §|9 ;-ისა და 008XჯX-ით შემდეგი ფორ- 
მულების მიხედვით: 

810 2X=2 §10 X 005 X, 

008 2X==005; X–-81M)? X, 

51ს 3X=3 810 X 008? X–– 5102, 
005 3X= 6085 X––3 605 X 510” ჯ, 

1(#ს--1)(M--2) 
810 1X;=» 5)0 2 6005” “1 X-- 3109 X 60§'-3 +... 

3! 

–-1 
005 7X==605) ჯ-– შრ) 810? X6C0§ზ“? ჯ 

+ 2V-)Cთ-შ0დ-) 810" ე: 60§5-ბ X--... · 
4! 

ვინაიდან აზ ტოლობათა მარჯვნით პოლინომებია §|ი ჯ-ისა და 

005 +-ის მიმართ, ამიტომ აღნიშნული გარდაქმნა მიგვიყვანს მე-(5) 

სახის ინტეგრალზე. 

არის კიდევ ისეთი შემთხვევაც, როცა ინტეგრალის ნიშნის 

ქვევით იმყოფება ფუნქციები §1ი თ», §10 ჩX,.--:005 თ,X, 005 M,+%,..-, 
სადაც თ, ჩ,...,ძი,, ხე... რაციონალური რიცხვებია. ვთქვათ, ამ 

უკანასკნელ რიცხვთა საერთო მნიშვნელი არის 7», მაშინ «2, 

ხ.,-.ა რ ხს... მთელ რიცხვებს წარმოადგენენ. მაშასადამე, თუ 

მოვახდენთ ჩასმას /=7X»ჯ, ზემოაღნიშნულ შემთხვევაზე მივალთ. 

§ 80. მაგალითები. 

19. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

| ძX 

510 1 

აჭ. შემთხვევაში თუ გამოვიყენებთ (1) ძირითად ფორმულებს, 

გვექნება ) „ 
| X ლ “+ = I !+ C. 

  

  

ვ10 ჯ 

ჩავსვათ ახლა /(-ს მნიშვნელობა მე-(2) ფორმულის მიხედვით. 
მაშინ საბოლოოდ გვექნება 

| რ -1L5(% 2)+0. 
510 ჯ 2 
 



232 ინტეგრალური აღრიცხვის კურსი 

' შეგვიძლია ეს ინტეგრალი სულ სხვა მოსაზრებითაც გამოვთვა- 

ლოთ. მართლაც, ინტეგრალის ნიშნის ქვევით მყოფი ფუნქცია არის 
კენტი §1ი ჯის მიმართ, ამიტომ ზოგადი თეორიის თანახმად გამო- 

ვიყენოთ ჩასმა 9=005 7. 

ეს კი გვაძლევს 
: 1 | ძ:; --| იწ => +V, დ, 

810 X 1--ჯ? 1-წ 
      

დავუბრუნდეთ ისევ X»-ს, მივიღებთ იმავე შედეგს: 

I ძი _,.1+000+ კ 0-5 LV +)+0. 
511 X 
  

1–-ლ03 ჯ 

29. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

3... | ლი8 2, 

8)ხ“ 2: 

რადგანაც ინტეგრალის ნიშნის ქვევით მყოფი ფუნქცია კენტია. 

00§ X-ის მიმართ, ამიტომ #=51ს 2; გარდაქმნის ლ” გვექნება: 

ვ 

(ლ ++ -= I-ი +-+0, 
ქ) 51017 . 

თუ დავუბრუნდებით ისევ 1-ს, საბოლოოდ მივიღებთ 

3... . IV. ბელ 1 + 1 +C. 

81)" 2; 3 )3ჯ 810 ჯ 

    

კ, 

    

39%. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

  

ძ:: 

(ვეა ვნე ” 

სადაც 4, 8, C, 7 მუდმივი კოეფიციენტებია. ინტეგრალის ნიშნის 

ქვევით მყოფი ფუნქცია არ იცვლის ნიშანს §|ი Xჯ-სა და ლ08 ;:-ის 

ნიშანთა შეცვლით, ე. ი. აქ ადგილი აქვს 39 შემთხვევას (§ 77). 
ამიტომ გამოვიყენოთ ჩასმა /(=Lთ1X რომელიც მე-(3) ფორმულათა 

ძალით მოგვცემს: 

ძ! ძი 

–| 40+8(+0+-77(0 +). · | (41) #-+-8(+0+7ი. 
ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალი არის მე-4პ სახისა (§ 11) 

და ამიტომ V# ინტეგრალიც მოძებნილი იქნება.
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მაგალითად, როცა #=0 და ბ=81-440>0, გვექნება 

  

| იჯ _ 

4 510” X–-)8 510 ჯ 005 X--C 008? ჯ 

2450 X+- (8 – /- 4) 005 ჯ 
Lდ · 

- >> 'MV/ 2510? 1-- 18 510 2: 005 X –= C 005” X 

4. გამოვთვალოთ ინტეგოალი 

| იჯ 

1--ჯ 0051 ” 

    

სადაც # პარამეტრია. 

აქ წარმოგვიდგება სამი შემთხვევა: 1) |#|I<-1, 2) |#I>1, 3) |/|I =1. 

პირველსა და მეორე შემთხვევაში უნდა გამოვიყენოთ მხოლოდ 

ზოგადი გარდაქჩნა: 

==” 2 ! ,„ ძ»= მ! , 

1-I-)" 1--/? 

ვინაიდან ზემოაღნიშნული სამი კერძო გარდაქმნა აქ არ გამო- 

გვადგება. 3) შემთხვევაში ინტეგრალი მარტივად მოიძებნება. 

უკანასკნელ ფორმულათა ძალით გვექნება 

  
  (=Iყ =>. 008 X== 

  (11) | ძი 2 | -. 
1–L-გ 603 7: (1+/გ) +C1–ჯ)/ 

1) შემთხვევაში 1–-გ და 1-–-# ორივე დადებითია და ამზი- 

ტომ § 11-ის 29 მაგალითის, ძალით უკანასკნელი ტოლობა ასე 

გადმოიწერება: 

(> "I იივსი- ი - 

ა 1 15 |+2 
დავუბრუნდეთ ისევ ჯ-ს, მაშინ საბოლოოდ გვექნება 

ი» _ ძ“ სხ. თ 
ჩაყო == 1-0" 0C-> -1+0. 

2) შემთხვევაში (1-+/)სა და (1-–-/)-ს საწინააღმდეგო 
ნიშნები აქვთ, ჩვენ ყოველთვის შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 

1–-+-ჩ დადებითია. მართლაც, თუ 1--გ უარყოფითია, საკმარისია 
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(11) ტოლობის მარჯვენა ნაწილში მრიცხველსა და მნიშვნელს 

ნიშანი შევუცვალოთ. 

ამრიგად, 2) შემთხვევაში ჩვენს ინტეგრალს შეგვიძლია მივცეთ 
ჯ 11-ის პზ, ინტეგრალის სახე: 

  

| ძა: _ 2) ძმ! 

1+ჯ 005 > (IV გ +-1)/-– (VI ნ –– 1) /? 
და ამიტომ 

=> კ  VI-I+I6- 1-2 
    =---I 2106 
ახი» M 7-1 „ი+-1-Mი -1(8§-- 

_ 1 L” ჩ+-0095 X-- M/ §1-–-1 9I2 ჯ == 
    

/ ტსლ-1. 1--ჯ 005 X 
3) შემთხვევაში ჩვენი ინტეგრალი ღებულობს ორ სახეს: 

ძი _ 1 ( 22 _,.+X | ქ, 
1+იია: 2 –ა 2 

ტია? --– 
2 

+ 1 2: მ _ 1. –“ == ი +0. 
1– 008 X 2 510” --– 

განვიხილ ოთ ახლა ინტეგრალი: 

  

  

ძ): 

ძ–-ხ 005 X+02085)0 > 

არსებობს ისეთი გარდაქმნა, რომლითაც ეს ინტეგრალი ზემოაღ- 

ნიშნულ სახეს ღებულობს. მართლაც, თუ ვიგულისხმებთ 

ხ=7ჯლც0858ღ. 2=7#3510 C, 

გვექნება 
ი–-ხ 605 X1+C81ი 1=ძ–-I-7 605 (X––დ). . 

მაშასადამე, თუ აღვნიშნავთ ჯ-–დ=: და --=V, გვექნება 

ი: _ –L ძ? 

ძ-I-ხ 005 X-+-C 81ს ჯ ი ) 1–--–#0052
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5 9. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

_ 3802 . 2ჯ... 
ძა. 

(605 1– 008 (005 X-–- 009 C)? 

ეს ინტეგრალი ერმიტის მეთოდით ამოვხსნათ, 
მნიშვნელს აქვს ორჯერადი ფესვი ჯX=თ და ორჯერადი მეორე 

ფესვიც X=--თ. მაშასადამე, ინტეგრალის ნიშნის ქვევით მყოფი 

ფუნქცია შემდეგნაირად დაიშლება: 

10.2 
(12) _ _ 0922: _ =C –-ძე 6019 (=1“ “კანალი (” 2 >) 

(0058 X - 005 თ)" 

ძ +-L-თ ძ ჯ–-თ 
06; –– 00 ! – ჩე –– 00 · 14% ჩ( 2 )1+ხე, (>) 

მოვძებნოთ «,, ს, კოეფიციენტები; ამისათვის ტოლობის ორივე 
ნაწილი გავამრავლოთ (Xჯ-+თ)?-ხე. უკანასკნელი ტოლობა გამრავლე- 
ბის შემდეგ ასე წარმოვადგინოთ: 

  

    

(X–-თ)” 
4 
  

811) 22 
–_ , ' – 

ყეც?/ +-- წ დეც? | + L 59 
2 2 

= C(V-+თ)?-L-, (X-L0)” დიდ (-+“)+ 

  

  +6C+რMი(->“)– 

24 თა 
(“,“ 2) ხ (++თ? 

სი (“+-“) 2 ყი? (X->“). 
ჟჯ+ 

  –-2ძ, 
    

გადავიდეთ ახლა ზღვრისაკენ როცა ( მიისწრაფვის «-საკენ. 

გვექნება 
–20ლ002თ=–-24,, 

საიდანაც 
ი) =60L98 თ. 

ანალოგიურად, თუ იმავე მე-(14ე ტოლობის ორივე ნაწილს 
(:--თ)?-ზხე გავამრავლებთ და შემდეგ ზღვრისაკენ გადავალთ, როცა 

ჯ მიისწრაფვის თ-საკენ, მივიღებთ
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ხელ=–- 00(ყთ. 

ჩავსვათ ახლა თ,-სა და ხ,-ის მიღებული მნიშვნელობები მე-(12) 
ტოლობაში, გვექნება 

9 . __ 
99“. =06+იეახიი (წ + “)+» 00ხფ (” 2 “) 

(005 X – 00§ თ)? 

ძ X+0Cთ ჯ–თ 
Iთთ –– | გ0L9 – 001“ · 

4-ბი8 <> | 7 ( 2 ) ( 2 | 
ტოლობის მარჯვენა ნაწილის მესამე წევრი მარცხნივ გადმოვიტა- 

ნოთ, მაშინ, მარტივი გარდაქმნის შემდეგ, ეს ტოლობა ასე დაი- 

წერება: 

_ 23: =0+4%%(“1“) –L ჩაი 60ხყ (“;“). 
0605 X–“–-–605 C 

    

    

    

მოეძებნოთ ძა, #ი კოეფიციენტები, | 

გავამრავლოთ უკანასკნელი ტოლობის ორივე ნაწილი (Xჯ-+-თ)-ზე 
და გადავიდეთ ზღვრისაკენ როცა +# მიისწრაფვის +- თ-საკენ, 

გვექნება 
ძი == 1. 

, ანალოგიურად, იმავე ტოლობის (X;-–-თ)-ზე გამრავლებით და 
ზღვრისაკენ გადასვლით მივიღებთ 

ხე = –-1. 
ჩავსვათ ახლა ძა, ჩი, 0,, ჩ-ის მნიშვნელობები მშე-(12) ტოლობაში. 

ზღვრისაკენ გადასვლით, როცა ჯ მიისწრაფვის 0-საკენ, გვექნება 

C=0. ამრიგად, ' 

§10 2ჯX –- | იი! C “) + თინ ჯ–თ 

(0095 X–-005 თ)” 2 ღ 2 

ძ Xჯ+ძთ ჯ–ი 
601 თ –– ( –- ტი0Lთ | – · 

9086 ე) თი ( 2 ) თნ ( 2 )) 
გავამოავლოთ ტოლობის ორივე ნაწილი ძ:-ზე და მოვახდინოთ 

ინტეგრება, მაშინ საბოლოოდ გვექნება 

81ი 22 

    

    

2005 Cთ 
-_– ძ-::=L9(0058X –– 003თ) 1–––––>  “ 

(609 ;––008 თ) 2ბ05 ჯX –– 008 თ
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III. ინტეგრება §1ი” XC05" XX დიფეტენციალისა 

ა აჯ 81. შემთხვევა სასრული სახით ინტეგრებიხა. დავაკენოთ 

შემდეგი პრობლემა: 

მოვძებნოთ ინტეგრალი 

(13) |” XC0§" XძX, 

სადაც # და #ყ რაციონალური რიცხვებია. 
ცხადია, ეს ინტეგრალი . ელემენტარული ფუნვციაა ყო- 

ველთვის, როცა # და # ორივე მთელი რიცხვებია. აას გარდა. 

არის კიდევ სამი სხვა შემთხვევა, როცა აღებული ინტეგრალი 

წარმოადგენს ელემენტარულ ფუნქციას. მართლაც, მოვახდინოთ 

ჩასმა 

ჯ/=5102 1: 

აქედან 
ი 

2VI0-90 

1 == 
| თი” თა" აძ»- ' I. ? (1--») + 7. 

ამრიგად, ზემოაღნიშნული გარდაქმნით ვ§1ი” :: 6089 Xიჯ-მა მიიღო 

დიფერენციალური ბინომის სახე; ამიტომ § 54-ში გამოთქმული 
დებულების «ალით შეგვიძლია ვთვვათ. რომ მე-(13) ინტეგრალი 

ელემენტარული ფუნქციაა ყოველთვის, თუ შემდეგი რიცხვებიდან 
”--) ჯ-! «+» 

2 2277 2 

  005" X=1–-–-/, ძ;= 

მაშასადამე, 

    

ერთი მაინც მთელია. მაგრამ ეს იმას ნიშნავს, რომ # ან ჯ კენ- 

ტი რიცხვი უნდა იყოს, ანდა (0»-+-7)--ლუწი. ესაა ეოთად- 
ერთი შემთხვევა, როცა მე-(13) ინტეგრალი სასრული სახით 

ამოიხსნება. ყოველ სხვა შემთხვევაში ეს ინტეგოალი უმაღლესი 

ტრანსცენდენტულია. 
სასრული სახით ინტეგრების შემთხვევაში ინტეგრება შესა:პლოა 

დიფერენციალური ბინომის თეორიის მიხედვით შესრულდეს. მაგ- 
.· რამ არსებობს სხვა შესაძლებლობა კიდევ: ესაა მე-(13) ინტეგრა- 

ლისათვის შესაფერისი რედუქციის ფორმულების გაზოყენება. ასეთ 

ფორმულათა შედგენა ჩვენს უახლოეს მიზანს წარმოადგენს.
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§ 85. რედუქციის ფორმულები. აღვნიშნოთ მე-(13) ინტეგრა- 

ლი 1», „-ით. ეს ინტეგრალი ოონაირად დარდავქმნათ ნაწილობი- 
თი ინტეგრების წესის მახედვით. 

ა) მივიჩნიოთ #=§5)ს” 'X, ძყ = 0083" ჯ 51% 1ძX, 
საიდანაც 

· ტილ”! ჯ 

1-+ 1 ' 

ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა გვაძლევს: 

ყ)ს” “1 X60§)1X. ს --1 
"იე ” “.-. 

„+. M-+-1 

ესაა რედუქციის პირველი ფორმულა. 

ამ ფორმულიდან შეგვიძლია კიდევ ორი სხვა ფორმულა გამო- 

ვგიყვანოთ: 

19. ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალის ნიშნის ქვევით 
მოვახდინოთ ასეთი გარდაქმნა: 

ა=- 

I აო. = _– ქი) ჯე" 

00§5+?X=600§5" X–-–005" Xჯ 5107 X; 

· როდესაც ამას | ფორმულაში ჩავსვამთ, გვექნება: 

დებ 00§97+1ჯ. ს 9-1 0-1 
___-- ჰოს“ თალ ებ 

ამოვხსნით რა უკანასკნელ ტოლობას 1,,,,-ის მიმართ, მივიღებთ 

ყ9))” ბ 60551. ს 1. 

2IL-+-# I-L-# 

ასეთია რედუქციის მეორე ფორმულა. 

2%. უკანასკნელ ფორმულაში ჯI-ის ნაცვლად ტოლობის ორივე 

ნაწილში დავწეროთ II + 2, მაშინ ეს ფორმულა შემდეგ სახეს 

მიიღებს: 

  1I „აი=- 1-8) თ»: 

  

  

ჯ _ __ 9051 Xჯგ0ლ 1 ჯ +1 ჩი 
თ +215 : #+ი+2 »-L#-L2 თ!) 1?)3 

აქედან 
ლ)ე)9+1 „ 0 +1 „. ; 2 III 1აა– მერ: გივშქ1V.  I-+I+- ხოლ 

2)––1 1I-+1 

ესაა რედუქციის მესამე ფორმულა. 

ბ) მივიჩნიოთ ახლა ინტეგრალის ნიშნის. ქვევით: 

§1865+1 კ; 

წI-+-1 
#=005" 12, ძ9ი=31)” X 005 XX, საიდანაც წ=



III. ინტეგრება §1ი” X 005" XV/C დიფერენცი:ლისა 239 
  

ნაწილობითი ინტეგრება გეაძლევს: 

:1უეთ+1 .. #”“”1 IV „I 19% X თ-ის. 
#-+L-1 M-20-1 7 

ასეთია რედუქციის მეოთხე ფორმულა. 

აქედან ორი სხვა ფორმულა გამონდინარეობს კიდევ. 

19. ტოლობის მარჯვენა ინტეგრალის ნიშის ქვევით მოვახდი- 

ნოთ გარდაქმნა 

510“? X=8)0' X-- 510” X 051 X, 

რომლის ძალითაც IV ფორმულა ასე დაიწერება: 

    

810“! 605, 1X. . #1 M#–1 
ჰაა==- _-"'!'"''' 1ი..-ა _–_ წლ ” 

ქედან #M--1 #-L1 ”“+1 
აქედა 

დერ“ ცელ" 1+. 
V სხ - 5 ''"“'L– ._ ს იი» 

#-LV7 #M-+ 

ესაა რედუქციის მეხუთე ფორმულა. 

29. ჩავსვათ აქ V-ის მაგიერ #V-+-2, გგვექმება 

ვე” 1 ჯ ცევ"' 1 ჯ #+1 
  

  

წი 0X სწუოუუუ„უ““–. წლ რდ. 
' +“ ა+--+2 M+#V/+2 ჟ 

ნ 
აქედა ფე ეუცეეი“ 11 , M-+-M-I2 
VI 1») ჯ““– IM ..ვ.: 

M#-+1 M+1 

ესაა რედუქციის მეექვსე ფორმულა. 

§ 83, რედუქციის ფორმულების შედეგები. ზემოაღნიშნული 

რედუქციის ფორმულებიდან შედეგის სახით რამოდენიმე ახალი 

რედუქციის ფორმულა გამომდინარეობს. 

19. ვთქვათ #-+-#=0; განვიხილოთ ორი შესაძლო შემთხვევა: 

MI>909, <0. 

პირველ შემთხვევაში ვისარგებლოთ რედუქციის 1 ფორმულით, 

ხოლო მეორეში--1V- ით. ეს ფორმულები შ შემდეგ სახეს მიიღებენ: 

"თ -1 

(14) | ნა“ = მთ ფოე 2:0X, 
მ--1 

“1 „. 

(15) I> 2:01: = თია – (იდი X0X. 
.. 1 

ასეთია ზემოაღნიშნული ფორმულების პირველი შედეგი.
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29. ვთქვათ #=0; მაშინ ორი ”შემთხვევა წარმოგვიდგება: »#>9, 

# <0, რომელთათვისაც ავიღოთ II და III ფორმულები. ესენი 

შემდეგ სახეს მიიღებენ: 

იი” “1 ე: 00ჯ –1 ი 
(16) |” ჯიI= ბ 4002 ე. 2 | ფერო აძ, 

ი ” 

1 თ”+1 „.. დ 2 

(17) §10? Xძ2 = ოი _ X0609X L =2 9)ცი+? 7. 
M-+--1 ”“+1 

39, ვთქვათ #=0; ორ შესაძლო შემთხვევაში #>0, #<0 ავი- 

ღოთ V და VI ფორმულები, რომლებიც შემდეგი სახის გახდებიან: 

: ))–1 _– 1 

(18) C ჯვ =-პბიბბბე ბე? | ილა"“” XX, 
” 7 

I) ჯ ყ4+1 ჯ 2 ი 

ძ9 I. ჯX90X =-- თაიულლ ს +7-:| თო? XძX. 

1 # 

  

  

ასეთია მესამე შედეგი. 

ახლა ისმის კითხვა რედუქციის ზემოაღნიშნულ ფორმულათა 

გამოყენების შესაძლებლობის შესახებ და შემდეგი § სწორედ ამას 

ეხება. 

§ 84. რედუქციის ფორმულების გამოყენება. აქ ოთხი შემთხ- 
ვევა წარმოგვიდგება: 19 || და # დადებითია; 29 „I, და # უარყო- 

ფითია; 3" ,) დადებითია, # უარყოფითია; 4? თ; უარყოფითია, 

# დადებითია. 

19 მემთხვევაში ვისარგებლოთ 1I ფორმულით; მისი მიმ- 

დევრობითი გამოყენება II-ს დაიყვანს 0-მდე ან 1-მდე იმისდა 

მიხედვით, #, ლუწია, თუ კენტი. ამრიგად, მივიღებთ ინტეგრალებს: 

| 005" XV7X, (ი X 605" XიძX, 

რომელთაგან პირველი მოიძებნება მე-(18) რედუქციის ფორმულის 
გამოყენებით. რაც შეეხება მეორეს, იგი უშუალოდ მოიიტებნება: 

I. X 6087” X0X = –- |თ» X:0 60§ 1=– #03" X +020. 
#-–-1 

2შ შემთხვევაში გამოვიდეთ )I ფორმულიდან, რომლის 

მიმდევრობითი გამოყენება ”-ს დაიყვანს 0-მდე, როცა ” ლოწია, 

ხოლო 1-მდე, როცა იგი კენტია. ამრიგად, მივიღებთ ინტეგრა– 

ლებს



III. ინტეგრება §1ი” X 005” XVX დიფერენციალისა 24 

005" 2 
|თ. 10X, –“ ძა». 

8II ჯ 

პირველი ინტეგრალის გამოსათვლელად ვისარგებლოთ (19) ფორ- 
მულით, რომლის მიმდევრობითი გამოყენება »-ს დაიყვანს 0-მდე, 

ან--1-მდე, იმისდა მიხედვით არის # ლუწი თუ კენტი. მაშასადამე, 

მივიღებთ უმარტივეს ინტეგრალებს: 

|%–»+თC | >. =L2 წ C + 2) +0. 

რაც შეეხება მეორე ინტეგრალს, მისთვის უნდა გამოვიდეთ Cრე-” 
დუქციის VI ფორმულიდან, რაც დაბოლოს მოგვცემს ინტეგრალებს: 

| ი: -ILI(X 2-)+0. (უვ: =+Cა+0 
510 ჯ 2 §1I) 2; C08 2: 

3ბ შემთხვევა. აქ წარმოგვიდგება სამი შემთხვევა: MI-+#>9, 
I “+I<0, MI-LX#=0. 

ა) ვთქვათ #-+7#>0, რედუქციის I ფორმულის მიმდევრობითი 

გამოყენება #-ს დაიყვანს 0-მდე ან--1-გდე, ხოლო II-ს – ერთ 

გარკვეულ დადებით # რიცხვამდე; ამგვარად მივიღებთ ინტეგრა- 

ლებს: 
„ე ხ,. 

IX. 2:ძX, IC + ძა. 
005 2 

პირველი ამ ინტეგრალთაგანის ამოსახსნელად ვისარგებლოთ მე-(16) 

ფოომჭულით, რომლის გამოყენება დაბოლოს მოგეცემს უმარტივეს 

ინტეგრალებს: 

I» I 2:ძე::. 

რაც შეეხება ზეორე ინტეგრალს, მისთვის ავიღოთ II ფორზულა, 

რომელიც #-ს დაიყვანს 0-მდე ან 1-მდე; მაშასადამე, დაბოლოს 

გვექნება ინტეგრალები: 

| ძჯ , დაძ 
005 ჯ 7 

ამ უკანასკნელი ინტეგრალების გამოთელა კი ცნობილია. 

ბ) ვთქვათ /#+#<0; მაშინ L ფორმულის გამოყენებით II დაი- 

ყვანება 0-მდე ან 1-მდე, ხოლო XL ერთ გარკვეულ უარყოფით –# 

რიცხვამდე. პირველ შემთხვევაში გვექნება ინტეგრალი 
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| ძ:: 

ლია" 

რომელიც რედუქციის (21) ფორმულის საშუალებით მოიძებნება. 

მეორე შემთხვევაში მივიღებთ ინტეგრალს: 

1 : 1 (559 - – | 222 _ +0, როცა #41; 

008! ჯ 608. ეუ: (L-–-1) 605. 1ჯ 

  

    

ხოლო, როცა #=1, გვექნება: 

| 8902 ძX=––-Lყ9 (008 1:)+C0. 
0085 ჯ 
  

გ) ვთქვათ 1--#=0; მაშინ უნდა ავიღოთ მე-(16) ფორმულა, 

რომლის მიმდევრობითი გამოყენებით მივიღებთ უმარტივეს ინ- 

ტეგრალებს:. 
| ძX, IC 202; 

40 შემთხვევა სიმეტრიულია ზემოაღნიშნულთან. აქ, რო- 

გორც წინათ, სამი შემთხვევა წარმოგვიდგება: II+#» >0, II+#<90, 
»--=0. იმავე მსჯელობით, როგორც ზემოთ, დასასრულს მივი- 

ღებთ შემდეგ ინტეგრალებს: 
005" X " ძჯ 

005“ XიX, –“- ძი, | – : | 60(9პ' X9X, 
810 ჯ 310: ჯ 

L დადებითი რიცხვია. 

ამ ინტეგრალთაგან პირველი უკვე გვქონდა განხილული; მეო- 
რისათვის ავიღოთ რედუქციის V ფორმულა, რომლითაც იგი 

დაიყვანება ერთ რომელიმე შემდეგ ინტეგრალებამდე: 

| ძა , (>. ძა. 

5)0 2 510 2: 

რაც შეეხება ახლა მესამე ინტეგრალს, მისთვის გამოვიყენოთ რე- 

დუქციის მე-(17) ფორმულა, რომელიც დაბოლოს მოგეცემს ცნო- 
ბილ ინტეგრალებს: 

| | ძი» 
ძX, | –– · 

51) 2: 

უკანასკნელად მეოთხე ინტეგრალისათვის უნდა ავიღოთ რედუქ- 

ციის მე-15) ფორმულა, რომლითაც ეს ინტეგრალი დაიყვანება 

შემდეგ ინტეგრალებამდე: 
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| ძ», | XX. 

§ 35. ინტეგრების უმარტივესი შემთხვევები. რედუქციის ექვსი 

ფორმულა, როგორც დავინახეთ, ყველა შემთხვევაში წყვეტს ძი- 
რითად პრობლემას. მაგრამ არის სამი შემთხვევა როცა ინტე- 

გრება მეტად ადვილად შესრულდება. ეს შემთხვევები შემდეგია: 

19. , დადებითი კენტი რიცხვია. ვთქვათ /I=2L-L1; 

მაშინ 7”„.,-ს ექნება სახე: 

§)ე :+1X 60§" 1:ძX. 

ინტეგრალის ნიშნის ქვევით მყოფი ფუნქცია კენტია §|0 X-ის §ი- 
მართ, ამიტომ, ზოგადი თეორიის თანახმად, მოვახდინოთ ჩასვა 

V= C05 X, 

რაც მოგვცემს 

| ფაშის «ითა 2:02: == – |0–თ' ეუ" ძე. 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალი დაშლის წესით მოი- 
ძებნება. 

29 » დადებითი კენტი რიცხვია. ვთქვათ #=2L+1; 
სთა-ს ექნება სახე 

810” ჯ C0§2:+1 ჯძ:;, 

იზტეგრალის ნიშნის ქვევით მყოფი ფუნქცია კენტია 00§ ჯ-ის მი- 

მართ, ამიტომ მოვახდინოთ ჩასმა 

#=517 X, 

რაც მოგვცემს: 

510” ჯ 60571 ჯძჯ – | (1-–ყ? ძჯ;. 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალის ნიშნის ქვევით დაშლის 

შემდგომ პოლინომი გვექნება #-ს მიმართ. 

ვზი. ,1აუ უარყოფითი ლუწი რიცხვია. ვთქვათ II“-7= 

=–-2X; 7, ასე წარმოვადგინოთ: 

წყ ჯ 
429) წთა- | ცე0§5+ჩ:; 19 ე:ძჯ = | ძა, 

005“! ჯ
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რაც გვიჩვენებს, რომ ინტეგრალის ნიშნის ქვევით მყოფ ფუნქციას 
ჯ პერიოდი აქვს, მაშასადამე, უნდა გამოვიყენოთ ჩასმა 

1=I0X) 

(20) ტოლობისა და მე-(3) ფორმულათა ძალით გეექნება: 

I X 608" XXI; -|” (1-- 7,1 ძI. 

მარჯვენა ინტეგრალის ნიშნის ქვევით დაშლის შემდგომ პოლინომი 

გვექნება და ამიტომ ინტეგრება უშუალოდ მოხდება. 

კერძოდ, როცა #=0, უკანასკნელი ტოლობა ასეთ სახეს. 

მიიღებს: 

(ფშ XX = | ” ი!. 
) 1+/ 

ტოლობის მარჯვენა ინტეგრალის გამოსათვლელად /” უნდა გავ- 

ყოთ (1-+-/)-ზე და შემდეგ მოვახდინოთ ინტეგრება. მაგრამ ადვი- 
ლად დავრწმუნდებით, რომ ეს ინტეგრალი სრულებით იმავე სახის 

შედეგს მოგვცემს, როგორსაც რედუქციის მე-(14) ფორმულა იძლევა. 

  

IV. ინტეგრება §)0” XძX და Cლ05- XიX დიფერენციალისა 

§ 80. საკითხის დაყენება. აქ განიხილება ზემოაღნიშნული 
ზოგადი პრობლემის კერძო შემთხვევა, როცა 1#=0, ანდა #=0, 
ე. ი. ინტეგრალები: 

(21) I. 101, | 005" X0IV. 

ამ უკანასკნელთათვის უკვე გვქონდა მიღებული რედუქციის მე-(16), 

(17), (18), (19) ფორმულები. ფუნქციები, რომელნიც ამ ინტეგრა- 
ლებს, გამოსახავენ, უკანასკნელ ფორმულათა ძალით წარმოგვიდგე- 

ბიან 310 ჯ-ისა და ლ006:;-ის ხარისხთა ჯამის სახით შესაბამისად. 

მაგრამ ხშირად საჭირო ხდება აზ ფუნქციებს კიდევ სხვა სახეც 

მივცეთ და ამისათვის შესაფერისი გარდაქმნა უნდა მოვახდინოთ. 

წინამდებარე თავის მიზანს, ასეთ გარდაქმნათა შესრულება და 

ინტეგრალის შესაფერისი მნიშვნელობის. მოძებნა შეადგენს. 

§ 87. 5910” X, C05” ხ-ის დაშლა. გამოვიდეთ შემდეგი ტოლო- 
ბიდან: _ 

(2 605 21:)ტ-==(6“!-L-6 “თ!),
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ტოლობის მარჯვენა ნაწილი დავშალოთ ნიუტონის ბინომის წე- 

სით. მე-(4) ფორმულებისა და მუავრის ფორმულის ძალით ეს 
დაშლა ასე წარმოგვიდგება: 

2" 608" X = (605 IIჯ-L I 510 1IX)–1! | 609 (#1––2) X-I-; §10 (/1-–2) 11 

_| #CI-–-1) 

' 1.2 
  (608 (1––4) X-–I–1 510 (I-–-4) XI +...–– (0608 1; –– 1 810 M2:). 

აქ ტოლობის მარცხენა ნაწილი ნამდვილ სიდიდეს წარმოადგენს, 

ამიტომ წარმოსახვით წევრთა ჯამი მარჯვენა ნაწილში უნდა 

მოისპოს, ე. ი. თუ ეს წევრები ჩამოვაშორეთ, უკანასკნელი იგი- 

ვეობა არ დაირღვევა. 

ამრიგად გვექნება: 

(22) 25005% ჯ = 2 605 1X-L 27) 00ყ (II- –2) # –– 

-C2 #()–-1) 
“ე ბ%56-4X-ნ..+- იჩ 

IC)') 
როცა „ ლუწია, ხოლო. 

(23) 2»“1 608” ჯ = 008 M2:-L-7 605 (#-–-2) 2: -C 

# (I–-1I 1) ჯ! 

იიი არიი “ფეფე” 
, 2) LC? /' 

როცა # კენტია. 

ჩავსვათ ახლა ამ ფორმულებში ჯ-ის მაგიერ X+ > · როცა 

ხს ლუწია, 
ჯ 7. 

005 (5 >) = (-–-1)3 C05 #>: 

და, თუ /ჯ კენტია, 
97+1 

ლ08 („+ 2) = C–1) 2 ყე 2X, 

მივიღებთ რა ამას მხედველობაში, (24), (25) ფორმულებიდან 

გამოგეყავს:
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(24) (–-1)? 2” §10" ჯX=2 608 MX-– 21) 608 (#1––2) ჯ –> 

როცა » ლუწია, 
(898 

(25) (–1) 7 25-1 §(0” 2;= 810 7IX-––/ 510 (#-–2) X –– 

–- 

+2"--9. ა. _– | 

551 წთ? ი თ) 910 (#–4)X-..--- (–- 19 ეე “ეულ 80 2, I-1V%, /X#+1 

2 '(“”:– 2 
როცა X კენტია. 

ასეთია §10”" ჯ-ისა და 00§";-ის დაშლის ფორმულები. ვისარგებ- 

ლოთ ახლა ამ ფორმულებით (21) ინტეგრალების მოსაძებნად. 

§ 88. (951) ინტეგრალების მოძებნა დაშლის ზემოაღნიშნულ 

ფორმულების საშუალებით. მივიღოთ (22) და (24) ფორმულებში 
#=2Lს, ხოლო (23) და (25)-ში #=2#+1. გავამრავლოთ ეს ტო- 
ლობები ძ;-ზე და მოვახდინოთ ინტეგრება; გვექნება: 

ცცვ?ს ჯექ = 1 6)0 2ჩ#ჯ +2. 510 (2#-–2)ჯ 

23L-1 2 2L--2 

2:(2-!) 910 (2#--4)ჯ 2L(2L-–1)...(L-C 1) 
+ 1.2 2--4 “+ 1.2...L. » |+თ. 

9+1 1. _ 1 | 510(2-L1)ჯ 2L 510 (2L-–1)ჯ | ლ0§2ს+1 ჯძჯ > | ალეს -L (2L--1) “3 

(2+1)2L 310 (2#-––-3);; 

+ 1.2 2L--3 1ი+ 

+9%+0%-019 აა. 4+Cთ
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ანალოგიურად მივიღებთ 

_ 1ML დე 2). : _ ის. |თიზაძი- 1) | 90 2 _ „, 510 (2L-2)». 
  

21ხ-1 2L 2-2 

20(2(--!) §10(2-4)ჯ + 

1.2 2-4 

_ ს 2:(20L- 1)... 641) X+1C 
რიო 1.2... -|+0. 

ვკე?+1 „ქ = (––1)1+1 005 (2L-L1) ჯ _ 

· 22! 2L-L1 

00§ (2:––1) ჯ 

2-1 + 

(2M-+1)2#..-(M––2) თნ» + C. 

1.2.3...# 

§ 89. პარამეტრული გარდაქმნის ხერხი. (21) ინტეგრალთაგან 

განვიხილოთ მხოლოდ პირველი. მეორე პირველის სახეს მიიღებს 

-C+ 

–-(2L-C1) 

+..+C-1! 

ყოველთვის, როცა მოვახდენთ ჩასმას 2=:4+--. 

თავისთავად ცხადია, რომ §|0" ::ძჯ-ს ექნება ერთის რომელიმე 

სახე შემდეგი ოთხი დიფერენციალიდან: 

= ძ:: · ძა: 
ც1ე“''1 XძX, ––უ= 810“ XX, “ული 

ვ)ე“!1ჯ 5102 ჯ 

მოვახდინოთ ამ დიფერენციალთა ინტეგრება მიმდევრობით. 

რადგანაც პირველი კენტია §Iს ჯ-ის მიმართ, ამიტომ გამოვი- 

ყენოთ ჩასმა /=ლ0087, რაც გვაძლევს 

აბო X0ძX = –- |ი–რ' ძ!. 

აღვნიშნოთ საზოგადოდ #,,(X)-ით პოლინომი ჯ,-ური ხარისხისა 
ჯ-ის მიმართ. უკანასკნელი ტოლობიდან ვღებულობთ მარცხენა 

ნაწილში მყოფი ინტეგრალის სახეს: 

|თიბო XX = 1... (005 X). 

მეორე დიფერენციალისათვის მოვახდინოთ ჩასმა /(=12-.
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გვაქვს: 
2,9L 9L არაა გული წდმები 8)1)24+! Xჯ ეზ /?L+1 #L13 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილში მყოფი ინტეგრალი დაშლის წესით 
მოიძებნება. ინტეგრების შემდეგ თუ დავუბრუნდებით ისევ ჯ-ს, 

მივიღებთ 

წავა“ მი(M-2 ' )- .» ( 2) 20% (+ 2)" 

მესამე დიფერენციალის ინტეგრება პარამეტრული გარდაქმნით ძნე- 

ლია. უკეთესია გამოვიყენოთ რედუქციის მე-(18) ფორმულა, რომ- 
ლის ძალითაც შეგვიძლია დავწეროთ: 

(აიბ X0X=510 XC009X 19%, (5L) 2:)-C.41:+7#, 

სადაც 4 და # მუდმივებია. რაც შეეხება ახლა უკანასკნელ დი- 

ფერენციალს, მისთვის მოვახდინოთ ჩასმა ჯ=0Lყ 2. 

გვაქვს: 
აL--1 ქ, ==» -) ძ:  _ –0+-4ტო4. 

ფათ: 8” X/ 5)ი” 2: : 

ამრიგად, ინტეგრალს შემდეგი · სახე ექნება: 

(ღღ ნია (ით ჯ). 

81074 

  

V. ინტეგრება #(CX, 6%, 46% ...,0-9) #9X დიფერენციალისა 

§ 90. ზოგადი შემთხვევა. ზოგად შემთხვევში ” თავისი 

არგუმენტების რაციონალურ ფუნქციას წარმოადგენს; ძ, წ,..-,# 

ნამდვილი ან წარმოსახვითი რიცხვებია. 

ინტეგრალი 

(26) | XX(CX, 6%, ტბ“,...,62) ძX 

საზოგადოდ უმაღლეს ტრანსცენდენტულ ფუნქციას წარმოადგენს 

და მხოლოდ მცირეოდენ კერძო შემთხვევაში ის არის ელემენტა- 

რული ფუნქცია. 
როცა უკანასკნელი ინტეგრალი უმაღლესი ტრანსცენდენტუ- 

ლია, მაშინ ინტეგრების პრობლემა, როგორც ცნობილია, ინტე-
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გრალის კანონიკურ საბეთა მოძებნაში მდგომარეობს, მაგრამ ეს 

უკანასკნელი შემდეგი გეგმით უნდა მოსდეს: 

17 გამოყოფა ინტეგრალის უმაღლესი ტრანსცენდენტული ნა- 

წილებისა. 

29 დაყვანა კანონიკურ საზემდე ინტეგრალისა, რომელიც უმა- 

ლღლეს ტრანსცენდენტულს წარმოადგენს. 

გ ა დამტკიცება მიღებულ კანონიკურ სახეთა დამოუკიდებლო- 

ისა. 

ქვემოთ მოგვყავს მაგალითის სახით (26) ინტეგრალის ერთი 

კერძო შემთხვევა. | 

§ 91. ინტეგრება 71(X:)6%ძX დიფერენციალისა. რადგანაც #X) 

არის ჯ-ის რაციონალური ფუნქცია, ამიტომ იგი შეგვიძლია შემ- 

დეგნაირად წარმოვადგინოო: 

_ . #I (+) #60=700+ 2,“ , 

სადაც #(:, #(X), X(>) პოლინომებია, ხოლო X, ამას გარდა, 

მარტივია თავის წარმოებულთან. 

ამრიგად, ინტეგრალი 

(27) | 8 6" ძე; 

დაიყვანება შემდეგ ინტეგრალამდე: 
-I/ იL5 |I% ძა. 
ჯე. 

უკანასკნელი ინტეგრალისათვის შეგვიძლია რედუქციის ფორმულა 

შევადგინოთ. ამისათვის ვისარგებლოთ § 19-ში გამოთქმული თეო- 

რემით, რომლის ძალითაც ორი ისეთი 4(ჯ) და 8(0) პოლინომი 

მოიძებნება, რომ 

  

4X-+-8X'=M. 
მაშასადაზე, გვექნება 

· L< 'V იLXჯ (28) I ქ. (00122 ქ. = 
  

>”. 

„ქ4გხი 8X'“ ._ 
25 ძა +| ლ ძX. 
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მოვახდინოთ ახლა ტოლობის მარცხენა ნაწილის მეორე ინტეგრა- 

ლის ნაწილობითი ინტეგრება. ვთქვათ, 

1 
  

  

#= 86", ძი= X 2 , საიდანაც ყ= –– ––“““-...., 
(M––1) ჯო" 1 

გვაქვს: 
10 Xჯ'4ტ%ს 186+: 13 -:':--#ც615 

52010 ძ 
2" (71––1) X5“1 (1–-–1) X”M-1 

მივიღებთ რა ამას მხედველობაში, (28) ტოლობა შეგვიძლია ასე 

გადმოვწეროთ: 

8+28MX% 
Mი" 186% (4 + 1-1 21%) ” I + ი X= +ი-1 2%- ჯა == (#–1) X”5"1 

ესაა რედუქციის ფორმულა (30) ინტეგრალისათვის. ამ ფორმუ- 

ლის მიმდევრობითი გამოყენება X-ის ხარისხს დაიყვანს 1-მდე და 

საბოლოოდ მივიღებთ ინტეგრალს 

    

დ(::)ტ1§ 

X 

აქ შეგვიძლია ყოველთვის ვიგულისხმოთ, რომ Cდ(») პოლინომის 
ხარისხი X-ის ხარისხხე უფრო დაბალია. 

ვთქვათ ახლა ვიცით X-ის ფესვები და ვიგულისხმოთ, რომ 

ყველა ისინი ნამდვილია; თუ ძ ერთი მათგანია, მაშინ (29) ინტე– 

გრალი შემდეგ ინტეგრალთა ჯამის სახით დაიშლება: 

L» 

0| “ქი, 
ჯ–ი 

სადაც C გარკვეული მუდმივია. ასეთია (27) ინტეგრალის კანონი–- 

კური სახე. მაგრამ ამ უკანასკნელს შეგვიძლია უფრო მარტივი 

სახეც მივცეთ. მოვახდინოთ ჩასმა 

თ. 

  

7 X=–-- , V 

,1?ი 
მაშინ; თუ მუდმივ მამრავლს ჩამოვაშორებთ, გვექნება (29) ინტე– 
გრალის შემდეგი კანონიკური სახე; 

|ჯ «
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ესაა ერთადერთი ახალი ტრანსცენდენტული ფუნქცია, რომელზე- 
დაც დაიყვანება (27) სახის ინტეგრალი ზემოაღნიშნულ გარდაქმნე- 
ბის გამოყენებით. 

შეგვიძლია უკანასკნელ ინტეგრალს კიდევ სხვა სახეც მიეცეთ. 
მივილოთ /=4', მაშინ იგი ასე წარმოგვიდგება: 

(+ 
Lდფ! 

ესაა ეგრეთ წოდებული ლოგარითმული ინტეგრალი და როგორც 
ერთხელ იყო ნათქვამი (§ 5), ამ ტრანსცენდენტულ ფუნქციას 

აღნიშნავენ LI1/-თი. 

თუ ავიღებთ ახლა ინტეგრალებს 

| 510 XXIX) ძ», I> 2:Iმ(2:) ძX, 

სადაც XXX) არის ჯ-ის რაციონალური ფუნქცია, მაშინ ანალო- 

გიური გარდაქმნა მოგვცემს ინტეგრალებს 

51» 2 008 ჯ 
“ ძX, ძჯX, 

ჯ ჯ 

რომლებიც ახალ ტრანსცენდენტულ ფუნქციებს წარმოადგენენ. 

მათ უწოდებენ სინუს-ინტეგრალი და კოსინუს-ინტეგრალი და აღ- 

ნიშნავენ 8§1X და CI1% სიმბოლოებით შესაბამისად. 

  
  

§ 95. შემთხვევა, როცა /” ფუნქცია პოლინომია თავის არგუ- 

მენტთა მიმართ. ამ შემთხვევაში (27) ინტეგრალი შემდეგ ინტეგ- 

რალთა ჯამის სახით წარმოგვიდგება: 

| 8.“ ძX, |2თ წი #ჯიX, |2თ ი0§ ნXძ?», 

სადაც #(CჯX) პოლინომია. ! _ 
ამ სამ ინტეგრალთაგან პირველს ადგილი ექნება მაშინ, როცა 

6-ს ხარისხის მაჩვენებელი ნამდვილია, ხოლო ორ უკანასკნელს --) 

როცა აღნიშნული ხარისხის მაჩვენებელი წარმოსახვითია. 

პირველი ინტეგრალის მოძებნა უკვე ცნობილია: § 9-ში მაგა- 

ლითის სახით მოყვანილი იყო შემდეგი ფორმულა: 

| 760 6+ რ“ თფ- 50 +899 ე არო L 
4ძ:=-- “აეებ თი
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შეგვიძლია ამ ინტეგრალის მოსაძებნად შემდეგი ხელოვნური 

ხერსიც ვიხმაროთ აგრეთვე. გამოვიდეთ ტოლობიდან: 

ჟო... “ი 

და მოვახდინოთ გაწარმოება ინტეგრალის ნიშნის ქვევით # ჯერ, 

მივიღებთ: 

I» ე;თიტ02 იჯ = _მწ. (“–) · 

მი” V ძ 

ეს ფორმულა საშუალებას მოგვცემს მოვძებნოთ ინტეგრალი 

|#თ 69% /X, 

  

"რისთვისაც საკმარისია ჯამის სახით დავშალოთ იგი. 

§ 93. ინტეგრება XXX) 5910 იXძX და #X>) 008 VX0ძ:: დიფერენცია- 
ლებისა. განვიხილოთ პირველი ამ დიფერენციალთაგანი. 

გამოვიყენოთ ნაწილობითი ინტეგრების ზოგადი (12,) ფორზუ- 

ლა (§ 9). ამ შემთხვევაში 

დე(X)=510 იჯ 
და ამიტომაც 

005 V1 5: §) 8 --_ _- -_–       

8Iი თX 
შ%(X:)=(---1) –“–-–, დის, ცე = (–-1)4+1 50191, 

ძ ე14+1 

  

მაშასადამე, აღნიშნული ფორმულის ძალით გვექნება · 

· · , ” V 

|თოთ 9-6 2 იო _ X ელ +“ თ) | 
ძი ძ 

_ 2022 » თ– ი, შა “| 10. ძი ძი – 
ავიღოთ ახლა მეორე დიფერენციალი. მისთვის გვექნება: 

  

  

810 ძ2; 008 თXჯ 
ში(X) =0082X, დ,)=––“–, დ,ყ)=-––-,.,   

  

ი050X 910 იჯ 
დ.(2)=(--1)ელ––-–, თ.) (1)=( – 1) –––- 

ი“ რ
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და ამიტომაც 

| §Cა 005 0X ძუ: = აქეთ (ოე ჯთ_ “I 
ი) ცე 

  

- ლიზი: I LC) _ ნია ჩV(X) __ 

ძ ძ 
- ე +“. .-|+C. 

VI. ინტეგრება /XX%, 06%, §10 ნX, C05 CX) -X დიფერენციალისა " 

§ 94. დაშლა 2(ჯ, 06%, 80 MX, 0605CX)ძჯ დღიფერენციალისა. 

აშკარაა, რომ აღნიშნული დიფერენციალი წარმოგვიდგება შემდეგ 
დიფერენციალთა ჯამის სახით: 

ე:Mტ199 §10/ ხ::60957 XX, 

სადაც #, #, სჩ, ი მთელი დადებითი რიცხვებია. 

ჩავსვათ ახლა §IVი”" ჩჯ-ისა და 0051 6ჯ-ის ძაგიერ მათი მნიშვნე- 

ლობანი (22), (23), (24), (25) ფორმულათა მიხედვით. ჩასმის შემ- 

დგომ §1ს? ხ1 060§96ჯ წარმოგვიდგება შემდეგი ნამრავლთა ჯამის 

სახით: 

510 #ხX 605 IX, 605 #1; 60§ IL, 

სადაც 7. და ს მთელი დადებითი რიცხვებია თუ ყოველ ასეთ 

ნამრავლს §)ის§-ებისა ანდა ლ005)0V0§-ების ჯამის სახით წაომოვად- 

გენთ, მაშინ XXX, 6“, 51) ხX, 00§56X) ძ დიფერენციალი ”შეზდეგი 
დიფერენციალების ჯამის სახით გამოისახება: 

156M% ძვ, ჯX%4%%4 §1) 1ხX ძX, დ: 76% 609 II: ძX. 

პირველი ამ დიფერენციალთაგანის ინტეგოება უკვე ცნობილია. 

დაგვრჩა ახლა ორი უკანასკნელი განვიხილოთ. შემდეგი § ეხება 

ამ საკითხს. 

§ 95, ინტეგრება XM0%8)) MXძX და 1:50%00§ MXძX დიფერენ- 
ციალებისა, მოვახდინოთ ინტეგრება უპირველესად ი8 შემთხვევაში, 

როცა #=0, ე. ი. მოვეებნოთ ინტეგრალები 

(29) |“ 81II ხX ძX, I“ (05 ხ:; ძX. 

შევასრულოთ ნაწილობითი ინტეგრება. ბირველი ინტეგრალისათვის 

მივიღოთ 

1 ნ არის თავისი არგუმენტების პოლინომი.
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692 

91ი ხ:=%, 6“%ძX=ძ%, საიდანაც 7= ––-, 
ძ 

ხოლო მეორისათვის 

0605 ჩX=V, 64 ძX=VძV). 

გვაქვს: 
. 0%% 511) 1; 

0211) ს: 0X= –– – 4 00§ M2 #2, 
თ ძი 

I“ 008 ხX0X= ი“ (05 MX –+ >. («- §11) ხ:: ძX. 
6 ძ 

ამ ორი ტოლობიდან მივიღებთ: 

ითი ს). (0910 ნხX––ნ 008 M2)ტ% 
( ” აიხხჯძალ ივ ლ40თ 

ა ( ხ::-+-ხ §10 ხX) ი 005 9: §1 #X)6“4 
| (თია ხX 01; = იიი, + თ. 

ამრიგად, (29) ინტეგრალები მოძებნილია. · 
თუ მოვახდენთ ახლა (30) ტოლობების ორივე ნაწილის გა- 

წარმოებას II-ჯერ ძი-თი გვექნება 

. მ” | 6%-(5)0 ხXL––-ხტივსX) 
ებტიყეხ;ძ:ლ – –) __“ „ჰ" ო“, 

მი" ძ?-L-ხ? 

(IC 209 MX 9X= -95– | 6%%(ი 00§ ნ;:-L ხხ 510 ს::) ! . 
ეი ი3--ხ? 

§ 96. ზოგიერთი კერძო ინტეგრალები, რომლებსაც შეუძლიათ 

ზემოაღნიშნული ხახე მიიღონ. ასეთია ინტეგრალები: 

| XXX, L9 ჯ)იX, | #C 210510 X)ძ2, | LX, 81 ტ08 2:)ძX. 

მართლაც, მოვახდინოთ პირველი ინტეგრალის ნიშნის ქვევით ჩასმა 

ჯ=4, მაშინ იგი ასეთ სახეს მიიღებს: 

|# (X, L82)ძ0X – |2 (ტ:, >) 6" ძჯ. 

რაც შეეხება ორ დანარჩენ ინტეგრალს, მათთვის თუ მოვახდენთ 

შესაბამისად ჩასმებს 

ჯ=2XC810 X, უღ=8VXC00957X,



გვექნება - 
LXCX,  2I §10 1:) რ | L§Iილუ0605:ძუ, 

|#თ 216 003 X) ძჯ; = –| მიი დლ) 51ი ძუ. 

VII. ლიუჭილის თეორემები 

§ 97. ლიუვილის პირველი თეორემა. ლიუვილმა დაამტკიცა 

ტრანსცენდენტული ფუნქციებისათვის თეორემები, ანალოგიური 

§§ 62, 73-ში დამტკიცებულისა. 

თეორემა 1. ვთქვათ, » ალგებრული ფუნქციაა, რო- 

მელიც აკმაყოფილებს #-–ური რიგის ალგებრულ 

განტოლებას 

#7 (X, 7)=9; 

|რ4“: 

არის ელემენტარული ფუენქცია, მაშინ 

I“ +#ძX= 65 (I-+II/-+-VV”-LC...-- 20" “1), 

თუ ინტეგრალი 

სადაც /, 7, ყ...,'7 არიან ჯის რაციონალური ფუნქ- 

ციები. 

ამ თეორემის დამტკიცება სრულებით იმავე მოსაზრებაზეა აგე- 

ბული, როგორ § 62-ის თეორემა ი ძX-ისათვის. 

ახლა ადვილად შეგვიძლია აღმოვაჩინოთ, რომ ინტეგრალი 

IL რე: 
» 

ვერ გამოისახება სასრული სახით. მართლაც, დავუშვათ წინააღ- 

მდეგი, ვთქვათ ეს ინტეგრალი ელემენტარული ფუნქციაა; მაშინ 

გამოთქმული თეორემის ძალით უკანასკნელი ინტეგრალისათვის 

გვექნება: 
(31) I– ძა–=425 2 (2). 

ჯ 00%)"
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სადაც და C0 პოლინომებია, რომლებსაც საერთო მამრავლი არ 
აქვთ. 

თუ მოვახდენთ ტოლობის ორივე ნაწილის გაწარმოებას, მი- 

ვიღებთ: 

“ _ „ 90- ნ0+70 
ჯ ი” 

ი" =I(L--L) 0C- #XVIL 
აქედან, როგორც § 69-ში ჩანს, 0 უნდა გაიყოს ჯ-ზე. ამიტომ 

ვთქვათ, რომ ჯ-ის უმაღლესი სარისხი, რონელიც C-ში შედის 

არის Xჯ-9; მაშინ ' მარცხენა ნაწილი გაიყოფა >5ჩზე იმ დროს, 

როცა ტოლობის მარჯვენა ნაწილი გაიყოფა მხოლოდ X”-ზე, მა- 

შასადამე, (31) ტოლობა შეუძლებელია და გაზოთქმული აზრი 

დამტკიცებულია. 
"ამას გარდა, (4) ფორმულათა ძალით (§ 76) შეგვიძლია ვთქვათ, 

რომ ინტეგრალებიც 

|“ % მა. |“ ძა 

ჯ» -“· 

სასრული სახით ვერ გამოისახებიან. 

საიდანაც 

    

§ 98. ლიუვილის მეორე თეორემა. ეს, თეორემა ასე გამოით- 
ქმზება: 

თეორემა 5. ვთქვათ I, 2... არიან ჯ-ის ფუნქციები, 

რომელთა წარზოებულნი ჯ;, +, -....ის ალგებრული 

ფუნქციებია. ვთქვათ, ამას გარდა, რომ XXX, 7, ჯ;,--.) 
წარმოადგენს ალგებრულ ფუნქციას. თუ ინტე- 

გრალი 

#CXI 15 ფ.-.)0X 

ელემენტარული ფენქციაა, მაშინ ამ უკანასკნელს 

ექნება სახე 

I+თ LCV+-3Lთ»--...--#Lდ2ი, 

სადაც /, 7, ს... არიან ჯ, 1), უგ..-ის ალგებრული 

ფუნქციები. 
კერძოდ, როცა წე რაციონალუოია, მაშინ/, ჯ.7,..., 

დ ფუნქციებიც რაციონალურია,
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ეს თეორემა ყველაზე უფრო ზოგადია იმ თეორემათა შორის, 

რომელნიც ლიუვილის მიერ იყო მოცემული. 

დამტკიცება იმავე პრინციპებზეა აგებული, როგორც ყ§ 71 

74-ის თეორიაში. 

ავიღოთ შემდეგი მაგალითი: 

# (2 9II) 2, (08 >, 67, ი“ ) ძ». 

თუ აღვნიშნავთ 

კნ გ »#»=8ი 2, -=025X, 6--64, უ=4 , 

გქეჟხეია 

მ ლებ, % –» «_, 4 
60 = 1-9, ებას“ ლი „( 1– ?, –-=C, -–-=წ , 
ძიX ! “ ძ; I 2 ქ: 7. ი 

რაც იმას გვიჩვენებს, რომ #, ჯ, 6, 7 ფუნქციების წარმოებულნი 

უკანასკნელთა ალგებრულ ფუნქციებს წარმოადგენენ. მაშასადამე, 

როცა აღებული ინტეგრალი ელემენტარულ ფუნქციას წარმოად- 

გენს, მისთვის შეგვიძლია ზემოაღნიშნული თეორემა გამოვიყენოთ. 

VIII. მნიშვნელოვანი მაგალითები 

ვ 90, შენიშვნები ინტეგრების შესახებ. ერმიტის მეთოდის 

გამოყენების დროს ფრიად მნიშვნელოვანია ჰარდის შენიშვნა, 

რომელიც ეხება კერძო შემთხვევას, როცა 71(910 #. 0082)-ს აქვს 

უმარტივესი სახე: 

. ჯ–-–თ ჯ–ჩ 
(32) #(51» X, თა 2) – 4ა% ( 2 )+896( 2 )+ 

+-+%9(“-“), 

სადაც 4, #,.-·.,.L მუდმივებია, რომელთა მოსაძებნად შესაძლოა 

ჩვეულებრივი წესის გარდა კიდევ ჰარდის შემდეგი მოსაზრებიდან 

გამოვიდეთ: ! 

ვისარგებლოთ იგივეობით: 

    

  

  

2 

მივიღებთ რა ამას მხედველობაში, (34) ტოლობის მარჯვენა ნაწი- 
ლი წარმოგვიდგება ორი ფუნქციის ჯამის სახით; ერთი მათგანი 

– იხ (“ – "ს-ა («– 8)-+0603800 (თ––ზ):
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არის “(ხი-თა ჯამი, ხოლო შეორე 009596-თა ჯამი, აღვნიშნოთ ისინი 
შესაბამისად (#Xჯ) და ·#I(X) სიმბოლოებით. აშკარაა, რომ 

(07(X14-2) = CCX); 7/(X-L=) = –– IX(ჯ). 

განვიხილოთ ორი შემთხვევა: 

19. 72(5910 2, 009 2) პერიოდულია Xჯ პერიოდით; მაშინ # ფუნქ- 
ცია მოისპობა: 

20. როცა არგუმენტს »-ს მივუმატებთ # ფუნქცია იცვლის ნი- 

შანს; ასეთ შემთხვევაში C ფუნქცია მოისპობა. 

ამ ორ შემთხვევაში როგორც ქვემოთ მოყვანილი 19% და 49 

მაგალითებიდან დავინახავთ, ძლიერ მარტივდება 24, „#8,... კოეფი- 

ციენტთა მოძებნა. ' 

§ 100, მაგალითები. 

19. მოვძებნოთ ინტეგრალი 

0) (წე+4 
ლეელ ძი: MI <V. 

§)0 7V 

დავშალოთ ფუნქცია ინტეგრალის ნიშნის ქვევით. მნიშვნელს აქვს 

მარტივი ფესვები: · 

0 2 2: 3» (I) – 1)ჯ 
»”1შრ”წ”წ ი” 

# 7 # # 

მაგრამ, მეორე მხრით 

81)) I(X-+-X) _ ერი 817 7!X . 

510 71(X-LX) 81 11Xჯ 

811) IX 
  მაშასადამე, - პერიოდულია %X პერიოდით, თუ #M-+ის ლუ- 

811) 11X 

წია; თუ IMI-+V# კენტია, იგი ნიშანს იცვლის, როცა X ცვლადს » ს 

მივუმატებთ. 

ეს ორი შემთხვევა ცალ-ცალკე განვიხილოთ. 

1?" შემთხვევაში პერიოდულობის. გამო გვექნება; 

819 IX > 
– = (ა 0LC2:–- "4, 019 (+– +<) + 

0 
  

ყვი I 

· –1 
+... +/7)_, იCC (« _ ბ.» ): 

”
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გავამრავლოთ ტოლობის ორივე ნაწილი მიმდევრობით: 

. . ჯ . ჩ-1 
8)0 X, 5)10| ჯ-–– –– | ,...,§10ი|/ X-– # 

# » 

და გადავიდეთ ზღვრისაკენ, როცა Xჯ მიისწრაფვის 

  

  

  

0, >. 2% ვ მ.. ,6-1)% -საკენ, 
# # # 

მაშინ ვიპოვით კოეფიციენტთა მნიშვნელობებს: 

1 1 2 
4ა-=0, 4, =-- “პი”, 4ე= –“–8)ი 29% ს.ე 4+= 

# #1 წ # 

– 1» · (–1) ფე #MI%X 

ჩ M 

ამრიგად, პირველ შემთხვევაში იდეით 

    

_510 ML _ 7» 1 5-1 
= –2, (–-1)M8Iი -–” “ ი ( ჯ– -). 

810 #X ლ ი 

2ბ% შემთხვევაში გვექნება: 

(33)   

  

(34) -2#%. = 18) 00860 X -L 18, 00500 (» _ +) + 
510) 21X 

M 

1 V 

· #M – 

+...4+#»ი იმი ( + -- ჯ )' 
” 

გავამრავლოთ ტოლობის ორივე ნაწილი მიმდევრობით; 

ჯ ( #1 ) 
2, ბ–– ცს. ჯL-– X |-ზე 

ჩ ჩ 

და გადავიდეთ ზღვრისაკენ, როცა ყოველი ეს სიდიდე ნულისაკენ 

მიისწრაფვის; მაშინ, მაგალითად, #/ კოეფიციენტისათვის გვექნება: 

1) 7 
8,=წ ) ვე ხნ. 

” ჩ 

ამრიგად, (36) ტოლობის ძალით მივიღებთ; 

· 1 9-1 
810 MIX _ _ +% C-1)MIი MX 0800 ( -- “) . 

# 610 #Xჯ ს # # 

  

  

  

თუ გავამრავლებთ ახლა ამ უკანასკნელისა და (33) ტოლობის 
ორივე ნაწილს ძჯ»-ზე და მოვახდენთ ინტეგრებას, მივიღებთ:
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#/-1 ,'– 

= _%VC-Iბყი უხ2 LC |თი(>– –)), 
” # “ი 7” 

7 

| "890 ი0MX- 1.) 7 თუ #-+#M ლუწია, 
810 71X ი-1 ' , 

= +V (– 1)'51ი ფი L§ L +“ 2). 
# “+ 1 2 2 

თუ #-LI კენტია. 

2შ8. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

008 1?+ჯ 
–-––- . 0» M<I, 
605 ?1X 

  

სადაც # და # მთელი რიცხვებია. 

ამ ინტეგრალის მოძებნა წინა ხერხის საშუალებითაა შესაძლო. 

მაგრამ აქ იგი აძოხსნილია რაციონალიზაციის მეთოდით. 

ვისარგებლოთ მე-(4) ფორმულებით (§ 76), რომელთა ძალით 

გვექნება: 

ტოი რ” "2 

· : თი, –”»ბ | ა08IX ს, (6 –+-6 ძ». 

605 112: 

თუ აღვნიშნავთ 

(35) 6-'=ლ, 

მივიღებთ 
2= „ი-რ-1 | 0605 MIX (-- | (1905). (23”-L1) ჯ ძC 

605 MXჯ ჯ?"-L-1 

ასეთი ინტეგრალის ამოხსნა კი ცნობილია (§ 21, მაგ. 89, 99). 

იმავე (35) გარდაქმნით ამოიხსნება აგრეთვე ინტეგრალებიც: 

“ 608 IM2; 510 1712; 
| –-–ძი, 79X> ძ1:. 

81ს »ჯ 0605 1ჯ 

უბ. გამოვთვალოთ ინტეგრალები 

(5 21ჯ ძ», | ძ», (>. ძო», I= MX 1 

§10” ჯ 510” ჯ 6058” X 605” ჯ 

, ამ ინტეგრალთა ამოსახსნელად შეგვიძლია ინტეგრალის ნიშნის 

ქვევით მრიცხველში ჩავსვათ §10 #X, 005 7:;-ის დაშლა § 79-ის მი- 

ხედვით. მაშინ ეს ინტეგრალები ჯამის სახით წარმოგვიდგებიან, 

რომელთა შესაკრებნი ცნობილი ინტეგრალებია. 
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მაგრამ ამ შემთხვევაში უფრო ადვილად მივაღწევთ მიზანს 

რედუქციის ფორმულების გამოყენებით. შევადგინოთ ეს ფორმუ- 

ლები. 

ამისათვის გამოვიდეთ იგივეობებიდან 1: 

510XX  „0605(7--1)X , 310()--2)ჯX 
  

§)ცო ჯ 81051 ჯ 810” ჯ 

  ლი5 MX 2 98 (I--1)X , 0C0§ (M--2)Xჯ 
ლ ა>ა>სმ".-.-_–3___= _-' ----.. 

8)ი”ჯ ვსე“ 1 ჯ §Iი”ჯ 

აქედან გვექნება რედუქციის ფორმულები პირველი ორი ინტეგრა- 

ლისათვის: 

(5 MM I. 2 IL თ–I)%,. +|“ (--2) ჯ ძ», 

81)” ჯ 510“ 1ჯ 80” ჯ 

| - 2 | შბ ს 4 | ლილი 

8)ც” ჯ ვ)ე“"“!ჯ ვს” ჯ 

  

    

თავისთავად ცხადია, რომ ამ ფორმულების მიმდევრობითი გამო- 

ყენებით ბოლოს და. ბოლოს მივიღებთ მარტივ ინტეგრალებს, რო- 

მელთა ამოხსნა ცნობილია. 

ანალოგიურად გვექნება მესამე და მეოთხე ინტეგრალებისათვის: 

IC. Mი,. 2 |“. თ-–-1)ჯ ,. –|“ (#ჯ-–2) ჯ ძა,   

  

00§" ჯ ლევ” “1 008” ჯ 

810 1ჯ 91ი (ჯ––1) ჯ 510 (/-––2) 1: ძღ=2 |2მC-)X,, _ (ხით–2X კ, 
0055 ჯ ი0§" 1 ჯ 005' ჯ 

4ბშ. გამოვთვალოთ ინტეგრალი“ 

(52 2 ძX, 

510 XX 

სადაც „, და # მთელი რიცხვებია. 

ამ შემთხვევაში ვიხმაროთ იგივე ხერხი, როგორც 1% მაგალი- 

თისათვის. აქ გვექნება 
' 810” (X-IX) ღღ 510” ჯ 

§10 7?1(X–I–X) 810 IIX 

  

297 პერიოდულია ჯ პერიოდით, თუ MI+# ლუწია; 

თუ IM-+-M კენტია, იგი იცვლის ნიშანს, როცა ჯ ცვლადს X-ს მი- 

ვუმატებთ. 

1 იხილე 88ტჯხ»8იძ. 1ხ)ძ. L. 83. 

მაშასადამე,  
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ამრიგად, იმ მსჯელობით, რომელიც მოყვანილი იყო 19 მაგა- 

ლითისათვის, გვექნება: 

1 ბ: 
– 3(-1)30” 5 იხ C – “) კ --7 ლუწისათვის, 

810 MX ს 7 ლი 

§10“ X_ 

  

510” 1ჯ 
  = 4%C-I. 81ც” #5 “ იიმი0( » -- –) კ M-+7# კენტისათვის. 
ვსი”: 224 

აქედან. 1?7შ მაგალითის ანალოგიურად ვიპოვით თვით მე-4" ინტე- 

  

გრალსაც: 

| = +%( --1» ყყეო X – – L8 | თი(» _ “)I, 
#“5 

(2. წ). #M-+#I თმათა, 

817 212; #-8 
| – ლა": §10” =I§% «(> უღვგეაელ 3), 

2 · 
I 
ს #-+-# კენტისათვის.
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