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რედაქტორის ფშინასიტყვაობა 

მიუხედავად იმისა, რომ ბატონი ანდრია რაზმაძის ცხოვრება 

ტრაგიკულად ხანმოკლე აღმოჩნდა (ის 1929 წელს გარდაიცვალა 40 

წლის ასაკში), მისი სულ ათწლიანი მოღვაწეობა თბილისის უნივერ- 

სიტეტში (1918-1929 წლები) უაღრესი მრავალფეროვნებით ხასიათ- 

დება: მათემატიკური და საბუნებისმეტყველო დარგების სასწავლო 

გეგმებზე და პროგრამებზე მუშაობა, განუწყვეტელი სალექციო 

საქმიანობა მათემატიკისა და ფიზიკის დარგებში, ქართული მათე- 

მატიკური ტერმინოლოგიის დამუშავება და, რაც მთავარია, სახელ- 

მძღვანელოების შექმნა ქართულ ენაზე მისი მუდმივი ზრუნვის სა- 

განი იყო. 

სხვა სახელმძღვანელოებთან ერთად ა. რაზმაძეს ეკუთვნის მა- 

თემატიკური ანალიზის ორი წიგნი, რომელთაგან პირველი –– მა- 

თემატიკური ანალიზის კურსი, ტ. I (შესავალი) –– გამოიცა 1920 

წელს, მეორე კი –– მათემატიკური ანალიზი, ტ. III (ინტეგრალური 

აღრიცხვის კურსი, ნაწ. I, განუსაზღვრელი ინტეგრალები) –– 1922 

წელს. 

დაუშვებელია ვიფიქროთ, რომ მას ჩაფიქრებული არ ჰქონდა 

მათემატიკური ანალიზის სხვა ნაწილების გამოცემა, მით უფრო, 

რომ საამისოდ მრავალი საფუძველი გაგვაჩნია: იგი წლების გან- 

მავლობაში კითხულობდა ანალიზის სრულ კურსს თბილისის უნი- 

ვერსიტეტში და მისი ყოფილი მსმენელების დამოწმებით, ყოველ- 

წლიურად ხვენდა და აუმჯობესებდა მას. ამისავე უტყუარი დას- 

ტურია ა. რაზმაძის მიერ უკანასკნელ წლებში წაკითხული ანალი- 

ზის კურსის ერთი ჩანაწერი, რომელიც ჩვენამდე მოიტანა თსუ მა- 

ღალი ენერგიების ბირთვული ფიზიკის ინსტიტუტის უფროსმა 

მეცნიერ თანამშრომელმა ვლადიმერ (ბიჭიკო) ცინცაძემ. ეს ჩანა- 

წერები მის ოჯახში ინახებოდა მისი მამის, მათემატიკის ცნობილი 

პედაგოგის დიმიტრი ცინცაძის მიერ 1927-28 სასწავლო წელს შედ- 
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გენილი განსაზღვრული ინტეგრალის თეორიის რაზმაძისეული 

ლექციების კონსპექტის სახით. 

ასე დაიბადა იდეა ა. რაზმაძის მათემატიკური ანალიზის კურ- 

სის ახალი ნაწილის –– „განსაზღვრული ინტეგრალების“ გამოცემის 

შესახებ ზემოხსენებული კონსპექტის საფუძველზე. ამ იდეის ინი- 

ციატორი გახლავთ ბატონი ნოდარ ამაღლობელი, ხოლო მისი 

განხორციელების „ცდა წილად მე მერგო. 

ამ სამუშაოს შესრულებისას გარკვეულ სიძნელეებს წავაწყდი. 

რა თქმა უნდა, სასურველი იყო მაქსიმალურად შეგვენარჩუნებინა 

ავტორის ტერმინოლოგია, აღნიშვნები, სტილი და მსჯელობანი. ეს 

სურვილი ძირითადად განხორციელებულია და მისგან გადახვევა, 

როგორც წესი, მოხდა მხოლოდ იმ ადგილებში, სადაც მათემატიკის 

დარგში უკანასკნელი ·70-წლიანი პერიოდის განმავლობაში 

მომხდარმა კონცეფციურმა ცვლილებებმა დიდად დაგვაშორა გა- 

მოსავალი ტექსტისაგან. ამასთან, ზოგჯერ დგებოდა კონსპექტის 

ლექციებთან ადეკვატურობის საკითხიც. იქ კი, სადაც ასეთ ცვლი- 

ლებებს შეეძლოთ გამოეწვიათ მკვეთრი გადახრა კონსპექტის ტექ- 

სტიდან, იძულებული ვიყავი შენიშვნები გამეტანა წიგნისათვის 

თანდართული "რედაქტორის კომენტარებში". მითითებანი "კომენ- 

ტარებისადმი" წიგნის ტექსტში აღნიშნულია სათანადო ადგილებში 

სტრიქონზედა ნომრებით. ასე, მაგალითად, ...) ან ... ? მიგვანიშ- 

ნებს, რომ ამ ადგილს თან ახლავს შენიშვნა "კომენტარებში". ამ 

უკანასკნელში თვით შენიშვნას იგივე ნომერი აქვს და აღნიშნულია 

იმ გვერდის ნომერიც, საიდანაც მოდის ეს შენიშვნა. ჩვეულებრივი 

სქოლიოები მონიშნულია " ნიშნით. 

იმედია, რომ ეს წიგნი საინტერესო იქნება ქართველი მათემა- 

ტიკოსებისათვის არა მარტო ისტორიული თვალსაზრისით (წიგნი 

(11 და (21 სახელმძღვანელოებთან ერთად ნათლად მიგვითითებს 

მათემატიკის სწავლების იმ მაღალ დონეზე, რომელიც სუფევდა 

ჩვენს უნივერსიტეტში დაარსების პირველივე წლებიდან), არამედ 

როგორც შესანიშნავი მასალის შემცველი მაღალი დონის სახელ- 

მძღვანელო (რიმანის) ინტეგრალთან დაკავშირებულ საკითხებში. 

ი. ქარცივაძე



ლექცია I 

განსაზლვრული ინტეგრალის განმარტება 

განვიხილოთ ერთი ცვალებადის ფუნქცია: X»= ((»). ვიგუ- 

ლისხმოთ, რომ ის განუწყვეტელია დახურულ (#«,ხ) შუალედში. 

დავყოთ (ძ,ხ) შუალედი ი ნაწილ-ნაწილ შუალედებად, ისე, რომ 

ეს ნაწილები ტოლნი ან ერთმანეთისაგან განსხვავებული იყვნენ. 

აღვნიშნოთ დანაწილების წერტილები: თ,X,, XV... X,-,ცხ (იხ. ნახ. 1). 

  

მზ II IM» ო" X XI" ხ 
+ 1 II _ + 1 წ! 

ნახ, 1 

ახლა შევადგინოთ შემდეგი ჯამი: 

#(CX%)(ი – ი)+ #(X2XXე – X,)+...+ /(ხX6ნ – X,-ე))=5§ 

ვთქვათ, ვახდენთ მიმდევრობით (#ი,ხ) შუალედის დანაწილე- 

ბებს ისე, რომ შუალედთა რიცხვი უსასრულოდ იზრდება და თი- 

თოეული შუალედის ზომა უსასრულოდ მცირდება, ე.ი. 

Iიი(X, – X,,)=0. იბადება კითხვა, არსებობს თუ არა § გამო- 

სახულების ზღვარი? დავამტკიცოთ, რომ » გამოსახულება 

სრულიად გარკვეული ზღვრისაკენ მიისწრაფვის და ეს ზღვარი არ 

არის დამოკიდებული დანაწილების ბუნებაზე. 

გვექნება დამტკიცების ორი ეტაპი: 

1) დავამტკიცებთ, რომ ეს ზღვარი მართლაც არსებობს და, 

2) რომ ის არ არის დამოკიდებული დანაწილების ბუნებაზე, 

სხვანაირად, ყოველი ახალი დანაწილება მოგვგცემს იმავე ზღვარს. 

განვიხილოთ პირველი ეტაპი: აღვნიშნოთ #(X) ფუნქციის მაქ- 

სიმა და მინიმა! დანაწილების პირველ შუალედში სათანადოდ M, 

და #,-ით და ა.შ. სხვა შუალედებისთვისაც. 

განვიხილოთ შემდეგი ჯამები: 

  

' ე. ი. ამ ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობა.



2,5 M,C, –ი)+ M,L>», -X)+-+M,(ხ-»,.), 

თ = ი, LX, –ი)+M,(», -X)+ +, (6-».). 

ცხადია, რომ Lჯ ჯამი იმყოფება შემდეგ ორ ცვალებადს შორის: 

თ<§< 2. (ს 

(ეს იმიტომ, რომ სხვაობები X», – ი,X, – X,,.. დადებითნი არიან, 

და VII < /(X,)<M, (1=1,2....,/). ამგვარად, თუ ა8მ უტოლობებს გა- 

ვამრავლებთ რომელიმე დადებით სიდიდეზე, ამით არაფერი არ შე- 

იცვლება: 
”(X, – X,-,) < (XXX, – X,-,) < M,(X, – X„-,) (2) 

უკანასკნელი უტოლობების შეჯამებით მივიღებთ (1) -ს). 

ახლა შევეცადოთ 2, გამოსახულების ზღერის მონახვას. 

ამისათვის დანაწილების შემდეგი ეტაპი გავიაროთ: აღებული 

შუალედები კიდევ დავანაწილოთ. ვთქვათ, მოვახდინეთ პირველი 

(ი,X,) შუალედის შემდეგი დანაწილება (იხ. ნახ. 2) 

8 ” #X X 
L- 4# + 4. _ ა. = 4 

ნახ. 2 

ამ დანაწილების ყოველ კერძო შუალედში ფუნქციას თავისი 

მაქსიმა და მინიმა ექნება. ვთქვათ, ესენია M,,M:;,...M, და 

MI მი, 0, შესაბამისად. ცხადია, რომ ფუნქციის მაქსიმა (თ,X»,) 

შუალედში =>, ვიდრე ფუნქციის მაქსიმუმი თითოეულ ნაწილაკ შუა- 

ლედში და ამიტომ 

M,(X –ი)+M:(X% – X,)+...+ M,(X, – X,-,) < M,(X, – ი)+ M,(X% – X,) +... 

„,)=M,(X – თ). 

მაშასადამე, >» ჯამის ყოველი შესაკრები კლებულობს, თუ მო- 

ცემული დანაწილებიდან ახალ დანაწილებაზე გადავდივართ, რო- 

+M,(X-Xჯ 
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მელიც დანაწილების ახალი წერტილების შემოტანით მიიღება. სა- 

ზოგადოდ, მთელი > ჯამიც, ასეთ შემთხვევაში არ მატულობს. ამა- 
ვე დროს, ყოველი > ჯამი მუდამ რჩება #I( –თძ) -ზე მეტი (ან ტო- 

ლი), თუ „I აღნიშნავს ფუნქციის მინიმას მთელს (ი,ხ) შუალედზე: 

2,= M,(ი, –)+ M,(», – X,)+-+M,(6-», ,)> 

> „IL, – «)+თL. –-X, )+'' +IMხ-»,, ) =>) 

ამგვარად, > კლებულობს, მაგრამ მუდამ >MV(-ძ). მაშ X-ს 

აქვს გარკვეული ზღვარი, რომელიც აღვნიშნოთ #L-ით: 

#0. 2)= L. 

ახლა განვიხილოთ თ და ამავე წესით დავამტკიცოთ, რომ, რო- 

ცა რაიმე დანაწილებიდან გადავდივართ ახალ დანაწილებაზე და- 

ნაწილების ახალი წერტილების დამატებით, თ არ კლებულობს. 

ავილოთ (4ი,X,) შუალედი და მასში დამატებული დანაწილების 

ახალი მრა %ის წერტილები (იხ. ნახ.2). მაგრამ ფუნქციის მინი- 

მუმი მთელ შუალედში ნაკლებია, ვიდრე მინიმუმი კერძო შუალედ- 

ში, ამიტომ : 

II(X – ი)+72(X2 – XI) +...+ 76 (X) – Xი- 1) > VIICX, – ძ). 

აქედან გამომდინარეობს, რომ მთელი თ ჯამი არ იკლებს. მაგ- 

რამ თ<M(-ი), სადაც M აღნიშნავს /(X»X) ფუნქციის მაქსიმუმს 

მთელს (თი,ხ)-ზე. ამგვარად, თ ზრდადია და ზემოდან შემოსაზ- 

ღვრული და მას აქვს გარკვეული ! ზღვარი: 

§01C = #. 

დავამტკიცოთ, რომ L=I, მართლაც, ავიღოთ სხვაობა: 

?,-თ = (MV, –M >, –ი)+(M, –ისX= –X+--+(M, –».X6-», ს).



ანალიზის შესავლიდან ვიცით: რომ თუ ფუნქცია განუწყვეტე- 
ლია დახურულ (თ,ხ) შუალედში, იგი თანაბრად განუწყვეტელია 

იმავე შუალედში. 

მაშასადამე, შეგვიძლია (ი,ხ) შუალედი ისე დავანაწილოთ, რომ 

ყოველი M, – I, სხვაობა (I =1,2....,#) ნაკლები იყოს C-ზე, სადაც 6 

წინასწარ ნებისმიერად არჩეული რიცხვია, მაშინ მივიღებთ: 

3,- <9LC, -ი+X - X+-.4+ხ-X, ,)= 6(ხ –ძ). 

თუ ეს ასეა, მივიღებთ 1=L, ე.ი. თ და >» ჯამებს ერთი და იგი- 

ვე ზღვარი ჰქონია და რადგან 

C<§<>, 

ამიტომ §-საც იგივე ზღვარი აქვს, რაც თ-ს და X-ს, ე.ი. 

II9ი § = L. 

ამგვარად, I-ლი დებულება დამტკიცებულია, ე.ი. ჩვენ დავამ- 

ტკიცეთ, რომ §-ის ზღვარი მართლაც არსებობს. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ (ი,ჩ) შუალედის სხვა დანაწილებათა 

მიმდევრობა, მოხდენილი ზემოაღნიშნული წესით, მოგვცემს იმავე 

ზღვარს. 
ვთქვათ, ახალი დანაწილების წერტილებია: 

ი.ბ შეს. აშ სნ (ჯ» 

ამ დანაწილების შესაბამისი §,0,> ჯამები აღვნიშნოთ 

§.,C,,2, -ით. ვინაიდან ქვემოთ მოგვიხდება მათი შედარება ზე- 

მოთ განხილულ დანაწილებათა შესაბამის ჯამებთან, ეს უკანას- 

კნელნი აღვნიშნოთ #§,,C,,2„-ით. სრულიად იმავე მსჯელობით, 

როგორც ზემოთ, დავამტკიცებთ, რომ სამივე სიდიდე §, C,>, ერ–- 

თი გარკვეული ზღვრისაკენ მიისწრაფვის, რომელიც აღვნიშნოთ 

L -ით. ამნაირად, დაგვრჩენია მხოლოდ აღმოვაჩინოთ, რომ #=L. 

ამ მიზნით, შევადგინოთ ახალი დანაწილება (») და (2) დანაწი- 

ლებათა შეერთებით, », და 7, სიდიდეების ზრდადობის მიხედვით. ამ



მესამე (>) დანაწილებისათვის §,თ,> ჯამები აღვნიშნოთ შე- 

საბამისად §,,,C,,, 2, -ით. 

აშკარაა, რომ მესამე დანაწილება შეგვიძლია განვიხილოთ რო- 

გორც პირველისა და მეორის გაგრძელება განაწილების ზემოალ- 

ნიშნული წესის მიხედვით », სწორედ ამიტომ, გვექნება: 

თ,<თ,.<2,.5>., თ,<Cთ,.<2X2,5>,. #X # ? #ჯ“ 

გადავიდეთ ზღვრისაკენ; მაშინ, ცნობილი თეორემის ძალით, 

გვექნება 
IIიით, <1II0I>,, ე.ი. L<L, 

აგრეთვე 

IIი თ, <IIიი>, ე.ი. #<#, 

მაგრამ ეს შესაძლებელია მხოლოდ მაშინ, როცა #= L”. ამგვა- 

რად, დამტკიცებულია, რომ ორი.ერთმანეთისაგან სრულიად დამო- 

უკიდებელი დანაწილებების გამოყენებით #§,C და >, ჯამებისათვის 

ერთსა და იმავე ზღვარს ვღებულობთ. ამ ზღვარს აღნიშნავენ 

LL #C00ძX სიმბოლოთი, რომელიც ასე გამოითქმის: განსაზღვრუ- 

ლი ინტეგრალი ძ-დან ხ-მდე /(X)ძ»-დან. ი-სა და ხ-ს ინტეგრალის 

საზღვრები ეწოდება. თვით ნიშანი | არის "წაგრძელებული" 5 

ასო. ამნაირად, გვექნება!: 

IL #C)ძX= 2 #LX», –«)+/(%XX - X)+-+/(X»X6-»,-). 

  

! ეს იმას ნიშნავს, რომ (X) დანაწილება როგორც CV), ისე (2), დანაწილებისაგან 

მიიღება ახალი წერტილების დამატებით.



განსაზღვრული ინტეგრალის თვისებები 

ხ 
თვისება 1) ვთქვათ, | #/თ«: ინტეგრალში ძ=ხ. მაშინ 

ძი 
ხ 

| #(X)ძჯ =0. 
ძ 

თვისება 2) 

ხ ძი 

| #თა«=-| /Cიძ» 
ძ ხ 

განვიხილოთ კვლავ დახურულ (ით,ხ) შუალედში განუწყვეტელი 
#0) ფუნქციის ზემოთ განხილული ტიპის ჯამები და მოვახდინოთ 

მათი შემდეგი სახის მოდიფიკაცია: ვთქვათ: 

0, XXX) ხ 

(თ,ხ) შუალედის რაიმე დანაწილებაა და ყოველ კერძო (0,X,), 

(X..X2).--ს(X,- ცხ) შუალედში, სადღაც, ავიღოთ თითო საშუალო 

წ, ნ.ნ, წერტილი. ავიღოთ, ნაცვლად ძველი § ჯამისა, ახალი 

ჯამი 

5, = (51% –4)+/(5)% –X)+-+/(6)6-». ს). 
დავამტკიცოთ, რომ ამ ახალი ჯამის ზღვარი იგივეა, რაც ძველ 

შემთხვევაში, ე.ი. სადაც არ უნდა ავიღოთ კერძო (»X,,X,,)) შუა- 

ლედში §,(1=1,2...,ჩ) წერტილი, შუალედის შიგნით თუ მის 

ბოლოებზე, ზღვრის მნიშვნელობა მუდამ ერთი და იგივეა. მარ- 

თლაც, თუ ძველი § ჯამისათვის გამოვიყენებთ #§ჯ აღნიშვნას, 

სხვაობა §ჯ და 3: -ს შორის იქნება 

«% – §, =I/C§)) – /(X%)MX – 1+I/ (62) – /C= LX –X)+...+ 

+I/ (ი) – /(6)(ხ-X»-). 
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ვიცით, რომ /(») ფუნქცია განუწყვეტელია (ი,6ხ) შუალედში 

და, ამიტომ, ის თანაბრად განუწყვეტელია იმავე შუალედში, ე.ი. 6 

რიცხვისათვის შეიძლება მოვახდინოთ (ი,ხ) შუალედის ისეთი და- 

ნაწილება, რომ გვქონდეს I/C6,)– / CVI)|<§, როცა I=1,2,..., წ. ამი- 

ტომ 

' = < §I(>, –თ)+L., -X)L+(ნ--»,.,)! =6(ხ-ი). 

ხ 
აქედან, ცხადია, რომ, რადგან სია, = | #(0ით, ამიტომ 

ძ 
ხ 

IIიიჯა =I02 5» =| #(X)თ.. მაშ, შეგვიძლია დავწეროთ: 
ი 

| #C)ი= CVI/(6)(» –4)+/(5)(5 – «)+-+/(6)(6-»,.,)) 

ადრე განხილული შემთხვევა არის უკანასკნელის კერძო 

შემთხვევა, როცა 6“ =X, წ:=X, .., ზ.=X, 

ავილოთ (ძ,ხ) შუალედი და ავირჩიოთ მასში რომელიმე « წერ- 

ტილი. დავამტკიცოთ, რომ 

ხ 2 ხ 

| #თ>= | /Cთ«+| /6« 
ძი ძ C 

ამის დასამტკიცებლად დავანაწილოთ (თ,ხ) შუალედი ისე, რომ 

დანაწილების ერთ-ერთი წერტილი დაემთხვეს C«-ს. ვთქვათ, ესაა 

X,. მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ: 

ხ 
IL /#დეძა=1სიI/(X%)CV –0)+...+ /(CXC-X,-))+ /CX,+ –C+ 

+...+ /(6)6-–X,-|)1=1%ი(/(= XV –0)+...+ /(X6-X,-/)I+ 
C ხ 

+1სი|/(CX,,XX-ყ –თ+..+ #70) -»,-)1)= I, #ჩიცეძი+ L #0იძ» 

საბოლოოდ, დავასკვნით, რომ სამართლიანია თვისება 3) 

ხ C ხ 

| /თ4%=| /თთ+I /C4- 
11



ავილოთ უფრო ზოგადი შემთხვევა, როცა C წერტილი (ი,ხ) შუ- 

ალედის გარეთ მდებარეობს (მაგა 
ფორმულას ექნება ადგილი ამ შე 

რობით, რომ /(X) 

ლითად, როცა ხ<0). მაშინ ამ 
ემთხვევაშიაც, მხოლოდ იმ პი- 

ფუნქცია განუწყვეტელია (თ,0) შუალედში: 

მართლაც, 

( /თ«= | #600-+| /C4- 
აქედან 

| /C«= | /თ«- | / თი 
მაგრამ 

- | /C«= | /Cაძ: 
და ამიტომ 

L/თ«- | /თ4+| #C«: 
ახლა დავამტკიცოთ უფრო ზოგადი ფორმულის სამართლია- 

ნობა: თ),თ,.C2,..,C,,ხ წერტილების ნებისმიერი განლაგებისათვის 

(L(#/თ%=| /6ათ-+ L /თრთ+..+ I" ” ' /თაძ+|. #C0რთ. 
72 

(იხ. ნახ. 3) 

მ C ო 
L I ./. 9-

. 

-ი
 # 

+.
 

ნახ.3 
მართლაც, რადგან 

| #თ«- |" /თ2%+| /თრი 
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L /Cით.=| ” /C02+|. #Cიძ» 

L #თ4ი- | /თრ- L #Cთ4. 

I 
შეკრებით და შეკვეცით მივიღებთ 

/C0=|? /6)ძი+|  /ცით. 
ჩ- Cი-I Cი 

L #C)ძX= ს #C)ძX+ L #00ძი+..+ L”, #Cი0ძX+ I, თრ 

მთავარი დებულება 

განსაზღვრული ინტეგრალი რამდენიმე ფუნქციის ალგებრული 

ჯამიდან არის იმავე ფუნქციების განსაზღვრული ინტეგრალების 

ალგებრული ჯამი, ე.ი. 

I I დ) –თ(0)+VC)I# = | / (6) – |, თ(X)4++| V (4 

მართლაც, პირველი ამ ინტეგრალთაგანი არის: 

(თI/C>) –თ(»,)+VC, II» –4)+.--+L/ 6) –თ(6)+V/(6)|(ხ – »ჯ „I = 

= VIII (X,X»X, –«)+---+/(6X6-+X,,) – 6MIV(»,X», – «X---+დ(6X6- »,.,)I+ 

+ (სIVC, X» – თM-. --+V/(ხ)(ხ –-X) 1 = L #(თ)ძ»– L დ(X)ძ»X+ IV («> 

ან საბოლოოდ 
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4 
ხ ხ ხ ხ 

| Vთ-960+V0ი1%=| /C0ძ:- | დხიძთი+ | VCაძი 

დავამტკიცოთ შემდეგი დებულება განსაზლვრული ინტეგრა- 

ლების მიმართ: მუდმივი მამრავლი გამოდის ინტეგრალის გარეთ, 

ე.ი. 

| თCიძ: = ი + ცით 

მართლაც, (1) ფორმულაში დავუშვათ #(X) =C§5(X), მაშინ მი- 

ვიღებთ: 

ხ 
L C9§(X)ძX=C Iსიი|C(X1XX –ძ)+ 9(X2XX2 – XI) +...+ §(ხXხ–X,- 1) = 

ხ 
= 9. §(X)ძX. 

საბოლოოდ, 

5) ( ც)ძX=C IC 06) 

გავაერთიანოთ ეს ორი დებულება და მაშინ უფრო ზოგადი 

სახის ფორმულა გვექნება: 

ხ ხ ხ ხ 
I L4/C)+ 596) +CV60MX= 4 L #00ძX+8 1 860ძX+ CI VCX)ძ». 

გამოვიყვანოთ განსაზღვრული ინტეგრალის კიდევ ერთი თვი- 

სება: 

6) (თ=სა-« 

მართლაც, ძირითად (I) ფორმულაში მივიღოთ /(X)=1. მაშინ 

(1)-ის მარჯვენა მხარეში მოხდება შეკვეცები და დაგვრჩება 
ხ 

მხოლოდ ჩხ –ძ. საბოლოოდ, MI =ხ –ძ. 
ძი 
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ლექცია 2 

განსაყღვრული ინტეგრალის გეომეტრიული 

ინტერპრეტაცია 

დავხაზოთ მრუდი, რომელიც შემდეგი განტოლებით გამოიხა- 

ტება: »= /(X) ვთქვათ, /#(») ფუნქცია (თ,ხ) შუალედშია განსაზ- 

ღვრული. დავყოთ (ძ,ჩ) შუალედი და დაყოფის წერტილებიდან აღ- 

ვმართოთ მართობები Xჯ ღერძისადმი. 

ასე, თუ დაყოფის წერტილებს 4,X XI... X,-),ხ -თი აღვნიშნავთ, 

გაჩნდება (იხ. ნახ.4) სწორკუთხედები,” რომელთა ქვედა ფუძეები 

(X,,X,+1) (1=0,L..,M-1, Xი =ძთ, X, =6ხ) შუალედებია, ხოლო სიმაღ- 

ლეები –– #(X,) რიცხვები. 

აღვნიშნოთ ამ სწორკუთხედების ფართობები სათანადოდ 

#2, IX ...., 0), -ით და მათი ჯამი §4ა -თი: 

0, = #(»X> –თ), ” ჩ 

L = #M(იX> -X). 7) 

ნახ. 4 

შევკრიბოთ ყველა ეს ტოლობა, მივიღებთ: 

§ა = 0, + ს,+--.+ს, = #(X)C, – თ) + /(>XX –X)+-··+/ (ხ)(ხ – X.) 

აღვნიშნოთ L, სიმბოლოთი წერტილი /(»X) ფუნქციის გრაფიკ- 

ზე, რომლის კოორდინატები (X,./(X,)), რიცხვებია (I=1,.2....,7). 

ვთქვათ, #8 .....#, წერტილების რიცხვი უსასრულოდ იზრდება და 

მანძილები მათ შორის უსასრულოდ მცირდება. მაშინ ტეხილი ხაზი 

  

· · 
იგულისხმება, რომ / (X) > 0 ყველგან, (0,ხ) შუალედზე. 

8) 
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#IL,..ი” ,ფ უახლოვდება მრუდს და "ზღვარზე გადასვლით 

მრუდს გამოხატავს", §4-ს ზღვარი კი –- იმ მრუდხაზოვანი ტრაპე- 
ციის ფართობს, რომელიც შემოსაზღვრულია »-თა ღერძით, მრუ- 

დით და განაპირა X=ძთ და X»X=ხ ვერტიკალებით. მაგრამ §ბ ჯამის 
· ხ 

ზღვარი ანალიზურად არის I ჯსს და, საბოლოოდ, 
' ი 

ნ ე) 

| #(X)ძX = ფართი (იტ ჩ8ხი) ესაა განსაზღვრული ინტეგრალის გე- 
მ 

ომეტრიული აზრი. უფრო ზოგადად, რომ ავიღოთ ჯამი 

#(5)(% –6)+/(5)2 – »)+-+/(§X6-», ს), 

სურათი საბოლოოდ იგივე იქნებოდა, მხოლოდ სწორკუთ- 

ხედები -–– სხვანაირი. 

დებულება საშუალო მნიშვნელობის შესახებ 

ცხადია, რომ, თუ /C0>0 (/C9<0, ყველგან (9,ნ) -ზე, მაშინ 

(1 #C«>0 (შესაბამისად, ( #თ«-<თ, რადგანაც ჯამის 

ყველა წევრი მეტია (ნაკლებია) ნულზე. ახლა განვიხილოთ 

(/თ4«: ზოგად შემთხვევაში, რადგანაც /(») განუწყვეტელია 

(თ,ხ) შუალედში, მას ექნება თავისი მინიმუმიც და მაქსიმუმიც. 

პირველი აღვნიშნოთ 7I-ით, მეორე M-ით. მაშინ 

#< #(X) <VM, 

და, ცხადია, რომ · 

#60) -7»X>0, M – /V) 20. 

აქედან, ზემოთ გაკეთებული შენიშვნის თანახმად, 

ხ ხ 
IL ((თ-)ძი>0 და I (M – /60->0, 
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ხ ხ 
ან I ჩლა%-ოთნ-თ>0 და MC(ხ-თ)- I #0იძ 

ძ ძ 

საბოლოოდ გვექნება 

ხ 
I #ლ0იძ«>თC-იძ) და M(ხ-ი)> LL წელი 

თ ძ 

ამ უტოლობათა გაერთიანებით მივიღებთ: 

ხ 
თხ -თ) <| #C090ძ» < MC –ძ). 

ძ 

აქ ტოლობა შესაძლებელია, როცა /#(») მუდმივია და მაშინ 

#(X) =II= M. უტოლობისათვის (ვთქვათ, მარცხნივ) აუცილებელია 

#(X) არ იყოს ყველგან ტოლი VV-ისა. 

რადგან /(X) განუწყვეტელია (ძი,ხ) შუალედში და მისი ინტეგ- 

რალი იმყოფება ორ საზღვარს შორის: M#Iნ –ი) და M(ხ6-ი), შეგ- 

ვიძლია დავწეროთ: 

ხ 

| /თთი-#6-თ 
სადაც #M.<I1<VM, 

მაგრამ, რადგანაც #(»X) ფუნქცია განუწყვეტელია, ის გაივლის 

ყველა მნიშვნელობებს #-სა და M-ს შორის. ამიტომ, მოიძებნება 

ისეთი C წერტილი, რომელზედაც ფუნქცია გაუტოლდება IL-ს: 

#(CC =ს ინტეგრალისთვის კი გვექნება: 

ხ 

| #თ%=/ფტ-თ, C<<M. 
ეს არის საშუალო მნიშვნელობის პირველი ფორმულა. 

გავარკვიოთ უკანასკნელი ფორმულის გეომეტრიული სახე: 

ხ 
I #(აიი=ფართი (488.4) ხოლო #(8)(6 –8) =ფართი 

ძ 

საშუალო მნიშვნელობის ფორმულა გვეუბნება, რომ შესაძ- 

ლებელია ისეთი (§,/(§) წერტილის მოძებნა მრუდზე, რომ მრუდი 

2 ა. რაზმაძე I1+



წირითთ შემოფარგლული ფართი ამ წერტილის ორდინატზე 

აგებული სწორკუთხედის ფართით გამოიხატოს, ე.ი. მრუდი წირით 

შემოფარგლული ფართი სწორი წირით შემოფარგლულ ფართს გა- 

უტოლდეს. სხვანაირად, მოვახდინოთ "კვადრატურა". ამიტომ 

ხ 
| #CCთ; -ის გამოთვლას ეწოდება კვადრატურა. რაც შეეხება C-ს, 

ძ 
მის მოსაძებნად არავითარი ზოგადი წესი არ არსებობს. 

   
  წ 

X   

| 
| 
| 
| 
I 
| 
I 
3 

ნახ. 5 

ხ ხ 
განვიხილოთ შემდეგი კვადრატურები: | /თ4ძ» | #თ«, 

ძ 2 
ხ 

| /C«.... აქ დამოუკიდებელი ცვლადის აღნიშვნას არავითარი 
ძი 

მნიშვნელობა არა აქვს. განსაზღვრული ინტეგრალი არის მუდმივი 

სიდიდე და იგი დამოკიდებულია მხოლოდ ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ 

მყოფ ფუნქციის სახეზე და ინტეგრალის საზღვრებზე. ამიტომ ყვე- 

ლა ამოწერილი ინტეგრალი ტოლია: 

(/Cა«- | /თV= | /C«% =... 
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+ 
ახლა განვიხილოთ შემდეგი სახის კვადრატურა: I #(09/.. აქ 

ძ 
კვადრატურის ზედა საზღვრად ვღებულობთ ჯ-ს, რომელიც 4ძ-სა და 

ხ-ს შორისაა მოთავსებული, ი <X<ხ, /(X»X) კი განუწყვეტელი ფუნ- 

ქციაა (ძი,ხ) შუალედში. ისმება საკითხი, რას წარმოადგენს ასეთი 

სახის კვადრატურა? 

ცხადია, რომ ასეთი სახის გამოთქმა ზედა საზღვრის ფუნქციას 
XX 

წარმოადგენს. მართლაც, I #(C)ძ9 = MC) ინტეგრალში, როცა 
ძ 

X-ს შევცვლით, ინტეგრალიც შეიცვლება და მისი მნიშვნელობა 

მთლიანად X-ის მნიშვნელობაზეა დამოკიდებული. 

მივცეთ ახლა ჯ-ს ნაზრდი #X, მაშინ მივიღებთ 

X+40რXჯ 
ჩCL+4X)=| > 

ამიტომ 

X+#40X ჯ 
MCX+4ი – #C)= | #C0)# – I /”0)ძ, = 

X X+40 X X+40X 
= | /#0)ძ +| #0C)#– | #0) =| /#(0ძI. 

ძ Xჯ ძი X 

მაშასადამე, საბოლოოდ, მივილეთ შემდეგი დამოკიდებულება: 

X+/X 
MCX+ტა) – XC =| /()ძ/. 

გამოვიყენოთ უკანასკნელი ინტეგრალისათვის საშუალო 

მნიშვნელობის ფორმულა: 

X+404X 
#MდC+#ტ90-#ცე =| /#V)ძ1= /(X+6.ტXXX+#X-X)= 

= #CL+6.#4X)-#, 

სადაც 0<0 <1, გავყოთ ორივე მხარე #Xჯ -ზე: 
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M(X+ #X) – /(X) 
„დ-ი = /(X+60./#»). 

ასეთი დამოკიდებულება სამართლიანია ყოველი მცირე #»- 

ისათვის, თუ X»X-თან ერთად X+#40X-იც (იის) შუალედიდანაა 

აღებული. მაგრამ, როცა #X-30, #(X+6-/#)-ის ზღვარი არ- 

სებობს და /(X) -ის ტოლია, რადგანაც /(») განუწყვეტელია (თ,ხ) 

შუალედში. მაშ, ზღვარზე გადასვლით, როცა #X მიისწრაფვის ნუ- 

ლისაკენ, მივილებთ: M”(X) = /(X), ე.ი. M(X) ფუნქცია ისეთი თვი- 

სებისაა, რომ მისი წარმოებული ყოფილა ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ 

მოთავსებული #(») ფუნქცია. ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ, თუ #/(X) 

ფუნქცია უწყვეტია, მაშინ არსებობს ისეთი /(X), რომ XX) = #(X), 

»ჯ 
და ერთ-ერთი ასეთი არის #”L(X) =| # ()4I!. 

ძი 

ამგვარად, ყოველი განუწყვეტელი /(») ფუნქციის პირ- 
ველყოფილის არსებობა დამტკიცებულია. დიფერენციალური ალღ- 

რიცხვიდან ჩვენ ვიცით, რომ ყოველი წარმოებადი ფუნქცია გა- 

»ჯ 
ნუწყვეტელია. რადგანაც I #VXVI წარმოებადია, იგი განუწყვეტე- 

ძ 

ლი ფუნქციაცაა. 

განსაზყღვრული ინტეგრალის გამოთვლა 

ჩვენ ვნახეთ, რომ როცა /(») განუწყვეტელი ფუნქციაა (თი,#) 

შუალედში, მაშინ I  /თ)ძ, წარმოებადი ფუნქციაა ამავე შუალედ- 

ში და მისი წარმოებული არის /(C»). მეორე მხრივ ვიცით, რომ, თუ 
ავიღებთ I #C)ძX განუსაზღვრელ ინტეგრალს, ისიც ისეთი ფუნ- 
ქციაა, რომლის წარმოებული არის /(X), ე.ი. შეგვიძლია დავწეროთ 

შემდეგი დამოკიდებულება ამ ორ ინტეგრალს შორის: 
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I#V(9ძ«=C+ L #(ი« (1) 

ეს არის ფუნდამენტური დამოკიდებულება განსაზღვრულ და 

განუსაზღვრელ ინტეგრალებს შორის, ე.ი. თუ ვიცით | #Cთი, 

გვეცოდინება I#Cი«. დავამტკიცოთ შებრუნებული დებულება: 

თუ ვიცით I #C)«, გვეცოდინება /(-) ფუნქციის განსაზღვრული 

ინტეგრალიც: მართლაც, ვთქვათ, ვიცით I/თ« და აღვნიშნოთ 

: » 
#C0)-ის ერთ-ერთი პირველყოფილი %X(X) -ით. რადგან | #თ« 

ძ 
აგრეთვე ერთ-ერთი პირველყოფილია /#(») ფუნქციისა, ამიტომ 

გვექნება: 

I #0) =დცე+C თა 
ძ 

საინტერესოა ვიცოდეთ C-ს მნიშვნელობა . ამისათვის ავიღოთ 

X-ის ნაცვლად X»X=0ძ. მაშინ მივიღებთ: 

1 #Cთ4 =თ(0)+C 
ძ 

ძ 
და რადგან I #C0)იძ=0, გვექნება. რდ(ი)+C =0. 

რ 

აქედან დავასკვნით, რომ C=-CთX(ი) და (2) ფორმულა მიიღებს 

შემდეგ სახეს: | #თდ% =დC –«(4. ახლა შევიტანოთ აქ X=ხ 
ძ 

  

" საჭიროა ალინიშნოს, რომ C (2) ტოლობაში გარკვეული მუდმივია, 
X 

რომელიც ორი გარკვეული I #C)ძ! და დ(») ფუნქციების სხვაობას აღ- 
ძ 

ნიშნავს, მაშინ როცა ()) ფორმულაში იგივე სიმბოლო სულ სხვა 

შინაარსისაა: აქ იგი ნებისმიერი მუდმივის აღნიშვნას წარმოადგენს. 
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მნიშვნელობა, მაშინ მივიღებთ მთელი მათემატიკური ანალიზის 

ძირითად ფორმულას: 

ხ 

| /თაძ%=თდC) –<(თ. 
მარჯვენა მხარეს შემოკლებულად შემდეგნაირად აღნიშნავენ: 

დ(ხ) – დ(თ) =(თ(X15 და მას ძი და ხ საზღვრების ჩასმას უწო- 

დებენ თდ(») ფუნქციაში. ამგვარად, საბოლოოდ, 

ხ 

| #609%=თდდ)– დC) =(დC96. 
სადაც დ(») ერთ-ერთი პირველყოფილია /(»X) ფუნქციისა. 

განვიხილოთ ზოგიერთი კერძო მაგალითი: 

2 
ა I X2ძX ინტეგრალქვეშა ფუნქციის ერთ-ერთი პირ- 

4 

ველყოფილი არის =– და, გამოყვანილი ფორმულის თანახმად, 

ამ მაგალითის გეომეტრიული მხარე მოცემულია მე-6 ნახაზზე. 

V4 

2 

თ) » =ჯკუბური 

81-- -ქ8 
7-+ 

61 

21 ფართი (48C7#) = >. 

პარაბოლია, 

4 + 

31 

2414 

114 6 X 
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% 2. == 2 – _ იიC1L = 2) I, §10 XX =L- C05 XIგ“ = 00§ 7 + 00§0 =1. 

შესაბამისი გეომეტრიული სურათი ნაჩვენებია ნახ. 7-ზე. 

მრუდი X»=§IიX 

  

X – 
% “ ფართი(08C)=1 

თუ 8C სიმაღლეზე ავაგებთ კვადრატს, მაშინ ამ კვადრატის 

0! 

ნახ.7 

ფართი =1. 

(24 
ვ) „–= შეიძლება თუ არა გამოვიყენოთ აქ ჩვენი ძირითადი ჯ · 

ფორმულა? არა, რადგან 1 ფუნქცია განიცდის წყვეტას X=0 წერ- 
ჯ 

ტილზე. ამიტომ ავიღოთ შემდეგი სახის ინტეგრალი: 

ს. =1, 
1 Xჯ 

  ამ ინტეგრალის ამოხსნა ჩვენი ძირითადი ფორ- 4 (6-2. 
0 5ი0Xჯ 

მულით არ შეიძლება. თუ ინტეგრალის ქვედა საზღვრისათვის ნუ- 

ლის მაგივრად მივილებთ რომელიმე დადებით რიცხვს (მაგალი- 

თად, 7%# -ს), ინტეგრალის ამოხსნა შეიძლება: 

წნირრე ორო   
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ი სუ“; (ტ/25თXI2 = 47C5)ი 16 – #დაი+=7%- ტიიწი+. 

განხილული მაგალითებიდან ვხედავთ, რომ, თუ ვიცით ფუნ- 

ქციის პირველყოფილი, ამით მისი განსაზღვრული ინტეგრალიც 

ცნობილია. მაგრამ საქმე იმაშია, რომ უფრო მეტ შემთხვევებში 

პირველყოფილი არ ვიცით. მიუხედავად ამისა, განსაზღვრული ინ- 

ტეგრალი მაინც გამოითვლება. თუ რანაირად ხდება ეს, ამას შემ- 

დეგში დავინახავთ. 

გამოვიყვანოთ საშუალო მნიშვნელობის ძირითადი ფორმულა. 

ავიღოთ ორი ერთმანეთისაგან განსხვავებული ინტეგრალი: 

ხ ხ 

| #თი- | წცათ; 
ძი ძი 

სადაც /#/(X) და M(») განუწყვეტელი ფუნქციებია (ი,ხ) შუა- 

ლედში და ისინი ერთსა და იმავე წერტილზე ერთდროულად არ ის- 

ხ 
პობა, ვიგულისხმოთ, რომ I M(CX)იX# 0. აღვნიშნოთ სათანადოდ 

ძი 
დ(X) და დ(X»X)-ით /(») და ”(»X) ფუნქციების რაიმე პირველყოფი- 

ლები. თანახმად ძირითადი ფორმულისა, გვექნება: 

L/თ« (ით იხ) დ(ი) 
ელო ' დე)-დღ)' 

მაგრამ კოშის ინტეგრალური ფორმულის თანახმად, უკანასკნე- 

ლი ტოლობის მარჯვენა მხარე არის დ 2 ფარდობა, სადაც 8 რა– 

ღლაკცკ წერტილია (თ,ხ) შუალედიდარ. მაგრამ დ”(C) = /C§8), 

დ“X§) = #C§) და საბოლოოდ მივიღებთ: 

ხ 

| წთ "რ



ე.ი. არსებობს (ი,ს) შუალედში ისეთი C წერტილი, რომ ინტეგ- 

· რალების შეფარდება სათანადო ფუნქციების ამ წერტილზე მნიშ- 

ვნელობების შეფარდებაზე დაიყვანება. 

განვიხი-ლოთ უკანას- 

კნელი ფორმულის გეო- 
მეტრიული სახე (იხ. ნახ. VI 

8). 
დავხატოთ ორივე 

»=/C) და »=#MLC) 
მრუდი. ცხადია, რომ პირ- 

ველი ინტეგრალი გამო- „ 

სახავს (488,4ე) მრუდ- | IV 
წირული ოთხკუთხედის 

  

   
  

ო
ვ
ვ
ღ
ე
უ
ე
უ
უ
დ
ა
–
.
–
_
 

  ფართს, მეორე ინტეგრალი ვI ას X 

კი არის ფართი (#4,8,8:4#:). L –> 

რაც შეეხება ” შ 
#C0) _ #(C6)დ –ძ) წ 201092=24 0:52: ახ. 8 
IC) #()6-ი)” 

ის წარმოადგენს C წერტილის შესაბამის ორდინატებზე აგებული 

(ი,ნ) -ფუძიანი მართკუთხედების ფართობთა ფარდობას. პირველი 

ფარდობა შეიძლება შევცვალოთ მეორეთი. 

კერძო შემთხვევები ავილოთ /#/(»ა ფუნქციის მაგივრად 

#Cითი) ნამრავლი, IM(X) -ის მაგივრად C(»). მთავარი პირობა, 

რომ /(ჩ») და MC») ერთდროულად არ ისპობოდეს, აქ იმასვე ნიშ- 

ნავს, რომ თ(X) არ მოისპოს არსად (ი,ხ) -ზე. ვთქვათ, C(»X) 2 0 
ხ 

ყველგან (ძ,ხ) -ზე. მაშინ, ცხადია, | დ(X)თX 2 0 და წინა ყველა 
ძ 

პირობა შესრულებულია. ამიტომ, ნათქვამის თანახმად, არსებობს 

ისეთი C წერტილი (ი,ხ) შუალედიდან, რომ 

ხ 

| /თისიძ: 
> = /(§). 

I Cდ(X)ძX 
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ეს გვაძლევს შემდეგ კლასიკურ (საშუალო მნიშვნელობის) პირ- 
ველ ფორმულას: როცა Cდ(X)>0 (ან «#(X)1<0) ყველგან (თ«,ხ) -ზე, 

არსებობს ისეთი C წერტილი, რომ 

ხ ხ 

(, #0იდეიძ= /(წ) L დიიძX 

კერძოდ, როცა Cდ(X)=1, მივიღებთ ადრე გამოყვანილ ფორმუ- 
ლას: 

ხ 

| /თ0«%=/C06-თ. 
ავიღოთ კიდევ ერთი კერძო შემთხვევა. მივიღოთ ზოგად ფორ- 

მულაში /(X) = C(X)VI(>), MCი =Cდ()სMCთ) ვიგულისხმოთ, რომ 

ი(»>) და V(»X) ერთდროულად არ ისპობა და, ამას გარდა VI(X) >0 

(ან V(CX) <0). ასეთი შემთხვევისათვის ძირითადი ფორმულა გვაძ- 

ლევს: 
ჩხ 

| იიVთ« _ თ(C)V(6) _ დ(წ) 
- – , (ძი < C < ხ). ჩითითი  96%C-. <რ 

მიუხედავად ამ ფორმულის გარეგნული სახისა, შედეგი მაინც 

დამოუკიდებელი აღმოჩნდა V/-სახეზე, რადგან, ცხადია, C=C-ზე 

დამოკიდებულია V/-ს არჩევა.9 

ლექცია 3 

საშუალო მნიშვნელობის მეორე ფორმულა 

ჯერ დავამტკიცოთ აბელის ლემა: ვთქვათ, წ), 6, ..., 6, სიდი- 

დეები დადებითია და შეადგენენ კლებად მიმდევრობას: 

6ა>86,>6, >--> 6.. 
ვთქვათ, მოცემულია აგრეთვე ნებისმიერი Vი,.....I, სიდი- 

დეები. შემოვიტანოთ აღნიშვნები: 
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50 = M0, 

8) =M0+VMI, 

§,„ =M0+LM)+...+Mი. 

ვთქვათ, რომ ყველა §,(0 =<1< 7) იმყოფება (#,8) შუალედში: 

455, <8. 

ასეთ პირობებში ყოველი ნწიMი +6)V, +...+8,V, (0< 6 <7) ჯამი- 

სათვის გვაქვს: 

#65 <5 6იMი + 6,M,+->·+6,M, < 86. 

დასამტკიცებლად, ავიღოთ რაიმე #(0< § </) და წარმოვადგი- 

ნოთ V = 60Mე + 6)V, +...+6,M, ჯამი შემდეგი სახით: 

" = 6050 +6I(5) – §501)+ 62(§2 –5)+..ნი(წი-ზი-))= 

=30(60 – 6))+5)(6| –62)+...+5”ა-I(6,„-| –6”)+5§ეზი. 

მაგრამ სიდიდეები წე – 8), 6, – ნე,..,ნ”-| –8,, პირობის ძალით, 

ყველა მეტია ნულზე, ხოლო ჯ#ე,§ი...,§, მოქცეულია # და 8-ს შო- 

რის. ამიტომ მათ ნაცელად თუ #-ს ჩავწერთ, გვექნება 

CV > 4(60 – 6, +6) – 6 +...+6,.)| – 6, +6,) = ტ6ი. 

საბოლოოდ: V => 46,. 

იმავე წესით მივიღებთ: V < #8წ8ი. 

მაშასადამე, შეგვიძლია დავწეროთ: #8: <VC < 88ე და აბელის 

ლემა დამტკიცებულია. 
ახლა ავიღოთ (ი,ს) შუალედზე განუწყვეტელი /(») და §(X) 

ფუნქციები, რომელთაგან §(ჩ») კლებადი და დადებითია მთელს 

(თ,ხ) -ზე. გავიხსენოთ, რომ 

| #Cაჯთ«: =1Iიი(§(5,)/ (61XX – 9)+ §(62) /(62XX2 – X)+... 

--+8(C)/(5X6-»,,)| 
, 
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სადაც რ0,XI,.-Xგ-),ხ (ი,ხ) შუალედის რაიმე დანაწილებაა და 

ყოველი 6V7(I =1,2.....,) X,-,1 და X-ს შორისაა მოთავსებული. 

ნ,რიცხვები, საშუალო მნიშვნელობის პირველი ფორმულის ძა- 

ლით, შეგვიძლია ისე შევარჩიოთ, რომ (LX, –X;-1)/ (C;)= 
X 

=| ' # (ეთ. ასეთ შემთხვევაში გვექნება: 
X-I 

ხ X 
L /C0ძ«=სთ(§6))| #6)ძX+ §(8ე) I. #C)ძა+...+ 

ხ 

+§(6,)| _ /60რა. 
აღვნიშნოთ: ” 

წე = §(6),6, = §(6.)...., 8,., = §(5), 
X »X ხ M0 =I. 1 #Cთ)ძ MM =I #(CX)თი..., Mგ-) = 1 (X)ძX. 

- 

მაშინ, აბელის ლემის აღნიშვნებს თუ გავიხსენებთ, გვექნება: 

ხ 
§0 -|” /# Cიძ 5 =|I “ # Cიძ»...., ზი = | /Cი« 

ცხადია, რომ ყველა ინტეგრალი IL #(X)თ IL" #(X)ძ..., 
ძ ძ 

ხ ჯ 
| #თ« მოთავსებულია ინტეგრალის IVთ« (X იცვლება შუა- 
ძ ი 

ლედში) მინიმუმსა და მაქსიმუმს შორის (ეს უკანასკნელნი არ- 

X 
სებობენ, რადგან | #თ4! განუწყვეტელ ფუნქციას წარმოად- 

ძ 
გენს). აღვნიშნოთ ეს მინიმუმი და მაქსიმუმი # და 8-თი. მაშინ ყვე- 

ლა პე, 9), ე მოთავსებულია # და 8-ს შორის. 

ამას გარდა, ნი,6),..6, კ წარმოადგენს დადებით რიცხვთა 

კლებად მიმდევრობას (#(») ჩვენი პირობის თანახმად, დადებითი 
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და კლებადია). ჩვენ ვხედავთ, რომ აქ დაცულია აბელის ლემის ყვე- 
ლა პირობა. ამიტომ 

48(6))<8(6))| ' /C0+§C2)| ” /60#+..+ 
ხ 

+8(»)| _ #(00+<§(6.. 

გადავიდეთ ზღვარზე, როცა შუალედთა სიგრძეები ნულისაკენ 

მიისწრაფვიან. მაშინ §(§,)) მიისწრაფვის #(0) -საკენ და მივიღებთ: 

ხ 

496) <| §Cა/Cაძ:< 8§C9. 

უკანასკნელი ტოლობიდან მივილებთ: 

ხ 

| §თ0/Cთ4« 
ტდ? რ პჰ„ <8 

8(0) 

ჯ 
ახლა შევნიშნოთ, რომ I #C, განუწყვეტელი ფუნქციაა 

ძ 
(ი,ხ) შუალედზე, რომლის მინიმუმი და მაქსიმუმი შესაბამისად # 

და 8 რიცხვებია. ამიტომ ამ განუწყვეტელ ფუნქციას (ი,ხ) შუალე- 

დის გარკვეულ C წერტილში ექნება #-სა და 8-ს შორის მოთავ- 

სებული სასურველი რიცხვითი მნიშვნელობა. კერძოდ, მოიძებნება 

ისეთი C, რომ 
ხ 

: | §C0/C4: 
I #(CX)ძLX=-----–- 

4 §8(0ი) 
ანუ 

, : | §0/C0«- §C)) "704 

ესაა საშუალო მნიშვნელობის მეორე ფორმულა: 
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ჩვენ რომ აგვეღო არა კლებადი, არამედ ზრდადი მიმდევრობა, 

აბელის ლემის დასკვნაში მივიღებდით: #68, <V < 86, ამის შედე- 

გად, თუ ყველა ძველ პირობებში V(») ზრდადი და დადებითი ფუნ- 

ქციაა (ი,ხ) -ზე, საშუალო მნიშვნელობის მეორე ფორმულას ექნება 

სახე: 

ხ 5 |, #Cათიით; = 6) | ”/Cაძ» 
ძ 

არსებობს საშუალო მნიშვნელობის მეორე ფორმულის ზოგადი 

სახე, რომელშიაც «C(X) -ის ნიშანს არავითარი მნიშვნელობა არა 

აქვს (ოღონდ Cდ(X»X) კლებადი უნდა იყოს). 

მართლაც, ვთქვათ Cდ(») (ნებისმიერი ნიშნის) კლებადი ფუნ- 

ქციაა (ი,ხ) -ზე და %(») აღნიშნავს 

რც) =თ(0)–დ(). 
ცხადია, თ(») კლებადი და დადებითი ფუნქცია იქნება (0,6) 

შუალედზე. ამიტომ მისთვის შეგვიძლია დავწეროთ ზემომოყვანი- 

ლი ფორმულა: : 

გ § : |, /თდდთთ=%C4| '/C0იი= (X4) –8C0))| '/C0ი 

ახლა ეს ტოლობა შემდეგნაირად გადავწეროთ: 

ხ ხ ხ 

|, /CთიCი – %6))რ= | /C)დ6იი»-– დ(6)| /C0ძ= 
: § = დ(9)| '/(X00–დC)| '/(20. 

ხ 
უკანასკნელ ფორმულაში ინტეგრალი | #თ4: დავშალოთ 

ძ 
შემდეგნაირად: 

(/Cი«თ- წ/თრ-(/თ4“ ა 
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მაშინ მივიღებთ: 

ხ 8 ხ 
| /Cაილი«=თ()| /60რ+60)|”/60ძ-+დდ)| /ცაძ- ძი ძ 4 § 

§ –დდ)) '/აძ 
მაშასადამე, ზოგად ფორმულას აქვს სახე: 

ხ ხ ხ 
| /Cთდა«-=დ(9)| '/(0ძ-+6დ)|, /Cი« 
ძ ძ 6 

უკანასკნელ ფორმულას ვეიერშტრასის ფორმულა ეწოდება. ეს 

ფორმულა სამართლიანია ყოველთვის, როცა დ(X) კლებადი ფუნ- 

ქციაა (ი,ხ) -ზე.“ 

ავიღოთ მაგალითი: 

% 
(2 »” C05 XX. 

ჩვენ ვიცით, რომ C0% დადებითი და კლებადია (0,7) შუა- 

ლედზე. ამიტომ გამოიყენება საშუალო მნიშვნელობის მეორე 

ფორმულა: 

(2 Xჯ? C05 XთX = 60§ ი( ჯ?ძX= L X2ძX = §. 

სადაც 0<6<%%. 

  

X ცხადია, ფორმულა სამართლიანია ყოველთვის, როცა Cთ(») მონო- 

ტონურია (ძ,ხ) -ზე, მართლაც, თუ C(») ზრდადია, ცხადია, C(X) კლე- 

ბადი ი. იქნება და, ამიტომ, უკვე დამტკიცებული დებულება 
0 

I /ითნი«= | CC /C2)(-თ()4»= –ი(4|' (CC #C)MX-თ9)|,(-#C0#»- 
=თ (I /( M)ძ»+Cთ()I. /( X)ძX 
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ინტეგრაციის მეთოდები 

განსაზღვრული ინტეგრაციის გამოთვლის ამოცანა ერთბაშად 

წყდება, თუ მოხერხდა ინტეგრალქვეშა ფუნქციის პირველყოფი- 

ლის მოძებნა. მაშინ უკანასკნელში უნდა მოვახდინოთ საზღვრების 

ჩასმას და განსაზღვრული ინტეგრალი მოძებნილია. მაგრამ 

ზოგეჯერ არ არის საჭირო პირველყოფილის ცოდნა. განსაზღვრუ- 

ხ 
ლი ინტეგრალის ამოხსნა გარკვეული # =| #(CXა)ძX რიცხვის მო- 

ძი 

ძებნაში მდგომარეობს და მის მოსაძებნად არსებობს ინტეგრაციის 

გარკვეული მეთოდები. 
1. ცვალებადის გარდაქმნა ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ. 

ხ 
მოვახდინოთ | #თა« ინტეგრალში X=CV) გარდაქმნა, სა- 

ძ 

დაც ! ახალი ცვალე- 
ბადია. ვიგულისხმოთ 

დ) არის განუწყვე- 

ტელი და X-ის ყოველ 
მნიშვნელობას (თძ,ხ) 

შუალედში (ს მხო- 

ლოდ ერთი მნიშვნე- 

X ლობა ეთანადება და 

” პირიქით, ე.ი. (CI) 

არის მონოტონური 

(ზრდადი ან კლებადი). 

ვთქვათ, ძი =დ(თ), ხ=C(8). როცა! იცვლება თ და ჩ-ს შორის, 

მაშინ X გაივლის ყოველ მნიშვნელობას თ და ხ-ს შორის მხოლოდ 

ერთხელ (იხ. ნახ. 9). 

დავწეროთ ჩვენი ინტეგრალი ცნობილი სახით: 

  

  

ნახ. 9 

ჩხ 

IL #Cთ4: =1Iიი(/ (6)XX –ი)+ #(62XX –X)+...+ /(6„Xნ6 -– Xა-I)I 

სადაც 6,,6:,.,66, იმყოფებიან სათანადო ელემენტარულ 

(ი, ი, (XX) ·-(CX,,ნხ) ინტერვალებში. აღვნიშნოთ თ-ს შე- 
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საბამისი I-ს მნიშვნელობა C-თი, », -ის ჩ -ით,..., და ჩ-სი ც6-თი. მა– 

შინ, ლაგრანჟის' ფორმულის თანახმად, გვექნება: 

X,-ძ= თL,)-დთ(თ)=დ'(”, IM –თ), (თ <7, <(,). 

X; – X, = თ(/;) – დ(I,) = თ” (<, XL; –!,), (ი <%; <«) 

ხ- > =9(8)-თ(, ,)=თ(-Xჩ-”) (-<=“<08) 

ამასთან (ვინაიდან C),6ე...,6, წერტილების შერჩევა ნებისმიე- 

რად ხდება (0ძ),X), (XI, X2),..,(„-|,ნ) შუალედებში), შეგვიძლია 

ჩავთვალოთ, რომ 

6, = დ(?,). 6 = თ(დ)),...,5, = თ(L, I 

ამის შემდეგ ცხადია, რომ 

#(61XX, – ი)+ #(62XX – X.)+...+ /(6„Xნ – Xგ-) = 

= / ICდ)M<X6 – თ)+ /ICC<2)I%I=2Xრ6 –49)+...+ 
+#IVC,)M/CX8 –/ა-,). 

ახლა უკანასკნელ ტოლობაში ზღვარზე გადასვლით (როცა 

ყოველი (C/,.1,+1) შუალედის სიგრძე და მასთან ერთად, Cდ(I) ფუნ- 

ქციის უწყვეტობის გამო, (X,,X,+)) =(%(I,).Cდ(,,+,)) შუალედის სიგრძე 

მიისწრაფვის ნულისაკენ, დ/,) ფუნქციის უწყვეტობის შემთხვევა- 

ში), მივიღებთ 

IV (X)ძX = L #IდC) LC). (C)) 

  

" ახლა გამოჩნდა, რომ C(X») -ს, გარდა უწყვეტობისა, უნდა მოვგთხო- 

ვოთ წარმოებადობაკ და, როგორც ქვემოთ გამოირკვა CX(») 

წარმოებულის უწყვეტობა, ამასთან, მსჯელობაში ქვემოთ ნაგულისხმევია, 

რომ დ(X) ზრდადი ფუნქციაა. 
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უკანასკნელი ფორმულა არის ცვალებადის გარდაქმნის ფორ- 

მულა ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ. საზოგადოდ, Cდ(,) ფუნქციის შერ- 

ჩევისათვის არავითარი კანონი არ არსებობს. 

ახლა ვიგულისხმოთ, რომ (C(,) არ არის მონოტონური ფუნქცია 

(მაგალითად, განვიხილოთ ნახ. 10-ზე წარმოდგენილი შემთხვევა“). 

აქ, როგორც ნახაზზე ჩანს, ჯ-ს ერთ მნიშვნელობას »-ის რამდენიმე 

მნიშვნელობა შეესაბამება. მოვიქცეთ შემდეგნაირად: დავანაწი- 

ლოთ (C,ჩ) შუალედი 
ისეთნაირად, რომ თი- 

–- – თოეულ ნაწილაკ შუა- 

ლედში ფუნქცია CC) 
მონოტონური იყოს. 

შემოვიტანოთ შემდე- 

გი აღნიშვნები: 

XX  9V)=თ, Cთ(/)=თ, 
(73) = 03, 

მაშინ გვექნება: 

  

ნახ. 10 

I #თა«= |  / IდთIიი«, 

I '“/თთ- I” #ICC) იი), 
C1 

| 

ჩხ ჩ , 

I #(ით =| #IთთIითთ, 
C2 

V2 

შევკრიბოთ ეს გამოსახულებები. მივიღებთ 

ხ 8 , 

IL #(9X -I. ”ICCI)1დ (14. 

(აქ უნდა გვახსოვდეს, რომ სხვადასხვა (თ,VI) (VI,V2),. (V2,%3) 
შუალედებში დ() ფუნქციას სხვადასხვა სახე აქვს). ამგვარად, 
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ფორმულა ცვალებადის გარდაქმნის შესახებ ინტეგრალის ნიშნის 

ქვეშ, სამართლიანია ზოგად შემთხვევაშიაც. მიუხედავად ამისა, მი- 

სი გამოყენება დიდ სიფრთხილეს მოითხოვს. ნათქვამის თვალსაჩი- 

ნოებისათვის განვიხილოთ შემდეგი კლასიკური მაგალითი: 

+! 

6-2 
3 

ინტეგრალში მოვახდინოთ გარდაქმნა Xჯ =,X , ე.ი. ;=%X2, აქ 

როცა X=1+I, ვღებულობთ LI და ამიტომ, მოყვანილი წესის ფორმა- 

ლური გამოყენება, რადგან ძX -2/%V, გვაძლევს: 

L #= '3,MV =0, 

- 12 

ე.ი. გამოდის, რომ 2=0. 
ამ უაზრობის მიზეზი ისაა, რომ ჩვენ მხედველობაში არ მივი- 

ღეთ ერთი გარემოება: ყოველ X-ს (-1, +I1) შუალედიდან წესის გამო- 

საყენებლად ერთი მაინც ! უნდა შეესაბამებოდეს, მაშინ როცა 

»ჯ=4V/3 მუდამ დადებითია. შეცდომის შესწორება შესაძლებელია, 

თუ მივიღებთ შემდეგს: 

როცა -1<X<0, უნდა ავიღოთ »ჯX=-V2, ხოლო, როცა 

0<X<1,მაშინ ჯ= V3 . ახლა სათანადო პასუხსაც მივიღებთ: 

წი - (M+/C--|3ირის | 3 –I+-2. 

– –I 0 09 
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ლექცია 4 

ნაწილობითი ინტეგრება 

ინტეგრალური აღრიცხვიდან ვიცით, რომ ნაწილობითი ინტეგ- 

რების ფორმულა განუსაზღვრელი ინტეგრალებისათვის: 

|#9V=ა– |, 

სადაც M = C(X),ს = VI(X) 

ჯ Xჯ 

გავიხსენოთ, რომ |» =C+ | >» და | =C + | სადაც 

ძ ძი 

C და C” ,მუდმივებია. მაშინ, პირველი ფორმულა გადაიწერება შემ- 

დეგი სახით: 

ჯ _ X 
|#=2 +Vს- | , 

ძ ძი 

სადაც C აღნიშნავს C+C" ჯამს. მივიღოთ ამ ტოლობაში X=ძ. 

ეს მოგვცემს: 0=6+ სVL , საიდანაც C = -IMVს · 

მივიღებთ რა ყოველივე ამას მხედველობაში, შეგვიძლია დავწე- 

როთ: 

X 

CI = IMVI. – Iსს - I = წუ. - IM 

ახლა, ვთქვათ, X=ხ, მაშინ მივიღებთ: 

ხ ხ 

I MთV = ს»L – I VყI 
ძ 

ძ 

უკანასკნელი ფორმულა არის ნაწილობითი ინტეგრაციის ფორ- 

მულა განსაზღვრული ინტეგრალისათვის. მისი გამოყენების აზრი 

მდგომარეობს იმაში, რომ შესაძლებელია მეორე ინტეგრალი უფრო 

მარტივი აღმოჩნდეს, ვიდრე პირველი. 
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განვიხილოთ მაგალითი: 

% : % 
ჩია XCX = IL– XC0§ წ – (Cიი X)თX, 

0 0 

ანუ 

% % : 
X§8Iი XძX = C05 XX = (510 »X 2 =1 

0 0 

მოვახდინოთ ნაწილობითი ინტეგრაციის ფორმულის განზოგა- 

ხ 
დება. ავილოთ შემდეგი სახის ინტეგრალი: | VV +, სადაც 

, ძი 

„(M%)) არის V-ს M+1 რიგის წარმოებული, ე.ი. ცოთა მჯ-ძცი), 

მაშ შეგვიძლია დავწეროთ: 

|სათასტ, = „ო _ (ტგროგ , 

ძ ძ 

ხ ხ 
–| ს ძა; = -სცთ-სჯ +I კი სძჯ, 

ძი ძ 

ხ ხ 
I კარს ძჯ= LI. –| კში 2ძჯ, 

ძ რ 

Cს ჩ „რი,=Cს"სრ,წ –Cს არით, 

ყველა ამ ფორმულის შეკრება მოგვცემს: 

.. Cთ+) თ) _ ,/,(იM–1) კ ,,4,M-2) ი» ლ) 
L« ძX = |VV"” – V” +M#MV –..+(-1) MI ”VL+ 

ძ 
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+ ლიქლლიი VძX. 
ძ 

ესაა ნაწილობითი ინტეგრაციის ზოგადი ფორმულა. მას დიდი 

გამოყენება აქვს. 

ვთქვათ, მოცემულია შემდეგი სახის ინტეგრალი: 

( ცალ“ კ (X=00M51), 

სადაც MX») არის რაიმე M-ური რიგის პოლინომი X-ის მიმართ. 

CთVX 

თუ მივიღებთ: V =/X»), V-მ MC)=6C%, მაშინ „აC0=<-, 
CXჯ 

  

CVX 

„სა =-+,.., XX) =-“ 
CV 

ცო”1! 

ამის გამო ნაწილობითი ინტეგრაციის ზოგადი ფორმულის გა- 

მოყენებით, ჩვენი ინტეგრალი შემდეგი სახით წარმოგვიდგება: 

  

თე! 

CX 2X ხ 

L ნცა2-V = #თ%-7თნ+. .-+-C0შნროცე-ი | 
(74 

ვინაიდან #X») -ის #M+1 რიგის წარმოებული ნულია. 

გამოვიყენოთ იგივე ფორმულა უფრო ზოგადი შემთხვევისათ- 

ვის. მივიღოთ M(X) = /(X), M(X) = 6-X" 2) 

მაშინ 

MX) = _ხ-» _ _ ჯ” 7(63) = _6-X)  _ _ ჯ)" „) (X) = (–1)” – თ-I! ” – თ-2)!” · 
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ამიტომ ნაწილობითი ინტეგრაციის ზოგადი ფორმულა მოგ- 

ვცემს: 

(CI. 

| 

აქაც ინტეგრალი მარჯვენა მხარეში მოისპობა, რადგან V-ს ი+1 

ხ 

+| 6- ა/რ სცეძი= 4-»” 9 „ოც სხ-2-. 9 „რსცი+ 

ხ 
+..+            

რიგის წარმოებული ნულია. ამასთან, ცხადია, რომ მარჯვენა 

მხარეში ზედა ხ საზღვარზე ყველა წევრი (გარდა /(X»X) -ისა) ნულის 

ტოლი აღმოჩნდება, რაც საბოლოოდ მოგვცემს: 

(ხ– 2 (ხხ- 2 #C) = #C2 აჯ5-0 რ თ)+665- თ /”ე+..+95-0 „რ(ი)+ 

++ L 6-)”/რსსცე. 

ეს, ცხადია, არის ტეილორის ფორმულა /(») ფუნქციისათვის, 

რომელშიაც ნაშთი ინტეგრალის სახით გვაქვს წარმოდგენილი: 

1 ცხ 

ხა =- | 6-ს» /რმიეთ. 
MI “ძი 

შევეცადოთ ეს ნაშთი დიფერენციალური აღრიცხვიდან 

ცნობილ ნაშთს დავამსგავსოთ. ჩვენ ვიცით შემდეგი ფორმულა: 

ხ ხ 

I # (იდლიძთ:= /C)| დ(აძ», თუ «დთ() ინარჩუნებს ნიშანს 
ძ 4 

მთელს (ი,ხ) შუალედში (საშუალო მნიშვნელობის !1 ფორმულა). 
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რადგან (ხ – X)” ფუნქცია (ი,ხ) შუალედზე სწორედ ასეთია, მისი 

გამოყენებით მივიღებთ: 

(I+!) _ ა ი+I ხ თ+ს 

ჩათი ბარი 6 რა 6-90-) „7 დ _ 
”/. ძ #M+1 #! 

ძ 

_ დხ- თა”! 

C+L! #C0+) (CC), სადაც თი<<ხ. 

ამგვარად, ჩვენ მივიღეთ ნაშთი ლაგრანუჟის სახით. მაშასადამე, 

ლაგრანჟის ნაშთის სახე წარმოადგენს ნაშთის ახლად მიღებული 

ფორმულის შედეგს. ახალ ფორმულას ის უპირატესობა აქვს, რომ 

მისი საშუალებით შეიძლება ნაშთის გამოთვლა. 
ახლა განვიხილოთ საკითხი "ინტეგრალის გაწარმოების შე- 

სახებ ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ". 

ხშირად, განსაზლვრულ ინტეგრალში, გარდა დამოუკიდებელი 

ცვალებადისა, შედის რაიმე თ პარამეტრი. მაგალითად, 

+ თ! თ -თ 8 |+“«-= –__ _9 _9 __. 

« 1 
C C 

– 

აქ, რა თქმა უნდა, ინტეგრაციის შედეგი წარმოგვიდგება რო- 

გორც თ-ს ფუნქცია. ისმება კითხვა: როგორ მოვძებნოთ ამ ფუნ- 

ქციის წარმოებული თ-ს მიმართ. ზოგად შემთხვევაში განსახილავი 

ინტეგრალი შემდეგი სახისა იქნება: 

ხ 

| #C,თ«= #Cდი 
ძმ 

#(CX» თ) ფუნქციის შესახებ ვიგულისხმოთ, რომ: 
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1) 7(X,თ) განუწყვეტელია, როცა 9 <X<ხ და თ, <თ<თ;.2) ამ 

ფუნქციას აქვს კერძო წარმოებული თ-ს მიმართ: 

, _ მ/ (V, თ) 
#Cთ)=---=-“, 

და ეს წარმოებული განუწყვეტელია (X.თ)-ს იმავე მნიშვნე- 

ლობებისათვის. აქ შესაძლებელია ორი შემთხვევის განხილვა: 1) 

როცა თ შედის მხოლოდ ინტეგრალქვეშა ფუნქციაში და 2) როცა 

თ-ს შეიცავენ ძ და ხ საზღვრებიც. განვიხილოთ ჯერ პირველი 

შემთხვევა და მოვნახოთ VCთ) ფუნქციის წარმოებული. რადგანაც 

#(X,თ) განუწყვეტელია, ამიტომ V”L(Cთ) არსებობს. დავამტკიცოთ, 

რომ (თ) აგრეთვე განუწყვეტელია. ავილოთ ჩვენი ინტეგრალი 

ხ 
/ე((42) =| #C(CCთ)ძX და განვიხილოთ თ-ს მცირე #თ ნაზრდისათეის 

ძ 

ხ 
”(C+ ბთ) = | /7C,თ+#40)ძ. 

ძ 

მაშინ ლაგრანჟის სასრული სხვაობის ფორმულის გამოყენება 

მოგვცემს: 

ხ ხ 
VCC+#4ტთ) – #CCი = I #00 თ+#40)ძX- I #6C0)ძ« = 

ხ 

= I. Cთ+ #სC)ძX – #L(X, თ)» = I #თ· /ც(X,X+ 0.#/თ)ძთX 

აქ ტ დამოუკიდებელია »-საგან და შეგვიძლია გამოვიტანოთ 

ინტეგრალის ნიშნის გარეთ. ამასთან, რადგან /(X,თ) განუწყვეტე- 

ლია ნებისმიერი §>0 რიცხვისათვის, როცა #ძთ მცირეა, გვექნება: 

I/ CC თ+ #C) – /CX, თ) <8, მაშინ მივიღებთ: 

ჩხ 
IICC+#09) – #(C)) = I წ”C,თ+#ტძ) – /C. თ). 
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ხ ხ 
მაგრამ, საზოგადოდ, - §(X)ძX < | §თრ , 

  

მართლაც, რადგან 

–|§(X) < §(X) <|§(«| 

გვექნება: 
ხ ხ ხ 

– | I§CC-<| §C0«5 | |§C-I«-, 
ანუ 

  
(ათრ <| I6C)რ. 

ამ უტოლობის გამოყენებით M(Cთ+ 4ტთ) – XC) სხვაობისათვის 

მივიღებთ: 

ხ ხ 
I”(C+4ძ) - წ(C)< | |/(C>C+ თ) – /(X,თ)Iრი <6 | ძ«= 56 – ი), 

ძ რ 

თუ რთ - საკმარისად მცირეა. მაშ, MCთ+ #0) – I#C0) –> 0, როცა 
#თ–320, ე.ი. /(თ) განუწყვეტელია. 

ხ 

ახლა გავყოთ VX(X+#თ) – X(Cთ) = ტთ.| #+C,თ+მ. თ)» ტო- 

ლობის ორივე მხარე #თ-ზე: 

#(CCX+ #თ) – XCთ) _ ხ 
> |,/2თთ+0-ტთაძი. 

ჩვენი პირობის თანახმად, /ტცსთ) განუწყვეტელია დახურულ 

არეში ი<X<ხ და თ,<თ<თე. მაშინ ის ამავე არეში იქნება თა- 

ნაბრად განუწყვეტელი და ყოველი §>0 რიცხვისათვის გვექნება 

IC(X თ+ ტთ) = /6(Xთ)+თ, 

42



სადაც IთI<6 თუკი |ტთI<ი; აქ უ შესაბამისი დადებითი რიცხვია, 

ჯ-ისა და თ-ს ყოველი მნიშვნელობისათვის ჩვენს არეში. მაშასადა- 

მე, 

ხ. , დ ხ 
I /#2(-თ+0.4თ)ძ»= | /20Cთ)ძ» +| XX თ)ძX. 

უკანასკნელი ინტეგრალი, თუ |ტთI<აუ, თავისი აბსოლუტური 

მნიშვნელობით <6Cხხ-მ) და, მაშასადამე, 

სთ ჯX(CC+ #0) – MCთ) . §., ხ , 

#CX-–30 #C = სთ. #თC(CC თ+ 0.ტთ)ძX =L IV(X თ)ძX. 

ამგვარად, M”(თ)-ს წარმოებული არსებობს და „ტოლია 

ხ 
| #4 თ4: ინტეგრალისა: 

(74 

/ ხ / სდ) = I, /2CC თ)ძი. 

გაწარმოება პირველ შემთხვევაში მოხდენილია. 

ახლა, ვთქვათ, თ შედის როგორც ინტეგრალქვეშა ფუნქციაში, 

ისე საზღვრებშიაც, ე.ი. ი=ი(თ), ხ=ჩ(თ). ვიგულისხმოთ, რომ ეს ორი 

ფუნქცია განუწყვეტელი და წარმოებადია თ,<თ<თ; საზღვრებში. 

რადგან 

ხ 

MC) = 1 #C თ)ძ» 

ხ(თ+#4თ) 
#MC+40)= | /760Cთ+40)ძX, 

ძ(თ+#4თ) 

გვექნება: 
ხ+ატხ ხ 

MCC+40) – MC) = | “ა /0-თC+40)რი- | /Cთძი= 

43



= I % (X,თ+/#C) – /(X,Cთ)MIX+ (7C თ+ #თ)ძX – 

0+4ტ49 
–| #(X,ო+ #თ)ძX (1) 

დავარქვათ ამ ინტეგრალებს სათანადოდ I, II და III ინტეგრა- 

ლები, ცხადია, რომ 

I> (VCთ თ+#ტ0) – /(CL,თ)1II- = ბთ!” #.(X,თ+0.#0ო)ძ». 

II-სათვის გვაქვს: 

ხ+4ხ 
0=| 7(=<C+ტიაძი= /6+0.ტხ,თ+ტი)-ტხ 

ასევე 

ძთ+#40ძ , 

III= | #C>Cთ+/#თ)ძX= /(თძ+19 ტ0ი,თ+ #თ)· #თ 
ძი 

მიღებული მნიშვნელობები შევიტანოთ (I) გამოსახულებაში და 

შედეგი გავყოთ #ტთ-ზე: 

X(C+ 00) – M(Cთ) _ > ტხ 
#თ | /#(თ0ღ+0460არ+/6+6-4ხ,თ+4თ)-4+”-- 

– 7C+9”-ტი,თ+ ტი). 55, 
ტით 

გადავიდეთ ზღვარზე, როცა #თ-)0. თუ ზღვარი მარჯვენა 

მხარისა არსებობს, მაშინ არსებობს მარცხენა მხარის ზღვარიც. 

ვნახოთ, რაც უდრის მარჯვენა მხარის ზღვარი. ზღვარი პირველი 

ხ 
წევრისა არის I #თCCC თ)ძX; განვიხილოთ ზღვარი მეორისა. რად- 

ძ 

გან ჩვენი პირობების თანახმად, (თ) ფუნქციას აქვს წარმოებული, 
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ამიტომ +” ს ზღვარი იქნება ა და მეორე შესაკრების ზღვარი 

იქნება /6,თ)4>. სავსებით ასევე, მესამე შესაკრების ზღვარი იქ- 

ნება - /(Cფთ) 9. მაშ, არსებობს მარცხენა მხარის ზღვარიც, რო- 

მელიც არის #Xთ). საშუალოდ მივიღეთ: 

, ხ , ძხ ძ Lდიე =|I. #6Cთ)ძი+ /C,0)<-- /(4,თ)<C. 

ესაა გაწარმოების ზოგადი ფორმულა პარამეტრის შემცველი 

ინტეგრალისათვის. 

განვიხილოთ მაგალითები: 

  

I ი% ' იი I 
IC ძX = I ა > ცხადია, რომ ამ შემთხვევაში ჩვენი 

ყველა პირობა დაცულია. გავაწარმოოთ ეს ინტეგრალი თ-ს მიმართ 

M-ჯერ, მივილებთ: 

1 ძ _ 1 2 (.“ _ 
»60Xქ, = 2. 6 1 I „2,0Xყ,- 9 C 1 ..., 

0 ძძ თ 0 ძთ?| თ 

| წი - ძ8 ი«“-1 · 
I 0 ძთ”' C 

ეს ის შემთხვევაა, როცა უბრალო ინტეგრალის საშუალებით 

შეგვიძლია უფრო რთული ინტეგრალების გამოთელა. 

კერძო შემთხვევა: ვთქვათ, თ შედის ინტეგრალის მხოლოდ 

საზღვრებში. მაშინ ძირითადი ფორმულა ღებულობს სახეს: 

    

    

ე =/ტრ „ცერ LC) = (ს) 7C +#(9) ძი 

აქ #(Xთ)=/(2) და ამიტომ /ც(X,თ)=0. 
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ლექცია 5 

ინტმგრალი უსასრულო საზღვრებით 

აქამდე ინტეგრალქვეშა ფუნქცია იგულისხმებოდა განუწყვეტ- 
ლად მთელს (ი,ხ) შუალედში, ხოლო თვით საზღვრები სასრული 

იყო. მაგრამ როგორც თეორიული, ისე გამოყენებითი ხასიათის სა- 

კითხები ხშირად გვაიძულებს ჩავთვალოთ, რომ «თ (ქვედა საზღვა- 

რი) ან ხ (ზედა საზღვარი) (ან ორივე) უსასრულოა. არის აგრეთვე 

ისეთი შემთხვევები, როცა თვით ინტეგრალქვეშა ფუნქცია განიც- 

დის წყვეტას (ი,ხ) შუალედში. თავისთავად ცხადია, რომ ინტეგრა- 

ლის ცნება ამ შემთხვევებში მოითხოვს გაფართოებას. ასეთი სა- 

კითხების გარკვევა ჩვენს უახლოეს მიზანს შეადგენს. იმისათვის, 

რომ გავარკვიოთ, რა ხასიათისაა ინტეგრალის ცნების შესაძლო 

გაფართოება, განვეიხილოთ მარტივი მაგალითები. 

/, 

1. გამოვთვალოთ ინტეგრალი I 2 -- 3) = 1-1, 
1 ჯ · ჯ_ ჯ 

ვთქვათ, ახლა (–)თ. მაშინ 159 და გვექნება: 

ხო - >) 
_– I 

ამგვარად, განსახილველ ინტეგრალს ჰქონია გარკვეული ზლვა- 

რი, როცა (#-3თ. ეს უკანასკნელი აღინიშნება I <% ათ. ამგვარად, 
X»ჯ 

= ქ 
გვექნება I ე =1. 

4 

აქ მოყვანილ მსჯელობას შეესაბამება გარკვეული გეომეტრიუ- 

ლი სურათი: დავხატოთ X =-. მრუდი. მას ასიმპტოტებად X და » 
ჯ 

7 
ღერძები აქვს. როცა »-სთ, მაშინ /-3>0. I 2% გამოხატავს მრუდ- 

. X 
წირული #4M99MC ტრაპეციის ფართობს. როცა X–-თ, ეს ტრაპეცია 
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გადაიქცევა ზოლად მრუდსა და X ღერძს შორის, რომელიც 

მარცხნიდან შემოფარგლულია XI ვერტიკალით. როგორც ჩვენი 

გამოთვლა გვიჩვენებს, ამ 

ზოლის ფართობი არის I. 

ამავე წესით დავრწმუნ- 

დებით, რომ | “ ინტეგ- 
ჯ 

რალი უსასრულოდ დიდია. 

2. ზოგადი შემთხვევა, 

როცა ინტეგრალის საზ- 

ღვრები უსასრულოდ დიდია. 

როგორ უნდა გვესმოდეს ინ- 

  

ტეგრალი, რომლის ერთ-ერ- ნახ. 11 

თი საზლვარი უსასრულოა, ე.ი. როგორც გაიგება, მაგალითად, 

| #/თ«.? = 

, 
ამისათვის იღებენ | #/თ“. ვიგულისხმოთ, რომ /(»X) გა- 

ძი 

ნუწყვეტელია ჯ-ის ყოველი სასრული მნიშვნელობისათვის, რომე- 

ლიც =>ძ. რადგანაც უკანასკნელი ინტეგრალი ! ცვალებადის გარ- 

კვეულ ფუნქციას წარმოადგენს, შეგვიძლია დავწეროთ: 

| #00>=#C. 

თუ L-3=, მაშინ შესაძლებელია წარმოგვიდგეს სამი შემთხვევა: 

1) IIი #” დ) = L , გარკვეული სასრული სიდიდეა. 

2) Iო ”VCV1 =Cთ, 

ვ) 10ყთ #V) არ არსებობს. 

პირველ შემთხვევაში ვიტყვით, რომ ინტეგრალი | #თ!«: სას- 
ძ 

რულია, რასაც გამოვთქვამთ შემდეგი ტოლობის საშუალებით: 
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| #თთ= Iსი ”(C) = IIიი | /(X)ძი, 
ძ (ათ (_6თი”ი 

ასეთ შემთხვევაში ხშირად ამბობენ, აგრეთვე, რომ ინტეგრალი 

I #C0ეძX კრებადია. მეორე და მესამე შემთხვევაში ვიტყვით, რომ 
ძ 

ინტეგრალს I #(X)ძX აზრი არა აქვს ან, რომ იგი განშლადია. 
ძ 

ახლა შევეცადოთ მოვნახოთ კრიტერიუმი იმისა, რომ ინტეგრა- 

ლი | #თ!« იყოს კრებადი. ამისათვის მოგვიხდება დამატებით 
ძ 

შემდეგი საკითხის შესწავლა. ვთქვათ, თდ() ფუნქცია X-–გ. რა 

შემთხვევაში ექნება ასეთ დროს დ(ი-ს ზღვარი? 

დავამტკიცოთ შემდეგი დებულება, იმისათვის, რომ Cდ() ფუნ- 

ქციას ჰქონდეს ზღვარი, როცა X–<–ი, აუცილებელია და საკმარისია, 

რომ ყოველ C(6>0) რიცხვს შეესაბამებოდეს ისეთი M(M>0) რიცხვი, 

რომ როცა 0<X-იძI<» და 0<X –-ი<», შესრულდეს უტო- 

ლობა (V(» )– დ(»”) <6. 

ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, არ- 

სებობს IIთ თ(X)=L, მაშინ ყოველი §(6>0) რიცხვისათვის არ- 
X–პძი 

სებობს ისეთი I(M>0) რიცხვი, რომ როცა 0<X-ძI<%, სრულდება 

უტოლობა Iდ(X) – L <%. ამიტომ, როცა 0<X-ძ<» და 

0<ჯ -ძიI<», გვექნება IXCX) – L < % და IC») – L|< % „ აქე- 

დან კი მივიღებთ: “ 

IდCX9) – დ(X”)| =|დ(X9 – L – (CCX”) – L) <|დC9 – LI +|დCX5) – LI <5 

ამით დებულების პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

დავამტკიცოთ ახლა პირობის საკმარისობა. განვიხილოთ რაიმე 

»Xი წერტილი ი-ს მახლობლობაში და შევადგინოთ მიმდევრობა 

X, =X0+06,(ძი -X0), 
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სადაც მ, არის ისეთი დადებითი ცვალებადი, რომელიც მუდამ 

ნაკლები რჩება ერთზე და მისი ზღვარი არის I. მაშინ გვექნება 

|)ი1X„=Xე+IICLიმა(ძი–-––-Xი)=X0+0-–-Xე=ძ. 

ი 

+1 

2,...). Cთ(X) ფუნქციის მნიშვნელობათა შესაბამისი მიმდევრობა იქ- 

ნება : 

  მაგალითად, შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 0, = (M=1, 
M 

Cდ(X)), Cდ(>X:),...,C0(XI),... 

მაგრამ ამ მიმდვერობას აქვს ზღვარი. მართლაც, ყოველი 6>0 

რიცხვისათვის, პირობის თანახმად, არსებობს ისეთი ი>0 რიცხვი, 

რომ, როცა 0< MX – ძ| <ი და 0< V – ძ| <), გვექნება 

Iდ(X) – დ(X”I < 6. რადგან »X,-3აი, ე რიცხვს შეესაბამება ისეთი XV, 

რომ, როცა M>VM, შესრულდება უტოლობა: 

I -ძ<%. 

ამიტომ (რადგან იM-თან ერთად IM+ი0>M), შესრულდება უტო- 

ლობაც Iს+- – ძ < %M · 

აქედან დავადგენთ, რომ 

I(ო+, - XV =Iი+ -ი+6- ი 5<IX+ -ძ+M –ძ)<». 

მაგრამ მაშინ გვექნება 

(CC-+„)–თ(>) <5, 

საიდანაც ჩანს, რომ C(X),თ(X).... მიმდევრობისათვის შესრუ- 
ლებულია კრებადობის აუცილებელი და საკმარისი პირობა. მაშ, 

არსებობს ამ მიმდევრობის გარკვეული ზღვარი: IIიX დ(X,,) = #L. 
„-ცთ 

1 ა. რაზმაძი 49



უკანასკნელი გარემოება იმას ნიშნავს, რომ 68 რიცხვისათვის 

არსებობს ისეთი V,, რომ, როცა M>M,, გვექნება |V(X,) – LI <6. ახლა 

განვიხილოთ ნებისმიერი X, ისეთი, რომ 0<X–ი<ი და ავიღოთ 

>I20X(M,/V,). მაშინ მივიღებთ 

(იიი – # =IდCი) – დC,) + დ(»,) – LI < |Iდ(X) – თCX,)|+|თ(X,) – 7. 

პირველი წევრი მარჯვენა მხარეში <6, რადგან IX–ი|<» და 

M –ძ<» (ვინაიდან #>M). ასევე ნაკლებია 6-ზე მარჯვენა მხარის 

მეორე შესაკრებიც, ვინაიდან M>M,. ამგვარად, როცა 0<X-იI<», 

გვექნება IდCი – LL<26, რითაც დადგენილია, რომ არსებობს 

დ(X) ფუნქციის ზღვარი თ დთ(X) = L. პირობის საკმარისობა და 
X-63ძ 

მასთან ლემა დამტკიცებულია. 

ყველაფერი, რაც აქ იყო ნათქვამი, სამართლიანია, როცა 0 

უსასრულოა, ე.ი. IIთ თდ(X) არსებობს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 
ჯ-ათ 

როცა სთ თი – იი =0. როცა X და X ->C, დავამტკიცოთ ეს 

დებულება. მართლაც, ჯ გარდავქმნათ შემდეგი სახით: »ჯ=4+, რო- 
7 

ცა X->=, მაშინ, »-–>0 და პირიქით. ახლა შეგვიძლია დავწეროთ 

თ(CX) = «+I- VC»). მაშასადამე, თუ არსებობს IIთდ(X), როცა 

Xჯ->C, მაშინ არსებობს მისი ტოლი IIთ VI»), როცა » უსასრულოდ 

მცირეა და პირიქით, თუ არსებობს IIთVIC»), როცა X”-30, მაშინ არ- 

სებობს IIთ დ() -იც, როცა X-–3 =., მაგრამ IIთ VIC»), როცა »X–20 რომ 

არსებობდეს, აუცილებელი და საკმარისია შესრულდეს ტოლობა: 

IIიIVC) «VC91I=0, როცა. X-30, »"-30. 

ეს კი იმასვე ნიშნავს, რომ შესრულდება ტოლობა: 
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IIი1Iდ(X) – დ(X-)1)=0, როცა X-ათ, »"-ათ, 

ამით ლემა გავრცელებულია იმ შემთხვევაზე, როცა ძ უსასრუ- 

ლოა. 

უკანასკნელი პირობა, რა თქმა უნდა, ჩვენ შეგვიძლია ჩამო- 

ვაყალიბოთ არითმეტიკულად: დ() ფუნქციას აქვს გარკვეული 

ზღვარი, როცა X უსასრულოდ იზრდება მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როცა წინასწარ აღებულ ყოველ დადებით 6 რიცხვს ისეთი და- 

დებითი 4 შეესაბამება, რომ ყოველთვის 

Iდ(X9 – C(X")| < § 

როცა X># და X'>4. 

ვისარგებლოთ დამტკიცებული ლემით და განვიხილოთ ინტეგ- 

რალის არსებობის საკითხი უსასრულო ზედა საზღვრის შემთხვე- 

ვისათვის. გავიხსენოთ, რომ I #(X)X არსებობს, როცა არსებობს 
ძ 

ფუნქციის 

! 

წი =| #Cა« 

ზღვარი უსასრულობაში გამოვარკვიოთ, როდის აქვს 

XC) ფუნქციას IIთ #CI) ზღვარი, როცა I-3თ, 

' 
ჯერ განვიხილოთ კერძო შემთხვევა: | 4%C >0) და გამოვარ- 

იჯ 

კვიოთ, როდის აქვს ამ ინტეგრალს ზღვარი, როცა (-3თ. ამისათვის 

გამოვთვალოთ იგი. ვთქვათ, ჯერ II#1 და ავიღოთ 

–I+1 –I+1 რ“ წს, 2" 29. 
ჯ –-Iს+1 I -1 

    

მაშასადამე, 
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გადავიდეთ ახლა ზღვარზე, როცა ჯ-3თ, ტოლობის მარჯვენა 

  მხარეში მუდმივი სიდიდეა. რაც შეეხება => -ს, აქ წარმოგ- 
I გა“! 

ვიდგება ორი შემთხვევა: 

1) I>1, მაშინ აშკარაა, რომ IIი- > -=0 და წინა განტოლება 
! 

გვაძლეგს: I 9 კრებადია. 
ძ Xჯ. 

2) IL<1, მაშინ სოთ-+--== და I 2% განშლადია. 
ტს ი ჯ 

ავიღოთ კიდევ შემთხვევა I=1. მაშინ ჩვენი ინტეგრალი დაიწე- 

რება სახით: I # = L§2I – L§თ და, როცა L-3თ, L2(–პთ, ამგვარად, 
ი X 

9 
| –– კვლავ განშლადია. 
ი X 

= ძჯ 
ამგვარად, ინტეგრალი | – (თძ>0) კრებადია, როცა I>1 და 

ი Xჯ 

განშლადია, თუ I<1. 

ახლა განვიხილოთ ნებისმიერი | #C« სახის ინტეგრალი, 
ძ 

სადაც სიმარტივისათვის ვიგულისხმებთ, რომ ძ>0. წარმოვადგი- 

წ 

ნოთ /(») ფუნქცია /(X) = 209» თ სახით, ე.ი. #(X) = “თ , 
ჯ X X 

  

და ვიგულისხმოთ, რომ M(»), ყველგან შემოსაზღვრულია 0#-დან თ- 

მდე, ე.ი. ვიგულისხმოთ, რომ არსებობს ისეთი C>0 რიცხვი, რომ 

IV(X)I<C, ყოველი X»-სათვის, როცა X>ძ. ცხადია, ეს პირობა /(X) -ის 

შესახებ იმას ნიშნავს, რომ |/(X) <-“-, როცა X>ი. ესახე ვ I, როც 
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განვიხილოთ ინტეგრალი 

/ 

#”თ=| #C)ძჯ = ეც, 
4 ჯ 

  

” 

ცხადია, რომ #(I“) – #VC9 = I, > ძX, საიდანაც საშუალო 
:! X 

მნიშვნელობის პირველი ფორმულის თანახმად, შეიძლება დავწე- 

როთ: 

= დ % = Vრ) რ: I 4 , 

ვთქვათ, გარდა აღნიშნულისა, I>1. მაშინ ნებისმიერი მცირე 

6>0 სიდიდისათვის არსებობს ისეთი #, რომ, როცა I>4, I'>4, გვექ- 

ნება: 

IICთ-) – ”თვ <0 
  

    

IL CI”) – ” გ < C6, 

და რადგან § ნებისმიერია, ზემოდამტკიცებული ლემის თა- 

ნახმად დავასკვნით, რომ ინტეგრალი I #(X)ძთX კრებადია. 
ძ 

ახლა ვიგულისხმოთ, რომ ზემოთ აღწერილი MVC) ფუნქცია ნი- 

შანს ინარჩუნებს და, ვთქვათ, MCXI>თ, სადაც თ გარკვეული და- 
I 

| 4 სიდიდე არ მიის- 
/“ ჯ»ჯ) 

წრაფვის ნულისაკენ„ როცა !I-3თ, “ათ და ამიტომ, არც 

/ეI64, – XI") მიისწრაფვის ნულისაკენ, ასეთ დროს, რადგან 

, ._ 'ძ% ' თ; I-ი - ჩC 1=Mრ) L 4129, 40. 

დებითი სიდიდეა. თუ ამას გარდა M5<1, 
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ამგვარად, ასეთ პირობებში ინტეგრალი I #(X)თX განშლადია. 
ძ 

სხვა შემთხვევაში, ე.ი. როცა II<1 და V/(X) ნიშანს იცვლის უსას- 

რულოდ ბევრჯერ, როცა 05ჯ ან M(») –30 : როცა X-ათ, ზემომოყვა- 

ნილი მსჯელობა არავითარ დასკვნამდე არ მიგვიყვანს; ასეთ დროს 

ინტეგრალის ყოფაქცევას დამატებითი შესწავლა ესაჭიროება და, 

ამიტომ, ამბობენ, რომ ეს საეჭვო შემთხვევაა. 

მაშასადამე, საბოლოოდ შეგვიძლია გამოვთქვათ, რომ: როცა 

#(X= თ და 1) არსებობს ისეთი დადებითი C« სიდიდე, რომ, რო-   

X 

ცა 0<X MX <2, ხოლო II>1, მაშინ I #CXი)თX კრებადია. 
ძ 

2) თუ M(») ნიშანს არ იცვლის და არსებობს ისეთი თ დადებითი 

სიდიდე, რომ V/C| > X, ხოლო II<1, მაშინ | #(X)ძთX განშლადია. 
ძ 

3) თუ M(>») უწყვეტია და ნიშანს იცვლის ყოველ C(C>0) სიდი- 

დის მარჯვნით, ხოლო IM<1, საეჭვო შემთხვევა გვაქვს. (გან- 

  

0იX 
ვიხილოთ მაგალითი: I XI" აქ ინტეგრალქვეშა /(»X) ფუნქცია 

    

  

ი 1+Xჯ 
4. 

შეიძლება წარმოვადგინოთ VI სახით, სადაც VI(X) = ჯ 59X, 

X 1+Xჯ 
ჯე 

ცხადია, რომ, როცა X=>1, გვექნება IMICი) < 1510 X ჯ < ჯი X <1. 
1+Xჯ 

ამგვარად, ჩვენ ვიმყოფებით 1) პირობებში (C=I, I=4>L. ამი- 

= §Iე X 
ტომ ინტეგრალი IL წლეს კრებადია. 
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ლექცია 6 

დავუბრუნდეთ შემდეგი სახის ინტეგრალს I #(X)ძX და გამო- 
ი 

ვიყვანოთ წინა ლექციის ბოლოს გამოყვანილი ნიშნის ერთი შედე- 

გი, რომელიც შემდეგნაირად მიიღება: ვთქვათ, არსებობს ისეთი M# 

ხარისხის მაჩვენებელი, რომ /(X).»ჯ” ნამრავლს აქვს გარკვეული, 

ნულისაგან განსხვავებული ზღვარი, როცა ჯ–ათ: 

III) I/ ი >" |= L#0. 
X-–= 

ასეთ პირობებში |#/თ4« ინტეგრალის კრებადობის საკითხი 
ი 

სავსებით გარკვეულია და არავითარი საეჭვო შემთხვევა არ წარ- 

მოგვიდგება. მართლაც, თუ ეს ზღვარი არსებობს, /(X)-»ჯ" ნამ- 

რავლი, როცა ჯ საკმარისად დიდი სიდიდეა, მოთავსებული იქნება 

L-6და L+ნ რიცხვებს შორის. ამგვარად, ალვნიშნავთ რა 

#(X)X" =VI(I), გვექნება: /C=-M2 და დიდი X-სათვის 

L-8<VILX<L+6. აქედან, თუ 0 < 6 < |LI ცხადია, დავასკვნით, 

რომ დიდი X-სათვის VI(დ) იგივე ნიშანს ინარჩუნებს, როგორიც აქვს 

L-ს; ამიტომ წინა ლექციის 3) შემთხვევა გამორიცხულია. მაშ, დაგ– 

გრჩება მხოლოდ 1) და 2) შემთხვევები. და, ასეთ პირობებში, და- 

ვასკვნით, რომ როცა არსებობს ზღვარი |, /6)»" =L და L>I ინ- 
ჯათ 

ტეგრალი | /თ« კრებადია, ხოლო, თუ M<!)! და LX#0, მაშინ 
ძ 

(#C« –– განშლადია. 
ძი 

სამწუხაროდ, ზოგიერთი მარტივი ინტეგრალის შესწავლისას 

ზემოთ გადმოცემული ნიშანი სავსებით უძლურია. განვიხილოთ მა- 

გალითისათვის I ლ აქ, როცა I>1, იმის გამო, რომ I§IიI<1, 
ჯ 

გვექნება წინა ლექციაზე განხილული I) შემთხვევა, და ამიტომ ეს 
ინტეგრალი კრებადი იქნება, მაგრამ, როცა IM<1, იმის გამო, რომ 
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VL(X)= §1ი X ფუნქცია უსასრულოდ ბევრჯერ იცვლის ნიშანს დიდი 

X-ებისათვის, საეჭვო შემთხვევა გვაქვს. ასევე არ გამოდგება ამ ინ- 

ტეგრალის შესასწავლად არც ამ ლექციაში მიღებული ნიშანი, 

5Iი X 
რადგან ინტეგრალქვეშა /(X)= ს 

ჩ4 

  ფუნქციის ნამრავლს X”-ზე, 

ე.ი. XIIMCX)=59ი0X»ჯ ფუნქციას ზღვარი, როცა X->C= არ გააჩნია, 

თუკი ავიღებთ I” რიცხვს, რომელიც ოდნავ მეტია # -ზე, ზღვარი 

IIთ XL /60= IIთ ს -, -XბM/ 601= მოი სI-# 80 X) 
»ჯ-3თ ჯ-= ჯ-§თ 

იარსებებს, მაგრამ ნულის ტოლი აღმოჩნდება. 

ამიტომ ახლა სპეციალურად შევჩერდებით შემთხვევაზე, როცა 

ინტეგრალქვეშ, ამ მაგალითის მსგავსად, უსასრულოდ ნიშანცვლა- 

დი მამრავლი გვაქვს: ვთქვათ, /(»X)= დ(»MII>), სადაც დ() ყველგან 

დადებითი და კლებადია, ძი-დან უსასრულობამდე, მაგრამ ისე, რომ 

III) დ(»)=0. დავამტკიცოთ, რომ მაშინ |#C# კრებადია, თუ 
ჯ-§თ 

V(»)ისეთი ფუნქციაა, რომ IVთM შემოსაზღვრულია ერთი 
” 

გარკვეული რიცხვით ზემოდან, ყოველი /”,/” -სათვის (ი < (,ძ< I”). 

დასამტკიცებლად აღვნიშნოთ M-ით (M >0) თეორემის პი- 

რობაში აღნიშნული რიცხვი, რომლისათვისაც გვაქვს: 

წთ« <M 

ყოველი ” და I”-სათვის, გამოვიყენოთ საშუალო მნიშ- 

ვნელობის I ფორმულა ზოგადი სახით; მაშინ მივიღებთ: 
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(თ. = წინ =დ( წყთა < MCLC§), 

სადაც 6 ცვალებადის რაღაც მნიშვნელობაა (”-სა და 1”-ს შო- 

რის. თუ მხედველობაში მივიღებთ, რომ როცა I -3თ,I1 3 თ, 

გვექნება აგრეთვე 6 -> =, და ამიტომ, სიდ) =0, შეგვიძლია დავ- 

წეროთ, რომ 

(ი =0, 
ცაი, 

რაც, როგორც წინა ლექციაში იყო ნაჩვენები, ნიშნავს, რომ 

I#თM კრებადია. 

ძ 

მაგალითი: ვთქვათ, C(») ნებისმიერი, დადებითი და ყველგან 0#- 

დან =-მდე კლებადი ისეთი ფუნქციაა, რომელიც მიისწრაფვის 

ნულისაკენ, როცა Xჯ--ნ =.. ასეთ შემთხვევაში 

(თხიიი XთX 

ძ 

კრებადია. მართლაც, წინა დებულების თანახმად, საკმარისია ვაჩ- 

ვენოთ, რომ (აითი შემოსაზღვრულია ზემოდან გარკვეული M 
” 

რიცხვით. მაგრამ ეს მართლაც ასეა, რადგან 

” 

|დი XCIX = LC 605 XV = (605 I –005 (| < (იჯ / + (CიCI2 <2 
, 

! 
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(ე.ი. M რიცხვად შეგვიძლია მივიღოთ M5=2). ამგვარად, ყოველი ასე- 

თი ინტეგრალი |თოთი»ძი (თუ Cდ(X) დადებითი და ისეთი 

ძი 

კლებადი ფუნქციაა, რომ Iთ დ(»)= 0), კრებადია. 
'ხლლ 

კერძო შემთხვევა: ინტეგრალი 

(აიი C6>თ) 

1 
თუ M>0 კრებადია. მართლაც, დ(»X)= – ცხადია, აკმაყოფი- 

ჯ 
ლებს ახლახან აღნიშნულ პირობებს. ს=1I-სათვის დავასკვნით: 

წლ კრებადია. 

კრებადი |#CM სახის ყველა ინტეგრალის აქამდე განხილულ 

ი 

მაგალითში #X) ფუნქციას გააჩნდა ის განსაკუთრებული თვისება, 

რომ არსებობდა ზღვარი 1IIVი /(X) და ეს ზღვარი ნულის ტოლი 
ჩჯ–3.თ” 

იყო. გეომეტრიულად ეს იმას ნიშნავს, რომ X=წX) ფუნქციით გა- 

მოხატულ მრუდს ასიმპტოტად X ღერძი ჰქონდა. ეს |#CM სახის 

ინტეგრალის კრებადობისათვის სრულებითაც არ არის აუცი- 

ლებელი. არის მთელი კლასი ისეთი კლასის ინტეგრალებისა, რომ- 

ლებისთვისაც IIთ #(») ზღვარი სრულებითაც არ არსებობს, ასე- 
ჯ–ათ 

თებია, მაგალითად, |8ი1« ან თა»? ინტეგრალები, რომ- 

0 ი 

ლებიც, როგორც ქვემოთ იქნება ნაჩვენები, კრებადნი არიან. 
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: = : 2 
მიუხედავად ამისა კოი» და 1Iდ 005» ზღვრები არ არსებობენ. 

ამ ინტეგრალებს დიდი მნიშვნელობა აქვს ფიზიკაში, სახელდობრ, 

სინათლის ტალლათა დიფრაქციის თეორიაში. მათ პირველად 

ყურადღება მიაქცია ფრენელმა და შეისწავლა მათი თვისებები. 
, , 

განვიხილოთ ინტეგრალი |ი»?«, სადაც მივიღოთ ჯერ 

0 

(=/თ+IX. ინტეგრების მთელი ნ, I+1 ) შუალედი დავანაწი- 

ლოთ წერტილებით: 

მ +V/27,...,VMX,-/(0 + IX. 

განსახილავი ინტეგრალი მაშინ შემდეგნაირად დაიშლება: 

აწე» 6 თ წი» 

1 ქე ბბ 1. 
აქ მანძილი აღებული წერტილებს შორის თანდათანობით 

კლებულობს და ზღვარში ნული ხდება. მართლაც, განვიხილოთ 

ორი მეზობელი წერტილის სხვაობა 

წრით წო სწ.» ანნი + ML) _ 

71 + 1 Iს + +/II1L 

(1+IX-– ML _ _ 

“თ +C ++ –-027 

აქედან დავრწმუნდებით, რომ 

IMთ L/CC+1)ი – -/ი)=0. 
ი–ათ 
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შევნიშნოთ, რომ »=ყი»” ფუნქცია ისპობა სწორედ 

0,-/M,/2#,... VIII წერტილებში, და ის, რაც ჩვენ დავადგინეთ, 

იმას ნიშნავს, რომ ამ ფუნქციის შესაბამისი მრუდის "ტალღები" 
(რომელთა სიმაღლე სულ I რჩება) სიგრძით მცირდებიან (ნახ.12). 

ახლა განვიხილოთ 

V ორი ამისთანა ”მე- 

: ზობელი ტალღითა" 

და X ლერძით შემო- 

საზღვრული (სხვა- 

0 “> დასხვა ნიშნით აღე- 
4L – _ ა“/7 – MI სა. – X ბული) ფართობები. 

ამ მიზნით ავიღოთ 

  

ნახ. 12 

+V/(0+I)ჯ VCI+2)% 

|8ი »X-ძX და მისი მეზობელი («ი »X2V 

II Vთ+ს%ჯ 

ინტეგრალები. ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ მეორე ინტეგრალის აბსოლუ- 

ტური მნიშვნელობა ნაკლებია პირველის აბსოლუტურ მნიშვნე- 

ლობაზე. გეომეტრიულად ეს თავისთავად გასაგებია, რადგან 

„ტალლები ერთნაირი სიმაღლის“ რჩებიან, მაგრამ M-ის გაზრდით 

მოკლდებიან. ამის დამტკიცებას ჩვენ ანალიზურად ვაწარმოებთ: 

მოვახდინოთ X”=1+27 გარდაქმნა მეორე ინტეგრალში. გავაწარმო- 

ოთ უკანასკნელი ტოლობა; 2XძX=229ძ92?, XძX=2ძ2 და 

ძა=5ძი:=- =%---7%. ამასთან, როცა X=./(M+1%, მაშინ 
X VX+ 22 

2=+VI, ხოლო თუ X = -/(M+2)# , მაშინ შესაბამისი 2 = -/V+1). 
თუ ყოველივე ამას გავითვალისწინებთ, ცვალებადის გარდაქმნის 

ფორმულა მეორე ინტეგრალში მოგვცემს:



  

-/C+1)% Vი# VMX+2 

V(M0+1)X 

=- | ზი»? · ძX 

VI «+ X?2 

(აქ ჩვენ ჯ-ის ნაცვლად ჩავწერეთ ისევ », რადგან ამას, როგორც 

ვიცით, არავითარი მნიშვნელობა არა აქვს). ახლა შევნიშნოთ, რომ 

ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ ფუნქცია ყველგან ინარჩუნებს ნიშანს 

განსაზღვრული ინტეგრალის საზღვრებს შორის. მართლაც, თუ 

VII < X < /C+0X , მაშინ MX<X”<(I+1)# და ამიტომ §Iიჯ“>0, თუ #” 

ლუწია, ხოლო §IიX-<0, თუ ი –– კენტია. აქედან მარტივად გამომდი- 

ნარეობს, რომ 

Vთ+სX Vთ+)X 

| ყეჯ?.-=>2--თქ= | ნი»? ---=-ძ: 

»+»2 VიL VI+X»2 VიI 

და, რადგან --%+ .<), მივიღებთ: 

V#X+X2 

  
აქედან გამომდინარეობს, რომ, თუ შემოვიტანთ აღნიშვნებს: 
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VCC+0X 
", = |9ი »ჯ?ძი , 

V= 

ტვექჩება: Vე>0' M20,..., M,>0,... ამასთან, ეს რიცხვთა მიმდევრობა 

კრებადია, ღა 

I9ი Xჯ2ძX=VMე – VI +Vე –“-(-1)/V. 

0 

ადვილად დასამტკიცებელია აგრეთვე, რომ IIთ M, =0. მარ- 
ჩ-3= 

თლაცტ, საშუალო მნიშვნელობის 1 ფორმულის ძალით: მივიღებთ: 

ა V/Cთ+)% 

რ“ | ზი»? = ინ? 1 <1. (/თ+0#– VI), 

საიდანაც: ზემონათქვამის შედეგად მივიღებთ: |#V,|-=60. 

ახლა გავიხსენოთ ანალიზის შემდეგი დებულება: თუ მოცემუ- 

ლია რაიმე ნიშანცვლადი (V) მწკრივი: Vა-VI+M7-Vვ+.., სადაც IM, MI, 

M2,... კლებადია და M,-–3–0, მაშინ ეს მწკრივი კრებადია. ამიტომ ამ 

მწკრივის M+1 წევრის ჯამს, Mა-)+...+C-1)',--ს, რომელიც როგორც 

#03» 
ზემოთ ვნახეთ, |აი »ჯ? .ძ ინტეგრალია, აქვს გარკვეული 

0 

ზღვარი, ე.ი. არსებობს 

VCთ+I)X 

ოი 90 X2ძX= 5 · 
”-ათ 
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ახლა განვიხილოთ ნებისმიერი L>0 რიცხვი და ვიპოვოთ ისეთი 

ნატურალური # რიცხვი, რომ გვქონდეს VCI +1)1 <1 < VCთ +2)#. 

მაშინ გვექნება: 

ჯ VCთო+1)# ! 

|9ი »ჯ2-ძX= I §Iი X27X + |9ი ჯ?.თ; 

0 0 V/თ+0% 

მაგრამ ჩვენ უკვე ვიცით, რომ პირველი ინტეგრალის ზღვარი, 

როცა M-ა= არსებობს და არის #§. ახლა, თუ ვაჩვენებთ, რომ. როცა 

ჯ1-პ=, მაშინ 
!, 

სთ I §9იX2ძ+=0, 
,(–თ 

იმის გამო, რომ, როცა (–თ, გვაქვს აგრეთვე M-2თ, მივიღებთ, 

რომ არსებობს ზღვარი: 

I VC0+ს% 

1)იი. | §10 X2 -ძX= 1Iიი |5ი X2-ძჯ+ 
ჯ1-3თ 9 ოი-ათ 

, 

+ Iთ |წი»?-ძ=5+0=5, 

იი ყო+)თ 

ე.ი. ნაჩვენები იქნება, რომ ინტეგრალი |9ი ჯ?-.ძX კრებადია. 

0 

მაგრამ ეს ადვილი საჩვენებელია. მართლაც, თუ 

VCთ + I)X <1 < VCთ +2)ჯ, 
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მაშინ 

! , ! 

(წი»?-« = §ი 62 I« <1. |« =( –./თ+1>)< 

Vთ+10)ჯ 'VCI+1)% VCI+1)# 

< (/თ + 2)X –./თ+1») 

(და, ეს უკანასკნელი, როგორც ვნახეთ, მიისწრაფვის ნულისაკენ, 

როცა 1-3თ). და, ამასთან ერთად M –3 =<). ამით ჩვენი ინტეგრალის 

კრებადობა დადგენილია. 

აქამდე ვიხილავდით ისეთი ინტეგრალების თეორიას, რომელ- 

საც ზედა საზლვარი აქვს უსასრულო, ე.ი. ვიხილავდით I#თ« 

ძ 

სახის ინტეგრალის თეორიას, შემთხვევა, როცა უსასრულოა ქვედა 
ძ 

საზღვარი, ე.ი. გვაქვს I#თ4: სახის ინტეგრალი, არსებითად არ 

განსხვავდება განხილულისაგან. აქაც ვიღებთ რაიმე ჯL-ს, სადაც 1<0 
4 

და ვიხილავთ ინტეგრალს: |#თ«-=4თ. თუ ჯ-ს ამ ფუნქციას 

, 

აქვს გარკვეული ზღვარი, როცა L-3-თ, მაშინ ვამბობთ, რომ ინ- 

ძ ძ 

ტეგრალი I#თ« კრებადია და ვწერთ: I#თ4: = 

ძ 

თ | /(X)ძX. თუ თდ0) ფუნქციის ზღვარი (როცა 1---=) არ არ- 
(3-თ 

I 

ძ 

სებობს, ვამბობთ, რომ I#7თ4«: – განშლადია.



ასევე შეგვიძლია განვიხილოთ ინტეგრალები, რომელთაც ორი- 
+თ 

ვე საზლვარი უსასრულო აქვს, ე.ი. განვიხილოთ I#თ« სახის 

ინტეგრალი. ის ყოველთვის შეგვიძლია წარმოვადგინოთ, როგორც 

ორი ზემოგანხილული ინტეგრალის ჯამი, თუ ავირჩევთ რაიმე ძ 

რიცხვს: 

+ ძ +თ 

|/თთ= | 7თ2+ | თ. 

ორივე ასეთი სახის ინტეგრალი კი ჩვენ უკვე განხილული 

გვაქვს. 
ახლა გადავიდეთ ახალ საკითხზე, რომელიც კვლავ დაკავში- 

რებულია უსასრულო საზღვრიან ინტეგრალებთან და დავადგინოთ 

მწკრივების კრებადობის ერთი ახალი ნიშანი, რომელიც კოშის 

ეკუთვნის. 

ვთქვათ, მოცემულია რაიმე Cთ(X) ფუნქცია, რომელიც ვიგუ- 

ლისხმოთ, რომ გარკვეული ძ მნიშვნელობიდან მოყოლებული =«- 

მდე არის კლებადი და დადებითი (იხ. ნახ. 13). განვიხილოთ შემდე- 

გი სახის უსასრულო მწკრივი: 

(დ) დ(თ)+ დ(ი+1)+...+ თC(თ+იპ)+ ... 

  

V 
ამ მწკრივის კერძო შემთხვე- 

ვაა, მაგალითად, ჰარმონიული ' V-Cთ0) 

მწკრივი, რომელიც მიიღება, თუ | 

ძ=1 და დი) =+, 0 2 > ჯ | X 
კოშიმ დაამტკიცა, რომ (() 

მწკრივი კრებადია, თუ ინტეგრა- ნახ. 13 

ლი I#/თ« კრებადია, და პირიქით, (0) მწკრივი განშლადია, რო- 

ძ 

ცა აღნიშნული ინტეგრალი განშლადია (მისი მნიშვნელობა უსას- 
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რულოა). ამის დასამტკიცებლად ავიღოთ », რომელიც მოთავ- 

სებულია საზღვრებში: ი+I-1<X<0+M. მაშინ თავისთავად „ახადია, 

რომ 

დ(6+/–1)>დ(X)2C(ი+იჩ). 

გავამრავლოთ ამ უტოლობის ყველა წევრი ძ»-ზე და მოვახდი- 

ნოთ ინტეგრაცია ძ+ჩM-1-დან ი+M-მდე. მაშინ მივიღებთ: 

ძ+/ ძ+ 2+/ი 

|თთ+.-სთ> | დლიძ> |დ(+»). 
ძ+იო-1 ძ+/-1 ი+ი-1 

ძ+ი 

მაგრამ, რადგან დ(ი+M–1) და დ(9+I) მუდმივებია და I« =1, ამი–- 

ძ+7/-I 

ტომ მივიღებთ: 
ი+M 

თ(+ი-ს)> |თიაძი>თრ+»). 
ი+ი-1 

დავწეროთ ეს უტოლობები M-ის ყველა მნიშვნელობებისათვის, 
როცა 7M=0, 1,2, ..., 71: 

ი+I 

დ(9)> | დ)ძი->დ(9+1), 
ძ 

ი+2 

თ0+0> |ითი: >Cთ(9+2), 
80+1 

ძიძ+-/ი 

დ(2+#-1> | თიაძ«> დC6+”). 
ძ+/I- 
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ამ უტოლობათა შეკრებით მივიღებთ: 

ი0+7 

თ(ი)+დ(9+0+:-·+დ(9+7-0> |იეძი>Cთ(4+1)+%(9+2)+ 

+... +CთCი+7/)). 

თუ ახლა |#/თ“ კრებადია, მაშინ ამ უტოლობის მარცხენა 

ძ 
ნაწილი, რომელიც წარმოადგენს ჩვენი მწკრივის პირველი /! წევ- 

რის ჯამს ზჯუ-ს, რომელიც (რადგან დთ») დადებითი ფუნქციაა და 

ჩვენი მწკრივის წევრები დადებითია), მოგვცემს, რომ მწკრივი 

კრებადია (და ამ მწკრივის ჯამი 

20+M თ 

§= IMი ზ,< Mთ I დლ0ძX= I დილით; |. 
ძ ძ 

თათ M-თ 

ამით თეორემის პირველი ნაწილი დამტკიცებულია. 

ვთქვათ ახლა, რომ I#/თ4 განშლადია, მაშინ, რადგან C(X)>0 

ძ 
ძი+7 ი+7 

(და |ით«: ზრდადია), IIთ |თიძ-==. ასეთ შემთხვევაში, 

ძ ძ 
ჩვენი უტოლობის მარჯვენა მხარე გვიჩვენებს, რომ (დ) მწკრივის 

M-I წევრის ჯამი, რომელსაც აკლია მხოლოდ (Vი), მეტია, ვიდრე 
თ+#M7 

|ითი«ი, 
ძ 

ე.ი. 
ძ+/7 

ზ„ კ -%9)> |დ(»ძ». 
ძმ 
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ეს კი იმას ნიშნავს, რომ IIთ 5, =+თ და (დ) მწკრივი გან- 
თათ 

შლადია. 

მაგალითის სახით განვიხილოთ ჰარმონიული მწკრივი 

1.1 1 
1+-+-+-4+-+-. 

2.3 ჩ 

ამ შემთხვევაში შეგვიძლია ავიღოთ დ(00=1,. მაგრამ 
ჯ 

LC) == XX 

|დი%-– | + ინტეგრალი, როგორც ვნახეთ, განშლადია. ამი- 

ტომ კოშის თეორემის თანახმად, ჰარმონიული მწკრივი აგრეთვე 

განშლადია. 

' 1 _ 1 1 
ანვიხილოთ („ცნობილი მწკრივი: 1+-–-–-+–-–+..4––+..: გახვიზილოთ ც ლი მხკრივ ეს ' ვ. ა 

ანალიზის შესავლიდან ვიცით, რომ ეს მწკრივი კრებადია, რო- 

ცა II>I და განშლადია, როცა II<I. ამ მწკრივისათვის შეგვიძლია მი- 

ვიღოთ, დი =-'- და მწკრივთა თეორიის ეს შედეგი მიიღება კო- 
ჯ 

შის თეორემიდან, თუ გავიხსენებთ, რომ ინტეგრალი |4+ 
Xჯ 

1 

კრებადია, როცა II>1 და განშლადია, როცა II<I. 

განვიხილოთ კიდევ ერთი საკითხი, რომელსაც დიდი მნიშვნე- 

ლობა აქვს ანალიზის შესავლისათვის. განვიხილოთ რიცხვთა 

მწკრივი 

(ს) M)+M2+...+Mა+... 

როგორც ვიცით, ამ მწკრივის კრებადობისათვის აუცილებელია 

და საკმარისი, რომ 

IIოწი)+Mი+2+...+I/ი+ი1=0, 

როცა M-3თ და ი –– ნებისმიერია. 
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მაგრამ, თუ ჩ-ის ზრდის დროს იჯ ამ ტოლობაში სპეციალური კა- 

ნონით იცვლება (I-ის მიხედვით), ეს პირობა შეიძლება შესრუ- 

ლებული იყოს მაშინაც, როცა მწკრივი განშლადია. მაგალითად, 

ჰარმონიული მწკრივისათვის, თუ ჩჯ რაიმე ფიქსირებული რიცხვია, 

ცხადია, გვექნება 

IIIი წ„+) +'·+M,„+”1=0. 
„პათ 

(რადგან ყოველი წევრი –30 და ამ წევრების რაოდენობა ერთი 

და იგივეა), მაგრამ ჰარმონიული მწკრივი განშლადია! 

ჩვენი მიზანია შევისწავლოთ ამგვარი ჯამების ყოფაქცევა, რო- 

ცა M-თან ერთად ი-ც უსასრულოდ იზრდება. 
ვთქვათ, ისევ დდ) რაიმე დადებითი და კლებადი ფუნქცია «-დან 

უსასრულობამდე ყველგან, და მწკრივი, რომელსაც ვიხილავთ, ასე- 

თი სახისაა: 

დ(ძი)+დ(თ+1)+...+Cთ(ი+ი)+... 

გამოვიყენოთ ჩვენს მიერ გამოყვანილი უტოლობანი: 

ძ1+7 

დ(0)+დ(+)+-+დ(6+»-1)> | დიძი>დ(54+1)+9(4+2)+-.- 

--·+Cდთ(თ+7») 
ჯი 

აქ ი-ს ნაცვლად ავიღოთ ი+I, ხოლო M-ის ნაცვლად ი. მაშინ 

გვექნება: 
ი+I+იე 

დ(თ+7)+Cთ(თ+8+#M+1)+-·-·+თ(CV+I+ს-I)> |თთ« 

0+# 
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ძაი+ი . 

დ(2+M+1)+Cთდ(9+M+2)+--·+Cთ(2+7+ ი) < | ილით.. 
ი+ 

აქედან ადვილად მივიღებთ, რომ 

ძ++ხ M+ი ძ+I+ი ' 

| «თ902-+%99+»+ი)< 2,9#+თ< | დC0ძ(+%(4+»). 
ძ+ი #=M ძ+»ი 

მაგრამ IIთ დ(თ+7)= IIი) დ(C+#1+ 2)=0 და ამიტომ, საბო- 
ით ჩ-სათ . 

ლოოდ მივიღებთ: 

„+ი ძი+M/+ი 

სთ 9,0C(+0)= IIთ |9თთ. 
იაი-–3ო ჩათ 

#=ჩ ძ+ი 

_. 

ლექცია? 

ზოგიერთი გამოჭენება 

გამოვიყენოთ ახლა წინა ლექციის ბოლოს გამოყვანილი 

ფორმულა, როცა დ(X)= 1 . ამ შემთხვევაში, 
Xჯ 

””ი, ჩ 
| «<MM%C+/)- (ით = ნ 1+2 | 

ჯ 7 
M 

ამიტომ, თუ M# და ი” უსასრულოდ იზრდებიან ისე, რომ #-ს 

ზღვრად აქვს 2. რიცხვი, ზემონახსენები ფორმულა მოგვცემს: 
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· 1 1 1 
I –+--–-+.. = წი IC + +..+ 2) Lი§9(1+2.) 

იპაპთ,ი 7+1 #1+ 

სადაც #= სიე, 
M 

ასე, მაგალითად, თუ ჩ=7”, გვექნება: #=1 და მივიღებთ: 

უკანასკნელი ფორმულა საინტერესოა იმით, რომ ადასტურებს 

შესაძლებლობას, რომ უსასრულოდ მცირეთა ჯამი, თუ მათი 

რიცხვი უსასრულოდ დიდია, შეიძლება გარკვეული სასრული 

სიდიდე იყოს. 

გამოვითვალოთ 

1 1 1 
თ? (+L? სააქობ.     

L 

ჯამის ზღვარი, თ ჩ-ა. აქ შეიძლება ჩვენს აღნიშვნებში 

მივიღოთ თC)=– – 2 · მაგრამ ასეთ შემთხვევაში (4 კრებადია და, 

1 

ი. 

ამიტომ, IIთ I –2> ყოველთვის მიისწრაფვის ნულისაკენ, როცა 
ჯ 

ჩ 

M-პ%. ამგვარად, წინა ლექციის ფორმულა გვაძლევს: 

Iთი ++ + 15 =0 
ია ც2 აღაუ,ბი ს C+/? 

როგორც არ უნდა იცვლებოდეს ჯ, როცა ”/-3=. 

ახლა განვიხილოთ შემდეგი ზღვარი: 

71



1 1 1 იე +252) 

ამისათვის ავიღოთ ფუნქცია «6)=უ– და გამოვითვალოთ 
ჯ 

(« =(2V»L ” = 2(M+ი – VI)= ლუ, 
M 

ამიტომ, თუ M-3= და ი იზრდება ისე, რომ ის ტოლი რჩება იჩ-სა, 

ზემოაღნიშნული ფორმულა მოგვცემს: 

1 1 2» ს 2V#M 
„თ +--–==+..34+-–-- II -–=–=-- ი-““.--=თ 

> VI+1 წი ა 35 -/2# +5/ი. ს + #72 

ამ მსჯელობაში # ყველგან მთელი რიცხვია, ახლა მის ადგილას 

ავიღოთ ისეთი უდიდესი მთელი რიცხვი, რომელიც არ აღემატება 

+» -ს. ამ რიცხვს VI -ის მთელი ნაწილი ჰქვია და ის შემდეგნაირად 

აღინიშნება: ჩი = ნწ). ეს,.ცხადია, იმას ნიშნავს, რომ წო ნ+თ, 

სადაც 0<ძთ<1. ახლა, თუ ამ ტოლობას ავიყვანთ მეორე ხარისხში, 

გვექნება: 

M= 92+2ით+027, 

"აქედან 

M+ნ=69?+ი((+2თ)+თ2 
და 

  

2 

V/M+ ი =+V/ი?+ ი9((+2თ)+ცთ2 =ჩ 1+1+29, –, 
” ს 

ამგვარად, 
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ე.ი. გვექნება: 

როცა #9 = 8LV/»). 

ახლა შემოვიტანთ უსასრულო საზღვრიანი ინტეგრალის 

თანაბარი კრებადობის განმარტებას, რომელიც ეხება პარა- 

მეტრიანი ინტეგრალების შემთხვევას. 

განვიხილოთ ორი ცვალებადის ფუნქცია #X.) რომელიც 

განუწყვეტელია, როცა X>0ი და CთV,<თ<თე, სადაც თ, თ: რაღაც 

რიცხვებია. 

დავუშვათ რომ ინტეგრალი | /(დ,თ)ძXკრებადია, თ-ს 

რომელიმე აღნიშნული მნიშვნელობისათვის. მაშინ ინტეგრაციის 

შედეგი წარმოგვიდგება, როგორც 9-ს ფუნქცია: 
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I /#C,0თ)თ = ჩ(Cი. 

განვიხილოთ უკანასკნელი ინტეგრალის შემდეგნაირი წარმოდ- 

გენა: 

I! ო 

#C) = I #0 თ)ძX+ I #(X თ)ძი. 
ძი 1 

ჩვენ ვამბობთ, რომ | /(Xთ)რჯარის თანაბრად კრებადი 
ძ 

ინტეგრალი (თ,, თე) შუალედში, თუ ყოველ წინასწარ აღებულ 6 

დადებით რიცხვს ისეთი დ რიცხვი შეესაბამება, რომ თ-ს ყოველი 

მნიშვნელობისათვის, თ,:-სა და თე-ს შორის, ადგილი ექნება 

უტოლობას: 

| I#C თი: <6. 
! 

ყოველთვის, როცა ჯL>ნ. 

დავამტკიცოთ, რომ ასეთ პირობებში (თ) განუწყვეტელი 

ფუნქციაა. 

მივცეთ თ-ს ნაზრდი #ტთ. მაშინ გვექნება: 

! –= 

#”MC+#40) = I#Cთ+ ტი)ძ»+ I#Cთთ+ ტთ)ძ.. 
ძმ ! 

აქედან მივიღებთ: 

!, -= 

#M(C+#ტ0) – ჩ(C) = IVთთ+ბთ– #(- თM+ | #C,თ+ #თ)ძX- 
ძ ! 
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-წ/თთრ: 

' 

ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ: 

I 

I=CC+ თ) – #(C)| < IVCთ+4თ) – /C,თ)Iი+ 

+ I/თთ+ათ) + I/თთ (I) 
I ! 

ახლა ავირჩიოთ რაიმე დადებითი § რიცხვი და ავიღოთ 

იმდენად დიდი I!, რომ მეორე და მესამე სიდიდეები მარჯვენა 

მხარეში ნაკლებნი იყვნენ (კალ-ცალკე 3 “ზე. ვთქვათ, ამისათვის 

საჭიროა შესრულდეს უტოლობა: I>L. რაც შეეხება პირველ წევრს 

(კ), უტოლობის მარჯვენა მხარეში, რადგან #X»თ) ფუნქცია 

  

  

განუწყვეტელია, 30-თ) რიცხვისათვის შეიძლება შევარჩიოთ 
–ძ 

ისეთი ბ(8>0), რომ, როცა |ტთ <8, გვექნება 

I/(-თ +400თ)- /CX თ)! < 2- ) ყოველი X-სათვის ი-დან (L-მდე 
–-თძ 

შუალედში. აქედან, ცხადია, მივიღებთ, რომ 

  წელი 
I 

§ 
IICთთ+4თ – /Cთ <3-2 3 

ამგვარად, ასეთი #C-ს შერჩევა, (1) უტოლობის თანახმად, 

მოგვცემს: 

|”(ოთო+40)-–-”(0თ)|<6. 
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უკანასკნელი გარემოება ამტკიცებს განსახილავი V”(თ) 

ფუნქციის უწყვეტობას (თ, თე) შუალედში. საბოლოოდ, თუ გვაქეს 

ინტეგრალი I#თთ4:, სადაც #Xთ განუწყვეტელია ყველა 
ძ 

მნიშვნელობებისათვის ი<X და CV,5X<0თ: და ეს ინტეგრალი 

თანაბრად კრებადია (თ,, თ;) შუალედში, მაშინ ფუნქცია 

წ) = | /C თა: 

განუწყვეტელია თ-ს ყოველი მნიშვნელობისათვის თ,-სა და თ-ს 

შორის. 

” I» განვიხილოთ ზოგადი სახის ინტეგრალი I ძ» და 
) /6Cი 

გამოვარკვიოთ, როდის არის ის კრებადი, თუ MX) და მ(X) ორივე 

რაღაც პოლინომია. ვიგულისხმოთ, რომ ძ და მასზე მეტი რიცხვები 

არ არიან 9(ჯX) პოლინომის ფესვები. 

ვთქვათ, IXX) პოლინომის ხარისხი არის MI და 9(X) -ისა – #. 

ამგვარად, 

69) = ძე» +თ»” 1 +..+ძ, 

0090 =ხე»" +ხ,ჯ” 1+...+ხ,, 

სადაც რძა#0 და ხი#79. გავიტანოთ. ამ გამოსახულებებიდან 

ფრჩხილებს გარეთ »-ის უმაღლესი ხარისხი. მაშინ მივიღებთ /X») 

და მფ ფუნქციების შემდეგნაირ წარმოდგენას: 

ნოი -V”იი და 68(X)=X»”0)(»)”, 

სადაც 
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MC)? =ი,+<L+...+ 9, 0,9 =ხ,+5 4§..49%, 
რი ხL 

ს. ჯი ჯ L 

ასე მივიღებთ ჩვენი ინტეგრალქვეშა ფუნქციის შემდეგი სახის 

წარმოდგენას: 

  

  

სადაც 

ძია+45L+..+ 4 
= X ჯ! 

VCი ხ ნ 
ხა+--+..+-2 

ჯ ჯ 

ვხედავთ, რომ ფუნქციას ი აქვს სახე #2), სადაც 
ჯ 

  არსებოს” IIთ VI) = 19% +0 და ს=-7M+”, მეორე მხრივ, 
ჯ-3თ +#ხ 2 

ვიცით ასეთი სახის ფუნქციის ინტეგრალის კრებადობის ნიშანი: 

(ჩო, _ წი I ძი =|+“ 
V/0C%) ·ჯ 

ძმ 

კრებადია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 2-ო>1, ე.ი. როცა 

71>2M1+2. 

მაგრამ # და M აქ მთელი რიცხვებია, ამიტომ უკანასკნელი 

პირობა იმას ნიშნავს, რომ #I>20:+3, ე.ი. იმისათვის, რომ 

(ჩთ ინტეგრალი |=>« (სადაც IC) და 8(») პოლინომებია) იყოს 
– V/0C>) 
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კრებადი, აუცილებელია და საკმარისი 9(X)-ს ხარისხი სამი 

ერთეულით მაინც აღემატებოდეს /XX»X) -ს გაორკეცებულ ხარისხს. 

ლ. 4 
X –I 

მაგალითად, (-–-–- განშლადია (რადგან 10 მხოლოდ ორი 

0 V 19 +1 

<5 4 X –1 
ერთეულით აღემატება 2.4=8-ს), ხოლო |>=- –- კლებადია. 

0 V »! 1 +1 

შემთხვევა, როცა ინტეგრალქვეშა ფუნქცია განიცდის წყვეტას 

საზღვრებს შორის. 

გადავიდეთ ამ შემთხვევის განხილვაზე, როცა ფუნქცია 

განიცდის წყვეტას ინტეგრალის საზლვრებს შორის. ავიღოთ, 
ხ 

  მაგალითად, I „ აქ ი და ხ სასრული რიცხვებია და ძ<ნხ. 
თ: 

, (X- თ)" 

მაგრამ ინტეგრალქვეშა ფუნქცია განიცდის წყვეტას ინტეგრალის 

ი საზლვარზე. ავიღოთ განსახილავი ინტეგრალის ნაცვლად 

შემდეგი სახის ინტეგრალი 

ხ 

_ თ _ 
I” 

ძ+C (X მ) 

სადაც 0<6<ხ–-ი. თავისთავად ცხადია, რომ ასეთ ინტეგრალს 

უკვე აქვს აზრი. გამოვითვალოთ ის და შემდეგ განვიხილოთ მისი 

ზღვარი, როცა 66-30. თუ ეს ზღვარი არსებობს, მას კვლავ 

თ 

(X- თ)" 
  

ხ 

აღვნიშნავთ I 

ძ 
ინტეგრალი გარკვეული სიდიდე აღმოჩნდება. ახლა ვნახოთ ”-ის 

რომელი მნიშვნელობებისათვის იარსებებს ეს ინტეგრალი ამ 

ახალი აზრით. 

-ით და, ამგვარად, ასეთ შემთხვევაში 

გამოვითვალოთ ინტეგრალი 
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ნ ხ –ი+1 
_% _ I თ-იოტა C-ია = 

(X–ი)” –ი+1 
2+6C ძი+C 

= 1 1 __ 1._.!, 
M-I წე“ (6 -იე)”“! 

(აქ იგულისხმება ჯერ, რომ ი#»I). ახლა, ცხადია, როდის არსებობს 

ამ ინტეგრალის ზღვარი, როცა §-2–0. ეს მოხდება მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა V7I-1<0, ე.ი. M<1 (გავიხსენოთ, რომ ჩვენ ვგულისხმობთ, 

M#I). წინააღმდეგ შემთხვევაში, როცა M>1, ინტეგრალის ზღვარი 

უსასრულობა იქნება. 

თუ ავიღებთ შემთხვევას: M=1, მივიღებთ: 

  

  

ხ 

I => =IL0§(+– ი)ხ+. =Lი0ი§(ხ – ი) – L088 

ძი+8 

და ამ გამოსახულების ზღვარი, როცა 6-0, კვლავ არის თ, 

მაშასადამე, ინტეგრალი 

ჩხ 
ძX 

I (X-–ი) 
თ+6 

  

მიისწრაფვის გარკვეული სასრული ზღვრისაკენ, როცა 6-2–0, მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ, როცა #M<I. ასეთ დროს უკანასკნელი 

ინტეგრალის ზღვარი შემდეგი სიდიდეა: 

1Iი ძ = ! (როცა M<1) 

650 " (ჯ-ძ) (1(-,ო)Xხ-თ) 
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ეს ხერხი არის საფუძველი, რაზედაც აშენებულია ინტეგ- 

რაციის თეორია, როცა ფუნქცია წყვეტილია ინტეგრაციის 

საზლვრებს შორის, სანამ ზოგად განმარტებაზე გადავიდოდეთ, 

განვიხილოთ ზემომოყვანილი მაგალითის შესაბამისი გეომეტ- 

რიული სურათი. დავხაზოთ 

V = 1 _ მრუდი X C- თ” .· მისი 

· „მარჯვენა“ კალთისათვის 

X=ძ ვერტიკალი ასიმპტოტს 

წარმოადგენს (იხ. ნახ. 14). 

" ძX 
ინტეგრალი I –--- გა 

(Xჯ- თ)” თ+6 
'!' > მოსახავს იმ მრუდწირული 

0 | მ+8 ხ X ტრაპეციის ფართობს, რო- 

ნახ. 14 მელიც “შემოფარგლულია 
X=0+6, X=ხ ვერტიკალებით, ზემოდან ჩვენი მრუდით და ქვემოდან 

ჯ-თა ღერძით. 

ეს ფართობი ნახაზზე დაშტრიხულია. როცა 66-30, ამ ფიგურის 

მარცხენა გვერდი მიისწრაფვის X=ძ ასიმპტოტისაკენ, მისი ფარ- 

თობი იზრდება და მას აქვს სასრული ზღვარი, როცა MI<1, ხოლო ეს 

ზღვარი უსასრულოა, თუ ჩ>I. 

  

ლექცია 8 

ინტეგრალი არაშემოსაზლვრული,, 

ფუნქციისაგან 

წინა ლექციაზე განხილული მაგალითის შესაბამისად, განვი- 

ხილოთ (თ,ხ) შუალედზე მოცემული ფუნქცია #X),, რომელიც 

განიცდის წყვეტას თ წერტილზე და ყველგან სხვაგან განუწ- 

ყვეტელია ამ შუალედში. ისმება საკითხი, როგორ უნდა გვესმოდეს 
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ხ 

I/თ« ამ შემთხვევაში? ამისათვის განვიხილოთ შემდეგი სახის 

ძ 

ინტეგრალი 

ხ 

I#7თ4., 
თ+6 

სადაც 6 რაიმე რიცხვია 0<6<ხ–-ი. ეს ინტეგრალი, ცხადია, 

აზრიანია და წარმოადგენს § სიდიდის ფუნქციას: 

ხ 

#C) = I #0ეძი. 
ძ+6 

დავუშვათ, რომ არსებობს ზღვარი 

II #M(C61=#, 
630 

ხ 

მაშინ I#/თ4: -ს განმარტავენ როგორც ასეთ # სიდიდეს, ე.ი. 

ძ 

ძ+68 

ხ ს 
I #C)%-= IIთ I #C)თ= სთ #C). 
2 68-30 68-30 

ხ 

ასეთ დროს ამბობენ, რომ ინტეგრალი I #C00ძX კრებადია. 
ძ 

თუ ფუნქციას X(C6) არა აქვს ზღვარი, როცა §->0, მაშინ 
ხ 

ამბობენ, რომ I#/თ“ განშლადია და მას არავითარი სიდიდე არ 

0 

მიეწერება. 
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ისმის კითხვა, რა პირობებშია კრებადი განსახილავი სახის 
ხ 

ინტეგრალი |/#თიი? ეს, როგორც ვნახეთ, M”(60) ფუნქციის 

ძი 
ზღვარის არსებობის დროს ხდება, როცა §-–50. მაგრამ ეს ზღვარი, 

როგორც ვიცით, არსებობს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ყოველი 

დადებითი უო რიცხვს შეესაბამება ისეთი დადებითი მ, რომ როცა 

0<6<8 და 0<6%8, გვექნება |”(6)–”(6"I<ი. 

V 
განვიხილოთ, კერძოდ, ფუნქცია /#(X)= აე. , ს CL - თ" ადაც 

ფუნქცია VIX) განუწყვეტელია (თი,ხ) შუალედში და, მაშასადამე, ის 

ერთ გარკვეულ საზღვარს არ აღემატება. ავიღოთ ინტეგრალი 

ხ 

ჩრ)= | “9 ი 
ი+კგ(X“ ი) 

დავამტკიცოთ, რომ, თუ IM<1, მას აქვს ზღვარი, როცა §-30. 

წარმოვადგინოთ სხვაობა 7#X(§)–”»X(C6) შემდეგნაირად: 

ყ:რ – თ "Vთ კ. I _VCი) _ I _ M(Cი0 _ 

„,>X- თვი „თ- -ფ.“ 

გამოვიყენოთ საშუალო მნიშვნელობის პირველი ფორმულა: 

, 

           

თ+6 ძ+C 

ი)= | _.თ .-Vდ |“. 5 
აა (X- თ ი+6(X“ 9) 

ახლა გავიხსენოთ ჩვენს მიერ განხილული ინტეგრალი 

ხ 

I => და შევნიშნოთ, რომ მას (რადგან IM<1) აქვს ზღვარი, 

(X-–0) 
ძ+C 
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ი+L 
ძX როცა 6-0. აქედან კი გამომდინარეობს, რომ I 

(X- ი · ი+6 
მიისწრაფვის ნულისაკენ, როცა 86-50, 6-–30. 

ამს გამო, რადგან IVLC) მამრავლი შემოსაზღვრულია, 

დავასკვნით, რომ ასეთ დროს არსებობს ზღვარი 

ოი IM(C6) – #6” · თ) (6) ( ) და ის ტოლია ნულისა 

Vთ 
(»- თ)" 
  

ხ 

ეს კი, თავის მხრიე, იმას ნიშნავს, რომ I ძX კრებადია. 

ძ 

განვიხილოთ მეორე შემთხვევა, როცა I>I. აქ თავის მხრივ ორი 

შემთხვევა წარმოგვიდგება. 

L V(C) ფუნქცია ერთსა და იმავე ნიშანს ინარჩუნებს (ი,ხ) 

შუალედზე და |IV/Cი)>C, სადაც #>0. ასეთ შემთხვევაში (იმის გამო, 

უსაზღვროდ იზრდება,   

ხ 

რომ ს>1), რადგან ინტეგრალი I 

„ ი+6 
როცა §-+0, საშუალო მნიშვნელობის ფორმულა მოგვცემს, რომ 

ინტეგრალი 

(დ-ი 

  

  

(X- თ)" ფთ-თ" “მ (X- თ" წ Vო. სრ) | 2 »C | რ 
ი+6 თ+6 

აგრეთვე უსაზღვროდ იზრდება, როცა §-2-0. ეს კი იმას ნიშნავს, 

ხ 

რომ ინტეგრალი |“ დ. 

ძ 

I. VC) ფუნქცია ნიშანცვლადია ან მისი მნიშვნელობების 
აბსოლუტური სიდიდე არ არის არც ერთი დადებითი L რიცხვით 

შემოსაზღვრული ქვემოდან. მაშინ წინა უტოლობის მარჯვენა 

მხარეში VIC) მამრავლი შეიძლება უსასრულოდ მცირდებოდეს 

ძX – განშლადია. 
(X– ი 
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ძX 
(როცა I თ-თ. ინტეგრალი უსაზღვროდ იზრდება). ამიტომ, 

X–-ძი 
ი+6 

ხ 
ძX 

საკითხი |“ო> C- თ ინტეგრალის კრებადობის შესახებ, ასეთ 
= 

შემთხვევაში, გაურკვეველი რჩება. 

Vთ 

(X- 
V-) ფუნქციას (ე.ი. V/(X)= /#(XXX-თ) ნამრავლს) აქვს გარკვეული და 

ნულისაგან განსხვავებული ზღვარი, როცა X-30ი, ე.ი. თუ 

გაურკვევლობას ადგილი არა აქვს, როცა #(X)= 

იი I/თთ-ი)I= IIიი VI ჯე = # #0. 
ჯXჯX–იძი Xჯ–ი 

მართლაც, ასეთ დროს, ზღვართა თეორიის თანახმად, ყოველი 

ი>0 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი 6ნ->0 რიცხვი, რომ, როცა 

ი<X<0+წა, გვექნება: 

#–ი<VC) <M+ა. 

(აქ იგულისხმება, რომ »ჩა<IM,, და ამიტომ, (L-ი და #+ი იგივე 

ნიშნისაა, რაც M#M და, მაშასადამე, V ნიშანს ინარჩუნებს (თ, ი+6.) 

შუალედში, შემოსაზღვრულია და IV/თ|I აღემატება რაღაც დადებით 

რიცხვს). ამიტომ, დავასკვნით, რომ ასეთ პირობებში ინტეგრალი 

_VMX% კ, კრებადია, როცა IMI<1 და განშ რ ! C- თ" კრებადია, როცა M<1 და განშლადია, როცა IC>1. 

ძ 

მაგალითი 1. განვიხილოთ ინტეგრალი (თ, სადაც 

IV) და მ(0) პოლინომებია, რომელთაგან 0(ი)-ის თ აქვს ფესვად, 

ხოლო #(ძ)#0. ასეთ პირობებში, თუ მ(X)-ის თ ფესვი 

ჯერადობისაა, გვექნება: 0()=(C-ძ)"0,(ი), სადაც 0I)(ი)#0. მაშინ, 

ცხადია, გვექნება: 
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ჩდ __ 1 _ ჩი 
მნ: (»ჯ-ი)" 0,6)! 

  

სადაც, თუ შემოვიტანთ აღნიშვნას და თუ VI(X) = 56) , გვექნება: 

#L(ძ) 
0,(ძ) 

მთელი >1 რიცხვია, წინა შედეგის გათვალისწინებით მივიღებთ, 

Iი VI(X)=–“–“–“– #0. ამიტომ, რადგან ს (ი-ფესვის ჯერადობა) 
ჯ-35ძ 

ხ 

რომ ინტეგრალი (54: , ჩვენს პირობებში, განშლადია. 
X 

ძი 
მაგალითი 2. იმავე პირობებში განვიხილოთ ინტეგრალი 

ხ 
ჯ# : 
(დრ აქ საინტეგრო ფუნქცია იმავე აღნიშვნებს იხარჩუნებს 

ჯ 

და აქვს სახე: 

#0) 1 

M/0(ი) C- ურ 

#(X) : (4C)) +0. 
ს = 1 = ადაც VICX) 59,Cი ე) და სი Vთ 716, 9) 

V(X),   

  

  

  

ხ ჩი : 
ამგვარად, ინტეგრალი I ძX კრებადი იქნება მაშინ და 

. MI9(X) 

მხოლოდ მაშინ, როცა M <1, ე.ი. LL</I. 

ჩვენ დავადგინეთ, რომ აღნიშნულ პირობებში ინტეგრალი 

  I ”თ) ძX კრებადია მხოლოდ იმ შემთხვევაში, თუ 0(X) პოლინო– 
2 ჟ 0(X) 

მის ი ფესვის ჯერადობა ნაკლებია ფესვის I მაჩვენებელზე. 
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ახლა მოკლედ შევეხოთ იმ შემთხვევას, როცა საინტეგრაციო 

ფუნქცია განიცდის წყეეტას ზედა ხ საზღვარზე. მაშინ განიხილება 

ხ-6 

”Cდ)= | /C)« 
ძ 

ინტეგრალი, სადაც 0<8<ხ–ძ და შემდეგ აიღება M(6) ფუნქციის 

ზღვარი, როცა 6-0. თუ ეს ზლვარი არსებობს, ამბობენ, რომ 
ხ აქ ხ 

ინტეგრალი I#/თ“: კრებადია და ღებულობენ: I#/თ«თ-= 

მ | წ ძ 

ხ-6 

=სთ I#თ“. როცა უკანასკნელი ზღვარი არ არსებობს, 
6 

ხ 

ინტეგრალს I#თ“ განშლადი ეწოდება. , 

ძ 
ბოლოს, შესაძლებელია ისეთი შემთხვევის განხილვა, როცა I» 

ფუნქცია წყვეტას განიცდის (ი,ხ) შუალედის რომელიმე შიგა, 
ხ 

მაგალითად C წერტილში. მაშინ I/თ4: ინტეგრალი გაიგება 

ძი 

როგორც შემდეგი ზღვრების ჯამი: 

C-8 ხ ხ 

|#თრ- სთ | /თ%+ჯო, | /თ«%, 
C+C” 

თუ, რა თქმა უნდა, არსებობს ორივე აქ აღნიშნული ზღვარი. 

ზ6



ძX ! 
მაგალითი: IC რებადია. მართლაც, ვინაიდან => ) 3/» კოეიად ლაც, ვ დ შ/ჯ 

2 
ფუნქციის პრიმიტიულს აქვს სახე: 2.#+ი, ამიტომ, რადგან 

I 
3» ფუნქციის ერთადერთი წყვეტის წერტილი არის X=0, გვექნება: 

+! “LI. =– X 

I“ 2) MX» თი) /- “მი (2 V 

I =X/3 ! = IიII “– –- Iი =0. + II=თი X =-– C- –– “ “ - ი ირ 11 X+> 2 

+! 

ე.ი. საბოლოოდ ინტეგრალი I კრებადია და ნულის ტოლია. 
X 

ახლა დავამტკიცოთ შემდეგი შესანიშნავი დებულება: თუ (4) 

შუალედზე განსაზღვრული #») ფუნქციის პრიმიტიული ფუნქცია 

MC») განუწყვეტელია ამ შუალედზე (V-ს კი აქვს წყვეტები), მაშინ 

ხ 

ინტეგრალი |#/თ4: კრებადია და ის ტოლია #(ხ)–”(0) სიდიდისა. 

ი 

მართლაც, ვთქვათ, #V»)-ს წყვეტა აქვს C წერტილში, მაგრამ მას 

ყველგან (თ,ხ)-ზე გააჩნია უწყვეტი პრიმიტიული #C) ფუნქცია. 

ვთქვათ, ძი<0<ჩ. ასეთ დროს 

I ჩC0ძX+ I #00ძX= MCC –6) – ჩ(0)+ (6) – ჩCC+6”, 
C+წ” 
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და ამიტომ, რადგან MC) ფუნქცია განუწყვეტელია C წერტილში, 

გვექნება: 

C+8 

C-§ ხ 

სი I #00ძX+ სთ I #(CX)ძX = #Cწ) – M(0)+ სთ M(CC- 6) – 
68-30 4 630 6–30 

– IIი #CC+§6) = MC) – XC) + X(CC) – XCC) = XCხ) – XCთ). 
630 

ხ 

ამგვარად, |#/თ« ინტეგრალი მართლაც კრებადია და 

ხ 

|#C00= #C) – #(49). 

მაგალითები: 

აქ ინტეგრალქვეშა ფუნქციას (0,!)   

1 

1) განვიხილოთ | « · 

0 1-»?2 

ინტერვალზე გააჩნია პირველყოფილი ფუნქცია თI/C85Iიჯ, რომელიც 

1 

  «% 5 ინტეგრალი არსებობს და ტოლია 

–-X 
უწყვეტია. ამიტომ I 

1 0 

1 
C>- 11 = მIC5101– 2+C510 0 = M · 

  

+! 

2) I « ინტეგრალი იმავე მოსაზრებებით არსებობს და 

–1 
7I-> 

  |უ=–=2#-XI =2+#. 
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ლექცია 9 

მრუღხაჭოვანი ინტეგრალები 

განვიხილოთ გარკვეული X=/») განტოლებით გამოსახული 

მრუდი, სადაც #X) განუწყვეტელი ფუნქციაა (6,ხ) შუალედში. 
ჯერჯერობით ვიგულისხმოთ, 

რომ #9) მონოტონური ფუნ- V 
ქციაა (ნახ.15-ზე წარმოდგენი- 

ლია ზრდადი ფუნქციის შემ- 
თხვევა). ავიღოთ (94,ნ) შუალე- 
დის რაიმე დაყოფა, წერტი- 

ლებით 

  

თ, X), X2,-.. %ი- Xე=ხ. 

ნახ. 15 
ვთქვათ, რომ თ, XI,»,..., X--I, 

X=8 მათი შესაბამისი ორდინატებია X=/#X) მრუდზე. მაშინ 

თო=#0), X»I=/VXI).-.., Xი-I=/(-I), ჩ=#ჩხ). 

აღვნიშნოთ მოცემული მრუდი C-თი და განვიხილოთ ორი 

ცვალებადის ისეთი X#C) ფუნქცია, რომელიც განუწყვეტელია 

ორივე ცვალებადის მიმართ გარკვეულ, C მრუდის შემცველ, # 

არეში (ე.ი. C მრუდის ყოველი წერტილი მოთავსებულია # არეში). 

განვიხილოთ ახლა IC.) ფუნქციის მნიშვნელობები (XX), (X, »2),..., 

CX, X»)=(ხ, 8) წერტილებზე და შევადგინოთ შემდეგი ჯამი: 

§=M(X, XI)(X<0)+MCC, 7)C>-XI)+...+ჩ(, 8) (ხ–X--)). (1) 

“ უკანასკნელი ჯამი შეგვიძლია შემდეგი სახითაც წარმო- 
ვიდგინოთ: 

ა = MCX,#(X),(X –ძ)+ MCX2, /(X2),(X2 –-X)1+... 

+ MC, | (ხ)X6ხ – Xგ–)). 

ვთქვათ, რომ («,ხ) შუალედის დანაწილების წერტილთა რიცხვი 

უსაზღვროდ იზრდება ისე, რომ Iთო(C-X.I))=0. მაშინ 24 ჯამი 
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გარკვეული ზღვრისაკენ მიისწრაფვის რომელიც არ არის 

დამოკიდებული იმაზე, თუ როგორი იყო თითოეული დანაწილების 

წესი. ამის საჩვენებლად შემოვიტანოთ აღნიშვნა: X”L(CXLX))=%(»V, 

სადაც ძ<X4ჩ. მაშინ § ჯამი ასეთი სახით წარმოგვიდგება 

5=CთX(X))(X,–ი)+Cთდ(X2)(C2–XI)+...+თ(ჩ)(ხ–X,-)). 

მაგრამ, როგორც უკვე ვიცით, რადგან CV) უწყვეტი ფუნქციაა 

X-ისა, უკანასკნელ ჯამს აქვს ჩვენს შემთხვევაში გარკვეული 

ზღვარი ი რომელიც მართლაც დამოუკიდებელია ცალკეული 

დანაწილებების სახისაგან და 

ხ ხ 

MIი: 5 = (–87 = |5C #ლიე)ძ. 

უკანასკნელ ინტეგრალს ეწოდება ორი ცვლადის XXCX,») ფუნ- 

ქციის მრუდხაზოვანი ინტეგრალი C მრუდზე »-ით და ის შემდეგი 

სიმბოლოთი აღინიშნება: 

|წთათ. 

ახლა შევაბრუნოთ მრუდის განტოლება, ისე რომ X» იყოს X-ის 

ფუნქცია: X=დც), სადაც » იცვლება (თმ) ინტერვალზე. ეს 
ყოველთვის შესაძლებელია, რადგან ფუნქცია #X), როგორც ვი- 

გულისხმეთ, მონოტონურია. მაშინ გვექნება: 

0=0(0V), X,=CდC07)), X-=C0):)...., »-|=00/ |), ხ=C(8) 

და თავდაპირველად განხილული ჯამის ნაცვლად ავიღოთ 

2:=M(XI, XI)CI-–<თ)+MCთ, X2)(7–»)+...+”IX, ჩ)(8–ა-I). 

ეს უკანასკნელი, რა თქმა უნდა, შეიძლება წარმოვიდგინოთ 

ასეთი სახითაც: 

2:=X(CდC0VI), XI)(VI–თ)+”(დ071), 72XV7>–X»I)+...+#(CCდC/,), 8X8–ა»-)). 
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აქაც, სავსებით ანალოგიური მსჯელობით დადგინდება, რომ 

არსებობს ამ ჯამის გარკვეული ზღვარი, როცა (თ, ზ) ინტერვალის 

დაყოფის X/).....#»–-; წერტილების რიცხვი უსაზღვროდ იზრდება ისე, 

რომ თითოეული L-სათვის IICთ0/=X-)=0 და რომ ეს ზღვარი 

სო 9. (ითიათ!. 

ამბობენ, რომ ეს არის MC) ფუნქციის მრუდხაზოვანი ინტეგრალი 

C მრუდზე (/”ით) და ის შემდეგი სიმბოლოთი აღინიშნება: 

M(%,)მ». 
-C 

ახლა გავთავისუფლდეთ 
ზემოთ მიღებული მონოტო- V 
ნურობის შეზღუდვისაგან და 

ვიგულისხმოთ, რომ «C მრუდი 

განუწყვეტელია, მაგრამ არ 
არის მონოტონური (იხ. 

მაგალითად, ნახ. 16-ზე 

წარმოდგენილი შემთხვევა). | 

დავანაწილოთ ეს მრუდი ' 

ისეთ #4C,,C,Cთ,C:8 ნაწილებად, 
რომ თითოეული ნაწილი გამოსახავდეს მონოტონურ ფუნქციას. 

მაშინ მრუდხაზოვანი ინტეგრალისათვის C-ზე (მაგალითად X-ით) 

შეგვიძლია მივიღოთ შემდეგი განმარტება: 

  

  

ნახ. 16 

|ჩი» )ძX = I XL(CX, 7)ძX+ I XL(X, »)ძX + | თარ. 

წი CC თ8 

ახლა განვიხილოთ ასეთივე C მრუდი და ისეთი ორი 

ცვალებადის უწყვეტი ორი ”Cთ)) და 0Cდა) ფუნქცია, რომლებიც 

განმარტებული არიან C-ს შემცველ რაღაც არეზე. ასეთ 

შემთხვევაში ჩვენ შეგვიძლია განვმარტოთ ზოგადი სახის 

91



მრუდხაზოვანი ინტეგრალი (I”-სი »ჯ-ით, და 0-სი »-ით), როგორც 

შემდეგი სახის V, ჯამი: 

#, = | > »)ძX+0C> ა)ძ». 
C 

ამ უკანასკნელს, უფრო ხშირად, უბრალოდ (ფრჩხილების 

გამოყენების გარეშე) აღნიშნავენ: 

| წთაძ-+0C> ა)“. 
C 

ამგვარად, ეს მრუდხაზოვანი ინტეგრალი გაიგება როგორც 

ჯამი 

| წCააძი+0C აამ = | > »)ძX+ | 0»). 
C C 

აქამდე ჩვენ ვგულისხმობდით, რომ «C მრუდი შეიძლება 

დანაწილდეს სასრულ რიცხვად ისეთი სახის ნაწილებისა, რო- 

მელთა განტოლებანი ან X=M», ან X>თდC) ტოლობით გამოისახება. 

ჩვენ შეგვიძლია გავთავისუფლდეთ ამ პირობისაგან და დავწეროთ 

2 მრუდის განტოლება პარამეტრული სახით: 

(> =C(), 
»=VV(), 

სადაც ! (პარამეტრი) იცვლება გარკვეულ (I), ჩ) შუალედში. 

ამასთან, აქ საჭიროა დთ() და VXC) ფუნქციებს ჰქონდეთ 

განუწყვეტელი წარმოებულები CდXI) და VI). მაშინ ზოგადი სახის 

მრუდხაზოვანი #, ინტეგრალი შეიძლება გადაიწეროს შემდეგი 

ჩვეულებრივი ინტეგრალის სახით: 

#, = | 5C,»)ძ++0CX 24) = 
C 

: " 

= წრდთ, V(/) I) + 0(დ(0,VI))VMი ი. 
, 

1 
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განვიხილოთ მაგალითი: ვთქვათ, C წარმოადგენს თ და ხ ნა- 

ხევარღერძებიან ელიფსს, რომელიც განლაგებულია »)/ სიბრტყეში 

ისე, რომ მისი ცენტრი მოთავსებულია კოორდინატთა სათავეში და 

ღერძები ემთხვევა საკოორდინატო ღერძებს. ასეთი ელიფსის 

პარამეტრულ განტოლებას აქვს სახე: 

X=0008! 
| (0</<27). 
»ჯ=ხვი! 

გამოვითვალოთ | „> –- XI მრუდხაზოვანი ინტეგრალი. გან- 

C 

მარტების თანახმად გვექნება: 

2X% 

I X”)თX – Xძ) = I Iს §10ი I(–ძ51ი!) –ძ 60§((ხC05!) ML = 

0 

2X 

=- |თხ ხსნი? 1+C6C05 2,V –_ 

0 

მრუდხაზოვანი ინტეგრალის შემოტანილ ცნებასთან დაკავ- 

შირებით აქ უნდა შევთანხმდეთ მრუდზე მოძრაობის მიმარ– 

თულების ამორჩევის შესახებ განვიხილოთ ზოგადად პარა- 

მეტრული სახით მოცემული 

ს =(X) 
»=V/C,) 

მრუდი, რომლის ! პარამეტრი იცვლება (II:7:) (ხ<,) ინტერ- 

ვალზე. #=/, მნიშვნელობის შესაბამისი 4(C(,)), VVI)) წერტილი (1) 

მრუდის საწყის წერტილად გამოვაცხადოთ, ხოლო L=6-ის შესა- 

ბამის 8(Cთ(M), V/#))-ს (1)-ის ბოლო წერტილი ვუწოდოთ. გამო- 

რიცხული არ არის შემთხვევა, როცა 4#=8. ასეთ დროს (1) მრუდს 

ჩაკეტილი მრუდი ეწოდება. როცა ?! (ზრდით) გაირბენს (I) 

(1) 
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შუალედს, მაშინ მისი შესაბამისი (#ი(0, VICV)) წერტილი სიბრტყის # 

წერტილიდან C-ზე მოძრაობით 8-მდე გადაინაცვლებს. ასეთ დროს 

ამბობენ, რომ C მრუდზე არჩეულია მოძრაობის გარკვეული მი- 

მართულება, ჯნუ გარკვეული ორიენტაცია. ვთქვათ, I! წარ- 

მოადგენს I-ს შემდეგი სახის ფუნქციას: I=/+ჩ-I. ცხადია, აქედან 

გვექნება: 
1=+1ე–)' 

და (1) მრუდი შესაძლებელია გამოისახოს ახალი L პარამეტრით: 

X=C(1)+I;–1)=CI(1,) 

»X=VICII+1:–I')=V/I(,) 

აქ ” ისევ (ს) შუალედზე იცვლება, მხოლოდ როცა !1=I, 

გვექნება I=ჩM, ხოლო თუ 1=6ჩ, მივიღებთ 1L=ჩ. 

ეს იმას ნიშნავს, რომ როცა ახალი I პარამეტრი კვლავ ზრდით 

გაირბენს იმავე (I,2) შუალედს, C მრუდზე მოძრავი (CI(I, C7X(I) 

წერტილი C-ს აღწერს 8-დან #-საკენ, ე.ი. შებრუნებული მიმარ- 

თულებით. ამ ახალ მრუდს C-თი აღნიშნავენ და C-ს საწინააღ- 

მდეგოდ ორიენტირებულ წირს უწოდებენ ადვილი შესამოწ- 

მებელია, რომ ორი ცვლადის ნებისმიერი ორი #” და 0 უწყვეტი 

ფუნქციის შემთხვევაში სამართლიანია ტოლობა: 

| =ა)9+0C7+4,=– | =2)ძ++0C- 7)». 
C C- 

Xჯ=CXI) 

»=VIL) 

გორც უკვე აღვნიშნეთ, C განმარტებულია განტოლებებით 

მართლაც, თუ C მოცემულია | განტოლებებით, რო- 

X=C)(L)=CV(I)+ი–”)=0(), 

X»=V/I(I)=VIC/1+/2--;')=VIC0). 
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ამიტომ, მაგალითად, დასამტკიცებელი ტოლობის პირველი ინ- 

ტეგრალისათვის გვექნება: 

ჯ 

| ჩათი - წითი.,თით« · 
C “” 

უკანასკნელ ინტეგრალში მოვახდინოთ ცვალებადის გარდაქმნა, 

ფორმულით 1=#)+/;-!'. მაშინ, რადგან 1=II-სათვის გვაქვს I=M8 და 

(=ჩ-სათვის 1=8), ცვალებადის ეს გარდაქმნა (რადგან ძ! = –ძ! და 

დ) =-– დ',V)), მოგვცემს: ' 

I 

|” (= >7)ძX= I» (ი() +” –/),VCდფ +65 –/1X-61(0X-4/)= 
C Mი 

(I (4 

= I XC) (C0,VIC0XI(00/ =– I ჩ(ი,(0,VICIXI(204/ = 
(2 ” 

=- |”Cთ »)თ. 

C- 

სავსებით ასევე მტკიცდება, რომ |0თ)თ=– | XXV), ე.ი. 

C C- 

ჩვენ დავადგინეთ, რომ მრუდის ორიენტაციის შებრუნება იწვევს 

მრუდხაზოვანი ინტეგრალის ნიშნის შეცვლას. 
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ლექცია 10 

განვიხილოთ # არე სიბრტყეზე და ამ არეში განსაზღვრული 

ორი განუწყვეტელი ფუნქცია #(X,») და C(X,.»). ავილოთ #1 არის 

რომელიმე ორი VMVI(თ,4) და MX8,8) წერტილი. ეს ორი წერტილი 

შეგვიძლია შევაერთოთ სხვადასხვა CI,C:.... მრუდებით. ყოველი 

მათგანისათვის შეგვიძლია განვიხილოთ სათანადო მრუდხაზოვანი 

ინტეგრალი: 

| ნთაათ+0Cთაა“, | CC 2)ი+0CC 2)რ»-'' 
CI C2 

მაშასადამე, ყოველ ასეთ C მრუდს შეესაბამება გარკვეული 

რიცხვი, რომელიც არის ინტეგრალი | 5CV7)9%X+0C ))M). ეს 

C 

სურათი მოგვაგონებს შემთხვევას, როცა განიხილება რაღაც 

ფუნქცია როცა არგუმენტის როლს წერტილის ნაცვლად 

ასრულებს C მრუდი, ხოლო ფუნქციის მნიშვნელობის როლს 

მრუდწირული ინტეგრალის მნიშვნელობა. ასეთ "ფუნქციას" 

ფუნქციონალი ეწოდება. 

ამგვარად, ჩვენი მრუდხაზოვანი ინტეგრალი | 5Cთა)რ+ 

+0(X წ) ფუნქციონალის კერძო სახეა. 

როგორც ვიცით, არსებობს ე.თწ. მუდმივი ფუნქციები, 

რომელნიც ერთსა და იმავე მნიშვნელობას ინარჩუნებენ, როგორიც 

არ უნდა იყოს ცვალებადი წერტილი; მაგალითად, ორი ცვა- 

ლებადის ფუნქციას 

#CX-2) =X+2X/+)–C+3)%5 

ყოველი (XX») წერტილისათვის 5-ის ტოლი მნიშვნელობა აქვს, 

ჩვენ ვიცით #X») ფუნქციის მუდმივობის აუცილებელი და 

საკმარისი პირობა: 
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–=--=0 იგივურად. 

ახლა ჩვენ გვაინტერესებს ახლახან განხილული ტიპის 

ფუნქციონალის მუდმივობის პირობის მოძებნა. განვიხილოთ 

მარტივი შემთხვევა, როცა ორი წერტილის შემაერთებელი C 

მრუდები X=/#X) სახის განტოლებითაა მოცემული (/MVXI)=#4, /(ჩ)=8). 

შევარჩიოთ ახლა C მრუდის ახლობელი C, მრუდი, რომლის 

განტოლება განისაზღვრება X,=/(X) ფუნქციით და რომელიც იმავე 

MIთ4) და MXL8,8) წერტილების შემაერთებელია (#(0I)=#, /I(ჩ)=8). 
ასეთ შემთხვევაში მ7»=ჩ(X)-ჩწ»X) სხვაობას C მრუდის ვარიაცია 

ეწოდება. 

განვიხილოთ ახლა ის შემთხვევა, როცა C მრუდის მახლობელი 

C, მრუდი წარმოდგენილია X=/X)+წი(C) სახის განტოლებით, სადაც 

§ მცირე მუდმივი სიდიდეა, ხოლო «»(თ)=M(8)=0, ცხადია, ეს C, 

აგრეთვე გადის იმავე M, და M; წერტილებზე და C მრუდის 

ვარიაცია იქნება 6X=68M(X). 

ინტეგრალის მნიშვნელობა C,) მრუდზე (C-ს მეზობელ მრუდზე) 
იქნება: 

ჩ 

| 8თ-ა)ძ%+0C-3)#/= | (CC /60+იC0)+0(C/090+6C)) 
C) თ 

(/(X+6იX»)MX, 

და აქ, როცა ვცვლით 6-ს, იცვლება ინტეგრალიც, ე.ი. ეს 

ინტეგრალი 6-ის ფუნქციაა: V(6). ამასთან, ინტეგრალი C-ზე იქნება 

ჩ 

#6)= | C-»)#%+0C-))#= | MCC /C))+0C /C)/ თ) 
C თ 

თუ გვინდა, რომ ინტეგრალი დამოუკიდებელი იყოს 6-საგან, 

საჭიროა, რომ ამ ფუნქციის IX6) წარმოებული ნული იყოს. ვნახოთ, 

7 ა, რაზმაძე 9



როდის იქნება ეს. ამისათვის მოვახდინოთ გაწარმოება 

ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ და შედეგი გავუტოლოთ ნულს. 

ჩ 

#49= | ითა M(C–/00+=Cთ)+ი0901 6 /C+=%იX/%ი+ 

+6M(X))+»ი%X)0(>, / (X) + 6M(X))MX = 0 (1) 

აღვნიშნოთ აქ #X)+6ნიM(X=VCე)-ით. მაშინ უკანასკნელი ტოლობა 

შემდეგი სახით დაიწერება: 

ჩ ზ 

146) = |ითIV (X-3)+0/C- 7): XX) MX+ I 0(X 2)9+(X)ძ»=0 

განვიხილოთ მეორე ინტეგრალი ამ ტოლობის მარჯვენა 

მხარეში და გამოვიყენოთ მისთვის ნაწილობითი ინტეგრაციის 

წესი: 

ჩ ჩ ჩ 
|0C-ა)ი'სი4= | 0C-ც)ძით = (2C-იდაზ – | იCი(01+ 
C Cდ თ 

+01-»M. 

გავითვალისწინოთ, რომ #(0”)=#(ჩ)=0, ე.ი. რომ ჩასმის შედეგი 

გვაძლევს ნულს და შევიტანოთ ეს გამოსახულება (1) ფორმულაში. 

მივიღებთ: 

ხო VCX-1)+0C-2)7/|-იICL+0ა” M- 

-L ოთ LC> 0- 0. 
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აღვნიშნოთ ახლა §7%(X) =<9-_მ0 და დავამტკიცოთ, რომ 
თ ი% 

| ჩC- »)7X + C(X- »)ძ/ ფუნქციონალის დამოუკიდებლობისათვის 

C 

C მრუდისაგან აუცილებელია, რომ ადგილი ჰქონდეს ტოლობას 

(+X)50 იგივურად. 

მართლაც, წარმოვიდგინოთ წინააღმდეგი: ვთქვათ, არსებობს 

ისეთი წერტილი L(თ<ხ<8), რომ (§X()>0. მაშინ, §(X») ფუნქციის 

განუწყვეტლობის გამო, ეს ფუნქცია დადებითი დარჩება აგრეთვე 

8-ს საკმაოდ მცირე მახლობლობაში. ვთქვათ, §XV>)>0, ყველგან 

(6.62), შუალედში, რომელიც მთლიანად ეკუთვნის (თ ჩ) შუალედს. 

ავიღოთ ასეთ შემთხვევაში Mთ(X)-ად შემდეგი: უ(0=(CX-6,)7თ–ხ;)? 

შუალედში (§,,C;), ხოლო #L(X0=0 ყველგან (თ, ჩ)-ში (§I.62)-ის გარეთ. 
მაშინ, გვექნება: 

ჩ წ2 
| ითითM%= | იC)C-–50”C-62)2#>0, 
« § 

რადგან ყველგან მეტია ნულზე ინტეგრალქვეშა გამოსახულება. 

მაშასადამე, ჩვენი დაშვება უმართებულოა და დადგენილია, რომ IM, 

ინტეგრალის დამოუკიდებლობისათვის C მრუდისაგან, 

მჩ _9 
აუცილებელია გვქონდეს §+C50, ე.ი. გვქონდეს: ოლ ადვი- 

ლად დავრწმუნდებით, რომ ეს პირობა საკმარისიცაა იმისათვის, 

რომ ინტეგრალი 

I ჩთ:+0თ' 
C 

დამოუკიდებელი იყოს C გზიდან. მართლაც, თუ ეს ასეა, მაშინ 

ჩთ+0ძ/ არის სრული დიფერენციალი რაიმე V ფუნქციისა, ასე 

რომ 
' 
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I1XX· »X)თX + C(X· X)ძX = ძC/(X· ») 

და ამიტომ 

#C = | ძC, 7)=VC, 8) –VC, 4), 
C 

და C-ს ფორმას არავითარი მნიშვნელობა არა აქვს. 

აქ ამ მსჯელობათა სამართლიანობისათვის როგორც #XCIX), ისე 

მჩ მ | 
0თა») და აგრეთვე 33. ფუნქციები, უნდა იყვნენ განუწყვე- 

ტელნი იმ არეში, რომელშიაც მათ განვიხილავთ. 

შედეგი: ვთქვათ, > = = პირობა შესრულებულია არეში და C 
V მX 

შეკრული მრუდია. მაშინ წინა ტოლობა გვიჩვენებს, რომ 

| 6ი+04/=9. 

C 

საჭიროა შევნიშნოთ, რომ ამ დასკვნისათვის აუცილებელია აქ 

განხილული ყველა ფუნქცია განუწყვეტელი იყოს”. თუ ეს პირობა 

დარლვეულია, მაშინ ძირითადი განტოლება 2-= შესრუ- 
VXV მX 

ლებულიც რომ იყოს, ინტეგრალი შეკრულ მრუდზე შეიძლება არც 

იყოს 0-ის ტოლი. აი, ამის შესაბამისი მაგალითი: | 24+ 0ძV, 

    

C 

სადაც ჩნI))=-.--, 0()=--“-+, 
Xჩჯ +» X +» 

მჩ _ »+უბ-2) უჯ”  მ0_ წ»?-Xჯ 
მ» ს: +უ?) (2 + ე? ” ,· მ (+?) 

მჩ მ0 
ცხადია, აქ საჭირო პირობა. შესრულებულია, მაგრამ მშ» და == 

ფუნქციები არ არიან განუწყვეტელნი. ამის გამო, ინტეგრალი 
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შეკრულ მრუდზე, მაგალითად, ერთეულ რადიუსიან წრეწირზე, 

ცენტრით სათავეში, ნული აღარ არის. მართლაც, ამ წრენირის 

განტოლება პარამეტრული სახით შეიძლება დაიწეროს სახით: 

· “იიად (0<დ<270, 
»ჩ»=5იდ 

და 

2ჯ 2 
(IV – V»ი 2 :.2 

|. ლ 009ი 9 | - 2. 
> + +» 1 ა 

მაშასადამე, #”, 0, %., 29 ფუნქციების განუწყვეტლობა 
'” 'X 

აუცილებელია ზემომოყვანილ მსჯელობებში. 

ლექცია I11 

განვიხილოთ რაიმე ჩ არეში განსაზღვრული ორი განუწყვე- 

ზელი ფუნქცია #(X») და CV), რომლებსაც გააჩნიათ გა- 

ნუწყვეტელი 9 და 22 წარმოებულები და, დავუშვათ, რომ 

მ» 
მს” მი 
მ, მ- ყველგან #-ში. მაშინ, როგორც ეს წინა ლექციაზე ვნახეთ, 

მრუდხაზოვანი ინტეგრალის 

I ნძX+ 0ძ 
C 

მნიშვნელობა დამოკიდებული იქნება მხოლოდ C მრუდის ბოლო 

წერტილებზე და დამოუკიდებელი იქნება ამ ნერტილების 

შემაერთებელი მრუდის ფორმაზე. ამიტომ, თუ განვიხილავთ ამ 

სახის ინტეგრალს 7# არის რაიმე ფიქსირებული Mა(Xა, Xი) წერტილის 
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მოძრავ MC») წერტილთან შემაერთებელი C მრუდის გასწვრივ, ეს 

უკანასკნელი ალმოჩნდება (XX) ცვალებადების რაღაც VCI)) 

ფუნქცია. ასეთ პირობებში (რადგან C-ს სახეს მნიშვნელობა არა 

აქვს) თვით მრუდხაზოვანი ინტეგრალიც შეგვიძლია ჩავწეროთ 

(63). 
სახით, ე.ი. მივიღებთ ორი ცვალებადის ფუნქციას VI) ჩ 

(CX0.X0C) 

არეზე: 

(«7») 

9Cა)= |ჩC.)2რ+0C 4. 
(Xი.Xი) 

ისმის საკითხი ამ VC,) ფუნქციის წარმოებულების მოძებნის 

შესახებ. ამისათვის მივცეთ X-ს ტჯ» ნაზრდი, ხოლო » დავტოვოთ 

უცვლელად. მაშინ მივიღებთ: 

(X+40X, V) 

M(X+#X, 7) = | 6თ-+0თ». 
(Xი.X0) 

განვიხილოთ სხვაობა 

(X+4X ») (X,») 

V(CX+ #», ») – LV (X, ») = I #ძX+ 0ძს – | #+0“ · 

(X-L.Xი) (Xი.Xი) 

სხვაობის გამოთვლისას შეგვიძლია ვისარგებლოთ იმით, რომ 

ინტეგრალის სიდიდე დამოუკიდებელია გზის ფორმისაგან და გზა 

პირველ ინტეგრალში, რომელიც (CC) წერტილს აერთებს (X+4#XI)) 
წერტილთან, ისე ავირჩიოთ, რომ მან გაიაროს (»7)-ზე. ასეთი გზა 

შეიძლება გაიყოს ორ ნაწილად: გზა (X-,»)-დან (X, »)-მდე და შემდეგ 

ჰორიზონტალური მონაკვეთი, რომელიც აერთებს (ჯა”)-ს (X+4X)) 

წერტილთან. მაშინ, თუ ამ გზაზე ინტეგრალს დავაკლებთ ინ- 

ტეგრალს (ი »)-დან (X2-მდე, ცხადია, დაგვრჩება: 
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(X+4#X,») 

VCX+ბX))-VC))ა> | ნ5ძ-+0ჩ», 

(X,») 

სადაც უკანასკნელი 

ინტეგრალი აღებუ- / 

ლა პორიზონტა- 
ლურ MაM, მონაკ- MV ·V) MVX+4X,/) 

ვეთზე. მაგრამ ამ 

მონაკვეთზე ძ”»=0, 

  

ამგვარად, დაგვრჩე- Mი (Xი "Vი) _ 
ბა: | XL 

ნახ, 17 

(X+6X,X) 

V(CX+#X>))-V(C-3)= | ჩთა«. 
(X--) 

მეორე მხრივ, MVM, მონაკვეთის განტოლებას აქვს სახე X= მუდმივს, 
და იცვლება Xჯ-დან X+4#X-მდე. ამიტომ 

X+4X 

VCთ+ბ»))-VC))= |), 
ჯ 

სადაც ეს უკანასკნელი ჩვეულებრივი განსაზღვრული ინტეგრალია 

და ჩ(Xუ)-ში » მუდმივი რჩება. საშუალო მნიშვნელობის I ფორმულა 

მაშინ გვაძლევს: 

VCთ+4», »)– CC »)=C(X+80 # Xა)) #ტ X, 

და 

, '



სადაც 0 რაღაც რიცხვია, 0<0<1. ახლა გადავიდეთ ზღვარზე, როცა 

ტX-50. ეს გოგვგცემს: არსებობს CV ფუნქციის კერძო წარმოებული X- 

მხVL(X,») 
ით და _. ი. 

სავსებით ანალოგი- 

M (X/სV+/ტV) ურად, თუ ავიღებთ ახალ 

(XX+ს)) წერტილს და 

განვიხილავთ CXი.Xი) წერ- 

ტილის მასთან შემაერ- 

თებელ გზას, რომელიც 

წარმოდგენილი იქნება 

> როგორც (Cიია)-ის (X))- 
9 X თან შემაერთებელი გზა 

ნახ. 18 და შემდგომი (X))-ის 
(X,+/#X»)-თან შემაერთებე- 

ლი ვერტიკალური მონაკვეთი, დავადგენთ, რომ არსებობს VII) 

MC 'V) 

M (Xი · V9) 

ფუნქციის კერძო წარმოებული X»-ით და ს Xე)=0%» 
» 

ყველგან # არეში. 

ამგვარად, ჩვენ ვხედავთ, რომ, როცა რაიმე #M# არეზე 

მოცემულია ორი ჩ(C)) და C0()) ფუნქციაა რომელიც 

მ” _ მ0 
აკმაყოფილებს ში მ» პირობსს ყველგან I-ზე, ამ არეზე 

არსებობს ისეთი VIX)) ფუნქცია, რომ 2 ნ უ)= ჩი), 
წ» 

მV 
-2, (07) =C(%.), ე.ი. ისეთი ორი (კვვლადის V(CX,/) ფუნქცია, 

რომლის სრული დიფერენციალი 

იV =9V მთი, ჩძX+0ის. 
მძ მ» 

ასეთი ფუნქციის აღდგენა შესაძლებელია ჩვეულებრივი (ერთი 

ცვლადის მიმართ) ინტეგრაციების ჩატარებით. 
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მართლაც, თუ გვინდა ვიპოვოთ ისეთი VI»), რომ გვქონდეს: 

მV 
23. გავამრავლოთ ამ ტოლობის ორივე მხარე «--ზე და მო- 

ვახდინოთ ინტეგრაცია ჯ-ით რაიმე X--დან X-მდე ს” აქ განიხილება 

როგორც მუდმივი პარამეტრი). მაშინ ვპოულობთ: 

X 

VCC2)= | ჩCე)4+90), 
Xი 

სადაც დი) მხოლოდ X-ის (ე.ი. X-ის მიმართ მუდმივი) ფუნქციაა. 

დც)-ის განსაზლვრისათვის გავაწარმოოთ ეს ტოლობა /-ით და 
გავიხსენოთ, რომ » პარამეტრზე დამოკიდებული ინტეგრალის 

გაწარმოება ხდება ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ. მივიღებთ: 

მ« _ (მჩ. აგ+თ). 
მ) მ» 

X0 

მაგრამ 3.Cთ »”) =590C, ») და თუ ამას გამოვიყენებთ, გვექნება: 
X 

მი _ ჯმ0 M 7, 5M- | «(თ )ძ+C%2/. 2. | 3. დ 4#+9C) 
Xი 

ახლა ინტეგრაცია X-ით ხდება 29 წარმოებულისა და ამიტომ ეს 
X 

უკანასკნელი ინტეგრალი მოგვცემს: 

I მლ ,=0CV3)-0C,7) 
ძX 

საბოლოოდ, ვღებულობთ: 
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2=0CV, #-0C,,2)+V/. 
აკ 

მ 
მაგრამ 2, =0CL ») ტოლობა გვაძლევს დ'V(»)=0(X., 2»), და მაშ, დ-ს 

მოსაძებნად მივიღეთ: დ'(»)=0(-,»). აქედან კი მიიღება C0/-ის 

მნიშვნელობა: 

» 

დ0) = |0%.»“+C, 
»M 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. ამგვარად, საბოლოოდ, VCXI)) 

ფუნქციი–ს მისალებად მისი მოცემული «> XXX» და 
X 

=0(X») კერძო წარმოებულების საშუალებით (როცა 

მს” მ0 
<= =5% ს შემ რ : 2» მ» ს გვაქვს შემდეგი ფორმულა 

ჯ » 

V(,3)= | I ა)4+ | 00.)4/+C. 
#9 » 

მაგალითი: ვთქვათ, მოსაძებნია ისეთი VIდ,„) ფუნქცია, რომლის 

კერძო წარმოებული X»-ით, 

მყ 
შლ ». აქ #”(X))=X+X» და (CX(X,/)=X–). ამასთან, 

“ = X+ V და კერძო წარმოებული 7/-ით 
IX 

მზ _1 90 
მ» მ» ” 

ე.ი. საჭირო იგივეობა შესრულებულია. ამიტომ CV ფუნქციის მოსა- 

ძებნად შეგვიძლია ვისარგებლოთ ახლახან აღწერილი წესით. ავი- 

ღოთ Xა=X9=0. მაშინ გვექნება: 
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ჯ » 2 2 
VCC))=| ++) 06–:)0#+C==-+#-2-+C, 

0 0 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. შემოწმება გვარწმუნებს, რომ 

VCდ») მართლაც საძიებელი ფუნქციაა. 
ამით ჩვენ ამოვწერეთ ხაზოვანი ინტეგრალების თეორია და 

ვუბრუნდებით ფუნქციათა უსასრულო მწკრივების ზოგიერთი 

თვისებების შესწავლას. წინასწარ განვიხილოთ შემდეგი საკითხი: 

ვთქვათ, რაიმე არეზე განსაზღვრულია ორი ცვალებადის /X.) 

ფუნქცია, რომელიც განუწყვეტელია ამ არეზე და განიხილება მისი 

ინტეგრალი X»-ის მიმართ (» აქ მუდმივ პარამეტრადაა მიღებული): 

ხ 

IV (C 7)#. 
ძ 

ეს უკანასკნელი ასეთ შემთხვევაში X-ის ფუნქცია იქნება. მოვახდი- 

ნოთ მისი ინტეგრაცია რაღაც (Cძ) საზღვრებში. ასეთ დროს სამარ- 

თლიანია შემდეგი დებულება: თუ #X») ფუნქცია განუწყვეტელია 

არეში, რომელიც შეიცავს ძ<»X<ნ, C<#<მ სწორკუთხოვან არეს, მაშინ 

მ ხ ხ მ 

|თI/C»თ= | «| / თ) 
C ძ C 

ე.ი. ორი ცვლადის ფუნქციის ინტეგრალის ინტეგრაცია პარამეტ- 

რით შეიძლება მოვახდინოთ ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ. 

დასამტკიცებლად ავიღოთ რაიმე ჯ, სადაც 05(5ჩ, და ვაჩვენოთ 

რომ დასამტკიცებელი სახის ტოლობა სამართლიანია ასეთი ზოგა- 

დი სახითაც: 

მ ; ჯ ძ 

|თ|/თა«=| ი /Cთა)4' () 
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განვიხილოთ (2) ტოლობის მარცხენა მხარე, რომელსაც შეგვიძ- 

ლია შევხედოთ როგორც ! პარამეტრზე დამოკიდებულ ინტეგრალს 
მ 

|9C.ი« , 
C 

, 

სადაც «6.0= | /C »–)#. ცხადია, დ-ს აქვს წარმოებული ჯ-ს მი- 
ჭ 

6 

მართ, და 22, როგორც ცნობილია, ტოლია /VC)-ისა. ამიტომ, პა- 

რამეტრზე დამოკიდებული ინტეგრალის გაწარმოების ჩვენს მიერ 

ადრე შესწავლილი წესი გვაძლევს: 

ქ 2 :; მ 2 ჯ მ 

4 II „თ »X= | “-5-| /C 7)#= | /C, »)მ» . 
17 C ძ C 

სავსებით ასევე, (2) ტოლობის მარჯვენა მხარე წარმოებადია ჯ-ს 

მიმართ და ინტეგრალის გაწარმოების წესი ცვალებადი ზედა საზ- 

ღვრით გვაძლევს: 

ძი 1 მ 
<:)%| / CC) = | (დე). 

როგორც ვხედავთ, (2) ტოლობის ორივე მხარეს, რომლებიც I-ს 

ფუნქციებს წარმოადგენენ, ერთნაირი წარმოებულები აქვთ (ჯ-ს მი- 

მართ. ამიტომ ეს ორი გამოსახულება 1-საგან დამოუკიდებელი 

მუდმივით შეიძლება განსხვავდებოდეს. მაგრამ ორივე ამ ფუნქცი- 

ის მნიშვნელობა, როცა L=ძ, ნულის ტოლია: მართლაც, 

მ ძი მ 

|თI /C.3ა#= | “-0=0 და 

C ძი C 
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II, (X »)ძ» = 
ძ C 

ამგვარად, მუდმივი სხვაობა (2) ფორმულის ორივე მხარეს შო- 

რის ნული ყოფილა და (2) ტოლობა დადგენილია ყოველი ”I-სათვის, 

როცა ი<I<ხ. აქედან, როცა I=ხ, მივიღებთ ჩვენი დებულების სამარ- 

თლიანობას. 

შევნიშნოთ, რომ დებულების სამართლიანობა შესაძლებელია 

დაირღვეს, როცა ფუნქცია #XX») განიცდის წყვეტას, თუნდაც ერთ 

წერტილში. განვიხილოთ ასეთი კლასიკური მაგალითი: ინტეგრა- 

ლები 

112 2 L 1 2.2 

I ი თ 2 7“ 

· X XX» _ მ X 
ტოლნი არ არიან. მართლაც, ლ5; 95--2 საქ ბ X“ +) 

    

ჯ? + #2 

და ამიტომ 

1 X=1 
ჯ? – »“ ქთ#= 7 I 

2. 20. | „2+უ2 1+X» 
0 ს + I X=0 

მაშასადამე, 

  

1 
5 »"-» --4 _= CM =-5- 

X ნ2+ე2? გ 1+უწ? 

ანალოგიურად,



  

1 » » »= 1 
»ჯ” – »” ა–---–--ძ,= I> 2» „ტ = C- = 

2 2 2 >, I 2 + 2) მ» »ჯ? + 2 X +X»“ 1-0 1+»ჯ 

1 1 

· IM”, (221 
  

  

           
ძ 1 _ #6 

ე1+X? ბი 4 

2 _ 2 

ასეთი რამ ხდება იმის გამო, რომ ფუნქცია /(X, ») = 1.2 

L2"/ 
არ აკმაყოფილებს განუწყვეტლობის პირობას მთელ განსახილავ 

არეში (სახელდობრ, ის წყვეტილია 0<X<1, 0<#<1 სწორკუთხოვანი 

არის (0,0) წერტილში). 

ეს მაგალითი ეკუთვნის ბერტრანს და ამიტომ მას ბერტრანის 

მაგალითი ეწოდება. 

ახლა განვიხილოთ საკითხი იმ ფუნქციების ინტეგრაციის შე- 

სახებ, რომელნიც მწკრივის სახით არიან წარმოდგენილი. 

ვთქვათ, მოცემულია შემდეგი სახის ფუნქციათა მწკრივი: 

  

LI(X)+C21(X)+...+ხიელი+... 

და ყველა ეს ფუნქცია განუწყვეტელია შუალედში #5X<8. 
ვთქვათ, ეს მწკრივი კრებადია X-ის ყოველი მნიშვნელობისათ- 

ვის შუალედიდან (V,ხ) (4<0<ხ<8). მაშინ ამ მწკრივის ჯამი წარმოად- 

გენს გარკვეულ ფუნქციას ჯ-ისა, რომელიც განსაზღვრულია (იჯ) 

შუალედში. აღვნიშნოთ ის #X-ით. აქ, ცხადია, #X) მოიძებნება შემ- 

დეგნაირად: აიღება მწკრივის პირველი 7! წევრის ჯამი და გადავდი- 

ვართ ზღვარზე, როცა #MI-)თ, ე.ი. 

#C)= სთ თფ00+ხV3C)+-··+C, (XII. 
”-პთ 
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ლექცია 12 

ფუნქციათა მფკრივები 

ვთქვათ, განუწყვეტელ ფუნქციათა მწკრივი 

LVIICX)+C:(X)+...+L,,(X)+... 

განხილული წინა ლექციის ბოლოს, თანაბრად კრებადია (ი,ხ) შუა- 

ლედში. ეს იმას ნიშნავს, რომ ნებისმიერი §>0 რიცხვისათვის მოი- 

ძებნება VMV რიცხვი, რომ, როცა M>M, გვექნება: 

III Cი<§), 

ყოველი »-სათვის (თ,6ხ) შუალედიდან, სადაც 

M.(X) = /I(ი -– 5,(X) და 5,(X)=V)(X)+V;(X)+...+V,(»). 

დავამტკიცოთ, რომ ასეთ პირობებში /(», განუწყვეტელი 

ფუნქციაა (ძ,ხ) შუალედზე. 

განვიხილოთ » და X+ს წერტილი ამ შუალედიდან და 

შევისწავლოთ I/ X+7) – #CXI სხვაობის აბსოლუტური 

მნიშვნელობა. ჩვენი აღნიშვნის თანახმად, გვექნება: 

#MCX+#) – #C) =| §„(X+#) – §,(X) I+ 9, (X+ M) – (ი) 

და ამიტომ 

I/(Cთ+I) – /C% <|5,(X+#) – 5, C0 + შე (X+ #) +|/ზი (X) 

ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი ნ რიცხვი და % -სათვის 

C 
შევარჩიოთ ისეთი MV, რომ, როცა M>M, გვქონდეს: (რCიI<3 

ყოველი X-სათვის (ი,ხ) შუალედიდან. მაშინ, ასე შერჩეული 

M-სათვის ორივე უკანასკნელი წევრი წინა უტოლობაში იქნება ნაკ- 
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ლები <-ზე. ახლა დავაფიქსიროთ ამისთანა # და შევნიშნოთ, რომ 

ქციების სასრული ჯამი, აგრეთვე განუწყვეტელია და ამიტომ > 

სათვის არსებობს ისეთი წუა(60) დადებითი რიცხვი, რომ, როცა 

ნ 

VII<M(რ., გვექნება: |5-C+/)–5„C)I< ვ. 

M-ის ასეთი შერჩევისას, წინა უტოლობა, ცხადია, გვაძლევს: 

§ 6 6C 
X+ს)– I(X)<-+-+-–-=6 IC ა)–#C0I<3+31%3 , 

ე.ი. ჩვენ დავადგინეთ, რომ ფუნქცია #X) განუწყვეტელია. 

ქვემოთ მოგვიხდება კიდევ ორი ხერხის გამოყენება: 

1) მწკრივის ინტეგრაცია. 

2) მწკრივის გაწარმოება. 

განვიხილოთ ეს ხერხები ცალ-ცალკე. 

ვთქვათ, ფუნქციათა V(X)+L-Cთ)+...+V,(X+... მწკრივი თანაბრად 

კრებადია (ი,ხ) შუალედზე და #X») არის მისი ჯამი. მაშინ შესაძ- 

ლებელია ამ მწკრივის „წევრობრივი ინტეგრაცია“, ე.ი. სამართლია- 

ნია ტოლობა: 

ხ ხ ხ ხ 

|#თ9ი= | ფთ -თრი+ | V:C0«+---+ | ყ„Cით+-- 

დამტკიცება: ვინაიდან #X)=5,(X)+IM,(X), 

სადაც 5,(X)=CI(X)+...+V,(X, გვექნება: 

ს ხ ს ს ს 

|/თ%= | §,თა+ | ”თი«= | თ იძ+ | ფთ ცაძ+---+ 

+ თ,თით+ | ჩახათ-. 
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ხ 

განვიხილოთ უკანასკნელი ინტეგრალი | თ“ და გამო- 

ი 

ვიყენოთ აქ საშუალო მნიშვნელობის ფორმულა: 

ხ 

I M (ძი = ჩო (41C – ძ) , 

ხ 

ე.ი. I ჩ(X)ძX = |I%, (6)I(ხ – თ) < 6( – ი), როცა M<ML§), სადაც §>0 წი- 

  
ნასწარ არჩეული მცირე სიდიდეა. ამგვარად, 

ხ ხ ხ 

#ც0ეძX - IV (X)ძჯX+.-· ქრთ <§(ხ-ძი), 

ი 

როცა M>M(6). 6-ის ნებისმიერობის გამო ეს სწორედ იმას ნიშნავს, 

რომ 

სხ ს ს ს 

I#თ4: = |თთთ+|Vთთ«+--+| V„თ«+-- 

და ამით დებულება დამტკიცებულია, ე.ი. თუ მწკრივი თანაბრად 

კრებადია (თ,ხ) შუალედზე, მაშინ შეიძლება მისი წევრობრივი ინ- 
ტეგრაცია. 

გთქვათ, ახლა, გარდა ზემოაღნიშნულისა, სრულდება ის, რომ 

(ი,ხ) შუალედში თანაბრად კრებადია მწკრივის წევრთა გაწარ- 
მოებით მიღებული მწკრივიც, ე.ი. თანაბრად კლებადია (0,ხ)-ში 
მწკრივიც. 

CIICCე)+CX(X+...+Vი(X+... (2) 

ვაჩვენოთ, რომ ასეთ პირობებში მისი ჯამი არის /(»). ამისათვის 

აღვნიშნოთ VC/თ)-ით უკანასკნელი მწკრივის ჯამი: 

ზ ა. რაზმაძე 13



LI(CX)=V'I(X)+C'X>X)+...+ხუოფთ)+... 

უნდა დავამტკიცოთ, რომ სიე=(ი. 

რადგან ახალი მწკრივი (2) არის თანაბრად კრებადი, შეგვიძლია 

მისი წევრობრივი ინტეგრაცია: 

ლი = IVIი“ +IVIთ« +... +IV,თ« +... 

საიდანაც 

|თთ« = ICV/,(X) –V,(0))+IV:(X) – Vე(0)|+·--+ IC„(X) – C, (9) + 

+--:.=L)(X)+V5(X)+--·+V,(X) +--- – IV, (0) +V/3(0) +-··+V/, (9) +---1= 

= /I(X- #(ი). 

ამ უკანასკნელი ტოლობის გაწარმოება მოგვცემს CVC9=/(X) და ეს 

ამტკიცებს ჩვენს დებულებას. 

ამგვარად, დავადგინეთ შემდეგნაირი დებულება: ვთქვათ, მო- 

ცემულია ფუნქციათა მწკრივი 

LI(X)+CხეC0ი+...+C,0ი+... (3) 

რომელიც კრებადია (ი,ხ) შუალედში. თუ ამ მწკრივის წევრთა 

წარმოებულებისაგან შემდგარი მწკრივი თანაბრად კრებადია ამავე 

შუალედში, მაშინ შეგვიძლია მოვახდინოთ მოცემული მწკრივის 

წევრობრივი გაწარმოება (ე.ი. (3) მწკრივის ჯამის წარმოებული (2) 

მწკრივის ჯამის ტოლია). 

მაგალითი 1. განვიხილოთ |“ 5“ · ეს ფუნქცია არის 
X 

უმაღლესი ტრანსცენდენტული, მაგრამ ინტეგრალქვეშა ფუნქცია 
§1ი ჯ 
–-“ შესაძლებელია დაიშალოს თანაბრად კრებად მწკრივად: 

» 
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2 4 2 იX , X IX CI ჯ + 

Xჯ 3. 5! (2L+I)! 
  

  

ამიტომ ნებისმიერ (0, »X) შუალედში შეიძლება მისი წევრობრივი ინ- 

ტეგრაცია. შედეგად მივიღებთ, რომ ("4 ტრანსცენდენტული 

ფუნქცია გამოისახება შემდეგი მწკრივის სახით: 

  

X 3 5 2L+1 
|“ “«=» IX მ აკCე %?· 
ა X 3.3! 5.5! (2L+1).(2L+1) 

მაგალითი 2. განვიხილოთ §Iიჯ ფუნქციის გამწკრივება: 

3 5 24+! . X  X L X 
=X- --+---..+(-) + §10 X = X 319 (–ს 60++I) 

ეს მწკრივი მისი წევრების წარმოებულთაგან შემდგარ მწკრივთან 

ერთად, რომელიც არის 

თანაბრად კრებადია ყოველ შუალედში, და ამიტომ, უკანასკნელი 

მწკრივის ჯამი არის §IიX ფუნქციის წარმოებული. უკანასკნელი 

მართლაც წარმოადგენს C0%-ის გამწკრივებას. 
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ლექცია 13 

ფ3 უნქციათა მიმდღევრობანი 

ახლა განვიხილოთ ასეთი ფუნქცია MX»), სადაც X იცვლება რა- 

ღაც (#,ხ) შუალედში, ხოლო #” ღებულობს მთელ დადებით მნიშვნე- 

ლობებს. M-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის ეს არის ერთი ცვა- 

ლებადის X-ის ფუნქცია. M-ის ცვლა იწვევს ამ ფუნქციის ცვლას. 

ვთქვათ, #->= და არსებობს ზღვარი IIთ /(X,I), ყოველი X-ისათ- 
იჩი-ათ 

ვის, როცა ი5X<ხ. მაშინ ეს ზლვარი წარმოადგენს ჯ-ის გარკვეულ 

ფუნქციას: 

XCX) = IIი #(X,7) 
ჩათ 

ჩვენ ვიტყვით, რომ #XI)-ის მისწრაფება MCX)-საკენ არის თა- 

ნაბარი, თუ ყოველ 6 დადებით რიცხვს შეესაბამება ისეთი (ყველა 

X-სათვის საერთო) M რიცხვი, რომ, როდესაც #I>I, მაშინ 

IMCX)–წX,M)|<6. 

შევადგინოთ ასეთი მწკრივი: 

#X1)+ს#X,2)–/ჩ>2X1)1+...+სწX,7)–წX,M–1)1+... 

ცხადია, ამ მწკრივის პირველი ” წევრის ჯამი 5, სწორედ #X>7) იქ- 

ნება, ხოლო ამ მწკრივის ჯამი იქნება ფუნქცია XC. ამიტომ #7) 

მიისწრაფვის MCX-საკენ თანაბრად (ი,) შუალედზე, მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა უკანასკნელი მწკრივი თანაბრად კრებადია. 

მაშასადამე, ამ მწკრივისათვის შეიძლება გამოვიყენოთ უკვე დამ- 

ტკიცებული თეორემები, რაც შემდეგი სახის დებულებებს მოგ- 

ვცემს: 
თუ #X,ი) ფუნქციები განუწყვეტელი არიან ყოველი #-სათვის 

(M=1,2,...) და #X,) თანაბრად მიისწრაფვიან XCX)-საკენ (ძ,ნ) შუა- 

ლედზე, მაშინ ზღვარი M#(C>X)= IIთ, #(X,,) აგრეთვე განუწყვეტელი 

ფუნქციაა (#,ნ) შუალედზე. 
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იმავე პირობებში გვაქვს: 

„ა-ი 

ხ ხ 

წთ |/თოძ = |”თ« , 

ძ ი 

ან კიდევ, თუ, გარდა ამისა, /X,I) ფუნქციათა წარმოებულები (ჯ- 

ით), #(X„>) თანაბრად მიისწრაფვიან დ(» ფუნქციისაკენ, მაშინ 

დ(X9=/ /(X). 

განვიხილოთ ახლა თ პარამეტრზე დამოკიდებული ინტეგრალი 

უსასრულო საზღვრით: |/ თ“, სადაც #X»თ) ორი ცვალებადის 

ი 

განუწყვეტელი ფუნქციაა, როცა X>9ძ და Cთ)<თო<თ;. 
ამბობენ, რომ ეს ინტეგრალი თანაბრად კრებადია, თუ ყოველი 

დადებითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი X რიცხვი (საერთო 

ყველა თ-სათვის (თ, თ) შუალედიდან), რომ, როცა L>#, მაშინ 

> 

L 

%-ს ყოველი მნიშვნელობისათვის Vთ,-სა და ძე-ს შორის. 

ვაჩვენოთ, რომ ასეთი ინტეგრალი I/თთ«, რომელიც თ-ს 

ძ 

გარკვეულ ფუნქციას წარმოადგენს, ე.ი. 

MC = I #(Cთ)ძ» 

აგრეთვე განუწყვეტელი ფუნქციაა (CI, თ,) შუალედში. 
ამ გარემოების დასამტკიცებლად მივცეთ #X9)-ს შემდეგი სახე: 

L თ= 

”Mრ= I #C.0)თ-+ I წყლი 
ი L 
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აქ, იმის გამო, რომ ეს ინტეგრალი თანაბრად კრებადია, 

ყოველი 2 რიცხვისათვის შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი X, რომ, რო- 

ცა L>M, გვექნება: | /Cთთძი <5 ყველა რCთ-სათვის (თ,,თე) 
L     

შუალედიდან. ამიტომ, რადგან 

L L 
#MCC+M)- წ(0= | /(–თ+#)2ი- | /CCთაძX+ 

ძ ძ 

+ IL #00 თ+M)ძჯ- LL. /#CC თ)ძX, 

მივილებთ: 

L L 
IწC+M – #CC< | /CC+#)ი- | /C,თაძი 

(I#/C თი < 

L 
მაგრამ პარამეტრზე დამოკიდებული ინტეგრალი |#/თთ4ი: გა- 

ძ 

+ 

      
|, #Cთ. თ+ არს 

26 
+ +. 

3     
L #(CI,თ+ M)ძ;– (#C. თ)ძ» 

  

ნუწყვეტელია თ-ს მიმართ და, ამიტომ, 3 -სათვის არსებობს 16) 

ისეთი, რომ, როცა IMI<უ(8), გვექნება 

  

L #C,თ+ჩM)ძჯ- (/თთრი 
  

8 
<–, 

3 

და მაშინ მივიღებთ: 

IM(CX+ჩ)- MC) <8 (როცა II <7(6)), 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ MCთ) განუწყვეტელია C -ს მიმართ. 

აქ ჩვენ შეგვეძლო სხვაგვარად გვემსჯელა: განვიხილოთ 

XLC>) = I #თთი ინტეგრალთან დაკავშირებული 
ძ 
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ძ+1 ძ+2 0+ჩ+!) 
I #C, თ)ძ»+ | #C>, თ)რ+..+| /(X 0)ძX+... 

ძი ძ+! ძჯი 

მწკრივი, ადვილად შევნიშნავთ, რომ ეს მწკრივი თანაბრად კრება- 

დია (, თ) შუალედზე, როცა M#(Cთ) თანაბრად კრებადი ინტე- 

გრალია. მართლაც, ამ მწკრივის ნაშთი 71) (თ) არის 

ძ+I+ X _ თ+/+1 > 2 ძ+ + 

„(0)=| _ #6, თ)ძ+ L /(CX0)ძი+... 

+)+ი+! 
+I. ”” #„ცთ)ძჯ+... 

ი+I+ი 

და ის, ჩვენს პირობებში, შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ როგორც 

“ ჩი თ)ძ 
ძ1+7 

ამიტომ ინტეგრალის თანაბარი კრებადობიდან ერთბაშად 

გამომდინარეობს, რომ ყოველი 6>0 რიცხვისათვის მოიძებნება 

ისეთი M, რომ, როცა ი >M, გვექნება Iს (თ) <6 ყოველით- 

სათვის (თ),თ2) -დან რაც მართლაც მწკრივის თანაბარ 

პრებადობას ნიშნავს. ამიტომ, რადგან ამ მწკრივის ყოველი 

წევრი IL თ)ძი, როგორც პარამეტრზე დამოკიდებული 
ძ+7/ 

სასურველსაზღვრებიანდთდ ინტეგრალი, განუწყვეტელიაა V-ს 

მიმართ, 

ძ ძ ძ+#/+! 

X#Cთ) =| შ..C თ)ძX+ | ს /თთრი+..%+| #(X.თ)ძX+... (1) 

მწკრივის ჯამიც განუწყვეტელი აღმოჩნდება. ეს ჩვენი დებულების 

მეორენაირი დამტკიცებაა. 
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ახლა ისმის კითხვა, როდის აქვს ამ M(თ)=(#(X თ)თ 

ფუნქციას წარმოებული? 

ამისათვის გავიხსენოთ, რომ, როცა ინტეგრალის საზღერები 

სასრული თ და ხ რიცხვებია და ((X,თ) ფუნქციას გააჩნია განუწ- 

ყვეტელი წარმოებული თ-ს მიმართ, მაშინ არსებობს წარმოებული 

ძ დ _ტც., 
+ I. #C0)ძ I. #(0-9)ძი 

ახლა შევადგინოთ ახალი მწკრივი: 

ი+ , ი+2 , ი+M+1 , 
| #1C6C თაძ» +I #4C0C თ)ძX+... +I #((Cთ)ძ+.. (9) 

ძ ძ ძ+. 

წინა ფორმულის თანახმად, ამ მწკრივის წევრები წარ- 

მოადგენენ (1) მწკრივის შესაბამისი წევრების წარმოებულებს. 

ამიტომ, ზემოთ გაკეთებული შენიშვნების თანახმად, თუ 

| # (+ძ)» თანაბრად კრებადი ინტეგრალი. (თ,.თ2) 
ი 

შუალედში, ხოლო | #თ თ: კრებადია იმავე შუალედში, (2) 
ძ 

მწკრივი თანაბრად კრებადი აღმოჩნდება (თ,,თ:ე) შუალედში და, 

მწკრივთა წევრობრივი გაწარმოების თეორიის თანახმად, 

დავასკვნით, რომ #C)= | /(Cთ)ძ: ინტეგრალი წარმოებადი 
თ 

იქნება თ-ს მიმართ და გაწარმოება თ-თი შეიძლება შევასრულოთ 

ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ, ე. ი. გვექნება: 

MM) = II28 თათ 

სავსებით ასევე, თუ ვიგულისხმებთ, რომ MM) = | /(=თ4: 
ძ 

ინტეგრალი თანაბრად კრებადია, როცა თ მოთავსებულია (თ),Cთ2) 
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შუალედში, დადგინდება, რომ MXCთ)-ს ინტეგრაცია თ-ს მიმართ 

შეიძლება შევასრულოთ ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ, ე. ი. 

ს" ძთ| #60C თ)ძ =| «I ” /C.0)ძX 

გამოვიყენოთ აქ გადმოცემული მასალა საინტერესო მაგალი- 

თებზე. 

2 
1. განვიხილოთ კლასიკური ინტეგრალი I «” ძX. 

იგი მნიშვნელოვან როლს ასრულებს ალბათობათა აღრიცხვაში. 

ინტეგრალქვეშა ფუნქციის პირველყოფილი არ გამოისახება ელე- 

მენტარულ ფუნქციებში. ამიტომ მისი გამოთვლა გარკვეულ სიძ- 

ნელეს წარმოადგენს. ვაჩვენოთ, რომ ინტეგრალი არსებობს. მარ- 

თლაც, ავიღოთ ნამრავლი 

ამგვარად, ჯ?ე შემოსაზღვრულია ზემოდან I-ით და, მაშინ, 
_.2 1 2 

27% 5-2) საიდანაც დავასკვნით, რომ ( +" ძX სასრულია. 

ახლა განვიხილოთ რაიმე თ>0 რიცხვი და 
უკანასკნელ ინტეგრალში ცვლადის გარდაქმნა: X=თ, ცხადია, 

ამით ინტეგრალის საზღვრები არ შეიცვლება და მივიღებთ: 

მოვახდინოთ 

I 27 4=| -% ,2.0თთ, 
0 0 

ამგვარად, მარჯვენა მხარე თ-ს მიმართ მუდმივი კრებადი ინ- 

ტეგრალია. ამიტომ, თუ ორივე მხარეს გავამრავლებთ თ 
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მამრავლზე, კვლავ მივიღებთ თანაბრად კრებად ინტეგრალს თ-ს 

მიმართ. ეს კი, თ-თი ინტეგრაციის შემდეგ 0-დან =-მდე, 

მოგვცემს: 

ლი 2 9 2 = =« 2 2 
| 29% ძთ| 2 + ძ=| ძთ| თი  0+X» აყ, 
0 09 0 0 

თ ცკ? თ 2 2 ამიტომ, თუ შევნიშნავთ, რომ I 6 ძთ|. 6 “ ი#=I“, 

== _2 
სადაც # = IL 2 + ძ» და თუ მარჯვნივ მოვახდენთ ინტეგრაციას 

ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ (რაც შესაძლებელია შიგა ინტეგრალის 

თანაბარი კრებადობის გამო თ-ს მიმართ8), მივიღებთ: 

–_“ “ ”“ ჯ/2=| «| «+ ი ბთ 
ი «0 

მაგრამ უკანასკნელი ინტეგრალი უბრალოდ მოიძებნება: 
_ 2. 2 

თი % (1+X“) გამოსახულებას აქვს პირველყოფილად თ-ს მიმართ 

კ-თ270+72) 

2(1+ »2) 

და, ამიტომ გვექნება: 

2ცკ 2 |” –«“(1+X“) 

/=I -_”  »-| “ 'ჰV = _–-”. = 

2(01+X?) ი 0 21+X/2) 

ს თინან = 5, 
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საიდანაც მივიღებთ: -# ე. ი. 

0 2 
„'. XI 

(შევნიშნოთ, რომ ინტეგრალქვეშა ფუნქცია # ინტეგრალში დადე- 
ბითია და, მაშასადამე, #>0 აგრეთვე). აქედან, თუ შევნიშნავთ, 

რომ 

+ 2 0 2 ი 2 –-« 2 
I 2-X «-= | „+ ძ+). -თ 4:=2L -X ძ 

მივიღებთ აგრეთვე, რომ 

(-“ =+VX 

2) განვიხილოთ მეორე კლასიკური მაგალითი. 

გამოვითვალოთ 

  L +“ 20% სადაც თ>90. 
0 ჯ 

ამ ინტეგრალის განხილვისას გამოვიყენოთ გაწარმოება ინტეგ- 

რალის ნიშნის ქვეშ. საშუალო მნიშვნელობის მეორე ფორმულის 

ხ 5 
თანახმად, რომელსაც აქვს სახე: I /C0ი00ძ=%(09)| ”/6ეძი 

როცა თ(X) კლებადი ფუნქციაა, გვექნება: 

, ; -თ# „§ 
I „თ 58 კ. <9 I §1ი ძX. 
LL. »ჯ #X XX 
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5 
მაგრამ (აი => და ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ შემდეგი 

უტოლობა: 

: თ: 5). ჯ 2 
I ი % <-“, 
M X X 

  

რადგან გ 9 <1, აქედან, ნებისმიერი §<0 რიცხვისათვის, თუ 

M ><, გვექნება: 

თ   

! თ-5I0იXჯ 
.– <6 

X XჯX     

და „” აღმოჩნდება თანაბრად კრებადი. სავსებით 
»ჯ 

ასევე, თანაბრად კრებადია ს 0 % ყი ჯძX ინტეგრალიც, როცა 

X>0, რადგან 

    

  
| 0 + ყე ვძ» 
X   

# -თ I 
<| იოდა-“ | = 1 

X CV (2.4 
# 2 

და ის ნაკლებია §6>0 რიცხვზე, როცა M>1, ამიტომ უსასრუ- 
6 

ლოსაზღვრიანი ინტეგრალის გაწარმოების წესის გამოყენებით, 

უფლება გვაქვს დავწეროთ, რომ 

ძ L „თ 50 X 
– ძX= -L 0 XX აე XძX. 
ძთ 720 X 0 

მეორე მხრივ, 
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| 4“ თი ხარი > 5 + §)ი ნ» – ჩ00§ხ7» | +C 

  

    

ც? +ხ? 

ამიტომ 

ძ (ი თ აიX, | 4 “Cთაიჯ-0§X9) ___ 1. 
ძთ 0 X 

1+ფთ72 
1+ცფ2 , 

0 

ინტეგრაცია თ -თი მოგვცემს: 

L 2“ 92, -|-“ = C – ძ/CI§0. 

9 ჯ 1+თ7 

აქ შევიტანოთ რCთ=თ=თ. მაშინ, რადგან „თ- . 90 X =0, და 

ი0/CIყ9 =%# , მივიღებთ: 0=C-– -%, ე. ი. C= %. ამიტომ, 

გვექნება: 

-იჯ 50 X L. 
L (2 “რა =--ი0ი0(960= 0070I8§= – 

0 X 2 

კერძოდ, როცა ავიღებთ 0თC=0, მივიღებთ I => ზი 7 

ინტეგრალის მნიშვნელობას: 

( > - 
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ლექცია (4 

რამლღენიმე საინტერესო მაგალითი 

განვიხილოთ კიდევ ინტეგრალის რამდენიმე საინტერესო მაგა- 

ლითი: 

V 2 ი ჩ(0)= L L0§(L-2თC0§X+თ2)ძX (I) 

ინტეგრალქვეშა ფუნქცია წარმოადგენს ლოგარითმს 

1–2C00§ X+ C2 გამოსახულებისა, რომელიც შეიძლება წარმოვიდ- 

გინოთ სახით: 1-2CX005 Xჯ+ თ? = (თ– 00§)2 +1–-00§2 X, საიდანაც 

ჩანს, რომ ეს გამოსახულება ყოველი ჯ-ისათვის (0,7) შუალედზე 

დადებითია, თუ IV #1. X=+1-ისათვის გვაქვს 1+2005X+1= 

=2+200§5X, რომელიც ნული ხდება X=0 (ან X=X) წერტილზე 

და ამიტომ მისი ლოგარითმი კარგავს განუწყვეტლობის თვისებას. 

ამის გამო, განვიხილავთ შემთხვევას, როცა IV #1. 

ვაჩვენოთ, უპირველეს ყოვლისა, რომ #(CV) ლუწი ფუნქციაა 

თ -სი, ე. ი. MCC) = MC-–0). 

მართლაც, 

% 2 MC0) = L I10CCL+2თC0§ X+ თ2)ძX. 

მოვახდინოთ აქ ცვლადების გარდაქმნა: X=Xჯ+-). ინტეგრაციის 

ახალი საზღვრები, ცხადია, იქნება # და 0. ამგვარად: 

0 
LC თ) = | 10=C(1+ 2თC0§(L – /) + C2X–ძ)) = 

წ 

მ 2 X 2 = -| I0C(1– 2CC0§ / + C2)ძ/ = IL 109(1 – 2CC0§ » + თ2)ძ) = (00. 
# 
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ახლა ავილოთ VL(თ)+ ”(-თ) და მოვახდინოთ შემდეგნაირი გარ- 

დაქმნები: 

2”C0 = ”(C9)+ ”C თ) = L L09(1– 2თ00§X7+0თ2)ძX+ 

წ 

+I. L0§(L+2თC0§X+0თ2)ძL= 

II 

= IL #20 –2X00§5X+ თ2)0+ 2თ0C05 X+ ი?) = 

-I. M0§L+ 02)? –4თ? C0§ 2.M= 

= L ხის +9თ?(1-200§2 X) +თ“ MX = 

# 2 4 = IL L0§(L- 2თ? 00§2X+ თ“ )ძX 

მოვახდინოთ ცვლადების გარდაქმნა: 2X= ). მაშინ მივიღებთ: 

2 
2M(9) = L L0§(1– 202 605 7+ თ“ )ძ)/ = 

1L 

= 1I L09%(1– 20? 005 V + თ“) + 
2 | 290 

2# 2 4 
+I L09(1-2თ“ C05»+Cთ 47») 

I 

მოვახდინოთ უკანასკნელ ინტეგრალში ცვლადების ასეთი გარ- 

დაქმნა: +» = 2X- 2. ეს მოგვცემს: 

2XC0) =1| | #2§0-2თ? C0§7+ ოთ“ )ძ/+ 
2|49 
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0 
+ | L09(1+2თC052+ თ4)(–ძ?) = 

წჯ 

ჯ 
X% = 1 L08(1– 2თ? 605 »+ თო“ )ძ) +I L9§(01+20? 05 2+ თ“ )ძ2| 

უკანასკნელი ინტეგრალებიდან პირველი, ცხადია, #(თ2) -ია, 

მეორე კი IX(C-თ2), რომელიც M(CV) ფუნქციის ლუწობის გამო 

კვლავ M(თ2)-ს გვაძლესს და, საბოლოოდ, ვღებულობთ: 

  

2 MCC") 2MLCC) = X(V“), ანუ M#L(თV)= 2." ამ თვისების განმეორებით 

გამოყენება გვაძლევს, რომ 

_ M(თ“) _ M(V4) _  _ X(CC2”) 
VL(Cთ) = 2.“ 22 ლაო 

ყოველი 7” -ისათვის. 

თუ აქ ვიგულისხმებთ, რომ IV <1 და განვიხილავთ ზღვარს 

მარჯვენა მხარისა, როცა #->თ, მივილებთ (#Cთ) ფუნქციის 

განუწყვეტლობის თვისების გათვალისწინებით): 

29 

XC) = IM #CდC ) _ 
ჩათ 2/ 

0. 

ე. ი. ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ #(Cთ) =0, როცა IV <1. 

ვთქვათ, II >1. მაშინ, წარმოვადგენთ რა თ=>, გვექნება 

IV <I და 

I 4 

XC) = IL 1080 – –90§X+--)ი =L IL0§(0V/2 –2V/005X+1)ძX – 

“V 
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1 
– Mი§V? | = #6) – ჩიფ/? I. ძი =0+X#Lინთ?. 

ამგვარად, საბოლოოდ მივიღეთ: 

0, როცა III <1, 
XC) = 
თ . Iძ >1. 

2) შევისწავლოთ შემდეგი შესანიშნავი ინტეგრალები: 

X# 
I 810 ” XV, (2 005” XX. 

სრულიად აშკარაა, რომ მეორე ინტეგრალი ყოველთვის 

დაიყვანება პირველზე მარტივი გარდაქმნის საშუალებით: 

X»ჯ=X-V. (9) 

ახლა გავიხსენოთ პირველი ინტეგრალის რედუქციის 

ფორმულა 

7 
Iს 

თ». = (აიჩა = L ყერ-! X-C08 ჩნ +V- ს რფ რ-ბა? XთX. 

აქ საზღვრების ჩასმის შედეგი, ცხადია, მოგვცემს 0-ს და, ამგვა- 

რად, ყოველი მთელი დადებითი M-სათვის გვექნება: 

განვიხილოთ ორი შესაძლო შემთხვევა. 

9 ა. რაზმაძე 129



ა) ვთქვათ, ”, ლუწი რიცხვია. მაშინ, რედუქციის ფორმულის 

გამოყენება რამდენჯერმე (=- -ჯერ), მოგვცემს: 

_ 13.5... –ს 
., , 

246.9. 9 „” 

ჯ 
მაგრამ #0 = IL 2ძ-= M და ლუწი II -სათვის გვექნება: 

1.3.5..(IX1-<1) #. (2-1) X 

  

ი. 2.4.6...7 2. III “2. 

თუ 
#91 –1 

ბ) MM კენტია, იგივე გამოთვლების გამეორება ( -ჯერ) 

მოგვცემს: 
–1·M ჰ,=“რ 0) L 

მაგრამ 

| = (რით 1 
0 

და ამიტომ მივიღებთ: 

"271 – 1)!! ილ ს 

(//11) 

აქედან გამოვიყვანთ მნიშვნელოვან ფორმულას, რომელიც საშუ- 

ალებას მოგვცემს # რიცხვის უსასრულო ნამრავლის სახით წარ- 

მოდგენისა, ამ ფორმულას ვალისის ფორმულა ეწოდება. 

ვიცით, რომ ყოველი მთელი #7 -სათვის გვაქვს 

§)ე2917 ჯ  ყე2ჩ ჯ <§)ე2%“ 1 ჯ, 
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სადაც X განიხილება პირველ კვადრატში, ე. ი. 0<X<>. ამ უტო- 

ლობათა ინტეგრაცია (0, /2რ, საზღვრებში გვაძლევს 

/#/2ი+) < #2გ < ჰ2ი-)- 

წინა ფორმულების გამოყენებით მივიღებთ: 

0)"  0M-)ს% . 0-2). 
დი+სს" 2. 2 (ი-ს 

(ას? თ. (2 L 
L2» – ს?02M+ს) 2 (2-0)? 2. 

აქედან მივიღებთ: 

ცხადია, რომ არსებობს ისეთი 8=68,, რომ 0<60, <1 და 

2 
%ჯ | (27)I I _ 1 
2 ((2-I))) 2+0, 

აქედან #-ს მნიშვნელობა შეიძლება დაიწეროს შემდეგი 
უსასრულო ნამრავლის სახით: 

#5 ი ი სღი-3).3.1 » ით 

ეს არის ვალისის ზემონახსენები ფორმულა. 
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ლექცია 1.5 

მილერის ინტეგრალები 

3) ახლა შევისწავლოთ ე. წ. ეილერის /” (ი) და 8(ი,9) ინტეგ- 

რალები, რომლებსაც განსაკუთრებული ადგილი უკავიათ მათემა- 

ტიკურ ანალიზში. 

ამ ინტეგრალს აქეს სახე: 

- I _ ”'Cდ)= I. ჯჩ -Xძყ და 8(ი,ძ)= II” '0-»? .. 

ავიღოთ პირველი მათგანი და ვაჩვენოთ, რომ მას აზრი აქვს 
მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 92>0. ამისათვის წარმოვადგინოთ 

ეს ინტეგრალი შემდეგნაირად: 

1 = 

”Cდ)=| MX Xთ+I ჯჩ“ თ 

პირველი ინტეგრალის შიგნით ჟ/(X)= ჯი“ IX ფუნქციას 

შეიძლება ჰქონდეს უსასრულო წყვეტა X=0 წერტილში, ამასთან, 

ცხადია, არსებობს ზღვარი: 

სთ ჯ“ –ჩ/00 = სთ 2 X=1, 
–30 X–-–30 

ამიტომ, ჩვენთვის ცნობილი ნიშნის თანახმად, ეს ინტეგრალი 
არსებობს, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 1-– #92 <1, ე. ი. როცა 

ნ >0. რაც შეეხება მეორე ინტეგრალს, რომლის ზედა საზღვარი 

უსასრულოა, იმის გამო, რომ, მაგალითად, 

IMი X? / (X) = სოდ 2,0“ “X) = IIიე (ჯჩ”414““ X) =0, 
X-–6თ X-–6C= 

და, რადგან 2>1, უსასრულოსაზღვრიანი ინტეგრალის არსებობის 

პირობის თანახმად, ეს ინტეგრალი არსებობს ნებისმიერი „- 
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სათვის. ამგვარად, ორივე ინტეგრალი, ე. ი. / (წ) ინტეგრალი 
მართლაც არსებობს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა #9>0. 

სავსებით ანალოგიურად, #(ჯ,ძ) ინტეგრალი შეიძლება წარმო- 
ვადგინოთ სახით: 

წ 
8(დ,9) = II” 0 - 9 IV + 710 – »X?/ 1 თ 

სადაც C რაღაც რიცხვია, 0<C<1. ახლა, თუ აღვნიშნავთ ინტეგ- 

რალქვეშა ფუნქციას /(X) = X” 10-ე)?“ გვექნება: 

ი ს -ჩ/ი|= სო 01-ე?! =1 
X–<630 ჯ-530 

და ამიტომ, პირველი ინტეგრალი არსებობს, როცა 1- წი <1, ე. ი. 

როცა 2>0. მეორე ინტეგრალისათვის, ვინაიდან გვაქვს: 

ო V –ჯ)“?#/ცი I= სთ »”  =1I, 
X–<3!1 X-I 

დავასკვნით,. რომ ის არსებობს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 
1-–ძ<1, ე. ი. 9>0. ამგვარად, ორივე ინტეგრალი #%(/ი,0)-ს 

გამოსახულებაში, და თვითონ M(ი,4ძ) არსებობს მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა ი >0 და ძ>0. 
/”” (0) და 8(ი,ი) ინტეგრალებს შორის არსებობს მეტად 

მჭიდრო კავშირი. ამ კავშირის აღმოსაჩენად მოვახდინოთ 9(ი0,ძ) 

ინტეგრალში ცვლადების შემდეგი გარდაქმნა: 

  

X= აქ, როცა !1=0, მაშინ X=0 და როცა 1==, მაშინ 
1+!. 

X=1. ამიტომ ეს გარდაქმნა მოგეცემს: 

თ/ , II MI ჟე _ ლ ი რო 
8(6.9)= |, წ.) ს-:) (1+7)? ს (1+(1)ჩ!9 
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ახლა მივმართოთ /”'(”) ინტეგრალს და შევიტანოთ მასში Xჯ- 

ის ნაცვლად X/, სადაც X» რაიმე (დადებითი) პარამეტრია: 

”ფთ)=| CC 7.ათ= ა) IV 

IC2) _ “ჩიქ, 
უჩ ომ 

შევიტანოთ ამ ფორმულაში »7-ის ნაცვლად X»X=1+7, ხოლო ჯ 

შევცვალოთ /ჯ# +ძ -თი. მივიღებთ: 

I1Cდ+ძ _ L ჯ6+9-),-XC+სქ, 
0+,ე//. ჰი : 

გავამრავლოთ ამ ტოლობის ორივე მხარე ჯი“ -ზე და მოვახდინოთ 
ინტეგრაცია 1-ს მიმართ (0,=) შუალედზე. ეს მოგვცემს: 

ი ჩ-I 

/' დ +თ)· –--  «#=| წ | ჯ0+9-,-X0+იძ 
0 (1+;)ჩ'9 9 9 

აქ, მარჯვენა მხარეში, ვინაიდან შიგა ინტეგრალი თანაბრად 

კრებადია ჯ-ს მიმართ, შეგვიძლია ინტეგრალების გადასმა", ე. ი. 

ინტეგრაცია ჯერ მოვახდინოთ 1 -თი, ხოლო შემდეგ X-ით. მივი- 

ღებთ: 

_ჯ9/-X /” (ი)ძ; = /:(ჩ)- /”ფ). 
= ჯი 

წინი,L" =-- /= (9+9) ს 
0 (1+ჯ)ჩ19 

მაგრამ (X#) და ('.) ფორმულების თანახმად, უკანასკნელი ტოლობა 

შეიძლება ასე გადავწეროთ: 
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/”(»X+ძ) ·8(ი,ძ)= /”(წჯ) /'(9) 

ამგვარად, საბოლოოდ მივიღეთ, რომ ყოველი #.->0, და 9#>0 

რიცხვებისათვის სამართლიანია იგივეობა: 

IMV21M)) 
#09  წით.ი 

ეს არის ის ძირითადი დამოკიდებულება, რომელიც აკავშირებს 

ერთმანეთთან ეილერის /”(ი) და 8(ი,0) ინტეგრალებს. 

ახლა გადავდივართ /” (0) ინტეგრალის უფრო ღრმა შესწავ- 

ლაზე. განვიხილოთ /” (#) ინტეგრალი /” (#2) =| MX 

(->0ა და მოვახდინოთ მასში ნაწილობრივი ინტეგრაცია 

აღნიშვნებით: X” ძი=ძI, V=6 ჯ. მაშინ შეგვიძლია მივიღოთ 

? 

M = 2. ძV =-6 +ძ ეს მოგვცემს: 
” 

/ = | = II/V – | «“, (ი) =| ს L ი 

მაგრამ 

II» = – – =0, 

0 

და ამგვარად გვექნება: 

/ (დ) = -L Vძ» = – ს “4 = + LI /C -ძL 
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შევნიშნოთ, რომ უკანასკნელი ინტეგრალი ისევ ეილერის 

/” (9+1) ინტეგრალია და, მაშასადამე, როცა >0, შეგვიძლია 

დავწეროთ: 

”(0+)=7ი7'(ჯ). 

ეს ფორმულა გამოსახავს /”' (ი) ინტეგრალის ძირითად თვი- 

სებას რომელიც საშუალებას გვაძლევს /” (”ი» ფუნქციის 

გამოთვლი საკითხი დავიყვანო»„ მისი მნიშვნელობების 

გამოთვლაზე, როცა 0<0<1. მარ»ლაც, ვთქვათ, ი რაიმე 

დადებითი რიცხვია, რომელიც აღემატება 1-ს. მაშინ ის შეიძლება 

ცალსახად წარმოვადგინოთ #9 =):+”# სახით, სადაც #”# არის 

მთელი დადებითი რიცხვი, ხოლო 2. ისეთი დადებითი რიცხვია, 

რომ 

0<7#<1. 

ახლა ზემოთ დადგენილი რედუქციის ფორმულის გამოყენება #M- 

ჯერ მოგვცემს: 

/”'(დ) = /”თ+))=C+4.–1) //თ+2.-1)= 

=(1+M#–1)01+7X#–-2) /” (#+X<–2) = 

=...=(M+X-1)0>+7 <2)...» /” (2), 

ე. ი. საბოლოოდ მივიღეთ: თუ #=#7M+7., სადაც # მთელი 

დადებითი რიცხვია და 0<7#<1, გვაქვს: 

/”(Cდ) = /XM+2) =(–1+7-–1)თღ+7 –2)...(X + 12. /” 0) (9) 

საინტერესოა საგანგებოდ აღვნიშნოთ შემთხვევა, როცა ჯ =7! 

მთელია. მაშინ მისი ზემონახსენები წარმოდგენა იქნება ასეთი სა- 

ხისა: 

1 = (II – 1) +1 
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და, ამიტომ, 

#/'ფთ) =00 – 1)0ი – 2)...2.1. /” (ს. 

მაგრამ 

”თ= > = L C-+9= I „+ =I 

შევიტანთ რა ამ მნიშვნელობას წინა ტოლობაში, მივიღებთ: 

/ (1) = (M1– 1)(71 – 2)...2.1, 

ე. ი. ჩვენ ვხედავთ, რომ ყოველი მთელი დადებითი MI რიცხვი- 
სათვის მივიღეთ: 

/'თი=C-I! 

საზოგადოდ, როცა ჩ მთელი არაა, (2) ფორმულა საშუალებას 

გვაძლევს /” (ი) -ს გამოთვლა დავიყვანოთ /” (#) -ს გამოთვლამდე, 

სადაც 0<7.<1. ახლა ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ სინამდვილეში /”(/2) 

ინტეგრალის გამოთვლა ყოველთვის დაიყვანება მის გამოთვლაზე 

თ შუალედში. ეს გამომდინარეობს იქედან, რომ ყოველი #- 

სათვის, თუ 0< ჯ <1), სამართლიანია ფორმულა: 

  /”C) /'(- ი) = ი (3) 

ვიდრე ამ ფორმულას გამოვიყვანდეთ, განვიხილოთ მისი კერძო 

1 1.-/ –«., 2, 
შემთხვევა: ვთქვათ, ?=5. მაშინ გვაქვს: C-ს“ Xჯ 2ძ». 
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1 1 1 

მაგრამ X 2ძX=2ძ(X2) და, ამიტომ /”' 8. 2, « 7ძც?). 

1 

შემოვიტანოთ აღნიშვნა Xჯ2 =(ჯ. მაშინ X=1-> და მივიღებთ: 

ჩ”(1)=2('-  =./ 88)! 

  

1 ჯ 
ამასვე გვაძლევს (3) ფორმულა /' 1 /,I1-–-|I= , 

2 2 : 
შიც? 

ე.ი. (/” (=> და (რადგან /” CI>ი. ვღებულობთ: 

1 185 
2 

ახლა გადავიდეთ (3) ფორმულის გამოყვანაზე, ჩვენ ვიცით, 

რომ, როცა X>0, 94>0, მაშინ /' (0 +9ძ)8(ი,ძ) = /'(»ჯ) 7 (9). 

ავიღოთ 0<#ი0<1 და, ვთქვათ, ძ=1- ი; მაშინ ძ>0 და 

გვექნება. #98(ი,1- ი)= /' (ი) / 1-ს), რაც (+) ფორმულის 
ძალით, იმის გამო, რომ 7 +(1– X)=1, გვაძლევს 

/ თნ (დ) /”(1<– 9) = IL 111“ (1) 

უკანასკნელი ინტეგრალის გამოთვლის მიზნით განვიხილოთ 

ჯერ შემდეგი სახის განუსაზღვრელი ინტეგრალი 

2 

138



სადაც MI და # მთელი რიცხვებია და I < I. 
ჩვენ ვიცით," რომ ასეთი სახის განუსაზღვრელი ინტეგრალი 

უდრის 

  

2» M-I 
ჯ 1 

(L--,« ” % 2,90%27:+1)VLL086(X? – 2X605V/ +1) + 
»ჯ M M=0 

1 M-I 
– 

+-– 2,9იტი +1)V ·0ICI§ 2 ## , »” M=0 
აი VX 

სადაც VX = (2 +1X · 

2M 
ამის გამო განსაზღვრული ინტეგრალი (–-M,++ჩ) საზღვრებში 
მოგვცემს: 

  

+ 2 M-I 2_ 
I > 2ე =- L %'იის0თ+1)/ჯ /იე-  -2559%VC1I 2ჩ005X11, 
“-I1+X 2MI 24 M“ +277005Vჯ +! 

1 1- –/7–-005 
+- 2,90207M+1)Vჯ ძ»CIV -501I# – ი - M 

” M=0 §Iი VI 5II VX 

მაგრამ 

005VV 1 
2 _ 1-2. +-> 

II» Iიც-. 200: +1- 1Iი I-ი ჩ =/ი91=0, 

“ათ #?“+27005/,+1 #3” I+2- 164 > 
I» წ 

და 

· – + #7 71 
IIიი | 07CIწ #-005VL - 07, იICI6 #19%# -50IL ==4+42=X | ლლ 511 VI §5)ი V 2 2 
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ამიტომ 

  

ლ 2M 2 –I 

I -+> თ#=1 =29%X%X=% 3) §ი(2M +1თ, 
0 1+»ჯ“" 21-=1+»2ჩ 27 2% 

201+1 
სადაც CVX= 7C 

27 

მოვძებნოთ ეს ჯამი. აღვნიშნოთ 

M-1 

5 = 2,9ი0# +1)X=5Iი +510 3X + §1ი 5თ +... + 51I0(27 – 1)თ. 

#=0 

251 X-ზე გამრავლებით მივიღებთ: 

25I0Cთ- 5 =25Iი? C+251ი თ5I0ი3XL+25)ი C-§1ი5V+ 

+...+25)ი C5Iი(2M – 1) = 

=(1–-0052CV)+(C052თ –C054CX) +(C054X– 

C0§60C) +...+ (C0%(2/ – 2) – C05 271CX) = 1 – 00§ 271C, 

მაგრამ 2MX=(2M1+1)ჯ# და, ამიტომ 

251ი- 5 =1– C05(27 + 1) =1 – (–1) = 2. 

აქედან ვპოულობთ: 

  

საბოლოოდ, 

2M 
თო ჯ % 

I ––-X= - · 

0 1+»ჯ“" 2731ი C 
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1 

2ჩ =ჯ, X=(2ჩ. აქედან ახლა აღვნიშნოთ X 

  

1 1) ” 

=-- 2? ძ, »X2=,ჩ, 
2” 

საიდანაც მივილებთ: 

2M1+1 

27 დით ჯჯ 1 უღჯ 2 –1 სჯ 

0 1ჯკი? 2740 IV. „გე 21+1 
1++» · 2» 51ი ჯ   

ჩ 

ამ ტოლობიდან უკანასკნელი ორი წევრის განტოლება, თუ ამას 

გარდა აღვნიშნავთ გ=274), გვაძლევს; 
() 

  (= 

კი“ I, I | > , 

0 1+! §1ი MX 

ე. ი. (4) ფორმულის თანახმად, გვაქვს: 

  /'(წ) /0- ი <5 

2M+1 

2 
ამგვარად, ჩვენი სასურველი ფორმულა დადგენილია ისეთი იჩ 

(რაციონალური) რიცხვებისათვის, რომელთაც აქვთ შემდეგი სახე: 

(აქ ##<7I და ამიტომ, 2M1+1< 27).   

_ 2ML+1 

2” 
  ? 

(MI, # მთელებია და, 2M+1<2#). 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ მიღებული ფორმულა სამართლიანია 

ნებისმიერი (რაციონალური თუ ირაციონალური) ი” რიცხვი- 
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2M+1 
სათვის, თუ 0< <1. ამისათვის ავიღოთ 2   სახის რიცხვთა 

(20+1<2) ისეთი #LLCMX =1,2,..) მიმდევრობა, რომელსაც 

ზღვრად აქვს # რიცხვი: სთ ჩნX = ს. 

იმის გამო, რომ ფორმულა სამართლიანია ყოველი /ც„ყ -სათვის, 

გვექნება: 

  1'(ნV) /'(1-იX)= (5) 
518 ნIX 

მაგრამ /”'() განუწყვეტელი ფუნქციაა ჯ-სი, როცა #>0 

(მართლაც, 7' (ჩი) = IL ჯი. XV ინტეგრალი თანაბრად კრებადია 

ყოველ (#70,=) შუალედზე, თუ 0< 20), ასევე განუწყვეტელი 

  (IM · 
ნ ა ი-ს წილადიც. ამიტომ, რადგან IIთ »ჯ =წ, ფუნქციაა /ჯ -სი ინ. ადიც ტ დგან |თ ი 

გვექნება: 

I /”(ნV)= 7/”(ი), ი, /”1-ნჯ)= /1-») და 
M-–-ათ X-3ი 

· წხ (1 
II – =- 
#-ათ §1ი 9 510 0 
    

და, მაშასადამე, ზლვარზე გადასვლა (5) ფორმულაში, როცა 

#L –სც თ, გვაძლევს: 

/'(ჯ) /0-ი-ა- 

ამით ფორმულა დადგენილია ნებისმიერი 0<797<1 რიცხვი- 

სათვის. 
ეს ფორმულა საშუალებას გვაძლევს /” (2) ინტეგრალის 

გამოთვლა დავიყვანოთ ისეთ /” (») ინტეგრალის გამოთვლაზე, 
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რომლის არგუმენტი /ჯ მოთავსებულია (0, M) შუალედში: 

მართლაც, ჩვენ ადრე უკვე ვნახეთ, რომ /” (ი0)-ს გამოთვლა 
დაყვანილი იყო შემთხვევაზე, როცა 0< 7 <1. მაგრამ ასეთი /#- 

სათვის ან 0<7<1 ან 0<1- <> (თუ ი». და წ) 

უკვე გამოთვლილია). ე. ი. ერთ-ერთი მათგანი ნაკლებია 16 -ზე 

და ეილერის /”(ჯ) ინტეგრალი გამოისახება მეორის საშუალებით. 

ღექცია (16 

ორმაბი ინტეგრალის ცნება 

განვიხილოთ ორი ცვალებადი ფუნქცია /(X,») რომელიც 

განუწყვეტელია C მრუდით შემოფარგლული რაღაც # არეში. 

ვთქვათ, C მარტივი, მთლიანად გარკვეულ ოთხკუთხედში მო- 
თავსებული მრუდია. აღვნიშნოთ X-ის უკიდურესი მნიშვნელობანი 
ამ ოთხკუთხედში სათანადოდ ძ და ხ-თი (თ<ხ), ხოლო X-ის 

უკიდურესი მნიშვნელობანი თ და ჩ -თი (იხ. ნახ. 19). 

(თ,ხ) და (თ,მ) შუალედები შესაბამისად დავყოთ M და # ნა- 

წილ-ნაწილად შუალედებად, 
ვთქვათ დანაწილების წერტილებია: (») დანაწილება: 

0<X<--<X, 1 <ხ, (#/) დანაწილება: 

თ < XI < 2 <'''< წი-1 <ჩ. 

ახლა, თუ დანაწილების ამ წერტილებიდან გავავლებთ X და # 

ღერძების პარალელურ წრფეებს, მთელი # არე მოიფინება მცირე 

ოთხკუთხედებით, რომელნიც ორი სხვადასხვა სახისაა: 1) ოთ- 

ხკუთხედები, რომელნიც მთლიანად # არეში არიან მოთავსებული, 

რომლებსაც ქვემოთ წესიერ ოთხკუთხედებს ვუწოდებთ და 2) 
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ოთხკუთხედები, რომ- 

   
  

V | ლებიც მხოლოდ ნაწი- 

| L ! | ლობრივ შედიან #-ში 

ჩ-- +) მათ, იმ ნაწილებს, 
VII- – – ! L_ _ რომლებიც შედიან #- 

: ში. არაწესიერი ოთხ- 

- I კუთხედები დავარ- 

. ! _ ქვათ. 

#- _ _ ჯ“ L _ აღვნიშნოთ ყველა 

'C L II L L ეს მცირე ოთხკუთ- 

I. I ; ხედები (როგორც! წე- 

'სა .  !! +. სიერი, ისე არაწეს 
9 გ MX XV ხ X იერი, ისე არახესიე- 

რი) თ, სიმბოლოებით, 
ნახ. 19   

თუ მისი მარცხნიდან 

შემომსაზღვრელი წრფე არის X=X, და ქვემოდან შემომსაზღვრელი 

წრფე არის X=Vს ცხადია, თუ C),,-ს ფართობს აღვნიშნავთ Iაც. - 

თი, გვექნება: |Vჯ| = (X,+| – XXXL+I – X) როცა თ; წესიერი 
ოთსკუთხედია და |, <(X+) – XXX+ – 7 როცა ეს 
ოთხკუთხედი არაწესიერია. 

ახლა განვიხილოთ შემდეგი ორმაგი ჯამი: 

ა =3,2,/CთXV) (თ, 
:.# 

სადაც ჯამი აღებულია ყველა, როგორც წესიერი, ისე არაწესიერი 

ოთხკუთხედებისათვის. 

ჩვენი მიზანია დავამტკიცოთ, რომ § ცვალებადს გააჩნია გარ- 

კვეული ზღვარი, როდესაც («,ხ) და (თ,ზ) შუალედების ელემენტა- 

რული ქვეშუალედების სიგრძეები ნულისაკენ მიისწრაფვის. 

ამისათვის თკ ელემენტარულ ოთხკუთხედზე #»X) ფუნქციის 

უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობა აღვნიშნოთ შესაბამისად M« 

და MIყ -თი. შევადგინოთ შემდეგი ჯამები:



>= 2, 2,M/თ»!, (I) 
I # 

0 = 2, ბეწო. (2) 

1 LX 

X-ს ეწოდება /(X-») ფუნქციის ზედა ჯამი, C -ს კი –– ქვედა 

ჯამი # არის მოცემული დანაწილებისათვის. რადგან ყოველი (I#) 

- სათვის #< #C9I XX< Mყც ცხადია, გვექნება: 

თ<5<2. 

ვაჩვენოთ, რომ, როცა გამოსავალი დანაწილება იცვლება უფ- 

რო "მჭიდრო" დანაწილებით, ზედა ჯამი არ იზრდება, ხოლო ქვედა 

ჯამი არ კლებულობს. მართლაც, განვიხილოთ (#,ხ) შუალედის და- 
ნაწილების ის ახალი წერტილები, რომლებიც ხვდებიან (Xი X»I) მო- 
ნაკვეთში. ვთქვათ, ესაა 

-I X <XI <X>2 <..<Xწ ა < XVI 

წერტილები; ანალოგიურად, ვთქვათ (თ,მ) შუალედის დანაწი- 

ლების ის ახალი წერტილები, რომლებიც ხვდებიან (MX) შუა- 

ლედში, არიან 

–I 
XL < XL <76<.--< 0 9 <აI. 

მაშინ თ, არე დაიშლება CI,0XL....,0-ჯ (წესიერ ან არაწესიერ) 

ოთხკუთხედებად, სადაც 1<§< იმ. უკანასკნელთა გაერთიანება 

იქნება მთელი თ,, და ამიტომ, მთელი თ, -ს თ.) ფართობი იქნება 

0. თს ფართობების ჯამი: 

ა 

(თ = 2, 
15! 

  

  

  
7 

იჯ, | 
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ამავე დროს შევნიშნოთ, რომ, თუ M/2 # და MI) (7 =1,2,..,§) აღ- 

ნიშნავენ #(X, ») ფუნქციის =თმXIIIი -სა და IX0Iი IMI0 -ს სათანადოდ 

თ), ნაწილზე, გვექნება: Mქ, < <M,, „ი, > MILC) = 1,2....,§) . ამიტომ 

ახალი დანაწილების > ან C ჯამის ის ნაწილი, რომელიც წარმოიქ- 

მნება Cთ),7,-ს შემდგომი დანაწილებით, მოგვცემს: 

L) § 

2,M/. თ <MV 20 =M/თ, 
I/= #= 

  

დ 

2,7, თ, > „I 2M- =7L (თ, 

)#= )I=) 

ახლა, თუ ამ უტოლობებს კიდევ შევაჯამებთ ყველა (LM) წყვი- 

ლისათვის, საბოლოდ მივიღებთ, რომ 

22)2)M(M1<2 ეხი! 
LI # 1=1 

· ა 

7 |ია/ 
2, 2, 2, „ს #) 2 ბ, გეში თ I 

კ. # (| L I=I 

ე.ი. >, <> და 01>C , სადაც 2, და C, აღნიშნავენ სათანადოდ 

ზედა და ქვედა ჯამებს, ახალი, უფრო მჭიდრო დანაწილებისათვის. 

მეორე მხრივ, ჩვენ ახლა ვაჩვენებთ, რომ ყოველი 6>0 

რიცხვისათვის შესრულდება უტოლობა >-–Cთ<68 , როცა # არის 

დანაწილება საკმაოდ მჭიდროა. მართლაც, რადგან /(X,7)გა- 

ნუწყვეტელი ფუნქციაა M# არეზე, ის თანაბრად განუწყვეტელია 

მასზე, ე.ი. 6>0 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი 8> 0რიცხვი, 

რომ, როცა # არის ორი (X,»7)და (X,X») წერტილი ერთმანეთისა- 

გან აღმოჩნდება დაშორებული მ-ზე ნაკლები მანძილით, 
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I/(C») – /C, #I< (სადაც | აღნიშნავს # არის ფართობს). 

აქედან, ცხადია, რომ როცა ზემოგანხილული დანაწილება საკმაოდ 

მჭიდროა (სახელდობრ, როცა (X+I – X)2 +(76C+1- #2 <8 ყოვე- 
ლი (LM) წყვილისათვის, სადაც 1<1<#» –11<L<ი»M-–I, გვექნება: 

დ 
M,, – 7; < 8 და, ამიტომ 

=-თ=2,2,(M, “წი <; 2 2-9 
! # ! L 

ე.ი. ასეთი დანაწილებებისათვის გვექნება X–-თ<6, რისი დამტკი- 

ცებაც გვინდოდა, · 
აქედან ადვილად გამომდინარეობს, რომ როცა ვიხილავთ # 

არის დანაწილებათა ისეთ მიმდევრობას, რომელნიც შემდგომ და- 
ნაწილებაზე გადასვლისას სულ უფრო და უფრო მჭიდრო ხდება, 

და ყოველი (X,X-+-I) და (X-XI) შუალედის სიგრძე მიისწრაფვის ნუ- 

ლისაკენ, გვექნება: არსებობს III > და IIიით ზღვრები და ადგილი 

აქვს ტოლობას 

IIიი 2 = III თ. (3) 

მართლაც, ასეთი X-ჯამების მიმდევრობა კლებადია, თ- 

ჯამების მიმდევრობა ზრდადია, და ამიტომ ეს ჯამების მიმდევ- 
რობანი კრებადი არიან სათანადო ზღვრებისაკენ (შევნიშნოთ, რომ 

ზედა ჯამების მიმდევრობა შემოსაზღვრულია ქვემოდან, ნებისმიე- 

რი თ ჯამით, ხოლო ქვედა ჯამების მიმდევრობა შემოსაზღვრულია 

ზემოდან, ნებისმიერი X» ჯამით). ამასთან, რადგან ყოველი 6>0 

რიცხვისათვის საკმაოდ მჭიდრო დანაწილებისათვის გვექნება 
>-თ<8, ცხადია, IIთ >» და IILთ ზღვრები ტოლნი არიან. აღენიშ- 

ნოთ ამ ზღვრების საერთო მნიშვნელობა / ასოთი. 

მაშასადამე, ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ როცა განიხილება არის 

დანაწილებათა ისეთი მიმდევრობა, რომელიც თანდათან სულ უფ- 
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რო მჭიდრო და მჭიდრო ხდება ისე, რომ ყოველი თ,, ნაწილის ზომა- 

მიისწრფვის ნულისაკენ, გვაქვს: 

1II0 2; = II01 0 = 7, 

ახლა ვნახავთ, რომ ეს საერთო /# ზღვარი დამოკიდებული არაა 

ზემოაღწერილი ტიპის დანაწილებათა მიმდევრობისაგან. 

მართლაც, განვიხილოთ ასეთივე სახის დანაწილებათა ახალი 

მიმდევრობა, რომელიც მიიღება (თ,ხ) და (თ,8მ) ინტეგრალების სხვა 

დანაწილების წერტილებისაგან: 

(ე) (დანაწილება) რ<2|<72:<...<2,.|<ხ, 

() (დანაწილება რC<I, <6 <...<1ე | <ჩ. 

ასეთი დანაწილებების მიმდევრობისათვის, უკვე დამტკი- 

ცებულის თანახმად, აგრეთვე გვექნება: 

IIიი > =1Iი1C” = I)”, 

სადაც » და ით” აღნიშნავენ შესაბამისად ზედა და ქვედა 

ჯამებს ახალი (2X,) დანაწილებებისათვის. 
ვაჩვენოთ, რომ /#=V/'. 

ამისათვის განვიხილოთ ძველი მიმდევრობის შესაბამისი რომე- 

ლიმე (MC) დანაწილება და ახალი მიმდევრობის შესაბამისი იმავე 

ნომრის (2X/) დანაწილება. შევადგინოთ ამ ორი დანაწილების (»X2) 

და (CVXI) წერტილთა გაერთიანებით მიღებული ახალი 

თუ) დანაწილება. რ < X, < Xე < 2) < Xვ < 22 <...<ხ 

ხე დანაწილება C<I < V) <1ჯ2 <L3 <...<ჩ 

(აქ ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ ამოწერილია », და ჯ წერტილები 

ზრდის მიხედვით, ისევე როგორც (, და », წერტილები). 

აღვნიშნოთ ამ ახალი დანაწილების შესაბამისი ზედა და ქვედა 
ჯამები შესაბამისად >» და 9 -ით. შევნიშნოთ, რომ (X2) (VI) დანაწი- 

ლება მიიღება როგორც (X) (»), ისე (2) (0) დანაწილებიდან დანაწი- 

ლების შემდგომი შემჭიდროებით (დანაწილების ახალი წერტი- 

ლების დამატებით). ამიტომ უკვე დამტკიცებულის ძალით 
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2 <2,><26>Cთ6>0”. 

ცხადია, აქედან გამომდინარეობს, რომ 

თ <Cთ<>X<2, და C<96<2<> 

ე.ი. ვღებულობთ, რომ 

თ <> და თ<2», 

ყოველი (2) (I) და (»X) (V) დანაწილებისათვის. ახლა გადავალთ რა 

ზღვარზე, როცა ორივე ეს დანაწილება უსასრულოდ მჭიდროვ- 

დება, უკვე დამტკიცებული ზღვრების არსებობის ფაქტიდან მივი- 

ღებთ: 

I/ <7 და # <4, 

რაც მართლაც ამტკიცებს, რომ / =/” 

ამგვარად ჩვენ მიერ დადგენილია, რომ არსებობს » და თ 

ჯამების გარკვეული V ზღვარი, როცა დანაწილებანი თანდათან 

უსასრულოდ მჭიდრო ხდება. მაგრამ როგორც ვიცით, § ჯამი ყოვე- 

ლი დანაწილებისათვის აკმაყოფილებს C< 5 <> უტოლობას. აქე- 

დან, ცხადია, გამომდინარეობს, რომ არსებობს ასეთ დროს აგრეთ- 

ვე Iო§ ზღვარიც და IIო5=1იიძ=II02=/. 
ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ, როცა # არის დანაწილება თანდათან 

უსასრულოდ მჭიდრო ხდება (რაც იმას ნიშნავს რომ დანაწილების 

ყოველი (XX.)) მონაკვეთის XX სიგრძე, ისევე როგორც ყოველი 

VI». მონაკვეთის სიგრძე X.I-»#, ნულისაკენ მიისწრფვის, 5 

ჯამებს აქვთ სავსებით გარკვეული (დანაწილების წესისაგან დამო- 

უკიდებელი V ზღვარი. /# რიცხვს ეწოდება MX») ფუნქციის ორმაგი 

ინტეგრალი # არეზე და ის აღინიშნება II/თ »V)თXIთ) -ით. ამგვა- 

MX 

რად, გვაქვს: 

|(#Cთ აძ = თ 2, 2,/C6-X9VI. 
XL (I X# 
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შენიშვნა: განვიხილოთ # არის რაიმე დანაწილება და ყოველ თკ 

ნაწილ არეში ავირჩიოთ სავსებით ნებისმიერად (სგა წერტილი. 

შევადგინოთ § ჯამებისაგან განსხვავებული ასეთი ახალი +” ჯამი: 

წ” = 2, 2,6 MX. 
:.# 

ვაჩვენოთ, რომ როცა დანაწილებანი თანდათან უსასრულოდ 

მჭიდროვდებიან, §' ჯამებს აგრეთვე გააჩნიათ ზღვარი, და ეს 

ზღვარი იგივე # =|I|#Cთ »X)ძთXძ”) რიცხვია. 

M 

მართლაც, რამდენადაც (§ა0 ეკუთვნის თკ, არეს გვექნება: 

MI, < #(6C;,9L) < ML, ყოველი (LM) წყვილისათვის. ამიტომ რადგან 

|თე| ფართობი დადებითი რიცხვია, გვექნება: 

ML ა |< /C6,M#)| თ, |= M, | თ | 

და ასეთი უტოლობების შეჯამებით მივიღებთ: 

Cთ<5” <>. 

მაგრამ, როცა დანაწილებანი უსასრულოდ მჭიდროვდებიან, 

როგორც ვიცით, IIთ0 =IIთC > = II#C. »)ძXთ”»;, რის გამოც, უკა- 

XX 

ნასკნელი უტოლობიდან დავასკვნით: არსებობს IIVI5' და 

სიი8= I I #(CX- ათათ,, 
X 

რაც უნდა გვეჩვენებინა. 
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ლექცია 17 

ორმაბი ინტეგრალის გამოთვლა 

განვიხილოთ სწორკუთხოვანი #” არის შემთხვევა, რომლის 

გვერდები პარალელურია საკოორდინატო ღერძებისა, ე.ი. ვიგუ- 

ლისხმოთ, რომ ორი ცვალებადის ფუნქცია #»XX») განუწყვეტელია # 

ოთხკუთხედზე (იხ. ნახ. 20). 

განვიხილოთ ამ ოთხკუთხედის რაიმე, ზემოთ შემოტანილი 

სახის დანაწილება, რომელიც მიიღება (9,ჩ) და (თ,მ) მონაკვეთების 

შემდეგი (») დანაწილება: 0 < X) <Xე <...< Xუ-–) <ხ, (#)– დანაწი- 

ლება: CL < |) < »2 <...< »ე–| <ჩ დაყოფის წერტილებით. 

წინასწარ დავადგინოთ შემდეგი ლემა: თუ /#») რაიმე გა- 

ნუწყვეტელი ფუნქციაა (4,ჩ) შუალედზე, ამ შუალედის ყოველი 

(X): თ<X) <Xე <...<X,-1 <ხ 

ნახ. 20 

დანაწილებისათვის მოიძებნება ისეთი 6), ნე, ან,-1 წერტილები, 

რომ X 1 <C,<X (1=1,2,.../,Xე = რ,X, =ხ) და 

  

  

        
.ხ 

|#Cა)«= /დ6)X»% –9)+ /(62X% – M)+--+/(6„)6 - Xთ-)). 

მართლაც, როგორც ვიცით, 
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ხ XI X ხ 

I #6ი0ძ»;= | #00)ძ++ | #C)ძX+...+ | #ლ0ი0ძX, 
XI Xი-1I 

ჯX 

მაგრამ I#/თ4: ინტეგრალისათვის საშუალო მნიშვნელობის თე- 

X- 

ორემა გვაძლევს, რომ |#0აი%= #C;XX, -X,-.)), (C =1,2,..#), 

: X-XI 
სადაც ხ რაღაც გარკვეული წერტილია (ი) შუალედზე. ამიტომ 

გვექნება: 

ხ 

I#C«= 768 –თ+ /(62X% – M)+..+ /6„)6 – Xუ-I) 

და ლემა დამტკიცებულია. 
დავუბრუნდეთ ორმაგი ინტეგრალის გამოთვლის საკითხს. გან- 

ვიხილოთ # მართკუთხედის (XXX) დანაწილება და შევადგინოთ 

ორმაგი ჯამი 

#M-I179-1 

2, 2,#86.M)C%+I «XMXX+I – X) = 
1=0 =0 

»- M-I 

= 2,თი -X)2)#(6, 7, XXX+I – XL) · 
(=0 #=0 

ახლა განვიხილოთ ფუნქცია IX.) როგორც მხოლოდ » ცვლა- 
დის ფუნქცია, რომელშიც X(C2<X<ხ) ფიქსირებულია. ეს X-ის 

ფუნქცია განუწყვეტელია (თ,ჩ) შუალედში და ამიტომ არსებობს 
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ჩ 

IV/თ, »)ძ» ინტეგრალი, რომელიც, ცხადია, X-ის ფუნქცია იქნება, 
თ 
როცა (თ<Xჯ<M). აღვნიშნოთ ეს ფუნქცია #(C2-ით: 

ჩ 

#C9=| / CM. 
თ 

განვიხილოთ («,ნ) მონაკვეთის (») დანაწილება: თ <X) <X2 < 

<..<X, | <ხ და ავიღოთ LC) ფუნქციის მნიშვნელობანი 

XI. X2,---,X,; = 0 წერტილებში: 

ზ 

#C)= I #(C%, »)ძ/(I =12,...,M) 
თ 

ყოველი ამ ინტეგრალისათვის და (თ,მ) ინტეგრალის C0/ დანაწი- 

ლებისათვის ძთ</,<)<...<),I<8, შეიძლება გამოვიყენოთ ზემოთ 

დამტკიცებული ლემა: მაშინ ყოველი I-სათვის მოიძებნება ისეთი 

VLCM =1,2,...,I) წერტილები, რომ 

8 ' 
#CX) = | /C,2)რ = 2,/C9+XX+I <X)- 

თ #=1 

ცხადია, რომ CM) წერტილი ეკუთვნის თ, ოთხკუთხედს, რო- 

მელიც წარმოადგენს (»)) წერტილების სიმრავლეს, სადაც 

X, 1 =X<X;, XL-I < 7< XL. ამიტომ შეგვიძლია შევადგინოთ შემ- 

დეგი ორმაგი ჯამი: 

§'= 2,2,/Cფ ო XX+) – XჯXX+1 – XL), 
;.# 
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რომელსაც, როგორც წინა ლექციის ბოლო შენიშვნა გვიჩვენებს, 

ზღვრად ინტეგრალი I(|#Cთ აძ აქვს, როცა (XX#) დანაწილება 
ჩ 

თანდათან უსასრულოდ მჭიდრო ხდება. მაგრამ 25' შეიძლება ასე 

წარმოვადგინოთ: 

»-1 - #-1 

5 = 5,(ი+I – %) 2,/ CV 9M#XX+) – X) = 2,MCXXX) –X). 
(I=0 #=0 1=0 

აქედან კი, როცა გადავალთ ზლვარზე, თუ ყოველი 

ი0-X%X-530 და XI - 7 -»0მივიღებთ: II წ” = II #C-ცათით 
XX 

M-1 ხ 

და სო 2, XMCX,)00,+1) – X;) = I MCX)ძX. საბოლოოდ, ჩვენ დავადგი- 

1=0 

ნეთ, რომ 

ჩ 

1|/თ»თთ = I ჩ00თ= IM | /C აძ. 
” ძ ი CC 

ამგვარად, გვაქვს: 

ხ ჩ 

|| #C აძ = | «:= | /(CC. აძ». ტ 
X ძ თ 

ეს ფორმულა გვაძლევს ორმაგი ინტეგრალის გამოთვლის 

ხერხს, როცა ინტეგრაცია ხდება სწორკუთხედზე, რომლის გვერ- 

დები ეპარალელება კოორდინატთა ღერძებს. 

ცხადია, ამ ფორმულასთან ერთად სამართლიანია აგრეთვე ასე- 

თი ფორმულაც: 
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ჩ L 

II/თ აძ =|« | /C ა). 9 
X თ ძი 

(4) და (5) ფორმულებიდან გამომდინარეობს, რომ 
ხ ჩ ჩ ხ 

|თ| / თი = || /დ ე). 
ძ თ თ იძ 

ეს ფორმულა გამოსახავს ინტეგრალის პარამეტრით ინტეგრა- 
ციის ხერხს ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ. 

ახლა გადავიდეთ ზოგადი სახის არეთა განხილვაზე. 

  

  

  
ნახ. 21 

ვთქვათ, # ისეთი არეა, რომლის C საზღვარს X ღერძის ყოვე- 

ლი პარალელური წრფე (გარდა კიდურა ასეთი წრფეებისა), 

მხოლოდ ორ წერტილში გადაკვეთს (იხ. ნახ. 21), ე.ი. თუ 0<ჯდხ, X- 

ზე გავლებული »” ღერძის პარალელი ღერძის პარალელი გადაკ- 

ვეთს # -ის საზღვარს » =C,L(X) და »=0C0;(X) ორდინატებიან წერ- 

ტილებში (Cდ,(X) < დ:(X). ამგვარად, ეს გადაკვეთის წერტილებია 
(=C, (X)) და (X,დე(X)).. ასე, როცა ჯ იცვლება (ი,ხ) მონაკვეთზე, 
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გაჩნდება ორი X»=C,(») და »X=Cდ2(X) მრუდი. პირველს ქვედა, 

ხოლო მეორეს ზედა მრუდი ვუწოდოთ. განვიხილოთ (06) მონაკეე- 

თის 2გ<X|<X:<...<Xი.)<ხ დანაწილება და ყოველი Xჯ -სათვის (0ი,ხ) -დან 

ავიღოთ შემდეგი (»ჯ-ზე დამოკიდებული) განსაზღვრული 

დი (63) 

თლოი= |/C.7 
დი, (C3) 

ინტეგრალი (აქ ყველა (»») წერტილი, როცა X ფიქსირებულია, 

წარმოადგენს (X,დ,(X)) და (X,თ2(X)) წერტილების შემაერ- 

თებელი ვერტიკალური მონაკვეთის წერტილს და ისინი, ცხადია, 

ჯ არეს ეკუთვნიან). განვიხილოთ 9%X») ფუნქციის მნიშვნელობანი 

XI.X2,....X.,ნ წერტილებში, და (თ,8) ინტერვალის 0) 

თ < X, < »; <...-X»,-, <8 დანაწილების იმ )X, წერტილებისათვის, რომ- 

ლებიც მოხვდებიან დ,(»,) და დ;(»X,)-ს შორის, გამოვიყენოთ ამ 

დ:(X,) 

ლექციაზე დამტკიცებული ლემა 4(»,)= |, /ICX,»)» ინტეგრა- 
ლისათვის. მაშინ, ლემის თანახმად, მოიძებნება წ», წერტილები, 

რომ 

XLC-I 5 I), 

C02(X;) 

თლ)= | /C.2)4/= 2) /CV.9MV)(X –X-I). 
დI(X,) # 

ამიტომ, თუ ჩვენ, როგორც წინა შემთხვევაში, განვიხილავთ ჯამს 

5= 2, 2,IC=.9VXX – X-1XX – X-I), 
I! #X 

სადაც ! იცვლება (=1,2,..., #» მნიშვნელობებზე, შეგვიძლია დავწე- 

როთ, რომ 

156



§= 3 (XX – >»; 12 

ზღვარზე გადასვლა უკანასკნელ ტოლობაში, როცა ყოველი 

X-X-1 30 და X – XI -3 0 მოგვცემს: 

III #C ათი) = | თდლაძ= წი //თაარი 
ით რდ») 

ამგვარად, თუ # არის საზღვარი ისეთია, რომ მას X ღერძის 
ყოველი პარალელური (გარდა კიდურა პარალალელებისა) ჰკვეთს 

ორ წერტილში და X = დI(X) არის # -ის ქვევიდან შემომსაზღვრელი 
წირი, ხოლო 7» = CთC:(X) არის #-ის ზემოდან შემომსაზღვრელი წირი, 

მაშინ 

ხ თდ2(X) 

I | #C ათის = | | /CC XX 8) 
ი იდ» 

ეს არის ორმაგი ინტეგრალის გამოთვლის წესი განსახილავი 
ტიპის არეების შემთხვევაში. 

ვთქვათ, ახლა (დხ.ნას. 22) # ისეთია არეა. რ-2ლის საზღვარსაც 

X-თა ღერძის ყოველი პარალელური წრფე (გარდა ორი უკიდურესი 

პორიზონტალისა) მხოლოდ ორ წერტილში ჰკვეთს, რომელთა 

აბსცისებია X=V,(»X) და X=V;(») (იგულისხმება, რომ VII(») < 
<V2(”), მაშინ მიილება არის სათანადოდ მარცხნიდან და 

მარჯვნიდან შემომსაზღვრელი Xჯ=VII(/)) და X=V-2(») მრუდები. 

ასეთ შემთხვევაში, სავსებით ისევე, როგორც ზემოთ, შეიძლება 

დავადგინოთ, რომ 

V2(2) 

I |#Cთ არის = I 4 |/CV 3) თ 
თ VI) 
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განვიხილოთ უფრო ზოგადი შემთხვევა, მაგალითად, შემთხეე- 

ვა, როცა X ღერძის პარალელური წრფეები # არის საზღვარს კვე- 

თენ ორზე მეტ წერტილებში. თვალსაჩინოებისათვის შევჩერდეთ 

ნახ. 23-ზე გამოსახული IM არის შემთხვევაზე. ასეთ შემთხვევაში, 

    
     

  

  

/ V V 

'” 2 „ჩ' 

V 
თ –--– I » V 

I | _X 4 ' 
M LI 1! » V MV) > X 

ნახ. 22 ნახ. 23 

ცხადია ერთი (ან რამდენიმე) დამატებითი V "ჭრილების" გატა- 

რებით შესაძლებელია # არე დაიშალოს ისეთი ორი (ან რამდენი- 

მე) 4 და 8 არის გაერთიანებად, რომელთა თითოეულისათვისაც 

შესრულებულია სასურველი თვისება. მაშინ II7Cთ წX)ძიძ) ინ- 

” 

ტეგრალის გამოთვლა დაიყვანება ორი I|7თ «თ და 

# 

II#C. X»)ძXძ) ინტეგრალის ჯამის მოძებნაზე, თითოეული მათგა- 

8 

ნისათვის კი შესაძლებელია ზემოთ მოყვანილი ხერხის გამოყენება. 

მაგალითები: 1) ვთქვათ, 7 არე წარმოადგენს კოორდი- 

ნატთა სათავეში აღებული ცენტრიანი ერთეული რადიუსიანი წრის 

იმ ნაწილს, რომელიც მოთავსებულია X ღერძის ზედა ნახევარსა და 

პირველი კვადრატის ბისექტრისას შორის (იხ. ნახ. 24), განვი- 

ხილოთ ამ არეზე #(X,.>»X=X+» ფუნქცია და გამოვითვალოთ 

ინტეგრალი. 
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I I #(X. 7)ძXძა) 
ჯ 

ცხადია, რომ ამ არის 
ქვემოდან შემომსაზღვრელი V4 
წირი ესაა X=X ბისექტრისა, 
ხოლო ზემოდან შემომსა- 
ზღვრელი წირი – ეს ერ- 

თეული რადიუსიანი »“”+ 

»2=1 წრეხაზია, რომლის 

განტოლება არის 

»=+V1-Xჯ?. 

სე რ 
ასე რომ, აქ ნას, 24 

  

  
თ,(X)=X დ:(X)=+V1-»”. 

ამასთან, ძ=0 და გ=X, რადგან ჩ არის /=»ჯ ბისექტისისა და 

ზემოაღნიშნული წრეხაზის გადაკვეთა, საიდანაც ვღებულობთ: 

ჯ? +X7 =1, 

ე.ი. 

X= #2 =ხ. 
2 

ამგვარად, 
V2 VI-»2 

II თ+ »”)ძXძა) = L 2 ძი. (X+ ))ძ). 

ჯ 

მაგრამ 
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'_-2 2 2 1-Xჯ _ 

IM (X+ X»)ძ» = »+5- =Xჯ 1-7 +1 -– _ჯ-%.= 

= XV1- »” -2»2+1, 

ამიტომ #6 

IIთ+ ”»)ძXძ) = (7 (1-? +X#V1- ჯ2 #. = 

ჯ 

0 

მ აგალითი 2. გამოვითვალოთ IIთ” + »?)ძXძა. სადაც 
ჩ” 

წარმოადგენსს სათავეში აღებული (ცენტრიანიი ერთეული 

რადიუსიანი წრის მეოთხედს 

  

V პირველი კვადრატიდან (ის. 

ნახ. 25). 

4 აქ ძ=0, ხ=1. ქვემო მრუდია 

: »=0, ზემო მრუდია, 

»ჯ=+V1–- ჯ“ ამიტომ 

2 || თ1+»?ათი= 
> 7 

ბ| 1 X –= ... 

ნახ. 25 =| «IL (X +» #. 

გამოვითვალოთ ჯერ 
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VI- 2 2 3 I? 3 

LC არრ- ბი) =»2VI-2+10- 2). 

ამიტომ 

II სმხრ-| 2M-21(-2 + 

შემოვიტანოთ აღნიშვნა: X=§51იI; მაშინ ძX=C051:ძ( და როცა 1 

იცვლება ნ, 7) მონაკვეთზე, X იცვლება 0-დან 1-მდე, ამგვარად: 

I (2 + უმ Mიე = /საბიიაბ + ათი ნაი = 

% . 1 
= I §1ი72 (004603 იი: 

0 

და, როგორც ადვილი შესამოწმებელია, გვექნება: 

I .”#M4- – გ. 

მკითხველს აქ ვთავაზობთ დამოუკიდებლად დაამტკიცოს, რომ 
ნებისმიერი # არისათვის და ყოველი # და 8 რიცხვისათვის გვაქვს 

შემდეგი ფორმულა: 

I | IM CC »)+8დ(= »)Iიძ» =# II/ (თ»7MX»+8 I|იC. »Mთ). 
XX ჯ ჯ 
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საშუალო მნიშვნელობის თეორემა ორმაგი 

ინტეგრალისათვის 

ვთქვათ, # ისეთი ფორმის არეა, რომლისათვისაც სამა! 

თლიანია ორმაგი ინტეგრალის გამოთვლის, მაგალითად, (6) ან | 

ფორმულა. ასეთ შემთხვევაში, გვექნება: 

X) 
IV (თ. »ანიძე = -I (= 7M. 

ი «IC) 

გამოვიყენოთ ახლა საშუალო მნიშვნელობის პირველი ფო 
მულა შიგა ინტეგრალისათვის (სადაც ინტეგრაცია ხდება X-ით). 

მაშინ გვექნება 

დ2(X) 
(ი (=»MV = / დო» XV2(2)– ი) (>) 

დIC») 

სადაც ი, რაღაც მნიშვნელობაა შუალედიდან: Cდ,(X) <II, 

<Cდ.(X) (შევნიშნოთ, რომ 1), დამოკიდებულია »ჯ-ზე). რადგ, 

დ,(X) < დ:(X), ცხადია, თ:(X) – თ,(X) ყველგან ინარჩუნებს ნიშა 

ხ 
და ამიტომ ინტეგრალისათვის L #(%X.,იჯ)LC2 (X) – დ)(X)IძX, სად 

#(ი%»,) უკვე X-ის ფუნქციაა, ისევ საშუალო მნიშვნელობ 

ფორმულა გვაძლევს,'? რომ 

ჩთოაათო-თ I-ი თთ-თ CV 

ხ 
ეს უკანასკნელი ინტეგრალი | 8020 -თფCი)რ: ისევ (5) ფო 

მულის თანახმად, II1:« ინტეგრალია, რომელიც #-ის 
ჯ 
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ფართობს წარმოადგენს. ამგვარად, ჩვენ მივიღეთ, რომ მოიძებნება 
„არის ისეთი (“ე წერტილი, რომ 

II #(>,7Mით' = / LC, IM. 

ეს არის საშუალო მნიშვნელობის ფორმულა ორმაგი ინტეგ- 

რალისათვის. 

ლექცია 18 

გრინის ფორმულა 

ვთქვათ, გვაქვს ორი ცვალებადის ორი ფუნქცია: #MX§,») და 

C(X.)/). 
ვიგულისხმოთ, რომ ისინი განუწყვეტელნი არიან გარკვეულ 8 

არეში და აქვთ განუწყვეტელი კერძო წარმოებულები X-ის და ”-ის 

მიმართ. 

ავიღოთ # არეში რაიმე შეკრული რეგულარული C მრუდი (ე.ი. 

ისეთი, რომლის ყოველ წერტილზე არსებობს მხები), რომლის 

საზღვარსაც, როგორც X, ისე 7 ღერძის ყოველი პარალელური 

წრფე (გარდა შესაძლებელი კიდურა წრფეებისა) ორ წერტილზე 

გადაკვეთს. აღვნიშნოთ #-ით 

(იხ. ნახ. 26) C მრუდის მერ V- 
შემოსაზღვრული არე და ჩ 

განვიხილოთ ორმაგი ინტეგ- 

რალი 

  

  
  

|| 99-% ა» 
X თ? « 

M” არე ისეთი ფორმისაა, 0 

რომ ამ ინტეგრალის გა- ნახ. 26 
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მოთვლა შესაძლებელია ვაწარმოოთ წინა ლექციაზე გამოყვანილი 

(6) ან (7) ფორმულით. მაშინ, თუ #« და ხ კიდურა აბსცისებია #- 

ში,ხოლო C საზღვრის ქვემო და ზემო მრუდების განტოლებებია 

»=C,(X) და 7 =C;(X), გვექნება, 

(X) I მ” ს» – | 22% 34 ს = | CC: დე (X) – XCX-დ,(X))ძ«= 
2 მ» ძ (ი, 

ხ ხ 
= -IL IXX-დე (X)ძX +L C-დ)(X))აძ». 

ხ 
მაგრამ | თთC)« ინტეგრალი, რამდენადაც »=C,C(X) წარ- 

თ 

მოადგენს #/8 მრუდის განტოლებას, არის #”() ფუნქციის 

მრუდხაზოვანი ინტეგრალი | თ» სავსებით ასევე, 

ტI8 

ხ 
I #(CX,დ2(X))X არის მრუდხაზოვანი ინტეგრალი |§Cთ »)ძX. 

ძ 
824 

ამიტომ 

(ფათ-- I LსCC »)მ»ჯ+ | წC»X» =– | –C,,»)მ» 

C #18 824 

სადაც C მრუდი ალიწერება მასზე საათის ისრის საწინააღმდეგო 

მიმართულებით მოძრაობისას (ამ მიმართულებას შეკრული წირის 

შემოვლის დადებითი მიმართულება ჰქვია). 

ახლა განვიხილოთ პირველი ინტეგრალი IL 82 თ # არის 
X 

74 

ფორმა საშუალებას გვაძლევს მისი გამოთვლისას გამოვიყენოთ (7) 

ფორმულა (ნახ.27). თუ X=V/(») და X=V/(»/) წარმოადგენს ჩ 
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არის ”მარცხენა” და "მარჯვენა" საზღვრების განტოლებებს, ხოლო 
თდა ჩ კიდურა ორდინატებია #-ში გვექნება: 

  

  

ნახ. 27 

ა“. 
> თ VICI) თ 

X=V2(») 

-I I2თ)  4»= (0ნი6»ა-0(ი (VM/= 
»X=VI(») თ 

= (0C, 0)XMV+ (0CC) »MI. 

« ჩ 

მაგრამ რადგან X=VI/:(») არის M2M/ მრუდის განტოლება, ამიტომ 

L CCV2(») »)ამი» წარმოადგენ მრუდხაზოვნ ინტეგრალს 
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ზ 
|0C ა“. სავსებით ასევე | ,0006).7XV = |0CC»ი. 

M2M M+XM 

ამიტომ გვექნება: 

I <C. »)ძიძ) = | C(X,», 

სადაც C კვლავ ალიწერება მასზე მოძრაობის დადებითი 

მიმართულებით. აქედან თუ ჩვენ გავაერთიანებთ ორივე 

ფორმულსს, გვექნება: 

I(76- რი - IX X,»)4X+ 0(X,»M. 

(შევნიშნოთ, რომ უკანასკნელი მრუდწირული ინტეგრალი, 

დაწერილი ფრჩხილების გარეშე, სინამდვილეში | §ძ-+| 0თ= 

C C 

| (6ძ»+ 00) -ის აღნიშვნაა). ამ ფორმულას გრინის ფორმულა 

C 

ეწოდება, 

ახლა ჩვენ ვნახავთ, 

V, " რომ ამ ფორმულის სახე 

სამართლიანი რჩება 

1 ზოგადი ფორმის ისეთი 

ზ 2 ” არეებისთვისაც, რო- 

მელნიც არ აკმაყოფი- 

ლებენ თავიდან მიღე- 

ბულ პირობებს. ვთქვათ, 

მართლაც, საქმე გვაქვს 

ნახ 28-ზე ნაჩვენები 

X სახის არესთან, რომელ- 

ნახ. 28 საც არა აქვს ის თვი- 

    ლდ V 
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სება, რომ X და ღერძის პარალელები მის საზღვარს მხოლოდ ორ 

წერტილში კვეთენ, მაგრამ დამატებითი ჭრილების გატარებით 

იშლებიან, რამდენიმე ასეთი არის გაერთიანებად (ნახ.28-ზე ნაჩ- 

ვენებია შემთხვევა, როცა საკმარისია |! ასეთი #8 ჭრილის 

გატარება, რომელიც # არეს ყოფს ზემოგანხილული ტიპის ორი 

არს ერთობლიობად ამ უბრალო მაგალითზე შეიძლება 

დავინახოთ, რომ ეს მსჯელობა საკმარისად ზოგადი ხასიათისაა). 

რამდენადაც I და II არეებისათვის ჩვენი გამოსავალი პირობები 

შესრულებულია, შეგვიძლია დავწეროთ: 

(9-7 მ) =+ | ძ++04) = + | ჩ4L+0ძ)+ | ჩი++0თ), 
#184 #8 

და 

I #-% Xძ) =+ | 7ძ++0ძ) = + I ნML+0ძ)+ | /0ი+00- 
ზ82#8 ზ1# 

მაგრამ რადგან 

II+|| ?7/=II. დ | ჩძ-+0ძ,=– | ჩი-+0V, 
” ჯ #8 84 

უკანასკნელი ტოლობების შეკრება მოგვცემს: 

(%-7 Xძ) = +I ჩძX+0ძ) + I ხძX+0ძ) = +/7%+0ი: 

#18 814 

ე.ი. ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ გრინის ფორმულა სამართლიანია ასეთი 

არეებისათვისაც. 

მოვიყვანოთ ახლა გრინის ფორმულის ორიოდე გამოყენება. 

განვიხილოთ თავიდან მიღებულ აღნიშვნებში შემოტანილი MM არე 
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და დავსვათ საკითხი იმის შესახებ, თუ როდის იქნება | 6ძი+09ძ, 

C 

მრუდხაზოვანი ინტეგრალი ნულის ტოლი ყოველ შეკრულ C 

კონტურზე # არის შიგნით." 

ვიგულისხმოთ, ' რომ ჩ არეს გააჩნია შემდეგი თვისება: 

როგორიც უნდა იყოს #-ში აღებული შეკრული C მრუდი, C-ს შიგა 

არე მთლიანადაა მოთავსებული #-ში. ასეთ არეებს ჩვეულებრივ 

მარტივადბმული არეები ეწოდებათ. ასე, მაგალითად, ნახ. 29-ზე 

ნაჩვენები #), მარტივადბმული არეა, #2 ასეთი არ არის. 

> VI 

   
    

ნახ. 29 

დავამტკიცოთ, რომ როცა # მარტივადბმული არეა და #(CXVX) და 

რთ») ისეთი განუწყვეტელი ფუნქციებია 0-ში, რომელთა უკერძო 

წარმოებულები X»-ით და X-ით აგრეთვე განუწყვეტელნი არიან, იმი- 

სათვის, რომ | §%+0“, მრუდხაზოვანი ინტეგრალი ნულის 
C 

ტოლი იყოს ყოველი შეკრული C მრუდისათვის 70-დან, 

აუცილებელია და საკმარისი ტოლობა 3-7 შესრულებული 

იყოს #M-ს ყველა წერტილში. 
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ამ პირობის საკმარისობა ნათელია, რადგან, თუ 29-9% 
X V 

ყველგან #M-ში, როცა #-ში ავიღებთ შეკრულ C მრუდს, მის მიერ 
შემოსაზღვრული # არისათვის (რომელიც პირობის თანახმად 
მთლიანა-”დ ეკუთვნის #-ს), შეგვიძლია დავწეროთ გრინის 
ფორმულა: 

მე მ? I74+0ა I წ-ი 

მ 
მაგრამ 3-8 ყველგან #-ზე, და ამიტომ, მართლაც გვექნება 

I ჩძX+ 0ძე =0. 
C 

ახლა დავამტკიცოთ ჩვენი პირობის აუცილებლობა. ამისათვის 

მზულისხმოთ, რომ # არის ერთ რომელიმე (X-,Xი) წერტილში 

მერ. X)# 292C, X) ვთქვათ, ამ წერტილში მ მ 

=4>0 (ანალოგიურად განიხილება შემთხვევა როცა #<0). 

მიდ მჯ 
ვინაიდან 9-8. სხვაობა განუწყვეტელია, (X-,Xი) წერტილის 

მე მი_4 X< 0 >45). -დან ნებ ყველა მახლობელ წერტილებში #-დან გვექნება: (ოსოთო 

შემოვწეროთ (X,Xი) წერტილის გარშემო იმდენად მცირე 6>0- 

რადიუსიანი V სწრეხაზი, რომლის შიგნით და თვით წრეხაზზე, 

ყველგან შესრულდეს აღნიშნული უტოლობა. მაშინ, ისევ გრინის 

ფორმულის თანახმად, 

(ითი  თ-თ« 
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სადაც M ამ / წრეწირით შემოსაზღვრული წრეა. მაგრამ რადგან #- 

მ0 მ_ 4# 
ზ ნ-–“---2-, ნება: ე ყველგან 3-–552>3 გვექნება 

მე მ0 4 2 
II - გ) 9>2I|44-“2   

და წინა ტოლობა მოგვცემს, რომ 

I მძX+0ძX > 0. 

7 

ამგვარად, ინტეგრალი ჩაკეტილ V მრუდზე არაა ნული. ამით 

პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

გრინის ფორმულის მეორე გამოყენება ეხება სიბრტყეში 

ალებული არეების ფართობების გამოთვლის საკითხს. 

განვიხილოთ რაიმე რეგულარული შეკრული C მრუდი და 

აღვნიშნოთ M-თი C მრუდით შემოსაზღვრული ბრტყელი არე. 

ავიღოთ ამ არეში ორი /XVX, )=->7 და 0C02)=+» ფუნქცია. 

ცხადია, ისინი განუწყვეტელნი არიან ს0-ზზე და მათი კერძო 

მ” მ” მე მეი 
წარმოებ ბი ––=–=M, ––=0, –<=M#, -– =0, (როგორ ებულები 5» # მ» 2» X# მ» (როგორც 

მუდმივები) აგრეთვე განუწყვეტელნი არიან #-ზე. მაშასადამე, 

შეგვიძლია გამოვიყენოთ გრინის ფორმულა ფუნქციათა ამ 

წყვილისათვის. ეს მოგვცემს: 

III + MIIით, = (4 +1X#, 

ა 

მაგრამ 

IIIV6+## – II 44 =Iი| 
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(ხ-ს ფართობი) ამგვარად, ბრტყელი 0 არის ფართობი |”! 
შეიძლება გამოვითვალოთ ფორმულით 

I 
ე=-– – | | |. #0», 

სადაც C არის M-ს საზღვარი, რომელიც აღიწერება დადებითი 

მიმართულებით. 

მაგალითი: გამოვითვალოთ ძი და ხ ნახევარღერძებიანი 

ელიფსის ფართობი. ასეთი ელიფსის განტოლება შეიძლება დაინე- 

როს სახით: 

X=ძ00C0051!1 

წ» =ხვI)ი”, 

სადაც 0<:1<2» ამიტომ, ახლახან გამოყვანილი ფორმულა 

გვაძლევს 
2X 

I9| = 1» – =1|(დიიჯ: „ხ0ლ05/ – ხ51IიI(– ძ§1ი()MI = 

0 C 

2ჯ 

|ხნი,? 1+5I02 ,M = ჯიხ. 

0 

ა
ა
“
 

ლექცია I9 

ცვალებადის გარდაქმნა ორმაგ ინტეგრალში 

წინასწარ მოსამზადებელი მასალა 

ვთქვათ, ორი ცვალებადის ორი ფუნქცია /#IMV) და Cდ(V,V) გან- 

საზღვრული და განუწყვეტელია რაიმე # არეზე (#M) სიბრტყეში. 

აღვნიშნოთ ამ ფუნქციათა მნიშვნელობები სათანადოდ »ჯ-ით და X»- 

ით, ამგვარად, 
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·' = /(«,”) თ) 
» =თ(V,V) 

როცა (V,V) წერტილი იცვლება # არეზე (XX») წყვილი გამოთ- 

ვლილი ფორმულებიდან მოგვცემს ახალ წერტილს, რომელიც 

იცვლება X/ სიბრტყის რალაც #), არეზე. ასეთ შემთხვევაში 

ამბობენ, რომ (1) სისტემა გვაძლევს VV სიბრტყის # არის 

გარდაქმნას XX სიბრტყის არეზე. 

მომავალში ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ (1) სისტემით მოცემული 

გარდაქმნა რეგულარულია. ეს იმას ნიშნავს, რომ შესრულებულია 

შემდეგი პირობები: 

1) #I») და Cდ(V,V) ფუნქციებს აქვთ განუწყვეტელი კერძო 

წარმოებულები V და V-ს მიმართ, ყველგან # არეზე. 

2) (1) ფორმულებით მოცემული გარდაქმნა (9-სი #>X-ზე) 

ურთიერთცალსახაა, ე.ი. M არის სხვადასხვა (#,V) წერტილებს 

სხვადასხვა (XX) წერტილები შეესაბამება Mხ,-ში და #2), -ის ყოველი 

(»») წერტილი (ერთადერთი) (#V,X)-ს შესაბამისი აღმოჩნდება. 

3) გარდაქმნის იაკობიანი 

V %V 
#=|მ” მ» _V 9დ _ # ძი 

მდ მი მიმ» მ»შ 
მი” მ» 

განსხვავებულია ნულისაგან ყველგან #-ზე. 

განვიხილოთ ასეთი (ე.ირ რეგულარული) გარდაქმნა # არისა 

ჩ.-ზე და დავფაროთ M არე საკოორდინატო ღერძების პარა- 

ლელური წრფე მონაკვეთებით. ასეთი მონაკვეთების სისტემას 

საკოორდინატო ბადე ეწოდება #-ზე (იხ.ნახ.30). ვთქვათ, M =Mი 

(სადაც Mა გარკვეული რიცხვია, რომელიც მოთავსებულია # არის 

შესაბამისი წერტილების უკიდურესი აბსცისების თი-სა და ხ-ს 

შორის) V ღერძის პარალელური იმ წრფის განტოლებაა, რომელიც 

M-ს საკოორდინატო ბადის ერთ-ერთ ვერტიკალურ მონაკვეთს 
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გვაძლევს. ვთქვათ, მთელი 
ამ მონაკვეთის აღსაწერად 
” საჭიროა ვცვალოთ V, – 

დან V;:-მდე (იხ. ნახ, ვ0), 

მაშინ ბადის ამ ვერტი- 
კალური მონაკვეთის წერ- 

ტილებს ექნებათ (Vე,V) 

სახ, სადაც V,<V<Vე. 
ასეთი წერტილების შეტა- 
ნით (0) განტოლებაში მივი–- 
ღებთ ამ მონაკვეთის შე- 
საბამისი წერტილების გარ- 
დაქმნით მიღებულ მრუდს, 
რომელიც აღიწერება 

X»=C(ი,V) 

| -%0M 

    

  

C, <V<Vე2) 

განტოლებებით და რომელიც, ცხადია, (X») სიბრტყის #2, არეში 

იქნება გატარებული (იხ. ნახ.31). უკანასკნელ მრუდს, ბუნებრივია, 

Mე მრუდი ვუწოდოთ #I; -ში. ცხადია, როცა Iე სხვადასხვანაირად 

  

  
ნახ. 31 

იქნება შერჩეული C(ძ,ხ) 

მონაკვეთიდან, შესაბამისი 

Mა მრუდები დაფარავენ X#, 

არეს, ე.ი. გვექნება უკა- 

ნასკნელ ნახაზზე წარმოდ- 

გენილის მსგაესი სურათი. 

ანალოგიურად განისაზ- 
ლვრება ე.6წი. VMე მრუდები 

ს, -ში. ამისათვის უნდა ავი- 

ღოთ რაიმე ფიქსირებული 

Vე ს არის წერტილთა კი- 
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დურა CV და ზ ორდინატებს შორის და განვიხილოთ ჯე-ის 

შესაბამისი ჰორიზონტალური კვეთის (#M,Vი) წერტილები, სადაც ს 

იცვლება V, <M<M-ე (იხ. ნახ. 30) ფარგლებში. სათანადო () 

წერტილი იმოძრავებს #, -ში 

X= #C+,V ) 
(აიიი) (I.<M<V2) 

განტოლებათა თანახმად, 

V ეს უკანასკნელნი წარმოად- 

CI) ს. გენენ გარკვეულ მრუდს 
: Mხ,.-ზე, რომელსაც, ბუნებ- 

რივია, (ი) მრუდი ვუწო- 

დოთ #2, -ზე (იხ. ნახ.32). 

Vე -ის ცვალებადობა 

(თ,ზ) ინტაგრალზე მოგვ- 

  –- დი ჯვ ცემს ახალი (V-) მრუდების 

ბადეს #0; -ში, რომელიც აგ- 

ნახ. 32 რეთვე ფარავს #, არეს 

მთლიანად. 

ამგვარად, როდესაც მოცემულია #2-ს რეგულარული გარდაქმნა 

ჩხ,-ზე (1) სახის ფუნქციათა წყვილით, # სიმრავლის საკოორ- 

დინატო ბადეს (რომელიც ორმაგად ფარავს 7#2-ს, ვინაიდან ყოველ 

წერტილზე #-დან გადის წყვილი ასეთი მონაკვეთებისა – 

ჰორიზონტალური და ვერტიკალური), () გარდაქმნით შეესაბამება 

M,-ში მრუდწირული (M-) და (Vე) მრუდების ბადე, რომლებიც 

ორმაგად ფარავენ #,-ს (ე.ი. ყოველ წერტილზე #,-დან გადის 

ერთი და მხოლოდ ერთი (Mე) და, ერთი და მხოლოდ ერთი CM) 

მრუდი (იხ. ნახ.ჰვ). 
საილუსტრაციოდ განვიხილოთ ამ სურათის ერთი ასეთი 

კონკრეტული მაგალითი: ავიღოთ (V«,V) სიბრტყის მარჯვენა 

174



ნახევარსიბრტყე, ე.ი. («,V) წერტილები, სადაც V>0 და მივიღოთ: 
#IVV)=0Vლ05V, C(V,V)=ხV§IიV, სადაც ი და ხ რაიმე დადებითი 

რიცხვებია (იხ. სურათი 34). გავატაროთ რაიმე M=ე (V0>0) 

XI 

  

ნახ. 33 ნახ. 34 

წრფე (M,V) სიბრტყეზე. ეს უსასრულო ვერტიკალია და ვნახოთ, 

სად გარდაიქმნება ამ ვერტიკალის წერტილები. 
გარდაქმნის ფორმულებს ჩვენს შემთხვევაში აქვს სახე: 

(3? 
Xჯ =0VMC05V 

წ» =ხიეიV” 

ახლა ამ ფორმულებში უნდა შევიტანოთ M =#იე = 60 და მოვ- 

ნახოთ ასეთი (V-,V) წერტილების შესაბამისი (XX) წერტილები, 

როცა V იცვლება –-=<V<4= საზღვრებში. (1) განტოლებიდან 

ვღებულობთ: 
2 2 

„X. I | 7 | –=I, 
ით ხIი 

ეს, ცხადია, ითIMე და ხIMი ნახევარღერძებიანი ელიფსის გან- 

ტოლებაა, რომლის ცენტრი მოთავსებულია (0,0) სათავეში და 

რომლის სიმეტრიის ღერძები » და X» ღერძებს ემთხვევა. ამასთან, 
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ადვილი მისახვედრია, რომ როცა (V-იV) წერტილი აღწერს ზემო- 

აღნიშნულ ვერტიკალს, გარდაქმნილი (XX») წერტილი შემოწერს 
შესაბამის ელიფსს უსასრულოდ ბევრჯერ (იხ. ნახ. 35, სადაც გამო- 

სახულია სხვადასხვა ასეთი ელიფსები). 

ა 

(9) 
ხს 

=--3ბ) 
–_– 

„აეღ · 
ს ა “> 92 2ხ! / 8სს 

  
ნახ. 35 

ახლა ვნახოთ, სად გარდაიქმნება VXV=Vე (სადაც Vე ფიქსირე- 

ბული რიცხვია) ჰორიზონტალის მარჯვენა ნახევარნწრფე V#.V 

სიბრტყიდან. 

აქ შესაბამისი წერტილების კოორდინატები მოიცემა ფორ- 

მულებით 

#= სიი) თ 
»=ხი§1ი V% 

საიდანაც შეფარდების აღებით მივიღებთ: 

I§Vი, 

MX 
|(
< § 

ძ 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ აღნიშნული ჰორიზონტალი გარდაიქმნება 

სხივში, რომელიც ადგენს ისეთ თ კუთხეს Xჯ ღერძის დადებით 

მიმართულებასთან, რომ 

ხ 

(7! 
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განხილული გარდაქმნა, ცხადია, არ არის მთელს მარჯვენა 
ნახევარსიბრტყეზე რეგულარული (მართლაც, აქ დარღვეულია 
რეგულარობის განმარტების ურთიერთცალსახობის პირობა: მაგა- 

რCCCCCC2C 
ი 

V.: " 

  

  

  

(6CCC22222 

ნახ. 36 

    
ლითად, მარჯვენა ნახევარსიბრტყის ორი სხვადასხვა (#«,V) და 

(V,V+ 2) წერტილი ერთსა და იმავე (ს) წერტილში გადადის); 

მაგრამ თუ ავიღებთ "საკმარისად მცირე" ზომის არეებს მარჯვენა 
(#V) ნახევარსიბრტყიდან, ისინი ურთიერთცალსახად (მეტიც – 

რეგულარულად) გარდაიქმნებიან სათანადო არეებზე. გამოთქმა 

"საკმარისად მცირე" –- აქ უნდა გავიგოთ როგორც ისეთი არე, 

რომელშიაც არ შედის ორი ერთსა და იმავე ვერტიკალზე 

მოთავსებული ისეთი წყვილი წერტილებისა, რომელთა შორის 

მანძილი >2#% (შეიძლება ვთქვათ, რომ ასეთ არეში ყველგან 

ვერტიკალური მონაკვეთები 2#-ზე ნაკლები სიგრძისა უნდა იყოს. 

მაგალითად, ე) ოთხკუთხედი II= (I, <4 <V;, V, <V<Vე2), თუ 

V -V <2L,, რეგულარულად აისახება 37-ე ნახაზზე ნაჩვენებ 

მრუდწირულ ოთხკუთხედში). 

ცხადია, ასეთი ზომების მართკუთხედი ურთიერთცალსახად 

აისახება #; -ზე და, ამასთან, ასახვის იაკობიანი 
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464, C | 6222 ; 
9 ხა LI. X 

  

      
    

ნახ. 37 

მ/ 2 
, ძ005V,-–ძM5§51ი V , 

=1მ# მ» - = იხM0C00§“V+ იხ/§5Iი“V = იხ#V>0, 
  ა მდ მდ ა ძ5)ი V,ხMC05V 

მM” მ 

რამდენადაც ი>0 ხი და «202 ყველგან მარჯვენა 

ნახევარსიბრტყეში. ამგვარად, ასეთი ზომების ოთხკუთხედების 

გარდაქმნა (1) ფორმულებით მართლაც რეგულარულია. 

დავუბრუნდეთ ზოგადი სახის რეგულარულ გარდაქმნას (1), 

(4,V) სიბრტყის M არედან (XX) სიბრტყის #2, არეზე და ავიღოთ #)-ში 

მცირე ზომის რაიმე 4 სწორკუთხედი, რომელიც შემოსაზღვრუ- 

ლია ორი მხრივ M=V, და M=M (I <Mე) ვერტიკალებით, 

ქვემოდან და ზემოდან კი V=V, და V=V. (V,<V) ჰორიზონ- 

ტალებით. ცხადია, # -ს გარდაქმნა მოგვცემს რაღაც მრუდწირულ 
"ოთხკუთხედს" #”-ს #,-ში, რომელიც შემოსაზღვრული იქნება 
ორი "მხრივ" (#«,) და (#:) მრუდებით, სხვა ორი "მხრიდან" კი (VI) 

და (V2) მრუდებით (იხ. ნახ. 38). 

ცხადია, რომ # ოთხკუთხედის წვეროები #(V,,V,), #>(V,M), 

#30, V), და #(M.V) წერტილებია. მათი შესაბამისი წერტი- 

ლები ტ, -ში ეს 

MIVI CM )იC.V)  M2(/ 2.» )დ(2,X)) 

M2C თ. სდდ”)  M(/(C2,V2 სCდ(92,X- )), 
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წერტილებია, რომლებსაც ვუწოდოთ მრუდწირული #” "ოთხკუთ- 
ხედის” წვეროები. 

M 

  VI 

  

VI   რ '       

  

  
ნახ, 128 

მივიღებთ რა უკანასკნელ "ოთხკუთხედს" M,M;ეMკვM., წვე- 

როებიან პარალელოგრამად, რომელიც აგებულია M,#M;ე და 

M,M3 მონაკვეთებზე, რაც სინამდვილესთან კარგი მიახლოებაა, 

როცა # (და, მაშ, #" მცირე ზომისაა, ანალიზური გეომეტრიის 

ცნობილი ფორმულის თანახმად,” შეგვიძლია დავწეროთ, რომ 

ბ! = IL/ CV, +ტV,V)- I («,V)I I0VCI6,V, + ტს!) – თ(#,,V,1– 

–-I/CV,V, + ტა) – # (V,%,)) ICC, + ტი, V,) – თ(V, 3, I 

მაგრამ ტეილორის ფორმულის თანახმად, 

#თ +4#M)- /6ს)52--4#+8, 

მ 
დ(, +ბ#რM)-თ(ი,M)=5--ტ“ +წ62, 

  

· რომელიც იმაში მდგომარეობს, რომ როცა (X,#,), (=.X»), (Xვ/, 73), 

(XI. ») პარალელოგრამის წვეროებია, მისი ფართობი § გამოისახება 

ტოლობით: 

§ =IX, –X%X)5 –<#)– (5 –XX25 – X), 

179



V!L +ტთ)- #CCM)= 2 -4»+6, 

დ(V,V, + ტV)– დ(V,)= უშ ბა+ნ,, 

სადაც 6,, %8:, §კ, 8,, მეორე რიგის უსასრულოდ მცირეებია #V 

და #V -ს მიმართ. აქედან 

I·1= მს მი მძ   
329 929 ს, - /სV + 8 · /სM · #V 

  

სადაც ბ ისევ უსასრულოდ მცირეა რV და #V -სთან ერთად. 

ამგვარად, ჩვენ დავადგინეთ, რომ 

(ბ =/რM):/0(+814I, 

სადაც 8-ს გააჩნია ის თვისება, რომ ყოველი 6<0 რიცხვისათვის 

მოიძებნება ისეთი დადებითი წ) რიცხვი, რომ როცა /ტი <9 და 

/#V» <7, გვექნება: 

883 

ახლა გადავიდეთ („ცვალებადის გარდაქმნის ფორმულის 

გამოყვანაზე ორმაგი ინტეგრალისათვის. ვთქვათ, განტოლებები 

LV MM) (I 
» =Cდ(ს,V) 

წარმოადგენენ (V,) სიბრტყის 8 არის რეგულარულ გარდაქმნას 

Cა) სიბრტყის M, არეზე. დავუშვათ, ამასთან, რომ #, არეზე 

განმარტებულია ორი ცვალებადის რაღაც განუწყვეტელი #VCა) 

ფუნქცია. ასეთ პირობებში, როგორც ქვემოთ დავამტკიცებთ, 

სამართლიანია შემდეგი ფორმულა: 
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I|”თათთ= || ”თთი.იC))#C რა, 
ს 8 

სადაც #(V,V) წარმოადგენს () გარდაქმნის იაკობიანის მნიშვნე- 
ლობას # სიმრავლის («,V) წერტილში, ე.ი. 

<–C(V,V) 
MCV,V) = 2)7! მ» 1 ემი) %ცემი 

მდ მძი მ” მ" 
(II,V),––(V,V) 

მ“ მV 

ძმ" მ" 

მოვიყვანოთ ამ ფორმულის დამტკიცება. 
განვიხილოთ # არის დანაწილება MV და V ღერძების პარა- 

ლელური წრფეებით მცირე #,, სწორკუთხედებად, რომელთა #ტV« 

და #V გვერდების სიგრძეები მცირეა. ზოგიერთი ამ ოთხკუთ- 

ხედიდან მთლიანად არ იქნება მოთავსებული #-ში (ისინი, 

რომლებიც მოიცავენ M-ს სასაზღვრო წერტილებს). თითოეული 
მათგანის გარდაქმნა (1) ფორმულებით მოგვცემს #,, მრუდ- 

წირულ ”მართკუთხედებს”, რომლებიც გაერთიანებისას გვაძლევენ 

მთელს #) არეს (იხ. ნახ.39). 

     
ნახ. 39 
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შევადგინოთ | | ”C/ C,V),დ(V,V))V (V,V)III«/ ინტეგრალის შესაბა- 
ი 

მისი ჯამი, რომელიც ზღვარზე გადასვლის შემდეგ ამ ინტეგრალს 

მოგვცემს: 

2,2,(VC. იC.., ))#(C,.», ), | 

აქ, (ICC ,VV.),0(«,,V.) =(Xგ.X-) წერტილი, ცხადია, #„ მრუდ- 
წირულ "ოთხკუთხედს” ეკუთვნის და, როგორც ვნახეთ, 

(ბ%I = I CV,,V, 1 MI ბ, ბ», 

სადაც, იმის გამო, რომ |#M<%, (ბV <=, გვექნება |§„ <. ამიტომ 

2,2,წVC»)იდV I Cდ.,V, IX = 

= 2, 2, MC .X IV, – 2, 2, MC ,' X. (ბი). (ა 

ახლა გადავიდეთ ზღვარზე, როცა ყოველი #,კ ოთხკუთხედის #V 

და #V გვერდები –>0 (ასე რომ, მათი რაოდენობა უსაზღვროდ 

იზრდება). მაშინ უკანასკნელი ტოლობის მარცხენა მხარე ზღვარში 

მოგვცემს ინტეგრალს 

|| ი დი, დდ.M)/CCაი|ძ«» 

ნ 

ვაჩვენოთ, რომ ამავე ტოლობის მარჯვენა მხარის მეორე შე- 

საკრები მიისწრაფვის ნულისაკენ. მართლაც, ავიღოთ ნებისმიერი 
8>0 რიცხვი და მოვძებნოთ შესაბამისი –« >0 ისეთი, რომ როცა 

/ტ <%, |ბVI<%, გვქონდეს 9C3 ასეთ შემთხვევაში გგექნება: 
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2,2” (MX. <2)2)# ფუთ IL 
/ უს 

<6-M-2)2)4ია, 
უვ 

სადაც M აღნიშნავს M(X,»7) ფუნქციის აბსოლუტური სიდიდის 

მაქსიმუმს მთელს #7 -ზე; მაგრამ #ტკც მართკუთხედები ფარავენ 

ხ-ს და ამიტომ 2,2. ტ|=190I ((8,-არის M-ს ფართობი). 

|! L 

  

ამგვარად, 6 -ის ნებისმიერობის გამო, ცხადია, რომ სასურველი 
ჯამი მართლაც მიისწრაფვის ნულისაკენ. ვაჩვენოთ კიდევ, რომ (?:) 

ტოლობის მარჯვენა მხარეში პირველი ჯამის ზღვარი არის 

ინტეგრალი 

I M(X 7MMთ) 
დ, 

მართლაც, განვიხილოთ ეს ინტეგრალი და, რადგან #7 არის #ტ/, 

"ოთხკუთხედების'გაერთიანება, წარმოვადგინოთ იგი როგორც 

ჯამი: 

I ჩ(>,;M»ძ) = 2,2||”(M. 

ბ, 

მაგრამ საშუალო მნიშვნელობის თეორემის თანახმად, ორმაგი 

ინტეგრალისათვის, ყოველი ტ,, "ოთხკუთხედისათვის" მოიძებნება 

ისეთი (X.,7„) წერტილი ტი -ში, რომ 

|| წთა»ძა= წწ. 71ბL 
ბ 

აქედან ცხადია, რომ 

II” თXV9XიX5 2,2, ჩა 7.)ბი 
ი I I 
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მაშასადამე, გვექნება: 

2,2, X#C., „X” რი) – II” თ _ = 
( # ო 

- 5,2 წრ »MI-2:2 56.7 ბ 

2,2” თი» )– MX.» )IM= 
/7L 

<2,2,წCთსX)- MC XI ბი 
“I 

  

  

< 

  

  

ახლა ავიღოთ ნებისმიერი §>0 რიცხვი და დავუშვათ, რომ 
ყოველი #, "ოთხკუთხედის" ზომები იმდენად მცირეა, რომ მასში 

აღებული ორი (X..».) და (XI...) წერტილთა წყვილისათვის 

გვაქვს: 

|” თი XX)- წწ. 7 I < 6. 

ასეთ შემთხვევაში წინა უტოლობა მოგვცემს: 

2,2, ჩნ XL)ბV|- II” (იძ) < ჯა 2)4ბMI =89/90,, 
_. ჩხ ! # 

რაც 6-ის ნებისმიერობის გამო იმას ნიშნავს, რომ 

სი 220» რი) = II”თ »MIXძ). 

ახლა ცხადია, რომ (",)) ტოლობაში ზღარზე გადასვლა, როცა 

ყველა რკ ოთხკუთხედის #V, #V ზომები მიისწრაფვიან ნული- 

საკენ მოგვცემს დასამტკიცებელ ტოლობას: 

184



II#7თ »MXძ/= II”VC V)Cდ(, V)II (ი, VIII» 

ო X 

ამ ფორმულით, ჩვეულებრივ, ორმაგი I MC 7)ძXიV ინტეგრალის 

ნ 
გამოთვლის საკითხი დაჰყავთ ახალი ორმაგი 

II5V CVი.იC,»))#(CV)I9ძ» 
ი 

ინტეგრალის გამოთვლამდე. უნდა ვეცადოთ, უკანასკნელი უფრო 

მარტივი აღმოჩნდეს. ისმის კითხვა, როგორ უნდა მოეძებნოთ ის 8 

არე, რომელიც (1) გარდაქმნის დროს შეესაბამება #,-ს. მაგრამ 

ხ-ს მოძებნა მრავალ შემთხვევაში საჭირო არაა: ჩვენ ვიცით, რომ 

დამოკიდებულება M-სა და #,-ს შორის ურთიერთცალსახაა. 

ამიტომ #, არის ყოველ წერტილზე გაივლის ერთი და მხოლოდ 

ერთი როგორც (V-) მრუდი, ასევე ერთი და მხოლოდ ერთი (Vე) 

მრუდი. ახლა საჭირო იქნება მოვძებნოთ VMე--ის ის უკიდურესი 

მნიშვნელობანი, V, და V; რომელთა შესაბამისი (Vე) მრუდები 

ჯერ კიდევ გადის #-ში. ამის შემდეგ ავიღოთ რაიმე (V) 

0, <V <V–) და მოვძებნოთ V=Vე მრუდზე V-ს ცვალებადობის 

"(Vი) და M:(Vე) საზღვრები. მაშინ, ორმაგი ინტეგრალის გამოთ- 

ვლის ხერხის თანახმად, შეგვიძლია დავწეროთ, რომ 

V M2(V) 
II”/თ წ ჩიძს) = M იVC) დ(«,V))VCV, VII, 

ნ, V MV 

მაგალითი I. ვთქვათ, (ჯუ) სიბრტყეზე მოცემულია ისეთი 

0, არე (იხ.ნახ. 40), რომლის საზღვარს სათავიდან გამოსული 

ყოველი » =I§6C·X სხივი (როცა თ,<0X=<თ;) მხოლოდ ორ # და 8 
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წერტილში კვეთს. ვთქვათ, (08|=0;(C), (04| =0)(თ), მაშინ, 

გადავალთ რა პოლარკოორდინატებზე, გვექნება: 

X=700085C0, » = 051 თ. 

ცხადია, თ-ს კიდურა მნიშ- 

ვნელობებია თ, და თ;, ამას- 

თან” რომელიმე C-სათვის 

თ,<CX<თ;:, გვექნება, რომ 0 

იცვლება ჩი,(თ)-დანნ ი;(ძ)- 
მდე. ამიტომ, რადგან 

  

    

მX მX 

მ/” მდი _905დ, –იათ დ 
V წ = = = 

(6,დ) მ» მ» ზიდთდ ი#ი00C05C0 

მი” მდ 

წინა ფომრულა გვაძლევს: 

თ: ი2(0V) 
II ”თ»)ი“, = « M(იილი§დ,ი51ი დ): იძი. 

ნ, თ, იჯ) 

მაგალითი 2. განვიხილოთ ნახ.24-ზე აღნიშნულ #), არეზე 

შემდეგი სახის ინტეგრალი 

IIC + »XMIXძ)) 

თ 

(ნახ.24-ზე აღნიშნული რკალი ერთეული რადიუსიანი წრეხაზის 

მეოთხედია). 

  

“ აქ V=დ, M#=ი. 
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წინა ფორმულის თანახმად, გვექნება: 

%.1 % I 
II C+»X»Xძ»= | ძდ|ი?(Cი5დ+5თ დი = ჩCიად+ §V დXMC | ი”ძი = 
- % 9 % ი 

წხ 

= 1 “ლო დMC =1 ყიდ- ლით =1, 
3: 3 4 3 
% 

მაგალითი 3. ვთქვათ,იმავე არეზე გამოსათვლელია 

I= II (2 + »2)თიძ,. ისევ 
1 

! =IL (X? + 7?)ძXძ) 

პოლარკოორდინატებზე გადასვლა გვაძლევს: 

2 
მაგალითი 4. ინტეგრალი / -L C წ“ ძ» მარტივად 

გამოითვლება ორმაგი ინტეგრალის გამოყენებით. ამ მიზნით 

ძ 2 
გავიხსენოთ, რომ 71 = IIთI I(ძი), სადაც I(9=|. 0“ ძX (სადაც 

ი–= 

ი რაიმე დადებითი რიცხვია). ახლა განვიხილოთ 

ძი _2 ძი _ 2 
I(0)2=| «+ «-| «> 2. 

მაგრამ ორჯერადი ინტეგრალის გამოთვლის წესის მიხედვით, ეს 

უკანასკნელი შეიძლება წარმოვიდგინოთ, როგორც 05X50, 

0<»X<0იძ, კვადრატზე გავრცელებული ორმაგი ინტეგრალი 
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2-2 
60 +". ფუნქციიდან. აღვნიშნოთ ეს კვადრატი #(თ)-თი. ამ- 

გვარად (იხ. ნახ. 41), გვაქვს: 

(0 (CL  'M4 
ტ(ი) 

შემოვხაზოთ #(ძ)-ზე და ჩავხაზოთ მასში ცენტრით სათავეში 

ძი და V20ი რადიუსიანი #(-) და 8(ით) წრეები (ნახ. 41). რადგან 

  

      

–(ჯ2+/2) VI 0 ფუნქცია დადე- 
ბითია ყველგან პირველ 

«22 
კვადრატში, ცხადია, გვექ- 

ნება: 

· -2+ თ > I I იხიძს) < 

4(2) 
#(გ) (ი 

_ < II. IXთI) < 

9 ? #2. X. ტ() 
'(ო) 

ნახ, 41 < I | 6 ძაძა). 
8(9) 

მაგრამ კიდურა ინტეგრალებში შეგვიძლია გადავიდეთ პოლარ- 

კოორდინატებზე: X=00050, X»=0351)იფ. მაშინ, მივიღებთ 

(ემაგ რ ორო ჟან ”შნათბ) 4(ი) 

% V2 
#L” 7; = IM I ირი ში“ 

-51--%)



და ამიტომ, გვექნება: 

2) == # I I (79 , < 5 => | 
10) 

2ს-“” 1<06) <3ც-“ 7 | 
ან, 

4 

ახლა გადავიდეთ ზღვარზე ამ უტოლობაში, როცა 4 -–>«%, მაშინ, 

-2ი 2 2 
რადგან 6“ –>0, 9 30, კიდურა წევრებს ექნება საერთო 

ზღვარი + ეს კი იმას ნიშნავს, რომ იგივე ზღვარი აქვს აგრეთვე 

I(თ? -სა კ. მაგრამ IIთI(0)=1 და, ამგვარად, მივიღეთ |? =%, ე.ი. 

|C“ ი= XI. 
9 2 

მაგალითი 5. განვიხილოთ X,/ სიბრტყეში მრუდი, რომლის 

განტოლებაა 

ეც ძ ხ 

(ნახ. 42-ზე ნაჩვე–- V 

ნებია ამ შეკრული 

მრუდის მიახლოებითი 

ფორმა) მის მიერ 

შემოფარგლული არის 

5 ფართობის მოძებნა 

ჩვეულებრივი წესით 

დიდ სიძნელეს წარ- 

მოადგენს გარდაქმ- 

ნის გამოყენება აადვი- 

ლებს გამოთვლას. წხ. 42 
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შემოვიტანოთ შემდეგი გარდაქმნა: 

»=ძ000§” დ, 

»=ხი§სი“ დ, 

და ვცვალოთ C 0-დან M საზღვრებში, ხოლო ყოველი რდ -სათვის 

(92) მონაკვეთიდან ი ვცვალოთ. 0<0<1. ასეთ დროს, 

როგორც ეს ადვილი შესამოწმებელია, (>) წერტილი შეავსებს 
ჩვენი არის პირველ კვადრატში მოთავსებულ ნაწილს, რომლის 
ფართობი, ცხადია, არის 5 ამასთან, აქ გარდაქმნის იაკობიანი 

იქნება 

ილლამ დ, –3ძ000§3 §თ დ 
#= =- 12 

ხხი თ ვ3ვხივი“ დC0§5C0 
=3იხილი8” §ი? დ. 

    

თუ ყოველივე ამას გავითვალისწინებთ, გვექნება: 

§ # 
– = | ძი| 3იხი §Iი -დC0§? დძდ = 
4 0 0 

? | რეი 22 , 
= |§ი 2ფთიიჯვ? «ძი | 3თხიძი = 3იხ|-“ “კი იძი = 

0 0 0 0 

”/2 1 
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3Xიხ 
და საძიებელი ფართობი #4 =–--- შევადაროთ ეს ფართობი ძი და 

ხ ნახევარღერძებიანი ელიფსის § =Xიხ ფართობს. ვხედავთ, რომ 
ამ ფიგურის ფართობი 3/8-ჯერ ნაკლებია სათანადო ელიფსის 
ფართობზე. 

ლექცია 20 

ორმაგი ინტეგრალის გეომეტრიული 

ინტერპრეტაცია 

სანამ ორმაგი ინტეგრალის გეომეტრიული ინტერპრეტაციის 

საკითხს განვიხილავდეთ, შევეხოთ სივრცითი ტანის მოცულობის 

ცნებას, ავიღოთ რაიმე მრუდი ზედაპირით შემოფარგლული 

სივრცითი «ბ ტანი და ჩავწეროთ მასში რაიმე §პჩ, მრავალწახნაგა, 

შემდეგ კი შემოვწეროთ მასზე რაღაც (ბაკ მრავალწახნაგა. ვთქვათ, 

პირველის მოცულობა არის V, ხოლო მეორესი –- Vგ, ახლა 

წახნაგების რაოდენობა ორივე მრავალწახნაგისა უსაზღვროდ 

ვზარდოთ. თუ ასეთ პირობებში არსებობს IIთV, და IIთVგ ზღვრები 

და, ამასთან, IIთV, =III XV, ვიტყვით, რომ აა ტანს აქვს 

მოცულობა V, რომელიც 

ხ =სთ V, =IIთ CV. 

იმისათვის, რომ §ჩ ტანს გააჩნდეს მოცულობა, აუცილებელია 

და საკმარისი, რომ ყოველი §>0 რიცხვისათვის არსებობდეს (4 - 

ში ჩაწერილი და §ბპ-ზე შემოწერილი ისეთი მრავალწახნაგები §2, 

და §2, რომ მათი V, და Vე მოცულობებისათვის გვქონდეს: 

Vგ–V, <§. 

ამ შენიშვნის შემდეგ განვიხილოთ XX» სიბრტყის # არე, 

რომელიც C მრუდითაა შემოსაზღვრული და ავიღოთ #-ზე 

განუწყვეტელი რაიმე ორი ცვალებადის დადებითი MX) ფუნქცია. 

191



ავაგოთ სივრცითი 8 ტანი », », 2 სივრცეში, რომელიც ქვემოდან 

შემოსაზღვრულია # არით, ზემოდან 2=/#X,7) ზედაპირით, გვერ- 

დებიდან კი („ილინდრით, რომლის მსახველები 2 ღერძის 

პარალელური, C-ზე გამავალი პარალელებით აღიწერება. ახლა M 

დავანაწილოთ X და X ღერძების პარალელური სწორებით რაღაც 

მცირე სრულ და არასრულ თ, ოთხკუთხედებად. ავაგოთ 0IV 

ოთხკუთხედის საზღვრიდან 2 ღერძის პარალელური მსახველები 

და #X>») ფუნქციის M, და MM, “უდიდესი და უმცირესი მნიშ- 

ვნელობის მქონე სიმაღლეების სწორი პრიზმები. ვთქვათ, ეს 

პრიზმებია §),. და 0),, შესაბამისად. მათი სათანადო მოცულობები 

იქნება 'IM-M და თ, სადაც IV.„,| = (XV. – XXX) – X) 

თ,, სრული ოთხკუთხედისთვის. 

ცხადია, რომ ყველა ასეთი მოცულობების 

2,2,MიMV! და 2) ქე” თი. 
I ', L 

ჯამები წარმოადგენენ MX») ფუნქციის ზედა და ქვედა ჯამებს; 

მეორე მხრივ, იგივე ჯამები იქნება 8 ტანის გარშემო შემოწერილი 

და მასში ჩაწერილი მრავალწახნაგების მოცულობები. ახლა, თუ 

გადავალთ ზღვარზე, როცა ყველა ოთხკუთხედის ზომები -20, 

ზედა და ქვედა ჯამებს საერთო ზღვარი გააჩნიათ, რომელიც 

II#7Cთ. »)ძXთ) ორმაგი ინტეგრალია. 

ჩ 
აქედან გამომდინარეობს, რომ 8 ტანს აქვს მოცულობა და ის 

არის | | /(X,»)ძXძ) ინტეგრალი. 
დ 

თუ გვაინტერესებს უარყოფითი #XX») ფუნქციის ორმაგი 

იტეგრალის გეომეტრიული მნიშვნელობა, შევნიშნოთ, რომ – #X)) 

დადებითი ფუნქცია იქნება, და ამიტომ I|/Cთვათთ' იქნება 

ჯ 

  

“ რომელსაც #(»X, 7) ფუნქციის გრაფიკქვეშა ეწოდება. 
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- MX») ფუნქციის გრაფიკქვეშას მოცულობა. ამიტომ უარყოფითი 

II») ფუნქციის ორჯერადი ინტეგრალი II#Cთ. აძ“, წარმოად- 
ჩ# 

გენს ნიშნით აღებულ იმ ტანის მოცულობას, რომელიც ქვემოდან 

შემოსაზღვრულია ჯ=(X»”)), ზედაპირით, ზემოდან # არით და 

გვერდიდან C-ზე გატარებული ვერტიკალური წრფეებით მიღე- 

ბული ცილინდრით. 

თუ გვაქვს რაიმე, მაგალითად, ნახ.43-ზე წარმოდგენილი «ა 
ტანი, რომელიც ზემოდან შემოსაზღვრულია 2,=ჩ(XX») ზედაპირით, 

ქვემოდან კი 7, = /(X,») ზედაპირით, მაშინ გვექნება 
მოც. 

§= | | /,(C, »)»ძ»– | | /(C 7M»ძა. 

მაგალითები: 

1) ვიპოვოთ იმ ელიფ- 

სოიდის მოცულობა, რომლის 

ცენტრი მოთავსებულია სა- 

თავეში და რომლის ნახევარ– 

ღერძებია თ,ხ,ი. 

დავწერთ რა ასეთი 

ელიფსოიდის განტოლებას 

  

სახით, ცხადია, გვექნება 

ჯ _ _ 
= –, __–-–.- ა 2 =+%ი% 1-- –- 2, =-0.I1 ე: დ? დ I ე? 

აქ # არის ელიფსი #0, რომელიც მოცემულია იჯ? 

ლობით. ამგვარად, მოცულობა ელიფსოიდისა = 

193 13 ა. რაზმაძე



  

2 2 2 2 
#7.» +  ». = (14 == +) 2 თ? XI) 

= 2I I, I 1- 2 – მარას, 
ჯ 

ამ ინტეგრალის გამოთვლა ვაწარმოოთ პოლარკოორდინატებზე 
გადასვლით. ვთქვათ, X=ძ000§დ, »X=ხი§!იCდ. მაშინ 0 იცვლება 

0-დან 1-მდე, 0< დ<2X; ამასთან, 

ი00§C0,–0050 0 _ 

ხ§ით დ,ხი0C0§0 | _ #(C,6)= თხი. 
    

ამგვარად, მოცულობა ელიფსოიდისა = 

აჯ I! 

2C | ძი | V/I- ი?იხიძდ= 
0 0 

1 : ' 

=2ითხი· 2ჩ|./! –07?0ძი =4ოიხი“ – # – ი? 1 = ოხ 
0 

0 

მოცულობის გამოთვლა უბრალო ინტეგრალების 

საშუალებებით 

განვიხილოთ ზემოგანხილული 8 ტანის (დადებითი #»X,/) ფუნ- 
ქციის გრაფიკქვეშას) მოცულობა: 

მოც.8 = I XM(CX, »”)რიძე. 
# 

თუ აქ # ისეთი ბრტყელი არეა, რომელსაც X ღერძის ყოველი 

პარალელი X, წ” სიბრტყეში (თუ ის მატარებელია კიდურა 
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აბსცისების « და ხ-ს შორის) L-ის საზღვარს ორ წერტილში კვეთს, 

გვექნება: 

ხ 7:(ჯ) 

მოც 8= I ძ I #C, »)ძ”. 
ძ XI») 

სადაც X=»XV#7ი0) და X=X#,7>), ჩ-ის ქვედა და ჭზედა მრუდებია 

შესაბამისად. მაგრამ რიცხვი თCი), სადაც 

271(#”– 

თ(ი)= | /CCX)ძ» 
7((+) 

წარმოადგენს #X») ფუნქციის გრაფიკქვეშას იმ ბრტყელი კვეთის 

ფართობს, რომელიც მიიღება X ღერძის X» წერტილზე #07 ღერძის 

პარალელური სიბრტყის საშუალებით, ამგვარად, დავადგინეთ, 

რომ 

ხ 

მოც.8 = |იიიძ» 

ე.ი. 8 ტანის მოცულობის მისაღებად შეიძლება მოვახდინოთ 

ახლახან ნახსენები კვეთების ფართობთა (თCCთ) ფუნქციის) 

ინტეგრაცია Xჯ-ის ცვალების კიდურა ძ და ხ საზღვრებს შორის. 

მაგალითად, ავიღოთ ახლახან განხილული ელიფსოიდის 

მოცულობის შემთხვევა. ამ შემთხვევისათვის –ი<X<ძ და »X-ზე 

გატარებული კვეთა გვაძლევს ელიფსს, რომლის განტოლებაა: 

„/1I) ე, 2 
ხ?(ი? – ჯ?) C?(ც? – ჯ?) 

ამიტომ, 

2 _ _2 

თე) = 926 -X) 2 > ) 
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მაშასადამე, მოცულობა მოცემული ელიფსოიდისა = 

+ ხიC 

ა9ეს 2. 6-3 | 

ძ 3 

<0 = ბეძი= 25% |“ (თ? – ჯ2)ძX= 

რაც ეთანხმება ზემოთ ჩატარებულ გამოთვლას. 

ზედაპირული ინტებრალი 

ვთქვათ, «+ რაიმე სამგანზომილებიანი არეა X, X, 7 სისტემაში 

და ამ არეზე განსაზლვრულია სამი ცვალებადის განუწყვეტელი 

MCVა.2) ფუნქცია ვთქვათ, X» სიბრტყის რალაც # არეზე 

განმარტებულია ამავე დროს ორი ცვალებადის /#LX») ფუნქცია, 

რომლის შესაბამისი ?=/LL, 7) ზედაპირი (#X») ფუნქციის გრაფიკი), 

რომელსაც ქვემოთ ჩვენ უბრალოდ §-ით აღვნიშნავთ, «§ა-შია 
მოთავსებული (იხ. ნახ. 44). 
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დავანაწილოთ, როგორც 

ჩვეულებრივ, ბრტყელი # 
არე თ, "ოთხკუთხედებად" 

და აღვმართოთ “ა, -ს 

საზღვარზაე 7-ის პარა- 

ლელური მსახველები. ასე 

მიღებული ცილინდრი 
2=I(XX) ზედაპირიდან 

ამოკვეთს რაღაც თ, ნა- 

წილს. ცხადია, რომ როცა 

წერტილი (»,)) აიღება 0, 
"ოთხკუთხედში", მისი შესა- 

ბამისი წერტილი 5 ზედა- 
პირზე, ე.ი. (X.». .-MX.X))



წერტილი აღმოჩნდება თ, -ზე. მაგრამ ეს უკანასკნელი წერტილი 
ეკუთვნის 5-ს და, ცხადია, დევს C-ში მაშასადმე, ამ წერტილში 
აზრი აქვს ILCX,/,2) ფუნქციას: LC», I(X.Xა). 

შევადგინოთ ჯამი 

2, ბ, MX) თ.X ი, , ო 

# 

სადაც |თ,, როგორც ზემოთ, ბრტყელი "ოთხკუთხედის თ,-ს 

ფართობს აღნიშნავს. 

ჩვენ ახლა ვნახავთ, რომ უკანასკნელ ჯამს აქვს გარკვეული 
ზღვარი, როცა ყველა თ, არეების ზომები მიისწრაფვიან ნუ- 

ლისაკენ და, ამგვარად, შეიძლება შემოვიტანოთ IX,,,2) ფუნქციის 

ზედაპირული ინტეგრალის ცნება 5-ზე X და X»-ით, რომელსაც 

| “თ, »ათიძ» -ით აღვნიშნავთ, და რომელიც განმარტებულია 
§ 
ტოლობით: 

II/თ »,2)Xძუ= Iი 22MV»IC.» ჰი, 

სადაც 5 აღნიშნავს 2=/.)) ზედაპირს. 

ის გარემოება, რომ აქ განხილული ზღვარი მართლაც 

არსებობს, გამომდინარეობს იქედან, რომ (") ჯამი წარმოადგენს 

ორი ცვალებადის რთული XXXI), #X.») ფუნქციისათვის დაწერილ 

ინტეგრალურ ჯამს, რომელსაც, რამდენადაც ეს რთული ფუნქცია 

განუწყვეტელია, აქვს ზღვარი და ის, ცხადია, უდრის II”Cთ., 

ჩ 
#X))ძიძ» ორმაგ ინტეგრალს, ამგვარად, დავადგინეთ, რომ 

განხილული სახის ზედაპირული ინტეგრალი #CXX,2) ფუნქციისა §- 

ზე (2=#X,/) ზედაპირზე) X-ით და X»-ით იგივეა, რაც ჩვეულებრივი 

ორმაგი ინტეგრალი #-ზე რთული XVX.)..,#X.»,) ფუნქციისა, ე.ი. 
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| |”თა.2MXძ»= | | ”(=,», / (C 7)#X), 
§ # 

თუ 5 აღნიშნავს 2=/LX,») ზედაპირს. 
§ ზედაპირს აქვს ორი მხარე: ავიღოთ მისი რომელიმე ჩVაუ) 

წერტილი და გავატაროთ მასზე ორი მიმართულების ნორმალი” და 

”. ერთ-ერთი მათგანი ? ღერძთან ადგენს მახვილ კუთხეს, მაშინ, 

როცა მეორე ჯ? ღერძთან ბლაგვ კუთხეს ქმნის. 

თუ ახლა §-ის ყველა წერტილში ავირჩევთ II ნორმალებს (ე.ი. 

ისეთებს, რომ კუთხე #”-სა და 2-ს შორის მახვილია), მიიღება §-ის 

ე.წ. ზედა მხარე. 5-ის ქვედა მხარე მიიღება ყოველ წერტილში „” 

ნორმალის არჩევით. 

აღვნიშნოთ თ, ჩ,/#-თი 5§-ის ნებისმიერ წერტილში არჩეული 

'ზედა ”” ნორმალის მიერ სათანადოდ X, V და 7, ღერძებთან 

შედგენილი კუთხეები, თუ შემოვიტანთ შემოკლებულ აღნიშვნებს: 

X 
2= I(X,X) /#= XC, »),ძ = 7-C, 7»), 

მაშინ, როგორც დიფერენციალური გეომეტრიიდანაა ცნობილი, 

ნ ძ 1 
==–==–--0058=--–==–===-005V =- · 

/1+ ი” +ძ? '1+ ი? +ძ? +/I+ ს? +ი” 

შევნიშნოთ, რომ ზედაპირული ინტეგრალის ის ცნება ჩვენ რომ 

აქ შემოვიტანეთ, უფრო ზუსტად, იწოდება § ზედაპირის "ზედა" 

მხარეზე გავრცელებულ ინტეგრალად IX») ფუნქციიდან ძ» 

ძ»-ით. 5-ის "ქვედა მხარეზე გავრცელებული ინტეგრალის 

განმარტებისას თ,-ს ფართობებს ინტეგრალურ ჯამში, იღებენ 

C05C(= – 

  

  

" აქ ვგულისხმობთ, რომ /(X, 7) ფუნქცია, რომელიც განსაზღერავს 

8 ზედაპირს, განუწყვეტლად წარმოებადია Xჯ-ისა და X»-ის მიმართ. 
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მინუს ნიშნით ამგვარად, I #MCთა,”ა)ძიძი; "ზედაპირული 

ინტეგრალის მნიშვნელობა 5' -ის ქვედა მხარეზე მხოლოდ ნიშნით 

განსხვავდება მის "ზედა" მხარეზე გავრცელებული 

ინტეგრალისაგან. 

ლექცია 21ჰ 

სტოქსის ფორმულა 

აქ მთლიანად ვინარჩუნებთ წინა ლექციაზე შემოტანილ აღნიშ- 

ვნებს. ახლა განვიხილოთ იქ შემოტანილი § ზედაპირი და მისი შე- 

მომსაზღვრელი C მრუდი. ეს, საზოგადოდ, »X,2 სივრცეში მოთავ- 

სებული გრეხილი მრუდი იქნება. განვიხილოთ §ჩ) არეში აღებული 

სამი განუწყვეტელი სამი ცვალებადის #(X.,2), 8(X»,2) და C(XV,2), 
რომელთაც აქვთ განუწყვეტელი კერძო წარმოებულები », X და 2- 

ით და ავიღოთ მრუდხაზოვანი ინტეგრალი 

| 4#(X, 7, 2)ძX+ 8(X, ),2)ძ/+ CC», », 2)ძ(, 
C 

სადაცკ ინტეგრაცია C-ზე 

ხდება დადებითი მიმართულე- 

, ბით ჯXX,2 სივრცეში, რომელიც 

იმით ხასიათდება, რომ C-ს ამ 

მიმართულებით შემოვლისას 

მის მიერ შემოსაზღვრული § 
ზედაპირი ხელმარცხნივ უნდა 

გვრჩებოდეს როცა C-ზე 

ვდგავართ §-ის ზედა ნორმა- 

ლის გასწვრივ (იხ. ნახ. 45). აღ- 

ვნიშნოთ აგრეთვე C მრუდის 

პროექცია X,” სიბრტყეში CI-  



ით. ცხადია, რომ C, წარმოადგენს #-ის შემომსაზღვრელ მრუდს, 
რამდენადაც C მრუდის წერტილები (X,»,2) იგივეა, რაც (X 7 IX 7»), 

სადაც (X.») C-ს ეკუთვნის, ადვილი მისახვედრია, რომ 

| 4C3,20ძ= | 4CC 7:/ CV 7))#ი, 
C CI 

სადაც ორივე მხარეში მრუდხაზოვანი ინტეგრალები გვაქვს 

მარცხნივ C-ზე, მარჯვნივ კი C,-ზე. მაგრამ გრინის ფორმულის თა- 

ნახმად,“ 

| რ0-ა/CC))რი--(უ-(4C X/CCა))ხით. 
CI ჯ 

ახლა შევნიშნოთ, რომ რთული ფუნქციის გაწარმოების წესით 

გვაქვს: 

3 (4CV »ICX ჯ)=94 + 94,% 

ამიტომ 

მ4 მ4 
4 .»”» თX=-– 5 წი» L “– ს.» , ძXძ ჯ“ I (ი »,2) II ა თა/თ >)+-5-CX»IC ». » ( 

პირველი ინტეგრალი მარჯვენა მხარეში, ცხადია, 

მ4 
– || ––(X,»/, 2)ძXძ. (ათარრ 

ზედაპირული ინტეგრალია §-ის "ზედა" მხარეზე. რაც შეეხება მეო- 

რე ინტეგრალს, რადგან 

  

ამიტომ 
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ეძ»ძ) = –C0§6 CC”, 
005V 

მაგრამ ძXი# წარმოადგენს §-ის ელემენტარული ძCთ ფართობის 

პროექციას XX» სიბრტყეში (იხ. ნახ. 46), საიდანაც მივიღებთ: 

იეძXძ» = –C0§8-ძთC , ეს უკანასკნელი კი, ცხადია, ძCთ -ს პროექციაა 

2X სიბრტყეში. ამ პროექციას ძ:ძჯ სახე აქვს და ამიტომ (+) ტო- 
ლობის მარჯვენა მხარის 7. 

მეორე ინტეგრალი §§ ზე- I 

დაპირს "ზედა" მხარეზე ყ „2 

გავრცელებული | ეას: «XC 
. VVXV- 

ზედაპირული ინტეგრა- 

ლია. ამგვარად, საბოლო- 

  

  

ოდ მივიღეთ: 

|4თ 949 მთ–- + პაძე ე  X 

V 

-II> ძ2იX- -I 8.4 ნახ. 46 

§ 

ანალოგიურად გამოიყვანება, რომ 

I 8C», >, 2)ძა = IV თXძა -IX ძაძ? 

| CC 20%= I ფ44- I 4- 

ჩვეულებრივ, ამ სამი ფორმულის შეკრებით მიღებულ ფორმუ- 

ლას წერენ ინტეგრალების ნიშნის ქვეშ უფრჩხილებოდ: 
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მ8 მC მC მტ4 
4ძიX+ 8ძ)/+Cძ2 = – C=3= 4, რტი 

| I მე მ» მ» ძ 2 

მტ მ8 292? % რი. 
(2, მX » 

ეს არის კლასიკური სტოქსის ფორმულა, რომელსაც მრავალნაირი 

გამოყენება აქვს მექანიკაში, ელექტრობის თეორიაში და სხვ. ის 

აკავშირებს ერთმანეთთან ზედაპირის შემომსაზლვრელი მრუდის 

გასწვრივ გავრცელებულ მრუდხაზოვან ინტეგრალს ამ ზედაპირზე 

გავრცელებულ ზედაპირულ ინტეგრალთან. 

სამმაგი ინტეგრალები 

განვიხი-ლოთ სამგანზომილებიანი სივრცის რაიმე მოცუ- 

ლობითი V არე, რომელზედაც განმარტებულია სამი ცვალებადის 

განუწყვეტელი /X,»,2) ფუნქცია. მოვახდინოთ V არის დანაწილება 

მცირე ზომების რაღაც V,, არეებად, მაგალითად, ყველა საკოორ- 

დინატო სიბრტყეებს პარალელური მჭიდროდ აღებული 

სიბრტყეების ბადით, რაც გამოიწვევს V-ს დაყოფას წესიერი და 

ასეთი პარალელეპიპედის ნაწილებად. ავირჩიოთ ყოველ V/ მცირე 

არეში თითო (XXX) წერტილი და შევადგინოთ შემდეგი სახის 

ჯამი: 

5=2,2)2,#(9ი, 7, 2XVVI, 
1./ #X 

სადაც IV-VI ახლა წარმოადგენს V/ არის მოცულობის აღნიშ- 

ვნას. 

აღვნიშნოთ #(X,»,2) ფუნქციის მაქსიმა და მინიმა V„ არეში შე- 

საბამისად M,, და Mე, ასოებით და შევნიშნოთ, რომ ყოველი 

(XV»).2+) წერტილისათვის გვექნება უტოლობა: 

” < I(X,7»,,2:1=M,, , 
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ამიტომ, თუ განვიხილავთ V-ს იმავე დანაწილების შესაბამის 
ახალ C და 2, ჯამებს, სადაც 

C= 2,2,2, IVV (ქვედა ჯამი) 
, 

2,-2,2,2M» IV, L (ზედა ჯამი) 
' 

ცხადია, გვექნება: თ< 5 <>. 

ახლა, სავსებით ისეთივე ტრაფარეტული მსჯელობით, რომე- 

ლიც ჩვენ უკვე ორჯერ ჩავატარეთ, ერთხელ ერთმაგი, მეორედ კი 

ორმაგი ინტეგრალის შემოტანისას, შეიძლება დავასკვნათ, რომ, 

როცა V არის დანაწილება სულ უფრო და უფრო მჭიდრო ხდება, 

ისე, რომ თითოეული ნაწილაკი VMX არის ზომები მისწრაფვიან ნუ- 

ლისაკენ, არსებობს Cთ, 5 და >» ჯამების საერთო ზღვარი, რომე- 

ლიც სავსებით დამოკიდებულია V-ს დანაწილებათა წესისაგან ან, § 

ჯამში არჩეული (X,V,2,M) წერტილების მდებარეობათა შერჩევისა- 

გან (რა თქმა უნდა, სათანადო V,/ არეში). ასე განიმარტება /(X,/,2) 
ფუნქციის სამმაგი ინტეგრალი V არეზე, რომელიც აღინიშნება 

III/თ XV, 2)თXთ/ძ2 -ით და, მაშასადამე, 
V 

II #CV X, 2)ძაიძაძე = IIთ 2, 2, 2,/ (9,7, )IV/ I. 
V 11 + 

ლექცია 22 

სამმაგი ინტებრალის გამოთვლა 

განვიხილოთ სამგანზომილებიანი სივრცის რაიმე V არე და მას- 

ზე განმარტებული განუწყვეტელი ფუნქცია, #(X,7,2). ვიგუ- 
ლისხმოთ, რომ V შემოსაზღვრულია § ზედაპირით. აღვნიშნოთ V-ს 
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გეგმილი X,/ სიბრტყეზე #M-თი და #M-ს საზღვარი X,V სიბრტყეში 
C-თი (იხ. ნახ. 47). 

ვთქვათ, 0-ს შიგნით აღებულ ყოველ (»,») წერტილზე გატა- 
რებული 2 ლღლერძის პარალელური წრფე § ზედაპირს მხოლოდ ორ 

წერტილში გადაკვეთს 72, და 2: სიმაღლეზე. ცხადია, 2, და 2: (X, ))-ზე 

დამოკიდებული სიდიდეებია და, ამგვარად, ასეთ დროს, თუ მათ 

2, =Cთ,(X,») -ით და 2; = დე(X,») -ით აღვნიშნავთ, გაგვიჩნდება V-ს 

ქვედა და ზედა ზედაპირები, რო- 

მელთა გაერთიანება არის მთელი 

§. 
დავანაწილოთ #) არე მცირე 

მრუდწირულ Cსკ "ოთხკუთხე- 

დებად", როგორც ეს ჩვენ ადრე 

გაგვიკეთებია, და აღვმართოთ მი- 

სი საზღვრებიდან 2 ღერძის პარა- 

ლელები. ასე გაჩენილი "პრიზ- 

მები" ამოკვეთენ V-დან გარკვეუ- 

ლი სახის სვეტებს, რომლებიც 

შემდგომ X,7 სიბრტყის პარალე- 

ლური სიბრტყეების გატარებით 

შეგვიძლია დავაქუცმაცოთ V,ჯ არეებად. შედეგად მივიღებთ მთე- 

ლი V-ს რაღაც დანაწილებას. 

თუ (XX) წერტილი ეკუთვნის #0-ს და 2 იცვლება 7, = C,(X,7) -დან 

2; = დ:(X,X») -მდე, ცხადია, (,»,2) წერტილი მოხვედრილია V-ში, და 

ამიტომ ფიქსირებული (ჯ»,»)-სთვის, როცა C,(»,7) < 72 < C0;(X,)/, 

#XX»,2) იქნება 2-ის განუწყვეტელი ფუნქცია. მაშასადამე, შეგვიძ- 
ლია განვიხილოთ ინტეგრალი 

  

ნახ. 47 

დ2(X,») 

IV CX, 7», 2MI2. 

CI(CX,») 

ის ცხადია, (ლ) (კვალებადების ფუნქცია იქნება, რომელიც გა- 

ნუწყვეტელია # არეზე. ავიღოთ ამ ფუნქციის მნიშვნელობა ჩვენი 
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V არის დანაწილების რომელიმე (X, ») წერტილისათვის და დავწე- 
როთ შემდეგი ტოლობა: 

C2(X,,7,) თ 

| #Cთ.7,,2%=2) | /C..X,,2)ძ2, 
C0I(X,,X;) თ 

სადაც > არიან ჰორიზონტალური, ე.ი. X,/ სიბრტყის პარალელური 
სიბრტყეების შესაბამისი სიმაღლეები V-ს ზემოაღწერილ დანაწი- 

ლებაში. მაგრამ საშუალო მნიშვნელობის თეორემის ძალით, 

2M+I 

I#Cთ.7/. 2)ძ2 = LCX,, 7; 2LX2#+I – 2) 
2 

სადაც 7 რაღაც წერტილია (2. 2+I) მონაკვეთზე. ავიღოთ V,-ში /C, 

», 2) ფუნქციის მნიშვნელობა სწორედ ასეთ წერტილებში და მაშინ § 

ჯამს ექნება სახე (შევნიშნოთ, რომ | 

IV, |=(X,+) – X,XX;+I) – X,X2-+I “ 2()= |Cც |(2#+1 – 2). 

5=2)5,2./(=,7,,)IV#VI= 2 2)10ე 12)#(%.7,2LX2%+I – +) = 
11 # I / # 

92(X.X»)) 

=2,2, I#Vთ.),,2)ძ Iთკ I. 

7 | VI(X.X,) 

აქედან, ზღვარზე გადასვლით მივიღებთ სამჯერადი ინტეგრალის 

გამოსათვლელ ფორმულას: 

დ2(X,X) 

III/თ7იძითს«:=|| ძი». | /(C 7,2. 
V ი დ) (XX) 
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თუ #2 არე ისეთია, რომ ის მთლიანადაა მოთავსებული ჯ=0ი და 
»ჯ=ხ წრფეებს შორის და შემოსაზღვრულია X,»# სიბრტყეში ქვედა 
»=VII(X) და წ =V/ე(ჯ»X) მრუდებით, გამოვითვლით ორმაგ ინტეგ- 

რალს #-ზე და გვექნება: 

ხ V/2(X) C2(X,X) 

III #(CX= >. 2)ძიძაძ= | ძო |ძ/ | /( CC», 2)ძი. 
ი VI(X) VI(X)) 

მაგალითი. განვიხილოთ II| თით, სადაც V წარმოად- 

V 

გენს ცენტრით სათავეში, ერთეული რადიუსის მქონე სფეროს იმ 

მერვედს, რომლისთვისაც Xჯ=0,72>0,2>0. აღნიშნული სფეროს 

განტოლებაა 

ჯ-+ »? +772 =1. 

აშკარაა, რომ M არის X, 7 სიბრტყის ერთეული რადიუსიანი 

წრის მეოთხედი, სადაც X>0,» > 0. 

ჩვენს შემთხვევაში გვაქვს 

დ,(X, ») =0,დ:(X 7) =ა/L- X? – /? IV) (X9) =0,V/2(>») =+/L- »? 

და, ამგვარად, 

L  VI-»? VI-»2-უ? #VI-»2 
I ჯძაიძეძდ = I« I«V (X%= I M1: “> 

0 0 0 

(-ჯ2 

=1I: |06-X? –წ?)ძ,, 
0 0 

ე.ი. 
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| »-#-? 3 
(44-31! -ხ-ბ- -1I0-ებტ- 

#50 

LI 1. I) 3 
–- საე2ა27/- – _ 2ა2 10 თ)-310 »ჯ2)2 ძ 

შემოვიტანოთ აღნიშვნა 

1-»? =§10- 1: = –51ი /ძI. 

ამიტომ 
#” 

II22« = -1IV I9I = 1" ” ==. 

2 

აღვნიშნოთ ჩვენს მიერ 

გამოყვანილი ფორმუ- 7 

ლის ერთი კერძო შემ- 

თხვევა: როცა V არის 

პარალელეპიპედი 
2<X5 4, 

ხ<»<7, 

C<2<C, 

(იხ. ნახ. 48). ასეთ შემ- 

თხვევაში გვექნება: 

III/თ XV, 2)თXთა/ძ2 
= 

V 

  

4.8 C 
= |თIV| #(X X», 2)ძ?. ნახ. 48 

ი ხ C 
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ცვალებადი გარდაქმნა სამმაგ ინტეგრალში 

მსგავსად იმისა, რაც გვქონდა ორმაგი ინტეგრალის შემთხვევი- 

სათვის, განვიხილოთ რაიმე მოცულობითი V არე V, V, V სივრცეში 

და მასზე განსაზღვრული სამი განუწყვეტელი სამი ცვალებადის 

ფუნქცია: 

X=CCV,V, VI) 

(1) +” = VIC#,V, V) 

2 =%V(M,V, VI) 

ფუნქციათა ეს სისტემა წარმოადგენს V არის გარდაქმნას », », ? 

სივრცის რალაც V, არეზე. ვიგულისხმოთ, რომ ეს რეგულარული 

ასახვაა. ეს იმას ნიშნავს, რომ შესრულებულია შემდეგი სამი პი- 

რობა: 1) ეს გარდაქმნა ურთიერთცალსახაა, ე.ი. ყოველი ორი სხვა- 

დასხვა წერტილი V-დან სხვადასხვა წერტილს გვაძლევს V,-ში და 

V-ის ყოველი წერტილი ერთი წერტილის გარდაქმნაა V-დან 
2) დ(V,შ,I), VI/(II,შ,?0) და X(M,V,10) ფუნქციებს აქვთ განუწყვეტე- 

ლი კერძო წარმოებულები V, V, და #7 ცვალებადების მიმართ. 3) ამ 

გარდაქმნის V იაკობიანი, ანუ დეტერმინანტი 

ლდ V, იან (V,V, საან –C V, V) 

  

   
   

/(I,V,V/) = VI V, V).–– MC, V, V VI), V V, VI) 

მ« 

9X0V,M) + მX 2ე VI), 2 (V,V, #) 

(რომელიც, ცხადია, აგრეთვე განუწყვეტელი ფუნქციაა V-ზე) 
ყველგან განსხვავებულია ნულისაგან. 

ავიღოთ ახლა V არის რაიმე Mი(V,V,“”') წერტილი და განვიხილოთ 

მისი სამი მახლობელი M,, M;, Mვ წერტილები: 
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MI, =(V4 + ტMV,V,V), Mვ =(CI,V+ 4ტV,VI), Mკვ =(V,V,VI + ტ#). 

ავაგოთ MიM, ,MიM2.MიMკ მონაკვეთებზე მართკუთხა # პარა- 

ლელეპიპედი (იხ. ნახ. 49) და შევნიშნოთ, რომ მცირე #V, 4», ტტ)” 

სიდიდეებისათვის # მთლიანად V-ში იქნება მოთავსებული. 

ცხადია, (I) გარდაქმნის შედეგად Mი0MI,MიM2.M0იMვ სწორი 

მონაკვეთები გარდაიქმნებან საზოგადოდ მრუდწირულ 

Mი6M1,M6M2,M0M53 მონაკვეთებში. 

მთელი # გარდაიქმნება რაღაც მრუდწირულ ”პარალელეპი- 

პედში" #', რომელიც დიდი მიახლოებით შეგვიძლია შევცვალოთ 

M0M|.MგM2.M2გM2 სწორხაზოვან მონაკვეთებზე აგებული პარა- 

ლელეპიპედით, რომელსაც #" დავარქვათ. 

გავიხსენოთ, რომ თუ 

Mი6MI.M2,M3 წერტი- 
ლებს კოორდინატებად 

აქვთ 

      

  

  

M0იCX%ი, X0L20), 
MICXი,». 2) 

M2CC.72,22X, 

M3(>X8, 73, შვ), 

მაშინ 

      

  

MიM,, MიM2. M06M3 ნახ. 49 

მონაკვეთებზბე აგებული 

პარალელეპიპედის მოცულობა 4” გამოისახება ფორმულით: 

X, – X0,XI “ X0;2I “? 20 

|ბ”1=|X, – Xი,X2 – 70»22 – 20 

X3 – X0,X3 “' 7023 “ 20 
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ამიტომ, რადგან ჩვენს შემთხვევაში 

Xი = «დ(CV,V, V7),X0 = VI(V, V, VMI),20 = XC#, V, VI), 

X, = CC + /სM,V, VI), = VI(II + #სM,V, V/),2| = X(CM + #ტM,V, VI), 

Xე =Cთ(V,V + #V,VI),/2 = V/(CM,V + #V, VI),22 = XLCM,V + /ბსV, VI), 

X2 = დCV,V, V/ + #სV),1/ვ = VICM,V, V/+ /#ბV/),2ვ = X,(M, V, V/ + /ბM/), 

გვექნება. X, – Xე = CC + /ტსM,V, V) – დ(M,V,V/). მაგრამ ტეილორის 

ფორმულის ძალით მივიღებთ: 

XI – Xც =9%CV, V)ტIM + 8), 
მ“ 

სადაც 8, მეორე ხარისხის უსასრულოდ მცირეა #V -სთან ერთად. 

ანალოგიურად მიიღება 

#=X 55. M#+6;; ფ-6 =2%-4M+6; 

5 -% =5წ-ტV+Vი # –X = 3 ტ»+X; 

_““ 

ეეს“... _. 

აქედან, |#”|-ის წინა გამოსახულების გამოყენებით მივიღებთ მის- 

თვის შემდეგ მიახლოებით გამოსახულებას: 

210



მდ მV მ 
5 ბ#+605-40#+6:544#+წვ 

/,_ |მ9დ მV მჯ #”I=II+ „--V .--X = 
|ბ) მს ტ+Mუ, იიი ოცტის 

მდ მ" მჯ ““# .-V „--X 
მ» #+6ე ვ, 4MX+ 6; 0M#+წვ 

მდ მV მჯ 
მწ ”მV მ“ 

_|9ი მV მX 
–= 5, 5» 5» /"/ · /MV · /სLM/ + VI · ისL( · #MV · /VVV, 

მჯ მV შX 
მV მ მ“ 

სადაც თ რაღაც გამოსახულებაა, რომელსაც გააჩნია ის თვისება, 

რომ ყოველი §>0 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი 8>0 რიცხვი, 

რომ, როცა |#V|<8, | სMVI< 8, | #M< 8, მაშინ |CთღI<8. ამგვარად, 

ჩვენ დავადგინეთ, რომ მცირე ზომის # პარალელეპიპედისათვის 

V-დან (რომლის წიბოებია #V, #V, # V), გვექნება 

| ს”1=I /(V,V,M#) |I+C0.I ბ I. 

აქედან, სავსებით ისევე, როგორც ორმაგი ინტეგრალისათვის, ად- 

ვილად გამოიყვანება ცვალებადის გარდაქმნის ფორმულა სამ- 

ჯერადი ინტეგრალისათვის, რომელიც შემდეგში მდგომარეობს. 

ვთქვათ, V რაიმე არეა სამგანზომილებიან V/, V, V სივრცეში და 

(1) ტოლობის სისტემა გვაძლევს მის რეგულარულ გარდაქმნას X, 

XV, 2 სივრცის V, არეზე. ამას გარდა, დაგუშვათ, რომ V,-ზე მოცემუ- 

ლია განუწყვეტელი ფუნქცია /#V,), 2). მაშინ 

III/ თ ითი = ||| / CCCV,იVVC 0 X0VV,აი)2 
VI V 

IV (V,V, VI) თI(0VIV. 
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მაგალითი. სფერული კოორდინატების სისტემა. განვი- 
ხილოთ X, », 2 სივრცის M (», 7, 2) წერტილი (იხ. ნახ. 50) და შემოვი- 

ტანოთ შემდეგი 0,C,0 სიდიდეები: 

      ა MC.) 

0 -აღნიშნავს მანძილს 0 

სათავიდან M წერტილამდე. 

დ აღნიშნავს 0M' სხივის 

მიერ X ლერძის დადებით 

მიმართულებასთან შედგე- 

ნილ კუთხეს » 71 

სიბრტყეში. 0 კი აღნიშნავს 

კუთხეს 7. ღერძის დადებით 

მიმართულებასა და 0M 

სხივს შორის. 
ცხადია, 0 იცვლება 0- 

დან +=-მდე, დ-ს ცვლი- 
ლება ხდება (0, 2%) ფარ- 

გლებში, ხოლო 0 მოთავ- 
სებულია (0, #1 სეგმენტზე. 

ნახაზიდან ჩანს, რომ X=0M”',Iი0ლ§0, X» = CM” | §1ი დ; ამასთან, 

| 0M”|I=1CM | =C – ი) =0510=2 და ამის გამო, საბოლოოდ 

ვღებულობთ: 

X=000§რთ9Iი0, 

X»X=0851ი დ-§5I00, 

2 =X00§0. 

ეს ფორმულები, როგორც ადვილი მისახვედრია, წარმოადგენენ 
ნებისმიერ ისეთ (0,0,მ) სივრცეში აღებული V არის რეგულარულ 

ასახვას X,),2 სივრცის რაღაც V ' არეზე, თუ, V მაგალითად, 

მთლიანადაა მოთავსებული სივრცის პირველ მერვედში. გამო- 

ვითვალოთ რომელიმე (0,დ,0)-სათვის ამ გარდაქმნის იაკობიანი. 

აქ 
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> 0C0§დ00§80, “ = ივიდა§თ0 
'" ძმ მდ 

== მ 
მი თ დებიმ, 30 = ჩიიად5ი0, <> = იწიდ5%ი0, 

= 0050, 9 =0, 
ძჯ1 · 

მდ =–051ი0. 
მ0 

ამის გამო 

05C05100,–0§Iი დ§51ი 0,0C05 დC05 

(ი, დ, 0)= §Iი დ§1ი 0,0იC0§Cდ51ი 0,ი§Iი დC050 |= 

0§0, 0, –ი§Iი0 

. 1005Cთდ§51ი60,– ი§!ი დეი –ი0§1ი დ§510 0,0005Cთდ00§ 
=-0531ი0 , . · +00§ , . = 

§1ი 051ი 0,0C05Cთ5Iი 0 060505109 0,0§5I!ი დC050 

=–ივყი 0(იიიჯ? დეი 20+ი§თ?და5თ? 0# 00§0(–ი? §C 2 დ§თ 000§0 – 

– 02 ლივ? დყი 0C050) = –07?§თ 2 დ§თ 0 –ი? 0052 დ§1 0 = –ი07§% 0. 

ამგვარად, |/(0,დ,0)1=ი?§%Iი0 

და # #0,თუ 0%#0, 0#X, 0+70. 

ამგვარად, პოლარკოორდინატებიდან დეკარტულზე გადასვლი- 

სას სამართლიანია შემდეგი ფორმულა: 

II #(C »,2Xსძ)ძვ= 
VI 

= IL #(0C0§C91ი 0;051ი დ§1ი 0;0C0§0) 07 §5Iი 0ძიძიძმ, 

V 
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სადაც V არის (0,0,0) წერტილის ცვალებადობის არე, ხოლო V, 

შესაბამისი არეა (X,V,2) წერტილის ცვალებადობისა. 

მაგალითი: გამოვითვალოთ ! რადიუსიანი სფეროს 

მოცულობა. ვიგულისხმოთ, რომ სფეროს ცენტრი მოთავსებულია 

სათავეში-ი ავიღოთ ამ სფეროს ის მერვედი, რომელიც 

მოთავსებულია სივრცის X>20, »X=0, 2>0 მერვედში. ამგვარად, 

საძიებელი მოცულობის მერვედისათვის, + -სათვის (იხ. ნახ. 51) 

გვექნება: 

+ = II II ძაიძაძ?, 

სადაც V, აღნიშნავს ნახ. 

51-ზე გამოკვეთილ მო- 

ცულობით არეს ( 

რადიუსიანი სფეროს I/8 

L ნაწილს). ცხადია, რომ ამ 

არისათვის ი იცვლება 

#ჯ (0,9) საზღვრებში, C იც- 

ვლება (0,761 სეგმენტზე, 
ნახ, 51 ხოლო 680 _ აგრეთვე 

(0,7) -ზე. ამიტომ ცვა- 

ლებადის გარდაქმნის ახლახან მიღებული ფორმულის მიხედვით, 

გვექნება (აქ #XV,2) ფუნქცია 1-ის ტოლია): 

MI = II ძXძა)ძ2 = II ი? §1ი თძიძრიძ0 = მი რაი იიი 8ძ0= 

V. V 

=I. "42 ძი 9ი6ძ0=”- -”C იან წი - 
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საიდანაც საძიებელი სფეროს მოცულობა V, = 370, 

საშუალო მნიშვნელობის ფორმულა სამმაგი 

ინტეგრალისათვის 

განვიხილოთ V არე სამგანზომილებიან XX,2 სივრცეში და 

ავიღოთ V-ზე განმარტებული რაიმე განუწყვეტელი /X»IX,2) ფუნ- 

ქცია. თუ MX და M ამ ფუნქციის მინიმა და მაქსიმაა შესაბამისად, 

გვექნება: 

»!< /(X X,2)< M 

ყველგან V-ზე. მოვახდენთ რა ამ უტოლობათა ინტეგრაციას 

V-ზე, გვექნება: 

| | ოძაძაძ1< | | |/ (C. ». 2Xძა/ძ2რ | | |Mძ»ძაძჯ 

ანუ 

”I |ძაძ»ძ:< I I L #/ (C, ა, ჯXXძუძ2< M II |თაძაძ2 

მაგრამ IIIთთ%=VI. მართლაც, ამ ინტეგრალის სიდიდე, 

V 

ცხადია, არის || |ძიძძ=IMო 2, 2, 2,1: ბეი; მაგრამ, რადგან 
V ! / # 

ბე, არეები ავსებენ V-ს, ასეთი მოცულობების შეკრებით მივი- 

ღებთ მთელ V-ს მოცულობას, ე.ი. 

215



I | (თიძაძვ= სთ VI =IVI. 
V 

წინა უტოლობა გვაძლეს: 

”IVI < IIV (თ, »,2)0Xძ»ძ2< MIVI. 

ამგვარად, II #(X, »,2)ძXძ)ძ? არის რაღაც 7I-სა და M-ს შორის 

V 

აღებული საშუალედო II რიცხვისა და IV) მოცულობის ნამრავლის 

ტოლი. მეორე მხრივ, ვინაიდან M მოთავსებულია #-სა და M-ს 

შორის, განუწყვეტელ #XX»,) ფუნქციას V არის რაღაც წერტილში 

უქნება # მნიშვნელობა. ვთქვათ, ესაა V არის (C,M,C) წერტილი. 

მაშინ მივიღებთ: 

III/ თა.24»თ «> /Cო.6VI 

ესაა საშუალო მნიშვნელობის ფორმულა სამმაგი ინტეგ- 

რალისათვის. 

ლექცია 23 

მრამალევბერადი ინტეგრალები 

როცა განიხილება # ცვალებადის ფუნქცია /#X,. XX), ბუნებ- 

„რივია, შემოვიტანოთ ჩ-განზომილებიანი სივრცის ცნება, რომელ- 
საც ვუწოდებთ რიცხვთა ყველა (»,=...,X) M-ეულების ერთობ- 

ლიობას. ყოველ ასეთ #-ეულს #-განზომილებიანი სივრცის წერ- 

ტილი ჰქვია. X,,X,,...,X, მისი კოორდინატებია. 

განვიხილოთ იჩ განზომილებიანი სივრცის ისეთი (X,,=.».-X,) წერ- 

ტილების ერთობლიობა, რომლის კოორდინატები აკმაყოფილებენ 
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1 
0< X, <1, -–-1<X% <3,,.., 2:%9%-52 ე.ი. ყოველი კოორდინატი- 

სათვის X, დანიშნულია რაღაც (იძ, ხ)ა ცვლილების არე. ამ ერ- 

თობლიობას, ბუნებრივია, ვუწოდოთ # განზომილებიანი სივრცის 

პარალელეპიპედი. 

განვიხილოთ (CX,X,..,X) წერტილების ერთობლიობა, რომლის 

ყველა კოორდინატი აკმაყოფილებს უტოლობას X,?+X7+...+X 2951, 

ბუნებრივია, რომ ამ ერთობლიობას ვუყუროთ როგორც #- 

განზომილებიანი სივრცის ერთეულ რადიუსიან ბირთვს, რომლის 

ცენტრი მოთავსებულია (0,0,...0) წერტილში. 

ავიღოთ სიმარტივისათვის » განზომილებიანი სივრცის რაიმე 

პარალელეპიპედი # , რომელიც, როგორც ზემოთ უკვე აღვნიშნეთ, 

არის ერთობლიობა ყველა ისეთი (X,X,...,X,) წერტილებისა, რომ- 

ლის კოორდინატები აკმაყოფილებენ 0ი,<X <ხ, ძე <5+Xე5<ხ;ე,..., 

ძი, <X, <ხ, უტოლობებს, სადაც ძ,<ხ, თ,<ხ,..., 0,<ხ,, რაღაც რი- 

ცხვებია. 

განემარტოთ /# პარალელეპიპედის (I-განზომილებიანი) მო- 

ცულობა, როგორც |# | რიცხვი, რომელიც განიმარტება ტოლობით: 

(4) = დ, –რთ XL –თ) (0, -თძ.) 

განვიხილოთ # პარალელეპიპედი »-განზომილებიან სივრცეში 

და ვთქვათ, რომ #-ზე განმარტებულია M ცვალებადის გა- 

ნუწყვეტელი ფუნქცია /LX,X,...X). დავანაწილოთ # პარალელე- 

პიპედი რეიეს, მცირე პარალელეპიპედებად და ავიღოთ 

ყოველ მათგანში თითო (X,,X,,.-აX,) წერტილი. ამის შემდეგ 

შევადგინოთ ჯამი 

§= 22.2, ”C რვა %X, MM, 

-” 

  

შეიძლება ძველი შემთხვევების ანალოგიურად დავამტკიცოთ, 

რომ არსებობს § ჯამების ზღვარი, როცა რ, ე, პარა- 
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ლელეპიპედების ყველა "ზომა -–>0, ისე, რომ მათი რიცხვი 

უსაზღვროდ იზრდება, და ეს ზღვარი არაა დამოკიდებული #-ს 

დანაწილების წესისა და (X,,Xც,..»X,, ) -ის არჩევისაგან. ამ ზღვარს 

ეწოდება #X,X,...X) ფუნქციის #-ჯერადი ინტეგრალი #-ზე და ის 

II-.I#Cთ.-% ათი ...ძXე -ით აღინიშნება. მაშასადამე, გვაქვს: 

ტ 

II-I/თ „Xე...X, XI ძXვ...მX, = იბ, 2-2, #C, XV, 1რიი-#) 

MIი ”» 

უკანასკნელი ინტეგრალისათვის სამართლიანია მისი მარტივ 

ინტეგრალებზე დასაყვანი შემდეგი ფორმულა: 

ხ ი ხ, 
IIL-I#თ.».-« MX9ძX...9X, = |» |9=...| / დ. თ.-.-X, M>». 

მ 02 

აქ ყოველი შიგა ინტეგრალის გამოთვლისას იგულისხმება, რომ 

წინა ნომრის ცვლადები მუდმივ მნიშვნელობებს ინარჩუნებენ. 

მრავალჯერადი ინტეგრალის ცნება შეიძლება შეტანილ იქნეს 

სხვა სახის არეებისათვის ჩM-განზომილებიან სივრცეში (მაგა- 

ლითად, ბირთვებისა და სხვა "ფორმის? არეებისათვის »- 

განზომილებიან სივრცეზე), მაგრამ ამ საკითხზე არ შევჩერდებით. 

განვიხილოთ მხოლოდ ერთი მაგალითი იმის საილუსტრაციოდ, 

რომ ასეთი ჯერადი ინტეგრალების თეორია ისევე სრულყოფილია, 

როგორც, მაგალითად, II=1,2 ან 3 -სათვის. 

ვთქვათ, 8 არის 4-განზომილებიანი # რადიუსიანი ბირთვი 

ცენტრით 0,(0,0,0,0) წერტილებში. მის შემადგენლობაში შედიან 

ისეთი (XXX) წერტილები, რომელთათვისაც სამართლიანია 

X2+X2+X2+X2>ს. დავარქვთთ (+. ი>»») წერტილის გეგმილი 

X,,X:,Xვ ქვესივრცეში (რომელიც ჩვეულებრივი სამგანზომი- 

ლებიანი სივრცეა) უკანასკნელის (X,XX) წერტილს (ის მიიღება 
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მეოთხე კოორდინატის ჩამოშორებით). 8 ბირთვის გეგმილი X,X,X, 

სივრცეზე ვუწოდოთ ამ ბირთვის ყველა წერტილის გეგმილის 

ერთობლიობას. ეს გეგმილი 8, როგორც ადვილი მისახვედრია, 

სამგანზომილებიანი სივრცის ”! რადიუსიანი ბირთვი იქნება 

ცენტრით სათავეში, ე.ი. იქნება იმ (X,X,X,) წერტილების სიმრავლე, 

რომელთათვისაც XL +X2 +X1 <7, 

თუ (X,X,Xწ>) ამ ბირთვის "შიგა წერტილია, ე.ი. 

XL +X2 +X < X?, მაშინ მისი დაფიქსირების შემდეგ მოიძებნება 

მთელი მონაკვეთი წერტილებისა #8-ში, რომელნიც გეგმილდებიან 

(%,X:,Xვ)-ზე ასეთებია ყველა L(X.X:.X.X) წერტილი, 

რომელთათვისაც X2+X2+X1+X <7, ანუ ყველა ისეთი 

წერტილი, რომელთა X, იცვლება –V//7 –XL-XX – X# -სა და 

+VM - XL -X2 - X-ს შორის. აღვნიშნოთ აქ მიღებული ორი 

+902 _,2- 27-ე? 
სხვადასხვა სამი ცვალებადის ფუნქცია ++V#“ –X, –X2 – 28, 

სათანადოდ, Cდ, (X,X2,X3) -თა და თდ,(% X:X) -ით 

(ი.ი. დ, (XX) = – 48” – XL –X -X#:, 

2 _ 2 
დ,(X, 6,2) IM? – XV –X2 -X8.). 

ეს 8 არის "ქვემოდან და "ზემოდან" შემომსაზღვრელი 

სამგანზომილებიანი "ზედაპირების" განტოლებები, და აი, მსგავ- 

სად სამჯერადი ინტეგრალის გამოთვლის წესისა, აქაც გვაქვს: 

I I I #(ფ,თ,ჰც,X XMX0Xძავძ
X, = 

= || წიძიძ« _ |#Iთ,5, თ, X)X·- 
ბ -VI2-2-9-4 
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ამით ოთხჯერადი ინტეგრალის გამოთვლის საკითხი დაყვანილია 
ერთი უბრალო კვადრატულისა და სამჯერადი ინტეგრალის 

გამოთვლაზე, რისი განხორციელებაც ჩვენ უკვე შეგვიძლია. 

ლექცია 24 

ინტებრალური აღრიცხვის გეომეტრიული 

გამოყენებანი 

1. გამოყენებანი ფართობის გამოსათ- 

ვლელად. ვთქვათ, მოცემულია რაიმე (4,8) შუალედი და მასზე 

განსაზღვრული განუწ- 

ყვეტელი ფუნქცია #%V, 
რომელიც ნიშანს იცვლის 

სადღაც, ვთქვათ, C,0.L 

წერტილებში, ისე როგორც 

ეს ნაჩვენებია ნახ. 52-ზე. 

X ასეთ შემთხვევაში,     რადგან 

5! ნას 52 

ჩ · L 10)ი+ L I (X)ძX+ L #C)ძ-+ L #060ძ., 

ამიტომ ეს ინტეგრალი, ცხადია, გამოსახავს 5),5ე,5ვ,5კ ფარ- 

თობების ალგებრულ ჯამს: 

სც 
I, #0)ძ= 5, +53 – კ. 

მაგალითი 1. განვიხილოთ წრფეზე ცურვის გარეშე 

მგორავი ძი რადიუსიანი წრეხაზის რომელიმე ი” წერტილის მიერ 

შემოწერილი მრუდი. მას ციკლოიდა ეწოდება. როგორც ცნობილია, 
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თუ ეს იჯ წერტილი გორვის დასაწყის მომენტში (=0 მომენტში) 
კოორდინატთა სათავეშია და გორვა ხდება X ღერძის დადებითი 
მიმართულებით, ციკლოიდის განტოლება პარამეტრული სახით 
დაიწერება ასე: 

რორი: 

»= ის –C005/) 

ამიტომ ციკლოიდის ერთი კალთის მიერ შემოსაზღვრული # 
ფართობი ტოლია 

2X 2X 2 

4= |;%= |4ს –C08§1): ი(1 – C0§/XI/ = 0? (C –00§1)?«= 

0 0 0 

2X 2X 

=0? | 2ფი2 + (=40? | ძი“ ”-ძ. 
0 2 0 2 

შემოვიღოთ აღნიშვნა => მაშინ ინტეგრალის გარდაქმნა 

ჩვენთვის ცნობილი წესით მოგვცემს: 

· 23:1ჯ 
Xჯ 

#=40? §Iი“ ჯ-2ძ:=16ი? I 501 ჯძვ=16ე2- > 1 "ვჯე2, 
) 4-22 

0 

ამგვარად, ციკლოიდის ერთი კალთის ფართობი 3-ჯერ მეტია 

იმ წრის ფართობზე, რომლის გორვითაცაა გაჩენილი ეს 

ციკლოიდა. 

მაგალითი 2. განვიხილოთ მრუდი, რომელიც გამოისახება 

განტოლებით: 
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ძძ-თ -“+ 
=- 60+06 29 

7” 2 

ამ ფორმას ლებულობს 2 წერტილში დამაგრებული მძიმე 

ჯაჭვი, თუ დამაგრების წერტილები სიმეტრიულია ” ღერძის 

მიმართ (ნახ. 53). ამიტომ ამ მრუდს ჯაჭვმრუდს უწოდებენ. 

ავიღოთ მის მარჯვენა 

რკალსბე ნებისმიერი # 

წერტილი და შევეცადოთ 
049”-ის ფართობის გა- 

მოთვლას. თუ X,-ის აბს- 

ცისა », რიცხვია, საძიებელი 

ფართობი, ცხადია, უდრის 

2 _»X 
> §-|4 69+2609 

2 
ძ 

  

  

ამიტომ 

ვაჩვენოთ, რომ ეს ფართობი § ტოლია იმ სწორკუთხედის 

ფართობისა, რომელსაც ფუძედ აქვს 08, ხოლო სიმაღლედ თ, 

სადაც 8 არის X» ღერძის ის (მარჯვენა) წერტილი, რომელიც 4-დან 

დაშორებულია », მანძილით, სადაც უ)», არის ” წერტილის 

X X მი) + 
ორდინატი, ე.ი. X=> 6-9+4269 მართლაც, თუ 8 ასეთი 

წერტილია, მაშინ 
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აქედან კი მართლაც მიიღება, რომ 

XI 

5=ი.> ,2--2 =4«-|08) 

გამოვიყენოთ ფართობის გამოსათვლელი ფორმულა პოლარ- 

კოორდინატებში. განვიხილოთ რაიმე მრუდი X,V სიბრტყეში, 

რომელსაც, ვთქვათ, ის თვისება აქვს, რომ 0-დან გამოსული 

ყოველი სხივი მას მხოლოდ ერთ წერტილში ხვდება. ვთქვათ, დ, და 

0, ამ მრუდის ბოლო წერტილების შესაბამისი პოლარული დ 

კუთხეებია. 

ასეთ პირობებში მრუდის განტოლება, რა თქმა უნდა, 0=#0) 

სახით შეიძლება ჩაიწეროს, სადაც თ იცვლება (დ,C0,) ინტერვალზე. 

დავანაწილოთ ახლა (C,,6,) ინტერვალი მცირე #C, სიგრძის ინ- 

ტერვალებად და განვიხილოთ #Cდ) ფუნქციის მნიშვნელობა რო- 

მელიმე ამ მცირე I-ურ ინტერვალზე. ვთქვათ, ი, და 0, / ფუნ- 

ქციის მინიმა და მაქსიმაა მასზე. მაში5 (იხ. ნახ.54) თუ 0, აღნიშნულ 

I-ურ ინტერვალზე არის მოთავსებული, გვექნება: 

ი; <0= /(დ,)<#, 
და ამიტომ, მივიღებთ: 

1 1 1 – 
2X-7 5-2, (0,#0, 5>2კი,; 2ტღ, თ) 

'( წ) ' 
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1 –2 
მაგრამ, 201 :ტდ,. (§V:4თ | ცხადია, წარმოადგენს ი,რა- 

დიუსიანი (0; -რადიუსიანი) წრიული სექტორის ფართობს, რომლის 

გაშლის კუთხე #2, სიდიდეა. ასეთი სექტორების ფართობთა ჯამი, 

VI/ 

  
  

  

ცხადია, მოგვცემს ჩვენი მრუდითა 

და მისი უკიდურესი სხივებით 

შემოსაზღვრულ არეში ჩახაზული 

(მასზე შემოხაზული) ფიგურის 

ფართობს, და ეს უკანასკნელნი, 

როცა #0, 20, ყოველი I-სათვის 

გადაიზრდება იმ ფიგურის 5 

ფართობად რომელიც მშემო- 

საზლვრულია C0,, დ, სხივებითა და 

0=ჩCდ) მრუდით. მეორე მხრივ, (3) 

ტოლობაში ზღვარზე გადას- 

ვლისას, როცა #0, ->0, შუა 

წევრი მოგვცემს 

1V% 2 1% 2 

> |6“(6)=> | / 7(6XV 
CI ი 

ინტეგრალს. 

ჩვენ დავადგინეთ, რომ 

1% 2 

§ “217 (დXი. 

მაგალითი: გამოვითვალოთ ე.წ. ბერნულის ლემნის- 

კატის ფართობი, რომლის მარჯვენა ნახევრის განტოლება 

პოლარკოორდინატებში მოცემულია ტოლობით 

ი? = 9? 00§2დთ (-1594<9) 
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ამ მრუდის ფორმა გამოსა- 
ხულია ნახ. 55-ზე. მის მიერ შემო- 
საზღვრული ფართობის ნახევარი 
შეიძლება გამოვითვალოთ ჩვენი 
ფორმულით: 

5 1C%.5 _ 
ი 2 უი C0§20ძღდ = 

  

იე“ X ე? 
== I C08I0/ =–--, თს 55 

-% 

და, მაშასადამე, სრული (რვიანის ფორმის) ლემნისკატით 
შემოსაზღვრული ფართობი ძ'-ის ტოლია. 

ლექცია 25 

მრუდი ჯზედაპირის ფართობის 

გამოთვლა 

ჯერ განვიხილოთ «უმარტივესი შემთხვევა როცა (9ძ,ხ) 

მონაკვეთზე განუწყვეტელი წ»=/#») მრუდი (სადაც /ს აქვს 

განუწყვეტელი /(X–) წარმოებული) ბრუნავს ღერძის გარშემო (იხ. 

ნახ.56). ასე მიიღება გარკვეული ბრუნვითი 5 ზედაპირი, რომლის 

ფართობის საკითხის განხილვა გვინდა. 

დავყოთ (0ი,ნ) მონაკვეთი, ჩვეულებრივ, #, მონაკვეთებად და 

აღვნიშნოთ »,-ით #X) ფუნქციის მნიშვნელობები #4; მონაკვეთების 

მარცხენა ბოლო წერტილებზე. (>) და (XX) წერტილების 

შემაერთებელი მონაკვეთი ბრუნვისასს შემოწერს წაკვეთილ 

კონუსს, რომლის გვერდითი ზედაპირი ტოლია 
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27201X, 

სადაც Lს-ამ წაკვეთილი 

კონუსის მსახველია. 

მაგრამ |! არის (XX) და 

თ. X»ბა წერტილების 
შემაერთებელი მონაკვე- 

  

თის სიგრძე და ამიტომ 

2 

I, = IX) – XX +(X) – X,)? = C%+) – %)ა|I1+ 201:-X#I. 
%+I 1; 

მაგრამ ლაგრანჟის თეორემა გვაძლევს: 

XII – XI _ #Cთ) 
X+) XI 

სადაც X, რაღაც წერტილია #, მონაკვეთზე. ამგვარად, აღნიშ- 

ნული ტეხილით შემოწერილი ზედაპირის ფართობი ”” უდრის 

თ =X2,CV.) + XX%+) – XXI1+ #””ფC.), 
' 

და რადგან »=#ჩ»X), საბოლოოდ, 

თ =#2, MC) X/1+ # თ XX –»X,)+ 

+M2,/Cთ MI1+ /”?(,XX-) –X,) 

თუ აქ #X,) და #X) მნიშვნელობებს შევცვლით #C2) რიცხვებით, 

გვექნება 

თ =X2) /(X)V1+ /”C)(9ი – »)+8, 
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სადაც ბ ჯამია, რომლის ყოველ შესაკრებში მამრავლებად შევა ან 

#C=) - X,) სხვაობა ან /(XI)-(X,). ცხადია, ყოველი §>0 
რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი ის >0, რომ როცა IM, –X,>», 

გვექნება V (X-)-/ (MI) <8, / (XI) –/CII <8, და ამიტომ 

|§| < 22, VI+#/”C)(%., –X)<26#C6–ი), 

სადაც M =2მX VI + #”თ, როცა ძ < Xჯ<ხ. ამიტომ, საბოლოოდ, 

მჭიდრო დანაწილებისათვის გვექნება (§ < 26·M ·(Cხ6– ი), ეს კი 

იმას ნიშნავს, რომ 8–>0, როცა ყველა XL –X 5 0. 

ასეთ პროცესში, ცხადია, თ ჯამის პირველი შესაკრები 

ხ 
მარჯვენა მხარეში გვაძლევს 2%) /(X) 1+ / 200% ინტეგრალს. 

ძ 
მაშასადამე, ვაჩვენეთ, რომ არსებობს 

ხ 

I) 0C”=2ჯ #6 /I+ #2 (XV» 
ძ 

მეორე მხრივ, სწორედ 0” სიდიდის ზღვარს (როგორც ჩვენს 

ბრუნვით ზედაპირში ჩაწერილი ტეხილების ბრუნვით მიღებული 

ზედაპირების ფართობების ზღვარს) ვუწოდოთ ბრუნვითი გ 

ზედაპირის თ ფართობი. ამგვარად, ჩვენ მივიღეთ საძიებელი 

სიდიდისათვის ასეთი ფორმულა 

თ=2ი(/6)+/2C X 

თუ ამ ფორმულაში შევიტანთ /XX)= 

L
I
 

და X=/(X) 

აღნიშვნებს, გვექნება 
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თ= >» IM 2 |+- თ თ»? + ძე. 

მაგრამ "/ძ»? +ძ»? სიგრძის 4: ელემენტია 7»=/») მრუდზე. ამიტომ 

ბრუნვითი ზედაპირის C ფართობი ასეთი ფორმულითაც შეიძლება 

გამოვსახოთ: 
L 

C=2XI Xძ5, 

0 

სადაც § საწყისი («#ი)) წერტილიდან მრუდზე ცვალებადი (X/#V) 

წერტილამდე მიღებული რკალის სიგრძეა, რომელიც (0+) 
ინტერვალზე იცელება, სადაც L მთელი 7 = #(C(X) მრუდის სიგრძეა. 

მაგალითი: გამოვითვალოთ ციკლოიდის 

| 2“ 3) 

»=ძ0–იი§I) (0<ჯ:<2») 

X ღერძის გარშემო ბრუნვით მიღებული ზედაპირის ფართობი, 

უკვე გამოყვანილი ფორმულის თანახმად, უდრის 

(=27X 

თ=2X 1აია4რ ბ” -თწი- ლ0§/)-/02 0–ი0§1)? +907? §Iი 2,//= 

2Xჯ 2ჯ 
.· ! 

=2X0? IC –C0051M1- 200§/ +1ძ1= 2#ი? IC –00§7)5ი 24% 

0 0 

64 
და მარტივი გამოთვლა გვაძლევს, რომ თ=-კ- 8”. 

ახლა განვიხილოთ ზოგადი პრობლემა არა ბრუნვითი, არამედ 

რაღაც ნებისმიერი გლუვი ზედაპირის ფართობის გამოთვლის 

შესახებ. 
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ვთქვათ მოცემულია ა” ზედაპირი თავიი გაუსის 
კოორდინატების საშუალებით: 

X=/V,V) 

(1) »=Cდ(CV,V) 

?=VV,V) 

სადაც ეს სამივე ორი ცვალებადის ფუნქცია განუწყვეტელი და 

განუწყვეტლად წარმოებადია V« და V-ს მიმართ რაღაც #0 არეში V,V 

სიბრტყისა. 

დავაწილოთ # არე მცირე "მართკუთხედებად”. ავიღოთ, კერ- 

ძოდ, ს-ში #,; მართკუთხედი, რომელიც აგებულია (V,,V,), 

(V,+ ტი,V,), («,,V+ბა) და (V,+40V,V+#4V) წვეროებზე. (1) 

გარდაქმნა მოგვცემს მრუდ C), "ოთხკუთხედს" § ზედაპირზე, 

"წვეროებით": 
4, = (/ («,V, )C(CV, .VICV, )) 

8, =(C/ (, +#V,V; )დ(V, + ტV,V, VICC, + ტV,V,)), 

C, =(/C.V,+4V,19C.V, + ტV,,VCV, + ტV,)) 

ნ, =(/C, +ბი,V; +4V )დC, + ტ,V; + #V ),VIC, + ტი,V; + ტV )) 

ამიტომ გამოსავალი ოთხკუთხედის ფართობი #V-)ტV” გარდაიქ- 

მნება 4,8 და 4,C, მონაკვეთზე აგებული "პარალელოგრამის" 

ფართში. მაგრამ “უკანასკნელი მონაკვეთები მაღალი რიგის 

უსასრულოდ მცირეთა სიზუსტით არიან 

მ მ მV (2 რააა შე რაიბრვე რ.) 

მ/ მ ძV (რატა ვე რიპბრვე რM0M) 
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მონაკვეთები. მათზე თ, აგებული პარალელოგრამის ფართობი 

დაახლოებით გვაძლევს; 

ფართ. 

ი; = V(0,V, –დ,V,) + CV. /, -V.V) +(/,რდ, – ჩდ,» -#ტ · 4V. 

  

მაგრამ, როგორც დიფერენციალური გეომეტრიის კურსიდან 

ვიცით, ეს გამოსახულება ტოლია 

ფართ. (ა; -(#50-#? | -აV 

სიდიდისა, 

სადაც 8= /, +6:+V,.0= /; +01+VI, L= 1, /,+09,0,+V,V,, 
ხოლო ინდექსი ! ფრჩხილებს გარეთ ნიშნავს, რომ ეს ფესვი 

გამოთვლილია (#, V) წერტილში. 

ახლა, ცხადია, რომ ყველა C), ფარავს §-ს, და ამიტომ მათი 

ფართობების ჯამის ზლვარს, ბუნებრივია, ვუწოდოთ 25” 

ზედაპირის ფართობი. მივიღებთ: 

ფართობი § =Lიი 2(#80 _ჯ? | ტტ» = II» 856 - L?ძიძ". 
( ' 59 

ესაა § ზედაპირის ფართობის საძიებელი ფორმულა. 

კერძო შემთხვევა. თუ § ზედაპირი მოცემულია 

2=IX)) ტოლობით, შეგვიძლია მივიღოთ X=Iს, 1X=V, 2=/LX.)). 

ამიტომ გვექნება: 

2ე 2) 2 2 მ/ 2 
M=X.+X.+2, =1+0+/, =I+ > | =1+ი“, 

X 

  

· მ ი 
აქ დკ,დ,,... აღნიშნავენ მა 9 კერძო წარმოებულებს. 

M V 
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2 მ/ I თ=X2 #ა7+751+0+/2=1+ 2 =1+ძქ?, 

M=XX,+ ».», + 2,2, =0+0+ ჯძ = ჯძ. 

მაშასადამე, 

სCთ- #2 =(+ ი?I+ყ?)– ჩი7?ც? =1+ ?+ძ2. 

ამგვარად, ასეთი ზედაპირის თ ფართობისათვის გვაქვს 
ფორმულა 

_ მ/V .(მ/ V 
თ-|| (MX) 42) ·ძXთ. 

ლექცია 26 

ვივიანის ამოცანა 

განვიხილოთ X0X2 სივრცეში #-რადიუსიანი MX სფერო (იხ, 

ნახ.57) ცენტრით კოორდინატთა C0=>(0,0,0) სათავეში და ამ სფე- 

როთი შემოსაზღვრული M ბირთვი. X სფეროს გადაკვეთის წერ- 

ტილი X ღერძის დადებით ნახევართან აღვნიშნოთ ”-თი. ცხადია, 

#=(Mს.0,00) ავაგოთ X01I/ სიბრტყეში C წრეხაზი 0” დიამეტრზე. 

ავაგოთ ცილინდრი C-ზე 7 ღერძის პარალელური მსახველებით. ეს 

ცილინდრი M ბირთვიდან ამოკვეთს გარკვეულ §ბპარეს და MX 

სფეროდან გარკვეულ წ ზედაპირს გამოვითვალოთ (4-ს 

(§–X|I მოცულობა და § ზედაპირის Cთ ფართობი (ვივიანის ამოცანა). 

განვიხილოთ საჭირო სურათი XV სიბრტყეში (იხ. ნახ. 58). 

ცხადია, საძიებელ (ა მოცულობას და აჯ ზედაპირს XVI 

სიბრტყეში აქვს საერთო # დიამეტრის მქონე წრიული გეგმილი, 

რომლის შიდა ნახევარი ნახ. 58-ზე #2--თია აღნიშნული. 
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       -L 
ნახ. 57 ნახ. 58 

თუ სივრცის მხოლოდ X»X>20, X»2>20, 2>20 მერვედით 

დავკმაყოფილდებით, ცხადია, გვექნება: 

MI. II» 

<= IIVI+2 +22ძაძა, 
ია 

სადაც 20) წარმოადგენ #? სფეროს განტოლებიდან 

X>+უ)2+=ს 27-ის ამოხსნით მიღებულ ფუნქციას დადებითი 

ნიშნით, ე.ი. 7=+-/#2 _ჯ? – (ს») წერტილი ეკუთვნის # 

ნახევარწრეს). 

|§2| “1 “ის გამოსათვლელად შემოვიტანოთ პოლარ კოორდინა- 

და 

ტები 0-ზე: X=000§დ,7=031იდ, მაშინ გვექნება 2=4/M2 –ი?2 და 
თუ ს M-ლში დავრჩეთ, უნდა ჩავთვალოთ, რომ დ იცვლება 

0.% 
#0056-მდე. ამიტომ 

საზღვრებში, ხოლო (0 იცვლება ასეთი დ-სათვის 0-დან 
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MX6C05თ 

მ-ი, I V 8? –ი? ·იძ შანი 
  

C 
ახლა გამოვითვალოთ 3 

ჯ 
შევნიშნოთ, რომ 2= დ? -ჯ? – წ» გვაძლევს 2ჯ _ ჯ» 

2, =- 2 და ამიტომ 
2 

2 2 
2,2 ? -X -»V _ ს 

)V”12ე=“ 3: –= დ? – ჯ? – 

მაშასადამე, 

9. --" თი. 
4 7 – 

პოლარ კოორდინატებზე გადასვლა გვაძლევს: 

XC0§დთ % #ი-0ლდთდ თ (4 M”იძი_ _ (_ ა /ი2_ე2| კდ, 
>. 2 62 _ 02. - ჩ ჩ 0 წ 
4 0 0 LI –ი 0 

აქედან მარტივად ვღებულობთ, რომ 

2. 
თ=4#7| – –1 
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ინტეგრალის მიახლოებითი გამოთვლა 

განსაზღლვრულ ინტერგალთა გამოთვლა სასრული სახით 

მხოლოდ იშვიათ შემთხვევაში ხერხდება. ეს განსაკუთრებით 

ადვილია,კ როცა საინტეგრაციო ფუნქციის პირველყოფილი 

გამოისახება ელემენტარულ ფუნქციებში. მაშინ განსაზღვრული 

ინტეგრალის მნიშვნელობა უბრალოდ მიიღება პირველყოფილში 

საზღვრების ჩასმის განხორციელებით. როცა ეს ხერხი არ 

ხ 
გამოდგება, ცდილობენ | #/თ4: ინტეგრალის მიახლოებითი 

ძი 
მნიშვნელობის პოვნას. ამ მიმართულებით არსებობს სხვადასხვა 

ხერხები. მთავარი მიდგომა ასეთია: #X)-ის ნაცვლად იღებენ მეორე 
დ(ი) ფუნქციას, რომელიც გარკვეული აზრით ახლოსაა /Cთე-თან და 

ხ 
ისეთს, რომლის ინტეგრალი I დ(X)ი2X ადვილად გამოითვლება. ამ 

ძი 
უკანასკნელს ღებულობენ ძირითადი ინტეგრალის მიახლოებით 

მნიშვნელობად. 

შევეცადოთ ერთი ასეთი ხერხის განხორციელებას. დავა- 

ნაწილოთ (თ,ხ) მონაკვეთი წერტილთა M=X.)<X,<X,<...<X,,<X,=ხ 

სისტემით და მოვძებნოთ ისეთი #-ური ხარისხის თდCე) პარაბოლა (I 

ხარისხის მრავალწევრი), რომელიც გადის X=/X) მრუდის 

(«ი.70)= (9, / (0))(=/(= .-» სთ-) „/C,-)) C,, #C,))= დ. / დ) 

წერტილებზე. ვთქვათ, დ()-ის (ჯერჯერობით უცნობი) კოეფი- 

ციენტები ძი, ი,..., რ, რიცხვებია, ე.ი. ვთქვათ, 

დ(X)= ძე +თ,X+...+0თ,X" (1) 

მაშინ ჩვენი პირობები გვაძლევს: 

ძე +01X0 +02X6 +..+ ი,„X1 = /(X0) 

ძე +01XI +თეXI +..+ ძ,XI = /(X) თ 

ძე +0)X, + ძეX2 +..+ძეXჯ = #(C,) 
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ეს ტოლობები წარმოადგენენ M+1 უცნობიან (ესენია თ, ძ,,...., 0.) 
განტოლებათა ხაზოვან სისტემას რომლის დეტერმი5ანტი 
ნულისაგან განსხვავებული რიცხვია, როცა ძ=Xა<X,<X,<...<X,=ხ) 
(როგორც ჩვენ ამას ვითხოვთ), ერთმანეთისაგან განსხვავებული 
რიცხვები. მართლაც, ამ სისტემის დეტერმინანტი ცნობილი 
ვანდერმონდის 

1,X0,Xგ =2 

1.XI, X ...X- 

დეტერმინანტია, რომელიც, როგორც ცნობილია #0. ამოვხსნით 

რა ამ სისტემას თ,, 0ძ,..... რ, უცნობების მიმართ, შევადგენთ (1) 

სახის დ(ჩ პოლინომს, რომელსაც /) ფუნქციის საინტერპოლაციო 
პოლინომი ეწოდება(ი/ი)), (X,/CX,))....,(X,IMCX)) კვანძებით და 

რომელიც ერთადერთი ისეთი, არა უმეტესი, ვიდრე ”I-ხარისხის 

კოლინოზია, რომლის X»=Cდ(X») მრუდი გადის ყველა აღნიშნულ 

ხ 
კვანძზე, ამის შემდეგ, ნაცვლად | #თ«: ინტეგრალისა, 

ი 
გამოვითვლით მის მიახლოებით მნიშვნელობას რომელიც, რა 

თქმა უნდა, ადვილი გამოსათვლელია. 

მაგრამ სიძნელე ის არის, რომ იძ, (I=0,1..../,)კოეფიციენტების 

მოძებნა (2) სისტემიდან, როცა I”! დიდი რიცხვია, გარკვეულ სირ- 

თულეს წარმოადგენს. მეორე მხრივ ლაგრანჟს ეკუთვნის ხერხი, 

რომელიც საშუალებას იძლევა დავწეროთ საძიებელი C( 

პოლინომი ისე, რომ ფაქტიურად არ გამოვითვალოთ ით, (I=0,1,...,!) 

კოეფიციენტები (2) სისტემიდან. განვიხილოთ ამ მიზნით შემდეგი 

(I+1 ცალი) 7 ხარისხის X)(X), X,(X).X,(X9), პოლინომები: 

(X-X, XX-X.).(X-X,) 

მ ა-ი) - 2) -M)' 
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_ სCთ-XXX- X).(X- X) 
მთ ი = XX ==) =X)! 

სნ). C6-X).6C-M-)C-4)C-») _ 
(თ; – X0)..(XL – XL-I XXL – XL+I1.-(X, – X,) 

„> C-X)C-M)-C-+-) 
(= ““ X0 MX –X ).C, “7%ი-1 ) 

ცხადია, რომ ყოველი X,(»X), წარმოადგენს # ხარისხის პოლი- 

ნომს და, ამასთან, ყოველ მათგანს გააჩნია ის თვისება, რომ 

X#L)=0, 

როცა 0<<” და I!%#X, და XLCXL)=1. 

ეს ტოლობები ელემენტარულად მოწმდება. ახლა ავიღოთ 

რალაც 70,XI,..--»- რიცხვები და შევადგინოთ 

#C)= X»აXა(X)+ XX (X)+...+ »X,X,(X) 

ცხადია, ეს #CX) აგრეთვე პოლინომია, რომლის ხარისხი არ 

აღემატება MI-ს და IXX) =», ყოველი !I-სათვის (I =0,.1,...,/7). 

მართლაც, თუ X-ის ნაცვლად #(X)-ში შევიტანთ X, რიცხვს 

(სადაც 0<1<1)) გვექნება: 

ჩCთ,)= XაXი(X)+ XIXICX)+...+ X,X,(X,)+...+ »„Xი(=) 

მაგრამ ყოველი X,(X)=0 თუ # #I და მხოლოდ X/X)=1. ამიტომ 

გვექნება: 
  

შევნიშნოთ, რომ X„/#(X) პოლინომის მრიცხველში არ მონაწილეობს 

X-– X, მამრავლი, ხოლო მნიშვნელი მიიღება მრიცხველიდან, როცა X-ის 

მაგივრად მასში X, ჩაისმება. 
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ჩთ)=)  (=0,.L..») 

ამ პოლინომს ლაგრანჟის საინტერპოლაციო პოლინომი 

ეწოდება. (Xე»Xე). C,,),.- (თ) კვანძებით. ყოველი ასეთი 

კვანძებისათვის ეს ერთადერთი ისეთი პოლინომია, რომელსაც 

აქვს M-ზე არაუმეტესი ხარისხი და X=IXX) გადის ყველა ამ კვანძზე. 
ახლა ჩვენთვის საინტერესო CC) ფუნქცია, ცხადია, დაიწერება 

C(X)= / (Xი)Xი(X)+ / (= )X,(თ)+...+ / C,)X„ ი) 
ხ · 

სახით, და I #(X)ძX-ისათვის მივიღებთ მიახლოებით ტოლობას: 
ძ 

თათ /%) XC /C)წ%C +. +/C) XC 

შევნიშნოთ, რომ მარჯვენა მხარის ყველა აქ განხილულ ინ- 

ტეგრალს სასურველია მივცეთ სტანდარტული სახე; ამ მიზნით 

ავიღოთ X,(X) და განვიხილოთ X ცვლადის შემდეგი სახის 

გარდაქმნა: 

  

X=0+Iტ-ი) 

მაშინ (=5-9 და Xე=0,X,..,X, =ხ კვანძები გარდაიქმნება 
–ძ 

სათანადოჯა 

– X –ძ 
9ე =0,0,=21-“,0ე=22-“ 0, =1     

ხ–ძ ხ-ძი”. 

კვანძებში. ამასთან, ძX=(ხ-იას” და I=0 გვაძლევს X=0, 1=1 

გვაძლევს X=ხ. ამიტომ 
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ხ 
IX, თV> 

1 : 
IL –0,).(( –0, XI –<0,,,)..# –0, XI –1) 

დ- ი 0,(0, –0, )..(9, – 0, , X0, – 0,+, .6 – ნ -, X9, – ს“ ” 

  ამგვარად, საბოლოოდ, თუ 8; აღნიშნავენ > L- “+ სიდიდეებს (როცა 

1=0, 1,...71), ინტეგრალის მიახლოებითი ფორმულა გვაძლევს: 

(#Cთ«- 

(( –მ))...V –მ, I)I –მც)).. C-ს», 
=(ლხ– თა /თა სად - –0ჯ.. (0, –0, 1X9;, –0,/1).. წა ი # 

(სადაც, სხვათა შორის, 8,=0,0,=1). 

მაგალითი: ავიღოთ შემთხვევა, როცა M=2 და მივიღოთ 

(თ,ხ) შუალედში კვანძებად Xე = 0,X, = +ხ   .X2 =ხ. 

ასეთ შემთხვევაში გვექნება სულ სამი 0,: 

  ხ+ძ _ 
1 

მე =0, მ =-L--–-=-, 0; =1. 

გამოსათვლელია სამი ინტეგრალი: 

0 

1 1 

2 =|(XV-IX -IM=) (V7 –+X+1M==, 
(რენა ! ' · IC ხარა 
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( (- (!'(- წოლა (ე -ეი- 
2( 2 მ 

ამის გამო ასეთი სამკვანძიანი ინტერპოლაცია გვაძლევს 
ინტეგრალის შემდეგ მიახლოებით მნიშვნელობას: 

, «+ 
I/თ«ი=6-ი /0,4% ი 

6 6 

(კოტესის ფორმულა). 

ახლა გამოვიყვანოთ განსაზღვრული ინტეგრალის მიას- 

ლოებითი ფორმულა, რომელიც სიმპსონის სახელს ატარებს. 

ამისათვის დავანაწილოთ ინტეგრაციის (ის) შუალედი 27” 

თანასწორ ნაწილად წერტილებით: 

Xი =0<X, < Xე <...< Xეგ-)ხ =X-ი, 

სადაც X,=ძ+ კპ-% = 0,L...2/) 
7 

აღვნიშნოთ /C) ფუნქციის მნიშვნელობანი ამ საკვანძო 
წერტილებში X»,=MX) ასოებით. განვიხილოთ (ი,ნ) შუალედის 

შემდეგი M ქვეშუალედი (თ,X,), (X,.X,)..-(%. ია) (X.;,ხ) ყოველ ამ 
შუალედში, რამდენადაც X, არის (თ,X,);ის შუა წერტილი, X, არის 

(XX) ის შუა წერტილი და ა.შ., X,, არის (X,,,ხ) შუალედის შუა 

წერტილი, შეგვიძლია გამოვიყენოთ კოტესის უკვე გამოყვანილი 

მიახლოებითი ფორმულა. ასე მივიღებთ ტოლობებს: 

I/CV>?-“იი +4), +X2) 
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7, 

ხ- 
(/C =--- (% +4Xწ3+ X2 

X 

ხ 
ხ – 

|#CM = “სა, + 4X2ი-I + 7) 

X2ი-2 

ამ ფორმულების შეკრება მოგვცემს მიახლოებით ფორმულას. 

ხ 

I#თ#= 
« 

ხ- 

= –-“ სი + X#,+ 205 + Vკ +...+ X2ი-2)+ 4C, +X»3+..+ 7X2ი–1)I 

ამ ფორმულას სიმპსონის ფორმულა, ეწოდება. ის, განსა- 

კუთრებით მაშინ„ როცა " საკმაოდ დიდია, ძალიან კარგ 

მიახლოებას გვაძლევს. 

კარგ მიახლოებას გვაძლევს უკვე კოტესის ზემომოყვანილი 

თ, 
ფორმულაც. მაგალითად, («ი XძX -სათვის, რომლის ზუსტი 

მნიშვნელობა უდრის 1-ს. კოტესის ფორმულა, რადგან X,=0, 

#2 

  

X =%, X% =% და, მაშასადამე, 7Xი=0, ა) =5> X», =1, 

გვაძლევს · 
· წ 

I ?5|ი XძX = 13 (2#2 +I). 

ცხრილების გამოყენებით უკანასკნელი გამოსახულება დაახ- 

ლოებით ტოლია 11,9948 -სა. 
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ლექცია 27 

ტრიგონომეტრიული მფპრივები 

ტრიგონომეტრიული მწკრივი ეწოდება შემდეგი სახის მწკრივს: 

5 + 2.“ 005MX +ხ, 51ი ML 
L=I 

სადაც თა, 0... რ... ხ,, ხ,....ხ,.. ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვებია 

თ 
(აქ “ს, რომელიც ასეთი სახით ჩაწერილია ტექნიკური მოხერ- 

ხებულობის მიზნით, ამ მწკრივს თავისუფალი წევრი ეწოდება; 

2, შეჯამების ნიშნის ქვეშა ფრჩხილები არ გამოიყენება, თუმცა, 

#=1 

რა თქმა უნდა, იგულისხმება, რომ შეჯამება ეხება სინუსების 

შემცველ წევრებსაც). 
ისმება კითხვა: რა დამოკიდებულება არსებობს ამ მწკრივის 

კოეფიციენტებსა და მის ჯამს შორის, თუ (I) კრებადი მწკრივია. 

სანამ ამ ძირითადი საკითხის გარკვევაზე გადავიდოდეთ, 

დავადგინოთ ზოგიერთი აუცილებელი ტოლობა. 

ვაჩვენოთ, რომ 

2X 

L |ფი»თ-ძი XI-X=0, როცა და II%#/! და I! და M მთელებია. 

0 

2X 

IL I C0§/X·.C051LXთX =0, ” 

0 
2ჯX 

III. | ვი თ»-თი§ძ»=0, ყოველი VI, M-სათვის, როცა ისინი 

0 

მთელებია. 

16 ა. რაზმაძე 24!



2X 2X 

IV. |5ი? თაძ-= | ია? თსძX=», ყოველი მთელი 7 რიცხვი- 

0 0 

სათვის, თუ ”#>1 (შევნიშნოთ, რომ, როცა #I=0, პირველი ამ 
ინტეგრალთაგან ტოლია ნულისა, ხოლო მეორე უდრის 2X-ს). 

ყველა ეს ტოლობა ერთნაირი ხერხით დგინდება და ამიტომ 

ვაჩვენოთ, როგორ მიიღება, მაგალითად, III და ერთ-ერთი IV 

ტოლობებიდან სხვა შემთხვევებს: განხილვას მკითხველს 

ვანდობთ. 
დავამტკიცოთ ჯერ I. ამისათვის შევნიშნოთ, რომ 

§10 771X · §1I1/2X = _ IC05(თ + 71)X – C05( – /)XI 

და ამიტომ 

2X I 2X I 2ჯ 

|ფით>-5ი #X= > |თიძლ+»)X-> | იარ –»)»X= 

0 9 0 

_1 აალშიX “ _1 პილ-»X “ _0. 
2 I 0 2 ”–: ი 

ახლა შევამოწმოთ III ტოლობა. ამისათვის გავიხსენოთ, რომ 

§10 /71XC0571X = 1 სით + 70)X + §1ი(71– #)XI და, მაშასადამე, 

2ჯX 1 2 1 2ჯX 

| ფი თ»-იი§/»რი= > მი(0+»)X2X+> |ფილრ-–»)ი= 

0 0 0 
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· როცა MI%IV), 
1 - თ09(1+7 »” LI - იი5(თ – > ” 

  

_ 2 MI +» ი 2 ,-M ი 

2 2 2 
2 უ= ი MI = VI. 

მაგრამ ჩასმის შედეგი ორივე შემთხვევაში მოგვცემს 0-ს. 
ბოლოს განვიხილოთ 

2ჯX 2. 2 2. 

|? MIXთX = |“ = | -4+ 

0 0 0 

1“ I 
+ | იამითი-ი+1. 

2 2 

· 2X 
§10 2IIX 

=X+0=X. 
2M | 
  

ამ ტოლობების შემოწმების შემდეგ განვიხილოთ (1) მწკრივი 

და ვიგულისხმოთ, რომ ის თანაბრად კრებადია მთელს (0,2 

შუალედზე' და აღვნიშნოთ მისი ჯამი /)-ით. 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ ამ მწკრივის გამრავლება C0§5VIჯ 

ან §II/IX მამრავლზე არ დაარღვევს მწკრივის თანაბარ კრებადობას. 

მართლაც, (1)-ის თანაბარი კრებადობა ნიშნავს იმას, რომ 

ნებისმიერი §>0 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი M(§), რომ როცა 

თ 

პეხიხხი-ტხათხ <6 ყველგან |0,2M) შუა- 
#=ი 

ლედზე. მაგრამ ასეთ დროს, გვექნება: 

# > V(86),გვექნება 

  

  

! ასეთ შემთხვევაში, იმის გამო, რომ ამ მწკრივის წევრები პერიოდული 

ფუნქციებია 2» პერიოდით, ცხადია, ეს მწკრივი თანაბრად კრებადი იქ- 

ნება მთელს (–თ,+თ) შუალედზედაც. 
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#L=/ 

2ეყი XC, C05LXL+ ხ, §Iი M = |§Iთ IXI · 

  
2,“ C05#MX+ ხხ, = < 
#=ი 

< 

  #=7 
ეს კი იმას ნიშნავს,რომ თანაბრად კრებადია აგრეთვე 

ბ,“ C05MX+ხ, მიხ <-ი 

თი C “ ი ცეს 
- 9ი/MX+ 2,“ C05#MX51ი IX + ხხ, 510 LX§Iი IX 

#=I 

მწკრივიც. მეორე მხრივ, ამ მწკრივის ჯამი, ცხადია, #X)5IიX 

ფუნქციაა. ' 

ამგვარად, ჩვენ ვხედავთ, რომ 

· თი . C · . · 
)51ი7X= – 9 ყყიX+ 9 ი, 605510 IX + ხ, §1ი LX510 7IX, 2 ( : M 

M=1 

სადაც მთელი /1>1. 

ასევე შემოწმდება, რომ 

L-:ქ 

ძ : : 
#(>)ლი§ I» == 0057X+ 2.“ C05#XC05 77IX + ხ, 510 LX51ი IX, 

#=) 

ყოველი მთელი ”!> 0 -სათვის. 

ზემონათქვამის ძალით, “უკანასკნელი თოღრივე მწკრივი 

თანაბრად კრებადია და, ამიტომ ჩვენ შეგვიძლია მათი წევრ-წევრა 

ინტეგრაცია IC,2XI მონაკვეთზე. მივიღებთ: 

2ჯ 2M თ 2 

Iჯ/თხი MIXთX == (აი 7LXთX + 2,“ –” 

0 0 M=1 0 
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2% 

+ხ, («ი MX510 XXI 
0 

და 

2% ძ 2X თ 2# 

|#7თ9ი: 7LXთX = 5. IC» MLXთX + ბ, მძ, |5ი» #LXC035 IIXთX + 

0 0 #=! 0 

2ჯX 

+ |Vი LXC057IXთX 

0 

მაგრამ L IL II, IV თვისებების თანახმად, აქედან, ვინაიდან 

მარჯვენა მხარეში მხოლოდ თითო ინტეგრალი გადარჩება 

განულებას, მივიღებთ: 

2 

I # (X)§Iი MXCX = ჯხ,, თ > 1) 

0 

2ჯX 

|#(ფთათიძ»=7ი,C >1) 
0 

2X 

I /M= 592» = ძე» 
0 

(შემთხვევა XI=0 წინა გამოსახულებაში). 

ამგვარად, საბოლოოდ ვღებულობთ: თუ (1) ტრიგონომეტ- 

რიული მწკრივი თანაბრად კრებადია I0,2») შუალედზე და #ი 

აღნიშნავს ამ მწკრივის ჯამს, მაშინ 

2ჯ 

რ =+ I/თ«: MXთი,  (M120), 
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2X 

ხ, =- I # (X)ი XX, (2 >1). (2) 

ამ კოეფიციენტებს #X) ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტები 

ეწოდება. ახლა განვიხილოთ, საზოგადოდ, რაიმე განუწყვეტელი 

#00 ფუნქცია განმარტებული (0,2X) შუალედზე. ცხადია, მისთვის 

შეიძლება გამოვითვალოთ (2) ფორმულებით განსაზღვრული 

0ი,„(I0>0) და ხ,(IM1>1) ფურიეს კოეფიციენტები. ამის შემდეგ 

შეგვიძლია შევადგინოთ ამ კოეფიციენტებიანი 

თი  C . 
–-+ 2,“ 005MX+ხ, §1ი IX (3) 

2 #=1 

ტრიგონომეტრიული მწკრივი.მას /#X) ფუნქციის ფურიეს მწკრივი 

ეწოდება. ის, რაც აქამდე დავამტკიცეთ, შემდეგი შინაარსის 

დებულებაა: თუ (1!) ტრიგონომეტრიული მწკრივი თანაბრად 

კრებადია (0,2X) შუალედზე და #X) აღნიშნავს ამ მწკრივის ჯამს, 

მაშინ (1) მწკრივი არის #X) ფუნქციის ფურიეს მწკრივი. 

ახლა სულ სხვანაირად დავსვათ საკითხი. განეიხილოთ 

ნებისმიერი განუწყვეტელი #X)ან უფრო ზოგადად, რაიმე ისეთი 

ფუნქცია” /#>X), რომელსაც შესაძლებელია ჰქონდეს წყვეტის 

წერტილთა სასრული რაოდენობა, მაგრამ ისე, რომ მისი 

ინტეგრაცია შესაძლებელი იყოს (0,2) შუალედზე). გამოვით- 

ვალოთ ამ ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტები (2) ფორმულებით 

და შევადგინოთ მისი ფურიეს (3) მწკრივი. კრებადია თუ არა (3) 

მწკრივი და თუ ეს ასეა, რა კავშირი აქვს (3)-ის ჯამს #») 

ფუნქციასთან? 

ეს ფურიეს მწკრივთა თეორიის ძირითადი საკითხია და მისი 

გადაწყვეტის მიზნით წინასწარ მოგვიხდება გარკვეული სახის (ე.წ. 

დირიხლეს) ინტეგრალის ყოფაქცევის შესწავლა. 

  

" ეს პირობები დაზუსტებულია ქვემოთ, დირიხლეს პირობების სახელ- 

წოდებით. 
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ავიღოთ რაღაც (Lი,ხ) შუალედი და მასზე განსაზღვრული დVთ) 

ფუნქცია. ვიტყვით, რომ C(X) აკმაყოფილებს დირიხლეს პირობებს 

L(თ,ხ)-ზე, თუ: 1) დ(X) შემოსაზღვრულია (|0,ხI-ზე. 2) მთელი (0,4) 

შეიძლება დავანაწილოთ სასრული რაოდენობა წერტილებით 

0<X)<X:<...<X-<ხ, ისე რომ თითოეულ შუალედზე (იXI), 

(=-C)....(X,,ხ) ეს ფუნქცია იყოს მონოტონური. 3) CC) ფუნქციას 

(ი,ხ)-ზე შესაძლებელია ჰქონდეს სასრული რიცხვი წყვეტის 

წერტილებისა, რომლებიც პირველი გვარისაა, ე.ი წყვეტის 

რომელიმე X წერტილში უნდა არსებობდეს Cდ(X) ფუნქციის ზღვარი 

მარცხნიდან თ(X -0) და ზღვარი მარჯვნიდან – C(X+0). 

ახლა განვიხილოთ ასეთი C(CX) ფუნქცია და ავიღოთ მისი ე.წ. 

დირიხლეს ინტეგრალი | 59”%ილიძი სადაც ” რაიმე მთელი 
ძ 

რიცხვია. 

წინასწარ შევისწავლოთ უფრო მარტივი ინტეგრალის, კერძოდ, 
ხ-: 

I 07%, ინტეგრალის ყოფაქცევა. 
ი #X#X 

ვაჩვენოთ, რომ, როცა X=0 წერტილი მდებარეობს Lი,ხ) 

მონაკვეთის გარეთ, ანუ, როცა 0<0<ხ, ან ი<ხ<0, მაშინ 

  

ჯ 

  

ხ . თ, 6-0, 
I(ი1 ჯ 

თ-39 6 

მართლაც, ვთქვათ ადგილი აქვს პირველ შემთხვევას (მეორე 

1 
შემთხვევა ანალოგიურად განიხილება), ე.ი. 0<0<ჩ, აქ – კლებადი 

»ჯ 

ფუნქციაა (ი,ხ) შუალედზე და ამიტომ, საშუალო მნიშვნელობა. 

მეორე თეორემა გვაძლევს: 

ხ . 
§1ი IX 1ჯ. C0577ძ – C05 C/! 

I 61 | ათთა - ამა იანი, 
X 0 #62 

ძ ძი 

სადაც 6 რაღაც წერტილია: ძ <ხ<ხ. მაგრამ ამ ტოლობის 

მრიცხველი აბსოლუტური სიდიდით არ აღემატება 2-ს, მაშინ როცა 
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”.-39, აქედან გამომდინარეობს სასურველი დასკვნა. ახლა 

განვიხილოთ შემთხვევა, როცა ძ<ჩ<0. ასეთ შემთხვევაში (რადგან 
510 71X 
  ლუწი ფუნქციაა) გვექნება 

    

ხ . –ი ,. · 
„ 1. და 0<-ნ<-თძ; 

ჯ Xჯ 
ძი 

ამიტომ კვლავ გვექნება: სთ თ |. 59% 0. 

ახლა განვიხლოთ ის შემთხვევა, როცა ინტეგრალის ერთ-ერთი 

საზღვარი 0-ის ტოლია. ვთქვათ, კერძოდ, ძ=0<ხ. დავამტკიცოთ, 

რომ ასეთ შემთხვევაში IIთ CL > 7. 
თI-3= 2 

მართლაც, აღნიშვნა /1X=)) გვაძლევს 

  

ხ . ”ხ . 
| 94% - | 55 ს, 

X ი 7 

და, ცხადია, რომ, როცა M#M-–-პთ, მივიღებთ დასამტკიცებელ 

ტოლობას. ანალოგიურად მტკიცდება, რომ, როცა ძ<0=ჩ, 

ფ შრი 

„თ. 

ახლა გადავიდეთ დირიხლეს ინტეგრალის შესწავლაზე. 

როგორც “უკვე აღვნიშნავდით, ასე ეწოდება ინტეგრალს 

(3რ%თი სადაც დთდ(X) ნებისმიერი კლებადი ფუნქციაა. 

აღვნიშნოთ C(ი+0) და Cთ(ხ-0)-იით დ(») ფუნქციის ზღვარი 

სათანადოდ, ძი წერტილში მარჯვნიდან და ხ წერტილში 

მარცხნიდან. გამოვიყენოთ ვეიერშტრასის ფორმულა: 
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(შრი (იძი = +) შმრ%2 6 -ი) “გ მმრი 

სადაც ძი<6<ჩ. ვთქვათ, მაგალითად, 0<0<V. (ან ი მაშინ ძ,C 
და 6,ხ დადებითებია (სათანადოდ, უარყოფითებია და ამიტომ, 

როგორც უკვე ვნახეთ”) ეს ინტეგრალები მიისწრაფვიან ნული- 
საკენ. მაშასადამე, გვექმებ“ 

ფორი C MX=0. 

„II, 

ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, როცა ძ=0 და ხ>0 (ან ი<ხ, ხ=0), 
მაშინ მიილება: 

    

(ლორი C MX= ი შმ%აი- “ეო. 

სადაც 0<6<ხ. მაგრამ უკანასკნელი ინტეგრალის ზღვარი ნულია, 

რადგან 6,ხ დადებითი რიცხვებია, ხოლო პირველი ინტეგრალი 

ზღვარში გვაძლევს M-ს ამგვარად, ჩვენ დავადგინეთ”), რომ, 

როცა #>0, 

  

“ შევნიშნოთ, რომ აქ C დამოკიდებულია საზოგადოდ II-ის არჩევაზე 

ე.ი. უნდა გვეწერა ხა. მაშასადამე, M-ის ცვალებადობის დროს ის მუდ- 

მივად არაა. მიუხედავად ამისა, სხ ა ეყ, 3078), 

(რადგან C< 2 < ხ და ყოველთვის მოშორებულია 0-საგან). 

' ეს მსჯელობა სავსებით გამართულად არ გამოიყურება. საქმე ისაა, 

რომ C აქაც, საზოგადოდ, M-ზე დამოკიდებული სიდიდეა, რომელიც, ამ 

შემთხვევაში (0,ხ) საზღვრებშია მოთავსებული. აქედან კი არ ჩანს, რომ 7II- 

ის ზრდისას C არ შეიძლება ნულს უახლოვდებოდეს. ეს, რა თქმა უნდა, 
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უდ შბ მირ) =75ი60+) 

§1ი IX 
  (რომ, როცა ძ<0, Mთ დC)ძX= 5 %(0-). ბოლოს, როცა 

ძ 

ძ<0<ჩხ, წინა ორი შემთხვევის გათვალისწინებით, იმის გამო, რომ 

I =|+| · ადვილად დავასკვნით, 
ძ "0 : 

სფ | პირ%ცაბი 7 -)+%04) 

ამგვარად, ჩვენ დავადგინეთ, რომ როცა ”-–->=, დირიხლეს 

ინტეგრალისათვის სამართლიანია შემდეგი ზღვარითი ტოლობანი: 

0,თუძი<ხ<0ან 0<ი<ხ 

29%0+)თუ« =0<ხ 

ფო C MX= 

„ათ, 290-)თუ« <0=ხ 

2196 +)+ დ(0-–-)) თუძ<0<ხ 

  

დასკვნის გაკეთების საშუალებას არ მოგვცემდა, რადგან, როცა C, -=30, 

შესაძლებელია (ომმრზც -ს ზღვრად M არ ჰქონდეს, ისევე როგორც 

ხ · 
L“ 8ი”%. შესაძლოა არ მიისწრაფოდეს ნულისაკენ! საბედნიეროდ, 

შელეგი, რომელიც აქაა ჩამოყალიბებული, სწორია. მისი კორექტული 

დასაბუთება იხ. შენიშვნაში '” 
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იმის გამო, რომ ზრდადი დ(ი ფუნქციის შემთხვევაში –დCთ) 

კლებადი ფუნქციაა, გვექნება: 

წმი”%, (0 = ორი დ(X)MX 

ძი 

  

ამიტომ, ახლახან მოყვანილი ზღვრული დამოკიდებულებანი, 
სამართლიანია (ით,ს) მონაკვეთზე განსაზღვრული ზრდადი 
ფუნქციისათვისაც. 

ლექცია 28 

3 უნქციათა წარმოდგენა ფურიეს 

მწპრივის საშუალებით 

ავილოთ ისეთი ნებისმიერი თდ(») ფუნქცია (თ,ხ) შუალედზე, 

რომელიც აკმაყოფილებს დირიხლეს ზემოთ ჩამოთვლილ პირო- 

ბებს და დავადგინოთ, რომ წინა ლექციის ბოლოს მიღებული 

ზღვარითი გამოსახულება დირიხლეს ინტეგრალისათვის სამარ- 

თლიანია ასეთი ზოგადი სახის თდC) ფუნქციისათვისაც. მართლაც, 

სანიმუშოდ განვიხილოთ შემთხვევა, როცა ძ<0<ხ. რადგან C(X) 

აკმაყოფილებს დირიხლეს პირობებს, (ი,ხ) შუალედი შეიძლება 

დავანაწილოთ ისეთ (თ,Cო), (Cთ,C:),., (C,,ხ) ქვეშუალედებად, 

რომელთაგანშიაც თითოეული Cდ(») მონოტონური ფუნქციაა. 

ვთქვათ ჯერ, რომ 0 წერტილი მოთავსებულია რომელიმე ორ 

მეზობელ C, და C,,) წერტილს შორის. მაშინ გვექნება 

ძიძ<თ<C <..<C, <0<0C)<..<0ე <ხ. 

ამიტომ, რადგან 

(ორი) თით 1+/+/ ++) X 
ძი ძ CI CL-I (22 C#1I 
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მაგრამ M-ის უსასრულო ზრდისას, რადგან ყოველი ცალკეული 

ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ დთ(ი მონოტონურია, უკვე დამტკი- 
ცებულის თანახმად, ყველა ინტეგრალი მარჯვენა მხარეში, გარდა 

#1) კიას 
I –-–--დინინ)ძX-ისა, მიისწრაფვის ნულისაკენ, ხოლო ამ გან- 
CX X 

საკუთრებულ ინტეგრალს ზღვრად 7 IVC0–)+ «(0+)) ექნება. ეს 
კი იმას ნიშნავს, რომ კვლავ 

გე ბია -7დრ-)+96+)I 
ძი 

თუ 0<0<M. 

ახლა, ვთქვათ, 0 ტოლია რომელიმე Cჯ, წერტილისა. მაშინ 

გვექნება: 

ს ა მ 42) , 
წაი”%ცნ)ბ- | LL +..+ | + | +.+I|. 

ჯ 
ძ ძ < CL-1I 0 რთ 

მაგრამ მარჯვენა მხარეში ყოველი ინტეგრალი (გარდა შუა ორისა), 

მიისწრაფვის ნულისაკენ როცა: I-ი, დარჩენილი ორი 

ინტეგრალიდან პირველს ზღვრად აქვს M6დ(-), ხოლო მეორეს – 

76 დ(0+) და მიიღება იგივე შედეგი. 
ამგვარად, ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ როცა დ(ჯ) ფუნქცია (ძ,ხ) 

შუალედზე აკმაყოფილებს დირიხლეს პირობებს, მაშინ სამარ- 

თლიანია (4) ზღვრული დამოკიდებულებანი. 

ახლა დავუბრუნდეთ ფუნქციის ფურიეს მწკრივის კრებადობის 

საკითხს და განვიხილოთ (0,2X) შუალედზე განსაზღვრული რაიმე 

ისეთი CდC(I) ფუნქცია, რომელიც აკმყოფილებს ამ შუალედზე 

დირიხლეს პირობებს. დავწეროთ ამ ფუნქციის ფურიეს მწკრივი: 
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ფ+2ე“ C05L+ხ,5Iი ხC (5) 

2ჯ 

ძ. = + IV(თეთია#თძთ (L= 0,1,2,...) 

0 

2X 

ხ, =+ I /C)ყიIით>თ  (C=12,..) 
· 0 

განვიხილოთ (5) მწკრივის MI+1 კერძო ჯამი: 

§თ0) =<. + > (+ | I #(X)Cი5 #თძთ + 
+1- 

#=1 

  

2» 2ჯ 
810 : _ 1 +-- I #(თ)ფი რრე =2- I #(თით+ 

ცუ 21 

+ 1 2, I#(თ)ხი: LXC05LC+ 510 MX5Iი #CI/თ = 
# X=1 0 

= 1/1 +005(თ-– X)+ C052(C – X)+...+ C05/I(თ – 2) #(თMთ 

უკანასკნელი ჯამის გამარტივების მიზნით განვიხილოთ შემდეგი 

სახის ჯამი: 

2, =1+005ჩ+00528+..+00§”ჩ. 
„II 

გავამრავლოთ უკანასკნელი ტოლობის ორივე მხარე 290 წ -ზე, 

მაშინ მივიღებთ 
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ჩ ჩ ჩ 2აი” : 2,596=+ 200589519 2. 20052ჩ5)ი –+...+ 2იი§ჩანი ნ. = 

=§10 აცი ვჩ-ძი + თ ჩ-ა 20 +--+ 

  

. 271+1 . 2M-1 
+| § –-ვყი---- ც 2 ჩ 2 ჩ| 

რაც, მსგავსი წევრების გაბათილების შემდეგ მოგვცემს: 

  

. ჩ _ . 2M+1 
290>- 2,=% 2 8, 

საიდანაც ვპოულობთ, რომ 

ყი 20+1ც 

–= 2 226 
2510 -– 

2 

  

ამ შედეგის გამოყენებით 5,,I(X)-სათვის შეიძლება დავწეროთ 

შემდეგი გამოსახულება 

2X§10 2M+1 (თ – X) 

ზ„ა0=2|---2--- „რთ. 
.· X-Xჯ 

0 2818   

გავიხსენოთ ახლა, რომ 0<X<2#ჯ და განვიხილოთ ჯერ ის 

შემთხვევა, როცა 0<X<2ჯ. 
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ასეთ დროს მოვახდენთ უკანასკნელ ინტეგრალში ცვალებადის 
–X 

გარდაქმნას =1, ე.ი. C=X+2/, მივიღებთ რთ=2ძ! და 
  

ინტეგრაციის ახალი საზღვრები იქნება: -2 და ჩ->. ამგვარად, 

მივიღებთ: 

#-% 

1 §1ი(2/! + 1) ყ =4+ I 30142 +1// »+1 თ X V იჯ #C + 2ჯMი, 

“/2 

ეს უკანასკნელი ინტეგრალი, თუ შემოვიტანთ აღნიშვნას 

ჯ 
დი) = 2:70% +21), ასედაც შეგვიძლია გადავწეროთ: 

ჯ-X 

პად. | 3907+M-V, 
-% 

2 

X»ჯ Xჯ 
სადაც, ცხადია, ლე ო0<#-2. ამგვარად, ეს დირიხლეს ინტეგ- 

რალია, რომელიც გავრცელებულია მონაკვეთზე, რომლისთვისაც 0 

ინტეგრაციის საზღვრებს შორისაა მოთავსებული. შევნიშნოთ, რომ 

  ინტეგრაციის ინტერვალი X სიგრძისაა და I=0 წერტილში – ; 
3)/1 

ფუნქციას აქვს ზღვარი; სხვა არც ერთ წერტილში §Iი! ნულის 
I) 

ტოლი ამ ინტერვალზე არ ხდება. ამგვარად (თუ 2; ს 
Iი 

მნიშვნელობად 1=0-ში 1-იანს მივიღებთ), ეს ფუნქცია ყველგან 

უწყვეტი იქნებ და /#X+2!) ფუნქციასთან ერთად დირიხლეს 
პირობებს დააკმაყოფილებს C(I) ფუნქციაც. ამიტომ ა5,,)(X)- 
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ისათვის შეიძლება გამოვიყენოთ წინა ლექციის (4) ტოლობა. 

დასკვნა: არსებობს 5,,,|I(X)-ის ზღვარი, როცა MI –> = და 

სო 5„აC-766+)+ინ-) 
მაგრამ 

დ(0+0)= IIთ I/(X+2())-IIთ–"--= /(X+0) 
1<––3–0/>0 519! 

სავსებით ასევე, 

«დ -)=. ეი. VC+2/)სთი--= #C-0) 

მეორე მხრივ, 5,კ)(ი)-ის ზღვარი წარმოადგენს, ცხადია, (5) 

მწკრივის ჯამს და, მაშასადამე, ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ #») 

ფუნქციის ფურიეს მწკრივი კრებადია |0,2X) მონაკვეთის ყოველ 

შიგა წერტილში და მისი ჯამი არის 

#(X+0)+ #C-0). 
2 

ახლა განვიხილოთ ის შემთხვევა, როცა X=0. მაშინ 

1 2751ი(0 + 0% 

ბან) | 2/რი. 
0 ძი. 

აქ კვლავ გამოვიყენოთ ცვალებადის გარდაქმნა 25” ე.ი. X=2/, 

ეს მოგვგცემს: 

§„ან)= 1 | 2ით+V „6,V, 
0 

§1იჯ 
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მაგრამ მამრავლი §1ი/! მნიშვნელში ისპობა (0,X) მონაკვეთის 
ორივე ბოლოზე. ეს გვაიძულებს ვიმოქმედოთ სხვანაირად. 

წარმოვადგინოთ 5ე,)(0) შემდეგი ორი ინტეგრალის სახით: 

% 
§„ან)=1 აილ+ა #00+ 1 ( ძით+IX #6/V. 

0 
(3I(წ4 ყი! 

7L '% 

ახლა მეორე ინტეგრალში განვახორციელოთ გარდაქმნა 1=1-+. 

მაშინ მეორე ინტეგრალი მოგვცემს: 

( მით+ 51ი(თ1 +1)! წო / 9100 +1XL-–7) #60» -24X- «) 

311წ4 510(X – #) 

2 % 
მაგრამ §1ი(X-%)=51ი% და 810(M1+1X(I–+<)=§1ი(MI+1)?. ამგვარად, 

5.+1(0)-ის მარჯვენა მხარეში მეორე ინტეგრალი იქნება 

% 
წაით+IX 51ი(იM1+1) #0»- 2>M+. 

0 
§II 4 

საბოლოოდ, 

% „24 
5»+I(6)=+ /აით+X, ,CV +1 1 ჩაით+ს! დ(M, 

0 0 

; ჯ 
(ა=–––/V ()ლ––=––=- /(2ჯ-2!) ახ სადაც C,(I)) ეუ70 და რCთ2CI) 21 ). ახლა თუ 

შევნიშნავთ, რომ C)() და CX() აკმაყოფილებენ დირიხლეს 

პირობებს (0,7) შუალედზე, და I=0 არის ორივე ამ შუალედის 
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მარცხენა ბოლო, წინა ლექციის (4) ფორმულები მოგვცემს, რომ 
. 1 

არსებობს IIთ 5,,.1(0) და ეს ზღვარი ტოლია 2LVI (0+) + დუ(0+))). 
ა--პ3ო 

მაგრამ, ისევე როგორც წინა შემთხვევაში, დავრწმუნდებით, რომ 

ეს ჯამი არის 

#(0+)+ #(2L-–0) 2 · 

ამგვარად, ჩვენ დავადგინეთ, რომ ჟ#(X) ფუნქციის ფურიეს 

მწკრივი კრებადია 0 წერტილში და მისი ჯამი X=0-ში არის 

#(0+1)+#C2>-0) 
2 

სავსებით ანალოგიურად დგინდება, რომ (4) მწკრივი კრებადია 

X=21 წერტილში და მისი ჯამი აგრეთვე არის 

#(0+1)+ (2-9) 
ოა... 

საბოლოოდ ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ თუ #X) ფუნქცია 

აკმაყოფილებს დირიხლეს პირობებს |0,2X) მონაკვეთზე, მისი (4) 

ფურიეს მწკრივი კრებადია ყველგან |0,2X)-ზე და მისი ჯამი არის 

#(X+0)+ /I(ჯX-0) 
“ო 

#C0+)+ /(2#-) 
2 

თუ 0<X2», ხოლო ეს ჯამი არის 

, თუ X=0, ან X=2X. 

განვიხილოთ მაგალითები: 

1) ვთქვათ, #X) განსაზღვრულია (0,2X) მონაკვეთზე შემდეგი 

ტოლობით: 
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-M, 0<X<», 
#C)= თუ 

M%, «<X<2X 

(ფუნქციის მნიშვნელობანი არაა მოცემული 0,», 2M წერტილებში. 

მნიშვნელობები ნებისმიერად შეიძლება ავიღოთ. ეს არჩევანი არ 

იმოქმედებს ფურიეს კოეფიციენტებზე და, ამიტომ, არც ფურიეს 

მწკრივის სახეზე). ამ ფუნქციის გრაფიკი გამოსახულია ნახ. 59-ზე. 

გამოვითვალოთ ამ ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტები. 

«ი -1//თთ-1 I/თი+ (70 =1 7 +587 =0, 
4 4 

და როცა M”>1, 

14% I =. უ% 

ძა=- X)C05IILXთX =-––- -- | თია თთძX++ | იიათიძი = 
ჟ IV ) M 4) 41 

  
  

. ჯ : 2X 
1) X5IიMX XI 510 7IX 

==>1-“ +- =0, 
1 2 (4) | ი ” LI 

ამგვარად, ყველა ძუ =0 (MI =0,IL2....). 

ამავე დროს 

1 # „2 

== <2 (თი თა++ | «სითი = 
ჯI) 4 4 · 
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    მი თ იიი 
0, _ 1 (1,/ .IMI_ ” ლუწია, 

=2- 1+( » + =: ოთ „ კენტია. 
(V/) 

ამგვარად, /#X) ფუნქცია ასე წარმოიდგინება: 

ღეღ„„_–_-_- 
ეს მწკრივი კრებადია ყველგან #X) რიცხვისაკენ, თუ X<X<2Xჯ 

და X=0, X, 2X. მისი ჯამი ამ წერტილებში 0-ის ტოლია. 

მაგალითი 2) ვთქვათ #C05==, როცა 0<X<2XL 

ვიპოვოთ მისი ფურიეს ძუ და ხუ კოეფიციენტები. 

აქ 

2X 2 2X 

(77) = 1 (> = _1. #_ =7/L 

#7 2 2XI) 2 
0 0 

თუ X#X >1, მაშინ 

2X · 2ჯ 2X 

თ, =-1 ათიანი 1 290% ლელ IXძX. 
2X ი ზი -ა. .. ა 

მაგრამ ეს ინტეგრალები ნულის ტოლია. ავიღოთ #>1, და 

გამოვთვალოთ ხჩ, კოეფიციენტები: 
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2X 2 2» +-2ჯ ხ, = 1 |Xი L- 1 _ X0605M + |5<52-% LI - 
2X ე 2X "I" ი X 

-:- + 5-ჯ (« =1)2,...) 

ამგვარად, ამ ფუნქციის ფურიეს მწკრივს აქვს შემდეგი სახე: 

# §0ი0X §12X §I03ჯ X)= 

#( ) 2 1 2 3 

ეს მწკრივი კრებადია ყველგან, როცა –=<Xჯ<% და მისი ჯამი 

თუ, 0<X<2X (/X)-ის უწყვეტობის გამო) ტოლია 2“სა. 0 და 27% 

0+X 
წერტილებში ჯამი მწკრივისა ტოლია 2 =7% -სა. ნახ. 59 -ზე   

  

  

ნახ. 59 

გამოსახულია მწკრივის ჯამი მთელ ღერძზე (მიაქციეთ ყურად- 

ღება, რომ ყველა ფუნქცია პერიოდულია 2 პერიოდით და ამიტომ 

ამ მწკრივის ჯამიც პერიოდული ფუნქციაა). 

26!



რეაქტორის კპკომენტრარები 

1) (გვ.7) ტექსტში აღწერილი ზღვარითი პროცესი წარმოადგენს 

უწყვეტი ფუნქციის განსაზღვრული ინტეგრალის განმარტებას, 

რომელიც ფრანგი მათემატიკოსის ო. კოშის მიერ იყო შემო- 

თავაზებული ჯერ კიდევ XIX საუკუნის 20-იან წლებში. მხოლოდ 

უწყვეტი ფუნქციების განხილვით, რა თქმა უნდა, გარკვეულ- 
ნაირად იზღუდება ამ ცნების გამოყენებათა სფერო.. 

კლასიკური ანალიზის თანამედროვე კურსებში, ნაცვლად ინ- 

ტეგრების კოშის ამ პროცესისა, ინტეგრების რიმანის პროცესს 

შეისწავლიან, რომელიც, თუ ა. ლებეგის (იხ. (3)) მოხდენილი დახა- 

სიათებით დავკმაყოფილდებით, იმით განსხვავდება კოშის კონ- 

სტრუქციისაგან რომ მას მიუყენებენ არა მარტო უწყვეტ 

ფუნქციებს, არამედ ყველა ისეთებს, რომელთათვისაც მის გამო- 

ყენებას გარკვეულ რიცხვამდე მივყავართ: ვთქვათ, რაიმე (20,ხ) 

მონაკვეთზე განსაზღვრული ფუნქციაა. შევადგინოთ L(თ,ხ) 
მონაკვეთის რაიმე დანაწილების შესაბამისი, ტექსტში აღნიშნული 

სახის თ ინტეგრალური ჯამი და /-ს ვუწოდოთ (რიმანის აზრით) 

ინტეგრებადი ფუნქცია, თუ არსებობს გარკვეული IIთCთ ზღვარი, 

როცა მონაკვეთის დანაწილება "უსაზღვროდ მჭიდროქვდება" (ე.ი. 

როცა -იმX (XVI - X.) 20) ზღვრის ამ მნიშვნელობას ასეთ 

შემთხვევაში # ფუნქციის (რიმანის) ინტეგრალს უწოდებენ (Cთ,ხ) 

შუალედზე და მას L #C0CიეძთX ს სიმბოლოთი აღნიშნავენ. 

ამგვარად, ტექსტში ნაჩვენებია, რომ ნებისმიერ სეგმენტზე 

განსაზდტვრული ყოველი უწყვეტი / ფუნქცია ინტეგრებადია 

(რიმანის აზრით) და მისი რიმანის I #(X)ძX ინტეგრალი მისივე 
ძ 

კოშის ინტეგრალს წარმოადგენს. 
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რიმანის აზრით ინტეგრებად ფუნქციათა კლასი, სინამდვი- 

ლეში, გაცილებით უფრო ფართოა უწყვეტ ფუნქციათა კლასზე. 

ცნობილია ფუნქციათა რიმანის აზრით ინტეგრებადობის სხვა- 

დასხვა სახის კრიტერიუმები. განსაკუთრებით სასარგებლოა ამ 

კრიტერიუმის ერთი ფორმა, რომელიც აგრეთვე ა. ლებეგს ეკუთვ- 

ნის: / ფუნქცია ინტეგრებადია რაიმე მონაკვეთზე მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა / შემოსაზღვრულია და მისი წყვეტის 

წერტილთა სიმრავლე "ნული ზომისაა". აქ ჩვენ არ შევჩერდებით 

"ნულის ზომის" სიმრავლის განმარტებაზე. შევნიშნავთ მხოლოდ, 

რომ ეს ამ სიმრავლის ისეთ სპეციფიკურ განლაგებას ნიშნავს 

რიცხვით ღერძზე, როცა მას, გარკვეული აზრით, "რაგინდ მცირე 

ადგილი აქვს დაკავებული მთლიანობაში”. კერძოდ, ყოველი 

თვლადი (ან, მით უფრო, სასრული) სიმრავლე "ნული ზომისაა". 

ამიტომ ყოველი შემოსაზღვრული ფუნქცია, თუ მას წყვეტის 

წერტილთა მხოლოდ სასრული სიმრავლე გააჩნია, ინტეგრებადია. 

ამით ხშირად სარგებლობს კურსის ავტორი მასალის 

გადმოცემისას. 

2) (გვ.10) ინტეგრალის აქ აღნიშნული 1) და 2) თვისება სი- 

ხ 

ნამდვილეში განსაზღვრული I #(X)თი ინტეგრალის ცნების გა- 
ძ 

ფართოებაა იმ შემთხვევისათვის, როცა ინტეგრების ზედა ხ 

საზღვარი არ აღემატება ქვედა 0 საზღვარს. ეს იმას ნიშნავს, რომ, 

ხ 

როცა რძ=ხ ინტეგრალი I #(X)თ გაიგება როგორც 0, ხოლო 
ძ 

ხ 

როცა ხ<ძი, მაშინ განმარტებით ვღებულობთ I #(X)ძX= 
ძ 

ძ 
=-I, წლე 

3) (გვ. 65). აქ, რა თქმა უნდა, საკითხი ისმის ამ ტოლობით 

+= 

I#7თ4: ინტეგრალის განმარტების კორექტულობის შესახებ, ე.ი. 

–-თ 
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საჩვენებელია, რომ საბოლოო მნიშვნელობა დამოუკიდებელია 0-ს 

შერჩევისაგან. 
4+= 

ამისათვის შევნიშნოთ ჯერ, რომ არასაკუთრივი I#7თ« (ან 

ძი 

(II 

|/თძ: ინტეგრალს გააჩნია ე.წ. ადიციურობის თვისება: 

+თი 

თუ, მაგალითად, ძ<თძ” და I#/თ“ კრებადია, მაშინ კრე- 

ი 

+ 

ბადია აგრეთვე I7თ4« ინტეგრალიც, და 

ძი 

წ/თთ- თითი //თა 

(ანალოგიურად, თუ თი”<0, („თ - /თ« + წთ ეს 

ტოლობა ერთბაშად გამომდინარეობს არასაკუთრივი ინტეგრალის 

განმარტებიდან. 

აქედან, თუ მაგალითად, 0 <თ” გვექნება: 

IMთი. (/თა- //თა- წთ წ/თა- 

ძი” თ 

- თა. //C« 
–-თ ძი 

რაც უნდა გვეჩვენებია. 
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4) (გვ.100). სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, #. ინტეგრალის 
გზიდან დამოუკიდებლობის აღნიშნული პირობა საკმარისია 
მხოლოდ ე.თწ. მარტივადბმული არეების შემთხვევაში, ე.ი. 
სამართლიანია შემდეგი დებულება: ვთქვათ, # სიბრტყეზე 
მოცემული არეა, რომელშიაც განსაზღვრულია ორი ცვლადის # 

და 0 უწყვეტი ფუნქციები, რომელთაც გააჩნიათ სათანადოდ > 
» 

მძ 
და 8 უწყვეტი წარმოებულები. ასეთ შემთხვევაში წირითი 

|5« +0ძი ინტეგრალის გზიდან დამოუკიდებლობისათვის 

ი 
აუცილებელია ს არეში ყველგან სრულდებოდეს ხოა 

ტოლობა. 

ეს პირობა აგრეთვე საკმარისია ინტეგრალის გზიდან 

დამოუკიდებლობისათვის, საზოგადოდ, მხოლოდ მაშინ, როცა # 

მარტივადბმულია., ამასთან, # არეს მარტივადბმული ეწოდება, 

როცა ამ არეში აღებული ყოველი შეკრული C წირი 

"ჰომოტოპურია ნულისა 7#2-ში, რაც იმას ნიშნავს, რომ 12-ში 

აღებული ყოველი უწყვეტი შეკრული 

დი ი”? C+</<I, თდ)=თია, VC)=VI) 
»=VC0) 

წირისათვის მოიძებნება ორი ცვლადის ისეთი C%(/,V),დ(,V) უწ- 

ყვეტი, #=10<1<10<V< 1 კვადრატზე განსაზღვრული, ფუნქცი- 

ები, რომ 

1) (დ(/,V),დ(,,M))C LX ყოველი (LM) წყვილისათვის # -დან. 

2) %(I/,0) = C(I),VI(7,0) = V/V) ყოველი ჯ#-სათვის (0,1) მონაკვეთი- 

დან. 

3) #(I,1) = Xი.V/(I,1) = X06, სადაც (Xი->Xი) რაღაც წერტილია (/0-ში). 

უკანასკნელი განმარტების ინტუიციური შინაარსი ისაა, რომ # 

არეში „აღებული ყოველი შეკრული წირი, მისი უწყვეტი 

დეფორმაციით (შეკრულობის შენარჩუნებით) შეიძლება მოვჭიმოთ 
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2-სავე რაიმე ფიქსირებულ (XIX) წერტილში, ისე რომ დე- 

კფორმაციის პროცესში არ გამოვიდეთ #--ს გარეთ. ასეთი # არე 

სიბრტყეზე გარეგნულად” იმით ხასიათდება, რომ მასში ჩახაზული 

ყოველი შეკრული წირის მიერ შემოსაზღვრული "შიგა" არე 

მთლიანად /#-ს ეკუთვნის ქვემოთ, ტექსტში (იხ. გვ.141) 

მოცემულია მორტივადბმული არის ეს დახასიათება. 

მაგალითი, რომელიც მოყვანილია 84-ე გვერდზე, წარმოადგენს 

ფუნქციათა ისეთი (#00) წყვილის ნიმუშს რომლებიც 

განსაზღვრულია მთელს სიბრტყეზე (გარდა (0,0) წერტილისა), და 

აკმაყოფილებს 3-3 პირობას, მაგრამ | 8«-+0თ, წირითი ინ- 

ტეგრალი არაა გზისაგან დამოუკიდებელი. ამის მიზეზი ისაა, რომ 

სიბრტყე, რომლიდანაც ამოღებულია ერთი (მაგალითად (0,0)) 

წერტილი, მარტივადბმული არაა. 

ამგვარად, ყველგან მე-1! ლექციაში, # არისაგან საჭიროა 

დამატებით მოთხოვნილი იყოს მისი მარტივადბმულობა. 

5) (გვ.102). აქ მოყვანილი მსჯელობისა და მიღებული ფორ- 

მულის სამართლიანობისათვის საჭიროა გარკვეულნაირად შეიზ- 
ღუდოს იმ #) არის ფორმა, რომელზედაც განიხილება ფუნქციათა 

#”,0 წყვილი. მართლაც, ამ მსჯელობის ანალიზი გვაჩვენებს, რომ 

ს არის (XX) და (X») წერტილებთან ერთად #X--ს უნდა ეკუთ- 

ვნოდეს (X,.X#), (X.») და (XIX), (X») წვეროების შემაერთებელი 

მონაკვეთებით შედგენილი ტეხილი. ეს პირობა კი, „ცხადია, 

წერტილთა ყოველი (XX) და (X./) წყვილისათვის შესრულდება 

მაშინ, როცა #) მართკუთხედის ფორმის არეა საკოორდინატო 

ღერძების პარალელური გვერდებით. 

6) (გვ.122). სამწუხაროდ, ინტეგრალების გადასმა, როცა ორივე 

ინტეგრალი განმეორებით ინტეგრალში არასაკუთრივია, ყოველ- 

თვის შესაძლებელი არ არის, მაშინაც კი, როცა თითოული 

არასაკუთრივი ინტეგრალი თანაბრად კრებადია მეორე ცვლადის 

(პარამეტრის) ცვალებადობის მთელს (ჩვენს შემთხვევაში) უსას- 

რულო მონაკვეთზე. 

მაგრამ კურსის ამ ადგილას მოყვანილი შემთხვევისათვის 

ინტეგრალების გადასმა დასაშვებია, თუნდაც იმის გამო, რომ 
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#X%0თ) ყველგან დადებითია. აქ ჩვენ მოვიყვანთ ერთ მარტივ 
დებულებას, რომელიც ასაბუთებს ასეთ შესაძლებლობას: ვთქვათ, 

# :Iთ,+=(Xხ,+თ(-3 #ჩ“ აღნიშნულ “უსასრულო ოთხკუთხედზე" 

განსაზღვრული დადებითი ფუნქციაა და პარამეტრზე 

დამოკიდებული 

წ/Cიაირ <Xჯ< +) და წის <თ <თ) 

ხ ძ 

ინტეგრალები თანაბრად კრებადნი არიან ყოველ LX. (C>0ი) და, 

შესაბამისად, (ხის (->ხ) სეგმენტებზე. ასეთ შემთხვევაში 

სამართლიანია ტოლობა 

(XI / თით - (ძი | /C, თ) 

(რომელიც შემდეგნაირად გაიგება: ორივე მხარე ერთი და იგივე 

რიცხვია, თუ ერთ-ერთი მათგანი სასრულია ან ორივე მხარე არის 

+C). 

მართლაც, ავილოთ რაიმე C(C>ძ) და დავწეროთ ტოლობა: 

ი 4 “ი C 

I «| #6 თ)ძთ =|4«თ I #(> თ: 
ი ხ ხ ი 

ეს ტოლობა მართებულია, რადგან, პირობის თანახმად, არა- 
+ 

საკუთრივი ინტეგრალი 1 7C თი თანაბრად კრებადია X-ის 

მიმართ (L0ი,C) სეგმენტზე ცვლილების დროს. ახლა შევნიშნოთ, რომ 

#-ის დადებითობის გამო 

წთთი«//დირ 
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ყოველი C-სათვის (ჩ,+= | შუალედზე. ამიტომ, წინა ტოლობიდან 

მივიღებთ: 

(=I/C თMX <წMIVC, თMX 

აქედან, რადგან მარცხენა მხარე ზრდადია C-ს მიმართ (კვლავ /#/ 

ფუნქციი დადებითობის გამო), ზღვარზე გადასვლა, როცა 

C-3+ლი, მოგვცემს: 

+ი 

I «I #(C> თ)ძთ <4 #(= თ», 
ხ ხ ძ ძ 

ე.ი. მივიღებთ, რომ ინტეგრალების გადასმის შედეგად განმეო- 

რებითი I «| #(X,თ)ძთ ინტეგრალი არ მატულობს 
ძ ხ 

(შევნიშნოთ, რომ გამორიცხული არაა რომელიმე მხარე ან ორივე 

იყოს +). მაგრამ მაშინ (რადგან #X,თ) ფუნქციას ორივე 

ცვლადის მიმართ აქვს "ერთნაირი პირობები” –– მათი არასაკუ- 

თრივი ინტეგრალები თითოეული ცვლადით თანაბრად კრებადნი 
არიან მეორის მიმართ), ასეთმა გადასმამ არ შეიძლება გამოიწვიოს 

განმეორებითი ინტეგრალის გაზრდა (წინააღმდეგ შემთხვევაში 

გამოვიდოდით მეორე ინტეგრალიდან და მასში ინტეგრების რიგის 

გადასმით მივიღებდით ინტეგრალის მნიშვნელობის შემცირებას, 

რაც, როგორც ვნახეთ, შეუძლებელია). 
7) (გვ.129). აქ გამოყენებულია ნაწილობითი ინტეგრების ხერხი 

განსაზღვრულ ინტეგრალში: თუ I», -(/აი” XძX, გვექნება 

% 
ჰუ = ჩათში Xძ(= C05X)=510ი”“! X· C05 „რ 

0 
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% 
+(თ –1) | §1ი”“? X-C05 Xძ(51ი X)= 

0 

% % 
= –5ი”“) ჯ-Cი§X22 +თ-) თი”-თ-ს უ:)ი” XთX. 

0 0 

ჩასმის განხორციელება გვაძლევს: 

ჰუ=(ფ0-1)ჰუ-ვ –<(I1-I)#,„, 

საიდანაც მიიღება სასურველი რედუქცია. 

8) ეს ინტეგრალი გამოთვლილია ა. რაზმაძის (2) სახელ- 

მძღვანელოში, გვ. 72-73. 

9) (გვ.164). ეს საკითხი ადრე განხილული ამოცანისადმი დაბ- 

რუნებაა (იხ. ლექცია #11), რომელიც აქ შეისწავლება ახლახან 

შექმნილი აპარატით – გრინის ფორმულის გამოყენებით. მარ- 

თლაც, როგორც ადვილი შესამჩნევია, არეში აღებული წირითი 

ჯთ-+090ძი, ინტეგრალი გზიდან დამოუკიდებელია მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა ეს ინტეგრალი ნულის ტოლია ამ არეში 

აღებული ყოველი შეკრული წირის გასწვრივ. 

(0) (გვ.249-ზე შენიშვნა სქოლიოში) აქ ჩვენ მოგეყავს 

დირიხლეს ინტეგრალის 215-ე გვერდზე მოცემული ძირითადი 

ზღვართი ტოლობის დეტალური დამტკიცება წინასწარ 

დაგვჭირდება ერთი დამხმარე დებულების დადგენა, რომელსაც 

ქვემოთ რიმანის ლემას ვუწოდებთ და რომელიც შემდეგში 

მდგომარეობს, თუ / რაიმე (რიმანის აზრით) ინტეგრებადი 

ფუნქციაა (ი,6) შუალედზე (ხ-ძ < 2ჯე, მაშინ 

ხ ხ 

IIIII | #(თ)§Iი „XძX = სთ) #(ა)C05/»ძ» =0 
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(შევნიშნოთ, რომ რიმანის ლემა სამართლიანია გაცილებით უფრო 

ზოგადი სახითაც, მაგრამ ჩვენ აქ მოყვანილი ფორმულირებით 

დავკმაყოფილდებით). 
დამტკიცების მიზნით განვიხილოთ ნებისმიერი # მონაკვეთი 

და მასზე განსაზღვრული ფუნქციების ორთონორმირებული 

(დ.),>, მიმდევრობა, ე.ი. ისეთი მიმდევრობა, რომ 

1, თუ 1= ჟ). 

(თთით2>- I თე |) 

აღვნიშნოთ CMXC)-ით (M=1,2,.) #-ზე განსაზღვრული 

ნებისმიერი (რიმანის აზრით) ინტეგრებადი / ფუნქციის ფურიეს 

კოეფიციენტები (დე სისტემის მიმართ: 

%C/)= | / 0X, CM» 

და შევისწავლით შემდეგ არაუარყოფით 

=|/C0- 2ეძა0იCთ)?ძ: 
M #=L 

ინტეგრალს. ცხადია, რომ 

0</, =|/26-22:9,0)| /CIდი-+ 
რტ #=1 რ 

+ 32, თ თI« (XXI, (X)». 

#=1 =1 

270



თუ აქ ვისარგებლებთ (დ) სისტემის ორთონორმირებულობის 
პირობებითა და %V) კოეფიციენტების აღნიშვნებით, გვექნება: 

0<| /26#-29)02(0)+9)ი,?(ი- | /260V- ზ'ი?() 
ბ #=I M=I ტ L=I 

ეს უტოლობა, რომელიც შეიძლება გადაიწეროს 

” 

2,0)<|/7C#- 

სახით, სამართლიანია ყოველი /7I-სათვის, რაც იმას ნიშნავს, რომ 

რიცხვთა დადებითი 23,%C) მწკრივის კერძო ჯამები შემო- 

#=1 

საზღვრულია ზემოდან I/?თ« რიცხვით. აქედან ერთბაშად 

რტ 

გამომდინარეობს, რომ 2,%(/) მწკრივი კრებადია და, მა- 

#=| 

შასადამე, 

IIი X(/) =0. 
(-ათ 

სი» C605X 
ახლა შევნიშნხთ, რომ ფუნქციათა მიმდევრობა “7 /L   

§5I0 2ჯ C052X 519) IIIX C0571X 

. 
ნებისმიერ Lთძ, ი+2X) მონაკვეთზე და ამიტომ, ახლახან დამტკი- 

ცებული ფაქტის თანახმად, თუ / ინტეგრებადია Iთ,0+2X) 

მონაკვეთზე, გვექნება: 

ორთონორმირებულია     
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8+2ჯ ძ+2X / 

ი |# თაიათათ: = Iოი I#თ9ი „IXთX = 0. 
თაო თ-–ი 

LC) 

ამით რიმანის ლემა დამტკიცებულია 2 სიგრძის ნებისმიერი 

I0,ხ) შუალედისათვის. 
ნებისმიერი (ი,ხ) მონაკვეთისათვის (ხ–ძი <2X) რიმანის ლემის 

დასადგენად განვიხილოთ Iი,სხ) მონაკვეთზე ინტეგრებადი 

ნებისმიერი / ფუნქცია და აღვნიშნოთ #-ით მისი (0, 0+2XI 

შუალედზე შემდეგი სახის გავრცელება: 

760= თი თუ 2ძ5<X5<ხ, 

0, თუ ხ<X<ძ+2X 

ცხადია, /-თან ერთად ინტეგრებადი იქნება # და ამიტომ 

გვექნება: 

სთ 3სციი = სი თ | "ჯგეზი”ბ,, =0, 
C05771X 

რითაც რიმანის ლემა დადგენილია. 

ახლა განვიხილოთ (|თი,ხ) შუალედზე განსაზღვრული ისეთი / 

ფუნქცია, რომელიც აკმაყოფილებს დირიხლეს პირრბებს ამ 

შუალედზე და შევისწავლოთ მისი დირიხლეს 

  ი.წ, 

ინტეგრალის ყოფაქცევა, როცა #-თ, ჩვენ ვნახავთ, რომ 

აღნიშნულ პირობებში არსებობს III #,,(/) ზღვარი და 
თათ 
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0 თუ 0<ძი<ხ, (I) 

2#60+) თუ ი=0<ხ, (I) 

».–ცაც თ 
სთ 0.(/)= 3V6++ #C-) თუ «<0<M, (III) 

3#/0-) თუ ძ<ხ=0; (IV) 

0, თუ «ძ<ხ<0, (V) 

I და V შემთხვევებში დასკვნა ტრივიალურია, რადგან ასეთ 

დროს #CV/ ფუნქცია, ცხადია, ინტეგრებადია (ი,ხ) შუალედზე 

და შედეგი ერთბაშად გამომდინარეობს რიმანის ლემიდან. 

ვაჩვენოთ ახლა (”) ზღვარითი დამოკიდებულების სამარ- 
თლიანობა II შემთხვევისათვის, ე.ი. ვთქვათ, ძ=0<ხ. ასეთ დროს 

გვაქვს: 

  

ხ . 

ი„()=|/57% 
0 

»X 

ამგვარად, ჩვენი მიზანია ვაჩვენოთ, რომ 

  

#01-39% »ჯ 

> 
ი I#/თ– MX 5/ნ +) 

0 

510 IIX 
  ამისათვის შევნიშნოთ, რომ I 

(4 

ნ.“ (:>0, ძ>0) საზღვრებით და ცვალებადი ” რიცხვისათვის, 

თX ინტეგრალი (ცვალებადი 
Xჯ 

4. 
5 X 

ყოველთვის შემოსაზღვრულია. მართლაც, |“. ინტეგრალი 

0 
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უწყვეტი ფუნქციაა M-ს მიმართ და არსებობს მისი ზღვარი 

  

510 X I - ძ+=%, როცა #->=, ამიტომ მოიძებნება ისეთი #M>0 

“5Iი X §1I1772X 
წვეთი ძ   რიცხვი, რომ გვექნება =M, საიდანაც |“. 

    

ინტეგრალისათვის MIX=I გარდაქმნის შემდეგ მივიღებთ: 

”I 1!!, 

510 MIX ,. IC ვი! §)ი 
I ძI = წ “I – | ძI) < 

! : . I 
0 0 

  
  

Xჯ 
ნ I 

ომ . , ” , 

< | –“ძ+ | 9 <M+M> =2M, 
0 

ე.ი. ვაჩვენეთ, რომ არსებობს ისეთი MVM რიცხვი, რომ ყოველი 

(დადებითი) ჯ, 4 და 7I-სათვის გვაქვს: 

?9)ი»X | 290-%.<2M ა) 
თ ჯ 

ახლა დავუბრუნდეთ დირისლეს ინტეგრალს და გავიხსენოთ, 

რომ / ფუნქცია მასში აკმაყოფილებს დირიხლეს პირობებს. ამის 
გამო არსებობსს ი#0+) ზღვარი და, მაშასადამე, ნებისმიერი 

§>0 რიცხვისათვის მოიძებსება ისეთი მცირე 8ე>0 რიცხვი, რომ 

ყოველი ძ-სათვის, თუ 0<ძ<შე, გვექნება: #(9)– /(0+)<%,,) 

ამას გარდა, 4 ისე შეგვიძლია შევამციროთ, რომ (0,4) შუალედზე # 

მონოტონური იყოს (ეს შესაძლებელია, რადგან / აკმაყოფილებს 

დირიხლეს პირობებს |0,6ხ) შუალედზე). შევარჩიოთ ერთ-ერთი 

ასეთი 94>0 რიცხვი და განვიხილოთ 
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»ჯ 

ხ · 

ნ„(,)= | /თ 5072, 

0 

7 ინტეგრალისა და 27(00%) რიცხვის სხვაობა. ის ასე შეიძლება წარ– 

მოვიდგინოთ: 

  

ძ . „ხ . 
0„0)-2/0+-> (Iთრია+|/ფ-"--5/0+)- 

0 4 
  

      

ჯ Xჯ » 

ძ · ხ · ძ · 
_ #„თფ-" “+ /6)>“”>- | /6+)59შ%»+ 

0 ძ 0 

    

»ჯ   

ძ . 9 · 

–|76+)25-%>- წ /C+) < /თ-/რაბშრ%ი + 
0 0 

.» 4. 

) L   

ხ · 

(1C21%X +I/(0+ (ითი ი (C 
X ჯX 2 

4 

პირველი ინტეგრალის ქვეშ #X)-/0+)=§0) მონოტონური 

ფუნქციაა (0,2) შუალედზე. ამიტომ ამ ინტეგრალისათვის შეიძ- 

ლება გამოვიყენოთ ვეიერ-შტრასის ფორმულა (საშუალო მნიშ- 

ვნელობის II თეორემა). ეს მოგვცემს: 

(თთ-/ნაშრა = #04) 
0 

      

507, -C ეო= 

ჯ 1 ჯ   
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მაგრამ §(0+)= #(0+) – /(0+)=0 და §(ძ-)= /(9-)+ /(0+), საი- 

დანაც, 4-ს (ძ<8ე) შერჩევის გამო, მივიღებთ I§(9-)|<>- ამგვა- 

რად, გვექნება 

(თთ-/ნაებშრი აი ათორ < 
0 § 

    

ჯ »ჯ 

<-ზ% .2M =+, 
6M 3 

  ახლა შევნიშნოთ, რომ 4#>0 და , ამიტომ ფუნქცია შემო- 
#ჯთ 

Xჯ 

საზღვრული (ინტეგრებადი) ფუნქციაა I4,ნ) შუალედზე. აქედან, 
819 IIX 

Xჯ 

ძX-30,   

ხ 

რიმანის ლემის ძალით დავასკვნით, რომ I #C) 

4 

როცა I-ი, ე.ი. % რიცხვისათვის არსებობს ისეთი 

ნატურალური 7, რიცხვი, რომ როცა 7I>7,, გვექნება: 

ხ · 
I-.8- <5. 

4 

  

Xჯ 3 

სავსებით ანალოგიურად, რადგან 

ძ . 9... 
I 20%, = | ა 8, 

ი # ი ' 
როცა M-3%, გვექნება 

510 711X 

ჯ 
  

ძ 

#C0+) L ძი 2 #C4+) 
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და, მაშასადამე, % -სათვის მოიძებნება ისეთი M;, რომ როცა 

7I>M;, გვექნება: 

(და ში-2/ნა <5. 

ახლა ცხადია («) უტოლობისა და ჩატარებული შეფასებების 

ძალით, როცა MI>IM=M10XCM, „M-), გვექნება: 

  
ი „C)-7/0+)<5 –+- +256, 

რაც ამტკიცებს (') დამოკიდებულებას II შემთხვევაში. 

ახლა ვაჩვენოთ (') ფორმულის სამართლიანობაზე IV შემთხვე- 

810 IIIX 
  ვაში. ახლა გვაქვს #,,(#) = IL #C) «XC <0). შემოვიტანოთ 

ახალი 1 ცვლადი X=-I ფორმულით. ცვლადის გარდაქმნის წესი 

განსაზღვრულ ინტეგრალში გვაძლევს: 

„C)= |/Cე-55Cმ«Cი 

    

0 –ძ 
_ _ “ „ა51ი I _ _ ,V510 II = IV ” ძი III 3. : ძ, 

ე.ი. მივიღეთ /(-!) ფუნქციის დირიხლეს ინტეგრალი II 

შემთხვევისათვის (ზედა –ძ საზღვარი აქ დადებითია). 

277



ამიტომ, დამტკიცებულის თანახმად, არსებობს თი სთ ხ»(/) 

ზღვარი და ის ტოლია ეი #CM = ვთ #(CX) =% /(0–), რაც 

ამტკიცებს (') ფორმულას V შემთხვევისათვის. 

§1ი 7IIX 
  ბოლოს, II შემთხვევაში #,,(#/) = წი. ძი, სადაც 

ძ<0, ხ>0. ამიტომ შეიძლება ვწეროთ: 

  ნ,V)=|/ფ“"”-თ+ /თ-"-%თ-–+206-)+/0+) 
ამით (') ფორმულა საბოლოოდ დამტკიცებულია. 
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