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რედაქციისაბგან 

საქართველოს სსრ მეცნიერებათა აკადემიის ა. რაზმაძის სახელობის 

მათემატიკის ინსტიტუტმა მიზანშეწონილად ჩათვალა თავი მოეყარა ანდრია 

რაზმაძის რჩეული შრომებისათვის. 

ამის საფუძვლად ინსტიტუტს მიაჩნია არა მარტო ის, რომ ანდრია რა- 
რმაძის ძირითადი სამეცნიერო შრომები, რომელნიც ვარიაციათა აღრიცხვის 

„პრობლემებს შეეხებიან, მათემატიკური მეცნიერების თვალსაჩინო განძს წარ- 

მოადგენენ, არამედ ისიც, რომ ეს, შრომები გააცნობს ჩვენს ახალგაზრდობას 

სახელოვანი ქართველი მეცნიერის მემკვიდრეობას და წააქეზებს მას შემოქმე- 

დებითი მუშაობისაკენ,





ან?ტიაჰ ტაზმძძე 
(I890-–1929) 

ანდრია რაზმაძე დაიბადა სოფელ ჩხენისში (სამტრედიის რაიონი), 1890 

წელს. დაწყებითი სწავლა მიიღო ხაშურის რკინიგზის ორკლასიან სკოლაში. 

1904 წელს შევიდა ქუთაისის რეალურ სასწავლებელში. ოთხი წლის კურსი 

ორი წლის განმავლობაში გაიარა და სასწავლებელი 1906 წელს დაამთავრა. 

იმავე წელს შევიდა მოსკოვის უნივერსიტეტის ფიზიკა-მათემატიკის ფაკულ- 
ტეტის მათემატიკურ განყოფილებაზე, რომელიც 1910 წელს დაამთავრა. 

ანდრია რაზმაძემ ძალიან ადრე, ჯერ კიდევ საშუალო სკოლაში ყოფნის 

დროს, გამოავლინა თავისი მათემატიკური ნიჭი და მიდრეკილება, სერიოზე- 

ლი დამოკიდებულება მათემატიკისა და, საზოგადოდ, მეცნიერების საფუძ- 
ვლიანი დაუფლებისადმი მოსკოვის “უნივერსიტეტში სტუდენტად ყოფ- 

ნისას მან საბოლოოდ განსაზღვრა თავისი მათემატიკური გემოვნება და შე- 

მოქმედებითი მიმართულება: მისი სამეცნიერო მუშაობის ცენტრში, მთელი 

შემდგომი ცხოვრების განმავლობაში, იყო ვარიაციათა აღრიცხვის პრობლე- 

მები. მოსკოვის უნივერსიტეტში ყოფნისას ანდრია რაზმაძემ შეითვისა რუ- 

სული მათემატიკური კულტურის დიდი ცხოველმყოფელი ძალა და ტრადი- 

ციები, რამაც წარუშლელი კვალი დატოვა მთელ მის შემდგომ მეცნიერულ 

მუშაობაზე. ა. რაზმაძე მთელი თავის არსებით გრძნობდა იმ უდიდეს მნიშვნე- 

ლობას, რომელიც რუსულ კულტურას, რუსეთის მეცნიერებასა და ხელოვ- 
ნებას აქვს თანამედროვე ქართველი ადამიანის შეგნების ფორმირებისათვის 

უნივერსიტეტის დამთავრების შემდეგ ა. რაზმაძე ინიშნება საშუალო სკოლი ს 

მასწავლებლად ქალაქ მურომში. აქ ის ენერგიულად განაგრძობს თანამედ- 
როვე მათემატიკის გაღრმავებულ შესწავლას და დიდის დაძაბულობით აწარ- 

მოებს მეცნიერულ კვლევა-ძიებას; 1917 წელს მოსკოვის უნივერსიტეტში აბა- 

რებს სამაგისტრო გამოცდებს და მას იმავე უნივერსიტეტში იწვევენ პრივატ- 

დოცენტის თანამდებობაზე. საქართველოში უნივერსიტეტის დაარსებისთანავე 

ის გადმოდის თბილისში. ქართულ უნივერსიტეტთან განუყრელად დაკავშირე- 

ბულია მთელი მისი შემდგომი მოღვაწეობა, მთელ თავის ენერგიასა და ნიკს 

ის ახმარს მათემატიკური განყოფილების ორგანიზაციას, მათემატიკოსთა კად- 

რების აღზრდას და მათემატიკური კვლევა-ძიების საქმის ფართოდ დაყენებას 

საქართველოში. ის ერთნაირად ზრუნავდა ქართული მათემატიკური ტერმინო- 

ლოგიისა და მეტყველების სტილის შექმნისათვის, სახელმძღვანელოების გამო- 

ცემისათვის, მაღალი კვალიფიკაციის სამეცნიერო ძალების მოწვევისა და მო- 

მზადებისათვის, სამეცნიერო კვლევა-ძიების გაშლისათვის, თავისი ყოველდღი- 

ური სწავლებისა და ლექციების საქმისათვის. დღეს, როცა ქართული მათე- 
მატიკური ტერმინოლოგია ძირითადად დამუშავებულია და ქართული მათე- 

მატიკური მეტყველების ფორმები მტკიცედ დადგენილია და მასობრივ ჩვევე- 
ბად გადაქცეული, ძნელი წარმოსადგენია მთელი სიდიდე იმ საქმისა, რომე–- 

ლიც ამ მხრივ ანდრია რაზმაძემ შეასრულა. თავის „განუსაზღვრელ ინტეგ-
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რალთა თეორიის“ კურსის წინასიტყვაობაში ის თვითონ აღნიშნავს, თუ რა 

2ლიმე სამუშაოს შესოულება უხდებოდა: „ერთის მხრივ ანალიტიკური ნომენ- 

კლა ტურის გადმოქართულება და; მეორეს მხრივ, თვით მათემატიკური აზრო- 

ვლეპის აპეტყველება ქართულ ენაზე". ანდრია რაზმაძე დიდ ყურადღებას აქ- 

ცევდა პეტყველებისა და წეოის კულტუოას და, უნდა ითქვას, რომ მისი სტი- 

ლი ქართულ პეცნიე”ლულ ლიტერატურაში და მისი აკადემიური მჭერმეტყვე- 

ლება შეიძლება სანიმუშოდ იქნას მიჩნეული. 

ერთ-ერთი დიდი ამოცანა, რომელიც ანდრია რაზმაძემ თბილისის უნი- 

ველღსიტეტში მუშაობასთან დაკავშირებით დაისახა, იყო მათემატიკური ანა- 

ლიზის ვრცელი კურსის შედგენა ქართულ ენაზე. მან მოასწრო ამ კურსის 

მ:ოლოდ ოთრი ნაწილის გამოქვეყნება: ანალიზის შესავლისა (1920 წ.) და გა- 

ნუსაზღვრელ ინტეგრალთა თეორიისა (1922 წ.). ამ ნაშრომებით, რომლები- 
თაც პირველად ეხიარა უმაღლეს მათემატიკურ მეცნიერებას ჩვენს უნივერ- 

სიტეტში აღხრდილი მათემატიკოსების რამდენიმე თაობა, მტკიცე საფუძ- 

ეელი ჩაევარა ქართულ ენაზე საუნივერსიტეტო მათემატიკური სახელმძღვა- 

ნელოების შექძნას. არ უნდა იქნას დავიწყებული, კერძოდ, ის დიდი მუშაობაც, 
რომელიც ანდრია რაზმაძემ ჩაატარა იმისათვის რომ თბილისის მაშინ- 

დელი სტამბების პირობებში შესაძლებელი გამხდარიყო რთული მათემატი- 

კური ტექსტის ტექნიკურად სრულყოფილი აწყობა. მას ჰქონდა, ჰაინეს ერთი 

გამოთქმის პერეფრაზირება რომ მოვახდინოთ, არა მარტო ფრთები შემოქ–- 

მედებითი აღმაფრ4ენისათვის, არამედ ძლიერი ხელებიც მეცნიერების წარმა- 

ტებისათვის ხელშემწყობი ორგანისაციული და ნივთიერი პირობების შესაქ- 

მნელად. · 

ანდრია რაზმაძის სამეცნიერო გამოკვლევები, როგორც ზემოთ აღვნიშ- 

ნეთ, უმთავრესად მიეკუთვნება ვარიაციათა აღრიცხვას. უკანასკნელი შეის- 

წავლის მაქსიმუმისა და მინიმუმის პრობლემას იმ შემთხვევისათვის, როცა სი- 

დიდის ესა თუ ის მნიშვნელობა არის დამოკიდებული მთლიანად აღებული 

ფუნქციისაგან ასეთ დამოკიდებულების მარტივ მაგალითს წარმოადგენს 

ხახის სიგრძე. ვარიაციათა აღრიცხვის შექმნას უკავშირებენ 1696 წელს 

იოჰან ბერნულის მიერ ე. წ. ბრაქისტოქრონის პრობლემის წამოყენებას, რომე- 

ლიც შემდეგში მდგომარეობს: სხეული სიმძიმის ძალის გავლენით ერთი მდე- 

ბარეობიდან მეორეში გადადის; რა გზით უნდა იმოძრაოს სხეულმა, რომ ეს 

გადასვლა მოხდეს მინიმალური დროის განმავლობაში? ვარიაციათა აღრი- 

ცხვის პრობლემები წინათ დასმული იყო, უმთავრესად, ორი აღებული წერ- 

ტილის შემაერთებელი ისეთი მრუდების შესახებ, რომელთა მხების ცვალება 

განუწყვეტელია. შემდეგში ცდილობდნენ სხვადასხვა მიმართულებით გაეფარ- 

თოებინათ იმ ფუნქციათა კლასი, რომელთა მიმართ დასმულია ვარიაციათა 

აღრიცხვგი პრობლემა. ანდრია რაზმაძის გამოკელევები, ძირითადად, ამ 

ხაზით ვითარდება. მის პირველ შრომაში, რომელიც 1914 წელს გამოვიდა, 

მიზნად დასახულია ვარიაციათა აღრიცხვის პრობლემის გავრცელება ისეთ 

მრუდებზ, რომელთა ერთი ბოლოწერტილი ფიქსირებულია, ხოლო მეო- 

რე წინასწარი პირობით შეზღუდული არაა, მნიშვნელოვან პროგრესს ვა-
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“რიაციათა აღრიცხვისათვის ზემოაღნიშნული მიმართულებით წარმოადგენს 

ანდრია რაზმაძის მიერ შექმნილი წყვეტილ ექსტრემალთა თეორია, რომელ- 
შიაც ხდება ვარიაციათა აღრიცხვის პრობლემის გავრცელება მარტივი ხასი- 

ათის წყვეტილ მრუდებზე და რომლითაც ვარიაციათა აღრიცხვა პირველად 

გამოყვანილია წყვეტილ ფუნქციათა ფართო ასპარეზზე. ეს თეორია საგული- 

სხმო ნაწილია თანამედროვე ვარიაციათა აღრიცხვისა და მისი მნიშვნელობა 

არ იკარგება ვარიაციათა აღრიცხვის ძირითად და ზოგად ხაზებში მიმოხილ- 

ვის დროსაც. ა. რაზმაძის კვლევა-ძიების ერთ-ერთ საყურადღებო შედეგს 

წარმოადგენს ვარიაციათა აღრიცხვის ლემა, რომელიც მის სახელს ატარებს 
და რომლიდანაც მოხდენილად გამომდინარეობს ვარიაციათა აღრიცხვისა- 

“თვის ძირითადი მნიშვნელობის მქონე ეილერის დიფერენციალური განტოლება. 

ა. რაზმაძის სხვა შრომათა შორის დავასახელებთ მის უკანასკნელ გამო- 

კვლევას, რომელშიაც პირველად მოცემულია დასრულებული გადაწყვეტა იმ- 
გვარ ინტეგრალთა მინიმუმის პრობლემისა, რომელთათვისაც ინტეგრალის 

ქვეშ მდგომი ფუნქცია პერიოდულია. ამ გამოკვლევასთან დაკავშირებულია 

განსვენებული მეცნიერის უკანასკნელი წლების მუშაობა. უკვე შეპყრობილი 

თავისი უკანასკნელი საბედისწერო ავადმყოფობით, ის აჩქარებს ამ გამოკ- 

ვლევის დამთავრებას, მედგრად ძლევს ავადმყოფობის პირველ იერიშებს 
და ახერხებს გამოკვლევის დატოვებას დასაბეჭდად მზა სახით. შრომა გამო- 

ქვეყნდა მისი სიკვდილის შემდეგ. 
თავისი კვლევა-ძიების სტილით ვარიაციათა აღრიცხვაში ანდრია ოაზ- 

შაძე ახლო დგას ამ დარგის კლასიკოსებთან და მუშაობს მათთვის დამახასია- 
თებელი პრობლემატიკისა და მეთოდების შემდგომ განვითარებაზე. 

ანდრია რაზმაძეს გაცხოველებული მეცნიერული ურთიერთობა ჰქონდა 

მთელ რიგ გამოჩენილ მათემატიკოსებთან; უცხოეთში სამეცნიერო მივლინე- 

ბების დროს ის ყოველთვის გამოდიოდა როგორც საქართველოსა და მთელი 

საბჭოთა ქვეყნის მგზნებარე პატრიოტი და ყოველთვის ახსოვდა საბჭოთა მე:- 

ნიერის მაღალი სახელი და დანიშნულება. 

ა. რაზმაძე იყო დიდი შემოქმედებითი გაქანების მეცნიერი, დაჯილდო- 
ებული ცოცხალი მათემატიკური წარმოდგენით და მათემატიკური კონსტრუ- 

ირების მახვილი უნარით; ის მუდამ ახლის ძიებაში იყო და უკვე მიღწეულზე 

დიდი ხნით არ ჩერდებოდა. 

ა. რაზმაძე უდავოდ მიჩნეულია თანამედროვე მათემატიკის ერთ-ერთ 

გამოჩენილ მოღვაწედ. მისმა შრომებმა ფართო გამოხმაურება ჰპოვეს მეც§ი- 

ერულ ლიტერატურაში და საპატიო ადგილი დაიკავეს ვარიაციათა აღრიცხ- 

ვის მთელ რიგ თანამედროვე კურსებში. 

ანდრია რაზმაძე არ იყო ისეთი მეცნიერი, რომელიც ჩამალულია თავის 

ვიწრო მეცნიერულ ნაქუჭში და არ უნდა მის გარეთ რაიმე დაინახოს. ის კარ- 

გად ხედავდა თეორიისა და პრაქტიკის ერთიანობას, მეცნიერების კავშირს 
ცხოვრების სხვა მხარეებთან და მის დიდ სოციალურ ღირებულებას. მის მოღ- 

ვაწეობაში, როგორც სპეციალისტისა, ამავე დროს ჩანდა ზოგადი სახე მეც- 

ხიერი მოქალაქისა, რომელიც ზრუნავდა მარქსისტულ-ლენინური მსოფლმხე–
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დველობის დაუფლებისათვის და თავის მუშაობას განუყრელად უკავშირებდა 

კომუნისტური საზოგადოების მშენებლობის საქმეს. ის ენერგიულად ეკიდე- 
ბოდა საზოგადოებრივ მუშაობას და გულმხურვალე იყო იმ კოლექტივის მი- 
მართ, როზელშიაც იმყოფებოდა. 

ა. რაზმაძის პეცნიერულ მუშაობას ახასიათებს იშვიათი მეთოდურობა 
და სისტემატურობა. ის ამ მუშაობას მტკიცე გეგმის მიხედვით აწარმოებდა. 

მთელი მისი მოღვაწეობისათვის, რომელსაც მისი ნებისყოფის ძლიერი დაღი 

ამჩნევია, დამახასიათებელია ღრმა სერიოზულობა, მოვალეობის შეგნებისა და 

პასუხისმგებლობის გამახვილებული გრძნობა; ის ყოველთვის მტკიცედ და შე- 

უდრეკლად იბრძოდა მეცნიერული მუშაობის მაღალი დონის დაცვისათვის. 

ანდრია რაზმაძე თავის მუშაობას დიდი ტემპერამენტით და დაძაბულო- 

ბით აწარმოებდა და ყოველთვის აქტიურად იყო განწყობილი თავისი საქმი- 

ანობის მიმართ; მეცნიერული მუშაობა მისთვის არ წარმოადგენდა განყენებულ 

პროცესს, მისი ცხოვრების სხვა მხარეებისაგან დაშორებულს. ის ამ მუშაო- 

ბაში ებმებოდა მთელი თავისი არსებით და ათბობდა მას შემოქმედებითი 
მგზნებარებით. 

დაუვიწყარია ანდრია რაზმაძის ფიგურა უნივერსიტეტის კათედრაზე. ლამა– 

ზი, ამასთანავე შეკუმშული და ეკონომიური მეტყველება, ყოველთვის კარგად შე- 
ვსებული ფრაზის მკაფიო ლოგიკური ტონირება, შინაგანი სიხარული და საზე- 

იმო ელფერი, რომლითაც მოწოდებული იყო აუდიტორიისათვის მეცნიერუ- 

ლი სიტყვა, ამავე დროს უტყუარი გრძნობა ზომიერებისა--ქმნიდენ ა. რაზ- 

მაძის, როგორც მასწავლებლის, ჭეშმარიტად მიმზიდველ სახეს. მისი ენთუ- 
ზიაზმი, შეცნიერებისადმი სიყვარული, შემეცნების სიხარული, რომელსაც მთე- 

ლი მისი არსება გამოასხივებდა, მათემატიკური სიმბოლოების დაწერის გარე- 

გნული სიკოხტავეც კი, რომელშიაც იგრძნობოდა რაღაც ალერსიანი დამოკი- 
დებულება მათდამი--–აუდიტორიაზე წარუშლელ შთაბეჭდილებას ახდენდა. ამი- 

ტომ არის ანდრია რაზმაძის სახელი ასე პოპულარული ჩვენს ახალგაზრდო- 
ბაში, რომელმაც საყვარელი მასწავლებლის ცოცხალი სახე მიიღო მისი მოწა- 
ფეთა თაობიდა თაობაზე გადასვლით, 

ანდრია რაზმაძე იყო ქართული საბჭოთა მეცნიერების ერთ-ერთი დიდი 

წარმომადგენელი, მეცნიერი და საზოგადო მოღვაწე, რომელიც ერთგულად 
ემსახურებოდა ლენინ-სტალინის საქმეს. 

ჩვენმა პარტიამ და საბჭოთა ხელისუფლებამ მაღალი შეფასება მისცეს 

ა. რაზმაძის დამსახურებას ქართველი ხალხისა და მშობლიური მეცნიერების წი- 

ნაშე. საქართველოს სსრ სახკომსაბჭოს 1944 წლის 14 ოქტომბრის დადგენი- 

ლებით საქართველოს მეცნიერებათა აკადემიის მათემატიკის ინსტიტუტს-- 

ერთ-ერთ დიდ მეცნიერულ მათემატიკურ კერას საბჭოთა კავშირში-ა. რაზ- 
მაძის სახელი მიეკუთვნა. 

ანდრია რაზმაძე ისეთ მეცნიერთა რიცხვს ეკუთვნის, რომელთაგანაც შემ- 

ომ თაობებს რჩებათ არა მარტო გარ ი მეცნიერული ნაშრომები და 
ისტორიულად აღნუსხული  დამსახურებანი, არამედ. ამასთან ერთად, მეცნიე– 

რის, მასწავლებლის, მოქალაქის, მშობლიური კულტურის განვითარებისა და 
ხალხის ბედნიერებისათვის თავდა დებული მებრძოლის მომხიბლავი სახე. 

ლ. გოკიელი



I 

ცგალებად ბოლოწერტილიანი ამონახსნების “მესახებ 

ვარიაციათა აღრიცხვა?მი! 

შესავალი 

ვარიაციათა აღრიცხვის ზოგადი ამოცანა შეიძლება შემდეგი სახით ჩა- 
მოვაყალიბოთ: 

მოცემულია ინტეგრალი 

ჩ X2 

1= IVC. #7) რ |” (X, 7 Xს 27) შ!, 

21 # 
სადაც # და # ფუნქციები აკმაყკოფილებენ ცნობილ პირობებს გარკვეულ #8 

არეში და განსაზღვრავენ უწყვეტ წირთა ფუნქციონალურ ველს, რომელიც 

მთლიანად ამ არეშია მოთავსებული. საჭიროა ამ ველიდან იმ მრუდის გან– 

საზღვრა, რომელიც I ინტეგრალს ექსტრემალურ მნიშვნელობას ანიჭებს. 

პრობლემის ხასიათი დამოკიდებულია სხვადასხვა პირობაზე, რომლებ- 

საც (გარდა რეგულარობის პირობებისა: უწყვეტობისა, მხების არსებობისა 

და სხვა) ველის ყველა მრუდი უნდა აკმაყოფილებდეს, მაგალითად, თუ ყვე- 
ლა მრუდისათვის შესრულებული უნდა იყოს ტოლობა: 

ჩ 

I (5.» X, 7) ძი! =/, (6) 

· ჩწ 

სადაც C რაღაც მეორე ფუნქციაა, ხოლო / რაიმე მუდმივი, ამგვარი პრობ- 

ლემა ცალკე განსახილავია და ამ სახის ამოცანას „იზოპერიმეტრული პრობ- 

ლემა“ ეწოდება. 
განსაკუთრებული პირობები, რომლებიც ფუნქციონალურ ველს ახასია- 

თებს, ორგვარია: ან მოცემულია განტოლებები (სასაზღვრო პირობები), რომ- 

ლებსაც ველის მრუდების ყველა წირითი (> 7, 2-) ელემენტი ან მათი 
ჯ 

გარკვეული სიმრავლე უნდა აკმაყოფილებდეს (() არის ამგვარი პირობის 

სპეციალური სახე); ან მოცემულია პირობები მრუდის ცალკეული წირითი 
ელემენტისათვის. 

რაც შეეხება ბოლოწერტილებს, მათთვის შესაძლებელია ორი ძირითა- 

დი პირობა: 

2) ყველა მრუდს აქვს ერთნაირი ბოლოწერტილები; 

1 ეს წერილი დაიბეჭდა ჟურნალში „Mმსიტიი25-66 #ტილე1ტი" (იხ. #4. წევთაიეძეაი, 
სხ% Lბასიყიი ო CIი6ო V0II2ხ12ი Cიძისის 10 ძიL V 2II2L(005(6იხისიდ, M2ჯი. #იი, 8ძ. 75, - 

19144).
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ა) ორივე ბოლოწერტილი, ან მხოლოდ ერთი მათგანი არის ნებისმიერი, 

და მოცემულია ვ3რუდები, რომლებზედაც ბოლოწერტილებს შეუძლიათ მოძ- 

ი აოპა, 
ვთქვათ პრობლემა დასმულია სასაზღვრო პირობების გარეშე. 

ჩვენ წინასწარ დავუშვებთ, რომ ამ პრობლემის ექსტრემალი არსებობს 

და ვუჩვენებთ, რომ ველის მროუდთაგან იგი არის სწორედ ის მრუდი, რომლის 
წირითი ელემენტები აკმაყოფილებენ ეილერ-ლაგრანჟის დიფერენცია- 

ლურ განტოლებას: 
LL ყა! +" L. (ა ” –”V”>) = 0. (1) 

გარდა ამისა ველის დამახასიათებელი პირობების გამო ექსტრემალის 

ერთი ან რამდენიმე ელემენტი უნდა აკმაყოფილებდეს სხვა განტოლებებსაც; 

უჯანასკნელთ ჩვენ მივიღებთ ვარიაციის მეთოდით; მათ აქვთ სახე: 

თ, ნ, (5, 7 X9ა 71) I (X1, 273) 1) 71); 

#4, (5; 9; Vგი 1)» 7 (2 7) 1) 2): «--2. რი, რჯ) -..) => 0, 
აქ დ; აღოის # ფუნქციის :” და 4 -ით წარმოებულების წრფივი ფუნქცია, ძა, 

იე... კი პარამეტრები. კერძოდ, ხ) ტიპის პრობლემისათვის ბოლოწერტილის 

ელემენტები ექსტრემალზე ვარიაციის მეთოდით განისაზღერება, ამიტომ ისი-. 

ნი ზემოდასახელებულ დამოკიდებულებებს აკმაყოფილებენ. 

ვ) ტიპის უმარტივესი ველი არის ისეთი, რომლის მრუდები C” კლასი- 

ს-ა, მასთან შესრულებულია მხოლოთ ერთი ტოლობა, სახელდობრ (1). შე- 
ვაოჩევთ რა გარკვეული წესით ჯ პარამეტრს, ამ განტოლების ზოგადი ინტე- 

გრალისათვის ჩვენ ვპოულობთ შემდეგს: 

ჯ=Mი თ, 8), დ) 

2 = /1(რი.0, 8), 

სადაკ თ და § ორი ნებისმიერი მუდმივია. (2) განტოლებებით წარმოდგენი- 

ლი მრუდები ამგვარად ექსტრემალთა უმარტივესი თვისების მქონეა. ისინი 

ფარავენ # არეს. 

ზემოთქმულიდან გამომდინარეობს, რომ სხეა პრობლემის ამოხსნები, სა- 

საზღვრო პირობების გარეშე, ან მთლიანად ეკუთვნიან (2) ოჯახს ანდა ამ 

ოჯახის მრუდთა ნაჭრებისაგან შედგებიან. 

ამგვარად, ვარიაციათა აღრიცხვის ყოველი პრობლემა სასაზღვრო პირო. 

ბების გარეშე იმაში მდგომარეობს, რომ განისაზღვროს (2) ოჯახის მრუდი, 

რომელსაც გარდა უმარტივესი ექსტრემალური თვისებისა აქვს აგრეთვე ის 

თვისება, რომელიც პრობლემაშია დასახელებული; ანდა იმავე ოჯახის რამ- 

დენიმე მრუდი, რომელთა ნაჭრები შეადგენენ ერთ მრუდს, რომელიც პრობ- 

ლემას უპასუხებს. 

ხ) ტიპის ექსტრემუმის ერთი განსაკუთრებით მარტივი ამოცანა, სასაზღ- 

ვრო პირობების გარეშე, რომელსაც ჩვენ განვიხილავთ, შემდეგში მდგომა- 

რეობს: ფუნქციონალური ველი შედგება იმ უწყვეტი მრუდების კონისაგან, 
რომლებიც გამოდიან მოცემული 4 წერტილიდან და ბოლოვდებიან საკმარისად 

1 ი, 80172, წ 0I1ბასიდ6ი სხიL V 20II211095:6CხიV9წ, გვ. 13, 1/.
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მცირე რადიუსიანი წრის შიგნით„ ამ ველში ) ექსტრემალი უნდა იყოს. 

აგრეთვე ექსტრემალი თავის თავის მიმართაც, ე. ი. ის უნდა დაბოლოედეს, ანუ 

„შეწყდეს“ ისეთ #ა წერტილში, რომ I ინტეგრალი აღებული „4#(ე-ის გასწვრივ 

ექსტრემალურ მნიშვნელობას ღებულობდეს. სწორედ ამიტომ ასეთ ). ექსტრე- 

მალს ჩვენ ვუწოდებთ შეწყვეტილ ექსტრემალს და წერტილს, სადაც ის წყდე- 
ბა, შეწყვეტის წერტილს. 

(2) მრუდთაგან სწორედ ისინია შეწყვეტილი, რომლებზედაც შეწყვეტის 
წერტილები არსებობენ. 

ჩვენ შემდეგში ვაჩვენებთ, რომ შეწყვეტილ ექსტრემალთა ერთობლიობა 

შეადგენს ოჯახს, ერთი ნებისმიერი პარამეტრით. 

მრუდთა იმ კონის შესახებ, რომლებიც 4 წერტილიდან გამოდიან, უნდა. 

შევნიშნოთ შემდეგი: პრობლემის ხასიათი დამოკიდებულია იმაზე, / წერტლს 
მივიღებთ საწყის თუ ბოლოწერტილად. ამის შესაბამისად შესაძლებელია აგ- 

რეთვე შეწყვეტის MX. წერტილი მივიღოთ საწყის ან ბოლოწერტილად, 

პირველ შემთხვევაში ექსტრემალებს ვუწოდებთ „პირველი გვარისას“ –– 

მეორეში კი –- „მეორე გვარისას. 

წინამდებარე შრომაში ჩვენ განეიხილავთ აუცილებელ და საკმარის პი-.- 

რობებს „პირველი გვარის“ შეწყვეტილი ექსტრემალებისთვის. ბოლოს კი ჩვენ- 

განვსაზღვრავთ პირველი და მეორე გვარის ექსტრემალთა ურთიერთ დამოკი- 

დებულებას. 
ორი ექსტრემალური მნიშვნელობიდან –ი12#Iთ2გ და ი)IიIთ2 სიმარტი-. 

ვისთვის ჩვენ განვიხილავთ მხოლოდ უკანასკნელთ. 

შრომის შინაარსში მოკლედ ორიენტირებისათვის უკანასკნელ თაეში. 
მოცემულია მაგალითი, 

4. აუცილებელი პირობები 

1. # ფუნქციისაგან ჩვენ მოვითხოვთ, რომ ის ეკუთვნოდეს #8 (1,7, >? + 

+ #53 0) არეში C“ კლასს და, გარდა ამისა, ორი უკანასკნელი ჯ და» არგუ–- 

მენტის მიმართ აკმაყოფილებდეს ერთგვაროვნობის ცნობილ პირობას: 

LLC), LXს) M)) = ჩICX, 102) #>90 
ვთქვათ ამის გარდა: 

ჯ=დ0) X=9%V) (ფ.571=51) 

არის C კლასის რაიმე L მრუდი, რომელიც მთლიანად 8 არეში ძევს და ამ. 

არეში ორ მოცემულ წერტილს აერთებს. მაშინ ფუნქცია: 

# (დ CV, დთდVთ), დ დ), ს (8), 

უწყვეტია V,,; #,) შუალედში; ამიტომ 
# , 

L- | წCდთღ, 6C), #6, 9 (ე) «# 
/ # 

ინტეგრალს # მრუდის გასწვრივ აქვს სრულიად გარკვეული სასრულო მნიშ– 

ვნელობა. შემდეგში ჩვენ ამ ინტეგრალს მოკლედ აღვნიშნავთ /;-ით.
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ვთქვათ „+ შეწყვეტილი ექსტრემალია (ნახ. 1), რომელიც ” საწყისი წერ– 
ტილიდან გამოდის, #ე კი მისი შეწყვეტის წერტილი. #X წერტილის გარშემო 

საკმაოდ მცირე რადიუსიანი წრის შიგნით ავიღოთ 8 წერტილი. #L იყოს ნე– 

ბისმიერი მეზობელი მრუდი, რომელიც #4 და 8 წერტილებს აერთებს, მაშინ 

შეწყვეტილი ექსტრემალის განმარტების თანახმად გვექნება: ' 

I. > IX. 
შევაერთოთ ახლა 8 და IX) წერტი- 

ლები ნებისმიერი # (I) 8) მრუდით; 

რადგანაც 8 წერტილი ნებისმიერია, 

უკანასკნელი უტოლობიდან გამომდინა- 
რეობს, რომ IXX-8 მრუდი ტრანსვერსა- 

ლია » ექსტრემალის მიმართ; აქედან 
ვღებულობთ, რომ 1 ექსტრემალი #ს 

მრუდთან, რომელიც X-დან გამოდის, 

ტრანსვერსალურად გადაიკვეთება. 

თუ 0: არის ს მრუდის IL) წერ- 

ტილში მხების მიერ ჯX ღერძთან შედგე- 
ხილი კუთხე,ე ხოლო %ე: 70) %0; ე კი X ექსტრემალის კოორდინატები და 
წარმოებულები იმავე ჯე წერტილში, მაშინ ტრანსვერსალობის პირობა: 

XV (%ი; 70; X03 70) C05 მა ++ LV (Xი) ი» %0', ს) §10 მი = 0 (3) 

შესრულებული უნდა იყოს; რადგანაც (3), განტოლებაში მე ნებისმიერია, 
ამიტომ ამას ჩვენ მივყევართ შემდეგ დებულებამდე: 

დებულება 1 შეწყვეტილი ექსტრემალის შეწყვეტის #, 
წერტილში შესრულებული უნდა იყოს შემდეგი ორი ტო- 
ლობა: 

  

1+I (%ი; 70; X0» 70) => 0, თ 
II (Xი, 10» X0 ; 7 ი) = 0- 

თუ ერთგვაროვნობის პირობას ჩავწერთ შემდეგი სახით: 

IX = X LI +» ჩV, 
მაშინ (I)-ის თანახმად, მივიღებთ: 

ჯLLC2X 20; X, Vი) = ლ; (4) 
მაშასადამე, შეწყვეტის X) წერტილში # ფუნქცია ნულის ტოლია. 

2. =XC, X=7C) (I </)<1) 
იყოს #»(4I%) ექსტრემალის განტოლება, ხოლო # და ჯე კი ჯპარამეტრის მნი- 
შვნელობები სათანადოდ 4 და ILი წერტილებში. განვიხილოთ ახლა ფუნქცია: 

! 

IV) – IC (XVI),7 C()), XC), 7 C0)#. 
” 

ამ ფუნქციას / =ჯ, წერტილში უნდა ჰქონდეს მინიმუმი, ამიტომ (ჯ = I, წერ-
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ტილში პირველი IL (,) წარმოებული უნდა იყოს ნულის ტოლი, ხოლო მეორე 
წარმოებული კი |I"(/)=0; მაგრამ პირველი I '(/) წარმოებული არის: 

ჯ”V) = LCXC), 7C,), ჯ» CI). 7 (/) )- 
(4) ფორმულის საფუძველზე მინიმუმის პირველი პირობა შესრულებუ- 

ლია. მეორე წარმოებულისთვის კი გვაქვს: 

I" 0)=L, XC) +. 7C) + CV »C) + ჩ„ VI 
ჩავსვათ ამ ტოლობაში (ჯ = 1 და გავითვალისწინოთ (ს პირობა. მივი- 

ღებთ: , , , 
I” (7ა) = L> 2: (ჯა) -+L IL, 7 (7ი)- 

აქედან ვღებულობთ, რომ შეწყვეტის ჯL წერტილში (1) პირობის 
გარდა უნდა იყოს შესრულებული აგრეთვე უტოლობაც: 

L; (Xი, X-ი, ჯX9, 7) X9 + XL (C%ი, 7·თ XIV »9) 79 =0 (5) 

შემდეგში ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ შეწყვეტილი ექსტრემალის „7/% რკა- 

ლისათვის ლეჟანდრისა და იაკობის პირობა არის შესრულებული მკაც- 
რი სახით, ე. ი. 

წე >0 და 11< I <- 10) 

'სადაც 

_–__– – 
1 წე XV ჯ? (6) 

ხოლო 7? აღნიშნავს / პარამეტრის მნიშვნელობას იმ წერტილისთვის, რომ- 

ლის შეუღლებული წერტილია #%. 
8. შეწყვეტის წერტილთა წირი 

3, ზემოთ ჩვენ ვნახეთ, რომ C” კლასის ექსტრემალი წირით (> 7, >) 
ჯ 

„ელემენტზე განიცდის შეწყვეტას, თუ: 
I. (26 7, 2ე+)=0, IV (ი 7, #ს V)=0 · (7) 

ეს (7) სისტემა იძლევა ოჯახს ისეთი შეწყვეტის ელემენტებისა, რომლე- 

ბშიაც C' კლასის ექსტრემალები შესაძლებელია შეწყდენ თუ აქედან 

ჩვენ ს გამოვრიცხავთ 1, მივიღებთ ყველა შეწყვეტის წერტილის გეომეტ- 
რიულ ადგილს: 

MI(X 7=0 

1 ეს შეიძლება, ვინაიდან L. და #VI ფუნქციები » და #”-ის მიმართ ნულოვანი რიგის 

“არიან, ამიტომ: 
, 

ჩხ: (X, X, Xს 2) = LI (» X», 1, 7) , 

XI (წ, 2, Xს, 7) = LV (2 7 1, 3)
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ეს არის შეწყვეტის წერტილთა წირის განტოლება. (7) სისტემიდან, (6) ფორ- 
მულის თანახეად, მივიღებთ: 

IL. ძჯX + #,თ' –_ 2275 «2 ) =0, 
ჯ 

I ,ძX + Iნძე + 29, 2 >) = 9 
ჯ 

ახლა, გამოვრიცხავგთ რა ძ (>), მივი- 
ჯ 

ებთ შეწყვეტის წერტილთა წირის 
გასწვრივ ტოლობას: 

#, L, ძX –+ Iს ძ) = 0; 

და ამიტომ: 

ძ” IL 
_–_ ==5:-- 8 

ძჯ ჯ, (8) 

. ამ ფორმულიდან ვღებულობთ, რომ: 

თუ ჯ# ფუნქცია არ არის დამოკიდებული ჯ ან /-ზე, მაშინ შეწყვეტის წერ–- 

ტილთა წირი წარმოადგენს ჯ ან ჯ ღერძის პარალელურს ერთს ან #ამდე- 

ნიმე წრფეს. თუ # არაა დამოკიდებული არც 2; და არც 7#»-ზე, მაშინ შეწყვე- 
ტის წერტილთა მრუდი განუსაზღვრელია. 

(7) განტოლებით ყოველი შეწყვეტილი ექსტრემალის წირითი ელემენტი 
ცალსახად არის განსაზღვრული. ამიტომ მთელი ექსტრემალი ამ განტოლების 

საშუალებით სავსებით განსაზღვრულია. 

შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ ვინაიდან შეწყვეტილი ექსტრემალები C' კლასს 

ეკუთვნიან, რომელთაც ჩვენ ვავლებთ შეწყვეტის წერტილთა წირის წერტი- 

ლებზე სათანადო მიმართულებით (რაც (7) ფორმულითაა განსაზღვრული) 

(ნახ. 2), ამიტომ მათი ერთობლიობა წარმოადგენს ოჯახს ერთი ნებისმიერი 

პარამეტრით (ერთ პარამეტრიან ოჯახს). 

ნახ. 2 

C. შეუღლებული წერტილების თეორია 

4. ვთქვათ 

ვთმვ X = X(ი), წ» = 7(მ) 

იმ 8 მრუდის განტოლებანია, რომელიც X-ა წერტილზე გადის; ცნობილია (»”. 1) 

რომ მრუდი არის »# ექსტრემალის ტრანსვერსალი. დავუშვათ, რომ ჯL 

მრუდისა და 2. ექსტრემალის მხებები ჯა წერტილში სხვადასხვა არიან, მაშინ 

#ჯ მრუდის ყოველ ნებისმიერ #8 წერტილში, რომელიც I-ი წერტილის საკმა- 

რისად ახლოს მდებარეობს, # მრუდის ტრანსვერსალურად მხოლოდ ერთი 

ექსტრემალის გავლება შეიძლება; ასეთი ექსტრემალების ერთობლიობა, რომ- 

ლებიც მრუდის ტრანსვერსალურია, ჰქმნის ექსტრემალთა ერთპარამეტრი- 

ან ოჯახს. 

1 ცი122, V0II6ვსიყCი, ჭვ. 321.
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ვთქვათ 2» =დთ(სძს 7 =დ(ხჩი) (9) 
ამ ოჯახის განტოლებანია, ხოლო «ი = ძე კი ძ პარამეტრის მნიშვნელობა 7, 

ექსტრემალისთვის. ც მრუდის გასწრივ გვაქვს: 

( =#(9); (10 

მაშინ გვაქვს იგივობა: 

ჯ (თ) I-V CC (I (0), 6), დ (I (ი), 9), დ! # (ი), ძ), დ; (I (4), თ)) + 
7 (9) L”/ (6 (I (9), 0V), CI (9), 9), დ (I (4), 9), დ; (I (ი), 4)) = 9 (11). 

თუ გავაწარმოებთ ამ ტოლობის ორივე მხარეს, მივიღებთ: 

I» “თ -92 +#/C) +, I4, + თ” (9) წ, + /" C)ჩ,+ 
+>» (თ IL" დი + L. ბა + #4 დი + 1. / სიI-L 

+17" (9) (წა და “+ 1 ზა + LV დ! + #ეე და) = 0; 

ახლა თუ ვისარგებლებთ აღნიშვნებით: 

L = ს–ის M = L,. + დაძ! L, = L,, + დ სL,, 

M = სს -- თ,დი, MM = #Xი) ს” + 7 (0) Iს 6ტ = დსა – სდა- 

"მივიღებთ: 

ძ | ია) + 50 |-+>-+Cთ4+M%-#%ჩბი#6+ 
+ (M და + IM ჭა -L დ, #, 4) წ” (ი) + # (ი) = 9; 

საიდანაც: 

  

9! __ _ (Lდი+M %ი-––#! #6, ტ() > (0)+(M და-++M დ»+დ; #, 4) 7(4)+IM) 03 

ძი I. #(C) + L# (9) 

აქედან გამომდინარეობს, რომ #= «ე: წერტილის მიდამოში (10) ფუნქცია: 

საზოგადოდ მხოლოდ ისეთი L მრუდებისათვის არსებობს, რომელთათვისაც. 

ზემო წილადის მნიშვნელი ძი = ძა მნიშვნელობისათვის განსხვავებულია ნული– 

საგან, ე. ი. 

L. X (თ) + #2 (თ) 6 0; 
მაგრამ, თუ ! 

L,X (2) + X,7/ (0) = 0, 

მაშინ L მრუდისა და შეწყვეტის წერტილთა მრუდის მხებები შეწყვეტის X.. 

წერტილში ერთმანეთს ემთხვევა („9. ჩვენ განვიხილავთ _ მხოლოდ. 

ისეთ ს მრუდებს, რომელთათვისაც მსებთა ' მიმართულებები განსხვავებულია. .
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მოვძებნოთ ახლა ვხების 7ა = 190ა დახრა # მრუდის წერტილში. 

(12) ფორმულის საფუძველხე ჩვენ გვაქვს ორი იგივობა: 

«X(ი) = დ!(იცი), V(C4) = დ (იცი) 
და რადგანაც 

7(იი) = 15%, 

ამიტომ გვაქვს: 

რ “ CV 
" ძი +%. 

ძ! #==1ე 

V-X ღი თ=ძი: 

I = 

შევიტანოთ აქ მრიცხველში და მნიშვნელში “ს ნაცვლად (12) გამოსა- 
რი 

ხულება, მივიღებთ: 

  

  

ი%ეას =CV+Mებ4+9%C7-V2)6+M+#MCთ%Cთ_ 
“ძი... ?“ | LV + სე» 

– (M > +IMV7)4 + დ (03 –- 05%) #, 4, +- # (თ) C (I) 

' ძი · LX + IL.) 

აქ 
IMXL(ძა) =0, 

ამიტომ გვეჭჟნება: 

– (Lა%აე + M0 20) 4 (#0; 0) +- 2” ი (+ 0 70 –– 10 > 0) XI (#ი; ძი) #% (70; რი) 
I. = , , უა . 

? (Mი X% + #ი77%) 4 (/6, რი) > 2'ი CX 0) 0 –– 270 20) /-) (7ი; 00) /% (70; #6) 
  

  , (13) 

სადაც Lი Mი, Mი, XV, ი არიან L, M, M, X, წ-ის მნიშვნელობები 1 = #., 

4 = ძე წერტილში. შემდეგში ჩეენ დავწერთ # (ი, ძი,» 4 (/ი, რი) I" (/ა, ძი)-ის 
ნაცვლად! შარტივად #4, 2, #,. 

(13)-დან ვღებულობთ: 

»X=- (ი + #4ი 79) 4 -L 70 CXი 10 –– /0) IL, “+ · 

მ CMა + Mა 10) 4 + %% (20 79 –7%9 )I) 4, 

ამრიგად IXე-ის განსაზღვრა დაიყვანება შემდეგი კვადრატული განტოლების 
ამოხსნამდე: 

(Mე 4 + 256 #5 44) 15 + 2 (M/0 4–– % ი 70 > 7") IX + Vატ4+X7:IL)40=0; 

აჟედან: 

1 შემოკლებული აღნიშვნები შემოღებულია ბოლცას მიერ (იხ. 80I7ე, V0LI6§სიჯყ6, 
გვ. 223). #Lთ(I,4), V/,9), VIC/,0), %L(/,0)) = L CI, 0).
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– (Mბ-- 2740 +1(2რ)ბ--2ეე”ი#, 0) (გ-მ ნ,ბ)(Lაბ+725 40. 
70= Mე4 + 1 ეთ თ 

„რაც მარტივი გამოთვლების შემდეგ მოგვცემს 

  

  

–-(ტ0ბ–2 7 ი#, 'V) + (M2I-XMი6Lი)27-- C(აX+2#Mი%ი)7/ი -L XXი72) M44ბც 4 ს = 
M#ეტ - Xა?/,ბ; 

ვთქვათ წყლ) არის მრ უდის ფოკუსი 7” ექსტრემალზე!. გვაქვსპ: 

იწ C/იი) = Cს (230 (15) 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია, ხოლო 0 ვაიერშტრასის მიხედვით 
იაკობის დიფერენციალური განტოლების ის ინტეგრალი, რომელიც ჯ ექ- 

სტოემალს ეთანადება და ისპობა < = / მნიშვნელობისთვის, (15)-დან ვღებუ- 

ლობთ: 

4) (Iი:ძი) = C0 CM), 

2! C/ა;ძი) => C0: (#6), 

შევიტანოთ ეს მნიშვნელობანი (14)-ში, მივიღებთ: 

  

–-(Mემ – XM10L,00+1/ CM -- M/Lა)0? –– (ჩეX? -L 2 ეეე + Vე /2) X, ნ IM 
  

  

  

2ა= M#ეს + 2:2L,0, 

-ანუ 

0; (#ი,< 
CC 0» აბ) /თი ?1-–M#აL0) –– (LიX6-+- 2M-X 070 + Xი/ 2)# იი2. 

1=– > · ც) 

Xნა1ნ, ე - 08 
ეს არის თანაფარდობა მწების მიერ + ღერჰჭთან შედგენილ კუთხეებს შო-. 

-რის 8 მრუდის I წერტილზე და 2. ექსტოემალის ფოკუსზე. 

5. განვიხილოთ ახლა ფესექვეშა ფუნქცია. მოკლედ ჩვენ მას აღენიშნავთ 

/Cფ)-თი: 
0, (5). 

0 (#5). · 

იაკობის დიფერენციალური განტოლების თეორიიდან ცნობილია, რომ 

7 (–) = CM -– MაLა) -–– (CაX2 +- 2Mი+X ი -L Mია)?) X, –   

  

1 9) ოჯახის ფოკუსს » ექსტრემალზე ვუწოდებთ » მრუდის ფოკუსს 2» ექსტრემალზე ან, 
«მოკლედ, 2 ექსტრემალის ფოკუსს. 

98 801723, პთლI(Cგი )0სჯიე1 0” M2+ილი1:LIC5 10.
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-0, იძ <) _ 

0 (70;+) 

არის «-ს ზრდადი ფუნქცია. რადგანაც გარდა ამისა: 

ჯ. = LX + MX; წყ = MX + MVV (17» 

ამიტომ გვექნება: 

Lი7 2 -L 2 Mი2 ი)ი + Mი/ გ = XIV -L 210, 

(ჯმ. 2)-ში ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ 

+ I –+ 11 = 0. 

განვიხილოთ ეს პირობა მკაცრი სახით, ე. ი. გამოვრიცხოთ ტოლობის ნი- 

შანი; მივიღებთ, რომ #2) ფუნქცია მუდამ კლებულობს. ვთქვათ #ჯა(ჯა) არის 

7” ექსტრემალის ის წერტილი, რომლისთვისაც 

7#C>ი)=0- (18). 

მაშინ /(1) ფუნქცია «-ს მნიშვნელობებისთვის <ე-დე დადებითია და უარყოფი- 

თი +: მნიშვნელობის შემდეგ; 

ვთქვათ % <. 5 
მაშინ 

#C) >09. (19). 
ამ შემთხვევაში (160 ფორმუ- 

ლიდან ვღებულობთ 7ე-სათვის ორ- 

ნამდვილ მნიშვნელობას; მაშასადა- 

მე, არსებობს IL) წერტილში მხე- 

ბის ორი მიმართულება, რომლე- 

ბიც ეთანადებიან (19) უტოლო- 

ბის დამაკმაყოფილებელ «-ს მნიშ- 

ვნელობას, გავავლოთ ახლა IX. 

წერტილზე ერთ-ერთი ამ მიმარ- 

თულებით ს მრუდი და ავაგოთ 

ტრანსვერსალურად ამ მრუდის. 

მიმართ იმ ექსტრემალთა ოჯახი, 

რომლებიც შეწყვეტილ ექსტრ“ე- 
მალს შემოევლებიან; ამ ოჯა-- 

ხის ფოკუსი იქნება » ექსტრე- 

მალის ის წერტილი, რომელიც 

პარამეტრის 1 = + მნიშვნელობას 

ეი ანადება. ვთქვათ 4 არის ეს 

წერტილი, ხოლო 8 კი ანალო- 

ნახ, 3 გიური წერტილი დასახელებული. 

ოჯახის 8C ექსტრემალისთვის. 

4 და 8 წერტილები ძევს ამ ოჯახის მომელებზე. ცერმელო-კნეზე-- 

რის დებულების თანახმად გვაქვს (ნახ. 3). 
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48 ++ I80C = I4ჩი: 
ამგვარად, შეწყვეტილი 4M ექსტრემალი არ ანიჭებს მინიმუმს ინტე- 

გრალს, თუ საწყისი / (I/,) წერტილისათვის 

#, 5 4ე: 
თუ კი < >%ა გვექნება: 

წ2 63) < 0. (209) 

ამ შემთხვევაში #ი წარმოსახვითია; ამგვარად, <-სათვის არ არსებობს მხე- 

ბის ნამდვილი მიმართულება, რომლის მნიშვნელობა აკმაყოფილებს (20) 

უტოლობას. 

ყველა ზეპოთქმულიდან გამომდინარეობს, რომ მინიმუმის აუცილებელი 

პირობა არის უტოლობა: 

1, > «ი (21) 

6. დავამტკიცოთ ახლა შემდეგი დებულება: 

დებულება IL. M%(=) წერტილი არის შეწყვეტილ ექსტრემა- 
ლთა ოჯახის ფოკუსი ) ექსტრემალზე. 

ამის დასამტკიცებლად დავუშვათ წინასწარ, რომ შეწყვეტის წერტილთა 
წირის გასწვრივ L, და IL, არ არიან იგივურად ნული. 

ვთქვათ 
21=1:(/, II), უ/5==1' (#, 1) 

'განტოლებებია შეწყვეტილ ექსტრემალთა კონისა, რომელიც 2. ექსტრემალს 

7) =70 მნიშვნელობისთვის შეიცავს. 
შეწყვეტის წერტილთა მრუდის გასწვრივ ეთქვათ 

#=1 (II). 
როცა #I=7Iი, გვაქეს: 

#(M0) == 10. 

მაშინ შივიღებთ ორ იგივეობას: 

LV (2: (I (ი), #), 7 (1 (7), 7), XI (/ (7), 7), 1 (ჯ (თ), »I))=9, 
XV C2: (I (VI), MI), 7/ (7 (7), ?!),. 2: C/ CI), 71), 7! (# CIII), 7#))=0, 

თუ ამათ გავაწარმოებთ, მივიღებთ: 

8,4 _+#» “ა + L ი +: სი 121 +” L„V=0, 

IX > + ჩა5%ო + Iყეო + თომ + თ I =90. 

·(გმბზ. 5) აღნიშვნის თანახმად ჩვენ შეგვიძლია ეს განტოლებანი ასე გადავწეროთ: 
წ/. : 

L. –_ + LXი + Mჯა.––- X#,4,=0, 
ი1# : 
ძ. 22 

85-+Mი+Mი»+2%ინ4%=0. ( ) 
7) 

თუ გამოვრიცხავთ 4-ს, მივიღებთ:
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ჩა + პის, 504 _ 1 + აბა+ ბო. 

„8. აა 1. 
(17) ფორმულის საფუძველზე, შეწყვეტის წერტილთა წირის გასწვრივ გვეე– 
ქნება იგივურად: 

CI –– LM) 4 –– (L1--2პ0904+ MM) LI ბ|=0 

და, მაშასადამე, #% წერტილში: 

(2/ა?–– #აXი) 2 (#0, Iი) –– (L0X'2 -C 22102” ი) 0-+ MV0X) #4 (70, 7710) 'M.(#0; 7710) = 0. 

ეთქვათ I)M(ჩი) არის შეწყვეტილ ექსტრემალთა ოჯახის ფოკუსი 7». ექსტრე– 

მალზე. (15+ის შესაბამისად უკანასკნელ განტოლებას ჩვენ გადავწერთ შემდეგ-. 

ნაითად: 

  

1, 0, (/ , 7 
(101 – L9ი”Mი)–-(LიC 0-+-2 MX ი” 0-+ Mი ა LI (7ი, ძი) – '( ი, #0). =0. 

6 (/ი, /) 

თუ ამ გამოსახულებას შევადარებთ (18)-ს, დავინახავთ. რომ 

0 (7. %ი) 000, #Mი) · 

ეს კი მხოლოდ მაშინ არის შესაძლებელი, როცა: 

“ ჩი=%ი, 

ანუ, როცა ჩი ეზთხვევა #ი-ს. ჩვენ ვგულისხმობდით, რომ შეწყვეტის წერ-. 

ტილთა მრუდის გასწვრივ #, და Lე ნულისგან განსხვავებულია; ადვილი-· 

დასამტკიცებელია, რომ ერთ-ერთი ამ პირობათაგანი არ არის არსებითი, 

მაგალითად, თუ #,=80, ხოლო 

#,=9, (23, 
მაშინ შეწყვეტის წერტილთა მრუდი წ” ღერძის პარალელურია. მაშასადამე 

XX (/ (77), /,)= C005L- 

თუ გავაწარმოებთ ამ განტოლებას, მივიღებთ: 

“ 0 

რებით 
აქედან და (22)-ის პირველი განტოლებიდან გამოვრიცხოთ «, მივიღებთ: 

L.ა+Mბპბი» უი ში 
– 

აქედან და (17)-ის პირველი განტოლებიდან გვექნება: 

V4 _–_ 2644 L. 2–,=0, 

ანუ 

M–-– 2.%X I <0. 

ახლა ჩავსვათ აჭ ჯI-ის ნაცვლად #”ი და გავითვალისწინოთ (15), მივიღებთ: 

0, (ი, ჩი) (24) 

მილა ცე =მ.
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ამ სახემდე "შეგვიძლია აგრეთეე (18)-ის „დაყვანა. (23)-დან გვექნება: 

  

  

M10X 0-L M01'0 = 0 

საიდანაც 

M#-=-- ' M. 
7 

ჩავსვათ M0-ის ეს მნიშვნელობა (18)-ში, მივიღებთ: 

, ლ, მ, (70) % ) 
26? +პრხიუ –- (LიX2 -L წ2L%) 0)”) მილ) =0, 

ანუ 

VII ი 0 10, წ 4 1L0X(0-+-M10)9 '( Mი – მიერ ნ, ს / (ი გაალო 

I 0 6 (ი, %) 

მაგრამ, ვინაიდან 

#ი%94+ Mი079 _ ე, 
X#0 

ამიტომ 
0, (/ი, <ი) 

=0, 
Mი – 407946 ; 0C7, +ი) 

თუ უკანასკნელს შევადარებთ (24) მივიღებთ: 

/10 == 20- 

ამგვარად დებულება ამ შემთხვევაშიაც დამტკიცებულია. ამ დებულების 

თანახმად (21) ჩაიწერება შემდეგი სახით: 

1: >ჩ0,. (II 

ამას კი მივყევართ შემდეგ დებულებამდე: 

დებულება II. 1 ინტეგრალის მინიმუმის აუცილებელი 

პირობა იმაში მდგომარეობს, რომ 7 ექსტრეზალის საწ- 

ყისი 4 წერტილი ს ფოკუსსა და შეწყვეტის # წერ- 
ტილს შორის უნდა მდებარეობდეს. 

ჩხ. სუსტი შეწყვეტილი ექსტრემალები 
7. ზემოთ, როდესაც განვიხილეთ რადიკალქვეშა გამოსახულება, ჩვენ 

(5) პირობა მივიღეთ მკაცრი სახით. ადვილი შესამჩნევია, რომ იმ შემთხვევა- 

ში, როცა 

20 1-+7V 6 L)=0, (25) 

2 ექსტრემალი სუსტია. მართლაც, (25) შემდეგის ტოლფასია: 

Lი X-5--+-2M% X”01'0-L- MV-ი 72= 90. 

მაგრამ, რადგანაც X”M და #-ი ნამდვილი სიდიდეებია და 

X6+ 09-90, 

ამიტომ უკანასკნელი მხოლოდ მაშინ არის შესაძლებელი, როცა: 

M2 –– ე L-=0. 
მაშინ (16)-ის თანახმად 70 ყოველთვის ნამდვილია, მაშასადამე X ექსტრემა-
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ლი არის სუსტი ყველა წერტილისათვის, კერძოდ თუ შეწყვეტის წერტილთა 

მთუდის გასწვოივ გვაქვს: 

I.=ჯჯა=90, 

ნაშინ ს,++-#,+ იგივურად ნულია ნებისმიერი შეწყვეტის (» + 2) ელე– 

ზემტისათვის, მაშასადამე, ყველა შეწყვეტილი ექსტრემალი სუსტია; ჩვენ ამ 

შემთხვევას არ განვიხილავთ. 

(5) უტოლობა შეიძლება კიდევ სხვა სახით ჩავწეროთ. აღვნიშნოთ 

C და უ-თი შეწყვეტის წერტილის კოორდინატები. მაშინ (8) ფორმულიდან 

მივიღებთ: 

ძო _ I». 
-– L) 

ძი წე ხა 
საიდანაც 

ც-- 5# ყნ–““ეგ– 
» 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობა (5) უტოლობაში, მივიღებთ: 

L , 
წ - 3 , 1'>9, 

M - 
ანუ 

L, “. '” „ თს ე§5)>9. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ მხოლოდ ის შეწყვეტის წერტილე- 

ბი ეთანადება ძლავრ ექსტრემალებს, რომლებშიაც უკანა- 

სკნელნი არ ეხებიან შეწყვეტის წერტილთა მრუდს. ამგვა– 

რად, როცა შეწყვეტის წერტილთა მრუდი შეწყვეტილ ექსტრემალთა კონის 

მომვლებია, მაშინ ყველა შეწყვეტილი ექსტრემალი არის სუსტი, 

ნ. საკმარისი პირობები 

მ. ვთქვათ მოცემულია 2. ექსტრემალი, რომლისათვისაც შესრულებულია 
მინიმუმის ყველა პირობა, რომლებიც ჩვენ (/„?..2)-ში დავასახელეთ; გარდა 

ამისა ვთქვათ საწყის წერტილში დაცულია (II) პირობა, ე. ი, 

' >, 

ხოლო ბოლო I5 წერტილში (I) და (5) პირობები. 

2.(/#4M) ექსტრემალი მართლაც" არის შეწყვეტილი, ე. ი. იგი ანიჟებს # 

ინტეგრალს უფრო ნაკლებ მნიშვნელობას იმ მეზობელ მრუდებთან შედარე- 

ბით, რომლებიც 4 წერტილიდან გამოდიან და რომელთა ბოლო 8 წერტილი 

#, წერტილის ირგვლივ შემოწერილი მცირე რადიუსიანი წრის შიგნით მდე- 

ბარეობს. მართლაც, შევაერთოთ I წერტილი 8 წერტილთან ნებისმიერი 

# (XIX 8) მრუდით: 

+=XC), ჯ=%X(9. 
#ა წერტილში გვექნება:
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LI. (XV, 70 Xი9) 7#'ს)=9, 

LV (2:0; )'0; X 0; /0) ==0. 

ვთქვათ ი და % არიან ჯ. და 7 ფუნქციების წარმოებულები #. წერტილში; 

უკანასკნელი განტოლებებიდან მივიღებთ: 

IX (Xა; 70; + 0; / 0) X 0“L IV (Xი; 70; X 0 #9) 7/0=0, 
მაშასადამე, წ მრუდი „ი ექსტრემალს ჰკვეთს ტრანსვერსალურად. ახლა კი- 

დევ დასამტკიცებელია, რომ /” წერტილი ისეა შერჩეული, რომ #8 მრუდი 

მართლაც 2. ექსტრემალის ტრანსვერსალია, ამისათვის როგორც ცნობილია, 

საქიროა დამტკიცდეს, რომ /, აკმაყოფილებს პირობას 1: 

ნ, (/ი, ,) 

4ე+ხი – ––_–_ 
ი? 00) 

სადაც 4ა და ზი არიან შემდეგ გამოსახულებათა 

4=X" = +V IV, + L2?+2100:5 + MV)?ი 
8=(0% –- IX0)/, 

მნიშვნელობები #ა წერტილში. 

(ი-ის თანახმად, აღნიშნული პირობა შემდეგი სახით შეიძლება ჩავწეროთ: 

ს, (/ი, /,) , 
LიX 21 2M02ი ი” 1 0-L ი)” ი+-(X MM 0 –– 7 0X სი)? '9 CI)" , (26) 

(26) 

ანუ 

ს 
(#+:? #, +) „აყხელით თ) +(M+45% )1>ი- 

ამ უტოლობის პირველი ნაწილი არის 242 და 7 ე-ის მიმართ კვადრატული ფორმა; 

იმისათვის, რომ ეს უტოლობა ნებისმიერი 20 და Xი-სათვის შესრულდეს 

აუცილებელია: 

(4ი– 58 +)– “(9+4 #ჯ, %)( M+9%6 %-)<9, 

27 64-36 “>. (27) 

მაგრამ ჩვენ გვაქვს: 

(MX – MM ჩ, – 3) –(8+X6 «%)(» +2045#, «)=08- Mხა– 

/. 7, , 8 ძი, ! ) 
––(Lი2 წ + 2M% X%ი 10 + 02) L, ით/) ” და რადგანაც 

#1 > ჩ0, 

ამიტომ (9. 5 და 6) თანახმად გვექნება: 

1 ყი/:ი, V0I6ასიყლი, გვ. 316.
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00  ბუჩხი– ელენ 21 ნეი + MI) ს“ (ი, ჩ) ' <0. 

' 0 იი, #,) 

ა:ბრიგად, (27)-ის პირველი უტოლობა შესრულებულია. 

ახლა კიდევ დასამტკიცებელია, რომ შესრულებულია (27)-ის მეორე უტო- 

ლობაც. 
ამისათვის განვიხილოთ ფუნვცია: 

–- 0; (7ი, >) 
დ(2)=Lი +. 1” ღის. 2 

ჩვენ ვექებთ ამ ფუნქციის მნიშვნელობას «=/ი წერტილზე. (18)-დან 

ვპოულობთ: 

ს, ფი, /ო) __ 292 _ –- VიLი 

9 (15, | ჩი). (ჩი 2?--2XMს 20 0 –L Vი4 ”)IL 
ამიტომ გვაქვს: 

M? –- # 
ა (/აპ= ჯი ტ40 =- XVI 60 “ წი 21+ 21ჩ 270 37-L- X6ე/2 თ 

(ჯიX" ი-L MIი7/9)” ი)”. 

LიX 5+- 2,V/0X 01) -+-Mი/2. 2 

დ (#ი)=90. 
მაგრამ დ(-) არის ზრდადი ფუნქცია და რაკი 1,>#/0ი, ამიტომ გვაქეს: 

დ V,,)>90. 
ამგვარად, (27)-იის მეორე უტოლობაც არის შესრულებული. მაშასადამე, 

(26) და აზის გამო (26)იც შესრულებულია ნებისმიერი XI და 70 -: თვის; 
მაგრამ: 

- 
ანუ 

დ(/0)=–––, 

მაშასადაზე, გვაქვს: 

ზ 
IM8 – I. ნე== (4 + 8, 9) ლბ -L..., 

სადაც 6 საკმაოდ მცირე სიდიდეა. ამიტომ გვექნება: 

1MX8 > 1 I: 
უკანასკნელი უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 7: ექსტრემალი მართ- 

ლაც შეწყდება I წერტილში და, ამგვარად, ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. 

L. მეორე გვარის შეწუვეტილი ექსტრემალები 

9. დავამტკიცოთ ახლა, რომ მეორე გვარის შეწყვეტილი ექსტრემალები 

წარმოადგენენ პირველი გვარის შეწყვეტილი ექსტრემალების გაგრძელებას. 

ვთქვათ „I / არის C კლასის ექსტრემალი, რომელიც შეწყვეტის 

6 2.) ელემენტზე გადის და 
9 

X»X=»XV, X=XV) 
ა8 ექსტრემალის განტოლებებია (ნახ. 4).
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გავავლოთ რომელიმე მეზობელი „I! მრუდი. ნებისმიერი მრუდი თუე 

გადის შეწყვეტის # წერტილზე და დასაშვები მრუდის 8-ე წერტილზე და 
თუ „,8ი მდებარეობს IVი-ის საკმარისად "ახლოს, მაშინ ის (IL) განტოლების ძა- 

ლით წარმოადგენ” ტრანსვერსალს, როგორც LI ისე IV" მრუდისთვის. 

მაშასადამე, 7 არის ექსტრემალი „78: სახის მრუდების ფუნქციონალურ 

ველში და Xი9V ექსტრემალი 8ი„'” მრუდების ფუნქციონალურ ველში. პირ- 

ველ შემთხვევაში ყველა დასაშვები წირი გამოდის საწყისი წერტილიდან, 

  

ნახ, 4 

მეორე შემთხვევაში კი ისინი ერთდებიან ბოლოწერტილში; ამასთანავე ბო- 

ლოწერტილი პირველ” შემთხვევაში, ხოლო საწყისი წერტილი მეორე შემ- 

თხვევაში მდებარეობენ წრეში, რომელიც საკმარისად მცირე რადიუსით არის 

X-ის გარშემო შემოწერილი; ამიტომ ჩვენი განმარტების თანახმად -IIა არის 

პირველი გვარის შეწყვეტილი ექსტრემალი, ხოლო I2ი-4' მეორე გვარის შეწ- 

ყვეტილი ექსტრემალი. ამგვარად, მეორე გვარის ექსტრემალი წარმოადგენს 

პირველი გვარის ექსტრემალის გაგრძელებას, 

დავამტკიცოთ ახლა შეზდეგი დებულება: 

დებულება II. თუ ერთ-ერთი ექსტ რემალი (4I0 ან X#7>) 

მძლავრია, მაშინ მეორე არის სუსტი. 

ვთქვათ 70 და 7: არიან / პარამეტრის მნიშვნელობანი /% და „' წერტილ- 

ებში შესაბამისად. იმისათვის, რომ შეწყვეტილი ექსტრემალი იყოს მეორე გვა– 

რისა, საჭიროა 

ჩ 

LIC0 =|I#Cდ0,1 0, > C), ) (0) 4! 
! 

ინტეგოალს ჰქონდეს ჯ=/ი წერტილში მინიმუმი. როგორც (#ბ. 2)-ში იყო დამზტ- 

კიცებული, მინიმუმის პირველი პირობა შესრულებულია. მეორე წარმოებუ- 

ლისთვის ჩვენ გვაქვს: 

I 0V)ლ=– (79% XIC0I-+#ყ VI)+ LL. X(1)-+ ე! 7 0)) 
და (1)-ის თანახმად 

III C1=-– (CL XC%ი)+ L, I (#01): 
ამიტომ შეწყვეტის წერტილში უნდა იყოს შესრულებული უტოლობა: 

15 X CI9)-++M,X (7) =9. (28)
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სკანასკნელად, ისე როგორც ეს უკეე გაკეთებული იყო (კბ. 6,7)-ში შეიძლე- 

-ბა ვაბვენოთ: 

ვ) ივისათვის, რომ MაI ექსტრემალი იყოს სუსტი, საჭიროა (28) პირობა. 

მასარალებული იკოს მკაცრი სახით, ე. 0. 

,Xი6-+ IV ი<0- 

ხა ოუ #/ა(M ი) არის IM." ექსტრემალშე მეორე გვარის. შეწყვეტილ ექს- 

ტ“ებალოა ოჯახის ფოკუსი, რადგან ეს ექსტრემალი მძლავრია, ამიტომ 4' 

პებტილი აუცილებლად უნდა მდებარეობდეს Iი და #”ა წერტილებს შორის. 
დავუშვათ, რომ „I და .# წერტილები, #7, #ი და 7.?2ი, #'ი წერტილებს 

ჯორის ნდებარეობენ შესაბამისად და 4 ექსტრემალის გასწვრივ შესრუ-. 

ლებულია ლეჟანდრის პირობა: 

I (5 15 5088, 51) 3)>0 (0=3=2»)- 
თუ ახლა 

M7=M9,X+#.V (29) 

ფუნქციას შეწყვეტის (>. 2) ელემენტისათვის დადებითი მნიშვნელობა 

აქვს, მაზინ პირველი გვარის „1 ექსტრემალი მძლავრია, ხოლო მეორე გვა- 

რის IX-” ექსტრემალი კი სოსტი; მაგრამ თუ მას უარყოფითი მნიშვნელობა 

აქვს, მაშინ მეორე გვარის #64 ექსტრემალი არის მძლავრი, ხოლო პირველი 

გეარის 4აჩ ეჟსტოემალი კი სუსტი. 

აზგვარად ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. 

C.- აბსოლუტური ექსტრემუმი 

10. #ა და 9 წერტილების გეომეტრიული ადგილები ჰქმნიან შეწყვე- 

ტილ 
X= XLI, 1I)) 7=7'(/, »!) 

ეესტოებალთა ოჯახის მომვლებებს. აღვნიშნოთ ეს მომვლებნი შესაბამისად 

და #“-ასოებით. 

არეში, რომელიც შემოსახღვრულია ამ მრუდებით, ამოვკრიფოთ პირ- 

ველი და მეორე გვარის ყველა მძლავრი ექსტრემალი, ე, ი. ყველა ის ექს- 
ტრემალი, რომელთათვისაც შეწყვეტის წერტილში IM7-+0 და რომელთა გას- 

წვრივ 
#:(2,·, C05 ჩ, 510 3):>0 (09=8=2») 

ღა აღვნიშნოთ #), და #:--ით არეები, რომლებიც შემოსაზღვრულია სათანა- 

დოდ პირველი და მეორე გვარის ექსტრემალთა ერთობლიობით. 

ჩვენ ახლა დავამტკიცებთ, რომ ყოველი შეწყვეტილი ექსტრემალი, რო- 
მელიც #), არის შიგა წერტილზე გბდის, ინტეგრალს ანიქებს უფრო ნაკლებ 

5იშვნელობას, ვიდრე ის წირი, რომელსაც იგივე საწყისი წერტილი აქვს, 

მთლიანად მღებარეობს )), არეში და შეწყვეტის წერტილის მახლობლად 

მთავრდება. 

მართლად, ვთქვათ „7 შეწყვეტილი ექსტრემალია, ხოლო ,7C დასაშვე- 

ბი წირი, ავიღოთ ამ წირზე 2,, 4...... 4, წერტილთა მიმდევრობა (ნახ. 5)
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ერთმანეთთან საკმაოდ ახლოს; ამ წერტილებზე ,გავვლოთ შეწყვეტილი 
4:ს, /იLL,.... ექსტრემალები. მაშინ ჩვენ გვეჟნება: 

1#7ე < 1441+14»#0 C 

I. <1# +118. 

ა-ში 1 < Mი-,4ი + 1,8, 

Iი> < ით. 
შევკრიბოთ ეს უტოლობები; მივიღებთ: 

I49ი < 144, + 14.4 + 1,C 

    

  

    

ანუ 

I4ტ0ი <. 11C ტ 
ამით ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. '4, 

ანალოგიური დებულება შეიძლება და- 

ვამტკიცოთ აგრეთვე #7, არისათვის. 4 

აქედან მივიღებთ ასეთ შედეგს: 

LC48) ეთქვათ არის რაიმ სტრემალი, რომელი(/, შ ის ფუირ- 
თა შით თე წელში მაი” > ღა 8 ნაწილები დ სსვიტთი შე- 

საბამისად ს, და #), არეებში (ნახ. 6. ბოლოწერტილებზე გავავლოთ პირ- 

ველი გვარის „4 და მეორე გვარის #8 შეწყვეტილი ექსტრემალები. 
დამტკიცებულის თანახმად: 

, I##ი <7 4772, 
Iვხ8 <+# ჩ.ც- 

შევკრიბოთ ეს ორი უტოლობა: 

' Iთი +I ს8 < I8-. 
აქედან მივიღებთ, რომ 247MIს8 მრუდი ანიჯებს ინტეგრალს. 

აბსოლუტურ მინიმუმს; უფრო ზუსტად რომ ვთქვათ, თუ #9 

წარმოადგენს არეს, რომელიც ეკუთვნის ორივე #2, და # 

არეს, მაშინ შეწყვეტილი „> Iს8 მრუდი, რომელიც ამ არე- 

შია გავლებული, ანიჭებს ინტეგრალს უმცირეს მნიშვნელო- 

ბას იმ მრუდთა ველში, რომლებიც მთლიანად #) არეში მდე- 

ბარეობენ და ორ მოცემულ „#4 და 8 წერტილს აერთებენ. 

აქედან ეხედავთ, რომ 8 არეში ინტეგრალს აბსოლუ- - 

ტურ ექსტრემუბს ბნიქებს უწყვეტი მრუდი კი არა, არამედ 

წყვეტილი მრუდი, წყვეტის (X,7) კოორდინატებით. სა- 

ზოგადოდ: 

თუ XXV 2.) ფუნქცია ყველა ზემოდასახელებული. 
თვისების მქონეა, მაშინ არსებობს ისეთი #” არე, რომელ-. 

იაც 

  

ნაზ. 5 

  
ჩი 

I5=|I LCX,% %ს 2) ი! 
/ 1 

ინტეგრალს უწყვეტ მრუდებში ექსტრემემი არ გააჩნია. ამ. 

არეს ექსტრემალები წყვეტილი უნდა იყვნენ, წყვეტილი. 
X და 7 კოორდინატებით.



ვა ანდრია რაზმაძე 
  

#. მაგალითი 

11. ვთჟუვათ საძიებელია მრუდი, რომელიც ანიჭებს მინიმუმს ინტეგრალს: 

% 
1= I (ძნ მ-მ ი

 + ხე”) მ. თ ს = 

8 

ა: 
-=ესხ!”ჯ: ქ2 + _» აე L იVX "–+-ხ1ე". 

ეტლერის (1) განტოლება მიიღებს სახეს: 

ს + 7X 0, 

  

ციელება 
ანო 

) უკა" იწ 
XL _ დამე) _ ის , (30) 

ამლღიგად, სიმოუდე არეს მუდმივი და ტოლი: 

1 ძ– ხ 

_” 

აჟიღან ვღებულობო, რომ ექსტრემალები წრეებია. #= ი. რადიუ- 

ს-=, რომელნიც დადებითი მიჭართულებით არიან «შებოწერილი, ესე იგი 

ისე, რომ ცენტრი მარცხნივ მდებარეობს. 

(30) განტოლების ზოგადი ინტეგრალი შეგვიძლია ჩავწეროთ პარამეტ- 

ოლი სახით: 

2=თ+)IC05/, X7=5+X# 35190, (31) 
სადღაც თ და ვ ნებიზჭიერი მუდმივებია. 

ახლა ჩვენ ვიაოვოთ შეწყვეტის წერტილთა წირის განტოლება. გვაქვს: 

LI =იხ 75“ -+01, 

I ,'=6ნ “== +V6X, I ჯ 2 2 (მ V #3 

მაშასადაჩე, (I) სით იქნება: 

ხხ /.. > > ==+ი7=0, იხ 72 2=1+44-0. (32) 

აღვნიშნოთ C და უ-თი შეწყვეტის წერტილთა წირის მიმდინარე კრორ- 
რენატები, მაშინ (32)-ის თანახმად გეექნება: 

6=-–--ძ 6037, ი=ხ2910/. (33) 
თუ გამოვოიცხავთ ჯ-ს, მივიღებთ: 

წ 

  

5:49-) 
აზგვა“ად, შეწყვეტის წერტილთა რუდი არის ელიფსი (48C0) ცენტრით 
კრორდინსატთა სათავეში, ი და ხ ნახევარღერძებით (ნახ. 7).



ცვალებაღ ბოლოშერტილიანი ამონახსნების 'შესახებ ვარიაციათა აღრიცხვაში 31 
  

ახლა განესახლვროთ შეწყვეტილ ექსტრემალთა ცენტრების გეომეტრიუ- 

ლი ადგილი. (31) და (33 ფორმულებიდან ვპოულობთ, რომ შეწყვეტის 

წერტილთა მრუდის გასწვრიე ადგილი აქვს ტოლობებს: 

თ-+-# C05/= –-ი 005/, 8+)2?5(0#1=ხ 95104/, (34) 
1 – 

რადგანაც - =---, ამიტომ #>ხ. 

(34)-დან გამომდინარეობს, რომ 

თ=–-(0-+XI) C05/, პ=–(?-ხ) 50 /. 
სიმოკლისათვის მივიღოთ: 

ი+#=0თ', .___. 
მაშინ გვექნება. 

ფა. ც2 
«+ =). (35) 

ამგვარად, ექსტრემალთა ცენტრების გეოპეტრიული ადგილი არის აგ- 

რეთვე ელიფსი (48 CL). ცენტრით კოორდინატთა სათავეში და ი'=#L-Lძ 

და ხ=#-–-ხ ნახევარ ღერძებით. 

  

      

  

განვსაზღვროთ ახლა # და #ს' მრუდები, შეწყვეტილ ექსტრემალთა ჯ#ი და 

#' ფოკუსების გეომეტრიული ადგილი. 

6 და L' არიან # რადიუსიანი წრეების ზოშვლებნი, რომელთა ცენტრე- 

ბი (35) ელიფსზე ძევს, ამიტომ # არის (35) ელიფსის პარალელური 

(4”8"C” ს") ელიფსი, ი'--#=2L-+ძ და ს -+-M#=2M--ნ ნახევარღეთძებით. 
რაც შეეხება ხ-ს, მისი ჯ» და #» კოოდინატებისთვის ვღებულობთ 

X=Cთ-–--I ლ05C, 

7=ჩ–# 90 C,
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სადაც დ არის (35) ელიფსის ნორმალის დახრის კუთხე. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ: 

        

  

ი'' ლი0ზდთ 8= _ ხ1ყიდ _ 

ი / 9 Cავ) დ + დალი. დ. ” 769 +: Cავშ დ+ს' 5(ი2თ 
ამიტომ: ო 

03 -05ღ შხით · 
Xსლუ==== 00-05 > –-L ტ0პა C, 4 == == –XჯX · 

'– 16: 605? დ“+სხ შეი" დ 7 729-ე! დ-Lხ 5102 დ ბგდ 
ამ მრუდის ფორმა დამოკიდებულია ი”, ს და # მნიშვნელობებისგან.. 

ჩვენს შემთხვევაში ეს განტოლებანი განსაზღვრავენ მეოთხე რიგის (/(#-#/-V), 

მრუდს, რომელიც (33) ელიფსს 2, 8, C, X წერტილებში ეხება. 

ბოლოს, მოვძებნოთ მძლავრ ექსტრემალთა ველი, რადგანაც 

· იხ : 
ა აალლ , 

ამიტომ ჩვეულებრივი მინიმუმის პირობა X,(», X», C05 ჩ, 8§ი 8მ)>0 ყველა შეწ-- 

ყვეტილი ექსტრემალისთვის შესრულებელია. 

ახლა საძიებელია მხოლოდ შეწყვეტის წერტილები, რომლებიც პირველი. 

ჯა მეორე გვარის ექსტრემალებს ეკუთვნიან. (29) ფუნქცია იკნება: 

I7=X' L.+ 7 L,=(0-Lხ) XV 
(31) და (32)-ის თანახმად: 

  

            

მაგრამ შეწყვეტის წერტილთა მრუდზე გვაქვს: 
IV7=0, 4, 8, C. LX წერტილებისათვის, 

I7>0, 48 და C#ა რკალების წერტილებისთვის, 

I7<0, 8C და #4 რკალების წერტილებისთვის, 

ამიტომ, შეწყვეტილ ექსტრემალთა ერთობლიობიდან მხოლოდ ოთხი- 
არის სუსტი. სახელდობრ ისინი, რომლებიც შეწყვეტის წერტილთა მრუდს: 

კიდურ «, 8, C, ს წერტილებში ეხებიან. 78 და CI) რკალების წერტილები- 

პირველი გვარის მძლავრი ექსტრემალების შეწყვეტის წერტილებია; 8C' 

და M/ რკალების წერტილები კი მეორე გვარის მძლავრ ექსტრემალთა. 

შეწყვეტის წერტილები. 
პირველი და მეორე გვარის ექსტრემალთა ერთობლიობა პქმნის #M, და. 

X; არეებს, რომელთაც ზემოხსენებული თვისებები აქვთ. 

მუროში, 21 მაისი, 1913 წ.



II 

ეაიერშტრასის ფუნქციის დაშლა კუთხიანი წერტილის მახლობ- 
ლოგამი1! · 

შესავალი 

1, განვიხილოთ ვარიაციათა აღრიცხვის ძირითადი პრობლემა, რომელიც 

შემდეგნაირად ჩამოყალიბდება: 
ვიპოვოთ 

ჩ 

IMX>»= | #C2:, 15 X', 1) ი! 
წყ 

ინტეგრალის შედარებითი ექსტრემუმი იმ დასაშვებ მრუდთა ფუნქციონალურ 

ველში, რომელნიც ორ აღებულ #, (X, 7) და X.(თა, 1) წერტილს აერ- 
თებენ. 

ოთხი ცვლადის #L(C», , +”,7) ფუნქცია თავის წარმოებულებითურთ მე- 

სამე რიგამდე უწყვეტია, როდესაც (>, 1) იმყოფება 1: სიბრტყის # არეში და 
(X, /)-ის ყოველი სასრული მნიშვნელობისათვის, რომლისათვი საც გჯ2-+V25C0.. 

იგივე # ფუნქცია აკმაყოფილებს ერთგვაროვნების პირობას ორი უკანასკნელი 

ცვლადის შესახებ, ე. ი. M=X ჩა-LV L.. 

საზოგადოდ ეს პრობლემა იძლევა ორნაირი სახის ექსტრემალს: ან ეს 

არის ექსტრემალი უწყვეტი მხებით ანდა კუთხისებრი ექსტრემალი. 

როგორც პირველი სახის, აგრეთვე შეორე სახის ექსტრემალის ყოველი 

წრფივი ( X,), 2-) ელემენტი აკმაყოფილებს ეი ლერის დიფერენციალურ 

განტოლებას: სსთ–ჩწი+-X, (I XV -#X'1=9; 
მაგრამ, მიუხედავად ამისა, მათ შორის ერთი არსებითი განსხვავებაა; იმ 

დროს, როცა საწყისი , წერტილის თავისუფალი ამორჩევა პირველი გვარის 

ექსტრემალზე არავითარ გავლენას არ იქონიებს ინტეგრალის ექსტრემუმზე, 

ამავე დროს კუთხისებრი ექსტრემალი I ინტეგრალს მხოლოდ მაშინ ანიჭებს 

ექსტრემუმს, როცა საწყისი X, წერტილი კარათეოდორის #ი წერტილის 
მარჯვნივ იმყოფება. 

თუ ჯა წერტილისათვის ჯ პარამეტრის მნიშვნელობას ძ«ი-ით აღვნიშნავთ, 

ხოლო საწყისი ”, წერტილისათვის I,-ით, მაშინ ზემოთ ნათქვამის გამო კუთ- 

ხისებრი ექსტრემლისათვის ბუცილებელია, რომ 

1, >6ი· 

ახლა ბუნებრივია კითხვა რა მიზეზის გამო ხდება კუთხისებრ ექსტრე- 

მალზე საწყისი წერტილის თავისუფალი ამორჩევის შეზღუდვა? 

1 ეს წერილი დაიბექდა თბილისის უნივერსიტეტის მოამბეში (იხ. ა. რაზმაძე, 
VI6I6I5(+2§§-ის წ ფუნქციის დაშლა კუთხიანი წერტილის მახლობლობაში, ტფილისის უნივგრ- 
სიტეტის მოამბე, #9 1, 1919). 

ვ. ანდრია რახმაძე



34 ანდრია რახმაძე 
  

ვინაიდან ჩვეულებრივი (უწყვეტ მხებიანი) ექსტრემალისათვის ასეთ 

შეზღუდვას ადგილი აო აქვს, ამიტომ თავისთავად ცხადია, რომ პასუხი წა- 

მოყენებულ კითხკაზე იმ განსაკუთრებულ პირობებში უნდა ვეძებოთ, რო- 

მელნიც კუთხისებრი ექსტრემალის განსაკუთრებულ სახიდან გამომდინარეობენ. 
საქმე გარკვეული რომ იქნეს, ვთქვათ მეორე გვარის ექსტრემალს მხო– 

ლოდ ერთი კუთხიანი #ი(Xი, ჯია) წერტილი აქვს; ამ წერტილზე ჯ;”, ” წარმოე- 

ბულთაგან ერთი მაი5ც განიცდის წყვეტას. ვთქვათ თ”, ი და #”ი,7ი არის 

ამ წარმოებულთა მნიშვნელობანი #ა წერტილზე მარცხნივ და მარჯვნივ შე- 

საბამისად, მაშინ კუთხიანი წერტილის ორი 

(+ ქე) და (+ 79 2) 

ულემენტი ეილერის განტოლების გარდა ერდმან-აიერშტრასის 

ორ პირობასაც აკმაყოფილებს: 

#.' (9, /0; X 0; 2/0) == XI (Xე, 20) X 0; 370)» თ) 

L. (X0, 70; X'0; / 0) == IV/ (20, 20; X 0; 2/ 0)» 
ეს ორი პირობა კუთხისებრი ექსტრემალის განსაკუთრებული სახის 

უშუალო შედეგია, და სწორედ ამიტომ ეს არის მიზეზი იმ არსებითი განსხვა- 

ვებისა, რომელიც ორგვარ ექსტრემალს შორის არსებობს. 

ამ შრომის მიზანია გამოკვლეულ იქნეს, თუ რა სახით შეუძლია ამ ორ 

უკანასკნელ ტოლობას შეზღუდოს კუთხისებრ ექსტრემალზე საწყისი წერტი - 
ლის თავისუფალი ამორჩევა. 

2. შემდეგში ორი ექსტრემუმიდან საუბარი გვექნება მხოლოდ პირველ 

მათგანზე (მინიმუმზე). 

ამას გარდა ვგულისხმობთ, რომ ლეჟანდრისა და იაკობის მინი– 

მუმის ჩვეულებრივი პირობები #,/2 და #იL, რკალებისათვის შესრულებულია 

მკაცრი სახით!, ე. ი. 

XL.>9 და L,>0 თ) 
71 >/'0 #:<.1'ს 

სადაც I და 710 არიან ჯ პარამეტრის მნიშვნელობანი I" და M»X%ი ფო- 

კუსებისათვის, რომელნიც #ი წერტილთან შეუღლებულნი არიან #,IXე და M#იI» 

ექსტრემალებზე შესაბამისად. #, ფუნქციას აქვს შემდეგი მნიშვნელობა: 

სოსა=-21=-%- Cა) 
ს ფუნჭციის დაშლა 

3. ვთქვათ ჩვენი პრობლემისათვის კუთხისებრი ექსტრემალი, რომელიც 

ორ აღებულ #, (>, 1) და # (X, ეი). წერტილს „აერთებს, არის C»(-, XX #) 
(ნაკ. 1). 
  

+ შემდეგში, თუ ” თავის წარმოებულითურთ აღწიშნულია ხაზით, მაშინ მისი არგუ– 
მენტები მიიკუთვნებიან C- ექსტრემლის მარჯვენა შტოს, წინააღმდეგ შემთხვევაში ისინი 

მიეკუთგ1ებიან მარცზენა შტოს.
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ვთქვათ Cა ექსტრემლის მარცხენა შტოს განტოლება არის: 

2:=XLCI), X=/X(!), 71,=7/=70, 
ზოლო, X=% (1), =7 (I), %ი=+=5% 

დმავე ექსტრემლის მარჯვენა შტოს განტოლებაა. 

განვაგრძოთ /Mიჩხ, წირი I წერტილის მარცხნივ და გავიყვანოთ 

ჯ, წერტილიდან ექსტრემლების კონა, რომელიც VX,#ა ხაზს შეიცავს. ვინაი- 

დან #,Mი და #0, ერთმანეთს ისე გადაჰკვეთენ, რომ შეადგენენ კუთხეს, 
რომელიც არ არის ნული და არც », ამიტომ გაყვანილი კონის ყოველი წირი 

XL, ექსტრემალს მხოლოდ ერთ წერტილზე გადაკვეთს. 

ვთქვათ 

X=(I, თ), X=V(/,თ) (თ 
იამ კონის განტოლებანია და თ=თე არის თ პარამეტრის მნიშვნელობა »X,M 

„კქსტრემლისათვის, 

მთელს #L#, წირზე გვექნება: 

დ(/, თ)=X(C<), V/,თ)=7 («)- 
„უს ორი განტოლება შესრულებულია (I, თ, «-ს მნიშვნელობათა შემდეგ სისტე- 

მისათვის: 

=17ა, თ-==C0, “ ==რ-%0, 

ვინაიდან #ა წერტილი ჯX, წერტილთან შეუღლებული არ არის, ე. ი. 

ტს, თ)= დ; თთ-– იდ» 
არ ისპობა 1=/ა, თ=თე მნიშვნელობათათვის, ამიტომ ეს ორი განტოლება 

“შეგვიძლია ჯ და თ-ს შესახებ ამოვხსნათ. 

ავღნიშნოთ ეს ამონახსნი: ს 

/=1(+), თო=თ(=); 

“ამ ფუნქციათა წარმოებულთათვის გვექ- 

'ნება: ხ 

„ძ<. წ. –. ტა · თ 

ჯL, წირზე « პარამეტრი იზრდე- გ 

-ბა მარცხნიდან მარჯვნივ იმ დამკვირვე- 

ბელისათვის რომელიც #,Mი შტოს 

რომელიმე წერტილზე იმყოფება და 

.LL წირს უყურებს. ჟა 

კუთხისებრ Cა ექსტრემალზე ავი- ნახ. 1 

ღოთ #ი წერტილის საკმაო მახლობ- · 

ლობაში მის მარცხნივ და მარჯვნივ 8 და 8 წერტილები შესაბამისად. 

„ვთქვათ + პარამეტრის მნიშვნელობა პირველისათვის არის «<ა–-6, ხოლო. უკა- 

ნასკნელისათვის «ი-+6C, სადაც 6:და C დადებითი მცირე სიდიდეებია, 

განვიხილოთ ახლა კუთხისებრი #,8M, და #,8L, მრუდები, რომელნიც 

“შედგენილნი არიან ჩვენი კონის ,8 და Lნ,8' წირებისაგან ერთი მხრით, ზო- 

ლო Lჩ, ექსტრემლის „8/0ი და #ი8' ნაწილებისაგან მეორე მხრით. 

#)
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(2) უტოლობათა ძალით (თ) კონა შეადგენს ველს და ამიტომ მისთვის. 

ადგილი აქვს ვაიერშტრასის თეორემას, ე. ი. 

L 

ბI,8ელ=–ხ,8ი–- იუნ, = I თ(+) ძ“, (ლ) 
წა– 8 

სადაც თ (2) შემოკლებულად ვაიერშტრასის # ფუნქციის შემდეგ მნიშ- 
ვნელობას აღნიშნავს: 

2 (-)=ნ(Cდ(I(2, Cთ(<)), § (I (<), თ(<)); დ! CI (5), თ (+)), Cთ/ (7 (5), 0 (<)); XI(+), 7 (=))– 
რაც შეებება სხვაობას: 

#/(ე= 1, 5'ჩ,-–მიკითი ს 
იგი ასე შეგვიძლია წარმოვადგინოთ: 

აჩვალ–(იკი+- 1/,8'--IX,,8'), 
საიდანაც იმავე თეორემის ძალით გვექნება: 

სა 1-8 

ბIველ=–- I თ(+)ძ5. (5), 
%ი 

მაგრამ მინიმუმისათვის აუცილებელია, რომ 

#I8)<90, 4I(85:< 0, 

ამიტომ, მივიღებთ რა მხედველობაში (4) და (5) ფორმულებს, შეგვიძლია, 

შემდეგი დებულება გამოვთქვათ: 
კუთხისებრ Cა ექსტრემალმა 1 ინტეგრალს მინიმუმი 

რომ მიანიჭოს, ამისათვის აუცილებელია, რომ #(უ) ფუნქცია 

დადებითი იყოსსანამ «-ს მნიშვნელობა «X=+% წერტილზე გა- 

დავიდოდეს, ხოლო უარყოფითი მას შემდგომ, როცა << ამ 

უკანასკნელ წერტილს გადაშორდება. 

უკვე ამ დებულებიდან ჩანს, რომ +=+ი წერტილზე # ფუნქცია ისპობა, 

რაც ვაიერშტრას-ერდმანის (1) პირობათაგანაც უშუალოდ ნათელია. 
რომ გავიგოთ, თუ რა პირობებში იქნება #(C2) ფუნქცია დადებითი «ა 

წერტილის მარცხნივ, ხოლო უარყოფითი ამ წერტილის მარჯვნივ, ამისათვის. 
დავშალოთ ეს ფუნქცია X+=-–ი წერტილის მახლობლობაში. 

ვიპოვოთ 25, გვექნება: 

ძL · ჟე , ,/ –' –.- – ლ IL X (2)-- Lე 7 C<)-- 2? ნა ,--X 1 ცა ნა-ებ წყ 

ძ ძ ძ ძ 
–(+- ჩა +7 I) (« > +%C +) ი +7/ ჩა C კ. +%6 +) + 

+7/X" (<) + წ (2) 9) ჩ,--5 C() IV 
მივიღოთ ახლა ვაიერშტრასის აღნიშნულებანი: 

L=L.,--ე წე M= L,./-+2 7 ს, = ყე +: ნ, 
M#= წყლ 27 XI LV 

მაშინ უკანასკნელი განტოლება (3) ფორმულების ძალით ასე გადაიწერება:
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ძის - - – 

2-0 + 2 M 7 +უ- მნა ბე სა- თშ ჩა-უშნ/+ 
, , მ ძთ 

+V6Vთ-–-X#ი #, Iთ ს,--ხი დ,) 7X 1CX სრ დი) 2=I+ 

ქ ქ –+2> '(წა–-8)--ა" (წეს –8ე)- 

როდესაც + და –.- =. წარმოებულებს შევცვლით შესაბამისი მნიშვნელობებით, 

მაშინ ის სიდიდე, რომელიც ამ უკანასკნელი ტოლობის კვადრატულ ფრჩხი- 
ლში იმყოფება შემდეგნაირად გადმოიწერება: 

: ი ით , „4 , , 
(V/ დი––დ 90) 5–-+CM დ:2-– დ, ხ2)–– =–– 6 -–- 780 + +907 –სიო 

და ამიტომ: 
ძს 
7> =#L+ 2. .21IX 6-Mმ?8-Lა5--2 7I--M#V-C6/ დ-წ>ს,) ს,“ + 

ა ნა-0+IMXნ,-–- IV). 
აღვნიშნოთ ახლა 

95=L-L, ი=M-I, 9:=M#- -M. 
ვთქვათ 0(, +) არის იაკობის დიფერენციალური განტოლების ის ინტეგ- 

რალი, რომელიც #=%+ მნიშვნელობისათვის ისპობა; მაშინ 

ბ0, თი)= Cს(/; /,), 2, (/, იი) = CV0L C(/, /,), 

„ამიტომ <= წარმოებულის უკანასკნელი გამოსახულება ასე გადმოიწერება: 

 ძ8 მ, V, # 55 = 82974 5ს5– 69% - 28015 2-2 
-ხაში-8.)+)M- ჩნ). 

უკანასკნელ “განტოლებაში ჩავსვათ ჯ1=/ი და აღვნიშნოთ 2, 9 ·და % 

"სიდიდეთა მნიშვნელობანი ამ წერტილზე 9ი, 20 და შ1.-ით შესაბამისად, მაშინ 

ვაიერშტრას-ერდმანის პირობათა ძალით გვექნება: 

მ:(/ი, /+) ძიI #. ' ' /წ – , – , 

2) =95% X 2 –I– 2900 «07 0-C 9102, 2 –– (70X 0–-X0 270) #3 “მლ, 7)? 
ჯ=%ი თ შ. ძ: 

„საიდანაც მივიღებთ # ფუნქციის დაშლას: 
0!(70+ ,) 

„თ(%)=(<–-%ი) IC + 22)1იX 070 -L შზ07 2)––(3'0 2 0–-7 იე 0) #5 იეს. 
ი) 71 

(+--ე)” 
“––--# 

# რაიმე სასრულო რიცხვზე ნაკლებია. 
ამ დაშლაში საინტერესო ის არის, რომ #(>2) აღმოჩნდა არა მარტო 

+ ცელადის ფუნქცია, არამედ /, პარამეტრისაც, ე. ი. # ფუნქციის მნიშვნე- 

ლობა დამოკიდებულია არა მარტო ექსტრემალთა (თ) კონის ბოლოწერტი- 

«ების მდებარეობაზე, არამედ Cი ექსტრემალის საწყისი #, წერტილის მდე- 

  –+ 
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ბარეობაზედაც, რომლიდანაც (თ) კონის ყველა ექსტრემალი გამოდის. ეს გა–- 

რემოება მეტად დამახასიათებელია ვაიერშტრასის ს ფუნქციის აგებულები-- 

სათვის ამ შემთხვევაში. 

რა გვარის უნდა იყოს აღნიშნული დამოკიდებულება თ (>) ფუნქციისა- 

და X#, წერტილს შორის, რომ მინიმუმის ზემოაღნიშნული პირობა შესრულდეს!” 

თავისთავად ცხადია «(C.) დადებითი რომ შეიქნეს + (ევლადის ყოველი 
მნიშვნელობისათვის, რომელიც < ვიდრე +. და უარყოფითი <-ს იმ მნიშვნე- 

ლობისათვის, რომელიც > ვიდრე ჯე: ამისათვის საკმარისია, რომ |, აკმაყო–» 

ფილებდეს უტოლობას: 

ში 9 + 29)%ე %% 270 -L 9%ე 270 –– (70 2ი–– 20 20)? #, 
განვიხილოთ ახლა ფუნქცია: 

VI V)= 5ა22 -L 298 :5'01/ი -+ 9%ე7გ –– (7 0X 0-- > 02”) 13 –-–> 

ვინაიდან ფარდობა: 

0, (/6 7) 

0 (/ი, /,) <9. (– 
  

ნ, (ი) ე). 

ს VI). ი. 

0; (7, 1) 

0 (7,1) 
ზრდადია Iჯ ()ვლადის მიმართ, ამიტომ VIV) ფუნქცია კლებულობს, როდესაც; 

იზრდება. 
ვთქვათ #ე: არის ჯ ცვლადის ის მნიშვნელობა, რომლისთვისაც 

VI (#ი)=0, (7 

მაშინ მე--6) უტოლობა შესრულდება ყოველთვის, როცა 1, >/ი. ამნაირად. 

პასუხი დასმულ კითხვაზე შემდეგნაირად ჩამოყალიბდება: 

კუთხისებრ C) ექსტრემალმა I ინტეგრალს .მინიმუმი 

რომ მიანივოს, ამისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ: 

#, >ჩი· 

ამით გამორკვეულია ის მიზეზი, რის გამოც ხდება საწყისი წერტილის თავი– 

სუფალ ამორჩევის შეზღუდვა კუთხისებრ ექსტრემალზე. 

4. გადავდივართ ახლა #Mი ფოკუსის გეომეტრიული მნიშვნელობის გან– 

ხილვაზე. 

LLხ, წირის წერტილებიდან, რომელნიც #) წერტილის საკმაო მახლობ- 

ლობაში იმყოფებიან, გავიყვანოთ ექსტრემალები ისეთი მიმართულებით, რომ” 
ფუნქცია ყველა ამ ექსტრემალისათვის LM, წირის წერტილებზე იგივურად 

ნული იყოს. თავისთავად ცხადია, რომ ვინაიდან კუთხისებრ Cს ექსტრემლისა-. 

თვის 8 ფუნქცია #- წერტილზე ნულია, ამიტომ ს. I-ი წირი ერთი ასეთი 

ექსტრემალთაგანია. 
დავამტკიცოთ ჯერ, რომ ექსტრემალების ასეთი გაყვანა ყოველთვის არის 

შესაძლო. 

ვთქვათ #- გასაყვანი ექსტრემალის მხების დახრის კუთხეა (+ C.), წე(3)ე 

წერტილზე და კერძოდ ს-=%,ე არის #-ს მნიშვნელობა #,# ექსტრემა– 

ლისათვის, ამ ექსტრემალების აგებულებიდან აშკარად ჩანს, რომ 8- აკმაყოფი– 

ლებს განტოლებას:
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#LC>(), #C<), XC), 7/(<))–– 2 (<) L.' (# («<), 7(1), C05 3-, §1ი 4-)–– 

–-–წ'(<) XX (<), #5),C05 9-, §1ი §.)=0, (8) 
რომელიც კერძოდ შესრულებულია +=+ე, 9=9ე მნიშვნელობებისათვის, ე. ი. 

#ა- წერტილზე. 
ეს განტოლება შეგვიძლია ამოვხსნათ ამ უკანასკნელი მნიშვნელობათა 

საკმაო მახლობლობაში 3- ცელადის მიმართ. 

მართლაც, ამ განტოლების მარცხენა წევრის წარმოებული 9-ს მიმართ 

არის: 

–XCV)(- L.მ8 510 8--+ I C05 9)––წ («) (-–– »>/ §Iი 8--L- #2 03 9), 
რომელიც, თუ (3) ფორმულებს მივიღებთ მხედველობაში, ასე გადაიწერება: 

(> C(<) §10 8-–– 3” C<) C05 9.) #,; 
მაგრამ ეს უკანასკნელი ნული არ არის #ა წერტილზე და ამიტომ თანახმად 

ძირითადი თეორემისა არაცხადი ფუნქციის შესახებ, მე-(8) განტოლება მარ- 

თლაც შეიძლება ამოიხსნას ა წერტილის საკმაო მახლობლობაში 8-ს მი- 

მართ. აღვნიშნოთ ეს ამონახსნი 

9 =24-++); 
მაშასადამე, საძიებელი ექსტრემლები უნდა გავიყვანოთ #(+), X=) წერტილე- 
ბიდან 8(+) მიმართულებით, რაც ყოველთვის არის შესაძლო. 

ვთქვათ 
X=ჩ(ჩს 2), 7=9(,,X) ) თ 

ამ ექსტრემალების ოჯახის განტოლებაა, და 1=1 C2), X=7.(<) არის < და X პარა– 

მეტრების მნიშვნელობანი #7», ექსტრემალისათვის. დავამტკიცოთ შემდეგი 

თეორემა: 

თეორემა: #M0ი%#/ა:) წერტილი არის ) ოჯახის ფოკუსი#X#,X 

ექსტრემალზე. 

მე-(8) იგივეობა გადავწეროთ შემდეგნაირად: 

XC§C), 7 (<); XC), /(5))-– > (>) LI (> (<), 7 (<)» #:(6 7), 4: (ჩ 2))-–– 
–#»IC-) L,C> (=), 7C5), /V(/, 2.), 4((/, X))=9, 

სადაც ჯ და » არიან «-ს ზემოაღნიშნული ფუნქციები. 

გავაწარმოვოთ ეს იგივეობა «-ს მიმართ; მაშინ სრულიად იმავე მსჯე– 

ლობით, როგორც (V?. 3), მივიღებთ 

#ტ!C/ (+), X(%)) 4 2 =-. 2__(/უ! 

#-”3% 

895429174 9საშ–წხ- 72% –აფედა 
+» 0თ-- ნ)+70,- 6)=0 

ამ იგივეობაში ჩავსვათ «+=<ი, მაშინ იგი მიიღებს სახეს: 

> >! 2 "წ – ტი 8 

44% 0:-+ 2207 07 0+L ჰბაწი'–- CV X ი--X იე”ი)? IX იი ა“ 
შევადაროთ ამ ტოლობას წინათმიღებული მე-(7) ტოლობა, გვექნება: 

+ 

4, (ით ჩი წ(%, ჩი) 

4) 'ყთ #9) 6 (ჯი, ი)
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მაგრამ 

11C2)) 
სი ი 

ფუნქცია დაწკებული /“% მნიშვნელობიდან #0 მნიშვნელობამდე ზრდადია L 

ცვლადის ნიმაოთ, აზიტომ ამ უკანასკ6ნელი ტოლობიდან სრულებით ნათელია 
ის, რომ XC. 8) წერტილი მართლაც არის (2) ოჯახის ფოკუსი და ჩვენი თე- 

ორემაც დამტკიცებულია. 
8 ფუნქციის დაშლა, როჭელიც ჩვენ (V".3) მივიღეთ, გვიხსნის წმინდა 

ანალიტიკური მოსაზრებით იმ მიზეზს, რის გამოც ხდება საწყისი #, წერ- 
ტილის თავისუფალი ამორჩევის შეზღუდვა კუთხისებრ ექსტრემალზე. მაგრამ 

ას შემდგომ, რაც რომ ვიცით #Mა წერტილის გეომეტრიული მნიშვნელობა, 

შეგვიძლია ხსენებული მიხეხი გეომეტრიული მოსაზრებითაც აღმოვაჩინოთ. 

მაროლაც, ვთქვათ ს, წერტილი იმყოფება ”# წერტილის მარჯვნივ. 
გავიყვანოთ ამ წერტილიდან ისეთი )2,/8 ექსტრემალი, რომელმაც ##, წირი 
სჯ წერტილზე გადაჰკეეთოს (ნახ. 2). 

ავიღოთ ახლა” (2) “ოჯახის ის 
2 ექსტრემალი, რომელიც გამოდის 8 

წერტილიღან. ვთქვათ ეს უკანასკნელი 

ექსტრემალი 0) ოჯახის მომვლებს 4 

წერტილზე შეეხება. მაშინ (1) ოჯახის 

# განსაკუთრებულ აგებულებისა გამო: 

ი სახა /ყის+-/8+ 73 4-7, =0. 
მაგრამ 

ნაზ. 2 აც< ჰიკMა“+Iვ, #+74წ. 

აპიტომ უკანასკნელი ტოლობის ძალით გვექნება: 

ჰი,ა8-+-Iვი,<თ. 
რაც ამტკიცებს, რომ კუთხისებრი C ექსტრემალი | ინტეგრალს ვერ მიანი- 

კებს მინიმუმს, თუ #, წერტილი ე ფოკუსის მარჯვნივ იმყოფება. 

5. დაგვრჩა ახლა ჩვენ მიერ მიღებული #Mი(ე) წერტილსა და კარა- 
თეოდორის #ეა(ი) წერტილს შორის არსებული დამოკიდებულების მოძებნა. 

ცნობილია 1, რომ ჯსა(ი) წერტილი არის იმ კუთხისებრ ექსტრემალთა 
ოჯახის ფოკუსი 7, წირზე, რომელთა წვეროების მრუდი შეეხება /ი#, 

წირს #, წერტილზე. 
მაგრამ საზოგადოდ წვეროების მრუდის კოორდინატები აკმაყოფილებენ 

განტოლებას: 

    

#(X, 7 თე); X, 7)=9, 

სადაც X, ” და ჯ, ” გამოთვლილია, ჯ-ისა და X-ის საშუალებით ერდმან- 

ვაიერშტრასის პირობებიდან; ამიტომ თუ I აღნიშნავს წვეროების მრუ- 

დის მხების დახრის (§-ს, მაშინ უკანასკნელი ტოლობის მაღით გვექნება: 

(ნ, (M–- პ(ჩ,–L) პბ(I– 7, 9 LL.) + > 0(I–#/. ++ ( > +7 ( = “- 0 რდ) 

1 80122, V0IICასიყლი სხ6» V2C12LI005(6იხისი§, გვ. 375––376. 

იჯ . ძX 
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ახლა მეტად ადვილად შეგვიძლია დავადგინოთ შემდეგი ფორმულები: 
ძ· „მ, #4“ 4 ,მჯ კ0მV I" ბ–: 4 

ჯ2ა-->ჯ იიი _ ღლ ალლ ––, 
ძ.: გ ძ” მ 4 

მთ __ ტ, (10 

ძღ. + 2-+, 
სადაც 4-ს იგივე აზრი აქვს, როგორც (LV? 3). 

ამ ფორმულების საშუალებით დავამტკიცებთ შემდეგ ტოლობას: 

პი»-L) ძ(,– IL) . 
ძX - ძ 

ამ ტოლობისა და ვაიერშტრას-ერდმანის პირობათა ძალით გვექ– 

ნება იგივეობა: 

ძ(/– წ) %8–-ჩე _ | ძ8--ჩ9_ე 
ძთ ძ) ძ» 7 

"რომელიც კერძოდ X=X, X=X. მნიშვნელობათათვის მოგვცემს დამოკიდებუ- 

ლებას Cა ექსტრემალის ფოკუსებს შორის, 

ვთქვათ ახლა აგებულია კუთხისებრ ექსტრემალთა ის ოჯახი, რომლის 

ფოკუსი ,Mე წირზე არის #ა. ასეთი ოჯახისათვის მე-(9) ტოლობა /Vი(Xი, 79) 

წერტილზე მიიღებს სახეს: 

ძ(%-L) ძ(ჩ/–L.) ძ(ჩ,– ჩნ.) ; 2: | IV 6 VI ე გ) 201X-:09) I -0, 
ა“ ძა: I+ აა) ძუ. (02 2 | 

რომელიც მე-(10) ფორმულების ძალით ასე გადაიწერება: 

წ ხ–6-) ++2 (I + 20291) +) წს + (9 – >» (6 1-0 , 

სადაც დ მოკლედ აღნიშნავს ფარდობას: 

0, (Lი, ი) . 

(I (7ი; 0ა) 
მაგრამ უკანასკნელი ტოლობის გამარტივება გვაძლევს: 

0, (#0, 6 
ში 11-29 > ი) ე-ე) (ებს % იქი)" #2, VIIთ 2) _ 

ს (7; 6ი) 

“შევადარებთ რა ამ უკანასკნელს მე-(7) ტოლობას, გვექნება: 

20=/10, 

უს კი ამტკიცებს, რომ ჩვენ მიერ მიღებული #ს ფოკუსი არის იგიეე კარა- 

თეოდორის ჯე: წერტილი, რომელსაც მხოლოდ, როგორჯ(; აქამდე აღნიშ- 

ნული იყო, სულ სხვა აზრი ჰქონდა. 

  

  

თბილისი, იანვარი 19193 წ.
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ვარიაციათა ალრიცხვის ძირითადი ლემის შესახებ! 

წინამდებარე წერილის მიზანია ვარიაციათა აღრიცხვის ძირითაღი ლე–- 

მის ისეთი განზოგადება, რომელიც ჩვეულებრივ ძირითად ლემას, ასევე დი უ– 

ბუა-რეიმონის ლემასაც კერძო შემთხვევის სახით შეიცავს. 

თეო.რემა: გთქვათ M() და M#0ე წარმოადგენენ (X,,::) შუა 

ლედში განსაზღვრულ უწყვეტ ფუნქციებს. თუ უწყვეტად. 
წარმოებადი ყოველი IVLC(:1) ფუნქციისათვის, რომელიც X, და 

ჯ.-ზე ისპობა, ინტეგრალი: 

L= IV 0570) + MC) დაძ» 

ნულია, მაშინ CC >) შუალედის შიგნით არსებობს /M(2.> 

ფუნქციის უწყვეტი წარმოებული და ადგილი აქვს ტო- 
ლობას: 

ძ 
–- MC.) =M(Cჯ). 
ძჯ 

შევარჩიოთ დ(უ) ფუნქცია შემდეგნაირად: 

ვთქვათ, (X, C) არის (X,X,)-ის ქვეშუალედი, ხოლო #§ ისეთი დადებითი სი– 

2. როდესაც » იზრდება ::-დან X+6-მდე, მაშინ ჯ(ჯ,   დიდეა, რომელიც < = - 

ფუნქცია იზრდება 0-დან §-მდე, ხოლო როცა ჯ იცვლება C---დან §-მდე, მა– 

შინ დ(უ) კლებულობს §-ან 0-მდე. მაგრამ (X+-6, 6-6) ინტერვალში დ(ჯ) ფუნ- 
ქცია მუდამ §-ის ტოლი რჩება, ხოლო (Xჯ,2) და (6,ჯX,) ინტერვალებში დ(უ) = 0. 

გარდა ამისა მას ყველგან უწყვეტი წარმოებული აქვს, აგრეთვე :=X, X+8, ნ–-6. 
ღა § წერტილებზე. 

ეს ფუნქცია ზუსტად აკმაყოფილებს ყველა პირობას, რომელიც ჩვენ Xჯუ)- 

ფუნქციას მოვთხოვეთ, ამიტომ დ(ჯ) ფუნქციისათვის აგებული I ინტეგრალი- 

ნულის ტოლი უნდა იყოს, ე. ი. 
ჩჯ+§ 6-8 წ 

| სიითი + XC»CI4 +. I M0)ძ + | (IM დდდ)-L MC)დ(დ)ძჯ = ი. 
ჯ ჩX+8 დ-8 

ანუ 
ჯ+8 §--§ ჯ“+-8. 

| MC (ჯ)ძ- + I #V(უი (უძჯ+%+ | M()ძ= – L M()დ(უ ძჯ – 
ჯ –-8 ჩ»ჯ+8 ჯ 

1 ეს წერილი დაიბეგდა ჟურნალში „Mე1ხ6თ2M5Cი6 ტიი20ტ6)" (იხ, #, I 27იოC2ძ24%, 

სახი ძ2:ვ წსიძგეთხიLმრიი2 ძი V ,8II2LI0ივ-ლლხისიწ, M02:ხ, #იი. 8ძ. 8კ, 192L. იხ. აგრეთ– 
ვე ტ#. L 27 02ძ70, 5ს( სი 1იტი:ტი6 1(0იძ2თოტი:2) ძს Cი1Cსს! ძივ V2II2II00,ე, თბილი- 
სის უნივერსიტეტის მოაძბე, # 1, 1920).
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| MCდედლეძჯ. 
§-ჯ7 (1» 

IM())| ფუნქციის მაქსიმუმი (XX) შუალედში აღვნიშნოთ C-თი. 

ზემო ტოლობიდან გამომდინარეობს: 
X+6 

| ირი ხდ |/»ი V CიC:+ი | MC% <2თ 
X+§ 

თუ სა (1პ განტოლების ორივე მხარეს გავყოფთ §(C--ჯ)-ზე და გა> 
დავალთ ზღვარზე, როცა 6§->0, მაშინ საშუალო მნიშვნელობის პირველი თეო. 

რემის გამოყენებით, მივიღებთ: 
5 

V>)-–-Mდ 1. ( 2 
– “+ MC«=ი, 

  

ანუ 
3 

XC – MC) _ 1. I, 
6-7; == IMდ«% (2 

ჯ 

ეს განტოლება იგივურად უნდა შესრულდეს რიცხვთა ყოველი XX, § წყვილისა» 

თვის, რომელიც (X,,X,) შუალედს ეკუთვნის. 
თუ ჩავთვლით ჯ-ს მუდმივად და ვიგულისხმებთ, „რომ 6 მიისწრაფვის. 

ჯ-საკენ, მაშინ (2) განტოლების მარჯვენა მხარის ზღვარი იქნება M(ჯ), ამი–+ 

ტომ მარცხენა მხარის ზღვარიც უნდა არსებობდეს, ე. ი. 

ირ) _ Mთ 
X 

ჩვენი თეორემა, როგორც კერძო შემთხვევას შეიცავს, ერთი მხრით, ვარი– 

აციათა აღრიცხვის ძირითად ლემას (როცა M#(»ჯ)=0) და, მეორე მხრით, დი უ- 

ბუარეიმონის ლემას (როცა #M(>X)=0) და თანაც იგი ზოგადი სახითაა. 
ჩამოყალიბებული!. 

  

შემდეგ, ამ თეორემის საშუალებით |#/ თაა ძუ ინტეგრალის პირვე» 

; 2, 
ლი ვარიაცხის ნულთან ტოლობიდან უშუალოდ, ნაწილობითი ინტეგრების. 
გამოყენების გარეშე რასაც ლაგრანქექისა და დიუ-ბუა-ეიმონის. 

ლემები მოითხოვს, გამომდინარეობს ეილერის დიფერენციალური განტოლება. 

თბილისის უნივერსიტეტი, 17 ოქტომბერი, 1920 წ. 

1 შეადარეთ, 801>2, V0IIC§სიყ6სც სხC V2:20ი5(6Cხისიჟე, გვ, 25, 57.



IV 

უატიაციათა აღტიცხვის ისეთი წყვეტილი ამონახსნების ”"მესახებ1, 
რომელთაც ერთი წყვეტის წერტილი აქვთ 

ფესავალი 

ვთქვათ ამოსახსნელია ვარიაციათა აღრიცხვის გარკვეული პრობლემა, 

დაკავშირებული შემდეგი ინტეგრალის 
ჩ 

I= I# (51) X) 1) ი 

11 

ექსტრემუმის მოძებნასთან, სადაც # ფუნქცია აკმაყოფილებს გარკვეულ პი- 
რობებს 8 არეში. ჩვეულებრივად ამ ამოცანას ხსნიან იმ პირობით, რომ 

შესადარი წირების ფუნქციონალური ველი მხოლოდ უწყვეტი წირებისაგან 

შედგება, მაგრამ ჩვენს შრომაში: „ცვლადი ბოლოწერტილიანი ამონახსნების 

შზესახებ ვარიაციათა აღრიცხვაში". დამტკიცებულია, რომ გარკვეულ პირო- 

ბებში არსებობს ისეთი #) არე, რომელშიდაც არც ერთი უწყვეტი წირი1ინ- 

ტეგრალს არ ანიჭებს აბსოლუტურ ექსტრემუმს. ის წირი, რომელიც აღნიშნულ 

არეში ინტეგრალს ანიჭებს აბსოლუტურ ექსტრემუმს წყვეტილია, ერთი წყვე- 

ტილი ჯ ან # კოორდინატით. იმავე შრომაში მოცემულია აუცილებელი და 
საკმარისი პირობები წყვეტილი ექსტრემალებისათვის ჯ-ის ან X-ის წყვეტის 

შემთხვევაში. ასეთი ექსტრემალის „7, და #ა8 ნაწილები (I და ჩე შეწყვე- 
ტის წერტილებია), რომლებიც ეკუთვნიან C” კლასს, ერთმანეთისაგან სავსე- 

ბით დამოუკიდებელია; და ისინი შესაბამისად პირველი ან მეორე გვარის 

შეწყვეტილი ექსტრემალებია. 
ახლა, ჩვენ გვსურს შევზღუდოთ წყვეტის ხასიათი. ჩვენ მივიღებთ, 

რომ მხოლოდ ერთი კოორდინატი, სახელდობრ, ჯ არის წყვეტილი, ხოლო 

მეორე ჯ ყოველთვის” უწყვეტია. ამ შემთხვევაში ექსტრემუმის პირობების 
განსახღვრას აქვს სხვაგვარი ხასიათი, რადგანაც ცხადია, რომ წირის აწ- 

ყვეტი ნაწილები ერთმანეთთან არიან დაკავშირებული იმ პირობით, რომ 
მრუდის პირველი ნაწილის საწყი წერტილსა და მეორე ნაწილს ბოლო- 

წერტილს ერთნაირი აბსცისი აქვთ. ' 

ამგვარ ექსტრემალებს ჩვენ ვუწოდებთ წყვეტილ ექსტრემალებს, ხო- 
ლო წერტილს, რომელშიდაც ეს ექსტრემალი წყდება ვუწოდებთ წყვეტის 
წერტილს. 

_ 1 ეს წერილი დაიბეკდა თბილისის უნივერსიტეტის მოამბეში (იხ. #4. I 22ი=:2ძ72C, 

სი ს95CLIVC L6ასიები IL C10600 ს05:CLIთს6ILისისLC (0 ძლ V2II2LI00§ჯ%იხისინ, თბილი- 
“სის უვივერსიტეტის მოამბე, )I6 1, 1922) 

2 M2'წიტთო2?%. 409002109, გვ. 75.
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წინამდებარე შრომაში ჩვენ განვიხილავთ სწორედ ამგვარი ექსტრემალე- 

ბის აუცილებელსა და საკმარის პირობებს. 
რადგანაც ამ წირებისათვის / ორდინატი განიცდის წყვეტას, ბუნებ- 

რივი იქნება, ამოცანა ამოვხსნათ იმ დაშვებით, რომ არგუმენტი არის ჯ („ჯ4 
პრობლემა); ჩვენ მაინც ამოცანას ამოვხსნით პარამეტრული სახით („/“ 
პრობლემა), ფორმულების სიმეტრიულობისა და იმ მოხერხებულობის გამო, 
რომელსაც ვარიაციული ამოცანები“ პარამეტრული ფორმა იძლევა. ორი. 

ექსტრემუმიდან --მაქსიმუმი და მინიმუმი, სიმარტივისათვის განვიხილავთ მხო- 

ლოდ უკანასკნელს, 
აუცილებელი პირობები 

1.  ფუნქციისაგან მოვითხოვოთ, რომ ის ეკუთვნოდეს C” კლასს 

8(ი,7, >? + 12950) არეში და ორი უკანასკნელი არგუმენტის მიმართ აკმა- 

ყოფილებდეს ერთგვაროვნობის ცნობილ პირობას: 

#C0%7, #X, Lე) = M # (% 7, Xს 2), #>090 
მრუდის ზოგად განტოლებას ავიღებთ შემდეგი სახით: 

ჯ= დVI), 7 = VI), 7, =I =1.- 

ჩვენ დავუშვებთ, რომ დ ფუნქცია არის უწყვეტი და დ'() = 0 მთელ 
0, #) შუალედში. ს ფუნქცია განიცდის წყვეტას ამ შუალედის შიგა / = /, 
წერტილზე; 1, = L< #0 10 < #5 (ე შუალედებში ის არის უწყვეტი. ასეთ მრუ- 
დებს ჩვენ ვუწოდებთ წყვეტილს. 

ინტეგრალი: 

ჩ 

= |-დთ.ათ,თ,VC)4 
“ 

აღებული წყვეტილი წირის გასწვრივ "მეიძლება წარმოვადგინოთ შემდეგი 
ჯამის სახით: 

# M 

| XCC),V CV დ CV), ს (0)#X + IL Cდ CV), 8 CI), დ' (4), «I (7)) ი”. 
, % 

ამ ორ ინტეგრალს სრულიად გარკვეული სასრულო მნიშვნელობები 

აქვს, რადგანაც ინტეგრალები გავრცელებულია უწყვეტ წირებზე; I ინტე- 
გრალის საინტეგრაციო ჯ ცვლადი იცვლება უწყვეტად, რის გამოც ამ ინტე– 

გრალს სრულიად გარკვეული აზრი აქვს, 

2. ხე იყოს წყვეტილი ექსტრემალი (ნახ. 1); 4 და 83 ამ ექსტრემალის 

ბოლოწერტილებია, ხოლო #9ი და ე შეწყვეტის წერტილები. შემოვწეროთ 

XX და ზ წერტილების გარშემო მცირე რადიუსიანი წრეწირები და ავიღოთ 

მათ შიგნით სათანადოდ ორი ნებისმიერი Cი და სე წერტილი, რომელთაც თანა- 

ტოლი აბსცისები აქვთ. L იყოს მრუდის მეზობელი ნებისმიერი წყვეტილი 

მრუდი, რომელიც 4 წერტილს Cე:-თან, ხოლო IX წერტილს „8-თან აერთებს... 

წყვეტილი ექსტრემალების განსაზღვრის თანახმად გვექნება: 

I9.ლI/L
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0) 

ნახ. 1 

გავატაროთ Cე) და 77, X) და IX წერტილებზე რაიმე წირები: 

#(C1ი) და XL.) 
მათი განტოლებები სათანადოდ იყოს; 

ჯ7  X#=წ6(ი, 7=»0!), 
# X=ნ6(ძის) X=უ(თ) 

ძ = ძე იყოს ძ პარამეტრის მნიშვნელობა MX) და 1% წერტილებში, ცხადია, 
რომ I, ვარიაციისათვის, გვექნება: 

061#ა = = 6145 + 6-8: 

(>, 29, X0 70) და (Xე, 2-7) ით აღვნიშნოთ XX) ექსტრემალის კოორ- 
დი-ენატები და წარმოებულები Iი და I წერტილებში სათანადოდ; _ გვექნება: 

6 14% = 6 LX I (2:ი; 70, 'თ7ი)ნ თ) –+ #/ CV 70 XV) 'ი) (90) ს 

68 =--6 | LI 20 2, 20; 7 7) ნ'(ძეი)-L #ი'(2:ი'270#2 027 0) (40)1, 
სადაც § საკმაოდ მცირე სიდიდეა. აქედან: 

0I% =-5I(/»-- 6.) C (ძა) + ნთ (9)+XV თ (40) 1“. 
ამგვარად # და X# მრუდებისათვის შესრულებული უნდა იყოს შემდეგი 

განტოლება: 

(ს –#) L (ი) + IM» (ძი) + XV» (9ა) = 0. () 
უკანასკნელ პირობას ჩეენ ვუწოდებთ ტრანსვერსალობის პირობას გა- 

ფართოებული აზრით, ხოლო ჯა: ექსტრემალს, ტრანსვერსალს # და # მრუდ- 

თა სისტემის მიმართ. 

1 ც0122, VიI)ცასოვტი ახლ V21121I0ო5ს6Cხიყიყ. LCIი7I6, 1908, გვ. 248. 
2? შემდეგში ხშირად #„'(», 7, 2, 7) და XVI (X, 2, X, »”) ფუნქციებს შემოკლებით უარგუ– 

მენტოდ ჩავწერთ; როდესაც ამ ფუნქციებს ზემოთ არ უზის ხახი, მაშინ არგუმენტები ეკუთვნიან 
წყვეტილი წირის მარცხენა შტოს, ხოლო თუ აღნიშნულ ფუნქციებს ზემოთ ხაზი უზის, არგუ– 
მენტები მარჯვენა შტოს ეკუთვნიან.
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მაგრამ (1) განტოლება სამართლიანია ნებისმიერი # და # მრუდებისა- 
თვის, ამიტომ #ა ექსტრემალი არის ტრანსვერსალური მრუდთა ნებისმიერი სი- 

სტემის მიმართ, რომელიც #ე და ჯე წერტილებზე გადის. ამგვარად, სამართლი- 

“ანია შემდეგი დებულება: 
დებულება 1. წყვეტილი ამონახსნის წყვეტის წერტი- 

ლებში შესრულებული უნდა იყოს შემდეგი სამი განტოლე- 

“რა: 

#- (Xა, 70; X ი» 7 ი) == I (2, 270; X 0» 27 0)» 
IV (Xი7 20) + ი; 7 ი) == 0. I (Xას 30) 20) #0) => 0. თ 

3. ვიგულისხმოთ რომ: 

»LCI), / =1=1–0 
X=XჯLI 4 = 

“1 (თ, M +0 =7 =#) 
არის ი ექსტრემალის განტოლებანი; ამასთან წინასწარ დავუშვათ, რომ ჯ 

პარამეტრი რკალის სიგრძეს აღნიშნავს. /, და /, არიან ჯ პარამეტრის მნიშ- 

უნელობები 4 და 8 წერტილებში, ხოლო ჯე კი MX და 1 წერტილებში. 

განვიხილოთ ახლა შემდეგი ფუნქცია: 

IC) = ჩ- C/),7 თ): V (I), 7(C0) რნი (0, 7 (/), XV (05%. ' (,), ) ძ/. 

ჩ# 
ამ ფუნქციას ჯ = ჯე: წერტილზე უნდა. ჰქონდეს მინიმუმი, ამიტომ: 

11 (9) = 0, I" (7) = 0. (0) 
მაგრამ: ჯ 

ICI) = XC 5 CI), 7 (1), 2; (7), 1 (/) –– # CI: 01), 7 (1); # (0), / ())). 
აქედან (2) და (3)-ის თანახმად გვაქვს: 

X C2ა 70; X 0; 270) == 1“ (ი; 70; > 70) . 
C1) დებულების საფუძველზე, ეს შეიძლება ასე ჩავწეროთ: 

(+ –– 6) I (2:0; 70; X 0770) == 0 
და რადგანაც, საზოგადოდ, 1» (%+Xი %'ი. 79) %9 მივიღებთ, რომ: 

20 == 40 
ამგვარად, X=X»() ფუნქცია შეიძლება იყოს მ ხოლოდ C 

კლასისა. 

(3) განტოლების ერთხელ კიდევ გაწარმოება მოგვცემს: 

L"C)= LL XVCV)+L, '0I)+ IL, I") + თ -–-L 2CI) –- I, 5(0)–-#ნ, MI – 5 (; 
ჩავსვათ ამ განტოლებაში 7=-ჯე და გავითვალისწინოთ (1), მივიღებთ: 

I” (#ი) = IL» ი -+ IV0 –– #-X6 –– ყი. 
აქედან გამომდინარეობს, რომ წყვეტის ე „და MX წერტილებში წყვე- 

„ტილი ექსტრემალები უნდა აკმაყოფელებდნენ შემდეგ უტოლობას: 

20 1-1 ე –– XL, I,= 0 (18) 
4. შემდეგში ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ მთელი 4X% #08 რკალისათვის 

ლეჟანდრისა და იაკობის პირობები შესრულებულია, ე. ი.
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ჯ, > 0: ი < 7, < ჩი: ე < 1: <7) 
სადაც 

სე: ჯ.“ LL? 
#, ჯL ა. ის ე? , (4 

აქ Xიის.ას აღნიშნავს, 27) ექსტრემალის იმ წერტილს, რომლის შეუღ- 

ლებული წერტილი არის #L, ხოლო M#-0(I") არის #8 ესქტრემალის ის წე–– 

ტილი, რომლის შეუღლებული წერტილია 1. 

შეუღლებული წერტილის თეორია 

“ 5. ვთქვათ ს და ნს ორი წერტილია, სათანადოდ, #ა ექსტრემალის. 

4) და #8 ნაწილებზე, ხოლო / = «+ და./ = - კი | პარამეტრის მნიშვნე–- 

ლობა ს და X წერტილებში. გავავლოთ ახლა ”» წერტილზე C კლასის 
ექსტრემალთა ოჯახი, რომელიც 4/% ექსტრემალს პარამეტრის გარკვეული მნიშ- 

ვნელობისათვის შეიცავს, ხოლო წერტილზე აგრეთვე გავავლოთ ექსტრე- 

მალთა მეორე. ოჯახი, რომელიც შეიცავს 18 ექსტრემალს. 

XX და 7” წერტილებზე გავავლოთ # და #2 მრუდთა სისტემა, ისე რომ 

ის წყვეტილ წირებს ტრანსვერსალურად კვეთდეს ზემოხსენებული აზრით 

(ნახ. 2). ზოგად შემთხვევაში # და 2 მრუდების ასეთი სისტემა შეიძლება არ 
არსებობდეს. მაგრამ ჩვენ განვიხილავთ იმ შემთხვევას, როდესაც მრუდთა 

ასეთი წყვილი არსებობს და ამ მრუდების განტოლებებია სათანადოდ: 

ჯ = §(ი), 7 = /(9); (L) 
X==წ(Lი), 7 ==7 (9) . (”) 

ვთქვათ ი=ძე პარამეტრის მნიშვნელობაა I დღა # წერტილებში. (1)-ის 

თანახმად CC), ჟ(ძ), წთ(მ) ფუნქციები უნდა აკმაყოფილებდნენ შემდეგ გან–- 

ტოლებას: · 

მძ 5 I0ი 3 §C,(9)წ 0 + კენრისანთრ)ი9+ 
ძ – ძ _ 
216 (ი), უ (4) %ა, X».) L რ)+-> ILC§ (ი), უ (ძ), %,, 7:)უ (2) =0, (5): 

სადაც I ექსტრემალთა-ინტეგრალს წარმოადგენს!. შემდეგში.7(X,, 74, §, ო) და. 

ICC უ:7#-6:7:)ს მოკლედ აღვნიშნავთ, სათანადოდ, I და I-ით. უკანასკნელი გან– 

ტოლება გვიჩვენებს, რომ « და 2 მრუდებიდან ერთ-ერთი შეიძლება ნების- 

მიერი იყოს. 

ვთქვათ # მრუდი მოცემულია, იმისათვის, რომ განვსაზღვროთ 8 მრუ- 

დი სავიროა »(ი) ფუნქციის განსაზღვრა, ამისათვის კი უნდა ამოვხსნათ 
(5) დიფერენციალური განტოლება. »(9) ფუნქცია, რომელიც ამ განტოლების 

ამოხსნა წარმოადგენს საზოგადოდ შესაძლოა არ იყოს ნამდვილი, ე. ი. C 

მრუდი შეიძლება არც არსებობდეს. მაგრამ ჩვენ დავუშვით, რომ ის არსე- 

1 80172, VიIIხასიყლი. გვ. 306.
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ბობს. მაშინ ადგილი აქეს (5) იგივეობას, ის შეიძლება ჩაეწეროთ შემდეგი 

სახით: 
ძ ძ – · 

ძი. I(C>, 790 6(თ), » (ძ)) + 72 I(CC (თ), » (თ) X2, 2ე) == 0; 

_ 109.2, 6(0) »(4))-L I(6(თა, უ(4); X5,1,) = C009%L.. (6) 
ნს, Iს?) იყოს ერთ-ერთი მრუდი ჩვენი სიმრავლისა, ი=0ძ,; კი C 

პარამეტრის მნიშვნელობა წყვეტის #, და , წერტილებში. (6) განტოლება 

შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგი სახით: 

ILCX,, 7ჯ, 6 (ი), თ (9ი)) + '(არწეთ! %X2) = 

ILCX,, 7;, 6 (0), უ (ძჯ1))+ ILC§(ი,), უ(ძ1)" +; 7:)- 
მაგრამ ამ განტოლების მარცხენა ნაწილი წარმოადგენს I! ინტეგრალის 

მნიშვნელობას #ა» ექსტრემალის გასწვრივ, ხოლო მარჯვენა კი იმავე ინტე- 

გრალის მნიშვნელობაა ს, მრუდის გასწერივ. მაშასადამე, 

I8,=1%- 

აქედან: 

”»# 

  

> X   ო 
ნახ, 2 

ამგვარად, თუ მოცემული და X» წერტილებისა და # მრუდისათვის 
არსებობს 2 მრუდი, რომელიც (5) განტოლებას აკმაყოფილებს, მაშინ #ა 

ექსტრემალი I ინტეგრალს საკუთრივ ექსტრემუმს არ ანივებს. 

მაშასადამე, მინიმუმის პირობების განსაზღვრა დაყვანილია იმ პირობების 

განსაზღვრაზე, რომელთა შესრულებისას მოცემულია # მრუდისთვის არ არსე- 

ბობს 2 მრუდი. ჩვენი უახლოესი მიზანია სწორედ ამ პირობების მოძებნა, 

6. ამოვხსნათ (5) განტოლება »(ძი)ს მიმართ და ვიპოვოთ 9C 
(7 

შეფარდება პარამეტრის ი=იძე: მნიშვნელობისათვის, ანუ მხების დახრა 2 

წირის #ა წერტილში. (5)-დან გვექნება:
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+. IC, ი+-%CC ი+-79 
  უ(6)=-–- 9L 

ძო 
მაგრამ ამ წილადის მრიცხველი და მნიშვნელი ძ = ძე მნიშვნელობისა- 

თვის ნულის ტოლია, ამიტომ განუზღვრელობის გასახსნელად გამოვიყენებთ . 

ლოპიტალის წესს; "ჩვენ მივიღებთ: 

7 (ია) = –– 

აა რა+% > )§ რი ,რა+(5 არა ლ )ბრა+ (-1:) ” თაშ7რა 

(=-)ჯია+ (55%) 7თა თ 

(>), ი), ·“-(%) (ნი, 
არიან I და L ფუნქციების მეორე რიგის წარმოებულთა , მნიშვნელობები 

ძ=ძე-თვის?1, ე. ი. 

(=) - 9+9ჩ ბრუს ()ა–ნოოჩ ფილე 

  

სადაც 

  

ძე? 6(/ა, +) ძნ? 0(.+) 

ძ'! 0, 9 (0), <) ჯ) 01 == 6I(/5) 
= _ "ე 7. ღე|სბე– 4 

C3) ი 2929% 6,8” C3C საასააასააია 
ძ?, M 0, იი, +) ი _ ი 0/0V 7) 

ააა პეი... 
ჩLი; Mი ·.. ი... ვაიერშტრასის მიერ განსაზღვრული კოეფიციენტებია?, 
ხოლო 8 და 8 იაკობის დიფერენციალური განტოლებების ის ინტეგრა- 

ლები 4 და ჯ8 ექსტრემალებისათვის, რომლებიც ისპობიან როცა «+=7?ე) 

და <=). 

(7) განტოლებიდან გამომდინარეობს: 

(=> -)ირა+2 (>>). 
ძნ0 

++) 7Cა+ 2(-)წ რა» 6ა+( #0) ლშრა=ი. 
ლ 1801; 80122, V0IICვსიყილს. გვ. 312. 

2 იქვვ, გვ. 224. 

2 
დ? 
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აღვნიშნოთ 7ა: და 7ა-ით მხების დახრა სათანადოდ # და # წირე- 
ბის ე და X წერტილებში. გავყოთ ამ განტოლების ორიეე მხარე §'%9ძკ)-ზე- 
“მივიღებთ კვადრატულ განტოლებას; 

(3+)7 1%+2 (>>)7 1-+ +(%)+ +(52), > +2 C3% 

+(4),- +, 
საიდანაც 7% განისაზღვრება ა-ის საშუალებით. 

აქედან: 

  

-Cი+V C2):69 I(Cე ს 9ნ=9MIC9MC-) 
(<1) ), (8) 

-ამ ფორმულიდან ჩანს, რომ შ არ არსებობს მხოლოდ მაშინ, როდესაც ფესვ– 

„ქვეშა გამოსახულება უარყოფითია. 

7. განვიხილოთ ახლა ეს გამოსახულება; იგი _ წარმოადგენს +, <, და 

(ყელეს ფუნქციას, რასაც ჩვენ აღვნიშნავთ ასე: თ («<, +, 1ე), ამგვარად 

« (5, 7ი) = -(->) – -(58 1I(> 3 ა +), 2). ძ5ძ»7ი 

ეს განტოლება შეიძლება ასე გადავწეროთ: 

2 3 2 2 2 2 ირ თ 7ა-- (>) (გ) ი-2 ა. წ2IC9L -(27-)(>),– 

21) 

–(> 3) (+ >-),+ (XX), 
აქედან ჩანს, რომ თ არის 1კე-ის მიმართ კვადრატული ფორმა. ამგვარად 

უტოლობა: 

  

    7+2   

  

  

      

თ (<, 59 ჯ)< 0 

შესრულებული იქნება ნებისმიერი 1ე-სათვის, თუ 

2) C. ) = რ 

(2-6) +(2 (თ) (XI); (<(2)-(<)(>-)15“ 
უკანასკნელი უტოლობა შეგვიძლია შემდეგი სახით გადავწეროთ („ზ.10): 

III) (CC) (0,0). -C%(X)I( ფ-).5'   
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გავითვალისწინოთ (9)-ს პირველი უტოლობა და გავყოთ მეორე 

25), (=)- ზე. 

ახლა (9) სისტემა შეიცვლება შემდეგით: 

ი?I ე'L 
0 

(2; )(% >), >) 

ლ-ფდ. ფ-რდლ ძაძუ /.  X ძნ ძწძი) ძი /ასძთ'/ი, (თ 
(>) 2) ს 
ძო ძუ? 

ჯერ განვიხილოთ მეორე უტოლობა. ამ უტოლობაში შევცვალოთ I დ>. 

II-ს მეორე წარმოებულები (4) მნიშვნელობებით, მივიღებთ: 

, ' I ,' 0! (6. 5). 
(MI. – ML) –(Lა122 + 2 MიXი79 + IM 172) L, 850 <): 

    

  

  

  

    

  

, 0, (ი, (3) #2 CC –0 101 7. 

%+ 21-66, 
- – – მ. , 5) Mე–- ML )-–-(L 2 3 9) წ _ ი იL0)--(ჯი-I1-+ არბ უი შს). (11. 

M + 29, – C!(7%ი;%)_ 

6(/-, 1) 
სახელი ახლა შემდეგი ფუნქცია: 

' /, · 0, ( 1 
–- # L6)-–(ჩიX'2ე+ 2#ე + ი? ი-L M-ე 72) LV» 3 - 2 

V(C= : 250, (12). 
0, (#ი, “) 

2 '+. -___ 

#M# +X%I" 80%, 2) 

როო -ფარდობა არის <-ს ზრდადი ფუნქცია. მაგრამ (12) ფუნქციის. 
03 > 

წარმოებული ჯ = <= ცვლადით არის: 

_ (MM უპა ქი მიე ა . 

(ი+4ჩი + 25 ჩე) 

მივიღოთ, რომ Mე XM% + Mი#ი = 8,990. აქედან გამომდინარეობს, რომ' 

<-ს ზრდისას (12) ფუნქცია კლებულობს. ასევე შეიძლება ვაჩვენოთ აგრეთეე,. 

რომ ზრდადი «-სთვის გამოსახულება:
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_ მ L) 

(M.– M Lი)– (Lა2X1 + 2Mებ“ 070 + წარუ). L, – წე 9 2 

VC)= > 2 (13) 

X, +>2ნ, 94თ5. 
6(%, 5) 

კლებულობს, როცა X,950, 

ამგვარად, (11) სხვაობა მოცემული. ჯ-სთვის არის '+-ს ზრდადი ფუნქცია. 

ვთქვათ ეს სხვაობა ნულია, როდესაც « = <%, ე. ი. ვთქვათ 

VI(C<) –– VI (<5) =0; (14) 

“რადგან ზრდადი <«+-სთვის (12) ფუნქცია ყოველთვის კლებადია და (13) 

ფუნქციას მხოლოდ ზრდადი +'-სთვის შეიძლება იყოს კლებადი, ამიტომ 

414)-დან მივიღებთ, რომ + ზრდადია +«"-თან ერთად. 

XI და M I ექსტრემალებზე და ს" წერტილებს, რომლებიც პარა- 
·მეტრის ჯ1=+ და ჯ=+ჯ მნიშვნელობებს ეთანადებიან, ჩვენ ვუწოდებთ ჯა წყვე- 

-ტილი ექსტრემალის შეუღლებულ წერტილებს. რადგანაც ორი ”V და 

IX შეუღლებული წერტილი 4 ექსტრემალზეა, ამიტომ (12) ფუნქცია ღე- 
ბულობს ამ წერტილებზე ერთსა და იმავე მნიშვნელობას. ყოველ წერტილზე, 

'რრომელიც ამ წერტილებს შორის არის მოთავსებული, მას აქვს სხვადასხვა 

მნიშვნელობა. ასევე X% და XI” წერტილებს ეთანადება (13) ფუნქციის ერთი 

-და იგივე მნიშვნელობა; IM და I წერტილებს შორის კი იგი ცალსახაა. 

Cა იყოს I%იI ექსტრემალის წერტილი, რომლის შეუღლებული წერტი- 
ლები ჯა ექსტრემალის მიმართ არიან 1% და #. ხოლო თ იყოს 1” XI 

ექსტრემალის წერტილი, რომლის შეუღლებული წერტილებია ს და II; ზემო- 
-–თქმულიდან ცხადია, რომ ” წერტილის მოძრაობისას ე წერტილიდან 

%რ#-სკენ მისი შეუღლებული #X წერტილი იმოძრავებს C- -დან I%-სკენ. მაგ– 

რამ, როცა წერტილი Cა- -დან I-სკენ მოძრაობს, მისი შეუღლებული წერ– 

ტილი იმოძრავებს ჰშე- დან 0-კენ (ნახ, 3). 

განვიხილოთ ახლა სხვაობა: 

  

  

  

7” , , , 0 ი , Iქ 

(M1––Mი L9)-– CLი 2 2-+-2Mი «ი 2? ი-L Mი V7 2) L, 50 თ. 

ი: % 
0, (ი) (3) . 80.0 ? 

M#M+290)% 60, <) 

CM –– ML) –– ( L>% + 2 Mიბი/ი -C Mი 79)IX, = აი = 
ა ა. > 

, Mე + 25, ომით 
6V,, %) 

რადგან ეს სხვაობა, "როდესაც ჯ მოცემულია, ჯ-ს ზრდადი ფუნქციაა, იგთ
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ჩ, L=+% მნიშვნელობამდე უარყო- 

6, 1 ფაეთია, ხოლო ამ მნიშვნელობის. 

' წა ჩ. შემდეგ კი დადებითი, ამიტომ. 

=>“. 9 (11) უტოლობა ანუ მეოCე (10, 

ს. წა უტოლობათაგან_ სამართლია. 
' ნია, როცა: <=5%”". 

_- 1 „>ჯ ამგვარად, თუ /, არის. 
  

ჯ პარამეტრის მნიშვნე– 

ლობა საწყისი /წერტი- 

ლისათვის, მაშინ პირო– 

ბა იმისა, რომ მოცემული # წირისთვის არ არსებობდეს 

2 წირი, ე. ი. ექსტრემუმის პირობა წყვეტილი ექსტრემალე- 

ბისათვის მდგომარეობს იმაში, რომ პარამეტრის 1=: 

მნიშვნელობა, რომელიც ეთანადება ბოლოწერტილს, აკმა- 
ყოფილებდეს უტოლობას: 

ჯე = (,%, (15) 

8, განვიხილოთ ახლა თ (<, დ, 7ე) ფუნქცია; თუ შევცვლით მეორე წარ–- 
მოებულებს (4) მნიშვნელობებით, იგი შეიძლება გადავწეროთ შემდეგი სახით:. 

– – => = 0, 
ხX<, 9,160) = M: –- M6ნLი+ ი (M+» L. C) 1:+2 (Mა-იაარ- 6. 70:+ 

| 0 +(0+2? თმა +M6 ფ-)171+2 (M – ს ჩფ ) + 
8 

+X% (ს+21M ჯ ' =C> +2 MX X იი + Mი 72 1C 8“ (16 

ნახ. 3 

# 9, წინ ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულება, როგორც ამ' 
0 

ფორმულიდან ჩანს, არის ორი «+ და 1) (ცვლადის ფუნქცია. აღვნიშნოთ ეს. 

ფუნქცია თ(-, 1ა)-ით, ე. ი. 

0, 
დ(C, ჩა=( M+X5წ 9)» 012 =+2(#M –707/0 IV <)რ 1+ 

+(0+7 L, % ) ”? -(L» + 2Mი2იწს+M/ ), 

ამგვარად, დ ფუნქცია ჯ-ის მიმართ წარმოადგენს კვადრატულ ფორმას. 

ვიპოვოთ ამ ფორმის MX) დისკრიმინანტი; გვაქვს: 

ირ=(M –რირფ ) 2 – (M+X Mფ8-)2? I(.+15. ფ-)21- 

_ (» 2 + 2MაXი 2-1 Mი 79 )I , 

მარტივი გამოთვლების შედეგად მივიღებთ:
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#C) = (M1–– Mე L)) 21 -L MC #ე 27 + 2M%2ი 7/0-+ M-72 X2 –– 
, .:” , + –+ ” 2 / ( 

– (L0X90 +2 Mი%%070 + Mი0 72 –– #0იX50 –-– 2M0%0570ი “– M67) 40%“ ც! 

07) 

6 – 
მ ფუნქცია, როგორც ზევით იყო ნაჩვენები, იზრდება <-თან ერთად. 

რადგანაც გარდა ამისა: . 

L,= L”+M#/7 I.= MX”+ MX" 
ამიტომ გვექნება: 

10X9 + 2M06%067ი + MიX76--– #ი 25 –-2Mა%07აი-- #07; = 

20L++17% #V-– 29 #–-7/ე წს. 
(ცბშ.პ)-ში ჩვენ ვნახეთ, რომ: 

2% ი L» + ე IV –– #ე ნ, 78, = 

ავიღოთ ეს უტოლობა მკაცრი სახით, ე. ი, ს” გამოვრიცხოთ ტოლო- 

ბის ნიშანი. (17)-ის თანახმად ჩვენ მივიღებთ, რომ IX+) ფუნქცია კლებუ- 

ლობს +-ს ზრდასთან ერთად. /#M(/ა) იყოს სა ექსტრემალის Xიშ შტოზე 

ის წერტილი, რომლისათვისაც 

IXX/Iა)=9. (18) 
მაშინ XX)) ფუნქცია LX=+, მნიშვნელობაზე გადასვლამდე დადებითია, გა- 

დასვლის შემდეგ კი უარყოფითი. 
ვთქვათ 

მაშინ გვექნება: 
+ < ჩე (19) 

XC) >9 

და ამიტომ ყოველი «-სთვის, რომელიც (19) უტოლობას აკმაყოფილებს, 
შეგვიძლია შევარჩიოთ ე-ის ისეთი ნამდვილი მნიშენელობა, რომლისათვი- 

საც: 
დ(+X, ჯი) = 0. (20) 

მაგრამ Cდ(-, ა) შეგვიძლია ა და + წარმოებულთა საშუალებით შეზ 
დეგი სახით ჩავწეროთ: 

დ(=5, თ)=-|ი – (M+X16 <-)თ-2(#M– 17073 8 C)თ – 

–(I+7 L, =3)C >X1-- 2 Mე2 ებ ე-- Mეე/ი- 

მაგრამ რადგანაც (20) განტოლება შესაძლებელია და 1 2-L 212 % 0, 

ამიტომ უკანასკნელი კვადრატული ფორმის დისკრიმინანტი იქნება: 

_ ეცი ს 8 
XM -- M) 74, IC. + ჩ-ფ )ი+2(#- ი) ჩვ) + 

+(M +275) %-)I= 0. (2!)
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თუ მივიღებთ მხედველობაში (20) და (21) ფორმულებს, (16)-დან გვექ– 

ნება ასეთი შედეგი: 

ყოველი <-სთვის, ოომელიც (19) უტოლობას აკმაყოფი- 

ლებს, შეიძლება ვიპოვოთ «დ მრუდის ისეთი მიმართულე- 
ბა, რომლისთვისაც ყოველი. +- სათვის 

თ (<2, წ, 17ე) =5 

ამ დემთხვევაში 7ე“ სთვის ვიპოვით (8)- დან ორ ნამდვილ მნიშენელობას, 

მაშასადანე, არსებობს # მრუდი, რომელიც « მრუდს ეთანადება; მოცემული 

საწყისი წერტილებისათვის და (79.5) პარაგრაფის დასაწყისში დამტკიცებუ- 

ლის თანახსად #ა ექსტრემალი ინტეგრალს ექსტრემუმს არ ანიჭებს. 

ამგვაოად, ჩა ექსტრემალი არ ანიჭებს #/ ინტეგრალს ექსტრემუმს, თუ 
საწყისი -2 (/,) წერტილისათვის გვაქკს: 

1 5 /10· 

ვთქვათ ახლა: + >/Mთ 

მაშინ გვექნება: (<9 

და, მაშასადამე, არ არსებობს #ე-ის ნამდვილი მნიშვნელობა, რომელიც აკმა- 

ყოფილებს (20) განტოლებას. აქედან ჩვენ დავასკვნით: მინიმუმის აუცი- 

ლებელი პირობა იმაში მდგომარეობს, რომ საწყისი „>V/,) 
წერტილისათვის შესრულებული იყოს უტოლობა: 

(#=>ჩი (22) 
ჩვენ ზევით მივიღეთ, რომ V/-, => M- Xე + Mი ი 920, #6, = M-7ი + 

== Mაბ" ი==0. ადვილი შესამჩნევია, რომ როცა IV =L, = 0, ყველა წყვეტილი 

ექსტღემალი სუსტია. მართლაც, (#9.7)-ის საფუძველზე გვექნება იგივურად: 

V”(-) = V" (<) =0. 
და, მაშასადამე, VI(2) და VI (<) ფუნქციები მუდმივია. , ამრიგად წერტილ- 

თა ნებისმიერი წყვილი, რომელიც სათანადოდ 4) და XM8- ზე მდებარეობს, 

შეგვიქლია შეუღლებულ წერტილთა წყვილად მივიღოთ. ამგვარად ზემოთქმუ- 

ლი დამტკიცებულია. 

იმ შემთხვევას, როდესაც წყვეტის წერტილებში ”, = =L, = 0, “ჩვენ არ 
განვიხელავთ. 

9. დავამტკიცოთ ახლა შემდეგი დებულება: 

დებულება II. //(/ე) არის ის წერტილი, რომლის შეუღლე- 

ბული წერტილი წყვეტის /5 (#5) წერტილია,ე. ი. ((V?.7)-ის ს ა- 
ფუძველზე) /ა წერტილი «X-ს ემთხვევა. 

მსჯელობისათვის ავიღოთ (14) განტოლება. ჩავსვათ ამ განტოლებაში 

<%=/,; მაშინ <+-ის შესაბამისი <-ს განსასაზღვრავად გვექნება შემდეგი: 

  

”/ ! !' ” 7 ' > (M -– M) Lი) – (ჯა 22 + 2 M 24 1”ა + Mე 72) 7, 
0(/(02) _ 

0, (ი, (3) : 
M ? I 858 
01% 06 ყი. >) 

L224+-2Mებ ი” 'ი-C Mე 21% 
ა ------- უგ --–--–.
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ეს უკანასკნელი მარტივი გარდაქმნების შედეგად მიიღებს სახეს: 

(CM: –– M Lა)25 + X#CCი X2 +-2 M X% 70 ++ M#07/2) – (LაX2-+2MიX%X + 
– – - 0/იჟ-ა,+ 

+ Mი11 + Lი 26-- 2 MიX%ი 70 –- Mი 772) X2 #, (თ) _ ი, (23) 
60%“) 

თუ ამ გამოსახულებას შევადარებთ (18)-ს, მივიღებთ, რომ: 

  

9, ! (/ა; ვ) 2). __ 9V(/იჩი) . 

68 თა ლ. მიჩი) 

მაგრამ ეს შესაძლებელია მხოლოდ მაშინ, როცა: 

<= /ე- 

ამგვარად ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. 

-M(ჩა) იყოს #ა ექსტრემალის 8, წერტილის ანალოგიური წერტილი 
ჯი X ი მტოზე. ისე როგორც ზევით შეიძლება დამტკიცდეს, რომ იგი ემთხ- 

ვევა 0ი წერტილს; 0:-ის შეუღლებული წერტილი კი არის წყვეტის ი (ჩ%) 
წერტილი. 

(#9.7)-ის ბოლოს ჩვენ ვნახეთ, რომ „ე წერტილის მოძრაობისას Iე-დან 
IX წერტილისაკენ, მისი შეუღლებული #% წერტილი მოძრაობს I წერტი- 

ლიდან #ი წერტილისაკენ. (22) უტოლობა გვიჩვენებს, რომ საწყისი / წერ- 
ტილი Iს და #Mე წერტილებს შორის უნდა იმყოფებოდეს. (15) უტოლობიდან 

კი მივიღებთ, რომ ბოლოწერტილი #ე. და სს-ს წერტილებს შორის ძევს. 

ყველა ამას მივყევართ შემდეგ ძირითად დებულებამდე: 

I ინტეგრალის მინიმუმის აუც.ილებელი პირობები წყვე- 
ტილი ექსტრემალისათვის იმაში მდგომარეობს, რომ X#ა 
 ექსტრემალის საწყისი X” წერტილი და ბოლო § წერტილი 

სათანადოდ #ი, ი და XV IM წერტილებს შორის უნდა იყოს 

მოთავსებული. 

10. გადავიდეთ ახლა (10)-ის პირველ უტოლობაზე. თუ მეორე წარმო- 

უებულებს შევცვლით სათანადო მნიშვნელობებით, აღნიშნული უტოლობა მი- 

-იღებს შემდეგ სახეს: 

, 0; (?ა; >) ” 9, («ი <) MV :2 L · ++X 2. =- <9. 
| 0125 2) II იე? ცი ი) 

«=/ე-თვის მოვძებნოთ პირველ ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულების 

მნიშვნელობა; (18)-დან გვექნება: 

6/(M.7/ი) => (M/2 –– Mე Lი) 26 + IVი (L-24+2 Mეა+ “70 -+ IVი7/2) ა 

0(0%:/ი) (ჯი 2:70 -L 2 Mი %% 270 + M#იX2-–-Xი ჩი – 2 MიXი 7ი-–-M 72)X6I ” 

აქედან 
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, 0,0ით/#ი) _ 7 8 

MX+X9I 00) 
„ |. 06--MIL0) +214 M (Lი X1 + 2 MიX%ი 70 Mა2/2 
+V0 +. ოაოუოთოლი –,.“ – “იაარეელბიეესს 

L0იX28 + 2M050X0607ი + MიX5-–L6 XV –- 2MინX 70“ M072 

_ (CM + 0-LC Mე 76)? 
= > 0. 

IL +242 Mხ XV + Mე28--Lა 22 –- 2 MიX ეწ/ს-- M 72 
- , თინი 

# ეს-–– 
+%ჩ6 (V 

ის არის ალ ითი <-ს ყველა მნიშვნელობისათვის, რომლე- 

ბიც (22) უტოლობას აკმაყოფილებენ. 

როდესაც <=1ა ვთქვათ 

M + X9I 

  

ფუნქცია «<-ს მიმართ ზრდადი ფუნქციაა, მაშასა დ ამე, 

CV(/ა, ჩე) _ 

C(/,/) · 
ზემოთქმულიდან ცხადია, რომ /#M(,) წერტილი სე და წა წერტილებს. 

შოლის ძევს. 

ახლა დავუშვათ: 

ს +ალ, ტრასა 
6(/აი;7ი) – 

როგორც ზევით, შეიძლება აქაც ვაჩვენოთ, რომ ჯა(ჯა) წერტილი ხი ი ნა–- 

წილს ეკუთვნის. 

რადგანაც ფუნქცია: 

=0, 

0, (M.,+) 

6(, §– 

+ -თან ერთად იზრდება, ამიტომ იგი უარყოფითია (7; /ი) შუალედის ყოველ 

წერტილზე, რომელშიაც შეიძლება მოთავსდეს 8 ბოლოწერტილი; მაშასადამე,. 

ნამრავლი: 

  M 6-2: –- 

  

IM + ჯშნ, 0!(7ი,-) 8, ღე 
Mი + 22-, 

6(/ი,<) | ? +7# 18 0 (/ი, +) 

უარყოფითი იჟნება იმ სა ექსტრემალის ბოლო და საწყის წერტილებზე, რო- 

მელიც მინიმუმის ყველა პირობას აკმაყოფილებს (#0.5, 6,7). ამგვარად, (15). 

და (22) უტოლობების აუცილებელი შედეგია (10)-ის პირველი უტოლობა. 
ადვილი დასადგენია, რომ ხა და ს წერტილები არიან სათანადოდ. 

ფოკუსები «მ ექსტრემალთა კონისა „4 და #8 შტოებზე, რომელნიც ტრანს-' 
ვერსალური არიან #იXი-ის მიმართ. 

შეწყვეტის წერტილთა მრუდი 

11. ჩვენს შრომაში 1 მრუდს, რომელიც შემდეგი სისტემით არის განსა-. 

ზღვრული: ,., 
ჩI(05 2 7)=%, XV (X, 2, X 27) = 0 

1 M2ვLილი121 #987ი21-ი, 8ძ. 75.
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შეწყვეტის წერტილთა მრუდი ვუწოდეთ. შესაძლებელია განვაზოგადოთ გან– 
საზღვრა და ყველა წირს, რომლებიც “შემდეგი განტოლებებით არიან წარ– 

მოდგენილი ' 

ოლ0ი I.=ძ, ILI„=ხ (24). 

ვუწოდოთ შეწყვეტის წერტილთა მრუდი; აქ ძ« და ხ არიან მუდმივები; ისე, 

როგორც ზემოხსენებულ შრომაში, (24) სისტემა გვაძლევს: 

#-,ძა;-L ”,ძუ) =90, 

საიდანაც 

> 

ამ ფორმულიდან, ისე როგორც ფინათ, გამომდინარეობს, რომ როცა #- 

ფუნქცია დამოუკიდებელია Xჯ ან » ცვლადზე. შეწყვეტის წერტილთა ყოველი 
მრუდი წარმოადგენს წოფეს, რომელიც ჯ ან 7 ღერძის პარალელურია. 

განვიხილოთ ახლა შეწყვეტის წერტილთა მრუდების სპეციალური კონა, 

რომელიც შემდეგი სისტემით არის განსაზღვრული: 

IL» (X, ), X-ს /)=ლი, MX, ), X, 7)=0 (25) 
ავიღოთ ამ კონის ერთ-ერთი წი”ი, პარამეტრის კერძო #=ძი მნიშვნელო- 

ბისათვის, და გავავლოთ მის წერტილებზე C კლასის ექსტრემალები ისეთი 7. 

მიმართულებით, რომელიც (25)-დან არის განსახღვრული. #C) იყოს 7 ღერ- 

ძის პარალელური წრფე. მაშინ #ჩ და () წეოტილებზე გავლებული C” კლასის 

ექსტრემალები ქმნიან წყვეტილ ექსტრემალებს ( და 0 არიან წრფის გადა- 

კვეთის წერტილები შეწყვეტის წერტილთა მრუდთან). 

საზოგადოდ: C კლასის ორი ექსტრემალი, რომლებიც (25) განტოლე– 

ბებით განსახღვრული მიმართულებით ისეთ ორ წერტილზე გადიან, რომელ- 
თა აბსცისები თანატოლია, წყვეტილ ეჟქსტრემპალს შეადგენს. 

ინდიკატრისი 

12. IX (Xი, 7ი) და (29,790) წყვეტის წერტილებისათვის ავაგოთ კარა- 

თეოდორის ინდიკატრისი. 

ამ წერტილებში ინდიკატრისის განტოლებებია: 

#LCXი, 79 ნ, ”) = 1, #CIი. 70, 5, ი) = 1. 

9 და % იყოს წყვეტილი ექსტრემალის მიმართულებათა წყვილი ი და IX. 

წერტილებში. მაშინ გვექნება: 

წებ (Xი, ჩი) C059-, §104%-ი) = L. (42%. )'0 C059-, 9ი9-%), 

XV” (29, 70) C05%-%, §5109-ი) = 0, (იტ. 

IV! (Xი, 7/0; C0§9-0,5109-) =0. 
მხები ინდიკატრისის ნებისმიერ 3. წერტილში (ჯ,.))-სათვის განისაზღვრე- 

ბა შემდეგი განტოლებით: 

X II (2, 7, 6089', §10.9') -L I />/ (X, 7, 6059, §91ი >) = 1 
ავაგოთ ახლა მშხებები ჰა და 9 წერტილებში სათანადოდ პირველი და. 

მეორე ინდიკატრისის მიმართ.
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(1) სისტემის ორი უკანასკნელი ტოლობების საფუძველზე პირველი მხე- 

ბისოვის გვევჯნება შემდეგი განტოლება: 

-V III (2:0; 10) C059-0, §10. 9-0) = 1, 
ხოლო მეორისათვის კი: 

-V #.,' (0, 270, 6059-5109) = 1. 

იმავე სისტემის პირველი განტოლების საფუძველზე ორივე ეს წრფე /” 

ღერძის პარალელურია. აქედან ცხადია შემდეგი: 

ორივე ინდიკატრისს, რომლებიც აგებულია XX და 7 
წყვეტის წერტილებისთვის, აქვთ ერთი საერთო მხები იმ 

წერტილებში, ოომლებიც ეთანადებიან წყვეტილ ექსტრე- 
-მალთა შა და ჰა მიმართულებებს. წყეეტის წერტილებში ამა- 
სთან ეს საერთო მხები არის / ღერძის პარალელური, 

წყვეტილი სუსტი ექსტრემალები 

13. ზევით ჩვენ ავიღეთ IL პირობა მკაცრი სახითა. ადვილი დასანახია, 

რომ #0 ექსტრემალი სუსტია იმ შემთხვევაში, როცა: 

Mი–-Iწი= XI. +) 01,- XV L,-- 70 1,=0,1 (26) 
მართლაც (26) განტოლება შემდეგი განტოლების ტოლფასია: 

–, = 2 

C _ C 4204 ოფცვი (+) I #2+2#4ი X იქს“ Mი 7? =0; %9 0 

რადგანაც ამ განტოლებაში 

216 +V6 5=9, 
იგი შესაძლებელია შესრულდეს მხოლოდ მაშინ, როდესაც 

წენა 

Mგ– M% Lი- M9ი ( +217 Mი 2.+M% (> ) 1 > 0. 

ამგვარად, (17)-დან «-ს ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის გვექნება: 
XXV) = 0; 

ამიტომ არსებობს 2 წირი და, მამასადამე. ი ექსტრემალი მართლაც სუსტი 

ექსტრემალია. 

იმ შემთხვევაში, როცა შეწყვეტის წერტილთა მრუდის გასწვრივ ადგი- 

ლი აქვს ტოლობას: 
= #,=0, 

ნებისმიერი ექსტრემალისთვის, გამოთქმა: X6I>-L 170 სა–-+იL-წიLე იგივურად 

ნულის ტოლია და, მაშასადამე, ყველა წყვეტილი ექსტრემალი სუსტია. 

ისე როგორც მოხსენებულ შრომაში, შესაძლებელია II პირობა მივი– 

ყვანოთ შემდეგ სახემდე. 

(C,უ) იყოს შეწყვეტის წერტილის კოორდინატები მაშინ, როგორც უკვე 

“იყო ნაჩვენები: 

1 MI-=- X LI.-+V” წყ არის ფუნქცია, რომელიც პირველად ჩვენ განვიხილეთ (იხ. M8LI. 
4გ89099:01C0 სძ, 25).
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თუ ამას გავითვალისწინებთ, შესაძლებელია /77 –– II7#M შემდეგი სახით ჩავ– 
წეროთ: 

# '. , #, –/,» '. 7 >9 LC #« უ–ჯ0თ C- XV)>90. 

აქედან გამომდინარეობს რომ მხოლოდ ის ექსტრემალები შეიძლება. 

იყოს მძლავრი, რომლებიც შეწყვეტის წერტილთა მრუდს ორივე შეწყვეტის. 
წერტილში აო ეხებიან. 

ამგვარად, როცა შეწყვეტის წერტილთა მრუდი არის 

მომევლები C კლასის იმ ექსტრემალთა კონი სა, რომლებიც. 

წყვეტილ ექსტრემალებს შეადგენენ, მაშინ უკანასკნელი 
ექსტრემალები სუსტია. 

14. დავუბრუნდეთ ახლა « და #2 მრუდეებს, ვიპოვოთ I%ი და 7 წერ-. 

ტილებში დამოკიდებულება # და 2 მრუდთა დახრებს შორის. 

როგორც ზევით, დავუშვათ, რომ: 

X=წ(ი) წ=უ() (0) 
X=წ(2), ჯ=უ(ი) (2) 

ამ მრუდეების განტოლებებია, ხოლო «4 =ძი წარმოადგენს ძ პარამეტრის მნიშ– 

ვნელობას II და #ი წერტილებში. 

მაშინ ჩვენ გვექნება: 

#C§(ი), უ(0), X" ») = L(6(თ) უ(9), 290 7» (27) 
სადაც XაV,”/ არის ძი პარამეტრის ფუენქციები, რომლებიც წარმოდგენილია 

შემდეგ განტოლებათა სისტემით. 

IX» (§(4) ო (9), 4,7) = #6» (ნ (9), (0), + 7) 
# (§ (ი), უ(2), >" ”) =.0, 

LL (5 (0), (4), X, 7”) = 9. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ -, > სიდიდეები, რომლებიც უკანასკნელ 

განტოლებებს აკმაყოფილებენ, წარმოადგენენ წყვეტილი ექსტრემალის მხებ-. 
თა დახრას # და გ მრუდთა შეწყვეტის წერტილებში.. 

(27) განტოლების გაწარმოებით მივიღებთ: 

I. ძნ-+M,ყძუ-+ LC ძ·-L სნ ძ/78=#,ძ-+Lჩე ძუ+ XL ძX -+ /-/ძ7. 
თუ გავითვალისწინებთ სამ უკანასკნელ განტოლებას, მივიღებთ შემდეგს 

L, ძნ+ძუ= L,ძნ+ ძო, ' 
ანუ _ _ 

L6ნ + სოუ. ნ #Mუ= 0· 
აქედან: 

უ 2 (28).,  
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„ეს არის სწორედ ის გამოსახულება, რომელიც ჯ--სა და + -ს აკავშირებს. 

15. დავუშვათ ახლა, რომ წა ბ მრუდთა ის წყვილი” #« და 2 მრუ- 

დებიდან, რომელნიც #0 და I შეუღლებულ წერტილებს ეთანადებიან. 
„ი, 2: იყენენ Mი და ყი შეუღლებული წერტილების სათანადო მრუდები. 

მოვძებნოთ შე მრუდზე Xი წერტილში მხების დახრის ტანგენსი. გან- 

ტოლება, რომელსაც შეწყვეტის წერტილის კოორდინატები აკმაყოფილებენ, 
შეიძლება შემდეგი სახით ჩავწეროთ: 

9I (5(0), (თ),X,, 2») – = 0. 
ძ» 

გაწაომოების შემდეგ შივიდებთ! 

ი. ა)+ ლ 7რ ი. 

  

ძნძუ 

„აქედან: _ 

51 
9) _ _ «თ. 
წთ. თ 

ძუ? 

ჩავსვათ მეორე წარმოებულების მნიშვნელობები (2 წერტილისთვის; 

გვექნება: 
თ9 _ ” (40) __ 7ი.. 
წ (ი) 2 

ამგვარად, ბი მრუდი ეხება #ი ექსტრემალის #ი X% შტოს X წერტილში. 

შეიძლება ამავე გზით ვაჩვენოთ, რომ ძა მრუდი X-ი9-#ი შტოს ეხება IM 

წერტილში. 

ვიპოვოთ ახლა დახრა «თე მრუდის X წერტილში; (28) ფორმულიდან 

უზუალოდ მივიღებთ: 

უი _ X9I.-– 20 #, –- 30, 
C9 ჩXიI 

ჯ ღა ს; ფუნქციების წარმოებულთა არგუმენტებია (Xი, 70; ჯ 0, /იე) და C(>ი, 7), 

20; 7): გამოვაკლოთ; “---გამოსახულებას (29) განტოლების ორივე მხარე; 
ი ა 

(29) 

მივიღებთ: _ 

| 7090 __ »9ი __ X ი > + 20 მ, 20/>-- წინ, 

X% წ% > 9V_ 

  

ანალოგიურად §, “მრუდის წ. წერტილში 2 დახრისათვის გვექნება
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ჟი _ 9  20ჩა4-ე ს -- 27-99). 
-ი– წი X9I„ 

“უკანასკნელს მივყევართ შემდეგ დებულებანდე: 

დებულება. როცა წყვეტილი ჩი ექსტრემალი «; ან 2, მრუ- 
დებს შეწკვეტის # ან #ე წერტილებში ეხება, მაშინ ეს 

წყვეტილი ექსტრემალი არის სუსტი. 

საკმარისი პირობები 

16. ვთქვათ, მოცემულია რაიზე ნი ექსტრემალი, რომლისათვისაც ჩვეულე- 
ბრივი მინიმუმის (უ0.4)-ში დასახელებული ყველა პირობა ღაცულია. 4თ0)1ა) 

და 82.) იყოს ექსტრემალის ბოლოწერტილები, ხოლო 1% (Xი, ჯი) და 

8 (Xი, 7ი) მისი წყვეტის წერტილები. #(,) და 7(/,) ბოლოწერტილებში 
უნდა შესრულებული იყოს შემდეგი პირობები: 

1, > #9, 

#< #0 (30) 

როლო წყვეტის წერტილებში კი II პირობები. მაშინ წე ექსტრემალი მარ- 

თლაც ანიჭებს მინიმუმს ყველა იმ წყვეტილ წირებთან შედარებით, რომ- 

„ლებსაც იგივე ბოლოწერტილები აქვთ და რომელთა წყვეტის წერტილებს 

"თანატოლი აბსცისები აქვთ და მოთავსებული არიან #ა და Iი წერტილების 
«ირგვლივ შემოწერილი მცირე რადიუსიანი წრეების შიგნით. 

მართლაც, გავავლოთ /# წერტილზე C” კლასის ექსტრემალი, რომელიც 

“მთავრდება IX წერტილის გარშემო შემოწერილი მცირე წრის შიგნით C 

წერტილში. # წერტილზე, რომელიც მოთავსებულია I% წერტილზე შემოწე- 

რილი წრის შიგნით და ისეთივე აბსცისი აქვს, რაც C წერტილს, გავავლოთ 

აგრეთვე C' კლასის ექსტრემალი, რომელიც გაჯის 8 წერტილზეც. ამგვა- 
რად ჩვენ შევადგინეთ წყვეტილი შესადარი L-წირი. ანალოგიურად ავაგებთ 

შესადარ წირთა სიმრავლეს. ვთქვათ · 

X=ნ(მსე 7 =V»X(9), 
X=ნ'0,ე 7=უC4) 

არიან C და # წერტილთა გეომეტრიული ადგილების განტოლებები. 4 და 

#8 წერტილები წარმოადგენენ ამ სიმრავლის ფოკუსებს „I და I%ი8 ექსტრე- 

მალებზე. / ინტეგრალის მნიშვნელობა ჩვენი სიმრავლის რომელიმე წირის 

გასწერივ შეიძლება წარმოვიდგინოთ როგორც ჯამი: 

ICX, 7, 6 (9), უ (9) ) + IC§ (4), უ (9) X-» 7»), 
სადაც LI და I არიან ექსტრემალ-ინტეგრალები. 

, თუ გავითვალისწინებთ (5) განტოლებას, მივიღებთ;
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(ოM- 4 (2) + 5) წრა»რა+()უ'რ+ 

21) ა (ი) + 2 (->): C (იი) > რა+(5=) 7 ო (ძი) |“ + 

(->). 1 =C 2) არიან # და I ექსტრემალ-ინტეგრალების მეორე წარ-. 

მაეარრების მნიშვნელობები ი = ძი-თვის. 

გადავწეროთ ეს განტოლება შემდეგი სახით: 

ს-=ხ%რაა) 2)(: "+ (ლლ C 8) +(57) 1 

+(C 9 C ), + +2( =>) (7 >) +(52 '– 

სადაც (>) – ურ) და (+ -), =:2) ამასთან, ვთქვათ C (ძი) 9-5 0. 
L-) 

კვადრატულ ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულება ჩვენ შეგვიძლ ი 

განვიხილოთ, როგორც(-- ) -ის მიმართ, კვადრატული ფორმა. ამიტომ ჩვენი- 
0 

უტოლობა: 

  

  

  

1-0 >9 

(>). >", (3). 

(<-02IC2)C)+:C)(თ)1C)+ 
+CC)|<4 

ეს უკანასკნელი (>) -ის მიმართ შეიძლება შემდეგი სახით წარმო- 

ვადგინოთ:. ' 

<0) LC. (57) Xი)(>)- (02XC)- 
(+ 2) +(2V) 

ამ უტოლობის მარცხენა მხარე წარმოადგენს თ (9, >, ი) ფუნქციას, 

გარდაიქმნება ორ უტოლობად: 

  

  

რომელშიაც 1«, <5, 79 შეცვლილია სათანადოდ /,,/, და (--). -ით, მაგრამ. 

(30) პირობიდან, როგორც ზევით იყო ნათქვამი, ნებისმიერი (+) – სთვის 
ი
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ი IV ჯე, (>) > 0. 

ამგვარად (31)-ის უკანასკნელი უტოლობა არის შესრულებული. რაც შე- 

ეხება პირველს 
3 (5- I =). >0, 

ანუ =>) (/ი, 71. ) 
2 2. 

#ი + X ი, - - 060 ც · I) 

უტოლობას, /; აკმაყოფილებს, როგორც ეს (#0.7)-ში იყო ნათქვამი, (30) პი– 

რობასთან ერთად შემდეგ უტოლობასაც 

#0 = ე 5 ჩი. 

  

მივიღებთ: 

  

0, (ა –) 
აქედან (უმბ.10) პარაგრაფის თანახმად Mი0+4-X72ი XL, იფ80, 5 93 

' 

ფუნქცია უარყო- 
ფითია « = /: მნიშვნელობისათვის. 

ამგვარად, თუ (30) პირობები დაცულია, (31) უტოლობანიც შესრულდე- 
ბა. აქედან ჩანს, რომ ნებისმიერი L წირისთვის სამართლიანია უტოლობა: 

ჰა -–-I.> 0, 

ე. ი. წე ექსტრემალი მართლაც ანიჭებს I ინტეგრალს მინიმუმს. 

#---IV7 ფუნქცია 

17. განვაგრძოთ ახლა _წყვეტილი Lი ექსტრემალის 41% შტო 11% წერტი– 

ლის შემდეგ და გავავლოთ I წერტილზე 4 წ ექსტრემალი, რომლის გა- 
გრძელებასაც ი 8 წარმოადგენს (ნახ. 4). 

# ღა MI წერტილებში 2 წა და I. ექსტრემალებს“ ისეთივე 

მიმართულება აქვთ, როგორც 

XM#8. და 4Mა ექსტრემალბს #“+/ 
ამაე წერტილებში, ამიტომ. 

4'%იIი8 მრუდზე I პირობები 

- შესრულებულია და ის არის 
წყვეტილი ექსტრემალი. ამგვა– 

რად შესაძლებელია შეწყვეტის 
წერტილთა ყოველ წყვილზე 

' 
I 

' 
გავატაროთ ორი წყვეტილი L- 

ექსტრემალი და ესენი ერთად კილოთი 

შეადგენენ C' კლასის ორ #' I 

ექსტრემალს რომლებიც ამ ს ! ი 

წერტილებზე სათანადოდ I გან– 8 

ტოლებებით განსაზღვრული მი- 

მართულებით გადიან.   
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აღვნიმნოთ 4 წახს8' ექსტრემალი #,-ით. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ ერთ-ერთი (#ა ან ს,) ექსტრემალი არის 

სუსტი, როდესაც მეორე მძლავრია. მართლაც, ვთქვათ », და «+, არის ჯ პარა- 

სეტრის მნიშვნელობები # და 8' წერტილებში, ხოლო «ი კი იმავე პარა- 

მეტრის მნიშვნელობაა # და # წერტილებში, იმისთვის, რომ #6. ექსტრემა- 

ლი იყოს მძლავრი, აუცილებელია, რომ ფუნქციას: 

! < 

#0= |წდთ,ჯC,>თ,7C0)4#+ | ”C 6,;C, » დ./0არ. 
8 ჯ 41 – 

ჰქონდეს მინიმუმი ჯ1=+ა წერტილში, ე. ი. შესრულებული უნდა იყოს განტო- 

ლებები: ' 

I, (C-ი) = 0, 1”, (20) '= 0. 

ისე, როგორც (#მ.4)-ში, შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ პირველი განტოლება 

შესრულებულია. 1”, (/)-სთვის ჩვენ გვაქვს: 
1) (0 = I, + 0)+ I 7() –– წ5# (077 C, 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 7, () ფუნქციას ჯ1==>+ი წერტილში აქეს მინიმუ- 

მი, როცა: 

X' (<0) XL”, -L2”ი (<0) IL, –– 2 (<0) I –– 1 («0) X„= 
ავ, როცა: 

2” LL -L 270 #V –– 20 1- –– 30 1» = 0. 

ვთქვათ ახლა ს, ექსტრემალის “4' და · ს" წერტილებისათვის (V?.7)-ში ჩამო- 

ყალიბებული პირობები შესრულებულია და გარდა ამისა 4'ბ% და XL 

ექსტრემალების გასწვრივ ლეჟანდრის (4) პირობა 

#, (2 15 6058, §103) > 0, 0 = ზ = 2Xჯ 

მკაცრი სახით არის შესრულებული. 

თუ ახლა 

IMI-–- I7= XI -L ენე + 1-7 წ, 

ფუნქცია დადებითია (სთიბ2 | და(« >) წირითი ელეზენ- 

ტებისათვის, მაშინ ჩი ექსტრემალი იქნება მძლავრი, #,-– 

სუსტი.თუ #”I–- I” უარყოფითია, მაშინ #, მძლავრია და #ი ს სუ- 

სტი; იმ შემთხვევაში, როცა I”I-–- M7=0, ყველა წყვეტილი 

ქსტრემალი სუსტია.



V 

შინიმუმის ეტთი აუცილებელი პირობის შესახებ ყუთხიანი' 

ამოხსნებისათვის ვარიაციათა აღრიცხვაში! 

შესავალი . 

1. განვიხილოთ ვარიაციათა აღრიცხვის ძირითადი ამოცანა, რომელიც 

ასეთნაირად შეიძლება ჩამოყალიბდეს: 
საძიებელია 

ჩე 

LI=| 602 ე) 
I 

ინტეგრალის ფარდობითი ექსტრემუმი ორი მოცემული #,(X, „,) და ,(X. 7) 
წერტილის შემაერთებელ დასაზვებ წირთა ფუნქციონალურ ველში. 

ვთქვათ ოთხი ჯ; 2, 2 V» ცვლადის # ფუნქცია უწყვეტია ისევე, როგორც 
მისი წარმოებულები მესამე რიგამდე, როცა (X,7) წერტილი რჩება სიბრტყის 

# ნაწილში, ხოლო ჯ და V ღებულობს ყოველ სასრულო მნიშვნელობას, რომ- 
ლისათვისაც ჯ#2-+/23%80, გარდა ამისა, ვთქვათ » ფუნქცია აკმაყოფილებს 

ერთგვაროვნობის ცნობილ პირობას: 

ს=X LI +V LV. 
ამ ამოცანისათვის, საზოგადოდ, დასაშვებია ორგვარი ექსტრემალები: 

ან ექსტრემალები უწყვეტი მხებებით, ანდა კუთხიანი ექსტრემალები. 
ორივე გვარი ექსტრემალების ელემენტები აკმაყოფილებენ უილერის 

დიფერენციალურ განტოლებას: 

ა-ი 4+სი0I-/X")=0 
მაგრამ, მიუხედავად ამისა, ამ ორგვარ ექსტრემალებს შორის ჩვენ ვპოუ- 

ლობთ არსებით განსხვავებას. 

მაშინ როდესაც პირველი სახის ექსტრემალზე საწყისი წერტილის 

არჩევა გავლენას არ ახდენს IL ინტეგრალის ექსტ4ემუმზე, პირიქით, კუთხიან 

ექსტრემალს შეუძლია მიანიჭოს #1 ინტეგრალს მინიმუმი მარტო იმ პირობით, 

თუ საწყისი #,(X, >) წერტილი იმყოფება კარათეოდორის? ჯე წერტი- 

ლის მარჯევნივ. 

თუ #ძ-ით აღვნიშნავთ / პარამეტრის მნიშვნელობას ა წერტილისათვის, 

ხოლო I,-ით საწყისი წერტილისათვის, მაშინ წინა პირობა შეიძლება გამო- 

თქმულ იქნეს შემდეგი უტოლობით: 

#, >8ი: 

ახლა, სავსებით ბუნებრივად ისმება კითხვა: რა არის მიზეზი ორგვარ 
ექსტრემაჯებს შორის ზემოაღნიშნული განსხვავებისა? 

1 ეს წერილი დაიბეჭდა ჟურნალში „8ა))იIი ძტ 12 50CI(ტ-ტ M2:'ხ“თეLძსტ ძტ ნწ”ეილა" 
«იხ. #4. I 2 02ძ72პბ, „5სL სი6 C00ძIIიი ძტ ოისისი) 0ტC6552(-6 ი0სL 1ლ5 50IVCI0C0§5 ვიდს- 
ბ923) ძვ05 IC C21Cს1 ძტ5 V2II3II005“, 8სIICLI0 ძი 12 50C(6 Mა:ხბიო2LIისCრ ძ6 ნ:გიყბ, L. Lს. 

2 C. C2-21060ძ0L+წ, LსხCL ძ!C ძ1-ლიე1(ისიII-ხ6 Lნასიყიი (ი ძაL V3LI2LI0CL05LCCხ- 
თსიყ (1095, C0LLიყიი, 1904).
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აზრის გარკვეულობისათვის დავუშვათ, რომ მეორე სახის ექსტრემალს 

აქვს მხოლოდ ერთი MC2:ხ» 27) კუთხითი წერტილი, თუ XV, 75 და #% #9 აღ- 

ნიშნავს XL, ” წარმოებულთა მნიშვნელობებს (ნ (Xი, ჯი) წერტილის მარცხნივ 

და მარჯვნივ, მაშინ კუთხითი წერტილის ორივე წრფივი ელემენტი აკმაყო- 

ფილებს ვაიერშტრას-ერდმანის პირობებს: 

#20, 2'0» % 0) 2/ 0) == I <I(20, ქ'0; % 0) 2! 0)) (1) 

#V(%ა, 2'ი; % ი ქ 0) => I VI(2ე» 20; 2 0» 70). 
ახლა ადვილია იმის შემჩნევა, რომ ორივე სახის ექსტრემალებს შორის. 

განსხვავების მიზეზი უნდა ვეძიოთ ამ უკანასკნელ ორ პირობაში;. რომლებსაც: 

აკმაყოფილებენ კუთხითი წერტილის წრფივი ელემენტები ეილერის პირო- 

ბასთან ერთად. 

წინამდებარე ნაშრომის მიზანს წარმოადგენს უშუალო დამტკიცება იმი- 
სა, თუ რანაირად შეუძლია აღნიშნულ პირობებს შეზღუდოს კუთხიანი- 

ექსტრემალისათვის საწყისი წერტილის თავისუფალი არჩევა, რასაც ადგილი. 

აქვს ექსტრემალისათვის უწყვეტი მხებით. 

2. ქვემოთ ჩვენ შემდეგი ორი ექსტრემუმიდან -–– მინიმუმი და მაქსიმუმი –– 

საქმე გვექნება მხოლოდ პირველთან. 

გარდა ამისა, ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ ლეჟანდრისა:და იაკობის 

პირობები #, #ე და #) L, რკალებისათვის შესრულებულია მკაცრი სახით, ე. ი>- 

#>0, M>0, 
(MC ს< ი /ი< <7 

სადაც ჯი და 7, წარმოადგენენ / პარამეტრის მნიზენელობებს ა წერტილის. 

შეუღლებული #, ღა ე ფოკუსებისათვის შესაბამისად ს,Mსა და VI რკა- 

ლებზე, ხოლო I განსაზღვრულია შემდეგი განტოლებებით: 

ს-79 0 8. ·(2. 

# ფუნქციის წარმოებული ველში: 

3. წინასწარი ფორმულები –– ვთქვათ, 

X=1X1(, ფთ) 1=)I!(/, თ) (> 
მოცემული ამოცანის რაიმე უწყვეტი მხების მქონე ექსტრემალთა კონაა. ამ 

კონის წირთა ეელში, ფუნქციონალური დეტერმინანტი: 

#=X Iი–- 1 XC 
განსხვავებულია ნულისაგან და, მაშასადამე, (3) განტოლებანი ამოხსნადი იქ- 
ნება ჯ და თ-ს მიმართ ყყოველგვარი ორაზროვნობის გარეშე, სანამ (+, 19. 
წერტილი რჩება ამ ველში. 

ვთქვათ ეს ამონახსნებია: 

ჯ1=71(2 2), თ=Cთ(X 1); (4» 
მაშინ გვექნება: ი! => ი! __ 2:დ 

ძ» #7” 07%... 4” (C 
ით “+. მთ “ თ 

ძX. ბს ძ/ #4”
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'სადაც შტრიხით ჩვენ აღვნიშნავთ გაწარმოებას I-ს მიმართ. (3) და (4) გან- 

„«ტოლებათა თანახმად, ჯ, / წარმოებულები მთელ ველში ჯ და X-ის გარკვე- 

“ული ფუნქციებია. 
თუ მხედველობაში მივიღებთ (5) ფორმულებს, ჯ-ის და +-ის წარმოე- 

'ბულებისათვის გვექნება შემდეგი გამოსახულებანი: 

_ძჯ. ჯ X2-- ე" + თ მძ,» “–-X"X--+LC XC X 

უე 
მ» I I2--Vთ·/ მ» “– Xთ>-+-X თ 2 

ი... 4. ' ძი 0. 
სამ ოთხი ფორმულიდან უშუალოდ გამომდინარეობს ფორმულები: 

კმ”  ,მ7/ #4 #”V 4 _ _ თლ: 2. 
ძჯ ძჯ 4 

700" „მ «+ ტ--ეტ' 

277 '#%.. ბ. ? (6) 
მ» მ) “ 

9.2, გ 
«რომლებიც საჭირო იქნება შემდეგში. 

4. ახლა ჩვენ გვინდა მოვძებნოთ #,-ის და #/-ის კერძო წარმოებულე- 

ბი ველში. 

(2)-ის თანახმად გვაქვს: 

  

ძმ; „/ მ. ,ბი 
უთ =”+7 (> ო #>-)6, 

მძ. ძ»X' ძ 
=ჰ1სი+ 17" (7 252) თ, 

თ ძ» ძ) 
მხ, ,0» 14 

ეჯ თი 3C ძი მჯ) 
მ, ,0X" ,9V 
ი9 წ, - + (> <2 97 L,. 
ძ) ძ)» ძა) 

(6) ფორმულებისა და ვაიერშტრასის შემდეგი აღნიშვნების საშუალებით 

L= სა» ს, M= 71 +)X # = სეს+6-2 75, M= ე! IX ნ, 

„ვღებულობთ ფორმულებს: 

  

" ძმ, ტ' 
024 _ L+-7შ წვ =M- წ 

7 შე “ ძი, ა ო -_.- –- ექ" – _-.- “2 ოვალი იოესუოთესფვით 
“რომელნიც მნიშვნელოვან როლს ასრულებენ  არიარიათა აღრიცხვაში (დ რ ეზ- 
-დენის ფორმულები). 

5. ბოლოს, გადავიდეთ ვაიერშტრასის XჯL ფუნქციის წარმოებულის 

'მოძებნაზე ველში მოცემული რომელიმე წირის გასწვრივ.
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ვთქვათ : 
დ=ზრს.  2=7:) 

ველ“წი მოთავსებული რაიმე წირია, განვიხილოთ ვაიყრშ ტრასის Xჯ ფუნ– 

ქცია, აღებული ამ წირის გასწვრივ. გვაქვს: 

8()= LLC) (2), X(>), 7 (X) )-– +(4) #-, 225), 7(5), X, >)– 
– 3 (5)LV (X(X); C<); XV 2) 

ძღ 
ვიპოვოთ 3 გვაქვს: 

ძთ 
-=1> XCC)+ ჩV7(2) +, 20+ #5 9 – ICC) ნ) 

სათლი “ო+97C -” დ + #C+9+# ი). 
თუ მივიღებთ მხედველობაში #» და ჩ, კერძო წარმოებულების მნიშვნე– 

ლობებს, წინა განტოლება შემდეგნაირად შეგვიძლია გადავწეროთ: 

ძღ _ 
5-=L> 42 M 77 +მ- 129 2M29 –1ი– 
( 

, , " = ” „C –ფო-2)1ჩს--+0% – ნე §I+CM – ნ)”. 

    

ახლა აღვნიშნოთ: 

L- L=9, 1I-#=9, M#- #=9%ს, 
მაშინ გვექნება: 

ძთ 

M") 

=5X2-+ 29)1XV + 3072 06 X- დებ, “- + 

+CV> – ნ) ა +CჩMV – #)ჯ , (8) 
ეს სწორედ ის არის, რის პოვნაც გვინდოდა. 

ზოგადი (8) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ 2 წარმოებული "დამოკიდებულია. 

ექსტრეზმალთა კონის ფოკუსზე და 8 ფუნქციის ამ თვისებას ქვემოთ დიდი. 

მნიშვნელობა ექნება ვარიაციათა აღრიცხვის ზოგიერთ საკითბში. 

ახლა გამოვიყენოთ (8) ფორმულა წანამდებარე ნაშროძის ძირითადი- 

საკითხის გადასაწყვეტად. 

ფუნქციის გაშლა 

6. ვთქვათ ს,MაL არის მოცემული ამოცანის კუთხიანი ექსტრემალი,. 

რომელიც აერთებს ორ მოცემულ #X, (2, 1) და #; (1, ს) წერტილს (ნახ, 1)- 
ვთქვათ 

X=X(I), 12= (I), #=7=7% 
არის #,M შტოს განტოლება, ხოლო 

X=7L(2), Xჩწ=23%“), §0=%+=1% 

ეორე შტოს განტოლება.
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ჯ, წერტილიდან გავიყვანოთ ექსტრემალთა კონა, რომელიც შეიცავს 

მოცემულ #,IMე წირს. 

რადგანაც #ა წერტილი არ არის X, წერტილის შეუღლებული ფოკუსი, 
ამიტომ ამ კონის ყოველი წირი ჰკვეთს I-ს, ექსტრემალს და მის მარცხნივ 

გაგრძელებას, ე. ი. XII-ს მხოლოდ ერთ წერტილში. 

ვთქვათ, 
X=Cთ(/,თ), X=0%I, თ) (თ 

ამ კონის განტოლებებია და თ=-თე არის თ პარამეტრის მნიშვნელობა, რო- 

მელიც შეესაბამება ნს1,Mა ექსტრემალს. 
ავიღოთ ახლა #X, წირზე I-ის 

მეზობელი ორი 8 და ს წერტილი, 

რომლებიც იმყოფებიან შესაბამისად 

X-ის მარცხნივ და მარჯვნივ. 

აღვნიშნოთ + პარამეტრის მნიშ– 

ვნელობა ,8-სათვის <ა-- 6-ით, ხოლო 

#ხ'-სათვის კი +ა-+8”-ით, სადაც 6 და C 
დადებითი სიდიდეებია. 

განვიხილოთ ორი 0,872 და ს, 8 ჩ. 
კუთხიანი წირი, შედგენილი შესაბამი- 
სად ჩვენი კონის #,8 და #,M წირებისა 
და Xჩე-წირის 8M და 80, რკალები- 
საგან. 

ცხადია, რომ (თ) სიმრავლე ჰქმნის 
ველს და, მაშასადამე, ვაიერშტრა- 
სის თეორემის თანახმად, გვექნება: 

  

ნახ. 1 

ი 

4ILე==1ი,80,-- 7, = | %C) ძ5, 
ზწა–8 

სადაც თ() აღნიშნავს ფუნქციის შემდეგ მნიშვნელობას: 

6 (>-)=#სL(C> (1), 7(-); 2, 1; ჯ (<), 7L(25)), 

და, ისე როგორც (#?.3)-ში, აქაც >! და X წარმოადგენენ (თ) კონის სანუალე- 

ბით განსაზღვრულ ჯ და X-ის ფუნქციებს. 
რაც შეეხება სხვაობას: 

4ტIM8)=19,8,-10,C 0, 
იგი შემდეგნაირად გადავწეროთ: 

4I(85=--(I%9,#+1#,8'– 1,3) 
და მაშინ, ვაიერშტრასის იმავე თეორემის თანახმად, გვექნება: 

ჯი-L8” 

ბIვი=–| წC) ძ-. 
19 

მაგრამ მინიმუმისათვის აუცილებელია, რომ 

ბIV8) >9, ბა) >90
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და, მაშასადამე, 

% 

I თ (+) ძი 
«–6 

უნდა იყოს დადებითი, ხოლო 

ჯა+6' 

(§ 0 

უარყოფითი, რაგინდ მცირეც იყოს 6 და «” სიდიდეები. 

ამნაირად, ჩვენ ვღებულობთ შემდეგ აუცილებელ პირობას: 

ML კუთხიან ექსტრემალს, რომლისათვისაც დაკმაყო- 
ფილებულია ლეჟქანდრისა და იაკობის პირობები, შეუძლია 

მიანიჭოს ინტეგრალს მინიმუმი, თუ «. მნიშვნელობაზე «ს 
ზრდით გავლის დროს, C(>) ფუნქცია დადებითი მნიშვნელო- 

ბიდან გადადის უარყოფითზე. 
აქედან, კერძოდ, დავასკვნით, რომ # (>) ისპობა, როცა XLX=«%ა), ეს უშუ- 

ალოდ ჩანს (1) პირობებიდანაც. . 
7. ახლა, გავშალოთ დC7(+) ფუნქცია <=7ე-ის არეში, რომ გავიგოთ, თუ 

რომელ შემთხვევაში შეიძლება შესრულებული იყოს მინიმუმის ზემოხსენებული 

პირობა. ამისათვის დავუბრუნდეთ („".5)-ის (8) ფორმულას, 

ამ ფორმულის თანახმად ჩვენი კონისათვის გვექნება: 

– =<72-L 2 9127 +,9ფ--VთC-–-#X%ი?L ++ 

+(ჩ--7.) 2 +Cწ/ – ჩნ)”. 
ვთქვათ, 0 V,/,) არის იაკობის განტოლების ინტეგრალი, რომელიც 

ისპობა #=/,-სათვის; აქედან: 

ეC 11)==C#I, თ) 0!C7, #)= (–-VC2 თ) 
ამის ძალით წინა ფორმულა ასეთნაირად შეიძლება დაიწეროს: 

ძგ 0/(/, / 
< =5X7?+-22 1: +901? (6 დ –– 2ს/)?L, 400 თ 

+(ნ0: –– ჩნ.) X" + (ჩ/, –– L))7” 
ახლა, ამ განტოლებაში დავუშვათ 7=/,. თუ მივიღებთ, რომ «ე, +, 9% 

არის <, MI 9'-ის მნიშვნელობანი ამ წერტილზე და გავითვალისწინებთ 

ვაიერშტრას-ერდმანის პირობას, გვექნება შემდეგი გაშლა: 

' ეც ო ყყ0ეიბს ს 0/(70ი, # 
თ(+) =(+-––%)) |, X0-+ 221:% 6 70-+9% 70 –– (7 ი20“ > 020) I ოვ L 

სადაც # არის ფუნქცია, რომლის გაშლილ გამოსახულებას ჩვენ აქ არ მო- 

ვიყვანთ და რომელიც ინარჩუნებს სასრულ მნიშვნელობას X=+.ე წერტილის 

მიდამოში.
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ასეთია L ფუნქციის გაშლა, რომელიც მოგვცემს პრობლემის სრულ ამოხ- 
სნას, მართლაც, თუ «ე მნიშვნელობაზე გავლის დროს « იზრდება, მაშინ ამ 

გაშლის თანახმად, ვღებულობთ, რომ #(+) ფუნქცია დადებითი მნიშვნელო– 

ბიდან უარყოფითზე გადადის, თუ 

  

3 == / = =' „, 0/(/0) /;) 
43ე X9+-2%ზ%ე > 97 ი“+-9Iა/ 2 (C70X6 –– 702 ი)" 14 ხხეკე <მ- (9) 

“განვიხილოთ ახლა ეს ფუნქცია: 

, მ, CV, 1 
VIV) = 2X2-L 29%» ი-+-მზეჟ/2 –- (3 (X-ს იე/ე)? >, ლიი 2. 

01 

რადგანაც ფარდობა: 

0/(/ე, /ს 

სყი7) 
«დზრდება /-სთან ერთად, VIV) ფუნქცია კლებულობს, როცა ჯ იზრდება. 

„ვთქვათ, ჯ1=#/ე არის ჯ-ს მნიშვნელობა, შარი 

40X6-L- 2:0%ეX 270 -L 3%ე3/2 –– C3იX 0–– Vი)/ ი)“ ფაბ) =0. (10) 
(ჩი; /1ი) 

მაშინ, (9) უტოლობა უფლებას გვაძლევს ჩამოვაყალიბოთ შემდეგი წი- 

'-ნადადება: 

მინიმუმისათვის აუცილებელია, რომ/ პარამეტრის მნიფშ- 

ვნელობა, რომელიც“! საწყის წერტილს შეესაბამება, აკმა- 

ყოფილებდეს შემდეგ უტოლობას: 
7,= ჩი (11) 

ამგვარად, ჩვენ ვიპოვეთ მიზეზი, რომლის მიხედვით ორივე ძირითადმა 
პირობამ შეზღუდა საწყისი წერტილის ის თავისუფალი არჩევა, რომელსაც 

“ადგილი აქვს ჩვეულებრივი ექსტრემუმისათვის. 

გადავიდეთ ახლა წე წერტილის გეომეტრიულ აგებაზე. 
8. ჩვენ ჯერ ვაჩვენებთ, რომ არსებობს კონა სხ,IM-ის მომცველი და 

“შედგენილი იმ ექსტრემალებისაგან, რომელთათვისაც ვაიერშტრასის ჯ 

ფუნქცია, აღებული X-ის გასწერიე, იგივურად ნულია. 

მართლაც, ვთქვათ წ. არის კუთხე, რომელსაც ადგენს X ღერძთან ჩვენი 

კონის ექსტრემალის მხები XV, წირის (XCუ), #5), წერტილში, და 3)ა არის 

9-ს მნიშვნელობა, რომელიც შეესაბამება #,I7.; ექსტრემალს, 

თუ კი # ფუნქცია აღებული X#ჯ'L,-ის გასწვრივ იგივურად ნულია, მაშინ 

ჯვექნება: 
#VCIC), 1(>), # (=), / (+))––X'(>) L>CXC-), 7(5); C0§5 3:, 510 9-)–– 

– CL) #,(C>XC>-), X(>), C05 3 510 4-)=0. (12) 

ამრიგად, საძიებელი კონა ყოველთვის არსებობს, თუ შესაძლებელია უკანას- 
კნელი განტოლების “ამოხსნა 9-ს მიმართ. 

მაგრამ ეს განტოლება კმაყოფილდება, როცა +=4ა, +=“ა. მარცხენა 

მხარის წარმოებული 3-ს მიმართ არის:
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–%XXC)(--#,ი 50 3:+ #05 9)-– 3” (X) (–- წ, 510 4--L ნო C03 9-), 
რაც, (2) ფორმულების თანახმად, მიგვიყვანს შემდეგ დამოკიდებულებამდე: 

CV CV) 510 3--– ე” (+) C05 9:)/', 
მაგრამ უკანასკნელი გამოსახულება განსხვავებულია ნულისაგან, როცა +=ჯ%ე, 

+=+%ა და, მაშასადამე, შესაძლებელია (12) განტოლების ამოხსნა 3-ს მიმართ 

<=<5, +=3ა წერტილის არეში. ვთქვათ, ეს ამონახსნი არის 

8. პრ). 
იმ ექსტრემალთა სიმრავლე, რომლებიც გავლებულია ჯ'#, წირის ყოველ 

წერტილზე შესაბამისი მიმართულებით, რომელიც 14-C) კუთხეს ადგენს ჯ-ს 

ღერძთან, ჰქმნის ერთ პარამეტრიან კონას. ეს კონა შეიცავს #,Mე წირს. 

· ვთქვათ 
=წ0,2), »+=»(8 2) თა 

ამ კონის განტოლებებია და X=-ა არის » პარამეტრის მნიშვნელობა #,IVC 

ექსტრემალისათვის. ჩვენ ახლა დავამტკიცებთ შემდეგ თეორემას: 

თეორემა: CV) წერტილი არის (1) კონის ფოკუსი #/%- 

ექსტრემალზე. 

მართლაც, რადგანაც ვაიერშტრასის # ფუნქცია, აღებული #"ჩ,-ის 

გასწვრივ კონაში იგივურად ნულია, ე. ი. 

#(X(+), 5(<); X", ე”; XC), 7(1))=090, 
ამიტომ 6 ფუნქციის წარმოებული «<-ს მიმართ აგრეთვე იგივურად მოისპობა. 

ამრიგად, თუ ძირითად (8) ფორმულას მხედველობაში მივიღებთ, გვექ-- 

ნება: 

ს ', 3 –=!' == ლ= ტ' == წ» ,' 

დუმ 2მსაან პს 0ფ-წუებ ჩხ-უ46 ჩი -– ე +6-0ს-#”) ჟე =0. . (13). 
დავუშვათ ახლა +=ჯე, მაშინ (13) იგივეობა მოგეცეს: 

(11 > ი - –' => ტ“ ' ) 

რე40-+- 292 03 0+ ჰზ02/2--(ე/0V 0-7 0270)? 73 სემი 
07 #0 

სადაც LV, -ბა; 91-ს იგივე მნიშვნელობანი აქვთ, რაც (V.7)-ში. ამ განტოლების 

(13)-თან შედარებით, ვღებულობთ: 

4“, #9) _ ი!//ი, ჩი) · 

გბ; #ი) ს/ი /70) 
მაგრამ ფარდობა: 

ჩ, თ (3) 

ნი, / 
მუდამ იზრდება, როცა ჯ იცვლება I”-დან 7ა--მდე. მაშასადამე, 

რი %) _ VI, 0) _ 
ტბ 00”) წ0(/ი;7/) 

განტოლებას აქვს ”ა=1=/, შუალედში მხოლოდ ერთი 1=/ე ნული, რაც. 

იმას ამტკიცებს, რომ #Mს(7ა) არის (2) კონის ფოკუსი #,IMა ექსტრემალზე. 

9. ეს გეომეტრიული ინტერპრეტაცია (11) პირობის აუცილებლობის. 

წმინდა გეომეტრიული დამტკიცების საშუალებას იძლევა. 
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მივიღოთ, რომ #,IMი ექსტრემალის საწყისი #, წერტილი იმყოფება 77%. 

წერტილის მარცხნივ. X, წერტილზე გავატაროთ რაიმე ექსტრემალი X#,Iე-ის- 

მიდამოში და ვთქვათ 8 არის ის წერტილი, სადაც ეს ექსტრემალი ჰკვეთს · 
ს, წირს (ნახ. 2). 

ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ 

Iს, 8ც0,< 10,ჯან, 

ამისათვის, ვთქვათ 48 არის (2) კონის სწო- 

რედ ის ექსტრემალი, რომელიც გადის იმა- 

ვე 8 წერტილზე და ვთქვათ #4 არის მისი 

შეხების წერტილი (2) “ოჯახის მომვლებთან. 

როგორც აშკარაა, ფოკუსის გეომეტრიული 

მნიშვნელობიდან, /#M(/ე) არის #)/#ე ექსტრე- 
მალის შეხების წერტილი იმავე მომვლებთან. 

კონის ბუნების თანახმად, გვაქვს: 

Iს +Iთი.+II8+ ვ/ი /0,ყ.ე =0. 

  

მაგრამ 

ჰნა,8< 1ჩ,წ, +I9.1+I+8 
და, მაშასადამე, 

ისი 8+-18< 190, 8) 

საიდანაც გამომდინარეობს: 

ჰხაი8.< იენ) 

რაც ამტკიცებს ჩვენს წინადადებას. 

10. ახლა ჩვენ დაგვრჩა მხოლოდ Mე ფოკუსის შედარება კარათეო-- 

დორის ფოკუსთან. 

IM ს კუთხიანი ექსტრემალი გარშემოვავლოთ ერთ პარამეტრზე და- 

მოკიდებული კუთხიან ექსტრემალთა კონით1, რომელსაც ჩვენ მივიღებთ კუ- 
თხითი /#% წერტილზე ჩX ს, რკალის აღწერით, ამ კონის ფოკუსი #,IMა ექსტრე- 

მალზე არის ჯა. 

მაგრამ წვეროთა თითოეული წირის (L0ICLხსისI5სIV6) გასწვრივ. 

ვაიერშტრასის #L ფუნქცია იგივურად ნულია, ე. ი. 

IM–-(%, 11 Xს) 11 #) 7)=0, (14)· 
სადაც X, ” წარმოებულებია მარცხნივ, ხოლო #«',  –- მარჯვნივ კუთხიანი 

ექსტრემალისათვის წვეროთა წირის რაიმე XICX, 7) წერტილზე. 

თუ წვეროთა წირის XIX, 1) წერტილში მხების საკუთხო კოეფიციენტს- 

I-თი აღვნიშნავთ, მაშინ (14) განტოლებიდან მივიღებთ: 

,0(ს,-- 6. , თნ, L,) ძენ, ს) ,ძ“ინი,-–- ჩხ, ჯ 2 ) +LV (”, ” +) > ( 42... (5 ”) ჯ=წ 05). 

ძX. ძX მძ” ძა) 

1 C2L21ხ94ტ60ძ0LV.: (იხ, ზემოხსენებული დისერტაცია), § 9, გვ. 28--31. ცნობილია. 

(10C. C1L.), რომ Mა--ის მეხობელ ყოველ #» წერტილს ზეესაბამება სავსებით გარკვეული ექსტრე– 

მალი, რომლისათვისაც # კუთხითი წერტილია და რომელიც XMეLე-ის მეზობელია.
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იმ შემთხვევაში, როცა წვეროთა წირი არის ჯ'#,, გვექნება: 

  

7'= წ(63) 

XL) 
«და, მაშასადამე, (15) განტოლება მოგვცემს: _ 

გამი) კ 2>» ხესე ძ(IV-–-ჯი =0. 

-01 მ” 
დავუშვათ, ახლა, +=<+4ა; მაშინ უკანასკნელი იგივეობიდან, (7) ფორმუ–- 

ლების თანახმად, გამოგვყავს: 
მ/(/ი; 4ი) V., .“' . 9, __ 1, <0) 20), 2) +2 (9 + ან წაი რ). 9070 -C 
0(/ე» იი) ყ(/ი, იი) 

01C>27, 9 _ ,.. 23,2=0 

(# რი სნ) )ეი ა! · 
“რაც შემდეგნაირად შეგვიძლია გადავწეროთ: · 

0/(#ა, 
4-1 2-010+ 17 ე 1- 91070 –– (7 020 –– X 02/6)”,' მVIი, «ი თ 4) =0. 

0(#ა, ჩი) 
ამ განტოლების (13)-თან შედარება მიგვიყვანს შემდეგ ტოლობამდე: 

0.(7-. ჩი) __ მ,0- 9) 

ე /ი· 9(/ი, იი) 
ამნაირად, როგორც წინათ, გვექნება: 

(ე == 6ე 
აქედან დავასკვნით, რომ ## ფოკუსი და კარათეოდორის ჯ#ე: წერტილი 
იგივური არიან. 

ჟურნალ „ს8ა116CVI0 ძ- 12 50C16(:6 =იგ'ხბთე2ყისტ ძბტ L.ილტშ-ის რედაქ- 
ციის შენიშვნა. ავტორის ეს უკანასკნელი დასკვნა პირველი შეხედვით 
გაკვირვებას იწვევს. მართლა(). კარათეოდორის #ა ფოკუსი მიღებულია 

ექსტრემალთა იმ ოჯახის საშუალებით, რომელიც მოცემულია მათი კუთხითი 
წერტილების მიხედვით, სადაც იგულისხმება, რომ ეს კუთხითი წერტილები 
აღწერენ »#, სახისს მოცემულ წირს. ამ წირების მხებთა მიმართულებანი 
ჩ-ის ყოველ 8 წერტილზე სავსებით განსაზღვრულია, სახელდობრ, მოცემუ- 
ლია ვაიერშტრას-ერდმანის პირობებით, ხოლო ავტორის მიერ #-ზე. 
განხილული მიმართულება მათგან განსხვავებულია. 

თუ I“-ით აღვნიშნავთ „გამომსახველს"“ 8 წერტილზე, მაშინ კარათეო- 
დორის მიმართულებანი შეესაბამება ამ წირის ორმაგი მხების შეხების წერ. 
„ტილებს იმ დროს, როცა რა ზმაძის მიმართულება (ეს ინტერპრეტაცია შეი- 
ძლება მიეცეს მისი მემუარის მე-8 პარაგრაფს) განისახღვრება IL” წირის იმ 
წერტილზე გავლებული მეებით, რომელიც "IL, წირის მხებს შეესაბამება. 

მიუხედავად ამისა, #ს ფოკუსის იგივეობა #ი-თან სავსებით ზუსტია: 
„ამას იმიტომ აქვს ადგილი, რომ? ამნაირად შემოღებული ორივე მიმართუ- 
ლება, ერთი მხრივ, მოცემული კარათეოდორის მიერ, მეორე მხრიე, 
რაზმაძის მიერ, განსხვავდება მოცემული Iი კუთხითი წერტილის მიდა- 
მოში მხოლოდ მეორე რიგის უსასრულო მცირით. · 

მართლაც, L ა-ის მხების შესაბამისი /#, წერტილი I"ზე პირველი 
რიგის უსასრულო მცირით განსხვავდება II-ის ორმაგი მხების შეხების M, 

'" წერტილისაგან; მაშასადამე, მისი M,MV, მანძილი ორმაგ მხებამდე მეორე 
რიგისაა და, თუ I-ის MV“-ზე გავავლებთ M'M' მხებს, მაშინ MM, რკალი მეორე 
“რიგის იქნება.



VI 

წყვეტილი ამონახსნებისათვის ვარიაციათა აღტიცხვაში?' 

შესავალი 

ვთქვათ სამი ცვლადის /(>, 2, 7) ფუნქცია. უწყვეტია თავისი კერძო წარ– 
მოებულებიანად მესამე რიგამდე, როდესაც (», #) წერტილი რჩება სიბრტყის 

ამოზნექილ IL არეში და # = 2 სასრულო მნიშვნელობებს ღებულობს, ვთქვათ,. 

ამას გარდა, მოცემულია იმ უწყვეტ მრუდთა 9 სიმრავლე, რომლებიც აერ- 

თებენ ორ მოცემულ (XV 7) და #,(X ,#) წერტილს, აკმაყოფილებენ რე-. 
გულარობის ცნობილ პირობებს (უწყვეტობა, წარმოებულთა არსებობა და. 

ა. შ.) და მოთავსებული არიან X არეში. 

ვარიაციათა აღრიცხვის ზოგადი პრობლემა ასე ჩამოყალიბდება: 9? სიმ8მ-. 

რავლის მრუდთა შორის მოვძებნოთ-ისეთი, რომელიც.ინტე- 
გრალს: 

' I= ჩ (ი 7, 7) ძX, 
# 

აღებულს ამ მრუდზე, უმცირეს ან უდიდეს მნიშვნელობას 

მიანიჭებს იმავე სიმრავლის ყოველ-სხვა მრუდთან შედარე- 

ბით. 
ცნობილია, რომ ექსტრემალები აკმაყოფილებენ ეილერის დიფერენ– 

ციალურ განტოლებას: 

ძ 
_ –ეაე »=0 ” შჯ # 

ამას გარდა, თუ საძიებელი უწყვეტი მრუდი კუთხიანია, მხებთა მიმართუ-. 

ლებანი კუთხიან წერტილებში აკმაყოფილებენ შემდეგ ორ პირობას: 

# (2ი, 79, 40) –– #0 (Xი, 270) 70) = / (Xიე 40) წე) _ 70 IV (2:0; 20) 230) 

#” (Xი, 1390 #9) = IV” (29, 7X, X»9), 

სადაც »ი და 70 მხებთა საკუთხო კოეფიციენტებია ექსტრემალის ორი რკა- 

ლისათვის იმ (#ი,#) წერტილში, რომელშიაც ეს რკალები ერთდებიან. 

მაგრამ არის პრობლემები, რომლებშიაც არც ერთი უწყვეტი მრუდი 

ინტეგრალს მინიმუმს არ ანიჭებს, მაშინ როდესაც არსებობს წყვეტილი მრუ- 

–_ ეა წერილი, წარმოადგენ ახდრია რაზმაძის სადოქტორო დისერტაციას 

(იხ. #4. L 2720 2ძ20, ას 10§ 50IსCVI0Cი§5 ძIაC0იL0V6§ ძ2ო5 16 C21ICV1 ძ25 V2II2LI005, L 35, 1925 

იხ. აგრეთვე #. LI 370 2ძ274, 5ს 165 §501სLI0C95 ძ15C02-15ს65 ძის C210ს1 ძია V0:10L(0ლ05, M2Lხ6– 

Lი2115Cი #ტი02160, 8ძ. 9ი). 
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დები, ე. ი. მრუდები, რომლებიც ნახტომს განიცდიან და იმავე დროს ნამ- 

დვილად ანიქებენ მინიმუმს ჩვენს ინტეგრალს სავსებით გარკვეული აზრით. სწო- 

რედ ასეთ წკეეტილ ამონახსნებს შევისწავლით ამ შრომაში, ამოცანის უკე- 

თესი გაგებისათვის ავიღოთ ვაიერშტრასის ცნობილი მაგალითი: 

საძიებელია მინიპალური მნიშვნელობა ინტეგრალისა 

+ 

I == | ჯ? ი1, 

–I 

«ომელიც აღებულია L,(-–-1,0) და #,(1,ს)) წერტილთა შემაერთებელ უწყვეტ 
წიოზე. ი და ს ერთმანეთისაგან განსხვავებულია, არ არსებობს #; და L, წერ- 

ტილების შემაერთებელი არც ერთი უწყეეტი ექსტრემალი; მაგრამ LI ინტეგ- 
რალის ქვედა საზღვარი ნულია. მართლაც), აღვნიშნოთ ნ ასოთი რომელიმე 
მუდმივი და განვიხილოთ შემდეგი ფუნქცია: 

2ICC =- 
ხ ჯ=90 კ 042076, 

0LCI9 I3 

  

ამ განტოლებით წარმოდგენილი მრუდი გადის #, და ს, წერტილებზე. 

თუ ამ # ფუნქციას ჩავსვამთ ინტეგრალში, გვექნება: 

§(ხ--ძ). ' 

4ე16L§ 1 

§ 
ამრიგად, I რაგინდ მცირე შეგვიძლია გავხადოთ, თუ წ საკმაოდ მცირე ავი- 

ღეთ. მაშასადამე, ჩვენი ინტეგრალის ქვედა საზღვარი გარკვევით ნულია. 
„მაგრამ, მეორე მხრივ, როგორიც უნდა იყოს უწყვეტი მრუდი, რომელიც 

ჯ, და ს, წერტილებს აერთებს, I! ინტეგრალის მნიშვნელობა ამ მრუდზე ნუ- 

ლი ვერ იქნება. აქედან ის დასკვნა მიიღება რომ წარმოდგენილ ამოცანას 

ღწყვეტი ამონახსნი არ გააჩნია. 

მაგრამ, როდესაც C ნულისკენ მიისწრაფვის, გვაქვს შემდეგი ზღვარი: 

X»X=რთ »ჯ< 0, 

ჰჯ=ხ, ჯ»>90, 

  

სწორედ ეს წყვეტილი ფუნქცია ანიჭებს ვაიერშტრასის ინტეგ- 

რალს მინიმალურ მნიშენელობას –– ნულს. მაშასადამე, ვაიერშტრასის ამო- 

ცანისათვის ექსტრემალი წყვეტილია, მასთან პირველი გვარის წყვეტის წერ- 
ილით. 

ი საზოგადოდ, თუ მოცემულ პრობლემას არ აქვს უწყვეტი ამონახსნი, რაც 
/ ფუნქციის ბუნებაზეა დამოკიდებული, მაშინ მიზანშეწონილია პრობლემის 

„გაფართოებულად განხილვა იმ მრუდთა შემოღებით, რომელთაც წყვეტის



წყვეტილი ამონახსნებისათვის ვარიაციათა აღრიცხვაში , 79 

პირველი გვარის წერტილები გააჩნიათ. ამ ამონახსნებს წყვეტილი. ამონახ- 

რნები ვუწოდოთ 1. 

ამ შრომის მიზანია მოვძებნოთ მოცემული ამოცანისათვის ჯ, და X#, წე- 
რტილებზე გამავალი ექსტრემალი პირველი გვარის წყვეტის ერთი წერტილ- 
ით და გამოვარკვიოთ ექსტრემუმის აუცილებელი და საკმარისი პირობები 

ასეთი ამონახსნებისათვის; მაგრამ იმისათვის, რომ ასეთ განზოგადებას აზრი 

და გამართლება ჰქონდეს, წყვეტილი ექსტრემალები უნდა იყვნენ გარკვეული 
ბუნებისა; 

წყვეტილი მრუდი, რომელსაც პირველი გვარის წყვეტის ერთი წერტი- 
ლი გააჩნია, უწყვეტ მრუდთა მიმდევრობის ზღვარს წარმოადგენს. უწყვეტ 

მრუდებს, რომლებიც წყვეტილი ექსტრემალისაკენ მიისწრაფვიან, მიახლო–- 
უბისმრ უდები ქუწოდოთ. I ინტეგრალის მნიშვნელობა წყვეტილ ექსტრე- 

მალზე შევადაროთ იმავე ინტეგრალის მნიშვნელობას მიახლოების მრუდებზე. 

საკმარისი არ არის დავრწმუნდეთ იმაში, რომ პირველი 

ინტეგრალი ნაკლები აღმოჩნდა მეორეებზე; საჭიროა კი- 
დევ რომ უკანასკნელ ინტეგრალთა შორის მოიძებნებო- 

დეს ისეთი, რომელიც რაგინდ ახლოს იქნება პირველთან. 
სწორედ ასეთ მრუდებს განვიხილავთ, როგორც შედარების უწყვეტ მრუდებს. 

ასეთებს ჩვენ მიახლოების მისაღებ მრუდებს ვუწოდებთ. მაგალითად, უმო- 

კლესი მანძილის პრობლემისათვის ჩვენ დავრწმუნდებით (გე. 87), რომ არ 

არსებობს მიახლოების მისაღები მრუდები და, მაშასადამე, ამ პრომლეშისა- 

თვის წყვეტილ ამონახსნებს აზრი არა აქვს, ვაიერშტრასის პრობლემი- 
სათვის აღნიშნული პირობა შესრულებულია და სწორეღ ამიტომაც წყვეტილ 

ამონახსნებს აქ აზრი აქეს. 
საკითხის გადმოცემას ჩვენ ორ ნაწილად დავყოფთ. პირველ ნაწილში გან- 

ვიხილავთ მინიმუმის აუცილებელ პირობებს. მეორე ნაწილი საკმარისი პირო- 
-ბებისათვისაა მიძღვნილი. ბოლოს ჩვენ გავარჩევთ ამ სახის პრობლემების 

ორ მაგალითს. ორი ექსტრემუმიდან -–– მინიმუმი და მაქსიმუმი –– საკითხი ყო- 

ეელთვის პირველს შეეხება, 
ბ-ნ ე. ვესიოს მიერ დავალებული ვარ რამდენიმე მეტად ძვირფასი 

შენიშვნით. ზოგიერთი ცნების დაზუსტების თვალსაზრისით. მას უღრმეს მადლო- 

ბას ვუძღვნი. 
დიდად დავალებული ვარ ბ-ნ ო. ბლუმენტალისაგან, რომელიც პირ- 

ველი იყო მათ შორის, ვინც დაინტერესდა ამ შრომაში გადმოცემული ჩემი 

კვლევა-ძიებით. იგი მუშაობისათვის უძვირფასეს რჩევას მაძლევდა და ბედ- 

ნიერად ვრაცხ თავს, მას ჩემი მხურვალე მადლობა მოვახსენო. 

1 ვარიაციათა აღრიცხვაში წყვეტილი ექსტრემალები ჩვეულებრივ იმ უწყვეტ ექსტრე- 

მალებს ეწოდება, რომელთაც კუთხიანი წერტილები აქვთ. ეს სახელწოდება, შესული თით- 

ქმის ყოველ თხხულებაში, ჩვენ აღარ მიგვაჩნია შესაფერისად, ახლა, როდესაც ნამდვილად 

წყვეტილი მრუდები შემოგვაქკს. სწორედ ამიტომაც ვამჯობინებთ იმ ექსტრემალებისათვის 

კუთხიანი ეკსტრემალები ზვეწოდებინა, ხოლი წყვეტილი ამონახსნების სახელწოდე– 

ბა ჩვენი ამონახსნებისათვის შემოგვენ სხა. 
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1. აუცილებელი პირობები 

4. პირველი რიგის პირობები 

1. წყვეტილ მრუდთა ზოგადი განტოლება ასეთი სახით ავიღოთ 

»=X(ე) 1ე.21=5Xე, 
სადაც +(X) ფუნჟციას (ჯც ჯ,) შუალედში გააჩნია პირველი გვარის წყეეტის. 

ჯ=ჯი წერტილი. ეს ფუნქცია შუალედებში 
X2.%X:< 10 2X0<%=7X 

ოწყვეტია, არც ერთი მისი მხები რძის პარა რი არ არის და + 
სმაემზი ”,ოეფიციენტიც მუდამ შემოსაზღვრული რჩება. და 7C) 

7» =7(ჯ) განტოლებით წარმოდგენილი მრუდი უწყვეტ მრუდთა ორი 

#,I” და XX, განცალკევებული რკალისაგან შედგება (ნახ. 1). ჯ ორდინატის 

მნიშვნელობა, რომელიც წყვეტის წერტილის «ი აბსცისს შეესაბამება, ნებისმიე- 
რი შეიძლება იყოს, რადგან ამას არავითარი გავლენა არა აქვს ინტეგრალის 

მნიშვნელობისათვის შესაბამ მრუდზე. წერტილებს, რომლებშიაც ადგილი აქვს 

ამ უწყვეტ მრუდთა (გადატეხას, ჩვენ გადატეხის წერტილებს(იი!იჯა ძC 
ჯსიჯსLC) ვუწოდებთ. 

ჩვენი ინტეგრალი: 

( #Cი 7C9,)' )) 0 

აღებული წყვეტილ მრუდზე, ორი ინტეგრალის ასეთი ჯამის სახით წარმოგ– 

ვიდგება: 

IV (2 X(X), )” (2:)) თ+|/ (X, 1' CX), 1? (X)) ძX. 
+, % 

თითოეულ ამ შუალედში #V(X) უწყვეტია, ხოლო XV (ჯ») კი შემოსაზღვრული; 
მაშასადამე, ჩვენს ინტეგრალს სასრულო. მნიშვნელობა აქვს. ამ ინტეგრალს 

ასე ჩავწერთ /L, სადაც იმ მრუდს აღნიშნავს რომელზედაც ინტეგრალია. 

აღებული. 
ამ თეორიაში საქმე გვაქვს აგრეთვე უწყვეტ მრუდებთანაც, რომელთა. 

ფორმაც განსაზღვრული იქნება მომდევნო (#9)-ში. 
2. განვმარტოთ ახლა წყვეტილი ექსტრემალის ის მახლობლობა, რომე- 

ლშიაც უნდა მოთავსდეს ყველა სხვა ანალოგიური წყვეტილი მრუდი და ყვე- 

ლა ის შედარების უწყვეტი მრუდებიც, რომლებიც #, (X, ს) და 2; (X,, 7»). 
წერტილებს აერთებენ. 

ვთქვათ ჩვენი ამოცანის წყვეტილი ექსტრემალი შემდეგია: 

ებო... _» C2:) X,  X< X9, 

7=%ი0 IL წ (0  #ი< X= X: (5 
X=7ჯი წყვეტის წერტილია, ხოლო 7 (0, 1”0); 2 (X0, 10) გადატეხის წერტი- 
ლებია. განვიხილოთ ML, ტეხილი მრუდი, რომელიც ჩვენი ექსტრე– 

მალის #,M და IL, უწყვეტი რკალებისა და ვერტიკალური /#I/% სეგმენ–



წყვეტილი ამონახსნებისათვის ეარიაციათა აღრიცხვაში "81 

ტისაგან შედგება. შევადგინოთ არე, რომლის ყოველ (+,7) წერტილს შე: 
ესაბამებოდეს ჩვენი ტეხილის ისეთი (ჯ0, ჯი) წერტილი, რომლიდანაც (+) 
წერტილამდე მანძილი მოცემულ ტი სიდიდეზე ნაკლებია. ამნაირად, ჩვენ შე“ 

ვადგენთ ი არეს, რომელიც ნახაზზე დაშტრიხულია, ამ არეში უნდა მო: 

თავსდეს შედარების ყოველი უწყვეტი მრუღი და ყოველი ანალოგიური 
წყვეტილი მრუდიც, რომლის გადატეხის წერტილებრიც მოთავსებულია ტ# 

რადიუსიან წრეებში I%, Iს (ცენტრებით და რომელიც აერთებს უკიდურეს ” 

X, წერტილებს. ი 

#“V I 

  

ნაზ. 1 

„ეახლა ზუსტად შეგვიძლია განვმარტოთ შედარების უწყვეტ მრუდთა 
ფორმა. _ ! | 

ვთქვათ #L(C#, ##L,) რაღაც წყვეტილი მრუდია ჯი: არეში და აერთებს 
უკიდურეს L,, ს, წერტილებს. ამ მრუდის გადატეხის წერტილები იყოს X# 

და #, ხოლო ჯა კი ამათი საერთო აბსცისი. . -. 

განსახილავ მრუდთა ფორმა ისეთივეა, როგორც იმ უწყვეტი მრუდებისა 

X#- არეში, იმავე უკიდურეს წერტილებს რომ აერთებენ და უფრო და უფრო 

უახლოედებიან ს,M#IX, ტეხილ წირს ისე, რომ ამ მრუდთა არც ერთი მხები 

ჯ ღერძის პარალელური არ არის. ჩეენ მოკლედ ვიტყვით, რომ ეს მრუდე- 
ბი მიისწრაფვიან # მრუდისაკენ. 

ვთქვათ ამნაირი X» მრუდის განტოლებაა: 

2=0ძი() 
და ავიღოთ რაიმე კლებადი მიმდევრობა დადებითი 6,» რიცხვებისა, რომელიც 

ნულისაკენ მიისწრაფვის. ზემოაღნიშნული განმარტების საფუძველზე ადვილი 

შესამჩნევია, რომ თ'(ჯ) წარმოებული, როდესაც # უსასრულობისაკენ მიისწრა–- 

ფვის, (>ი–ნ», 2ი-L6,) შუალედში შემოსაზღვრული არ არის. 
ა მრუდის რკალი (X-–-C6,, XX-+6.) შუალედში გადამწყვეტ როლს ასრუ- 

ლებს / ფუნქციის იმ შესაძლო სახეთა გამორკვევაში, რომლებიც ამოსახსნელ 
საკითხს შეესაბამებიან. ამ რკალს ჩვენ X წირის ვარდნას (1 იხსL6) ვუ– 
წოდებთ. · 

2 ხIვ. ვარიაციათა აღრიცხვის მეთოდები ჩვენ საშუალებას გვაძლევენ 

მივიღოთ შედარების უწყვეტ წირებად მხოლოდ ისეთები, რომლებიც ' იმის
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მსგავს პირობას აკმაყოფილებენ, რაც მიახლოების წირებისათვის ამ შრომის 

შესავალში იყო აღნიშნული. ეს ნიშნავს შემდეგს: ვთქვათ (+) წარმოადგენს 

MX არეში რაიმე სიმრავლეს უწყვეტი მრუდებისა, რომლებიც გარკვეული L 

წკვეტილი მრუდისაკენ მიისწრაფვიან ამავე არეში. (კერძოდ, ც მრუდი ა 

ექსტრემალს წარმოადგენს, როდესაც (2,) არის სიმრავლე მიახლოების მრუ- 
დებისა). საქმე ეხება მინიმუმის მოძებნას ყველა (X) სიმრავლისა და შე- 

საბამ იმ წყვეტილ » მრუდთა ველში, რომელთათვისაც 7 ინტეგრალი ).„ მრუ- 

დებზე, რაგინდ ახლოს იქნება იმავე ინტეგრალის მნიშვნელობასთან მრუდზე. 
მხოლოდ ასეთი X, მრუდები და შესაბამისი წყვეტილი  მრუდებია, რომლებ- 
საც ჩვენ ვღებულობთ შედარების წირებად. ამათ ჩვენ ვუწოდებთ შედა- 
რების მისაღებ მრუდებს. 

ამნაირად, ჩვენ ვიტყვით, რომ წყვეტილი ჯი წირი 1 ინ- 

ტეგრალს შედარებით მინიმუმს ანიჭებს, თუ ამ ინტეგრა- 
ლის მნიშვნელობა ჯი წირზე ნაკლებია, ვიდრე ამავე ინტეგ- 

რალის მნიშვნელობა ყოველ მსგავს წყვეტილან უწყვეტ მი- 
საღებ წირზე, რომელიც კი მოცეზულ 7, და »”, წერტილებს 
აერთებს და მთლიანად #X არეშია მოთავსებული, 

ამ განმარტებიდან პირველი პირობა მიიღება, რომელსაც #ი მრუდი 

უნდა აკმაყოფილებდეს. . 

#ი მრუდი / ინტეგრალს შედარებით მინიმუმს მხოლოდ მაშინ მიანი- 

ვებს, როდესაც #,I% და %L, რკალები ექსტრემალებს (ეილერის მრუდებს) 

წარმოადგენენ და აკმაყოფილებენ ჩვეულებრივი მინიმუმის ყველა პირობას. 

3. უპირველეს ყოვლისა, ჩვენ შემდეგ ძირითად საკითხს ამოვხსნით: 

რა პირობებში შეიძლება, რომ 71ინტეგრალის მნიშვნე- 

ლობა მიახლოების წირზე რაგინდ ახლო იყოს იმავე ინტეგ- 

რალის მნიშვნელობასთან ჯე ექსტრემალზე? 

ვთქვათ (X.) წარმოადგენს მიახლოების მისაღებ წირთა ერთობლიობას 

და X წირის განტოლებაა: 

ჯ = თა(2ე. 

აქედან შემდეგი დასკვნა მიიღება: 

IMი #1, = 1I00(ჩს –– MM) = 0, (1) 
ანუ ასეთი: =. . 

2 2, 

მა. | /(C=, ი» დი, თ'»C)) 4»= | / CC 9  (X), დ%C9) ია: 
% 2 

ამას გარდა, ვთქვათ ვარდნის შუალედია (X- –– 6»; Xე -L §,), ხოლო ამი- 

სი ბოლოების აბსცისთა შესაბამისი წერტილები XX. წირზე ასეა აღნიშნული: 

IX (ი 6, 9 + უს MX (2 + 6,701 უ). შევაერთოთ #,, # და "IX. ნ, წერტი- 
ლები “,L და /(ს, მახლობელი ექსტრემალური წირებით (იხ. ნახ. 9, 9.26). 

ცხადია, რომ ამ ორი რკალისაგა?2 შედგენილი L.(ნ,MIML,) მრუდი, რომელსაც
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= 

“რგივე ვარდნა ექნება, მიახლოების წირს წარმოადგენს. მაშასადამე, (X) 

„ურთობლიობას ასე შედგენილი (L.) ერთობლიობა შეესაბამება. 

იმ მიზნით, რომ ვარიაციათა აღრიცხვის მეთოდები გამოსაყენებელი 

-იყოს ამოსახსნელი პრობლემის შემთხვევაში, აუცილებელი ხდება მინიმუმისა- 

'თვის ერთდროულად შემდეგი ორი პირობის შესრუდ-ება: 

მაი = სა I. = 0, 

"რაც „იმას ნიშნავს, რომ აუცილებელი და საკმარისი პირობების მოსაძებნად 

'წირთა ორი IX) და IL.) ველი ტოლფასი უნდა იყოს, 

L. მრუდის განტოლება ასე დავწეროთ. ჯ=დი(); თუ მხედველობაში „,, 
'მივიღებთ უკანასკნელ უტოლობასა და (1) განტოლებას, დასმული საკი- 

-თხის ამოხსნადობისათეის ამათგან შემდეგი აუცილებელი პირობა გამოიყვა- 
“ნება: 

სთ აწთ 1) == MI. ––=–_ | /(CC, დი (2), დ%(2) ) «| -> 

მაშასადამე, თუ (+) წარმოადგენს მიახლოების მისაღები წირების სიმრავ- 
“ლეს, შესაბამი (#„) სიმრაელეც აგრეთვე მისაღები უნდა იყოს, 

მეორე მხრივ, თუ უ ნებისმიერი მცირე დადებითი რიცხვია, ორ #L„ და 

ჯა მრუდს ერთმანეთთან, „ რიცხვის გარკვეული მნიშვნელობიდან დაწყებული, 

«(Xე –– ზი 2გ-–L 6.) შუალედს გარეთ ექნება 1 რიგის მახლობლობა, რომელიც 

"სწორედ ამ უ რიცხვითაა განსაზღვრული 1. ეს იმას ნიშნავს რომ რაგინდ 

მცირეც იყოს დადებითი უ რიცხვი, შეგვიძლია მას ისეთი 

მთელი ა რიცხვი შევუსაბამოთ, რომ ყოველთვის, როდესაც 

# >M, ადგილი ექნება შემდეგ უტოლობებს: 

| დ» (ჯ) –– დი (X)I < უ; 1დ'(X) –– თ'ი(X)| < » თ) 

"იმ პირობით, რომ ; უკუთენის ერთ-ერთს ორი (ჯსჯა– წ) და 

MX + 5» X) შუალედიდან. 
ვთქვათ ეს ასეა და დავამტკიცოთ, რომ ზემოხსენებული პირობა შემ- 

'"დეგის ტოლფასია: 

1I ინტეგრალის მნიშვნელობა მიახლოების მისაღები წი- 
"რის ვარდნაზე ნულისაკენ მიისწრაფვის. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ ეს პირობა საკმარისია დავამტკიცოთ, რომ 
«იგი აუცილებელიც არის. 

: განვიხილოთ I ინტეგრალი, აღებული 21, „მრუდის ვარდნაზე; რადგან L. 

მრუდსაც იგივე ვარდნა გააჩხიია, ამიტო3 შეგვიძ.. ია შემდეგი დავწეროთ: 

ი 168 8ძ2ეთიLძ, L6CC005 5ს# 16 <-1CსI ძ6§ V21LLLI003. გვ. 49.
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%-+წი 
' 

8 

I 72 ფიდეს ს) 10X=- | / (X, დი (XV თ.დი)რი–| /C> ი (2), დ'ა (2) )0X-> · 
% 

% 
=>-ჯაი» 

= V (X დი (X), დ» (2) )-– #7C დე (2), დ, (0) | == 

  

  

  

  

რ 
X+ნწი 

–| I და დ» თი, დ“ C::)) –– /(X, დი (), დ (X) ) 12X:-L- | # თ %Cა (X), დ'(X))ძX. 

საიდანაც ასეთი დასკვნა მიიღება: 
მი 

%-+-6» | %ვ 5 | 

! | 7#(თ თლ), თ'(X))ძ:; | = I /#C0% დ, (2), დ,' (X) )ძ»–– | /ოდანე,§ეC0)4> + 

+. 1» 8 

+ | წკი დი (X), დ» (X)) –– / (X, დი (X) თ") C))19» | +- 

I I (/ თ, 9. Cი, დ» (2) )––,/ CV, «ი (2), CMV) ) > + 
:%+ნი 

| 

ჩXი+6»ი 
| 

XI I +# (% დი (2), დ'(2) რი. 

(უ) უტოლობათა და (2) განტოლების ძალით, მარჯვენა მხარის თითო. 
ჯული წევრი რაგინდ მცირე გახდება, თუ # საკმაოდ დიდია. იგივე ითქმის. 
არცხენა მხარეზედაც, ასე რომ მივიღებთ ტოლობას : 

2-+წ» 

მთ, | /თაი„დთ, ი» 0) 4: = 0, (4. 
Xი–ნოიო 

და ჩვენი დებულება დამტკიცებულია.  _ 
“განვიხილოთ ახლა უწყვეტ მრუდთა (X) სიმრავლე, რომელიც რაიმე წყვე– 

ტილი /; წირისაკენ მიისწრაფვის 772 არეში. 

ანალოგიური გზით შეიძლება შყმდეგი გარემოების დამტკიცება: აუცი- 

ლებელი და საკმარისი პირობა იმისა, რომ (+) წირები და შესაბამისი # წირი. 
მისაღები წირები იყოს, მდგომარეობს ასეთი ტოლობის შესრულებაში: 

ჯი+ნი 

ათ. | #(ი9, (X), სი(X)) ძX= 0, (4). 

_ შანი __ · · 
სადაც ” =თი(X) წარმოადგენს 1,» მრუდის განტოლებას, ხოლო ჯ= ჯე წყვეტის, 

წერტილია 66 მრუდისა.



წყვეტილი ამონახსნებისათეის ვარიაციათა აღრიცხვაში 85 

4, ამგვარად, ჩვენ ვხედავთ, რომ უწყვეტ მისაღებ წირთა არსებობის სა- 
„კითხი დაიყვანება წყვეტილ მისაღებ წირთა არსებობის საკითხამდე, ე. ი. 
“ისეთი ჯე მნიშვნელობების არსებობის საკითხამდე, რომელთათვისაც ძირითა» 
“რდი (42) პირობა შესრულებულია ცყვეტის მისაღები წერტილები). 

ორი შემთხვევა უნდა განვასხვავოთ. (24) პირობა შეიძლება შესრულებუ- 
ლი იყოს ან #,კ მნიშვნელობათა უწყვეტი სიმრავლისათვის, ანდა არსებობს 
“მხოლოდ იზოლირებული 7) მნიშვნელობანი 1, მაგალითად, ამოცანისათვის რო- 

მელიც მოყვანილია ჩვენი შრომის ბოლოში, სახელდობრ, შემდეგი ინტეგრა- 
“ლის ექსტრემუმისათვის: . 

2) 

| §10 (1) ძX 

ჩ 
"წყვეტის მისაღები წერტილის ჯ)- აბსცისი სავსებით ნებისმიერია მაშინ, რო- 

“დესაც ვაიერშტრასის პრობლემისათვის წყვეტის მხოლოდ ერთი მისაღები 

წერტილი არსებობს, ესაა #) == 0. გამოსადეგია ამ დასკვნების გეომეტრიული 
„ახსნა, · 

წყვეტილ მისაღებ წირთა გადატეხის წერტილები უნდა მოთავსდნენ ი 
·რადიუსიან ორ წრეში, რომლებიც ჩი ექსტრემალის გადატეხის IM და ბ 

'წერტილებიდანაა შემოხაზული. 

პირველ შემთხვევაში (ზოგადი შემთხვევა) დასმულ საკითხს ამო- 
„ვხსნით, თუ თანატოლ აბსცისებიანი ყოველი წყვილი წერტილებისა, ამ წრეებ- 

'ში მოთავსებული მისაღები წყვეტილი წირის გადატეხის წერტილებსაც წარ» 

“მოადგენს 1. 

მეორე შემთხვევაში (გამონაკლისი შემთხვევა) გადატეხის წერტი– 

“ლები ერთსა და იმავე წრეში რჩება და მუდამ მოთავსებულია იმ X»ჯ = ჯე 

'წრფეზე, რომელიც სი წირის გადატეხის ა და 'IL# წერტილებზე გადის. 

4 ხI. ცოტაა იმისი იმედი, რომ მოხერხდება ზოგადი წესის აღმოჩენა, 
“რომელიც საშუალებას მოგვცემდა გამოგვეცნო, თუ რა შემთხვევაში შეიძლე- 

-ბა შესრულდეს (4) პირობა. შეიძლება მივუთითოთ სხვადასხვა წესი, უფრო 
“და უფრო ფართე, მაგრამ ეს ზოგადი წესი მაინც არ იქნება. 

აი ზოგიერთი ასეთ წესთაგან. 
(2) პირობა სრულდება # აბსცისის ყველა მნიშვნელო- 

ბათათვის შემდეგ შემთხვევებში: 

– 

1 შეიძლება დავრწმუნდეთ, რომ მხოლოდ ეს ორი შემთხვევაა გასარჩევი, თუ /. ფუნქ- 
ცია სულ ცოტა რეგულარობის ცნობილ პირობებს მაინც დავუმორჩილეთ. 

2 არსებობს შემთხვევაც, როდესაც გადატეხის ორი წერტილი არ წეიძლება ვცვალოთ 
ურთმანეთისაჯან დამოუკიდებლივ და ისინი შებმული არიან გარკვეული დამოკიდებულებით. 

:ეს შეიძლება დავინახოთ შემდეგი ამოცანის გარჩევისას: 
XI 

I/თი4%» 
ჯ 

“სადაც /(7,») წარმოადგენს მრავალწევრს · ჯ»' წარმოებულის მიმართ, ხოლო X”-სათვის კი 
კენტ ფუნქციას, ე. ი. · : 

' #(0-72ა)=-/C,7). 
უს შენიშვნა სამართლიანია აგრეთვე გამონაკლის შემთხვევაშიაჟც.
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1. როდესაც / ფუნქციის აბსოლუტური მნიშვნელობა. 
XV სიდიდეთა ყველა მნიშვნელობისათვის #არეში რაი- 

წე M რიცხვზე მუდამ ნაკლები რჩება. 

ასეა მაგალითად შემდეგი ამოცანებისათვის: 

%5 %3 

(1472) , # (5 1) 510 1''ი2X, 

VX M 

სადაც C(X,7) და #(CX,/) შემოსახღვრული ფუნქციებია # არეში; # რაღაც: 

დადებითი რიცხვია. 

2. როდესაც იმ წრფის ყოველ წერტილში, რომლის საკუ– 
1 

თხო კოეფიციენტია –, შესრულებულია უტოლობა: 
6 

.M 
VI < -> 

სადაც”; ერთზე ნაკლები დადებითი რიცხვია. 

ასეთია შემდეგი ამოცანების შემთხვევა: 
% % 

3 - 2 ა 

L#C 591) V1 +- + 7 ძა, |8C # ა ექ მააძნ:, 

% 

სადაც #(X,7, ა შემოსაზღვრული ფუნქციაა რეგულარობის ჯ არეში. 
3. კერძო შემთხვევაში, როდესაც: 

#ჯ7=დ(ას7)(67 + M+09, ! 
სადაც თ, ხ, 2 მუდმივებს წარმოადგენენ, ხოლო დ(X 7) შემოსაზღვრულია. >- 

სიდიდის მუდმივი მნიშვნელობისათვის გარკვეულ (6,,6,) შუალედში დ(2:,X”X 

ფუნქცია ნიშანს ორჯერ მაინც იცვლის, “ 

ასეთია მაგალითად შემდეგი ამოცანა: 

ლ + 87-+ C)(0 7?+ ხ/+ი) ძ». 
X1 

მისაღებ ვარდნას ადგილი აქვს, თუ 8?:?–-44C>0 და ასეთ ვარდნასთაზ. 

საქმე ბრ გვექნება, როდესაც „8? -– 4/#C = 09, 

დაბოლოს, შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ იმის ზოგადი პირობა, რომ უწ- 

ყვეტი მისაღები მრუდების არსებობა შეუძლებელი იყოს. ნოვახდინოთ ასეთთ 

ჩასმა: : 
Xჯ=X/, 7ჯ=X. 

მაშინ გვექნება შემდეგი ფორმულები: 

ძ» _ 1 

ძო, ძა” 
ძX
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და 

%«ი+წი #17 

#(%20 7, 7') ძ1= | /(»» –)აX 

%ე–– 5. პი+7» 

სადაც #”ა-Lუ, ”+» სიდიდეები წარმოადგენენ ორდინატებს მიახლოების მრუ- 

დის ვარდნის ბოლოებში. 

მარჯვენა ინტეგრალის .საზღვრების სხვაობა 70-ჯა სიდიდისაკენ მიის- 
წრაფვის. ინტეგრალის ასეთი სახე ძალიან ხშირად საშუალებას გვაძლევს გა–- 
მოვბრკვიოთ, შეიძლება თუ არა შესრულდეს (4) განტოლებანი. მაგალითად, 

თუ ფუნქცია: 
»”/ 6 X, –ს»,- 

ნიშანს ინარჩუნებს და ინტეგრების შუალედში თითქმის ყველგან გარკვეულ 

საზღვარს აღემატება, (24) განტოლებანი შეუძლებელია დაკმაყოფილებული 
იყვნენ. ასეთია შემდეგი ამოცანები: 

X5 

(ის 1-2 ძი», | ჯ>-V1-+V”2?ძ». 

ძ“ 

5, ძირითა დ ი პირობები, (#09,2)-ში ჩვენ აღვნიშნეთ, რომ ამოსახსნე- 
ლი პრობლემის წყვეტილი ამონახსნი ექსტრემალურ მრუდთა (ეილერის მრუდ- 
თა) ორი რკალისაგან შედგება. გარდა ამისა, გადატეხის წერტილებში გარ- 

კვეული პირობები უნდა შესრულდეს. ამ პირობების მისაღებად, ჩვენ დავინა- 

ხავთ, რომ საკმარისია #ა ექსტრემალი შევადაროთ ა არეში ყველა სხვა 

წყვეტილ მისაღებ მრუდებს. 
მართლაც, ვთქვათ +) უწყვეტ მისაღებ წირთა სიმრავლეა, რომელიც ი 

არეში წყვეტილი # წირისაკენ მიისწრაფვის. ჯერ დავუშვათ, რომ C წირი #5 

წირისაგან განსხვავებულია, თუ მინიმუმის განმარტებას გამოვიყენებთ, უნდა 

ონდეს შემდეგი: 
გვქონდეს შემღეგ ტ)ა= სჩა--18, =0, #ტ!=185 –“I8,= 90, (3) 
მაგრამ #4), ასეც ჩაიწერება 

ბI=15-18-+6Cს, –- 165) (4 
ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახვა ნულისაკენ მიისწრაფვის. მაშასადამე, #4 

სიდიდის ნიშანი, თუ # საკმაოდ დიდია, )I”-I», სხვაობის ნიშნით განისა- 

ზღვრება, რაც იმის მაჩვენებელია, რომ საკმაოდ დიდი ჯუ რიცხვისათვის (3) . 

უტოლობათაგან პირველი მეორის შედეგია და შებრუნებით, მეორე უტოლობაც 
აგრეთვე შედეგია პირველი უტოლობისა. სწორედ ეს იყო დასამტკიცებელი. 

ამგვარად, მინიმუმის აუცილებელ პირობათა მოძებნის თვალსაზრისით, 

მისაღებ უწყვეტ მრუდთა ველი, სანამ მიახლოების მრუდები მხედველობაში 

მიღებული არ არის, წყვეტილ მისაღებ წირთა ველის ტოლფასია. 

შევადაროთ ახლა I ინტეგრალი წყვეტილ #ა ექსტრემალზე იმავე ინტე– 
გრმლის მნიშვნელობას ანალოგიურ წყვეტილ ს მრუდზე. ავიღოთ ჯერ ზო- 

გადი შემთხვევა.
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ვთქვათ # მრუდის განტოლება შემდეგია: 

_ ჯ/=დ(+) %X,. =%X5 X%ა, (L) 
ხოლო # და I გადატეხის წერტილებია. 

ვთქვათ ამასთან მოცემულია რაიმე ორი მრუდი: 

ჯ“»” (ჯ), თ) 

»= »(X), (L) 

რომელთაგან პირველი აერთებს IX და # წერტილებს, ხოლო მეორე კი X 

და L წერტილებს (ნახ. 2). 

V 

  

  

0 | 
ნახ. 2 

წარმოვიდგინოთ, ( რომ ვახდენთ ინტეგრების ჩა წირის უწყვეტ დეფორ- 

მაციას საწყისი VI IL), მდგომარეობიდან მოყოლებული; #, და #7, საწყი- 
სი წერტილები უძრავი რჩება ისე, რომ MX და IX წერტილები ინარჩუნებენ 
ერთსა ჯდა იმავე აბსცისს და განიცდიან გადაადგილებას #L და L მრუდებზე შე- 
საბამად. ამ უწყვეტი დეფორმაციის საშუალებით შეგვიძლია წა მრუდიდან 8 
მრუდისკენ გადასვლა. ერთხელ და საბოლოოდ CV და 1% წერტილებში ი 
ექსტრემალის მხებთა საკუთხო კოეფიციენტები აღვნიშნოთ ასე: Vი,)ი. ამ უსა- 
სრულოდ მცირე გადაადგილებისათვის ზოგადი ფორმულის მიხედვით შემდე- 

გი გვექნება: 
615, =6L/ (26-+L9, 70, 70)-–/ (X0-–0, XX, ე/0) – 30 /ც' (X0-+-0, 70, 70)+ 

-L2ი /V (+0-–9, ი 270) -L» CX0) / ს (X0+0, 770, შ/0)––' (20) / ე (2:0–– 0, 20, 10) 1- 
მაგრამ # და # მრუდები სავსებით ნებისმიერია და, მაშასადამე, «'(X) 

და »(X) აგრეთვე ნებისმიერია. ამის მახედვით, თუ მხედველობაში მივიღებთ 

# ფუნქციისა და მისი წარმოებულების უწყვეტობას, მინიმუმის აუცილებელი 

პირობა შემდეგ სამ განტოლ=ებამდე დაიყვანება: 

# (#ი, 1'ი; 20) == / (Xი, 770; 270); 
/”” (Xი; 20, +»ი) = 0, (ს) 

2» (ი, წ) წ) =0. 

ავიღოთ ახლა გამონაკლისი შემთხვევა. მაშინ, როგორც უკვე აღვნი- 

შნეთ, შედარების უწყვეტი მრუდებისა ·„და წყვეტილი # ექსტრემალის ზა- 
დატეხის წერტილების 2: = ჯი აბსცისი ერთი და იგივეა.
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ვთქვათ ს,XIC, შედარების მისაღები მრუდია, ხოლო მისი გადატეხის 

“წერტილები ასეა აღნიშნული /C (Xი, 70 + 7) #L(2#ი, 7+ თ) თუ ისევე ვიმსჯე- 

·ლებთ, როგორც ზევით, | ინტეგრალის ვარიაცია შემდეგნაირად წარმოგვი– 

“დგება: 
6I = უ /V' (2:0; 70 70) + თ (Xი, 2/0; 270); 

-იგი ნული უნდა იყოს ყოველი უ,უ რიცხვებისათვის. აქედან გამონაკლისი შემ– 

“თთხვევისათვის შემდეგი ორი განტოლება მიიღება: 

V' (X0თ 230, 70) = 0, /V' (X0) 270, #0)=90. (წ/)) 

-სწორედ ეს არის ძირითადი (4) პირობა, რომლითაც განსაზღვრულია მი- 

'საღები წყვეტის წერტილის ჯა აბსცისი და, რომლითაც განსახილავ გამონაკ- 

“ლის შემთხვევაში შეცვლილია (ჯ/) ძირითადი სისტემის პირველი განტო- 
ლება. 

6. ძირითადი (,)) განტოლების დადგენისას მიახლოების წირები, რო- 

გორც შედარების წირები მხედველობაში არ მიგვიღია. 

მეორე მხრივ, ი მრუდი გარკეეულია საწყისი პირობებითა და (/) გან- 

„ტოლებებით და ვთქვათ, რომ (1) მრუდთა სიმრავლე ი მრუდისაკენ მიის- 
წრაფვის და (ჯ ინტეგრალს I, ინტეგრალთან რაგინდ მახლობელ მნიშვნელო– 

ბებს ანიჭებს, იმაში დასარწმუნებლად, რომ #ჩა ჩვენი ამოცანის წყვეტილი 
ამონახსნია და რომ, მაშასადამე, (ს) მიახლოების წირთა სიმრავლეა, #ა 

მრუდი სხვათა შორის უნდა აკმაყოფილებდეს პირველი რიგის პირობებს, 

“მიღებულს შემდეგი უტოლობის საფუძველზე: 
#I.= I» –1> >90. (დ) 

ჩვენ დავამტკიცებთ, რომ ეს უტოლობა, ჯერ 

ერთი, იმავე (I) განტოლებებს გვაძლევს და” ამას 
;გარდა მისგან ზოგიერთი დამატებითი პირობაც 

მიიღება. 

მართლაც, ეთქვათ ჩL% წარმოადგენს ექსტრე- 

მალური XL, მრუღის გაგრძელებას I წერტილის 

“მარცხნივ. განვიხილოთ ასეთი მრუდი 

2(#, 4.,11% L,), 

რომელიც შედგენილია ექსტრემალური ჩ#X,IX% მრუ- 

დის #,4 რკალისა, მისაღები #24#- ვარდნისა და 

4)I%X, რკალისაგან. ეს წირი #ი მრუდისაკენ 

მიისწრაფვის, როდესაც 2 და 6 ერთდროულად 

მიისწრაფვის ნულისაკენ (ნახ. 3 ი). მეორე მხრიე, 

II-I, სხვაობა რაგინდ მცირე შეგვიძლია გავხა–- 

·დოთ. მაშასადამე, ეს მრუდი აკმაყოფილებს ორი- 

“ვე ზემოხსენებულ პირობას. 

' 

ილო 

=5
. 
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შედარება მოგვცემს შემდეგ ფორმულას: 

4ა1=1.--ნ.=1432–--Iან+ (11X-–-1ჩჩე. 

მაგრამ 

1)0174 > =0 
ბ–ი 

მაშასადამე, ყოველ 6 სიდიდეს ყოველთვის შეგვიძლია ისეთი 8 შევუსაბამოთ, 

რომ შესრულდება უტოლობა: 

ამ – Iი1< 6). 
ამგვარად, #4I სხვაობის ნიშანი ფრჩხილებში მოთავსებული სხვაობის, ნი– 

შანზეა დამოკიდებული. მაშასადამე, იმისათვის, რომ #ტ/ დადებითი იყოს, საკ– 

მაოდ მცირე § სიდიდისათვის უნდა შესრულდეს შემდეგი პირობა: "+ 

XC 

13 წი –– I>6,= | L/ (>, 30 (21, 1/ი (X))––/ (X, 79 (+), 7M (+) 11 2X= 0. 

Xგ=8 
„ თუ ანალოგიურადვე განვიხილავთ 3M ნახაზ-. 

' ზე წარმოდგენილ მრუდებს, შემდეგ უტოლობას. 

მივიღებთ: 
X-+8§ 

| I/ (CC 2: (X); ი (7) )-– / (X, 770 (2:), 7''ი(2:)) ) ძ2:= 0.. 

მაგრამ, იმისათვის, რომ ადგილი · დაურჩეს. 

ორ უკანასკნელ უტოლობას, შემდეგი ფუნქცია: 

# (% 7ი (+), 10 (2) )–– / (+, 70 (X), 79 (2) ), 
როდესაც ჯ იზრდება და ჯა მნიშვნელობას გაივ–- 

ლის, უარყოფითი მნიშვნელობიდან დადებითზე: 

უნდა გადავიდეს. 
აქედან დავასკვნით, რომ აღნიშნული ფუნ-. 

ქცია ნული უნდა გახდეს, როდესაც X=12:, ე. ი. 

უნდა გვქონდეს შემდეგი ტოლობა: 
ნახ, 3ხ # (2Xი; 10; 7 0)–– / (ი, 270, 1'0ი) = 0. 

ესაა პირველი 1 პირობათაგან. 

ორი დანარჩენის დასამტკიცებლად შედარების მრუდები შემდეგნაირად. 

შევადგინოთ: 

2 IX მრუდზე ავიღოთ „C0:,7---8) წერტილი და იგი X, წერტილთან 

შევაერთოთ მახლობელი ს, /# ექსტრემალური წირით. განვიხილოთ 2 (#. 44. #,, 

მრუდი, შედგენილი #, 4 რკალისა, მისაღები „ // ვარდნისა და ექსტრემალური, 

MX, წირის 247, რკალისაგან (ნახ. 32). თუ 8 და 8 ერთდროულად ნულისა– 

კენ მიისწრაფვის, X წირი #5 წირისაკენ მიისწრაფვის. მეორე მხრიე, #. ინტე– 

გრალი /-, ინტეგრალთან რაგინდ ახლო იყოს. 

შედარება გვაძლევს სხვაობას: 

ბ(=ჩ.--1ი,= 10,.-იძს +(7#2– 72)  
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როგორც ზევით, 8 და § რიცხვთა შესაბამისობის დამყარება ისე შეიძლება, 

რომ შესრულდება უტოლობა: 

II – ს.» |<63. 
მაგრამ 

ჰი, იმა =6 ე (2, 70; 7'0)-LC 4 612. 

ამ ფორმულებს თუ მხედველობაში მივიღებთ; 4/ სხვაობა შემდეგნაირად წარ+> 

მოგვიდგება: 

#ტI=6 /V (X0, 20, 19) + 8CV, 

სადაც 4 და 8 სიდიდეები სასრულო რჩება. 
მაგრამ 6 შეიძლება დადე- 

ბითიც იყოს და უარყოფითიც, 

მაშასადამე, იმისათვის, რომ #/ ჩი 

დადებითი იყოს უნდა გვქონდეს >“ (| 

შემდეგი ტოლობა: ! 

”ი' (ი, 10) 7 0) == 0. 

ანალოგიურადვე დამტკიც- 
დება შემდეგი განტოლების აუ- 

ცილებლობა: 

V' (20, 2/0; 0) = 0. 

ამგვარად, ჩვენ ხელახლა მივიღეთ 

XI პირობები. 

7. ავიღოთ ისევ (5) უტო- 

ლობა და ვთქვათ (..) მიახლოე- IL. I" 

ბის წირთა სიმრავლეა. მაშინ, ვა- ' ა» 

რიაციათა აღრიცხვის ცნობილი 

ფორმულის თანახმად!, თუ მხედ- 

ეელობაში მივიღებთ L განტოლებებს გვექნება შემდეგი დამოკიდებულება: 

«ა+6= , 

MI = სა -- I8,= | #7C თი C) ა (X) ) ძX –– 26» // (#0, 70, 20) + 6ი(§„) >9, (5» 

  

აზ 

 
ე
ფ
ვ
ვ
ე
ვ
ლ
ა
ლ
ლ
ი
_
 

ი
 

%6
-.
 

    
%ა– წი 

რომელშიაც »#=Cთი(1) არის 2» "წირის განტოლება, ხოლო (C§.) სიდიდე ნული- . 

საკენ მიისწრაფვის 6» სიდიდესთან ერთად. 

(6) უტოლობა სავსებით ზოგადია. იგი ძნელი გამოსაყენებელია პრაქ– 

ტიკაში, რადგან ჩვენ საზოგადოდ არაფერი ვიცით შემდეგი უსასრულოდ. 

მცირე სიდიდის ბუნების შესახებ 

%ე– წ 

| #C, თია (2, თი (2)) ძჯ. 

“წი 

1 80172, V0II6ასიყლი 0ხ% VეIIე110056ხისიდყ, 1999, გვ. 44, 45.
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სავსებით უცნობია, თუ რანაირადაა დამოკიდებული ეს ინტეგრალი #4. 

“სიდიდეზე. იგი შესაძლოა სხვადასხვა რიგისა აღმოჩნდეს 6, სიდიდის მიმართ 

იმისდა მიხედვით, თუ რა ხასიათისაა / და თ»(1) ფუნქციები. 

(6) უტოლობა არსებითად აუცილებელ და საკმარის პირობათა სა- 
. კითხის გამოსახვაა მიახლოების მრუდთა ველში. 

მაგრამ ერთ საკმაოდ ვრცელ შემთხეევაში, სახელდობრ, როდესაც არ- 

· სებობს ზღვარი: 

  

1 9%+ზ%ი 

- 2 | #(% რთი (2), თ" (7) ) ძX 

Xე–-წნი 

-ან, როდესაც ეს ზღვარი უსასრულოდ დიდია, (6) პირობებიდან შეიძლება 

მივიღოთ აუცილებელი პირობები გარკვეული სახით. ამასათვის გავყოთ უკა- 

ნასკნელი უტოლობის ორივე მხარე 26, სიდიდეზე და შემდეგ გადავიდეთ 

'" ზღვარზე, რაც მოგვცემს შემდეგ პირობას: 

  

%:+წნი 
1 

ხო | 2, | #C5 თი (2), თ (X) ძX = / (Xი, 70, 27). Cჩ) 

სწორედ ესაა მინიმუმის აუცილებელი პირობა განსახილავ შემთხვევაში. 
“იგი შეგვიძლია კიდევ უფრო დავაზუსტოთ ერთ საინტერესო შემთხვევაში, 

სახელდობრ მაშინ, როდესაც ამოსახსნელ პრობლემას ისეთი ვარდნა გა–- 
აჩნია, რომელიც გადატეხის იIXი მონაკვეთს ჰკვეთს ნებისმიერი კუთხით, 

ხოლო გადაკვეთის # წერტილი ამავე მონაკვეთის რაიმე წერტილია. ამას 

ადგილი აქვს მაგალითად (ჟ/9.4წ4)-ის 19, 2? და 3? ამოცანებისათვის. 
საძიებელი პირობის მისაღებად ავიღოთ 1? ამოცანის შემთხვევა: 

|/I<M. 
განვიხილოთ 7, 4" მნიშვნელობათა ველი, როდესაც 70 = / = 4; ხოლო V' 

ნებისმიერია. 

ვთქვათ Xს„). არიან #,) სიდიდეთა ნებისმიერი მნიშვნელობანი ველში. 
ჩვენ დავამტკიცებთ, რომ ძირითადი (8) უტოლობიდან მიიღება შემდეგი 

“უტოლობა: 

# (%ი, 1 1''L). =5 /(X0) /0ს 2/ 0). 

მართლაც, # (Xი, -+) წერტილზე გავატაროთ რაიმე C#) მრუდი, რომლის 

საკუთხო კოეფიციენტია 1. ვთქვათ §„ = 8, + მ,?. თუ ავიღებთ 4C#7#9)8 ვარ- 

დნას, რომლის 4 და 8 ბოლოები ხი ექსტრემალის რკალზე მდებარეობენ, 
ინტეგრალის საშუალო მნიშვნელობის ფორმულის მიხედვით შემდეგი გამო- 

სახვა გვექნება: 

1 ეს შემთხვევა მე მაც5ობა ბ-ნ მ. ვესიომ თავის ორ წერტილში, რომლებიც დათა– 
"რიღებულია 1924 წლის 29 ნოემბრითა და 3 დეკემბრით. ბ-ნ ვესიოს ეს შენიშვნა გამოუ- 
წეევია ბინ პოლ ლევის ერთ შრომას (Cიიაი1ბ§5 Iლიძს5 ძი I#C2ძბი:6 ძი5 5CI60C05 ძა 

X215, 1924 წ. 17 ნოემბერი).
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%Xი-+წი 

| #C, თა (2), თ, (2) ) ძ» = 28, / (Xი, 2» 27) -- (იმმ; 
ჯენ. 

საიდანაც შემდეგი ტოლობა მიიღება: 
ი #ჩ 

_წ1 : , , ს=ე L | #(%> თი (X), ი'- (20) ძჯ I– # (#ი, XX, 27 X)) 
9-–- CC, 

Xი-–წო 

და, მაშასადამე, (8) პირობა ასეთ უტოლობას მოგვცემს 

# (თი, XX 7XL) =-./ (20) 70; ქ/ 0). (8ა. 

ამგვარად, განსახილავ ველში /(X,),”) უმცირეს მნიშ-. 
ვნელობას უნდა ღებულობდეს), როდესაც 7=#, X»=/”ი ან რო-- 

დესაც | 
»=7თს X =7%. 

ჩვენ თავიდან აღებული გექონდა, რომ 

I/I < M. მაგრამ დამტკიცება ანალოგიურია 

განხილული შემთხვევის სხვა ამოცანებისათ- 

ვისაც. 

შენიშვნა. ადვილად დავინახავთ, 

რომ ზემომოყვანილი მსჯელობა გამოსადეგია 

მხოლოდ იმ შემთხვევისათვის როდესაც # 

წერტილი XL მონაკვეთზე ძევს. უამისოდ 

ჯ მრუდი არ მიისწრაფვის წყვეტილი #5 

ექსტრემალისაკენ. 

მაგალითი. ასეთია ვაიერშტრასის 

ამოცანა: 

2
 

5 #! 

ლ
.
 

=
=
.
.
.
 
.
.
.
.
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–
.
–
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    ჯ 
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+! 

|თ“ 
–' . 

აქ გვაქვს გამონაკლისი შემთხვევა, რადგან 

(4) პირობა მხოლოდ მაშინ სრულდება, რო- 

  

დესაც #0 = 0. ძი 

ძირითადი # პირობები წყვეტილი ამო- I I 

ნახსნებისათვის ასე გამოისახება: ჯ? 2” =0ძ, I 'ა54) 
უჯპუ' = 0. I კ) 0. კ?! სხ 

მაშასადამე, წყვეტილი ექსტრემალი 0X +-“ ნ) «ლ 

ღერძის #» = თ, / = ხ პარალელების ორი მო- 

ნაკვეთისაგან შედგება _და მისი გადატეხის ნახ. 4 

წერტილებია 7% (თი), % (0, ხ). 
უწყვეტი მისაღები მრუდისათვის ვარდნა შეგვიძლია განვიხილოთ, რო–. 

გორც წყვეტილი ექსტრემალის ორი წერტილის, სახელდობრ, #L(--%, თ... 

1 ეს პირობა ეკუთვნის ბ-ნ ვესიოს და მას ჩვენ ვესიოს პირობას ვუწოდებთ. -.



54 ანდრია რაზმაძე 
  

#C, ხ) წერტილების შემაერთებელი მონაკვეთი. მართლაც, I ინტეგრალი ამ 

"მონაკვეთზე ასეთ სახეს მიიღებს: 

+ 3 ? I+(5“) ქ. ძი) C, 

26 6 

–8 

“ეს გამოსახვა კი ნულისაკენ მიისწრაფვის, 

უფრო მეტიც, შეიძლება ადვილად დავრწმუნდეთ იმაში, რომ (6) ან 

(8) პირობა შესრულებულია მკაცრად. 

8. იმის მიხედვით, რაც ნათქვამი იყო (#0.2პ4)-ის ბოლოში, ჩვენ მივი- 

ღებთ, რომ ჩვეულებრივი მინიმუმის აუცილებელი პირობები შესრულებულია: 

1. ლეჟანდრისა და იაკობის პირობები #,Xი და IL #, მრუდებისათვის 

მკაცრი სახით: ' 

    

/ყ5 > 9, 7) >90, 

+ ი<- X, <- X0, Xი<- Xგ<. X0 : 

სადაც #Xი და ჯი არის I და #Mი წერტილების შეუღლებულ ი და #0 წერ- 
„ტტილთა აბსცისები ს, და IL, რკალებზე შესაბამისად. 

2. ვაიერშტრასის პირობები იმავე რკალთათვის 

5 (თ 7ი (2), 70 (X, ჩ)=0, 50 იC0)7% (2), #) = 0. 
დავუშვათ ამ უტოლობებში ჯ = ჯი. მაშინ, ორი უკანასკნელი განტოლე- 

:ბის საფუძველზე I განტოლებათაგან გვექნება შემდეგი: 

# (Xი 71%: #7 )= /(Xი, 290) 70), # (%ი, 209 წ) => I(X%02/0)7/ 0)” 

«ამგვარად, მინიმუმისათვის აუცილებელია, რომ #Cთ 7) და /(X, XI, 7) ფუნ- 

„ქციებს გააჩნდეთ აბსოლუტური მინიმუმი, როდესაც # = ი, #= 77%, ეს იმას. 
ნიშნავს, რომ ჩვენ მოვძებნეთ (8,) პირობები /,; სიდიდის ორი კერძო მნიშ- 

„ვნელობისათვის #=70, /L=2%· 

9. უწყვეტ წირთა ორი ველი. ზემოთქმულის მიხედვით ჩვენ მივ- 

დივართ იქამდე, რომ უნდა გავარჩიოთ შედარების მისაღებ მრუდთა ორი 

“ველი –– უწყვეტ მრუდთა ველი და ყელი წყვეტილი მრუდებისა. ესაა: 
1. ველი უწყვეტი მრუდებისა, რომლებიც მიისწრაფვიან შედარების წყვე– 

ტილი მრუდებისაკენ. 

2. ველი უწყვეტ მრუდებისა, რომლებიც მიისწრაფვიან წყვეტილი ექსტრე-: 
მალისაკენ (მიახლოების მრუდები), 

ეს ორი ველი შესაბამად ასე აღვნიშნოთ #, და 74, ხოლო ე იყოს 

ველი ანალოგიური წყვეტილი მრუდებისა. 

იმ პირობების მიხედვით, რომლებსაც მივიღებთ, თუ პირველ ვარიაციას 

ნულს გავუტოლებთ, #, და /; ველები ერთსა და იმავე შედეგს გვაძ- 
ლევენ. ესაა / ძირითადი -განტოლებანი. 

მაგრამ #, ველმა ჩვენ მოგვცა კიდევ სხეა პირობაც, სახელდობრ, (6) 

-ფტოლობა.
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ამგვარად ვხედავთ, რომ დასმული ამოცანის ამოხსნაში ამ ორი ველის 
როლი ანალოგიურია სუსტი და მძლავრი ვარიაციების ველებისა ჩვეულებ- 

რივი ამოცანისათვის. 
დავურთოთ ახლა Xჯ, და IL. ველებს ჯა ეელი. მაშინ ზემოაღნიშნული გა- 

«რემოება შემდეგი სახით ჩამოყალიბდება: 

იმისათვის, რომ მინიმუმი განხორციელდეს L+I# ველში, იგი უნდა 

განხორციელდეს #,-+Iი ველში. : 
„ქვევით ჩვენ უწინარეს ყოვლისა შევისწავლით მინიმუმის პირობებს სწო- 

“რედ ამ უკანასკნელ ეელში. 

8. მინიმუმის სხვა აუცილებელი პირობები. ძირითად I პირობათა 

მნიშვნელობა 

10. განვაგრძოთ L,Iი ექსტრემალი X% წერტილისმა: მარჯევნივ, ხოლო XX ჯ, 

ექსტრემალი XX წერტილის მარცხნივ. ვთქვათ X და X საერთო (X: აბსცისე- 
ბიანი ორი წერტილია ამ მრუდებზე და ჯ შემდეგ · პირობას აკმაყოფილებს: 

|%-– XიI < ი. 
განვიხილოთ ჩ, XXL, მრუდი (ნახ. 5), როგორც შედარების ერთ-ერთი 

მრუდი. I ინტეგრალი ამ მრუდზე + აბსცისის ფუნქციაა: 

I) = (თ C),79C)) 4» + თ» (2), 7% (20) ძ»-. 
ჰ(0უ ფუნქციამ თავისი უმცირესი მნიშვნელობა უნდა მიიღოს X=ჯა წერტილ- 
ბე და, მაშასადამე, უნდა გვქონდეს შემდეგი დამოკიდებულებანი: /I"(>ი)=9, 

I I(Xი) > 0. მაგრამ IXჯ) ასე ჩაიწერება: 

MC) = / (2 XI 2,9 (9) –– / (ი (9, წი (2). 
7 პირობების მიხედვით ICX)=0 ტოლობა შესრულებულია. მეორე რიგის 

#"(«ი) წარმოებულების მისაღებად საკმარისია გავაწარმოოთ უკანასკნელი გან- 

«ხოლება, რაც მოგვცემს გამოსახვას: 

LI" (X) = / + ი (X) // + ი (2) /V –– /5 –– 79 (+) /ყ –– 7ი (+) /ყ'. 
ვთქვათ ახლა ჯXჯ=ჯი, მაშინ L პირობების გამო მივიღებთ შემდეგ ტოლობას: 

I” (1ი) = # +7ი/V# – 75 – 79 /ყ: 

აქედან შემდეგი პირობა მიიღება: 

#4 – 70 #-–– წ 30/=9, პფ 
"რომელსაც წყვეტილი ექსტრემალი უნდა აკმაკოფილებდეს გადატეხის წერ- 
„ტილში. 

11. 1 განტოლებებიდან ორი უკანასკნელი განტოლება, ანდა I პირობები 

გამონაკლის შემთხვევაში, სახელდობრ, განტოლებები 

/=0 #=0 
რმის მაჩვენებელია, რომ => 9 წირი ტრანსვერსალურად ჰკვეთს, ერთი მხრივ, 

Lა ექსტრემალის _ სკ შტოს და, მეორე მხრიე, აჯ, შტოს, მაგრამ ჰე IM 

წრფე #ჯ IX და ML, წირთა მხები არ არის და, მაშასადამე, ტრანსვერსალთა



96 ანდრია რაზმაძე 
  

ცნობილი თეორემის! საფუძველზე, ამ წრფის ყოველ M წერტილზე 1) წერ– 

ტილის მაბლობლობაში შეიძლება ერთადერთი ექსტრემალის გატარება, რო: 

მელიც #,I წირის მახლობლობაშია და #9 წირის ტრანსვერსალია M# წერ1+ 

ტილში. სწორედ ამ ექსტრეზაღ – 

თა ერთობლიობა მოცემულ ს, 

ექსტრემალთან ერთად შეადგენს 

წირთა ერთ პარამეტრიან ოჯახს. 

ვთქვათ ამ ოჯახის განტოლება. 

შემდეგია 

(LV 2 ჯ# ს 
სნ

ელ
ლე

ლ–
--

 

: 7 = V(%0), ( 
ხოლო ი პარამეტრის მნიშვნელობა 

ი = ძე შეესაბამება ,#ი ექსტრე– 

მალს. შმეო“ე მხრივ, იბ წრფებზ 

გვაქვს ტოლობა Xჯ=Xე და, მაშა– 

სადამე, შესრულდება ტოლობა: 

0 –>%X  / («ი ს C(Xა; 94); V» (Xი; 4) ) = 0. 

ვთქვათ X) წარმოადგენს (ი· 
ოჯახის ფოკუსს #7 შტოზე და 

%ჯ,=7#ე შესაბამი აბსცისია. მაშინ, ფოკუსების ცნობილი თეორემის თანახმად» 

მინიმუმის შემდეგ აუცილებელ პირობას მივიღებთ: 

–- 

აა
 

<ზ
 

აა
 

L
-
-
-
 

  
ნახ. 5 

2X, = წი: (”» 

გავაწარმოოთ ამის წინა იგივეობა. გვექნება ტოლობა: 

/ყ'/ ზი (%ი, 4) +V#" სი» (20; 0) = 0. (8» 

იაკობის განტოლების ამონახსნი რომლის ფესვიცა”· #5 ასე აღვნიშნოთ. 

ბ(X,Xა). მაშინ გვექნება: 

თი (%, ძი) = CბითV 7ის სი. (X, ძი) = C4„» (X, ”ი)- 

თუ ახლა (8) განტოლებაში ჩავსვით ძ=ძა, ორი უკანასკნელი განტოლე– 

ბის გამო შემდეგი გამოსახვა დაიწერება: 

/V/ რ (2:0; 70) –+ /” რ.(Xა, 70) = 90. __ 

_ ასეთივე მსჯელობის საფუძველზე მივიღებთ, რომ თუ X) წარმოადგენს. 

XX წრფის ფოკუსს 1ა:L, ფტოზე და ჯე მისი აბსცისია, ეს უკანასკნელი წი+ 

ნა განტოლების ანალოგიურ შემდეგ განტოლებას აკმაყოფილებს: 

”აყბ (Xი 70) -L 7 ბ» (Xა, 70) == 9) 
ხოლო ჯ, წერტილის X) აბსცისისათვის შესრულებულია ასეთი უტოლობა 

%: 5 წი: (7) 
მაგრამ ადვილი შესამჩნევია, რომ Xე და I წერტილებს შორის მხო–- 

ლოდ ერთი ფოკუსი გვაქვს, რაც იმას ნიშნავს რომ განტოლებას: 

ხე ტ (2 %ი) + /ს ტ>(X X-) = 9 
ერთადერთი ჯ = ჯე ფესვი გააჩნია შემდეგ შუალედში X” = X= Xე. მსგავსივე 

დასკვნა მიიღება ასეთი განტოლებისათვისაც: ' 

· წყ (2 %ი) -L/ყ'? 4» (+, Xი) =0. 
180122, VიIIC§სოყრი, ბვ. 322.
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აქედან გამომდინარეობს, რომ ფუნქცია: 

CI (2) = /VV(>Xი: 70 20) # (2, ი) -L /V” (20; 2/0; 20) 22 (>, 2ი) (9) 

ინარჩუნებს ერთსა და იმავე ნიშანს ჯი = ჯ = X შუალედში. ასეთსავე გარე– 

მოებას აქვს ადგილი ჯა = ჯ = 7ი მუალედში შემდეგი ფუნქციისათვის: 

VC20= I.” (%ი, 70, 70) 2 (>, 621) + /ეა (Xი, 370) 7ი)ტ» (X, 20) (59) 

11". Xი, Xი წერტილები შეადგენენ წყვეტილი წა: ექსტრემალის ფოკუს- 
თა ერთადერთ წყვილს გამონაკლისი შემთხვევისათვის. 

ამგვარად, ამ (ჟ9)-ში ჩატარებულმა მსჯელობამ ჩვენ მოგვცა, ერთი მხრივ, 

L,, ;, ბოლოებისათვის მინიმუმის ორი აუცილებელი პირობა ზოგად შემ- 

თხვევაში და, მეორე მხრივ, ფოკუსების სრული თეორია გამონაკლისი შემ- 

თხვევისათვის. 

ახლა შეგვიძლია საკმარისი პირობების მოძებნა გამონაკლისი შემთხვე- 

ვისათვის. მართლაც, როდესაც (7) და (7) პირობები მკაცრად არის შესრუ- 

ლებული, წყვეტილი #ს ექსტრემალი ყოველთვის შეგვიძლია მოვაყოლოთ იმ 
წყვეტილ ექსტრემალთა ველში, რომელთა გადატეხის წერტილები « = ჯე) 
წრფეზეა მოთავსებული. ამ ექსტრემალთა ორი შტო ერთმანეთთან არ არის 

დაკავშირებული. ესაა ორი სხვადასხვა ჯგუფი უწყვეტი ექსტრემალებისა, 
რომლებიც X=#-ა წრფეს ტრანსვერსალურად ჰკვეთენ. მაშასადამე, ადგილი 
აქვს ვაიერშტრასის თეორემას და შეგვიძლია შემდეგი ტოლობა დავწეროთ: 

% 

ტIL= | 8(07#M (5 7,7) ძჩ. 
X 

ამიტომ გამონაკლისი შემთხვევისათვის საკმარისი პი#C- 

ობა შემდეგნაირად ჩამოყალიბდება: 

ტბI არსებითად დადებითია, როდესაც ადგილი აქვს 

#ნ (>, 2» ს (X, 7» ჩ) >0 

უტოლობას ველის ყოველი წერტილისა და ჩჯ პარამეტრის 
ყოველი #-საგან განსხვავებული მნიშვნელობისათვის. 

ამგვარად, #ა ველში მინიმუმის პრობლემა გამონაკლისი შემთხვევისა- 
თვის ამოხსნილია. ახლა მივმართოთ ზოგად წემთხვევას. 

12. ტრანსვერსალობის ცნების გამოყენებით ადვილად შეიძლება შემ- 

დეგი ამოცანის ამოხსნის ჩამოყალიბება: 

საძიებელია ორ მოცემულ #, და #, წერტილზე გამავალი წყვეტილი 
ექსტრემალი. 

განვიხილოთ „7 ღერძის პარალელური იმ X=+#) წრფეების მ ოჯახი, 

რომლებიც გადიან ჯ, და > წერტილებს შორის მისაღებ #ჯა აბსცისიან წერ- 

ტილებზე. გავატაროთ #, და #, წერტილებზე ექსტრემალები, რომლებიც ჩვენს 
წრფეებს ტრანსვერსალურად ჰკვეთენ, 

ერთისა და იმავე X=#:ე წირის ორი ტრანსვერსალის სისტემა ჰქმნის 

წყვეტილ მისაღებ მრუდს. ახლა მოვძებნოთ ამ ოჯახში ისეთი წყვეტილი მრუ-
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დი, რომ / ფუნქცია უწყვეტი იყოს ამ მრუდზე. ადვილი შესამჩნევია, რომ 

დასმულ ამოცანას საზოგადოდ აქვს წყვეტილი ამონახსნები, რადგან ჩვენ გვაქვს 

ფაქტიურად ხუთი განტოლება ხუთი ცვლადით (#Vმ.20). თუ ასეთი მრუდი 

არსებობს, იგი წარმოადგენს წყვეტილ ამონახსნს. თუ იგი არ არსებობს, წყვე– 

ტილი ამონახსნები შეუძლებელია. 

C. ფოკუსთა თეორია 

13. უწინარეს ყოვლისა ისმის შემდეგი საკითხ: წერტილების 

რაიმე ახალი წყვილი XL(CX,1), #(2:,7ც რომლებიც (20, 77); %ე (2:ე,70) 
წერტილების მახლობელია, რა პირობებში შეიძლება იყოს 

წყვეტილი ამონახსნის გადატეხის წერტილები? 
ამ ორ წერტილში ერთდროულად უნდა შესრულდეს შემდეგი განტო- 

ლებანი: 

/თ იუ) – /C 3) =0, 
VV CV >» I) = 90, თ» 
#' (C> ” 7) =0, 

სადღაც V და ჯ# ახალ მიმართულებათა წყვილს წაომოადგენს. აქ ჩვენ გვაქვს 

სამი განტოლების სისტემა ხუთი ცვლადით და, მაშასადამე, ამ ცვლადთა 

შორის ორი ნებისმიერია. ვთქვათ, ესენია # წერტილის ჯ, » კოორდინატები. 
ჩვენი განტოლებები შესრულებული იქნება უცნობთა მნიშვნელობების შემდე- 
გი სისტემისათვის: 

ჯ = 2: ე = 2 7 = 2, 2 = 0, 2! => 270 
და ამიტომ მათი საშუალებით მოძებნილი იქნება გადატეხის მეორე XX წერ- 

ტილიც და ახალ მიმართულებათა წყვილიც, თუ აღებული სისტემისათვის 
ლაკობიანი: _ 

I= 9 (/-–-/, /9ს/ა) 

ძ(– 157) 
ნულისაგან განსხვავებულია. თუ I: ამისი მნიშვნელობაა აღებული სისტემი- 

სათვის, მაშინ გვექნება გამოსახვა: 

  

7 0, 7” 

=- 9 წყ 

#X = # # ; 0 X=X, X=Xს 1=1Vთ == 
ს , წი „ = 27%, 7 =12%. 

აგრა 
2 გ; ე (C/VM = 0, (/VX =0 

და ამიტომ: 

1ი = /ყ(20 27 26) / ცი / მ. 
ახლა თუ მხედველობაში მივიღებთ ლეჟანდრის პირობას, გვექნება ასე- 

თი შედეგი: 

იმისათვის, რომ 21”), ” უცნობთა მოძებნა მხოლოდ ცალ- 

სახად შეიძლებოდეს, უნდა შესრულდეს უტოლობა: 

/V CV 20; 70) 9-9.
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“ახლა, თუ ჩვენ ავიღებთ ნებისმიერად L წერტილის კოორდინატებს, მიგიღებთ 

“ზემომოყვანილის ანალოგიურ პირობას: 

V (%ი; 70; 70)=C0- 
შემდეგში დავინახავთ, რომ მინიმუმის თვალსაზრისით ეს ორი პირობა 

“იგივურია და მჭიდროდაა დაკავშირებული II პირობასთან, 
ახლა ავიღოთ საწინააღმდეგო შემთხვევა, როდესაც (IM) განტოლებებიდან 

“ასეთი ტოლობები გამომდინარეობს: 

(MX = 0, (/აი = 0. ძთ 
"მივიღოთ საზოგადოდ, რომ წერტილთა LსLIL წყვილი გადაადგილდა საწყისი 

-M,#ე მდებარეობიდან. მაშინ (/) განტოლებათაგან პირველი მოგვცემს შემდეგს: 

(/+X + თაა - – (/-X“–– ფი = = 90. 

:;განსახილავ შემთხვევაში ეს ფორმულა შემდეგზე დაიყვანება: 

#2 (თი; 7ი;7 0) ––,/> (%ი; 2/0; 10) == 0- 

„უს არის აუცილებელი პირობა იმისათვის, რომ (19) შემთხვევაში არსებობდეს 

# 10 წერტილთა მახლობლობაში გადატეხის I) ჯX წერტილები და ახალ მი- 

"“მართულებათა წყვილი. მაგრამ თავისთავად ცხადია, რომ თვით 7, ს წერ- 
ტილებს შორის შესაბამობა აქ ცალსახა არ არის და უფრო მეტიც, იგი შეი- 

“ძლება ნებისმიერიც იყოს. 

ამგვარად ვხედავთ, რომ ზოგად შემთხვევაში /, ფუნქცია განსაზღვრავს 

“დასმული. ამოცანის ხასიათს (/მზ.4), სახელდობრ: 

ჰეი წერტილთა მახლობლობაში გადატეხის 7, XL წერ- 

ტილებს შორის შესაბამობა ცალსახაა, როდესაც (/,):#%0 ან 

4/)ა9-0. 
ეს შესაბამობა ცალსახა არ არის და უფრო მეტიც ნე- 

ბისმიერიც შეიძლება იყოს, როდესაც (C/,=(//)-=01. 

პირველ შემთხვევაში ჩვენ ამოცანას სავსებით ამოვხსნით, შეორე შემ- 

“ხვევა ამის კერძო შემთხვევაა, რასაც შემდეგში დავინახავთ. 

ამგვარად ქვევით ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ: 

ი (%ი 70; 70) % 0. (11) 
დავუბრუნდეთ ახლა (IL) განტოლებებს. ვთქვათ მათი ამოხსნები შემდეგია: 

უ=წC ე), 7=00% 2), #=702 1) (12) 
ეს სამი ფუნქცია და მათი პირველი რიგის კერძო წარმოებულები ცალ- 

სახა და უწყვეტი ფუნქციებია, სანამ # წერტილი რჩება იმ მცირე წრის 

“შიგნით, რომლის ცენტრია #ე. როდესაც X=Xე, /=7ი, გვაქვს შემდეგი: 

70 = LLCXი ის 1'0=#(20 0 7 (0==7(2ი; 2%)- 
მაშასადამე, როდესაც X წერტილი შემოხაზავს % წერტილზე გამავალ 

L მრუდს?, შესაბამისი L მოხახავს მეორე L მრუდს, რომელიც IL წერტილზე 
გაივლის. · 

1 ადვილად შესამჩნევია ის კავშირი, რომელიც არს; უბობს ამ დასკვნასა და ბ-ნ, ვესიოს 
(8) პირობას შორის. , დასკვსასა დ ვე 

3 ეს მრუდი ნებისმიერია, რადგან ლეჟაჩდრის პირობა შესრულებულია მკაცრი სახით.
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14. როგორც აქამდე, #, და X, იყოს წყვეტილი წ) ექსტრემალის ბო–- 
ლოები, რომლებიც Xა და XI წერტილებისაგან განსხვავდებიან (,ბშ.11პა. შემო- 

ვაკრათ ს, შტოს ?, წერტილზე გამავალ ექსტრემალთა ოჯახი. ვთქვათ ამ 

ოჯახის განტოლება შემდეგია: 

»=7(5თ), (თ: 
ხოლო «თე არის თ-ს მნიშვნელობა ს, შტოსათვის. 

გადატეხის # წერტილების გეომეტრიული ადგილი (თ) ოჯაზში შემდე- 

გი განტოლებით განისაზღვრება: 

7 C5 7 («, თ), )' (5 თ) ) = 0. (13)- 
ამ განტოლებას აკმაყოფილებს მნიშვნელობათა შემდეგი სისტემა: 

X= Xი1 თ = რი: 

მარცხენა მხარის წარმოებული თ („ცვლადის მიმართ შემდეგია: 

# = /ყV.19(-L / 32. 

ანუ (9) ფორმულის საფუძველზე: 

LX»= (M+=2ა) თ=თ0 “– CVXLX.)· 

თუ მბედველობაში მივიღებთ შედეგს, რომელიც (11)-დან გამომდინარეობს, 

გვექნება: 
Mა9-0 

და, მაშასადამე, (13) განტოლება ამოხსნადია თ სიდიდის მიმართ ჯ = ჯა, თ=Cე 

წერტილის მახლობლობაში, ეს ამონახსნი ასე 'აღვნიშნოთ: 

თ = თ(2). 

ახლა თუ ამ მნიშვნელობას (თ) ფორმულაში შევიტანთ, მივიღებთ ზემოხსენე- 
ბული გეომეტრიული ადგილის შემდეგ განტოლებას: 

»=7(25თ(X)) = 7(2). (IL). 
ზემოთქმულ ლის მიხედვით ეს მრუდი განსხვავდება X=ჯეა წრფისაგან და, მაშა- 

სადამე, შესაბამისი # მრუდიც, რომელსაც ქვევით მივიღებთ, აგრეთვე იმავე 

წრფისაგან განსხვავებულია. 

თუ 7 სიდიდის ამ გამოსახვას (12)-იის პირველ ფორმულაში ჩავსვამთ, 

მივიღებთ იმ IL მრუდის განტოლებას, რომელსაც შესაბამისი XL წერტილი მო- 

ხაზავს: 

7= MX X7C0)=7 (0) ძო 
ახალ მიმართულებათა წყვილი შემდეგი განტოლებების საშუალებით გა-· 

ნისაზღვრება: 

_ 7=#(აჯ0), 7=2(% XC). 
L მრუდის წერტილებზე გავატაროთ ისეთი ექსტრემალური წირები, 

როზელთა საკუთხო კოეფიციენტებია 7 (», «(1)). ასეთი ექსტრემალების სიმ- 
რავლე ML, რკალთან ერთად შეადგენს ოჯახს, რომელსაც ერთადერთი პა- 

1 თანამთხვევას მხოლოდ მაშინ აქვს ადგილი, როდესაც (თ) ოჯახი Xა წერტილზე გადის.
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“რამეტრი გააჩნია. ვთქვათ ამ ოჯახის განტოლება შემდეგია: 

წ»=7(7 თ) (თ 
ხოლო თ სიდიდის მნიშვნელობა L მრუდზე ასე გამოისახება; 

თ = თ(). 

„ამგვარად, ჩვენ შემდეგ იგივეობებთან გვაქვს საქმე: 

7 = 7(+,=(X))=/(9), 7 = (თ # (X)) = 7-2, თ(2) ). 
ჯ ცვლადის 7, 7,), 7 ფუნქციების ყველა მნიშვნელობა (I) განტოლებებს იგი- 
„ვურად აკმაყოფილებს. 

ამგვარად, ასე აგებულ L და L მრუდთათვის შემდეგი სამი იგივეობა გვექნება: 

#5, XX, თ (%) ), 7 (X, თ C:) ) )––/ (ი, წ (X, C (+) ), 7» (2, =(2))) = 0, 
წი. (XC, ) (X, თ (+) »X» (2 თ(%) )) = 0, (14) 

წ2062 (>, თ(X) 11362 თ(X))) = 0. 

L და L წირებს, რომელთათვისაც ეს სამი ტოლობა შესრულებულია 
შეუღლებული წირები დავარქვათ, (თ ოჯახის ფოკუსი ჯე რკალზე 
იყოს X#,(X,), შესაბამისი (თ) ოჯახის ფოკუსი_ Iს რკალზე ასე აღვნიშნოთ 

#.' თ”). ამ ორ წერტილს, რომლებიც L და L შეუღლებულ წირებს შეესა- 

ბამებიან, შეუღლებულ წერტილებს ვუწოდებთ. 
უწინარეს ყოვლისა საჭიროა იმ დამოკიდებულების მოძებნა, რომელიც 

ნ, და ##, წერტილებს ერთმანეთთან აკავშირებს. 

__ 15. ვთქვათ I და L შეუღლებული წირებია. მაშინ შესაბამისი თ(X) და 

თ(X) ფუნქციები (14) განტოლებებს იგივურად აკმაყოფილებენ. მაგრამ ამ 

“შემთხვევაში ფუნქციონალური დეტერმინანტი: 

პ/-ჩჩი/ი. 
ძ («, თ. თ) 

«ოდესაც თ=XC::), თ =თ(X), აგრეთვე იგივურად ნული ხდება ე. ი. ადგილი 
-აქვს ტოლობას: 

9 ი- 8 ძ- ი -= –იV-/ V-ჩ. --თ-ჩ 
ძ , ძმ ძ 

ოო წას ავა -=/ =0. 

1 ძ ძ ძ 
ა=ლ” _– ––-”, == ; წწ მთ ი ძმ» ჩ თ=თ(X), თ=0ლ0) 

„თუ "ამ ·გამოსახვაში გამოვთვლით წარმოებულებს, გვექნება შემდეგი: 

· #+7ჰა –-/.-–2»/, 7 22 –ჩ# 

· ეექებსესესესეე”, 9 =0, 
: I" 0, /, ყყთ + / 97»
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საიდანაც მიიღება ტოლობა; 

(+ 0 9–/ ––- 7) CV 2 -+ /ყ5 152) (ხი + /ები )– 
– (35 + 792) 7§1'თ “L C/ყა' 72 + /V2 1.) /ყ 12 1= 0, 

რაც ასე გადაიწერება: 

(LC + + />) /V" –– 7?) + C “+ 1 /V) /V12X+) (IV + 79512) 

– | (– +231. I) 7 –/1)) % + (CI + 7/ყ)/ც“ 7 9 C»' 2თ + „ე 2.) = 0, (15), 
მაგრამ ჩვენ გვაქვს შემდეგი ტოლობები: 

279 (ე, თი) => C 4 (Xი, 2). 32 (ე; თი) == C4% 2%ე; %X 1), 

29+ (CXა თე) = C ბ» (Xა, 2, 17 (Xთ თ) = C4ტ» (Xი, 2, ს ტ))· 

სადაც ტ და # იმავე აზრით იხმარება, როგორც ('". 11)-ში+. 

თუ (15) განტოლებებში შევიტანთ თ=თე:, თ= თი X=%0 მნიშვნელობებს 
შემდეგ გამოსახვას მივიღებთ: 

IL 0-6 +1% I) –/) 4(XV, 2) + (/. + 27% /ი) ი” რ. (X6, X1)) წი ბ ბ (Xი, XI -)+ 

+ / ბ. (20, X + 1 –(( (ფV.+ 7» ' ი/V)/VV –/”) 1. (Xი, ჯ “) + V.+ 

+1% 7) /V'| 4, (20, 9) ) | /V ბ (Xი» X,) +- / 4.(Xი, X,) 1 = 0- (15), 
იმის მიხედვით, რაც (M9.11Xში იყო ნათქვამი, იგივურად ნული არ არის შემ– 
დეგი გამოსახვა: 

VC>) VCI%) = | /ყყტ (%, 21) + //:4+ 2; %I)1 I” #(X, X%)) + წყბ ბ-(2:ი, %1)1- 
თუ (15) განტოლების ორივე მხარეს გავყოფთ ამ გამოსახვაზე, იგი შემ-- 

დეგ სახეს მიიღებს: 

LC/I- + “ი /V) /„ –– 2 4 (62 %,) + (ი. + 30 /ჟ ) 4, (XV X) _ 

ყუ ტ (XV, 2) + /V9 4» (Xი; X1) 
_ IV+) 0 /ა/ყ, #?) #(XV, 2 5 +V. + 12% /)) /ცე ტარი: +). (16) 

/ყს ბ. (%ა, %)+/ეი 4, (ა, 2" ”) 
სწორედ ეს არის „საძიებელი დამოკიდებულება, რომლითაც შეუღლებულ წერ- 

ტილთა დ, და XX,“ აბსცისები შებმულია ერთმანეთთან. 
წინას განტოლებიდან საინტერესო დასკვნები მიიღება როდესაც. 

##C#ი> 7თ Xი)=>20, ამ განტოლების მარცხენა მხარე მუდმივ სიდიდეს წარმო- 

ადგეხს და, მაშასადამე, თუ ეს განტოლება შესრულებულია, მარჯვენა მხა- 

რეც მუდმივი იქნება; ეს კი მხოლოდ მაშინაა შესაძლებელი, როდესაც: 

/V (X-) 3'0; 3 ი) = 0. ამის გამო (16) განტოლება ასეთ სახეს მიიღებს: 

14% (2) 20; 20) –– / » (X6; 70; 7 ი) = 9, 
რაც უკვე (#9.13)-ში მიღებული იყო. როგორც მაშინ დავინახეთ, ეს მახლო-. 

ბელი წყვეტილი ამოხსნების არსებობის აუცილებელი პირობაა აღებული შემ- 

თხვევისათვის. მეორე მხრივ, აღნიშნულ პირობაში არ შედის არც X, და არც: 

X,. მაშასადამე, განსახილავ შემთხვევაში, ე, ი., როდესაც // (+ი; 7; 2·”ი)= 0; IL 

ექსტრემალის ორი ნებისმიერი წერტილი შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც 

შეუღლებული წერტილები. ასეთ შემთხვევას ჩვენ უკუვაგდებთ (ფორმულა- 
(11)) და შემდეგში მუდამ ვიგულისხმებთ, რომ შესრულებულია უტოლობანი> 

7ს (ი; 7: 2 ს) 9= 9) /ყ (>; 7/ი; 7? ) 5 0.
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16, ახლა განვიხილოთ შემდეგი ინვარიანტი: 

+= LC/» -L 79 /V) ი –– 1 4 (Xი; Xჯ) + (/> + 37%.) /,? 4» (Xი; X,) 

#Vყ 4 (Xი, X1) -L / 5 4» (X, 2:1) 
ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ეს ინვარიანტი LCდ სიდიდეს წარმოად- 

გენს, სადაც დ კუთხეა, რომელსაც X»X ღერძთან შეადგენს X=X, წერტილში 
შემდეგი მრუდის მხები: 

7 = / დ, 7 (0 თ(X)), 7, (ი თ(>)) )- ლა 
სავსებით ასევე ინვარიანტი: 

ლ. IC + #9 7) /ა» –/)ბი(თ, »") + CV- + 7 0 /V)/ ყი ტ»(X-:X”1) 

„ჩატ (ი 2X)+/V? ბ. (2: X კ) 
არის L-დ სიდიდის ტოლი, სადაც დ კუთხეა, რომელსაც ჯ ღერძთან შეად- 
გენს X=ჯ წერტილში შემდეგი მრუდის მხები: 

7= /C-7C,C 9), CC, CC9)). _ ნა 
ბოლოს (16) განტოლების მიხედვით დავასკვნით, რომ L და L მრუდე- 

ბი შეუღლებულია, თუ შესაბამი X» და » მრუდები ერთმანეთს ეხებიან X=X 

წერტილში. 
ადვილად შევნიშნავთ, რომ I(>»,) ფუნქცია იზრდება ჯ, ცვლადთან ერ– 

თად. მართლაც მისი წარმოებული ასე ჩაიწერება: 

ძL ჯ? 17, „ი (0: 70 7, ი) 

ძX, ჩა ბ (ლ, X;) + /ყ2 ბ, CXა, 2:1) ” 

სადაც # ნულისაგან განსხვავებულია ლეჟანდრის პირობა გვაძლევს, რომ 
”, , 

–->9, და ჩვენი დებულებაც დამტკიცებულია. 
1 

სავსებით ასეთივე გამოთვლა გვარწმუნებს, რომ #ჯ აგრეთვე იზრდება 

ჯ»,-" ცვლადის ზრდასთან ერთად. მაშასადამე, XL, წარმოადგენს >, ცვლადის 

ზრდად ფუნქციას: 
X-= 8). 

მაგრამ X-ა და ჯა მნიშვნელობათათვის, რომლებიც ა) და ი წერტილებს შე- 

ესაბამებიან, IL>,) ფუნქცია ღებულობს ერთსა და იმავე #:+7%/V მნიშენელო- 
ბას. რაც შეეხება XI(X·,) ფუნქციას, X,; (კვლადის ჯე და #ე მნიშვნელობათა- 

თვის, რომლებიც I.) და Iი წერტილებს შეესაბამება, ეს ფუნქციაც ღებუ- 

ლობს ერთსა და იმავე ჩ+1ჩ მნიშვნელობას, 

ვთქვათ ##X(/ი) არის #% #ი რკალის ის წერტილი, რომლისთვისაც 1 = + 

+ 79 /, _ ამგვარად, #ი და წე წერტილები შეუღლებულია. ვთქვათ 17; (7) 
არის ი %ი რკალის ის წერტილი, რომლისთვისაც 1 =/.+Vა/ე; ამნაირად, 

IM (/ი) და ა წერტილებიც შეუღლებული წერტილებია. მაგრამ ჯ," წარმო- 
ადგენს X, ცვლადის ზრდად ფუნქციას, მაშასადამე: 

თფ) = 7-0; 7) = +C +თ. 
ეს ასეა I(X9) ფუნქციისათვისაც, ე. ი.: 

7IXა) ==7(ჩე-C90), X(>”ა) = IICMი – 0).
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ზემოთქმულის თანახმად შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ თუ #, გადაადგილ- 
დება XX” რკალზე, მაშინ მისი შეუღლებული ფოკუსი მოძრაობს I Lი 

რკალზე და თუ #, მოხაზავს MM რკალს, მისი შეუღლებუ ული ფოკუსი აღწერს 

XI 99, ს რკალს (ნახ. 6). 

V 

    

წი 

I 
ი ! 

| 
! 

ჩ; _ 
– 4“ : 

I 
| ი 

I 
I 
1 –> X 

0 

ნახ. 6 

ამნაირად ჩვენ ვხედავთ, რომ #(ჯ,) ფუნქცია წყვეტილია #ა წერტილზე. 
17. ახლა დავუშვათ, როზ #, წერტილი დაემთხვა #» წერტილს, რო- 

მელიც მოცემული #ჯ, წერტილის შეუღლებულია. ჩვენ დავამტკიცებთ, რომ მა- 

შინ წყვეტილი ჩე ამონახსნი, რომლის ბოლოებია #, და XL 
არ შეიძლება | ინტეგრალს მკაცრ მინიმუმს ანიჭებდეს. 

ვთქვათ, L და L შეუღლებული წირებია შეუღლებული X#, და L", წერ- 
ტილების შესაბამისი. 

ვთქვათ, ამას გარდა, განტოლება (#/მ.14)-ში გარჩეულ ექსტრემალთა (თ) 
ოჯახის მომვლებისა, რომელიც მოცემულ ჯა ექსტრემალს #,(L",) წერტილ- 

ში ეხება, შემდეგია: 

»=VC»- (8) 
ავარჩიოთ ამ L მრუდზე ისეთი გეზი, რომ შესაბამისი მხების მიმართულება 

იგივე იყოს, რაც ჯა ექსტრემალის მხებს გააჩნია 7, წერტილში. ამგვარად, 

მომვლებ წირზე გვექნება ტოლობა: 

3(X თ) = V (ჯე). (17) 

ახლა ავიღოთ თანატოლაბსცისიანი ორი #(CX,V(>X)), LC,7(0)) წერ- 

ტილი და (თ) ოჯახის #,#ჯ რკალს დავუმატოთ (C3) ოჯახის XXს რკალი, სა- 

დაც წარმოადგენს ამ რკალისა და # მომვლები წირის თანახების წერტილს. 

(14) განტოლების მიხედვით ადვილად შევნიშნავთ, რომ ეს ორი რკალი ერთ 

მეზობელ წყვეტილ ამონახსნს წარმოადგენს. მაშასადამე, არსებობს წყვეტილ
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„ექსტრემალთა თ და თ პარამეტრებიანი ოჯახი, რომელშიაც ამ პარამეტრთა 

„კერძო თე: და % მნიშვნელობებისათვის შედის სე მრუდი. 

განვიხილოთ ახლა I ინტეგრალი L(Lს, 1? ხ»ჯL,) მრუდზე, რომელიც 

"წყვეტილი ექსტრემალისა და ს მომვლების Iს, რკალისაგან შედგება. ცხა- 

“დია, რომ ეს ინტეგრალი IX,L რკალზე წარმოადგენს X წერტილის კოორდი- 

“ნატების ჰამილტონის /7(X,7) ფუნქციას. რაც შეეხება MC და I6/0: ინ- 
«ტეგრალებს, ესენი შემდეგნაირად გამოისახებიან; 

IMC6 = | / (I, 7 (,, თ()), 7/(/ თ(X))) I, 
ჯ 

19», = I/თ(;ო,“ დ)», 

“სადაც § არის LL წერტილის აბსცისი, იგი ჯ (ცვლადის უწყვეტი ფუნქციაა. 

“მაგრამ გვაქვს შემდეგი ფორმულები: 

მი” ბძM# ,- .0I/7/ , , 
+7 (9 -; 7“) MI –- წ დე /ს   

  

ძივკ ძჯ 
ძI 

21 C ; ---= –/+7/!+/(ნ » (6, « (X) , 31 (6 « დ )) 4 

ძIX2I,-) _ > , 4. 

თუ ამ განტოლებებს წევრ-წევრად შევკრებთ და მხედველობაში მივი- 

„ღებთ (14) და (17) ტოლობებს, გვექნება ტოლობა: 

CL =0, ან 7. = 00%. 

ამგვარად, როდესაც #ჯ=ჯXჯა, მაშინ L მრუდი დაიყვანება ე მრუდზე და 

«მაშასადამე: 

: I =Xჯი, 
რაც დასამტკიცებელი იყო. 

ახლა ვიგულისხმოთ, რომ (=) ოჯახის #, ან –,” ფოკუსი ჩვეულებრივია, 

„ე· ი. რომ ამ ოჯახის ექსტრემალები არ გადიან L, წერტილზე. მაშინ მომ- 

„ვლების #,,ს, რკალი შეგვიძლია შევცვალოთ ექსტრემალური მ“–რუდის #«აიმე 
რკალით, რომელიც უკიდურეს #, L, წერტილებს აერთებს. L რკალი L მრუ- 

·დისაგან ასეთნაირად მიღებული I ინტეგრალს უფრო მცირე მნიშვნელობას 

მშიანიქებს, ვიდრე ჯე მრუდი. 

აქედან ჩანს, რომ #ე ექსტრემალი უკვე მინიმუმს აღარ ანიჭებს 1 ინტე- 
„გრალს, როდესაც ჯე წერტილი LV, წერტილს შემდეგ მდებარეობს. მაშასა- 

'დამე, მინიმუმის აუცილებელ პირობას შემდეგი უტოლობა 

'წარმოადგე ნს: 

215 5 X%. (III
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ამისა და იმის გამო, რაც (#9.15)-ში იყო ნათქვამი, ადვილად დავრწმუნდებით. 

რომ, როდესაც ჩ# = /ყ = 0, მაშინ ჯ ინტეგრალს, საზოგადოდ, მკაცრი მინი- 
მუმი არ გააჩნია. 

ამას გარდა შემდეგ დასკვნასაც მივიღებთ: 

18. თუ #2, სათავე ჯია და ყა წერტილებს შორის იმყოფე- 
ბა, I ინტეგრალს მინიმუმი არ გააჩნია. 

მართლაც, ჯერ ვთქვათ, რომ #, წერტილი განსხვავდება 1 წერტილი- 

საგან. ამრიგად, #7, რკალის _ყოველ #ჩ წერტილს, რომელიც ჩა წერტილთან 

საკმაოდ ახლოს იმყოფება, #-/7 რკალზე #ა წერტილის მახლობლობაში შეუ- 
ღლებული წერტილი შეესაბამება. ამგვარად ოოი შეუღლებული წერტილი 

მაინც არსებობს, რომლებიც #ა ექსტრემალის #, და #, ბოლოებს შორის მო– 
თავსდება და, მაშასადამე, შეიძლება დამტკიცება, რომ არსებობს მრუდი, რო- 

მელიც I ინტეგრალს კიდევ უფრო მცირე მნიშვნელობას მიანიჭებს, ვიდრე 

I ა მნიშვნელობაა (ეს დამტკიცება იხ. შემდეგ პარაგრაფში (ჯ9.19)), ამავე 

ასკვნას მივიღებთ, თუ ს, წერტილი #, წერტილს დაემთხვა, რადგან მაშინ 

ს)ივიღებთ ისევ #ი წერტილს, რომლის შეუღლებული ჩ, წერტილი მოთავსე- 
ბული #, და L) ბოლოებს შორის. 

საზოგადოდ, ზემოთქმული იმის მაჩეენებელია, რომ როდესაც +,<#ჩი, 
მინიმუმს ადგილი არა აქვს, 

ამგვარად, შეგვიძლია შემდეგი თეორემა ჩამოვაყალიბოთ: 

იმისათვის, რომ ჩე მრუდმა #/ ინტეგრალს მინიმუმი მიანი- 

ჭოს, აუცილებელია შემდეგი პირობის შესრულება: 

X, = ჩე: (LV)- 
მაგრამ, იმის მიხედვით, რაც (/9მ.11)-ში ნათქვამი იყო, #, წერტილის ;:, 

აბსცისი ამას გარდა შემდეგ უტოლობას უნდა აკმაყოფილებდეს: 

· X, = 7ი. (18) 

ახლა საქიროა იმის დამტკიცება, რომ ეს ორი უტოლობა ერთმანეთს არ 
ეწინააღმდეგება. განვიხილოთ ასეთი ფუნქცია: 

2. ' ჯ; 

% (X) = /ი +ჩ5ეიდ, 
01 

ი. ფარდობა წარმოადგენს” Xჯ ცვლადის ზრდად ფუნქციას და- 
1(20;% 

მაშასადამე, ლეჟანდრის პირობის თანახმად ასეთივე იქნება V(») ფუნქციაც, 
მაგრამ ' 

42.(Xი-,70) _ 

#ს + #” 4 CX, 7.) = 

ამრიგად, იმისათვის, რომ (IV) და (18) უტოლობანი ერთმანეთს არ ეწინააღ–- 
მდეგებოდნენ, საკმარისია დავამტკიცოთ, რომ დ (/ი) = 0. (16) განტოლები– 
დან შემდეგი დასკვნა მიიღება: 

LC/+-L7”ი #3) /სV ––7ე) + CV" -+ 7”ი 7) /ს? 

4.(0:ი) ჩი) 

8CC27 7) 

#.(Xა. ჩი) 

ტ (ჯი ჩა) =7, + 7 იყ 
  

აყ + /
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ეს ტოლობა შემდეგზე დაიყვანება: 

, , –, 4+(2:01/10) 

(#++7%#-/-7%ჩ )( +: აით9)= #2 (19). 
4#(%ი; /10) 

მაგრამ #59-0; თუ II უტოლობას ავიღებთ მკაცრი სახით, დავასკვნით, რომ 

ს (ჩი) >9, 
ე. ი. (18) პირობა IV პირობის შედეგი არის, 

ახლა ვთქვათ "ადგილი აქვს ტოლობას: 

, 2L%ი1/? ჩი) _ 
ჩის “+ /Vყ“ ბ(» ჩე) 

რაც შესაძლებელია მაშინ, როდესაც #Mე წერტილი Xე წერტილის თანხვდე- 

ნილია. მივიღებთ, რომ /,=0, მაშინ („9.17)-ის თანახმად მკაცრ მინიმუმს. 

ადგილი არა აქეს. შემდეგში ვიგულისხმებთ, რომ IV ტოლობა მხოლოდ მკაც- 

რი სახით არის შესრულებული. 

19. ახლა დავამტკიცოთ, რომ თუ IV პირობა შესრულებული არ არის, 
მაშინ არსებობს მრუდი, რომელიც I ინტეგრალს უფრო მცირე მნიშვნელო- 
ბას მიანიქებს, ვიდრე IL სკ მნიშვნელობაა. ეს დამტკიცება დამყარებულია, 

#ტI სხვაობის გამოთვლაზე შედარების მრუდთა სპეციალური ველისათვის. 

შემოვაკრათ #,ჯე შტოს ექსტრემალთა ოჯახი, რომლებიც ჯ, წერტილზე 
გადიან. ვთქვათ ამ ოჯახის განტოლებაა: 

X»X=7LC5Vთ), (20) 
· ხოლო შესაბამისი გადატეხის წერტილთა მრუდის განტოლება ასეთია 

წ7=9C). C) 
ამგვარად ჩვენ გვაქვს განტოლება (#9.14-ის მიხედვით) 

/V" (20 დ (20, ჩ (+, 7(2)) ) = 0. (21). 
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გავაგრძელოთ X,;, შტო Xე წერტილის მარცხნივ და გავატაროთ -ის 
· ღერძის პარალელური წრფე, ვთქვათ ესაა: 

2: = 2ე –- IM, 0<#<0ი. 

· ვთქვათ ეს წრფე (2) და XL, მრუდებს X, და 5, წერტილებში ჰკვეთს, შედა- 
რების მრუდად ავიღოთ შემდეგი წყვეტილი მრუდი #ა(#,IL 5,9), რომე- 
“ლიც (20) ოჯახის X,IX), ექსტრემალისა და 5,” ექსტრემალისაგან შედგება 

· (ნახ. 7). მაშინ ჩვენ უნდა გვქონდეს ასეთი უტოლობა: 

ტ1= Iა–ი,> 0. . 

მაგრამ 4” ინტეგრალი შემდეგი» სახით შეიძლება წარმოვადგინოთ: 

ა. = -|ნოთითრ- / #70 90), 6)) ძა + #27. 2წ/,C0) ძ», 
X-– ჩი 

სადაც # წარმოადგენს უწყვეტ (9, M,) მრუდს, ხოლო ს კი ვაიერ- 
" შტრასის ფუნქციაა. 

მაგრამ ადგილი აქვს ასეთ ფორმულას: 

| 37. : უე; ,,+= | L/ («, (+), V (2) –– / C0V(%), #(X, V(X)))–– 

Xი– 

– CV C:) –– ჯ (%  V)) /ს' (<, 8, ჩ (2. V) ) | ძX, 
-ანუ (21) განტოლების საფუძველზე: 

I # გ (თ 7”), 7)ძX= | I/ (თ V(X), V (+) ) – /(X;, V (2:),ჩ(+;, V (X) )) ძX, 
%ე–-# 

აქედან შემდეგი დასკვნა მიიღება: 

%0 

M= | VC თარ, 7ათ)–/CCM#C M)I4» 
%Xი–-/ 

ვთქვათ 8(X) აღნიშნავს ინტეგრალქვეშა ფუნქციას: 

8(X) = / (4,235 (>) ) ; 7'ი (2) )–– / («, V (2), / («, V (2) ). 
მაშინ, თუ მხედველობაში მივიღებთ საშუალო მნიშვნელობის ფორმულას, 

გვექნება შემდეგი: 
4ტI=#8(%–- 5) (22) 

სადაც ბ დადებითი სიდიდეა, რომელიც =#.-. (I) ფორმულების მიხედვით 

8 (ჯა) = 9. 
(22) ფორმულაში ჩვენ შეგვიძლია # და, მაშასადამე, § რაგინდ მცირე 

“ავიღოთ. მეორე მხრიე, თუ გავშლით M8M(Xა–-) ფუნქციას §-ის ხარისხების მი- 

· ზედვით, გვექნება შემდეგი: , , 
%ე ––5) = 6L/» -+ Vი I ––/ – 7%/ყ1+ ·..
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ამრიგად, იმისათვის, რომ #ტ/ დადებითი იყოს, უნდა შესრულდეს უტოლობა::: 

#>+ წა, –/. – 75/, = 9 
ამგვარად საძიებელი დაგვრჩა მხოლოდ VI, მაგრამ: 

V = 7(X, თ(#)) 
და, მაშასადამე: 

ძთ 
XV =27+)––, 

სადაც თ(7), ცხადია, აკმაყოფილებს შემდეგ განტოლებას: 

7 (2 7 (<, თ (2) ), 7» CC, თ (I)) ) = 9.. 

იმისათვის, რომ შოვძებნოთ +, საკმარისია გავაწარმოოთ უკანასკნე-- 
X 

ლი ტოლობა, რაც მოგვცემს ასეთ გამოსახვას: 

ძთ 
#V + (წს 21% + #57») ქ» > 9, 

საიდანაც გვექნება: 

I 
VI == ლლ ეუ–ე_--_____–, 

29 72% ათ ჩი 
თუ ამ გამოსახვაში შევიტანთ X=ჯე მნიშვნელობას, გვექნება შემდეგი: 

V. = (IV 30 –– /ი) ტ (2: X0) + /ყ9 70 ტა (+ %ე) 

? მყ ბ (X %-) “L 5 ბ» C2:,, X) 

და, მაშასადამე, დაიწერება ტოლობა: 

  

  

ტრ. 19 
7 -L ი /, –“ / –- 770 /V) (7) “LV ასლი ლ). #” 

25 +V ს-ა /= ბ.(X ე) + ა XჯLX1)X0 

IV , ტ (2, 20) 

როგორც უკვე (/მ?.18)-ში ვნახეთ, როდესაც X=V#ი, მაშინ (იხ. (19) ფორ- 

მულა) ფუნქცია: 
, XXIX) ა 0-+სნ-ჩ-7M/00V+/ჩ2-ს–# 

ნული ხდება. 

მეორე მხრივ, იგი შემდეგი სახით შეიძლება ჩავწეროთ: 

ჩან +3%ჩ – ჩ-– 797) –/7:+66+90ჩ –ჩ – ი/ვ C 4 
XI -%ე 

მაგრამ ეს უკანასკნელი X ცვლადის ზრდადი ფუნქციაა, მაშასადამე, 
იგი უარყოფითია ყველა იმ წერტილისათვის რომლებიც ს ღა XI) წერ– 

ტილებს შორისაა მოთავსებული. #,კ წერტილს შემდეგ კი, პირიქით, ეს ფუნქე- 

ცია აუცილებლად დადებითია. 

ახლა განვიხილოთ შემდეგი ფუნქცია:
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, , #. (თ, 1) 
წას + /) ი C,თი) · 

(იმ9.13)-ის ძალით ეს ფუნქცია დადებითია 7 <- X< ჯე შუალედში. მაგრამ X, 
აკმაყოფილებს უტოლობას: 

XL >. 70" 
აქედან ასეთი დასკვნა მიიღება: (#ე, Xა) შუალედში 

>0, როდესაც 1: >/M, 
#-+V%/ –/ა–ი/, =0, როდესაც X,=Vჩი 

<0, როდესაც 2)< ჩა. 

მაშასადამე. (22) ფორმულის მიხედვით, როდესაც X, < #7, დავასკვნით, რომ: 

4#ტ1<90. 

სწორედ ეს იყო დასამტკიცებელი. 

20. სავსებით ბუნებრივია შემდეგი საკითხის დასმა: 
ვთქვათ „(C,,უ,) და 8(6,,უ:) ის წერტილებია, რომლებიც შესაბამისად 

ჯ, (+, 1) და 7, (X,, 25) წერტილების საკმაო მახლობლობაში იმყოფება. რა 

პირობებში შეიძლება 4 და 8 წერტილების შეერთება წყვეტილი ექსტრემა-.. 

ით? 
დ ეილერის დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ამონახსნი ასე აღ- 
ვნიშნოთ: 

>»= დ(% 08) 
და ვთქვათ თ და 8 პარამეტრების კერძო მნიშვნელობანი, რომლებიც #ი 

ექსტრემალის #,IIვე და M”ე, შტოებს შეესაბამება, ასე გამოისახება: თ=თე, 

ზ8=წა და თ = თა, 8=ზი: 
იმ ექსტრემალის მოძებნისას, რომელსაც წყვეტის ერთადერთი წერტი- 

-ლი გააჩნია და რომელიც მოცემულ ორ /7(ნ,»,), 8(წ, უე) წერტილს აერ- 

თებს, საქმე გვექნება შემდეგ უცნობებთან: _ 

1. საძიებელი ექსტრემალის ორი შტოს შესაბამისი (თ, 8) და (თ,ზ) პა- 
“რამეტრთა მნიშვნელობანი, და 

2. წყვეტის წერტილის წე: აბსცისი. 

მართლაც, ჩვენ გვაქვს შემდეგი ზუთი განტოლების სისტემა: 

უე = (60 C ჩ 'ი = დ (წა, თ ჩ), _ 
7 (6, დ (6ი; თ, 8); დ. (წი; თ, 8) ) = / (60 დ (60; თ, 8ზ), დ«(6ი, თ. 8) ), 

# (Cი, დ (212 წ » დ» (60 თ, ზ)) = 0, 

#' (50 დ (2 თ, ს) » დ, (69 თ ზ)) = 0, 

“რომლებიც შესრულებულია უცნობთა შემდეგი მნიშვნელობებისათვის: 

თ=ძთ,; 8= ზი, თ = თი, ზ = ჩი წი == 2“ 

ამ განტოლებათა ამოხსნა _თ, 8, თ, 8, 3, 66 უცნობების მიმართ ყოველთეის შეგვიძ- 

ლია, თუ Cთ = თა, 8 = ჩე, თ =Cე. ჩ = ჩე, წე = Xც მნიშვნელობათათვის ნული- 
საგან განსხვავდება იაკობის შემდეგი დეტერმინანტი: 

_ მ(დ-––უ,დ–-M.#/- 220971 
ძ(თ ზ, თ (-2) 8, წი)
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თუ ცვლადთა ხსენებულ კერძო მნიშვნელობათათვის I) დეტერმინანტის 
მნიშვნელობას ჩა-ით აღვნიშნავთ, 

  

  

  

  

დთ, 0, მ(I-–-7). მ/” 

ძთ _ მთ” 

დ, 9, მV--/) ბ, 0 ძვ მჩ 
ჯი = 0, C>, ძV–7), 9, მ/„ 

ძთ ! მC 

0, დ, 29-20, 0, მ 

ძ 

0, მ, 90I-7, ა, 

ძნი ძნა ძხი 

მაგრამ ჩვენ გვაქვს ასეთი ფორმულები: 

2-#/) 

ძმV/–/) 
'წი-- 

ძყძ–ჩ 

L მძ» 
მ/–/) 

L ძჭ 

'ძი/–/)   6 “|, 45 ნ–ჩ– ა (2 ა ) 

გვექნება ფორმულა; 

(23) 

§1=X;, 65==%ე, წ0==20, 

თ=თა,8=8აი, C=0ი,   'მ-=8ა 

</ 9 CV რ, ჩა ( – 2” ) =/ დი დი თ ჩი) +- / ი 8.+ (X ი, ჩი)» 

”-9) = თნ ჩას (-%- # -%XL ) = /,დ დი #ი ჩა + /,5 94 (4, ჩა, 

|= ჩრ 0,6 ჩი. (40 = ჩი. ნათე) + / ებდა > (XC, წა), 

| – –- დ L (%ა:Cთი,8ი), (+ მ I, =//ყდ 5 (Xე,თ0,8ე) +/ც” დ. 8 (Xა,Cთი, ში), 

.   

თუ ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ რვ ფორმულებში და მიღებულ დეტერზი– 
ზანტს დავშლით პირველი ორი სვეტის მიხედვით, ასეთ გამოსახვას „მივიღებ თ: 

ჩMა= –'. /" დ8 -L /, დვ,, 9 
–- დი (X,, თა; მა) დ= (X,: თი ცი) –ჩწდიგ I IM დგ +/ე) C8+> 

7#6+)/ყ--/5–7% /V ი 7/V _. 

XV» 98, ” თ? + /ყი დზ., 9 7 7 

-Cდი (XI, C, ჩწი)დს (“ითი მი)| MC... 09 და 19899“ 
ბახათიბი) ” 76-+1 ი /ყ--/ აწე ი # 

_ რთი იყ დი 4-/ყბდ>= ; _ 
–-Lთე (X,)რი; 80)? (2: თე, მა) |“ 7M%8) 9, Vყთნ “+ /ყ2მ დი > 

ა“. . 7++7% /ი-–- + /ი/V) # # 

_ /VC= 7VV ფთ “L / „მ დი ,, 9 

-Lდე (2:);Cთი;80)დ ს (2:,C0,80) –/ჩი+ 0, ჩოდ> +/ყმთი >   /++)"ი)/" –/.-- 3 0/ი /”  
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(უმ.15)-ის (პჰ) ფორმულების ანალოგიური ფორმულების მიხედვით უკა- 

ნასკნელი განტოლება შემდეგ სახეს მიიღებს: 

ჩXა= –-C+ ე) ჩ-ი–1% /) L/„ყბ (0 20) + ებ. (X, X-)1I/V/ 2 (ჯი, ჯი) + 

+/,!-V+ (29;X) 1+/ს” 405, 20) I/ 4 (2: 0) + 2 ბ, (+, X:)1–– 

–/ჯ ბ (+, ი) | /ყ ბ (XI, 20) + / ი 4, (Xც X0)1- 
თუ მხედველობაში მივიღებთ („მ.15)-ის შედეგებს, ასეთი დასკვნა ჩამო- 

ყალიბდება: 

იმისათვის, რომ თ,3,თ,3 დაწ, სიდიდეები ცალსახად იყოს 

განსაზღვრული აუცილებელია, რომ კიდურა 7, და X», წერტი- 

ლები შეუღლებულ წერტილებს არ წარმოადგენდნენ. 
თუ ეს ასეა, არსებობს ერთადერთი წყვეტილი ექსტრემალი, რომელიც 

#, და L, წერტილებს აერთებს. წყვეტის წერტილის წე აბსცისისათვის გვექნება: 

6ე = / (წ, 1, ნი; შ2)ს 
სადაც # თავისი არგუმენტების უწყვეტ ფუნქციას წარმოადგენს. 

თუ გავიხსენებთ („?.13)-ის შედეგებს, ამის მიხედვით ასეთი დასკვნა მი–. 

იღება: არსებობს ცალსახა თანადობა წყვეტილი ექსტრემა– 

ლების კიდურა წერტილებსა და ამ ექსტრემალთა გადატე- 
ხის წერტილებს შორის. 

თუ წყვეტილი ექსტრემალის განტოლებებში, რომელიც 4 და 8 წერტი– 
ლებს აერთებს, სახელდობრ შემდეგ განტოლებებში: 

= დ თ, 8), §,  ჯ< წ-4, 

_ 7 დ(, C, 8), ხე < ჯ = წე, 

ჩავსვამთ თ, 8, თ, 8 სიდიდეთა ნაცვლად მათი გამოსახვებს წ,, წ»; წ), ჟე ცვლა– 

დების საშუალებით, მივიღებთ შემდეგი სახის განტოლებებს: 

_ დთ(X; Cს 91) წა, შა), 

7 დ (>; 51, 91) ნე» 92) თ) 

მაშასადამე, / ინტეგრალი აღებული ასეთ ექსტრემალზე, 4 წერტილიდან # 

წერტილამდე თვითონაც ამ წერტილების კოორდინატების ფუნქციაა, ე. ი. 

1 =ILCნ,, 1, 6, შა) 

ესაა წყვეტილ ექსტრემალთა ველის ინტეგრალი ანუ მოკლედ წყვეტილი ვე- 
ლის ინტეგრალი. 

4 და 8 წერტილებში #, და #, მხებთათვის შესაბამისად (დ) განტო–- 

ლებებიდან მივიღებთ, რომ: 

გ, = დ, (6,;ნსუსნსშე) #ა = 5), (§:; 6, 71) ნე; შე2)- 
მარტივი გამოთვლების შედეგად I ინტეგრალის კერძო წარმოებულები- 

სათვის შემდეგი გამოსახვები მიიღება: 

მI 
ნ, = –I(/ (6, უა ჩ,) – #, // (60 9V #)) ს 

1 
მI : 

ში, = – //(ნ,ც7I, MI)
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== / (6, 9))'X%) – ჩი ე (6; 712: #5); 

მI - 
ძის. ი (6: 9; ჩი), 

ამგვარად, წყვეტილი ველის ინტეგრალის პირველი რი– 

გის წარმოებულებისა და უწყვეტი ველის ინტეგრალის იმა– 

ვე რიგის წარმოებულე ების. გამოსახვები ერთიდა იგივეა. 

I. საკმარისი პირობები 

#ტ. შედარების წყვეტილი მრუდები 

21. წვნასწარი ფორმულები. ვთქვათ 

7 =1(C%%თ) Lთ» 
მოცემული პრობლემისათვის ექსტრემალთა (ეილერის მრუდთა) რაიმე ოჯა- 
ხია. ამ ოჯახის მრუდთა არეში 1» (», თს წარმოებული ნულისაგან განსხვავე–- 
ბულია და, მაშასადამე, (თ) განტოლება ყოველი ორაზროვნობის გარეშე ამოი– 
ხსნება თ ცვლადის მიმართ, სანამ (ჯ, ჯ) წერტილი ველში რჩება. 

ვთქვათ ეს ამონახსნია: 
თ = თ(X, 7). 

ამრიგად, ჩვენ გვექნება შემდეგი წარმოებულები: 
0თ ძ 
ი ლა –, “–- =– (26). 
იჯ წ»თ ძ => 

სადაც V აღნიშნავს იმ ექსტრემალის მხების საკუთხო კოეფიციენტს, რომელიც; 
#ს#(C”/) წერტილზე გადის, რაც იმას ნიშნაეს, რომ 

7» 5 X–(> თ(2,2)): 
(24) ფორმულის მიხედვით / ფუნქციის კერძო წარმოებულებისათვის შემდე– 
გი გამოსახვები გვექნება: , 

9. =V"- „99. 27%. (25) 

0X 1 მ) 7 
სადაც შტრიხი აღნიშნავს ჯ ცვლადის მიმართ გაწარმოებას. 

ახლა განვიხილოთ სწორედ ის ოჯახი ექსტრემალებისა რომლებიდლ 

მკვიდრ #, წერტილზე გადიან და მოცემულ #,IM ექსტრემალს გარს ეკვრიან. 
ეს ოჯახი ასე აღვნიშნოთ #(#.). 

(ფმ.15)-ის (3) ფორმულების ანალოგიური ფორმულების მიხედვით გეექ- 

ნება, რომ: 

29 __ ა,(», 2). 

3 ბ 04) 
I ინტეგრალი ერთ-ერთ ასეთ #X, ს ექსტრემალზე წარმოადგენს #(> XX» 

წერტილის კოორდინატების ჰამილტონის I/7(»,X») ფუნქციას. 

ჩვენ უკვე მიღებული გვაქვს M7 ფუნქციის პირველი წარმოებულების 
ფორმულები: 

    

0I/”/ მIM” 
–-=-7 ცს ““–=//. 

ძV
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ახლა მოვძებნოთ იმავე I” ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებულები, 

დავწეროთ: 

ი'ყM  ძ , ივ 
ის თ –აი = ნნ წიღ ილ) ე 2. 

თუ მხედველობაში მივიღებთ (25) ფორმულებსა და ეილერის განტო- 

ლებას, აქედან გვექნება შემდეგი: 
ზI/7 2 XI აასს + )ტი ნეში ელლი, 

    

ძ;? (XX) 
ანალოგიურად მოიძებნება მეორე რიგის დანარჩენი წარმოებულებიც: 

აბ” ,. 4+-(X, 2)) 
ძX0) = წს“- /V 7/V ბ ცა ჯე) ბ 

24% 4. 4» (+, 7) ჩჯ.). =/ ა-ა) 
ახლა ავიღოთ ორედ ის ოჯახი ექსტრემალებისა, რომლებიც 1 წერ- 

„ილზე გადიან და MX"IX, ექსტრემალს გარს ეკვრიან. ეს ოჯახი იყოს XLL,). 

მივიღებთ ანალოგიურ ფორმულებს: 

ძI ძI 
“ე: “7177 “ე ––/ 

  

  

  

ძჯX 

<5 =–-/ + წ-ი ს ე ღლე 
--- 1477 +7VV" აო) 

3 რიგად“ 
ამის შემდეგ გადავიდეთ საკმარისი პირობების მოძებნაზე. 

22. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ვაიერშტრასის მეთოდი საკ- 

მარის პირობებს მხოლოდ იმ მეტად კერძო შემთხეევაში იძლევა, როდესაც 

შედარების წყვეტილი მრუდის გადატეხის წერტილები შეუღლებულ LL მრუ- 
დებზე იმყოფება. სწორედ ამიტომაც ჩვენ მათ ვიპოვით უფრო მძლავრი ხერ– 

ხით, რისთვისაც დაგეჭირდება I” და I7 ფუნქციათა მეორე რიგის წარმოე- 

ბულები1). 
შემდეგში მუდამ ნაგულისხმევი იქნება, რომ ჩვეულებრივი მინიმუმის პი- 

რობები შესრულებულია მკაცრი სახით. ავაგოთ ჯ#(Cს,) და #(C) ოჯახები. 

X#% წრის ყოველი წერტილი შეერთებულია 7, წერტილთან პირველი ოჯახის 

ეესტრემალით და ასევე, #ი წრის ყოველი წერტილი შეერთებულია #X წერ- 
ტილთან მეორე ოჯახის ექსტრემალით (იხ. 8). 

1 იხ. I1)1L65ძ (070, IX”2952C1005 0! :ს6 #ტილIICვ2ი Mე(I). 50C. 1910.
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განვიხილოთ ამ ორი წრის წყვილი MC) და XL(2:, 7) წერტილი, რო- 
'ჰელთაც ერთი და იგივე 2: აბსცისი აქვთ. წყვეტილი ს მრუდი, რომელიც ამ 
“ოჯახთა #,# და LV, ექსტრემალებითაა შედგენილი 1 ინტეგრალს უფრო მცი– 
-რე მნიშვნელობას ანიჭებს, ვიდრე ყოველი სხვა მისაღები წყვეტილი წირი, 
რომელსაც გადატეხის იგივე IC # წერტილები გააჩნია. მაშასადამე, საკმა-- 

რისი პირობების მოსაძებნად საკმარისია / ინტეგრალის მნიშვნელობა # მრუ-- 
«აზე შევადაროთ იმავე ინტეგრალის მნიშვნელობას წყვეტილ წებ ექსტრემალზე. – 

      

_– 

+
 

ეღ
ეღ
ე_
–_
_-
--
დღ
დ_
ღ_
_<
- 

0
 

ღ
ა
 

“ 

% 
„
ი
 

–ჰ 

/ 
2
 

' 
ა
ს
ა
ვ
ა
ლ
 

წ ს 
2
.
 

V 

პ
ა
ც
 
ე
ე
ე
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ნახ, 8 

მაგრამ 1 ინტეგრალი  წირზე წარმოადგენს ჰამილტონის #” და I 

'თუნქციების შემდეგ ჯამს: 

: I = MM (>, 7) ++ 76. 7). 
მაშასადამე, +Xი; 20, 7ი მნიშვნელობებთან საკმაოდ მახლობელ ყველა Xჯ, #, # 

' მნიშვნელობისათვის უნდა გექონდეს უტოლობა: 

ტI = 18 –- 16, =IV (>, 2) +IV (5 7) – XV (+, 70) –– IV (Xი, 7)>9· 
ვთქვათ: 

X=X+თ 1=კჯX+წ 7=170+ჩ. 

თუ IM” + I ჯამს დავშლით თ, 8,8. სიდიდეთა ხარისხების მიხედვით 

:გვექნება შემდეგი გამოსახვა: 

ძო” ძი მ” –ძI” 52 2# + 268 ებ” 
  

  

ლიე ის რში. შის მამუ 
ძ?M „თ ი02--- +წ + ვ +2წ –-+წ ი ა +C88)» 

სადაც (თ, ჩ, 8). აღნიშნეს მესამე რიგის წევრთა ერთობლიობას,
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ერთხელ და საბოლოოდ შევთანხმდეთ შემდეგ აღნიშვნაში: 

  
  

  

_ I” 0?) აპ? ძპ1M7 
0(თ 8.8) = 91 => + 2 : : (თ, 8, 8) თ8 მ>ემი + 8 მ? +თ ეა 

–_ ცებ) _. ბპ 
2 2, 

10200 ემი ძუ! 

თუ მხედველობაში მივიღებთ პირველი რიგის წარმოებულთა ფორმუ- 

ლებსა და ძირითად (7) პირობებს, შეიძლება იმის დამტკიცება, რომ #/ და- 

შლაში პირველი რიგის წევრები ისპობა და, მაშასადამე, ადგილი დაურჩება. 

შემდეგ ტოლობას: 

#I = _ 6 (თ, 8, 8) + (თ, ჩ, ზე. (26). 

23. ახლა ჩვენ დავამტკიცოთ შემდეგი თეორემა. 

თეორემა: თუ II, III დაIV აუცილებელი პირობები შესრუე- 

ლებულია მკაცრად, მაშინ ყოველთვის ადგილი აქვს უტო– 

ლობას: 

0(თ.8. 8) >9, 

როგორიც არ უნდა იყოს თ, 8, 8, გარდა ყველა ნულებისა. 

დამტკიცებისათვის ყოველთვის შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ თ 53 0. 

მართლაც, დავუშვათ, რომ «=0, მაშინ: 

0" IM ძ?I7 
08(0, ზ, 8) = 8. –––– +ყწ!' 

ძX თა 

მაგრამ I” და MI” ფუნქციების მეორე რიგის წარმოებულთა ფორმუ- 

ლები ასე წარმოგვიდგება: 

  

ე?|I” 4.(Xი 2) I” _ 4. (+ 9). 

7 – ი ტ (2, %,) 7 "მწი. ““”“ +#/ ' ტ(2:0 24.) 

თუ მხედველობაში მივიღებთ („9.11)-ში ნათქვამს და (7), (7) უტოლო- 

ბებს, აქედან გვექნება ასეთი უტოლობანი: 
37 2I/ >” თ 
91% 07“ 

მეორე მხრივ (8, 8) (0, 0) და, მაშასადამე, ყოველთვის გვექნება უტო- 

ლობა: 

  

0(9,3,8) > 9. 
ამრიგად დავუშვათ, რომ თ3-0. ჩვენი 06 ფუნქცია წარმოადგენს ორ: 

კვადრატული ფორმის ჯამს. (27) უტოლობის თანახმად იგი შემდეგ, 

სახეზდე მიიყვანება:
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( ძ?M7 +971) '( ა? 1 2#Mჯ ), 
_ თ + 

0(“8,8 => 0%:0X 0» მემ ს ძX__ 

ი” მM 
ძემ. ფის 

ძ1M” ძი” _ 0?1M7 –-) 21VV ებ _ პა 28 
+ 02: "ძე: ძენ _ _0>%:0X% (29) 

    

  

2 L 0მXა ძა __ ს __0#0070 "ძევ. “ი”. (ა). 
“თM - 
“' მ” ” 

0» 
"მწ. 

განვიხილოთ ფრჩხილებში ჩასმული ჯამი. თუ ამ ჯამში შევიტანთ მე- 
«თორე წარმოებულთა მნიშვნელობებს, (#0.16)-ის აღნიშვნათა თანახმად გვექნება 

შემდეგი: 

  

  

ძ'M” ა'IM” ( ძ?I” 1) 0'VV 0?IM ებIV 1 
3 ო · უფ. " – მე 02 · 02:00)/0 2. ით 0%# + 9X007%ი =7()- XC.) 

ძ?” ძ1I7 
? ი 0X 9”? 

ჩვენ ახლავე დავინახაკთ, რომ მარჯვენა მხარეში I (X,) – # (+) სხვ»- 

თობა მუდამ დადებითი რჩება, როდესაც უკიდურეს LL; და L, წერტილთა 

აბსცისები III და IV პირობებს აკმაყოფილებენ მკაცრად, ე. ი. როდესაც შეს- 

რრულებულია შემდეგი უტოლობანი: 

2 <. X. > > ჩი- 

მართლაც, (#მ.16)-ის მიხედვით ამ შემთხვევაში კიდურა #, და #, წერ- 
“ტილებს შორის უკვე არა გვაქვს შეუღლებული წერტილები. მაშასადამე, რო- 

დესაც ჯ = Xსც # == ჯX, შეუძლებელია შესრულდეს ასეთი ტოლობა: 

XC0 – #”(C =90. 
მეორე მხრივ, 7 (1) –»”»() სხვაობა ჯ ცვლადის ზრდადი ფუნქციაა და 

„კლებადია #-ის მიმართ. ამას გარდა, იგი უწყვეტია იმ შუალედებში, რომლე- 
ბიც III და IV პირობებითაა განსაზღვრული. მაშასადამე, აღნიშნული სხვაობა 

მუდამ ინარჩუნებს ნიმანს, როგორიც არ უნდა იყოს მნიშვნელობათა წყვი– 

ლები: 2: = %X,, ჯ = %. 
მაგრამ თუ 21=2: >/ა ადგილი აქვს უტოლობას: 

7 + 21% / 1 0) >// + )-/ = 1X%0); 
„მაშასადამე: 

1 (7) ––1 09)>9, 
საიდანაც ვღებულობთ დასკვნას: 

LC) – I(CC)>0, 2= 2, #=Xე. 
მით უმეტეს, შესრულდება შემდეგი უტოლობა: 

1) 1 (+) >9. 

ახლა დავუბრუნდეთ (28) განტოლებას. პირველი ორი წევრის ჯამთ
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არასოდეს უარყოფითი არ არის. აღვნიშნოთ ეს ჯამი /2?-ით. ამრიგად,. რო- 

გორიც არ უნდა იყოს (თ,8, 8) 9- (9,0, 0) სიდიდეთა სისტემა, ჩეენ გვაქვს, 
უტოლობა: 

0(თ.8; 81)= (I(X,)–– I (X)1 თ: + #2? >0, 
ამით ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. 

23". ახლა ავიღოთ ისევ (26) განტოლება. შეგვიძლია თ, 8,8 იმდენად. 

მცირე ავიღოთ, რომ იყოს შესრულებული მკაცრად უტოლობა: 

41=ა –1V = > 0(თ,8,3)+ (თ, 8, 3). > 9 

ყოველივე წინათქმულის საფუძველზე შემდეგი დებულება ჩამოყალიბდება:: 

წყვეტილი ჯი ექსტრემალი / ინტეგრალს ძლიერ მინი- 

მუმს მიანივებს შედარების წყვეტილი მორუდების /გ ველში, 

თუ შესრულებულია ჩვეულებრივი მინიმუმის ყველა პირო: 

ბა და ამასთან L IL III I/ პირობებიც (სამი უკანასკნელთ 

პირობა მკაცრად), 
24. ახლა შეგვიძლია მოვძებნოთ: 

4)1=1ს “IV, 

სხვაობის ქვედა ზღვარი. 

თუ გამოვიყენებთ ტეილორის ზოგად ფორმულას და დაშლას. განვაჯ.- 

რძობთ მეორე რიგის წევრამდე, ეს ტოლობა ასე გადაიწერეზა:: 

აI= 18(8წ= 3 (IC) %C.)) + /> L 
სადაც შემოღებულია აღნიშენები: 

(5) -– 71%) =(7(X)-– 7CX)) X, + 99, 
პჯ) +9ჩ 
32% + 3” 

= IM) X + ში ? 
% +429". 
20 + 98 

ე. ი. მეორე რიგის წარმოებულებში ჯე, 2) 79 შეცვლილია შემდეგი სიდიდე– 

ებით: 2ა=38-თ, 1 + 98, 7 + 8”. 
ვინაიდან II და M ფუნქციების მეორე სს გესულეეი მათი არგუმენ- 

ტების უწყვეტი ფუნქციებია ველში, ამიტომ თ, 8, 8 შეგვიძლია იმდენად. 
მცირე ავიღოთ, რომ სიდიდეებს: 

  

– => ი?I7 ა. IM7 
–1C(5 –--, · 29 /თ)– 7 წთ თ, ( 

იგივე ნიშანი ჰქონდეს, რაც აქვთ შემდეგ სიდიდეებს: 

0'I/ 01IM/ 
1() –IX>,), “მავ. “მ” 

ი ი
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როგორიც არ უნდა იყოს თ,8,8-ის ნიშნები. 
(29) სიდიდეთაგან უმცირესი აღვნიშნოთ 2ჯა-ით, მაშინ გვექნება: 

ტI = > 68 (=.8,8)= (ან), 

სადაც ზოგად შემთხვევაში 6? არის თ? (თ==-0), ხოლო კერძო შემთხვევაში კი, 

როდესაც თ ნულია, იგი უდრის უდიდესს 81, §? სიდიდეთაგან,. 

ამგვარად შეგვიძლია შემდეგი დებულება ჩამოვაყალიბოთ: 

თუ შედარების წყვეტილ წირს # არეში აქვს გადა- 

ტეხის #(Xა-+თ, ++ 8), IMLX-+თ, ჯ+8) წერტილები, მაშინ ამ 
მრუდზე | ინტეგრალის მნიშვნელობასა და წყვეტილ V-ი. 

ექსტრემალზე იმავე ინტეგრალის მნიშვნელობის სხვაობას 

გააჩნია დადებითი ქვედა ზღვარი, ესაა «620, სადა. 6 სიდიდე 

წარმოადგენს ერთ-ერთ თ,წ,ს ვარიაციათაგანს. 

#. შედარების უწყვეტი წირების შემთხვევა 

25. L, ველი. ახლა შევადაროთ ჯ ინტეგრალის მნიშვნელობა უწყვეტ- 

მისაღებ /,„ მრუდზე იმავე ინტეგრალის მნიშვნელობას წყვეტილ #ე ექსტრე- 

მალზე. ვთქვათ წელი უწყვეტი მრუდია #. არეში, რომლისაკენაც მიისწრა- 

ფვის (XL) მიმდევრობა. ისე, როგორც (/მ.5)-ში, მივიღებთ რომ: 

რ))=სე I, =16 –I9) +Cს; – 5). (30). 

L და 3? მრუდების განტოლებები შესაბამად იყოს ჯ= =7(X) და 7” =თ„ა(ე. 

ვთქვათ ამას გარდა. L მრუდის გადატეხის წერტილები ასეა აღნიშნული: 

XIX Cა + თ, % + 8), 'M(2ა”-LCთ, %+ წ). 
დავუშვათ, რომ მინიმუმს ადგილი აქვს შედარების წყვეტილ მრუდთა. 

#ა არეში. თუ გამოვიყენებთ (ცზ.24)-ის თეორემას, გვექნება: 

1 .– – 
1-ს =- 0(V, ზ.ზ.) >9- 

ამის · შემდეგ, (30) განტოლება შემდეგნაირად დაიწერება: 

V 

„=10666+| /C იდა, 5 აარ //თ წლ), 7დე)რ. 
X, 

იმის მიხედვით, რაც (#9.3)-ში იყო ნათქვამი, ეს განტოლება შემდეგ= 

სახით წარმოგვიდგება: 

%-+წ6ი 

ბI.=--9(C,წ,8) + | #C, თი (20,Cთ»(2))ძ+:-L(6»), 

“ი“-8M 

სადაც ჯა = ე + თ, ხოლო (-,) წარმოადგენს სიდიდეს, რომელიც ნულისაკენღ 

მიისწრაფვის 6,-თან ერთად.
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ამრიგად მინიმუმის საკმარისი პირობა /“, ველში შემდეგნაირად გამოიხა- 
ტება: 

პან" 
1- 5 L – – ი 

_6C885>- | /Cი5,C),ი-დი)რი+Cა, ფა 
“იწ. 

ამ უტოლობის პირველი წევრი დადებითი მუდმივია და დეა? სიდიდე- 

ზე ნაკლები არ არის, ამასთან ყე და § იმასვე აღნიშნავენ, რასაც („მ.24)-ში, 

რაც შეეხება უტოლობის მეორე ნაწილს, იგი ნულისაკენ მიისწრაფვის 

3, სიდიდესთან ერთად. მაშასადამე, მოიძებნება დადებითი V რიცხვი ისეთი, 

რომ ყოველთვის, როდესაც #>#, ადგილი ექნება შემდეგ უტოლობას: 
“ი4+ ჯი 

I #C თი (637 თ'ი(2))ძX-+- (8) <- ჯდე6?. 

|4ი–წი 
  

ამგვარად ჯ რიცხვის იმ მნიშვნელობისათვის, რომლებიც # რიცხვს 

აღემატება, (31) უტოლობა ყოველთვის შესრულებულია. 
26. L ველი. ახლა შევადაროთ 1 ინტეგრალის მნიშვნელობა მიახლო- 

ების მრუდზე იმავე ინტეგრალის მნიშენელობას წყვეტილ ექსტრემალზე. 

  

MX 
'! 

49 MX | 
“ა 

I 4 
I 

ჩი 
|. > 
I % 

I 
' “> ქე 

ნახ. 9 

ვთქვათ 2, ასეთი წყვეტილი მრუდია და მისი განტოლება შემდეგია: 

+ = დი (2). 

ეს თ»(:) ფუნქცია აკმაყოფილებს (24) განტოლებას, 

ვარდნის შუალედი ასე აღვნიშნოთ: (Xა-, +046), ხოლო 1 მრუდის 
<ს შერტილები, რომელთაც ჯებ და ჯXა-L6. აბსცისები აქვთ, იყოს შემდეგი: 

#Cა ნი 10 + ვ) XM(X-+5,, 27% -L ()- _ 

ვთქვათ #,# არის ექსტრემალი #IC#V,) ოჯახში და ასევე ##M,)- ექსტრე- 
გალი #(M.) ოჯახში. შევადგინოთ მიახლოების L„(#,M##I,) მრუდი, რომე- 

ლიც 7. მრუდს შეესაბამება (#9.3).
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ცხადია #, ველში საკმარისი პირობების მოსაძებნად, საკმარისია I ინ- 

„ტეგრალის მნიშვნელობა ს) მრუდზე შევადაროთ იმავე ინტეგრალის მნიშვნე- 

ლობას /#» მრუდზე. 

მაგრამ ადგილი აქვს ასეთ ფორმულას: 

„ბ! =Iი –I9, = IM7/ (+) ნი, 1 + ჩ)-- MX + ბი, წი 8)–– IC), Xი)–– 
X +686. 

ო” (32) 

თუ I+ M” ჯამს გავშლით 658.8. სიდიდეთა ხარისხების მიხედვით, 

“მივიღებთ შემდეგ გამოსახვას: 

  

              

იძ”. ბM 
#7 Cიი – წის 29 + 8)+ (> 1-6»ა, X0ი+M)= IIICCა; 70)“C წელი შ0)--ნი -- 19% მა 

_. 60% 
– ი” 0?M”/ ძ?M” ი?I7 თM , +ზფ-+წ7-1+- (>. ლ, 2 ოი 842 + ი ა, + 

_ აიმ 35 ძა 

თ?I7/ – იზ” – 
2 ბი: 2 ; ზ)ვ- +2- ვ თმ+5ჯ 0 8, მ) 

მეორე რიგის წევრთა ერთობლიობა ზუსტად გვაძლევს შემდეგ სიდიდეს: 
0(–-6ი, 8, –– 8). შევიტანოთ ამ ფორმულაში პირველ წარმოებულთა მნიშვნე- 
ლობანი. მაშინ, თუ ვისარგებლებთ ძირითადი (I) განტოლებებით, (32) განტო- 
ლება შემდეგნაირად გადაიწერება: 

%Xა+65” 

#1, = – Iიი–-Iინა = | # (2 თ» (::), თ» (2) ) ძX –– 26წ / (20; 1 1'ი)-> 

+ -წი 

+--0C-+8 - გ. 
განსახილავ შემთხვევაში «„ არსებითად დადებითი სიდიდეა, მაშასადა- 

შე, („ბმ.24)-ის თეორემის თანახმად 8 სიდიდის ქვედა საზღვარია ჯე 62, ე. ი. 

1. = 
ი 0(– ი, ვ, –– 8) 5= ინი”, 

სადაც ჟა წარმოადგენს დადებითი ICV)-–-X(C) სიდიდის მნიშვნელობას. 
ახლა შეგვიძლია # ველისათვის ჩამოვაყალიბოთ მინიმუმის საკმარისი 

პირობა: 

ა, არსებითად დადებითია, თუ ჯ რიცხვის გარკვეული 

მნიშვნელობიდან მოყოლებული ადგილი აქვს უტოლობას: 

2018" 

| #C თი (2), თ” (X) ) ძX = / CXი 70; 370) (C) 

ინ"
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ყოველი თა() ფუნქციისათვის, რომელიც (4) განტოლებას 

აკმაყოფილებს. 

კერძოდ, თუ ამ უტოლობის მარცხენა მხარის ზღვარი არსებობს, საკმა- 
რისი პირობა ყოველი თ»(2) ფუნქციისათვის, რომელიც (4) განტოლებას. 

აკმაყოფილებს უფრო ზუსტი სახით შემდეგნაირად წარმოგვიდგება: 

ჯაზი 

: 1 (.. 
„9 -- 1 , (+, თი (2), თ" (7) ) | > »7(CX, X»90: Xი). (CI) 

შა“, 

საეჭვო შემთხვევაა, როდესაც გამოსახვა: 

%-+L+ LC 
1 
2 | # (2 თი (1), Cთ'» (+) ) ძX –– / (+: 70; 7 ი) 

Xგ–-ნ 

ნულისაკენ მიისწრაფვის ისე, რომ მისი მნიშვნელობანი შესაძლოა უარყოფი- 

თიც იყოს. მაგრამ თუ ეს მისწრაფება ხდება დადებითი მნიშვნელობებით, 

შეგვიძლია დარწმუნებული ვიყოთ, რომ #4ტ/ დადებითი იქნება. 

27. წინა ორი პარაგრაფის შედეგები შემდეგნაირად ჩამოყალიბდება: 

თუ წყვეტილი #ა წირი (ა ველში მინიმუმს ახორციე- 

ლებს,იგივე წირი / ინტეგრალს უფრო მცირე მნიშვნელობას 

მიანიჭებს, ვიდრე 

1. ყოველი სხვა მრუდი #; ველისა, 

2. ყოველი სხვა მრუდი XL, ველისა, როდესაც ამას გარდა. 

შესრულებულია (C) პირობაც, 
მეორე მხრივ, მიახლოების წირები I ინტეგრალს ანიჭებენ მნიშვნელო– 

ბებს, რომლებიც რაგინდ ახლოს იქნებიან /ი, მნიშვნელობასთან. 

ამგვარად, როდესაც მინიმუმი განხორციელებულია IL ველში და ამას 

გარდა (C) ან (C,) პირობა შესრულებულია, ადგილი აქვს შემდეგ სამ გა- 
რემოებას: 

1. უწყვეტი მრუდი / ინტეგრალს მინიმუმს არ ანიჭებს, 

2. არსებობს უწყვეტ მრუდთა ველში / ინტეგრალის 

მნიშვნელობების ქვედა საზღვარი, 

3. ექსტრემალური წყვეტილი ჯე მრუღი სწორედ ის 

მრუდია, რომელზედაც / ინტეგრალს მინიმალურ მნიშვნე– 

ლობად ხსენებული ქვედა საზღვარი აქვს. 

ახლა განვიხილოთ მხოლოდ წყვეტილ მრუდთა ველი. ზემოთქმულის მი– 

ხედვით შევნიშნავთ, რომ შედარების წყვეტილ მრუდთა ჯა ველის როლი მხო– 

ლოდ დამხმარეა. ამ # ველის შემოღებამ საშუალება მოგვცა მოგვეძებნა 

აუცილებელი და საკმარისი პირობები იმისა, რომ უწყვეტ მრუდთა ველში | 

ინტეგრალის მნიშვნელობათა ქვედა საზღვარი არსებობდეს. 

წყვეტილი ჩ, წირი ჩა ველისათვის წარმოადგენს ჭეშმარიტ წყვეტილ- 
ექსტრემალს, მაშინ როდესაც უწყვეტ მრუდთა ველისათვის იგივე წირი მხო–
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ლოდ ზღვრული წირია ანუ ლიმი ტალია, რომელიც IL ინტეგრალს ამ ქვე- 

და საზღვრის მნიშვნელობას ანიქებს. 

ამრიგად, განსაკუთრებულობის იმ შემთხვევებში, რომლებიც ჩვენი შე3მ- 
თხვევების მსგავსია, ვარიაციათა აღრიცხვის საგანი უნდა განვიხილოთ #/ ინტე- 

გრალის ქვედა საზღვრის არსებობის აუცილებელი და საკმარისი პი რობე- 

ბის ძიების თვალსაზრისით, ე. ი. იმ თვალსაზრისით, რომ დამხმარე ველის. 

ექსტრემალი ამოცანისათვის ჭეშმარიტ ლიმიტალს წარმოადგენს. 

III. V ფუნქცია 

28. გადატეხის წერტილებისათვის ზევით ნაგულისხმევი იყო შემდეგი-- 

უტოლობის შესრულება: 

+115 ჩ--/5-7/ე > 0. 
ახლა გამოვარკვიოთ, არსებობს თუ არა წყვეტილი მძლავრი ექსტრე– 

მალი საწინააღმდეგო შემთხეევაში, ე. ი. როცა: 

#++ 1 ი/9 – /4-- 2%// < 0. (33) 

განვაგრძოთ ჩე და Mაჩ, ექსტრემალები. პირველი # წერტილის 
მარჯვნივ, ხოლო მეორე ჯე წერტილის მარცხნივ. (7) პირობების მიხედვით, 

ჩვენ მივიღებთ ახალ წყვეტილ ექსტრემალს: 
#5 (#,, IX IL). 

ჩვენ ახლავე დავინახავთ, რომ სწორედ ეს არის ის წყვეტილი ექსტრე- 

მალი, რომელიც (33) შემთხვევაში მძლავრი ექსტრემალია. 
მართლაც, თუ ისე ვიმსჯელებთ, როგორც (#მ.10)-ში, მივიღებთ შემდეგ 

ფუნქციას: 

76) -ი თი 0,7 _” CI, 7 (20 )45, 

სადაც 7) წარმოადგენს #, წერტილის აბსცისს ხოლო 2 კი 47, წერტი– 
ლისას; 2 აკმაყოფილებს შემდეგ უტოლობას: 

(%–– 201 < (ნ, 
1(#) ფუნქციას უმცირესი მნიშვნელობა უნდა ჰქონდეს, როდესაც ჯ=Xა, 

მაშასადამე, 

I(CX)=0, 1”(X)) =0. 
(I) განტოლებათა ძალით ადგილი აქვს X («ა) =0 ტოლობას. მეორე პი- 

რობას მივყევართ შემდეგ უტოლობამდე; 

#+ 1 /ს- /6-– 97ი/, < 0. 
სწორედ ეს იყო დასამტკიცებელი. 

ვთქვათ ჩვეულებრივი მინიმუმის აუცილებელი პირობები ი L, და L, #.. 

ექსტრემალებზე შესრულებულია. არლი თუ ფუნქცია: 

7 = +) – – 7%/ს
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დადებითია LLC. %ას წი: ა ჯა) მოუდისათვის, მაშინ # ექსტრემალი მძლავ– 

რია, ხოლო 7ე) ექსტრემალი სუსტი. თუ იმავე მნიშვნელობაოათვის აღნიშ- 

ნული ფუნქცია უარყოფითია, მაშინ #ე ექსტრემალი მძლავრია, ხოლო #5 
კი სუსტი. საეჭვოა I”=0 შემთხვევა. ასეთ შემთხვევაში საჭირო ხდება 1. 

ანდა 100 ფუნქციის უმაღლესი რიგის წარმოებულთა განხილვა, ჯ = X- წერ- 

ტილზე. 

IV. მაგალითები 

29. საძიებელია შემდეგი ინტეგრალის მინიმუმი: 

= ლ– + 1)" ძი: 
–I 

იმ მისაღებ მრუდთა შორის, რომლებიც აერთებენ ორ 

ნ, (–-1, –!) და #.)(1,1) 
წერტილს. 

აქ ეილერის განტოლება წრფივი განტოლებაა + და ” წარმოებულთა 

მიართ: 

ე? + L 2X1)/ = 0, 
მისი ზოგადი ინტეგრალია: 

1=29+-+- 
ჯ 

ანას გარდა გვაქვს კიდევ კერძო ექსტრემალი »ჯ=0. ამგვარად არ არსე- 
ბობს არც ერთი უწყვეტი ექსტრემალი, რომელიც ს, და IX» წერტილებს 

აერთებდეს. 

მაშასადამე, განსახილავ ამოცანას უწყვეტი ამონახსნები არ გააჩნია. 

განვიხილოთ წყვეტილი ამონახსნები. აქ საქმე გვაქვს გამონაკლის შემ- 

თხვევასთან, რადგან არსებობს მისაღები წყვეტის მხოლოდ ერთი წერტილი 

%ჯ-=0. (2) პირობა შესრულებულია #- სიდიდის მხოლოდ ამ მნიშვნელობი- 

სათვის. („”) განტოლებები შემდეგი სახით ჩაიწერება: 

XC” + 11=0, XC" +7) = 90, 

ჩჯ = 0. 

ამგვარად საძიებელი წყვეტილი ექსტრემალი შედგენილია X»ღერძის პარალე- 
ლური წრფეების ორი შემდეგი მონაკვეთისაგან: 

#= --1, –1=X<0, 

(#.) X=+)1) 0<7ჯ5 +L1. 
სწორედ ამ წყვეტილ წირზე აღწევს I ინტეგრალი თავის ქეედა საზღვარს. 

ახლა შევაზოწმოთ, რომ არსებობს მიახლოების მისაღები უწყვეტი 2, 

წირები, ე. ი. წირები, რომლებიც ძირითად (4) პირობას აკმაყოფილებენ. #ჩა 
ექსტოემალის #,#, და I). შტოებზე ავიღოთ ორი #,(--8, ––1), 8 (+656, +1) 

1 ჩვენ განუტილავად დავტოვებთ შემდეგ განტოლებებს: XV -L- » = 0, XX -L X=0, რად- 

გან ისინი არ გვაძლევენ მისაღებ წყვეტილ ექსტრემალებს. 

საიდანაც!
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წერტილი და შევაერთოთ ისინი 48 წრფით. ამგვარად ჩვენ შევადგენთ 
მიახლოების უწყვეტ ჯ» წირს. I ინტეგრალის მნიშვნელობა 21, წირზე შემ- · 

დეგნაირად გამოისახება: 

–ს –+8 1 
4 

M. = IL + -–I X“ ძუ: ++ I ძუ 
6 

–! –ა §L 

აჭ 
საიდანაც #., = 2+-. 

ამრიგად #ჩ.,, ნებისმიერად შეგვიძლია დავუახლოვოთ I», = 2 მნიშ- 

ვნელობას და, მაშასადამე, ძირითადი (4) პირობა შესრულებულია. 

უკანასკნელი განტოლება იმის მაჩვენებელია, რომ #, მუდამ. აღემატე– 

ბა I, სიდიდეს. ჩვენ დავინახავთ, რომ ჩე: წირის ეს უკანასკნელი თვისება · 

ზოგადია, ე. ი. I, ყოველთვის ნაკლები რჩება ვიდრე იმავე I ინტეგრალის 

მნიშვნელობა ნებისმიერ სხვა უწყვეტ მრუდზე, რომელიც კიდურა Xჯ, და #, 

წერტილებს აერთებს. 

მართლაც, თუ ვისარგებლებთ ფორმულით: 

ხ 

ა. 
ძ 

სადაც 4 და #8 კიდურა წერტილების ორდინატებს წარმოადგენენ, გვექნება: 

  

3 

–ძ 

I 

ი: + (“> I« = 2. 

9 

მეორე მხრივ, ადვილი საჩვენებელია, რომ 1 ინტეგრალი ვერ მიაღწევს 

2 მნიშვნელობას მისაღები უწყვეტი წირისათვის, რომელიც მოცემულ L, და 

#, წერტილებს აერთებს. 

მაგრამ ზემოთ ჩვენ დავოწმუნდით ისეთი უწყვეტი წირების არსებობა- 

ში, რომლებიც / ინტეგრალს ანივებენ 2-თან რაგინდ მიახლოებულ მნიშ- 

ვნელობას და, მაშასადამე, I, = 2 წარმოადგენს I ინტეგრალის ქვედა საზღ- · 

ვარს. სწორედ ეს იყო დასამტკიცებელი. 

საკმარისი პირობების შესამოწმებლად დაგვრჩა მხოლოდ ის, რომ შე–- 

ვქადაროთ #ე ექსტრემალი შედარების წყვეტილ ანალოგიურ წირებს. 

უშუალოდ ჩანს, რომ (#„9.11)-ის (7), (7) პირობები შესრულებულია და, 

მაშასადამე, სჩ, და ს. სათავეებად შეიძლება სა ექსტრემალის ნებისმიერი 

წერტილების აღება, 

დავუშვათ, რომ ჯა ექსტრემალს შემოკრული აქვს ანალოგიურ წყვე- 

ტილ ექსტრემალთა ოჯახი, ცხადია, რომ თითოეული ამ ექსტრემალთაგანი 

ჯ-ების ღერძის პარალელურ წრფეთა ორი ნაკვეთისაგან შედგება, რომლებიც. 

შეერთებული არ არიან. წყვეტის წერტილთა წირი არის: ჯ = 0. 

–+1 

IL - 
–_ –I 

    

-LI 

I და" + 1)? ძX = 
–I
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ახლა შევადაროთ I ინტეგრალი ჯა ექსტრემალის გასწვრივ ანალოგიურ 

მისაღებ წყვეტილ წირებს, რომლებიც იმავე #, და #, წერტილებს აერთე– 

ბენ. ვაიერშტრასის ფუნქციას რომელიმე ასეთი წყვეტილი მრუდის გას- 

წვრივ, როგორიც X=%L-2:) მრუდია, აქვს შემდეგი გამოსახვა: 

6 = (XV -L 2) –- –- 213X = 7272, 
მაშასადამე, 

+: 

ტI= | ჯ? უმ ძა: 

I 

და სა მრუდი აბორციელებს I ინტეგრალის მკაცრ მინიმუმს ანალოგიურ 

წკვეტილ მრუდთა ჩა ველში. 
30. საძიებელია ინტეგრალის: 

25 

L= | «ი (CV) ძX 

% 
„ექსტრემუმი. 

ამ შემთხვევაში ეილერის განტოლება შემდეგ სახეს მიიღებს: 

ი 
ჯ =-160§1ე1=0 

მისი ზოგადი ინტეგრალია 

კ8= თX+წ. 
გარდა ამისა, მას გააჩნია განსაკუთრებული ინტეგრალი »=0. მოვძებნოთ ამ 

ამოცანის წყვეტილი ექსტრემალი. 

უშუალოდ ჩანს, რომ ძირითადი (4) პირობა შესრულებულია ჯა ცვლა- 
დის ყველა მნიშვნელობისათვის, რასაც #=§10/)/ ფუნქციის სახე გვიჩვენებს; 

ეს იმას ნიშნავს, რომ შედარების ყოველი უწყვეტი მრუდი, რომელიც რეგუ- 

ლარობის ცნობილ პირობებს აკმაყოფილებს მისაღები მრუდია (V9.3)-ის 

თვალსაზრისით. ამრიგად წყვეტის წერტილი ნებისმიერია. ეს ზოგადი შემთხ- 

· ვევის ამოცანაა. 

(I) განტოლებები შემდეგი სახით წარმოგვიდგება: 

810 1) = 510 37, 

X» 60§ ე) = 9, »C6057) = 90, 

საიდანაც ასეთი დასკვნები მიიღება: 

ჯ 5. 
27 = -+6Mს 21 =-ვ-% 9 

ამრიგად წყვეტილი ექსტრემალი შედგება ორი პარაბოლისაგან: 

უ? = (2 -L 1) >X + 8, უ" = (2L -L 5) >ჯ -L წ. (34) 
ადვილი შესამჩნევია, რომ გვაქვს შემთხვევა როდესაც //=0, /,=9 

(იხ, ცმ.13).
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ახლა განვიხილოთ ჩვეულებრივი მინემუმის იაკობისა და ვაიერშტრასის 

“პირობები. გვექნება: 

1-7) 
  ტ (X, %ა) == · 

29 

"ამგვარად, იაკობის პირობები მუდამ შესრულებულია. 

ვაიერშტრასის ფუნქცია ასე გამოისახება: 

§ (2, (2, 7)7) = §10 7) –– §I0 (7 ჩ (X, 7) )–– 6" –– #) C05 (7 («. 5) )- 
მაგრამ (34) განტოლებების მიხედვით მივიღებთ: 

(2+1) 
78 (CC 2) = ჯ 

(2ჩ + 5) 2“ 

·და, მაშასადამე, 

810 V-ჩ = (–-1M, C0§57-·ჩ =90, 

"აქედან მიიღება დასკვნა: 

–_ · <0, როცა #L კენტია 
LL = 4). –1 L+1 , 510 7» + (-–-1) L- 0, როცა # ლუწია. 

„მეორე მხრივ (8,) პირობა შესრულებულია. 

გარდა ამისა შეიძლება დამტკიცება, რომ: 

I 1. –=|)=C 
#ტ41= 2 9(თ 88) =0 , 

«მის მიხედვით # ლუწია თუ კენტი. 

ამგვარად, გვაქვს ორი ჯგუფი წყვეტილი ამონახსნებისა, იმისდა მიხედ- 

ვით, ს ლუწია თუ კენტი. პირველი ჯგუფის ექსტრემალები I” ინტეგრალს 
აბსოლუტურ მაქსიმუმს ანიჭებენ, ესაა ჯ.კ», ხოლო მეორე ჯგუფის 

„ექსტრემალები გვაძლევენ აბსოლუტურ მინიმუმს –-(X – X,). 
ადვილი შესამჩნევია, რომ თუ კიდურა , და ს, წერტილები ჯ ღერძის 

ერთსა და იმავე მხარეზე მდებარეობენ, იარსებებს უამრავი უწყვეტი კუთხი- 

ანი მრუდები, როზლებიც ამ ორ წერტილს აერთებენ და რომლებიც 1 ინტე- 
გრალს ან მაქსიმალურ >, -–- >», მნიშვნელობას მიანიჭებენ, ან მინიმალურ 

–(ი-X,) მნიშვნელობას. მაგრამ თუ ეს კიდურა წერტილები იმყოფებიან 2 

-ღერძის სხვადასხვა მხარეზე, მაშინ არ იარსებებს არც ერთი მისაღები წირი, 

რომელიც ამ წერტილებს აერთებს და იმავე დროს I ინტეგრალს ექსტრე- 

'მალურ მნიშვნელობას მიანიჭებს, მეორე მხრივ ამ უკანასკნელ შემთხვევაში 

მუდამ შესრულდება შემდეგი უტოლობა: 

%-+-§8 

–- %< | 510 1)” #X <- 26. 

(ულ
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აქედან (უმ.27)-ის თეორემის მიხედვით შეგვიძლია ვთქვათ, რომ როდე– 

საც #, და #. წერტილები Xჯ ღერძის სხვადასხვა მხარეს იმყოფება: 

ექსტრემუმი არ ხორციელდება უწყვეტ მრუდთა ველში. 
I ინტეგრალს უწყვეტ მრუდთა ველში აქვს ქვედა –-(:,, –-X,) და ზედა. 

2 –– ჯე საზღვარი. 
არსებობს წყვეტილი ექსტრემალები, რომელნიც ჯ) ინტეგრალს ამ. 

ზღვრულ მნიშვნელობებს ანიჭებენ.



VII 

მინიმალურ ზედაპირთა თეორიის ერთი თეორემის შესახებ 1 

ბ-ნ კარლემანმა შრომაში „7სL LიტიLIIC ძ”L M1I101თ21(11Cხ60%, რომე– 
ლიც M2:ი6თ2V%5Cხ 7#70I(CნIILის IX ტომშია მოთავსებული, იპოვა მინი–- 
მალურ ზედაპირთა ახალი თვისება, რომელიც შემდეგნაირად შეიძლება ჩა–- 
მოვაყალიბოთ: 

მინიმალური ზედაპირის იმ ნაქრის / ფართობი, რომე– 
ლიც შემოსაზღვრულია მოცემული L სიგრძის C მრუდით 

ყოველთვის შემდეგ უტოლობას აკმაყოფილებს: 
I: 

21=   
4ჯ ' 

ეს უტოლობა ბ-ნ კარლემანს შემდეგი ორი ფორჭულის მთელი 

რიგი გარდაქმნების საფუძველზე აქვს მიღებული: 

4= IC + |<Iბ? | -C)I.ძთ ძმ, 
L= IV +L |§|)2?) ILC<)| |ძ+I, 

ეს ფორმულები გამოსახავენ განსახილავ ფართობსა და სიგრძეს, სადაც XC) 
წარმოადგენს მინიმალური ზედაპირის შესაბამის ვაიერშტრასის ფუნ– 

ქციას, ხოლო +=თC -L 18. 
ჩვენ მივაღწიეთ ბ-ნ კარლემანის ამ თეორემის დამტკიცების მნიშ- 

ვნელოვან გამარტივებას. ჩვენ დავემკარეთ ზემომოყვანილ ფორმულებს და. 

მოგიშველიეთ, გარდა ამისა, ის მოსაზრებანი, რომლებიც C0IIბყა 66 II2გი– 
CC-ის სემინარში გამოთქვეს ბ. ბ. პოლ ლევიმ და ვეილმა. ამ დამტკიცე– 
ბაში ნაგულისხმევია, რაც, სხვათა შორის, თითონ კარლემანსაც აქვს, რომ 

განსახილავი მინიმალური ზედაპირი, ან ყოველ შემთხვევაში მისი ის ნაჭერი, 
რომელთანაც საქმე გვექნება, მარტივია და ადგილი არა აქვს იმ გარემოებას, 

რაც დარბუმ შეისწავლა თავისი "ხბ00C ძი ვსI”2008-ის I ტომის (#9.220)-ში?, 

ე. ი. ნაგულისხმევია რომ ერთ-ერთი წარმომშობი მინიმალური მრუდის: 
კოორდინატები არ არიან ჯ» (ან ») პარამეტრის პერიოდული ფუნქციები. 

როდესაც განსახილავი ზედაპირის ნაჭერი მარტივადბმულია, ჩვენ შემდეგში. 

დარწმუნებული ვიქნებით, რომ აღნიშნული პირობა შესრულებულია. 

1 ეს წერილი შეადგენს ჟ. ადამარის სემინარის შრომების ნაწილს. პთლ ლევი. 

და ვეილი მასში თანამშრომლობდნენ. წერილი დაიბეჭდა ჟურნალში „ჩსიII6L0 ძი§ 5-აი– 

C05 Iიმ1იბი)2LIძსლ§“ (იხ. #ტ. L 2 2ი)ეძ 560, 5სI სი (ხძი(ტი6 ძირ 11 (ხ0006 ძე ვჯს+(2C05 IL 
იომ, 8სIიიი ძია 5C160605 სმ:ხბიეLIის6ა, 1925). 

? მეორე გამოცემა, გვ. 401. 

მ. ანდრია რაზმაძე
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I 

1. მოცემოლ მინიმალურ 2, ზედაპირზე და სათანადო მიკავშირებულ 2% 
“ედაპირზე წერტილის კოორდინატები შესაბამისად ასე აღვნიშნოთ: ჯ,/, 7; 

>ი, 70; წე; მაშასადამე, გვაქვს: 

== 2) 0–=) 6 %++ : (0-9 56) «ი. 

წ>ჯ=- 2 |0+ოწო«– +|0+: 1) L, (<1) ძ<, 

ი | დ 6C) «5 | 86) 4, 

== 3) 0-5წფ/%-- 210 – თ) (45, 

7%5==– 3| (1 C <3) VC) ძ5 –>IV +595) (-)ძC, 

#=I| დრ -/| 8C)4 

ამ ორ ზედაპირზე შესაბამისი წერტილები მოცემულია ორი კომპლექსური 

«, +, ცექლადის მნიშვნელობათა ერთი და იმავე სისტემით, ამასთანავე აღნი- 

“შმნულ წერტილებში ხედაპირების მხები სიბრტყეები პარალელურია. 

წინა განტოლებანი შემდეგ დამოკიდებულებებს მოგვცემს: 

თ =+7#+1;= | (1 ––--)ს(Cიე)ძ,ი თ9=1უ0+12#= –IC -L =?) ჯ (<)ძ., 

= უი ++1ჯ= 26 CC) ძ', 

მ=%ჯ-1L=- IC – 2) (ა)ძი, ბ = 70 –-1#== –|C –+ X2) LL C-,) ძო, 

90 == ჟი –– =-X|+ L (%,) ძ=, 

ამგვარად, 1,7, %; #. 9, 20 ანალიზური ფუნქციებია, პირველი სამი -– « 

ცვლადისა, ხოლო უკანასკნელი სამი კი «1-ისა. 

საჭი V,ფ9,? ცვლადის სიბრტყეს მესაბამისი წირითი ელემენტები აღვნი- 

შნოო ასე: ძას, ძვი, ძვე. მაშინ უკანასკველი განტოლებების ძალით გვექნება: 

ძ3% = (ძ>:ი-L1ძ::) (ძXი – 1ძX) = (1 – ჯX?) (L–– X?) # (1) #, («,) ძ? ძ<,. 

აგრეთვე ანალოგიურად მივიღებთ, რომ: 

ძ.3% = (1 + 1?)(1 -L <:) CC) #, (<,) ძ5 ძX,, 
ძვკ = 4+1+) IL(>2) L, (11) ძწ1 ძ',. 

მეორე მხრივ, > და >ი ხედაპირთა წირითი ელემენტები ასე გამოისა- 

ხება: 
ძა: = ძ(: = (1-L < +,)? # (<) L, (11) ძ? ძ%კ.
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თუ შევასრულებთ ძე», ძვ. ძვ, დიფერენციალთა გაყოფას ძ, დიფე- 

·რენციალზე, ადვილად ვიპოვით შემდეგ გავოსახვებს: 

(+ ძასM _ <+2%, ძნ, 7(-, –– 9) V? 

) ა '–(–5)' (+ ) –) (59) 

(6). (220. ძე ს XX, -+ 1 

მაგრამ მარჯვენა მხარის ფრჩხილებში მოქცეული გამოსაზულებები, 
:ვთქვათ ეს იყოს X, XI, 2, წარმოადგენენ 2, ზედაპირის ნორმალის გეზის 

კოსინუსებს. ამგვარად გვაქვს შემდეგი ფორმულები: 

ძა, XV? ძა, V? ძას "? 
= 1 – 2, _– – _–_ = –_ ( >) X (5 ) #, >) 9=> ი 

-ამათგან კი მიიღება ასეთი: 

1 1 
„ძვ?= LX (ძXI -L ძა?) = –» (ძ»' + ძ·») = 1-2 (92? -L ძჯ>). (2) 

ამ ფორმულებით დადგენილია, თუ როგორაა შებმული ერთმანეთთან » 
“და 20 ზედაპირები. წარმოსახვითი მინიმალური ზედაპირებისათვისაც ეს ფორ–- 

"მულები ისევეა გამოსადეგი, როგორც ნამდვილი მინიმალური ზედაპირებისა- 

თვის. მათი გეომეტრიული ინტერპრეტაცია უშუალოდ ცხადია. 

2. მოცემულ ·მინიმალურ » ზედაპირს ცალ-ცალკე V, წ, სიბრტყეები 

“წერტილ-წერტილ ისე შევუსაბამოთ, რომ სათანადო წერტილები «, L, სიდი- 

დეთა ერთი და იმავე სისტემით იყოს მოცემული. მაშინ (1) ფორმულები იმას 

· გვიჩვენებენ, რომ ასეთი შესაბამისობა წარმოადგენს >» ზედაპირის კონფორმულ 

· ასახვას ამ სიბრტყეებზე და რომ მსგავსობის სათანადოსამი ფარ- 

"დობა, რომლებიც ამ სიბრტყეებს შეესაბამება, მუდმივია 
"შესაბამისი წერტილებისათვის ყოველ მინიმალურ ზედა– 

პირზ 
წრფივი ელემენტის (2) ფორმულების მიხედვით 2 ზედაპირის ფართი- 

-თი ელემენტი შემდეგნაირად გამოისახება: 

1 

  
    

  

  

  
  

    

1 1 
–»ჯ ძ); ძი, ან 1 /> ძ” ძ)ის ან 4 _ 

ვთქვათ ფართითი ელემენტი 2 ზედაპირზე არის ძ/, ხოლო ძ.,, ძ4ა, 

„ძ/4ა შესაბამისი ელემენტებია #, უ,? სიბრტყეებზე. მაშინ (1) ფორმულების მი– 

ხედვით გვექნება: 
ძქტ.ა =(1 -- X2)ძ4, ძ/XM, = (1 –– X2ა ძ4, ძ/ქტ. = (1 –– 22) ძ/. 

ამ განტოლებათა შეკრება მოგვცემს ფორმულას: 

2ძ4 = ძა -L ძ., -L ძა, 

„ხოლო აქედან კი მიიღება რიმანის დებულება1: 

7: ძ7 ძჯი- 

24 = 4. + 4, + 4.. (ლ) 
3. ჩვენ ახლავე დავინახავთ, რომ თუ ადგილი აქვს ტოლობას: 

ძXმ?მ = ძVI + ძX1 + .0იX1, (C3) 

18, LIტთ 290. C060VI65 «00:16:05, თარგმანი L2ს0901-ისა, გვ. 205.
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მაშინ ყოველთვის ადგილი ექნები შემდეგ უტოლობასაც: 

(| ძX! = (| ძX,! + C/ ძX.)? + (| ძ»X.)), (4). 
სადაც X Xა 2, Xვ ნამდვილი ფუნქციებია. 

აი ამ დებულების მოხდენილი დამტკიცება რომელიც შეასრულა. 

ბ.ნ პოლ ლევიმ ჩემი მოხსენების დროს. 

(4) განტოლების გამო ყოველთვის შეგვიძლია დავუშვათ, რომ ტოლო– 

ბები: 

ია =ჯმ» ძX.=%/ჯაძო ძXვ =ჯაძX, 

შესრულებულია ისე, რომ ადგილი აქვს დამოკიდებულებას: 

V + V ++ = 1, 
ახლა ავიღოთ შვარცის უტოლობა: 

(| «იძ! = | „'ძX. | თში». 
თუ მასში მიმდევრობით ჩავსვამთ მნიშვნელობებს: #V = +) V/, ჯე დ> 

ჯ–ჯ=1, მივიღებთ ასეთ უტოლობებს: 

CI ძXა! = | XXI ძ», (| ძX,)ბ = | »–X IძX, 
(| ძX.)? = | + ძX IძX. 

ახლა, თუ ამათ წევრ-წევრად შევკრებთ, გვექნება უტოლობა: 

(| 2X,)! + (| ძX.1 + (| ძX,! = CI4X)" 
ამით დებულებაც დამტკიცებულია. 

ძალიან ადვილად დავრწმუნდებით იმაში, რომ ამ ფორმულაში ტოლო– 

ბას მხოლოდ მაშინ აქვს ადგილი, როდესაც LCX), X,, Xვ) წერტილი წრფეს. 

აღწერს. 

II 

4. ვთქვათ L სიგრძის შესაბამისი სიგრძეები #, ?/, ?/ სიბრტყეებზე ასეა. 

აღნიშნული: LV LV #»· შემდეგი აშკარა ტოლობის საფუძველზე 
2ძჯ? = ძ§8 + იი + ძ(, 

თუ გავიხსენებთ (#4) უტოლობასაც, ასეთი უტოლობა მიიღება: 

2L? = LI, -+- #2 + #2. (5). 

მეორე მხრივ, ცნობილია, რომ ერთისა და იმავე სიგრძის მრუდთა შო- 

რის წრეწირი ყველაზე დიდ ფართობს შემოსაზღვრავს. მაშასადამე, გვექნება 

უტოლობანი: 

8 _ # _# 
4.·= 4> , «ი == 4: «ია 5 4: (6)·   

ახლა თუ ამათ შევკრებთ და მხედველობაში მივიღებთ (3) ტოლობასა. 

და (5) უტოლობას, მივიღებთ ასეთ დამოკიდებულებას: 

_ 1+M+1L_ IL 
4 =–ლ63>--52“> (7),
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ამგვარად საძიებელი უტოლობა დამტკიცებული იქნება, თუ აუცილე- 

ბელი პირობები (6) უტოლობის გამოსაყენებლად შესრულებულია. 

მართლაც, უნდა შევნიშნოთ, რომ თუ იმის გამო, რაც აღებული ზედა– 

პირის ფორმისა და ანალიზური ბუნების შესახებ იყო ნაგულისხმევი, არსე- 

ბობს ურთიერთცალსახა შესაბამისობა ზედაპირსა და ერთ-ერთ მინიმალურ 

წირს შორის, ეს აღარ იქნება აუცილებლად ასე, რო კა საქმე ეხება ამ მრუდის 

მხოლოდ ერთ კოორდინარს, ე. ი. როცა საქმე ეხება # ცვლადის სიბრტყეზე 

მოხაზულ ფიგურას პირიქით, ეს ფიგურა რამდენჯერმე გადაფარავს გან- 

·სახილავი ცვლადის სიბრტყის რაღაც ნაჭერს და იზავე სიბრტყეში ექნება 
განშტოების წერტილები ყოველთვის, როდესაც მინიმალურ წირს ჯIV სიბრ- 

ტყის პარალელური მხებები გააჩნია (ჯი სი ბრტყე იგულისხმება V, უ, 

სისტემაში). 

პირიქით, თუ # რჩება « ცვლადის ანალიზურ ფუნქციად, # სიბრტყეში 

ნამდვილი კოორდინატების ფუნქციონალური დეტერმინანტი +» სიბრტყეში 

ანალოგიური კოორდინატების მიმართ მუდამ დადებითი დარჩება. 

მაგრამ ეს საკმარისია იმისათეის, რომ (6) უტოლობანი ძალაში დარჩენ. 

„ამასთან 4. ფართობი იმდენჯერ ითვლება თითოეული თავისი ელემენ- 
ტით, რამდენჯერაც ესენი # (ყვვლადის სიბრტყეს ჰფარავენ და ანალოგიურად 
·იქნება 4, #4, ფართობებისათვისაც. 

მართლაც, თუ გამოვიყენებთ ზემოაღნიშნულ შენიშვნას ფუნქციონალუ- 

რი დეტერმინანტის ნიშნის შესახებ, მაგალითად, #4, ფართობის კონტურები 

“(ასე ვუწოდოთ ყოველ წირს, რომლის გასწვრიეაც დაფარული ფართობის 
"ფურცელთა რიცხვი იცვლება) ყველა შედგენილია სწორედ იმ მრუდის ნაჯ- 

რებისაგან, რომელსაც # ვუწოდეთ, ზემოხსენებული შეთანხმების საფუძველ- 

“ზე ,4, ფართობი შემდეგი ინტეგრალით წარმოგვიდგება: 

/ 1 

-2   
IL” –- 01 

  

და ახლა მხოლოდ ისღა დარჩა, რომ შევადაროთ იგი იმ ინტეგრალს, რო- 

"მელსაც #V გვაძლევს. მაგრამ ამ მხრივ შეცვლას არ საჭიროებს ვარიაციათა 

აღრიცხვის კლასიკური დამტკიცება, რომელიც სრულიად არ გულისხმობს 

რომ L, წირი თავისუფალია ჯერადი წერტილებისაგან. 

აგრეთვე შეიძლება შევნიშნოთ, როგორც ეს ბ-ნ ვეილმა გვირჩია, რომ 

თუ 4, ფართობი რამდენიმე ფურცლისაგან შედგება, იგი შეიძლება განვიხი- 

ლოთ როგორც ჯამი ფართობების, თითო-თითო ფურცელზე, სახელდობრ იმ 

ფუოცელზე, რომელიც შედგენილია ყველა ერთხელ მაინც დაფარული წერ- 
. ტილისაგან რასაც ემატება ისეთი, რომელიც შედგენილია (ან ისეთები, 

რომლებიც შედგენილია) ორჯერ მაინც დაფარული წერტილებისაგან და ასე 

შემდეგ. თუ ვისარგებლებთ იმ ფაქტით, რომ ფუნქციონალური დეტერმინან- 

ტი ნიშანს არ იცვლის, ყოველი განსახილავი ცალკიული ფართობის კონტუ- 

რი მხოლოდ და მხოლოდ L, წირის ნაჭრებისაგან შედგება და, მაშასადამე, 

„საკმარისია დავრწმუნდეთ, რომ (6) უტოლობას ადგილი აქვს იმ ფართობი-
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სათვის, რომელიც შედგენილია რამდენიმე ურთიერთდამოუკიდებელი ნაწი-- 

ლისაგან, ეს კი მით უფრო სამართლიანია მას შემდეგ, როცა იგი მიღებული. 
იყო ერთადერთი ფართობისათვის. 

ამგვარად ჩვენი დამტკიცება ყოველუხრივ დასრულებულია. 

იმის მიხედვით, რაც (4) უტოლობის შესახებ იყო დადგენილი, (7). 

უტოლობის ტოლობით შესაცვლელად საჭიროა არა მარტო ის, რომ ეს. 

ასე მოხდეს ყოველი (ნ) უტოლობისათვისაც, არამედ, გარდა ამისა, ისიც,. 

რომ ძა, ძ5,, ძვ--ის მსგავსობის შეფარდებანი განსახილავი ფართობის მთელ. 

კონტურზე უცვლელი დარჩეს და, მაშასადამე, რაკი საქმე ანალიზურ ფუნქ-. 

ციებთან გვაქვს, ი ძა ძლსი დიფერენციალების ურთიერთშეფარდება მუდ– 

ზივი იყოს მთელ ამ ფართობზე ასე, რომ ეს უკანასკნელი ბრტყელი და წრი-- 

ული უნდა გახდეს. 
პარიზი, 1925 წლის 28 მარტი.



VIII 

·_ ინტებრალის ქვედა ზლვარის არსებობის პირობების შესახებ 

მარიაციათა აღრიცხვაში, იმ მშ. მთხვევისათვის, როცა ეჭსტრემუმი 

არ არსებობს! 

წინათ, ვაიერშტრასამდე, ფიქრობდნენ, რომ თუ არსებობს ქვედა 
ზღვარი ინტეგრალისა; 

1ფაჰა= I. #7)ძ», 

ამით საესებით უზრუნველყოფილია მი აბსოლუტური მინიმუმის არსებობაც. 

მაგალითად: რიმანი ამტკიცებდა, რომ მინიმუმი ორმაგი ინტეგრალისა 
· იდა? ძდ V? 

I (>) +(C) 44 
აუცილებლად უნდა არსებობდეს უბრალოდ იმის გამო, რომ ამ ინტეგრალის 

ქვედა ზღვარი ნულია, 

როგორც ცნობილია, ამის საფუძველზე რიმანმა ააგო დირიხლეს 

პრობლემის ამოხსნა. ვაიერშტრასმა პირველმა დაამტკიცა, რომ აღნიბნუ- 

ლი დასკვნა მცდარია. 

შემდეგი კერძო სახის ინტეგრალზე: 

ILV4= LC +უ)ბძა 

რომელიც ყოველთვის => „4 -+L 87, ძალიან ადვილად შეიძლება იმ ფაქტის აღ– 

მოჩენა, რომ, მიუხედავად ქვიდა ზღვარის არსებობისა, შეუძლებელია ამ ინ–- 

ტეგრალის მინიმუმის განხორციელება, თუ კი 4 % 8. 

მეორე მხრივ, შეიძლება აგებულ იქნეს ისეთი მაგალითებიც, რომ ინ- 

ტეგრალის ქვედა ზღვარი არ არსებობდეს, როცა ამ ინტეგრალს არ აქეს 
მინიმუმი. 

ამრიგად, ბუნებრივად ისმება საკითხი: 

მოვძებნოთ 1IC2Vა) ინტეგრალის ქვედა ზღვარის არსებობის 
(თ,, V,) 

პირობები იმ შემთხვევაში, როცა მინიმუმი არ შეიძლება 

განხორციელდეს უწყვეტ დასაშვებ წირთა ველში. 
როგორც ცნობილია, ინტეგრალის აბსოლუტური ექსტ“ემუზი განხორ- 

ციელდება მხოლოდ მაშინ, თუ შესრულებული იქნება გარკვეული პირობები, 

1 ეს წერილი დაიბეჭდა კრებულში: „IL6V7#MLI 3C200CC#86%«იL0 Cხლ3ვ)ს M2X6MეIMX08 8 

M0C6CX86 27 ე)ილაჩ--4 M0M I927%. (იხ. #. ჩევMეუ36. C(6 VCI08MM8+X CVწ9ICCX80826M9 #88X:9M6LC 

96006M2 MMIXCC0242 იIიMI 0X:IV75-18MM 3Mლ-0წი06Mწჰ3ე 8 8ვიყMეI9ს880M #Cც9იC368MVIM. I ნწაII 8CC- 

0900C986M0>0 CსC8M2 M2XCM21ML%09%. გვ. 180).
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რომელნიც ზღუდავენ წ ფუნქციათა კლასს; ამიტომ დასმული საკითხის შეს- 

წავლას ჩვენ არსებით მნიშვნელობას ვანიქებთ. 

ვთქვათ Iს არის I ინტეგრალის ქვედა ზღვარი, მაშინ შეიძლება არჩე- 

ულ იქნეს ისეთ დასაშვებ X), #- ... ს... წირთა ოჯახი, რომელნიც აერთე- 

ბენ (+–) და (X,.1:) წერტილებს, ისე რომ #, ინტეგრალი მიისწრაფოდეს. 
1-საკენ, როცა # უსახღვროდ იზ”რდება. მაგრამ მრუდთა შემოსაზღვრულ სიმ- 

რავლეს, როგორც ცნობილია, ყოველთვის არა აქვს ზღვარითი წირი ან დაგ- 

როვების წირი, ამ შემთხვევაში არა აქვს ადგილი ანალოგიას წერტილთა შე- 

მოსაზღვრულ სიმრავლესთან. ამიტომ (>) ოჯახის ზღვრული წირის მოძებნი– 

სას ადგილი ექნება შემდეგ სამ შემთხვევას: 1შ. ზღვრული წირი არ არსე- 

ბობს; 29. არსებობს ზღვრული წირი და იგი უწყვეტია და 37. არსებობს 

ზღვრული წირი, რომელსაც მხოლოდ პირველი გვარის წყვეტის წერტილი 

გააჩნია. 
პირველ და უკანასკნელ შემთხვევაში, უწყვეტ წირთა ველში, საზოგა- 

დოდ, მინიმუმი ვერ განხორციელდება. რაც შეეხება მეორე შემთხვევას, აქ, 

ცხადია, მინიმუმი ვერ განხორციელდება მხოლოდ მაშინ, როდესაც ინტეგრალი 

ზღვრული წირის გასწვCივ განსხვავებულია /ე-საგან. 

ამჟამად არსებული მეთოდებით დასმული საკითხის ამოხსნა პირველ ორ 

შემთხვევაში დიდ სიძნელეს წარმოადგენს. ჩვენ ვიძლევით საკითხის მთლიან 

ამოხსნას მხოლოდ მესამე შემთხვევაში, მასთან გამოვდივართ იმ პირობიდან, 

რომ ინტეგრალი აღებული ზღვრული წირის გასწვრივ ზუსტად ტოლია ქვე- 
და ა ზღვარისა. 

ამგვარად, ჩვენ წყვეტილი წირების შემოღებით ვაფართოვებთ დასაშ- 

ვებ წირთა ველს და ვეძებთ ჩვეულებრივ მინიმუმს ამ გაფართოებულ ველში. 

მაშასადამე, ჩვენ გვაქვს ორი ველი: წყვეტილი წირების #ს ველი და მაახლოე- 

ბელი წირების #, ველი. 

ჟკედა ზღვარეს არსებობის ძირითადი პირობები იმ შემთხვევისათვის, 

როცა წყვეტილ წირებს აქვთ ერთადერთი წკვეტის წერტილი, მოცემულია 
ჩეენს ერთ შოომაში (იხ. Mე(ხ6Iი. ტიიხე1ტი, ტ. 94); აქ ჩვენ მოვიყვანთ მხო- 

ლოდ ზოგიერთ დამატებით პირობას. 

თუ შევადარებთ წყვეტილ #ს) ექსტრემალს მაახლოებელ წერებს, რო- 

მელნიც გადაკვეთენ წყვეტის IX, ჩ. წირს XV, X(. წერტილებთან საკმაოდ მა- 

ხლობელ M#,L წერტილებში, ჩვენ მივიღებთ შენდეგ პირობებს: 

7ყ (Xთ 19:70) =0.  /V(Xი, 70, 70) = 0, როცა 1 >> 7# 
// (70, 29, 70) = 9, #/ (20; 20, 70) 5.9, როცა X0 < 470) 

სადაც _(2:0, 20, 70), (0, 20: 79) არიან ს ექსტრემალის წირითი ელემენტები 

# და I წერტილებში, ეს პირობები მიიღება აგრეთვე ჩი ველის ზოგიერთი 

სპეციალური წირის ს: ექსტრემალთან შედარებით. 

მართლაც), შეიძლება შემდეგი იგივეობის დამტკიცება: 

  

, ათ” #ჩ# /2 
# + 1იქ,“- ,, – 16/ყ = : - => ” 1 : , 4. (2ი. 2) 2 > 4,.(7.2|”, 

/IV+- /V? · 7M §/აშიბე 

რთი2) 40775
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სადაც #(X-,X) არის იაკობის განტოლების ისეთი ამონახსნი, რომელიც 

ისპობა ჯ = ჯა-ზე, ხოლო ჯ,” არის #, (წ) წერტილს შეუღლებული წერტი- 
ლის აბსცისი. უკანასკნელი ტოლობიდან აუცილებლად გამოზდინარეობს, რომ 

7, და /, განსხვავდებიან ნულისაგან, ვინაიდან ამ იგივეობის მარცხენა მბარე 

“ნულს არ უდრის. 

შემდგომი გამოკვლევა სწარმოებს 

#7, #” 

#+:(Xე. X,) 
/+L ემე აესაე_ # # ტბ (XV) X) 

ფორმულის გამოყენების საფუძველზე, სადაც Xჯ =უ(.) არის შეწყვეტის 

წერტილების გეომეტრიული ადგილი, რომელიც I--ზე გადის, ხოლო ე კი 
» (2) წარმოებულის მნიშვნელობაა #% წერტილზე. 

7% =%“-



IX 

ვარიაციათა აღრიცხვის პერიოდული ამონახსნები და შეკრული 
ექსტრემალები! 

შესავალი 

პუანკარემ თავის ნაშრომში „Mრსხიძივ ი0სVCII-- ძ·ტ 12 Mრ-ლეი10სC 
C6:§(C" პირველმა წამოაყენა აზრი იმგვარი შემთხვევის განხილვისა, როდესაც; 
შეკრული ექსტრემალური წირი ინტეგრალს: 

# 

I –| I (25 XV 

I 

უფრო მცირე მნიშვნელობას მიანიჭებს, ვიდრე სხვა მეზობელი შეკრული წირები... 

მას ეკუთვნის ცნობილი დებულება, რომელიც შეეხება მძლავრი ექსტრე– 
მუმის პირობებს და რომელიც ასეთნაირად ჩამოყალიბდება: 

თუ რ არის შეკრული ექსტრემალური წირი, ხოლო 6. მეზობელი შეკრული. 
შირი, რომელიც #ჯ +1 ჯეო შემოუვლის C-ს, მაშინ მინიმუმის განხო“-ციელე- 
ბისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობას: 

Iც >CV+1) 16, ფთ) 

აქედან მიიღება შემდეგი მნიშვნელოვანი შედეგი: თუ გამოვალთ შე- 
კრული ექსტრემალის .(I,)) წერტილიდან ექსტრემალური მიმართულებით, 

არამცთუ არ უნდა შეგებვდეს მისი შეუღლებული წერტილი სხე წირის ერთი 
შემოვლით, არამედ არ უნდა შეგვხვდეს არც ერთი შეუღლებული წერტილი, 
როცა ჩმ, წერტილი ამ წირს საზოგადოდ »+1 ჯერ შემოწერს, რა დიდიც. 
არ უნდა იყოს #». 

1 ეს წერილი წარმოადგენს ანდრია რაზმაძის უკანასკნელ გამოკვლევას, რომელიც დაი–. 

ბეჭდა ჟურნალში „Mი0ნხ6თ21I5-ხ6 ტიიე1ნი" (იხ. #. L 2700 2ძ76. 5ს 103 §010100§5 იხCII0ძI- 

ისლ§ 6L 1C5 6Cჯხბი12I6§ (6ოირ6ლ5'ძს C21CსI ძლივ VეII2LI0ი:, M2:ხ. გოი. 8ძ.' 110, 1934). წერილს. 
თან ახლაეს ცნობილი მათემატიკოსის კ. კარათეოდორის შენიშენა, რომელიც მოგეყუვს 

უცვლელად: „ანდრია რაზმაძე დაიბადა 1890 წელს ჩხენისში (საქართველო). 1906- 
წელს მან მიიღო რეალური სასწავლებლის ს-მწიფის მოწმობა ქუთაისში, სადაც ოთხი ჯკანას- 
კნელი კლასი ორ წელიწადში გაიარა. 1906 წლიდან 1910 წლამდე სწავლობდა მოსკოვის უნი– 
ვერსიტეტში და სწავლის დამთავრების შემდეგ რამდენჯერ?ე იყო დასავლეთ ევროპაში. მაშინ. 
იჭი გაიტაცა ვარიაკიათა აღრიცხვამ და სხვას გარდა რამდენიმე თეე იმუხავა ბრესლაუში 

კ კარათეოდორისთან. 1917 წელს სწ.ვლების უფლება მიღო მოსკოვში. რამდენიმე სხვა. 

მეცნიერთან ერთ:დ რაზმაძემ დააარსა თბილისის უნივერსიტეტი (1917 წ.) და პირველმა და- 
იწყო საქართველოში უმ:ღლესი მათემატიკის სწაილება. ქართული სპეციალური ტერძინოლო– 
გიაც მისგან წარმოდგება და მან ამ ენახე დაწერა რამდენიმე შრომა და სახელმძღვანელო. 
ომის შემდეგ იგი რანდენიმე წლის განმაელობაში ცხოვრობაჯა დასავლეთ ევროპაში და 1925 
წელს პარიზში მიიღო დოქრორის ხარისბაი. მისი დისერტაცია ,5სL 105 §0)ს(I(ლი ძ!5CლიLის0§ 
ძს C21C0I ძლ5 X2II2L 005“ გამოქვეყნებულია M2:ი. #იი2)1ლი-ის 94-ე ტომში. ადრინდელი შრო- 
მები, აგრეთვე ვარიაციათა აღრიცხვაში, მოთავსებულია M2ჯი. #იიე)1Cი-ის 75-ე და 84-ე ტო– 
გში. 1929 წელს მძიმე ავადნყოფობის შედეგად რაზმაძე მოულოდნელად გარდაიცვალა. 

წინამდებარე შრომა რაზმაძეს დაუწერია სიკვდილის წინ. ზოგ ადგილას შრომა ზედ– 
მერად გართულებულია, მიუხედავად ამისა მე ვურჩიე M2'ხ #ტსიე1:ი-ის რედაქციას გამოე– 
ქვ ყნებინა ეს დრომა. რადგანაც აქ შესულია ძლიერ საინტერესო შედეგები, რომელთა საშუ– 
ალე:ჯითაც «ეკრულ ექსტრემალთა თეორია სიბრტყეზე დამთავრებულ სახემდე მიიყეანებაზ. 

კ. კარათეოდორი
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პუანკარეს პირობა არის აბსოლუტურად ზოგადი. ის ძნელად გამოსა- 
ყენებელია პრაქტიკაში. (7) უტოლობა ნაზდვილად არის მხოლოდ ჩამოყა- 
ლიბება საკითხისა აუცილებელი და საკმარისი პირობების შესახებ იმისათვის, 
რომ ექსტრემუმი განხორციელებული იყოს შეჯ|რული ექსტრემალური წირით. 
ამ გარემოებამ გამოიწვია საკმაოდ დიდი რიცხეი შრომებისა, რომელნიც ისა- 
ხავდნენ შიზნად მიღებული ყოფილიყო ექსტრემუმის ნაკლებად ზოგადი პი- ვდხე დ ძიღებული ყოფილიყო ექსტრებუ კლეიად გად 
რობები ვიდრე პუანკარეს პირობებია, მაგრამ გამოსაყენებლად უფრო 
მოსახერხებელი. ძირითადი შედეგები მიღებული ამ მიმართულებით ეკუთე- 
ნის – ადამარს, უიტეკერს, ტონელის და კარათეოდორის. 

დასმული პრობლემის გადაწყვეტის გასამარტივებლად ადამარმა თა- 

ვის წიგნში 160005 §სI IC C2ICსI ძ05 V2II2CL(0C0§ შეკრული ექსტრემალის მეზო- 
ბელი წერტილები შეუფარდა კოორდინატთა მრუდწირულ (ი) სისტემას, 

რომლის ჯ ღერძი მიიღება უსას–ულოდ მრავალჯერ აღწერილი პერიოდული 

ექსტრემალის ასახვით, როცა თვით ასახვა პერიოდულია. პერიოდი ყოველთვის 

შეიძლება აღებული იყოს ერთეულად, რაც ცხადია ზოგადობას არ ამცირებს 

და, მაშასადამე, ორი წერტილი ერთი და იგივე ორდინატით, რომელთა აბსცი- 
სები მთელი რიცხვით განსხვავდებიან, შეიძლება განხილული იჟნეს როგორც 
ტოლფასი. 

დასმული პრობლემა ამგვარად შემდეგის ექვივალენტურია: 

გთქვათ /(2,17) არის სამი :,/,/ ცვლადის ფუნქცია, რო- 
მელიც აკმაყოფილებს რეგულარობის ცნობილ პირობებს 

და ამის გარდა განტოლებას: 

#C+1.#7) = #(5 #7) ; 
ჯის ყველა სასრულო მნიშვნელობისათვის; ვთქვათ, ამას 

გარდა, მოცემულია 7%(0,1) ღა X1,(1,>:) წერტილების შემაერთე- 

ბელი, ჯ ღერძის გარშემო აღებული |II<6 ზოლის შიგნით 

მდებარე, მისაღებ მრუდთა 25 სიმრავლე. 
საჭიროა მოიძებნოს აუცილებელი და საკმარისი პირო- 

ბა იმისა, რომ ინტეგრალი: 
1 

1= |/>» 1)ძჯ1 
9 

აღებული05=2X=1 ინტერვალში იყოს უფრო მცირე, ვიდოე 

წ სიმრავლის რომელიმე სხვა მრუდის გასწვრიე. 

I ინტეგრალის მეორე ვარიაციის დახმარებით ადამარმა მიიღო სა- 

კმარისი პირობა იმისათვის, რომ პერიოდულმა (0,1) ექსტ“ემალმა მიანიჭოს 1 
ინტეგრალს მინიმუმი. ამ უკეე კლასიკურად ქცეულ პირობაზე დაყრდნობით, 
მას მოხდენილი გზით გამოყავს პირობა შეუღლებული წერტილის არარსებო- 
ბისა, რაზედაც ზემოთ იყო საუბარი. ადამარი ამას გარდა, დამტკიცების გა- 
რეშე, გამოთქვამს იმ აზრს, რომ „საერთოდ არარსებობა შეუღლებული ფოკუ- 
სისა არის (ცხადია,ვაიე“ შტრასის პირობის დამატებით) აუცილებელი და 

საკმარისი პირობა: ექსტრემუმისათვის“. აშკარაა, რომ აქ იგულისხმება კერძო 
შემთხვევა, განხილული ა დამა რის მიერ,რომელიც უმატებს, რომ „ერთი შემთ- 
ხვევა არ ექვემდებარება მის ანალიზს; შემთხვევა, როდესაც ვარიაციებიანი განტო- 

ლება (იაკო ბი) იძლევა პვრრიოდულ ინტეგრალს, რომელიც ნიშანს არ იცვლის“.
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პუანკარესა და ადღამარის გამოკვლეგვთა გასაგრძელებლად 
რადონი თავის შრომაში „2სL სისგსძ)სიყ ჟთ05C105560ლC IIXLICCII2ICV 10 
ძა VIIIIყიიბიხსხალ“! აზტკიცებს, რომ ადამარის ეს პირობა არის 
საკმარისი და. ამის შეჭდეგ, მს.ავსი საშუალებით აჩვენებს, რომ ადამარის 
შედეგები პეიძლება გავრცელებული იყოს შემდეგი სახის ინტეგრალის შემ- 

თხვევაზედაც: 
1 

I7C შე 257 +++" Xი7 233 29) «+ 7») ძX 

შეკრული ეუსტრემალების შესწავლა არა მარტო დიდად მნ5იშვნელოვანია 
ვარიაციათა აღრიცხვაში, არამედ მას განსაკუთრებული მნიშვნელობა აქვს 
ზეციური მექანიკის ზოგიერთი საკითხისათვის, 1902 წელს უიტეკერმა 
გამოაქვეყნა „Mაი!ხIV M0LI20§ ს. #4. 5.--ში შრომა სახელწოდებით: „0 ნ6- 
ო011C 0101“, რომელშიაც იძლევა შესანიშნავ კრიტერიუმს პერიოდული ორ- 
ბერების არსებობისა. მაგრამ უიტეკერმა თავის მსჯელობაში დაუშვა ზო- 
გიეოთი შეცდომა, რამაც შემდეგში გამოიწვია სერიოზული კრიტიკა. 1ჭ6იძ1- 
C0იLI ძ6II2 I. ,სCCმძიCი)ე ძი LI0CC I-ში 1912 წელს გამოქვეყნებულ ორ შრო–- 
მამი: „5%სIIC 0ICIIC 0CII0ძICხაი ტონელისა და _5ა1 100160) ძ! VV ხILC0IL6L“ 
სინიორინისა, ამ ორმა ავტორმა, უიტეკერის მსჯელობის გაკრიტი- 
კების შემღეგ, მკაცრად. ერთმანეთისაგან დამოუკიდებლად, დაამტკიცეს 
უიტეკერის კრიტერიუმი, გამოთქმული სათანადოდ დაზუსტებული სახით. 

დაბოლოს ჩვენ უნდა მივუთითოთ ბი რკოფის საინტერესო შრომაზე, 
მოთავსებული „ILX0052:CV005 0( 166 #ბI0069M6ე0 M2(0601მ2LC0) 50C16LV“-ში 1917 
წელს), სადაც ავტორი განიხილავს უი ტეკერის შენთხეევას და ამას გარდა 
იკვლევს პერიოდულ ორბიტებს, რომელნიც ე»თანადებიან 

I= LV (X, 2) + თCX. 1) +' + ჩ (>, 7) ”) ძ( 

სახის ინტეგრალს, სადაც დ არის არსებითად დადებითი ფუნქცია, ხოლო +-– 
რალის სიგრძე. ბირკოფი იძლევა კრიტერიუმს, ანალოგიურს უიტეკე- 
რის კრიტირიუბისა და ამასს გარდა პირველად გეაჩვენებს უიტეკერის 
კრიტერიუმის გეომეტრიულ ინტერპრეტაციას. 

ჩვენ არ შევეხებით სხვა საინტერესო გამოკვლევებს პერიოდული ექსტრე- 
მალების შესახებ და პირდაპირ გადავალთ კარათედორის მნიშვნელოვან 

მენუარზე: -ს906L ძ65C0)0556ი6 1XIICI 2160 ხიძ ლხ6IIიძ!აისტ V2ოე11005იIL00160ი16 
11 ძ”იL სხ606 სიძ 1ი ჩმსთიი", რომელიც მოთავსებულია #02) ხ! M21ი6C- 
ი 2IC2-ში 1925 წელს. 

გამოჩენილი გეომეტრი იქ არკვეეს მეტად მნიშვნელოვან ფაქტს, სახელ- 
დობრ იმას, რომ არარსებობა შეკრული ექსტრემალის შეუღლებული ფოკუ- 
სისა არ არის საზოგადოდ საკმარისი, რასა/„ ის აჩვენებს შემდეგი ინტეგრალის 

მაგალითზე: 1 
- - 

I V#1I+7 +1 იძX 
V1+ 3) 
  

9 
და მართლაც, ადვილად შეიძლება იმის დანახვა, რომ ამ ინტეგრალის 

იკიმუმი ვერ იჟნება განხორციელებული პერიოდული (0,1) ექსტრემალის სა– 

1? ტხი. MვLიტი. 5ტი:0. LLგთხსIდ, 1, გვ. 195.
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არასგზით არ შეიძლება იყოს განხილული, როგორც საკმარისი. ამით გამო- 

წვეული სიძნელე ძირითადია. 

ახალი საკითხი, რომელიც ჩვენ წარმოგვიდგება, ამგვარად შემდეგია: 

როგორი პირობა, გარდა შეუღლებული წერტილების არარსებობისა, უნდა 
იყოს დაკმაყოფილებული იმისათვის, რომ მინიმუმი იყოს განხორციელებული 

პერიოდული (0,1) ექსტრემალით? 

კარათეოდორი არ იძლევა ამ საკითხის გადაწყვეტას, გარდა იმ სა- 

ინტერესო კერძო შემთხვევისა, როდესაც სათავეზე გამავალი და პერიოდული 

(9,1) ექსტრემალის მეზობელი ექსტრემალთა ოჯახის მომვლები არ გადაკვეთს 

ჯ ღერძს და უკანასკნელი მის ასიმპტოტს წარმოადგენს. ამას გარდა თავის 

მემუარში ის გულისხმობს, რომ IC», # ») ფუნქცია არის დადებითი, რაც ცხა- 

დია ამცირებს ზოგადობას. 

ამ შრომაში ჩვენ მიზნად ვისახავთ გადავწყვიტოთ დასმული პრობლემა 

მთელი თავისი ზოგადობით. პერიოდული ექსტრემალების შესაძლებელ შემ- 

თხვევათა სისტემატურმა შესწავლამ კლასიკური შეუღლებული წერტილებისა- 

გან განსხვავებულ სხვადასხვა რიგის კრიტიკულ წერტილებამდე მიგვიყვანა. 

ჩვენ დავინახავთ, რომ კრიტიკული წერტილების არსებობა ან არარსებობა 

მოგეცემს პრობლემის სრულ გადაწყვეტას. 
შრომას ვყოფთ ექვს თავად. პირველ ოთხ თავში ჩვენ განვიხილავთ პე- 

რიოდული ექსტრემალები” შესაძლებელი შემთხვევის აუცილებელ და საკმა- 

რის პირობებს. მეხუთე თავი ეთმობა პუანკარეს ზეძოთ დასახელებული 

თეორემის ზუსტ დამტკიცებას. ბოლოს ჩვენ მოვიყვანთ ორ მარტივ მაგა- 

ლითს მთელი თეორიის დასურათების მიზნით. ორი ექსტრემუმიდან ჩვენ 

საუბარი გვექნება მხოლოდ მინიმუმის შესახებ. 

IL. წინასწარი ფორმულები. საკმარისი პირობა 

1, ჩვენ თავიდანვე მოვითხოვთ, რომ დაცული იყოს ჩვეულებრივი მი- 

ნიმუმის აუცილებელი პირობები: 

1. ლეჟახდრის და იაკობის პირობები მკაცრი სახით :: ღერძის 

ინტერვალისათვის (0,.1): 

(61 0,0) >0; 1 < %ი9 

სადაც ჯ-ს არის სათავის შეუღლებული წერტილის აბსცისი. 

2ქ. ვაიერშტორასის პირობა იმავე შუალედისათვის: 

(59.0, 5)>0, -–- თ<ი< +თ. 

ამას გარდა ჩვენ მოვითხოვთ, რომ მინიმუმის საკმარისი პირობა და-- 

ცული იყოს იმავე შუალედში. 

2. ვთქვათ ი დადებითი რიცხვია და # საკმაოდ მცირე სიდიდე. ყველა 

შესადარებელი მრუდები, რომლებიც აერთებენ „(0, 1), 8 (1, I) წერტილებს 

და მთლიანად მოთავსებულია სწორკუთხედში: 

0=X251, –ი0=X=50 

წარმოდგენილი არიან შემდეგი სახის განტოლებით: 

ჯ=უ(0ე+V# (32
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სადაც წ„(X) ფუნქცია აკმაკოფილებს რეგულარობის პირობებს და ამას გარ- 
და შემდეგ პირობებს: : 

უ(0=»(11=0, |უა(:1+X#!< იხ. 
თუ შევადარებთ | ინტეგრალს, აღებულს პერიოდულ C;, (0,1) ექსტრე- 

მალზე და იმავე ინტეგრალს მეხობელ დ მრუდზე, მიკიღებთ !: 

ო ჯ ძ 
ბ! = 1ც –– Iც,=-ვ |/2ნXI 2X+1) (/» –5/) ოთეძ-+ 

1 ჯ ” , 

+ > |(/2უ' + 2/„/ უო + ჩაუ?) +4 ო, MI, 
საჯაც 4 არის უ და ს სიდიდეთა ფუნქცია და ინარჩუნებს სასრულო მნიშ- 

ვნელობას. 

ავიღოთ ჯერ »(X)=90, აქედან მივიღებთ მინიმუმის აუცილებელ შემ- 

დეგ უტოლობას: 

(1) 

I 76) ძჯ > 0. თა 

ამ პირობის ინტერპრეტაცია ცხადია. ავიღოთ ისეთ წრფეთა ოჯახი, 

რომლებიც ჯ ღერძის პარალელურია და მისი მახლობელია 0 = ჯ = 1 შუა- 

ლედში, ანდა შეკრულ მრუდთა ოჯახი, რომლებიც ამათ შეესაბამება და შე- 

კრული ექსტრემალის მახლობლობაში იმყოფება. სწორედ (2) პირობამდე მი- 
გვიყვანს ამ ოჯახის წირებზე I ინტეგრალის მნიშვნელობათა შედარება პერიო- 

დულ (შეკრულ) ექსტრემალზე აღებული იმავე ინტეგრალის მნიშვნელობასთან. 

ნახ. 1 

3. ჩვენ ახლა შევადგენთ (9,7), (1, |) წერტილებზე გამავალ ექსტრემა- 
ლურ წირთა ფთ, ოჯახს (ეილერის წირებს), რომელნიც შეიცავენ პერიოდულ 

(0, 1) ექსტრემალს, როცა # = 0. ვთქვათ 

»=C(ჯ#თ.წ) ფ 
არის ეილერის ჩ-1/ =0 განტოლების ზოგადი ინტეგრალი და 

2; 
თ = თ, 8 = ჩე კი პერიოდული (1,0) ექსტრემალის შესაბამისი თ და 8-ს 

მნიშვნელობანი. თ და ჩ-ს მნიშვნელობანი 6, მოუდისათვის მოიძებნება შემ- 

დეგი ორი განტოლების სისტემიდან: 

#=C(2თ ზ, #= C(1,თ,8), (წ2) 
რომელნიც დაკმაყოფილებულნი არიან თ = თა, ზ = ჩე-სათვის. იაკობის პი- 

რობის გაზოყენებით ადვილად შეიძლება დამტკიცდეს, რომ ამ განტოლებებს 

აქვთ ამონახსნთა ერთი და მხოლოდ ერთი სის ბემა: 

_ თ=თს. ჩზ=ჩV) 
1 ჩვე2 აღგნიშწავთ / (X) = / (», 0, 0), /V (>) = /V(+X,0, 0) და ა, შ.



ვარიაციათა აღრიცხვის პერიოდოლი ამონახსნები და შეკრული ექსტრემალები 143 

-რომელნიც მიისწრაფვიან შესაბამისად თე: და ჩე-საკენ, როცა # ცვლადი მიის- 

წრაფვის ნულისაკენ. თუ შევიტანთ ამ მნიშვნელობებს (3) ფორმულაში, გეექ- 
ნება თ, წირის განტოლება: 

ჯ)=დთ., 0=X-=1, IMI<0 (4) 
სადაც დ(ჯ,»#) აღნიშნავს შემდეგს: 

თ (X, #) = C(X,თ(#M), 8 (#))- 
(4) ოჯახი შეადგენს ველს ან სპეციალურ კონას, რომელიც მნიშენელო- 

:ევან როლს ასრულებს შესავალში დასახელებულ ადამარის შრომაში. 

გამოვთვალოთ ახლა Cთ/ც (X, L). უკანასკნელი ტოლობის გაწარმოება მოგ- 

„ვცემს , ვ 
თ 

0 = _–_ –_–_ .· «რთ CV > + თხა 4 | 
0 

თუ ამ განტოლებაში შევიტანთ > და 2 ს მნიშვნელობებს მიღე- 

„ბულს (#) სისტემიდან, ადვილად მივიღებთ: 

ბ(რ'«1)-– ტცთ, 09) 

_. #01)” 
'სადაც #(», ჯა) აღნიშნავს ვარიაციებიანი განტოლების ინტეგრალს, რომე- 

ლიც ნული ხდება 1=27ჯ)-თვის და ამას გარდა აკმაკოფილებს პირობას: 

4ი· 2 ე) = –– #.(+0, X). აღვნიშნოთ #4 (C::) = დ, (X, 0), მაშინ უკანასკნელი ფორ- 
მულიდან მივიღებთ: 

სინი – ჯიო ბთ = 1 63ნმ4/ დას ლთ 
#(0) = «#(1) = 1. 

4. ახლა მივმართოთ 21I-ს მნიშვნელობას, რომელსაც (1) ფორმულა 

გვაძლევს. თუ იქ ჩავსვამთ უ (2) = #(4 (2) –– 1), მივიღებთ: 

8 =5 /ბ (0) (VI 1) – 4(6)14+#, 

  დ, (X, 0) = 

საიდანაც გამოგეყავს ადამარის აუცილებელი პირობა ექსტრემუმისა 

ტ' (1) –– ტ' (0) = 0. (6) 
აქედან გამოგვყავს, რომ #(ჯ) ვერ მოისპობა ჯ-ის ვერც ერთი (დადები- 

თი ან უარყოფითი) მნიშვნელობისათვის და, მაშასადამე, იაკობის პი- 

რობა (შეუღლებული ფოკუსის არარსებობა) უნდა იყოს დაკმაყოფილებული. 

-- დ < %1< + თ შუალედში. 

5. ჩვენ ახლა დავამყარებთ დამოკიდებულებას (2) და (6) პირობებს შო– 

რის. ამ მიზნით განვიხილოთ (5) ტოლობა, რომელიც შეიძლება შემდეგი სა- 

ხით დაიწეროს: 

პაჩ ნ=- IM 2 |   VII
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ანდა ახე: 
ა (2 იას –ედ /თნი = ჩაM (5-) +უ” ნათი 1: 

ან ტოლობის ორივე მხარის ინტეგრCებით, ? ფუნქციის პერიოდულობის 

გამო მივიღებთ, შემდეგ ფორმულას: 

I #2 IXI ძა: = /,5 (01 (V (1) –– 4 (01) + ჯიო თ) 
თუ ამ "ტოლობას მხედველობაში მივიღებთ უშუალოდ დავინახავთ, რომ 

როდესაც (6) პირობა დაკმაყოფილებელია ფართო აზრით, (2) პირობა და-- 

კმაყოფილებული იქნება საზოგადოდ მკაცრი სახით: ტოლობას ამ უკანას- 

კნელ პირობაში ექნება ადგილი მხოლოდ იმ კერძო შემთხვევაში, როცა 
4ა0=ძთცივL. ამგვარად, (6) პირობას ყოველთვის მოსდევს (2) პირობა. 

შებრუნებული დასკვნა არ არის საზოგადოდ სწორი, მაგრამ მაინც მი-.. 

ზანშეწონილია პირველად განვიხილოთ (2) პირობა, რომელიც ძალიან ადვი- 
ლი გამოსაყენებელია. ამგვარად, თუ (2) პირობა არ არის დაცული, იგივე 

იქნება (6) პირობის შესახებაც; მაგრამ მაშინაც კი თუ გვაქვს 

I/ასეძა=0 
0 

შეიძლება დარწმუნებული ვიყოთ, რომ ექსტრემუმი არ იქნება განხორცი–- 

ელებული ყველა იმ შემთხვევაში, როდესაც #(21) არ არის მუდმივი. 

მაგალითი: 
4 

1= I 06"? -> 7” 60§ 2 XX) ძX. 
9 

ეილერის განტოლება, ისევე როგორც იაკო ბისა, არის 

+" – »XC0527X = 0, 
საიდანაც უშუალოდ ჩანს, რომ 40:) ფუნქცია არ არის მუდმივი. 

მეორე მხრივ, 
1 1 

წელ ძ);= 2| C0§ 2X1X ძ0; = 0. 

მაშასადამე, # ინტეგრალის მინიმუმი არ იქნება განხორციელებული პე- 

რიოდული ეგსტრემალით. 

6, ახლა ავიღოთ ისევ (4) არე, ვთქვათ 

# = M(2, 1) 

არის (4) განტოლების ამონახსნი #-ს მიმართ. ამ ფუნქციის ნაწილობით 

წარმოებულებს ექნებათ შემდეგი გამოსახულება: 

ი თ.ა #(სე))) ი“ 1 

ძX დ(2, ს(C1)). მ» CC5MC+7)). 
კონის 6, მრუდის (5) წერტილში მხების საკუთხო კოეფიციენტი ასე, 

განოისახება: 

ჩ (2.7) = დ. (X, M(2 2) )- 
ცხადია, რომ ეს ფუნქცია განუწყვეტელია ისევე, როგორც მისი ნაწი--
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ლობითი წარმოებულები. ამ ფუნქციის გაწარზოებით X»-ის მიმართ წინა ფორ- 

მულების ძალით მივიღებთ: 

  

_ დ (X, ”» 
ჩა (%,2) = თ CL). (8) 

და, მაშასადამე, 
V„' 

ჩე(020)=– -2 ' (8;) 
7. ამის შემდეგ ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ (6) პირობა, აღებული მკაცრი სა- 

ხით, არის საკმარისი იმისათვის, რომ I ინტეგრალის მინიმუმი იყოს. გან- 
ხორციელებული პერიოდული Cა(0, 1) ექსტრემალით. მართლაც, განვიხილოთ 
(4) არის „24(0,#) და 8(0,#) წერტილების შემაერთებელი წირი: 

ჯ=დC7) (წა) 
მინიმუმისათვის საკმარისია, რომ ადგილი ჰქონდეს V-ს საკმაოდ მცირე მნიშ- 
ვნელობათათვის უტოლობას: 

#1 = IVC. დ(X, ჩხ), დ.(X, #))–– #2, 0, 0)) ძX > 9. (დ) 

ს 

თუ 4 და 8 ბოლოწერტილებს ჯ ღერძის სწვრივი წრფით შევაერთებთ, 
ჰილბერტის თეორემის ძალით მივიღებთ: 

  

      

ჭ) “2 _ · §.ხ'- 8 

ყV.ლ(2,“) 

ყ.% 4? 

ი 

ნახ. 2 

I,= | I(=ხ#C)) – 6099 // (5 ხ#(C M))14 
და, მაშასადამე, 

1 

აბ1= I (>, M) ძX, (10) 
ი 

სადაც # (Xჯ, #)-თი აღვნიშნავთ ვაიე რშტრასის ფუნქციის ანალოგიურ 

შემდეგ ფუნქციას: 
#VC, ”) = #C. #, #ტ(>, M)) –#/C0, 0,0) – (62 ") ” C2 სხ (+, M)). 

თუ ამ ფუნქციას დავშლით Xჯ-ს ხარისხების მიხედვით, (8) ფორმულის 
ძალით გვექმნება: 

ძ · ჯ ტ?. ქტ) წთ =ხვ/ს+5(/0- გ-ჩინ |+ 4#, 
სადაც 4 არის ფუნქცია, რომელიც ინარჩუნებს სასრულო მნიშვნელობას #=0 
წერტილის მახლობლობაში, ამ ტოლობის ორივე მხარის. ინტეგრებით მივი- 

ღებთ:
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ტI 3 LM ? IX) ძX –I+ _ IX) ძ») -L 4ყა. ძ9,) 

(7)·ის ძალით გექნება: 

#" – 
ტ1==-5- /ა(01 (4!(1) –– ტ'(0)) + #14 

და, მაშასადამე, (6) პირობა, აღებული მკაცრი სახით, არის საკმარისი. ჩვენ 

დაგვრჩა განვიხილოთ ტ'(1) –– M(01= 0 შემთხვევა,ა რომლის გამოკვლევა 
უფრო რთულია. ჯერ გამოვიყვანოთ რამდენიმე ზოგადი ფორმულა, რომლე- 

ბიც შემდეგ გამოყენებული იქნებიან სათანადო აუცილებელი და საკმარისი პი– 

რობების მისაღებად. 

IL. ზოგადი ფორმულები 

8. ჩვენთვის მეტად მნიშვნელოვანია, უპირველესად ყოვლისა, ვიცოდეთ 

#(%, 1) ფუნქციის დაშლა /-ის ხარისხების მიხედვით. ჩვენ დავუშვებთ, რომ 
არსებობენ დ(X, #7), დL(2,#) ფუნქციების უმაღლესი რიგის წარმოებულები #-ს 

მიმართ და ისინი არიან განუწყვეტელნი (4) არეში. 

  

  

  

აღვნიშნოთ: 

თ = 1. _ თ = Vშ(%, #) ქ... =_ %" (% 1), 

აეუესბსბსბსბსეაეეასასეს““–“. 
გვექნება 

ძთ, ძთ, ძი» 

20 ხე აე, თვ თ ე მი“ თარი. 
(8) ფორმულის გათვალისწინებით მივიღებთ: 

ძთ ძთ ძი მით 
ჩ/, (თ, 3) = ილ ჩე (X, 3) = C; > ჩ,: (X, 7) = თჯ ( > _ 3თ,--> , 

ძის ძთვ ძი ძი 
ჩი (0 2) = C1( –- –– 60, –– –4ი ა კ. +150 თ“ , 

ძი აი ალ ით 
#ჩ,' (X, 7) = M( 5“ – 10ას,–– 5: + 45თ1? ვ 10თკ ––> - + 60C),C)ვ _–- 

მთ, მთ, 
–5თ, “2 +1050თ; 3 · 

· ძხ 

ყველა ამ ფორმულაში ერთი ფორმულიდან გადასვლა შემდეგზე ხდება 

შემდეგი დაყვანის ფორმულის მიხედვით: 

მი,%1 
ჩე" =C, “I. 

საერთოდ, ამ ნაწილობითი წარმოებულების შედგენის კანონიდან ჩანს, 

ძი» ჩნხსხ-)) ძი», ძია 
თ 

190» ალეუმინა- თ ფიჯიში).
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ახლა შემოვიღოთ აღნიშენები: 

#.(2) = ტ(X)ჩ,(>,9) ჩ#0:(>) = 5? (2 (9,9), ... 
11 (ი – უტ თგტ-რძ. ხა 

:გვექნება შემდეგი დაშლა: 
=- 7 

1C2 1) – გლაო 0) = -. 1 >C ) 

“თუ ჩავსვამთ წ» = #4 (CX),: მივიღებთ: 

#(X,ს6(X)) = X#, (2) ++ #?#ი-(X) + ... -L #” ჩი (2) + ... (12) 
ამ ფორმულას შემდეგში ხშირად გამოვიყენებთ. 

9. ახლა ავიღოთ (9) უტოლობა ფართო მნიშენელობით, რომელიც არის 
„აუცილებელი მინიმუმისათვის: 

#1 = IVთდჯთ #), დ» (+, X) ) –– / (დ, 0, 0) | ძ:; => 0. 
0 

შევაერთოთ #(0,#) და „8(1,#) ბოლოწერტილები » = M6(X) მრუდით 

/ჯნახ. 2). ჰილბერტის ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ: 
1 

ტ1= I MCთხძ», 

5 (2) + ... ++ ჩი (2) + .. 

სადაც II(27, #)-თი აღვნიშნავთ ათ) რშტრასის ნქციის ანალოგიურ შემ- დაც ღვ ვთ ვაიერმშტ ფუხქც ლოგიურ მე 
, ნქციას;: დეგ ფუნქცია MC, #) = /()#4ტ,#(«, –ტ) )-––/(< 0, 0) 

+ (#4' –– გ («, #4) ) /ა' (2 ##, ნ (>, #ტ.) )- 
·დავშალოთ I#I/(ჯ, „) ფუნქცია #-ს ხარისხების მიხედვით. ტეილორის ფორმუ- 
ლის ძალით გვექნება: ჩვე) 

MC) = /C2 #ტ, ##) –– / (>, 0,თ) _ 4 %), 

_ თ--))#6--#ბX» 

#/1 CX%, #ტ, #ბ') 

  ”" (62 ჩრ, #4") –_.. ქ... “ი 

7სიმოკლისათვის აღვნიშნოთ: 
(C)) 

(> დ + ილი #(თ დ.დ.) = V. /, 

(C) 

(C.+9 /Cთ9) | „ა VI) 
IC», #)-ს პირველი ორი წევრის სხვაობის დაშლა იგივეა, რაც ის, 

“რომელსაც ტეილორის ფორმულა გვაძლევს: 

#C #4, #4") – #(X, 9, 0) = #41/ + -» ” წ9/-L.. -4-% - თ /+.. 

Iს(X,#)-ს დაშლის შემდგომ წევრთა ს რთობლიობა შეიძლება შემდეგი 

სახით დაიწეროს: 
1 I 

“ ე #"ხა + #'ჩ. + ლუწი IX) + XVI /V>ქ+ 2“ თი + =
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2 წ5. 

– ე CM + + ეზ ცანი + MI + ფხა +.) 
.-) ითდფდა თ. ი. . –თ”””სწი" "” · “წ 

– 0 + MM + აშ ჩონი +ნIნო+ VI 7. + 
თუ ი დლაჯგუფებთ ერთად იმ წევრებს, რომლებიც იყოფა #-ს ერთსა და. 

იმავე ხარისხზე, მივიღებთ დაშლას შემდეგი სახით: 

  

– 3 

4-0) (2 სბ, Lტ3 

20 -- გე! 1პ6-–- ტე” 
120--151 9 (2 (4, #4") -L ... თ: ი (2, #4, #4) + ,.. 

=+:V+4 13 M+..45437:7+... 
სადაც 

++ 
4“. =:#M/" LI, 

9. (0; V2 / 2 -L 2ჩა ჩვ /V (X1 ), 

6 1 

+ =70 ჩე #9 /ყ'' -L 2ჯა #: V1 / ე -L (#1 ·ჭL 2#ა ჩ,) / IXI )+ჯ =: #3 7 IXI" 

და, საერთოდ, კოეფიციენტების შედგენის კანონის მიხედვით გვექნება: 

  

წი 1 1 
#. > 2! ხ-– (გ-–-4)1 #1 წი– ა +C=5!' ლი (ა ჩვ -+ ჩვ ჩ:) Vა–, 75 + 

#ბ+M=9–1 4#+Xი=»ი 

«ი 2 #64 ასე 2 #M# | 
2 1 ი :+/+X5=5%-+ §+7+X5=9% 

+. უხ მაა+ +რ/აე > გს + /IX) > ჩია. | 
1 

+..+ 8, 

სადაც 

ჯX = წა, როცა #=2ჯ 

” წი /, + 70510, IX, როცა #=2/+1. 
თუ გავითვალისწინებთ ყველა ამ ფორმულას, მივიღებთ II(X, #) ფუნ- 

ქციის შემდეგ დაშლას #-ს ხარისხების „გ პედვით: 

CM) = 0 /+ 2 "/+2- + 7 ფწ9)ყ–ს)+ ... 03) 

12 (რი/– სი) +... 
ახლა საჭიროა მოვძებნოთ V%ი/ გამოსახულება. ამ მიზნისათვის გამოვით– 

ვფალოთ ასეთი სახის გამოთქმები: 
ს. = დ)? VI + დ) V» /ყ)
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' რომელნიც შემდეგში ძალიან მნიშვნელოვან როლს ითამაშებენ. 

10, გამოვიდეთ კარგად ცნობილი ტოლობიდან: 

ბ, = მშ» (ტ. /V)- (14) 

ამ ტოლობის ორივე წევრის დ.-ზე გამრავლებით და შემდეგ (CL V, //-ის 

"მიმატებით, მივიღებთ: 

ძ 
IX / = დი ბე /) + დ.»V,; /,= წოოსაი ბ, (15) 

„. განვიხილოთ ფუნქცია: 

ძ 
V(X) = #17 + ჩა, V-– > XV + //:V” L 

·(14) ფორმულის ძალით ის შეიძლება კიდევ ასე დაიწეროს: 

, 1 .ძ 
V-CX) = “- »I (XV თა – 7CL.) /ყ5 ) (16) 

· და, მაშასადამე, 
მ ი· V და =– ი (თ > 7). ი» 

ახლა გავაწარმოოთ (14) ტოლობა #-ს მიმართ. მაშინ უკანასკნელი ტო- 

“ლობის ძალით გვექნება: 

ძ ძ 
რ. /, = 4 LV9VI +თ1-- II" 1-9 //ა I (18) 

· საიდანაც უშუალოდ მიიღება: 

ძ 
ი,/- + (და V; /VI + თა –– 29 უვე) 

ვ მე/-ის მისაღებად ს დაწარმოოთ (18) ტისობა #-ს მიმართ, რაც მოგ- 

ვცემს: 
სა + 2 ICI V, /,ყ + თ. VI /VVI 

ძ I „მთა 
=>. /) ი2- ი ფას / + დ, V, /ყ2| –– თევ => 9 ი) 

მ ძთ 
+09, 4 ბა, I+ თ-- წ -- Vა/ I 

მეორე მხრივ, (17) ფორმულის ძალით ადვილად მიიღება, რომ: 

– 
დ: წ; /ეშ + დI:.V “ -– _ თე VI /V “L თდ+V, #V"I (19) 

ძ ძ ძი.» 
= Cთ, ხე ა- - დ“, “დ; შჯ დ1 “კე VIIV · 

"თუ ჩავსვამთ ამ გამოთქმას წინა ტოლობაში, საბოლოოდ მივიღებთ: 
' (1) 

Vვყ = ძL წვ /VI –– 30, თე 7 დ; ლე (29) 

ი ითა ძ ძი ! ვთ.–-|ფ1-–- , – | ფ1--3#/, “+ თაა IV პჯ თი + ი. დ1 პჯ ყი |
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საიდანაც დავასკვნით: 

2 ძ ძ .9 ა) => თათ/)+ კ . (5> პი, 4“), | 
ძთ ძ 9 

საქარია |I=უ1C –3“- ნთიე > ოი 

–ვგ( ი | VI /V 

დაბოლოს, ჩვენ გამოვითვლით ,/-ს. ამისათვის გავუტოლოთ ერთმანეთს. 

(20) ტოლობის ორივე მხრის ჯ-ს მიმართ აღებული წარმოებულები. მივიღებთ:- 

VაM/V “L 3 (დაა Vა /კ -L დს'»Vე /ყს'I 
ძ ძ „ 9 | „მთა 

=-–-Iწა + 33> |დი რა /- –+- და» V2/V') -L 60; «2 > –| დჯ– · Iყა 

ძ ძთ 
– პიჯთი--- - თ“ დ --“ |++ (თ #") (21). 

ი ძ| „ძთ 
– 4თჯთვ– – წ ბეე | 2.7. -9 თენა) 

ძ ძ ძი 
– ნიახივე > სთნო + მიე, (LL #(0გ “მჯ. ფსი) 

+3 მ I(<+) 3 8) 3 ძია. ა/მ |: მჯ |'L მ # ი > 91 ას VI 
ახლა თუ (19) ტტოლხბის ორივე მხარეს გავაწარმოებთ X-ს მიმართ, საკ– 

მაოდ რთული გამოთვლების შედეგად მივიღებთ!: 

ძი 
რჯ: V-ა /,მ -L და, წი I: = 7 (და Vა ჩა -+ დ), Vი /ყ?| 

10 ძი ძ, ძი 
–3თი,თ; 22%", I+« ფეს ა/ა) 

ძ ძთ 
+ საქარ “ს, 1= თ: შ “I 32 

თუ ამ წსიშემელობას (21) ფორმულაში ჩავსვამთ, გვექნება: 

მოკ 6 მთვ მთე 

  

ი /- > Iდს"V, /V') + 8 თ (“> მჯ თ; > –4თ 2X 

2 2 · მივ __ მდა ა 

–” +4 = თა, ( > 3თ) > ) V,/ე)1პ|–+- 

1 აქ ვეყრდნობით შემდეგ ფორმულას: 

/ყ'თ1ა + 2/Vყ?ე! დL2 დL1 + /ყე!ბ თი, 
ძ ძ მთ. 

=+- I» რ + 2 /ყ/? დI2 თ, + /ყ თ?, == -| თ; 5.) /"" | 

ძ ძ ი ძი 
ლ თ1 ფაბ 4) VI I + თ; 0: | თ 9 ./ი |–««-; წ 5-ჩ ”/V. L
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ძ ძ 1 
+6 თ თი - 30001> = «(წ 52) # | (22) 

__ აია _ ძი _ ას „მთ; |ძთა 

არ გგიელუიასლობავააი–= გაია ”” 
ით ძი M. 

- 3 – 27თ აას 1 V) ცილ 61 C ა) თა – ვც( 9 – ი 

Mჩა/ გამოთქმათა შედგენის კანონი სავსებით ცხადია, #I/-ის  ისეღებად 

იგივე კანონი იქნება ხელახლა გამოყენებული და ასე თანმიმდევრობით მიეგთ 

ღებთ ყველა #,/-ს. 
ამის შემდეგ გადავიდეთ V.,/-ის გამოთვლაზე, 

11. Vე/-ის გამოსათვლელად ჩვენ გამოვალთ (14) უტოლობიდან. მისი 

თზე გამრავლებით და ამის შემდეგ /,'დ.VV, -L /,ყმC2-ის მიმატებით მივი- 

ღებთ წVე/-ის გამოთქმას: 
ძ 

V.I = –-ICIV. VI. (23) 

გავაწარმოოთ ამ ტოლობის ორივე მხარე ” ს მიმართ, გვექნება: 

Vვ/ + 26, /=- 5 - თა VIV)+-– 4, წ /VI 

++ (დს (წ დ» -L / „3 დ2,)). 

მაგრამ 
ძთა: 

I და? -L /, დ), = (აა V; /V -L თ; წოო/ე, 

ამისა და (15) ფორმულის ძალით საბოლოოდ გვექნება: 

ძ იჩი. ძი, =- IL. –_2 წ 24 Vვ/: 2; LV V /VI+-; (თ მ» ჩი“) (24) 

V,/-ის გამოსათვლელად გავაწარმოოთ ეს ტოლობა #-ს მიმართ, რაც 

მოგვცემს: 

VI + 30/=– “(ანა /) +434 “I Vა IV) 

ძდე 
+214. დ) (დ) V, / + თ). VI /,?)) + –– მჯ -+ ჩა | 

ძ!) ძთე 
+; IM» 2 თი). 

შეორე მხრივ, 

მთ: ძ 
დ, (დ V, /თ -L დ. /,2) == %I) V;// -L 94 V, // | 

ამის მიხედვით და 1,/-ის გამოსახულების. მხედველობაში მიღებით ხა- 

ბოლოოდ დავასკვნით:
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ი ძ ძ ძ 

ხრა ორნავიანი რგ 252 -2ი%2) | 
ძთე V? +39(- ) /,». (25 

გადავიდეთ #4. /-ის გამოთვლაზე. #-ს მიმართ გაწარმოების იმავე წესის 

გამოყენებით მივიღებთ: 

ი ძ 
V5/ L 4M/ =3 (დს #I რე» ICI: Vევ /ყ'1 

+342 IდL: (დL" Vა /აა + დL", წი /ც')1) + 3 =V (ეე თაყ | 

+3 4, ად "| +3-– 219 –- Cჩაბ დჯ? ი თა) | 
ძ 

ძ ძთს ია მთ, 22) | -- Iთ:| ბ . 2ცტ 3 4ც. –- – 1 I#, 
' ქარ ი. ეჯ % ქე; 43%; ” 

ძ ძავ ძთ, (> => ლია – "ო: 1. ვ, “ 6Cთ1| ––-3 - .ც,– ბ). .ა 
+19( 3 (ვ -" )V/," I+ დ 21 ათ 7 

+3დ(5> =3) წ./.V. 

მაგრამ ადვილია ვაჩვენოთ, რომ: 

დ. (დI: წე ჩა + დი V-ე /ყ ს) == დჯა Vვ /, + ფა“ --V 7" 

და ამას გარდა 

ძთ /ცოდი + / ადი. = თმ, #3 + დ. -ა-“ / ი 
თუ შევიტანთ ყველა ამ მნიშვნელობას წინა ფორმულაში და მივიღებთ 

მხედველობაში #./-ის გამოთქმას, გვექნება: 

ძ ძ ძ ით ძი 
V5/ = –- IV, /VI+ თ ნელ ტვ. + 15 524) ”თ '| 

ძ ძ მთე: ძ 

+. 29 (> - პია) თი ' + 9 კ თა 2 “> 2I9(% +) # '| 
„ მდე / მთვ ძთა: (=> 2 
––-, –”. 3ე.--“ „ 15 ; – ”“. + 10 «; შო წოფადიაა თ I. + 15რ; 2. თ. (26) 

დაბოლოს გავუტოლოთ ერთმანეთს ამ ტოლობის ორივე მხრის #-ს მი– 

მართ წარმოებულები, (22) ფორმულის საფუძველზე და ანალოგიური მსჯე- 
ლობის დახმარებით მივიღებთ ფორმულას, რომელიც მოგვცემს Vა/-ს, ე. ი. 

VI=ა. “თმ. #+ =C 1-> 10 თ-- +-45თჯ 3> 

ი, ძ მ 
–10თე პ 1 + 600, თვ --”. –5ი,-++1050 (3) ეი | 

Xჯ 2;
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+5 9 (58-61 “ 3 ი –4Cთვ ლ +15თV 99% თ") 
თ; მჯ. 

ძი « 
10--I დ1| –-“-- 3თ,--? | წ, 

+ 2» CI1 “X ძჯ LI 1 

ძ ძთე /ძ = 
+ წ LL შე __ 3“ 0”) (27»– 

       ქო), 
X+15C? ი ოდოლიი, ლ (5351, 

X 0X ძ ძ1 

ძ ძ ძთა 
+ 69 დ1--- = –( <2 3ც,-2 ა) თა +45ჯ( 52 23) V0/ყ 

+ 3001 ლა წთ: 

12. V-გ/-ის შედგენის კანონი ცხადია. ჩვენ შეგვიძლია დავწეროთ საერთო 
“ფორმულა წდ,/-სათვის. მაგრამ (13) დაშლის ყველა კოეფიციენტების მისაღე- 
ბად საკმარისია მოვნახოთ წ,/-ის მნიშვნელობანი, როცა #=0, ე, ი. Vწ%/. ამი- 
სათვის აღვნიშნოთ სიმოკლისათვის უ„+ჯ-ით ” შემდეგი ზოგადი გამოთქმა: 

_ ში11 _ 1 1 93 0 

თC+1)! 21სთ 4) შა /+ თ – =–ე Cთ; ჩა + ჩვ ჩ:) წი-. 75 + 

L+M=CI%--1 1+M5=5იჩ 

+ VI /ე) 2 #: I -L 1) IXI 2 წე | 

2 1 წ+7+%5=#M–1 

++ C- ანნა 4ნ “ში ი 2 ტტ 
(+/+M=ი ჯ- 

+” 2 მი) +..+ “ს 
სადაც 

(0:V: 7 +1 IX, როცა # =- 2» 
IM. = 

'% იი +1 + #0: 1ხ,/ეი +1 IX), როცა #== 2” + 1. 

ში 1 

(+1)! 
და ყველგან მივუმატოთ 4“! ინდექსი / ფუნქციების წარმოებულების ინდექსებს, 

· რომლებიც გვხდებიან ჩის გამოთქმაში. 
# 

შევნიშნოთ, რომ:   -ის მისაღებად შეგვიძლია გამოვიდეთ I დან 
# 

ახლა მივცეთ (23), (24), (25), (26) და (27) ფორმულებში #-ს 0-ის მნიშ- 

„ვნელობა, მაშინ (#ზ.8)-ის მარტივი აღნიშვნების გათვალისწინებით მივიღებთ:
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ძ 9 
V. “ძთ (ა , V, /V I) 

ძ ყ-ის 9 /) +1-2--(4-ჩ, დ) /,>IXI), 

პე ა VI/)+2-3- აჩ სი Vე/ა) 
ი 

–+ 1-2-3=– (4 · ჩვ (თ) /ყი (631) + 

ძ ძი 
წა (4 IV #) +3 რა (4. · ტა (დ) V9 7") 

: / " ლ» 
+2-3. 4--– (4 · ჩე (თ) წI /»") 

2 

ძ · ძა. 
+1.-.2. 3.4. (4 · #ა (თ) /ყ:IXI ) +–უეუ:+ სა; 

ძ ძ 
ა =-- (4 · VI 91 + 4-5-– (ბ · ტი (>) 9; // ”) 

+ 3-4-5-- (4- ჩ, დ) #/,») + რაონდ (ტ-#(2091/   ძ 
+1-2-3 -4-5--(#-ჯ, 0) /           

წ) 

ახლა XV /-ის შედგენის კანონი ნათლად დასანახია. თუ დავუშვებთ აზ 
კანონს წ. ,/-სათვის, ადვილად ვაჩვენებთ, რომ ის დარჩება ძალაში წ%/-სა- 
თვისაც; მაშასადამე, საერთო ფორმულა არის შემდეგი: 

  

  

==, ) ყ- CI. V- „/)+->-- = ოი · ჩე (დ) წ%. ვ /V2) 

+”- იი ჩ 4. ჯვ (თ) წი –, /V?) 

ი 1)! ძ + ..+ ა ვეტ ტჩი– ე (დ) 75/,2) · (2»>» 
–- 1"! , +--.? 9 ა. ,(2ბ)/:) | 

ძ ძი» +თ- ე, (ბ ჩ-ათი/იი)+ ენ. ! 
ამის შემდეგ ჩვენ გადავალთ აუცილებელი და საკმარისი პირობების. 

მოძებნაზე,
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III. აუცილებელი და საკმარისი პირობები იმ შემთხვევისათვის, 

როცა ტ' (1)1– #'(9) =0 

13. #/(1) –– V (01=0 შემთხვევაში #(ჯ) ფუნქცია, რომელიც ყოველთვის . 

დადებითი რჩება, არის თვითონ პერიოდული. ეს შემთხვევა არ ექვემდებარე- 

ბა („მზ.7)-ის გამოკვლევას, რადგან იქ მოხდენილ მსჯელობაში არ შეიძლება. 
» შევცვალოთ #Cე-ით. მაგრამ (#9.12)-ის ფორმულები საშუალებას მოგვცემენ . 

მოვძებნოთ ამ შემთხვევის შესაფერი აუცილებელი და საკმარისი პირობები. 

მივმართოთ (13) ფორმულას, რომელიც გვაძლევს #I(Cჯ, #) ფუნქციის. 

დაშლას #-ს ხარისხების მიხედვით. აქედან მივიღებთ სრული ვარიაციის შემ- 

დეგ დაშლას: 
#1 = (7) 1 /24- XI /ძ-+" | ა #ძჯ 1 VI 21 2760: 3! 1 –'– (თ). 

' 1 
ჯ" 1 

++-)თC1/–ს)ძ%+... +--C9/- ს») ძX + ... 
ი 90 

უშუალოდ ჩანს, რომ ამ დაშლაში პირველი რიგის წევრი მოისპობა. 
მაგრამ (28) ფორმულის ძალით ამასვე ექნება ადგილი მეორე რიგის წევრის. 

მიმართაც. 

(28) მეორე ფოომულა გვაძლევს: 

1 1 
I V%8/ ძX = 3 სხე (1) –– ჩ, (0)| ე 0). 
ი 

ამგვარად, ჩვენ მივედით განსახილველ შემთხვევაში მინიმუმის შემდეგ. 
აუცილებელ პირობამდე: 

ჩი (1) –– ჩ, (0) = 9. (31). 
დავუშვათ, რომ ეს პირობა დაცულია. (28) ტოლობის ორივე მხარის. 

ინტეგრებით მივიღებთ: 
1L 

3. დ1/-– აძ = –- (მა (1) – ჩა (9) 1//ი (0), 
ი 

აქედან დავასკვნით მინიმუმის შემდეგ აუცილებელ პირობას: 

ჩა (1) –– ჩვ(9) = 0. (37). 
ეს პირობა მკაცრი სახით არის საკმარისი მინიმუმისათვის. მაგრამ 

ზოგადი შემთხვევის განხილვის მიზნით დავუშვათ, რომ 

Iჩ: (X)1L = L#ი (X)Iჯ = (ჩვ (2) = ·-- = Iჩი– : (X)1ჯ = 9, (33).. 

Lჩი (თ) I ==0. 
მაშინ (30) დაშლაში პირველი #--1 რიგის წევრი მოისპობა და 4ILს ზოგადი. 
ფორმულა (29)-ს ძალით ამ შემთხვევისათვის გვაძლევს: 

თი” +1 

==. 1 LM» (1) –– ჩი (CC) 1 7, I0) + „4 C11, 

თუ # ური ხარისხის წევრით შემოვიფარგლებით, სადაც 4 არის ფუნქცია. 

(მისი გამოსახულების გაშლილი სახით მოყვანა ჩვენთვის არ არის საჭირო),. 

რომელიც ინარჩუნებს სასრულო მნიშვნელობას #=0-ს მახლობლობაში. 

ტ1=  
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· ავიღოთ L იმდენად მცირე, რომ #4/-ს ჰქონდეს იგივე ნიშანი, რაც 

ტუ11 (ბა (1) –– ჩა (0). 
იმ შემთხვევაში, როცა ჯ ლუწია, დავინახავთ, რომ #/ ვარიაცია იცვ- 

ლის ნიშანს #;-სთან ერთად და მინიმუმი არ იქნება განხორციელებული პე- 

რიოდული Cა(0,1) ექსტრემალით. მაგრამ თუ #7 კენტია, 4/-ს აქვს იგივე ნი- 

შანი, რაც #.(1) – ჩი. (0)-ს და, როჯესაც 

ჩი(1) –– გ, (0) < 9 · 

მინიმუმი არ იქნება აგრეთვე განხორციელებული. მინიმუმს ექნება ადგილი 

თუ ჩვენს შემთხვევაში: 

ჩ (1) – # (0) >. 
მეორე მხრივ, („9.8)-ს (12) ფორმულა გვაძლევს: 

ხ(1)7)–– #(0,7) = წ. (1) –ჩ„(0) + 8 #- I), 
სადაც 8 რჩება სასრულო. ამგვარად, ზემონათქვამის მიხედვით შეიძლება გა- 

მოითქვას შემდეგი თეორემა: : 

თეორემა: იმისათვის, რომ /„(1)––- ტ'(01=0 შემთხვევაში 1 

ინტეგრალის მინიმუმი იყოს განხორციელებული, აუცილე- 

ბელია და საკმარისი, რომ (4) არეში «4(0,7) და 8(1,;) წერტი– 
ლებზე გაყვანილ მხებთა კუთხური კოეფიციენტების სხვაო- 

ბა იყოს იმავე ნიშნისა, რაც ამ წერტილების ორდინატე- 

ზის საერთო ჯ მნიშვნელობა. . 
ახლა აღსანიშნავია, რომ თუ #„(1) – #, (09) არის ნულის ტოლი, რო- 

გორი დიდიც არ უნდა იყოს /ჯ რიცხვი, მაშინ #/ აგრეთვე ნული იქნება. ჩვენ 

დავინახავთ, რომ ამ შემთხვევაში დ (ჯ», ») ფუნქცია თვითონ იქნება პერიო- 

დული #-ს ყველა მნიშვნელობისათვის ამ არეში. 

14. მინიმუმის გამოთქმული პირობა ძალიან მნიშვნელოვანია გეომეტ- 

რიული თვალსაზრისით, რადგან ის არკვევს მეზობელ ექსტრემალთა გეომეტ- 

რიულ ბუნებას ყოველგვარ შემთხვევაში (ექსტრემუმი მძლავრია თუ სუსტი). 

მაგრამ ეს პირობა შეიძლება შეიცვალოს მეორე პირობით, რომელიც უფრო 

მოსახერხებელია გამოყენებისათვის. ამისათვის დავამტკიცოთ შემდეგი ლემა: 
ლემა: ვარიაციებიანი. 

ძ (/-სმ– ე /აM) /– ქ-ნი) = 0 
განტოლების ყველა პერიოდულ ინტეგრალს აქვს სახე Cთ(C>) 
და ისეთები, რომელნიც პერიოდულნი არ არიან, აუცილებ- 
ლად ისპობიან მხოლოდ ერთხელ; CთC:) არის ამ განტოლე- 

ბის პერიოდული ინტეგრალი, რომელიც არ იცვლის ნიშანს 

(9,1) ინტერვალში. 

ლემის პირველი ნაწილი სამართლიანია. მართლაც, დავუშვათ რომ ვარია- 

ციებიანი განტოლების 7” ინტეგრალი არის პერიოდული. მაშინ, იგივე იქნება 

იმავე განტოლების 1” = თ (X)) (2) –– 7(X)) თ (X) ინტეგრალისათვის. მაგრამ 

უს უკანასკნელი ისპობა X=ჯ)-სათვის და, მაშასადამე, შტურმის თეორიის 

"ქალით ის ისპობა იგივურად, რაც ამტკიცებს ლემის პირველ ნაწილს.
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მეორე ნაწილის დასამტკიცებლად დავუშვათ: რომ X(ჯ) არ არის პე-. 

რიოდული. აბელის იგივობის 

(VI (X) თ (X) –– 7 (2) თ" (2) ) //: IX) = 
გათვალისწინებით მივიღებთ: 

IV” (+ 1) ––X# Cდე1 თ (ე) -– I7(X+1) ––  (X)) თ" (ჯ) = 0; 
მაშასადამე, 

X(CC+1)-- 7(ე = თ (2), 
სადაც C ნულისაგან განსხვავებული მუდმივია. აქედან მივიღებთ: 

XV Cჯ + 7) = XI (2) -L #60 (X), 
V(X-- I) = X(X) – #-თC2ე, 

სადაც # არის რაიმე მთელი რიცხვი. აქედან შტურმის იგივე თეორემის 

გამოყენებით გამომდინარეობს, რომ X(თ)-ს აქვს მხოლოდ ერთი ნამდვილი 

ფესვი ჯ-–# და X+#/ შორის, როგორი დიდიც არ უნდა იყოს. მთელი ჯ რი– 
ცხვი. ამგვარად, ლემა დამტკიცებულია. 

1414, ჩვენ მივუთითებთ დ+»" (ჯ, 0) წარმოებულების კიდევ ერთ თვისება« 

ზე, რომელიც შემდეგში მნიშვნელოვან როლს ითამაშებს. 

დავშალოთ დ (ჯ, 7) ფუნქცია #-ს ხარისხების მიხედვით, გვექნება: 

დ(X, #) = XCდI(X, 0 +” 2; 9 (00) + .. 8+. ლდა (თ,9) + .. (34) 

ჯ-ს რომ მივანიჭოთ მნიშვნელობები 0 და 1, ადვილად მივიღებთ: 

დ,)(0, 0) = Cდ1)!(1, 0) = 0, 

დ(0, 0) = დ; (1, თ =0, (33) 

#L" (0, 0) = დ» (1, 0) = 0. 
15, ახლა დავწეროთ (28) მეორე განტოლება შემდეგი სახით: 

ძ ძ 
VII -–--- (ტბ · C9 //) ==1-2 3 (4 · /, (2) /ყი IX1 ). 

ამ ტოლობის პირველი მხარე არის პერიოდული და, მაშასადამე, მეორე 

მხარისათვისაც იგივე გვექნება, ამიტომ: 

ტ (1) · /ყი (XI ჩე (6: +- 1) –– ჩხ, C:) 1 = C. (36) 
იმისათვის, რომ (31) პირობა დაკმაყოფილებული იყოს საჭიროა, რომ 

ბა (2) იყოს პერიოდული: 
ჩე (1 ++ 1) –– #. (») = 90. 

მეორე მხრიე, (36) ტოლობა დაიწერება შემდეგი სახით: 

| ბ(ე IL ICდL2 (X -L 1, 0) –– დ; (>, 0) | 

– M 0 (და CV + 1, 0) – დ CV 0)1 | ის) =C, 
აქედან (16) ფორმულის გათვალისწინებით მივიღებთ, რომ დ;1(X-IL-1,0)-– 

–დ(X,0) არის ვარიაციებიანი განტოლების ინტეგრალი. დამტკიცებული ლე- 

მის მიხედვით შესაძლებელია ორი შემთხვევა: ან დ;XX-L1,0)-დჯ(X,0) ფუნქცია 

არის პერიოდული და ამიტომ (25)-ის ძალით ის იგივურად ისპობა, ანდა
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„ეს ინტეგრალი არის 4(Xჯ)-საგან წრფივად დამოუკიდებელი და ამ შემთხვევაშ ი 

მას აქვს მხოლოდ ერთი ფესვი X=0. 

ახლა მივმართოთ (11) ფორმულას, რომელიც /#; (X)-ს გამოსახავს: 

#: (2) = ტდ აე ) , 

ბთ) ძ |დ.(X-L 1,0) თ.X7,9) # CL + 1) – ტედ) = – 5. –| ით 1 სი მიხაი), 
აქედან დავასკვნით, რომ დჯ(», 0)-ის პერიოდულობის შემთხვევაში (31) 

პირობა დაკმაყოფილებული იქნება. მას არ ექნება ადგილი მეორე შემთხვე- 

ვაში, როდესაც დ;:(X + 1,0) –– დ;: (ჯ, 0)-ს აქვს მხოლოდ ერთი ფესვი სათავე- 
ში. ამ შემთხვევაში X=0 წერტილს ვუწოდოთ მეორე რიგის კრიტიკული 

წერტილი!.' 
ამგვარად, ჩვენ მივედით შემდეგ დებულებამდე: 
იმისათვის, რომ ) ინტეგრალის მინიმუმი განხორციელებული იყოს პერი- 

“როდული Cე ექსტრემალით, საჭიროა სათავე არ იკოს მეორე რიგის კრი- 

ტიკული წერტილი. 
ახლა დავუშვათ, რომ ეს პირობა შესრულებულია. მივმართოთ (28)კ ფორ– 

მულას. მისგან ისევე, როგორც წინა (#9)-ში, მივიღებთ რომ: 

4ბ (2) Iჩვ (X -+ 1) -–– ტვ (X) 1 /,5 IX) = Cვ 
სადაც Cკ არის მუდმივი, რომელიც (32) პირობის მიხედვით უარყოფითი არ 

უნდა იყოს. თუ უკანასკნელ ტოლობაში #ა(ჯე)-ის ადგილას ჩავსვამთ მის 

მნიშვნელობას (#მზ.7), ადვილად მივიღებთ: 

ყი (> ღა –– დ.დ.) CL –– 3 (დ)? დს –– დ რი L +1 C 

” დ(M9) M- » 
“საიდანაც დV(X, 0)-ის პერიოდულობის გამო დავასკვნით: 

ძ · 

/ინა(ათ ვ. იაC+1თ – დაფ 0) 

საიდანაც: 

  

ჯ% 

– ტ(X)(თია(X-+1,0) –– დ): (21 1= Cა. (37) 
ეს გვიჩვენებს, რომ დ: (ჯ -L1,0)--და(X,0) არის ვარიაციებიანი განტო- 

“ლების ინტეგრალი. მაშასადამე, ზემოთ დამტკიცებული ლემის ძალით, ორი 

შემთხვევ შეიძლება წარმოგვიდგეს: ან ფუნქციას დ,:(X + 1,0) ––დ,: («,0) 

აქვს ერთადერთი ჯ=0 ფესვი, ანდა ის ისპობა იგივურად. პირველ შემთხვე. 
ვაში C, 3=0, ხოლო მეორე შემთხვევაში Cკ არის ნული, მაშასადამე, დცვ (+, 9) 
არის პერიოდული. 

პირველ შემთხვევაში ვუწოდოთ 

X = ფდL%2 -L 1, 0) –– და (X, 0) (38) 
“ფუნქციის ერთადერთ ფესვს (X+=0) კრიტიკული წერტილი მესამე 

1 თუ X=0 არის თI(X+1,0)– თჯ(2;,01= 0 განტოლების ერთადერთი ფესვი, მას ვუწო- 
დებთ პირველი რიგის კრიტიკულ წერტილს. ის ყოველთვის არსებობს (#9.7)–ში. 

· განხილულ 4'(1)--4X0)> 0 შემთხვევაში, | მაგრამ ის იქნება უმაღლესი რიგისა 4(1)–-4'(0)=0 
“ შემთხვევაში,
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რიგისა. (ვ-ის ნიშნის გამოსარკვევად ამ შემთხვევაში (37) განტოლებაში 
“შევიტანოთ თ=0, მაშინ გვექნება: 

#0); IIM5CX + 1, თ –თ(ი011 _ = CI, 
საიდანაც უშუალოდ ხილავთ, რომ Cვ-ს აქვს იგივე ნიშანი, რაც წარმოებულს 

მოთავსებულს (1 ფრჩხილებში. მაგრამ ამ უკანასკნელი ნიშნის მიხედვით 

ჯვექნება სათავის მახლობლად (ნახ. 3) ორნაირი მდებარეობა (38) მრუდისა. 

+ 
წ) > 

ნახ. 3 

პირველი მდებარეობისათვის გვექნება C1>0, ხოლო მეორისათვის Cვ<90. 

პირველი მდებარეობისათვი“ კრიტიკულ წერტილს ვIიIადილსთ ვუწოდოთ, 

ხოლო მეორე მდებარეობისათვის––-ძიXხიჯვსი. მაგრამ (32) უტოლობა, აღე- 

ბული ვიწრო მნიშვნელობით, არის საკმარისი მინიმუმისათვის. მაშასადამე, 

მინიმუმი განხორციელებული იქნება §I115ხ0%სი-ის შემთხვევაში და არ იქ- 
რება განხორციელებული ძი»ხყიასი)-ის შემთხვევაში, 

ახლა განვიხილოთ (უმ.13)-ის ზოგადი (33) შემთხვევა. გვექნება: 

(თ (+, 0)12% = (დ 0) 15% = ,,, = (დ5-1C-,0)15- = 0 
(დი (>, 0)2) 4-0. (3თ 

მაშინ, (29) ფორმულის მიხედვით შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ 

»X= დ.M(X + 1,0) –– დ," (X», 0) 
არის ვარიაციებიანი განტოლების ინტეგრალი, რომელიც მხოლოდ ერთხელ 

ისპობა სათავეში. ამ შემთხვევაში ჯX= 0-ს ვუწოდოთ კრიტიკული წერტილი 

#-ური რიგისა. ანალოგიურ მსჯელობათა დახმარებით დამტკიცდება შემდეგი 

თეორემა: 

თეორემა: თუ კოორდინატთა სათავე არის »-ური რიგის 

კრიტიკული წერტილი, მაშინ მინიმუმი არ იქნება განხორ- 
ციელებული, როცა # არის ლუწი, მაგრამ როცა ჯ არის კენ- 

ტი, ადგილი ექნება ძლიერ მინიმუმს ყოველთვის ყ§Iიჯხიჯსი 

კრიტიკული წერტილის (დ»I(1,0)-– დი„(0, 0) >01 შემთხვევაში 
და ის არ იქნება განხორციელებული ძგჯყიჯსიე კრიტიკული 
წერტილის (დ.თ, (1,0)-– თ", (0, 0) < 0) შემთხვევაში. 

ახლა აღსანიშნავია, რომ საერთოდ კრიტიკული წერტილის უქონლობის 

“შემთხვევაში გვექნება იგივურად: 

დო(X+ 1,0) –- დ"(X 0) = 0 
ყ-ის ყეელა მნიშვნელობისათვის ·და, მაშასადამე, C.) ეკუთვნის პერიოდულ 

მექსტრემალთა მიმდევრობას. მაგრამ, მეორე მხრივ, ამ შემთხვევაში გვექნება 

4/=90 და, მაშასადამე, ეს წირები აძლევენ ერთსა და იმავე მნიშვნელობას 

ყველა I ინტეგრალს.
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ახლა გადავიდეთ შეკრული ექსტრემალების შემთხვევაზე. მივმართოთ. 

(34) ფორმულას: 

ჯ? 
დ(ჯX, #) == #დჯ(X, 0) +; დ.ა (, 0) + .. .+- დL (2, 0) + .. 

ზოგადი შემთხვევის განხილვის მიზნით დავუშვათ, რომ (39) ტოლობანი 

შესრულებუ ლნი არიან. ამ შემთხვევაში ჩვენ ვიტყვით ადამართან ერ- 

თად, რომ მეხობელი »ჯ = დ(5#) ექსტრემალები იკვრებიან ჯ-ური რიგის უსა- 

სრულოდ მცირის სიზუსტით. 

დამტკიცებული თეორემის მიხედვით შეიძლება ითქვას, რომ თუ ექს- 

ტრემალები იკვრებიან ლუწი რიგის უსასრულოდ მცირის სიზუსტით, მაშინ 

მინიმუმი არ იქნება განხორციელებული. მინიმუმს მაშინ ექნება ადგილი, თუ 

ეს წირები იკვრებიან კენტი რიგის უხასრულოდ მცირის სიზუსტით, მაგრამ 

იმ პირობით, რომ დCდI"',(1, 0)--დL„(0, 0) იყოს დადებითი. 

16. ამის შემდეგ დავუბრუნდეთ შესავალში დასმულ პრობლემას: რა 

არის მიზეზი იმისა, რომ I ინტეგრალის მინიმუმი ზოგიერთი პრობლემისა- 

თვის არ შეიძლება იყოს განხორციელებული, მიუხედავად შეუღლებული. 

წერტილის სრული უქონლობისა? 

უპირველესად ყოვლისა სავსებით ბუნებრივად ისმება ერთი კითხვა: რო– 

მელ შემთხვევაში აქვს ადგილი შეუღლებული წერტილის სრულ უქონლობას 

-–დC<2:< +Cთ ინტერვალში? 

დავუშვათ, როგორც ყოველთვის, რომ იაკობის პირობა დაკმაყოფილე- 

ბულია (0,1) ინტერვალში მკაცრი სახით. ადამარმა გვიჩვენა, რომ თუ 

რ'(1) –– ტ'(0)1>'·0 (6,) 

შეუღლებული წერტილი არ არსებობს. 

ახლა დავამტკიცოთ შებრუნებული დებულება: თუ არ არსებობს შეუღ–- 

ლებული წერტილი, უკანასკნელი უტოლობა დაკმაყოფილებული ივნება. 

მართლაც, ადვილად შეიძლება მიღებულ იქნეს სამი მიმდევრობით ინტე– 

გრალს შორის შემდეგი რეკურენტული დამოკიდებულება: 

აC4+0=0+4(- 191060) 4C-–1). 
გამოვიდეთ ვარიაციებიანი განტოლებიდან და შევადგინოთ შესაბამისი. 

ფუნდამენტალური განტოლება1, რომელიც უკანასკნელი ტოლობის ძალით. 

მიიღებს ასეთ სახეს: 

დბ? 0 + 1 =0, 
სადაც 

2ი=1-+ #(-–-1). 

გავარჩიოთ სამი შემთხვევა: 

ი>2, თ=2, 06<2. 

პირველ შემთხვევაში ფუნდამენტალურ განტოლებას აქვს ორი ნამდვი– 

ლი ფესვი: 2, = თ, X = – თ. მეორე შემთხვევაში გვექნება X, = X = 0 დ. 

მესამე შემთხვევა გვაძლევს X, = თ -L ზ0 1 =–-თ– ჩI. 

1 IM#იIი9, CCVბი9IICხ6 LII(6:C91I2101CI6ხსიყლი, გვ. 94.
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პირველ და მესამე შემთხვევაში გვექნება ინტეგრალთა ფუნდაზენტა- 

რი სისტიმა: 

ა. თმ X, = 2M7 6, (7), #7 = 62” C, (2), 
ხოლო მეორე შემთხვევაში კი შემდეგი სისტემა: 

XV, = ს, (+), X; = დე (X) -L CX დ; (X); 
სადაც ბსკ(») და დ:ა(-) პერიოდული ფუნქციებია პერიოდით ერთი. 

შეუღლებული წერტილი არ არსებობს მხოლოდ პირველ და მეორე შემ- 

თხვევაში და ისიც იმ პირობით თუ სI(X) და და(X) ფუნქციები არ იცვლიან 

ნიშანს. 4 (0) = (1) =1 პირობის გათვალისწინებით მივიღებთ: 

  

  

_  , ა წ(0) ” ათ (9) 1“ 
ბთ–=ფსV ი I დფ '? თა. (0) | 

სადაც: 
1 

ს (0 +400) = 1, IX) -- “ უუ 
აქედან დავასკვნით, რომ #(+), რჩება რა დადებითი, არ შეიძლება მოისპოს 

ჯის არც ერთი მნიშვნელობისათვის და ამას გარდა 
სთ 4 (00) = +Cთ. ტთ 

ჯ-–ჯთ 

მეორე მხრივ, (16) ტოლობის ძალით გვექნება: 

ბ? ცე/იცე < | -CX) | _ 
ე; ტი). 

და, მაშასადამე, თუ ანგარიშს გავუწევთ (40) დამოკიდებულებას, ადვილა 
მივიღებთ, რომ C უნდა იყოს დადებითი; ამგვარად გვექნება: / აღ 

  

ტი(თ-+-))ბ6(0ე– 4 C)46(X+ 1) >9. (41) 
მეორე შემთხვევაში გვაქვს: ა 

'_ დ) (ჯ 

მაშასადამ “რ ა, მძამასადაძე: დ “აე ს (X+ 1) – ბ! C) = 0. (42) 
თუ (41) და (42) ფორმულებში შევიტანთ -:=0, ჩვენ მივიღებთ (6) უტო– 

ლობას, რაც დასამტკიცებელი იყო. 

ამგვარად, ჩვენ დავამტკიცეთ შეუღლებული წერტილის არარსებობის 

პირობის ტოლფასობა იმ პირობასთან, რომელიც ჩვენ ეს არის ვაჩვენეთ. 

შეუღლებული წერტილის არსებობის შემთხვევაში გვექნება: 

#' (1) –– რ (0) < 0. 
ახლა დავუბრუნდეთ ამ (9)-ის თავში დასმულ კითხვას. ზემოთქმულის 

მიხედვით, პირველი რიგის კრიტიკული §I01აLილსი წერტილის ან უმაღლესი 
რიგის კრიტიკული (§I0სხიასი) ან ძიჯC0(§სე1) წერტილის შემთხვევაში არ 
გვექნება შეუღლებული წერტილი. მაგრამ იმ დროს, როცა მინიმუმი პირ- 

ქელ შემთხვევაში ყოველთვის განხორციელებულია, უმაღლესი რიგის კრი- 

ტიკული წერტილის შემთხეევაში მას აქკს ადგილი მხოლიდ ძირითად თეო- 

რემაში (9.15) მითითებულ პირობებში. ეს ჩვენ გვიჩვენებს, რომ შეუღლე- 

ბული წერტილის არარსებობა არ არის საზოგადოდ საკმარისი. ის მხოლოდ 

აუცილებელია მინიმუმისათვის. 

11. ანდრია რაზმაძე
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ამგვარად, ჩვენ გამოვარკვიეთ იმის მიზეზი, თუ რატომ არ შეიძლება 

ზოგიერთ პრობლემაში მინიმუმის განხორციელება, მიუხედავად შეუღლებული 

წერტილების არარსებობისა. ეს გამოწვეულია უმაღლესი ლუწი რიგის კრიტი- 
კული წერტილის არსებობით, ანდა უმაღლესი კენტი რიგის კრიტიკული ძიXL- 

ისი წერტილის არსებობით, ასე რომ შესავალში დასმული პრობლემა 

მთლიანად გადაწყვეტილია. 

IV. (2) პირობის განზოგადოება 

17. მივმართოთ (10) ფორმულას, რომელიც გამოსახავს სრულ 4/ ვა- 

რიაციას: 
ჯ 

21 = | (CC M#Cს V)) –– / (ნ 0, 0) ––- / (X, X) /, CX, #, ჩ (2, M) )1 ძ». 

თუ შეორე მხარეს დავშლით #- ს ხარისხების მიხედვით, მივიღებთ: 

ა–ი-აა« 
>. 

+ფ| 7 -204%+-+2 თ თ–არ+- 
სადაც XI #37 ·..3 2,'ით აღვნიშნავთ: 

% _#.. 
2. გ? „მ IXI, 

ს __ 1 წ1 2 · . _ 2 , 

3! ა >C) ჩხნინ) «#4 მიი |+ 3 #0/ი ნი I 

" 
MV 

+–=ჯ- თ თ+ 20, ჩა) /»: XI + 2ჩ, #, ბ 60) 0, /,» + M 43 Cა 7“ | 
+3:| პ0#400/ინე+/ბტია#, ი |++4თ/ინი) 

და საერთოდ: 
» 1+#7=# :+ხ=0-I 

თის 296 IXI ბ, MM 14 400 9%/ » წ 
: (+6-ი-> ჩიო–-ე ?+M=3 ა 

+ ხი 2, MM6+..+ 
1 დ ვე 57 '/8 2, 

1 

ტო-3 2 (+/+L=% 

1VC –- 2)' #; ა '/,ი | + 37" ს ი. ჩა 

#=0M0- #53 I(+/+ 
+ 4(0 სჩ. 3. MM+.. + = 3. _ IX =/იI... 

I 

, #-- 2 8-1 -%M-ჯ 1 #--2 ”»/” თ! 
“თოი '/„ II-I“ ––-#/ IXI ს
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"ჩვენ აქ აღვნიშნეთ #, (+) = 4" (+) და ამას გარდა: 

| 0” /იM(% 9, 22) 

„__ეეაეაესაგებგბ-–.·_––ჩ–. 

”» # | ძა ცოი 

ახლა შევადაროთ 
უკანასკნელი 

დაშლა #/-ს იმ დაშლას, 
რომელიც 

მიღე– 
ბული გვქონდა („მ.13)-ში (ფორმულა (30)), მაშინ გვექნება საძიებელი ფორ- 
მულები: 

I IX) ძ::= (თ/ + 22) ძX, 

ისე ძ»- (C/ +) «ა» 
' 1 

1 #'IXIძX+= I Cწ0/-–M+X) ძ», 

| /V" IXI იX= -| (5, --ს.+2ა)ძჯ. . ” 

18. ახლა განვიხილოთ კერძო შემთხვევა #ტ(X) = 1. გვექნება: 

· #7 
ა# =23=0, 2 == 2 გ: 7," IX > == ა/ა + 2/აჩ;ვ/ცს... 

აქედან ამ შემთხვევაში მივიღებთ მინიმუმისათვის აუცილებელსა და საკმა- 

"რის შემდეგ პირობას: 

I (XIძ» = 0, I ჩანეძჯ > 3-4 I #1 /,ა IX ძა. (43) 
უკანასკნელი უტოლობა, აღებული მკაცრი სახით, საკმარისია ექსტრემუ- 

"მისათვის. ტოლობის შემთხვევაში, როგორც აუცილებელი პირობა, გვექნება: 

2 ' 
| /ახე ძა+ 2) | (20, ჩა/,ი XI+/! 0, /-5) 2» ი 

    

#: 

M» LX) ძ» = --- 2> ჩა + (#1) /ც? IX + 2, ჩე ნ/V" აი'/ი! ძა. 

ამ კ ყორმულებიდან მივიღებთ მარტივ აუცილებელ პირობებს, რომლებიც 

მეტად ადვილად გამოიყენებიან. მართლაც, (43,) უტოლობის ძალით ადგილი 

“უნდა ჰქონდეს უტოლობას: 

ჩ /ე!(2:1ძ:: => 0. 

I #V/'X| ძX-=0 

„ტოლობის შემთხვევა მინიმუშისათვის მოითხოვეს რომ ადგილი ჰქონდეს
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ჩ. (X) = და„(X 0)=0, ე. ი. დ (თ, 0) ფუნქცია უნდა იყოს მუდმივი. თუ ამას. 

ადგილი არ აქვს, შეიძლება დარწმუნებული ვიყოთ, რომ მინიმუმი არ გან- 

“ ხორციელდება. დავუშვათ, რომ დ;!(დ, 0) = C0ი§L.; (44)-დან მივიღებთ ორ 
ახალ პირობას: 

MI)ძ2თ=0, 'I/M2)ი4თ=0 და ა. შ. 
ი · ი 

ტოლობის შემთხვევში უკანასკნელ ფორმულაში, , უნდა გვქონდეს. 

დჯ(>,0)= C0035L. 

მაგალითისათვის მივმართოთ კარათეოდორის ინტეგრალს: 

(> 
ძე. 

71 -– +/ 

აქ იგივურად გვექნება: / 

VV. IL) – 7.7" IX) =0 

და, მაშასადამე, ·ვარიაციებიანი განტოლების ზოგადი ინტეგრალი არის” 
წოფეები: »=თჯ-+-წ, 

და ამიტომ გვექნება 4(2:) = 1. 

თუ გამოვითვლით /(IIXI /ა (XI, /(V). IX), ადვილად შევამჩნევთ, რომ: 

IM» IX) ძ;; = 0, IV (XI ძ; = 9, (ჩანა ი. 

ამგვარად მინიმუმი არ არის განხორციელებული. ასეთივე დასკვნა იყო 

მიღებული კარათეოდორის მიერაც, მაგრამ უფრო რთული გზით. 

ამის შემდეგ გადავიდეთ პუანკარეს თეორემის დამტკიცებაზე. 

V. პუანკარეს თეორემა 

19. თუ წხ. არის შეკრული ექსტრემალური წირი, C კი მე– 

ზობელი შეკრული წირი, რომელიც C.+1)ჯერ შემოუვლის 
6-ს, მაშინ იმისათვის, რომ მინიმუმი განხორციელებული. 

იყოს აუცილებელია და საკმარისი, რომ ადგილი პქონდეს 

უტოლობას: 

16 > (1+1)1Cდი, (45) 

სადაც ყ არისნებისმიერი მთელი დადებითი რიცხვი. 

დამტკიცება. დავუშვათ, რომ ჩვეულებრივი მინიმუმის პირობები,. 

მითითებული (#მ.1)-ში, და, ამას გარდა, (2) პირობა დაცულია მკაცრი სახით 
(ტოლობას ამ უკანასკნელ პირობაში არ ექნება ადგილი, გარდა სპეციალური 
2–-(») = ლ00§L შემთხვევისა). 

განვიხილოთ ორი შესაძლებელი შემთხვევა: 19. პერიოდული ექსტრემა- 

ლის “ეუღლლებული წერტილი არსებობს ჯ-ის გარკვეული მნიშვნელობისათვის. 

(9,1) ინტერვალის გარეთ. 29. შეუღლებული წერტილი არ არსებობს – =<<:1<. 

+ თი ინტერვალში.
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19. ვთქვათ ჯე არის კოორდინატთა სათავის შეუღლებული წერტილი. 

ამ შემთხვევაში („9ბ.3)-ის ტ(X, 0) ფუნქციას აქვს მიმდევრობითი ჯ = 0, »X=4ჯა 

"ნულები და, მაშასადამე, ის არ ისპობა 0 < « < ჯე ინტერვალში. 

ვთქვათ 1 # (+) = #I, მაშინ (0,7) ინტერვალში იაკობის პირობა დაცუ- 
ლია მკაცრი სახით. (#9.3)-ის მოსაზრებათა მხედველობაში მიღებით, შეიძლე- 
ბა შევადგინოთ ვარიაციებიანი განტოლების ინტეგრალი, რომელიც ჯ#=0 და 

-X=#-სათვის მიიღებს 1 მნიშვნელობას, სადაც # მთელი რიცხვია. ეს ინტე– 

„გრალი აღვნიშნოთ #,(»)-ით; გვექნება: 

ბ.C) _ტ“% ,)–4046(:9) . 

4#ტ(0.7) 
შტურმის თეორემის ძალით ყოველი #ტ,(X) მხოლოდ ერთხელ ისპობა 

40, Xა) შუალედში. (»9.16)-ის მოსაზრებათა შედეგად მივიღებთ, რომ: 
ბ») ტ.(00–=0 0=#”#=»--1. 

ვთქვათ C6»+,; არის (0,7) და (» + 1,») წერტილების შემაერთებელი მი- 

საღები მრუდი, რომელიც მოთავსებულია | < (0, 0=X=#+1 არეში. 

“(10,)-ის ძალით გვექნება: 

ტI=Iც _ – თ+1)Iცტ,<9, 0=ჯ=5 7-1. 

ახლა ცხადია, რომ უკანასკნელი უტოლობა დაკმაყოფილებულია აგრე- 

“ვე #>7L-1-სათვისაც, რადგან იაკობის პირობა არ არის დაკმაყოფილებუ- 

“ლი ჯ>1ე-სათვის. 

მაგრამ ერთი შემთხვევა არ ექვემდებარება ჩვენს მსჯელობას, სახელ- 

„დობრ, როდესაც შეუღლებული ჯი წერტილი ჯ-ის ტოლია. მაშინ გვაქვს: 

III 4? (=>9) + 2/„/ ბ (> 9) 4, (+, 0) + /:5 42 (% 0) |ძX=0 
0 

ახლა მივმართოთ (1) ფორმულას, რომელიც გამოსახავს / ინტეგრალის 

“მეორე ვარიაციას. თუ ამ ფორმულაში ჩავსვამთ 

უთე=-(ი9 
წინა ტოლობის ძალით მივიღებთ: 

– - ძ # !: MM -M/ –_. (/.წე4 (46) 
მეორე მხრივ, ვარიაციებიანი განტოლების ძალით გვაქვს: 

” ძ 

I == > # (X% 0) 9; = /ე"(0I (ტ, (თ, 0) –– ტ, (9, 0) I. 
3 : 

მაგრამ 4. (VI, 0) -– #„. (0, 0) განსხ –ებულია ნულისაგან და იგივე იქნე- 

ბა პირველი მხარის ინტეგოალისათვ აც. თუ (46) ფორმულაში ავიღებთ 

8= 5, მივიღებთ სრული ვარიაციის ».ვის შემდეგ გამოსახულებას: 

ხ1= სწ I( /ი– ვ-/V )ტი-თ ძა+ 4, 
სადაც 4 სასრულოა. უშუალოდ ჩანს, რომ ტ/ იცვლის ნიშანს Xჯ-სთან ერთად. 

1 ნ(თ)-თი აღვნიშნავთ ძ-ს მ»ელ ნაწილს.
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ამგვარად, შეუღლებული წერტილის არსებობის შემთხვევაში (45) უტო- 
ლობა ჯ-ის არც ერთი მთელი მნიშვნელობისათვის არ იქნება დაკმაყოფილე-. 
ბული. 

20. ახლა განვიხილოთ შეუღლებული წერტილის არარსებობის შემთხ- 

ვევა. შევადგინოთ ვარიაციებიანი განტოლების #ტ/;X) ინტეგრალი, რომელიც 

იღებს Xჯ=0, ჯ1-თვის 1 მნიშვნელობას, სადაც (: არის რაიმე მთელი რიცხვი.. 

ჯერ დავუშვათ, რომ: 

ბ'(1) – ა (0) >0, 
ამიტომ · | 

25.0) –– 4,(0) >0, თუ 1>09, 
2ტ”(0) – 4'/(0) >0, თუ 1< 0. 

პირიქით, თუ დაკმაყოფილებულია რომელიმე წინა უტოლობათაგანი,. 
მაშინ დაკმაყოფილებული იქნება ყველა დანარჩენიც. 

თუ მხედველობაში მივიღებთ („M0.7)-ის მსჯელობას დავასკვნით, რომ გან- 

· სახილველ შემთხვევაში (45) უტოლობა იქნება დაკმაყოფილებული X-ის ყველა. 

მნიშვნელობისათვის. 

ახლა დავუშვათ: 

4 (1) –– ტ4'(0) = 0; 
მაშინ 4,2) არის იგივურად: 4(X)-ის ტოლი, პირიქით, თუ 

4 )C) –– ა, (0) = 0 
ის რომელიმე ერთი მნიშვნელობისათვის, იგივე იქნება ჯ-ს ყველა დანარჩე- 

ნი მთელი მნიშვნელობისათვისაც. 

ვთქვათ: 
7 = დ" +105 #) (ლმა. 

პერიოდული (0, 7 + 1) ექსტრემალის მეზობელი ექსტრემალია, რომელიც 

აერთებს (0, ჯ) და („ + 1, #) წერტილებს, ხოლო 

ტ:11(X), #11 (ე... ჩა1(X, ქ. 

, საკუთხო #(ლ(9#7ჩ5C0C)) კოეფიციენტის #-ს ხარისხების მიხედვით დაშლის შესა-. 
' ბამისი კოეფიციენტები. იმისათვის, რომ მოვძებნოთ აუცილებელი და საკმა– 

რისი პირობები, რომელნიც შეესაბამებიან (0, # + 1) ინტერვალს, უპირველე- 

სად ყოვლისა საჭიროა შევადგინოთ :24)...(28)ის ანალოგიური განტოლე- 

ბანი მაგრამ ამისათვის საკმარისია შევცვალოთ აზ განტოლებებში 16272) 

ფუნქცია და ყველა მისი წარმოებულები დ-+1 (ჯ, #)-თი და ამ უკანასკნელის. 

წარმოებულებით. 

თუ ამის შემდეგ ჩავსვამთ #=0, მივიღებთ: 

დ/– -(ბ იე წ5ნ)+1:2 > ტს ოთა >), 
წი -+-ი (2) V: 71 +2- :3>. (ბ ცე #1 +) (X) VI/V") (47ჯ 

ძ +1.2:3- ა თნ /ანი) + 29, 
განვიხილოთ ჯერ მესამე რეგის წევრი.
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წა/-ის პერიოდულობის გამო გვექნება: 
#41 

| VI = (I + 0 II/ 

მაშასადამე, თუ (31) პირობა დაკმაყოფილებულია, გვექნება აგრეთვე: 

#" CL+1)-– #9+'(0) =0 
და, პირიქით, თუ ეს უკანასკნელი დაკმაყოფილებულია, ადგილი ექნება (31) 
პირობასაც. აქედან, ისე როგორც («»მ.13)-ში, გამოგეყავს #1+I()-ის პერიო- · 

დულობა: 
გლ.) (X-+ 1) – ხა+1 (0) = 0, 

და, მაშასადამე, დუ! (ჯ, 4 არის გრეთვი პერიოდული, 
მეორე მხრივ, თუ შევადარებთ (28,) და (47) განტოლებებს, მივიღებთ 

, 4 (2) //ი IXI (0:+1 (>) – 8. (2)) = C 
თუ ჩავსვაზთ (|) ფრჩხილებში მოთავსებული ფუნქციების მნიშვნელობებს, გვექ- 

ნება: 

#5 LX ს (7) + (დX1 (ჯ, 0)–– დი (200)| 

–-4“(X) (ჯგ 1 (2 0) ––დჯა (+, 0) I = C. 

მაშასადამე, დუ+1 (ჯ, 0) –– დ, (X, 0) სხვაობა არის ვარიაციებიანი გან- 

ტოლების ინტეგრალი. მაგრამ ის. ისპობა ჯ-ის მთელ მნიშვნელობათა ,უსას- 

რულო სიმრავლისათვის და, მაშასადამე, ისპობა იგივურად, ე. ი., 

ღო! (X, 0) = დ/'(ჯX, 0). 
აქედან უშუალოდ მივიღებთ: 

#:+1 (X) = #» (2), ს2+) = ს. 
ამის შემდეგ განვიხილოთ მეოთხე რიგის წევრი, უკანასკნელი ტოლობის ძა- 

ლით გვექნება: 
/თიი ”ხერი=თL)/VV-ჯა ძX. 

მაშასადამე, თუ (32) პირობა დაკმაყოფილებულია მკაცრი სახით, მაშინ გვექ- 

ნება აგრეთვე: ” 

სა +1 (I + 1) –– #11) (9) >9, 
ხოლო, როცა /კ (1) –– ჯე (0) = 0 გვექნება (#;!1 (X) 16+! = 0. 

ახლა განვიხილოთ (#9.13)-ის ზოგადი (33) შემთხვევა. 

ანალოგიური გხაით დამტკიცდება, რომ: 

(2163) = ჩა (2:), L+1 = (ე 

ჩა MX) =ჯა(დ), ა%5ბ== სცე) V. მბ = Vვ, 

ჩი '1(1) = ჩო-2 (X) ხი. 1 = ს, V»ა 1 -L V.. 

აღვნიშნოთ წეს. ით სხვაობა 6"+1 წირზე აღებული ინტეგრალისა და პერი- 

ოდულ C.I(0, #-++1) ექსტრემალზე აღებული იმავე ინტეგრალს შორის.
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გო+.ის დაშლა გვაძლევს: 
თ #M+-L 

ტოო –- I (<ს#-–- 0861) ძX -L „Iლ-5X), 

წ”. 

წა, -–-6++ის პერიოდულობის“ გამო გვექნება: 
თი. (3 

| დ5#/ –– სემა) ძ+= თ + 1) (6 =/ –– სი 1) ძ, 
და, მაშასადამე, მინიმუმის პირობა (0,1) და %1, »# + 1) ინტერვალებისათვის 

ვრთი და იგივეა. 

ამგვარად, საბოლოოდ შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ ყველა სრულ #/2+! 

ვარიაციას ყველა განხილულ შემთხვევაში აქვს ერთი და იგივე ნიშანი. 

აგრეთვე აღსანიშნავია, რომ თუ რომელიმე ერთი #ტ/, არის ნული, 
ასეთივე იქნება ყველა დანარჩენიც. 

მაგრამ ერთი შემთხვევა არ ექვემდებარება წინა ანალიზს, ეს არის 

(0, I+1) შუალედში ჩვეულებრივი ძლიერი მინიმუმის შემთხვევა. 
ცხადია, თუ ჩვეულებრივი მინიმუმი განხორციელებულია პერიოდუ- 

ლი ვექსტრემალით (0, 1) შუალედში, იმავეს ექნებ ადგილი ყოველ (1,2), 

(% 3), ...,(M, I + 1) შუალედთაგანშიც. ახლა საჭიროა გამოვარკვიოთ, არის 

თუ არა განხორციელებული ეს მინიმუმი მთელ (0, წ + 1) შუალედში. | 

განვიხილოთ ჯერ (0, 2) შუალედში და ავიღოთ ორი კონა: ერთი–-შედ- 

გვნილი სათავიდან გამომავალი ექსტრემალებით, ხოლო მეორე – შედგენი- 

ლი 0.(2,0) წერტილზე გამავალი ექსტრემალებით. ვთქვათ C,(1,თ) არის 
X=1 წირის რომელიმე 0,-ის მეზობელი წერტილი. აღვნიშნოთ C-თი შესადა- 

3 

| C 

2,7 მ. 2 

ნახ. 6 

რებელი მრუდი, შედგენილი ამ ორ კონიდან აღებული ექსტრემალების 0C,, 
C.0. რკალებისაგან შესაბამისად. ცხადია, რომ ეს მრუდი მიანიქებს / ინტე- 
გრალს უფრო მცირე მნიშენელობას, ვიდრე სხვა მისაღები მრუდი, გამავალი 
სამ 0. C,, 0, წერტილზე. მამასადამე, იმის გამოსარკვევად, არის თუ არა 
განხორცივლებული ჩვეულებრივი მინიმუმი (0, 2) შუალედში, საკმარისია შე- 
ეადაროთ 66-ე აღებული ინტეგრალი პერიოდულ C-(0, 2) ექსტრემალზე 
აღებულ იმავე ინტეგრალს. ეს შედარება გვაძლევს: : 

  

თ! (4.,(1,0) <62) 
5 = _– == ----_-__ 4 3. 

! ”ც 6, (LC) ტ(1,2) 144 
სადაც 4” ინარჩუნებს სასრულო მნიშვნელობას. ფრჩხილებში მოთავსებული 
სიდიდე დადებითია, რადგან განხილულ ინტერვალში იაკობის და ლეჟან- 
დრის პირობები დაკმაყოფილებულია მკაცრი სახით). 

' II I2ძ202Lძ, LCიის§ ჯსL IC C21Cს1 ძ6§ VმII0CI095, გე, 403. C. ს2Lხ0ს», LC- 
C095 5V 12 წხა056 ძია§ 5სI(3C9%5, ტ. III, გვ. 97.
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ანალოგიური გზით ვაჩვენებთ, რომ ჩვეულებრივი მინიმუმი განხორცი- 

ულებულია (0, 3) ინტერვალში და ასე თანდათანობით შემდეგზე გადასვლით 
მივაღწევთ X0, #+1I) ინტერვალს. ამგვარად, პუანკარეს თეორემა მთლია- 
ნად დამტკიცებულ ია. 

VI. მაგალითები 

21, I =|6?+უ))ძ. 
ეილერის განტოლებას აქვს შემდეგი სახე: 

7 “–- 19. 
ამ განტოლების ზოგადი ინტეგრალია: 

4” = თ6” + ჩი“ “, 

აქედან გამოიყვანება განტოლება მეზობელი ექსტრემალისა, რომელიც 

გადის (0, #) და (1, #) წერტილებზე: 

7= =. 1(--+46-2C 5. 

აქ გვაქვს შეუღლებული წერტილის სრული უქონლობა. 
უშუალოდ მიიღება #(Xჯ)-ის გამოთქმა: 

(” LL”? 

2+1 

  

  

4#(X) = 

და, მაშასადამე, 

7 , 22 #(1)--ტ'0)= ––-- 

ამგვარად, I ინტეგრალის მინიმუმი ვიწრო მნიშვნელობით განხორციე–- 

ლებულია პერიოდული (0, 1) ექსტრემალით. ადვილია იმის ჩვენება, რომ ამ 
“შემთხვევაში შინიმუმი არის აბსოლუტური. 

LI 

22. 1= | (,' +277) ძჯ- 

"დავწეროთ ეილერის განტოლება: 

· ე) = 0. (48) 

, -მისი პირველი ინტეგრალი იქნება: 

»:1= 2V +თ")” 

საიდანაც მიიღება: 

  

_( ძ“ 
XჯX+8=V 8 ფლ. 

«ავიღოთ = 

ად–-(1+V 2 
რთ 

ხდ +(1+V7/
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მაშასადამე, გვექნება: 

  

ა _ 
MI 2+-თ) თ? 4V2 . ” 

იძიი--- 
ამგვარად, ჩვენ გვაქვს პირველი გვარის ელიპსური ინტეგრალი, 

ცნობილი აღნიშნვის მიხედვით: 

იდ ===== = /(/, დღ). 
I; 1-––- #1 5)0?დ #09) 

ეილერის განტოლების ზოგადი ინტეგრალი მიიღება შემდეგი სახით: 

  

  

++8- 20+ V 2) „ყე, გ-– 4/ 2. 
თ 3+2V/#/2 

ვარიაციებიანი განტოლების ზოგადი ინტეგრალი არის წრფივი X-ის მიმართ. 

ე. 0. 
+ = 0X +ხ. 

ამგვარად, არ არსებობს შეუღლებული წერტილი, მაგრაზ აქ ჩვენ საქმე, 
გვაქვს ტ”'(1) –– ტ”(0) = 0 შემთხვევასთან, რადგან 4(+) ერთის ტოლია. 

ჩვენ დაგვრჩა გამოვარკვიოთ, არის თუ არა ამ შემთხვევის შესრულე· 

ბული მინიმუმის შესაბამისი პირობები. 

ვთქვათ 
ჯ= 4 + 4 X+ 4.21 + ...+ 4.2" +... (49), 

არის »-ის დაშლა ჯ-ის ხარისხების მიხედვით, რომელიც აკმაყოფილებს ეილე- 

რის განტოლებას. აქედან მიიღება: 

3" = (#4 -L 34 „4, ჯ + 3 (-4 4ა + „ძა 41) 2? -LC41 -L 3 „41 4) ჯ 

+ 3C(/ი "4: ++ 414. +. 414)ჯ!'–+..., 

3 = 2.4, -L+ 6.4 X -L 12 „243 72 +... ++ I –– 1) დ5“? L.,. 

თუ შევადარებთ კოეფიციენტებს (48) განტოლების მიხედვით, მივიღებთ: 

4. = 34 42= +414. 4=14(41+ 244, 
4. = უ:(2247+372:4,), ·.. (50). 

ახლა შევადგინოთ განტოლება მეზობელი ექსტრემალისა, რომელიც გა- 

დის (0, ჯ) და (1,/) წერტილებზე. (49) განტოლების ძალით გვექნება: 

- #= 490) 

0= 4,4 4-#ბ8 + 4 4 M/-L -1-(6 + 2ს 40 +2::(2.4-L304,)+... 
საიდანაც მიიღება: 

___-_-_ 
თუ ჩავსვამთ „ა, 4.,... კოეფიციენტების მნიშვნელობებს, გამოთქმულს. 

#-ს საშუალებით (49) დაშლაში, საბოლოოდ მივილებთ: 

4 -–- 2ექ L გ 
ე=I+-- + -- 79 ხე., ჯ– 

3 
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ამისდა მიხედვით გვაქვს: 

ჯ–ჯ 
თ(C0)=1, და(0)=0, დ»(#,0) = 6   () 

საიდანაც მივიღებთ: 

დ, (ჯ -1L-1, 0) –– ჯჯ («, 0) =4+:. 
ეს კი გვიჩვენებს, რომ დ;ჯ:.( -L1, 0) -–– C,: (7, 0) არის ნამდვილად ვარია– 

ციებიანი განტოლების ინტეგრალი, რომელსაც აქვს მხოლოდ ერთი ნული 
სათავეში, ჩვენ ვხედავთ, რომ სათავე არის მესამე რიგის კრიტიკული §IიI- 

ვსიჯსი წერტილი. ამგვარად, მინიმუმი განხორციელებულია ვიწრო მნიშ- 

ვნელობით, როგორც ეს მოსალოდნელი იყო / = კ"+2/? ფუნქციის ბუნებიL-. 

მიხედვით. · 

ტფილისი, 5,7.1929.
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