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წინასიტყვაობა 

ვარიაციათა აღრიცხვა წარმოადგენდა სპეციალურ და საყვარელ 

დარგს პროფ.“ ა. რაზმაძის, რომელშიაც მან დაგვიტოვა მთელი რიგი 

მეტად მნიშვნელოვანი გამოკვლევებისა. სამწუხაროთ მის განუხორ–- 

ციელებელ განზრახვად დარჩა ვარიაციათა აღრიცხვის კურსის და- 

წერა. ასეთ პირობებში ერთერთი საშუალება განსვენებულის ხსოვნის 

პატივსაცემად იყო ვარიაციათა აღრიცხვის კურსის შედგენა მისი 

ლექციების მიხედვით., 

წინამდებარე წიგნი წარმოადგენს ჭარიაციათა აღრიცხვის კურსს, 

შედგენილს პროფ.. ა. რაზმაძის მიერ 1923 წ. წაკითხულ ლექციების 

ჩემ მიერ შესრულებულ ჩანაწერების საფუძველზე. კურსის შედგენის“ 

დროს ვისახაედი მიზნად, როგორც ა. რაზმაძის კურსის ხასიათის 

ზუსტად გადაცემას მისი შინაარსის მხრივ, ისე მისი (ო. ი მეტ- 

ყველების დაცვას და მისი აზრების მისივე ენით ალაპარაკებაL. ა. რაზ– 

მაძე არ ეკუთვნოდა უპიროვნო მეცნიერთა რიცხვს, რომელთა აზრე- 

ბის ქვეშ სრულებით არ სჩანს მათი გამომთქმელის სახე. მის მიერ 

გამოთქმული აზრი მოწოდებულია ყოველთვის მთელი მისი პსიქიკის 

ამ აზრისადმი ცოცხალი და აქტიური დამოკიდებულების ფონზე და 

იდეების გაშლა მისთვის განცდის დრამატიზმით და მეცნიერებისადმი 

ღრმა სიყვარულის გრძნობით არის გამთბარი. მე ყოგელგვარად ვცდი– 

ლობდი მისი აზროვნების და გამოთქმის სტილი მთელი თავისი განუ– 

მეორებელი თავისებურებით დაცული ყოფილიყო და მას მთელი თა– 

ვისი უშუალო ზედმოქმედების ძალა შერჩებოდა. ამისათვის; რასა–- 

კვირველია, · არავითარ საჭიროებას არ წარმოადგენდა სიტყვი- 

ერი მასალის ხელოვნური სტილიზაცია, რასაც, პირიქით, შეეძლო 

მხოლოდ ყალბი ნოტის შემოტანა. 

(კვლილებები, შედარებით ლექციური მასალის აგებასთან, მოხ– 

დენილია მხოლოდ იქ, სადაც ეს აუცილებელი იყო წიგნისათვის 
სახელმძღვანელოს ხასიათის მიცემის მიზნისათვის, 

წიგნის გამოსვლას დიდად ხელი შეუწყო სახელმწიფო უნივერ– 

სიტეტის ასისტენტმა დარეჯან»:ვ-შ > ჯი 9ე-მ- რომელსაც დააწვა 

მთელი სიმძიმე კორექტურის გასწორებისა. 

წიგნს ზოგიერთი ტექნიკური დეფექტი გამოყვა. მე-2 და მე-16 
ნახაზები (5 და 54 გვე.) შემობრუნებულია (პირველი 90“-ით საათის



IV 

ისრის მოძრაობის წინააღმდეგი მიმართულებით, მეორე 180ჰ%ით). 

ეს მოხდა სამანქანო განყოფილების მიზეზით. : 

ამ წიგნის გამოშვების დროს არ შეიძლება გულისტკივილით 

არ განვიცადოთ ის, რომ ა. რაზმაძის ვარიაციათა აღრიცხვის კურსი 

ვერ იქნება უშუალოდ მიღებული თვით მისივე ხელიდან. მაგრამ თუ 

უბედურმა მიზეზმა ეს შეუძლებელი გახადა, ვისურვოთ, რომ წინა–- 

მდებარე წიგნი ამ მიზეზის არსებობის ფაქტის მარტო დადასტურე- 

ბას კი- არ წარმოადგენდეს, არამედ მის საწინააღმდეგოთ მოქმედებ- 

დეს და ხელს უწყობდეს განსვენებულის ხსოვნის განმტკიცებას. 

ლ. გოკიელი,



 





პრო.ფ. ა. რაზმაძის მოკლე ბიოგრაფია 

ანდრია რაზმაძე დაიბადა სოფ. ჩხენისში. 1890 წ. პირველდაწ- 

ყებითი სწავლა მიიღო ხაშურის რკინის გზის ორკლასიან სკოლაში, 

შემდეგ ფოთის და ქუთაისის სამოქალაქო სასწავლებლებში. 1904 წ. 

შევიდა ქუთაისის რეალურ სასწავლებელში, მეოთხე .კლასში. ოთხი 

წლის კურსი მან ორი წლის განმავლობაში გაიარა _და_# რეალური . 

სასწავლებელი უკვე 1906 წ,, „დაამთავრა, იმავე წელს შევიდა მოსკო- წ 

ვის. "უნივერსიტეტის "მათემატიკურ ფაკულტეტზე, რომელიც 1910 წ. 

დაამთავრა. 1917 917 წ. ჩააბარა მოსკოვის უნივერსიტეტში სამაგისტრო 

გამოცდები, რის. შემდეგაც მიწვეული იკო იმავე უნივერსიტეტში 

პრივატ-დოცენტად. ამ ხანებში ის რამდენჯერმე მივლინებული იყო 

სამეცნიერო მიზნით უცხრეთში. 

ანდრია რაზმაძე იყო ერთერთი ინიციატორი საქართველოში 

უნივერსიტეტის დაარსებისა. ტფილისში უნივერსიტეტის დაარსების– 

თანავე ის მუდმივად მოღვაწეობს მასში, კითხულობს მათემატიჩურ 

ანალიზის მთავარ საგნებს და მხურვალე მონაწილეობას ღებულობს 

მათემატიკურ დარგის და უნივერსიტეტის ცხოვრებაში. ანდრია რაზ- 

მაძე არის უმაღლესი_ მათემატიკური განათლების პიონერი · საქარ- · 

თველოში:“ მან საფუძველი ჩაუყარა ქართულ მათემატიკურ თერმინო- 

ლოგიას და ქართულ მათემატიკურ ლიტერატურას.. 

1924 წ. მიემგზავრება ამერიკაში მათემატიკოსთა საერთაშო– 

რისო ყრილობაზე, რომელზედაც გამოდის მოხსენებით, ხოლო 1925.წ. 

იცავს პარიზში სადოქტორო დისერტაციას და ღებულობს მათემატი- 

კის დოქტორის სახელწოდებას. 

გარდაიცვალა 1929 წ., სავსე ახალგახრდული” ძალღონით, თა 

ვისი მეცნიერული მოღვაწეობის გაშლის საუკეთესო ხანაში. 

პროფ! ა. რაზმაძის გამოკვლევები შეეხებიან უმთავრესად ვარია 

ციათა აღრიცხვას, რომელშიაც მას მიღებული აქვს მთელი რიგი 

მეტად მნიშვნელოვანი შედეგებისა (შეწყვეტილ ექსტრემალთა თეო- 

რია, წყვეტილ ექსტრემალთა თეორია, ვარიაციათა აღრიცხვის ძირი– 

თადი ლემა და სხვ.) ამ გამოკვლევების ზოგიერთ ელემენტარულ 

ნაწილებს მკითხველი გაეცნობა წინამდებარე სახელმძღვანელ. '- 

(II) XXII და XXVI ლექციებში).



10. 

11. 

12. 

ქვემოთ მოგვყავს პროფ. ა. რაზმაძის მთავარ ნაშრომთა სია: 

. სხი, Lწვსიცტი II 6CIიტი Vმ8IIგხI6ი CიძისიMXL 1ი ძი V2II2გVI00ი5- 
ხნხისიფ (Mპ1ირიმ905Cხ6 ტიივ1ტი 8. 75). 

· 5სL სი 1ი60:ბი6 I(0იძმთტი1მ) ძს C21Cს1) ძტ§ V8I2II0ი5 (ტფილი- 
სის უნივერსიტეტის მოამბე, # 1, 1919). 

.· V6I0(5CV25§-ის L ფუნქციის დაშლა კუთხიანი წერტილის მახლობ– 

ლობაში (ტფილისის უნივერსიტეტის მოამბე, # 1, 1919). 

.· სხ, ძვ§5 Lსიძვო6ი!მ)ტიი2 ძ6CI Vმ8II8I0ოუტნხნისიც (Mგ(იბომგ- 

ყ5Cხტ #იიმ16ი, 8. 84, 1921). წარმოადგენს მე-2-ის გადამუ– 
შავებას, 

. მრუდის ერთი თვისების დამტკიცება და ამ' თვისების გამოყე– 

ნება დიფერენციალურ აღრიცხვაში (ჟურნ. ჩვენი მეცნიერება, 

1921). : 
· 5სL სინ (იოთს16 ძი I2 თი/ტიი6 '(ჟურნ, ჩვენი მეცნიერება, 1921). 
„· სხრ; სი§5(600ტ Lბ§სიძტი LI 60 იი LVIი516(10M6I(-ისიLL Iი ძიI 

Vგო გსიივ6C6ხისი (ტფილისის უნივერსიტეტის მოამბე, # 2, 

1923). 
. 5V9I)1C5 §0|ს(1I0ი5 ძ15C0იVისტ5 ძგი§.16 Cმ1Cს1 065 V2II8MI0ი5 (Mმ(ხ4ტ- 
თმგყ§Cხტ ტ#ტიიბ16ი, 8. 94, 1925). დისერტაციაა. 

.· 5სწ/ სიტ C0იძIსიი ძე ოთ)ისისიო ი66C6553M6 ჯლ0ს! 165 §501VI1I0ი5 

გიცყს16V0565 ძვი§5 16 Cმ2!Cს! ძ65 V2I200ი5 (8სII6Iი ძ6 )82 5=0C!6(6 

თგ'ხიტოგVIძსი ძნ ILIმილ0, L. LI, 1923). წარმოადგენს მე-3-ის 

გადამუშავებას. 

5ს+ სი სხ6ი:-თო6 ძცგ 12 1ი6006 ძი5 §სII2C65 თსიIიIიგ (8ასI|0იVი 

ძია 5C)6ი605§ თმ')ხნოგ!0ს05, 1925). 
მათემატიკური ანალიზის კურსი. | ტ. მათემატიკური ანალიზის 

შესავალი, ტფილისი, 1919. . 
მათემატიკური ანალიზის კურსი.. III ტ. ინტეგრალური აღრიც- 

ხვის კურსი ნაწილი I. განუსაზღვრელი ინტეგრალები, ტფილისი, 

1922.
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თავი პირველი 

I ლექცია 

ვარიაციათა აღრიცხვის პრობლემა 

ვარიაციათა აღრიცხვის წარმოშობა დაკავშირებულია ერთ პრო- 

'ბზლემასთან, რომელიც პირველად მკაფიო სახით წამოაყენა ქინგიი 86L- 

იისIII-მ 1696 წელს. ეს პრობლემა მდგომარეობს შემდეგში: სიბრტ- 

ყეზე აღებულია ორი წერტილი „>/ და #8. წერტილები. 4 და 8 უნ- 
და შევაერთოთ ისეთი მრუდით, რომ მძიმე მატერიალური წერტილი, 

რომელიც ამ მრუდით იმოძრავებს, უმოკლეს დროში მიაღწევს „4-დან 

8-მდე, ე. ი. ყოველი სხვა გზა, რომლითაც ის იმოძრავებს, უფრო 

მეტ დროს მოითხოვს ისეთი მოძრაობისთვის. 

როგორ შეიძლება ეს პრობლემა ანალიზურად გამოისახოს? 

"აღვნიშნოთ ჯა სხეულის საწყისი სიჩქარე ე. ი. სიჩქარე „(# წერტილ– 

ში. ვთქვათ ჩვენი სხეულის მასა არის /I. (ყვლადი სიჩქარე აღვნიშ- 

ნოთ »-თი. თანახმად მექანიკის, ცნობილი ფორმულისა დავწერთ: 

ეყ 29, 
3-5 7 Mნ/. - ·..ი 

სადაც #=X–Xი (აქ ჩვენ ბეგულისხმევი გვაქვს, რომ-X” ღერძს აქვს 

ვერტიკალური მიმართულება) (0 -დან მივიღებთ: 

უ1=V ,ბშ+-2ლ/; 
- 

  
ნახ, 1, 

ანუ 

ს=V V,1+2 ('–ა).



“- 

აღვნიშნოთ 1 2-=/: და 3 =ძ. მაშინ უკანასკნელი ტოლობა. 

ასე გადმოიწერება: 

9=XLI -+7-)% 

რადგან => (+ არის განვლილი გზა, / დრო) ამიტომ გვექნება: 

ძა ტუფი 
“# =# 1 .+ V-X 

აქედან (თუ მხედეელობაში მივიღებთ ძჯ-ის გამოხატულებას: ძალ 

=I 1 +)“ძა. ” 

  ი-ქეიბი 
ს) ჯ–-)X+4 

_1 5 70 3ბ““ –2ი 8-3 
ახლა პრობლემა იმაში მდგომარეობს, რომ მოეძებნოთ ამ ინ–- 

ტეგრალის მინიმუმი. ამისათვის უნდა მოვძებნოთ ისეთი ფუნქცია. 

#=59(X), რომლისათვისაც ჩვენი ინტეგრალი მოგვცემს მინიმუმს. 

სწორედ ეს ფუნქცია XI=<§(X) გამოხატავს საძიებელი მრუდის გან- 

ტოლებას. აქ საქმე გვაქვს მინიმუმისა და მაქსიმუმის პრობლემას- 

თან, მაგრამ არა ჩვეულებრივი სახით, რადგან იმ სიმბოლოს (ვვალე– 

ბა, რომლისაგან დამოკიდებულია ექსტრემუჭის მხრივ შესამოწმებე- 
ლი გამოთქმა, რიცხობრივი მნიშვნელობის მიღების სხვადასხვაობაში 

კი არ მდგომარეობს, არამედ ფუნქციის სახის სხვადასხვაობაში და 

ვეძებთ სწორედ ისეთნაირ ფუნქციას,“ რომელიც ჩვენს “გამოთქმას 

ექსტრემუმს მიანიჭებს. 

ზემოთდასახელებულ პრობლემას ბრაქისტოქრთნის პრობლემა 

ეწოდება. ჩვენ მას ადვილად ამოვხსნით შემდეგში, როდესაც ვარია- 

ციათა აღრიცხვის ძირითად მეთოდებს გავეცნობით. 

ბრაქისტოქრონის პრობლემა იყო პირველი პრობლემა, რომლი- 

დანაც დაიწყო მრავალი" სხვა მსგავსი პრ(“აბლემების გარდაწყვეტა. 
შეიქპნა უმშვენიერესი დარგი მათემატიკური ანალიზისა –- ვარიაცია–- 

თა აღრიცხვა, რომელსაც არა მარტო უდიდესი თეორიული მნიშვ- 

ნელობა აქვს, არამედ აგრეთვე ფართო პრაქტიკული გამოყენებაც 
მრავალ მეცნიერებაში: მექანიკაში, ფიზიკაში, ასტრონომიაში და. 

სხვა. 

ე დავასახელებთ ერთ მაგალითს, რომელშიაც ზემოთმოყვანილი 

პრობლემის მსგავს პრობლემასთან გვაქვს საქმე: ყველა იმ მრუდთა შო- 

რის, რომელთაც ერთიდააგივე სიგრძე აქვთ, მოეძებნოთ ისეთი, რომე– 

ლიც უმეტეს არეს შეიცავს. ვიცით, რომ არე, რომელსაც მრუდი შეი– 

      და



=„ 

ცავს, გამოიხატება ინტეგრალით წელ მხოლოდ მრუდის სიგრძე 
0 ? 

ინტეგრალით # ჟ V1+ XV? 0X; 

ჩვენი პრობლემა შემდეგში მდგომარეობს: უნდა მოვძებნოთ ინ- 

ტეგრალის წი მინიმუმი“ იმ პირობით, რომ ინტეგრალი 
– 40 

#/" V 1+7/ ძX იყოს მუდმივი. 
ი 

ვარიაციათა აღრიცხვის პრობლემა ზოგადი სახით პირველად 

ს16I-მა წამოაყენა: 
მოცემულია ინტეგრალი 

1= 1 '/(5 7; 7) 4» 
+» ამ შემთხვევაში ერთი ჯ ცელადის ფუნქციაა. უნდა განვსახღვროთ 

ეს ფუნქცია ისე, რომ / ღებულობდეს მინიმალურ მნიშენელობას. 
შეიძლება მრუდის განტოლება ავიღოთ პარამეტრალური სა– 

ხით: X=%(/), 7=5% CI). 
მაშინ უნდა მოვძებნოთ მინიმუმი 

1= #7. იდ, # 2ს 2) ი “სახის ინტეგრალის. 

მაგალითად, პრო ლემა ორ წერტილს შორის უმოკლესი მანძილისა, 
იმ შემთხვევაში, როცა ვიღებთ ჯ დამოუკიდებელ ცვალებადს, მი- 

იყვანება ინტეგრალის წელ იX მინიმუმის მოძებნაზე; მხოლოდ 

იმ შემთხვევაში, როწპდამოუკიდებელი ცვალებადი არის /. 

I V X?+)” 4/ ინტეგრალის მინიმუმის მოძებნაზე. 
შემდეგ ჩვენ დავინახავთ, თუ რა უპირატესობა აქეს პრობლე– 

მის მეორე სახით წარმოდგენას. 

"საკითხის დაყენება ზემოთ დაკავშირებული იყო სიბრტყის 

მრუდებთან, თუ საკითხი ეხება სივრცის მრუდებს, პრობლემა მიიყ- 

ვანება #.' 7600 # დ 7, ჯ)0ძX ინტეგრალის 
(თუ დამოუკიდებელ ცვალებადად ვიღებთ ჯ) ან და ინტეგოალის 

#" #>X% » 23 2" ს ჯ)ი 

(თუ დამოუკიდებელ ცვალებადად ვიღებთ 1) მინიმუმის მოძებ- 

ნაზე. 

დავუბრუნდეთ იმ შემთხვევას, როცა გვაქვს ინტეგრალი: 

I= | '/(ს ჯ 209»



–. 4 

საღაც XV არის ერთი ცვალებადის X-ის ფუნქცია. /(X », /) ფუნქცი- 

იდან ნოვითხოვოთ, რომ ის ღა მისი პირველი სამი რიგის წარმოე- 

ბულები იყოს განუწყვეტელი გარკვეულ #) არეში, რომელიც ისეთი 
(X, % VI წერტილებისაგან შედგება, რომლისათვისაც (X, )) გარ- 
კვეოლ IX არეს ეკუთვნის და V# აქვს რაიმე სასრული მნიშვჩელობა. 

ავიღოთ # არეში მდებარე ორი წეოტილი: 2 (X), ჩი) და 8(X,, 2) 

და განვიხილოთ სიმრავლე ყველა იმ მრუდისა, რომლებსაც შემდეგი 

თვისებები აქვთ: 

1) ისინი გადიან ./ და 8 წერტილებზე. 

2) ყოველი 1 ღერძის პარალილური სწორი, გავლებული (X-, 
ჯა) შუალედ დის რომელიმე წერტილზე, მას მხოლოდ ერთ წერტილზე 
გადაკეეთს, ე. ი. მრუდი შეგვიძლია წარმოვადგინოთ (7 5) შუა- 

ლედში განსაზღვრული ფუნქციით: _+=)'(X..– 

3) ფუნქციას +„(X) აქვს პირველი რიგის განუწყვეტელი წარ- 
მოებული, რაც იმას მოასწავებს რომ განუწყვეტელია მრუდი და 

აგრეთვე იმ კუთხის ტანგენსი, რომელსაც მხები შეადგენს X ღერძის 

დადებით გეზთან, და ის (მხები) არასდროს X7 ღერძის პარალელუ- 

ლი არაა. 
4) ჩვენი მრუდები მთლიანად მოთავსებულნი არიან # არეში. 

მრუდებს, რომელნიც ზემოთმოყვანილი ოთხი, პირობით შევზ- 

ღუღეთ, ქეყვი%. „მრუდები ეწოდებათ. 
ზემო ოყვანილ პირობებს ჩვენ შემდეგში ი საქიროების მიხედვით 

გავაქლიერებთ, ისე რომ ეს პირობები იძლევიან იმის მინიმუმს, რაც 

ტვენ შემდეგ დაგვჭირდება. 
მისაღები მრუდები აღვნიშნოთ _მ-ით მ. ით. ვთქვათ X=დ (ჯ) არის 

რაიმე მისაღები მრუდის განტოლება, მაშინ ინტეგრალი / აღებული 

ასეთ მ მრუდზე იქნება: 

# = | '/ წს დ(9, დ დ)1ძა- 
«ნდა მოეძებნოთ ისეთი მრუღი, რომელიც ინტეგრალს უმცირეს 

26იშვნელობას მიანიჭებს, აღვნიშნოთ ეს მრუდი მა. ვთქვათ მისი 

განტოლება არის ჯ=IXა(X), მაშინ ინტეგრალი / აღებული მა მრუდზე 

იქნება – ' 

/ს,= / '/ ნს XC) XI (10>» 
თანახნად ჩვენი განმარტებისა, როგორიც არ უნდა იყოს მ მრუდი, 

/#>5/ · იმ შემთხვევაში თუ მე მაქსიმუმს მიანიჭებს ინტეგრალს, 

მაშინ /2, =>/8 . 
ვარიაციათა აღრიცხვა განსაკუთრებით შეისწავლის ინტეგრა- 

ლის მინიჭუმს, რადგან მხოლოდ ნიშნის შეცვლაა საკმარისი იმისა–-



– 

თვის, რომ მაქსიმუმის შემთხვევის გარჩევა დავიყვანოთ მინიმუმის 

შემთხვევაზე. 

ზემოთჩამოყალიბებული პრობლემა წარმოადგენს ვარიაციათა 

აღრიცხვის აბსოლუტურ პრობლემას, მაგრამ ვარიაციათა აღრიცხვა– 

ში უმთავრესად განიხილება“არა აბსოლუტური, არამედ შედარებითი 

ექსტრემუმის პრობლემა. ამ შემთხვევაში მინიმუმისა და, აგრეთვე, 

მაქსიმუმის საკითხს იხილავენ არა ყველა მრუდების შესახებ, რომელ– 
ნიც ზემოთმოყვანილ ოთხ პირობას აკმაყოფილებს, არამედ მხოლოდ 
იმათ შესახებ, რომელნიც აღებულ შესადარებელ მრუდთან- სა,მაო 

მახლობლობაში. იმყოფებიან. <ოითო= 

ახლა „ჩამოვაყალიბოთ ზედმიწევნითი სახით შედარებითი ექ- 

სტრემალის" პრობლემა ავიღოთ __კოთრდინატთა სისტემა. რაიმე 

მრუდი მე მიანიჭებს ინტეგრალს შედარებითი მინიმუმს, თუ არსე- 

ბობს ისეთი დადებითი § რიცხვი, რომ ინტეგრალი, აღებული ამ 
მე მრუდზე: /ბ არ აღემატება ინტეგრალს /მ , აღებულს „I და ყ-ზე 

"გამავალ მისაღებ მრუდზე, რომელიც კი მოთავსდება ჩვენი მრუდის 

ორივე მხრიდან 6 მანძილით შემოსაზღვრული ზოლის (ამ. ზ--ლ–მოკ- 

ლედ (5) ზოლი შეგვიძლია ვუწოდოთ) შიგნით: /მ-=/8....“ 
თუ არსებობს ისეთი § “თ 

რიცხეი, რომ სათანადო ზოლ- : 

ში მდებარე ყოველი მრუ- 

  

დისთვის მარტო უტოლობას – ს 

ჯმ <Iმ აქვს ადგილი, მაშიჩ ლ + 
ვიტყვით, რომ გვაქვს სა- % V 

კუთრივი "მინიმუმი, – 

თუ ასეთი “§ არ” არჩებობს, საა _ 

მაშინ ვიტყვით, რომ მინი- აააალ ი –წ3 

მუმი არასაკუთრივია. – 

უტოლობა /,=<. 8 შევი. –>–>  . (0 
ძლია შემდეგნაირად გადმო- 
ვწეროთ: – 

ჯ/ – /9->0 ნახ. 2. 
მარცხენა მხარეზე მდგომი სხვაობა -3 /-თი აღვნიშნოთ. . 

აღვნიშნოთ მა მრუდის განტოლება: X=X.(+,. ავიღოთ ჩეენ 
ზოლში მდებარე რომელიმე შესადარებელი მრუდი:- V=ჯ (X).+განვი–- 

ხილოთ სხვაობა დ (X) – ჯა (X, ცხადია, რომ მისი აბსოლუტური სი- 

დიდე იქნება §-ზე ნაკლები. ამ სხეაობას წრუდის ვარიაციას უწო- 
დებენ. აღვნიშნოთ მრუდის ვარიაცია თ(X)-ით, გვექნება...
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მრუდის ვარიაციის შესახებ განემარტავთ რამდენიმე ცნებას, 

თუ ისეთი : რიცხვი არსებობს, რომ ექსტრემუმს ადგილი აქეს ყვე- 

ლა იმ შესადარებელი მოუდის მიმართ, რომლისათვის არა მარტო 

თ(XI-ის, არამედ მისი წარმოებულის: თ (ე) აბსოლუტური სიდიდე 

ვ-ზე ნაკლებია,:-მაშინ ვიტყვით, რომ საქმე სუსტ ექსტრემუმთან 

გვაქვს. 
ექსტრემუმს, რომელიც იმავე დროს არაა სუსტი ექსტრემემი, 

მძლავრი ექატრემუმი ეწოდება. ბ 

I ლექცია. 

პირჭელი ვატიაცია. ვატიაციათა აღრიცხვის ძირითა- 

დი ლემა. Lც!იL”.ის დაფეტენციალური ზანტოლება. 

მოვძებნოთ ახლა აუცილებელი პირობები მინიმუმისათეის. 
ვთქვათ მ. მრუდი იძლევა ინტეგრალის მინიმუმს. მაშინ ისეთი 

< არსებობს, რომ (2) ზოლში აღებული ყოველი შესადარებელი მ 

მრუდისათვის ადგილი ექნება უტოლობას: 4 /=>0. სხვაობას #–-– 

–)/მ,= <5) უწოდებენ ინტეგრალის სრულ ვარიაციას. ' 

ჩვენ უნდა მოვძებნოთ აუცილებელი პირობა იმისა, რომ #4 /=>0. 

აღვნიშნოთ მ) და მ მღოუდების განტოლებანი · შესაბამისად 

X»=1% (X) და 1'=)'(X). სხვაობას I (0 –X (2), როგორც ვიცით მრუ- 

დის ვარიაციას უწოდებენ. აღვნიშნოთ იგი თ (::), გვექნება | თ (X) |<§ 

განვიხილოთ კერძო სახე თ (:) ფუნქციისა: ვთქვათ თ(X)=თ/(X), 
სადაც #(X) არის რაიმე მოცემული ფუნქცია განუწყვეტელი წარ- 

მოებულით, რომელიც აკმაყოფილებს პირობებს / (Xს))=/ჯ (X,)=0 და 
თ არის პარამეტრი, რომელსაც იმ ფარგლებში ვცვლით, რომ3 სხვა- 

დასხვა მრუდები, რომელთაც ამ ცვალების დროს მივიღებთ, უნდა 

აკმაყოფილებდენ პირობას: |-X # (X) 1<5. 

ქნახოთ ახლა რას წარმოადგენს 4 /. 

ღავწერთ: 

ა)= I. '7/ თ 10(X21+0ჯ (2, 29 (90 +თ/ C0)– 

. –/ (X, 25 (2), 3” (X) )| იX 
თუ ინტეგრალის ქვეშ მყოფ სხვაობას დაეშლით I2VIC-ის ფორ- 

მულის ძალათ და შეკჩერდებით მესამე წევრზე (ეს ყოველთვის შე- 

საძლებელია, რადგან თანახმად / ფუნქციის შესახებ მოთხოვნილი
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პირობისა, ეს ფუნქცია და მისი პირველი სამი რიგის ნაწილობითი 

წარმოებულები არიან გამეწვეტელი მივიღებთ: 

+/=» | ' (#» ჩტ(0)+ მშ" „ო +“; (“ (22 (0 + 

+2 > აჩM+ არინა რითაა -თ- 

მიღებული ჯამის პირველ წევრს ეწოდება / ინტეგრალის პირ- 

ველი ვარიაცია და აღინიშნება ბ /. 

ბა. „ (1/9% ი/ 
ბ/=4 /. ს დუნაილუბ ')ძ» 

; , 1 
მეორე წევრს, გარდა ჯ-ვ კოეფიციენტისა, ეწოდება მეორე 

"ვარიაცია და აღინიშნება 6? /. ასევე იქნება მესამე ვარიაცია, 217 და 

სხვ. საერთოდ შეგვიძლია დავწეროთ 

სI-2 I „1. >» „1. ჯე 4)=ბI+ჯ-ებ 1+-:-3-327/+- · (I) 

  

უკანასკნელი ტოლობა გვიჩვენებს, თუ რატომ ვუწოდებთ” “#1 სრულ 

„ვარიაციას, 

თუ «% საკმაოდ მცირეა და 6) ნულისაგან განსხვავდება, მთელ 

(0) ჯამს ნიშანს აძლევს პირველი წევრი. 

ახლა რადგან თ-ს სხვადასხვა ნიშანი შეგვიძლია მივცეთ, 

ამიტომ ჯამის პირველი წევრი და, მაშასადამე, მთელი 4 / ჯამიც 

ნიშანს შეიცვლის. 
„ამგვარად; აუცილებელი პირობა იმისა, რომ 4/=>90, იმაში 

მდგომარეობს, რომ პირველი ვარიაცია ნ / ნულის ტოლი: იყოს. ეს 

„პირობა ასე დაიწერება: 

4) (+ 7+%# )ძ+=0 

# (VI ს+%#) ძX=0. 

ჩ I) ნებსითი: ფუნქციაა, რომელიც აკმაკოფილებს პირობას 

# (::)=/ (2,)=0. 
ახლა ვნახოთ რა პირობებს უნდა აკმაყოფილებდენ ორი ფუნქ- 

ცია 3. და 2 კ; რომ ნებსითი განუწყვეტელ წარმოებულებიან ჩ# 

ფუნქციისათვის, რომელიც აკმაყოფილებს ხოლოდ. პირობას /# (X,ს)= 

-=01(%)=9, შოუა 

ანუ



ინტეგრალი 
იჯ ი/ პ , 

/ : -.0+ 3» ) ძX იგივვოზურად 
(21) 

ნულის ტოლი იყოს. 

დავამტკიცოთ, რომ ამის აუცილებელი და საკმარისი პირობა. 

შემდეგი ტოლობით გამოიხატება: 

მბ ძ//VV _ 
ს #LCV)= 

ზემოთნათქვამიდან სრულ იად დამოუკიდებლად შეგვიძლია შემ-. 

დეგი პრობლემა დავსვათ: 

ავიღოთ ინტეგრალი 

# Vფა+#თუეძი2შ 

სადაც + ნებსითი განუწყვეტლად წარმოებული ფუნქციაა, რომელიც: 

აკმაყოფილებს პირობას #”(Xე)=7 «X#)=9, ხოლო VI(CX) და M(ე 

მოცემოლი განუწყვეტელი ფუნქციებია. ვიპოვოთ აუცილებელი და 
საკმარისი პირობა იმისათვის, რომ ეს- ინტეგრალი იგივერბურად 

ნულის ტოლი იყოს. ' 

დავამტკიცოთ, რომ ამის აუცილებელი და საკმარისი პირობა. 

იმაში მდგომარეობს, რომ 

ამელი 

სწორედ ეს დებულება საშუალებას მოგვცემს გადავწყვიტოთ 
ზემოთდასმული პრობლემა პირველი ვარიაციის ნულთან ტოლობის 

პირობის შესახებ. 

ჩე: და X, წერტილებს შუა ავიღოთ. რომელიმე ორი წერტილი. 
Xჯ და § (X<5). ავიღოთ შეზდეგ მცირე დადებითი § რიცხვი და მოვ-' 

ზომოთ § მანჭილები :-დაჩ მარცხნივ და X-დან მარჯვნივ, მიღებული 

ორი წერტილისაგან აღვმართოთ პერპენდიკულარები და ამ პერპენ- 

დიკულარებზედაც მოვზომოთ მანძილები §. 

განვიხილოთ მრუდი, რომელიც შემდეგი მრუდებისაგან შედ- 

გება: სწორი ,ჩ, მოზარდი მრუდი ჩ8C, სწორი CM, პარალელური- 

X ღერძისა, კლებადი მრუდი #ჩ და სწორი #ჩ/ (იხ. ნახ.), კუთხითი: 
წერტილებზე ჩვეზი მრუდი მოვარგვალოთ. ეს გეჭირია იმისათვის, რომ 

ამ მრუდით წარმოდგენილი ფუნქცია წარმოებადი იყოს, ეს ფუნქცია. 

"ამის გარდა წერტილებზე Xა) და X, ნულის ტოლია. იგი ერთერთი. 
ფუნქციაა ზემოთმოთხოვნილი სახისა.
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ავიღოთ ჩვენი ინტეგრალი ამ მრუდის მიმართ (აღენიშნოთ ეს 

მრუდი მი). თეორემის პირობის ძალით დავწერთ! 

#პე=0 

” – 

C . ” 

4 2-5 ძმა“ „# 
  

· ი 22 . დ 92“ 

ნახ. 3. 

უკანასკნელი
 

თანასწორობ
ა 

ასე შეგვიძლია გადმოვწერო
თ 

/18+–-I8C+
I60+I06ნ+/

/:ნ= 
ი ..() 

ცხადია, რომ /4)=0 და 17: =0 (რადგან 428 და #7. მიმართ 

» და 1=ნულის ტოლნი არიან-ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ მყოფი გა–- 

მოსახულებაც ნულის ტოლია). 

განვიხილოთ ახლა ინტეგრალი /8C. ვთქვათ 8C მრუდის გან- 

ტოლება არის +=M(X), დავწერთ: 

/#X9C =/ IVIIდ+ XVI Cე1ძ 
ასევე დავწერთ /0L ინტეგრალის გამოსახულებას: 

)10= LL. IM, (დ– XV (1ძღ 

სადაც #=V,(X) არის. 1)X მრუ ღის განტოლება. 

_ განვიხილოთ ახლა ინტეგრალი ICჩ. ამ შემთხვევაში + იქნება. 

მუდმივი და გ-ის ტოლი. ამიტომ გვექნება 

XIXCV=5 ./ აI (უძ; 

(ა) ჯამი ასე დაიწერება _ 

#. Mას(დ ძჯ I. სVIC)ძ-+ :/. პიფძა+ 

+ | აა, (უძ + #6. სა დ M=0. (ბ) 
განვიხილოთ მარცხენა მხარეზე მდგომი ჯამეს შესდეგი ნაწილი: 

/. ბი. (ძუ LM» (უი: 

აღვნიშნოთ ეს ნაწილი §5-ით.
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X( ფუნქციის განაწყვეტლობის გამო ის შემოსახღვრული 

იქნება და ამიტომ ისეთი « რიცხვი არსებობს, რომ | M(ჯ) |<ჯყ. ამის 

გარდა ცხადია, რომ | +(:) |<§ და | ს, (2) |<§. დავწერთ: 
ჩჯ+8 "2 

I§ < / MMC 10+ IL. MI ()|ძჯ< - --–– 

ამგვარად 

1 5)<2:2. 
აქედან ჩვენ ვხედავთ, რომ, §=12, სადაც # შემოსაზღვრული სი- 

დიდება: _ 
განვიხილოთ ახლა დტ კამის წევრები: 

L. »VV (ე ძჯ და L M#V9 (უძ 
თანახმად სამუალო მნიშვნელობის პირველი ფორმულისა, რომლის 

გამოყენება უზრუნველყოფილია იმით, რომ ს (X) და ს, (+) ნიშანს 

არ იცვლის მთელ შუალედში, დავწერთ: 

LL. >»IV (C ეძი:=VVC+0) წIMი (თ ძულ 

=XV+8მ5 / ” “ ძII C)1= MIX+605 (ს Cე1,75=5 MC+მ%). 
სრულებით ასევე მივიღებთ: 

IL #5 დ ძ:=–5#6- 09 
ჯამი (ბ) ასეთნაირად გადმოიწერება: 

§ XC+09+: I"  M(უ ძ:ვ- ა V”6-0%)+-#§52= 

აქედან მივიღებთ: 

XC+05)+ |" 2XI(უძ:-M(6-0,§)+-# §=0. 

გადავიდეთ ახლა ზღეარზე, როცა 6 ნულისაკენ "მიისწრაფვის. 

რადგა5 ფუნქცია. V ' განუწყვეტელია, ამიტომ M(X-+-0=) და M (§--0;§) 

ზღვრებ ი იქნეLიან ფუ. ცსაბამისად MM და VVC). დავწერთ 

VIთ)+ /' (I ძვ– XC =0 აწუ 

M5- XC)= | MC იჯ. 
გავყოთ ,ამ ტოლობის ორივე მხარე ნ ჯ-ზე. მივიღებთ: 

ირ– 0-1. / MCდი დაა
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განვიხილოთ ახლა ჯ, როგორც მუდმივი, და C, როგორც ცვლა- 
დი, რომელიც X«-კენ მიისწრაფვის. მარჯვენა მხრის. ზღვარი იქნება 

M (X), მაშასადამე, მარცხენა მხარესაც აქეს ზღვარი. 
ამბით დამტკიცებულია, რომ არსებობს X-ის წარმოებული 

ძ». 
უჯ და დავწერთ ' 

9#0- M (X) 

ამით პირობის აუცილებლობა. დამტკიცებულია; 
დავამტკიცოთ ახლა ჩვენი პირობის საკმარისობა, ვთქვათ პი– 

«რობა - 4. VVე შესრულებულია, მაშინ 

# (ა-ში = | ' (C.+ >» )4+= 

= | "'ძIX-1= IV. 2 _ 

გამოვიყენოთ ახლა დამტკიცებული დებულება ზემოთ დასმული 

პრობლემისათვის. ცხადია, რომ მრეგობლი 

L VI C0+-4% | «ი 
წაომოადგენს კერძო სახეს ინტეგრალისა 

#. 9 (M7+Xე9) ძა, სადაც 

M=- , X=4, ჯ=ჯ 0) 

ინტეგრალის ნულთან ტოლობის აუცილებელი და საკმარისი 

პირობა –=M. 00. ჩეენი ინრეგრალისათვას შემდეგ სახეს მიიღებს: 

V_ ი, (VI_ 
(თ შა (#)=0 

ასეთი არის ის დიფერენციალური განტოლება, რომელსაც უნ– 

- და აკმაყოფილებდეს ფუნქცია 2”ა (X) იმისათვის რომ ინტეგრალი 

#28 0+%V და) ძა 
ნოოის ტოლი იყოს. 

ამ განტოლებას CსI6I-ის განტოლებას „უწოდებენ: 

ჩვენ დავინახავთ, რომ აუცილებელი პირობა იმისათვის, რომ 

5+/ იყოს => 0 - იმასში მდგომარეობს, რომ 2/=9, მხოლოდ ამის, აუცი–
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ლებელი და საკმარისი პირობა გამოიხატება დიფერენციალური 

განტოლებით: 

–” (IV 

ამგვარად, ეს განტოლება აუცილებელ პირობას გამოხატავს 

იმისა, რომ 2–/ იყოს >>0. 
=ს18L-ის დიფერენციალური განტოლების _ინტეგრალს. ექსტრგ>-. 

მალს უწოდებენ. ინტეგოალის მინიმუმი ექსტრემალთა შორის უნდა 

ვეძებოთ. მაგრამ ეს იმას არ ნიშნავს რომ ყოველი ექსტრემალი 

ინტეგრალს იმავე დროს მინიჭუმს მიანიჭებს რადგან Cს!I6იL-ის დი- 

ფერენციალური განტოლება ექსტრემუმის მხოლოდ აუცილებელ 

პირობას წარმოადგენს. 

II ლექცია 

ნსI6”-ის დიფერენციალუტი განტოლების ბამოკვლევა 

დავუბრუნდეთ ჩვენს ძირითად ინტეგრალს: 

#" #/ იჯ» 7) ძ:. ·C0 
ვიცით, რომ ფუნქცია, რომელიც ინტეგრალს ექსტრემუმს ანიჭებს, 
აკმაყოფილებს შემდეგ დიფერენციალურ განტოლებას 

3-4 5)=0. · –” 

შემდეგში კარგებლოთ ნაწილობითი წარმოებული #იძ§6L”-ის 

აღნიშვნებით, რომელსაც ის გარეგნული გამარტივება შეაქვს, რომ 

წარმოებულის აღნიშვნაში ტოვებს მხოლოდ ინდექსის სახით დაწე–- 

რილ ცვლადების ნიშნაკებს, რომელთა” მიხედვით ხდება განწარმო- 

ება, ხოლო შტრიხებს, რომელთაც ჩვეულებრივად წერენ, ის არ. 

წერს. #Mი6C§6L-ის აღნიშვნებში გვექნება მაგალითად: 

#V C =/2) +%=/, 3 3.= =/V 

=//V / _ “I 
> თ” ”"V) იVI ს V#V 

(ს) განტოლება ასე გადაიწერება: 

ჩ- + (// )=0. · 0 

გავხსნათ ახლა ეს დიფერენციალური განტოლება. დავწერთ: 

#7 --//+ –/ეს 1!შლ– "„”» '=0. · (IV)
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მიღებული განტოლება მეორე რიგისაა. მისი ზოგადი ინტეგრალი 

შეიცავს ორ ნებსით მუდმივს. მას ექნება სახე: ჯ=C(X, თ, 8). 

ნებსითი მუდმივების თ და 8 განსაზღვრისათვის გავიხსენოთ, 
რომ მრუდებს თავიდანვე იმ პირობით ვზღუდავთ, რომ ისინი გადი- 

ოდენ „4 (ჯ,, ი) და „8 (X,,1,) წერტილებზე. ამიტომ გვექნება: 
1ი= <5 (Xი; თ, I), 

1,=%(X, 9, გ) · “(V) 

მივიღეთ ორი განტოლება, ორი უცნობით. 

ახლა წარმოგვიდგება ორი შემთხვევა: 

1. არსებობს განტოლებათა გარდაწყვეტა ·თ და §3-ს შესახებ. 
ე. ი. არსებობს სისტემა მნიშვნელობათა თ და L-სი,. რომელნიც 

მე (II) განტოლებას აკმაყოფილებენ. მაშინ ისეთნაირი მრუდები 

გეექნება, რომლებმაც შესაძლებელია ინტეგრალს მინიმუმი მიანიჭონ 

(მიანიჭებენ თუ არა ისინი ინტეგრალს ნამდვილად მინიმუმს ეს ჩეენ 

“ჯერ არ ვიცით, რადგან სCსI6%“-ის განტოლება მინიმუმის მხოლოდ 

"აუცილებელ პირობას წარმოადგენს. ყოველ შემთხვევაში ის ვიცით, 

რომ არც ერთ სხვა მრუდს ინტეგრალისათვის მინიმუმის მინიჭება 

არ შეუძლია). 

2. მე (2662 სისტემის გარდაწყვეტა თ და 8 შესახებ შეუძ- 
ლებელია, ამ შემთხეევაში ჩვენ იმთავითვე შეგვიძლია ვთქვათ, რომ 
ინტეგრალის მინიმუმი არ არსებობს. 

იმ შემთხვევაში როცა შესაძლებელია (V) გაოდაწყვეტა « და 8 

შესახებ, სიმარტივის მოსაზრებით ვიგულისხმოთ, რომ არსებობს 

მხოლოდ ერთი ასეთნაირი გადაწყვეტა ე. ი. ერთი წყვილი თ და 8 

მნიშვნელობათა: «კ და ჭე რომელიც (V) განტოლებებს აკმაყოფილებს. 

აღვნიშნოთ მეა-ით ის მრუდი, რომელიც « და 8 ასეთ მნიშე–- 

ნელობას ეთანადება. - ' 

ვიმეორებთ, რომ ჩეენ მხოლოდ მოვძებნეთ ისეთი მე მრუდი, 

რომელსაც შეუძლია ჩვენი ინტეგრალისათვის მინიმუმის მინიჭება, 

მაგრამ კიდევ არ ვიცით ანიჭებს თუ არა იგი მას ნამდვილად მინი- 

მუმს, რადგან მე მრუდი მიღებულია მხოლოდ მინიმუმის აუცილე- 

ბელი პირობიდან. ოუ ინტეგრალის მინიზუმია არსებობს რაც, რასა- 

კვირველია, წინასწარ არაა სავალდებულო, მაშინ მრუდი მე სწორედ 

ისეთი მრუდი იქნება, რომელიც ნამდვილად ანიჭებ“ «5ნტეგრალს 

მინიმუმს, ყოველ შემთხვევაში მე მრუდის გარდა ”არც ერთ სხვა 

მრუდს არ შეუძლია ჩეენს ინტეგრალს მინიმუმი მიანიჭოს, 
მ) მრუდის მოძებნა მოასწავებს ჯერ ჯერობით საკითხის მხო- 

ლოდ ფორმალურად გარდაწყვეტას.
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დავუბრუნდეთ ისევ ჩვენ პრობლემას და განვიხილოთ რამდე–- 
ნიმე კერძო შემთხვევა. ვთქვათ რომ (1) ინტეგრალის ნიშნის ქვევით 

X არ შედის, ე. ი. ინტეგრალს აქვს ასეთი სახე: 

, “" # (ო )უძა. 
7" ი 

ამ შემთხვევაში /„, =0 და IV დიფერენციალური განტოლება ასე 

დაიწერება: 

მს IV – 1" //„=0. · · LCV0) 

ავიღოთ ახლა ასეთი გამოხატულება: #- +” // და ვიპოვოთ მისი. 

წარმოებული X-ის შესახებ.' დავწერთ: 

ძი · ” 
“7 (#-–)/V)ლ=/V)+/” » 

–//ა –)მ ჩა – 1) MI =X» (M-ჩი –)" ჩა 
#-ის გეერდით ბრჩხილებში მდგომი გამოსახულება წარმოადგენს (VI) 

განტოლების მარცხენა მხარეს, ამიტომ (VI) განტოლების მაგიერად. 

ჩვენ შეგვიძლია გადავწყვიტოთ განტოლება: 

+ ((/-–-I/)= 0 ანუ 

1-/„=C...". · (VII) 
ოღონდ ამ განტოლების ის გარდაწყვეტანი, რომელიც გვაძლევს 

ჯ-სათვის მუდმიესა და, მაშასადამე, »-სათვის ნულს, შეიძლება. არ 

ივარგოს, რადგან განტოლება (VI) და (VII) ტოლფასია მაშინ. რო- 

ცა #90. “თ 

–““ ჩვენ ვხედავთ, რომ იმ შემთხვევაში, როცა ინტეგრალის ნიშ- 

ნის ქვეშ არ შედის X-ი, შეიძლება მეორე რიგის დიფერენციალური 

განტოლების (IV) მაგივრად გარდავწყვიტოთ პირველი რიგის დიფე– 

რენციალეური განტოლება (VII). 

განვიხილოთ ახლა ის შემთხვევა როცა ინტეგრალის ნიშნის 

ქვეშ არ შედის არც X და არც #. ამგვარად გვექნება ინტეგრალი: 

- # #7 Cე ძა. _ 

ვნახოთ რა "სახეს ღებულობს სCს16-ის. დიფერვნციალური განტო– 

ლება. (III), რაჯგან #=0, ამიტომ დავწერთ: 

ძ 
> IV =0 ანუ /„ =C.· 

ჩვენ ვხედავთ, რომ /”(V) არის მუდმივი, ასეთ პირობებში სახზო- 

გადოთ მუდმივი უნდა იყოს თვითონ )/-იც: 2 ==. აქედან X=#MX+#- 
ამგვარად, ექსტრემალი წარმოადგენს სწორ ხაზს,



–_ 15 – 

ახლა განვიხილოთ ის, შემთხვევა, როცა ინტეგრალის ნიშნის: 

ქვეშ არ შედის კ)”, ე. ი. გვაქვს #'/ ფს 1) ძX; სახის ინტეგრალი.. 
- ი 

Cს1ე--ის დიფერვნციალური განტოლება (III) ამ შემთხეევაში მოჯე- 
ცემს //=C0. ეს უკვე დიფერენციალური განტოლება არ არის, არა- 

მედ უბრალოდ არა ცხადი სახით მოცემული დამოკიდებულება # და 

»# შორის. რადგან ამ განტოლების ამოხსნა ნებსით მუდმივებს არ 

შეიცავს, ამიტომ თუ მიღებული მრუდი შემთხვევით არ გადის „7 

CXი» ჯი) და „8 (X,; X,) წერტილებზე, არ გვექნება ისეთნაირი ელემენტი, 
რომლის რეგულაციით ამის განხორციელებას შევძლებთ. განხილული 

შემთხვევა, ამიტომ, ინტერესს არ წარმოადგენს. 

განვიხილოთ ახლა კერძო მაგალითი. 

შევაერთოთ ორი წერტილი „7 და 8 ისეთი მრუდით, რომ იმ 

ზედაპირის ფართი, რომელსაც მივიღებთ ამ მრუდის ბრუნვით X ღე- 

რძის გარშემო, იყოს უმცირესი. როგორც ცნობილია, ბრუნვითი 

ზედაპირის არე გამოიხატება შემღეგი ინტეგრალით: 

§=2% #"' V V 1+2/?ძა:. 
0 

რადგან ინტეგრალის ქქეშ ჯ არო არის, ამიტომ პრობლემა მიიყვა–- 

ნება დიფერენციალური განტოლების /–-// =C გარდაწყვეტაზე,.: 

რომელიც ამ შემთხვევაში მიიღებს სახეს (ძირს C მუდმივს მაგიერად 

დავწერთ თ): 
' 

# M/ 1+)” –V ვრ» - აქედან 

X24+-7#1-)M)_ ნ >» == 
#37 “? ოშ უმვ»7. “ 

აქ თ უნდა იყოს დადებითი, რადგან 7 და M/1+ა)”“ არიან დადე– 

ბითი. 

უკანასკნელი ტოლობიდა5 მივიღებთ 

,_ I/7- თ უ > V# » 3 

ახლა შეგვიძლია მოვახდინოთ ცვლ ღადთარგანცალება. დავშერთ: 

ძლ 2... 
9 

# (2) –! 
ინტეგრაციის შემდეგ მივიღებთ: 

თ10 (++ (1)- )=+–ს 

 



  

ანუ, 2+/ (1) – =:% აქედან კი მივიღებთ 

  

თ +. 
–_>». ჯანუ, +20(C05 /' ა 

ჯიგივე მედეგი გვექნება მაშინაც, როცა რადიკალის 1 ეწ ფ? წინ ავი- 

ღებთ –– ნიშანს). 

ეს არის ჯერჯერობით ჩეენი პრობლემის მხოლოდ ფორმალური 

გარდაწყვეტა. ჩვენ მოვძებნეთ ნამდვილად მხოლოდ ექსტრემალი და 

ჯერ საბოლოოდ არ ვიცით, ანიჭებს ის ინტეგრალს მინიმუმს თუ არა. 

ვიცით მხოლოდ ის, რომ ყოველი სხვა მრუდი ინტეგრალს მინიმუმს 

ვერ მიანიჭებს, ისე რომ თუ ოომელიმე მრუდი მიანიჭებს ინტე- 

გრალს მინიმუმს, ეს იქნება ჩვენს მიერ მიღებული მრუდი. შემდეგ 

დავინახავთ რომ მიღებული ფუნქცია ნამდვილად ანიჭებს ინტე– 

გრალს მინიმუმს და იძლევა უმცირეს ბრუნვის ზედაპირს. 

IV ლექცია 

ტრანსვერსალი 

აქამდე ჩვენ მხოლოდ ისეთ შემთხვევებს ვიხილავდით, როცა 

მოუდები, რომელთა შესახებაც ექსტრემუმს ვპოულობდით, ორ აღე- 

ბულ წერტილზე უნდა გასულიყო, მაგრამ ექსტრემუმის საკითხის 

დასმა შესაძლებელია იმ შემთხვევაშიც, როცა გეაქვს მხოლოდ ერთი 

დამაგრებული „( წერტილი, ხოლრ მეორე წერტილი მოძრაობს გარ- 

კვეულ # მრუდზე. ·შასეთნაირი პრობლემა წარმოგვიდგება, მაგალი–- 

„თად, მაშინ, როცა გვინდა გავიგოთ უმოკლესი მანძილი რომელიმე 

წერტილიდან მრუდამდე. 
„ვთქვათ მოვძებნეთ მრუდი 4#ჩ, რომელზედაც “იზტეგრალი უმ-, 

ციოეს მნიშენელობას ღებულობს... აღვნიშნოთ ეს მრუღი შეა. რა- 

საკვირველია, ასეთ თვისების მრუდს ჩვენ ვეძებთ მხოლოდ · იმ. მრუ- 

დებს, <გL5გზ, რომელნიც მის მახლობლობაში იმყოფებიან. 

პირეელჯ% ცხადია, რომ მაე უეჭველად უნდა იყოს ექსტრემალი. 

და აკმაყოფილებდეს განტოლებას: +=C(X, თ, 8), რომელსაც მივი-' 

ღებთ CსI6%-ის დიფერენციალური განტოლების ამოხსნით, 

მართლაც, 4 და ს წერტილებზე გავიყვანოთ რომელიმე მ მრუ- 

დი. თანახმად შე მრუდის განმარტებისა დავწერთ: /მ >> /მგ. ეს კი
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გვიჩვენებს რომ მა მრუდი არის ექსტრემალი, და, მაშასადამე, 

'წევრი 
ჯ=Cდ(X თ, 8) ოჯახისა, 

საკითხი იჰაში მღგომარეობს, რომ მოვძებნოთ სად მდებარე- 

ობს 8 წერტილი /, მრუდხე. ვთქვათ მოვძებნეთ წერტილი 7. მე 

მრუდის განტოლება აღვნიშხოთ: +=IX-(X) აღენიშნოთ /# და ჩ8 

"წერტილების კოორდინატები შესაბამისად X.:, ჯა და #,, 1,. გავი- 

ყვანოთ შესადარებელი 4C მრუდი. ეთქვათ ამ “მრუდის განტოლება 

არის: რ” ელი ფოლ 
1'=)'ა (X)+C /! (X). 

/# (X) ფუნქციას ის თვი- 

სება უნდა ჰქონდეს, . 4ჰ 

რომ / (2:)==0, რადგან 2 

ყველა შესადარებელი 
მრუდი 4 წერტილზე : 
გადი. მოვითხოვოთ C 

ამის გარდა რომ , 

-M'%)ჟ/მ. აღვნიშნოთ ( "V/->/ 

C წერტილის აბსცისი 

2 +-8 და # მრუდის V 

' განტოლება ჯ=/(X). ნახ. 4. 

რადგან წერტილი C მოთავსებულია: როგორც „-C ისე L მრუდ- 

ზე, ამიტომ გვექნება: 

-X(X,+-5)+0თ / (X, +5)= I (X, +-5) -. · · (1). 
ამის გარდა გვექნება: 

15 (X)=7X (X,) · » · · (1), 
«რადგან 8 საერთო წერტილია 48 და L მრუდებისათვის. 

. (1)-ში #, არის მუდმივი და თ და 6 კი (კვალებადნი. (IL) 

„ტოლობა გამოხატავს. დამოკიდებულებას თ და 6 შორის, (I) და(I) 

ტოლობანი გვიჩვენებენ, რომ როცა 95=0, მაშინ თ=0. ვიპოვოთ წარ– 

'მოებულის 4 მნიშვნელობა 6=0 წერტილისათვის. ამისათვის გან- 

ვაწარმოოთ (I) §- “ს „ ესაზებ. დავწერთ» , 

=2: ; =5+9+4 ლე (ც-+--8)+0თ –-- > | (5+9)=+; L. XC, +9|. 

- ახლა თუ ი მიცცემთ §-ს ნულის მნიშვნელობას, მაშინ თ«=0. ამ 

“შემთხვევაში წინა ტოლობიდან მივიღებთ: 

, ძ “, 

#M+|2- |” (9)= 21%,



–- 18 -- 

სადაც I, და V, მოკლედ აღნიშნავენ წარმოებულებს 3+- L რ +9| 
ძ I, : 

და –.– | 5+) წერტილზე §=0. აქედან შეგვიძლია ვიპოვოთ. 

ძ» , 
| | · დავწერთ 

ი 

ძბ _ –» 

|), - # დხ) ·(II) 

ახლა ინტეგრალის მნიშვნელობა „7C და 48 მრუდებზე იქნება- 

შესაბამისად: 

ბ“ §ა ს , 
I. #I% 1ა(X)+-თV/ (X, XVა(X2)+თ #' (2) ძი» 

და (II 
=> , 

1. /I» 7 (%); 706(XI იჯ. 

თანახმად 7,8 მრუდის განმარტებისა გვექნება: 
?3X -L § , 

ML 1. /წი 70(02)+თ#/ (X), 70 (+ თ/' (X)1 ძჯ-–- 
შ?სე 

– /."/ CM 10 (20; 7 (2)14X > 0. 
პირველი ინტეგრალი იქნება 6-ს ფუნქცია. აღვნიშნოთ ·იგი I(C9- 

მაშინ მეორე ინტეგრალი იქნება /(0). ამგვარად გვექნება 

#/C)–/C) => 0. 
ახლა ჩვეულებრივი ექსტრემუმის თეორიის ძალით უკანასკნელი: 

უტოლობის შენრულების აუცილებელი პირობა იმაში მდგომარეობს,. 

რომ /”(0)=02: ._ 

მოვძებნოთ”“?' (0), ამისათვის გავაწარმოოთ (III) §=-ის შესახებ. 

ამ შემთხვევაში + იმყოფება ინტეგრალის ნიშნის ქეეშ · და აგრეთვე: 

ზედა ზღვარშიც შედის. დავწერთ: 

ძი» /ო=9>/ ჩ (0+// თი | ძ»+/ (> +ი, %ი(X,+5)+ 

  

+97/(X,-+5), 1/ი (X, + 5) +-თ /” (5+9) , 

ჩავსვათ ახლა ამ ტოლობაში §-ს მაგიერ 0 და (X | მაგიერ- 
“ 6=0 

კი მისი მნიშვნელობა (II)-დან. მივიღებთ: · 

1/(0)=7 24. # %C I-ს (X)+ /V/M (X)) ძX+/ წი 7(X,), 1 (+)1 +(Vს  
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განვიხილოთ ახლა ინტეგრალი # M (X,) ძ1. ნაწილობით 
9 

ინტეგრაციის ფორმულის ძალით გვექნება: 

X. , % Xჯ წ 
IL.” ” (X) ძ; = I, # (X) 1–# 'ს3-(#ძX= 

ჯ ძ 
=/”(X,ც 7: 2/) M>)– '/ 5> (#9) ძჯ. 

ახლა შეგვიძლია დავწეროთ: 
X, 

1 VMM0)+//#M CI4>= 

=/V (X, ას #)MC)+ /." I. – +. | MძX. 

უკანასკნელი ინტეგრალის ქვეშ /# იX-ის გვერდით მდგომი გა- 

მოხატულება წარმოადგენს ს-ის განტოლების მარცხენა მხა+ეს. 

ეს განტოლება, როგოოც ვიცით, იქნება დაკმაყოფილებული, ამიტომ 

) ძ წ : 
ინტეგრალი I" M– 3> (#90 L ძV მოისპობა და გვექნება 

- - 

IL V## 6ა+//Mდ)4+=# (4) /7 რაა 7 ჩა: 
ახლა (1V) შეგვიძლია შემდეგნაირად გადმოვწეროთ: > 4.' 

I (0=-ჯ7ჟ+ წს (%ის წა 73.) # (5)+/ (XL, ჯ%ა I) 

ანუ საბოლოოდ: 

” (0)=( ”,– I) (X, 1 74)+/ (+. 7 ))). + · (V). 
ექსტრემუმის აუცილებელი პირობა /”(0)=0 ასეთ სახეს მიი–. 

ღებს: · 

#(7ც 0 741)+()/,ს– 7))/V/ (>, ს #)=6. · (VI). 
ეს ის პირობაა, რომელსაც – უნდა აკმაყკოფილებდენ 8 წერტილის 

კოორდინატები X,, 7. (VI) განტოლება და განტოლებანი 

დ(Xა «თ 8)=)ი 
და 

დ (X,, თ, 8)=X(X,) 

საშუალებას მოგვცემენ განვსაზზოვროთ #, წერტილის აბსცისი 2, და 

სს-ის დიფერენციალური განტოლების ინტეგრალის «(», >, 8) 
მუდმივები თ და 8. : | | 

ამბობენ, რომ მა მრუდი, რომელიც მინიმუმს მიანიჭებს ინტეგ– 
რალს, ტრანსვერსალუ რ>დ გადაკვეთს L-მროდს. თვით ამ მრუდს
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ეწოდება ტრანსვერსალი, მხოლოდ მე- (VI) პირობა ტრანსვერსა– 
ლობის პირობაა. 

განვიხილოთ ერთი მაგალითი. მოვძებნოთ უმოკლესი მანძილი 

რომელიმე „ (ჯ.კ, 7) წერტილიდან # მრუდამდე. ამისათვის უნდა 

განვიხილოთ ინტეგრალის #' V 1 +–-#1? ძ;; მინიმუმი. რადგან ტრანს- 
(0. , 

ვერსალი არის იმავე დროს ექსტრემალი # მრუდის ერთი გარკვეული 

8(Xს I) წერტილის შესახებ, ამიტომ ცხადია, რომ ასეთი უმოკ- 

ლესი მანძილი იქნება სწორი ხაზი. იმისათვის რომ განესაზღვროთ ეს 
სწორი, შევადგინოთ ჩვენი პრობლემისათვი“ ტრანსვერსალობის, 

პირობა. გვექნება 

V1+) +(5- 2) 2:95>=0 

· აქედან 

1+)X, + 1=C, 
რაც გამოხატავს იმას, რომ სწორი „7-8, რომელიც წარმოადგენს 
ტრანსვერსალს, უნდა იყოს მართობი # მრუდის მხებთან. ეს თვი- 

სება საშუალებას გვაძლევს ვიპოვოთ 48 სწორი. 

–-V ლექცია 

მეორე ვარიაცია 

Lბი0იძიტ-ის და IმიიხI-ის პირობები.. 

შემდეგისათვის "საჭიროა ვიცოდეთ ინტეგრალის 

' სს რი ·(1) 
მინიმუმის მნიშვნელობა, ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ აქ შედის. მხო- 

ლოდ 1. ამიტომ, როგორც წინათ დავინახეთ, ექსტრემალი იქნება 

წარმოდგენილი · სწორი ხაზით: ჯ=/IX+V#. კოეფიციენტებს -7 და ».ს 
ვიპოვით ორი განტოლებიდან: Xა=IIXა+, და 1I.=7IX, +! გვექ- 

ნება == 21:29 
2. Xე 

! ახლა ექსტრემალის განტოლებიდან მივიღებთ: 17 =V7I. 

(I)-ი ინტეგრალის მინიმალური ზნიშვნელობა იკნება: 

წI (2 –– 7ი)_ კა (2) – ჰი) 
X. 

  

ამი ტომ 

ი “ი –_ #0)" (5 – XI)
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ეხედავთ, რომ ინტეგრალი წწე »#2ძჯ ყოველთვის, იქნება მეტი, 
276 

ან უკიდურეს შემთხვევაში ტოლი (X -- 7 სა; 
1.“ ი 

LL 172.2 (3 –. Xი)_ . (II) 

XC –4+% 

ეს დებულება აქ მხოლოდ ფორმალურად არის დამტკიცებული. 

ჩვენ ნამდვილად მხოლოდ ის დავამტკიცეთ, რომ თუ გვაქვს (1) 
ინტეგრალის მინიმუმი, მაშინ ადგილი «ქვს (II) უტოლობას. ამ უტო- 

“ ლობას ჩვენთვის დიდი მნიშვნელობა აქვს, ამიტომ აქ მოვიყვანთ 

მის ზედმიწევნით დამტკიცებას. ეს დამტკიცება სრულებით დამო- 

უკიდებელია ვარიაციათა აღრიცხვის მეთოდებისაგან. დავამტკიცოთ, 

რომ როგორი მრუდიც არ უნდა აერთებდეს (ი, +) და (I, 8) წერ- 

ტილებს, ინტეგრალი #” X»”ძX ყოველთვის იქნება მეტი ან უკიდუ- 

  რეს „შემთხვევაში ტოლი 4-4" -სი. ამის დასამტკიცებლად გან- 

ვიხილოთ ინტეგრალი: 

# (თ7 +)? ძX, 

სადაც თ და 8 არიან ნებსითი მუდმივი კოეფიციენტები. ეს ინტეგ– 

რალი იქნება დადებითი, რადგან (თ1V+8)2? დადებითია. ჩვენი ინტეგ- 

რალი შემდეგნაირად წარმოვადგინოთ: 

# C7/+8)14+= 2. /' ')შძ++ 228 |" _ ძX. 

უკანასკნელი ჯამი უნდა იყოს => 0. ეს ჯამი წარმოადგენს კვადრა– 

ტულ ფორმას თ და ზ შესახებ. კვადრატული ფორმის ნიშნის შესა- 

ხებ არსებული „ცნობილი დებულების ძალით (კვადრატიული ფორმა 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ იქნება დადებითი როცა მისი დისკრი- 

მინატი არის უარყოფითი), უნდა გვქონდეს: 

წია. 
ანუ 

ტ-ი/” 1?1ძX => (8-1) 

აქედან ' იფ” · 

ს» 
ამით დებულებაც დამტკიცებულია.
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გადავიდეთ ახლა ინტეგრალის მეორე ვარიაციის განხილვაზე. 
გვაქვს ინტეგრალი: 

|" #(9 # 1) ძX. 
.7X 

ვთქეათ ექსტრემალის განტოლება არის: »=))(X), რომელიმე სხვა 
მრუდის განტოლება, რომელიც „4 და 8 წერტილებზე გადის, ასეთ- 

ნაირი სახით წარმოვადგინოთ: X»=15ე (X)+-6 M#(X) ფუნქცია #'(X) 
აკმაყოფილებს პირობას: 

/! (Xი)=V! (X»,)=90. 
როგორც ვიცით, ინტეგრალის მეორე ვარიაცია ბ?1/ შემდეგნაირად 

ლ გამოისახება: 

გ? /=:პ # ( ჩი სბ+2/ ა IM +- ჩა” ს ) ძო. 

აქ /ს /” და / მოკლედ აღნიზნავენ 
წო!» 1%(2), +9XX)I, 

/» |L> 31% (X), ი (X)I 

VI (%, (2), 14% (ი) 
აღვნიშნოთ ეს სამი ფონქცია შესაბამისად: „7(X), /13(X), C(XI. 

ექსტრემუმისათვის აუცილებელია, რომ 61/>>0. მაშასადამე, 

უნდა გვქონდეს: 

/ (7:02 #-+28 (%) MM+ C (X) MI? 1ძX => 0. 

და 

MX 

ახლა ზემონათქვამიდან სრულიად დამოუკიდებლად დავსვათ შემდეგი 
საკითხი: ვთქვათ გვაქვს სამი ფუნქცია: „#/(X), (X) და C(7X), რო- 

მელთაც აქვთ პირველი რიგის განუწყვეტელნი წარმოებულნი (LX, 2) 
შუალედში“ და აგრეთვე ნებსითი განუწყვეტლად წარმოებადი ფუნ- 
ქცია +VX), რომელსაც (X), X,) შუალედში აქვს შემდეგი თვისება 

> 7(X-)=#» (X+,)=0. 

“დავსვათ შემდეგი პრობლემა: რა პირობებს უნდა აკმაყკოფილებდენ 
სამი ფუნქცია: 7„(X), 8(X) და C(X) რომ, როგორიც არ უნდა იყოს 

” ფუნქცია, მუდამ ჰქონდეს ადგილი უტოლობას: 

#.' (4 ე)):+2ჩ'იე+Cთ7)ითი>0. ...(V) 

" იმისათვის რომ ეს პირობები უზრუნველეყოთ /// IX, #0 CX), 7” CI, 
/V" IX, Xა C1), 27% (2)) და. /VV IX, 7ი (2); 1ი (X)) ფუნქციებისათვის, საჭიროა გარდა 
წინათ მოთხოვნილი პირობებისა / ფუნქციის "შესახებ მოვითხოვოთ, რომ ი (X) ჰქო5- 

დეს მეორე რიგის განუწყვეტელი წ არმოებული.



ავიღოთ ინტეგრალი 
– ა 8ააი»ი.. .( ი 

·ადვილად შევამოწმებთ, რომ ეს ინტეგრალი ნულის ტოლია. მარ- 

თლაც, ___--_ 
ნულის ტოლია, რადგან 1 (X,)==)'(X,)=0. 

თუ (IV) ინტეგრალი მივუმატეთ (V+ ინტეგრალს, ამით ის არ 

"შეიცვლება. ინტეგრალი (V) ასე გადმოიწერება: 

–I. 1 (28)) + 832) ძ». 

"ჩვენი ორი ინტეგრალის ჯამს ექნება შემდეგი სახე: 

– #ა IL (+) L (ც თ) 1 კპ+C(ა I ძა». 

·ინტეგრალის უკანასკნელ სახეს ის უპირატესობა აქეს (IV)-თან, რომ 
-აქ ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ არ შედის წევრი 1) მამრავლით. 

(IV) უტოლობა ასე გადაიწერება: 

#" I« (ი) – + (8 ი) |):+Cიაა” I იX=2=>0. .· (VI) 

აღვნიშნოთ „4 (X)– 7-8 %90.=# (X- და C(X=/, (XI. 
(VI) უტოლობა ასე გადმოიწერება: 

LL" ნნთაბ+ჩ ფა9)ძ2%>0..  .(VIს 
დავამტკიცოთ შემდეგი დებულება: აუცი ლებ ელი პირობა იმისა, 

“რ ოლობას ადგილი ჰქონდეს 

"/M(X) მუდამ დადებითი იყოს (+. XV) ა ემაში ბი უნდა დავამტკი– 

ცოთ, რომ თუ ეს პირობა შესრულებული არ არის, მაშინ მე-(VII) 

“უტოლობას ადგილი არ ექნება. 

ჯ- წარმოვიდგინოთ, რომ შუალედში (ჯა, X,) არის ისეთი X წერ- 

ტილი, რომ /, (2) < 0. თანახმად განუწყეტელი ფუნქციათა თვისე- 

ბისა „ყოველთვის შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი მცირე შუალედი 

“> X+6ა), რომ მთელ ამ შუალედში /,(X) დარჩეს უარყოფითი. 
დავამტკიცოთ, რომ მაშინ შეგვიძლია ისეთი »(X) ფუნქცია მოვძებ- 

'ნოთ, რომლისათვისაც ინტეგრალი: IL 4 | /იჯ?-C/#, 1)”?) ძჯ უარყოფი- 
-V, 

·თი იქნება. |
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ავიღოთ რაიმე დადებითი § რიცხვი ნაკლები §«ა-ზე და « (ჯ» 

ფუნქცია, რომელიც შემდეგ პირობებს აკმაყოფილებს: (XX) შუა- 

ლედში ჯ(») ნულის ტოლია, ამის შემდეგ იგი იხრდება და წერ- 

ტილზე ჯ+-> მიაღწევს მაქსიმუმს, რომელიც §-ს ტოლია, შემდეგ. 

M კლებულობს და წერტილზე. 
% M X+§ ნულის ტოლი ხდება 

ს და ასეთივე რჩება მთელ: 

(X+5, X,) შუალედში. ამის. 

გარდა ვთქვათ, რომ ჩვენი 

! მრუდი ისეა აწერილი, რომ 

-/ ყყელგან მხების კუთხე X. 

ჯ/ ': V2:6 _. ღერძთან განუწყვეტლივ 
ლი “?6!6წ I“ იცვლება. დ (ჯL ფუნქცია- 

ისპობა როგორც %, ისე > 

წერტილზე. 
ნახ, 5. დავამტკიცოთ, რომ 

დფ ფუნქციისთვის ჩეენი= 

ინტეგრალი უარყოფითი იქნება. ამგვარად განვიხილოთ ინტეგრალი: 

იიი 
ეს ინტეგრალი ტოლია ინტეგრალის. 

# "სჩ97+ჩ 90. · (VIII) 
რადგან შუალედში (X-, 2) და ს (++, X,) C(ჯ) ნულის ტოლია- 

განვიხილოთ ჯერ ინტეგრალი / +5 # თი აღვნიშნოთ. 
ჯ 

X-ით /ა(X) ფუნქციის მოდულის მაქსიმუმი მთელ (X, X+8§) შუა–- 

ლედში: | /ა (X) | <= M#. რადგან დ ფუნქციის მაქსიმუმი მთელ (#X,- X-+- 65) 

შუალედში არის §, ამიტომ | X (X) ჯ? | <= VI §?. ამისდამიხედვით მი– 

ვიღებთ: 
X L ; · == 

#. ' #” #0 “1” I#ი #”I ძXძა<M (11) ძ::= M §% 

ამგვარად 

წინა /ად'ძX (<Mი0.. 

განვიხილოთ ახლა ინტეგრალი LL ჯა ჩდ) დეი. აღვნიშნოთ»: 

„ით /, (X) მოდულის მინიმუმი მთელ (X, X+2§) შუალედში: 

ტტ 00 ==, #,>0, რადგან II, რომ ნულის ტოლი იყოს, | /, (X) | 
როგორც განუწყვეტელი ფუნქცია მიაღწევდა მინიმალურ მნიშვნე– 

_–
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ლობას ნულს, რაც იმას ეწინააღმდეგება, რომ /, (+) მთელ 

(X, X+:-) პუალედში უარყოფითია. საშუალო მნიშვნელობის ფორ–- 

მულის ძალით დავწერთ: 

# თ ჩი: მ რი=#0+ 9 წხ,” 
აას__ 

_ 

აქედან მივიღებთ: 

! #” +. # I) დ2?ძ; (> M/ +2 დ? 7X. 

ახლა #1. დ? ძX ასე წარმოვადგინოთ: 
X 

#9. ჯაძ»= (+ დ2/ჯX + წერო დმ? /X. 

  

  

7#+ჯ 

0) უტოლობის ძალით გვექნება: 

# · . 

/ 1: ჯ§770=> 2-2: 
„> 

' X–+% 2:9 

/ · C20იX=> =25. 
ჯ 94+> უ - 

ამგვარად, წწ 44 ჯ/ ძ> >> 42. 

' 
და I. “ი (ეჯბქძ: => MM, 45. 

ჩვენ ვხედავთ, რომ მე (VIII) ჯამის. “პირველი” წევრის მოდულთ 

<M6), ხოლო მეორე წევრის მოდული >> ,#% (სადაც ””,>0). 
რიცხვები M და I, დამოკიდებულნი არიან §-ზე. ამის აღსანიშნა- 

ვად დავწეროთ M(5) და I, (5). მე-(VII) ჯამის პირველი წევრის. 

მოდული <- M()21 და მით უმეტეს "MI (§ა) 6--ზე. მეორე წევრის. 

მოდული კი მეტი იქნება IV,(6):-ზე და მით უფრო V,(2ი) ზაზე. 

ახლა § იმდენად მცირედ შეგვიძლია ჯვიღოთ, რომ V/, (5:)5>> VI (5:) §3?. 

(ჩვენ გვახსოვს, რომ 1,>>0). მაშინ (VIII) ჯამს ნიშანს აძლევს მეორე. 

შესაკრები #94 დმ ძX. მაგრამ ის უარყოფითია (/,, ჩვენი დაშვების 

თანახმად, უარყოფითია, დ? დადებითი. მაშასადამე, უარყოფითი. 

იქნება. #, 2” და ინტეგრალიც (I. # დ? ძე). ამიტომ ინტეგრა– 

' .7X 

ლიც #" (/ი დ?+/, დ'?) ი უარყოფითი იქნება. ამით ჩვენი დებუ– 
0 · შ 

ლებაც დამტკიცებულია.
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ამგვარად აუცილებელი პირობა იმისათვის, რომ 

_I.'(6V+ჩ ყ9)4X ინტეგრალი იყოს დადებითი, იმა- 
ში მდგომარეობს, რომ მთელ (X, 2,) შუალედში 7/, 

ფუნქცია დადებითი იყოს. ეს პირობა აღმოჩენილია L6- 

ძ6ი8+6-ის მიერ და მის სახელს ატარებს. 

ზემოთმიღებული შედეგების თანახმად გვაქვს მინიმუმის შემ- 

დეგი აუცილებელი პირობა: CLს16--ის დიფერენციალური განტოლება 

"და L6ფლ6იძ:ნ'-ის უტოლობა, რომელსაც ვრცლად ასეთი სახე ექნება. 

#9MMIX 1ი (X); 10 (X)1 >> 0. 
ახლა გადავდივართ მინიმუმის I2ლლხ!-ის პირობაზე. განვიხი- 

“ლოთ შემდეგი იგივეობა: 

291. +ჩX იი I" +7 IM + 7 თ | 

–% | 2 (ჩ #)– 7! · . (6) 
"ავიღოთ ამ იგივეობის ორივე მხარის ინტეგრალი. დავწერთ: 

ყ"შყ 2 #5 - IM" „ #V7IM). 
1+(ჩა +/) )4='/. ჩ 6 7-1 ) ძX+ 

. ა 4 /. წ. ჰI შე გ 
+/ '7(ი 5 75 )0X“- #7. % 2 #2) #7)» · (X) 

ვთქვათ ახლა, რომ არსებობს ისეთი ფუნქცია ”» რომელიც 

4) · 
აკმაყოფილებს დიფერენციალურ განტოლებას -);- (/, დ-) “-7ი »= 0 
და მთელ (Xს, X,) შუალედში ნულისაგან განსხვავდება. “მაშინ (X)-ს 
“უკანასსნელი ინტეგრალი ნულის ტოლია. მეორე ინტეგრალი კი 

საერთოდ ნულის ტოლია, რადგან ჩასმა “# + XI რომელზე- 

-დაც ეს ინტეგრალი დაიყვანება, გვაძლევს ნულს, პირობების · + (X:)=0 

და +(X,)=0 მიხედვით. მაშასადამე, დაგვრჩება: 

წი (/-აბ'+/ 1V ბ )ძ»= . | ' ჩ (" == ' ძX. 

0-ჯ)) არის დადებითი. თუ მოვითხოვთ დამატებით, რომ ჩ 

| 

  

ფუნქცია მთელ (+, 2,) შუალედში დადებითი უნდა იყოს, მაშინ 

I" #ჩ (» _ # )“ 

1 სბ იჩ 14 
და მასთან ერთად
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ინტეგრალიც დადებითი იქნება. ამგვარად დამტკიცებულია, _ რომ 

თუ არსებობს ისეთი „ნტეგრალი დიფერენციალური განტოლების:- 

“XI = (74 ძჯX –#ჩ #7=0. · (X) 

რომელიც მუდმივ ნიშანს შეინარჩუნებს მთელ (Xა, X,) შუალედში 

(ეს საჭიროა რადგან მე- (IX) ტოლობაში _)” „მნიშვნელში გ გვაქვს) და 

ამისგარდა ფუნქცია /, დადებითია, მაშინ · ინტეგრალი ._ 

#.' რებ+# ა”) ძ» 
„ყოველ 1: ფუნქციისათვის იქნება დადებითი. ჩვენ ვიპოვეთ საკმარისი 

პირობა იმისა, რომ 

წI (ჩ)ბ+# 0) ძ» 
%ც 

იყოს დადებითი... 

ახლა გადავიდეთ (X) განტოლების დაწვრილებით შესწავლაზე 

ამ განტოლებას 1მC0იხI-ის განტოლებას უწოდებენ. ეს განტოლება 

“შემდეგნაირად დაიწერება: 

“ კV  «V 
# 9 წა 1 უკა –# +=9, 

ანუ, თუ ორივე მხარეს გავყოფთ /,-ზე (რაც შესაძლებელია, რად- 

გან #0 >09%) , 
ძკV"» /ძ /# 
გა“ თ #7 X=0. .. . (XI) 

ჩვენ ეხედავთ რომ |Iმ6Cიხ!-ის დიფერენციალური განტოლება წარმო–- 

ადგენს მეორე რიგის ხაზოვნურ დიფერენციალურ განტოლებას. 

აგა ლეილი 

შეინარჩუნებს მთელ (Xე, X,) შუალედში. ამისათვის საჭიროა გამო- 

ვიყვანოთ რამდენიმე თვისება )მ2-ლიხI.ს დიფერენციალური განტო- 

  

-ლებისა. 

C განვიხილოთ ჯერ უფრო ზოგადი საზის დიფერენციალური 

გა ტოლე ა. - 

იმ. “"”V ' 
წვ + ჩუ+0#=0. · (XI) 

სადაც # და ი ჯ-ის განუწყვეტელი ფუნქციებია. "ცნობილი დებულების 

ძალით, (XI) განტოლებას უნდა ჰქონდეს ერთი და მხოლოდ ერთი 

ისეთი ინტეგრალი V (+), რომ რაიმე XX წერტილზე ეს ინტეგრალი 

# პირობას #>0 ცოტა ვაძლიერებთ იმ მხრივ, რომ ტოლობის შესაძლებ- 
„ლობას გამოვრიცხავთ და ვტოვებთ მხოლოდ უტოლობას.
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და მისი წარმოებული, წინასწარ დასახელებულ მნიშვნელობებს მიი– 

ღებენ (ას და ი: I (Xა)==V/ა, IM (Xი0)=1I!ა: 

აქედან გამომდინარეობს, რომ თუ #X(X ინტეგრალი და მისი 

წარმოებული რომელიმე წერტილზე მოისპობა, მაშინ ეს ინტეგრალი 

ყოველთვის ნულის ტოლი უნდა. იყოს, რადგან დასახელებული თვი– 

სება აქვს ინტეგრალს, რომელიც ყოველთვის ნულის ტოლია დ), 

მაშასადამე, სხვა ინტეგრალს ასეთი თვისება ვერ ექნება. 

ახლა დავამტკიცოთ XI განტოლების ინტეგრალის ერთი მეტად 

შესანიშნავი თვისება. ეს თვისება იმაში მდგომარეობს, რომ თუ ეს 
ინტეგრალი იგივეობურად ნულის ტოლი არაა, მას რაიმე შუალედში 

მხოლოდ სასრულო რიცხვი ფესვებისა შეუძლია ჰქონდეს. მართლაც, 

(+) ინტეგრალს აღებულ შუალედში უსასრულო სიმრავლე ფესვების 

რომ ჰქონდეს, მაშინ ამ ფესვებს ექნებათ ზღვარითი წერტილი, რო–- 

მელიც თი აღვნიშნოთ. მაშინ ორი შემთხვევა წარმოგვიდგება 

1 #05«%0. 2) #01=0. 
1. შემთხვევაში, განუწყვეტელი ფუნქციის ცნობილი თვისების 

ძალით, #V(X) ფუნქცია უნდა „იყოს ნულისაგან განსხვავებული 4. წერ- 
ტილის მახლობლობაში, რაც იმას ეწინააღმდეგება, რომ 7» არის 

M (X)-ის ფესვების ზღვარითი წერტილი. – 

2. შემთხვევაში უნდა გვქონდეს 1'(.)=0, რადგან, როგორც 

ზემოთ დავინახეთ, შეუძლებელია, რომ ინტეგრალისათვის, რომელიც 

ყოველთვის ნულის ტოლი არაა, რომელიმე წერტილზე ჰქონდეს 

ადგილი ერთდროულად VI (+-)=0 და I” (:)=0.. რადგან V'(2)=0, 

ამიტომ /# წერტილხე # (X-ის დიფერენციალი ნულისაგან განსხვავ– 

დება, და, თუ არგუმენტის ნაზრდი საკმაოდ მცირეა, ნულისაგან 

განსხვავებული იქნება #(X) ფუნქციის /ძნაზრდიც #( #-+#)–V 0), რაც 

M(7+7#/)-ის ტოლია. ეს კვლავ ეწინააღმდეგება იმ გარემოებას, რომ 

. არის V(X)ის ფესვების ზღვარითი წერტილი. ამგვარად, ჩვენი 

დაშვება შესახებ იმისა, რომ # («)-ის ფესვთა სიმრავლე უსასრულოა, 

ყალბი აღმოჩნდა და ამით დებულება დამტკიცებულია. 

ახლა კიდევ ერთი დებულება დავამტკიცოთ -#2-+# 4“ +ე = 0 
-”განტოლების შესახებ. / 

ვთქვათ, რომ ჯ, ,და I, არიან ამ განტოლების ხაზოვნურად 

დამოუკიდებელი ინტეგრალები. 
დავწერთ – 

ქ) ძ - 
4 ––- +00=0 

ძ?ი ძი
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„გავამრავლოთ პირველი ტოლობა ”,-ზე და მეორე კი (L,-ზე, 
და შემდეგ პირველს მეორე გამოვაკლოთ. 

მივიღებთ: 

(« 4M –VI, 29-)+ #(« რ _ ”, 9>)= =0 

ადვილად შევამჩნევთ, რომ ის; რაც პირველ ბრჩხილებშია, 

წაომოადგენს მეორე ბრჩხილებში მოთავსებული გამოთქმის წარ- 

მოებულს. ამიტომ 

ი, ძ ძ 
ძ (« 4L = ლლ )+, («2 ყლ– ი, 2 9 )= 0. 

მაშასადამე გვექნება: 

– 
=-, იM ძIრ 

(Iრი“,- ძეს რ ი) – 
: 

ხახოვნური დამოკიდებულება V, და VI, ინტეგრალებისა უზრუნველ- 

ყოფს იმას, რომ მნიშვნელი ·V, 90 „48 შია - ნულისაგან განსხვავდება, 

ინტეგრაციის; "მოხდენის შემდეგ მივიღებთ: 

“10 C- კა “ის <>) = = – | 67X+19 C 

აქედან: 

როლი: =0 #% . (XII) 
დავუბრუნდეთ ახლა ისევ I2C0ხI-ს დიფერენციალურ განტო- 

ლებას. ამ შემთხვევაში / არის 4-. „დავწერთ: 

“ ოთ #-ძX=I6/ 

(XII) ფორმულა მოგვცემს: 
ი ძო. 6 

3 მ მა ი # –ჩ' 

ანუ; 
) ძი ძ 

ჩ(ა (რ: ი –M, 9 =- 

ჩვენ, „ვხედავთ, რომ თუ /, (დ): ფუნქციას გავამრავლებთ 

” თ 4%. -ზე, _
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სადაც IV და II) არის ხაზოვნურად დამოუკიდებელი ინტეგრალები. 

186იხს დიფერენციალური განტოლებისა, მივიღებთ მუდმიევს. აქ: 
„ ნულისაგან განსხვავებული უნდა იყოს. 2 რომ ნულის ტოლი იყოს, 

, მაშინ სი თ- 95 იქნებოდა ნულის ტოლი და (, და #V; არ იქ- 

ნებოდენ ხაზოვნურად დამოუკიდებელი. 

(XII) ფორმულა #ხ0)-ს ეკუთვნის. 

ლექცია VI 

ფეუღლებული წერტილი, მინიმუმის მესამე აუცილე- 

ბელი პირობა. 

წინა ლექციაზე ჩვენ გავეცანით 1)8CიხI;ს დიფერენციალური: 

“განტოლების: · : 

0მ 8 + #0. -() 

ზოგიერთ თვისებას. 

ახლა დავამტკიცოთ შემდეგი. თუ გვაქვს (I) განტოლების ორი 

ხაზოვნურად დამოუკიდებელი ინტეგრალი V, (X) და #:(X) ყოველ- 
თვის შეგვიძლია ამ განტოლების ისეთი ინტეგრალი შევადგინოთ, 

რომელიც იგივეობურად ნულის ტოლი არაა, მაგ“რამ მოისპობა ჩვენ 
მიერ წინასწარ დანიშნულ § წეოტილზე. მართლაც, ყველა ამ პირო– 

ბებს დააკმაყოფილებს ასეთი ინტეგრალი 

M, (9) M:(6)-–-#, (627 (2). 
აღვნიშნოთ ეს ინტეგრალი §2(X, წ). განვიხილოთ გარკვეულ (CV, ხს) 

შუალედში მოთავსებული C-ს მარჯვნივ მყოფი §)(Xჯ, 6) ინტეგრალის. 

სხვა ფესვები, 

თანახმად წინა ლექციაზე დამტკიცებული დებულებისა, ამ 

ფესვთა რიცხვი შეიძლება მხოლოდ სასრულო იყოს, ამიტომ მათ 

შორის არსებობს ისეთი, რომელიც #§-თან არის უახლოესი (თუ, 

რასაკვირველია, ასეთი ფესვები ,საზოგადოდ არსებობს (ი, სხ) შუა–- 

ლედში). ამ უახლოეს ფესვს ვუწოდოთ §-ს შეუღლებული ფესვი და. 
ასე აღვნიშნოთ: 27. 

სიდიდე C წარმოადგენს 6-ს ფუნქციას. დავამტკიცოთ, რომ 

ეს ფუნქცია არის ზრდადი. ამისათვის მოვძებნოთ ამ ფუნქციის 

წარმოებული და დავამტკიცოთ, რომ ის დადებითია. 

რადგან §2(X, 0) ფუნქცია 6 “ წერტილზე მოისპობა, ამიტომ 

გვექნება: #,( C") V,(§)– V,( 6 )Vკ( 6” ) =0. - . (2). უკანასკნელი ტოლობა.
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იძლევა არაცხადი სახით მოცემულ დამოკიდებულებას § და C" შორის. 

განვაწარმოოთ ამ ტოლობის ორივე მხარე C-ს შესახებ. მივიღებთ: 

7) (>) (5) დნრორთორთოდ– 

–I(5)M/ე(§5-)– 4%-=0 

თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს V, (6) I,(5)-ხე გავამრავლებთ და- 

(2) ტოლობით ვისარგებლებთ, მივიღებთ: 
,“ /> 2 ლბ ,, (5651 _95" 

#17(51 #1 (6) (5 1-7 (65) M3 (6 )) C > 

=/1?(6 )III(5)M(5)--M, (6) #9 (§)I 
აქედან, #ხ6I.ის ფორმულის ძალით, გვექნება: 

ი5% C 

(0 გ 50 +C0 ”/“? 

ანუ, 

    ძ5“_ _ ჩ(C-) (0) (5 X IL? 

ძი. ჩ(?) | «რ(8) | “ 

რადგან ჩეენი პირობის ძალით #>90, ამიტომ -“-“ “ დადებითი იქნებ» 

"და, მაშასადამე, CM იქნება =-ის ზრდადი ფუნქცია“ 

როგორც შედეგი ზემოთ დამტკიცებული დებულებიდან, ჩვენ: 
შეგვიძლია გამოვიყვანოთ 51:სIთ-ის დებულება. 

ეს დებულება შემდეგში მდგომარეობს: ა 
18ლ0ხI-ის განტოლების რომელიმე ინტეგრა–! 

ლის ორ ფესვს შორის ერთი და მხოლოდ ერთი ; 

ფესვი იმყოფება იმავე განტოლების ყოველი სხვა: წ 

ინტეგრალისა, რომელიც პირველისაგან ხაზოვნუ I 

რად დამოუკიდებელია; 

აღვნიშნოთ (-თ |გCიხ! ას დიფერენციალური განტოლების ინ– 

ტეგრალის I, (ა) ერთი ფესვი და თ მისი შეუღლებული ფესვი. 
უნდა დავამტკიცოთ, რომ (§, 2?) ინტერვალში ყოველი LL;- გან ხაზოვ-- 

ნურად დამოუკიდებელი”ინტეგრალი 1გლიხL- -ს დიფერენციალური გან- 

ტოლებისა ერთხელ მაინც მოისპობა. 

წარმოვიდგინოთ წინააღმდეგი: ვთქეათ არსებობს ისეთი ინ-- 

ტეგრალი # (X), რომელიც ამ შუალედში არ მოისპობა. 

# ე-ის ფესვები განსხვავდება #, (ე-ის ფესვებიდან, რადგან: 
წინააღმდეგ შემთხვევაში, · როგორც #ხ6!-ის ფორმულიდან ადვილად 

მივიღებთ, # და «, ხაზოვნურად” დამოუკიდებული ვერ იქნება. 

ის სურათი, რომელსაც მაშინ X ღერძზე მივიღებთ, ეწინააღმ– 

დეგება ზემოთდამტკიცებულ დებულებას შესახებ იმისა, რომ §% იზრ–
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დება :-ის ზოდასთან ერთად. ასეთივე წინააღმდეგობას მივიღებთ ამ 
დებულებასთან, თუ დავუშვებთ, /რომ შუალედში (§, :») რაიმე ინ–- 

„ტტეეგრალს ექნება ერთზე მეტი ფესვი. 

თ;(2 

0, 

  ჯა 
“
.
 

ნახ. 6 

ავიღოთ ახლა ინტეგრალის LL. #(ა ს 1)იX ქვედა საზღვა- 

ლი ჯა და შევადგინოთ |2Cიხხს დიფერენციალური განტოლების 

ისეთი ინტეგრალი 6) (X, ჯეს, რომელიც მოისპობა X- წერტილზე. 

+. ფესვის შეუღლებული ფესვი აღვნიშნოთ ჯ;:)», (თუ, რასაკვირველია, 
ასეთი შეუღლებული ფესვი სახოგადოდ არსებობს (თ, ს) შუალედში). 

ახლა სამი შემთხვევა წარმოგვიდგება: I X,<Xე”. II ჯე-ის შე- 

«უღლებული ფესეი (ძ, ს) შუალედში არ არსებობს, III «ე“ == პჯ. 

დავამტკიცოთ, რომ პირველ შემთხვევაში არსებობს |გლიხ!-ს, 

დიფერენციალური განტოლების ისეთი ინტეგრალი, რომელიც (Xე, 

ჩე) შუალედში მუდამ დადებითია, რაც, როგორც. წინა , ლექციაზე 

–დავინახეთ, არის იმის პირობა, რომ ინტეგრალი I. (რჯ –+/, ე'?) ძა; 

დადებითი იყოს. ვთქვათ, ამგვარად, · რომ 1 1<%" · 

ავიღოთ ინტეგრალი 9 (X, Xე), სადაც %ი. ისე არის ამორჩეუ- 

ლი, რომ მისი შეუღლებული წერტილი იყოს X,. 

  

სა 

ა 
= X# 2 2, 2, >: 

ნახ, 7. 

თუ 9 ინტეგრალს ავიღებთ ისეთნაირად,. რომ მისი ფესვი 

მოთავსდეს %ე -ჯე მორის ამ ფესვის შეუღლებული ფესვი მოთავსდე- 

ბა X, და Xეა% შორის. ამ ი ინტეგრალს მთელ (XI, 2,) შუალედში 

ერთიდაიგივე ნიშანი ექნება. იგი სწორედ წარმოადგენს საძიებელ 1» 

ფუნქციას და ამგვარად, ასეთი ფუნქციის არსებობა დამტკიცებუ- 

ლია იმ შემთხვევაში როცა X, <2”,
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ასევე დამტკიცდება, რომ'II შემთხვევაშიც არსებობს Iმიიხ!-ს 

დიფერენციალური განტოლების ისეთი ინტეგრალი, რომელიც ყო- 

ჟფელთვის განსხვავდება ნულისაგან. ჩვენ ვხედავთ, რომ I და II შემ- 

თხვევაში დაცულია საკმარისი პირობა იმისათვის, რომ 4 (#)'+ 

+/ #2 ძX ინტეგრალი დადებითი იყოს. ამგვარად, როცა ჯე ის 

შეუღლებული წერტილი (4, ს) შუალედში (რომელიც ცხადია. უნდა 
შეიცავდეს (Xა, X,)) შუალედს) არ არსებობს, ან ეს შეუღლებული 

წერტილი ჯ,-ზე მეტია, მაშინ (თუ, რასაკვირველია, დამატებით და- 

ცულია პირობა ჩM>0) ინტეგრალი #" (C61?+/ 1?) ი დადებითი 

"იქნება. 

განვიხილოთ ახლა.III შემთხვევა Xა” = X,. 5+სIთ-ის დებულების 

ძალით არ შეიძლება არსებობდეს ისეთი სხვა ინტეგრალი, რომელიც 
არ მოისპობა (X,, ჯა“) შუალედში და მით უმეტეს (ჯა, ჯ,) შუალედში. 

ამგვარად, არ არსებობს ისეთი 1” ფუნქცია, რომელიც აკმაყო– 

ფილებს |2CიხI-ს დიფერენციალურ განტოლებას და იმავე დროს არ 
მოისპობა (Xა, X,) შუალედში. 

ჩვენ ვხედავთ, რომ ჯა'= X;, უტოლობის პირობებში არ არის 

დაცული ის პირობა, რომელიც წარმოადგენს საკმარის პირობას 

იმისათვის, რომ ინტეგრალი #" (#0 17+/, #?) 1: დადებითი იყოს, 
«0 · · 

მაგრამ ამით ჯერ კიდევ დამტკიცებული არაა, რომ # ი 19+/, 32) ძა 
· 40 · 

ინტეგრალი დადებითი ვერ იქნება, რადგან საკმარისი პირობის 

უარყოფა კიდევ თეზისის უარყოფას არ ნიშნავს. 

ახლა ჩვენ დავამტკიცებთ, რომ ნამდვილად ინტეგრალი 

#"' (#0 11+ #11 1ძ» არ შეიძლება იყოს დადებითი, როცა ჯა” =X, M : 1 

ე. ი. პირობა, რომ შეუღლებული წერტილი არ არსებობს, ან, თუ 

არსებობს, X,-ზე მეტია, არის არა მარტო საკმარისი, არამედ აგ- 

რეთეე აუცილებელი პირობაც «მისა, რომ, ინტეგრალი # /ე12+ 

+/, #7) ძ0 დადებითი იყოს., 

ჩვენ ამ დებულებას დავამტკიცებთ CIძოგიი-ის წესით. ვთქვათ, 
რომ ჯა” <= :2%,. დავამტკიცოთ, რომ "ამ შემთხვევაში ინტეგრალი“ ვერ” 

იქნება მუდამ დადებითი. / 

განვიხილოთ რომელიმე ჯ, წერტილი, მოთავსებული ჯა და ჯა” 

შორის“ ისეთნაირად, რომ მისი შეუღლებული »,” წერტილი »X,-ს არ 
გასცილდეს.
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ფუნქციები 9 (>, Xა) და 9 (X, ჯ,) იქნებიან ერთმანეთისაგან ხა– 
ზოვნურად დამოუკიდებელი. მაშ. აგრეთვე, იქნებიან ერთმანეთისაგან. 

ხაზოვნურად დამოუკიდებელი ფუნქციები: 9 (X, Xა) და (> თ) 
90 (0 #-), ამიტომ, 5'სIთ”-ის თეორემის ძალით, (X-, ჯX:) შუალედ- 

ში არსებობს ერთი და მხოლოდ ერთი წერტილი, რომელზედაც 

დეც %)-9(%X ჯე) მოისპობა. აღვნიშნოთ ეს წერტილი ი. 

-C იქნება 9(X, X) და 9(ჯ, Xა) მრუდების გადაკვეთის წერტი– 
ლის აბსცისი. ! 

შემოვიყვანოთ ახლა ახალი » ფუნქცია, რომელიც შემდეგნაი– 

რად განვსახღვროთ. 

» 

ნახ. 8. 

90 დც ია დ » » ი = X= =ქჯე ბ 
0 ჯ 

= Xაც როცა ჯ იმყოფება შუალედში X:ე==X5==6C 

ჯ= 

ა „ 29, == X=2, 

ცხადია, რომ » ფუნქცია აკმაკოფილებს 1800ხ1-ს-–«დიფერენ– 

ციალურ განტოლებას. ) 

დავწერთ: 

ძ ძ =(ი9%)=/ 7 
აქედან 

ძ ძი. 
»7> C, რ )=/ებ. 

ამისდამიხედვით ინტეგრალი I= L ' სივ +ჩ 3") ძX ასე შეგ-. 

ვიძლია გადმოვწეროთ: 

”, ძ ძ ი, 
)= I (72V. 2) +/#ჩ)" )ი» 

ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ მდგომი გამოხატულება ფორმალუ- 

რად წარმოადგენს /,X V ფუნქციის დიფერენციალს, მაგრამ, რად–-
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გან ფუნქცია განიცდის წყვეტას თ წერტილზე, ამიტომ იმისათვის, 
რომ აღნიშნული გარემოებით ვისარგებლოთ, უნდა დავყოთ CV 2) 

შუალედი ორ შუალედად (X,, C--0) და (C+0, X,). 
დავწერთ: 

#>/. 1 ძX (# 1) რთ+)) 2 ჩ 7 2») ძX= 

=C(ჩ 727, '+ (Cჩ » #7), 

ახლა, რადგან“ /, C-თ=/6+თ=/(0 და»(–0=) (2+0)= 

=)X2 (ფუნქციები /, და ) « წერტილზე განუწყვეტელი არიან), 
ამიტომ დავწერთ 

+) #=/1 (C) (0) (6-0) –/,(29 7(9 7 (C+0). 
აღვნიშნოთ §(X, Xა)=X#,7(2X); 9 (X, X,)= წ (7). 

ცხადია, რომ X»(0=» (0=%(ი» » (C––0)=)” (ი. 

X» (2+0)=%(ი. ' 

გვექნება: 
)=ჩ(0 (0) V(ი)--#V (0) V0I- 
#ხი)-ის ლემის ძალით /, (ი) IV (2) #' (2-6 70) არის «-გან 

დამოუკიდებელი. აღენიშნოთ იგი «ა: :7= წ. 

თუ ახლა ინტეგრალების #V და წ» მაგივრად განვიხილავთ ინ–- 

დტეგრალებს –” და >, მაშინ /-თვის მივიღებთ მნიშვნელობას –C. 

ჩვენ ამნაირად დავამტკიცეთ, რომ იმ შემთხვევში როცა 

X-'=> X, ინტეგრალი #.'თ )ბ+/, 2) ძX ვერ შეინარჩუნებს 'ნი–- 

შანს. დამტკიცებაში არსებითია, ის რომ. ზემოთ გარჩეულ ორივე შე- 

მთხვევაში «ე ერთიდაიგივეა. სწორედ ამასში მდგომარეობს მნიშვნე– 

ლობა იმ სამსახურისა, რომელიც დებულების დამტკიცებისათვის გა– 

გვიწია „ხის ტოლობამ. ამგვარად, აუცილებელი პირობა იმისა, 

რომ ჩვენი ინტეგრალი იყოს დადებითი, ინასში მდგომარეობს, რომ 

შეუღლებული ჯ-ის წერტილი არ არსებობს, ან და, თუ არსებობს, 

2X.<ჯე. ჩვენ წინათ დავამტკიცეთ, რომ ეს პირობა საკმარისია. ამ–- 

გვარად, დამტკიცებულია პირობის, როგორც აუცილებლობა, ისე 

საკმარისობა. 

–- “ჩვენ ი»სხოთსიი- ისათვის - მივიღეთ: "სამი პირობა: 1) IსI6-ის 

დიფერენციალური განტოლება: /,-+ (/,)=0. 2) /,>0. 3) ა” არ. 
არსებობს ან, თუ არსებობს X, < ჯე _ _ სურ 

” განვიხილოთ ახლა შეშდები მაგალითი: ი 

აფოურო ღლ უტიბთა, 

–ა– ა 

I! 

%ე 
აა
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რა პირობებს უნდა აკმაყოფილებდეს » სიდიდე იმისათვის, 
რომ ასეთი ინტეგრალი დადებითი იყოს, 

“ ჩვენ ვხედავთ რომ /,=1 და /ე=-–-. 

#, არის დადებითი და 2) პირობა დაცულია. 

შევადგინოთ ახლა ჩვენი განტოლებისათვის )2Cიხ!-ს დიფერენ- 

ციალური განტოლება, გვექნება 

ძ · 
2) -=0, 

ან 
შ .... .. 

ძა + #=0. 
ასეთი განტოლების გარდაწყეეტა იქნება 

1=C §1ი I(X-–-ე)I/ 2. |. 

იმისათვის, რომ » ფუნ1ცია არ მოისპოს (ჯ:, X,) შუალედში, 

საჭიროა, რომ |X,–%აIV X < +, აქედან 
დ 

+< 6, 
თუ ახლა, ჩვენ ინტეგრალში 2. მაგივრად ჩავსვამთ 

ტეგრალი იქნება დადებითი: 

# (კო– -- 1) ?)ძX=>0. 

აქედან მივიღებთ 

“ 9 ქX => 21 აჟ 7 

LL == 
ამ ტოლობით შემდეგში ვისარგებლებთ. 

გამოვიყენოთ ახლა ზემოთმიღებული ხოგადი დასკვნები მეორე 

რიგის ვარიაციისათვის. 

ჯა და /, არიან: 

:/ =/ „> (>, 1ი (X); 7 (2)) , 

#ა=/, (+, X0C(X), ი (C:)) –– -კ-./„V (25. 7ი (X); ი (+) ): 

გვექნება შემდეგი დებულებანი: 
აუცილებელი პირობა მინიმუმისა იმასში მდგომარეობს, რომ 

/M„ (X,, ი(X» 1”ი(6X)) დადებითი იყოს მთელ 0» X,) შუალედში. 

მინიმუმისათვის საჭიროა აგრეთვე ის, რომ ჯა” არ იყოს <> X,-ზე. 

როგორია ახლა ამ უკანასკნელი “პირობის გეომეტრიული მნი–- 

· შვნელობა. ვთქვათ ორ წერტილს #(X., Xი), და 8(2X,, 1) შორის 

გაყვანილია ექსტრემალი. 

ჯვ 

CV –– 2)2 ” ინ–
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აღვნიშნოთ 4ა“-ით ექსტრემალის ის წერტილი, რომლის აბს– 

ცისა არის, ჯა“. «4 წერტილს ეწოდება 4 წერრილის შეუღლებული 
წერტილი. ჩვენი პირობა შემდეგნაირად შეგვიძლია გამოვხატოთ: 

4“ 

4/«- 4 
ნახ. 9. 

მინიმუმისათვის საჭიროა, რომ # და 8 წერტილებს შორის არ 

მოხვდეს 4-ს შეუღლებული წერტილი „4. 

ლექცია VII. 

ფეუღლებული წერტილის მოძებნა. 

საინტერესოა გამოვარკვიოთ, თუ როგორ უნდა მოეძებნოთ ჯ) 

წერტილის შეუღლებული წერტილი. 
ჩვენ დავინახავთ, რომ თუ ვიცით ექსტრემალის განტოლება, 

დიდ სიძნელეს არ წარმოადგენ მოძებნა IმCიხ!-იის დიფერენცია- 

ლური განტოლების ინტეგოალისა. აქედან კი შეგვიძლია ვიპოვოთ 

X·- წერტილის შეუღლებული წერტილი. |მCიხ!-ს დიფერენციალურ 

განტოლებას -აქვს სახე -–- 

ძ ძ. 
XC”. 4 4)- –1#%7#=90, 

სადაც /,=/„/»” და /ი=/V- #2 

ეს განტოლება ვრცლად ასე დაიწერება: 
ძ ძ “ 

ძა „> თ)– ( /»– 7 /»)4=0 'ე «- ·(Vს 

ვთქვათ ახლა, რომ ჯ=VCდ(X, «, ზ) არის ინტეგრალი LVც16I-ის 

დიფერენციალური განტოლებისა 

ძ , 
/ს– > (/)=9 

თუ ამ დიფერენციალურ განტოლებაში ჩავსვამთ მის ინტეგ- 

რალს »=დ (X, თ, 3), მივიღებთ იგივეობას: 

2. , ძ« ,., 
#თი დ(ი5 თ, 3) < ი. თ, 8))– 72I/V (5 დ(%, %= 8) დ (X 

თ, 8) ) 1=90. 
ახლა თუ ამ იგივეობას განეაწარმოებთ თ-ს შესახებ, მივიღებთ. 

აგრეთვე (I) იგივეობას. ეს წარმოებული თ შესახებ შემდეგნაირად 

შეგვიძლია გამოვხატოთ: 

· ი, 
MM %» +/„ დ ათ. ჯX (4 დთ +/V ს> უე =0
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უკანასკნელ იგივეობას ასე გადმოვწერთ: 

· ძ ' ' ძ ; 
ჰო შთ + დაადე ვ-/V – / დ:თ უ> (VI დ»;>)=0 

აქედან (განწარმოების რიგის შეცვლის შესახებ არსებული დებულე- 
ბის ძალით): 

(#„– 2> CV) დ, – “შX 2 (/VX ძა –<)=0. 
თ და ჩ მივცეთ მნიშვნელობანი თკ და წ,, რომელნიც ექსტრემალს 
ეთანადება. 

ახლა, თუ მიღებულ იგივეობას შევადარებთ (I) დიფერენცია- 

ლუო განტოლებას დავინახავთ, რომ რCდეაც(X, თა, მე) წარმოადგენს 
უკანასკნელის კერძო ინტეგრალს. 

სრულებით ამავე გზით დავამტკიცებთ (თუ (II) იგივეობას გან– 

ვაწარმოებთ 8 მიმართ), რომ მეორე კერძო ინტეგრალი |მCიხ!-ს' 
დიფერენციალური განტოლებისა არის დე (>, თე, ზა). 

აღვნიშნოთ #(2)=Cკ (2 თ, მი) და თ (X)=%ვ (% თე, ჩა). და- 
ვამტკიცოთ, რომ ეს ორი ინტეგრალი #(X) და V(X) არის ხაზოვ- 
ნურად დამოუკიდებელი. უნდა აღმოვაჩინოთ, რომ ვრონსკის დეტერ- 

მინანტი 

| ? დი, Cდ8 

I 4 დრ» %ჩ + 

არ არის ნულის ტოლი. 

ამისათვის შევნიშნავთ შემდეგს: ფუნქციები დ(ჯ, თ, ზ) და 

%-IX, თ ჩხ) არიან ერთმანეთისაგან ,„ დამოუკიდებელი თ და ჩ-ს მი- 

მართ («., 8.) წერტილის მახლობლობაში (ეს იქედან გამომდინა–- 

რეობს, რომ მეორე. რიგის დიფერენციალური განტოლების ინტეგ- 

რალისათვის და მისი პირველი წარმოებულისათვის აღებულ წერ- 

ტილზე ნებსითი მნიშენელობანი შეგვიძლია მივცეთ). ამიტომ I2C0- 
ძ(9 2 

ხI.-ს დეტერმინანტი 32 + თ== თ ნულისაგან განსხვავებული იქნება. 

ხ=წ 
M· 

ეს დეტერმინანტი გაშლილი სახით ასე დაიწერება: 

დ. (X თა. ჩი) დ. (X, თი, ჩი) 

“ც (X, თა, (2) დ.ე(X, რ (2) 

    

  

  
ან, რაც იგივეა, 

%7თ ს: %8 

დი დ§ ჯ 

ამგვარად უკანასკნელი დეტერმინანტი ნულისაგან განხვავებულია. 

ამით დამტკიცებულია, რომ დკ (:, თა, ჩი) და დვ (X, თა; ჩი) ფუნქ-- 
ციები არიან ხაზოვნურად დამოუჭიდებელი. ( 
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ინტეგრალს 9 (X, #ა) შემდეგნაირად შევადგენთ: 

C (2, X6) ==VI (X) ?/ (Xგ) ––?! (%) 1/ (26) = 

=დთ (X, თი, ჩი) დვ (X-ს XC ჩწი)-- დ (Xი, Cი: მი) დვ (+, Cი- ჩი) (I. / / 
“იმისათვის, რომ ვიპოვოთ #«ე:-ის შეუღლებული ფესვი, უნდა გავუ- 

ტოლოთ წნულს გამოხატულება C<ც (X თი, მი) დგ (Xი, თი მი) დი (X “ 
%ა ჩი) დგ (2 თა წა) და ვიპოვოთ მიღებული განტოლების ფესვები; 

იმ ფესვებში, რომელნიც იქნებიან Xჯა-ზე მეტი, უნდა ავიღოთ უმცი- 

“რესი და ეს იქნება სწორედ Xკ-ის შეუღლებული წერტილი. თუ ჩვენს 

განტოლებას ჯ-ის არც ერთი მნიშვნელობა არ აკმაყოფილებს (გარ- 

და Xჯა-სა, რასაკვირველია), ეს იმას ნიშნავს, რომ ჯა-ი -ის შეუდლებუ– 

_ლი_ წერტილი XX)" არ არსებობს./“ _––- 

განვიხილოთ კერძო მაგალითი, რომელიც ეხება უმოკლეს მან- 

ძილს ორ წერტილთა შორის, პრობლემა მიიყვანება ინტეგრალის 

ქ” 1<+ე7ძX მინიმუმის მოძებნაზე. ამ შემთხვევაში ექსტრემალი 

"არის სწორი ხაზი. ვნახოთ შესრულდება თუ არა L6ფ6იძ;6-ის და 

მ60ხ1-ის პირობა. 

ამისათვის ვიპოვით /,=/,V. დავწერთ 

7 

  

” –#/ 1 1-9 

აღვეაბსეაბსესგ|ბ|ებ”, »” 
#7“ 11 -)2--1 171 -- 7“ 1-0 ე 1 

ყV““ „„–-- =-- 2 “== 

:/1-+:) ე _ ვ 

L / (1 – 1”პ2)3 (1 - ეა? 

1 არის დადებითი, რანაირიც არ უნდა იყოს 1|', და, 

0 ნუმი 
«ამგვარად, L6ც6იძI6'-ის პირობა შესრულებულია. 

გადავიდეთ ახლა |)მCიხI!-ს პირობაზე. 
ვთქვათ ექსტრემალის განტოლება არის #/=თ Xჯ+8. შევადგინოთ 

ლ0(X. ჯი) (III)-ის მიხედვით. 

გვექნება: 
C (24, %ე)=X-–4%ე. 

-იმისათვის. რომ ვიპოვოთ შეუღლებული წერტილი ჯა“, უნდა გარ–- 

ავწყვიტოთ განტოლება Xჯ-Xჯა=0. ამ განტოლებას აკმაყოფილებს 

ჰხოლოდ ჯა. ამგვარად, X. წერტილის შეუღლებული წერტილი არ 

"არსებობს და მაშ I8CიხI-ს პირობაც დაცულია. 

განვიხილოთ ახლა უმცირესი ბრუნვის ზედაპირის ფართის 

პრობლემა. როგორც ვიცით პრობლემა მიიყვანება 1. / 142 ძ>
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ინტეგრალის (# იქნება დადებითი) მინიმუმის მოძებნაზე. ვნახოთ» 

შესრულდება თუ არა ამ შემთხვევაში L6ლ6იძ:6-ის და 18ლიხI-ს პი–- 
რობა. 

მოვძებნოთ /,=/,”. გვექნება: 

  

  

  

//= > . 

ძილ 
ით - ო 

IV == 11: #1+2 = 7 
1+7) 35 

(1 +727» 

რადგან » არის დადებითი, ამიტომ  ” იქნება დადე– 

(1 -ნ მ? 
ბითი, როგორიც არ იყოს +. ამგვარად, L6ძ06იძI6C”-ის პირობა შეს- 

რულებულია. 
გადავიდეთ ახლა |800ხI-ს პირობაზე. 

შევადგინოთ C„,(X, თ,-8). ჩვენ ვიცით, რომ Lს16L-ის დიფერენ– 

ციალურ განტოლების ინტეგრალი ამ .შემთხვევაში არის დ (;, თ, 3)=> 

+=8 . დავწერთ: 

და (X, თ, 3)=-6/ თ-.+2ა#(-–->-“) „327 

  =%-(M 

    

ბ +. X-8 XჯX–-8 =02+-- 
« % თ 

  

მოეძებნოთ ახლა < (X, თ, #8). 

გვექნება: 

ივ (X) თ, 3)=3ჩ 2=0-. ” (-1 

შევადგინოთ 5 (ჯ, ჯა). ქვემოთ სიმოკლისათვის აღვნიშნავთ: 

+-% 0 რი%–%- 0, 
-ი , თი 9 

დავწერთ: 
C0(X, Xეე)ლ–“–(6/ 0 -––0 § # 0) §5// 00+- (6/ 0-–– მე §/' 05) §/.0== 

=–2/ 0 §/ მა-L§# 0 «/ 0გ–-0 §/ 0 §// მე –– მე §/, 0 +/ 9გ.: 
იმისათვის, რომ ვიპოვოთ ჯე წერტილის შეუღლებული წერ- 

ტილი, უნდა გარდავწყვიტოთ განტოლება: 

–6#0+/ მა+-+ჩ 0 C/ 0ა+9 +/ 0 +/ 00–– ბე §/I 0 (7 0:=0. 
გავყოთ ამ განტოლების ორივე მხარე +/, 0 §/ მე-ზე. 

მივიღებთ: ' „ 

–C6V/04+CI0 / მე-4+-0-––0-=0 / I 
ან ' 

შ ' CI #0--–0=CVყ / მ--– მს /
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-ეს არის ის განტოლება, რომლიდანაც უნდა მივიღოთ X-ის. 

შეჟღლებულ ლი ფესვი. 
თავისთავად ცხადია, რომ| ამ განტოლებას უნდა აკმაყოფილებ– 

დეს ჯ-ის მნიშვნელობა Xჯ= ჯე. 

დავამტკიცოთ, რომ ჩვენ განტოლებას სხვა ფესვიც აქვს, ამი–- 

სათვის განვიხილოთ ფუნქცია 0/9IV–– წ. 

ვსთქვათ წ” იცვლება– =-დან ნულამდის. როცა » მიისწრაფის. 

ნ, CI – 60-კენ, C/(6Mყ=-, 

ცხველი და მნიშვნელი 2“ ზე. 

„მივიღებთ. 

  > მიისწრაფვის – 1-კენ. მართლაც), გავყოთ მრი» 

<1, როცა ხ მიისწრაფვის -- «-კენ, «?'მიისწრა– 

ფვის ნულისაკენ, და ჩვენი შეფარდების ზღვარი იქნება- 1. ფუნქ- 

ცია ი//V--წს ამ შემთხვევაში მიისწრაფვის + «კენ. ეხლა როცა წჯ მიი– 

სწრაფვის ნულისაკენ (მარცხნივ), CI(27 #- წ ფუნქცია მიისწრაფვის. 

– თ-კენ, რადგან ამ შემთხვევაში «-- “+ იქნება უარყოფითი უსას– 

რულოდ მცირე. 

ამის გარდა ი/C# -–-” ფუნქცია (--%,ი) შუალედში იქნება მო- 

ნოტონური (მისი წარმოებული /V/ V-1 ნიშანს არ შეიცვლის) და 

განუწყვეტელი, და ამიტომ ერთხელ გაივლის ყველა მნიშვნელობებს. 

+55-დან-–-Cი-მდე. 

სრულებით ასევე დავამტკიცებთ, რომ როცა ჯ "იცვლება ნუ- 

ლიდან + «მდე, ი// –"––შ კიდევ ერთხელ გაივლის ყველა მნიშვნელობებს. 
– «დან +9ამდე. ჩვენ ვხედავთ, რომ, როცას იცვლება (–=%,+C) 

შუაალედში, (/C/ ს-ს გაივლის ყველა მნიშვნელობებს და თითეულ მნი– 

შვნელობას გაივლის ორჯერ. ამგვარაღ, თუ რომელიმე ჯ»ა-- თვის. 

გვაქვს ით/2/ სწე–ხე=Lს არსებობს მეორე მნიშვნელობა V-–-სი 2 % რო- 

მლისთვისაც აგრეთვე 

0IC/ შეზ ცებ– ს ა 
(თუ ჯა არის მოთავსებული შუალედში (–+:C=,0), V% იქნება შუა– 

ლედში (0,+ =<) და პირიქით). 

ეს ამტკიცებს, რომ განტოლებას 

6IV/I შ–– შ-6II/ ს შემ 

გარდა წ.-ს, აქვს სხვა. ფესვიც ხებ. 

დამოკიდებულების §=--- "ძალით, ჯ-ს ორი მნიშენელობისათევის ». 

და ხა, არსებობს ჯ- ის, ორი შესაბამი, ერთიმეორისაგან განსხვავე-. 

ბული მნიშვნელობანი ჯა და ჯა“. ამით დამტკიცებულია, რომ ჯაჭგ-., 

ვის მრუდისათვის არსებობს შეუღლებული ფესვი.
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აღმოვაჩინოთ ახლა ეს შეუღლებული წერტილი გეომეტრიუ- 

“ლი თვალსაზრისით. 

ჯაჭვის მრუდის რომელიმე ჯა წერტილზე გავიყვანოთ ამ მრუ- 

«დის მხები. 

# 

  

  ი ი. 2   
ნახ. 10. 

ვთქვათ ეს მხები გადაკვეთს - X ღერძს (0) წერტილში მოვძებ+ 

"ნოთ შამილი 0-დან Cაკ-მდე.: ზები. მრუდის განტოლება არის. 

=% . აქედან #7 =1/ -“ · განტოლება მხებისა გაყვა- 

ნილი მრუდის რომელიმე (X,1) წერტილზე იქნება 

V--უ=5§5გ---- 9? 4 (1-7... 

»=თენ/ –-     

აღვნიშნოთ გვორ. # წერტილის აბსცისი. მაშინ მისი ორდი– 

'ნატი )» იქნება «ენს-- . ჩე წერტალის მხების განტოლება :ასე 

დაიწერება: 

  

ჰ–-თანყ-შ-ბ = – ში ავე 9--ბი. (X–Xა). 

ახლა იმისათვის, რომ ვიპოვოთ 00 მანძილი X უნდა გავუ- 

ტოლოთ ნულს. მივიღებთ. 

= თებ ჩ-ა ა -მX –-Xე) 

აქედან, 
'ლლ 

თან)“ 
X- საგი იიოიროოოლლი 

7-0 
· ყე 

თ
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ანუ, · · ა 
: 2X-–– 1ც== –– შე 6/6/I შე- 

მანძილისათვის CX7 გვექნება: 
C0Cღ%ი=7Xა–-%ე 6/6/) ში 

ეხლა ვთქვათ მოვძებნეთ X წერტილის შეუღლებული წერტილი. 
გავიყვანოთ ამ წერტილზე მხები და აღვნიშნოთ '(წ“-ით წერტილი, 
რომელზედაც ეს მხები X ღერძს გადაკვეთს, 

სრულებით იმავე მსჯელობით, როგორც წინათ, (X2კ“ მანძი- 
ლისათვის მივიღებთ: – 

00” =Xე" – თა C/C# ში“. 
დავამტკიცოთ ახლა, რომ 00სა=C00ი”. 

ჩვენ ვიცით, რომ ი/6/ ში – ში '=0Mს შეწ. თუ % და ზე მაგივ– 

  რათ ჩავსვამთ მათ მნიშვნელობებს §, ==, ,,+= 7-=%, მივიღებთ: 
( წი ჯენ ჩი · მღლალ– რ გალი ბი იას შა 1 , 

აქედან: I 

%აე––რე 6I0/LVა==Xა –- თე 6/0/ შე“. 
თუ მიღებული ტოლობის ორივე მხარეს შევადარებთ ზემოთ–- 

გამოყვანილ 00) და 00)“ გამოხატულებებს, დავინახავ თ, ოომ მარ- 

თლაც 0C-=C00ი”. 
ჩვენ ამგვარად დავამტკიცეთ, რომ ჯაქვის მრუდის რომელიმე 

წერტილის და მის შეუღლებული წერტილის მხებნი გადაკვეთენ ერთ– 

მანეთს და ეს განკვეთის წერტილი მდებარეობს X ღერძზე. 

ამ დებულებიდან გამომდინარეობს. მარტივი გეომეტრიული 

წესი ჯაჭვის მრუდის რომელიმე წერტილის შეუღლებული წერტილის: 
მოძებნისა. | 

' უნდა გავიყვანოთ აღებულ 24 წერტილზე მხები და იმ წერტი- 

ლიდან, რომელზედაც ეს მხები განკვეთს X ღერძს, უნდა გავიყვა- 

ნოთ ჯაჭვის მრუდის მეორე მხები. ახალი შეხების წერტილი #4“ წარ- 

მოადგენს სწორედ „4 წერტილის შეუღლებულ წერტილს. 

ლექცია VIII. 

მეუღლებული წერტილის გეომეტრიული მნი'მვნელობა. 

მრუდის დამრბვალება. 

გადავიდეთ შეუღლებული წერტილის გეომეტრიულ ინტერპრე- 
ტაციაზე. 

ვთქვათ X=დC (+, თ, ვ) არის ექსტრემალთა ოჯახის განტოლება. 

%- და მაე არიან თ და 8 პარამეტრების ის მნიშვნელობანი, რომელ- 
ნიც აღებულ ექსტრემალს ეთანადებიან.



–. 44 -. 

აღვნიშნოთ #V=ლCე (+ Cთ) 85): > == ჯვ (X, «ა, 3ა).C (+, ჯე) ფუნქციას, 

რომელიც შეუღლებულ წერტილს განსაზღვრავს, ექნება სახე: 

პას C (+, Xა)=V (2) 9 (Xა) –? (X) # (ჯე). 

შევადგინოთ ახლა სიმრავლე ექსტრეზალთა, რომელნიც „ წერ– 

ტილზე გადიან. ჯ 

ამ სიმრავლის გამოსახატავად გან– 

ტოლებას +=დ (50, 3) უნდა მივუ- 
2=> “ მატოთ განტოლება, -=-C (Xა; თ; 8)» 

რომელიც გამოხატავს იმას რომ 

4 ჩვენი ექსტრემალები გადიან „4 წერ– 

ტილზე უკანასკნელი განტოლება. 

გვაძლევს არა ცხადი სახით მოცე- 

მულ დამოკიდებულება თ და 8 
შორის. შეიძლება თუ არა ამ განტოლების გარდაწყვეტა თ ან 

8-ს შესახებ? ამ განტოლებას აკმაკოფილებენ თ და 3 მნიშვნელო– 

ბანი თ, და ვე (რადგან ექსტრემალი „78 ეკუთვნის ჩვენს სიმრავ– 
ლეს), ამიტომ, თანახმად არა ცხადი ფუნქციების არსებობის თეორე- 

"მისა, თუ დამტკიცდა, რომ დ, (Xა; Cე; ჩი) ან დგ (X,, თე მს)) არ არის 

ნული, მაშინ დამტკიცებული იქნება, რომ განტოლების Xა= (X,, C, 8) 
გარდაწყვეტა თ« ან 8 შესახებ შესაძლებელია. 

ჩვენ ვიცით, რომ ფუნქციები დი, (X,, 9ა, მი) და. %6 (XX, , 3ი) 

ნახ, 11 

აკმაყოფილებენ პირობას დღ, დ –C2%V =+- სადაც «C + 0. ამიტომ 

შეუძლებელია, რომ C, და დვ ერთდროულად მოისპონ. ერთი მათგანი. 

მაინც აუცილებლად' უნდა ნულიდან განსხვავდეს. 

'" რომ აზრი გარკვეული იყოს, ვთქვათ «ვ (Xა, თ, 2) ნულისაგან. 

განსხვავდება, 

ამ შემთხვევაში შეიძლება განტოლების I.=>C (X,, თ, 8) გარდა–- 

წყვეტა გ შესახებ. მივიღებთ 2=ჯ (24). 
ჩავსვათ 3 ეს გამოხატულება განტოლებაში :·=% (X, XV, 8). გვექ– 

ნება +ჯ=%(ჯ, « 2!(თ)), ანუ თუ (XX, (თ)) აღვნიშნავთ L (X, თ): 

1'=წ (X, თ). 

ორი პარამეტრის მაგივრად ჩვენ გვაქვს აქ მხოლოდ ერთი პა– 

რამეტრი. ჯ=5 (X, თ) წარმოადგენს განტოლებას იმ ექსტრემალებისა, 

რომელნიც /” წერტილზე გაივლიან და რომელნიც „8 ექსტრემალს, 

როგორც კერძო შემთხვევას, შეიცავენ. ვიპოვოთ ახლა მნიშვნელობა 
ს. (+, თ) წარმოებულისა, როცა « მაგივრად ჩავსვამთ «,, ე. ი.“ კ (<, თა).
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ჯერ ვიპოვოთ თვით წარმოებული ს, (X, თ). ამისათვის განვაწარ–- 

მოოთ « (X, თ)== C (ჯ, თ, . (თ)). დავწერთ: 

=%ა, +ჯყვ 4- “ი 

აქ მხოლოდ 4 აის. უცნობი. ამის მოსაძებნად მივმართოთ ტო- 

ლობას Iა=C (+. თ, 8), საიდანაც მივიღეთ 8=28 (თ) ფუნქცია. განვა– 
წარმოოთ ეს ტოლობა, გვექნება: / 

#5 

(9. ) „+ («ვ )-3-= 0, 

სადაც (<=) და (დ) "ნიშნავს იმას, რომ დ, და «ვ ფუნქციებში 

X-ის ნაცვლად დაიწერება ჯ:. უკანასკნელი ტოლობიდან მივიღებთ: 

ძვ Cთა)ი 

იი წვება 
შევიტანოთ «=> მიღებული მნიშვნელობა (ა) ტოლობაში. დავწერთ: 

რგ)» _ 9, (ვ) ?ვ (9. აა 

LC “რთვ)ი 19 _ ლვ აი 

„ჩავსვათ ახლა თ მაგივრად თძ,. მაშინ 3 გახდება 8, (თანახმად . იმავე 

თეორემისა არაცხადი ფუნქციის შესახებ გვექნება ვ3„=ჯ5 (თე)). მი- 

კუიღებთ: 

" =თკ –-% 
ჯ –Iთ 

დ? (X, თი, მი) ს/:) (X, «ი, 4)“–%ვ («, თი, ზი) დ. (%ი, %ი, ჩი) 
  

%თ (ი %) = შვ (4%ი, იი, ში) – 

__ #1) > (ი)– I (4) # (+) __ _ 5) Cჯ, +). 
- CC) ზ (2) 

თუ აღვნიშნავთ ·. ირა =2, დავწერთ: 

%> (X რალიბ (% +.) (ბ). 

ახლა რადგან §) (ჯაზ, X)= 0; ამიტომ (ბ) ტოლობის შალით: 

"> (X:5, თა)= 0 

ეს ტოლობა საშუალებას მოგვცემს მოვახდინოთ ეომეტრიუ- 

ლი ინტერპრეტაცია შეუღლებული წერტილისა. როგორც ვიცით, 

განტოლება იმ ექსტრემალთა ოჯახისა რომელნიც 4 წერტილზე 

გადიან, არის 5 (X, თ) –+=C0. მოვძებნოთ- ამ ოჯახის მომვლები. ამი–- 

სათვის განტოლება «(X, «)--·= 0 უნდა განვაწარმოოთ თ პარამე- 

ტრის შესახებ და მიღებული განტოლებებიდან უნდა გამოვრიც- 

ხოთ თ. 

ს (2, თ)––|=0 წარმოებული თ შესახებ იქნება M-'(X, =)= 0. იმი– 

სათვის, რომ ვიპოვოთ მომვლები, განტოლებებიდან: «4 (2, თ)--–-»=0 

და %ა (X,თ)=0 უნდა გამოვრიცხოთ «.
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ახლა როგორ ვიპოვოთ მომელების ის წერტილი, რომელიც 
ექსტრემალეს ეთანადება. 

  

ნაზ, 12. 

ამისათვის განტოლებებში: 9%(X, თ)-–ჯ=0 და 4, (», თ)=0 «-ს 

მაგივრად უნდა ჩავსვათ თა. წერტილი, რომლის კოორდინატები 

აკმაყოფილებენ განტოლებებს დ (X, თ)-–X=0, %ე (+, «-)=C0, წარმო- 

ადგენს მომვლების იმ წერტილს, რომელიც ექსტრემალს ეთანადება. 

ადვილად "შევამჩნევთ, რომ შეუღლებული „I წერტილის კო- 
«რდინატები აკმაყოფილებენ ორივე განტოლებას. მართლაც, რო–- 

გორც ჩვენ დავინახეთ ზემოთ, +, (Xა?, თ)= 0. ამის გარდა 7” წერ– 
ტილის კოორდინატები დააკმაყოფილებენ განტოლებას V»=% (», >ა),. 

რადგან „#-% წერტილი იმყოფება ექსტრემალზე. 

ჩვენ ვხედავთ, რომ შეუღლებული წერტილი გეომეტრიულად 
გამოიხატება მომვლების იმ წერტილით, რომელიც ექსტრემალს ეთა– 

ნადება. შეუღლებული წერტილი იქნება სწორედ ის წერტილი, რო- 
მელშიაც მომვლებე შეეხება ექსტრემალს. 

დავუბრუნდეთ ისევ ჩვენ ძირითად პრობლემას: გვქონდა ინტე– 
გრალი: 

1, /თ» ერი 
და ვეძებდით ამ ინტეგრალის მინიმუმს. 

ჩვენ დავინახეთ, რომ მრუდი, რომელიც მინიმუმს ანიჭებს 
ინტეგრალს, უნდა აკმაყოფილებდეს Lს16-ის დიფერენციალურ გან– 

ტოლებას;: 

ძ.-, 
#-–-23:(#ჰ)ჰ3=0 “ 

ამის გარდა დაკმაყოფილებული უნდა იყოს L6ძ6იძIC-ის · პირობა: 

#MV (X, X (62% 2 (:))>C0. კვავებ 

და ბოლოს ინტეგრალის ზედა საზღვრისათვის X, გვაქვს 1|8Cიხ!-ს 

პირობა X,<ჯე (როცა ჯა” არსებობს). 

ზემოთმოყვანილი სამი პირობა წარმოადგენს მინიმუმის აუცი- 
ლებელ პირობას. იმ შემთხვევაში, როცა რომელიმე ამ პირობათა–- 

განი არ არის დაცული, მაშინ მინიმუმს ვერ მივიღებთ. ახლა საინ–
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ტერესოა, წარმოადგენენ თუ არა ეს პირობები მინიმუმის საკმარის. 

პირობებს. სანამ ამ საკითხზე გადავიდოდეთ, საჭიროა ერთი 'დამა– 

ტება მოვახდინოთ წინა ნათქვამისათვის, 
ეს დამატება შეეხება პირობის X, <ჯა აუცილებლობის დამტკი– 

ცებას. 

ამის დასამტკიცებლად ჩვენ აღმოვაჩინეთ, რომ თუ დავუშვებთ. 
ჩვენი პირობის წინააღმდეგს, ისეთი მ, მრუდი შეგვიძლია ავაგოთ, 

რომ ინტეგრალი აღებული ამ მ, მრუდზე იქნება ნაკლები, ვიდრე 

ინტეგრალი აღებული შ, ექსტრემალზე. 
მაგრამ აქ ერთი გარემოება უნდა მივიღოთ მხედველობაში. 

მრუდს, რომელიც ჩვენ ავაგეთ, ჰქონდა კუთხითი წერტილი, ე.ი. 
მისი წარმოებული არ იყო განუწყვეტელი ან, უფრო სწორედ რომ 

ვთქვათ, ზოგიერთ წერტილებში მას სრულებით არ ჰქონდა წარმო- 
ებული. ჩვენ კი მხოლოდ ისეთ მრუდს განვიხილავთ; რომელსაც აქეს 
განუწყვეტელი წარმოებული, ამიტომ ჩვენი დამტკიცება არ არის. 

კიდევ დამთავრებული. 
ჩვენ კიდევ უნდა დავამტკიცოთ, რომ არსებობს ისეთი განუ- 

წყვეტელ წარმოებულიანი მრუდი, რომელსაც იგივე თვისება აქვს 
რაც მ, მრუდს. იმისათვის, რომ ეს დავამტკიცოთ, საკმარისია აღმო– 

ვაჩინოთ, რომ თუ ინტეგრალი აღებული კუთხითი წერტილიან მრუდ– 

ზე მ, ნაკლებ მნიშვნელობას ღებულობს,,ვიდრე ინტეგრალი აღებუ– 

ლი მე მრუდზე, ყოველთვის არსებობს ისეთი განუწყვეტელი წარმო– 

ებულებიანი მრუდი მ, რომელზედაც ინტეგრალი აგრეთვე ნაკლებ 

მნიშვნელობას ღებულობს, ვიდრე მე მრუდზე. 

    

#7 

ბა 
1 
' ' ! 
' (I I 

ი. 

! |.) 
ი” C-ი 6 0-ჩ «< 

ნჯხ. 13, 

ჩვენ ამ შემთხვევაში გვაინტერესებს მ, მრუდის ის: ნაწილი, 

რომელიც კუთხითი წერტილის საკმაო მახლობლობაში იმყოფება.



ავიღოთ მცირე # რიცხვი. 

გავიყვანოთ ისეთი მ მრუდი, რომელიც ერთვის მ, მრუდს ყვე- 
“ლა წერტილებში, გარდა იმ წერტილებისა, რომელნიც «–/ და C+,! 

შუალედის შიგ იმყოფებიან (= არის კუთხითი წერტილის აბსცისი). 
მრუდი მ არის განუწყვეტელ შემხებიანი მრუდი. 

აღვნიშნოთ მ, მრუდის განტოლება: +=/,(X) და მ მრუდის: 
+=XLX) განვიხილოთ სხვაობა /მ,--/. რადგან მ და მ, მრუდები 

(6–V, 2+სM) შუალედების გარეთ ერთმანეთს ემთხვევიან, ამიტომ მო– 

გვიხდება სხვაობის /9,–/მ2 განხილვა მხოლოდ (C–/, ი2-+V#) შუა- 

ალედში. დავწერთ: 
იაი+ს · , . 6C+-# , 

/,–/9 = |, /#წს 0))9 C01ძ+– ./ , / XI, (XI ძ»= 
+ · 

=/, I/ ის 00;1/ 0)– 7952, CI ძა 
ვთქვათ ახლა, რომ იმ არეში, რომელშიაც პრობლემა განიხი- 

ლება, /(X, 131) ის ზედა საზღვარი არის V/. 

დავწერთ: 
+# 

| ,–#I<) , 2Mძ» 
ანუ: 

: | // –I3|<4MV 
აქედან მივიღებთ; 

#მ8,-– 4 M#M<)ბ </მ,+4 MV 
ეხლა, თანახმად ჩვენი შედეგისა, 

ჰმა-–)მ,>0 

. ჰმე––/8,=5, 
§ დადებითი იქნება. უკანასკნელი ტოლობიდან გვექნება წ> 7 ლ 

იმისათვის, რომ |)მ იყოს ნაკლები ვიდრე /მე ანუ /#0,+5, საკმა-' 

რისია რომ #, რომელიც ჯერ ჯერობით ნებსითად არის აღებული, 

ისე ამოვარჩიოთ, რომ 4 MV#<26, ანუ, M<;- (78 

ჩვენ ამგვარად დავამტკიცეთ, რომ, თუ კუთხითი წერტილიან · 

მ, მრუდისათვის გვაქვს /მ,</1, ყოველთვის არსებობს ისეთი გა>- 

ნუწყვეტელ შემხებიანი მ მრუდი, რომლისთვისაც აგრეთვე გეექნება 

)/8 </მ,. ზემოთ მოყვანილ წესს მ, მრუდის შეცვლისა მ მრუდით 
კუთხის მორგვალება ეწოდება. 

ამჯჟვარად დამტკიცებულია, რომ თუ ინტეგრალს არა აქვს 

ექსტრემუმი კუთხიან მრუდთა არეში, მას არ ექნება აგრეთვე ექს- 

ტრემუმი განუწყვეტელ შემხებიან მრუდთა არეშიც. 

სწორედ ამის დამტკიცება იყო საჭირო, რომ პირობის X, <X"ე 

აუცილებლობა საბოლოოდ დადასტურებულიყო. 

აღვნიშნოთ სხვაობა:
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ლექცია IX. 

ექსტრემუმის საკმარისი პირობები სუსტი ვარიაციის 
შემთხვევაში. 

წინად ჩეენ გამოვიყვანეთ ექსტრემუმის სამი აუცილებელი პი–- 
რობა. ახლა დავამტკიცოთ, რომ ეს პირობები სუსტი ვარია–- 

ციის შემთხვევაში საკმარის პირობებსაც წარმოადგენენ. 

ჯერ ჯერობით ერთი. უტოლობა დავამტკიცოთ: 

განვიხილოთ კვადრატული ფორმა: 

4X2+2 18::/-+ CV)! 
იგი შემდეგნაირად წარმოვადგინოთ: 

(-4+-L-8))?-L(:-1(C-- 31) 72 12910501010%0:20X 4Xმ-C2 8X)+ C)1= () 

– 421+2 8X) + ცკ. (6 + 84) "LC4C: 14020) 

ვიგულისხმოთ, რომ „4 და C არიან“ დადებითი. 

ამ ტოლობებიდან ვხედავთ,“ რომ „24X21+2 8X/+ CX? არის მეტი 

ვიდრე (4-=#)> და აგრეთვე -C%-90X!, 
ახლა, თე გამოვიყენებთ შემდეგ” არითმეტიკულ დებულებას: 

თუ X>-- და #>4- სადაც # და ძი, არიანჯდადებითი რიცხვები,. 

მაშინ „> #3, მივიღებთ: 

. (II 

441-+2 8X/+ CI1> >“ ილი 91»). (Iს 

დავუბრუნდეთ ჩვენს 
"პრობლემას. # 

ვთქვათ ექსტრემუმის 

სამივე აუცილებელი პი- ====– 
რობა შესრულებულია. შე- >>“ , 

ვაერთოთ წერტილები 4 
და 8 ექსტრემალით #48, 

რომლბს განტოლება აღ- 

ვნიშნით წ=)ი(X). გავი- 
ყვანოთ ახლა. მოსაზღვრე 

შესადარებელი, „მრუდი 

48, რომელიც 48 მრუ- 

დის სუსტ ვარიაციას წარ- 

მოადგენს. ამ მრუდის გან- “ 
ტოლება აღვნიზნოთ »=/ (X). 

    
  

ნახ, 14-



განვიხილოთ ინტეგრალის ვარიაცია # /. 

თუ დავამტკიცებთ, რომ ჩვენი სამი პირობის დაცვით #4 / ყო– 
ველთვის არის დადებითი, როგორიც არ უნდა იყოს შესადარებელი- 

48 მრუდი, მაშინ დამტკიცდება, რომ ეს სამი პირობა წარმოად–- 
გენს საკმარის პირობასაც. გვექნება: 

ა)= | '(/ბ)+// ბ/)ძ»+ _ 

+'ს/, '(/ ტე+2/V ბ) ბ7/+/” „ბა ძიაჯ 
1. აა –., , გ , 

+533 I .( იც) + 3 ჩავ ბეტა + 3) ბ)/ბუმ+/ ა), (IV): 

სადაც ხაზი /,,, და სხვა ზემოთ იმის მაჩვენებელია, რომ არგუ– 

მენტისათვის აღებულია საშუალო მნიშვნელობანი. 

ჩვენი პირობების ძალით, პირველი ვარიაცია: 

1, (/ბუ+// ბ)» 
უნდა იყოს ნული. 

შეორე ვარიაციას კი ექნება სახე: 

2 , ,ტ 1) ჩ(0ტ0%V IV. 
'(IV) ტოლობა ასე გადავწეროთ: 

ბI=2 |" # (ბ) – წ წაძX+5 -2:3 ,' (დ ბა+დ,ბარ) ძა 

სადაც დ,= / „4 ჯ+3/, ბ) (წ: 

და და=3/, ტ#+/V ” V ბ) 

ვთქვათ M არის ყველა წარმოებულების /,,/, /V, /V»V IV VI 
მოდულების ზედა საზღვარი. 

“ მაშინ გეექნება (გავიხსენოთ რომ ჩვენ განვიხილავთ სუსტ ვა- 

რიაციას, ისე რომ | ტბ» | < § და | 2) <C). 
|დ, | < M LI 8/I+–-#L3 | ბ») < M (§+3. ე)ლ–M. 4.6, 

ანუ, თუ “აღვნიშნავთ 45=ჯ§%!, დავწერთ 

|დ, |'< M/-%§I 
სრულებით ასევე მივიღებთ რომ | დ, | < M+” 

“. (V) ტოლობის „იძე მხარის მეორე“ წევრი 

  

თავის ასოლუტუნი ს სიდიდით ანა ნაკლები, ვიდრე 

MM /» >
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განვიხილოთ ახლა პირველი წევრი 

1 #4... , ბ» 5 ./, 8 (ტ– ე ოში (ი 
რადგან 

  –=“.ი““ 
თ "აღნიშნავს – +) , ამიტომ ჩვენი ინტეგრალი ასე გადმოიწერება 

1+#. /#. თ 72 ძ». (VII) 
ვისარგებლოთ ახლა უტოლობით, რომელიც ჩეენ გვქონდა წინათ 

გამოყვანილი (გვერდი 36): 

V წი > ძა <-+1%, მი)! #" უმ ძX 
ი 

იმისათვის, რომ ეს უტოლობა ზესრულდეს, საჭიროა რომ უ 

მოისპოს წერტილებში ჯე და ჯ, მაგრამ ამ გარემოებას სწორედ ექ- 

ნება ადგილი, რადგან აღნიშნულ წერტილებზე 4#ტ7ჯ=90. 

უკანასკნელი უტოლობის ორივე მხარეს მივუმატოთ ინტეგრალი 

# 4 «“? ძX. დავწერთ: 

#' (უ1+»V)ი+ = < დუში #"' უძ». 

ი 0 

აქედან მივიღებთ: 

« , ჯე « , · 

ე, 0%X>-იფ =>, (79-90. (VI. 
განვიხილოთ ჯამი „++“. გვექნება , 

_ ტებ-/ ტ#V-– ბ)” V ტემ __ ტემ) – 2XVჯბა/-- ბ)? VI _ იაია) ლ-ფნაბოეებებებბი უბ უბშ= “ყა ია 7. 

__ ბე% #9-+ 9) – 2XV)” ბჯბ) + VI6V2 ძი 
». 

უკანასკნელი გამოხატულების მრიცხველი წარმოადგენს კვადრა– 

ტულ ფორმას, ამ შემთხვევაში „4= )?+ X”?, 8=- XV, C= XV, 4C-– 81= 

(X12+ #2)V1-– #2 #2 VI. ჩვენ ვხედავთ რომ #7 და C არიან დადე– 

ბითი. 

ამიტომ შეგვიძლია გამოვიყვანოთ (III) უტოლობა. 

დავწერთ: 
(V2+ V”2?) ტ)1+-2 VX” ტუ» #4) + I” #1? > გის 27 (ა»” + (3)
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(1(X) ტოლობის ძალით გვექნება 

ნომ > გაფას (პაქ+ ტაშ), 

ლეი არის დადებითი, აღვნიშნოთ მისი მინიმუმი «;ჯ იქნება და- 

დაბითი, დადგან ის არის ერთერთი მნიშვნელობა განუწყვეტელი 

ფუნქციის ,„. 3. (ფუნქციის წყვეტის შესაძლებლობა არის იმით 

გამორიცხული, რომ მნიშვნელი არ ისპობა, რაც თავის მხრივ იმას- 

თანაა დაკავშირებული რომ )36ლხI-ს პირობის ძალით XV ნ:ლისაგან 

განსხვავდება). გვექნება: 
«?2+თო > ჯ(312+ბ.) 

  

აქედან: 

/ ' ფთ.+C- ი) «X ># #(4)2+ ტემ) 7. 
.7% 

თუ მივიღებთ მხედველობაში (VIII) უტოლობას, შეგვიძლია 

დავწეროთ: 
M, „3 ულ) ა 2 

# “ ძა> აუ, (ტX+"+ 2V 7) 

ანუ, თუ - = §ი 
+ (5 – +) , 

დ,-ით აღვნიშნავთ: 

# „ძ:>ფ #" (პა'+ბა)ძა ი 

რომელიც დადებით რიცხვს წარმოადგენა, 

განვიხილოთ ახლა 00 ინტეგრალი:. 23 9. # # V· ძX. ვთქვათ /, 1)” 

ქვედა საზღვარი არის «, ;/, იქნება დადებითი, რადგან განუწყვეტელი 

ფუნქციაა /, I? დადებითია (L6ფ6იძL6-ის და |IმCიხ!-ს პირობების 

ძალით). გვექნება: 

1 3 V2 - ი გაა 73 - 
%L 'ჩ თ +? ძX > ML (4V" + 4V92) ძX 

სადაც MI არის დაღებითი რიცხვი და ტოლია 5:54 

ჩვენ ვხედავთ, რომ ჯამის (V) პირველი ფევრის მოდული არის 

მეტი ვიდრე 
M |" (311+4V”) ი 

ი 

მხოლოდ მეორე წევრის არის ნაკლები, ვიდრე 

42 5 (ტქ+-ტ/ი) ძა  
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აქედან ცხადია, რომ თუ წ საკმაოდ მცირე «იცხვია, (V) ჯამს 

ნიშანს აძლევს პირველი წევრი, მაგრამ ეს წევრი იქნება დადებითი. 

ამიტომ მთელი ჯამიც იქნება დადებითი. 

ამგვარად ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ 2 / არის დადებითი. 
ამით ჩვენი დებულებაც დამტკიცებულია. 

· ლექცია X 

ექსტრემალის ველი. ექსტრემალური მანძილი 

წარსულ ლექციაზე დავინახეთ, რომ ექსტრემუმის სამი აუცი- 

ლებელი პირობა, რომელიც ჩვენ გამოვიყვანეთ წინათ, არის სუსტი 

ვარიაციისათვის არა მარტო აუცილებელი, არამედ საკმარისი პი– 

რობაც. ახლა ისმება საკითხი, 

არიან თუ არა ეს პირობე- 

ბი საკმარისი იმ ზშემთხვე- ! 

ვაში, როცა ძლიერი ვარია- 

ცია გვაქვს. „#“““ 
ჩვენ მოვიყვანთ ერთ მა- 

გალითს, საიდანაც „დავინა–- 

ხავთ, რომ თუმცა მრუდი, 

  

  

რომელსაც მივიღებთ, სამივე ჩ ჭ > 

პირობას აკმაყოფილებს, მა- მ ( 

გრამ მაინც არ ანიქებს ინტე- ” 

გრალს ძლიერ ექსტრემუმს. 
აქედან ცხადი იქნება, რომ ნახ. 15. 

ძლიერი ვარიაციისათვის ჩვე- 

ნი სამი პირობა საკმარისი არ არის. 

მაგალითი, რომელსაც ჩვენ მოვიყვანთ, 8017მ-ს ეკუთვნის. 

განვიხილოთ ინტეგრალი 

/= |" ცშაარძა (ი 
მოვძებნოთ ექსტრემუმი, რომელიც აერთებს ორ წერტილს ”/ (0,0) 

და ,# (1,0). 

რადგან ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ შედის მხოლოდ ა! ამიტომ 

ექსტრემალი, როგორც ვიცით, იქნება მხოლოდ სწორი ხაზი. რადგან · 

ახლა ეს სწორი გაივლის 1 და 8 წერტილზე, რომელთა ორდინა- 

ტები ნულის ტოლია, აზიტომ ეს სწორი არის აბსცისათა ღერძი.
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ვნახოთ, შესრულებულია თუ არა ჩვენი სამი პირობა. ცხადია, 

რომ პირველი პირობა შესრულებულია, რადგან ეჭსტრემალი უკვე 

გვაქვს. აგრეთვე შესრულებულია შესამე პირობა, რადგან, როგორც 

ვიცით, სწორ ხაზზე არ არსებობს საერთოდ შეუღლებული წერ- 

ტილი. 

ა 7. ღა
 ა 

  

  

2“ · 
' „3 V“ 

1/ 2? 

I ჩ 9 ' 

' ' _ “I == « წ4 

4 § ჩ ნახ. 16. 

ვნახოთ ახლა შესრულებულია თუ არა L6ლილიძ(6- ის/ პირობა. 

ამ–-სათვის უნდა მოვძებნოთ 

#= თას (ე, წერ თა) 

გვექზუბა: 
# =2"+3.“. //',ლ–2+6V 

აქედან მივიღებთ: #=2 (ექსტრემალი არის X ღერძი და ამიტომ 

ჯა (ა და სა (») ნულის ტოლია). 
ჩეენ ვხედავთ, რომ /, > 0. 

ამგვარად, სამივე პირობა შესრულებულია. 

ვნახოთ, ახლა მოძებნილი ექსტრემალი ნამდვილად ანიჭებს თუ 

არა ჩვენს ინტეგრალს ძლიერ მინიმუმს, (სუსტი მინიმუმისათვის 

უკვე ასეთი საკითხი არ დგას, რადგან ის სამი პირობა, რომელიც 

საკმარის პირობას წარმოადგენს სუსტი ვარიაციისათვის, დაცულია 

და, მაშასადამე, ამ შემთხვევაში, საკითხი უკვე გარდაწყვეტილია). 

ამისათვის განვიხილოთ შემდეგი შესადარებელი მრუდი. 8 

წერტილიდან მოვზომოთ მანძილი გ მარცხნივ. მიღებული წერტილი 

აღვნიშნოთ C. C წერტილიდან გავიყვანოთ სწორი პარალელური M 

„ღერძის და ამ სწორზე მოვზომოთ მანძილი “8, მიღებული ნაკვთის 

ბოლო აღვნიშნოთ #. შევაერთოთ #9 წერტილი 4 და 8 წერტი- 

ლებთან და განვიხილოთ შესადარებელი მრუდი 7”2#M>8, რომელიც
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შედგება „'//2 და 8) სწორებიდან. 40 და 80 სწორების განტო- 
ლებანი იქნებიან შესაბამისად 

/=+-> X X#=--- (X–-I) / 
დავამტკიცოთ, რომ ყოველთვის შეგვიძლია სიდიდეები § და 3“ 

ავიღოთ ისე, რომ ინტეგრალი # აღებული 48 მრუდზე იყოს ნა– 

კლები, ვიდრე ინტეგრალი / აღებული ./8 სწორზე, ე. ი. სხვაობა 

ჰაიმ –/8=406/ ლყოს უარყოფითი., 

მართალია მრუდი 24/2:8 არის კუთხოვანი მრუდი, მაგრამ ჩვენ 

ვიცით, რომ თუ არსებობს ისეთი, კუთხოვანი მრუდი, რომ ინტე– 

გრალი აღებული ასეთ მრუდზე არის ნაკლები, ვიდრე ინტეგრალი 

აღებული #8 სწორზე, მაშინ ყოველთვის არსებობს ისეთი განუწ- 

ყვეტელი შემხებიანი მრუდი, რომ ინტეგრალი აღებული.ამ მრუდზე 

იქნება ნაკლები, ვიდრე ინტეგრალი აღებული „#8 სწორზე. ამიტომ 

საკმარისია აღმოვაჩინოთ,. რომ # /=/+08 – /48 არის უარყოფითი, 

რომ უკვე დამტკიცებულად მივიღოთ ის, რომ #8 სწორი არ ანი- 

კებს ინტეგრალს მინიმუმს. 

განვიხილოთ სხვაობა 4 /=/აი8 – /48. 

რადგან /48 ნულის ტოლია (სწორისათვის 48 » და # .ნუ- 

ლის ტოლია) ამიტომ 

ტრ /ლ=/)ალხ8 . 

·დავწერთ – 
–- /108 =/პი+ #08. 

ვნახოთ რა არის /აი. » წარმოებული #”ა სწორისათვგის ტო- 

,ლია ლ ამიტომ გვექნება V 

ო - 1-6 _ ა.) 6ე. _ა– 

ჩხილწცა ვი“ / რ-ს ა-ი ჯი 
ე ა 

“155 0-ი' 
რაც შეეხება /08 ინტეგრალს, იგი შემდეგნაირად გამოიხატება. 

“(ამ შემთხვევში 4+= –-–- )" 

' მ -. 1 ო” ე -. ” 

ტა=(-ა--- 69 1, რ:-(: (=-- თ )I“ ი ა» 
1-6 

-ამგვარად შეგვიძლია დავწეროთ 
“ა · დვ დე დვ 

ბI=--; საილას, 61 
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ღკანასკნელი ტოლობა შეგვიძლია გრეი ს გარდავქმნათ: 

ბ)=. (ლ->)+” (+- ++)= 

__ 
„აევეეღეასა_ 

ამგვარად ჩვენ მივიღებთ საბოლოოდ 

მ 1 1 " „ 

ტ)=5 (+->++ |1--+45=: 

9. და · 31%, ++ C-ის საკმაოდ მცირე ნიშვნელობისათვის იქნება 

    

  

6 

დადებითი. ამიტომ #4 / ნიშანი დამოკიდებულია ჯამის 1 --. -=+--- 

ნიშანზე, მაგრამ მცირე დადებითი სიდიდენი § და ა! ყოველთვის. 

შეგვიძლია ისე' ავიღოთ, რომ + იყოს საკმაოდ დიდი. 

ჯამს 1“ +--“ - ნიშანს მიანიჭებს წევრი +. მხოლოდ.   

რადგან ეს წევრი არს ს უარყოფითი, ამიტომ მთელი ჯამი იქნება- 

უარყოფითი, და მაშასადამე, უარყოფითი იქნება აგრეთვე იტ /. 

ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ ყოველთვის შეგვიძლია ისეთი მრუდი 

40208 მოვძებნოთ, რომ ინტეგრალი (1) აღებული ამ მრუდზე იყოს- 

ნაკლები, ვიდრე ინტეგრალი აღებული 28 სწორზე და, მაშასადამე, 

48 სწორი არ ანიჭებს ინტეგრალს მინიმუმს. მეორე მხრივ სწორი: 
48 მივიღეთ ისე, რომ სამიეე პირობა: ეილერის, ლეჟანდრის და 

იაკობის დაცულია. ეს გვიჩვენებს, რომ ეილერის, ლეჟანდრისა და- 

იაკობის პირობები არ წარმოადგენენ საკმარის პირობებს მინიმუმისა. 

იმ შემთხვევაში, როცა ძლიერი ვარიაცია გვაქვს. / 

V ახლა ჩვენ გადავალთ” ძლიერი ვარიაციის თეორიაზე. 

ის ნაწილი ვარიაციათა აღრიცხვისა რომელიც ჩვენ გავიცა- 

ნით, იყო დამუშავებული უკვე L6ძ06იძ!6-ს, Cს6L--ისა და |8Cიხ!-ს. 

მიერ, მაგრამ ამითვე თავდებოდა მათი ვარიაციული აღრიცხვა. 

მათ ეგონათ, რომ ექსტრემალის სამი პირობა წარმოადგენს 

საკმარის პირობას იმ შემთხვევაშიაც, როცა ძლიერი ვარიაცია. 

გვაქვს. 
მხოლოდ VV/6I6I5X25§-მა დაამტკიცა, რომ ეს პირობები არ არის. 

საკმარისი ძლიერი ვარიაციისათვის და ამის' შემდეგ მან განსაკუთ- 

რებული ყურადღება მიაქცია ძლიერი ვარიაციის პრობლემას. , მან 

შექმნა მთელი თეორია ძლიერი ვარიაციისა, რომლის შესწავლაზე; 

ჩვენ ახლა გადავდივართ.



ავიღოთ ინტეგრალი 

'' 
და ვთქვათ ვეძებთ ამ ინტეგრალის მინიმუმს იმ მრუდთა შორის, 

რომელნიც „#(«, V,) და 8 (ძე, ს.) წერტილებს ჯბერთებენ. 

ვთქვათ ექსტრემალის სამივე პირობა სსI6I-ის, 1)გ6იხI-ს და 

L6ძ6იძ:6-ის შესრულებულია ე. ი. მოვძებნეთ ექსტრემალი, შევამო- 

წმეთ, რომ #, > 0 და ამის გარდა / და 8 შორის არ არის შეუღ- 

ლებული წერტილი. | 
,L. 4 და 8 წერტილების გარშემო შემოვწეროთ ორი წრე საკმაო 

მცირე რადიუსით .:. ავიღოთ პირველი წრეში #, წერტილი (X,, I.) 

კოორდინატებით და მეო–ე წრეში #, წერტილი (X,, 1,) კოორდი-- 
ნატებით. დავსვათ შემდეგი პრობლემა: 

“ს შეგვიძლია თუ არა ეს ორი 

/” 8“ წერტილი #, და #, შევაერთოთ 

2 ექსტრეჰალით, ე. ი. არსებობს თუ 

- არა ექსტრემალთა ოჯახის ისეთი 

“რმმრუდი, რომელიც ამ ორ წერტილს. 

  

    /” 4 წ აერთებს. დავამტკიცოთ, რომ თუ 

“ /, ზემოთხსენებული სამივე პირობა 

– შესრულებულია, ყოველთვის შე- 
ნახ, 17. გვიძლია წერტილები ნ, და #, 

ერთი და მხოლოდ ერთი ექსტრე- 

მალით შევაერთოთ. ვთქვათ »=V (X, =, 8) არის ექსტროემალის ოჯახის 

განტოლება. ჩვენ უნდა დავამტკიცოთ, იომ ყოველთვის შეგვიძლია- 

ვიპოვოთ თ და 8. ისეთი მნიშვნელობანი და მხოლოდ ერთადერთი, 

დომ ასეთი მნიშვნელობისათვის ექსტრემალმა გაიაროს წერტილებზე 

(| და 1#ე. 
ამისათვის უნდა დავამტკიცოთ, რომ არსებობს განტოლებათა. 

11=% (X,ც >, ჩ) და I=#(%, თ, 3) გარდაწყვეტა თ და ჩ შესახებ. 
ცხადია რომ ამ განტოლებებს აკმაკჟოფილებს ცვლადების 

21) 22) 1). 2 თ, 2 მნიშვნელობათა სისტემა -C1== #0). ))=ხ,, X:=20,, 
3ე= ხე, თ=თა, 8=ჯა, რადგან #8 მრუდი ექსტრემალთა ოჯახს ეკუთ- 

კნის. ამიტომ თანახმად ცნობილი დებულებისა, თუ აღმოვაჩენთ, 
რომ ფუნქციონალური დეტერმინანტი 

| დ. (Xც თ, 8), დვ (2, თ, 8) | 

| დე (+, თ, (), დვ (+ «V, 8) | 

განსხვავდება ნულისაგან, როცა X=ძ,, X:=რძ., «=ძ0, ზ=3ა, ამით 
დამტკიცდება, რომ (V,, ს, ძი. ხ,) წერტილის მახლობლობაში არ- 

სებობს ერთი და მხოლოდ ერთი სისტემა ფუნქციებისა: თ=>(X, 1)». 
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ჯე) 2=8 (+ ) ვ 13) რომელნიც იგივეობურად აკმაყოფილებს 
განტოლებებს +. =დ (X,, თ, ჩ), /1= 6 (X,) თ, 3) და მაშასადამე, არ- 
სებობს ერთი და მხოლოდ ერთი ექსტრემალი, რომელიც აერთებს 

#, და #. წერტილებს. : 
დეტერმინანტი (V) როცა X,=ძ,ც X:=ძ,, თ6=C,- ჩ=8ა, ტოლია 

გამოთქმის 

”Iი,) ? (თ.)–/ (4) წ (ი, ანუ, C (იც ძი.) 

(აქ, როგორც წინათ, /(X) და სე აღნიშნავენ შესაბამისად დ, (X;, თა, 8ა) 

და ჯე (X, %:, ზი)): 

აქედან ჩვენ ვხედავთ, რომ ფუნქციონალური დეტერმინანტი ( 

განსხვავდება ნულისაგან, თუ 8 არ არის 4 წერტილის შეუღლე- 

ბული, მაგრამ ამ გარემოებას არასდროს ადგილი არ ექნება “იმ პი– 

რობების ძალით, რომელიც ჩვენ ზემოთ მივიღეთ. 

ამგვარად, დამტკიცებულია, რომ სადაც არ უნდა ავიღოთ წერ- 

ტილები ნ, და ს, ჩვენს ორ წრეში, რომელთა რადიუსი საკმაოდ 

მცირეა, ამ წერტილებს შორის გაივლის ერთი და მხოლოდ ერთი 

მრუდი ექსტრემალთა ოჯახისა ახლა ცხადია, რომ თუ ასეთივე 

წრეებს შემოვწერთ „7 ექსტრემლის სხვა წერტილებზე, რომელნიც 

4 და 8 წერტილებს შორის იმყოფებიან, ჩვენი დებულება მაშინაც 

დამტკიცდება. ამ წრეების რადიუსების ქვედა საზღვარი, განუწყვე- 

ტელ ფუნქციათა თვისების „ძალით, ნულისაგან განსხვავებული იქ-, 

ნება. 

ს ამიტომ შეგვიძლია შემდეგი დებულება გამოვთქვათ: 

თუ 48 ექსტრემლის გარშემო შემოვწერთ მრუდს, რომლის 

წერტილები დაშორებული არიან „8 ექსტრემლიდან საკმაოდ მცირე 

მანძილით §, მაშინ ყოველ ორ წერტილს შორის იმ არისა, რომელ- 

საც ასეთი მრუდი შემოსაზღვრავს, გაივლის ექსტრემალთა ოჯახის 

ერთი და მხოლოდ ერთი მრუდი. 

აღნიშნულ არეს უწოდებენ ექსტრემალის ველს და ამბობენ, 

რომ ექსტრემალი 48 გარშემორტყმულია“ ველით. 

ჩვენ ზემოთ დავინახეთ, რომ 

შეიძლება განტოლებათა -V,= 

=C(X, თ; წ), X:=დ (X,, თ, ჩ) 

გარდაწყვეტა თ და წ შესახებ 
მივიღებთ თ=თ (X,, I, 2:, 27») 
ზ=ჩ8(X, X:) X2; 2» “ 

ნახ, 16. ჩავსვათ თ და ჩ ეს გამოხატუ- 

> ლებანი ექსტრემალთა ოჯახის 

განტოლებაში +=% (X, 2, 2), მივიღებთ ახალი სახის ფუნქციას 

/
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+=%თ (X, 21) 2 21 1) (VI) 

ეს არის განტოლება ექსტრემალისა, რომელიც გაივლის 7, და #, 
წერტილებზე. (VI) წარმოადგენს ახალ სახეს ექსტრემალთა ოჯახის 

განტოლებისა. ამ განტოლებიდან ჩვენ შეგვიძლია მივიღოთ ექსტრე-” 

მალთა ყოველგვარი კერძო ოჯახი, 

ვთქვათ, მაგალითად, 4 წერტილი არის დამაგრებული და 8 
წერტილი მოძრაობს რომელიმე LL მრუდზე. მაშინ მივილებთ ექს- 

ტრემალთა იმ ოჯახს", რომელიც «4 წერტილიდან გამოდის, 

ჯუ და 1, იქნებიან მუდმივი და ისინი აღენიშნოთ თ,, ს,; X, და 

კე'სთვის გვექნება X„=95 (ძ), X,=V(ძ) (ეს გამოხატავს L მრუდის გან– 

ტოლებას პარამეტრული სახით). 

ექსტრემალთა ოჯახის განტოლება 

(VI) მიიღებს სახეს X=/ (Xჯ, ი). "9 

ამგვარად, ჩვენ ვიპოვეთ ექსტრე- _ 

მალთა იმ ოჯახის განტოლება რომე– 

ლიც 4 წერტილზე გადის. ცხადია, 
რომ ველის ყოველ წერტილზე შეგვი- ნახ, 19.” 
ძლია „4 წერტილიდან გავიყვანოთ 

ერთი და მხოლოდ ერთი ექსტრემალი, რადგან ველში ორ წერტილზე 

ერთი და მხოლოდ ერთი ექსტრემალი გადის. 

შევისწავლოთ ახლა ი ფუნქციის თვისებანი. 

ფუნქცია ჯ=% (XX, 1 +» 7) , შემოკლებულად აღვნიშნოთ 
ასეთნაირად «LI I. 

გვექნება 1,=% (X,1, :=% (X.|. 
განვაწარმოოთ ეს ტოლობანი X,, Xც +X:, 1): შესახებ. განწარ- 

მოების დროს არ უნდა დაგვავიწყდეს, რომ X,, 1) 2ე). 213 არიან ერთ- 

მანეთისაგან სრულებით დამოუკიდებელი, განწარმოება +, =% (X,| ის 

„“ – 2 ი Xე) 13 შესახებ მოგვცემს შესაბამისად: იეეაასს 

“ს, IX,1+თ,, ს,1=0: %,, (X,I=1, ',, (X,1=9, “ე IX,1=0. 
+,=% IX)I-ის განწარმოება:. მოგვცემს: (VII) 

“ს, IX,)+'0,, IX): =0, ზი) IX,1-–=1. #ს,, IX,|=0, თ, IXე1=0- მ. (VIII), 

აღვნიშნოთ დ, (X1= =#LIM მაშინ დ,IX,I=/ IX,I, (ი+IM)= ხხ:)). 

ჩIX,1 და ჩC) "ნაცვლად სიმოკლისათვის · დავწეროთ გ, და #,- 
(VII)-ის პირველი როლლი ძალით გეექნება 

რანა)=ლ– ი ს (0X) 
აგრეთვე (VIII)-ს პირეელი ტოლობა მოგვცემს ! 

დ, (X,)ლ–-ჩ, _ (>)
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ავიღოთ ახლა ექსტრემალი 

X=CV (XX, I, XV, 1,)==%) LXI 
ა /Mხ! 

და განვიხილოთ ინტეგრალი 

1 სა ზეა, %, ს) 4» აღებული #, , ექსტრგმალზე. 
ეს ინტეგრალი წარმოადგენს ოთხი ცვლადის +, I» X, ს ფუნქ- 
ციას. აღვნიშნოთ ეს ფუნქცია /(X,ც »,, X,, ),). ამ ფუნქციას ეწო- 

დება ექსტრემალური მანპილი M#, და ს, შორის. 

განვაწარმოოთ ახლა ფუნქცია X,-ის შესახებ. 

თანახმად ცნობილი ფორმულისა ინტეგრალის განწარმოებისა. 

პარამეტრის შესახებ (ამ შემთხვევამი პარამეტრი X, შედის როგორც, 

ინტეგრალის ქვეშ, ისე ზედა საზღვარზე), გვექნება: 

1L=- თა წი ჩ) + ს. მე 19+-//VV IXI | იX (XI) -ძა 

ინტეგრალი / ' ' მ/. «რ, I ძ», ნაწილობრივ ინტეგრაციის წესის ძა-' 
+ 

ლით, შემდეგნაირად შეგვიძლია გარდავქმნათ: 

1.” “,,, IX) ძX= ( //%,, IXI | > ა. # ” «ს,, + 3: '( I” ) ძX 

ვნახოთ ახლა რას წარმოადგენს | // 4),, IXI ს)? 
· 831 

დავწერთ: ' 

(IV სე)“ = // თა ჩა) 0 ნს1–/7/ ნია თი ქტ) ი სი. 
მაგრამ ჩვენ უკვე ვიცით, რომ, M;, 'ცა,1=0 და “ი, IX1= “დ ამიტომ 

(მ XI“ =ჩ, // («ა ი ჩა. 
(XI) შემდეგნაირად გადმოიწერება: 

აა=-/C ჯი ჩ)+ჩ, // სა), ჩ)+ 

+ (6-2 000) სც III ძ» 
უკანასკნელი ინტეგრალის ქვეშ მოთავსებული გამოხატულება 

წარმოადგენს ეილერის დიფერენციალური განტოლების ჩ–1/, =0 

მარცხენა მხარეს, მხოლოდ, რადგან ჯ#ი და /„/ ფუნქციების ქვეშ » 

მაგივრად ჩასმული გვაქვს (ს (XI, რაც ეილერის განტოლების ინტეგ– 

რალს წარმოადგენს, ამიტომ ჩ–-4+X., 'იგივეობურად ნულის ტოლია.
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გვექნებ: 2I-=-/(Xი XV, ჩ)+#,/V (Xი 7 ჩა (XIს 
„სრულებით ასეთავე წესით მივიღებთ: 

22=- თა წი ჩ) (XIII) 

> =/C, 23, ჩე)--#; /V (X;; 77 ე) (XIV) 

2L=// (0, X, /;) (XV) 

ეს უკანასკნელი ოთხი ფორმულა მეტად მნიშვნელოვანია ვა- 
რიაციათა ·აღრიცხვაში. 

მიღებული ფორმულებიდან ჩვენ შეგვიძლია ერთი შედეგი გა-“ 

მოვიყვანოთ. 

თუ მხედეელობაში მივიღებთ 5CხV8I2-ის თეორემას, ეს ტო: 

ლობანი მოგვცემენ: 

- L/ IX, XI, ჩ,)–ჩ,/V (Xა 1ს ჩა)=; - IV (+, 1 ჩ,)) 

3 I/ 5. 1» ჩა)–-/; /V (Xე, 13» ჩ:)1 = 2 II» (+ 13 %.) | 

საერთოდ ველში ჩვენ გვაქვს ასეთი ტოლობა: 

4: I/ 6 თ ს-M/7/ C»II=2I7 CV I (XVს 
ესეც მეტად მნიშვნელოვანი. ტოლობაა. 

"ჩვენ უნდა გვახსოვდეს, რომ (XVI) ფორმულაში #ის არგუმენ- 

ტებში ჯ» და # არიან დამოუკიდებელნი, მხოლოდ # არის მათი ფუნქ- 

ცია და ტოლია «ნ, (:;:|. 

განვიხილოთ ახლა ერთ წერტილზე გამავალ_ლ ექსტრემალთა 

ოჯახის შემთხვევა. როგორც ვიცით, ამ ოჯახის განტოლება გამოი- 

ხატება შემდეგნაირად #=#(X, ი); #-თვის გვექნება #=I., (X», ი). გან- 

ტრლებიდან #ჯ=I(+X, ი) გეექნება ძ=ძ(X, /). ამიტომ # წარმოად- 

გენს X და »-· ფუნქციას #=#ჯ (X, ») (XVI) თანასწორობა მიიღებს 

სახეს: 
I! 

1 

ა-თ–ი (X, 2) /» )= +), · 

X ლექცია XI 
ექძსტრემუმის მეოთსე აუცილებელი პირობა. 

V/CI06§5LIგ5§5-ის ფუნქცია. 

დავუბრუნდეთ კვლავ ექსტრემალურ მანძილს. 
, ეთქვათ ># წერტილის კოორდინატები არიან X,, ), და 8 წერ- 

ტილის კოორდინატები X,, 1. დავამაგროთ 7„7 წერტილი და ვამო–
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მრაოთ მხოლოდ ბოლო წერტილი. ექსტრემალური მანძილი 70%, 

»#ს X,, 1) წარმოადგენს ამ შე!თხვევაში მხოლოდ X,, 1) ფუნქციას, 

რადგან „7 წერტილის კოორდინატები X,, 1, არიან მუდმივი. აღე– 

ნიშნოთ ეს ფუნქცია /(X), 15). 

აღვნიშნოთ ბოლო წეოტილის ცვალებადი კოორდინატები X,, 

13 ის მაგივრად ჯ და წ», მაშინ ინტეგრალი 1 #Cთ » ჩე ძი: აღებული 

„ექსტრემალზე 4#C (C რომელიმე მდებარეობაა ბოლო წერტილის) 

"იქნება IX, 3). 
კერძოდ ინტეგრალი აღებული ექსტრემალზე 278 იქნება / (X,, 1» » 

"განვიხილოთ #8 ექსტრემალზე რომელიმე C წერტილი, მო- 

თავსებული 4. და ს წერტილებს შორის. C წერტილის კოორდინა- 

ტები” აღვნიშნოთ ჯე), ჯ. ამ წერტილიდან გავიყვანოთ ნებსითი # 

მრუდი, რომლის განტოლება იყოს +X=;/ (::) 
| თავისთავად ცხადია, 

რომ წ (X,)=უვ. რადგან 
§# (X) მრუდი C წერტილხე 
გადის. ავიღოთ /( მრუდზე 

C წერტილის მახლობლად 

რომელიმე ), წერტილი, 

რომლის აბსცისი “ არის 

- ჯე-ზე ნაკლები. აღვნიშნოთ 
ნახ. 20. ეს აბსცისი 'C-6 (2 და–- 

  

დებითი რიცხვია). ამ წერ– 

ტილის ორდინატი იქნება ჯჟ (ჯე). (XI წერტილი ისე უნდა ავიღოთ, 

რომ იგი არ გამოვიდეს ველიდან). 

რადგან ს წერტილი იმყოფება ველში, შეიძლება #4 და #; 

წერტილი შევაერთოთ ერთი ექსტრემალით. როგორც შესადარებელი 

მრუდი, ავიღოთ მრუდი „7C8. თუ ექსტრემალი: „18 მინიმუმს მია- 

ნიჭქებს ინტეგრალს /= |. #0“ ს X)0ძX მაშინ 

( #ჯ3008–)/.:08>9, 

ანუ, | 

72-85+)I00-/ა6>9 · · (1). 

ეს არის ის პირობა, რომელიც უნდა იყოს შესრულებული, თუ 

ექსტრემალი #8 მინიმუმს ანიჭებს ინტეგრალს.. 

შესადარებელი „24/)C8 მრუდი იძლევა „#8 ექსტრემალთან ძლიერ 

ვარიაციას, რადგან # მრუდი ჩვენ გავიყვანეთ სრულებით ნებსითად. 

განვიხილოთ (1) უტოლობის მარცხენა მხარეზე მყოფი ჯამი.
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ამ ჯამის პირველი და მესამე წევრი წარმოადგენს ინტეგრალს. 
აღებულს ექსტრემლებზე, რომელნიც გადიან #4 წერტილზე და თა- 

ნახშად ზემოთნათქვამისა ეტოლებიან შესაბამისად /(Xე–2, C(Xე-–5)) 

და /(Xა, Xე). 
რაც შეეხება წევრს /00, იგი უბრალოდ წარმოადგენს ინტეგ-. 

რალს · · 

 /CV #00, დ 6014». 
Xვ 

(1) უტოლობა ასე გადმოიწერება: 

#/C–5, §(X:–5) + / '/» §(X)L (901ძX:--/ (+, X:)>0.'! 
>»X,- 

მარცხენა მხარეზე “მყოფი გამოხატულება წარმოადგენს §-ს ფუნ- 

ქციას. აღვნიშნოთ ეს ფუნქცია 4 (5). დავშალოთ ეს #(:) ფუნქცია- 

12VICI-ის მწკრივად: 

        #(0=4(0)+54 
აქ X(0)=0 (როცა =0, მაშინ # წერტილი C წერტილს ერთვის- 
და /(Xვ– 5, §(X---65))ლ–/ (ჯე, Xე)), რადგან § არის საკმაოდ მცირე 

სიდიდე, ამიტომ იმისათვის, რომ «(:) დადებითი იყოს, აუცილებე- 

ლია, რომ #/V0) >> 0. 

ვნახოთ ახლა რას წარმოადგენს IM” (0). ამისათვის „ვიპოვოთ 

ჯერ V (§). დავწერთ: 

გ · 

2-ს (0)+ ... 

V5ო=31+3»”ჯ (C-5)+ / ( «ე–5, § (Xე– 5), §'(Xა-– §)) 

ახლა თუ მივიღებთ მხედველობაში -2#- და 7 -ის გამოხატულე- 
რ 

ბებს, რომელიც წინა ლექციაზე  გამოვავანეთ, · და აგრეთვე იმ გარე–. 

მოებას, რომ, როცა §=0, მაშინ წენტილი #) ერთვის C წერტილს, 

და „4#M) მრუდი 724C მრუდს (ეს იქიდან გამომდინარეობს, რომ ვე- 

ლის ორ წერტილს შორის შეგვიძლია გავიყვანოთ მხოლოდ ერთი 

ექსტრემალი) და, მაშასადამე, ერთვიან ერთმანეთს აგრეთვე ამ მრუ– 

დების მხებიც, შეგვიძლია დავწეროთ (ძირს ჩვენ #8 მრუდის მხების 

კუთხის (6 C წერტილხე. აღვნიშნავთ ჯე და # მრუდის_ მხების Iთ 

იმავე C წერტილზე აღვნიშნავთ +): 

«+ (0)== –/ (Xა, 73) 25)+1/3/V (C- Xა. 2'ე)––/V (X; წვ) ვ )/ე+– 

+/C%35, ე), (L) უტოლობის შესრულებას მოსდევს ის, რომ უკა– 
ნასკნელი ტოლობის მარჯვენა მხარე იყოს >> ნულზე.
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ამგვარად მეოთხე აუცილებელი პირობა იმისა, რომ „8 ანი- 

კებდეს ინტეგრალს ძლიერ მინიმუმს, იმასში მდგომარეობს, რომ ყო- 

ველი მრუდისათვის, რომელიც გაივლის „72 და 8 წერტილებს შორის 

გაყვანილი ექსტრემალის ნებსით წერტილებზე, დაცული იყოს შემ- 

დეგი უტოლობა: 
/ · 

· ", / , , “, 

–/ (1) Iს უვ /V (I) 70.» ვ) /, (%ვ; 1'ეს ე! 7Iგ2+ 

+/(% #7) >>ფ 2 
ანუ, 

#(CXV 15, 7ს)-– /(X5 პე 21/0) – (7-1) ” CV პა #2 => 9 

ეს პირობა გამოიყვანა V6I6L5§LV655-მა 1879 წ. 

ფუნქცია: 

#CXა, X9»25)–/ (+, 1უ 0–(7–)”) /#V (+ 1; 1) 

V6)6(5L2855-მა აღნიშნა სიმბოლოთი 5(X., ჩვ, %ას ა). 

VV0I6I5Cმ55-ის პირობა შემდეგნაირად დაიწერება: 

/ ს (+) 1 7 +) => 0. 

გადავიდეთ ახლა ამ პირობის გეომეტრიულ ინტერპრეტაციაზე. 

ავიღოთ ინტეგრალი #V (2, 7, 7) ძX და განტოლება #=/ (X,10/): 
1 

ვთქვათ # ასრულებს დამოუკიდებელ ცვლადის როლს, და Xჯ და 

ას”ულებენ პარამეტრის როლს. განტოლება #=/(X, 1) ჩ) გამოLა–- 

ტავს ერთ მრუდს და ყო- 

“ ველ X, ჯ წერტილს თავი-, 
· 'სი მრუდი ეთანადება. 

ავიღოთ მრუდის რომე- 

ლიმე წერტილი და ამ წერ– 
ტილზე „გავიყვანოთ მხები, 

(/+4// ამ მხების კუთხითი კოე- 

ფიციენტი იქნება 

-/ --=# 0 7 7) 

მივცეთ /#-ს ნაზრდი #/, 

ნახ. 27. მაშინ # მიიღებს ნაზრდს 
; ტ ყ. ჩვენი მხები გადაკვეთს 

ახალ ორდინატს IL წერტილში. ორდინატის ის ნაწილი, რომელიც 

4ჯ
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ამ წერტილსა და მრუდს შორის იმყოფება აღვნიშნოთ მზ, როგორის 

ცნობილია: 

ტი · _ -/ი (9 # ჩ)+... 2 
0==   

თუ /» (X, #, #) არის დადებითი, მაშინ 2-ც იქნება დადებითი, და 

ამ შემთხვევაში მრუდი ამოზნექილია # ღერძის მხრივ. თუ /» (X, 1, #) 

უარყოფითია, მაშინ უარყოფითია აგრეთვე 2-ც და მრუდი ჩაზნე- 

ქილია ჩ# ღერძის მტრივ. 
ახლა ჩვენთვის ცხადია, თუ როგორი გეომეტრიული მნიშვნე- 

ლობა აქვს პირობას //V„/(X, 7, #)>0. (აქ / ჩვენ აღვნიშნეთ #-თი). 

ამ შემთხვევაში მრუდი, რომელსაც #=/(X, )/, #) განტოლება 

იძლევა და რომელსაც ფიგურატივი ეწოდება, ამოზნექილია # ღერ- 

ძის მხრივ. 

როცა გეაქვს /'„„»<0, მაშინ ფიგურატივი ჩაზნექილია სხღერ- 

ძის მხრიე. 

როცა ვცვლით X და ”) ჩვენ მივიღებთ სხვადასხვა მრუდებს. 

თუ /,/ ყოველთვის მეტია ან და ყოველთვის ნაკლებია ნულზე ყველა 
'ფიგურატივები იჟნებიან მათი მხების ერთ მხარეზე. ასეთია L6ყძ6ი- 

89:8-ის პირობის გეომეტრიული ინტერპრეტაცია. 

დავუბრუნდეთ ახლა ისევ VVCI6I5L-255-ის პირობას. 

+2VI0I-ის ფორმულის ძალით გვექნება 

#60 X»7)-/ თ # X)=(# –)) #V” ლს »# 7)+ 
'"„” –-- # ე 

+V >", (თ 1, #წ), სადაც 

6%=)/–+8მ (7–7) (0<0<!). 

დავწერთ (ძირს ჩვენ #7 მაგივრად ვწერთ ი. 

§ (თ, 7, ჩ, 7) = (7 – 7) 9.) ე+ თით XV 7, ნ) – 

–(/-)) # თ » /)>C =>» თ, (5 # ჩ") 

„V616-5Lგ5§§-ის პირობას შეგვიძლია მივცეთ სახე: 

#VVCი% » #) =>>29 

L6ცტიძI6-ის პირობა გამომდინარეობს ამ პირობიდან. 

მართლაც), ზემოთ “მიღებული ტოლობა მოგვცემს: 

: #ი(X 7, /, : , » /, (ჯ, | თი აიი ია =ი 3-/V (ი ”» სჯ )=7- 0 #, ჯა
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აქედან ჩვენ ვხედავთ, რომ უტოლობას # (IX, 1, #,1)=> 0 მოსდევს. 

უტოლობა /„/ (ს > #) => 0. ეს უკანასკ5ნელი კი სწორედ Lილხი- 
ძან-ის პირობას წარმოადგენს. 

_ ლექცია XII. 
“V ექსტრემუმის საკმარისი პირობა. 

წინა ლექციაზე ჩვენ გამოვიყვანეთ ექსტრემალის მეოთხე (VVCI-. 

C-5V255-ის) აუცილებელი პირობა, რომელიც იმაში მდგომარეობს, 
-_ 7” 
რომ სქე ხები ჯ (ს, V #,#,), რომელსაც შემდეგი სახე აქვს: 

“ ვ. ა” „.=6 ჰ/ რს (9ყ/?- _ 

ნ 5 »# 0=/ (ი »7)-/C ს /)– (––M)// (= » #)= 
, =0-/ „აშ (1) 

იყოს ნულზე მეტი. 

მოვიყვანთ ახლა ამ პირობის გეომეტრიულ ინტერპრეტაციას. 

ავიღოთ ფიგურატივი, რომლის განტოლება არის V=/(X 1, ჯ),. 

სადაც დამოუკიდებელი ცვალებადი არის #, მხოლოდ ჯ და + ასოუ-. 
ლებენ პარამეტრის როლს. 

V, 
' ეს სწორი გადაკეეთს მხებს. 

' I” წერტილში. მანძილი” #V 

' აღვნიშნოთ ბ. 

! მხების განტოლება იქ- 

მ « ი? ნება: 

გავიყვნნოთ ფიგურატივის რომელიმე M#M წერტილზე მხები, 

V- M=/V (0 ), ჩ) (M–/), 

ნახ 22. სადაც ” და 2 არიან XI 

შემდეგ ავიღოთ M წერ-- 
| ტილის მეზობელი V წერ- 

წერტილის კოორტინატე- 

ბი, მხოლოდ V და Xჯ მხების წარმდინარე კოორდინატები.. 

/# ტილი და ამ წერტილზე გა-: 

M#–ძ ვიყვანოთ სწორი პარალე- 

| 
' 
' 
' 
I 
' 

! 

ვთქვათ ახლა # წერტილის აბსცისა არის #, მაშინ #5 იქნება 

7 (ი » 1)+(#–/) // (თ » #)- 

ლური V ღერძისა. ვთქვათ 

მოვძებნოთ ახლა #5. დავწერთ V5=/ (X, 3, გ).



სხვაობისათვის M#5–-#5§5 გვექნება შემდეგი გამოხატულება: 

V5--M95=/ (თ 7 ჩ)–/ (ი 7 ჩ)–(ჩ–ჩ) // (XV # ჩ) 
თუ უკანასკნელ ტოლობას შევადარებთ (I)-ს, მივიღებთ 

M5ა-15=#V, 1, კ, ჰ» 
ანუ, 

ბ=#(X, » ჯ). _ 

როცა დაცულია VVCI6I§C2855-ის პირობა ს (X, 7, გ, ჩ)>0, მა–- 
შინ ბ მანძილი იქნება დადებითი და ამ შემთხვევაში ფიგურატივი 

უნდა იყოს ჩვენი მხების ზემოთ. 
ასეთი მდგომარეობა ეთანადება მინიმუმს როდესაც გვაქეს 

მაქსიმუმი, ფიგურატივი უნდა იყოს მხების ქვემოთ (ჩვენი ნახაზი 

მაქსიმუმის შემთხვევას გამოხატავს). 

ასეთია გეომეტრიული ინტერპრეტაცია VMV6I6(5(-055-ის პირო- 

ბისა. 

ავიღოთ ისევ ჩვენი წერტილები /”' და 8 და შევაერთოთ ისინი 

ექსტრემალით. ვთქვათ ექსტრემალის განტოლება არის 

X»=1% (7) 

მინიმუმის მეოთხე (V/6I6I5§L855-ის) აუცილებელი პირობა მდგომარე– 

ობს იმაში, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობას: 

ს (ს % (2), 17% (2), /)>9 

ჯ-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის ::, და X, შორის: X,=< X= 2, 

(+, და X, არიან შესა- 
ბამისად /” და 8 წერ“- #7 

ტილების აბსცისები) და 

ჯ ყოველი მნიშვნელობისა– ” #9 

თვის -- C და + თ შორის. | 2X 

ავიღოთ რომელიმე C 

წერტილი 248 ექსტრე- 4 
მალზე. ვთქვათ, მისი აბს– 

ცისი: არის ჯა. ამ წერ- 

ტილზე გავიყვანოთ ნებსი– 

თი მრუდი, რომლის მხების მ   

კუთხის 10 აღვნიშნოთ # 

და ამ მრუდზე ავიღოთ 

წერტილი/), მოთაესებული ნახ. 23, 
ველის შიგნით. წერტი–- 

ლები 4 და 1) შევაერთოთ ექსტრემალით. როგორც ვიცით ასეთი 
ექსტრემალი არის ერთადერთი, 
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ჩვენ წინათ დავინახეთ, რომ თუ შესადარებელ მრუდათ მივი- 
ღებთ #7C8 მაშინ ვარიაციისათვის 4 / გვექნება 

ა)=#ს(5 დ. (X), თა (X), ჩ) .5 

– უსასრულოდ მცირე უმაღლესი რიგისა. აქედან ჩვენ გამოვიყვანეთ 

ძლიერი ვარიაციის მეოთხე აუცილებელი პირობა. 

განვიხილოთ ახლა რომელიმე შესადარებელი მრუდი, რომელიც 

ძლიერ ვარიაციას წარმოადგენს. 

ეს მრუდი აღვნიშნოთ მ. ექსტრემალი, როგორც წინათ, აღე– 

ნიშნოთ მი· ეა და მ მ მრუდების განტოლებანი აღვნი შნოთ შესაბამისად 

+=X (2 და ჯ=1 (X). 
იმისათვის, რომ ე: ექსტრემალი ანიჭებდეს ინტეგრალს ძლიერ 

ექსტრემალს, ინტეგრალის ვარიაცია 4/ უნდა იყოს მეტი ნულზე. 

ვნახოთ რას წარმოადგენს 4 /. 

დავწერთ: 

ეღებ«სბესბსგბგი ს –_”ა” ” –” 
აქ ჩვენ გვაქვს ორ ინტეგრალთა სხვაობა. 

პირველი ინტეგრალი აღებულია მრუდზე მ, მეორე –– ექსტრე- 

მალზე ეკ. ახლა დავსვათ შემდეგი პრობლემა: შესაძლებელია თუ არა 

ეს სხვაობა წარმოვადგინოთ ერთი ინტეგრალის სახით, ·რომელიც 

აღებულია ერთსადაიმავე შესადარებელ. მ მრუდზე. 

ვთქვათ #8 ექსტრემალი გარშემორტყმულია ველით. 

დავამაგროთ ახლა დასაბამი წერტილი „2. მაშინ ექსტრემა- 

ლური მანძილი წარმოადგენს ბოლო წერტილის 8 კოორდინატების 

ფუნქციას. ბოლო წერტილის ცვალებადი კოორდინატები აღვნიშნოთ 

ჯე ზის მაგივრად X და V-ით, ამგვარად ექსტრემალური მანძილი / 

წარმოადგენს X და » ფუნქციას: / (X,, I, X, 1), (+ და 1, არიან 
მუდმივი და წარმოადგენენ ”/ წერტილის კოორდინატებს). ავიღოთ 

ველში რომელიმე წერტილი X (X, 1). #4 წერტილიდან ს-მდე აღე– 
ბული ინტეგრალის მნიშვნელობა იქნება 

#7Iთა წია %· ) 

აღვნიშნოთ 

# 00ც 10 X, ))=ჯ%7/ (X, 1) 
ჩვენ ვიცით, რომ 

ი” , 

3- =/ (2, 1) #)– ჩ /V (% 7» ჩხ 

4-= V (2 1) #). 

/ არის X და ფუნქცია: ჩ=ჩ Cთ,
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(მართლაც, როგორც ჩვენ ვიცით, ყოველ ორ წერტილს შორის 
ქელში შეიძლება გავიყვანოთ ერთი და მხოლოდ ერთი ექსტრემალი. 

და ყოველი # წერტილისათვის გვექნება ერთი 

და მხოლოდ ერთი ექსტრემალი, რომელიც 8 

აერთებს ამ წერტილს #7 წერტილთან. მაშა- 

სადამე, ამ ექსტრემალზე გვექნება # წერტილის 

ერთი მხები. ყოველ 7 (X, 7). წერტილს შეე- 
საბამება „ერთი მხები და, ამგვარად, ამ მხების 
კუთხის 1ძ, ანუ, # წარმოადგენს ” წერტილის /4 

კოორდინატების ჯ, # ფუნქციას: 

#ჩ=/ (>, 1)). 
ექსტრემალური მანძილი მკ ექსტრემალისათვის იქნება «C (X,, Vე) 

მივმართოთ ახლა შემდეგ ხელოვნურ ხერხს: 

გამოვაკლოთ LV (X,,/ე)-ს I (X,ც 7,). ამით არაფერი არ შეიცვ- 

ლება, რადგან 1 (X,)) არის ნული. ამგვარად, ექსტრემალური 

მანძილი შე ექსტრემალისათვის შეგგიძლია გამოვხატოთ როგორც: 

ზი (+); 72)–– ზი (X,, “)- 
ახლა ეს სხვაობა შეგვიძლია წარმოვადგინოთ ინტეგრალის სახით: 

V (+, (Xს7)= /, "ძი (>, 1), (ა). 

ინტეგრალის ქვეშ მყოფი გამოხატულება შემდეგნაირად გარ- 

დავქმნად: 

ნახ. 24, 

ძთ (5 1)=. 9. სი: +497» 

ანუ, რადგან » არის ჯ-ის ფუნქცია: 

ძი (ს უ)= (-% მ +7-9- –) ძა: 

ინტეგრალური აღრიცხვიდან ცნობილია, რომ ინტეგრალი აღე– 

ბული უკანასკნელი გამოხატულებიდან დამოუკიდებელია იმ გზიდან, 

რომლითაც ინტეგრალს ვიღებთ და ყოველი ასეთი გზა ინტეგრალი- 

სათვის ეოთსადაიმავე შედეგს მოგვცემს.! 

ასეთ გზად ავიღოთ მ მრუდი. თუ გავიხსენებთ -2. და · 

გამოხატულებებს, რომელიც ზემოთაა დაწერილი, (ა) ინტეგრალისა- 

თვის შემდეგ მნიშვნელობას მივიღებთ: 

1 '(/C>/ 0 1))– # (92)// 657 C.1))+ 
+) (0 // 0ს# (5, 1M)1 ძX. 

ეს არის ინტეგრალი / აღებული მა მრუდზე ე. ი. /ე)- 

  

9, "
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+–+/ შემდეგი სახით დაიწერება: 

ა/= / "ი 700, 7C)– / (იჩ (ი 1))– 
–( V (ე) –ჯ (X, წ))) #”M (97 ჩ (X 7)) | ძა: 

ჩვენ ვხედავთ, რომ #/ გამოხატულია ერთი ინტეგრალით, რომელიც 

აღებულია მ მრუდზე. 

ახლა ადვილად შევამჩნევთ, რომ ინტეგრალის ქვეშ მყოფი 

გამოხატულება წარმოადგენს ფუნქციას 6IX,7C, # (1), + (XI. 
ამგვარად დავწერთ: 

ა/= / ”წწი» (2), (თ) # (201 ძX. 
ეს ფორმულა კიდევ ასე დაიწერება: 

ბ/= ნ 80) (07) 4+. 
დაეუბრუნდეთ ახლა ისევ ფუნქციას: 

– L (X:, 1, ჩ, ჩ)=/ 05 > /) –/ 05 3) ჩ)– (ჩ-ს (C2 1) ჩ)- - 

როკა #ხ=/, მაშინ LCს1) ჩ, ჩ)=0, როგორიც არ უნდა იყოს 

X ღა 1. 

ს ფუნქციის ასეთ მოსპობას ჩვეულებრივი მოსპობა ეწოდება. 

მაგრამ შესაძლებელია # ფუნქცია მოისპოს რომელიმე მნი- 

შენელობისათვის #,, რომელიც /#-გან განსხვავდება. 

მაშინ ამბობენ, რომ 

L ფუნქციის მოსპობა 

არ არის ჩვეულებრივი. 

ამ არაჩვეულებრივ მოს- 

ჰობას შემდეგი გეომე- 

ტრიული მნიშვნელობა 

აქ>ვს. 

გავიყვანოთ ფიგურა- 

ტივი და ამ ფიგურა- 

> ჯ ტივიზე ავიღოთ რო- 

მელიმე წერტილი აბს- 

ცისით /. ვთქვათ ახლა 

არსებობს ფიგურატი- 

ნახ. 25, ვის მეორე წერტილი 
აბსცისით ჩ,ისეთი რომ 

ფიგურატივის მხები გაყვანილი პირველ წერტილზე ეხება ფიგურა- 

ტივის მეორე წერტილზედაც. 

    

დ
ე
ა
ე
ე
ა
ე
ა
ე
ა
ე
ა
ა
-
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ამ მეორე წერტილზეც ფუნქცია იქნება ნული. 
ამგვარად იპისათვის, რომ არსებობდეს არა ჩვეულებრივი მოსპო- 

“ბა, საჭიროა რომ ფიგურატივის მხები ორჯერ მაინც ეხებოდეს მრუდს. 

გამოვიყვანოთ ახლა ძლიერი ვარიაციის საკმარისი პირობა. 

ჩვენ ზემოთ მივიღეთ: 

ა/= L X (X, 15 7 (%, 1); 1”) ძX. 

თუ ფუნქცია 7: (X, 2) / (%;)#) არის მეტი ნულზე, მაშინ ინტე- 

გრალიც იქნება დადებითი და დადებითი იქნება აგრეთვე 4/. 

ჩვენ ეხედავთ, რომ პირობა, ფუნქცია #(51/(X7)”) 
ველის ყოველი წერტილისათვის და #V-ის ყოველი 

სასრულო მნიშენელობისათევის იყოს დადებითი, 

წარმოადგენს საკმარის პირობას ექსტრემუმისა- 

თვის. 7 

თუ ეს პირობა შესრულებულია, მაშინ #/ იქნება ყოველთვის 

“დადებითი და მაშასადამე, გვექნება ექსტრემუმი. მაგრამ ეს პირობა 

სრულებით არ არის აუცილებელი. შესაძლებელია ექსტრემუმი იყოს 

და ამავე დროს ეს პირობა შესრულებული არ იყოს. 

ეს ცხადია იქიდან, რომ იმისათვის, რომ ინტეგრალი იყოს 

დადებითი არ არის აუცილებელი, რომ ინტეგრალის ქვეშ მყოფი 

ფუნქცია ყოველთვის იყოს დადებითი. 

ახლა ისმება საკითხი ექატრემუმის ისეთი პირობის შესახებ, 

რომელიც ერთსა და იმავე დროს ექსტრემუმის აუცილებელ და საკ- 

მარის პირობას წარმოადგინს. 

ასეთი პირობა ჯერჯერობით. გამოყვანილი არ არის. თვით ის 

საკმარისი პირობა, რომელიც ჩვენ ზემოთ გამოვიყვანეთ და რომე- 

ლიც ჯერჯერობით ერთადერთი ცნობილი საკმარისი პირობაა, დიდ 

ნაკლს შეიცავს. ის, თუ შეიძლება ასე ითქვას, არის მეტად საკმარისი 

პირობა. უდიდესი ნაწილი იმ შემთხვევებისა როდესაც არსებობს 

ექსტრეძუმი, ამ პირობის გარეშე რჩება. 

პირობა ნ(21/0/X »V1I> 0 კიდევ სხვა სახით შეგვიძლია 

'წარმოვადგინოთ. 

ჩვენ ვიცით რომ: 

LV აჯ (X, 1 ულელ MM (6C> 3, #").   

7:IX 1, ს(X, 7), ჯ) იქნება დადებითი, თუ დადებითია /„/ (X, 1, 8“). 

ამ გზით ჩვენ მივიღებთ შემდეგ ექსტრემუმის საკმარის პი- 

-რობას: 

წოლა #)
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მთელ ველში უნდა იყოს დადებითი. 

განვიხილოთ ახლა მაგალითი. 

ავიღოთ პრობლემა ბრუნვითი ზედაპირის უმცირესი ა+ისა. 

როგორც ვიცით, ეს პრობლემა მიიყვანება ინრეგრალის. 
"ი ი“ 

# »” I 1+)”2იჯ 

მინიმუმის მოძებნაზე (# არის დადებითი). 

ვნახოთ არის თუ არა ამ შემთხვევაში დაცული ექსტრემუმის. 

საკმარისი პირობა: //V (X, #)> 0. 

  

გვექნება: , 

„7, = _2 , 

VII) 
/,= 2 ვ 

იუ? 
ამგვარად, მივიღებთ: 

IV (2602 ჯ)=–. 

ძ-ო! 
რადგან ” არის დადებითი, ამიტომ /#/,/ (%, #1) იქნება დადებითი 

როგორიც არ უნდა იყოს ჯ. 

მაშასადამე, ექსტრემუმის საკმარისი პირობა შესრულებულია. 

ჩვენ წინათ დავინახეთ,. რომ თუ არსებობს ინტეგრალის მინი– 

მუმი, ამ მინიმუმს ინტეგრალს მიანიჭებს ჯაჭვის მრუდი, რომელიც 

აერთებს 7 და 8 წერტილებს (”/ და 8 შორის ჯაჭვის მრუდზე არ 

უნდა იყოს 4-ს შეუღლებული წერტილი). 
რადგან ასეთი მინიმუმის არსებობა დამტკიცებულია, ამიტომ 

დამტკიცებულია აგრეთვე, ის, რომ ჯაქვის მრუდი ნამდვილად ანი– 

ჭებს ჩვენს ინტეგრალს მინიმუმს. ამგვარად, ის ზედაპირი, რომელ- 

საც მივიღებთ ჯაქვის მრუდის ბრუნვით X ღერძის გარშემო, წარმო- 

ადგენს უმციოესი არის ზედაპირს. 

ახლა მოვიყვანთ ექსტრემუმის ყველა იმ აუცილებელ და ს)კ- 

მარის პირობებს, რომელნიც წინათ გამოვიყვანეთ. მოვიყვანთ ჯერ 

აუცილებელ პირობებს. 
|. უნდა შესრულდეს Lს16I-ის დიფერენციალური განტოლება: 

ძ 
#-–->#/ #=“ 

I. უნდა იყოს დაკმაკოფილებული შემდეგი L#6ძ6ძი:6-ის პი- 

რობა:
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#00=/»V LX 70 (X); Xა (2: | 
არის დადებითი. 

III. „# და 8 წერტილს შორის ექსტრემალზე არ უნდა მოთავ–- 

სდეს #4 წერტილის შეუღლებული წერტილი. 
IV. უნდა ჰქონდეს ადგილი უტოლობას: / .5 _ 

სწა 27(X), ი (20, #1 >>0 , /ი/! 
ჯ რიცხვის ყოველ სასრულო მნიშვნელობისათვის. 

ეს არის ექსტრემუმის აუცილებელი პირობანი. 

ექსტრემუმის საკმარისი პირობებიდან ჩვენ ვიცნობთ შემდეგს: 

ჯა» X»# 2(% )» ჩ) >0 _ 

ქველის ყოველი წერტილისათვის და ყოველი სასრულო ჩ -თვის.



თავი II. ს 
ლექცია XIII 

ვარიაციათა ალრიცხვის პარამეტრული პრობ- 

ლემა. ინტებრალის დამოუკიდებლობა პარა- 
მეტრის არჩევისაზგბან. 

ამ თავში ჩვენ გვექნება ვარიაციათა აღრიცხეის პრობლემის 

-რულიად ახალი დაყენება. 

წინათ ვიხილავდით ინტეგრალის 

1, #0 » კე ი» 
მინიმუმს. 

რადვან მრუდის განტოლება გექონდა »X=7 (X) სახით, ამიტომ 

განორიცხული იყო ისეთი შემთხვევა, როდესაც # ღერძის პარალე- 

ლური სწორი მრუდს კვეთდა ერთზე უფრო მეტ წერტილში. ამის 

გარდა ის შემთხვევაც გამორიცხული იყო, როდესაც მრუდს, რომე- 

ლიც ,4 ღა 8 წერტილს აერთებდა, რომელიმე წერტილში აქვს )” 

ღერძის პარალელური მხები, რადგან ასეთ პირობებში „ გახდებოდა 

უსასრულო. 

მაგრამ შესადარებელი მ მრუდის ასეთი შეზღუდვები არ არის 

კასურველი ვარიაციათა აღრიცხვის პრობლემის დამოუკიდებლად 

დაყენების დროს. ის გზა, რომლითაც ჩვენ წინათ ვსარგებლობდით, 

პრობლემას ძალიან ვიწრო ჩარჩოებში აყენებს. ამიტომ ჩვენ აქ მივ- 

?აოთავთ ახალ გზას. 

იმ პრობლემას, რომელსაც ამ შემთხვევაში დავსვამთ, ეწოდება 

ვგაოიაციათა აღრიცხვის პრობლემა პარამეტრალური სახით ან მოკ- 

<ედ „/ პრობლემაბ. . 

ვთკვათ მრუდი არის წარმოდგენილი პარამეტრალური სახით 
X=7X (I), »=/ (/). როცა პარამეტრი / იცვლება #,-დან ჯ,-მდე, მაშინ 

კთქვათ წერტილი (ჯ, 1) გაივლის გარკვეულ მრუდს „-დან #8-მდე. 
ამ შემთხვევაში ჩვენს წინაშე დგას პრობლემა ინტეგრალის: 

#" LC 15 4) 1) ი/ 

-ი5ინუმის მოძებნისა.
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X და L არის აღებული ისეთ გარკვეულ არეში, სადაც # ფუნ- 

ქციას ყოველი ცვალებადის მიმართ აქვს პირეელი სამი რიგის განუ- 

წყეეტელი წარმოებული “–-– 

ამის გარდა XL(/) და XC) ფუნქციების შესახებ ვიგულისხმოთ, 
"რომ ისინი არიან განუწყვეტელი და აქვთ პირველი რიგის წარმოე- 

ბულები, რომელნიც აგრეთვე განუწყვეტელნი არიან. 
დავუშვათ აგრეთვე, რომ ჩვენ მრუდს არ აქვს განსაკუთრე- 

ბული წერტილები, ე. ი. შეუძლებელია, თომ X და + ერთდროუ- 

ლად მოისპოს, ანუ, შეუძლებელია, რომ #1++2=0 

ცხადია, რომ ვარიაციათა აღრიცხვის 'პარამეტრალური პრო- 

ბლემის დაყენების დროს უკვე საჭირო არ არის შემოვიტანოთ ის 

პირობა, რომ )” ღერძის პარალელური სწორი მრუდს ერთზე მეტ 

წერტილში არ კვეთდეს, ან და ის, რომ მრუდის მხები ! ღერძის 

პარალელური არ იყოს. 

ცხადია, რომ მრუდის წარმოდგენა პარამეტრალური სახით 

მაგალითად, ელიპსის "განტოლება ჩვენ შემდეგი სახით შეგვი- 

ძლია გამოვხატოთ: X=02060351 X=ხ51ი/, ან, 

  

2ძ<5 სხ(1-–-–) 

1-5. 1 კელი 

ამიტომ, საერთოდ მრუდის პარამეტრული სახით წარმოდგენის 

დროს სხვადასხვა შესაძლებლობას შეგვიძლია მივმართოთ. 

თუ XC) არის / მონოტონური -ფუნქცია, მაშინ შეიძლება ამ 

ფუნქციის გარდაწყვეტა / შესახებ. გვექნება /1=Cდ(ჯ). როცა ჩავ- 
სეამთ / მაგიერად დ (2)-ს V=7'(/) გა ანტოლებაში მივიღებთ 

:=#Iი Cა)=4 6. 
ამ შემთხვევაში / პრობლემა X პრობლემაზე მიიყვანება. 

ავიღოთ ინტეგრალი 

X= 

/ წლ ს» 2 ე) 4! თ) 

და განვიხილოთ ოომელიმე მრუდი, რომელიც 4 და ც წერტი- 

«ლებს აერთებს. აღვნიშნოთ ეს მრუდი მ. ვთქვათ, მრუდის განტო- 

ება არის +=XL(/) და ”=1 (I). შევცვალოთ პარამეტრი ; ამნაირად: 

ვთქვათ +#=0(-). ამგვარად I პარამეტრის მაგივრად ვღებულობთ 

"ახლა პარამეტრს <. <. მაშინ X და » იქნებიან <-ს ფუნქციები: X=დ (5), 

+=%(< ".
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ინტეგრალი (1), აღებული მ მრუდზე, თუ ეს მრუდი X=X(/. 
X=XVI) განტოლებებით არის გამოთქჰული, იქნება: 

|? (XV, 700, X#CI, ”VCVIV. (ი 

იგივე ინტეგრალი აღებული იმავე მრუდზე, მაგრამ გამოთქმული: 

< პარამეტრის საშუალებით, იქნება: 

1, M(8C , 5 CC, დ რ, + C)) ძ- · 0II) 
ინტეგრალი, აღებული მრუდზე, რომელიც გამოთქმულია ჯ პარა- 

მეტრის შესახებ, სახოგადოდ არ ეტოლება ინტეგრალს, აღებულს: 

იმავე მრუდზე, გამოთქმულს < ·პარამეტოის შესახებ. ინტეგრალი: 

აღებული რომელიმე მრუდზე დამოკიდებულია პარამეტრისაგან, რომე-- 

ლსაც ჩვენ ავიღებთ ამ მოუდის გამოსახატავად. მაგრამ ეს არ არის 

სასურველი, რადგან მაშინ იძულებული ვიქნებით თავშივე შევზ- 

ღუდოთ ჩვენი თავი პარამეტრის არჩევით. 

ჩვენ „გვინდა, რომ ინტეგრალს, აღებულს რომელიმე მოუდზე,. 

ჰქონდეს ერთი გარკვეული მნიშვნელობა, დამოუკიდებელი პარამეტ- 

რის არჩევისაგან. 

ვნახოთ რა პირობის დაცვაა საჭირო იმისათვის, რომ ამ გარე–- 

მოებას ადგილი ჰქონდეს, 

აღვნიშნოთ | და III ინტეგრალი შესაბამისად /, და /,. ჩვენ. 

გვინდა, რომ 

#=07#ჩ 

დ ()=+ ს რ), + თ= 6 CI. 
ა ედა ივიღე თ: 

“C0=X C6Cრ) V C, V 0=V” 6 ო)იCდ, 

ჩვენ გვაქვს: 

ანუ, 

, იი 1 – 
X (/)=(' (-) VC). და MV (/1=%” (5) „დ C) 

ამგვარად, ჩვენ ვიპოვეთ X»(/) და + (/) გამოხატულება“ საშუა-- 

ლებით. ახლა თუ II ინტეგრალში / მაგივრად ჩავსვამთ 0 («), ინტეგრა- 

ლის ნიშნის ქვეშ ცვლადის გარდაქმნის დებულების ძალით, მივიღებთ:. 

M , , 

#= 1 "ჩ(+C0, »CV, «თ, ”Cთ) #= 

–-ეასას” “ა 
ახლა ენახოთ როდის ექნება ადგილი ტოლობას: /, =/., ანუ,. 

“ , ,/- ს 1 

წნ #6 («CV 545, # თ+4+.V9 ს ) 4:=
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= 

= / ”/'(დ<C), «ლ, 7 რ, V C))ძ5. 
საზოგადოთ ასეთ ტოლობას ადგილი არ ექნება, მაგრამ ის ყო–- 

ველთვის შესრულდება, თუ რომ ინტეგრალის ქვეშ მყოფი ფუნქცი- 

ები ტოლი არის, ე. ი. 

I (თ (=<, 4 CC), «' (5), ? (<))= 
. ' 70.1 ი, 1 =V /'(ჯ(), «(5, «(0 §§VC ჯ-) იი 

(IV) პირობა ზწესრულებული იქნება, თუ შესრულებულია პი- 

  

I (X, V 2) #)=LL(C% » XX” MI) I 3 

ჩ#(5 » XX”, 1)')=%# (9 2) 2) 1? (V) 

ეს არის ის პირობა, რომლის შესრულება საკმარისია იმისა- 

თვის, რომ ინტეგრალი დამოუVჯიდებელი იყოს პარამეტრის არჩევი- 

საგან. 

(V) ტოლობა გამოხატავს იმას, რომ /” · ფუნქცია უნდა იყოს 

ერთგვაროვანი პირველი რიგისა ორი უკანასკნელი 2) 1” (ცვლადის 

შესახებ. 

LLCX, ს 1, +) ფუნქციიდან ვითხოვთ იმას, რომ ის (V) პირო- 

ბას აკმაყოფილებდეს. 

ავიღოთ ინტეგრალი 
, ვეაეა– 

#ჩ' 0ე'-)V+ #1+-)? ) ი, 
ვნახოთ, დაცულია თუ არა (V) პირობა. 

ჩავსვათ X»' მაგივრად X # და V-ის მაგივრად VI. გეექნება: 

XLV – XL + 1 გ ვ2--I2,4=/ (+) – I + V +” +?) 
ჩვენ ვხედავთ, რომ (V) პირობა დაცულია. 

ამგვარად, აღებული ინტეგრალი დამოუკიდებელია პარამეტრის 

არჩევისაგან. 

გავაწარმოოთ 7” (% 1 #X) #1)=# I (% MX) ტოლობის 

ორივე მხარე #-ს მიმართ. მივიღებთ: 

ჯ" MX (XV), 195 00+# ს” 09 » XXI, L/)ლ=7' (წ 7 0) IX). 

ამ ტოლობას ადგილი უნდა ჰქონდეს კერძოდ მაშინ, როცა 

#=1. ჩვენ მივიღებთ შემდეგ ტოლობას: 

L=X LL + LV. (VI) 

განვაწარმოოთ ეს ტოლობა Vჯ შესახებ. გვექნება: 

, =1/ + LM LL" + ” 1



აქედან 
X ა /+-” L./=0 (VII) 

განვაწარმოოთ (VI) ტოლობა + შესახებ. დავწერთ: 

1 =#MV/ + XV VI +) 79% 

აქედან 
2 1.MV+) 1 7„=0 (VIII) 

(VII) და (VIII) ტოლობებიდან მივიღებთ 

ხი ხV _ MM 
Vჰ გ" ჯ9 

ამ საერთო შეფარდებას აღნიშნავენ 

L, (ს »”» 2) 4 

განვაწარმოოთ ახლა (VI) X შესახებ, მივიღებთ 

L.=2! L,,+V IV. (IX) 

(VI) განწარმოება ” შესახებ მოგვცემს 

ჯ,=X Iა+V #7 (X) 

(VIი0) (VIII), (IX) (X) ტოლობებს ექნებათ ჩვენთვის, შემდეგისათვის,. 

დიდი მნიშვნელობა. ' 

-L ლექცია XIV. „/, 
+ პირველი ვარიაცია. 
  

გვაქვს ინტეგრალი ·. 
' 

#L წთ» 15 ეე #. 

ავიღოთ ორი წერტილი / და #. 

ამბობენ, რომ ე მრუდი მინიმუმს ანიკებს ინტეგრალს,. თუ 

არსებობს ისეთი 2 რიცხვი, რომ ინტეგრალი აღებული ე მრუდზე >> 

ვიდრე ინტეგრალი აღებული ყოველ სხვა მრუდზე, რომლის წერტი- 

ლები დაშორებული არიან ე მრუდიდან 4«-ზე ნაკლები მანძილით.. 

ასევე განსაზღვრული იქნება მაქსიმუმი. , 

ვიპოვოთ პირველი აუცილებელი პირობა ექსტრემუმისა, 

ვთქვათ ე მრუდის განტოლება არის X=Xჯ (I), /=/ (L). 

ავიღოთ ახლა რომელიმე შესადარებელი მ მრუდი. ვთქვათ 

მისი განტოლება არის: 1:=ჯ (/)-+< /I (1), ჯ=)' (7)+5 ( (I), (V! (I) და დ 0) 
აკმაყოფილებენ პირობას” / (/,)=#(/,)=0, დ (/,)=9(C,)=0, რადგან. 

მ მრუდი გადის 7 და 8 წერტილებზე).
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განვიხილოთ შესადარებელი მრუდების კერძო კლასი, რომელ– 

თათვისაც 6 ჯ-გან "დამოუკიდებელი მუდმივი პარამეტრია. 

ჩავსვათ ეს ფუნქციები ჩვენს ინტეგრალში. 

/' #(» ()+5 / (1), X(I)+5V(/), X'(/)+5 / (I); 1! (I))+ 2; (I) ”/! 

| ეს ინტეგრალი წარმოადგენს «-ს ფუნქციას; აღვნიშნოთ იგი 

I (ე. სრული ვარიაციისათვის #/ ჩვენ მივიღებთ შემდეგ გამოსა- 

ხულებას: 

4/= # 9? 5(X0)+- # (), 7(I)+§ჯ (0), > (0)+5/ (0, V (0+6/ (0)VI– 

' · -- / მM(XC, 7CV, XC), 7C))4/,-“' 

გამოსახულება, რომელიც იმყოფება ინტეგრალის ქვეშ, დაე– 

შალოთ 1მXIV-ის ფორმულით. 

მივიღებთ: 

“ : 
ტ/=§ (5 (=»MV)+ნ,§0+- ნ, I (0+ჩ 7 (0) /+6.# 

' 

თუ = მოთავსებულია საკმაოდ მცირე ფარგლებში, მაშინ როცა § 

შეიცელის ნიშანს, 2 / აგრეთვე შეიცვლის ნიშანს, თუ ინტეგრალი, 

# 

  

ნახ. 26. 

რომელზედაც მრავლდება §, ნულისაგან განსხვავდება. აქედან გამომ- 

დანარეობს მინიმუმის შემდეგი აუცილებელი პირობა: 

# ჩ(= M()+ჩ, §(0+ჩ/ M(0+#ჩ,7/ დ ფ))=0 (1) 

კერძოთ შეგვიძლია ისეთი შესადარებელი მრუდი ავიღოთ, რონ 

/II)=0, ე. ი. X=X (/), X=V) (I)+5 § (I).



მი – 

რადგან ჩვენი პირობა ამ შემთხვევაშიაც უნდა იყოს დაცული, 

ამიტოპ უნდა გვქონდეს: 

L (I ფ)+-L/," ())/=0 ძი 
ა”' 

ახლა თუ ისეთ შესადარებელ მრუდს ავიღებთ, რომ (CV) =0, 

მაშინ მივიღებთ: 

#/ X- ს 0+ჩნ, MV))ძ=0 ·(I0 
' 

პირობა (I) ექვივალენტურია (II) და (III) პირობის, რადგან 
ეს პირობები მიიღება (IL) პირობიდან და პირიქით (L) პირობა იქ- 

ნება დაცული, თუ დაცულია (II) და (III). 

გამოვიყენოთ ახლა ლემა, რომელიც წინათ დამტკიცებული 

გვქონდა. 

თუ ინტეგრალი 1 ა (CV (2) »+» CV) ”) ძ:: ნულის ტოლია და 

ფუნქცია + ისეთი თვისებისაა, რომ» (+,)-=)'(X,))=0, მაშინ 2) M (ე- 

ამ ლემის ძალით (|I) და (III)-დან მივიღებთ შესაბამისად: 

· /“ „-, ' 
1,= V L„, 

–ნ=-4 #/“ 
თ 

ეს არის ის პირობები, რომლებსაც უნდა აკმაყოფილებდეს ის 

მრუდი, რომელიც ინტეგრალს ექსტრემუმს უნდა ანიჭებდეს. 

ერთი განტოლების მაგივრად, რომელიც გვქონდა X პრობლე- 

მისათვის, აქ გვაქვს ორი განტოლება. მაგრამ აქაც საქმე შეგვიძლია 

ერთ განტოლებაზე დავიყვანოთ. 

ჩვენ გვაქვს ტოლობა “ 
,=X ჩ..+4+V XL ·(იხ. 78. გვ). 

55 , _–. 2 

ვიპოვოთ -L- LL” 

დავწერთ: 
ძ 

“ IM, =X L,,+) ს) +X L” +) LV 

ამგვარად გვექნება: 

LI––- ი >, =2-6,+V I“. – XVIII, (7 2 I. 'L„ ,/ > "I, IL „ = 

ეს განტოლება ასე შეგვიძლია გადავწეროთ: 

ჯ '(„' “/“ აი- X #7 ეს, ”/.=
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ახლა თუ ამ ტოლობებში #,” და I” / მაგივრად ჩავსვამთ მათ 

„გამოხატულებებს |, ==? /',, II V ლ–X% წა. 1) რომლებსაც მივიღებთ 

ტოლობებიდან 

დავწერთ: 

/5--%- #6, =X (5, – ნ/)+ 7, (75% –511=0,. 
სრულებით ამავე წესით მივიღებთ , 

ს- მწი სMს,- -)+5 06% –2951=0. 

(I. – ა “-/ (+ XI ') აღვნიშნოთ 1-თი. ამგვარად გვექ - 

ნება: ს 

- ძ , ო (95-94: ს, =#1= 
= 

ი - , 
LI-– )',=–-ჯ 1=0 

ახლა რადგან ჩვენი პირობის ძალით XV და + ერთდროულად არ 

ზეიძლება მოისპოს, ამიტომ იმისათვის, რომ უკანასკნელი ტოლობანი 

“მესრულდეს, საჭიროა, რომ 1=0,. ანუ, _ 

(წ, –L. „»ა+IL, (1 “ჯ 55=0» 

ეს არის ის განტოლება, რომელზედაც დაიყვანება ნ6სI0-ის ორი 

განტოლებანი: - 

, "ძ ა 
ხს ML=ბ ჩკ ხი=მ ძი 

ამ განტოლებას VV6I%-5C28§5-ის განტოლება ეწოდება. 

მაგრამ მარტო 71=0 განტოლება არ არის კიდევ საკმარისი. 

ამასთან უნდა გექონდეს მეორე განტოლება, რომელიც გვაძლევს (L 

პარამეტრის დამოკიდებულებას ჯ. და +-თან. იგი ჩვენ გვიჩვენებს, 

თუ რას წარმოადგენს პარამეტრი /. % 

თუ, მაგალითად, პარამეტრი / არის მხების კუთხე, მაშინ 

    35 -5==7== 6087, ან და, ---= #. 

როგორიც პრ უნდა იყოს ეს განტოლება, #=0 მაინც უნდა 

იყოს დაკმაყოფილებული.. 

ვთქვათ, ამგვარად, განტოლებასთან #=0 ერთად არის მოცე- 

მული მეორე განტოლება, და X=C (, თ, 8) X=%(/, თ, 8) არის მათი 
ინტეგრალი. « და 3 არიან ნებსითი მუდმივები. მივიღებთ მრუდთა
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მთელ ოჯახს. ამ ოჯახიდან უნდა ავიღოთ ის მრუდი, რომელიც აერ- 
თებს წერტილებს 4 და #8. ამისათვის უნდა იყოს დაკმაყოფილე– 
ბული შემდეგი პირობანი: 

X=დ§(/,, თ, 3) 

V=%V(/, %, ჩ) 

2ე=6 (/,, «თ, 3) 
Vე =წ (/.) X, 8) 

მივიღეთ ოთხი განტოლება, რომელნიც ოთხ უცნობს შეიცავს. 

თ, 3, 1, 7. (/, 'და /, მნიშვნელობა თავიდანვე არ არის ცნობილი, 

ჩვენ ვიცით მხოლოდ ორი წერტილი „I და 8, რომლებზედაც მრუღმა 

უნდა გაიაროს) ამ ოთხი განტოლებიდან მივიღებთ უცნობებთა 

თ; 8, 1,, I, მნიშვნელობებს, ერთს ან რამდენიმეს. 

ვთქვათ, რომ ჩვენ მივიღეთ ასეთი გარდაწყვეტის ერთი სის- 

ტემა: თა, 3,; /, აი: 
მრუდი X=5%(ჩ თ., მას X=%(/, 7, პას) არის ისეთი თვისების, 

რომ არც ერთ მრუდს. მის გარჯა არ შეუძლია მიანიჭოს მინიმუმი 

ჩეენს ინტეგრალს. ამ მრუდს ეწოდება ექსტრემალი. 

მრუდი, რომელიც ექსტრემალიდან განსLწვავდება, ვერ მიანიჭებს 

ინტეგრალს მინიმუმს, მაგრამ შესაძლებელია, რო1 თვით ექსტრე- 

მალმაც არ მიანიჭოს ინტეგრალს ექსტრემუმი. 

განვიხილოთ ახლა ერთი მაგალითი, 

“კ ვთქვათ გვაქვს ორი წერტილი 24(+,, 1) და #(X,, I). შევა- 
ერთოთ ეს ორი წერტილი ისეთი მრუდით, რომ მა ჯერიალური 

სხეული, რომელიც ამ მრუდით იმოძრაეებს სიმძი3ის ძალის გავლენით, 

უმოკლესი დროის განმავლობაში გაივლის მანძილს ,#/-დან /-მდე. 

როგორც ვიცით, ამ პრობლემას ბრაქისტოქრინის პოობლემა 

ეწოდება. > 
აღვნიშნოთ სხეულის მასა /, და სხეულის პირველდაწყებითი 

სიჩქარე, ე. ი. სიჩქაოე „I წერტილში 1, ცვლადი C წე”ი.ტილის 

კრორდინატები აღვნიშნოთ X, » და მისი სიჩქარე L. 

თანახმად მექანიკის ცნობილი ფორმულისა ცხოველი ძალების 

შესახებ, დავწერთ: 

MM. (ლობ 
გმლოფლ=7I4/ 

ცხადია, რომ #=)-- 1, (ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ V ღეოძი ვეოტი- 

კალურად არის გაყვანილი, მხოლოდ X ღერძი კი პორიზონტალურად). 

უკანასკნელი ფორ?ზულიდან გვექნება: 

ზა" =2ს( I--1) +1,'.



აქედან 

>-V 2(:-7)+91-=V % 1/ (+–-)ა+5%- 
აღვნიშნოთ <=. დავწერთ: 

==V 2 V (7–1)+# 
მაგრამ => . მაშასადამე, 

  

9 =V % V –»)+ს. 
აქედან 

=- 1 /დიM) 45 __ _ 
“ 7 2.0) V(>-7)+X 

საკითხი მიიყვანება შემღეგი იატეჯგრალის მინიმუმის მოძებნაზე: 

   
( “2 IL >» 

/= L” ეი» ღარ. (აქ / არის პარამეტრის 
წ) >? 

მნიშვნელობა და არა დრო). ვიპოვოთ ამ ინტეგრალის მინიმუმი. 

: 5 / 28 -LV9 ი 
იმისათვის, რომ ვიპოვოთ ინტეარალის /= | ?' 3 214571 «4. ვ ვიპოვ ტეგრალის / #/ #6 30 +1 

მინიმუმი, საჭიროა მივმართოთ ერთს რომელიმეს განტოლებათა 

LL. – 4. I.„'=0, I-– 7 + 1,'=0, ჯI–=0 შორის. 
ი 

ჩვენი პრობლემა ყველაზე უფრო მარტივად გადაწყდება, თუ 

მივმართავთ განტოლებას: (5 – 4 /6/=0 · 

ჩვენს შემთხვევაში #„.=0. ამიტომ გვევნება: -7 /=0 0. აქე- 

დან #„=ძ. ეს არის ბრაქისტოქრინის დიფერენციალური განტო- 

ლება, ენახოთ ახლა რა არის /:,. დავწერთ: 

I” = წლ · –––– 
I ფლო. " აა–ხ 

ამგვარად, გეექნება 
+“ 

  ლღლლა == =0. 
წყალ ჯი საღ ჯი. IC 159 2+57#. 

ახლა საჭიროა ამოვარჩიოთ პარამეტრი /. ასეთ პარამეტოად ა ვი“ 
ღოთ კუთხე რომელსაც ბოაჭისტოქრივი შეადგენს X ღერძთან. 

მაშინ 5 ==8==C%. გვექნება: 
ბ--»



აქედან 

ჯ-ა+= 5%<. 
მაგრამ C0§:1/= 1 1:95 7. ამგვარად 

ჯ–,”+-ს=-,ე- (1-+C0§5 27) 

აღვნიშნოთ > ,-=#. გვექნება: 
X-14+-#=0C (1 –+- C05 21). 

თ იქნება დადებითი. 

მოვძებნოთ ახლა ჯ-ის გამოსახულება. რადგან / არის კუთხე, 
რომელსაც ბრახისტოსრინი 2 ღერძთან შეადგენს, ამიტომ დავწერთ 

--=1% /, საიდანაც XX -= გ , -=%CI0/. ” ვიპოვოთ ზემოთმიღებული 

ტოლობიდან: 

+–- 1) 7-#=9 (1 + 605 2/). 

გვექნება: 
, 1 == --2«თ 318 2ჯ 

ჯ”-თვის ამგვარად მივიღებთ: 

17= – 292 51ი 2/ · CI0 /= – 22 2907 5051 005( = –– 4თ C052 /. 

აქედან 

-= ,ყწს-- 4. 1-+6§052(_ , __ 21=–-4თ / 99% /ძ|ლ – 42 2 1= 

“/ ა)1) 2/ 5 · =-4( 1-+-4- )+C= – თ(2/+51ი 2/)+C 

ნებსით მუდმიევს C მივცეთ სახე X, I. გვექნება 

ჯე -1=-–-თ (27+§)ი 2/). 

ჩვენ ამგვარად მივიღეთ: 

X–X+-I= –-თ(21-+51ი 21), 

V--)14+#=6C (1 +-005 2/). 

ეს ორი განტოლება გამოხატავს ციკლოიდას. 

ამაში ადვილად დავრწმუნდებით, თუ მოვახდენთ გარდაქმნას 

2=:=-2. მაშინ C05 2/= –60§ <5, §Iი 2/= 510 <. გვექნება: 

1-1 +-I= -თ(=--<+851ი <)= –-თ2-+C(2-51ი <) 

1-)1+#M=0CV(1--6005-) 

–X4+-7+%= წარმოადგენს ნებსით მუდმიეს. 

აღვნიშნოთ იგი კვლავ X,-CI. 

ღავწერთ 
ს-ე 41=0 (+-–-§1ი –), 

X-–-)+-1=0C(1 –C05§ <=).
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ეს არის ციკლოიდის განტოლება, რომლის პარამეტრი არის 

= არის რადიუსი იმ წრისა, როზელიც მოგვცემს ციკლო- 

იდს. ინტეგრაციის მუდმივი თ ისე უნდა მოვძებნოთ, რომ ციკლო- 

იდამ #» და 8 წერტილებზე გაიაროს. 

თუ თი ნულის ტოლია, მაშინ უკვე ციკლოიდი არ გვექნება. 

დავამტკიცოთ, რომ როცა ძ=0, გვექნება სწორი პარალელური 

X” ღერძისა. ამ შემთხვევაში 8 წერტილი იმყოფება ვერტიკალუო 

სწორზე, რომელიც „4 წერტილიდან არის ჩამოშვებული. 

მართლაც, როდესაც ი=0, მაშინ უნდა დაკმაყოფილდეს შემ- 

დეგი დიფერენციალური განტოლება 

<-: თ= 

წ მა I(>-ჯ)-6 ი ს 
აქედან X=0, ანუ, X=2ძ. ეს კი გამოხატავს სწორს, რომელიც პა- 

რალელურია 4 ღერძისა და ამით ჩვენი დებულებაც დამტკიცებულია. 

ჩვენ ზემოთ ვიპოვეთ ჯერ ჯერობით მხოლოდ ბრაქისტოქრი- 

ნის პრობლემის ფორმალური გარდაწკვეტა. 

ჩვენ მხოლოდ ის დავამტკიცეთ, რომ ციკლოიდა ერთადერთი 

მრუდია, რომელსაც შეუძლია ის თვისება ჰქონდეს, რასაც ბრავის- 

ტოქრინის პრობლემა მოითხოვს.» 

დავუბრუნდეთ ახლა ისევ ზოგად თეორიას, 

განვიხილოთ პირველი ვარიაცია. 
/, 

2/=5 #, (5 MCV)+ნ,9(ს+ჩ/ /(0)+ჩნ/ “(01 

ეს პირველი ვარიაცია წარმოვადგინოთ იმ სახით, რომელიც მას 

პირველად V/CICC§C2855-- მა მისცა. ' 

/. /. 
ინტეგრალები # ს /” (I) ძი, და, (ს. ფი ნაწილობრივ 

I ' 

ინტეგრაციის წესის სამუალებით შენდეგნაირად შეგვიძლია გამოვ- 

ხატოთ: 
/” 

/” 

“ – · / “ 
# > / (0) ი! = LC »C | –# (0 -7- LI I. 

”, , = # == ძ 

LL წ თ#= |ნ:ჯთ II – / 'ჯთ -#ჩ,4. 
ამ ტოლობების მიხედვით, პირველი ვარიაცია ბ/ შემდეგი სახით 

შეგვიძლია წარმოვადგინოთ: 

6/=8 | /L„ +ჯნ/ I" +5 |“ ( L. => ჩ/)/ V)+ 

+(8–- + ჩ/)Cი |«.
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” 
მაგრამ | #L„ +,” I =0, რადგან /I(/,)==II(/;)=0 და § (/,)= 

=V(/,)=0. 
ამგვარად 

– (. L L- 9. 2 ჩ() +( I – -9- ჯL, (0| ძI. 

მაგრამ 

8, 97 #,=VI და 

ს–- 4-ს, =-1. 
მაშასადამე, გვექნება: 

/ 

ელ” / 6 -კშ) 74 

ასეთია პირველი ვარიაციის ის სახე, რომელიც მას VV/CI6I5V255-მა 

მისცა. · 

#(80 არის L-ის ვარიაცია და «() არის X-ის ვარიაცია და 

აზიტომ მათ ხშირად აღნიშნავენ შესაბამისად ა#Xჯ და ი. პირველი 

ვარიაცია ჩ/ შეგვიძლია შემდეგი სახითაც დავწეროთ: 

/. 
ბ/= L/ · (3'6ჯ – აბ) 19 

IM- V-ს აღვნიშნოთ 1-თი. პირველი ვარიაცია საბოლოოდ შემ- 

ღეგნაირად დაიწერება: 

ა = ს. /=-| ი IV. 

ლექცია XV. 

“<> მეორე ვარიაციის სსვადასხვა სახე. 
+“. 

გადავიდეთ მეორე ვარიაციის განხილვაზე. 

მეორე ვარიაციას ბ?/ შემდეგი სახე ექნება: 

/ 
გ2/ლე? #/  წC,, ცქ--2M, სე+წ,0+-2L,, სI+2ჩნ, ჩილი + 

1 · 

+2ჩ, #ჩნ+-2/, V-მ ა-27/ნ(+ჩ” VI”. (ლ 
ამ მეორე ვარიაციას შეგვიძლია სხვა სახე მივცეთ. ამისათვის 

მოვიქცეთ შემდეგნაირად: შემოვიტანოთ VV6CICI5CV85§5-ის შემდეგი 

აღნიშევნები: 

L=1, – ე M=#M +XV == +X IL, 
(#7 + 2) ,ლ7# + X IV ტოლობას ექნება ადგილი #=90 

განტოლების ძალით), M#=7/-, – XXIII (0(3)
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უკანასკნელი ფორმულებიდან გვექნება: 

21: MI '=2#/M + 2 MM", 

27: (IC =2M/წ – 2:0ჩMCL, 

215, #/.= 2M4ჩ C- 2) X"/M/-, |' დ") 
2/,,ყი=2Mდ" +2XX დ I 

თუ მივიღებთ მხედველობაში ამ ტოლობებს (III) და აგრეთვე ტოლ– 

-ობებს, I, =1090ს, 1. =--X%V I, I), =X2?8ს,, რომელნიც წინა 
·ლექციაზე გამოვიყვანეთ, (IL) შემდეგნაირად შეგვიძლია გარდავექმპტი)”) 

82/=§7 /” (I ,,ცბ+- 2,7 + ეფ +-2L/M-+-2VV IV, +2M“/ –- 

–2VXV ICI +2MM%V –- 2) XVI) +-2M§“ -+- 2X X"ფყ /, -C 1 ?/71L– 

–- 221 CL, +-X 7?) ძ/. (IV) 

წინა ლექციაზე ჩეენ აღვნიშნეთ 1ი=V/ – XV. 

განვაწარმოოთ ახლა უკანასკნელი ტოლობა. 

"მივიღებთ 

ძ: 

ი 

მიღებული ტოლობის ორივე მხარე ავამაღლოთ მეორე ხარის-/ 

ხში. დავწერთ: 

. (4 ) =ჯ / ე პლნიI?/მ-X2ყ? -- 2X" ს M6V +- 21) IV" – 2X'V IV 

=V ს- I + –- XV. 
# 

, ე –2X IM +2XX თ – 2X4 MC. 

თუ უკანასკნელ გამოხატულებას შევადარებთ (IV), შეგვიძლია 

-დავწეროთ: 

2პ/= აპ / ი LI, + სნეი/ერ+-2ჩ//-2M (MC +/') + 
71 - 

ლ 
ეს ტოლობა შემდეგნაირად გადმოვწეროთ: 

=> - /” ნ თ:C V2 , , “, თი! თ/== |” | ჩ (“#-) +2Lს/+2M (IC +#/ე+2MI+ 

<+L(I I, ბ/ე) #1+2 (I, + XIV 5) /დ+6 (მც > 9L,) ყ? | "" (V) 

მეორე ვარიაციის ეს უკანასკნელი სახე ჩვენ კიდევ შეგვიძლი> 

ჯგარდაექენათ. 

განვიხილოთ ინტეგრალი 

# ი(2ჩ/-+2MI (MC - ე) +2MV" ძI: 
1
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ინტეგრალის ნიშიის ქვეშ მყოფი გამოხატულება ჩვენ შემ ' ემდეგი 
სახით შეგვიძლია წარმოვადგინოთ: წ ა 

2L7M-–+ 2M (IC –+/' §)+2Mო" '=-- LL#1-+ 2.M/. + #2) – 

ძL ძა VV ' 
–; 2 “-.. –| "9 +2/ე ნეთ L 

ამგვარად, გვექნება 

7 ბ 2/#/+-2M (თ +7ე+2%ღქ /= 
1 

. IM ძL IM ძX» =| L/1+2MMჯ+X ი - (II-#- +  2ყყრM კ ა ი |“ 

მაგრამ |”! + 2MIC-+-» '" =0, რადგან 

/I (/,) = /! (/))=(ჯ (/,)=§ (ჯ/))=0. 
მაშასადამე, 

L (2L#/'+2M (ჩყ +#V)+2Mეე თ/= 

=- / ძე 2/ე MM + დ. # |“. 
1 

თუ მივიღებთ მხედველობაში უკანასკნელ ტოლობას, (V) შემ– 

დეგნაირად შეგვიძლია გარდავქმნათ: 

2I=50/% IV, 68) +(/M,-ა 1 – –ე 4)”. 

+2( ”"ას+ XIV I _ 4 /-) M–C+ (ჩა–ატჩ. _ 4 -): I: 

აღვნიშნოთ: 

(0 ძL #,=1,,- ემ, 4 

: (M/2 MM 
V, =/,,+X V ჰფლ––9-, 

- · ეჯი ძMV 
>» =1Iთ-+X ”სა––- 

დავწერთ: 
:ბპ/=ე1 # IV, (%- )+ +2)/,სდ+ MC | 7 იი 

ვნახოთ ახლა რა დამოკიდებულება არსებობს სიდიდეებს L, 

+VM,, M, შორის. 

გამოვიყვანოთ ჯერ შემდეგი მეტად მნიშვნელოვანი ფორმულა: 

LX + MI =7#,. ამისათვის გავამრავლოთ #=1,, -–-II#, და M= 

=#Mს “+ XVI, შესაბამისად XX და +” და შემდეგ მიღებული ტო-. 

ლობანი შევკრიბოთ.



გვექნება: 
/,V + ბ1ე'= XV I, + 11%). 

მაგრამ ჩვენ ვიცით, რომ VI. + VIII =#, 

ამგვარად, დამტკიცებულია, რომ 

I. -+- MVI=7/, 

სრულებით ამავე წესით დავამტკიცებთ, რომ MIX» -+-M#V =/“-. 

განვაწარმოოთ ტოლობა LL +M"=#, 1-ს შესახებ 

მივიღებთ: 

2 + 4X. + IX +- MX" = 15 +- I)" + 7. ,X 

უკანასკნელი ტოლობა ასე გადმოვწეროთ: 

(/-. –-#-) X+(/V – 7) = ქი პნბე გაბო წაეშ 

ახლა ამ ტოლობაზი # და XV მაგივრად ჩაესვათ მათი გამო-- 

სახულებანი: 
#= I, _ 7, V= I, +) I/5 

მივიღებთ: 

“. ი) ჩე 8 , (ვ. ”//. .21/ 
(/- –_ )“ +(/> –“ – +=X +. +V I, –- IX" V-X IV მ, – 

– ) „I VI) 

ანუ, 

· /L , –” VI , ა. (I #2 

(+ –--) 2 +(!“ ს” )) = ლებ) XIV II.5. 

აქედან 
(I, –4წი–აბ 1) +(I, 9 +. - III ჩ =0. 

ჩვენ ვხედაეთ, რომ VI და V-ის კოეფიციენტები წარმოადგენეC 

შესაბამისად X#, და M, ამგვარად 

, I +M, I =0. 

სრულებით ამავე წესით დავამტკიცებთ: 

' MI + M,1=90. 

ორი უკანასკნელი ფორმულიდან მივიღებთ: 

წ+<-– 
–”_- ს 

ეს საერთო შეფარდება აღვნიშნოთ ჩა. 

მაშინ 7, == 12, M,ლ=–-X) ჯე, »=XI?/+. 

(VI შემდეგნაირად გადმოიწენება: -



აი 

საბოლოოდ, დაეწერთ: 

თ/> ი /" I7C13) 3 მ” 14 

უს არის მეორე ვარიაციის უკანასკნელი სახე. 

ასეთი სახით ვარიაცია პირველად წარმოადგინა V/6I0(5LL855-მა. 

LV 
ლექცია XყI. 

შეუღლებული წერტილი. 

წინა ლექციაზე ჩვენ დავინახეთ, რომ მეორე ვარიაციას შე- 

გვიძლია შემდეგი სახე მივცეთ: 

ის · 3 

თ/-თ | წ (4) + ჩენი! | 
LI 

ახლა მოვიქცეთ ისევე, როგორც ჯ პრობლემისათვის. 

ჯერ სრულებით ისეთნაირადვე, როგორც Xჯ პრობლემისათვის, 

დავამტკიცებთ, რომ იმისათვის, რომ ინტეგრალი 

6 = 
I წ (4) + დ | ძი 

რყოს დადებითი, აუცილებელია რომ X#, =5>0. 

ამით დამტკიცდება, რომ პირობა L#,5>0 წარმოადგენს მინი- 

მუმის აუცილებელ პირობას. ამ პირობას L6ი6იძL6-ის პირობა ეწო- 

დება, 
ისევე, როგორც ჯ პრობლემისათვის, დავამტკიცებთ შემდეგს: 

აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმისა, რომ მეორე ვარიაცია 

დადებითი იყოს /., ფუნქციასთან ერთად, იმასში მდგომარეობს, რომ. 

აღებულ შუალედში არ არსებობდეს 1,-ის შეუღლებული ფესვი, ან 

-თუ ეს შეუღლებული ფესვი /,” არსებობს, ადგილი პქონდეს უტო- 
"ლობას: #<ჩსსი (ძის შეუღლებული ფესვი არის /,-ის უახლოესი 

“ფესვი დიფერენციალური განტოლების: 

ძ/ ძდ 
ხი-1(#,4-)=0 

ჯამ განტოლებას შემდეგში მოკლედ აღენიშნავთ « ((01=0) იმ ინტე– 

:გრალის ჩ (იც /), რომელიც ისპობა /, წერტილზე).
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პირობა: /,-ის შეუღლებული ფესვი ან არ არსებობს, ან თუ 

არსებობს /,-ზე მეტია, წარმოადგენს მინიმუმის მესამე აუცილებელ 
პირობას, 

ამ პირობას ეწოდება I|2CიხI-ს პირობა. 

ეს პირობა კიდევ შემდეგნაირად შეგვიძლია გამოვსახოთ. 
ვოქვათ პარამეტრის / მნიშვნელობებს 1, /,“, I. ჩვენს ექატრემალზე 

შეესაბამებიან წერტილები 2, „–”, #. 

მინიმუმისათვის აუცილებელია, რომ წერტილი „7 არ იმყო- 

ფებოდეს „” და # წერტილებს შორის. 

ახლა ენახოთ როგორი სახე ექნება 0 (/,, /). 

ვთქვათ V (/) და VL(/) არის განტოლების «(IC)=0 ორი ერთმა- 
ნეთისაგან ხაზოვხურად დამოუკიდებელი ინტეგრალები. 

ფუნქცია V ) C(/,)--V(/) #(,) აგრეთეე წარმოადგენს ამავე 
განტოლების ინტეგრალს. ეს ინტეგრალი მოისპობა /, წერტილზე. 

ამგვარად,  (/,, /)-თვის შეგვიძლია ავიღოთ /( (I) >'(/,)– (I) V (/,). 

ჩვენი უახლოესი ზიზანია მოვძებნოთ M4#(:)=0 განტოლების 

ორი კერძო ხაზოვნურად დამოუკიდებელი ინტეგრალი «V (I) და V(I). 

როკვა ვიცით ექსტრემალის ოჯახის განტოლება, მაშინ # (I) და 

> (/) პოძებნა ძნელ საქმეს არ წარმოადგენს. 

დავწეროთ CVI6-ის დიფერენციალური განტოლებანი: 

–_ 
1ა–ე L, =0 (II 

ს-ე ი =0 (VI) 
ვთქვათ, რომ ამ დიფერენციალური განტოლების ინტეგრალი არის: 

X=%(/, C, გ) '=%(/, თ, 3), 

ჩავსვათ ეს გარდაწყვეტა (IL) განტოლებაში, 

მივიღებთ შემდეგ იგივეობას: 

IM Iდ (/, თ, ვ), 5 (/, თ, 8), ჯ/(/, თ, 5), %(/, «, 8)1“– 
4 ,., 2 · რჩ 

– 7 1+ (<V, თ, 8), %(/,, თ, ზ.V დ, (/, თ, ზ, ს/(I,, თ, 8)|1=0 

განეაწარმოვოთ ეს იგივეობა « შესახებ: დავწერთ: 
- . , #/,,-., 

(I, დთ + 1 სთ + 1 დი + 1, > ა–ე, (I-,, დ + 

+L,,'ყთ + 1, %(- + LI ,« )ლ-0 (ა) 

აღვნიშნოთ: 

X=I!,, დე + ეთ –- ს, %,2 + LI. VI» 

8= მზე –- სი 92 2 ჩი ყე + სჩ, 94.
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გავიხსენოთ ახლა ფორმულები: 

L= ნ-ს ნ, M= ენაო ბ 0 = იქო 
%V%= ა. > XXI, 1 =1'/) , LI == – #7 , 1 =X2#/", (III 1. 

ამ ფორმულების ძალით 8 შემდეგნაირად შეგვიძლია წარმო- 
ვადგინოო: 

სც=().+ +901) თი + (M-– დ!) ა + 5509 – უზოწვა 
ანუ, 

8=L5. + MC – ჩელე (დ – 509„ც – 'M% + სI/V>) 
აღვნიზნოთ ახლა 

ა=დ/0თ – M% · 
ვიპოვოთ 4,. დავწერთ 

სა,„=Cდ//':« _– +V%> –+ დ/ თ “ა.ჯ. 

თუ შევადარებთ ამ ტოლობას ზემოთმიღებულ #-ს გამოხატულებას, 

დავწერთ 
8=L XX» + VI» _– I'.5,ბ/. 

ვნახოთ რა არის მწ, 

ძი ძL I 
ხარ XX. ” – +. > 4+L წი + ჩწ! რითი 2?" .-. 2. (#,, ბე. 

(+ (#”, ,2–,) ჩვენ ასე წარმოვადგინოთ: MX, 4 (ოპე + წ. ბო IL 

ახლა (II) ფორმულების ძალით + შემდეგნაირად შეგვიძლია გარ-- 

დავქმნათ: 

#«=/-,..%, + '“ ა= + (L +იხო/ #.) დე, - CM -- <(5#L) რთ 

რა არის ახლა 4-%. დავწერთ 

ძს 
#”– #” 7 . წი + /%-,+ LC), «0, + M ._– 

' · ძიL 4 
-–- 0002 15-% ე” – 92 ეკ, ხის - Mინფთი%ს 75 (9 + 

ა ' , ” –_.-- 
– დეთ –-ხყ9ე – MIწ,)+%43 4 (”,4,)ლ–(.– -ე--%” M,) 5, – 

ძV# ო 
–I,– კ / - VII) ს +, # (#, ტე. ' 

იგივეობა (ა) ჩვენ ახლა შემდეგნაირად შეგვიძლია გადმოვწეროთ: 

“ ზ თ. 
(#,-? ი სი" ა): 5 +( ს, ი% + დასტ”, ) გ” + 

+%- ? (6,3ე=0 – 

მაგრამ, როგორც ვიცით, 

/,-% – ს, I,=L, ='ს,“ 7“, 

და, 
- ძV 
ს-ე; +%9001)-=M,= –დ.ს,სც/.



ამგვარად, გვექნება: 

· ძ,,. 
1, (ს დ2 – რისის .)+%!2; (,, ბა=0, 

ანუ, 

ს ძ,,. 
–MI((ჯ ხთ – 1ჯ2) #2) – ე; ((430|)=0 

საბოლოოდ გვექნება: 

–#| 64 – ს ბი|=0 
ასეთი ტოლობა მივიღეთ, როცა გამოვედით განტოლებიდან 

I-II =0. 

“ (IV) 

თუ ავიღებთ ახლა განტოლებას, 

V/ , 
I-–); LL, =90, 

სოულებათ იმაეე წესით, როგორც წინათ, გამოვიყვანთ შემდეგ ტო- 

ლობას 

–%II/,+-/7, 1.7” 40 |=9 (V) 
ოადგანაც თანახმად ჩვენი პირობისა ს, და «დ, არ შეიძლება ორივე 

ერთდროულად ეტოლებოდეს ნულს, ამიტომ (IV), (V) ტოლობები- 

დან გვექნება: 
· ”“,,. 

”, ბ (I, -V)==0 

ეს ტოლობა, რასაკვირველია, წარმოადგენს იგივეობას. შევა- 

დაროთ იგი |I2C0ხ)-ს დიფერენციალურ განტოლებას 

ჩეხ– გ, (/' #” )=ი 

ჩვენ ვხედავთ, რომ 4=5,ს, – ),ჯ- არის ამ განტოლების ინ- 

ტეგრალი. 
სრულებით ანალოგიურად დავამტკიცებთ, როომ «ხვ –– აX2 არის 

1860ხ1-ის განტოლების მეორე ინტეგრალი. 

დით –– ხდა "და დ(2ვ –– 5(ჯგ წარმოადგენს # თ და ზ ფუნქ- 
ციებს. 

ჩავსვათ ამ. ფუნქციებში >» და დ მაგივრად ამ პარამეტრების ის 

მნიშვნელობანი თე და კპა, რომელნიც ჩვენ 78 ექსტრემალს ეთანა- 

დება. მაშინ მივიღებთ ერთი ცვალებადის / ფუნქციებს. აღვნიშნოთ 

ეს ფუნქციები შესაბამისად #IVI) და V(/). დავწერთ: 

I (/X)=დ; (/, ფი. (ა) ს« (/, თა; 80) ს; (/ თი; მი) თი (7, Xი ში) . 

« (I) =დ! (7, 90, წა) 'ხვ (ჩ თი: მი)–– 'V (/; თე, ჩა) დგ (/. «ა» ჩი):
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7#(/) და =(/) წარმოადგენენ |I8ლიხI-ს დიფერენციალურ განტოლების 
კერძო .ინტეგრალებს, შეიძლება იმის დამტკიცება, რომ ეს ინტე- 
გოღალები ხაზოვნურად დამოუკიდებელია. ამ დამტკიცებაზე აქ ჩეენ 
არ შევჩერდებით (ამის შესახებ იხ. მაგ. 80178, V0IIC§სილტი 0ხ60; Vგ- 
I210ი58Cნისიძ0. 1909. 233 3.). 

1((/) და «(I)) ფუნქციების საშუალებით ჩვენ შეგვიძლია შევად- 

გინოთ ფუნქცია 0 (/, /). დავწერთ: 
0 (7,, 71)=V#(/) C(/)V-––?' (7) VI (/,) 

ჩვენ ვხედავო. რომ ექსტოემალთა ოჯახის განტო- 

ლების საშუალებით შეგვიძლია შევადგინოთ ფუნქ- 

ცია ხV/,.#). , 

იმისათვის რომ ვიპოვოთ /,-ის შეუღლებული /, წერტილ., 

6(7,,. /) უნდა გავუტოლოთ ნულს და /,-ის შემდგოძეი ფესვი ჩ (/,, /)1=0 

განტოლებისა იქნება სწორედ შეუღლებული წეოტილი /,7. 
მოვიყვანთ ახლა შეუღლებული წეოტილის გეომეტრიულ ინ- 

ტერპრეტაციას. წერტილზე I გავიჟვანოთ ექსტრემალთა ოჯახი, 
რომელიც, როგორც კერძო წევრს, „შეიცავს ჩვენ ლ”. ექსტრემალს. 

ასეთი ოჯახის განტოლება შეიცავს მხოლოდ ერთ პარამეტოს, იმი- 

სათვის, რო13 გამოვხატოთ ასეთი ოჯახი, განტოლებას: X=ჯ (/, 9, გ) 

ჯX=%(ს «თ 8, რომელიც იძლევა საერთოდ ექსტრემალთა ოჯახის 

განტოლებას, უნდა მივუმატოთ ორი განტოლება: 2,=+ჯ(/, % 3) 

4+=%(/ც თ ა) რომელიც გამოხატავს იმას, რომ ჩვენი ოჯახი გადის 

4 წერტილზე. 
საერთოდ უნდა გვახსოვდეს, რომ /,-ს, ოომელიც წარმოადგენს 

პარამეტრის / მნიშვნელობას ./ წერტილისათვის, ყოველი ექსტრე- 

მალისათვის ერთიდაიგივე მნიშვნელობა არა აჟეს, მაგალითად, თუ 

პარამეტრად / ავიღებთ მრუდის მხების /ყ, ყოველ ექსტრებალს წერ- 

ტილში „1 ექნება თავისი მხები და, მაშასადამე, ყოველ ექსტრემალს 

ეთანადება თავისი გარკვეული ჩნიშვნელობა /,-ის. 

ახლა დაგამტკიცოთ, რომ განტოლებათა X,=4% LC, % 51 1, == 

=%(/,, თ, 2) საზუალებით შესაძლებელია გამორიცხვა /, და 4-სი / ან 

და /, და გ-სი. მართლაც, განტოლებებს 1,=<5 (9) 2), V,ლ= 5 (/ც %ე.2) 

აკმაყოფილებს /,ც «, 2 ის მნიშვნელობანი, რობპელნიც 278 ექსტლე- 

მალა ეთანადება. მეორე მხრივ ამავე ვ3ნიშვნელობათათვის |მლეხ! ს 

დე5ე“მინანტები: 

ჯი %» ,20 %3 | 
“ს, +. ღა ' 7» ”კ I 

არ შეიძლება რომ ერთდროულად იყოს ნულები. მართლაც, 

ეს დეტერმინანტები შესაბამისად ეტოლებიაზ ( (/) და დ(/); ნხოლოდ
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#(I)) და »(C/) ერთდროულად ვერ მოისპობიან (ეს გამომდინარეობს 

#ხი)-ის ფორმულიდან. რადგან 2C4-0 (იხ. გვ), ამიტომ შეუძლე- 
ბელია რომ V„ყ (I/) და წ(/) ერთდროულად მოისპოს). 

გარკვეულობისათვის ვთქვათ, რომ მეორე დეტერმინანტი ნუ-· 

ლისაგან განსხვავდება. მაშინ შეგვიძლია გამოვრიცხოთ /, და §, ისე 

რომ დაგვრჩება მხოლოდ თ პარამეტრი. განტოლებას ექსტრემალთა 

ოჯახისა, რომელიც გადის „/ წერტილზე, ექნება სახე: 

X=XჯC/, თ), I ==)!(/, «I. 

სრულებით იმავე წესით, როგორც წინათ, დავამტკიცებთ, რომ 

ფუნ1ცია: X,59 – 1:Xთ ==! (/, თ) არის 18CიხI.ს დიფერენციალური. 

განტოლების ინტეგრალი. 

დავამტკიცოთ ახლა, რომ II (/,, თ,))=0. 

მართლაც ჩვენ გვაქეს: · 

XL(I,ე თ)=X, #=(C/,, თ)=1: 

მოვახდინოთ უკანასკნელი ტოლობათა დიფერენციაცია. 

მივიღებთ: 

X,0/,+0+09=0 | 
#0) 1«ძ2=0 (VI 

ამ განტოლებებში თ მაგივრად ჩავსვათ თ) 
სისტემა (VI) მხოლოდ მაშინ იქნება. დაკმაყოფილებუ ლი, როცა. 

12: 83 | 
4 „" თ ;=29, ა, 

რაც იმას გამოხატავს, რომ 1 (/,, «.ე)=0, და ამით ჩვენი დებულე- 

ბაც დამტკიცებულია. 

ამგვარად, ჩვენ ვხედავთ, რომ ფუნეცია 1 (,, 7) ერთის პხრივ 

წარმოადგენს )მლიხ!-ს განტოლების ინტეგრალს, ხოლო მეორე პხრივ 

ისპობა, როცა /=/, ისევე როგოლც ს (/ც /) ფუნქცია. მაგრან საკ?ა- 

ოისია იაკობის დიფერენციალ ურ განტოლების ორ ინტეგოალს საეო- 

თო ფესვი ჰქონდეთ. რომ ისინი მუდმივი მამრავლით განსსვავდებო- 

დნენ. ამიტომ გვექნება; 

'(/- =ას)=2 8(V,ც:) 

ვიპოვოთ ახლა ოჯაბის X=X(/, 2), +=VXV(/, ) მოზვლების გან- 

ტოლება. 

ცხადია, რომ ამ მომვლების კოორდინატები წაომოადგენს > პა- 

რამეტრის ფუნქციებს. მართლაც, მომელების რომელიმე წერტილი 

წარმოადგენს ექსტრემალთა ოჯახის ერთ რომელიმე მრუდის წერილს 

და მისი კოორდინატები წარმოადგენს ფუნქციებს პარამეტრის «,
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როელიც ექსტრემალთა ოჯახის მრუდებს ახასიათებს. მომვლების 
განტოლებისათვის დავწერთ: 

«=Xჯ XL(2), +=X(9). 

მეორე მხრივ მომვლების განტოლება ჩვენ შეგეიძლია გამო- 

ვთქვათ ჩვენი ოჯახის განტოლების საშუალებით, თუ ცვლადად მი- 

ვიღებთ #«-ს და / ს კი განვიხილავთ, როგორც «-ს ფუნქციას: ჯ=/ (თ). 

ამ ფუნქცის განვსაზღვრავთ განტოლებებიდან XC, თ)=Xჯ(თ), 

VCს თ)=L (2). ამგვარად, მომვლების განტოლება შეგვიძლია წარმო- 

ვადგინოთ სახით: 

X=XLCI (თ), 9), +X=X (/ (9), 9). 
ახლა მომვლების მხების (ც რომელიმე წერტილზე, რომელიც 

ეთანადება თ ერი, გარკვეულ მნიშვნელობას, იქნება: 

V 

) _ 2–(/ (5. თ) _ M/. 1. 
<< 7C(>1, 0) CC =>”. · 

X ლ) Xთ . 02! - 

“' M I. მ 

მეორე მხრივ, იგივე მხები წარმოადგენს აგრეთვე ექსტრემალ- 

თა ოჯახის ერთი მრუდის მხებს, რომელიც თ იმავე მნიშვნელობით 

დაზასიათდება, და ეს მხები გაივლის მრუდის იმ წერტილზე, რომე- 

ლიც შეესაბამება / -მნეშვნელობას ჯ==/ (თ). "ამიტომ იმაეე მხების 

კუთხის (ი ჩვენ შემდეგნაირად შეგვიძლია გამოვხატოთ: 4 · გვექნება: 
ჭ 

“ შევაცი როლუბთ 

მაგრამ ასეთი ტოლობა მხოლოდ მაშინ არის შესაძლო, როცა 

#X> –- X(1 = 0: (საერთოდ, თუ გვაქვს ი0-+4=4 ეს მხოლოდ მაშინ 

არის შესაძლო როცა იძ–-ხ-=0). 

ამგვარად, ჩვენ მივიღეთ 1 (/(თ), «)=0, ე- ი. I (/, «ს მომვლე– 

ბის მიმართ ყოველთვის ნულის ტოლია. ვთქვათ კერძოდ რთ=თე. 

აღვნიშნოთ ჯ-ს ის მნიშვნელობა, რომლისთვისაც მომელები ჩვენს 

ექსტრემალს შეეხება /"-ით. მაშინ თანახმად ზემოთ ნათქვამისა 

1) (Iს, =,)=90- და, მაშასადამე, 0 (/%, თ))=-0. 

ამგვარად, ჩვენ ვხედავთ, რომ 4 წერტილის შეუღლე- 
ბული წერტილი ყოფილა ის წერტილი, რომელზე- 

დაც ექსტრემალთა ოჯახის მომვლები ექსტრემალს 

“სმეეხვბა.
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ჩვენ გამოვიყვანეთ მინიმუმის L6ციიძIL6-ის და |2C0ხI!-ს პირობა. 

ენახოთ ახლა, დაცულია თუ არა ეს პირობები ბრაქისტოქრინის. 
პრობლემისათვის. დავიწყოთ L606იძ!6-–ის პირობიდან: IL უნდა იყოს 

დადებითი. 

ჩვენ ვიცით, რომ #=-%-. ვიპოვოთ ჩა”, ჩვენ გვქონდა ინ- 

ტეგრალი. 

# Xმ -C 7? ი “. მ მ V +ბ2--ეეი 
L 10-95 ამიტო “=–ე –: –ჯ” აქედან 

– 1 ჯ 
,'= 
2” რ-ნ 6. 134ქიეზ, 

, 

      

. 4 
1 9 ლემ #X-->=2== 

– "”"ე!ე4+/ _ #45. I»: 9 + > # 15 -C 12 

1 ვ) 

/X-7 > 3 
(5 -L 1/)3 

ამგვარად, 

· 1 
I,=-===->- _ 1). 

ოI1-#)+L ს 
? (9 ++”) 

აქედან ვხედავთ, რომ /I,, იქნება ყოველთვის დადებითი და, ამგვა– 

რად, L6ძ06იძ.ბ-ის პირობა დაცულია. 

ვნახოთ ახლა დაცულია თუ არა |2C0ხI!-ს პირობა. ამისათვის 

საჭიროა ვიპოვოთ I, წერტილის შეუღლებული წერტილი /,". რო–- 

გორც ვიცით, ამ შეუღლებულ წერტილს ვიპოვით განტოლებიდან: 

?/ (/) 7/(/))––წ (1) I (//)=9, 
სადაც 

#(/)=თისთ» – ჯა და 9((1)=დ/სგ –– %I%გ · 
წინათ ჩვენ გამოვიყვანეთ ექსტრემალის განტოლება ბრაქის–- 

ტოქრინის პრობლემისათვის.ეს განტოლება არის: 

X–20+წა=ძე (/–-51ი 7), I–-1-0+--#=თე (1 -–– 6051) 

ამგვარად, 

დ (, =ც მი) და V (/, თა; მა) 
იქნება შესაბამისად 

2 მე-+- თე ((– 510 /) და Xე–ჯ-+-თე (1 – 605 /).



დავწერთ: 
1/ (#7)==9%ე (1 –– 605 /)? –– თე §10 / (/–– §1ი /)= 9, (1–2060§/-- 

4+60087 /– 1510 / +51ი7 /)= თ) (1 –2 C05 /+1 –/51ი/)= 

=6 L2 (1 --6005 /)-–7 510 /|= – 9 ზIი/( ,– 2+-:2-)= 
510 7 

2 510? , 
§57ი რი, == 

=-ძეე)ი? ეეე =-–-წ% აი/( /–210 >). 

231ი -2- 605-- ” 

თ=(00=4ა§ი/ 
ამგვარად, გვექნება: · 

ს“, /71)=V(/)VC,,)-–ჯ (I) « (/,)= 

= თამი? 5)ი?, ( 1-2% 4+-/ +216 +) 

დავწეროთ ახლა განტოლება, საიდანაც მივიღებთ შეულლებულ: 

წერტილს: 
თე 51ი 7 §1ი ”( ჯ1–-2 93>-V, +208 +). 

§Iი/ და 51ი/, შეუძლებელია, რომ ნული იყოს, რადგან ჩვენ თავი- 

დაწვე ვგულისხმობთ, / და /, არის მოთავსებული 0 და 2 შორის. 

ამგვარად, გვექნება 

/ , 
1-2 Lძ 2 _ ი4+-2 18 -2-=0, 

ანუ, 

I(-2:0-- -= –2 (0 <1 -1- _ 

ასეთ განტოლებას, რას აირეელია, ს «კმაქოფილებს ფეხვი /,. 
ვმახოთ ახლა არსებობს თუ არა ამ განტოლების მეორე ფესვი. 

ამისათვის განვიხილოთ ფუნქცია 7-–21ძ >. როცა 1 იცელება 

0-დან >ჯ-მდე, მაშინ 71-25 იცვლება მონოტონურად 0-დან 

– ლ-მდე. ამგვარად, ჩვენ ვხედავთ, რომ როცა / იცვლება 0-დან 

ჯ>-2დე ფუნქცია /–- 2M%- -- თავის რომელიმე მნიშვნელობას გაივლის 

მხო–ოდ ე“თხელ. ( 
აქედან ჩანს, რომ (0, X) შუალედში /,-ის გარდა არ არსებობს.· 

/ ისეთი მნიშვნელობა, რომელიც წაკაკოფილებს განტოლებას. 

1-2106- -= –2 9 4 

მაშასადამე, /,-ის შეუღლებული იხვი /,“ ს (ზოგადოთ არ არსებობს.
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აქედან ცხადია, რომ ბრაქისტოქრინის პრობლემისათვის |2C0- 
ხ.-ს პირობა დაკმაყოფილებულია. ამგვარად, ჩვენ ვხედავთ, რომ 

ბრაქისტოქრინის პრობლემისათვის დწმაყოფილებულია მინიმუმის 

სამივე აუცილებელი პირობა: 

ლეკცია XVII. ექსტრემალის ველი, ექსტრემალური 

მანძილი. 

სრულებით ისევე, როგორც »ჯ პრობლემისათვის, დავამტკიცებთ, 

რომ მინიმუმის სამი აუცილებელი პირობა სუსტი ვარიაციისათვის 

წარმოადგენენ აგრეთვე საკმარის პირობებსაც. მაგოამ მძლავრი ვა- 

რიაციისათვის ისინი უკვე საკმარის პირობებს არ წარმოადგენენ. 

გადავიდეთ ეხლა ნძლავრი ქარიაციის შესწავლაზე. 

როგორც ჯ პრობლებისათვის, აქაც დავაყენოთ შემდეგი კი- 

თხვა: ეთქვათ, რომელიმე ორ წერტილზე #” და # გაყვანილია ექ- 

სტრემალი, 

ავიღოთ „” წერტილის მახლობლობაში როველიმე წერტილი ჯ, და 

8 წეოტილის მახლობლობაში -- წერტილი #,. აღვხიზნოთ, 27, #, 

#ჯ,, ს, წერტილების კოორდინატებისა და პარამეტრის მნიშვნელო- 

ბანი შესაბამისად; 

ეეე ი 
ისმება საკითხი მეიძლება თუ არა წერტილების” #, და #, შე– 

ერთება ექსტრეჭჰალით ღა თუ ეს შესაძლებელია რა პირობებვი. 

დავწეროთ ექსტრემალთა ოჯახის განტოლება: 21=5(/, თ, მშ), 
წ»ჯ=4(C/, თ, ბჭ). ვთქვათ «ე და ჟა არის « და გ-ის მიიშვნელობანი, 

რომელიც >” ექსტრემალს ეთანადება. ჩვენი ამოცანა იმაში მდგო- 

მარეობს, რომ გამოვარკვიოთ არსებობს თუ არა « და § ისეთი მნი- 

შენელობა, რომ ექსტრეძალმა გაიაროს #, და #, შორის, ე. ი. ჩვენ 

უნდა გამოვარკვიოთ არსებობს თუ არა ისეთი » და 8, რომელიც 

დააკმაყოფილებს განტოლებებს: 

დ(7, «, ვ3ე)– X,ლ–98 

ი (I, თ, პ)– I,1=0 L 

% (#7, თ, 3)–X.=0 

სე, თ, 3)–+,=0 | 

აქ გვაქვს ოთხი განტოლება ოთხი უცნობით "/., I, «, ვ. საჯი- 

როა გამოვარკვიოთ, შესაძლებელია თუ არა ამ განტოლების გარდა– 

წყვეტა ამ უცნობების "შესახებ. 

ცხადია, რომ ჩვენს სისტემას აკმავკოფილებენ შემდეგი მნიშ- 

ვნელობანი: /,=“,, /ე=<ე, თ==%ე; 8= ქი, X1= იკ, 1) =0,, +,= რე, ):=0ძე.
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ამიტომ ჩვენი სისტემა შეგვიძლია გარდავწყვიტოთ მნიშენელობათა 
მე მც თ, ხე, მახლობლობაში,თუ რომ დაკმაყოფილებულია შემ- 

დეგი პირობა: ფუნქციონადური დეტერმინანტი 2ფ04ს მს რა 
- - " 1." ' 

მნი პენელობათათვის <,,; «,, თ,, ზი, ი,, ბ,, თ,, სე არ უნდა იყოს ნუ–- 
ლი (ს, 1ს,, ე, ი, აღნიშნავენ შესაბამისად დ(/,, თ, 8)–X,, დ (/,, 
თ, პ)–Xს დ(0; თ, მ) ე, V(#, თ, 8)-- 1). 

შევადგინოთ ახლა ეს დეტერმინანტი. დავწერთ: 

დ; 0, %-, დვ 

ზ,,, 0, V, თკ 

0, «V,, დ, თკ 

  

(მესამე და მეოთხე სტრიქონში ხახს დ და # ზემოთ ვწერთ იმისა- 

თვის, რომ გავარჩიოთ ერთმანეთისაგან ფუნქციები «CV,, თ, 8), 

LI, 2, 3) და დ(., თ, 8), V7,, 2, ჩ). 
ახლა თუ გავხსნით ამ დეტერმინანტს, მივიღებთ მისთვის შემ– 

დეგ გამოხატულებას: 

#(/) 9) –X,) V(/,). ეს კი არის 0 CI, #,). 
(ხაზები MV, ” და 0-ზე აღნიშნავენ იმას, რომ ჩვენ ჯერ-ჯერობით 

აზ გვაქვს ჩასმული 7,, /#, თ, და 8 მაგივრად ”.,, «,, თა, მი). 

ჩავსკათ ახლა მიღებულ გამოხატულებაში /,, /,, თ და 8 მაგი- 

ვრად <=, +, თი მე, მაშინ მივიღებთ 0(-=,, <,). ეს გამოხატულება 

მხოლოდ მაშინ შეიძლება იყოს ნული როცა #8 წერტილი არის „4 

წერტილის შეუღლებული წერტილი, მაგრამ ასეთი შემთხვევა ჩვენ 

თავიდანვე გვაქვს გამორიცხული. ჩვენ, ამგვარად, ვხედავთ, რომ 

- შესაძლებელია (ა) სისტემის გარდაწყვეტა /,ც #, თ, ზ შესახებ წერ- 

ტილების ი,, ხს, თ, ხე მახლობლობაში, ამით დამტკიცებულია, რომ 

შესაძლებელია შევაერთოთ წერტილები #, და L, ერთი და მხოლოდ 

ერთი ექსტრემალით. 

გადავწყვიტოთ (ა) სისტემა /,, /,, თ და ზ შესახებ. მივიღებთ 

(,=/, (X,ც XI %ე, 23), 1:==ჩე (Xჯ 7) Xე» 2) 

თ=0 (X,, XV X,ც )ს 8=3 (X,, V, X.; ა)" 
დავწეროთ ახლა ექსტრემალთა ოჯახის განტოლება ჯ=0 (/, «, ჩ) 

ჯ=4%(/, თ, 8) და ჩავსვათ თ და 8 მაგივრად მათი ზემოთდაწერილი 

გამოხატულებანი. მივიღებთ: 

X=% (/; ე 7 Xვე ე) X==% (7, Xჯა ჯა 72: 2) (ბ)
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ეს არის განტოლება ექსტრემალისა, რომელიც აერთებს 7, და #, 

წერტილებს. ჯ და „ გამოხატულებაში შედის პარამეტრები L+,, I, 
X» #.· (ხადია, რომ ეს პარამეტრები იქნება ერთმანეთისაგან დამო– 

უკიდებელი. 
საინტერესოა ახლა გამოვარკვიოთ (ბ) ფუნქციების თვისებანი. 

ჩავსვათ / მაგივრად #, და 1ე. 

მივიღებთ: 

თ(/, X,, 7, %X:) X:)=X, 

თ(/: X, 7 %:: X2)==2:გ. 

% (/,; X, XX. XX, 7:)=1- 

შ (/:; X,, 2) Xვ: 7ე)==1ე- 

ცხადია, რომ. ეს ტოლობანი წარმოადგენენ იგივეობებს. შეგვი- 

ძლია ისინი განვაწარმოოთ 2, %ე: 2 % შესახებ. დავწერთ: 

„პ“._. დ,,=9, დ,=0, 

თდ»„=0, თა =1, თ,,=0, თ,,=0 
%>0=9, ' „ე=0, %/1==1, ს,ე=0 

%.1=90, ი =0, შ%,,=0, ს,ე=1 

აღვნიშნოთ თ,=#,, დ,=X,, |VI:=4ყ, ს,=ძე. 

იმ შემთხვევაში, როცა ექსტრემალს ისეთი თვისება აქვს, რომ 

ის მოთავსებულია არეში, რომლის ყოველი ორი წერტილი შეგვი- 

ძლია შევაერთოთ ერთი და მხოლოდ ერთი ექსტრემალით, ამბობენ, 

რომ ექსტრემალი არის გარშემორტყმული ველით. ისევე, როგორც 

ჯ პრობლემისათვის, შეგვიძლია დავამტკიცოთ, რომ ზემოთ მოთხო– 

ვნილ პირობებში ექსტრემალი ნამდვილად გარშემორტყმული იქნება 

ველით. 
განვიხილოთ ახლა ინტეგრალი აღებული ველში მდებარე ერთ 

ასეთ ექსტრემალზე: 

/, 

# ბ5(თ, 4, და Mი ძI. 

რადგან ჩვენ თავიდანვე # ფუნქცია ისეთნაირად შევზღუდეთ, რომ 

ინტეგრალი დამოკიდებულია მხოლოდ მრუდის სახისგან და არა 

პარამეტრის არჩევისაგან, ამიტომ ზემოთ მიღებულის მიხედვით, უკა- 

ნასკნელი ინტეგრალი არის ფუნქცია X,, X, %ე; 25. აღენიშნოთ ეს 

ფუნქცია / (X,, VI +ვი ე): 
ვიპოვოთ ახლა ნაწილობითი წარმოებული /-დან X», შესახებ. 

ჯე. ..
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-მოვახდინოთ ასეთნაირი გარდაქმნა: 

1 სიარ=/M/Cთ,, - | მ, 4-9 4 

> ), ”!, ' ძ >, 
| LV საი /= ჩა, – I ს,, “+ (წწიოწI! 

ამის და მიხედვით.97 - შემდეგნაირად შეგვიძლიან წარმოვადგინოთ: 
1 

ძ ისნი – 
14+>-I> დ, LI VI, -/ დ,,(I+– 71“ ) ი/,+ 

/, · /“ „.., 
+/. ე დ (/V-- ე, IV) ი/. 

მაგრამ 

ა ძ - ძ , 
1. – -1''=0 და V” ს”. I =0, 

რაღვან ექსტრემალის განტოლება სწორედ ის განტოლებაა, რომე– 
ლიც აკმაყოფილებს CსI6-ის დიფერენციალურ განტოლებას. 

ამგვარად, მივიღებთ: 

ი/ > , / 
მ =(IV დ,, + #/ '., IM 

ახლა თუ მივიღებთ მბედველობაში (გ) ფორმულებს, გვექნება; 

მ! 
ყა (+, »V> ჩა 4) 

სრულებით ამავე წესით გამოვიყვანთ: 

ძმ 
ძა” (+ 7 ჩ. 9)) 

იე - 
კა=M (M,, 1; ე; 02) 

- 

მ! - 
ში.” (X,, 1 ჩ. ძა) 

განვიხილოთ ახლა ექსტრემალთა კონა, რომელიც /„” წერტი- 

ლზე გადის. ვთქვათ ამ კონის განტოლება არის ჯ=- 1 (/, თ), X==7' (/, თ). 

რადგან 48 ექსტრემალი გარშემორტყმულია ველით, ამიტომ ამ ვე- 

ლის ყოველ წერტილზე გაივლის ჩვენი კონის ერთი ექსტრემალი. 

ამგვარად, ველის ყოველ წერტილს შეესაბამება ერთი გარკვე- 

ული ექსტრემალი და, მაშასადამე, ველის ყოველი წერტილისათვის 

გვექნება « პარამეტრის ერთი გარკვეული მნიშვნელობა, რომელიც 
ამ ექსტრემალს ახასიათებს. თ იქნება ექსტრემალის ბოლო წერტი- 

ლების კოორდინატების ფუნქცია.
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ოადგან #4 წერტილის კოორდინატები X, და #, იქნება მუდ- 

მივი, ამიტომ ფუნქცია /(X,, 1 X,, 2?) დამოკიდებულია მხოლოდ 
ბოლო წერტილის კოორდინატებისაგან. აღენიშნოთ ეს ფუნქცია 

#7 (+, ». (X, და ჯ, მაგივრად ჩვენ ვწერთ : და I), 
როგორი იქნება 47. დავწერთ: 

ი 
4+=MV ი ## რ. 

#ჩ და ყ არის ჯ და + ფუნქციები. მართლაც, ჩვენ ვიცით, რომ ყო– 

ველ ბოლო წერტილს შეესაბამება ერთი გარკვეული ექსტრემალი 

და, მაშასადამე, თ«-ს გარკვეული მნიშვნელობა. 

ამგვარად ყოველ X და ჯ-ს ეთანადება თავისი გარკვეული თ. 

იგივე შეგვიძლია ვთქვათ (ჯ-ს ზმესახებ. 

მაშასადამე შეგვიძლია განტოლების Xჯ=X (, თ), ჯ=) (, თ) 
გარდაწყვეტა « და / შესახებ. მივიღებთ: «=თ (X, 1), I=I(X, I). 

ჩავსვათ X, და 1V,-ში / და «-ს მაგივრად ეს გამოსახულებანი. 

მიღებული ფუნქციები: 
XL=1X(1(2, X); თ(X 1) ) 
3:=VICI(C% 7), თ (> 1)): 

ჩვენ ვიღებთ / და 4-ს, როგორც Xჯ და )-ის ფუნქციას: #=/ (» )), 
42=ძ0(X, 1). 

9 და 49L შემდეგი სახით დავწერთ: 

4L=I" (X, # ჩ(X, 7,/9(% 1) 

2 =/“”/C(9 7, / 0C 1), 4 (X, )))- 

ლექცია XVIII 

+ VV/6:0(9(-39§5-ის ფუნქცია. 

ავიღოთ ექსტრემალი „/-დან ,3-მდე 

და ვთქვათ, რომ ექსტრემუმის სამივე აუცილებელი პირობები და- 

(კულია. გავიყვანოთ >” წერტილიდან ექსტრემალთა კონა. რადგან 

„ექსტრემალი „8 გარშემორტყმულია ველით, ამიტომ ველის ყოველ 

წერტილზე გაივლის ჩვენი კონის ერთი და მხოლოდ ერთი ექსტრე– 

მალი, 

აღვნიშნოთ ექსტრემალთა კონის განტოლება X=X(/, თ), /=7(ნთ)- 

« და / შეგვიძლია თავის მხრივ განვიხილოთ როგოოც ჯ და I-ის 

ფუნქციები: =«(X, 7), 1=I(X, 1).
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“ჩვენ, აგრეთვე, ვიცით, რომ. # (X, 1)=X% VI CL, 7) %(X, X)), 
ძეა »)=VM! ძV(% +»), «(X V) )» 

შევადგინოთ ახლა ექსტრემალური მანძილი, რომელიც წაომო.. 

ადგენს ორი ცვლადის X და.) ფუნქციას. დავწერთ: 

ICე)= / #CC ძ, »7Cჩ «ს XC, 6), XL, =))/. 
' 

აღვნიშნოთ მ,-ით ექსტრემალი 78 და მისი განტოლება: 

X=X (I) >X= 17% (I). 
ავიღოთ აგრეთვე ველში რომელიმე შესადარებელი მ მრუდი გან- 

ტოლებით: 

ჯ1=ჯ CV), »=V» (,). 

სრული ვარიაცია #/ შემდეგნაირად დაიწერება: 

ტ/=/ –#,= | "M(+V,7CV), X VI, 7 ))ი/– 
V 

–/, 7:C (0), 190) XV (/)» 1V (/) ი. 

განვიხილოთ ახლა #2. დავწერთ: 

/ს,=/(%» 7;)=/ +» 2)–/(5ს X)= |, 46 ))= ქამი ლლ 
ი 

ჩავსვათ ახლა 5” და > მაგივრად მათი გამოხატულებანი, 

რომელიც წარსულ ლექციაზე გამოვიყვანეთ. მივიღებთ: 

'V· · 
/%= /, 7 (59% 00» ჩ» ი(X ” )ძX-+1/ (X, »”» ჯა 4“) ი(V, 3ე)) ძX 

მეორე მხრივ /მ, წარმოადგენს ინტეგრალს სრული დიფერენ- 

/ 
ციალიდან (/ს= /, (XV 3)), და იგი სრულები» არ არის დამოკიდე- 

ბული იმისაგან, თუ რა გზით ავიღებთ ინტეგრალის მნიშვნელობას. 

ასეთ გზად შეგვიძლია ავიღოთ მრუდი მ. 

დავწერთ: 

#.= /, (6, CC» ჩით3), 9 (2, 2))V + 00 2ს ჩ 60 20, 000 0 )14/ 
ჩვენ, ამგვარად, /მ, გამოვხატეთ ინტეგრალის საშუალებით, 

რომელიც აღებულია მ მრუდზე. 

ახლა 4ტ/ შემდეგნაირად დაიწერება: 

ხი ააა. _ვვეებიიისიი 
4/= # "(ნც 20257) #7. (9 1, #(%, 71 4020 1) )+“–” 

–ნ/ CI; 7 ჩ (9 7), 0 05 3)))/1ძ/- 
4ტ/ გამოხატულია ერთი ინტეგრალის საშუალებით, რომელიც. 

აღებულია შესადარებელ მ მრუდზე.
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შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა: 

ჩ(X. »: /# 0; # ი)=#L(X 7, ჩ2 ძ)– ჩნ II7 (5 1 0, ი)-– ი LI (X, % 9 
ასეთ ფუნქციას VVC6I6I§C255-ის ფუნქცია ეწოდება. 

ახლა 4#ტ/ შემდეგნაირად შეგვიძლია წარმოვადგინოთ: 

M _ – – _ _ 5 

ბ)= |. ს (X » CV, X), წ) (X, 4), X ; 7 )ძ/, 

ანუ ა/= L§ («, # #ჩ(- ს, 4(% ))Xს >) ი/. 

–/-ს მიღებული გამოხატულება მეტად მნიშვნელოვანი და ღერს- 

შესანიშნავია. ორი ინტეგრალის სხვაობის მაგივრად, რომელთაგან: 

პირველი იყო აღებული შესადარებელ მრუდზე და მეორე ექსტრე- 
მალზე, #ტ/ გამოსახატავად ჩვენ მივიღეთ მხოლოდ ერთი ინტეგრალი,. 

რომელიც შესადარებელ მოუდზე არის აღე“ული. 

,'ლეპცია XIX 
ღეუეუესა„– 

მინიმუმის მეოთხე აუპვილებელი პირობა, მინიმუმის. 

საკმარისი პირობა. 

გამოვიყვანოთ ახლა მინიმუმის მეოთხე აუცილებელი პირობა. 

განვიხილოთ „278 ექსტრემალზე რომელიმე /) წერტილი, მო–- 

თავსებული /# და 8 შორის- 

ამ #2 წერტილზე გავიყვანოთ ნებსითი M# მრუდი, რომლის გან- 

ტოლება აღვნიშნოთ X=ჯ (<), ჯ=V(<). < მნიშვნელობა #) წერტილი– 

სათვის აღენიშჩით +. ავიღოთ # # 

მრუდზე რომელიმე C წერტილი 
ისე რომ ის ველიდან არ გამოვი– C 

დეს და მისთვის <-ს მნიშვნელობა 

იყოს «ზე ნაკლები. აღენიშნოთ > = 

ეს მნიშვნელობა +ე-–-ჯ. § იქნება 2 | 

დადებითი რიცხვი. 

რადგან C წერტილი იმყოფება 

ველში, შეგვიძლია 4 და C წერტილები შევაერთოდ 4C ექსტ“ე– 
მალით. 

შესადარებელ მრუდად ავიღოთ მრუდი 2C/##. 
შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშევნები: 

წერტილის კოორდინატები აღვნიშნოთ X, Xა. წარმოებუ- 

ლების მნიშვნელობა »# წერტილზე _ 48 რუდის მიმართ აღვნიშნოთ 

XV ა და CM მრუდის მიმართ + 2 #ი' 

ნახ. 27.
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–/ შემდეგნაირად შეგვიძლია წარმოვადგინოთ: 

4ა/=/:C+ICნ+/0ს-/I8=/)/IC+IC0 --II0. (ს 

გამოვიყვანოთ ახლა მინიმუმის მეოთხე აუცილებელი პირობა, 

წინა ლექციაზე ჩვენ დავინახეთ, რომ საერთოდ სრულ ვარია–- 
ციას 4/ შემდეგი საზე აქეს: + 

აჯ= |” IX # იჩ ლ 1). ი (+ ), X “11 1 00 

სადღაც X (0) და ” (/) შესადარებელი მრუდის კოორდინატებია. 

ცხადია, რომ ფუნქციის მნიშვნელობა 494C მრუდის მიმართ 

-იქნება ნული. 

მართლაც, თუ მივილებთ მხედველობაში ტოლობას 

#-Xჯ +” „MI ” 

I: ფუნქციას შემდეგი სახე შეგვიძლია მივცეთ: 

სხ=ჯ „” (X, » 2? 10+7#. ”/ (X, # X. 7). 

–X #7 15 >» ნ (5 )), 94 (95 ))– ა» #7” 2» ჩ (9 24 (ი ე). 
რადგან ,#C წარმოადგენს ექსტრემალს, ამიტომ მისთვის /# (X, # და 

ე (+, ა» იქნება სწორედ გ" და +. აქედან კი გამომდინარეობს, რომ 

ჰC მრუდის მიმართ L ფუნქცია იქნება ნული. 

სოულებით ასევე მივიღებთ, რომ /: ფუნქცია იქნება ნული 

აგრეთვე 42XIX) მრუდის მიმართ. 

ვარიაცია 42/ შეგვიძლია შემდეგნაირად წარმოვადგინოთ: 

ა/= IL". 8 C C, » 6) ჩ (5 7» 9 (ი 2 #19 ი... (III) 
უკანასკნელი ინტეგრალი წარმოადგენს 6-ის გარკვეულ ფუნქ- 

„ციას 4) (§).' 

დავშალოთ იგი § ხარისხების მიხედეით 1გ)#10I+-ის ფორმულის 

მალით, უშუალოთ სჩანს რომ («ს (0) იქნება ნული. 

ვიპოვოთ ახლა V (0). თუ მოვახდენთ (III) ინტეგრალის გან-. 

წარმოებას პარამეტრის შესახებ (ამ შემთხვევაში პარამეტრი § შედის 

მხოლოდ ქვედა სახღვარში) და შემდეგ § მაგივრად ჩავსვამთ ნულს 

-მივიღებთ: 

ჰი (01= XL Iჯ (-ა): V (-.), ჩჯ (ჯX (23) ჯ (25) - ძ (X (-ს), V (–ა)), X (=ა), + (-<:)1, 

ანუ, ჩვენი აღნიზფვნების თანახმად. 

«ს”(01= #(Xა, 207 +X ს ი XI ა) 

-–"X/ შეგვიძლია შემდეგნაირად წარმოვადგინოთ:-- 

4/-=6 /: (XV სს X ს)» ი + 14)+§ “#
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ა/ უნდა იყოს :>0. (IV)-დან ჩვე5 ვხედავთ 

(+ არის დადებითი), რომ ეს შეიძლება იყოს მხოლოდ მაშინ, როცა 

1: (0(ის ი: X ია 2'ი» + ი) =0 (811) 
ეს უტოლობა უნდა იყოს შესრულებული სადაც არ უნდა იყოს 

აღებული #, 4 ღა 8 შორის, XI და ი ჟოველი მნიშენელობისა- 

თვის. 

ეს არის მძლავრი ვარიაციის მეოთხე აუცილებელი პირობა, 

დავუბრუნდეთ ისევ (V) პირობას. დავწეროთ იგი გაშლილი 

სახით: 

1 (Xე- სა) ი ი) XV /-, (X "ი “ი /ი)–1% L” (19) XიI #%) = 0 (Vი) 

ჩვენ ვიცით, რომ ფუნქცია #, რანაირიც არ უნდა იყოს მისი არ- 

გუმენტები, ყოველთვის შეგვიძლია ასე წარმოვადგინოთ: 

სI=V ს 7)" #ჩV” 

ამის და მიხედვით (VI) ასე შეგვიძლია წარმოვადგინოთ: 

= XIII (XV ი» 2 0; 10) #” « (C%ს» 20» X ს» 0)| “+ 

– ი I. ” (%ი) )'02 + ი)” (>, 170) + +) => 0 (IL 

ჩუენ მიღებული გვქონდა, რომ /“ ფუნქცია პირველი რიგის 

„ერთგვაროვანია X» და V” შესახებ, ე. ი. 

# (915L#2) #1 )= (7016 > 2324 01) (VII) 

დავამტკიცოთ, რომ #„ და LV» არის იმავე არგუმენტების მი– 

მართ ერთგვაროვანი ფუნქციები ნულოეანი რიგისა ე. ი. 

LV 06 10 LX, LV)=L „(2,215 291) (VIII 

I (X, 1) LX #)7)= LV (01) X, 1) (IX). 
V II · დან განწარმოებით მივიღებთ: 

' 7 (2:, 1) #L 2”) #V)=#:#/ (CV » X91) 

# M „ (X, 15 #X5 #)/ 1=# #"V (25-15 XI )') 

=- აქედან კხ “ჟფამომდინარეობს ტოლობანი (VIII), (IX). 

დამტკიცებული დებულების ძალით, (VII) 
ასე შეგვიძლია წარმოვადგინოთ 

1 I იბ > ე? 

    წ 
–-–-) '==–=)- 

” » ი" აი ი 9-2 

    

% 

_ LL” (XV 1 |“ შემ ა 117 I/ ე? –- 1) 2-5 + 

7 
ჯ 1ი __ 

“კ 9 I, (XV 2%X1/ 53 > -L 7 7 V 3 == 

19 _ 20 _ 
“V (MX მრ აი რბ 17 ემ ეწ I <0
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ასუ. თუ აღვნიშნავთ 

  

  

_% – +M _ M_ 

11 1 095 ს, 1“ + მ + 72 „=00§ 0, , - I 39 235 5ი ნ), 
“ი V· · 

ი 

"28 ===8ი ჩა, 
+? + ი) 

1 ჯემ + ჯმ 16050, |/" =” 605 მ, 510 ხე) – /” „' (+, V,, 605 0), §10 0,)| –– 

+3ი 0, II: / (XI 05 ყე, 51ი 9.) /”„' (Xე; ს) C05 I), 510 0))1) 220 (X). 
(ა) უტოღობა მოკლედ შემდეგნაიოად შეგვიძლია გადავწეროთ: 

1 9 + 2 ჩა (I 7-7, )+0ს (I /–#,)) > 0 (XI) 
ს საინტერესოა ახლა გამოვიყვანოთ დამოკიდებულება 7: და /', 

უნქ იათა მორის, ფუქც ლიი 
-„ (XV, C95 ჩი» 5ი ყა) –/ 4” (Xაა XV, C05 (ის §ი 0.) 

შეგვიძლია ასე წარმოვადგინოთ: · 

# ზ, “საია, ” (91 C05 (0, +-<), §Iი (ყკ--“))) ძ-. 

ეს ინტეგრალი ტოლია 
IL” (–-/ “+4« 5)ი (0ა+ ა+/, „ „ 605 (0,+ <)) ძ-. 

(ჯა-ით "აღნიშნულია 0)-–). 

ამგვარად, 

7, „=I/ “წ ი, „ 510 (ყ)+ <>) – /” / ,„ C05 (0ე+--)| ძ. 

მაგრამ ჩვენ ვიცით, რომ /” 4 „=17 | და L „„=--#+ V ყე. 

დავწერთ: | 
ვუ ჩ,= ში – ფიბ(0,+=)- 510 (0ა+-) 6087 (0) +. 

2+2)I- 7”, (%-; 2/» 695 (მკ+-<) 510 (0)-+-+)) ძ+= 

=| – §1ი (0მკ-+<) I", (2, 1, C05 (მ) –- 2), 51ი (0კ+-<)) (7 ”.. 

ანალოგიურად მივიღებთ: 

I ,'–- I /= I" C05 (მა–-<) 7”, (Xს- )'ა, C05 (0,-+ <), 510 (0ს–+- )) «/=. 

(XI) უტოლობის მარცხენა მხარე შემდეგნაირად შეგვიძლია გარდავ-: 

ქმნათ. _ –_ __ 

| ა? + „521 (C05 Lე (/”,–-/ 7)- 510 მა (/” /– # ,))ლ= 

=I” 12-33 IC05 0, / ი  ყი(ს.-+2 ა ძ-+ 
"რი „ა“  _ % . 

+51ი ს. / წი -0§ (0, -–-<) I", ძ-)=V (9 +X2/, 'I((– C050კ §10ი (0,–<)+ 

–+31ი მე C05 (0კ-L“)| /', ძი2=> 

=% 224+32 /. ბზე (მე–– მე-2) #5 (+, 1); C05 (00-+<), 510 (II4--<)) #---
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ასეთ სახეზე მივიყვანეთ /: (X), Xი) X ი ი» I) ფუნქცია. 
დავწერთ: _ 

CV ი: XV V ი VI Xა)= 

=1 X#2 +X»2, / ვე («,-– 2) 75 (+, 7, C05 (0„–--), 51ი (0,--<)) ძ–. 

გამოვიყენოთ საშუალო მნიშვნელობის ფორმულა. 

მივიღებთ: 

7:( 2 ა X 6: ქც; X/,, 1) = 

/–131=,აც · . # · წი : – X =V = 21:32 75 (XV 1 605 0,7, §(ი 0,5. / ყი (7-9 42= 
=1” ემ -L +? 7+(Xი ა, 605 0)”, §1ი 0)%) |1 –– C05 დე|. 

(ი.“ არის საშუალო მნიშვნელობა მ, და მ. შორის). 

V6IC5V255-ის პირობა (V) შემდეგნაირად დაიწერება: 

16 X,1 3- )7ე? 7”, (%ი, Vა 605 მე%- 510 ნე“) (1-–-605 დ, 1. <0... (XI) 
(XI) გვაძლევს დამოკიდებულებას # და #, ფუნქციებს შორის. 

V 2 +“, დადებითია, 1– 605 დე აგრეთვე დადებითია, ან ყო- 
ველშემთხვევაში, ნულზვ ნაკლები არ გახდება. ამიტომ (XIს) უტო- 
ლობა მოგვცემს: 

#X, (%ის 1» C05 0”. §1ი 0?) => 0 (XIII) 

პირობა: # (Xე, 1, 605 0, §1ი 0) –>>0, ყოველთვის როცა 0 მოთავ– 

სებულია 0 და 2> შორის, წარმოადგენს საკმარის პირობას VV6I6I- 
§5C255-ის პირობის შესრულებისათვის, მაგრამ ის ამასთანავე აუცილე– 

ბელი პირობა არ არის. მართლაც, «ტოლობა 

1”, (X,ა 1); C05 0“, §1ი 0%) –> 0 

ყოველთვის შესრულდება, თუ შესრულებულია საზოგადოდ უტოლობა 

/', (+); V., C05 0, §1ი 0) -> 0, რადგან 0?“ არის რომელიმე რიცხვი 0 და 2” 
შორის, მაგრამ უტოლობის /“( ე, #ი- 605 0%, §1ი 0") -> 0 შესრულება 

კიდევ არ მოასწავებს უტოლობი /”, (Xე, 7); 605 0, §1ი 0) => 0 შესრუ- 

ლებას, რადგან ჩვენ არავითარი გარანტია არ გვაქვს იმისა, რომ, 

როცა ე გაივლის შუალედს 0-დან 2>-მდე, მ" აგრეთვე მიიღებს ყვე- 

ლა მნიშვნელობებს 0 და 2> შორის. 

ახლა თუ რომ 0 და 60% შორის ისეთი დამოკიდებულება არის, 

რომ MM დაფარავს მთელ შუალედს (0,2>) როცა მს გაიელის ყველა 

მნიშვნელობას 0-დან 2»-მდე. (ამისათვის, რასაკვირველია, არ არის აუ– 

ცილებელი, რომ 0 და 0% შორის ორივე მხრივ ცალსახა დამოკიდებულება 

იყოს), /”, (Xია; 1; C05 0, 5(ი 0) >-0 წარმოადგენს VVC6I6I5C255-ის პირო- 

ბის აუცილებელ პირობასაც და ეს ორი პირობა იქნება უჯვე ექვი- 

ვალენტური. 
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„–_ა ვნახოთ ახლა აკმაყოფილებს თუ არა ბრაქისტოქრინის პრობ... 
ლემა ძინიმუმის მეოთხე აუცილებელ პირობას. 
როგორც ვიცით, ბრაქისტოქრინის პრობლემა მიიყვანება ინტეგ– 
ღალის: 

მინიმუმის მოძებნაზე. 

#ნ ფუნქციის შედგენა ამ შემთხვევაზი რთულ საქმეს წარგოა–- 

დგენს. 
შევადგინოთ #, ფუნქცია. 

დავწერთ: 

L –_  - VC 

“ა ერე მემ) ააა უ” 
+ 
  სიაა ალი ა 

/ აარ ნე) ცი45/) იჯ=% 34 
#,7,= 

ამგვარად, ჩვენ მივიღებთ: · 

1 ლ_.ა 

ცის4აერ)ი–=#94:+#” 
    L= 

აქედან 
  #5 0C 13 6050, 51ი 0)=> _-1... 

_–.. 

ჩვენ ვხედავთ, Cომ 7“, («, ), C05 0, §1ი V) იქნება მეტი ნულზე 0 ს 

ყოველი მნიშენელობისათეის (0,2>) შღალედშზი და, მაშასადამე, შესა- 

ბამისი 8 ფუნქცია იქნება დადებითი. ამგვარად, ბრაქისტოქრინის· 

პრობლემისათვის მინიზუმის მეოთხე აუცილებელი პირობა ზშესრუ- 

ლებულია. 
გადავიდეთ ახლა მინიმუმის საკმარის პირობაზე. 

შეგვიძლია მინიმუმის შემდეგი საკმარისი პირობა ასე გამოვთქვათ: 

ფუნქცია, რომელიც (II) ინტეგრალის ქვეშ იმყოფება, უნდა იყოს. 

დაღებითი. 

ე. ი. 

L (2#,/ (X,)), 0 (21), XV ) 2-0 (89858) 

ამ პირობას შეგვიძლია ცოტა სხვანაირი სახე მივცეთ.
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ამისათვის გარდაექმნათ ფუნქცია 

# (ჯა ს (ი X 4 051) ს) შემდეგნაირაღ 
ნ (50 # ჩ (5), 2 (2 1), ჯ ს.» ')=X II"-C%9 1) XV) ))–-/+“ (57% #/(% 1)» 

4 (% 1))1+)” (/V" (2015 ს) I) – 7% (20 3) / (21511; ი (X, 1))) = 
=1/ XI? +- 121005 0 (/-,(+, I, 605 0, §1ი 0)–– 

–/.' 0915 ჩ (251) # (2, 1))14+-51ი 0 (LV (+, 1, 69§0 5)ი 0) –– 

წ (95 გ (91); 4 (X ·))ლ1I/ X2+1+> 700015 ჩ(241), 0 (XV 
ლიყ ს, §1ი 0). 

პირობა (XIV) შემდეგნაირად გადაიწერება: 

#5 (21) ჩ (X, )'), 0 (X, 1); 605 0, 51ი 0) >- 0 : 

ეს პირობა უნდა იყოს შესრულებული 0 ყოველი მნიზვნელო- 

ბისათვის 0 და 2 > შორის. 

ცხადია, რომ ბრაქისტოქ5ინის პროპლე?ჭისათვის მინიმუმის სა– 

კმარისი პირობა შესრულებ: 

გადავიდეთ ეხლა /: ფუნქციის გეომეტრიულ ინტერპრეტა- 

ციაზე. „ განვიხილოთ მრუდი 

IM (9 1 :, )=1 

სადაც X და ”„ არის პარამეტრი და :,+ ცელადები. ამ მრუდს ინღი- 

კატრიქს უწოდებენ., 
ეს მრუდი შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ პოლიარული კოორდი-- 

ნატების საშუალებით: 

ამისათვის უნდა მოვახდინოთ გარდაქმნა 

==0ი060050, #=06531ი I. 
მივიღებთ 

I (XX. 6 605 9, – 515 0)=1 

# ფუნქციის თვისების ძალით დავწერო: ' 

' 0 /'(#. 605 ს, 51ი I))=1 

აქედან 
1 

”ჩ” (X )5 6050, 5)იV) ი0.«C 

გავიყვანოთ მხები ინდიკატ- 

რიქსის რომელიმე ,4 წერტილზე. 

0, C 5 კოორდინატებით საერთოდ 
  

მხების განტოლება პოლარულ 

კოორდინატებში შემდეგნაირად ნახ, 28. 
გამოიხატება: 

ე 2 
+,=     

CC05(> –თ – 4. 510(4-–0)
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უ და « არის წარმდინარე პოლარული კოორდინატები. ჩვენ 

შემთხვევაში. - “ქც იქნება: 

4.= 1 
ი წწ 1 C05 0,51ი 0))) L- 

+1V (15 608 0, 3510 0) C05 0) 

I", (X, 1) 605 0, §1ი 0) §1ი0-- 

ამგვარად ინდიკატრიქსის მხების განტოლება პოლარულ კოორ- 

დინატებში შემდეგნაირად დაიწერება: 

M + C05 (თ –– მ) ++ = 510(თ–-0)| – /#,5I00+- LV 9050) L= - 

აქედან, 
C065(თ-–-0) #-–- §(ი 0 51ი(7-– 0) /-,'-+- 605 0 51ი (თ-– 0) /-/ '=+ 

ახლა, თანახმად /, ფუნქციის ცნობილი თვისებისა, გვექნება: 

IL (9 7, 6050, §(ი 0)=C05 0 /> –-51ი 0 /> 

ამისდამიხედვით უკანასკნელი ტოლობა შემდეგნაირად გადა- 

იწერება: , 

(005 0 C05(»-–-0)–– §1ი 0 §|ი (X-––0)|. #.' + (ი(ი მ C0§ (თ– 0) +. 

–+31ი (ჯX-–– 0) C05 სI//=-1- ; 

ანუ 

C05 თ /-, (X, , 605 0, §1ი 0)–- 510 თ 7 (XX, 15 605 0, §1ი 0)=-L 

ასეთია ინდიკატრიქსის მხები (ს, ი) წერტილზე. 

ავიღოთ ახლა ინდიკატრიქსის რომელიმე სხვა წერტილი 8, 

პოლარული კოორდინატებით (ს, 0). გვექნება: 

ჩ #C:, 7, C05 0, ფი 6). , 

ანუ 
MX, I, 6050, 5(ი 0ე)=-L. (ა). 

შუ 

ეთქვათ ამ წერტილის რადიუს -ვექტორი გადაკვეთს ჩვენ 

მხებსს წერტილში, რომლის რადიუს-ვექტორი აღვნიშნოთ #” 

გვექნება 

–. – 1 
9050 /-' (X, ), 6050, 510 0)+51ი ს /', (X, ), C0§ 0, 5§1ი 0) = “=- (ბ). 

გამოვაკლოთ (ა)-––ს (ბ). მივიღებთ: 

I (+), 605 70 ,5900)–600§ ს / (X 13 505 0, §1ი 0)--§1ი 0. 7 (X, 1, 
» - 

  ლ00§ 0, 5Iი 0)=-+--–--1= 
C = 

0. 
=> რი.
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მარცხენა მხარეზე მყოფი გამოხატულება წარმოადგენს სწორედ 

L(X, 1, 605 0, §16 0, C0§ 0 , §1ი 8). 
„ამგვარად, გვექნება 

წ: («, X» = 

გადავიდეთ ახლა ისევ დეკარტის კოორდინატებზე. 

ამისათვის შემდეგნაირად მოვიქცეთ აღენიშნოთ (მ, () და 

თ 16. )წერტილების დეკარტის კოორდინატები შესაბამისად (§, უ) და 

XC, თ»), და ფუნქცია #(X,7, 005 0, §|ი 0, C0§ 0 ,§(ი 0) შემდეგნაი– 
„რად გარდავქმნათ: 

# (X, 1, 5058, 51ი 0, C05 0 ,§1ი. მ )=VII(X, 7, 605 0,510 0) = 

–:6C0§ 0 L,' (X, 7, C0§ 0, §|ი 0)-– 59100. „” (+, 1, 905 0, 51ი 0ე)= 

–ი 
                      

==+VI “(X, 1) '"ი60508, საია (7, I”, 9 60590, 0 510 0) –– 

– ი500 I (X1, 0C05 0, 6510 0)| == == CC ». წ, თ)– 

–6 I რცხ)-ოM (– #6 9=5-6(959%, ფ) 
ამგვარად ჩვენ გვექნება: 

=-5(0ი7» 6 თი 6 L) თ) == 
»”-ი 
  

<| ბ 

ანუ 

(X,7, 6, -65, თ)= “> 

უკანასკნელი ტოლობა გვაძლევს L ფუნქციის გეომეტრიულ ინტერ- 

პრეტაციას. 

ეს ფუნქცია ; გამოხატავს შეფარდებას მონაკვეთის, რომელიც 

მოთავსებულია (§, თ») წერტილის რადიუს-ვექტორზე მისი ინდიკა- 

ტრიქსის და ამ ინდიკატრიქსის (5, უ) წერტილზე გაყვანილი მხე- 

ბის გადაკვეთის წერტილებს შორის, მონაკვეთთან, რომელიც აერ– 

თებს ამ მხების გადაკვეთის წერტილს კოორდინატთა სათავესთან, 

ლექცია XX V 

მიგვძნი-ის ფორმულები. 

აქამდე ჩვენ განვიხილავდით ძირითად პრობლემას: აღებულია 

ორი წერტილი 4 და 8 

და მოცემულია ინტეგრალი: 
" 

=>, ბ LC), X) 7) ძI. 
(11 

ი.   

8. ვარიაციათა. აღრიცხვა
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უნდა მოვძებნოთ მინიმუმი ამ ინტეგრალისა იმ მრუდების შესახებ, 
რომელნიც «4 და 8 წერტილებს აერთებენ. ჩვენ ნაგულისხმევი გვქო– 

ნდა, რომ 4 და 85 წერტილები არის უძრავი. რა თქმა უნდა, ეს არის 

უმარტივესი შემთხვევა ინტეგრალის მინიმუმის პრობლემისა. 

მაგრამ საჭიროა ისეთი შემთხვევაც განვიხილოთ, როცა ეს წე- 

რტილები არ არის უძრავი: შესაძლებელია ერთი, ან ორივე ერთად. 

მოძრაობდეს მრუდზე, ან შეიძლება კიდევ ერთი მათგანი იყოს სრუ- 

ლებით თავისუფალი. ასეთი შემთხვევის განხილვაზე ახლა გადავდი- 

ვართ. ამისათვის საჭიროა წინასწარ გამოვიყვანოთ რამდენიმე ფო- 

რმულა. ჩვენ ვიცით რომ თუ ავიღებთ სადმე Xჯ, (X,, »,) წერტილს „4 

წერტილის მახლობლობაში და #ე (X), 1) წერტილს 8 წერტილის 

მახლობლობაში, მაშინ, თუ დაცულია L6ძ06იძ+6-ის და 1|8CიხI!-ს პი- 

რობები, შეგვიძლია შევაერთოთ #ჯ#, და L, წერტილები ერთი და. 

მხოლოდ ერთი ექსტრემალით. 

ეს ექსტრემალი შეგვიძლია გამოვხატოთ შემდეგნაირად: 

2+= X (/, X, 2, X2) 15), 2/== I (/; 1) 2); X;; 2) 
ინტეგრალს აღებულს XL, #, მრუდის მიმართ, 

#, ჯ (2,2, Xჯს >) ძ(, 
! 

როგორც ვიცით, ექსტრემალური მანძილი ეწოდება. ეს ექსტრემა– 

ლური მანძილი არის ოთხი (კვლადღის X,, ,,, 2,1 ფუნქცია / (X,, 

21%» %ვს) ))- : 
# ფუნქციის წარმოებულები X»,, 1; X,, 7, შესახებ შემდეგნაირად. 

გამოიხატებიან: 

მ» – 1” (XV XI ჩ 91) 

მ) _ XL, (+: 
მ, ბ (2:,; 1; /;; 41) 

(წ)) ბ! _ თ + 
“მ0%) 14 (X») 1, ჩე; 02) 

ი , · 
31=ჩ, (X,: )'2; #5 9:) 

ვიპოვოთ ახლა # ფუნქციის მეორე წარმოებულები: 

თ) ძყ ძ/ ბს) _ძI) იძ) 
"მჯ ” მX,მ),: 0), ? 09X? ? მი ” მჯ: 

ამისათვის მივმართოთ ასეთ გზას. 

48 ექსტრემალის ველის რომელიმე წერტილზე გავიყვანოთ- 

ექსტრემალთა კონა. ვთქვათ ეს წერტილი იმყოფება 48 ექსტრე- 

მალზე ან მის გაგრძელებაზე. აღვნიშნოთ ექსტრემალთა ამ ოჯახის. 

განტოლება შემდეგნაირად: 

X=X(/, თ), 1'==)' (/, თ) ი»
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ცხადია, რომ ველის ყოველ წერტილზე ჩვენი კონის მხოლოდ ერთი 

ექსტრემალი გაივლის. ამიტომ ყოველ წყვილ მნიშვნელობას Xჯ და 7 

გაოკვეული თ ეთანადება. ასევე გვექნება / შესახებ. ამიტომ შესაძ- 

ლებელია (IL) განტოლებათა გარდაწყვეტა თ და (| შესახებ. გვექნება 

7=/ (X, წ), თო=თ (X, )), ჩავსვათ / და თ ეს გამოხატულებანი (II)-ში, 

მივიღებთ ორ იგივეობას 

X=X (/ (X, X); თ (X, 1) 
(IL) 

1==7' (/ (>, 1"); თ (X, 7)) 
განვაწარმოოთ ეს ორი იგივეობა Xჯ-ის შესახებ. გვექნება: 

მთ ი მ/ ძ« 
1=X5; +Xთ “22 ? 0=X2- +X ?X 

მივიღეთ სისტემა ორი უცნობით >, 9- . გარდავწყვიტოთ ეს სი– 

'სტემა:7. , 4+ შესახებ. 

L 

მს X(Vთ–- #X> 

XX  –»M 
მი IX-X 

ჩვენ წინათ X 19 – # . X>» აღვნიშნეთ # (/,თ), ამგვარად, 

ი” _ 7თ მთ _ –/ 

8 გმ მშ, 2 (IV) 
თუ (III) განვაწარმოებთ X” შესახებ, სრულებით ანალოგიურად მი- 

ვიღებთ: 

  

ი #9 ძ=> +V 
მა. ტი. , ი · 4 (V) 

განვიხილოთ ახლა შემდეგი გამოხატულება: 

ძ ი 
ძვC –ჩე+ (Vს 

როგორც ვიცით, # არის X (,თ) ფუნქციის წარმოებული / შესახებ, 

და ი0X(/, თ)-ის წარმოებული ; შესახებ: 

ჩჯ=X%I (/, თ), ძ=V%I V, თ). 

უნდა გვახსოვდეს, რომ აქ / და თ განხილულია როგორც ჯ 

და ჯ ფუნქცია). 
ვნახოთ რა არის + .· დავწერთ: 

-2 ი _ მთ 
ფშ. შა თშ 

თუ მივიღებთ მხედველობაში (LV) ფორმულებს, გვექნება: 

მი _ ტუა „ # _ XIX“ “ თ) 
მა გ 1ი6გ=––-.
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"ვიპოვოთ ალა, .· დავწერთ: 

ძ ი! ) ' X/IXთ –– I –_–“ 
გამოხატულება (VI) შეგვიძლია შემდეგი სახით წარმოვადგინოთ: 

2MIV დ 1 –– ს , )4ზ –– ჯ – სჯ 49= "თ (თX 4. (+-2!თ 7Iთ XIX( (VI) 

საა ახლა ტ წარმოებული ( შესახებ. 

ა,=V41)Cთ + 2%V თ|–- 14 X% –-1( X ი 
თუ შევადარებთ ახლა ა, გამოხატულებას (VII) მრიცხველის 

"გამოხატულებას, შეგვიძლია დავწეროთ: 
პი პი _ 1(4+-1MX>C)--X0XMXC _ IM -- იბ M _ 

“იმ; #2 ი. -_._ ..=.. 
ამგვარად ჩვენ მივიღებთ: 

9 ძე _ , 
“ა ი: 97982 ( “იძ 

შევადგინოთ (VI) ანალოგიური გამოხატულება: 

ძ. “ჩე (VIII 
ი, ძი 

ვიპოვოთ ჯერ 4 და 9 . დავწერთ: 

%ა მც ––- %X, %M 
4-= – 2: + <= აღაბავბიიი 

ძი 2? > %X(VL თ –– Xთ27M 
V > –)”" –+“-ს. ––– 

გამოხატულება (VIII) შეგვიძლია შემდეგი სახით წარმოვად–- 

გინოთ: 

-% X >XLXIდ VC –– %X 6 XIII –- XIმXIთ + X თ2IIX  __ 
– სხ, ჯ = 

იი + +207 CM -- X XXL _ – ტყ + XV 
=- გ – = > , 

ანუ 

ი%# –.# = –ჯ“+ +)! 

ზემოთ ჩვენ ივლი შემდეგი ორი ფორმულა: 

ძ ძ , 036-M-X=0 3-4 თ–% 

–ჯ += –ხ > + (2) 

სრულებით ანალოგიურად შეგვიძლია შემდეგი მესამე ფორმულა გა– 

მოვიყვანოთ: 
ი/ ძ/ ტ, (XV
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სამივე ჩვენს ფორმულაში შედის - „ ვნახოთ რას წარმოად- 

გენს იგი: 

4(/, თ), როგორც ვიცით, შემდეგნაირად გამოიხატება: 

ბრი, თ=X(/,0თ) > (/,თ)–#(/, თ) Xთ (/, თ). აქ ჩვენ უნდა გვახ-– 

სოვდეს, რომ / და თ განხილული არის, როგორც ჯ და » ფუნქცი- 
ები: 1=1(Xჯ, 7) თ=C (LX, 1)- 

აღვნიშნოთ ახლა ჯ პარამეტრის მნიშვნელობა იმ წერტილი- 
სათვის რომლიდანაც გამოდის ჩვენი კონა «. ვთქვათ აგრეთვე, 

რომ თ, ის მნიშვნელობაა თ-სი, რომელიც „8 ექსტრემალს ეთა- 

ნადება. 

იმ დამოკიდებულების ძალით, რომელიც # და 80 ფუნქციებს 

შორის არსებობს (95 გვ.), შეგვიძლია დავწეროთ: 

4#ბ (/,თ,)=C80 CVI,“). 

განვაწარმოოთ უკანასკნელი ტოლობა (1 შესახებ. მივიღებთ: 

რს!;(I)=.ა)=C90/ (# <). 

შეფარდება -“ შემდეგნაირად შეგვიძლია გამოვხატოთ: “"= VCთ5 ეფაოდეია –> წეძდეგ დ შეგვიძლია გამოვხატ “2“0ი,49“ 

ტოლობანი (IX) და (X) ასე ,ათმოიშერება 

/ ი MM 4) ' - 

> -ჩ თ =ძ”ძ8თ59 ი? (21) 
ძ, ძი ნ'C, 

გამოყვანილი ფორმულები ს საშუალებას მოგვცემს ვიპოვოთ 

ფუნქციის / (X,, 7,) X,, -) მეორე წარმოებული. ამისათვის განვაწარ– 

მოოთ ტოლობა 
ძ 
9 –-#M CV Iს ჩი თ). მივიღებთ: ძჯ 

001_ ძმ , ,0 I. ხე გათ ცემი 
ახლა, თუ მივიღებთ მხედველობაში ფუნქციების L”." ს 

დამოკიდებულებას #., ფუნქციათა, შეგვიძლია დავწეროთ: 

  

  

მ) ძ ი8=- ნ. (წაი: > +C)ს თ ,24=- #7 – (6), თ 69. 25– 
– ა (7), ნიშნავს, რომ ფუნქეცია /, არის აღებული X, წერ- 

ტილისათვის). 

(XII) ძალით აო 

0) _ ე 0'CL) 
შX, – (#,), 0,1 მნ ი,ი · 919 I
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თუ გავიხსენებთ "VV/616C5C0§§-ის ფუნქციის გამოხატულებას, 
უკანასკნელი ფორმულა შემდეგნაირად შეგვიძლია გადმოვწეროთ: 

თ/ 05) 
ი». _ L, – (”,)4" 5) (XIV). 

(L, ნიშნავს, რომ L ფუნქცია აღებულია ს, წერტილისათვის) 

(XIV) ფორმულა პირველად მიიღო ამერიკელმა მათემატიკოსმა LX6- 
§ძტი-მა. 

ანალოგიურად შეგვიძლია ვიპოვოთ პუე-ის გამოხატულება. 

ამისათვის განვაწარმოოთ იგივე ტოლობა > = –71' (X,, #2 /,, 94.) 

ჯ-ის შესახებ. დავწერთ: 

9 2 ხს M/ 3 – ს 38 

=- სს - (#9, ( მუ–ი/, თ-)= 

<=“ +-ის (წწ, –M ს (6),= 
0IV/,,=) 

= – M,+ჯ,ი, (LI), 0მი0ა9 

ამგვარად ჩვენ მივიღებთ: 

მ) 3 0 «CV 
მმ), –პს+7#9, (LI) 0 0: (XV) 

ეს არის LX65ძ6ი-ის მეორე ფორმულა. ვიპოვოთ ახლა 24. ამისათვის 

ძ , 
განვაწარმოოთ ტოლობა :7.= –IV (XI 2'ც ჩ,) 9)) 

გვექნება: 
ი ., –_” , % უა) წ ძ/ 
2+= – წყ- 2) წუ –მ,+ C)ჩ9 7“ 

ი , ბპ ძ , 
–ი(5სM'V = ჩი + C"),., ( დელ, -ფ-)= –'ა– 

ლ ჩ/( 53) , ; 
წ ღ –ჩ; (I), ს ია + #.(1)),= – # –ტ,(), წწ ' 

ამგვარად მივიღეთ 
ა' 

0 /!(/,) ი _ –M, –ჩ!LX8ე 0.5) (XV) ძა), 

ეს არის LX-:05ძტ6ი0-ის მესამე: ფორმულა.
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ახლა სრულებით ანალოგიურად მივიღებთ LX-6§5ძტი-ის სამ და– 

„ნარჩენ ფორმულას: 

0((/ 53) 

წ 9591=IM,+(0 პვრე” ნC 2 (XVII). 

თ 9 (6,5) გაა =0ჩ-(წ6 წევ. (XVIი. 
2 9455) 

„.. + (წ); ჩა” გდ. (XIX) 

ლექცია XXI 

ტრანსვერსალი 

წინა ლექციაზე ჩვენ გამოვიყვანეთ LX6§ძ6ი-ის ექესი ფორ– 

მულა. გავიხსენოთ რას წარმოად– 

გენდა +, რომელიც ყველა ამ ფორ- 

მულებში შედიოდა. # 

ავიღოთ ექსტრემალი „”8 და ამ (ქ 

-ექსტრემალის რომელიმე წერტილი- 

დან გავიყვანოთ ექსტრემალთა კონა. 

/ პარამეტრის მნიშვნელობა იმ წერ–- 

ტილისათვის, რომლიდანაც კონა გა- ნახ, 29, 

მოდის, არის სწორედ <= 

ნV(,,5) 
განვიხილოთ ახლა შეფარდება ნი . ეს შეფარდება წარმოად– 

გენს +-ს ფუნქციას. დავამტკიცოთ რომ ის არის + ზრდადი ფუნქ– 

ცია. ამისათვის მოვძებნოთ წარმოებული II”(-). 

დავწერთ: 

0/+0 _. 0,0+ 

; ხ2 

'გარდავქმნათ მრიცხველში მყოფი გამოხატულება. ჩვენ ვიცით, რომ 

'ც6 0, +) ასეთი სახე აქეს: 0 (#, +)==# (7) წ (<)–– წ (/) V (2), სადაც ყ დას 
„წარმოადგენს ხაზოვნურად დამოუკიდებელ ინტეგრალებს |მ6C0ხI!-ს 

'დიფერენციალური განტოლებისა: 

ძ , 
ჯე) –(ც)=0 

””'C)= (I) 

ეს განტოლება კიდევ შემდეგნაირად შეგვიძლია დავწეროთ: 

სე:+ჩ 9 -ჩა=8,
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ან და, 

>–» LV ძ 2 
ფძი+X თ  C7=0 ძი 

ჩვენ ვიცით, საერთოდ, რომ თუ გვაქვს დიფერენციალური: 
განტოლება 

“კგ4 ––+ი)=0 სახისა 

და „ და დ” არის ორი ხახოვნურად დამოუკიდებელი ინტეგრალები: 

ამ განტოლებისა, მაშინ გვექნება: 

- /თ! 
7) –-შ?/=06 

#ჯ” #. 
(11) განტოლებისათვის /დაიჟ იქნება ჯ- და წეს კ ამიტომ 1! არის 

ჯL, : 
/ ჯ ძ/, ანუ, Lძ L, 0) და ამგვარად დავწერთ: 

VI-V =0C 16650= > (0968) 

ვიპოვოთ ახლა , 

0, ით, “), მ 0, <), 0,– (/ც +). 

დავწერთ 80,(/,, =)=V' (/,)? («) – 7! (<) ? (,,) 

ს– (/,, +)==V (/ც) ყ1 (+) –– წ' (=) V(/,) 

მ,- (,,, -)=–V' (ვ) V/(C>)–– V' (5) ?შV,) 
ამგვარად, გვექნება: 

0,+ 0–-9,8- = (V' (/,) V" (<)–– V' (5) V 0, )| IM (/,) #(5) – VV,)VC2))–– 

–ს”ხათრ–#6C)V0ა) I V)V C)– 6)«0))= 
=MV)V/ 6)– +“ 0)9 0.1 IV C) 9 CC) –” რ) C)1, 

ანუ, (III) ძალით, პ 

“ (ე 
მ/:0-– 0, 0<= # თ ჩირო 770050). 

(0) შემდეგნაირად დაიწერება: 
ქ 

#შს= 8 წილ 
თანახმად L6ძ6იძI0-ის პირობისა #, 7 ყოველი მნიშვნელობი-. 

სათვის უნდა იყოს დადებითი (მაქსიმუმის პრობლემისათვის -– უარ- 

ყოფითი), ამიტომ X-;, (/,) #, (1) იქნება დადებითი და, მაშასადამე, 

დადებითი იქნება, აგრეთვე, #7”). 

ამგვარად ჩვენი დებულება შესახებ იმისა, რომ ია) ა წარმოადგენს. 

<2 ზრდად ფუნქციას, დამტკიცებულია.
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შევუდგეთ ახლა შემდეგი პრობლემის გარდაწყვეტას: 

ვთქვათ აღებული გვაქვს გარკიეული „> წერტილი და გარკვეული: 
XX მრუდი. 

უნდა გავიყვანოთ „4 წერ- 

ტილიდან ამ მრუდზე ისეთი 48 

მრუდი, რომ ყოველ სხვა მრუდ–- 

თან შედარებით, რომელიც #4 

წერტილს და # მრუდის რომე- 
ლიმე წერტილს აერთებს, იგი 

მინიმუმს ანიჭებდეს ინტეგრალს ქ“ 

  

ნიხ. 30, 

თ 
/= | "წინარე! 

ასეთნაირი პრობლემის განხილვა დაგვჭირდება, მაგალითად,. 

მაშინ, როდესაც ვეძებთ უმოკლეს მანძილს რომელიმე წერტილიდან. 

რომელიმე მრუდამდე. 

რით განსხვავდება ზემოთდასახული პრობლემა წინათგანხი–- 

ლული პრობლემისაგან. 

წინათ ორივე წერტილი / და #8 იყო დამაგრებული. 

ახლა კი ამ ორ წერტილთა შორის მხოლოდ ერთი წერტილი: 

4 არის დამაგრებული, ხოლო მეორე მოძრაობს მრუდზე. ეს ორი 

პრობლემა არსებითად განსხვავდება ერთი მეორისაგან. 

ჩვენი პრობლემის გარდასაწყვეტად უნდა მოვძებნოთ წერტილი. 

8 და მრუდი „#8. 

მრუდი „”28 უეჭველად უნდა აკმაყოფილებდეს Cს16I-ის დიფე- 

რენციალურ განტოლებას 

-, ჯ_ ი.ლ, სა--7- I =0 ან და, ჰა-–-ე-=0 (IV) 

მართლაც, ჩვენი მრუდი 28 მინიმუმს უნდა ანიჭებდეს ინტეგრალს. 

ყველა იმ მრუდთა შესახებაც, რომელიც 24 და 8 წერტილებს 

აერთებს, ამიტომ უკვე აქ ჩვეულებრივ პრობლემასთან გვექნება: 

საქმე. 

ვთქვათ (IV)-ს გარდაწყვეტა არის 

X=დ (/, თ, წ), ჯ=% (/, თ, 8) (V) 

მრუდი #8 არის ერთი იმ მრუდთაგანი, რომელიც V ოჯახს 

ეკუთვნის. მრუდი #8 მოკლედ აღვნიშნოთ 8მ,.. 

ჯერჯერობით ჩვენთვის კიდევ გამოურკვეველი რჩება თვით #: 

წერტილის მდებარეობა. ამის გამოსარკვევად მიემართოთ ექსტრე- 

მალური მანძილის თეორიას.
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გავიყვანოთ წერტილიდან ექსტრემალთა კონა. ავიღოთ ერ–- 
თი ასეთი მოუდთაგანი 4C. 

„ვთქვათ # მრუდის განტოლება არის X»= » (X). და 8 წერტი- 
ლების კოორდინატები აღ– 

4 ვნიშნოთ შესაბამისად (X,, »,) 

და (XX) C წერტილის აბ- 
C” სცისა აღვნიშნოთ »ჯ. 

ვნახოთ ახლა რას წარ- 

4 მოადგენს /, აღებული >/C 

მრუდზე. 

4 ეს იქნება ექსტრემალური 

ნახ, 31. ინტეგრალი: 

#7CXს V, X, X (2) (Vს)ს. 
X ა და არის მუდმივი. (ცვლადია აქ მხოლოდ ჯ. ჩვენ ამგვა–- 

რად გვაქვს ფუნქცია ერთი + ცვლადის. მას მინიმუმი უნდა ჰქონდეს 

წერტილზე # (XV, )V)- 
ამისათვის, როგორც ვიცით ჩვეულებრივი 6Xსხოსთ-ის თეო- 

რიიდან, აუცილებელია, რომ (VI) ფუნქციის წარმოებული ;:-ის შე–- 

სახებ იყოს ნული, როდესაც + მაგივრად ჩავსვამთ ჯა, ე. ი. 

მ, მ ი ცა> 
(>. X=ჯე ი ქ+= ჯე) (X))=90, 

„ი (2) 10: ჩი) ძი) + IV" (%ი; 10) ჩი» ძი) X ჯი=ს (VII) 
(MI -ით მოკლედ აღვნიშნავთ 1" (%ე), “ხოლო ჩა დღა იე: წარმოად- 

გენს ი და ი მნიშვნელობას 8 წერტილზე). 

(VII) კიდევ ასე შეგვიძლია გადმოვწეროთ 

ჩ-ს" (Xი; 1თ ი» წი) C05 %ე ი + (Xი, 70; ჩი; 4ა) 510 89)=0 (VIII) 
სადაც V. წ» არის MX შრუდის 9 მხების. კუთხე 8 წერტილში, 

(VIს ან (VII პირობას უწოდებენ ტრანსვერსალობის პირობას. 
თუ ეს პირობა შესრულებულია ამბობენ, რომ მოუდი 48 ტრანს- 

ვერსალურად კვეთს მრუდს X#. 

განვიხილოთ ახლა მაგალითი. 

უნდა მოვძებნოთ უმოკლესი მანძილი „#4 წერტილიდან # მრუ- 

დამდე. ეს პრობლემაა როგორც გეიცით, მიიყვანება ინტეგრალის 

#. 17 ჯ? – +» - ?ძ მინიმუმის მოძებნაზე. ტრანსვერსალობის პირობა 

(VIII) შემდეგნაირად. დაიწერება: 

==, 8 0955 + 55 

ანუ. 

11 73 90 35 =0
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'მაგრამ 

_ « _ _ - # 
7 გა ე3 99 ში და ეეგ ' ი ში. 

ამგვარად, 

C , 605Vე C05 ჰა +51ი 9) §1ი ს „=0, 
ანუ, 

605 (მ.– Vე)=0 

ეს გვიჩვენებს იმას, რომ ორი მიმართულება 9, და 8ე უნდა 
იყოს ურთიერთ პერპენდიკულარი, და ამგვარად, ჩვენ ეხედავთ, რომ 

უმოკლესი მანძილი #/ წერტილიდან # მრუდამდე არის სწორი, რო- 

მელიც ნორმალურად გადაკვეთს M# მრუდს. 

საზოგადო შემთხეევაში 8 წერტილის განსაზღვრა ასე ადვილი 

არ არის. საქმე შემდეგნაირად უნდა წარმოვიდგინოთ: 

ჩვენთვის არის უცნობი 8 წერტილის კოორდინატები X), 1, 

თ და ჩ ის მნიშვნელობანი თა: და ჭა, რომელნიც მე-ს ეთანადება და 

#/ პარამეტრის მნიშვნელობანი /, და # წერტილისათვის 4 და #. 

ამ ექვს უცნობს ჩვენ ვიპოვით შემდეგი ექვსი განტოლებიდან: 

X,=8(I,, ში; 80) 
%V,-=% (7, 9ი, 8.) 

%, ==C (10; 9; ტი) 

2ი““ _(თ 2) (ი) 

X6== V CXი) 

IV" (XV )'0> 4 (#0) ი» ი)» “I (/0; ია ჩი))+ IV" (%0» #0» %! (#0; Cი (80); 

დ; (/ი; თა; 8ი)) ი ==0 
ამ ექვსი განტოლებიდან ჩვენ ვიპოვით ჯე, I; თე; ჩი; #7; /, და ამგვა–- 

რად, იქნება განსაზღვრული 8 წერტილის მდებარეობა. ექსტრემა– 

ლის მე განტოლებაც უკვე მოძებნილი იქნება და შემდეგნაირად გა- 

მოიხატება: 

X=% (6-ა, მა) 7==V (/, ა) 8ი) (X) 
პირობა (VII) არის მხოლოდ აუცილებელი პირობა. ამით პრო– 

ბლემა არ არის საბოლოოდ გარდაწყვეტილი და ჩვენ კიდევ არ შე- 

გვიძლია ვთქვათ ნამდვილად ანიჭებს თუ არა #8 მრუდი მინიმუმს 

ჩვენს ინტეგრალს. 
თურმე აქ დიდი მნიშვნელობა აქვს # წერტილის მდებარეობას. 

იგი გარკვეულ პირობებს უნდა აკმაყოფილებდეს იმისათვის, რომ 

48 მრუდი ნამდვილად ანიჭებდეს მინიმუმს ჩვენს ინტეგრალს. 

წარმოვადგინოთ # მრუდის განტოლება პარამეტრალური 
სახით: 

#= XC)  = (ძი) და ავიღოთ ისევ ექსტრემალური ინტეგრალი 
/V=/(CXV 11; X (4), 1' (0)).
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იგი წარმოადგენს ერთი ძ ცვლადის ფუნქციას, მას უნდა ჰქო 
ნდეს მინიმალური მნიშვნელობა 8 წერტილზე. ვთქვათ ი პარამეტ– 

რის ის მნიშენელობა, რომელიც 8 წერტილს ეთანადება არის თ.ე, 

ე. ი. Xა== ჯ (4), 2Xი=)' (ია). ამგვარად / უნდა ჰქონდეს მინიმალური 
მნიშვნელობა, 4 როცა «ძ=ძე. ამისათვის, როგორც ვიცით, ჩვეულებრივ 
ი»ხხოსოთო-ის თეორიიდან, საჭიროა რომ /-ს პირველი წარმოებული 
ძ შესახებ იყოს ნული, როცა ძი მაგივრად ჩავსვამთ თკ, და მეორე 
წარმოებული „-ს იმავე მნიშვნელობისათვის იყოს >>0. 

პირველი პირობა, როგორც დავინახეთ ზემოთ, მიგვიყვანს 
ტრანსვერსალობის პირობაზე, რომელიც ამ შემთხვევაში, შემდეგნაი– 

რად დაიწერება: 

#-;' (Xი) 70; /ი: 4ი) X. (რი)-+ I" (Xი; 10) ჩი» ძი) 7 (ძიი)==0- 

გადავიდეთ ახლა მეორე პირობის განხილვაზე; იგი შემდეგნა– 

ირად დაიწერება: 

უუ” +(>)1 »VIL(% ა. ) > XX) + 

  

99% ძ=- ძი >? 4=ძი 

0! V ჯია) 1 (ი)+ (ძეა? > 0 
+2 ( 09X:0»ე აგი ჯ '( ი) 72 ფეი რი ა 

თუ მივიღებთ მხედველობაში LL65ძხი-ის ფორმულებს, უკანა-- 

სკნელი უტოლობა შემდეგნაირად შეგვიძლია გადავწეროთ: 

X>" (ა, 12 70 #ი) X (ძა) I (Xი, 70» ჩი: 40)» (00)+ 

| X-ს +L, ძი იომ ჯ92? (ია) 2 IM – #1 “იც: ლ ა XC X"(4ი) 370 (90) + 

+| Mე + ჩაჩი? ილს წ (4) >0   

უკანასკნელი უტოლობა შეგვიძლია შემდეგნაირად გარდაექმნათ- 

(ძირს ჩვენ 'X (ძე)და » (ი) მოკლედ აღვნიშნავთ %X 7ი): 

#-' (Xი. 7; #ი: 9ი) ჯ (ძა) + LV (Xი3 ი; ჩი» ძი) 7 (ი)+Lა X ი “+ 

=,“, , · C ა) » 

+2 Mა %ი ი + ი,?მ+ 79 (% % – ჩი7)? 0C მიუ = =>9 (X) 

მარცხენა მხარეზე მყოფი ჯამის ის ნაწილი, რომელიც შეიცავს ყვე– 

ლა წევრებს უკანასკნელის გარდა, არის დამოუკიდებელი „4 წერტი-- 

ლის მდებარეობიდან, აღვნიშნოთ იგი „შე- 

L, (% %VI – 7" აღვნიშნოთ ”#ე. 
პირობა. (X) შემდეგნაირად დაიწერება: 

მ!Vჟ%ი,<) 4ა+ ა გე - >0
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დავამტკიცოთ, რომ 8აე არის დადებითი. მართლაც, ჩხ, არის 

·დადებითი (თანახმად L6ი6იძX6-ის პირობისა), (ძე X – ჩი ი #) შეიძ- 
ლება იყოს ან დადებითი, ან ნული. 

წარმოვიდგინოთ, რომ იგი _ ნულია. მაშინ ნული იქნება აგრე–- 

თვე ძი2 ი -ჩი ი“ 
უკანასკნელი გამოხატულება ჩვენ შემდეგნაირად შეგვიძლია 

წარმოვადგინოთ: 

ძი X ი– ჩი? ი = 

=Vჯ.9+ 7 ამ V ჯი +X#” (5ი.მეთ0§ მ ე – C05 ჩეზწი შე ) 

არაბი 72 აი (წა–%) 
რადგან ძი Xა ჩაი არის ნული, ნული უნდა იყოს აგრეთვე 
§1ი( მე –– მ.). ეს კი ნიშნავს იმას, რომ # მრუდი შეეხება ექსტრე- 

მალს, მაგრამ ჩვენ იმ თავითვე გამოვრიცხავთ იმ შემთხვევას, როცა 

X მრუდი ისეთია, რომ ის ექსტრემალს შეეხება. ასეთ პირობებში 

„ზა იქნება დადებითი. 

მოვიქცეთ ახლა შემდეგნაირად: 

ვთქვათ + იზრდება. მაშინ ზემოთ დამტკიცებულის ძალით იზ- 

·რდება აგრეთვე, ი · „ მასთან ერთად იზრდება ფუნქციაც: 

ცI(/ი.“) 

4ა+ 8 00.5)? 

"რადგან #ა დადებითია, 
დავამტკიცოთ, რომ ექსტრემალზე არსებობს ისეთი /#ი, წერ- 

“ტილი, რომელზედაც ეს ფუნქცია მოისპობა, ე. ი. 

8/(70/9) 
4ი-“+ ჩი ს ეჩ). · 

(„ე არის + მნიშვნელობა #ე წერტილზე). 

"ამისათვის განვიხილოთ გამოხატულება ი. 22 ჯერ დავამტკიცოთ, 

რომ მ,0,, 2) და 0, +) ერთდროულად არასდროს არ მოისპობა. მა- 

'რრთლაც, წარმოვიდგინოთ, რომ + რომელიმე მნიშვნელობისათვის 

9,(/-; 2) და 0(/,,+() ორივე მოისპობა, ე. ი. 

9(/:;<) => V(I-) 7! (§) –– «C=) წ (/-ა) =0 

წ(Vი, <)==V' (7)V (<)–– « (+) 9/(/7I)=90 

უკანასკნელი ორი ტოლობიდან მივიღებთ: 

IM). – “(I) 

წხ) 7V.)? 
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ანუ, 

”/ (76) ?” (/ა)– M' (/ე)ზ (I#)=0. 

მაგრამ ეს შეუძლებელია, რადგან ” (/:) V (7) # (70) VI) როგორც 
  ვიცით, არის | რაც ნულს არ ეტოლება, რადგან C ნულისაგან “ 

განსხვავდება. 

ამგვარად ჩეენ ვხედავთ, რომ 0 (/,, 2) და 0, (/..-) არც ერთი 

მნიშვნელობისათვის ერთდროულად არ მოისპობა. 

ახლა, როცა <=/ე და <=/ა“”, ს(/ი,2) მოისპობა. 

მაშასადამე, ამ მნიშვნელობათა მახლობლ ლად ცი. უნდა იყოს 

უსასრულოდ დიდი. 

0 ((/-,“) 

Vხ(/ა,“) 

ველ მნიშვნელობასთან ის იქნება უსასრულოდ დიდი უარყოფითი 

ნიშნით, მეორე მნიშვნელობასთან უსასრულოდ დიდი დადებითი 

ნიშნით. 
0/(/M% ი,» –) 

ამგვარად ჩვენ ვხედავთ, რომ სწ. გაივლის-– «< -– დან 

+იმდე, მაშასადამე, „+ ჩის ათა - აგრეთვე გაივლის -- იიდან 

C 

M(/) 

არის - ზრდადი ფუნქცია, ამიტომ პირ-   ახლა რადგან 

+ მდე. ამიტომ შიორ < ისეთი მნიშვნელობა /,, რომ 
+ 8 მიჩი 6/(/>+) _ 

%იCი,ჩი). ჩი) 

ამის შემდეგ უკვე -4 საბრი თშ იქნება დადებითი, ხოლო სანამ < 

არის #/ე-ზე ნაკლები, 4ა+ ის ირო იქნება უარყოფითი. ეს გვიჩ- 

ვენებს, რომ მინიმუმისათვის აუცილებელია შემდეგი პირობის და- 

ცვა: +>V7/ე. აღვნიშნოთ #/--ით ექსტრემალის ის წერტილი, რომელიც 

/--ს ეთანადება. ზემოთ მიღებული შედეგის მიხედვით მინიმუმისათ- 

ვის აუცილებელია, რომ # წერტილი 4 და 8 წერტილებს 
შორის მოთავსებული არ იყოს. 

განეიხილოთ ახლა კერძო მაგალითი. 

ავიღოთ ისევ პრობლემა უმოკლესი მანძილისა. ვნახოთ როგორ 

არის განსაზღვრული ამ შემთხვევაში MI) წერტილის მდებარეობა. 

ამისათვის მოვძებნოთ /ე. 

ექსტრემალი იქნება სწორი ხაზი. ეთქვათ მისი განტოლება 

არის X=/,1=9თ/+8. შევადგინოთ 0!/, +). იგი იქნება /-<, ამგვარად,
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დავწეროთ /.',! და IV გამოხატულება: 
, 

2 ს - -- =5-==5=-=605 9ე,/, = =510ი ა. 
=#/ «<4 ეი“ 

ამის გარდა გვექნება #ა= -)) ჩ, (რადგა5 I ,=0) და აგრეთვე. 
MI.ალ= XV" I, Mი= – XX" ჩ,. 

/ი-ს ვიპოვით განტოლებიდან: 

C05 მეXI (ძე) + 510 მ (იი) –– (»ი»V% #ი– 2 77 ი X% X»%– 

–+X”X" ) 'ი?) /,+ 

ი-/, –, –, 1 – 

+1I(9-X 'ი–/ი 1 ი)” ჩიჩ =0. 

ეს განტოლება მოკლედ შემდეგნაირად დაიწერება: 

        
1 

ა /- 

აქედან 
% 

/ს = ყო –+7ჩ%ი 

ამგვარად, ჩვენ მოვძებნეთ --ს მნიშვნელობა იმ წერტილზე, ტომე--- 

ლი/) ”/, წერტილს ეთანადება. 

მოვიყვანთ ახლა /#”ე წერტილის გეომეტრიულ ინტერპრეტაციას.. 

მოვიქცეთ შემდეგნაირად: 

# მრუდის ყოველი წერტილიდან გავიყვანოთ ექსტრემალები, 

რომელნიც ამ მრუდს ტრანსვერსალურად კვეთენ. 

ჯერ დავამტკიცოთ, რომ ყოველთვის შეგვიძლია მოვახდინოთ 

ასეთი ექსტრემალების გაყვანა. 

ამისათვის საჭიროა აღმოვაჩინოთ, რომ მთელი M# მრუდის 

მიმართ შეგვიძლია განვსაზღვროთ კუთხე მ, როგორც ი-ს ფუნქცია 

ისე რომ ეს ფუნქცია აკმაყოფილებდე ტრანსვერსალობის პი- 

რობას: 

#. (X(0), 7 (ი), C05 1), 51ი !)) XC) + LL, (X(ძ), +(0), C05 V, §1იჩ) »(0)=0 | 

ე. ი. შესაძლებელია უკანასკნელი განტოლება გარდავწყვიტოთ 8 

შესახებ. ცხადია, რომ ეს განტოლება დაკმაყოფილებული იქნება, როცა 

ძ=ძე და ს=ა. ამიტომ ამ განტოლების გარდაწყვეტა აზ შესახებ. 

ყოველთვის შესაძლო იქნება, თუ აღმოვაჩენთ, რომ ნაწილობითი 

წარმოებული ჩვენი როლობის მარცხენა მხარეში მყოფი ფუნქციისა- 

4 შესახებ არ მოისპობა, როცა ი=ძა და V=შ. ე. ი. 

L–- #2, 5ი +777 005 0) I (21 (5 510 9-+ #2, C059I” (ი). (ა)- 
არ უნდა მოისპოს, როდესაც ძი=იძა, +=%). 

(ა) შემდეგნაირად შეგვიძლია გადავწეროთ: 

– 5ი 9 /> ჯ (ი)+-0C05 XV » » (თ,.
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„ანუ, 

V X 2 +- 2 (5Iი 9605 +-- C0§ 9: §(ი. მ )/“ 
როდესაც ი«=იც #=ზა იგი ტოლა ”# 

/ 53 შვი 0-3). 
ეს გამოხატულება შეიძლება იყოს ნული მხოლოდ მაშინ, როცა ექს- 

ტრემალი შეეხება # მრუდს, მაგრამ ასეთი შემთხვევა ჩვენ მიერ იმ- 

თავითვე გამორიცხულია. 

ამგვარად, ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ შეიძლება IC მრუდის წერ– 

ტილეპბზე გავიყვანოთ ექსტრემალები, რომელნიც მას ტრანსვერსალუ- 

რად გადაკვეთენ. 

თუ განვიხილავთ ახლა ამ ექსტრემალთა მომელებს, 

იმის მსგავსად, როგორც ჩვენ წინათ მოვიქეცით (94-96 გე.) და– 

ვამტკიცებთ, რომ ჯე ამ მომვლების ის წერტილია, რომელზედაც ის 

(48 ექსტრემალს შეეხება. 

უმოკლესი მანძილის პრობლემისათვის ჩვენ ადვილად მოვძებ– 

ნით II წერტილს. ეს იქნება # მრუდის ევოლუტის ის წერტილი, 

-რომელიც „#8 ექსტრემალზე მდებარეობს ე. ი. 8 წერტილის სიმ- 

რუდის ცენტრი. 

# 6 

  

4 

ნაზ. 32. ნახ. -33, 

როცა /# მრუდი წარმოადგენს წრეხაზს, ეს სიმრუდის ცენტრი 

-ამოთავსდება წრის ცენტრში. 

  

(4 
„„ეღაე–> 

# 2 # 

ნახ. 34, ნახ. 35. 

თუ წრის ცენტრი #ე იმყოფება „48 სწორზე 7 და 8 წერტი- 

ლებს შორის მდებარე მონაკვეთის გარეთ, მაშინ „8 ნამდვილად იქ- 

ნება უმცირესი მანძილი 4 წერტილის და წრის შორის, მხოლოდ თუ
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II, მოთავსებულია 4 და 8 წერტილებს შორის, (8 უკვე უმცი- 
“რესი მანძილი არ იქნება. 

უკვე -#C ·ნაკლები იქნება, ვიდრე „>#8. ეს გეომეტრიულადაც 
შეგვიძლია ადვილად შევამოწმოთ. გავიყვანოთ რადიუსი MC. თანა– 

“ხმად სამკუთხედის თვისებისა ,„I//,+ #MC< 4C მაგრამ „/#, ა+#06= 

=,4/ს+7//-8=.18 ამგვარად, 78< 4C. 

ლექცია XVII 

გეწყვეტილი ექსტრემუმი 

სა 

განვიხილოთ შემდეგი პრობლემა: 

ვთქვათ „რომელიმე 4“#« წერტილიდან გაყვანილია სხვადასხვა 

მრუდები, რომელთა ბოლო წერტილები იმყოფება ერთ გარკვეულ 

არეში. უნდა მოვძებნოთ ამათთგან ისეთი მრუდი, რომელიც ინტე– 

გრალს 

/=/, ს ნის პტეერ 
მინიმუმს ანიჭებს. 

-· ამ პრობლემის ზედმიწევნითი ჩამოყალიბება ასეთია: ვეძებთ 

“ისეთ 4/, მრუდს რომელიც შემდეგ პირობას აკმაყოფილებს: არსე-: 

ბობს ისეთი დადებითი 8 რიცხვი, რომ ყოველ. C წერტილისათვის იმ 

წოის შიგნით, რომლის რადიუსი §-ის ტოლია, ადგილი აქვს უტო- 

ლობას /იC > /8M (IL. 
ჩვენ უნდა მოვძებნოთ მრუდი 

4წსა და წერტილი #, რომელ- რ 
ზედაც იგი წყდება. წერტილს % . 
შეწყვეტის წერტილი, ხოლო დასა- 
'ხელებულ ტიპის ექსტრემუმს შეწ- 
ყვეტილი ექსტრემუმი ვუწოდეთ 4 
– ახლა ერთი რამ ცხადია: შე–- 

წყვეტილი ექსტრემუმი იქნება ექ- ნახ, 36. 
სტრემუმი თვით თავის შესახებაც, ე. ი. თუ ამ ექსტრემუმზე ავი- 
ღებთ 8 და 8, წერტილებს #X წერტილის ერთი და მეორე მხრივ, 

გვექნება 
#88 => /ჩიი /88, => /ჩჩი (პIX) 

ცხადია, რომ 78 მრუდი დააკმაყოფილებს LსI6I-ის დიფე– 

რენციალუო განტოლებას, ე. ი. იქნება ექსტრემალი ამ სიტყვის ჩვე– 

«ულებრივი აზრით,
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გავიყვანოთ ახლა #2) წეოტილზე. რომელიმე ნებსითი მრუდი... 

რადგან ამ მრუდის წერტილების მიმართ (LI) პირობა შესრულებუ- 

ლია, ამიტომ ./Mა კვეთს ამ მრუდს ტრანსვერსალურად, მხოლოდ, 

რადგან ჩვენი მრუდი არის სრულებით ნებსითი, ტრანსვერსალობის- 

პირობა უნდა დაკმაკოფილდეს 9) ყოველი მნიშენელობისათვის (/V 
წერტილის კოორდინატებს ჩვენ აღვნიშნავთ ა, 1; ექსტრემალის. 

მხების კუთხეს ამ წერტილში ჩვენ აღვნიშნავთ ),, მხოლოდ კუთ- 

ხეს, რომელსაც ამ წერტილში შეადგენს ნებსითი მრუდი, '', . 

ამგვარად, უნდა იყოს შესრულებული პირობა: 

IV (ა; V), 695 MM, 510 ს.) C05 მა +- 1) (Vა 1 :6059'ე,510Vე)51ი 9, ს=0. 

+» ყოველი მნიშვნელობისათვის, 

მაგრამ ეს ტილო შესაძლო ხდება მხოლოდ მაშინ, როდესაც: 

I", (+) X# 605 Vი, 510 9ა)=0 

I", (X, ვ 605-V',, 510 9':)==20 

მართლაც, საკმარისია ავიღოთ V' ( ორი კერძო მნიშვნელობა 9.=0 

და სე => , რომ დავოწმუნდეთ ამაში. ასეთია ის პირობები, რო- 

მელსაც უნდა აკმაყოფილებდეს #) წერტილის კოორდინატები და. 
კუთხე, რომელსაც შეადგენს X ღერძთან ექსტრემალის მხები #» წე– 

რტილში. 

(1II). 

  

ნახ, 37. 

დავწეროთ საზოგადო სახე ექსტრემალთა ოჯახისა: 

2X:=% (/,Cთ, 8), 1=% (/,% 8). 
ჩვენ გვექნება სულ 6 უცნობი თ,, 2: /,, /ი> Vი 1 (/,, და 7, არის. 

ჯ პარამეტრის ის მნიშვნელობანი, რომელიც წერტილებს 7 და #. 

ეთანადება). 

: ამ ექვს უცნობს ვიპოვით შემდეგი ექვსი განტოლების საშუა– 

ლებით: 

1,=§ (Iს %ც მი) 

»- =9% (/, თე მი) 

=დ (/ი; %ი ჩი) 

= (/ი; Xა: ”ა)
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#. IC (/ი, რის წის» წ (/ი, %ა ჩა) ჟშ, (70, %» ზ.), '', CV» რთა), 8) 19 

I", Iდ (7, თს: ვი), L (/ი; ”ი, მას +! (70; რც» (20) ',! (/„, %ა, 3%)|)=0 

შეწყვეტილი ექსტრემუმი ამ ექვსი განტოლების საშუალებით. 

იქნება განსახღლვრული. 

ვნახოთ ახლა რას გვაძლევს (II) პირობა /იც >> /ჩი,, #86, > /.წ.: 

ვთქვათ ექსტრემალის განტოლება არის X=X) (I), X=1იC(). 

განვიხილოთ შემდეგი ინტეგრალი 

ბეა-----. 
ეს ინტეგრალი წარმოადგენს / ფუნქციას. 

აღვნიშნოთ იგი / (/). 

ამ შემთხვევაში ინტეგრალი იქნება აღებული შეწყვეტილ ექს– 

ტრემალზე, მაგრამ მისი ბოლო წერტილი განსაზღვრული არ იქ- 

ნება. იმისათვის, რომ დაკმაყოფილდეს (II) პირობა, საჭიროა ამ 

ინტეგრალს ჰქონდეს მინიმუმი /, წერტილზე. ამისათვის, როგორც 

ვიცით, შემდეგი პირობები უნდა დაკმაყოფილდეს. 

#» ()=-0 /V/ა) =>0 
ვიპოვოთ ჯერ /'(/) დავწერთ: 

I (/I1= XIX) (I), Xს (7) Xი” (7), XVI (7)) 
თუ ჩავსვამთ / მაგივრად I), მივიღებთ: 

# (/I)=I' IX)(/ა)ა I (7) ს (IV) 1 (7ი)I» 
მაგრამ % -. ' 

1” IXი (7), ა (7) Xს' (76), ი (70)1 

იმ პირობის ძალით, რომელსაც # ფუხქცია დავუმორჩილეთ შემდეგ- 

ნაირად შეგვიძლია წარმოვადგინოთ: ! 

77=X%ი(Iა) 1“ + (7ა) 
თუ მივიღებთ მხედველობაში (III) პირობას, დავრწმუნდებით, 

რომ /(/ე) იქნება ნული უკვე ჩვენ მიერ წინათ გამოყვანილი პირო–- 

ბების ძალით. 

ვნახოთ ახლა რას გვაძლევს /'(/ა). 

ვიპოვოთ /' (/). დავწერთ: 

I" (/I)=Xსა(/)1>-+ა (,) L„+ა (7) > +" (/) IV 

ჩავსვათ #=/ა, მაშინ (1IL) ძალით 

(I'=0, 7V'=0), მივიღებთ: ს 

#" (/ე)=7%(XVს VI 2-ს: XX) Vც + 1MX),)0) VX0 XV) X0 

(ა; 1 X„ და I) აღნიშნავენ X-(/აM 1" (70) Xი”» (70) 7ი (/ი) 
პირობა / (/)) >> 0 შემდეგნაირად დაიწერება: 

1“ (Xი, Vი) 20" ქ) ი + I" (%ას 19» Xა > 7 ს) 2ი =>0 

–
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ასეთია პირობა მეორე რიგისა შეწკვეტილი ექსტრემუმისათვის. 

დავწეროთ ახლა (1ILL) განტოლებანი ასეთი სახით: 

I (+, 1) 605%-, 5)ი 9-.)=0 

(8) 
I"” («, 2; 605 V, 51ს ს-)=0 

ვთქვათ თუ ავიღებთ „4 წერტილს, ექსტრემუმი შეწყდება. IV 
წერტილში, თუ ავიღებთ სხვა „4, წერტილს ექსტრემუმი შეწყდება 
სხვა 2, წერტილში და ასე შემდეგ. 

გეომეტრიული ადგილი ამ 

წერტილებისა არის შეწყვეტის 

წერტილთა მრუდი. იმისათვის, 

რომ ვიპოვოთ ეს მრუდი, სა- 

უიროა (IV)– -დან გამოვრიცხოთ 

ს. მივიღებთ გარკვეულ განტო- 
ლებას: # (X, I)=0. სწორედ ეს 

ნახ, 38. განტოლება გამოხატავს შეწყვე– 

ტილ წერტილთა მრუდს. · 
შეგვიძლია ადვილად მოვძებნოთ ამ მრუდის მხების კუთხის /«. 

ამისათვის მოვიქცეთ ასე: 

(IV)-ის მეორე განტოლება გარდავწყვიტოთ 1. შესახებ. 'მივი- 

ლღებთ: V=9% (X 1) და V ეს გამოხატულება ჩავსვათ (IV) პირველ 

განტოლებაში. გვექნება: · 

L” Iს 1, C05 ა (93), 8Iი V (X 3))=9 (ს) 

ეს იქნება შეწყვეტილ წერტილთა მრუდის განტოლება 
# CL 4)=0. ' 

მოვძებნოთ ახლა > ; ამისათვის განვაწარმოოთ (V) ჯ-ის“შე- 

სახებ. დავწერთ: 

I. .+I ს 42 _ 8 ი 09 + 1," C0§8.9- =0 >– 
ძX · ძმ: 

  

ძჯ 

სრულებით ასეთნაირადვე მივიღებთ 

სა.+XV 4. წ 81ი 9. ი V ი§8.4> =- 0 
/ 

ახლა თუ მივიღებთ მხედველობაში დამოკიდებულებას ფუნქ- 

ციების #. >, IV და” ”,„ და ფუნქციის #, შორის, უკანასკნელი ორი. 

ტოლობა შემდეგნაირად შეგვიძლია გადავწეროთ: 

ჩ.ს+ჩ-53 “ყი ყ. L 4-=0 

– C60§ V I 4 =0
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გავამრავლოთ პირველი ტოლობა 605 9, მეორე §Iი 8· და შევკ– 

რიბოთ, მივიღებთ: 

ლ0§ 9: II, +-810 97 ,+ “ (C05 ს' 1“ ',+ 51ი 9 IV,)==0, 

მაგრამ 

605 9. / „+ 51ი ს. /',„=/> და C05 ნ.ი +310 3. »=/V. 
ამგვარად 

.· (ი 
I, 91 „--0 

აქედან: ზ 

ძ”" _ L, 

ძი რ” 
ასეთია /« იმ კუთხისა რომელსაც შეწყვეტის წერტილთა მრუდი 

“შეადგენს V ღერძთან. 

განვიხილოთ რამდენიმე „კერძო შემთხვევა: 

ვთქვათ, პირველად, რომ /#”(X, 1, Iს, ”) არ შეიცავს X. მაშინ- 

L.=0 და თ“ იქნება ნული. # იქნება მუდმივი. ამ შემთხვევაში შე- 

წყვეტის წერტილთა მრუდი წარმოადგენს სწორს, რომელიც X ღერ– 

ძის პარალელურია. ვთქვათ ახლა /- (X, #, XL» 1) არ შეიცავს 7”. მაშინ. 
I" 

#,=0 და <> იქნება უსასრულობა და შეწყვეტის წერტილთა მრუ- 
დი იქნება აგრეთვე სწორი, რომელი, 1) ღერძის პარალელურია. თუ 

#MCს 1) 2, 1) არც X დაარც + არ შეიცავს, მაშინ -4-- იქნება უკვე 

განუსაზღვრელობა = ; | 

განვიხილოთ კერძო მაგალითი: 

მოეძებნოთ შეწყვეტის წერტილთა მრუდი ასეთი ინტეგრალი- 

სათვის: 7 
(2 აეეე 1 

#, (ხჯე" – 0X)+იხ V 22+I97) ი/ (Vი 

ჯერ მოვძებნოთ ექსტრემალთა ოჯახის განტოლება. 

ამისათვის უნდა მოვძებნოთ ინტეგრალი განტოლებებისა: 

–_” 
: I, -7I+ = 0,7, 7 IV =0 

ამ განტოლებების მაგივრად შეგვიძლიან ავიღოთ განტო– 

' 

ლება: : 

: საო – მ, I ს-ე XI )ლ–0 
ვიპოვოთ I, და I-V, გვექნება: 

I, =–ი, 1, =ხ 

მოვძებნოთ, #, =447.,.
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დავწერთ: , 
1 =–ი+ის. 17 >. ალეა 

· - ყო +V1 

უხვია _ XX 

ს''=იხ აბ +-X _ ხრ 
ამა იხ (5--–”) 3> 

I,=იხ (0+) >> 

ამგვარად ჩვენ უნდა გარდავწყვიტოთ განტოლება: 

– ი. “ს ესმათ" _ =0, 

(9+9)X» 
ჯ V” _V ”“” 

#+-სხ+ის 
(C 5702 1) > 3 

XVI ა) 

იი 

ანუ 

=0 

მაგრამ ჩვენ ვიცით, რომ „არის სიმრუდე ს. 

ამგვარად გვექნება: 

აქედან 

ჩვენს მრუდს, ამგვარად, უნდა ჰქონდეს მუდმივი სიმრუდე, 

მაგრამ ასეთი მრუდი არის მხოლოდ ერთი. ას არის წრეხაზი. 

ამგვარად, ექსტრემალთა ოჯახი წარმოადგენს წრეხაზებს, რო- 

მელთა რადიუსი =--- 4... ეს ექსტრემალთა ოჯახი გამოიხატება 

განტოლებებით; ! 

ჯ-თ=XMX85ი7/, 1--3=7#7605/. 
იგი შეიცავს ორ პარამეტრს « და §. 

ვიპოვოთ ახლა შეწყვეტის წერტილთა მრუდი. 

ამ მრუდს ვიპოვით განტოლებებიდან 

,., (X, »”» ჯ. 1)=9, 

· /, (2 უს I 1)=0 
ვიპოვოთ '/-' და I” დავწერთ: 

ჯ 

1" =–ი:+ის == 

V 
1, =0X-+ის,/3-C; 5-7)
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-ამგვარად, გვექნება შემდეგი ორი „განტოლება, საიდანაც უნდა 

ვიპოვოთ შეწყვეტის წერტილთა მრუდი: 

–ე+ს7=-5 =0, 

” 
21+ი =0, აი» 

-ანუ 

ჯ V 

-- იიი 
_ ”+ 

7“ 1 2953 · 

ავამაღლოთ ეს ორი ტოლობა კვადრატში და შევკრიბოთ, მი–- 
ვიღებთ: 

L. ა 
-+-5-= 1 

"9 

ამგვარად შეწყვეტის ს წერტილთა სრუდი ყოფილა ელიპსი, 

ზემოთ ჩვენ დავინახეთ, რომ ექსტრემალები წარმოადგენს წრე- 

ხაზებს, საინტერესოა ვიცოდეთ, სად დალაგდება ამ წრეხაზების 

ცენტრები. რადგან ჩვენი წრეხაზები წარმოადგენენ შეწყვეტილ ექს– 

ტრემალებს, უნდა დაკმაყოფილდეს პირობა: 

/:'=0, 1:/=0, 
-ანუ, 

  

ჩავსვათ ამ განტოლებაში X და ჯ-ის მაგივრად მათ” გამოხა– 

ტულებანი: X=Cთ-+ #§Iი |, 7=85–+M 605 / გვექნება: 

.– –2-#C05/+ საჯა, 

VM 

თ+-#8ი/+ი ფა =0. 
I“ » ვეში ახლა, 

V” _ “” 

2 =M605 /,V= –18იჩ1-5- ა და 72-89 იქნება C05|) და–- 31ი /. 

"ჩვენი ორი განტოლება შემდეგნაირად გადაიწერება: 

–8--11C05/-+-ხ C05/=0, 
თ–+ I 51ი)|–– / 51ი /1=0
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3= – (ლ(M#-–ხ) C05 /, 

«= –-(X-–-0) 5106 /, 
აქედან: 

=5I1ი /, =C05 /. 
LI 

–ე» წ) –(=). 
ეს ორი განტოლება მოგვცემს: 

თ 9 

(წ-ი ' CC-= 11 
ჩვენ ვხედავთ რომ გეომეტრიული ადგილი ექსტოემალთა ცე– 

ნტრებისა წარმოადგენს ისევ ელიპსს. 

“ა
 

=- 1.   

ლექცია XVIII. 

Mი%560--ის თეორემა. 

გადავდივართ #ი65C-ის თეორემის დამტკიცებაზე. 

ვთქვათ ავიღეთ ექსტრემალი და მის. რომელიმე # წერტილი- 

დან გავიყვანეთ ექსტრემალთა კონა. ' 

აღვნიშნოთ განტოლება. 

ასეთი ოჯახისა X==5(/, C),I= 

=%(/,თ). ჩვენ ვიცით, რომ 

# ინტეგრალის მნიშვნელობა 

აღებული რომელიმე ექსტრე- 
მალზე, რომელიც გაივლის 

“ს 0 წერტილზე, იქნება ამ (0)' 
წერტილის ”კოორდინატების: 

X და + ფუნქცია., აღვნი- 

ნახ, 39. შნოთ იგი I” (2 1). 

ნაწილობითი წარმოებულნი ამ ფუნქციისა Xჯ და + შესახებ 

იქნება: 

  

I 
- კ-=I> "აჰ ს 90), 

(II. > 
I” 

ს =MC50XV# 07 
ვნახოთ ახლა რას წარმოადგენს მრუდი, რომლის განტოლება. 

არის II7 (51)=C (C მუდმივია).
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ვთქვათ ეს მრუდი დაწერილი გვაქვს პარამეტრული სახით: 

21: = Xჯ (0), += 1 (რ). 

III ; (0), » (0ი)1= C იქნება იგივეობა. განვაწარმოოთ იგი ი-ს 

შესახებ, მივიღებთ; , ' 

იI”– 94 ე) –- 
თით. > I (0)= 0 

ჩავსვათ 2- და –– ” მაგივრად მათი მნიშვნელობანი (1)-დან,. 

მივიღებთ; ა 

! LI” CX, 7 ჩ ი)X (ი+#// (X, ” ჯ, ი)” (ის)=0 (II 

სადაც, X და » მაგივრად უნდა ვიგულისხმოთ X=X(ძ), X=1'(0). 

(II) ტოლობა წარმოადგენს ტრანსვერსალობის პირობას, და, 

ამგვარად, I/7(X, 7/= C მრუდი ისეთი მრუდია, რომელიც ტრანსვერ- 

სალურად გადაკვეთს ჩვენს ექსტრემალს, აღენიშნოთ „I, 8,'C .. . ის 

წერტილები, რომლებშიაც ეს ტრანსვერსალი გადაკვეთს ჩვენს ექს- 

ტრემალებს. ჩვენ ვხედავთ შემდეგ საინტერესო მოელენას: ინტეგრა- 

ლი /, აღებული /-დან #-მდე, ეტოლება ინტეგრალს /2>-დან #8-მდე 
და ასე შემდეგ. ე. ი. 

/იჯ=/იც“”/ილ= · “ , VI 

გავიყვანოთ ახლა მეორე დღრრანსვერსალი ღა. აღვნიშნოთ: 

4, 8, C, · · ··ის წერტილები, ოომლებშიაც იგი გადაკვეთს ჩვენს. 

ექსტრემალებს, გვექნება: · 
ჰა-ს, /იC · (IV) 

(III) და (IV) ძალით დავწერთ: 

7#4:+=70,8“+/ფC 

ე. ი. ექსტრემალური მანძილი ოო ტრანსვერსალთა შორის ერთიდა– 

იგივე ყოფილა. 
განვიხილოთ ექსტრემალთა ოჯახის მომვლები და მისი, თვისე-- 

ბანი ვარიაციათა აღრიცხვის თვალსაზრისით. 

ვთქვათ, რომ X და ჯ# იცვლება არა იმ'მრუდის მიმართ, „რო- 

მელიც II” (+, )) მუდმივად აქცევს, არამედ სახოგადოდ რომელიმე. 

სხვა მრუდის მიმართ: X=X (-), X=X + (2). ვთქვათ, გვაქვს ექსტრემალ– 

თა ოჯახი, გაყვანილი /# წერტილიდან. ინტეგრალი აღებული იმ 

ექსტრემალის შესახებს რომელიც #/ წერტილს X=XLC), #=7(-» 

„მრუდის რომელიმე წერტილთან აერთებს, იქნება II” (XC), VC-)).' 

მოვძებნოთ ახლა ამ ფუნქციის წარმოებული (< შესახებ.
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გვექნება: _. 

ძII! IX (<). + <))_ -ი . 

(ს ძალით დავწერთ: 

I (IL C5), – – / – 
2IM0თ.X#CI - /IXC),7C), #, IC + 

+ჩ > (5): XC), #, 9» C)- CV) 
ჯ დაძ იქნებიან – ფუნქციები. 

ვთქვათ, რომ ის მრუდი, რომელიკ ჩვენ ავიღეთ, არის ექს-. 

ტღემალთა მომვლები. ავიღოთ ჩვენი ოჯახის მხოლოდ ორი ექსტრე- 

მალი. 

  

ნახ. 40. 

აღვნიზნნოთ წერტილები, რომლებშიაც მომელები: X=X (2),“ 

+=X(=)-შეეხება ჩვენს ორ ექსტრემალს შესაბამისად „4 და წ. 

  

ნაზ. 41. 

გთქვათ <-ს მნიშენელობა „4 წერტილზე არის ,ღე: და „8 წერ. 

ტილზე <,. პარამეტრის თ მნიშვნელობა 6/ და ჩ8 ექსტრემალებისა- 

თვის აღვნიშნოთ შესაბამისად «, და თ, მომვლების მიმართ ექს- 

ტრემალს და თვით მომვლებს საერთო მხები აქვთ, ე. ი. 

. 

«/ 

1 

ჯ



ამიტომ მომვლების მიმართ გვექნება: 

+ (2) =7-# (/, თ), 1) (2ე)=7:M (/, თ). 
(ცხადია, რომ #'I:0). 

ვნახოთ ახლა რას წარმოადგენს # ინტეგრალი, აღებული 0/ 

და #8 ექსტრემალების მიმართ. (/ მნიშვნელობას წეოტილებზე /2, 
4, 8 აღვნიშნავთ /,, /,, /ე). 

დავწერთ: 
(C 

”= /. L | ჯ(/, %ა, “(/, რთა), <, (/, თა) '' (/, თა) 1 ი/- 
/ _ _ 

მეორე მხრივ, /,, არის ექსტრემალური მანძილი II7/IX (-ა), I (=ე)|). 
' 

ამგვარად, 

ი, == I. LI ჯ (/, %) MC, 2, ა) %, V, თს), შე, V, C2 .)1=> 7 (X (= ი), XC% + 

ჩ” 

/#-ც-თვის გვექნება: 
/გ 

/-ც= L #I#(ს 6) 5(ს %), %/ I 6), % I თ) 1 / = IIIXCC);XCI 
მოვიქცეთ შემდეგნაირად: 

ჩვენ ვიცით, რომ მომვლების- ყოველ წერტილზე ექსტრემალს 

და მომვლებს ყოველთვის ერთიდაიგივე მხები აქვს და, მაშასადამე, 

ერთიდაიგივე იქნება აგრეთვე მათი სინუსი და კოსინუსი. ამიტომ (V) 

ტოლობის მარჯვენა მხარე შებდეგნაირად შეგვიძლია გადავწეროთ: 

L/IX CC) XC X (2), 1 (5) | XC) + 5 IXC), XC), «+ (5), 1” C)1+” C)- 
მაგრამ ეს, როგორც ვიცით, 'ეტოლება /" IX (>), X(C<), X' (<); 1” (2) I. . 

ამგვარად, გვექნება: _ 

”II წIX(-). VIC- _– – – – 

400C+C) = (ჯგ, 7C, XC), CI. 
მოვახდინოთ ახლა უკანასკნელი ტოლობის ინტეგრაცია ა-დან <,-მდე, 

მივიღებთ “– 

“ 

II” X(-,), XC ა)– I+C, 7(. -ა1= 

–./ #LXC), XC) »CI +” 15. 

IVI XC), XC) =/6: )!'LX (=ა) '' (=ა) 1=/-»: 
– _ _ _ 

I LI XL(-), XC), + (<=), 7” (2) | იდ. არის ინტეგრალი / აღებული მომ- 

“ 

"მაგრამ 

ვლების მიმართ #«-დან #8-მდე. ამგვარად, 

ჰინ“ I-გ=/ჯა:
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ანუ, 

ჰი ია +/აც- (VI 

უკანასკნელი ტოლობა გამოხატავს #ი656-ის თეორემას. 

ჩვენ ვხედავთ, რომ ინტეგრალი / „აღებული #7. მიმართ=ინ– 

ტეგრალს აღებულს /2/4 მიმართ+ ინტეგრალი აღებული „#8 მომვლე– 

ბის მიმართ. 

ვთქვათ, რომ გავიყვანეთ “რომელიმე ტრანსვერსალი. აღენიშ– 

ნოთ 4, და 8, ის წერტილები, რომლებშიაც ეს ტრანსვერსალი გა– 

დაკვეთს #,4 და #28 ექსტრემალებს. 

ჩვენ წინათ დავამტკიცეთ, რომ 

ჰა, –7ხი, (VII) 
(VI) და (VII) ფორმულების ძალით მივიღებთ: 

70,6 =/ა,.+/აც- 

ზემოთმიღებული შედეგები. გვიჩვენებს თუ რა განსაკუთრე– 

ბული მნიშვნელობა ჰქონია ექსტრემალთა ოჯახის მომვლებს. 

ვთქვათ, გვაქვს ექსტრემალთა ოჯახი Xჯ=ჯ%(/, თ), წ7=>-" (/, თ)- 

ავიღოთ ამ ოჯახის ერთი რომელიმე ექსტრემალი. (თ პარამეტრის 

მნიშვნელობა ამ ექსტრემალისათვის აღვნიშნოთ «ა) და ვთქვათ, რომ 

#, არის წერტილი, რომელშიაც ექსტრემალთა მომვლები შეეხება 

ჩვენ ექსტრემალს. 

ვთქვათ / მნიშვნელობა იჩ, წერტილისათვის არის 7. 

· # 
? 

ნახ. 42 

შევადგინოთ ფუნქცია 4 V), თა): 

ა (/, თ))==/ (/, %4) '%. (I, %ა) – "I (7, %ა) წ» (/',, %ა)· 

ფუნქცია 4 V, >.) მოისჰობა /2, წერტილზე, ე. ი. 

4 (I',, «ა)==%/ (I), 00) 'Mი (/',, 7)ც-– ''/ (I: %ა) დ- (/',, ”ა)=0. 

ამის გარდა |IმC0იხIს დიფერენციალური განტოლების თეორიიდან 

ვიცით, რომ 4(/,%ე) წარმოებული / შესახებ /", წერტილზე ნული არ 

“იქნება, ე. ი. 2, (/”, თა) -L 0. 

შევადგინოთ ახლა შემდეგნაირი განტოლებას: 2–(/, თ0)=0. 

ამ ტოლობას აკმაკოფილებს / და თ მნიშვნელობანი 77 ს 

თ=თე და ამასთანავე ტოლობის მარცხენა მხარის წარმოებული " , შე- 

სახებ ამ წერტილებისათვის არ იქნება ნული, ამიტომ შესაძლებელია 

განტოლების 4 (, =)=0 გარდაწყვეეტა / შესახებ: /=70). -
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თუ ახლა 4(/, =)=0 განტოლებაში / მაგივრად ჩავსვამთ მის 

მნიშვნელობას #=/ (თ), მივიღებთ იგივეობას: #4 (/(თ), =|=0. 
მოვიქცეთ შემდეგნაირად:' 

ჩავსვა თ განტოლებებში X=; CV), თ), ჯ/=%(, თ) | მაგივრად 

)1=7(0), მივიღებთ განტოლებებს: 
X=ფ | I (>), «|, 1=%LI(2), C), (VIII 

რომელნიც გამოხატავს ერთ გარკვეულ მრუდს. 

დავამტკიცოთ, რომ ეს მრუდი წარმოადგენს სწორედ მომვლებს 

ჩვენი ექსტრემალთა ოჯახისა. აღვნიშნოთ მოკლედ დ |I(თ), თ1==X (თ) 

და რ I/(თ), თ|=X(%). ვიპოვოთ XI (2) და წ (თ). დავწერთ: 

ო) “ “ი 
? (თ)ლ–თ, ძთ + %?ა, 

–, ძ/ 
»XVC)ლ–%-კ + ბი. 

ამ ტოლობებში პირველი გავამრავლოთ ";-ზე, მეორე დ«-ზე და 
მეორეს პირველი _ გამოვაკლოთ; მივიღებთ: 

V (9) 9-1 (თ) /=ჯ ს, – წ-"!, 

"სადაც 1 მაგივრად ჩასმულია ყოველთვის (თ. 
მაგრამ C,ს, – ჯ„ ს, არის 4I/(თ),-თ), რომელიც იგივეობუ–- 

რად ნულია. ამგვარად გვექნება: | 

3 (თ) 9%-X /”(თ) ხ,ლ=' 

აქედან მივიღებთ: 

X»Xთ _ VIVIVC «I. 
ჯირ %(/(ფ, თ). · 

ეს ტოლობა გვიჩეენებს, რომ მომველები ექტსრემალისა შეეხება 

„აგრეთვე (VIII) .მრუდს და ამით ზემოთგამოთქმული დებულება საე–- 

'სებით დამტკიცებულია. 

მომვლების განტოლება იქნება ამგვარად: #X=»XC, » ,=რ/ 

ლექცია XXIV. 

კუთსისებური ექსტრემუმი. 
დავუბრუნდეთ ისევ ჩვენს ძირითად პრობლემას: 

გვაქვს ინტეგრალი: 
ჩ 

=I/ LLCX, ჰ,-X) )) ძ/. 
7, 

-და ორი წერტილი 4 და ხს.
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უნდა შევაერთოდ ეს ორი წერტილი ისეთი მრუდით, რომელიც 
მეზობელ ძრუდთა შორის უმცირეს მნიშვნელობას ანიჭებდეს 1 ინ- 

ტეგრალს. 
თუ პრობლემას განუწყვეტელ მხებიან მრუდთა შორის არ აქვს 

გარდაწყვეტა, ვეცადოთ ეს გაოდაწყვეტა ისეთი მრუდის საშუალე- 

ბით გამოვხატოთ, რომელსაც ერთი კუთხიანი წერტილი აქეს, ++ და 

8 შორის. 
ამ შემთხვევაში გვექნება საქმე კუთხისებრ ექსტრემუმთან. 

ჩვენს წინაშე ორი საკითხი არის წარმომდგარი: 

1) უნდა მოვძებნოთ წერტილი V#,, რომელიც არის საძიებელ” 
ექსტრემუმის კუთხითი წერტილი. 

2) უხდა მოვძებნოთ მრუდი ./წე და VI), რომლებიდანაც | 
შედგება კუთხისებრი ექსტრემალი. 

დავამტკიცოთ, რომ მრუდი 2–7M, და #.,”> წარმოადგენს ჩვეუ- 

ლებრივ განუწყვეტელ მხებიან ექსტრემალებს. ·ე. ი. ისეთებს, რო– 
მელნიც Cს16I-ის დიფერენციალურ განტოლებას აკმაყოფილებენ. : 

მართლაც, განვიხილოთ ისეთი შესადარებელი მრუდი: „7/IIV0,8. 

რომელსაც კუთხისებო ექსტრემუმთან .-Iჩე8 საერთო აქვს, მრუ-, 

დი #./. 
თანახმად კუთხისებრ ექსტრემუმის 

M(, განმარტებისა გვექნება: 

78 <> წლოთ LC 

ა5უ, 

ა #8 ' 7) +-ის 5–/აიMე + 68 ? 

ი ნს. 43. აქედან გვექნება: 

წლ. უოლ 

ეს კი ამტკიცებს ჩვენ დაბულება.... _ _ __ 
სრულებით ამავე წესით დავამტკიცებთ ჩვენ დებულებას #ის 

მრუდის შესახებ, ამგვარად, ჩვენ ვხედავთ, რომ კუთხისებრ ექსტრე- 

მუმის ორივე შტო წარმოადგენს ინტეგრალებს Lს16L-ის დიფერენ- 

ციალური განტოლებისა. 

ვთქვათ, Cს16I-ის დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინ- 

ტეგრალი არის X=ჯ (#§ =, 8), წჯ=წ/V(/, თ, 3), და « და 8 ის მნიშვნე- 

ლობანი, რომელნიც 4#Mე და #8 ეჭსტრემალს ეთანადება, აღენიშ– 

ნოთ შესაბამისად %ც ჩა, და >, და ჭა. 

აღვნიშნოთ მოკლედ: 

#(/, თ. ზა)=Xა(I,) %(/, თი, პი)==7M (7) 

%#V, 9 8:)=%)ა (7), ჩჯ(, თ» 3,)=7. (/).
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ვთქვათ, / პარამეტრის მნიშვნელობანი 4M, მრუდისათვის წერ- 

ტილებზე „7 და ჩე არის /, და /,, და M.8 მრუდისათვის წერტილებზე 

MM. და 8 არის # და /:, _(/, და ჩხ შესაძლებელია ერთიდაიგიეე არ 

იყოს. თუ, მაგალითად, პარამეტრად / მივიღებთ მხების კუთხის 10 

/ე განსხვავდება ელლეს 

„აღვნიშნოთ „#68 ექსტრემალი მოკლედ 3. 

დავწერთ: 
#% 

/#ა, = / LV), )#(/I X%იV), X9ი (/))ძი/+ 
' 

ჩ 

წ II 2: (I), 390), ჯ X(, ომი 

ი 

მოვიქცეთ შემდეგნაირად: 

#ა წერტილის გარშემო შემოვწეროთ მცირე წრე და ამ წრის შიგ 
ავიღოთ რომელიმე # წერტილი. ჩვენ იმ თავითვე უნდა ვიგულისხმოთ 

შემდეგი: და #4 შორის არ არის შეუღლებული წერტილი VI, 

წერტილისა შესახებ #) #/ ექსტრემალისა და აგრეთვე M, და # შო- 
რის არ არის წე წერტილის შეუღლებული წერტილი შესახებ #ას 

ექსტრემალისა. 

შევაერთოთ ახლა წერტილები L" # '» 

და 4 ექსტრემალით და, აგრეთვე, წერ- | 
ტილები /LC და #. ა 

აშკარაა, რომ თუ მე ანიჭებს მინი | V 

“მუმს ინტეგრალს /, მაშინ გვექნება: წ 

,თ => 78 (1) » 

აღვნიშნოთ ცვალებად /IL წერტილის 

კოორდინატები ჯ და » და # და 8 
წერტილების კოორდინატები აღვნიშნოთ 

შესაბამისად X,, I, და X, ყვ. 
ინტეგრალი / აღებული /„/-დან 

M-მდე იქნება ექსტრემალური მანძილი ნახ, 44, 

ჰც ს: 9 )) და ინტეგრალი / აღე- 
ბული #-დან #- მდე იქნება ექსტრემალური მანძილი #70 1 შეც მკ) 

ამგვარად 

.../(1) 212 1, +) +/(ჯX 2” 13) %ე). 

მარჯვენა მხარეზე მყოფი გამოხატულება წარმოადგენს ორ 

ცვალებადის X და » ფუნქციას. აღვნიშნოთ იგი X(X, 2). (1) პირო–
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ბის ძალით ამ ფუნქციას უნდა ჰქონდეს მინიმუმი წერტილზე X=Xაე 

ს=Vა. · 
ამისათვის კი საჭიროა, რომ I (X, » ფუნქციის ნაწილობითი 

წარმოებულები X და + შესახებ წერტილებზე X=Xა და X=ჯა იყ- 
ვნენ ნულის ტოლი, ე. ი. 

0 ა იVV _ · (9) =ძთ (>-),=9 ძი 

აღვნიზნოთ „I მრუღის მხების კუთხის C03 და §|ი # და ძ-ით, მხო- 

ლოდ # და (დ მნიშვნელობა წერტილზე #5 აღვნიშნოთ ჯი და ძი. 

M8ხ მოუდის მხების კუთხის C05 და §ი აღვნიშნოთ ჯ და ი, 

და ს და ი მნიშვნელობანი წერტილზე /V) აღვნიშნოთ (უთ და ძი. 

ვიპოვოთ ახლა §1 და” 3. 

დავწეროთ: | 

: მ”_ მჯ) ძ/ 
მI ძX ' ძა 

(/ და / მოკლედ გამოხატავენ /(X,, M, X 1) და /(% # %: 7))- 
მაგრამ ჩვენ ვიცით, რომ : “ 

წ) ! ი · == 
-921= L, (X, წ» ი) და == -ჩ, (X, 4 ხს თ). 

ამგვარად : ე , 

+-=ჩ,C% 2 ს, ი) სს, (% 15. #, 9). 
| 

ძX + 

ასევე მივიღებთ: 

მV _ თ მ! , - – – 
2-=L+2L=7ჩ, (X, 1 ს, ი.-, (% ს /, ძ)- 

ჩავსვათ ახლა X=Xა) და I=)5) 

მივიღებთ: #”. 

ე) - _ 

( ” ) =# ,(XV, »Xი» ჯი) მ) –I.(%აც #7 ჩი: 90) 
ი 

ი». 

მIV . „. .- – 
თე), (XI, 102 #ი ძი)» (X-ის ს) ჩი; 90) 

(II) ძალით დავწერთ: 

I, (%-, 6» ჩი» 9ი)=/“,,(X-» 7ი» ჩი» ი) 

”, (X-; 170; #ი) 4ი)=L» (%-. X) % , ძი): 

უკანასკნელ ტოლობებს ეწოდებათ ნ/ძთმიი-V/00(5025§--ის პირო- 

ბები. ეს არის ის პირობანი, რომლებსაც უნდა აკმაყოფილებდეს #% 
' , /
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წერტილის (ე. ი. კუთხისებრი ექსტრემუმის კუთხითი წერტილის) 

კოორდინატები. 

ვნახოთ ახლა, როგორ უნდა მოვძებნოთ კუთხითი ექსტრემალი, 

"რომელიც. აერთებს ,4 და 8 წერტილებს. 

ჩვენოვის უცნობია შემდეგი რვა სიდიდე:. /, , 72). /03 ა თია 

ი) თა; ბა. ამ რვა უცნობს ვიპოვით შემდეგი რვა განტოლებიდან: 

დ(/,ც თი; ზი)=X 

ს (C,, %3 ზა)=/,, 

<(/, 9%ის ზა)=2X; 

ს, თ, გა“ - 

დ(/ი) «აა 8ი)=C (/ს, რას წი) 

ს(ი. %;„ 20)== 9 (7) % (:%) ა 

”'/IV (/7-. %ა, ზ.), ს (/ი) თი: ჩი) %I(M თი; წის M(/ი> %ი» მი)| = = 

=7, I2 ი) 9) ჩა), ს (ი, –, ზა), <% IM რ-ი) "ჩათ (ი) <0 ში)) 

/, IV (/ი) 02 მი) (ი) რი? ჩა). C((/0; თი) ი), “?(/ი; +» §ი)|== 

=/, (დი, XX M), " ს/ი, თ იჰ ხი) დ VI == ზი), +, წის, თ, ზა) . 

ამ რვა განტოლებიდან ვიპოვით რვა უცნობს ;, –_” #7, 

თს) Iის» თი,“ წი „და ამით კუთხითი ექსტრემუმი იქნება განსახღვრული. 

იქნება ცნობილი. როგორც #L წერტილი, ისე (IL და #8 ექსტრე- 

„მალები., 

ვთქვათ ახლა რომ ვიპოვეთ ეს კუთხითი ექსტრემუმი. 
“ დავსვათ შემდეგი პრობლემა: არსებობს თუ არა ამ -კუთხითი 

“ექსტრემალის მახლობლობაში სხვა კუთხითი ექსტრემალები. 

ამისათვის ჯერ უნდა გამოვარკვიო”ი შემდეგი: შეგვიძლია თუ 

არა M- წერტილის. მახლობლობაში აღებულ რომელიმე MI წერტილი- 

სათვის ვიპოვოთ ისეთი მიმართულებანი, რომლებიც შეადგენ X 

ღერძთან კუთხეებს 8 და. LX ისე რომ სნIძთმიი-V/6C6I6I(5C255-ის პი- 

“რობები დაკმაყოფილდეს. ვიგულისხმოთ,, რომ .მთელ 27Iე და #8. 

· ექსტრეზუმების მიმართ L606იძ:6-ის პირობა შესრულებულია, ე, ი. 

–, ფუნქცია როგორც -4#, ისე 8 ექსტრემალისათვის დადებითია. 

-- აღვნიშნოთ LX წერტილის კოორდინატები. »ჯ, ). იმისათვის, 

რომ # იყოს კუთხისებრ ექსტრემალის კუთხითი წერტილი, უნდა 

“იყოს შესრულებული პირობები: 

L, (X 6059, 510 0)=/#-' ,(X, 1», 605 ს, '510 9). თი 

1, (X 1, 05%, 508)=#, (X, 1, 995 ს, 81ი ზე.
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თუ შესაძლებელია ამ ორი განტოლების გარდაწყვეტა # და ს შე– 
სახებ, ე. ი. > და 9 გამოხატვა X და კ, საშუალებით ისე, რომ გან– 
ტოდებანი (III) დაკმაყოფილდეს, მაშინ ზემოთდასმული პრობლემაც 
დადებითად გარდაწყდება. 

ცხადია, რომ (III) განტოლებებს აკმაყოფილებს მნიშვნელობანი 

X=Xი; ==, მ=%ე, 3= 9) (9) და მა არის #/C და Mა/ ექსტრე- 
მალების მხების კუთხეები I) წერტილში). · 

ამიტომ (III). გარდაწყვეტა შესაძლებელი იქნება ყოველთვის, 
თუ დავამტკიცებთ, რომ ფუნქციონალური დეტერმინანტის 

.- ნ(ლნხა–- ჩან, %,) 
--- 90.1 ა“ = / 

(”, და ჯL., -თი მოკლედ აღვნიშნავთ ჩალა ს 605 ბ, ვის) და 

#L, (XX 1 595 3. 81ი ა), აგრეთვე ა” და ” -თი აღვნიშნავთ #.I% 

# 6059, §Iი 9) და L, (X, 7, 9059, §Iი 9)) მნიშვნელობა სისტემი-. 

სათვის: #=9.), 3= 9, X=Xა, ჯ/=Xჯე ნული არ არის. 
ვიპოვოთ ჩვენი ფუნქციონალური დეტერმინანტი ა. დავწერთ. 

ა – ში შინა, 009 ს–ის, 88 %+%// ს 005 ს, 

  X.. §1ი #-- I, , 05 9, ”, 

თუ მივიღებთ მხედველობაში. დამოკიდებულება, /, ფუნქციის და 

ჩეს, #77 'L, "7 ფუნქციებს შორის, გვექნებ ა 

ა –ჩ 8103 V-- #, 51ი 96057 IM ნ, I018-608 64 ჩ, 64 89. 

ჯ“ ' 1L5)ი19 ა--+ ჩ, 510 9- C0§? ყ. – -L | 5102 9608 8- L, C053 

,9ი 9-– - 8958) 

I 

–ჩვყიშ. #) C0§ 8- | 
_ |=„1, #, (<0 9-C0§ წ - თ05 9'5Iი ა),= 

# 1509, –# 60§ 8. , / 

”=7#4. L, 910 («-- 9, 

მნიშვნელობა ტ-სი სისტემისათვის 32-ე 1=ლკჯი; V9=9-%, ა შა იქ- 

ნება (7- (/-), 510 (9%-– 9%): 

(ჯე) და (#,X ნული არ არის. აგრეთვე წული არ იქნება 

§Iი (შ%ა– 8 ჰე). 

ამგვარად (/+)ი(/-)ი §1ი (მ-– 8) ნულისაგან განსხვავდება და 

ამით დამტკიცებულია, რომ შესაძლებელია (III) სისტემის გარდა– 

წყვეტა 9 და 8. შესახებ, ,  



– 1477 – 

' ყოველთვის შეგვიძლია ქიპოვოთ ა» და ს. როგორც ჯ და # 

ფუნქციები: 9:=-9-(X, 1), 9ძ=9(X,#), რომელნიც აკმაყოფილებენ სი– 
სტემას (III). ეს ამტკიცებს, რომ ყოველ წერტილზე #ცკ რომელიც 

იმყოფება“ XIX წერტილის მახლობლობაში, შეგვიძლია- გავიყვანოთ 

კუთხისებური ექსტრემალი, რომლის გარდატეხის წერტილიც იქნება 

# წერტილი. 
გავიყვანოთ ახლა #, წერტილზე რომელიმე მრუდი და ამ 

მრუდზე ავიღოთ წერტილი /60 რომელიც ახლოს იმყოფება M. წერ- 

ტილთან. თანახმად ზემოთ დამტკიცებულისა ამ /C წერტილისათვის 

არსებობს ორი მიმართულება (რომელიც. შეადგენს X ღერძთან კუთ- 

ხეებს # და 3), რომლითაც შეიძლება კუთხისებრი ექსტრემალის 

გაყვანა., 
თუ ვამოძრავებთ # წერტილს ჩვენს მრუდზე, მივიღებთ კუთ–- 

ხისებრ ექსტრემალთა მთელ ოჯახს, რომელნიც შეიცავს .##8 ექ- 

, სტრემუმს, როგორც კერძო შემთხ;ვევას. 

  

ზახ. 45“ 

მივიღებთ ორ მომველებს: ერთი არის' მომვლები ექსტრემალთა 

მარცხენა შტოების და მეორე –ექსტრემალთა მარჯვენა შტოების. 

ვთქვათ პირველი მომელები შეეხება ექსტრემალის მარცხენა 

შტოს წერტილში #ი და მეორე 'მომვლები კი შეეხება ექსტრემალის 

მარჯვენა“ შტოს "წერტილში ჯ”. - ,' 

წერტილებს #" და ჯ" ეწოდება შეუღლებული წერტილი კუთ– 
ხითი ექსტრემალისა. 

ჟ+
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მოვიყვანთ ახლა კუთხითი ექსტრემუმის გეომეტრიულ ინტერ- 
პრეტაციას. დავწეროთ V0IC5C6§5-სIძიიგიი-ის პირობები: 

წ./(Xას Iს ჩი: ნი) (X-ს 20) /ჩი:. /ა)=0, 

IV ' (X0; 72 ჩი; ძის)– LV (X-ს პას ჩი, ძი)= 0. 

ავიღოთ V6I6(8ნ-85§- ის ფუნქცია 

6 (ი, ს /ინ ძის ჩი ძ9)=/ა (. –IM.)+9 (L –-#”V/) 

რადგან ს, – II, და LL – L„ ეტოლებიან ნულს, თანახმად VV/CI6C- 

5025§- ნIძოგიი-ის პირობისა, ამიტომ: 

L#LCX%) 39ც ჩია, ძის #ი, ძი)= 0 ·. (IV) 

ჩვენ შეგვიძლია ვისარგებლოთ უკანასკნელი ტოლობით, რომ მოვახდი– 

ნოთ შესაფერისი გეომეტრიული ინტერპრეტაცია. ავიღოთ მრუდი: 

LC%) 21%; 50 თ)=1 · 

სადაც +, # განხილულია როგორც პარამეტრები. ამ მრუდს, რო– 

გორც ვიცით, ეწოდება ინდიკატრიქსი. 

ფუნქციის ნულთან ტოლობა დაკავშირებულია იმ გეომეტქ- 

რიულ ფაქტთან, რომ (#), ძი) წერტილზე_ გაყვანილი ინდიკატრიქ- 

ის მხები გადაკვეთს ინდიკატრიქსს (ი, ძი) წერტილზე (იხ. 7XIX- 

ლექცია). 

  

  

ა ას
 

სჯ
 

რ
»
 
/
 

  
4_ ნახ, 46, 

დავამტკიცოთ, რომ ინდიკატრიქსი არა მარტო გადაკვეთს "ამ 

მხებს, არამედ შეეხება მას. მართლაც ავიღოთ V0IრCმ5§5-ის ფუნ- 

ქცია: (X0, 19; #0, ში: ჩი ძი). სრულებით ისევე, როგორც ზემოთ, 

დავამტკიცებთ, „რომ იგი ეტოლება ნულს. ეს კი გვიჩვენებს; რომ
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"ინდიკატრიქსის მხები წერტილში ჩი, ძი გადაკვეთს ინდიკატრიქსს 

წერტილში ჯ#, ძი: 
ჩვენ კი ზემოთ მივიღეთ, რომ ინდიკატრიქსის მხები ჩა: ძა წერ– 

“ტილში გადაკვეთს ინდიკატრიქსს წერტილში ' ჩა, ი. 

ამ ორი შედეგის დაპირისპირება დაგვარწმუნებს, რომ ინდი– 

კატრიქსის მხები #”, იი წერტილში არის აგრეთვე მისი მხები ის ძი. 

წერტილშა. ; 

ამგვარად, ინდიკატრ“იქსს ჰქონია ორმაგი მხები. ამ გარემოებას 

ყოველთვის ექნება ადგილი, “როცა გვაქვს კუთხისებრი ექსტრემალი. 

ავიღოთ ახლა ფუნქცია წ(X-, Xი» ჩი; 400 C05 9, 510 9), ალ– 

ვნიშნოთ იგი მოკლედ LC. ვიპოვოთ წ3C), ფუნქციის წარმოებუ–- 

ლის მნიშვნელობა უ.= 9) წერტილზე. ვიპოვოთ ჯერ ნ (მ. ამისა– 

თვის, უნდა განვაწარმოოთ 

60)=095(ჩ–7/)+9ი 0, – ჩ.) 9 შესახებ. . 
დავწერთ: 

ს (9ე)ლ––§ი 9(/V –I.,)+605 §V –LV/)+ 

+605 9%(-–-/">:. » 8ი 8+- ჩა, C05 9) + 51ი 9 (-– საზ 91ი 9 + LV / 903 სვ) 

თუ ში, მხედველობაში დამოკიდებულებას I ფუნქციის დ» 

სეუს 0703 4 ა» ფუნქციებს შორის, დავწერთ: 

'L ი ე- იმი VII. I=„)+-60§ 3. წ –#7/)+008 თ (–/7 §1ი2 შ--- 

–L, 510 9: 60§? 9)+510 #-(/5 §1ი" ს C05 მ·+- /:, C0§3 9) = ' 

==-5)ი V(C/>, –/2, )+-005 9 (V-,, ს–ს.)– –-60§ ს5|ი ს #> + 

–- ვი შ: C05 8. /:, =–8ის (#. / IL, „+095 9. (7-, „ IV) )- 
ამგვარად, ჩვენ. მივიღეთ: 

ს 8 (მელ –5ი 9(/“--/M)+605 9-(-V – LV) | 

ჩავსვათ ახლა ს. მაგივრად 9), მაშინ /''-–-/7=0 და 1-– 

–/ჩ/=0 და, მაშასადამე, IX” (V, )=0. 

ამგვარად, ჩვენ ვხედავთ, რომ არა მარტო # (%))=0 , არამედ 

აგრეთვე XL (9,)=0. ჩვენ ვიცით, რომ 
8(8ა)=(1 ––-C05 (მა–ა)). /-, (Xა; X, C95 შა, §1ი მი) 

რადგან 1–C605(%)- ?%,)) ნული არ არის, ამიტომ ჩ(ს, V 605), 

§1ი მა). უნდა იყოს ნული. 

ამგვარად უნდა არსებობდეს ისეთი მიმართულება, რომ. 

ჯ#, (Xი; 70; 6052. 510 #)==0 
„თუ ეს არ არის რომელიმე გარკვეულ არეში, კუთხითი ექ 

სტრემუმის არსებობას ადგილი არ ექნება.,
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ლექცია XXV. 

იზოპერიმეტრული პრობლემა. 

განვიხილოთ ეგრეთ წოდებული იზოპერიმეტრული პრობლემა... 

მოვიყვანთ ჯერ კერძო მაგალითს, სადაც ასეთ პრობლემასთან გვაქვს 

საქმე: - 

ყველა მრუდთა შორის, რომელთაც ერთიდაიგივე სიგრძე აქვთ, 
მოვძებნოთ ისეთი, რომელიც უმეტეს არეს შეიცავს. 

ამ შემთხვევაში საქზე ასე წარმოგვიდგება: 
ჩვენ ვიცით, რომ არე გამოიხატება ინტეგრალით 

1=– Xი)'– 1X, 

ან, თუ / პარამეტრს შემოვიტანთ, ინტეგრალით: 

ჩ - 

წ )1=+ , (+) ––ე'X )ი/. 
' 

უნდა მოვძებნოთ მინიმუმი ამ / ინტეგრალისა ყველა იმ მრუდეებს შო– 

რის, რომელთაც მინაცემი სიგრძე აქვთ, ე. ი. რომელთათვის ინ- 

ტეგრალი 

ჩ : .. _. 
/ 1-2? ძი არის მუდმივი |: / #7 X21-+- ე? ძ/= 

,, =/ 

დავაყენოთ ახლა საზოგადო პრობლემა: 

ვთქვათ საჭიროა მოვძებნოთ მინიმუმი ინტეგრალისა 

48 

/ M(5, 3 23 1). (I) იმ პირობით, რომ ინტეგრალი 
წ 

ი - 
/ C6(X ე 2) I) ი! (1I) იყოს მუდმივი. 1 
7, 

ამისათვის ჯერ უნდა შევადგინოთ ის მრუდეები, რომელნიც 

გაივლიან წერტილებზე #, და L, და რომელთათვის (II) ინტეგრალი 

არის მუდმივი და ამ მრუდთა · შორის ისეთი მრუდი უნდა მოვძებ– 

ნოთ, რომელიც მინიმუმს ანიჭებს (1) ინტეგრალს., 

ავიღოთ ორი წყვილი ფუნქცია: 

/#(0,), C(/I ერთი მხრივ, და /(!, (7); დ, (I) მეორე მხრივ ისეთები, 

რომ: / 

/# #,)=M0,)=0, § (/,)=( (/,)=0, 7), (#/,)=#, (/,)=0, 

§1 (/,)=დჯ, (/;)=0.
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ვთქვათ, რომ მოვძებნეთ ექსტრემუმი ჩვენი . პრობლემისა და 

ვიპოვეთ მრუდი X=X (I), ჯ7=1ი(/) (სადაც / იცვლება /, და /, შო-' 
რის), რომელიც ერთი მხრივ აკმაყოფილებს პირობას: 

ჩM 

/ C (%, 1), Xს 1) ი/=I (III) 
/ 

და მეორე მხრივ ამგვარ მრუდთა შორის მინიმუმს ანიჭებს ინტეგრალს 

ჩ 
/ IM (25 1, %X, 1") მ/. 

ს/ს.“ ა 

შევადგინოთ შესადარებელ მრუდთა ოჯახი შემდეგნაირად; 

X=X) (/()+-თ / (0+თ, /., (/,), 

2 =%(/)-–0 ჯ (/)+თ, დ, (1) (IV) 

აქ გვექნება რორი პარამეტრი 4 და «,. 

ეს ოჯახი ისეთი თვისების არის, რომ ყოველი მრუდი ამ ოჯა– 

ხისა გაივლის /?,, #, წერტილებზე. 

ვეცადოთ ახლა გამოვხატოთ თ, თ-ს საშუალებით ისე, რომ (III) 

დაკმაყოფილდეს. - 
აღვნიშნოთ მოკლედ 

XV(/)4+97! (/)+«, #, (0=Xჯ და XV)+9/0+%% ()=+. 

ჩვენ გვინდა თ, გამოვხატოთ « ' საშუალებით ისე, რომ დაკმა– 

ყოფილდეს ტოლობა: 
ჩ 

/ C (ა 1 Xს ))ძ/=/. 
+“ ' 

– 

-/ 

, ინტეგრალი | თრი» 92. ძი! იქნება თ და თ, ფუ5ქცია. აღ– 
' 

 ენიშნრთ იგი მოკლედ VI (თ, 2). 
უნდა მოვძებნოთ თ,, როგორც თ ფუნქცია ისე, რომ და  აკმაყო- 

ფილდეს განტოლება თ დ, 0,)=1. 
უკანასკნელ განტოლებას: აკმაყოფილებენ « და თ, მნიშვნელო– 

ბანი თ=0, »,=0. ამიტომ იმისათვის, რომ შესაძლებელი იყოს ვი–- 
'პოვოთ «7, როგორც « ფუნქცია, ისე, რომ დაკმაყოფილდეს: განტო– 

ლება თ («, «,)=/, საჭიროა, რომ თ ფუნქციის წარმოებულის მნი– 

შვნელობა «, შესახებ: დ», წერტილებზე თ=0, თ,=0 ნული არ იყოს 

უ. ი, დ,(0, 0) 4-0. ..? :
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ვიპოვოთ დი, დავწერთ: 
' ჩ _ 

= I |C. ს, (/)+ C6/დ, (I)+– C, I", (/1+- 6/' C", (/)1 ი) (VI) 
1 

როდესაც ჩავსვამთ «ჯ და თ,-ის მაგივრად ნულს, ე. ი. C,, („,». 
C., ნ ფუნქციების არგუმენტები იქნებიან X=ჯ,(/), 2=% (7)! 
X=X%CVI), =Vა (/), მაშინ (V) ინტეგრალი არ უნდა იყოს ნული.” 

ფუნქციები /, (/), დ, (/) ჯერჯერობით სრულებით ნებსითი არიან. 
ახლა ჩვენ ისე ამოვარჩევთ ამ ფუნქციებს, რომ (V) ნული არ იყოს. 

თუ ასეთი /, (0) და დ, (“ი ფუნქციები არ არსებობს, ეს იმის 

მომასწავებელი იკნება, რომ მრუდი X=Xა-(/) #=)ი (ლ) წარმოადგენს, 

ინტეგრალის : ) 

ჩხ 

/ C(, 3 2) 1) 0, 
/, 2 

· ექსტრემალს. ასეთ შემთხვევას კი წზვენ თავიდანვე გამოვრიცხავთ. 

ამგვარად, ჩვენ ისე ამოვარჩევთ ფუნქციებს 7), (/) და ჯ, (/), რომ 

(V) არ გახდეს ნული, როცა «=0 და თ,=0. 

მაშინ შესაძლებელი იქნება განტოლების 4) (თ, თ,)=! გარდა- 

წყექრა თ, შესახებ. 

ვთქვათ, ეს გარდაწყვეტა მოგვცემს თ,=% (თ). (როცა «=0," 
მაშინ «ჯ(თ) იქნება 0), | 

ჩვენ გვექნება იგივეობურად: 

თ (თ, დ (2)|=I“ (V) 
თუ (IV)-ში თ, მაგივრად ჩავსვამთ თ, =< (თ), მივიღებთ ერთ პა- 

რამეტრისაგან. დამოკიდებულ მრუდთა ოჯახს, რომელიც (III), პი– 

რობას აკმაყოფილებს. –. 

ვიპოვოთ ახლა წარმოებული «,-დან თ შესახებ. ამისათვის გან–- 

ვაწარმოვოთ (VI) იგივეობა, დავწერთ: 

თა + თი, > 49. (VIIპ 

ზემოთ ჩვენ ვიპოვეთ და, ვიპოვოთ ახლა თა. 

ჩ . 

დ» -/ IC. (/)+ C»/ (I)+ C„'/ (0)+ CV (I) ი! (VIII) 
ი 

ჩავსვათ .« მაგივრად ნული. მაშინ, “როგორც ვიცით, «>, გახდება 

ნულის ტოლი და ფუნქციების C., 6, C.) 6, არგუმენტები იქ- 

ნებიან: ა 

”' იბ X= XV (I); 1'==1% (I) X =71%-VIV 17 =1% (0)
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აღვნიშნოთ ინტეგრალების (V) და (VIII) მნიშვნელობანი ამ ზემთხვე– 

ვაში შესაბამისად M», და M. (VII) ძალით გვექნება: 

%+X# (25) =0 

ძ “ 

IC), ნიშნავს წარმოებულის 4 მნიშვნელობას წერტილზე ==. 0). 
აქედაზ 

(4 

(<=), =- ჯ 

მოვიქცეთ შემდეგნაირად: 

"როდესაც >, მაგივრად ჩავსვამთ «#(თ), მაშინ X.()+–თ#V(/)+ 

–+ თ, /, (I) და X-(/)+თდC(/)+«%ყ,, (I) გახდებიან /-და « ფუნქციები. 
აღვნიშნოთ ეს ფუნქციები შესაბამისად X(V/, ») და /(/, 2). 

დავშალოთ ფუნქციები XIV/, «) და IC, >) 1I2XI0I-ის ფორმუ- 

ლით თ=თ-ს მიხედვით 0 წერტილის "მახლობლობაში. გვექნება: 

2 (/,, თ|)=X(/, 0)+%X>(, 0ე)-- უსასრულოდ მცირე უმაღლეს: 

რიგისა. მაგრამ « (/, 0)==Xჯ (/). 
ვიპოვოთ ახლა 1XX(/, 0), ამისათვის მოვძებნოთ 2 (/, =). დავ– 

წერთ: , 
XXVI, თ)=7! (/)-CVI, 0 „> –. 

XL (I, 0)=#/ ()+/, ი (4), = M()– #, (0). 
' ((% · M 

ამგვარად, / 

X,(,, X) =.X (I)+-% I (0-7/17), 2 I- 

სრულებით ამგვარადეე მივირებთ 

ა ს 
? (, თ)=X L/)+2 | § (/)-–– დ, (I) >I+ 

ჩვენი შესადარებელი მრუდის პირველი ვარიაცია იქნება: 

V ი X=98% I, (ფ)–V”, ი 0%) 

რადგან ჩვენი შესადარებელი მრუდები აკმაყოფილებს განტო– 

ლებას (III), ამიტომ ცხადია, რომ ინტეგრალის 

ჩხ 

I C(X9-ა #0) 1) ი! 
, 

(აღვნიშნოთ ეს ინტეგრალი M) პირველი ვარიაცია ი # იქნება ნული
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ჩვენ მოვძებნეთ მრუდთა ოჯახი, რომელნიც აკმაყოფილებენ 
(Iს. განტოლებას და რომელთა შორის უნდა მოვძებნოთ ინტეგრალის 

I= (» ფს ას 151) ექსტრემუმი. 

გადავიდეთ ახლა თვით ამ ექსტრემუმის მოძებნაზე. ამისათვის 
განვიხილოთ / ინტეგრალის პირველი ვარიაცია 4 /. 

2)= , ხმანი ჩ, + 7 ზე ძი 

თუ მივიღებთ მხედველობაში 6X და 8» გამოხატულებებს, გვექნება: 
-,, 

C/= 3) II- 7 თ-ში/ (/)-–- I" I (/)-C #,, C" (I)) ი– 
# 

ჩ 
–-. IIM;0)4+1549, 0)+1" MI" 0)+IC/ ლ) C))1 ძ/. 

M. 
ს 

ფემოვიყვანოთ შემდეგი „აღნიშვნები: „ 

6 
-/ II. C)+15/ (1)+1% I (/)+ LC (I) ძ). 

(20 “ 

75 

#/= (I, II) (ა+/ წლი+I/- 'M', (/)+ IV C' (7)) ძI. 
/ 

21=>( ჩ-). , 

იმისათვის ოომ მრუდი წარმოადგენდეს / ინტეგრალის. ექსტრემუმს, 

იგი უნდა აკმაყოფილებდეს ტოლობას: 

დავწერთ: 

ჰჩ#X-– 2. #=9 

ეს ტოლობა შეგვიძლია შემდეგნაირად წარმოვადგინოთ: ( 

“ += =+- (IX) 

მარცხენა შეფარდების მწიშვნელში და მრიცხველში შედის ორი 

ფუნქცია / (/) და ( (/), მარჯვენა შეფარდების მნიშვნელში და·მრიცხველ- 

ში შედის ორი ფუნქცია /, (/) და ჯ, (/,. ფუნქციები #,, (V) და ჯ, (/) აღე- 
ბულია გარკვეულნაირად, იმ მიზნძთ, რო3 (V) ინტეგრალი ნულისაგან 

განსხვავებული იყოს, ასეთ პირობებში შეფარდება –ე ს. უ ერთ გარკვეულ
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·რიცხვს წარმოადგენს, რომელიც / (I) და «(/) “ფუნქციებიდან სრუ–- 

ლებით დამოუკიდებელია, აღვნიშნოთ ეს მუდმივი --/.. 

„გვექნება: , 

ეს ტოლობა მოგვცემს საშუალებას გამოვიყვანოთ Cს16I-ის დი– 

·ფერენციალური, განტოლება. 

აღვნიშნოთ /“ (+, )) 2", 1)+7 6 (ი 5. «ს ))=#I(% 1 29 15 7). 
„ვნახოთ რას :გამოხატაეს ტოლობა /,+7/. Mა=0. ეს არის 

ჩ , 

/ III /I (/)+ #V§ (/)+ IM V ()+ ჩი ( C0)| ძძ=0. (X) 

21 
ასეთია ის როლობა, რომელსაც უნდა აკმაყოფილებდეს ექსტრემუმი. 

/(/) და «(/), როგორც ვიცით, არიან სრულებით ნებსითი ფუნქ- 

ციები, რომელნიც მხოლოდ აკმაყოფილებენ პირობას / (I,)-= # (/)=0, 

§« (/|I)=(/ (/ე)=0. : 
გამოვიყენოთ ახლა ჩვეულებრივი წესი. მივიღოთ ჯერ, რომ 

§« (/) იგივეობურად ნულია, მაშინ (X) ასე დაიწერება: 

ჩ 

/ (II, ს (/)+II, ”' (/)|ძ/=0. 

როგორც ჩვენ ვიცით ასეთი ტოლობა (V# (|) ნებსითი ფუნქციაა, 

რომელიც აკმაყოფილებს პირობას / (/,)=/!(/,)=0)..  ზოლოდ მაშინ 

-არის შესაძლო, როდესაც 

4 , წ 

-9.=-,- #, (XI 

თუ მივიღებთ, რომ / (/) არის იგივეობურად ნული, სრულე- 

ბით: იმავე წესით გამოვიყვანთ, 

M,= 4, VM, (XI0 

(XI) და, (XII) არის ის  ტიფერუნციალური განტოლებანი, ღრო- 

მელთაც უნდა აკმაყოფილებდეს ექსტრემალი. , 
სრულებით ისევე, როგორც წინათ (XIV ლექცია), შეგვიძლია 

დავამტკიცოთ, რომ (XI) და II) განტოლებების მაგივრად შეიძლება 

ავიღოთ განტოლება: 

ა 
             

IM» +, C I– წ» X")=–0 (0.4I(3)   
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(VI. არის მნიშვნელობა საერთო შეფარდებისა 

ყ,,  – მა MI 
_. აარა 

ჩვენი პრობლემისათვის ექსტრემუმ?ს ჩვენ მოვძებნით განტოლე-. 
ბიდან (XI), (XII), ან (XIII). მეორე მხრივ ეს განტოლებანი მოგვცე– 

მენ ექსტრემალს ინტეგრალისა 

ჩ ” 
#M(% 5 25 1 7) ძI. : > 

ჩ 

ამგვარად იმ მრუდის მოსაძებნათ, რომელიც ექსტრემუმს მია– 

ნიჭებს ინტეგრალს ” 

ჩ 

ა 2) 1) 0/ 
” 

შა. „ი 

იმ პირობით, რომ 

ჩ “ 

7 

იყოს მუდმივი, უნდა შევადგინოთ ფუნქცია: 

. MCC) 2.1, #.)= #MCVI5 1) ჯ 'ე ))+27 C (209 15 X5 1) 

და” მოვძებნოთ ექსტრემალი ინტეგრალისა 

ჩ 

/ LსIL(X ” X, »”) მ/. I 
/” · 

ეთქვათ ახლა, რომ (XIII) განტოლების ინტეგრაცია მოგვცემს 

X=C CI”, თ, 8, 7) 2=%90ი თ, 8 7). 

ისმება საკითხი მუდმივების თ, 8, / მოძებნის, ისე რომ. ჩვენმა. 

ექსტრემალმა გაიაროს წერტილებზე 7, (X,, 71,) და 77; (X, X). 
აღვნიშნოთ მუდმივების, თ, 13, / ის მნიშვნელობანი, რომელნი(: 

ჩვენ ექსტრემალს ეთანადებიან «ე, გეი, #”ა· 

ამ მუდმივებს მოვძებნით განტოლებებიდან: 

% (/, თი ბია ი) == XL , 
დ (/,ც თი მას ”ი) ==1, 

დ (/,; თი: 22ი» 7-0) == X2 

დ (/,, თა, ჩა #ა)=), 
ჩ 

' 4 ა - ხა 
/ C0 (დ I, %ც 20; MM “ (/ე ი; ქი?.7-0); დ! (/») ი, გი: 7#ა)» 

/ჩ 

,V/ (7, თი; ბი; #0)) 7/==7- 

-)
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ჩეენ გვაქვს სულ ხუთი განტოლება. უცნობთა რიცხვიც აგრე- 

თვე არის ხუთი (/,, /:, ლე; დი; #ი ) ამ ხუთი განტოლებიდან ვიპოვით 
ხუთ უცნობს და ამით ექსტრემალის “განტოლება სავსებით იქნება 

განსაზღვრული. 

ეს, რასაკვირეელია, იქნება ჯერჯერობით პრობლემის მხოლოდ“ 

ფორმალური გარდაწყვეტა. ჩვენ გამოვიყვანეთ მხოლოდ“ პირველი 

რიგის პირობა, რომელიც გვაძლევს ექსტრემალის განტოლებას, მაგ– 

რამ ჩვენთვის ღია რჩება კიდევ საკითხი იმის შესახებ ანიჭებს თუ 

არა ნამდვილად ეს ექსტრემალი ჩვენ ინტეგრალს ექსტრემემს. 

განვიხილოთ ახლა ეს მაგალითი, რომელიც იყო მოყვანილი ამ 

ლექციის თავში: ყველა იმ მრუდეებს შორის, რომელთაც მინაცემი 

სლგრძე აქვთ, მოვძებნრთ ისეთი, რომელიც უმეტეს არეს შეიცავს. 
ამისათვის უნდა მოვძებნოთ მაქსიმუმი ინტეგრალისა 

ი 
/ -2- 00“ –ეX)4/ , : 

იმ პირობით, რომ ინტეგრალი 

–_ 

/ IX –-)? ძ/ 
/” · 

იყოს მუდმივი. 

სI ფუნქცია ჩვენი პრობლემისათვის იქნება 

ჯ“ 

+ სრურაათ 7 
ამგვარად, ჩვენ უნდა მოვძებნოთ მაქსიმუში ინტეგრალისა: 

  

  

”ჩ ჟ“ 

/ | – (1 –7X)+ 2. V X2+)? I4 (XVI 
/” 

– 

შევადგინოთ განტოლება (XIII). 

მოვძებნოთ ამისათვის #V,. , 

, _ 1. 2. V _ 
IM. - 2 7 VIII)? 

V-მ ·. 3 /5ნ5 ი. 
§> – გ/მ L 72 ჯი 30) 

დუ: ა –– 
# 1=# 1 –. ს 

(#2) 3.
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(XIIII განტოლებას ექნება სახე: 

1+7 „ხალა -0, 
3 

075+X9) ·. 

მაგრამ ლეა არის სიმრუდე -. ამგვარად. 

(ა5-+ –ა“)? 5. 

1+-+-=0, აქედან #=-. 

ჩვენ ვხედავთ, რომ ექსტრემალი ისეთი! მრუდია, რომ მისი- 

სიმრუდის რადიუსი არის მუდმივი. ეს იქნება წრე ხაზი: 

ამგვარად, ყველა იმ მრუდთა შორის, რომელთაც მინაცემი სი–. 

გრძე აქვთ, წრებაზი არის ისეთი, რომელიც უმეტეს არეს შეიცავს. 

განვიხილოთ კიდევ ერთი მაგალითი. + 

გვაქვს ორი წერტილი 4 და „ჩ. 
ავიღოთ კოორდინატთა სისტემა ისე, რომ X ღერძს ჰქონდეს. 

პორიზოვტალური მიმართულება და V ღერძს-– ვერტიკალური. 

დავსვათ შემდეგი პრობლემა: ყველა იმ მრუდთა შორის, რო- 

მელიც -# და 8 წერტილს აერთებს და რომელთაც მინაცემი. სიგრძე 

აქვს, მოვძებნოთ ისეთი, რომლის სიმძიმის ცენტრი ყველაზე უფრო 

დაბლაა. 

ს როგორც ვიცით, ს სიმძიმის ცენტრის სიმაღლე გამოიხატება 

ინტეგრალით 
5 

/ 3 / ჯ 7 ჯ? +)” ი/, 
+”, 2 / 

სადაც # მრუდის სიგრძეა. ამგვარად, უნდა მოვძებნოთ ისეთი მრუ– 

დი, რომელიც მინიმუმს ანიჭებს ინტეგრალს , 
I 

+,» ჯაში, 

იმ პირობით, რომ მრუდის "სიგრძე, ე. ი. 

+ | 

/ V + უბ ძ! 
, 7 

იყოს მუდმივი. რადგან მრუდის სიგრძე მუდმივია, + იქნება მუდ– 

მივი და მრუდი, რომელიც მინიმუმს მიანიჭებს: ინტეგრალს 

ჩ - სეხითთია 
· 1
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აგრეთვე მინიმუმს მიანიჭებს ინტეგრალს 

“ჩ 

| »V 2 მ-ე ძI. 
” 

ამგვარად, უნდა მოეძებნოთ მრუდი, რომელიც მი§იშუმს მია– 

ნიჭებს ინტეგრალს 
'ჩ _ 

# XV ჯ5+)” # 
V 

ჩი. “”_ 
/ V >2+)-4V 

# 

იყოს მუდმივი. ფუნქცია ჩვენი პრობლემისათვის იქნება: 

#V »?3-)? +”. VI +)? = 0'+7) V XIX? +». 

ამგვარად, ჩვენ უნდა მოვძებნოთ. მინიმუმი. ინტეგრალის. 

ჩ 

/ (7+7) V X? +)? ამუ, ი/.. 
/. 

პარამეტრად ჯ ავიღოთ კოორდინატი X მაშინ ჩვენი ინტეგ- 

რალი ასე დაიწერება: 

+ 

წ ტც+-))V 1+-V ძა 
7% 

ეს· ინტეგრალი ასე წარმოვადგინოთ: 

“4 · 

/ (7+1)1 1+60-+1)9 ძ» 
X, : 

ანუ, თუ ფუნქციას 7-+7. აღვნიშნავთ დ 

25 . 

/ :VI+<- ძა 

ასეთი ინტეგრალი ჩვენ უკვე“ გვაქვს, განხილული (II ლექცია). ს 

ექსტრემალი იქნება: ჯ= ო 2, აქედან უ31= –1+თ ლი“ 

"ჩვენ ვხედავთ, რომ ყველა მტუდთა- შორის, რომელთაც 'ერთიდა- 

იგივე სიგრძე აქვთ; ჯაჭვის მრუდის სიმძიმის ცენტრი, ყველაზე უფ- 

რო დაბალ მდებარეობას დაიჭერს, 

იმ პირობით, რომ 
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ლექცია XXVI. 

წყვეტილი ექსტრემუმები. 

ჩვენ დაგვოჩა განსახილველად კიდევ ერთი პრობლემა. 
ვთქვათ გვაქვს ინტეგრალი 

ი.ი 

/ #(ის 191)ძX 

-7/ა 
“და ორი წერტილი 4 და #6. პაშინ, თუ საქმე ეხება ინტეგრალის 

ექ–-ტოემუპის მოჭებნას, პირველად უნდა გარდავწყვიტოთ წ6.ს16I-ის 

დიფერენციალური განტოლება: #– + // 0, ე. ი. უნდა მოვძებ- 

ნოთ ექსტრეზალთა ოჯახის განტოლება ჯ=V (X, «თ, 3). შემდეგ უნდა 

მოვძებნოთ თ და ჯგ მნიშვნელობა ისე, რომ მრუდმა გაიაროს წერ- 

ტილებზე .4 (+, 9) 8 (2) ა). 

  

    
ნახ. 47, 

“თუ ასეთი მნიშვნელობანი თ და 8 არსებობს, მივიღებთ მრუ- 

«დებს, რომელთაც შეუძლიან მიანიჭონ ინტეგრალს ექსტრემუმი. მაგ– 

რამ შესაძლებელია, რომ ასეთი მრუდი არ არსებობდეს. მაშინ ისეთ 

მრუდს, რომელიც ექსტრემუმს ანიჭებს ჩვენ ინტეგრალს, ვეძებთ 

„კუთხითი მრუდებს შორის. 

განვიხილოთ ახლა ის შემთხვევა, როდესაც ისეთი. მრუდი, რო- 

მელიც ანიჭებს ინტეგრალს ექსტრემუმს, არ მოიძებნება არც ჩვეუ–
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ლებრივ, შესადარებელ მრუდთა შორის, არც კუთხითი მრუდთა 
შორის. 

მაშინ ასეთი მრუდი უნდა ვეძებოთ არა განუწყვეტელ, არამედ 

წყეეტილ მრუდთა შორის. 

“' ასეთ ექსტრემალებს ჩვენ წყვეტილი ექსტრემალებს ვუწოდებთ. 
ვეძებოთ - 'ექსტრემუმი ისეთ წყვეტილ მრუდთა შორის, რომელიც 

შედგება ორი განუწყვეტელი „ე და IV 8 მრუდისაგან. 
ცხადბა, რომ 41ა- და წუშ; არიან ჩვეულებრივი ექსტრემალები, 

ე. ი. ხსI6-ის "დიფერენციალური განტოლების ჩ-> /#=0 ინ- 

ტეგრალები““ “ 

1 უპირველესად ყოვლისა უნდა მოვძებნოთ წერტილები IX. და 

M- ვთქვათ ეს წერტილები · მოძებნილია. შემოვწეროთ ს 'და IX 

წერტილების გარშემო მცირე წრეები და ამ წრეების შიგ ავიღოთ 

წერტილები XL და XL, ისე, რომ“ეს წერტილები იყვენ ერთსადაიმავე 

ორდინატზე. 

აღვნიშნოთ IX და ბზ კოორდინატები და წარმოებულის მნიშვ– 

ნელობანი ამ წერტილებზე შესაბამისად «,, Xი, ა და Xი; 7» 2/ი- 
X, და L, წერტილის კოორდინატები აღენიშნოთ Xჯ, / და X, 7. 

შევაერთოთ წერტილები 4, .ს,-დღა აგრეთვე წერტილები XC,, 
8, ჩვეულებრივი ექსტრემალებით. რადგან მრუდი 44% #ა8 მინიმუმს 

ანიჭებს ინტეგრალს, ამიტომ გვექნება: 

#2 7,8=> =/„::8 (XV) 

ინტეგრალი //ნ, არის ექსტრემალური მანძილი 7 CV 7, X, 1): ინ- 

ტეგრალი” /წ,8 არის ექსტრემალური მანძილი /(X, +» %კ, )ვ). 

ამიტომ 

,./.# ა =/(X, 7 ი 1))+/(% 2, %:; ”" _ 

აღვნიშნოთ მოკლედ /(Xც X 2 >)=/ და /(X, 2 X:, X:)=-/. 
ფუნქცია +/ წარმოადგენს სამი ცვლადის X, 7», / ფუნქციას. 

(XV) ძალით ამ ფუნქციას უნდა ჰქონდეს მინიმუმი წერტილზე 

X=Xით X#=-Xი, 23=ჰჯი: 
„ამისათვის კი საჭიროა, რომ ამ ფუნქციის წარმოებულები X-ის, V-ის 

და ჯ-ის შესახებ, ე. ი. 

41 | 9 ბ) ძმ. 
2 · 2: ძი. 

წერტილებზე X=+X,, »=#, »X=Xი ეტოლებოდეს ნულს.
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ცნობილი ფორმულების ძალით, ამ საწ” პირობას ასე დავწერთ 

#(წთ 1 X 'ი)-–X9) 0./V (ი 2თ 7 'ი)=)/ (X- 2თ " 7ი)– 

–) წი (Xა) 2 წთ 7 7»). (XVI) 

წონ 791 2-)=9 (XVI). 

IV (%ი» 20; 2 »)= 0 (XVIII) 
(XVII) და (XVIII) ძალით. (XVI) ასე. გადმოიწერება: 

+ (%ი; ი, 2 ”) =/ (Xა, 2% 1) 7 ს/ი) : (XVIII) 
ამგვარად, საბოლოოდ გვექნება შემდეგი სამი "პირობა: 

# (თა; ი: Xი )==/ (+; 1» X ი), /V (2: 7) 10 )==0); 7» (Xი; 7) 7 0)==0- 
უპირველესად, ყოვლისა უნდა მოვძებნოთ წერტილები I? და 9. 

ვთქვათ ექსტრემალთა ოჯახის განტოლება არის »= (», თ, 8) 
და პარამეტრების თ«, 8 მნიშვნელობა #4I. ექსტრემალისათვის არის 

თა; მიე მხოლოდ „#ს 8 ექსტრემალისათვის თა, ჩა. 

გვექნება სულ ხუთი უცნობი თა, მა, C მი; X-. ამ ხუთ უც- 
ობს მოვძებნით შემდეგი ხუთი განტოლებიდან: 

დ( თა ზ)=7. 

დ (X.; თი; ჩი)=Xე 

#”IXა, დ (Xა, რთ | ჩი) დ. (CX თი; ჩი)1)=> 

=/ IXი; თ (Xი; თაა მი); თ» (Xი: თა: მი)! , 

ი" IXი; თ (Xი 9თ ზა) დ. (ჯა, % თა 8ი)1)==0. 

# თ თ (Xა თ. ზა), დ, (X თი, 8ი))=0. , 
ამ ხუთი განტოლებიდან ვიპოვით ხუთ უცნობს თა, წთ თი ჩი, 

ჯკ. ბმით წყვეტილი ექსტრემალი იქნება'-განსაზღვრული.


