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შესავალი 

ისტორიული მიმოსილვმა 

1. მათემატიკაში შეგვიძლია დავასახელოთ მთელი რიგი ძირი- 

თადი ცნებები, რომლებიც გვხვდება გამოკვლევის ყოველ დარგში; 
ასეთებია პირველ რიგში სიმრავლისა და ფუნქციონალური დამო- 

კიდებულების ცნებები, მაგრამ სხვადასხვა მათემატიკურ დისციპლი- 

ნებში, მაგალითად, ალგებრაში და ანალიზში, ეს ცნებები სხვადა- 

სხვა თვალსაზრისით შეისწავლება. 

შევჩერდეთ უფრო დაწვრილებით ფუნქციონალური დამოკიდე-- 

ბულების ცნებაზე. 

თუ ორი ჯ და )/ (ყ)ვლადი სიდიდე დაკავშირებულია ერთმანეთ- 

თან იმგვარად, რომ X-ის ყოველ მნიშვნელობას შეესაბამება X-ის 

განსაზღვრული მნიშვნელობა, მაშინ X წარმოადგენს ჯ-ის ფუნქციას: 

3= V#(>X)- 

ფუნქციონალური დამოკიდებულების ცნების რაობა ანალიზის 
თვალსაზრისით მდგომარეობს ჯ და V ცვლადებს შორის თანადობის 

დამყარების იდეაში. ეს თანადობა ფაქტიურად შეიძლება განხორ- 

ციელდეს სხვადასხვაგვარი წესით. : 

ალგებრაში პირველ რიგში საქმე გვაქვს იმ ოპერაციებ- 
· თან, რომლებიც საჭიროა იმისათვის, რომ Xჯ ცვლადი სიდიდის 

მოცემული მნიშვნელობის მიხედვით მივიღოთ »” ცვლადი სიდიდის 

შესაბამისი მნიშვნელობა. თუ ეს ოპერაციები დაიყვანება იმ ძირი- 

თად მოქმედებათა (შეკრება, გამოკლება, გამრავლება და გაყოფა) 

სასრულ რიცბვამდე, რომლებსაც ვახდენთ ჯ-ის მოცემული მნიშვნე- 

ლობის და მუდმივი კოეფიციენტების მიმართ, მაშინ ფუნქციას რა- 

ციონალური ეწოდება. ანალოგიურად განისაზღვრება რამდენიმე 

· ცვლადი სიდიდის რაციონალური ფუნქცია. რაციონალური ფუნქცია 

“ შეიძლება იყოს მთელი (როცა ცვლადი სიდიდენი არ შედის გ:მყო- 

„ფის სახით) და წილადი. ასე მაგალითად, ფუნქცია 

#ს)ელ–ჯ! +#X-LV.



სადაც ძ და ჩ# –- მუდმივი კოეფიციენდებია, წარმოადგენს ჯის 

მთელი რაციონალური ფუნქციის მაგალითს; ფუნქცია 

ვმ .ეიX+ხ . 
LLC») == “+ Iს ·' 

სადაც თი და ხ–– მუდმივი სიდიდეებია, წარმოადგენს X-ის წილადი 

რაციონალური ფუნქციის მაგალითს. 

შეიძლება ითქვას. რომ მთელი რაციონალური ფუნქ.კიების შეს- 

წავლა შეადგენს უმაღლესი ალგებრის ერთერთ უმნიშვნელოვანეს 

ამოცანას. 

მაგრამ ალგებრის განვითარება, განსაკუთრებით უკანასკნელ ხა- 

ნებში, საგრძნობლად სცილდება ამ ამოცანის ფარგლებს. თანამედ- 

როვე ალგებრა დიდ ყურადღებას აქცევს ძირითადი ოპერაციების 

აბსტრაქტულ შესწავლას; ამასთან არსებითი მნიშვნელობა ენიჭება 

რგოლისა და ველის ცნებებს რომლებსაც გავეცნობით პირველ 

თავში (§ 4). 

ერთერთი უმნიშვნელოვანესი საკითხი, რომელიც შეიძლება და- 

ისვას მოცემული #(X) ფუნქციის მიმართ შემდეგში მდგომარეობს: 

შეიძლება თუ არა ამ ფუნქციამ ჯ-ის რომელიმე მნიშვნელობისათვის 

მიიღოს წინასწარ მოცემული თ მნიშენელობა? 

ამ საკითხს მივყევართ განტოლებამდე 

(1) #(X)==თ, ანუ #/(X)-- თ=>=0. 

ამგვარად დასმული ამოცანა იგივეა, რაც განტოლების ფესეების 

არსების საკითხი. ამ ფესვების მოძებნა ნიშნავს (1) განტოლების 

ამოხსნას, 

ალგებრაში განიხილება ამოხსნა (1) სახის განტოლებისა, რომე- 

ლიც წარმოშობილია მთელი რაციონალური /(X) ფუნქციის საშუა- 

ლებით. ამ ამოცანით გამოწვეულმა გამო„:ვლევებმა განსაზღვრული 

როლი ითამაშა ალგებრის ცნებების და მეთოდების ჩამოყალიბების 

პროცესში, · 

2. უკვე შორეულ წარსულში ვხდებით ამოცანის ამოხსნას, რო- 
მელიც შეესაბამება -– ჩვენი ტერმინოლოგიით -–– დაბალ ხარისხის- 

განტოლებათა ამოხსნას, 

ასურეთ-ბაბილონის კულტურის ძეგლები გვიჩვენებს, რომ ძველ. 

ბაბილონში (1900 -– 2000 წ, ჩვენს ერამდე). იცოდნენ იმ ამოცანების,



_ 5. 

ამოხსნა, რომლებიც კეადრატულ განტოლებამდე დაიყვანებიან. ამას- 

თან გამოთქლების მსვლელობა არ განსხვავდებოდა ახლანდელისაგან. 

· კიდევ მეტი, ძველი ბაბილონის ძეგლებში არის აგრეთვე ისეთი 

ამოცანათა ამოხსნა,ა რომელნიც მესამე ხარისხის განტოლებებს 

შეიცავს”. ეს ამოცანები გამოითქმოდა გეომეტრიული სახით, მათი 

ამოხსნა კი ხდებოდა ცხრილების საშუალებით. 

მოვიყვანოთ ერთი ამ ამოცანათაგანი უცნობებს წარმოადგენს 

გეომეტრიული სხეულის სამი განზომილება: სიგრძე, სიგანე და სიღ“ 

"რმე. თუ ვისარგებლებთ თანამედროვე აღნიშენებით და უცნობებს 

აღვნიშნავთ ჯ, V და ჯ«-ით, მაშინ ამოცანის პირობები შეიძლება დაი– 

წეროს ასეთი სახით: 

7 
თ) ფ=XX=-ს /=% 2=12»ჯ-+1. 

ამოხსნა წარმოებს შემდეგნაირად, მე-2) თანაფარდობებიდან 

უშუალოდ მივიღებთ: 

4X2%(12Xჯ –L 1)==7, 

ანუ, ტოლობის ორივე მხარეს თუ გავამრავლებთ 36-ზე, მივიღებთ: 

(12 #)?-L (12 »)ბ == 252. 

მარცზენა ნაწილში გვაქვს ყ - ეყ? სახის რიცხვი. ბაბილონში 

შედგენილი იქნა ასეთი რიცხვების ცხრილი. ეს ცხრილი გვიჩვენებს, 

რომ ტოლობას „1 -IL- „X=252 ადგილი აქვს მაშინ, როცა #=>=6. 

მაშასადამე, 

· 12X= 6; 

საიდანაც - 

X==: 5" - - 

ეს ხერხი უშუალოდ შეიძლება იქნეს გამოყენებული მბოლოდ 

შემდეგი სახის კუბური განტოლებისათვის: · 

(3) ჯ?ბ + 21 ==. “ 2) 

? ის, 0. 16M-66379 სხ, M84იMV ხი M0>009M 89ო859XX M8X6X0ო8- 
980§MX 08V#, 0IIIX, 1937, ტ. I, თავი VI.
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„ მაგრამ შეიძლება ვუჩვენოთ, რომ ყოველი კუბური განტოლება 

მარტივ გარდაქმნათა საშუალებით დაიყვანება აღნიშნულ სახემდე 

(იხ. თავი V, § 2). აღსანიშნავია, რომ ამოხსნის „ცხრილის" მეთო. 
დღი არსებითად ადვილდება იმით, რომ (3) განტოლება შეიცავს 

მხოლოდ ერთ პარამეტრს -–– ნებსით ძი კოეფიციენტს. 

8, მათემატიკურ დისციპლინათა შორის ძველს საბერძნეთში გან.- 

საკუთრებით ვითარდებოდა გეომეტრია, რომელიც აქ პირველად 

'/ C გადაიქცა მწყობრ ლოგიკურ სისტემად. 
ი გ: ბერძეი გეომეტრები „ცდილობდნენ, · 

” « თეორიულ გამოკვლევებში მაინც არ გა- 

: C  ზოეყენებიათ სიდიდეთა რიცხვობრივი 

გამოსახულება, შეიძლება ეს აიხსნება 

წ 
  

  

      
ი' იხ იმით, რომ მათ იცოდნენ სიგრძის ერთე- 

ულისადმი უთანაზომო მონაკვეთების 

ი _L არსებობა. ამგვარად, ისინი მივიდნენ 

'უ / თავისებურ გეო“ეტრიულ აღრიცხვამდე, 
ნახ. 1. რომელსაც შეიძლება ვუწოდოთ „გეო- 

'მეტრიული ალგებრა“ X. ამ აღრიცხვაში 

ძ და ხ მონაკვეთებით შედგენილი მართ- 

კუთხედი განიზილება როგორც მათი ნამრავლი. დამოკიდებულებანი 

ფართობებს შორის ასრულებს ალგებრული ფორმულების როლს. 

ასე, მაგალითად, თანაფარდობა 

(-+40)ბ1= ე? -L-#!-L 2იხ 

გამოისახება ევკლიდეს „გეომეტრიის საწყისებში“ შემდეგნაირად; 

„თუ მონაკვეთი გაყოფილია ორ ნებისმიერ ნაწილად, მაშინ 
კვადრატი მთელიდან უდრის კვადრატს მონაკვეთებიდან და ორჯერ 
აღებულ ამ მონაკვეთებს შორის მყოფ მართკუთხედს. 

·- % იხ. L, წ86MXX68M9, IMიIიი§ჯ, M8+6X825X 9 1009%0015 8 3 000IMM6 90M8, 
#. „I. 1932, ზვ. 43-48. ტერმინი „გეომეტრიული ალგებრა" პირველ-დ ხვდებ» 
XVI საუკუნის იტალიელ მათემატიკოს 2010 მიიჯვაიი1-სთან; შეად L, 8იL:0- 
101), ჩXIთI01ძ! ძCI12 –იიიCხი2 2021ILLX2. L"ა1-6ხ- ყხლ0თოხI02 ძ; 2010 8002- 
3001, „MC001C0010 ძ,. 563311001 ძ. #6C2ძ. ძიIIC 5CI6ი7C ძII, I9LILსხ0ი ძ! ც010ყიპ“. 
1924 – 1925,
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დავუშვათ, რომ „#8 მონაკვეთი ნებსითად გაკვეთილია C წერ- 
ტილში, ვამბობ, რომ კვადრატი -448-და ეტოლება?კვადრატებს 

4C-დან, C8-დან და ერთად ორჯერ აღებული „/C და C8 მონაკვე- 

თებს შორის მყოფ მართკუთხედს“. | 
” „საწყისების, X წიგნში ევკლიოე იყენებს გეომეტრიული ალ- 

გებრის მეთოდს შემდეგი სახის კვადრატული ირაციონალობის ასა.· 
გებად 

  

MV „+ VI, V V2+ VI. 
“ ეკკლიდეს „საწყისებში“ და მისი სხვა თხზულებებში „მონაცემე- 

ბში", ჩვენ ვპოულობთ მთელ რიგ დებულებებს, რომლებიც შეიცავს 

კვადრატულ განტოლებათა ამოხსნას გეომეტრიული საზით. მაგალი- 

თის სახით მოგვყავს „მონაცემთა“ წიგნის L XXXV დებულება “. 

თუ ორი წრფე შეიცავს მოცემულ სივრცე:ა მოცემულ კუთხეში 

და მოცემულია მათი ჯამი, მაშინ მოცემული იგნება ყოველი მშათგა- 

ნი ცალცალკე. 
ამგვარად, საუბარია ორ «ჯ და #V მონაკვეთზე, რომლებიც ერთ. 

მანეთისადმი დახრილია მოცემული კუთხით, სიმარტივისათვის ეს 

კუთხე ჩავთვალოთ მართ კუთხედ. X და ” მონაკვეთების ჯამი, პი- 

რობის თანახმად, მოცემული #« მონაკვეთის ტოლია. გარდა ამისა, 

ეს მონაკვეთები „შეიცავს მოცემულ სივრცეს4ბ, სხვა სიტყვებით რომ 

ვთქვათ, ამ მონაკვეთებზე აგებული მართკუთხედის ფართობი მოცე- 

მულად ითქლება. შეგვიძლია დავუშვათ, რომ ეს ფართობი მოცემუ- 
ლია (ს) კვადრატის სახით. ' 

ამგვარად, გვაქ>ვს 
. X++X=ძ, XV=ხ, 

საიდანაც 

“) ჯ"-- იX -L ხ? ==0, 

“ახლა საჭიროა ძ და ხს მოცემული მონაკვეთების მიზედეით ავა» 
გოთ ჯ მონაკვეთი. ეს აგება ადვილად შეიძლება შევასრულოთ სა- 
ზაზავისა და ფარგლის საშუალებით, ე. ი, წრეებისა და წრფე: 

  

# Lს0I1ძ1§ ძ2(2, ზამოც. MCიყ“-სი, M0)CCCXCVI, ჯვ. 166.
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ების გაელების მეოხებით, საერთოდ, თუ მონაკვეთი მიიღება მოცე- 

მული მონაკექთებიდან ძირითადი ოპერაციების სასრული რიცხვების 

(შეკრების, გამოკლების, გამრავლების და გაყოფის 

ოპერაციების) და კვადრატული ფესვების ამოღების 
მეოხებით, ეს მონაკვეთი შეიძლება ავაგოთ ფარგალისა და სახაზა– 

ვის საშუალებით. პირიქით, თუ მონაკვეთი შეიძლება აიგოს ფარგ-. 

ლისა და სახაზავის საშუალებით, მა ინ ის გამოისახება მონაცემე- 

ბით აღნიშნული ოპერაციების საშუალებით”, 

ამ დებულების დასამტკიცებლად შეიძლება გამოვიყენოთ მარ- 

ტივი მოსაზრებანი ანალიზური გეომეტრიიდან. სიბრტყეზე ავარჩი- 

ოთ მართკუთხა კოორდინატთა სისტემა. პირობის თანახმად, სა- 

ძიებელი მონაკვეთი შეიძლება მივიღოთ მოცემული მონაკვე-. 

თებიდან მხოლოდ წრფეებისა და წრეწირების გავლების გზით. 

ამიტომ, რომ განვსაზღვროთ მოცემული მონაკვეთის ბოლოების 

კოორდინატები, უნდა მოიძებზოს მხოლოდ 

ი) წრფეთა გადაკვეთის წერტილები, #) წრფეთა ღა წრეწირე- 
ბის გადაკვეთის წერტილები, (#) წრეწირთა გადაკვეთის წერ- 

ტილები. | ' 
პირველი ამოცანა გვაძლევს პირველ ხარისხის ორი განტოლების. 

სისტემის ამოხსნას, მეორე და მესამე –– კვად–ატულ განტოლებათა'. 

ამოხსნას, ამით მტკიცდება, რომ საძებნი მონაკვეთის ბოლოების · 

კოორდინატები გამოისახება მოცემული წერტილების კოორჯინატე-" 

ბით ოთხი ძირითადი ოპერაციისა და კვადრატული ფესვის ამოღე- 

ბის საშუალებით M” 

4. მაგრამ უკვე ძველს ხანაში ცნობილი იყო ისეთი ამოცანები, 

რომელთა ამოხსნას ვერ ახერხებდნენ ფარგლისა და სახაზავის საშუა- 

ლებით, ასეთია, მაგალითად, კუბის გაორკეცებისა და კუთხის ტრი- 

სექციის ამოცანები (ე, ი, კუთხის სამ ტოლ ნაწილად გა-, 

ყოფის შესახებ): ეს ამოცანები ბერძენი გეომეტრების ყურადღებას. 

იქცევდა ჯერ კიდევ ოთხი საუკუნის წინათ ჩვენს ერამდე. კუბის. 

გაორკეცების “ამოცანაში, საჭიროა ისეთი კუბის აგება, რომლის 

.” ს საპიროდ მიჯვაჩნია ეს გარემოება ' აღვნიშნოთ აქ, თუმცა. ისტორიულად 
ეს საკითჩი გაცილებით გვიან გამოირკვა. 

" შეად. C. 0. III ა>780806+MM, 06 M8M6იბი#MM 00”M0X9M06M1IIIX 
01003M#08 # V00+000VM9M MX M0M00LხX0 M80MVI8 M# XM890MMM, 076008. 192წ.
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მოცულობა ორჯერ მეტია მოცემული კუბის მოცულობაზე. თუ მო–- 

ცემული კუბის წიბოს აღვნიშნავთ ი-თი ხოლო საძიებელი კუბის წი- 
ბოს კი ჯ-ით, მაშინ მივიღებთ განტოლებას: 

(5) ჯმ –- 20მპ=0; 

ამკვარად კუბის გაორკეცების ამოცანის ამოხსნა ტოლფასია (5). 
განტოლების ამოხსნისა 7. 

მე-(5) განტოლების ამოხსნა, რომ შეგვეძლოს კვადრატულ. 
რადიკალებში, მაშინ საძებნი მონაკვეთის აგება შეიძლებოდა ფარგ- 

ლისა და სახაზავის საშუალებით. შემდეგში დავამტკიცებთ, რომ (5) 

განტოლება არ შეიძლება ამოიხსნას კვადრატულ რადიკალებში; , 

ამით დამტკიცდება, რომ კუბის გაორკეცების ამოცანა არ შეიძლება 

ამოიხსნას ფარგლისა და სახაზავის საშუალებით. . 

, ამიტომ ამ ამოცანის ამოხსნისათვის საჭირო იყო მიგეემართა ' 

სხვა საშუალებებს. ეს სწორედ გააკეთეს ბერძენ გეომეტ#”ებმა (ალ- · 

გებრული ხასიათის ის მოსაზრებანი, რომლებიც ჩვენ ზემოთ მოვი- 

ყვანეთ, მათთვის იყო უცნობი). უპირველეს ყოვლისა მათ შენიშნეს, 

რომ ჩვენი ამოცანა წარმოადგენს „ორი საშუალო პროპორციის“ 

ამოცანის კერძო შემთხვევას. 

მოცემულია ძ და ხ მონაკვეთი, საჭიროა აიგოს მათი "ორი სა– 

შუალო პროპორციული, ე, ი. -ორი მონაკვეთი »ჯ და 7, რომელთა- 

თვისაც · :., - 
- ი XX» (9 + 3“ 

# ერთერ იი ლეჭენდა ამ ამოცანას უკავშირებს ორაკულის მოთხოვნას კუნ- 
ძულ დელოსზე: „გაორკეცდეს კუბური ფორმის საკურთზეველი?. ამიტომ კუბის 
„გაორკეცების ამოცანებს ხშირად უწოდებენ დე ლოსის ამოცახას. 

მ. ი. ვიგოდსკი აღნიშნავს, რომ ამ ამოცანის წარმოშობა შეიძლება 
«დაკავშირებული ყოფილიყო საზზედრო საქმის მოთხოვნილებებთან: „სატყორცნი 
თარაღების დამზადების დროს ღარის ზომის გამოსაახგარიშებლად ქვის ყუმბა- 
«რის წონის მიხედკით, მათ უბდებოდათ კუბური ფესვის ამოღება რიცხვიდან 

Cდაახლოებით, რასაკვირველია და ძალიან უხეშად), შეიძლება ითქვას, რომ 
ჯგანთქმული „დელოსის" ამოცანა კუბის გაორკეცების შესახებ წარმოიზვა რო- 

გორც „საარტილერიო“ ამოცანა: მოიძებნოს ღარის ზომა „ყუმბარის“ წონის 
ზაპორკეცების შემთხვევაში", · 

M. ს0CI0XCM%M9M, „III520C M88 .M8X6M8I8V". C6იიყMM „8-6 60067. 
8:ა M6C00Mმ6099M960-/X) #08M6MX0XLX 8 M810M819Mც", IIIXIM, 1931. ზე. 164.
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“ დავამტკიცოთ, რომ კუბის გაორკეცების ამოცანა მართლაც წარ 
შრადგენს უკანასკც6ნელი ამოცანის კერძო შემთხვევას. 

(6) თანაფარდობიდან გამომდინარეობს 

ძ)=>X2, XX» == ძხ. 

თუ გამოვრიცხავთ ამ განტოლებებიდან ჯ-ს, მივიღებთ 

(L4) : ჯპლ/ებნ. 

ახლა თუ დავუშვებთ ხ=2ქ/, კვლავ მივიღებთ (5) განტოლებას. 
ამგვარად, ორი საშუალო პროპორციულის ამოცანად ალგე- 

ბრის თვალსაზრისით დაიყვანება (7) განტოლების ამოხსნამდე.- 

ძველად ამ ამოცანის გადასაწყვეტად სხვადასხვა გეომეტრიულ 

შეთოდს იყენებდნენ, მაგალითად მენეხმი იღებდა ჯ და #V მონა- 

ჟვეთებს, იხილავდა რა ორი პარაბოლის გადაკვეთის წერტილებს; 

ამ პარაბოლის განტოლებანი ჩვენი სიმბოლიკაში ჩაიწერება შემდეგ-- 

ნაირად: 

„თშ =>ძე), უ1'==ხX. 

ერთ-ერთი ამ პარაბოლის ნაცვლად შეიძლება ავიღოთ ჰიპერბოლი 

XV== 09. 

სხვა მეთოდები გვაძლევს საშუალებას მოვძებნოთ ამოცანის და-- 
ახლოებითი ამოხსნა თანამიშ– 
დევრობითი გასინჯვათა შეო- · 

ხებით მოვიყვანოთ ერთ- 

ერთი მეთოდი, რომელსაც 

აპოლონიუსს მიაწერენ. 

მოცემული მონაკვეთები. 

4C==ძ და 48=ხ გადავზო- 
მოთ მართი კუთხის გვერდებ– 

ზე (ნახ, 2), და ავაგოთ „CM 
მართკუთხედი. დავუშვათ, 

რომ ჯ არის ამ მართკუთ–' 

_ ხედის ცენტრი. წარმოვიდ-. 
გინოთ, რომ 8 ცენტრიდან «# რაჯიუსით (->#4ს) გავლებჟ“ 
ლია წრეწირი, ეს წრეწირი 48 და /C ნახევარ წრფეებს გადაკვეთს: 

  

 



– 11 -– 

შესაბამისად L და C წერტილებში. ახლა შეპჰეცადოთ #«# რადიუსი 

შევარჩიოთ იმგვარად, რომ #C, ქორდამ ჩვენი მართკუთხედის »ჩ». 

წვეროზე გაიაროს, ასეთი # რადიუსის აგება ფარგლისა და სახაზა- 

ვის საშუალებით შეუძლებელია, მაგრამ თანამიმდევრობითი გასინჯ- 

ვათა მეოხებით ადვილია მისი განსაზღვრა საკმათ სიზუსტით. 

მე-2 ნახაზზე გამოსახულია წრეწირი, რომელზედა»ც გავლებულია 

ასეთი #» რადიუსი. თუ # და C არის ამ წრეწირის გადაკვეთის 

წერტილები #8 და #4C გვერდების გაგრძელებასთან, მაშინ მონა–- 

კვეთები 
#«= 8L და =CC 

იქნება საძიებელი მონაკვეთები. მართლა/), თუ გამოგიყენებთ პითა- 

გორის თეორემას M#ნ და MC სამკუთხედებზე მივიღებთ, 

-. 
შევაღაროთ მარცხენა ნაწილები და მოვახდინოთ გამარტიეებანი, 
მივიღებთ 

ხ»X -L +" =0) LX", 
X6 + 2)=X(4-- 7), 

ანუ პროპორციის სახით: 

ი +7 
ხ+1ჯ 

მეორეს მხრივ, 8-0 და „-4ნC6 სამკუთხედების მსგავსებიდან და- 
ვასკვნით; 

  =-2 
» 

2+VXV»._ 4. 
ხLX ჯ»” 

ხოლო >-#X#C და C9C სამკუთხედების მსგავსებიდან დავასკვნით; 

ი+7 7 
ხ+ჯ. ხ. 
  

ამგვარად, 

0-%-# 
ჯ..გ. ხ”
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მივიღეთ ის, რაც უნდა დაგვემტკიცებია. კუბის გაორკეცების ამო- 

ცანის გადასაწყვეტად საკმარისია დავუშვათ ჩხ ==2ძ, სადაც ძი –- მო- 

ცემული კუბის წიბოა; მაშინ ჯ მონაკვეთი წარმოადგენს საძიებელი 

კუბის წიბოს. ამასთან ერთად მივიღებთ (5) განტოლების გეომეტრი- 

ული ამოხსნას. 

5. განვიხილოთ კუთხის ტრისექციის ამოცანა. წინასწარ აღვნიშ- · 

ნოთ შემდეგი: თუ სიკრძის ერთეული ამორჩეულია, ყოველი კუთხის 

კოსინუსი შეიძლება წარმოვიდგინოთ განსაზღვრული მონაკვეთით. 

თუ ფარგალისა და სახაზავის საშუალებით შეიძლება «იჯ ი-ს აგება, 

მაშინ შეიძლება თვით ძ კუთხის აგებაც. 

ახლა დავუშვათ, რომ მოცემულია თ კუთხე; საჭიროა ეს კუთხე 

გაიყოს სამ თანატოლ ნაწილად. აღვნიზნოთ საძებნი კუთხე «-თი, 

მივიღებთ . 
თ 

- =3” თ =3Cდ, 

მაშასადამე, | 
005 () => 60§ 3 დ == 4 0059დ –– 3008V, . 

გავამრავლებთ რა ამ ტოლობის ორივე ნაწილს 2-ზე, მას წარმო– 

ვიდგენთ შემდეგი სახით: 

(8) (2 005 დ)3 –– 3 (2008 დ) –– 2 008 დ ==0. 

თა კუთხე მოცემულია, მისი კოსინუსი . შეიძლება ჩავთვალოთ 

ცნობილად; მაშასადამე, ტოლობა (8) შეიძლება განვიხილოთ, რო- 

გორც განტოლება 00§8 დ-სგან საზღვრისათვის. თუ დავუშვებთ 

(9) „ 2608დ=X, 20050=წჩ, 
ეს განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს 

(10) უზ პX-- ხ=290. , 

ამგვარად, კუთხის ტრისექციის ამოცანა დაიყვანება აგრეთვე 
მესამე ხარისხის. განტოლებამდე. შემდეგში დავინახავთ, რომ გან-. 

ტოლება (10) კვადრატულ რადიკალებში შეიძლება ამოიხსნას ხ მუდ- 

მივის მხოლოდ ზოგიერთ კერძო მნიშვნელობისათვის. კუთხის ტრი- 

სექკიის ამოცანა ფარგლისა და: სახასავის საშუალებით შეიძლება 

ამოიხსნას მხოლოდ იმ კუთხეებისათვის, რომლებიც ამ #-ს კერძო 

მნიშვნელობებს შეესაბამება, ზოგად შემთხვევაში ამოცანის ამოხსნა 

ფარგლისა და სახაზავის საშუალებით შეუძლებელია.
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მაგრამ, თუ არ დავკმაყოფილდჯებით აგების ამ საშუალებით, 
შეიძლება ამოცანის ზოგადი ამოხსნაც (ნებსითი კუთხისათვის); მო- 
ვიყვანოთ ამოხსნის ერთ-ერთი ხერბი; ცეიტენის აზრით ეს ხერ- 

ხი „შეიძლება ეკუთვნოდეს V საუკუნეს ჩვენს ერამდე“. 
დავუშვათ, რომ #8 არის .. 
მოცემული კუთხე (ნახ. 3), L/. 
ერთ-ერთ მის გვერდზე ავი- / 

ღოთ ნებსითი 4 · წერტილი 

და მეორე გვერდზე დავუშვათ 
“4C მართობი. შემდეგ, იმავე 

4 წერტილზე გავატაროთ 
8Lს პარალელური 4M 

წრფე. | 
თუ მოცემული კუთხის 8 

წვეროს შევაერთებთ 4C მო- ნახ, 3. 
ნაკვეთის რომელიმე #2 წე4- | 
ტილს, მაშინ 8/) წრფე გადაკვეთს „”M-ს რომელიმე # წერტილში, 
“ახლა შევეცადოთ ჯ) წერტილი შევარჩიოთ იმგვარად, რომ #6 მო- 

ნაკვეთი (ე. ი. 8) წრფის მონაკვეთი #C და #M-ს შორის) ტოლი 
იყოს 2 48-სი, სხვანაირად რომ ვსთქვათ „7>#“C და „#M-ს შორის 

შევეცადოთ „ჩავურ თოთ“ /)# მონაკვეთი, 2 48-სი ტოლი, ისე, 

"რომ მის გაგრძელებამ 8 წერტილზე გაიაროს (ამის შესაბამისად 

თვით ხერხს ხშირად „ჩართვის ხერსს" უწოდებენ). 
ამგვარი ჩართვის შესრულება» ფარგლისა და სახაზავის საშუალე- 

ბით შეუძლებელია; მაგრამ ეს ადვილად შეიძლება განვახორციელოთ 
სხვაგვარი ხერხებით; მაგალითად, შეიძლება ვისა-გებლოთ ზოლიანი 

ქაღალდით, რომელზედაც გავლებულია მონაკვეთი #0) = 2 4:. 

"საჭიროა მხოლოდ ეს ხაზები დავალაგოთ ისე, რომ ს და 0 

წერტილები მოხვდეს მესაბამისად 4C და #4M-ზე, ხოლო ზოლის 

კიდემ გაიაროს 8 წერტილზე. · 

თუ ს წერტილი აკმაკოფილებს დასახულ მოთხოვნას (ე. ი. 

სX8=2? 48), მაშინ #81 კუთხე არის ის კუთხე, რომელიც მოსაძე- 

ბნი იყო. მართლაც, დავუშვათ, რომ # არის 09Lხ მონაკვეთის შუა 

წერტილი: 

  

  XL=L8=4#8: .
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4 წერტილი შევაერთოთ · #-თან და გავატაროთ IV I /#C. მაშინ 
#«#Iს=IILს; მაშასადამე, 

4C=სს=748. 
ამგვარად, 84L სამკუთხედი ტოლფერდაა და ჩვენ მივიღებთ 

„ <:2180 = -2 4L9. 

მაგრამ --4LI) –– გარეგანია 7-ს სამკუთხედის მიმართ, ასე რომ 

<400=2-– 46L=2–18L. 
თუ შევადარებთ უკანასკნელ ორ თანაფარდობას, მივიღებთ 

< 480=2 << 08% 
ყ. ი. – სI8L შეადგენს მოცემული X8L კუთხის მესამედს: 

<98M= 5 <#8L. 

ამგვარად, კუთხის ტრისექციის ამოცანა ამოხსნილია; ამასთან 

ვრთად მივიღეთ (10) განტოლების ამოხსნის გეომეტრიული ხერხი. 

_ 6. განვიხილოთ კიდევ ერთი გეომეტრიული ამოცანა, რომელიც, 

„ალგებრის ენით რომ ვთქვათ, მივყევართ მესამე ხარისხის განტო- 

„ ლებამდე. ეს ამოცანა არქიმედმა დასვა თავისი თხზულების მეორე 

წიგნში, რომელიც შეეხება სფეროსა და ცილინდრს: 

„საქიროა სფერო გადაიკვეთოს სიბრტყით: იმგვარად, რომ მი- 

ღებული სეგზენტების მოცულობანი იმყოფებოდეს მოცემულს შეფარ-“ 

დებაში", 
არქიმედი არ გვაძლევს ამ ამოცანის ამოხსნას, მაგრამ აღნიშნავს,“ 

რომ იგი დაიყვანება ისეთი მონაკვეთის აგებაზე, რომლისათვისაც 

შესრულებული უნდა იქნეს განსაზღვრული პროპორცია. მართლაც, 

ძ«-თი აღვნიშნოთ სფეროს რადიუსი, ჯ-ით ერთ-ერთი სეგმენტის სი– 

მაღლე; თუ ერთი სეგმენტის მოცულობა შეორეს მოცულობას შეესა- 

ბამება, როგორც #:7/, მაშინ 

=(+-- 2) 
· ” 

XL2ძ – »)! («– “-) ი' 

  

ანუ 
(11) 2მX(3-–7#) # 

066-X)(6-+7)  »'



–” 

შე-(I1) პროპორციის ნაცვლად ავიღოთ წარმოებული პროპორცია 

X%X32-–-X) ” 

X (30 –– 2) «+ (2-––)(-+-2) თ+»' 
ანუ გამარტივებათა შემდეგ, 

  

(13) 5025-%# =.-» 
დავუშვებთ რა 

· 4 

# + ჩ 
= ხ, 

12) შეფარდება წარმოგვიდგება შემდეგი სახით: 

ჯზერეზთლ=ხ:(3 –- 7). 

სწორედ ეს არის ის პროპორცია, რომელიც არქიმედმა მიიღო, 

ჩაწერილი მხოლოდ ასოითი აღვნიშნებში; ცხადია, რომ ეს პროპჰორ- 

ცია ტოლფასია განტოლების: 

(13) ჯ? –– 30; -L 48%ჰხ=0. 

არქიმედეს ამ ამოცანამ მნიშვნელოვანი როლი ითამაშა არაბ 

"მათემატიკოსთა შემდგომ გამოკვლევებში. 
ბერძენ გეომეტრებს უხდებოდათ ისეთი ამოცანების გადაწყვეტაც, 

რომლებიც ჩვენს აღვნიშნებში გამოისახებიან მეოთზე ხა“ისხის 

_ განტოლებით. ასეთი ამოცანებისაკენ ბუნებრივად მივყევართ კონუსურ 

კვეთების თეორიის განვითარებას, აპოლონიუსი პერიგიდან თავისი 

ტრაქტატის მეხუთე წიგნში კონუსურ კვეთების შესახებ განიხილავს 

' ამოცანას მოცემულ წერტილიდან ნორმალის აგების შესახებ კონუ- 

სურ კვეთისადმი. ეს ამოცანა ალგებრის ენით გამოიხატება მეოთხე 

-- ზარისხისს განტოლებით. აპოლონი გვაძლევს ამოცანის ღრმა გამო- 

კვლევას, ამასთან ის სარგებლობს მხოლოდ გეომეტრიულ ხერხებით. 

–- 7. განტოლებათა ამოხსნის საკითხების მეცნიერული სისტემა- 

ტიზაციის პირველ (ადას ვპოულობთ დიოფანტეს”" ნაწარმოებში. 
თავის შრომაში –– „არითმეტიკა? (რომელმაც ჩვენამდე არასრულად 

  

_» დიოფანტე ცხოვრობდა და მუშაობდა ალექსანდრიაში IIL-–IV საუკუნეში ჩ. ე.
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მოაღწია) დიოფანტე განიხილავს იმ ამოცანების ამოხსნას, · რომ- 

ლებსაც მივყევართ რიცხვით განტოლებამდე, განსაზღვრულ და 

განუსაღვრელ განტოლებამდე:; ამასთან დიოფანტე . განიხილავს 

მხოლოდ და მხოლოდ დადებით რაციონალურ რიცხვებს 

(ე. ი. მთელ რიცხეებსა და – სახის წილადებს, სადაც -“ და 

#-- მთელი რიცხვებია) მოკლე შესავალმა უნდა გააცნოს მკით- 

ხველი ძირითად ცნებებსა და აღნიშვნებს, აქ შემოღებულია 

თავისებური საბელწოდებანი რეცხვების თანამიმდევრობითი. ხა- 

რისხებისათვის, ჩვეულებრივი კვადრატისა ღა კუბის შემ- 

დეგ მოსდევს კვადრატ-კვადრატი (მეოთხე ხარისხი), კუბ- 
კვადრატი (მეხუთე ხარისხი), კუბ -კუბი (მეექვსე, ხარისხი), 

სხვათა შორის დიოფანტე ამ ტერმანოლოგიით სარგებლობს 

მხოლოდ იქ, სადაც ლაპარაკია უცნობი სიდიდის ხარისხებზე, 

ამ ხარისხებისათვის ის იყენებს შემოკლებულ აღნიშვნებს; უცნობი 

სიდიდეც სპეციალური სიმბოლოთია აღნიშაული. დაბოლოს განსა- 

კუთრებული აღნიშვნებია შემოღებული წილადებისათვის. ეს გვამ- 

ლევს შესაძლებლობას შედარებით რთული გამოსახულებანი ჩავსწე- 

როთ საკმაოდ მარტივ ფორმით. დიოფანტე ურჩევს მკითხველს 

შეიძინოს საკმაო ჩვევა ასეთი გამოსახულებათა შეკრებისა, გამო- 
კლებისა და გამრავლებისათვის; ის განსაკუთრებულ უურადღებას 

აქცევს რამდენიმე საკრების ახ მაკლებისაგან შემდგარ გამოსახვას. 

სოგად რიცხვით გამოსახულებათა განხილვა, ამბობ,” ის, ფართო. 
გზას გვიხსნის ამოცაჩების ამოხსნისათვისო. 

განტოლებათა ამოხსნის დროს დიოფანტე გვირჩევს გამოვიყენოთ 

შემდეგი მითითებანი: „თუ ამოცანის ამოხსნის დროს მივედით გან- 

ტოლებამდე (ტოლობამდე) რომლის ორთავე ნაწილი შეიცავს ერთ- 

ნაირ წევრებს (საერთო გამოსახულებებს), მაგრა1 მათი კოეფიციენ- 
“ტები სხვადასხვანაირია, მსგავსი უნდა ვაკლოთ მსგავსს მანამ, სანამ. 
ყოველ ნაწილში არ დარჩება მხოლოდ ერთი წევრი. ხოლო თუ 

ერთ ან ორთავე ნაწილში გვაქვს მაკლები სიდიდენი, მაშინ ეს სი- 
დიდენი უნდა მივუმატოთ ორთავე ხაწილს, რათა ყოველ ნაწილში 

გვექნეს მხოლოდ სამატი. შემდეგ მსგავსს კვლავ უნდა ვაკლოთ მსგაე- 

სი, სანამ ყოველ ნაწილში არ დაგვრჩება მხოლოდ ერთი წევრი ბ. 

M" მხედველობაში უნდა ვიქონიოთ, რომ დიოფანტე არ იცნობდა უარყოფით 
რიცხვებს. ამიტომ განტოლებათა საბოლოო სახით არ შეიცავდა „მაკლებ“ Vემ“ 
რეას, ე. ი.'წევრებს უ ა რ ყოფითი კოეფიციენტებით. – დ
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ეს მითითებანი საკმარისია პირველი ხარისხის განტოლებათა გა- 

დასაწყვეტად, აგრეთვე იმ განტოლებათა გადასაწყვეტად, რომლებ- 

მაც შეიძლება მიიღოს ასეთი სახე: 

0:5=ხჯ". - 

„შემდგომ –-– ამბობს დიოფანტე –– გიჩვენებ აგრეთვე, თუ რო- 

გორ სწყდება ამოცანა იმ შემთხვევაში, როცა ბოლოში ორწევრა 

გამოსახულება ეტოლება ერთწვერასი, 

დიოფანტეს აქ მხედველობაში აქვს, ალბად, სრულ კვადრატულ 

განტოლებათა ამოხსნა. დიოფანტეს მიერ მითითებულ ოპერაციების 

მეოხებით კვადრატულ განტოლებას შეიძლება მივცეთ ერთ-ერთი 
სახე ამ სამ ფორმათაგან: 

თ» + ხX==6, იXმ=ხX- თ ძთX1 -L 2=ხ», 

სადაც ძ, ხ, 2–– დადებითი კოეფიციენტებია, 

მისი ნაწარმოების იმ ნაწილში, რომელმაც ჩვენამდე მოაღწია, 

ვერ ვპოულობთ წესს კვადრატულ განტოლებათა გადასაწყვეტად; 
მაგრამ ზოგიერთი ამოცანების ამოხსნის დროს ეს წესი უკვე ცნო- 

ბილად იგულისხმება; ამგვარად, შეგვიძლია ვიფიქროთ, რომ ეს წე- 

სი დასაბუთებული იყო მისი ნაწარმოების დაკარგულ ნაწილში, დიდ 

ყურადღებას აქცევს დიოფანტე განუსაზღვრელ განტოლებათა ამოხ- 

სნას რაციონალურ რიცხვებში; მის გამოკვლევათა ამ ნაწილს აქ არ 

შევეხებით. 

დიოფანტეს თავის შემდეგ არ დაუტოვებია უშუალო მოწაფე ან 

მისი საქმის გამაგრძელებელი; მაგრამ გავლენა, რომელიც მან მოახ- 

დინა მათემატიკის შემდგომ განვითარებაზე, უდიდესი იყო; ამ გავ- 

ლენის აშკარა კვალი ემჩნევა საშუალო საუკუნეების არაბ ავტორებს 

და აღორძინების ეპოქის ევროპიელ ავტორებს. 

8. ძკელ საბერძნეთის მათემატიკის ისტორიაში დიოფანტეს შე- 

მოქმედება წარმოგვიდგება ერთ-ერთ უკანასკნელ ბრწყინვალე ფურ- 

ცლად. მათემატიკური კულტურის განვითარება საშუალო საუკუნო- 

ებში გადადის ინდოელებისა და არაბების ხელში. ინდოელების მა- 

თემატიკა ვითარდებოდა ასტრონომიის მოთხოვნებთან მჭიდრო. კავ- 

შირში; ეს აიძულებდა ინდოელებს განსაკუთრებული ყურადღება 
მიექციათ გამოთვლების ხელოვნებისათვის. ინდოელ მეცნიერებმა 

არიაბხატტამ (დაიბადა 476 წელს), ბრაჰმაგუპოა (დან- 

2. უმაღლესი ალგებრა
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ბადა 598 წელს), ბხას კარმა (დაიბადა 1114 წელს) ასტრონომი- 

ული შინაარსის დიდი თხზულებანი დაგვიტოვეს, რომლებშიაც ცალ- 

კეული თავები მიძღვნილია მათემატიკისადმი. არითმეტიკის საკით- 

ხებთან ერთად ამ თხზულებებში არის პირველი და მეორე ხარისხის 

რიცხვითი განტოლებათა ამოხსნა დიოფანტთან შედარებით უფრო 

არსებითი წარმატება მდგომარეობს იმაში, რომ ინდოელებმა შემო- 

იღეს უარყოფით სიდიდეთა განხილვა. . დადებითი და უარყოფითი 

სიდიდეთა აღსანიშნავად ისინი სარგებლობენ ტერმინებით უ„ქონე- 

ბა“ და „ეალი", შეიძლება ვიფიქროთ, რომ ინდოელი ავტორები, 

კერძოდ უკვე არიაბხატი, სწორედ აფასებდნენ უარყოფითი რიც- 

ხვების მნიშვნელობას იმ შემთხვევაში, როცა ლაპარაკია ორი მო- 

პირდაპირე მიმართულების შესახებ, უფრო ახლო პერიოდის ავტორი, 

ბხასკარა აღნიშნავს, რომ კვადრატულ ფესვს დადებითი რიცხვიდან 

ორნაირი მნიშვნელობა აქეს, დადებითი და უარყოფითი, მაშინ რო- 

დესაც კეადრატული ფესვი უარყოფითი რიცხვიდან არ არსე- 

ბობსო. მაგრამ კვადრატული განტოლების ამოხსნის დროს ის 

კმაყოფილდება დადებითი ფესვებით იმის გამო, რომ „აბსოლუტუ- 

რი (ყ. ი. განყენებული) უარყოფითი რიცხვები არ მოსწონს ხალხსო“. 

უნდა აღენიშნოთ კიდევ, რომ ინდოელი ავტორები, დიოფანტესა- 

გან განსხვავებით, დასაშვებად მიაჩნდათ ირაციონალური ფესვები 

კვადრატული განტოლებათა ამოხსნის დროს. 

9. გადავდივართ არაბებზე, რომლებმაც საშუალო საუკუნეებში 

მ5იშვნელოვანი როლი ითამაშეს მათემატიკის განვითარ+ებაში, 

არაბების პოლიტიკურმა წარმატებებმა VII – VIII საუკუნეებში 

შექმნა წინამძღვრები კულტურის სწრაფი აღმავლობისათვის. მოკლე 

ხანმი არაბებმა თავიანთი ბატონობის ქვეშ გააერთიანეს უდიდესი 

ტერიტორია, მიაღწია რა ინდოეთამდე აღმოსავლეთში და ატლან- · 

ტიის ოკეანემდე დასავლეთში, მათი ბატონობა გავრცელდა ეგვიპ- 

ტეზედაც ალექსანდრიითურთ, სადაც ყველაზე დიდხანს დარჩა ბერძ- 
ნული გეომეტრიის ტრადიციები. 

ამგვარად, მათ მიეცა შესაძლებლობა შეეთვისებიათ ბერძენ გეო– 

მეტრთა მათემატიკური მემკვიდრეობა და შეეხამებიათ იგი ინდოე- 

ლების არითმეტიკულ ხელოვნებასთან. არაბ მეცნიერთა შორის, რო- 

მელნიც ასტრონომიისა და მათემატიკის დარგში მუშაობდნენ, უნდა 

მოვიხსენიოთ უწინარეს ყოვლისა მუჰამედი იბნ მუსა ალ-
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ჰოვარეზმი(VIII საუკუნის დამლევი –– 1X საუკუნის დასაწყისი)". 
ზას ეკუთვნის თხზულება, რომლის სათაურში პირველად ვხვდებით 
სიტყვას „ალგებრა“. უფრო სწორედ რომ ეთქვათ, ამ თხზულების 

სათაურში გაერთიანებულია ორი ტერმინი „ალ-ჯებრ“ და „ალ-მუ- 

კაბალა“ (ე1ძაისიხI, მ)იისMმხმ1გ) ამ ტერმინების ახსნას ალჰოვა- 

„ რეზმი არ გვაძლევს, ალბად, იმიტომ, რომ ცნობილად მიაჩნია. სხვა 

წყაროებით ირკვევა, რომ ეს ტერმინები ეკუთვნის ორ ოპერა(+იას, 
რომლებიც უ)ვე დიოფანტესაც აქვს მოხსენებული: სიტყვა „ჯებრი“ 

ნიშნავს განტოლების ისეთს გარდასახვას, რომლის შედეგად ორთა- 
ვე ნაწილში რჩება მხოლოდ დადებითი წევრები (იხ. დიოფანტეს 

თხზულება: „...ორთავე ნაწილში რომ გვექნეს მხოლოდ სამატი“"); 
სიტყვა „მუკაბალა" ნიშნავს იმ ოპერაციას, რომელსაც დიოფანტე 

იხ. 16 ახასიათებს მითითებით: „...მსგავსს ვაკლოთ მსგა სი,. 
ლმ ყოველთ ნაწილში არ დარჩება ი მხოლოდ ერთი წევრი", ბმ 

თვით თხზულებაში ალჰოვარეზმი მთავარ ყურადღებას აქცევს 

კვადრატულ განტოლებათა ამოხსნას; ის ცალ-ცალკე «ზილავს სრულ 
კვადრატულ განტოლებათა სამ ტიპს (იხ. ზევით, პუნქტი 7) და 

გვაძლეეს მათი გადაწუვეტის ხოგაღ წესებს. 
ალპოვარეზმი გვაძლევს ამ წესების გეომეტრიულ დამტკიცებებს. 

ასე, მაგალითად, 
,'-CL10ჯ= 39 

განტოლების ამოხსნას 

ის აშუქებს „გნომონის#“+ საშუალებით. 

# ალჰპოვარეზმი ნიშნავს „ზოვარეზმიდან“, ე, ი. ხივიდან. სახელი ალპოვარეზზი 
გეხვდება სხვადასხვა ტრანსკრიპციებში: გI-I)(0X2:0501 (შეადარეთ LI 29 LC), 7სL 

C6§Cხ1CხLსც ძი M2:ი0602LIM, 1874, გვ. 230), #.-I5CI50ი1 (I%0ძ6C), #1CხMV2X18X01 

(0გი10L). ალხოვარეზპის ერთ-ერთი თხზულების ლათინური თარგმანი, რომელ– 
შიაც დალაგებული აყო თვლის წესები პოზიციური სისტემით, იწყებოდა სიტ- 

ყვებით „LსIXIL #19001101...“ 
აქედან წარმოიშვა სიტყვა „ალგორითმი“, რომლითაც შემდეგში აღნიშნავ- 

დნენ განსახღვრული კანონით შესრულებული მათემატიკური ოპერაციების ყო-. 

· ველგვარ თანმიმდევრობას, შეად. ეიტენი, მათემატიკის ისტორია ძველს 
ხანაში დპჰ საშუალო საუკუნეებში, გვ. 200. რუს, გამოც, 

#X# სიტყვა „გნომონი“ ძველს ხაჩაში ჯერ წიშნავდა ვერტიკალურ ლატანს, 
რომელსაც ზმარობდნენ დროის განსაზღვრისათვის, შემდეგში სიტყვა „გნომონის" 
ქვეშ პგუ ღისხმობდჩენ ფიგურას, რომელიც მართკუთხედს (ან პარალელოგოანს) 
ავსებდა მსგავს მართკუთხედამდე, რომელსაც პირველთან საერთო წვერო ჰკონ- 

და; ნახაზხე 4 დამტრიხული ნაწილი წარმოადგენს „ჯნომონს". შეად. (L0 # X68 9, 
MიI?იცII8 Mი010M01IVსM9 ს 108698900XI # 8 Cს8იყIე8ზ 06IX20,
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თუ წარმოვიდგენთ კვადრატს, რომლის გვერდი ჯ-ის ტოლია და 

მის ორ გვერდს ცალ - ცალკე მივადებთ ორ მართკუთხედს, რო- 

მელსაც აქვს გვერდი ჯ და 5, მაშინ მიღებული ფიგურა შეიძლება 

შევავსოთ კვადრატამდე გვერდი 5-ის დამატების საშუალებით. 

ამგვარად, მივიღებთ კვადრატს, რომლის ფართობია 

ჯ! -- 10; + 52=39 + 25=64. 

მაშასადამე, კვადრატის გვერდი ტოლია 

X-+5=8, საიდანაც X=3+“ 

ჩვენ ვიცით, რომ მეორე ხარისხის რიცხვითი განტოლებების ამოხ– 

სნა მაშინდელ ხანაში არ წარმოადგენდა ახალ რამეს; სწორედ ასე- 

ვე, ისეთი გეომეტრიული ამოცანების ამოხსნა, რომლებსაც მივყე- 

ვართ კვადრატულ განტოლებებზე, ცნობილი იყო ძველად, მაგრამ 

არსებითია ის, რომ ალხოვარეზმის თხზულებაში ჩვენ ვნახულობთ 

ორთავე მომენტის მკაფიოდ გამოსახულ სინ-. 

· თეზს: ისმება ამოცანა რიცხვითი განტოლების. 

ამოხსნის შესახებ, ხოლო ამ ამოცანის ამოხსნა 

საბუთდება გეომეტრიულად. არითმეტიკული 

და გეომეტრიული მომენტების ამ სინთეზმა 

მნიშვნელოვანი როლი შეასრულა ალგებრის. 

შემდგომ განვითარებაში. 

· ალჰოვარეზმი თავის „ალგებრაში“ კმაყო-. 

ფილდება მეორე ხარისხის განტოლებებით. 

მაგრამ მის შემდეგ არაბი მეცნიერები მალე; 

გადავიდნენ მესამე ხარისხის განტოლებებზე. 
ამასთან, გამოსავალი პუნქტი გახდა არქიმედეს ამოცანა სფეროს · 

გაყოფის შესახებ (იხ. ზევით, პუნქტი 6). შემდეგ, მათ გამოარკვიეს, 

რომ სწორი ცხრაკუთხედის აგების ამოცანა (კუთხის ტრისექციის 
ამოცანის კერძო შემთხვევა) დაიყვანება მესამე ხარისხის განტოლე– 
·ბამდე“”. 

  

  

  

  

        
ნახ. 4. 

M ალპოეარეზმს მოჰყავს კიდევ სხვა გეომეტრიული დასკვნა ამ განტოლე– 
ბის გადასაწყვეტად; ეს დასკვნა შეიძლება ვნახოთ ვილეიტნერის წიგნში 
» XიგიიMმწს I0 #01009% MმX0M8XსLი, 1935, ჩე. 27. 

"” ეს შესრულებულ იქნა ალბირ უნის (4Iხსისი!) და აბულ-ჯუდის 
(ტხ00I-L)ისძ) მიერ XI საუკუნეში, შეად. წ. VI0C6C606CX0, L #IყახILC ძ'0Iი2C 

/#IMხ2X#VმXი0I, გვ. 125),
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არაბი მეცნიერები პირველნი იყვნენ, რომლებმაც გამოიკვლიეს 
შესამე ხარისხის განტოლებათა სხვადასხვა ტიპები. თუმცა მათ ვერ 

მონახეს ალგებრული გადაწყვეტა; ამ განტოლებებს ისინი სწყვეტ- 
დნენ გეომეტრიულ გზით, კონუსურ კვეთების მეოხებით, 

ამ მხრივ განსაკუთრებით საინტერესოა ომარ ხაიამას (ალ- 
ხაიამის)" ალგებრა; ეს არის პირვილი თხზულება, რომელშიაც ჩვენ 

ვპოულობთ სისტემატურ, მკაცრად მოფიქრებულ გამოკელევას მესა- 

„მე ხარისხის განტოლებისა; ამაზე მეტიც, ალხაიამის ალგებრა არის 

პირველი თხზულება, რომელშიაც ალგებრა განიხილება, როგორც 
დამოუკიდებელი მათემატიკური დისციჰლინა, რომელსაც აქეს ზო- 

გადი თეორიული მნიშვნელობა. ის ამბობს ამის შესახებ შემდეგნა- 

ირად: 

„ერთ-ერთი მათემატიკური თეორია, რომელიც აუცილებელია მა- 

თემატიკურ მეცნიერებათათვის, რაც შეადგენს ფილოსოფიურ მეც- 

- ნიერებათა ნაწილს, –– ეს არის ალგებრის მეცნიერება, რომელსაც მიზ– 

ნად აქვს განსაზღვრა რიცხვობრივი ანუ გეომეტრიული უცნობებისა4. 

„ალგებრა, –– ამბობს შემდეგ ომარი, –– არის ხელოვნება, რომე- 

ლიც ეკუთვნის შემეცნების დარგს (ფრ. მ»Xნ 30100LLIIოს6). მისი სა- 

განია –– აბსოლუტური (ე. ი. განყენებული) რიცხვი და ზომადი სი- 

დიდეები... ზომადი სიდიდეების ქვეშ მესმის უწყვეტი ოდენობანი, რო- 

შელთა ოთხი გვარი არსებობს: წირი, ზედაპირი, სხეული და დრო...4 
აქ ომარი ეყრდნობა არისტოტელეს. იგი აღნიშნავს შემდეგ, რომ, 

ჩვეულებრივ, დრო არ შემოიყვანება ალგებრულ გამოკელევებში, „მაგ- 

რამ ასე რომ ყოფილიყო გაკეთებული, ეს იქნებოდა სავსებით და–- 

საშვები“. · 
„ალგებ“აისტები ჩვეულებრივ უწოდებენ თავის ხელოვნებაში 

-უცნობს, რომელიც საძიებელია, „საგანს“, ხოლო მის ნამრავლს თა- 

ვისთავზე –– „კვადრატს“, მისი კვადრატის ნამრავლს საგანზე –– 

„კუბს“, მისი კვადრატის ნამრავლი თავისთავზე –- “კვადრატ-კვა- 
დრატსძ, მისი კუბის ნამრავლი მის კვადრატზე – „კვადრატ-კუბს“, 

მისი კუბის ნამრავლს თავის თავზე –– „კუბ-კუბს"“, და ასე შემდეგ, 
· დაუსრულებლივი. 

„ ომარბენ-იბრაგიმ ალხაიამი ნიშაპურიდან (გარდაიც. 1123 წელს) 
იყო განთქმული ასტრონომი, მათემატიკოსი და პოეტი; თავის სამეცნიერო 

' თხზულებებს Lწერდა არაბულ ენაზე, ლექსებს –– სპარსულზე; ის არის განთქვუ- 

“ლი ლექსების „რუბაის" ავტორი.
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„ალგებრული გამოკვლევა სრულდება მხოლოდ განტოლებათა სა- 

შუალებით, ე. ი, ამ ხარისხების ერთმანეთთან გატოლებით, რო- 

გორც ეს კარგად ცნობილია“, 

ითუ ალგებრაისტი გაზომვასთან დაკავშირებულ ამოცანებში 
ხმარობს კვადრატ-კვადრატს, ეს უნდა გვესმოდეს მეტაფორულად, 

ღა არა საკუთარი აზრით, იმიტომ რომ შეუსაბამობაა იმის თქმა, 
' რომ კვადრატ-კვადრატი ეკუთენის ზომად სიდიდეთა რიცხვს“, 

ამგვარად, არსებობს ოთხგვარი სიდიდე, რომელთა შორის შეიძ- 
7ლება შეიქმნას განტოლებანი: აბსოლუტური რიცხვები, გვერდები 

(ე. ი. წრფივი სიდიდენი), კვადრატები და კუბები. შემდეგ ომარი 

აღნიშნავს რომ დღემდე ალგებრაისტები თავიანთ თხზულებებში 
იხილავდნენ განტოლებებს, რომლებიც შეიცავს მხოლოდ რიცხეს, 

· გვერდებს და კვადრატებსო, და ამბობს; 
„ჩვენ მხედველობაში გვაქვს, პირიქით, მოვიყვანოთ შეთოდები, 

რომელთა მეოხებით შეიძლება უცნობი განვსაზღვროთ იმ განტო- 

ლებიდან, რომელიც შეიცავს ოთხ ხარისხს, რომლებიც, როგორც 

ახლა ვთქვით, მხოლოდ და მხოლოდ შეიძლება შედიოდეს ზომად 

”სიდიდეთა რიცხვში, სახელდობრ: რიცხვი, ნივთი, კვადრატი და 
“კუ ი“ 

ომარი თავის გამოკვლევას კვადრატული განტოლებებიდან იწ- 

“"ჟყებს, ამასთან რიცხვითი ამოხსნას აქ, ისევე როგორც ალხოვარეზ- 

“მის თხზულებაში, თან სდევს გეომეტრიული დამტკიცებანი. ის გვაძ- 

” ლევს აგრეთვე ფესვების აგების ხერხებს, · 

შემდეგ ომარი გადადის კუბურ განტოლებებზე, განიხილავს ამ. 

განტოლებათა სხვადასხვა სახეებს და გვიჩვენებს ფესვების აგებას, 

ამასთან ის სარგებლობს მეორე რიგის მრუდეების გადაკვეთით. 

ომარი საზოგადოდ არ სცნობს უარყოფითი ფესვებს. მაგრამ ზოგი- 

"ერთ შემთხვევაში დადებითი ფესვებიც მხედველობიდან ეპარება, 

რადგან ის ყოველთვის იხილავს მრუდის მხოლოდ ერთ შტოს. ამ 

გარემოებამ მას ხელი შეუშალა შეემჩნია რომ კუბურ განტოლებას 

| შეიძლება ექნეს სამი დადებითი ფესვი. 

10. საშუალო საუკუნეების მეორე ნახევარში არაბული კულტუ- 

რის გავლენა ვრცელდება ევროპაში. ევროპაში თანდათან შემოიქრა 

მათემატიკური ცოდნა, რომელიც არაბებს ჰქონდათ. ყველაზე უფრო 
ხელსაყრელი ნიადაგი მათი გავრცელებისათვის, სავაჭრო ურთიერ- 

თობის განვითარების მეოხებით, შეიქმნა იტალიაში, აქ XII საუკუ-
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ნეში მიმდინარეობს საშუალო საუკუნეების უდიდესი ევროპიელი 

მათემატიკოსის ლეონარდო პიზელღის (რომელსაც ფიბონაჩის 

უწოდებენ) მოღვაწეობა. ლეონარდოს თხზულება „LIსიL მხმი1“ 
(აბაკის წიგნი)”, რომელიც 1202 წელს გამოვიდა, დიჯხანს წარმო- 

ადგენდა მათემატიკური განათლების ძირითად წყაროს ევროპაში. 
ლეონარდო ამ თხზულებაში მთავარ ყურადღებას აქცევს არითმე- 

ტიკულ ამოცანათა ამოხსნას, რაც შეეხება ალგებრას, ლეონარდო 

კმაყოფილდება პირველი და მეორ“რე ხარისხის განტოლებებით. მაგ- 

რამ ის მთელ განტოლებას უძღვნის კვადრატული და კუბური ფეს- 

ვების ამოღებას და მათ მიმართ მოქმედებებს. აქ ლეონარდო დაწ- 

ვრილებით განიხილავს ოპერაციებს კვადრატულ რადიკალებზე, გად- 

მოგვცემს რა არითმეტიკის ენით ევკლიდეს მეათე წიგნის გეომეტ- 

რიულ აგებებს. ამის შემდეგ ის გადადის კუბურ რადიკალებზე. ორი 

მსგავსი რადიკალის ჯამის განსახღვრისათვის 

»=V32. + V+-, 

უშუალო ამაღლებით კუბში გვიჩვენებს, რომ X2=108, ამასთან ის 

იყენებს ფორმულას 

ჯზლსც? +L ექ 1-3ე?უ -L ვ3ყფ?, 

ჯ=%ს-- 9" 

ამ თანაფართობებმა, როგორც შემდეგში დავინახავთ, შეიძლება 

მიგვიყვანოს კუბურ განტოლებათა ამოხსნამდე. მაგ“ამ ლეონარდო 

არ ეხება ამ საკითხს. 
ლეონარდოს სხვა შრომებს შორის უნდა მოვიხსენიოთ პატარა 

თხზულება, რომელიც ცნობილია სახელწოდებით „IV10§5“ („ყვავილი“). 

ამ თხზულებაში ლეონარდო იკვლევს შესაშე ხარისხის განტოლებას: 

(14) ჯ3 -L 2»! -L 10X=20, 

რომელიც მას წარუდგინა იმპერატორი ფრიდრიხ 1IL-ის სასახლის 

სადაც 

” სიტყეა „აბაკიშ, საკუთრივ, ნიშნავს საანგარიშო ხელსაჟყოს; აქ კი ეს 

სიტყვა ნახმარია გამოთვლის ხელოვნების აზრით. 
" შეად, „5CIILLI ძუ LრიიგIძი X)5გიი", ხსხხ1. ძვ ს. მიი-ითლიცი!, 10009, 

1857 –– 1862, I, გვ. 384 –– 386; შეად. აჭრეთვე II, 156 –- 158.
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ერთ-ერთმა მეცნიერმა. ლეონარდო ჯერ ამტკიცებს, რომ ამ გან- 

ტოლების ფესვი არ შეიძლება იყოს რაციონალური რიცხვი (ე. ი. 

– სახის რიცხვი, სადაც # და # –- მთელი რიცხვებია). შემდეგ ის 

განიხილავს ევკლიდეს მიერ X წიგნში („საწყისებში4“) აგებულ გა- 

მოსახულებებს: 

VC, V Vს,ი+VV, V+Vს, V ი+VIს, 
: ”V6§+V. 
(« და ნ-– რაციონალური რიცხვებია), და ამტკიცებს, რომ ამ სახის 

არც ერთი გამოსახულება არ შეიძლება იყოს მოცემული განტოლე- 

ბის ფესვი, ამის შემდეგ ლეოწარდო გვაძლევს ფესვის შემდეგ და- 

ახლოებით მნიშვნელობას (იგი გამოსახულია აღრიცხვის სამოცობი- 

თი სისტემით): 

X= 1.22! უსკევვ,» 40"). 

თუ რა მეთოდებითაა მიღებული ეს მიახლოვება, ლეონარდო არ 

აღნიშნავს. ფრანგმა მეცნაერმა L, VV7 06 0 616-მ იმავე განტოლების 

ფესვი გამ»ითვალა თანამედროვე მეთოდებით და მიიღო 

X= 1,368808107821 =- 1.22. 7'42'033+X4Vწ35V. §», 

მე-(14) განტოლების გადასაწყვეტად ლეონარდოს რომ გამოეყე- 

ნებია კუბური ირაციონალები, ის მივიდოდა მესამე ხარისხის გან- 

ტოლების ალგებრულ ამოხ",ნამდე. მაგრამ მან ეს არ გააკეთა. მესა- 

მე ხარისხის განტოლების ალგებრული ამოხსნა აღმოჩენილ იქნა 

მხოლოდ სამი საუკუნის შემდეგ. 

' 11. XVI საუკუნის დასაწყისში იტალიელმა მეცნიერმა ფერომ ”” 

შეძლო შემდეგი სახის არასრულ კუბურ განტოლებათა ალგებრული 

ამოხსნა: 

ჯ +–ჩX=ძ. 

# LL. VVI060CM6-ს შრომა მოთავსებულია .„)ისო 2 ძტ M2გ:ხბთ. დVI6C5 CC 

2იXI,..+ 1854 წ. ტ. 19, ზვ. 401, ' 
#სციპიონ დელ–ფერო (1465-–- 1526) იყო პროფესორი ბოლონია– 

ში და მას განთქმული მა»,ემატიკოსის სახელი ჰქონდა მოხვეჭილი. მესამე ხარის–
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მაგრამ ფეროს არ გამოუქვეყნებია თავისი ამოხსნა, იმ დროს 
"ჩვეულებად იყო საჯარო დისპუტები და შეჯიბ“ება მეცნიერებს შო- 
რის. ამ დისპუტებზე მონაწილენი ერთმანეთს უდგენდნენ ამოცანებს, 

რომელნიც განსაზღვრული ვადის განმავლობაში უნდა ამოხსნილიყო. 

ამ დისპუტების შედეგზე იყო დამოკიდებული არა მარტო პატივცე- 

მის მოხვეჭა, არამედ ზოგჯერ კათედრის მიღებაც. ფეროს აღმოჩენა 

“უძლიერესი იარაღი იქნებოღა ასეთი შეჯიბრების შემთხვევაში, ამი– 

ტომ გასაგებია, რომ ის ამ აღმოჩენას ზედმიწევნით საიდუმლოდ 
ინახავდა; დიდი ხნის განმავლობაში ის ცნობილი იყო პიროვნებათა 

მხოლოდ მცირე წრისათვის. შემდეგში, ფეროს გარდაცვალების შემ- 

დეგ საიდუმლოს ერთ-ერთი მცოდნე ფიორ ფლორიდუსი (#»- 

+«0ი10 M#მომ2 ძლ1 IIი10) დისპუტზე შეხვდა იმ დროს ერთ-ერთ უდი- 
დეს მათემატიკოსს ნიკოლო ტარტალიას”. 

იმის “შესახებ, თუ როგორ სწარმოებდა დისპუტი, ჩვენ ვიცით 

ტარტალიას გადმოცემით. ყოველ მოწინააღმდეგეთაგანს დისპუტის 

მონაწილეთათვის უნდა დაესვა 30 ამოცანა; ფიორის ყველა ამოცა- 

ნა შეეხებოდა შემდეგი სახის განტოლების ამოხსნას: 

(15) # +#ხX=4. 

ტარტალიამ გაიგო, რომ ფიორმა „ერთ-ერთი დიდი მათემატიკო- 

სისაგან“ მიიღო ზოგადი წესი ასეთი განტოლებათა ამოხსნისათვის. 

ტარრტალიამ მიზნად დაისახა თვითონ მოენახა ეს წესი და „კეთილი 

ბედის წყალობით“! მიაღწია თავის მიზანს 1535 წ. 12 თებერვალს, 

8 დღით ადრე დანიშნულ ვადაზე. ტარტალია შემდეგ გვიამბობს, 

რომ მან მოწინააღმდეგის ყველა ამოცანა ამოხსნა ორ საათში, მა- 

“შინ როდესაც მოწინააღმდეგემ აღიარა თავი დამარცხებულად. : 

ხის განტოლებათა ამოხსნის აღმოჩენის შესახებ შეად. LL0CILIC 830X:1010%L1: 

-L"#1ყCხ2 0CI1I2 §Cს012 X02LCM10I1C2 ხი10ჟი656 ძC1 560010 XVI (9CVI001C0 ძ1 M2ჯ%6იი., 
1925, V0). V). მისივე: I «იისახს ძCI IL 2IL2CI18, 061 C2”ძგიი, ძლ! L6CL2LI, C 
ძიII2 3Cს0I2 »I21ლ010LI6C ხ010ყილ56 2II2 L60XI2 21თ6ხMIლ2 ძ-I1ც 600921001 ცყს10ხC 
(5:სძ! 6 601010 ი6 12 510LI2 ძ6CIIი0IVCC5ILპ ძ1 სლ!იყიე, Vი0I. 1X, 1926). 

# ნიკოლო ტარტალია (I2:029I11) დაიბადა 1500 წელს. მეცნიერული 
განათლება ტარტალიამ უმთავრესად თავისი მტკიცე ნებისყოფითა და შრომით 
შეიძინა. „მკა,ურ ბრძოლას არსებობისათვის და საბელის მოხვეჭისათვის, რის 
ღირსიც იყო მისი გენია, იგი ყოველთვის როღჯი აწარმოებდა ღირსეული საშუა- 

ლებების გამოყენებით" (ცეიტენი). გარდაიცვალა 1557 წელს ვენეციაში.
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ისევე როგორც ფერომ, ტარტალიამაც არ გამოაქვეყნა თავისი 

ამოხსნა, მაგრამ ცნობამ იმის შესახებ, რომ ტარტალიამ გადასწყვიტა 

05. , »ა+-/»X=4 
განტოლება, მიაღწია იმ ეპოქის მეორე გამოჩენილ მეცნიერამდე – 

კარდანომდე7”. 

კარდანო თვითონაც უკვე ცდილობდა მესამე ხარისხის განტო- 

ლებათა ამოხსნას, მაგრამ მან ვერ მოძებნა „ზოგადი წესი". 1539 

წელს მან სთხოვა ტარტალიას ეცნობებია მისთვის აღმოჩენის საიდუ- 

მლოება, ტარტალია დაეთანხმა მხოლოდ მას შემდეგ, როცა კარდანომ 

სთგ„სამღვთო ფიცი“ დასდო, რომ საიდუმლოს არ გამოამჟღავნებდა. 
მაშინ ტარტალიამ თავისი ამოხსნა დაალაგა დანტეს „ღვთაებრივი 

კომედიის“ ზომით დაწერილ ლექსად. მისი ნაწერის შინაარსი თა- 

ნამედროვე აღნიშვნებით მდგომარეობს შემდეგში: 

თუ გვსურს ამოვხსნათ განტოლება 

(15) .· #2 +#ჩX =07%“, 

უნდა მოვძებნოთ ორი რიცხკი თ და 8, რომლებიც აკმაყოფილებს 

პირობებს 

06 #-ჩ=გ «-ზ=(--). 
მაშინ ჯ-ის მნიშვნელობა იქნება 

8 

(017) X=Vთ–Vჩ. 

. " 116:0ი100 Cგ»ძ2ი0 (ლათინური ტრანსკრიპციით -–- C2”ძ2993) 
დაიბადა 1501 წელს. 22 წლისა იყო, როცა უკვე კითხულობდა პავიაში ლექ– 
ციებს მათემატიკაში; სამი წლის შემდეგ გახდა მედიცინის დოქტორი პადუაში. 

შემდეგში იყო პროფესორი მილანსა და ბოლონიაში. 

მიუხედავად იმისა, რომ კარდანოს, როგორც ფილოსოფოსს მედიკსა და 

მათემატიკოსს დიდი სახელი ჰქონდა მოხვეჭილი, ის მატერიალურ გაჭირვებას 

ჯანიცდიდა ღრმა მოხუცებულებამდე. გარდაიცვალა- რომში 1576 წელს... · 
»" დიოფანტესა და არაბი ავრო#ების წაბაძვით, ტარტაღია განტოლებას 

სწერდა ისეთი სახით, რომ ყველა კოეფიციენტი დადებითი ყოფილიყო.
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თუ მოცემულია განტოლება 

(18) გბპშ=სX+4, 
მაშინ ამოცანა მდგომარეობს ისეთი ორი რიცხვის თ და #-ს განსაზ–- 
ღვრაში, რომლებიც აკმაყოფილებს პირობებს 

09 =+8=/, «-8=(§-)', 

რის შემდეგაც X-სი მოიძებნება ფორმულით 

9 8 

ფთ #=V  +V 8. 
დასასრულს ნაჩვენებია, რომ. განტოლება 

(21) | ჯ“+-9=M» · 

შეიძლება ამოვხსნათ (18) განტოლების საშუალებით. ეს მოსაზრება- 

ნი არ შეიცავს პირდაპირ მითითებებს მეთოდზე, რომლის საშუალე- 

ბით მიღებული იყო ამოხსნა, მაგრამ აქედან ჩანს, რომ უცნობი 

უნდა ვეძებოთ ჯამის ან სხვაობის სახით. შემდეგში თავის თხზულე- 

ბაში –-- „რიცხვთა და ზომათა ზოგადი გამოკვლევა“ (Cთ690L81 IXმხ- 

გი ძ': იხთი> 6L III50სL6, 1556 –– 1560) ტარტალია აღნიშნავდა, 

რომ მან აღმოაჩინა კუბურ განტოლებათა ამოხსნა „ჯამის კუბის 

ფორმულის საშუალებით. იმ თ და 8 რიცხვების მოძებნა, რომლე- 

ბიც (16) ან (19) პირობებს აკმაყოფილებენ, დაიყვანება კვადრატულ. 

განტოლების ამოხსნამდე. მართლაც, (16) თანაფარდობებიდან ვპო– 

ულობთ 

„ვ 

ძმ ეთ (+-) <=0. 

ამოვხსნით რა ამ განტოლებას, მივიღებთ
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-ახლა. (16)-დან ვპოულობთ 

ანალოგიურად (18) შემთხეევისათვის ვიპოვით 

მაგრამ კვადრატული ფესვის ნიშნის ქვეშ შეიძლება აღმოჩნდეს 

უარყოფითი რიცხვი. განვიხილოთ, მაგალითად, განტოლება 

«23') ჯ1პ=15X-L4. 

ამ განტოლებას, როგორც ადვილად შეგვიძლია დავრწმუნდეთ, 

აქვს დადებითი ფესვი, რომელიც 4-ს ეტოლება. მეორეს მხრივ, 
-თუ (2პ)-ში დავუშვებთ #-==15, ე=4, მივიღებთ 

თ=2-+V-121, 8=-2-- V-121. 

თანახმად (20) ფორმულისა გვექნება 

  

#4=V 2+V=-I2I +M 2-- V=12L. 

ამგვარად, დადებითი რიცხვი 4 წარმოდგენილია ისეთი გა- 

მოსახულების სახით, რომელიც შეიცავს კვადრატულ ფესვებს უარ- 

ყოფითი რიცხვიდან. მაგრამ იმ დროს შეუძლებლად ითვლებოდა 

კვადრატული ფესვის ამოღება უარყოფითი რიცხვიდან. მესამე ხა- 

რისხის განტოლებათა ამოხსნამ დღის წესრიგში დასვა უარყოფითი 

რიცხვიდან კვადრატული ფესვის ამოღების ოპერაციის „ლეგალი- 
ზაციის“ საკითხი ”, 

”# M. 8M00XCXMXM 8, წ10M9MIM6 ყრლიშ 8 CX0 6398M1#M (42 60იხხ6V 32 

M81760M8IM/VM#C1M960XV10 MIMI29.6CMIMVV 8 M87CM3XMX0, 1931), კვადრატული ფესვი 

უარყოფითი რიცხვიდან შეიძლება მივიღოთ კვადრატული განტოლების ამოხსნის 

დროსაც. მაგრამ ამ შემთხვევაში ყოველთვის შეიძლება გამოვიდეთ მდგომარეო- 

ბიდან და ამოცანა გამოვაცხადოთ „ამოუ"სნელად“. პირიქით (23') განტოლების 
შემთხვევაში წინასწარ ვიცით, რომ გამოსახულება, რომელიც „შეუძლებელი“ ოჰე–- 

რაციის მეოხებით არის შედგენილი, უნდა ეტოლებოდეს „ნამდვილ“ რიცხეს 4-ს.
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როცა კარდანო წააწყდა ამ სიძნელეს, მან ტარტალიას მისწერა. 
წერილი, რომელშიაც აღნიშნავს, რომ (18) განტოლება, მისი აზრით- 

არ შეიძლება ამოიხსნას (20) ფორმულით, თუ 

9 3 
# რა (+) <(§)” 

და სთხოვს ტარტალიას ამოხსნას განტოლება ჯ3 == 9ჯ –++ 10, რომ- 

ლისათვისაც ადგილი აქვს (24) უტოლობას. 

ტარტალია, რომლისათვისაც აგრეთვე გაურკვეველი იყო საკით– 

ხი, შეეცადა გზაკვალი აებნია კარდანოსათვის არასწორი მითითებე– 

ბით; მაგრამ ეს მან ვერ მოახერხა. . 

ამავე დროს, 1542 წელს კარდანო ჩავიდა ბოლონიაში, გაეცნო 

ფეროს ხელთნაწერს, რომელშიაც ამ უკანასკნელს გადმოცემული 

აქვს თავისი აღმოჩენა. 1545 წელს გამოქვეყნდა კარდანოს თხზულე- 

ბა: #XI8 IXიმფი8გტ 51X6 ძ6გ I6ხს§ 8IთიხXგ1IC15 1ხ0L სიყვ“ („დიადი 
ხელოვნების, ანუ ალგებრული ნივთიერების შესახებ, ერთ წიგნში“). 

ამ თხსხულებაში ცენტრალური ადგილი უჭირავს მოძღვრებას 

მესამე ხარისხის განტოლებათა შესახებ. მესამე ხარისხის განტოლე- 

ბათა ალგებრული ამოხსნა პირველად გამოქვეყნდა ამ თხზულებაში, 

ამასთან, კარდანო აღნიშნავს, რომ (15) სახის განტოლებათა ამოხ– 

სნა მას აცნობა „მრავალი ხვეწნის შემდეგ მისმა მეგობარმა ტარ- 

ტალიამ“, იმის შესახებ, რომ ღარტალიას ნათქვამი შეეხებოდა აგ- 

რეთვე (18) ან (21) სახის განტოლებებსაც, ის არაფერს ამბობს. 

კარდანოს გადმოცემაში ბევრია არსებითი დამატებანი იმაზე, 

რაც გააკეთეს ფერომ და ტარტალიამ. 

მესამე ხარისკშის განტოლების ამოხსნის წესს კარდანო გეომეტ- 

რიულად ამტკიცებს. ასე, მაგალითად, განიხილავდა რა განტო- 

ლებას: 

(25) მ -L 6ჯ= 90, 

ის მსჯელობს შემდეგნაირად. წარმოვიდგინოთ (იხ. ნახ. 5) ორი 
კუბი 48C ს და 40, რომლებსაც აქვთ საერთო წვერო და. 

საერთო სამწახნაგოვანი კუთხე ამ წეეროსთან („გნომონი“ სიგრცე- 

“ კუბურ განტოლებათა ამოხსნისას ამ შემთხვევაში შემდებში მიიღო 

სახელწოდება „დაუყვანადობისა“.
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ში). დავუშვათ, რომ ამ კუბების მოცულობათა სხვაობა ეტოლება 
20-ს (ე. ი. მოცემული განტოლების თავისუფალ წევრს), ხოლო მათი 

წიბოების ნამრავლი ეტოლება 2-ს (ე. ი. ჯ-ის კოეფიციენტის ერთ 

მესამედს). 

მაშინ ამბობს კარდანო, 

მოცემული კუბების წიბოების 

სხვაობა წარმოადგენს გან- 

ტოლების საძიებელ ფესვს. 

სხა სიტყვებით რომ 

ვთქვათ, თუ #V-თი და ყ-თი 

აღვნიშნავთ შესაბამისად კუ- 

ბის 48 და „8 წიბოებს, მა- 

შინ სხვაობა 

  

  

  

      
                  

  

X=%ჩ-–ყზ 

ნახ, 5, აკმაყოფილებს (25) განტო- 

ლებას. 

მართლაც, ჩვენ გვაქვს 

X26) ჯ1–– უმ =20, #-)უ=2. 

პირველი ამ თანაფარდობათაგანი გამოხატავს, რომ სხვაობა ორ- 

თავე კუბის მოცულობებს შორის 20-ის ტოლია, ეს სხვაობა, როგორც 

ადვილად შეიძლება დავინახოთ მე-5 ნახაზზე, შეიძლება წარმოვიდგი- 

ნოთ ასეთი სახით: 

! ”-–+3X, 

სადაც ” არის 0IC IX კუბის მოცულობა, IM” არის 8LIM"L პარა- 

ლელოპიპედის მოცულობა. ამგვარად, ' 

(27) ” –- 3)” = 20. 

მაგრამ 05 # კუბის წიბოები ტოლია სხვაობის #-–წზ-=ჯ, მაშა- 

სადამე, 7/==ჯ1?, IM7=V.V+.X= 2ჯ. 

ჩავსვამთ რა ამ მნიშვნელობებს (27)-ში, მივიღებთ: 

ჯ! + 6ჯ=- 20,



თუ დავუშვებთ, რომ 

13 =0თ, დთ= 8, 

მაშინ (26) თანაფარდობანი მიიღებს ასეთ სახეს: 

თ–-8=20, თ·ჩ =8, 

ამგვარად, ჩვენ მივიღებთ (16) თანაფარდობებს, რომლებიც აღ- 

ნიშნულია ტარტალიას მიერ, ამ თანაფარდობებიდან მივიღებთ 

თ=V 108+10, ჩ8=V 103 --10, 

მაშასადამე, 
მ 8 

«=M V 108-++10, 9=V V 108--10; 

  

0 8 

(28) »=ი-ს=M V 100-+L10 --M V 108--10. 

თუ განტოლების ამოხსნა დაიყვანება ოთხი ძირითადი ოპერა- 

ციის (შეკრების. გამოკლების, გამრავლებისა და გაყოფის) და ფეს- 

ვის ამოღების ოპერაციის გამოყენებაში, მაშინ ამბობენ, რომ 

განტოლება ამოხსნილია რადიკალებში. ფორმულა (28) იძლევა ასეთს 

ამოხსნას (25) განტოლებისათვის, 

განიხილავს რა იმ კუბურ განტოლებათა სხვადასხვა შემთხვევებს, 

რომლებიც არ შეიცავს უცნობი სიდიდის კვადრატს, კარდანო გვიჩ- 

ვენებს, რომ ზოგადი სახის კუბურლ განტოლება მარტივი გარდაქ- 

მნის საშუალებით შეიძლება დაყვანილ იქნას ერთერთ ამ შემთხვე- 

ვამდე. ამით ირკიევა, რომ მესამე ხარისხის განტოლება ყოველ- 

თვის შეიძლება ამოიხსნას რადიკალებში. 

კარდანოს წიგნში არის კიდევ ერთი პირეელხარისხოვანი მნიშვ- 

ნელობის აღმოჩენა: მხედველობაში გვაქვს მეოთხე ხარისხის გან- 

ტოლებათა ალგებრული ამოხსნა. კარდანოს მოწაფემ, ლუიჯი 

ფერარიმ (1522 –– 1565), გვიჩვენა, რომ მეოთხე ხარისხის გან- 
ტოლების 

(29) ჯ!.-L იჯ? + ხX=6
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ამოხსნა დაიყვანება მეორე და მესამე ხარისხის განტოლებათა ამოხ- 

სნამდე. შემდეგში დავინახავთ, რომ მეოთხე ხარისხის ზოგადი გან– 

ტოლება ადვილად შეიძლება დავიყვანოთ (29) გაჩტოლებამდე. ამგვა- 

რად, ფერარის ხერხი საშუალებას გვაძლევს რადიკალებში გადავწ- 

ყვიტოთ მეოთხე ხარისხის ყოველგვარი განტოლება. 

ჩვენ უკვე აღვნიშნეთ რომ მესამე ხარისხის განტოლებათა ამოხს- 

ნამ დღის წესრიგში დასვა კვადრატული ფესვების ამოღება უარყო-. 

ფითი რიცხვებიდან. პირველი ნაბიჯები ამ მიმართუ “ებით გადაიდ- 

გა კარდანოს იმავე თხზულებაში. ამასთან, ის გამოსავალ წერტი- 

ლად იღებს ამოცახას, რიცხვი 10 გაიკოს ორ ნაწილად, რო- 

მელთა. ნამრავლი ეტოლებოდეს 40-ს, სწყეეტს რა ამ „შეუძლებელ“ 

ამოცანას, კარდანო ღებულობს რიცხეებს 

5+V-15ღდა 5---15. _ 

შემდეგ ის გვიჩვენებს, რომ ეს რიცხვები მართლაც აკმაყოფი–- 

ლებს წაყენებულ მოთხოვნილებებს: 

„გადავამრავლოთ 

5+V-–-15 
და 

5-- V -–- 15. 

„ჯვარედინად“ შეკვეცის შემდეგ მივიღებთ 25-ს მინუს –- 15, 

ანუ 25 -++ 15. მაშასადამე, ნამრავლი იქნება 40.4 

კარდანო აქ ფარულად გულისხმობს, რომ კომპლექსური” 

რიცხვებისათვის 5--V – 15 და 5-– V --15 სამართლიანია მოქმე- 

დებათა იგივე წესები რაც ნამდვილი რიცხვებისათვის, · 

კომპლექსური რიცხვების თეორიის აგების პირველი ცდა მოახ– 

დინა იტალიელმა მათემატიკოსმა ბომბელიმ თავის ალგებრაში, 

რომელიც 1572 წელს გამოვიდა. ეს თეორია ფორმალური თვალსა- 

ზრისით თითქმის არ იწვევს არსებითს დავას. რაც შეეხება კომპ- 

ლექსური რიცხვების კონკრეტულ ინტერპრეტაციას მას დასჭირდა. 

ორ საუკუნეზე მეტი. 

# კომპლექსური ეწოდება ი +ბ I – 1 სახის რიცხვებს, სადაც « და ;– 
ნამდვილი რიცხვებია.



_“ ვვგ –. 

ბომბელიმ გამოარკვია, თუ რაში მდგომარეობს დაუყვანადი შემთ- 

ხვევის შინაარსი მესამე ხარისხის განტოლებათა ამოხსნის დროს; 

მან მიგვითითა ამ შემთხვევის კავშირზე კუთხის ტრისექცი- 

ასთან, დაბოლოს, გამოიყენა რა ფერარის აზრი მან დაწვრილე- 

„ბით დაამუშავა მეოთხე ხარისხის განტოლებათა ალგებრული ამოხ- 

„სნა, განიხილა რა ამ განტოლებათა სხვადასხვა ტიპების შესაბამი 

ცალკეული შემთხვევები. 
კარდანოს და ბომბელის დალაგება გარეგანი ფორმით თანამედ- 

როვე დალაგებისაგან განსხვავდება იმით, რომ ის განტოლების კოე– 

ფიციენტებისათვის .არ სარგებლობს ასოითი აღნიშვნებით. ეს გარე- 

მოება აბრკოლებდა მათ, რომ მესამე ხარისხის ზოგადი განტოლე- 

ბის ამოხსნისათვის ანალიზიური გამოყვანა მოეცათ, ეს გამოკვლე– 

ვები ასოების სიმბოლიკაში პირველად ახსნა ვიეტმა" XVI საუ- 

„კუნის გამოჩენილმა ფრანგმა მათემატიკოსმა, 

გიეტას უმნიმვნელოვანესი აღმოჩენა მდგომარეობს იმაში, რომ 

მან კავშირი დაამყარა განტოლების კოეფიციენტებსა და მის ფე- 

სვებს შორის; მართალია, ამასთან, ის დაკმაყოფილდა იმ შემთხვე- 

ვით, როცა განტოლების ყველა ფესვი დადებითია; უარყოფით ფეს- 

ვებს ვიეტა საერთოდ არ სცნობდა. მაგრამ ეს შედეგი მალე გაანა- 

ზოგადა ჟირარმა თავის თხზულებაში „Iიიი(0ს 00LV6116 6 
181თ6ხL6“ („ახალი აღმოჩენა ალგებრაში4", 1629). ჟირარმა უკვე იცის, 

რომ განტოლების ნამდვილი და კომპლექსური ფესვების საერთო 

რიცხვი ეტოლება მის ხარისხს. ამ შედეგის მტკიცედ დასაბუთები- 

სათვის საჭირო იყო იმის დამტკიცება, რომ ყოველ ალგებრულ 

განტოლებას აქვს ერთი ფესვი მაინც, ნამდვილი ან კომპლექსური. 

მაგრამ ეს იქნა დამტკიცებული უფრო გვიან, 

12, ახლი ეტაპი ალგებრის განვითარებაში დაკავშირებულია 
ტექნიკური კულტურის საერთო განვითარებასთან XVII საუკუნის 

მიჯნაზე. ! 
ახალი ტექნიკის განვითარებამ წარმოშვა ღრმა გამოკვლევები 

მექანიკის საფუძვლების დარგში. XVII საუკუნის დასაწვისში გამოქ- 

„ვეყნდა გალილეის შრომები. მათემატიკას უნდა აესახა მოძრაო- 

# ჩწI2ი0015 VIბ:(0, ლათინური ტრანსკრიფციით, VICL2 (1540--1603), ეწეოდა 
გექილობას, შემდეგ მას თვალსაჩინო თანამდებობა ეჭირა მეფის სასახლეში, მას 
ეკუთვნის მნიზენელოვანი შრომები მათემატიკის სხვადასხვა დარტჭში. 

8. უმაღლესი ალგებრა
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ბის თვისებები, ცვლად სიღიდეთა თვისებები. ეს უნდა მომხდარიყო 

"ანალიზური გეომეტრიის განვითარების გზით. 
მართლაც, ანალიზურ გეომეტრიაში მრუდი ხასიათდება მისი 

წერტილების კოორდინატებს შორის გარკვეული დამოკიდებულებით. 

ეს კოორდინატები წარმოადგენს ცვლად სიდიდეებს, რომელნიც. 

დაკავშირებული არიან ფუნქციონალური დამოკიდებულებით. ცვლა– 

დი სიდიდის იდეა ამ დროიდან უპირატეს როლს თამაშობს მათე- 

მატიკაში. ამასთან ერთად, იცვლება თვით თვალსაზრისი” განტოლე- 

ბის შესახებ. მართლაც, თუ «X და /-ს განვიხილავთ როგორც უც- 

ნობ (მაგრამ მუდმივ) რიცხვებს, მაშინ განტოლება 

(39) ” იX+ ხ»=-6 

„განუსახღვრელი იქნება, რადგანაც მას აკმაყოფილებს უსასრულო” 

სიმრავლე #ჯ და ”ჯ-ის მნიშვნელობებისა. თუ კი Xჯ და 7-ს განვიხი- 

ლავთ როგორც ცვლად სიდიდეებს, მაშინ თანაფარდობა (30) იქნე- 

ბა იმ განსაზღვრული ფუნქციონალური დამოკიდებულების გამოსა- 

ხულება, რომელიც დეკარტის კოორდინატებში ახასიათებს წრფეს. 

მას შემდეგ, რაც მათემატიკაში ცვლადი სიდიდეები შემოიღეს, 

ფუნქციონალური დამოკიდებულების ცნებამ ღრმა ევოლუცია განი- 

ცადა. XVII საუკუნეში სიტყვა ფუნქციის ქვეშ ჰგულისხმობდნენ 
ისეთ გამოსახულებას, რომელიც შედგენილია ცვლადი სიდიდისა და 

რამდენიმე მუდმივი სიდიდისაგან (იოან ბერნული, ეილერი). 

თანამედროვე ანალიზის თვალსაზრისით, (ვლადი კ წარმოადგეს 

ჯის ფუნქციას, თუ X-ის ყოველ მნიშვნელობას შეესაბამება »-ის 

განსაზღვრული მნიშვნელობა. 
ჩვენ უკვე ვიცით, რომ ალგებრაში არსებითს როლს თამაშობს 

ის ოპერაციები, რომლის საშუალებითაც ჯ-ის ყოველი მნიშვნელო- 

ბისათვის ვღებულობთ /„-ის შესაბამ მნიშვნელობას, მთელი რაციო- 

ნალური ფუნქცია წარმოადგენს შემდეგი სახის გამოსახულებას: 

(31) #(X)==ძეა»" + თ,2"-1 + ...+ |„თ'.X-+0,, 

რომელიც შედგენილია ჯ (კუვლადისა ·და მუდმივი თე, ძ,, ···, ძი-1) მ» 
კოეფიციენტებისაგან შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციების ·სა- 

შუალებით. ამგვარად, თანამედროვე ალგებრა ანალიზისაგან განსხ- 

ვავებით, გარკვეული თვალსაზრისით უბრუნდება ბერნულ - ეილე- 

რის განსაზღვრას.
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მთელი რაციონალური ფუნქციის გამოკვლევის დროს არსებით 

როლს თამაშობს ჯ-ის ის მნიშვნელობანი, რომელთა დროს ეს ფუნქ- 

ცია ნულად იქცევა. ამ მნიშვნელობებს ეწოდება /(») ფუნქციის ფეს- 

ვები. (31) ფუნქციის ფესვების მოძებნის ამოცანა დაიყვანება შემ– 
დეგი განტოლების ამოხსნამდე: 

(32) რაჯ" + ი, LC... 0. ,X+ ი.=0. 
შეიძლება თუ არა იმის მტკიცება, რომ ყოველ მთელ რაციონა- 

ლურ ფენქციას (ყოველ განტოლებას) აქვს ერთი ფესვი მაინც? პა- 

სუხი ამ კითხვაზე დამოკიდებულია იმაზე, თუ რიცხვთა რა მარაგი 

გვაქვს, თუ ვკმაყოფილდებით მხოლოდ ნამდვილ რიცხვთა არით, 

მაშინ ფუნქციას 

#00=27+1 

უკვე აღარ აქვს ფესვები. სხვაგვარი მდგომარეობა იქმნება, თუ გა- 

დავალთ ყველა #«+წნV – 1 კომპლექსურ რიცხეთა არეში; 1746 

წელს ფრანგი მეცნიერი დალამბერი შეეცადა დაემტკიცებია, რომ 

კომპლექსურ რიცხვთა არეში (82) განტოლებას აქვს ერთი ფეხვი 

მაინც (თეორემა მთელი რაციონალური ფუნქციის ფესვის არსებო- 

ზის შესახებ). მაგრამ დალამბერის მსჯელობაში იყო არსებითი ნაკ- 

ლოვანებანი, და თვით საკითხის დასმაც არ იყო საესებით ნათელი. 

დალამბერის შრომას მოჰყვა ეილერის, ლაგრანჟისა და სხვე- 

ბის შემდგომი ცდები, მაგრამ მხოლოდ გაუსმა თავის დისერტა- 

ციაში (1799) საკითხი ბოლომდე გამოარკვია, მხოლოდ ამის შემდეგ 

წარმოიშვა. ფესვის არსებობის თეორემის ბევრი სხვა დამტკიცება; 

თვით გაუსი შემდეგში კიდევ სამჯერ დაუბრუნდა ამ თეორემას. 

13. ფესვის არსებობის საკითხთა5 ერთად მათემატიკოსების ყუ- 

რადღებას ყოველთვის იპყრობდა განტოლებათა ალგებრული ამოხს- 

„ნის საკითხი. მრავალი (ვდა მეხუთე ხარისხის განტოლებათა ალგებ- 

რული ამოხსნისათვის უშედეგოთ დამთავრდა. ·- 1770-1771 წლებში 

განთქმულმა მათემატიკოსმა ლაგრანჟმა გამოაქვეყნა დიდი შრომა 

„M6ჩ/06X1003 §VL 18 LI65010L100 მ1ღC6ხII0V6 ძია 6ძ02M1005“. 
ამ შრომაში ლაგრანჟმა ღრმა ანალიზი გაუკეთა მესამე და მე- 

ოთხე ხარისხის განტოლებათა ამოხსნის სხვადასხვა მეთოდებს, მან 

გამოარკეია, რომ ყჯელა ეს მეთოდი დაიყვანება გარკვეული დამხ- 
მარე განტოლების (რეზოლვენტის) შედგენამდე, ამასთან ამ განტო-
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ლების ფესვები წარმოადგენენ მოცემულე განტოლების ფესვების 
ფუნქციებს. თუ მოცემულია მესამე ან მეოთხე ხარისხის განტოლება, 
მაშიხ შეიძლება შევადგინოთ უფრო დაბალი ხარისხის განტოლება, 
ვიდრე მოცემული. მაგრამ იგივე მეთოდების გამოყენება მეხუთე ხა- 

ისხის განტოლებისათვის შედეგს ვერ იძლევა; ამ შემთხვევაში უფ- 
რო დაბალი ხარისხის დამხმარე განტოლების მიღება ვერ ხერხდე- 
ბა. ახლა ბუნებრივია დაისვას საკითხი: შეიძლება თუ არა საზოგა- 
დოდ მეხუთე ხარისხის ზოგადი განტოლების ამოხსნა რადიკალებში? 

1799 წელს იტალიელი მეცნიერი რუფინი"“ პირველი შეეცადა 
დაემტკიცებია, რომ მეოთხეზე მაღალი ხარისხის ზოგადი განტოლე- 
ბა არ შეიძლება ამოიხსნას რადიკალებში. მაგრამ რუფინის დამტ- 
კიცება არ იყო სავსებით მკაცრი. 1826 წელს ნორვეგიელმა მათე- 
მატიკოსმა აბელმა (M101§ L6I II „ხი1, 1802 –- 1829), რუფინი- 
საგან დამოუკიდებლად, მოგვცა ამ თეორემის მკაცრი დამტკიცება. 

რუფინი - აბელის თეორემა ამტკიცებს, რომ მეოთხეზე მაღალი 
ხარისხის ზოგადი სახის განტოლება არ შეიძლება ამოისსნას. რა– 
დიკალებში; მაგრამ ეს თეორემა არ უარყოფს ალჯებრული ამოცა- 
ნის შესაძლებლობას მაღალი ხარისხის განტოლებათა ცალკეული 
კლასებისათვის. ფართო კლასი განტოლებებისა, რომლებიც რადიკა– 

ლებში ამოიხსნებიან, აბელის მიერ იყო ნაჩვენები. 

გადასაწყვეტი დარჩა კიდევ საკითხი იმის შესახებ, თუ რა პი- 
რობებში შეიძლება კერძო სახის მოცემული განტოლების ამოხსნა 
რადიკალებში. ეს საკითხი მთლიანად ამოხსნა გამოჩენილმა მკვლე- 
ვარპა გალუამ (დაახლოებით 1830 წელს)”. ამ გამოკვლევებმა 
მოგვცა ცნება ჯგუფის შესახებ; ეს ცნება ამჟამად ფუნდამენტალურ 
როლს თამაშობს მათემატიკის ყველა დარგში. 

ალგებრის განვითარება უკანასკნელ ათწლედებში ხასიათდება, 
პირველ რიგში იმ ობიექტთა არეს გაფართოვებით, რომელთა მი- 
მართ იყენებენ ძირითად ოპერაციებს: ასეთი ობიექტები შეიძლება 
იყოს არა მარტო რიცხვები, არამედ აგრეთვე ვექტორები, მატრიცები, 
წრფივი გარდაქმნებიც. ძირითადი ოპერაციების ზოგადი თვისებე- 
ბის შესწავლა ამ გაფართოვებულ არეში, შეადგენს ეგრეთ წოდებულ 
აბსტაქტული ალგებრის საგანს. 

# IXL3010 IL სI”ნ1ი61 (1766-1822) მუშაობდა მედიცინასა და მათემატიკაში, 
1799 წელს გამოსცა სახელმძღვანელო სათაურით: „განტოლებათა ზოტადი თეორია; 

რომელშიაც მტკიცდება მეოთხეზე მაღალი ხარისხის განტოლებების ალგებრული 
ამოხსნის შეუძლებლობა“, შემდეგში რუფინიმ ამ საკითხის ირგვლივ კიდევ მთე- 
ლი რიგი შოომები გამოაქვეყნა. · 

ჯა LV2 1866 C21015, დაიბადა 1811 წელს, მოკლულ იკნა დუელის დროს. 
1832 წელს, ის იყო აქტიური რესპუბლიკანელი და ორჯერ ჩასვეს ციხეში პოლი“ 
ტიკული გამოსვლებისათვის.



თავი I 

რიცხვები და რიცხვთა არეები 

§ 1. რიცხვის ცნების განვითარება 

1. მთელი დადებითი (ნატურალური) რიცხვის ცნება დაკავშირე- 

ბულია საგნების უბრალო დათვლასთან. ამასთან, აქ საუბარია მრა–- 

ვალ ცალკეულ ერთიმეორისაგან განცალკევებულ ობიექტთა სიმ- 

რავლეზე. შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციებს აქ ნათლად გა- 

მოსახული კონკრეტული შინაარსი აქვს. იგივე შეიძლება ითქვას 

გამოკლების ოპერაციაზე, სანამ საკლები მეტია მაკლებზე. წინააღმდეგ 

შემთხვევაში გამოკლების ოპერაცია მოკლებულია შინაარსიან აზრს. 

გაყოფის ოპერაცია ყოველთვის როდია შესაძლებელი, რამდენადაც 

თვლის ყოველი („ცალკეული ობიექტი განიხილება როგორც განუ- 

ყროფელი. 
მაგრაზ უკვე კულტურის ადრინდელ საფეხურებზე წარმოიშვა 

წარმოდგენა უმარტივეს წილადებზე. ეს წარმოდგენა დაკავშირებუ- 

ლი იყო ცალკეული ობიექტის (რომელიც წინეთ თვლის ერთეულს 
წარმოადგენდა) განუყოფელობის პრინციპის უარყოფასთან. მაგრამ 

პირველ ხანებში იმ როლს, რომელსაც წინეთ ერთეული თამაშობდა, 

ასრულებს ამ ერთეულის განსაზღვრული ნაწილი. ხდება რიცხვის 

ცნებაში ასახულ მოვლენათა არეს პირველი გაფართოეება. წილადე- 

ბის შესახებ მოძღვრების შემდგომი გაფართოვება დაკავშირებულია 

გაზომვის პროცესთან. ამ პროცესს მივყევართ წილადების მიმართ 

ოპერაციების ზოგად განსაზღვრამდე, გაზოშვის მეთოდების გაღმჯო–- 

ბესებისდა მიხედვით იქმნება წარმოდგენა სიდიდის განუსაზღვრელი 

გაყოფადობის შესახებ. შემდეგ წარმოიშობა წარმოდგენა იმის შე- 

სახებ, რომ გაზომვის სიზუსტის ხარისხი განუსაზღვრელად შეიძლე- 

ბა გაუმჯობესდეს. ამას მივყევართ (ცხნებამდე უწყვეტი სიდიდისა, 

რომლის სახეს წრფეწირი წარმოადგენს უწყვეტი სიდიდის ორი 

მნიშვნელობის შეფარდება შეიძლება წარმოვიდგინოთ როგორც 

წრფის ორი მონაკვეთის შეფარდება, მაგრამ აქ წარმოიშობა არ-



__ 

სებითი დაბრკოლება: როცა მოცემულია სიგრჭის განსაზღვრული 

” 
ერთეული, მაშინ ყოველ რიცხვს, მთელს ან წილადს, <უ - სახისას, , 

სადაც » და #-- მთელი რიცხვებია, შეესაბამება წრფეზე განსაზღ- 
ვრული მონაკვეთი; მაგრამ პირიქით არაა სწორი: ორი მონაკვეთის 

შეფარდება ყოველთვის როდი შეიძლება გამოიხატოს ორი მთელი 

რიცხვის შეფარდებით. ასე, მაგალითად, კვადრატის დიაგონალის 

შეფარდება მის გვერდთან არ შეიძლება გამოისახოს არც მთელი 

რიცხვით, არც წილადით + სახისა. სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, 

თუ კვადრატის გვერდი მივიჩნიეთ სიგრძის ერთეულად, მისი დია- 
გონალი არ შეიძლება ზუსტად გამოისახოს არც მთელი რიცხვით, 

არც + წილადით, ბერძენი გეომეტრები გამოსავალს ამ წინააღმ- 

დეგობიდან ეძებენ იმაში, რომ მკვეთრ ზღვარს ავლებდნენ რიცხვსა 

და სიდიდეს შორის. ასეთი თვალსაზრისი ნიშნავდა ხელის აღებას 

უწყვეტ სიდიდეთა არითმეტიკულ შესწავლაზე; ეს თვალსაზრისი მა– 

ლე იქნა უკუგდებული მათემატიკისა და მისი გამოყენებათა განვი- 

თარების მსვლელობით. ამასთან ერთად თანდათან ჩამოყალიბდა 

მეორე გამოსავალი შექმნილი წინააღმდეგობიდან. ეს გამოსავალი 

მდგომარეობდა რიცხვის ცნების ახალ განზოგადოებაში. 'აღორძი- 

ნების ეპოქის მათემატიკოსები, ზოგი ნაკლების, ზოგი მეტის სიმტ- 

კიცით, მიდიან ამ გზით. XV საუკუნის ფრანგმა მათემატიკოსმა 

შიუკემ მკაფიოდ ჩამოაყალიბა ეს თვალსაზრისი: 

„რიცხვი, რამდენადაც ის არის ჩვენთვის სასარგებლო საშუალე– 

ბა, აიღება აქ ფართო აზრით... ყოველი რიცხვი შეიძლება განვი–- 

ხილოთ როგორც რიცხვი უწყვეტი ოდენობისა, რომელსაც სხვანა– 

ირად წრფივი რიცხვი ეწოდება", 
შემდეგში ნიუტონმა თავის შრომაში „/#MXIხსთ6L103 LI0IV6I- 

88118% ეს თვალსაზრისი გამოსთქვა შემდეგნაირად: 

„რიცხვის ქვეშ ვგულისხმობთ არა იმდენად სიმრავლეს ერთეუ- 

ლებისას, რამდენადაც აბსტრაქტულ შეფარდებას ერთი სიდიდისას 

იმავე გვარის მეორე სიდიდესთან; რომელიც მიღებულია ერთე- 

ულად“. 
ახლა, თუ არჩეულია სიგრძის ერთეული, მაშინ ყოველ მონაკვეთს 

შეესაბამება განსაზღვრული რიცხვი, რომელიც გამოსახავს ამ მო–
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ნაკვეთის შეფარდებას არჩეული ერთეულის მიმართ, თუ მონაკვეთი 

სიგრძის ერთელლის თანაზომადია, მაშინ მას შეესაბამება - სახის 

წილადი, წინააღმდეგ შემთხვევაში მონაკვეთის ზომას წარმოადგენს 

ირაციონალური რიცხვი ირაციონალური რიცხვი არითმეტიკული 

თვალსაზრისით შეიძლება დახასიათდეს სიქარბის ან ნაკლებობის 

მიხედვით აღებული მიახლოებითი მნიშვნელობის უსასრულო თან- 

მიმდევრობის საშუალებით, სხვათა შორის, ირაციონალური რიც- 

ხვის არითმეტიკული სტრუქტურის გამოაშკარავება გაცილებით 

გვიან მოხდა (XIX საუკუნის მეორე ნახევარი, ვეიერშტრასი, 

დედეკინდი, კანტორი). 

2. აქამდე ვლაპარაკობდით მხოლოდ და მხოლოდ დადებით რიც- 

ხვებზე, რაციონალურ (ე. ი. 2 სახის) და ირაციონალურ რიცხ- 

ვებზე, ახლა შევეხოთ უარყოფით რიცხვს. უარყოფითმა რიცხემა 

თავისი განვითარების ძირითადი ეტაპები ისტორიულად გაიარა 

თითქმის ერთდროულად ირაციონალურ რიცხვთა5. ჩვენ უკვე აღვ- 

ნიშნეთ, რომ ინდოელები ჯერ კიდევ VI საუკუნეში მიუახლოვდნენ . 

უარყოფითი რიცხვების კონკრეტულ განმარტებას. ამგვარი განმარ–- 

ტების ცდებს ვხვდებით · აღორძინების ეპოქის ზოგიერთ ევროპიელ 

მათემატიკოსებს შორის (შიუკე). მეორეს მხრით, ჯერ კიდევ XVI 
საუკუნეში უარყოფითი ' რიცხვები „ჩვეულებრივ მიჩნეული იყო „აბ– 

სურდულ“ და „ყალბ“ რიცხვებად,. უარყოფითი რიცხვების მიმართ 

ოპერაციების დადგენის დროს ფორმალური ხასიათის მოსაზრებით 

ხელმძღვანელობდნენ ხოლმე. ასე, მაგალითად, გამრავლების წესს 

ასაბუთებდნენ შემდეგნაირად. განიხილავდნენ თანაფარდობას 

(ი–-ს)(C–– ძპ)=ძ6–– იძძ--ხC + სძ, 

რომლის სამართლიანობაში შეიძლება ადვილად დავრწმუნდეთ, როცა 

ი>ხ, C->ძ. 

ფარულად ღებულობდნენ, რომ ამ თანაფარდობას ადგილი უნდა 

ჰქონდეს ყოველგვარი ძ, დ, C და ძ. სიდიდეებისათვის და ამგვარად 

ღებულობდნენ 

(–M)(–თ=-+Vძ.
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უარყოფითი რიცხვების კონკრეტული ახსნა-განმარტება უფრო 

ფართოდ გავრცელდა მხოლოდ XVII საუკუნეში. ჟირარის შრომაში 

ი10V6ი-)0ი 000X6116 6ი 181თ6სც", რომელიც 1629 წელს გამოქ- 
ვეყნდა, ვპოულობთ შემდეგ მითითებებს: 

„ამოხსნა მინუსის გზით აიხსნება გეომეტრიაში, თუ მივდივართ 
უკუ და დავიხევთ იქ, სადაც პლუსი მიდის წინ“. 

უარყოფითი რიცხვების ეს გეომეტრიული ახსნა-განმარტება სა- 
ბოლოოდ განმტკიცდა ანალიზური გეომეტრიის განვითარებით, 

რამდენიმე დაწვრილებით შევჩერდებით უარყოფით რიცხვებზე 

ოპერაციების კონკრეტულ შინაარსზე. თუ წრფეზე ავირჩევთ 0 სა- 

თავეს, დავადგენთ დადებით მიმართულებას და სიგრძის ერთეულს 

(ასეთს წრფეს ვუწოდოთ ღერძი), მაშინ ყოველ ნ წერტილს შეესა- 

ბამება განსაზღვრული რიცხვი, დადებითი ან უარყოფითი (# წერ- 

ტილის აბს ცისი). ასეთ შესაბამისობას შეფარდებით (დადებითი 

და უარყოფითი) რიცხვებსა და წრფის წერტილებს შორის თავისთა- 

ვად ჯერ კიდევ არ მივყევართ ამ რიცხვებზე ოპერაციების კონკრე- 

ტულ განმარტებამდე. ამისათვის საჭიროა კიდევ ერთი ნაბიჯი: შე- 

მოვიღოთ ცნება ერთი წერტილიდან მეორეში „გადა სვლისა4, თუ 

4 და 8 არის ორი ნებსითი წერტილი 0X ღერძზე, მაშინ 4-დან 

8 ში გადასვლა (აღნიშვნა 4) სავსებით შეიძლება იქნას დახასია- 
თებული შეფარდებითი რიცხეით: ამ რიცხვის აბსოლუტური სიდი- 
დე გვიჩვენებს გადაადგილების „აბსოლუტურ სიდიდეს, ხოლო ნი- 
შანი კი მის მიმართულებას, ასე, მაგალითად, ნახაზზე 6, გადასვლა 
48-ს შეესაბამება რიცხვი -L 3, გადასვლას Cი შეეფარდება რიც- 

ხვი–– 2. იმის მაგიე- 

  

ი 0ი080C # _, # რაღ, რომ ვილაპარა- 
“+ 2 ---_ X კოთ გადასვლაზე, 

შეგვეძლო გველაპარა- 
ნახ. 6, კ6ნა მონაკვეთზე, რო- 

, „_ მელსაც გარკვეული მი- 
მართულება აქვს, ანუ ვექტორზე. ამასთან მონაკვეთის დასაწყისი 

წერტილი შეიძლება მოცემულ წრფეზე ნებისმიერად ავარჩიოთ, არ- 
სებით როლს თამაშობს მხოლოდ მონაკვეთის სიგრძე და მისი მი- 
მართულება, მაგალითად, ყოველ 48 და ს” ეექტორთაგანს (იხ, 
ნახ. 6) შეესაბამება ერთიდაიგივე რიცხვი -L 3. ამგვარად, ყოველ
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რიცზვს, დადებითს თუ უარყოფითს, შეესაბამება წრფეზე განსაზღვ- 

რული გადასვლა ანუ ვექტორი, პირიქით, ყოველი გადასვლა 

«ვექტორი) შეიძლება დავახასიათოთ განსაზღვრული შეფარდებითი 

რიცხვით, 

შეფარდებითი რიცხვების შეკრების და გამოკლების ოპერაციები 

ახლა ღებულობენ მარტივ კონკრეტულ განმარტებას; ასე, მაგალი- 

თად, თანაფარდობა ( -+ 3) +–- (–- 4) == –– 1, განიმარტება შემდეგ- 

ნაირად: თუ შევასრულებთ გადასვლას სიგრძის სამს ერთეულზე 

· მარჯვნივ (0CX ღერძის დადებითი მიმართულებით), ხოლო შემდეგ 

ოთხ ერთეულზე მარცხნივ (CX ღერძის უარყოფითი მიმართულებით) 

შედეგად მივიღებთ გადაადგილებას ერთ ერთეულზე მარცხნივ. 

მეორეს მხრივ, შეფარდების ცნებას ახლა უფრო ღრმა აზრი 

უნიჭება ორი გადასვლის (ვექტორის) შეფარდება გამოხატავს არა 

მარტო მათი აბსოლუტური ზომების შეფარდებას: ის გვიჩვენებს 

აგრეთვე, იქნება ეს ვექტორები მიმართული ერთი და იმავე, თუ მო– 

პირდაპირე მხარისაკენ. ასე, მაგალითად, დავუშვათ, რომ გვაქვს 

ორი გადასვლა « და ს, რომელთაგან ერთს ახასიათებს რიცხვი -–3, 

მეორეს – რიცხვი + 6; მაშინ თანაფარდობა 

(1) ი=--ვ=-2 

ნიშნავს შემდეგს: 1) რომ ს გადასვლა აბსოლუტური სიდიდით ერთი- 

ორად მეტია ძ«-ხე, 2) რომ ორთავე გადასვლა მიმართულია მოპირ- 

დაპირე მხარისაკენ. იგივე აზრი შეიძლება გამოვთქვათ კიდევ ამგ– 

ვარად: თუ ძ გადასვლას აბსოლუტური სიდიდით გავადიდებთ ერ- 

თიორად და შევცვლით მის ·მიმართულებას მოპირდაპირე მხარისა- 

კენ, მივიღებთ ხ გადასვლას; ამასთან ერთად ბუნებრივი იქნება (1) 

თანაფარდობიდან გადავიდეთ: თანაფარდობაზე 

(2) · + 6 = (– 2):(-–– 3). 
ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში თანამამრავლებს აქვთ არაერთ- 

გვარი კონკრეტული აზრი: სამრავლს ( – 3) ახასიათებს გადასვლა 

(ი); მაშრავლს (– 2) ახასიათებს ის ოპერაცია, რომელსაც ვახ- 

დენო ამ გადასვლის მიმართ: გაჭიმულობა (ამ შემთხვევაში აბსო- 

ლუტური სიდიდის გადიდება ერთიორად) და მიმართულების შეც- 

ვლა მოპირდაპირე მხარისაკენ. ამ ოპერაციის შედეგად მივიღებთ



>> 

(ხ) გადასვლას, რომელიც შეესაბამება რიცხვს -I- 6. რამდენადაც 

მამრავლი –- 2 ამ შემთხვევაში გამოდის როგორც ოპერაციის წარ- 

მომადგენელი, მას შეიძლება ვუწოდოთ ოპერატორი. მაშინ თანა- 

ფარდობა (2) შეიძლება გამოვსახოთ შემდეგნაირად: ხ გადასვლას 

ვიღებთ მაშინ, როცა ოპერატორს – 2-ს ვიყენებთ ტი-ზე გადასვლი- 

სათვის. 

სიმბოლურად ეს შეიძლება დავწეროთ შემდეგნაირად: 

ხ==(– 2)-/. 

ახლა წარმოვიდგინოთ, რომ ხ გადასვლის მიმართ კვლავ ვახდენთ 
იმავე ტიპის ოპერაციას, მაგალითად, ოპერაციას, რომელსაც ახასი- 

ათებს რიცხვი –- 5, ამით მივიღებთ ახალ“ 2 გადასვლას, ასე რომ 

შეგვიძლია დავწეროთ 

§=C– 5)-ს. 
ცხადია, რომ თ გადასვლას ექნება იგივე მიმართულება, რაც 

აქვს თ გადასვლას, ხოლო მისი აბსოლუტური სიდიდე ერთიათად 

აღემატება ი-ს აბსოლუტურ სიდიდეს: 

2=(-–- 5),ხ=(-–- 5)+-( -–– 2).4, 

ანუ => 10-ძ, 

იმის მაგივრად, რომ ც გადასვლისადმი. გამოვიყენოთ ოპერაცია, 
რომელსაც ახასიათებს რიცხვი – 2, ხოლო შემდეგ ოპერაცია, რო- 
მელსაც ახასიათებს რიცხვი –5, საკმარისია გამოვიყენოთ ერთი 

ოპერაცია, რომელსაც ახასიათებს რიცხვი -L 10: 

(3) (–5).C- 2)=-L 10. 

ამ შემთხვევაში ორთავე თანამამრავლი და თვით ნამრავლი 

წარმოადგენენ ოპერატორებს: ტოლობიდან (3) ჩანს, რომ 

ოპერატორების -–2 და – 5-ს თანმიმდევრობით გამოყენება 
იგივეა, რაც ერთი ოპერატორის ( + 10) გამოყენება.: 

ჩვენ რამდენადმე დაწვრილებით შევჩერდებით ამ მოსაზრებებზე, 

რადგან ისინი არსებითს როლს ასრულებენ –– კომპლექსური რიცხ- 

ვების კონკრეტული განმარტების საკითხშიაც. ამ რიცხვებს ჩვენ. 

ახლა განვიხილავთ.



– 4 

§ 5. კომპლექსური რიცხვები და მათი გეოჭმეტრული 

ინტერპრეტაცია 

1. ჩვენ უკვე ვიცით, რომ მესამე ხარისხის განტოლების ალგე– 
ბრულ ამოხსნამ გვაიძულა მივსულიყავით უარყოფითი რიცხვიდან 

კვადრატული ფესვის ამოღების საკითხთან. გამოთვლებში ასეთი ფე– 

სვების შემოყვანა რომ დაიწყეს ფარულად გულისხმობდნენ, რომ 
ესენი ემორჩილებიან მოჟმედებათა ჩვეულებრივ წესებს. თანაფარ- 
დობა 

V–-ი=VნV–-I ი>9 

გვიჩვენებს რომ საკმარისია განსახილველად შემოვიღოთ რიცხვი 

V -–– 1. ეილერმა ეს რიცხვი ჯ ასოთი აღნიშნა (ლათინური სიტყვის 

108610811V8-ის პირველი ასოთი). კვადრატული ფესვის განსაზღვრის 

თანახმად ეს ნიშნავს, რომ „წარმოსახვითი“ ; რიცხვის კვადრატი 

უნდა ეტოლეზოდეს –- 1-ს: 

(4) ტ=-1, 

ვსარგებლობთ რა ამით, ადვილად შევნიშნავთ, რომ შედეგი 

ნებისმიერი გაანგარიშებისა, რომელიც მდგომარეობს ძირითად ოპე- 

რაციების გამოყენებაში ნამდვილ რიცხვებისა და წარმოსახვით ჯ 

რიცხვის მიმართ, შეიძლება დაყვანილ იქნას სახეზე 

#«-–+ს!. 

გაუსმა უწოდა ამ სახის რიცხვებს” კომპლექსური რიცხეები. 

კომპლექსურ რიცხვთა ისტორიაში შეიძლება აღნიშნულ იქნეს ორი 

ძირითადი ეტაპი, განვითარების პირველ სტადიაში მოქმედებანი 

კომპლექსურ რიცხვებზე ატარებდა ფორმალურ ხასიათს, და თვით 

ამ რიცხვებს თვლიდნენ ფიქტიურად, „წარმოსახვითად". შეორე. 

სტადია ხასიათდება კომპლექსური რიცხვების გეომეტრიული ინტერ– 

პრეტაციით; ამ საკითხისადმი მიძღვნილი პირველი შრომები გამო- 

ჩნდა XVIII საუკუნის ბოლოსა და XIX. საუკუნის დასაწყისში. 1797 

წელს ნორეეგიელ მიწათმზომელ ვესელმა (Cმმ5იმ; VV05501, 
1745-- 1818) წარადგინა დანიის აკადემიაში შრომა სათაურით 

„მიმართულების ანალიზური წარმოდგენა“. ეს შრომა დაიბეჭდა 1799 

წელს, 1896 წელს გამოჩნდა ფრანგი ავტორის არგანის (#თ?იძ)
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შრომაში „წარმოსახვით ოდენობათა წარმოდგენის ერთი ხერხი გეო- 

მეტრიულ აგებაში“. 

ეს შრომები დიდხანს დარჩა შეუმჩნევლად. შემდეგში სხვა მეც- 
ნიერებმა (M0სX6» საფრანგეთში, VაII6ს ინგლისში) მივიდნენ იმა- 

ვე აზრამდე ვესელისა და არგანის დამოუკიდებლად. მხოლოდ გაუ- 

სისა და ჰამილტონის შრომების შემდეგ ამ აზრებმა მიიღეს უფრო 
ფართო გავრცელება. ჩვენთვის არგანის შრომა წარმოადგენს განსა- 

კუთრებულ ინტერესს ჯერ კიდევ იმიტომ, რომ მასში ავტორი აყე- 

ნებს იმ მოსაზრებებს, რომლებსაც ბუნებრივად მივყევართ კომპლექ- 

სურ რიცხვების კონკრეტულ განმარტებამდე. ამ იდეებმა შემდეგში 

ღრმა განვითარება მიიღო ჰამილტონის შრომებზი. 

2. ჩვენ ზევით დავინახეთ, რომ ყოეელი ნამდვილი რიცხვი, და- 
დებითი თუ უარყოფითი, შეიძლება განვიხილოთ როგორც ოპე- 

რატორი: ამ თვალსაზრისით ტოლობა 

– ხ=(--1)-ხ 

“შეიძლება განმარტებულ იქნას შემდეგნაირად: ჩხ რიცხვს შეესაბამე- 

ბა რაიმე გადასვლა (ვექტორი) რიცხვითი C0X ღერძზე (ეექტორი 

-08, ნახ. 7); თუ ამ გადასვლას შევუცვლით მიმართულებას მოპირ- 

დაპირეზე, მაშინ მივიღებთ გადასვლას, რომელიც – ხ რიცხვს შეესა- 

ბამება (07, ნახ. 7). შეიძლება ითქვას, რომ 0# ვექტორი, რომე- 

ლიც -- ს რიცხვს შეესაბამება, მიიღება 08 ვექტორიდან 1809-ზე 

მობრუნებით. 

ამგვარად, რიცხვის –– 1-%ზე გამრავლება ტოლფასია შესაზამისი 

/ მექტორის 180?-%ზე მობრუნების. 

ახლა დავუბრუნდეთ (4) ტოლობას, 

  

C რომელსაც გადავწერთ შემდეგნაი- 
რად. · 

ბ " (5) ,„ =L=1.7. 
- | 

0 9 3 ხი X შევეცადოთ განვმარტოთ ეს 

ტოლობა, განეიხილავთ რა ყო–- 

ნახ, 7. ველ თანამამრავლთაგანს როგორც 

ოპერატორს, იმის მაგვარად 
«როგორც ჩვენ ზევით განვმარტეთ ტოლობა (3),
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ჩვენ ვამბობდით მაშინ ოპერაციების თანმიმდევრო– 

ბითი გმოყენებაზე, რომელნიც შეესაბამება თითოეულ თანა- 

მამრავლთაგანს. მაგრამ (5) ტოლობის მარჯვენა ნაწილში ჩვენ გვაქვს 

ორი ერთნაირი თანამამრავლი: ამიტომ აქ მოგვიხდება ლაპარა–- 

კი ერთი და იმავე ? ოპერატორის ორკეცად გამო- 

ყენების შესახებ. 
ტოლობა (5) გამოხატავს, რომ ამ ოპერატორის ორკე- 

ცად გამოყენება ტოლფასია –-1 ოპერატორის; სხვა- 

ნაირად რომ ვთქვათ, ? ოპერატორის ორკეცად გა- . 

მოყენება ნიშნავს 180”-ზე გაბრუნებას. 

მაგრამ მაშინ ბუნებრივია მივიღოთ, რომ ოპერატორი ? ნიშნავს. 

90“-ზე მობრუნებას. ამასთან ერთად დავუშვებთ, რომ მობრუნება 

ხდება დადებითი მიმართულებით (საათის ისრის საწინააღმდეგოდ). 

ამრიგად, ჩეენ მივდივართ შემდეგ დასკვნამდე: ჯ რიცხვი შეიძ- 

ლება განვიხილოთ როგორც 90?-ზე მობრუნების 

ოპერატორი. მე-(5) ტოლობა ღებულობს ახლა ნათელ, კონკრე- 

ტულ აზრს: ის გამოხატავს იმას, რომ თანმიმდევრობით შესრულე- 

ბული ორი მობრუნება 909-ზე (დადებითი მიმართულებით) ტოლფა- 

სია 180%ზე ერთი მობრუნებისა (იმავე მიმართულებით). 

აქამდე ჩვენ ვიხილავდით ვექტორებს, რომლებიც გარკვეულ ღერძ- 
ზე მდებარეობდნენ. მაგრამ, გამოვიყენებთ რა ? ოპერაციას ერთე- 

ულის მქონე სიგრძის 0 ეექტორზე (ნახ. 7), მივიღებთ C0X ვექ-. 

ტორს, რომელიც ჩვენი ღერძის მართობია. სქემატურად 

C6M=1. 0L. 
თანახმად ზემოთქმულისა, 60L% ვექტორს შეესაბამება რიცხვი -L1.. 

0 ეექტორს, რომელიც მივიღეთ 06#-დან ჯ ოპერატორის გამოყენე-. 

ბით, უნდა შეესაბამებოდეს რიცხვი . 

1=1-1. 

მარჯვენა ნაწილში სამრავლი -L 1 ახასიათებს 08 ვექტორს,. 
1 მამრავლი ახასიათებს ოპერატორს |შეად. ზემო ტოლობა (2)1. 

ამ ოპერაციის შედეგად ვღებულობთ 6 ვექტორს, რომელსაც 1ჯ 

რიცხვი შეესაბამება. ამრიგად, რიცხვი ; შეესაბამება 0# 

ვექტორს, რომელიც მიიღება 0ჩნ-დან 90%-ზე დადე– 

ბითი მიმართულებით მობრუნებით.
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_ ის გარემოება, რომ 0#ს ვექტორის სიგრძე ერთეულის ტოლია, 

არსებით როლს არ თამაშობს, ჩვენ შეგვეძლო ნებისმიერი (08 ვეჭ- 
ტორის აღება C0X ღერძზე. ამ ვექტორს შეესაბამება რაიმე ნამდვი- 

ლი რიცხვი: ეთქვათ ეს არის რიცხვი ჩ>90. 08 ვექტორის დადები- 

თი მიმართულებით 90“-ხე მობრუნებით, მივიღებთ 0C ვექტორს, 

"რომელსაც შეესაბამება რიცხვი ჯ-V. 
იგივე ვექტორი შეგვიძლია მივიღოთ, თუ ?; რიცხვის გამომსახ- 

,„ „ჭელ ვექტორზე გამოვიყენებთ ჩნ ჯერ გაჭიმვის” ოპერაციას 

1-ხ=»ხ:1. 

ამ მოსაზრებებს მივყევართ იმისაკენ, რომ 0X# ღერძთან ერთად 

შემოღებული იქნეს განსახილველად 0)» ღერძი. მაშინ ერთეულ 0# 

ვექტორს შეესაბამება 0X ღერძზე (ნახ, 8) რიცხვი + 1, ერთეულ 
0X ვექტორს 0X ღერძზე -– რიც- 

ხვი 1 09 ვექტორს, რომელიც 

მიიღება C7C-დან ჯ ოპერაციის გა- 
მოყენებით, შეესაბამება რიცხვი 

– 1=;1 7; დაბოლოს CL ვექტორს 

შეესაბამება რიცხვი –– 1, საზოგა- 

დოდ ყოველ ვექტორს, რომელიც 
C0X ღერძზე ძევს (ან პარალელურ 

ღერძზე), შეესაბამება ნამდვილი 

' რიცხვი; ყოველ ვექტორს, რომე- 
ლიც 0)» ღერძზე ძევს (ან პარა- 

ლელურ ღერძზე) შეესაბამება #; სახის რიცხვი. ასე, მაგალითად, 

თითოეულს 0»# და 4C ვექტორთაგანს რიცხვი –C 2; ეს ვექტორები 

"ურთიერთ ტოლია. ორ ვექტორს ვთვლით ურთიერთ ტოლად, თუ 

ისინი: ძ) ძევს ერთ წრფეზე ან პარალელურ წრფეზე, #) აბსოლუტური 
სიდიდით ტოლნი არიან, 2), ერთი და იმავე მხრისაკენ არიან 
მიმართული. | 

ავიღოთ ახლა ნებისმიერი ეექტორი 48, რომელიც XC» სიბრ- 

“ტყეზე ძევს. ეს ვექტორი შეიძლება დაიშალოს ორ მდგენელად, რო- 

  

ნახ, 8. 

“ ან კუმშვა, როცა ხ <1.
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მელნიც 0+X და 07 ღერძების პარალელური არიან შესაბამისად 

48=4C+ 4#ჩ. 

4C ვექტორს შეესაბამება წინანდელივით რაიმე ნამდვილი რიც- 

ნვი ი; 40 ვექტორს შეესაბამება #; სახის რიცხვი. ბუნებრივია მი- 

ვიღოთ, რომ 48 ვექ ტორს, რომელიც 4Cდა 4M ვექტორების შეკ- 

რებით მიიღება (ვექტორების შეკრება წარმოებს პარალელოგრამის 

წესით, როგორც ძალების ან სიჩქარეების შეკრება ფიზიკაში), შე- 

ესაბაზება რიცხვი თ–+- ს. ვექტორთა ჯამს აქვს გადანაცვლა- 

დობის (კომუტატივობის) თვისება. ამის მიხედვით 

ი–+M=ხ; LV. 

შევნიშნავთ, რომ ძი (+, რიცხვის „ნამდვილი ნაწილი“) და 

ხს (კოეფიციენტი (სთან) წარმოადგენენ 48 ვექტორის გეგმილებს 

შესაბამისად CI X და C0X7 ღერძებზე. 

ამრიგად, ყოველ ვექტორს XC0X სიბრტყეზე შეესაბამება გარკვე” 

«ული კომპლექსური რიცხვი. 

დავუშვათ, რომ "48 ვექტორს შეესაბამება რიცხვი ი + ს), ხო- 

· ლო 4,8, ვექტორს -– რიცხვი C+- ძი თუ 48 და 4,8, ვექტორები 
ურთიერთ ტოლია, . მაშინ ტოლი იქნება მათი გეგმილებიც C0X 

და 0L ღერძებზე: : 

მხოლოდ და მხოლოდ ამ შემთხვევაში ჩვენ ჩავთვლით კომპლექსურ 

რიცხვებს «+ ს, და C+ძ; ურთიერთ ტოლად: 

· ი“+ხ:=6-+V. 

კერძოდ, = 

ი+ხ=-0 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ძი=90, ხ = 0. 

თუ მოცემულია კომპლექსური რიცხვი «-+-LM, მაშინ „ადვი- 

ლად შეიძლება ამ რიცხვის შესაბამისი ვექტორის აგება. ამასთან 

ვექტორის საწყისი წერტილის არჩევა ნებისმიერად შეიძლება, 
ჩვეულებრივად საწყის წერტილად "ირჩევენ კოორდინატთა
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0-სათავეს. პირველად ავაგებთ 0Lს ვექტორს, რომელსაც შეე- 

საბამება ნამდვილი რიცხვი იძ, შემდეგ XM ვექტორს, რომელსაც: 

შეესაბამება რიცხვი #; (VI ვექტორის სიგრძე | სI-ს ტოლია; ნახ, 9), 

„ წინანდებურად, 0M ვექტორს შე- 
ესაბამება რიცხვი ი -L 2. 

M წერტილს (0M ვექტორის. 
ბოლოს) აქვს, ცხადია, თ და 9 კო- 

ორდინატები ამრიგაღდ რომ 

მივიღოთ #-+Vს რიცხვის 

შესაბამისი ვექტორი, სა- 

კმარისია ავაგოთ M წერ- _ 

ტილი, კოორდინატები?” 

და ხ და გავიყვანოთ ვექ- 
ტორი, რომელიც აერთებს 

კოორდინატთა 0 საწყისს ამ წერტილთან. ზოგჯერ 

თვით M წერტილს თ-+ხ; რიცხვის აფიქსს უწოდებენ. სიბრტყეზე. 

მდებარე ნებისმიერი # წერტილი შეიძლება დახასიათებულ იქნას 

შესაბამისი «-L#; რიცხვით. ეს კომპლექსური რიცხკი სიბრტყეზე. 

მდებარე წერტილის მიმართ იმავე როლს ასრულებს, რომელსაც 

აბსცისი ასრულებს 0X ღერძხე მდებარე წერტილის მიმართ. ნახ.9 ზე” 

# წერტილი შეესაბამება –-– 1 –-; რიცხვს. 0 წერტილი შეესაბამე– 
ბა-– 1-2; რიცხვს. 

თუ §=0, მივიღებთ ნამდვილ რიცხვს 

ძი=ძი+-0;; 

მისი შესაბამისი წერტილი (XX ღერძზე ძევს, 

3, ძ=ძი -+ 1ხ რიცხვის შესაბამისი # წერტილის მდებარეობა შე- 

იძლება სავსებით დახასიათდეს შემდეგი ორი სიდიდით (M#M წერტი- 

ლის პოლარი კოორდინატები): ·1) დ კუთხით, რომელიც მდებარე- 

ობს 0X ღერძსა და CM ვექტორს შორის; 2) CM რადიუს-ვექტო- 
რის ი სიგრძით. 

M წერტილის დეკარტის კოორდინატები შებმულნი არიან ამავე, 

წერტილის პოლარ კოორდინატებთან შემდეგი თანაფარდობებით:   

ნახ, 9, 

(6) ძ=იტ03Cდ; ხლი310Cღ.
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01! სხივზე ავიღოთ Mე წერტილი, რომლის მანძილი 0 სათა- 

ვიდან ერთეულის ტოლია. Mე წერტილის შესაბამისი კომპლექსური 

რიცხვი აღვნიშნოთ . 
თა==ძ ხI! 

სიმბოლოთი, ა (+ M 

ვიზაიდან CM; მონაკვეთის სიგრძე ერთეულის ტოლია, ამიტომ 

გვაქვს (ნახ, 10): 

(64) ძა==0098C, ხე == 51ი C. 
მაშასადამე, 

თე == 69 –L ხIა==009 დ -1-1510 დ. 

CMა გექ1ტორიდან, რომ მივიღოთ 0M ვექტორი, საკმარისია CM) 
ვექტორის სიგრძე შევ– » 

ცვალოთ ფარდობით: 

1 : 0; სხვანაირად რომ 

ვთქვათ CM ვექტორის M 
სიგრძე, რომ მივიღოთ M 

    
საკმარისია CMე ვექ- I ' 

ტორხე გამოვიყენოთ ა ) 

გაჭიმვის(თუ ი>1) წ =C 1 L · 

ან კუმშვის (როცა 0 –რთ-- 2     

ი <1) ოპერაცია, ამი- 

ტომ 0M# ვექტორის - 
შესაბამისი « რიცხვი _ 

შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც შედეგი CM) ვექტორის შესაბა– 

მისი თე რიცხეზე ი ოპერატორის გამოყენებისა: 

: ი«=0თრა, 

ი-L M=0(ი, + ხემ. 
მივიღებთ რა მხედველობაში (6-) ტთლობებს, უკანასკნელ თანა- 

ფარდობას შემდეგი სახით გადავწერთ: 

ნახ. 10. 

ანუ 

თ-L ნ(=6(008C -L 1810 «). 

აქ მარჯვენა ნაწილი წარმოადგენს კომპლექსური რიცხვის ნორ- 

მალურ ტრიგონომეტრიულ სახეს. თ კუთხეს ეწოდება 

4. უმაღლესი ალგებრა
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არგუმენტი (ან ფაზა, ან ამპლიტუდა), ი რიცხვს (რადიუს- 

ვექტორის სიგრძეს)-–კომპლექსური რიცხვის მოდული. ი-+ხ; რიც- 
ხვის მოდული აღინიშნება | ი +- (| სიმბოლოთი; თუ რიცხვი ნული- 

საგან განსხვავებულია, ე. ი. M წერტილი არ ემთხვევა 0-ს, მაშინ 

მოდული წარმოადგენს არსებითად დადებით რიცხვს: 

ი=I4--M|=V ი" 2 ს). 
თუ ხ=90, მაშინ ჩვენ საქმე გვაქვს ნამდვილ იძ + 0/1=ძ რიცხე. 

თან; ამ შემთხვევაში : 

0=Vი? =|9I, 
ე. ი. ნამდვილი რიცხვის მოდული მისი აბსოლუტუ- 

რი სიდიდეა, 
დ კუთხის განსაზღვრისათვის შეიძლება ვისარგებლოთ მე-(6) თანა- 

ფარდობებით ერთერთით ან თანაფარდობით: ა 

/M%=-> 

ამასთან უნდა ვიქონიოთ მხედველობაში, რომ ერთი ტრიგონომე- 

ტრიული ფუნქციითაგანის მნიშვნელობით კუთხე არა საესებით 

განისაზღვრება: ასე, მაგალითად, თუ კუთხეს ანგარიშობენ ტანგენ- 

სით, აუცილებელია სინუსის ან კოსინუსის ნიშნის მიღება მხედვე- 
ლოზაში. ნულისაგან განსხვავებული ნებისმიერი კომპლექსური რიც- 

ხვისათვის დ არგუმენტი, საზოგადოდ რომ ვთქვათ, მოიძებნება სი- 

ზუსტით 2»X-ს ჯერადად; თუ თ -- M=0, მაშინ ის ნებისმიერი რჩება. 
თუ მოცემულია ი -+- ს; რიცხვი და საჭიროა მისი დაყვანა ნორ- 

მალურ ტრიგონომეტრიულ სახეზე, პირველად ყოვ ლისა აუ- 

ცილებელია წარმოვიდგინოთ ჩვენთვის M(0, ს) წერ- 

ტილი და მისი რადიუს-ვექტორი; არგუმენტის გამორკვე- 

ვის დროს ეს დაგვეხმარება შეცთომის თავიდან აცილებაში, ხოლო” 

ზოგიერთ შემთხვევაში უცბად მოგვცემს კითხვაზე პასუხს. ყოველ 

ნამდვილ ძი რიცხვისათვის (უმარტივესი) არგუმენტი ნულის ტოლია 

(როდესაც, თ>0) ან X-ს (როდესაც ძ<90); ხ; სახის რიცხვისათვის ის 

ტოლია --ს (როდესაც ხ>9) ან –- (როდესაც ხ<9).
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4. რიცხვი 1-ს შესაბამისი CL ვექტორი (ნახ, 8) ჰქმნის 0CX ღერძთან კუთხეს 
ნულის ტოლს (ან 2X/, სადაც # მთელი რიცხვია); მოდული ი =1: 

(7) =0C0050+75100, 
ან 

1 = ძ00§ 2 + 1510 2 XV, 
რ 

სადაც # ნებსითი მთელი რიცხვია; – 1 რიცხვის შესაბამისი ვექტორი 0M ჰქმნის 

0X ღერძთან #-ს ტოლ კუთხეს (66 +277); მოდული +1-ს ტოლია: 
–- 1=605% + ? 310 X = C05 (2# + 1) + 7 51ი(2# + 1)X, 

2, დასაყვანია ნორმალურ ტრიგონომეტრიულ სახეზე რიცხვი –-1 + #, შე- 

· => - 3X 
საბამისი CMV ვექტორი (ნახ. 9) ჰქმნის CIXX ღერძთან -კ„– კუთხეს, ასე რომ 

_– 3ჯX 3Xჯ 
–1+7=V 2 («ა”,-+/9ძი +). 

3. დასაყვანია ნორმალურ ტრიგონომეტრიულ სახეზე რიცხვი –– 1+7/ M3. 

ამ შემთხვევაში 0 =2, 

ლ05 6 = – –ე”; 

! ' · 25 _4> 
კოსინუსის ეს მნიშვნელობა შეიძლება შეეყაბამებოდეს დ = -ვ“ ან –ვ-. ცხადია, 

რომ – 1 + 71” 3 · რიცხვის შესაბამისი ვექტორი ძევს მეორე მეოთხედში, ასე რომ 

| · – 2% 
–1 +(V 8=2(ი“- + ჯ8ი 2). 

4. დასაყვანია ნორმალურ სახეხე რიცხვი 1 + C05თ +150 დ, პირველად 

„ყოვლისა შევნიშნოთ, რომ 

-(9) 1-LC05 X + 1 §I8 « = 2 C05 “– +L(+5- + 150 --) 

ახლა შეიძლება "ორი შემთხვევა წარმოგვიდგეს: 

1) თუ =95-3-> 0, მაშინ (თ) გამოსახულების მარჯვენა ნაწილი გვაძლევს სა–- 

ძიებელ ტრიგონომეტრიულ ფორმას, ასე რომ 

თ თ 
ი=2008 –-3, დ=-–2- 

-2) თუ C05-უ– > –0, მაშინ ჩვენ გადავწერთ (თ) გამოსახვას ასე: 

· თ თ 
1 + C05თ + 75)0% = –- 20605 5 (იი(-2- +5)+ ი(-- +% »,



ამ შემთხვევაში 

' %« 
– (205 – =>9, 

ასე რომ შეიძლება ვიგულისხმოთ 
Cთ % 

ი=–-2005-2, 9«=-2 + +. 

სავარჯიშოები. · 

1, წარმოადზინეთ ნორმალურ ტრიგონომეტრიულ ფორმით შემდეგი რიც- 
ხეები: 

ი) –7, შ) –2, –300-–-1-71-7ძ1-7/V3, 1-7V3.. 

2. დაიყვანეთ ნორმალურ ტრიგონომეტრიულ სახეზე ცხრილების საშუალებით: 

2+3), – 124+ 5,, –2-- 7, 4-– 3ჯ. 

3, წარმოადგინეთ ნორმალურ ტრიგონომეტრიული ფორმით რიტხვი 

1-0? + 27, 

სადაც ი=/წთ. 

- 
§ ვ. მოძმედებანი კომპლექსურ რიცსვებ%ზე 

1. კომპლექსურ რიცხვების შეკრების ერთ კერძო შემთხვევასთან 

ჩვენ უკვე გვქონდა საქმე: ჩვენ მხედველობაში გვაქვს ის შემთხვევა, 
როდესაც ნამდვილ ძ« რიცხვს ვკრებთ ხ; სახის რიცხვთან. ამ კერძო 

შემთხვევაში, ჩვენ დავამყა–- 

რეთ, რომ #- ხ; ჯამის შე- 

საბამისი ვექტორი, იმ ვექტო- 

რების ჯამის ტოლია, რო- 

მელნიც (ცალკე შესაკრებებს 

“ შეესაბამება. 

ახლა ჩვენ ვისარგებლოთ 

იმავე პრინციპით, რომ ზო- 

გადად დავამკროთ ორი 

კომპლექსური რიცხვის ჯა- 
ნახ, 11. მის განსაზღვრა. 

ვთქვათ მოცემულია ორი კომპლექსური რიცხვი: 

თ= 2 -–+ს/, ზ=6–+V, 

ავაგოთ ამ რიცხვების შესაბამისი 04 და 08 ეექტორები (ნახ. 11),  
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თანახმად წინანდელისა „4 წერტილს აქვს კოორდინატები ძ და წხ, 

8 წერტილს – კოორდინატები «C და ძ,. ავაგოთ ახლა 04 და 0L 

ვექტორების ჯამი. 

'0§=04-+- CL. 

§ წერტილის კოორდინატები იქნება ი + 2 და ს + ძ. ამრიგად, 

05 ვექტორს შეესაბამება კომპლექსური რიცხვი («-I- 0 + (ს, -+- I. 
ამის გამო ჩვენ ვღებულობთ, როგორც განსაზღერას, 

() თ+ზ8=(6+0+(06+ძ). 
რომ შევკრიბოთ ორი კომპლექსური რიცხვი, 

საკმარისია ცალკე შევკრიბოთ მათი ნამდვილი ნა–- 

წილები და კოეფიციენტები ჯ;-სთან. 

(8) თანაფარდობიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ კომპ- 

ლექსური რიცხვების შეკრებას აქვს გადანაცვლადობის (კომუ– 

ტატივობის) თვისება: 

თ+ჩზ=8-თ, 

ანალოგიურად წარმოებს რამდენიმე კომპლექსური რიცხვის შეკრე- 

ბა, ნახ. 12-ზე გამოსახულია სამი თ, 8, « 
შესაკრების შემთხვევა; შესაბამისი ვექ- V ი 

ტორები იქნება: 07, 4C. 65. ჯამის 

შესაბამისი ეექტორი წარმოადგენს 0 4C#ი 

ტეხილი წირის შემკვრელს. არაა ძნელი 

დარწმუნება შემდეგი თანაფარდობის 

ჭეშმარიტებაში: 

%+-(+V)=(%/+ 8) +”, 
რომელიც გამოხატავს კომპლექსურ რიც- 
ხვთთ შეკრებს ჯუფთებადობის ნახ. 12. 
(ასოციატივობის) თვისებას. 

გამოკლება წარმოადგენს შეკრების შებრუნებულ ოპერაციას; 
სხვა სიტყვებით რომ ეთქვათ, სხვაობა თ––8 განისაზღვრება ტოლობით: 

C-8)+8=V.  
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თუ თ=6ი-+M, 8 =6+ძ/, მაშინ, ცხადია 

თ–- პმ=(«–-ო0 +(ხ – თ". 

თუ თ=ი-Lსხ! რიცხვს ეთანადება 0.4 ვექტორი (ნახ. 11), 8=6 + 

-Cძ; რიცხვს – 08 ვექტორი, მაშინ 

04=08-+ 84, 84=04 –- 08, 

ე. ი. 84 ვექტორი შეესაბამება «–-8 სხვაობას. ამრიგად, ჩვენ 

ვღებულობთ შემდეგ შედეგს: 
ორი კომპლეჭსური რიცხვის სხვაობის შესაბამისი ვექტორის მი- 

საღებად საკმარისია მაკლების შესაბამისი ((28) ვექტორის ბოლო 

შევუერთოთ ხაკლების შესაბამის (02) ვექტორის ბოლოს. 

ამასთან არსებითია, რომ 04 და 08 ვექტორებს · აქვთ საერთო 

ბოლო. 

2. ახლა ჩეენ დავადგენთ კომპლექსური რიცხვების ჯამისა და 

სხვაობის მოდულებისათვის მეტად საგულისხმო უტოლობებს, –– 

განვიხილავთ რა 045 სამკუთხედს (ნახ. 11) ვამჩნევთ, რომ მისი 

04, 45, 05 გვერდების სიგრძეები წარმოადგენენ შესაბამისად თ, 

ზ, «--+ ზ რიცხვების მოდულებს: 

სიგრძე 0//=|Iთ |; სიგრძე 45=>|8I: სიგრძე C5=>=!IC –- 8. 

ამ სამკუთხედის მიმართ გამოვიყენოთ თეორემა: სამკუთხედის 

ერთი გვერდის სიგრძე დანარჩენი ორი გვერდის სიგრძეთა ჯამზე 

ნაკლებია, ხოლო მათი სხვაობაზე მეტია; თავისთავად იგულისხმე- 

ბა, რომ სამკუთხედის ორი გვერდის სიგრძეთა სხვაობა უნდა იქნეს 

აღებული აბსოლუტური სიდიდით. 

ჩვენ შეგვიძლია ამ თეორემის ჩაწერა შემდეგი სახის უტოლობებით: 

| სიგრ. 04 -– სიგრ. „45 | < სიგრ, 05<სიგრ. 0-4+სიგრ. 245, 

ანუ II#I–I8|)<|თ+8| <.|+IჩზI. 
ეს მსჯელობა კარგავს აზრს, თუ თ და 8 რიცხვების შესაბამისი 

04 და 45 ეექტორები ერთ წრფეზე მდებარეობენ. ჯერ დავუშვათ, 

რომ 04 და 245 ვექტორები ერთ წრფეზე მდებარეობენ და აქვთ 

ერთნაირი გეზი (ნახ. 13); ამ შემთხვევაში 

სიგრ. C-4 + სიგრ. 45= სიგრ. (25,
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მაშასადამე, 

I+ 8)=–|თI+IზI. 

თუ 04 და 243 ვექტორებს აქვთ ურთიერთ მოპირდაპირე გეზი 
(ნახ, 13), მაშინ თ +– 3 ჯამის მოდული |თ-+ 8) შესაკრებთა მოდუ- 
ლების სხვაობის ტოლია, მასთან თვით ეს 
სხვაობა უნდა იქნეს აღებული აბსოლუტური 5 ი 
სიდიდით: / / 

; 73 

/ 
I'+8|=I|«I–IჩII. / 

ამ შემთხვევაში, ცხადია, / 
/ 

(«+ 8) <|თ|I +Iჩ!. /) 

ამრიგად, მექტორების ნებისმიერი დალა- ნახ, 13. 

გებისათვის შეგვიძლია დავწეროთ: 

(9) | |თ'–|8||ლ)თ+ჩ)ლ|)თI+|8. 
მე-(9) თანაფარდობათა შესახებ უნდა შევნიშნო» შემდეგი: უტო- 

ლობა - 

|თ+-8!<IთI+I8! 
გამოსახავ, რომ ჯგამის მოდული არ აღემატებ შესაკრებთა , 

მოდულების ჯამს. ადვილად დავინახავთ, რომ ეს დებულება ძალა- 

ში რჩება შესაკრებების ნებისმიერ რაოდენობის შემთხვევაშიაც: 

IC +თ+..-ითა | ==|Cთ,| - | თ | + ...+ თა. 

ნახ, 1> აშუქებს ამ თანაფარდობას სამი შესაკრების შემთხვევი- 

სათვის, 

განვიხილოთ ახლა 0.48 სამკუთხედი (ნახ, 11); ამ სამკუთხედში 

სიგრ. 0.4=|თ), სიგრ. 08=)8, სიგრ. 84=|თ–8!. 

ვისარგებლებთ რა იმავე თეორემით ამ 'ამკეთხედის მიმართ, 
შეგვიძლია ჩავწეროთ: 

| სიგრ. 0+# -– სიგრ. 07 | < სიგრ. 84 < სიგრ. 0-1 -+L სიგრ. 07, 

ან 

IL თ –Iზ)<თ–-ჩ<)I+18'.
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ის შემთხვევა, როდესაც 04 და. 68 ვექტორები ერთ წრფეზე 

მდებარეობენ, უნდა განვიხილოთ (კალკე,; იმის მსგავსად, როგორც 

ჩვენ მოვიქეცით ჯამის მოდულის განხილვისას. ამგვარად, ჩეენ მი- 

ვალთ შემდეგ თანაფარდობებამდე, რომელნიც სამართლიანია ვექ- 

ტორების ნებისმიერი დალაგებისათვის: 

(90) III –8) ლ|Iი– 8)ლ=.IთI+I8I. 

3. ჩვენ დავინახეთ, რომ ჯ რიცხვი შეიძლება განხილულ იქნას 

როგორც 90“-ზე მობრუნების ოპერატორი. ვთქვათ ახლა, თ ნებსითი 

კომპლექსური რიცხვია. შეიძლება თუ არა მისი განხილვა როგორც 

ოპერატორის? რომელი ოპერაცია ივგნება მისი შესაბამისი? რომ პასუხი 

გავცეთ ამ კითხვას, თ რიცხვი დავიყვანოთ ნორმალურ ტრიგონო- 

მეტრიულ სახეზე: 

თ==0ი(005Cდ –+-151ი5). 

ვთქვათ 04 (ნახ, 14) არის თ რიცხვის შესაბამისი ვექტორი. 

-- შევადაროთ ეს ვეჭტორი ი0ს ვექტორის 

შესაბამის -+-1 რიცხვს. თო 0L ვექ- 

ტორს მოვაბრუნებთ დ კუთხით, მივი- 

ღებთ 0#, ვექტორს, რომელსაც აქვს 
04 ეექტორის გეზი. ახლა უნდა შევც- 

ვალოთ 0X, ვექტორის სიგრძე 1:ი შე- 

ფარდებით, სხვანაირად რომ ვთქვათ, ის” 

უნდა გავჭიმოთ ი-ჯერ”, რომ მივი- 

  

ღოთ 04 ვექტორი. ამრიგად ტოლობა 

თ=0(იი3დ –+-7510 დ)·((+(- 1) 

ნიშნავს, რომ თ რიცხვის შესაბამისი 0.7 ვექტორი მიიღება 0# 

(+ 1-ის შესაბამის) ვექტორიდან შემდეგი ორი ოპერაციის გამო- 

ყენებით: 

11დ კუთხეზე მობრ უ ნებით (ამას ვაღწევთ 6085 -L 1810 დ-–ზე 

გამრავლებით); · 

ნახ. 14, 

“ თუ ი<1, ზვექნება შეკუმშვა. შემდეგში ჩვენ ვისარგებლებთ ტერ– 
მიწით „გაჭიშვა%, გეექნება რა მხედველობაში ორივე შემთხვევა,
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2) გაჭიმვით 1:ი შეფარდებით (ან შეკუმშვით, თუ 0<1). 
სხეა სიტყვებით, თ რიცხვი შეიძლება განვიხილოთ როგორც დ 

კუთზეზე მობრუნების ოპერატორი მიმდევგნო გაჭიმვით 0-ჯგერ. თა–- 
ვისთავად მამრავლი 00386 ++131ი დ არის დ კუთხეზე მობრუნების 

ოპერატორი. =-- შემთხვევაში ვღებულობთ ? რიცხეს, ე. ი. 

90--ზე მობრუნების ოპერატორს, 
ვთქვათ ახლა, მოცემულია ორი კომპლექსური რიცხვი: 

თ=0ნ0(ლ08დ -+15Iს <), ზ=7# (20980 –+=15I00). 

ჩვენ შეგვიძლია თითოეული ამ რიცხვთაგანის როგორც ოპერა- 
ტორის განხილვა: თ.8 ნამრავლის ქვეშ ჩვენ გვესმის ოპერატორი, 
რომელიც თანმიმდევრობით გამოყენებულ 8 და თ ოპერატორების 
ტოლფასია,ა რომელიმე ვექტორის მიმართ 8 ოპერატორის გამო- 
ყენების დროს, ჩვენ ვახდენთ მ კუთხით მობრუნებას და ჯ-ჯერ გა- 

ქიმვას,; გამოვიყენებთ რა შემდეგ « ოპერატორს, შევასრულებთ 

მობრუნებას კიდევ დ კუთხით და გაკიმვას ი-ჯერ; შედეგად ვღებუ- 
ლობთ მობრუნებას დ ++ მ კუთხით და გაჭიმვას 0/-ჯერ. ამრიგად, 

  

(19) თ · 8=ი7# (C05 (<5 –L 0) –– 751ი (დ -–L 0)). 

მაშასადამე, თ.8 ნამრავლი წარმოადგენს კომპლექსურ რიცხვს, 

რომლის ზოდული ეტოლება მამრავლთა მოდულების ნამრავლს, 

არგუმენტი კი – მამრავლთა არგუმენტების «ამს. 

თუ გვაქვს # მამრავლი თ,, თ,, ·.., თ„, მაშინ აღვნიშნავთ რა ი; და 

დ,-თი შესაბამისად თ, რიცხვის მოდულსა და არგუმენტს, გვექნება: 

-თგ+%ე «+. თ„=0)მე +. 0» (C05 (თ, ++ დ; +- ...-+- 6.) + 
+151) (დ, -L C, + ·.. -L «#))- 

შენიშვნები 1. წინანდელ მსჯელობას საფუძვლად უდევს 
შემდეგი ფაქტი: თუ განიხილება ოპერაციათა სისტემა, მასთან თი- 

თოეული დაიყვანება გაჭიმვაზე და მობრუნებაზე, მაშინ ამ სისტე-' 
მის ორი ოპერაციის თანმიმდევრობითი შესრულება ყოველთვის 

შეიძლება შევცვალოთ ამავე სისტემის ერთი ოპერაციით, ამიტომ 

ამბობენ, რომ ჩვენ მიერ განხილული ოპერაციათა სისტემა ჰქმნის 

ოპერაციათა ჯგუფს. ჯგუფის ცნების ზუსტი განმარტება მოცემუ-
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ლი იქნება ქვევით; ის შეიცავს კიდევ დამატებითი მოთხოვნილე- 
ბებს, რომელნიც სრულდება აგრეთვე მოცემულ შემთხვევაშიაც, 

2. თანაფარდობა (10) შეიძლება კიდევ შემდეგნაირად იქნეს 

გაშუქებული: ვთქვათ, 07» (ნახ. 15) არის 

კომპლექსური 8 რიცხვის შესაბამისი ვექ- 

ტორი; გამოვიყენოთ შის. მიმართ « ოპე- 
რაცია, ე, ი. დ კუთხეზე მობრუნება და 

ი-ჯერ გაჭიშეა; ეს მოგვცემს ახალ 0 

ვექტორს, რომელსაც შეესაბამება რიც- 
X ხვი თ8. 

0 8. ჩვენ დავადგინეთ, რომ ნამრაე- 

ნახ. 15. ლის მოდული ეტოლება მამრა- 

ვლთა მოდულების ნამრავლს. 

ამ თვისების ჩაწერა შეიძლება შემდეგნაირად: 

0ს Iთ-81==|CI:18I. 
თუ თანაფარდობაში (10) თ და 8 მამრავლებს "ადგილებს შევუ(- 

ვლით, მაშინ შედეგი არ შეიცვლება, რადგანაც 

ი07=/6 და დ-Lჩ=0 -LCდ; 
მაშასადამე, კომპლექსურ რიცხვთა ნამრავლს აქვს გადანაცვლე- 

ბითი (კომუტატივობითი) თვისება: 

(12) თ3=20თ, 

ნ 

  

შემდგომ ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ადგილი აქვს აგრეთვე 
ჯგუფთებადობითი (სოციატივობითი) თვისებას: 

(13)“ თ(8X) =(თ8)V: . 
გამრავლების განრიგადობითი (დისტრიბუტივობითი) თვისება 

შეკრების მიმართ გამოიხატება ტოლობით: 

(14) თ(8 –+- 7) == თჩ -L თყ- 

ამ თანაფარდობის შინაარსი , შეგვიძლია გავხსნათ შემდეგნაირად: 

წარმოვიდგინოთ, რომ 0#8 და 0C არიან ზ და7 რიცხვების შესა- 

ბამისი ვექტორები. ვთქვათ,. ვექტორი 08= 68-L 0C შეესაბამება 

ზ -L 7 რიცხვს,
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მამრავლი თ განვიხილოთ როგორც გაჭიმვისა და მობრუნების. 
ოპერატორი, მაშინ თანაფარდობა (14) გამოხატავს შემდეგს: იმის 

მაგიკრად, რომ 8 -L+7 რიცხვის შესაბამისი 0ი. ვექტორი მოეაბრუ- 
ნოთ დ კუთხეზე და მოვახდინოთ მისი 
0 'ჯერ გაჭიმვა, შეგვიძლია ეაწარმოოთ , 
იგივე ოპერაციები თითოეული 08 და 0C /, 
ვექტორთაგანზე ცალ - ცალკე, ხოლო / | 

შემდგომ მიღებული ვექტორები შევკრი. ე? 
ბოთ. 

შევნიშნოთ კიდევ, რომ გამრავლების | 
კომუტატივობის თვისების ძალით, შე- 

ბგვიძლია გადავწეროთ (14) ტოლობა 

აგრეთვე შემდეგნაირად: 

0“) (8++402=8> +. 
იმის გამო, რომ განრიგადობითი თვისება ინარჩუნებს ძალას 

კომპლექსურ რიცხვებისათვის, ჩვენ შეგვიძლია ვისარგებლოთ მრა– 

ვალწეევრთა გამრავლების წესებით; ასე, მაგალითად, 

(«+ 1) (/ + ბ)=C/ -L C9 -L ჩ/ + ჩა. 

ვისარგებლებთ რა ამით, ჩვენ შეგვიძლია შევადგინოთ ნამრავლი 

ორი კომპლექსური რიცხვისა, რომლებიც მოცეპულია არა ტრიგო- 

ნომეტრიული სახით: 

(ი –– ხ1) (6 –– ი) = ძი -+ იძ1 -L ხი! -L ხი??, 
"ან; რადგანაც 11== – 1, 

(15) (თ-–> სხ!) CC -– ძ:)ლ–ძ6 –– ხი -L (იძ -L სხმ)!. 

ეს გვიჩვენებს იმას, რომ კომპლექსური რიცხვების გადამრავლე- 

ბა შეიძლება ისე, როგორც ჩვეულებრივი მრავალწევრების, შემდეგ. 

კი 7? შევცვალოთ –-1-ით. ჯ რიცხვის თანმიმდევრობითი ხარისხე– 

ბისათვის ვღებულობთ 

  

ნახ, 16, 

–_–_-______ 
საზოგადოდ 

1%=-L 1) 1M+1 == 1, 11M+2 =- _– 1) 11+1 –- ვ 

სადაც # მთელი დადებითი რიცხვია.
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უნდა აღინიშნოს მე-(15) ფორმულის ერთი კერძო შემთხეევა: 

MX16) (თ –– M1) (8 –– ხ1)) = ი" -+ ხ?. 

ი«-Lხ და თ-ს; რიცხვებს ეწოდება შეუღლებული. მათ აქვს 

ის თვისება, რომ მათი ჯამი და ნამრავლი ნამდვილი C«იცხ- 

ვებია. შებრუნებით, თუ ორი კომპლექსური რიცხვის ჯამი და ნამშ- 

რავლი ნამდვილი რიცხვებია, მაშინ ეს რიცხვები შეუღლებული იქ- 

“ნება, ამაში რომ დავრწმუნდეთ, საკმარისია შევნიშნოთ, რომ ორი 

ასეთი რიცხვი წარმოადგენს ნამდვილი . კოეფიციენტებიანი კვადრა- 

ტული განტოლების ფესვებს. | 
აღვნიშნოთ კიდევ გამრავლების ოპერაციასთან დაკავშირებული 

ზოგიერთი თვისება. 

გ) თუ“ ერთი მამრავლთაგანი ნულის ტოლია, მაშინ თვით ნამრა- 

ვლიც ნულად იქცევა; შებრუნებით, თუ აქვს ადგილი ტოლობას: 

ძ'8=9, 

მაშინ ან თ=0, ან 8=0. 

მართლაც, მე-(10) ფორმულიდან ჩანს, რომ ნულიდან განსხვა- 

“ეებული მამრავლების შემთხვევაში ნამრავლი ნულად ვერ გადაიქცევა. 

ხ) თუ თ=8 და 7” არის ნებსითი კომპლექსური რიცხვი, მაშინ 

417) თჯ=ჩV; 
შებრუნებით, მე-(17) ტოლობიდან გამომდინარეობს «=8, თუ 

„კი #7#9. 
შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციათა ძირითადი თვისებანი 

"მოგვყავს შემდეგ ცხრილში %. 

  

  

  

      

თვისება შეკრება გამრავლება 

ბოუტრიენია | C+8=1+ ს  «8=წ 
სარდინია  #4+0+-0=6+04+  «80=CჩX 

„(დმსტრიბეტივიბა) 8--0:=%+« · 
  

· - ეს თვისებები ადვილად შეიძლება გავრცელდეს შესაკრებებისა და მამრავ 

«ლების ნებისმიერი რიცხვის შემთხეევაზე. დ მმჯოე
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4. განნიხილოთ ახლა გაყოფის ოპერაცია. ვთქვათ, მოცემულია- 

ორი კომპლექსური რიცხვი: 

«%=0(C05 C –– 1311) დ), 8=7(008 0 –– 1519 0), 

რადგანაც გაყოფის ოპერაცია გამრავლების ოპერაციის შებრუ-. 

ნებულია, ამიტომ მივიღებთ: 

08) ჯ4-= -> (005 (6 –- 0) + 7§8ი (დ –– 0)), 

ე. ი. ორი კომპლექსური რიცხვის განაჟყჟოფის მისაღებად, საკ-- 

მარისია გასაყოფის მოდულის გაყოფა გამყოფის მოდულზე, ხო-- 

ლო გასაყოფის არგუმენტიდან გამოვაკლოთ გამყოფის არგუმენტი. 

ის გარემოება, რომ განაყოფის მოდული მიიღება გასაყოფის მოდუ- 

ლის გაყოფით გამყოფის მოდულზე, შეიძლება გამოვსახოთ ფორ- 

მულით: 

| CI % 

ჩI |ჩ) 
აღვნიშნოთ კერძო შემთხვევა, როდესაც თ=1: 

(19) 

    

1 1 დ0) -+-= -- (თ5(-60 + /9ი(-– 0). 
ზევით დადგენილ L) თვისებიდან გამომდინარეობს: 

CC უი 
ზ წ» 

_ ვთქვათ ახლა, გამოსათვლელია არატრიგონომეტრიული სახით- 

მოცემული ორი კომპლექსური რიცხვის განაყოფი: · 

ძთ-–- ხხ 
2+ძ:!' 

გავამრავლებთ რა მრიცხველსა და მნიშვნელს (6–– ძე-ზე, ში– 

ვიღებთ: 

ი+ხ (+ ხნ))(C6–ი) _ ი-+სძ ხი– ძძ ჯ 

ი-+ძთ ეშ -L კ? - 2127 IL (1-+-- ე.
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5. მთელი დადებითი მაწვენებლით ხარისსზზი აყვანა გამ- 

რავლებაზე დაიყვანება. ჩეენ ვიცით, რომ კომპლექსური რიცხვების 

ნამრავლის განხილვა შეიძლება როგორც ოპერატორის, რომელიც 

შესაბამის მამრავლთა ოპერატორების თანმიმდევრობითი გამოყენე- 

ბის ტოლფასია, ამიტომ, ოუ კომპლექსური რიცხეი თ==0(ლ08585+ 

-–+C189Iი დ) ნიშნავს 0-ჯერ გაჭემვას და დ კუთხეზე მობრუნებას, მა- 

შინ რიცხვი თ? =თ-Vთ შეესაბამებ ოპერატორს, რომელიც ტოლფა- 

სია თ ოპერატორის ორკეცად გამოყენებისა, ე. ი. 0· 6=01-ჯერ 

გაჭიმვისა და 2% კუთხეზე შობრუნების. ანალოგიურად; რ" რიცხვს 

(კ მთელი დადებითი მაჩვენებლის დროს) შეესაბამება ოპერაცია, 

რომელიც თ ოპერატორის -X-ჯერადად გამოყენების ტოლფასია, ე. ი. 

"სიგრძის შეცვლა 1:ეი" შეფარდებით და »დ კუთხეზე მობრუნება; 

ამრიგად, : : 

+ | თM==0" (C05 2 + 1510), , 
-ა 

+22) 
  

(ი(C08 დ + 1810 დ))"=ი%008 #C -L 1 510 # დ). 
  

  

კერძოდ C005C –- 1510 დ რიცხვისათვის, რომელიც შეესაბამება დ 

“კუთხეზე მობრუნებას; ვღებულობთ: · 

(220) (C0§ დ –– 1910 დ)" = 00§ #დ –+– 7810 # დ. 

ეს თანაფარდობა ცნობილია მუავრის (VM0IVXI6)" ფორმულის სა- 

“'ხელწოდებით, ჩვენ ეს ფორმუ=ა გამოვიყვანეთ მთელი დადებითი # 

მაჩვენებლისათვის. გამოვიყენებთ რა წინა პუნქტის (20) ფორმულას, 

"ადვილად დავრწმუნდებით, რომ თანაფარდობანი (22) და (22ძ) 

სამართლიანი არიან მთელი უარყოფითი მაჩვენებლებისათვისაც. 

წილადი მაჩვენებლით ხარისხად ამაღლება დაიყვანება ფესვის ამო- 

ღებაზე; ამ მოქმედებას ჩვენ შევეხებით შემდეგ პუნქტში. 

(22) ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ მთელი მაჩვენებლიანი 

ხარისხის მოდული ეტოლება მოდულის “ისეთივე ხარისხს: 

(23) Iთ'|=0%= |თI". 

  

# ტხიხეთ ძი Mი0IVI6 (1667-1754). რომ მუავრი სარგებლობდა (22ძ) ფორ– 
-მულით, ამის შესახებ ჩვენ შეგვიძლია ვიმჯელოთ გამოთვლებით, რომელნიც 
-მას აქვს მოყვანილი, მაჭრამ იმ ს.ხით, როგორც ის ახლა იწერება, ·ეს ფორმულა 

”.პირველად მოგვცა ეილერმა 1748 წ : ·
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მუავრის ფორმულის საშუალებით შეგვიძლია მივიღოთ (ლივ დ 

და §1I #დ-თვის გამოსახულებანი C0§C და 510 დ საშუალებით. მართ- 

ლაც, თუ ნიუტონის ბინოზით გავშლით (227) ტოლობის მარცხენა 

ნაწილს და შემდეგ ორივე ნაწილში შევადარებთ ნამდვილ ნაწილებს 

და კოეფიციენტებს ჯ-სთან, მაშინ მივიღებთ 

# · 
C05 # =C0§5ჯწ –( 2 ) ლი§" დ 8102დ -L ..., 

· : „ : 
810 ) დ==# 005" IC 10დ– ( ვ ) ლ0§%“91დთ 89101 დ +- ..., 

სადაც სიმბოლო ( #) ნიშ”ავს შეჯუფთებათა რიცხვს #-დან 7VI-ით: 

( .) =___ ი-M+ 0). 
?/! · · ჩ 1 + 2... 7 

კერძოდ, როცა #=3, გვაქვს .თანაფარდობა 

_ Cიყ3 დ =C0ვ9დ –– 3 C08 დ 51017Cდ, 

რომელიც დაკავშირებულია, როგორც. ისტორიულ მიმოხილვაში 

„დავინახეთ, კუთხის რრისექციის საკითხთან. 

6. გადავიდეთ კომპლექსური რიცხვიდან ფესვის ამოღების სა- 

კითხზე. ვთქვათ უნდა ამოვიღოთ # ხარისხის ფესვი «=-0(ლ-03 დ -L 

+135იC) რიცხვიდან. 
აღვნიშნოთ # და 0მ-თი შესაბამისად საძიებელი ფესვის მოდული 

და. არგუმენტი, მაშინ · 

” 

425) V ი(C08 დ –- 131ი დ)==7 (C080 -L 15100), 
“ მაშასადამე, უნდა იქნეს 

(„ (ლ0§0 –=78Iი 0 ))%-== ი(C08 დ –C751ი დ), 

ანუ, თანახმად (22) ფორმულისა, გვაქვს: 

7'(Cლ03 #0 –– 1910 #8) = 0(C05 დ –1– ? §190 დ). 

თუ 'ორი კომპლექსური რიცხვი ტოლია, მაშინ მათი შესაბამისი
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ვექტორებიც ტოლია; მაშასადამე მოდულები ტოლი უნდა იქნეს, 

ხოლო არგუმენტები შეიძლება განირჩეოდნენ 2X»-ს ჯერადად: 

7'=0,; 1)0=დ -L 2XV, 

სადაც # ––- მთელი რიცხვია. ამ თანაფარდობებიდან ვპოულობთ; 

” · 
_ 2 „=V 6, 0= 91 27%, 

” 

აქ დადებითი რიცხვიდან ჯ ხარისხის ფესვი აიღება არითმე- 

ტიკული აზრით, რადგანაც ” მოდული უნდა იქნეს დადებითი რიც- 

ხვი. პირველი · შეხედვით შეიძლება გვეჩვენოს, რომ ჩვენ მივიღეთ 

უსასრულო სიმრავლე ფესვის სხვადასხვა მნიშვნელობებისა. ადვი- 

ლად დავრწმუნდებით,. რომ ეს ასე არ არის. მართლად), თანაფარ> 

დობიდან 

ქ Mე3 
მ=––- – 

# +” ” 

ჩანს, რომ 0-ს სხვადასხვა მნიშვნელობანი მიიღება # მნიშვნელობი- 
# 

2 
დან “– .ის (სრული მობრუნების „-ური ნაწილის) მიმატების (ან გა- 

მოკლების) გზით; მაგრამ # –– ჯერადად 25 კუთხის მიმატება სრუ- 

ლი მობრუნების მიმატების ტოლფასია. აქედან გამომდინარე- 

ობს, რომ მ არგუმენტის ყველა ერთმანეთისაგან განსხვავებული მნიშ- 

ვნელობანი შეიძლება მივიღოთ, თუ მივანიჭებთ #-ს შემდეგ მნიშ. 

ვნელობებს: 0, 1, 2, ..., #–– 1. ეს იქნება შემდეგი მნიშვნელობანი: 

  

–-–_".“”წ 
სწ 9 )2 | დ , 227 დ 2 

მ ჩ# 2-1“ 212> –+თდ-–-1)ი   

    

    
#-ს სხვა მნიშვნელობებისათვის ჩვენ მივიღებთ არგუმენტების 

მნიშვნელობებს, რომლებიც ზემოთ მოყიეანილიდან განსხვავდებიან
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2 X-ს ჯერადით, მაგალითად, 0-ს მნიშვნელობა, რომელიც შეესაბა-· 
მება #==I/, იქნება 

დ 2% _ = _, 

ოსის აული, 

იგი 2X-ით განსხვავდება იმ მნიშვნელობიდან, რომელიც შეესაბამე- 
ბა # = 0 მნ5იშვნელობას. 

ჩავსვამთ რა წაპოვნ 7 და 0 მნიშვნელობებს (25) თანაფარდობაში, 
მივიღებთ: 

(26) V0 (C0§დ + 75IM დ) == V ი “(ა (7 “+. 46 )+ 

«-?89ი ( + %)) (=0, 1, 2...) #-–-1). 

ამრიგად, ჯ ხარისხის ფესეს კომპლექსურ რიცხვიდან აქვს # 

სხეადასხვა ზნიშვნელობა, ეს მმიშვნელობანი მიიღება (26) ფორმუ- 

ლიდან, როცა #=0, 1, 2,- ..., #–-1. 

ამ ჯ მნიშვნელობას ადვილად გამოვსახავთ ნახაზზე. დავუშვათ 

_ 2 V, 2L. 

ზ.= V 0 C 2124 +151 91:24), 

შესაბამის ვეეტორებს უნდა ჰქონდეს ერთი და იგივე სიგრძე, 
” 

V 6 -ის ტოლი. ჩა რიცხვის არგუმენტი ეტოლება +, დანარჩენი 

არგუმენტები მიიღება 55 -ის თანმიმდევრობითი მიმატებით. ამრე- 
? 

გად, რომ მივიღოთ 

· ჩი ჩ,, ზე, -..) ზ-ს 

რიცხვების შესაბამისი ვექტორები, საკმარისია ავაგოთ ვექტორი, 

შესაბამისი მა რიცხვისა, ხოლო შემდეგ ის თანმიმდევრობით მოვაბ– 

2X - 
რუნოთ -; კუთხეზე, ადვილად მივხვდებით, რომ ამ ვექტორების, 

ბოლოები წესიერ ჯ»-კუთხედის წეეროებზე დალაგდება. 

5. უმაღლესი ალგებრა
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ნახ. 17 შეესაბამება შემთხვევას #=5. მაგალითის სახით ვიპოვოთ 

ყველა მნიშვნელობანი “> 2 –– 2; V 3. უპირველესად ფესვქვეშა 
გამოთქმა დავიყვანოთ ნორმალურ ტრიგონომეტრიულ სახეზე: 

– » 4 
–2-2V3 =4|!| ლ05 4 ე ვი #V. 

პ 3, 

” ამ შემთხვევაში 

„მაშასადამე, 

X->- » 75 - 
=V2( ლ08 (3 +7 = 

+750) C => >) 
ნახ, 17. 

ფესვის მნიშვნელობანი იქნება: 

= V2L( C08 - +793 )= + +? #V+, 

––-_”ჟჰ_ 
= V 2 |ია (+ =) + 74 (§+»)+-M;- -. 3142 

= V2, აინ (თა (3+; )+ /იი (§+7 2) = V9 -, V 2. 

წინანდელი შედეგები შეგვიძლია გამოვიყენოთ კომპლექსურ რი- 
ცხვებიდან კვადრატული ფესვის ამოღებისათვის, დავუშვათ, რომ 
საჭიროა 

  
   

  #-+ხ!=0(005Cდ -+ 7910 დ)
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კომპლექსური რიცხ ნ ვიდან კვადრატული ფესვის 
დი ფორმულის თანახმად არამეიდაირი სათრევი 00 ზოგა- 

I/ი -+-ხ1= V 6 |იივ -- + XX) +–15)ი (–+ ML). 

დავუშვებთ რა #=0 = 
ლობას: ს #=0 და #=1, მივიღებთ ფესვის ორ მნიშენე- 

ზა= V9ი CC 4 –+15I0 %) 

ჩ,=V 909 C -- +> ) + (90 -- + == 

= -V 6 (ი 8 +/9ი-/-)=-ტ. 
ადვილად გამოვსახ ; ლაც. გვაქვს: ვსახავთ ფესვის მნიშვნელობებს « და #-თი. მართ- 

ი _ 1 · 1  იღღათ 
905--= +ი008დი , აე 1 = უ1/ 1 -– 808C6 

V 2 2 –––. 

#7 06 ლ0§-+--= +9C V 6 30 ი– ილი5დ 0 ლ05-> ი 70050, ი მი ლუ / მ - 0009დ, 

.- 2 

მივიღებთ რა მხ ბაშ - გბ -L #2, 

შივიღებთ: ედველობაში, რომ ი = V 0 -L #?, ი 608დ=, 

„აეე ==. «+-2-= I, V 4 => +4 V 6 ყი-ზ =I/V ცბ--ხ- ი 
_ , 

მაშასადამე, 

ზმა = V 6. C089 -% +:V 6 39 - = 

=/I2+-++C) ,)/V2C+V-+, _
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ამასთან ფესვების ნიშნები განისაზღვრებიან თანაფარდობით: 

ე/#29 53 ე/V237-9 2 2 8. 

დი _ ივ5)იდ ხ = წა · = 0005 --81 2. ი ვ. 

ამრიგად, ორივე რადიკალის ნამრავლს უნდა ჰქონდეს იგივე ნი- 

შანი, რაც ნ რიცავს. თუ ხ>0, მაშინ ჩავთვლით რა · 

2 და 2 

დადებითად, შეგვიძლიან -დავწეროთ: 

79 I ის, კ 7219 -2 წ=I/ V-+M4+0 ე , (V2+X-4 #--ჩ. 
თუ Mხ<0, მაშინ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ 

წ”-=–. · 63 LI2- , 

ხ= 1 M72 099 გ ერ01 0-4 ,= ტი. 

ვთქვათ, მაგალითად, საძიებელია V2-2. აქ 2= 2, ხ= –– 1; 

რადგანაც ხ<0, გვექნება: , · 

V 5 4-2. MV 5 –2. ; ს=I/ 7 5 +2. _; M5 2 993, 0,34357; 

8, == –– მ„=–– 1,45537 + 7.0,34357, 

7. საჭიროა დაწვრილებით შევჩერდეთ ფესვის ამოღების ერთ 

კერძო შემთხვევაზე, ჩვენ გვაქვს მხედველობაში #ჯ ხარისხის ფესვის 

ამოღება ერთიდან. წარმოვადგინოთ რიცხვი 1 ნორმალურ ტრიგო- 

ნომეტრიულ სახით: 

  

1= 00980 -–++75100. 

ამ შემთხვევაში: ი = 1, დ=20;: მაშასადამე, 

7 
__–_–_–კ––->->->-– 2X# 2Xჩ 

V 1 =V 505947900 = 008 –- -L78ი –
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მივანიუვებთ რა X-ს 0, 1, ..., #-–- 1 მნიშვნელობებს, მივიღებთ 
ერთიდან # ხარისხის ფესვის # სხვადასხვა მნიშვნელობას; ვიგუ- 

ლისხმებთ რა 

  (27) 6ჯ=008 '); 1810 25, (-=0, 1, ..., #-––1), 

გვექნება ' 
6ე==1 

9 2: 

(2790) 5, =00§ –– –+ 150 > 

მუავრის ფორმულით 

2=L ... 22% 2– . . 22% V 
00§ – „+ 181 “.-=( 008 ” -C 181ი +), 

ან 

(28) .__. 
ამრიგად, 6, ფეხვს აქვს ის თვისება, რომ ავამაღლებთ რა თან- 

მიმდევრობით სხვადასხვა ხარისხმი, მივილებთ ჯ ხარისხის ყველა 

ფესვს ერთიდან,.ყოველ ფესვს ერთიდან, რომელსაც მსგავსი თვისება 

აქვს პირველადი (ანუ პრიმიტიული) ფესვი ეწოდება. 

გეომეტრეულად წერტილები, რომელნიც შეესაბამება ერთიდან 

'# ხარისხის ფესვის სხვადასხვა მნიშვნელობას, დალაგდებიან წესიერი 

#- კუთხედის #» წვეროში, მასთან ამ მრავალკუთხედის ერთი წვე- 

როთაგანი შეესაბამება + 1 რიცხვს. 

მოვძებნოთ ყველა მნიშვნელობა მესამე ხარისხის ფესვებისა ერ- 

თიდან: 

2 ვეება 

მივანიჭებთ რა #-ს ს ნნიშენელობებს 0, 1, 2, მივიღებთ: 

  V 1. =ცი§ > 

6ე=008 ი -I– (5(,)1 0=:) ,- 

8) =ძ0§“ =+79ი“   

I : 
2% .- . 2 1 -.V 

«თ | 5,=008 –ვ- -+L 7317 -ვ=--- +1-3 '



ამ შემთხვევაში 

(30) 8ე == (6,)2, 61 =(6ე)?, 

ასე რომ თითოეული §, და §, ფესვთაგანი იქნება პირველადი. 

გეომეტრიულად §კ; 6, 6, მნიშვნელობებს შეესაბამება წერტილები, 

რომლებიც ძევს წესიერი სამკუთხედის წვეროებში (ნახ, 18). 

  

ნახ, 18. 

  

განვიხილოთ კიდევ 

2 -.. 2 
V 1 =ი0§-% 1 (90 თნ   

აქ 
60=:060§5 0 + 15110 ==1, 

=. 1 -V3. 
5=%ი8-ვ- + 2910 9თ-.9 +? V 3. 

  

3 2 2? 

2ჯX 2Xჯ 1 ./3 
§5:-=0605-> –+ 15 ი –ვ-= ლოვ. + 1 “ას 

საიაიმებიულოს 
კ #”ჯ 

5 =008“1 ვ +799 5 = –– 1, , 

  

5» ი) V3 
§5,=608-ვ- + 151) -კ = –ე- –? ·
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მოცემულ შემთხვევაში :, და §«, იქნება პირველადი ფესეები. 

რომ ამაში დავრწმუნდეთ, საკმარისია მივიღოთ მხედველობაში, რომ 

ჯ ხარისხში ამაღლება (ერთეულის ტოლი მოდულის შემთხვევაში) 

შეესაბამება არგუმენტის ჯ„-ზე გამრავლებას; ფესვი §,კ არ იქნება 

პირველადი, რადგანაც, ავამაღლებთ რა მას სხვადასხვა ხარისხში, 

ჩვენ მივიღებთ ყოველთვის 2 ის ჯერად არგუმენტს; ასეთი არგუ- 

მენტი შეიძლება შეესაბამებოდეს «ა, §,, 98, ფესვებიდან მხოლოდ 

ერთ-ერთს (შეად, ნახ. 19). 

დავუბრუნდეთ ახლა (26) თანაფარდობას. ვსარგებლობთ რა 

იმით, რომ კომპლექსურ რიცხვების გამრავლების დროს მათი არ- 

გუმენტები შეიკრიბება, ჩვენ გადავწეროთ ეს თანაფარდობა შემდე– 

გი სახით: 

” >”'''.' დ . . % 2X# 
(31) V6(608Cდ –- 150 §)=V 6 +. +175 7 )(თ- ი + 

-. 2 –” 
აქ მამრავლი 

ჰ”ჯ __ დ . ი. XX#ჩ 

(32) V-6 C , –+ 1911 4 

წარმოადგენს მოცემულ რიცხვიდან » ხარისხის ფესვის ერთ-ერთ მნიშ- 

ვნელობას; გამოთქმა C08 25 –+191ი 62... როცა #=9, 1,..., 

# – 1, გაირბენს ერთმანეთისაგან განსხვავებულ მნიშვნელობებს # 
ხარისხის ფესვისას ერთიდან, რომ მივიღოთ (31) ფესვის 

ყველა მნიშვნელობა, საკმარისია გავამრავლოთ (32) გამოსახულება 

თანმიმდევრობით (კ, §,, ·.- §ი- )-ზე. 

ამრიგად, ჩვენ ვღებულობთ შემდეგ დასკვნას: 

კომპლექსური რიცხვიდან ? ხარისხის ფესვის ჟველა მაიშვნე- 

ლობა შეიძლება მივიღოთ ერთ-ერთი მისი მნიშვნელობათაგანის 

გამრავლებით ერთეულიდან იმავე ხარისხის დღესვის სხვადასხვა 

მნიშვნელობაზე.
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შენიშვნა: გამოსახულება (32) შეიძლება განვიხილოთ, რო- 

გორც მოცეზული რიცხვიდან # ხარისხის ფე|ავას ნებსითი მნიშენე- 

ლობა, რადგანაც თვით დ არგუმენტის მნიშვნელობა ყოველთვის 

შეგვიძლია გავადიდოთ ან შევამციროთ 2-ს ჯერადით, 

მ 

მაგალითი. ვიპოკოთ / –2-+ 2. დავიყვანთ რა ფესექვეშა გამოთკმას ნორ– 

მალურ ტრიგონომე ტრიულ სახეზე, მივიღებთ: 

–=2+2 „იC- +795 2. ) 

ფესვის ერთ-ერთი მწიშვიელობა იქნება 

- წა= V 2 (ი:-> +175ი ->)=1+. 

- სხვა ორი მპიშვწელობა მიიღება ერთეულიდა5 მესამე ხარისხის ფესვებზე გამ- 
რავლებით; 

  

9=0+0(–1+(:V7- =-1+V3 1 =11V3, 

მ, = (L +ი(–-–3-M2)==11V5 –1+V3;, 

სავარეგიშო. 

1. იპოვეთ ფესვის ყველა მწიშკნელობა და ააგეთ შესაბამისი წერტილები: 

მ წ –__ – 

იძV,, პ)V-1-7,0V-I, ძი) V2+ 37( ისიბაბლეთ 

2. უშუალო გამოთვლებით შეამოწმეთ, რომ C, და 6, მნიშვნელობისათვის, 

რომლებიც წარმოადგენენ ერთეულიდან მესამე ხარისხის ფესვის მნიშვნელობებს, 

ადგილი აქვს თანაფარდობას 

(§ე1+ 5; + 1 =.0, (1= 1,2). 

3, და,მტკიცეთ, რომ 

2-ს 
რდC,M # (ფსი ლ ლ? იი! 

სადაც 6, განისაზღვრება (270) ტოლობით. 

4. დაამტკიცეთ გეომეტრიულად, რომ # = 4 შემთხვევისათკის პირველადი 

ფესვები ერთეულიდან არის C, და 6კ.
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5. დაამტკიცეთ გეომეტრიულად, რომ # = 5 შემთავევეისათვის ყველა ფესვი 

ესთეულიდან, გარდა წა-ესა, არის პირველადი, 

6. დაამტკიცეთ, რომ ერთეულიდან # ხარისხის ფესეი §„ არის პირველადი 

მშოლოდ იმ შემთხვავაში, როვა რიცხვები ჯ და # არია§ ურთიერთ მარტივი. 

8. განვიხილოთ ახალი ამო/ანს, რომელიც გვიჩვენებს თუ რა 

კავშირია კომპლექსერე რიცხვის ცნება წრფივი გარდაქმნის ცნე- 

ბასთან. 
X0XV სიბრტყეზე მოთავსებულია წრიული ღისკო, ცენტრით 

0-ში. დისკოზე აღნიშსულია წერტილი MI, კოორდინატებით +, V. 

დისკო მობრუზებულია 0-ს გარშემო დ კუთხით. ვიპოვოთ დისკო- 

%ე აღნიშნული წერტილის კოორდინატები დისკოს მობრუნების 

შემდეგ (კოორდაენატთა სისტემა იგულისხმება უძრავად). 

წერტილის მობრუნების მდებარეობა მობრუნებამდე განისაზღვ- 

რება CM ეექტორით; ამ ვექტორს შეესაბამება კომპლექსური რიცხვი 

თ= Xჯ-L #I. 

მობრუნების შემდე: წერტილით MV დაიკავებს მდებარეობას M# 

(ნახ. 20), ხოლო რადიუს- -ვექტო- 

რი 0M გადავა , რ M-ში. თუ X»' 

და ჯ»-ით აღვნიშნავთ #/' წერტი- 

ლის კოორდინატებს, მაშინ მას 

შეესაბამება კომპლექსური რიცხვი 

თ == X -L 7, 

0M ვექტორი მიიღება CM 

ვექტორიდან დ კუთხეზე მობრუნე- 
ბით; მაშასადამე კომპლექსური 

რიცხვი X + 7: მიიღება Xჯ -C 7: 

რიცხვისადმი C0§ დ -L-251)1დ ოპე- 
რატორის გამოყენების საშუალებით: 

ჯ -L /1=(008Cდ –C 1 51ი დ) (X-L +, 

  
I ასდანაც 

(33) | X = ჯX0C05%9% –– Xწ510:<C, 

»X==X310 დ ++ 7წC03 <. 

· ამრიგად, » და ” კოორდინატები წარმოადგენენ პირველი
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ხარისხის ფუნქციებს (წრფივ ფუნქციებს) Xჯ და »” კოორდინატებისა. 
შეიძლება ითქვას, რომ ფორმულები (33) განსახღვრავს წრფივ გარ- 

დაქმნას რომელიც Xჯ და 7» მნიშვნელობებს მიაკუთვნებს X' და 7 

მნიშვნელობებს, 

ჩვენ ვღებულობთ შემდეგ დასკენას: იტ0ჯ დ -L (510 დ ოპერატორის 
გამოყენება ჯX--·- რიცხვის მიმართ ტოლფასია (33) წრფივ გარდაქ- 

მნისა, კოეფიციენტებით 

0608C6 – 91) ც4) ( აწ მად ) 
ყიდი 000512. 

ამრიგად, ყოველ 008დC -L 151) დ სახის კომპლექსურ რიცხვს შე- 
ესაბამება (34) სახის განსაზღვრული ცხრილი (მატრიცი). კერძოდ, 

კომპლექსურ რიცხვს 

1=008 –- + 751ს ე: 

შეესაბამება მატრიცი 

0 –1 
608 > ლი 

თ ; ანუ 

51)1 “> 008 - 1 07. 

რიცხვს 1-ს შეესაბამება მატრიცი 

( იხვმი –ვე09 C 1 09 

ვყი0ი ლ080 /” ანე (ა 8) 

დისკოს ბრუნვასთან: ერთად, რომ განვიხილოთ გაჭიმვა, 
მაშინ ჩვენ მივიღებთ წრფივ გადაქმნას 

სა
 

ფშ 
სა

, 
94 

X==X0006დ –– X708)იდ 

(330) 7=7X0 5) § ++ 700058C, 

რომლის კოეფიციენტები შეადგენს მატრიცს 

(340) ( ჩალიზდ –იყიდ ) 

ივვსდ -ილივდ
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შემდეგში ჩვენ დავინახავთ, რომ მატრიცებისათვის შეგვიძლია 

დავადგინოთ შეკრებისა და გამოკლების ოპერაციები და ამრიგად 

განვაებითაროთ თავისებური „მატრიცების არითმეტიკა“. ამასთან 

(340) სახის მატრიცებს ეს არითმეტიკა სავსებით შეესაბამება კომპ- 

ლექსურ რიცხვების არითმეტიკას, ამრიგად, კომპლექსურ რიცხვე- 

ბის არითმეტიკა წარმოადგენს მატრიცების %ზოგადი არითმეტიკის 

კერძო შემთხვევას. ' 

§ 4. რიცხვული არეები (რბოლი და ველი) 

1. ჩვენ ზევით გამოვიკვლიეთ რიცხვის ცნების განვითარების ძი– 

რითადი ეტაჰები. ამასთან ჩვენ უკვე მოგვიხდა, არსებითად, გან- 

გვეხილა სხვადასხვა რიცხვითი არეები. ასე, მაგალითად, -ჩეენ 

განვიხილეთ ყეყელა მთელი დადებითი რიცხვების არე, შემდეგ. 

არე ყველა დადებითი რაციონალური რიცხვებია და ა. შ. 

სასოგადოდ, რომ ვთქვათ, რიცხვითი არეს ქვეშ ჩვენ ვიგუ- 

ლისხმებთ რიცხვთა. ნებისმიერ სიმრავლეს (რიცხვთა ერთობლივო- 

ბას). ალგებრაში რიცხვითი არეები (რიცხვთა სიმრავლენი) განიხი- 

ლებიან განსაკუთრებული, თავისებური თვალსაზრისით, პირველ 

რიგში აქ ისმება საკითხი მოცემული არეს რიცხეთა ყოფაქცევის-· 

შესახებ ოთხი ძირითადი ოპერაციის მიმართ (შეკრების, გამოკლე- 

ბის, გამრავლების და გაყოფის). მაგრამ საჭიროა გავარჩიოთ, თუ 

რა აზრით ვლაპარაკობთ მოცემული სიმრავლის რიცხვთა ყოფა- 

ქცევის შესახებ ამა თუ იმ ოპერაციას მიმართ. 

ვთქვათ მოცემულია რიცხვთა რაიმე სიმრავლე; აღვნიშნოთ ეს 

სიმრავლე M-თი (ამრიგად, აღნიშვნა VI. ეხება არა რაიმე (ყალკეულ 

რიცხვს, არამედ მთელ შსიმრავლეს). აღებული M სიმრავლის 

ორი ნებისმიერი რიცხვის ჯამი თუ ეკუთვნის აგრეთვე თვით ამ სიმ-. 

რავლეს, მაშინ ჩვენ ვიტყვით, რომ შეკრების ოპერაცია არ გამო- 

გვიყვანს M/ სიმრავლიდან. აქ ჩვენ ავიღეთ შეკრების ოპერაცია- 
მხოლოდ მაგალითისათვის: განმარტება ძალაში რჩება ნებისმიერი 

სხვა ოპერაციისათვისაც. განვიხილოთ, მაგალითად, სიპრავლე ყველა. 

მთელი დადებითი Cიცხეებსა, 

1ე 2, 3, ... 

ცხადია, რომ შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციები 
არ გამოგვიყვანს ამ სიმრავლის ფარგლებიდან; პირიქით, გამოკლე--
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ბის ოპერაცია გამოგვიყვანს აქ სიმრავლის ფარგლებიდან (ვინაიდან 

სხვაობა 1) –– ჟ, როცა 1I+, არ იქნება დადებითი რიცხვი). ახლა 
თუ განვიხილავთ სიმრავლეს ყველა მთელ რიცხვებისას 

სავ, 2, 1, 0+1, +2, -L3, ..., 

მაშინ შეგვიძლია ვთქვათ, რომ შეკრების, გამროკლებისა და გამრა- 
ვლების ოპერაციები არ გამოგვიყვანს მის ფარგლებიდან, სიმრა- 

ვგლეს, რომელსაც მსგავსი თვისება აქვს, რიცხვითი რგოლი ეწოდე- 

ბა. ამრიგად, რიცხვთა სიმრავლეს რიცხვითი რგოლი ეწოდება, 

თუ შეკრების, გამოკლების და გამრავლების ოპერაციები არ გამო. 

გვიყჟყვანს ამ სიმრავლის ფარგლებიდან. რიცხვებს, რომლებიც რგოლს 

„ეკუთვნიან, მისი ელემენტები ეწოდება. 
მაგალითები. 

ი) სიმრავლე ყველა ლ უ წ რიცხვებისა 

სს 4, 2, 0, +2, +4, +6, .. 

ჰქმნისს რტოლს: ლუწი რიცხვების ჯამი, სხვაობა და ნამრავლი წარმოადგე- 

ნენ ისევ ლუწ რიცხვებს. ' 
სიმრავლე ყველა კ ე ნ ტ რიცხვებისა : 

.. 3, 1, +1, +3, + 5, ... 

არ ქმნის რგოლს. უIჯვე შეკრების ოპერაცია გამოგვიყვანს ამ სიმრავლის ფარჯჭ- 

ლებიდან, 
ბ) განვიხილოთ სიმრაგლე ყველა მთელი რიცხვებისა, რომლებიც ი-ს ჯეარა- 

'დია, სადაც #« გარკვეული (ფიქსირებული) მთელი რიცხვია, სხვანაირად რომ 
ვთქვათ, ჩვენ გიხილავთ #2 სახის ყველა რიცხვთა სიმრავლეს (სადაც » -– ნების- 
“მიერი მთელი რიცხვია). ეს სიმრავლე წარმოადგენს რგოლს, ვინაიდან 

?7ი +0ი7=(» +V)V 

90 · M0 = (MIMV) 9; 

-თუ # და # მთელი რიცხვებია, მაშინ V-ს და თი რიცხვებიც არიან აგ- 

რეთვე მთელი რიცხვები. 

ბ) რიცხვი ნული თავისთავად ჰქმნის რგოლს: 

0+0=0,0–0=0,0.0=:20. 

შენიშვნა: რიცხვი ნული შედის ნებისმიერ რგოლში 0; 

"მართლაც, თუ ძ არის (2-ს ნებისმიერი ელემენტი, მაშინ ი –– # == 0.
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2. განვიხილოთ ყველა #»-L# V 2 სახის რიცხვთა სიმრავლე, 
სადაც 7, და # მთელი რიცხვებია: თანაფარდობანი 

(II -- # V2) – (Iს) +#, V2) = (70 == VI,)+ (I + 7,) V2, 

(0I·-+ #V 2 )(MI+ ი V/ 2 )= MI, + 2, –+(/ +) V 2. 

გვიჩვენებს, რომ ჯამი, სხვაობა და ნამრავლი #»-# V.-2 სახის 
რიცხვებისა წარმოადგენენ იმავე სახის რიცხვებს. 

მაშასადამე, განსახილველი სიმრავლე ჰქმნის რგოლს. ამბობენ, რომ 

ეს რგოლი მიიღება V 2 რიცხვის ჩართვით ყეელა მთელ რიცხ– 

ვთა რგოლისადმი. აქ ჩვენ ვხმარობთ ტერმინს „ჩართვა“ იმისათვის, 

რათა ხაზი გავუსვათ იმ გარემოებას, რომ აქ ლაპარაკია V 2_ რიც- 
ხევის მთელი რიცხვების რგოლთან არა მექანიკურ შემოერთება- 

ზე, მართლაც, თუ V2 რიცხვს უბრალოდ შევუერთებთ ყველა 

მთელ რიცხვთა სიმრავლეს, ჩვენ ჯერ კიდევ ვერ მივიღებთ რგოლს, 

რგოლის მისაღებად საჭიროა V 2. რიცხვთან ერთად შევუერთოთ 

#X V2. (| –– მთელია) სახის ყველა ნამრავლი, რადგანაც, წინა- 

აღმდეგ შემთხვევაში გამრავლების ოპერაცია ვერ შესრულდება 

ჩვენი სიმრავლის ფარგლებში. შემდეგ, უნდა შევღერთოთ VI! -L # V2. 

სახის ყველა რიცხვი; წინააღმდეგ შემთხვევაში შეკრების ოპერა- 

ცია გამოგვიყვანს სიმრავლის ფარგლებიდან. ამით მაინც შეიძლება 

დავკმაყოფილდეთ: ყველა 1 + # V2. სახის რიცხვთა სიმრავლე, 

როგორც ვიცით, მართლაც ჰქმნის რგოლს. ეს რგოლი აღვნიშნოთ 

სიმბოლოთი (»!) –++ # #2). ნაკვთური ბრჩხილები აქ ასრულებენ შემ- 

დეგი სიტყვების მაგივრობას: „ყველა სახის რიცხვთა ერ- 

თობლიობა“. C-თი აღვნიშნოთ ყველა მთელი რიცხვე- 

ბის რგოლი, ახლა შეგვიძლია ვთქვათ, რომ რგოლი (#-+-# V 2. | 

მიღებულია 6 რგოლისადმი V 2 რიცხვის ჩართვით. ეს შეიძლება 

ჩავწეროთ შემდეგნაირად: ' 

6IV 21=(იო+VV2). 
ადაილი მისახვედრია, რომ ამგვარადვე შეიძლება რგოლს ჩა–



ვურთოთ ნებისპიერი კვადრატული რადიკალი V2«, სადაც ი 

-არის მთელი რიცხვი: 

CIV «1= (++ #V ი ). 

უფრო რთული მდგომარეობაა კუბური რადიკალის მიმართ. და- 

უშვათ,: მაგალითად, რომ საჭიროა C რგოლისადმი '1/ 2“ რადიკა- 

“ლის ჩართვა, აქ არ შეიძლება დავკმაყოფილდეთ # + # #2 სახის 
8 , 

რიცხვებით, რადგან ( V 2. ) უკვე არ იმყოფება ამ რიცხვებს შო- 

რის. ამიტომ უნდა შემოვიყვანოთ რიცხვები შემდეგი სახისა: 

გ მ 

(35) -+ #V 2 +/(/ 2 )). 

"(I., # და სხ მთელი რიცხვებია), 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ ყველა (35) სახის რიცხვთა სიმ- 

·რავლე ჰქმნის რგოლს. ამგვარად, 

6IV/2)= (ი+MV 2+/ჯ(V 2)". 

ჩართვის საკითხი ახლა განვიხილოთ ზოგადად, დავუშვათ, რომ 

“მოცემულია 0 რგოლი და რიცხვი 2, რომელიც არ ეკუთვნის ამ 

·რგოლს, საჭიროა აიგოს ახალი, გაფართოებული (2, რგოლი, რო- 

მელიც შეიცავს 0 რგოლის ყველა რიცხვს და მოცემულ X--რიცხ- 

ვს; ასეთი რგოლი უნდა შეიცავდეს აგრეთვე ყველა რიცხვს, 

· რომლებსაც მივიღებთ შეკრების, გამოკლებისა და გამრავლების 

· ოპერაციების გამოყენებით 0 რგოლის Cიცხვებისა და » რიცხვისადმი, 

თუ 0; რგოლი შეიცავს ყველა რიცხვს, რომლებსაც მივიღებთ 

·0 რგოლიდან და #-დან შეკრების, გამოკლებისა და გამ– 
რავლების მოკმედებათა საშუალებით, და მხოლოდ ამ რიცხვებს, 

მაშინ ვიტყვით; 

0, რგოლი წარმოადგენს შედეგს X რიცხვის ჩართვისა 0 რგო- 
„ლისადმი და ჩავწერთ: 

“ 0(X1=0,.



– ”“ – 

ასე, მაგალითად, ყველა # --»XV 2 სახის რიცხვთა რგოლი C 

რგოლის რიცხვებთან და V 2 რიცხვთან ერთად შეიცავს მხოლოდ 
და მხოლოდ ყველა იმ რიცხეებს, რომლებსაც მივიღებთ შეკრების, 

გამოკლებისა და გამრავლების ოპერაციების გამოყენებით C რგო- 

ლის რიცხვებისა და V 2 რიცხვისადვი. 
8. თუ ვამბობთ, რომ M სიმრავლე ჰქმნის რგოლს, ეს იმას ნიშ- 

ნავს, რომ შეკრების, გამრავლებისა და გამოკლების ოპერაციები არ 

გამოგვიყვანს M სიმრავლის ფარგლებიდა5. აქამდე არ შევხებივართ 

გაყოფის ოპერაციას. 

ახლა განვიხილოთ სიმრავლე ყველა რაციონალურ რიცხეები- 

სა, ე. ი, ყველა -“- სახის რიცხვები, სადაც I და # მთელი რიცხეე- 

ბია. ეს სიმრავლე აღვნიშნოთ #-ით. ცხადია, რომ XI შეიცავს ყვე- 

ლა მთელ რიცხვს (ყოველი მთელი “რიცხვი შეიძლება ჩავწეროთ 

-- სახით). ამიტომ შეგვიძლია ვთქვათ, რომ C სიმრავლე შეადგენს 

# სიმრავლის ნაწილს. ეს შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგი სახით. 

C CX. 
(C –- ჩართვის ნიშანია), : 

# სიმრავლე ჰქმნის აგრეთვე რგოლს, მაგრამ შეკრების, გამოკ- 

ლებისა და გამრავლების ოპერაციებს აჭ უნდა შეჯუერთოთ გაყო- 

ფაც. მართლაც, ყოველი ორე რაციონალური რიცხვის განაყოფი 

«იქნება რაციონალური .რიცხვი, თუ კი გამყოფი განსხვავებულია ნუ- 
ლისაგან. რაც შეეხება ნულხე გაყოფას, ეს ოპერაცია არის ან მრა- 

ფალსახა (თუ გასაყჟოფიც ნულია) ან არ შეიძლება იქნეს შესრულე- 

ბული (თუ გამყოფი განსხვავდება ნულისაგან). ამიტომ? შემდეგში 

ყოველთვის დავუშვებთ, რომ გამყოფი განსხვავდება ნულისაგან. 

თუ რიცხვთა სიმრავლეს აქვს ის თვისება, რომ შეკრების, გა- 

მოკლების, გამრავლებისა და გაყოფის ოპერაციები. არ გამოგვი- 

ჟვანს მის ფარგლებიდან, მაშინ ამბობენ, რომ ეს სიმრავლე ჰპემნის: 

რიცხვთა ველს «(ფრანგულად ისმთი, გერმანულად LმI020L; რუ- 
სულად 0070, #6M0, #X00IIVC)". - 

“ ზოგჯერ ამბობენ აგრეთვე „რაციონალობის ა (წაყიიიIIC5:§ხCX61Cხ); არ 
“უნდა აურიოთ რაციონალობის არე (ველი) რაციონალურ რიცხვთა არესთან (მაგა- 
“ლითად, ყველა ნამდვილ რიცხვთა არეს ამ აზრით შეიძლება ვუწოდოთ „რაცი- 
·ონალობის არე).



-- ყე -– 

ამგვარად, ყველა რაციონალურ რიცხეთა სიმრავლე წარმოადგენს 

რიცხვთა გელის მაგალითს. ყკელა ნამდვილ რაციონალურ და 
ირაციონალურ) რიცხვთა სიმრავლე ჰქმნის აგრეთვე ველს. 

თუ მოცემულია რიცხვთა ველი # და # რიცხვი, რომელიც არ ეკუთ- 

ვნის ამ ველს, მაშინ შეიძლება დავსვათ საკითხი #» რიცხვის ჩართვის 

შესახებ  ველისადმი (იმავე ახრით, რა აზრითაც ზევით ვლაპარა- 
კობდით რგოლისაღდმი ჩართვის შესახებ). რიცხვის ჩართვა # ველი- 
სადძი ნიშნავს ახალი გაფართოებული #, ველის აგებას, რომელიც 

ს ველის რიცხეებთან და ჯ» რიცხვთან ერთად შეიცავს მხოლოდ. და 

მხოლოდ ყველა იმ რიცხვებს, რომლებსაც მივიღებთ შეკრების, 

გამოკლების, გამრავლებისა და გაჟოფის ოპერაციების გამოჟეზე- 

ბით ნ ველის რიცხვებისადმი და 7. რიცხვის მიმართ. 

L, ველი, რომელიც მიიღება X» რიცხვის ჩართვი»თ X#-სთან, აღი-. 
ნიშნება ნ (0)-თი:” 

,= სია. 

მაგალითად, დავუშეათ, რომ ყველა რაციონალურ რიცხვთა IL. 

ველს უნდა ჩავურთოთ V 2 რიცხვი. ამისათვის საჭიროა I-ს შევუ-_ 

ერთოთ ყოველგვარი რიცხვი, რომლებსაც მივიღებთ ოთხი ძირითა-. 

დი ოპერაციის გამოყენებით რაციონალური რიცხვებისა და V2. რიც- 

სხვისადმი; ამგვარად, მივიღებთ სიმრავლეს შემდეგი სახის რიცხვე- 
ბისას; 

63 „++V 2; 
სადაც ჯ დაჯ რაციონალური რიცხეებია. მაგრამ შეიძლება ამით 

დავკმაყოფილდეთ: ყველა (36) სახის რიცხეთა სიმრავლე უკვე ჰქმნის 

ველს, მართლაც, თუ მოცემულია ორი რიცხვი #+-+V 2 და + 

-L +, V 2, 2, სადაც #, 8 7, §, რაციონალურია, მაშინ 

C++V 2)+C+95V 21)=C+7/)+(6++)V 2, 

V++ V 2)(5+V+,V 2 2. )=(0,+ 20) ლს 1) V 2, 2, 
დაბოლოს, გაყოფის ოპერაციისათვის 

#X+:V2 V+6:V2. _+) –- 5. V 2) _ 
”L9 V 2... ვშ 2,4 =4+) V2, 

# მრგვალი ბრჩხილები ტოლობის მარცხენა ნაწილში აქ ნახმარია კვადრა-.: 
ტული ბრჩხილებისაგან განსხვავებით, რომლებიც ზევით გამოვიყენეთ, როც- 
ვლაპარაკობდით რგოლის შესახებ.



სადაც · 

_ ი – 29, _ სე 19, 

"ჯვ 2ა და §= /,შ-- 2) 

რაციონალური რიცხვებია. 

ამგვარად, შეკრების, გამოკლების, გამრავლებისა და გაყოფის 

ოპერ:ციები არ გამოგვიყვანს (36) “სიმრავლის ფარგლებიდან; ეს 

სიმრავლე ჰქმნის ველს. ველი (#-+Xჯ V 2) რომ მიღებულია X ვე- 

ლისადღმი V 2. რიცხვის ჩართვით ასე ჩავწერთ: 

XV 2)= (+++V 2). 
ჩართვის ცნება არსებით როლს ასრულებს განტოლებათა შესწა- 

ვლის დროს. შევეცადოთ გავარკვიოთ ეს უბრალო მაგალითზე, და- 

ვუშვათ, რომ მოცემულია რაციონალური კოეფიციენტებიანი კვადრა- 

ტული განტოლება #X2+#X -L (=0; თუ ამ განტოლების დისკრიმინა– 

ნტი ხ? –– 4ი არ არის მთელი რიცხვის კვადრატი, მაშინ განტოლების 

ფესვებს არ შეიცავს # ველი. მაგრამ მათ შეიცავს ველი XC V სპ 44ი), 

რომელსაც მივიღებთ # ველისადმი Mხ1–- 4ძთ- რადიკალის ჩართ- 

ვით. საერთოდ, რომ ვ»ქვათ, თუ მოცემულია განტოლება, რომე- 

ლთა კოეფიციენტები ეკუთვნის #ჯ ველს, მაშინ ამ განტოლების 

ამოხსნა ნიშნავს ისეთი ს, ველის აგებას რომელიც შეიცავს 

მოცემული განტოლების ყველა ფესვს. 7 

კითხვები თვითშემოწმებისათვის 

1, რომელ რიცხვებს ეწოდება რაციონალური? ნამდვილი? 
2. კომპლექსური რიეცხვი ძ -+L#; რა შემთხვევაში იქნება ნამდვილი? 

3. რომელი ოპერაცია შეესაბამება ჯ რიცხვს? 

4. როგორ ავაგოთ “ვექტორი, რომელიც შეესაბამება კომპლექსურ რიცხვს 

ი+ხ? 
5. რას ნიშნავს „კომპლექსური რიცხვის წარმოდგენა ნორმალური ტრიჯო- 

ნომეტრიული სახით? 
6. როგორ უნდა განვსაზღვროთ კომპლექსური რიცხვის არგუმენტი? 
7. როგორ უნდა ავაგოთ ვექტორი, რომელიც შეესაბამება ორი მოცემული 

კომპლექსური რიცხვის სხვაობას? 
8. რომელ უტოლობებს აქვს ადგილი კომპლექსური რიცხვების ჯამისა და 

სხვაობის მოდჯულისათვის? 
9. რომელი ოპერაცია შეესაბამება კომპლექსურ რიცხვს ი(C05 დ+1:51ი C)?
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10. როჭორ უნდა მივიღოთ ყველა ნნიშვნელობა #--ზარისხის ფესვისა კომ. 
პლექსური რიცხვიდან, თუ ცნობილია ერთ-ერთი მნიშვნელობათაგანი? 

11, როგორაა განლაგებული ნახაზზე წერტილები, რომლებიც შეესაბამება 
#-ხარისხის ფესვის სხვადასხვა მნიშვნელობებს? 

12. რა არის პირველადი ფესვი ერთეულიდან? 
13. რა არის რიცხვითი რგოლი? რიცხვითი ველი? 
14, რას ნიშნავს 7» რიცხვის ჩართვა  ველისადმი?“



თაი 

მთელი რაციო. ნალური ფუნქციები და 
მათჯხე მოქმედებანი 

§ 1. მოქმეღებანი მთელ რაციოპბვალურ ფუნძციებჭზე 

1· რიცხვებისა და რიცხვითი არეების იმ თვისებებზე დაყრდ- 

ნობით, რომლებსაც წინა თავში გავეცანით, გადავიდეთ მთელი 

რაციონალური ფუნქციები სისტემატურ შესწავლაზე. უწინარეს 

ყოვლისა გავიხსენოთ მთელი რაციონალური ფუნქციის ის განსაზღ- 
ვრა, რომელიც მოცემულია შესავალის 1 პუნქტში: თუ /#(X) ფუნქცი- 

ის მნიშველობა მიიღება X-ის შესაბამი მნიშვნელობიდან და მოლცე- 

მული (მუდმივი) რიცხვებიდან ოთხი ძირითადი ოპერაციის საშუალე- 

ბით, მაშინ #(X) არის X-ის რაციონალური ფუნქცია. სხვა სიტყვე- 

ბით რომ ვთქვათ, ჯ-ის რაციონალური ფუნქცია წარმოადგენს გამო- 

სახულებას, რომელიც შედგენილია 1+:-დან და მოცემული (მუდმივი) 

რიცხვებიდან ოთხი ძირითადი ოპერაციის საშუალებით. თუ ეს გა- 

მოსახულება ჯ-ს არ შეიცავს მნიშვნელში, მაშინ ფუნქციას ეწოდება 

მთელი რაციონალური, 

ყოველი მთელი რაციონალური ფუნქცია შეიძლება წარმოვიდგი- 

ნოთ მრავალწევრის (პოლინომის) სახით, რომელიც განლაგებულია 

Xჯ ასოს ხარისხების მიხედვით: 

#00 =ძაX" –- ძ,ჯზ 1 +... + მი-,X+ძი, 

სადაც რეა, 7) ·. ს ი.“ მუდმივი კოეფიციენტებია. ზოგიერთი ამ 

კოეფიციენტთაგანი (ან შეიძლება ყველაც კი) შეიძლება ეტოლებო- 

დეს ნულს; თუ ძე: -=C0, მაშინ ,/ რიცხვი წარმოადგენს ფუნქციის 
ხარისხს. 

უნდა შევნიშაოთ, რომ ნულისაგან განსხვავებული ყოველი ი «იც– 

ხვი შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც ნულოვანი ხარისხის ფუნქცია 

-X=6C; რიცხვი ნული(ც აგრეთვე შეიძლება განვიხილოთ როგორც 

მთელი რაციონალური ფუნქცია; მაგრამ ეს ფუნქცია ბევრ შემთხვე- 
ვაში უნდა გამოირიცხოს განხილვიდან.



მაგალითები. 

+./600)=134#- =7- 2#+ 11. 

აქ ჩვენ გვაქვს შემდეგი კოეფიციენტების მქონე მეოთხე ხარისხის მთელი 
რაციონალური ფუნქცია: 

(> ი=-29, ძე =:0, რ=- 4, ძი, = 11. · 0. = -–. 
ი. 3 8 

· 2- 1 -8 L) 1“ –_–- 2. / (X) = Xზ –– (2 –– 3/)X? + დ ჯ 511 

წარმოადგენს მესამაკ' ხარისხის მთელ რაციონალურ ფუნქციას, აქ 

ეგერი...   

3. /(+) = 0,76ჯზ + 0,34»? +237 

არის მესამე ხარისხის მთელი რაციონალური ფუნქცია აქ · “ 

ძე = 0,76, ი, = 0,34, ძე = 0, ი, = 3,7. 

ახლა განვიხილოთ რამდენიმე ცვლადზე დამოკიდებული: ფუნქცია 

=7(V ” ...ა ზ). 

X, V ...) ” მნიშვნელობათა ყოველ სისტემას შეესაბამება % 

ფუნქციის განსაზღვრული მნიშენელობა, ' 

თუ % მნიშვნელობა მიიღება », ), ·.., წ სიდიდეთა შესაბამ 

მნიშკნელობათაგან და მოცემული (მუდმივი) რიცხვებიდან ოთხი 

ძირითადი ოპერაციის საშუალებით, მაშინ 2 == # (X, 7, ·>-, 9) 

არის X, 7, ... წ (ევლადების რაციონალური ფუნქცია, 

თუ ამასთან #(ჯ, 1, -.., 9) არ შეიცავს ()ვლადებს მნიშვნელში, 

მაშინ მას ეწოდება მთელი რაციონალური ფუნქცია X, 7, ...> 9? 

ცვლადებისა, 
ასე, მაგალითად, გამოსახულება 

X » 
თ + 

"სადაც ძ და ხ მოცემული რიცხვებია, წარმოადგენს ჯ და ) ()ვლა- 

დების მთელ რაციონალურ ფუნქციას,



გამოსახულება 

თიმ +6დ 
XX 

+ არეს წილადჯი რ,სცეონალური ფუმზქ კია 2, 17, ჯ (ქლადების, 

ბ X .ც V ((ვლადების ყოველი მთელი რაციონალური ფუნქცია 

შეკიჭლება წარმოვიდგინოთ როგორც შემდეგი სახის წევრთა ჯამი: 

( 4X?ქეე..., 

სადაც 4 არის მუჯმივი კოეფიციენტი, ჩ, 0) ··»(–– მ”ელი რიცხეე- 

ბისა, რომლებიც დადებითია ან ნულის ტოლი, მაჩვენებელთა ჯამს 

ხ+ი+... +! ეწოდება მოცემული წევრის ხარისხი, მთელი რა- 

ციონალური / CXჯ, 7, ·.., ?) ფუნქციის სარისხზი ეწოდება მის წევრთა 

უდიდეს ხარისსთაგანს, ასე, მაგალითად, გამოსახულება ' 

იX +– სუ -++C, , . 

სადაც «ი, ს, 2 მუდმივი კოეფიციენტებია, წარმოადგენს ორი Xჯ და 

X ცვლადის ზოგადი სახის პირველი ხარისხის ფუნქციას (წრფიე 

ფუნქციას). ამგვარადეე, გამოსახვა 

იჯ? + ხX)-C C) + ძX -L ბ) + /, 

სადაც თ, #, ..-, / მუდმივი კოეფიციენტებია, წარჭჰოადგენს შეორე 

ხარისხის მთელი რაციონალური ფუნქციის ზოგად სახეს. 

«3, ..., »" ცვლადების მოეღ რაციონალურ ფუნქციას ერთგვა- 

როვანი ეწოდება, თუ ყველა მისი წევრის ხარისხი X, , ·.., ყ-ის 

' მიმართ თანატოლია, ერთგვაროვან მთელ რაციონალურ ფუნქუიებს 

სხვანაირად ფორმები ეწოდება. ასე, მაგალითად, გამოსახულება 

იX-L ხნ» 

წარმოადგენს 7; და / ცვლადების პირველი ხარისხის ერთგვაროვან 

ფუნქციას, ანუ წრფივ ფორმას. გამოსახულება 

უბ –- 7 – 3X- 

წარმოადგენს ჯ და 7 ცვლადების მეორე ხარისხიხ ერთგვაროვან 

ფუნქციის მაგალითს, ანუ კვადრატულ ფორმას. გამოსახულება 

ჯი) 4-2 XX+ დ +4»X
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არის მაგალითი მესამე ხარისხის ერთგვაროვანი ფუნქციისა ჯ, 1, 2 

ცვლადების მიმართ, ანუ კუბური ფორმისა. 

კურსის პირველ ნაწილში განვიხილავთ უმთავრესად ერთი ცველა- 

დის ფუნქციას, 

2. კვლავ განვიხილოთ მთელი რაციონალური ფუნქცია 

7(X) == ძაX" + ი,»" 1 -LL.. + რი-1X +ი, 

სადაც იც ი.-ს ი» მუდმივი კოეფიციენტებია. ბევრ შემთხეევაში 

არსებით როლს ასრულებს საკითხი იმის შესახებ, თუ რ ომელ 

რიცხვით არეს ეკუთგნის ეს კოეფიციენტები. 

თუ, მაგალითად, ლაპარაკია ფუნქციაზე 

: 2 
”Iთ= ლ 0--2;1+ 3 , 

შეიძლება ვთქვათ, რომ მისი კოეფიციენტები ეკუთვნის ყველა რა- 

ციონალურ რიცხვთა X ველს (იხ, თავი I, § 4). პირიქით, 

ა V2 ა11=2V2, – 

ფუნქციის კოეფიციენტები ეკუთვნის X(V 2) ველს, რომელიც მიღე- 
ბულია V 2 რიცხვის ჩართვით /: ველისაღმი (თავი I, § 4). 

დავუშვათ, რომ მოცეზულია ფუნქცია 

#(2>)= ძეა" + თX"“ 1 + ... + იი ე)X+ძ 

რომლის კოეფიციენტები 

რა) (1ე «ე (ე, რი 

ეკუთვნის X ველს; მაშინ ჩვენ ვიტყვით, რომ /(») არის ჯ-ის მთელ 
რაციონალური ფუნქცია ველის მიმართ (ანუ ს ველში). ამგვარად, 

ჯ-ის მთელი რაციონალური ფუნქცია # ველის მიმართ წარმოადგენს 

გამოსახვას, რომელიც შედგენილია # ველის ელემენტებისაგან და 
Xჯ ელემენტისაგან შეკრების, გამოკლებისა და გამრავლების ოპერა- 

ციების საშუალებით. 

საერთოდ, ყოველი გამოსახვა, რომელიც-შედგენილია ს ველის 

ელემენტებისაგან და ჯ ელემენტისაგან ოთხი ძირითადი ოპერაციის
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საშუალებით (ნულზე გაყოფის გამოკლებით), წარმოადგენს ჯ-ის 
რაციონალურ (მთელ ან წილად) ფუნქციას # ველის მიმართ. 

ეს მოსაზრებანი უშუალოდ ვრცელდება რამდენიმე ცვლადზე და- 

მოკიდებულ რაციონალურ ფუნქციებზედაც. 

ასე, მაგალითად, გამოსახულება 

ძX! + 2ხX) + ი)! 

XჯX+12 

სადაც თი, ხ და C არის # ველის ელემენტები, წარმოადგენს X და »”-ის 

რაციონალურ (წილად) ფუნქციას L ველის მიმართ, 

ვ, მთელი რაციონალური ფუნქციების შეკრება, გამოკლება და 

გამრავლება შესრულდება მრავალწევრებზე მოქმედებათა ჩვეულე- 

ბრივი წესებით; ამასთან შედეგად ვღებულობთ კვლავ მთელ რაციო- 
ნალურ ფუხქციას. 

დავუშვათ, რომ 

68) | #(X)ლ=ძიეას" + ი,ჯ"-1 LL ..+ ძი X+6ძია 

დ(X)ლ= ჩე” + ჩ,ა”-1 L .,. + ი, ,X+ ხხ, 

არიან ფუნქციები კოეფიციენტებით, რომლებიც ეკუთვნის # ველს. 

ადვილად შეიძლება დავრწმუნდეთ იმაში, რომ (1) ფუნქციების ჯამი, 

სხვაობა და ნამრავლი წარმოადგენენ რაციონალურ ფუქციებს, რო- 

მელთა კოეფიციენტები ეკუთვნიან იმავე ველს. 

განვიზილოთ, მაგალითად, (1) ფუნქციების ნამრავლი: 

#C)-«%(X) = ძიხე!"+წ- (რხი -L ძენ)» ქ” -L ა + მახა. 

კოეფიციენ ტთა ნამრავლნი 

მახის ძი –+ რენ.) ..." ი,ხ» 

მიიღება მოცემული ფუნქციების კოეფიციენტებისაგან შეკრებისა და 

გამრავლების მოქმედებათა საშუალებით; ამიტომ თუ (1) ფუნქციე- 

ბის კოეფიციენტები ეკუთვნის # ველს, მაშინ ნამრავლის კოეფი–- 

ციენტებიც ეკუთვნის იმავე ველს. 
“_ ახლა განვიხილოთ სიმრავლე ყველა მთელი რაციონა- 
ლური ფუნქციებისა, რომელთა კოეფიციენტები ეკუთვნიან 

იმავე ველს; წინანდელისაგან გამომდინარეობს, რომ ამ სიმრავლის
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ფუნქციათა ჯამი, სხვაობა და ნამრავლი , წარმოადგენენ ამავე სიმ- 
რავლის ფუნქციებს; სხვა სიტყვებით, რომ ვთქვათ, შეკრების, გამოკ- 

ლებისა და გამრავლების მოქმედებანი არ გამოგვიყვანს ჩვენი სიმ- 

რავლის ფარგლებიდან. 

ამიტომ ვიტყვით», რომ სიმრავლე ყველა მთელი რაციონალური 

ფუნქციებისა, რომელთა კოეფიციენტები ეკუთენიან ჯ ველს, ჰქმნის 

ალგებრულ რგოლს (შეად. თავი L § 4). ჩვენ აქ ვლაპარაკობთ ალ- 

გებრულ რგოლზე, რათა ხაზგასმით აღვნიშნოთ ის გარემოება, 

რომ რგოლის ელემენტები წარმოადგენენ მთელ რაციონალურ 

უნქციებს; მაგრამ იმ შემთხვევაში, როცა ადგილი არ ექნება 

გაუგებრობას, ჩვენ ვილაპარაკებთ უბრალოდ „რგოლზე“. 

ყაველი წილადი რაციონალური ფუნქცია შეიძლება წარმოვიდგი- 

ნოთ როგორც ორი მთელი რაციონალური ფუნქციის განაყოფი. 

ჩ.-ით აღვნიშნოთ სიმრავლე ჯ-ზე დამოკიდებული ყველა რაციონა- 

ლური (მთელი ან წილადი) ფუნქციებისა, რომელთა კოეფიციენტები 

ეკუთვნიან # ველს. შეგვიძლია ვთქვათ, რომ ფუნქციათა X, სიმ- 

რავლე წარმოადგენს ალგებრულ ველს, ან უბრალოდ ველს იმ 
აზრით, რომ შეკრების, კამოკლების, გამრავლებისა და გაყოფის 
მოქმედებანი არ გამოგვიყვანს მის ფარგლებიდან. 

! არსებითია იმის აღნიშენა, რომ რიცხვითი # ველი წარმოადგენს · 
ჯ, ველის ნაწილს: 

MCI, 

რადგან # ველის ყოველი ელემენტი შეიძლება განვიხილოთ როგორც, 
ნულოვანი ხარისხის ფუნქცია. #, ველი შეიცავს ს ველის ელემენ- 
ტებთან და X ელემენტთან ერთად ყველა ელემენტს, რომლებიც 
მათგან შეიძლება მივიღო» ოთხი ძირითადი ოჰერაციის საშუალე- 
ბით, ამიტომ "შეგვიძლია ვთქვათ (შეად. თავი IL, § 4), რომ X, ვე- 
ლი მივიღეთ # ველისაგან ჯ ელემენტის ჩართვით: 

· ჯ,= სცე. ა 

4. განვიხილოთ ახლა მთელი რაციონალური ფუნქციების გაყო: 

'ფის ოპერაცია. თუ /(X) და დ(X) ორი მთელი რაციონალური ფუნქ- 
ციაა, მაშინ საზოგადოდ არ არსებობს ისეთი მთელი რაციონალუ- 

·რი ფუნქცია 0(X) რომ 

7 (01=%(ი 9(ი·
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მაგრამ ყოველთვის შეიჭლება განვსაზღვროთ ორი ისეთი ფუნქ- 

ცია, §(X) და #(X»), განაყოფი და ნაშთი, რომ 

1) /(X)=#C) «(X) + 7(X); 
2) 7(X) ნაშთის ხარისხი დაბალია C(ჯ») გამყოფის ხარისხზე. 

ი(X) და 7(X) ფუნქციების მოსაძებნად შეიძლება გამოვიყენოთ 

მრავალწევრების გაყოფის ჩვეულებრივი პროცესი. ყოველი /(») და 

#(X) ფუნქციათაგანი განვალაგოთ ჯ-ის კლებად ხარისხებად: 

#(0 = ძი + წაბ-1+...+9ძ 

დ(X) =ხეჯუ -1- სჯ” 1 1 ,.. ხი. 

დავუშვათ, რომ >“. #X) ფუნქციის უფროსი წევრი გავყოთ 

დი()-ის უფროს წევრზე; ეს გვაძლევს განაყოფის უფროს წევრს; თუ 
გასაყოუს გამოვაკლებთ გამკოფის ნამრავლს განაყოფის უფროს წე- 

ერზე, მივიღებთ პირველ ნაშთს, რომლის ხარისხი დაბალია #-ზე 

და ა. შ. პროცესის არსი მდგომარეობს სწორეჯ თანმიმდევრობით 

მიღებული ნაშთების ხარისის შემცირებაში. პროცესი შე- 

წყდება იმ მომენტში, როცა მიღებული ნაშთის ხარისხი აღმოჩნდება 

გამყოფის ხარისხზე დაბალი. 

უნდა აღვნიშნოთ, რომ «(X) და 7(X) ფუნქციების კოეფიციენტებს 

მივიღებთ მოცემული /(X) და დ(X) ფუნქციების კოეფიციენტებისა- 
გან მხოლოდ ძირითადი ოპერაციების საშუალებით. ამიტომ, თუ 

MX) და დ(X) ფუნქციების კოეფიციენტები ეკუთვნიან #7 ველს, მა- 
შინ ი:X) და IC) ფუნქციების კოეფიციენტებიც ეკუთვნიან იმავე 

ველს. 
შენიშგნა. ელემენტაროლი ალგებრის სახელმძღვანელოებში 

ხშირად აღნიშნავენ, რომ მრავალწევრთა გაყოფის პროცესი შეიძლება 

ვაწარმოოთ ერთ-ერთი შე”დეგი სქემშის გამოყენებით: 

ა) გასაყოფი და გამყიფი განვალაგოთ მთავარი ასოს კლებად 

ხარისხებად, გასაყოფის უფროსი წევრი გავყოთ გამყოფის უფროს 

წევრზე და ა. შ. · 

“ #» თუ # <7, მაშინ ყოველთვის შეგვიძლია დავაკმაყოფილოთ 1) და 2) ზო– 
თხოენები, თუ დავუშკებთ, რომ _ 

%#9>0, =/(ი.
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ბ) გასაყძოფი და გამყოფი განვალაგოთ მთავარი ასოს ზრდად 

ხარისხებად, გასაყოფის დაბალი წევრი გავყოთ გამყოფის დაბალ 

წევრზე და ა. შ. 

ხაზგასმით უნდა აღვნიშნოთ ის გარემოება, რომ გაყოფის პრო- 

ცესი, რომელიც შეესაბამება ბ) სქემას, პრინციპულად განსხვავდება 

ა) პროცესისაგან მართლაც, ბ) პროცესს, განსხვავებით ა)-საგან, 

თან ახლავს თანმიმდევრად მიღებული ნაშთების ხარისხის ამაღ- 

ლება. ამ პროცესს მივყევართ ათ განაყოფის დაშლამდე უსას- 

რულო მწკრივად, ამგვარად, აქ გადავდივართ უსასრულო პროცესე- 

ბის არეში, ანალიზის არეში. 

5. თუ /(X) ფუნქციის” დ(»)-ზე გაყოფის დროს აღმოჩნდება, 

რომ IC») ნაშთი ნულის ტოლია, მაში5 გვექნება: 

-.2 /(X) == C(X) ი(X); 

ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ /(X) იყოფა დCდ(ჯ)-ზე, ან +#(X») წარმო- 
ადგენს #(ჯ)-ის გამყოფს, 

იმისათვის რომ დ(X) ფუნქცია იყოს #/(X) ფუნქციის გამყოფი, 
აუცილებელია და საკმარისია, რომ არსებობდეს მთელი რაციონა.· 

ლური ი«(ჯ) ფუნქცია, რომლისათვისაც შესრულდება (2) ტოლობა. 

ახლა განვიხილოთ ზოგიერთი თვისებანი, რომლებიც დაკავშირე- 

ბულია მთელი რაციონალური ფუნქციების გაყოფადობასთან. 

L თუ /(C) იყოფა» დცე-ზე, ხოლო დ(X) თავის მხრივ იყოფა 
2(»ჯ)-ზე, მაშინ /(2)-იც იყოფა XM(»)-ზე. 

პირობის თანახმად არსებობს ისეთი ი(ჯ) და კ,(X) მთელი ფუნქ- 

ციები, რომლებისთვისაც 

/(X)=დ(X) >), დ(2)==2(0X 4,(X. 
ჩავსვამთ რა დ(ჯ)-ის გამოსახვას მეორე ტოლობიდან პირველში, 

მივიღებთ: 

7(X) ==) «LX) 2,(+); 
მაგრამ ორი მთელი «აციონალური ფუნქციის ნამრავლი C(X)4,(») 

" შემდეგში სიტყვა „ფუნქციის" ქვეშ (თუ საწინააღმდეგო არ იქნება აღნი– 
შნული) ვიგულისხმებთ მთელ რაციონალურ ფუნქციას, რომლის 

კოეფიციენტები ეკუთვნის X ველს,



-- 9ი%I) -- 

წარმოადგენს კვლავ X-ს მთელ რაციონალურ ფუნქციას. აღვნი– 

შაავთ. რა ამ ფუნქციას C0(0)-ით, შეგვიძლია დავწეროთ 

7#(X) =X(X) CX7)); 

უკანასკნელი ტოლობა გვიჩვენებს, რომ /(X) იყოფა 2(X)-ზ), 

შენიშვნა. თვისება I შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ შყმდეგნაი- 

რად: თუ /(X) ფუნქცია წარმოდგენილია ორი ფუნქციის ნამრა-. 

ვლის საზით: /(X)=C(X) V(X) და თუ ერთი ამ ფუნქციათაგანი, მაგა– 

ლითად, «(X) იყოფა X#(:)-ზე, მაშინ #(X)-ც: იყოფა #-(X)-ზე. 
1L. თუ თითოეული #ჩ (X) და #ე(X) ფუნქციათაგანი იჟოფა 2.(X)– 

ზე, მაშინ მათი ჯამიც ან სხვაობაც /,(X) –+- /,(X) აგრეთვე იყოფა- 

XX)-ზე. 

დამტკიცება, რადგანაც თითოეული /,(:) და /,(X) ფუნქ- 
სციათაგანი იყოფა 7#(Cე-ზე, ამიტომ 

'ჩ(X1X=XX)0,(ი), /,(X)=XCX)0,(%, 
სადაც C02,(X) და (2ჯ(ჯ) მთელი რაციონალური ფუნქციებია. ამ თანა– 

ფარდობებიდან გამომდინარეობს: 

#9) –- #(>)=XC(0,(2) => 0,(CI)). 
აქ 0,600 + 0ეC) არის ჯ-ის მთელი რაციონალური ფუნქცია; მა- 

შასადამე, /,(2) +- /,ც0. იყოფა XC>ი)-ზე. 
შედეგი. თუ /(X) და /,C(X) იყოფა X(X)-ზე და თ(X) ჩ8 (>). 

მთელი რაციონალური ფუნქციებია, მაშინ თ(ჯ) /,(2) -C ზ.(X) (2) 

ჯამიც აგრეთვე იყოფა XX)-ზე. 

მართლაც, ყოველი შესაკრები: იყოფა X#C)-ზე (თვისება 1, შენიშ- 

ენა), მაშასადამე, იყოფა ჯამიც (თვისება II). 

III. ჟოველი მთელი რაციონალური /(X) ფუნჭცია იყოფა ნუ- 

ლოვანი ხარისხის ყოველ ფუნპციაზი, ე. ი. ყოველ 6 მუდმივზე, 

ნულის გარდა. 

მართლაც, დავუშვათ, რომ 

ჟ7/(X)=იაX" + იკX" 1-+..+0იას 

ჩვენ შეგვიძლია დავწეროთ 
1 

#CX --L-/თ ,



რადაც ' 

(3) ე. “ 
0 

არის ჯის მთელი რაციონალური ფუნქცია. თუ /(X) ფუნქციის 

კოეფიციენტები და 0 რიცხვი ეკუთვნის # ეელს, მაშინ 5, 49 ეეე. 

მი 
ალლ კოეფიციენტებიც ეკუთვნის იმავე ველს. ამგვარად, / (X) ფუნ- 

ქცია წარმოდგენილია ნულოვანი ხარისხის 2 ფუნქციისა და მთელი 

რაციონალური – #(Xა ფუნქციის ნამრავლის სახით, ე. ი. იყო- 

ფა (-ზე. 

1V. თუ დ(X) ფუნქცია არის #(X) ის გამყოფი, მაშინ იCდ(ჯ) ფუნ- 

ქცია (სადაც C არის ნულისაგან განსხვავებული წუდმივი), აგრე- 
თვე ივგნება #(Cჯ)-ის გამუოფი, 

დამტკიცება. პირობის თანახმად, არსებობს მთელი რაციო- 

„ ნალური 0(X) ფუნქცია, რომლისთვისაც 

7(») == დ(2) ა(X). 

ეს ტოლობა შეგვიძლია შემდეგი სახით გადაეწეროთ; 

2)=2%C) 1- #60 1. /60=თC) 1-- 409 | 
ნაკვთურ ბრჩხილებში მოქცეული გამოსახულება წარმოადგენს 

' მთელ რაციონალურ ფუნქციას (თვისება III); მაშასადამე, #/(X) იყოფა 
იდ(L)-ზე. 

შენიშვნა. თვისება IV გვიჩვენე-ს, რომ მთელი რაციონალუ-· 

რი ფუნქციების გაყოფადობასთან დაკავშირებულ საკითხებში მუდ- 
მივი მამრავთები არ თამაშობს არსებით როლს: თუ /(») ფუნქუკია 
იყოფა C(X)-ზე, მაშინ რომელიმე ამ ფუნქციათაგანის გამრავლებით 
მუდმივ მამრავლზე მდგომარეობა არ შეიცვლება. 

სავარჯიშო. . 
დაამტკიცეთ: 1) თუ # ხარისხის / (+) ფუნქცია იყოფა იმავე ხარისხის «(X) 

ფუნქციაზე, მაშინ / (+) მხოლოდ მუდმივი მამრავლით განსხვავდება დ(L)–საგან. 

2) თუ /(»>) ფუნქცია იყოფა თ(X)-ზე, ხოლო დ(») თავის მხრივ იყოფა /(X)-ზე · 
მაშინ /,X) მხოლოდ მუდმივი მამრავლით ზანსხვავდება «(») საგან.
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§ 2. უდიდესი საერთო. გამყო დი 

1. განვიხილოთ ორი ფუნქციის საერთო გამყოფების მო– 
ძებნის საკითხი. თუ თითოეული /(X) და თ(X) ფუნქციათაგანი იყო- 

ფა XX)-ზხე, მაშინ #(»)-ს ეწოდება /(X) და დ(X)-ის საერთო გამყოფი. 

#(X) და <(X) ფუნქციების უდიდესი საერთო გამყოფი ეწოდება 
უმაღლესი ხარისხის საერთო გ მყოფს. უდიდესი საერთო გამყოფის 

მო'აძებნად უნდა მიკმართოთ თანმიმდევრად გაყოუის პროცესს, 

რომელიც ანალოგიურია იმ პროცესისა, რომელსაც იყენებენ არით- 

მეტიკაში ორი «–იცხვის უდიდეს საერთო გამყოფის მოსაძებნად. 

ამ პროცესს ზოგჯერ უწოდებენ ევკლიდეს ალგორითმს, რადგან 

ევკლიდე იყენებს ამ პროცესს თავის „საწყისებში“, 

ვთქვათ, რომ საძიებელია #(ჯ) ფუნქ.,იის (/ ხარისხის) და დ(2:) 

ფუნქციის (ს ხარისხის) უდიდესი საერთო გამყოფი. დავუშვათ, რომ 
#=>#, თუ /(+) ფუნქცია იყოფა დ«დ(X)-ზე, მაზინ დ(») იქნება უდი- 

დესი საერთო გამყოფი. ვთქვათ, რომ /(»ჯ) არ იყოფა დ(X)-ზე; აღე- 

ნიზნავ» რა განაყოფს ძ#.(») და 7)1(X)-ით _ ნაშთს 7C- -ის გაყოფისა- 

დ(X)-ზე, შეგვიძლია დავწეროთ: 

(4) /(X)=დCდ(X) 0'X) + რ(X), 

ამასთან #,(ჯ)-ის ხარისხი დაბალია დ(X) ხარი"ხზე (იხ. პუნქ. 4). 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ /() და დ(») ფუნქციების ყო- 
ველი საერთო XC) გამყოფი აგრეთვე იქნება #,(X) ფუნქციის გამყო- 
ფიც. მართლაც, თანაფარდობა (4) შეიძლება გადავწეროთ ასეთი 

სახით: 

ჩ.(X) = / (X) -– დ(X) 0,()- 
თუ დავუშვებთ, რომ თითოეული /#X) და დ(ჯ) ფუნქციათაგანი. 

იყოფა #(»)-ზე, მაშინ გამოვიყენებთ რა თვისებას 1L (შედეგი, 

წ 1, პუნქ 5 ამასთან უნდა დავუშვათ, რომ რთ(X)=1, 8(X) == 

= –თ7,()), ვიპოვით, რომ ჯ,(») აგრეთვე იყოფა 2.(»)-ზე. ამ- 

გვარად, XC) ფუნქცია აგრეთვე იქნება საერთო გამყოფი ფუნ- 

ქციებისა 

ით და (ჯი). 

პირიქით, CC) და #,(X) ფუნქციების ყოველი საერთო გამყოფი. 

იქნება #(-ი)-ის გამყოფი. რომ დავრწმუნდეთ ამაში, საკმარისია გა--
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მოვიყენოთ II თვისება (შედეგი) (4) თანაფარდობებისადში. ამგვარად, 

“5) /(») და დ(7) 

ფუნქციების საერთო გამყოფი არის აგრეთვე 

(6) დ(X) და #,(») 

ფუნქციების საერთო გამყოფიც, და პირიქით; სხვა სიტყვებით, 

საერთო გამყოფები ორთავე წყვილი ფუნქციებისათვის ერთიდა:· 

იგივე იქნება; ამიტომ იმის ნაცვლად, რომ ვიპოვოთ (5) ფუნ.- 

ქციების უდიდესი საერთო გამყოფი, შეიძლება ვიპოვოთ (6) ფუნქ. 

ქციების უდიდესი საერთო გამყოფი. 

თუ აღმოჩნდება, რომ დ(ჯ) უნაშთოდ იყოფა ჯ,(X)-ზე, მაშინ 

+(X) იქნება /(:) და დ(X)-ის უდიდესი საერთო გამყოფი. წინააღმდეგ 

შემთხვევაში, თუ იძა(«) და #,(X)-ით აღვნიშნავთ განაყოფს და ნაშთს 

«(ჯ)-ის გაყოფისა #)(X)-ზე, გვექნება: 

დ(2:)=7',(X) 0:(X) -L- ”,(2:, 

და მაშინ საჭირო იქნება მხოლოდ 7. (X) და #,(X) ფუნქციების უდი- 

დესი საგრთო გამყოფის მონახვა. თუ #,(ჯ») არ იყოფა #,კ(X)-ზე, მა- 

“შინ, გადავალთ ჯ#,(X) და #”კ(ჯ») წყვილ ფუნქციაზე და ა. შ. ეს პრო- 

ძესი შეიძლება განეაგრძოთ მანამ, სანამ არ მივიღებთ ნულის ტოლ 

ნაშთს. ასეთ ნაშთამდე აუცილებლად მივალთ, რადგან თანმიმდე- 

ვრად მიღებული ნაშთების ხარისხები განუწყვეტლივ კლებულობს. 

“დავუშვათ, რომ #,+,(X) არის უკანასკნელი ნაშთი, რომე- 

ლიც არაა ნულის ტოლი; მაშინ გვექნება შემდეგი 

ტოლობათა მიმდევრობა: 

( 7#(X)= %(>) 9;(2) ++ ”,C;:), 

დ(X)==7,(X) 0XX) -L ”,(X), 
7,(X) == #”)(X) ძვ(2) –L- #ა(X), 

47) ინ ინთნნი თვისე 

(ი =წ/X 9ი+1(X) -L 7ი L(2)- 

#-(X) ფუნქცია უნაშთოდ იყოფა #,„+,(7)-ზე: 
472) 7;(X) = ”ი+)(X) -+(7)-
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ეს იმას ნიშნავს, რომ ”ი':) და ”ი+,(X) წყვილი ფუნქციისათვის 

უდიდესი საერთო გამყოფი იქნება #„+,(X). წინანდელის 

საფუძველზე შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ #,ჯ1(X) აგრეთვე უდი- 
დესი საერთო გამყოფი იქნება #, ,(X), ”„(X) წყვილი ფუნქ- 
ციისათვის, მაშასადამე, #„- ,(X), #,- ,(X)-სათვის და ა. შ. და ბოლოს, 

#02) და «C(X)-სათვის. 

ამგვარად, ნულისაგან განსხვავებული უკანასკნელი ნაშთი, რო– 

მელიც მიღვბულია თანმიმდევრობითი გაყოფის პროცესში, წარმო–- 

ადგენს /(X) და დ(ჯ) ის უდიდეს საერთო გამყოფს. 
შენიშვნები: ა) ძ,(X), ძა(X), . . . ფუნქციების, აგრეთვე 

ჩნ) ლ() . . · ფუნქციების კოეფიციენტებს /(2) და დ(X) 
კოეფიციენტებისაგან მივიღებთ ოთხი ძირითადი ოპერაციის სა- 

შუალებით; ამიტომ 7(ი) და დ(X) ფუნქციების კოეფიციენტე- 
ბი ეკუთვნის ს ველს, მაშინ ყველა ფუნქციის კოეფიციენტები, 

რომლებსაც მივიღებთ თანმიმდევრობითი გაყოფის პროცესში, 

ეკუთვნის იმავე ველს. კერძოდ #,.+,(ი,) უდიდესი საერთო გამ- 
ყოფის კოეფიციენტები აგრეთვე # ველს ეკუთვნის, 

ბ) ზევით დავინახეთ, რომ #0:) და «(X) ფუნქციების ყოველი 

2(X) საერთო გამყოფი იქნება აგრეთვე 1,0) ნაშთის გამყოფი; ამ 

შენიზვნას თანმიმდევრობით გამოვიყენებთ რა ყოველ (7) ტოლობა- - 

თაგანის მიმართ, დავასკვნით, რომ /(X) და «(:) ფუნქციების ყოვე- 

ლი საერთო გამყოფი აგრეთვე იქნება #,+,(>) ფუნქციის. საერთო 

გამყოფი, ამგვარად, #”ეი+I)(X) ფუნქცია (უდიდესი საერთო გამყოფი 

#7. და Cდ(X) ისა) უნაშთოდ იყოფა მოცემულ #.X) და დ(Xჯ) ფუნ- 

ქციების ყოველ საერთო გამყოფზე. 

გ) ჩვენ უკვე ვიცით (იხ. პუნქტ. 5), «ომ მთელი რაციონალური 

ფუნქციების გაყოფადობის საკითხებში მუდმივი მამრავლები არ თა–- 

·მაშობს არსებით როლს; ამიტომ, თუ « არის ნულისაგან განსხვავე- 

ბული ნებსითი მუდმივი, მაშინ. („+,(X) ფუნქციაც შეიძლება ჩაითვა- 

ლოს #() და დი) ფუნქციების უდიდეს საერთო გამყოფად. 
პირიქით, თუ რომელიმე ი():) ფუნქციას აქვს /(X) და C(X) ფუნ- 

ქციების უდიდესი საერთო გამყოფის თვისებები, მაშინ #,„+,(»)-საგან 

ის შეიძლება განსხვავდებოდეს მხოლოდ მუდმივი მამრავლით. მართ- 

ლაც, წინა შენიშვნის საფუძველზე #,+,(X) ფუნქცია იყოფა ი(X) ზე; 
აღვნიშნავთ რა თ(»)-ი» ამ განაყოფს, გვექნება; 

7;+:5=0(X). %(%);
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თუ დავუშვებთ, რომ მთელი რაციონალური თ(ჯ) ფუნქციის ხარის- 
ხი ნულზე მეტია, მაშინ ((7:-ის ხარისხი ნაკლები იქნება #„+,(2)-ის 

ხარისხზე, ე. ი 0(X) არ იქნება უდიდესი საერთო გამყოფი. ამიტომ 

თ(+;) არის ნულოვანი ხარისხის ფუნქცია და შეგვიძლია დავუშვათ, რომ 

9(X)=L, 

სადაც # არის მუდმივი; მაგრამ მაშინ დაც უდიივ გ 

”ი+1(2)==#X0(X), · 

ე. ი. 0(X) განსხვავდება #„L,(X)-საგან მუდმივი მამრავლით. 

ამგვარად, /(X) და დ(+ჯ)-ის უდიდესი საერთო გამყოფი წარმო- 

ადგენს ფუნქციას, რომელიც განსაზღვრულია სიზუსტით მუდმივ 

მამრავლამდე. IXX)-ით აღვნიზნოთ უდიდესი საერთო გამყოფი; მა- 

შინ შეგვიძლ--ია დავწეროთ; 

(8) LX»)=Cთ”ი+I(X), : 

სადაც მუდმივი 6 მამრავლი ნებსითი რჩება; ეს მამრავლი ყოველ- 
თვის შეგვიძლია ავარჩიოთ ისე, რომ #(») ფუნქციის უფროსი წევ- 
რის კოეფიციენტი ერთეულის ტოლი იყოს, 

დ) შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ (09 – უღიდესი საერთო გამყო- 

ფი–-იყოს ნულოვანი ხარისხის ფუნქცია. ამ შემთხვევაში / (ჯ) 

და «(»ჯ) ფუნქციებს არ აქვთ ჯ-ზე დამოკიდებული საერთო გამყოფები. 

760) და დ(ი) ფუნქციებს, რომლებსაც არ აქვთ ჯ»-ხზე დამოკი- 
დებული საერთო გამყოფი, ეწოდება ურთიერთ მარტივი. 

“თუ #(X) და «(») ფუნქციები ურთიერთ მარტივია, მაშინ ყო- 

ველი მუდმივი შეიძლება ჩავთვალოთ მათ უდიდეს საერთო გამ- 

ყოფად; კერძოდ, უჯიდეს საერთო გამყოფად შეიძლება მივიჩნიოთ 

ერთეული. 
ე) ზევით დავინახეთ, რომ /”(X) და დ”) ფუნქციების უდიდესი 

საერთო გამყოფი იქნება აგრეთვე უდიდესი ს':ერთო გამყოფი ყოვე- 

"ლი შემდეგი წყვილი ფუნქციებისათვისაც: 

დ(X), /+(X); 
(დ) 7,(X), 7:(X); 

#(X), ”»+1(X).
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სხვა სიტყვებით, რომ ვთქვათ, /(X) და #(X) ფუნქციების უდი- 
დესი საერთო გამყოფი იქნება აგრეთვე უდიდესი საერთო გამყოფი 

ყოველი ორი ერთიმეორის გვერდით მდგომი ფუნ- 

ქციისა მიმდევრობაში: 

(10) #C, %დ(%ი) 7)(X) ·. 7„VXX), ”„+)(7). 

კერძოდ, თუ /(») და «C(X) ფუნქციეიი ურთიერთ მარტი- 

ვია, მაშინ XXX)=1. ამ შემთხვევაში უდიდესი საერთო გამყოფი 

(9) სისტემიდან აღებულ ფუნქციათა ყოველი წყვილისათვის აგრე- 

თვე ერთეულის ტოლია; სხვა სიტყვებით რომ ეთქვათ, (9) სის- 

ტემიდან აღებულ ფუნქციათა ყოველი წყვილი წარმოადგენ” ურ- 

თიერთ მარტივი ფუენქციების წყვილს. ამგვარად, თუ /(X) და 

დ(X) ფუნქციები ურთიერთ მარტივია, მაშინ ყოველი ორი ერთი- 

მეორის გვერღით მდგომი ფუნქცია (10) მიმდევრობაში აგრეთვე 
იქნება ურთიერთ მარტივი. 

ვ) ფუნქციები, რომლებთანაც საქმე გვაქვს თანმიმდევრობით გა- 

ყოფის პროცესში, შეიძლება გავამრავლოთ შესაფერის რიცხვით მამ- 

რაჟგლებზე, რომ ავიცილოთ წილადი კოეფიციენტები. თუ ამოცა- , 

ნად ვისახვთ მხოლოდ უდიდესი საერთო გამყოფის 

მონახვას, მაშინ განაყოფები 

9: (+), 9 (X);.-. 

არ თამაშობს არსებით როლს; ამ შემთხვევაში .შეიძლება მუდმივ 

მამრავლებზე გავამრავლოთ საშუალედო ნაშთებიც, ე, ი. ერთი 

განსაზღვრული გაყოფის პროცესში მიღებული ნაშთები. ამასთან 

განაყოფი არსებითად მახინჯდება; რაც შეეხება ნაშთს, მას შეუძლია 

შეიძინოს მხოლოდ მუდმივი მამოავლი. 

მაგალითი, 

ვთქვათ, საძიებელია უდიდესი საერთო გამყოფი ფუნქციებისა 

#(2) ==») +. 193 –-20--L- 2 20)=22 +5X2?თ 46 ჯ-–2. 

ჩვენ მოგვიწევს / (X)-ის დ(X)-ზე გაყოფა. ამ გაყოფის დროს რომ ავიცილოთ 
წილადები, /(X) ფუნქცია თავიდან 2-ზე გავამრავლოთ: 

2: +242 -4 ' ქ 2:19 + 5) + ჯ-2 

2 + 5X9 –- #1 -–- 2X ჯ» 

ვ.მ 5» –4 

7. უმაღლესი ალგებრა
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#(0იე-ის გაყოფა «(»)ზე ჯერ კიდევ არაა დამთავრებული: აქ ზვაქვს საშუა– 
ლედო ნაშთი 

ო –- ვებ 52 -- 4; 

თუ გაყოფას განვაგრძობთ ჩვეულებრივი გზით, მაშინ საჭირო შეიქნება წილადი 
კოე ფიციენტების შემოყვანა; რომ ეს ავიცილოთ, ფუნქვია (”) გავამრავლოთ 2-ზე, 
სწორედ ამით ვამახინჯებთ განაყოფის მეორე წევრს; რომ აღვნიშნოთ ეს, 
პირველი წევრისაგან მას ვაშორებთ ორი ხაზით: 

2X! 1- 2X9 –- 4ჯ2 –- 2 –- 4 219 =- 59 +ჯ–2 

2»! + 5X3 1 1 –– 2XჯX XI –– 3. 

–-3»მ – 5ჯჩ –4 

“ =6ი-შ00 –8. 
–-6ჯპ-15X2 -- 3X-+ 6 

5X1 -L 3X-14. 

მუდმივ მამრავლამდე სიზუსტით, ფუნქცია – 

(11) (+) = 5Xმ -L 3X –– 14 

წარმოადგენს ნაშთს, რომელიც მიიღება /(»X) ფუნქციის C(X)-ზე გაყოფის დროს, 
ახლა C(X) გავყოთ ამ ნაშთზე; დ(+) ფუმქცია წინასწარ შეიძლება გავამრავლოთ 

5.ზე; 

10L3 -L 25» -LL5C – 10 50 + 3+«-–14 
2 10113 + 6X12 –- 28X 2XII +19 

19X? + 33X–10 

(გავამრავლებთ 5–ზე) 

95X2+1657 –- 50 
95X+ 57X – 266 

108+X + 216 

ნაშთში მივიღეთ ფუნქცია 

(12) · 7)(X) = 108 X+216 = 108 (ჯ + 2); 

ახლა M(X) ფუნქცია უნდა გავყოთ ”,(X) ფუნქციაზე; ამასთანავე, მუდმივი მამ- 
რავლი 108 შეიძლება უკუვაგდოთ: 

_ §5პ+ 3 – 14 | X+2 
2 , ეესეღაეაესეეუღა_. "51 +10ჯ 5-7 

–_7X-14 

_7X-14 

მ
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გაყოდღა მოხდა მთლიანად -- ნაშთი "ნულის ტოლია. უკანასკნელი ნაშთი, 
განსხვავებული ნულისაგან –– ე, ი, სიზუსტით მუდმივ მამრავლამდე, ფუნქცია 
(12) – იქნება / («-) და «(ი9)-ის უდიდესი საერთო გამყოფი: 

IXX) = § + 2. 

შენიშვნა: რომ თავიდან ავიცილოთ განაყოფის დამახინჯება /(X)-ის 
გაყოფისას C(ჯ)-ზე, საკმარისი იყო ჩვენს მაგალითში /(X) ერთბაშად გაგვემრავ- 

ლებია 4-ზე. მაშინ განაყოფში მივიღებთ 2X –3, ასე, რომ შეიძლება ჩავწეროთ: 

ითა (40 +312 –- #- 2)=, 

· /თ., 
(13) =020+5ა-+%-2), (2-3) + 51 4+3X – 14. 

: დ(» 7 (9). რი 

მეორე გაყოფის შედეგი ამგვარადვე შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ ასეთი 

სახით: 

(14) 25(2»X9 + 5X-+Xჯ –– 2) = (5L + 3X –– 14) (10X+- 19)+ 108(X + 2) 
    

«ლი ათ ირო 75 (»X) 

დავუშვებთ რა IX») = # + 2, 

ზვექნება: 1 
ჯXCX) = <0 Cჯ). 

სა ვ არჯიშო. 

იპოვეთ უდიდესი საერთო გამყოფი შემდეგი ფუვქციებისა: 

ა) 11-29 -= 4X> + 4-3 და 2X –- 51? -- 4 + 12; 

ბ) »ა + 3X5 – XX ++2X – 1 და XI +125. 9 4%+-–-2; 

ბ) 2X4 <- «3 + 2? + L-- 1 და 219 -- 3X2 LL 3X –– 1; 
დ) ჯბ –- ჯ9 + 21 -–– 2X + 1 და X1--2X +272 – 2X +2; 
ე) 2+ბ –-Xმ8 –- #2 + 3-X-––2 და 28-–-– 30-- X+2. 

2. თეორემა. თუ XX) არის #(X) და «(ჯ) ფუნქციების 'უდიდე- 
სი საერთო გამყოფი, მაშინ ყოველთვის შეიძლება განვსაზღვროთ 

ისეთი ორი #CX:) და XX) ფუნქცია, რომლებისთვისაც ადგილი აქვს 
ტოლობას 

(15) L ე / (%) + დ დე) §« (1)=%# ხი. 

დამტკიცება. წარმოვიდგინოთ, რომ /(X>) და «(X) ფუნქცი- 
ებისათვის შესრულებულია თანმიმდევრობითი გაყოფის პროცესი: 

თუ #.+I(X) არის ნულისაგან განსხვავებული უკანასკნელი ნაშთი, 

მაშინ 

II 0ე)=Cთ+,(XIL.
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ახლა განვიხილოთ სისტემა რ) ტოლობებისა, რომლებსაც ვღე- 

ბულობთ თანმიმდევრობითი გაყოფის გზით; ეს ტოლობანი შეგვიძ. 

ლია გადავწეროთ შემდეგი სახით: 

7)(X)= / (2) –– დ(X)9,(X), 
7:(X) == Cდ(X) – 7(X)7:(X), 

#:(X) =7)(2) –– 7:(X)0ვ(X), 

(16) · 

7ი(X) == 7ი– (+) –– „თ ძი(X) 

”ი+1(X) == ”ი+)(X) –– ”ი(X) 9„+,(X)- 

პირველი ამ თანაფარდობათაგანი შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ 

შემდეგნაირად: 

0» ჩ(ე= 4/00+ 8,4 (9, 
სადაც 

41=1, 8,= ––იC). 

ჩავსვამთ რა გამოსახულებას 7)(X)-სათვის (16) სისტემის მეორე 

ტოლობაში, ვიპოვით 

08) M(X)= 4: /CX) -I- 8, დCX), 
სადაც 

4ძაე=-–-ძმე(X), 8,=1 – 0)(2) 4,(X)- 

თუ (17) და (18) გამოსახულებებს 7)(>) და 7,(X)-სათვის ჩავსვამთ 

(16) სისტემის მესამე ტოლობაში, მივიღებთ შემდეგი სახის თანა- 

ფარდობას! 

ჩე(X) = 43/(X) + 8ვდ(2), 

სადაც „ე და 8, მთელი რაციონალური ფუნქციებია. 

ამ პროცესს განვაგრძობთ მანამ, სანამ არ „მივალთ (16) სისტე- 

მის უკანასკნელ ტოლობამდე. ამგვარად, მივალთ შემდეგი სახის 

თანაფარდობამდე 

”ი+:(X) = -4,+, (9) +- 8 დ(%) · 

სადაც 4,+,) და 8,+, არიან ჯ-ის მთელი, რაციონალური ფუნქციები.



თუ უკანასკელ ტოლობის ორთავე ნაწილს გავამრავლებთ « მუდ- 
მიეზე და დავუშვებთ, რომ 

6–4ი+) = 1'(ი), C8,+;=9XCV), 

მივიღებთ (15) თანაფარდობას. 

შედეგი, თუ /(X) და C(:) ფუნქციები'ურთიერთ მარ- 

ტივია, მაშინ ყოველთვის შეგვიძლია ორი X(X) და 

დყე ფუნქცია განვსაზღვროთ იმგვარად, რომ ადგი- 
ლი პქონდეს ტოლობას 

ით ნც) / ე + თხი <6ე =1. 
მართლაც, ამ შემთხვევაში შეგვიძლია დავუშვათ, რომ 

XX«%) == 1 

შენიშვნა. #C:) და VIXX) ფუნქციების მოძებნის დროს არსე- 

ბით როლს თამაშობს არა მარტო ნაშთები, არამედ განაყოფებიც, 
რომლებსაც ვღებულობთ თანმიმდევრობითი გაყოფის პროცესში; ამ 
შემთხვევაში დაუშვებელია განაყოფის დამახინჯება. 

მაგალითი, განვიხილოთ ფუნქცია. 

#ოლX2-6 72-27 -- დ – 2, დ(ი = 2) -L 510--ჯ-- 2, 

რომლებთანაც საქმე გვქონდა მე-6 პუნქტში, და ვუჩვენოთ, თუ როგორ განგსა- 

ზღვროთ ამ ფუნქციებისათვის XC») და 9(-) ფუნქციები, რომლებიც აკმაყოფი– 

ლებს (15) თანაფარდობას. რომ ავიცილოთ განაყოფთა დამახინჯება, ჩავატაროთ 

თანმიმდევრობითი გაყოფის პროცესი, როგორტ/ ეს აღნიშნულია წინა პუნქტის 

შენიშვნაში. (13) და (14) ტოლობანი გადავწეროთ შემდეჯი სახით: 

რით) = 5ჯ7 +3X--14=4(0-L მ. 20 -–-ჯ-2) 

–(2X-– 3) (2X»3 + 5» + ჯ-–--2); 

(20) #,(X) = 108 (« + 2) = 25(2:9 + 52? + « –– 2) –– 
'–= (00» -L 19) (5X3 -L 3» –– 14). 

ეს ტოლობანე ასრულებენ (16) თანაფარდობათა როლს. 
პირველი ამ ტოლობათაგანი შეიძლება წარმოვიდგინოთ შემდეგი სახით 

#)(X) = 5X? + 3X+14 = ' 

= 24:(+1 + 19 –- 22 –-X--2) + 8,(22 L 5024+X#ჯ–2), 
სადაე 

4, == 4, 8, = – (2X -– 3).
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ჩავსვამთ რა (20) თანაფარდობის მეორე ტოლობაში 7)(X) ფუნქციის ნაცვ– 

ლად მის გამოსახულებას პირველიდან, მივიღებთ: 

#(X) == ტე(ჯ) -+L Xზ -- 2X2 –- X –- 2) + 7),(2X1 -+ 521 + X –+ 2), 

სადაც 

#4: = – 4(10X+19), ”ე =- 25 + (10X + 19) (2X – 3). 

ახლა, თუ გვსურს, შეგვიძლია გადავიდეთ ფუნქ-ჯიაზე 

1 
XC0)=X+2= 198 75 (X); 

ჩვენ მივიღებთ თანაფარდობას 

1... 
X-+2 = – -5ჯ (10X -L 19) (ჯ! #1 20 XჯX-2+ 

== დ») +2ჯX-–-8)(2;! + 5ჯ1? -L ჯ –– 2), 

რომელიც ადვილად შემოწმდება უშუალო გამოთვლით. ამრიგად, გა5საზი> 

ლველ შემთხვევაში გვაქვს: 

სც)=-–- 3- ((0X+19, დ(ა = > (5? + 2X –– 8), 

§ 3. გაყქო.ფა ·; –– გ-ზე. რაციონალური 

ფეხვების მო. ნახვა 

1. უფრო დაწვრილებით განვიხილოთ გაყოფის ერთი კერძო 
შემთხვევა: დავუშვათ, რომ საჭიროა /(») მთელი რაციონალური 

ფუნქციის გაყოფა ორწევრზე ჯ –- ი. რადგან გამყოფი წარმოადგენს 

პირველი ხარისხის ფუნქციას, ამიტომ ნაშთი იქნება ნულოვა- 

ნი ხარისხის ფუნქცია, ე. ი, მუდმივი. ამგვარად, გვექნება: 

0) /თ0=C–-9ი%9+ი 
სადაც ი«(X) არის განაყოფი, # -- ნაშთია (მუდმივი), თანაფარდობა 

(21) წარმოადგენ იგივობას ჯ-ის მიმართ: ის სამართლიანია 

ჯ-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის. თუ ამ იგივობაში დავუშვებთ 

X=ძ, მივიღებთ: 

(22) 7#(ი)=”7.



–- 103.–– · 

აქ /(ი) არის /(:) ფუნქციის მნიშვნელობა, რომელიც შეესაბამე- 
ბა X=თ მნიშვნელობას, ე. ი. #(>) ფუნქციის გამოსახულებაში ჯ=0 

მნიშვნელობის ჩასმის შედეგია. 

ჩვენ ვღებულობთ შემდეგ დასკვნას: 
#(CX) ფუნქციის X-–-ი ორწევრზე გაყოფით მიღებული ნაშთი 

7 ტოლია /(X) ფუნქციის მნიშვნელობისა, როცა Xჯ=ძ. 

ამ დებულებას ზოგჯერ უწოდებენ ბეზუს (1'/ისს) თეორემას. 

აღვნიშნოთ ამ თეორემის ორი შედეგი: 

IL. ყოველი მთელი რაციონალური #(2) ფუნქციისათვის #(ა– 

–/(თ) სხვაობა უნაშთოდ იყოფა ჯ-–-ი-ზე. 

მართლაკ, ჩავსვამთ რა (21) ტოლობაში „# ნაშთის გამოსახულე- 

ბას, მიღებულს (22) ტოლობით, გვექნება: 

#/(CI)=(X –– ი) 2(X) + / (ი), 
ანუ 

: #(X) –– /(ი)-=(X–-ძ)ი(X), 
ე· ი. 

' ·# (90-70 = IC =ეყლCი, 

სადაც ი(X) არის მთელი რაციონალური ფუნქცია. 

1. თუ /(X იყოფა X-–-/-ზე, ე. ი. » ნაშთი იქცევა ნულად, 

მაშინ ტოლობა (2!) მიიღებს შემდეგ სახეს: 

#(:)=(X –– ი) 0(X), 

ხოლო” ტოლობა (22) გვაძლევს 

#(2)=9. 

ამგვარად, ამ შემთხვევაში « რიცხეი აკმაყოფილებს განტოლებას 

(23) /#(X)=8; 

შეიძლება ვთქვათ, რომ # რიცხვი წარმოადგენს 23 განტოლების 

ფესვს, ან /(X) ფუნქციის ფესვს. 
რი რიცხვს ეწოდება /(X) ფუნქციის ფესვი, თუ მას შეესაბამება 

ფუნქციის #/(ი) მნიშვნელობა, რომელიც ნულის ტოლია. 

ამგვარად, თუ #(ი) იყოფა ჯX--ი-ზე, მაშინ „ რიცხვი არის / (2) 

ფუნქციის ფესვი.
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პირიქით, თუ იძ რიცხვი წარმოადგენს /(V) ფუნქციის ფესვს, 

მაშინ #(CXჯ) უნაშთოდ იყოფა X- ი-ხზე. მართლაც, ამ შემთხვევაში 

#== /(ძი1=0. 

#0) ფუნქციის ჯX-ი-ზე გაყოფის პროცესი მეტად მარტივად 
შესრულდება ეგრეთ წოდებული პორნერის სქემის საშუალებით. 

გარკვეულობისათვის დავუშვათ, რომ საუბარია მეოთზე ხარის- 

ხის მთელ რაციონალურ ფუნქციაზე: | 

#6) = რე“ თაბ 1-6, + რეX+ ი.ა 
განაყოფი, მიღებული წი ფუნქციის # -- «-ზე გაყოფით, იქნე- 

ბა მესამე ხარისხის ფუნქცია 

«(X) == ხაX" –I- სჯ21 -I- ხაX -L- ხე. 

ამ შემთხვევაში (21) თანაფარდობა შემდეგ სახეს ღებულობს: 

ძი» + რ, + ძა»? + ი,ჯ-+ იძ, = (X-–ი) (ჩაჯ" -+-ხX1 -+ ხ,X + ხე)+I- 

შევასრულებთ რა ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში აღნიშნულ 

ოპერაციებს, მივიღებთ: 

ძიაX1-–+ ძა! + ძ,ეXბ -+ ძეX+ ი,= 

== ხეჯ' + (0, –– იხა)»' -L (ხ; ––'იხ,)X? -L (წე –– იჩე)X -L # –– იჩე. 

ამ ტოლობის მარცხენა ნაწილში უნდა გვექნეს იგივე ფუ ნქ ცია, 
რაც მარჯვენა ნაწილში, მაშასადამე, უნდა იყოს: 

ძე ==ხე, ძ:= =ხ 1“ თხი, ძე=ჩე –იხ,, 

ძკ == ხე –– «ხე, ძკ== I –- თხე. 

ამ ტოლობებიდან ადვილად ვიპოვით განაყოფის კოეფიციენტებს 

და ნაშთს: 

ხა=ძაი, ხუ =ხემ + ი, .ხე= ხ,04+-ი,, ხე == ხემ -++ ი,; 

' „=ხაეი +.
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მსგავსი მსჯელობა შეგვიძლია ჩავატაროთ ზოგადი სახით. თუ 

მოცემულია # ხარისხის მრავალწევრი 

#(00=ძებ" ი წაი. ი- X+6რს 

მაშინ /(X») მრავალწევრის გაყოფით ჯ –- ძ-ზე განაყოფში მივიღებთ 
ს -- 1 ხარისხის მრავალწევრს: 

იი =ხენბ + ნომ +..+ჩ ს 
სადაც 

(24) ხა=ძა; ხ)==ხეი +ი,, ხე:=ხ,ი +–ძ,, ·.., ნ, ,==ს»- ეძ +- ძი-,. 

ნაშთი იქნება | 

(25) #7=ხი ,ი–+ი,. 

ამგვარად, განაყოფის ყველა კოეფიციენტი, დაწყებული ხ,-დან, 
მიიღება ერთი და იგივე კანონის მიხედვით: რო9 მივიღოთ განაყო- 

ფის რომელიმე წ; კოეფიციენტი, საკმარისია განაყოფის წინა (#-.;) 

კოეფიციენტი გავამრავლოთ «-ხე და მივუმატო»თ გასაყოფის შესაბამი 

(ე. ი. იმავე ინდექსით) კოეფიციენტი. რომ მივიღოთ 7; ნაშთი, სა- 

კმარისია განაყოფის უკანასკნელი კოეფიციენტი (თავისუფალი წევ- 

რი) გავამრავლოთ ი-ზე და მივუმატოთ გასაყოფის თავისუფალი 

წევრი. 
მთელი პროცესი შეგვიძლია განვალაგოთ შემდეგი სქემის მიხე- 

დვით (ჰორნერის სქემა): 

  

მი მ მა | ... რი-1 რი 
      

  

რ 

  

  

| ' _ დხ ი+ი,! ხ.,თ+ი,ე| .. | სი”–ერ-+-იი,–,ე | ხი–)6-+Lძი 
რ-ი! (= ნ) | (=ს) 8 ხა) | ლი   
  

ზედა სტრიქონში განვალაგებთ გასაყოფის კოეფიციენტებს, ქვე- 
დაში –– განაყოფის თანმიმდევრობით მიღებულ კოეფიციენტებს და 

ნაშთს. 
“
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მაგალითები, 

1. ვთქვათ გასაყოფია 

ვჯ! -- 2X9მ –- 6X2 + X-– 7 პოლინომი ჯ – 2-ზე; 

მოქმედებას განვალაგებთ შემდეგნაირად: 

| 3 2 –6 1 –7 

2         

3 :) 10 2! 35   

  

  

ამგეარად განაყოფი იქნება 

3ჯ) -L 8»2 –+- 10ჯX + 21, 

ნაშთი უდრის 35-ს; ადვილი შესამოწმებელია, რომ ეს რიცხვი წარმოადგენს 
მოცემული ფუნქციის მნიშვნელობას, როცა #ჯ = 2. 

2. I(+)ლ–+)-– უხ 4+-312--6X-+-4 გავყოთ Xჯ -L 1-ზე. 
განსახილველ შემთხვევაში, ცხადია, თ = –- 1, 

გაყოფას შევასრულებთ პორნერის სქემით: 

1 | –1 0 ვ 6 4 

  –1   

1 –-2 2 1 –7 11         
  

განაყოფი არის 

0(X) = X% –– 2ჯზ -L 2»? + XV – 7; - 
ნაშთი კი : 

”=/(-–1=11. 

3. პოლინომი #(») = 2»ბ-(1 --2ჯ) X9--(2 -L 3/) X--4 გავყოთ # ––- 1--ჯ-ზე. 
მოცემულ შემთხევევაში ი=1+ ჯ და ჩვენ გვაქვს: 

2 | –14+2; 0 == = 
1+;   

2 1+კ+4; | –ა+ა, –10-7 | – 3-1, 
  

განაყოფი არის 

2»პ + (1 + 40X-+(–3+ 50)X – (10 + 7; 
ნაშთი კი 

„ლ 13 --117= #(14+-/.
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შენიშვნა. ბეზუს თეორემის თანახმად, ნაშთი /(X) ფუნქციის. 

'გაყოფისა X-თ-ზე უდრის ფუნქციის მნიშენელობას, როცა ჯ=ი. 

ამგვარად, პჰორნერის სქემა გვაძლევს პრაქტიკულად ხელსაყრელ- 

საშუალებას #(ი) მნიშვნელობის გამოთელისათვის. 

სავარეგიშო. ' 

შეასრულეთ გაყოფა, ისარგებლებთ რა ჰორნერის სქემით: 

1. 2»X1 –- უჯმ L >? -- ჯ + 7-ის X –- 4-ზე, 

2, #8 -L 49 -- 2XX –- 6++3-ის X+3-ზე. 

3, 3»! –- 5X9-+(1 –- 27): –- (1 + /)L–-8-ს X-–/-ზე. 

4, ს – 211-+2V-- (1 –-;)X+6-ის X+3 – 2/-ზე. 

2. წინა პუნქტის შედეგები ახლა გამოვიყენოთ /(ჯ) ფუნქციის. 

რაციონალური ფესვების მოძებნისათვის, ანუ რაც იგივეა, 

(26) _ /0ე=0, 
განტოლების რაციონალური ფესვების მოძებ5ისათვის. 

დავუშვათ, რომ #6 ფუნქციის კოეფიციენტები წარმოადგენენ 
რაციონალურ რიცხვებს, მთელ ან წილად რიცხეებს; უკანასკნელ 

შემთხვევაში შეიძლება (26) განტოლების ორივე ნაწილი გამრავლ– 

დეს ყველა კოეფიციენტის საერთო მნიშვნელზე და ამგვარად, ამო- 

ცანა დავიყვანოთ მთელი კოეფიციენტების შემთხვევამდე. ამიტომ: 

შეიძლება თავიდანვე დავუშვათ, რომ მოცემული ფუნქციის კოეფი- · 

ციენტები წარმოადგენენ მთელ რიცხვებს; ამგვარად, 

#(2)==ძა+" + ძია 1 ჩნ ა.+ თი-#6ი“თ 

სადაც ძე, თ, ··., -–- მთელი რიცხვებია. ჯერ განვიხილოთ /(»X) ფუნ– 

ქციის მთელი ფესვების მოძებნის საკითხი. დავუშვათ, რომ მთელი 

ძი რიცხვი წარმოადგენს /(X) ფუნქციის ფესვს. მაშინ /(::) უნდა. 

იყოფოდეს ჯX -––- 4-ზე: 

#(0=(:--0ი)ის), 

ამასთან იე განაყოფის კოეფიციენტები განისაზღვრება ფორზუ- 

ლებით (24). რადგანაც ყველა იი. ძ,, .·- ია კოეფიციენტი და ი 

რიცხვი წარმოადგენენ მთელ რიცხვებს, ამიტომ (24) ფორმულე– 

ბიდან გამომდინარეობს, „რომ ი(;) განაყოფის კოეფიციენტებიც, 
მთელი რიცხვებია.
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პირველ პუნქტში ენახეთ, რომ ნაშთი, მიღებული /(:-ის გაყო- 

ფით X -- ძ-ზე, გამოისახება შემდეგნაირად: 

ჯ=ს,გ ,თ + ”ი,. 

იმ შემხვევაში, რომელსაც ახლა ვიხილავთ, ნაშოი უნდა იყოს 

ნულის ტოლი: 
ხნ. , რი + ი,„==0, 

ანუ 

427) ძალ -- იხი-,. 
რადგანაც ძი, ი, ხს, , მთელი რიცხვებია, (27) თანაფარდობი- 

დან გამომდინარეობს, რომ « რიცხვი უნდა იყოს ი, რიცხვის, ე. ი, 

/(X) ფუნქციის თავისუფალი წევრის გამყოფი. 
ამგვარად, თუ მთელი # რიცხვი წარმოადგენს /(ჯ») ფუნქციის 

ფესვს, მაშინ ის უნდა იყოს მისი თავისუფალი წევრის გამჟოფი, 

მაშასადამე, თუ /#(X) ფუნქციას აქვს მთელი ფესვები, მაშინ ეს 

ფესვები უნდა ვეძებოთ თავისუფალი წევრის გამყოფთა 

შორის. ყოველი ამ გამყოფთაგანი უნდა გავსინ- 

ჯოთ, რათა გავიგოთ, წარმოადგენს თუ არა ის 

ფუნქციის ფესვს. თუ გამოირკვევა, რომ თავისუფალი წევრის 
არც ერთი გამყოფი არ გადააქცევს ფუნქციას ნულად, ეს იმას ნიშ- 

ნავს, რომ მოცემულ ფუნქციას არ აქვს მთელი ფესვები. 

„შენიშვნა, თუ მთელი « რიცხვი წარმოადგენს /(») ფუნქციის 
” ფესეს, მაშინ განაყოფი 

#თი _ ჯX-=2 1 (ი 

წარმოადგენს, როგორც დავინახეთ, მთელი კოეფიციენტე- 
ბის მქონე მთელ რაციონალურ ფუნქციას. აქედან გამომდინარე- 

ობს, რომ X-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის /(Xჯ)-ის შესაბამისი 

მნიშვნელობა უნაშთოდ უნდა გაიყოს 1: -- ი-ზე (ან ი – ჯ-ზე: გამ- 
“ყოფის ნიშანი არ თამაშობს როლს). თუ დავუშვებთ, კერძოდ, რომ 

X=--1, მოვნახავთ, რომ /(--1) რიცხვი უნაშთოდ იყოფა ძ -L 1-ზე. 

ამგვარად, იმისათვის, რომ მთელი ტ რიცხვი იყოს /(ჯ) ფუნ- 
ქცაის ფესვი, აუცილებელია, რომ ყოველი რიცხვთაგანი 

· #C0). (–)) 
X:8) 49-1=%= +--> 
«იყოს მთელი რიცხვი.
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ეს პირობა აუცილებელია; მაგრამეს არას გზით არაა 

საკმარისი. თავისუფალი წევრის გამყოფები, რომლებისთვისაც. 

ეს პირობა არ სრულდება, შეიძლება ერთბაშად უკუვაგდოთ; გამყო- 

ფები, რომლებისთვისაც ის სრულდება, კიდევ უნდა შემო- 

წმდეს. 

მავალითი. / (X) == 2X19 –L- 7») -+- 5X + 6. 

თავისუფალი წევრის გამყოფებია: + 1, + 2, + 3, + 6. 

აქ 

თუ ი ==2, მაშენ #0) =20, /(–1) =6. 

/0) 20 /(-1) _ 6 
. ი-16.6. 1' ი 3 

არიან მთელი რიცხვები; ამგვარად, გამყოფე 2 უნდა გავსინჯოთ. რომ გამოვი– 

ანგარიშოთ / (2), უნდა შეკნიშნოთ, რომ ეს რიცხვი შეიძლება განვიხილოთ რო–- 

გორც ნაშთი /(»)-ის გაყოფისა X-2 ორწევრზე. გაყოფა შეიძლება შევასრულოთ 
ჰორნერის სქემის გამოყენები»; 

I 
2! 7 § 6 

2 |-–-–     

2! 11 27 60 

ნაშთი / (2) = 60; რიცხვი 2 არ წარმოადგენს ფესვს. ახლა დავუშვათ, რომ 
ძი = –– 2; ამ შემთხვევაში 

40). _20 
რ–1 –3. 

წილადი რიცხვია. აუცილებელი პირობა არ სრულდება – ამ გამყოუს უკუვაჭ- 

დკბთ. დავუშვათ, რომ ძ = 3; ამ შემთხვევაში 

#C-1)- 6, 
ი#+1 4 
  

წილადი რიცხვია: ამ გამყოფსაც უკუვაგდებთ. 
თუ 4=--3, მაშინ 

#2) 20 და /C0)-. 6, ა 

2-1 2. იკ =2 
  

მთელი რიცხეებია. გავსინჯოთ ეს გამყოფი: 

2 7 5 6 

  

_ .- 25 
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ამგვარად, /( –3) = 0; რიცხვი--3 არის ჩეენი ფუნქციის ფესვი. ამასთან ერ– 

„თად მოვნახეთ გ:ნაყოფი /(X) ფუნქციის გაყოფისა X+ 3-ზე: 

#(X) = 2ჯშ1 -+L X + 2. 

ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ: 

2X98+7X+?+5X+6 = (ჯ -L 3) (2X1 ++X+2). 

„ახლა განტოლება 

«5) 2»X+7X+5X+6 = 0 
იყოფა ორად 

X+3=0 და 2X2+X+2=90., 

მეორე განტოლებას აქვს ფესვები 

–1+IV15 –-1-:VI5 
4 , ლ2.. 

“მაშასადამე, (_) განტოლების ფესეები იქნება, 

–1+X(V15 –1-?:1V15 
_---_--- == _–_–_ 

4 4 

3. შევეხოთ ახლა წილადი რაციონალური ფესვების მოძებნის 

საკითხს. უწინარეს ყოვლისა დავამტკიცოთ შემდეგი დებულება: 

თუ /(») ფუნქციის უფროსი წევრის კოეფიციენტი ერთეულის 
„ტოლია, ხოლო ყველა დანარჩენი კოეფიციენტი მთელი რიცხვე- 

-ბია, მაშინ /(X) ფუნქციას არ აქვს წილადი რაციონალური ფესვები. 

დამტკიცება. დავუშვათ, რომ 

#(0 =X"-+0ი,X"- LC იე ქოში -L ... + ძი-,თ + ი. 

გამოვიყენოთ დამტკიცების წინააღმდეგობის მეთოდი. დავუშვათ, 

“რომ #(C) ფუნქციას აქვს წილადი რაციონალური ფესვი “ კ სა- 

#7. = –-– 3, 1 = 

დაც # და # მთელი რიცხვებია. მაშინ შეგვიძლია დავუშვათ, რომ 

+ უკვეცი წილადია, ე. ი. # და ი რიცხვები ურთიერთ მარტივია 

"(მათ არ აქვთ ერთეულისაგან განსხვავებული საერთო გამყოფები). 

„თუ + წილადი წარმოადგენს /(27) ფუნქციის ფესვს, მაშინ 

(#I+4(4) +4(4) +..46ა 454.



“111. 

გავამრავლებთ რა ამ ტოლობის ორივე ნაწილს ე"–1-ზე, მივიღებთ: 

_–_–_–__>>>”  ” 
ჯ და ყ რიცხეები, დაშვების თანახმად, ურთიერთ მარტივია; მაგ- 

რამ მაშინ #" და « რიცხვებიც ურთიერთ მარტივი უნდა იყოს, ე. ი. 

2 უკვეცი წილადია, ტოლობა (29) მოითხოვს, რომ უკვ- 

ეცი წილადის ან მთელი რიცხვების ჯამი უდრიდეს ნულს, რაც 
შეუძლებელია, ამგვარად, დაშვება იმისა, რომ მოცემულ ფუნქციას 

აქვს წილადი რაციონალური ფესვი, მიგვიყვანს წინააღმდეგობამდე. 

მაგალითის სახით განვიხილოთ კუთხის. ტრისექციის განტოლება 

(იხ. შესავალი, პუნქტი 5): 

(3თ 2ვ9--3ჯ--ხ5=0. 
: აქ“ 

ხ==2008V, 

სადაც თ არის კუთხე, რომელიც უნდა გაიყოს სამ ტოლ ნაწილად; 

თუ ავიღებთ 60“-იან კუთხეს, ე. ი. 

7” 
ი=–3ს   

მაშინ 

+ 
ხ=2005 “3-=1, 

რადგან განტოლება (30) ღებულობს ასეთ სახეს: 

(30თ.... . ჯმ--3ჯ –- 1=90. 

აქვს თუ არა ამ განტოლებას რაციონალური ფესვები? თავისუ- 

ფალი წევრის გამყოფები იქნება +1 და –- 1; არც ერთი მათგანი 

არ აკმაყოფილებს განტოლებას, მაშასადამე, ამ გახტოლებას არ 

აქვს მთელი რაციონალური ფესვები. მეორეს მხრივ, წილადი 

რაციონალური ფესვები მას არ შეიძლება ჰქონდეს ახლახან დამტ- 

კიცებული თეორემის ძალით.. ამგვარად, (30ი) განტოლებას არ აქვს 

რაციონალური ფესვები.
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აქედან გამომდინარეობს, როგორც შემდეგშე დავინახავთ (იხ, 

თავი X, § 2), რომ განტოლება (30) არ შეიძლება ამოიხსნას 

კვადრატულ რადიკალებში: 605-იან კუთხის სამ ტოლ ნა- 
წილად გაყოფის ამოცანა არ შეიძლება ამოიხსნას ფარგლისა და 

სახაზავის საშუალებით. 

ახლა განვიხილოთ ის შემთხვევა, როცა #(X) ფუნქციის უფროსი 

წევრის კოეფიციენტია განსხვავებულია ერთეულისაგან: 

#(X)==ძაX»" -L ი)X" “1 -L ... +ია-,)X + ძ,, ძა #1. 

დავუშვათ წინანდელივით, რომ. ძე, ძე ·.., ძი, მთელი რიცხვებია. 

რომ გამოვიკვლიოთ /(X) ფუნქციის რაციონალური ფესვების 

საკითხი, ანუ, ·რაც იგივეა, 

(პ!) ძაX" “+ ძი 1 + ც?ჯ" “? + ... + ი,-1X+ი,=0. 

განტოლების რაციონალური ფესვების საკითხი, შეგვიძლია გამოვი- · 

ყენოთ შემდეგი ხერხი: (31) განტოლების ორივე ნაწილი გავამრავ- 

ლოთ #ე" 1-ზე, მიღებული განტოლება შეიძლება გადავწეროთ შემ- 
დეგი სახით: 

(ძეჯ)" -L ძ,(ძაჯ)" 1 + იაკია(ძეX)"- -L ... + რი კრ '-მ (ძეX) + 
ძე, = 0, 

თუ დავუშვებთ, რომ 

(32) 

გვექნება: 

რიაცX == 7) 

(ვ 3) » + ი)" + იძე)“ მ + .. + ძი- რე" 2) + ძეხ-1-ა=0. 

ამგვარად, ჩვენ მივიღეთ განტოლება უ-ის მიმართ, რომელშიაც 

უფროსი წევრის კოეფიციენტი უდრის ერთეულს. ამ განტოლებას, 

წინანდელის მიხედვით, წილადი რაციონალური ფესვები არ შე– 

იძლება ექნეს. მაგრამ შეიძლება აღმოჩნდეს, „რომ მას აქვს მთელი 

რაციონალური ფესვები. »-ის ყოველ მთელ მნიშვნელობას, რომე- 

ლიც აკმაყოფილებს (33) განტოლებას, შეესაბამება, (32)- -ს ძალით, 

რაციონალური მნიშვნელობა 

»=-, 
რი
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რომელიც აკმაყოფილებს პირვანდელ განტოლებას. ეს მნიშენელობა 

შეიძლება იყოს წილადი ან მთელი (მთელი იმ შემთხვევაში, როცა 
მნიშვნელობა / იყოფა ი«ე-ზე). 

თუ აღმოჩნდება, რომ (33) განტოლებას არ აქვს მთელი ფესეე- 

ბი, ეს იმას ნიშნავს, რომ პირვანდელ (31) განტოლებას არ აქვს 

რაციონალური ფესვები, 

მაგალითი. განვიხილოთ განტოლება 

“ 419 –-– 722--X+3=90. 

თავისუფალი წევრის +1, –-1, +3, ––3 გამყოფები არ აკმაყოფილებენ გან– 

ტოლებას. მაშასადამე, ამ განტოლებას არ აქვს მთელი ფესვები. რომ გავიგოთ, 
აქვს თუ არა მას წილადი რაციონალური ფესვები, ორივე ნაწილი გავამრაე– 

ვლოთ 47-ზე: · 

| (4»)მ –– 7(4X)? --– 4(4#)+3 · 47 -= 0, 

თუ დავუშვებთ | 
(ს) 4X = 1, 

გვექნება , 
(63) უმ -- 7)? –– 4/+48 = 0. 

ახლა ვნახოთ, აქვს თუ არა მიღებულ განტოლებას- მთელი ფესვები. აღენი– 

შნოთ ' 

#(3) == 33 –– 7,1 – 4) + 48, 
მაშინ 

#(1) = 38, დ(–1) = 44. 

გამოვიკვლიოთ თავისუფალი წევრის გამყოფები. 4 = 2-სათვის 

#(–1) ._ 44 
ი+1 3 
  

"არის წილადი: ამ გამყოფს უკუვაგდებთ. ძ = –- 2-სათვის 

"980, 38 
ი-!) -–პ 

არის წილადი: უკუვაგდებთ ამ გამყოფსაც. რ = 3-სათვის 

დ(1) – 38. და 2%(–1) __ 44 

ული 9 ი+1 4 
  

არის მთელი რიცხვები. გავსინჯოთ ეს გამყოფი: «(3) გამოვიანგარიშოთ პორ- 
ნერის მეთოდით: 

8 უმაღლესი ალგებრა



· – I14 

1 –7|)|-4 48 | 

        

| 

1 | --–4 | –16| 0 | 
I 

ამგვარად, «(3) = 0; რიცხვი 3 არის «(») ფუნქციის ფესვი. ამასთან ერთად 
ვღებულობთ განაყოფს «( 1)-ის გაყოფით 7» -– 3-ზე: 

9() = V – 47) –– 16. 
ამგვარად, ' 

ეზ – 7) –– 4V -L 48 == (V –– 3) (72 –– 4»--16), 

ახლა ადვილად მოვნახავთ (ი) განტოლების ყველა ფესვს: 

», =3, #=2+2V 5, 11=2=–2VM/5. 

თუ გამოვიყენებთ (5) თანაფარდობას, მივიღებთ «-ის შესაბამის მნიშგვნელო- 
ბებს, ე. ი. (ი) განტოლების ფესვებს: 

3 1+M5. _ _ 1–V5 უ= 1-9, 
2 

2=+-, Xვ=> ეა , 

სავარეგიშო. 

ყოველი ქვემოთ მოყვანილი განტოლებისათვის გამოარკვიეთ არსებობს 
თუ არა რაციონალური ფესვები, და თუ არსებობს, ისინი მოძებნეთ: 

1. Xბ%მ+ 4:1+5X+ 6=0. 

2. 3X9-L 14X1--2X -L1წ=0. 

ვ, 2ჯ%L 3»? 41) L13»-- 6=0. 
4. ვჯ"ბ-- 41 1 .13X--10=0. 

5. გბ. 2:34 3. 5X-- 6=0. 

6. განსახღვრეთ შემდეგი განტოლებათა სისტემის რაციონალური ამონახსნები: 

ჩ». + »=7, X-LX1=11, 

ამოხსნა. პირველი განტოლებიდან მოვნახავთ: 

»X=7 –X), )1= 49 –– 14X1 -L +), 

ჩავსვამთ რა მეორე განტოლებაში, მივიღებთ: 

აშ -- 14X) + ჯX + 38-90, 

დავუშვათ, რომ 

/(X) = »ჯ!' -–- 14“ + ჯ+38.
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თავისუფალი წევრის გამყოფებია: + 1, + 2, + 19. > 38; 

/ (1) = 26, / (– 1) == 24. 

თუ ძი =2, მაშინ 

    

    

  

/თ) #/(-1) 
ძ–-1 და « + 1 

მთელი. რიცხვებია. /(2) გამოვიანგარიშოთ ჰორნერის მეთოდით: 

1 0 –I4 1 38 

2 

1 | 2 | – 10 –19 0 

  

მაშასადამე, რიცხვი 2 არის /(X)-ის ფესვი. ამასთან ერთად ვღებულობთ 

ვ". 14აპმ+X + 38=-(V –– 2) (93 + 2»? –– 10% –- 19), 

ფუნქციას · 

29-+ 2»? -–- 10X –- 19 

რაციონალური ფესვები არ აქვს. ამგვარად, #-ის ერთად-ერთი რაციონალური 

მნიშვნელობა უდრის 2-ს. X-ის შესაბამ მნიშენელობას მოვნახავთ სისტემის პირ- 

ველი განტოლებიდა5: 

' »X-=7--#=3. 

§ 4. ტეილორის ფო.რმულა 

დავუშვათ, რომ /#X) არის მთელი რაციონალური ფუნქცია, შემ- 

დეგში ს.-ქმე გვექნება /#(X+-/) გამოსახულებასთან, რომელსაც მი- 

ვიღებთ /0:ე-დან X-ის X+#-ით შეცვლით. ახლა ჩეენ გამოვიყვანთ 

ფორმულას, რომელიც იძლევა /(X-+#)ის დაშლას # ხარისხებად. 

დავუშვათ, რომ 

#2:)=ძაჯ" -L ი,ჯ"-1 -L ... -L ია-ეX1-L ი„-,X-L ი. 

X-ის ნაცვლად აქ ავიღოთ ჯ -L #, მივიღებთ; 

X#X + M)=ძი(X -L #)" + რ,(X -L /)" 1 - .. + იი–(Xჯ + ს) + 

+ #წი-)(: + #)+.ძ. 

ყოველი საკრები შეიძლება გავხსნათ ნიუტონის ბინომის ფორ- 

მულით:
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ია(X +- /)"=0ა%" -+ ძე" -1#/-- 

I(M-–- 1) 
+- 12-რ დჯმ-მ/,ზ -L... –> MძაX/)" “1 –I- ძა”; 

0თ,(X + /)"' '=ძ,X"- 1 -L (IL-–- 1)4, გხ-მ/, - 

კ თ _ ა _ 2) იპო 3/? + ა. + იეს"); 

.ა იიი იაი ია. ... .. 

რა–ა(X + ჩ)1= ძა 2? -L 2ი»–-:X/ -+ იი–ე/; 

ია ,(X- M)== ი„-,X -L ია, /; 

იი=0/ 

შევკრიბოთ ყველა ეს ტოლობა წევრობრივ და განვალაგოთ #- ის 

ხარისხების მიხედვით, მივიღებთ: 

#(ჯX -+ #) = ძაX" -L 0,ჯ"-1 -L ..., + ძ,- ,X? -L ძი- ე + წა +- 

+ («თა +- CI - 1) იაშბა LI. 20, ,X4- ი--,)#+ 

+ 2 (ICI – 1)რეჯV-მ--(I-–1) (#-–2)თ,ჯ%-98-L..,+-20,- 1 + 
(34) ' | 

+“––-–-–– 

თ.ა ი 9. თ. 92 რა იი აიიი თ... 

(ს, -– ლლ (M(#– 1)... 3-2. იიX-+ (#--1) (#--2) ...3.2- 

.მ,| #შ-1 -L ძენ", 

მარჯვენა ნაწილში იმ წევრთა ჯამი, რომლებიც არაა დამოკი- 

დებული #-ზე, გვაძლევს /(X)-ის გამოსახულებას; კოეფიციენტი #- 
თან წარმოადგენს #X) ფუნქციის: წარმოებულს და აღინი- 
შნება /(X)-·ით: 

#I(X)=–Vწძეჯ"“ 1 + ( –– 1 აფვო-ა +..-“+-27ა- ე X + მი). 

ამგვარად, ჟ ხარისხის მთელი რაციონალური ფუნქციის წარმოებული 

წარმოადგენს »-– 1 ხარისხის მთელ რაციონალურ ფუნქციას. რომ მი- 

ვიღოთ /(:) ფუნქციის წარმოებული, საკმარისია ყოველი /(X) წევრის 

კოეფიციენტი გავამრავლოთ ჯ-თან მყოფ მაჩვენებელზე ამ წევრში»
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ხოლო თვით მაჩეენებელი შევამციროთ ერთეულით. წარმოებულის შედ- 

გენას სხვანაირად გა წარმოება ეწოდება. ხაზგასმით უნდა აღი- 

ნიშნოს რომ წარმოებულის ცნებამდე აქ მივედით ელემენტარულ ალ- 
გებრულ გარდაქმნათა საფუძეელზე. 

ახლა შეგვიძლია შევადგინოთ წარმოებული ფუნქცია # (ი დან, 

ანუ მეორე წარმოებული /(X)-დან: 

# (X)ლ=>IICII –– 1)იეX"““? –I- (I –– 1)() –– 2)ძ1ჯ"' % +... ++ 2ძა- კ: 

ამგვარადვე შეგეიძლია შევადგინოთ მესამე წარმოებული 

და ა. შ. .--!1 რიგის წარმოებული წარმოადგენს წრფივ ფუნ- 

ქციას: ' 

-#/ CL 1XX) = #0I –– 1) ... 3-2-იეჯ-L (ს –– 1)(1–– 2) ...2-1.-ი,. 

დაბოლოს, # რიგის წარმოებული დაიყვანება მუდმივამდე: 

(35) /რიი) = #4 
ახლა თანაფარდობა (34) შეიძლება გადავწეროთ ასეთი სახით: 

(36) #/C+#)=/C0+/(ი+79 0 0+..+ 

#Iი, ,I- 2061) „ 

+C-1 1)!“ + #I #” 

ამგვარად, ჩვენ მივიღეთ ტეილორის ფორმულა მთელი 

რაციონალური ფუნქციისათვის. უნდა აღვნიშნოთ, რომ ფორმულა 

(36) მთელი რაციონალური /(ჯ) ფუნქციისათვის წარმოადგენს მარ- 

ტივ ალგებრულ იგივობას: ეს ფორმულა სამართლიანია # და #-ის 

ყოველგვარი მნიშვნელობისათვის (ნამდვილი თუ კომპლექსური). 

მკითხველს ურჩევთ ვარჯიშობის სახით აღადგინოს ყველა წინან- 
დელი მსჯელობა მესამე და მეოთხე ხარისხის ფუნქციების შემთხეე- 

ვისათვის. 

2. ჯ ცვლადის ყველა ი მნიშვნელობას შეესაბამება თვით „ფუნქ- 

ციის და მის თანმიმდევრობითი წარმოებულთა განსაზღვრული მნიშ- 

ვნელობანი: 

(37) #02, /(Vი, /”(V, ს /რ(4.
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ტეილორის ფორმულა მთელი რაციონალური ფუნქციისათვის 

საშუალებას გვაძლევს 76+7M მნიშვნელობა გამოვსახოთ მნიშვნე- 

ლობებით (37): 

(3ზა /#(+4+#)ლ=/C0) + / (თ % „+ 
(9, 

ჯ! 
+..4+7#, 

ჩვენ ვიცით, რომ /(ი) მნიშვნელობა წარმოადგენს ნაშთს /(X) 

ფუნქციის გაყოფიდან ;; – თ ორწევრზე; ეს ნაშთი შეიძლება გამო- 
ვიანგარიშოთ ჰორნერის სქემის გამოყენებით. ახლა ვუჩვენოთ, თუ 

როგორ უნდა გამოვიყენოთ ჰორნერის სქემა 

7'(0), /'(9), ..., / CMV) 

მნიშვნელობათა გამოანგარიშებისათვის. 

თუ დავუშვებთ, რომ 

ი++#=X ს=XჯX–ი0, 

(38) თანაფარდობას გადავწერთ შემდეგი სახით: 

· #(0=/(0)+/(ი)(X-–- ი) + 

  

(ვთ 
+20C- +... რც - ი, 

ანუ , 
ით... #0=/C0+(CX-–ი) 0Cი, 
სადაც 

C(20 = / I(9)+ 710C –0ი)+...+ რს ალ. 

თანაფარდობა (40) გვიჩვენებს, რომ წერ წარმოადგენს განა- 

ყოფს /(X)-ის გაყოფისა ჯ – ძ ორწევრზე; მეორე მხრივ ეს ფუნქ- 
ქცია შეიძლება წარმოვიდგინოთ შემდეგი სახით: 

(41) C(00 == / (ი) +(V – «)0;(2,
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სადაც 

    

  

  
  ე“.    

(41) ტოლობიდან უშუალოდ ვხედავთ, რომ /(ი) მნიშვნელობა 

არის ნაშთი (XX) ფუნქციის X – «-ზე გაყოფიდან; 02,(X) ფუნქ- 

ცია წარმოადგენს განაყოფს ამ განაყოფიდან, მსგავსივე მსჯელობით 

  მოვნახავთ, რომ ჯი ფარმოადგენს ნაშთს 0,(ჯ)-ის გაყოფისა ჯ–“-ი- 

ზე და ა. შ. 

ამგვარად, 

/თ, 80,801 4) 
#! 

  

მნიშვნელობათა გამოანგარიშების პროცესი შეიძლება ჩატარდეს 

შემდეგნაირად: 

ა) #(X)-ს ვკოფთ # --ი-ზე; განაყოფი და ნაშ»აი შესაბამისად იქ- 

ნება 00) და /(ი); 
ბ) C(X)·კცს ვყოფთ X –– «-ზე; განაყოფი და , ნაშთი შესაბამისად 

იქნება CV) და /(ი);. . 
გ) CI)(1)- -ს ვყოფთ ჯ--/-ზე; განაყოფი და ნაშთი იქვება (6X63) და 

#Mთ) 

2! 

ადვილი შესამჩნევია, თუ” რაში მდგომარეობს ამ პროცესის არსი: 

განაყოფი, რომელიც მიღებულია ყოველ განსაზღვრულ ეტაპზე, უკვე 
გასაყოფის «როლს ასრულებს შემდეგ ეტაპზე. C(7) ფუნქციის 

კოეფიციენტებს ვღებულობთ /(X) კოეუფიციენტისაგან ჰორნერის სქე- 

მით: C(X) კოეფიციენტებს ვღებულობთ იმავე სქემით CXX) კოე- 
ფიციენტებისაგან -და ა. შ. მთელი გამოანგარიშება შეიძლება განვა- 

ლაგოთ ერთ სქემაში: პირველ სტრიქონში დავწერთ მოცემული /(1:) 

ფუნქციის კოეფიციენტებს; მათ ქვევით, მეორე სტრიქონში მივუ–- 
წერთ C0(+ ფუნქციას შესაბამის კოეფიციენტებს და /(.) ნაშთს; 

მესამე სტრიქონში განვალაგებთ: 02,(+) ფუნქციის კოეფიციენტებს 
და / (ი) ნაშთს და «ა, შ, 
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მაგალითი, / (+) == ჯბ –– 6,9 –- 2X1 + 5X -- 4. 

გამოიანგარიშეთ /(») ფუნქციის და მის წარმოებულთა მნიშვნელობანი, 
როცა X = 5. 

  

  

  

  

5 
1 == 2 

1 C –7 -90 –I4=/რ (0 C) = 13–-–12 ––7X ––30| 
L 

1 | 4 | 13 | == /თ (0,(2) = 2) +4» +13) 

_ #M9 
1 | მ | == + (0,6) =->+9) 

_ წეფ!) 

საა (თფ =1) 
”ჯთთ 

=)ჟ)”).- 

ახლა შეგვიძლია დავწეროთ /(X) ფუნქციის დაშლა X--5 ორწევრის ხა- 
რისხებად (შეად. ტოლობა (39)): 

კს 6X% -- 2X+ 5X -- 4 = – 154 + 35(X –- 5) + 58(X –– 5) + 

+ 14(» -– 5)მ -L (« –– 5). 
სავარეგიშო, ' 

1. /(X= ჯბხ-–. 52 +»X-- 3 + 4 ფუნქცია დაშალეთ X--4 ორწევრის ხარის- 
ხებად. 

2. მოცემულია» / (ჯ) => 2) –– 3X2 + 2 -- X+1 ფუნქცია, გამოიანგარიშეთ 

ფუნქციის და მისი წარმოებულთა მწიშვნელობანი, როცა »ჯ = –- 3, 

8. 7(X) = X + 30 -– 2X+4 ფუნქცია დაშალეთ X+1 ორწევრის ხარის- 
ხებად, 

4. Xს+(2+0)X%+X) -- 1X + 1 ფუნქცია დაშალეთ ჯ –-/ ხარისხებად. 
5, მოცემულია 3X1-L (2 -– 3/)2-–- (14-0X+5 ფუნქცია, გამოიანგარიშეთ ფუნქ- 

ციის და მის წარმოებულთა მწიშვნელობანი, თუ ჯ=1 -+L7. 

კითხვები თვითშემოწმებისათვის 

1. როგორ უნდა გამოვსაზოთ ტოლობის სახით, რომ / (2) ფუნქცია იყოფა 

%(X)-ზე? 
2. მუდმივი მამრავლები რატომ არ ასრულებენ არავითარ როლს, მთელი 

რაციონალური ფუნქციის გაყოფადობასთან დაკავშირებულ საკითხში?
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3, როგორ განეყახღვროთ ორი მთელი რაციონალური ფუნქციის უდიდესი 
საერთო განაყოფი? 

4. რას უდრის ნაშთი მთელი რაციონალური ფუნქციის გაყოფისა ჯ –– ი-ზე2 
5 როგორ უნდა მოინახოს /(ჯ) ფუნქციის მთელი ფესვები (თუ ისინი არ–- 

სებობს)? 
“6, რა შეიძლება ითქვას /(X) ფუნქციის მთელ რაციონალურ ფესვებზე, თუ 
უფროსი წევოის კოეფიციენტი უდრის ერთეულს, ხოლო დანარჩენი კოეფიციენ- 

ტები––მთელ რიცხვებს? 
7. როგორ ვიპოვოთ ფუნქციის წილადი რაციონალური ფესვები (თუ ისინი 

არსებობს)? 
8. რას უდრის / რიგის წარმოებული # ხარისხის მთელი რაციონალური 

ფუნქციისა? 

9, რაში მდგომარეობს ჰორნერის წესი /(0), / (ძ), ...,/ სM(ი) სიდიდეთ» გა- 

მოთვლების შესაზებ2



თავი 1II 

მთელი რაციონალური ფუნქციის უწქვეტობა. 

ფესვების არსებობა 

§ 1. მთელი რაცტონალუ4ტი ფუნქციის უწქვეტო ბა 

1. დავუშვათ, რომ »ჯ =/(:) არის :: (ცვლადის რაიმე ფუნქცია. 

ჯერ განვიხილოთ ის შემთხვევა, როცა X ცვლადი და /(ჯ) ფუნქ- 
ცია მხოლოდ ნამდვილ მნიშვნელობებს ღებულობენ. 

#C) ფუნქციას უწყვეტი ეწოდება X=ძ მნიშვნელობისათვის, 
თუ “ 
(1) ))I0 / (X)=/(ძ). 

X>2ძ 

(1) თანაფარდობის აზრი იმაში მდგომარეობს, რომ /(»)-ის მნიშ- 

ვნელობა რაგინდ მცირედ განსხვავდება /(4)-საგან, თუ კი ჯ-ის მნიშ- 
ვნელობა საკმაო მცირედ განსხვავდება ქ-საგან. 

სხვა სიტყვებით, რომ ვთქვათ, ყოველი დადებითი § რიცხვისა- 

თვის (რა გინდ მცირეც იყოს იგი) არსებობს ისეთი რიცხვი მ ->9, 
რომ უტოლობიდან 

· |IX-–-–-ძ1<ბ 

გამომდინარეობს უტოლობა (აქ ორი ვერტიკალური ხაზები აბსო- 

ლუტური სიდიდის ნიშანია), 

|/ (X) -– /(0)|<5, 

ე. ი. ჯ-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის, რომელიც აკმაყოფილებს 

პირველ უტოლობას, /(X)-ის შესაბამი ზნიშვნელობა აკმაყოფილებს 

მეორე უტოლობას. როცა დავუშვით, რომ ჯ ცვლადი და /(X) ფუნქ- 
ცია ღებულობენ ნამდვილ მნიშენელობებს, თითოეული სხვაობა Xჯ--ძ 

და /(X)--/(ი) ავიღეთ აბსოლუტური სიდიდით. მაგრამ წინანდელი 

განსაზღვრა ძალაში რჩება იმ შემთხვევაშიაც, როცა ჯ (ქვვლადი და 

#(CX ფუნქცია ღებულობენ კომპლექსურ მნიშვნელობებს: საჭიროა 

'



მხოლოდ აბსოლუტურ: სიდიდის ნაცვლად ავიღოთ შესაბამისი 
სსვაობის მოდული. 

ამგვარად, /(>) ფუნქციას უწყვეტი ეწოდება Xჯ= მნიშვნე- 
ლობისათვის, თუ ჯ-ის ყოველი მნიშვნელობისათეის, რომელიც აკ- 
მაყოფილებს უტოლობას 

(2) |X–ი!<2 

ფუნქციის შესაბაჭი მნიშვნელობა აკმაყოფილებს უტოლობას 

(3) I7(X) –– /(0)|<5 
(აქ ორი ვერტიკალური ხაზი მოდულის ნიშანია). 

2. ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ მკითხველი იცნობს ფუნქციონალური 

დამოკიდებულების გრაფიკული გამოსახვის ჩვეულებრივ ხერხს 

(ნამდვილი ცვლადებისათვის). 

ახლა დავუშვათ, რომ ჯ ცვლადი და /(X) ფუნქცია ღებულო- 
ბენ კომპლექსურ მნიშვნელობებს; მაშინ შეიძლება დავუშვათ 

1==C +717, #(X)ლ=#+4+1:V. 

გეომეტრიული წარმოდგენა ამ შემთხვევაში უფრო რთულია, 
განხილვაში შევიტანოთ ორი კოორდინატული სიბრტ)ე: §, უ სიბრ- 

ტყე (ნახ. 21) რომელხედაც გამოვსახევთ დამოუკიდებელი Xჯ 

ცვლადის მნიშვნელობებს და V, 9 სიბრტყე, რომელზედაც გამოვ– 
სახავთ #(Cჯ) ფუნქციის მნიშკნელობებს, · 

X» ცვლადის ყოველ მნიშვნელობას 

X=6-1» 

შეესაბამება §, უ სიბრტყეზე M წერტილი 6, თ კოორდინატებით 

ან 0M ეექტორი, რომელიც კოორდინატთა სათავეს აერთებს ამ 

წერტილთან. შემდეგში წერტილს ზოგჯერ იმავე სიმბოლოთი აღვ- 

ნიშნავთ, რითაც აღნიშნულია მისი შესაბამი კომპლექსური რიცხვი; 

ჩვენ ვიტყვით აგრეთეე „XX წერტილი" ნაცვლად გამოთვმისა: „ჯ 

კომპლექსური რიცხეის შესაბამისი წერტილი“. 

ანალოგიურად 

#(X)ლ–M + IV 

ფუნქციის ყოველ მნიშვნელობას შეესაბამება (, ყ სიბრტყეზე IXV, ზ)» 

წერტილი ან ვექტორი, რომელიც კოორდინატთა სათავეს აერთებს.
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-ამ წერტილთან; ამ შემთხეევაში, ისე როგორც ზევით, ჩვენ ვიტყვით 

»/(7) წერტილი" ნაცვლად გამოთქმისა: „კომპლეჟგსური /(7) რიცხვის 

გამომსახველი წერტილი“. 

ვთქვათ, მაგალითად, 

700) == X1-- 4» + 5, 

<=, ი სიბრტყეზე განვიხილოთ წერტილი 

X=3 -L2; 

(M, წერტილი, ნახ. 21), ფუნქციის შესაბამისი მნიშვნელობა 

ოქნება 

I(3-C20=(3 + 2) -- 4(3 4-2) ++5= – 2+4/ 

ეს მნიშვნელობა გამოისახება X, წერტილით L, წ სიბრტყეზე- 

  

ამგვარად, თუ მოცემულია /(ჯ) ფუნქცია, მაშინ 6, » სიბოტაეზე 

მდებარე ყოველი ჯ წერტილისათვის შეიძლება ავაგოთ «, ზ სიბრტყე- 

“ზე შესაბამისი ((ჯ) წერტილი. /(» წერტილს ეწოდება X წერტი- 
ლის ანასახი. 

ახლა ადვილია (2) და (3, უტოლობათა გეომეტრიული შინა- 

არსის გაგება, ს უ სიბრტყეზე წარმოვიდგინოთ (ნახ. 22) ვექტო- 

რები, რომლებიც 0) წერტილს აერთებს # და ჯ წერტილებთან, რომ 

მივიღოთ ჯ –- ი სხვაობის შესაბამისი ვექტორი, საკმარისია ძ წერ- 

“ტილი შევაერთოთ ჯ წერტილთან (თავი L,' § 3, პუნქ. 1)... 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 2: –– ი სხვაობის მოდული იმ მო 

ნაკვეთის სიგრძის ტოლია, რომელიც ძ« წერტილს აერთებს X წერ-



_” 

ტილთან, ე. ი. « და ჯ წერტილებს შორის მანძილის ტოლია. თუ. 

ჯ სიდიდე აკმაყოფილებს უტოლობას 

(2) |X-––თ|<9, 

მაშინ ეს იმას ნიშნავს, რომ ჯ; წერტილის მანძილი ი-დახ ნაკლებია. 

მ-ზე, სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, თუ ჯ მნიშვნელობა აკმაყოფი- 

ლებს (2) უტოლობას, მაშინ 6, ი სიბრტყეზე შესაბამისი წერტილი- 

მდებარეობს იმ წრეწირის შიგნით, რომელიც შყმოხაზულია ძ (;ენ- 

ტრიდან ბ რადიუსით. ეს წრეწირი აღვნიშნოთ C»-თი. 

თანაგვარადვე შეგვიძლია გამოვამჟღავნოთ გეომეტრიული აზრი 

უტოლობისა 

(3) (0 – /(6ი|1<-. 
წარმოვიდგინოთ, რომ #«, ” სიბრტყეზე მდებარეობს /(თძ) და. 

#:X) წერტილები; (3) უტოლობა გამოხატავს, რომ მანძილი ამ წერ-. 

ტილებს შორის ნაკლებია §-ზე, ე. ი. რომ /(«) წერტილი მდებარე– 

უს 

       

ნახ. 22. 

ობს იმ წრეწირის შიგნით, რომელსაც აქეს ცენტრი /(ი) წერტილში- 
და § რადიუსი. ეს წრეწირი აღვნიშნოთ Cჯ-ით. 

#(90 ფუნქციის უწყვეტობის პირობა « წერტილში ახლა შეგვიძ-. 

ლია გამოვსახოთ გეომეტრიული ფორმით, დავუშვათ, რომ ჯ, 9 

სიბრტყეზე (ნახ- 22) #(ი) წერტილის გარშემო, რაგინდ მცირე 

6 რადიუსით აღწერილია C- წრეწირი. თუ /(X) უწყეეტია, მაშინ, 

8,» სიბრტყეზე ყოველთვის შეიძლება აგაგოთ C» წრეწირი, რომელ– 

საც შემდეგი 'თვისება აქვს: ყოველი Xჯ წერტილისათვის, რომლებიც;
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მდებარეობს « წერტილის გარშემო შემოხაზული საკმაოდ მცი- 

რე წრეწირის შიგნით, შესაბამისი #(X) წერტილი იქნება /(ი)-ს 

გარშემო შემოხაზული რაგინდ მცირე წრეწირის შიგნით. იგივე აზ- 

რი კიდეე შემდეგნაირად შეიძლება გამოვსახოთ: #(X) წერტილი 

რაგინდ ახლოა /(ი)-სსთან, თუ X წერტილი საკმაოდ ახლოა 0 

წერტილთან, 

ჩვენ ვიცით, რომ :=6-+ 1 (კვლადის ყოველ მნიშვნელობას 

შეესაბამება წ უ სიბრტყეზე განსაზღვრული წერტილი, პირიქით, 6, ' 

ო სიბრტყის ყოველ წერტილს შეგვი- 
ძლია შევუსაბამოთ ჯ-ით განსა- 

ზღვრული მნიშვნელობა, 

ზოგიერთ შემთხეევაში არსები- 

თია §, უ სიბრტყის განსაზღერე- 
ლი არეს გამოყოფა და მხოლოდ 

იმ ჯ წერტილების განხილვა, რომ- 
ლებიც ამ არეს ეკუთვნის. აქ არეს 

ქვეშ გვესმის C, უ სიბრტყის ნაწი- 

ლი, რომელიც შემოსაზღვრულია 

უწყვეტი შეკრული მრუდით“ (იხ. 
ნ.ხ, 2ქ. ნახ, 23), ამ მრუდს ვუწოდებთ 

არეს კონტურს, ანუ საზღვარს. 
· არის წერტილებს, რომლებიც არ მდებარეობს კონტურზე, შიგა 

წერტილებე ეწოდება, კონტურის წერტილები შეიძლება მივაკუთ- 
ვნოთ ან არ მივაკუთვნოთ არეს... 

თუ კონტურის წერტილები არეს ეკუთვნის, მაშინ არეს დახუ- 

"რული ეწოდება. 
ამგვარად, დახურული არე შედგება შიგა წერტილებისაგან და 

4ოტერის წერტილებისაგან. 

უ /(1) ფუნქცია უწყვეტია არეს ყოველ წერტილში, 
მაშინ ' ამბობენ, რომ ის უწყვეტია არეში. თუ /(») ფუნქცია 
უწაჯეტ” ა სიბრტყის ყოველ წერტილში, მაშინ ის უწყვეტია ყოველ 
არეში 

  

'
”
თ
 

  

  

    

% იმისათვის, რომ მრუდი ნამდვილად შემოსაზღვრავდეს რომელიმე არეს, 
საჭიროა ის აკმაყოფილებდეს ჯანსაზღსრულ პირობებს, რომელთა შესახებ ჩმენ 
აქ არ ვილაპარაკებთ.
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3, დავამტკიკოთ, რომ მთელი რაციონალური /(X) ფუნქციაა 

უწყვეტია ყოველი ჯ=ძ მნიშვნელობისათვის, ე. ი. უწყეეტია სიბრ– 

ტყის ყოველ წერტილში. , 
ჩვენ უნდა ვუჩვენოთ, რომ /(X) – /(ი) სხვაობის მოდული შე– 

იძლება ნაკლები გავხაჯოთ ყოველ § რიცხვზე, რისთვისაც ჯ წერ- 

ტილი უნდა ავარჩიოთ საკმაოდ ახლოს « წერტილთან. ამ მიზნით 

წინასწარ შევაფასოთ /#(X)- /(ძ) სხვაობის მოდული. ტეილორის 
ფორმულის თანახმად, 

#9=/0 +/ ფთ -9+7710 6 - ი +..+ 
+090 (X-–- ი), 

საიდანაც 

ტ #ი-/რ=/რთ-ი+ 20 ს +   

  +..4+ 09% (+ –- ი)". 

მაშასადამე, /(X) – /(ი) სხვაობის მოდული ეტოლება (4) ტოლო- 

ბის მარჯვენა ნაწილის ჯამის მოდულს. ჯამის მოდულის თეორემის 

გამოყენებით (ჯამის მოდული არ აღემატება საკრებთა მოდულების 

ჯამს, თავი I, § 3), ვიპოვით: 

II9 – /(0|=I/(თC- იI+ 5“ (ი C „ა + 

#L9) (+ -- დ” 

”! 

  

+...+ 

    

თუ მოვიგონებთ, რომ ნამრავლის მოდული თანამამრავლთა მო- 

დულების ნამრავლის ტოლია (თავი I, § 3) და სიმარტივისათვის 

დავუშვებთ, რომ · |X-- «| ==ჯ, მაშინ უკანასკნელი თანაფარდობა 

"ასეთ სახეს მიიღებს: 

(2, ს/ი (9 =I/(9-+ - 9 »+...+. 

· L 17 149 რი),
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კოეფიციენტები 
) I M) 

6 თს #12, 17% /! 

წარმოადგენს ნამდვილ რიცხეებს, ზოგიერთი მათგანი შეიძლება 

ნულს ეტოლებოდეს, დანარჩენი კი იყოს დადებითი. ამ რიცხვებს 

შორის ყოველთვის შეიძლება ავარჩიოთ უდიდესი (ან ყოველ შემთ- 

ხვევაში ისეთი, რომელიც. არაა ნაკლები დანარჩენებზე); ეს უდღი- 

დესი რიცხვი აღვნიშნოთ M-ით. თუ (5) თანაფარდობის მარჯვენა 

ნაწილის ყოველ კოეფიციენტთაგანს შევცვლით #-ით, მაშინ უტო· 

ლობა შეიძლება მხოლოდ გაძლიერდეს; მაშასადამე, 

1/(X) – /(ი) = + 046 ...+ II 

· მარჯვენა ნაწილში გვაქვს გეომეტრიული პროგრესია; თუ შევაჯა· 

მებთ ამ პროგრესიას, ვიპოვით 

, . - "+1 

თ /თ-/ი, + MI, 
ახლა გავიხსენოთ, რომ ჯ#-ით აღვნიშნეთ ჯ – « სხვაობის მოდუ- 

ლი. შემდეგში ჩვენ უნდა ავიღოთ ამ მოდულის საკმაოდ მცირე 
მნიშვნელობანი. ამიტომ ახლავე დავუშვათ, რომ 

| #7=|X-– 01< 1. 
მაშინ გვექნება 

_ "+1 რ) V-ს. I 
, –; 1-–;ჯ 

  

შევადარებთ რა ერთმანეთს (7) და (8) უტოლობებს, ვიპოვით 

8 I/თფ-/C0I<:” ,” 

1-7“ 
  

ახლა დავუშვათ, რომ მოცეზულია ნებისმიერი დადებითი § რიც- 

ხვი. თუ მივაღწევთ, რომ 

”» 
ით 1-7» 

  

9) 

მაშინ /(X) – /(ი) სხვაობის მოდულიც ნაკლები იქნება §-ზე. ახლა
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უნდა ამოვხსნათ (10) უტოლობა 7#-ის მიმართ. გავამრავლებთ რა 
(10) უტოლობის ორივე ნაწილს დადებით 1-7» რიცხეზე, გეექნება: 

II < 5-5, 

ანუ 

(I + :)” < 6. 

6 

(11) 7-2 

ამგვარად, თუ შესრულებულია (11) უტოლობა, მაშინ შესრულ–- 

დება ყოველი (10) და(9) უტოლობათაგანი და, მაშასადამე, გვექნება 

(12) I/ (X) –– #9ძ)|<5. 

სხვა სიტყვებით, რომ ვთქვათ, (11) უტოლობას თან მოსდევ" 
(12) უტოლობა, მივიღებთ რა მხედველობაში, რომ «== IX-- ი, შე- 

გვიძლია ვთქეათ: უტოლობას 

| – ი< #-C-: 

თან მოსდევს უტოლობა: 

I/ I) – /(9 | <-. 
ამგვარად, MC. რიცხვი ამ შემთხვევაში თამაშობს 2 რიცხვის 

როლს.თუ დავუშვებთ, რომ 

#+ > 8= / 

გვექნება: ჯ-ის ყველა ზნიშვნელობისათვის, რომლებიც აკმაყოფი- 

ლებს IX–- იI<გ8 უტოლობას, სრულდება უტოლობა . 

I/ 9) – #()I <5. 
ამით დამტკიცებულია /(ჯ) ფუნქციის უწყვეტობა. 
მაგალითი. | 

მოცემულია ფუნქცია 

/ლ0ა=::4+0 –02+( +79ჯ–2.
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დავუშვათ, რომ ძ = 3; ვუჩვენოთ, თუ როგორ უნდა განვსახლვროთ მოცე- 

მული §-ით შესაბამისი მ. უწინარეს ყოვლისა /(»X) დავშალოთ ჯ-3 ხარისხებად 

(ის. თავი 1I, § 4): 

#6) =37 – 67 + (34 – 50 (X-– 3) + (10 – (+ –– 3 + (X – 3)4, 
აქ 

#(ი)=37 –6/; 

ამგვარად, 

/6ი – /ფ0)=/C)–(37 –– 60 = (34-– 50 (+-– 3) + 
+ (10 – ი1(>--3)! -L (X- 3). 

მოცემულ შემთხვევაში 

    

2.“ 

” ””, 

#0) = 34-59, #0 ყი, ირ 

რიცხვი 8 ამ შემთხვევაში არის 

. V 341-+ 51 = 35. 
მაშასადამე, 

6 
ბ=35 31 C 

1 
თუ, მაგალითად, §8=1, მაშინ ბ შეგვიძლია მივიღოთ ფ6 “ის ტოლი. ამგვარად, 

როცა 
1 

I-31<53C 
გვექნება 

| #I(X) –(37 –– 6/) | < 1, 

კვლავ განვიხილოთ ნებსითი მთელი რაციონალური ფუნქცია 

XLCX)=ძაX" -L- ი,ჯ"-1 -L ... LC ძ.-,X + ი 

ჩვენ ვიცით, რომ #X) უწყვეტია ყოველი X»X=-ძ მნიშვნელობი- 
სათვის, დავუშვათ, რომ კერძოდ, ძ=0; მაშინ 

(ი) = /(9) == ძ», 

IX –– თიI=IXს | /(X) –– /(ი)) == | / (X) – ძი I. 

#(>2) ფუნქციის უწყვეტობის პირობა 0 წერტილში შეიძლება გამო- 

ისახოს შემდეგნაირად: ყოველი 6 > 0 რიცხვისათვის შეიძლება ვიპო- 

ვოთ ისეთი დადებითი ბ, რომ უტოლობიდან 

IXI<ბ
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გამომდინარეობს უტოლობა 

' #(2) – იძი, <§. 

თუ /(X) ფუნქციის თავისუფალი წევრი ნულის ტოლია (თ,=0), 

მაშინ უკანასკნელი უტოლობა ღებულობს შემდეგ სახეს: 

I/(-) |<5. 

ამგვარად, ამ შემთხვევაში · >-ის საკმაოდ მცირე (მოდულით) 
მნიშვნელობებს შეესაბამება #7(X ფუნქციის რაგინდ მცირე (მოდუ- 
ლით) მნიშვნელობები. 

შენიშვნა. მთელი რაციონალური /(X) ფუნქციის მოდული 

I/ (2) | წარმოადგენს აგრეთვე უწყვეტ ფუნქციას. მართლაც, და- 
ქუშვათ, რომ მოცემულია ნებსითი რიცხვი §>0, წინანდელივით ამ 

რიცხვისათვის მოვძებნით ისეთ გ-ს, რომ უტოლობიდან 

(13) IX–ი)<2ბ 

გამომდინარეობდეს უტოლობა 

(14) I7(9) – /(თ | <2. 
მაგრამ 

| I/ (ე'-–– !/ (9) | | <= 1#(%ი) –– /(9)| 

(თავი I, § 3); მაშასადამე, X-ის მნიშვბელობისათვის რომლებიც 

აკმაყოფილებს (13) უტოლობას გვექნება უტოლობა 

(15) II 76001 – | /()ს <5, 
ეს კი ნიშნავს, რომ | /(2 | არის უწყვეტი ფუნქცია. შევნიშნავთ 

კიდევ, რომ (14) და (15) უტოლობანი თავიანთი გეომეტრიული მნიშ- 

ვნელობით არსებითად სხვადასხვაა. მართლაც, უტოლობა (14) ნიშ- 

ნავეს, რომ /(#) წერტილის მანძილი #(ი) წერტილიდან ნაკლებია 

გ-ზე; უტოლობა (15) ნიშნავს, რომ /(ჯ») ვექტორის სიგრძე“ #(ი) 

ქექტორის სიგრძისაგან §-ზე ნაკლები სიდიდით განსხვავდება, 

4. ახლა დავუშვათ, რომ ჯ ცვლადი ღებულობს მხოლოდ ნამ- 
დვილ მნიშვნელობებს; ამ შემთხვევაში, უტოლობა | X--ე | <2 გა- 

#” ე. ი. იმ ვექტორის სიგრძე, რომელიც კოორდინატთა სათავეს / (X) წერ– 
ტილთან აერთებს.
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მოხატავს იმას, რომ : –- # სხვაობის აბსოლუტური მნიშველობა 

ნაკლებია ბ-ზე, ე. ი. ამ სხვაობის მნიშვნელობა მოთავსებულია 

(-- 8, -C 2) შუალედის შიგნით: 

: –ბ–ლჯ–იძ<ი, 
ანუ 

ი-–-ბ<Xჯ<0-L2. 

მაშასადამე X-ის მნიშვნელობა . მოთავსებულია (04-–“ ი+”) 

შუალედის შიგნით, 

დავუშვათ, როზ /(X) ფუნქციის კოეფიციენტები ნამდვილია; მა- 

შინ (14) უტოლობა გამოხატავს იმას, რომ /(X>X)-–/(ი) სხვაობის აბ. 

სოლუტური სიდიდე ნაკლებია §-ზე, ე. ი. 

–5</(:)--/(0)<:, 

ასუ. 

#/(ი)--– 2<7(X»X)<7(ი) + 5. 

ამგვარად, ყოველი §>0 რიცხვისათვის შეიძლება მოვძებნოთ. 

ისეთი დადებითი ბ რიცხვი, რომ ჯ-ის ყველა მნიშვნელობისათვის, 

რომლებიც მოთავსებულია (თ -–– მ, ი -L 2) შუალედის შიგნით» #/(»)-ის 

შესაბამი მნიშვნელობები . იმყოფება (/(ი)–- :, /(თ) +- 5) შუალედის 
შიგნით, 

თუ /(9) #0 და § <|/(ი, მაშინ /(2)--6 და /(თ 4-6 რიც- 
ხვებს აქვს იგივე ნიშანი, რაც /(ი) რიცხვს, ამ” შემთხვევაში #(X)-ის 

მნიშვნელობასაც, რომელიც (/(ძ) –– §, / (ი) + §), შუალედის შიგნით 

იმყოფება, იგივე ნიშანი ექნება. 

ამკვარად, თუ /(ი)##9, მაშინ ყოველთვის შეიძლება განსაზღვრა 

(4 – 9, ი-C 2) შუალედისა, რომელსაც აქვს შემდეგი თვისება: X“”ს 

ყველა მნიშვნელობისათვის, რომლებიც ამ შუალედის შიგნით მდე- 
ბარეობს, /(X) ფუნქცია ინარჩუნებს იმ ნიშანს, რომელიც მას აქვს 

ჯ=ძ მნიშვნელობისათვის. » 

სხვა სიტყვებით, რომ ვთქვათ, საკმაოდ მცირე შუალედში, რო- 
მელიც შეიცავს ძ« რიცხვს, მთელი რაციონალური ფუნქცია ინარ- 

ჩუნებს იმ ნიშანს, რომელიც მას აქვს Xჯ=4 მნიშვნელობისათვის. 

კერძოდ, როცა ძ = 9, გვაქვს / (0) = ძ„. ამგვარად, თუ ამ ფუნქციის 

თავისუფალი ი, წევრი განსხვავებულია ნულისაგან, მაშინ ყოველ–- 

თვის შეგვიძლია განვსაზღტვროთ ისეთი დადებითი გ რიცხვი, რომ
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(-9, -I-60) შუალედის წიგნით /(X) ფუნქციას ჰქონდეს მისი თავისუ- 

ფალი წეერის ნიშანი, 

სხვანაირად, რომ ვთქვათ, ჯ-ის საკმაოდ მცირე (აბსოლუტური 

სიდიდით) მნიშვნელობისათვის მთელ რაციონალურ ფუნქციას 

აქვს მისი თავისუფალი წევრის ნიშანი. 

§ 2. თეორემა უ შროსი წევრის მოდულის შფესასებ 

1. ახლა ვნახოთ, თუ რა შეიძლება ითქვას მთელი რაციონალუ- 
რი ფუნქციის ყოფაქცევის შესახებ | # | მოდულის საკმაოდ დიდ 
მნიშვნელობებისათვის. თუ ჯ ღებულობს თანმიმდევრობით ზრდად 
(მოდულით) მნიშვნელობებს, მაშინ მთელი რაციონალური ფუნქციის 

ყოველი წევრის მოდულიც დაიწყებს ხრდას, და მასთან, მით უფრო 

სწრაფად, რაც უფრო მაღალია მოცემული წევრის ხარისხი, ყველა- 

ზე სწრაფად დაიწყებს ზრდას უფროსი წევრის მოდული. თუ ავი- , 

ღებთ | X | მოდულის საკმაოდ დიდ მნიშვნელობებს, მაშინ მთელი 

რაციონალური ფუნქციის უფროსი წევრის მოდული მეტი იქნება 

დანარჩენი წევრის ჯამის მოდულზე. სხვა სიტყვებით, მთელი რა- 

ციონალური ფუნქციისათვის 

#(+)=ძეX" -L ძ,2"-! -L ძეჯ" 1 -L ...+ მი X +იძ. 

სამართლიანია შემდეგი თეორემა: 

თუ # არის ნებისმიერად მოცემული "დადებითი რიცხვი მაშინ 

X-ის საკმაოდ დიდი (მოდულით) მნიშვნელობებისათვის, ადგი- 

ლი აქვს შემდეგ უტოლობას: 

| ძესX" | >M | ი.მ L ძები ბ LL... ი. | · 

დამტკიცება: ჩვენ ახლა შევაფასოთ მოდული /(») ფუნქციის 

"ყველა წევრის ჯამის, გარდა პირველისა; ჩვენ ვიცით (თავი I), რომ 

ჯამის მოდული არ აღემატება საკრებთა მოდულების ჯამს: 

| რ,ჯპ 1-L- რჯ" ბ –– ა... + ძი| = 12 ჯ,"1 + II0X" 2+..+I0.I. 

დავუშვათ, რომ | ჯ | ==0, უკანასკ6ნელი თანაფარდობა გადაეწე- 

როთ ასეთი სახი»: 

(16) | ფრეია 4+-VI 516104+ 161 0-+ 
+. .+ |ძ».I·
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აქ კოეფიციენტები 

(17) LCთ, I –-..-- _._..- 

წარმოადგენს ნამდვილ არაუარყოფით რიცხვებს; აღვნიშნოთ 

4-თი უდიდესი მათგანი (ან ყოველ შემთხვევაში ისეთი, რომელიც 

არაა ნაკლები დანარჩენზე), თუ ყოველ (17) კოეფიციენტთაგანს 

შევცვლით ”#-თი, მაშინ (16) ტოლობა მხოლოდ შეიძლება გაძლი- 

ერდეს; მაშასადამე, გვექნება 

| ი,X%-1 -L ქ,ჯბ-მ L ... ი, | = 20" 1 + -470%-შ-L ·.. + 4, 
ანუ 

(18) | იკვებო) -L ყ,ჯშ-შ-L ., +)“ 4, 

რადგანაც შემდეგში საუბარი გვექნება | X | = 60 მოდულის დიდ 

· მნიშვნელობებზე, ამიტომ ახლავე დავუშვათ, რომ 

0>1; 
მაშინ გვექნება 

ძე" # 4ე" 

6-1 6-1" 
თუ შევადარებთ (18), მივიღებთ: 

___-_-_–_–__-_--____. 

    

    

ან თუ ორივე ნაწილს გავამრავლებთ” M-ზე, გვეჭნება: 

M4C 
ნ6–- I (19) M | თ» 1+-ი," --...-+ ძი | < 

თუ ახლა /(X) ფუნქციის უფროსი წევრის მოდული მეტია ან _ 
ტოლი (19) უტოლობის მარჯვენა ნაწილზე, მაშინ ჩვენი მიზანი · 
მიღწეულია; სხვა სიტყვებით, რომ ვთქვათ, | ჯ L ==0 უნდა ავარ- 
ჩიოთ იმგვარად, რომ ა, 

„"“ 
ანუ 

სს M/4ი" · (20) LI თ=-“%,
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ახლა უნდა ამოვხსნათ უტოლობა (20') C-ს მიმართ, შევკვეცავთ 
რა ი"-ზე და გავამრაელებთ §-–-1-ზე, მივიღებთ 

| ძი | C-– | ძი ! = M2,. 
აზუ – 

(21) >–__.-_–.–-–- 
„„„უჟ„ჟ . I ძი | 

“ თუ შესრულდება უკანასკნელი უტოლობა, მაშინ შესრულდება 
(20) უტოლობა;ც; მაგრამ (19) და (20) უტოლობებიდან მივიღებთ: 

  

(22) "M დაბის ივ" მ4+- + რი <1 ძი»: 
ამგვარად, თუ | XჯI=ჯე მნიშენელობა აკმაყოფილებს უტოლობას 

· M.1 
(219) IXI= | “4-1, 

. ძი I 

მაშინ ადგილი აქვს (22) უტოლობას. ამით ჩვენი თეორემა დამტ- 

კიცებულია. 
2, ვისარგებლებთ რა წინა პუნქტში მიღებულ შედეგებით, ად- 

ვილი დასამტკიცებელია შემდეგი დებულება: 
LIჯI-ის საკმაოდ დიდ მნიშვნელობებისათვის მთელი რაციონა– 

ლური /(+1) ფუნქციის მოდული I/(»X)! მეტი იკნება ყოველ წინას- 
წარ მოცემულ რიცხვზე. 

მართლაც, განვიხილოთ / (X) ფუნქცია როგორც ორი საკრების 

ჯამი: ' იი 

/#/(X)=ძა1"+ (რფX" + ..4+ რ). 

თუ გავიხსენებთ, რომ ჯამის მოდული მეტია ან ტოლი. მოდულთა 

სხვაობაზე (თავი I, § 3), გვექნება: 

(23) წწეი +(ი"1+L ·.. + 9) I = | ძიX" | –– 

– |იაა1+L..+იიI. 

ახლა გამოვიყენოთ წინა პუნქტის თეორემა, დავუშვებთ რა M=2: 

თუ ჯ-ის მნიშვნელობა აკმაყოფილებს პირობას 
· . · 

(24) : IXI == უა + ს
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მაშინ ადგილი ექნება უტოლობას 

2) ია" .1+..+ძი | < | იე2" |, 
ანუ 

· 1 
ძეებოი1.L ... +ი, I <-- | ძეჯ" | ; 

და, მაშასადამე, 

1 
„აეე“ –_””“”“”"'” 

შევადარებთ რა (23) უტოლობასთან, მივიღებთ: 

(25) I/თI>--) რ: 
ამგვარად, (24) უტოლობას თან მოსდევს (25) უტოლობა, 

ახლა დავუშვათ, რომ მოცემულია ნებისმიერ (რაგინდ დიდი) 

#ს რიცხვი; ადვილი შესამჩნევია, რომ »ჯ-ის მნიშვნელობა ყოველთვის 

შეგვიძლია ავარჩიოთ ისე, რომ მივიღოთ 

1 
(26) ->- | ძიX" | >#. 

მართლაც, თუ ამოვხსნით უკანასკნელ უტოლობას | ჯI-ის მი- 
მართ, მივიღებთ: 

თ IM > 17 2. 
თუ ახლა | XI მნიშვნელობას ავიღებთ იმდენად დიდს, რომ 

შესრულდეს ყოველი (24) და (27) უტოლობათაგანი, მაშინ ადგილი 

ექნება აგრეთვე (25) და (26) უტოლობებსაც და, მაშასადამე, 
მივიღებთ: 

  

| /(X) | >L. 

ამგვარად, დამტკიცებულია, რომ | ჯ | -ის საკმაოდ დიდ მნიშ- 

ვნელობებისათვის მთელი რაციონალური ფუნქციის მოდული შეიძ- 

ლება გავხადოთ მეტი ყოველ წინასწარ მოცემულ რიცხვზე,
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ა ვ. თეორემა ფესვის არსებო.ბის შესახებ 

1. ახლა ჩვენ მოგვიხდება უფრო დაწვრილებით შევისწავლოთ 

წყა.არ., უნქცია, ე. ი. მთელი რაციონალური / (+) ფუნქციის მო- 

დული. 
ცხადია, | /(X) | ფუზმქ,)ია მბოლოდ ნამდვილ მნიშვნელობებს 

ღებულობს; ამასთან მას არ შეუძლია მიიღოს უარყოფითი მნიშვნე- 

ლობანი. | /(X) | ფუნქცია შეიძლება გეომეტრიულად გამოვსახოთ 

შემდეგნაირად. განვიხილოთ სივრცეში წ§, ი, C კოორდინატთა მართ- 

კუთხა სისტემა. ყოველ X=§ + 7იე მნიშვნელობას 6, ჟუ სიბრტყეზე 

შეესაბამება .რაიმე წერტილი. ახლა X წერტილში ავმართოთ პერ- 

პენდიკულარი 5, უ სიბრტყისადმი და მასზე გადავზომოთ => მონა- 

კვეთი, რომელიც ტოლია შესაბამი | /(X) | მნიშვნელობისა: 

-= |/(:)|=>I/C-LI+)I· 

ამგვარად, ყოველ Xჯ=5–+/) წერტილს შეგვიძლია შევუსაბამოთ 

გარკვეული ”» „აპლიკატი“, 
მაგალითი. 

ვთქვათ /(X) = 2-– X+1. : 
ვიგულისხმებთ რა ჯ = § +VIM, გვექნება 

#0)=/6+0)=C+ო'-–6+04+1=0- 2-6+14(00ო-. 
მაშასადამე, 

ბ L=I/(6+ი)|=VC' – 2 -- ნ + 1)1+(2-» – 7)". 
ავიღოთ მაგალითად, წერტილია 

X= 5 4+!ი”=1 –-2;; 

შესაბამე აპლიკატი იქნება 

L=V (=3.1+(-2ს =V 13. 

წარმოვიდგინოთ, რომ 5, « სიბრტყეზე გამოყოფილია რაიმე /#) 

არე; ამ არეს განვიხილავთ როგორც დახურულს; მაშასადამე, კონ- 

ტურის წერტილები მიეკუთვნება ამ არეს. # არეს ყოველ წერტილს 
შეესაბამება განსახღვრული აპლიკატი 

L= I/თI. 
თანახმად პირველი პარაგრაფისა შეგვიძლია ვთქვათ, რომ LC არის 

X-ის უწყვეტი ფუნქცია; ეს იმას ნიშნავს, რომ X#-ს მნიშვნელო-
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ბები, რომლებიც შეესაბამება ჯ-ის საკმაოდ მახლობელ წეოტი- 

ლებს, განსხვავდებიან” ერთმანეთისაგან რაგინდ მცირე სიდღი- 

დით. გეომეტრიულად § აპლიკატების ბოლოები, რომლებიც შეე- 

საბამება 8 არის ყოველჯვარ წერტილებს, შეადგენენ უწყვეტი ზე- 
დაპირის (საზოგადოდ რომ ვთქვათ არა ბრტყელს) ნაჭერს, რომე- 

ლიც „ქუდის“ სახით მდება- 

რეობს # არის ზევით, ამ 

ზედაპირს ვუწოდოთ ე: ზე- 

დაპირი“, : 

გეომეტრიულად ცხადია, 
რომ LC ზედაპირის“ წენტი- 

ცბხ“შორის, რომელნიც შეე- 
საბამება ს) არის ყოველ 

წერტილს (იხ. ნახაზი 24), 

არსებობს ერთი მაინც უზ- 

დაბლესი წერტილი, ე. ი. 
ისეთი წერტილი, რომელიც 

ააა = დანარჩენებთან შედარებით 
7 

უფრო დაბლა (ყოველ შემთ- 
ხვევაში არა უფრო ზაღლა) 
მდებარეობს §, უ სიბრტყის 

დონეზე “. თუ ხ,-ით აღვნი- 

შნავთ ამ წერტილის აპლი- 

კატს, ხოლო ჯ»,-ით §, უფ სიბრტყის შესაბამის წერტილს, მაშინ 
გვექნება 

      

    

  

ნახ. 24. 

5-= | /(%)) | · 

წინანდელის მიხედვით X, აპლიკატი ნაკლები (ყოველ შემთხვე- 

ვაში არა მეტი) უნდა იყოს ყველა დანარჩენ C აპლიკატზე, რომლე- 

ბიც შეესაბამება არის სხვადასხვა წერტილებს. სხვა სიტყვებით, 
რომ ვთქვათ, #) არის ყოველი ჯ წერტილისათვის ადგილი უნდა 
ჰქონდეს თანაფარდობას: 

I/C) I = I/(9) I. 

” ეს შედეგი შეიძლება აჭრეთვე მკაცრად მივიღოთ არითმეტიკული გზითაც.
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მოკლედ შეიძლება ვთქვათ: დახურულ IL) არეში ყოველთვის 

არსებობს ისეთი X, წერტილი, რომელსაც ზეესაბამება #(ჯ)-ის მო- 

დულის მინიმალური მნიშვნელობა, 

2. ახლა ჩვენ უახლოვდებით მთელი რაციონალური ფუნქციის 

ფესვის არსებობის საკითხს. ჩვენ უკვე აღვნიშნეთ (შესავალი, პუნქ- 

ტი 12), რომ ამ საკითხის გადაწყვეტას პირველად შეეცადა დალამ- 

ბერი (1746). მართალია, დალამბერის მსჯელობა არ იყო სავსებით 
მკაცრი, მაგრამ მან პირველმა დაამყარა მნიშვნელოვანი დებულება, 

რომელიც შეიძლება საფუძვლად დაედოს მკაცრ დამტკიცებას. ამ 

დებულებას ზოგჯერ „დალამბერის ლემას" X უწოდებენ; ის შემდეგში 
მდგომარეობს; 

დავუშვათ, რომ /(ჯ) არის #= 1 ხარისხის მთელი რაციონალური 

ფუნქცია; შემდეგ დავუშვათ, რომ ჯე არის ნ, უ სიბრტყის ნებსითი 

წერტილი. 
თუ /(X) მნიშვნელობა განსხვავებულია ნულისაგან, მაშინ ყო– 

ველთვის შეიძლება მოვძებნოთ ისეთი Xჯ-ა-+-#/ წერტილი, რაგანდ 

მახლობელი X» წერტილთან, რომლისთვისაც ადგილი ჰქონდეს 

უტოლობას: 

| 7(Xი-+L7) | < I/(CX) 1 · – – 

და მტკიცება. /(X-+-#) გავშალოთ ტეილორის ფორმულით: 

/" _ > 
/(Xა + /)=/ (Xა) + / '(Xი)#/ + –>:–“ ძ0C0) ცგ.+... + / CC 

დაშვების თანახმად, / (Xა) 7: 0; ამიტომ  ფკანასკნელი ტოლობის 

_ ორივე ნაწილი შეგვიძლია გავყოთ / (%)-ზე: 

_-- მბ. სც“, 

იბ 01490 წა? + წელ M+..+ 
' /რორა)_ , 

#7)” 
M ხს”-2 16 ხ0ი(X:X, ILI0C01)=-0065 §სL 1C 02ICIII 10CCCL2), „+115:01 LC ძტ I ჩრეძალა!ს 

ძა 8CIIIს", 1746. ეს დებულება აღდგენილია გაუსის დისერტაციაში (1799). 
ის კვლავ მონახა არგანმა და გამოაქვეყნა 1860 წელს თავის L§552)"-ში. 
ზოგიერთი ავტორი ამ „ლემას! აკუთვნებს კოშის; 'შმაგრამ თვით კოში ნათ– 
ლად. აღნიშნავს, რომ მან ეს ლემა გადმოიღო ლექჟანდრისაგან. ლექანდ- 
რი ალბად იცნობდა არგანის ნაშრომს.
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შემდეგი მსჯელობის დედააზრი შემდეგში მდგომარეობს: ჩვენ 

შევეცდებით შევარჩიოთ # იმგვარად, რომ მარჯვენა ნაწილის მო- 

დული ერთეულზე ნაკლები გახდეს. ჯე წერტილს ფიქსირებულად 
ვთვლით; მაშასადამე, კოეფიციენტები V(, /:?, ... -სთან მარჯვენა ნა- 

წილში წარმოადგენენ მუდმივ რიცხვებს (ნამდვილ ანუ კომპლე- 

ქსურს); აღვნიშნოთ 

–(.– .– 
ჯაეაეე'ებება ლ “ო 

მაშინ (28) ტოლობის ნაცვლად გვექნება 

(29) /ი1M=) + თი “+ 2,1 -L ... + 6#”.. 

  

შეიძლება აღმოჩნდეს რომ ზოგიერთი «,, (კ. ···.. (, კოეფიცი- 

ენტთაგანი ნულს ეტოლებოდეს; მაგრამ მათ შორის ერთი მაინც უნ- 
და იყოს ნულისაგან განსხვავებული ”. 

რვა 6) "ე რ კოეფიციენტები გადავარჩიოთ ინდექსების ზრდის 

მიხედვით, და დავუშვათ, რომ «„ არის პირველი მათგანი, რომე- 
ლიც განსხვავებულია ნულისაგან; ამგვარად, დავუშვათ, რომ 

ი=20=... =/,ც-).=0, 

აეალიე 

ასეთი დაშვება ყველაზე ზოგადია; კერძოდ, შეიძლება აღმო- 
ჩნდეს, რომ ი, %0; ეს შემთხვევა შეესაბამება == 1 მნიშვნელობას. 
ახლა (29) თანაფარდობა შეიძლება გადავწეროთ შემდეგი სახით: 

დი) 20+#) 1) რირი ცო. +... 4-2აჩ", თ % 0. 
7) 

# წინააღმდეგ შემთ"ვევაში გვექნება · 

#C+1) _, 
#/ძა 

ე. ი. 

# (ა + M) =- / («) = «00%, 
და /(X) ფუნქცია ნულოვანი ხარისხის იქნებოდა, რაც ეწინააღმდეზება და- 
“შვებას,
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ადვილი დასანახია, რომ # მნიშვნელობა ყოველთვის შეიძლება. 

ამოვარჩიოთ ისე, რომ გამოსახულება ი„/” იყოს ნადვილი და. 

უარყოფითი; ამაში, რომ დავრწშუნდეთ, ი» და # წარმოვიდგი- 

ნოთ ნორმალური ტრიგონომეტრიული ფორმ თ: 

–„=ჰზო(ბივ ჩ» –|- 7 ყIII ჩ„). 

/#I=(0(008 დ –– ? §1)) #). 

აქ #, და ჩ„ (მოდული და არგუმენტი ი» კოეფიციენტისა) საევ– · 
სებით გარკვეულ რიცხვებს წარმოადგენენ; პირიქით, ი და დ რიცხ- 
ვები ჩვენს განკარგულებაშია. გვაქვს: 

(3!) 6, # "== II, L” (005 (0, -+ I დ) + 1 951) (მთ + 1) 1. 

დ არგუმენტი ისე შევარჩიოთ, რომ 

ს» + 7:დ =>», 

ე. ი. დავუშვათ, რომ 

2-- ჩ,, (CV) დ=-“–--“, 

მაშინ მივიღებთ 

ბტ05 (M» –– /)| დ) –– 7 510 (90 + MI დ)=ლ0§ X -+C I 5II1 X=-–- 1. 

ასე, რომ ტოლობა (31) მიიღებს ასეთ სახეს: , 

(33) ბი)"ლ-–-Mი ნ”. 

ვინაიდან ჯა და ი დადებითი რიცხვებია, ამიტომ ზემოთ შერ– 

ჩეული დ-თვის, გამოსახულება C„#"” იქნება უარყოფითი რიცხვი, 

ახლა ჩვენს განკარგულებაში რჩება კიდევ ი მოდული; ის დაუქ- 

ვემდებაროთ პირობას 

'(34) · §ა 07 <1; 

სხვა სიტყვებით, რომ ეთქვათ, დავუშვათ: 

” "1. 
35 ი< რი · 

05) MXი 

ამგვარად, ი მოდულს ვზღუდავთ მხოლოდ ზემოდან; ეს არ შე- 

გვიშლის ხელს შემდეგში 0 შევამციროთ, თუ ეს სიჭირო იქნება, თა–
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ნახმად (33) და (34) თანაფარდობებისა ჩვენ შეგვიძლია დავწეროთ 

(36) ' 1+0ს/= –- Iაე”>0. · 

ახლა დავუბრუნდეთ (30) თანაფარდობას; მივიღებო რა მხედვე- 

ლობაში განაყოფის მოდულისა და ჯამის მოდულის თვისებებს 

(თავი 1) გვექნება: 

ცუ 17 01402 ––_“ძ“შ“–-იი 
თანახმად (36)' თანაფარდობისა გვაქვს: 

| 1-+ თ.) | =1–-Mი0”; 

სიმარტივისათვის დავუშვათ 

| 0, | == I(1==–– 1, ..., 7), 

მაშინ (37) თანაფარდობა მიიღებს ასეთ სახეს: 

1#40%:+7) L XI17) L-) –- ჰაი -L მაკ, ში +... + I 6", | / (Xი) | | 
ანუ 

L/(Xი +7) | · _ 
38 “-." “'<1 ს I – ... » შო”), (38) ჩე 1 ეობა – MX +,ნ წელი) 

  

ფრჩხილებში ჩასმული გამოსახულება წარმოადგენს მთელ რაციო- 

'ნალურ ფუნქციას ი-დან; დავუშვათ, რომ 

C(.=X#». _ Mი4) ჩ–-..-– წეწესელეთ 

„აქ თავისუფალი წევრი 

#ი= I 6» | 

დაშვების თანახმად განსხვავებულია ნულისაგან; ამიტომ შეგვიძლია 
ვთქვათ (იხ. § 1), რომ (X0) ფუნქციას (-ს საკმაოდ მცირე მნიშე- 
ნელობისათვის ექნება თავისი თავისუფალი წევრის ნიშანი; სხვა 
სიტყვებით რომ ვთქვათ, შეიძლება განვსაზღვროთ ისეთი გ რ -ცხვი, 
რომ ი-ს ყველა მნიშვნელობისათვის, რომლებიც აკმაყოფილებენ 
უტოლობას 

„ვთ <ბ, 
«იქნება 

CX0)>9;
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–_–_” 
ახლა (38) უტოლობა გვაძლევს: 

I#(X-+7/) I _ ” 
7670 1 =1–ი 0V)<1, 

აქედან 
| /(Xი +”) | < | /(%) | · 

ახლა გავიხსენოთ ის დაშვებანი, რომლებიც ჩვენ გავაკეთეთ # 
რიცხვის მიმართ; ჩვენ დავუშვით, რომ მისი C არგუმენტი განისაზ- 
ღვრეა (32) ტოლობით, ი მოდული აკმაყოფილებს (35) და (39) უტო- 
ლობებს, ორივე ეს უტოლობა ი-ს. ზევიდან ზღუდაეე5. ისინი ხელს 
არ შეგვიშლის, თუ საქირო იქნება, ი-ს მნიშვნელობა ამოვარჩიოთ. 
რაგინდ მცირე, მაგრამ მნიშვნელობა 

ი= | # | == | (X-+-#)––X· | 

წარმოადგენს, როგორც ეს ადვილად შეიპლება მოვისაზროთ, მან- 
ძილს «ე ღა Xა-+/ წერტილებს შორის. როცა ვამცირებთ ი-ს ამით 
%Xე 1- ს წერტილს ვაახლოვებთ ჯა წერტილთან. ამიტომ #ე –+#/ წერ- 
ტილი შეიძლება ჩავთვალოთ რაგინდ ახლოს Xე წერტილთან. 

ვ. ახლა შეგვიძლია დავამტკიცოთ თეორემა მთელი რაციონა- 
ლური ფუნქციის ფესვის არსებობის შესახებ: 

ყოველ მთელ რაციონალურ ფუნქციას აქვს ერთი ფესვი 

მაინც (ნამდვილი ან კომპლექსური). 
პირველ პუნქტში დავინახეთ, რომ დახურულ არეში ყოველთვის 

არსებობს ისეთი X, წერტილი, რომელსაც შეესაბამება მთელი რა- 

ციონალური /(X») ფუნქციის მოდულის მინიმალური მნიშვნელობა. 

არეთ ავირჩიოთ წრე, რომელსაც ცენტრი კოორდინატთა სათავეში 

აქვს, თუ წრის » რადიუსს ამოვარჩევთ საკმაოდ დიდს, მაშინ 1:, 

წერტილი, რომელსაც შეესაბამება | /(X) | მოდულის მინიმალური 
მნიშვნელობა, იქნება წრის შიგა წერტილი. მართლაც, ჯერ ავიღოთ 
განსაზღვრული ჯ# რადიუსის წრე და თი აღვნიშნოთ | /(X) | -ის. 

მნიშვნელობა, რომელიც შეესაბამება ამ წრის ნებსითი ჯ, წერტილს: 

· ჯ= I #CX-) I · 

თუ ჯ წერტილი მდებარეობს წრის კონტურზე, მაშინ | X | =», 

სადაც # არის რადიუსი; » რადიუსის გადიდებით ყოველთვის შე- 

გვიძლია (იხ. § 2) მივაღწიოთ იმას, რომ კონტურის წერტილები– 
სათვის გვექნეს: ·
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ანუ | /(X) | >X, 

| /(5) | > I/CX) I 

და მაშასადამე, მინიმალური მნიშვნელობა უკვე აღარ შეესაბამება. 

კონტურის წერტილს. 

ამიტომ შეგვიძლია მივიღოთ, რომ », წერტილი რომელსაც შე- 

ესაბამება | /(X) | «ის მინემზალური (მოცემული წრისათვის) მნიშე- 

ნელობა, მდებარეობს წრის შიგნით. თვით X», წერტილის განსაზღ- 
ვრის თანახმად გვაქვს 

I /(X) | = I/თI,. 

' სადაც ჯ« არის ნებისმიერი წერტილი, რომელიც ეკუთვნის განსახი- 

ლველ წრეს. ახლა ვუჩვენოთ, რომ /(ჯ,) მნიშვნელობა ნულის ტო- 

ლია. ამაში ადვილად დავრწპუნდებით წინააღმდეგობის მეთოდით. 

მართლაც, თუ დავუშვებთ, რომ /(X,) განსხვავებულია ნულისაგან, 
მაშინ შეიძლება გამოვიყენოთ დალამბერის ლემა. ამ ლემის თანახ- 

მად არსებობს ისეთი X, + # წერტილი რომლისთვისაც 

(40) | 7(ი%-LV) | < 1 /ჯ) I. 
ამასთან X, + #7 წერტილი შეიძლება ამოვარჩიოთ რაგინდ ახლოს 

X, წერტილთან; მაშასადამე, შეიძლება ვთქვათ, რომ X, +#/ წერ. 
ტილი აგრეოვე მდებარეობს განსახილველი წრის შიგნით. მაგრამ, 
მაშინ (40) უტოლობა ეწინააღმდეგება დაშვებას იმის შესახებ, რომ 

I / (C) | -ის' მნიშვნელობა მინიმალურია მოცემული წრისათვის. 

ამგვარად, ვიგულისხმეთ რა, რომ / (ჯ,) მნიშვნელობა განსხვავებუ- 

ლია ნულისაგან, ჩვენ მივედით წინააღმდეგობამდე. მაშასადამე, ეს 

მნიშვნელობა ნულს უნდა ეტოლებოდეს: 

#(«,)=9, 

ე ი. », არის / (X) ფუნქციის ფესვი. ამრიგად, ფესვის არსებობა 

დამტკიცებულია, 

§ 4. მთელი რჯაციონალური ფუნქციის მამრავლებად დაფლა 

1. ფესვის არსებობის თეორემის გამოყენებით დავამტკიცოთ შემ- 

დეგი დებულება: 
4 ხარისხის ყოველი მთელი რაციონალური ფუნქცია წარმო- 

ადგენს # წრფივი მამრავლის (ე. ი. პირველი ხარისხის მამრავლთა) 

ნამრავლს.
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· მართლაც), განვიხილოთ მთელი რაციონალური ფუნქცია 

7 (X)=ძაჯ" + თ.დ" 1 + ... + მო-1X +იძ,. 

„ფესვის არსებობის თეორემის თანახმად, ამ ფუნქციას აქვს ერთი 
ფესვი მაინც. დავუშვათ, რომ », არის ეს ფესვი; მაშინ #(ი ფუნქ- 
ცია უნდა გაიყოს X--X,-ზე (თავი 1I, § 3). განაყოფს, რომელიც მი- 
იღება /(X) პოლონომის (ჯ –– X,)-ზე გაყოფით, აღვნიშნავთ რა თ,(»)-ით, 

გვექნება 
#VVC)ლ= C–X,)9, (7). 

%,(X) ფუნქცია იქნება #-1 ხარისხის, ხოლო მისი უფროსი 

წევრის კოეფიციენტი ძა-ის ტოლია (რადგანაც გამყოფის უფროსი 

წევრის კოეფიციენტი ერთეულის ტოლია): 
დ,0)=ძე»"-)L- ... 

ფესვის არსებობის თეორემის “ თანახმად, დ,(+X) ფუნქციას აქვს 

ერთი ფესვი მაინც; აღვნიშნავთ რა” ამ ფესვს ჯ,-ით, გვექნება: 

%)(X) == (X, –– X,) დე(>), 

სადაც დკ(X) არის # –– 2 ხარისხის მთელი რაციონალური ფუნქცია: 

დ,(>2) == რაჯ (L-... 
თუ იგივე მსჯელობას გამოვიყენებთ დ,(X) ფუნქციის მიმართ, 

მივიღებთ _ . ალ | 

და(X) => (X –– X) დე(X), 
და ა. შ. · 

(41) აა. %(X), და(X), დე(ჯ:), ..- 

“ფუნქციების ხარისხები შესაბამისად იქნება 

' სხ 1, #-–-2, #--3,... 

განვაგრძობთ რა ამ პროცესს, ჩვენ მივალთ შემდეგ ტოლობამდე: 

დი. :(X)=(X –– «ი კ)დი–I(X) 

სადაც დ.-,(X) არის პირველი ხარისხის ფუნქცია; რადგანაც უფრო- 

სი წევრის კოეფიციენტი ყოველი ფუნქციისათვის, რომელიც აღე- 

10. უმაღლესი ალგებრა
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ბულია (41)-დან, ძა-ის ტოლია, ამიტომ დ. ,(X) ფუნქციას უნდა 

ჰქონდეს სახე: · 

ტბ) · - დ»–1(X) = ძაჯ -L- ხ, 

სადაც 'ხს არის მუდმივი. აღვნიშნავთ რა (42) ფუნქციის ფესვს ჯით, 

გვექნება: 
-ხ 

X=-– 
რი 

ასე, რომ 

–___ 
ამგვარად, ჩვენ გვაქვს შემდეგი ტოლობები: 

#X)=(X-–- 2.) C,(X), :· 
დ,(X) = (2 –– X,) დე(X), 

და(X) = (Xჯ –– Xკ) დე(X), · 

5” =C _ თა თ. 0), 

დაი-(X) =ძ0(X– X.). 

გადავამრავლებთ რა ტოლობებს, ვიპოვით 

(43) 
  

#(X) == ძა(X –– X,) (+ –– X,) LL» (XC –– Xი): . 

(43) ტოლობიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ ყოველი. 

(44) %Xც %ეე თ... %. 

რიცზვთაგანი წარმოადგენს /(X) ფუნქციის ფესეს. ახლა ვუჩვენოთ, 
რომ /() ფუნქციას არ შეიძლება ჰქონდეს სხვა· ფესვები; განსხვა- 

ვებული (44)-საგან, მართლაც, თუ /(X) ფუნქციას აქვს კიდევ X»+ 
ფესვი, მაშინ 

#C-+) =9. 
მაგრამ თანახმად (43) ტოლობისა 

| #(X»+1) == ძი(X+; –– X,) (X»+, –– X) ... (2 –_ ჯი): · 

მაშასადამე, უნდა იყოს: 

ძი(%ი+1 –ჯ) (+ –%)... (X-+, _– #)=9,
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რადგანაც ნამრავლი ნულის ტოლია, ამიტომ ნულს უნდა ეტო–- 
„ლებოდეს ერთ-ერთი თანამამრავლი მაინც (თავი I, § 3, პუნქ. 2). 
თუ /(X) ფუნქცია არ გარდაიქცევა ნულად იგივურად, მაშინ «ა 
კოეფიციენტი განსხვავებულია ნულისაგან (თავი II, პუნქ. 1), მაშასა- 
დამე, სხვაობებიდან _ 

ში –“ X2 X6+1 ““ ევ თ." 1941 –% 

ერთ-ერთი მაინც უნდა ეტოლებოდეს ნულს, ე. ი. #.4, უნდა ეტო- 
ლებოდეს ერთ-ერთ X,, XX, ი Xგ რიცხვთაგანს, · 

ამგვარად, ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ # ხარისხის მთელ რაციონალურ 
ფუნქციას არ შეიძლება ჰქონდეს არა უმეტესი, ვიდრე # ფესვისა, 

თუ იგი იგივურად არ გადაიქცევა ნულად, 
ს არსებითია ის, რომ X«,, 2, ·.., %, ფესვებს შორის შეიძლება 

ერთმანეთის ტოლიც იყოს. განვიხილოთ, მაგალითად, ფუნქცია 

(45): #(X)= «9 –- 5? + 3ჯX-L 9. 

ამ ფუნქციისათვის (43) დაშლას ასეთი სახე აქვს: 

_ '/0ე0=C-–3)(1-–– 3)(X-L 1) ==(X –– 3)1(» + 1). 

ამ შემთხვევაში შეგვიძლია დავუშვათ 

#,=3, 2,==3, ჯა= – 1, 

X -–- 3 მამრავლი #(ჯ) ფუნქციის დაშლაში მონაწილეობს ორჯერ: 

ეს არის #(X) ფუნქციის ჯერადი მამრავლი (ხშირად ამბობენ: ჯე–- 
რადი გამყოფი). ამის შესაბამისად ფესვი 3-იც იქნება /(X») ფუნქ- 

ციის ჯერადი ფესვი, სახელდობრ, ორჯერადი ფესვი. შეგვიძლია 

ვთქვათ, რომ (45) ფუნქციას აქვს სამი ფესვი, თუ ფესვს 3-ს ჩავთ- 

ვლით ორჯერ. ის 

კელავ განვიხილოთ ჯ ხარისხის მთელი რაციონალური /(ჯ) ფუნქ- 

“ცია; ჩვენ ვიცით, რომ ასეთი ფუნქცია წარმოადგენს # წრფივ მამ- 

· რავლთა ნამრავლს; დავუშვათ, რომ რომელიმე ამ მამრავლთაგანი · 
დაშლაში # ჯერ მეორდება, მაშინ გიტყვით, რომ მას ჯ ჯერადი 

ფესვი შეესაბამება. თუ ყოველ ფესვს ჩავთვლით იმდენჯერ, როგო- 

რიცაა მისი ჯერადობა, მაშინ /(») ფუნქციის ფესვთა რიცხვი წრფივ 
მამრავლთა რიცხვის ტოლია, ე. ი. „შის ტოლია. ამგვარად, ვღებუ- 
ლობთ შემდეგ დასკენას: სბეი _–”
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ყ ზარისხის მთელ რაციონალურ ფუნქციას აქვს ზუსტად » ფეხ- 

ვა, თუ ყოველ ფესვს ჩავთვლით იმდენჯერ, როგორიცაა მიხი 

ჯერადობა. 

შენიშვნა. თუ მთელი რაციონალური /#(X) ფუნქციის მიმართ 
ცნობილია, რომ ! 

ა) მისი ზარესხი არ აღემატება ჯ-ს; 

ბ) დამოუკიდებელი (კვლადის იმ სხვადასხვა მნიშვნელობათა რიც- 

ხვი, რომელთათვის /(ჯ) ნულად იქცევა, აღემატება #-ს, მაშინ ასე- 

თი ფუნქცია იგივურად ნულად უნდა გადაიქცეს, ე. ი. ყველა მისი 
კოეფიციენტი უნდა იყოს ნულის ტოლი. 

დავუშვათ ახლა, რომ მოცემულია ორი მთელი რაციონალური 

ფუნქცია /(X) და დ(>),: რომელთა მიმართ ცნობილია: 

ა) ცოველი #(X) და დ(X) ფუნქციათაგანის ხარისხი არ აღემატე- 

ზა თ-ს: · 

ბ) ჯ-ის იმ სხვადასხვა მნიშვნელობათა რიცხვი, რომელთათვის 
ადგილი აქვს ტოლობას #(X)=C(X), აღემატება ჯ-ს. · 

მაშინ /(X) და დ(X) ფუნქციები ერთი და იგივე ხარისხის უნდა 

იყოს, და დამოუკიდებელი ჯ ცვლადის ერთნაირ ხარისხებთან 
მდგომი კოეფიციენტები «ღუნდა იჟვნენ ერთმანეთის ტოლი. “· 

მართლაც), ამ შემთხვევაში #(X) –- დ(X) სხვაობა იგივურად უნდა 

გადაიქცეს ნულად, ე. ი. ნულს უნდა ეტოლეზბოდეს ყველა მისი კოე- 
ფიციენტი. 

2) მესამე ხარისხის მთელ რაციონალურ ფუნქციისათვის, 

(46) ჰ00=74+ას+1,X+ ჩა“ 
(43) თანაფარდობა შემდეგ სახეს ღებულობს: 

#0)ლ=CთX-–-#)(-X)(X-– %ვ)) 

სადაც »,, X,, #ე არიან /(CX) ფუნქციის ფესვები. უკანასკნელი ტო- 
ლობის მარჯვენა ნაწილი გადამრავლების შემდეგ უნდა ემთხვევოდეს 
(46) ტოლობის მარჯვენა ნაწილს; მაშასადამე, უნდა. იყოს: 

| პ,=–(%9+#, +7%), 

ბ. ==2ე 2, + X, %, +L >; X3) 
ჩალა –– 2, %, %ვ. 

(47)
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,„ ამგვარად, /#/(») ფუნქციის კოეფიციენტები გამოისახება მისი 

ფესვებით. 

იახლა განვიხილოთ # ხარისხის მთელი რაციონალური ფუნქცია 

(48) #C)=X" +» 3 + ხვ" + ...+ჩი–,% -+L /.: 
თუ #ც %, +." % არის /(») ფუნქციის ფესეები, მაშინ 

(49) #(0=(-–-#%)(X-–-–27,) ...(CX – ჯ). 

უკანასკნელი ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ორწევრთა ნამრავლმა 
უნდა მოგვცეს (48) ტოლობის მარჯვენა ნაწილი; მაგრამ კოეფიცი- 

ენტი »"“ 1-თან ამ ნამრავლში წარმოადგენს ყველა X,, ..., X„ ფესვის 

ჯამს, აღებულს შებრუნებული ნიშნით; კოეფიციენტი »"-"-თან წარ-- 

მოადგენს ორ-ორი ფესვის ყოველნაირ ნამრავლთა ჯამს და ა, შ. 

დაბოლოს, თავისუფალი წევრი წარმოადგენს ყველა ფესვის ნამ- 

რავლს, აღებულს ნიშნით –- ან + იმისდა მიხედვით, იქნება # 

კენტი თუ ლუწი. ამგვარად, გვაქვს შემდეგი თანაფარდობები: 

| ხ,=-(ი0 +% + -.+X%,), · 

ჩე=X, %ე –+X>.%ე + ... +272 ჯ»” 

(59) „_–“”“ „,„ე......_ _. 

ეს თანაფარდობანი გვაძლევს საშუალებას ადვილად ავაგოთ გან- 

ტოლება, თუ ცნობილია მისი ფესვები. დავუშვათ, მაგალითად, რომ 

საჭიროა ავაგოთ განტოლება, რომელსაც ექნება ფესვები 

X== V 3, X,=-– V 3, X=3, ჯ=–-2. 

გამოვიყენებთ რა (50) ფორმულებს, ადვილად ვიპოვით 

),=–1, ჩ,ლ– –9, #/,==3, ჩ, = 18, 

ასე, რომ 8 საძიებელი განტოლება იქნება 

ემა 9:ზ-+-3X-+ 18=0. 

შენიშვნები. 19. მეორე ხარისზის == 

/00=X+)»+ს,
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ფუნქციისათვის (59) ტოლობები მიგვიყვანს კვადრატული განტო. 
ლების კოეფიციენტებსა და ფესვებს შორის ცნობილ დამოკიდე: 

ბულებამდე: 
:.=– (%, + %), 

ჯტ, == %, Xა. 

2? რომ მივიღოთ დამოკიდებულებანი 

C)). #I/V)= ძიჯ" +ი,»"-. +. .+ თი--ე X + 6. 

ფუნქციის ფესვებსა და კოეფიციენტებს შორის საკმარისია მენი. 
ნოთ, რომ განტოლება 

: ი ძა აჭ ცოი L.. ითა): +0-=0 

ექვივალენტურია | 
ჯ"+ჯხ» + ..+ ჩიე X4+ #==9 

განტოლებისა, სადაც 

ამგვარად (51) ფუნქციისათვის 

რ. (+ +. 2) ·.. + ჯის. ს 

=. 
თ, 

: . 
ტო ი =X + XIX + ».. + Xი- 1 

ძ 

-"=C- 1” რთა ა. Xი. 
I) 

ვ, თუ ნამდვილ "კოეფიციენტე ებიან“ კვადრატულ განტოლებას 
აქვს კომპლექსური ფესვები ", ეს ფესვები აუცილებლად შეუღლე“ 
ბული იქნება. 

ვუჩვენოთ, რომ ეს თვისება შეიძლება გავავრცელოთ ნამდვილ 
კოეფიციენტებიან. ნებისმიერი · ხარისხის განტოლებებზე: თუ ასეთ 

? კომპლექსური ფესვის ქვეშ ხან ხვესმის პაპაც და შემდეგშიაც. ი-+ხ; სახის 

ფესვები, სადაც ხ :L 0.
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განტოლებას აქვს კომპლექსური ფესვები, ეს ფესვები წყვილ- 
წყვილად შეუღლებულია. 

წინასწარ დავამტკიცოთ შემდეგი დებულება: 

თუ /(X) არის ფუნქცია ნამდვილი კოეფიციენტებით, მა»შინ და- 

მოუკიდებელ Xჯ ცვლადის შეუღლებულ მნიშვნელობებს შეეხა- 
ბამება ფუნქციის შეუღლებული მნიშვნელობანი. 

დამტკიცება. /(X) ფუნქციისათვის დავწეროთ ტეილორის 

დაშლა: 

(52) /60+#)=/0+/(0:4+479740 4... 45+%0 ი, 

ჩვენ ვიგულისხმოთ, რომ #(X») ფუნქციის კოეფიციენტები ნამდ- 

ვილი რიცხვებია; თუ თ რიცხვიც ნამდვილია, მაშინ (52) ტოლობის 

მარჯვენა ნაწილში #-ის სხვადასხვა ხარისხებთან მდგომი კოეფი- 

ციენტები აგრეთვე იქნება ნ ამ დვილი; სიმარტივისათვის აღვნიშნოთ 

#(9)5== 4ც / '(C)= ” ირ =4ე, ა ”იI9-/. 

მაშინ (52) ტოლობა ასეთ სახეს მიიღებს: 

#(«+#M)= -0ი+ 24)/ + #4: +... + ძა". 

ახლა მარჯვენა ნაწილში გადავაჯგუფოთ წევრები, ერთ ჯგუფში 

მოვათავსოთ ყველა წევრი, რომლებიც შეი”ავენ #-ის ლუწ ხარისხს, 

ხოლო მეორე ჯგუფში -– ის წევრები, რომლებიც შეიცავენ #-ის კენტ 

ხარისხებს: 

#(0--#) = 4.+ 4,'-+ 4,/ბშ-L...+ 4,ს + ეჩ + 4 + თს 
ანუ ! 

(53) /(«–= #)-=,4ა+ -4,სმ-L- 4, -L ... + ... (4-1 ტენ I 4აჩ -+- -:.) 

უკანასკნელი ტოლობა იგივობას წარმოადგენს #-ის მიმართ, თუ ამ 

იგივობაში დავუშვებთ # ==ხ; (ს – ნამდვილი რიცხვია) გვექნება. 

#(თ–– სხ) == 00 – «4.01 -+ «4,ხბ"––.,. -L ხI (4, –– „ახ? -L „ახ ...), 

ანუ 

(54) #(2-+-ხ:)==M-+ჯ IM, 

სადაც , 

(65) M=4ა- 4 ხა + 4 
#=>+, –- ქენ? + რნ
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ცხადია, როი 

(56) #(თ-– ხ0=M –– IM, 

სადაც M და M-ს აქვთ იგივე (55) მნიშვნელობანი. ამგვარად, X 

ცვლადის ი -C ხხ, და თ-– ს; შეუღლებულ მნიშვნელობებს შეეჟსაბამე- 

ბა /(X) ფუნქციის შეუღლებული მნიშვნელობანი (54) და (56). 

აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს: . 

თუ ნამდვილ კოეფიციენტებიან მთელ რაციონალურ /(»X) ფუნ- 
ქციას აქვს თ+ სხ კომლექსური ფესვი, მაშინ მას აქვს «–წ! 

შეუღლებული ფესვიც. 
„ მართლაც, თუ «4+-ს; რიცხვი წარმოადგენს /(7) ფუნქციის ფე- 

სეს, მაშინ უნდა იყოს 

MI(C+ხ)==M-1ILM=90, 

მაშასადამე, 

M=20, #=0, 
მაგრამ, მაშინ აგრეთვე 

/(––ხ:)==M ––1V =290, 

ე· ი. თ-ს რიცხვი აგრეთვე იქნება /() ფუნქციის ფესვი. 

ამ დებულებიდან შეიძლება გამოვიყვანოთ მთელი რიგი შედეგე- 
ბისა, უწინარეს ყოვლისა, თუ /(X) არის ნამდვილი კოეფიციენტე- 

ბიანი ფუნქცია, მაშინ / (+) ფუნქციის კომპლექსურ ფესვთა რიცხვი 

ლუწი უნდა იყოს, რადგანაც ყველა ფესვის (ნამდვილი და 
კომპლექსური) რიცხვი ეტოლება /(») ფუნქციის ხარისხს, ამიტომ: 

ა) ლუწი ზარისსის მთელ რაციონალურ ფუნქციას აქვს ლუწი 

რიცხვი ნამდვილი ფესვებისა (შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ ეს ლუ- 

წი რიცხვი ეტოლებოდეს 0-ს, ე. ი. რომ ფუნქციას სრულებით არ 

აქვს ნამდვილი ფესვები); 
ბ) კენტი ხარისხის მთელ რაციონალურ ფუნქციას აქვს კენტი 

რიცხვი ნამდვილი ფესვებისა; მაშასადამე, მას აქვს ერთი მაინც 

ნამდვილი ფესვი. 
ასე მაგალითად, ნამდვილ კოეფიციენტებიან მესამე ხარისხის 

განტოლებას ყოველთვის აქვს ერთი მაინც ნამდვილი ფესვი. 
#. წინა შედეგები შეიძლება გამოვიყენოთ მთელი რაციონალური 

ფუნქციის მამრავლებად დაშლის საკითხისათვის. 

დავამტკიცოთ შემდეგი დებულება:
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ნამდვილი კოეფიციენტებიანი ყოველი მთელი რაციონალური 

ფუნქცია შეიძლება წარმოვიდგინოთ ნამდვილი კოეფიციენტებიანი 

პირველი და მეორე ხარისზის მამრავლთა ნამრავლის სახით. 

დამტკიცება. ჩვენ გიცით, რომ ყოველი მთელი რაციონა- 

ლური /(X) ფუნქციისათვის ადგილი აქვს დაშლას ჟ„ წრფივ მამრაევ- 

ლებად (43). მაგრამ ამ მამრავლებს შორის ნამდვილი იქნება მხო- 

ლოდ ისინი, რომლებიც შეესაბაშება ნამდვილ ფესვებს. შეუღლე- 

ბულ კომპლექსურ ფესვების ყოველ წყვილს შეესაბამება კომჰლე- 
ქსურ მამრავლთა წყვილი. განვიხილოთ კომპლექსური წევრთა რომე.- 

ლიმე წყვილი; დავუშვათ, მაგალითად 
მაშინ X,=0თ-–+ხ1, Xე,=ძთ0 – ხ1; 

(L“–- %)ე(X-–- X+ე)= (X– 6 – ნხ)(X–– +-ს)ლ=ჯ-–– 20ჯ-L ი? -L #7. 

ეს თანაფარდობანი გვიჩვენებს, რომ იმ ორი წრფივი მამრავლის 

ნამრავლი, რომლებიც შეესაბამება შეუღლებული ფესვების წყვილს, 

შეიძლება შევცვალოთ ნამდვილი კოეფიციენტებიანი მეორე ხა- 

რისხის მამრავლად. ამგვარად, / (X) ფუნქციის ყოველ ნამდვილ ფესვს 

შეესაბამება წრფივი მამრავლი, შეუღლებულ კომპლექსურ ფესვე- 
ბის ყოველ წყვილს –– ნამდვილი კოეფიციენტებიანი მეორე ხარის- 

ხის მამრავლი. 
მაგალითის სახით განვიხილოთ ფუნქცია 

/ფ=»+1. 
განვსაზღვროთ / (ჯ) ფუნქციის ფესვები: 

4 4 
X=V –-1= V009 + -+ 1810 I; 

2. /2. 2 .V2 
V2 ,,V2 V ––   · #, = 609 > +?VIს -= 533 ი6=-–“2 ; 

2 .,V2 2 =2 
ჩჯჩე== V72. == –; ჯ= V2 ს ,V>. 

(43) თანაფარდობას, ამ შემთხვევაში, აქვს ასეთი სახე: 

/60ე)=»ჯ'-+-1=( – X) (X – X,) (X –– Xე) (X –– X,).
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შეუღლებული ფესვების შესაბამისი მამრავლების წყვილ-წყვილად | 

შეერთება გვაძლევს | 

თ-–-») C-»)=( #- #2 –V2 II _V2. +V>-)- 

| =ჯ!-- V 2X + 1; 

ს– )C–#ა =(-+V2- +(#V2-) ++” == 

= =#+V 2 X+1 
ამრიგად 

/#/დფ=:4+61=(0--V 2 X+1)014+V2 X7+V". 
უკანასკნელი ტოლობა გვიჩვენებს, რომ ჯჭ+1 ფუნქცია შეიძლება 

დავშალოთ მამრავლებად, რომელთა კოეფიციენტები ეკუთვნიან 
ნამდვილ რიცხვთა არეს, შევნიშნოთ ახლა, რომ აღებულ 

შემთხვევაში შეიძლება დავკმაყოფილდეთ რიცხვთა უფრო ვიწრო 

არეთი. მართლა(/), აღვნიშნოთ #-ით ყველა რაციონალურ რიცხვთა 

ველი (თავი I, § 4); მაშინ შეიძლება ვთქვათ, რომ .ყოველი 

2 #2 +), ბპ +M/ 2X+1' 

მამრავლთაგანი წარმოადგენს მთელ რაციონალურ ფუნქციას XCV2) 

ველის მიმართ, მასთან 1 (V 2) მიიღება #-დან V 2 რადიკალის 
ჩართვით, ამრიგად, »ჯ? +- 1 ფუნქცია შეიძლება დავშალოთ მამრა- 

ვლებად, რომელთა კოეფიციენტები ეკუთვნიან #(V 2) ველს. მო- 
კლედ შეიძლება ვთქვათ ბ+4+-1 ფუნქცია იშლება მამრავლებად 

L (V 2) ველში. 
საზოგადოდ, ფუ5ქციის მამრავლებად დაშლის საკითხს აქვს გარ- 

კვეული შინაარსი მხოლოდ მაშინ, როცა დასახელებულია რიცხ- 

ვთა ის არე (ველი ანუ რგოლი), რომელსაც შეიძლება ეკუთვნო- 

დეს ამ თანამამრავლთა კოეფიციენტები. = 

თუ მთელი რაციონალური ფუნქცია /(X) შეიძლება დავშალოთ 

მამრავლებად (რომლებიც X-ზეა დამოკიდებული), რომელთა კოე- 
ფიციენტები ეკუთვნიან – ველს, მაშინ ამბობენ, რომ /(X) ფუნქ- 

ცია დაყვანადია X ველში. ._.
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სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, /(») ფუნქცია რომ იყოს დაყვა– 
წილი # ველში, აუცილებელია და საკმარისი, რომ ადგილი ჰქონ– 
დეს ტოლობას: 

#(ი=%(ე+0), 
სადაც დ(X) ღა V-X) არიან მთელი რაციონალური ფუნქციები (არა– 
ნულოვანი ხარისხისა), რომელთა კოეფიციენტები ე)ჯუთვნიან # ველს. 

წინააღმდეგ შემთხვევაში #(X) ფუნქციას ეწოდება დაუყვანა- 

დი X ველში. 
' უფრო ზუსტად რომ ვთქვათ, /(X) ფუნქციას, რომლის კოეფი- 

ციენტები ეკუთვნიან“ ” ველს, ეწოდება დაუყვანადი ამ ველში, 
თუ იგი არ შეიძლება დაიშალოს თანამამრავლებლად (რომლებიც 

წშეა. დამოკიდებული), რომელთა კოეფიციენტები ეკუთვნიან იმავე, 

ველ 

თუ განვიხილავთ ყველა კომპლექსურ რიცხვთა ველს, მაშინ ამ 

ველში ყოველი მთელი რაციონალური ფუნქცია შეიძლება წარმო- 

ვიდგინოთ წრფივ მამრავლთა ნამრავლის სახით (პ, 1). მაშასადამე, 

ყველა კომპლექსურ რიცხვთა ველში ყოველი მთელი ალგებრუ- 
ლი ფუნქცია, რომლის ხარისხი ერთზე მეტია, დაყვანადია. 

· ყველა ნამდვილ რიცხვთა არეში ყოველი ფუნქეია შეიძლება დავ- 

შალოთ პირველი და მეორე ხარისხის თანამამრავლებლად. მაშასა- 

დამე, ყველა ნამდვილ რიცხვთა ველში ყოველი ფუნქცია, რომ- 
ლის ხარისხი ორზე მეტია, დაყვანადია, მეორე ხარისხის ფუნქცია, 

რომელსაც კომპლექსური ფესვები აქეს, ყველა ნამდვილ რიცხვთა 

ველში დაუყვანადია. 
„ფუნქცია ».-+-1 დაუყვანადია ყველა რაციონალურ რიცხვთა X 

ველში; იგი დაყვანადი იქნება, თუ ამ ველს ჩავურთავთ რადიკალს 

2 -დან. | : 

- · სავარიგიშო, 

1. დაამტკიცეთ, რომ ფუნქცია 

: #/(»)=23ჯ'–ჩX+1 

დაჟყვანადია #(V 3) ველში. 
2, დაშალეთ თანამამრავლებლად. ნამდვილი კოეფიციენტებიანი ფუნქცია 

ფა გბ + 2» + 4. '
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3. მოძებნეთ ისეთი ფუნქცია ” წამდვილი კოეფიციენტებით, რომელსაც ფე– 

'სვებად აქვს: 
1-1V2,ი.. 

4. იბოვეთ ისეთი ფუნქცია "” რაციონალური კოეფიციენტებით, რომელსაც 

'ფესეებად აქვს: 
1+V2, 1+V3,... 

§ 5. მთელი რაციონალური ფუნქციის ” ველში 

დაუქვანადო. ბის ნიშფნები 

1. თუ მთელი რაციონალური /#(ჯ) ფუნქციის კოეფიციენტები 

ეკუთვნიან ყველა რაციონალურ რიცხვთა # ველს, მაშინ ბუნებრი- 

ვია დაისვას საკითხი #(») ფუნქციის ამ ეელში დაყვანადობის 

შესახებ. 

უპირველესად შევნიშნოთ, რომ მოცემული რაციონალური კოე- 
ფიციენტებიანი ფუნქცია შეგვიძლია შევცვალოთ მთელი კოეფიციენ- 

ტებიანი ფუნქციით, რომელიც მოცემული ფუნქციიდან მუდმივი მამ– 

რავლით განსხვავდება. 

მართლაც, თუ მოცემული #(X) ფუნქციას გავამრავლებთ მისი 
კოეფიციენტების მნიშვნელთა უმცირეს 7» ჯერადზე, მაშინ მივიღებთ 

#I#C>) ფუნქციას, რომელსაც აქვს მთელი კოეფიციენტები, და "'/(X) 

"ფუნქციის დაყვანადობის საკითხი დაიყვანება X»/(X) ფუნქციის დაყ- 

შანადობის საკითხზე. 
ამრიგად, გამოკვლევის "ზოგადობის შეუმცირებლად შეგვიძ- 

ლია ვიგულისხშოთ რომ განსახილავი მთელი რაციონალური /#(#) 

უნქციის კოეფიციენტები ეკუთვნის მთელ რიცხვთა რგოლს. 

ასეთ /(ჯ) ფუნქციას შემდეგში ჩვენ ვუწოდებთ მთელ რიც- 
ხოვან ფუნქციას. 

ამრიგად, ვთქვათ, / (»X) არის მთელრიცხოვანი ფუნქცია. აღვნიშნოთ 

8-თი /(ჯ) ფუნქციის ყველა კოეფიციენტთა უდიდესი საერთო გამ–- 

ყოფი. თუ 6=1, მაშინ /(X) ფუნქციას პრიმიტიული ეწო- 

დება. 

თუ § + 1, მაშინ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 

#(2)=8/(»X%, - 

სადაც /#(X) არის უკვე პრიმიტიული ფუნქცია. 

? უმდაბლესი ზარისზისა.
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თუ დ იე არის რაციონალური კოეფიციენტებიანი მთელი რაციო– 
ნალური ფუნქცია, მაშინ, გავამრავლებთ რა დ(») დუნქციას მისი 
კოეფიციენტების მნიშვნელების უმცირეს + ჯერადზე, მივიღებთ.- 
მთელრიცხოვან X დ(X) ფუნქციას. აღვნიშნავთ რა ი«-ით ამ მთელ- 
რიცხოვანი ფუნქციის კოეფიციენტების უდიდეს საერთო გამყოფს, 
გვექნება: 

”დ(X)= §დ,(X), 
ანუ 

დ(X) == ი“ დ,(X), 

სადაც დ,(X»X) არის პრიმიტიული ფუნქცია. 

დავამტკიცოთ შემდეგი. 

დეზულება. ორი პრიმიტიული ფუნქციის ნამრაე– 

ლი არის ისევ პრიმიტიული ფუნქცია. 

მართლაც), ვთქვათ, 

#(C21= ლი %(ი, 
სადაც «(X) და ახი არიან პრიმიტიული ფუნქციები, ეს ფუნქციები- 

დავწეროთ ასე: 

«(X)==ჩე -L ხ,X + სპ + ...-+ ხ,ჯ, 

თა (X)=>2ე +- ი,+ -L C,X1? -L ... -L #აჯ”. 

ჩვენ უნდა დავამტკიცოთ, რომ /(X) არის აგრეთვე პრიმიტი-. 

ული. დავუშვათ წინააღმდეგ, ე. ი. დავუშვათ, რომ /(ჯ) ფუნქციის 
ყველა კოეფიციენტს აქვთ ნულისაგან განსხვავებული საერთო ყ გამ- 
ყოფი. ვთქვათ, #59 1 არის 0 რიცხვის რაიმე მარტივი გამყოფი. 
რადგანაც დთ(X) ფუნქცია პრიმიტიულია, ამიტომ ხე, ხ,, ..-., ხ, კოე- 

„ფიციენტებიდან ერთი მაინც არ გაიყოფა ჩ-ზე. აღვნიშნოთ ხ,-თი 

პირველი ამ კოეფიციენტებიდან, რომელიც #-ზე არ იყოფა. თანა- 

გვარად შეჯ:ვიძლია ვთქვათ, რომ M(X»X) ფუნქციის კოეფიცინტებიდან 

ი 66. · .სე დ ერთი მაინც არ გაიყოფა ჩ-ზე. ვთქვათ, (| არის- 

პირველი მათგანი რომელიც გ-ზე არ გაიყოფა. ... 

განვიხილოთ ახლა კოეფიციენტი X'+'-თან ნამრავლში / (X)= 

დ(X) დ(X). ეს კოეფიციენტი შეგვიძლია დავწეროთ შემდეგი სახით: 

იდ?) ხი “+ხ-)C0+ + ხე C0I+ე L -.+ ხე რ–1+ ხ-+ 6-3 +- ...
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აჭ ნამრავლი #, « არ იყოფა მარტივ # რიცხვზე, ვინაიდან 

და თ არ იყოფა #-ზე. 
მეორეს მხრივ, რადგანაც I, არის პირველი ელემენტი ხ კოეფი- 

ციენტებიდან, რომელიც /#-ზე არ იყოფა, ამიტომ წე, .-. ჩL-, კოე- 

ფიციენტები #-ზე იყოფა. თანაგვარად, «ძე; ·.-, C(–კ კოეფიციენტები 

იყოფა #-ზე. ამიტომ (57) ჯამი შეიცავს მხოლოდ ერთ წევრს, რო- 
მელიც ჩ-ზე არ იყოფა. მაშასადამე, მთელი ჯამი #-ხზე არ იყოფა. 

ამრიგად, კოეფიციენტი X»X'VI-თან ნამრავლში დCდ(X)VV(X) (ე. ი. კოე- 

ფიციენტი ::+I-თან /(X) ფუნქციისა) #-ზხე არ იყოფა, მაშასადამე, 

არ იკოფა ძ-ხედაც. უკანასკნელი დასკვნა ეწინააღმდეგება ჩვენს 

დაშვებ 
ამრიგად, ვიგულისხმებთ რა, რომ /(X) ფუნქციის ყველა კოეფი- 

ციენტს აქვთ ნულისაგან განსხვავებული საერთო გამყოფი, ჩვენ 

მიგდივართ წინააღმდეგობამდე. მაშასადამე, #(X) არის პრიმიტიული 
ფუნქცია... 

მიღებული შედეგი საშუალებას გვაძლევს დავამტკიცოთ შემდეგი 
თეორემა. თუ მთელრიცხოვანი /(») ფუნქცია შეიძ- 

ლება დაიშალოს მამრავლებად (არა ნულოვანი 

ხარისხის) რაციონალური კოეფიციენტებით, მაშინ 

იგი შეიძლება დაიშალის აგრეთვე მთელ კოეფიცი- 
ენტებიან მამრავლებად. 

სხვა სიტყვებით რომ ეთქვათ, თუ /(ჯX) ფუნქცია დაყვა- 
ნადია რაციონალურ რიცხვთა ველში, მაშინ იგი 
-დაყვანადია მთელ რიცხვთა რგოლში". 

დამტკიცება. ვთქვათ, /(») ფუნქცია წარმოდგენილია რაცი- 
“ონალური კოეფიციენტებიანი ორი Cდ(ჯ) და V(») ფუნქციის ნამრავ- · 
ლის სახით: 

458). #0=%თ04(C. 
„ამ პუნქტის დასაწყისში გაკეთებული შენიშენის. თანახმად, ჩენ 

„შეგვიძლია დავუშვათ, 

წო 2 დი, 

სთ = –- #C, 

# ზემოთ დამყარებული ცნება მთელი რაციონალური ფუნქციის გალში დ დაყ– 
კვანადობის შესახებ სიტყვა სიტყვით გადაიტანება რგოლზე. - -“
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სადაც დ,(X) და ს,(X) ბრიან მთელრიცზხოვანი პრიმიტიული ფუნქ- 

ციები, ხოლო C, 7, X, (L-- მთელი რიცხეებია. 

, მეორე მხრით, /(X) ფუნქცია შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ ასე: 

/(X) = ბ/,(%), 

„სადაც 8 –– მთელი რიცხვია ხოლო /,(X) არის პრიმიტიული ფუნქ- 
ცია. (58) თანაფარდობა ახლა შემდეგ სახეს მიიღებს: 

· მ. 
ბ 0(0)=-» დ,1(X) ს, (X) 

ანუ 

  - ას #6) = დიის. 

წილადი ბ) - L- შეიძლება აღმოჩნდეს შეკფეცადი; აღვნიშნოთ 4- თი 

ბ//# 
6). 

  

უკვეცი წილადი, ტოლი წილადისა; მაშინ გვექნება 

(59) +იო=თფC0 თ, 
სადაც თ და ზ. ურთიერთ მარტივი რიცხვებია, დავამტკი- 

ცოთ, რომ ჩ=1. . 

მართლაც, თუ ჩ -+- 1, მაშინ პრიმიტიული /,(#X) ფუნქციის კოე- 

ფიციენტებიდან ერთი მაინც არ გაიყოფა მ-ზე. მაშასადამე, მარც- 

ხენა ნაწილში მივიღებთ ფუნქციას წილადი კოეფიციენტებით, იმ 

დროს როცა მარჯვენა ნაწილში ჩვენ გვაქვს მთელი კოეფიციენტე- 

ბიანი ფუნქცია. ამრიგად, უნდა იყოს 8=1, ასე რომ (59) ტოლობა 

ღებულობს სახეს: 

თ /)(X)=6,(») V(1)- 

ფუნქციები Cდ,(X) და ს, (ი არიან პრიმიტიული, მაშასადამე, მათი 

·ნამრავლიც უნდა წარმოადგენდეს პრიმიტიულ ფუნქციას, აქედან 

გამომდინარეობს, რომ « =1, ე. ი. 

. 7,(X) == დ,(X) დ,(X), 
საიდანაც · · 8 

ზ /,(X).= 6დ;(2:) დI(X), 

ანუ - +“ /(X) = 9(») %(X),
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სადაც 0(X) == ბდს(X) და %(X) 
არიან მთელრიცჩოვანი ფუნქციები. 

უკანასკნელი ტოლობა გვიჩვენებს, რომ /(X) დაყვანადია მთელ 

რიცხვთა რგოლში. 

2. განვიხილოთ ახლა ზოგიერთი ნიშნები, რომლებიც საშუალე- 

ბებს მოგვცემს გამოვარკვიოთ მთელი რაციონალური ფუნქციის“ და-. 

ყვანადობის შესახებ მთელ რიცხვთა რგოლში, 

მთელრიცხოვანი /(ჯ») ფუნქცია დავწეროთ შემდეგი სახით: 

/(X)=ძ-+9ი,X+0,X. + ...–+ 0,X". 

დაგუშვაო, რომ კოეფიციენტები ძე, თა... “ ( ჯ> %) იყო- 

ფა რაიმე მარტივ /# რიცხვზე, მასთან ი, კოეფიციენტი #?-ზე არ 

იყოფა. ამ პირობებში შეგვიძლია დავამტკიცოთ შემდეგი..· 

დებულება, თუ მთელრიცზოვანი /(X) ფუნქციას აქვს # ხარი- 

ხხის გამჟოფი (მთელ კოეფიციენტებში), სადაც 

-7ლM<7, 

მაშინ ,(+) ფუნქციის ყველა კოეფიციენტი იყოფა /-ზე. _ 
დამტკიცება, ვთქვათ, / (»ჯ) ფუნქციას აქვს # ხარისხის დ(ჯ) გამყოფი: 

დ(X)=ხა -L- ხუX + ხეჯ? -L ... + ნ.ბ, 

–- მთელი რიცხვებია; მაშინ 

/C0=<50)%(X, ._ 
სადაც V(X) არის #,= 7 ––ჩ ხარისხის მთელი რაციონალური ფუნქცია: 

%(X) == ძე + 6,X -L 2,ჯმ +- .. : “+ თეთ". 

თანაფარდობიდან ჯც –– ” =# გამომდინარეობს # ––- # <= =/ ე· ი, 
ს, == ლ 7“ 

გვაქვს: 

/ (X) = თ(X) V(») == ხეთ -L (ნიი -L- ჩხებ,)X + (ნ,0ე -L- 610, -L ჩიC)X' -L 

მეორეს მხრივ, 

/(0=ია+ი,X-L ი, +...
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შევადარებთ რა #-ის ერთნაირი ხარისხების კოეფიციენტებს, 

მივიღებთ: 

რა==ჩენე 

ძ:=ხ,(ე+ხენ, 
თ, =ხაძი -L ხ;0, -L ჩერო 

ძა=ხაი + ჩM-, 6, + .. ლი 

ამ თანაფარდობიდან განვიხილოთ პირეელი: 

შა = ხენი, ' 

პირობების თანახმად, ძე კოეფიციენტი იყოფა მარტივ # რიცხ- 
გზე, მაგრამ არ იყოფა ჯ2-ზე. მაშასადამე, ხე და C) რიცხვებიდან 

ერთი და მხოლოდ ერთი მათგანი #-ზე იყოფა. დავუშვათ, მაგალი- 

თად, რომ ჩე იყოფა #-ზხე, ხოლო ძე არ იყოფა /#-ზე. მაშინ გადა- 
ვიდეთ ტოლობაზე: თ, == ჩ,ძე -L 6,ჩი, ანუ. 

ჩ,ძე == 0, –- თხა; 

აქ მარჯვენა ნაწილი #-ზე იყოფა (ძ, კოეფიციენტი იყოფა #-ზე, პი- 

რობის თანახმად, ჩეა-იც #-იზხშ იყოფა). 'მაშასადამე, ჩ,იე ნამრავლი 

#-ზე იყოფა. რადგანაც «ა; პირობის თანახმად, #-ზე არ იყოფა, ამი- 

ტომ ჩ, იყოფა #-ზე. ანალოგიურად, თანაფარდობიდან 

ხ,იე = თვ –- ნ,6, –– ჩილე 

ვიპოვით, რომ 7, „იყოფა ჯ#·-·ზე და ა, შ.: დაბოლოს, თანაფარდო- 

3იდან 

8. _ ჩი = რი –– ს-, 6. ს. , ნაიი – ჩათ 

'ვიპოვით, “ რომ ს, იყოფა #- ზე; აქ არსებითია, რომ #=# 

ამიტომ თ, კიდევ #-ზე იყოფა, ' 

ამრიგად, #(X) ფუნქციის ყველა კოეფიციენტი უნდა იკოფოდეს 
#ი მაშასადამე, ჩვენ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ 

დLX)=ჯ(დ,(X), 

სადაც დ,(X) არის მთელრიცხოვანი ფუნქცია; ახლა ცხადია, 

#09 “ჯო VC2): 
11. უმაღლესი ალგებრა:
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საიდანაც ჩანს, რომ /(X) ფუნქციის ყველა კოეფიციენტი უნდა იყო- 

ფოდეს მარტივ # რიცხვზე. – 

ზემოთ ჩვენ დავუშვით, რომ ჩე იყოფა #-ზე. ჩვენ რომ დაგეეშვა, 

პირიქით, რომ #ე იყოფა #-ზე, ხოლო წე არ იყოფა #-ზე, მაშინ 

ანალოგიურად დავამტკიცებდით, რომ V(CX») ფუნქციის ყველა კოე- 
ფიციენტი «ა, C,, ··.; C, იყოფა #-ზე (ამასთან არსებითია, რომ M, <7). 

მაშასადამე, ამ შემთხვევაშიაც ჩვენ მივიდოდით იმ დასკვნამდე, რომ 

#Cი ფუნქციის ყველა კოეფიციენტი იყოფა ჯ-ზე. ამგვარად, ჩვენი 
წინადადება სავსებით დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ მთელრიცხოვანი ფუნქცია 

/(X)=ძა -L თ,Xჯ -L თ,X? + ... + ძ,ჯ" 

აკმაჟოფილებს შემდეგ პირობებს. 

8) კოეფიციენტები იე, თ,, ..., ი, (სადაც „>+) იყოფა #-ზე, 

ზოლო თე არ იყოფა #პ-ზე; 

ხ) თკ კოეფიციენტი #-ზე არ იყოფა, 
„ მაშინ /(»X) ფუნქციას არ შეიძლება მქონდეს # ხარისხის გამყო- 
ფი (მთელ კოეფიციენტებით), სადაც 

-ჯ752/0= 1. · . 
მართლაც, ასეთი გამყოფი რომ არსებობდეს, მაშინ ყველა კოე- 

ფიციენტი თე, ი,, ..., იც 0,-+ ··. ი, უნდა გაიყოს #-ზე. 
განვიხილოთ ახლა ზოგიერთი კერძო შემთხეევა. 
1, დავუშვათ, რომ /(ჯX) აკმაყოფილებს ვ) და ხა პირობებს, რო- 

ცა «2=#-–-1, სხვანაირად რომ ვთქვათ, დავუშვათ, რომ ძე, თკ, ·“ 
ს.ს მიე კოეფიციენტები იყოფა მარტივ # რიცხვზე, ხოლო თა: არ 
იყოფა #'-ზე, უფროსი წევრის ძა კოეფიციენტი #-ზე არ იყოფა. 
მაშინ /(>) ფუნქციას არ შეიძლება ჰქონდეს # ხარისხის გამყოფები 
მთელი კოეფიციენტებით, სადაც შა “ 

15=ჩ=#M--1. 

ცხადია, რომ ამ შემთხვევაში /(X) ფუნქცია საზოგადოდ დაუყ- 
ვანადია მთელ რიცხვთა რგოლში და, მაშასადამე, რაციონალურ 
რიცხვთა ველშიაც (იხ. პ. 1), ამრიგად, ჩვენ მივიღეთ დაყვანადობის 
შემდეგი კრიტერიუმი, რომელიც ეიზენშტეინის (#I89009ხ0)0) 
მიერ იყო მოცემული 1850 წელს. .
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5. თუ მთელრიცხოვანი ფუნქცია 

#00=ძ,+" + თ.ე #--9 + ... -+L თ,X + ძა 

' აკმაჟოფილებს შემდეგ პირობებს: 

1) ძი: თს ·· რ--, კოეფიციენტები იყოფა მარტივ ტ რიცხვზე, 
ხოლო ძე (თავისუფალი წევრი) არ იყოფა /#1-%ე, 

9) უფროსი წევრის თ, კოეფიციენტი #-ზე არ იყოფა, 
მაშინ /(X) დაუყვანადია რაციონალურ რიცხვთა ველში. 

მაგალითები, 

1. ფუნქცია ჯბ -- 3X1 -L 6X –– 15 დაუყვანადია # ველში (აქ #/ =3): 
2. ფუნქცია ჯბ“ –- 4XX+6 დაყვანადია # ეელში (აქ /# =2). 

3. ფუნქცია X»" --/, სადაც # –- მარტივი რიცხვია (#2+> 1), დაუყვანადია 
X ეელში. 

4, განვიხილოთ ფუნქცია 

#Cფ) = »ბ" +:2»! + ტX + 1. · 

აქ ეიზენშტეინის კრიტერიუმი უშუალოდ ვერ გამოიყენება, ვისარგებლოთ 
შემდეგი ცხადი შენიშვნით: /(X) ფუნქცია რომ იყოს დაყვანადი # ველში, მაშინ 

«%(7) = /(7 + 1) ფუნქციაც იქნება დაყვანადი. 
_ გვაქვს: : · 

/0+0=0 + 1)1+ 27 + 1)0+ 6(7+ 1) + 1 =)"+6ა! +12) + 16, + 10. 
მიღებული ფუნქცია დაუყვანადია, ვინაიდან აკმაყოფილებს ეიზენშტეინის პირობას 

(როცა # = 2). მაშასადამე, / (+) ფუნქციაც დაუყვანადია # ველში, 

3. ვიგულისხმოთ ახლა, რომ /(») ფუნქცია აკმაყოფილებს 8) და 
-ხ) პირობებს, როცა # = # – 2 (ამასთან ჩვენ ვიგულისხმოთ #M >>4), 

ე. ი. დავუშვათ, რომ: 

ძი თს. მიე კოეფიციენტები #-ზე იყოფა, ხოლო % არ იყო- 
· ფა #2-ზე. 

ძი, კოეფიციენტი #-ზე არ იყოფა. 
ამ შემთხვევაში /(ჯ) ფუნქციას არ შეიძლება ჰქონდეს # ხარის- 

"ხის გამყოფი მთელი კოეფიციენტებით, სადაც 

2=ჩ=#8–-2. 

- აქედან გამომდინარეობს, რომ /(X) ფუნქციას აქვს მხოლოდ 
"ისეთი დაშლა, რომ ერთ-ერთი თანამამრავლის- ხარისხი 1-ის. ტო- 
ლია, ხოლო მეორე თანამამრავლის “ხარისხი (#-–- 1)-ის ტოლია; 

”
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სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ ამ შემთხვევაში /(X) ფუნქციისათვის 
შეიძლება არსებობდეს შემდეგი სახის დაშლა: 

#/(0=(C0X+M)4Cი, 
სადაც თ და ხ მთელი რიცხვებია, ხოლო VX2) არის „--1 ხარისხის 
მთელრიცზოვანი ფუნქცია. თუ ასეთი სახის დაშლა ნამდვილად არ- 

· ხ 
სებობს, მაშინ / (X) ფუნქციას აქვს რაციონალური ფესვი X==-–– – 

თუ კი 7(X) ფუნქციას არა აქვს რაციონალური ფესვები, მაშინ 

/(2) დაუყვანადია # ველში. 
ამრიგად ჩვენ ვღებულობთ შემდეგ რეზულტატს: 
თუ მთელრიცზოვანი ფუნქცია _ 

I(X)==ძაX" -+ ძი, X-I + .. ლ 

აკმაჟოფილებს შემდეგ პირობებს: 

კოეფიციენტები ძე, თე, ·. 06-ე იყოფა მარტივ ჯ რიცხვზე, ხო- 

ლო ძე არ იყოფა #3-ზე; 
კოეფიციენტი ძი, , არ იყოფა #-ზე, · 
მაშინ /(ჯ) ან ' დაუყვანადია »X ველში, ან აქვს რაცაონლებ 

ფესვი. : · 
“მაგალითი, 

ვთქვათ, /(X) = »ბ + 2» + 9ჯ + 3X+6. 
აქ ძე=6, იუ=3, თ,=9 იყოფა 3-ზე («=2), ძე არ-იყოფა  ვ+-ზე, იძ. არ იყოფა 

„3-ზე. მაშასადამე, / (+) ან დაყვანადია IX ველში ან აქვს რაციონალური ფესვი. 
გამოვაკლებთ რა /(») ფუნქციას რაციონალურ ფესვებზე. (თავი II, § 3. პ. 2), ჭა” 
_მოვარკვევთ რომ რაციონალური ფესვები არაა; „ჩაშასადამე, #7>) დაუყვანადია 

M# ველში, 
4. განვიხილოთ განტოლება 

ვი -––-– 1=0, 

რომელსაც აკმაყოფილებენ 1-დან ჯ-ური ხარისხის ფესვის სხვა- 
დასხვა მნიშვნელობანი; ეს განტოლება შეგვიძლია ასე წარმოვიდ–- 
გინოთ! 

(L-1)(6-1+ ო ++ 1)==9. 

'1- დან ჯ-ური ხარისხის ფესვის მნიშვნელობანი, განსხვავებული 

:1-დან, აკმაჟოფილებენ განტოლებას 

ტთ ქამ ნ.+#+1 =0.
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_. I თავში § 3, პ. 7 ჩვენ დავინახეთ, რომ 1-დან #-ური ხარის- 

ხის ფესვის სხვადასხვა მნიშვნელობებს შეესაბამება სიბრტყეზე 

წერტილები, რომლებიც მდებარეობენ წესიერი მრავალკუთხედის 

წვეროებში. თუ (50) განტოლების ამოხსნა შეიძლება კვადრა- 

ტულ რადიკალებში, მაშინ მისი ფესვები შეიძლება აგებულ იქნეს 

ფარგლისა და სახაზავი საშუალებით; ამგვარად, ამ შემთხვევაში 

შეიძლება ავაგოთ წესიერი #-- კუთხეადი ფარგლისა და სახა- 

ზავის საშუალებით, ე. ი. გავყოთ წრეწირი ტჯ ტოლ ნაწილად. 

ამიტომ (60) განტოლებას ზოგჯერ უწოდებენ წრის გაყოფის 

განტოლებას; სხვათა შორის, ზოგიერთი ავტორი ამ ტერმინით 

სხვა აზრით სარგებლობს. 

(60) განტოლების კვადრატულ რადიკალებში ამოხსნის საკითხი 

დაკავშირებულია, როგორც ამას შემდეგში დავინახავთ (თ. X), 

სი(X)=–>X" 1 -L»7I-1 LL... + +1 

ფუნქციის. დაუყვანადობის საკითხთან. 

” დავამტკიცოთ შემდეგი 
დებულება. თუ # არის მარტივი რიცხვი, მაშინ #,(ჯ) ფუნქცია 

დაუჟვანადია ყველა რაციონალურ რიცხვთა #ჯ ველში. 

ჩვენ უნდა ვუჩვენოთ, რომ ფუნქცია 

ჯნ--1 

ჯ-–-1 
  Mა(X) == ჯწ-1 + ჯნ-9 + ... 4-2; + 1 = 

დაუყვანადია # ველში. ამის დასამტკიცებლად მივიღოთ ჯ=V+ 1; 

მაშინ ჩვენ მივიღებთ +-ის ფუნქციას, რომელიც იქნება დაყვანადი 

ან დაუყვანადი X-(X) სთან ერთად: ' : 

0 ( +1)-1 · ს0+)=0+)-+0+17:4+.:40+0+) =9-2-, 
ანუ 

ი0+0=--(0+0/-1)= 

)
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ადვილი შესამჩნევია, რომ მიღებული ფუნქცია აკმაყოფილებს 

ეიზენშტეინის თეორემის ყველა პირობას. მართლა(), ყველა კოეფი- 

ციენტი, გარდა პირველისა, იყოფა #-ზე, ხოლო თავისუფალი წევრი 

არ იყოფა /#%ზე, მაშასადამე, დაუყვანადია X-(X) ფუნქციაც. 
5. განვიხილოთ ახლა დაყვანადობის ნიშანი, მოცემული პო- 

ლიას (0. IიIწ3) მიერ, წინასწარ დავამტკიცოთ ერთი დამხმარე 

დებულება. 
ვთქვათ, 

%(X) =ძა>"-L ცუ" -...-LCიმიი-. X4+-ძ. 

არის მთელრიცხოვანი ფუნქცია; ვიგულისხმოთ, რომ 

ძ->09. 

გთქვათ, თ=ი--ბხ არის /(>) ფუნქციის ერთი ფესვი. თ რიცხვის 
ნამდვილ ნაწილს აღვნიშნავთ X(Cთ) სიმბოლოთი: 

_ XC) =«. 

ლემა. თუ დ(ჯ) ფუნქციის ნებიხმიერი ფესვისათვის ადგილი 

აქვს უტოლობას 

XCV)< # –– 24, 

სადაც # არის გარკვეული რიცხვი, მაშინ ; 

| თ(M--1)| < 1 §#V) I. 
დამტკიცება, ვთქვათ, XX · ს ჯა არიან C(X) ფუნქციის 

ფესვები. მაშინ, როგორც ვიცით, 

დ(X) = იე(X –– X,)(; –– X;) ·-. (« –– Xთ)- 
ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ დ(X) ფუნქციის ყველა ფესვი ნამდვი– 

ლია, მაშინ ნებისმიერი ჯ, ფესვისათვის 

XLC)= «ი. 

მაშასადამე, პირობის თანახმად, 

%<# – 

ანუ 

(ტ1) - ჩ–M>-+. 
2
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განვიხილოთ ახლა სხვაობა # -–- 1 -––- ». 

თუ ს–-1 – <0, მაშინ, მივიღებთ რა მხედველობაში (61) 

უტოლობას, შეგვიძლია დავწეროთ; 
1 

0>–--–X»> –- “ე · 

მაშასადამე, 

1 
Iს 1–X%I <-2. 

ქინაიდან | #–#%) =ს–.., > 3 ამიტომ ამ შემთხვევაშიაც 

ხ– =ი| > |L-1–%I, 

თუ ამ უტოლობებში მივიღებთ #=1, 2, ..., ” და გავამრავლებთ 

რა წევრობრივ შესაბამის უტოლობებს, ვიპოვით: 

| ს–– X,)(6–– X,) ·„.. #–X) | > 

> I 6-1 –ჯად–1- #)..C6C-–-1-–-#”)I. 
მაშასადამე, 

I ##) | > | დ(#M–)1)I. 
ამრიგად, იმ შემთხვევისათვის, რომ «(X) ფუნქციის ყველა ფესვი 

ნამდვილია, ლემა დამტკიცებულია, 
განვიხილოთ ახლა შემთხვევა, როცა დ(ჯX) ფუნქციას აქვს მხო. 

ლოდ კომპლექსური ფესვები. _ 

ყოველ წყვილს კომპლექსურ ფესვებისას თ = ი +; დათ=0 –– 
შეესაბამება მამრავლი 

C(X)=(X-–– თ -–– ხ0)(–– თ +ხ1) = (X –– ი)? + ხ!. 

დ(»X) ფუნქცია . წარმოადგენს (სიზუსტით ძა: კოეფიციენტამდე) 

ნამრავლს ამ სახის მამრავლებისას, 

შევადაროთ C(X»X) ფუნქციის მნიშვნელობები, როცა #ჯ=# და 

როცა X=# --1: . 

CC) = (-– 2) +ხ', 
0(L-- 1)=(სL-- 2-- 1)მ>+ხ1=(ს-– ი) 2(L-–ი)+1 +114), 

მაშასადამე, 

(62) 000) –– 0(-–– 11=2(–– ი) – 1,
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მეორეს მხრიე, თანახმად პირობისა, 
= · I 

ით=XVCთ<ს–“–--, 

1 
ხ-ი>- 

ანუ . 
2L-–-ით)–-1>9. 

შევადარებთ რა (62) ტოლობასთან, მივიღებთ: 

000 -– CღC#-- 1)>9, 

00) > CC –– 1). 
რადგანაც (X») ფუნქციის მნიშვნელობები ყოველთვის დადები- 

თია, ამიტომ უკანასც6ნელი თანაფარდობა შეგვიძლია ასე გადავ- 

წეროთ: 

| X0V I > |IC0C#–I)I· 
რადგანაც ეს უტოლობა 'სამართლიანია თვითეული თანამამრავ- 

ლისათვის, რომლებზედაც დ(ჯ) ფუნქცია იშლება, ამიტომ 

| #0) | > |თIL–))I: 
დაბოლოს, ვთქვათ, დ(:) ფუნქციას აქვს როგორც ნამდვილი, 

ისე კომპლექსური ფესვები. მაშინ იგი შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ 

როგორც ნამრავლი ორი ფუნქციისა დ,(X) და თ,(X), რომლებიდან 

ერთს აქვს ოლოდ ნამდვილი ფესვები, ხოლო მეორეს –– კომპლექ- 

სური: 

§(X)=დ,(») დ,(X. 
თანახმად დამტკიცებულისა 

: | 9,(M) | > I დ,#–1)I, 

| თ,(M) | > | 9,(L–– 1) | 

190 I > |დ6–1)(. 
ლემა სავსებით დამტკიცებულია, 
ახლა ადვილად შეგვიძლია დავამტკიცოთ. პოლიას შემდეგი 

და ამიტომაც
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თეორემა. თუ მთელრიცხოვანი /(X) ფუნქციისათვის არხებობს 

მთელი # რიცხვი, რომელიც შემდეგ პირობებს აკმაყოფილებს: 
1) #(ე) უნქციის ნებისმიერი თ ფესვისათვის ადგილი აქვს 

უტოლობას 

X(თ) <L- 2; 

2) / თ ––1)%0; 
3) /(V)-–– მარტივი რიცხვია, 

მაშინ /() ფუნქცია X ველში დაუყვანადია, 
დამტკიცება. თუ /() ფუნქცია დაყვანადია # ველში, მა- 

შინ იგი შეგვიძლია წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით: : 

(63) : (X) == CC) ს(X), : 
სადაც დ(X) და V(X) –– მთელრიცხოვანი ფუნქციებია, მასთან თვი- 
თეული მათგანის ხარისხი ნულზე მეტია. რადგანაც Cდ(X) და V(X) 

ფუნქციების ფესეები არიან ამავე დროს /(X) ფუნქციის ფესვები, 

ამიტომ ყოველი ამ ფუნქციათათვის სრულდება 1) პირობა, მაშ 

თითოეული დ(») და #(X) ფუნქციებისათვის შეგვიძლია გამოვიყენოთ 

ზემოთ დამტკიცებული ლემა; იგი გვაძლევს: 

| დ(ჩ) | > | (#–– 1) | 
IM) I > IV#–-1) L. 

შევნიშნოთ ახლა, რომ | დ(ხ –1)|) და | 9(--1)! რიცხვები 
ნულისაგან განსხვავებულია; მართლაც, 

| დ(6-–– 1) | | V(6––1) | = | /(–– 1) | %:9. 

ვინაიდან | დ(L--1) | და I V(C-- 1) | არიან მთელი დადებითი 
რიცხეები, ამიტომ 

| დ#-– 1) | >>1 და. | CV – 1) | =>1. 
მაშასადამე, . 

| >) | > 1 და | 9) | >1, 
ე. ი. დ(M) და V(M) რიცხვები განსხვავდებიან 1-სგან. 

მეორეს მხრიე, (63) ტოლობაში თუ დავუშვებთ Xჯ = XV, ვიპოვით 

/0=%M+%(. 
ამრიგად, /() რიეცხეიი წარმოდეინილია ერთიულისავჯან განსხეავე-
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ბული ორი მთელი რიცხვის ნამრავლის სახით, ე. ი, იგი „არ შეიძ- 

ლება იყოს მარტივი რიცხვი. 

მიღებული წინააღმდეგობა გვიჩვენებს, რომ /(7) ფუნქცია. არ 
შეიძლება იყოს დაყვანადი X ველში. 

ვნახოთ ახლა, თუ როგორ უნდა ვისარგებლოთ დამტკიცებული 
თეორემით. თუ რაიმე # რიცხვის მიმართ („ცხნობილია, რომ იგი 1) 

პირობას აკმაყოფილებს, მაშინ ადვილი შესამოწმებელია, აკმაყოფი- 

ლებს თუ არა ეს რიცხვი 2) და 3) პირობებს. ამრიგად, დასამტკი- 

ცებლად რჩება, თუ როგორ უნდა მოიძებნოს მთელი #ჯ რიცხვი რო- 

მელიც 1) პირობას აკმაყოფილებს. 

ამ მიზნით შევნიშნოთ შემდეგი: თუ ჩვენ შევძლებთ ვიპოვოთ 
ისეთი ნამდვილი I რიცხვი, რომელსაც აქვს ის თვისება, რომ /(>») 

ფუნქციის ყოველი თ ფესვისათვის შესრულებულია პირობა 

(64) IC) <7, 

მაშინ ნებისმიერი მთელი # რიცხვი, რომელიც აკმაყოფილებს უტო- 

ლობას 
1 

#=>I,+ ი 

ამასთანავე დააკმაყოფილებს წინა თეორემის 1) პირობას. 
ამრიგად, ამოცანა. დაიყვანება იმაზე, რომ მოიძებნოს ერთი მა- 

ინც ) რიცხვი, რომლისთვისაც შესრულებულია (64) პირობა. 
ყოველ 1 რიცხვს, რომელსაც ეს თვისება აქვს, შეიძლება ვუწო- 

დოთ #(თ) რიცხვების ზ ედა საზღვარი (ეს ტერმინი არ უნდა 
ავურიოთ ტერმინს „ზუსტი ზედა საზღვარი", რომელიც ანალიზში 
იხმარება). : 

ქვემოთ ჩვენ მოვაყვანთ ორ ხერზს, რომლებიც მიგვიყვანს დასმულ 
ამოცანის ამოხსნამდე). 

6, ვთქვათ, მოცემულია მთელრიცხოვანი ფუნქცია 

#(>) = თა» + 0,» 1 + ..+ ძი ,X + 0,, 

სადაც ია>0, |თ, |, | ი, 1, ..., | ძ–-, |, | ი“„ | რიცხვებს შო- 
რის უდიდესი მათგანი #-თი აღვნიშნოთ. მაშინ #7(+) ფუნქციის ნე- 

ბისმერი თ ფესვისათვის უნდა იყოს 

(65), Iთ) <4 4I, 
ძი
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· წ 

მართლაც, თუ თ არის /(») ფუნქციის ფესვი, მაშინ ძა თ" –I- 
+ 0; -1-C... + ძი = 0. 7 

მაშასადამე, 

(66) –- ძეთ" = ი," +...+ძ,, 
| ძათ" | = | თ,თ"“ 14 ...+ძ, |). 

თუ ჩვენ დავუშვებთ, რომ (65) უტოლობა არ სრულდება, მაშინ 

„„__... 
რ 

და მაშასადამე თანახმად თეორემისა უფროსი წევრის მოდულის. 

შესახებ, უნდა იყოს: 

| ძეთ" | > | თ,თ=”-1+...+ძია I, 

რაც ეწინააღმდეგება (66) თანაფარდობას. 

თუ თ=/4/+ჩ;!, მაშინ | თ | =V ი! + L?. 

, გვაქვს 
: თ«= “ იც “+-ხ!, 

IXXთ)=< | 0 | . 

ამ უკანასკნელ უტოლობიდან და (65)-დან გამომდინარეობს: 

ანუ 

(67) V9< 2 +1 
#(2) ფუნქციის ნებისმიერი თ ფესვისათვის, 

ახლა ვთქვათ, რომ # არის ნებისმიერი მთელი რიცხვი, რომე– 

ლიც აკმაყოფილებს თანაფაCდობას: 

3 
(68) #=> 4 + –, 

: წი 
მაშინ გვექნება: 

4 1 
–- + 1ლხჩ– 5“ 
ძ% 

შევადარებთ რა ამ უკანასკნელ უტოლობას (67)-თან, ვპოულობთ: 

MC) <–+-. 

ამრიგად, პოლიას თეორემის 1) პირობა შესრულებულია ყოვე-
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, : 

ლი მთელი ჯ რიცხვისათვის, რომელიც (68) უტოლო- 

ბას აკმაყოფილებს. თუ აღმოჩნდება: რომ, ამ # რიცხვისათვის 

სრულდება” კიდევ 2) და 3) პირობები, მაშინ ეს იქნება ' იმის მაჩვე- 

ნებელი, რომ #(X) ფუნქცია დაუყვაინადია X ველში. ამრიგად, ჩვენ 

„ვღებულობთ შემდეგ შედეგს: 
თუ მთელრიცხოვანი ფუნქციისათვის 

#(X) = ძა» + თ)" + ...+ თ.ე X+ ძა, ძ”>9, 

შეიძლება მოიძებნოს ისეთი მთელი # რიცხვი, რო- 

მეღიც აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

4 ვ 
1) ჯ => ძი + 2 , 

2) /6--1)2-0, 
3) /(M მარტივი რიცხვია, 

83აშინ /(X) დაუყვანადია LX ველში. 
რომ შევამოწმოთ, შესრულებულია თუ არა 3) პირობა, შეიძლე- , 

ბა ვისარგებლოთ მარტივ რიცხეთა ცხრილით, ან რიცხვთა გამყო- 

ფების ცხრილით. 

მაგალითი. 

ვთქვათ, მოცემულია ფუნქცია. 

#(>) = ჯ! + 5: –– 419 + 3X –– 2. 
აქ „4 =5; მაშასადამე, # რიცხვისათვის ვღებულობთ უტოლობას. 

" ვ 
–> –... ->5+ 2: 

"რადგანაც #--მთელი რიცხვია, ამიტომ უნდა იყოს 

#2>7. 
ჩავსვამთ რა ჩვენს ფუნქციაში #=”7 და L=8, მივიღებთ არა 

“მარტივ რიცხვებს. როცა #=9, ვღებულობთ 

' #(9) =9907. '' 
ეს კი არის მარტივი რიცხვი; ამასთანავე /(8) 9 0. ამრიგად, რი()- 
'ხვი 9 აკმაყოფილებს უკანასკნელი თეორემის ყველა პირობას, მაშა– 

სადამე, /(») ფუნქცია დაუყვანადია ჯ ველში, 
7. მოვიყვანოთ კიდევ მეორე ხერხი IX(Cთ) რიცხვების ზედა საზ- 

ღვრის მოძებნისათვის.
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ვთქვათ, მოცემულია მთელ რაციონალური ფუნქცია 

#(2ი)=ძაX"+ძ," + ...+ ძა ,X+ძ,, 

დაცუშვათ, რომ ამ ფუნქციის კოეფიციენტები არიან ნამდვილი. 

რიცხვები, რომლებიც შემდეგ სამ პირობას აკმაყოფილებენ: 

1) ი«ე>>1, 

2) ძ, =>0, 

პ). | 4 | <=C V=2, პ,..., 7), 

სადაც C-- გარკვეული დადებითი რიცხვია. 

ამ პირობებში /(X) ფუნქციის ნებისმიერი თ ფესვისათვის ა»ჯდ- 
გილი აქვს უტოლობას 

„ი 

1+V465+1 (69 მ()<---“» 
დამტკიცება”. დავუშვათ, რომ მნიშენელობა X»ჯ=წ +ჯუ შერჩეუ- 

ლია ისე, რომ. 

(ძი) § = #C)>9, I 7 I >1. - 

პირველი უტოლობიდან გამომდინარეობს 

დი _M(+)“ =>)- ღლის 
განვიხილოთ ახლა /(X») მნიშვნელობა, რომელიც შეესაბამება: 

მოცემულ ჯ მნიშვნელობას. ჩვენ გვაქვს: · 

| /(X) | ='| (იაX- + თ,»"-!) + (იეჯ"“ ზ + ... + ძე) | >> 

=> | ძეჯ"+ თ," | –– | ძეც"შ–მ+...+ძი|. 

მაკლისი მარჯვენა ნაწილში წარმოადგენს ჯამის მოდულს; თუ მას- 

შევცვლით მოდულთა. ჯამით, მაშინ მაკლისი შეიძლება მხოლოდ გა- 

დიდდეს; ამიტომ ახლა თუ შევცვლით | თ) |, . - „ეც | თ„| რიცხეებს. 

2თი, მაშინ თანახმად 3) პირობისა უტოლობა შეიძლება მხოლოდ 

“გაძლიერდეს. მაშასადამე, 

| /(X) | => | ძა»"+ი,ჯ5-1 | –<(| | +. ., „+1). 

  

· % შეად, LL II0C1#8 და L. C6X6. მიჯე98 9 6000X#II M8 8IIმ2MM8მ, 9. I, 

ზაწყ. III, ამოცანა # 24,
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სიმოკლისათვის აღვნიშნოთ | X | = 0; მაშინ უკანასკნელი თანა- 

„ფარდობას გადავწერთ ასე: 

| /6ი | =>>ი”–' | იეX+0, | ––-(65-9 +591 + , „ .· +1), 

ანუ · 

  -.____–___” 

ჩვენ დავუშვათ, რომ | +X | >1, ე..ი,. 0>1, მარჯვენა ნაწილში 

ჩამოვაცილებთ რა უკანასკ6ნელ წევრს, ამით ჩვენ გავაძლიერებთ 

უტოლობას, ამრიგად, 

/თI>თ| (++ | – L ი–1 

ანუ 

ს. | / 0 | >4"-), 
სადაც : 

4=|1ძიაX+L+0, | –– + 

უკანასკნელი გამოსახულება შეიძლება წარმოვიდგინოთ შემდეგი 
სახით: · | 

“ 

4=ი --L   

  

+429 ძ _1, 
ი. 

  

თუ შევცვლით ი ი+ “+ რიცხვის მოდულს ამ რიცხვის ნამდვი- 

-ლი ნაწილით, და მივიღებთ რა მხედველობაში, რომ ნამდვილი ნა- 

წილი არ აღემატება მოდულს, გვექნება: 

· _ ; 
(72) 4=იM( თ + ა)-,–   

მაგრამ ნამდვილი ნაწილი ჯამისა “ტტრლია შესაკრებთა ნაწილე- 

„ბის ჯამისა: 

-
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ანუ, რადგანაც ძა და თ,-- ნამდვილი რიცხვებია, ამიტომ 

1 C ძი ++)– ძა+0თ,X (=>). 

მივიღოთ ახლა მხედველობაში, რომ პირობის თანახმად 

ი-ი=>1, თ, >>0. 

შემდგომ, (70) თანაფარდობის ძალით 

ო» 

  

მაშასადამე, 

(3) 8( «++ +)-%+4M(--) >ღ« >!. 

(72) და (73) თანაფარდობიდან გვაქვს: 

4=ი– =ჯ 
ანუ ' 

42% =6--%, =“–- 

გვაქვს 
ი"-––0--6=(0-––0))(0–– ი;) 

სადაც _ _ _ 

1+8+M4+1 ' _ 1-– V4+1 
იუ = 2 ა ჩვ“ 2 · 

ამიტომ, თუ შესრულებულია უტოლობა 

1 + V46+1 
ჩ=––-აო 

მაშინ იჭ-ი--22>0 და მაშასადამე, 

4=>0.. 

მაგრამ, მაშინ თანახმად (71) თანაფარდობისა 

. L#C() | >9.
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ამრიგად, თუ #ჯ მნიშვნელობა აკმაყოფილებს (თ) 

პირობებს და უტოლობას: 

1 40+1. 
II > + +V44321, 

მაშინ ამ ;; მნიშენელობისათვის გვაქეს 

I7= | >9., 
ვთქვათ ახლა, როვ თ არი" #(%) ფუნქციის ფესვი, თუ 

. (20 == 9, 
მაშინ (69) უტოლობა შესრულდება თ ფესვისათვი“ როგორიც არ 

უნდა იყოს 0 რიცხვი. თუ, ამას გარდა, 

19«I ==), 

მაშინ I (თ) == | თ | <= 1; (69) უტოლობა ამ შემთხვევაშიაც სრულ- 

დება თ ფესვისათვის როგორიც არ უნდა იყოს დადებითი იძი რიცხვი. 
ვიგულისხმოთ ახლა, რომ – 

#C2)>9 და | თ I >1, 

თუ ჩეენ დავუშვებთ, რომ 

(4) XV => 1 +V4+ (0011 – 

მაშინ მით უმეტეს გვექნება 

1 +V42+1 - ს. >19(2%2 
და მაშასადამე, ით 

I#/(C0>9, _ 

რაც შეუძლებელია, ვინაიდან თ არის #/(») ფუნქციის ფესვი. 
ამრიგად, (74) დაშვებას მივყევართ წინააღმდეგობამდე. მაშა- 

სადამე, 

XV ი <. 1 +V 4011, 

ამით თეორემის "დამტკიცება  ასხულებულია ვთქვათ ახლა,
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რომ # არის ნებისმიერი მთელი რიცხვი, რომელიც აკმაყოფილებს 

უტოლობას 

M=>1 +<- M46-6+1. 
მაშინ : 

1+V46+) 1. 
“ლ “== 

მაშასადამე, 

წ0<#--1) 

ე. ი. # რიცხვისათვის შესრულებულია პოლიას თეორემის 1) პირო- 
ბა. ამას მივყევართ ასეთ შედეგამდე: 

ვთქვათ, 
X#XX) ==ძაX" + თ, »" 1 +... + მიე 1-0. 

არის მთელრიცხოვანი ფუნქცია, ამასთან 

: ძე => 1, 

: ი, =>0; | ი–„ | <<6 (=2, პ, ... MI). 
თუ /() ფუნქციისათვის შეიძლება მოიძებნოს 

ისეთი მთელი # "რიცხვი, რომელიც აკმაყოფილებს 
პირობებს: 

) #=1+--V/“ 4:+1. 

2) #/L–– 11-%0, 

3) /00 –– მარტივი რიცხვია, 

მაშინ /(X) დაყვანადია X ველში. 
მაგალითი, 

ნ ნ განვიხილოთ ფუ ქცია ე ე აკ ვან  2აი+ – 7, 

აქ შეიძლება მივიღოთ 6C6=7; მაშასადამე, რიცხვისათვის ვღებულობთ 
პირობა: 

1 
M=1+ -2- V29- 

გავსინჯავთ რა მნიშვნელობებს #L = 4, == 5, ვპოულობთ, რომ შესაბამისი 
/ (8) მნიშვნელობები არიან არა მარტივი რიცხვები. როცა X = 6, ვღებულობთ: 
7(6) - 1871; ეს კი არის მარტივი რიცხვი. ამრიგად, X=6 მნიშვნელობა აკმა- 

ყოფილებს წინა თეორემის ყველა პირობას, მაშასადამე, / (»X) ფუნქცია დაუყვა- 
ნადია # ველში.
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დაბოლოს დავამტკიცოთ კონის (#. Cიხი) შემდეგი თეორემა. 

ვთქვათ, 
ჟ/(X) = ძეჯ" + ი,»"-1+ ...+ძ.- 1%X+ძი 

არის მთელრიცხოვანი ფუნქცია, მასთან 

0=ძ,=9 0 =0, 1, 2, ..., 7). 

ვთქვათ M# არის მთელი რიცხვი, რომელსაც ათო- 

ბითი ჩაწერაში აქვს ციფრები (მარცხნიდან მარ- 

ჯვეივ): თე: რთ; L+) მ. 

ე. ი. 
#=ის)10-+7,10-4+.,.+ «. , 10 + 4, 

თუ M-- მარტივი რიცხვია, მაშინ 7#() ფუნქცია 

დაუყვანადია X ველში. · 

დაზტკიცებისათვის საკმარისია შევნიშნოთ, რომ /(X) ფუნქცია 

აკმაყოფილებს წინა თეორემის ყველა პირობას და მისთვის შეიძლე- 

ბა ავიღოთ 0=9, ამრიგად, მთელი # რიცხვი უნდა აკმაყოფილე- 

ბდეს პირობას #>2>1+ –-V 37. ამ პირობას აკმაყოფილებს, კერ- 

შოდ მნიშვნელობა # = 10; ვინაიდან M#=/00თ, თანახმად პირობისა, 

არის მარტივი რიცხვი, ხოლო # (9) 4 9, ამიტომ / (X) ფუნქცია დაუქჭ- 
ვანადია X ველში. დბ . 

ამრიგად, ყოველი მარტივი M რიცხვისათვის შეიძლება დაიწე- 

როს შესაბამისი ფუნქცია, რომელიც იქნება დაყვანადი X ველში. 

მაგალითები: , 

1. 2ჯ1 + X9 + 5X1? +- 6X + 3, MV = 21563. M 

2. ს + 7»X2 + 6ჯ1 + 9 + 9, M = 107699. : - 

წ 6. საერთო. ფესვები ორი მთელი რაციონალური ფუნქციისა. 

თბერადი ფესვები მთელი რაციონალური ფუნძციისა 

1. ვთქვათ, მოცემულია ორი მთელი რაციონალური ფუნქცია / (7) 
და (#(X). გამოსარკვევია, აქვთ თუ არა ამ ფუნქციებს საერთო ფესვე- 
ბი, სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, გამოსარკვევია, არსებობს თუ არა 

ჯ-ის ისეთი მნიშვნელობები, რომლებიც დააკმაყოფილებენ განტო” 

ლებათა სისტემას ' 

(75) · #7(X)=09, ((X=9.
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ამ საკითხის ამოხსნისათვის შეიძლება ვისარგებლოთ საერთო 
უდიდესი გამყოფის თვისებებით, სახელდობრ, ჩეენ დავამტკიცებთ 

შემდეგ დებულებას: 
იმისათვის რომ ი რიცხვი იყოს საერთო ფესვი /(X) და /(X) 

ფუნქციებისათვის, აუცილებელია და საკმარისი, რომ იგი იჟოს 

ფესვი მათი ხაბერთო უდიდესი IX>) გამყოფისა. 

მართლაც, თუ /(X) და #(ჯ») ფუნქციებს აქვთ საერთო ფესვი თ, 

მაშინ მათ აქვთ საერთო ჯ–ძთ გამყოფიც. თუ /#XX) არის #(X) და 

#(X) ფუნქციების საერთო უდიდესი გამყოფი, მაშინ IX») იყოფა ამ 

ფუნქციების ყოველ საერთო გამკოფზე (თ.1L § 2, პ. 1, შენიშენა #); 

მაშასადამე, ხილე იყოფა X»Xჯ--ი-ზე, ე. ი. ''0 არის IX») ფუნქციის 
ფესვი. 

პირიქით, დავუშვათ რომ თ არის IX») ფუნქციის ფესვი; მაშინ 

ჩი) იკოფა ჯ -- ი-ზე, მაგრამ თითოეული /(#X) და ((X) ფუნქციათა- 
განი იყოფა ”XX)-ზე, და ამიტომაც იყოფა ჯ -–- «-ზედაც; მაშასადამე, 

თ არის საერთო ფესვი /(X) და ((X) ფუნქციებისა. 

ამრიგად, II») ფუნქციის ფესვები არის საერთო ფესვები #(#X) 

და #(X) ფუნქციებისა. 
ჩვენ შეგვიძლია ახლა ვთქვათ, რომ (75) განტოლებათა სისტემის 

ამოხსნა დაიყვანება 

IXX)=9 

განტოლების ამოხსნამდე. 

ზემოდამტკიცებული დებულებიდან უშუალოდ გამომდინარეოს: 

_ იმისათვის რომ /#(ჯ) და ((ჯ) ფუნქციებს არ ჰქონდეთ საერთო 

ფესვები, აუცილებელია და საკმარისი, რომ ისინი იჟვნენ ურთიერთ 

მარტივი. 

მხოლოდ ამ შემთხვევაში საერთო უდიდესი გამყოფი IX>») იქნე- 

ბა ნულოვანი ხარისხის ფუნქცია. 

დავუბრუნდეთ ახლა ზოგად შემთხვევას და დავუშვათ, რომ /(») 

და (§(X) ფუნქციების კოეფიციენტები ეკუთვნიან X ველს. 

· IL თავში (§ 2, პ. 1) ჩეენ ვნახეთ, რომ უდიდესი საერთო /#X(X) 

გამყოფის კოეფიციენტები ეკუთვნიან იმავე ველს. თუ ამით ვისარ- 

-გებლებთ, ადვილად დავამტკიცებთ შემდეგ დებულებას: 
თუ (() ფუნქციას, რომლის კოეფიციენტები X ველს ეკუთვ-
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ნიან, აქვს საერთო ფესვი /(X) ფუნქციასთან რომელიც დაუყვა- 

ნადია X ველში," მაშინ #(X) უნამთოდ იყოფა /(X)-ზე. 

მართლაც, თუ /(X) და §(X) ფუნქციებს აქვთ საერთო ფესვი თ, 
მაშინ მათი საერთო უდიღესი XX) გამყოფი იყოფა ჯ –- თ-ზე; მაშა- 

სადამე, (+) ფუნქციის ხარისხი ნულისაგან განსხვავებულია, აზ 

ფუნქციის კოეფიციენტები ჯX ველს ეკუთვნის. 
მეორე მხრით, #(X) ფუნქცია უნდა იყოფოდეს XX) ფუნქციაზე, 

ე. ი. უნდა იყოს 

(26) X#(X)=9(X) სC), 
სადაც ი(X) არის მთელი რაციონალური ფუნქცია, რომლის კოეფი- 
ციენტები ეკუთვნის ს ველს, თუ ვიგულისხ ებთ, რომ (ძ(X) ფუნქ- 

ციის ზარისხი ნულისაგან განსხვავებულია, მაშინ გამოვა, რომ /(»X 

ფუნქცია დაყვანადია # ველში, რაც ჩვენს დაშვებას ეწინააღ- 
მდეგება. ამიტომ ი#(ჯ) ფუნქცია უნდა იყოს ნულოვანი ხარისხისა: 

0(X) = 0, 

„ასე რომ (76) თანაფარდობა შეიძლება გადავწეროთ ასე: 

#()=292XსX7: 

მაშასადამე, / (X) ფუნქცია განსხვავდება 7XX)-საგან მხოლოდ მუდმივი 
მამრავლით. 

მაგრამ M(>) არის #(-ის გამყოფი; მაშასადამე, /(X) ==0XLX9 
ფუნქციაც უნდა იყოს ((X) ფუნქციის გამკოფი (თავი II § 1, 
მუხლი 5, თვისება IV). 

მაგალითი, 

თუ §(X) ფუნქციას რაციონალური კოეფიციენტებით აქვას ფესვი M=V2) 
მაშინ იგი იყოფა 22 -- 2-ზე, 

მედეგი. თუ 7 ველში დაუყვანად ორს /(») და ჯ(X) ფუნქ- 
ციას აქვთ ერთი მაინც საერთო ფესვი, მაშინ ისინი განსხვავდე- 
ბიან მხოლოდ მუდმივი მამრავლით. 

მართლაც, წინა თეორემის ძალით §(X) ფუნქცია იყოფა #(27-ზე, 
"ხოლო /(»), თავის მხრივ, იყოფა /(ჯ) ზე. ამ პირობებში ჯ#(ჯ) შეიძ- 
ლება განსხვავდებოდეს / (»X)-საგან მხოლოდ მუდმივი მამრავლით. 

” თუ ჩვენ ვამბობთ, რომ / (») ფუნქცია დაუყვანადია » ველში, ამით ნათ– 
„ქვამია, რომ აღნიშნული ფუნქციის კოეფიციენტები ეკუთვნის X ველს.
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2. განვიხილოთ მთელი რაციონალური ფუნქციის ჯერადი ფესვე- 
ბის საკითხი. 

ვთქვათ, ი არის #/(X) ფუნქციის # ჯერადი ფესვი; ეს ნიშნავს 

განმარტების თანახმად, რომ /(») იყოფა (X –- თ)-ზე, მაგრამ არ 

იყოფა ამ ორწევრის უფრო მაღალ ხარისხზე. ამიტომ ჩვენ შეგვი- 

ძლია ვიგულისხმოთ: 

(77) #(X)=(X–-ძ)'თ(X), 

სადაც დ(X) უკვე არ იყოფა Xჯ--V-ზხე. ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ 
X>>1; ამრიგად ჩვენ განვიხილავთ მარტივი ფესვის შემთხვევასაც 

(ს = 1). თუ გავაწარმოებთ (77) ტოლობას, ვიპოვით: 

· +#IC:) =M(X –– იე'–1დ(X) + (X –– ი)დ' (X)= 
=(X –- ი)-1(MXC7) -L (X –– ი)დ(X)), 

ანუ · 

(78) #CX) =(X- ძი)“, 
სადაც | 

%(X) = #C(7) -L (+ –– ი)დ'(). 
დავამტკიცოთ, რომ ფუნქცია ს(ი იყოფა X- ყ-ზე; მართლაც, 

დავუშვათ, რომ V(») იყოფა ჯ-/-ზე; მაშინ ფუნქცია 

დ0=-- %C0 -– C- თი, 
თანახმად IL თვისებისა (თ. IL, § 1, მუხლი 5), უნდა გაიყოს აგრე- 

თეე ჯ– ძ-ზე, რაც ეწინააღმდეგება ჩვენს დაშვებას. 

ამრიგად, V(») არ იყოფა X--ძ-ზე; მაგრამ მაშინ (78) გვიჩვე– 

ნებს, რომ //(») ფუნქციისათვის გ არის (ს –– 1) ჯერადობის ფესვი. 

ამრიგად, ჩვენ დავამტკიცეთ შემდეგი დებულება: 
თუ ძ არის #») ფუნქციის # ჯერადი ფესვი, მაშინ 

ეს რიცხვი თ არის /#/I>) ფუნქციის #-1 ჯერადი 

ფესვი. | 
კერძოდ, თუ # = 1, მაშინ თ არის #(ჯ) ფუნქციის მარტივი ფესვი; 

ამ შემთხვევაში იგი არ იქნება წარმოებულის ფესვი. 

თუ #>1, მაში5 ძ არის #(ჯ) ფუნქციის ჯერადი ფესვი; ამ შემთ- 

ხეევაში თ იქნება #(»ჯ) და მისი #(X) წარმოებულის საერთო ფესვი, “ 
პირიქით, თუ თ არის #(X) და /”/(X) ფუნქციების საერთო ფესვი, 

მაშინ იგი არის #(X) ფუნქციის ჯერადი ფესვი.
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მართლა/), ი რომ ყოფილიყო /(X) ფუნქციის მარტივი ფესვი, მა–- 
შინ იგი არ იქნებოდა წარმოებულის ფესვი. 

ამრიგად, /(ჯ) ფუნქციის ჯერადი ფესვები წარმო- 
ადგენენ #()) და მისი /(X) წარმოებულის საერთო 

ფესვებს. 
თუ /(X) ფუნქციას არა აქვს ჯერადი ფესვები, მაშინ #(X) და 

#(X) ფუნქციებს არა აქვთ საერთო ფესვები, მაშ ეს ფუნქციები 

არიან ურთიერთ მარტივი. პირიქით, თუ /#(X) და' /(X) ურთიერთ 
მარტივი არიან, მაშინ #X) ფუნქციას არა აქვს ჯერადი ფესვები. 

მაშასადამე, 

იმისათვის რომ #/(X) ფუნქციას არ ჰქონდეს ჯერადი ფესვები 
აუცილებელია და საკმარისი, რომ #(») და /”(X»X) ფუნქციები, იყვნენ 
ურთიერთ მარტივი. 

ვ. წინა მუხლში ჩვენ დავადგინეთ პირობა, რომლის მიხედვით 

#7C0>) ფუნქციას აქვს ჯერადი ფესვები, ვნახოთ ახლა, თუ როგორ: 
განვთავისუფლდეთ ჯერადი ფესვებისაგან. 

თუ /#/(») ფუნქციას აქვს # ჯერადი ფესვი თ, მაშინ იგი იყოფა 

(X –- ი)'-ზე. ზემოთ იყო ნაჩვენები, რომ /MX) წარმოებული იყოფა 
ამ შემთხვევაში (»ჯ -- გ):-1.ზე, ამრიგად, (X-–-ი)-1 არის /(X) და 

#MX>X) ფუნქციების საერთო გამყოფი, 
თუ IXX)-ით აღვნიშნავთ /(X) და / (X) ფუნქციების საერთო უდი- 

დეს გამყოფს, მაშინ 7X>) გაიყოფა /(X) და /'(X) ფუნ1ციების ყოველ 

საერთო გამყოფზე. მაშასადამე, XXX) იყოფა (X –- თ)"-1-ზე. 
ამრიგად, თუ #(X) ფუნქციისათვის ჯ -- თ არის # ჯერადი გამ- 

ჟოფი, მაშინ ჯ-- თ იქნება IXX) ფუნქციისათვის #--1 ჯერადი 
გამყოფი. მეორე მხრით, #(») იყოფა IXV»)-ზე; მაშასადამე, XXX) 

ფუნქციის ყოველი გამყოფი უნდა იყოს აგრეთვე /CX) ფუნქციის 
გამყოფიც. აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ: 

XXX) ფუნქცია შეიცავს იმავე წრფივ მამრავლებს, რაც /(X), 
მხოლოდ ერთი ერთეულით დაბალი ხარისხით, 

ასე, მაგალითად, თუ 

#(0 = (X-–- თVX -- ხ)X#2–9, 
მაშინ MC») = (ჯ-–– ი)'(ჯ –– ხ). 

„, განვიხილოთ ახლა მთელი რაციონალური ფუნქცია 

(ჯ 00=–ცე“
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თუ /(X) ფუნქციის შემადგენლობაში შედის (X»-– ით)! მამრავლი, 
მაშინ MX») ფუნქციის შემადგენლობაში შევა (X -–- #)+-1; მაშასადამე, 

C(») ფუნქციის შემადგენლობაში შევა X--ძ პირველ ხარისხში, 

მაშასადამე, (C2(X) შეიცავს იმავე წრფივ მამრავლებს, რაც /(>»); 
მაგრამ ყველა ეს მამრავლები (XX) ფუნქციისათვის არიან 1 ჯერა- 

დობისა. 

სხვა სიტყვებით, CXX) ფუნქციას აქვს იგივე ფესვები, რაც ICX) 
ფუნქციას, მხოლოდ ყველა ეს ფესვი CX(»)-თვის იქნება მარტივი. 

ზემოგანხილულ მაგალითში, 

ამრიგად, თუ /(») ფუნქციას აქვს ჯერადი ფესვები, მაშინ ყო- 

ველთვის შეიძლება ავაგოთ ფუნქცია CXX), რომელსაც აქეს იგივე 

ფესვები, როცა /(ჯ) ფუნქციას, მხოლოდ ეს ფესვები არიან მარტი- 

ვი. ამისათვის საკმარისია: 
8) ვიპოვოთ /(X) და /”(7X) ფუნქციების საერთო უდიდესი გამყო- 

ფი · IX). · 
ფუნქციას 0თ0=-0C აქვს მოთხოვნილი თვისებები. შევნი- 

'შნოთ, რომ იმ შემთხვევებში, როცა განტოლებას · 

/(01)=9 

აქვს ჯერადი ფესეები, მათგან განთავისუფლება ჩვენ მიგვიყვანს გან- 

ტოლების სრულ ამოხსნამდე. ამასთან სასარგებლოა მივიღოთ მხედ- 

ველობაში, რომ IX») ფუნქციის ყოველი წრფივი მამრავლი შედის 

#(»X) ფუნქციის შემადგენლობაში, მხოლოდ ერთზე მეტი ჯერადობით. 

პახურააიათ–



თავი IV 

სიმეტრიული ფუნქციები 

§ 1. ნებისმიერი სიმეტრიული ფუნქციების გამოსახვა ძმრითადი 

ფუნკციების მიხეღვით 

1. III თავში (§ 84, პუნქ. 2) გამოვიყვანეთ დამოკიდებულებანი 

მთელი რაციონალური /(X) ფუნქციის კოეფიციენტებსა და მის #,, 

%ეა ვ, ა Xა ფესვებს შორის, · ამასთანავე არ მიგვითითებია, თუ 

სახელდობრ რომელი ფესვი აღინიშნება X#,-ით, რომელი ჯე-ით და 

ა, შ. სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, X,, X,, ·» X» ასოები აღნიშ- 

ნავს /(X) ფუნქციის ფესვებს, აღებულს ნებისმიერი რიგით; მაშასა- 

დამე, 111 თავის (50) თანაფარდობებს ადგილი უნდა ექნეს ჯყც ..- #» 

ასოების ნებისმიერი დალაგებისათვის. მართლაც, თუ (50) თანაფარ- 

დობების მარჯვენა ნაწილებს განვიხილავთ როგორც მთელ რაციონა- 

ლურ ფუნქციებს ჯი »კ, ·.., X, ელემენტებისას, ადვილად შევამჩნევთ, , 

რომ ამ ფუნქციებს აქვთ შემდეგი თვისებები: X,, X,, ·.., Xო ელე- 

მენტების ნებისმიერი გარდანაცვლებისას ისინი უცვლელი (ინ- 

ვარიანტული) რჩება, 

თუ ფუნქცია 
დ=%(X, X. ·· · 7ი) 

უცვლელი (ინვარიანტული) რჩება X,, X,, ·.., X» ელემენტების ნე- 
ბისმიერი გარდანაცვლებისას, მაშინ მას ეწოდება X,, X. .. X» 

ელემენტების სიმეტრიული ფუნქცია”, · 

შეიძლება აგრეთვე ითქვას, რომ «,, X,, ... X„ ელემენტების სი- - 

მეტრიული ფუნქცია თავის თავში გადადის ამ ელემენტების ნე- 

ბისმიერი გარდანაცვლებისას, 

ასეთია მაგალითად, ფუნქცია X,“ -L 2,4 -+ ... LC ჯა". 

"“ შემდეგში, თუ აღნიშნული არ იქნება საწინააღმდეგო, განეიხილავთ მხო– 

ლოდ რაციონალურ ფუნქციებს X»,, #, -.., ჯო» ელემენტებისას.
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ან ფუნქცია (2, + ჯე + ... +X–;). სწორედ ასევე (50) ტოლობათა 

მარჯვენა ნაწილები არიან X,, X,, ·-., X» ელემენტების სიმეტრი- 

ული ფუნქციები: ამ ფუნქციებს 
ი =X+Xჯ+... +%.=–“-)ჩ, 

აა ა .–..7 
(1) 

ეწოდება ძირითადი სიმეტრიული ფუნქციები. 

შემდეგში დავუშვებთ, რომ განსახილველი ფუნქციების კოეფი- 

ციენტები ეკუთვნიან განსაზღვრულ რიცხვით # ველს. 

თუ 

დ=დ(>,, %ც -.. Xთ), ს=VდV(ჩ7, %#ე.,...%X») 

არიან X,, X,, ··» გ ელემენტების სიმეტრიული ფუნქციები, მაშინ ამ 

ფუნქციების ჯამი, სხვაობა და ნამრავლი აგრეთვე სიმეტრიულ 

ფუნქციებს წარმოადგენს. 

ამიტომ შეგვიძლია ვთქვათ, რომ X,, #,,..ს» X» ელემენტების 

ყველა ისეთ სიმეტრიულ ფუნქციათა სიმრავლე, რომელთა კოეფი- 

ციენტები ეკუთვნიან ველს ჰქმნის ალგებრულ რგოლს (თავი II, 

§ 1 პუნქ. 3), ეს რგოლი აღვნიშნოთ §-ით. 

აქედან გამომდინარეობს: თუ V, 9, ..,, ი სიმეტრიული ფუნქცი- 

ებია X,, Xა +... Xა ელემენტებისა, მაშინ ყოველი მთელი რაციონა- 

ლური ფუნქცია 
(2) IL(Cდ, თ, ... (ა) 

იქნება აგრეთვე სიმეტრიული ფუნქცია X, X,) · · ·· X, ელემენტებისა. 

მართლაც, პირობის თანახმად: დ, V, ..., ს ფუნქციები წარმოად. 

გენენ § რგოლის ელემენტებს. X ფუნქცია მიიღება ამ ელეზენტე- 

ბისაგან (და რიცხვითი #X ველის ელემენტებისაგან) შეკრების, გამო- 

კლებისა და გამრავლების ოპერაციების საშუალებით, რადგან ეს 
ოპერაციები არ გამოგვიყვან, 5 რგოლიდან, ამიტომ X ფუნქციაც 

მოთავსებულია §-ში, ე. ი. წარმოადგენს სიმეტრიულ ფუნქციას X»;, 

%,, ···» X- ელემენტებისას. 
კერძოდ, ძირითადი სიმეტრიული თ,, 9,, ..., წ, ფუნქციების ყო- 

ველი მთელი რაციონალური ფუნქცია · 

LC თვ, .." 9.)
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იქნება X,, Xეე ..., Xთ ელემენტების სიმეტრიული ფუნქცია. ასეთია, 

მაგალითად, ფუნქცია 

0? -– 3თ–+2თკ= X1 -L X9 -L Xგ + X1–- (X, %ე + %, % + 

(3) + #X,X, + XX “> 2, + X:7ა) + 2(X X:X + 

| + X1XეXა -L- 21XვXგ -I- XეXგXგ). 

თე, თე ·, 0, ელემენტებზე დამოკიდებული ყველა მთელი რაციო- 

ნალური ფუნქციათა (რომელთა კოეფიციენტები ნ ველს ეკუთვნის) 

სიმრავლე შეადგენს ალგებრულ რგოლს (შეად. თავი III, § 1, პ. 3). 
ეს რგოლი აღვნიშნოთ სიმბოლოთი 

(4) ' LV, თ, ..ა თ. 

(4) რგოლის ყოველი ელემენტი წარმოადგენს სიმეტრიულ ფუენქცი- 
ებს X,. Xე; .·· ჯგ ელემენტებისას, ე. ი. იმყოფება 5 რგოლში, ამ- 
გვარად, 5 რგოლი შეიცავს (4) რგოლს: 

M”ნც თე, ·.-. წი) C 5. 

ბუნებრივად ისმება საკითხი: არსებობს თუ არა §5-ში ისეთი 

ელემენტები, რომლებიც არ ეკუთენიან (4) რგოლს? სხვა სიტყვებით 
რომ ვთქვათ, არსებობს თუ არა ისეთი სიმეტრიული ფუნქციები, 

რომლებიც ვერ გამოისახებიან თ,, თ,, ..., ძ, ელემენტებით შეკრების 
გამოკლების და გამრავლების ოპერაციების საშუალებით? პასუხი ამ 

კითხვაზე თურმე უარყოფითია. სახელდობრ ჩვენ დავამტკიცებთ შემ- 

დეგ დებულებას: 
თუ დ ==Cდ(X,X,) ..., ჯი) 

არის სიმეტრიული ფუნქცია XI XX 0 ჯი ელემენტე- 
ბისა, მაშინ იგი ზწეიძლება წარმოვიდგინოთ რო- 

გორც მთელი რაციონალური ფუნქცია ძირითადი 

სიმეტრიული ფუნქციებისა თეთ, ..., 9: 

დ =(ჯ) %,, ე X»)=I(თ), ძე, +... 9). 

სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, § რგოლის ყოველ ელემენტს 
შეიცავს #9, 9, ..., თ.) რგოლიც ე. ი. ორივე რგოლი 

თანემთხვევა ერთმანეთს, : 
ამ თეორემის დასამტკიცებლად შე უმოვიღოთ 'შეთანხმებანი ყოვე- 

ლი სიმეტრიული ფუნქციის წევრების დალაგების შესახებ, აშ მიზ. 
ნით ავიღოთ განსახილავი ფენქციის რაიმე ორი წევრი. 

(5) 4X,%1Xე%).. „Xრი და, 13X,ჩ,X,მ . . . Xიგჩი,
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სადაც # და 8 მუდმივი კოეფიციენტებია. ჩვენ ვიწყებთ #, ასოთი.- 

ჯერ დავუშვათ, რომ »ჯ,-ის თ, და ზ, მაჩვენებლები არ არიან ტოლნი: 

თ, # ჩას 

მაშინ ჩვენ ჩავთვლით, რომ ორი წევრთაგან (5) ის არის უფრო მა- 
ღალი, რომლის მაჩვენებელი »,-თან მეტია. ამავე დროს მაჩვენე- 
ბლები #,, Xეე ·. .-თან არ მიიღება მხედველობაში, 

ახლა დავუშვათ რომ X,-ის მაჩვენებელნი ერთმანეთის · ტოლია: 

თ, = ჩ,. 

ამ შემთხვევაში მივმართაეთ ჯ.კ ასოს. თუ მაჩვენებლები #X,-თან 

არ არიან ერთმანეთის ტოლი, მაშინ მოცემული ორი წევრიდან ის 

არის უფრო მაღალი, რომელსაც მაჩვენებელი ჯ,კ-თან მეტი აქვს. 

თუ მაზვენებლები ჯ,-თან აგრეთვე ერთმანეთის ტოლია, ე. ი. თუ 

თ,=8წ,, თე=8., 

მაშინ მივმართავთ ჯ.-ს და ა, შ. სხერთოდ, თუ 

თ, =8,, თ, ==8,, ..., თ, ==ჩ,, 
მაგრამ 

თ+)>MM+. 
მაშინ პირველი წევრი უფრო მაღალია, ვიდრე მეორე. სხვა სიტყე- 
ბით რომ ვთქვათ, იმისათვის რომ (5) წევრიდან პირველი იყოს მე-' 

ორეზე მაღალი აუცილებელია და საკმარისი რომ სხვაობებიდან 

თ, 8, პირველი, რომელიც ნულად არ იქცევა, დადებითი იყოს. 
ასე მაგალითად, შემდეგი ორი წეერიდან: 

2129Xგ და 21X2+ვ, 
პირველი მაღალია მეორეზე; ორი წევრიდან 

X1X0:8 და %1XეX, 

მეორე მაღალია პირველზე. ამგვარად, ყოველი წევრისათვის 

4X,5) ჯერი .· ჯარი 

მისი სიმაღლე განისაზღვრება მაჩვენებელთა სისტემით: 

(თაც თე... რი) 

რომლებიც აღებულია განსაზღვრული რიგით (შესაბამისად X„
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«ეე... ჯგ ასოების რიგისა); ამასთან ' შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ 

ზოგიერთი მაჩვენებელი ნულის ტოლია. მაგალითად, #=4 შემთხვე- 

ვისათვის განვიხილოთ შემდეგი ორი წევრი! 

X,%ე==1X-XცX და. X, Xგ2, == X,XეXცX,. 

ამ წევრების სიმაღლეებია შესაბამისად 

(1, 1, 0, 0) და (1), 0, 1, 1); 

მაშასადამე, პირველი წევრი მაღალია მეორეზე. 

ძირითადი სიმეტრიული ფუნქციებისათვის უმაღლესი წევრები 

არიან შესაბამისად 

XI. X1Xვვ +. X1%ვ >. 2ც: 

სიმეტრიული ფუნქციებისათვის (3) გვექნება წევრების შემდეგი 

დალაგება მათი სიმაღლეების მიხედვით: 

X1 + 2X,XეXე -L- 2X)X:Xგ-– X:X –L- 22, %ე2, –– %%გ–– 

–- X,X, + Xვ -L 2Xე Xვ Xც –– XეXე –– %:Xკ ფ- X8 –– %გXგ 1- Xჯ. 

ამგვარად, ყოველი მთელი რაციონალური ფუნქციისათვის 

დ=დ(X, X.) ·.. X») 

შეიძლება დავაწესოთ წევრების განსაზღვრული დალაგება მათი 

სიმაღლეების მიხედვით”, 
თუ დ=C(ჯ,.. ., X.) ფუნქციის უმაღლესი წევრი მაღალია 

% == VXა ·-ს ი) ფუნქციის უმაღლეს წევრზე, მაშინ ვიტყვით რომ დ 
ფუნქცია მაღალია ს-ზე, ან რომ ს არის უფრო დაბალი რიგის ფუნქ- 

ცია, ვიდრე დ. 
ადვილი დასანახია, რომ ორი მთელი რაციონალური ფუნქციის 

გადამრავლების დროს ნამრავლის უმაღლესი წევრი უდრის თანამა- 

მრავლეების უმაღლეს წევრთა ნამრავლს. 

მართლაც, დავუშვათ, რომ 

დ=დCთე, X).. . X) 

„ფუნქციის შემადგენლობაში შედიან (33 წევრები და რომ პირველი 
ამ წევრთაგანი მაღალია მეორეზე. ეს იმას ნიშნავს რომ თ, –– წ, 

“ მთელი რაციონალური ფუნქციის წევრთა ასეთ დალაგებას ეწოდება ლიჭქ– 
სიკოგრაფიული, რადგანაც იმავე პრინციპის მიხედვით განალაგებენ სიტავებს, 
სიტყვარებში (ლექსიკონი –– სიტყვარი),
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სხვაობებიდან პირველი, რომელიც ნულისაგან განსხვავებულია, და- 
დებითი უნდა იყოს, შემდეგ დავუშვათ, რომ 

· ს =%V(X, X;) + %ი) 

ფუნქციის შემადგენლობაში შედის წევრები: 

(6) ს Xტშებე ... ჯარი და IX, IX -.. ჯახი 

(ჯ დღა M მუეღჯმივი კოეფიციენტებია), ამასთან პირველი წევრი მა- 
ღალია მეორეზე; მაშასადამე, X, – ს, სხვაობებიდან პირეელი, რო- 
მელიც ნულისაგან განსხვავებულია, დადებითი იქნება, (5)-დან და 
(6)-დან პირველი წევრების ნამრავლი იქნება: 

(7) 4X1%1X3%ე ... 2 რ”. ILX,21Xე%9 .. ჯატი =/4LX-,+X, Xეთე+2, ... ჯ,თი+2ი; 

მეორე წევრთა ნამრავლი იქნება: 

(8) 8X,მ.X,8,, ... დაზMX,LX,I5 ... ჯეშ= 8M+X»,მ.+ს,X,მ+!, ... ჯევმი+აი, 

შესაბამ მაჩვენებელთა სხვაობა შეგვიძლია წარმოვადგინოთ ასეთი 

სახით: 

· (-ნ1) – 6 + M) = (თ – ზი -++LCVI –– სე. 

აქედან ადვილი შესამჩნევია, რომ პირველი ამ სხვაობათაგანი, რო. 

მელიც ნულისაგან განსხვავებულია, დადებითი უნდა იყოს (რადგა- 

ნაც თ, -–- 8; და X -–- სც; სხვაობებს ცალ-ცალკე აქვს ეს თვისება); ეს 

კი იმას ნიშნავს, რომ ნამრავლი (7?) უფრო მაღალია, ვიდრე ნამ- 

რავლი (8). ანალოგიურად შეიძლება იმის ჩვენება, რომ ნამრავლი 

(5)-ს პირველი წევრისა (5)-ს მეორე წევრზე. 
“აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ ორი მთელი რაციონა- 

ლური ფუნქციის ნაზრავლის უმაღლეს წევრს მივიღებთ მათი უმაღ- 

ლესი წევრების გადამრავლებით. 
ახლა დავუშვათ, რომ 

დ =- დ(X,, Xეე «.. X») 

არის სიმეტრიული ფუნქცია ჯX, X,, ··.· ჯ--დან და დავუშვათ, რომ 

C) 4X,CXვ%-ე ... არი 

არის მისი უმაღლესი წევრი; მაშინ მაჩვენებლები თ,, თ,, ..., თ, უნდა. 
აკმაყოფილებდეს პირობას: · 

თ, => %ე => თე => · · · => C,.
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მართლაც, რომ იყოს, მაგალითად თ, < თ,, მაშინ წევრი (9) არ 

იქნებოდა უმაღლესი; მართლაც, სიმეტრიული დ ფუნქცია უნდა 

შეიცავდეს (9) წევრთან ერთად ყველა წევრს, რომლებსაც მისგან 

მივიღებთ ასოების გადანაცვლებით, კერძოდ, წევრს 

4X,%:Xე2C1 ... X„%ი, 

მაგრამ ეს წევრი უფრო · მაღალია ვიდრე წევრი (9), როცა თ,<თ,. 
ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ C, => თე და ა. შ. 

ახლა მივმართოთ უშუალოდ ჩვენს ამოცანას: ჩვენ უნდა დავამ- 

კიცოთ, რომ სიმეტრიული ფუნქცია 

დ=CCX,, Xე, ··. X») 

'შეიძლება გამოისახოს ძირითადი სიმეტრიული თ,, თ,, ..., –, ფუნქ- 

ციებით. ამ მიზნით განვიხილოთ შემდეგი სახის ნამრავლი: 

410) 4თათ» ... თხ 

და შევეცადოთ შევარჩიოთ X,, V,,·.- V, მაჩვენებლები ისე, რომ (10) 

'ნამრავლის უმაღლესი წევრი დაემთხვეს დ ფუნქციის უფროს (9) 

წევრს. (10) ნამრავლის უმაღლესი წევრი ეტოლება თანამამრავლთა 

უმაღლესი წევრების ნამრავლს: 

4X,M(X,X,)Vა(X, X1X:)V3 » » » (X,X, » « « X-)VM == 

= „XV + V +... + 9 XV +M% +... C-V, I. . 7 კ მო -1+VM “ა. 

იმისათვის რომ ეს გამოსახულება დაემთხვეს (9)-ს უნდა იყოს, 

სა+ი“ნ...+-M =0თ,, 
ს +. “აით–ი 

ძე. 0 ....... 
V--1 + =თ. 

M»ა=6». 

ამ თანაფარდობებიდან განვსაზღვრავთ მაჩვენებლებს I,, »,, ·. ., V„' 

V, == თ, –“ ივ; Vე =თ, –რ6იეს... ს, ლ=6. , –ბა 

XV. =ძთა; ამგვარად, თუ შევადგენთ ნამრავლს: 

(12) = 4-0 - თ; 0,თ,-- 0), , . 0%»,
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მაშინ ამ ნამრავლის უმაღლესი წევრი ტოლი იქნება მოცემული « 
ფუნქციის უმაღლესი წევრისა. მაშასადამე, სხვაობა: 

ს=დ–-X, 

იქნება უფრო დაბალი რიგის სიმეტრიული ფუნქცია, ვიდრე დ. ა3–- 

გვარად, გვექნება: 
დ=ხ+ა = 0,6“ რენერი“ რა . . , 0ეწი +V%, 

ე. ი. სიმეტრიული დ ფუნქცია გამოსახულია ძირითადი სიმეტრიული 
ფუნქციებისა და სიმეტრიული ს ფუნქციის საშუალებით, მასთან « 
უფრო დაბალი რიგისაა. თავის მხრივ ს ფუნქცია ამგვარადვე შეიძ- 
ლება გამოისახოს თ,, თკ, ..., 0, ფუნქციებისა და უფრო დაბალი რი- 

გის მქონე რომელიმე სიმეტრიული ფუნქციით, რიგის დადაბლების 

ეს პროცესი შეიძლება განვაგრძოთ მანამ, სანამ დ ფუნქცია სავსე- 

ბით არ გამოისახება თ,, ..., თ, ფუნქციებით, ადვილი დასანახია, რომ 

ამისათვის საქირო იქნება ნაბიჯების სასრული «რიცხვი. 

მართლა/), განვიხილოთ. ს ფუნქციის უმაღლესი წევრი; დავუშ- 

ვათ, რომ: 

(3, 8, ·.-, 8») 

არის მისი სიმაღლე. რადგანაც ფუნქციის უმაღლესი წევრი უნდა 

იყოს დ ფუნქციის უმაღლეს წევრზე დაბალი, ამიტომ 

(13) თ, =>8,. 
მეორე მხრივ გვაქვს: 

(14) ,. . ჩ,>> ჩე =>... => ჩ.. 

(13) და (14) თანაფარდობანი გვიჩვენებს, რომ ყოველი ჩ; მაჩეენე- 

ბლისათვის შესაძლოა მხოლოდ სასრული რიცზვი მნიშენელობებისა, 

ამგვარად, თუ სიმეტრიული ს ფუნქციის რიგი დაბალია დ ფუნქ- 

ციის რიგზე, მაშინ ს ფუნქციის უმაღლესი წევრისათვის გვაქვს შა- 

ჩხვენებელთა შესაძლო სისტემების მხოლოდ სასრული რიცხვი. 
_ აქედან გამომდინარეობს, რთმ აღნიშნული პროცესი უნდა დამ- 

თავრდეს ოპერაციების სასრული რიცხვის შემდეგ. როცა შევასრუ- 
ლებთ ამ ოპერაციებს, მივიღებთ თანაფარდობას 

დ=7XV,, თ,, ... ში). 

არსებითია შევნიშნოთ, რომ, როგორც ეს გამომდინარეობს თვით
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გამოთვლის პროცესიდან, –– #L(თ,,; თე, ..სც 9) ფუნქციის კოეფიციენ- 

ტები ეკუთვნიან იმავე რიცხვით ველს, რომელსაც ეკუთვნის მო- 

ცემული დ = დ(ჯ,, X,, ..» X-„) ფუნქციის კოეფიციენტები 
XC, თუე «. თ»). 

ამგვარად, არა მარტო დავამტკიცეთ თეორემა, არამედ აგრეთვე 

მივიღეთ განსაზღვრული მეთოდი, რომელიც გვაძლევს საშუალებას 

ნებისმიერი სიმეტრიული ფუნქცია გამოვსახოთ ძირითადი სიმეტრი- 

ული ფუნქციებით, ამ მეთოდს ახლა გავაშუქებთ მაგალითზე: 

შენიშვნა. (12) ნამრავლის ხარისხი თ,, თ,, ..., ი» ელემენტე- 
ბის მიმართ ტოლია თ,-ის, ე, ი, დ ფუნქციის უფროსი წევრის «,-ის 

მაჩვენებლის ტოლია. ადვილი დასანახავია, რომ /XVC,, ..., თ„) ფუნქ- 

ციის ყოველი წევრის ხარისხი თ,, .., თ, ელემენტთა მიმართ არ 

აღემატება თ,-ს, 

მართლაც), დავუშვათ რომ /Xი,, ... თ„) ფუნქციის შემადგენლობაში 

შედის ნამრავლი: 

Cთ;ჩსთვრი . . . თჩი. 

ეს ნამრავლი შეიცავს წევრს 

(1 5) CX0,+0:+ ·-. +ჩიXე:ჩ+ „+... ჯეჩი, 

რომ ყოფილიყო ი, + ი, +... + ჩ„>თ, მაშინ წევრი (15) მაღალი 

იქნებოდა (9)-ზე, რაც შეუძლებელია, რადგანაც (9) არის დ ფუნქ- 
ციის უმაღლესი წევრი, 

მაგალითი, 

ალგებრის მრავალ საკითხში გვხედება ხარისხოვანი ჯამები, ე. ი. Xჯ, Xე, «.V წი 

ელემენტებძს ერთნაირი ხარისხების ჯამები: 

§5§L == X,ს + «ეს +... + Xი!, 
ცხადია ა.ა. 

(16) 51=X + X +. .,. + 2 = 9. 

რომ გამოვსახოთ კვადრატების ჯამი 

(17) დე = 2კ? + «ე! +... + ჯა? 

ძირითადი სიმეტრიული ფუნქციებით, შევნიშნოთ, რომ ჩვენი ფუნქციის უმაღ– 

ლესი (X,1?) წევრისათვის 
თ, = 2, თ, =0,..-, თ, => 0, 

მაჩვენებელთა ამ მნიშვნელობებს შეესაბამება გამოსახულება. 

ს=0თ)9%L “%X3 = 0,2.
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ზოგადი მეთოდის მიხედვით შევადგინოთ სხვაობა 

5ე –– #= 5; – 0,1 = X)? + 21 +... + ი 
–(X +272 +... + Xი)" = –- 2(X1Xე + X)%ა -L ·. -LXიM-1%ი) = –-2თკ, 

ამგვარად 
53 –-0)2 = –- 2თფ. 

საიდანაც ა · ' 
(18) §, = 0,3 –- 2თ.. 

2. დავუშვათ, რომ მოცემული სიმეტრიული ფუნქცია 

დ=დ(LX,) X-ე ·.· X.) 

ერთგვაროვანია X,, X,, ·--, X ელემენტების მიმართ (იხ. თავი IV, § 1); 
ამ შემთხვევაში ფუნქცია 

ა=დ-- ხ=5- 4თ,9)-%, თCე“რთვ ,.. ძეში 

აგრეთვე ერთგვაროვანი ფუნქციაა 2X;, X,, +... #„ ელემენტებისა და 
მასთან იმავე ხარისხისაა როგორიც დ ფუნქცია, · 

მართლაც, ს ფუნქცია ერთგვაროვანია, ვინაიდან ის წარმოად- 

გენს ერთგვაროვან >,, 9ძ,,.../2, ფუნქციების ხარისხების ნამრავლს, 

ჯ ფუნქციის ხარისხი X,, X,,. -., 2, ელემენტების მიმართ ტოლია დ 

ფუნქციის ხარისხისა, რადგანაც ამ ფუნქციების უმაღლესი წევრები 

ერთნაირია, ამგვარად, გადავდივართ რა დ ფუნქციებიდან უფრო 

დაბალი რიგის მქონე ს ფუნქციისაკენ, ჩვენ არ ვცვლით ერთგვა- 

როვნობის მაჩვენებელს. 
ახლა დავუშვათ, რომ დ ფუნქცია მთლიანად გამოსახულია ძირი- 

თადი სიმეტრიული ფუნქციების საშუალებით: ' 

დ=V/%09,, წე ... თ»). 

განვიხილოთ მარჯვენა ნაწილის რომელიმე წევრი 

(19) CC," თეV . ა. 0, 

თანახმად ზემოთ თქმულისა, (19) ნამრავლის ხარისზი X»;, Xე), ა ჯი 

ელემენტების მიმართ უნდა ეტოლებოდეს დ ფუნქციის ხარისხს, მე- 

ორეს მხრივ თ, ფუნქციის ხარისხი X,, Xე, .. ს X. ელემენტების მი- 
მართ ტოლია # მაჩვენებლისა, მაშასადამე, (19) ნამრავლის ხარისხი 

ტოლია: 

(29) V + 2V, + ...“+- MX + ·.. -+ MVი. 
13. უმაღლესი ალგებრა
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ჩვენს მიერ დაშვებათა მიხედვით უნდა იყოს 

(21) V + 29% ++... -L ჩM ++ LL. 4+- V.=/, 

სადაც ჯ არის დ ფუნქციის ხარისხი. 
(20) ჯამს ეწოდება (19) ნამრავლის წონა. ამგვარად, რომ მივიღოთ 

(19) ნამრავლის წონა საჭიროა ყოველი მამრავლის ინდექსი გავამ- 

რავლოთ ზარისხის მაჩვენებელზე და ყველა მიღებული ნამრავლი 

შევკრიბოთ. ასე მაგალითად, 

C1C2C8(X; = 2, Vგ= 3, Vვ= 3) 

· ნამრავლის წონა არის 24+-2.3-+3.3=-17; წონა ფუნქციისა 
0, (V=1, V=0, როცა #76) ეტოლება # მაჩვენებელს. 

ახლა შეგვიძლია ვთქვათ, რომ განსახილველ შემთხვევაში X#Vთ,, 

ფე «ს 6„) ფუნქციის ყველა წევრს ერთნაირი წონა უნდა ჰქონდეს. 

ამგვარი თვისების მქონე ფუნეციას იზობარული ეწოდება. 

ამგვარად, თუ სიმეტრიული დ=-%(X;, X., ·» >») ფუნქცია ერთ- 
გვაროვანია და მისი ხარისხი #-ს ტოლია, მაშინ # (თ), თ.ე ··., 9) 

არის # წონის იზობარული ფუნქცია, · - 

ამ თვისების გამოყენებით წინასწარ შეგვიძლია ვთქვათ, თუ რო- 

მელი წევრები უნდა შევიდეს XXC,, თ,,.-., თ„) ფუნქციის შემადგენ- 

ლობაში, 

ამ წევრების კოეფიციენტები შეგვიძლია გამოვითვალოთ, თუ 

X %, ა ჯ-ის ნაცვლად ჩავსვამთ განსაზღვრულ რიცხვით მნიშვ- 

ნელობებს. 

მაგალითი. 

ნამრავლი 

(C2) ბ == (2' –– 22)?(Xჯ –– X,)2? C#ე –– X,)1 

(Xს XX, X8 ელემენტების დისკრიმინანტი) ცხადია, წარმოადგენ სიმეტრიულ 

ფუნქციას X,, X,, X, ელემენტების მიმართ, ამასთან ეს ფუნქცია არის მე-6 ხა- 
რისხის ერთგვაროვანი ფუნქცია. მაშასადამე, შესაბამისი X (თ,, C,, თ,)) ფუნქცია 

უნდა იყოს იხობარული, რომლის წონა არის 6. ამიტომ პირობა (21) ღებუ– 
ლობს ასეთ სახეს 
(23) V+2V)+3», = 6.. - ითი 

შემდეგ, (22) ფუნქციის უმაღლესი. წევრის ხარისხი X;–ის მიმართ 4-ის ტოლია; 

მაშასადამე (იხ, პუნქ. 1, შენიშვნა), # (თ,, თ,, თ,) ფუნქციის ყოველი წევრის ხარის- 
ხი თ, თ,, 9, ელემენტების მიმართ არ აღემატება 4-ს: 

(24) V + V -L V, <4
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ადვილად განვსაზღვრავთ V, V,, V, მნიშვნელობების ყველა სისტემას, რომლებიც 
აკმაყოფილებენ (23) და (24) პირობებს; ასეთი სისტემა იქნება ხუთი. 

  

  
  

V, M% V 

ვ 0 1 

– 
-2 | 2 | 0 

  

1 |) 1 1 2 
  

0. ვ 0 

0 0 2 
        

ამგვარად, ჩვენ შეგვიძლია დავწეროთ, ჯერ გტანუსახღვრელი კოეფიციენტებით 

(25) # = 4ფმთვ -L 89%)? -L Cთძეძა -L XXI + 189,). 

  

ეს ტოლობა იგივურაჯ უნდა შესრულდეს X»,, #«,, Xჯ ელემენტების მიმართ. რომ 

განვსაზღვროთ .4, 8, C, LX, კოეფიციენტები, ჯერ დავუშვათ: 

#,.=1, 23 = –– 1, X=0, 

ამ X,; Xე, ჯე მნიშვნელობებისათვის გზვექნება 

#=2), თ,=0, 9, = –– 1, თ,=0, _. 

თუ ჩავსვამთ (25)-ში, მივიღებთ: .'_:-. 8 – 

(26) 4=–-#M. 

ახლა დავუშვათ, რომ | 

, · X. == 1, Xე = 1, X, = 0. 

ეს გვაძლევს | 
#ტ=0, 0, = 2, 0, == 0. 

ჩავსვათ (25)-ში: _ 

· 0=:948 + X, 

საიდანაც, მივიღებთ რა მხედველობაში (26) ტოლობას, ზვექნება: 

(27) 8 =1. 

თუ დავუშვებთ - 

ა X,= 2, Xე = –- 1, %=–-1, 

ვპოულობთ: # =0, 9; =:0, ძე = –– 3, თკ =-2; ' - 

ჩავსვათ ეს მნიშვნელობანი (25)-ში, მივიღებთ: 

' =-270+4L, 

"შევადარებთ რა. (26)-ს, მივიღებთ: : ი. 

-(28) 8= --27,
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თუ დავუშვებთ 
#, = 1, Xგ= --,2, #გ == –-2, 

ზვექნება 
#=0, 90, = –-მ, თე =90, ძვ ==4; 

ამ შემთხვევაში იგიგობა (25) გვაძლევს: 

=--ვ!. 44+4პ8, 
ანუ (28)-ის მიხედვით 

4=-4. 

ახლა უნდა ზჯანვსაზღვროთ C კოეფიციენტი; ამ მიზნით შეიძლება ავიღოთ 

X, = 1, ჯXეა== 1, #ც = –– 1; 

ეს ზვაძლევს : : 
=90, თ =1, ძვ=–1, 0 = – 1. 

მს მნიშვნელობანი შევიტანოთ (25) იგივობაში:. 

0=--4+8+6C–- ი + 85. 

4, 8, ა, ს-ს ნაცვლად ჩავსვათ მათი მნიშვნელობანი, მივიღებთ: 

C=4-78490 -- 8=18._ 

ამგვარად ყველა კოეფიციენტის მნიშვნელობები მოძებნილია, და (25) მიიღებს 
ასეთ სახეს: 

(29) ა=-– რთბი, + 919) -L 160.2, –- 4თზ - 279,7.- 

3. სიმეტრიული ფუნქცია ზევით განვსაზღვრეთ როგორც ისეთი 

ფუნქცია X,, X,, .·» 7» ელემენტებისა, რომელიც უცვლელი რჩება 
XI, Xე; ·-. Xგ ელემენტების ყოველნაირი გადასმის დროს. ამასთან 

»უცვლელობა" გვესმოდა იმ აზრით, რომ X,, X,, ..., ჯ„» ელემენტე- 
ბის ყოველგვარი გადასმის · დროს მივიღებთ ფუნქციას, რომელიც 

იგივურად ტოლია პირვანდელი ფუნქციისა (ე. ი. Xც X,, ·- Xი 

ელემენტების ნებსითი მნიშვნელობებისათვის). ამის შესაბამისად წი- 

ნანდელ მსჯელობაში ჯ,, 2: „.·· X» ელემენტები განვიხილეთ რო- 

გორც დამოუკიდებელი ცვლადები. · 
XI... ჯი (ცვლადებთან ერთად განვიხილოთ ახალი დამოუკიდე– 

ბელი (კვლადი და შევადგინოთ ნამრავლი:' 

(3თ) #0)=(-–- 4) (X-–- X,) ...(X –– ი). -. 

ნამრავლი (30) წარმოადგენს ფუნქციას %, %,ე «- X» ცვლადები- 
სა, რომელთა რიცხვი არის #-+1, მაგრამ თ,, ჯ,, -. ჯ-ის მიმართ 
ეს ნამრავლი სიმეტრიულია, ამავე დროს კი ჯ (ცვლადი განსა–
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კუთრებულ როლს თამაშობს მასში; ამ გარემოებას ხაზგასმული აქვს 
#C) სიმბოლოთი აღვნიშნოთ. თუ (30) ტოლობის მარჯვენა ნაწილს 
განვალაგებთ ჯ ასოს ხარისხების მიხედვით, მაშინ კოეფიციენტები 
იქნება X, Xა, ··. X» ელემენტების ძირითადი სიმეტრიული ფუნქ–- 
ციები: 

(31) #V00ელაზ თ, იფ; –...+(- 1)შთ.. 

ახლა შეგვიძლია %Xც %ვ, + .-,Xო ელემენტები განვიხილოთ რო- 

გორკ (31) ფუნქციის ფესვები, ან როგორც ფესეები განტოლებისა: 

(315 კბ ძეო ბ L თძელბლ-მ LC 1)%,=0, 

ამ განტოლების თ,თ,, .. ., თ, კოეფიციენტები გამოისახებიან 

X,; +. Xა-ით (50) ფორმულით (თავი III). ეს კოეფიციენტებიც შეგ- 

ვიძლია აგრეთვე ჩავთვალოთ „დამოუკიდებელ ცვლადებად“ იმ აზ– 

რით, რომ ისინი ერთმანეთთან არაა დაკავშირებული არავითარი 
თანაფარდობით ” 

მართლაც, დავუშვათ, რომ თ,, თე, ..., თ ელემენტებს შორის არსებობს 
თანაფარდობა : ' · 
(4) · C(9,, ძე, ... 9ი)=0, 

სადაც CX(9,, ძე, ·... 9) არის მთელი რაციონალური ფუნქცია თ,, თ,, ..., 9ო 

ელემენტებისა, ასეთ სახემდე შეგვიძლია მივიყვანოთ ყოველი თანაფარდობა, რო– 

მელიც რაციონალურია თ;ე, თე, ..., თ, ელემენტების მიმართ. · 

თუ C ფუნქციაში თ,, ..., ძი ელემენტების მაგივრად ჩავსვამთ მათ გამოსა- 
ხულებებს X,, XX), ..., X ელემენტების საშუალებით,. მაშინ მივიღებთ სიმეტ- 

რიულ ფუნკციას #(X,, +Xე, ...ს #ი). მაშასადამე, 

თ(ლე, თე, ..., ძი)=V(X,V ე, .>.+/ %ი)5=0. 

თუ CC), თ, -·. , 9) ფუნქცია იგივურად ნულს არ ეტოლება, მაშინ V(X,, 

Xეე LL. Xი) სიმეტრიულ, ფუნქციას ექნება მაღალი წევრი, 

' -4X%%ერ ... ჯერ (4>+#0. 
« 

ამ წევრს მივიღებთ C(9,, ძ,, ..., ძი) ფუნქციის განსახღვრული წევრიდან (შეად 

პუნქ. 1) 
ტი, რე ლეი %, .. წერი 

ამგვარად, გამოდის რომ დამოუკიდებელი XI, ..., X» ცვლადები დაკავშირებუ– 

ლი არიან თანაფარდობით 
(ი, X;·, ... Xი)=9, 

" გარდა იმ თანაფარდობათა, რომელნიც შესრულდება იგივურად, რო–- 

გორც მატალითად : 
თ;ძე==ძეშკ, 0)(თვ –– 9,) == ძკძე –- C,ძვ;
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სადაც “(XI «ე, -.., XI) არის მთელი რაციონალური ფუნქცია, რომელიც იგივუ 

რად არ ეტოლება ნულს. მიღებული წინააღმდეგობა გვიჩვენებს, რომ (4) სახის 

თანაფარდობა შეუძლებელია. 

ამგვარად, თუ მოცემულია ნებსითი X,, X,; ··» X» ელემენტების 

სისტემა, მაშინ შეიძლება აიგოს (31) განტოლება, რომლისთვისაც 

ეს ელემენტები წარმოადგენენ ფესვებს, შებრუნებულად, თუ მოცე- 
მულია ზოგადი სახის „ ხარისხის განტოლება 

(32) ძე" -L ი.პ L...-C ძ.-) X-L ძ.=90, | 

რომელშიაც ძე, 0,ე; ·'. ძა კოეფიციენტები ერთმანეთთან არაა შებ- 

მულნი არავითარი თანაფარდობით ”, მაშინ ამ განტოლების X«,, 

%ეე +.» X ფესვები შეიძლება განვიხილოთ როგორც დამოუკიდებელი 

ცვლადები, 
_ სხვაგვარი მდგომარეობაა იმ შემთხვევაში, როცა განტოლების 

კოეფიციენტები წარმოადგენენ განსაზღვრულ რიცხვებს, ან როცა 
ისინი შებმულნი არიან რაიმე თანაფარდობებით (რომლებიც არ 

კმაყოფილდება იგივურად). ამგვარ განტოლებას შეიძლება ვუწოდოთ 

„კერძო სახის“ განტოლება, განსხვავებით ზოგადი სახის განტოლე- 

ბებისაგან, რომელთა შესახებ ზევით ვილაპარაკეთ. კერძო სახის გან- 

ტოლების ფესვები, თავისთავად ცხადია, უკვე აღარ იქნება ნებსითი 

ელემენტები, 
-  %, Xც ა.ა X ფესვების სიმეტრიული დ=თCდთ(ჯ, XX, ·.. %ი) 

ფუნქციის ქვეშ აქაც გვესმის ისეთი ფუნქცია, რომელიც უცვლელი 
რჩება ფესვების ყოველგვარი გადანაცვლებისას, მაგრამ ამ შემთხვე- 
ვაში „ფუნქციის უცვლელობა“ შეიძლება გავიგოთ სხვა აზრით. სა- 

ზხელდობრ, აქ არაა საჭირო მოთხოვნა, რომ გადანაცვლების შედე” 

გად მიღებულ იქნეს ფუნქცია, რომელიც იგივურად ტოლია პირვან- 

დელის. საკმარისია, რომ დ(ჯ,, #ე, ..., ჯ„). ფუნქციის მნიშვნელობა 

უცვლელი დარჩეს X,, X,, ·... X- ფესეების ყოველნაირი გადანაც.: 
ვლების დროს, Cდ(X,, +%,, ·.., %) ფუნქციას, რომელსაც ამნაირი 

თვისება აქვს, ზოგჯერ” უწოდებენ „მნიშვნელობით სიმეტრიულს", 
-. მაგალითის სახით განვიხილოთ განტოლება: 

(33) · კმ- 0 +2»-1=0. 
თუ X, X,, Xკ არის ამ განტოლების ფესვები, მაშინ ფუნქცია 

დ(X;, Xე, Xე) == X1მ? + «ემ + (Xვ –– 1) 

“ ისეთების გარდა, რომლებიც იგივურად კმაყოფილდება.
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იქნება მნიშვნელობით სიმეტრიული. მართლაც, (33) განტოლების ყოველი ფესვი- 
სათვის უნდა იყოს: 

ჯა +2+V-1=0 (=1, 2, 3) 
ანუ 

= (ჯ; –– 1)1. 

მაშასადამე, 

%(X, Xე, Xვ) == Xჯზ -L ჯე" -L (X, – 1)? -– ჯ,? + #ეზ-L X,3. 

უკანასკნელი ტოლობა სამართლიანია მხოლოდ იმ პირობით, რომ თუ X,, Xე. % 
არიან მოცემული განტოლების ფესვები; ის გვიჩვენებს რომ დ ფუნქციის მნიშე– 

წელობა (აღნიშნული პირობის დროს) არ იცვლება X,, ჯე, X,-ის გადანაცვლების 

დროს, მაშასადამე, C(X»,, X,, ჯგ) არის ფუნქცია, რომელიც მნიშვნელობით სიმეტ– 

რიულია, 

იმ ფუნქციების შესწავლა, რომლებიც მნიშვნელობით სიმეტრიუ– 

ლია შეგვიძლია დავიყვანოთ სიმეტრიული ფუნგციების (ამ სიტყვის 

ჩვეულებრივი აზრით) შესწავლამდე შემდეგი ხერხის საშუალებით. 

განვიხილოთ „კერძო სახის“ განტოლება 

(34) #(2)=9 

და. დავუშვათ, რომ ჯ, Xე; ·- ა ჯ. არის მისი ფესვები. დავუშვათ, რომ 

დ==Vთ(X,, %Xე, ·-.) X») 

არის ფუნქცია, რომელიც მნიშვნელობით სიმეტრიულია. შევადგი- 

ნოთ ყველა შესაძლო გამოსახულებანი, რომლებიც მიიღება დ-დან 

ჯა %ე ··. Xი ელემენტების ჯ»! გადანაცვლებით, 

დ,(=დ), დეე «+. დი! 

ეს გამოსახულებანი წარმოადგენენ” საერთოდ რომ ვთქვათ, X,, 

%ა, +. ჯა ელემენტების სხვადასხვა ფუნქციებს, თუ X„ X.) · · ·; X„-ხ 

განვიხილავთ როგორც დამოუკიდებელ ცვლადებს. ახლა დავუშვათ 

ფე თ=Cთლი, X, ..» Xა=2-64+84+--.+94) 
ადვილი დასანახავია, რომ (35) ფუნქცია იქნება სიმეტრიული ამ 
სიტყვის ჩვეულებრივი აზრით. მართლაც, X„ ... X„ ელემენტების 
ყოველნაირი გადანაცვლება იწვევს მხოლოდ საკრებთა გადანაცვლებას 

(35) ტოლობის მარჯვენა ნაწილში, თუ ახლა X,, ჯე, „+... X-ის ქვეშ 

ვიგულისხმებთ მოცემული (34) განტოლების ფესვებს, მაშინ 

დუ=-დე==... == დ, = C,
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რადგანაც დ ფუნქცია არის მნიშვნელობით სიმეტრიული, ახლა (35) 

ტოლობა გვაძლევს, 

(36) თ=დ; 

ამგვარად, ნაცვლად დ ფუნქციისა, რომელიც მნიშვნელობით სიმეტ- 

რიულია, შეგვიძლია განვიხილოთ დ ფუნქცია, რომელიც სიმეტრიუ- 

ლია ამ სიტყვის ჩვეულებრივი აზრით. 
დ=Cთ(C ... ჯი) ფუნქცია, როგორც ყოველი სიმეტრიული 

ფუნქცია, შეიძლება გამოვსახოთ მირითადი სიმეტრიული თ,, თ; ··-, 9» 

ფუნქციებით: 

(3»”' თ =IX(თ,, თე, ·+.., თი). 

თუ მხედველობაში მივიღებთ (36) თანაფარდობას, (37) გამოსახუ- 

ლება შეგვიძლია გადავწეროთ ასეთი სახით 

დ=#(,, თ. ·.. შო). 

ამ თანაფარდობას ადგილი ექნება იმ პირობით, თუ X,, X,) ·. 5» #ი 
წარმოადგენენ მოცემული განტოლების ფესვებს. 

4. განვიხილოთ მთელი რაციონალური ფუნქცია: 

(38) #(X)=ძაჯ" 4- ი," + ...+ძი-კX + თი, 

რომლის კოეფიციენტების შესახებ არ გავაკეთებთ არავითარ შეზ- 

ღუდვას, თუ X,, .. , #, არის (38) ფუნქციის ფესვები, ან, რაც 

იგივეა, ფესვები განტოლებისა 

(38) ძეX" I ქ,ჯ"-1 -L ...- ძგ=0, 

მაშინ, როგორც ვიცით (თავი III), ადგილი აქვს შემდეგ თანაფარ- 
დობებს 

(7 

(39) თძე==X)Xვ + XIXე + ... –“+“- Xი- თი= ი



– 20! -- 

ახლა, თუ დ=დ(X,, ..., X-) არის სიმეტრიული ფუნქცია ჯა #), .+., 
%X„ ელემენტებისა, მაშინ იგი შეგვიძლია წარმოვადგინოთ როგორც 
მთელი რაციონალური ფუნქცია თ,, ..., თ, ელემენტებისა: 

დ = XX, ..., თ). 

თანახმად (39) თანაფარდობისა, უკანასკ6ნელი ტოლობა შეგვიძ- 
„ ლია წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით: ““. 

(49) =»(- 2 ქ... +). 
ძი” ,'–-- თ) 

მარჯვენა ნაწილი წარმოადგენს თე, ძ,, #..., ი. კოეფიციენტების 
რაციონალურ ფუნქციას, ამგვარად, შეგვიძლია გამოვთქვათ შემდე- 
გი დებულება: 

განტოლების ფესვების ყოველი სიმეტრიული 
ფუნქცია შეიძლება გამოისახოს რაციონალურად 
მისი კოეფიციენტების საშუალებით", აქედან უშუალოდ 

გამომდინარეობს; 
თუ განტოლების კოეფიციენტები ეკუთვნის # ველს, მაშინ გან– 

ტოლების ფესვების ყოველი სიმეტრიული ფუნქცია იმყოფება ამ 

ველში. · : 
ზევით (შეად. პუნქ. 1 შენიშვნა) დავინახეთ, რომ IXVC,, თ); ·.., 0») 

ფუნქციის ხარისხი თ,, თ% ..., თ– ელემენტების მიმართ ტოლია თ,-ის, 

სადაც თ, არის დ ფუნქციის უმაღლესი წევრის X, ელემენტის ხა– 
რისხის მაჩვენებელი. 

ამიტომ თუ (400) ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ყველა წევრს 
გავაერთმნიშვნელიანებთ, მაშინ მივიღებთ 

_ V(4ია ძე... ძი.) დ) დ-ს რს აა რა 
სადაც %(ძი, ი,, ·... ია) არის მთელი რაციონალური ფუნქცია (38) 

განტოლების კოეფიციენტებისა. 
  

_ ? ტექსტში ჩვენ ვიხილავთ განსაკუთრებით 2,, #,, ..., XL ელემენტების 
მთელ რაციონალურ ფუნქციებს; მაგრამ ეს უკანასკნელი თეორემა სამართლია- 
ნია (არა აუცილებლად მთელი) რაციონალური სიმეტრიული ფუნქციისათვის. 
მართლაც, ყოველი წილადი რაციონალური სიმეტრიული ფუნქცია შეიძლება 

წარმოვიდგინოთ როგორც განაყოფი ორი მთელი სიმეტრიული ფუნქციისა,რომ– 
ლებისათვისაც სამართლიანია თეორემა, მაშასადამე, იგი სამართლიანია მათი 
განაყოფისათვისაც,
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ჩვენ ვღებულობთ შემჯეგ დებულებას: 
(38) განტოლების CV X,, +» #) ელემენტების ყო- 

ველი დ=V(ჯ,, ..., X»-) მთელი რაციონალური ფუნქცია 
შეიძლება შემდეგნაირად გამოვსახოთ მისი კოეფი- 
ციენტების საშუალებით: 

_ V9V ... 4) 
დ= ძი ს 

სადაც M(ძი, იც.» ძი) არის მთელი რაციონალური 
ფუნქცია თეა, ..ს» თი, კოეფიციენტებისა, ხოლო თ, 

წარმოადგენს «ი ფუნქციის უმაღლესი წევრის ;:, 
ელემენტის ზარისხის მაჩვენებელს, : 

§ 2. გამორიცხვის პრობლემა. რეჭულტანტი 

1. სიმეტრიული ფუნქციათა თეორია პოულობს გამოყენებას ალ- 

გებრის სხვადასხვა საკითხში. ჩვენ აქ განვიხილავთ საკითხს ორი 

მთელი რაციონალური ფუნქციის რეზულტანტის შესახებ. დავუშვათ, 

რომ გამოსარკვევია,ა თუ რა პირობებში ორ მთელ რაციონალურ 

ფუნქციას | 
#0= 74 თ +.. +“) #+-ია 
6(X) = ხა» + ხნ,ჯ”-1 + ... + ხი- ე X+ ხი 

აქვთ საერთო ფესვები, ჩვენ დავინახეთ III თავში (§ 5), რომ ეს 

საკითხი შეიძლება გადავწყვიტოთ უდიდესი საერთო გამყოფის 

თვისებათა გამოყენებით. 

იმავე საკითხის ამოხსნას ახლა მივუდგეთ სხვა თვალსაზრისით, 

დავუშვათ, რომ «,, ..., X, არის #(Cთ.) ფუნქციის ფესვები. შევადგი- 

ნოთ ნამრავლი 

” 

((M)6(X) - --Xა=ILILCC)= 
(43) ჯ=1 | 

=(ხეჯ,” + ხ,2,”–1 + ... + ხი) (ჩაXე” + ხ,თეშ-1-L ... + ხ,)... 

·.(ხეჯა” + ხეჯეზ “1 -C ... -L ბ)”. 

ეს ნამრავლი შეიძლება გადაიქცეს ნულად მხოლოდ და მხოლოდ იმ 

შემთხვევაში, თუ /(X) ფუნქციის რომელიმე «X,, ჯე, ..., X„ ფესვთა- 

“. »# სიმბოლო IL აღნიშნავს ნამრავლს.
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განი იქნება აგრეთვე #(X) ფუნქციის ფესვი. სხვა სიტყვებით რომ 

ვთქვათ, ნამრავლი (43) გადაიქცევა ნულად მხოლოდ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა /(») და ((X) ფუნქციებს საერთო ფესვი აქვთ, 

(43) ნამრავლის ყოველი 

6§(X)ლ– ხასი" -L ხ,ჯ,--1 -L -..“+ ბი 

მამრავლი შეიძლება განვიხილოთ როგორც პირეელი ხარისხის ერთ- 

გვაროვანი ფუნქცია ხე, Vხ,, ..., წ, კოეფიციენტებისა. მაშასადამე, # 

ასეთი მამრავლის ნამრავლი იკნება ხა, ..., ხი კოეფიციენტების ჯ ხა- 

რისხის ერთგვაროვანი ფუნქცია, 

მეორეს მხრივ ნამრავლი (43) წარმოადგენს სიმეტრიულ ფუნქ- 

ციას #(X) ფუნქციის X,, X,, ···., X, ფესეებისა, რადგან X,, ჯე, ·· ჯი 

ფესვების გარდანაცვლება დაიყვანება ამ ნამრავლის მამრავლთა უბ- 

რალო გარდანაცვლებამდე. 
ამიტომ შეგვიძლია ვთქვათ, რომ ნამრავლი (43) იქნება რაციო- 

ნალური ფუნქცია /(») ფუნქციის კოეფიციენტებისა; ეს რაციონალუ- 

რი ფუნქცია შეიძლება (§ !, პუნქ. 4) წარმოვადგინოთ წილადის. 

სახით მნიშვნელით ძე“), სადაც თ, არის (43) ნამრავლის უმაღლესი 

წევრის თ, ელემენტის ხარისხის მაჩვენებელი. ადვილი მისახეედრია, 

რომ ეს უმაღლესი წევრი იჟნება, 

ხებე ოჯე ში... 2X ს. 

მაშასადამე, ჩვენს შემთხვევაში თ,=I/I, ასე რომ მნიშვნელი, რომე– 

ლიც ჩვენ გვაინტერესებს არის ძა”. ამიტომ, გავამრავლებთ რა (43). 

მამრავლს ძე”-ზე მივიღებთ გამოსახულებას, რომელიც წარმოადგენს 

მთელ რაციონალურ ფუნქციას როგოოც #C>X) ფუნქციის კოეფიციენ- 

ტებისა, ისე ((X) ფუნქციის კოეფიციენტებისა; ამ გამოსახულებას- 

ეწოდება /(»X) და /(ჯX) ფუნქციების რეზულტანტი და აღინიზნება. 

XCს თ) სიმბოლოთი. ამგვარად. 

(44) IXLCს #)=ძა'” II §(ჯა. 

წინანდელ საფუძველზე შეგვიძლია ვთქვათ: იმისათვის, რომ #() და 

§6(X) ფუნქციებს ჰქონდეთ ერთი საერთო ფესვი მაინც, აუცილე- 

ბელია და საკმარისი, რომ მათი რეზულტანტი იყოს ნულის ტოლი: 

5) XV, დ=9.
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ახლა განვიხილოთ რეზულტანტის მთავარი თვისებები, თუ, განვი- 

ხილავთ ი#(X) ფუნქციის X,, XX, ··» Xთ ფესვებს, მაშინ შეგვიძლია 
დავწეროთ: 

§(X)==ხა(X –:X ,)(X –– ჯე) «+. (X-––- 2): 

მაშასადამე, 

§(X:)) = ხა(X –– X)(X –– X 2) ++. (X –– X'თ). 

ჩავსვამთ რა (44)-ში, ვიპოვით: 

| LV თ =ძა'ნა" IL (%–- #5) (X--––-X) ... (2ჯ-–– Xთ)= 

– ე 
: =ძეწჩი” II II (X –– X"). 

1=1 X=1 

თუ LC) და ((ჯ») ფუნქციებს გადავანაცვლებთ, მაშინ მარჯვენა ნა- 
წილის #IV სხვაობიდან ყოველი მათგანი ნიშანს იცვლის და ამიტო- 

მაც გვექნება: 

(47) IC /)=( –– 1)”"X/, დ. 

ამგვარად, #(X) და /#(X) ფუნქციების გადასმის დროს რეზულ- 
ტანტს შეუძლია მხოლოდ ნიშნის შეცვლა. 

მეორეს მხრივ, ანალოგიურად შეგვიძლია დავწეროთ 

9 ? 

MC /)=ს1L /6ი) = წ% I რირი რუთს +. 4+რა 
=1 =1 ' 

საიდანაც ჩანს, რომ რეზულტანტი წარმოადგენს #: ხარისხის ერთგვა- 

როვან ფუნქციას #(X) ფუნქციის კოეფიციენტების მიმართ. 

ამგვარად, / (2) და #(X) ფუნქციის რეზულტანტი /(X) ფუნქციის 
რი მე ს.ც მგ კოეფიციენტების მიმართ წარმოადგენს 7X ზარისბის 

ერთგვაროვან ფუნქციას, ხოლო §(X) ფუნქციის ხა, ხის · ხნ კოე- 

ფიციენტების მიმართ კ ხარისხის ერთგვაროვან ფუნქციას. 

ამგვარად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 

(48) XV, დ) = 2) Cა“იძ,5 ... თ„რიხემინ,8, .., ნ„ზთ,
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სადაც · 

(49 თ +, -L .-. + თ-=7, 

ზი + 8, +.--+ მა»=#. 
(48) და (49) ტოლობათა შედარება გვაძლევს: 

„" 77. 

ძე ხი" II LI (Cუ – #Xა)=1, Cძებირ,%; ... ძ„რინეჩი ... ნ,ზ.). 

1=1 X=1 

თუ მხედველობაში მივიღებთ (49) თანაფარდობებს, უკანასკნელი 
ტოლობა შეგვიძლია გადავწეროთ შემდეგი სახით: 

II ”Iთ –#)= 5» 2. -9) Cძე%ი,% ,-. ძეზინეჩინ, მ. ... ჩ„ჩთ => 
1=1 L=1 

=-09060620, 
ახლა გავიხსენოთ, რომ 

„რ... MM  _ თ, 1=1, 2, ..., # 

რი ჩი #=1, 2, . ., თ. 

ძე, ..., ს არიან ძირითადი სიმეტრიული ფუნქციები ჯ, X#,, +... X» 

ელემენტებისა და შესაბაჭისად თ',, ..., თ» არიან ძირითადი სიმეტ- 

რიული ფუნქციები «, . · · > ელემენტებისა. 

მაშასადამე, 

ჩM ჩ (2 #)== 2, +Cთ თ ... თაბა0',მ+ ... თ, მო. 

ჯ=1 #=1 

მარცხენა ნაწილში გვაქვს ნამრავლი #IV მამრავლა, რომლებიც 

წრფივია X, XI ფესეების მიმართ. მაშასადამე, მარცხენა ნაწილი 

წარმოადგენს #7; ხარისხის ერთგვაროვან ფუნეგციას ყველა X,, ...%ი, 

XI ს.ა X. ფესვების მიმართ. 
მარჯვენა ნაწილში ჯ,, ...X,„ ელემენტების ყოველი თ; ფუნქცია- 

თაგანის ხარისხი ტოლია მისი ჯ მაჩვენებლისა, სრულიად ასევე, ყო. 

ველი ფუნქციის ხარისხი ჯ', ... Xთ ელემენტების მიმართ ტოლია #
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მაჩვენებლისა. მაშასადამე, მარჯეენა ნაწილის ყოველი წევრის ხა–- 

რისხი ყველა X«;, ..., Xი, X ვა XI ცვლადების მიმართ იჭნება: 

459) თ, ++ 2თ, -L ·.· + თა, + 8, -L 28, -L -.. + 8. 

ეს ხარისხი, როგორც ახლა დავინახეთ, ##-ის ტოლია: 

(51) თ,4+2თ, +... + წთ, -L 8, -- 28, -– ... + #8, = 7. 

ამგვარად, ყოველი წევრისათვის - 

(52) Cძე“აძ2 ... მარახეჩან,ჩ, .. ხაჩ,, 

რომელიც შედის X(C/, ე”) რეზულტანტის შემადგენლობაში, ადგილი 

აქვს (51) ტოლობას, ჯამს (50) ეწოდება (52) წევრის წონა. 

ჩვენ დავამტკიცეთ ამგვარად, შემდეგი დებულება: · 
MCს §) რეზულტანტის ყველა წევრს აქვს ერთი და იგივე წონა, 

რომელიც /(X) და წ(»X) ფუნქციების ხარისხების ნამრავლის 

ტოლია, 

მაგალითის სახით მოვძებნოთ რეზულტანტი მეორე ხარისხის 

ორი ფუნქციისა: 

(53) #(X) == ძეჯ»" -I- 0,X -L ია, §(X) = ხაჯ? + ხ,X + ხ,- 

განსაზღვრის თანახმად გვაქვს . 

IV, §)=-ძი" #(X,) 2(%.), 
სადაც #, და X, არიან /(X) ფუნქციის ფესვები. ჩავსვამთ რა ((#,) 
და #(X,)-ის ნაცვლად მათ მნიშენელობებს, მივიღებთ: 

ILCV, §) =02(ჩა %+ ნ, XL ხა.) (% X% +, %5 –+ნჩე. 

გავხსნით რა ფრჩხილებს და »ც X, ელემენტების სიმეტრიულ 

ფუნქციებს შევცვლით მათი გამოსახულებებით: 

ძ ძ = 1 - =–...2 X, + Xე,ლ=---1, 22ლ=-2, 
: ში . იი 

9 9 2 ი1-- 2ძათ 
XX + X2=C, -+L «ა? –- 22, 2ე =– “ფუ.
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მივიღებთ: 

XLI, თ)== ხე ძვ-– ჩა ხ; თ, «ე -L ჩე ხ, 01 –– 2წჩე ჩ, ძე ძე –– 

–-ნ, ჩე ძე 0, +ჩ1 ძე ძე-L-ჩ «გ. 

როგორც მოსალოდნელი იყო, ჩეენ მივიღეთ ფუნქცია, რომლის 
ყველა წევრს აქვს წონა 4; ეს ფუნქცია შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ 
შემდეგი სახით: 

(54) M(/ თ) =(იაჩ,-- ი, ნ,)“-LC4, ჩე––ძე ხ,) (ი, ნ,--ძეხ,). 

ამგვარად, იმისათვის რომ ორ ფუნქციას (ნვ), ან ორ შენაბამ 

კვადრატულ განტოლებას ექნეს ერთი საერთო ფესვი მაინც, აუცი- 
ლებელია და საკმარისი, რომ 

(ძე ჩე –– რკ ჩი)? -L (4, ჩე –– ძე ნ,) (0, ხე –– 6, ნ.) ==0. 

2. რეხულტანტის ცნება გამოვიყენოთ განტოლებათა სისტემის 

ამოხსნისათვის, დავუშვათ, რომ მოცემულია ორი განტოლება: 

(55) X#(Cრ 7)==9, #(#, ))=9, 

სადაც /(X, 1) და §(X, 7) არიან ჯ და >» (ვლადების მთელი რაციო- 
ნალური ფუნქციები. /(X, 7) ფუნქციის ხარისხი X და ”»-ძის მიმართ 

აღვნიშნოთ #-ით, ((X, /) ფუნქციის ხარისხი კი #-ით, განეალაგებთ 

რა /#X%, )) და ((X, /) ფუნქციებს ჯ და 7 (ცვლადების ხარისხების 

მიხედვით, შეგვიძლია დავწეროთ; 

(56) | #4% წ)=ძეჯ"-L ი,ჯ"“ 1 -L ... + რ, კX +L ი, 
· 9წ(0ი »X)=ჩი ჯე + ხ, ჯიი1.L .. –+სხსა-) ჯ +-ჩ,, 

სადაც ძეც .·- 0,, ხი, ·- ჩა არიან #-ის ფუნქციები. ამასთან ძ; კოე- 

ფიციენტის ხარისხი ჯ-ს მიმართ არ აღემატება ( მაჩვენებელს, 

რადგან /(X, /) ფუნქციის ხარისხი ორივე X და V (აკვლადის მიმართ 

არ აღემატება ჯ-ს; სწორედ ასევე ჩ, ფუნქციის ხარისხი წ-ის მიმართ 

არ აღემატება #-ს, 

ახლა დავუშვათ, რომ სისტემა (55) განტოლებებისა კპაყოფილ- 

დება %»=:X,, /=1) მნიშვნელობებისათვის: 

- #(X,ს 7)=9, (§(X,, XI)=9. 
“თუ (56) ფუნქციაში ჩავსვამთ მნიშვნელობას X+=), და X დავტო- 
ვებთ ცვლადად, მივიღებთ ჯ-ის ორ ფუნქციას; ამ ორ ფუნქციას
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უნდა ჰქონდეს საერთო ფესვი. X=X,. ჩვენ ვიცით რომ ორ ფუნქ- 

ციას საერთო ფესვი შეიძლება ჰქონდეს მხოლოდ და მხოლოდ იმ 

შემთხვევაში, როცა მათი რეხულტანტი ნულად იქცევა. შევადგი- 

ნოთ (56) ფუნქციების რეზულტანტი, ამასთან ეს ფუნქციები განვი- 

ხილოთ როგორც ფუნქციები ერთი ჯ ცვლადისა. ამგვარად მიღე- 

ჯული რიე ტანტი იქნება მთელი რაციონალური ფუნქცია რეა: ""') 6» 

ხც ·- ჩო კოეფიციენტებისა: 

(57) 1= 2ე6იკზიი,5% ... თ,წიჩემიზ, მა „.. ნ„მი; 

· 

მაგრამ ეს კოეფიციენტები თავის მხრივ არიან ჯ-ის მთელი ·რა- 

ციონალური ფუნქციები, მაშასადამე, (57) რეზულტანტიც იქნება 
ჯ-ის მთელი რაციონალური ფუნქცია: 

(67) - 1=ც).. _ 
რადგანაც 7= 1; არის (56) ფუნქციების საერთო ფესვი, ამიტომ XI 

რეზულტანტი ნულად იქცევა, როცა წ” == 3,; სხვა სიტყვებით რომ 

გთქვათ, 1), მნიშვნელობა უნდა იყოს ფესვი განტოლებისა: 

(58) #6) =90. | 

პირიქით დავუშვათ, რომ #, მნიშვნელობა წარმოადგენს (58) 

განტოლების ფესვს, ამასთან იკ და ხე კოეფიციენტები ნულად არ 

იქცევიან ამ მნიშვნელობისათვის, რადგანაც #(/) რეზულტანტი ნუ- 

ლის ტოლია, როცა #7=)/ს ამიტომ 7=>), არის (56) ფუნქციების 
საერთო ფესვი # 

თუ Xჯ, არის საერთო ფესვი, მაშინ X,, 2, მნიშვნელობები აკმა- 

ყოფილებს (55) განტოლებათა სისტემას. 

ამგვარად, (55) სისტემის ამოხსნა დაიყვანება (58) 
განტოლების ამოხსნამდე. ამბობენ, რომ (58) განტოლება 

წარმოადგენ" (55) განტოლებებიდან ჯ (ცვვლადის გამორიცხვის 
(ელიმინაციის) შედეგს.. 

ახლა ვნახოთ, რა შეიძლება ითქვას (58) განტოლების ხარისხის,. 

ან რაც იგივეა ML) ფუნქციის ხარისხის შესახებ. 

X ეს ფესვი ერთადერთია, თუ 1, არის (58) განტოლების მარტივი ფესვი, 
ხოლო თუ ქ); არის ჯერადი ფესვი, მაშინ მას “შეესაბამება ინდენი »ჯ მნიშვნე– 

ლობა, როგორიცაა მისი ჯერადობა, .
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ჩვენ ვიცით, რომ ყოველი თ, ML კოეფიციენტთაგანის ხარისხი 

ჯ-ის მიმართ არ აღემატება # მაჩვენებელს. ამიტომ (57) რეზულ- 

ტანტის ყოველი წევრის ხარისხი ”-ის მიმართ არ აღემატება 

თ, +2თ, +- ..· + #29, + 8, -L 28, -L ... -L #I8» 

· ჯამს. ეს ჯამი წარმოადგენს განსახილველი წევრის წონას; მაგრამ 
ზევით დავინახეთ, რომ რეზულტანტის ყველა წევრს აქეს ერთი- 
დაიგივე წონა, რომელიც #II-ის ტოლია, მაშასადამე, # რეზულ- 
ტანტის ხარისხი და მასთან ერთად (58) განტოლების ხარისხიც 7-ის 
მიმართ არ აღემატება #V/-ს. 

ამგვარად გვაქვს შემდეგი დებულება: 
თუ მოცემულია ხისტემა ორი განტოლებისა ორი უცნობით, 

მაშინ ერთ-ერთი უცნობის გამორიცხვა გვაძლევს განტოლებას, 
რომლის ხარისხი არ აღემატება მოცემულ განტოლებათა ხარისხე- 

ბის ნამრავლს. 

გეომეტრიული თვალსაზრისით ეს დებულება შეესაბამება იმ 

ფაქტს, რომ იმ ორი ალგებრული მრუდის გადაკვეთის” წერტილ- 

თა რიცხვი, რომელთა · რიგები შესაბამისად უდრის ჯ და »„-ს, არ 

აღემატება #/-ს. 

8, წინანდელი შედეგები გამოვიყენოთ ფუნქციის ჯერადი ფესეე– 

ბის საკითხისათვის. III თავში დავინახეთ, რომ /(») ფუნქციის ჯე- 

რადი ფესვები ამავე დროს იქნება #/(#X) ფუნქციის და მისი /(X) წარ- 
მოებულის საერთო ფესვები, 

მაგრამ იმისათვის რომ /(X) და /”(X) ფუნქციებს ჰქონდეთ სა- 

ერთო ფესვები აუცილებელია და საკმარისი, რომ ამ ფუნქციების 
რეზულტანტი ნულის ტოლი იყოს, 

7(X) და /(X) ფუნქციების რეზულტანტი შეიძლება წარმოვიდგი- 
ნოთ ასეთი სახით (შეად. ზევით (44)-ს|: 

(59) XCჩ /)= თ" II / და. 
1=1 

მეორეს მხრივ, დავშლით რა /(X») ფუნქციას წრფივ მამრავლებად 

:(X) =ძა(+–– X;) (X –– 2) -+- (X –– XV), 

  

" აქ ლაპარაკია იმ გადაკვეთის წერტილებზე, რომლებიც სიბრტყის სასრუ- 
ლი ნაწილშია მოთავსებული. 

14. უმაღლესი ალგებრა
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ნამრავლის გაწარმოების წესის მიხედვით გვექნება: 

#I(X) = ძი(X-– X,) (X –– %ვ) ..·(X –– X,) + 

+ ძა(X –– 2.) (X –– Xვ) «.+ (X –– გ) +- -..... 

+» + ძა(X – %) :.- (X –– XI-1) (X –– 24) «-- (X – XI + 

·-· + ია(X –– X,) (X –– Xე) ··· (X –– Xა–ჯ). 

ახლა თუ დავუშვებთ, რომ X=Xჯ, მაშინ მარჯვენა ნაწილის ყვე- 

ლა ნამრავლი, რომლებიც შეიცავენ ჯ -- X; მამრავლს გადაიქცევა 

ნულად, და მივიღებთ: 

–_..–. 
თუ ამ გამოსახულებას ჩავსვამთ (59)-ში, ვიპოვით: 

1LCჩ /)= ძი"-1იე" LI (2 – X,) ·-, (+ –– X- ე) (X% –– %+I) «+ 
· 1=1 · 

«.. (XV –- XI) =რი" “რე 'VX, –-X;) (%; –– Xვ) «>> (X, –– %) (Xე –– 2) . : 
“,, (ვ –– %ვ) ».· (XV, –– Xა) (+ – ჩ7,) ·.. (+, –– X,) (Xგ –– Xა) ..- (+ა–-Xი- ე): 

მარჯვენა ნაწილში გვაქვს ჯ, – ჯ, სახის სხვაობათა ნამრავლი; 

ადვილი დასანახია რომ ყოველი სხვაობა - ამ · ნამრავლში შეგვ- 

ხვდება ორჯერ: ერთხელ ნიშნით (-L), მეორეთ ნიშნით-(–-), რადგა- 

ნაც #–# სხვაობათა სხვადასხვა რიცხვი ტოლია “წ -)-სა, ამი- 

ტომ გეექნება 
M(ს –> 1) _ · 

(ნს) IV, /)=(-1) 2 იე ია1I ((-–- XI, „თ“ 

ამასთან ნამრავლი მარჯვენა ნაწილში ვრცელდება ყველა (; #) შე- 
ერთებაზე, ადვილი დასანახია რომ ნამრავლი : 

(62) II CC -– #)ბ=(», –– X,)ბ (06 –– #,)? ... (+, –– »,)? 
"9, # · · 0 

· (C2= _ 2.)?
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წარმოადგენს სიმეტრიულ ფუნქციას X,, ..., + ელემენტებისას; ფეს- 
ვების ნებისმიედ გადანაცვლებამ შეიძლება შესცვალოს (62) ნამ- 

რავლის მხოლოდ თანამამრაელთა რიგი. აქედან გამომდინარეობს, 

რომ ეს ნამრავლი გამოისახება რაციონალურად /(ჯ) ფუნქციის კოე- 

ფიციენტებით; თანახმად § 1-ისა ჩვენ მივიღებთ ამასთან წილად 

გამოსახვას, რომლის მნიშვნელი ტოლია ძერ-ისა, სადაც თ. არის 

ჯ-ის მაჩვენებელი (62) ფუნქციის უმაღლეს წევრში. ადვილად გა–- 

მოსარკვევია თუ რას ეტოლება ამ შემთხეევაში ეს მაჩვენებელი. 

მართლაც, (62) ნამრავლი შეიცავს (X, –– »)1 სახის #–-- 1 მამრავლს, 

მაშინ როდესაც დანარჩენი მამრავლები არ შეიცავენ X, ელემენტს. 

ამიტომ (62) ნამრავლის უმაღლესი წევრი შეიცავს X,10-1) მამრავლს, 

მაშასადამე, საძიებელი მნიშვნელი იქნება ძებ"-1; თუ (62) ნამრავლს . 

· გავამრავლებთ ძე1"-1-ზე, მივილებთ გამოსახვას, რომელიც წარმოა- 

დგენს მთელ რაციონალურ ფუნქციას /(:) ფუნქციის კოეფიციენ- 
ტებისას; ამ გამოსახვას 

(63) –_–___–– 
(CM) 

ეწოდება /(CX) ფუნქციის, ანუ . 7 (X)=0 განტოლების დისკრი- 
მინანტი, 

შევნიშნოთ ახლა, რომ (61) თანაფარდობა შეიძლება გადავწე- 

როთ ასეთი სახით: კს 

”–1 20 ––-2 

6 /ე)=C 0) 2? რით 1ILLC-X 
: C6M 

ან, მივიღებთ რა მხედველობაში (63)-ს, 

(64) XC, / )=5(-–1) 2. ძა. 
ამგვარად, /(ჯ) ფუნქციის და მისი /#'(») წარმოებულის რეზულ- 

ტანტი #(X) ფუნქციის დისკრიმინანტისაგან განსხვავდება მხოლოდ 

3- ძე მამრავლით, 

თუ /(X) არ გადაიქცევა იგივურად ნულად, მაშინ ეს მამრავლი 
განსხვავებულია ნულისაგან,
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წინანდელისაგან გამომდინარეობს: იმისათვის, რო8 IL») ფუნქ- 
ციას ჰქონდეს ჯერადი ფესვები, აუცილებელია და საკმარისი, რომ 

მისი დისკრიმინანტი ეტოლებოდეს ნულს: 

L =9. 

სავარეგიშო. 

გამოვთვალოთ დისკრიმინანტი მესამე ხარისხის ზოგადი განტოლებისა. , 

ძაXზ + 0;X? + 0კX+ძა = 0. 

მოცემულ შემთხვევაში 

= ძეზ II (X( –– XI)? = 
. 

== ძა%+X; –– ჯე)? (Xჯ –– X3)2 (Xე –– 2გ)“. 

ახლა უნდა გამოვიყენოთ (29) თანაფარდთბა და თ,, თე, ძე ელემენტები შევცვა- 

ლოთ მათი გამოსახვებით განტოლების კოეფიციენტების საშუალებით. , 

ეს მოგვცემს ასეთ შედეგს: – 

(65) = – 40,მძე + ძ,აბიე? + 18ძიი,ძეძე –- 42ა6)9 – 27ძეძებ. 

კითხვები თვითშემოწმებისათვის 

1. რა არის სიმეტრიული ფუნქცია? 
2. რომელ სიმეტრიულ ფუნქციებს ეწოდება სიმეტრიული? 
3, რაში მდგომარეობს სიმეტრიული ფუნქციების ძირითადი თეორემა? მისი 

დამტკიცების გეგმა, ' 
4. რა შეიძლება ითქვას იმ XVL,, 9, ..., იძ) ფუნქციის ხარისხის შესახებ 

თ, . +. «I, ში ელემენტების მიმართ, რომელიც გვაძლევს სიმეტრიული დ ფუნქ- 
ციის გამოსახვას თ,, 0,,, „ . იგ ელემენტების საყუალებით? 

5, რა არის „ფუნქცია სიმეტრიული მნიშვნელობით? 
6. როგორ გამოისახება განტოლების ფესვების მთელი სიმეტრიული ფუნქ– 

ცია იმავე ზანტოლების კოეფიციენტების საშუალებით? 

7. რა არის ორი მთელი რაციონალური ფუნქციის რეზულტანტი? 
მ. როგორია / (X) და ((X–) ფუნქციების რეზულტანტის ხარისხი ამ ფუნქციიის 

კოეფიციენტების მიმართ? _ · 

9. როგორია IX „)=0 განტოლების ხარისხი რომელსაც მივიღებთ ორი 
მოცემული /(Xჯ, V„)=0 და (§(ჯ, V) = 0 განტოლებებიდან გამორიცხვის გზით? 

40, რას ეწოდება / (X) ფუნქციის დისკრიმინანტი?



თავიV:· 

ღაბალი ხარისხის განტოლებათა 
ალგებრული ამოხსნა 

§ 1. პრობლემის დასმა 
· 

1· III თავში გამოვარკვიეთ, რომ მთელ რაციონალურ ფუნქციას 

#(X)=0ძეჯ" -L ძ,X"-1 -L ,.. ძგ– ე X -L ი“ 

აქვს ზუსტად # ფესვი; ახლა ჩვენ შევისწავლით ამ ფესვების მოძე– 
ბნის საკითხს, ე. ი. 

4) ძაX" + თ,X 1-1 -L ...-L ძ--, X-+ ი =0 

განტოლების ამოხსნის საკითხს., 

ამოცანა (1) განტოლების ამოხსნის შესახებ შეიძლება დაისვას 

სხვადასხვანაირად. თუ განტოლების კოეფიციენტები წარმოადგენენ 

გარკვეულ რიცხვებს, მაშინ შეიძლება ლაპარაკი რიცხვითი ამოხსნის 

შესახებ, ე. ი. ფესვების გამოთვლის შესახებ ნებისმიერი მოცემული 

სიზუსტით. ამ ამოცანას ჩვენ შევეხებით შემდეგ თავში. 

თუ მოცემულია ზოგადი სახის განტოლება, მაშინ რიცხვითი 

ამოხსნაზე საუბარი უაზრო იქნებოდა. საკითხის მეორენაირი დასმა 

მდგომარეობს იმაში: რომ განტოლების ფესვები გამოვსახოთ მისი 

კოეფიციენტებით განსაზღვრული ოპერაციების საშუალებით; თუ ეს 

ოპერაციები დაიყვანება ძირითად მოქმედებათა (შეკრება, გამოკლე- 

ბა, გამრავლება და გაყოფა) და ფესვების ამოღების სასრული რიც- 

ხვამდე, მაშინ ამბობენ განტოლების ალგებრულ ამოხს- 
ნის შესახებ, ვინაიდან რაციონალურ მოქმედებებთან ერთად 

გვაქვს ფესვის ამოღებაც (ნებისმიერი ხარისხისა), ამიტომ ამბობენ 

აგრეთვე განტოლების რადიკალებში ამოხსნის შე- 
' სახებ. 

ამგვარად, ამოვხსნათ განტოლება რადიკალებში, ეს იმას ნიშ- 

ნავს რომ ფესვები გამოვსახოთ კოეფიციენტებით რაცითნალურ
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მოქმედებათა და ფესვების ამოღების სახრფლი რიცხვის საშუა- 

ლებით. 

თუ გამოვიყენებთ /(») ფუნქციის კოეფიციენტებზე, ე. ი. ძა 
თ, ..» რი„-ზე მხოლოდ რაციონალურ მოქმედებებს (შეკრებას, გამო- 

კლებას, გამრავლებას და გაყოფას), მაშინ ჩვენ მივიღებთ შემდეგი 
სახის გამოსახვებს: | 

Cთ(ძე. ძც ++. მა) 

(2 VI ძI, «+. მი) / 

სადაც «(ძ, თ,, ·. ს რ») და %(ძე+ ძე, ·--, რ») არიან მთელი რაციონა- 
ლური ფუნქციები ძი: '· მ, ელემენტებისა, ამასთანავე ამ ფუნქციების 
კოეფიციენტები რაციონალური რიცხვებია, ცხადია, რომ (2) სახის 

ყველა ფუნქციათა სიმრავლე ჰქმნის ველს. ეს ველი აღვნიშნოთ 

X-თი. ადვილი დასანახია, რომ –-- ველი შეიძლება მიღებული იქნეს 
ყველა რაციონალურ რიცხვთა X ველისაგან ძა; I, ·.. ძ„ ელემენ- 
ტების ჩართვით (იხ. თავი 1) 

ს=XVჩ, ძც ... ძა) 

შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ (1) განტოლების ზოგიერთი ფესვი 

უკვე X ეელში იმყოფება, ე. ი რაციონალურად გამოისახებიან იძე, 
ძI, ..» რ, კოეფიციენტებით. ამას ადგილი ექნება მაშინ და მხოლოდ 
მაშინ, როცა / (X) ფუნქცია შეიცავს პირველი ხარისხის მამრავლებს,' 

რომელთა კოეფიციენტები # ველს ეკუთვნის. საერთოდ რომ ვთქვათ, 
(1) განტოლების ფესვები არ იმყოფება ველში. 

განტოლებათა ალგებრული ამოხსნის ამოცანა ახლა შეგვიძლია 

ჩამოვაყალიბოთ შემდეგნაირად: 

(1) განტოლების ამოხსნა ალგებრულად ნიშნავს იმას, რომ რა- 

დიკალების თანმიმდევრობით # ველისადმი ჩართვით „, შეიძლება 

აიგოს ისეთი »X, ველი, რომელიც შეიცავს მოცემული განტოლე– 

ზის ყველა ფესვგხ, 

ახლა შევნიშნოთ, რომ ყოველი რადიკალი 

ნ6=V თ, 
თავის მხრივ შეიძლება განვიხხილოთ როგორც ფესვი განტოლებისა: 

(3) ნ რთ=0;
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ასეთი სახის განტოლებას ეწოდება ორწევრა, ორწევრა (3) განტო- 
ლების ამოხსნა ტოლფასია თ რიცხვიდან # ხარისხის ფესვის ამო- 
ღებისა, ! 

ამგვარად, შეგვიძლია ვთქვათ, რომ ამოვხსნათ განტოლება რა- 

დიკალებში, ეს იმას ნიშნავს, რომ მისი ამოხსნა დავიყვანოთ მთე- 
ლი წყება ორწევრა განტოლებათა მიმდევრობითი ამოზსნამდე. 

სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, განტოლების ამოხსნა რადიკალებ- 

ში იმას ნიშნავს, რომ მისი ფესვები რაციონალურად გამოვსახოთ 

მთელი რიგი ორწევრა განტოლებათა ფესვების საშუალებით. 

შემდეგში დავინახავთ, რომ ამოცანის ამგვარი დასმით მივაღწევთ 

არსებით განზოგადოებებს, ახლა განვიხილოთ დაბალი ხარისხის გან- 

ტოლებათა ალგებრული ამოხსნის საკითხი, 

2. განვიხილოთ მეორე ზარისხის ფუნქცია 

I(X)ლXჯ3? –++ ჩX -L- ჟ”. 

თუ დავუშვებთ რომ 

(4) უ=72+)X+ი9 
და ლ და ჯ-ს განვიხილავთ, როგორც სიბრტყეზე მდებარე წერტი- 

ლის მართკუთხა კოორდინატებს, მაშინ (4) იქნება პარაბოლის გან- 

ტოლება. ეს განტოლება შეიძლება გავამარტივოთ კოორდინატების 

გარდაქმნის საშუალებით: 

X=0ი+7» უჯუ=ხ+V 

იგივე გარდაქმნით მივაღწევთ კვადრატული განტოლების 

(5) #+LხM(C+9=9 
ამოხსნას, 

მართლაც, თუ დავუშვებთ, რომ: 

' X=0C+X, . 

მაშინ განტოლება (5) მიიღებს სახეს: 

8 გ" +Cი +/)» + 9'+ჯი + 4=0. 
მუდმივი შევარჩიოთ ისე, რომ კოეფიციენტები »”-თან გადა- 

იქცეს ნულად: · 
2++#=9;
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_ ეს გვაძლევს 
თ ი=-+. 

ჩავსვამთ რა ძ მნიშვნელობას (7)-დან (6) განტოლებაში, მივიღებთ 

ორწევრა განტოლებას, 

(8) 21მ8-–- 4499, 

საიდანაც 

X == + ჯ' – 
4 ყ 

და მაშასადამე, 

(9) ი=:86#--55)/ 6-+C 

ამგვარად, იმ ველის მისაღებად, რომელიც (5) განტოლების ფე- 

სვებს შეიცავს, საკმარისია #=#(ჯ, ი) ველს ჩავურთოთ ორწეერა (8) 

განტოლების ერთ-ერთი ფესვი, ე. ი. უ( #- ი რადიკალის ერთ- 

ერთი მნიშენელობათაგანი, : ' 

თუ შემდეგში ვილაპარაკებთ რადიკალის ჩართვაზე ამით ჩვენ 

მხედველობაში გვექნება, თუ საწინააღმდეგო არ იქნება ნათქვამი, 

რომ ხდება ჩართვა ამ რადიკალის ერთ-ერთი მნიშვნელო- 

ბისა, ე. ი, შესაბამი ორწევრა განტოლების ერთ-ერთი ფესვისა, 

§ 2. მესამე ხარისხის ზანტო ლება 

1. მესამე ხარისხის ზოგადი განტოლება შეიძლება წარმოვიდგი- 
ნოთ შემდეგი სახით: 

(19) ჯმ + სჯ + #:X -L ჯუ=9. 
მოვახდინოთ გარდაქმნა 

(11) #=ძ-+7. 

თუ (10) განტოლებაში ჯ-ის ნაცვლად შევიტანთ (11) გამოსახ 

ვას და განვალაგებთ ჯ' ხარისხების მიხედვით, მივიღებთ: 

|ბირენგალე რი გგაიჩა»+ (12 
+ ი'-L#,ი' + #,6+), = 9.
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შევარჩევთ რა სათანადოდ « მუდმივის მნიშვნელობას, აქ შეგვიძ- 
ლია მივაღწიოთ იმას, რომ ნულად იქცეს ან კოეფიციენტი »”-თან, 
ან კოეფიციენტი »'-თან, პირველ შემთხვევაში დ-ს განსაზღვრისა- 
თვის გვექნება წრფივი განტოლება, მეორე შემთხვევაში -– კვადრა– 

ტული განტოლება. შევჩერდეთ პირველზე: 
3ე -L-ჩ,5–0, 

საიდანაც ჩ” 

ი=ჩ! #L. 

ჩავსვამთ რა ამ მნიშვნელობებს (12)-ში გვექნება; 

013) ე"? -L #X' -L ი=0, 
სადაც : 

; 2608 
(14) ხ=-6%- +, ე=- 8-ს L.. 

ამგვარად, მოცემული (10) განტოლების ამოხსნა 
დაიყვანება „არასრულირი (13) განტოლების ამოხ- 

სნამდ.ე. თუ უკანასკნელი განტოლება ამოიხსნება, მაშინ მოცემუ– 

ლი განტოლების ფესეები მოიძებნება თანაფარდობიდან: 

(15) ს გ=- #47. 

გადასვლა (10) განტოლებიდან (13) განტოლებაზე შეიძლება მოხდეს 

შემდეგნაირად, თუ დავუშვებთ, რომ 

#C) = X?2-+ ჩამ -L#,%-L ჩ,, 

მაშინ (12) განტოლების მარცხენა ნაწილი უნდა ემთხვეოდეს 

/#/(თ+#)-ის დაშლას » ზბარისხებად; ეს დაშლა შეიძლება წარმოვი- 

დგინოთ შემდეგი სახით: ' · 

#76+7=/0 + #9#+ 414700 +- 739»; 
ამასთან 

#(ძ) 

“ვ=1.
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ამგვარად, (12) განტოლება შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგი სახით: 

Xჰმ8L 10» –+ /'(ი)»' –+ /(0) ==0. 

ამაში ადვილად დავრწმუნდებით უშუალოდაც. თუ ე=-#%LI, 

მაშინ 

#0 –9%+#=9, 
#VC)=/, |/ (9) = ი (შეად. (14)); 

რომ განესაზღვროთ ჩღალ კოეფიციენტების მნიშვნელობანი შეიძ- 

ლება გისარგებლოთ ჰორნერის სქემით, 

მაგალითის სახით განვიხილოთ განტოლება 

–9ჯ--. 21» –- 5=0. 

აქძ=-–- >=34, და (12) თანაფარდობა მიიღებს ასეთ. სახეს: 

X=# –+3; პორნერის სქემით მოვნახავთ #8=/"M3) და ძ= /C(3); ' 

ვ 1 |–9| 21| –5 
  

1 |–6|) 3) 4 =/(66)=« 

1 –3 –-6 =/ '(3)=ჯ. 

ამ შემთხვევაში (13) განტოლება იქნება: 

ჯ%ბ-–- 6X –+-4=0, 

          

შენიშვნები: ა) გარდაქმნა (11) გვაძლევს საშუალებას თ მუდმი- 

ვის სათანადო არჩევით კვადრატული განტოლება დავიყვანოთ (8) 

სახის განტოლებამდე, რომელიც არ შეიცავს X ცვლადის პირველ 

ხარისხს, ხოლო მესამე ხარისხის განტოლება-– (13) სახის განტოლე- 
ბამდე, რომელიც არ შეიცავს ჯ-ს. 

ახლა განვიხილოთ ჯ ხარისხის განტოლება: 

(16) » + ს" 1-L ჩეXხ-მ.-+- ... + ჩე ==0,
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რომელსაც აქვს #,, X., ·· X,„ ფესვები; თუ აქ დავუშვებთ, რომ: 

(17) X=0-L7» 

და განვალაგებთ ჯ' ზარისხების მიხედვით, მაშინ მივიღებთ ასეთი 

სახის განტოლებას: 

00 კინ გსვოი ტი + .. +, =0. 
(16) განტოლების ფესვები აღვნიშნოთ X”, MX ს XV ით. 
(17)-ის ძალით გვექნება: , 

: 2X,==0თ + XI 
მეორეს მხრივ 

ტხ,= – (0 + %, + ·-· + >.) 

სე=- იხსნი ნ..+-#) =-C+%+ ·.+#%)+7ი. 
მაშასადამე, 

ს)=/#-+ი. 

ახლა დავუშვათ, რომ თ მუდმივი აკმაყოფილებს პირობას 

ჩ, + Mი= 0, 
ანუ 

ი=- #. 

” 

მაშინ გვექნება 

#M.=0 

და (16) განტოლება არ შეიცავს ჯ'“-1-ს, 

ამგვარად, რომ (16) განტოლება გარდავქმნათ ისეთი ხახის გან- 

ტოლებად, რომელიც არ შეიცავს ცვლადს #- 1 ბარისხში, საკმა-. 

რისია დავუშვათ, რომ 

(18) _ «--4%4+X 

სადაც #. არის კოეფიციენტი ჯ»"-1-თან მოცემულ განტოლებაში. 

ბ) თუ (12) ფორმულაში მდგომ ძი მუდმივს შევარჩევთ ისე, რომ' 
კოეფიციენტი #-თან გადაიქცეს ნულად, მაზინ მივიღებთ ასეთი სა–- 

ხის განტოლებას: 

23 -L „მ I #:= 0.
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გბეყოფთ რა ორივე ნაწილს «ზე გვექნება: 

9:92. 
თუ დავუშვებთ, რომ: 

მივიღებთ განტოლებას: 

§პ „-§6 =./ 

ასეთი სახის განტოლებებს იხილავდნენ ძველს ბაბილონში (CV, შე. 

სავალი). 
2. ახლა ამოვხსნათ მესამე ხარისხის „არასრული“ განტოლება: 

09 მ +-IX4+-9/-0, 
თუ გავყვებით ტარტალიას მიერ ნაჩვენებ გზას, X-ს წარმოვადგენთ 
ორი საკრების ჯამის სახით: 

X#=Vყ-Lუ. 

ორივე ნაწილი ავამაღლოთ კუბში: 

= მ + ყვ –– 3ყი(ს -L 1). 

შევცვლით რა #9 + წ-ს ჯ-ით მივიღებთ: 

(2) 23 – 3ყ0ჯ –- (9 -L ხმ) = 0. | 

თუ «V და V-ს ქვეშ ' ვიგულისხმებთ განსაზღვრულ “რიცხვებს, მა- 
შინ თანაფარდობა (20) შეიძლება განვიხილოთ როგორც განტოლე- 

ბა ჯ-ის მიმართ. ამ განტოლებას აკმაყოფილებს X = ყ -L წ მნიშვნე- 

ლობა, 

შევადაროთ (20) განტოლება მოცემულ (19) განტოლებას, თუ 

მოვახერხებთ # და წ-ს შერჩევას ისე, რომ შესრულდეს თანაფარ- 

დობანი · იი ' 

(214) –- ვ3ყყ=4#, 

დს –00+=5-V 
მაშინ (19) და (20) განტოლებანი ერთმანეთს ემთხვევა, მაშასადამე,
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»ჯ=%+-9%9 მნიშვნელობა, რომელიც აკმაყოფილებს (20)-ს, დააკმაყო– 
ფილებს (19)-საც. 

ახლა უნდა ვიპოვოთ « და V მნიშვნელობანი, რომლებისათვისაც 

სრულდება პირობა (21), თუ ავამაღლებთ (21 ი) განტოლების ორივე 
ნაწილს კუბში, გვექნება: 

(224) ყზეზ = (+), 

(22ხ) ყ -L 9მ =--ქ. 

ეს თანაფარდობანი გვიჩვენებს, რომ «3 და ყ3 წარმოადგენენ შემ- 

დეგი კვადრატული განტოლების ფესვებს: 

I ქ ჯ “# (23) ჯ#+7- C =0, 

რადგანაც (22) თანაფარდობანი სიმეტრიულია V' და ფ"-ის მი- 

მართ, ამიტომ სულერთია (23) განტოლების რომელი ფესეთაგანი 
უნდა მივიჩნიოთ "ად, ამიტომ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 

–“ილ 
აქედან მოვნახავთ V და «-ს მნიშვნელობებს: 

–რპირ ცერ. 
|<M-5 0)+0). 

(24) რადიკალებიდან ყოველ მათგანს აქვს სამი მნიშვნელობა. 
ამ მნიშვნელობათა კომბინირებით ერთმანეთთან მივიღებთ (V,V%) 

მნიშვნელობათა ცხრა სისტემას, რომლებიც აკმაყოფილებენ (22, თ 

და ხ) განტოლებებს. ამ მნიშვნელობებს შორის უნდა გამოვყოთ 

ისინი, რომლებიც აკმაყოფილებენ (21 ქ) განტოლებას. 

· 

  

  

(24)
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ამგვარად, იმისათვის, რომ (20) განტოლება ემთხვეოდეს მოცე- 

მულ (19) განტოლებას აუცილებელია და საკმარისი, რომ ყ და ი 

"რადიკალების მნიშვნელობანი აკმაყოფილებდეს პირობას: 

(21) «=--%#%#. 

ამ პირობებში ჯX = + წ მნიშვნელობა იქნება მოცემული განტო- 

ლების ფესვი. # და წ-ს ნაცვლად ჩავსვამთ რა მათ მნიშვნელობებს, 
მივიღებთ ეგრეთ წოდებულ კარდანოს ფორმულას: 

დ X-M -4+/ (1)+(5)/+ 
3X-5-4C09C)' 

ერთ-ერთი რადიკალის მნიშვნელობა ამ ფორმულაში შეიძლება 

“შევარჩიოთ ნებისმიერად; მაშინ მეორე რადიკალის შესაბამისი მნიშ- 

ვნელობა განისაზღვრება (21 ი)-დან. ამგვარად, ჩვენ მივიღებთ მო–- 

ცემულ განტოლების სამივე ფესვს, თუ «,-ით აღვნიშნავთ « რა- 

დიკალის ერთ.ერთ მნიშვნელობას, მაშინ იმავე რადიკალის ორი სხვა 
მნიშვნელობა იქნება #,6, და «,6,, სადაც “ ' 

  

  

  

· 2% , , . 2ჯ 1 ,.V3 
6,=005 <- -L+-1810 -ვ-=-–--ე- +:V > , 

4X .- . 4ჯ 1 .V3 

5 =008-ვ- 1-181ს -3-=---- –+“3 
არის მესამე ხარისხის ფესვი ერთეულიდან. (თავი I, ·§ 3). ” 

წ რადიკალის მნიშვნელობა, რომელიც) შეესაბამება # რადიკალის 
#, მნიშვნელობას მოიძებნება (210) თანაფარდობიდან: 

(26 ფ=- -ვს-. ა 

დ რადიკალის ორი დანარჩენი მნიშვნელობა იქნება ფშ.,6, და 9,6. 
ადვილად დასანახია, რომ # რადიკალის V;§5, მნიშვნელობას შეესა- 
ბამება ჯ რადიკალის დ,6, მნიშვნელობა, რომ დავრწმუნდეთ ამაში,
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საკმარისია ვუჩვენოთ, რომ ამ მნიშვნელობათა ნამრავლი აკმაყოფი- 
ლებს (218) პირობას: 

(«)) (6,9) =C,9)) (-,§,)=#,,= –-წ.. 
ამგვარადვე დავადგენთ, რომ ყV რადიკალის #,6ე მნიშვნელობას შე- 

ესაბამება წ რადიკალის ყ,06, მნიშვნელობას. 

შევკრიბავთ რა V რადიკალის ყოველ მნიშვნელობას წ-ს შესაბა- 

მის მნიშვნელობასთან, მივიღებთ (19) განტოლების სამ ფესვს: 

X,=%, + V,, · 

2X3=%)6,+V,6, 

%ე =1,6ე-1-96,. 
(27) 

ახლა შეგვიძლია ავაგოთ ველი, რომელიც შეიცავს მესამე ხარისხის 

(19) განტოლების ყველა ფესვს; ამ მიზნით უწინარეს ყოვლისა 

#=1I(0, 0) ველს ჩავურთავთ რადიკალს: 

ჯ#C)ველს ჩვენ ჩავურთავთ მესამე ხარისხის ერთ-ერთ წარმოსახვით 
ფესვს ერთეულიდან, მაგალითად 6-ს, დაბოლოს XXV, C,) ველს ჩა- 

ვურთავთ რადიკალს: 

(27) და (26) ფორმულები გვიჩვენებენ რომ ამგვარად მიღებული 

ველი შეიცავს (19) განტოლების ყველა X, X;) Xვ ფესვს. 
8. ახლა დავუშვათ, რომ 

ით კმ+X-+L+9=0 
განტოლების კოეფიციენტები წარმოადგენს ნამდვილ რიცხვებს; ვნა- 
ხოთ, რა შეიძლება ითქვას ასეთ განტოლების ფესვებზე. აჭ შეიძლე- 

ტა ადგილი ექნეს სამ სხვადასხვა შემთხვევას იმისდა მიხედვით. გა- 
1 2 3 
მოსაზულება | (X) +(4 ) იქნება _დადებითი, უარყოფითი თუ 

ნულის ტოლი,
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3 ვ 

1) (+) + (+) > 90. ამ შემთხვევაში (25) ფორმულაში ყოვე- 

ლი კუბური ფესვის ნიშნის ქვეშ იქნება ნამდვილი რიცხვები. 

მაშასადამე, აღნიშნულ ყოველ კუბურ რადიკალს ექნება ერთი ნამ- 

დვილი მნიშვნელობა და ორი წარმოსახვითი შეუღლებული, V,-ით 

აღვნიშნოთ « რადიკალის. ნამდვილი მნიშვნელობა; მაშინ ჯ, მნიშვ- 

ნელობა, რომელსაც ვიპოვით (26) ფომულით აგრეთვე იქნება ნამდ- 
ვილი (რადგანაც ჯ "ნამდვილი რიცხვია). ამგვარად, (19) განტოლე- 

ბის ფესვი 

(28) · X,=%, LV, 

იქნება ნამდვილი, რომ მივიღოთ გამოსახულებანი #, და ჯე-სათვის, 

(27)-ში C, და 6, რიცხვების მაგიერ ჩავსვათ, მათი მნიშვნელობები: 

როო მნ4ტ–4( –->+%2-)+« ; V3 

#.=V,ნ, -L 9,6,=#, (-+- #2 )+(– 1 V 3. XI. 

მაშასადამე, 

        

7 L/ · 1 –– წ 2 = _ 41% +, V3-4--", 

(28ჰ) : M=-- %19% _ ჯ/3 4 

რადგანაც განსახილველ შემთხვევაში «, -I-9, და #, ––- წ, არიან 

ნამდვილი რიცხვები, ამიტომ .Xჯ, და ჯე-სათვის (28ხ) მნიშენელობები 

წარმოადგენს შეუღლებულ კომპლექსურ რიცხვებს. · 

ამგვარად, ამ შემთხვევაში (19) განტოლებას აქვს ერთი ნამდ- 

ვილი ფესვი და ორი სსს ფიული კომპლექსური. 

2) (§)+(+- ) <4. ამ შემთხვევაში კუბური რადიკალების 

ფესქვეშა ს მრსსერებები წარმოადგენენ წარმოსახვით რიცხვებს; 

მაშასადამე, ამ რადიკალების მნიშვნელობანიც წარმოსახვითი იქნება. 

რადგანაც განტოლების კოეფიციენტები ნამდვილია, ამიტომ მას 

აქეს ერთი მაინც ნამდვი ლი ფესვი (თავი IIL, § 4, პუნქ. 3). V,-ით
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აღვნიშნოთ # რადიკალის ის მნიშვნელობა, რომელიც წ-ს შესაბამ 
მნიშვნელობასთან შეკრებით გვაძლევს (19) განტოლების ნამდვილ 
ფესვს. ამგვარად, ჯამი 

#" +V,=4, 

იქნება ნამდვილი რიცხვი, მეორეს შხრივ, V,ყ, ნამრავლი 

ნამდვილი რიცხვია (217) თანაფარდობის ძალით. ამგვარად, (I, და დ, 

წარმოადგენენ კომპლექსურ რიცხვებს, რომელთა ჯამი და ნამ- 

რავლი ნამდვილია. აქედან გამომდინარეობს, რომ #, და 9, წარ- 

მოადგენს ნამდვილ კოეფიციენტებიან კვადრატულ განტოლების ფე- 

სვებს, ე. ი. #" და 822) არიან შე უღლებ ული კომპლექსური რიცხ- 
ვები. ამიტომ შეგვიძლია დავუშვათ 

(29) #.=ძ + ხI:, წ,=0-–-ხ;. 

ჩავსვამთ რა ამ მნიშვნელობებს (27) ფორმულაში ვიპოვით: 

X,=V, +91=20, 1 - 

%ე == #51 +V,5:=(ძ -L M(– “- +%-)+ 

(30)... 

Xვ == #16. საახ-C+M(- )- MX)+ 

-+L-C-–- ხი (–++: /V3. C-)--ი+, V 3. 

ეს თანაფარდობანი გვიჩვენებს რომ განსახილაე შემთხვევაში 

(190 განტოლების ყველა ფესვი ნამდვილია, ამავე დროს კი 

კარდანოს ფორმულა ამ ფესვებს გამოსახავს წარმოსახვითი რადიკა- 

ლების საშუალებით. შეიძლება იმის ჩვენება, რომ ამ 'მემთხვევაში 

ფესვების გამოსახვა მხოლოდ ნამდვილი რადიკალების საშუალე- 

ბით შეუძლებელია. ამიტომ განსახილავ შემთხეევამ მიიღო „დაუყვა: 

ნადობის“ სახელწოდება (ტერმინი დაუყვანადი მისი ამ მნიშვნელო– 
ბით არ უნდა აურიოთ დაუყვანადი ფუნქციის ცნებასთან). 

აქ უნდა აღინიშნოს კიდევ ერთი არსებითი მომენტი. »,-ით ჩვენ 

აღვნიშნეთ #« რადიკალის ის მნიშვნელობა, რომელიც ზ,ც-ის შესაბამ 
15. უმაღლესი ალგებრა
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მნიშვნელობასთან შეკრებისას გვაძლევს (19) განტოლების ნამდვილ 
ფესვს. მაგრამ ამავე დროს ვუჩვენეთ, რომ მოცემულ შემთხვევაში 

განტოლების ყ ვ ე ლა ფესვი ნამდვილია. ამგვარად V,-ის ქვეშ შეიძლე- 
ბა ვიგულისხმოთ ს რადიკალის. ნებისმიერი მნიშვნელობა; აქედან 
გამომდინარეობს აგრეთვე, რომ მოცემულ შემთხვევაში რადიკა- 
ლის ნებისმიერ მნიშვნელობას შეესაბამება «% რა- 
დიკალის შეუღლებული მნიშვნელობა. 
- ახლა ვუჩვენოთ რომ 

(19) განტოლების ამოხსნა დაუყვანადი შემთხვევისათვის დაკავ 

მშირებულია რომელიმე კუთხის ტრისექციასთან. 

მართლაც, რადგანაც გახსახილავე შემთხვევაში 

„ა! . 
ამიტომ შეგვიძლია დავუშვათ, რომ 

ფრ “--. 
სადაც #. არის ნამდვილი რიცხვი, რომელიც შეიძლება ჩაითვალოს 
დადებითად, მაშინ გვექნება: 

-აა ცნე 2-4 
«-1IX –- 94344 9= I/ – 4-4. 

რომ მივიღოთ ჯ და წუ რადიკალების მნიშვნელობები, ამისათვის 

_ -- +4 და –_ =” –- 4: რიცხვები დავიყვანოთ ტრიგონომეტრი- 

ულ სახეზე: 

–-+ + «4: = 0(6ი8 თ + (810 6), –– -2- – # = ი (009(–– თ) +, 

+ 1510(– თ)), 

სადაც .
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რი ც)ი4--ფ) 
(32) (8) ი08 ი=- გი (ხ) 810 თ = 2. 

8 უვუაას, –_3„3ვ__” 
#= I / –2+4= 00090 +78Iით 

რადიკალის მნიშვნელობები შეიძლება წარმოვიდგინოთ ასეთი სახით 

8 
M=V XC 005 3 +! 810 = 

4.მ, –“> ი (თა --6-- 5: X –>-=- +138 5+%2%% , 

«,6ე= V ნ (იი. ი 4 +151 > ი), 

უ “რადიკალისათვის გვექნება  მესაბამისად 

-=VC ჩ ლ. “ვ. 78) +), 

. 2 .. 
·6= V 6 (60% 6“ ჯი 5+X, 

8 _ _ 4 „. თ-+-4» 
ი5,=V 6 (5 “ე 90 => · 

“ ი რიცხვი უნდა იყოს უარყოფითი, თანახმად (31) თანაფარდობისა, 

#+« მართლაც, 

აირ აო 3) ო 5) 5)- 
. 

(აგ 3 ს, 91ი ა +2) · 

ახლა 

  

  

  

=V> I LC05           

    

2
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მამასადამე, (19) განტოლების ფესვები იქნება: 

X1==%)-+9; = 2V> 0005 –– 5 ; 

(33) 2 =,5, + 9,6=2%V- იი8 5:25, 

Xვ = 16) –+– 9,-=2V2? საზარ · 

ეს ფორმულები გვიჩვენებს, რომ მოცემული განტოლების ამოხ- 
სნა მიიყვანება ფლ ან ი -+-2=” კუთხის გაყოფამდე სამ ტოლ ნა- 

წილად. 
უნდა შევნიშნოთ კიდევ, რომ განტოლების სამი ფესვის (33) 

მნიშვნელობანი განსხვავდება ერთმანეთისაგან. მართლაც, მაგალი- 
თად, ადგილი· რომ ჰქონდეს ტოლობას 

5:1-%, 
თა ==, 608 3 29 ვ. 

მაშინ შესრულებული უნდა იყოს თანაფარდობა: 

5+5 =25ტ-- 5 
ანუ - 

თ=(3#--1)», _ 

სადაც # არის მთელი რიცხვი. მაგრამ თ კუთხე არ შეიძლება იყოს 
ჯ-ს ჯერადი, _ რადგანაც (32). თანაფარდობა გვიჩვენებს, რომ 

810 დ # 0. · 

+. 
ამ "შემთხვევაში გვაქვს 

მ ვ /“ – 
(34) « -4 და --1/ -+4, 

ასე რომ 

1 /“““–. სც _– 
5 = = _ ი +=»+95=M 2 +/ 2.
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მაგრამ ჩვენ რომ მექანიკურად შეგვესრულებია შეკრება, და და- 

გვეწერა: 

ჩX»ჯ=2 ჯ – +, 

ეს შეცდომაში შეგვიყვანდა მართლაც, ორთავე (34) რადიკალის 

ფესქვეშა გამოსახულებანი ერთმანეთის ტოლია, მაგრამ აუცილე- 

ბლად უნდა განვასხვაოთ ამ რადიკალების მნიშვნელობანი. ეს მნიშ- 

ვწელობანი უნდა ავარჩიოთ ისე, რომ შესრულდეს (21) პირობა, 

ე. ი, რომ მათი ნამრავლი ტოლი იყოს -- #- -ს რადგანაც – -9- 

–_ გა 
ნამდვილი რიცხვია, ამიტომ =I/ – + რადიკალის ერთ-ერთი 

მნიშვნელობა ·'ნამდვილი იქნება თუ ამ მნიშვნელობას აღენიშნავთ 

“,-ით, მაშინ L,-ის შესაბამი მნიშვნელობა აგრეთვე ნამდვილი უნდა 
· : · 3/-–– 

იყოს, მაგრამ ჩვენს შემთხვევაში წ, იქნება იმავე 12 –+ რადი- 

კალის მნიშვნელობა. რადგანაც ამ რადიკალს აქვს მხოლოდ ერთი 

ნამდვილი მნიშენელობა, უნდა გვქონდეს 

თ, = .. 

ახლა რომ მივიღოთ მოცემული განტოლების სამივე ფესვი საკმა- 

რისია (27) ფორმულაში დავუშვათ, რომ 9, =V,. ეს გვაძლევს: 

>» =2M, 

(35) X,=%)(6,-L-6კ) == –– #,) 

Xვ = Mე(6კ-L6,) = –- #. 

ამგვარად, განსახილავ შემთხვევაში განტოლების სამივე ფესვი 

არის ნამდვილი და ორი მათგანი ერთმანეთის ტოლია 

2: == ვ. 

შენიშვნა: წინანდელი შედეგები (რომლებიც მივიღეთ იმის 

დაშვებით, რომ # და 4 ნამდვილი რიცხვებია) გვიჩვენებს, რომ (19)
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განტოლებას ჯერადი ფესვები აქვს მხოლოდ და მხოლოდ იმ შემთ- 
ხვევაში, როცა 

წ) 2 ჯ 3 

(2) +(+) - 
უკანასკნელი დასკვნა ძალაშია იმ შემთხვევაშიაც, როცა /, 4 

კოეფიციენტები წარმოადგენს ნებსით კომპლექსურ რიცხვებს. რომ 

დავრწმუნდეთ ამაში, მოვძებნოთ (19) განტოლების დისკრიმინანტი.. 
ამისათვის საკმარისია (65) ფორმულაში (თავი IV) დავუშვათ, რომ 

ძა= 1, ძ, =90, ძა = #, ძვ = 90; , 

ამის შემდეგ მივიღებთ · 

ამგვარად, (19) განტოლების დისკრიმინანტი უარყოფითი რიც- 

ხვითი მამრავლით განსხვავდება 

896) 
გამოსახულებისაგან რომელიც იმჟოფება კვადრატული ფესვის 

ქვეშ კარდანოს ფორმულაში. 

აქედან და IV თავის § 2-ის 3 პუნქტიდან უშუალოდ. 'გამომდი- 
ნარეობს: 

იმისათვის, რომ 190 განტოლებას ჰქონდეს ჯერადი ფესვები, 

აუცილებელია და საკმარისი რომ 

32... 8 

(2)+(§) -«. 
უნდა შევნიშნოთ კიდევ, რომ 

(37). X»" + #21 -L ხ:X -I–- ხ-=0 

განტოლების დისკრიმინანტი უდრის დისკრიმინანტს შესაბამი „არა- 

სრული% განტოლებისა: 

(3 –__.
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მართლაც, გადასვლა (37) განტოლებიდან (37) განტოლებაზე 
ხდება 

=--9 LL» #=–- 43 +: 

' გარდაქმნათა საშუალებით. 

ამიტომ, თუ X,, X,, X, არის (37) განტოლების ფესვები, ხოლო 
XI %ი, Xყ (37) განტოლების ფესვებია, მაშინ 

ა> რკ ნ- 23, 
ჯX - – XX= XI –_ %I. 

მაშასადამე, 

(X, –– Xე)%X, – %გ) (X, –– X:)1=(X) –XI)%XX9 _ X_)+%X" _ XI)", 

ე. ი. ორთავე განტოლების დისკრიმინანტები ერთმანეთის ტოლია 

(შეად, თავი IV, § 2). 

"მაგალითეზი 
1. ჩვენ ზევით დავინახეთ, რომ 

(38) ს ა. 904+21--5=0 
ზანტოლება # = 3 + X” გარდაქმნის საშუალებით მიიყვანება შემდეგი სახის გან- 

ტოლებამდე: · · 
(38) ჯ9- .6V+4=0. 

აქ # = – 6, # =4. მაშასადამე, 

ჯ 3 , (40-(4)'--+<ს 
ამრიგად, საქმე გვაქვს დაუყვანად შემთხვევასთან. რომ მივიღოთ 

–“ -4+/()+(1)' - #=>+X2 
· რადიკალის მნიშვნელობა, საჭიროა ფესქვეშა გამოსახულება დავიყვანოთ ტრი– 
გონომეტრიულ სახეზე. ეს გვაძლევს: ' 

' 3X 3X 
? _2+2:= V6(ით -+/9ი53 ) 

მაშასადამე, “ რადიკალის ერთ-ერთი მნიშვნელობა იქნება: 

#.=V2 («. + + წ9ი +)=! +171.



– 2322 

შევადარებთ რა (29)-სთან, ვიპოვით, რომ ამ შემთხვევაში, 

ძი=1, ჩხ=1. 

ამგვარად (38) განტოლების ფესვები იქნება: 

ჯჰელ= –0-–ხ V3=–1--V3; 2:=–929+ხV3=–1+V3. 

ახლა ჯ = 3 + »' თანაფარდობიდ:ნ მოვნახავთ (38) განტოლების ფესვებს: 

«=5%ჯ=2-M3 “·7=2+7/3. 

2, მოცემულია განტოლება 

:19-L 1,25 X –– 3,72 = 0. 

C+C)>. 
მაშასადამე, მოცემულ განტოლებას აქვს ერთი ნამდვილი და ორი წარმოსახვითი 

შეუღლებული ფესვი. 
რომ გამოვითვალოთ ეს ფესეები, უწინარეს ყოვლისა ჩვენ ვიპოვოთ ნამდვი“ 

ლი მნიშვნელობა რადიკალისა 

#= (/ –-2 + V(+)V +(+” = M3უ356. 

ეს მნიშვნელობა იქნება # 

აქ ჩ= 1,25, ყლ=–- 3,72, 

  

#–,=1,55218. 

შ-ის შესაბამის მნიშვნელობას ვიპოვით (26) დან: 

„== 6. 9 = – ვ,; = –- 0,27059. 

ახლა (28ძ) და (280) ფორმულებით ვიპოვით მოცემული განტოლების ფესვებს: 

Xკ = %, -L 9, = ს2ს>, 

+” – | ' =--9065-- 4/V/3 == = –0,6408 + 1,5786+, 

# + %, · მვ –– წ, , 
==“ ვილი Vპ- კ“ – = – 0,6408 –– 1,5786 /. 

სავარეჯიშო 

ამოხსენით შემდეგი განტოლებანი: 

1. ჯ! -L 62 4+-3X–– 4=0. 

2. 1ზ -–- 8,14 X + 3,25=0. 

3, ვ? + 0,5858» + ს,1716# –– 4,243 = 0, 

» გამო:ნგარიშებანი შესრულებულია ხუთნიშნა ლოგარითმული ცხრილების 
საშუალებით,
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§ ვ. მეოთხე ხარისსიხ ზანტოლება 

1, ახლა განვიხილოთ მეოთხე ხარისხის განტოლება. მეოთხე ჩსა- 

რისხის ზოგადი განტოლება შეიძლება წარმოვადგინოთ ასეთი სახით: 

(39) ჯ +," + #,X -Lჩ:X + ჩ,=0. 

ეილერმა დაამტკიცა,” რომ მეოთხე ხარისხის განტოლების ამოხსნა 

შეიძლება მივიღოთ ისეთივე ხერხით, რომელიც ანალოგიურია იმ 

ხერხისა, რომელიც გამოვიყენეთ მესამე ხარისხის განტოლების ამო- 

სახსნელად. წინასწარ შეენიშვოთ, რომ გარდაქმნა 

.==-4#+7 

მიგვიყვანს (39) განტოლებას ისეთ განტოლებამდე, რომელიც არ შე- 
იცავს ცვლადის მესამე ხარისხს. ამიტომ დასაწყისშივე შეგვიძლია 
ვიგულისხმოთ, რომ მოცემულია მეოთხე ხარისხის „არასრული“ გან- 

ტოლება: 

(49) ჯ! –+- ს»? -L «X -+ 7” = 0. 

ახლა ჯ წარმოვადგინოთ სამი საკრების ჯამის სახით: 

(41) ჯლხ+“9იზ-+V. 

ავამაღლებთ რა ორივე ნაწილს კვადრატში, მივიღებთ: 

კ.-მ L 91 -L თმ) = 2(ი9 + #თ + ფV), 

კვადრატში მეორეჯერ ამაღლება გვაძლევს: · 

(42) ჯა -– 2(V1 + ყ -L «')ჯ? –- (V) -+ ყ2? –I- %)? = 4 (ს -L- VI0 + V%)ბ. 

ახლა შევნიშნოთ, რომ : 

(ყო –L VI) + #C))? == ყ?ც1 -L- (20) -L V%ყმ + 20V(V +- 9 -L V), 

ანუ (41)-ის ძალით: 

· (Vწ –++ #0 -+- VI)? = 2V%VX -L- ((1ფ1 -L+ ((2%)1 -L ზდ. 

# L. Cს1C. VიIIა იძ!ეC #იIC სიყ »სL #!Iეტხი, 5L. 1 ტ'ხლღხსიწ, 1802, 7XV/C1– 
LCL ICII, C2ი. 15, 5. 181.
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ჩავსვამთ რა გამოსახულებას (42)-ში, მივიღებთ: 

(43) Xჯ! _ 2(,მ-LV2 –L დ0ზ)ჯ? –– 8ყ9VX -L (I(3 –L ფ1 –L 8)? –– 

–- 4(60,შ + (,%0 +. უზე?) = 0. ' 

თუ #, V, წ) წარმოადგენენ განსაზღვრულ რიცხვებს, მაშინ (43) 
შეიძლება განვიხილოთ, როგორც მეოთხე ხარისხის განტოლება «-ის 
მიმართ. ეს განტოლება შევადაროთ მოცემულ (40) განტოლებას. 
შევეცადოთ XV, ფ, 1) მნიშვნელობანი შევარჩიოთ ისე; რომ ორივე 

განტოლება ერთმანეთს დაემთხვეს. ამისათვის საჭიროა · 

– 2(Iზ + ეზ + თ.)=7, 
–- ზყფლი = ძ, (44) 

(ყ1 -L დ! -+ გს) –– 4(,,შუზ + 1/2ც2 -L ფ?ყმ?) = #. 

  

უკანასკნელი განტოლება შეიძლება კიდევ. გავამარტივოთ, თუ 

(მ -- სბ + ცშ)-ის ნაცვლად ავიღებთ მის გამოსახულებას პირველი 
ტოლობიდან. ჩვენ მივიღებთ: 

?' 
% 

ახლა თანაფარდობანი (44) შეიძლება გადავსწეროთ ასეთი სახით. 

( შეამ++ო=- გ 

–- 401 ყ2-L ც%01 -L- ფ2;0?) =ჯ –– 

(45) 16(/2ყ2 -L- 101 -L ფე?) == წ9-- 4,, 
· | 64 ,2 ე? = ემ, 

თუ შემოვიღებთ აღნიშენებს: 

(46) 4,1 ==:), 4ყმ=ჯ., ულ 

„მაშინ თანაფარდობანი (45) მიიღებს სახეს: 

ი+ღა“ღა=-27 
თლ + აი -L დ: ==/2 –- 4, 

217 #ეუვ ==0'. 

ეს თანაფარდობანი გვიჩვენებს, რომ შე: შე ჯა) "წარმოადგენენ 

ფესვებს კუბური განტოლებისა 

(48) “ ნ - 2წჯ -L (ნშ-– 4/)უ –– ე1=0. 

ტტ»)
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თუ ამოვბსნით ამ განტოლებას, მაშინ «, ყ, ი მნიშვნელობანი: 

მოიძებნება (46)-დან: ' 

1 ლ 1 _ 1 _ 
(C+)) #=--V>7. 9=-- VI», თV= ი VI, 

ამასთან რადიკალების ნიშნები უნდა ავარჩიოთ ისე, რომ შესრულ-. 
დეს თანაფარდობა (იხ. (44): 

(50) . 8/ყIს =–ძ, 
ანუ 

(50) VC VC V2 =-–-/. 
თუ ეს პირობა შესრულებული), მაშინ «, წ, V-ს სათანადო მნიშ.. 

ვნელობები დააკმაყოფილებენ (44) განტოლებებს; ამ შემთხვევაში (43). 

განტოლება ემთხვევა მოცემულ (40) განტოლებას, და მნიშენელობა- 
1, ,–- – 8 

(5) #=-+9+%=-2-(Vს +V >+V დ) 

იქნება მოცემული განტოლების ამონახსენი. 

თუ Vჯ),. VX., V ჯ-ით აღვნიშნავთ რადიკალების მნოშვნე- 

ლობათა განსაზღგრულ სისტემას, რომელთათვისაც შესრულებულია 

პირობა (50'), მაშინ ის შესრულდება აგრეთვე სისტემებისათვისაც:· 

V#>, –VC, – V > – VI, Vღ. – MC: 
–VჯX, – V>, V-ლ- 

ამგვარად, შესაძლოა რადიკალების მნიშენელობათა ოთხი სის- 

ტემა, რომლებიც აკმაყოფილებენ (50) პირობას. მათ შეესაბამება- 

(40) განტოლების ოთხი ფესვი: 

% = -–- ! (I +VC+V XV» 

=- (M-–VC-–-V>»:X» 

5ი=->(-V=VC+VC-V >) 
=»=-+-(-VC-VC+VVC) 

(52)
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ამკვარად, მოცემული მეოთხე ხარისხის განტოლების ამოხსნა 

დაიყვანება კუბური (48) განტოლების ამოხხნამდე. 

ამ განტოლებას ეწოდება (40) განტოლების კუბური რეზოლ- 

„ყენტი. 

კუბური რეზოლვენტი (48) ახლა მივიყვანოთ ისეთ სახემდე, რო- 

მელიც არ შეიცავს ცვლადის მეორე ხარისხს; აღვნიშნავთ რა 

(53) ჯ= =2 +დ 

ჯ-სათვის მივიღებთ განტოლებას 

X54) დვე+ IX + 0 =0, 

სადაც (შეად. § 2, პუნქ. 1) 

? –_–_–_“”“ 
455) _ 16) 28% 8 1. 20 8, 

“27 –<__. , 

უკანასკნელი თანაფარდობანი გვიჩვენებს, რომ ჩ და 0) კოეფიცი- 
ენტები იმყოფება 

X" = XVC, თ, 1) 

ველში, რომელიც მიღებულია ყველა რაციონალურ რიცხვთა # ველი- 

„საგან #, ი, #» ელემენტების ჩართვით. 

თუ ჯ ველს ჩავურთავთ რადიკალებს 

2? X აზ ””აუ““–გვუ“ V 0 +Cთ) V -29(9+C) 
და აგრეთვე ერთეულიდან მესამე ხარისხის ერთ·ერთ წარმოსახვით 

ფესვს, მაგალითად §,-ს, მაშინ მივიღებთ ველს, რომელიც შეიცავს 

(48) განტოლების ჯ,, დ, უგ ფესვებს. მიღებულ ველს კიდევ ჩავურ- 
თოთ რადიკალები V/,, V>. (Vჯ. რადიკალი თანახმად (50') თანა- 

„ფარდობისა გამოისახება რაციონალურად V>2> და ჯ-ის საშუა- 
-ლებით). ამგვარად, მივიღებთ ველს, რომელიც შეიცავს (49) განტო” 

ლების ყველა ფესვს.
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2. თუ (40) განტოლების კოეფიციენტები ნამდვილი რიცხვებია, 
მაშინ (48) და (54) განტოლებათა კოეფიციენტები აგრეთვე იქნება 
ნამდვილი. როცა ვიცით თუ რა თვისებები აქვთ (48) და (54) გახ– 

ტოლების ფესვებს, ჩვენ შეგვიძლია ვიქონიოთ მსჯელობა მოცემული 
(40)0 განტოლების ფესვებზე. განვიხილოთ_სხვადასხვა შემთხვევები, 
რომლებიც აქ შეიძლება შეგვხედეს. 

2 ე 

1) C –+ (>) >0. ამ შემთხვევაში (54) განტოლებას აქვს 

ერთი ნამდვილი ფესვი და ორი წარმოსახვითი შეუღლებული. (53) 
თანაფარდობა გვიჩვენებს რომ (48) განტოლებას იგივე თვისება ექ.-- 
ნება. გარკვეულობისათვის დავუშვათ, რომ ჯ, არის ნამდვილი რიც- 

ხვი, ხოლო (,, ჯე –– კომპლექსური შეუღლებული; მაშინ ჯუ,. ჯ, ნამ- 

რავლი დადებითი «იეხვი იქნება. ახლა მივიღოთ მხედველობაში, 

რომ ჯა ჯე, ჯ ფესვები არიან ერთმანეთთან დაკავშირებული თანა- 
ფარდობით (იხ. ზევით (47)): 

(<6) | ჯაჯ == 9“ - 
რადგანაც ჟ# ნამდვილი რიცხვია, ამიტომ ნამრავლი არ შეიძლება. 

იყოს უარყოფითი. ამიტომ ჩვენს შემთხვევაში უნდა იყოს ჯ, =>0. 

მაშასადამე, V «,. იქნება ნამდვილი რიცხვი. რაც შეეხება VI; და 

Vჯ; რადიკალებს, ნიშნების სათანადო შერჩევით ისინი იქნება შე- 

უღლებული კომპლექსური რიცხვები. ამ პირობებში (52) ფორმულე- 

ბი გვიჩვენებს, რომ (40) განტოლების #ჯ, და ჯ, ფესვები არიან ნამ-. 

დვილი, მაშინ როდესაც ჯვ და 2, არიან კომპლექსური შეუღლებული. 

ამგვარად, თუ შესრულებულია 1) პირობა, მაშინ მეოთხე ხარის- 

ხის (40) განტოლებას აქვს ორი ნამდვილი და ორი კომპლექსური- 

შეუღლებული ფესვი. 
2 8 

2) (2) +(3) < 0. ამ შემთხვევაში (54) განტოლების ჯ"'., 

>, ”ვ ფესვები წარმოადგენენ ერთმანეთისაგან განსხვა- 

ვებულ ნამდვილ რიცხვებს. (53) თანაფარდობის ძალით, 
(48) განტოლების ჯ,, ჯ,, ჯგ ფესვებიც აგრეთვე არიან ნამდვილი და 

ერთმანეთისაგან განსხვავდებიან. მეორე მხრიე, ამ ფესვებისათვის. 

ადგილი აქეს თანაფარდობას; 

C%) ღე წ=0". -
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ჯერ დავუშვათ, რომ ჟ # 0. მაშინ შესაძლოა ორი შემთხვევა: 

-ან ყველა ჯე, 7, ჯე ფესვი დადებითია, ან ერთი მათგანი დადები- 

:თია, ხოლო ორი დანარჩენი უარყოფითია. 

“ა) თუ ყველა ფესვი 7,, ჯ,, ჯ, დადებითია, მაშინ მეოთხე ხარიხ- 
ხის (40) განტოლების ყველა ფესვი წარმოადგენს ნამდვილ რიც- 
ხვებს, : : 

ბ) თუ ერთი ფესვთაგანი, მაგალითად, #2, დადებითია, ხოლო 

დანარჩენი ორი –– უარყოფითია, მაშინ მეოთხე ხარისხის განტოლე- 
ბის ყველა ფესვი წარმოსახვითია. 

მართლაც, ამ შემთხვევაში შეგვიძლია დავუშვათ, რომ 

(57) V >, =9ი, VX, =ხ!, Vჯ = CI, 

'სადაც ძ, ხ, C ნამდვილი რიცხვებია, ამასთან ს და 2 არაა ერთმა- 

ნეთის ტოლი აბსოლუტური სიდიდით. 

ჩაგსვამთ რა (57) მნიშვნელობებს (52) ფორმულაში, მივიღებთ: 

X, =. =ი=. 9”. Xგ == «ს + 6# წ + 9X. 

(58) .· · (59) ეო- ““=–>” 
2 , – 2 ' 

ამგვარად, (40) განტოლებას ამ შემთხვევაში აქვს შეუღლებუ- 
“ლი კომპლექსური ფესვების ორი წყვილი. : 

ახლა ვნახოთ, როგორ უნდა განვასხვავოთ ა) შემთხვევა ბ) შემ- 
-თხვევისაგან. . . 

რადგანაც ა) შემთხვევაში (48) განტოლების ჯ,, ჯ,, ჯ ფესვები 

დადებითია, ამიტომ, გვექნება: 

თ + + 2 = -–-20>9, 
ლდ “+ დდ “L დაჯ == 6 -- 4->0. 

"მაშასადამე, ა) შემთხვევაში უნდა შესრულდეს უტოლობა 

(59) <0, ჟე1––-– 47>90. 

შებრუნებულად, თუ შესრულებულია ეს უტოლობანი, მაშინ ად- 

გილი აქვს ა) შემთხვევას. ამაში ადვილად დავრწმუნდებით წინააღმ- 
"დეგობის დაშვებით. მართლაც, თუ ადგილი აქვს ბ) შემთხვევას, 

მაში5 (57) თანაფარდობანი გვაძლევს: 

2: = 

(69) ჯ, == 09, 2:= -- ხ?, შვ= -- 0,
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მაშასადამე, 

2 ც+ც+-=27-0'+ 5. 
თუ შესრულებულია. (59) პირობა, მაშინ 

· ცე? (ს -L-)>0, 

ანუ . 
(61) ც?>ხ1 + 01). 

შემდეგ (69) თანაფარდობებიდან მივიღებთ 

გლ–4= ცს +თC + ცდ - ბ -- ებ, -L ხბი). 
თუ შესრულებულია (59) პირობა, მაშინ 

–- იზ –- ქ%2 + ხ%1>0 
ანუ 

(61)' ხზ >თ%ხ! + C"). 

(61) და (61”)-დან გამომდინარეობს 

ხ2,ზ>(L1 –L 01)2, 

ე. ი. 

ხ"-'>ხ! -L 2201 -L (1, 

რაც შეუძლებელია. რ 
ამგვარად, ა) შემთხვევას ახასიათებს (59) უტოლობანი. თუ არაა 

შესრულებული თუნდაც ერთი ამ უტოლობებიდან, მაშინ საქმე 

გვაქვს ბ) შემთხვევასთან. ხაზგასმით უნდა აღვნიშნოთ, რომ ამასთან 

შესრულებულად ნავარაუდევია 2) პირობა. 

აქამდე ჩვენ ვგულისხმობდით, რომ ჟ #0. თუ 0=9, მაშინ ჯ,, 

ჯ, ჯე ფესვებიდან ერთი (და მხოლოდ ერთი) ნულის ტოლია; მხო- 

ლოდ ერთი, რადგან 2) შემთხვევაში (48) განტოლებას არ აქვს ჯე–- 

რადი ფესეები. 

-. თუ ჯა ჯე; დე რიცხვებს შორის არაა არც ერთი უარყოფითი, 
მაშინ ჩვენ მივალთ იმავე დასკვნამდე, როგორიცაა ა) შემთხვევაში, 
(40) განტოლების ყველა ფესვი ნამდვილია. 

თუ დ, დ, დ რიცხვთაგან მხოლოდ ერთი მათგანი უარყოფითია, 

მაშინ გვექნება ბ) შემთხვევა, მხოლოდ იმ განსხვავებით, რომ ი, ხ, 
რიცზვებიდან ერთი ნულის ტოლია.
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ადვილი შესამჩნევია რომ პირობები რომლებიც ახასიათებს 
ა) შემთხვევას ძალაში რჩება მაშინაც, თუ «=90. 

? 3 · 
3) (X) + (X) =0. ამ შემთხვევაში (54) განტოლების ყვე- 

ლა ფესვი ნამდვილია, მხოლოდ მათ შორის არიან ერთმანეთის ტო- 

ლი. (53) თანაფარდობის ძალით იგივე შეიძლება ითქვას (48) გან- 

ტოლების ჯ,, 2; ჯე ფესვებზე. გარკვეულობისათვის დავუშვათ, “რომ 
დაჯ), მაზინ 

დ == V>C·. 

(52) ფორმულები გვიჩვენებს, რომ ამ შემთხვევაში მეოთხე ხა- 

რისხის (40) განტოლებას აქვს ორი მაინც ტოლი ფესვი... 
განვიხილოთ ცალკეული შემთხვ,ვები, რომლებიც აქ შეიძლება წარმოგვი- 

დგეს. 
ა) თუ ჯჯ, ა, ჯე ფესვებს შორის არაა არც ერთი უარყოფითი, მაში§ (40) 

განტოლების ყიელა ფესვი ნამდვილია, 
უს შემთხვევა ხასიათდება უტოლობებით:: 

(62) #10, /,– 4 >0. - 

ბ) თუ ჯ, უ, ჯ რიცხვებს” შორის ერთი მაინც უარყოფითია, მაშინ == 

ლოა ორი შემთხვევა. · 

ბ,) ჯ=ჯ < 0, ჯ =>>0; (40) განტოლებას აქვს ორი, ერთმანეთის ტოლი 
წამდვილი ფესვი და ორი კომპლექსური შეუღლებული. 

ბე) :=2=0, ==0; (40) განტოლებას აქვს ორი წყვილი კომპლეჟ- 
სური შეუღლებული ფესვები ასეთი სახისა. ' 

2X, == X- =0!, Xვ= 1ა= –- 0), 

ორივე შემთხვევა, (ბ;) და (ბე), განსხვავდება (ა)-საგან იმით, რომ (62) 
თანაფარდობებიდან ერთი მაინც არაა წესრულებული. (ბ») შემთხვევა ზგანსხვავე– 

ბით (ბ,)-საგან ზასიათდება პირობებით: 

1: -- 4- =0, ეჟ =0. 

შენიშვნა, ზევით დავინახეთ, რომ მეოთხე ხარისხის (40) გან- 
ტოლებას ·3) შემთხვევაში აქვს ჯერადი ფესვები. ადვილი შესამჩნე- 

ვია, რომ სამართლიანია შებრუნებული დებულებაც: თუ (40) გან- 

ტოლებას აქვს ჯერადი ფესვები, მაშინ სრულდება 3) პირობა. 

მართლაც, დავუშვათ, მაგალითად, რომ 

X,)= Xვ)



მაშინ (52)-ის ძალით გვექნება 

V2. + VC +VC =VC – Vა – VC, 

2(VX, + VC) =9, 
V> =– VX) 

საიდანაც ჯე:ე=ჯვ. ამგვარად, ამ შემთხკევაში (48) განტოლებას და 

მაშასადამე, (54) განტოლებასაც აქვს ჯერადი ფესვები. ამიტომ 

სრულდება 3) პირობა: 

ამგვარად, იმისათვის, რომ მეოთხე ხარისხის განტოლებას ჰქონ- 

დეს ეგერადი ფესვები, აუცილებელია და საკმარისი, რომ შესრულ– 

დეს 8) პირობა. · 

უკანასკნელი დასკვნა ძალაში რჩება იმისდა მიუხედავად, გან- 

ტოლების კოეფიციენტები იქნება თუ არა ნამდვილი. იგივე შე- 

დეგი შეიძლება მივიღოთ სხვა ხერხითაც. მართლაც, განვიხილოთ 
(40) განტოლების დისკრიმინანტი: · 

98=C, –– X;)" («, –– ჩვ)? (X, –– X,)" (Xე –– Xვ)? (+, –– X,)ზ (Xვ –– ჯ„)?. 

მივიღებთ. რა მხედვყლობაში (52) თანაფარდობებს, შეგვიძლია 

დავწეროთ: 

XI –%ი=Vფ + VXL, 23 – #=VC – V2CIე 

X – 13== VC + VC, X%ე – 4 =VC – V ჯა 

#, –- X.=Vთ + Vდ 2 2 235 "VI –- VI. 

ამ განტოლებიდან გამომდინარეობს; 

(X, –– %ე) (X, –– Xვ) («, –– %გ)(Xც –– %ე)(Xგ –– %გ) (Xე “–#)= 

_ ' =(, – (31C 1-–- თ) – ჯვ) · 
საიდანაც · 

ნX= (0 -– ჯ,) (7, – ჯუ. · (1ვ–– X,))7= 

=(ფ –– წ)? (დ –– ჯვ)” (თ –– ჯე)”. 

უკანასკნელი ტოლობა გამოსახავს, რომ მეოთხე ხარისხის (40) 

განტოლების დისკრიმინანტი (48) განტოლების დისკრიმინანტის 

ტოლია, · 

16. უმაღლესი ალგებრა - - 

ანუ
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მეორეს მხრივ, უკანასკნელი განტოლების დისკრიმინანტი ტო- 
ლია (§ 2, პუნქ. 3) (54) განტოლების დისკრიმინანტისა, ე. ი. 
უდრის 

C" –-27. «(+ + 5-ს 
ამრიგად გვაქვს 

· _ C! ჯმ 

(63) 0=-27. «+ + )' 

სადაც მ არის მეოთხე ხარისხის (4001) განტოლების დისკრიზი- 

ნანტი. 
(63)-დან უშუალოდ გამომდინარეობს: იმისათვის, რომ (40) გან- 

ტოლებას ჰქონდეს ჯერადი ფესვები, აუცილებელია და საკმარისი, 

რომ ადგილი ჰქონდეს ტოლობას 

(0-6 
“იმისათვის რომ გამოვსახოთ "დისკრიმინანტი მეოთხე ხარისხის 
განტოლებისა მისი კოეფიციენტებით, საკმარისია (63)-ში X და 0-ს 
ნაცვლად ჩავსვათ მათი (55) გამოსახულებანი. ეს გვაძლევს: 

(64) 1==-- 128ჯ3),1-_ 27ე!-- 4ტზებ -L 19% -- 144ტებ, -L 2561. 
–- მაგალითი, განვიხილოთ განტოლება: 

(65) უხ" - 3X2-+C6X-2 =0; 

აქ #=-–--3, «=6, #=-- 2, ასე რომ (48)-ის კუბური რეზოლვეენტი იქნება 

(66) დ -- 62+11ჯ – 36=0, 

უწინარეს ყოვლისა ვნახოთ, რომ ამ განტოლებას არა აქვს რაციონა- 

ლური ფესვები. თუ შევამოწმებთ თავისუფალი წევრის გამყოფებს (იხ. თა– 
ვი III, § 3. პ. 2), მოგნახავთ, რომ (66) განტოლებას აქვს ფესვი 

წ1= 4. · 

ორ დანარჩენ ფესვს გიპოვით თანაფარდობიდან: 

: 71+#7:+ჯე = 6, 
X17:Vგ == 36. 

თუ დავუშვებთ, რომ 1, =4, ვიპოვით; 

ჯ=1+7  8,ჯ=1-X/V 8.
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ამგვარად, · 

/=ი=+2 V=ას =M1+/-8 VC = V1- V-მ. 
თუ გამოვიყენებთ ფორმულას ' 

VI VI -/ 55451, 222, 
მიგიღებთ 

  

  

V >, =+(ლ/ 2+#0, VC=5+(/ 2-– ი. 
ახლა მხედველობაში მივიღოთ პირობა (50”); რადგანაც ჩვენს შემთხვევაში 

=6>0, ამიტომ რადიკალების მნიშვნელობანი უნდა ავარჩიოთ ისე, რომ 

VX>. ' VC ' V> ნამრავლი იყოს უარყოფითი, ამიტომ შეგვიძლია დავუშვათ: 

ს = -2, MI =V2+, I! C=V2-#+ 
· (55) განტოლების ფესვებს ახლა ვიპოვით (82) ფორმულებით: 

1 _ _ 
==–--(V/ თ +MC+Mს)=-1+V2, - 

1 –_ – – – 
(ია -– /ჩხ-–-M, = 1 -V2, Xე= 

(-V=ა+Mა – Mა)=-1+/, 

>2,= –-(-Mჯ – Mღ + MI ჯ,)=1-#>. 

უნდა შევნიშნოთ, რომ მეოთხე ხარისხის განტოლების ამოხსნა, საზოგადოდ 

რომ ვთქვათ, დაკავშირებულია კუბური რადიკალების ჩართვასთან ძირითადი 

ველისადში (იხ, ზევით, პ. 1). ამავე დროს, (65) განტოლების ფესვები გამოისახე– 

ბა მხოლოდ კვადრატული რადიკალების საშუალებით. ეს აიხსნება იმით, რომ 

ფუნქცია 

X3 I 
”“ 

სა
 
– 

ხა
 

#(X)= +) –- 31 + 6ჯL – 2 

დაყვანადია რაციონალურ რიცხვთა ველში, მართლაც, გვაქვს: 

#/(X=C – X)(X – X,)(X –– ჯე) (X –– X„). 

მაჭრამ ჩვენს შემთავევაში 

(+ – ათ–+X)=(6+1-–V2)(X+1+ M/2)=+#-+2X--1; 
(X –– XXX –– +) =-(L – 1-–– (X(C-–– 1+I)) =#--2X+83. 

მაშასადამე, 
#C0)= C++ 2+-1)(2 – 25 + 2). 

შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ მეოთხე ხარისხის განტოლება შესაძლოა ამო- 
ვხსნათ კვადრატულ რადიკალებში. მხოლოდ და მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა 
შესაბამ კუბურ რეზოლვენტს აქვს რაციონალური ფესვი.
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სავარეგიშო. 

ამოხსენით შემდეგი განტოლებანი. 

4. ჟს-- 4X9-+6X2 –-– 2X+1 = 0. 

2, 2ჯა-L6ჯ1 -L 4» + 3 = 0. 
8, ებ –- 41 -- 3X3+-8X –- 1 = 0. 

კითხვები თვითშემოწმებისათვის 

1. რაში მდგომარეობს რადიკალებში განტოლების ამოხსნის ამოცანა? 
2, რა თანაფარდობითაა დაკავშირებული კუბური რადიკალების მნიშვნელო- 

ბანი კარდანოს ფორმულაში? 
3. დაასახელეთ სამი ძირითადი შემთხვევა, რომლებიც შეიძლება წარმოგვი- 

დხეს ჯზ + #ჯ -+ ი=0 ჯანტოლების ამოხსნის დროს, სადაც # და # ნამდვილი 
რიცხვებია. | 

4. რაში მდგომარეობს კავშირი დაუყვანად შემთხვევაში მესამე ხარისხის 
განტოლების ამოხსნასა და კუთხის ტრისექციის ამოცანას შორის? 

5. როზორაა დაკავშირებული მეოთხე ხარისხის განტოლების ფესვები მისი 
კუბური რეზოლვენტის ფესვებთან?



თავი VI 

მთელი რაციო.ნალური ფუნქციის გამო.კვლევა 
ნამღვილ რიცხვთა ა4ეფი. ფესვების ბანცალება 

და გამოთვლა 

§ 1. ფესვების სა%ჭღვრები 

1. წარმოვიდგინოთ, რომ განიხილება ნამდვილი კოეფიციენტე- 
ბიანი მთელი რაციონალური /(X) ფუნქცია და საჭიროა განვსაზღვ- 
როთ მისი ფესვები, ე. ი. ამოვხსნათ განტოლება 

/(X) == 0, 

წინა თავში ჩეენ გავეცანით განტოლების ამოხსნის ალგებრულ 

შეთოდებს. ამ მეთოდებს, იმ შემთხვევებში, როდესაც მათი გამოყე- 

ნება შეიძლება, მივყევართ ამასთანავე რიცხვით ამოხსნამდე. მაგ- 

რამ ჩვენ უკვე ვიცით შესავლიდან, რომ ალგებრული ამოხსნა ყო- 

ქეელთვის არაა შესაძლებელი. იმ შემთხვევაშიაც კი, როდესაც მოცე- 

მული განტოლება ამოიხსნება რადიკალებში, ფესვების ამოხსნის 

ასეთი გზა პრაქტიკაში ყოველთვის არაა გამართლებული. ეს მოსა- 

ზრებანი იმას გვიკარნახებს, რომ აუცილებელია ვიპოვოთ პრაქტიკუ- 

ლად გამოსადეგი მეთოდები, რომლებსაც მივყევართ ფესეების უშ- 

ვალო გამოთვლამდე. აქ ჩვენ განვიხილოთ საკითხი მთელი რაციო: 

ნალური ფუნქციის ნამდვილი ფესვების გამოთვლის შესახებ, ეს სა- 

კითხი მჭიდროთ არის დაკავშირებული სხვა საკითხებთან, რომ- 

ლებიც შეეხება მთელი რაციონალური ფუნქციის ყოფაქცევას ნამ- 

დვილ რიცხვთა არეში. ასეთია მაგალითად, საკითხი ფუნქციის ზრდა- 

დობისა და კლებადობის შესახებ ან საკითხი მაქსიმუმისა და მინი- 

მუმის მოძებნის შესახებ, 

სანამ ნამდვილი ფესვების უშუალო გამოთვლას შევუდგებოდეთ, 
ხშირად საჭიროა წინასწარ განესაზღვროთ, თუ რა საზღვრებში იმ. 
ყოფებიან ისინი,



=2:-- 

პირველი ნაბიჯი იმაში მდგომარეობს, რომ განვსაზღვროთ ფეს- 

ვების საზღვრები, ე. ი. ვიპოვოთ ისეთი რიცხვები ძი და ხ, რომელ- 
თა შიგნით მოთავსდება ფუნქციის ყველა ნამდვილი ფესვი. სხვა 

სიტყვებით რომ ვთქვათ, საძიებელია ისეთი შუალედი, რომელიც 

შეიცავს ყველა ნამდვილ ფესვს, თავისთავად ცხადია, რომ ამ ამო- 

ცანის ამოხსნა გვაძლევს მხოლოდ პირველ ორიენტირებას იმის შე- 

სახებ, თუ სად უნდა ვეძებოთ ფუნქციის ფესეები. 
შემდეგი ნაბიჯი მდგომარეობს იმაში, რომ განვა/კალოთ ფესვე- 

ბი ერთი შეორისაგან, ე. ი. თითოეული ფესვისათვის დავასახელოთ 

შუალედი, რომელშიაც ეს ფესვი: იმყოფება და არ იშყოფება მოცე- 

მული ფუნქციის სხვა ფესვები, 
2, ვნახოთ პირველად, როგორ განვსაზღვროთ ფესვების სა ზღ- 

გრები. ამ მიზნისათვის შეიძლება ვისარგებლოთ თეორემით მთე- 

ლი რაციონალური ფუნქციის უფროსი წევრის მოდულის შესახებ 

(თავი III, § 2), იმ შემთხვევაში, როდესაც M =>1, ეს თეორემა გვაძ- 

ლევს: 
თუ ჯ მნიშვნელობა აკმაყოფილებს პირობას 

ი) IXI= +), 
მაშინ ადგილი აქვს უტოლობას 

(2 IძაX"I>|თ,>-1-+L... + ძ. I. 

აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ #-ის მნიშვნელობისათვის, 
რომლებიც (1) უტოლობას აკმაყოფილებენ, /(X) ფუნქცია არ შეიძ- 
ლება ნულად გადაიქცეს, მართლაც, თანაფარდობიდან 

. ძეX" + ძი,X5- 1 -+...-C ძ.=90, : 

გვაქვს · · 
ძეჯ"=-- (0,7. 1 + -.+ძ,), 

| ძაX" | == |იუჯ"“1 + ... + ძა ს 

რაც (2) უტოლობას ეწინააღმდეგება. 

“ ჩვენ ვინარჩუნებთ III თავის აღნიშენებს; ამრიტად, «თი აღვნიშნავთ 
ძა, ძე, ·+..» ი კოეფიციენტების მოდულთა შორის უდიდესს.



_ 27 

ამრიგად, თუ ჯ-ის მნიშვნელობები (1) პირობას აკმაკოფილებენ, 

მაშინ არ შეიძლება ის იყოს #(ჯX) ფუნქციის ფესვი. მაშასადამე, /(X) 
ფუნქციის ნებისმიერი ფესვისათვის უნდა იყოს 

4 
ჯ <= +); IXI<-ე+ 

სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, /(ჯ) ფუნქციის ნებისმიერი ფეხვის, 

ნამდვილის ან კომპლექსურის მოდული ნაკლები უნდა იყოს 

4 
121 –+1 რიცხვზე. 

ჩ 

ამრიგად, ეს რიცხვი შეიძლება განეიხილოთ, როგორც ფესვე- 

ბის მოდულების ზედა საზღვარი. 

ნამდვილი ფესვების მიმართ ეს ნიშნავს, რომ ნებისმიერი ნამდ- 

ვილი ფესვის აბსოლუტური მნიშვნელობა ნაკლები უნდა იყოს 

---+) რიცხვზე; სხვანაირად რომ ვთქვათ, ყველა ნამდვილი 

– 

  

ფესვი უნდა იმყოფებოდეს 
4 4 

– ( 1 _––--+I1 
(+) + I L4იI + 

რიცხვებს შორის. 

მაშასადამე, ეს რიცხვები შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც ნაშ- 

დვილი ფესვების საზღვრები. 

განვიხილოთ, მაგალითად, ფუნქცია 

#(X«)=2X! –– 5: –– 8ჯ-L 10. 

აქ 
4 

–“--- +1=6. 
L% | + ' 

მაშასადამე, მოცემული ფუნქციის ნამდვილი ფესვები, თუ ისინი არ- 

სებობენ (-– 6, +6) შუალედის შიგნით იმყოფებიან. 

· ვ. სანამ შეევუდგებოდეთ ფესვების საზღვრების განსაზღვრის სხვა 

ხერხების გადმოცემას გავაკეთოთ შემდეგი შენიშვნები, ' 

ა) წარმოვიდგინოთ რომ ჩვენ მოენახეთ ხერხი, რომელიც საშუა– 

ლებას გვაძლევს ნებისმიერად მოცემული 

#(00=9 
განტოლების დადებითი ფესვების ზედა საზღვარი ვიპოვოთ.
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თუ მოცემულ განტოლებაში ჩავსვამთ ჯ =. > და შემდეგ ორ- 

თავე ნაწილს გავამრავლებთ +"-ხე, მივიღებთ 

დცე = 9 

განტოლებას, სადაც 90) –)M(--) არის #ის მთელი რაციონა. 7) 

ლური ფუნქცია, ვინაიდან ჯ=-1, ამიტომ თანაფარდობიდან წ»7<ს 
7 . 

გამომდინარეობს :; > - ს“ მაშ, თუ ხ არის ზედა საზღვარი CV) 

ფუნქციის დადებითი ფესვებისა, მაშინ -- იქნება ქვედა საზღვარი 

#(>) ფუნქციის დადებითი ფესვებისა. 

ბ) თუ (2) განტოლებაში ჯ-ს შევცვლით -–– /-თი, მივიღებთ: 

(4) #(–/=0, 

ცხადია, რომ (3) განტოლების ნებისმიერ უარყოფით ფესვს შეესა- 

ბამება (4) განტოლების დადებითი ფესვი, რომელსაც იგივე აბსო- 

ლუტური სიდიდე აქვს. თუ ახლა « არის ზედა (ან შესაბამად ქვე- 
და) საზღვარი (4) განტოლების დადებითი ფესვებისა, მაშინ – # იქ- 
ნება ქვედა (შესაბამად ზედა) საზღვარი იგივე განტთლების უარყო- 

ფითი ფესვების, 

ამრიგად, ყველაფერი დაიყვანება დადებითი ფესვების ზედა საზ- 

ღვრის განსაზღვრაზე, ახლა განვიხილოთ სხვადასხვა ხერხი, რომელ- 

თაც ამ მიზნამდის მივყევართ. 

1) თუ მოცემულია ნამდვილი კოეფიციენტებიანი განტოლება 

(5) ძიX" -LC თ," 1 - ... + იძა=90, 

მაშინ უფროსი წევრის კოეფიციენტი ძე: შეიძლება ზოგადობის შე- 

უმცირებლად ჩავთვალოთ დადებითად, თუ განტოლების ყველა კოე- 

ფიციენტი დადებითია, მაშინ მას არა აქვს არც ერთი დადებითი 

ფესვი, ვინაიდან დადებითი შესაკრებთა ჯამი არ შეიძლება ნულს 

ეტოლებოდეს. ამიტომ ჩვენთვის საინტერესოა ის შემთხვევა, რო- 
დესაც ძე, თ; ··· მ» კოეფიციენტებს შორის არის უარყოფითიც. 

ვთქვათ, იჯ არის რიგით პირველი უარყოფითი კოეფიციენტი. შემ-
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დეგ ვთქვათ, უარყოფით კოეფიციენტთა შორის « არის ის, რო- 
მელსაც აქვს უდიდესი აბსოლუტური სიდიდე. ჩვენ თუ თითოეულ 

რი რეს, ი, კროეფიციენტთაგან შევცვლით ნულით, ხოლო თი- 

თოეულ იI, იL-, «.·, –„ კოეფიციენტთაგანს შევცვლით ნულით, ხოლო 

თითოეულ ძ;, 0.4, ·-» რ, კოეფიციენტთაგანს შევცვლით –– | ი I|-თი, 

მაშინ /#X)ის მნიშვნელობა (როდესად X>0) შეიძლება მხოლოდ 

შემცირდეს. ამრიგად, X-ის დადებით მნიშვნელობისათვის ჩვენ 

გვექნება 

/#(X)=ძაX" + ი,» -L ... + ი,X"- L ძა ,,ბენ1+1 -L ... + 

+ ი. ,X-Cთ„=>ძა%X"-- | ძ | (5 1-6 24 + ...+ ჯ# + 1). 

თუ შევაჯამებთ ფრჩხილების შიგნით მყოფ გეომეტრიულ პროგრე- 

სიას, მივიღებთ: 

გ-მ 1 

#(X)ლძე-X"– | ძი | 2-3 

აქედან გამოდის, რომ; როდესაც X>1, 

I ძ I გღხI. 

#/(2) > ია%" – ჯ–I 

ანუ 

+. 6).                  

ჩვენ თუ ფიგურულ ფრჩხილებში გ შევცვლით (X-1)'-1-ით, მა- 

შინ უტოლობა გაძლიერდება: 

1 
(თე(ჯ–- 1)/–-'«1).   (6) #0>-“-–, 

იმისათვის რომ #(X) მნიშვნელობა იყოს დადებითი, საკმარისია 

შესრულდეს პირობა: 

(0) ძი(X--1)-– | თ | =>>9. 

ამოვხსნით რა ამ უტოლობას ჯ-ის მიმართ მივიღებთ: 

'(X-– 1+->14L, #-1>1/ +. 
ძა ძ 
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აჭ ფესვი აიღება სრითმეტიკილი "აზრით, ამრიგად, 

ჯ=> / 2 1+). - 

თუ შესრულებულია უკანასკნელი თანაფარდობა, მაშინ თანახმად 

(6) და (7) თანაფარდობებისა, /(X)-ის მნიშვნელობა ნულისაგან გან- 
სხვავდება. მაშასადამე, რიცხვი 

1/1/C+) 

შეიძლება მივიჩნიოთ დადებითი ფესვების ზეჯა საზღვრად. 
გამოვიყენოთ ეს ხერხი 

(8) #ცე=2ჯ! – 5:01 -- 8X + 10 

ფუნქციისათვის, რომელიც ჩვენ ზემოთ განვიხილეთ. აქ 

ძა = 2, ი.=0, ძეკ==–-5, ძ=ძ=– 8. 

ამრიგად, მოცემულ შემთხვევაში #= 2 და ჩვენ ვღებულობთ: 

აღი. 
როგორც დადებითი ფესვების ზედა საზღვარს. 

დადებითი ფესვების ქვედა საზღვარი რომ მოვნახოთ, 'ამისათვის 

1 
« ცვლადი შევცვალოთ –--ით და მიღებული ფუნქცია გავამრავ- 
ლოთ X"-ზე: 1 - 

დ(“) = »V/ (_-)= 10)! –- 8, -- 5-2. 

აქ #=1, ი= –-8, და ჩვენ გვაქვს: 

7 9L. 2 -+1=084+) <2. 

მაშასადამე, /(X) ფუნქციის დადებითი ფესვების ქვედა საზღვრად 

შეიძლება მივიჩნიოთ 3.
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ახლა ვიპოვოთ /#(X) ფუნქციის უარყოფითი ფესვების ქიედა საზ-. 
„ღვარი, ამ მიზნისათვის ჯ შევცვალოთ ––-/-თი; 

(9) #(-–+I) = 2/! –– 5/1 + 87 -L 10. 

ახლა #=2, ძ=-–-5. 

ამრიგად 

XC”) +) =V2,5+1<2,6. 

მაშასადამე, მოცემული ფუნქციის უარყოფითი ფესვების ქვედა. 
საზღვრად შეიძლება მივიღოთ რიცხვი --2,6. 

რომ ვიპოვოთ /(X»X) ფუნქციის უარყოფითი ფესვების ზედა საზ-. 
ღვარი, ჩვენ განვსაზღვროთ (9) ფუნქციის დადებითი ფესვების ქვე- 

და საზღვარი; აღვნიშნავთ რა /= +, მივიღებთ ფუნქციას 

(CV) = 10; + 8Vმ'–– 52? –L 2. 

ამ ფუნქციისათვის #=2, ძ=–5, 

L/” ი _ > 
M»M ---+1=V95+1<3. 

მაშასადამე, (91 ფუნქციის დადებითი ფესვების ქვედა საზღვრად. 

შეიძლება მივიჩნიოთ -- ამის შესაბამისად, რიცხვი – - შეიძლე. 

ბა მივიჩნიოთ /(ჯ) ფუნქციის უარყოფითი ფესვების ზედა საზღვრად. 

2) ნიუტონის ხერხი. ამ ხერხს საფუძვლად უდევს შემდეგი დე- 

ბულება: ! 

თუ ჯ-ის რომელიმე 'X=ძ4 მნიშვნელობისათვის /(:) ფუ5ქცია· 

და ყველა მისი წარმოებული /'(X),.·.., / XX) დადებითია, მაშინ « 

რიცხვი შეიძლება მივიჩნიოთ დადებითი ფესვების ზედა საზლ-- 

ვრად. 

მართლაც განვიხილოთ, ტეილორის ფორმულა 

#/ი=/ი+/თიC-ი+:0 C-ი:+.. +712 C- ი".
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· თუ ყველა რიცხვი /(ი) /'(), / (ი), ·.., /IXძ) დადებითია ”, 
"მაშინ, როდესა, X>=>თძ, მარჯვენა ნაწილი წარმოადგენს არსებითად 

დადებით რიცხვს. მაშასადამე, როდესაც 24=>0, #(5) ფუნქციის 

'მნიშვნელობა არ შეიძლება ნულად იქცეს. ამიტომ, თუ /(»X) ფუნქ- 

ციას აქვს დადებითი ფესვები, მაშინ ისინი უნდა იყვნენ თ-ზე ნაკ- 

«ლები. 

ნიუტონის ხერხის პრაქტიკაში გამოყენების დროს სასარგებლოა 

-ვიქონიოთ მხედველობაში შკმდეგი: წარმოებული /C)(ი)==#I ძე და- 

დებით რიცხვს წარმოადკენს. მაშასადამე, /("-IXX») ფუნქცია იზრ- 

დება ჯ-ის ზრდის დროს. თუ /(X) ფუნქცია დადებით მნიშვნელო- 
:ბას ღებულობს, როდესაც X=#ც მაშინ იგი დადებითი იკნება, რო- 

დესაც X>7,; მაშასადამე, /რ%-2(ჯ ფუნქცია, როდესაც #>#, იზრ- 

"დება X-თან ერთად. ამიტომ, თუ იგი დადებით მნიშვნელობას ღე- 

„ბულობს, როდესაც Xჯ=ჩე, სადაც #, =>>#,, მაშინ დადებითი იქნე- 

ბა, როდესაც X>#ე და ა. შ. ვისარგებლებთ რა ამ შენიშვნით, ძნე- 
-ლი არ არის განვსაზღვროთ თ მნიშვნელობა, რომლისთვიხაც ყველა 

"წარმოებული და თვით ფუნქცია დადებითია, 

გამოვიყენოთ ეს ხერხი იმავე 

#(02: =2ჯ! -– 5; –– 8X-L 10 

„ფუნქციაზე. 
აქ · 

#(VX0= 8X1-- 10X – 8, 
# (X)C24X? –– 10, 

/”თ) =48ჯ. 
'როდესაც X=1, მნიშვნელობანი /”“'(X) და #”(;) დადებითია, მაგ- 

რამ /'X) ჰიდევ უარყოფითია. როდესაც X=-2, ყველა ფუნქცია 
დადებითია. მაშასადამე, რიცხვი 2 შეიძლება მივიჩნიოთ დადებითი 
ფესვების ზედა საზღვრად. რაც შეეხება დადებითი ფესვების ქვედა 
“საზღვარს ამ მაგალითში ჩვენ ვე# მივიღებთ არსებით გაუმჯობესე- 
ბას წინა ხერხებთან შედარებით, 

საკითხი /(ჯ») ფუნქ კიის ფესვების შესახებ, როგორც ვიცით, (9) 
·ფუნქციის დადებითი ფესვების საკითხზე დაიყვანება, გამოვიყენებთ 

" თუ ზოგი რიცხვთაგანი /(4), /'(ი),.+., #M() ნულის ტოლია, მაშინ დასკ- 
:ვნა ძალაში რჩება.
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რა ნიუტონის ხერხს ამ ფუნქციაზე, ვიპოვით, რომ მისი დადებითი 

ფესვების ზედა საზღვარი 1-ის ტოლია. მეორეს მხრივ ვივარაუდებთ: 

1 
რა 1=--, ვიპოვით, რომ დადებითი ფესვების ქვედა საზღვარი· 

აგრეთვე 1-ის ტოლია. აქედან გამომდინარეობს, რომ (9) ფუნქციას- 

დადებითი ფესვები არა აქვს. მაშასადამე, მოცემულ /(ჩX) ფუნქციას 

არა აქვს უარყოფითი: ფესვები, 

3) წარმოვიდგინოთ, რომ /(X) ფუნქციაში, რომელიც დალაგე- 

„ბულია ჯ-ის კლებადი ხარისხების მიხედვით, პირველად მიდის და– 

დებითი კოეფიციენტებიანი წევრები, შემდეგ კი--–მხოლოდ უარყო- 

ფითი კოეფიციენტებიანი წევრები: 

(19) #(X) == 5იჯ" -L -.. + ხეჯბ:-? –– ნიკე ელჩ 1-- ხი, 

სადაც ბ7=>0 C=>1, 2, ..., 7). ასეთი სახის ფუნქციისათვის სამართ– 

ლიანია შემდეგი დებულება: 
თუ /(X) ფუნქცია დადებითია, ·როდესაც X=-ძ, სადაც #>0, 

მაშინ ის დადებითი რჩება, როცა X>ძ. მართლაც, ფუნქცია (10). 

შეიძლება წარმოვიდგინოთ ასეთი სახით: 

# ფა=აო-/ ნია” + ...+ას)– ბი +-..+ 5)   

თუ ჯ ღებულობს თანმიმდევრობით ზრდად დადებით მნიშვნე- 

ლობებს, მაშინ ფიგურულ ფრჩხილებში საკლები იზრდება, ხოლო- 

მაკლები კლებულობს, 
მაშასადამე, /(X) ფუნქცია იზრდება, ამიტომ, თუ X=რ6 (თ>>9) 

'მნიშვნელობისათვის იგი დადებით მაიშვნელობას მიიღებს, მაშინ ის 

დადებითი იქნება, როცა X>ძ. აქედან გამომდინარეობს, რომ რო- 

დესაც X>ძ, ფუნქცია /(X) ნულად არ გადაიჟცევა, ე. ი. თ შეიძ- 

ლება მივიჩნიოთ დადებითი ფესვების ზედა საზღერად. 

„ თუ მოცემულია ნებისმიერი მთელი რაციონალური /(X») ფუნქ- 

ცია, მაშინ ყოველთვის შეიძლება (წევრების გადაუსმელაღდ) მისი. 

წარმოდგენა ასეთი სახით: 

#0ე=8თ,C) + დ,C0) -L... +I- დ, დე, 
სადაც : 

(11) დ,(ჯ), -.., ი.(ჯ)
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წარმოადგენ” (10) სახის ფუნქციებს. ჩვენ თუ შევძლებთ შევარ- 

ჩიოთ ჯ-ის ისეთი მნიშვნელობა ი, რომლისთვისაც ყველა (11) ფუნქ- 

ცია დადებითია, მაშინ ისინი დადებითი იქნებიან, როდესაც Xჯ>9ძ. 
მაშასადამე, რიცხვი თ შეიძლება მივიჩნიოთ #(X) ფუნქციის დადე- 

ბითი ფესვების ზედა საზღვრად. 

ასე მაგალითად, ფუნქცია 

#(X) == ჯ'-L3უ: –– 12X»9 -L 4X? –– 9Xჯ -L 4 

“შეიძლება წარმოდგენილი იქნეს სახით: 

/(X) => დ,(X) -L C,(») -L დე(), 
სადაც ' 

Cდ.(X)=»ჯ!" -L 3»! –– 1279, 

დ.(X)=4ჯ1? –– 9», 
დუვ(:)=4. 

შევნიშნოთ რომ, როდესაც ჯ=3, ფუნქციები (11') დადებითია. 

მაშასადამე, რიცხვი 3 შეიძლება მივიჩნიოთ დადებითი ფესვების 
“სედა საზღვრად. 

ი 

სავარჯიშო. 

განსაზღვრეთ ნამდვილი ფესვების საზღვრები შემდეგი ფუნქციებისათვის: · 

1, ვ'+L+12»2--– X-–-4, 

2. 19 –-– 80 + 3ჯ – 7, 

ვ, ჯზ+3ჯს –- 2! -L 4»? -L 92 –- 7X –– 11, 

4, ჯზ –– 1,7X2 + 2,3» – 3,5. 

§ 2. ფისვების განცალება. მთელი რაციო. ნალური 

ფუნქციის ჟო ფაძცევის შესწავლა 

1. ახლა შევეხოთ ფესვების განცალების საკითხს. ამ ამოცანის 
ამოსახსნელად შეიძლება ვისარგებლოთ შტურმის თეორემით, რო- 

მელსაც § 3-ში გავეცნობით, მაგრამ მრავალ შემთხვევაში ამოცანა . 

ფესვების გაჩცალების შესახებ შეიძლება ამოხსნილი იქნეს უფრო 
მარტივ მოსაზრებათა დახმარებით, რომლებიც დაკავშირებულია 

ფუნქციის ზრდადობისა და კლებადობასთან. ეს მოსაზრებანი თვალ- 

საჩინოდ ცხადი ხდებიან, თუ ვისარგებლებთ გრაფიკული გამოსახ- 

ვის მეთოდით, ·
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განვიხილოთ სიბრტყეზე მართკუთხა კოორდინატთა სისტემა 
X0X და ავაგოთ მრუდი, რომელიც წარმოადგენს 

(12) 7=/(») 

ფუნქციონალური დამოკიდებულების გრაფიკულ გამოსახვას. 
თუ /(X) ფუნქცია არის ჟ ხარისხის მთელი რაციონალური ფუნქცია 

_ #/C>X7= ძე თაო 1 +... +ძ.-%#+ 0, 

მაშინ შესაბამ მრუდს „ეყ რიგის პარაბოლი“ ეწოდება. 
M წერტილი, რომელსაც « აბსცისი აქვს, ძევს (12) მრუდზე 

მხოლოდ და მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როდესაც მისი ორდინატი 

#(4)-ს ეტოლება. 
(12) მრუდის გადაკვეთის წერტილები 01X ღერძთან /(X») ფუნქ- 

ციის ფესვებს შეესაბამება, 

მართლაც, თუ თ არის გადაკვეთის წერტილის აბსცისი, მაშინ 

შესაბამი #(9) ორდინატი ნულის ტოლი უნდა იქნეს: 

#(0)=9, 

ე. ი. ძ#--არის #(X) ფუნქციის ფესვი. 
ამრიგად, (12) მრუდის C0X ღერძთან გადაკვეთის წერტილების 

რიცხვი #(;) ფუნქციის ნამდვილი ფესვების რიცხვის ტოლია. 

#( ფუნქციის ჯერადი ფესვები შეესაბამება (12) მრუდის 0X 

ღერძთან შეხების წერტილებს. მართლაც, თუ ძ არის #(ჯ) ფუნქ- 

ციის ჯერადი ფესვი, მაშინ როგორც ჩვენ ვნახეთ III თავში, თ 

იქნება /(X) ღა #”(X) ფუნქციების საერთო ფესვი: ' 

#9) =0, /'(4)=0. 
მაშასადამე, განსახილავ შემთხვევაში (12) მრუდზე აღებულ 2 აბსცი- 

სიან წერტილზე გატარებულ მხების კუთხური კოეფიციენტი ნულს 

ეტოლება, ე. ი. მხები CX ღერძს ემთხვევა. 

მრუდის მხები შეიძლება განვიხილოთ, როგორც მკვეთის ზღვრული 
მდებარეობა, ამის შესაბამად თითოეული ჯერადი ფესვი შეიძლება 
განვიხილოთ როგორც შედეგი · ზღვრული პროცესისა, რომლის სა- 

შუალებით ხდება დამთხვევა ერთმანეთზე ორის ან რამდენიმე სხვა– 

დასხვა ფესვისა, გავაშუქოთ ეს მაგალითით, წარმოვიდგინოთ, რომ
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უნდა განვსაზღვროთ გადაკვეთის წერტილები კუბური »ჯ== XV პარა» 

ბოლისა და V = #VX წრფისა, სადაც #I >>0 (ნახ. 25).: გადაკვეთის 

წერტილის აბსცისა უნდა აკმაყოფილებდეს განტოლებას 

(13) ჯმ –– LX = 0, 

ამ განტოლებას აქვს სამი ფესვი: 

X1=0, 21:,=+V #M, «,=--V I 

რომელთაც პარაბოლისა და წრფის გადაკვეთის სამი წერტილი შე- 

ესაბამებ. თუ ახლა წმარმოვი- 
V 

დგენთ, რომ „» კოეფიციენტი, 

“ / %V რჩება რა დადებითი, მიისწრაფვის 

გ ნულისაკენ, მაშინ »” => MI# წრფე 
მიისწრაფვის 0X ღერძისაკენ. გა- 

· დაკეეთის სამივე წერტილი ზღვარ- 

0I2 : ში ერთმანეთს დაემთხვევიან. ამის 

__ X-. შესაბამად (13) განტოლებას, რო- 

4 დესაც #=0, სამჯერადი ფესეი 

აქვს: : 

X,=X, == ჯე==0.     · თუ მოცემულ ფუნქციას ჯერა- 
ნახ, 25. დი ფესვები აქვს, მაშინ მათგან 

განთავისუფლება შეიძლება იმ ხერ. 

ხების დახმარებით, რომელიც ნაჩვენებია III თავის § 5:ში. ამიტომ 

ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ განსახილველ /(X) ფუნქციას ჯერადი ფე- 
სვები არ აქვს, ამით გამოირიცხება შესაძლებლობა წ»ჯ=/(X) მრუ- 

დის შეხებისა C0X ღერძთან. 

განვიხილოთ »= /(X) მრუდზე ორი წერტილი 

LL, #(92)), CL, /(1)) 

და ვთქვათ, რომ / და #8 არიან მათი გეგმილები აბსცისათა ღერძზე 
(ნახ. 26). თუ #ძ) და /(ს/) ორდინატები სხვადასხვა ნიშნის არის, 
მაშინ X და (1 წერტილები აბსცისათა ღერძის სხვადასხვა მხარეს 

მდებარეობს, ამ შემთხვევაში მრუდი, არის რა იგი უწყეეტი, აბს-
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ცისთა ღერძს გადაკვეთს ერთ C წერტილში მაინც, რომელიც „-სა 

და „8-ს შორის ძევს. ეს არის გამოთქმა იმ გეომეტრიული ფაქტისა, 

რომ უწყვეტ ფუნქციას არ შეუძლია უარყოფითი მნიშვნელობიდან 

დადებითზე გადავიდეს (ან შებრუნებულად) ნულის გაუელელად, 
გადაკვეთის C წერტილი შეესაბამება /(X) ფუნქციის ფესვს, რომე- 
ლიც (თ, ხ) შუალედში ძევს. 

ამრიგად, თუ /(ი) და /(ა) მნიშვნელოზები სხვადასხვა ნიშნის 

არიან, მაშინ („, ხს) შუალედი /(X) ფუნქციის ერთ ფესვს მაინც 

შეიცავს. 

ძნელი არ არის მივიღოთ უფრო სრული შედეგი. მართლაც, აბს- 

ცისთა ღერძი ყოფს X0V სიბრტყეს ორ „ზედა“ და „ქეედა“ ნა- 

ხევარსიბრტყედ. თუ /(ი) და /(ხ) მნიშვნელობები ერთნაირი ნიშ- 

” 

   
ნახ, 27. ნახ. 26. 

ნის არიან, მაშინ X და () წერტილები ერთსა და იმავე ნახევარ 

სიბრტყეზე მდებარეობენ. თუ ეს მნიშვნელობები სხვადასხვა ნიშნის 

არიან, მაშინ X და (1 წერტილები სხვადასხვა ნახევარსიბრტყეზე 

მდებარეობენ. 

ახლა წარმოვიდგინოთ, რომ /=- / (2) მრუდზე ვამოძრავებთ #L 

'წერტილიდან 0) წერტილისაკენ (ნახ. 27) მრუდის აბსცისთა ღერძ- 

'თა5 გადაკვეთის ყოველ წერტილს. ჩვენ გადავყევართ ერთ ნახევარ- 

სიბრტყიდან მეორეზე. მაშასადამე, რომ დავბრუნჯეთ იმ ნახევარსიბრ. 

დქეში, სადაც X წერტილი ძევს, ჩვენ უნდა გავიაროთ გადაკვეთის 

წერტილთა ლუწი რაოდენობა ”. მეორე ნახევარსიბრტყეზე რომ მო- 

" უნდა გვახსოვდეს, რომ ლუწ რიცხვთა შორის რიცხვი ნულიც იმყოფება. 

17. უმ:ღლესი ალგებრა



– 258 - 

ვხვდეთ, ჩეენ უნდა გავიაროთ გადაკვეთის წერტილთა კენტი #იცხვი. 

ამრიგად, ჩვენ ვღებულობთ შემდეგ რეზულტატს: 
თუ /(0) და /(ს) მნიშვნელობანი ერთწაირი ნიშნის არიან, მაშინ 

(9, ს) შუალედში იმყოფება I(X) ფუნქციის ფეხვები, რომელთა 
რიცხვი ლუწია. ეს ლუწი რიცხვი შეიძლება იყოს ნულის ტოლიც. 

თუ /(4) და /(#M) მნიშვნელობანი სხვადასხვა ნიშნის არიან, მა- 

შინ (თ, ს) შუალედში იმყოფება /(X). ფუნქციის ფესვები, რომელ- 
თა რიცხვი კენტია, 

2. თანახმად III თავის მე-2 პარაგრაფისა, ჩვენ შეგვიძლია 

ვთქვათ, რომ ჯ-ის მნიშვნელობებისათვის, რომლებიც საკმაოდ დი- 

დია აბსოლუტური სიდიდით, /(ჯ) ფუნქციის მნიშვნელობა აბსო- 
ლუტური სიდიდით რაგინდ დიდი ივნება. მეორის მხრივ I პარაგრა- 

ფის მე-2 პუნქტში ჩვენ ვნახეთ, რომ ჯ-ის მნიშვნელობებისათვის, 

რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას 

4 
II=+%ე 1» 

ადგილი აქვს უტოლობას 

| ძე" | > | ი,ჯ" 1-+...+Lძა |, 

ე. ი, უფროსი წევრის აბსოლუტური სიდიდე აღემატება ყველა დანარ- · 

ჩენი წევრის ჯამის აბსოლუტურ სიდიდეს. აქედან გამომდინარეობს, 
რომ ჯ-ის მნიშვნელობებისათვის, რომლებიც საკმაოდ · დიდია აზ- 

სოლუტური სიდიდით, მთელ რაციონალურ ფუნქციას აქვს თავისი 

უფროსი წევრის ნიშანი. 

წარმოვიდგინოთ, რომ უფროსი წევრის კოეფიციენტი ძე დადე- 
ბითი რიცხვია, მაშინ შესაძლოა ორი შემთხვევა წარმოგვიდგეს: 

ა) თუ » ლუწი რიცხვია, მაშინ უფროსი წევრი ძეჯ" ყოველთვის 

დადებითია. მაშასადამე, ჯ-ის როგორც დადებითი ისე უარყოფითი 

მნიშვნელობებისათვის, რომლებიც აბსოლუტური სიდიდით საკმაოდ 
დიდია, /(ჯ) ფუნქციის მნიშვნელობა დადებითი იქნება, ამ შემთხვე- 

ვაში X=/(X») მრუდს ისეთი სახე აქვს, რომელიც ნაჩვენებია 28 ნა- 

ხაზზე (თ ან #). 
ჩვენ თუ წარმოვიდგენთ მრუდზე მდებარე M წერტილს, „რო- 

გორც მოძრავს მარცხნიდან მარჯვნივ, მაშინ ეს წერტილი, დაიწყო 

რა მოძრაობა, ზედა ნახევარ სიბრტყეზე, ბოლოს და ბოლოს იმავე ნა-
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ხევარ სიბრტყეზე უნდა დაბრუნდეს. მაშასადამე, მას შეუძლია C0X 
ღერძი ლუწ რიცხვჯერ გადაკვეთოს; (») ფუნქციას შეიძლება ექნეს 
ნამდვილი ფესვების ლუწი რიცხვი. ეს შედეგი ჩვენ უკვე ზემოთ მი- 
ვიღეთ (თავი III § 4) სხვა მოსაზრებებიდან გამოსვლით. ახლა ვნა- 

  

V I 

წ 
ზ , 
ზ ” / 
წ / "'·”' / 

/ 

9! ა. 7 » 

ნახ, 28ძ. ნახ. 28 ხ. 

ხოთ, მრუდი რომელ წერტილში ჰკვეთს 0X ღერძს; ამ წერტილის 
ორდინატი /(X) ფუნციის თავისუფალი წევრის ტოლია: 

: : # 6)=ძ,. ' 

თუ ი.>9 (ნახ, 28 #), მაშინ გადაკვეთის წერტილი (XX) ზედა ნა- 

ხევარ სიბრტყეზე ძევს. ამ შემთხვევაში /(X) ფუნქციას შეიძლება 

ჰქონდეს მხოლოდ ლუწი რიცხვი უარყოფითი ფესვებისა და ლუწი 

რიცხვი დადებითი ფეხვებისა. 

ეს შედეგები შეიძლება გამოვიყენოთ კვადრატული განტოლები- 

სათვის: : | 

იX + ხX + -=0, 0C>0. 

თუ 6>90, მაშინ ამ განტოლებას აქვს ერთნაირი ორი ნამდვილი 

ფესვი, ანდა სულ არა აქვს ნამდვილი ფესვები; თუ <9, მაშინ მას 

აქვს ერთი დადებითი ფესვი და ერთი უარყოფითი. 

ბ) თუ /(X) ფუნქციის ხარისხი # არის კენტი რიცხვი, მაშინ. 
მისი, უფროსი წევრი იეჯ" დადებითი იქნება, როდესაც #X>0 და 
უარყოფითი, როდესაც Xჯ<0. მაშასადამე, თუ ჯ-ის აბსოლუტური 
„სიდიდე საკმაოდ დიდია, მაშინ /7(X)-ის მნიშვნელობა აგრეთვე და– 

დებითი იქნება, როჯღესაც X>0 და უარყოფითია, როდესაც ჯ<790.
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ახლა „=/(X) მრუდს აქვს 29 ნახაზზე (თ”ან ხ) მოცემული სახე. 

M წერტილი, რომელიც მარცხნიდან მარჯვნიე მოძრაობს, ქვედა 

ნახევარ სიბრტყიდან ზედაზე გადადის. მაშასადამე, / (X») ფუნქციას 

აქვს კენტი რიცხვი ნამდვილი ფესვებისა. 

ახლა თუ ძ„>0 (ნახ. 29), მაშინ ჩვენი წერტილი, სანამ 0” 

ღერძს გადაკვეთს, ზედა სიბრტყეზე უნდა გადავიდეს, ამ შემთხვე- 

ვაში #>X) ფუნქციას აქვს კენტი რიცხვი უარყოფითი ფესვებისა. 

  

ნახ. 29 ძ. ” ნახ, 29 #, 

მას შეიძლება ჰქონდეს მხოლოდ ლუწი რიცხვი დადებითი ფეს– 

ვეზისა. 

თუ თ,„<0 (ნახ. 29 #), მაშინ ანალოგიური მსჯელობა გვიჩვენებს, 

რომ /(») ფუნქციას შეიძლება ჰქონდეს მხოლოდ ლუწი რიცხვი 
უარყოფითი ფესვებისა; მას აქვს კენტი რიცბვი დადებითი ფეს- 

ვებისა. ' 

ასე მაგალითად, კუბურ განტოღებას 

ძეX -L ი,X? +-ი,X -L ძე=90, (თე > 9) 

ერთი უარყოფითი ფესვი მაინც აქვს, როდესაც ი:>0; ხოლო 

როდესაც ძი:<90, მას აქვს ერთი მაინც დადებითი ფესვი. 
შევნიშნოთ, რომ ორივე შემთხვევაში ჩვენ მივდივართ ერთსა და 

იმავე დასკვნამდის დადებითი ფესვების რიცხვის შესახებ: სახელ–- 

დობრ, თუ ი„>0, მაშინ ფუნქციას შეიძლება პჭონდეს მხოლოდ 

ლუწი რიცხვი დადებითი ფესვებისა, ხოლო თუ ი,„<90, მაშინ ფუნქ- 

ციას აქვს კენტი რიცხვი დადებითი ფესვეებისა. 1
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3, უფრო ძლიერი შედეგი რომ მივიღოთ მთელი რაციონალური 
ფუნქციის დადებითი ფესეების რიცხვის შესახებ, ჩვენ წინასწარ ზო- 
გიერთი ახსნა-განმარტება გავაკეთოთ რიცხვთა მწკრივში ნიშნის 
შეცვლათა შესახებ. 

ვთქვათ მოცემულია სასრული სიმრავლე რიცხვებისა, რომლებიც 
გარკვეული რიგით არიან დალაგებული, - 

მაგალითად, 

ო –+7, +1, – 2, ––3, –– 5, +6, –1, 

თუ ამ რიცხვების ნიშნებს დავალაგებთ იმ რიგით, როგორც 
თვით მოცემული რიცხვები არიან დალაგებული 

+, +, – +, – 

მაშინ ჩვენ სამჯერ მოგვიხდება ერთი ნიშნიდან მეორეზე გადასვლა. 

ამიტომ ჩეენ ვიტყვით, რომ რიცხვთა (?) მწკრივში არის ნიშნის 

სამი შეცვლა. 

საზოგადოდ, თუ განსაზღვრული რიგით დალაგებულ რიცხვთა 

მწკრივში არის  გადახვლა ერთა რიცხვიდან მეორეზე, მაშინ 

ჩვენ ვამბობთ, რომ, ამ მწკრივში არის ნიშნის # შეცვლა. 

თუ # ლუწი რიცხვია, მაშინ განსახილავ რიცხვებიდან უკა5ას- 

კნელს იგივე ნიშანი ექნება, რაც პირველს; თუ X კენტია, მაშინ კი- 

დური რიცხვების ნიშნები მოპირდაპირეა. 

ახლა განვიხილოთ მთელი რაციონალური ფუნქციის კოეფიცი- 

ენტთა მწკრივში 

რი, რ: რე, + მო-1, რი 

შეცვლათა რიცხვი. · 

პირველად კერძო შემთხვევაზე შევჩერდეთ, როდესაც /(X) ფუნქ- 
ციის ფესვები X,, X,, ·.., X ყეელა დადებითია. II) თავის (50) 
ფორმულები გვიჩვენებს, რომ ამ შემთხვევაში კოეფიციენტების 

ნიშნები რიგრიგობით იცვლება; მაშასადამე, კოეფიციენტთა მწკრივ- 

ში შეცვლითა რიცხვი #ის ტოლია, ე. ი. დადებითი ფესვების 

რიცხვის ტოლია. 

ზოგად შემთხვევაში ადგილი აქვს შემდეგ დებულებას: 

#ლო) ფუნქციის დადებითი ფესვების რიცხვი არ აღემატება შეც- 
ვლათა რიცხვს მის კოეფიციენტთა მწკრივში.
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დამტკიცება. თუ თ არის #(») ფუნქციის დადები»ი ფესვი, 
მაშინ 

#ფ)ე=Cფ – თიდღე, 

სადაც დ(»X) მთელი რაციონალური ფუნქციაა. დავამტკიცოთ, რომ 
«(X) ფუნქციის კოეფიციენტების მწკრივში შეცვლათა რიცხვი ერ- 
თით მაინც ნაკლებია /(ჯX) ფუნქციის კოეფიციენტთა მწკრივში შე- 

ცვლათა რიცხვზე. ვთქვათ, 

დ(ჯ)ლ–ხეჯ" 1 -L ხომ? -L ... + ხი–). 

დ(ჯ) ფუნქციის კოეფიციენტები დაკავშირებულია #(») ფუნქციის 
კოეფიციენტებთან II თავის (24) თანაფარდობით 

ჩხ =- #0: 

ხ.=ს, ,თC +-ის (==1, 2, ..., #8 –– 1). 

გაყოფის შედეგად მიღებული ნაშთი უნდა იყოს ნულის ტოლი 

(14) M-,ეთ-L ძ:=0. 

ახლა წარმოვიდგინოთ, რომ #;.,-დან #,-ზე გადასვლისას ჩვენ 

გვაქვს ნიშნის შეცვლა; მაშინ ტოლობა 

ის=ხ-– ხ. თ (=თ>9) 

გვიჩვენებს რომ ამ შემთხვევაში ი, კოეფიციენტს იგივე ნიშანი 

აქვს, რაც ხ.-ს. ვიგულისხმოთ, მაგალითად, რომ C(») ფუნქ”იის 
კოეფიციენტებს აქვს შემდეგი ნიშნები 

რა ი | რ. ს | 4. 

ლულლლლლ 
ჩვენ აქ გვაქვს ნიშნის შეცვლა #)-დან #,-ზე გადასვლისას და ე- 

დან ჩ,-ზე გადასვლისას, წინანდელივით ჩვენ შეგვიძლია ვთქვათ, 

რომ ძი, კოეფიციენტს იგივე ნიშანი აქვს, რაც ჩ#,-ს, ხოლო თკ კოე- 

ფიციენტს იგივე ნიშანი, რაც .- ს; მაშასადამე, /(X) ფუნქციისათვის 
გვექნება: · 

      

  

 



თ | ძი, ძ |ძ 
  

ძი .- 

+ I+) |I+ 

ამრიგად, თუ დ(X)-ის წევრებს (მათი რიგის შეუცვლელად) დავ- 

ყოფთ ისეთ წევრთა ჯგუფებად, რომელთაც აქვთ ერთნაირი ხიშნე- 

ბი, მაშინ თითოეული ამ ჯგუფთაგანს შეესაბამება /(»-) ფუნქციის 

იმავე ნიშნის წევრთა ჯგუფი. ახლა მხედველობაში მივიღოთ, რომ 

(14) თანაფარდობის ძალით /(X»X) ფუნქციის თავისუფალ წევრს აქვს 

დ(X) ფუნქციის უკანასკნელი ჯგუფის ნიშნის მოპირდაპირე ნიშანი. 
აქედან გამომდინარეობს, რომ /(X»)-სათვის ერთნაირ ნიშნიანი წევრ- 

თა ჯგუფების რიცხვი ერთით მაინც მეტია, ვიდრე /(X»)-სათვის. 

სხვანაირად რომ ვთქვათ, /(X)-ის კოეფიციენტების მწკრივში ნიშნის 

შეცვლათა რიცხვი ერთით მაინც მეტია, ვიდრე დ(X»X)-ს კოეფიციენ- 

ტების მწკრივში შეცვლათა რიცხვი. 

ამრიგად, თუ ძ არის /(X»)-ის დადებითი ფესვი, მაშინ /(ჯ») ფუნქ- 

ციის (X-- თ)-ზე გაკოფისას კოეფიციენტების მწკრივში შეცვლათა 

რიცხვი ერთით მაინც მცირდება. ახლა წარმოვიდგინოთ, რომ /(») 

ფუნქციას აქვს # დადებითი ფესვი: 

_–.. 

  

        
  

მაშინ, /(X) რომ გავყოთ »X--თ,, შემდეგ X-–-თ,-ზე და ა. შ. და ბო–- 

ლოს Xჯ-–თ,-ზე, ჩვენ მივიღებთ ფუნქციას, რომლისთვისაც შეცვლა- 

თა რიცხვი #-ით მაინც ნაკლები იქნება #X)-ის შეცვლათა რიცხვზე. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ #, ე. ი, #(-ის დადებითი ფესვების 

რიცხვი არ აღემატება შეცვლათა რიცხვს /(X) ფუნქციის კოეფი- 

ციენტების მწკრივში, 

შევნიშნოთ კიდევ, რომ /(X») ფუნქციის კოეფიციენტთა მწკრივ– 

ში შეცვლათა რიცხვი შეიძლება განსხვავდეზოდეს დადებითი ფე- 

სკების რიცხვისაგან მხოლოდ ლოწი რიცზვით. 

მართლაც, ვიგულისხმოთ რომ, უფროსი წევრის კოეფიციენტი 

დადებითია. თუ კოეფიციენტების მწკრივში ძე, ·-· 0 მე(კვლათა 

რიცხვი ლუწია, მაშინ თავისუფალი წევრი აგრეთვე დადებითი იქნება. 

ამ შემთხვევაში, როგორც ჩვენ ზემოთ ვნახეთ, /(X) ფუნქციის და- 

დებითი ფესვების რიცხვი ლუწი იქნება,
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თუ კოეფიციენტთა მწკრივში შეცვლათა რიცხვი კენტია, მაშინ 

თავისუფალი წევრი ძი, უარყოფითი იქნება; ამ შემთხვევაში /(X) 
ფუნქციის დადებითი ფესვების რიცხვი კენტია. ამრიგად, /(X) ფუნქ- 

ციის კოეფიციენტთა მწკრიეში შეცვლათა რიცხვი და დადებითი 
ფესვების რიცხვი ან ორთავე ლუწი, ან ორთავე კენტი იქნება; მა- 

შასადამე, მათ» შორის სხვაობა შეიძლება იყოს მხოლოდ ლუწი 

რიცხვი. 

ამრიგად, /(X) ფუნქციის დადებითი ფესვების რიცხვი ტოლია 

V მისი კოეფიციენტთა მწკრივ- 

0 ში შეცვლათა რიცხვისა ან 

, მასზე ნაკლებია ლუწი რიც- 

/ ხვით (დეკარტის თეო: 

«ემა). 

4. თუ /(») ფუნქცია (ი, M) 
· შუალედის ბოლოებში სხვა- 

8 X დასხვა ნიშნის მნიშვნელობებს 

ღებულობს; მაშინ ამ შუალე- 

დში, როგორც ჩვენ ვნახეთ, 

იმყოფება /(X) ფუნქციის კენ- 
წახ. 30 მ, ტი რიცხვი ფესვებისა. ვიკვ- 

ლევთ რა /(Xჯ) ფუნქციის ყო- 

ფაქცევას (თ, ს) შუალედში, შევეცადოთ უფრო ზუსტად განვსაზღ- 

ვროთ, რამდენი ფესვი არის 

ამ შუალედში. V 
წარმოვიდგინოთ გარკვე- 

ულობისათვის, რომ ი 

#020)<9, /()>9. | I 

თუ აღმოჩნდება, რომ / (X) 42 CC ი / 
ფუნქცია მუდამ იზრდება, მ| | I (8 

როდესაც ჯ იზრდება კყ-დან IM ზ I 

ხ-მდის მაშინ “შუალედში ი ! 

არის ფუნქციის მხოლოდ ერ- ა" 1 / 

თი დესხვი (შეად. 26 ნახ). ნახ. 30 ხ. 

ახლა ვიგულისხმოთ, რომ /(X) ფუნქცია იზრდება (ი, ხ) შუალე- 
დში, რათა მიაღწიოს თავის მაქსიმუმს X=(ი წერტილზე; შემდეგ 
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(2, ი) შუალედში კლებულობს და მიაღ7ვეს თავის მინიმუმს # = ძ# 
წერტილზე და ბოლოს, (ძ, ხ) შუალედში ხელახლა იზრდება, მაშინ 
შეიძლება წარმოგვიდგეს ორი სხვადასხვა შემთხვევა. 

  

  

IV 

0 

· ! 
/”! / 

– 4 / 'VM იე | – 

0 / C ! ტე X 
/ ზ? ! / 

/ ზ ! / 
ზ% 

” ა | / 
ბა 127 

ნახ. 31. 

1. #/(X) (მაქსიმალურ) და /(X) მინიმალურ მნიშვნელობებს ერთი 

და იგივე ნიშანი აქვთ (ნახ. 30 და 30ხ). ამ შემთხვევაში #(») ფუნქ- 
ციას (იძ, ხ) შუალედში მხოლოდ ·ერთი ფესვი აქვს. · 

2. /(2) და /(ძ) მნიშვნელობები სხვადასხვა ნიშნის არიან (ნას, 31); 
მაშინ უნდა იყოს 

/(-1>9, /(თ <9. 

ამ შემთხვევაში #(X) ფუნქციას (ძ, #) შუალედში სამი ნამდვილი 

ფესვი აქვს; ეს ფესვები იმყოფებიან შუალედში. 

(0, 0), (ძ, ძ), (ძ, ხ). 

ანალოგიურად შეიქლება გამოვიკვლიოთ /(;) ფუნქციის ყოფა- 

ქცევა უფრო რთულ შემთხვევებში. ამასთან არსებით როლს თამა– 

შობს ის წერტილები, რომლებზედაც ფუნქცია მაქსიმუმს ან მინი- 

მუმს აღწევს. ამ წერტილების მოძებნა დაიყვანება #(X) წარმოებუ- 

ლის ფესვების განსაზღვრაზე. შევნიშნოთ, რომ მესამე ხარისხის 

ფუნქციისათვის ფესვების განცალების ამოცანა ადვილად ამოიხსნე- 

ბა აღნიშნული ხერხით, ' 

მაგალითისათვის განვიხილოთ ფუნქცია 

#00=14პ--9:მ3 -C24X –- 17.
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აქ · 

/'“7) =3ჯ9 -- 18ჯ-L 24. 

# თ) ფუნქციის ფესვებია 

X, = 2, X: ==4. 

როდესაც <2, /'(::) ფუნქცია დადებითია; მაშასადამე, წ2(63) 
ფუნქცია იზრდება X-თან ერთად. ამასთანავე ის ნულს გაივლის 0-სა 

და 2-ს შორის, ვინაიდან 

·/(60)<0, /(2)>9. 
(2,4) შუალედში /(X) ფუნქცია უარყოფითია; ამ შუალედში /(») 

ფუნქცია კლებულობს. ამასთანავე ის მეორეჯერ გადადის ნულზე, 
· ვინაიდან /(4)<0. როდესაც X>4, /(X) ფუნქცია ხელახლა დადე–- 

ბითია. მაშასადამე, #(X»X) ფუნქცია ხელაბლა იზრდება. თუ დავუშ- 
ვებთ ჯ=>=5, მაშინ ვიპოვით /(5)->0. მაშასადამე, (4,5) შუალედში 

X# LC») ფუნქცია მესამეჯერ გადადის ნულზე. 
ამრიგად, /(X) ფუნქციის ფესვები იმკოფება შუალედებში 

(0, 2), (2, 4), (4, 5). 

§ ვ, შტურმის მეთო.დი 

1. ვთქვათ, / («) არის მთელი რაციონალური ფუნქცია, რომელ- 

საც ჯერადი ფესვები არ აქეს. მაშინ, როგორც ვიცით, /(2) 

და /'(») ფუნქციები ურთიერთმარტივი არიან. მაშასადამე, მათი 

საერთო უდიდესი გამყოფი ნულისაგან განსხვავებულ მუდმივ რი- 

ცხვს წარმოადგენს. ახლა /(X) და /!(X)·თვის ავაგოთ ალგორითმი 

თაწმიმდევრობითი გაყოფისა. შეიძლება გავამრავლოთ ნებსითი რი- 

ცხვით მამრავლზე. ვისარგებლებთ რა ამით, ჩვენ შეგვიძლია ნებსი- 

თი მიღებული ნაშთთაგანი -– 1-ზე. გავამრავლოთ, ე. ი. მის წინ ნი- 

შანი შევცვალოთ, როდესაც /#(X) ფუნქციას /”(X)-ზე გავყოფთ, ში- 
ვიღებთ: ' 

05 /ფ=/თიCთ+იVთ; 
”(X) ნაშთი, აღებული შებრუნებული ნიშნით, #(»X)ით აღვნიშნოთ: 

27) = –- ”(M%).
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აზლა (15) თანაფარდობა ასე გადავწეროთ: 

/(X) = /I(X) 2;(X) –ჩთ. 

შემდეგ / (>) ფუნქცია /,(თ-ზე გავყოთ. ვთქვათ, რომ ამ გაყო- 
ფის შედეგად მიღებული ნაწილადი არის ი(X) ხოლო ნაშთი შებ- 
რუნებული ნიშნით აღებული /,(»)-ით აღვნიშნოთ. მაშინ გვექნება: 

# (X) =V7,(2) ,(X) –/,(ი. 

ანალოგიურად. მიგიღებთ: 

/. =/)(X) 0ა(X) –7/(X), 

0რ #-ი)=/0) თინი – +, 

ვინაიდან / (X) ფუნქციის ხარისხი (#--1)-ის ტოლია, ამიტომ /,(%)- 

ფუნქციის ხარისხი არ აღემატება » -–-2-ს, ..., #-,(X) ფუნქციის 

ხარისხი „ –#-ს არ აღემატება; ამიტომ ზოგად შემთხვევაში ჩვინ- 

მივიღებთ ფუნქციათა მწკრივს: 

(17) /(ჯ5), / (X), /,(X), ·.., #„–,(»). 

ამასთანავე უკანასკნელი ფუნქცია ამ მწკრივში იქნება ნულისა- 

გან განსხვავებული მუდმივი რიცხვი, ამრიგად, ჩვენ შევადგინეთ / (X): 

ფუნქციისათვის შტურმის ფუნქციათა მწკრივი. აღვნიშნოთ ამ ფუნქ- 

ციების ზოგიერთი თვისება, 

ა) შტურმის ორი მეზობლად მდგომი ფუნქცია არ შეიძლება. 

ნულად გადაიქცეს ჯ-ის ერთიდაიგივე მნიშვნელობისათვის. 

მართლაც, თანახმად დაშვებისა /(X) და #”() ფუნქციები არიან 

ურთიერთ მარტივი; მაშასადამე (თავი 1I, § 2, შენიშენად), ურთი- 

ერთ მეზობლად მდგომი ორი ნებსითი ფუნქცია (17) მწკრივიდან.: 

აგრეთვე მარტივი უნდა იყენენ, ამასთანავე ·ისინი ნულად რომ იქცე- 

ოდეს ერთი და იგივე ჯ==# მნიშვნელობისათვის, მაშინ შათ ექნებო- · 

დათ საერთო გამყოფი X ––- ი, ' 

ბ) თუ ჯ-ის რომელიმე მნიშვნელობისათვის (17) ფუნქციიდან: 

ერთი ფუნქციათაგანი ნულად იქცევა, მაშინ ორი მისი მეზობელი 

ფუნქცია ჯ-ის იმავე მნიშვნელობისათვის მოპირდაპირე ნიშნებს- 

ღებულოზსს.
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"ვთქვათ მაგალითად, /LX») ფუნქცია ნულად იქცევა, როდესაც 
XX = ძ. 

/#–)(X) == /X(X) 0L+) (X) ––/X+1(X) 

თანაფარდობაში დავუშვათ ჯ=, მაშინ მივიღებთ: 

#-(0) == –– /L+1(0)- 

თუ (17)-დან აღებულ ყოველ · ფუნქციაში ვიგულისხმებთ X=, 

მაშინ მივიღებო რიცხვთა განსახღვრულ სისტემას 

X18) # (9), # (49); ი (0) ··» /„–1(9). 

შემდეგში არსებითი მნიშვნელობა ექნება ნიშნის შე/ვლათა 
რიცხვს (18) მწკრივში. ჩვენ ამ რიცხეს 5(ი)-თი აღვნიშნავთ. 

სანამ შტურმის თეორემის ჩამოყალიბებაზე გადავიდოდეთ, ვუჩ-. 

გენოთ მაგალითზე, თუ როგორ მიიღება შტურმის ფუნქციათა მწკრი- 

ვი. წინასწარ შევნიზნოთ რომ შტურმის ფუნქციათა შედგენისას. 

დადებითი მუდმივი მამრავლები როლს არ თამაშობს; გამოთვლე: 

ბის გამარტივებისათვის ასეთი მამრავლები შეიძლება შემოვიყვანოთ 

ან უკუვაგდოთ, 
ავაგოთ შტურმის ფუნქციათა მწკრივი შემჯეგი ფუნქციისათვის; 

19) /#(X)=X! –-- 3ჯ? –- 6X –- 2, 

აქ 

X19) ; /'(+)=2»ჯ1) –- 3X + 3; 

ფუნქცია (19) გავყოთ (19')-ზე, მივიღებთ ნაშთს: 

”.(X)=-–-– 3X–?–--L9ჯ== 4. 

„მაშასადამე, ჩვენ შეგვიძლია დავუშვათ, ·რომ 

20) #(»X) ==3X91 –– 9Xჯ + 4. 

ახლა (19) ფუნქციას გავკოფთ (20)-ზე; ამ გაყოფის შედეგად 

მიღებული ნაშთი, შებრუნებული ნიშნით აღებული, იქნება 

#(X)=-–37X-+15. 

ჩ#()-ის /,(»)-ხე გაყოფის შედეგად მიღებული ნაშთი ნეშნის შე- 

„ვლის შემდეგ უარყოფით რიცხვს გვაძლევს. ამ რიცხვის აბსოლუ-
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ტური სიდიდე ჩვენთვის როლს არ თამაშობს; ამიტომ ჩვენ ვი:ა- 

რაუდოთ 

/ე(X) == –– 1. 
ამრიგად, შტურმის ფუნქციათა მწკრივი იქნება: 

(#6)= ლებ 3პა?-+6ჯ--2, 

+ /(C)= 2X9 –“ 3ჯ +- 3, 

#)(X)=3X2? –– 9X -L 4, 

#(X)C –– 37X+4-15, 

/ვ(X) == –– 1. 
ვიპოვოთ შტურმის მწკრივში ნიშნის შეცვლათა რიცხვი, როდე- 

საც X= 0; ამ მიზნისათვის შტურმის თითოეულ ფუნქციათაგანში 

ვივარაუდოთ X=>=0 და ნიშნების „ცხრილი შევადგინოთ. 

/C. 76 | #00 #9 #(ი 

X=0| _ | « | + | + | – 
ამრიგად, · მოცემულ შემთხვევაში 5(0)=2. ახლა ვიპოვოთ შეცვ– 

ლათა რიცხვი, როდესაც Xჯ==1,. 

#7) #0 ჩ(X) | /)(X) | /5(« ი Iშეცვლათა 
| რიცხვი 

შეცვ. 
რიცხვი   

  

          ლ +I+I-I-1-I 
ამრიგად, §(11==1ჯ მაშასადამე, როდესაც ჩვენ გადაჭდივართ 

Xჯ=0 მნიშკნელობიდან X=17 მნიშვნელობაზე შტურმის მწკრივში , 

შეცვლათა რიცხვი ერთით მცირდება. V თავის § 3-ში ჩვენ ვიპო- 

ვეთ (19) ფუნქციის ფესვები; მათ შორის ერთი და მხოლოდ ერთი 

(0,1) · შუალედში იმყოფება. შტურმის თეორემა გვი'ვენებს, რომ 

ეს თანამთხვევა შემთხვევითი არ არის. 

2. შტურმის” თეორემა საშუალებას გვაძლევს გამოვარკეიოთ 

# Cხ0:16§ 5:სIL9I-ი დაიბადა 1803 წელს, გარდაიცვალა 1885 წელს. იყო პა– 
რიზის მეცნიერებათა აკადემიის წევრი. მისი შრომები ეხება უმთავრესად დი- 
ფერენციალურ განტოლებებს და მათემატიკურ ფიზიკას. იმ თეორემის წესაზებ, 
რომელსაც ჩვენ ახლა შევისწავლით მოხსენება გააკეთა პარიზის აკადემიაში 
1829 წელს,
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#2) ფუნქციის იმ ფესვთა ზუსტი რიცხვი, რომლებიც («, ხ) შუა- 

ლედში იმყოფება. მისი ფორმულირება ასეთია: 

თუ ძ<Iხ, მაშინ შტურმის მწკრივში წეცვლათა რიცხვი თ მნიშ. 

ვწელობიდან ს მნიშვნელობაზე გადასვლისას შეიძლება მსბოლოდ 

შემცირდეს; სხვანაირად რომ ვთქვათ, « დან ხ-ზე გადასვლისას შეიძ- 

ლება დაიკარგოს შეცველათა გარკვეული რიცხვი, ამასთანავე დაკარ- 

გული შეცვლათა რიცხვი ზუსტად ეტოლება /(X) ფუნქციის ფესხვე- 
ბის რიცხვს (ი, ხხ) შუალედში”. 

დამტკიცება: როდესაც X=ი, შტურმის მწკრივში არის შე- 

ცვლათა განსაზღვრული რიცხვი. ახლა წარმოვიდგინოთ, რომ ჯ იწ- 

ყებს ზრდას. როგორ პირობებში შეიძლება შეიცვალოს შეცვლათა 

რიცხვი შტურმის მწკრივში? 

ცხადია, ის შეიძლება შეიცვალოს მხოლოდ იმ 'შემთხვევაში, 

როდესაც რომელიმე ფუნქციათაგანი (17)-დან აღებული თავის ნი-, 

შანს შეიცელის, ე. ი. ნულს გაივლის, მაგრამ შტურმის ფუნქციები 

დან უკანასკნელი საზოგადოდ არ შეიძლება ნულად გადაიქცეს, ვი- 

ნაიდან ის წარმოადგენს ნულისაგან განსხვავებულ მუდმივ რიცხვს. 

ამიტომ საკითხი შეიძლება დაისვას ან #(X ფუნქციის შესახებ. ან 

(17) მწკრივის რომელიმე შუალედური ფუნქციების შესახებ. 

პირველად განვიხილოთ, თუ რა ხდება იმ შემთხეევაში, როდე- 
საც ერთი შუალედური ფუნქციათაგანი ნულს გადის. ვივარაუდოთ, 

'მაგალითად, რომ /(X) ფუნქცია, როდესაც X=0ი, ნულად იქცევა: 
#I(C =9. 

"ჩვენ ზემოთ ვნახეთ, რომ ამ შემთხვევაში #. ,(X-) და /#+,(X) ფუნქ- 
ციები X=6 მნიშვნელობისათვის ნულისაგან განსხვავებული არიან 
"და მათი ნიშნები მოპირდაპირეა. 

მეორეს მხრივ ჩვენ ვიცით (თავი III, § 1, პ, 4), რომ «-ს საკ- 
მაოდ მცირე მიდამოში მთელი რაციონალური ფუნქციები. /#-I(X) 
და /+L(») ინარჩუნებენ იმ ნიშანს, რომელიც მათ აქვთ X=% მნიზ- 
ვნელობაზე. ვთქვათ, ასეთი მიდამო არის (--5, C-+ მ). აზრის 

გარკეეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ ამ მიდამოში (ბოლოების 

> ჩვენ აჭ განვიხილავთ ღია (4, #) შუალედს, მაგამ თეორემა ძალაში რჩე– 
ბა ნახევრად ჩაკეტილ შუალედისათვისაც « < Xჯ =< ხ.
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ჩათვლით) /+. ,(X) ფუნქცია დადებითია, ხოლო #+,(X) უარყოფითი, 

მაშინ ჩვენ გვექნება ნიშნების შემდეგი ცხრილი: 

  

  

    
  

| #-0) | /#CX) | #+ყელი | 
რ–გ + | « – 

C | + 0 – 

-+4ბ| + | “I –       

განვიხილავთ რა ამ ()ხრილს, ძნელი არ არის შევამჩნიოთ, რომ 

როგორი ნიშნებიც არ უნდა აღმოჩნდეს ვარსკვლავით აღნიშნული 

უჯრედში, ჩვენ ყოველთვის გეექნება ნიშნის ერთი შეცვლა. ზედა 

სტრიქონში (როდესაც X=6--ბ) და ერთი შეცვლა ქვედა სტრი- 

ქონში (როდესაც ჯX==6-+-ბ). 
მაშასადამე, როდესაც შუალედური ფუნქცია ნულზე გაივლის, 

მაშინ შეცვლათა რიცხვი არ შეიცვლება, მართლაც, ჩვენ აქ გან- 

ვიხილეთ შტურმის მწკრივის მხოლოდ ის უბანი, რომელიც ის უშუ-. 

ალოდ ეკვრის ნულზე გამავალ ფუნქციას, მაგრამ შტურმის მწკრი- 

ვის იმ ნაწილებში, სადაც არც ერთი ფუქცია ნულზე არ გაივლის 

შეცვლათა რიცხვი არ შეიძლება შეიცვალოს. 

ახლა განვიხილოთ ის შემთხვევა, როდესაც თვით /(X) ფუნქცია 

ნულზე გაივლის, თუ #2) ფუნქცია ნულად იქცევა #=-> მნიშვნე- 
ლობაზე, მაშინ #(ჯ) წარმოებული ამ მნიშენელობისათვის ნულისა- 

გან განსხვავდება: /”(21)#0. ამიტომ შესაძლებელი იქნება გამოვყოთ 

(– ბ, C-+ 8) შუალედი, სადაც /(X) ფუნქცია იგივე ნიშანს ინარ- 

ჩუნებს, როგორიც მას აქვს ჯ=% მნიშვნელობაზე. აზრის გარკვე- 

ულობისათვის ვივარაუდოთ, რომ /(»). ეს ნიშნავს, რომ /(ჯ) ფუნქ- 

ცია იზრდება (2-- ბ, C+-8) შუალედში და მაშასადამე, უარყოფი- 

თი მნიშვნელობიდან დადებითზე გადადის. ამრიგად, ჩვენ გვექნება 

ნიშნების შემდეგი (ეხრილი: 
  

  

  
  

  
      

| /7>) | თ 
(8 | – | + 

“ 0 | + 

-+5 | + | +_  
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ზედა სტრიქონში ჩვენ გვაქვს ნიშნის შეცვლა; ქვედა სტრიქონში 

ეს შეცვლა იკარგება. 

ამრიგად, ჩვენ ვხედავთ, რომ როდესაც /(X) ფუნქცია ნულზე 
გაივლის, მაშინ მას და მის წარმოებულს შორის შეცვლათა რიცხვი 

იკარგება. 

ამრიგად, ჩვენ გვაქვს შემდეგი: 
შტურმის მწკრივში შეცვლათა რიცხვი შეიძლება შეიცვალოს 

მხოლოდ მაშინ, როდესაც რომელიმე ფუნქციათაგანი ნულზე გაივლის. 

ბ) თუ რომელიმე შუალედური ფუნქციათაგანი ნულზე გაიელის, 

მაშინ შეცვლათა რიცხვი შტურმის მწკრივში არ იცვლება, 

ბ) ყოველთვის, როდესაც /(X) ფუნქცია ნულზე გაივლის, შტურ- 
მის მწკრივში ერთი შეცვლა იკარგება. 

ამ დებულებებიდან გამომდინარეობს, რომ, როდესაც ჯ იცვლება 

ი-დან ხ-მდის, შტურმის მწკრივში იმდენი შეცელა დაიკარგება, რამ- 

დენჯერაც #(CX) ფუნქცია ნულზე გაივლის, სხვანაირად რომ ვთქვათ, 
#(X) ფუნქციის ფესვების რიცხვი (ი, წ) შუალედში ტოლია «-დან 
ხ-ლხზხე გადასვლისას დაკარგული შეცვლათა რიცხვისა, 

ჩვენ ზემოთ შეცვლათა რიცხვი: შტურმის მწკრივში Xჯ=ძ მნიშვ-· 

ნელობისათვის %()-თი აღვნიშნეთ; ვისარგებლებთ რა ამ აღნიშვნე- 
ბით, ჩეენ შეგვიძლია შტურმის თეორემა გამოვთქვათ 

5%() -– §06)=# 

ტოლობის სახით, სადაც # არის #(C») ფუნქციის ფესვების რიცხვი 

(4, ხ) შუალედში. 

შენიშვნა. თუ რომელიმე შუალედური ფუნქციათაგანი ინარ- 

ჩუნებს თავის ნიშანს (ი, სხ) შუალედში, მაშინ შტურმის მწკრივი 

შეიძლება ამ ფუნქციით დავამთავროთ. მართლაც, დამტკიცებისა- 

თვის არსებითი მნიშვნელობა აქვს # #/(») ფუნქციის მხოლოდ იმ 

თვისებას, როზ ის (ძი, ს) შუალედში ნიშანს არ იცვლის. 

8. შტურმის თეორემის საშუალებით ყოველთვის შეიძლება მთე- 
ლი რაციონალური ფუნქციის ფესვების განცალების შესახებ ამოცა- 

ნის ამოხსნა. შტურმის თეორემა პირველ ყოვლისა საშუალებას გვაძ- 

ლევს ადეილად განვსაზღვროთ ყველა ნამდვილ ფესვთა რიცხვი. 

მართლაც, ჯ-ის მნიშვნელობებისათვის, რომლებიც საკმაოდ დი–- 

დია აბსოლუტური სიდიდით, შტურმის თითოეული ფუნქციათაგანს 

აქვს თავისი უფროსი წევრის ნიშანი. ვსარგებლობთ რა ამით, ჩვენ
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შეგვიძლია ვიპოვოთ შეცვლათა რიცხვ შტურმის მწკრივში #-ის 

საკსვაოდ დიდ” დადებით მნიშვნელობებისათვის; ჩვენ ეს რიცხვი 

5(+ თ)ით აღვნიშნოთ. ანალოგიურად შეიძლება ვიპოვოთ შეცვ- 

ლათა რიცხვი უარყოფითი მნიშვნელობებისათვის, რომელთა აბ- 

სოლუტური „სიდიდეები საკმაოდ დიდი რიცხვებია; ეს რიცხვი შეიძ- 

ლება 5( –– ით)-ით აღვნიშნოთ. სხვაობა 5(-- ი) 34(+4+თ) ჩეენ 

მოგვცემს /(X) ფუნქციის ყველა ნამდვილ ფესვთა რიცხვს. 
წარმოვიდგინოთ, რომ /(ჯ) ფუნქციის ყველა ნამდვილი ფესვი 

(თ, ხ) შუალედში იმყოფება. დავყოფთ რა ამ შუალედს უფრო მცი- 

რე შუალედებად ჩვენ შეგვიძლია შტურმის თეორემის დახმარებით 
განვსაზღვროთ იმ ფესვთა რაოდენობა, რომლებიც თითოეულ მათ- 

განში იმყოფება. თუ რომელიმე შუალედში ერთზე მეტი ფესვი იმ- 

ყოფება, მაშინ შეიძლება მისი დაყოფა უფრო მცირე შუალედებად. 

ამ პროცესს ჩვენ მანამდის „განვაგრძობთ, სანამ თითოეული ფესვი 

არ აღმოჩნდება ცალკე შუალედში მოთავსებული. 

მაგალითისათვის განვიხილოთ ფუნქცია 

/(+)=ჯბ –– 6»! -L 8») -L 4X –- 4. : 

ვადგენთ შტურმის ფუნქციებს: . 

=- + /C0-=20 90 690» +2, 

-.“ #(01=11X1--36ჯ-+-.10, 

აე #0 =7»Xჯ--16, 

ჩი=+L..· 

რომ ვიპოვოთ /(>) ფუნქციის ყველა ნამდვილი ფესვი, განვიხილოთ 

შტურმის ფუნქციების ნიშნები რომლებიც შეესაბამება ჯ-ის იმ 

მნიშვნელობებს, რომელნიც აბსოლუტური სიდიდით არიან საკმაოდ 

დიდი. 

# ტერმინი „საკმვაოდ დიდი მნიშვნელობანი"V აქ ნიშნავს: „იმდენად დიდს, 
რომ თითოეულ ჭზანსახილაგ ფუნქციათაგანს ჰქონდეს თავისი უფროსი წევრის 

ნიშანი?



  

#2) | /(X) | /#,(X) | ტC | /-(>ი | 01? 

–ი +  +I– | +!) 4 

ყ–ი +I+)+)+)+!| 0 

ამრიგად, #(X) ფუნქციას აქვს ოთხი ნამდვილი ფესვი. ახლა 
შევნიშნოთ, რომ /#(ჯX) ფუნქციის დადებითი ფესვების ზედა საზღვა- 

რი 4-ს ეტოლება (ნიუტონის ხერხი). მაშასადამე, /(X) ფუნქციის 

დადებითი ფესვები (0, 4 შუალედში იმყოფება. შემდეგ, ცხრილი 

გვიჩვენებს შტურმის ფუნქციების ნიშნების შეცვლათა რიცხვს, რო- 

დესაც »=0, 1, 2, 3, 4. | 

  

  

                

  

ჯთ0 701 თ) ჩი) #00 რაგუ” 
„-=ბ| –  +I+I-–-I)+I 3 

! +)+ – | – + I 2 
2 +I-I-|)-I+| 2 
მჭ | – |+I+I+|I-. 1 
I+)|+)+I)+|)+1L 9 

ამ ცხრილიდან ვამჩნევთ, რომ /(ჯ) ფუნქციას აქვს სამი ღადე- 
ბითი და ერთი უარყოფითი ფესვი; დადებითი ფესვები იმყოფებბ 

(6,1), C,3), (3,4) 

  

  

      
                  

შუალედებში. 

ამრიგად, /#(ჯ) ფუნქციის ფესვების განცალების ამოცანა. სავსე- 
ბით ამოხსნილია. · აა 

ხავარეგიშო, 

შემდეგი განტოლებათა ფესვები განაცალეთ (გამოყავით) 

1. ჯბ-- 4 -L ვ) - 3» +-2=0. : 

2, ჯბ + 8» -- 62 -L 8ჯ –– 5 = 0. 

ვ, კს –- 2ჯX1 -L 4X –– 6=0.
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§ 4, ფმხვების გამოთვლა 

1. თუ განტოლების ნამდვილი ფესვები განცალებულია, მაშინ 
მათი გამოთვლა პრინციპული თეალსაზრისით დაიყვანება იმ შუა- 
ლედების შემდგომ შემცირებაზე, რომლებშიაც მოთავსებულია ეს 
ფესვები. არსებობს სხვადასხვა მეთოდი, რომლებიც საშუალების 
გვაძლევს ავარჩიოთ შუალედების შემცირების ეს პროცესი, თუმცა 
ეს მეთოდები ეკუთვნის მიახლოებითი გამოთვლების თეორიას, მაგ- 
რამ ჩვენ აქ ზოგიერთ მათგანს განვიხილავთ. _ 

რუფინი-ჰორნერის მეთოდი”, თუ გარკვეულ შუალედ- 
ში იმყოფება /(X)= 0განტოლების ერთი და მხოლოდ ერთი ფესვი, 
მაშინ ძნელი არ არის ვიპოვოთ ორი ერთმანეთის მომდევნო მთელი 
რიცხვი # და # + 1, რომელთა შორის ეს ფესვი იმყოფება. # რიცხვი 
წარმოადგენს ფესვის მთელ ნაწილს. შემდეგ, თუ (#, # + 1) შუა- 

ლედს გავყოფთ ათ ტოლ ნაწილად, გამოვარკვევთ რომელ მიღებულ 
შუალედში იმყოფება საძიებელი ფესვი, მაშინ ჩვენ ვიპოვით ამ ფეს- 

ვის პირველ ათწილად ნიშანს. შემდგომ მსგავსადვე შეიძლება ვიპო- 

ვოთ მეორე ათწილადი ნიშანი და ა, შ. ეს პროცესი პრაქტიკაში 

მოითხოვდა მეტად უხერხულ გამოთვლებს: რუფინი - პორნერის მე- 

თოდი, ინარჩუნებს რა იმავე დედა-აზრს, გვაძლევს შედარებით 
მარტივ სქემას ფესვის ათწილადი ნიშნების თანმიმდევრობითი გა- 

მოთვლისათვის. _ 
ჩვენ ვგულისხმობთ რომ: 

(1) #0=0 
განტოლების საძიებელი ფესვი მოთავსებულია (#, #-+ 1) შუალედ- 

ში. ახლა შევადგინოთ განტოლება, “ რომლის ფესვები მიიღება (21) 

განტოლების ფესვებიდან # რიცხვის გამოკლებით. ამ მიზნისათვის 

საკმარისია დავუშვათ X»= IX –- #; მაშინ გვექნება: /# (X) => / (M -L 1). 

ვისარგებლოთ ჰორნერის სქემით და მარჯვენა ნაწილი დავალაგოთ 

ჯ-ის ზარისხების მიხედვით. ამრიგად, მივიღებთ განტოლებას 

დტ) = 0. 

ამ განტოლებას აქვს 0-სა და 1-ს შორის მოთავსებული ფესვი. 

#» ისტორიული მითითებანი შეიძლება ვნახოთ წიგნში:  9?76X%Xჯ6%ა X 
-C06#MX0607M, M810M#8>M%60589 060860XX9 ხ08VIIX8208 8986X0X0MXL, თ. V IL.
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დავუშვებთ რა 10 ჯ=#, მივიღებთ: 

უტ -.· V7)=0 ) 
განტოლებას, რომლის ფესვი იმყოფება 0-სა და 10-ს შორის, 

თუ / ამ ფესვის მთელი ნაწილია, მაშინ / იქნება გამოსავალი გან- 
ტოლების ფესვის პირველი ათწილადი ნიშანი, 

ფესვის შემდეგი ციფრი რომ ვიპოვოთ, გამოვიყენებთ იმავე გარ: 
დაქმნას (22) განტოლების მიმართ: დავუშვათ 2 == V –-/; ამას მივ- 

ყევართ განტოლებამდის, რომელსაც აქვს ფესვი 0-სა და 1-ს შორის, 
და ა. შ. ამ პროცესს მანამდის განვაგრძობთ, სანამ საჭირო სიზუს- 
ტეს არ მივაღწევთ ”. 

მაგალითისათვის განვიხილოთ 

(23) დ –- 2ჯX--– 2=0 

განტოლება, ' 
დეკარტის თეორემა (§ 2 პ. 3) გვიჩვენებს რომ ამ- განტო- 

ლებას ერთი დადებითი ფესვი აქვს. ვინაიდან /(1)<0, /(2)>9, 

ამიტომ ეს ფესვი 1-სა და 2ს შორის იმყოფება, აღვნიშნოთ 

X=1 + ჯ და განტოლების წევრები დავალაგოთ ჯ”-ის ხარის- 

ხების მიხედვით: 

1 10 21-52 
1 | 1 –1|-3 

1) 2| 1 
1 | 3 

1 

  

  

  
  

    
მაშასადამე, ჩვენ ვღებულობთ: 

(24) ჯვ ნ30+-ე – 3=0 
განტოლებას. : | 

” თუ #<0, მაშინ აღწერილი პროცესი წესიერ დადებით წილადს გვაძლევს, 
რომელიც უნდა მივუმატოთ უარყოფით X რიცხვს- ასე, მაგალითად, თუ #=-– 
და «(#)=0 განტოლების ფესვი 0,725-ს ეტოლება, მაშინ თავდაპირველი ჯზანტო- 
ლების ფესვი იქნება X= #-+-» = –– 4 + 0,725= –3,275.
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ახლა დავუშვათ 37=7- და ორივე ნაწილი ერთდროულად 101.ზე 

გავამრავლოთ: · 
(24– წ» –+- 30/'1–+ 100)” – 3000=>-0, 

შევნიშნოთ, რომ უკანასკნელი განტოლება (24)-დან მიიღება მისი 

კოეფიციენტების გამრავლებით შესაბამად 1-ზე, 10-ზე, 100-ზე 1000-ზე; 

ამიტომ მივიღებთ რა ჰორნერის წესის მიხედვით კოეფიციენტებს 

1, 3, 1, –-– 3-ს, ჩვენ სწრაფად შეგვიძლია დავწეროთ (24) გან–- 
ტოლება. ' : 

(24) განტოლებას აქვს 7-სა და 8-ს შორის მოთავსებული ფესვი. 

დავუშვათ #=ჯ–+7: 

7L 1 | 30. 100 | –300 · 
1 | ვ7 | 3§§99 ,–427 „+ 51: I-667--487=0, 

1 | 4 | 667 

1 | 51... 

1   
აღვნიშნავთ რა ჯ= ჯ მივიღებთ 16“ 

2 -L 510 2 -L 66700 დ –- 487000=0 
განტოლებას (” ნიშანს მოვაცილეთ). 

ამ განტოლებას აქვს ფესვი რომელიც 6-სა და 7-ს შორის იმ- 

ყოფება. გაწვაგრძობთ რა გამოთვლას შევადგენთ სქემას. 

6 
  

1 | 510 | 66700| – 487000 
  

1 | 51ტ |69796| ––68224 
  

1 | 522 | 72928     

1 | 528    
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ეღებულობთ განტოლებას: 

„ –+- 5280 »ზ -L 7292800 ყ -–– 68224000 ==0, 

რომლის ფესვი 9-სა და 10-ს შორის იმყოფება. 
ამრიგად, მოცემული განტოლების ფესვი, გამოთვლილი ერთი 

მეათასედის სიზუსტით იქნება Xჯ=1,769. 

2. ყალბი დებულების მეთოდი (LM6წ1118 12გ131).ჯერ 
კიდევ უძველეს დროში სარგებლობდნენ ამოცანების ამოხსნის ეგ- 

რეთ წოდებული ყალბი დებულების წესით, დავუშვათ, რომ საჭი- 
როა განვსაზღვროთ რომელიმე ჯ სიდიდის მნიშვნელობა, ამასთანა- 
ნავე ცნობილია, რომ ამ სიდიდეზე შესრულებული გარკვეული ოპე: 
რაციები მოცემულ „>#– რიცხვს გვაძლევს, მაშინ ასე მოქმედებენ: 

საძიებელი ჯ სიდიდის მნიშვნელობას შეცვლიან ნებსითი « რიცხვით; 
ამ რიცხვზე იმ ოპერაციებს აწარმოებენ, რომლებსაც ამოცანის პი- 

რობით საძიებელი სიდიდე ექვემდებარება. ვთქვათ, ამ ოპერაციების 
შედეგი არის #(ძ). ამის შემდეგ საძიებელი სიდიდე განისაზღვრება 

შემდეჭი პროპორციიდან; 

6  4_ 
ი /ი)“ - 

თავისთავად ცხადია, რომ ეს წესი გვაძლევს სწორ პასუხს მხო- 

ლოდ იმ შემთხვევაში როდესაც /(X ფუნქციის მნიშვნელობანი 

პროპორციულია ჯ სიდიდის, ე. ი როდესაც ამოცანა დაიყვანება 

პირველ ხარისხის ასეთი სახის განტოლებამდე: : 

#ხX= 4. 

თუ ჩვენ ორ ნებსით ძი და ხ რიცხვს ავიღებთ და მათზე შევას- 
რულებთ ამოცაწის პირობებში მითითებულ ოპერაციებს, მაშინ შე- 

დღეგში #29) და /(ხ) მნიშვნელობებს მივიღებთ. ახლა დავუშვათ, 
რომ /(ჯ)-ის ნაზრდი პროპორციულია ჯ სიდიდის ნაზრდისა| მა- 

შინ შესაძლებელი იქნება („ორი ყალბი დებულების წესი“) X სი- 
დიდის განსახღვრა პროპორციიდან: 

#-ი 4-/() 
(5) ხ-ი /0)-/0ი“ 

დაშვება რომლიდანაც ჩვენ გამოვდივართ, სინამდვილეში იმ
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შემთხვევაში სრულდება, როდესაც /(») არის #X-L ი სახის ფუნქ. 
ცია, ე. ი. ამოცანა დაიყვანება 

#X -+-V = 4 
განტოლებამდე. 

სხვა შემთხვევაში (25) ფორმულამ შეიძლება მხოლოდ მიახლოე– 
ბითი შედეგი მოგვცეს. 

თუ საჭიროა ვიპოვოთ ჯ-ის მნიშვნელობამ, რომელიც აკმაყოფი– 
ლებს პირობას 

7C(00=9, 
მაშინ შეიძლება (25) ფორმულის გამოყენება, თუ დავუშვებთ „=0. 

ამრიგად, ჩვენ მივიღებთ: 

ჯანი – #9 

ხ–-ი /()–/(თ' 
საიდანაც 

- (26 = 00) თ=6– აე 7 /ტ: 
ამ ფორმულის გეომეტრიული აზრი რომ გამოვარკვიოთ განვი- 

ხილოთ მრუდი 

(27) 27=7C)). 
ამ მრუდზე ავიღოთ #ჯ და 0 წერტილები, რომელთა აბსცისები 

ძი და ხ-ს ტოლია. ამ წერტილების ორდინატები არის შესაბამად 

#0) და /(ხ). ჩვენი ამოცანის მიზანია ვიპოვოთ (27) მრუდის 0X 

ღერძთან გადაკვეთის წერტილის აბსცისი. ამის ნაცვლად ჩვენ მოვ- 

ძებნით #0 ქორდის (0X ღერძთან გადაკვეთის წერტილს; ამ 

წერტილის აბსცისას ჩვენ მივიჩნევთ საძიებელი სიდიდის მიახლოე– 

ბით მნიშვნელობად. 

თუ ვიცით #ჯ და 0 წერტილების კოორდინატები, ძნელი არ არის 
0 წრფის განტოლების დაწერა: 

ჯ- ი V– #9) _ 

ხ-იC /0)= /(9)“ 
ჯილ წრფის 0X ღერძთან გადაკვეთის წერტილი რომ ვიპოვოთ, სა- . 

ჭიროა ამ განტოლებაში დავუშვათ » =0 და განვსაზღვროთ X-ის
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შესაბამი მნიშვნელობა; შევასრულებთ რა ამას, ჩვენ მივიღებთ გა- 
მოსახულებას, რომელიც ემთხვივა (26)-ს, 

ამრიგად, თუ ჩვენ (26) გამოსახულებით ვსარგებლობთ როგორც 

საძიებელი სიდიდის მიახლოებითი მნიშვნელობა, მაშინ ჩეენ ფაქტიუ- 
რად მრუდს ვცვლით მისი ქორდით. 

3. ხელახლა განვიხილოთ მთელი რაციონალური /(X) ფუნქცია 

და ვიგულისხმოთ, რომ (თ, I) შუალედში იმყოფება ამ ფუნქციის 
ერთი მარტივი ფესვი. მაშინ ჩვენ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 

(IX) წარმოებული (ი, ს) შუალედში ნულისაგან განსხვავდება. თუ 
(ი, ხ) შუალედში /(X)>0, მაშინ 

» (>) ფუნქცია იზრდება, როდესაც 
ჯ იცვლება /#-დან ხ-მდის, გავავლოთ 
ქორდა, რომელიც აერთებს #L0, 

/(0)) და დ ((, /(,)) წერტილებს. 
ეს ქორდა გადაკვეთს 0X ღერძს 

4, წერტილში, რომლის «' აბსცი- 

სი, როგორც ვნახეთ, ეტოლება 

, ხ– 
ნახ. 32. (28) თ=ძ0-–- XC) > – 7. 

თუ #/(0ე<9, როგორც ამას ადგილი აქვს .მე-32 ნახაზზე გამო- 

სახულ მრუდისათვის, მაშინ /(X»X) ფუნქციის ფესვი მოთავსებულია 

(ი, სხ) შუალედში. მეორე მიახლოება რომ მივიღოთ, შეიძლება 
(ი, ხ) შუალედის მიმართ იგივე ხერხი გამოვიყენოთ: 

  

ი. -“ 
ილი აფ- ჯე)“ 

მაგალითისათვის ზელახლა განვიხილოთ ფუნქცია 

#(0ლ=ჯ1შ-- 2ჯX-- 2. 

ამ ფუნქციას როგორც ენახეთ, აქვს (1, 2) შუალედში მოთაევსე- 

ბული ფესვი. ამიტომ შეგვიძლია გამოვიყენოთ (28) ფორმულა, და- 

ვუშვებთ რა ძ=1, ხ=2, თ გვაძლიმს 

თ=1-- -C3 ·(––3)==1,6. 

მოცემულ შემთხვევაში #XX)<0, ასე რომ ფესვი იმყოფება
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(1,6; 2უ) შუალედში. ეს გასაგებიც არის: განსახილავ შემთხვევაში 
ქორდის 0X ღერძთან გადაკვეთის წერტილი ძევს საძიებელი წერ- 

ტილის მარცხნივ, ვინაიდან /==/ (X) მრუდი ამოზნექილობით მიმარ- 
თულია ქვევით. (1,6; 2) შუალედის მიმართ შეიძლება იმავე ხერხის 
გამოყენება: 

1,6 
“' '=1, 66+53-5= 5; 0104=174. 

მაშასადამე, საძიებელი ფესვი იმყოფება 1,74 ს და 2-ს შორის, 

ამრიგად, ვსარგებლობთ რა ყალბი დებულების მეთოდით, ჩვენ.ვუ- 

ახლოვდებით განტოლების ფესეს მხოლოდ ერთი მხრიდან. 

ტ. ნიუტონის ხერხი. დავუშვათ, რომ ჩვენ შევძელით «ძ 
რიცხვის პოვნა, რომელიც /(X) ფუნქციის X», ფესვის მახლობელია. 
#-ით ის შესწორება აღვნიშნოთ, რომელიც ძ-ს უ5ნდა დავუმატოთ, 

რომ მივიღოთ საძიებელი ფესვი: 

# == X, –-ძ; 

მაშინ გვექნება 

(29) #(2+#)=/(#»,)=9; 

მაგრამ ტეილორის ფორმულის მიხედვით 

ცთ /(6+#)=/(9+/C0M+4-79 +..4+67410 #. 

თუ შესწორება # იმდენად მცირეა, რომ შეიძლება მისი კვადრა– 

ტი სხედველობაში არ მივიღოთ, მაშინ (29) და (30) ძალით გვექნება: 

/#/(00+/'(0)#==9, 

საიდანაც (ვარაუდით, რომ /'(0) #9| 

წათ! 8=-–- 
#70“ 

ამრიგად, ჩვენ ვღებულობთ ფესვის მიახლოებით მნიშვნელობას. 

„თ 
       

“თ რორი იდე"
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| გამოვიყენებთ რა იგივე მსჯელობას ამ მნიშვნელობისათვის მი- 
ვიღებთ შემდეგ მიახლოებას: 

ულო 7 და. 

შევნიშნოთ, რომ ნიუტონის ხერხის გადმოცემა შეიძლგბა სრუ- 

ლიად ელემენტარულად, წარმოებულის ცნების გამოუყენებლად. 

მართლაც, ჩვენ გვაქვს განტოლების საძიებელი ფესვის მახლობელი « 

მნიშვნელობა, უნდა განვსაზღვროთ ამ მნიშვნელობის / შესწორება. 

ამ მიზნისათვის მოცემულ განტოლებაში ჯ სიდიდეს ვცვლით ძ«-+-ი- 
ით, ვალაგებთ #-ის ხარისხების მიხედვით და მხედველობაში არ. 

ვღებულობთ #-ის პირველზე მეტ ხარისხში შემცველ წევრებს. ამ- 
რიგად, ჩვენ ვღებულობთ პირველი ზარისხის განტოლებას #-ის მი- 

მართ, ამოვხსნით რა ამ განტოლებას, ვპოულობთ საძიებელ შეს- 

წორებას. 
ძნელი არ არის გამოვარკვიოთ (31) ფორმულის გეომეტრიული“ 

აზრი. მართლაც, განვიხილოთ XV, /(ი)) წერტილი, რომელიც მდე- 

ბარეობს 

62) უ=/C ; 
მრუდზე. გავავლოთ (32) მრუდის მხები წერტილზე (ნახ. 33ია). მხე- 

ბის კუთხური კოეფიციენტი /(ი)-ს ტოლია; მაშასადამე, მისი გან- 

ტოლება არის 

და ა. შ.   

7–-/600=/'9C–. 
დავუშვებთ რა ამ განტოლებაში წ =90, ჩვენ ვიპოვით მხების 

გადაკვეთის წერტილს 0X ღერძთან. ჯ-ის შესაბამი მნიშვნელობა „„ 
იქნება 

ამრიგად, (31) ფორმულა განსაზღვრავს მხეხების C.X ღერძთან გა- 
დაკვეთის წერტილის აბსცისას, მივიჩნევთ რა ამ აბსცისას ფესვის 

მიახლოებით მნიშვნელობად, ჩვენ არსებითად ვცვლით მრუდწირულ 

რკალს მხებით. 

შენიშვნა: თუ #/=/(>) მრუდი X წერტილში ამოზნექილობით 

მიმართულია 01X ღერძისაკენ, მაშინ ი, მნიშვნელობა, რომელიც (31)
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ფორმულით მიიღება, ყოველთვის განტოლების ფესვთან უფრო ახლო. 

იმყოფება, ვიდრე ი-ს თავდაპირველი მნიშვნელობა, თუ ეს პირობა- 

დაცული არ არის, მაშინ შეიძლება მოხდეს, რომ (31) ფორმულის 

გამოყენება ჩვენ დაგვაშორებს ფესვის ნამდვილ მნიშვნელობას. ასე- 

თი შემთხვევა გამოსახულია (33წ6 ნახაზზე), იმისათვის რომ მრუდი: 
ჯ წერტილში იყოს მიმართუ- ჯ 

ლი ამოზნექილობით 0X 

ღერძისაკენ, ამისათვის აუცი- 

ლებელია და საკმარისი, რომ 

მეორე რიგის წარმოებული 

#”(9) ერთდროულად /(49) ორ- 
დინატთან დადებითი და უარ- 
ყოფითი იყოს; სხვა სიტყვე- 

  

ბით, აუცილებელია და საკ- ა 
მარისი რომ იყოს 4 4 რ“ ზმ“. » 

ჟ“ 

/() 
წეეშ. 

ამრიგად, ნიუტონის მეთოდი იმ შემთხვევაში უნდა გამოვიყენოთ, 

როდესაც (321) პირობა შესრულებულია. 

V 

(33) >90. ნახ, 334. 

    

:C 
? 

! 
! 
I 

  

ნახ. 33 ბ. 

მაგალითი. 

განვიხილოთ განტოლება 
/ფ=)2+3» =14X + 7 = 0.
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ამ განტოლებას აქეს ორი დადებითი ფესვი, რომელთაგანაც ერთი (0,1) შუა- 
-ლედში იმყოფება. ამ ფეხვის გამოსათვლელად ჭზამოვიყენოთ ნიუტონის ხერხი, აქ 

#0) >0; /'(C0)>9; 
„მაშასადამე, როდესაც თ=0 პირობა (33) კმაყოფილდება. გამოვიყენებთ რა (31) 
ფორმულას, ვღებულობთ: 

შნიშვნელობანი, რომლებსაც ჩვენ ამრიგად ვღებულობთ, საძიებელ ფესვს 
უაზლოვდებიან და მასზე ნაკლები რჩებიან. მიახლოების ცდომილება რომ შევაფა- 
სოთ,. -გსინჯოთ მნიშვნელობა 0,59; ჩავსვამთ რა ამ მნიშვნელობას / (X) ფუნქცია- 
'ში, ვიპოვით / (0, 59). < 0. მაშასადამე, საძიებელი ფესვი ძევს 0,585-სა და 0,9- ს 
შორის. 

§. დავუშვათ, რომ (თ, ბპ) შუალედში იმყოფება /(») ფუნქციის 
ერთი მარტივი ფესვი. ჩვენ შეგვიძლია ვივარაუდოთ, რომ. (ი, ხ) 
"შუალედში /(») წარმოებული ნულისაგან განსხვავდება. 

თუ ახლა /(X)+0, მაშინ მეორე წარმოებულიც (ი, L) შუა- 
"ლედში შეიძლება ჩავთვალოთ ნულისაგან განსხვავებული, მაშინ 

»X=/(X მრუდს განსახილავ ნა- 
წილში არა აქვს გადაღუნვის 
წერტილები. ამ შემთხვევაში X,, 

ფესვის გამოთვლისასს სასარგე- 
ბლოა ნიუტონის შეთოდისა. და 

„ყალბი დებულების! მეთოდის 
კომბინირება. 

გარკვეულობისათვის დავუშვათ, 
აეაეესესეასუგსბსასა ს რომ (თ, ხ)-ში /I(X)>9 და 

V     
ჟ" “ 

ა. “ „ლცა>0. ამრიგად მრუდს აქვს 
შ მე-32 ნახაზზე მოცემული სახე. ჩვენ 

ნახ. 34. უნდა გამოვთვალოთ C წერტილის 

«, აბსცისი. 0 |ხ, / ()) წერტილში 
მრუდი მიმართულია ამოზნექილობით (XX ღერძისაკენ. თუ ჩვენ ამ 

"წერტილზე მხებს გავავლებთ, მაშინ ის გადაკვეთს 0X ღერძს 8,
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წერტილში, რომელიც C-ს მარჯვნით ძევს. პირიქით #C) ქორდა- 
0X ღერძს გადაკვეთს C-ს მარცხნით მდებარე 7”2, წერტილში. 4, 
წერტილის აბსცისას ვიპოვით ფორმულით 

ხ–ძ 

(5-7 
8, წერტილის აბსცისი იქნება 

ძ=0- 

_ დფ 

#”დ 

ამრიგად, #», ფესვი ჩვენ მოვათავსეთ უფრო ვიწრო (ი,, ნკ) შუალე– 
დში. თუ ჩვენ მივიჩნევთ, როგორც მიახლოებით მნიშვნელობას 

ი,+ხ. 
2 · 

ხ,=ხ 

X2-= 

მაშინ შეცდომა + (ხ, –– ი,))-ზე ნაკლები იქნება. 

  

V 

წ 
” 

“ 
–“” “– 

-–“ 2- > –“ 

=> 0 “ 
9 2-2? X I-“ ბ 

21“ M 
=„=–““ / “ 

? I 

ნახ, 35ძ. ნახ, 35 ბ. 

(ძ,ც ს.) შუალედის მიმართ შესაძლო იქნება იგივე ზერხი გამო- 
ვიყენოთ, განვაგრძობთ რა ამ პროცესს, ჩვენ შეგვიძლია განტოლე- 

ბის ფესვი გამოვითვალოთ ნებსითი სიზუსტით. 

შენიშვნა. ჩვენ ზემოთ ვიგულისხმეთ, რომ /"(X) # 0. თუ 
'/ “(X)=9, მაშინ მრუდის C(1ჯ ღერძთან გადაკვეთის წერტილი იქნება 
“ამავე: დროს გადაღუნვი“ წერტილიც. მაშასადამე, მრუდს შეუძლია 

ჰქონდეს 35 ან 35ხ ნახაზზე მითითებული სახე. ამ შემთხვევაში.
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>, უფრო მარტივად შეიძლება განვსაზღვროთ როგორც ფესვი 

8(01=0 განტოლებისა, სადაც 6(X) არის / ღე) და #X) ფუნქციების 
«უდიდესი საერთო გამყოფი. 

მაგალითი: განვიხილოთ ჭანტოლება: 

ვბ. 2X--2=0, 

“რომელიც ზემოთ განვიხილეთ. გამოვიყენებთ რა თავიდან ჰორნერის ხერსს, ად- 
ვილად ვიპოვით, რომ ამ განტოლების ფესვი (1,7; 1,8) შუალედში იმყოფება. 

ამ შუალედში, 

= #Iთ<90/M9>9. 
„მაშასადამე, მრუდი მიმართულია ამოზნექილობით ქვემოთ. ჯერ გამოვიყენოთ 
„ყალბი დებულების! შეთოდი, დავუშეებთ რა ძ =71,7, ხ = 1,8 ეს გვაძლევს 

ძ,=1,766 . . , (მნიშვნელობა ნაკლებობით). 
ფესვს რომ დაუახლოვდეთ წ მნიშვნელობიდან გამოვიყენოთ ნიუტონის მე- 

თოდი; პირობა 

თ) _ 
“ფ”““ 

2 სრულდება, ამრიგად, ჩვენ გღებულობთ 

ა, = 1,77 (მნიშვნელობა ჭარბობით). 

"მაშასადამე, განტოლების ფესვი იმყოფება (ი,, ნ,) შუალედში, ამ შუალედის მი- 
მართ იგივე მეთოდი გამოვიყენოთ. ახლა „ყალბი დებულების" ხერხი გვაძლევს 

ი,=1,769293. 

მეორე მხრიე, ნიუტონის ხერბის მიხედვით ვღებულობთ 

სკ = 1,769293, 

თუ დავუშვებთ 
» „=9) X M = 176929), 

მაშინ ცდომილება უკანასკნელი განრიგის ორერთეულს არ აღემატება: 

სავარეგიშო, 

1, ისარგებლებთ რა „ყალბი დებულების“ მეთოდით და ნიუტონის მეთო- 
დით, გამოთვალეთ 

ჯ2-I-1,25>--3,72 = 0 

ჯანტთლების ნამდვილი ფესვები ერთი მესამედის სიზუსტით (შედ. თ. V). 
2. გამოთვალეთ 

ვ9--9X+6=0 ა. 

განტოლების ფესვები ოთხი სწორი ნიშნით (ეს ნიშნავს იმას, რომ ცთომილება 
არ უნდა აღემატებოდეს მეოთხე განრიგის ერთ ერთეულს, პირველი ნიზნადი 
„ციფრიდან ათვლით),
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3. გამოთვალეთ. 

უბ 48 21 - 3++2=0 

განტოლების ნამდვილი ფესვები ოთზი სწორი ნიშნით. 

კითხვები თვითშემოწმებისათვის 

1. რა აზრით ამბობენ ზანტოლების ნამდვილი ფესვების საზღვრების შესა–- 
ხებ? როგორ უნდა ვიპოვოთ ეს საზღვრები? = 

2, რაში მდგჭომარეობს ფესვების განცალების ამოცანა? · 
მ. რა შეიძლება ითქვას /(X) ფუნქციის ფესვების შესახებ (თ, სხ) შუალედში, 

თუ /(ძ2) და /(#) მნიშვნელობანი სხვადასხვა ნიშნის ჯრიან?” 

4. რა შეიძლება ითქვას ფუნქციის დადებითი და უარყოფითი ფესვების რიც- 

ხვის შესახებ ამ ფუნქციის თავისუფალი წევრის ნიშნის მიხედვით? 
5. როგორ მიიღება შტურმის ფუნქციები? რა თვისებები აქვთ მათ? 
ნ. შტურმის თეორემის დამტკიცების ზეგმა? 
7. რა საშიშროებას იწვევს ნიუტონის მეთოდით სარგებლობა ფესვების მიახ- 

ლოებითი გამოთელისათვის? რა პირობით შეიძლება ამ მეთოდით სარგებლობა?



თავი VII 

დეტერმინანტების ძირითადი თვისებანი 

§ 1. წრფივ განტოლებათა სისტემები 

მეორე და შესამე რიგის დეტერმინანტები 

1, რამდენიმე განტოლებიდან (ვვლადთა გამორიცხვის პრობლე- 

მას, უკვე უმარტივეს შემთხვევებში (შეად. თ. IV), მივყევართ საკ- 

მაოდ რთულ გამოთვლებამდე, მაგრამ არსებობს შემთხვევა, როდე- 

საც ეს გამოთვლები ძალზე მარტიედება, –– ეს არის შემთხვევა წრფივ 

განტოლებათა სისტემისა (ე. ი. პირველი ხარისხის განტოლებათა). 

იმავე დროს წრფივ განტოლებათა (და წრფივ ფუნქციათა) შესწავლა 

ფრიად მნიშვნელოვანია თავისი გამოყენებებით მათემატიკის სხვადა- 

სხვა დარგში, ჩვენ ვიცით, რომ სიბრტყეზე წრფის განტოლება დე- 

კარტის კოორდინატებში არის წრფივი განტოლება: 

თX -+ ჩჰ=9ძ. 

სიბრტყეზე მდებარე ორი წრფის გადაკვეთის წერტილი რომ 
ვიპოვოთ, ამისათვის საჭიროა ამოვხსნათ წრფივ განტოლებათა 
სისტემა: 

ძ.%X +-ხ,V=C6, 

ძეX +++ ხეჯ= 6: 

ანალოგიურად, სივრცეში სამი სიბრტყის გადაკვეთის წერტი- 

ლის მოძებნას მივყევართ სამ სამუცნობიან განტოლებათა სისტემის... 

ამოსსნამდე. 

შემდეგ, სიბრტყეზე მდებარე ხუთ მოცემულ წერტილზე გამავალი: 
მეორე რიგის მრუდი რომ განვსაზღვროთ, საჭიროა ამოვხსნათ ხუ- 

თი ზუთუცნობიანი წრფივი განტოლება. 
ჩვეხ დავკმაყოფილდებით ამ მაგალითებით, თუმცა ადვილად შე– 

იძლებოდა მათი რიცხვის გადიდება.
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2. წრფივ განტოლებათა სისტემის ამოხსნას მივყევართ დე- 

ტერმინანტის ცნებამდე. ჯერ განვიხილოთ სისტემა ორი გან–- 

ტოლებისა ორი უცნობით: 

(1) ი,X+ხ)უ1= 6 

რე% -L ს,უ == იე. 

თუ პირველ განტოლებას #,-ზე გავამრავლებთ, მეორეს -– #,-ზე 

და პირველ განტოლებას მეორეს გამოვაკლებთ, მივიღებთ 

(2) (იხ, –– ძ,ს,) X== #,ხე –– 6,ხ, 

აწალოგიურად ვიპოვით 

(2 (იეხე –– ძ,ხუ)X=0ე0, –– ძ,0,). 

· (2) და (2) განტოლებანი წარმოადგენენ (1) განტოლებათა შე- 

დეგს; ეს ნიშნავს, რომ X-სა და “»-ის იმ მნიშვნელობათა ყოველი 

წყვილი, რომლებიც (1) განტოლებებს აკმაყოფილებენ, აგრეთვე (2) 
და (2) განტოლებებსაც აკმაყოფილებენ. შებრუნებული დასკვნა ყო- 

ქელთვის არაა სამართლიანი (შეად. ქვემოთ). 

თუ რი,ხე –– რნ, გამოსახულება ნულისაგან განსხვავდება, მაშინ 

(2) და (2') განტოლებებიდან ვღებულობთ: 

_ ფხე– ნას) –_ რძუნე -- შენ 

ს აღ – რნ,” 7 ძ;ხე –– იეხ; 

ჯ-სა და /-ის ეს მნიშვნელობანი (2) და (2) განტოლებებს აკმა– 

ყოფილებენ; უშუალო ჩასმით შეიძლება შეჭოწმება, რომ ისინი აგ- 

რეთვე (1) განტოლებებსაც აკმაყოფილებენ. 

ძნელი არაა იმის შემჩნევა თუ რა კანონის მიხედვით არიან 

შედგენილი (3) გამოსახულებანი მოცემულ განტოლებათა კოეფიცი- 

ენტებისაგან. 

თუ ამოვიწერთ კოეფიციენტთა ცხრილს 

ი ხ, 

19. უმაღლესი ალგებრა
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შევადგენთ ორ ნამრავლს „ჯვარედინად" (თ, და ი,,,)) და პირვე- 
ლიდან მეორეს გამოვაკლებთ, მივიღებთ 

ძ,ხე –– იას, 

გამოსახულებას, რომელიც წარმოადგენს (3) წილადების საერთო 
მნიშვნელს. ამ გამოსახულებას ეწოდება „/ (ცხრილიდან შედგენილი 

დეტერმინანტა (მეორე რიგის) და ასე აღინიშნება: 

(4) 
  

” = რი,ხ –– მახ. 

ანალოგიურად შეიძლება დავწეროთ · 

თხ 
| ს ს =ინ- იჩა 
C 5-5   

ახლა (3) ფორმულები შეიძლება ასე წარმოვიდგინოთ 

    

I ი ძ. 6, 

, IC ხ რვ 6 (3– ჯ= _ 2 -1', ს = 2 _“3 · 

I '. მ, ა) 

(0. ხ შა ხს.   

აღვნიშნოთ მეორე რიგის დეტერმინანტების ზოგიერთი თვისებანი. 

1) თუ დეტერმინანტის სეეტებს ერთმანეთს შორის გადავანაც- 

ვლებთ, მაშინ ის ნიშანს შეიცელის: 

ხ, ი, 

ხ, ძე 

    

ანუ 

=ხუძე –– 9ე0ე == –- (ძ,ნე –– 6,ხ.), 

“აა ძ. ს 

IM. რ რ ხ, 

2) თუ' რომელიმე სვეტის ელემენტები საერთო მამრავლს შეიცავს, 

მაშინ ეს მამრავლი შეიძლება დეტერმინანტის ნიშნის გარეთ გავი– 

ტანოთ: 

    
ო ა (–' –- ;ი,ხ,=(თ,ხე –– თხე)- 

253
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კერძოდ, როდესაც #= –-–1 ვღებულობთ: · 

–ძ, ხ, (=-2 M. 

–თ ხ, (0, ჩ, 

3. ახლა განვიხილოთ სამუცნობიანი წრფივი სამი განტოლების 
სისტემა: 

· ი,X ++ს,ჯ-+0ძ27=ძ,, 

<5) ძეX -L ჩხ.» -L თ,ჯ=ძ,, 

ძეX + ჩე) -L C,ჯ=ძ,. 

ეს სისტემა რომ ამოვხსნათ, გამოვიყენოთ განუსაზღვრელი მამ– 

რაელების ხერხი. (5) განტოლებანი გავამრავლოთ შესაბამად »I,-ზე, 

ჩეზე, #ე-ზე და შევკრიბოთ: 

46) (0, +L- თ,” -L- რეშბა)X -L (617); –L- ხ:M1, -L ხგ71ვ)) –– 
-L (CM, -L 0ე?ე –I 0უ?13)2 ==, 7, -L ძე –I ძეთ. 

იც მეე Mვ მამრავლები ისე შევარჩიოთ, რომ /-სა და ჯ-ის 

კოეფიციენტები უკანასკნელ ტოლობაში ნულად გადაიქცეს: 

(47) ხ,7!კ -L ხეზე –L ხვ7=0, · 

01, -L 0ეწე -L- რეMვ=0. 

დავუშვათ, რომ დეტერმინანტი 

|ხ, წ, 

ფთ ლ 

-ნულისაგან განსხვავებულია; მაშინ (7) განტოლებებიდან შესაძლებე– 

ლი იქნება განესაზღვრთთ I, და #,-ის შეფარდებანი »Iვ-თან: 

  

წ | სი ნ. = დ) ს, 01 4-ხა ,> 4 ნვ =0, 

თუ აღენიშნავთ 

48) : =–=-=-% –<-=%



– 2-2 -– 

მაშინ (7) თანაფარდობანი მიიღებენ სახეს 

ხ.ს + ხეყ=-- ხე, 

    

    

        

    
  

    

CL ++ 0ეწ=-–- ძვ. 

ამ განტოლებებიდან ვპოულობთ (შეად. პ, 2): 

– ხე ხ, ხ, სკ 

„= 63 CI  _I602_”3 _ 
ლი ხხ. |ხ.ხ, 

6, ლო C 9 

ხ, –-ჩე ხ, დ! 

ყ9ყ-= 0, ““ ჩვ __ IC ირა. 

I ხ. ხ, ხ, 

61 65 თ თ | 

ამრიგად, 

M ხ. ხ, ხ. | 

MI თ მვ) ე _ |0, ივ 

ვ Iხ, ხ, ” 713 ხ, ჩ, , 

I 65 0. 6 | 
ანუ 

„ M. – აა .... 
ხ, ხუ M ჩ, 7 _ =” ხს IX, 2. 

63 6ვ რ6რ LC, რ 01 2 

    

      

ამ ფარდობათა საერთო მნიშვნელობას #-თი თუ აღვნიშნავთ; 

შეგვიძლია დავწეროთ: 

ღება” 

I ს! | 1 თ I“ ნ: | –.7 

(3 რ C1 63 6: 2 | 

ანუ 

ხ 
თ, = »X ; ჩა) თბ =–# ხ MI, ქვ == # ს, ჩა! 

>. 01 0ე C %I _ 
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ამასთანავე L კოეფიციენტი სრულიად ნებსითი რჩება, თუ და- 

ფუშვებთ # =1, გვექნება: 

= ხე ჩა I, ხე 
ს6C 6ე | I, რე 

'ნ, ხ, 711 | 

0, 06კ 
ქვლ წე == 

  

თუ ამ მნიშვნელობებს (6)-ში ჩავსვამთ, მაშინ ჯ-სა და ჯ-ის კოე- 

ფიციენტები ნულად გადაიქცევა, და ჩვენ მივიღებთ: 

«9) (რკ(ხენე –– ხემე) –– ძე(ხკმვ ––- ხე0,) -+ თვ(ხუC, –– ხკი,)| ჯX = 

= ძ,(ხე6ვ –– ხელე) –– ძ,(0)0ვ –– ხეი,) -+L ძე(ხ,0, –– ხ,0,). 

ანალოგიურად შეიძლება მივიღოთ განტოლებანი /-სა და ჯ-სა– 

თვის. თითოეული ამ განტოლებათაგანი წარმოადგენს (5) განტოლე– 

- ბათა შედეგს. 

'· თუ ჯ-ის კოეფიციენტი (0) განტოლებაში ნულისაგან განსხვავე- 

ბულია, მაშინ ეს განტოლება შეიძლება X-ის მიმართ ამოვხსნათ: 

(10 X»= ძ,ნაშვ ––ძ,ხარე –– რენ,” -L ძ,ჩალ, -L ძუხ;ი, –– ძენ,“ . 

ძ;ხაენე –– ეხენე –– ძეხ;6ნვ -L ძკხვი, -L ძენი –– ძენი 

განვიხილოთ ამ წილადის მნიშვნელი 

ძჯხენვ –– ძუხვნც –– ძეხ;ლე -L ი,ხუი, -L ძვხე6ე –– ძვხენ,- 

ამ გამოსახულებას ეწოდება დეტერმინანტი (მესამე რიგის), შედ– 

“ გენილი შემდეგი (კხრილიდან („მატრიციდან"): · 

ძ; ხ; 0, 

48) ძე ხე ლ. 
ძე ხე Cე | · 

მაგრამ აუცილებელია განვასხვავოთ თვით ცხრილი და მისგან მი–- 

ღებული დეტერმინანტი; უკანასკნელი აღინიშნება სიმბოლოთი 

ძ, ხ, C, 

ძე წვ 6 |. 

მე ხვ 63 
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ამრიგად, თანახმად განმარტებისა, გვაქვს 

ძ, ხ, 6, 

ძა ხე 6 | = ტ,ხენგ-- ძნელ, –- ძენი + თახვი; + თეჩე0ე–- თვხერე. (11) 

    

ძვ ხე 03 

შევნიშნოთ, რო (10) წილადის მრიცხველი განსხვავდება მნიშვ- 

ნელისაგან მხოლოდ მით, რომ კოეფიციენტები ი,, ძ,, ძვ შეცვლი- 

ლია შესაბამისად თავისუფალი ძ,, ძ,, ძ. წევრებით; ეს მრიცხველი 

აგრეთვე შეიძლება წარმოვიდგინოთ დეტერმიჩანტის სახით 

  

'ძე ხეთ) 
" 1 

' ძე ხე C . =ძ,ხაკნვ-–ძ,ხ,0ე –– ძ,ჩ,6კ -L ძ,ნუი, -L ძახუ0ე –– ძენენ,. 
, ძვ ხე. 0ე | · 

ამრიგად, (10) თანაფარდობა შეიძლება ასე გადავწეროთ 

| ძ, ხ; 2, 

ძ, ხ, 0, 

_ 1 რე ხვ 0: 

ი (შნ, ლფ 
ძე ხე შე 

ძვ ხე 6ვ 

    

თანაგვარად მივიღებთ გამოსახვებს ”ჯ-სა და ჯ-სათვის: 

  

    

ძე ძე 6 თ; ხ, ძ, 
რე ძე რ რ ჩ. ძ. 

_ 1 ძვ შე რ: ძე ხე ძე 

7“ ა, ხ, 9, |? იონ 8) 
ძე ხ, 6. | ძე ხე 0 2 

რე ხვ 65 ძე ჩ, 

  

  
აუცილებელია აგრეთვე შევამოწმოთ, რომ ეს მნიშვნელობა- 

ნი აკმაყოფილებენ გამოსავალ განტოლებათა სისტემას. 

ამ შემოწმებას ჩვენ შემდეგში შევასრულებთ ზოგადი შემთხვევი- 

სათვის. 

მესამე რიგის დეტერმინანტის შესადგენად შეიძლება სარრუ- 

სის წესით ვისარგებლოთ. (8) ცხრილში შეიძლება ორი დიაგონა-
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ლის გავლება, მთავარის (ი, ->ხ,–>7) დღა არამთავარის 
(ძე –> ხე –> 6,). ახლა (8) ცხრილს მივუწეროთ მარჯვნიდან პირველი 
ორი სვეტი: 

სსე ბ 

ა XX ! 
ხორ 

“ძვ ხე რ ძვ ხვ 

#//M/ს სს» 
--0344 

სქემა L 
ვადგენთ ელემენტების ნამრავლებს დიაგონალების მიხედვით; 

სამი ნამრავლი, რომლებიც მთავარი დიაგონალისა და მისი პარა–- 

ლელურის შესაბამისია, თავის ნიშნით აიღება, დანარჩენი სამი –– 

შებრუნებული ნიშნით, 

ჯამი ყველა ნამრავლისა, რომლებიც შესაბამისი ნიშნებით არის 

აღებული, გვაძლევს დეტერმინანტის მნიშვნელობას (შეად. ფორმუ- 

ლა 11); ასე მაგალითად, დეტერმინანტისათვის 

  

  

„ა ვრ 52, რ 2-5 3 _– 

“ე=|14 3 --5 5 > 2 L 

5-4 –2 /#///სბა“ს 
– – -+++ 

ვღებულობთ 

=2-.3(--2)+(-–- 5)-(-–- 5).5 + 3-4.4 – 
–-5.3.3--4(--5).2--(–2)-.4-(–-5)= 
=- 12-+--125-+48--45--40.--– 40=:116, 

შეიძლება მოვიყვანოთ კიდევ ერთი ხერხი, რომელიც არ მოით- 

ხოვს დამატებითი სვეტების მიწერას, აღვნიშნავთ (8) ცხრილში 

მთავარ დიგონალთან ერთად ორ სამკუთხედს (იხ. სქემა 11), რო- 
მელთა ფუძეები მისი (მთავარი დიაგონალის) პარალელურია; შესა- 

ბამისი ნამრავლები თავ-თავისი ნიშნით აიღება, მსგავსადვე არამთა–
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ვარი დიაგონალი და ორი სამკუთხედი, რომელთა ფუძეები არამთა- 

ვარი დიაგონალის პარალელურია, მოგვცემს იმ ნამრავლებს, რომ- 

ლებიც შებრუნებული ნიშნით უნდა ავიღოთ, 

,” V 
/” 

სქემა IL 
"სავარჯიშო. 

1. ზამოითვალეთ დეტერმინანტები: 

2):1 2 I ხ)1ძ 0 ჯ 

3.1. 2!) , 0 ხ–ძ 

0 3 1! ი 0-ს 

2. ამოხსენით ტანტოლებათა სისტემა 

' მ) 3X + 2/ -– 4:= 8, 6) 2X –– 5V + 3:= 24, 
2 + 4,-- 5:= 11, 4X + 3) –– 5+=2, 

4LX – 3V + 2: =. 1. 5X + 4) –– 22 = 18. 

§ 2. მმორე და მესაჭე რიგის დეტერმინანტების სტრუქტურის 

გამო.კვლევა. დეტერმინანტის %ოგადი განმარტება 

1. ჩვენ ახლა გამოვიკვლევთ მეორე და მესამე რიგის დეტერმი- 

ნანტების სტრუქტურას, რათა შესაფერისი განზოგადების გზით 

მივიღოთ ნებისმიერი რიგის დეტერმინანტის განმარტება. 

ჩვენ მოგვიხდება ყურადლება მივაქციოთ შემდეგ საკითხებს: 

მ) რა ტიპის წევრები შედის დეტერმინანტის შემადგენლობაში? 

ხ) რა წესის მიხედვით დაისმება ნიშანი ამ წევრების წინ? 

პირველად განვიხილოთ მეორე რიგის დეტერმინანტი 

ძი, ხ, 

  
ი, ნ, | = ძ,ხე –– ძენ.
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ეს დეტერმინანტი ორ წევრს შეიცავს: 

412) + ით, და -- ძ.ნ,. 

თითოეული წევრი ორი ელემენტის ნამრავლს წარმოადგენს; 
ასეთი ნამრავლის ზოგადი სახე იქნება თახვ. 

2«« ელემენტი აღებულია .პირველი სვეტიდან, #ვ ელემენტი –– 
მეორიდან. ჩვენ ყოველთვის დავწერთ ამ ელემენტებს სვეტების მი- 
„ყოლის რიგის მიხედვით. 

თ და ზ ინდექსები სტრიქონების ნომერზე მიგვითითებს; ამ 

“ინდექსებს შეუძლია მიიღოს მნიშვნელობანი: =1, 8 = 2, ან თ=2, 

ჩზ= 1. მეორე რიგის დეტერმინანტი ორ წევრს შეიცავს იმის გამო, 
რომ ორი ინდექსიდან შესაძლებელია ორი გადანაცელება. 

ახლა ყურადღება მივაქკიოთ (12) წევრების ნიშნებს. ის წევრი, 

«რომელშიაც 1 და 2 ინდექსები ერთმანეთს მიყვება ბუნებრივი რი- 

გით, თავის ნიშნით აიღება. ის წევრი, რომელშიაც 1 დ.) 2 ინდექ- 

სები მიდის შებრუნებული რიგით ანუ „ინვერსიას ჰქმნიან“ (სიტ- 

ყვა „ინვერსია“ ნიშნას შებრუნებას), შებრუნებული ნიშ- 

ნით აიღება. 
განვიხილოთ ახლა მესამე რიგის დეტერმინანტი 

ი, ხ. 0, 

ძვ ხე ლ 

ძკ ხე 0ვ 
= ძემენე –– რ,ხერე –– რძეხუძე + ძახვ6, -L ძვხ0ე –– მენე, - 

  

  
ამ დეტერმინანტის თითოეული წევრი წარმოადგენს სამი ელე- 

მენტის ნამრავლს 

ძ>» ხც 6+. 

ჩვენ ვწერთ ამ ელემენტებს სვეტების მიყოლის რიგის მიხედვით. 

თ, 8, წ» ინდექსები ჰქმნიან ყოველგვარ გადანაცელებას 1, 2, 3-დან. 

ამ გადანაცვლებათა რიცხვი ტოლია პ! = 1.2-3 = 6. ამის მიხედვით 

მესამე რიგის დეტერმინანტი ექვს წევრს შეიცავს. 

ახლა ვნახოთ, რით განისაზღვრება ამ წევრების ნიშნები. დავიწ- 

ყოთ მთავარი დიაგონალის ელემენტებით შედგენილ წევრიდან (მთა- 

ვარი წევრი): 

ძ;ხვრვ. 

ეს ნამრავლი დეტერმინანტში თავის ნიშნით შედის; მისი ინდე-ქ
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სები ჩვეულებრივი რიგით მიდის, არ ჰქმნიან არც ერთ ინვერსიას. 

ავიღოთ რომელიმე სხვა წევრი, რომლის წინ „-L4 ნიშანი არის; 
მაგალითად, 

რეხვ0,. 

აქ უკვე ინდექსები ჰქმნიან ინვერსიებს და ჩვენ შეგვიძლია და– 

ვითვალოთ, თუ რამდენია მათი რიცხვი. ამ მიზნისათვის განვიხილოთ 

სხვადასხვა წყვილი ინდექსებისა, შევინარჩუნებთ რა მათ დალაგებას: 

2, 3-–- რიგი 

2, 1 –– ინვერსია 

3, 1 –– ინვერსია. 

ამრიგად, იწვერსიების რიცხვი 2-ის ტოლია. თუ განვი– 

ხილავთ + ივხ,0, წევრს, აქაც ინვერსიების რიცხვი 2-ის ტოლია. 

ახლა ავიღოთ რომელიმე წევრთაგანი, რომლის წინ დგას ნიშა– 

ნი „--", მაგალითად, 

–- რენვიე. 

აქ 
1, 3--– რიგი 

1, 2–- რიგი ერთე ინვერსია გვაქვს. 
3, 2 –– ინვერსია 

მსგავსადვე ვიპოვით, რომ თი,ჩ,ივ წევრისათვის ინვერსიების რიც- 

ხვი 1-ის ტოლია, თკხ,0, წევრისათვის იგი 3-ის ტოლია, 

ახლა შევადგინოთ ცხრილი, რომელიც მიგვითითებს თითოეული 

წევრისათვის ინვერსიების რიცხვზე: 

    

    

ინვერსიების “. (ინვერსიების 
რიცხვი იცხვი 

+ ი,ხეC 0 –-ძეხარ 1 

_+4M94, 2 –- მახჯნა | ____1 

+ ძახ:ნე 2 – ძეშანკ 3 

ჩეენ ვხედავთ, რომ, როდესაც ინვერსიების რიცხვი ლუწია,» 
წევრის წინ „-+" ნიშანი დგას, ხოლო, როდესაც ინვერსიების რიც- 
ხვი კენტია, მაშინ „-––« ნიშანია,
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ამრიგად, 

(13) 23 ძახვი, 

წევრის წინ მყოფი ნიშანი განისაზღვრება მისი თ, 8, 7 ინდექსების 
გადანაცვლებით. თუ ეს გადანაცვლება ინვერსიების ლუწ რიცხვს- 
შეიცავს, მაშინ წევრის წინ .„“+ “ ნიშანია ასაღები, წინააღმდეგ, 
შემთხვევაში „--“ ნიშანი, 

მესამე რიგის დეტერმინანტი წარმოადგენს (13) სახის ყველა იმ- 
წევრთა ჯამს, რომლებიც აღებულია შესაფერი ნიშნებით: 

| 0 0 ლი. 

______ჟ__– 
I ძე ხუ 63 I 

2. ახლა ზოგად შემთხვევაზე გადასვლა ძნელი არ იქნება. დავუშ– 

ვათ, რომ მოცებულია ცხრილი (მატრიცი) #? ელემენტისაგან: 

ძ, ხ, ....ც 

(14) % რითიც 

ში ხი... 

ამ მატრიციდან დეტერმინანტი რომ შევადგინოთ, ჩვენ შევად– 

გენთ ყოველგვარ საზის ნამრავლებს, 

(15) 2 ი”108...7) 

სადაც 

(16) თ, 8, ·-.. 27 

არის 1, 2, ..., # ინდექსების ნებსითი გადანაცვლება, თუ ეს გა–- 
დანაცვლება ინვერსიების ლუწ რიცხვს შეიცავს, მაშინ წევრის: 

წინ ე–+-4 ნიშანი დაისმება, წინააღმდეგ შემთხვევაში „--“ ნიშანი. 

სხვა სიტყვებით, თუ (16) გადანაცვლება ინვერსიების ლუწ რიცხვს 

შეიცავს, მაშინ შესაბამისი ნამრავლი თავის ნიშნით აიღება, წინა– 

აღმდეგ შემთხვევაში––შებრუნებული ნიშნით. ამასთანავე არსებითია, 

რომ (16) ნამრავლის მამრავლები დალაგებულია სვეტების თანმიმ- 

დევრობის მიხედვით. 

(15) სახის იმ წევრთა უჯგამი, რომლებიც აღებულია სათანადო»
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'ნიშნებით, წარმოადგენს, თანახმად განმარტებისა, (14) ცხრილის 

"ელემენტებისაგან შედგენილ დეტერმინანტს: 

იენ... 
.... 

·(17) IM. => ++0იი ხვ ... IX" 

ი. სხ, ... · 

ძეც ხხ · ს-ა, ელემენტები დეტერმინანტის მთავარ დიაგონალს 

"შეადგენს, ამ ელემენტების ნამრავლს ძ,, ხა, ·-.- )„ მთავარი წევრი 

„ეწოდება. 
#1 რიგის დეტერმინანტის წევრთა რიცხვი ტოლია 7 ელემენტი- 

„დან ყველა შესაძლებელ გადანაცვლებათა რიცხვისა, ე. ი. ტო- 

-ლია ჯI-ისა. ამრიგად, მეოთხე რიგის დეტერმინანტი 24 წევრს შე- 

იცავს, მეხუთე რიგის დეტერმინანტი –– 120 წევრს და ა, შ. ასეთ 

„გამოსახულებათა“ უშუალო გამოთვლა იქნებოდა ფრიად უსიამოვ- 

ნო. საქმე. 
თეორიის ერთ-ერთი ამოცანათაგანი ის არის, რომ მოგვცეს პრაჭ- 

„ტიკულად ვარგისი მეთოდები დეტერმინანტების გამოსათვლელად. 
3. თუ საჭიროა განვსაზღვროთ დეტერმინანტის წევრის წინ 

:მყოფი ნიშანი, მაშინ უნდა დავითვალოთ ინვერსიების. რიცხვი მისი 

„ინდექსების გადანაცვლებაში. ამ საკითხხე რამდენადმე ვრცლად 

“შევჩერდეთ. თუ ჩვენ ვამბობთ, რომ (თ, 3) ინდექსები ინვერსიას 
ჰქმნიან, ეს იმას ნიშნავს, რომ ისინი დალაგებული არიან „შებრუ- 

ნებული” რიგით", ამასთანავე იგულისხმება, რომ ინდექსების რომე- 

ლიმე განსაზღვრული დალაგება მიჩნეულაა ნორმალურ დალაგე- 

ბად, თუ საუბარია დეტერმინანტის წევრების შესახებ, მაშინ ინდექ- 

“სების ნორმალური დალაგება მთავარი წევრით განისაზღვრება. ამ- 

M# ამასთანავე უნდა გვახსოვდეს, რომ ჯამის ყოველი წევრის წინ მყოფი ნი- 

შანი განისაზღვრება ინვერსიების რიცხვით ინდეკსების გადანაცელებაში, ამას 

«ხაზი რომ გაუსვან, ზოგჯერ სარგებლობენ შემდეგი ჩაწერით: 

=2(–-1)9ი; ხე ...#., 

სადა( 9 ინვერსიების რიცხვია თ, ჩ, -.,» გადანაცვლებაში, მაშასადამე, თანამამ– 

რავლი (–1) 9“ ტოლია + 1-ის ან ––1 იმისდა მიხედვით, ინვერსიების რიცხვი 

ლუწია, თუ კენტი.
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რიგად, (17) დეტერმინანტისათვის ინდექსების ნორმალური დალა-- 

გება იქნება 

1, 2, 3,.,. #7, 

ახლა განვიხილოთ იმავე თ, 8, ..., 7» ინდექსების რომელიმე გა- 

დანაცვლება. ინვერსიის ცნება ყოველთვის შეეხება ორ ინდევსს, 

რომლებსაც მოცემულ გადანაცვლებაში გარკვეული ადგილი უკავიათ. 

ინვერსიების რიცხვი რომ დავითვალოთ, საჭიროა განვიხილოთ იმ: 

ინდექსთა ყველა შესაძლო წყვილი, რომლებიც მოცემულ გადანაც– 

ვლებაში მონაწილეობს. 

მაგალითად, გადანაცვლებაში 

(18) 4, 5, 1, 3, 2 
ინდექსთა შემდეგი წყვილები ჰქმნიან ინვერსიას: 

4,1 4,2 4,3 
5,1 5,2 5,3. 

3,2 

ამრიგად, (18) გადანაცვლება 7 ინვერსიას შეიცავს. 
ინვერსიების რიცხვის დათვლა უფრო მარტივად ასე სრულდება: 

ვიწყებთ ინდექსიდან 1. თუ თ ინდექსი დგას 1-ის წინ, მაშინ წყვი- 
ლი (ი, 1) ინვერსიას ჰქმნის; ამიტომ იმ ინვერსიათა რიცხვი, რომ- 

ლებიც შექმნილია სხვადასხვა ინდექსებით 1-თან,; ტოლია იმ ინ. 

დექსთა რიცხვისა, რომლებიც დგანან მოცემულ გადანაცვლებაში 

ერთეულის წინ; ეს რიცხვი დავინიშნოთ და მოცემულ გადანაცვლე– 

ბაში რიცხვი 1 ამოვშალოთ. 

ახლა პირველ ინდექსად რიგის მიხეჯვით იქნება 2; თითოეული 

ინდექსთაგანი (რომლებიც დარჩა), ორიანის წინ მყოფი, მასთან ინ- 

ვერსიას ჰქმნის; დავითელით რა ამ ინდექსების რიცხეს, ამოვშლით 

2-ს; ამის შემდეგ 3-ზე გადავდივართ და ა. შ. 

ვთქვათ მაგალითად, გამოსათვლელია ინვერსიების რიცხვი გადა- 

ნაცელებაში 

(09) 2, 4, 5, 3, 4, 6, 7. 

# შემდეგში (თუ საწინააღმდეგო ნათქვამი არ არის) დალაზჯება 1, 2,...,#- 
მიჩნეული იქნება ნორმალურ დალაგებად.
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იმ ინდექსების რიცზვი, რომლების 1-ის წინ არის, 4-ის ტოლია. 

«დავინიშნავთ რა ამ რიცხვს, ერთეულს ამოვშლით: 

2, 4, 5, 3, 1, 6, 7. 

ორიანის წინ არც ერთი ინდექსი არ არის; შეიძლება მისი 

«ამოშლა: 

2, 4, 5, 3, 1, 6, 7. 

ახლა 3-ის წინ ორი ინდექსი არის, ამ რიცხვს დავინიშნავთ და 

-3-ს ამოვშლით. დანარჩენი ინდექსი ინვერსიას არ ჰქმნის. მაშასადა- 

“მე, მოცემულ გადანაცვლებაში ინვერსიების საერთო რიცხვი ტო- 

·ლია 4 –+++2 = 6. 

სავარეგიშო. 

განსახღვრეთ ინვერსიების რიცხვი თითოეულ შემდეგ გადანაცვლებაში: 

59 9# 8.2, #3, 6, 4, 5; 2) 8, 5, 2, 7, 4, 1, 6, 3; 3) 9,8, 7, 6, 5, 4, 9,2, 1 

4) I), 1-1, M-2,+..,3, 2, 1. , 

4. ყველა გადანაცვლება # ინდექსიდან შეიძლება დავყოთ ორ 

კლასად იმისდა მიხედვით, ინვერსიების რიცხვი ლუწია,·თუ კენტი. 

თუ გადანაცვლება ინვერსიების ლუწ რიცხვს შეიცავს, მაშინ 

მახ ლუწოვანი ეწოდება, წინააღმდეგ შემთხვევა ში-- კენტოვანი,. 

ასე, მაგალითად, გადანაცვლება (19) –– ლუწოვანია, ვინაიდან 

იგი 6 ინვერსიას შეიცავს; გადანაცვლება (18) –– კენტოვანია (7 ინ- 

ვერსია). 

ვნახოთ, რა დაემართება გადანაცვლებას, თუ რომელიმე ორ ინ- 

დექსს ერთმანეთის ადგილზე გადავსვამთ. პირველად კერძო შემთხ- 

ვევა განვიხილოთ; ავიღოთ გადანაცვლება (კენტოვანი) 

(18) :4, 5, 1, 3, 2 
და ერთმანეთის ადგილზე გადავსვათ 5 და 3; მაშინ ჩვენ მივიღებთ 

„გადანაცვლებას: 

4, 3, 1, 5, 9, 

რომელიც 6 ინვერსიას შეიცავს. ეს გადანაცვლება ლუწოვანია. ამ. 

რიგად, კენტოვანი გადანაცვლება ლუწოვანად გადაიქცა: მან „ხასია- 

თი შეიცვალა“. დავამტკიცოთ, რომ ეს შედეგი შემთხვევითი არაა. 

წინასწარ შემოვიღოთ კიდევ ახალი ტერმინი.
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იმ ოპერაციას რომლის საშუალებით ვახდენთ ორი ინდექსის 
«ურთიერთ გადანაცვლებას, ტრანსპოზიცია »” ეწოდება: 

ახლა ჩვენ შემდეგი დებულება დავამტკიცოთ: 
ჟოველი ტრანსპოზიცია გადანაცვლების ხასიათს ცვლის, ე. ი. 

-ლუწოვანი გადანაცვლება გადაყავს კენტოვანში და პირიქით, 
დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემულია გადანაცვლება: 

X29) . ..-–-. 

შევასრულოთ ტრანსპოზიცია (ს, თ), ე. ი. ურთიერთ გადავ- 
სვათ ინდექსები |L და თ: 

421) –>–-...--–. 

ვნახოთ, თუ როგორ შეიცვლება ინვერსიების რიცხვი ამ დროს. 

ყველა განსახილავი “ინდექსი შეიძლება დავყოთ ორ ჯგუფად: 

1) ს-სა და თ-ს შორის დალაგებული ინდექსები (შუალედური 

ინდექსები), 

2) (20) გადანაცვლებაში მყოფი ინდექსები თ-დან მარჯვნით ან 

ს-დან მარცხნით. 

თუ M და თ ინდექსებს ურთიერთ გადავსვამთ, მაშინ იმ ინვერ- 

სიების რიცხვი, რომლებსაც რომელიმე ამ ინდექსთაგანი ჰქმნის მე- 
«ორე ჯგუფის ინდექსებთან, არ შეიცვლება, 

ამის თქმა არ შეიძლება იმ ინვერსიების შესახებ, რომელსაც # 

და თ პქმნის შუალედური ჯგუფის ინდექსებთან ტრანსპოზიციის 

“შედეგად შეიცვალა I ინდექსისა (ან თ-ს) და შუალედური ინდექსე- 

ბის ურთიერთ მდებარეობა. ამიტომ შუალედურ ინდექსებს შორის 

ის ინდექსები, რომლებმაც (20) გადანაცვლებაში შექჰნეს ინვერსია 

#, ინდექსთან (ან «-სთან), (21) გადანაცვლებაში უკვე არ იძლევა 

ინვერსიებს იმავე ინდექსთან და პირიქით. 

შუალედური ინდექსების რიცხვი აღვნიშნოთ #-თი. თუ ამათგან 

#ჯ ინდექსმა ტრანსპოზიციამდის | «ნდექსთან ინეერსიები შექმნა, 

მაშინ ტრანსპოზიციის შემდეგ ისინი უკვე არ ჰქმნიან ინწვერსიებს 

იმავე ინდექსთან; პირიქით, დანარჩენი # –– # ინდექსი ტრანსპოზი- 

ციის შემდეგ ჰქმნის ინვერსიებს V-სთან, ე. ი. (2!) გადანაცვლებაში. 

" აუცილებელია გარკვეულად განვასხვაოთ ტრანსპოზიცია ინვერსიისაგან. 
ინვერსიები ინდექსების დალაგებით განისაზღვრებიან; ტრანსპოზი- 

ცია ოპერაციაა, რომელსაც ჩვენ ვასრულებთ ამ ინდექსებზე.
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თანაგვარადვე, თუ აღენიშნავთ #-თი იმ შუალედურ ინდექსთ> 

რიცხვს, რომლებმაც (20) გადანაცვლებაში # ინდექსთან ინვერსიები. 

შექმნა, მაშინ. ტრანსპოზიციის შემდეგ (212 გადანაცვლებაში ინ- 

ვერსიების რიცხვი შუალედურ ინდექსთა და თ იდღექსს შორის. 

იქნება # -–-ძ. 

ამრიგად ჩვენ.შეგვიძლია შევადგინოთ შემდეგი ცხრილი: 

| ს ი5დექსის ინეერ- | თ ინდექსის ინვერ- ხ-სა 9-ს ინვერ– 
სიების რიცხვი შუა-|სიების რიცხვი “მფუა- ე მ · 
ლედურ ინდექსებთან რ ინდექსებთან ·შპლედურ ინ- დურ ინდექსე ლედურ ინდექსე დეპსებთან 

  

  

ტრანსპოზიციამდის ჯ წ) ჩ+49? 

ტრანსპოზიციის (-ჯ ხი 2L-–(,/+თ» 
შემდეგ   

ეს ცხრილი გვიჩვენებს, რომ იმ ინვერსიათა რიცხვი, რომლებ– 

საც გვაძლევს ს და თ ინდექსები შუალედურ ინდექსებთან ტრანს– 

პოზიციის შემდეგ შეიცვალა 

(2L- C+9)) – #+ 0ძ=2L–#ჯ–თ 
რიცხვით. 

ახლა უნდა გავითვალისწინოთ ს და 5 ინდექსების ერთმანეთთან 
დამოკიდებულება. თუ ტრანსპოზიციამდის ისინი ინვერსიას ჰქმნიდენ, 
მაშინ ტრანსპოზიციის შემდეგ ისინი შას არ ჰქმნიან, და პირ- 
იქით. ამიტომ ინვერსიების რიცხვი ტრანსპოზიციის შემდეგ კიდევ: 
გადიდდება ან შემცირდება ერთით. 

რაც შეეხება ინვერსიებს, რომლებშიაც ს და ' თ არ მონაწილე 

ობს, მათი რიცხვი უცვლელი დარჩება. 

მივიღებთ რა მხედველობაში ყველა ზემოთქმულს, შეიძლება და– 
ვასკვნათ, რომ ტრანსპოზიციის შემდეგ იგი კენტი (შესაბამისად 

ლუწი) გახდება. სხვა სიტყვებით რომ ეთქვათ, თუ (20) გადანაც- 

ვლება ლუწოვანი იყო, მაშინ (21) გადანაცვლება კენტოვანი ოქნება- 

და პირიქით. 

სწორედ ეს ნიშნავს, რომ ტრანსპოზიციის შედეგად გადანა()ვ“ 

ლება თავის ხასიათს იცვლის.
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ჩვენ მკითხველს ვურჩევთ ვარჯიშობის სახით ჩაატაროს წინა 

დამტკიცება კონკრეტულ მაგალითზე. 

აღვნიშნოთ ზოგიერთი შედეგი დამტკიცებული თეორემიდან. 

ტრანსპოზიციის წყვილი რიცხვი არ ცვლის გადანაცვლების 

ხასიათს, ტრანსპოზიციის კენტი რიცხვი ცვლის გადანაცვლების 

ხასიათს. . 

მართლაც, შევასრულებთ რა ტრანსპოზიციის ლუწ რიცხვს, ჩვენ 

ლუწ რიცხვჯერ ვცვლით გადანაცვლების ხასიათს, ე. ი. მას უცვ- 

ლელად ვტოვებთ. 
ერთი გადანაცვლებიდან იმავე ხასიათის მეორე გადანაცვლე- 

ბაზე რომ გადავიდეთ, საჭიროა ტრანსპოზიციების ლუწი რიცხვი; 

სხვა ხასიათის გადანაცვლებაზე რომ გადავიდეთ, საჭიროა ტრანხს- 

პოზიციების კენტი რიცხვი. 

ვინაიდან ბუნებრივი დალაგება 

1, 2, ...1 # 

ლუწოვან გადანაცვლებათა რიცხვს ეკუთვნის (0 ინვერსია), ამი- 

ტომ წინანდელიდან გამომდინარეობს: 

მწველ გადანაცვლებიდან ბუნებრივ დალაგებაზე (ან შებრუნე- 

ბულად) რომ გადავიდეთ, საჭიროა ტრანსპოზიციების ლელი რიცხვი. 

გავაშუქოთ ეს მაგალითზე. ლუწოვანი გადანაცვლებიდან 

(22) 5, 3, 1, 2, 4, 

  

რომელიც 6 ინვერსიას შეიცავს, ნორმალურ გადანაცვლებაზე რომ 

გადავიდეთ, საჭიროა ტრანსპოზიციების ლუწი რიცხვი. თვით გა- 

დასვლა შემდეგნაირად შეიძლება განვახორციელოთ. 

უპირველეს ყოვლისა 1-ს პირველ ადგილზე გადავიტანთ (1,5) 

ტრანსპოზიციის საშუალებით: 

= · 1, 3, 5, 2, 4. 

ახლა 2-ს თავის ადგილზე გადავიტანთ; ამ მიზნისათვის (2, 3) 

ტრანსპოზიციას შევასრულებთ: 

”. 1, 2, 5, 3, 4. 

_ 20. უმაღლესი ალგებრა
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შემდეგი ნაბიჯი (3, 5) გვაძლევს: 

1, 2, 3, 5, 4. 

გვრჩება შევასრულოთ (4, 5) ტრანსპოზიცია და ჩვენ ბუნებრივ 

დალაგებას მივიღებთ. ამრიგად, (22) გადანაცვლებიდან ბუნებრივ 

დალაგებაზე გადავედით ოთხი ტრანსპოზიციით. 

სავარეგიშო. 

1. ტრანსპოზიციების დახმარებით შეასრულეთ გადასვლა ბუნებრივ დალა- 

გებაზე შემდეგ ტადანაცვლებიდან: 

ი) 6, 1, 5, 2, 4,3; 1) 2, 4, 5, 3, 1, 6, 7. 
2. ტრანსპოზიციების საშუალებით შეასრულეთ გადასვლა ნატურალური 

დალაგებიდან გადანაცვლებებზე: 

ი) 4, 5, 1, 3,2: I) 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1. 

5. ჩვენ ვიცით, რომ, როდესაც # == 3, ლუწოვანი გადანაცვლე- 

ბათა რიცხვი კენტოვან გადანაცვლებათა რიცხვის ტოლია (შეად. 

ცხრილი 1 პ.) ახლა დავამტკიცოთ, რომ ეს თვისება უცვლელი 

რჩება ინდექსების ნებისმიერი რიცხვისათვის. 
# ინდექსიდან ჟველა ლუწოვან გადანაცვლებათა რიცხვი ტო- 

ლია ყველა კენტოვან გადანაცვლებათა რიცხვისა (მაშასადამე, 
” 

ტოლია 4 რიცხვისა). 

დამტკიცება. დავამტკიცოთ, რომ ლუწოვან გადანაცვლება– 

თა რიცხვი არ შეიძლება მეტი იყოს ვიდრე კენტოვან გადანაცვლე- 

ბათა რიცხვი. ვთქვათ, 

(23) ჩა ს, ..ა, ნ, 
არის ყველა სხვადასხვა ლუწოვანი გადანაცვლებანი თითოეულ ამ 

გადანაცვლებათაგანში ერთი და იგივე ტრანსპოზიცია შევასრულოთ, 

მაგალითად (1, 2). მაშინ (23)-დან აღებული თითოეული გადანა- 

ცვლებათაგანი თავის ხასიათს შეცვლის, და ჩვენ # კენტოვან გადა– 

ნაცვლებას შივიღებთ: 

(23) .. 
ძნელი არ არის იმის შემჩნევა, რომ ყველა ეს გადანაცვლებანი სხვადა- 

სხვა არის. მართლაც, რომელიმე ორი გადანაცვლება (23) მწკრივში
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ურთნაირი რომ ყოფილიყო, მაშინ (23) მწკრივში შესაბამი გადანა- 
ცვლებები ერთნაირი იქნებოდა ვინაიდან ყველა (23') გადანაცვლებანი 

მიიღება (23)-დან ერთი და იგივე ტრანსპოზიციის საშუალებით; ჩვენ 
კი დავუშვით, რომ (23)-ის ყველა გადანაცვლება სხვადასხვაა, 

ამრიგად, (23') მწკრიემი # სხვადასხვა კენტოვანი გადანაცვლე- 

ბანი გვაქვს. აქედან გამომდინარეობს, რომ კენტოვან გადანაცელე- 

ბათა რიცხვი არ შეიძლება ნაკლები იყოს ლუწოვან გადანაცვლება- 

თა რიცხვზე. თანაგვარად დავამტკიცებთ, რომ კენტოვან გადანაც- 

ვლებათა რიცხვი არ შეიძლება მეტი იყოს ლუწოვან გადანაცვლე- 

ბათა რიცხვზე. მაშასადამე, ორივე რიცხვი ერთმანეთის ტოლია. 

§ 3. ჩახმები. ციკლებად დაფლა 

1. განვიხილოთ რაიმე ორი წევრი, რომლებიც შედიან მესამე რი– 

გის დეტერმინანტის შემადგენლობაში, მაგალითად, 

ძ, ხ, (კ და ძე წვ 6,. 

პირველი წევრიდან მეორეზე რომ გადავიდეთ, საკმარისია შევც- 

ფალოთ 
ინდექსი 1 ინდექსით 2, 

ინდექსი 2 ინდექსით 3, 

ინდექსი 3 ინდექსით 1. 

·-ეს შეცვლა სქემატურად შეგვიძლია ასე წარმოვიდგინოთ: 

1-=>2, 2-–>3, 3->). 

ამბობენ, რომ ჩვენ ვახდენთ ჩასმას, რომელიც ცვლის ინდექს 

1-ს ინდექსით 2, ინდექს 2-ს ინდექსით 3 და ინდექს 3-ს ინდექსით 1. 

„ასეთი ჩასმა შეიძლება შემდეგი სიმბოლოთი გამოვსახოთ: 

123 

231 I. | 
აქ თითოეული ინდექსის ქვევით დაწერილია ის ინდექსი, რომე- 

-ლიც მას ცვლის. 

განვიხილოთ უფრო ზოგადი შემთხვევა. ვთქვათ, საჭიროა გა 

„კდავიდეთ : 

ძთ ხვ 0; ...
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ნამრავლიდან, სადაც თ, 8, V, ·.., X არის რაიმე გადანაცვლება.. 

1, 2, 3, ..., # ინდექსებისა, ნამრავლზე 

ძი, ხვ, C/5 +... IX5 

სადაც თ, წ, /) ··, »-- იმავე ინდექსების გადანაცვლებაა. 
ამ მიზნისათვის საკმარისია შევცვალოთ თ იჩდექსი თ” ინდექსით, 

ზ ინდექსი ს ინდექსით, და ა, შ., რაც სქემატურაც ასე შეგვიძლია» 

წარმოვადგინოთ: 

თ–>თს ჩ-> მ, ჯ->7/ე ას ჯ->27. 

ოპერაციას, რომლის საშუალებით ჩვენ · ვახდენთ ამ შეცვლას, 

ჩასმა ეწოდება. 

ამრიგად, ჩასმას უწოდებენ ოპერაციას, რომელიც მდგომარვე– 

ობს იმაში, რომ თ, 8,7, ·-.., #» სისტემის ჟოველი ინდექსი უნდა- 

შეიცვალოს იმავე სისტემის გარკვეული ინდექსით, მასთან ერთმა- 

ნეთისაგან განსხვავებული ინდექსები უნდა იქნეს შეცვლილი ერთ- 

მანეთისაგან განსხვავებული ინდექსებით. 

ჩასმა რომელიც (ცვლის თ ინდექსს თ' ინდექსით, ზ ინდექსს წ 

ინდექსით, ..., # ინდექსს » ინდექსით, შეიძლება გამოსახული იქ- 

ნეს შემდეგი სიმბოლოთი: 

#4=- « ჩ V ... გ) 

თ ზწV7...7» 

"აუცილებელია აქვე აღვნიშნოთ, რომ ერთი და იგივე ჩასმა შეიძ- 
ლება სხვადასხვა წესით ჩაიწეროს, მაგალითად, 

2431 4321 3142. აე 

1124 ), (1234) , L2413 

სიმბოლოები ერთსა და იმავე ჩასმას გამოსახავენ, სახელდობრ ჩას– 

მას, რომელიც ცვლის ინდექს 1-ს ინდექსით 4, ინდექს 2-ს ინდექ- 

სით 3, ინდექს პ-ს ინდექსით 2, ხოლო ინდექს 4-ს ინდექსით 1: 

'1–=>4, 2–>3, 3->2, 4-–>1, 

იგივე ჩასმა შეგვიძლია გამოვსახოთ სიმბოლოთი: · 

1234 
სით)
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საზოგადოდ, ჩასმა 

თ ზ7...» ) 
თ' 8” MC ... » 

შეიძლება ჩაწერილი იქნეს შემდეგ თანაფარდობათა საშუალებით: 

თ>თი ზ->8, ჯ–> 75... X- >. : 

ცხადია, რომ რიგს, რომლის მიხედვით ჩაწერილია ეს თანაფარ- 

დობანი, არ აქვს მნიშვნელობა. ამიტომ მნიშვნელობა არ აქეს 

რცვეტების რიგსაც სიმბოლოში: 

თზ?7..-.2 

(<=. »). 
ვისარგებლებთ რა ამით, ჩვენ შეგვიძლია ერთი სტრიქონის ინ- 

დექსები, მაგალითად ზედასი, ჩავწეროთ ნებისმიერი რიგით. თავის- 

თავად „ცხადია, რომ ქვედა სტრიქონების ინდექსების რიგი ამით 

უკვე სავსებით განისაზღვრება. კერძოდ, ჩვენ ყოველთვის შეგვიძლია 

ჩასმა ისე დავწეროთ, რომ ზედა სტრიქონის ინდექსები დალაგებუ- 

ლი იყოს ბუნებრივი რიგით. 

ჩაწერის ასეთ ფორმას ვუწოდოთ ჩასმის ნორმალური სახე. მა- 

გალითად, ჩასმისათვის 

| 3175246 
241673 5) 

ნორმალური სახე არის 

123458567 

4723 651 /. 

ვთქვათ, თ, ზ. +«, ·- >. X» არის რაიმე გადანაცვლება 1ე 2, ++. # 

ინდექსებისა, ამ გადანაცვლებას შევუსაბამოთ გარკვეული ჩასმა, 

სახელდობრ ის, რომელსაც ნორმალური სახე აქვს: 

24 ა) 

(24 თ ზ ჯ...2/. 

პირიქით, თუ მოცემულია (24) ჩასმა, მაშინ სავსებით განსაზღვ-
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რული იქნება თ, ჩ, 7, ·..ს #» გადანაცვლება, ამრიგად, გადანაცვ- 

ლებათა და ჩასმათა შორის შეგვიძლია დავამყაროთ ურთიერთ ცალ- 

საბა თანადობა. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ჯ ინდექსის ერთმანეთისაგან გან- 

სხვავებული ჩასმათა რიცხვი ყ-ის ტოლია. 

ჩასმამ შეიძლება დატოვოს ზოგიერთი ინდექსები თავიანთ ადგი– 

ლებზე. მაგალითად, ჩასმა 

12345 

( 32541 
ტოვებს 2, 4 ინდექსებს თავიანთ ადგილებზე. ჩასმის ჩაწერის დროს 

ასეთ ინდექსებს ხშირად არ სწერენ. მაგალითად, წინა ჩასმა შეიძ- 

ლება ასე ჩავწეროთ: 

135 

ზ 351 ). 

თავისთავად ცხადია, რომ ასეთი ჩაწერა არ იქნება ჩასმის ნორ- 

მალური სახე. მოვიყვანოთ კიდევ მაგალითი. ჩასმა 

12345 

C 432 5) 

თავის ადგილზე ტოვებს 1, 3, 5 ინდექსებს, ეს ჩასმა ტოლფასია 

ორი ინდექსის ტრანსპოზიციისა: , 

(12). 
ამრიგად, ტრანსპოზიცია წარმოადგენს ჩასმის კერძო შემთხვევას. 

ჩასმას · 

8-( 23.” ა 

123...» 

რომელიც ყველა ინდექსს თავიანთ ადგილზე სტოვებს, იგივური ანუ 
ერთეული ჩასმა ეწოდება, 

2. თუ მოცემულია თ, 8, ..., + ინღექსებზე დამოკიდებული რაიმე 

გამოსახულება 

აა“ 42ზ8...2ა
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მაშინ ამ გამოსახვისადმი §-( % ; _– > ) "სმის გამოყენება ნიშ– 
თ' 8... 

ნავს თ, 3, ..., » ინდექსების შეცვლას შესაბამისად თ", 8, ..., ჯ ინ 

დექსებით. შედეგად მივიღებთ 
44>'ვ' +...» 

გამოსახვას. 

მაგალითად, გამოვიყენებთ რა 

თ;ხერე –– ძეხვი; · 

გამოსახვისადმი (112) ჩასმას, მივიღებთ გამოსახულებას: 

თეხე6ვ –– ი,ხენე- 

თუ 
თ ძთხვCჯ ქ... 

ნამრავლისადმი გამოვიყენებთ 

3=( 21", თჩ ”. ა) 

ჩასმას, მივიღებთ 

იი § აა” 
ნამრაელს. 

“ ახლა, თუ ამ ნამრავლისადმი გამოვიჯენებთ 

აფალა თ 8” 7”... 

ჩასმას, მივიღებთ 

ითII9)· "ძა" ხვ" კ ... ი 

ნამრავლს. 

ამრიგად, (III) ნამრავლი მიიღება (I)-დან 5 და + ჩასმათა მიმ- 

დევრობითი გამოყენებით. ადვილი შესამჩნევია, რომ (III) ნამრავლი 

შეიძლება მივიღოთ (I)-დან უშუალოდ, თუ თ ნამრავლისადმი გა– 

მოვიყენებთ ჩასმას“ 

თჩ/.. 
_ სთმ+/ ” .. ს



– 312 -– 

მაშასადამე, 5 და I ჩასმათა მიმდევრობითი გამოყენება ტოლ- 

ფასია ერთი X ჩასმის გამოყენებისა, 

ამრიგად, ნებისმიერ ორ 5 და ”” ჩასმას, რომლებიც გარკვეული 

რიგით არიან აღებული, შეგვიძლია შევუსაბამოთ გარკვეული მესამე 

ჩასმა,ა რომლის შესრულება ტოლფასია ორი წინა ჩასმის მიმდევ- 

რობით შესრულებისა (მოცემულ რიგით), ამას მივყევართ ორი ჩას- 

მის ნამრავლის ცნებამდე. 

ს ჩასმას ეწოდება ნამრავლი 5 ჩასმისა #” ჩასმაზე და აღინიშ- 

ნება 57 სიმბოლოთი („მამრავლთა4 რიგს აქ არსებითი მნიშვნელო- 

ბა აქვს), თუ ს ჩასმის შესრულება ტოლფასია 5 და I ჩასმათა 

თანმიმდევრობითი შესრულებისა (სახელდობრ ამ რიგით). 

ამრიგად, თუ 

ა-ს +”) 
§L-( თს წ...» 

, თ ზ" +" ...»" /. 

ზემონათქვამის თანახმად, 57” ჩასმა მიიღება 5 და + ჩასმები– 

დან შემდეგნაირად: თუ § ჩასმა ცვლის რაიმე Cთ ინდექსს თ ინდე- 

ქსით, ხოლო I” ჩასმა ცვლის ამ-> ინდექსს თ” ინდექსით, (მაშინ 
51” ჩასმა ცვლის თ ინდექსს თ” ინდექსით. 

ჩასმათა ნამრავლის ცნება მაგალითზე გავაშუ1ოთ. ვთქვათ, 

-(12345 ჯ/! 234 5 
53124/”. 6:42) 

§ ჩასმა ცვლის ინდექს 1-ს ინდექსით 5, ხოლო ”' ჩასმა ცვლის 

ინდექს 5-ს ინდექსით 2. მაშასადამე, §7 ჩასმა ცვლის ინდექს 1-ს 

ინდექსით 2; შემდეგ, 5 ჩასმა ცვლის ინდექს 2-ს ინდექსით 3, ხო- 
ლო 1” ჩასმა ცვლის ინდექს 3-ს ინდექსით 4. მაშასადამე, 5 (კვლის 
იონდექს 2-ს ინდექსით 4 და ა. შ. ამგვარად ვღებულობთ: 

§:7= 12345 

· 24351 /. 

§1 ჩასმის შედგენა შეგვიძლია გავამარტივოთ, თუ ვისარგებლებთ 
შემდეგი შენიშვნებით ; რადგანაც ჩასმის სიმბოლოში სვეტების რიგს 

მაშინ
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მნიშვნელობა არ აქვს, ამიტომ 7” ჩასმის სვეტები ყოველთვის შეგვი– 

“ძლია დავალაგოთ ისე, რომ ამ ჩასმის ზედა სტრიქონის ინდექსები 
“დაემთხვეს § ჩასმის ქვედა სტრიქონის ინდექსების რიგს. გავაკეთოთ 
ეს წინა მაგალითისათვის: 

სარაორიშ) I-II, 131) 

53124 24351 

ახლა 57” ჩასმა უშუალოდ მიიღება, თუ §-ის ზედა სტრიქონის 

„ქვეშ მივუწერთ 7” ჩასმის ქვედა სტრიჟონს: 

§ჯ7= 12345 

24351 /. 

ვნახოთ ახლა, თუ რა შეიძლება ითქვას. ჩასმათა „ნამრავლის“ 
“თვისებათა შესაზებ. ' : 

1. კომუტატივობის თვისება ჩასმათა ნამრავლისათვის, საზო- 

“გგადოდ, არ სრულდება. : 
ამაში რომ დავრწმუნდეთ, საკმარისია შევადგინოთ ზემოთ გან- 

ზილული ორი ჩასმის ნამრავლი, მხოლოდ თანამამრავლთა რიგი 

შევცვალოთ: ' 

1234 3541 
1= 5 )' 5§= 2 I, 

35412 14253 

7#§- 12345 . 

14253 

ჩვენ ვხედავთ, რომ" 75 ჩასმა განსხვავებულია 51“ ჩასმისაგან. 

"მაგრამ შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ რაიმე ორი ჩასმის ნამრავლი 

უცვლელი დარჩეს თანამამრავლთა რიგის შეცვლის დროს. მაგალი- 

თად, ვთქვათ | 
გ · 

4=/1 (12) უე=(12345). 

35412 42135 

შევადგენთ რა 48 და 18.4 ნამრავლებს, მივიღებთ: 

545554 48= 84=( 
15342
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ორი 4 და 8 ჩასმას, რომელთათვის ადგილი აქვს 48=84 

თანაფარდობას, ეწოდებათ კომუტატიური. 

2. ჩასმათა ნამრავლს აქვს ასოციატივობის თვისება. მართლაც, 

განვიხილოთ სამი ნებისმიერი ჩასმა 4, 8 და C. ეს ჩასმები ყოველ– 

თვის შეგვიძლია ჩავწეროთ შემდეგნაირად: 

4=(. გ 1), 8=(28 C-(: ივ) 
შევადგინოთ ახლა ნამრავლები (,48)C და „4(8C): 

4ან- (2 2469) (38“ 2), 
ი 480- (161) 25V >) (>>). 

აზრიგად, „2(8C) ჩასმა ემთხვევა („/8)C ჩასმას: 

#4(8C) =(48)C. 

რამდენიმე ჩასმათა ნამრავლი განისაზღვრება თანმიმდევრობითი 
გადამრავლებით: 

48C = (48)C 

4#8CL = (48C)L. 

-შეიძლება ჩვენება იმისა, რომ ასოციატივობის თვისება ძალაში: 

რჩება თანამამრავლთა ნებისმიერი რიცხვის შემთხვევაშიაც. ჩვენ ამას 

აქ არ გავაკეთებთ, ვინაიდან შეზდეგში ჩვენ მოვიყვანთ დამტკიცებას 
უფრო ზოგად შემთხვევისათვის (თავი VIII, § 4, მაგალითი 4, პ, 1, 

აგრეთვე პ. 2). 

ახლა ჩვენ შეგვიძლია განვმარტოთ ჩასმის ხარისხი ნატურალუ– 

რი მაჩვენებლით: 4“ სიმბოლოს ქვეშ, სადაც #-- ნატურალური: 
რიცხვია, ჩვენ გვესმის, ნამრავლი /-ს ტოლი »L თანამამრავლისა. 

მაშინ, როგორც ამაში ადვილად დავრწმუნდებით, გვექნება: 

L „244 == 24 41 LL „+. 

მაშასადამე, ერთი და იგივე ჩასმის ხარისხები ყოველთვის კო- 

მუტატიურია.
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3. თუ არის იგივური ჩასმა, მაშინ ნებისმიერი // ჩასმისა– 

თვის გვაქვს: 

«4Lს = /1= /. 

4= 6) 

თჩზ...» /, 
მაშინ 

84-12 IL +.) (+ 1)-4 
თუ ახლა იგივურ 7: ჩასმას ჩავწერთ 

თზ...” 

3! თჩზ...2 ) 

სახით, მაშინ ვიპოვით: : 

1 2...” თ ჩზ...7 1 2...# 
4LსL= : = = /. 

(28 XII) წე 

4. ყოველი „4 ჩასმისათვის არსებობს ეგრეთ წოდებული შექცეული 

ჩასმა, რომელიც აღინიშნება „4“ 1-ით; ეს ჩასმა, აკმაყოფილებს თანა– 

ფარჯობებს; 

მართლაც, თუ 

44-1= ს, /#4-14= L. 

ვთქვათ, მოცემულია ჩასმა 

რ(48:»). 
თ 8...» 

4-1= 
( თზ.../ ). 

თუ 4 ჩასმა ცვლის რაიმე თ ინდექსს თ ინდექსით, მაშინ ჩასმა: 

4 1, პირიქით, “ ინდექსს ცვლის « ინდექსით. 
აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ 24/4-1 ნამრავლი ინარ– 

ჩუნებს თავის ადგილზე ყველა ინდექსს, ე, ი. ეს ნამრავლი წარმო– 

ადგენს იგივურ ჩასმას: 

დავუშვათ
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44-1=L. 

4-1 ჩასმის შებრუნებული ჩასმა არის „4: 

(4-1)“ 1 = „. 

"მაშასადამე, 

4-! 4= ჯL. 
მაგალითი, 

თუ 
1234567 

4= , ( 3 74.51 2 6) 
„მაშინ · 

4ტ-1= 3745126 123456867 

1234567 505005046) 

8, შემოვიღოთ მნიშვნელოვანი (ცნება ციკლური ანუ წრიული 

"ჩასმის შესახებ. ვთქვათ, გვაქვს # ინდექსი, რომლებიც მოცემულია 

გარკვეული რიგით: 

თვ Cვა ე...» CL, CL. 

ამ ინდექსების წრიული ჩასმა ეწოდება ისეთ ჩასმას, რომელიც 

«კვლის ყოველ თ,, ..L» თ, ინდექსს მათი მომდევნოთი, ხოლო უკა- 

'ნასკნელ თ, ინდექსს –– პირველი თ, ინდექსით: 

25) C-( თათ... CL ) 

თე თვ +... CL C, 

ასე მაგალითად, ჩასმა 

'135 

3951 ) 
წარმოადგენს წრიულ ჩასმას 1, 3, 5 ინდექსებისას. 

ჩასმა 

(121. 

4632 . 

“წარმოადგენს წრიულ ჩასმას 2, 4, 6, 3 ინდექსებისას. 

წრიული ჩასმა (25) მოკლედ ასე აღინიშნება: 

(თ, თე ... CთL- თა).
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ამრიგად: 

, 135 
=(1 3 5), (35) )-035 

- 2463) _ „კტვ), 
4632 

წრიული ჩასმა # ინდექსების იწოდება სხვანაირად ჯL წევრა- 

ციკლად ან #–– წევრა წრედად. 
ასე, მაგალითად, ჩასმა (1 3 5) წარმოადგენს სამწევრა ციკლს, 

ორწევრა ციკლი, ე. ი. ორი ინდექსის წრიული ჩასმა წარმოადგენს- 
უბრალოდ ამ ინდექსების ტრანსპოზიციას: 

რრა-(2 2) 
ერთწევრა ციკლი (თე) ნიშნავს იმას, რომ თ, ელემენტი რჩება. 

თავის ადგილზე, 

შევნიშნოთ, რომ წრიული ჩასმა 

6= 60, ... თ-, თ) = წ თ, ... 0ხ-1% ·.. 2953) 

Cე თვ ... ი Cს+) „ია CC, 

შეიძლება წარმოვიდგინოთ შემდეგნაირად: 

6= (ი ... თ. ,თათეთრვ ა... თ) 

CთI+ICI+ე +... Cთ,X1CთვCრვ ... ი 

აქედან ჩანს, რომ თ,, თ,, ... თ, C+ ·.. V.ც თ ინდექსების: 

წრიული ჩასმა იქნება ამავე დროს თ,, თ.+,, ..·. CL თვ თვე «ე CI--1 

ინდექსების წრიული ჩასმაც. 

მაშასადამე, 

C=(,თ, . . .. თ) = (თრ თ თ 0ირერე , თ. 2-1). 

ამრიგად, ციკლი შეიძლება დავიწყოთ. მასში შემავალი ნებისმი–- 

ერი ინდექსით. ასე, მაგალითად, 

(25476)= 25426) (47625 _ 67625) 
54762 76254
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კერძოდ, ტრანსპოზიციისათვის (ორწევრა ციკლისათვის) გვაქვს: 

(თ,Cთ,) = (თეთ). . 

ტერმინი „წრიული“ გადანაცვლება იმით აიხსნება, რომ ეს ჩას- 

„მები დაკავშირებული არიან წრეწირის ბრუნვასთან სიბრტყეზე მის 

„ცენტრის გარშემო, წრეწირზე ავიღოთ # წერტილი, რომლებიც მო- 

„თავსებული არიან წესიერი #» – კუთხედის წვეროებში და ეს წერტი- 

„ლები აღვნიშნოთ თ,,თ,, . . .) „ინდექსებით. თუ ამ წრეწირს მო- 

"ვაბრუნებთ მის (ცენტრის გარშემო 2 + კუთხით საათის ისრის ბრუნ- 

ვის · საწინააღმდეგო მიმართულებით, მაშინ თ,, «,. · .) თ-ც 2“ 

ინდექსების ადგილზე იქნება შესაბამისად «,, თვ,. . .,) #, ი, 

ინდექსები, ე. ი. მოხდება წრიული ჩასმა (თ, . . .· «- თ), 
4. დავამტკიცოთ, რომ ყოველი არა წრიული ჩასმა შეგვიძლია 

:წარმოვიდგინოთ წრიული ჩასმათა ნამრავლის სახით. ვთქვათ, მოცე- 

“მულია 2 ჩასმა. ვთქვათ, თკ არის ერთ-ერთი 1, 2, , . . , # ინდექ– 

სებს შორის. თუ 4 ჩასმა სტოვებს თე ინდექსს თავის ადგილზე, 

მაშინ ეს ინდექსი შეადგენს ერთწევრა ციკლს (9თ“ა). დავუშვათ ახლა, 

რომ / ჩასმა ცვლის თე ინდექსს თ, ინდექსით, რომელიც განსხეავე- 
„ბულია ძე-საგან. ვნახოთ, თუ რომელი ინდექსით ცვლის „4 ჩასმა 9, 

-ინდექსს, დავუშვათ, რომ თ, ინდექსი იცვლება თე ინდექსით. 
შემდგომ, ვთქვათ, რომ «, ინდექსი იცვლება «, ინდექსით და ა. შ. 

ვინაიდან ყველა ინდექსთა რიცხვი სასრულია, ამიტომ, გადავალთ 
რა ამგვარად ერთი ინდექსიდან მეორეზე, ჩვენ აუცილებლად დავუბ- 
რუნდებით ერთ- -ერთ ინდექსს, რომლებიც ეწინ შეგვხვდა დავუშვათ, 
რომ ინდექსები 

თე) რვა ი ა L.1+%- 

კიდევ ერთმანეთისაგან განსხვავებული არიან, ხოლო თ, ინდექსი 
შეცვლილია ერთ-ერთი ინდექსით, რომლებიც უწინ შეგეხედა, ე. ი. 
ერთ-ერთი ინდექსით (26)-დან. დავუშვათ, რომ თ ., ინდექსი იცვ- 

ლება თ, ინდექსით, სადაც #ჩ=#-–1, თუ ახლა / 2 0. მაშინ თ 

ინდექსის წინა წევრი არის ძ,. ,, თ-ს –> «თ. მაგრამ, მაშინ თ , და 

თ, , ინდექსები შეცვლილია ერთი და იგივე თ, ინდექსით; ამიტომ უნ- 
·და იყოს თ, == ,, რაც შეუძლებელია, ვინაიდან (26) ინდექსები, 
დაშვების თანახმად, ერთმანეთისაგან განსხვავებული არიან. მაშასა- 

დამე, უნდა იყოს / =0, ე. ი. თ, , ინდექსი იცვლება თეა ინდექსით.
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«ამრიგად, თე, თ,, ·.. თ, ინდექსები ჰქმნიან ციკლს: 

(27) (თი თ, . + . C-,). 

თუ ეს ციკლი შეიცავს ყველა 1, 2,. . ., # ინდექსს, მაშინ 

მოცემული ჩასმა არის წრიული. თუ კი ზოგიერთი ინდექსი არ შე- 

ვიდა (27) ციკლში, მაშინ შეგვიძლია გამოვყოთ ახალი ციკლი, 

“თუ დავიწყებთ ნებისმიერი ელემენტიდან, რომელიც არ შედის ჰირ- 

ველში. ეს პროცესი შეგვიძლია მანამდე განვაგრძოთ, სანამ არ ამოი- 

წურება ყველა 1, 2. . , # ინდექსი, მოცემული 4 ჩასმა ტოლია 

ამრიგად მიღებულ ციკლების ნამრავლისა, ვინაიდან ამ ციკლებს არა 

აქვთ საერთო ელემენტები, და მათი თანმიმდევრობითი გამოყენება 

ტოლფასია 2 ჩასმის შესრულებისა. 

ციკლების მიღების თვით პროცესიდან ჩანს, რომ ეს ციკლები, 

"რომლებზედაც 4 ჩასმა იყოფა, ცალსახად განისაზღვრებიან. მაგრამ 

„ამ ციკლების რიგი როლს არ თამაშობს: ციკლები, რომლებსაც საერ- 

“თო ელემენტები არა აქვთ, შეიძლება ერთმანეთს შორის გადავა- 

“ინაცვლოთ. , 

აღწერილი პროცესი გავაშუქოთ მაგალითზე. 

ვთქვათ, მოცემულია ჩასმა: · 

/-/(123456789 
-( 735189426 

ვიწყებთ ინდექსი 1-დან: იგი იცვლება ინდექსით 7; ინდექსი 7 

იცვლება ინდექსით 4, ხოლო ეს ინდექსი იცვლება ინდექსით 1; 

ჩვენ ვღებულობთ პირველ ციკლს: 
(1 7 4). 

ავიღოთ ახლა რომელიმე ინდექსთაგანი, რომელიც ამ („ციკლში 

არ შესულა, მაგალითად, ინდექსი 2; ეს ინდექსი იცვლება ინდეჭქ- 

სით 3: 2->3; შემდეგ 3->5, 5->8,8->2; ჩვენ ვღებულობთ 

მეორე ციკლს: 

(2 3 5 8). 

ახლა გვრჩება ინდექსები 6 და 9; ისინი შეადგენენ ორწევრა 
ციკლს: (69), ამრიგად, საბოლოოდ გვაქეს: 

4=(1 7 4)M(2 3 5 8)(6 9.
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ჩეენ უკვე აღვნიშნეთ, რომ ციკლები, რომლებსაც საერთო ელე 

მენტი არა აქვთ, შეგვიძლია ურთიერთ გადავანაცვლოთ; მაგალითად, 

ჩასმა შეგვიძლია ჩავწეროთ ასედაც: 

4=(2 3 5 8)(1 7 4)(6 9). 

განვიხილოთ კიდევ ჩასმა 

1234567 

( 3217645/. 

აქ ინდექსი 1, 3 შეადგენენ ორწევრა („ვკლს (13). ინდექსი 2 

რჩება თავის ადგილზე, იგი შეადგენს ერთწევრა ციკლს (2): 

სხვა ინდექსები შეადგენენ ოთხწევრა ციკლს (4 7 5 6). ამრიგად,. 

( 1234567 

ე ვ2217645)“09%)ტ7594. 

იგივური ჩასმა 

1 · 8= ( 2... ”) 

უუ” 

წარმოადგენს ნამრავლს # ერთწევრა ციკლებისას: 

=(1M(2) , . . (#). ! 

ვნახოთ ახლა, თუ როგორ შეიძლება შევადგინოთ. ნამრავლთ 

ციკლებისა, რომლებიც დაშლილია (კიკლებად, ვთქვათ, საჭიროა შე- 

ვადგინოთ ნამრავლი ორი ჩასმისა: 

§=(1 5 9) (3 7 4 6) და #=(1 7)(2 4 5 6)(3). 

ვიწყებთ ინდექსი 1-დან; 5 ჩასმა ცვლის მას ინდექსით 5, ხო- 

ლო I” (ცვლის 5-ს ინდექსით 6. მაშასადამე, §# ცვლის 1-ს ინდექ- 

სით 6, ვიღებთ ახლა ინდექსს 6-ს; § ჩასმა ცვლის ამ ინდექსს ინ- 

დექსით 3, ხოლო X” სტოვებს 3.ს თავის ადგილზე. მაშასადამე, 5” 

ცვლის ინდექს 6-ს ინდექსით 3. “თანაგვარად ვიპოვით, რომ 51” 

ცვლის ინდექს 3-ს ინდექსით 1. ჩვენ მივიღებთ 51 ჩასმის პირველი 

ციკლი (1 6 3). 
ავიღოთ რომელიმე ინდექსთაგანი, რომელიც „არ "შესულა ამ 

ციკლში, მაგალითად, ინდექსი 2. თუ მსჯელობას ჩავატარებთ ისე
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როგორც ზემოთ, ჩვენ ვიპოვით §+' ჩასმის მეორე ციკლს: (2 7 5 4). 
ახლა ჩვენ ამოვწურეთ ყველა ინდექსი. მაშასადამე, 

5ჯI=(1 6 3)(27 5 4). 
სავარჯიშო. 

1. ციკლებად დაშალეთ შემდეგი ჩასმები: 
“ 

#4 1234567 8- 1234567 

'_VXV7415623/“ 176542) 

შეადგინეთ 48 ნამრავლი ციკლებში. 

2. შეადგინეთ (ციკლებში) ნამრავლი ჩასმებისა: 

ნ=(12) 6.4) 5 6,0=(13)(24) 66). 
3. შეადგინეთ კვადრატი წრიული ჩასმისა (1 2 3 4 5 6 7). 

4. შეადგინეთ კვადრატი წრიული ჩასმისა (თ,თ. . . . თ, ,-,): 

2) როცა # ლუწია, ხ) როცა # კენტია. 
5. დაამტკიცეთ, რომ ნებისმიერი ტრანსპოზიციის კვადრატი ტოლია #-სი 

(იგივური ჩასმისა). 

6. დაამტკიცეთ (თ,რთეთ,)ბ = ს. განაზოტადეთ. 

5. ჩვენ ზემოთ ვნახეთ, რომ ნებისმიერი + ჩასმა შეგვიძლია და- 

ვიყვანოთ ნორმალურ სახეზე: 

12... .#” 
4= 

C, ზ... 8) 

4 ჩასმას გადაყავს 1, 2, . ,„ . , # ინდექსების ნორმალური და- 

ლაგება თ, 8, . . ., » დალაგებაში. მეორე მხრით, გადასვლა ინ- 

დექსთა ერთი დალაგებიდან მეორეზე ყოველთვის შეგვიძლია განეა- 

ხორციელოთ თანმიმდევრობითი ტრანსპოზიციების საშუალებით 

(შეად. § 2, პ. 5), დავუშვათ, რომ გადასვლა ინდექსთა ნორმალური 

დალაგებიდან თ, ჩ, . . ., X დალაგებაზე შეიძლება შესრულებულ 

იქნეს თანმიმდევრობითი 

რ ვ. თ... 

ტრანსპოზიციების საშუალებით 

მაშინ თანმიმდევრობითი გამოყენება ტრანსპოზიციებისა ”,, 

5... 3 ტოლფასია. 7 ჩასმის გამოყენებისა; მაშასადამე, „4. 
ჩასმა ტოლია ამ ტრანსპოზიციების ნამრავლისა: 

=4%4)%ვ ს + ა მ 

21, უმაღლესი ალგებრა
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ამრიგად, ჟოველი ჩასმა შეგვიძლია წარმოვადგინი.თ ტრანსპო. 

ზიციათა ნამრავლის ხახით. 

განვიხილოთ, მაგალითად, ჩასმა 

12345 

C 3251 ) 

ამ ჩასმის საშუალებით ჩვენ გადავდივართ ნორმალურ 1, 2, .., # 

დალაგებიდან 4, პ, 2, 5, 1 დალაგებაზე. იგივე გადასვლა, როგორც 

ამას ადვილად დავინახავთ, შეიძლება შევასრულოთ სამი თანმიმ- 

დეენო (1, 4), (2, 3), (1, 5) ტრანსპოზიციის საშუალებით. ამრიგად, , 

ჩვენ გვაქვს: 
1:234 5 (325 ,)=0 4) (2 3)X(1 5). 

შევნიშნოთ ახლა, რომ იგივე ჩასმა შეიძლება წარმოვიდგინოთ 

ტრანსპოზიციათა ნამრავლის სახით სხვა ხერხებითაც. მაგალითად: 

2 
C ვ ; : ,)-0 2) (1. 3) (1.4) (4 3) (4 2)(2 3)(1 5). 

დავუშვათ საზოგადოდ, რომ 4 ჩასმა წარმოდგენილია ტრანსპო:· 

ზიციათა ნამრავლის სახით: 

(28) რელეს. ს ზი (25%) 

ვთქვათ ახლა <=>=(თ3ვ) არის ნებისმიერი ტრანსპოზიცია. გვაქვს: 

ძ-=-( 2 ("§)=( “ვ)=% 
თ 8 ზ 

ამიტომ (28) თანაფარდობა შეგვიძლია გადავწეროთ ასე: 

>_. 

ამრიგად, ერთი და იგივე ჩასმა შეიძლება წარმოდგენილი იქ- 
ნეს ტრანსპოზიციათა ნამრავლის სახით სხვადასხვა ხერხით. 

მაგრამ ამ ტრანსპოზიციათა რიცხვი რჩება ყოველთვის ლუწი 

ან კენტი,
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ამაში რომ დავრწმუნდეთ, წარმოვადგინოთ // ჩასმა ნორმალუ- 
· რი სახით: 

4-() ვ. · 7) 

თმ... .X/. 

აქით, ვე . ., #» არს 1, 2,, . .,„, # ინდექსების გარკვეული 

გადანაცვლება, რომელიც არის ან ლუწი, ან კენტი. თუ თ, 8, ..., » 

გადანაცვლება ლუწია, მაშინ გადასვლა ნატურალური დალაგებიდან 
თ, 8. . ს » დალაგებაზე ხორციელდება ყოველთვის ლუწი რიც- 

ხვი ტრანსპოზიციათა საშუალებით, მაშასადამე, ამ შემთხვევაში „# 

ჩასმა წარმოადგენს ნამრავლს ტრანსპოზიციათა ლუწი რიცხვისა, 

თუ თ, 8, . . .; » ჩასმა კენტია, მაშინ გადასვლა ნორმალური 

დალაგებიდან თ, 8, . . ., # დალაგებაზე საჭიროებს კენტ რიცხეს 

ტრანსპოზიციებისას. მაშასადამე, ამ შემთხვევაში „/ ჩასმა წარმო- 
იდგინება კენტი რიცხვი ტრანსპოზიციათა სახით. 

ამრიგად, ყველა ჩასმა ჯ ინდექსისა ბუნებრივად იყოფა ორ 

კლასად. 
4 ჩასმას ეწოდება ლუწოვანი, თუ იგი წარმოიდგი- 

ნება ლუწი რიცხვი ტრანსპოზიციათა ნამრავლის 

სახით. 

წინააღმდეგ შემთხვევაში, ე. ი, თუ 4 ჩასმა წარ- 

მოიდგინება კენტი რიცხვი ტრანსპოზიციათა სახით, 

მას კენტოვანი ეწოდება. 
ისევ დავუშვათ, რომ ჩასმა წარმოდგენილია ნორმალური სახით: 

4= C 2... ე) 

თ8.. . #/. 

წინანდელიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ , ჩასმა იქნება 

ლუწოვანი ნხოლოდ და მხოლოდ იმ შემთხეევაში, როცა თ, 8, ·.  #» 

გადანაცვლება არის ლუწოვანი, ხოლო იგი კენტოვანია, თუ თ, 

წ, . #. ., » გადანაცვლება არის კენტოვანი. 
განვიხილოთ, კერძოდ, თ. C., . . .ე XC: ინდექსთა წრიული 

ჩასმა: 

C., %« ა.ა CIL- . CV 
რაი... ი=(20.' 1 ) 

-"-"-......
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რომ გადავიდეთ ინდექსთა თ,, თ,,. .· «+, %-;, «, დალაგებიდან 
თერ, · . CC, დალაგებაზე, საკმარისია თ, ინდექსი გადავანაცვლოთ 

თანმიმდევრობით თითოეულ თ,, თ, . . .ც «.-, ინდექსთან, ე. ი. 

შევასრულოთ თანმიმდევრობით ტრანსპოზიციები: (თ,თ;), (თ,C.), 
. . - ე (თთ) 

მაშასადამე, მოცემული ჩასმა ტოლია ამ ტრანსპოზიციათა ნამ- 

რავლის: 

(თეთვ . . . V-,თ,)=(თ,Cთ,)(თ,Cთე) . · .· (თ,თ,)- 

ამრიგად, #-–წევრა ციკლი ყოველთვის შეიძლება წარმოვადგი- 

ნოთ #--1 ტრანსპოზიციათა ნამრავლის სახით. 

აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს: #-–– წევრა ციკლი წარ- 

მოადგენს ლუწოვან ჩასმას, თუ # კენტია, ხოლო 

იგი წარმოადგენს კენტოვან ჩასმას, თუ # ლუწია. 
ასე, მაგალითად, სამწევრა ციკლი (1, 3, 5). წარმოადგენს ლუ- 

წოვან ჩასმას: 

(L 3 5)=(1 3)(1 5). 
ოთხწევრა ციკლი 

(2 7 1 4)=(92 7)(2 1)(2 4) 
წარმოადგენს კენტოვან ჩასმას. 

სავარჯიშო. 

12345678 
1. წარმოადგინეთ ჩასმ. 

წარმოადგინე ამა (217545 25 
სახით. 

2. ჩასმისათვის  = 

დეგი განახოგადეთ. 

3, იპოვეთ შექცეული ჩასმა (თ,თ, . . . თI) ციკლისათვის. 
4. დაამტკიცეთ,, რომ ლუწოვანი ჩასმის შექცეული ჩასმა არის ლუწოვანი, 

ხოლო კენტოვანი ჩასმის შექცეული ჩასმა კენტოვანია. 
5. დაამტკიცეთ, რომ ლუწოვანი ჩასმათა წამრავლი წარმოადგენს ლუწოვან 

ჩასმას. 

6. ვთქვათ, „/ არის » ინდექსთა ნებისმიერი ჩასმა, 
4 ჩასმა წარმოვადგინოთ ისეთ Cას Cა · · ·; C- ციკლების ნამ- 

რავლის სახით, რომლებსაც არა აქვთ საერთო ელემენტები: 

4=CC...6C. 

) ტრანსპოზიციათა ნამრავლის 

(98) (7) (Iს) იპოვეთ შექცეული ჩასმა. მიღებული შე-
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C, (აიკლში შემავალი ინდექსთა რიცხეი აღვნიშნოთ „,-ით 

(0=1, 2,. . . , 7). მაშინ 

1 == #==7, 

წს + +. . .+ჩM-.=V, 

ვინაიდან თითოეული ინდექსი შედის მხოლოდ ერთ ციკლში, ხოლო 

ინდექსთა საერთო რიცხვი #-ის ტოლია (შევნიშნოთ, რომ ჩასმის 

ციკლებად დაშლისას მხედველობაში უნდა მივიღოთ ერთწევრა 

ციკლებიც). : 
ვინა-დან C; ციკლში შემავალ ინდექსთა რიცხვი #,:ის ტოლია, 

ამიტომ ეს ციკლი შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ # – 1 ტრანს- 

პოზიციათა ნამრავლის სახით. მაშასადამე, „4 ჩასმა შეიძლება წარ- 

მოვიდგინოთ 

თ, – 1)4-C, – 1)+. .. –+V(C, –1)ლ=ჯ-7 

ტრანსპოზიციათა ნამრავლის სახით. 

-M#-- 7» რიცხვს, ე. ი. ყველა განსახილავ ინდექსების რიცხვსა და 

4 ჩასმის ციკლების . რიცხვს შორის სხვაობას: ეწოდება ამ ჩასმის 

დეკრემენტი. 
წინანდელიდან უშუალოდ გამომდინარეობს: 

4 ჩასმა იქნება ლუწოვანი (კენტოვანი) მხოლოდ და მხოლოდ 

იმ შემთხვევაში, თუ მისი დეკრემენტი „ -–- » არის ლუწი (შესაბა– 

მად კენტი) რიცხვი. 

ასე, მაგალითად, ჩასმისათვის ” 

(I 74)(23 58)(69) 

ინდექსთა რიცხეი # = 9, ციკლების რიცხვი #=3, # – ჯ7=6; მაშა- 

სადამე , ჩასმა ლუწოვანია. · 

ჩასმისათვის 
.. (1 278)(356V) 

ინდექსთა რიცხვი #==8, ციკლების რიცხვი «=3, # --– „=5; ეს 
ჩასმა კენტოვანია. 

იგივური ჩასმა ს უდრის # ერთწევრა ციკლების ნამრავლს: 

1:= (აბ). · (M), აქ „==9, M – 7==0; მაშასადამე, ჩასმა ლუ–- 
წოვანია, 

„ წინანდელიდან მიიღება აგრეთეე კრიტერიუმი ზასმის ხასიათის 

განსაზღვრისათვის.
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მართლაც, ჩვენ ზემოთ დავინახეთ, რომ გადანაცვლება თ, 8, ..., » 

იქნება ლუწოვანი ან კენტოვანი, თუ შესაბამისი ჩასმა 

/ 12. . .#" 

ხVთზ...2 ) 

ლუწოვანია თუ კენტოვანი. 

თუ ამ ჩასმას ციკლებად დავყოფთ და მის დეკრემენტს განვსა- 

ზღვრავთ, ჩვენ ამასთან ერთად განვსაზღვრავთ მოცემული ჩასმის 

ხასიათს. 

ვთქვათ, მაგალითად, საძიებელია 8 ინდექსისაგან 

7, 4, 1, 6, 5, 9, 3, 8 

შედგენილი გადანაცვლების ხასიათი. 

ვადგენთ შესაბამის ჩასმას და მას ციკლებად ვყოფთ: 

12345678 
ლ (21+1652380)=079045CრC0. 

აქ #=8, «=4, გ –-– 7 ==4; ჩასმა ლუწოვანია; მაშასადამე, მო- 

ცემული ჩასმა აგრეთვე ლუწოვანია. 

§ 4, დეტერმინანტში სვეტების ბადანაცვლება. ო.რმაბ 

ინდექსთა სისტემა, სტრიქონებისა და სვეტების 

ტოლუფლებიანო ბა 

1, გავეცანით რა ჩასმათა იმ თვისებებს რომლითაც შემდეგში 

მუდამ ვისარგებლებთ, დავუბრუნდეთ ახლა დეტერმინანტებს. 

ჩვენ უკვე ვიცით, რომ დეტერმინანტი 

ძე ხ,...7, 

-” 
XL= 

“ შეიძლება შემდეგნაირად წარმოვიდგინოთ: 

X=X»X>- ძ. ხც ი... ”., 

შასთან ნიშანი, რომელიც დგას თითოეული წევრის წინ, განისაზღ- 

ვრება ინვერსიათა რიცხვით თ, 8, , . , , X» ინდექსთა გადანაცვლება-



– 32 – 

ში, ჩვენ შეგვიძლია ახლა ვთქვათ, რომ „ -L-“ ნიშანი შეესაბამება 
ინდექსთა ლუწოვან გადანაცვლებას, ხოლო „ ––- « ნიშანი შეესა- 
ბამება კენტოვან გადანაცვლებას. რადგანაც ლუწოვან გადანაცვ- 

ლებათა რიცხვი კენტოვან გადანაცვლებათა რიცხვის ტოლია, ამი- 
ტომ დეტერმინანტის იმ წევრთა რიცხვი, რომელთა წინ დგას „, -L « 
ნიშანი უდრის იმ წევრთა რიცხვს, რომელთა წინ დგას უც – “+ ნი- 

შანი 6 ი. ეტოლება %). 

ის წევრები, რომელთა წინ დგას ცუ + #“ ნიშანი, შეიძლება მივი- 

ღოთ მთავარი წევრიდან. ი,ხა. . ./, ინდექსთა ლუწი რიცხვი 

ტრანსპოზიციების საშუალებით; ის წევრები, რომელთა წინ დგას 

ა“--“ ნიშანი, შეიძლება მივიღოთ მთავარი წევრიდან ტრანსპოზი · 

ციათა კენტი რიცხვით. 

ჩვენ ზემოთ დავინახეთ, რომ მეორე რიგის დეტერმინანტი ნი- 

შანს იცვლის ორი სვეტის გადანაცვლების დროს. დავამტკიცოთ, 

რომ ეს თვისება ძალაში რჩება ნებისმიერი რიგის დეტერმინანტი- 

სათვის. 

თუ დეტერმინანტში მოვახდენთ ორი სვეტის ურთიერთ გადა- 

ნაცვლებას მაშინ დეტერმინანტი ნიშანს შეიცვლის, ხოლო მისი 

აბსოლუტური მნიშვნელობა უცვლელი რჩება. 

დამტკიცება, განვიხილოთ დეტერმინანტი 

ი ხ, C, ს 

_) 4 ხ, 0, ჩ 

ი/. ხ, 6 ,”, | 

ჩვენ ვიცით, რომ ამ დეტერმინანტის ყოველი წევრი წარმოად- 

გენს ნამრავლს მამრავლებისას, რომლებიც აღებულია თითო-თითო 

ყოველ სვეტიდან; გამოვყოთ ამ წეერებიდან რომელიმე მათგანი, 

მაგალითად 

(29 “9 ძახზი,. ი... მ: 
ამ წევრის ნიშანი განისაზღვრება ინდექსთა 

(30) ეოო-"' 

გადანაცვლებით,
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მასთან არსებითია, რომ (:9) ნამრავლის თანამამრავლები დალა- 
გებულია სვეტების მიყოლების რიგით. ახლა L) დეტერმინანტში გა- 

დავაადგილოთ ორი სვეტი, მაგალითად, პირველი სვეტი მესამე სვეტ- 

თან: მაშინ ჩვენ მივიღებთ ახალ დეტერმინანტს: 

C ხე ძი . .?, 
გაბებებესა“” 

ს დეტერმინანტის ის წევრი, რომელიც ჩვენ ზემოთ განვიხილეთ, 

შევა M,-ის შემადგენლობაში; მაგრამ რომ განვსაზღვროთ ამ წევ- 

რის ნიშანი ა, დეტერმინანტის შემადგენლობაში, ჩვენ უნდა დავა- 

ლაგოთ თანამამრავლები იმ რიგით, რა რიგითა( დალაგებუ- 

ლი არიან 12, დეტერმინანტის სვეტები, ე, ი. 

რ«ჯ,ხვით. . .,#M. 

რიგით. 

მაშასადამე, განსახილავი წევრის ნიშანი I), დეტერმინანტში გა- 

ნისაზღვრება 

(3)) V 8 თ. . .,M#. 

გადანაცვლების ხასიათით. 

ეს გადანაცვლება მიღებულია (30)-დან (#7, თს) ტრანსპოზიციის 

საშუალებით; თუ (20) გადანაცვლება ლუწოვანია, „მაშინ (31) გბ- 

დანაცვლება კენტოვანია და პირიქით. სხვა სიტყვებით რომ.ვთქვათ, 
თუ (29) წევრი შედის პლუსით /)-ს შემადგენლობაში, მაშინ #,-ის 

შემადგენლობაში იგი შევა მინუსით. ამრიგად, I) დეტერმინანტის 

ყოველი წევრი განსხვავდება მხოლოდ ნიშნით 1), დეტერმინანტის 
შესაბამისი წევრიდან. მაშასადამე, ს,==- IL. 

შედეგი. თუ დეტერმინანტში არის ორი ერთნაირი სვეტი, 

მაშინ ასეთი დეტერმინანტი ნულის ტოლია. 

მართლაც, თუ #) დეტერმინანტში არის ორი ერთნაირი სვეტი, 

მაშინ XX, დეტერმინანტი, რომელიც მიიღება ამ სვეტების გადანაც- 

ვლებით, არ განსხვავდება XI)-საგან: 

M,=#.
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მეორეს მხრით, წინა თეორემის ძალით, უნდა იყოს 

Xს; = –- ჩ#M. 

ამრიგად, უნდა იყოს 

X=-V7», 
მაშასადამე, 

#=9. 

2. აღნიშვნათა ის სისტემა, რომლითაც ჩვენ აქამდე ვსარგებ- 
ლობდით, არ არის სიმეტრიული დეტერმინანტის სტრიქონებისა და 
სვეტების მიმართ: სტრიქონები ჩვენ აღვნიშნეთ ნომრებით, იმ დროს 

როცა სვეტები -–– სხვადასხვა ასოებით, ჩვენ შემდეგში დავინახავთ, 

რომ დეტერმინანტის სვეტები და სტრიქონები ტოლუფლებიანი 

არიან; ამიტომ უფრო მიზანშეწონილია აღნიშენათა ისეთი სისტემა, 

რომელშიაც სტრიქონები და სვეტები იქნება ჩაყენებული ერთნაირ 

პირობებში. ამას მივაღწევთ ინდექსთა ორმაგი სისტემის 
მეშვეობით. 

ჩვენ აღვნიშნავთ დეტერმინანტის ნებისმიერ ელემენტს ერთი და 

იგივე ასოთი, რომელსაც აქვს ორი ინდექსი, რომლებიდან პირველი 

გვიჩვენებს სტრიქონის ნომერს, ხოლო მეორე –– სვეტის ნომერს, ამ. 

რიგად, ელემენტს, რომელიც დგას ჯ-ური სტრიქონისა და #-ური 

სვეტის გადაკვეთაში, ჩვენ აღვნიშნავთ ი„-თი. მეორე რიგის დე- 

ტერმინანტი ახლა ჩაიწერება ასე: 

611 413 

  

  01 003 (LI 

» რიგის დეტერმინანტი მიიღებს სახეს. 

მე შეგ. თ. .-წი» 
ე. 

· 
მიკ რივ. . . რი 

დეტერმინანტის ზოგად წევრს წინათ ვწერდით ასეთი სახით 

(32 , + ითხ8 – 

აქ ძ„ აღნიშნავს პირველი სვეტის და თ სტრიქონის ელემენტს; 

ხვ –– მეორე სვეტის და ჩ სტრიქონის ელემენტს, და ა. შ. აღნიშვ-
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ნათა ახალ სისტემაში ეს იქნება შესაბამისად: 

რც ძვ» . . .. რეა 

ამგვარად, ნამრავლი (32) დაიწერება ასეთი სახით 

(32) =ძაე, შცე თ... თ. შა: 

მეორე ინდექსები (სვეტების ინდექსები) აქ დალაგებულია ნატუ- 

რალური რიგით. პირველი ინდექსები (სტრიქონთა ინდექსები) ჰჭემნი- 

ან გადანაცვლებას თ, 8, . , ., #, რომლითაც განისაზღვრება (32) 

წევრის ნიშანი. 

ამგვარად, თუ დეტერმინანტის ელემენტები აღნიშნულია ორმაგ 

ინდექსთა სისტემის მიხეჯვით, მაშინ ყოველი წევრის ნიშანი შეიძ- 

ლება განესახღვროთ შემდეგი წესის მიხედვით: 

წესი I, მოცემული წევრის მამრავლები დავალაგოთ ისე, რომ 

მეორე ინდექსები (სვეტების ინდეგსები) დალაგდნენ ნატურალური 

რიგით. ამასთან, თუ პირველი ინდექსები ჰქმნიან ლუწოვან გადა- 

ნაცვლებას, მაშინ წევრის წინ ვიღებთ ნიშანს „--4, წინააღმდეგ 

შემთხვევაში კი ნიშანს , -- 4. 

ვნახოთ, მაგალითად, რა ნიშნით შედის მეხუთე რიგის დეტერმი- 
ნანტის შემადგენლობაში ნამრავლი 

(33) 
ამ მიზნით ნამრავლის მამრავლებს უწინარეს ყოვლისა დავალა- 

გებთ ისე, რომ მეორე ინდექსები მიდიოდეს ნატურალური რიგით: 

რ510ევრკვშჯარე§- 

ახლა პირველი ინდექსები ჰქმნიან გადანაცვლებას 

5, 2, 4, 1, 3. 

რვსრჯგრავრნრივ. 

ეს გადანაცვლება კენტოვანია; მაშასადამე, (33) ნამრავლის წინ 
უნდა ავიღოთ ნიშანი „ – 4, 

სავარუგიშო. 

1. რა ნიშნით შედის მეხუთე რიგის დეტერმინანტის შემადგენლობაში ნამ 
რავლი 

0აჯ რვა შვე თვ ძე? 

2. რა ნიშნით შედის მეშვიდე რიგის დეტერმინანტის შემადგენლობაში 

წევრი 
ძა ჯგ შებ 0სვ 06; რე 6117
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3. რა ნიშნით შედის „ რიგის დეტერმინანტის შემადგენლობაში არა მთა– 
ვარ დიაგონალზე მდგომი ელემენტების ნამრავლი? 

“3. ადვილი შესამჩნევია, რომ 1-ლი წესის ჩამოყალიბებაში პირ– 
ველი ინდექსები (სტრიქონთა ინდექსები) და მეორე ინდექსები (სვე– 
ტების ინდექსები) სხვადასხვანაირ როლს თამაშობენ, ბუნებრივი4 
დავსვათ საკითხი: შეიძლება თუ არა ამ წესის ჩამოყალიბებაში შევ- 
ცვალოთ პირველი და მეორე ინდექსების როლები? ამ კითხვაზე პა- 
სუხი რომ გავვეთ, ამისათვის განვიხილოთ დეტერმინანტის რომე- 

ლიმე წევრი: 
(34) == 

1-ლი წესის თანახმად, ამ წევრის ნიშანი განისაზღვრება პირვე- 

ლი ინდექსების : 

(35) თ, ზ, ”, . .)#” 

გადანაცვლების ხასიათით. . 

(34) ნამრავლის მამრავლები ახლა გადავLვათ ისე, რომ პირველი 
ინდექსები დალაგდეს ნატურალური რიგით. მაშინ მეორე ინდექსები· 

შექმნიან ერთგვარ გადანაცვლებას თ", 8. 7). · .; ე ასე რომ 

(34) ნამრავლი მიიღებს ასეთ სახეს 

(34) + 0 აივ.” . თ. თ რეს 

ადვილი. შესამჩნევია, რომ გადანაცვლება 

(35) თ, ჩ /ც ი...) 7» 

ისეთივე ხასიათისა იქნება, როგორიცაა (35) გადანა/ცვ– 

ლება. : 

მართლაც, (34) ნამრავლი მიღებულია (34)-დან მამრავლთა გა– 

დანაცვლებით; ეს გადანაცვლება შეიძლება განვახორციელოთ თან– 

მიმდევრობითი ტრანსპოზიციების საშუალებით; ამასთან, ტრანსპოზი– 

ციის ქვეშ ჩვენ ვგულისხმობთ ორი მამრავლის (მაგალითად, თ,,„ და:- 

#9 ვ) გადანაცვლების ოპერაციას. 

ის ტრანსპოზიციათა რიცხვი, რომლებიც უნდა შევასრულოთ: 

(34)-დან (341-ზე გადასვლისათვის, აღვნიშჩოთ 0თ-თი, 

რადგანაც ყოველ მამრავლს აქვს ორი ინდექსი, ამიტომ მამრავლ- 

თა ყოველი ტრანსპოზიცია ერთდროულად გამოიწვევს პირველი ი ნ–
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დექსების.· ტრანსპოზიციას და 'მეორე ინდექსების ტრანს- 

„პოზიციას. 

რა მოხდება ამ ტრანსპოზიციების შედეგად? პირველი ინდექ- 

სებისათვის გადანაცვლება თ, 8, “,. . ·, ) შეიცვლება ნატურა- 

ლური განლაგებით, მეორე ინდექსებისათვის, პირიქით, ნატურალური 

განლაგება შეიცვლება თ" ჩ.. . .,; » გადანაცვლებით. 

სქემატურად ეს გამოისახება შემდეგნაირად: 

პირველი ინდექსები | მეორე ინდექსები 

(2 8, “4. · „2 | 1, 2,3, . · .”/ 

|. თ ტრანსპოზიციები “| 

1, 2, 3...) # | თემს 95... 

მე2 პარაგრაფის მე-4 პუნქტში დავინახეთ, რომ გადასვლა 

  

ი გადანაცვლებიდან ნატურალურ დალაგებაზე სრულდება ყო- 

გელთვის ფიბი რიცხკი ტრანსპოზიციათა საშუალებით. მაშასადამე, 

თუ გადანაცელება თ, 8, 7, . .· ., X ლუწოვანია, მაშინ ტრანსპო- 
ზიციათა რიცხვი ლუწი უნდა იყოს. მაგრამ მაშინ გადანაცვლება 

თ, ზე 7). · ს) 23 რომელიც მიიღება ნატურალური დალაგებიდან 
ტრანსპოზიციათა თ რიცხვით, ლუწი უნდა იყოს. 

თანაგვარადვე, თუ გადანაცვლება თ, 8, +, . . .; X კენტოეა- 
ნია, მაშინ = რიცხვი კენტი უნდა იყოს; ამ შემთხვევაში გადანა–- 

ცვლებაც «, ჩ', 7, . . ., » კენტოვანი იქნება. 

ამგვარად, გადანაცვლება 

(35) იი", 

იქნება ლუწოვანი ან კენტოვანი იმისდა მიხე- 

დვით, გადანაცვლება 
+435) თ, 8 ი . . .) 2 

კენტოვანია თუ ლუწოვანი. 

მიღებული შედეგი გეიზვენებს რომ ინეერსიათა რიცხვი (35”) გა- 
დანაცვლებაში · შეიძლება განსხვავდებოდეს (35) გადანაცვლებაში 

ინვერსიათა რიცხვისაგან მხოლოდ ლუწი რიცხვით. მაგრამ შეიძლე-
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ბა უშუალოდ ვუჩვენოთ, რომ ინეერსიათა რიცხვი (35') გადანაც– 
ვლებაში ზუსტად ეტოლება (35) გადანაცვლებაში ინვერსიათა რიცხვს. 
ამ მიზნისათვის წინასწარ შემოვიღოთ ელემენტების კენტ ოვანი 
და ლუწოვანი წყვილების ცნება. 

ვთქვათ, 

(36) ი. რილი 

ორი ელემენტია, რომლებიც შედიან დეტერმინანტის რომელიმე: 
წევრის შემადგენლობაში, აქ გვაქვს ინდექსთა ორი წყვილი! 

პირველი ინდექსები: წ, /, 

მეორე ინდექსები: X, ძ«. 

(36) ელემენტები განვიხილოთ იმ რიგით, როგორც დაწერილია; 

ამასთან შეიძლება ადგილი ექნეს ორ არსებითად განსხვავებულ- 

შემთხეევას, . 

1. პირველი და მეორე ინდექსები არიან ერთნაირი ყოფაქცევის. 

ეს იმას ნიშნავს, რომ თუ პირველი ინდექსები დალაგებულია ნატუ- 

რალური რიგით, მაშინ მეორე ინდექსებიც დალაგებულია ნატურა–- 

ლური რიგით; თუ პირველი ინდექსები ჰქმნია“ ინვერსიას, მაშინ 

მეორე ინდექსებიც ჰქმნიან ინვერსიას. 

ამ შემთხვევაში ვამბობთ, რომ (36) ელემენტები ჰქმნიან ლუ– 

წოვან წყვილს. 
ასეთია, მაგალითად, წყვილი 

(37) რეუ რვნ. 

აქ 
პირველი ინდექსებია: 2, 3; 

მეორე ინდექსებია: 1, 5. 

პირველი და მეორე ინდექსები დალაგებულია ნატურალური. 

რიგით. მაგრამ შეგვიძლია (37) ელემენტები გადავანაცვლოთ ერთ- 

მანეთს შორის: –_–_ 

რან, ძვ. აბდ, 
,” 

ახლა – ; 

პირველი ინდექსებია: 3, 2;.“, ა 

მეორე ინდექსებია: 5, 1. 

  
პირველი და მეორე ინდექსებიც ჰქმნიან ინვერსიას, “ი, ია
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მაშასადამე, ლუწოვანი წყვილის (ხება არაა დამოკიდებული 

„ელემენტების რიგზე. 
„2. პირველი და მეორე ინდექსები არიან სხვადასხვა ყოფაქცევის. 

„ეს იმას ნიშნავს რომ, თუ პირველი ინდექსები დალაგებულია ნა- 

ტურალური რიგით, მაშინ მეორე ინდექსები ჰქმნიან ინვერსიას, და 

„პირიქით. მაშინ ვამბობთ, რომ ჩვენი ელემენტები ჰქმნიან კენტო- 

ვან წყვილს, 
მაგალითი. 

X%38) ძე რეე. 

პირველი ინდექსებია: 2,1 (ინვერსია), 

მეორე ინდექსებია: 1, 5 (რიგი). 

თუ გადავაზაცვლებთ (38) ელემენტებს ერთმანეთს შორის: 

“ ი ას 16) 21 
“მაშინ 

პირველი ინდექსებია: 1, 2 (რიგი), 

მეორე ინდექსებია: 5, 1 (ინვერსია). 

კენტოვანი წყვილის ცნება აგრეთვე არაა დამოკიდებული ელე- 

“მენტების რიგზე. 

კვლავ განვიხილოთ ნამრავლი 

(34) 9+ რა, შვ, წევ», . რ, 

რომელშიაც მეორე ინდექსები დალაგებული არიან ნატურალური 
რიგით; ამოვწეროთ პირველი ინდექსების გადანაცელება. 

(35) უო  . 

დავუშვათ, რომ 8 და + ინდექსები ჰქმნიან ინვერსიას; ამ შემთ- 
ხვევაში შესაბამისი ელემენტები 

- 

რვა. რივ 

ჰქმნიან კენტოვან წყვილს (რადგან მეორე ინდექსები დალაგებული 

არიან მატურალური რიგით). 
ამგვარად, თუ რომელიმე ორი ინდექსი (35) გადანაცვლებაში 

ჰქმნის ინვერსიას, მაშინ შესაბამისი გლემენტები ჰქმნიან კენტო- 

ვან წყვილს.
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მაშასადამე, ინვერსიების რიცხვი (32) გადანაცვლებაში ეტო- 

ლება (34) ნამრავლის შემადგენლობაში შემავალ კენტოვან წყვი- 

ლების რიცხვს. , 

კენტოვანი წყვილის ცნება, როგორც ვიცით, არაა. დამოკიდე- 

ბული ელემენტების რიგზე. მაშასადამე, (34) ნამრავლის შემადგენ- 

ლობაში შემავალ კენტოვან წყვილების რიცხვიც არაა დამოკიდე- 
ბული მამრავლთა რიგზე. 

დავუშვათ, რომ (34) ნამრავლის მამრავლები გადანაცვლებულია 

ისე, რომ პირველი ინდექსები (სტრიქონების ინდექსები) დალაგდ- 

ნენ ნატურალური რიგით: 

(34) + შვეს შევ, შვ, თ... მაე!“ 

მეორე ინდექსები ჰქმნიან ახლა გადანა(/ჰვლებას: 

(35) თ” 8) 13 1.2. #. 

თუ ვიმსჯელებთ ისევე, როგორც ზემოთ, აღმოვაჩენთ, რომ 

ყოველი ინვერLია (35) გადანაცელებაში შეესაბამება ელემენტთა კენ- 

ტოვან წყვილს, ამგვარად, ინვერსიების რიცხვი (56) გადანაცვლებაში 

ეტოლება (34) ნამრავლის შემადგენლობაში შემავალ კენტოვან 

წყვილების რიცხვს; შეგვეძლო გვეთქვა აგრეთვე – (34) ნამრა- 
ვლის შემადგენლობაში, რადგანაც ეს ნამრავლები ერთმანე- 

თისაგან განსხვავდებიან მხოლოდ მამრავლთა რიგით. მაგრამ წი- 

ნათ დავინახეთ, რომ ინვერსიების რიცხვი (35) გადანაცვლებაში 

ეტოლება კენტოვან წყვილების რიცხვს იმავე ნამრავლის შე- 

მადგენლობაში.. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ინვერსიების რიცხეია (35) გადა- 

ნაცვლებაში ეტოლება ინვერსიების რიცხეს (35) გადანაცვლებაში +. 

ამიტომ შეგვიძლია ვთქვათ, რომ (34) წევრის ნიშანი განისაზ- 

ღვრება (35) გადანაცვლების ხასიათით. სხვა სიტყვებით რომ 

ვთქვათ, 1-ლ წესთან ერთად შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ 

წესი 1I. რომ განვსაზღვროთ დეტერმინანტის წევრის წინ მყოფი 

ნიშანი, მოცემული წევრის მამრავლები უნდა დავალაგოთ ისე, 

რომ პირველი ინდექსები (სტრიქონების ინდექსები) მიიმართებოდეს 

ნატურალური რიგით. თუ, ამასთან, მეორე ინდექსები ჰქმნიან ლუ- 

# ამ დამტკიცების დედა-აზრი მაცნობა პროფ. პ. კ. რაშ ევგსკიმ.
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წოვან გადანაცვლებას, მაშინ წევრის წინ დაისმის ნიშანი პლუსი, 

წინაალმდეგ შემთხვევაში -- მინუსი. 

· ეს წესი I-ლი წესისაგან განსხვა-დება იმით, როშ პირველმა ინ- 

დექსებმა (სტრიქონების ინდექსებმა) და მეორე ინდევგსებმა (სვეტე- 

ბის ინდექსებმა) როლები შეიცვალეს. არსებითად აქ უკვე იჩენს თავს 

დეტერმინანტის სვეტებისა და სტრიქონების ტოლუფლებიანობა. 

წინა შედეგები გვაძლევს საშუალებას ადვილად დავამტკიცოთ 

თეორემა, რომელიც გამოხატავს დეტერმინანტის ერთ-ერთ ძირითად 

თვისებას. 

დეტერმინანტის მნიშვნელობა არ შეიცვლება, თუ მის სტრი- 

ქონებს გავხდით სვეტებად (და, მაშასადამე, სვეტებს –- ხტრი- 

ქონებად). 
დავუშვათ, რომ მოცემულია დეტერმინანტი 

კ რი რეთ თ თრი 

8= 4: 42 რ 

ლყუოი»"” 

შევადგინოთ ახალი დეტერმინანტი, რომლის სვეტებს შეადგენს 

დეტერმინანტის სტრიქონები, ხოლო სტრიქონებს -– სვეტები: 

#11 მე. ი. . რი 

უაუვეღეაეუეაეწ'  –“ L 

ადვილი შესამჩნევია, რომ ს დეტერმინანტში პირველი ინდექ- 
სები შეადგენენ სვეტების ინდექსებს, ხოლო მეორე . ინდექსები –– 

სტრიქონების ინდექსებს. 

ახლა უნდა დავამტკიცოთ, რომ #7 = 1). უწინარეს ყოვლისა, 

დეტერმინანტის გამოსახულება ჩავწეროთ ჯამის სახით; ამასთან 

გამოვიყენოთ I-ლი წესი და მამრავლები ყოველ წევრში დავალაგოთ 

ისე, რომ სვეტების ინდექსები მიიმართებოდეს ნატურალური რიგით; 

(39) M=252+ ძეშვი. ს. 6) 

ყოველი წევრის ნიშანი აქ განისაზღვრება პირველი ინდექსების 

თ, ჩ, . ., . , » გადანაცვლების ხასიათით.
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ახლა ჩავწეროთ /” დეტერმინანტის გამოსახულება; ამ შემთხვე - 
ვაში გამოვიყენოთ II წესი, ე. ი. მამრავლები ყოველ წევრში და– 
ვალაგოთ ისე, რომ სტრიქონების ინდექსები მიიმართებოდეს 
ნატურალური რიგით. მაგრამ #' დეტერმინანტისათვის სტრიქონე- 
ბის ინდექსებს შეადგენს მეორე ინდექსები. დავალაგოთ ეს ინდე- 
ქსები ნატურალური რიგით, #M”-სათვის მივიღებთ გამოსახულებას: 

(39) ნX=2>22+-ძ ,ძ –_- 

აქ ისევე, როგორც (39) გამოსახულებაში, ყოველი წევრის ნი- 
შანი განისაზღვრება თ, 8, , . ., 2 გადანაცვლების ხასიათით. ამ- 
გვარად, (39') გამოსახვა #-სათვის ემთხვევა (39) გამოსახულებას 
XL)-სათვის, ე. ი. ' 

#X=7. · 

ახლა შეგვიძლია დამტკიცებულააჯ ჩავთვალოთ, რომ დეტერმი- 

ნანტის სვეტები და სტრიქონები ტოლუფლებიანია, ყოველი დებუ-· 

ლება, დამტკიცებული სეეტებისათეის, სამართლიანია სტრიქონები- 
“სათვისაც. 

ზევით დავინახეთ, რომ დეტერმინანტი ნიშანს იცვლის რომე- 

ლიმე ორი სვეტის გადანაცვლების დროს. ახლა შეგვიძლია და- 

ვამტკიცოთ, რომ ეს შედეგი სამართლიანია სტრიქონებისა- 

თვისაც. მაშასადამე, 

თუ დეტერმინანტში ადგილებს გადაუნაცვლებთ ორ სვეტს ან 

ორ სტრიქონს, მაშინ დეტერმინანტის ნიშანი შეიცვლება“. ' 

ასევე შეგვიძლია შევავსოთ შედეგი ამ თეორემიდან (იხ. § 4, პ. 1). 

თუ დეტერმინანტში არის ორი ერთნაირი სვეტი ან ორი ერთ- 

ნაირი სტრიქონი, მაშინ ასეთი დეტერმინანტი ნულის ტოლია. . 

4. ისტორიული ცნობები %, ჯერ კიდევ XVII საუკუნეში 

ლეიბნიცი, როცა ის იხილავდა # უცნობიან წრფივ განტოლე- 

ბათა სისტემის ამოხსნის ამოცანას, მჭიდროდ მიუახლოვდა დეტერ- 

მინანტის ცნებას. ასეთი სისტემის ამოხსნადობის პირობა, როგორც 

# სხვანაირად რომ ვთქვათ: დეტერმინანტის ნიშანი იცვლება, თუ ადგილებს 
გადაუნაცვლებთ ორ პარალელურ მწკრივს. 

“ ძირითადი წყარო: Iხ. MIV1V, III6 L0M60CV 0( ძლ(ლთ1იგი%L§ 1ი (ირC 1LI9(0 · 
XIL21 0-ძ% 0” ძიVCI0ხი16C0L, V0I. 1 –– IV, 1906 ––1923, 

22. უმაღლესი ალგებრა
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ამას შემდეგში დავამტკიცებთ, შეიძლება შემდეგი სახით წარმოვად- 

გინოთ: 

(40) LX =%, 

სადაც #M არის დეტერმინანტი, რომელიც შედგენილია მოცემულ 

განტოლებათა კოეფიციენტებისა და თავისუფალი წევრებისაგან, 
ლეიბნიცი იძლევა #-ს შემადგენლობაში შემავალი წევრების შედგე- 

ბის კანონს და გვაძლევს ნიშნების შემდეგ წესს: .. 

მ) დეტერმინანტში შემავალი ერთ-ერთ ხამრავლს ნიშანი მიეწე- 

რება ნებისმიერად (ეს დასაშვებია იმის გამო, რომ (40) განტოლე- 

ბის ორთავე ნაწილი შეიძლება გამრავლდეს (-–1)-ზე); 

ხ) თუ M#-ს შემადგენლობაში შემავალი ორი ნამრავლი განსხვავ- 
ღება მხოლოდ ორი მამრავლით, მაშინ ისინი იღებენ მო- 

პირდაპირე ნიშნებს. 

ასე, მაგალითად, თუ ნამრაელს 

ძე ხ, 6, 

მიწერილი აქეს ნიშანი +, მაშინ ნამრავლს 

ძ, ხ, 6, შვ 
უნდა მიგუწეროთ ნიშანი ––; ნამრავლს 

| ძკ ხე 0, ძვ 

უნდა მივუწეროთ ნიშანი +, რადგან ის ორი მამრავლით განსხვავ- 

დება 
რთ,სეი,ძვ-საგან, და ა. შ. 

„მკითხველს ვანდობთ დაამტკიცოს, რომ ეს წესი ისეთივეა, რო- 
გორიცაა ნიშნის განსაზღვრის ის ხერხი (ტრანსპოზიციების საშუა- 
ლებით), რომელიც აღვნიშნეთ 1-ლ პუნქტში. 

თავისი ეს მოსაზრებანი ლეიბნიცმა აცნობა ლოპიტალს (04 
I9Mი3ი1L10) წერილში 1693 წ. 28 აპრილის თარიღით, ის დიდ მნიშ. 
ვნელობას აძლევდა თავის აღმოჩენას. მაგრამ მან ეს აღმოჩენა არ 
გამოაქვეყნა პრესაში, და მას არავითარი გავლენა არ მოუხდენია 

შემდეგ მკვლევარებზე V. 

  

# უნდა აღინიშნოს, რომ ლეიბნიცი სარგებლობდა განტოლებათა კოეფი– 
ციენტების თავისებური აღნიშენით, რომელიც უახლოვდება ორმაგი ინდექსების
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1750 წელს ჟენევაში გამოქვეყნდა გამოჩენილი შვეიცარიელი მა– 
თემატიკოსის კრამერის (C§3ხ1!6) CIმ0)6X 1704 –– 1752) დიდი 
თხხულება: „შესავალი ალგებრულ 'მრუდთა შესწავლისათვის“, ამ 
თხზულების მესამე თავი ეხება ალგებრულ წირების სხვადასხვა რი- 
გებს; აქ კრამერი ამტკიცებს, რომ # რიგის მრუდი შეიძლება განვ- 

საზღვროთ, თუ ცნობილია მისი ი+5 წერტილი. 

მაგალითის სახით ის განიხილავს 5 წერტილზე გამავალი მეორე 
რიგის მრუდის მოძებნის ამოცანას. ' 

მრუდის განტოლებას ის იღებს ასეთი სახით: 

4+8)+CX+/#) + 8:V-+ X-XC=0 

და ჩაწერს ხუთ პირობას, რომელნიც გამოხატავს იმას, რომ ამ 

მრუდმა უნდა გაიაროს მოცემულ .5 წერტილზე. 

ამგვარად, 4, 8, C, L, კოეფიციენტების განსაზღვრისათვის ის 
ღებულობს ხუთ უცნობიან ხუთ წრფივ განტოლებას. 

კრამერი აღნიშნავს რომ ასეთი სისტემის უშუალოდ ამოხსნა 

იწვევს ხანგრძლივ გამოთვლებს და მკითხველს მიუთითებს წიგნის 

ბოლოში დამატებაზე, სადაც ეს საკითხია გარჩეული. 

აი, რა არის ნათქვამი ამ დამატებაში: 

„დავუშვათ, რომ გვაქვს რამდენიმე უცნობი X, 7, X, წ და ა. შ 

და ამდენივე განტოლება: 

სისტემას: ყოველ კოეფიციენტს ის აღნიშნავდა ორი ნომრით, რომლებიც მიჭზვი– 

თითებს, თუ რომელი ჭანტოლებიდანაა იგი აღებული და რომელ უცნობთაგანს 
ეკუთვნის; ასე, მაგალითად, განტოლებათა სისტემას: 

0)ი + 4,)X + 0:17 = 90, 
რეი + 0ე1X + ძიეე7 = 0, 
ძეი + 03% +- ძე: 7 = 0, 

ლეიბნიცი სწერდა ასეთი სახით: 

10+11X-+127»X=90, 

20 + 21»ჯ + 227=0, 
30 -L 31# + 32#=90. 

აღნიშვნათა ეს ხერხი ლეიბნიცმა გამოაქვეყნა 1770 წელს. წერილში ლოპი– 
ტალისადმი ლეიბნიცი ამბობს, რომ ამ აღნიშვნებმა მას დახმარება გაუწია აღ– 
მოეჩინა „ნიშნების წესი“. 

·»
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4ტ1=7210: -+ I! + XIX -L #19 -L და ა, შ. 
#4#1= 7? + V7?/- XX -L I'ფ I და ა, შ. 

ქ4= 2%-L ბ) + Xმ% -I- 7მ% -L და ა. შ. 
4'= 2ბ? + VI) + XIX -L XIV -L და ა. შ. 

და ა. შ., 

სადაც 41, „41, 249, „/" და ა, შ. ასოები აღნიზნავენ არა „X-ს ხარის- 

ხებს, როგორც ჩვეულებრიე, არამედ ცნობილად მიჩნეულ პირველ, 

მეორე, მესამე, მეოთხე და ა. შ. განტოლებათა მარცხენა ნაწილსიტ. 

ამის შემდეგ კრამერს მოჰყავს ფორმულები, რომლებიც გვაძლევს 

ამოცანის ამოხსნას ერთი, ორი, სამი უცნობის კერძო შემთხვევაში. 

„ამ ფორმულების გამოკვლევას, –– განაგრძობს ის, –– მივყევართ 

შემდეგ ზოგად წესამდე, თუ განტოლებათა და უცნობთა რიცხვი #-ის 

ტოლია, მაშინ ყოველი უცნობის მნიშენელობა მოინახება # წილა- 

დის შედგენით, რომელთა საერთო მნიშენელს აქვს იმდენი წევრი, 

რამდენიც სხვადასხვა გადანაცვლებანი არსებობს ჯ სხვადასხვა საგ- 
ნიდან. ყოველი წევრი შედგენილია 2, I, X, »” და ა. შ. ასოებისა- 

· გან, რომლებიც ყოველთვის დაწერილია იმავე რიგით, მაგრამ რომ– 

ლებსაც უერთებენ მაჩვენებელთა სახით პირველ # ციფრს, რომელ- 

„ ნიც დალაგებულია ყველა შესაძლო წესით. ასე, მაგალითად, როცა 

გვაქვს სამი უცნობი, მნიშვნელს აქვს (1.2.3=16 წევრი, რომლე- 

ბიც შედგენილია სამი 2, #, Xჯ ასოსაგან, რომლებსაც თანმიმდევ- 
რობით იღებენ მაჩვენებლები 123, 132, 213, 231, 312, 321. ამ წევრებს 
ნიშანი +- ან –– ენიჭებათ შემდეგი წესის თანახმად: როცა რომე- 

ლიმე მაჩვენებელს იმავე წევრში, უშუალოდ ან განსაზღვრული შუა- 
ლედის შემდეგ, თან სდევს მასზე ნაკლები მაჩვენებელი, მე ამას ვუ– 

წოდებ უწეს“იგობას (ძიXგიყ6110111 ”). ყოველი "წევრისათვის უნდა 

დავითვალოთ უწესრიგობათა რიცხვი: თუ ეს რიცხვი იქნება ლუწი 
ან ნული, მაშინ წევრი მიიღებს ნიშანს „ -L- “; თუ ეს რიცხვი იქნე- 

ბა კენტი, წევრი მიიღებს ნიშანს „ –“+; მაგალითად, 21 #72 X? წევრ- 
ში არაა არც ერთი უწესრიგობა; მაშასადამე, ეს წევრი მიიღებს 

ნიშანს „ + 4. 2? 71 X2 წევრი აგრეთვე მიიღებს ნიშანს „ -L- «, რად- 

განაც მას აქვს ორი უწესრიგობა, 3 ა“ის 1-ის წინ და 3 არის 2 ის 

    

” ჩვენი ტერმინოლოგიით –– ინვე რსია.



– 341 

წინ. მაგრამ 21 #1 XL წევრს, რომელსაც აქვს სამი უწესრიგობა, 
3 არის 2-ის წინ, 3 არის I-ის წინ და 2 არის 1-ის წინ, ექნება 
ნიშანი „ –– “. 

„შევადგენთ რა ამგვარად საერთო მნიშვნელს, მივიღებთ დ-ის 
მნიშვნელობას; ავიღებთ რა მრიცხველად გამოსახულებას, რომელ- 
საც მივიღებთ 2-ის „/-თი შეცვლით ყველა მის წევრში... ასეთივე 
ხერხით მოინახება დანარჩენ უცნობთა მნიშვნელობები«, 

ეს „საერთო წესი“ ჟუ უცნობიან # წრფივ განტოლებათა სისტე- 
მის ამოხსნისათვის მალე გავრცელდა. ამ წესმა მათემატიკოსების 
ყურადღება მიიქცია იმ გამოსახულებათა შედგენის კანონისადმი, 
რომლებსაც შემდეგში დეტერმინანტები უწოდეს, შემდეგი ნაბიჯი 
მდგომარეობდა, იმაში რომ დეტერმინანტის ცნება გამოყოფილიყო. 
წრფივ განტოლებათა ამოცანისაგან და ის გამხდარიყო დამოუკი- 

დებელი შესწავლის საგანი, ეს ნაბიჯი გადადგა ფრანგმა მათემატი- 

კოსმა ვანდერმონდმა (#I10ჯეიძიტ 'წ6იინ)16 Vისძტხიიიიტ 1735 -- 
1796) თავის შრომაში „გამორიცხვის შესახებ,“ რომელიც მოახსენა 

პარიზის აკადემიას 1771 წელს. დეტერმინანტის ცნება ამ შრომაში 

პირველად იყო განმარტებული სხვა საკითხებთან მისი კავშირის 

დამოუკიდებლად, და დამყარებულ იქნა დეტერმხნანტების ძირითა- 

დი თვისებანი ვანდერმონდმა შემოიღო აგრეთვე განსაკუთრებული 

აღნიშვნა დეტერმინანტებისათვის, მაგრამ იგი არ დარჩა ლიტერა- 
ტურაში. 

დეტერმინანტის ელემენტების დალაგება კვადრატულ სქემაში 

პირველად იხმარა კოშიმ თავის შრომაში, რომელიც გამოქვეყნებუ- 

ლია 1812 წელს. კოში განიხილავს შემდეგ ელემენტთა სისტემას: 

| აევაეებისსჯზაზა' . 

_–__-_- _ 

და ლაპარაკობს ამ სისტემის „დეტერმინანტის“ შესახებ. აქ პირვე- 

ლად იქნა ხმარებული თვით ტერმინი დეტერმინანტი იმ აზრით, 

როგორც ის ახლა გვესმის (უფრო ვიწრო აზრით ეს ტერმინი შემო> 

იღო ადრე გაუსმა თავის გამოკვლევებში რიცზვთა თეორიაში). ორი 

ვერტიკალური ხაზი დეტერმინანტის აღსანიშნავად შემოიღო კე- 

"ლიმ (ჩIნსს» C8X167) გამოჩენილმა ინგლისელმა მათემატიკოსმა 
(1821––1895).
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§ 5. მინორები და ადიუნქტები 

1. დეტერმინანტთა გამოანგარიშების მეთოდების ძირითადი აზ- 

რი მდგომარეობს იმაში, რომ მოცემული დეტერმინანტის გამოან- 

გარიშება დაიყვანება უფრო დაბალი რიგის დეტერმინანტების, ეგ- 

რეთ წოდებული მინორების გამოანგარიშებამ ჯე. რომ გავარკვი- 

ოთ ეს აზრი ჯერ მარტივ მაგალითზე, განვიხილოთ, მესამე რიგის 

დეტერმინანტი: 

| ძცკ რაკ #4 11 რჯ რვ | __ _ _ 
#=I ძეს იე ძევ I... რკვრეერვვ –- (ა ჯშვერევ –- რეჯმკვრვვ -L რე1რვერჯე + 

= 392 "93 

ძთვ1 რეე რევ “L რვეშეერევ -- შევრევრკე: 

  

ყურადღება მივაქციოთ პირველი სეეტის ელემენტებს: თ,,; თ.ე, ძე: 

ყოველი ამ ელემენტთაგანი მამრავლის სახით იღებს მონაწილეობას 

დეტერმინანტის ორ წეერში; ეს მამრავლები გავიტანოთ ფრჩხილებს 
გარეთ, მივიღებთ 

(ტ1) ს=0,,4)) + 6145) “+ ძე1 4ვს 

სადაც · 

(42) 4,,=0ძეეძვე –– რვეძეე; 4) = შეკრევ –– 0,ცრვვ 24ვუ==რკეძევ –- რევრჯვ' 

ამ გამოსახეებს ეწოდება «,,, ი,, ძე, ელემენტების ა დი უნქ- 
ტები. 

რომ მივიღოთ რომელიმე ელემენტის, მაგალითად ძ#,,-ის ადიუნქ- 
ტი, ამისათვის საკმარისია გამოვყოთ დეტერმინანტის ის წევრები, 
რომლებიც მამრავლად შეიცავს თ,, ელემენტს, და ეს ელემენტი გა- 
ვიტანოთ ფრჩხილებს გარეთ; ფრჩხილებში დარჩენილი გამოსახულე– 
ბა იქნება მოცემული ელემენტის ადიუნქტი. 

ადვილი ზესამჩნევია, რომ (42) გამოსახულებანი შეიძლება წარ- 
მოვიდგინოთ მეორე რიგის დეტერმინანტების სახით. ასე, მაგალი- 
თად, „,, ადიუნქტისათვის' გვაქვს: 

– 0ევ რეე (43) 4; =რეეშვვ –– ძვერევ= 
  

  

შვე რევ I. 

· ახლა შევნიშნავთ, რომ მეორე რიგის ეს დეტერმინანტი შეიძლე- 

ბა მივიღოთ # დეტერმინანტიდან, ამოვშლით რა მასში პირველ
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სვეტს და პირეელ სტრიქონს", საერთოდ, თუ # დეტერმინანტი- 
დან ამოვშლით განსაზღვრულ სტრიქონს და სეეტს, და დარჩენილი 
ელემენტებისაგან შევადგენთ დეტერმინანტს, ამ დეტერმინანტს 
ეწოდება #) დეტერმინანტის მინორი. თუ ამოვშლით 7ჯ;-ურ სტრი- 
ქონს და #-ურ სვეტს, მაშინ მინორი, რომელსაც აქ მივიღებთ, აღი- 
ნიშნება M--თი, ამგვარად, /,, ადიუნქტი ეტოლება შესაბამ მინორს: 

  

  

' 
4,,=M,ც= რ წვ 

რვე რვვ |. 

4,, ადიუნქტისათვის მივიღებთ: 

(44) 41 == რვერჯე –– რკეწევ == –– რ. რ 
რვე ძვე 

    

ამგვარად, ადიუნქტი აქ შესაბამი მინორისაგან ნიშნით განსხ- 
ვავდება: 

  

4ა,=--#M,,. 

დაბოლოს, 4ე, ადიუნქტისათვის მიგიღებთ: 

(45) 4ე, == რკგრევ –– რკერევ== რ. რაა 
რავ 0ეუვ |)» 

ასე რომ 

20==Mვ). 

თუ (41)-ში -,,, 4, #ე-ის ნაცვლად ჩავსვამთ მათ მნიშვნე- 

ლობებს (43), (44) და (45), მიგიღებთ 

ძევ რევ (1:02 რ1ჯ 913 
#X=9ძ,, “- რეკ + 6: 

          

  

რევ ძვვ ძვე ძვვ რე: რეგ |: 

ეს ტოლობა წარმოადგენს აჩ დეტერმინანტის დაშლას პირველი. 

სვეტის ელემენტებით. ამგვარად, მესამე რიგის დეტერმინანტის გამო- 

თვლა დაიყვანება მეორე რიგის სამი დეტერმინანტის გამოთვლამდე. 

ეს მოსაზრებანი ახლა უნდა განვაზოგადოთ ნებისმიერი რიგის. 

დეტერმინანტისათვის, უნდა გავარკვიოთ ურთიერთდამოკიდებულე- 

. სტრიქონი და სვეტი ამოიშლება, რასაკვირველია, მატრიციდან და არა 

დეტერმინანტიდან. მაგრამ ტერმინოლოგიის ეს უსწორობა არ ჭამოიწვევს გაუ– 
გებრობას.
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ბანი ადიუნქტისა და მინორის ცნებებს შორის და ზოგადი სახით 

უნდა დავაწესოთ დეტერმინანტის დაშლა ყოველი სვეტის ან სტრი- ' 

ქონის ელემენტებით. · 

2. განვიხილოთ 7 რიგის დეტერმინანტი 

ძე რევ. თ. .რი 

(46) ჩ= რეკ შვე >. თ. ი. შეV აა 9MVI ცვ ". 6)» 

ძი მიგ · · .ჩ/ჩი | 

თუ გამოვყოფთ დეტერმინანტის იმ წევრებს, რომლებიც მამ- 
რავლის სახით შეიცავს განსაზღვრულ იჯ ელემენტს, და ამ მამრავლს 
გავიტანთ ფრჩხილებს გარეთ, მაშინ ფრჩხილებში დარჩენილ გამო- 

სახულებას ეწოდება ი#, ელემენტის ადი უნქტი. ! 

ის ელემენტის ადიუნქტი აღინიშნება ·/„ სიმბოლოთი, თუ # 
დეტერმინანტის მატრი„ციდან ამოვშლით ჯ-ურ სტრიქონს და #-ურ 
სვეტს და დარჩენილი ელემენტებისაგან, მათი განლაგების შენარჩუ- 

ნებით, შევადგენთ # 1 რიგის დეტერმინანტს, მაშინ ასეთ დე- 
ტერმინანტს ეწოდება ი დეტერმინანტის მინორი და აღინიშნება 
M;-თი. 

ჩვენ უნდა მოვნახოთ ისეთი თანაფარდობა, რომელიც „4 ადი- 
უნქტს აკავშირებს M» შესაბამ მინორთან, დავიწყოთ 2), ადიუნქ- 
ტით, ე. ი. ელემენტის ადიუნქტით, რომელიც მდებარეობს პირვე- 
ლი სვეტისა და პირველი სტრიქონის გადაკვეთაში. ვუჩვენოთ, 
რომ ეს ადიუნქტი ყოველთვის ეტოლება შესაბამ მინორს. რომ მი: 
ვიღოთ ადიუნქტი, უწინარეს ყოვლისა უნდა გამოვყოთ დეტერმი- 
ნანტის ის წევრები, რომლებიც მამრავლის სახით შეიცავს იძ, ელე- 
მენტს. ამ მიზნისათვის აღვნიშნოთ, რომ დეტერმინანტის წევრი 

+ => 6ც6ცერყვ. .· 0)» 

შეიცავს მხოლოდ ერთ მამრაგვლს პირველი სვეტიდან, სახელდობრ 

თი,-ს. იმისათვის, რომ ეს ელემენტი ეკუთვნოდეს იმავე დროს პირ- 
ველ სტრიქონს, საჭიროა თ=1, რაც შეეხება 8, V. . .7» ინდექ- 

სებს, მათ შეუძლია მიიღონ სხვადასხვა მნიშვნელობანი 2-დან ყ-დე. 

ამგვარად, ჩვენთვის საინტერესო წევრებს ასეთი სახე აქვს 

(47) :–ძთ| რცერ.ვ · .. 56)



სადაც ნიშანი განისაზღვრება პირველი ინდექსების 

(48) : 1, 8, // . . .,2 

გადანაცვლების ხასიათით, ანუ 

(48 .-- 

გადანაცვლების ხასიათით, რადგანაც ინდექსი 1 არ ჰქმნის არც ერთ 
ინვერსიას ამ ინდექსის შემდეგ მდებარე ინდექსებთან, 

ადიუნქტის განმარტების თანახმად, უნდა ავიღოთ (47) სახის 
ყველა წევრის ჯამი და ძ,კ ელემენტი გავიტანოთ ფრჩხილებს გა- 
რეთ (ან ჯამის ნიშნის გარეთ): 

ა –- = + <=-ძ,,რ6ცე0. · ..-რირ, 9, 9 ძვე რევ · .. 2. 

გამოსახულება, რომელიც დარჩა Xამის ნიშნის ქვეშ, წარმოად- 

გენს საძიებელ ადიუნქტს: 

(49) 4,ც=X=-+ 6 წყ... რეა: 

ზ, “ე . · · , » ინდექსებმა აქ შეიძლება მიიღოს სხვადასხვა მნი- 

ვნელობანი 2 დან „-მდე, ხოლო ყოველი წევრის ნიშანი განისაზღ- 

ვრება 8, 7, . . · , » გადანაცვლების ხასიათით. 

4, ადიუნქტი ახლა შევადაროთ M,, მინორს. რომ მივიღოთ ეს 

მინორი, განსაზღვრის თანახმად, 7) დეტერმინანტის მატრიციდან 

პირველ სვეტს და პირველ სტრიქონს და დარჩენილი ელემენტები· 

დან, ეტოვებთ რა მათ დალაგებას, შევადგენთ დეტერმინანტს: 

ძევ რევ. · - ში 

–” 
მიე წმივ. . . წია“ 

გავხსნით რა ამ დეტერმინანტს, მივიღებთ 

(59) M,,=>2:C-C6ცერეე. თ. . 0), 

სადაც 8ჩ, +, · · ·, »მ, როგორც ზევით, შეიძლება მიიღოს სხვადასხვა 

მნიშვნელობა 2-დან ჯ-მდე. ყოველი წევრის ნიშანი პირველს ნაწილ- 

ში განისაზღვრება 8, 4, , , . , » გადანაცვლების ხასიათით, ამგვა– 

რად, (50) გამოსახულება ემთხვევა (49)-ს, ე. ი. 

M,, = 4კ.
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შენიშვნა. ჩვენს მიერ მიღებული შედეგი შეეხება ადიუნქტის 

იმ ელემენტს, რომელსაც განსაკუთრებული ადგილი უჭირავს (პირ- 

ველი სვეტის და პირველი სტრიქონის გადაკვეთაში); ამასთან სავსე- 

ბით განურჩეველია, თუ რა სიმბოლოთია აღნიშნული ეს ელემენტი. 

ასე მაგალითად, დეტერმინანტში 

#ჯ”ი” 
იხი 
(19 

განსაკუთრებული ადგილი უჭირავს # ელემენტს; ამრიგად, ჩვენ 

შეგვიძლაა ვთქვათ, რომ ამ დეტერმინანტში # ელემენტის ადიუნქტი 
ტოლია ს 

Iხი 

! წ” 

მინორისა, რაშიაც ადვილად შეიძლება დავრწმუნდეთ უშუალო გა- 
მოთვლით. 

ვ. ახლა განვიხილოთ ადიუნქტი ი,, ელემენტისა, რომელიც იმ- 
ყოფება (46) დეტერმინანტის პირველი სვეტისა და მეორე სტრი- 

ჭონის გადაკვეთის ადგილას. საქმე რომ დავიყვანოთ წინა შემთხვე- 

ვამდე, დეტერმინანტის მეორე სტრიქონი შეგვიძლია გადავანაც- 

ვლოთ პირეელ სტრიქონთან; ამგვარად მივიღებთ ახალ დეტერმი- 
ნანტს: 

| რ. რვე შევ » .· ს» შეი | 

ეი." X= 

  

რი 6. წივ . . ო. ი.” 

რ. ელემენტის ადიუნქტი X დეტერმინანტში აღვნიშნოთ “4 “ით. 
რომ მივიღოთ ეს ადიუნქტი, ჩვენ განსაზღვრის თანახმად, უნდა 
გამოვყოთ #' დეტერმინანტის ყველა ის წევრი, რომლებიც მამრავ- 
ლის სახით შეიცავს ი,, ელემენტს, და ეს ელემენტი უნდა გავიტა- 
ნოთ ფრჩხილებს გარეთ; გამოსახულება, რომელიც დარჩება ფრჩხი- 

ლებში, მოგვცემს 4,, ადიუნქტს. რადგან 7) დეტერმინანტის ყო- 
ველი წევრი ) დეტერმინანტის შესაბამ წევრისაგან ნიშნით განსხ- 
ვავდება, ამიტომ /',, ადიუნქტიც იმავე ელემენტის „7, ადიუნქტი- 
საგან #7 დეტერმინანტში განსხვავდება ნიშნით: 

(51) 4, -=-- ეე
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მაგრამ X' დეტერმინანტში ძ«,, ელემენტი იმყოფება პირველი სვე – 
ტისა და პირველი სტრიქონის გადაკვეთის ადგილას, მაშასადამე, 
4, ადიუნქტი ეტოლება მინორს, რომელსაც მივიღებთ პირველი. 
სვეტის და პირველი სტრიქონის ამოშლით # მატრიციდან. მაგრამ 
ადვილად შეიძლება შევამჩნიოთ, რომ ეს მინორი ემთხვევა #) დე– 
ტერმინანტის M,, მინორს, ამგვარად, მივიღებთ: 

(52) 4,; = M,,. 

თუ შევადარებთ ამ თანაფარდობას (51)-თან, მივიღებთ: 

4, =–- M;§. 

ანალოგიური მსჯელობა შეიძლება ჩავატაროთ ი, ელემენ- 
ტისათვის, რომელიც იმყოფება ჩვენი დეტერმინანტის ჯ-ურ 'სტრი– 
ქონის და #-ურ სვეტის გადაკეეთის ადგილას, დავწეროთ ეს დე– 

ტერმინანტი უურო ვრცლად: 

რა წმი ".რ)ეს Iთ,, რას "რი 

  

რეე შე -". შესL-, > რეს "რო 

ძ(-1)1 რ(--კაე "ა /C- 1M-1 | მეა | რI-ს+ჯ -. რკო 
  

რც მეე თ... მე-1 ი. რთ(0:L+1 ... 

  

0:+I1 0I+ჯ)ე "'. 0I+I1ეს–1 | რ#:+LIა; 

    

  

რი მივ :..ა რი)-1 მიო. (უ3= ... ჩიოთ 

0. ელემენტმა „ტრომ დაიკავოს პირველი სვეტის და პირველი: 

სტრიქონის გადაკვეთის ადგილი, ამისათვის საჭიროა ჯ(-რი სტრიქო- 

ნი გადავიტანოთ პირველი სტრიქონის ადგილას, ხოლო #-რი სვე- 

ტი -– პირველი სვეტის ადგილას, მაგრამ ამასთან უნდა ვიმოქმედოთ 

ისე რომ არ დავარღვიოთ (კალკე სტრიქონებისა და სვეტების 

ურთიერთმდებარეობა. ჯერ გადავაადგილოთ ჯ-ური სტრიქონი თან- 

მიმდევრობით ყოველი წინა სტრიქონთან, დაწყებული (1 -–- 1)-დან;. 

მაშასადამე, (–– 1)·ჯერ უნდა მოვახდინოთ ორი სტრიქონის გადა- 

ნა,ვვლების ოპერაცია, ამის შედეჯად 1-რი სტრიქონი იქნება პირველი: 

სტრიქონის ადგილას. ახლა #-რი სვეტი ამგვარადვე უნდა გადავიტა-- 

ნოთ პირველი სვეტის ადგილას. ამისათვის კიდევ (#-- 1)-ჯერ უნ-:.
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და შევასრულოთ ორი სვეტის გადანაცვლების ოპერაცია. დეტერმი- 

“ნანტის ორი სტრიქონის ან ორი სვეტის ყოველ გადანაცვლებას თან 

სდევს მისი ნიშნის შეცელა, ე. ი. გამრავლება -– 1-ზე. რადგანაც ამ 

ოპერაციას ვიმეორებთ სულ ((-––- 1) ++ (# –– 1)-ჯერ, ამიტომ მივალთ, 

ამგვარად, X" დეტერმინანტამდე, რომელიც #/)-საგან განსხვავდება 

მამრავლით: 

(-1)4+-, ანუ C– 1), 
#" დეტერმინანტში ი„,, ელემენტი მოთავსდება პირველი სტრი- 

ქონისა და პირველი სვეტის გადაკვეთაში: 

ძა: ძი, მე... იხ მანა . .მი 

ძ.L ძ, ძა თ. ა–ა–_-- 

ძა ძი: რეე · ა · მე (ეჯ. .« , მე” 

-·-·-·->-_____"““"-“"-“-“"-"-""""" 
1XXX=I 

რა 1 ს 0-1 -(-ყვიაა ((-1ე L-ჯ C-ვ ს.-1 ა ია ი X-ყ. 

რძ:+1.L რ:+1ა | 0I+113 · თ» · #(+11 L-1 00-11 L+1 ი თ ა რ(+კ,” 

თაა თნ მნა ნონი თოი ით იიათიიი 

რია იმ მია9 ... -#ი ი.ვ #ძ#+)+-1 ,. « ი ე) 

დავუშვათ, რომ „2 არის ძჯ ელემენტის ადიუნქტი #” დეტერ- 

'მინანტში. რადგანაც #” დეტერმინანტის ყოველი წევრი ს დეტერ- 

მინანტის შესაბამი წევრისაგან განსხვავდება მამრავლით (--1)'+),, 

„ამიტომ 24", ადიუნქტი 4„-საგან განსხვავდება იმავე შამრავლით: 

(53) 4"ც == (–- 1)'++4ყ. 

ეს თანაფარდობა გვიჩვენებს, რომ ადიუნქტი მინორისაგან გან- 

'სხვავდება მხოლოდ მამრავლით –+1.თუე?-L#/ ლუწი რიცხვია, ეს 

მამრავლი –L 1-ის ტოლია, წინააღმდეგ შემთხვევაში ის ტოლია -–– 1-ს. 

მივიღოთ ახლა მხედველობაში, რომ #)"# დეტერმინანტში ძი 

ელემენტი იმყოფება პირველი სტრიქონისა და პირველი სვეტის გა-· 

„დაკვეთაში. მაშასადამე, "24", ადიუნქტი იმ მინორის ტოლია, რო- 

მელიც მიიღება #” დეტერმინანტიდან პირველი სტრიქონისა და 

პირველი სვეტის ამოშლით. მაგრამ #” დეტერმინანტის პირველი 

“სტრიქონი შედგება 7) დეტერმინანტის ;-ური სტრიქონის ელემენ- 

ტებისაგან, ხოლო #)#» დეტე”მინანტის პირველი სვეტი შედგება # 

„დეტერმინანტის #-ური სვეტის ელემენტებისაკან. რაც შეეხება და-
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ნარჩენ სტრიქონებსა და სვეტებს, მათი ურთიერთ განლაგება უცვ- 
ლელი დარჩა. ამიტომ ს” დეტერმინანტში პირველი სტრიქონისა- 
და პირველი სვეტის ამოშლა გვაძლევს იმავე შედეგს, რაც #2 დე- 

ტერმინანტში ჯ-ური სტრიქონისა და #-ური სვეტის ამოშლა. მინო– 

რი, რომელსაც ამგვარად მივიღებთ, ეტოლება  დეტერმინანტის 

Mა, მინორს. მაშასადამე, უნდა იყოს 

4", = Mც. 

თუ შევადარებთ (53)- -თან, მივიღებთ: 

(–– 1)'+! '4,, = M. 

თუ ორივე. ნაწილს გავამრავლებთ (-–-1)(+”ზე და გავითვალის- 

წინებთ იმას, რომ (--1)11+M=--1, უკანასკნელი თანაფარდობა შე- 
გვიძლია გადავწეროთ ასე: 

(54) “4, == ( – 1)'+% M/. 

ამგვარად, თუ ინდექსების ჯამი 1-- # ლუწი რიცხვია, მაშინ 
ადიუნქტი შესაბამი მინორის ტოლია. 

თუ 1+# კენტი რიცხვია, მაშინ ადიუნქტი შესაბამი მინორისა- 

გან ნიშნით განსხვავდება. 

ასე, მაგალითად, ადიუნქტისათვის, რომელნიც შეესაბამება მე– 

ორე სვეტის ელემენტებს, მივიღებთ: 

რაც= –- M 4:-= #7 4ყ == Mვა .· ც» 4,=(– 1)"+?2M,ე. 

§ 6, დაფლა სვეტის ან სტრიქონის ელემენტებით, 

დეტერმინანტების გამოთვლა 

1. განვიხილოთ საკითხი # რიგის დეტერმინანტის დაშლის შე-. · 

სახებ სვეტის ან სტრიქონის ელემენტებით. გარკეეულობისათვის: 

ვილაპარაკოთ დეტერმინანტის პირველ სვეტზე. ჩვენ ვიცით, რომ #– 

დეტერმინანტი წარმოადგენს შემდეგი სახის წევრების ჯამს: 

=–რძიითრცე · . . რათ: · 

ყოველი ამ წევრთაგანი მამრავლის სახით შეიცავს პირველი სვე– 

ტის ერთ და მხოლოდ ერთ ელემენტს (ი,). თუ ერთ ჯგუფში გა- 

ვაერთიანებთ ·დეტერმინანტის იმ წევრებს, რომლებიც მამრავლად-
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“შეიცავს პირველი სვეტის ერთსა და იმავე ელემენტს და ამ ელე- 

მენტს გავიტანთ ფრჩხილებს გარეთ, მაშინ ფრჩხილებში დარჩება ამ 

ელემენტის ადიუნქტი. ამგვარად, ყველა იმ წევრთა ჯამს, რომლე- 

ბიც შეიცავენ ი,, მამრავლს, წარმოვადგენთ ი, „,კ,-ის სახით; იმ 

წევრების ჯამს, რომლებიც შეიცავენ ძ,, მამრავლს, წარმოვადგენთ 
ი.) 4ე) სახით და ა, შ.; დაბოლოს იმ წევრთა ჯამს, რომლებიც 

შეიცავენ ი,, მამრავლს, წარმოვადგენთ ი,,; 24,, სახით. ამასთან ჩვენ 

ამოვწურავთ დეტერმინანტის ყველა წევრს, რადგანაც ყოველი წევ- 
რი მოხვდება ერთ-ერთ ზემოჩამოთვლილ ჯგუჯში. მაშასადამე, 

(55) სხ=ის 4) + ი 44 +- ... + ი 4ა,: 

“ეს ტოლობა წარმოადგენს # დეტერმინანტის დაშლას პირველი 

სვეტის ელემენტებით. ამგვარადვე შეგვიძლია მივიღოთ 71) დეტერ- 

მინანტის დაშლა ყოველი სვეტის ან სტრიქონის ელემენტებით. 

#-ური სვეტის ელემენტებით დაძლა ასეთ სახეს მიიღებს; 

(56) ხ=ძია4ა რიმა. +... “+ი,ს 4 

ური სტრიქონის ელემენტებით დაშლა იკნება; 

«57) სნ=0ძ:, 4მი+იაც 4ი 1... + ძი 4ი. 

ეს შედეგები შეიძლება გამოვსახოთ შემდეგი წინადადების სახით: 

თუ განსაზღვრული სვეტის (ან განსაზღვრული სტრიქონის) ყო- 

ველ ელემენტს გავამრავლებთ შესაბამ ადიუნქტზე და მიღებულ 
ნამრავლთა ამხ ავიღებთ, მაშინ აღნიშნული ვგამი დეტერმინანტის 

ტოლია. 

რადგან ყოველი ადიუნქტი მხოლოდ -+- 1 მამრავლით განსხვავ- 

„დება შესაბამი მინორისაგან, ამიტომ #) დეტერმინანტის გამოთვლა 

დაიყვანება მისი მინორების, ე. ი. (# ––- 1) რიგის დეტერმინანტების 

გამოთვლამდე. 

ასე, მაგალითად, (55) თანაფარდობა, რომელიც გამოხატავს დე- 

ტერმინანტის დაშლას პირველი სვეტის ელემენტებით, შეიძლება 

წარმოვიდგინოთ ასეთი სახით: 

0 ==9,, M,, – იე, M,, -L ძე, Mა, + -..+C- 1)11 თ, M,,. 

ვისარგებლებთ რა სვეტის (ან სტრიქონის) ელემენტების დაშ- 

ლით, დეტერმინანტის გამოთვლას დავიყვანთ მისი # მინორის გა-.
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მოთვლამდე, მაგრამ თუ არჩეული სვეტის (ან სტრიქონის) ზოგიერთი 

ელემენტი იქცევა ნულად, მაშინ შესაბამი წევრები ამოვარდება და 

გამოთვლა გამარტივდება. შემდეგში დავინახავთ, რომ დეტერმინანტი 

ყოველთვის შეიძლება გარდაექვმნათ იმგვარად, რომ განსაზღვრულ 

სვეტში ყველა ელემენტი, გარდა ერთისა, გადაიქცეს ნულად, მაშინ 

ჯ რიგის დეტერმინანტის გამოთვლა დაიყვანება (სჯ – 1) რიგის ერთი 

დეტერმინანტის გამოთვლამდე, 

მაგალითი, ვთქვათ, გამოსათვლელია მეოთხე რიგის დეტერ– 

მინანტი: · 

ს= 

| 
-
 
C
)
 

0.
 
-.
 

ი
ღ
ე
 

0 
ბა

 

ა 
+ 

1 
–
 

„
ლ
 

ა
 

>=
0ლ
C 

ვისარგებლოთ, მეორე სვეტის ელემენტებით დაშლით: 

.:0=% 4. +90,ე 45: + %ევ ევ +- C,ე 4= 

=--ი,, M,ე +- ძეც Mევ –– რვე M4ვე -I- თავ Mკი: 

ჯამის. მეორე წევრი იქცევა. ნულად, რადგანაც 0,,=0; 

ამგვარად, 

  

|I432 |321| 321!) 

იC=-1 214|)-.3 432 -L1 432 -- 

132 132. I214, 

==(––1)(=-30) + (– 3) (––3) + 1-4==43. 

სავარეგიშო. 

“7? გამოვთკალოთ შემდეტი დეტერმინანტები: 

4 |I4531|)2|) 0 I 11| 3 2120|4| 0 «ი #ნ 

2452 –1 0 11) |1202 –ი 0 იხ 

3I43 ეო... –ხ-ი 0ძ 

1011 | 1-1-10) (0212 –ხ-ს-ძ0 

2. კვლავ განვ, ხილოთ დეტერმინანტი 

შ“შ“'””ი““ 

  -___. (58) 8= I 

რიკ წიე თ. თ. მი 
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თუ ნებისმიერად შევცვლით #) დეტერმინანტის რომელიმე სვე– 

ტის (სტრიქონის) ელემენტებს, მაშინ ამ ელემენტების ადიუნქტები 

უცვლელი დარჩება, 
მართლაც, ადიუნქტის გამოთვლა დაიყვანება მინორის გამოთვ– 

ლამდე, მაგრამ იჭ მინორების შედგენის დროს, რომლებიც განსაზ- 

ღვრული სვეტის ელემენტებს შეესაბამება, თვით ეს ელეჭენტები 

ამოიშლება, ამიტომ ამ ელემენტების შეცვლა სხვა ელემენტებით არ 

იქონიებს გავლენას მინორებზე, 

წარმოვიდგინოთ, რომ (58) დეტერმინანტში პირველი სვეტის 

ელემენტები შეცვლილია შესაბამისად ხე სევ... ხი ელემენტებით; 

ხე რევ. . ·.რი 

. დ» ხ,= | 4 7. თ თრი 
' ხს, თოვა. ·. ".9/?.. 

როგორც ახლახან დავინახეთ, პირველი სვეტის ელემენტების 

ადიუნქტები ამასთან უცელელი დარჩება; ამგვარად, გვექნება 

ხე თევ. · . რი» 

ხე მეე. 
(60) ILX»= 

ხ –?ლ?ლ?'”“”“ 

პირიქით, თუ მოცემულია ასეთი სახის გამოსახულება 

(61) ხ,4), -L ნ; 4,; + ტი. + ხარის 

სადაც ჩხ, . . ., ს, ნებისმიერი ელემენტებია, მა- 

შინ ეს „გამოსახულება შეიძლება წარმოვიდგინოთ 

(59 დეტერმინანტის სახით, რომელსაც მივიღებთ» 

დეტერმინანტიდან პირველი სვეტის ელემენტე- 
ბის ხ,,ხც. . ., ხი ელემენტებით შეცვლის შედეგად. 

თავისთავად ცხადია, რომ ყოველივე ზემონათქვამი შეიძლება 

მივაკუთვნოთ დეტერ?ზინანტია ყოველ სვეტს (ან ყოველ სტრიქონს), 

კერძოდ, ,, ხე, , . ·, დხ, ელემენტების სახით შეიძლება ავი- 

ღოთ »ჯ) დეტერმინანტის ყოველი (#-რი) სვეტის ელემენტები: 

61% წხიაი .., მიL
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მაშინ (61) გამოსახულება მიიღებს ასეთ სახეს: 

(62) 0კს 41 -L ი-4: +- .· · . +ძი 4ი,- 

თუ #=>!1, მაშინ ეს ჯამი XL დეტერმინანტის ტოლია. 
ახლა დავუშვათ, რომ #>%+1. წინანდელის მიხედვით, (62) გამო- 

სახულება შეიძლება წარმოვიდგინოთ წემდეგი დეტერმინანტის სახით: 

რნ მეე... რი 

რეას ძ .·..4ი =- | 22 მივ ი» 
ძე+L4, + იძია4ა + -..-L მიტ. == ი). , , 

როს რივ ... მიი 

ჩვენ ვღებულობთ დეტერმინანტს, რომელშიაც ერთი და იგივე, 
#-რი სვეტი მეორდება ორჯერ: ერთხელ თავის ადგილას, ხოლო მე- 
ორეჯერ პირველი სვეტის ადგილას, 

ასეთი დეტერმინანტი, როგორც ვიცით, ნულის - ტოლია (§ 4, 

პ. 1). ამგვარად, გვაქვს (თუ # «% 1): 

(63) რეს411 -L ძაL4ე; + .· _ “+ ი..4., ==0, 

ე. ი. თუ #-ურ სვეტის ელემენტებს ( % 1) პირველი სვეტის ელე- 
მენტების ადიუნქტებზე გავამრავლებთ და ჯამს ავიღებთ, მაშინ ამ 

გამოსახულების მნიშვნელობა ნულს ეტოლება. თანაგვარი მსჯელო- 

ბით შეგვიძლია დავამტკიცოთ, რომ 

(64) ძეა! – ძა: + ი.ი. + რიL4ა:==90, 

თუ კი # 551. 

ამგვარად, თუ რომელიმე სვეტის ელემენტებს გავამრავლებთ 

რესაბამისად მეორე სვეტის ელემენტების ადიუნქტებზე და ჯანს 

ავიღებთ, მაშინ ამ გამოსახულების მნიშვნელობა ნულის ტოლია. 

ეს დებულება სწორია, რასაკვირველია, სტრიქონებისათვისაც. 

3. დეტერმინანტების კიდევ ზოგიერთი არსებითი თვისებების 

გამოსაყვანად გამოვიყენოთ დეტერმინანტის დაშლა სვეტის ან სტრი- 

ქონის ელემენტებით 7”. 

# ეს თვისებები შეიძლება გამოვიყენოთ უშუალოდ თეით დეტერმინანტის 

განსაზღვრიდან. 

23, უმაღლესი ალგებრა
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1. თუ რაიმე სვეტის (სტრიქონის) ყველა ელემენტი შეიცავს 

საერთო მამრავლს, მაშინ ეს მამრავლი შეიძლება გავიტანოთ დე- 

ტერმინანტის ნიშნის გარეთ. 

მართლაც, ვთქვათ, პირველი სვეტის ელემენტები შეიცავს საერ- 

თო ). მამრავლს: 

: ძ.,=2.ხკს თე1=Xჩა, . . . ს რ.) == #ხი; 

მაშინ 

  

  

?ხე ძეა. . . იმ. 

. ივ. . . მიი 
· 

აX= ” ? .. “თ == Xხ14,ე + )ხა4., + . · .· +.).ს.ა4ა, = 

ა. მია. ·. .ჩი 

ხე ძეგ. · . რ» 

== MXხ14)კ + ხ,4ა, + – -L ხა4,,)=4. - “2 1 : : რო. . 

' ხა მიე . · . მიი / 

მაგალითი. 

ძ #ხ V. იხ1 

ხX სი |=Xს)ხ1 
1 #.« ს.ხ ( 1 ძ ხს 

  

შედეგი. დეტერმინანტი ნულის ტოლია, თუ ერთი რომე- 

ლიმე სვეტის (სტრიქონის) ელეზენტები შესაბამად პროპორციულია 

სხვა სვეტის ელეზენტებისა. - 

მართლაც, თუ ორი სვეტის ელემენტები შესაბამად პროპორციუ- 

ლია, მაშინ ერთი სვეტის ელემენტებს მივიღებთ მეორე სვეტის შე- 

საბამი ელემენტებისაგან რომელიმე „ მამრავლზე გამრავლებით, თუ 

ამ მამრავლს გავიტანთ დეტერმინანტის ნიშნის გარეთ, დარჩება 

დეტერმინანტი ორი ერთნაირი სვეტით, ხოლო ასეთი. დეტერმინან- 

ტი, როგორც ვიცით, ნულის ტოლია. 

2. თუ I) დეტერმინანტის რაინზე სვეტის (სტრიქონის) ყოველი ელე- 

მენტი წარმოდგენილია ორი შესაკრების ჯამის სახით, მაშინ თვით 

დეტერმინანტი შეიძლება დავყოთ ორი დეტერმინანტის ჯამად; ეს 

ორი დეტერმინანტი X-საგან განსხვავდება იმით, რომ ჯამის სახით 

წარმოდგენილი ყოველი ელემენტთაგანის მაგიერ აღებულია ერთ- 
ერთი შესაკრები.
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დავუშვათ, მაგალითად, რომ #9 დეტერმინანტის პირველი სვე- 
ტის ყოველი ელემენტი წარმოდგენილია ორი შესაკრების ჯამის 
სახით. 

მაშასადამე, # დეტერმინანტს ასეთი სახე ექნება: 

ხ, +-«, ეღდე | 

ს= M+% რავა თ: . შე» 

–.. . · -. | 

=(ხ, + ი,)-4, + (ს, + C)4. +... . +6(,. + ბია4ი:= 

=(M::4,, + ხ.4., + ... + ხ.4,,) +C,4:+C4,+... + 6„4ი1). 

წინა პუნქტის თანახმად, ფრჩხილებში ჩასმული გამოსახულებანი 
შეიძლება წარმოვიდგინოთ დეტერმინანტების სახით, რომლებსაც 
მივიღებთ #-საგან პირველი სვეტის ელემენტების შეცვლით შესაბა- 
მისად V,, ხე, . .. . , ხ„-ით (პირველ შემთხვევაში) და C,, «,, ..., 2„-ით 
(მეორე შემთხვევაში); მაშასადამე, 

  

ხ-ძე თ: --- 0» | ნე თე... ში) 61 თვე «.. ძი. 

ჩა +თა ძევ ··. შეი |. : ხე შიი + +. რე... LI Cე რეი ."თ. რი 
.. იის . .! ––__ 

I I 
ხ.-Lი. ძივ იმის ხ, რძმოვ... ! 0, მილ ...4ი/იი."; 

  

შენიშვნა: თუ #) დეტერმინანტის რაიმე სვეტის ყოველი ელემენ- 

ტი წარმოდგენილია # შესაკრებთა ჯამის სახით, მაშინ თვით # 

დეტერმინანტი ანალოგიურად დაიშლება #” დეტერმინანტის ჯამად, 

8. თუ რაიმე სვეტის (სტრიქონის) ელემენტებს მივუმატებთ მე- 

ორე სვეტის (სტრიქონის) შესაბამ ელემენტებს, გამრავლებულს 

ერთსა და იმავე რიცხვზე, მაშინ დეტერმინანტი არ შეიცვლება ”. 

თუ მაგალითად, (58) #) დეტერმინანტის მესამე სვეტის ელემენ- 

ტებს მივუმატებთ პირველი სვეტის ელემენტებს გამრავლებულს 1.-ზე, 

მაშინ მივიღებთ დეტერმინანტს "7: : 

%M ეს თვისება დადგენილი იჟო 1804 წელს იაკობის მიერ (I804 -– 1851). 

## ხაზგასმით უნდა აღკნიშნოთ, რომ როცა მესამე სვეტის ელემენტებს მი- 
ვუმატებთ პირველი სვეტის ელემენტებს, გამრავლებულს 1-ზე, ჩვენ ამავე დროს 
თავის ადგილას ვტოვებთ პირველი სვეტის ელემენტებს.
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აა ეებაეჩჩზმჩ 

(65) რე) ძევ ძევ + #0ე1 . · . რეი · 

რიკ ში: რივ L #6ი1 · . · მიი 

თანახმად მე-2 თვისებისა, ეს დეტერმინანტი დაიშლება ორი 

დეტერმინანტის ჯამად: 

    

ავ”-""” ძევ შევ #01. . .I. 

რე1 რევ შევი. · · შეი 1 421 65 Mრთ . თ. .წიი 
.”' · · –_” 

ძი: შო მოვ. ი.ა .იო 0,1 მია ი: . . .მი 

მაგრაზ მეორე დეტერმინანტი ნულის ტოლია, რადგანაც მისი 

მესამე სვეტის ელემენტები პროპორციულია პირველი სვეტის ელე- 

შენტებისა, მაშასადამე, (65) დეტერმინანტი ტოლია # დეტერმი- 

ნანტისა. 

კერძოდ, თუ დავუშვებთ, რომ 1=-–+1, ან X=–- 1, მივიღებთ! 
თუ რომელიმე მწკრივის ელემენტებს მივგუმა- 

ტებთ ან გამოვაკლებთ პარალელური მწკრივის შე- 

საბამ. ელემენტებს, მაშინ დეტერმინანტი არ 

შეიცვლება. : 
იმავე თვისების განმეორებითი გამოყენებით შეგვიძლია რაიმე 

სვეტის ელემენტებს მივუმატოთ მეორე სვეტის ელემენტები, გამრა- 

ვლებული რომელიმე 2 რიცხვზე, შემდეგ მესამე სვეტის ელემენტებს, 
გამრავლებულს (LL-ზე და ა, შ. 

მე-3 თვისება ძირითად როლს თამაშობს პრაქტიკაში დეტერმი- 

ნანტების გამოთვლის დროს. ამ თვისების გამოყენებით დეტერმი- 
ნანტს დავიყვანთ ისეთ სახემდე, როცა რაიმე ' სვეტში (სტრიქონში) 

ყველა ელემენტი, გარდა ერთისა, ნულის ტოლია, თუ რა გზით შე–- 

იძლება მივაღწიოთ ამას, ვუჩვენოთ მაგალითზე.. 

მაგალითები. 

1. ჭჯამოეთვალოთ დეტერმინანტი 

4331 

3432 

9= 3214 
2423
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თუ პირველი სვეტის ელემენტებს გამოვაკლებთ მესამე სვეტის შესაბამ ელე– 
მენტებს (მოკლეჯ: პირველ სეეტს გამოვაკლებთ მესამეს), პირეელ სვეტში მივი– 

' ღებთ ორ ნულს: 

1331 

0ი432 

2214 

0423|!|. 

რომ მივიღოთ კიდევ ერთი ნული, მესამე სტრიქონს გამოვაკლოთ პირველი' 
სტრიქონი, გამრავლებული 2-ზე: 

#X= 

1 3.31 
0 4 32 
0-4-52 
0 4 23 I. 

ახლა ავიღოთ დეტერმინანტის დაშლა პირველი სვეტის ელემენტებით: 

Iს) = 0,IM,, – 4.1M.ა; + #რეჯMვ, – 0ა)M,,- 

#X= 

ჩვენს შემთხვევაში 

· : #,, == ძე = ძა = 90, 
ასე რომ 

4 32 

9=0ი,,M,,=1 · | –4-5 2 
4 23 

ამოცანა დაყვანილია მესამე რიგის დეტერმინანტის გამოთვლამდე; უწინა– 

რეს ყოვლისა, პირველი სეეტის ელემენტებიდან გავიტანოთ საერთო მამრავლი: 

1. 32 

XX=4 –1 --5 2 

1 23. 

მეორე სტრიქონს ახლა მივუმატოთ პირველი, ზოლო მესამე სტრიქონს გა– 

მოვაკლოთ პირველი: 
1 32 

0X=4.|)9 –24!=4(-2+4)=8, 
0 –11 

2. ზამოვითვალოთ დეტერმინანტი: 

2314 

3422 

6= 1243 
4123!.
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გამოვაკლოთ მეოთზე სვეტს მესამე, მივიღებთ ერთ ნულს მეოთხე სვეტში 
231 3 

34209 

8= 124- 
| 412 1|! - 

მეოთხე სვეტი მივუმატოთ მესამეს; ამის შემდეგ პირველ სტრიქონს გამოვა- 
კლოთ ზასამკეცებული მეოთხე სტრიქონი, ხოლო მესამე სტრიქონს მივუმატოთ 

მეოთხე სტრიქონი, მივიღებთ: 

  

–100 –-50 

34 20 

ზ=! ე5ვ 60 
41 21 

მეოთხე სვეტით დაშლა ზვაძლევს 
: -–-10 0 –5 

»ა= 34 2 

53 6 

თუ გამოვთვლით ამ მესამე რიგის დეტერმინანტს, მივიღებთ: 
201 001 

ა=-5)342!)=- 5, –142!)- _5( 3 + 28)=-- 125. 
536 736 

3. გამოვთვალოთ დეტერმინანტი 

' 2465 

I1654 
= 3246 

- “4 523 

რომ გამოთვლა გავამარტივოთ, ჯერ მესამე სტრიქონს გამოვაკლოთ პირვე- 
ლი, შემდეგ პირველ სტრიქონს გამოვაკლოთ მეორე; ამ გარდაქმნათა შემდეზ 
დეტერმინანტი ასეთ სახეს მიიღებს: 

1-2 11 

1 6 54 

9=.1_2 21 

I4 5 23!)!. 

პირველ სტრიქონს ახლა გამოვაკლოთ მესამე: 

0 0 30 

1 6 54 

=I1-2-21 

4 5 23
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პირველი სტრიქონის ელემენტებით დაშლა მოგვცემს: 

1 64) 

#ა=3 1-21| 

| 4 53). 

დაგვრჩა გამოსათვლელი მშესამე რიგის დეტერმინანტი: 

108 3 6 ვ 

ი=3|)1 0 0|I|--ვ = 141, 
4 13 –-1 13 --1 

4. რომ გამოვთვალოთ დეტერმინანტი 

იხი0 

ხნხი0იძ 

0= I იკა 
0ძხ20ი |, 

პირეელი სვეტის ელემენტებს მივუმატოთ მეორე, მესამე და მეოთხე სეეტების 

შესაბამი ელემენტები: 

120 

  

ძ+6+ხ+იხი0| 

ი+ხ+02000« 12090ძ 

ი+ხ+-0ის)=(09+ხ+ი 10,ა”ა |=(656+ჩ+ი)ბ, 
I9+ხ+06ი4ხ27 14 ხ2 

სადაც 

1ხ20 

1202« 

ბ=!:10ახ 

1ძხ2C I. 

რომ გამოვთვალოთ ეს დეტერმინანტი, მეოთხე სტრიქონს გამოვაკლოთ მე- 
სამე, ·მესამეს––მეორე, მეორეს––პირვილი: 

1 ჯ 2 0 ნ –-ხ – აძ 

0ი--ხ –ი- 4 

0-–– ძ სხ–-ი, რ ხ–ძC--)0!) 

მ «ი ხ–-ძ «–-ნ 

–2 ი ხ–ძ   #= 
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პირველ სეეტს მივუმატოთ მესამე: 

ი-ხ+თ-C-ი ი 1 

–ი+ს– ი იძხ–ი 

ძ+-ი-ს ხ–ი C-ს 

–წ რ“ | 

=0ი-ხსხ+ი 12 ხ–-4 – 

1 ხ–4 CI 

04 ხ 

=-ს+0ი0“1 4 ხ–-4ძ .=- C- ხხ) ა (თფ–ი+სხ!) 
ბ ბ 2–ძ 

ახლა დავუბრუნდეთ LX) დეტერმინანტს: 

ხ–=0+:ა+იბ=-(0+ნ+ი4-ნხ+09(4--ი: +!) 
4. განიხილოთ ვანდერმონდის დეტერმინანტი », X,, +, 

Xგ ელემენტებისათვის: 

11 1 1. 1 

% % % # 1 ი % %, 
66 7 = 8 8 3 2 (66) ც)==| >," ჯაზ ჯ,მ I. 

ჯმ Xე' Xვ) ჯე 

მეოთხე სვეტის ელემენტები გამოვაკლოთ პირველი, მეორე და მე- 

სამე სვეტის შესაბამ ელემენტებს, მივიღებთ: 

  

0 0 0 1 

Mე= %–X თ–?” 725“ X ბა | __ 
'))“– 2 >–! 32. ..-1 1. L 

% “– 2 #. %3 ჯა? %“, 
ა 3_ „”»1მ 8 ,„„+13 3_  „.ვ ვ 

%“% % % Xვ “ “ა 

ი“ 929“ 922 –-X | 
=- I ..2 2 - 9 2 1... = 21 –– X, %.' – % %ვ %” 

3ვ_ 5 ვ.ე „3 1 ვ X) C 2% %5 % %ვ %ა | 

ახლა მეორე სტრიქონს გამოვაკლოთ პირველი, გამრავლებული 

X,-ზე, მესამეს –– მეორე, გამრავლებული Xჯ--ზე: 

%– X· % –-X %ვ-–– % 
(67) Mალ=– 3 , 3 == 

X XIX X2 “– XვXგ 2ე ““– %ეXგ == 

2 ჰ–-2ეშX,  #ემ–-X.Xგ  X”გ–-%ვ X,   
= –-(X –- X,V(X; –– Xს)(%გ –– გ)
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სადაც 
1.1. 1 I 

%«, XX 
ჯ,' >,! ჯა 

”თ = 

    

არის X,, %#,, X,, ელემენტების ვანდერმონდის დეტერმინანტი. 

(67) თანაფარდობა შეიძლება წარმოვიდგინოთ ასეთი სახით: 

(67') M() =(X, –– X,)(X, -– 2:XX, –– X:) ცე 

”/თ) დეტერმინანტი შეიძლება გარდავქმნათ ამგვარადვე. ეს მოგ- 

ვცემს 

(68) 7ცა= (Xვ –– X1)(Xვ –– X,) 75) 

სადაც: 

-1 
(69) ”.)= = 1 ““ XI. 

X1 Xვ     

(67), (68) და (69)-დან მივიღებთ: 

(70) ”7V6)=(X, – Xე)(X, –– X,)(X, –– %ე)(Xვ –– ჯX,)(Xვ –– X,)(X, –– X,). 

მოვიყვანოთ ვანდერმონდის დეტერმინანტის გამოთვლის კიდევ 

მეორე ხერხი. 

7”) განვიხილოთ როგორც #X, ცვლადის ფუნქცია; #«,, X,, Xვა 

ელემენტები ჩავთვალოთ პარამეტრებად ანუ განუსაზღვრელ მუდმი- 

ვებად, მაშინ შეიძლება დავწეროთ: 

(C9) I/C) == 7/ცXXა). 

თუ ვიგულისხმებთ, X,=X,, მაშინ (71) ფუნქცია გადაიქცევა ნუ- 

ლად, რადგან (66) დეტერმინანტს, როცა ჯ.=X, აქვს ორი ერთნა- 

ირი სვეტი. სწორედ ასევე, როცა XჯXა=X, და X, = X,, (71) ფუნქცია 

გადაიქცევა ნულად. მაშასადამე, ეს ფუნქცია გაიყოფა სხვაობებზე: 

XXს. X, – %) Xგ –- #ვ. 
ასევე შეგვიძლია აღმოვაჩინოთ, რომ V) იყოფა X---+X,, Xვ- X,, 

X,-–- X, სხვაობებზე, აქედან გამომდინარეობს, რომ Vც) იყოფა ნამ- 

რავლზე: | 

(72) (X–– X)(X, – X-)(Xგ –– X3)(Xვ –– X,)(ჯXე – XXX –– 2).
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' ამ გაყოფის შედეგად მიღებულ განაყოფს თუ »#-თი აღენიშნოთ, 

მივიღებთ 

(73) 7) ==7+(Xკ –– X,)(2კ –– %ე)(Xგ –– 23M%ე –- X1I(Xგ – %:)(X; –– X)). 

მარჯვენა ნაწილში უნდა გვექნეს იგივე წევრები, როგორიც მარ- 

ცხენაში, და იმავე კოეფიციენტებით. V-,) დეტერმინანტის ყოველი 

წევრი წარმოადგენს იმ მამრავლა»ა ნამრავლს, რომლებიც თითო- 

თითოდ არის აღებული ყოველი სტრიქონიდან, ე. ი. ასეთი სახის 

ნამრავლს; 

X,X,2X%. 

მაშასადამე, Vცე დეტერმინანტის ყოველი წევრი არის მეექვსე 
ხარისხის X, X,, X:, X, ელემენტების მიმართ. მეორეს მხრით, (72) 

ნამრავლის ხარისხი X,,... X, ელემენტების მიმართ აგრეთვე 6-ის 

ტოლია, აქედან გამომდინარეობს, რომ 7». კოეფიციენტი (73) თანა“ 

ფარდობაში არაა დამოკიდებული ჯ,.. -/ 2 ელემენტებზე. 

ახლა მივიღოთ მხედველობაში, რომ მთავარი დიაგონალის ელე- 

მენტების ნამრავლი 
2 
ვ 

შედის «ე დეტერმინანტში +- 1 კოეფიციენტით. ამავე დროს (73) 
ტოლობის მარჯვენა ნაწილში შესაბამი წევრი მიიღება X-ის გამრავ- 

ლებით ყველა სხვაობის პირველ წევრთა ნამრავლზე; მისი კოეფი- 
ციენტი იქნება X. ამგვარად უნდა იყოს »=1, და ჩვენ კვლავ (CI) 
თანაფარდობას მივიღებთ. 

სწორედ ასევე შეიძლება ვუჩვენოთ, რომ ვანდერმონდის # რი- 

გის დეტერმინანტი ეტოლება შემდეგ სხვაობათა ნამრავლს: 

C) Xე ვ Xკ 

1 1 ,..1 ((-, –– «,)(«, – >) ++" –– %ი- ა. 
%X, % –__ | თ-ს _ ჯა ==. (ლ-ს –_ ჯXი–))' 

7სა=| X,? ჯე. თ.ე: ––''' .. 

ალაოს სსუ | (5 “ფრო ია“ 

რომელთა რიცხვი არის + თ). ვანდერმონდის დეტერმინანტი 

წარმოადგენს «X,, #,, · ·., X» ელემენტების ნიშანცვლად ფუნქციას; 
რომელიმე ორი ელემენტის ტრანსპოზიციის დროს ეს ფუნქცია ნი- 
შანს იცვლის,
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ვანდერმონდის დეტერმინანტის კვადრატი წარმოადგენს #X,, X,, 

...– X- ელემენტების სიმეტრიულ ფუნქციას, თუ X,, ..., ჯ«, არის 

XC) =7" + ა" მ-ი... + ჩ-ს #+/#, ფუნქციის ფესვები, 
მაშინ +)? წარმოადგენს ამ ფუნქციის (თავი IV) დისკრიმინანტს. 

სავარეგიშო. 

გამოთგალეთ შემდეგი დეტერმინანტები: 

1../1324| 2.2 –-314 “ა 43 5 

  

3132 3ვ 142 3-25 4 

4213 1 234 5 42-3 

2321 3 242 რ 34 -2 

4 | –124 –2)| 5.|)1 2 1 0 2| 6.,I41325 

310 1 2110 2–-: 23041 

432 –პ3 10 1-1 2 12103 

304 1 0 2-1 1 0 12031 

2-1-2 0 1 43102 

7 |01Xჯ1| 8.1012X«(I 9.|)14M1 |10.1ი10ი 

101 > 1012 «10ჯ%#ჯ ნიიახ 

X10171 210 ხ01ძ« ი10ჯL 

1710 §2X0|! 10941 ი0ხსძ« 

§ 7. ლაპლასის თეორემა” 

1. ე-6 პარაგრაფში ჩვენ გავეცანით დეტერმინანტის დაშლას სვეტის 

ან სტრიქონის ელემენტებით. ამ პარაგრაფში განვიხილავთ უფრო 

ზოგად დაშლას, რომელიც გამოხატავს # რიგის დეტერმინანტს 'და- 

ბალი რიგის დეტერმინანტებით. ჩვენ უნდა დავიწყოთ მინორის 

ცნების განზოგადებიდან. განვიხილოთ დეტერმინანტი: 

% ეს თეორემა მოთავსებულია ლაპლასის თხზულებაში „I6Cჩ6(Cხ0§ §VL 1C 

Cმ1Cს! 1იL6 021 CL §სL 16 §#§-ტო6 ძს =იიძC" (1772 წ.); ამ თეორემის ზოგიერთ 

კერძო შემთხვევებს იცნობდა ვანდერმონდიც (1771 წ.) მაჭრამ მკაფიო ჩამოყა– 

ლიბება და დამტკიცება პირველად მოგვცა კოშიმ თავის ნაშრომში (1812 წ.» 

რომელიც ზევით მოვიხსენიეთ.
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მ) მკგ. ი. რთი 

«474) L => | ი210ძ:გ2ა · «მოი 

-_” რძით | 

დეტერმინანტის მინორის ქეეშ ჩვენ აქამდე გვესმოდა #–-1 რი- 

გის დეტერმინანტი, რომელიც მიიღება სვეტის ან სტრიქონის ამოშ- 

ლით L) დეტერმინანტიდან, უფრო სწორად რომ ეთქვათ, შესაბამი 

„მატრიციდან. ახლა წარმოვიდგინოთ, რომ იმავე მატრიციდან ამოვ- 

შალეთ ჯ სვეტი, და # სტრიქონი, მაშინ მივიღებთ მატრიცს, რომე- 

ლიც შეიცავს » –# სვეტს და # –# სტრიქონს; "ამ მატრიციდან შე-- 

„იძლება შევადგინოთ #-–# რიგის დეტერმინანტი, ასეთ დეტერმინანტს 

აგრეთვე ვუწოდოთ 1) დეტერმინანტის მინორი, სახელდობრ --–მინო- 
“რი #--ჩ# რიგისა, ამგვარად, ის მინორები, რომლებთანაც აქამდე 

გვქონდა საქმე, წარმოადგენს #–-1 რიგის მინორებს. 

განვიხილოთ, მაგალითად, დეტერმინანტი 

01! ძ9 (18 0C14 თ18 

ძა| ძი ძიავ ძი! ძმა 

·((75) LXI=I ძვL ძვა ძვვ ძე ძვა 

მ41 045 ძკვ 044 ძან 

მ5I ძიპ ძვ 0ჩ4! თი5 |.   
თუ აქ ამოვშლით მესამე და მეხუთე სვეტს, მეო–რე და მეოთხ 

'სტრიქონს, მივიღებთ მესამე რიგის მინორს 

011 0)9 ძთ)4 

(C2, ძვ ივი ('ეჭ4 

0ე1 0უჟვ ძე4 

  

  
იგივე მინორი შეიძლება კიდევ სხვანაირადაც დავახასიათოთ –- 

"სახელდობრ, შეიძლება მივუთითოთ, რომ ეს შედგენილია. ელემენ- 
ტებისაგან, რომლებიც მდებარეობს პირველი, მეორე და მეოთხე 

"სვეტის, პირველი, მესამე და მეხუთე სტრიქონის "გადაკვეთაში. 

ახლა შემოვიყვანოთ ურთიერთ დამატებითი მინორების ცნება. 

ეს ცნება გავარკვიოთ ჯერ მაგალითზე. ჩვენ დავინახეთ, რომ (76) 
მინორი შეიძლება მივიღოთ (735) დეტერმინანტიდან ორი სეეტის 

და ორი სტრიქონის ამოშლით, თუ განვიხილავთ ამოშლილი სქე-
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ტებისა და სტრიქონების გადაკვეთის ადგილას მყოფ ელემენტებს, 
მაშინ მათგან შეიძლება შევადგინოთ მეორე რიგის მინორი 

(763 ძვ 07% 

    

იკე 946 # 

ამ მინორს დამატებითი ეწოდება(76) მინორის მიმართ. ცხადია, რომ 

(76) მინორი თავის მხრით დამატებითი იქნება (76') მინორისათვის; 

ამიტომ შეიძლება ვთქვათ, რომ (76) და (76') წარმოადგენენ ურთი- 
ერთ დამატებითი მინორებს, 

საზოგადოდ, თუ # რიგის (74) დეტერმინანტიდან ამოვშლით # 

სტრიქონს და # სვეტს, მაშინ დარჩენილი ელემენტები შეაღგენენ 

მატრიცს, რომლიდანაც შეიძლება შევადგინოთ # –-# რიგის #4 მი-. 

ნორი, პირიქით, ამოშლილი სვეტებისა და სტრიქონების გადაკვეთა- 

ში მდებარე ელემენტებისაგან შეიძლება შევადგინოთ # რიგის /"” მი- 

ნორი. ასეთ ორ #4 და გ” მინორს ვუწოდოთ ურთიერთ დამატები- 

თი მინორები, 

2. კვლავ განვიხილოთ # რიგის ს დეტერმინანტი და გამოვყოთ 

მასში პირველი # სტრიქონი და პირვ-ალი / სვეტი: 

(21! მავ... მ. ებეა“ 
(211 მთ... რე |((ოX=I რკეხ+ე : 4. რვა 

ი იე მივ... ი» ძისს-) რახ... (იი 

ი. | ში+)ჯ რი+ ვა... რიM+I 04-ე) რხ+4+1... რ+ჯი 

0ხ+ეს1 რM+ე)ე ბათო. ი/ს+ვას 0M+2)ჩ+1 C2M-+ე'ჩ+ე “+. 0ჩ+ეი 

რ რავ... თ, 0,ცი+1 მიას+ევ ... “ .. 

პირველი # სვეტისა და პირველი # სტრიქონის გადაკვეთაში: 

მდებარე ელემენტებისაგან შეიძლება შევადგინოთ / რიგის მინორი: 

რჯ შვე - ..Cი»” 
ტ4= იეღვ-””“ 

0) თე . . · “"M» 

რტ ს მიმართ დამატებითი იქნება მინორი
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რავს M+1 რM+1) ჩ+ე · "+ . +. 
რ#+2ე M+1 'ი+ე) #4ვ . . . რივი 

ბხ= 

თ,, +. რა „+3 "M 

ვუჩვენოთ, რომ #4, ნამრავლი შედის #) დეტერმინანტის გაშ- 

4ლილი გამოსახულების შემადგენლობაში (ე. ი, ტ# ნამრავლის 

ყოველი წევრი შედის I: დეტერმინანტის წევრთა რიცხვში), 
მართლაც, # მინორის ზოგადი წევრი შეიძლება წარმოვიდგინოთ 
ასეთი სახით 

#77) (–-1)9ძ,ც ძეც · + „ 0 

რადაც თ, 8, , · . ,> არის 1, 2, , . . ,#/ ინდექსების რაიმე გადანა- 

· ცვლება, ხოლო 0 –– ინვერსიათა რიცხვია ამ გადანაცვლებაში. 

ამგვარადვე ტბ! მინორის ზოგადი წევრი იქნება 

+78) C–1) თ+სXCთ+აის · . · მით, 

სადაც # ს,. . .ე ის არის #+1, #+2,. , .,; # ინდექსების 

რაიმე გადანაცვლება, ხოლო + – ინვერსიათა რიცხვია ამ გადანაც- 

ვლებაში, თუ გადავამრავლებთ (77) და (78) წევრებს მივიღებთ: 

(29) ეაეუე__<–___–ჰ_ჟ__ჰ_ჰ__–_ჰ–>_ჰ__-ჰჰ-იჰიი9ი –_–– 

-რადგანაც ინდექსები 

(80) უუ«+ა.ნა-ა_..____ --_– 

ჰქმნიან 1, 2, . „ .; # ინდექსების გარკვეულ გადანაცვლებას, ამი- 

ტომ (79) ნამრავლი ამა თუ იმ ნიშნით უნდა შევიდეს #ა დეტერმი- 

ნანტის შემადგენლობაში ახლა მხედველობაში მივიღოთ, რომ თ, 

.· კ X ინდექსების მნიშვნელობანი არ აღემატება #-ს, მაშინ 

როდესაც ი” ხითე.. , თ ინდექსები ღებულობენ #-ზე მეტ მნიშვნე- 

ლობებს. აქედან გამომდინარეობს, რომ (80) გადანაცვლებაში არც 
ერთი თ, ჩ,. . . ,X ინდექსი არ ჰქმნის ინვერსიებს 2», ს, · .., 0 

ინდექსებთან, ამიტომ ინვერსიათა საერთო რიცხვი (89) 

გადანაცვლებაში ეტოლება ინვერსიათა რიცხვს თ, 8, . . -, X ინდე- 

ქსებს შორის, მიმატებულს ინვერსიათა რიცხვთან 7, ს, ..., 0 ინდე- 

ქსებს შორის, ე. ი. C+-<-ის ტოლია, ამგვარად, (-––-1)9++ მამრავლი
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(79) ნამრავლს ანიქებს სწორედ იმ ნიშანს, რომლითაც ის უნდა 

შევიდეს ს დეტერმინანტის შეჰადგენლობაში. 

ამით ჩვენ ვუჩვენეთ, რომ 4 გ' ნამრავლის ყოველი წევრი შედის 

ჯ დეტერმინანტის შემადგენლობაში. 

ვ, თუ ავიღებთ # დეტერმინანტის /# რიგის ნებსით ტ მინორს, 

მაშინ ყოველთვის შეიძლება LM დეტერმინანტი გარდაექმნათ იმგვა- 

რად, რომ #4 მინორმა დაიჭიროს პირველი # სტრიქონის და ჰირვე- 

ლი # სვეტის გადაკვეთის ადგილი. ამისათვის საჭირო იქნება # 

დეტერმინანტის სვეტებისა და სტრიქონების გარკვეული გადანაც- 
ვლება. 

დავუშვათ, რომ #ტ მინორი შექბნილია ელემენტებით, რომლებიც 
მდებარეობენ 1,, L,, #..., # ნომრებით აღნიშნული სტრიქონების და 
# ჩე თ... # ნომრებით აღნიშნული სვეტების გადაკვეთაში: 

ძი I იხ. · · ი». 

  ე. ო 
#ს= წ 

რს I იჩხნე, ა. თ. რ.” 

ა დეტერმინანტი უნდა გარდაექმნათ იმგვარად, რომ #4 მინო- 

რის შემადგენლობამი შემავალმა სტრიქონებმა და სვეტებმა დაი- 

კავოს პირველი # სტრიქონის და პირველი # სვეტის ადგილი; ამას- 
თან თვალყური უნდა ვადევნოთ იმას, რომ არ დაირღვეს დანარჩე- 

ნი სტრიქონებისა და სვეტების ურთიერთ მდებარეობა, 

უწინარეს ყოვლისა 1, სტრიქონი გადავიყვანოთ პირველი სტრი- 

ქონის ადგილას. ამ მიზნისათვი“ გადავანაცვლოთ იგი თახმიმ- 

დევრობით ყოველი 1, –– 1 წინა სტრიქონთაგან; ამგვარად 1,--1 

ჯერ მოვახდენთ ორ სტრიქონის გადანაცვლების ოპერაციას; სხვა- 

ნაირად რომ ვთქვათ, მოვახდენთ სტრიქონების ლი ტრანსპო- 

ზიციას. 

მოვათავსეთ რა :, სტრიქონი პირველი სტრიქონის ადგილას, 

ჩვენ შევეხოთ 1, სტრიქონს, 1, სტრიქონი რომ გადავიყვანოთ მეორე 

ადგილას, ის უნდა გადავსტ;ათ ყოველ წინა სტრიქონთან, გარდა 4, 

სტრიქონისა, რომელიც უკვე მდებარეობს პირველ ადგილას, მაშა- 

სადამე, კიდევ უნდა შევასრულოთ ე–2 ტრანსპოზიდცია.



– პნ - 

ამგვარადვე, ჯ სტრიქონი რომ გადავიყვანოთ მესამე ადგილას, უნდა 

შევასრულოთ 1, –– 3 ტრანსპოზიცია, და ა, შ. დაბოლოს, #, სტრი-· 

ქონი რომ გადავიყვანოთ #-ურ ადგილას, საჭირო იქნება #-–-ჩ ტრანს. 

პოზიცია. ამგვარად, სულ უნდა შევასრულოთ სტრიქონების 

0,–-1)+0--2)+,...4+V-#=0+0+..:.+6#-(14+2+ 
.·.+7/ 

ტრანსპოზიცია, + +ჩ 

ახლა შევეხოთ სვეტებს. #| სვეტი ამგვარადვე უნდა გადავიყვა- 

ნოთ პირველი სვეტის ადგილას, #, სვეტი – მეორე სვეტის ადგილას 

და ა, შ., დაბოლოს, #, სვეტი –/-რ სვეტის ადგილას. მაშასადამე, 

უნდა შევასრულოთ სყეტების. 

რ-)+6-2+...4+(-#)=646+...4+6-0 +2+ 

ტრანსპოზიცია. : 

სტრიქონებისა და სვეტების იმ ტრანსპოზიციათა საერთო რიც- 

ხვი, რომლებიც შევასრულეთ, არის 

ს4!ს+...4“ს+-ხ+<- ხნ... 4+6ჩ-2(4+-2+...+7#7)= 
=§-21+2+... ++#), 

სადაც 

(81) -__<–.--_-... 

ყოველი ამ ტრანსპოზიციათაგანი (კვლის დეტერმინანტის ნიშანს; 

ამგვარად, შედეგად მივიღებთ #)# დეტერმინანტს, რომელიც #) საგან 

განსხვავდება მამრავლით: 

(– 1)1-10+1+ ...4+7) ანუ (–1)X: 

მაშასადამე, გვექნება 
MX=C–-1)X”#”. 

M" დეტერმინანტში მინორს უჭირავს პირველი # სტრიქონისა. 

და პირველი # სვეტის გადაკვეთის ადგილი, მე-2 პუნქტის მიხედვით 
შეგვიძლია ვთქვათ, რომ #4 მინორის ნამრავლი შის დამატებით მი- 

ნორზე შედის ს" დეტერმინანტის შემადგენლობაში. დავუშვათ, რომ 

ტ' არის დამატებითი მინორი #ტ მინორის მიმართ 7) დეტერმინანტში;
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რადგან #-დან #"-ზე გადასვლისას არ დარღვეულა #ბ“-ში შემავალი 
სტრიქონებისა და სვეტების ურთიერთ მდებარეობა, ამიტომ #" იქ- 

ნება დამატებითი მინორი #-სათვის #M” დეტერმინანტშიაც. მაშასა- 

დამე, MX” დეტერმინანტში შედის #4! ნამრავლი. მაგრამ #9 დეტერ- 

მინანტი ». დეტერმინანტისაგან განსხვავდება ( -– 1) მამრავლით; 

მაშასადამე, » დეტერმინანტის შემადგენლობაში შევა 
(–1)#ტტ' ნამრავლი.“ 

ახლა შემოვიღოთ #ტ მინორის ალგებრული დამატების ცნება. 

მინორის ალგებრულ დამატებად (ანუ ადიუნქტად) ჩვენ 

გვესმის მისი დამატებითი მინორი, გამრავლებული (-––1)“-ზე, სადაც 
მაჩვენებელი განისაზღვრება (81) ტოლობით. · 

' ზევით მიღებული შედეგი ახლა შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ ამ- 
გვარად: : 

# დღეტერმინანტის შემადგენლობაზი შედის ყოველი # ზინო- 
რის ნამრავლი მის ალგებრულ დამატებაზე, ე. ი, (–- 1)ტ'-ზე. 

4. თუ # რიგის დეტერმინანტში გამოვყოფთ რომელიმე # სტრი- 

ქონს, ხოლო დანარჩენ სტრიქონებს გამოვტოვებთ, მაშინ მივიღებთ 

ცხრილს (მართკუთხა მატრიცს), რომელიც შეიცავს # სტრიქონსა 
და # სვეტს, მაგალითად, თუ დეტერმინანტში 

რკ იკი იყვ რ რნ 

რე) ი(% რიე შიკ (9 

რვუ შეკ რევ რეჯ 

CI (კე იკვე რყკ რ»წ 
თე, რც რვ რმე, რე 

შეუ სX= 

  

გამოვყოფთ მეორე და მეოთხე სტრიქონებს, ხოლო დანარ- 

ჩენს გამოვტოვებთ, მივიღებთ მართკუთხა მატრიცს 

რიუ რი რავ რი რაი 
(82) · ( ) რკ რკ1 რიყე წკკ ძკს 

ასეთი მატრიციდან შეიძლება შევადგინოთ მეორე რიგის სხვა- 
დასხვა მინორები, რომელიმე ორი სვეტის გამოყოფით (ამ სვეტე- 
ბის ურთიერთმდებარეობა უნდა იყოს იგივე, როგორც მატრიცშია). 
ასეთია, მაგალითად, მინორები 

მიე რიგ იი, რი» 

      

ძ9 რთ 

ძკა ძკმ 

  

  ' 0,3 9 ს იყ მაკას 
“. 24. უმაღლესი ალგებრა
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ცხადია, რომ მეორე რიგის მინორების საერთო რიცხვი, რომ- 
ლებიც ამგვარად შეიძლება შევადგინოთ (82) მატრიციდან, ეტოლე- 

ბა ჯუფთებათა რიცხვს ხუთი სვეტიდან ორ-ორით, ე. ი. ეტოლება 

  

ამგვარადვე, თუ 7ჯ რიგის დეტერმინანტში გამოვყოფთ (,, 1)...» 7 

ნომრებით აღნიშნულ # სტრიქონს, მივიღებთ მართკუთხა მატრიცს: 

( უ·-_--.-_-____- -_- ძია | 

(83) | ძ;,ე1 ძა? · ·. . მს 00001 M+1 + . ა» იე" | 

რს რწყვა წის მია ხ+1. , .რ" 

ამ მატრიციდან შეიძლება შევადგინოთ /, რიგის სხვადასხვაგვარი 

მინორები, რომელიმე / სვეტის გამოყოფით. რიცხვი ყველა 

(84) ბ,, ტ,, –“”” ტა 

მინორებესა, რომლებიც ამგვარად შეიძლება მივიღოთ, ტოლია ჯუფ- 

თებათა რიცხვისა # სვეტიდან #-ით: 

ა=0= ს –– 1)(– 2). : .(#M-–-#/--1) 
· – /”! ? 

ანუ 

8) = ##” _ 
(ზ!) 7 #!(” –-#) 

დავუშვათ, რომ (–- 1)'/ტ' არის 4; მინორის ალგებრული დამა- 

ტება; წინანდელის მიხედვით, ყოველი მინორის ნამრავლი მის ალ- 

გებრულ დამატებაზე 
(–-1)" ტტ”, 

შედის # დეტერმინანტის შემადგენლობაში, ამიტომ თუ შევადგენთ 

ასეთ ნამრავლთა ჯამს: 

ტი (–)),ბ,ბ+-(- 1)ცბები4-. ·- . + C- 1)რბაბა" 
მაშინ ამ ჯამის ყოველი წევრი შევა 7 დეტერმინანტის შემადგენ- 

ლობაში, ახლა დავთვალოთ იმ წევრთა რიცხვი, რომლებიც ამ ჯამ–



– 37 – 

ში შედის, ყოველი #4; მინორთაგანი წარმოადგენს # რიგის დეტერ-. 
მინანტს, რომელიც შეიცავს /! წევრს; ყოველი დამატებითი ,/+/ მი- 
ნორთაგანი წარმოადგენს #--/ რიგის დეტერმინანტს, რომელიც 
შეიცავს (+ –– #)! წევრს, მაშასადამე, (-–-11+ 4731” ნამრავლი შეიცავს 
# I(#–-–/)' წევრს. მეორეს მხრით, ნამრავლები : 

(– 1) ტაბ და (–1)+,4,4", 
როცა 1? # ), არ შეიცავენ მსგავს წევრებს, რადგანაც 4, და 4#ტ/ მინო- 
რები ერთმანეთისაგან განსხვავდება ერთი სვეტით მაინც. აქედან 
გამომდინარეობს, რომ (86) ჯამი შეიცავს #I (# –-/#)!» სხვადასხვა ' 
წევრს. მაგრამ თანახმად (85) ტოლობისა, გვაქვს: 

–! (M–– #)IX=V!, 

ე· ი. (86) ჯამის წევრთა რიცხვი #) დეტერმინანტის წევრთა რიცხვის 
ტოლია. ამიტომ შეგვიძლია ვთქვათ, რომ (86) ჯამი შეიცავს ყველა 
იმ და მხოლოდ იმ წევრს, რომლებსაც 7”) დეტერმინანტი შეიცავს, 
ე. ი. 

(3) 10=(–1)” 4, ტ/, + (–1)59ტებს + ...+ (– 1)რგაგა” 

ეს უკანასკნელი თანაფარდობა გამოხატავს ლაპლასის თეორემას: 

თუ გამოვყოფთ მატრიცს, რომელიც შეიცავს #) დეტერმინანტის 

# სტრიქონს (ან სვეტებს) და მისგან შევადგენთ / რიგის ყველა 

შესაძლო მინორს, მაშინ ეჯამი ამ მინორების ნამრავლთა მათ 

ალგებრულ დამატებებზე ტოლია #) დეტერმინანტისა. 

მაგალითის სახით განვიხილოთ მეოთხე რიგის დეტერმინანტი 

ძა+ რ რი რა I 

მკ რეშე რჯ 

რეკ რჯ შევ შვა 

  9-–= 

ძმავ 4.1 ძავ “სა |”   
გამოვყოფთ რა პირველ ორ სტრიქონს, მივიღებთ მატრიცს 

(ს მ, 013 “) 

6, მა ძვ 6-%/
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ამ მატრიციდან შეიძლება შევადგინოთ მეორე რიგის მინორები: 

  

  

    

0, მა მჯ ი” რ. 0ჯა 
ბ, = , ბაბ.= , ტვ ==“ 

მ რა თ. მ» რ.ა რჯ 

მა მა რი რჩ რე რ” 
ბა = იყ რ6:= , ბგ= 

რე რმე 0M /ჩჯ რმა: მა I.       
შესაბამი ალგებრული დამატებანი იქნება: 

(-ს5ტჯ=(-+ი12) 03 შეა 

ჯ ძაპ. რბა 

C–))ი%4ი=(-–-))!+1+'+) | ი, იე, 
მეე მავ 

(–)) ბა =(--))!+2+1+! | ძევ. ძვე 
მა: იკე 

(–))“ატა'=(--))1+2+2+1 | ძე, ძეგ 

მა: მაა 

(– სბ, =(-)) ბა) | რ, “გ 
მა: შა3 |. 

(–))'აბი =(--1)+2++! | ძე, ძვე 
მა1 რიე     

მაშასადამე, დაშლა (87) ამ შემთხეევაში ასეთ სახეს მიიღებს: 

9 = ბ.ბ -- ტერი + ბებ + ტაბ, – ბ,ბს + ბაბ, = 

  

| მ... 4 | რვ მე. ' რჯ რე! , ძე მა | რCI1 რი | ძვე რვ 
=! -I 5 .. : 

| 22 ძვ: | მაე რმა. : 6991 შეე I ძევ მჯ | 0მე1 წებ მაე შავ I 

| რე რი I I მეჯ 0ს | | 0 ი | ძე( მეგ | 043 რჯა.| ( ძეჯ მე: | 
: 1. _– I « : I | · 1 · | , ჯ 

„აქ, -- ჩია რი მ |) | რა რე | რევ რეა | ' რა რაი.“     
შენიშვნა: თუ დეტერმინანტის ორ ან რამდენიმე სტრიკონში შესაბამ ადგი- 

ლებზე (ე. ი. ერთსა და იმავე სვეტებში) აღმოჩნდება ელემენტები, რომლებიც. 

ნულის ტოლია, მაშინ ლაპლასის დაშლა არსებითად მარტივდება. განვიხილოთ, 

მაგალითად დეტერმინანტი 

ძე ძეხ0 0 

88) ძე 00:00 0 _ 

( #I ჩი ხე. ბ) 

ჩი: ჩავ 0 შია | «



–- პ7პ - 

აქ პირველი ორი სტრიქკონი 

IV C53 00 

( ძე, თევ 0 90 ) 

შეიცავს მეორე რიგის მხოლოდ ერთ მინორს, განსხვავებულს ნულისაგან.”მაშა- 
სადამე, ლაპლასის დაშლა ასეთ სახეს მიიღებს 

იკე ძ-0 0 

49 943) 0 0 

ჩა ჩა ხს. 

#0 #93 ბ, ჩა: 

იჯ Cა 

  

  

I4#) 
C1) რეპ ხე, საა 

  

ამგვარად, (88) დეტერმი5ან ტის მნიშენელობა არაა დამოკიდებული 

ჩოი MI, ა, /93 
ელემენტებზე. 

სავარჯიშო. 

1, დეტერმინანტისL:თვის 

... 

ძე, ძა ძე 0 0 

Xჩ)=| Cვ3: ძა: C11ვ (კა რუს 

ი" რა 7ა რისა რაკ 

რაჯ რთა) რგე მაა Cეგგ 

დაწერეთ დაშლა მინორებად, რომლებიც შედგენილია პირველი ორი სტრიქჭო- 
ნისაჭან. 

2. წარმოადგინეთ ორი დეტერმინანტის ნამრავლი 

0. 01) Cჯვ 
ხე ხი | 

ძ31 0:31 CC 

რა რვ. ვე ხი; ხ»ა | 

  

"მეხუთე რიგის ერთი დეტერმინანტის სახით. 

- შ. გამოთვალეთ დეტერმინანტი 

2313 

34209 

1230 

4142 

იმ მინორებად დაშლის საშუალებით, რომლებიც შეღჯენილია მეორე და 
მესამე სტრიქონებისაგან.
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4. ლაპლასის დაშლის გამოყენებით გამოთვალეთ დეტერმინანტი 

2005 

3254 

5342'' 

„4523 

კითხვები თვითშემოწმებისათვის 

1. რა არის ინვერსია? 
2. რა არის ტრანსპოზი(/ია? რა გავლენას ახდენს ის ჯადანაცელებაზე? 
3, რომელ ტიპს ეკუთენის გადანაცვლება, თუ ცნობილია, რომ ის მიღებუ- 

ლია ნატურალური დალაგებით ტრანსპოზიციების ლუწი (კენტი) რიცხვით? 

4. ს» რიგის დეტერმინანტის ზუსტი განმარტება. 
5, რით არის გამოწეეული I და II წესებს ტოლფასობა დეტერმინანტის 

წევრის წინ მყოფი ნიშნის განსაზღვრისათვის? 
6, როგორ შეიძლება მივიღოთ დეტერმინანტის განსახღვრული ელემენტის 

V ადიუნქტი? 
7. რამდენ წევრს შეიცავს ადიუნქტი თუ დეტერმინანტის რიგი #-ის · 

ტოლია, 

8. დავუშვათ, რომ დეტერმინანტში შეცვლილია განსაზღვრული სვეტის 
ელემენტები; რა გავლენას იქონიებს ეს ამ ელემენტების ადიუნქტებზე? 

9. რას ეტოლება ჯამი რომელიმე სვეტის ელემენტების ნამრავლთა მეორე 

სვეტის ელემენტების ადიუნქტებზე? : 
10, როგორ უნდა მივიღოთ მოცემული მინორის მიმართ დამატებითი 

მინორი. 

11, როგორ უნდა მივიღოთ მოცემული მინორის ალგებრული დამატება? ”



თავი VIII 

წრფივი განტოლებანი და წრფივი გარდაქმნები 

· § 1. წრფივ განტოლებათა სისტეჭები 

| 1. წრფივ განტოლებათა სისტემების შესწავლისათვის განვიხი- 
ლოთ ჯერ ის შემთხვევა, როცა განტოლებათა რიცხვი უცნობთა 
რიცხვის ტოლია; ეს უცნობები აღვნიშნოთ 1, X,, . · . , Xგ-ით, ზო- 
ლო თვით განტოლებანი ჩავწეროთ ასეთი სახით: 

ძი: X, ++ ძვ X, + ... –+ 4. 1.=ხ,, 

ძე, Xე ++ ივე %ე–+ , . . + რიე Xჯ.=ხ,, · 

ი», Xე + ძიეXკ 1> ... –+ძი,.X.= ჩა. 

თუ რაიმე სისტემა მნიშვნელობებისა აკმაყოფილებს (1) სისტემის 

ყოველ განტოლებას, მაშინ ეს მნიშვნელობანი პქმნიან მოცემულ გან- 

ტოლებათა სისტემის ამოხსნას. ჩვენი ამოცანა იმაში მდგომარე- 

ობს, რომ გამოვარკვიოთ, აქვს თუ არა ამოხსნები განტოლებათა 

მოცემულ სისტემას, და თუ აქვს, სახელდობრ როგორი, 

(1) განტოლებათა კოეფიციენტები ჰქმნიან კვადრატულ ცხრილს 

(მატრიცს), რომლიდანაც შეიძლება შევადგინოთ დეტერმინანტი 

() 

ო“ 

(2) L= ა ეჯ. 

ო–ო"“"“""""""" 

თ.,. ძ ძ ი 

ამ დეტერმინანტს ვუწოდოთ მოცემულ განტოლებათა სისტემის 

დეტერმინანტი. (1) სისტემის ამოსახსნელად შეიძლება გამოვიყენოთ 
განუსაზღვრელ მამრავლთა მეთოდი, რომელიც გამოვიყენეთ VII 

თავში სამი წრფივი: განტოლების სისტემის ამოსახსნელად, თუ (1)
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განტოლებებს გავამრავლებთ შესაბამისად #I,, MI, . ·- .სე წიზე და... 

წევრობრიევ შევკრებთ, მივიღებთ: 

(6რ,M,+ 0,,ხ +... . + რიმი)X 

+(9,ის + რენ, + + .+ რარა 1 
(3) ღა" · 

+(ი სს +ძ,ვ + ...+ იაა 

= ხ,I, –+- ს,)ე–+- . . · +. ხაწი. 

ახლა 7", ეე. ა ა.ე მი მამრავლები“ ისე შევარჩიოთ, რომ კოე- 

ფიციენტები X) X ი... , X„-თან გადაიქცეს ნულად; ამისათვის 

უნდა იყოს 

რეს, + იცმა4+ . . . +-ი,.M.=9, 

როცა #>2>1;: 

თუ უკანასკნელ თანაფარდობას შევადარებთ VII თავის (58) ტო- 

ლობასთან, შევნიშნავთ, რომ >, MI, . . . , ა სიდიდეებად შეიძ- 

ლება მივიღოთ #) დეტერმინანტის პირველი სვეტის ელემენტების 

ადიუნქტები: 

თ, = „ე, შე == რე. . ·.. მო. 94... 

თუ აზ მნიშვნელობებს ჩავსვამ ი (3) განტოლებაში, მაშინ წევრე- 
ბი, რომლებიც X-, . . ., X„-ს შეიცავენ, მოისპობა, და ჩვენ მივი-· 
ღებთ 

(4) (0,I4II + მა 4I-+L.. -+ი,, 4.) X,=ხ, 4“) + ს სარ + .. –+ს.,4.. 

ტოლობის მარცხენა ნაწილში კოეფიციენტი Xჯ,-თან I) დეტერ- 
მინანტს ეტოლებაჯ| მარჯვენა ნაწილიც შეიძლება წარმოვადგინოთ 

დეტერმინანტის სახით, რომელსაც მივიღებთ #-დან პირველი სვეტის 
ელემენტების შეცვლით თავისუფალი ”,, ჩ,, ..., სხ» წევრებით (შეად. 
თავი VII, § 6, პუნქტი 2). ეს დეტერმინანტი აღვნიშნოთ 1),-ით: 

-"“” 

სხ,=ს,4)+ს,4რ4+- . . . +-ს,ტ,, = | 0:97 ·. · 

განტოლება (4) ახლა ასეთ სახეს მიიღებს 

1)X, =1,. ·
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რომ მივიღოთ განტოლება, რომელიც მხოლოდ X-ს შეიცავს, 
საკმარისია #»I,, I, ..., MI. სიდიდეებად მივიღოთ #) დეტერმინან- 
ტის მეორე სვეტის ელემენტების ადიუნქტები: 

»1= «IV LL. ი... გ => 4-ვ. 

თუ ამ მნიშვნელობებს ჩავსვამთ (3) განტოლებაში, მაშინ კოეფი- 
ციენტები 

ება. ი ...ე 

გადაიქცევა ნულად და ჩვენ გვექნება 

(019449 -+L ძი 44% -(L ... -L ძეა -4იე)X, = ხ,.4)5 -L- ხე ჩაკ -L ... ს.+.ვ 
- ანუ 

XX, = I), 
სადაც 

რ” ხ, იგ. . .ძი 

  ა». 
სე=ხ;, 4ი+ ხეთ -L ·.. + ხი. = 

  

ი,ხგძი . რია 

თანაგვარი მსჯელობა შეიძლება ჩავატაროთ ყოველი X,, Xე, ·.-, X. 

უცნობისათვის. ამგვარად მივიღებთ განტოლებათა სისტემას: 

(8) ჩ.ლ=– მ, 8» =#,,. . ., 0X.=V#,, 
სადაც »#,-ითთ აღვნიშნავთ დეტერმინანტს, რომელსაც მივიღებთ 

XX--დან #-ურ სვეტის ელემენტების შეცვლით თავისუფალი წევრებით: 

Mს.=ხ,4»ს-L ხე4#+ . · . +ნსა4ა= 
ძI) 0,ფ· + > თე) #-/ 0 6,)ხ+1 «+. შეთ 

ძე1 თლე » » » (ჩეს ჩ–; მვ თე/M+1 "ა · შეი 
(6) ხალის აამ მბია 
: ძი ძიგა: რში) Mს-1 ხ, რას Mნ1 ·..ი/იი |“. 

განტოლებათა (5) სისტემ წარმოადგენს გამოსავალი (1) გან- 

ტოლებათა სისტემის შედეგს. 

ამიტომ (1) სისტემის ყოველი ამოხსნა იქნება აგრეთვე (5) სის- 
ტემის ამოხსნა, მაგრამ შებრუნებული ყოველთვის როდია სამართ- 

ლიანი: (5) სისტეა ყოველთვის როდია პირვანდელი (1) 

სისტემის ექვივალენტი.
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მართლაც, განეიხილოთ, მაგალითად, სისტემა 

(15 2X,.-+ 3X, –- 4X, ==3, 
3, + 4Xე –– 3Xე ==7, 

% -L 21 –- 523 == –- 1. 

23 4! 
_. 

12-5, 

შემდეგ ადვილად დავრწმუნდებით, რომ #,, #,; I დეტერმი– 
ნანტები აგრეთვე ნულს ეტოლება. მაშასადამე, განტოლებანი (5) 

მიიღებენ ასეთ სახეს: 

(5) 0.X,=0, 0-ჯ,=0, 0:ჯე=0, 

ეს თანაფარდობანი სრულდება X,. X,, Xვშის ნებისმიერი მნიშვ- 

ნელობისათვის, ცხადია, რომ (17) განტოლებებზე ამის თქმა არ შე- 

იძლება: სისტემა (5“) არაა (1%) სისტემის ექვივალენტური. 

ახლა დავუბრუნდეთ ზოგად შემთხვევას, და დავუშვათ, რომ (1) 

დეტერმინანტი განსხვავდება ნულისაგან: 

ს #9. 

ამ შემთხვევაში (5) განტოლებებს აქვს ერთი და მხოლოდ ერთი 

ამოხსნა; : 

» წმ) #ჩ 
(7) #=–% %X =>) Xვ == ი“ 

ეს »,, ..., #„ მნიშვნელობანი აკმაყოფილებენ აგრეთვე გამოსა- 
ვალ (1) განტოლებათა სისტემას. ამაში შეიძლება დავრწმუნდეთ, 

თუ მე-(7) მნიშვნელობებს ჩავსვამთ (1) სისტემის რომელიმე განტო- 
ლებათაგანში. ავიღოთ, მაგალითად სისტემის პირველი განტოლება: 

(8) 0თ)1 XI + 0I9X9 ++. · . +Cთა%იგ=ნ,. 

თუ მარცხენა ნაწილში ჩავსვამთ მე-(7) მნიშვნელობებს, მივიღებთ 

  

· 1 
011 X|1 + 019 Xე +. ..· + თი “ი (თ)1LI –+- ძ)იIX + ·.· +ძ,.ს.) 

ანუ : «.
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# 

2, რ,MX == + ბ, ძე. I». 

#==1 #=I 

აქ M, შევცვალოთ მისი გამოსახულებით (6), მაშინ გვექნება: 

” ” 
. . 1 % 

2, თ.ა 10) == ი 2 რ,(ჩ, #4), + ხ,.4ა +- ... -L ხე, //,,) = 
#=1 # =1 

(9) | 1 1L, ჩ ” | 

| = ი> რაარის“ წე არამი ი..+-წ0 VI ი, 4” 
| ”L, 
თუ მხედველობაში მივიღებთ, რომ 

#=1 # =1 

” 

2) 04 1ს==C|| 4))+ი)ი 49 ++... -·+ი,.4 კო“ =7#, 

იჩ=1 

” 

ჯ თ,M4M=0)1/4,1-0)ი/ -L ·.. + თ, '4,, =: 0, 

# =1 

(#1), 

მაშინ (9) თანაფარდობის ნაცვლად მივიღებთ: 

„" 
1 

2, რაილი ხ, 0) =,, 

# =1 

ე. ი. მნიშვნელობანი (7) ნამდვილად აკმაყოფილებენ (8) განტო– 

ლებას. 7 

ამგვარად, ფორმულები (7) გვაძლევენ განტოლებათა (1) სისტე- 

მის ამოხსნას, აშ სისტემას სხვა ამოხსნები არ შეიძლება ექნეს; 
მართლაც, (1) სისტემის ყოველი ამოხსნა აკმაყოფილებს აგრეთეე. 

(5) სისტემას, ხოლო ამ სისტემას, როცა # «+ 0 ცხადია, აქვს ერ- 

თადერთი ამოხსნა, რომელიც გამოისახება (7) ფორმულებით.
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ამგვარად, თუ (1) განტოლებათა სისტემის დეტერმინანტი ნუ- 
«ლისაგან განსხვავებულია, მაშინ ამ სისტემას აქვს ერთი და მბო- 

ლოდ ერთი ამოხსნა, ჩვენ გვაქვს განტოლებათა განსაზღვრული 

სიხტემა. 

ახლა ვნახოთ, თუ რა შეიძლება ითქვას (1) სისტემის ამოხსნა- 

ზე იმ შემთხვევაში, როცა დეტერმინანტი ნულის ტოლია: #=90. 

თუ ამასთანავე #),, 1), ·., ს, დეტერმინანტებს შორის ერთი მა- 

-ინც განსხვავდება ნულისაგან, მაშინ არ არსებობს », ..., ჯ-ის ისე– 

თი მნიშვნელობანი, რომლებიც აკმაყოფილებენ (5) განტოლებას. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ (1) სისტემას აგრეთვე, არ აქვს ამოხ- 

სნები, რადგან (1) სისტემის ყოველი ამოხსნა უნდა აკმაყოფილე- 

„ბდეს (5) განტოლებებსაც. ამგვარად, ამ შემთხვევაში (1) განტოლე- 

ბანი უთავსებადია., ხოლო თუ ყველა #...,#), დეტერმი- 

-ნანტი ნულის ტოლია, მაშინ თანაფარდობანი (5) გადაიქცევა იგი- 

ვობად; რაც შეეხება (1) სისტემას, მის “შესახებ ვერ ვიქონიებთ 

მსჯელობას დამატებითი გამოკვლევის გარეშე ასეთ გამოკვლევას 

ჩავატარებთ შემდეგ (მე-4 პუნქტში) # უცნობიან » განტოლებათა 

სისტემის ყველაზე უფრო ზოგადი შემთხვევისათვის. 

მაგალითი, განვიხზილოთ განტოლებათა სისტემა 

3X – %#ე ++ ჰჯე -L 2X, = 1, 

4X, + 2X; –– 293 -L 4X, = 0. 

5ი –– % + 4Xკ + 4Xკ = --1, 

2, – 3 + 6Xვ + X, = 2. 

"სისტემის დეტერმინ,ტნტი არის: 

3-1 32 
– 4 2-24 

=|. 1) „,კI=2. 
2-8 61 

ამგვარად, 0 >« 0; ჩვენ გვაქს განსახღვრული სისტემა. გამოვიან– 
გარიშოთ L,, I,, #M,, X, დეტერმინანტები: 

1-I 32 ვ 1 32 
0 2-24 4 0-24 

9=) 1 კ) 44I=10 9= 58 1 #4 კ |)=-28, 
2-3 61 2 2 61
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3-1 12, 3-1 3 1 

4 2 04 ტტ 2-2 0 
მე = | _1- 1 ქIლ-–-160, X»= 5-1 4 _ 1|)=-4 

2-3 21 2-3 6 2 

ახლა (7) ფორმულებით მოვნაბზოთ უცნობთა მნიშვნელობანი: 

#» #ჯX · 
X= უვ =5, X-= “+: =-14, X= 54 =-8მ, Xჯ = ი = –- 2. 

სავარჯიშო. 

ამოხსენით განტოლებათა შემდეგი სისტემები: 

1. 2X+3=5 + 5Xა + 3X, = 2; 2. 3 + 4) –– 2; + 5/ = 10, 
=ი29+2X + 4Xე + 3X= – 1; 2X + 37 + 5ჯ – 4/= –2, 

3X, + 3.5 -L 6», + 5X = – 1; 4X + 5V ––- 4: –- 3/ = 7, 
40 + X +265 +2X, =2; 5X+3/+2ჯ--5= –1, 

3, (თი +1)L+ V+ი:+ 9 =C0, 

ხV; + CV + (9 ++ხ);ჯ+ M == –- 2), 
ჩჯ+(1 -– ბ)#––ი-<+(ნ ––იხჯ=(ძ + ბ)”, 
CLX -L სV -++ (თ + მ): + ი! == 02 –– თხ - ხმ, 

2. ჩვენ აქადე ვგულისხმობდით, რომ სისტემის განტოლებათა 

რიცხვი უცნობთა რიცხვის "ტოლია. ამ შემთხკევაში განტოლებათა 

კოეფიციენტები ჰქმნიან კვადრატულ სქემას, რომლიდანაც შეიძლება 

შევადგინოთ დეტერმინანტი. სხვაგვარი მდგომარეობაა იმ შემთხეე- 

ვაში, როცა განტოლებათა რიცხვი არ ეტოლება უცნობთა რიცხვს. 

განვიხილოთ, მაგალითად, სისტემა 

თ + თაი + თყვც L C++ ==ხ, 

(10) თი|X9 –+ ძი? + ძთძიევXვ2 + ძა4Xკ => ხ., 

ძე|Xე –+– რეაXგ -I- ძევXვ -L რე(Xკ == ხე. 

კოეფიციენტები აქ ჰქმნიან მართკუთხოვან (არა კვადრატულ) 

მატრიცს 

იI| ძი შე თ 

(11) 09: ძა ძხე 02! 

05) ძევ თეე თე| 

რომ საქმე დავიყვანოთ იმ შემთხვევამდე, როცა განტოლებათა 

რიცხვი უცნობთა რიცხვის ტოლია, შეიძლება გამოვიყენოთ შემდეგი
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ხერხი: ერთ-ერთ უცნობს, მაგალითად »Xკ-ს, მივანიჭოთ ნებსითი 

მნიშვნელობა, მაშინ გვექნება განტოლებათა სისტემა სამი უცნობით: 

0IIX) + თIაXი + თ|ვXგ == ხ| –– ძ)კX,) 

თ91XI –I- ძივXი –L ძავXც == ხე –“– ია:X,, 

ძ8X) -L ძვ9X9 -L (ყვჯე == ხგ –– (/0(X,. 

თუ ამ სისტემის დეტერმინანტი 

611 ძა ითI8 

ძი 0» ძავ (12) 
    ძე; ივა ძევ 

განსხვავებულია ნულისაგან, მაშინ იგი შე-ძლება ამოიხსნას. მნიშვ- 

ნელობანი, რომლებსაც ჩვენ ამ შემთხვევაში მივიღებთ X,, X;, Xე“სა- 
თვის, დამოკიდებული იქნება X,-ზე. X,-ის ყოველ მნიშვნელობას შე- 

ესაბამება X,, X,, «, მნიშვნელობათა განსაზღვრული სისტემა. თუ 

ჯეს მივცემთ ნებსით მნიშვნელობებს, მივიღებთ (10) სისტემის 

უამრავ ამოხსნას. ' 

ჩვენს მიზანს მივაღწიეთ იმ წევრების გადატანით მარჯვენა ნა- 

წილში, რომლებიც ჯ-ს შეიცავს; ამგვარადვე შეგვეძლო მოვქცეული- 

ყავით ყოველი სხვა უცნობის მიმართ; მაგრამ ამასთან არსებითია 
ის, რომ დეტერმინანტი, რომელიც შედგენილია კოეფიციენტები- 
საგან მარცხენა ნაწილში, განსხვავდებოდეს ნულისაგან. 

მესამე რიგის (12) დეტერმინანტს მივიღებთ (11) მატრიციდან 
ერთი სვეტის (მეოთხის) ამოშლით. ამგვარადვე (ამა თუ იმ სვეტის 
ამოშლით) შეიძლება მივიღოთ ამ მატრიციდან დეტერმინანტები: 

ძი თე CI4 

ძი (93 C>ჯ 

ძია ძევ ვ), 

1 

(0) 018 თ14 | CI) 019 თI+4 

ძი) რიყე იი) | 091 ძევ 09% 
თვ) რყე თეკ '. | თვ ძეა რა | 

(12) 

    

მაშასადამე, (11) მატრიციდან შეიძლება„შევადგინოთ მესამე რი- 

გის ოთხი (12) და (12) დეტერმინანტი". თუ ერთი მაინც ამ დე- 

ტერმინანტთაგანი განსხვავდება ნულისაგან, მაშინ სისტემა (10) შე- 

    

# ამბობენ აგრეთვე, რომ მატრიცი (11) ჰქმნის დეტერმინანტებს (12) 

და (12).
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იძლება ამოიხსნასს აღნიშნული ხერხით ”. იმ შემთხვევაში, როცა 
მესამე რიგის დეტერმინანტი, შედგენილი (11) მატრიციდან ნულის 

ტოლია, საჭიროა შემდგომი გამოკვლევა. 

ამ მოსაზრებებს მივყევართ მნიშვნელოვან ცნებამდე –– მატრიცის 

რანგის ცნებამდე. მატრიცის რანგი ეწოდება ნულისა- 

გან განსხვავებულ იმ დეტერმინანტის უმაღლეს 
რიგს, რომელიც მისგან შეიძლება შესდგეს. ამგვა– 

რად, თუ (11) მატრიციდან შეიძლება შევადგინოთ ნულისაგან განს- 

ხვავებული მესამე რიგის ერთი მაინც დეტერმინანტი, მაშინ ამ მა- 

ტრიცის რანგი 3-ის ტოლია. თუ შესამე რიგის ყველა დეტერმინან- 

ტი, შექმნილი ამ მატრიცით, ეტოლება ნულს, მაშინ ვიხილავთ მე- 

ორე რიგის დეტერმინანტებს. 

რომ მივიღოთ მე-(11) მატრიცის რომელიმე მეორე რიგის დე- 

ტერმინანტი, საკმარისია ამ მატრიციდან გამოეყოთ ნებისმიერი ორი 

სვეტი და ორი სტრიქონი: ამ სვეტებისა და სტრიქონების გადაკვე– 

თის ადგილას მდებარე ელემენტები ჰქმნიან კვადრატულ მატრიცს, 

რომლიდანაც შეიძლება შევადგინოთ დეტერმინანტი. ასეთია, მაგა- 
ლითად, დეტერმინანტები: 

ძი იყ! რა! თვ 

  

და ა. შ. 

  

ძელი თეს ? თე! (I(ვყ 

მეორე რიგის ყველა იმ დეტერმინანტთა რიცხვი, რომლებიც 

“შეიძლება მივიღოთ (11) მატრიციდან, არის C1-C3=>18. 

თუ (11) მატრიცის ყველა მესამე რიგის დეტერმინანტი ნულის 

ტოლია, ხოლო მეორე რიგის დეტერმინანტებს შორის არის ერთი 

მაინც ისეთი დეტერმინანტი, რომელიც ნულისაგან განსხვავებულია, 

მაშინ მატრიცის რანგი ტოლია 2-ის. 

· ახლა ვიგულისხმოთ, რომ მოცემულია ნებისმიერი მატრიცი 

იძე (ყი. . .Cი 

ძი) ICი . . .C ი (13) 8 რ. 

„„აგბ–ა 

X ასე, მაგალითად, თუ ნულისაგან განსხვავებულია დეტერმინანტი, შედტე- 

ნილი კოეფიციენტებისაგან #,, #ე, ჯX|-თან, მაშინ ეს უცნობები შეიძლება გამოვ- 

ზატოთ X.-ით.
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(13) მატრიციდან შეიძლება შევადგინოთ დეტერმინანტები, რო- 

მელთა რიგი არ აღემატება უმცირესს »! და # რიცხვებიდან. 

რომ მივიღოთ რომელიმე ამ დეტერმინანტთაგანი, საკმარისია 

გამოვყოთ , ნებისმიერად მატრიცის # სვეტი და # სტრიქონი, 

ამ სვეტებისა და სტრიქონების გადაკვეთაში მდებარე ელემენტები 

ჰქმნიან კვადრატულ სქემას რომლიდანაც შეიძლება შევადგინოთ 

# რიგის დეტერმინანტი. 

თუ (13) მატრიცის „-ზე მაღალი რიგის ყველა დეტერმინანტი 

ნულის ტოლია, ზოლო # რიგის დეტერმინანტებს შორის ერთი მა- 

ინც განსხვავდება ნულისაგან, მაშინ (13) მატრიცის რანგი ეტთ- 

ლება 1-ს. · 

განვიხილოთ, მაგალითად, მატრიცი;: 

2 0314 

3 --5427 

1 --5-2201 · 

ამ მატრიციდან შეგვიძლია შევადგინოთ შესამე რიგის ათი დე- 

ტერმინანტი. ძნელი არაა იმის შემოწმება, რომ ყველა ისინი ნულის. 

ტოლია. რაც შეეხება მეორე რიგის დეტერმინანტს, უკვე დეტერ- 

მინანტი 

29 

3.5 | 
ნულისაგან განსხვავებულია. მაშასადამე, მატრიცის რანგი ეტო- 
ლება 2-ს. 

დავუბრუნდეთ (10) განტოლებათა სისტემას. "მათ შესახებ შეიძ- 

ლება ვთქვათ: თუ კოეფიციენტების მატრიცის რანგი ეტოლება 3-ს 

(ე. ი. განტოლებათა რიცხვს ეტოლება), მაშინ (10) სისტემას აქვს 
უამრავი ამოხსნა წინააღმდეგ შემთხვევაში საჭიროა დამატებითი 

გამოკვლევა, 
3, ახლა ზოგადი სახით განვიხილოთ სისტემა # წრფივი გან- 

ტოლებისა ჯ უცნობით: 

0თ)1X, +. იკე +. . . +. იაXა=ჩ., 

(14) ძიIX, +- 0ილ +... თმირითი–=ს» 

რ,X, + 0თა%ე + . .+ თაიXა= ხა.
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ამ სისტემის კოეფიციენტები ჰქმნიან მატრიცს 

( იმ 02. ი «მი | 

რა მთ, ი. · რი» ' 
(15) 

>–>–>__–” 

ჯერ დავუშვათ, რომ ამ მატრიცის რანგი ეტოლება #:-ს, ე. ი. 

ეტოლება (14) განტოლებათა რიცხეს. ამით ჩვენ ვუშვებთ, რომ 

მატრიცი (15) შეიცავს # სვეტს მაინც, ე. ი. რომ I < #. თუ 

#»=7X, მაშინ გვექნება განსაზღვრული სისტემა (პუნქტი 1); ამიტომ 

ჩვენთვის საინტერესოა მხოლოდ ის შემთხვევა, როცა #<V, 

თუ ვამბობთ, რომ (15) მატრიცის რანგი ეტოლება 7V-ს, ეს იმას 

"ნიშნავს, რომ მისგან შეიძლება შევადგინოთ ნულისაგან განსხვავე- 
ბული „” რიგის ერთი დეტერმინანტი მაინც, დავუშვათ გარკვეულო- 

ბისათვის რომ ეს დეტერმინანტი შექმნილია პირველი ჯი სეე- 

ტის ელემენტებისაგან: 

011 ივ. თ. ·რთი 

ძე, ძლ . . 97 #0. 

„--____ 

ასეთი დაშვება არ არღვევს გამოკვლევის ზოგადობას, რადგა-” 

ნაც ჩვენზეა დამოკიდებული, თუ რომელ უცნობებს დავწერთ პირ- 

ველ ადგილებზე და აღვნიშნავთ ნომრებით 1, . ე მ). 

ახლა გადავწეროთ განტოლება (14), გადავიტანთ რა მარჯვნით 

წევრებს, რომლებიც შეიცავს X»+,, X+2 · + ·. > 2ი“ -ს: 

C11X1 + 012XX§5 +... + რთ წი ხ, – რმე) ი+1Xი +) “ა... რი?ი 

ძი)X, –I- ძ99X; <> +." L რეთ+ი = ხე –– ძვე თ41%ომე ლ თათო რიXი, 

ითანი თათით ააა თაიმააი ი.ი . ტა 2. . « 

რთ»1X, –L რო:Xე I... + რიო+ა ფ-ხთ –- ითა თ+1 %ო+1 ოთ. მთები. 

ამ სისტემას ამოვხსნით X,, #,, ... X„'ის მიმართ, ამასთან, · 

%ი+ს იეს +". ჯოს განვიხილაეთ როგორც ნებისმიერ მუდმივებს. 

ამასთან მარჯვენა ნაწილები: 

25. უმაღლესი ალგებოა
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ხყო- წე ო+ე 1ო+1 ლათ თ–– შეიXიე 
ხე –– ძე, +) ბოს თ. წია 

ს, რის ო+I Xი+1 ოთა. მიი. 

თავისუფალი წევრების როლს შეასრულებენ, 

რადგანაც დეტერმინანტი, შედგენილი კოეფიციენტებისაგან X,, 

·» X„-თან, განსხვავდება ნულისაგან„ ამიტომ ჯც X|ა, ..., XX» სა- 

თვის მივიღებთ „განსახღვრულ გამოსახულებებს, რომლებიც დამო- 

კიდებულია X»+. Mი4+) “· · X„ხე. ეს გაჭქოსახულებანი დააკმაყოფი- 

ლებენ (14) განტოლებებს. X»„+,, X»+ე) +.» 2, მნიშვნელობანი ამას- 

თან სავსებით ნებსითი რჩება. ამიტომ ამბობენ, რომ (14) სისტემის 

ამოხსნის დროს ჯაკ.ც ..., #, სიდიდენი ნებისმიერი პარამე- 

ტრების როლს თამაშობენ. ამგვარად, თუ (15) მატრიცის 

„, რანგი ეტოლება #-ს, მაშინ (14) სისტემას აქეს უამ- 
რავი ამოხსნა; ეს ამოხსნები დამოკიდებულია #–”»” 

ნებისზიერ პარამეტრზე. ამ უკანასკნელს ზოგჯერ შემდეგნაირად გა- 

მოხატავენ: (14) სისტემას აქეს ამოხსნები, რომელთა რიცხვი 

არის ლ: "ი, ამით სურთ აღნიშნონ, რომ შეგვიძლია ნებისმიერი 

კომბინირება # –– # ცვლადთა მნიშვნელობებისა, რომლებსაც შეუძ– 

ლიათ მიიღონ უამრავი მნიშენელობა, 

მაგალითი. 

3X, + 2Xკ –– 7: – 3X – 2-ს =1, 

(14) 2X, –- ჯე + 3Xე -L X, –– 31გ := 2, 
4X, + 5Xვ –- 5Xგ –– 6X, + 2:= –1. 

თუ გამოვიკვლევთ კოეფიციენტების მატრიცს 

3 2-1-3-2 
2-1 3 1-3 
4 5-5-6 1 

, 

აღმოვაჩენთ, რომ მისი რანგი 3-ის ტოლია, ე. ი. ეტოლება სისტემის განტოლე- 
ბათა რიცხვს. ამ შეჰთხვევაში დეტერმინანტი, შედგენილი კოეფიციენტებისაგან 

#, 2, ჯ- თან, ეტოლება ნულს, მაშინ როდესაც დეტერმინანტი, შექმნილი კოე– 
ფიციენტებისაგან X, ჯე, #გ-თან, განსხვავებულია ნულისაგა: 

2-1-3 

ა=I)-1 3.1 

5-5-6 

= 5, 
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_ ამიტომ მარჯვნით გადავიტანოთ წევრები, რომლებიც შეიცავს », და #ჯა-ს 
და მოცემული სისტემა ამოვხსნათ Xე Xკ ჯ-ის მიმართ: 

2. –- 1-–3პმ3ას => 1-–შჰX, + 2X,, 

–X2+63X+ X= 2-2X, + 3X,, 

5Xე –– 5Xე –– 6+X, =3 –-1-- 4+, – %. 

თავისუფალი წევრების როლს აქ თამაშობენ გამოსახულებანი 

ხე = 1 –- 3X, + 2X,, 

ხი = 2 –- 2X, + 3+,, 

.–.. 

ამგვარად, მივიღებთ 

ელ 
ჯ 
, 

ხე 3. 1 
წ) 

ხ, –5 –6 1 

22=, 2-1 –3 წყ 
-1 3 1 
5-5-6 

ანუ 

2 --2X + 3, 3, 1 
–_1 –-4L – ჯა --5, 6 

=> 

1 3», 10 31) , 

5   
დეტერმინანტი მარჯვენა ნაწილში წარმოვადგინოთ სამი დეტერმინანტის 

ჯამად (თავი VII, § 6); ამის შემდეგ «, და Xე მამრავლები “შეიძლება ჯავიტა- 

ნოთ შესაბამ დეტერმინანტების ნიშნის გარეთ: 

1-1 –3 3 –1 –3 2 –-1–3 
1 1 2 1 

Xვ -= 5“ 2 3 1 დ ვ 1 |X,+ – 3 3 1 )I= 

–1-5-6 4 5 –6 –1 -5–6 

_ 3 11 + 7 

=-5- 511 §- 

ამგვარად განესახღვრავთ ჯე და X-ს, და ჩვენ ნივიღებთ სისტემის ამოხსნას 
ასეთი სახით 

„აბრის ა-ა ჩი. 
31. 5 5 1 5 შ) 

4 7 

X = – 1 –- 2».
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ადვილია იმის შემოწმება, რომ ეს გამოსახულებანი იგივურად აკმაყოფი- 
ლებენ მოცემული სისტემის ყველა განტოლებას. ამასთან X», და #, მნიშვნელობა- 
ნი სავსებით ნებსითი რჩებიან. ჩვენ შეგვიძლია, მაგალითად, დაეუშვათ: 

. Xჯ, = 2, ჯა = 0. 

ეს ზვაძლევს 
ჯე = – 5, X1= –- 2, #=–1. 

მაშასადამე, მნიშვნელობათა სისტემა: 

#, = 2, X =–5, «ე = –- 2, ჯ, = 1, ჯე = 0. 

პქმნის (14) სისტემის ერთ-ერთ ამოხსნას, ამგვარად, როცა X, და #, ()ელადებს 
გაძლეეთ ნებსით მნიშვნელობებს, შეგვიძლი· მივიღოთ მოცემული სისტემის 
უამრავი ამოხსნა. ' 

ხსავარეჯიშო, 

იპოვეთ შემდეგ განტოლებათა სისტემის ამონახსნები: 

1. 5 + 2X + 3. –– 2X, =1, 2. 4X, -- 2% + 3«-ე == 5.) =1, 
9X, + 4. + 7Xაკ -L 3X, => 1. 6X, –- 3 + 5 –– 2X, = 2. 

3. 6X + 7) + 77 + 2! + 494 =3, 

2X + 5)» + 3ჯ; -L 5/ – 3 = 4. 

5ჯ -LL2/ + 5: –– 3/ -– 54 = 0. 

4. წინანდელივით განვიხილოთ სისტემა ”) წრფივი განტოლე- 
ბისა # უცნობით, 

რ)1X) –+ ძ)აია + ... -+L რთკაXა == ჩი 

(14) 09IX, -L 0 :ი%ი +... · “+ ძ;,იX, = ხ. 

6ი1X1 + წთევ?2 + .–.. + რისXგ = ხა. 

ზემოთ გავარჩიეთ ის შემთხეევა, «ოცა 

( ძI) თI9/, . . რი! 
(15) ძი ი... , თეთ 

I რთ მოვ. +... მოი | 

მატრიცის რანგი »I-ს ტოლია, ე. ი. განტოლებათა რიცხვს ეტოლე- 

ბა, ახლა დავუშვათ, რომ (15) მატრიცის რანგი ნაკლებია 1) ზე, თუ 
ამ მატრიცის რანგი ეტოლება ჯ-ს («<7»), მაშინ მისგან შეიძლება 

გამოვყოთ ნულისაგან განსხვავებული #» რიგის დეტერმინანტი; ასეთ.
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დეტერმინანტს ვუწოდოთ სისტემის მთავარი დეტერმი- 
ნანტი. დავუშვათ, რომ ის შექმნილია ელემენტებით, რომლებიც 
მდებარეობს პირველი სვეტისა და პირველი # სტრიქონის გადა- 
კვეთაში ”»: 

მს ში. . · რი, 

(16) 9=|) “ს 0» · · · 9. | + 0, 

–”'ი” 

7 ამოვწეროთ ()ალკე ის განტოლებანი, რომლის კოეფიციენტები 
შედიან ამ დეტერმინანტში: 

თ))X, ++ ძი% + ... +ძ.. X„=-ხ;, 

(17) რი2 + 42% +. -+ რა. 2. =-ხ, 

მარმიიენ ნ. ..« აიას =ნ 

ამ სისტემისათვის კოეფიციენტთა მატრიცის რანგი ეტოლება 

განტოლებათა რიცხვს; ამასთან # << #. თუ აღმოჩნდება, რომ #=», 

მაშენ (17) სისტემას აქვს ერთი განსაზღვრული ამოხსნა 

(პუნქტი 1); თუ ჯ» <#, მაშინ სისტემას აქვს უამრავი (თ"“”) ამო- 

ნახსნი (პუნქ. ვ) ორთავე შემთხვევაში (17) განტოლებანი თავსე- 

ბადი არიან, საკითხი მდგომარეობს იმაში, აკმაყოფილებს თუ არა 

(17) განტოლებათა, ამოხსნები (14) სისტემის ყველა დანარჩენ გან- 
ტოლებას. 

რომ გავცეთ, პასუხი ამ კითხვაზე განვიხილოთ (14) სისტემის 

რომელიმე განტოლება, რომელიც არ ეკუთვნის პირველ » განტო- 
ლებათა რიცბვს:, 

(18) ძეX, + იეX + · . · + იიაჯა= ხე: 

აქ ყ-ს ქვეშ "შეიძლება ვიგულისხმოთ ერთ-ერთი რიცხვი # -L1, . 

7ჯ+2,. . ., # რიცხვებიდან. 

ჩვენ უნდა გამოვარკვიოთ, თუ რა პირობებში (17) სისტემის 

ნებისმიერი ამოხსნა იქნება აგრეთვე (18) განტოლების ამოზსნა, 

" ასეთი დაშვება არ არღვევს ზამოკვლევის ზოგადობას, რადგანაც ჩვენზეა და– 

მოკიდებული, თუ რომელ განტოლებებს დავწერთ პირველ ადგილებზე და რო- 

მელ უცნობებს აღვნიშნავთ ნომრებით 1, 2,. „. ., M-



– კკი 

ამ მიზნისათვის გამოვიყვანოთ თანაფარდობა, რომელიც დააკავში- 

რებს (17) და 18) განტოლებათა მარცხენა ნაწილებს. 
ჩვენ განვიხილოთ 2, ჯე... ., 2, როგორც დამოუკიდებელი 

ცვლადები. (17) და (18) განტოლებათა მარცხენა ნაწილები წარ- 

მოადგენენ, ამ ცვლადების წრფივ ერთგვაროვან ფუნქციებს (წრფივ 

ფორმებს, შეად. თავი 11, § 1): 
/ 

#/,ლ=0)IX, + ი,აX, + ...+ ი«,აXა= საუთ 

/,==1 

” 
= 

ჟ#ე=059|X) -L 0=X, + · .. –+> ძეს Xა= სა რეაXM 
#==1 

ა 
/„=0,, + ი, X -+ ·.. + იი ჯა= 2 რას 

/,==1 

” 

ჟ#ა=0ძე|X, + მეეე... + რეა%Xა == 2, რეაბ2ი. 

/#==1 

დავამტკიცოთ, რომ ეს ფორმები ერთმანეთთან დაკავშირე- 

ბული არიან წრფივი თანაფარდობით. მართლაც, (15) მატრიცის 

რანგი, დაშვების თანახმად, ჯ-ს ტოლია. ეს იმას ნიშნავს, რომ ამ 

მატრიცის ჯ+1 რიგის ყველა დეტერმინანტი ნულის ტოლია. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ შემდეგი სახის ყოველი დეტერ- 

მინანტი ' 
თძ11 ი0ძ19... მჯ ი 

თ9 რ#-2. . . მე. მეჩ 

(2თ ინმ თმთა 
„ვ ” 

ძი; რეგ. · · წი მი 

ნულის ტოლია, ამასთან # ნიშნავს ერთ-ერთ რიცხვს 1, 2, .: #- 

მართლაც, თუ # ==7, მაშინ (2001 დეტერმინანტი ეტოლება ნულს, 
რადგან იი შეიცავს ორ ერთნაირ სვეტს; ხოლო თუ ს >», მაშინ ის ეტო- 

ლება ნულს, რადგან იგი წარმოადგენს (15) მატრიცის „ + 1 რიგის დე-
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ნანტს. თუ შევცელით # მაიშენელობას, მაშინ (20) დეტერმინანტის 

უკანასკნელი სვეტის ელემენტებიც შეიცვლება, მაგრამ ამ ელემენ- 

ტების ადიუნქტები უცვლელი დარჩება (თავი VII ა 6, პუნქტი 2). 
ეს ადიუნქტები აღვნიშნოთ „7,, 24, . .· .ს, 4, 4“,კთი. შევნიშნოთ, 

რომ „4, ადიუნქტი ეტოლება ჩვენი სისტემის მთავარ დეტერმინანტს: 

თ0II (#9. . .ი»- I 

(21) 4,=| 0» წი. . . ია IL. 0, 
.. | 

თ. იიი... ! 

დეტერმინანტი (20), როგორც დავიჩაზეთ, ეტოლება ნულს. თუ 

მას დავშლით უკანასკნელი სვიტის ელემენტებით, მივიღებთ: 

(22) ი,.4, + 0,4 LC ...+ 4ა4-“+- /»„4,=0, თC=1, 9, ..., #). 
„გავამრავლოთ ახლა (19) ფორმები შესაბამისად „7,, 7, ..., +, 4, 

ადიუნქტებზე და მიღებული ნამრავლები შევკრიბოთ: 

M# 

VI 4 +4#+6+-.::-+ 4-/ + 4-/-= 9 4, 0, # + 
' M=1 

” " " 

+ 2460 M%0+...+ 2) 4 ია % + 1 46» » = 
#=1 #=>I #==1 

”" 

.= 2 (4,0, -L 4.0,-+... + 4-ძი + 42) X.. 
#=1 . 

(22 თანაფარდობის ძალით მარჯეენა ნაწილი იგივურად იქცევა 

ნულად, და ჩვენ მივიღებთ 

(23) 4.0 + 4 /ე +... 4 + 4, /,==9. 

ეს თანაფარდობა იგივეობას წარმოადგენს X», ჯე, .+. X„ (კელა- 

დების მიმართ; ის. გვიჩვენებს, რომ /#,, /, , + ·/ს /, ფორმები 

შებმული არიან წრფივი დამოკიდებულებით”; ამასთან არსებითია,. 

M ჩვენ ვლაპარაკობთ წრფივ დამოკიდებულებაზე, რადგან მარცხენა ნაწილი. 

(23) წრფივია /,, /:,. « +) /“, /ი-ს მიმართ.
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რომ 4ც 4. .· .,ე 4, 4, მუდმივ კოეფიციენტებს შორის ერთი 

მაინც განსხვავებულა ნულისაგან. მაგალითად. 

. #X8, 
თუ XX, XV). · .) X ცვლადებს მივაწერთ იმ მნიშვნელობებს, 

რომლებიც აკმაყოფილებს (17) განტოლებებს, მაშინ /#,, /,, L.-, /# 

ფუნქციები გადაიქცევა შესაბამისად ხ,, ხ,, , . . , ხ,-ად. თუ აღმო- 

ჩნდება, რომ ეს X,, X,, . . ., X„ მნიშვნელობანი აკმაყოფილებენ 

აგრეთვე (18) განტოლებას, მაშინ #, ფუნქციაც მიიღებს ჩ, მნიშვნე- 

ლობას; ამ შემთხევევაში (23) თანაფარდობა მიიღებს ასეთ სახეს: 

(24) 4,ხ, + 4, + . · . + 4.ხ- + 4,ნ, => 0. · 

ამგვარად, იმისათვის, რომ განტოლებათა (17) სისტემის ყოვე- 

ლი ამობსნა იყოს (18) განტოლების ამოხს5აც, საჭიროა თავისუფალ 

ხ,,ხც . . „კხ, ხნ, წევრებს შორის არსებობდეს იგივე 

დამოკიდებულება როგორც /#, /;. . .,/ი # ფორ- 
მებს შორის არსებობს, 

ადვილად შეიძლება ღავრწმუნდეთ, რომ ეს პირობა საკმარისიც 

იქნება. მართლაც, დავუშვათ, რომ თანაფარდობა (24) სრულდება. 

თუ (23)-ს გამოვაკლებთ (24)-ს, მივიღებთ 

(25) 4,(, – ხ,)+- 4:(#,– ხე) +- .-. + 4(/-–-ხ) +4:(ს– ხ,)=9. 

ჩწ7.. · · 2» (ე)ვლადებს ახლა მივაწეროთ მნიშვნელობანი, რომელ- 
ნიც აკმაყოფილებენ (17) განტოლებებს; მაშინ / –- ნც .../, –ხ, 

სხვაობანი იქცევა ნულად, და ჩვენ გვექნება 

4/–– ხ,)==0 

ან, რადგანაც 

4, #9, 

# –– ხე=9, · 

ე. ი. (18) განტოლებაც დაკმაყოფილებულია, · 

ამგვარად, თანაფარდობა (24) გამოხატავს პირო- 

ბას, რომელიც აუცილებელია და საკმარისი იმი- 

ი სათვის, რომ X,, X,)··.,X მნიშვნელობებმა, რომლე- 

ბიც აკმაყოფილებენ (17) განტოლებებს, დააკმაყო- 

ფილოს აგრეთვე (18) განტოლებაც.
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ახლა შევნიშნავთ, რომ (24) ტოლობის მარცხენა ნაწილი შეიძ- 
ლება წარმოვადგინოთ დეტერმინანტის სახით (თავი VII, § 6, პუნქ- 

ტი 2) რომელიც (20) დეტერმინანტისაგან განსხვავდება იმით, 

რომ უკანასკნელი სვეტის იყ, ი,,, ·. - ძი, ელემენტები შეცვლილია 

შესაბამისად #,, ნ,, ..., ჩე ელემენტებით; ამგვარად, (24) პირობა 
შეიძლება ჩავწეროთ ასეთი სახით; 

თ) იI9. . . რი, ხ, 

ირა ძლ. .·. . ი ნ, 

(24) ”თ»” '”““”. 
ლა'სა''“'“"'" 

-'”” 

ამ ტოლობის მარცხენა ნაწილის დეტერმინანტი მიიღება მთა- 

ვარი (16) დეტერმინანტიდან, თუ მას შევავსებთ ქვევიდან სტრი- 

ქონით, რომელიც შედგენილია (18) ტოლობის, ძეც, . · ; ი, კოე- 
ფიციენტებისაგან, ხოლო მარჯვნით -– შესაბამი თავისუფალი წევრე- 

ბის სვეტებით. ამ სახის დეტერმინანტს ეწოდება (14) განტოლებათა 

სისტემის დამახასიათებელი დეტერმინანტი. 

(14) სისტემის ყოველ განტოლებას, რომელიც არაა შესული (17) 

სისტემი შემადგენლობაში, ე. ი. შემდეგი სახის ყოველ განტო- 

ლებას: 

იეX, + ძე% LL... + ძეა+, == დ, .·(2=”+1, 7 +2, -· » 7) 

“შეესაბამება მისი დამახასიათებელი დეტერმინანტი: 

ძI) 01) · · .9- ხ, 

თე 9 თვ. წა 
(26) ბე= ა. .აიია 

ი, რა. . .0.ხ, 

იი ი · 0, ხა 

რადგანაც 4 ინდექსმა შეიძლება მიიღოს #7 + 1, ”7+2,. : .ე » 

მნიშვნელობანი, ამიტომ (14) სისტემისათვის შეიძლება შევადგინოთ 

ი–– 7 დამახასიათებელი დეტერმინანტი. 

იმისათვის, რომ X, XX, . .,ე X. მნიშვნელობანი, რომლე- 

ბიც ჰქმნიან (17) სისტემის ამოხსნას აკმაყოფილებდეს (14) 

სისტემის რომელიმე განტოლებას, რომელიც არაა შესული (17) სის-
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ტემის შემადგენლობაში, აუცილებელია და საკმარისი, რომ შესაბა- 

მი დამახასიათებელი დეტერმინანტი ეტოლებოდეს ნულს; იმისათვის, 

რომ ეს X,ც.. . .,ც #, მნიშვნელობანი აკმაყოფილებდეს (14) სისტე- 

მის ყველა დანარჩენ პირობას, აუცილებელია და საკმარისი, რომ? 

ყველა დამახასიათებელი დეტერმინანტი ეტოლე- 

ბოდეს ნულს, : 
თუ ეს პირობა შესრულებულია, მაშინ (14) სისტემის ამოხსნა 

დაიყვანება (17) სისტემის ამოხსნამდე. უკანასკნელს, როგორც დავი- 

ნახეთ, აქვს ერთი განსაზღვრული ამოხსნა, როცა «==# ხოლო, როცა 

X<I, მაშინ მას აქვს უამრავი ამოხსნა. ორთავე შემთხვევაში (14) 

სისტემა შეიძლება ამოიხსნას. 

თუ ერთ-ერთი დამახასიათებელი დეტერმინანტთაგანი გა ნსხ- 

ვავდება ნულისაგან, მაშინ (17) სისტემის არც ერთი ამოხსნა არ 

დააკმაყოფილებს შესაბამ (18) განტოლებას. ამგვარად, ამ შემთხეე- 

ვაში არ არსებობს ისეთი ჯ, XX). .·. .ს#% მნიშენელობანი, 

რომლებიც აკმაყოფილებდეს ერთდროულად ყველა (14) განტოლე- 

ბას; ეს განტოლებები უთავსებადოა. 

ამგვარად მივდივართ შემდეგ დასკვნამდე: 

იმისათვის, რომ (14) განტოლებათა სისტემას 

ჰქონდეს ამოხსნები, აუცილებელია და საკმარისი, 

რომ ყველა დამახასიათებელი დეტერმინანტი 

იყოს ნულის ტოლი. 

თუ ეს პირობა შესრულებულია, მაშინ (14) სისტემას აქვს ერთი 

განსაზღვრული ამოხსნა, თუ 7=#, ხოლო, თუ 7<%, მაშინ მას აქვს 

უამრავი (თ"–') ამოხსნა, 

შენიშვნები, (14) სისტემის თავსებადობის პირობა სხვა სახი- 

თაც შეიძლება გამოვხატოთ. ეს სახე მოგვცა კაპელიმ. ამ მიზ- 

ნით (15) მატრიცთან ერთად, რომელიც შედგენილია (14) განტო- 
ლებათა კოეფიციენჯებისაგან, განვიხილოთ მატრიცი, რომელსაც 

მივიღებთ (15)-დან თავისუფალ წევრთა სვეტის შემოერთებით: 

თ) 0. ·. . რიმ, I 

(27) ძი ძთ . .· ·. ია» ხ, 

· I. ეღ-__
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ამ „გაფართოებულიბ მატრიცის «ანგი ყოველ შემთხვევაში არაა- 
#-ზე ნაკლები; მეორეს მხრივ, ადვილად შეიძლება დავინახოთ, რომ 
ის არ შეიძლება #+1-ზე მეტი იყოს. 

მართლა), დავუშვათ, რომ (27) მატრიცი ჰქმნის ნულისაგან გან- 

სხვავებულ #-++2 რიგის დეტერმინანტს. ასეთი დეტერმინანტი აუ- 

ცილებლად უნდა შეიცავდეს თავისუფალ წევრთა სვეტს, რადგან 
კოეფიციენტთა (15) მატრიცის რანგი ეტოლება ჯ-ს. თუ „მ დე“ერმი- 

ნანტს დავშლით უკანასკნელი სვეტის ელემენტებით, მაშინ კოეფი- 
ციენტები იქნება » - 1 რიგის მინორები, შედგენილი (15) მატრი- 
ციდან. ყველა ეს მინორი ეტოლება ნულს, მაშასადამე, თვით დე– 
ტერმინანტი არ შეიძლება განსხვავდებოდეს ნულისაგან. 

ამგვარად, (27) მატრიცის რანგი შეიძლება ეტოლებოდეს ან 7-ს, 

ან ჯ-L1.ს. თუ რანგი ეტოლება ჯ-ს, მაშინ ყველა დანახასიათებელი: 

დეტერმინანტი · ნულია, რადგან ისინი წარმოადგენენ # + 1 რიგის 

დეტერმინანტებს, რომლებიც შექმნილია (27) მატრიცით. ამ შემთ- 

ხვევაში (14) განტოლებათა სისტემა შეიძლება ამოიხსნას, 

თუ (27) მატრიცის რანგი ეტოლება #-+1-ს, მაშინ (14) სის- 

ტემა უთავსებადოა,: მართლაც, ამ შემ»ხვევაში (27) მატრიციდან. 

შეიძლება შევადგინოთ ნულისაგან განსხვავებული #-L 1 რიგის დე– 

ტერმინანტი. ეს დეტერმინანტი (აღვნიშნოთ იგი 4ტ-თი) უნდა შეი- 

ცავდეს თავისუფალ წევრთა სვეტს. 4 დეტერმინანტის მინორებს 

შორის, რომელნიც შეესაბამება ამ სვეტის ელემენტებს, ერთი მა- 

ინც უნდა იყოს განსხვავებული ნულესაგან (წინააღმდეგ შემთხვევა- 

„ში 4 =0). თუ ამ მინორს (# რიგისა) მივიჩნევთ (14) სისტემის მთა- 

ვარ დეტერმინანტად, მაშინ ბ დეტერმინანტი იქნება ერთ - ერთი 

დამახასიათებელი დეტერმინანტი. რადგანაც 4 #0, ამიტომ (14 

განტოლებანი უთავსებადო არიან. 

ამგვარად, განტოლებათა (I4) სისტემა შეიძლება 

ამოხსნილ იქნეს მხოლოდ და მხოლოდ იმ შემთხვე- 

ვაში, როცა „გაფართოებული (27) მატრიცის რან- 

გი (15) მატრიცის რანგს ეტოლება. ხოლო თუ ():) მა– 

ტრიციდან (27) მატრიცზე გადასვლისას ადგილი 

აქვს რანგის აწევას, მაშინ (14) განტოლებათა სის- 

ტემა უთავსებადოა. 

2. თუ მატრიცის გამოკვლევის დროს ჩვენ აღმოვაჩენთ, რომ 

ამ მატრიცის რაიმე » რიგის დეტერმინანტი ნულისაგან განსხვავე–
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ბულია, მაშინ შეიძლება დავასკვნათ, რომ მატრიცის რანგი ჯ-ზე 

დაბალი არაა, რომ დავადგინოთ, არის თუ არა რანგი მაღალი 

ვიდრე „, ამისათვის საჭიროა განვიხილოთ ჯ + 1 რიგის დეტერმი- 

ნანტები და გამოვარკვიოთ არიან თუ არა ისინი ნულის ტოლი. 

მატრიცის რანგის გამოსარკვევად შეგვიძლია ვისარგებლოთ შემდე- 

„გი დებულებით: 
თუ მატრიცის გ-მოკვლევის დროს გამოირკვა, რომ 

გ) ამ მატრიცის გარკვეული # რიგის დეტერმინანტი ნულიხა- 

გან განსხვავებულია, 

ს) + 1) რიგის ყველა დეტერმინანტი, რომელთათვისაც ეს 

დეტერმინანტი წარმოადგენს მინორს, ნულის ტოლია, მაშინ მატრი- 

„ციხ რანგი 7-ის ტოლია. 

ამგვარად, აუცილებელი არაა განვიხილოთ ყველა »-+-) რიგის 

დეტერმინანტი: საკმარისია გამოვითვალოთ მხოლოდ ის დეტერმინან- 

ტი, რომელთათვის გარკვეული 7 რიგის დეტერმინანტი წარმოადგენს 

მინორს. 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ #-ით განსახილავი მატრიცის სეე- 

ტის რიცხვი. თუ #=/, მაშინ ამ მატრიციდან არ შეიძლება შევად- 

გინოთ ჟ-ზე მაღალი რიგის დეტერმინანტები. თუ ასეთი მატრიცი- 

“საგან შეგვიძლი» შევადგინოთ ნულისაგან განსხვავებული ერთი მა- 

ინც # რიგის დეტერმინანტი, მაშინ ამ მატრიცის რანგი ჯ-ის ტოლია. 

ამიტომ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ #=-/” შემთხვევისათვის 

·თეორემა სამართლიანია. 

ახლა დავუშვათ, რომ ჯ-ის გარკვეული მნიშვნელობისათვის თეო- 

რემა Lამართლიანია; დავამტკიცოთ, რომ იგი სამართლიანია # ++ 1 
-მეიშვნელობისათვისაც. 

ვთქვათ, მოცემულია მატრიცი, რომელიც #-L1 სვეტს შეიცავს: 

ქეა“. 

(27) მა| ძ5 6." . რით» ხ, 

| მიოვწმი... როინი I. 

ზოგადობის შეუმცირებლად, შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ # 
რიგის დეტერმინანტი: :
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რთ რი). 6. .ი. 

(27ხ) ძე მკვ. . · რმე- 

“, -#,ე .. .ი” 

ნულისაგან განსხვავებულია, ხოლო #+1 რიგის ყველა დეტერმი- 
ნანტი, რომელთათვის (27) დეტერმინანტი არის მინორი, წულის 
ტოლია. 

დაშვების თანახმად, 

| ძი. · .ი» | 

ძი! რი9 0. · · შეი 

____ 

მატრიცისათვის, რომელსაც აქეს # სეეტი, თეორემა სამართლიანია, 
რადგანაც ამ მატრიცისათვის თეორემის პირობა შესრულებუ- 

ლია, ამიტომ ჩვენ შეგვიძლია ვთქვათ, რომ მისი რანგი 7-ის ტოლია, 
ახლა, განვიხილოთ შემდეგ 'განტოლებათა სისტემა: 

ძ)სX, + თა +. . . +ირა1ი=ხა 

იაI%, -L იძა9Xე + . , . + ი,გ+.=Mე 
––»··“”” "" .. 

C»1X, + რიე+Xე + უი. + რიაბალ=ხი, 

ამ განტოლებათა სისტემისათვის მთავარ დეტერმინა5ტად შე- 

გვიძლია მივიღოთ (27) დეტერმინანტი. მაშინ დამახასიათებელი დე- 

ტერმინანტები იქნება X-+– 1 რიგის დეტერმინანტები, რომელთა- 

თვის (27) დეტერმინანტი არის მინორი. მაგრამ, პირობის თანახმად, 

ასეთი დეტერმინანტები ყველა ნულის ტოლია. 

მაშასადამე, (270) სისტემა ამოხსნადია და ამიტომ, 1-ლი შენიშე- 

ნის ძალით, რანგი (27) მატრიცისა, რომელსაც აქვს # +1 სვეტი, 

უტოლობა 1-ს. 

მაშინ ამ მატრიცისათვის თეორემა სამართლიანია. ამრიგად, 

ჩეენ დავამკიცეთ, რომ 

2) #==» შემთხვევისათვის თეორემა სამართლიანია; 
ხ) თუ თეორემა სამართლიანია ჯ-ის გარკვეული მნიშვნელობი- 

სათვის, მაზინ იგი სამართლიანია # + 1 მნიშვნელობისათვისაც. 

(27ი
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ამით დადგენილია, რომ თეორემა სამართლიანია V-ის ყოველი 

'-მნიშვნელობისათვის. 

მაგალითი, 

განვიხილოთ სისტემა: 
2L - 1+306- X=1, 
4X, –– 23 –- 5M# –– 3X, = 3, 

–4X, + 21 –– 3Xვ + 5X, = – 5. 

რომ განვსახღეროთ რანგი კოეფიციენტთა მატრიცისა: 

2-1 3 –1 

·“(I) 4-2 5-3 

–=4 2-3 5/, 

უწინარეს ყოვლისა უნდა შევნიშნოთ, რომ ამ მატრიცის მეორე რიგის დეტერ- 
მინანტები, ყველა როდია ნულის ტოლი; მაშასადამე, მატრიცის რანგი არაა 2-ზე 

ნაკლები. რომ განვსახღვროთ, ეტოლება თუ არა ის 2-ს ან 3-ს, მატრიციდან 

გამოვყოთ მეორე რიგის განსაზღვრული დეტერმინანტი, რომელიც არ ეტოლება 
ნულს. ავიდოთ, მაგალითად, დეტერმინანტი. 

–13 
(Iს ; =1, 

–25I 
რომელიც შექმნილია კოეფიციენტებისაგან ჯა და «კ-თან პირველ ორ განტოლე- 
ბაში. ეს დეტერმინანტი წარმოადგენს მინორს მესამე რიგის ორი დეტერმივან- 
ტისათვის: 

2-1 3 –1 3-1 
4-2 5 –2 5-3 

–4 2-3, 2-3 §I 
ორთავე ეს დეტერმინანტი არის ნულის ტოლი. მაშასადამე, (L) მატრიცის 

-რანგი ეტოლება 2-ს. ახლა შეგვიძლია (11) დეტერმინანტი მივიჩნიოთ სისტემის 
მთავარ დეტერმინანტად. დამახასიათებელი დეტერმინანტი (ამ შემთხვევაში – 
ერთ-ერთი) იქნება ზ“ 

|–1 3 1I| 

I-–2 5 3 

2-=3-5, 

ეს დეტერმინანტიც ნულს ეტოლება; მაშასადამე, სისტემას აქვს ამოხსნები. 

რომ ვიპოვოთ ისინი, ავიღოთ ის განტოლებანი, რომელთა კოეფიციენტები შე- 

დიან მთავარ დეტერმინანტში (II): 

2 1 + 3-- %X,=:1, 

4X –- 25% + 5Xვ _ 3. = ქ;
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გვაქვს რა მხედველობაში, «ომ მთავარი დეტერმინანტი შექმნილია X, და X-ის 
“კოეფიციენტებისაგან, წევრები X, და »კ-ით გადაგვაქვს მარჯვნით: 

– X +3=1–-2 + ”, 
–- 2X + 5Xკ = 3 –- 4X, -L- 3ჯ,. 

ამოვხსნათ ეს განტოლებანი 2) და #-.ის მიმართ, მივიღებთ: 

2 ლ=–1-–7: Xა=-4+2% –-4X. 

ადვილი შესამოწპებელია, რომ ეს მნიშვნელობანი აკმაყოფილებენ სამივე 
განტოლებას. · 

სავარჯიშო, 

გამოიკვლიეთ შემდეგი განტოლებათა სისტემა: 

4, 11-, ++ 2Xე + 5Xე -+L 4X, == 13, 2, 2+X, -L 11+, -L 47Xე -L 5+.=ქ3, 

9X, –– 13Xე -L 2%ე –– 3» = –-4, 5" + 3X, + 3+-, + 2X,=4, 

4 + 9Xე + 35 + 5Xკ = 13. 9X + 4Xკ -L 5+ვ ++ 3X)=8. 

ვ. 8, – 5+ –- 2Xგ –- 4X, == –- ქ, 

2X, -+L 3X, + 2Xეკ -L 6X, == –– 11, 

5X, + 2 – 3 -–– 2Xჯ =8, 

4X, –– 4X, + 5Xვგ -L 7X, = – 30, 

5. წრფივ განტოლებათა სისტემის ამოხსნის საკითხი, როგორც 

დავინახეთ, დაკავშირებულია ფორმების წრფივად დამოკიდებულების 

საკითხთან. შევჩერდეთ ამაზე უფრო დაწვრილებით. 

განვიხილოთ წრფივ ფორმათა სისტემა 

#1=0)1%, -L- ი19Xე + . · + ძიას 

(28) 7 ურშიობ.; . შირ როლ 

#/ი=0»)X, + მთაXე +. ·.+ რთიXი 

ჩა ჩათ. ../ ფორმებს ეწოდებათ წრფივად დამოკი-· 

დებული, თუ არსებობს C,, ი... .ს („ რიცხვები, რომლებიც 

აკმაყოფილებენ შემდეგ ორ პირობას: 

1) ადგილი აქვს ტოლობას 

429) იჩ“ირიცი+-. · · “+ (ო/,=9, 

2) 6 0ეე ·+ 0. რიცხვებიდან ერთი მაინც განსხვავებულია ნ» ული- 

საგან. 
თუ კი «, რიცხვები, რომლებიც ამ პირობებს აკმაყოფილებენ, 

"არ არსებობს, მაშინ ფორმებს ეწოდებათ წრფივად დამოუკიდებელი.



<= 4ხს –-– 

აქ აღვნიმნოთ შემდეგი თვისება, რომელიც უშუალოდ გამომდი- 

ნარეობს განსაზღვრიდან: თუ (28) ფორმებს შორის არის / ფორმა 

წრფივად -–– დამოკიდებული (#</!), მაშინ ,/, /:. . .) /თ ფორ- 
მებიც წრფივად დამოკიდებულია. 

დავუშვათ, რომ ფორმები 

.. .-"... 

წრფივად – დამოკიდებულია; ეს იმას ნიშნავს, რომ ადგილი აქვს 

ტოლობას. 

(30) იი +ი5იჩ+ · .· .C6#/=0 

ამასთან იც ი.) . . .,ე ს რიცხვებს შორის ერთი მაინც განსხვავდე- 

ბა ნულისაგან, ტოლობა (30) შეიძლება ჩავწეროთ ასეთი სახით: 

ფი «ჩაით ...+-ით/ + თ4+1M4+) + - ·.+ თ /თ ==9, 

სადაც C+ც ·· ა» („ არიან ნულის ტოლი. რადგან «კ, 6, ·· » (თ კოე- 

ფიციენტებს შორის ერთი მაინკ არის განსხვავებული ნულისაგან, 

ამიტომ /,). , ., /, ფორმები წრფივად დამოკიდებულია. 

ამგვარად, თუ /#), #1, · · 1 #/» ფორმები წრფივად და– 

მოუკიდებელია,მაშინ მათ შორის ყოველიM#V ფორმა 

წრფივად დამოუკიდებელია. 
თუ (29) თანაფარდობაში ი„ კოეფიციენტი განსხვავებულია ნუ- 

ლისაგან, მაშინ ეს თანაფარდობა შეიძლება წარმოვიდგინოთ შემ- 

დეგი სახით: 

  

2 2 ბი ____ 
ანუ 

(31) /ი=Iს) #0 + ა /7+.. ..+ მი /ი-ს 

სადაც 

ს=–--5 06=1, 2, . . ., ზ-- 1). 

ამ „შემთხვევაში ჩვენ ვიტყვით, რომ # ფორმა დამოკიდებულია 

ჩე) /ე2 + + .) /.- “ზე. ამგვარად // ფორმა დამოკიდებულია 

ჩევ /ვვ ა . „.,/,-კ-ზე, თუ არსებობს ისეთი ს. · -:სM- 

რიცხვები, რომლებისათვისაც ადგილი აქვს (31)) ტო-
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ლობას, რა პირობებშია /,,. . ., / ფორმები წრფივად დამოუკი- 
დებელი? პასუხი რომ გავცეთ ამ კითხვაზე, განვიხილოთ ამ ფორმე- 

ბის კოეფიციენტებისაგან შემდგარი მატრიცი: 

(CთII ძი). . .“რი | 

რი რი - . · შეი 

· · · 4 · · · 

რო მოვ. თ. . როგ). 

იმისათვის, რომ ფორმები (2მ) წრფივად დამოუკიდებელი იყოს 
აუცილებელია და საკმარისი, რომ (32) მატრიცის რანგი ეტოლე- 
ბოდეს #L-ს, ე. ი, ტოლი იყოს ფორმების რიცხვისა. 

დამტკიცება. 1, პირობის საკმარისობა, დავუშვათ, 
რომ (32) მატრიცის რანგი #I-ის ტოლია; დავამტკიცოთ, რომ ფორ– 
მები წრფივად-––დამოუკიდებელია. ამ მიზნისათვის ამოვარჩიოთ ნებ- 
სითად ?ჩ რიცხვი ხე. · „ერი და განვიხილოთ განტოლებათა 
სისტემა 

/#.=ხ. ) ==ჩე, . · "ა/ო ჩი; 

რადგანაც მატრიცის რანგი I-ის ტოლია, ამიტომ ამ სისტემას აქვს 
ამოხსნები. ამგვარად, შეგვიძლია განესაზღვროთ X,, ..., #. ისე, 

რომ (28) ფორმებმა მიიღოს ნებსითად მოცემული მნიშვნელობანი. 
ამავე დროს კი, ფორმები რომ შებმული ყოფილიყო (29) სახის და- 

მოკიდებულებით, მაშინ მათი მნიშვნელობანი არ შეიძლებოდა ნებსი– 

თი ყოფილიყო. : 

2, პირობის აუცილებლობა. თუ (28) ფორმები წრფიგად 

დამოუკიდებელია, მაშინ (32) მატრიცის რანგი ეტოლება #L-ს. და- 

ვეუშვათ რომ (32) მატრიცის რანგი ტოლია ჯ-ის, ამასთან #<7#7; 

ეს იმას ნიშნავს, რომ (32) მატრიციდან შეიძლება გამოეყოთ ნული- 

საგან განსხვავებული # –- რიგის დეტერმინანტი, მაშინ, როდესაც ამ 
მატრიცის ყველა #-+1 რიგის დეტერმინანტი ნულის ტოლია. ზო- 

გადობის შეუმცირებლად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ ნულისაგა§ 

განსხვავებული # რიგის დეტერმინანტი ზექმნილია /,, #. . · .) # , 
„ფორმების კოეფიციენტებისაგან. ეს ფორმები წრფივად დამოუკიდე- 

ბელი არიან, რადგანაც მათი კოეფიციენტები ჰქმნიან # რანგის მატ- 
რიცს. თუ ამ ფორმებს შევუერთებთ რომელიმე დარჩენილს, მაგა- 

ლითად, /,-ს, მაშინ /,, /., ++. /ს # ფორმები შებმული იქნება 

26. უმაღლესი ალგებრა ' " | ·
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წრფივი დამოკიდებულებით, როგორც ეს წინა პუნქტში დავინახეთ. 
მაგრამ მაშინ #,ც /,, «+. /„ ფორმებიც წრფივად დამოუკიდებელია 
(იხ, თვისება, აღნიშნული ამ პუნქტის დასაწყისში), რაც ეწინააღმ- 
დეგება დაშვებას. 

შენიშვნა. თუ (32) მატრიცის რანგი #-ს ტოლია, მაშინ, 
როგორც ზემოთ დავინახეთ, (28) ფორმებს შორის შეიძლება ავარ- 
ჩიოთ #» წრფივად დამოუკიდებელი ფორმა. პირიქით, (28) ფორმები- 
დან ყოველი »+-1 ფორმა შებმულია წრფივი დამოკიდებულებით, 

რადგანაც კოეფიციენტების მატრიცის რანგი ნაკლებია ფორმების 
რიცხეზე. 

ამგვარად, # რანგი წარმოადგენს წრფივაღ დამოუკიდებელ ფორ- 
მათა მაქსიმალურ რიცხვს (28) სისტემაში. 

6. მე-4 პუნქტში მიღებული შედეგები გამოვიყენოთ # უცნობი- 
ანი (#1 +–1) განტოლებათა სისტემის გამოკვლევისათვის: 

თ,1X, –L ძ,ვკ% + ... + რ,ეXი= წე, 

Cთ,1%X; -L ძე:%ე შიო: .+ რობის 
ცხMო",”'” ..... –_ 

რ0ი1X) –+ რი:Xა + ... + რი»Xი == ·, 

მი+%4+-ძი+ეაXე ი... “+ რი +იჯი=ხი+: 

უნდა გამოვარკვიოთ, რა პირობებში აქვს ამ სისტემას ამოხსნა. 

მე-4 პუნქტის 1! შენიშვნის ძალით, ამისათვის აუცილებელია და 
საკმარისი, რომ მატრიცებს: 

  

  

(0II ძი ი ...9მი | | იII იძი ·. ...-» ხ |) 

ძიL 69 . გ.ა ი. შე ძი ძთ · · ა > რი შე 

64% ა თოვა რეები 
რიკ რივ „...მი ძიკ ძო თ. .-. . მი ხ, 

Lრ.+, თრივევი:.. რი-)ი! | რ»ი»+1ა)1 რო+118 +. #ი+1ო ბი+L) 

ჰქონდეთ ერთი და იგივე რანგი. მაგრამ პირეელი ამ მატრიცთა- 
განის რანგი არ აღემატება #-ს, რადგანაც ის შეიცავს სულ ჯ» სვეტს. 
ამიტომ იმისათვის, რომ (33) სისტემა იყოს ამოხსნადი, აუცილებე- 
ლია, რომ მეორე (გაფართოებული) მატრიცის რანგი იყოს აგრეთ- 
ვე არა უმეტესი ვიდრე #, ე. ი. რომ #-+ 1 რიგის დეტერმინანტი



ძ11 ძ)9 . . .რიი ხ, 

ძე ძო – ” ” წ, 

(35) ითი ამნიმიიითს – 
რიო რივ .· · · რი ს 

რი+I1I 6M+სვ ბ ა + მი+ჯი მო+( 

ეტოლებოდეს ნულს. 
ამგვარად, იმისათვის, რომ ჯ უცნობიან (ჯ-+1) განტოლებათა (33) 

სისტემას ჰქონდეს ამოხსნა, აუცილებელია, რომ (35) დეტერმინან- 

ტი, შედგენილი კოეფიციენტებისა და თავისუფალი წევრებისაგან, 

იყოს ნულის ტოლი. 

ეს პირობა საკმარისიც იქნება, თუ (34-დან აღებული პირველი 

მატრაცის რანგი #-ის ტოლია (ე. ი. უცნობთა რიცხვისა), მართლაც, 
თუ (35) დეტერმინანტი ეტოლება ნულს, მაშინ (34-დან აღებული 

მეორე მატრიცის რანგიც ეტოლება »-ს, ე. ი. ორთავე მატრიცს 

აქვს ერთი და იგივე რანგი; მაშასადამე, (33) სისტემა ამოხსნადია. 

მიღებული შედეგი შეიძლება გამოვიყენოთ შემდეგი საკითხის 

ამოსახსნელად: რა პირობებში გადაიკვეთება ერთ წერტილში სიბრ- 

ტყეზე მდებარე სამი წრფე. 

დავუშვათ, რომ 

ძ,X-+ხ,)=C, 

(36) 2,# -Lნა7=0,) 

ძვX –L- ნე)= ძე) · 

არის მოცემული წრფეთა განტოლებანი, თუ ეს წრფეები გადაიკვე– 
თება ერთ წერტილში, მაშინ (36) განტცოლებანი თავსებადი უნდა 

იყოს. წინანდელის მიხედვით, ამისათვის აუცილებელია, რომ ღე- 

ტერმინანტი 

თ, ხ; 6; 
რე ხე ლა 
ძვ ბვ 6   

  

შედგენილი მოცემული განტოლებათა კოეფიციენტებისა და თავი- 

სუფალი წევრებისაგან, ტოლი იყოს ნულისა. 

ანალოგიურად სწყდება სივრცეში. სამი სიბრტყის გადაკვეთის 

საკითხი.
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_ 7. შევეხოთ ერთგვაროვან წრფივ განტოლებებს. ასე 

შჟოდება წრფივ განტოლებებს, რომელთა თავისუფალი წევ- 

რები არიან ნულის ტოლი, ა უცნობიან ერთგვაროვან თ 

განტოლებათა სისტემას აქვს ასეთი სახე: 

01)1X, -L თიX, –- . · +6,იX.=90, 

(37) 02%, + ითX; +. ·+ რი= 9 

6წთ:X1 + 6»5X2 +. · + მი„ჯი ==0. 

ასეთ სისტემას ყოველთვის აქვს ერთი ამოხსნა მაინც: 

(38) X,=0, X.=0, , . „ე ”==0 

(„ნულოვანი ამოხსნა“). ამიტომ (37) სისტემა არ შეიძლება იყოს 
უთავსებადი, ამოხსნადობის პირობა (პუნქტი 4) ერთგვაროვან გან- 
ტოლებათა სისტემისათვის ყოველთვის სრულდება. თუ კოეფიციენ- 

ტების მატრიცის რანგი ეტოლება უცნობთა რიცხვს (-=7/, მაშინ 
(37) სისტემას აქვს ერთი ამოხსნა, სახელდობრ ნულოვანი ამოხსნა 

(38), თუ მატრიცის რანგი ნაკლებია უცნობთა რიცხვზე დ<» 

მაშინ სისტემას აქვს უამრავი ამოხსნა. 

განვიხილოთ, კერძოდ, # უცნობიანი ერთგვაროვანი # განტო 
ლებათა სისტემა:“ 

ძ)1X, + თა, I ... “+ ძკი%ც==0) 

(ვთ 91X, + ძო%ე + ·..." –+ რობილფ 

მი +ძიბ +. ..+ რიჩ, == 0. 
თუ ამ სისტემის დეტერმინანტი 

011 რი) « ი «იი 

(40) = ძი ძი. .· «.ძმი 

რიკ რი. . ო. ჟ ოთ) 

განსხვავებულია ნულისაგან, მაშინ (39) სისტემას აქვს ერთად- ერთი 
ამოხსნა –– ნულოყანი ამოხსნა. თუ ეს დეტერმინანტი ეტოლება ნულს, 

მაშინ (39) სისტემას აქვს უამრავი ამოხსნა. 

იმისათვის, რომ ჯ უცნობიან ერთგვაროვან # განტოლებათა 
სისტემას ჰქონდეს არანულოვაწი ამოხსნა, აუცილებელია და საკ- 
მარისი რომ მისი დეტერმინანტი ეტოლებოდეს ნულს. ამასთან არა-



– 405 –– 

ნულოვან ამოხსნად ჩვენ მიგვაჩნი- ყოველგვარი ამოხსნა, განსხვავე- 
ბული (38)-საგან. 

ერთგვაროვან განტოლებათა სისტემის ეს თვისება არსებით როლს 

თამაშობს სხვადასხვა საკითხებში. თუ რომელიმე ხერხით აღმოვა- 

ჩენთ, რომ (39) სისტემას აქვს ამოხსნა, რომელშიაც ერთი უცნობი 
მაინც ღებულობს ნულისაგან განსხეავებულ მნიშენელობას, მაშინ 

ჩვენ შეგვიძლია ვამტკიცოთ, რომ სისტემის დეტერმინანტი 

ტოლია ნულისა. 

(39) სისტემის ამოხსნა იმ შემთხვევაში, როცა დეტერმინანტი 

ტოლია ნულისა, ე. ი. როცა კოეფიკიენტების მატრიცის რანგი #M-ზე 

ნაკლებია, სრულდება ჩვეულებრივი, მე-4 პუნქტში აღნიშნული 

ხერხით. 

შევჩერდებით იმ შემთხვევაზე, როცა კოეფიციენტების მატრი- 

ცის რანგი ტოლია # – 1, ამ შემთხვევაში (40) დეტერმინანტის იმ 

ადიუნქტებს შორის, რომლებსაც წარმოადგენს #-- 1 რიგის დე– 
ტერმინანტები, იქნება ისეთები, რომლებიც არიან ნულისაგან გან– 

სხვავებული. დავუშვათ გარკვეულობისათვის, რომ 

მე თრთI. · «რი 

(41) 4ც= “0. ..რი | +0. 
· · · რდ 2 92 « · 

1 რი–-11 მო--1)ვ' მი 11რ-1 

პირველი # –– 1 განტოლებანი (39)-დან გადავწეროთ შემდეგი 

სახით: 

  

  

თIIX;. “იი, “+... .“იწნაი-აბი- =-- თოი, 

ია-'---.... 
(42) · · .· · · ""''"ს"'"'""''"""''""'"""” "”""'!""""""!""" · · “ 

რი-1X-1-მი-,224+C- . . თ. ჭნი– სი-1ი-1=--მი- ჯიჯი 
ანუ 

XL %5 X.-1 
– ძ .თ.. ძი =–-ძ C11 ჯ + 11>, + + 19M5-1 X. 197 

%, 27 X.-1 __ 
_– 0თ – .-.. რმე. -=-–-მ/ 

(42') რ. + ლ2X + ეი რო-. « ს» 
... –_ -–-–-__-"- 

ჯ % 2XM-1 

რ-ი + მიი. ებსბი– ე». ეღღააააი სას
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რადგანაც (41) დეტერმინანტი განსხვავებულია ნულისაგან, ამ 
სისტემას აქვს ერთადერთი ამოხსნა; მაშასადამე, განტოლებანი (42) 

განსაზღვრავს უცნობთა შეფარდებებს: 

% % %) 

ი 42% % 

თუ ვიპოვით რომელიმე მნიშვნელობათა ერთ სისტემას 

X,=თ,ე . . .Xგ=თ,, 

რომლებიც აკმაყოფილებენ (39) ან (42) განტოლებებს, მაშინ ამ 
განტოლებათა ყველა დანარჩენი ამოხსნა მოიძებნება ტოლობებიდან 

% 6 «რ ?%ი-ე თ.- კ 
“ლოუ იაალუვს ისე ლ=–-– 
ჯ 2 ჯი რ%„, ჯი რ» 

  

რომლებიც შეიძლება ჩავწეროთ ასეთი სახეთ 

–>_ 

მაშასადამე, რომ მივიღოთ (39) სისტემის ყეელა ამოხსნა, სა- 

კმარისია ვიცოდეთ ერთი ამ ამოხსნათაგანი, ასეთ ამოხსნას ჰქმნი- 
ან (40) დეტერმინანტის რომელიმე სტრიქონის ელე- 
"მენტების ადიუნქტები. მაგალითად, უკანასკნელი სტრი- 
ქონისა 

(4პ) 4ია რი ი.ა ა. 4იი: 

მართლაც, თუ რომელიმე სხვა 0 ––- #)-ურ სტრიქონის ელემენ- 
ტებს გავამრავლებთ შესაბამად (43) ადიუნქტებზე და მიღებულ ნამ– 
რავლებს შევკრებთ, მაშინ ჯამი ნულის ტოლია (თავი VII, § 5): 

ტს იძი.ი, + იი 4 + ·.. CL. 4..=0,(06==1,2, ...,#-–- 1), 

მეორეს მხრივ, (40) დეტერმინანტი, დაშვების თანახმად, ტო- 
ლია ნულისა; თუ დავშლით მას უკანასკნელი სტრიქონის ელემენ- 
ტებით, მივიღებთ: 

(45) ი.4ი, + მიერი –- იი –+ მარია 0. 

(44) და (45) თანაფარდობანი გვიჩვენებს, რომ (43) ადიუნქტები 

აკმაყოფილებენ ყველა განტოლებას (39)-დან.
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ამგვარად, (39) ხისტემის ერთი ამოხხნათაგანი იქნება 

X,=-აე %ე=4იც . .· ·, ბი=4ის 

ხოლო ყველა დანარჩენი ამოხსნა მოიძებნება ტოლობებიდან 

(46) %119ე1. . . 174112441. მ. ი. იი: 

აქ შეგვიძლია რომელიმე უცნობთაგანს (X) მივაწეროთ ნებსითი 
მნიშვნელობა და შემდეგ განვსაზღვროთ დანარჩენთა მნიშვნელობანი, 

ამასთან, თვალყური უნდა ვადევნოთ, რომ ადიუნქტი (+,), რომე- 

ლიც შეესაბამება ამორჩეულ უცნობს, განსხვავდებოდეს ნულისაგან. 
თუ რომელიმე ადიუნქტთაგანი გადაიქცევა ნულად, ეს გვიჩეენებს, 

რომ შესაბამი უცნობის მნიშვნელობა ნულის ტოლია. 
ზემოთ შევჩერდით უკანასკნელი სტრიქონის ელემენტების ადიუ- 

ნქტებზე. მაგრამ ჩვენ შეგვეძლო აგვეღო დეტერმინანტის ყოველი 

0) სტრიქონის ადიუნქტები, თუ ისინი ყველა არ ეტოლება ნულს; 
მაშინ (46)-ის ნაცვლად გვექნებოდა: 

(46) '12--.. 

მაგალითის სახით განვიხილოთ განტოლებათა სისტემა: 

2X, – 3, --2% + X =0, 
4+, + 2%Xვ ++ 5Xვ –– 4X, = 0, 
3, –- %ე-+ 4Xვ + 5X, =:0, 

X;, + 2Xე + 2X, – 2Xკ = 0. 

კოეფიციენტთა მატრიცის რანგი ეტოლება 3-ს, ადიუნქტები, რომლებიც 

შეესაბამება მეოთხე სტრიქონის ელემენტებს, არის: 

    

–-3-21 2-2 1| 
4.=-) 2 5-4)=98 4,)= 4 5 –4 |=147; 

1 45 138 4 5 

2-3 1) 2-3 -2 
4ა=-)4 2-4 =-981 ტ)= 4 2 =49. 

ვ.) 5, 3) #   
უცნობთა მნიშვნელობანი განისაზღვრება ტოლობებიდან 

X11%მე:X3:X = 98:147: --98:49 

ანუ 

%: Iე:Xე:X=2:3:–29:1,
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ახლა შეგვიძლია რომელიმე უცნობთაგანს მივანიჭოთ ნებსითი მნიშეწელობა 
და განვსახღვროთ დანარჩენთა მნიშვნელობანი, : 

შენიშვნები, 1. თუ ამოვარჩევთ (49) დეტერმინანტის რო. 

მელიმე ორ სტრიქონს, მაგალითად, ჯ-ურ და #-ურს, მაშიჩ წინან- 

დელივით შეგვიძლია დავწეროთ: 

(47) >>“ ” 

და ერთდროულად 

რაები ს ს ქელ 24141... 1 
საიდანაც 

48) -_-"“-“"“"':“. 

თანაფარდობებს (47)-დან (471) აღგილი აქვს იმ პირობით, რომ 
(40) დეტერმინანტი ტოლია ნულისა. ამგვარად, თუ დეტერმინანტი 

ეტოლება ნულს, მაშინ ორი სტრიქონის ელემენტების ადიუნქტები 

შესაბამისად პროპორციულია. 

ეს დებულება ძალაში რჩება დეტერმინანტის სვეტეტისათვისაც. 
2. თუ მოცემულია ერთგვაროვანი (#-–-1) „განტოლებათა (42) 

სისტემა და თუ კოეფიციენტების მატრიცის რანგი ტოლია (#--1)-ს, 
მაშინ ეს სისტემა შეიძლება ამოიხსნას აღნიშნული ხერხით, მართ- 

ლაც, ადიუნქტები (43) არაა დამოკიდებული (40) დეტერმინანტის 

უკანასკნელი სტრიქონის ელემენტებზე, ე. ი. უკანასკნელი განტო- 
ლების კოეფიციენტებზე. ეს ადიუნქტები წარმოადგენენ ” –- 1 რი- 
გის დეტერმინანტებს, რომლებიც შედგენილია მატრიციდან: 

წ-ი. ---· 

'მის 0ძ8.. . - მ» 

I რმი-–)1 რშო–იმევ "ი. ა) ში –ჯ»= 

და რომლებიც აღებულია რიგრიგობით (ჰკვალებადი ნიზნებით. 

ამგვარად, თუ მოცემულია ჯ; უცნობიანი ერთგვაროვანი #-I 

განტოლებათა სისტემა და თუ კოეფიციენტების მატრიცის რანგი 

#-1-ს ტოლია, მაშინ უცნობთა მნიშვნელობანი პროპორციულია 

# -–- 1 რიგის დეტერმინანტებისა, რომლებიც მიღებულია ამ მატ- 

რიცადან და აღებულია რიგრიგობითი ნიშნებით. 

მოვიყვანოთ მაგალითი ანალიზური გეომეტრიიდან. სივრცეში 
აღებული წრფე შეიძლება განვიხილოთ როგორც ორი სიბრტყის
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გადაკვეთა, ჯერ დავუშვათ, რომ ლაპარაკია იმ წრფეზე, რომელიც 
გადის კოორდინატთა სათავეში; მაშინ ორთავე სიბრტყე აგრეთვე 

გადის კოორდინატთა სათავეში, ასე რომ მათი განტოლებანი შეიძ- 

ლება წარმოვიდგინოთ შემდეგი სახით: 

I ძი,X + ჩ,/ + C2=9, 

ძე% -L ხე) + 0:ჯ=0. 

წრფეზე აღებული ყოველი წერტილის კოორდინატები აკმაყო- 

ფილებს (49) განტოლებებს და პირიქით, X, 1, ჯ მნიშვნელობათა 
ყოველ სისტემას, რომელიც აკმაყოფილებს (49) განტოლებებს, შე- 

ესაბამება წერტილი # წრფეზე. 
წინანდელივით ჯ, 1, ჯ მნიშვნელობანი, რომლებიც აკმაყოფი- 

ლებენ (49) განტოლებებს, პროპორციულია 

( ძ, ხ, 0, ) 

ძე ხე 65 

მატრიცის მინორებისა, რომლებიც აღებულია რიგრიგობით ცვალე- 

ბადი ნიშნებით: : 

(49) 

  

    

  

  

· ს, 2 ხ (50) »X:3:7== · “ _ ი დ : რ " , 

2.5 9 6ე 35% 
აღვნიშნავთ რა 

ხ; ი, თ ი I ხ; 

(5)) ხ, თ, ლა. ძე 63 =” | «, ჩ, _7 

      

  

(50) თანაფარდობას გადავწერთ ასეთი სახით: 

-. ჯ«:)::=1:M'# 

ანუ 

, Xჯ » 2 

ღი) +... 
თუ L წრფე არ გადის კოორდინატთა სათავეში, მაშინ ავიღებთ 

რომელიმე X, 7, დ წერტილს, რომელიც მდებარეობს მოცემულ 
წრფეზე. იმ სიბრტყეთა განტოლებანი, რომლებიც განსაზღვრაეს 

ჯ-ს, შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგი სახით 

ი.(X – X,) + ხ, სც–-წ)+ი(-2)=9, 

ძ. (; –– X) + ხე (7 – 7) + C (დ – >) =0.
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ამ განტოლებებიდან ვიპოვით, ისე როგორც ზემოთ: 

#ჯ–-# _ წ7-- # ..1=% 
” #."' 

სადაც /, # და # განისაზღვრებიან (51) ტოლობებით. 

სავარჯიშო, 

1. მოძებნეთ X«, 7), ჯ /-ს მნიშვნელობანი რომლებიც აკმაყოფილებენ სის 

ტემას: 

2+ V+3ჯ– /1=0, 
3+--2V+ 1+72=0, 
4X + 37 +2ჯ–--8/ =:0, 

–3X + 4V + 3ჯ -– 2/ = 0. 

2, მოძებნეთ X,, X, Xა ჯაკის მნიშვნელობანი, რომლებიც აკმაყოფილებენ 

განტოლებებს: 

ძ) 3%, -+L 2ე-– 4X52+5X=90, ხ) X. + 22ე--– 4X + 3X#X =0, 
2X, –– 3Xე + 3X, + 6X, = 0, 3X1 –- 4ჯე – 2Xა -L 5Xკ = 0, 

4X; –- 5Xც – 3X, –- 4Xჯა = 0, 2X = 3 -–- %X, ·-L 2X) = 0. 

§ 2. წრფივ ზანტო.ლებათა შესასებ ამოცანის 

ზეომეტრიული ჩამოქალიბება 

1. წრფივ განტოლებათა პრობლემა შეიძლება გაშუქებული” იქ. 
ნეს გეომეტრიულად; ეს პრობლემა დაკავშირებულია ვექტორის 
ცნებასთა5. ეს ცნება უკვე შეხვდა 1-ლ თავში, მაგრამ იქ განვიხი-· 

ლეთ ერთ სიბრტყეზე მდებარე ვექტორები. ახლა საქმე გვექნება 

სივრცეში: ჩვენ მოკლედ შევჩერდებით მათ მიმართ ძირითად მოქ- 
მედებებზე. ვექტორს აღვნიშნავთ ერთი ასოთი, მაგალითად "-თი, 

ან ორი ასოთი, რომლებიც აღნიშნავენ მის სათავეს და ბოლოს. 6 

ვექტორის სიგრძე აღინიშნება ჩვეულებრივ იმავე ძი ასოთი, მხოლოდ 

უხაზოთ. თუ ვექტორის სიგრძე ერთეულის ტოლია, მაშინ ვექტორს 

ეწოდება ორტი. 

1-ლ თავში- დავადგინეთ ვექტორთა ტოლობის ცცნება. იქ ნათ- 
ქვამია ძალაში რჩება ვექტორებისათვისაც სიერცეში.. თუ მოცე- 

მულია ი ვექტორი და ნებსითი 0 წერტილი, მაშინ ყოველთვის შე- 
იძლება ავაგოთ 0 / ვექტორი, რომელიც თ ვექტორის ტოლია: 

04=9.
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თუ მოცემულია სამი «, ს, C ვექტორი, მაშინ შეიძლება მივიღოთ. 

0C ვექტორი წარმოადგენს თ, ხ, C ვექტორების ჯამს: 

2+V6+2= 0C ! 
. ანალოგიურად შეგვიძლია ავაგოთ ჯამი ვექტორებისა, რომელთა. 

რიცხვი ნებისმიერია. შევნიშნოთ, რომ ორი ვექტორის ჯამი შეიძ- 
ლება მივიღოთ პარალელოგრამის წესის მიხედვით; სამი ვექტორის 
ჯამი შეიძლება მივიღოთ პარალელეპიპედის წესის მიხედვით; ასე, 
მაგალითად, მე-37 ნახაზზე 0/2 ვექტორი წარმოადგენს 042,, 0ჩMხ-. 
0C, ვექტორების ჯამს. . 

არსებითია ხაზი გავუსვათ იმას, რომ ვექტორების შეკრებას აქეს. 
კომუტატივობის და ასოციატივობის თვისებანი: 

ი«+#ხ=ხ+-ი, 
ი -+0+9=C+0+= 

ორი ვექტორის სზვაობას ი–ხ მივიღებთ ი. ვექტორის შეკ- 

რებით – ა. ვექტორთან, რომელიც ს ვექტორის მოპირდაპირეა, #4 –– « 

სხვაობა წარმოადგენს ვექტორს, რომლის თავი და ბოლო ემთხეევა. 

ერთმანეთს; ასეთ ვექტორს ნულ-ვექტორი (0) ეწოდება. 

ახლა განვიხილოთ რიცზვზე ვექტორის გამრავლების 

ოპერაცია. თ ვექტორის ნამრავლი X რიცხვზე ეწოდება ვექტორს, 

რომლის სიგრძე ტოლია 2. რიცხეისა და თ ვექტორის სიგრძის ნამ- 

რავლისა, ხოლო მიმართულება ემთხვევა თ-ს მიმართულებას ან მის. 

მოპირდაპირეს იმისდა მიხედვით, იქნება # რიცხვი დადებითი თუ 

უარყოფითი, თ ვექტორის ნამრავლი X რიცხვზე აღინიშნება X« ან 

ძ1.-თი. 
ადვილად შეიძლება შევამოწმოთ, რომ რიცხვზე ვექტორის გამ-- 

რავლების დროს რჩება ჩვეულებრივი თვისებანი: 

XILC) =(XV)4, 
იი (++ I)4=X + Mი, 

X»C2-L ხ)=X0 ––- XV.
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ორ ვექტორს კოლინეარული ეწოდება, თუ ისინი მდებარე. 

“ობენ ერთ წრფეზე ან პარალელურ წრფეეზე. ცხადია, რომ 4 და X4 

ვექტორები ყოველთვის” კოლინეარულია. 

შებრუნებით თუ ხ. და ი ვექტორები კოლინეარულია, მაშინ შეიძ- 
„ლება მოვნახოთ ისეთი 2. რი,,ხვი, რომ შესრულდეს ტოლობა: 

ხ-=4 
ანუ 

X.2-–- ხ=90, 

ეს ტოლობა გვიჩვენებს, რომ კოლინეარული ვექტორები ყოველ. 

-თვის შებმული არიან წრფივი დამოკიდებულებით, 

საზოგადოდ, ვექტორებს 

20. 0 ო 
ვრე...) 

წრფივად დამოკიდებული:· ეწოდებათ, თუ არსებობს თ,, 

რთ. · + .)ე - რი/კხვები, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას; 

აუეახნხნ6ნ6ო..რ.შ-:...-.-.. 
| X რიცხვებს შორის გ ან- 

სხვავებულია ნული-· 

მრმევვულუუნალლ- ლონ საგან. თუ თ,.. ერ 

/ – /! რიცხვები, რომლებიც ამმოთ- 

ხოვნებს სარაოფილი ს არ 

არსებობს, მაშინ « ა 

2. , ვექტორები წ რფი ვად 
0 ი... “5 დამოუკიდებელია, 

ნახ. 36. ორი ძი და V ვექტორი 

წრფივად დამოკიდებულია 

“მხოლოდ და მხოლოდ იმ შემთხვევაში, თუ ისინი კოლინეარულია. 

თუ ვექტორები 

ამასთან, ერთი მაინც თ, თ 

წრფივად დამოუკიდებელია, მაშინ ისინი განსაზღვრავენ სიბრტყეს, 

რომელიც 0 წერტილზე . გადის. ყოველი C ვექტორი, რომელიც ამ
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სიბრტყეზე მდებარეობს, შეიძლება დაიშალოს იძ და ს ვექტორების- 
მიხედვით: 

(52) „ ი=თი5+ჩახ 

(შეად. მე-36 ნახაზს, სადაც 04,=თი 08, –8ზ.). 

თანაფარდობა (52), რომელიც შეიძლება გადავწეროთ ასეთი. 
სახით 

  

თი+ ზხ– 6= 0, 

გვიჩვენებს, რომ 2, ხ, 
6 ვექტორები შებმული >. 
არიან წრფივი დამოკი- #. / ბა. 

დებულებით. წ” შე / სა 
თუ სამი ი, წ, 0 ვექ-· ბა 8 ა 

ტორი მდებარეობს ერთ 8 პას “ჯი 
სიბრტყეზე (ან მისი პა- () უეაეა<_. / 

რალელურია) ", მაშინ ს / ბა / 
ისინი წრფივად დამო–- / ს / 

უკიდებელია. ერთ 4' ბ. / – -V 

სიბრტყეზე მდებარე /ასნალფ““ 
წრფივად დამოუკიდე- 
ბელ ვექტორთა მაქსი- ნახ. 37. 

მალური რიცხვი ორის ტოლია. 

პირიქით, თუ ძ, ხ, 0. ეექტორები წრფივად დამოკიდებულია). 

მაშინ ისინი ერთი და იმავე სიბრტყის პარალელუ“რია (კომპლანა- 

რულია). 
, დავუშვათ ახლა, რომ ვექტორები 

ი=04, ხ=08,C==0C 

წრფივად დამოუკიდებელია (ნახაზი 37). 

ი ვექტორი ამ შემთხვევაში უკვე აღარ მდებარეობს 0:48 ს სიბრ- 

ტყეზე. ახლა ყოველი ძ ვექტორი შეიძლება დავშალოთ თ, ხ, C ვექ> 
ტორების მიხედვით, ე. ი. წარმოვადგინოთ იგი ასეთი სახით 

(53) ძ=თი-+Lსნ-++V#C 

X# ასეთ სამ ვექტორს კოზპლანარული ეწოდება.
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«შეად, მე-37 ნახაზს), სადაც C4:=თ0ი, 08,=ჩხ, 0C,=70. 
თანაფარდობა (53) შეიძლება გადავწეროთ ასეთი სახით 

თი+ჩზსხ-–-–7ჯC-–-ძ=0. 

„ეს ტოლობა გვიჩვენებს, რომ ი, ხ, 9, ძ ვექტორები შებმული არი- 

ან წრფივი დამოკიდებულებით. 
ამგვარად სამგანხომილებიან სივრცეში აღებული ყოველი ოთხი 

„ვექტორი შებმულია წრფივი დამოკიდებულებით. სამგანზომილებიან 
'სივრცეში მდებარე წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა მაქსიმალუ- 

-რი რიცხეი ეტოლება სამს. მკითხველი შენიშნავს, რომ წრფივად 
დაზოკიდებულ ვექტორთა მაქსიმალური რიცხვი ახასიათებს სივრ- 

ცის განზომილებათა რიცხვს. 

2, ავარჩიოთ სივრცეში სამი ურთიერთ მართობი ორტი: 

'64 ი 65 
(,კოორდინატული ვექტორები“). მაშინ ყოველი ძი ვექტორი შე- 

იძლება დავშალოთ ამ ვექტორების მიხედვით, ე. ი. წარმოვიდგი- 

ნოთ ასეთი სახით 

·<5) 0=0,, + რებ -- ძემ: 

თა ძა თკ რი(ხვებს ძ ვექტორის კოორდინატები ეწოდება 

საკოორდინატო (54) ვექტორების მიმართ. ·ი ვექტორი სავსებით გა- 
ნისაზღვრება თავისი «,, თ, ძე კოორდინატებით. 

(55)-ის მაგივრად ზოგჯერ სარგებლობენ შემდეგი ჩანაწერით: 

(55) ი=(თ, ძა რგ). 

ასეთი ჩანაწერი არ გამოიწვევს გაუგებრობას, თუ საკოორდინა- 
ტო ვექტორთა სისტემა გარკვეულია, . 

კერძოდ, როცა ა 01=1, ძი, ==0, იძ.=0, ფორმულა (55) გვაძლევს: 

ძ=I,; ამგვარად, 1, ვექტორი შეიძლება წარმოვიდგინოთ ასეთი 

:სახით 

#=(1, 0, 0). 
ანალოგიურად 

ჯ1.=(0, 1, 0), (კ ==(0, 0, 1).
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ვექტორთა შეკრების და რიცხვზე ვექტორის გამრავლების ოპე- 
რაცია შეიძლება გამოისახოს ვექტორების კოორდინატებით. მართ- 
ლაც, თუ მოცემულია ორი ვექტორი 

ძ=ი. + რი + რკ, ხ== ნ, + ს, + ხნა, 
მაშინ, გამოვიყენებთ რა წინა პუნქტის (I) და (II) თვისებებს, მი- 
ვიღებთ 

დი თი-)ლ( ი +-ხ)აბ+C+0)2+C +) 
ასუ 

(56) (თე, თ,, ძა) + (ს, -L ჩ, -L ხე)=(ი, + ჩ,, რ; + ჩე, ძე -L ხე). 
ამგვარად, ვექტორთა შეკრების დროს შეიკრიბება მათი შესა- 

ბამი კოორდინატები. , 
თუ გავამრავლებთ C. ვექტორს X» რიცხვზე, მივიღებთ 

(57) 2? 0 ==20, + 2.0;#, -L 2ძვ?ე 
ანუ 

(57) 20, თე, ძვ) => (16ც 20, ძე). 

რომ გავამრავლოთ ვექტორი რიცხვზე, საკმარისია ამ რიცხვზე 
გავამრავლოთ ყოველი მისი კოორდინატი, 

8. აქამდე ჩვენ ვიხილავდით მხოლოდ რიცხვისა და ვექტორის 
ნამრავლს. ახლა გამოვიყენოთ ორი ქექტორის სკალარული ნამრავ- 

ლის ცნება. _ 

წინასწარ უნდა ვთქვათ რამდენიმე სიტყვა გეგმილებზე. თუ თ 

ვექტორს ვაგეგმილებთ რომელიმე ღერძზე, მაშინ გეგმილი ეტოლე- 
ბა თ. ვექტორის სიგრძისა და იმ კუთხის კოსინუსის ნამრავლს, რომე- 

ლიც მდებარეობს #« ვექტორის მიმართულებასა და ღერძის მიმარ- 

თულების შორის. · 

თუ ღერძის მიმართულება ემთხვევა ნ ვექტორის მიმართულებას, 

"მაშინ თ ვექტორის გეგმილი ამ ღერძზე აღინიშნება გებ+:” 0 · ამ შემ- 

თხვევაში გეგმილი უდრის რ“ ვექტორის სიგრძის ნამრავლს იმ კუთ- 

ხის კოსინუსზე, რომელიც შედგენილია თ და ხ ვექტორებით: - 

(58) გებჯ- C==0 008 (9, ხ). 

თუ როლებს შევუცვლით « და ს ვექტორებს, მაშინ მივიღებთ: 

(59) გეგ---ჩ==ხ 6იპ (ხ, -ძ).
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(58) და (59)-დან გამომდინა რეობს: . 

(60) ხ გეგ» ი =0=6გეგ-- ხ = იხ 005(9, წ). 

«და ხ ვექტორების სიგრძეთა და მათ შორის მდებარე კუთხის 

კოსინუსის ნამრავლს ეწოდება სკალარული ნამრავლი თ ვექტორისა 

'ხ ვექტორზე და აღინიშნება თ.ხ-თი: 

(61) | ი-ხ=ის 005(4, ხ). 

ამ განსახღვრიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ სკალარულ 
ნამრავლს აქვს კომუტატივობის თვისება: 

ძ-ხ=ხ-ძ. 

ძნელი არაა იმის შემოწმება, რომ ორი ი და ს ვექტორისათვის 
და ნებსითი 2. რიცხვისათვის ადგილი აჟვს თანაფარდობებს 

04)ხ = 9 ·(+ხ)==X «-–)". 

შემდეგ, (61) ფორმულიდან გამომდინარეობს: 

ი:ძ=00თ6008(ძ, ი)=02. 

თუ 0 #0 და ხ #0, მაშინ თ.#=იჩი08(0, 0) შეიძლება გადაიქცეს 
წულად მხოლოდ და მხოლოდ იმ შემთხვევაში როცა 005 (ი, ხ)=0, 

ე ი.ი დას ვექტორები ურთიერთ მართობია, ' 

მაშასადამე, თანაფარდობა “ 

(62) 2-=0 
გამოხატავს თ და # ვექტორების მართობობის პირობას. 

კერძოდ, 7, 1.) საკოორდინატო ვექტორებისათვის გვაქვს: 

(63) _ 1, 1ე = 1ე 1ე==%ვ 1გ==1, 

1) 1, =7ე ?3==1ე 1, =0. : 
ახლა დავამტკიცოთ, რომ სკალარულ გამრავლებას აქვს დის- 

ტრიბუტივობის თვისება შეკრების მიმართ. ' 

მართლად, თუ მხედველობაში მივიღებთ (60) თანაფარდობებს, 
შეგვიძლია დავწეროთ: 

6:(C+9)=6გეგ- (+); 

“ ჩანაწერი (24) § ნიშნავს X« ვექტორისა და ჩ ვექტორის სკალარულ ნამრავლს,
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მაგრამ ჯამის გეგმილი ყოველ მიმართულებაზე ეტოლება მათი გეგ- 
მილების ჯამს; მაშასადამე, 

6-((-+0)=C(გეგ+9 -L გეგ – ხ) =C გეგ--0 +- «გეგ – ნ. 
ან თანახმად (60) თანაფარდობისა გვაქვს: 

0-(–+-ხ)==0:0 + C-ჩ. 
ეს თვისება ძალაში რჩება შესაკრებთა ნებისმიერ რიცხვის შემთ- 

ხვევაში, - · 

ახლა ძნელი არაა თ და # ვექტორთა სკალარული ნამრავლის 
გამოსახვა მათი კოორდინატების საშუალებით: 

6.ხ=(თ, + ძ,ა+ თე) + ჩან ჩენ). 
თუ შევასრულებთ გამრავლებას და მხედველობაში მივიღებთ 

(63) თანაფარდობებს, მაშინ გვექნება: 

(64) «-ხ= 0,ხ,+- ძეხე+- ძეზე. 

ამგვარად ძი და ხ "ვექტორების ორთოგონალობის პირობა 
შეიძლება ჩავწეროთ ასეთი სახით: 

(613 თხ, “+ ძახე ·“L ძკცხე == 0. 

4. რომ გვექნეს კოორდინატთა სისტემა სივრცეში, საკმარისია 
ავირჩიოთ 0) სათავე და დავასახლოთ ღერძთა მიმართულებანი. 

ავუშვათ, რომ ეს მიმართულებანი განისაზღვრება ?,, ?,, 7. ვექტო– 
რებით (პუნქტი 2). ამის შესაბამისად წერტილის კოორდინატებს აღვ- 

ნიშნავთ X,, X,, ჯვ-ით, ჩვეულებრივი Xჯ, ), ჯ-ის მაგივრად. თუ გან- 

ვიხილავთ ვექტორს, რომელიც კოორდინატთა 0 სათავეს აერთებს 
ნებსითი # წერტილთან _ 

0M=”X 

ნა- (M წერტილის რადიუს-ვექტორს), მაშინ ამ ვექტორის კოორდი 
ტები ემთხვევა M წერტილის X,, 21ე, «ვ კოორდინატებს; ამგვარად 

»=0M=X), + იხ ნ მემე: 

M# წერტილის გადაადგილების დროს # რადიუს-ვექტორი იცვ- 
ლება; მისი »,, X,, ჯე კოორდინატები შეიძლება განვიხილოთ რო- 
გორც ცვლადი სიდიდენი. 

- 27. უმაღლესი ალგებრა
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თუ შევადგენთ მუდმივი ი =>(«,, «,, ძე) ვექტორისა და „=(»,, 
%,, %ვ) რადიუს-ვექტორის სკალარულ ნამრავლს, მაშინ მივიღებთ 

წრფივ ფორმას 

(65) 6-7 = 6,X, + ძაXე +- შეხვ. 

ამგვარად, ყოველ C=(V,, თ,, ძე) ვექტორს შეესაბამება წრფივი 
ფორმა (65), 

პირიქით, თუ მოცემულია წრფივი ფორმა 

/ == თ,X, + 6აXე -L- შე, 

მაშინ მისი კოეფიციენტები შეიძლება. განვიხილოთ როგორც გან- 

საზღვრული («;, «,, ია) ვექტორის კოორდინატები, 
ამით სამგანზომილებიან სივრცის ვექტორებსა და სამი (ავლა- 

დიხ წრფივ ფორმებს შორის მყარდება ურთიერთ ცალსახა თა- 

ნადობა. 

ეს თანადობა რჩება რიცხვზე გამრავლების და შეკრების 

დროს 

19 „ თუ #=(4,, ძ,, ძე) ვექტორს შეესაბამება ფორმა 

1=4 ი:7=0,X, + ძა, 1- რაXა, 

მაშინ X ვექტორს შეესაბამება #/ ფორმა: 

2/=2. 6-7). 0,X, ++» ძეXე X –L 2 ეჯ.“ 

9 
2. თუ ძ=%(9,, ძე.) ძვ, ღა ხ=(ჩ,, ხ., ხვ) ვექტორებს შეესაბამე- 

ბა ფორმები 

· I=6ი7=9კ + CX + ძეXგ და §= 5 #:= ხ,ჯX, 1- ხეXე -L ჩვX 

მაშინ 2 + # ვექტორს შეესაბამება / -- ფორმა: 

/+(=5:+:=C+%9> 
#ჯ+V=C0,-Lს,)X,-L (ზე -L ხე)%Xე +- (9ვ + ჩე)Xც. 

თუ ორი ვექტორი ერთმანეთის ტოლია, მაშინ შესაბამი ფორმე: 

ბი იგივურად ტოლია. პირიქით, თუ ორი ფორმა იგივურად ერთმა- 

ნეთის ტოლია, მაშინ შესაბამი ვექტორებიც ტოლია. 

ან
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თუ ვექტორი ნულის ტოლია, ე. ი. მისი ყველა კოორდინატი 

ტოლია ნულისა, მაშინ შესაბამი ფორმა იგივურად ნულის ტოლია, 

ე. ი. “ნულს ეტოლება მისი ყველა კოეფიციენტი), და პირიქით. 
ახლა დავუშვათ, რომ მოცემულია ვექტორთა სისტემა 

090 == ძი, + ძოჩ + ძIვ?ვ: 

(66) ცI(9) == ძე, -+ რთი + რის, 

ი“ ა== იI,1, 1 + რჩ –+ ძი ჯე. 

დავუშვათ, რომ ' 

# =ძI1X, –L ი)9Xე + ძ18%0 

(67) 7,=ძიIX, + ძთXი -L ძივXე , 

7/=40%X, + იი 15 -L თ.ვ #3 

შესაბამი წრფივი ფორმებია, 

ვექტორები (66) წრფივად დამოკიდებული არიან მხოლოდ 

და მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა შესაბამი ფთრმები (67) წრფი- 

ვად დამოკიდებულია. 

მართლაც, თანაფარდობას 

X6(00+X906+. .. +X0ძ0=0 

თან მოსდევს იგივური ტოლობა 

სჩ 4+Xრ6“-. ... 4+X #9, 
და პირიქით. : 

1-ელ პარაგრაფში ვნახეთ, რომ (67) ფორმებს შორის წრფივად 

დამოუკიდებელთა რიცხკი ეტოლება შემდეგი მატრიცის რანგს: 

წებ. რ9 0: | 

ძი ია იფ 
“””' (68) 

    

რ რხა რიხვ 

| ' წინანდელის საფუძველზე შეგვიძლია ვთქვათ, რომ (66) ვექტო- 

რებს შორის წრფივად დამოუკიდებელთა რიცხვი ეტოლება (68) მა- 

„ტტრიცის რანგს,
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5. განვიხილოთ წრფივი ერთგვაროვანი განტოლება 

(69) 0,X, -L ძაX. -L ძვჯე == 0. 

თუ ჯX,ც X,, #ვ მნიშვნელობათა სისტემა აკმაყოფილებს (69) გან– 

ტოლებას, მაშინ ვიტყვით, რომ ვექტორი 

ჯ»ჯ==(X,, Xეა Xცგ) 

შეადგენს ამ განტოლების ამოხსნას, 

(69) განტოლების მარცხენა ნაწილი შეგვიძლია განეიხილოთ 
როგორც «თ =(4,, ძე, ძე) და « ვექტორების სკალარული ნამრავლი. · 

ამგვარად, (69) განტოლება შეიძლება გადავწეროთ ასეთი სახით. 

(69) თ. ==0. · 

უკანასკნელი განტოლება გამოსახავს იმას, რომ » და «თ ვექტო- 
რები ორთღგონალურია. მაშასადამე, თუ M წერტილის 
# რადიუს-ეექტორი შეადგენს (69) განტოლების ამოხსნას, მაშინ 

ის მართობია ი =(ძ,, ი. რე) ვექტორისა. 

სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, VI წერტილის +” რადიუს-ვექტო- 

რი (და მაშასადამე თვით M# წერტილი) მდებარეობს II სიბრტყეზე, 

რომელიც გადის 0 წერტილზე და მართობია ი 

ვექტორისა. 

შებრუნებით, თუ M წერტილი მდებარეობს II სიბრტყეზე, მა- 
შინ მისი რადიუს-ვექტორი აკმაყოფილებს (69) პირობას, და, მაშა- 
სადამე (69) ტოლობასაც. 

ამგვარად, განტოლება (69) არის II სიბრტყის განტო- 

ლება, - 
ავიღოთ II სიბრტყეზე ნებისმიერი ორი M; და M, წერტილი 

და დავუშვათ, რომ 

CM,=,00= (0, »), „თ), 6M==7;0 = (+, »C , X§) 

შესაბამი რადიუს-ვექტორებია; ყოველი ამ ვექტორთაგანი, წინან- 

დელის მიხედვით, შეადგენს განტოლებათა ამოხსნას, თუ Mც #M,; 
და 0 წერტილები არ მდებარეობენ ერთ წრფეზე, მაშინ ვექტორე- 

ბი ჯ() და ჯთ წრფივად დამოუკიდებელია (იხ, პუნქტი 1). 
მაშასადამე, ეს ვექტორები გვაძლევს (69) განტოლების ორ წრ ფი- 

ვად დამოუკიდებელ ამოხსნას.
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(69) განტოლებას არ შეიძლება ჰქონდეს ორზე მეტი წრფივად 
.· დამოუკიდებ ელი ამოხსნა, რადგან –– სიბრტყეზე მდებარე 

წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა მაქსიმალური რიცხვი ეტოლე 
ბა 2-ს, თუ M არის ნებსითი წერტილი II სიბრტყეზე, მაშინ 
მისი „ =(X,, X.; Xვ) რადიუს-ვექტორი შეიძლება დავშალოთ “» (1) 
და „0 ვექტორებად: 

"„ =2) „(0 LL). (2, 

ამგვარად, (69) განტოლების ნებისმიერი ამოხსნა 
წრფივად გამოისახება ორი (0) და „ა წრფივად 
დამოუკიდებელი ამოხსნის.საშუალებით. 

- ახლა ავიღოთ ორი წრფივი განტოლების სისტემა: 

ძI1 XI –-იი ჯა “+ თაი2 =20, 
(79) 

' ძ9I XI –+ 099 X9 + ძიე ჯე ==0. 

დავუშვებთ რა CC) =(V,,, «ი, თ1ვ), დ (9 =( რც რი, რჯ), ამ განტო– 
ლებებს გადავწერთ ასეთი სახით: 

(70 · '"თ0» =0, (+. =0, 

ეს თანაფარდობანი იმას გამოსახავს, რომ საძიებელი +“ ვექ- 
ტორი ორთოგონალური უნდა იყოს ორთავე ”() და ი” ქექტორი- 

სადმი. აქ შეიძლება ადგილი ექნეს ორ სხვადასხვა შემთხვევას, იმის- 

დამიხედვით, (0) და „2 ი! ეექტორები არიან წრფივად დამო- 
კიდებული თუ არა. 

თუ 20 და იღ ვექტორები წრფივად დამოკიდებულია, მაშინ 

ისინი კოლინეარულია; ამ, შემთხვევაში ძაც ძთ, იფ კოეფიციენტები 
თ), 019, იI|ვ კოეფიციენტების პროპორციულია, რადგან ორი (20) გან- 

ტოლებიდან ერთი იქნება მეორის შედეგი. „ამგვარად, საკითხი დაი- 

ყვანება ერთი განტოლების ამოხსნამდე,:, ე. ი. ამოცანამდე, რომე- 

ლიც უკვე განვიხილეთ. 
ახლა დავუშვათ, რომ CC) და რ) ვექტორები წრფივად დამო- 

უკიდებელია. თუ ამ ორ ვექტორს დავიყვანთ საერთო 0 საწ- 

ჟისამდე, მაშინ მათზე შეიძლება გავავლოთ მხოლოდ და მხოლოდ ერთი 

4 სიბრტყე. თუ M წერტილის კოორდინატები: #«,, X,, #ვ აკმაყო· 

ფილებს (70) განტოლებებს, მაშინ ამ წერტილის » რადიუს-ვექტო- 

რი ორთოგონალურია თითოეული 6) და ი? ვექტორისადმი, ე. ი.
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ორთოგონალურია „4 სიბრტყისა. სხვა სიტყვებით რომ გთქვათ, +” 

რადიუს-ვექტორი (და მასთან ერთად M წერტილიც) მდებარეობს 

L წრფეზე, რომელიც გადის 0 წერტილზე და მართობია #7 სიბრ–- 
ტყისადმი. 

შებრუნებულად, თუ M წერტილი მდებარეობს # წრფეზე, მაშინ 

მისი რადიუს-ვექტორი, ცხადია, აკმაყოფილებს (70”) პირობებს, და 
მაშასადამე, (70)-საც. 

ამგვარად, (70) განტოლებანი წარმოადგენენ წრფის განტო- 

ლებებს 
L წრფეზე ავიღოთ რომელიმე M, წერტილი და დავუშვათ, რომ 

50 =(ჯ, X), ჯ()) 

არის მისი რადიუს-ვექტორი, მაშინ "ყოველი M წერტილის რადღი- 

უს-ვექტორი L წრფეზე შეიძლება განსხვავდებოდეს 70). საგან მხო- 

ლოდ სკალარული მამრავლით: 

ჯ=).#0), 

ამჯვარად, (70) სისტემის ყოველი ამოხსნა ჯ#C)-დან შეიძლება მი- 
ვიღოთ რიცავით მამრავლზე გამრავლებით. სხვა სიტყეებით რომ 

ვთქვათ, დ) სისტემას აქვს მხოლოდ ე რ თი დამო უ კიდებელი 
ამო 

განვიხილოთ, დაბოლოს, სამი წრფივი განტოლების სისტე?ა 

011X, ++ იI0-ე -L ძ1გXგ == 0, 

(CI8) ძი1X, + ი=X, ++. ძივXც == 0, 

- ძმ|X; -L ძვიVე -L ძვვXგ == 0, , 
ეს განტოლებანი შეიძლება წარმოვიდგინოთ ასეთი სახით: 

(71) <0:;=0, 20» =0, C(9;=90, 

სადაც 

8'ჰპ)= (თ რთი, 0)გ), დ (2პ2= (ძის, თაა, რივ), თ (3) == (ძვ), ძვა, ძმვ). 

ამ ვექტორებს შორის წრფიეად დამოუკიდებელთა 
რიცხვი ეტოლება შემდეგი მატრიცის რანგს 

თ) 019 თIვ 

იძი რიუ ძეგ .). 

ი81 ძვი რთვვ
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თუ ამ მატრიცის რანგი 1-ის ტოლია, მაშინ ი (I), –(C), თ (9 ვექ– 
ტორებს შორის წრფივად დამოუკიდებელთა რიცხვი ეტოლება 1-ს; 
მაშასადამე, ყველა ეს ვექტორი კოლინეარულია, ამ შემთხეევაში 
(71) სისტემის ამოხსნა დაიყვანება ერთი განტოლების ამოხსნამდე. 
ამასთან ჩვენ მივიღებ», როგორც ზემოთ იყო ნაჩვენები, ორ წრფი- 
ვად დამოუკიდებელ ამოხსნას. 

თუ (72) მატრიცის რანგი 2-ის ტოლია, მაშინ 2 (0), 6(1), თ (8) 
ვექტორებს შორის იქნება ორი წრფივად დამოუკიდებელი. (71) 
სისტემის ამოხსნა დაიყვანება ორი განტოლების ამოხსნამდე; ზემოთ 
დავინახეთ, რომ ამ შემთხვევაში მივიღებთ ერთ დამოუკიდებელ 
ამოხსნას. 

თუ დაბოლოს, (72) მატრიცის რანგი ეტოლება 3-ს, მაშინ 
2# (0), ლ, CC) ვექტორები წრფივად დამოუკიდებელია. ამ შემთ- 
ხვევაში (71) სისტემას არ აქვს არც ერთი ამოხსნა, გარ- 
და ნულოვანისა. 

ამგვარად, თუ ნულოვან ამოხსნას გამოვრიცხავთ განხილვიდან, 

მივიღებთ შემდეგ ცხრილს: 

კოეფიციენტთა მატრიცის I წრფივად დამოუკიდებელ 

  

რანგი | ამოხსნათა რიცხვი 

1 “2 

2 1 

3 9 

აქედან ჩანს, რომ (71) სისტემის წრფივად დამოუკიდებელ ამო- 
ხსნათა რიცხვი ავსებს მატრიცის რანგს 3-მდე, ე. ი. სივრცის გან- 

ზომილებათა რიცხვამდე. 

6. სივრცეში აღებული ყოველი წერტილი ხასიათდება თავისი. 

სამი #,, X,, Xკ კოორდინატით. 

დავუშვათ, რომ გვაქვს საგანთა ნებისმიერი სიმრავლე, რომელ- 

საც ის თვისება აქვს, რო3 ამ წიმრავლის ყოველი საგანი შეიძლება. 

დახასიათდეს სამი რიცხვით; ასეთი სიმრავლე განსაზღვრული აზ-- 

რით შეიძლება განვიხილოთ როგორც სამგანზომილებიანი სივრცე. 

ასე, მაგალითად, სამი (ქვლადის ყოველგვარ წრფივ ფორმათა სიმ- 

რავლე ჰქმნის ამ აზრით სამგანხომილებიან სივრცეს. 
ამ თვალსაზრისით სამგანზომილებიან სივრციდან # განზომილე- 

ბიან სივრცეზე გადასვლა არ წარმოადგენს სიძნელეს. თუ საგანთა.
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სიმრავლეს აქვს ის თვისება, რომ ყოველი მისი ელემენტი შეიძლე- 

ბა დახასიათდეს # რიცხეთა სისტემით, მაშინ ეს სიმრავლე შეიძ- 

ლება განვიხილოთ როგორც ჯ განზომილებიანი სივრცე, მოცემული 

სიმრავლის ელემენტები წარმოადგენენ სივრცის „წერტილებს“, ყო- 
ველ წერტილს ახასიათებს თავისი # კოორდინატი: X,, %ეე «+... ი. 

წერტილი, რომელსაც აქვს კოორდინატები | 0, 0, 0, ..., 0 |, კოორ- 

დინატთა სათავის როლს თამაშობს. ისევე როგორც სამგანზომილე- 

ბიან სივრცეში, X,, Xე, ·... X. რიცხვები შეიძლება განვიხილოთ 

როგორც წერტილის კოორდინატები ან როგორც ამ წერტილის 

რადიუს-ვექტორის კოორდინატები”, 

· ზემოთ დავინახეთ, რომ სამი ცვლადის ყოველ წრფივ ფორმას 

#V=0,X + ძა% "L ძე%ვ 

შეესაბამება სამგანხომილებიან სივრცის ვექტორი 

| თ =(ძ;, თე; ძვ). 

ამგვარადვე, M# (ცვლადის წრფივ ფორმას 

#X=ძ,%X, + მეგ + ... + ძი% 

შეესაბამება „)-–- განხომილების სივრცის ვექტორი“ 

"ძლ–(ის ძ9 ."..» რი). 

ორი ასეთი ვექტორი 

ით=-(ძმე ძე, ... ძი) და § =(ხ,, ხე, +. წ») 

თანატოლად ითვლება მხოლოდ და მხოლოდ ი9 შემთხვევაში, როცა 

_________. : 

თუ ვექტორის ყველა კოორდინატი ნულის ტოლია, მაშინ საქმე 
გვაქვს ნულ-ვექტორთან (0). 

92 და ჯ ვექტორების ჯამი ეწოდება ვექტორს 

ი+ას=(, Lე ·.. მი -L ჩი). 

ამგვარადვე განისაზღვრება ვექტორთა სხვაობა. 

    

» წერტილის (ან ვექტორის) კოორდინატები ყოველთვის ჩავთვალოთ ნამ- 

დვილ რიცხვებად.
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' ძნელი არაა იმის შემოწმება, რომ შეკრების ამგვარი განსაზღ- 
ვრის დროს რჩება კომუტატივობის და ასოციატიეობის თვისებანი. 

რი“, «+.., იი) 

ვექტორის ნამრავლი 2. რიცხვზე ეწოდება ვექტორს 

X2 = (20, · . ·, 20). 
(II) თვისებანი ძალაში რჩება; რჩება აგრეთვე ის თვისებანი, 

რომლებიც შეეხება შესაბამობას ვმექტორებსა და ფორმებს შორის. 
თუ ი=(რც · .· » ძი) და #=(0,, .. » ს.) ვექტორებს შეესა- 
ბამება ფორმები 

/7=ძ)% + ·.. +იიX., წ=ხ,X, +... + წნ,%, 

მაშინ «-L ჩ ვექტორს შეესაბამება ფორმა 

#ჰV+/=0, +წ)X», + · · · + (4 +ხ,)X, 

ხოლო 2 ვექტორს შეესაბამება ფორმა 

»/#=749,X, + ... + 90%. 

ტოლ ვექტორებს შეესაბამება იგივურად ტოლი 

ფორმები, ხოლო ნულ ვექტორს შეესაბამება ისეთი 

ფორმა, რომლის ყველა კოეფიციენტი ნულის ტო- 

ლია. 
წრფივი დამოკიდებულების განსაზღვრა, რომელიც ზემოთ დავა- 

წესეთ სამგანზომილებიან სივრცის ვექტორებისათვის, ძალაში რჩება 

ზოგადი შემთხვევისათვისაც. თუ მოცემულია #: ვექტორთა სისტემა: 

ი (0=(4ა, რ), ..ი..·.- თი), 

რი (2=წიის ძლი, თ... რი), 

სს" 
89 (0=L(ძიც რიე? ა. "თ" მა»), 

მაშინ ავაგებთ შესაბამ ფორმებს. 

#,ლ=0)IX, + 0თ15X, 1 . –+ი%ი, 

რიე ეეე 
ჰო=ძია%+ 0რო:X:+ ... + მიანი:
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(73) ვექტორებს შორის წრფივად დამოუკიდებელთა რიცხვი 

ეტოლება წრფივად დამოუკიდებელთა რიცხვს (74) სისტემაში, 

ე. ი. ეტოლება შემდეგი მატრიცის რანგს;: 

I ძ11 ძუ. . . იმი 

ძე) ძფ. . .ძმი , 

| მიო, როვ. ?! '. ძი) 

რადგანაც ამ მატრიცის რანგი არ აღემატება #-ს, ამიტომ წრფი- 

ვად დამოუკიდებელთა რიცხვი 2V),, . ,„ , I) ვექტორებს შორის 

არ შეიძლება აღემატებოდეს #-ს, ამგვარად, თუ # გამზომილებიან 

სივრცეში მოცემულია ვექტორთა ნებისმიერი სისტემა, მაშინ ამ ვეჭ- 

ტორებს შორის წრფივად დამოუკიდებელთა რიცხვი არ შეიძლება 

აღემატებოდეს „»-ს. : 

თუ ავიღებთ #-–განზომილებიან სიერცის # ვექტორთა რომელი- 

მე სისტემას, მაშინ ამ ვექტორთა კოორდინატებიდან შესაძლო იქ- 

ნება # რიგის დეტერმინანტის შედგენა, თუ ეს დეტერმინანტი ნუ- 

ლისაგან განსხვავებულია, მაშინ მოცემული ვექტორები არიან წრფი- 

ვად დამოუკიდებელი. ამგვარად, ო –– განზომილებიან სიერცეში ყო- 

ველთვის შეიძლება შევარჩიოთ # წრფივად დამოუკიდებელი ეექ- 

ტორი, ხოლო ყოველი # ++ 1 ვექტორი, წინანდელის მიხედვით, ზე- 
ბმული არიან წრფივი დამოკიდებულებით. აქედან გამომდინარეობს, 

რომ /-–განზომილებიან სივრცეში წრფივად დამოუკიდებელ 

ვე1ტორთა მაქსიმალური რიცხვი ჯ-ის ტოლია, ე. 

ი. უდრის სივრცის განზომილებათა რიცხვს. 

„განვიხილოთ, მაგალითად, ·ეექტორთა შემდეგი სისტემა 

0), 711=L1, 0, 0, .. 

(
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# რიგის დეტერმინანტი, შედგენილი ამ ვექტორთა კოორდინა- 
ტებისაგან, განსხვავებულია ნულისაგან: 

100.,..0 
010... ,0 

· =1 

000 1 

მაშასადამე, XL, 7). .., ვექტორები წრფივად დამოუკი– 
დებელია. თუ ახლა ავიღებთ ნებისმიერ ვექტორს 

ძ= (2, -'” ს 

ადვილად დავრწმუნდებით შემდეგი ტოლობის სამართლიანობაში: 

–-“.___ -.__ 

მართლაც, თუ 7,=(1,0,0,. ,.., L) ეექტორს გავამრავლებთ. 
რუ რიცხვზე, მივიღებთ: ძ,,=(0,, 0, 0, ... , 0). 

ანალოგიურად: 

ძ.ა=(0, 0, , , ., 4.) 

თუ შევკრებთ ამ ტოლობებს, მივიღებთ: 

შელა ი: ი..." –+იძ,.=(9), მც... თ.) =ძ. 

ახლა შეგვიძლია ვთქვათ, რომ «,, CV. . , კ მ„ რიცხვები წარ- 

მოადგენენ თ ვექტორის კოორდინატებს ჯი 1 .. 

ნატო ვექტორთა სისტემის მიმართ. 

, 7. საკოორდი“. 

7. ორი 

_...._-_..._ - 

ვექტორის სკალარული ნამრავლი ეწოდება გამოსახულებას: 

(76) იძხ=ძ0,ს იძახე“. . . + ძახ,.
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სკალარული ნამრავლისათვის ადგილი აქვს შემდეგი თვისებებს: 

ი·ს==ს·თ, 

(77) 0.9)ხ=X(ი · წ), 

6'(ი+სხ)ლ6-.90–<+6.ხ.. 

ამ თვისებათა სამართლიანობაში შეიძლება დავრწმუნდეთ, თუ 

უშუალოდ გამოვიყენებთ (76) ფორმულას. 

თუ (76) ფორმულაში დავუშვებთ ხ=0, ვიპოვით: 

+78) ი.·ი=0ი?L09L, , , +619, 

რადგან ძეც იძ... · .,ე ი, რიცხვები პირობის თანახმად, ნამდვი- 
ლი რიცხვებია, ამიტომ გამოსახულება (78) არ შეიძლება უარყოფი- 

თი იყოს, ამ გამოსახულებიდან კვადრატული ფესვის დადებით მნიშ- 

„ვნელობას ეწოდება თ ვექტორის სიგრძე: | 

ძ=V/ 6. 4 =V/ ი +-01+902+-... +032. 
ამგვარად, 

  

რ თ= თ“. 

(78)-დან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ ძ ვექტორის სიგრძე 

"ეტოლება ნულს მხოლოდ და მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა მისი 

„ყველა კოორდინატი ნულის ტოლია. 

ადვილად დავრწმუნდებით იმაში, რომ ყოველი –_ 
“ქექტორის სიგრჰე ერთეულის ტოლია. 

თუ ორი 94 და. ხ ვექტორისათვის ადგილი აქვს ტოლობას: 

:ფ'-–  .„... 

(მაშინ ძ« და ს ვექტორებს ორთოგონა ლური ეწოდება, 

ასე, მაგალითად, ზს 1 ...აი ვექტორები წყვილ - წყვილად 
·ორთოგონალურია, 

დავუშვათ, რომ გვაქვს სისტემა ი(), ი), , . ,, იო) ვექტორე- 
ბისა და მასთან ვიგულისხმოთ, რომ ყოველი ამ ვექტორთაგანი ორ- 

-თოგონალურია ხ. ვექტორისადმი: 

ი0)L=0, 99 ხ== 0, ... , 82) ხ= 0;
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მაშინ შემდეგი სახის ყოველი ვექტორი 

X0() + ჯის +... +X29 
აგრეთვე ორთოგონალურია 'ხ სადმი, რადგანაც 

060+. . . +Xირ:ხ=299ხ+. . . +7ი“)ს ==0. 

ახლა განვიხილოთ ვექტორთა ორი სისტემა 

(4) უეღეაე“ 
(8) სეა ყ„სხC;C;„„.» 

დავუშვათ, რომ (4). ვექტორები წრფივად დამოუკიდებელია 
ისევე როგორც (8) ვექტორები. 

თუ ამასთან (8) სისტემის ჟოველი ვექტორი ორთოგონალურია 

ყოველი (72) ვექტორისა, მაშინ ვექტორები 

(89) უას“'  ..– წ. 

ერთად განხილული, აგრეთვე წრფივად დამოუკიდებელი იკნება. 

დავამტკიცოთ ეს წინააღმდეგობის დაშვების მეთოდით. დავუშ- 

ვათ, რომ (80) ვექტორები წრფივად დამოკიდებულია. მაშინ არსე- 

ბობს ისეთი რიცხვები 

ი... „ე,“ ზა. . · „ა 8 

რომელთათვის ადგილი აქვს ტოლობას: 

(81) –––__..___._-... 

ამასთან, თ, . , #.,Cთ, 8, . . «+, 8, რიცხვებს შორის ერთი მა– 

ინც განსხვავებულია ნულისაგან. თუ დავუშვებთ 

2=თ,00) L . . . + თრ, §=3,40) -L , . . 4 ხრ, 
მაშინ ტოლობა (81) მიიღებს ისეთ სახეს: 

(81) ი -+=90, 
მეორეს მხრით, ჩვენ დავუშვით, რომ ყოველი ეექტორი (-4)- -დან: 

ორთოგონალურია ყოველი ვექტორისა (#)- -დან აღებული. წინანდელი 

შენიშვნის თანახმად შეგვიძლია ვთქვათ, რომ ი=თ,იI) + .. .·+ თიო 

ვექტორი ორთოგონალურია ყოველი 'ხ(), –” "ხო ვექტორისადმი.
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მაშასადამე, ნ -= 8, M()-- .. + 8,ხრ ვექტორისადმიც; ამგვარად, 

82) ი · ხ==0. 

ახლა (81) ტოლობის ორივე ნაწილი გავამრავლოთ სკალარუ- 

„ლად ძ-ზე: 

ი-6+4.-ხ=90. 
„ანუ, (82)-ის ძალით, _– 

ოძ9ო 

თ· ი2=ე1=0. 

მაშასადამე, ს ვექტორი უნდა ეტოლებოდეს ნულს, ე. ი. 

თ.ა) -L ...-–- თ,იო=0. . 

თ,, . ე “ე რიცხვებს შორის რომ ერთი მაინც იყოს განსხვა- 

"ვებული ნულისაგან, მაშინ (0), ,. , ,„, იი ვექტორები იქნებოდა 
წრფივად დამოკიდებული. მაშასადამე, უნდა იყოს 

თ,=>. . . ==თ,=0. 

მაგრამ მაშინ, (81)-ის ძალით, გამოვიდოდა, რომ ხ()) „, . ჩ- ვექ– 

ტორები არიან წრფივად დამოკიდებული, რაც ეწინააღმდეგება დაშ- 

ეებას, ჩვენი დებულება ამგვარად, დამტკიცებულია, 

მიღებული შედეგი შეიძლება შევავსოთ შემდეგი შენიშვნით: რად- 

გან წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა მაქსიმალური რიცხვი „-ის 

ტოლია, ამიტომ 

ა 7 +:=% 
„ანუ 

5-7 7. 

ამგვარად, წრფივად დამოუკიდებელ ხა), .. „ხო ვექტორთა 

"რიცხვი, რომლებიც ორთოგონალურია ყოველი ის,,.., ეო ვეჭ- 
„ტორისადმი, არ აღემატება # – „-ს. ამასთან დაშვებულია, რომ 

თვით ის), . , «, ირ ვექტორები წრფივად დამოუკიდებელია. 
ასე, მაგალითად, თუ #=3, მაშინ ყველა ვექტორი, რომლებიც 

მართობია მოცემული «გ ვექტორისა, კომპლანარულია (ე. ი, ერთი- 
-დაიმავე სიბრტყის პარალელურია). მათ შორის შეიძლება ავირჩიოთ 

მხოლოდ ორი წრფივად დამოუკიდებელი.
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8. ახლა გავარჩიოთ წრფივ ერთგვაროვან განტოლებათა სისტემა. 

რIIX-+ თI0X9 + . . · + 6,,Xა=0, 
(83) რ91X-L ძთიX5 –+++ . . . -C ძრეი2ც=0, 

–უ..ჯ-__.--.__._. 
თუ X, 7:16. · .,) X. მნიშენელობათა სისტემა აკმაყოფილებს, 

(53) სისტემის ყოველ განტოლებას, მაშინ ამბობენ, რომ ვექტორი 

ს #„=(%, 2). . ., 7) 

წარმოადგენს განტოლებათა (83) სისტემის ამოხსნას. თუ დავუშვებთ 

ი =(4, ძა ..., რ 84 – (84) აჯ. .. 

· ძო=(ძ,,, წი, 6. ·. · მთ) 

მაშინ განტოლებანი (83) შეიძლება გადავწეროთ ასეთი სახით 

(83ე. თ()„=0, 00-=0, , . ., 20); =0. 

ეს განტოლებანი გამოსახავს; რომ # ვექტორი ორთოგონალური 
უნდა იყოს (84) სისტემის ყოველი ვექტორისა. ამგვარად, (83) გან- 

ტოლებათა (ან (83)) სისტემის ამოხსნა ნიშნავს, განისაზღვროს ყვე- 

ლა # ვექტორი, რომლებიც ორთოგონალურია ყოველი გი), ..., ძლ) ვექ- 

ტორისადმი. 

ჯერ დავუშვათ, ებ #.. ძო ვექტორები წრფივად და- 
მოუკიდებელია, ე. ი. 

| რთ. რთ, რ.» 

(85) Cთ;1 რა რი 

  

––>."' 
მატრიცის რანგი: ეტოლება 7-ს (მაშასადამე, #I <= 7). 

““- “შევნიშნოთ, რომ ნულ-ვექტორი (0, 0,. . ., 0) ყოველთვის 
აკმაყოფილებს (83) განტოლებებს (ნულოვანი ამოხსნა). ამ ამოხსნას 
გამოვრიცხავთ განხილვიდან. თუ #=#I, მაშინ არანულოვანი ამოხ- 
სნები არ არსებობს (§ 1, პუნქ. 7). -
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დავუშვათ, რომ #ჯ<IV, წინა პუნქტის საფუძველზე შეგვიძლია ' 

ვთქვათ, რომ იმ წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა რიცხვი, რომ- 

ლებიც ორთოგონალურია ყოველი თ0), ,. ,„, ძი ვექტო- 
რისადმი, არ აღემატება #-–-#--1-ს, სხვა სიტყვებით რომ 

ვთქვათ, სისტემის (83) ან (83) წრფივად დამოუკიდებელ ამოხსნა- 
თა რიცხვი არ აღემატება #7 -- # -- 1-ს. დავამტკიცოთ რომ ს 
რიცხვი ზუსტად ეტოლება # -- თა -- 1-ს. 

რადგანაც (85) მატრიცის რანგი # –– ყ-ის ტოლია, ამიტომ სის- 

ტემა (83) არ შეიძლება ამოიხსნას § 1-ის მე-3 პუნქტში აღნიშნუ- 
ლი ხერხით, გარკვეულობისათვის დავუშვათ, რომ დეტერმინანტი 

  
რთ,, რთა ... რთი 

რთ: რევ... რი» 

მირო... თ 

ნულისაგან განსხვავებულია. მაშინ შეიძლება მარჯვნით გადავიტა- 

ნოთ წევრები, რომლებიც შეიცავს X»+1) · . ., იას და განტო–- 

ლებათა სისტემა ამოვხსნათ : 

+. 7». ე“ > 

უცნობების მიმართ. ამასთან, Xო+1 ე + «+ +; X, მნიშვნელობანი "სავსე 

ბით ნებსითი რჩება, 

ამგვარად, შეგვიძლია მივიღოთ უამრავი ვექტორი, რომლებიც 

აკმაყოფილებენ (83) განტოლებებს. ძნელი არაა იმის ჩვენება, რომ 
ამ ვექტორებს შორის ყოველთვის შეიძლება ამოვარჩიოთ # –- 7! 

წრფივად დამოუკიდებელი... 
მართლაც, 2.41, + . - კ #, მნიშვნელობანი ჩვენს განკარგულე- 

ბაში იმყოფება. თუ დავუშვებთ, მაგალითად, 

%ი+1=1, Xო4:=90, ... :X,.=0, 

მაშინ X, «,..... ა ჯგღ-სათვის ჩვენ მივიღებთ სავსებით განსაზღ- 

ვრულ მნიშვნელობებს. ეს მნიშვნელობანი აღვნიშნოთ (0), X(9, LL 
ა«+. 20-ით,
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მაშასადამე, მნიშვნელობათა სისტემა 

», ==>X(2, . . .2ო=200 241 == 1, «10 =0,. , ., #,=0 

აკმაყოფილებს ყველა (83) განტოლებას; სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, 

ვექტორი 
თ” 0= (CV, . . . , ჯC), 1, 0, 0) 

წარმოადგენს (83) განტოლებათა ამოზსნას, 

ახლა დავუშვათ, რომ 

%ო+1 =50, %ო+9 = 1, %Xო+8 =20, ·“-- –-– X,5=0; 

ეთქვათ, X,, X,, . . .· ე ჯ„-ის შესაბამი მნიშვნელობანი არის 

ჯი, –” ჯ“, 

მაშინ ვექტორი 

70=ც0,, , ., #0, 0, 1, 0,. , .,0) 

აგრეთვე არის (83) გაწტოლებათა ამოხსნა, 

ამგვარადვე შეიძლება დავუშვათ 

Xო+I == 6... == Xი4+L-I ==0, #+L=1, #თ+L+1 == +... =20=0, 

თუ X.) XV). · ს ჯი. მნიშვნელობათა შესაბამ მნიშვნელობებს 

აღვნიშნავთ 70), 20, ..... »რ, მაშინ ვექტორი” 

»C)=(X(9), „+. XC), 0,+...10, 1, 0, ..., 0) 
1 · »” 

იქნება (83) განტოლებათა სისტემის ამოხსნა. ( 

თუ #-ს მივცემთ მნიშვნელობებს 1, 2, . . .:#-- MM მაშინ მი–- 

ვიღებთ # -–– # ვექტორს: 

(86) ა ო... 

28. უმაღლესი ალგებრა



რომლებიც აკმაყოფილებს განტოლებებს (83) ან (83". ამ ვექტორ- 

თა კოორდინატები ჰქმნიან მატრიცს: 
/წ--” 

1 (1) (1) »() %§ წ... XII ·.1 0...0 

(9 (2 2) .. ... ჯი «ა ... ჯი .-.0 1 9 

(8») 
XC -- 9) X(ს–#) ,.. X(--–»ი),.. 0 0...1 

1 3 ” I 

თუ აქ გამოვყოფთ უკანასკნელ # – # სვეტს, მივიღებთ კვადრა- 
ტულ სქემას, რომლიდანაც შეიძლება შევადგინოთ #--#” რიგის დე- 
ტერმინანტი 

10. ...0 

01, .,.0 
=- 1. 

0. ......1 

რადგანაც ეს დეტერმინანტი განსხვავებულია ნულისაგან, ამიტომ 
(87) მატრიცის რანგი M-–- ჯ-ის ტოლია. მაშასადამე, (86) ვექტო- 
რები არიან წრფივად დამოუკიდებელი. 

ყოველი IC), ., ,ჯ,'–”) ვექტორთაგანი წარმოადგენს 
(83) სისტ ეში ს ამ ოხს თა ს, ე. ი. ყოველი მათგანი ორთოგონა- 

ლურია ყოველი ი(ს, ,., ილ) ვექტორისადმი, 

მე- 7 პუნქტში ნათქვამის მიხედვით ყოველი შემდეგი სახის ვექ- 
ტორი 

(88) 2)7(0-L .. .+CX- თ ჯრ-ი”), 

სადაც X, 7, ·.., + თ არიან ნებსითი რიცხვები, აგრეთვე. ორთოგო- 

ნალურია ყოველი კ4IC), ..., ი” ა ვექტორისადმი; მაშასადამე, (88) 

ქექტორიც აგრეთვე აკმაყოფილებს (83) განტოლებებს. 

ახლა განვიხილოთ ნებსითი ვექტორი #, რომელიც აკმაყოფი- 
ლებს (83) განტოლებებს. რადგან (83) სისტემის წრფივად დამოუ- 

კიდებელ ამოხსნათა მაქსიმალური რიცხვი ეტოლება # -- #-ს, ამი- 

ტომ «, ;C0, ..., 7"-) ვექტორები წრფივად დამოკიდებუ- 
ლი უნდა იყოს; სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, არსებობს ისეთი 

ს Iს... II, რიცხეები, რომლებისათვისაც 

(89) IM + 0-C ...I- თ 70-რ = 0,
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ამასთან, ს, #ც .+.., I. რიცხვებიდან ერთი მაინც განსხვავებული 
უნდა იყოს ნულისაგან. # კოეფიციენტი რომ ეტოლებოდეს ნულს, 
მაშინ გამოვიდოდა, რომ #9, „ს ტორ ვექტორები წრფივად და- 
მოკიდებულია. მაშასადამე, (L# 0 და (89) შეგვიძლია ასე წარმოვი- 
დგინოთ 

(9თ) აეებევვე–აა.-.-<-___–_. 
თუ აღვნიშნავთ 

ს ; ლ-.=% , 0=1, 2, ..., 7), 

(90) ტოლობას გადავწერთ ისეთი სახით; 

ღი) ი=პნს- LX LC ... > „ოლო, 
ამგვარად, (83) სისტემის ყოველი # ამოხსნა წრფივად გამოისა– 

ხება M -- ა წრფივად დამოუკიდებელ 7;(), ..., ”- ე ამოხსნათა 
საშუალებით, 

აქამდე ჩვენ ვგგულისხმობდით, რომ (85) მატრიცის რანგი #I-ის 
ტოლია, 

ახლა დავუშვათ, რომ (85) მატრიცის რანგი ეტოლება /#-ს, სა- 

დაც #<7); მაშინ წრფივად დამოუკიდებელთა რიცხვი ი), ..,, ილ) 
ვექტორებს შორის ეტოლება #-ს. სხვა სიტყვებით რომ ეთქეათ, იმ 

წრფივ ფორმებს შორის, რომლებიც შეადგენენ (83) ტოლობათა მარ- 

ცხენა ნაწილებს, იქნება # წრფივად დამოუკიდებელი. (83) სისტე- 

მის ამოხსნა ამ შემთხვევაში დაიყვანება იმ / განტოლებათა სისტე- 

მის ამოხსნამდე, რომელსაც აქვს # -–-–/ წრფივად დამოუკიდებელი 
ამოხსნები: 

სავარჯიშო 

4, განსაზღვრეთ შემდეგ განტოლებათა სისტემის წრფივად დამოუკიდებელი 
ამოხსნები. 

2 V-+ ჯ#+3/1=0, 
3Xჯ -L 2V + 27; -I- 5! = 0. 

2. განსაზღვრეთ შემდეგ განტოლებათა სისტემის წრფივად დამოუკიდებელი 
ამოხსნები: 

2X+3X + Xვ + 2) – #=0, , 
3X.+ Xვ – 8X, + 3X, + 2X, = 90, 
X1+2Xე + 21 –+- Xა + 6X, => 0.
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_ 09, ახლა დავუშვათ, რომ მოცემულია არაერთგვაროვან განტო- 
ლებათა სისტემა. 

0)1% 4 თი2 +. . . + იაა = წ, 

(51) ძ22X ++ იო% ++. . . + თაჯა = ხე, 

ძო:X) +- მა:X90 ++. . . +“ იიგ1,= ხე: 

ვიგულისხმებთ რა 

(ია,ძი უიი 90 თ.)=0ი-ი, ტც=1, 2, –” ») 

(#ს %ვე Xვვ ია ი ი? X.)=7», 

ამ სისტემას გადავწერთ ასეთი სახით 

(91) 00=ხ,, 0 0/=ხვ . . . , 0ს),ლ=ჩი. 

(91) სისტემასთან ერთად განვიხილოთ ერთგვაროვან განტოლე- 
ბათა სისტემა, რომლებსაც მივიღებთ (91)-დან თავისუფალი წევრე- 
ბის ნულებად შეცვლით: 

011X) + ძიXი ++. . , + 6 X.==0, 

(92) ძI2I ––მთXი + . . ·. +თაX.=9, 

რო1Xე + მიაქ... –+იი, X. => 0. 

განტოლებათა ეს სისტემა შეიძლება წარმოვადგინოთ შემდეგი 
სახით : 

(92) ი0ს#=0, ი90?=0, . . , ,0CIL=0, 

სადაც · 

M#=(X,, X, ვიუ...» .ე Xა). 

დავუშვათ, რომ (91) განტოლებათა სისტემა ამოხსნადია,. 
და ვექტორი 

#10 =(ჯ(I, XC), , , . ჯ(9)) 
ჯ· 

წარმოადგენს ერთ-ერთ მის ამოხსნას: 

(93) 000;C0=ხ,, (0; =წხი ,. . ., 0()  (9=– ჩ,,.
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მეორეს მხრით, თუ X ვექტორი წარმოადგენს ერთგვაროვან გან– 
ტოლებათა (92) სისტემის ნებისმიერ ამოხსნას, მაშინ, როგორც და- 
ვინახეთ, 

(94) 0()7=0, ი(001=0, , . . , ირMX=0. 

თუ შევკრებთ წევრობრივ ყოველს (93) განტოლებიდან შესაბამ 
განტოლებასთან (94)-დან, ვიპოვით: 

ის.თ-L §)=Lს, 00, (+) L დ) =-ჩ,, , , „ , 0ო(C9) -L #) =ჩ,.. 

ეს თანაფარდობანი გვიჩვენებს, რომ ვექტორი 

რ5) :=7ი + # : 
აგრეთვე წარმოადგენს (91) განტოლებათა სისტემის ამოხსნას. 

ამგვარად, თუ განტოლებათა (91) სისტემის განსაზღვრულ ამოს- 

სნას შევკრებთ შესაბამ ერთგვაროვან განტოლებათა (92) სისტემის 

6ებსით ამოხსნასთან, კვლავ მივიღებთ (91) ხისტემის ამოჩხხნას, 

შებრუნებით, ყოველი „ ვექტორი, რომელიც აკმაყოფილებს 

განტოლებათა (91) სისტემას, შეიძლება წარმოვიდგინოთ როგორც 

კამი იმავე სისტემის განსაზღვრული „ ამოხსნისა და ერთგვაროვანი 

განტოლებათა (91. სისტემის გარკვეული ამოზსნისა. 

მართლაც, თუ (91) განტოლებებს გამოვაკლებთ შესაბამ (93) 

განტოლებებს, მოვნახავთ: 

8.(0სVC –-–ჯ„C0))=0, 00, -- „0)=0, , . ., 0ლ(” –– (0) = 0, 

“ეს თანაფარდობანი: გვიჩეენებს, რომ »-- ეექტორი აკმაყო- 

ფილებს ერთგვაროვან განტოლებათა (92) სისტემას; თუ დავუშვებთ 

= 2=X 
გვექნება ეეს 

ჯ =7(9-L I. 

§ 3. წრფივი ზარდაქმნები და მატრიცები 

1. რომ გავარკვიოთ წრფივი გარდაქმნის ცნება, დავიწყოთ მა- 

გალითიდან, რომელიც მკითხველისათვის ცნობილია ანალიზური გეო- 

მეტრიიდან, თუ სიბრტყეზე გადავდივართ მართკუთხა ერთ X0X
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კოორდინატთა სისტემიდან მეორე X'C” I" სისტემაზე, მაშინ ჯ და” 

კოორდინატები გამოისახებიან ჯ# და X»-ით შემდეგი ფორმულების 
მიხედვით: : 

X= X 6ი8თ -–-  8)0თ ი, 

წჯ7==Xჯ §10თ-–> » 008 თ +- ს. 

-კოორდინატთა ეს გარდაქმნა იქნება წრფივი, რადგანაც X და /” 

ცვლადები წარმოადგენენ ჯ და X-ის წრფივ ფუნქციებს, მაგრამ ჩვენ 

აქ გვაქვს წრფივი გარდაქმნის მხოლოდ კერძო შემთხვევა. წრფივი 

გარდაქმნის ზოგადი სახე, რომელიც გამოხატავს ჯ და » (უევლადებს 

X და ჯ-ის საშუალებით,- იქნება 

X=თX -Lხ,7+0C, 

2=თ,X + ს,V +. ო, 

სადაც ძე ხს 6 ძი ჩხ 2, არიან ნებისმიერი მუდმივი კოეფიციენ– 

ტები; თუ C,= C==0,ცმაშინ საქმე გვაქვს ერთგვაროვან წრფივ 

გადაქმნასთან: 

X=ძ,X + ხ.V, 
96 აიიი, (9) )წ= ძაX + ხა. 

დაწვრილებით შევჩერდეთ ასეთ გარდაქმნათა თვისებებზე. 
(96) გარდაქმნათა კოეფიციენტები შეადგენენ კვადრატულ მატრიცს 

თ წ ი»), _ აა. 
(76) ხა 

ეს მატრიცი სავსებით განსაზღვრავს მოცემულ გარდაქმნას. (96) 
გარდაქმნასთან ერთად განვიხილოთ გარდაქმნა 

(83) #=0ი2 + ძეს 
»= 0.X" +– ძეVს 

რომელიც გამოსახავს X, „ ცვლადებს +”, #-ის საშუალებით; ამ გარ- 

დაქმნის მატრიცი იქნება 

იი (C4).
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ახლა დავუშვათ, “რომ საქიროა ჯ, V (ვვლადებიდან ჯ”, X”-ზე. 
გადასვლა. ცხადია, ამისათვის საკმარისია შევასრულოთ თანმიმ- 
დევრობით (96) და (97) გარდაქმნები. (96)-ში » და ””-ის ნაც- 
ვლად ჩავსვამთ მათ გამოსახულებებს (97), მივიღებთ: 

(98) X= (0,0, -L მ,თ)2" + (თძ, + ხ,ძ,!” 

27= (4.0, -L ჩ,C)X" + (ძეძ, + ნეძე)უ“. 
შესაბამისი მატრიცი იქნება 

(II9 ( 660, + მ, იი იი) 

რაი, -L ხან, რაძ, -L ხ.ძა/: 
მაშასადამე, ორი (96) და (97) წრფივი გარდაქმნათა თანმიმ- 

დევრობითი შესრულება იგივეა, რაც ერთი წრფივი (98) გარდა– 
ქმნის შესრულება. 

ამ აზრით (98) გარდაქმნას შეიძლება ვუწოდოთ ნამრავლი 
(90) გარდაქმნისა (97) გარდაქმნაზე. 

ამგვარადვე (III) მატრიცს, რომელიც შეესაბამება (98) გარდაქ– 
მნას, ეწოდება ნამრავლი (I) მატრიცისა (II) მატრიცზე: 

( ი ს) . ( (2) ი 1)=( იძ, +955 0,ძ,+სჩ, 4, 
ძე ჩე რ ი/ ს 0.6, LC ძემ, -L ჩაშა/. 

ძნელი არაა იმ კანონის აღმოჩენა რომლის მიხედვითაც ხდება 

„მატრიცი--ნამრავლის“ შედგენა. რომ მივიღოთ ამ მატრიცის პირ– 

ველი სვეტის და პირველი სტრიქონის ელემენტი, ე. ი. 

თ,0,+ ჩ,C, 

საკმარისია (I) “მატრიცის პირველი სტრიქონის ელემენტები (ე. ი. 

ძ,, ხე) გავამრავლოთ შესაბამისად (II) მატრიცის პირეელი სეეტის 

ელემენტებზე (ე. ი. ი, და 0,-ზე) და მიღებული ნამრავლნი შევკრი– 

ბოთ. იმ ელემენტს, რომელიც მდებარეობს მატრიცი –– ნაზრავლის. 

1 ურ სტრიქონის და #-ურ სვეტის გადაკვეთაში, ამგვარადვე მივიღებთ 

(0 მატრიცის ჯ-ურ სტრიქონიდან და (II) მატრიცის #ჯ-ურ სვეტიდან. 

ამიტომ ამბობენ, რომ (III) მატრიცი მიიღება (I) მატრიცის სტრი- 

ქონების გამრავლებით (II) მატრიცის სვეტებზე.
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მაგალითი, მოცემულია წრფივი გარდაქმნები 

Xჯ=2»” + I”, X= ჯვ, 

»=3» + 2». X=2X" -4V". 

ამოვწეროთ შესაბამი მატრიცები: 

>) (:-) 3.2/, 2 –-4/., 

შევადგენთ რა ამ მატრიცების ნამრავლს, მივიღებთ:, 

21 1-3 4 ––10 

თ (: LX; -)-C -») 3.2 2-4 'Vს7 --17/. 

მიღებული მატრიცი შეესაბამება ჯგარდაკმნას: 

«= 4»X" –-– 10», 
X»X=7»" –-17V”. 

ძნელი არაა იმის შემოწმება, რომ იგივე გარდაქმნა შეიძლებოდა მიგვეღო 
ჯ და I მნიშვნელობათა ჩასმით გამოსახულებებში X და წ»-სათვის, · 

სავარიგიშო, 
1. მოცემულია ორი წრფივი გარდაქმნა: 

Xჯ= 3X 2), X=5»”+ X», 
ჩწX=2»X + 4). 13'=2X”-–-3)”. 

იპოვეთ გარდაქმნა რომელიც გამოსახავს Xჯ და X-ს .»” "და ჯ-ის სა- 
შუალებით; ' 

ძ) » და / მნიშვნელობათა უშუალოდ ჩასმით გამოსახულებებში X» და I- 
სათვის; 

·- ბ) მატრიცების გადამრავლების გზით. 
· 2, იგივე საკითხი შემდეგი ტარდაქმნებისათვის: 

ჯ== X C05დ –“ 17910 დ, «== X”C050 –– V §100, 

»#ჯ=X' 510 დ + # C05%; >» = X»" 510 0 + V" C05 80, 

2. კვლავ დავუბრუნდეთ წინა პუნქტის (99) ტოლობას. თუ. შე- 
ვადგენთ სხვა რიგით აღებულ იმავე მატრიცების ნამრავლს, მაშინ 

მივიღებთ 

1 –3ვ 21 _7-–-15 

 -) 32 -=(_: «). 

ჩვენ მივიღეთ ნამრავლი, განსხვავებული (99)-დან. მატრიცების 

ნამრავლი დამოკიდებულია თანამამრავლთა რიაჯზი.
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საზოგადოდ დავუშვათ, რომ მოცემულია ორი მატრიცი 

თკ თ ხ 4-( 11 ”), 8= (ს 11 ი), 
Cე1 რე 

შევადგენთ რა ამ მატრიცების #8 ნამრავლს, ვიპოვით: 

48= =(6) თ I, წი ,'!)– (წახა1 რახირი ს29-რ2M>), 
რა) რთ::/ ხე: ნ.ე თა; ხ,კ-L 0;ე ხა; თე; ხე -L რჩე ხის 

“იმავე მატრიცების 84 ნამრავლი იქნება: 

84= –( წ). (რა 21) - (მახარა ხა Cთ,გხ11+6: (3) 

ხს: ხია რი, რთ: რთ, ხე, +C; ჩიე C;5 ხეჯ-L+თეე ხ 22 

ამგვარად, ზოგად შემთხვევაში #8 # 84. მატრიცების ნამრავლს 

არა აქვს კომუტატივობის თვისება". 
პირიქით ასოციატივობის თვისებას ყოველთვის აქვს ადგილი 

მატრიცების გადამრავლებისას. ამაში შეიძლება დავრწმუნდეთ შემ- 

დეგნაირად. განვიხილოთ სამი თანამომდევნო გარდაქმნა; 

(1=2) 61 +ი,,2) 

X#=ძ ჯ + რამ) 

»ჯ=ს ,X + ს, 19 
(100) (» =V, '”თ+ ხ.. ; 

სიოს კ." +- 6 დ 
»=%- "+ რავ)“ 

შესაბამი მატრიცები იქნება: 

ტ4= (2 თ), ვ I" MM), 6= წი რა), 
რ51 რ: ხი: ხია C91 699 

ცალკე შემთხვევებში ეს თვისება შეიძლება დარჩეს. ასე მაგალითად: 

3 2 74 _ 37 9) 

1) დაუს 
და 

74 32% _ 37 18 

( 83/VL41/ V3619/ 
ისეთ ორ 4 და 8 მატრიცს, რომლებისთვისაც 48 == 84 ეწოდება კოზუ- 

ტატივური. 

 



– 442 

ყოველ გარდაქმნათაგანს (100)-დან აღვნიშნავთ იმავე ასოთი, რომ- 

ლითაც აღნიშნულია შესაბამი მატრიცი. 

თუ საქიროა ჯ, / ცვლადებიდან ჯ»", ”-ზე გადასვლა, ეს შეიძ- 
ლება მოხდეს ორი გზით: 

ი. ჯერ #ჯ, 7-დან ჯ”, ”-ზე გადავდივართ „48 გარდაქმნის საშუა- 
ლებით, შემდეგ X”, )”დან ჯ”, )7”-ზე გადავდივართ C გარდაქმნის 

საშუალებით. ამგვარად, #, #-დან ჯ“, #»”-ზე გადასვლა ხორციელ- 

დება (,48)C გარდაქმნის საშუალებით. 
სქემატურად ეს ამგვარად შეიძლება წარმოვიდგინოთ: 

: C 
(> 3) – (»”, წ”) –> (»”, »" 

(48 ” 1! 

(თი 7) ––– (XI) >») 

ხ. ჯერ გადავდივართ ჯ, /-დან X”, ”-ზე (გარდაქმნა „4), ხოლო შემ- 

დეგ X, /-ს გამოვსახავთ »” ს »”-ს საშუალებით, რისთვისაც უნდა 
შევასრულოთ 8C გარდაქმნა. ამ შემთხვევაში გადასვლა #X,0 ჯ-დან >», 

ზე ხორციელდება >4#(8C) გარდაქმნის საშუალებით. სქემატურად: 

4 , , 8C „” I 

(2) > (I, 7) –>(7) >) 

(X ”) __ (Xჯ”, წ»). 

რადგანაც ორთავე „თ და „ხ" ხერხმა უნდა მოგვცეს ერთი 

და იგივე შედეგი, ამიტომ 
(485)C= 4#(8C).- 

სავარჯიშო. 

შეამოწმეთ (48) C=4#(8C) თანაფარდობა უშუალო გამოანგარიშების გზით. 

ვ. კვლავ განვიხილოთ ორი მატრიცი 

თ. თ ხე. ჩ 4-( 11 2) ა 8= IL XI) 

რა) რიე დ ხე ჩვე 
და მათი ნამრავლი _ 

48= (2. ხს.) + რ,გხე, თკ ხკე +- თა: 3) 

. რა; ხ1) -L თევ ხა; რთა; ხჯ5 + რეე ჩეც 

ყოველი >, 8, 48 მატრიცთაგანი ჰქმნის მეორე რიგის დეტერ- 

მინანტს. ეს დეტერმინანტები აღვნიშნოთ შესაბამისად ჩას #ე, ნფ
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და შევეცადოთ გამოვარკვიოთ თუ როგორ არიან ისინი “დაკავში- 

რებული ერთმანეთთან. დავიწყოთ დეტერმინანტით, რომელიც შეე- 

საბამება „48 მატრიცს: 

ი ' + MC 21 აა + იც I 

21 11 22 21 21 12 22 22 

ნ ტვ“. 
    

გამოვიყენებთ რა VII თავის მე-6 პარაგრაფის მე-3 პუნქტის მე-2 

თვისებას, ჩვენ ამ დეტერმინანტს წარმოვიდგენთ ჯამის სახით 

          

    

ძ ხხ თძ ხ დხ ნ ნ,ე=) 1) ,11 III 1 4%% რით, რიცხ +905 = 
ძ , Lთ,,9,, 6, 9,, + 0.) ს,, (.... 

ხ ხ 
= IM 9. რ, რჩ 012 რენ, რMე18ე 

რა 711 %1 9 ირ 11 რიე” რიე წე| 2:19 

+ რ, ზე, რე ხეე I 
ქებ” _ 

  

ამ ჯამში, როგორც ვხედავთ, პირველი და უკანასკნელი შესაკ- 

რები იქცევა ნულად. მაშასადამე, 

C,, რა == ხ თ.ე 9), 

რ); რი: | თ. რიე რე 
Mჩ,კვ=ხს) ს.ე 

  

    

თუ მეორე წეერში გადავსვამთ სვეტებს, მივიღებთ. 

რ. 0, = ძთ,,რ 
11 1 – ხ.. ს 

· 19 “21 ძმ 
11 

რე რ: 

(§ 

# ,ვ= ხ,,ხ.. 
    

  

  21 რა: 

მ.კ რთ 

(74 

13 

21 რ: 

' ! 
= , რ, რი. %. საი | 

| რე) რეგ | ს 91 22 

1 ნევ –- ჩე 9ე))= ' 
  

  

ანუ 

ს,კ=ნ,.L,. 

ამგვარად, 48 „მატრიცი –- ნამრავლის“ დეტერმინანტი ეტოლე–- 

ბა „4 მატრიცის დეტერმინანტისა და 8 მატრიცის დეტერმინანტის» 

ნამრავლს.
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„ასე, მაგალითად, შემდეგი მატრიცების ნამრაელი · 

-(::» ·-C-) 
როგორც დავინახეთ, იკნება 

ქტ8= 4 –-10 _ 

1 –-17 

ახლა გამოვიანგარიშოთ შესაბამი დეტერმინანტები: 

21 131 
სკ= 8 .. 

4 –-10 
32 2-4 | ი- 7 17     

ე. ი. 0,გ= 0, ვ. 

შენიშვნა: მკაფიოდ უნდა განვასხვავოთ დეტერმინანტების 
ნამრავლი მატრიცების ნამრავლისაგან. „8 მატრიცი –- ნამრავლს, 

„განსაზღვრის თანახმად, მივიღებთ „4 მატრიცის სტრიქონების გამ- 

”რავლებით 8 მატრიცის სვეტებზე, შეორეს მხრით, ჩვენ დავამტ- 

კიცეთ, რომ 4 მატრიცის დეტერმინანტის ნამრავლი „8 მატრიცის 

დეტერმინანტზე ეტოლება 78 მატრიცის დეტერმინანტს: 

1, ი) .I" ,ა|_ 

თ 

ხ 
1I 43 ი" II 14 „1 რ I 1 რგ ი), 

'ჟ.. .. 

    

ხ ჩ 
21 რე 21 22 

    

4 და 8 მატრიცებთან ერთად ახლა განვიხილოთ მატრიცები: 

#- (რთ) დ »- (56), 
რა წე: 19 “92 

·რომლებსაც მივიღებთ 4 და 8-დან სტრიქონების ნაცელად 
სვეტების აღებით. # მატრიცის მალ წ: ს ირიიშ ოქნება: 

–+ ძ ძ +ძ, 483-(LC 1 10) 2, ს, 210, 
| ა... 

48 მატრიცი, საერთოდ რომ ვთქვათ, განსხვავებულია 
“48 მატრიცისაგან. მაგრამ ამ მატრიცებიდან შედგენილი დეტერმი- 
'ნანტები ერთმანეთის ტოლია. მართლა/), #4'8' მატრიცებიდან შედ-
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გენილი ს „კ, დეტერმინანტი ეტოლება «» და #” მატრიცებისაგან- 

შედგენილ # ,, და მ,, დეტერმინანტთა ნამრავლს: 

ნ, =0,.I,: 
მაგრამ 

სნ,,=9,, ნ,=V,. 
მაშასადამე, 

ნ, =მ,-ხვ=0, 

უკანასკნელი ტოლობა შეიძლება გადავწეროთ შემდეგი სახით: 

ეი. 
ან 

2. თ რა "ს 11 _ ი) ი1 რ, „1 რ, ს,,+ძ,, წ ა 

რ)| რია მ, ხვ, რა ხ,,+ ძ,.,ხ 12: რე ს,, + ი, ხ 9292   

  

ეს თანაფარდობა გვიჩვენებს, რომ ი, და M8 დეტერმინან- 

ტების ნამრავლი შეიძლება წარმოვიდგინოთ შემდეგი დეტერ- 

მინანტის სახით: 

I 11 ნ,, + რ,,ხ ე რ.) ხ,, + რ: I" 

მ, + თ,,ხცე მიება: + რახ.” 

რომელსაც მივიღებთ #”, დეტერმინანტის სვეტების გამრავლე- 

ბით ჩე დეტერმინანტის სტრიქონებზე. თუ ”#'ს' მატრიცის 

მაგივრად განვიხილავთ მატრიცს 

ტ8=( 0) 1C 1 - –(რას1 0), 106, -:I+C,ხ 8 I 

_. სრჯრე I. რე, 0, + რე, ხარა, სე,“ ხ 29 

მაშინ მივიღებთ, ისე, როგორც ზევით, 

ნ,ხ-ვ=,კ. 
ან 

ჰ, წ იე % ე თხ, +0ძ,ი ხერ, ა, + რა წ9. 
ხ 

რC:1 რე: 21059 0ე1 9, “+ რევ წკერე1 ხი) 'L წევ შიე
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დეტერმინანტს მარჯვენა ნაწილში მივიღებთ #) , დეტერმინანტის 

“სტრიქონების გამრავლებით M8 დეტერმინანტის სტრიქონებზე. 

დასასრულს, თუ განვიხილავთ, მატრიცს 

48= (600) ·(C, L 9) = (რავ რი გარი ეი 1 რიკა) 
C13 რეგ ნ., ჩე თ, 9,)“+რა, ხეთ, ე ხე L თე, 7::/, 

მაშინ მივიღებთ თანაფარდობას 

ჩ,ხე=#,, 
ან 

4. 06%, ს.ს.) თ, ,,+2,, ხე, თ, 0) + თ, ხე 
შეკრა) | მალი) ,Cთ,: 0) +რეე ნე, 0, 0,ე+თ,ე წა     

  

  

დეტერმინანტი მარჯვენა ნაწილში შეიძლება მივიღოთ ი, ხვე- 

ტების გამრავლებით ჩა სვეტებზე. 

1, 2, 3, 4 თანაფარდობანი გვიჩვენებს, რომ ი, და #3 დეტერ- 

მინანტების ნამრავლი შეიძლება შევადგინოთ ოთხი სხვადასხვა ხერ- 

"ხით. სახელდობრ, შეიძლება გავამრავლოთ: “ 

1) გ, დეტერმინანტის ჩა დეტერმინანტის 

თწ, რერეემინნ საა. ა. სვეტებზე, ნტის იხა ი იხა ი 

'“ სვეტები მ ” სტრიქონებზე, 
3) X, დეტერმინანტის, Lა დეტერმინანტის 

სტრიქონები სტრიქონებზე, 

4) ს, დეტერმინანტის სხე დეტერმინანტის 

სვეტები ”. სვეტებზე. 
მაგალითის სახით ყველა აღნიშნული ხერხით შევადგინოთ შემ- 

'დეგი ორი დეტერმინანტის ნამრავლი: 

3 32 

–'|(5:4   
|–2. 

1, (სტრიქონები სეეტებზე): 

23) ვ 2) 12116! 
14!“ | 54) 2318,“
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2, (სვეტები სტრიქონებზე): 

23 32 I 8 14 0 

1 4I-I §4.= ,ვე|=1. 

3. (სტრიქონები სტრიქონებზე): 

23) |32' |I222 _ 
14) |54” 11121,“ 

  

  

  

4. (სვეტები სვეტებზე): 
23 32 I11 8) 10 

14) I 54) (2922, ““ 

სავარჯიშო, 

1 შეადგინეთ სხვადასხვა ხერხით შემდეგი ორი დეტერმინანტის ნამრავლი: 

I. I. 
2. იგივე საკითხი შემდეგი დეტერმინანტებისათვის: 

  

  

1.1 11 

ა, I» 
3. დაამტკიცეთ, რომ - 

111» %-+% 

95% – X4+X "214 ჯე? I 

      

4. წრფივ გარდაქმნათა ის თვისებანი, რომლებსაც გავეცანით 

1-2 პუნქტებში, ადვილად განზოგადდება ()ვლადთა ნებისმიერ რი- 

ცხვის შემთხვევისათვის. დავუშვათ, რომ X,, წია ა. +: ი (ქვლა– 

„ დები წარმოადგენენ 1), 7, + · .» #,-ის წრფივ ერთგვაროვან ფუნ- 
ქციებს: : 

# 
ე 

X,= 011V, -L 0IგVე -C ... + იცა = სა 

#=1
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M 

Xე ==05911) “L 00972 I . . . ს შე)ი= 2” ·» 
#=1 

„ჟყ„ჟ«–რდძლ–ძი.V""""''""''”””''''”'”''·'”' 

ჩ 

ჯი = იი) + რივX2 + ... + რი ი == 2, ძი" 

#==1 

აქ ჩვენ გვაქვს # ცვლადის წრფივი გარდაქმნა. ამ გარდაქმნას 
შეესაბამება მატრიცი 

თვით გარდაქმნას შემდეგში აღვნიშნავთ იმავე ასოთი, რაც შე- 
საბა“ „4 მატრიცს; «# გარდაქმნასთან ერთად განვიხილავთ გარდაქ- 

მნას, რომელიც გამოსახავს #0 XL თ ., ი-ს ვთი–>–” ; ჯ-ის 

საშუალებით: ' 

2, =ს,ც).4+სცბ+. .. სხ, 

(102) 7 == ბ, LC ხელი... ნადა 

პა“ ხ,, + ხა თ+L. „+ თ ჟა: 

ამ გარდაქმნას შეესაბამება მატრიცი 

ხენი ...« ხნ» 

წთ , . .Mი =(C/ა. 

სხ ” ხის 

რომ გადავიდეთ ჯა X,. . ..% ცვლადებიდან #,, ჯც - +» დ 

ცვლადებზე, ამისათვის საკმარისია თანმიმდევრად' შევასრულოთ 4 
და 8 გარდაქმნები,
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მაგრამ ძნელი არაა »ჯ,, X . . ., ჯი ცვლადები უშუალოდ გა- 
მოვსახოთ ჯ»,, 26. .· ., დ. ცვლადებით. მართლაც, საკმარისია 
(102) მნიშვნელობანი X,, »,, . , .· , #-სათვის ჩავსეათ (101) ფორ- 
მულაში, მივიღებთ: 

” 

X1= 2, Cთ,(ნ,, უა+ს, + .·.. + ნ, L) 

  
#=1 · 

(103) | Xგ= 2ერან, 7 + ს ა+ „·..+ ჩნ, ბ. 
#=1 

"":"ს""""""'"''""'''")!ს"'"""!ს!"'!"""!""" 

# 

| X„= ა წჯ+სჩ + ... +სხ» ჯი) 

#==1 

თუ აღვნიშნავთ 
# 

_ 1=1. 2, , . .,#ჩ 
(104) ი. == ბთ, ხ =1, 2, – ), 

#=>1 

მაშინ თანაფარდობანი (103) შეიძლება გადავწეროთ ასეთი სახით; 

%15- +420 + ...+ ნ.ი 

%ე= 617+ რეე. . ..+რიბის 

X.-= ნ უ+ბა ჯ+L ... ბიი 2. 

ამგვარად, ორი #4 ღა 8 წრფივი გარდაქმნის თანმიმდევრობით 

შესრულება შეიძლება შევცვალოთ ერთი წრფივი გარდაქმნით, - 

რომელსაც აქვს შემდეგი მატრიცი: 

(მვ 63. თ. რ» 

ცგ= | (11552 · » 6» 

6.1 6” –._ 

სადაც 0, განისაზღვრება თანაფარდობით (104)”. 

» C მატრიცი რომელიც წარმოიშობა ორი წრფივი გარდაქმნის თანმიმდე- 
ვრობით შესრულების დროს, განიზილა უკვე გაუსმა თავის განთქმულ თხხულე– 
ბაში „LსI50ს19XI006§ ტIIIხთ6VIC26% (1801 წე. 

29. უმაღლესი ალგებრა
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ამბობენ, რომ წრფივი C გარდაქმნა წარმოადგენს ნამრავლს / 

გარდაქმნისა „8 გარდაქმნაზე. ამის შესაბამისად C მატრიცს ეწოდე- 

ბა ნამრავლი „4 მატრიცისა 8 მატრიცზე ”: 

· C= 4ჩ. 

ძნელი არაა მოინახოს კანონი, რომლის მიხედვითაც აიგება C 

მატრიცის ელემენტები. მართლაც, ტოლობა 09%) შეიძლება გადა- 
იწეროს ასეთი სახით: 

ი 

(140) ი=2) ძ,ხ.= ჩ,, ხ,+ იე ხ.+ · ს + მცხ. 

ჩ-1 

აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს: რომ მივიღოთ ი, ელე- 

მენტი, რომელიც მდებარეობს C მატრიცის ;–# 
სტრიქონისა და #–# სვეტის გადაკვეთაში, საკმა- 
რისია / მატრიცის ;ჯრი სტრიქონის ელემენტები 

(ე. ი. ძი, ძთაე..ა0,) გავამრავლოთ შესაბამისად 7 

მატრიცის #-რი სეეტის ელემენტებზე (ე. ი.წ» ხეს 

·. ხა„-ზე) და მიღებული ნამრავლები შევკრიბოთ. 

თუ » განზომილებიან სივრცეში განვიხილავთ ვექტორებს 

–_____. 

– .- 

მაშინ ტოლომა (104) შეიძლება წარმოვადგინოთ ასეთი სახით 

-,= ძა · ხს 

(' ნიშანი გვიჩვენებს, რომ 24 ვექტორი შედგენილია 8 მატრიცის 

#-რი სვეტის ელემენტებისაგან), ე.ი, -, ელემენტი წარმო- 
ადგენს /ი,და ხ; ვექტორების სკალარულ ნამრავლს. 

ამგვარად, C მატრიცი- „ნამრავლი შეიძლება წარმოვიდგინოთ 
ასეთი სახით: 

" ამბობენ აგრეთვე, რომ C წარმოადგენს #4 და 8 მატრიცების კომპო- 
ზიციის შედვგს,



–_ -–. _ – 

-- ი;ხ, 
“ივა ,” – –. –,–. 

C=– 28 = ._.-.. ძენი 

იან, · მეხა 

მაგალითის სახით განვიხილოთ შემდეგი მატრიცები: 

3-1 2 1 –-2 --1 
4=!0 2-1), 8=| 2 1 0 |, 

1 1 3 –3-). 2 
შევადგენთ რა ნამრავლს, ვიპოვით: 

–5-9 1 

48=|) 7 3 –2 |, 
–6 -4 5 

ახლა შევადგინოთ შებრუნებული რიგით აღებული იმავე მატრი– 
ფების ნამრაელი 

-/ 2-61 
· 84=| 6 9013I. 

–7 31 

ეს შედეგი ერთხელ კიდევ “ადასტურებს “ (შეად, მე-2 პუნქტი), 
რომ მატრიცების ნამრავლს, საერთოდ რომ ვთქვათ, არ აქვს კო- 
მუტატივობის თვისება. 

ასოციატივობის თვისება მატრიცების გადამრავლების დროს ძა- 

ლაში რჩება: 

4(8C) = (48)C. 
ამ დებულების დამტკიცება ზოგად შემთხვევაში შეიძლება ჩავა– 

ტაროთ სწორედ ისევე, როგორც მე-2 პუნქტში. 

სავარჯიშო. 

1. დაწერეთ მატრიცი, რომელიც შეესაბამება გარდაქმნას 

X1= –_”»" 

შ= “–რ6ჯ), 

Xვგ== ჯა.
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2, დაწერეთ წრფივი გარდაქმნა, რომელიც შეესაბამება მატრიცს 

001 (512) 
123 

3. შეადგინეთ შემდეგი წრფივი გარდაქმნათა ნამრავლი: · 

ძ) X, = 2 –– 7 + 3Xე, # =პე – 22 + ჯ 
2: = 3X# – 27 + 7, პაილ=2 – ჯ + 37, 
X, = 4) –– 3Vე –– 2V, 33= - თდ-53ჯ. 

ხ) #.= 7ი 11 = 2; 

+ = 2) VI, 3 = 3 + 7» 
%ვ ==. 7 –- 3#ე + წვ. სე = 2ჯ + > – 2 

4. შეადჭინეთ შემდეგი მატრიცების ნამრავლი: 

ძ /2–000 ძი. 0 0 ხს) /იხი 0 ტბ ხ 

(ხ0I).-I(421I0 · 00ძ)|1.|0 –4 –+ი 

3ვ!ხ 46 –/ 1 00#« მი 0 ი/. 

5. მე-3 პუნქტში განვიხილეთ მეორე რიგის დეტერმინანტების 

გამრავლების საკითხი, ახლა გადავიდეთ ზოგად შემთხვევაზე. 

თუ მოცემულია ორი „4 და „8 მატრიცი, მათთვის „შეიძლება ავა- 

გოთ 48 მატრიცი-ნამრავლი, ამ მატრიცის ელემენტები განისაზღვ- 

რება (104) თანაფარდობით, ისე, როგორც მე-3 პუნქტი, #„ #,, 

» 
4 

48 მატრიცებისაგან. ჩვენ უნდა დავამტკიცოთ შემდეგი დებულება: 

#48 მატრიცის 8,5 დეტერმინანტი ეტოლება „4 მატრიცის ჩა, 

დეტერმინანტისა და 8 მატრიცის „წ. დეტერმინანტის ნამრავლს ”. 

დამტკიცება. 48 მატრიცის # ,ც დეტერმინანტი შეიძლება წარმო- 

ვიდგინოთ (იზ. მე-4 პუნქტი) ასეთი სახით: 

თი აღვნიშნოთ დეტერმინანტები, რომლებიც შექმნილია 4, 8, 

11 12 13 1». 

ს ,.= რიკ (15 ლვ შრ» 
48 

--""” ..ი. ი 

2 #2 0»ვ · 9.» ჯ 

# ეს თეორემა ერთდროულად მიიღეს კოშიმ და: ბინემ (1812 წ.) (C20C# 
და 181იტა. - -
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სადაც (იხ. 104”) 

6, == ძ,., ნხ,+ 8 ხ,,+ –“ –.. 

ამგვარად, # ,ვ დეტერმინანტის ყოველი ელემენტი წარმოადგენს 

M შესაკრებთა ჯამს. გარდავქმნათ ეს დეტერმინანტი, VII თავის 
მე-6 პარაგრაფის 2 თვისების გამოყენებით, თუ ამ თვისებას გამო- 
ვიყენებთ ჯერ პირველი სვეტის ელემენტების მიმართ 

ნი,=იცს,, ნეს, +....რიაბ ს 
61 რა, ხ.. + რ: ს,, + ... +ძ,, ხ.,, 

«თ: ა 2 ი ია ნ“ ი იი 72 ინი იმ"... 

მაშინ ჩე დეტერმინანტი დაიყოფა #» დეტერმინანტად; ყოველი 

მათგანის პირველი სვეტი შექმნილი იქნება შემდეგი სახის ელემენ- 
ტებით: . 

ძ,ეთხთ;, 

(105) რედ, 

ძითსთ;ს 

სადაც თ არის განსაზღვრული ინდევსი 1, 2, , . .· , # მწკრიეიდან. 
ყოველი ამ # დეტერმინანტთაგანი შეიძლება თავის მხრით დავყოთ 

# შესაკრებთა ჯამად, თუ გამოვიყენებთ იგივე თვისებას მეორე სვე- 

ტის ელემენტების მიმართ. ამგვარად, მივიღებთ დეტერმინანტებს, 

რომელთა რიცხვი არის „1 და რომელთა პირველი სვეტი შექმნილია 

(105) სახის ელემენტებით, ხოლო მეორე სვეტი –– შემდეგი სახის 

ელემენტებით: 

თ; ხვ.) 

C.8 ხვ, - 

თი8 ხვა, 

სადაც 8 არის რაიმე ინდექსი 1, 2,. . .,# მწკრივიდან. ეს 

პროცესი შეიძლება გავაგრძელოთ, სანამ არ მივალთ »-ურ სვეტამ-
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დე. ამის შადეგად M,ე დეტერმინანტი დაიშლება შემდეგი სახის 

დეტერმინანტების ჯამად: : 

ძეთხთე 0,0 ხმე 0,» ხჯე . « + 0)» ნXი 

ტიმ... 1=|) 2-2? ხთ, ძან ხვე რეკ მ/ვ + . · რე) 0)» 

ძით მCთ1 ძივ ჩვ, “9 XI .· თ. . მო ნ 1 

სადაც შესაკრებთა რიცხვი უ"-ის ტოლია. 

ამგვარად, გვექნება: 

106) ჩ,.= 5: იტ ( 48 ' ა.ე 90/---X 

სადაც თ, 8... . . , » ინდექსები ერთმანეთისაგან დამოუკიდებლად 

იღებს 1, 2, . . . | # მნიშვნელობებს, ხოლო ჯამი მარჯვენა ნაწილ- 

ში ვრცელდება ამ მნიშვნელობათა ყველა შესაძლო კომბინაციაზე. 

უფრო ახლო განვიხილოთ #თვ1I . . . » გამოსახულება. დეტერ- 
მინანტის სვეტებიდან საერთო მამრავლების გამოტანის შემდეგ ეს 

გამოსახულება მიიღებს ასეთ სახეს: 

თათ 6,8 01 + +. + 012. 

რძეჯ . ი.ს თ" 02 
(107ე ტ-1ჯ. . . X»=ჩფთ,ეხ8ენ/ვ ა . ა 7X» რეთ 058 რ:+ ; 2 

რათ მომ ძი თ. . .ი0ი#/" 

..! ინდექსებს შორის იქნება ერთმანე- 

თის ტოლი, მაშინ დეტერმინანტი მარჯვენა ნაწილში .იქცევა 
ნულად. ამიტომ შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ თ, 8, 7, . ... 12 
ინდექსები სხვადასხვაა, ე. ი. ჰქმნიან 1, 2, . , . , # ინდექსე- 
ბის გარკვეულ გადანაცვლებას, მაგრამ მაშინ დეტერმინანტი 

რით C1ც ძეჯ ა · . 901 | 

ძეთ 0 ძ –--"! (108) 2«0ეც 2V + 2 

მოთ რ»ც მი. . ო. 0. 

მხოლოდ სვეტების რიგით განსხვავდება დეტერმინანტისაგან
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C;: რ,გრთევ · ა". 2-2» 

(109) –,= რეუ რეგრევ თ "+ · რე» 

რი, რია: რივ ბზ. (/5- · 

სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, (108) დეტერმინანტი შეიძლება მი- 
ვიღოთ (109)-დან სვეტების გადანაცვლებით. ეს გადანაცვლება შე- 
იძლება განვახორციელოთ თანმიმდევნო ტრანსპოზიციებით, სახელ– 
დობრ იმ ტრანსპოზიციებით, რომლებსაც მივყევართ 1, 2, . . ., ი 
ნატურალური განლაგებიდან თ, ჩ,. . ., 2 განლაგებამდე. . ამ 
ტრანსპოზიციების რიცხეი ლუწი ან კენტი იქნება თ, #, +, ..., 2 
გადანაცვლების ხასიათის მიხედვით. რადგან სვეტების ყოველი 
ტრანსპოზიცია ცვლის დეტერმინანტის ნიშანს, ამიტომ გვექნება 

ძეთ 618 017.» თ « 02 

რეთ 0ამ ძა, . · .· 02 =+ჩ) 

.-... --“ძ, 

მით მიმზ რი» 6. . «0 

ამასთან ნიშანი „პლუს“ ”'ეესაბამება თ, 8, +, . . .; » ლუწოვანი 

გადანაცვლების შემთხვევას, ნიშანი „მინუსი“ -- კენტოვანი გადანა–- 

ცვლების შემთხვევას. · 

ახლა (107) გამოსახულება რანი... ჯ“სათვის მიიღებს ასეთ სახეს 

რავ. ... +==წ,, ჩე, > ... ჩნ, ხ/. 

თუ ამ გამოსახულებას ჩავსვამთ (106) გამოსახულებაში და ყვე- 

ლა წევრიდან გამოვიტანთ საერთო. IL) მამრავლს, მივიღებთ 

ს,კვ=#/ 2,=+-ი, ჩე, ... ნ“ 

მარჯვეა ნაწილში გვაქვს ნამრავლი სც დეტერმინანტისა 

=-V კ 98, ... სჩ, „ სახის ყეელა წევრის ჯამზე, ამასთან ნიშანი პლუ– 

სი ან მინუსი განისაზღვრება თ, 8, 4, . , .· ე » გადანაცვლების ხა- 
სიათით; ეს ჯამი წარმოადგენს სხვას არაფერს, თუ არა ღეტერმი- 

ნანტს, შედგენილს „8 მატრიცისაჯან:
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." აი · 1% 
ვეიააგეა დ” ი 

Mვ= : წ. ა... = 2, +ხ,, ჩი, . . ჩი 

"I ხ, ნ 

მაშასადამე, 

| ხMკვ=Mხ/კც 3, 

ეს კი არის სწორედ ის შედეგი, რომლის მიღებაც გვსურდა. 
შენიშვნა: მე-3 პუნქტში უკვე აღვნიშნეთ, რომ დეტერმი- 

ნანტების ნამრავლი უნდა განვასხვაოთ მატრიცების ნამრა- 

ვლისაგან, ჩვენ დავინახეთ, რომ მეორე რიგის დეტერმინანტების 

ნამრავლი შეიძლება შევადგინოთ ოთხი სხვადასხვანაირი ხერხით: 

1) სკ ·ს სტრიქონები 72უ -ს სვეტებზე, 

2) ჩკ -ს სვეტები L8 -ს სტრიქონებზე, 

ვ) ჩკ -ს სტრიქონები #ცე -ს სტრიქონებზე, 

4) აკ -ს სვეტები ჩვე -ს სვეტებზე. 

ეს შენიშენა ძალაში რჩება ზოგად შემთხვევაშიაც. განვიხილოთ, 

მაგალითად დეტერმინანტები 

3-1 2 1 –-2 --1 

ბ 2 –1I--18, 2 ჰქ 0 I|--ლ9, 

11 3 –3-1 2     

    

დეტერმინანტი, რომელიც მათ ნამრავლის ტოლია, შევადგინოთ 

კ -ს სტრიქონების გამრავლებით 1#0ც -ს სტრიქონებზე: 

  

  

35-4 

–-3 2 –4|1=162=-18.9. 
–43 2 

"სავარჯიშო, 

1. შეადგინეთ შემდეგი დეტერმინანტების 5ამრავლი 

იძ |202| 14-–41 

413|.I2-–109 

412| |1 -–=31|/,        
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ხს) 2ძ ხძ) '! 20 –სი 

+ 1 I.) .+I 1ჯ% 

1 01 1 01 I, 

2ი2ი)209 ძი0 0 

ხ10 ხ1 0 

2<ძ1 თ ძ, 1 
, 

2. შეადგინეთ სხვ:დასხვა ხერხით კვადრატი შემდეგი დეტერმინანტებისა: 

  

რ) | ძ, #, ბ) | –: ბე «, 

ძე ხხ , ძე 8 ი 

_ რვ ზე C6ვ 

3. დაამტკიცეთ, რომ 

ჯ! + /#,X1 ++ ჩ:X+ ჩე=0 

განტოლების დისკრიმინანტი შეიძლება წარმოდგენილ იქნას შემდეგი სახით: 

”. 4 9 59 1 

9= 2:95 5 

9 93 .%.., 

სადაც +, არის განტოლების ფესვთა # ხარისხების ჯამი: 

§,)==X)+ხ+23-+ X,. 

მითითება, განტოლების დისკრიმინანტი წარმოადგენს ეანდერმონდის 
დეტერმინანტის კვადრატს (იხ. თავი VIL, § 6). 

6. წრფივი გარდაქმნა 

X, == 0), 2, + 9, # + _– + რ, 

(110) %: == ძა, 2, + ძე, +. ..+6ი შს 

X, “- 0, 2; + 0, 2. + ატა + ი 

გამოსახავს X, . . ., X, (ცვლადებს წ», . « . , 7, ()ვლადების სა- 

შუალებით ახლა დავუშვათ, რომ საჭიროა, პირიქით, #...7ი 

ცვლადები გამოვსახოთ X,, %,. . .)ე Xგ.ით, ამისათვის საჭირო 
' იქნება (110) განტოლების ამოხსნა #,, 7», . · ., “ის მიმართ. თუ 

დეტერმინანტი '
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ჟეუეჟევეიი”'–“ 
C:კ რევ · "ა ს.ა რეს XაX)= 

რთ. რთა ითი." რთი 

ნულისაგან განსხვავებულია, მაშინ (110) სისტემას აქვს ერთადერთი 
ამოხსნა », 7. · . , “ის მიმართ. ამ შემთხვევაში 

(111) #=“ეს 0=1, 2 , . .,7), 

სადაც M-თი აღვნიშნავთ დეტერმინანტს, რომელსაც მივიღებთ 

#-დან 1-რ სვეტის ელემენტების შეცვლით თავისუფალი წევრებით. 

რადგანაც თავისუფალი წევრების როლს ამ შემთხვევაში თამაშობს 

წ %ევ აა +.) 2ეც ამიტომ 

თე წვე თ · · თ.ე -თე:4ე ა» თ. რი 
| ..-.–'. 
'   I რი რა აი. რთა: ე) X "CC. I-+1 .·.. 2» 

თუ „ამ დეტერმინანტს დავშლით 1-რ სვეტის ელემენტების მი- 

ხედვით, მივიღებთ: 

L; =74VX, -L 4:;%Xე -+ იიი –+ 4:%») 

სადაც >,» „ეს . . ·, 4, არის ჯ-რი სვეტის ელემენტების ადიუნქ- 

ტები ს) დეტერმინანტში; ჩავსვამთ რა ამ გამოსახულებას (111)-ში, 

ვიპოვით: · 

= 4,7, + 4; + .. –+ 4ჯX 
8 · 

მაშასადამე, გამოსახულება, რომელიც +, 7), + · ·; 7 (ქვლა- 
დებს გამოსახავს X,, X,,. . ,,ე Xგ-ით შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგი 

სახით: 

  

“4 4 
21==– შუ. ი+- ა 2 + ·.. L- 

    

4, 4 4, ' 
019 უ=“ანი+- ». +... “+ 7 ჯი 

4. რ, 
გლ“ აი“ “უე ი+ ი..“+  
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ამ გარდაქმნას ეწოდება შებრუნებული გარდაქმნა (110) გარ- 
დაქმნის მიმართ. · 

ხახგასმით უნდა აღენიშნოთ, რომ (112) ფორმულა კარგავს აზრს- 

იმ შემთხვევაში, როცა #=0, ამ შემთხვევაში (110) გარდაქმნას 

ეწოდება განსაკუთრებული, ხოლო 4 მატრიცს-- განსაკუთრებული 

მატრიცი. ამგვარად შებრუნებული გარდაქმნა არსებობს მხოლოდ არა 

განსაკუთრებული 4 გარდაქმნისათვის. 

შებრუნებული გარდაქმნის მატრიცი აღინიშნება 4-1 სიმბოლოთი: 

| 4, 4: 4" | 
ს #» ' # 

440. 47 4 · 

41+=)! #9 ა» ა» 

4. 4» 4. 

წმ #ა– # 

წინანდელიდან გამომდინარეობს, რომ #-1 მატრიცი არსებობს: 

მხოლოდ და მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა „” მატრიცი არ არის 
განსაკუთრებული. 

რომ მივიღოთ ჟ/„ ელემენტი, რომელიც მდებარეობს „4-1 მატ- 

რიცის #-ურ სტრიქონისა და ჯ-რ სვეტის გადაკვეთაში, საკმარისია 

4 (და არა 4!) ადიუნქტი გავყოთ #) დეტერმინანტზე: 
· · 4 

ძ;:ს= 7ჩ .. 

თუ %ც რე... X.-დან 2); 7, · ·+ #.; 7. -ზე გადავალთ 7 

გარდაქმნის საშუალებით, ხოლო შემდეგ, პირიქით, 2), %ე, +. · ქ “დან 

„ე 2. -ზე გადავალთ X-ის საშუალებით, მაშინ მივი-- 
XX 7... 

ღებთ ეგრეთ წოდებულ „იგივურ“ გარდაქმნას: 

X.=Xჯ., 

Xე == Xე) 

· ფულ 
ამ გარდაქმნას შეესაბამება მატრიცი 

(10, ..91 
01, , 0 

= თ6”'"”” 

0 ...1I
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რადგან იგივური გარდაქმნა ნიშნავს „7 და 4-1 გარდაქმნათა 

„თანმიმდევრობით შესრულებას, ამიტომ  მატრიცი ეტოლება / 

ღა 4-1 მატრიცების ნამრავლს: 

4/4/-1= L. 

ამის სამართლიანობაში შეიძლება დავრწმუნდეთ უშუალო გამო- 

„ანგარიშებითაც. 

მართლაც დავუშვათ, რომ «ჯ არის ელემენტი, რომელიც მდება- 

რეობს 2#7/-1 მატრიცის ჯ-რი სტრიქონისა და #-რი სვეტის გადაკეე- 

-თაში; ამ ელემენტს მივიღებთ (იხ. მე-4 პუნქტი) #4 მატრიცის ჯ-რ 

'სტრიქონიდან და 4-1 მატრიცის #-რ სეეტიდან;: 

4 4 4 
C,, == VII “იიი +...4+იძთ,, “8. : 

შეორე მხრივ, ჩვენ ვიცით, რომ: 

ს), როცა ?=X, 
4 „4 – სარს, ძც4ს4+იძი4რს+ +4ირ | 0, როცა 1 #V. 

„მაშასადამე, 

«= | 1, როცა 1=#, 
0,, როცა 1 # #. 

'სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, 

–--__. 
C,,=0კვ3=> , . ,=თფე=. , . =0. 

„ამგვარად, მატრიცი -– ნამრავლს ასეთი სახე აქვს: 

I10,.. .,909 

ტ4ქი-91...0 

00, ,.1 
-ანუ 

4/4ტ4-1= XL. 

„ანალოგიურად ვიპოვით: 

4-14 == L.
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აქედან გამომდინარეობს, რომ „4-! გარდაქმნისათვის შებრუ- 

ნებული გარდაქმნა იქნება „7; 

(4-1)-1= 74, 

შენიშვნა: შემდეგში გაუგებრობათა ასაცილებლად ყურადღე- 

ბა უნდა მივაქციოთ · ერთ გარემოებას: ერთი და იგივე გარდაქმწ5ა- 

' შეიძლება ჩავატაროთ სხვადასხვანაირი ნიშნების გამოყენებით (ელა- 

დებისათვის. ასე, მაგალითად, 4–4 გარდაქმნა შეიძლება ჩავწეროთ- 

(110)-ის ნაცვლად ასეთი სახით: 

#2=0)1ჰ) +6,911+. . · +ძი)ს 

დ =0ე17) -L ძ50)5 ++. . . + რი 

ჯა=რაი “+ თა). . · + ძია 

ამგვარად, აქ // გარდაქმნის საშუალებით გადავდივართ ჯ,,.. ·, ჯი 

ცვლადებიდან », . . . , 7, ცვლადებზე. 

თუ შემდეგ X», . · «ს, 7,-და5 X,, .+., #,-ზე გადავალთ (112)-ის 
სახით ჩაწერილ 74“-1 გარდაქმნის საშუალებით, მაშინ კვლავ მივი- 

ღებთ იგივურ #ს გარდაქმნას; მაგრამ ახლა ეს გარდაქმნა უნდა ჩავ– 

წეროთ შემდეგი სახით: 

7=XL 
#2= %2, 

ჯს = ჯა. 

სავარჯიშო, 

შემდეგი გარდაკმნებისათვის შეადგინეთ შებრუნებული გარდაქმნები: 

1. X,=2)#+3)5, 2. X==X C05 თ –– ე 510 თ, 

23ე=3) +415; »=XI(§Iი თ + 1 0050; 
ვ. X,=2V,), 4. +, = 2V1+ I9+ 1), 

2= M9M– # Xე =- 3#+2#+ XV, 

%ე= 2) + 279 –– 1; Xგ == 411 -+- 2#ე + 213 

7. თუ შევასრულებთ რომელიმე „4 გარდაქმნას, ხოლო შემდეგ. 

იგივურ გარდაქმნას, მივიღებთ ისეთივე შედეგს, როგორც მივიღე–- 

ბდით იმ შემთხევევაში, რომ შეგვესრულებია მხოლოდ 4 გარდაქმნა...
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·მაშასადამჯ, 4, მატრიცის ნაზრავლი ჯ# მატრიცზე ეტოლება 4-ს, 

ამაში ადვილად დაგრწმუნდებით უშუალო გადამრავლებით: 

00 იე. გ ბ“ მწი 10. · .9 

ქტ46=)45 9»... რას | 01...90 

მკ 0... 00. „=.1 

რომ მივიღოთ მატრიცი- ნამრავლის ელემენტი, რომელიც მდე- 

ბარეობს ჯრ სტრიქონისა და #-რ სვეტის გადაკვეთაში, უნდა შე- 

„ვადგინოთ შემდეგი გამოსახულება: 

ძ,ცა 0ძც. 0+--. . .4+ძსა . 1+. . . +ი,,: 0=ძკე. 

ამგვარად მატრიცი - ნამრავლი ემთხვევა 4 მატრიცს: 

40= 4. 

ანალოგიურად მოენახავთ; 

84= 4. · 

მაშასადამე, მატრიცების გადამრავლების დროს # მატრიცი ას- 

“-რულებს ისეთივე როლს, როგორსაც ჩვეულებრივი გამრავლების 

დროს ერთეუული ასრულებს, 
შევადაროთ ახლა მატრიცების გამრავლების ის თვისებანი, რომ- 

·ლებიც ჩვენ აქამდე დავადგინეთ: 

ძ) მატრიცების გამრავლებას აქვს ასოციატივობის თვისება; 

ს) მატრიცების გამრავლების დროს ს მატრიცი თამაშობს ჯერ- 

თეულის“ როლს; 
2) ყოველ არაგანსაკკუთრებულ 4 მატრიცს შეესაბამება შექცეუ:· 

-ლი 4-1 მატრიცი, რომლისთვისაც 

44“ 1= 4-1/= L. 

VII თავის მე-3 პარაგრაფში ჩვენ დავინახეთ, რომ ანალოგიური 
·თვისებები აქვს ჩასმა თა გამრავლების ოპერაციებს. 

თუ ჩვენ მხედველობაში მივიღებთ ოპერაციების ამ ზოგად თვი- 

სებებს, მასთან მხედველობის გარეშე დავტოვებთ განსახილავი ელე- 

“მენტების სპეციალურ ბუნებას, მაშინ მივალთ ჯგუფის ძირითადღ 

,ცნებამდე.
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§ 4. ჯგუფის ზანმარტეაა და მისი ძირითადი თვიხებანი 

1. ვთქვათ, განიხილება C სიმრავლე, რომელიც შედგება რაიმე 

ელემენტებისაგან 2, 8 C, . , . კერძოდ, ამ ელემენტებად შეიძლე- 
ბა იყვნენ რიცხვები, მატრიცები, გარდაქმნები და სხვა, დავუშვათ, 
რომ ამ ელემენტებისათვის შემოღებულია რაიმე დ ოპერაცია, რო- 
მელიც აკმაყოფილებს შემდეგ მოთხოვნილებებს: : 

1) ს«სიმრავლის ნებისმიერი ორ /4 და 8 ელემენტს თ ოპე- 
რაცია შეუსაბამებს ამ სიმრავლის გარკვეულ # "ელემენტს. 

ამას ჩვენ ჩავწერთ შემდეგნაირად: 

(113) 4+58=X, 
ამასთანავე #4 და 8 ელემენტების რიგს აქვს არსებითი მნიშვნე. 

ლობა, ე. ი. #+#,8 ელემენტი, საზოგადოდ, განსხვავდება 8%.# ელე- 
მენტისაგან). 

2) 9 ოპერაციას აქვს ასოციატივობის თვისება: 

(114) 4%#4#(8+C)==(4X,8)C. 

3) არსებობს C-ში ელემენტი I, რომელსაც აქვს ის თვისება, 

რომ 

(115) 4+I1=4 
C. სიმრავლის ყოველი „/ ელემენტისათვის. 

4) C სიმრავლის ყოველი > ელემენტისათვის არსებობს C.ში 

ელემენტი 4, რომლისთვისაც . 

(116) 4+ 4=I. 

“ თუ შესრულებულია ეს ოთხი მოთხოვნილება, მაშინ ამბობენ, 

რომ 6 სიმრავლე შემდეგ ჯგუფს % ოპერაციის მიმართ. 

თუ აღმოჩნდება, რომ C ჯგუფის # და 8 ელემენტისათვის 

(4) 4+8=8X+42, 

მაშინ ამ ელემენტებს ეწოდებათ კომუტატიური, თუ (4) თანაფარ- 

დობას ადგილი აქვს C ჯგუფის ნებისმიერი ორი ელემენტისათვის, 

მაშინ ამ ჯგუფს ეწოდება კომუტატიური, ანუ აბელის 

(CM. II. #ხბ1-ის სახელის მიხედვით).
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თუ ჯგუფი შეიცავს ელემენტების სასრულ რიცხვს, მაშინ მას 

სასრული ჯგუფი ეწოდება, წინააღმდეგ შემთხვევაში ჯგუფს 
უსასრულო ეწოდება, სასრული ჯგუფის ელემენტთა რიცხვს 
ეწოდება მისი რიგი, 

ზემოთ ჩვენ აღვნიშნეთ ჯგუფური ოპერაცია განსაკუთრებული 

ნიშნით (+), მაგრამ ჯგუფთა თეორიაში ჩვეულებრივ სწერენ ჯგუ- 

ფური ოპერაციის შედეგს, როგორეც ნამრავლს, ე. ი. 4X8-ს ნაცვ- 

ლად სწერენ უბრალოდ 2428; ასეთ ჩაწერას ეწოდება მულტზპლიკა- 
ტიური (თსII0I1698L10 – გამრავლება, ლათ.). · 

მულტიპლიკატიური ჩაწერის შემთხვევაში სარგებლობენ შესაბა- 

მისი ტერმინებით: 48 ელემენტს ეწოდება „ნამრავლი“, ხოლო „4 

და 8 ელემენტებს კი –– „თანამამრავლები“. 

კომუტატიური ჯგუფებისათვის სარგებლობენ აგრეთვე ადიტიუ- 

რი ჩაწერით (8091L10 – შეკრება), ე. ი, „24#8-ს ნაცვლად წერენ „#4 -L 8 

ჩვენ შემდეგში ვისარგებლებთ მულტიპლიკატიური ტერმინოლო- 

გიით და ჩაწერით. კერძოდ თანაფარდობა (115) ჩვენ გადაეწე- 

როთ ასე: 

41= 4. 

ამ თანაფარდობას ადგილი აქვს C. ჯგუფის ყოველი „ ელემენ- 

ტისათვის, შევნიშნოთ, რომ მარცხენა ნაწილში თანამამრავლების 

გადანაცვლების უფლება ჯერ-ჯერობით არა გვაქვს, 7” ელემენტს 

ეწოდება ჯგუფის „მარჯვენა ერთეული". 
(116) თანაფარდობა გადავწეროთ ახლა ასე: 

44=I, 

4 ელემენტს შეიძლება ვუწოდოთ 4 ელემენტის მიმართ „მარ- 

ჯვენა შექცეული". 
ამრიგად, ჯგუფის განმარტების მესამე პუნქტში პოსტუ- 

ლირებულია მარჯვენა ერთეულის არსებობა, ხოლო შეოთხე პენკ- 

ტში -– მარჯვენა შექცეული ელემენტის არსებობა, 
განვიხილოთ ახლა უმარტივესი შედეგები, რომლებიც გამომდი- 

ნარეობს ჯგუფის განმარტებიდან. წინასწარ შევნიშნოთ შემდეგი. 

თუ ჩვენ ვწერთ ჯგუფის ელემენტებისათვის ტოლობას 

(117) Xჯ=X,
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ეს იმას ნიშნავს, რომ XV და XV ელემენტები იგივური არიან. ამი- 
ტომ, (117) თანაფარდობიდან გამომდინარეობს 

(118) 4%X=4V და X4=VIM+4 

C ჯგუფის ყოველი #7 ელემენტისათვის ამრიგად, ტოლობის 

ორივე მხარე შეიძლება გავამრავლოთ „მარცხნი- 

დან“ 'და მარჯვნიდან ერთდაიგივე ელემენტზე. 
დავამტკიცოთ ახლა შემდეგი დებულება: 

ჯგუფში მარჯვენა ერთეული არის ამავე დროს მარცხენა ერ- 

თეულიც: 

დამტკიცება. ვთქვათ, / არის დ ჯგუფის მარჯვენა ერთეული; 

ეს ნიშნავს, რომ · 
41= 4 

((1) ჯგუფის ყოველი ელემენტისათვის. განვიხილოთ ახლა 7,4 ელე- 

მენტი; ეს ნამრავლი წარმოადგენს C) ჯგუფის გარკვეულ ელემენტს; 

იგი აღვნიშნოთ 8-თი: . 

(119 I4=ც. 
ფთ ჯგუფის „7 ელემენტისათვის არსებობს მარჯვენა შექცეული 

4 ელემენტი; თუ გავამრავლებთ მარჯვნიდან ,4-ზე (119) ტოლობის 

ორივე ნაწილს, მივიღებთ 

· (I/4)4=8#. 

გარდავქმნათ მარცხენა ნაწილი: 

040 4=I(44)=LI1=1 
"მაშასადამე, 

8 4 =/: 
ანუ 

(120) 84 = 44. 

მაგრამ დ, ჯგუფის 4 ელემენტისათვის არსებობს მარჯვენა შექ- 

ცეული ელემენტი; აღვნიშნავთ რა მას C-თი, გვაქვს: 

40=L 
30. უმაღლესი ალგებრა
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თუ (120) თანაფარდობის ორივე ნაწილს მარჯვნიდან 0-ზე გა- 

ვამრავლებთ და მხედველობაში მივიღებთ ჯგუფური გამრავლების 

' ასოციატივობას, მივიღებთ 

8(40)=4(40თ 
ანუ 

8! = «XI, 
ე. ი. ! 

8=4. 

ახლა (119) თანაფარდობა მიიღებს სახეს; 

I4=4. 

რადგანაც უკანასკნელი თანაფარდობას ადგილი აქვს CI! ჯგუფის 

ყოველი 4 ელემენტისათვის, ამიტომ # არის მარცხენა ერთე- 

„ ული CI) ჯგუფისათვის, 

შემდეგში 1 ელემენტს ვუწოდებთ ჯგუფურ ერთეულს. 
დავამტკიცოთ ახლა ჯგუფური ერთეულის ერთადობა. 

ჯგუფში არსებობს მხოლოდ ერთი 1 ელემენტი, რომელსაც 

აქვს „ჯგუფური ერთეულის“ თვისება. 

მართლაც, დავუშვათ, რომ ჯ ელემენტსაც აქვს ერთეულის თვი- 

სება, მაშინ ყოველი #4 ელემენტისათვის გვაქვს 

. I/4= 4; 
კერძოდ, უნდა იყოს 

I 1= IX. 

მაგრამ + არის ჯგუფის ერთეული; მაშასადამე, : 

II=L. 

უკანასკნელ ორ თანაფარდობიდან ჯგუფური გამრავლების ცალ- 

სახობის ძალით გამომდინარეობს: 

I= I 

ჩვენ გვაქვს 

(121) . 471=1I4=4 

ფტ ჯგუფის ნებისმიერი “4 ელემენტისათვის. ადიტიურ ჩაწერაში იგი- 

ვე თანაფარდობები მიიღებენ სახეს: 

(12110. ? 4+1=1-+ 4= 4.
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ამრიგად, ჯგუფური I ერთეული თამაშობს ჯგუფური ოპერაციის 
მიმართ იმ როლს, რომელსაც თამაშობს რიცხეი 1 ჩვეულებრივი 
გამრავლების მემართ ახ რიცხვი ნული ჩვეულებრივი შეკრების 
იმართ. 

ჯგუფის განმარტების თანახმად, CI) ჯგუფის ყოველი 4 ელემენ- 

ტისათვის არსებობს ფ-ში მარჯვენა შექცეული „74 ელემენტი, რომე- 
ლით აკმაყოფილებს თანაფარდობას: 

44=L 

დავამტკიცოთ აზლა, რომ C( ჯგუფის ყოველი „4 ელემენტისა- 
თვის მარეგვენა შექცეული ელემენტი არის მარცხენა შექცეული 

ელემენტიც. 
მართლად), 0, ჯგუფის #/ ელემენტისათვის უნდა არსებობდეს 

მარჯვენა შექცეული ელემენტი; აღვნიშნოთ ეს ელემენტი C-თი, 
აში : 

' (122) 40=„» 
თუ ტოლობის ორივე ნაწილს 4-ზე გავამრავლებთ, მივიღებთ 

· (4 4)0=4%ის 
ე. ი. · 

' I(2= 247; 

მაგრამ L არის ჯგუფის ერთეული; მაშასადამე, (2 == 4. შევცვლით 

რა (122) ტოლობაში (0-ს 4#-თი მივიღებთ 

'44=V, 
ე. ი. #4 ელემენტი არის მარცხენა შექცეული „-თვის. 

ამრიგად, ჩვენ გვაქვს 

(123) 44 = 4/41=VI. , 

ადიტიურ ჩაწერაში იგივე თანაფარდობანი ღებულობენ სახეს: · 

(1232) 4-+- 4=4+-4. 

ვისარგებლებთ რა მულტიპლიკატიური ტერმინოლოგიით და ჩა- 

წერით, ჩვენ ვუწოდებთ 4 ელემენტს 4 ელემენტის შეჭცეულ ელი- 
მენტს /და მას აღვნიშნავთ #“+-ით (ადიტიურ ჩაწერაში ტერმინი
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„შექცეული ელემენტი“ და #“+ აღნიშვნა უნდა შევცვალოთ შესა- 
ბამისად ტერმინით „მოპირდაპირე ელემენტი“ და -– „4 აღნიშვნით), 

მაშასადამე, მულტიპლიკატიურ ჩაწერაში 

44-1= 4-1/4=I. 

ჩვენ ზემოთ ? დავინახეით, რომ X=X თანაფარდობას თან მოს- 

დევს თანაფარდობანი: 

(124) 4X= 4V და X4= 1-4. 

ჩვენ ახლა შეგვიძლია დავამტკიცოთ შებრუნებული დებულება: 

თითოეულ (124) თანაფარდობებიდან გამომდინარეობს თანაფარ- 

დობა: 

_ 2X=VI. 

ეთქვათ, მაგალითად, ადგილი "აქვს თანაფარდობას 

4X=7#4X, ?“ 

ე. ი. #4X და #X ელემენტები არიან იგივური. მაშინ 

4–1(421)ლ= -4–1C4X) 

ანუ, ნამრავლის ასოციატივობის ძალით, 

(4-1/#4)X=(4-1,4)X.. 

მაგრამ | 

4-!4=ს IX=+X, I7/=7, 

მაშასადამე, 

| Xჯ=>V. · 

ახლახან დამტკიცებული თვისებიდან შემდეგი უშუალო შედეგი 

გვაქვს: 
ტფ ჯგუფის ყოველი / ელემენტისათვის არსებობს მხოლოდ 

"ერთი „შექცეული“ ელემენტი „4-1. 
„შექცეული“ ელემენტის განმარტების თანახმად გვაქვს: „4,4-1=/. 

ვიგულისხმოთ ახლა, რომ 4-1 ელემენტთან ერთად არსებობს 
კიდეე #' ელემენტი, რომლისთვისაც 

: 44 =7I.
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მაშინ 

“ 444 -1=,L4', 

საიდანაც წინანდელივით 

4'=4-), 

მაგალითები. 

1. ყველა რას)იონალურ რიცხვთა სიმრავლე, ნულის გამოკლებით, შეადგენს 
აბელის ჯგუფს გამრავლების ოპერაციის მიმართ. I ელემენტის როლს თამაშობს 
რიცხვი ერთეული, ხოლო « რიცხვის „შექცეული“ ელემენტის რთლს თამაშობს 

რიცხვი 1. =0ძ0 1. ' 
4 

იგივე შეიძლება ითქვას ყველა ნამდვილ ან კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავ- 

ლეზე (ნული გამოირიცხება). 
2, # ხარისხის (ე. ი. # სტრიქონისა და # სვეტის მქონე) ყველა არასაკუთრი– 

ვი მატრიცთა სიმრავლე შეადგენს ჯგუფს მატრიცთა გამრავლების 
ოპერაციის მიმართ. I ელემენტის როლს თამაშობს # მატრიცი (იგიეური ჭარ- 

დაქმნის მატრიცი), ხოლო „შექცეული“ ელემენტის როლს .1 მატრიცისათვის 
თამაშობს 4-1 მატრიცი (შებრუნებული გარდაქმნის მატრიცი). 

3, ყველა მთელ რიცხგთა სიმრავლე შეადგენს აბელის ჯზუფს შეკრების 

ოპერაციის მიმართ; ამასთან 7” ელემენტის როლს თამაშობს რიცხვი ნული, ხო- 

ლო „შექცეული" (აქ უკეთესია ვთქვათ მოპირდაპირე) ელემენტის როლს თამა- 
შობს « რიცხვისათვის რიცხვი --ი. ' 

4. » ინდექსისაგან შედგენილ ყველა ჩასმათა სიმრავლე შეადგენს #I რიგის 

სასრულ ჯგუუს ჩასმათა გამრავლების ოპერაციის მიმართ. I ელემენტის როლს 
თამაშობს იგივური ჩასმა, ხოლო შექცეული ელემენტის როლს თამაშობს 
შექცეული ჩასმა. : 

5. განვიხილოთ ი მნიშვნელობა ” ხარისხის ფესვისა 1-დან: მე => 1, 8;, 

თე, .. ს ზი-ჯ ეს # მნიშვნელობა შეადგენს # რიგის ჯგუფს გამრავლების ოპერა– 

ციის მიმართ. გვაქვს 6 = (§,#; მაშასადამე, 51, _L= 1, ასე რომ §ი L არის 

შექცეული ელემენტი §L-სათვის. . 

2. ჯგუფის განმარტების თანახმად (პოსტულატი 2) ასოციატი- 

ვობის თვისებას ადგილი აქვს ჯგუფის სამი ელემენტისათვის, და- 

ვამტკიცოთ ახლა, რომ ეს თვისება ძალაში რჩება ელემენტთა ნე- 

ბისმიერი რიცხვისათვის. ამასთან ვისარგებლებთ მულტიპლიკატიუ- 

რი ტერმინოლოგიით და ჩაწერით. 

· პირობის თანახმად, C ჯგუფის ორი ელემენტის ნამრავლი წარ- 

მოადგენს ამავე ჯგუფის გარკვეულ ელემენტს, რამდენიმე ელემენ-
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ტის ნამრავლი განისაზღვრება თანმიმდევრობითი „გადამრავლე- 
ბით“; ასე მაგალითად, · : 

4, 4, 4 == (4, 4.) 4., 

4.4, 4 4,==(-4, 4, -რა).4,; 

საზოგადოდ, თუ #» ელემენტის ნამრავლი უკვე შედგენილია, მაშინ 
ნამრავლი #–+1 ელემენტისა განისაზღვრება ტოლობით 

(125). 44... . 4.4 (4,4, . . . 4) 4 
"-L1 .+1' 

ამით მყარდება მოქმედებათა „ნორმალური“ ' რიგი "ნამრავლის 

შედგენის დროს. ახლა ასოციატივობის თვისება (114) შეიძლება 

ჩავწეროთ ასე: 

4,(4,4.)= 4, 4,4.. 

ასოციატივობის თვისება ელემენტთა ნებისმიერი რიცხვისათვის 
შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ შემდეგნაირად: 

ნამრავლში ყოველთვის შეიძლება უკუვაგდოთ ნებისმიერი 

ფრჩხილები, შედეგის შეუცვლელად. 
დავამტკიცოთ ეს დებულება. , 
ვთქვათ, მოცემულია ნამრავლი 

ყყეესესმლრო---_--_.--- 

დასამტკიცებელია, რომ ამ ნამრავლში შეიძლება ფრჩხილების 

უკუგდება, ე. ი. 

(126) (4,4, ხრ 4,4. ... 4,კი)=4.4, .. 4,4 -.4 "+1? „ჯი 

დამტკიცება ჩავატაროთ სრული ინდუქციის მეთოდით. #=1 
შემთხვევაში (126) ტოლობა სამართლიანია, ვინაიდან იგი დაიყვა- 
ნება (125)-ზე. დავუშვათ ახლა, რომ (126) თანაფარდობას ადგილი 

აქვს -ის რაიმე ფიქსირებული მნიშვნელობისათვის; განვიხილოთ 
მაშინ ნამრავლი 

(4.4, · თ... 4,)(4.3 გი... რაკი4რი ვისა)“
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ეს ნამრავლი, მოქმედებათა რიგის შეუცელელად, შეიძლება წარ–- 
მოვიდგინოთ შემდეგი სახით: 

ჟჟ»„ოიი--- 
=(C4,4, . .. 4.)((4.+, ... 4. ,„ჰში+თ+)' 

მარჯვენა ნაწილი შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც ნამრავლი 
სამი თანამამრავლისა 

4,4... .. 4. 4 .·... რიკ, რიგი. 

რადგანაც თანამამრავლისათვის ასოციატივობის თვისება სრულ- 
დება, ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ: 

(127ი) (4,4, –-–__ 4,)IC4,ს. ხი“ რისია რაჯთ LI) == 

=(I(C+,4, _” 4,X4.+, აიი რისი) 4ისივი. 

დაშვების თანახმად უკანასკნელი ტოლობის მარჯვენა ნაწილი 
შეიძლება გადავწეროთ ასე: 

(127ჯ) (4.4. ... 4ა4იკ. –_ რისო რივო+ = . 

იაა... 

თანაფარდობებიდან (127), (127კ) და (127) გამომდინარეობს: 

წო." 4,)(4აკ. ი. 4იკარიLი+)= 

=4,4, ე... 4.4) _ რისთრი სო“: 

ამრიგად, თუ (126) თვისება სრულდება #-ის გარკვეული მნიშ- 

· ვნელობისათვის, მაშინ იგი სრულდება #I -L 1 მნიშვნელობისათვისაც. 

რადგანაც #==1-თვის იგი სამართლიანია, ამიტომ იგი ძალაში რჩება 

„I-ის ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის. ამით დადგენილია, როშ ნე– 

ბისმიერ რიცხვ ელემენტთა ნამრავლში ფრჩხილები შეიძლება იქნეს 

უკუგდებული. · 
ამრიგად, იმიდან, რომ ასოციატივობის „თვისება სამართლიანია 

სამი ელემენტისათვის, გამომდინარეობს, რომ იგი ძალაში რჩება 
ელემენტთა ნებისმიერი რიცხვისათვის.
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განვიხილოთ ერთი მარტივი გამოყენება. 

თუ 4 და #8 არიან C| ჯგუფის ელემენტები, მაშინ, ვისა“გებ- 

ლებთ რა ასოციატივობის თვისებით, უშუალოდ ვღებულობთ: 

(48)(8-+4-ს) = 4(88–)4-1= 44-1=/. 
მაშასადამე, #-1/4-1 არის შექცეული ელემენტი „// ნამრავლი- 

სათვის, · 

(128) (4 8)“ 1= 8-1,4-1, 

საზოგადოდ ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

(129) (რრ-. 4. ,4,) '= 441... 441. 

მაგალითი. 

შევამოწმოთ (128) თანაფარდობა ჩასმებისათვის, ვთქვათ, 

-L 12345 1-. 12345 

25143 =( §3214 / 

123485 / 
48 = – I. 

34512 

შევადგინოთ ახლა სM-1, 4-1 და ვიპოვოთ მათი ნამრავლი: 

12345%. ( 234 ) 
8-+= , 471= , 

C 325 ) · 31542 

, 1224ა) 
84- = . 

(ა 

ეს ჩასმა არის შებრუნებული ჩასმა 48-თვის. 

გვაქვს: 

8.გამრავლების ოპერაციისათვის რიცხვების ფემთხვევაში არსე- 

ბობს შექცეული ოპერაცია – გაყოფა. რიცხვების გაყოფის შესაძლე- 

ბლობა დამყარებულია შემდეგ ფაქტზე: თუ ი და ხ ნებისმიერი რიც- 
ხვებია, მასთან ი 3-0, მაშინ ყოველთვის არსებობს ერთად ერთი 

რიცხვი X, რომელიც აკმაყოფილებს განტოლებას CX=ჩ. : 

ჯგუფის ელემენტებისათვის ჯგუფური გამრავლების შექცევა- 
დოგის საკითხი რთულდება იმის გამო, რომ ეს გამრავლება, სა-· 
ზოგადოდ რომ ვთქვათ, კომუტატიური არ არის; ამრიგად, ღნდა 
განეასხევაოთ #X= 8 და I7/=8 ტოლობები,
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დავამტკიცოთ შემდეგი დებულება: 
განტოლებები 

4X=8 და I#/=8, 

სადაც 4 და ც არიან (| გუფის ნებისმიერ მენ, ებისმიერი ბ - 
თვის ცალხახად ამოზსნაღია (დ ჯგუფში. 9ლეწეშტმ?ი, ყოველ 

განვიხილოთ, მაგალითად, განტოლება 

(130 4.ს =/8. 

ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ ელემენტი X, რომელიც აკმაყოფი- 
ლებს ამ განტოლებას, არსებობს. ამის შემდეგ (130) ტოლობის 
„ორივე ნაწილი გავამრავლოთ მარცხნიდან „/-1 ელემენტზე: 

4“ 1(/ X) = 4-8. 
მაგრამ 

· 4“ '(4X)=–(4-14)X=1X=7; 
მაშასადამე, 

»ა=74-18. 

ამრიგად, თუ X ელემენტი არსებობს, მაშინ იგი უნდა ემთხვეო- 
დეს 4#-18 ელემენტს; მაგრამ ადვილად შეიძლება შევამოწმოთ, რომ 
ელემენტი #4-!8 მართლაც აკმაყოფილებს (130) განტოლებას; ეს 

ელემენტი წარმოადგენს (130) განტოლების ერთადერთ ამონახსენს. 
ანალოგიურად შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ 

X4=8 

განტოლებას აკმაყოფილებს მხოლოდ 

| #=8/ქ-1 
ელემენტი. : , 

მკითხველს ვანდობთ დაამტკიცოს, რომ ელემენტი 8/4-1 ტოლია 

“4“18 ელემენტისა მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა 4 და #8 ელე- 

მენტები კომუტატიური არიან. 

შენიშვნა. ჩვენ განემარდოტეთ ჯგუფი, როგორც სიმრავლე 

ელემენტებისა რომელიც აკმაყოფილებს ოთხ მოთხოვნილებას. ეს 

სისტემა აქსიომებისა რომლები: ჯგუფს განსაზღვრავენ, არ არის 

ერთად ე“რთი შესაძლო; იგი შეიძლება შეცვლილი იქნეს რაიმე სხვა
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ექვივალენტური აქსიომათა სისტემით. ასე, მაგალითად, 3) და 4 

მოთხოვნილებათა ნაცვლად, რომლებიც განმარტებაშია მოცემული, 

შეიძლება მივიღოთ შემდეგი დაშვება: 

3) განტოლებანი 

4X=8 და XI4= 8. 

ჟოველთვის ამოხსნადია ((-ში. 

ჩვენ ზემოთ დავინახეთ, რომ ჯგუფში პოსტულატი პ') ყოველ- 

თვის სრულდება; სხვა სიტყვებიძთ რომ ვთქვათ, ეს პოსტულატი 

წარმოადგენს 1)--4) პოსტულატთა შედეგს. დავამტკიცოთ ახლა, 

რომ 1), 2) და 3) პოსტულატებიდან გამომდინარეობს 3) და 4) 
პოსტულატების სამართლიანობა (ე. .ი. არსებობა მარჯვენა შექცე- 

ული ელემენტისა და მარჯვენა ერთეულისა). 

მართლაც, ვთქვათ დ არის ელემენტთა სიმრავლე, რომელიც აკ- 

მაყოფილებს 1), 2) და 3) მოთხოვნილებებს, ვთქვათ „ე არის რა- 
იმე ელემენტი CI-დან. თანახმად 3'), ფ-ში: უნდა არსებობდეს ელე- 

მენტი X, რომელიც აკმაყოფილებს განტოლებას 

(131) «0 -Xე = 28: 

თუ ახლა 4 არის ნებისმიერი ელემენტი (4-დან, მაშინ (I-ში 

(ისევ თანახმად 3) ტოლობებისა, არსებობს ელემენტი ე, რომე- 

ლიც აკმაყოფილებს განტოლებას 

#ია4ა=4. 

გავამრავლებთ რა (131) ტოლობის ორივე ნაწილს მარცხნიდან 
Xი-ზე, მივიღებთ: 

(7--4)2ი => Xა-4 
ანუ · 8 

4X.= 4... 
უკანასკნელი ტოლობა სრულდება CI) სიმრავლის · ნებისმიერი 4 

ელემენტისათვის. მაშასადამე, ელემენტი Xეა არის მარჯვენა ერთეუ- 
ლი (-თვის; ძველი ჩვენი აღნიშვნების შესაბამისად, მივიღოთ 

Xა=L
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თუ 4 არის ნებისმიერი ელემენტი (%-დან, მაშინ თანახმად 3” 
ტოლობებისა C-ში მოიძებნება ელემენტი 2, რომელიც აკმაყო- 
ფილებს განტოლებას 

· 427==VI, 

ელემენტი 2 არის მარჯვენა შექცეული ელემენტი „7/-თვის. 
ამრიგად, ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ C-ში არსებობს მარჯვენა ერ- 

თეული და მარჯვენა შექცეული ელემენტი ნებისმიერი ელემენტისა- 
თვის. ამით ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ CI აკმაყოფილებს 3) და 4) 
პოსტულატებს. 

ამრიგად, 1), 2) და 3) პოსტულატთა სისტემა ტოლფასია 1), 
2); 3) და 4) პოსტულატთა სისტემისა, 

4. ვთქვათ 4 არის რაიმე · სიმრავლე "ელემენტებისა, რომლებიც 
ს, ჯგუფში შედიან: 

თუ 5 სიმრავლე თვითონ შეადგენს ჯგუფს, მაშინ ამბობენ 

რომ 5 არის. ჯგუფის ქვეჯგუფი. 

"მაგალითები.. 

1. ყოველ (0) ჯგუფში ელემენტი 71-–- ჯგუფის ერთეული –- თეითონ ჰქმნის 
ჯგუფს, 6) ჯგუფის ქვეჯგუფს. 

2, ნულისაგან განსხვავებული ყველა ნამდვილ რიცხეთა სიმრავლე შეადგენს 

ჯგუფს გამრავლების ოპერაციის მიმართ. ნულისაგან განსხვავებული ყველა რა– 

ციონალურ რიცხვთა სიმრავლე შეადგენს ამ ჯგუფის ქვეჯგუფს". 

ნულისაგან განსხვავებული ყველა რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე შეადგენს 

ამ ჯგუფის ქვეჯგუფს. 
3, ყველა მთელ რიცხვთა სიმრავლე შეადგენს ჯგუფს შეკრების ოპერაციის 

მიმართ; სიმრავლე ყველა მთელი რიცხვებისა, რომლებიც იყოფა #-ხე, სადაც # 

არის გარკვეული მთელი რიცხეი, შეადგენს ამ ჯგუფის ქვეჯგუფს. 
'. 4. სისტემა რიცხვებისა (1, –-1, |, ––ჯ) შეადგენს გამრავლების ოპერაციის. 

მიმართ მეოთხე რიგის ჯგუფს; ამ ჯგუფს აქვს მეორე რიგის ქვეჯგუფი (1, –1). 

რა პირობებში შეიძლება ვთქვათ, რომ (0 ჯგუფში შემავალი 

ელემენტთა სიმრავლე +«, შეადგენს თ ჯგუფის ქვეჯგუფს? 
პასუხს ამ კითხვაზე გვაძლევს შემდეგი თეორემა: 

თუ ხიმრავლე 5=5C0C! აკმაყოფილებს შემდეგ მოთხოვნილებებს: 

1) 5 სიმრავლის ნებისმიერი ორი „#4 და 8 ელემენტის ნამრავ- 

ი თვნის 5-ს; 
= 95 სიმრავლის ნებისმიერი #4 ელემენტის შექცეული ელე- 

მენტი ეკუთვნის 1-ს; 
მაშინ 5 არის დ) იგგუფის ქვეჯგუფი.
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(შემდეგში ჩვენ დავინახავთ, რომ სასრული ჯგუფებისათვის პირობა 

2) შეიძლება უკუვაგდოთ). 
დამტკიცება. ოთხი პირობიდან, რომლებიც ჯგუფის განმარ. 

„-ტებაშია მოცემული, პირველი და უკანასკნელი სრულდება § სიმ- 

რავლისათვის პირობის თანახმად ასოციატივობის მოთხოვნილე- 

ბა აგრეთვე სრულდება დ სიმრავლისათვის იმის გამო, რომ § შე. 

-ადგენს დ) ჯგუფის ნაწილს. გვრჩება დასამტკიცებელი, რომ „-ში 
არსებობს ერთეული, ვთქვათ „” არის ნებისმიერი ელემენტი (1-დან. 

2) ის ძალით, ელემენტი «4-1 ეკუთვნის X-ს, მაგრამ მაშინ, თანახ- 

მად 1)-სა, ა-ში იმყოფება „4-1 ნამრავლიც, ე, ი. 1. მაშასადამე, 

% სიმრავლე აკმაყოფილებს ყველა პირობას, რომელიც ჯგუფის გან- 

მარტებაშია მოცემული. 

მაგალითი, 

განვიხილოთ ს ხარისხის ყველა არასაკუთრივ მატრიცთა (ა) ჯგუფი. # ხა. 

რისზის ყველა ისეთ მატრიცთა (6, სიმრაელე, რომელთა დეტერმინანტები + 1-ის 

ტოლია, შეადგენს CI ჯგუფის ქვეჯგუფს. იმავე ხარისხის ყველა ტსეთ მატრიცთა 

სიმრავლე, რომელთა დეტერმინანტი +1-ის ტოლია, შეადგენს თავის მხრით, ლ, 

ჯგუფის ქვეჯგუფს. 
ამაში რომ დავრწმუნდეთ, საკმარისია გავიხსენოთ, რომ ორი მატრიცის 

ნამრავლის დეტერმინანტი უდრის ამ მატრიცების · დეტერმინანტების წამრავლს. 
აქედან, კერძოდ, გამომდინარეობს, რომ „4-1 მატრიცის დეტერმინანტი უდრის 

კ-ს, სადაც ს. არის 4 მატრიცის დეტერმინანტი. 

42 

ვთქვათ / არის CI ჯგუფის ნებისმიერი ელემენტი. „/ ელემენტის 

ხარისხი ნატურალური #! მაჩვენებლით განისაზღვრება, როგორც: 

'ჩვეულებრივ, ტოლობით 

4%5= 4.4. .. 4 (I-ჯერ)- 

თუ (126) თანაფარდობაში, ჩეენ ვიგულისხმებთ 

4,=74C0=1, 2,.-- # + I)), 

მაშინ მივიღებთ: 
132) 4" /5= ქ45+%; 

აქ # და # –– ნატურალური რიცხვებია, შემდეგ, ადვილად დავრწ- 

მუნდებით შემდეგი ტოლობის სამართლიანობაში: 

(133) (4')” =. ,7ო,



– 477 

ახლა ჩვენ განვმარტავთ ხარისხ, მთელი უარყოფითი მაჩვენე- 
ბლით -––- I, ვიგულისხმებთ რა ' 

4-5=(4-17, 
თუ (129) თანაფარდობაში დავუშვებთ „,=.40 =!, 2, ... 7)» 

მაშინ ვიპოვით: 
(445)“1 =(/4“-! )"= 4-4, 

4”-ს ქვეშ ჩვენ ვიგულისხმებთ 1 ელემენტს (ჯგუფის ერთეულს). 
ამ“იგად, ხარისხის ცნება განმარტებულია ნებისმიერი მთელი მაჩვენე- 

ბლისათვის. ადვილად შევამოწმებთ, რომ (132) და (133) თანაფა+“- 

დობები ძალაში რჩება ნებისმიერი მთელი მნიშვნელობებისათვის 

»”: და #ჯ- · 
წინანდელიდან გამომდინარეობს, რომ 4" ელემენტი ნებისმიერი 

მთელი მნიშვნელობისათვის # იმყოფება ო ჯგუფში. 

«5 სახის ელემენტთა სიმრავლე, სადაც. 4 არის (ს ჯგუფის გარ- 

კვეული ელემენტი, ხოლო / –- ნებისმიერი მთელი რიცხვი, შეად- · 

გენს ჯგუფს (დ ჯგუფის ქვეჯგუფს)- 
მართლაც, 

1) 45 და „4“ ელემენტთა ნამრავლი არის ,451” ელემენტი, ე. ი. 

განსახილავი სიმრავლის ელემეხტი; · 

2) 4" ელემენტის შექცეული ელემენტი არის 4“" და იგი ეკუ- 
თვნის აგრეთვე განსახილავ სიმრავლეს. 

“მაშასადამე, ეს სიმრავლე შეადგენს ჯგუფს –– თ ჯგუფის ქვე– 

ჯგუფს. 
ჯგუფს, რომელიც შედგენილია ერთი ”# ელემენტის ხარისხები- 

საგან, ეწოდება ციკლური ჯგუფი; ამბობენ, რომ ეს ჯგუფი შექმ- 

ნილია 4 ელემენტის მიერ. . · 

კერძოდ შევჩერდეთ იმ შემთხვევაზე როცა რფ არის სასრული 

ჯგუფი. ვთქვათ „# არის თ ჯგუფის ნებისმიერი ელემენტი. რადგა- 

ნაც ჯგუფის ელემენტთა რიცხვი სასრულია, ამიტომ ელემენტები 

M#4ბ=I, 4, 413, 49%. . . 

ყველა არ შეიძლება ერთმანეთისაგან განსხვავებული იყენენ. დავუშ- 

ვათ, რომ ელემენტები 

(134) : ჩ 4, 45, . .ე ქს
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ჯერ კიდევ ერთმანეთისაგან განსხვავებული არიან, იმ დროს როცა 

4 ელემენტი ეტოლება ერთ-ერთს წინამორბედ ელემენტებიდან; 

მაშასადამე, 

"4 · 

სადაც 
·მლუა< ს. 

უკანასკნელ ტოლობის ორთავე ნაწილს თუ გავამრავლებთ 

· 4/-V-ზე, ვიპოვით: 
#7წ- = 

ახლა თუ XV>0, მაშინ გამოვა, რომ (134) ელემენტები ყველა 

'არ არის ერთმანეთისაგან განსხვავებული; მაშასადამე, უნდა იყოს 

VX=0, ე. ი. . ' 

: 4'=,7/9%=7. 

რიცხვი ს არის უმცირესი დადებითი მაჩვენებელი, რომლის- 

'თვისაც ადგილი აქვს ტოლობას #–#=/; ამ რიცხვს ეწოდება #4 ელე–- · 

შენტის რიგი. 

აღუვილი შესამჩნევია, რომ ნებისმიერი ხარისხი „47, სადაც 2M 

მთელი რიცხვია, იმყოფება (134) ელემენტთა შორის. მართლაც, 

·სნებისმიერი მთელი რიცხვი ”,, დადებითი ან უარყოფითი, შეიძლება 

წარმოვიდგინოთ სახით; 

1M=L90 + 

“სადაც « და #--მთელი რიცხვებია, მასთან 0=-7-<ჯ. მაშინ 

«4 == 407 4'=( 40)? 4”= 1,4” = „4. 

კერძოდ, | 
(135) წილი 

მაშასადამე, მთელი ციკლური ჯგუფი, რომელიც „+ ელემენტის 

მიერ არის შექმნილი, შედგება # სხვადასხვა ელემენტებისაგან: I, 

4, 4), . 4“ 
ამ ჯგუფის რიგი უდრის, ამრიგად, რიცხვს ს, ე. ი. „4 ელემენ- 

ტის რიგს. 

შენიშვნა, ჩვენ ზემოთ ვნახეთ, რომ სიმრავლე 5 C (0! ჰქმნის 
ფ ჯგუფის ქვეჯგუჯს, თუ
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1) + სიმრავლის ნებისმიერი ორი „> და 8 ელემენტების ნამ- 
რავლი არის ამავე სიმრავლის ელემენტი; 

2) 55 სიმრავლის „4 ელემენტის შექცეული ელემენტი „1 ეკუ- 
თვნის აგრეთვე X-ს. 

ჩვენ შეგვიძლია ახლა ვაჩვენოთ, რომ სასრული CI ჯგუფის 

შემთხვევაში მეორე მოთხოვნილება ზედმეტია, ვინაიდან იგი უკვე 

პირველშია მოთავსებული. 

მართლაც, ეთქვათ #5 არის სასრული C ჯგუფის ელემენტთა 
სიმრავლე, რომელიც აკმაყოფილებს 1) პირობას. | ' 

თუ 4 არის ნებისმიერი ელემენტი X%-დან, მაშინ ელემენტი „4-1, 

სადაც ს არის # ელემენტის რიგი, იმყოფება 43-ში )1)-ის თანახმად. 

მაგრამ „#-1= /4L-"; მაშასადამე, ელემენტი #“! იმყოფება აგრეთვე 

#-ში, 

მიღებული შედეგი შეიძლება გამოვიყენოთ ჩასმათა ჯგუფებისა- 

თვის, რადგანაც # ინდექსებიან ყველა ჩასმათა ჯგუფი ლ» არის 

სახრული, ამიტომ ჩვენ მივიღებთ შემდეგ დებულებას: 

ვთქვათ 2, არის # ინდექსიან ჩასმათა რაიმე სისტემა. თუ 

9,-დან აღებული ორი ნებისმიერი ჩასმათა ნამრავლი .-ს ეკუთ- 

ვნის, მაშინ 9), არის ჩასმათა ი–გგუფი. 

“განვიხილოთ, კერძოდ, # ინდექსიანი ყველა ლუწოვან ჩასმათა 

9, სიმრავლე. რადგანაც ორი ლუწოვანი ჩასმათა ნამრავლი არის 

ლუწოვანი ჩასმა, ამიტომ 9I, არის ჯგუფი. ამ ჯგუფს ეწოდება ნი- 

შანცელადი ჯგუფი; იგი თამაშობს მნიშვნელოვან როლს განტოლე-" 

ბების ალგებრულ ამოხსნათა თეორიაში, 

5. ვთქვათ ბ) არის რაიმე სიმრავლე ელემენტებისა, რომლებიც 

ეკუთვნიან C! ჯგუფს; შემდეგ, ვთქვათ X არის ფ ჯგუფის რაიმე 

ელემენტგ. 
9L სიმრავლის X ელემენტზე. “IX ნამრავლის ქვეშ ჩვენ გვესმის 

ყველა ”4X სახის ელემენტთა სიმრავლე, სადაც 4 არის ნებისმი- 

ერი ელემენტი CI-დან. ანალოგიურად განისაზღვრება XIX ნამრავლი. 

თუ 9 სიმრავლე შედგება 

· 4ს 4, · .·..) 4, 

ელემენტთა სასრული რიცხვისაგან, მაშინ %IX სიმრავლე შედგება 

შემდეგი ელემენტებისაგან: 

4,X, #2. . .სე 4.»
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9( სიმრავლის ყოველ „4; ელემენტს შეესაბამება %9IX სიმრავლის 

გარკვეული ელემენტი /#2,X,; ამასთან %( სიმრავლის სხვადასხვა ელე- 

მენტებს შეესაბამება 9IX სიმრავლის სხვადასხვა ელემენტები. მართ- 
ლაც, თანაფარდობიდან 

«.X= /4,X 
გამომდინარეობს : 

4L= ”44,; 

· ამგვარად, “9IX სიმრავლის სხვადასხვა ელემენტთა რიცხვი ტო- 

ლია %( სიმრავლის სხავადასხვა ელემენტთა რიცხვისა, 

თუ X და # არიან C,) ჯგუფის ელემენტები, მაშინ, როგორც 

ადვილად დავრწმუნდებით, 
(21X)#7/=%I(XI). 

· მართლაც, თუ „4 არის 9 სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი, 
"მაშინ 

(C4X)X=24(XX): · 

მაშასადამე, (/X)X სახის ყოველი ელემენტი უდრის 72(XX) სახის 

ელემენტს, და პირიქით. 

განვიხილოთ ახლა 0, ჯგუფის რაიმე ქვეჯგუფი დ. ვთქვათ LX 

არის ამ ქვეჯგუფის რაიმე ელემენტი. დავამტკიცოთ, რომ % ქვე– 

ჯგუფის ნამრავლი /##, ელემენტზე, რომელიც ამ ქვეჯგუფს ეკუთვნის, 
უდრის 42 ჯგუფს, ე, ი. 

9#MV- = 95%. 

მართლაც, XV#, სიმრავლე შედგება LV, სახის ელემენტისაგან, 

"სადაც #M არის 9 ქვეჯგუბის ნებისმიერი ელემენტი. მაგრამ იმ 
ელემენტთა ნამრავლი X7II,, რომლებიც +-ს ეკუთვნიან, იმყოფება 
499-ში, ვინაიდან 42 არის ჯგუფი. მაშასადამე, §5//, სიმრავლე იმყო- 
ფება +-ში: · 

(მ) 559 C %, 
ახლა ადვილი საჩვენებელია, რომ, პირიქითაც, % ქეეჯგუფის 

ყოველი ელემენტი არის ამავე დროს %#, სიმრავლის ელემენტიც- 
მართლაც, + ქეეჯგუფის ნებისმიერი ელემენტი # შეიძლება. წარ- 
მოვიდგინოთ შემდეგი სახით: 

ყ=(წხასაწას



– 48 –- 

ანუ 

M=M IM. · 

სადაც #=X#M,,. ელემენტი # ეკუთვნის 6 ჯგუფს; მაშასადამე, 

#I# ელემენტი ეკუთვნის %7, სიმრაელეს. ამრიგად, ნებისმიერი 
ულემენტი §-დან იმყოფება 42/I--ში, ე. ი. 

«ხ) §C§//. 
(0) და (ს) თანაფარდობებიდან გამომდინარეობს, რომ 959X, 

სიმრავლე ემთხვევა დ-ს. 
ანალოგიურად შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ #,5 სახის ნამ- 

“რავლი ემთხვევა (§-ს, 

დავუშვათ ახლა, რომ ფ არის CI ჯგუფის ქვეჯგუფი, ხოლო X 
და X არიან C ჯგუფის რაიმე ელემენტები. 

დავამტკიცოთ, რომ §V სიმრავლე ან ემთხვევა §X სიმრავლეს, 
ან მასთან არა აქვს არც ერთი საერთო ელემენტი. 

! ამაში რომ დავრწმუნდეთ, საკმარისია ვაჩვენოთ შემდეგი: თუ 

#» სიმრავლეს აქვს ერთი მაინც საერთო ელეზენტი §დX სიმრავ- 

ჟ–ლესთან, მაშინ ეს სიმრავლეები ერთმანეთს ემთხვევიან. 

ამრიგად, ვიგულისხმოთ, რომ §X და დ სიმრავლეებს აქვთ 

საერთო ელემენტი IL. ვინაიდან ეს ელემენტი ეკუთვნის §5X სიმ- 

«რავლეს, ამიტომ იგი შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ ასე: 

M#=#)2, 

სადაც #, არის 65 ქვეჯგუფის რაიმე ელემენტი; მეორეს მხრიე, 

„რადგანაც # ელემენტი იმყოფება 6C6XI-ში, შეგვიძლია დავწეროთ: 

M#== I) 

სადაც #, არის დ ქვეჯგუფის ელემენტი. ამრიგად, ჩეენ გვაქვს: 

· XM,X=IV7X; 

მაშასადამე, . 

: | (6M9,X)=§%(9,1) 
ანუ 

: ' (69)X=(9#,)X. · 
თუ მხედველობაში მივიღებთ, რომ 

59,=%9,= 95, 

31. უმაღლესი ალგებრა · :
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გვაქვს: 
59X= 5#. 

აღვნიშნოთ ზოგიერთი შედეგი მიღებული შედეგიდან. 

1. თუ 0 ჯგუფის X ელემენტი არ ეკუთვნის §C ქვეჯგუფს» 
მაშინ §X სისტემას არა აქვს საერთო ელემენტი 40-თან. 

უპირველესად შევნიშნოთ, რომ §=5%/, სადაც I არის დ ჯგუ-. 

ფის ერთეული. §X სისტემას რომ ჰქონდეს ერთი მაინც საერთო. 

ელემენტი §=67 სისტემასთან, მაშინ, წინანდელივით, უნდა იყოს: 

CX=§8. მაგრამ ეს შეუძლებელია, ვინაიდან X ელემენტი იმყოფება 

§+X-ში და არ იმყოფება §-ში. 

2. თუ X ელემენტი არ იმყოფება 9 ქვეჯგუფში, მაშინ 9X 

სისტემა არ შეიძლება იყოს „გუფი. 

მართლაც), 1 შედეგიდან გამომდინარეობს, რომ 95X სისტემა არ. 

შეიცავს ჯგუფურ I ერთეულს. 
ვთქვათ «% არის დ ჯგუფის რაიმე ქვეჯგუფი. თუ X+X არის ნე- 

ბისზიერი ელემენტი CI-დან, მაშინ §X სიმრავლეს ეწოდება მოსა%- 

ღვრე სისტემა 6-ს მიმართ (და სახელდობრ „მარჯვენა მოსაზღვრე” 
სისტემა", განსხვავებით „მარცხენა“ X8 სისტემისა). · 

მხედველობაში უნდა მივიღოთ, რომ ერთი და იგივე მოსაზღვრე, 
სისტემა შეიძლება ჩაწერილი იქნეს სხვადასხვა ხერხებით. ასე, თუ: 

X=VX, 
სადაც # C §, მაშინ “. 

6X=5X. 

ფ ჯგუფის ყოველი X ელემენტი ეკუთვნის ერთ-ერთს მოსაზღვრე 
სისტემიდან §6-ს მიმართ, სახელდობრ; იმ სისტემას, რომელიც შე- 

«იძლება ჩაიწეროს 6X სახით, 
ორი მოსაზღვრე სისტემები §X და §7, წინანდელივით, "ან. 

იგივური არიან, ან არა აქვთ არც ერთი საერთო ელემენტი. 

ამრიგად, #0 ჯგუფის ყოველი ელემენტი ეკუთვნის ერთს და მხო- 
ლოდ ერთს მოსაზღვრე სისტემებიდან §-ის მიმართ, სხვა სიტყვებით 

რომ ვთქვათ, დ ჯგუფის ყველა ელემენტი განლაგებული არიან 
მოსაზღვრე სისტემებით, რომლებსაც საერთო ელემენტები არა აქვთ. 

ვთქვათ, 

§=%7» 6, 88, . · . , 9C ·
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არიან ყველა ერთმანეთისაგან განსხვავებული ყველა სხვადასხვა 
"მოსაზღვრე სისტემები <5 ქვეჯგუფის მიმართ, თუ ჩვენ გავაერთია- 
ნებთ ყველა ამ სისტემათა ელემენტებს ერთ სიმრავლეში, მივიღებთ 

მთელ დ ჯგუფს; ამას ჩვენ ჩავწერთ შემდეგნაირად: 

C=(§, §4, §8,. · „ე 9L). 

ამბობენ, რომ დ ჯგუფი დაშლილია მოსაზღვრე სისტემებად §, 

524, 98, . . ., 90. 
შევჩერდეთ იმ შემთხეევაზე, როცა დ არის სასრული ჯგუფი. 

ამ შემთხვევაში § ქვეჯგუფიც იქნება აგრეთვე სასრული. აღე–- 

ნიშნოთ #-ით დ ჯგუფის რიგი ხოლო #-ით –- +52 ქვეჯგუფის რიგი. 

სხვადასხვა ელემენტთა · რიცხვი თითოეულ მოსაზერე სისტემებიდან 

9, 94, . . ეტოლება სხვადასხვა ელემენტთა რიცხვს 4-ში, ე. ი. 
უდრის 5 ქვეჯგუფის #» რიგს. 

მეორეს მხრიე, სხვაღასხვა მოსაზღვრე სისტემათა 49, 9-4... 
რიცხვი განსახილავ შემთხვევაში აგრეთვე უნდა იყოს სასრული. 

ამ რიცხვს ეწოდება 6 ქვეჯგუფის ინდექსი CV ჯგუფის მიმართ. 

- 39 ქვეჯგუფის ინდექსი CI ჯგუფის მიმართ (ე. ი. სხვადასხვა მო– 

საზღვრე სისტემათა დ, 6-4, . . ., 95C რიცხვი) აღვნიშნოთ +«-თ. 

ჩვენ შეგვიძლია ახლა ვთქვათ, რომ დ ჯგუფი იშლება ხის- 

ტემად რომლებსაც არა აქვთ საერთო ელემენტები. ვინაიდან 

“სხვადასხვა ელემენტთა რიცხვი თითოეულ აჭ სისტემებიდან უდრის 

#I-ს, ამიტომ დ ჯგუფის რიგი უდრის 1» ნამრაელს, ე. ი. 52 ქვეჯგუ– 

ფის რიგის ნამრავლს მის ინდექსზე: 

»=1M. 

". “ აქედან (სასრული ჯგუ უებისათვის) უშუალოდ გამომდინარეობს: 

„ნებისმიერი ქვეჯგუფის რიგი წარმოადგენს ჯგუფის რიგის გამყოფს“”. 

ვთქვათ #4 არის სასრული ფ ჯგუფის ნებისმიერი ელემენტი. 

აღვნიშნოთ -თი ამ ელემენტის რიგი. ჩვენ ზემოთ დავინახეთ, რომ 

4 ელემენტი ჰქმნის # რიგის ციკლურ ჯგუფს; ეს ჯგუფი იქნება 
-ფ ჯგუფის ქვეჯგუფი. მაშასადამე, ახლახან დამტკიცებულ თეო– 

რემის ძალით, რიცხვი ს უნდა იყოს გამყოფი C) ჯგუფის # რიგისა; 

-ჩვენ ვღებულობთ შემდეგ შედეგს: .' , ' 

” ჩასმათა ჯგუფისათვის ეს შედეგი ჯერ კიდევ ლაგრანჟის მიერ იყო მი– 

ღებული, 
აში
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სასრული ჯგუფის ნებისმიერი ელემენტის რიგი წარმოადგენს. 

ჯგუფის რიგის გამყოფს,. 

აღვნიშნოთ ამ შედეგიდან გამომდინარე ერთი შედეგი. თუ 4 
ელემენტის რიგი უდრის (LL-ს, მაშინ 

4=I, 

სადაც I არის ჯგუფის ერთეული 
მეორეს მხრივ, წინანდელივით, რიცხვი ს უნდა იყო (დ) ჯგუფის 

რიგი #-ის გამყოფი, ამრიგად, 7 =>(I0, სადაც ე მთელი რიცხვია. 
მაშასადამე, 

4პ=თ „I სწ = 17==7. 

ამრიგად, თუ დ) ეგვუფის რიგი უდრის ჯ-ს, მაშინ (( ეგგუფის 

ნებიხმიერი 7 ელემენტისათვის ადგილი აქვს ტოლობას 

„45 ==, 

ხადაც I არის 0) აგგუფის ერთეული. 

- უკანასკნელი შედეგი შეიძლება გამოვიყენოთ რიცხვთა თეორიის. 
ზოგიერთ საკითხებზე; მისგან უშუალოდ მიიღება ეგრეთწოდებული 
ფერმას მცირე თეორემა და მისი განზოგადება –– ეილერის 

თეორემა. 

6. ვთქვათ # და 8 არიან დ ჯგუფის ელემენტები, თუ ეს ელე- 
მენტები გადანაცვლებადი არიან, მაშინ ტოლობიდან -48= #84 

გვაქვს: 
8- 148= 4. 

პირიქით, უკანასკ6ნელი ტოლობიდან გამომდინარეობს „2#–8=784- 
თუ 4 და”8 ელემენტები გადანაცვლებაღი არ არიან, მაშინ ელე- 
მენტი 

4=8-48 

“განსხვავებულია ,4-გან; ჩვენ ვიტყვით, რომ „ ელემენტი მიღე- 
ბულია „7 ელემენტის გარდაქმნით ც-ხ საშუალებით. 

თუ “+ ელემენტი მიიღება ”«-დან გარდაქმნით 8 ელემენტის სა– 

“შუალებით, მაშინ / მიიღება «4'-დან გარდაქმნით 8-1ის საშუა- 

"ლებით.
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მართლაც, ტოლობიდან 4'= 8-8 გამომდინარეობს: 

4=84M'8ც-1=-(8-1)–4'ც-!. 

თუ დ ჯგუფის 27, + ელემენტებიდან ერთი მათგანი შეიძლება 
მიღებული იქნეს მეორიდან გარდაქმნით (ს ჯგუფის რაიმე ელემენ- 

ტის საშუალებით, მაშინ 7 და #' ელემენტებს ეწოდებათ შეულ- 

ლებული, ანუ მსგავსი რ) ჯგუფში. 

შეუღლებლობის დამოკიდებულება, როგორც ადვილი დასანახა- 

ვია, ტრანზიტიულია: 

თუ 4 ელემენტი შეუღლებულია .4' ელემენტთან, ხოლო „' შეუღ- 
ლებულია „”-სთან, მაშინ „7 და 7# შეუღლებული არიან ერთმა- 

ნეთთან. 
მართლაც, ვთქვათ, რომ „ ელემენტი მიიღება 4-დან გარდაქ- 

მნით 8 ელემენტის საშუალებით, ხოლო >” მიიღება „#-დან გარ- 

დაქმნით C-ს საშუალებით: 

0 4#= 848, 4 =C-4C. 
მაშინ 

4:=C-.8-48C= (ხC) ' 4(8C), 

ე. ი. ელემენტი 4” მიიღება /-დან გარდაქმნით 8C ელემენტის სა- 

შუალებით, 

სავარჯიშო, 

ვთქვათ «4 არის ციკლებში მოცემული ჩასმა: 

„4=(1, 2, 5) (3, 4). 

12345 - 6) ითნ717#I 

'ცყ-!48ც=(0, 8, II) (7, #) · 
, თუ მიღებულ შედეგს 'განვაზოგადებთ, შეიძლება დავამტკიცოთ: ინისათვის, 

რომ ციკლებში მოცემული -4 ჩასმა გარდავქმნათ „8 ჩასმის საშუალებით, საკმა- 

რისია « ჩასმის ყოველ ციკლში მოვახდინოთ ის შეცვლანი, რომლებსაც გვიჩვე- 

ნებს 8 ჩასმა. _ 

ვთქვათ ახლა დ არის 6 ჯგუფის რაიმე ქვეჯგუფი, და ვთქვათ 

X არის დ.ს რაიმე ელემენტი. განვიხილოთ სიმრავლე ყველა ელე- 

დაამტკიცეთ, რომ, თუ 

მაშინ
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მენტთა, რომლებიც მიიღებიან 59 ჯგუფის ელემენტებისაბჭან გარ- 
დაქმნით X ელემენტის საშუალებით, ე. ი. ყველა 

X-I 9X 

სახის ელემენტთა სიმრავლე, სადაც # არის ნებისმიერი ელემენტი 

§-დან; ეს სიმრავლე შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ ნამრავლის სახით 

X-(C9X) ანუ (X-I§)X სახით. 
ჩვენ ამას მარტივად დავწერთ: X-1957X. 

დავამტკიცოთ, რომ სიმრავლე “რCდ' = XI იხ» წარმოადგენს 

ჯგუფს (თ ჯაუფის ქვეჯგუფს). 
ამისათვის საკმარისია დავამტკიცოთ, რომ · 

გ) 95, სიმრავლის ორი ელემენტის ნამრავლი · ეკუთვნის იმავე 

სიმრავლეს; 

ხ) 9' სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტის შებრუნებული ელემენ- 
ტი ეკუთვნის იმავე სიმრავლეს. 

ვთქვათ : 

9 ,.ლ=X- 9,X, ს,)= X-1 9M,X 

არიან %” სიმრავლის ელემენტები (ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ #, და 

MM, ელემენტები ეკუთვნიან C ქვეჯგუფს); შევადგინოთ მათი ნამ- 

რავლი: – 

M',9,=(X-19,X) (X-I89,X) = XV 8)X 

რადგანაც MM, არის 6 ჯგუფის ელემენტი, ამიტომ #,/I, ნამრავლი 

კუთენის 9=X-16X სიმრავლეს. 

შემდეგ, ნებისმიერი X-1#/X ელემენტისათვის გვაქვს:. 

(X-1902)-1=X-0VI-X. 

თუ MI ელემენტი ეკუთვნის % ქვეჯგუფს, მაშინ II-I ელემენ- 
ტიც ეკუთვნის 9-ს. მაშასადამე, X-IMV-IX ელემენტი ეკუთვნის 

2X-I0X სიმრავლეს. : 

ამრიგად, 5'=X-65X სიმრავლე წარმოადგენს ჯგუფს. 
ამბობენ, რომ §'=X-I6X ჯგუფი მიიღება 8 ჯგუფიდან გარ- 

დაქმნით ჯ ელემენტის საშუალებით. 5 '=X §X ტოლობიდან ვღე- 

ბულობთ: 

§=X6'X-)
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ანუ 

#6 =-(X-I)–10'X-), 

ამრიგად, თუ 5” ქვეჯგუფი მიიღება 6-დან გარდაქმნით X ელემენ- 
დღის საშუალებით, მაშინ 5 მიიღება ი-დან გარდაქმნით »ჯ-I! ელე- 
ენტის საშუალებით. ' 

თუ CI ჯგუფის X და 5 ' ქვეჯგუფებიდან ერთი მათგანი შეიძ- 
ლება მიღებული იქნეს მეორიდან გარდაქმნით (| ჯგუფის რაიმე 

ელემენტის სამუალებით, მაშინ § და MM ქვეჯგუფებს ეწოდებათ 

შეუღლებული, ანუ მსგავსი, 0 ჯგუფში. 
ადვილად დავრწმუნდებით, რომ შეუღლებლობის დამოკიდებუ- 

ლება ქვეჯგუფებისათვის ტრანზიტიულია. 
შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ C' ჯგუფი, რომელიც მიღებულია 1:-დან 

გარდაქმნით რაიმე X ელემენტის საშუალებით, ემთხვევა 15 ს; ამას ად- 

გილი ექნება იმ შემთხვევაში, როცა X- 15 X = 5. ადვილი შესამჩნე- 

ვია, რომ უკანასკნელი დამოკიდებულება ტოლფასია თანაფარდობის 

| 9–5X= +959, 

რომელიც გამოხატაეს, რომ § ჯგუფი გადანაცვლებადია X ელე- 
მენტთან. · . 

ეს იმას არ ნიშნავს, რომ #5 ქვეჯგუფის ყოველი ელემენტი გა- 

დანაცვლებადია X-თან; ეს ნიშნავს მხოლოდ იმას, რომ #/X სახის 

ყოველი ნამრავლი, სადაც #I არის ქვეჯგუფის ელემენტი, უდრის 

რაიმე XM სახის ნამრავლს, სადაც #" C 9, და პირიქით. 

თუ ი ქვეჯგუფი გადანაცვლებადია თ ჯგუფის ნებისმიერ X 

ელემენტთან, მაშინ დამოკიდებულება 

X-§ი6X =» 

სრულდებ· თ ჯგუფის ყოველი X ელემენტისათვის; მაშასადამე, 

დ6-თან შეუღლებული ნებისმიერი ჯგუფი ემთხვევა 6-ს. 

ამ შემთხვევაში 5 ქვეჯგუფს ეწოდება „ინვარიანტული ქვეჯგუ- 
ფი" ანუ „ნორმალური გამყოფი4 (# ჯგუფისა. · | 

თუ 0 ჯგუფი კომუტატიურია, მაშინ ნებისმიერი ქვეჯგუფი იქ- 

ნება მისი ნორმალური გამყოფი. 

სავარჯიშო. 8. – 

1. თუ C, არის #» ინდექსიანი ყველა ჩასმათა ჯგუფი, ხოლო «I, არის ქვე- 

%«ბუფი ყველა ლუწოვან ჩასმათა, მაშინ CI, არის C,-ის ნორმალური ჯამყოფი.
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2. დაამტკიცეთ, რომ მეოთხე რიგის ჯგუფი, რომელიც შედგება ჩასმები- 

საგან 

I; (1, 2) (3 4); (1, 3) (2, 4); (1, 4) (2, 3), 

წარმოადგენს “ა(, ჯგუფის ნორმალურ გამყოფს (9, არის ოთხ ინდექსიანი ყვე– 

“·ლა ლუწოვან ჩასმათა ჯგუფი). 

ვთქვათ +) არის დ ჯგუფის რაიმე ქვეჯგუფი; განვიხილოთ მისი 

შეუღლებული ქვეჯგუფი 
9 =X“-IX. 

9 და »«" ქვეჯგუფების ელემენტებს ·შორის დავამყაროთ თანა- 

დობა შემდეგნაირად: 9 ჯგუფის # ელემენტს შევუსაბამოთ «" ჯგუ- 

„ფის ელემენტი 

MM =2X“ 1/IX. 

ადვილი შესამზნევია, რომ ამრიგად დამყარებული თახადობა იქნება 

«ურთიერთცალსახა; ჩვენ ვისარგებლებთ შემდეგი ჩაწერით: 

MM <-> #. 

ვთქვათ ახლა, #, და #, არიან 5 ჯგუფის ელემენტები, ხოლო 

II", და II', წარმოადგენენ ი' ქვეჯგუფის შესაბამის ელემენტებს: 

სM,<-> MM", #+<-- > 7. 

M,9, ნამრავლი წარმოადგენს § ქვეჯგუფის ელემენტს; მას შე- 

ესაბამება 5, ქვეჯგუფის ელემენტი 
(M,7,/=+X-ICM, 9) X. 

ეს ელემენტები შეიძლება წარმოვიდგინოთ ასე: 

X- ICM,/7,)X = (X-1V9, X) (X-189M)X)= ს), წწ. 
ამრიგად 

(M,I,)=სM#ხ, 

ე. ი. 9 ქვეეჯგუფის ელემენტთა #7, ნამრავლს შეესაბამება 

#X ჯგუფის შესაბამი” ელემენტთა #7, ნამრავლი. 

სხვანაირად რომ ეთქვათ, 

IL+<-> Mს, ს,4<-> #ჩ
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დამოკიდებულებებიდან გამომდინარეობს თანაფარდობა 

#,9, «<-> ს) ჩჩ. 

ამრიგად. თანადობას, რომელიც ჩვენ დავამყარეთ .5 და ჯ' ჯგუ: 

ფების ელემენტებს შორის აქვს შემდეგი ორი თვისება: 

1) ეს თანადობა ურთიერთ ცალსახაა; 
2) ჯგუფის ორი ნებისმიერი ელემენტების ნამრავლს შეესაბამება 

მეორე ჯგუფის შესაბამისი ელემენტების ნამრავლი. 
თუ ორი ჯგუფის ელემენტებს შორის შეიძლება დავამყაროთ ისე- 

თი თანადობა, რომელსაც აქეს 1) და 2) თვისებები, მაშინ ამ ჯგუ. 
ფებს ეწოდებათ იზომორფული. 

ამრიგად, შეუღლეზული ქვეჯგუფები ყოველთვის იზომორფუ- 
ლი არიან ერთმანეთთან. 

მაგრამ იმიდან, რომ ორი ჯგუფი 9 და 2 არიან იზომორფული, 

კიდევ არ გამომდინარეობს, რომ ისინი არიან ერთი და იგიეე ჯგუ- 

ფის ქვეჯგუფები. 
პირიქით, ორი იზომორფული ჯგუფი შეიძლება შედგებოდეს სა- 

ტროგადოდ სრულიად სხვადასხვა ბუნების ელემენტებისაგან. 

სწორედ ამიტომ იზომორფიზმის („ნება თზმაშობს მნიშვნელო- 

ვან როლს მათემატიკის სხვადასხვა დარგში. 

„იზომორფიზმის დამოკიდებულება ტრანზიტიულია; თუ % ჯგუ- 
ფი იზომორფულია %I' ჯგუფთან, ხოლო 9 იზომორფულია %I”-თან, 
მაშინ 9 ჯგუფი იზომორფულია %L”-თან. ამ დებულების დამტკიცე- 

ბას ჩვენ ვანდობთ მკითხველს. 
განვიხილოთ ახლა იხომორფული ჯგუფების მაგალითები, 

1. მეოთხე რიგის ჯჯაუფი, რომელიც (დგება 
1, –1, წ –7 

რიცხვებისაგან (გამრავლების ოპერაციის მიმართ", იზომორფულია მატრი(თა 
«ჯზუფისა: 

0 –1 ( 0 ი) 

C 9 /, –1 მ/7. '-(ი ს») (+») 
2. მესამე რიგის ჯტუფი (გამრავლების ოპერაციის მიმართ), რომელიც 

შედგება – 

რიცხვებისაგან, სადა § არის პრიმიტიული ფესვი შესამე ბარისხის ფესვისა 

1-დან, იხომორფულია ჩასმათა ჯგუფისა 

... 8 = (1) C) (3), (1, 2, 3), (1, 2, 2).
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ამ მაჭალიოის განზოგადება ადვილად შეიძლება, 

3, განიხილოთ ბრტყელი ფიგურის მის სიბრტყეში ბრუნვა უპრავი 0 წერ–- 

ტილის ზარშევმო. თუ ჩვენ შევასრულებთ ჯერ «4 მობრუნებას დ კუთხეზე, ხოლო. 

შემდეგ 8 პობრუნებას ი კუთხეზე, მაშინ თაწმიმდევრობითი შესრულება 4 დ> 

” მობოუნებისა შეიძლება შეიცვალოს ერთი მობრუწნებით, ახელდობრ, დ + 5 

კუთბეზე მობრუნებიო, ამ მობრუნებას ვუწოდოთ „I და # მობრუწზებათა ,,ნამ- 

ოავლი", ადვილი შესამჩნევია, რომ ბოტყელი ფიგურის ყველა ბრუნვათა სიმ- 

რავლუეუ წარმოადგენს ჯგუფს ამგვარა:0 გაზმარტების მიმართ. 

ამასთან ჯგუფური ეროეულის როლს თამაშობს 0 კუთხეზე მობრუნება 

ხოლო შებრუნებული ელემენტის როლს დ კუთხეზე მობრუნების მიმართ თამა– 

შობს –დ კუთხეზე მობრუნება, მობრუნებები, რომლებიც გა§სხვავდებიან ერთმა- 

ნეთისაგან 2+-ს ჯერადით, ითვლებიან იგივურად. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ბრტყელი ფიგურის მის სიბრ– 
ტყეში0 ცენტრის გარშემო ყველა ბრუნვათა ჯგუფი იზო- 
მორფულია ერთეულის მოდულის მქონე კომპლექსურრი(«- 
ხვდა ნამრავლის ჯზუფისა, ე ი. Cლ050+75იდ სახის კომპლექსურ 
რიცხვთა ნამრავლის ჯგუფისა. “. 

განვიხილოთ, კერძოდ, წესიერი მრავალკუთზედის "ს ბრუნვები მისი (ჯენტ-. 
რის გარშემო, რომელთაც მოყავთ იგი დასამთხვევად საწყის მდგომარეობასთან. 
ადვილი შესამჩნევია, როე ეს იკნება ბრუნვები კუთხეზე, რომლებიც ჯერადია 
2 · 
= წილადისა, სადაც # არის მრავალკუთხედის წევრთა რიცხვი. ეს ბრუნვები 

შეადგენენ # რიგის ჯგუფს, რომელიც იზომორფულია 1-დან # ' ხარისხის ფე– 

სვის ჯგუფისა, 
ეს ჯგუფი იხომორფულია აგრეთვე ჩასმათა ციკლური ჯგუფისა, რომელიც 

შედგენილია წრიული (1, 2, ..., #) ჩასმის ხარისხებით. 

სავარეგიშო, 

თუ 9 და ფ ჯგუფები იზომორფულია, მაშინ 

1) 5 ჯგუფის ერთეულს შეესაბამება 68 ჯგუფის ერთეული; 
2) თუ .#«-–-> 8, მაშინ "4-1 <-> 8-1, 

§ 5. მატრიცთა რზოლი. რბოლისა და ველის %ჭოგადი 

განმარტება 

1, მე-2 პარაგრაფში დავინახეთ, რომ »,, ჯ . .სც %, მნიშვნე– 

ლობათა სისტემა შეიძლება განვიხილოთ როგორც ვექტორი 

ჯ=LX, 2. ა.ს» %ი) 

» განზომილებიან სივრცეში. ახლა განვიხილოთ წრფივ, გარ- 
დაქმნა '



–_ 4VI -– · 

XI =0)1%1 –+ია% + „... –+“დფიბ? I მე) შეი. . .-ი |) 

(136) 19 == 091XI -+L რყა“ა + „.. „+“6X 4=. ძი ძლ. .· .· შე 

ბა.=9მი,X, “+ მი: -C ... –+ძიჯ (ი, რო. თ... I 

ჩვენ შეგვიძლია ეთქვათ, რომ წრფივი „7 გარდაქმნა ამყარებს 
„დამოკიდებულებას ორი ქექტორის კოორდინატებს შორის: 

>X=(»ც >.) + + .» წ.) და წ7=(V» “” 

«ამას მოკლედ სწერენ შემდეგნაირად: 

4137) 7=4X. 

ამბობენ, რომ » ვექტორი მიიღება ჯX ვექტორისაგან წრფივი 
„გარდაქმნის საშუალებით. 

(136) წრფივ გარდაქმნასთან ერთად განვიხილოთ კიდევ გარ- 
“დაქმნა: -. 

ჯ,=ხ,,%) +ხ,.", +... ++, ხ, ხე იი. ხს. | 

4138) თა=ნე,ი L ხოს LL ...C- ნაბ ცვ) ხნა... ჩი 

ღ,=ხ,,X, + საი +... 4+ ჩაი. ნახავთ თ კამა. 1 

ეს გარდაქმნა ჯ» ვექტორს შეუსაბამებს ჯ ვექტორს; 

თუ წევრობრივ შევკრებთ ყოველ (136) ტოლობათაგანს შესაბამ 

«138) ტოლობასთან, მაშინ მივიღებთ: 

#“+-#7=(ძთც+ნ,)2,4+4(00ა+ჩა)ბი+ · ·. +C7,,+9,)+, 

X+ ლუ =(0,,-Lჩ,,)2,-+(Cი,,-Lჩ,.)X,-L ... –+(ძა.+-ხ,.%, «139 

„მაშასადამე, 

7+2=4#+8X. 
ვექტორი მიიღება X ვექტორისაგან (139) გარდაქმნის საშუალებით. 

ამ გარდაქმნის მატრიცი, ბუნებრივია, განვიხილოთ როგორც 24 და 

8 მატრიცების ჯამი:
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რიI+ხ იი + ხი. . .მა ჯი 

ი: + ხა ით “+ ხთ. · · რი + „“ 
4+8= ...:..::.:.... = (ი» + ხა. 

”"””'””"”"”"”'"'"""'”” 

ძი, +- ჩი, ი. +- სხა .. რიან 

გამოვიყენებთ რა ამ აღნიშენას, შეგვიძლია (139) დავწეროთ 

ასეთი სახით 

7+72=(4+0»X 
ანუ 

(140) #4X+ 8X=(4+ 8)». 

ამგვარად, მატრიცისათვის დაწესებულია შეკრების ოპერაცია. 

ამ ოპერაციას აქვს კომუტატივობის და ასოციატივობის თვისება, 

რადგან მატრიცების შეკრება დაიყვანება შესაბამ ელემენტთა შეკ- 

რებამდე, ხოლო ამ უკანასკნელთათვის ეს თვისება სამართლიანია- 

დისტრიბუტივობის თვისებაც ძალაში რჩება მატრიცებისათვისაც: 

(4-+8)6=4C-+C, CC4-+ 8)=C4 + C8.. 

რომ დავამტკიცოთ, მაგალითად, პირველი ამ თანაფარდობათა 

გან, საკმარისია შევნიშნოთ, რომ 

” ” # 

» (ი, + ჩა)ი„ == 2 ძილ“ 2. ხა რ 

M#=1 #M#=1 #M=1 

მარცხნით გეაქვს (#4 - 8)C მატრიცის ; --რ სტრიქონისა და 

#–- რ სვეტის გადაკვეთაში მდებარე ელემენტი, მარჯვნით კი – 

4#C + 8C მატრიცის შესაბამი ელემენტი. 

მატრიციბის გამოკლების ოპერაცია განისაზღვრება როგორც 

შეკრების შებრუნებული ოპერაცია; მაშასადამე, 

4 8=(ი- _ ხი). 

4-–- # სხვაობა წარმოადგენს ნულოვან მატრიცს, რომლის ყველ» 
ელემენტი ნულის ტოლია, ეს მატრიცი აღინიშნება 0 სიმბოლოლი: 

# –– 4=0.
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მატრიცი 0 –– 8 აღინიშნება სიმბოლოთი: –– #8: : 
–8=-(ია)=(–- ჩი). 

8+(–8)=0. 
წინანდელიდან გამომდინარეობს, რომ განსაზღვრული ხარისხის 

ყველა მატრიცის სიმრავლე ჰქმნის აბელის ჯგუფს შეკრების ოპერა- 
ციის მიმართ. 1 ელემენტის როლს ამ ჯგუფში თამაშობს ნულოვანი 
მატრიცი, ხოლო „შებრუნებული“ ელემენტის როლს „/ მატრიცისა- 
თვის თამაშობს -- „7 მატრიცი. | 

არსებითია შევნიშნოთ, რომ ორი მატრიცის ნამრავლი შეიძლე- 
ბა ნულის ტოლი იყოს (ე. ი. ტოლი ნულოვანი მატრიცისა) იმ შემ– 
თხეევაშიაც, როცა ორთავე თანამამრავლი განსხეავებულია ნუ- 
ლისაგან, 

ამგვარად, 
(141) #4.:·8=90 

თანაფარდობიდან არ შეიძლება დავასკვნათ ისე, როგორც ჩვეულე- 

ბრივ არითმეტიკაში, რომ ან „7=0, ან 8=90, თუ #4 და #8 მატ– 

რიცები, განსხვავებული. ნულოვანი მატრიცისაგან, აკმაყოფილებენ 

(141) პირობას, მაშინ მათ ეწოდება ნულოვანი გამყოფები. 

თუ განვიხილავთ განსაზღვრული ხარისხის ყველა მატრიცთა სიმ- 

რავლეს, მაშინ შეიძლება ვთქვათ, რომ ეს სიმრავლე ჰქმნის რგოლს 
იმ აზრით, რომ შეკრების, გამოკლებისა და გამრავლების ოპერა- 

ციები არ გამოგვიყვანს მისი ფარგლებიდან. 

ორი მომენტი არსებითად ანსხვავებს მატრიცების რგოლს რიც- 

ხვითი რგოლებისაგან”ი რომლებიც განვიხილეთ I თავში: 1) გამ– 

რავლების ოპერაცია მატრიცთა რგოლში, საერთოდ რომ ვთქვათ, 

არაკომუტატივურია; 2) მატრიცთა რგოლში არსებობს ნულის გამ- 

ყოფები. · 

2. კვლავ განვიხილოთ წრფივი გარდაქმნა. 

),=0, ი 4+ძა + · · . “L«,, #,, 

7.=ძ,, X-L2,, 7.-L : · . ი, >,, 

ცხადია, 

(142) 

).=0,,X,-L0,,X,+L ... +ი., % 

ანუ __ 

042) უ= 47.
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(142) ტოლობის ორივე ნაწილი გავამრავლოთ ნებსითი 2. რიცხვზე: 

(143) 2 ==2. (4 X). 

ეს უკანასკნელი ტოლობა იგივეა, რაც შემდეგი # თანაფარდღობანი: 

X),=7ძთც X, + მც ი“. 6. . +2თ.%,, 

(144 #V, =X#ძ,, X, + 29: XX . · +Xთ,, > %·” 

X),„=270,, %, + M., %?“L . . +M,,. Xა. 

ეს თანაფარდობანი გვიჩვენებს, რომ X/== (უს. 22, +. ა» XI) 

მექტორი შეიძლება მივიღოთ Xჯ ვექტორიდან წრფივი გარდაქმნით, 
რომელსაც აქვს მატრიცი 

2თ,, XV. ი. ა XC 
“““'- . 

1" 

2.» 

X, M · | · ს. მრა |. 

ამ მატრიცს განვიხილავთ როგორც 2 რიცხვის ნამრავლს 4 
მატრიცზე,;ამ ნამრავლს აღვნიშნავთ X/-თი ან ·.-თი. 

(145) #4 == 4» == (2ძყე). 

ახლა (144) თანაფარდობანი შეიძლება გადავწეროთ ასეთი სახით: 

2. ,=(X)4) ჯ.. 

ამგვარად, ჩვენ დავადგინეთ რიცხვზე მატრ იცი ს გამრა- 
ვლების ოპერაცია; ამ ოპერაციას, როგორც ადვილად დავრწმუნ- 
დებით, შემდეგი თვისებები აჟვს: 

1) XIL4) == 0) .4, 
2) XL4#8)=0.4)8=40.8), 

3) (++ M)4=24+ 4, 
4) #4 + 8)–X4 + »8, . 

(ბერძნული ასოები ნიშნავს, “რიცხვებს, "ლათინური ასოები -– მატ" 
რიცებს),
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რომ დავამტკიცოთ რომელიმე ამ თანაფარდობათაგანი, საკმა- 
რისია ერთმანეთს შევადაროთ მატრიცების შესაბამი ელემენტები. 
მარცხენა და მარჯვენა ნაწილში; ასე მაგალითად, XL #78) და 2./4),8) 
მატრიცებისათვის გვაქეს: 

ი 4 

2 2, ით, ხს= 2 (1ძი)ჩა, 
# =1 ჩ=1 

საიდანაც 

#48) == 0.4)8. 

აღვნიშნოთ კიდევ შემდეგი თვისება 

(146) (X44) (6,8) == 01.) (478). 

ეს თვისება, როგორც ადვილი შესამოწმებელია, წარმოადგენს 

შედეგს 1) და 2)-დან. 
განვიხილოდ კერძოდ 2. რიცხვის ნამრავლი იგივურ გარდაქმნის 

# მატრიცზე: 

10. ..0 

18=| 72. + .9 

0,,.. XI. 

ასეთ მატრიცს, რომლის ყველა ელემენტი მოთავსებული მთავარ 
დიაგონალზე ტოლია ერთსა და იმავე 2» რიცხვის, ხოლო ყველა 
დანარჩენი ელემენტი ნულის ტოლია, ეწოდება სკალარული მატრი- 

ცი. სკალარული მატრიცების ჯამი და ნამრავლი წარმოადგენს 
აგრეთვე სკალარულ მატრიცებს: · 

16+08=(#+ კ) #, 
აი, 0.8) (5) = 0) 6'=Xწ. 
- თუ გვაქვს რიცხვთა რაიმე # რგოლი, მაშინ, ამ რგოლის 
ყოველი 2. ელემენტს შეგვიძლია შევუსაბამოთ სკალარული მატრი– 
ცი #8. სიმრავლე ყველა 2.8 სკალარულ მატრიცებისა, რომლებიც 
შეესაბამება ცტ რგოლის სხვადასხვა ელემენტებს, თავის მხრით 
ჰქმნის რგოლს; ეს რგოლი აღვნიშნოთ L-ით.



– 496 – 

ამგვარად, რიცხვთა / რგოლსა და ჯL მატრიცების რგოლს შო- 

რის დამყარებულია ურთიერთ ცალსახა თანადობა; 
ამასთან, ტ-დან აღებული ორი ელემენტის ჯამი და ნამრავლი 
შეესაბამება L-დან აღებულ სათანადო ელემენტების ჯამსა და 

ნამრავლს. ორ რგოლს, რომელთა შორის შეიძლება ასეთი თანადო- 

ბა დამყარდეს, ეწოდება იზომორფული. მაშასადამე, სკალარულ მატ- 

რიცთა # რგოლი იზომორფულია რიცხვთა 72 რგოლისა, 

მატრიცთა აღრიცხვა პირველად განავითარა ჰამილტონმა 1823 წელს 
(LLსX08 00 ძ0სმL6Lი10ი5) პამილტონისაგან დამოუკიდებლად მატრიცთა აღ- 
რიცხვამდე მივიდა კელი (C2716–წ). კელის შრომები, რომლებშიაც ზაშლი– 
ლია მატრიცთა თეორიის ძირითადი დებულებანი, ეკუთენის 1854–-1858 წლეებს. 
ისტორიული ცნობები მატრიცთა თეორიის შესახებ და ვრცელი ბიბლიოგრაფია 

შეიძლება ვნახოთ წიტნში |. LI. M. Vაძძიხსლი--L60ხს,-ვ ლი ი10LIIC05, M6V/- 
V0ი;ს 1934, . 

: 8, I თავის მე-4 პარაგრაფში ჩვენ შემოვიყვანეთ რიცხვული რგო- 

ლის ცნება. შემდეგ, IL თავის 1-ლ პარაგრაფში ჩვენ შევხვდით მთელ 

რაციონალურ ფუნქციათა რგოლს. დაბოლოს, ამ პარაგრაფში ჩვენ 

გავეცანით მატრიცთა რგოლს. ამრიგად, ჩვენ საქმე გვქონდა რგო- 

ლებთან, რომლებიც შედგებიან სხვადასხვა ბუნების ელემენტებისა- 

გან. მაგრამ მათ ჰქონდათ ზოგიერთი საერთო თვისებები, რომლე- 

ბიც ეხებიან შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციებს. თუ ჩვენ ყუ- 

რადღებას მივაქცევთ ამ ზოგად თვისებებს და განსახილავი ობიექ- 

ტების დანარჩენ სპეციალურ თვისებებს მხედველობაში არ მივი- 

ღებთ, მაშინ მივალთ რგოლის ზოგად განმარტებამდე 

ვთქვათ, რომ განიხილება რაიმე სიმრავლე ელემენტებისა 4. 

8, . . . , რომელთათვის დადგენილია ორი ოპერაცია „შეკრება% 
და „გამრავლება“; სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, თუ +« და 8 არიან 
მოცემული სიმრავლის ელემენტები, მაშინ მათთვის განმარტებულია 

4+8 „ჯამი“ და 48 „ნამრავლი“. 

ვიგულისხმოთ, რომ განსახილავ სიმრავლეში შეკრებისა და გამ 
რავლების ოპერაციები აკმაყოფილებენ შემდეგ მოთხოვნილებებს: 

1) # სიმრავლის ორი 4 და 8 ელემენტების ჯამი წარმოადგენს 

იმავე სიმრავლის გარკვეულ ელემენტს. : 
2) შეკრების ოპერაციას აქვს კომუტატივობის თვისება: წ 

4+8=8+4#.
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3) შეკრების ოპერაციას აქვს ასოციატივობის თვისება: 

4+(8+C)=(4+8)+ C. 

4) შეკრების ოპერაცია შექცევადია, ე. ი. X სიმრავლის ორი 
ნებისმიერი 4 და 8 ელემენტებისათვის არსებობს ელემენტი XX, 
რომელიც ამავე სიმრავლეს ეკუთვნის და რომელიც აკმაყოფილებს 
განტოლებას 

4+ X=V#. 

5) გარკვეული რიგით აღებული X სიმრავლის ორი / და I 
ელემენტების ნამრავლი წარმოადგენს იმავე სიმრავლის გარკვეულ 

ელემენტს. 
6) გამრავლების ოპერაციას აქვს ასოციატივობის თვისება: 

4(8C = (4#)C. 

7) გამრავლების ოპერაციას აქვს დისტრიბუტივობის თვისება 

შეკრების მიმართ: 

4(8 + C=48+ 4C.(4+ 8)6= 4C+ MC. 

ელემენტთა ყოველ სიმრავლეს, რომელშიაც დადგენილია შეკ- 

რებისა და გამრავლების ოპერაციები და რომლებიც აკმაყოფილე- 

ბენ ზემოთ აღნიშნულ თვისებებს, რგოლი ეწოდება. 

თუ გამრავლების ოპერაციას რგოლში აქეს კომუტატივობის თვი- 

სება, ე. ი. რგოლის ნებისმიერი ორი ელემენტისათვის ადგილი აქვს 

ტოლობას 

48=8/, 

მაშინ რგოლს კომუტატიური ეწოდება.- 

ცხადია, რომ ყოველი რიცხვული რგოლი, როგორც იგი I თავ- 

ში განვმარტეთ, წარმოადგენს კომ უტატიურ რგოლს. 

სიმრავლე ყველა მთელ. რაციონალურ ფუნქციებისა #() რო- 

მელთა კოეფიციენტები რიცხვთა ს ეელს ეკუთვნის, წარმოადგენს 
აგრეთვე კომუტატიურ რგოლს (შეად, თავი II. 

# ხარისხის ყველა მატრიცთა სიმრავლე წარმოადგენს არაკომუ- 
ტატიურ” რგოლს, _ 

32. უმაღლესი ალგებრა
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შვიდი პოსტუ უატიდან, რომლებიც რგოლს განსაზღვრავენ, პირ- 
ველი ოთხი ეხება შეკრების ოპერაციას. ეს ოპერაციები გამოსთ- 

ქკამენ, რომ შეკრების ოპერაციის მიმართ «რგოლი წარმოადგენს 

აბელის ჯგუფს (იხ. პ. 3, § 4, შენიშვნა). 
აღვჩიშნოთ 0 სიმბოლოთი ჯგუფური ერთეული ამ აბელის ჯგუ“ 

ფისა; მაშინ #. რგოლის ნებისმიერი „4 ელემენტისათვის გვაქვს შეად. 

წ 4, დამოკიდებულებანი (121 #)|: 

44+0=0-+4=/. 

0 ელემენტს ვუწოდოთ # რგოლის ნული. მე-# პარაგრაფის 

პუნქტი 1-დან გამოჰმჯინარეობს, რომ რგოლში არსებობს მხოლოდ 

ერთი ნული. 
ჩვენ ვნახეთ მე-4 პარაგრაფში, რომ ჯგუფში ყოველი ელემენ- 

ტისათვის არსებობს ერთი და მხოლოდ ერთი შექცეული ანუ– 

აღიტიური ტერმინოლოგიით – მოპირდაპირე ელემენტი; რად- 

განაც # წარმოადგენს ჯგუფს შეკრების ოპერაციის მიმართ, ამი- 

ტომ # რგოლის ყოველი #4 ელემენტისათეის არსებობს ერთი და 

მხოლოდ ერთი მოპირდაპირე ელემენტი, რომელსაც ჩეენ აღენიშ– 

ნავთ –– 4-თი: 

44 (– 4)=C– 4) + 4=9. 

თუ 4 და 8 არიან რგოლის ნებისმიერი ელემენტები, მაშინ 

განტოლებას დ.ა 

4+X=88 · 8 · 
დააკმაყოფილებს რგოლის ერთი და მხოლოდ ერთი ელემენტი | 

X=8+4+C-+4. 
ამრიგად, ეს ელემენტი წარმოადგენს. 8 და 4 _ ელემენტებს შო. 

რის სხვაობას: 

8 -– 4=8+(– #. 

თუ დავუშვებთ, აა 8=4, მაშინ გვაქვს: 

–2.=4-+(-4)=>9. 

ვთქვათ ახლა /#, 8 და C არიან რგოლის ნებისმიერი | ელე- 
შენტები.
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ვისარგებლებთ რა დისტრიბუტივობის თვისებით (პოსტულატი 
7), მივიღებთ: 

4C + (8 –– 4)C=L4 + (8 – 4)6=8C 
საიდანაც 

(148) (8 – 2)C=8C – 4C. 

ანალოგიურად ვიპოვით 

(149) C(8 -– 4)=C8 – C4. · 
ამრიგად, გამოკლების დროს ძალაში რჩება დისტრიბუტივო- 

ბის თვიხება. 

თუ დავუშვებთ (148) ტოლობაში 8 = «4, მივიღებთ: 

(4-40C=4C–-4C 

0C=90, 
ანუ 

ანალოგიურად, (149)-დან მივიღებთ . 

C0=>0. 

ამრიგად, თუ ერთ-ერთი თანამამრავლი ნულის ტოლია, მაშინ 
ნამრავლიც ნულის ტოლია. , 

შებრუნებულ დებულებას რგოლში, საზოგადოდ რომ ეთქვათ, 

ადგილი არა აქვს: რგოლის ელემენტის ნამრავლი „248 შეიძლება 

ნულის ტოლი იკოს იმ შემთხვევაშიაც, როცა #4 და 8 არიან ნული- 

საგან განსხვავებული. ასე, მაგალითად, ზემოთ ჩვენ დავინახეთ, რომ 

0-საგან განსხვავებული ორი მატრიცის ნამრავლი შეიძლება ე მატ- 

-რიცს ეტოლებოდეს 

თუ # რგოლის ნულისაგან განსხვავებული 4 და 8 ელემენტები- 

"სათვის ადგილი აქვს ტოლობას 

ჩადის 48 =9, 

მაშინ / და 8 ელემენტებს ეწოდებათ ნულის გამყოფები; ამასთან 

4-ს ეწოდება ნულიხ მარცხენა გამყოფი, ხოლო „8-ს –– ნულის მარ- 

კჯვენა გაშყოფი.' _ 

თუ 4 არის ნულის მარცხენა გამკოფი ხოლო C არ „არის ნუ- 

ლის მარცხენა გამყოფი, მაშინ განტოლებას 

(150) ა “ X4=C
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არა აქვს ამონახსენი # რგოლში, მართლაც, ვინაიდან ,4 არის ნუ- 
ლის მარცხენა გამყოფი, ამიტომ “რგოლში არსებობს ელემენტი #, 

რომელიც აკმაყოფილებს პირობას 48=0. ახლა თუ არსებობს ელე- 

მენტი X, რომელიც აკმაყოფილებს (150) განტოლებას, მაშინ, გა- 

ვამრავლებთ რა ამ განტოლების ორივე ნაწილს მარჯვნიდან 18-ზე, 

მივიღებთ: 

X(C48)=Cზ8 

ანუ 

0= C8, 

რაც შეუძლებელია, ვინაიდან C არ წარმოადგენს ნულის მარცხენა 

გამყოფს. 

ანალოგიურად, თუ 8 არის ' მარჯვენა გამყოფი, ხოლო C არ 

არის ნულის მარჯვენა გამყოფი, მაშინ განტოლებას 

8V=C 

არა აქეს ამონახსენი X-ში, 

თუ X ველში არსებობს ელემენტი /,, რომელსაც აქვს ის თვი- 

სება, რომ # რგოლის ყოველი # ელემენტისათვის ადგილი აქეს 

ტოლობას 

4=74, 

აშინ L-ს ეწოდება რგოლის მარჯვენა ერთეული. 

თუ რგოლში არსებობს ისეთი ;, ელემენტი, რომ - 

,14= 4.“ 

X რგოლის ყოველი „#4 ელემენტისათვის, მაშინ ჩ-ს ეწოდება რგო- 

ლის მარცხენა ერთეული. 

შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ რგოლში არსებობს მარჯვენა ერ- 

თეული, მაგრამ არ არსებობს მარცხენა ერთეული ან პირიქით. 

განვიხილოთ, მაგალითად, ყველა 

«ხ 

00 

სახის მატრიცთა სიმრავლე. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ ხს სიმრავლე წარმოადგენს რგოლს.
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ამ რგოლისათვის ნებისმიერი 

ფუ 
სახის მატრიცი იქნება მარცხენა ერთეული, ვინაიდან 

1ხ იძ"ს /2იძ 

00 00 00/ 

განსახილავე რგოლში არ არსებობს მარჯვენა ერთეულები. 
თუ რგოლში არსებობს მარჯვენა I, ერთეული და მარცხენა # ერ- 

თეულიც, მაშინ ისინი ერთმანეთის ტოლია. 

მართლაც, ვინაიდან I, არის მარცხენა ერთეული, ამიტომ გვაქვს: 

I, I = #, 

_ მეორეს მხრივ, ვინაიდან I. არის მარჯვენა ერთეული, ამიტომ 

გვაქვს: 
სლ=#. 

მაშასადამე, IL ==/#/,. ამ შემთხვევაში რგოლში საზოგადოდ არსე- 

ბობს მხოლოდ ერთი ერთეული. რგოლის ამ ერთეულს ჩვენ აღვნი- 
შნავთ I-თი. 

- ვთქვათ, რომ M#-ში არსებობს I ერთეული. თუ # რგოლის 4 

ელემენტისათვის „არსებობს 4, ელემენტი, რომელიც აკმაყოფილებს 
პირობას : 

(151) 474,=71, 

მაშინ #7, ელემენტს ეწოდება მარჯვენა შებრუნებული ელემენტი 

4-თვის. 

_ თუ „4 ელემენტისათვის არსებობს ”«; ელემენტი, რომელიც აკმა– 

· ყოფილებს პირობას 

(152) 4,4= VI, 

მაშინ 4, ელემენტს ეწოდება მარცხენა შებრუნებული ელემენტი 

4-თვის. 

დავუშვათ, რომ 4 ელემენტისათვის არსებობს როგორც მარუჯვე- 

ნა შებრუნებული 4, ელემენტი, ისე მარცხენა შებრუნებული #,.
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ელემენტი; მაშინ გავამრავლებთ რა (151) ტოლობის ორივე ნაწილს 
მარცხნიდან 4,-ზე, მივიღებთ: , 

(153) 4(44)= 4/=4. 
მეორეს მხრივ, გავამრავლებთ რა (151) ტოლობის ორივე ნა- 

წილს მარჯვნიდან 4,, მივიღებთ: 

(154) (4,4)4,=14,= 4,. 
(153) და (154) ტოლობებიდან გამომდინარეობს 

4,= 4, 

მაშასადამე, თუ „4 ელემენტისათვის არსებობს როგორც მარჯ- 
ვენა შებრუნებული 4, ელემენტი, ისე მარცხენა შებრუნებული , 

ელემენტი, მაშინ მარცხენა შებრუნებული ელემენტი უდრის მარჯ- 
ვენა შებრუნებულ ელემენტს, ამ შემთხვევაში ჩვენ აღვნიშნავთ 

4, = „4, = „"4“1, 

4-1 ელემენტს ეწოდება შებრუნებული 4-ს მიმართ, 
ადვილად დავრწმუნჯებით, რომ თუ #4 ელემენტისათვის არსე- 

ბობს შებრუნებული ელემენტი, მაშინ იგი არის ხოლოდ ერთი, 
თუ 4 ელემენტი არის ნულის გამყოფი, მაშინ „თვის არ 

არსებობს შებრუნებული ელემენტი. მართლაც, დავუშვათ, მაგა- 

ლითად, რომ #7 არის ნულის მარჯვენა გამყოფი, ე. ი. რომ არსე- 

ბობს რგოლში ნულისაგან განსხვავებული 8 ელემენტი, რომელიც 
აკმაყოფილებს პირობას 

48 = 9. 

თუ გავამრავლებთ უკანასკ- ელი ტოლობის ორივე ნაწილს მარც- 
ხნიდან /-1-ზე, მივიღებთ 

(4-14)8=9 
ანუ 

8=9, 

რაც შეუძლებელია, 

კერძოდ, 0 ელემენტისათვის არ არსებობს შებრუნებული ელე- 

მენტი.
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განსაკუთრებულ ინტერესს წარმოადგენენ ის რგოლები, რომ. 

ლებშიაც არსებობს ერთეული I და ნულისაგან განსხვავებული ყო- 
ველი ელემენტისათვის არსებობს შებრუნებული ელემენტი. ასეთ 

რგოლს ეწოდება ველი ანუ სხეული”, 
ველის ნულისაგან განსხვავებულ ელემენტთა სიმრავლე წარმო- 

ადგენს აგგუფხ გამრავლების ოპერაციის მიმართ, 

პირექით, თუ X რგოლს ნულისაგან განსხვავებული ელემენტთა 

სიმრავლე წარმოადგენს იგგუფს გამრავლების ოპერაციის მიმართ, 

მაშინ IX არის ველი. 

მივიღებთ რა მხედველობაში მე-4 პარაგრაფის მე-4 მუხლის შე- 

ნიშვნას, უშუალოდ ვღებულობთ: 
იმისათვის რომ # რგოლი იყოს ველი, აუცილებელია და საკ- 

მარისი, რომ განტოლებანი 

–4#X=78 და X.1= #8, 

სადაც 4#5=0, იყვნენ ამოხსნადი # ველში. 

” თუ გამრავლების ოპერაცია ველში კომუტატიურია, მაშინ ველს 
ეწოდება კომუტატიური; უნდა აღვნიშნოთ, რთმ ზოგიერთი აეტო- 
რები ინარჩუნებენ ტერმინს „ველი“ მხოლოდ კომუტატიური ვე- 

ლებისათვის, 

რიცხვითი ველი (თავი I) ყოველთვის კომუტატიურია. 

კომუტატიურ ველში შეიძლება განვსაზღვროთ გაყოფა, როგორც 

გამრავლების შებრუნებული ოპერაცია. თუ „#7 და #8 არიან კომუ- 

ტატიური IL ველის ელემენტები და „443420, მაშინ განტოლება 

4X= 8 

X4=8; 

“ ამ განტოლებას აქვს ერთი და მხოლოდ ერთი ამონახსენი: 

X= 84-1= 4-1ც8. 

ემთხვევა განტოლებას 

X ელემენტს ჩვენ ვუწოდებთ განაყჟოფს 8 ელემენტისა 4-ზე და 
8 · 

აღვნიშნავთ-–--თი: · 

8_ -1.. #18 -, = 84 =4-18. 

# რუს. X610, M00Iწ0.
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ამრიგად, კომუტატიურ ველში ზეკრების, გამოკლების, გამრა- 

ვლებისა და გაყოფის ოპერაციები (გარდა 0-ზე გაყოფისა) ყოველ- 

თვის სრულდება და არიან ცალსახა, 

ველისათვის, ისე როგორც რგოლებისათვის, შეიძლება შემოვი. 

ღოთ იზომორფიზმის ცნება: ორ ველს # და IC ეწოდებათ იზო- 

მორფული, თუ მათ ელემენტთა შორის შეიძლება დავამყაროთ ურ- 
თიერთ (ალსახა თანადობა ისე, რომ # ველის ორი ელემენტის 

ჯამსა და ნამრავლს ეთანადებოდეს #" ველის სათანადო ელემენტე- 
ბის ჯამი და ნამრავლი, 

CL.) 
ასე, მაგალითად, 

სახის ყველა მატრიცთა სიმრავლე, სადაც ძ და ხ ნამდვილი რიც- 

ხვებია, წარმოადგენს, როგორც ადვილად დავრწმუნდებით, ველს, 

რომელიც იზომორფულია ი +»; სახის ყველა კომპლექსურ რიცხვთა 

ველისა. ეს შედეგი შეიძლებ. დავუკავშიროთ კომპლექსური რიც- 

ხევების გეომეტრიულ ინტერპრეტაციას (შეად. თ. L § 3, მუხ. 8). 
აბსტრაქტიული რგოლებისა და ველების ვრცელი შესწავლ ა გა- 

მოდის ამ წიგნის ფარგლებიდან; ჩვენ მივუთითებთ მკითხველს ლი- 

ტერატურას, რომელიც ამ წიგნის ბოლოშია ნაჩეენები (იხ. განსა- 

კუთრებით: 8გ89/60-ცმი/#68, C0306M6Mყმი მ/MM66იმ, ნაწ. I და II). 

კითხვები თვით შემოწმებისათვის 

1. #” უცნობიან წრფივ # განტოლებათა სისტემას რა ზემთხვევაში აქეს ერ- 
თი განსაზღვრული ამონახსენი? როგორ მიიღება ეს ამონახსენი? 

2. რა არის მატრიცის რანგი? 

3. როჯორ უნდა მიეიღოთ # უცნობიანი 1, წრფივ განტოლებათა სისტემის 
ამოხსნა, თუ კოეფიციენტების მატრიცის რანგი II-ის ტოლია? შეიძლება თუ 
არა ასეთი სისტემის ამოჩსნა ყოველი ი! უცნობის მიმართ? 

4. რა არის სისტემის მთავარი დეტერმინანტი? 

5. თუ სისტემის განტოლებათა რიცხვი უდრის #!-ს, ხოლო კოეფიციენტების 
მატრიცის რანჯი #«-ის ტოლია, მაშინ რამდენი იქნება მახასიათებელი დეტერ- 
მინანტი? 

6. რაში მდგომარეობს წრფივ განტოლებათა სისტემის ამოხსნის აუცილე- 
ბელი საკმარისი პირობები? 

7. რა პირობებში აქვს # უცნობიან # წრფივ განტოლებათა სისტემას ერ- 
თი განსახღგრული ამოზსნა?
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მ. თუ მოცემულია წრფივ ფორმათა სისტემა, მაშინ როგორ განვსაზღვროთ 
წრფივად დამოუკიდებელ ფორმათა მაქსიმალური რიცხვი ამ სისტემაში? 

9, რაში მდგომარეობს #» უცნობიან ი + 1 განტოლებათა სისტემის ამოხსნის 
აუცილებელი პირობა? რა შემთხვევაში იქნება ეს პირობა საკმარისიც? 

10. რა პირობებში აქეს # უცნობიან » ერთგვაროვან განტოლებათა სისტე- 
მას არანულოვანი ამოხსნები? 

11. როჭტორ მიიღება # უცნობიან 4 ერთგვაროვან განტოლებათა სისტემის 

ამოხსნა იმ შემთხვევაში, როცა კოეფიციენტების მატრიცის რანგი (II –– 1)-ის 
ტოლია? 

12. როგორ შეიძლება განვსახღვროთ წრფივად დამოუკიდებელი ეექტორთა 
რიცხვი ვექტორების სისტემაში? 

13. როგორ გამოისახება გეომეტრიულად ამოცანა წრფივ ერთგვაროვან გა: 
ტოლებათა სისტემის ამოხსნის შესახებ? 

14. რამდენი წრფივად დამოუკიდებელი ამოხსნა შეიძლება ჰქონდეს წრფიე 
ერთგვაროვან განტოლებათა სისტემას? 

15. როგორ” სდგება ორი მატრიცის ნამრავლი? 
16. რას ეტოლება „ნამრავლი – მატრიცის" დეტერმნნანტი? 
17. როგორ სდგება შებრუნებული გადაქნნის მატრიცი? 
18. მოიყვანეთ ჯგუფის ზუსტი განმარტება. 
19. რა პირობებში “ჯგუფში შემავალი ელემენტთა სიმრავლე წარმოადგენს 

ჯგუფის ქვეჯგუფს? 
20. რა არის ჯგუფის ელემენტის რიჯი? 
21. რას ეწოდება მოსაზღვრე კლასი? 
21. როგორ ელემენტებს ეწოდებათ შეუღლებული? 
23. რა არის ნორმალური გამყოფი? 
24. როგორ ჯგუფებს ეწოდებათ იხომორფული? 
25. მოიყვანეთ რგოლის ზოგადი განმარტება. 

26. რა არის „ნულის გამყოფი“? 
27. რა არის ველი? 

28, რა პირობებში ორ ეელს ეწოდებათ იხომორფული? მოიყვანეთ მაგა– 

ლითები.



თავი1X 

კვადრატული ფორმები 

§ 1. კვადრატული ფორმების მიყვანა კვადრატების ჯამის 

სახემდე (ლაგრანჟის ხერხი) 

1· IL თავის, I პარაგრაფში ჩვენ ვსარგებლობდით კვადრატული 

ფორმის ცნობით. გავიხსენოთ, რომ #, #.. . .,; V ()ვლადების 

კვადრატული ფორმა ეწოდება ამ ცვლადთა ერთგვაროვან მეორე 

ხარისხის მთელ რაციონალურ ფუნქციას, ასე მაგალითად ორ (კვლად- 

ზე დამოკიდებულ კვადრატულ ფორმას (ბინარულ კვადრატულ ფორ- 
მას) აქვს შემდეგი სახე: 

ლ»! -L 2ხX) -L ი)" 
სადაც ძ, ხ, თ მუდმივი კოეფიციენტებია. 

სამ ცვლადზე დამოკიდებული კვადრატული ფორმა (ტერნალური 

კვადრატული ფორმა) შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგი სახით: 

0,,X -L თ.) -L ძვაX" -1L- 20:27 -L 2თ;:12 -L 2ძე:ჯ5, 

სადაც რკ-მუდმივი კოეფიციენტებია, -. 

კვადრატულ ფორმებს ვხვდებით · მათემატიკისა და ტექნიკის 
ბევრ საკითხებში. მაგალითად ვექტორის სიგრძის კვადრატი წარმო- 

ადგენს მისი კოორდინატების კვადრატულ ფორმას, ანალიზურ გეო: 

მეტრიაში მეორე რიგის მრუდთა და მეორე რიგის ზედაპირთა თეო- 

რია მჭიდროთ არის დაკავშირებული კვადრატული ფორმების თეო- 
რიასთან, · 

მეორე რიგის ცენტრალური მრუდის განტოლებას (თუ კოორდი- 
ნატთა სათავე იმყოფება მრუდის ცენტრში) აქვს შემდეჯი სახე: 

იჯ -L 2LXV –- C)1=4#, 

სადაც ი, ხ, 0, ჩ-- მუდმივი კოეფიციენტებია (ნამდვილნი), აქ მარ- 
ცხენა ნაწილი წარმოადგენს X, / კოორდინატების კვადრატულ
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ფორმას. კოორდინატთა ღერძების სათანადო შემობრუნებით ე. ი. 
შემდეგი სახის გარდაქმნით: 

X=XM0608 თ –– 810 C, 

X»=X8Iი თ -I– )'008 თ, 

მრუდის განტოლება შეიძლება მივიყვანოთ სახეზე: 

: გ LC თ/მ:=#/, 

სადაც ი, 0 –- ახალი  შეცმივი კოეფიციენტებია., ამ გარდაქმნებს 

ანალიზურ გეომეტრიაში მივყევართ ელიპსისა ჰიპრბოლის მარტივ 

განტოლებამდე. ალგებრული თვალსაზრისით ჩვენ აქ გვაქვს კვად– 

რატული ფორმის დაყვანა წრფივი გარდაქმნის საშუალებით „კანო- 

ნიკურ სახეზე“, რომელიც შეიცავს მხოლოდ (ცვლადების კვად- 

რატებს. ი 

(8) წრფივი გარდაქმნა წარმოადგენს კერძო შემთხვევას შემდე- 

გი სახის ერთგვაროვანი წრფივი გარდაქმნისა: 

=ჩ,,X + ხ,,V) 

_ უ=ხეჯჯ -L ხ;:X. 

შემდეგში ჩვენ განვიხილავთ მხოლოდ ერთგვაროვან წრფივ გარ- 

დაქმნებს. ?· 

თუ კვადრატულ ფორმაზე 
# == ქXბ -L 2ხXV -L 2)" 

მოვახდენთ (ხ) წრფივ გარდაქმნას ე, ი. #, 7 ცვლადების ნაცვლად 
ჩავსვამთ ჯ-თა და )-ით გამოსახულ მათ მნიშვნელობებს, მაშინ მო–- 

ცემული ფორმა გადავა ახალ ფორმაში 

„9=0X? + 2აX) + C/2, 

() 

C) 

რომლის კოეფიციენტები (ი”, V, 6) დამოკიდებულნი არიან # ფორ- 

მისა და (ხ) გარდაქმნის კოეფიციენტებზე. 

თუ (ს) გარდაქმნა არაგანკუთრია, მაშინ ცვლადები #, V შეიძლე–- 

ბა გამოვსახოთ ჯ და ”-ით, თუ ჩავსვამთ ამ გამოსახულებებს MI 

ფორმაში, ჩვენ მივიღებთ კვლავ ჯL ფორმას, 

(დ) სახის ყველა არაგანკუთრ გარდაქმნათა სიმრავლე ნამდვილი 

კოეფიციენტებით ქმნიან ჯგუფს. (ქ) სახის გარდაქმნები ქმნიან ამ
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ჯგუფის ქვეჯგუფს. თუ #I კვადრატული ფორმა მიიღება # ფორმი. 
საგან რომელიმე ჯგუფისადმი კუთვნილი გარდაქმნით მაშინ ჯ მი. 

იღება #-გან შებრუნებული გარდაქმნით, რომელიც ეკუთვნის იმავე 
ჯგუფს. ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ ფორმები 7: და #/ ექვივალენტურ- 

'ნი არიან ამ ჯგუფის მიმართ (იხ. ქვემოთ § 2, მუხ. 2). ამგვარად ჩვენ 
მივედით გარკვეული ჯგუფების მიმართ ფორმების კლასიფიკაციამდე. 

მეორე რიგის მრუდთა (ელიპსები, პიპერბოლები, პარაბოლები) ჩვე- 

“ულებრივი კლასიფიკაცია დაკავშირებულია (0) სახის ნამდვილი კო- 

„ეფიციენტებიანი არაგანკუთრი გარდაქმნის მიმართ ნამდვილი კვადრა– 

ტული ფორმების კლასიფიკაციასთან. ასეთ კლასიფიკაციას ჩვენ მო- 

გიყვანთ ამ თავის მეორე პარაგრაფში. 

ნამდვილი კვადრატული ფორმების ამ კლასიფიკაციას აქვს დიდი 
'მნიშვნელობა ანალიზშიც, მრავალ (ვლადის ფუნქციათა მაქსიმუ- 

მების და მინიმუმების თეორიაშიც. აუცილებელია შევნიშნოთ, რომ 

სწორედ ამ ამოცანასთან დაკავშირებით 1759 წელს ლაგრანჟმა 
მოგვცა კვადრატული · ფორმების კანონიკურ სახეზე გარდაქმნის ის 
მეთოდი, რომელსაც ჩვენ ქვემოდ გავეცნობით, ლაგრანჟმა ეს ხერხი 

გამოაქვეყნა მაქსიმალურ და მინიმალურ მნიშვნელობათა თეორიისა- 

დმი მიძღვნილ დიდ შრომაში („IM6000-6ს6ვ 30» 18 IL06:00ძ6 ძი 
102XII0I1§ 6ხ I0101I015“). 

2. განვიხილოთ #,, X,,. . - %ი, # (ვლადზე დამოკიდებული 
კვადრატული ფორმა. შეიძლება ჩაწერილ იქნას შემდეგი სახით: _ 

LCXს %. . ·» Xი)=011X,1 + ძე? + . . . 4+- ნია + 

დს2იცილ ჩნ20ვ0%--+... + 2ძ;3X:X:-L 2ძ:პ2X, + 

+. . . + 2ძი-ყიბი-) %იე 

“ სადაც კოეფიციენტები «,,, რვ. 9. ი.ვ რაკ # ნებისმიერი ნამ- 
დვილი ან კომპლექსური რიცხვებია. ჩეენ ჩვეულებრივ ვისარგებ- 
ლებთ შემოკლებული ჩაწერით: 

8= 26 ++. 
1. ##.”C M 

I 

აქ მარჯვენა ნაწილში აჯაშვა ვრცელდება 1 და # ინდექსების ყველა 

მნიშვნელობებზე 1-დან #-დე. ამასთანავე ჩვენ ვიგულისხმებთ 

0,=C II,
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ყოველი ნამრავლი X»,», როცა # # 1 გვხვდება ა ჯამში ორ- 
,, # 

ჯერ; მაგალითად, როცა 1=1, #=2, ვღებულობთ წევრს «,, X, #,; 
როცა 1=2, #=1, ვღებულობთ იძ,, X, 11=0,, X, ჯ. ამის შემდეგ 

ნამრავლი X## ღებულობს კოეფიციენტს 2ძ,ც, თუ 1=5%VX. 

კვადრატული ფორმის კოეფიციენტებისაგან შეიძლება შევადგი- 

ნოთ მატრიცი 

რ,ე1) რვა ი ი: «.,ე წი 

4= რეგ რევ. .· . 3 მკი 

. ”' 

- ამ მატრიცს ეწოდება კვადრატული ფორმის მატრიცი, ხოლო: 

მისგან შედგენილ ჩ, დეტერმინანტს კვადრატული ფორმის დის- 

კრიმინანტს კვადრატული მატრიცი აკმაკოფილებს სიმეტრიულობის 

პირობას: #-=ძყ. ასეთ მატრიცს ეწოდება სიმეტრიული. 

თუ კვადრატული ფორმის დისკრიმინანტი უდრის ნულს, მაშინ 

ფორმას ეწოდება განსაკუთრებული ანუ გადაგვარებული. 

ვნახოთ როგორ გარდაიქმნება კვადრატული ფორმა ცვლადთა. 

წრფივი გარდაქმნის დროს. წარმოვიდგინოთ, რომ ჩეენ გადავდი- 

ვართ X,, #; . · +; 7 ცვლადებიდან ახალ X XV, ... #» ()ვლა– 
დებზე არაგანკუთრი წრფივი გარდაქმნების საშუალებით 

X,=ხ,)X, + ხ,ეX3 +... . + ნ აX თ 

Xე==ხე:X 1 -L ხეე%Xე +. ·+ ნობ რ 

ჯ.=ჩიX) + შაX 3 +. – სა „. 

ანუ 

X,= + ხ.X, ც=1, 2, . . ., MM). 

გარდაქმნის კოეფიციენტები ქმნიან მატრიცს 8=(წ,) ამ მატრიცი- 

დან შედგენილი დეტერმინანტი Mა განსხვავებულია ნულისაგან. ამ 

დეტერმინანტს ხშირად გარდაქმნის მოდულს უწოდებენ.
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თუ X ფორმაში ჩავსვამთ #,.. , ., ჯ-ის ნაცვლად მათს გამო- 
სახულებებს X”, +... X%, მაშინ ვიპოვით 

#= 2. ძეხიX+ ხაX3ვ + ...4-ბიV)(ნიX1-L მეXც + ... LC ჩოXი). 
, 

მაგრამ 

(ფნცXL,+ჩც%ი4+ ..1-ჩიV ი)(სსX,++ ჩევ -ო.+- ჩL.X) = 2 ნახსXIMX ი 
', 

ამიტომ 

L= 2 ძი ; ხ, მ 7”, >. 

ს” 7 

თუ ჩვენ აღვნიშნავთ ი#,-ით კოეფიციენტს ჯ/IX”-სა მარჯვენა ნა- 

წილში, მაშინ გვექნება : 

() რ –2, რ, ხი ა“ 

ამგვარად ახალ (”,, „ . - #თ ()ვლადებში ფორმა ღებულობს სახეს: 

L= 2რნებს 

სადაც კოეფიციენტები «”) განისაზღვრებიან (1) ფორმულით. 
აღვნიშნოთ „ით ახალი, ის კოეფიციენტებისაგან შედგენილი 

მატრიცი: „„'=(ი) მატრიცი სიმეტრიულია. მართლაც ჩვენ 

“გვაქვს: – ს 

ი'ს = =2) რც ხი ხIს – = 
:,ხ 

მაგრამ ჯამის მნიშვნელობა არ იცვლება თ თუ აღვნიშნავთ აჯამვის 

-ინდექსებს სხვა ასოებით; ამიტომ ჩვენ უფლება გვაქვს აჯამვის ინ- 

დექსი ჯ შევცვალოთ #-თი, ხოლო # :-თ. მაშინ მივიღებთ 

ი» == 2, “I ჩ, ხი. 

.,» -
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თუ მხედველობაში მივიღებთ, რომ მატრიცი + ==(იIV) სიმეტ- 

რიულია, გვექნება 

ი'ა5= 2, ი ხ, ხი. 

1 # 

თუ შევადარებთ ამ გამოსახულებას (1)-ს ვიპოვით ი'ჯ=ძ,ე,. 

მატრიცი შეიძლება მარტივად გამოვსახოთ 4 მატრიცისაგან, გაC–- 

დაქმნის მატრიცი 8 და მატრიცი ჯ#", რომელიც მიღებულია #8-გან 

სტრიქონების სვეტების შეცვლით. მართლაც (1) გამოსახულება 

ისთვის შედგენილია ორი ჯ და # ინდექსებით აჯაშვის საშუალე- 

ბით, მოვახდინოთ ჯერ აჯამვა # ინდექსით (ჯ-ს ვთვლით ფიქსირე- 

ბულად), ხოლო შემდეგ ჯ-თ. ანუ სხვანაირად: წარმოვიდგინოთ (1) 

გამოსახულება შემჯეგი სახით: 

ი, == 2, იხ ხე, == 2(2» ხს, ) ხა. 

,, # ' ” 

დავუშვათ . 

რ,= 2, ი ჩნ, 

“· 

აქ 4 მატრიცის ჯ-ური სტრიქონის ელემენტი მრავლდება 8 მატრი- 

ცის #-ური სვეტის ელემენტზე. მაშასადამე მატრიცი 2=(C,,) უდ- 

რის /4 მატრიცის ნამრავლს 8 მატრიცზე; 

ა C=4.ჩ 

მეორე მხრივ გამოსახულება თ”, თვის ღებულობს სახეს: 

_. ი”, = V ჩარი 

! ჯ 

.: განვიხილოთ მატრიცი 8" ტრანსპორნირებული 8-ს მიმართ. 

მაშინ . : ' - 

' ხელხშ%ი 
და მაშასადამე 1. 

– ი= 2, სსრ. 
ჯ
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მარჯვენა ნაწილში 8" მატრიცის #-ური სტრიქონის ელემენტი 

მრავლდება თ მატრიცის I-ურ სვეტის ელემენტზე. მაშასადამე. 

=8"C 

ანუ, რადგან C=48, ამიტომ 

(2) 4#'= "718. 

ეს ძირითადი თანაფარდობა გამოსახავს გარდაქმნილი ფორმის 

მატრიცს საწყისი ფორმის მატრიცისა და გარდაქმნის მატრიცის სა- 

შუალებით. (2) თანაფარდობიდან VIII § 3, 5 თეორემის ძალით 

უმუალოდ გამომდინარეობს შესაბამისი თანაფარდობა დეტერმინან– 

ტებისათვის: 

ს ,„= ვა, ხ,კIც: 

მაგრამ ჩკ. Mც, მაშასადამე, 

(3) »ჩ '„= „0 ვ. 

ჩვენ ვღებულობთ შემდეგ წინადადებას: 

გარდაქმნილი ფორმის დეტერმინანტი უდრის საწყისი «ფორმის 

დეტერმინანტს გამრავლებულს გარდაქმნის მოდულის კვადრატზე. 

ვინაიდან 0. # 0, ამიტომ (3) გამოსახულებიდან გამომდინარე- 

ობს: თუ საწყისი ფორმა იყო არაგანკუთრი, მაშინ გარდაქმნილი 

ფორმაც არაგანკუთრი იქნება. ან სხვანაირად: თუ 4 მატრიცის 

რანგი უდრის ჯ-ს, მაშინ #” მატრიცის რანგიც »-ის ტოლია. ჩვენ 

ენახავთ, რომ /' მატრიცის რანგი ყოველთვის უდრის 4 მატრიცის 

რანგს. : 

ვ. დავუშვათ, რომ #4 და 8 იყვნენ ნებისმიერი მატრიცები. აღ- 

ვნიშნოთ C=(ი)-თ # მატრიცის ნამრავლი 8 მატრიცზე: 

C= 48, 
განვიხილოთ დ –– მატრიცისაგან მიღებული რაიმე დეტერმინანტი. 
ამისათვის ( მატრიციდან ავარჩიოთ რომელიმე ჯ სტრიქონი (ვთქვათ
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ამ სტრიქონების ნომრები იყოს ?7,, 7, ·.., #) და # სეეტი (ნომრე- 
ბით 7, 7ე, .+·ე 11): 

CVI/1 ნიყვი + თ" რ 

= | 64:71 C%§0#7§ . 61). ბი, ,." ს 1 .."...”I 

6(Lს/ჯ) 6(I/ვ .- «+ ი (IM 

ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ დეტერმინანტი რ/,, , . . ; IX 71 + +." 
(სიმოკლისათვის მას ვუწოდოთ უბრალოდ #4) შეიძლება წარმოვად- 
გინოთ შესაბამისად 4და,ჯ8 მატრიციდან შედგენილ რაიმე დეტერ- 

მინანტების ნამრავლის ჯამის სახით. აქ ჩვენ ვისარგებლებთ იმავე 

მეთოდით, რომელიც მოცემულია VIII თავის § 3 5-ში, მხოლოდ 

რამდენადმე გართულებული სახით. 

C მატრიცის ყოველი C„ჯ ელემენტი შედგება # მატრიცის 1-ური 
სტრიქონისა და 8 მატრიცის ჯ-ური სვეტის ელემენტებისაგან VIII 

თავის მე-3 პარაგრაფის მე-4 პუნქტის (104) ფორმულის თანახ- 
მად. კერძოდ # დეტერმინანტის «,,, ელემენტისათვის ვღებულობთ: 

CI, == ძაან), + ძან, +... + რმიხიკ,“ 

ამრიგად 4 დეტერმინანტის ყოველი ელემენტი წარმოგვიდგება #7 

შესაკრებთა ჯამის სახით. ვინაიდან ტრ დეტერმინანტის „სვეტების 

რიცხვი უდრის #-ს, ამიტომ იგი შეგვიძლია დავშალოთ #' დეტერ- 

მინანტების ჯამად,: ·რომელსაც ექნება შემდეგი სახე (შეად. VIII 

თავის § 3 მუხ. 5... 
· მითხი,, შო ჩე 709 + + 0,X0X/ 

ბძვ .-, X= რითხთ/, წამ ჩვ თი... ძანXI , 

· ი რცთხი),. 'რსმბმ/, .." , რანი 

მაშასადამე, ჩვენ გვექნება:.· 

ტ= 2) ბინ... 
ყა” 

= ,X შეუძლია მიიღოს სადაც # ინდექსებიდან 'ყოველს თ, ჩ, . 
: კ # ინდექსებიდან ორი მნიშვნელობა 1-დან ჯ-დე, თუ თ, 8,, .
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რომელიმე მათგანი ტოლია, მაშინ სათანადო დეტერმინანტი რიზ... 

იქცევა ნულად, ვინაიდან მას ექნება ორი ისეთი სვეტი, რომლის 

ელემენტები პროპორციულნი იქნებიან, ამიტომ ნულისაგან განსხვა- 

ვებულნი იქნებიან #»8 , . . X-ის დეტერმინანტები, რომლებშიაც 

თ, წ, . . ., X წარმოადგინენ 1, 2, , , ., # ინდექსთა რიცხვიდან 

# განსხვავებულ ინდექსთა რაიმე განლაგებას. ამგვარად. #ტ დეტერ- 

მინანტი წარმოადგენს ყველა 468, , . X დეტერმინანტების ჯამს, 

რომლებიც ეთანადებიან 1, 2, . „ ,„, #ჯ ინდექსებიდან სხვადასხვა 

განლაგებას #-ს მიხედვით. ეს ჯამი შეიძლება დავყოთ შესაკრებთა 
ჯგუფებად, თუ გავაერთიანებთ ერთ ჯგუფში იმ შესაკრებებს, რომ- 

ლებიც ეთანადებიან ინდექსთა ერთსა და იგივე შერჩევას (ე. ი, 

განსხვავდებიან ერთმანეთისაგან მხოლოდ ინდექსთა რიგით). გამოვ- 
ყოთ შესაკრებთა ასეთი ერთი ჯგუფი და განვიხილოთ იგი (კ)ალკე. 

ამ მიზნისათვის ავირჩიოთ # ინდექსთა რაიმე გარკვეული განლაგება. 

ვთქვათ, ეს ინდექსები, განლაგებული ზრდადი წესით, „არიან · 

ჩიე ჩვე. . ა ML 

თ, წ, . . .,# იყოს ამ ინდექსთა რაიმე გადანაცვლება. შესაბამი- 
სი დეტერმინანტი #აგ ... X შეიძლება წარმოვიდგინოთ შემდეგი სახით: 

თი,თ იუს . · .4რიე 

ჩMიც8 +. .X== მით რმეზ. · . რი% _   

მათ იძიმ : · რი» 

მაგრამ მარჯვენა ნაწილში მდგომი დეტერმინანტი განსხვავდება 

მხოლოდ სვეტების რიგით შემდეგი დეტერმინანტისაგან: 

რძის» რიხი 26. ძი! 

““”– .“-–' 
4რ4სიაა= 

ისს მივ. .· თს   
ამიტომ 

” რეთ 08 . ს. . 0, 

>) ძიიზ. . . ძი =2+ 4ც M 

“ ა 440 ჩვ) 

ძით 000 , · · იმი» |
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სადაც ნიშანი „პლუსი“ შეესაბამება თ, 8, ..., X, წყვილ გარდანაც– 

ვლებას, ხოლო „მინუსი“ კენტს. მაშასადამე, თ, 8,1, . ,;X ყო- 

ველგვარი გარდანაცვლების დროს /#,, #ე, . . . , #L ინდექსებისა- 

თვის გვექნება 

რიც ·.. X==Cხი,,ს8,; ·.. 0X/L 446 ა) 

განვიხილოთ ახლა ჯამი აცც. ."M) ყველა #რ6C8-..# დეტერმინანტე- 

ბისა, რომლებიც ეთანადებიან #,,, #,, . . , ; /+ ინდექსების სხვადასხვა 

გარდანაცვლებას თ, 8, ..., X. ეს ჯამი შეიძლება წარმოვიდგინოთ 

შემდეგი სახით: 

5 ცა +" M ==3) + ჩი,, ხ/, « LL ნX#4ცი I» 
ან 

50 M' "+M) == 40 Mს 2, 2 ხა, ხმ/ » ++. ხX/C 

სადაც შეჯამება მარჯვენა ნაწილში ვრცელდება თ, ჩ, ..., X ყეელა 

გარდანაცვლებებზე #,, #, /L ინდექსებისათვის. ჯამი 2)-- ხი,, ჩ8/, 

. . „ MX, სხვა არაფერს არ წარმოადგენს გარდა შემდეგი სახის 

დეტერმინანტისა; 

„ს, წს, ...ხი 

ხ/ ხე. თ. .· ხა · ზია, ჯე == 

"ა, ხასი თი! 'ს. 

მაშასადამე 

5თ» .'.ჯ= 4ია M) ჰა,, #) 

ან 

რი მისვე თა თ. ა.ა რ M ხ..,. ხცყვ.თ. ხის 

ჩიე, მხე/ე თ 8 თ წას 

  

რინ ნირს ბ : · 0რM 

ატო ე M – · .· · · · · · · 

I რივ რრხვ თ.ბ "0IM | ხს, ხMჩ ... '.. 

ჩვენ 5·ცაა...»ე-თი აღვნიშნეთ #48 ..-X დეტერმინანტების ჯა- 

მი, რომლებიც შეესაბაჭებიან # განსაზლვრულ #აე ჩე» ი» .-,M 
ინდექსებისაგან შედგენილ თ, მ, . . . ე X გარდანაცვლებებს.
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ებლა გავიხსენოთ, რომ #4 დეტერმინანტი წარმოადგენს ყველა იმ 
რიმ . . . X-ს ჯამს, რომლებიც შეესაბამებიან # ინდექსებიდან #-ს 

მიხედვით ყოველგვარ -განლაგებას, თუ ჩვენ გავაერთიანებთ ერთ 

ჯგუფში იმ ტივ. . . X შესაკრებებს, რომელთათვისაც თ, 8, ..., « 

ინდექსები განსხეავდებიან გარკეეული ჯუფთებისაგან #,, #,, · · ·, ML 

მხოლოდ რიგით, მაშინ ჯამი ამ წევრებისა შეადგენს ი სწორედ 
ტებ :+. ე-ს. რომ მივიღოთ #ტ დეტერმინანტი, საჭიროა შევადგი- 

ნოთ ყველა 5ცე. . .»#) გამოსახულების ჯამი, რომლებიც ეთანა- 

დებიან 1, 2,. , „., # ინდექსებიდან #-ს მიხედვით სხვადასხვა 
ჯუფთებას. ამგვარად 

ბ= 2 ბაო ...) 

” ვა L 

ან 

6აკჯჯ 66 ქე ბ.» C6)L 

(4) ნს რჯ +. 66)LI __ 2 
- · · · · · 

ი) სყ: ნს) M1''' MM) რიჩ, შჯჯჩე ++ (7CLML ნ), – >” 

  

202 ეო ით სათა ... ე 

  რეჩ მიე ··. 2რ/M ხ.. ნ: ქ. ჩე) · 

ჯამი მარჯვენა ნაწილში ვრცელდება 1, 2, , . ,, # ინდექსთან 

ყველა სბვეადასხვა ჯუფთებაზე #,, #,, , ., . ე ML #-თი. ამ ფორმუ- 

ლით სარგებლობა ჩვენ მოგვიხდება შემდეგშიც. 
ამრ:გად, ყოველი # რიგის დეტერმინანტი ., შედგენილი C მატ- 

რიცისაგან უდრის / და 8 მატრიცებისაგან შედგენილ იმავე რი- 

გის დეტერმინანტთა ნამრავლის ჯამს, 

აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ თუ 4 მატრიცისაგან · 
(ან შესაბამისად 8 მატრიცისაგან) შედგენილი ყველა # რიგის დე- 

ტერმინანტი უდრის ნულს, მაშინ C დეტერმინანტისაგან შედგენილი 
ყველა # რიგის დეტერმინანტები აგრეთვე ნულის ტოლი იქნებიან. 

ან სხვანაირად, თუ 4 მატრიცის (ან 8 მატრიცის) რანგი #-ზე ღდა- 

ბალია, მაშინ C-ს რანგიც იქნება #-ზე დაბალი,- მაშასადამე, C მატ- 
რიცის რანგი არ აღემატება 4 და. 8 მატრიცების, რანგს. 

ამრიგად ჩვენ ვღებულობთ შედეგს: 
თუ C მატრიცი უდრის 4 და 8 მატრიცების ნამრავლს, მაშინ 

- C მატრიცის რანგი არ აღემატება თითოეულ / და 8 მატრიცების 

რანგს, .
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შევნიშნავთ, რომ იგივე შედეგი შეგვეძლო მიგვეღო დამოუკი- 
დებლად, თუ ვისარგებლებდით ვექტორთა წრფივად დამოუკი- 
დებლობით. მართლაც, განვიხილოთ ვექტორები 

'თ=(ძ,ს >– 9») ხ,=(ხ,, ჩხ. ... ვ წი); 

თუ თანაფარდობაში: 

თ 0, =ძცხ+ძცხეL+ . . . + ძისა (==1, 2,. ,. .,I»M) 

ჩავთვლით (-ს  ფიქსირებულად და დავუშვებთ, როზ #=1, 2, ..., #», 
მა%ინ მივიღებთ # თანაფარდობას, რომლებიც შეიძლება ჩაიწეროს 

ვექტორული ტოლობის სახით 

– ლმ 'ს,-LV.,ხ, + –_” –+ძას,. 

მაშასადამე, _ ვექტორები >. წრფივად გამოისახებიან 

ხ, ნ ე” ვექტორებით. აქედან შეიძლება დავასკვნათ, რომ 

წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა რიცხვი 0ი,, 6-6. .., რი შო- 
რის არ აღემატება წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა რიცხვს 

. ... ე. ი. 62 მატრიცის რანგი არ აღემატება 
„8-ს რანგს. , 

მეორეს მხრიე (|) თანაფარდობიდან ძნელი არ არის შევამჩნიოთ 
რომ რიცხვი წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორებისა იძ,, 0,, ..., 0», 

შორის არ აღემატება „7 მატრიცის რანგს (. ი. C მატრიცის რანგი 

არ აღემატება X-ს რანგს. 

აქამდე ჩვენ არ გაგვიკეთებია არავითარი კერძო შეზღუდვა # 

და 8 მატრიცების მიმართ. ეხლა დავუშვათ, რომ 8 არაგანსაკუთრე- 
ბული მატრიცია. მაშინ თანაფარდობა 

C=48 

შეიძლება დაიწეროს შემდეგი სახით: 

4= C8“'. 

პირველი თანაფარდობიდან ჩვენ დავასკენით, · რომ C მატრიცის 

რანგი არ აღემატება 4-ს რანგს, ხოლო მეორედან, რომ X-ს რანგი 

არ აღემატება C-ს რანგს. მაშასადამე, C-ს რანგი უნდა უდრიდეს 

4-ს რანგს.



– 518 –– 

ამრიგად, თუ C მატრიცი უდრის #4 მატრიცის ნამრავლს არა- 

განსაკუთრებულ #8 მატრიცზე, მაშინ C-ს რანგი უდრის 4-ს რანგს. 

ანალოგიურად, თუ # მატრიცი არაგანსაკუთრებულია, მაშინ 
C მატრიცის რანგი უდრის „8-ს რანგს. 

დავუბრუნდეთ ახლა საკითხს კვადრატული ფორმის გარდაქმნის 

შესახებ. ჩვენ დავინახეთ, რომ გარდაქმნილი ფორმის მატრიცი გა- 

ნისაზღვრება ტოლობით 

„4–'=8"'/48, 

სადაც «4 საწყისი ფორმის მატრიცია, ხოლო 8-–გარდაქმნის მატრიცი. 

იმის გამო, რომ მატრიცი 8 არაგანსაკუთრებულია, „48 მატრიცის 

რანგი უდრის „4-ს რანგს; მაგრამ 87”-––აგრეთვე არაგანსაკუთრებული 

მატრიცია; მაშასადამე, „4 მატრიცის რანგიც უდრის „#4 მატრიცის 

რანგს. ამგვარად ჩვენ ვღებულობთ შემდეგს: 

გარდაქმნილი ფორმის „' მატრიცს · აქვს იგივე რანგი რაც /„ 

მატრიცხ, · 

ახლა ჩვენ შეგვიძლია შემოვიღოთ განმარტება: , 

L= 2 “XXXI 

, # 

კვადრატული ფორმის რანგი ეწოდება ამ ფორმის კოეფიციენტე- 

ბით შედგენილ #=(ია) მატრიცის რანგს. ზემოთქმულიდან გამომ- 
დინარეობს, 

ცვლადთა არაგანსაკუთრებული წრფივი გარდაქმნის. დროს კვად– 

რატული ფორმის რანგი უცვლელი რჩება. 

უჯანასკნელ შედეგს ჩვენ მივყავართ ინვარიანტის მნიშვნელოვან 
ცნებამდე. 

ვთქვათ, დ=«(ი,,, თ,ე; . · . ა ი„„) არის XL კვადრატული ფორ- 
მის კოეფიციენტების რაციონალური ფუნქცია. ჩვენ ვიტყვით, რომ 
დ ფუნქცია ინვარიანტულია 8 წრფივი გარდაქმნის მიმართ, თუ 

ითი დამა ·----დ” ძი»»)=ფდ(0ის თვე? . თ. .ა ელი 

სადღაც ი”, 0. თ. -ე ია X ფორმისაგან 8 გარდაქმნის საშუა- 

ლებით მიღებული ფორმის კოეფიციენტენია. 

თუ თ ფუნქცია ინვარიანტია #8, და #8, გარდაქმნების მიმართ, 

მაშინ იგი დარჩება ინვარიანტი 8,8, გარდაქმნის დროს, რომლის
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შესრულება ტოლფასია #, და „8, გარდაქმნების თანმიმდევრობით 

შესრულებისა. შემდეგ, თუ ფუნქცია დ ინგარიანტულია #8 გარდაქმნის 

მიმართ, მაშინ იგი აგრეთვე ინვარიანტულია 8-1 გარდაქმნის მიმართ. 
რომ დავრწმუნდეთ ამაში, საკმარისია შევნიშნოთ, რომ (I) თანა- 
ფარდობა შეიძლება წავიკითხოთ მარჯვნიდან მარცხნითაც. 

ამგვარად, ყველა არაგანსაკუთრებული გარდაქმნათა სიმრავლეს, 
რომელთა მიმირთ დ ფუნქცია რჩება ინვარიანტული, აქვს შემდეგი 
თვისებები: 

1) ამ სიმრავლის ორი, 8.8 : გარდაქმნის ნამრავლი ამავე სიმ- 

რავლეს ეკუთვნის, 
2) განხილული სიმრავლის ყოველი ნებისმიერი 8 გარდაკმნისა- 

თვის შებრუნებული 8-1 გარდაქმნა აგრეთვე იმავე სიმრავლეს 

ეკუთვნის, 

VIII თავის § 4, მუზ. 4 თეორემის მიხედვით აქედან გამომდინარე- 

ობს, რომ ყველა არაგანსაკუთრებულ გარდაქმნათა 

სიმრავლე, რომელთა მიმართ მოცემულიდ« ფუნქცია 

რჩება ინვარიანტული, წარმოადგენს ყველა არა- 

განსაკუთრებული გადაქმნის ჯგუფის ქვეჯგუფს. 
დ=%(0ი, თე. . .ს ი) ფუნქციას ეწოდება # კვადრატული 

ფორმის ინვარიანტი C წრფიე გარდაქმნათა ჯგუფის მიმართ, 
თუ იგი. ინვარიანტია ჯგუფის ნებისმიერი გარდაქმნის მიმართ, 

თუ ინვარიანტი წარმოადგენს მთელ რიცხეს, მაშინ მას არითმეტი– 

კული ინვარიანტი ეწოდება! 

ზემოთ აღნიშნული შედეგი გამოვთქვათ შემდეგნაირად: 

კვადრატული ფორმის რანგი წარმოადგენს არითმეტიკულ ინ- 

ვარიანტს ყველა არაგანსაკუთრებულ წრფივ გარდაქმნათა ვბზუ- 

ფების მიმართ. 

„ თუ 6 ჯგუფის გარდაქმნის შედეგად დ ფუნქცია არ რჩება ინ- 

ვარიანტული, ხოლო მრავლდება #2-L-ზე, სადაც X) გარდაქმნის მო- 

დულია, ე. ი., თუ ც ჯგუფის ნებისმიერი გარდაქმნისათვის დ(ი',, 

ძევ» .+ +.» მსიე=1დ(თ ე თ, . · .)ე მას, მაშინ ამბობენ, რომ 

დ წარმოადგენს ს წონის ფარდობით იწვარიანტს C ჯგუფის ,მიმართ. 

მუხ. 2 (3) ტოლობა გვიჩვენებს რომ კვადრატული ფორმის 

დასკრიმინანტი წარმოადგენს 95 წონის ფარდობით ინვარიანტს ყვე- 

ლა არაგანსაკუთრებულ წრფივ გარდაქმნათა აჯგგუფების მიმართ.
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4. გამოვიყენოთ § 3-ის (4) ფორმულა ერთი კერძო შემთხვევი.· 

სათვის, შემდგომში ჩვენ გვექნება საქმე ე. წ. „სამკუთხა“ მატრი- 

ცებთან, მატრიცს ეწოდება სამკუთხა, თუ მისი მთავარი დიაგონა- 

ლის ყველა ელემენტი ერთის ტოლია, ხოლო მთავარი დიაგონალის 

მარცხნიე მდგომი ყველა ელემენტი უდრის ნულს, ე. ი. აქვს სახე: 

1 ხევ ხევ. · „წა 
– . 

00 1... 

00.0 ,.,..1 

სადაც V,,, ჩევ . · . –– ნებისმიერი რიცხეებია. ძნელი არ არის დავრ- 

წმუნდეთ იმაში, რომ ორი სამკუთხა მატრიცის . ნამრავლი აგრეთვე 
სამკუთხა მატრიცია. 

„ შემდეგ, სამკუთხა მატრიცის შებრუნებული მატრიცი აგრეთვე 
სამკუთხა მატრიცია, 

„ ამაში მარტივად დავრწმუნდებით შემდეგნაირად. განვიხილოთ 
სამკუთხა მატრიცის შესაბამისი წრფივი გარდაქმნა C სამკუთხა ზარ- 
დაქმნას"): 

X,=%, + სეს + ხებე LC. . . ხია ე %ი- +. ხ,.XM 
X2-= –-... ხუი. 

?ა–ე= - XI-ს + ს,- ე, " XI. 

#ე= – _ . 

"ამ თანაფარდობიდან ჩვენ თანმიმდევრობით განვსაზღვრავთ 
X+M ბოს . +.) 2. ვინაიდან სხვაობა #V-- > წრფივად გამოი- 
სახება XI. . .ს ჯ-ის მიმართ, ხოლო ეს უკანასკნელნი თავის 
მხრივ წრფივა: გამოისახება 1I+I . . .. თ-ის მიმართ, ამიტომ 
ჩჯსთვის ჩვენ მივიღებთ შემდეგი სახის გამოსახუ ლებას: 

X6=X+ს, M+1XL+I + , .+ ჩი» 2M.. 

სადაც სენ) + . .Mა“-– მუდმივი კოქფიტიენტებია; აქედან ჩანს 
რომ შებრუნებული გარდაქმნა აგრე თვე სამკუთხა იქნება, 

ამგვარად ჩვენ დავადგინეთ რომ
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1) ორი სამკუთხა გარდაქმნის ნამრავლი არის სამკუთხა გარ- 
დაქმნა. 

2) სამკუთხა გარდაქმნის შებრუნებული გარდაქმნა თვით იქნება 
სამკუთხა. 

მეორეს მხრივ # ცვლადიანი ყველა სამკუთხა გარდაქმნების სიმრავ- 
ლე თავსდება ყველა არაგანსაკუთრებულ გარდაქმნათა ჯგუფში. VIII 
თავის § 4, მე-3 ქვ. თავის თეორემის ძალით აქედან გამომდინარეობს, 

რომ # ცვლადიანი ყველა სამკუთხა გარდაქმნების (# ხარისხის ყვე- 
ლა სამკუთხა მატრიეცების) სიმრავლე ქმნიან გარდაქმნათა ჯგუფს 
(შესაბამისად, მატრიცების ჯგუფს). 

წარმოვიდგინოთ, რომ მატრიცი C=(C,;) წარმოადგენს ნებისმი- 
ერი „,4=(0,)) მატრიცის ნამრავლს 8 სამკუთხა მატრიცზე. აქედან 

გამოვთვალოთ Cი დეტერმინანტი შედგენილი C მატრიცის პირველი 

# სტრიქონის და # სვეტის გადაკვეთაზე მდგომი ელემენტებისაგან: 

61 წვისა ი" ა» 6 

Cა= ს. “ა ." .C 

CI. 63... . CL I· 

მე-3 ქვეთავის (4) "ზოგადი ფორმულის თანახმად გვაქვს: 

“”“.“.. ხს ხ,,? · . ს 

Cა= ?, 6:M “” ხე ხი... ხ.+ 

#, => = რ» _. CM ხ,,! ხ,,3 ქ... ხს , 

სადაც ჯამი მარჯვენა ნაწილში. ვრცე ლდება 1,2, . .)ე#M ინდექსი- 

დან შედგენილ ყველა ჯუფთებაზე #,, #,,.+. #ს #-თი. ჩ., M,,. · 
ინდექსებს ჩავთვლით ზრდადობის მი ხედვით განლაგებულად, გომი. 

M,=>1: (I=1, 2, , „» „,#)- 

თუ 8 სამკუთხა მატრიცია, მაშინ სც=0 როცა 1>7: მაშასადამე, 

წინა ტოლობა შესაძლებელია გადავწეროთ შემდეგი სახით: 

აებებ“ს –... >. > 

=> – 
Cა= 2, რეM რევია თ თ მეM „წაჯ ა. » 

.“.5 -___-__ _- ___ 

1. MI იიკ წMე თ. რM  
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თუ 1-ს ერთი მნიშვნელობისათვის მაინც #,; > 1, მაშინ #,,==0, 

ე. ი. ნულად გადაიქცევა მარჯვენა ნაწილშიც სათანადო დეტერმინან- 

ტი. მაშასადამე, >-ში შემავალი ყველა შესაკრებიდან შენარჩუნებული 

იქნება ის, რომელთათვის #,=1, #ე=2, . · „ ; #/I==# და ჩვენ გვექნება: 

–_” 
01... 

„ეი“ 

Cი)== ჟე ე  ” 

    

0 რძე. თ . 0 

ანუ 

0ძ1ჯ მკგ. თ «იჯ 

– 
ა · · რ... · · 

იი მფე...96Mს0 ი” 

ამრიგად, თუ მატრიცი C უდრის 4 მატრიცის ნამრავლს წ სამკუ- 

თხა მატრიცზე, მაშინ 

თ 0იკე... CL რი11 შვი... ძი)I 

621 6ეი2 " ია ა ნი _ |მიჯ მვ»... რა 

/სე ნე. 6·. .C ძხ შს. . .Iი.M) 

სადაც # შეიძლება უდრიდეს 1, 2, 3, , 7. . #M-ს. ანალოგიურად 

შეიძლება ვაჩვენოთ: 

8 თუ მატრიცი სამკუთხაა, ხოლო მატრიცი I) ტოლია #8" მატ- 

რიცის (ტრანსპონირებული 8 მატრიციდან) „4 მატრიცზე ნამრავ- 

ლისა (1)= 89 /4), მაშინ 

ძე ძმ .ი. რა | ძთ11 012. თ» ა 0ჯ)L არ 

ძევ მეგ. . «9, | ში, რეგ. . ს რეს 

მი CM +". რ I “რრ““”““–':. 

როცბ #=1, –_"”“ 

ამ ორი უკანასკნელი გამოთქმებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს: 

თუ ,#'=7)ჯს"/ს8, სადა(| 8 სამკუთხა მატრიცია, მაშინ
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, , 
ღეოღყ?!ს”"·"”".. ''ებებეეიგ” ” 

  
, , 

(ლ) --- =- (091 მიგ. · ·.რა 

თხ თ ... ი" IშI(1 რწ .· .ი იხ. 

როცა #=>=1, 2, 3,. . .,#. 

დავუშვათ ახლა, რომ მოცემული გვაქვს კვადრატული ფორმა- 

ჩლ=2?ძაXXV მატრიცით #4=(ძ,). თუ ცვლადები X,, X7,, ..., #გ გა- 

ნიცდიან 8 წრფივ გარდაქმნას, მაშინ გარდაქმნილი ფორმის მატ- 

რიცი იქნება „=,8" 4,8. ზემოთქმულის საფუძველზე ჩვენ შეგვიძლია. 

ეთქვათ: თუ 8 მატრიცი სამკუთხაა, მაშინ ადგილი აქვს (5) თანა-. 

ფარდობას, · 

თუ მიგიღებთ მხედველობაში ზევით დადგენილ განმარტებებს,. 

ჩვენ ეს შედეგი შეგვიძლია ასე გამოვთქვათ: 

თითოეული დეტერმინანტთაგანი 

ძ11 ძუ. ი. .· ი 

  

_ +942 (I, 2...) 7») 

რთII იმითი + .· 0 

წარმოადგენს X კვადრატული ფორმის ინვარიანტს სამკუთხა გარ- 

დაქმნების ჯგუფის მიმართ. : 
ამ შედეგს ჩვენ გამოვიყენებთ ქვევით § 2-ში. 

5. შევუდგეთ #=7?ძგXIX კვადრატული ფორმის იმ სახემდე მიყ- 

ვანის საკითხს, რომელიც შეიცავს მხოლოდ ცვლადთა კვადრატებს. 

ამ მიზნის მისაღწევად შეიძლება გამოვიყენოთ მარტივი ხერხი, რომ- 

ლის არსი მდგომარეობს კვადრატების თანმიმდევრობით გამო- 

ყოფაში. 

წარმოვიდგინოთ თავიდან, რომ # ფორმაში ცვლადთა კვადრა– 

ტების ერთი კოეფიციენტი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან. აზრის 

გარკვეულობისათვის დავუშვათ, რომ ი,,>%0. თუ გამოვყოფთ # 

ფორმის იმ წევრებს, რომლებიც ზეიცავენ #, ცვლადს, ამ ფორმას. 

ჩვენ წარმოვადგენთ შემდეგი სახით: 

8=რა( X. + 2 => #,%+2 “ა X,Xვ-L ·. +-2 4 X1 X= )+ 
ძე რთ 611 

>”
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ჯანუ 

ხ=ძე ( 2) + 2», წინ +:::4%ათ) –+%(XV). . .. 2), 

სადაც %(-,, . . ·, #ე) არის X,,. . , ჯის · კვადრატული ფორ- 
მა, შევავსებთ რა ფრჩხილებში მოთავსებულ გამოსახულებას სრულ 

კვადრატამდე, # ფორმა შეგვიძლია გადავწეროთ შემდეგი სახით: 

#=ძ, 6 + 45 ·.. 
C)1 

+ რთი? )– (ო: +... + რკ:Xც)? + 
011 

–-L V(X), „.. XI 

თუ დავუშვებთ: 

(I, . . .. #,)==- რსრ 4... + ფოი! ცს, .- 
11 

გვექნება; 

L=ძი, («+ - ჯე +... + რია! +» თ... »X.), 

სადაც #L) არის X,, , . ., »X,-ის კვადრატული ფორმა, შემოვიყვა- 
ნოთ ახლა ახალი X”,, Xი, . . «.) X„ (ქვლადები. დავუშვათ“ 

რა თ» , 
ჯ – 2. თი. ––- Xა=X 

«%) 1, ძე, + + ძე" ” 

მაშინ # ფორმა მიიღებს სახეს: 

M=4,Xტ-+ L(X5, . >.) იბ). 

“შევნიშნოთ, რომ (6) თანაფარდობათაგა5 პირველი შეიძლება გადავ- 

წეროთ შემდეგნაირად: 

ძ რი ი მ». ,. 
>X,=%) –- 11, – – ბე, =2) ამბა აკლი XX“ 

011 011 · 011 ი.
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ამგვარად, ძველი X,, «,, +.. ჯა, (ქვლადების ახალი #«/,, XI, ..,, X> 
ცვლადებით გამომსახველი გარდაქმნა იქნება: 

–“ 

ი=7) 902) – ... შხვა, 
რ 411 

%X:= X+> 

· L) · L · L) .· .· · - .· · ა 

Xჯ. = Xჯ“ი. 

ეს კი სამკუთხა გარდაქმნაა. 

საჭიროა შევნიშნოთ, რომ ამ გარდაქმნის კოეფიციენტები ეკუთ- 

ვნიან იმავე რიცხვით ველს, რასაც ეკუთვნიან მოცემული #ჯ კეად- 

რატული ფორმის კოეფიციენტები. კერძოდ, თუ L ფორმა ნამდვი- 
ლი კოეფიციენტებიანია, მაშინ გარდაქმნის კოეფიციენტებიც ნამ- 

დვილი რიცხვებია. 

ჩვენ დავინახეთ, რომ "ახალ 10 6. 6. ., Xი (კქლადებში # 
ფორმას აქვს სახე; 

ს=ძე.ე + L)(X>, . ..") 2), 

სადაც L, არის X,, . · ., XV ()ვლადთა კვადრატული ფორმა; 

ჯ, ფორმის კოეფიციენტები ეკუთვნიან იმავე რიცხვითი ველს, რა- 

საც # ფორმის კოეფიციენტები. 

ახლა, თუ #,(X; . · ·-) 2) ფორმის ცვლადთა კვადრატების 

ერთი კოეფიციენტი მაინც განსხვავებულია ნულისაგა§, მაშინ მის 

მიმართ შეიძლება გამოვიყენოთ იგივე ხერხი. დავუშვათ, რომ კოე- 

ფიციენტი ჯ”,?სა # ფორმაში განსზვავებულია ნულისაგან. მაშინ L, 

ფორმა 2, . . · , Xი (ვლადთა სამკუთხა გარდაქმნის საშუალებით 

მიიყვანება სახეზე: 

#, == 6სეჯ"ებ -L ჩე(27ე . >. ს X) 

თუ დავუშვებთ, რომ »=27", მაშინ გვექნება ყველა X,, XV, 
ი. თ...; %ი ()ქექლადის სამკუთხა _ გარდაქმნა. ახალ (კვლადებში XIX 

ფორმას "აქვს. სახე . 

“ წ=/ ძე.” 1. “ ვX ვ მ.L L.(CXM, –_” X”). 

: შევნიშნოთ, რომ? გარდაქმნა, რომელიც გამოსახავს X,, Xა. + · 2» 

ცვლადების უშუალოდ X,“ #" -.. XI «კვლადებით, აგრეთვე სამ-



–_ 526 

კუთხაა (რადგანაც იგი წარმოადგენ” ორი სამკუთხა გარდაქმნის 

ნამრავლს). 

იმავე ხერხის თანდათანობითი გამოყენებით ჩვენ კვადრატულ 

ფორმას მივიყვანთ ან მხოლოდ ცვლადთა კვადრატების შემცეელ 

სახეზე, ან (თუ გამოვყოფთ კვადრატთა ცნობილ რიცხვს) მივალთ 

ფორმამდე, , რომელიც სრულიად არ შეიცავს ცვლადთა კვადრატებს. 

ამგვარად, ჩვენ დაგვრჩა განსახილველად მხოლოდ ის შემთხვევა, 

როდესაც კვადრატული ფორმა არ შეიცავს ცვლადთა კვადრატებს. 

დავუშვათ, რომ თავიდან მოცემული გვაქვს კვადრატული ფორმა 

X=2?ძ XXL, 

რომელშიაც X,) და X,9?-ის კოეფიციენტები ნულის ტოლია (ი,= 

=ძ,ე=0), მაგრამ X,Xგ-ის კოეფიციენტი განსხვავებულია ნულისაგან 

(თკ, # 0). მაშინ ჩვენ გადავალთ ახალ X,) . . · ვ Xი (ევლადებზე 

, , 

%X1=X1 + XV 
-_ ს“ , 

X2=%X13 “X2) 
, 

Xე= Xეა 

Xა= ჯი. 

„გარდაქმნის საშუალებით, - 
ამ გარდაქმნის (ცხადია არა განსაკუთრებული) შედეგად წევრი- 

2ძ%, X, გადავა 2ძ,ეX,2-2თ, ეში. მაშასადამე, ჩეენ მივიღებთ 

ფორმას, რომელშიაც ჯ-ის კოეფიციენტი განსხვავებულია ნული- 

საგან. ამ ფორმისათვის შეიძლება გამოყენებულ იქნას ზემოთ მითი 

თებული ზერხი, · ' 

ამგვარად, ყოველი კვადრატული ფორმა არაგანსაკუთრებულ 
წრფივ გარდაქმნათა სასრული რიცხვისსაშუალებით შეგვიძლია მივი- 

ყვანოთ „კანონიკურ სახეზე", ე. ი. მბოლოდ ცვლადთა კვადრატების 

შემცველ საზეზე. ყველა ამ გარდაქმნების კოეფიციენტები ეკუთვნიან 

«იმავე რიცხვით ველს, რასაც მოცემული ფორმის კოეფიციენტები. 

რადგანაც არაგანსაკკუთრებულ წრფიე 7”)... #8, გარდაქმნათა თანა 

მიმდევრობითი შ; სრულება ტოლფასია ერთი არაგანსაკუთრებული 

წრფივი გარდაქმნის გამოყენე“ისა, რომელიც ტოლია 8.8... . · 8, 

„ნამრავლისა, ამიტომ ჩეენ საბოლოოდ მივალთ შემდეგ დასკვნამდე:
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ყოველი კვადრატული ფორმა ცვლადთა ა«რაგანსაკუთრებული 

წრფივი გარაქმნების საშუალებით შეიძლება მიჟვანილ იქნას მხო- 

ლოდ ცვლადთა კვაღრატების შემცველ სახეზე. 
ამ გარდაქმნის კოეფიციენტები ეკუთვნიან იმავე რიცხვით ველს, 

რასაც მოცემული ფორმის კოეფიციენტები. კერძოდ, თუ მოცემული 

ფორმის კოეფიციენტები ნამდვილია, მაშინ გარდაქმნის კოეფიციენ- 

ტებიც შეიძლება ჩავთვალოთ ნ»მდვილ რიცხვებად. 

თუ აღვნიშნავთ #,, V,,. . .,ე ით იმ (ცვლადებს, რომლებ- 

საც მივიღებთ აღნიშნული არაგანსაკუთრებული გარდაქმნის შედე- 

გად, მაშინ ჩვენ გვექნება: 

#==72)M/,მ + 1)Iეშმ ++. 6. . + I? 

სადაც 2, X-ს, . ., #--მუდმივი კოეფიციენტებია, რომელთა შო- 

რისაც შეიძლება ზოგიერთი ნულის ტოლიც იყოს. 

X ფორმის მატრიცს #ც V,,. .-., ი ცვლადების მიმართ ექ- 

წება სახე: · | · 

X00...0 
0 X0,..0 
0 0 X,...0 

009 ა . .#I 

დავუშვათ, რომ 21, »,,. · .; # კოეფიციენტებს შორის # ისე– 

თი მოიპოვება, რომლებიც განსხვავებულია ნულისაგან (- =#I). მა- 

შინ ზოგადობის შეუმცირებლად შესაძლებელია წარმოვიდგინოთ, 

რომ X,, ა, . ; X- განსხვავებულია ნულისაგან, მაშინ როდესაც 

კელი. . =2 – 0. ' 

ამგვარად, ჩვენ მივიღებთ # ფორმის შემდეგ „კანონიკურ“ გამო– 

სახულებას: 

#=XV, ++ · “+2ი. 

შესაბამისად ამისა, ფორმის მატრიცს აქვს სახე:



2,0 0 „00 „0 
0 1.0 „,00 .0 
00X...00 „0 

(7) 000 ,..,I0., ,,.,0. 
0009 009, 0 

000 .. 

X კვადრატული ფორმის რანკი უდრის მისი კოეფიციენტებისა- 

გან შედგენილი მატრიცის რანგს. ჩვენ ვიცით, რომ ფორმის კოე- 
ფიციენტებისაგან შედგენილი მატრიცის რანგი წარმოადგენს ინვა- 

რიანტს არაგანსაკუთრებულ წრფივ გარდაქმნათა მიმართ. 

ამიტომ ჩვენ შეგვიძლია ვთქვათ, რომ # ფორმის რანგი უდრის 

(1) მატრიცის რანგს. მაგრამ ამ მატრიცის რანგი, ცხადია, არის 
#„, ე. ი. უდრის L ფორმის კანონიკურ გამოსახულებაში შემავალ 

კვადრატების რიცხვს. 

ამრიგად, ”» ფორმის კანონიკურ გამოსახულებაში ჟშემავალი 

კვადრატების რიცხვი უდრის ამ ფორმის რანგს. : | 

მაგალითი 1. 

მივიყვაზოთ კანონიკურ სახეზე ფორმა: 

X=2»,ბ +- 6X,%ე -L Xე" + 2X,Vვ –– 2ვ?, 

ჯამოვყოფთ რა ჯ-ს შემცველ წევრებს, ჯ ფორმას გადავწერთ სახით: 

85=2 (CC, 42% <5X«) «ქ ბ 

ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულება შევავსოთ სრულ კვადრატამდე:“ 

L) 
#=2(» + -5+>) მიშ! ე ა.) _ 

ანუ - 

32, + 2 ა? 7 ააა ყლ 
6=2( 5 +“ 9“) – ი-იბღბიი – -3- იბ
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თუ წარმოვიდგენთ, რომ 

XI ლ =+-- ”+ 1. 7, 

(2) 2 
#ი= ჯა, 

ჯ== ჩგ 
ზვექნება: : - 

L= 2VXV'%ს + L., 
სადაც 

7 3 
L, = – -ვ- 252 –- 3+MXვ-- –უ“ ჯე, 

(2) თანაფარდობანი განსაზღვრაქჯნ სამკუთხა გარდაქმნას, რომელიც ჯამო– 

სახავს X,, >, Xგ ცვლადებს XI, XV, გ ცვლადებით: 
: ვ... 1 
21 = 9 –– -5- X9 – -ე“ 259, 

(ხ) 
X ლ წ» 
> = ” ჟ/.. 

გარდავქმნათ ახლა ფორმა #,: 

7 3. 3 –=--> (2+2 7 525 )–+- X% 

ანუ · 
7 C) ჭ 7 ვ ჯჰ ვ 

#= ---( ++ - ”) + -> (----) –<23% 

7 ' 3 C% 6 

8=-- ( 25 +5-#) 37 28% 
ახლა წარმოვიდგინოთ: - · 

C · 
X,=X”, X2+ –- X-ს = X-, X>ვ = XV. 

ეს თანაფარდობანი განსაზღვრავენ სამკუთხა · გარდაქმნას: 

| »" = XV .“ 

(2) – " _3. ” . 
! ია= : #94 7 ჯა, - 2 

“ Xვ= . ·, _ XI; _. · 

ზვაქვს: · 
7 7 ე 6 ვა 

წ ლ-ის 
და მაშასადამე, 

7 6 
'ს= 2»ბ– “ებ ი მვ. 

34. უმაღლესი ალგებრა. ”



– 530 – 

(CL) და (C)-ს დახმარებით ძველი არ არის დავწეროთ ის გარდაქმნები, რომ. 
ლებიც უშუალოდ გამოსახავს X, ა, X-ს #1, X%, X”კ-ით. 

მაგალით? 2. 

მივიყვანოთ კანონიკურ სახეზე ფორმა: 

L= X9 –- 2LV/ 4. /2 + 4X( + 4ჯ + 2)». 

თუ დავაჯგუფებთ X-ის შემცველ წევრებს, მივიღებთ: 
#= ჯ1-––- 7X(V –– 27) ++ ს) + 421 + 2X 

ანუ –_ 

(4) #ჯ=(ჯ – V + 2:)) + 6X. 

დავუშვათ; _ 

–272+2=2)7=2)M"ჯ2=,. 

ეს თანაფარდობანი განსაზღვრავენ სამკუთხა გარდაქმნას 

ჯლყ! +”I--2ჟ ი 

- 7= X, –_ 

( ჯ= '?. 

(8 

ახალ ცვლადებში X ფორმა მიიღებს საზეს 

#=X#+6VC 

მარჯვენა ნაწილი · არ შეიცავს და ჯ-ის კვადრატებს.. რომ თავიდან ავიშო- 

როთ ნამრავლი MI>, დავუშვათ: - 

ალ # =X”, 

((3) „== +Xჯ, -- იდა ბ _– 
2 =ა)" _ ჯ" 

ამის შედეგად X# ფორმა მიიღებს კანონიკურ სახეს: _ ა რ. 

ს=39 + 67) + 6, >. : 

რომ გამოვსახოთ », 7, უშუალოდ XV, ს, 2”-ით, საკმარისია შევადგინოთ 

(ე და (/) გ.რდაკმნათა ნამრავლი. · 

მაგალითი ვ. 

ჯანვიხილოთ ფორმა _ 

§=20+3ჩ+10დ + 2XV+ 4 +6X .= -1
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ამ ფორმის დისკრიმინანტი ნულის ტოლია 

212 | 

113 '--ი. 

2310 | 

ფორმის რანგი უდრის 2-ს მაშასადამე, კანონიკური გამოსახულება უნდა 
შეიცავდეს ორ კვადრატს. მართლაც, თუ შევაჯგუფებთ X-ის შემცველ წევრებს, 
ვიპოვით: 

2 წ=2 “?( X»+27”5 “)+ + 10) + 6) 

  

  

  

ანუ 
3 

6=2(»+? >) +53- +მ0+4X 

+2 
: #=2(++- 1 2 )++ <2 (V+4:2 

დავუშვათ 

· + 2. 
(თ _ X+> 2 1 = », 7+4=1#) #=7. 

- მივიღებთ # ფორმის კანონიკურ. გამოსახულებას შემდეგი სახით: 

“ = 6= 2 + ვ-ს" 

რთ თანაფარდობიდან მივიღებთ: ' 

- · #5= 7- 2-: + ; , 

–_““” მელი 
სფ ჯ= “ჯი 

სავარჯიშო. _ _ _ 

1, რამდენ კვადრატს შეიცავს კანონიკური გამოსახულება ფორმისა: 

5წ= 62 + Cშ + (4 + 2 + «C + 2») + 24 + ბ)X( + 2( + 2)ჯ. 

2, მიიყვანეთ კანონიკურ სახეზე: -. 

8) 3»,1+ 29პ + 2») + 2XX + 6X% + 29%, 
ხ) #1 + X)? + ჯ' + 2XXV + 2-Xჯ + 2VV 
0 25 +431 +920 +4V +6X –- 3.V, 

ძ) 2X,> + 4»,%, –– 2X,X,;
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3, აჩვენეთ, რომ კვადრატული ფორმა რანგით 2 შეიძლება წარმოდგენილ 
იქნას ორი წრფივი ფორმის ნამრავლის საზით (ნამდვილი ან კომპლექსფრი კოე– 

ფიციენტებით) სამართლიანია თუ. არა შებრუნებული თეორემა? 
4. აჩვენეთ, რომ ფორმა: 

X#= 3ჯ1-– 8) –- 7” + 10XV –- 20Xჯ + 187ჯ 

შეიძლება წარმოდგენილ იქნას ორი წრფივი ფორმის ნამრავლის სახით; იპოეეთ 
ეს წრფივი ფორმა (# ფორმის კანონიკურ სახეზე მიყვანის საშუალებით). 

§ 2. ჰვადრატული ფო.4მები ნამდვილი კოეფიციენტებით. 

ჩნერციის კანო.ნი 

1. წინა პარაგრაფში ჩვენ გავეცანით კვადრატული ფორმის მხო- 

ლოდ ცვლადთა კვადრატების შემცველ სახეზე მიყვანის ერთ-ერთ 
მეთოდს. ასეთი მიყვანა შეიძლება შევასრულოთ სხვა მეთოდითაც, 

მაგრამ მიღებულ კვადრატთა რიცხვი რჩება უცვლელი: იგი კვადრა- 
ტული ფორმი რანგის ტოლია. ჩვენ ვიცით, რომ კვადრატული 

ფორმის რანგი წარმოადგენს არითმეტიკულ ინვარიანტს ყველა 

არაგანსაკუთრებული წრფივი გარდაქმნის ჯგუფების მიმართ. თუ”ლა- 

პარაკია ნამდვილ კოეფიციენტებიან კვადრატულ ფორმა- 
ზე, მაშინ ბუნებრივად ვიწროვდება გარდაქმნათა „განსახილველი 

ჯგუფი, რომელიც განისაზღვრება ნამდვილ კოეფიციენტე- 

ბიანი არაგანსაკუთრებული გარდაქმნებით. 
გარდაქმნათა ამ ჯგუფის მიმართ „შეიძლება კიდევ მივუთითოთ 

კვადრატული ფორმის ორ არითმეტიკულ ინვარიანტზე: ასეთებს 
წარმოადგენს დადებითი და უარყოფითი კოეფიციენტების 

რიცხვი კვადრატული ფორმის კანონიკურ გამოსახულებაში. ამაში 

მდგომარეობს სილვესტრისა და იაკობის მიერ აღმოჩენილი, ეგრეთ 
წოდებული, კვადრატულ ფორმათა ინერციის კანონი, 

დავამტკიცოთ ეს კანონი, თავიდან დავუშვათ, რომ ნამდვილი 

კოეფიციენტებიანი კვადრატული ფორმა X=1. თ:LXIXX 

1. 1# 

არაგანსაკუთრებული გარდაქმნის საშუალებით 

(8) 4:= 2, ხიMი · (1 == 1, 2, .·.ი.ა (0) 

მიიყვანება სახეზე:
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” 

დტ) წ=პაგემ-ნმაყბ-ნ ი... 7 912), 
ხ-=1 

სადაც შე 1. . ..M კოეფიციენტები ნულისაგან განსხვავებუ 1 #3 ლია, 
ეს ნიშნავს, რომ გამოსახულება 

2 თ%;XL, 

გარდაიქმნება 2, სს-ით, თუ ცე X LL.) ჯის ნაცვლად ჩავსვამთ 
#/ 

(8) გამოსახულებას. ანუ სხვანაერად, ტოლობა 

(10) 2, 0, XXს== 1,8 -L XეVემ + . . . + Xყ,) 
+ 

წარმოადგენს იგივობას თ, «ე. . ., 1. ცვლადების მიმართ, თუ 

%Xც % 0. თ.ე 2-ს ჩათვლით #,, #,. . .,ე სის ფუნქციებად, 
თანახმად (8) გამოსახულებისა. აზავე ტოლობას ჩვენ შეგვიძლია შე– 
ვეხოთ სხვა თვალსაზრისითაც. მართლაც, (8) გარდაქმნა, პირობის თა– 
ნახმად, არაგანსაკუთრებულია; მაშასადამე, არსებობს შებრუნებული 

გარდაქმნაც, რომელიც გამოსახავს #,, %,; +... #»:ხ, წე Xვე «+. X-ის 

საშუალებით: | 

ძი ი = 3) ჩათ. 0=1, 2,. . ., ი) 

ეს გარდაქმნაც აგრეთვე არაგანსაკუთრებულია. დეტერმინანტი, შედ- 

გენილი ჩ,, კოეფიციენტებისგან ნულისაგან განსხვავებულია, ე. ი. 

(მყ) მატრიცის რანგი უდრის ჯ#-ს. მაშასადამე, V,, . . +, („ არის 

X. %. + · ე X„-ის წრფივად დამოუკიდებელი # ფორმების სისტემა 

(ის, თ. VIII, § 1, მ. 5). ჩვენ ახლა შეგვიძლია (10) თანაფარდობა 
განვიხილოთ, როგორც იგივობა 2,,. · .,ც 1.“ ცვლადების მი- 

მართ, თუ ჩავთელით, რომ V,,.. . ·, I, გამოსახული არიან 

29%, ..., X-ის საშუალებით (11) გამოსახულების მიხედვით,
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ეხლა დავუშვათ, რომ იგივე X კვადრატული ფორმა სხვა არა- 

განსაკუთრებული ნამდვილკოეფიციენტებიანი წრფივი _ გარდაქმნის 

დახმარებით 

" 

(12) #= 32) '0 3143 

ხ=1 

მიყვანილია სახეზე: 

L#= ს, 71 -L I “+. . ·.+ს-ჯტ. 
სადა( IM , » +.) II კოეფიციენტები განსხვავებულია ნულისაგან, ჩვენ 
უნდა ვაჩვენოთ, რომ ს.ც ს... . ., ს, შორის დადებითი კოეფი– 

ციენტების რიცხვი უდრის უარყოფითი კოეფიციენტების რიცხვს 

ბა XI. . .ე #. შორის, 
ვთქვათ, “ · | 

” _ 

(13) ჯ= 1, VII XI 

ხო1.·. –. 

გარდაქმნა შებრუნებულია (12) გარდაქმნის მიმართ. ეს გარდაქმნაც · 
არაგანსაკუთრებული იქნება. +, კოეფიციენტებისაგან შედგენილი 

დეტერმინანტი განსხვავებული იქნება ნულისაგან, ის, რაც ზემოთ იყო 

თქმული (10) თანაფარდობის მიმართ, შესაძლებელია განმეორებული 

იქნას შემდეგი თანაფარდობის მიმართაც: 

(14) 2 მითი = ს + ად? ნ... ნით. 
,#/ 

ეს თანაფარდობა შესაძლებელია განვიხოლოთ, როგორც იგივობა 

%, 4. + +; 7 ცვლადების მიმართ, თუ ჩავთვლით, რომ ჯ., #7) 
·» + ს) 2. გამოსახულია X,, X,. . .,ე ჯ-ის საშუალებით (13) 

გამოსაზულების მიზედვით. 

(10) და (14) თანაფარდობებიდან გამომდინარეობს: 

(15) V-მ. . . + »V2=საფბ-+L I-C... + სდ. 

ჩვენ აქ #, ყე. . ., V-ს განვიხილავთ როგორც #„Xე, 
„» #, ფუნქციებს რომლებიც სათანადოდ განსაზღვრულნი არიან 

ც1) და (13)-დან, (15) თანაფარდობა ისევე, როგორც (10) და (14)



– §35 

თანაფარდობანი, რომელთაგანაც მიღებულია იგი, წარმოადგენს იგი- 

ვობას X,, Xე, ... ე 2 ცვლადების მიმართ, 

ჩვენ უნდა ვაჩვენოთ, რომ (15) იგივობის მარცხენა ნაწილში 
დადებითი კოეფიციენტების რიცხვი უდრის ამავე იგივობის მარ- 
ჯვენა ნაწილის უარყოფითი კოეფიციენტების რიცხვს, ზოგადობის 

დაურღვევლად ჩვენ შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ, რომ კოეფიციენ- 

ტები 2) ე, ..+., »» დადებითნი არიან, ხოლო დანარჩენი #,+,, ..., X 

კოეფიციენტები უარყოფითნი. მსგავსადეე წარმოვიდგინოთ, რომ 

კოეფიციენტები ს,, (Lე: ·-., ს, დადებითებია; მაშინ LL, ჯ, ·.., I. უარ- 

ყოფითნი იქნებიან, ჩვენ უნდა ვაჩვენოთ, რომ #'= #, დამტკიცებას 

ვაწარმოებთ საწინააღმდეგოს დაშვებით. ვთქვათ, რომ /” %#. გან- 
საზღვრულობისათვის დავუშვათ, რომ #'>/ჯ. 

განვიხილოთ მაშინ #»,, 2, · 9“ LV” X-ის მიმართ შემდეგ განტო- 
ლებათა სისტემა: 

/ 

#. => 2, ჩ., 1 „=0, 

#=1 

” 

წგ == 2, მა. X=0, / 

#=1 

# · 

#ე== 2, 82L+=0, 

L=1 

ჯი'+1=– 2, “ი +I XXL =0, 

X#=1 

(16) 

M 

ჯი= 2, '/იIX 11=0. 

6=1 

ჩვენ აქ გვაქვს X, X:, . «+ +, ჯი-ის მიმართ სისტემა ერთგვარო- 

ვანი განტოლებებისა, რომელთა რიცხვია: /ჩ + (ს –#)=#-–- (#'– ჯ). 

რადგანაც პირობის ძალით /#'>/, ამიტომ ამ განტოლებათა რიცხვი
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ნაკლებია #-ზე. მაშასადამე, არსებობს X,, , +. , , #, მნიშვნელობათა 

არანულოვანი სისტემა, რომელიც აკმაყოფილებს ამ განტოლებებს. 

წესია. .ა “ეს მნიშვნელობანი იქნება ნამდვილი, ვინაიდან (16) 

განტოლებათა ყველა კოეფიციენტი ნამდკილია. ასეთ X,, X,) .· ., #. 

მნიშვნელობათათვის გეექნება:. 

#=%= . . . =#M,=0, ჯი =74+0= . + . =7.=0; 

ამ Xც X).·.) ჯგ მნიშვნელობათა (15) იგივობაში ჩასმით მივი–- 

ღებთ: : 

M4+1V' +) ++... ი 3 == საფ? + სად +- . . . + სი, 

სადაც Mი+ >. . +) Mო დ). ა +) 2” ნამდვილი რიცხვებია. რამ-. 

დენადაც + X2+ · + .» # რიცხვები, პირობის თანახმად, უარ- 

ყოფითია, ხოლო ს, IM). . .. ს” კი დადებითია, უკანასკნელი 
ტოლობა შესაძლებელია მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როდესაც X«,, 

%Xი ა + ·) #ი-ის განსახილველ მნიშვნელობათათვის 

#=0, #=0,. , ., (»==0. 

აქედან და (16)-დან ჩვენ დავასკვნით,- რომ X,, 2,1. . +.) 7 
მნიშვნელობათა განსახილველი სისტემა აკმაყოფილებს # ერთგვარო- 

ვან წრფივ განტოლებათა სისტემას 

ჩ=9, ჯ:=9, უე” ,=0, 7»/+)კ =0, . ..” ჯL=90, 

სადაც : _- 

ჟჩ" 

ჯ = 2 “VI XV. 

#M=1 ა 

მაგრამ განტოლებათა ამ სისტემის დეტერმინანტი განსხვავებუ- 

ლია ნულისაგან, იმიტომ რომ იგი ემთხვევა (13) გარდაქმნის დეტერ- 

მინანტს, : 

მაშასადამე, ამ სისტემას არ შეიძლება ჰქონდეს ნულოვანი ამო- 
ნახსნი, ამგვარად, დაშვებით #'>ჯ ჩვენ მივედით წინააღმდეგობამდე. 

ამისვე მსგავსად წინააღმდეგობამდე მიგვიყვანს იმის დაშვება, 
რომ #ჩ>ჯ'. მაშასადამე #ჩ=ც. 

ამრიგად ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ
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# ფორმის კანონიკურ გამოსახულებაში დადებით კოეფიციენ- 
ტების რიცხვი ყოველთვის იქნება ერთი და იგივე, დამოუკიდე: 
ბლად იმაზე როგორი ნამდვილ კოეფიციენტებიანი წრფივი გარდა- 
ქმნით არის მიყვანილი ფორმა კანონიკურ სახეზე. სწორედ ამაში 
მდგომარეობს ინერციის კანონი. 

კერძოდ, თავიდან შესაძლებელი. X, %Xე,. . .,ე # საწყისი 
ცვლადებიდან ნამდვილ კოეფიციენტებიანი ნებისმიერი არაგანსაკუ- 
თრებული გარდაქმნის დახმარებით გადავიდეთ ახალ XX,” XV), ·.. XV 

ცვლადებზე, ხოლო შემდეგ X", 2”, ··. X» (ქვლადებიდან (რასაკვირ- 
ველია ისევ არაგანსაკუთრებული ნამდვილი გარდაქმნის საშუალე- 
ბით)ს,, შიც » · ·, . (ქვლადებზე, რომლებშიაც ფორმა მიიღებს კანონი- 

კურ სახეს, ამასთანავე ჩვენ მივიღებთ კანონიკურ გამოსახულებაში 
ჩ დადებით კოეფიციენტთა იგივე რიცხეს. 

ზემოაღნიშნულედან გამომდინარეობს, რომ » ფორმის კანონი- 

კურ გამოსახულებაში დადებით კოეფიციენტთა # რიცხვი წარმო- 

ადგენს არითმეტიკულ ინვარიანტს. ნამდვილკოეფიციენტებიანი არა- 

განსაკუთრებული წრფივი გარდაქმნების ჯგუფის მიმართ. 

თუ ძ-თი აღვნიშნავთ X ფორმის კანონიკურ გამოსახულებაში 

უარყოფითი კოეფიციენტების რიცხეს, მაშინ # =>” – #, სადაც # 
არის # ფორმის რანგი. 

“ცხადია დ რიცხვიც წარმოადგენს # ფორმის არითმეტიკულ ინ- 

ვარიანტს ნამდვილ კოე ჟიციენტებიანი არაგანსაკუთრებული წრფივი 
გარდაქმნების მიმართ. 

“სხვაობას ჩნ – 9 კვადრატული ფორმის კანონიკურ გამოსახულე- 
ბაში დადებითი კოეფიციენტების და უარყოფითი კოეფიციენტების 

რიცხვს შორის ეწოდება ფორმის სიგნატურა; ჩვენ მას აღვნიშ- 

ნავთ +-ით: 

ხ-4ყ=V. 
ცხადია, რომ (=<>7; სიგნატურა (, ისევე როგორც # და იე წარმო. 

ადგენს კვადრატული ფორმის ინვარიანტს ნამდვილ კოეფიციენტები- 

ანი არაგანსაკუთრებული წრფივი გარდაქმნების ჯგუფის მიმართ. 

2. ზემოაღნიშნულ მოსაზრებებს ჩვენ მივყევართ .ნამდვილ კოე- 

ფიციენტებიანი კვადრატული ფორმების კლასიფიკაციამდე. ვთქვათ, 

L არის წრფივი გარდაქმნების რაიმე ჯგუფი. ჩვენ ვიტყვით, რომ 
კვადრატული ფორმა X ექვივალენტურია დ კვადრატული ფორმისა
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L ჯგუფის მიმართ, თუ # ფორმა შესაძლებელია გადაყვანილ იქნას 
თ ფორმაში L ჯგუფის გარდაქმნის საშუალებით. 

ცხადია, რომ თუ I ფორმა ექვივალენტურია რთ ფორმისა X, ჯგუ- 
ფის მიმართ, მაშინ დ ფორმაც ექვივალენტურია X ფორმისა იმავე 

L ჯგუფის მიმართ, 

მართლაც, თუ დ ფორმა მიიღება # ფორმისაგან 8 გარდაქმნის 

საშუალებით, რომელიც ეკუთენის L ჯგუუს, მაშინ # ფორმაც მი- 

იღება დ ფორმიდან შებრუნებული გარდაქმნის მეშვეობით, რომე- 

ლიც აგრეთვე L ჯგუფს მიეკუთვნება, : 
შემდეგ. თუ ფორმა #, ექვივალენტურია #, ფორმისა # ჯგუ- 

ფის მიმართ, ხოლო #ე ექვივალენტურია 7/:-სა L ჯგუფის მიმართ, 

მაშინ #, ექვივალენტურია I-სა ამავე ჩ ჯგუფის მიმართ (ტრანზი- 

ტულობის თვისება). 

მართლად), თუ #- ფორმა მიიღება XL, ფორმისაგან 8, გარდაქ- 

მნის საშუალებით, ხოლო L- ფორმა მიიღება I, ფორმისაგან ჯე 

გარდაქმნის საშუალებით, მაშინ ფორმა #, მიიღება #, ფორმისაგან 

818, გარდაქმნის საშუალებით. თუ #8, და #ე გარდაქმნები ეკუთვ- 

ნიან L ჯგუფს, მაშინ მათი ჩამრავლიც „8,-,8, ამავე ჯგუფს მიეკუ- 
თვნება, 

წინამდებარე პარაგრაფში ჩვენ განვიხილავთ კვადრატულ ფორ- 

მათა ექვივალენტობას ნამდვილ კოეფიციენტებიან ყველა არაგან- 
საკუთრებულ წრფიე გარდაქმნათა ჯგუფის მიმართ. ყველა იმ შემთ- 

ხვევებში, რომლებშიაც მოსალოდნელი არ იქნება გაუგებრობა, ჩვენ 
ასეთიჯგუფის მიმართ ექვივაულენტურ ფორმებს ვუწოდებთ უბრა- 

ლოდ ექვივალენტურს. 
ნამდვილ კოეფიციენტებიან ყველა კვადრატულ ფორმას ჩვენ 

დავანაწილებთ კლასებად, მივაკუთვნებთ რა გრთ კლასს ერთმანეთს 

შორის ექვივალენტურ ფორმებს, 

ახლა დავადგინოთ ნიშანი, რომელიც საშუალებას მოგვცემს გან- 

ვსაზღვროთ, ეკუთვნის თუ არა რომელიმე ორი ფორმა ერთსა და 
იგივე კლასს: 

იმიხათვის რომ ორი კვადრატული ფორმა იყოს ექვივალენტური 

ნამდვილ კოეფიციენტებიანი ყველა არაგანსაკუთრებული წრფივი 

გარდაქმნების აგგუფის მიმართ აუცილებელია და საკმარისი, რომ 

მათ ჰქონდეთ ერთი და იგივე რანგი და ერთი და იგივე სიგნატურა.
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პირობის აუცილებლობა გამომდინარეობს იქედან,-რომ კვა– 
დრატული ფორმის სიგნატურა და რანგი წარმოადგენენ ინვარიანტებს 
ნამდვილ კოეფიციენტებიანი ყველა არაგანსაკკუთრებული წრფივი 

გარდაქმნის მიმართ, ამიტომ თუ კვადრატული ფორმები # და თ 
ექვივალენტურნი არიან ამ ჯგუფის მიმართ, მაშინ L ფორმის რანგი 
და სიგნატურა შესაბაჰისად უდრის დ ფორმის რანგის სიჯნატურას. 
__ დავამტკიცოთ ახლა პირობის საკმარისობა. დავუშვათ, რომ 
მოცემულია # კვადრატული ფორმა, რომლის რანგი არის » და სიგ- 
ნატურა + ასეთი ფორმა არაგანსაკუთრებული ნამდვილი გარდაქმნის 

საშუალებით შეიძლება მიყვანილ იქნას სახეზე: 

I#=ძბს#V,? + 2? –I- თ... –+ჰ#V,, 

თუცჯ და ძ-თი აღვნიშნავთ შესაბამისად დადებით და უარყოფით 

კოეფიციენტების რიცხვს მარჯვენა ნაწილში, მაშინ 

ს ხ“ი=რა ხ–ძ=9 

+ ჯ-ჯ 
, 

მაშასადამე 

.   ს = 

ზოგადობის დაურღვევლად შესაძლებელია წარმოვიდგინოთ, რომ 

დადებითნი არიან X»,, 2, . . · , ჯი კოეფიციენტები. მაშინ 

–__.“.““ 
შემოვიყვანოთ ახალი ცელადები 9,, 9,, +. ., ?, შემდეგი პირობით: 

  სვე ს · «1 1ე=>7“--- ყი, 

“ VI" ), 
1 წ 1 ?, სე|.ლ–-–== წი+1 · · ·ე == -–- ყი 

.· V IMი+-1I ”» V |IM I 

ამ ნამდვილი არაგანსაკუთრებული წრფივი გარდაქმნის შედეგად 

X ფორმა მიიღებს „ნორმალურ“ სახეს: 

  

(17) ემე. , . ს შემ –- შიც, . . .–წ, 

ამრიგად, ყოველი ფორმა, რომლის რანგი არის # და სიგნატურა. 

#ჯ+Xჯ 
#, ექვივალენტურია (17) ფორმისა, სადაც #= – ელ
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თუ ორ ფორმას აქვს ერთი და იგივე რანგი და ერთი და იგივე 
სიგნატურა, მაშინ ისინი ექვივალენტურნი არიან ერთი და იგივე 

(17) სახის ფორმისა. მაშასადამე, ექვივალენტურნი არიან ერთმა- 
ნეთს შორის. ამგვარად, პირობის საკმარისობა დამტკიცებულია. 

შევნიშნავთ, რომ კვადრატული ფორმის სიგნატურა § შეიძლება 

წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით: ჯ = ჩ-–(---/) = 2 – „. აქედან 
გამოდის, რომ სიგნატურა ჟ და რანგი „ უნდა იყვნენ ერთდრო- 

ულად წყვილი ან ერთდროულად კენტი, თუ მაგალითად, #=3, მაშინ 
#-ს შეუძლია მიიღოს მნიშვნელობა 3, 2, 1, 0 და ჯ შესაბამისად 

ტოლი იქნება 3, 1, ––1, – 3, ამგვარად, არსებობს ოთხი კლასი ფორ- 
მისა რანგით 3. ამ კლასების წარმომადგენლებად ითვლებიან შემდეგი 
ფორმები: 

#-+-) 6, (=3); ჯმ -L  – წ, (§=1); 

ჟა), 6=-1) აბელ, (=-3); 

ნამდვილი ფორმების ეს კლასიფიკაცია დაკავშირებულია განსაზ- 
ღვრული ცენტრის მქონე მეორე რიგის ზედაპირების აფინურ 
კლასიფიკაციასთან (შეადარეთ ვ. ი. კომარნიცკი – ანალიზური გეო- 
მეტრიის საფუძვლები 1931 წ. თ. XV, § 93). 

მართლაც, ადვილად დავინახავთ, რომ ნებისმიერი მეორე რიგის 
ცენტრალური ზედაპირი (გარდა კონუსური ზედაპირისა) აფინური 
„გარდაქმნის დახმარებით შესაძლებელია მიყვანილ იქნას ერთ-ერთ 
“სახეზე შემდეგ ოთხთაგან: 

ა+/4+შ=-, 246 /--2=1, 
ჯმ ე 8=1, _აჯკშ ე) 23=1.. 

3. თუ კვადრატული ფორმის რანგი (ცვლადთა რიცხვს უდრის 

(„=%), მაშინ კვადრატულ ფორმას ეწოდება არაგანსაკუთრებული. 
წინააღმდეგ შემთხვევაში ((<#) ფორმას ეწოდება განსაკუთრებული 
ანუ გადაგვარებული, წარმოვიდგინოთ, რომ კვადრატული ფორმა 
ს=სიათი არ გადაგვარდება. განვიხილოდ კერძოდ ის შემთხვევა, 
-როცა 

§==/==1I,
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ამ შემთხვევაში ჯ=-   ==», (=0, ასე რომ # ფორმა შესა- 

ძლებელია მიყვანილ იქნას სახეზე: 

(18) - ... 

'# ცვლადთა ყოველ კვადრატულ ფორმას, რომელიც ექვივალენ– 
ტურია (18) ფორმისა, ეწოდება დადებითად განსაზღვრული. 

ამგვარად, დადებითად განსაზღვრული ფორმა ხასიათდება თა- 
ნაფარდობებით #7=7#7 და (==#. 

(18) ფორმა იქცევა ნულად მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა: 
ნIმგ“გ-““-“-“".. 

ყოველი დადებითად განსაზღვრული ფორმა #= 2, ძი 7 #7 
I # 

შესაძლებელია მიყვანილ იქნას (18) სახეზე არაგანსაკუთრებული გარ- 

დაქმნის საშუალებით: 

“#:5= ქანის 
ჩხ 

მაშასადამე, ==. .· .=#2=0 მნიშვნელობათა სისტემას 

ეთანადება X,= , ,„ ,=ჯ=0 მნიშვნელობათა სისტემა და მხო– 

ლოდ ეს სისტემა. აქედან გამომდინარეობს: 

დადებითად „განსაზღვრული ფორმა ს= 2,ძ» X, 2 შეიძლება 

, L 

იქცეს ნულად მხოლოდ იმ შემთხვევაში: როდესაც X#.=72)= 

=,. .„ . =ჯა-ა=0, 

X, ცვლადთა ყველა დანარჩენ მნიშვნელობათათვის დადები- 

თად განსაზღვრული ფორმა ღებულობს დადებით მწიშვნელობებს. 

განვიხილოთ ახლა ის შემთხვევა, როდესაც კვადრატული ფორ- 

მის რანგი უდრის /-ს, ხოლო სიგნატურა 1=--#. ამ შემთხვევა- 

ში #=--6%=0, 4=--;     : =#/, ე. ი. ფორმა მიიყვანება სახეზე: 

(19) –__ 

# ცვლადთა ყოველ კვადრატულ ფორმას, რომელიც ექვივალენ- 
ტურია (19) ფორმისა ეწოდება უარყოფითად განსაზღვრული.
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უარყოფითად განჰაზლვრული ფორმა ხასიათღება, მაშასადამე, 
თანაფარდობებით #ჯ== II, §=–/. 

უარყოფითად განსაზღვრული ფორმა (ისევე როგორც დადე- 

ბითად განსაზღვრული) შეიძლება იქცეს ნულად მხოლოდ იმ შემთ. 

ხვევაში, როდესაც ყველა ცვლადის მნიშვნელობანი ნულის 

ტოლია, · 

თუ კი ცელადთაგან თუნდაც ერთი ღებულობს ნულისაგან გან- 

სხვავებულ მნიშვნელობას, მაშინ უარყოფითად განსაზღვრული 

ფორმა ღებულობს უარყოფით მნიშვნელობას, 

არაგანსაკუთრებულ კვადრატულ ფორმას, რომლისთვისაც ადგი- 
ლი არ აქვს ზემოაღნიშნულ ორ შემთხვევათაგან არც ერთს (ე. ი. 

არაგანსაკკუთრებული ფორმა, რომლისთკისაც 0</#/<7, შეუძლია 

მიიღოს ცვლადთა ერთი მნიშვნელობისათვის დადებითი მნიშვნე- 

ლობა, ბოლო სხვა მნიშვნელობისათვის უა რყოფითი მნიშვაელო- 

ბა; ასეთ კვადრატულ ფორმას ეწოდება განუსაზღვრელი. 

წარმოვიდგინოთ ახლა, რომ კვადრატული ფორმის /XXჯ - · ., #X-) 
რანგი # ნაკლებია #-ზე. სიგნატურისათვის გვექნება ყოველ შემთ- 

ხეევაში –– » == §=#, თუ #=7, მაშინ ა=-+“'   =ჯ/ 0=0. ამ შემთ- 

ხვევაში ფორმა შესაქლებელია მიყვანილ იქნას სახეზე: ' 

(20) ხ=ს2 ნV,-+L. . „++ . 

# ცვლადთა ყოველ კვადრატულ ფორმას (M>7), რომელიც ექ- 

ვივალენტურია (20)-სა, ეწოდება დადებითად –– ნახევრადგანსას- 

ღვრული. 
ნახევრა=განსაზღვრულ უარყოფით ფორმას. არ შეუძლია მიიღოს 

დადებითი მნიშვნელობანი, მაგრამ შეუძლია იქცეს ნულად (ვლადთა 

-მნიშვნელობებისათვის, რომელთაგანაც ყველა არ უდრის ნულს. · 

აქ მოყვანილი კლასიფიკაცია ნამდვილი კვადრატული ფორმე ებისა 

თამაშობს უდიდეს როლს ალგებრის, გეომეტრიისა და ანალიზის 

მრავალ საკითხკბში, ანალიზში, მაგალითად, ეს კლასიფიკაცია გამო- 

ყენებულია მრავალ ცვლადის ფუნქციათა გამოკვლევისათვის მაქსიმუ- 

მის» და მინიმუმზე, 

ბუნებრივად ისმება საკითხი იმ ნიშნების შესახებ, რომლებიც 

საშუალებას მოგვცემენ კვადრატული ფორმის კანონიკურ 

სახეზე მიყვანის გარეშე ვიმსჯელოთ იმის შესახებ,. ეკუთ-
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ვნის თუ არა ეს ფორმა რომელიმეს მოყვანილ ტიეპებიდან და სა–- 

ხელდობრ რომელს. ამ ნიშნების დადგენას ჩვენ ეხლა შევუდგებით, 

4. ვთქვათ ს= 2ეიი»თ არის კვადრატული ფორმა, რომელ- 

(7. 

შიაც ცვლადთა კვადრატების ყველა კოეფიციენტი არ უდრის ნულს. 
ჩვენ, მაშინ შეგგიძლია მივიღოთ, რომ ჯ,'-ის კოეფიციენტი თ,; გან–- 

სხვავებულია ნულისაგან. ასეთი დაშვება არ არღვევს ზოგადობას: 

თუ X-ის კოეფიციენტი აღმოჩნდება ნწულის ტოლი, მაშინ ჩვენ გა– 

დავნომრავთ ცვლადებს სათანადოდ. 

ამრიგად, დავუშვათ ი,, # 0; მაშინ, როგორც ეს ვნახეთ § 1-ში, 

# ფორმა სამკუთხა გარდაქმნის საშუალებით შეგვიძლია მივიყ- 

ვანოთ სახეზე: ' 

#ლ=0,ცX) +#ს 

სადაც XX, არის X".. - ცვლადების კვადრატული ფორმა, თუ #L, 

ფორმაში ცვლადთა კვადრატების ყველა კოეფიციენტი ნულს არ 
უდრის, მაშინ მისთვის შესაძლებელია გამოვიყენოთ იგივე ხერხი, 

ამგვარად, ჩვენ მივიღებთ 

ს#M=ძ, XI) + თე + IV, 

სადაც XI არის »" 3... XVი (ქვლადების კვადრატული ფორმა. ამი- 

ტომ ჯ„ც #0. თუ. % ცელადებიდან X"ს –.,. , Xი ცვლა- 

დებზე გადასვლა ხდება აგრეთვე სამკუთხა გარდაქმნის მეშვეო- 

ბით. კოეფიციენტი ·ი',, უკანასკ6ნელი ტოლობის მარჯვინა ნაწილში 

ადვილად გამოისახება საწყისი “ფორმის იც კოეფი "იენტით, მხოლოდ 

ჩვენ არ შევჩერდებით ამაზე, რადგანაც ჩვენ ახლავე მივიღებთ უფრო 

ზოგად. შედეგს. : ! 

' საზოგადოდ დავუშვათ, რომ ფორმა L= 2, იიMM# 83 სამკუთხა 

ა = შე 
გარდაქმნის საშუალ ბით მიყვანილია სახეზე! 

- “ებები” 

სადაც არის Mი+ თ... #„ (ქვლადების კვადრატული ფორმა: 

ღეიუოო–_-.ჩ.ო.ო._.__ 

”
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მაშინ კოეფიციენტები »,, #,. . .,; # განისაზღვრებიან თანაფარ- 
დობით: 

4 1 (=1,2,. · .ა ჩ) (23) # = #-   

სადაც, 45 ==1, 

თ11 რევ... 

რ4) 4=| ს.ა: · ო I, ც=1,2, , . «0. 
ურუოძ«„' ძლი 

მართლაც, ვინაიდან «,, , , ., #, (ქეელადები შედიან # ფორმა- 

ში მხოლოდ თავისი კვადრატებით, ამიტომ ჯ,V; (1%;) წამრავლის 

კოეფიციენტი, სადაც თუნდაც ერთი ; ან ; ინდექსებიდან არ აღე- ' 
მატება #-ს, ნულის ტოლია. ამიტომ #” ფორმის მატრიცს #,, 

მ). »+ +, ი (ცვლადების მიმართ აქვს სახე: 

0 009 0 ·..9 

0 M.,.00 ბი. ·..9 
იი ი ი « იიი « .· .· .· -.· · .. · · · 

, 00, ..V0 იუი ...0 
“90, ,.,0 ჩყამ“ ჩა – 

0.0 ეა. ...– 

0-0... .0 მაა4+I · ჩი:MLე · ... ჩი 

პირობის თანახმად # ფორმა მიყვანილია (22) სახეზე სამკუთხა 
გარდაქმნის საშუალებით. ჩვენ ვიცით, რომ (24) სახის დეტერმი- 
ნანტი წარმოადგენს ინვარიანტს „სამკუთხა გარდაქმნის მიმართ (§ 1, 

მ. 4), ამიტომ თუ აღვნიშნავთ #L;-თ დეტერმინანტს, რომელიც შედ- 

გენილია L მატრიცის პირველი : სტრიქონისა და 1 სვეტის გადა- 
კვეთაზე მდგარი ელემენტებისაგან, შეგვიძლია დავწეროთ: 

(25) LIL-=4ი 0=1, –_” 2).
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თუ ვიგულისხმებთ აქ რომ ჯ; თანმიმდევრობით უდრის 1, 2, 
.· + ., X-ს, გვექნება: 

», ==0თც, 

(1-2 თე | 

0, X% #3 რე; |” 

ს 0...0 'ე'ებჭბგჭგბსიდ” 

0 X.-..0!| _ ძე ძე. . .ი, 

090..." მას მიგ. თ· . CM 

ანუ 

III“ “”მ«ოძ”“–”” 

თუ რიცხვები 2, #6. . ., # განსხვავებულია ნულისაგან, მა- 

შინ თ, 4. . ., 4, აგრეთვე ნულისაგან განსხვავებული არიან 

და ჩვენ ვღებულობთ: 

4. 4 
2 =6,) /კ=--2?, #ვ=- ... 

4, - ვ 2,ლ 
011 4 ' - რ. 

  

ამგვარად ჩვენი მტკიცება დამთავრებულია. 

თუ #<#7, მაშინ (25)-დან შეგვიძლია მივიღოთ კიდევ ერთი არ- 

სებითი დასკვნა სახელდობრ, თუ დავუშეებთ, რომ 1=#-L1,, 

მივიღებთ 

L.+:= 4+ 
ანუ 

X0, . .00: 
0)...00 · 

· · ... =44+, 

00, , .#9 · 

: 00, . .0MI,# | 
ან, თუ მივიღებთ მხედველობაში, რომ X»7.. . 1#.=24» · 

44,+1) +) = 44), 

საიდანაც 

  

4 06 საა =“V 
35. უმაღლესი ალგებრა.
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ახლა, თუ „4, #0, მაშინ M#+,.+1%0 და ჩვენ ვღებულობთ 

შედეგს: : 
თუ ფორმა წ=2) იყXX სამკუთხა გარდაკმნის შედეგად მიყვა- 

, # 

ნილია სახეზე 

გად ოღღ__ _ 
და, თუ #,+, # 0, მაშინ #,, ფორმაში VI, ფის კოეფიციენტი გან- 

სხვავებულია ნულისაგან. 

ამ შემთხვევაში ჩვენ შეგვიძლია /# ფორმისაგან სამკუთხა გარ- 

დაქმნის საშუალებით გამოვყოთ კიდევ ერთი კვადრატი. 

თუ ვისარგებლებთ ამ შემთხეევით, შეგვიძლია დავამტკიცოთ 

შემდეგი თეორემა: 

თუ წ= მ) იაა კვადრატული ფორმისათვის ყველა დეტერ- 
I, # 

მინანტები #7, 4). . .,ე 4, ნულისაგან განსხვავებულნი არიან, 

მაშინ ფორმა სამკუთხა გარდაქმნის საშუალებით შეიძლება მიყვა- 

ნილ იქნას სახეზე 

, L#=V,? -L ა? + ი.ი. . -L 2აVბი, 

სადაც - 

4; 
, »; = “#7, 

დამტკიცება. რადგან თ,, = „4, % 0, ამიტომ ჩვენ შეგვიძლია 

ლაგრანჟის მეთოდით გამოვყოთ პირველი კვადრატი, ე. ი. სამკუთხა 

გარდაქმნით I» ფორმა მივიყვანოთ სახტზე: 

L== თ,,X,? + 1)(X”,, -–_""" XI). 

ვინაიდან „7 #« 0, ზემოაღნიშნული შენიშვნის ძალით #, ფორ- 
მაში »7/+-ის კოეფი იენტი განსხვავებულია ნულისაგან და ჩვენ შეგ– 

ვიძლია სამკუთხა გარდაქმნის დახმარებით გამოვყოთ მეორე კვად- 

რატი, დავუშვათ, რომ ჩვენ უკვე შევძელით #7 კვადრატის გამოყო- 

ფა, ე. ი. # ფორმა სამკუთხა გარდაქმნით მიყვანილია სახეზე: 

L= I –+ . · +, -L სCV+ის ...) ჯი). 

რადგან „+; % 0, ამიტომ შესაძლებელია სამკუთხა გარდაქმნის 

საშუალებით გამოვყოთ კიდევ ერთი კვადრატი.
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ამგვარად, სამკუთხა გარდაქმნის საშუალებით კეადრატთა თან- 

მიმდევრობით გამოყოფის პროცესი შესაძლებელია გაგრძელდეს მა- 

ნამდე, სანამ ფორმა არ მიიყვანება კანონიკურ სახეზუ. დაგვრჩა შევ- 

ნიშნოთ, რომ რამდენიმე სამკუთხა გარდაქმნების თანმიმდევრუ- 

ლად შესრულება შესაძლებელია შევცვალოთ ერთი სამკუთხა გარ- 

დაქმნით. 

რაც შეეხება XXს. . , X. კოეფიციენტებს, ისინი განისაზღვრე- , 

ბიან (22) ფორმულის მიხედვით, რომელშიაც ახლა საჭირო იქნება 

# =ჯ#. მაშასადამე, 

4, X=-“-0=1, 2...) M).   

-– 

ეს თანაფარდობა გვიჩვენებს, რომ X», კოეფიციენტი იქნება და- 

დებითი, თუ 4; და /«, ,-ს აქვთ ერთნაირი ნიშნები და უარყოფი- 

თი თუ «, და „4; 1-ს აქვთ სხვადასხვა ნიშანი. მაშასადაშე 7, #», .--, #» 

კოეფიციენტებს შორის იქნება იმდენი უარყოფითი, რამდენი ნიმშ- 
„ ნის შეცვლაც ხდება „7:=1, X,, „რა, . .; 4, რიცხვთა მწკრივში. 

ჩვენ მივედით შემდეგ დასკვნამჯე: 
თუ 4,%0, (1=1, 2,. . ., 7), მაშინ / ფორმის კანონიკურ 

გამოსახულებაში უარყოფით კოეფიციენტთა რიცხვი უდრის 

: –-“” 
რიცხვთა მწკრივში ნიშანთა ცვლის რიცხვს”. 

შევჩერდეთ განსაკუთრებით ორ კერძო შემთხვევაზე: 

“1. თუ ყველა 4, 4. . .ე 4» რიცხვი დადებითია, მაშინ 

ყველა X» კოეფიციენტიც აგრეთვე დადებითებია. მაშასადამე, ამ 

შემთხვევაში # ფორმა იქნება დადებითად განსაზღვრული. 

2. თუ მწკრივში 1, 4, #4, . . · 4, ნიშნები იცვლება, მაშინ 

ყველა X, კოეფიციენტი უარყოფითნი არიან. ამ შემთხვევაში ” ფორ- 

მა იქნება უარყოფითად განსაზღვრული. 

# ეს თეორემა ინარჩუნებს თავის ძალას იმ შემთხვევაშიაც, როცა 4;, +. 

.- . ს» 4. რიცხვებიდან ზოგიერთი ნულის ტოლია. თუ მხოლოდ ორი ერთმანე– 

თის გვერდით მდგომი წევრი ამ მწკრივში ნულად არ იქცევა, ცვლადთა წუმე– 

რაციის შეცვლის გზით ყოველთვის შეგვიძლია მივაღწიოთ იმას, რომ უკანასკნე– 

ლი პირობა დაკმაყოფილდეს.
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ამგვარად, იმისათვის, რომ # ფორმა იყოს დადებითად განსა- 

ზღვრული, ხაკმარისია, რომ ყველა „,, #4, . · .)ე 4, რიცხვი იყოს 

დადებითი. 

ანალოგიურად, იმისათვის, რომ ფორმა # იყოს უარყოფითად 

განსაზღვრული, საკმარისია, რომ 1, #27, “4, . . ., ქა რიცხვთა 

მწკრივში ნიშნები ი/(კვლებოდეს. 

ვაჩვენოთ ახლა, რომ ეს პირობები არა თუ მარტო საკმარისია, 

არამედ აუცილებელიცაა. 

დავუშვათ, რომ მოცემული გვაქვს დადებითად განსაზღვრული 

ფორმა 8=21) იი XXL. პირეელ ყოვლისა ძნელი არ არის შევნიშნოთ 

ი. ; 
რომ ცელადთა კვადრატების კოეფიციენტები (ე. ი. ძ; კოეფიციენ- 

ტები) უნდა იყვნენ ნულისაგან განსხვავებულნი. მართლაც, დაუშვათ, 

მაგალითად, რომ კოეფიციენტი «,, ==0; თუ ჩვენ დავუშვებთ. მაშინ 

X,=1, 2==0, როცა 1% 1, მაშინ # ფორმა იქცევა ნულად; მშაშა– 

სადამე, L ფორმას შეუძლია ნულად იქცეს ცვლადთა არანულოვანი 

მნიშვნელობის დროსაც, რაც ეწინააღმდეგება დაშვებას. 

ამრიგად, «,, # 0; მაშასადამე, სამკუთხა გარდაქმნის საშუალებით 

შეგვიძლია გამოვყოთ ჩვენი ფორმიდან პირველი კვადრატი. რად- 

გან 0,,=,, მაშინ 4) 4, . 6. .,ე 4, რიცხვთა მწკრივში პირ- 

ველი განსხვავებულია ნულისაგან დავუშვათ ახლა, როზ 2,, #4,, 

«ა «ა «ის (/<»ჩ) განსხვავებულია ნულისაგან და ვაჩვენოთ, რომ, · 

მაშინ #,+, # 

რადგან „”,, #4, , . ., 4 რიცხვები ნულისაგან განსხვავებულია, 

შეგვიძლია თანამიმდევრობითი სამკუთხა გარდაქმნების საშუალებით 
გამოვყოთ ჩვენი ფორმიდან # კვადრატი, ე. ი. მივიყვანოთ იგი 
სახეზე: 

#=2ც) +... “მა + L0ი+ა ... Mი) 
სადაც 

უუ . #)= 2, 1, VM(1==ჩ –+1, ..., # 1=#+1,. 

ც,/ 

ამ შემთხეევაში #+I,-ის კოეფიციენტი რ+I +) განისაზღვრება (26) 

თანაფარდობით. 

ვინაიდან, თანახმად პირობისა, # არის დადებითად განსაზღვ- 

რული (უარყოფითად განსაზღვრული) ფორმა,' მაშინ ფორმაც #7,
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უნდა იყოს დადებითად განსაზღვრული (შესაბამისად უარყოფი- 
თად განსაზღვრული). მართლაც, ფორმა # რომ იყოს განუსაზღ- 
ვრელი ანუ მისი რანგი რომ ნაკლები იყოს „ცვლადთა რიცხვზე, მა- 
შინ /, ფორმას შეეძლო ქ კეულიყო ნულად I, . ., #. (ყვლად- 
თა არანულოვანი მნიშვნელობის დროს, მაგრამ, მაშინ # ფორმასაც 
შეეძლო ქცეულიყო ნულად V,, M#,. . ., 9. (ევლადთა არანულო- · 
ვანი მნიშვნელობების დროს. ამრიგად, ფორმა LX, უნდა იყოს დადე- 
ბითად განსახღვრული (უარყოფითად განსაზღვრული), ხოლო მა- 
შინ ზემოთ დამტკიცებულის თანახმად #5კ,-ის კოეფიციენტი 

= #M+ს +) უნდა იყოს ნულისაგან განსხვავებული. მაგრამ 7,+,,, +, #0 
უტოლობიდან (260) თანაფარდობის მიხედვით გამომდინარეობს: 
4,+) % 0. 

აძით დამტკიცებულია, რომ 2,, #4, . , ., 4, რიცხვთა შორის 

არ იქნება ნულები. მაგრამ ასეთ “შემთხვევაში, როგორ ჩვენ ეს 

ზევით დავინახეთ, 1, #7, 4. · ·., 4, რიცხვთა მწკრიეში ნი- 
შანთა ცვლის რიცხვი უდრის # ფორმის კანონიკურ გამოსა- 

ბხულებაში უარყოფითი კოეფიციენტების რიცხვს. მაშასადამე, და- 

დებითად განსაზღვრული ფორმისათვის 7, 7, . . ., 4, რიც- 
· ხვები უნდა იყვნენ დადებითნი, ხოლო უარყოფითად განსაზღვრუ- 

ლი ფორმისათვის 1, /,, 24. . · ·, 4, რიცხვოა მწკრივში ნიშნე- 
ბი უნდა იცვლებოდეს. 

ყველა ზემოთქმულიდან გამომდინარეობს: 

იმისათვის, რომ ფორმა =2ე0აი» იჟოს დადებითად გან- 

: ინ... 
საზღვრული, აუცილებელი და საკმარისია, რომ 

· ((5VM ძევ ქ ..ა წი 

იშ 11 413 >90. ძთე1 თევ)»: ·. 2 ძეიი 
ი,1>9, >0,...,| 2.27. “” 

    | 7901 რევ 
მიკ იიი. · ამი 

იმისათვის, რომ ფორმა /: =– 2, ძა). X იჟოს უარქოფითად –- 

· წ # · · 

განსაზღვრული, აუცილებელია და საკმარისი, რომ : 

ჟუეეეა. . 

  

  
1 CI: -მჯა | რე1 რი ძა» 

, რი, 1 წი ი” ..) 
31 რი ' 

ძი მოვ. · .0მო I 

რიცხვთა მწკრივში ნიშნები იცვლებოდეს.
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მაგალითები. 

1. განვიხილოთ ფორმა 

ს #=2X,2 -L 6X,Xე + Xე? + 2XXკ –- Xკ?. 

ამ ფორმის მატრიცს აქვს სახე: 

23 1 
4= (1: ი). 

10 ––-1 · 

23 1 
31 0 
10 –2 

აქ „#/ლ–2 +“, = =–7, 4= =6. 

        1 

1,2, –7, 6 რიცხვთა მწკრივში არის 2 ნიშნის შეცვლა. მაშასადამე, L ფორ–- 
მის კანონიკურ გამოსახულებაში უარყოფით კოეფიციენტთა რიცხვი უდრის 2-ს 
§ 1-ში ჩვენ ვიპოვეთ ეს კანონიკური გამოსახულება: 

7 6 
= 21-ე X მ 7 X 

2. ფორმისათვის 

# == X2 – 2ჯ) + ს)? –- 4Xჯ + 4:2 + 2Vჯ 

1-1 –2 
4= – 1 1) 

–2 1 2 

4, = I, .#, =:0, „4 ლ –– 1, 

რიცხვთა მწკრივში 1, 1, 0, –1 არის ერთი ნიშანცვლა. ის გარემოება, რომ 

4:=0, არ თამაშობს არსებით როლს (იხ. ხაზქვემა შენიშვნა) ”შესაძლე- 

ბელია ისე შევცვალოთ ცვლადთა ნუმერაცია, რომ ყველა +; იყოს ნულისაგან 
განსხვავებული. მართლაც, დავუშვათ X, == MV, Xე = ჯ, X: = X. L მაშინ ფორმა 

მიიღებს შემდეგ სახეს: 

ზვექნება 

# = +;2 -L 4Xე2 + 2,1 + 2X1Xე –- 2X1Xვ –- 4X%Xგ. 

ახლა მატრიცი ჩაიწერება სახით: 

1.1 –1 
4-( 1 2– 2) 

–1-2 1 

#4.=1, #ე=1, #ვ = -- 1. 

რიცხვთა მწკრივში 1, 1, 1, –1 არის ისევ ერთი ნიშანცვლა. ჯ ფორმის კანონი– 

კურ გამოსახულებას აქვს სახე (იხ. § I): 

და ჩვენ გვექნება: 

# = ჯა + 6VIმ -- 61”),
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სავარჯიშო. 

განსაზღვრეთ „1; რიცხვები § 1-ის სავარჯიშო 2-ში მოყვანილ ყოველი ფორ– 
მისათვის. 

კითხვები თვითშემოწმებისათვის 

1. რა შემთხვევაში ეწოდება კვადრატულ ფორმას განსაკუთრებული? 

2. რა პირობას ექვემდებარება კვადრატული ფორმის მატრიცი? 
3. როგორ გამოისახება გარდაქმნილი ფორმის მატრიცი? 

4. რა შეიძლება ითქვას 1#8 მატრიცის რანგის შესახებ? 
4. რა არის კვადრატული ფორმის ინვარიანტი? მოიყვანეთ ინვარიანტთ> 

მაგალითები. 
5. რა არის კვადრატული ფორმის) ინვარიანტი? მოიყვანეთ ინვარიანტთ»: 

მაგალითები. : 
6. რამდგნ კვადრატს “შეიცავს კვადრატული ფორმის კანონიკური გამო– 

სახულება. 

7. რაში მდგომარეობს კვადრატულ ფორმათა ინერციის კანონი? 
8. რა პირობებში არის ორი კვადრატული ფორმა ექვივალენტური ნამდვილ 

კოეფიციენტებიან არაგანსაკუთრებულ წრფივ გარდაქმნათა ჯგუფის მიმართ? 

9. რა არის დადებითად განსახღვრული კვადრატული ფორმა? უარყოფი- 
თად ჭანსაზღვრული? 

10. როგორია აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმისა, რომ კვადრატუ– 

ლი ფორმა იყოს დადებითად განსაზღვრული? უარყოფითად -- განსაზღვრული?



თავი<+ 

ალგებრული ბაფართოებანი 

§ 1, ალზებრული გაფართოებანი. სასრული გაფართოებანი 

1. ზემოთ დავინახეთ (თავი V, § 1), რომ განტოლებათა ალ- 
გებრული ამოხსნის დროს ისმება საკითხი მოცემული რიცხვითი ვე- 

ლის გაფართოების შესახებ რადიკალების, ე. ი. ორწევრა განტო- 

ლებათა ფესვების, ჩართვის საშუალებით. საზოგადოდ რომ ვთქვათ, 

ჩ, ველს ეწოდება # ველის გაფართოება, თუ # ველის ყოველი ელე- 
მენტი იმყოფება #,-ში: , 

1 #CX,. 

თ ელემენტს, რომელიც ეკუთვნის #, ველს ეწოდება ალგებრული; 
ელემენტი ს ველის მიმართ, თუ “ის წარმოადგენს შემდეგი განტო- 

ლების ფესვს: 

0) /(2)=9, 

სადაც /(:) არის მთელი რაციონალური ფუნჭცია ველის მიმართ. 

წინააღმდეგ შემთხვევაში თ ელემენტს ეწოდება ტრანსცენდენტული 

#ჯ ველის მიმართ. 

ასე მაგალითად, ჯ; რიცხვი ალგებრულ ელემენტს წარმოადგენს 

ყველა რაციონალურ რიცხვთა # ველის მიმართ, რადგანაც ის აკმა- 

ყოფილებს განტოლებას 

(2? ჯ7-–+-1=0. 

პირიქით, XL და 9 წარმოადგენს ტრანსცენდენტულ ელემენტებს 

MX ველის მიმართ. 
(1) განტოლება, რომელსაც აკმაკოფილებს თ. ელემენტი, საზო-· 

ადოდ რომ ეთქვათ, ცალსახად არ განისაზღვრება. ასე, მაგალითად, 

ჯ რიცხვი (2) განტოლებასთან ერთად · აკმაყოფილებს აგრეთვე გან- 

ტოლებას 

უზ" 1 =-0.
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მაგრამ თუ მოვითხოვთ, რომ /(#X) ფუნქცია იყოს ნ ველში დაუ- 

ყვანადი (შეად. თავი (III), § 4), მაშინ /(») ფუნქცია ამით სავსებით 

განისაზღვრება (სიზუსტით მუდმივ მამრავლამდე). 

მართლაც, დავუშვათ, რომ /(X») ფუნქციასთან ერთად არსებობს 

#-ს მიმართ დაუყვანადი კიდევ მეორე «(X) ფუნქცია, რომელსაც 

აქვს «თ ფესვი. 

ამ შემთხვევაში /(») და 0#(X) ფუნქციებს აქვს საერთო ფესეი, 

და ისინი ორთავე დაუყვანაჯია # ველში. III თავის მე 6 პარაგრა- 

ფის ძალით (შედეგი) ((») ფუნქცია /(X:) ფუნქციისაგა· შეიძლება 
განსუვავდებოდეს მხოლოდ მჯდჰივი მამრავლით. 

დავუშვათ, რომ 

(3) #(X)==ძე>" + თX" "+. . .+იი-,X+L+ძ 

არის -ს მიმართ დაუყვანადი ფუნქცია, რომლისათვისაც) თ ელემენ- 

ტი წარმოადგენს ფესვს. 

_. /(X) ფუნქციის # ხარისხს ეწოდება თ ელემენტის ხარისხი ჯ 

ველის მიმართ და აღინიშნება სიმბოლოთი: 

(4) „ #=IC : XI. 

ასე, მაგალითად, 1 რიცხვის ხარისხი ყველა რაციონალურ რიც- 

ხვთა # ველის მიმართ 2-ის ტოლია:. 

I: : IM) == 2, 

2. 2. ო V2 1 ,V> 
#«,იცხვის ხარისხი ველის მიმართ ა ტოლია, რადგანაც იგი 

წარმოადგენს აას 

(6. #0=+1 
ფუნქციის ფესეს რომელიც დაუყვანადია #-ის მიმართ (შეად. თავი 

III, § 4, პუნქ. 4). _ 
თუ # ველს ჩავურთავთ რიცხვს V 2 , მაშინ მივიღებთ X (V 2) 

ველს, რომელშიაც (5) ფუნქცია იქნება უკვე დაუყვანადი (იხ. 
თავი 1I|!): 

,ა+1=(0 – V2# +1) (2+V2#+ 1):
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(') რიცხე-ი (იხ. ზევით) იქნება ფესვი მეორე ხარისხის ფუნქციისა: 

უჯ? V 2X-+1, 

რომელიც დაუყვანადია X(I 2 )ველში. მაშასადამე, ამ რიცხვის ხა- 

რისხი XI(V/ 2) ველის მიმართ 2-ის ტოლია, 

საზოგადოდ, თუ #, ველიდან გადავჯივართ მის L" გაფართოებაზე, 

L"<5– ჯ, 

მაშინ /(X) ფუნქცია, რომელიც დაუყვანადია #-ს მიმართ, შეიძლება 

დაყვანადი აღმოჩნდეს ჯL"-ს მიმართ, ამ შემთხვევაში თ ელემენტი 

იქნება ფესვი უფრო დაბალი ხარისხის ფუნქციისა, კოეფიციენტე- 

ბით, რომლებიც ეკუთვნიან წ:სა ველს. ამგვარად, ს ველიდან ჯ" 

გაფართოებაზე გადასვლის დროს თ ელემენტის ხარისხი შეიძლება 

შემცირდეს; სიმბოლურად ეს შეიძლება ჩაიწეროს ასე: 

თუ LX = XL მაშინ (თ: L"|==(თ: #I., 

2. « ელემენტის ხარისხი » ველის მიმართ შეიძლება დავახასი– 

ათოთ კიდევ სხვანაირად. მართლაც, ჩავწეროთ, რომ თ ელემენტი 

წარმოადგენს ფესვს (3) ფუნქციისა: 

ძე» + იე,ჯიშ +. . . 4+ძ-,)X+ ძი, =0. 

ეს თანაფარდობა გვიჩეენებს, რომ ელემენტები 

„იი “” 

შებმულია წრფივი დამოკიდებულებით ისეთი კოეფიციენტების სა- 

შუალებით, რომლებიდ, ეკუთვნიან # ველს. 
საზოგადოდ, დავუშვათ, რომ განვიხილავთ ნებსით ჯ! ელემენტთა 

სისტემას 

(6) ს 6., თ... ნი. 

ამ ელემენტებს ეწოდება წრფივად დამოკიდებული ნ-ს მიმართ, 

თუ ადგილი აქვს თანაფარდობას: · 

იხ, + 0: + ...“ C,წ„=0, 

სადაც 6, ი, . . „.,-ი, არიან ველის ელემენტები; რომელთა- 

გან ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან. ხოლო თუ C«,; ელემენ- 

ტები, რომლებიც აკმაყოფილებენ ამ პირობებს, არ არსებობს, მაშინ 

ხა...) ნ წრფივად დამოუკიდებელია #.ს მიმართ,
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ამ განსაზღვრიდან უშუალოდ მივიღებთ: 

თუ (6) ელემენტებს შორის არიან /#(<7) წრფი- 

ვად დამოკიდებული ელემენტები, მაშინ (6) ელე– 
მენტებიც წრფივად დამოკიდებულია. 

თუ წ). .· -,) ხა ელემენტები წრფივად დამოუკი- 
დებელია, მაშინ მათ შორის ყოველი ერთობლიობა 

#/ ელემენტისა წრფივად დამოუკიდებელია (შეად, 

თავი VIIL § 1). 

ის დასკვნა, რომელიც ზემოთ მივიღეთ, ახლა შეიძლება ჩამო- 

ვაყალიბოთ შემდეგნაირად: 

თუ თ არის # ხარისხის ელემენტი #-ს მიმართ, მაშინ ელე- 

მენტები 

(7) ააბეე. ...–– ა 

წრფივად დამოკიდებულია ჯ-ს მიმართ. 

შებრუნებით, თუ (7) ელემენტები წრფივად დამოკიდებულია X#-ს 

მიმართ, მაშინ არსებობს ისეთი «ა, 0,, .· · ., C„ ელემენტები ჯ 

ველში, რომ 

თეთ" I 0,თ" 1 LL. ... –მი ,თ–+ძე=90, 

ამასთან, რ, . . #., 2, ელემენტებს შორის ერთი ელემენტი მაინც 

განსხვავებულია ნულისაგან. ამგვარად თ აკმაყოფილებს ისეთ გან- 

ტოლებას, რომლის ხარისხი არის არა უმეტესი ვიდრე „, ხოლო 

კოეფიციენტები ეკუთვნიან # ველს. მაშასადამე, თ არის ალგებრუ- 

ლი ელემენტი #-ს მიმართ, და (C : #) ხარისხი არ აღემატება ჟ-ს 

თუ ამასთანავე 

(8) ლთ, ეთ თ 

ელემენტები წრფივად დამოუკიდებელია #-ს მიმართ, მაშინ თ 

ელემენტის ხარისხი #-ს მიმართ ხუსტად ჯ-ის ტოლია. 

მართლაც, თუ (CV :#) ხარისხი ჯ-ზე დაბალია, მაშინ თ აკმაყო- 

ფილებს # < # ხარისხის განტოლებას Xჯ-ში, ე. ი. «5 . ვ თ > 

ელემენტები წრფივად დამოკიდებულია #-ს მიმართ. მაგრამ მაშინ 

(8) ელემენტებიც წრფივად დამოკიდებული უნდა იყოს. 
შებრუნებულად, თუ |თ:#) ხარისხი ”-ის ტოლია, მაშინ (8) 

ელემენტები წრფივად დამოუკიდებელია ჯ-ს მიმართ.
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შევაერთებთ რა წინანდელ შედეგებს, მივიღებთ: 

თ ელემენტის ხარისხი ჯ-ს მიმართ ჟ-ის ტოლია მხოლოდ და 

-მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა 

ფაო-1, თაო, ი. ..ე რ ფ9 

·ელემენტები წრფივად დამოუკიდებელია ჯ-ს მიმართ, მაშინ როდესაც 

“ლ.___- .. 

შებმულნი არიან წრფივი დამოკიდებულებით. 
ვ. თუ წე ნც. . . ე ნო-, ნა ელემე5ტები წრფივად დამოკიდე- 

ბულია # ველის მიმართ: 

თნ, +C ხ + ... +ი2ი-, X= + "" ხ„=0 

და თუ (#90, მაშინ §„ ელემენტი შეიძლება "გამოვსახოთ წხ, სღ, 

თია ნო ით 

ს=-2%6- < სოიო. <9+ წი- 

ანუ ' ' 

(CI) ნო=ხ,) L ხ,– + ... +ჩი-, ნთ-) 

“სადაც 

ხ.,=-- VI, ლ=-.-5?, . ..” ს, ,ლ–=იბ1 
თ თ 6" 

„კოეფიციენტები ეკუთვნიან # ველს. 
თუ ადგილი აქვს (9) ხაბიხ თანაფარდობას, სადაც V,, · .., ჩიო--, 

არიან » ველის ელემენტები, მაშინ ამბობენ, რომ დ,, წრფივად და- 

მოკიდებულია წ,, ნ. . ., ნ )-ზე X ველში. 
შევნიშნოთ, რომ ყოველი §, ელემენტი, როცა 1<#, თვით გან- 

საზღვრის თანახმად, წრფივად დამოკიდებულია წ). . .ე ნიკ 

საგან, რადგანაც 

ნ,=ო42ნ +560 + ·...+ #05 + ... +6რი-, ნო-ს 

სადაც 

60.= , . . =40, ,=0+,= , . . =06.- ,=0, 

მაშინ როდესაც 

#.=-1,
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ადვილად შეიძლება დავრწმუნდეთ შემდეგი დებულების სამარ-- 

თლიანობაში: 

თუ თ ელემენტი წრფივად დამოკიდებულია ო»,, წთ;, ., . . თ--ზე 

#ჯ ველში, ხოლო ყოველი უ ელემენტთაგანი თავის მხრივ წრფივად 

დამოკიდებულია წ,, 6,,. . .,ე ნ„-·ზე ს ველში, მაშინ თ-.ც წრფი- 

ვად დამოკიდებულია წ,, + . ·, ნთ-ზე X ველში. 
მართლაც, ჯერ ჩავწეროთ, რომ «; ელემენტი წრფივად დამო- 

კიდებულია წ,, 6... ., ნთ-ზე: 

“«=ძი,ა +ძიC+ -"" –+იასნი= 2)4+წ6LCV==1) 2, „"..” 

#=1 

სადაც თ. · .-ს რ» კოეფიციენტები ეკუთვნიან # ველს. თ ელე- 
მენტები, პირობის თანახმად, წრფივად დამოკიდებულია »,, 7,» 

.·.ა უ,--ზე: 

, 

თ =ჩ,») –- ხ.», +. – –+ ხი. = 2) ში 

1=-1 

სადაც ნ.ე ნე. . . ცე ნ, არიან ნ ველის ელემენტები. 

ჩავსვამთ რა აქ »,-ს ნაცვლად მის გამოსახულებას, ვიპოვით: 

() = 2 ხი. ნ, + ძრა §, + „.. + რი. ნ» ) 

1= 1 

ან 

. თ=78,6, + 8.5, + –_..>.. 

სადაც კოეფიციენტები 
7 ჯ” 

8.= 2, -"“.._ 2, ხ; ით 

1=1 1=1 

ეკუთვნიან #-ს (რადგან ეს მიღებულია 4» და #; კოეფიციენტებისა-- 
გან შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციების საშუალებით). 

4. კვლავ დავუშვათ, რომ თ ელემენტი წარმოადგე“ს ფესვს 

#C)= თა" + იჯ" 14+. . . მი. X+ ძი
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'ფუნქციისა რომელიც დაუყვანადია ველში. დავუშვათ შემდეგ, 
რომ #, ველი მიღებულია #-საგან თ ელემენტის ჩართვათ: ეს იმას 

ნიშნავს (შეად. თავი 1, § 4, პუნქ. პ), რომ #, ველი შეიცავს Xჯ ეე- 

“ლის ყველა ელემენტებისა და თ ელემენტის გარდა ყველა იმ და 
მხოლოდ იმ ელემენტებს, რომლებსაც მივიღებთ ოთხი ძირითადი 

ოპერაციის გამოყენებით ” ველის ელემენტებისა და თ რიცხვს მი- 

მართ სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, #, ველის ელემენტები წარმოა- 

დგენენ თ-ს რაციონალურ ფუნქციებს #ხ ველის მიმართ (იხ, თავი 

II, § 1, პუნქ. 2). 
ამიტომ, თუ წ არის #, ველის ელემენტი, მაშინ ჩვენ შეგვიძლია 

დავუშვათ, რომ 
ა(თ) (0თ ჩ=-5C-, 

სადაც #(C:) და C(X) წარმოადგენენ მთელ რაციონალურ ფუნქციებს 

L ველის მიმართ, თავისთავად (ცხადია, რომ (10) გამოსახულების 

მნიშვნელი განსხვავებულია ნულისაგან: 

დ(თ) « 0. 
ძნელი არაა იმის დანახვა, რომ დ(X) ფუნქცია ურთიერთ მარტივი 

'უნდა იყოს I(X) თან, მართლაც, დ(X) ფუნქციის კოეფიციენტები ეკუთ- 
ვნიან 7 ველს; /(X) ფუნქცია ამ ველში დაუყვანადია. დავუშვათ, 
“რომ დ(X) ფუნქციას აქვს ერთი მაინც საერთო ფესვი /(X)-თან, მა- 

შინ, III თავის მე-6 პარაგრაფის 1-ლი პუნქტის ძალით, დ(»ჯ) ფუნქცია 
უნდა გაიყოს /(ჯ)-ზე, ე. ი, უნდა იყოს 

%(X) = / (X) «(X), 
“სადაც 00) არის მთელი რაციონალური ფუნქცია #-ს მიმართ. თუ 
აქ დავუშვებთ, რომ #ჯ=- 4 და მხედველობაში მივიღებთ, რომ თ 

არის /(X) ფუნქციის ფესვი, მივიღებთ დ(თ) == 0, რაც შეუძლებელია. 

ამგვარად, თუ დავუშვებთ, რომ /(X) და დ(X)-ს აქვთ საერთო 
ფესვი, ჩვენ ვღებულობთ წინააღმდეგობას, მაშასადამე, #(ჯX) და 

X) ს არ აქვთ საერთო ფესვები, ე. ი. ისინი ურთიერთ მარტივია 

თავის დროზე ჩვენ დავამტკიცეთ (თავი Iს § 2), რომ ორი 

7 ფე და დღ) ურთიერთ მარტივი ფუნქციისათვის ყოველთვის შეიძ- 

ლება ორი IXჯ) და თ(ჯ) მთელი რაციონალური ფუნქციის განსაზ- 

“ღვრა ისე, რომ შესრულდეს თანაფარდობა 

# CC) XLX) + %() დ(იე = 1.
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თუ აქ დავუშვებთ X==+ და მხედველობაში მივიღებთ, რომ 
#(9)=0, მაშინ მივიღებთ: 

«(თ) 9X(2)=1. 

ამ ტოლობით შეიძლება ვისარგებლოთ იმისათვის, რომ წილადი 
ფუნქცია (10) შევცვალო» მთელი ფუნქციით. მართლაც, თუ (10)-ის 
მრიცხველსა და მაიშვნელს გავამრავლებთ ძ%(X7)-ზე, მივიღებთ. 

5(თ) თ (თ) 
1 C' =-' (თ) –= 

ია ჩ–- თი 
დ(ი დიე ნაპრავლი წარმოადგენს მთელ რაციონალურ ფუნქციას 

ჯ ველის მიმართ; თუ დავუშვებთ, რომ 

. დ(2:) XX) = #(X), 

მაშინ (10” თანაფარდობას გადავწერთ ასეთი სახით: 

ზ=ჯ(თ. 

ამგვარად, #,= (თ) ველის ნებისმიერი ელემენტი შე– 

იძლება წარმოვიდგინოთ როგორც თ ელემენტის 

მთელი რაციონალური ფუნქცია #-ს მიმართ, 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ #, ველის ყოველი ელემენტი შეიძლე– 
ბა წრფივად გამოვსახოთ შემდეგი ელემენტებით: 

(11) ახი 

%(თ) 0IX(2); 

უწინარეს ყოვლისა, ადვილი დასანახია, რომ თ” სახის ყოველი 

ელემენტი, სადაც # ნებსითი მთელი დადებითი რიცხვია, წრფივად 

დამოკიდებულია (11) ელემენტებზე როცა X<47, ეს გამომდინარე- 

ობს წრფივად დამოუკიდებლობის განსაზღვრიდან. ამიტომ დაეუშ- 

ვათ, რომ # >>#. 

ჩავწეროთ, რომ «თ ელემენტი წარმოადგენს / (X») ფუნქციის ფეხვს: 

(12) ძეთ" -C C,თ"-1 +. , . 4+ძ„- ცე «+ ძა=90. 

რადგანაც ძე # 0, ამიტომ თ" ელემენტი წრფივად დამოკიდებუ- 

ლია თ'“-),. , , თ, 1 ელემენტებზე, ახლა დავუშვათ, რომ #>X; 

გავამრავლებთ რა (12) ტოლობის ორთავე ნაწილს თ"–»-ზე, მივიღებთ: 

ძეთ + 0,თ'-1 LC . . , +–ი,-, თ'-ჩ+ -LC 6,თC-4=0.
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ეს თანაფარდობა გვიჩვენებს, რომ როცა #>7, მაშინ თ”: ელე- 

· მენტი წრფივად გამოისახება თ ელემენტის უფრო დაბალი ხარის- 

ხების საშუალებით. აქედან და მე-3 პუნქტიდან გამომდინარეობს, 

რომ თ» შეიძლება გამოვსახოთ წრფივად (11) ელე- 

მენტების საშუალებით. 

ზევით დავინახეთ, რომ ? ველის ყოველი ჩზ ელემენტი შეიძლება 

წარმოვიდგინოთ როგორც მთელი რაციონალური ფუნქცია თ-სი: 

(13) ზ=ხეთ" + ხ,თ”-! -L . +. -..4+ხ,; 

სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, ზ ელემენტი წრფივად დამოკიდებუ- 

ლია თ”, თ”)... .ს 1 ელემენტებზე. თუ ##<ი», მაშინ უკეე (13) 

თანაფარდობა გვიჩვენებს, რომ ზ წრფივად დამოკიდებულია (11) 

ელემენტებზე. თუ 7) >> 7, მაშინ წინანდელი შენიშვნისა და მე-3 

პუნქტის ძალით იმავე დასკვნამდე მივალთ. 

ამგვარად, თუ თ არის ალგებრული ელემენტი ი ხარისხისა » 

ველის მიმართ, მაშინ #,= XC) ველის ყოველი ელემენტი წრფი- 

"გად დამოკიდებულია 

(11) თ" 1, ფოე, –.–- 1 

ელემენტებზე. 
ამიტომ ამბობენ, რომ (11) ელემენტები ჰქმნიან წრფივ ბა- 

ზისს (ან უბრალოდ ბაზისს) #, გაფართოებისა ს” ველის მიმართ. 

წრფივი ბაზისის ცნება ეკუთვნის თანამედროვე ალგებრის უმნიშ- 

ვნელოვანეს ცნებათა რიცხვს. 

5, საზოგადოდ დავუშვათ, რომ ს ველის + გაფართოებას აქვს 

შემდეგი თვისება: 

#"-ში არსებობს სისტემა ისეთი 

X12 222 » «+ "1.2 

ელემენტებისა რომ % ველის ყოველი ელემენტი "შეიძლება წარ- 
მოვიდგინოთ ასეთი სახით: 

ხ.ჯ, -L ნაწ, + . · .· + ნით 

სადაც ხ,, ხუ, . · . , ნწ კოეფიციენტე”»ი ეკუთგნიან #ჯ ველს. 

მაშინ ამბობენ, რომ 2, 7)... ., ჯ. ელემენტები ჰქმნიან #” 

გაფართოების ბაზისს ” ველის მიმართ. თვით ჯL“ გაფართოებას ამ. 

შემთხვევაში ეწოდება X ველის სასრული გაფართოება.
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ბაზისის ელემენტები უ,, 2, · · ·; 7, შეიძლება, ზოგადობის და- 

ურღვევლად, ჩავთვალოთ წრფივად დამოუკიდებლად X#-ს მიმართ. 

მართლაც, ზოგიერთი მათგანი რომ დამოკიდებული ყოფილიყო სხვა 

ელემენტებისაგან, ისინი შეგვეძლო უკუგვეგდო. 
ბაზისის წრფივად დამოუკიდებელ ელემენტთა #ჯ რიცხვს ეწო- 

დება >” გაფართოების ხარისხი ჯ-ს მიმართ და აღინიშნება I”: #) 
სიმბოლოთი; 

: (ხX:L) = წ. 

თუ გვაქეს” სისტემა ჩ,, 8, . . +, მ» ელემენტებისა, რომლებიც 
ეკუთვნიან +” ველს, მაშინ ყოველი ამ ელემენტთაგანი შეიძლება, 

წარმოვიდგინოთ ჯ,, #,,. .· -) 7 ელემენტების წრფივი ფორმის 
სახით: 

ზ,==ხს, + ხალ. + . .+ჩწი ჯის 

სხ, #X+სხაბ “+. .· ·+ხ რ 

მ, = ხო: 2 ++ · „+ თ იდი: · 

წრფივად დამოუკიდებელთა რიცხვი ამ ფორმებს შორის (და, 

“მაშასადამე, 8ც.. . :, 8, ელემენტებს შორისაც) ეტოლება კოე-' 

ფიციენტთა მატრიცის რანგს (თავი VIII). ეს რანგი ყოველ შემთ- 

ხვევაში არ აღემატება #-ს, ამგვარად, თუ #" ველი არის # ველის 

სასრული გაფართოება და X"-ს წარისხი #-ს მიმართ ჯ-ის ტოლია, 

მაშინ + ველის წრფივად დამოუკიდებელ ელემენტთა მაქხიმა- 

ლური რიცხვი #-ს მიმართ ეტოლება X--ს. 

#" გაფართოების ყოველი #–+ 1 ელემენტი შებმული არის 

წრფივი დამოკიდებულებით ჯ-ს მიმართ. 

შებრუნებულად, თუ ჯX" გაფართოების წრფივად დამოუკიდებელ 

(»-ს მიმართ) ელემენტთა მაქსიმალური რიცხვი M-ის ტოლია, მაშინ 

#" არის X ველის სასრული გაფართოება და ჯ"-ს ხარისხი X-ს მი- 

მართ ეტოლება X#-ს. 

მართლაც, დაშვების თანახმად, #X ველში არსებობს % წრფივად 

დამოუკიდებელი ელემენტი, ეს ელემენტები აღვნიშნოთ ჯ,, ჯა, 

" ასთი ელემენტები რომ არ არსებულიყო, წრფივად დამოუკიდებელ 
ელემენტთა მაქსიმალური რიცხვი 71-ზე ნაკლები იქნებოდა, 

36. უმაღლესი ალგებრა ·
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- +. +, დით, მეორეს მხრიე, თუ ამ ელემენტებს შევუერთებთ IX" 

ველის ნებსით უ ელემენტს, მაშინ მივიღებთ ჯ, 7, . . . ; ჯ„ ელემენ- 

ტებს, რომელთა რიცხვი არის M-–+- 1. ეს ელემენტები უნდა იყოს 

წრფივად დამოკიდებული (#-ს მიმართ); ამიტომ უნდა არსებო- 

ბდეს შემდეგი სახის ტოლობა: 

რ? –+- თ” -L ძეთა ... – ძიჯა=0, 

სადაც თ, ით, . .· „,ც ი, არიან ს ველის ელემენტები, რომელთაგან 

ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან. 

ძ კოეფიციენტი რომ ნულს ჯ!ჯეტოლებოდეს, მაშინ გამოვიდოდა, 

რომ ჯუ, ჯ,. · ·) 7 ელემენტები შებმული არიან წრფივი დამო- 

კიდებულებით. მაშასადამე, ძ #0, ე. ი, ჯ ელემენტი წრფივად დამო- 

კიდებულია #ც უღ». « ·» დი-ზე. 
ამგვარად; L” ველის ყოველი ელემენტი წრფივად დამოკიდე- 

ბულია 7,, 2, . · .)ე ჯ”-ზე ველში, ეს სწორედ იმას ნიშნავს, 
რომ » არის » ხარისხის ველის სასრული გაფართოება. · 

შენიშვნა. თუ LX არის სასრული გაფართოება (ჯ ხარისხისა) 

ჯ-ს ზიმართ და თუ I ველი აკმაჟოფილებს თანაფარდობებს 

C= XC X, 

მაშინ ს"-არიხ 7-ს სასრულია გაფართოება, ხოლო 7” კი #-ხ სას- 

რული გაფართოება. 

დავამტკიცოთ, მაგალითად, რომ #X+# არის 7-ს სასრული გა- 

ფართოება, ამისათვის შევნიშნოთ, რომ #" ველის ყოველი # + I 

ელემენტი შებმულია წრფივი დამოკიდებულებით X-ს მიმართ, და: 

მაშასადამე, I-ს მიმართაც, «რადგან ს ველის ყოველი ელემენტი 

ეკუთვნის - ველს; მაშასადამე, წ” ველის წრფივად დამოუკიდებელ 
(ჯ” ველის მიმართ) ელემენტთა მაქსიმალური რიცხვი არ აღემატება 
წ-ს, თუ ეს რიცხვი ეტოლობა #-ს («==»), მაშინ XX არის ჯ ხარის- 

ხის სასრული გაფართოება X-ს მიმართ. 

6. დავუშვათ კვლავ, რომ L" არის ს ველის სასრული გაფარ- 

თოება (ჯ„ ხარისხისა), და დავუშვათ, რომ ზ არის ჯ" ველის ნებსი–- 

თი ელემენტი. 
ახლა განვიხილოთ ელემენტები 

მი, 8-1, . , .,8, 1;
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რადგან ამ ელემენტების რიცხვი (გ + 1)-ის ტოლია, ამიტომ ისინი 
წრფივი დამოკიდებულებით არიან შებმული ჯ-ს მიმართ. სხვა სიტ- 

ყვებით რომ ვთქვათ, #-ში არსებობს ისეთი თ, C,, . ., 6--, 

ელემენტები, რომ 

2 
ამასთან «ა, 0, . . ., 2„ ელემენტებიდან ერთი ელემენტი მაინც 

ნულისაგან განსხვავებულია. უკანასკნელი თანაფარდობა გვიჩვენებს, 

რომ 8 ელემენტი წარმოადგენს ფესვს განტოლებისა, რომლის ხა- 

რისხი არის არა უმეტესი ვიდრე # და რომლის კოეფიციენტები 

ეკუთენიან X ველს, 
“ სხვა სიტყვებით რომ -ვთქვათ, 8 არის ალგებრული ელემენტი 

ჯ-ს მიმართ, და მისი ხარისხი არ აღემატება ჯ-ს. 

ამგვარად, თუ #“ არის ჯ ზარისხის სასრული გაფართოება X-ს 

მიმართ, მაშინ X# გაფართოების ყოველი ელემენტი წარმოადგენს 

ალგებრულ ელემენტს ჯ-ს მიმართ, რომლის ხარისხი ან აღემატე- 

ბა ჯ-ს, · 

ამ შედეგს მივყევართ ალგებრული გაფართოების (ნებამდე. 

#X (9Xღ- 8) ველს ეწოდება – ველის ალგებრული გაფართოე- 
ბა, თუ #% ველის ყოველი ელემენტი წარმოადგენს ალგებრულ ელე- 
მენტს #.ს მიმართ. 

წინა შედეგი ახლა შეგვიძლია გამოვსახოთ შემდეგნაირად: 

ველის ყოველი სასრული გაფართოება არის ალგებრული გა- 

ფართოება, 

ახლა დავუბრუნდეთ გაფართოებას 

X14) #,=IVV), 

რომელიც შექმნილია თ ელემენტის ჩართვით. დავუშვათ, ისე რო- 

გორც ზემოთ, რომ თ არის „ ხარისხის ალგებრული ელემენტი ჯ-ს 

მიმართ, ჩვენ დავინახეთ, რომ ამ შემთხვევაში ელემენტები 

თ" -1 ფე, , .ცCთდ 1 

ჰქმნიან ს, გაფართოების ბაზისს ს მიმართ. მეორეს მხრივ, ეს 

ელემენტები წრფივად დამოუკიდებელია ჯ-ს მიმართ. მაშასადამე, 

14) გაფართოება არის ჯX ველის სასრული გაფართოება, და მისი 

ტარისხი ყ-ის ტოლია,
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ამგვარად, თუ თ არის 7 ხარისხის ალგებრული ელემენტი X-ს 

მიმართ, მაშინ X, == X(C=) ველი წარმოადგენს ” ველის სასრული 

გაფართოებას, და ამ გაფართოების ხარისხი „-ის ტოლია. 

7. სასრული გაფართოებათათვის ადგილი აქვს შემდეგ ძირითად 

თვისებას: 

დავუშვათ, რომ #, ველი წარმოადგენს L ველის სასრული 

გაფართოებას, ამასთან (XX: L) ხარისხი #,-ის ტოლია. 

დავუშვათ შემდეგ, რომ L, არის ჯ, ველის სასრული გა- 

ფართოება, და ამ გაფართოების ხარისხი (#,: #,) არის »-ის 

ტოლი. 

მაშინ #, ველი იქნება აგრეთვე ჯა ველის სასრული გაფარ- 

თოება, და მისი ხარისხი განისაზღვრება ტოლობით: 

(15) Lჩ:Iი)=|,:IXV)1 · IM, : %( 
ი. ან 

L8, : ჩი) = მე» 

დამტკიცე ბა, დავუშვათ, რომ ელემენტები ' 

“ა 71. + +. CM 

ჰქმნიან ი, ველის ბაზისს #-ს მიმართ, ხოლო ელემენტები 

%:ვ 13 ი 7" «2-1 იე 

წარმოადგენენ #, ველის ბაზისს ჯ#,-ის მიმართ. თუ + არის X, ვე- 
ლის ნებსითი ელემენტი, მაშინ ის შეიძლება წარმოვიდგინოთ შემ- 

დეგი სახით: 

' ჩე 

(16) X=ჩ, 9, ++ 8:10 -++ . . .· + მი, = 2, ზის 

1=1 

სადაც ჩზ;, ჩ,, +. . .· ; მ„: არის ჯ, ეელის ელემენტები. მეორეს მხრივ, 

L, ველის ყოველი ელემენტი შეიძლება წარმოვიდგინოთ როგორც · 

წრფივი ფორმა ჯ, 7.) . . ., 2 ელემენტებისა, რომლებიც ბა- 

ზისს წარმოადგენენ, ამიტომ შეგვიძლია დავუშვათ, რომ 

ზ; =- ჩე, ჯე + სხ + ·.. –ხის ჯია
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სადაც ხ,ი . . . , ნ, კოეფიციენტები ეკუთვნიან # გველს. ჩავსვამთ 

რა (16)-ში, ვიპოვით: · 

რე 

#== 2 (სთფხინ,ცი4+-. . . +ხისი #4) 

#=1 

ან. .., 

(17) ხცლი, + სღ ი L...+- ს აფი + სყურ+ თ. 4 ნისლიც: 

უკანასკნელი ტოლობა გვიჩვენებს, რომ #, ველის ყოველი ელე- 
მენტი წრფივად დამოკიდებულია ჯ-ის შემდეგ ელემენტებზე: 

(18) 211013 #1%ვვ . «+ + 3 71Mიე) უვე აა ა თ+9მ 2ო1M,ე) 

რომელთა რიცხვი არის #,#.+ 

ახლა უნდა დავამტკიცოთ, რომ ეს ელემენტები წრფივად დამო- 

უკიდებელია ჯ.-ს მიმართ. დავუშვათ წინააღმდეგი, ე ი. დავუშვათ, 

რომ ჯ#-ში არსებობს. სისტემა ·"0,,, 0), . #· · ; 0იჯიე ელემენტებისა, 
რომლებისათვისაც ადგილი აქვს ტოლობას: 

” 7 

(19) 2 2, 6 > 1,=0; 

=11=1 

ამასთან C; ელემენტებს შორის ერთი მაინც განსხვავებულია ნული- 

საგან. (19) თანაფარდობა შეიძლება გადავწეროთ ასეთი ხახით 

” ” ”, 

გრა ' + 202 _ + (> რ ქრო თ 
#=1 #X=1 #=1 

აქ რომ რომელიმე კოეფიციენტი #«,,. 9. · «1 #იე-- ელემენ– 
ტებთან განსხვავებული იყოს ნულისაგან, მაშინ ჩვენ გვექნებოდა 

წრფივი დამოკიდებულება #«,, 4,1. . ., ე ელემენტებს შორის 

#,-ს მიმართ. მაშასადამე, 7 

" 

2)0(0=9, (==1, 2, ა.ი Mვ). 

6=Lს
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თუ ახლა ერთი C,; კოეფიციენტთაგანი მაინც აღმოჩნდება ნუ- 
ლისაგან განსხვავებული, მაშინ გამოვა, რომ ჯე, დი · + · უ 7 ელე- 

მენტები წრფივად დამოკიდებულია #-ს მიმართ. მაშასადამე, ყვე– 

ლა თ; კოეფიციენტი უნდა ეტოლებოდეს ნულს. 
ამგვარად, (18) ელემენტები არ შეიძლება იყოს წრფივად და- 

მოკიდებული. 

მაშასადამე, (18) ელემენტები წრფივად –– დამოუკიდებელია Xა-ის 

მიმართ; ისინი ჰქმნიან ს, ველის ბაზისს. ჯ-ის მიმართ. 

ამიტომ 

IX, : L))ლ=– MM. 

ახლახან დამტკიცებული თეორემის გამოყენებით მივალთ ასეთ 

შედეგამდე; 
თუ მწკრივში 

'წ'ტძუ_-_ _-_. 

ყოველი ველი წარმოადგენს წინანდელის სასრულ გაფართოებას, 

ამასთან 

ს-ე)==M, (=1, -–-–” 

მაშინ X ველი – ს-ის სასრული გაფართოება, ამასთან მისი 

ხარისხი განისაზღვრება ტოლობით: 

(20 ა... ” 

დავუშვათ, კერძოდ, რომ #, ველი მიიღება #-დან ალგებრული 

თ, ელემენტის ჩართვით, ს, ველი მიიღება #,-დან ალგებრული C, 

ელემენტის ჩართვით, და ა. შ., დაბოლოს, ჯ, ველი მიიღება L, ,-დან 

თ, ალგებრული ელემენტის ჩართვით, 

”-ით აღვნიშნოთ ძ; ელემენტის ხარისხი Xჯ, ,„-ის მიმართ: 

(CI: 6, ,1=#ი 0C=1, 2). . ., ”» 

მე-6 პუნქტის საფუძველზე შეგვიძლია ვთქვათ, რომ ყოველი X; 

ველი წარმოადგენს. #, ხარისხის სასრულ გაფართოებას ჯ; კ-ის 

მიმართ. მაგრამ მაშინ წინანდელის მიხედვით, #, ველი იქნება # 
ველის სასრული გაფართოება და ამ გაფართოების ხარისხი იქნება 

(0: I) == M1%კ . . +. ა
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§ 2. გამოყენება განტოლებათა თეორიისადმი”. 

1. განტოლებათა ალგებრული ამოხსნის პრობლემა, როგორც 
ვიცით (იხ. თავი V, § 1, პუნქ. 1), შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ შემ- 
დეგნაირად: განტოლების ამოხსნა რადიკალებში ნიშნავს მისი ფეს- 
ვების გამოსახვას რაციონალურად გარკვეულ ორწევრა განტოლე- 
ბათა ფესეებით. ამით ორწევრა განტოლებანი გამოიყოფა განსაკუ- 

თრებულ კლასად "დამხმარე განტოლებებისა, რომლებზედაც დაგვყავს 

(ან ვცდილობთ დავიყვანოთ) დანარჩენი განტოლებანი. თუ მოცემუ- 

ლი განტოლების ამოხსნა დაყვანილია ასეთ დამხმარე განტოლება- 
თა ამოხსნამდე, მაშინ ამოცანა ამოწურულად ითვლება. 

თუ განვაზოგადებთ საკითხის ამ დასმას, შეგვიძლია დავუშვათ, 

რომ მოცემულია რაიმე კლასი დამხმარე განტოლებებისა (არა აუცი- 

ლებლად ორწევრა განტოლებებისა), რომელთა საშუალებით უნდა 

ამოიხსნას მოცემული განტოლება. ამ თვალსაზრისით 

(21) #(X)=9 

განტოლების ამოხსნა დამხმარე 

(22) I(X ==0, II(X=0, . . ., I)#.(2)=0 

განტოლებათა საშუალებით ნიშნავს (21) განტოლების ფესვების 

გამოსახვას რაციონალურად (22) განტოლებათა ფესვებით. დავუშ- 

ვათ, რომ ყველა განსახილავ' განტოლებათა კოეფიციენტები ეკუთვ- 

"ნიან # ველს. 
აღვნიშნოთ თ,-თი IX) (1=-=1, 2, . . .,ც „) ფუნქციის რომე– 

ლიმე ფესვი. თუ მოვახერხებთ (21) განტოლების X, ფესვის წარმო.- 

დგენას ასეთი სახით: 

X, =IMCთ, თ.ვ... 2) 

სადაც XVთ,, თ, . . ., C) არის მთელი რაციონალური ფუნქცია 
თ. თ, . · +, თ, ელემენტებისა » ველში, მაშინ ვიტყვით, რომ. 

(21) განტოლება ამოხსნადია (ყოველ შემთხვევაში », ღესვის მი- 

მართ) (22) დამხმარე განტოლებათა საშუალებით. 

ამ შემთხვევაში X, ფესვი ეკუთვნის ველს: 

#ჯ.==XX(თ) თ,, – კ თ,). 

" იხ. 00 მისი, LIიIIIIსიდ 1ი ძუ #ტ1ღიხI 8. II, LC10216C 1929, ბ3. 439 
და შემდები. 
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ეს ველი შეიძლება მივიღოთ #X-დან თ, თე, . . · კ თ. ელემენტე- 

ბის თანმიმდევრობითი ჩართვით. თ, ელემენტი წარმოადგენს #7;(X) 

ფუნქციის ფესვს; მაგრამ ეს ფუნქცია შეიძლება აღმოჩნდეს დაყვა- 

ნადი ჯ-ს მიმართ. 

დავუშვათ, რომ „/,(X) არის ის დაუყვანადი ფუნქცია ჯ-ს მიმართ, 

რომლის ფესვსაც წარმოადგენს თ, ელემენტი; 4,(X) ფუნქციის ხა- 
რისხი აღვნიშნოთ #,-ით. #, =#MX,) ველი იქნება #, ხარისხის სას– 
რული გაფართოება ი.ს მიმართ: 

(სხ. 9M=%. 
დავუშეათ ახლა, რომ „7,(X) არის ის დაყვანადი ფუნქცია X, 

ეელში, რომლის ფესვსაც წარმოადგენს თ, ელემენტი; 2,(») ფუნქ- 

ციის ხარისხი აღვნიშნოთ #,-თ. თუ გადავალთ ველზე: 

წე == LI(თე)=#Xთ,, თ), 

მაშინ გვექნება (§ 1, პუნქ. 7): 

- _ (6,:8| == MM. 

საზოგადოდ, დავუშვებთ რა 

=ჯ, ,(“), ც=1, 2,. . ცი 

გეექნება 
; “ჟ-."" 

დავუშვათ, რომ /,(») არის ის დაყვანადი ფუნქცია #,-1-ს მი- 
მართ, რომლის ფესვს წარმოადგენს თ; ელემენტი; თუ ამ ფუნქციის 

ხარისხს აღვნიშნავთ #, სიმბოლოთი, მაშინ გვექნება 

' Lწ:9-,)ლ–#: 
და, მაშასადამე (§ 1, პუნქ. 7), 

(23) IV:6ლ#M. ხე. . .#. 

ჩვენ ვიტყვით, რომ ფუნქციები 

(24) 4)(X), «4,(X); · . Lე 4,(X) 

ჰქმნიან ამომხსნელ «:გაჭვხ /X) ფუნქციის X, ფესვისათვის", მხედვე- 

» 0. ჩგსხიL ციტირებული თხზულ,, გვ. 439.
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ლობაში უნდა ვიქონიოთ, რომ ამომხსნელი ჯაქვის (ნება დაკავში- 

რებულია განსაზღვრულ # ველთან, რომელსაც ეკუთვნის /(X) ფუ5ქ- 
ციის კოეფიციენტები. 

2. დავუშვათ, რომ /(X) არის ჯ ზარისხის დაუყვანადი ფუნქ- 
ცია X ველში. თუ ჯ, არის /(X) ფუნქციის ფესვი, მაშინ #+X,) ველი 
იქნება ს ველის ჯ ხარისხის სასრული გაფართოება: 

(25) IXX):9)=#. , 
მეორეს მხრივ, თუ (24) ფუნქციები ჰქმნიან ამომსსნელ ჯაჭვს X, 

ფესვისათვის, მაშინ ეს ფესვი იმყოფება ველში: 

I=7#6, თე. . ., რ) 

მაშასადამე, ს, ველი წარმოადგენს ჯXX,) ველის გაფართოებას. ამგვა- 

რად, გვაქვს 
L= L)= I. 

#. ველი წარმოადგენს X ველის და, მაშასადამე, LLCჯ,) ველის 

სასრულ გაფართოებას (იხ, § 1, პუნქ. 5, შენიშვნა). აღვნიშ- 
ნოთ ძი-თი #,-ის ხარისხი #(ჯ,)-ის მიმართ: 

(26) (6,:L(X,)1=ძ. 

§ 1-ის მე-7 პუნქტის ძალით გეაქეს: 

| (6,:9) =I0,:C)1:(0(Xჯ): 
ანუ (23), (25), (26) თანაფარდობათა ძალით 

(27) . 

ეს ტოლობა გვიჩვენებს, რომ #,M, ... #, ნამრავლი იყოფა »-ზე. 

ამგვარად, თუ (24) ფუნქციები ჰქმნიან ამომხსნელ ჯაჭვს დაუყ- . 

ვანად #X) ფუნქციის », ფესვისათვის, მაშინ ამ ფუნქციათა ხარის- 

ხების ნამრავლი იყოფა /(X)-ის ხარისხზე. 

გამოვიყენოთ ეს შედეგი კვადრატულ რადიკალებში განტოლე- 
ბის ამოხსნის საკითხისათვის, ამ საკითხამდე, როგორც ვიცით, მივ- 

ყევართ ამოცანების ამოხსნას ფარგლისა და სახაზავის საშუალებით. 
იმისათვის, რომ განტოლება 

(28) #60=90,
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ხადაც /(»X) არის დაუყვანადი ფუნქცია ველში, ამოიხსნას კვად- 

რატულ რადიკალებში საჭქიროა, რომ ამ განტოლების ხარისხი იყოს 

2 სახის რიცხვი: 

# = 2), 

დამტკიცება, თუ (28) განტოლება შეიძლება ამოიხსნას 

კვადრატულ რადიკალებში, ეს იმას ნიშნავს, რომ მისთვის არსე- 

ბობს ამომხსნელი ჯაჭვი, რომელიც შედგება მეორე. ხარისხის ორ- 

წევრა განტოლებებისაგან, ასეთი ჯაჭვისათვის უნდა იყოს 

L.– .... 
მაშასადამე, 

(29 სხ. . «.ლ=9”, 

რადგან # რიცხვი უნდა იყოს (29) რიცხვის გამყოფი, ამიტომ 
ის თვითონ უნდა იყოს 2” სახის რიცხვი. 

შედეგი. თუ /(ჯ) არის » ველში დაუყვანადი მესამე ხარისხის 

ფუნქცია, მაშინ #(X)=0 განტოლება არ შეიძლება ამოიხსნას. 

1) ხაზგასმით უნდა აღინიშნოს, რომ ეს აუცილებელი პირობა სრუ- 

ლებითაც არაა საკმარისი ამოხსნადობისათვის კვადრატულ რადი- 

კალებში. 

კვადრატულ რადიკალებში. 
ახლა შევნიშნოთ, რომ მესამე ხარისხის ფუნქცია დაყვანადი იქ- 

ნება #-ს მიმართ მხოლოდ და მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა მას 

აქვს ფესვი, რომელიც ეკუთვნის ჯ ველს. 
მართლად, თუ მესამე ხარისხის ფუნქცია დაიშლება მამრავლე– 

ბად, მაშინ ერთი მამრავლთაგანი მაინც უნდა იყოს პირველი ხა- 

რისხის ფუნქცია, ე. ი. იX–++ხ სახის ფუნქცია, # და ჩხ არის # ვე- 

ლის ელემენტები. _ მამრავლის ფესვი ეკუთვნის »# ველს. 

კერძოდ, თუ განიხილება მესამე ხარისხის ფუნქცია მოცემულ 

ყველა რაციონალურ რიცხვთა # ვილში, მაშინ ეს ფუნქცია დაყვა- 

ნადი იქნება ველის მიმართ მხოლოდ და მხოლოდ იმ შემთხვევა- 
ში, როცა მას აქვსს რაციონალური: ფესვი. 

3, შესავალში დავინახეთ (პუნქ. 4), რომ კუბის გაორკეცე- 

ბის ამოცანა დაიყვანება 

(39) ვზ--2=0 )
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განტოლების ამოხსნამდე (მოცემული კუბის წიბოს ვთვლით ერთეუ: 
ლად). »1 – 2 ფუნქციას არ აქვს რაციონალური ფესვები. მაშასადა- 
მე, (30) განტოლება არ შეიძლება ამოიხსნას კვადრატულ რადიკა- 
ლებში. კუბის გაორკეცების ამოცანა არ ამოიხსნება ფარგლიხა და 
სახაზავის საშუალებით. 

კუთხის ტრისექციის ამოცანა დაიყვანება 

(31) ჯ-3ჯ-–- ხ=0 

განტოლების ამოხსნამდე, 

სადაც 

ჩხ=2 008 C. 

თუ ხ –- რაციონალური რიცხვია, მაშინ (31) განტოლების კოე- 

"ფიციენტები ეკუთვნიან # ველს. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

არსებობს რაციონალური ხხ მნიშვნელობანი, რომელთათვის (31) გან– 

ტოლებას აქვს რაციონალური ფესვი. ასე მაგალითად, თუ დავუშ– 

ვებთ, რომ 6§=0, რაც შეესაბამება ა=--, მაშინ (31) განტოლება 

მიიღებს ასეთ სახეს 

ჯს -– 3:=0; 

ამ განტოლებას კი აქვს რაციონალური ფესვი #,=0. 

მაგრამ ძნელი არაა დავასახელოთ ისეთი ხ რაციონალური მნიშ- 

ვნელობანიც, რომელთათვის (31) განტოლებას არ აქვს რაციო- 

ნალური ფესვები; ასეთია, მაგალითად, ხ=I მნიშვნელობა რომე-.· 

ლიც შეესაბამება თ= ვ-ს (შეად. თავი IL, § 3, პუნქ. 3). ასეთი ნ 

მნიშვნელობებისათვის (პ1) განტოლება არ “შეიძლება ამოიხსნას 

კვადრატულ რადიკალებსი. 
ზოგად შემთხვევაში შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ (31) განტო-- 

ლების კოეფიციენტები ეკუთვნიან IX) ველს, რომელსაც მივიღებთ 

#-დან ხ ელემენტების ჩართვით. 

იმისათვის, რომ 

(32) #(X)ლჯ1 – 3ჯ – ხ 

ფუნქცია დაყვანადი იყოს #(ნ) ველში, მას უნდა ჰქონდეს ფესვი, რო- 

მელიც „რაციონალურად გამოისახება #-თი. დავუშვათ, რომ ამას.
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“სინამდვილეში აქვს ადგილი; მაშინ ნ-ს ყოველი «აციონალური მნი- 
შენელობისათვის (32) ფუნქციას უნდა ჰქონდეს რაციონალური 

ფესვი. მაგრამ ჩვენ ზემოთ დავინახეთ, რომ ეს ასე არაა. 

ამგვარად, (31) განტოლება ზოგადი სახით არ შეიძლება აზოიხ- 

სნას კვადრატულ რაჯიკალებში; მაშასადამე, კუთხის ტრისექციის 

ამოცანა ზოგად შემთხვევაში (ე. ი. ნებისმიერი კუთხისათვის) არ 

"შეიძლება ამოიხსნას ფარგლისა და სახაზავის საშუალებით, 

4. დასასრულს განვიხილოთ საკითხი წესიერი მრავალკუთხედე- 
ბის აგების შესახებ. ჩვენ ვნახეთ III თავის მე-5 პარაგრაფის მე-პ 
„პუნქტში, რომ საკითხი წესიერი # კუთხედის აგების შესახებ ფარ- 

გლისა და სახაზავის საშუალებით დაიყვანება იმაზე, ამოხსნადია თუ 
არა კვადრატულ რადიკალებში შემდეგი განტოლება 

L,(X)= 0-1 7-24+.. .+6X2+1=0. 

შემდეგ ჩვენ დავამტკიცეთ იქვე, რომ #,C) ფუნქცია დაუყვანადია 
IM ველში, თუ ჯ მარტივი რიცხვია. მე-2 პუნქტის თეორემის თანა- 

ხმად ჩვენ შეგვიძლია ახლა ვთქეათ: 

იმისათვის რომ განტოლება 

ჯმ ს ენ2 ს... LX-4+-1=0, 

“სადაც ა არის მარტივი რიცხვი, იყოს ამოხსნადი რადიკალებში, 

· აუცილებელია, რომ ამ განტოლების ხარისხს ჰქონდეს სახე 2%; 

ხ-–-1=92%, #=2-L1,. 

აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს: იმისათვის, რომ წესიერი 
ჯ–კუთხედის (# მარტივი რიცხვია) აგება შეიძლებოდეს ფარგლისა 
და სახაზავის საშუალებით, აუცილებელია, რომ # რიცხვს ჰქონ- 

"დეს სახე 2: 1, 

გაუსმა დაამტკიცა, რომ ეს პირობა არის საკმარისიც. ამი- 

ტომ წესიერი 17 –– გვერდა შეიძლება ავაგოთ ფარგლისა და სახა– 
'ზავის საშუალებით (27 =2' + 1), ! 

პირიქით, წესიერი 7–-კუთხედი, 11-–კუთხედი, 18-––კუთხედი არ 

“შეიძლება აიგოს სახაზავისა და და ფარგლის საშუალებით.
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კათხვები განმეორებისათვის 

1. მოცემული ველის მიმართ რომელ ელემე5ტებს ეწოდებათ ალგებრული? · 
2. რას ეწოდება ელემენტის ხარისხი მოცემული ველის მიმართ? 
3. რა შეიძლება შეემთხეეს ელემენტის ხარისხს, როცა მოცემული ველიდან 

გადავალთ მის გაფართოვებაზე? 
4. როგორ დავახასიათოთ ელემენტის ხარისხი წრფივად დამოუკიდებლობის 

ცნების საშუალებით? 
5, რა არის ბაზისი? 
6. რა არის სასრული გაფართოვების ხარისხი? 
7. რომელი ელემენტები შეადგენენ 1-–ველის მიმართ MC) გაფართოვების.. 

ბაზისს, თუ (თ : X) = #M? , 
8, განმარტეთ ალგებრული გაფართოექეების ცნება. 
მ. რას ეწოდება ამომხსნელი ჯაჭვი? ' 

10, რაში მდგომარეობს განტოლების კვადრატულ რადიკალებში ამოხსნადო–- 

ბის აუცილებელი პირობა? 

·



ჯასუხებ(ი"” 

თავი I 

3; 3 
§ 2, 1. )––1=008-2- + 7510 =:-; 

· · –__ 5ჯ .. 5X 

- აჰ)--–2=02(005% +–15)ი=); 60) -–1-1=V2 იი9 < +905 ). 

7X - 
1-1=V2. –” – -V 2 (იი: (–+)+ 

, „ 42 . 
+(ი( + )) ძ)--1-–7V3 =2 905 #60 

:2. დ არგუმენტის მნიშვნელობებია: 569?18'36”, 157922”48”, 254პ3'17", 

–– 36952'12”. 

ვ, ე=––-–, დ=92( + ჩი). 608? თ 

§ 3, 1. ხ) ზა= V 2. წ +179 ა 

2 ა 

მL=8ა(§,)" , სადაც =,=008 2” + 1510 –– 

6 
ძ) ზე = V 13 (008 18946'12”-L151ი 18“46”12”) = 1,45183-–L-0,49339 ჯ. 

თავი II 

§ 2, თ) X––-3; ხ) XX2–+–1; 2) 2ჯX–1; ძი) X-–1;4) 1. 

1 
§ 3, 3. ორი რაციონალური ფესვი: X,= –– 3, 7, =-გ-. 

4. რაც. ფესვი »X=-+. 5. რაციონ, ფესვები არაა, 

” გამოთვლები ჩატარებულია ხუთნიშნა ცხრილების საშუალებით
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§ 4, 2. /(–– 31=256, /(-–– 3) == –– 304, # '(––3) = 272, 
#IC-3)=– 162, #IIC- 3)ლ=–48. 5. #(1-–+-1=5-+-8/. #VX1 –+1) = 
=9 + 15, / VI + ე=22 -L 12;, /"(1-C7 = 18. 

თავი III 

§ 4, 1. ჯპ–0პ+1+-1-=0:-- #3 X-+1)(612+ V 3 X--1). 

§ 6, 2. გ) /(X) =- (X2 + X + 1)1 («1 –– 2» + 2); 
ხ) /(X)==(X? –– 2X –L 2)? (»? + 4X + 6); 2) ჯერადი ფესვები არაა. 

თავი V 

§ 2, 1. X, =0,5842, X, = –– 5,2899,X, = –– 1,2943, 
2. +, =2,6674 X,= –-3,0349, X, =0,4075 3, X, == 1,4142, 
%,=-- 1 -L 1,4142/, Xკ=-–-1 –- 1,41427. 

§ 3, 1. »,==1,8734 -L1,15557, X, = 1,87334 –-1,1555/, #ე = 
= 0,1266 -L 0,43647, X, = 0,1266 –– 0,4364/. 

2. X, =0,38216 -L- 1,7188;, », ==0,3პ8216 –– 1,7188;, 

Xე = –-0,38216-L0,5812;, X,= –0,38216-–0,5812;, 
8. »,==4,2769, », =1,1381, ჯ», =0,1327, X», = – 1,5477. 

თავი VI 

§ 3, ფესვები მოთავსებულია "შუალედებში: 
1. (0,1) და (3,4), 2. (–9, –– 8) და (0,1). 8, (–2, ––3) და (1,2). 

§ 4, ?. X,=2,5842, X», = –– 3,2899, ჯ, =0,7057. 
ვ. ჯ, =3,9042, », = 0,5632. 

თავი VII 

· 5 7 
§ 1, 2. 2) X=2, 7=3, «=1; 6) X=3, 1=-5ს #=-ვ– 
§ 5, 1. 3, 2, 1. 8.–-15. 4. (ყ?2-- ცხ –- ხბ)ზ, 
§ 6, 1.-––8!. 2. 30. 3. –-– 446, 4.–– 130. 5. 4, 6. 11, 7. 

X%XXV--4). 8. 16(1 –– 7). 9. (0 ––ხ)1(2–-(4 ++. ნ)). 10. (4––ხ) · (03––ხ?). 

თავი VIII 

§ 1, 1. X,=1, ჯ.=2, X5=0, #4= –-2: 2. X=2, 1= ––1, ჯ=1, 
ჯ=2, ვ. ჯX=0ი, X=–0, ჯ=–ხ, 1=ხ.
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1. X=7X + 7X, -+L 1, ჯა.= –4ი- > Xა--2. 

2. 1ექ=–- 19X, + 2-1, #,=--11:, + 1. 
1. სისტემა ამოხსნადია. 2. სისტემა უთავსებადია. 3. სისტემა ამო- 
ხსნადია, ჯ= 3, ამონახსნი შეიძლება წარმოდგენილი იქნეს სახით: 

=2X 1-3, X3= 5 1-2, Xა= –- 3X-4. 
1. X:7:27:1=1:2:––1:1, 2, გ) :%, :Xგ:X3:2კ ==: 3:2:2: –- 1. 
0) X1:Xგ:Xვ == 2:1:1; Xგ=90, 

.
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თავი I 
რიცხვები და რიცხვთა არეები 

§ 1. რიცხვის ცნების განეითარება ....... 37 

წ 2. კომპლექსური რიცხვები და მათი გეომეტრიული ინ- 

ტერპრეტაცია, +.......,...... საიას. 43 
§ 3. მოქმედებანი კომპლექსურ რიცხეეზე .......... 52 
§ 4. რიცხვული არეები (რგოლი და ველი) . , ...... 75 

თავიII 

მთელი #რაციო.ნალური ფუნქციები და მათჭე მოქმედებანი 
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4. ტეილორის ფორმულა_·- .............. 115 

თავი II 

მთელი რაციონალური ფუნქციის უწყვეტობა. 

ფეხვების არხებობა 

.· მთელი რაციონალური ფუნქციის უწყვეტობა. . . . . 122 

„· თეორემა უფროსი წევრის მოდულის შესახებ, , . «,. 133 
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„ მთელი რაციონალური ფუნქციის მამრავლებად დაშლა .„ 144 

. მთელი რაციონალური ფუნქციის # ველში დაუყვანადო- 

ბის ნიშნები. , , ,..ი......ა...... 156 

· საერთო ფესეები ორი მთელი რაციონალური ფუნქცი- 

ისა, ჯერადი ფესვები მთელი რაციონალური ფუნქციისა , 178 
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თავიIV 

სიმეტრიული ფუნქციები 

§ 1. ნებისმიერი სიმეტრიული ფუნქციების გამოსახვა ძირითა- 

დი ფუნქციების მიხედვით , . .......... . 184 
§ 2. გამორიცხვის პრობლემა. რეზულტანტი ........ 22 

თავი”! 

დაბალი ხარისხის ზანტო ლებათა ალზებრული ამოხსნა 

§ 1. პრობლემის დასმა .......,).1....,).... 2133 
§ 2. მესამე ხარისხის განტოლება , , .. –_ ი” 

§ 3, მეოთხე ხარისხის განტოლება ....,........ 23პ 

თავიVI 

მთელი რაციონალური ფუნკციის ბზამოკვლევა ნამდვილ 

რიცხვთა არეში. ფესვების განცალება და გბმოთვლა 

§ 1. ფესვების სახღვრები...,...,......,., 245 
წ 2. ფესვების განცალება. მთელი რაციონალური ფუნქციის : 

ყოფაქცევის შესწავლა ............... 254 
§ 3. შტურმის მეთოდი. .......6........ . „ 266 · 
““კ-_“-""""" 

თავიVII 

ღდეტერმინანტების ძირითადი თმისებანი 

§ 1, წრფივ განტოლებათა სისტემები. მეორე და ,მესამე რიგის 

დეტერმინანტები .................... · 288 

§ 2. მეორე და მესამე რიგის დეტერმინანტის სტრუქტურის 

გამოკვლევა, დეტერმინანტის ზოგადი განმარტება ,. . 296 

§ 3. ჩასმები. (იკლებად დაშლა. .,....... 307 
წ 4. დეტერმინანტში სვეტების გადანაცვლება, ორმაგ ინდექ– 

სთა სისტემა. სტრიქონებისა და სვეტების ტოლუფლე-... 

ბიანობა ...,...... –_”” შშშშშწ""”. 

წ 5. მინორები და ადიუნქტები , ––. "'შ=."
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· დაშლა სვეტის ან სტრიქონის ელემენტებით. დეტერმი- 

ნანტების გამოთვლა ,.......,.....1.,... , 3499 
· ლაპლასის თეორემა... ,..,.......1... . 363 

თავი VIII 

წრფივი განტო.ლებანი ღა წრფივი გარდაქმნები 

· წრფივ განტოლებათა სისტემები ...........,.. 375 
.· წრფივ განტოლებათა შესახებ, ამოცანის გეომეტრიული 

ჩამოყალიბება ........... – შ'შ'' 

· წრფივი გარდაქმნები და მატრიცები. –_” . 437 
· ჯგუფის განმარტება და მისი ძირითადი თვისებანი. · .„ 463 

მატრიცთა რგოლი, რგოლისა და ველის ზოგადი გან- 

ვ–-ა--–_-–-_-_-_-_-__ _ --__--_-_-_-___ 

»ილ=.თავი1IX 

კვადრატული ფორმები 

490 

კვადრატული ფორმების მიყვანა კვადრატების ჯამის 

სახემდე (ლაგრანჟის ხერხი . . .......... 506 
· კვადრატული ფორმები ნამდვილი კოეფიციენტებით. ინერ–- 

ციის კანონი ...,.............. 5342 

თავი 2 

ალგებრული გაფართოება 

.· ალგებრული გაფართოებანი. სასრულო გაფართოებანი .„ 552 

.· გამოყენება განტოლებათა თეორეზისადმი ი.ი... ,. 567 

პასუხები ..... »”""""'''.!



ტექრედაქტორი გ. ნადა# მიშვილი 

»“ · 
ზადაეცა წარმოებას 1949 წ. 13,1. ხელმოწერი- 
ლია დასაბეჭდად 1949 ფ, 9/IX. ქაღალდის 
ზომა 84 X 120. წიგნის ანაწყობის ზომა 6X9,5, 
ტირაჟ 2000. სტამბის შეკვ. #ი 124. გამ. 

· შეკვ. # 8. უე 05462. 

. 
საავტორო სააღრ. ფორმათა რაოდენობა 31,96. 

სასტამბო ფორმათა რაოდენობა 36,2 , 

«+ 
საქ სსრ მინისტრთა საბჭოსთან არსებული. 
პოლიგრაფიის. და გამომცემლობის საკმეთა 
სამმართველოს 1- ლი სტამბა. თბილისი, ორჯო– 

=.ნიკიძის ქ # 50, 
რის ბჭ, 7, 

  

  

კაქ.სსრ მინისტრთა საბჭოსთან არსებულ 

პოლიგრაფიისა და ჯამომცემლობების 
საქმეთა ს.მმართველოს 1-ლი სტამბა. 

თბილისი, ორჯონიკიძის ქ. # 50. 

წიგნში დეფექტის აღმოჩენის შემთხვე» 

ვაში გთ)ოვთ დააბრუნოთ წიგნი 
შესაცვლელად იარლიკთან ერთად, 

კონტროლიორი M## 1


