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მეორე გამოცემის წინასიტყვაობა 

მეორე გამოცემის მომზადებისას წიგნში შეტანილია მნიშვნელოვანი ცვლი- 

ლებები და დამატებები. წინა გამოცემასთან შედარებით დამატებულია ორი 

თავი: თავე I ––- თეორიული მექანიკის შესავალი და თავი IX -- ცვალებადი 

მასის სხეულთა დინამიკის ელემენტები. გარდა ამისა, წიგნში შეტანილია 150-%ე 

მეტი ამოცანა დაწვრილებითი ამოხსნით. ეს ამოცანები ისეა შერჩეული, რომ 
მკითხველებს გაუადვილოს თეორიული მასალის შესწავლა და მისცეს მათ სათა– 

ნადო ჩვევები პრაქტიკული საკითხების გადაწყვეტისათვის. შესამჩნევად არის 

შევსებული ზოგიერთი თავის მასალა, ასე მაგალითად, VI თაკის მე-7 განყო- 

სფილებაში უფრო.სრულყოფილად არის გადმოცემული გაწრფივების მეთოდი. 

ვიდრე პირველ გამოცემაში, IV თავში დამატებულია გულდინის დებულებები 

და სხვ. აირველ გამოცემაში სრიალა ვექტორთა თეორიას მოსდევდა ელემენ- 

ტარული სტატიკა. გარკვეული მეთოდური ხასიათის მოსაზრებებით, მეორე გა- 

მოცემაში სრიალა ვექტორთა თეორიის შემდეგ გადმოცემულია კინემატიკის 

საკითხები რომელსაც მოსდევს ელემენტარული სტატიკის საკითხების გან- 

ხილვა, 
ისე როგორც პირველ გამოცემაში, ანალიზური სტატიკის საკითხები გაბ- 

ნეულია წერტილის დინამიკასა და მატერიალურ წერტილთა სისტემის დინამიკა– 

ში, რაც ამ საკითხების გადმოცემას მნიშვნელოვნად ამარტივებს. არაჰოლონო- 

„მური ბმების შემთხვევაში ანალიზური სტატიკის ელემენტები წიგნში შეტანი–- 

ლია ამოცანების სახით. 

ეს სახელმძღვანელო წარმოადგენს ლექციების იმ კურსის გადამუშავების 
შედეგს, რომელსაც ავტორი რიგი წლების მანძილზე კითხულობდა თბილისის 

სახელმწიფო უნივერსიტეტის მექანიკა-მათემატიკის ფაკულტეტის სტუდენტე- 

ბისათვის. : 

ავტორი ცდილობდა სახელმძღვანელო ხელმისაწვდომი ყოფილიყო არა. 

მარტო უნივერსიტეტის მექანიკა-მათემატიკის ფაკულტეტის, არამედ პედაგო- 

გიური 'ინსტიტუტების ფიზიკა-მათემატიკის ფაკულტეტისა და “უმაღლესი 

ტექნიკური სასწავლებლების სტუდენტებისათვისაც. ამის გამო, წიგნი ”ისეა და-- 

წერილი, რომ ისეთი სპეციალური საკითხები, როგორიცაა: მოძრაობის მდგრა-. 
დობის თეორია (VI თავი, მე-7 განყოფილება), მატერიალურ წერტილთა სისტე-- 

მის მცირე რხევების თეორია (VI თავი, მენ განყოფილება, მატერიალურ: 
წერტილთა სისტემის მოძრაობის თეორია ჰოლონომური და არაჰოლონომუ- 
რი ბმების ერთობლიობის შემთხვევაში (VI თავი, მე-5 განყოფილება), მექანიკის 

ვარიაციული პრინციპები (VI თავი, მე-8 განყოფილება) ცვალებადი მასის 

სხეულთა დინამიკა (IX თავი) მკითხველმა შეიძლება გამოტოვოს, რითაც კურ- 

სის მთლიანობა არ დაირღვევა. · 
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დასასრულ მინდა აღვნიშნო, რომ დოც. გ. მანჯავიძემ მთლიანად წაიკითხა ამ 
სახელმძღვანელოს ხელნაწერი და მომცა რამდენიმე მნიშვნელოვანი მითითება. 

დიდი დახმარება გამიწია ტერმინების დადგენისა და საერთოდ ტექსტის სტილის- 

ტურად გაუმჯობესების საქმეში გამომცემლობა „განათლებას! რედაქტორმა 

ლ. კვატაშიძემ. ნახაზების შედგენაში მნიშვნელოვანი დახმარება :· გამიწია 

ა. რაზმაძის სახელობის მათემატიკის ინსტიტუტის მეცნიერ თანამშრომელმა 

მ. ბედოევამ. ჩემ სასიამოვნო მოვალეობად მიმაჩნია სამივე ხსენებულ ამხანაგს 

დიდი მადლობა მოვახსენო. 

ავტორი



თავი LI 

ფეორიული მექანიჰის შესავალი 

§ 1. თეორიული მეჰანიპის საგანი , 

თეორიული მექანიკა არის მეცნიერება, რომელიც შეისწავლის მატერიალუ- 

რი სხეულების მექანიკურ მოძრაობას. მატერიალური სხეულების მექანიკური 

მოძრაობა ეწოდება დროთა ვითარებაში სხეულებს შორის მდებარეობის შეცვ- 
ლას. ამრიგად, მექანიკური მოძრაობა მატერიის მოძრაობის უმარტივესი ფორ- 

მაა, რომელიც განისაზღვრება დროთა ვითარებაში მატერიალური სხეულები”ა 
მდებარეობის შეცვლით ერთმანეთია მიმართ. 

მოძრაობა, ამ სიტყვის ფართო გაგებით, წარმოადგენს მატერიის ყოფიერე- 

ბის ფორმას, რომელიც მოიცავს სამყაროში მიმდინარე ყოველგვარ ცვლილე– 
ბას, დაწყებული სივრცეში სხეულების უბრალო გადაადგილებიდან, დამთავრე- 
ბული აზროვნებით. მაშასადამე, სახოგადოდ, მოძრაობის ქვეშ იგულისხმება არა 

მარტო სხეულის უბრალო გადაადგილება სივრცეში, არამედ ყოველგვარი 

ცვლილება, ყოველგვარი პროცესი, რომელიც მატერიალურ სამყაროში მიმდი- · 

ნარეობს, მოძრაობის უმაღლესი ფორმის--აზროვნების ჩათვლით. „მოძრაობა 

მატერიის შინაგანი თვისებაა, ის წარმოუდგენელია მატერიის გარეშე, განუ- 
ყოფელია მატერიისაგან. ენგელსის გამოთქმით, მატერია მოძრაობის გარეშე 

ისევე წარმოუდგენელია, როგორც მოძრაობა მატერიის გარეშე. მოძრაობის 
ყოველგვარი ფორმა წარმოადგენს მატერიის ყოფიერების გამოვლინებას. 

მოძრაობის სხვადასხვა ფორმებს შორის შეიძლება არსებითი თვისობოივ– 

განსხვავება იყოს და რაც მეტია ეს განსხვავება, მით უფრო განსხვავდება 
ერთმანეთისაგან მათი შესწავლის მეთოდებიც. მაგრამ, მოძრაობის სხვადასხვა 

ფორმები მჭიდრო კავშირში იმყოფებიან და შესაფერი პირობების შერჩევით 
გადადიან ერთიმეორეში. ენგელსი ამბობს; „ფიზიკაში ყოველი ცვლილება არი» 

რაოდენობის გადასვლა თვისობრიობაში –- შედეგი სხეულში თანარსებული ა§5 
მისთვის გადაცემული რომელიმე ფორმის მოძრაობის რაოდენობის რაოდენობ- 
რივი ცვლილებისა. ასე, მაგალითად, წყლის ტემპერატურას პირველ ხანებში 

არავითარი მნიშვნელობა არა აქვს მისი წვეთობრივ-თხევადი მდგომარეობისა- 

თვის; მაგრამ თხევადი წყლის ტემპერატურის გადიდებისას ან შემცირებესას 
დგება მომენტი, როდესაც შეკავშირების ეს მდგომარეობა იცვლება და წყალი . 
გადაიქცევა ხოლმე –-– ერთ შემთხვევაში ორთქლად, მეორე შემთხვევაში –– 

ყინულად... ასევე, საჭიროა დენის ძალის განსაზღვრული მინიმუმი, რომ პლატი– 
ნის მავთულმა იწყოს შუქის მოცემა“ (4კ. მარქსი და ფ. ენგელსი, ტ. XIV. 

გვ. 527). ' 

“ ლენინი წერს: „მატერია არის ის, რაც მოქმედებს ჩვენს გრძნობათა 
ორგანოებზე და იწვევს შეგრძნებას, მატერია არის ობიექტური რეალობა, რო-, 
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მელიც შეგრძნებაში გვეძლევა“ (ლენინი, ტ. XIII, გვ. 119--120). შემდეე, 

ლენინი განაგრძობს: „სამყაროს სურათი არის იმის სურათი, თუ როგორ მოძ- 

რაობს მატერია და როგორ „აზროვნებს მატერია“ ““ (იქვე, გვ. 288). 

როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული, მოძრაობა მატერიის შინაგანი თვისებაა, 

მატერიას არ შეიძლება მოვაცილოთ მოძრაობის თვისება და, როგორც ლენინი 
შენიშნავს, სამყაროში არ არსებობს სხვა არაფერი, გარდა მოძრავი მატერიისა. 

მაშასადამე, მოძრაობა მარადიულად არსებობს მატერიასთან ერთად და ისე, 

ოოგორც არ შეიძლება მოსჰობა მატერიისა, არ შეიძლება მოსპობა მოძრაო- 
ბისაც. : 

ასე ფართოდ გაგებული მოძრაობის შესწავლა მეცნიერების არც ერთ 
დარგს არ შეუძლია. მოძრაობის ფორმები შეიძლება არსებითად განსხვავდე– 
ბოდნენ ერთმანეთისაგან და მათ შესწავლას მეცნიერების სხვადასხვა დარგი ემ- 

სახურება. როგორც უკვე აღვნიშნეთ, თეორიული მექანიკა შეისწავლის 
მატერიალური სხეულების მოძრაობის უმარტივეს ფორმას –– მექანიკურ მოძ- 

რაობას. : 

ვინაიდან მატერიალური სხეულების მექანიკურ მოძრაობას ჩვენ ვამჩნევთ 
ყველგან ჩვენს ირგვლივ ბუნებასა და ტექნიკაში, და მატერიალური სხეულე- 
ბის მექანიკური მოძრაობის კანონებს შეისწავლის თეორიული მექანიკა, ამიტოპ 

ცხადი ხდება ის გამოყენება, რომელსაც თეორიული მექანიკა პოულობს საბუ– 
ნებისმეტყველო მეცნიერებათა დარგებსა და ტექნიკაში. ტექნიკის თანამედრო– 

ვე გიგანტური პროგრესი არსებითად ემყარება თეორიული მექანიკის კანონებს". 

მატერიალური სხეულების მექანიკური მოძრაობა, ცხადია, ფიზიკური პრო- 

ცესია, აჰიტომ თეორიული მექანიკა, როგორც ამ პროცესის შემსწავლელი მეც– 
ნიერება, შეიძლებოდა მიგვეკუთგნებინა ფიზიკური მეცნიერებისათვის. მაგრამ 

თეორიულ მექანიკაში კვლევის იარაღად მათემატიკური ანალიზის მეთოდები 

ისე ფართოდ არის გამოყენებული, აქსიომატიკა და აბსტრაქცია ისე დიდ როლს 
ასრულებს ამ დარგში, რომ თეორიული მექანიკა შეიძლება მიეკუთვნოს მათე– 
ნატიკურ მეცნიერებას. 

აღებული სხეულის მექანიკური მოძრაობის ქვეშ ჩვენ ვგულისხმობთ ამ 
სხეულის ნაწილების განლაგების შეცვლასაც ერთმანეთის მიმართ (დეფორ- 
მაციასაც). თუ სხეული ისეთია, რომ მის ორ ნებისმიერ ნაწილაკს შორის მანძი– 

ლი“ უცვლელი რჩება, მაშინ მს მყარ სხეულს უწოდებენ ამრიგად, 

მყარი სხეული ისეთი სხეულია, რომელიც არავითარ დეფორმაციას არ განიც-. 
დის. ცხადია, მყარი სხეული ამ სიტყვის ზუსტი გაგებით (აბსსოლუტურად მყარი 

სხეული) ბუნებაში არ არსებობს, მაგრამ, პრაქტიკული სინამდვილისათვის სავ– 
სებით საკმარისი მიახლოებით, მთელი რიგი სხეულები შეიძლება განვიხილოთ. 
როგორც მყარი სხეულები. თუ სხეულში დეფორმაცია იმდენად დიდია, რომ 
ამა ოუ იმ პრაქტიკული საკითხის განხილვის დროს მისი უგულებელყოფა არ 
შეიძლება, მაშინ სხეულს დეფორმადი სხეული ეწოდება. ამრიგად, მატერია- 

ლური სხეულები ჩვენ შეგვიძლია გავყოთ ორ ჯგუფად –- დეფორმად და არა- 
დეფორმად სხეულებად. დეფორმადი სხეულების მოძრაობის საკითხები, რო- 
მელიც დრეკადობის თეორიასა და ჰიდრო-აერომექანიკაში შეისწავლება, წინამ– 

დებარე კურსში განხილული არ იქნება. 

მატერიალურ სხეულს, რომლის განხომილებებიც იმდენსდ მცირეა, რომ 
მისი მექანიკური მოძრაობა. საკმარისად დიდი სიზუსტით, განისაზღვრება მისი 
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"რომელიმე ერთი წერტილის მოძრაობით, ეწოდება მატერიალური 

წერტილი. მატერიალურ წერტილთა ისეთ ერთობლიობას, რომლის ყოველი 

წერტილის მდებარეობა და მოძრაობა დამოკიდებულია დანარჩენი წერტილების 

მდებარეობასა და მოძრაობაზე, ეწოდება მატერიალურ წერტილთა 
სის ტე მ ა. 

მატერიალური სხეულების მექანიკურ მოძრაობას, რომელსაც შემდეგში, 

უბოალოდ, მოძრაობას ვუწოდებთ, აზრი აქვს მხოლოდ მაშინ, როცა არჩეულია 

გარკვეული საფარდი სისტემა (მყარი სხეული), რომლის მიმართ სხეული მოძ–- 
ოაობს ან უძრავია. საფარდ სისტემად, როგორც წესი, განხილული იქნება კო- 

ორდინატთა ესა თუ ის სისტემა. თუ სხეული კოორდინატთა აღებული სისტემის. 
მიმართ უძრავია, მაშინ ვიტყვით, რომ ის ამ სისტემის მიმრთ წონასწო- 

რობაშია და, მაშასადამე, წონასწორობა განიხილება როგორც მოძრაობის 
„კერძო შემთხვევა. ზემონათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ წონასწორობა და 

მოძრაობა ფარდობითი ცნებებია. ასე, მაგალითად, სხეული, რომელიც უძრავია 
დედამიწის მიმართ, მოძრაობს მზის მიმართ და სხვ. 

§ 9. კვლევის ძირითადი მეთოდები თეორიულ მექანიკაში 

თეორიულ მექანიკას, ისე როგორც ყოველ მეცნიერებას, გააჩნია კვლევის 

საკუთარი მეთოდები. ეს მეთოდები ძირითადად ემყარება დაკვირვებას, ცდას, 

პრაქტიკას. რომელიმე მოვლენაზე დაკვირვების დროს ან ამ მოვლენის ცდით 
განმეორების შემთხვევაში, სახოგადოდ, არ გვეძლევა საშუალება მოვლენა 
ერთბაშად ყოველმხრივ შევისწავლოთ. მოვლენაზე დაკვირვების დროს საჭიროა 
ყურადღება გავამახვილოთ ამ მოვლენის ისეთ ნიშნებზე, რომელნიც მას არსე– 
ბითად ახასიათებენ, სხვა არაარსებითი ნიშნები კი დროებით უგულებელვყოთ. 
მოვლენის ძირითადი დამახასიათებელი ნიშნების დადგენისა და შესწავლის 
შემდეგ შეიძლება გათვალისწინებულ იქნეს სხვა ნიშნების გავლენაც. ასე, 
მაგალითად, მცირე განზომილების მყარი სხეული (მატერიალური წერტილი), 
შესწავლის გაადვილების მიზნით, შეიძლება განხილულ იქნეს როგორც 

გეომეტრიული წერტილი. ამ დაშვებით მიღებული შედეგები საფუძვლად 
უდევს ჯერ მატერიალურ წერტილთა სისტემის, ხოლო შემდეგ მყარი სხეულის 
მოძრაობის შესწავლას, როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, აბსოლუტურად მყარი 
სხეული ბუნებაში არ არსებობს, მაგრამ მთელი რიგი სხეულების (მაგალითად, 
საშენი მასალა). მყარ სხეულებად მიჩნევა სავსებით დასაშვებია და ასეთი გზით 
მიღებული შედეგები სავსებით ეთანადება პრაქტიკას. გარდა აღნიშნული 
„აბსტრაქციის მეთოდისა, თეორიულ მექანიკაში გამოიყენება, აგრეთვე, მოძრაო– 
ბის უმარტივესი ფორმებიდან რთულ ფორმებზე (შედგენილ მოძრაობებზე) გა– 

დასვლის მეთოდი. რომელიც მოვლენის საფუძვლიანად შესწავლის მძლავრ 
საზუალებას წარმოადგენს. 

საზოგადოდ, შეიძლება ითქვას, რომ გარეგანი სამყაროს ყოველი მოვლე– 

ნა დაკავშირებულია მის წინამორბედ, მასთან ერთდროულ და მის მომდევნო 
მოვლენებთან. ამ მოვლენების ურთიერთკავშირის განხილვისას თეორიულ მე- 
ქანიკაში გამოყოფენ ისეთ მოვლენებს, რომელნიც ამა თუ იმ თვალსაზრისით 

არსებით როლს თამაშობენ აღებული მოვლენის შესასწავლად, ხოლო მეორე– 
ხარისხოვან მოვლენებს უგულებელყოფენ. აბსტრაქციის ისეთი მეთოდი, რო– 
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მელიც არსებითად ემყარება დაკვირვებას, ცდას, იძლევა აღებული მოვლენის . 

შესწავლის შედარებით გამარტივებულ გზას. თეორიულ მექანიკაში საკითხის 

ასეთი გამარტივება სავსებით გამართლებულია და ასეთი გზით მიღებული შედე–. 
გები სავსებით ეთანადება პრაქტიკულ სინამდვილეს. 

თეორიულ მექანიკაში დიდი მნიშვნელობა ენიჭება ფიზიკური სიდიდეების 

განსაზღვრას, რომელნიც არსებით როლს ასრულებენ ამა თუ იმ მოვლენის შეს– 
წავლის დროს. ფიზიკური სიდიდეების დახასიათებისას დიდი მნიშვნელობა აქვს 
მათი გაზომვის მეთოდიკას. ამისათვის, უპირველეს ყოვლისა, საჭიროა საზომი 
ერთეულის (ეტალონი) არჩევა, ხოლო შემდეგ იმ წესის შემუშავება, რომელიც 

საშუალებას მოგეცემს გასაზომი ფიზიკური სიდიდე საზომ ერთეულს შევადა-. 
როთ; სხვანაირად რომ. ვთქვათ, საჭიროა სათანადო ხელსაწყოს შექმნა. საზომი 

ერთეული (ეტალონი) და ხელსაწყო საშუალებას იძლევა აღებულ მოვლენას. 

შევუსაბამოთ გარკვეული რიცხვი, რომელიც გაზომვის შედეგად მიიღება. ამ– 
რიგად, ჩვენ საშუალება გვეძლევა ფიზიკური მოვლენების გარკვეული თვალ- 
საზრისით დასახასიათებლად მათემატიკური აპარატი გამოვიყენოთ. 

გარდა აღნიშნული მეთოდებისა, თეორიულ მექანიკაში არსებით როლს ას-. 

რულებს აგრეთვე გარკვეული აქსიომები, რომელნიც დაუმტკიცებლად არიან. 
მიღებული და რომელთა საფუძველზე დადგენილი კანონებიც სავსებით სწორად 
ასახავენ ფიზიკურ სინამდვილეს. დაკვირვება, ცდა და პრაქტიკა იძლევა აქსიო–- 
მებზე დაყრდნობით მიღებული შედეგების სამართლიანობის შემოწმების საშუა- 
ლებას. 

, მატერიალური სხეულების მოძრაობის შესწავლის მათემატიკური ანალიზის 
მეთოდები, ცდა, აბსტრაქცია და აქსიომატიკა –– აი, ის ძირითადი მეთოდები, 

რომელთაც ეურდნობა თეორიული მუქანიკა და რომლის გამოც შეიძლება ის. 
მათემატიკურ მეცნიერებას მივაკუთვნოთ. 

§ 8. პლასიკური მექანიკა და მისი გამოყენების ფარგლები 

წინამდებარე კურსში შეისწავლება ე. წ. კლასიკური მექანიკა, რომლის ძი– 

რითადი კანონებიც პირველად, დასრულებული სახით, ფორმულირებული იყო 
გალილეისა და ნიუტონის მიერ. ვინაიდან მექანიკურ მოძრაობაში იგულისხმება 

დროთა ვითარებაში სხეულის გადანაცვლება სივრცეში, ამიტომ, ცხადია, სივრცე 

და დრო მექანიკის ძირითადი ცნებებია. კლასიკურ მექანიკაში სივრცის ქვე9 
იგულისხმება ევკლიდეს სივრცე, რომლის თეისებები ევკლიდურ გეომეტრიაში 

(ელემენტარული გეომეტრია) შეისწავლება (ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ ევკლიდეს .· 
სივრცის თვისებებს მკითხველი იცნობს). როგორ, ზემოთ აღვნიშნეთ, სხეულის 
მოძრაობის დასახასიათებლად უნდა გვქონდეს არჩეული გარკვეული საფარდი 
სისტემა, რომლის მიმართ მანძილების ცვლილებით დახასიათდება განსახილვე– 
ლი მოძრაობა. აღებული საფარდი სისტემა უნდა იყოს აღჭურვილი დროის სა– 
ზომი ხელსაწყოთი, რომ შეგვეძლოს მოძრავი სხეულის სხვადასხვა მდებარეო– 

ბას დროის სხვადასხვა მნიშვნელობა (მომენტი) შევუსაბამოთ. დროის გაზომვი» 
საშუალებას თვით ბუნება იძლევა მასში არსებული პერიოდული მოვლენების 
წყალობით, ასეთი პერიოდული მოვლენებია დღე-ღამე (ის დრო, რომელიც სა– 
ჭიროა თავისი ღერძის გარშემო ე. წ. უძრავი ვარსკვლავების მიმართ დედამიწი': 
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ერთხელ მობრუნებისათვის), წელიწადი (ის დრო, რომელიც საჭიროა მზის გარ- 

შემო დედამიწის ერთხელ შემოვლისათვის). დღე–ღამის 1/86400 ნაწილს ეწო- 
დება სეკუნდი (წამი). კლასიკური მექახიკის მიხედვით, თუ აღებულ სხეულში 

მომხდარი ორი მოვლენა რომელიმე საფარდ სისტემაში რეგისტრირებულია 

როგორც ერთდროული, მაშინ ნებისმიერ სხვა საფარდ სისტემაშიც ისინი რეგის- 
ტრირებული იქნებიან, როგორც ერთდროული მოვლენები. ამრიგად, კლასიკუ- 

რი მექანიკის მიხედვით, სხვადასხვა სისტემაში გაზომილი დრო ერთნაირია, რის 

გამოც მას აბსოლუტურ დროს უწოდებენ. 

საფარდ სიატემას, რომლის მიმართაც ადგილი აქვს ნიუტონის პირველ 

კანონს (ინერციის კანონი), ეწოდება ინერციული. 

კლასიკური მექანიკის კანონები განსაკუთრებით მარტივ სახეს ღებულობს 
ინერციული საფარდი სისტემის მიმართ. კოორდინატთა სისტემა, რომლის სათა– 

ვე მოთავსებულია მზის სისტემის ინერციის ცენტრში და ღერძები მიმართულია 

სამი ე. წ-. უძრავი ვარსკვლავისაკენ, პრაქტიკული მიზნებისათვის საკმარისად 
დიდი სიზუსტით, შეიძლება განხილულ იქნეს როგორც ინერციული. ამ სისტე–- 

მას უწოდებენ ჰელიოცენტრულ სისტემას. აქვე უნდა მევნიშნოთ, რომ 

მთელი რიგი მოვლენების შესასწავლად, რომლებიც დედამიწაზე ხდება, დასაშვე- 
ბია დედამიწის მიჩნევა უძრავად. მართალია, დედამიწის არაინერციულ მოძრაო- 

ბას გავლენა აქვს დედამიწის მიმართ მოძრავ სხეულებზე, მაგრამ ხშირად ეს 
გავლენა იმდენად უმნიშვნელოა, რომ შეიძლება პრაქტიკულად არც კი იქნეს 

მხედველობაში მიღებული. შევნიშნოთ, რომ კლასიკური მექანიკის ძირითადი კა- 

ნონები ფორმულირებულია ინერციული სისტემის მიმართ. 

როგორც უკვე აღვნიშნეთ, კლასიკური მექანიკის მიხედვით ყველა საფარ- 

დი სისტემისათვის დრო ერთი და იგივე», ის უნევერსალურია სივრცის ყველა 
წერტილისათვის და, მაშასადამე, დროის მიმდინარეობა არ არის დამოკიდებული 
მოძრავ მატერიაზე. ასე, მაგალითად, თუ ძირითად სხეულად (საფარდ სისტემად) 

არჩეულია დედამიწა, მაშინ, კლასიკური მექანიკია მიხედვით, დასაშვებია და- 

ვადგინოთ სხვა სხეულზე მომხდარი მოვლენების ერთდროულობა, როგორც აღ 

უნდა მოძრაობდეს ეს სხეული დედამიწის მიმართ. თუ ვიგულისხმებთ, რომ აღ” 
აიშნულ სხეულზე მომხღარი მოვლენების აღსანიშნავად დედამიწაზე მიიღება 

სიგნალები სინათლის სხივის საბით, ცხადი გახდება, რომ დროის აბსოლუტუ- 

რად მიღება იმის ტოლფასია, რომ სინათლის სხივის სიჩქარე უსასრულობად 
ჩავთვალოთ. მაშასადამე, იმის დაშვება, რომ დრო დამოუკიდებელია მოძრავი 

"მატერიისაგან, წარმოადგენს რეალურ სამყაროში არსებული თანაფარდობის 
გარკვეულ მიახლოებით ასახვას. 

მას შემდეგ, რაც არჩეულია დროის ერთეული (ეტალონი). დროის ყოველ 
მომენტს შეიძლება შევუსაბამოთ უსასრულო წრფის გარკვეული წერტილი. 

ამასთან, დროს შეიძლება მივანიჭოთ როგორც დადებითი ისე უარყოფითი 
მნიშვნელობა იმის მიხედვით, განსახილველი მოვლენა მოზდა ჩვენ მიერ არჩე– 
ულ მომენტამდე, თუ მის შემდეგ. ასეთი გზით შეიძლება მოვახდინოთ დროი.» 

არითმეტიზაცია, ე. ი. დავამყაროთ დამოკიდებულება ნამდვილ რიცხვებსა 
(წრფის წერტილებსა) და დროს შორის. ამრიგად, დრო განიხილება, როგორც 
ერთი განხომილებია უწყვეტი მიმდევრობა, რომელსაც გრაფიკულად წრფის 
წერტილები შეესაბამება. ამ წრფეს დროთა ღერძი ეწოდება. დროთა ღერძის 
ყოველ წერტილს დროის გარკვეული მნიშვნელობა, ანუ, როგორც ამბობენ, 
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დოოის გარკვეული მომენტი შეესაბაჭება. დროის ორი მომენტი განსაზღვრავს 
ე. წ. დროის შუალედს. 

XIX საუკუნის ბოლო და XX საუკუნის პირველი მეოთხედი აღინიშნა 

დიდი პროგრესით ფიზიკის დარგში. ახალმა აღმოჩენებმა “ელექტროდინამიკაში, 

ოადიოტექნიკაში, ატომი» აღნაგობაში და აგრეთვე ატომის უმცირესი ნაწილა– 

კების მოძრაობის ახალი კანონების დადგენამ ცხადჰყო, რომ კლასიკური მექანი– 

კის კანონების გამოყენების ფარგლები შეზღუდულია. გამოირკვა, რომ ძალიან 

მცირე ვანზომილების ნაწილაკების მოძრაობა ზშირად არ ექვემდებარება კლასი– 
კური მექანიკის კანონებს აღმოჩნდა რომ სინათლის სხივის სიჩქარის 
სადარი სიჩქარით მოძრავი სხეულებისათვის კლასიკური მექანიკის კანონე- 

ბე ძალას ჰკარგავს. ამასთან დაკავშირებით წარმოიშვა ე. წ. რელატივისტური 
მექანიკა. რომელიც მთლიანად აინშტაინის ფარდობითობის თეორიას ეყრდნობა. 

კლასიკურ მექანიკაში დრო და სივრცე დამოუკიდებელია ერთმანეთისაგან. 

ფარდობითობის თეორია, კლასიკური მექანიკისაგან განსხვავებით. ამყარებს 
გარკვეულ დამოკიდებულებას სივრცესა და დროს შორის (და აგრეთვე მასასა 

და ენერგიას შორის). ფარდობითობის თეორიაში დრო არ განიხილება როგორც 
აბსოლუტური, ერთნაირი სივრცის ყველა წერტილისათვის და, მაშასადამე, ამ 

თეორიის მიხედვით, ათვლის ყოველ სისტემას, ყოველ მოძრავ სხეულს თავისი 

დროო, ე. წ. ადგილობრივი ღრო გააჩნია. რაიმე სხეულში მომხდარი მოვლენის 

ხანგრძლივობა ათვლის სხვადასხვა სისტემისათვის შეიძლება იყოს სხვადასხვა. 
აკე, მაგალითად, თუ ერთი სისტემა მეორის მიმართ მოძრაობს საკმარისად დიდი 
სიჩქარით (სინათლის სხივის სიჩქარის სადარი სიჩქარით) და ხსენებული მოვ- 

ლენის დასაწყისი და დასასრული ამ სისტემებზე მიიღება როგორც სიგნალები 

სინათლის სხივისა, მაშინ, ცხადია, მოვლენის ხანგრძლივობა ათვლის ამ ორი 
სისტემის მიმართ იქნება სხვადასხვა. ამავე მაგალითიღან ცხადია, რომ, თუ ხსე- 

ბებელი საფარდი სისტემები ერთმანეთის მიმართ მოძრაობენ სინათლის სიჩქა- 
რესთან შედარებით საკმაოდ მცირე სიჩქარით, მაშინ ამ ორი სისტემისათვის 
დრო დაახლოებით ერთნაირი იქნება. ფარდობითობის თეორიაში სინათლის სხი– 

ვის სიჩქარე მიღებულია როგორც აბსოლუტურად მუდმივი ყველა ინერციული 
სისტემისათვის, ის ტოლია 299792,6 . 101 თ. ვთქვათ, მოცემულია #,, -4.,..., 

ეკ 
4, ინერციული სისტემები; ამ სისტემებისათვის დაკვირვების შედეგად მიღე- 

ბული ადგილობრივი დროის მნიშვნელობები იყოს 1,, Lე, ·-- ს #,- ფარდობითობის 

თეორიაშე განიხილება საკითხი იმის შესახებ, თუ როგორ არის დაკავშირებული 

ერთმანეთთან ადგილობრივი დროები. ეს კავშირი ხორციელდება იმის პოსტუ– 
ლირებით, რომ სინათლის სხივის სიჩქარე ყველა ინერციული სისტემისათვის 
ერონაირია. , 

ფარდობითობის თეორია, ცხადია, არ უარყოფს კლასიკურ მექანიკას, არა– 

მედ ადგენს იმ საზღვარს, რომლის ფარგლებშიაც კლასიკური მექანიკის კანო- 
ნები კარგად ასახავს რეალური სამყაროს მოვლენებს, კლასიკური მექანიკისა და 
ღელატივისტური მექანიკის კანონებზე დაყრდნობით მიღებული შედეგების 

ვანსხვავება მსოლოდ მაშინ არის საგრძნობი, როცა მოძრავი სხეულის სიჩქარე 

უახლოვდება სინათლის სხივის სიჩქარეს. თუ მას ადჯბილი არა აქვს, მაშინ 
განსხვავება იმდენად მცირეა, რომ შეიძლება მხედველობაში არც კი იქნეს მი- 
ღებული. როცა-საქმე გვაქვს სინათლის სხივთან შედარებით ნელა მოძრავ სხეუ– 
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ლებთან და აგოეთვე სხეულების განზომილება ძალიან მცირე არ არის, მაშინ 

კლასიკური მექანიკის კანონებით სარგებლობა სავსებით მიზანშეწონილია და. 

მაშასადამე, კლასიკური მექანიკა არასოდეს არ დაკარგავს თავის მნიშვნელობას. 

წინამდებარე კურსში შეისწავლება კლასიკური მექანიკ,კ რომელსაც 
«მირად ნიუტონის მექანიკას უწოდებენ ფარდობითობის თეორიას ჩვენ ამ 

კურსში არ შევეხებით. ; 

§ 1). თეორიული მექანიკის დაყოფა სბაპბიკად, კინემატიკად და დინამიკად 

თეორიულ მექანიკას, ჩვეულებრივ, სამ ნაწილად ყოფენ: სტატიკად, კინე- 

მატიკად და დინამიკად. 
სტატიკა შეისწავლის მატერიალური სხეულების წონასწორობის პირობებს. 

კინემატიკა შეისწავლის მატერიალური სხეულების მოძრაობის გეომეტ- 
რიულ მხარეს. ის არ აქცევს ყურადღებას იმ მიზეზებს (ძალებს), რომლებმაც 

გამოიწვიეს მოძრაობა. ამრიგად, კინემატიკა შეისწავლის გეომეტრიული ობიექ- 
ტების მოძრაობას დროში. კინემატიკას ხშირ:დ უწოდებენ ოთხგანზომილებიანი 

სივრცის გეომეტრიას. სადაც მეოთხე განზომილებად მიღებულია დრო. 
დინამიკა შეისწავლის მატერიალური სხეულების მოძრაობის კანონებს მოძ- 

რაობის გამომწვევ მიზეზებთან (ძალებთან) დამოკიდებულებით. 

ძალა თეორიულ მექანიკაში განიხილება როგორც მატერიალური სხეულე- 

ბეს ურთიერთქმედების შედეგი. სხეულების ურთიერთქმედება იწვევს მათი 
მოძრაობის შეცვლას. ძალა ეწოდება იმ სიდიდეს, რომელიც წარმოადგენს 

სხეულების ერთმანეთზე მექანიკური მოქმედების ზომას. ყოველდღიური პრაქ.- 
ტიკა გვიჩვენებს. რომ ძალა ვექტორული სიდიდეა. 

დინამიკა თავის მწრივ სამ ნაწილად იყოფა: წერტილის დინამიკა, მატერია- 

ლურ წერტილთა სისტემის დინამიკა და მყარი სხეულების დინამიკა. სხეულის 
მოძრაობა განსაზღვრულად ჩაითვლება მხოლოდ მაშინ, როცა მისი შემადგე- 

«ელი ყველა ნაწილაკის მოძრაობა ცნობილია. ამიტომ, ბუნებრივია, მატერია- 

ლურ წერტილთა სისტემისა და მყარი სხეულების დინამიკის შესწავლას წინ 

უნდა უძღოდეს მატერიალური წერტილის დინამიკის შესწავლა. სტატიკას და 
დინამიკას ერთად კინეტიკას უწოდებენ. მატერიალურ წერტილთა სისტემის დი–- 
სამიკას, რომელიც მთლიანად დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემის თეო- 

რიას ეყრდნობა, ხშირად ანალიზურ მექანიკას უწოდებენ. 

§ ჟე. თეორიული მეკანიკის განვითარების მოკლე ისტორიული მიმოხილვა 

მექანიკის წარმოშობა და განვითარება უშუალოდაა დაკავშირებული ტექ- 
პიკის განვითარებასთან. ტექნიკა მეცნიერების წინაშე აყენებდა ახალ ამოცა- 
ნებს, რომელთა გადაწყვეტასაც მექანიკა ემსახურებოდა. მექანიკის კანონები 

კამოყენებით კი ხდებოდა ტექნიკის ახალი პროგრესი. ტექნიკისა და მექანიკის 

ასეთი ურთიერთგავლენის ვითარებაში ხდებოდა თეორიული მექანიკის, რო–- 

გორც მეცნიერების, წარმოშობა და განვითარება. 
მექანიკის წარმოშობის ისტორიული ფესვები შორეულ წარსულში უნდა 

ვეძიოთ. ისეთ დიდ ნაგებობათა მშენებლობის დროს, როგორიცაა ეგვიპტის 
პირამიდები, მშენებლები ემყარებოდნენ გამოცდილების შედეგად შემუშავე–- 
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ბულ პრიმიტიულ კანონებს, მძიმე ტვირთების გადასატანად იყენებდნენ ბერ– 
კეტს, ბლოკებს, დახრილ სიბრტყეს და სხვ. ასს ეთ საშუალებათა თანდათან 

სრულყოფისა და განვითარების შედეგად ყალიბდებოდა მექანიკის პირვანდელი 

კანონები. მექანიკის კანონების ჩამოყალიბება უნდა განვიხილოთ როგორც 
ხანგრძლივი პროცესი, რომელიც ყოველდღიურ პრაქტიკასა, დაგროვილ ცოდ- 

ნასა და ცდაზე დაყრდნობით ხდებოდა. პირველად წარმოიშვა და განვითარდა 
თეორიული მექანიკის ყველაზე უფრო მარტივი დარგი –– სტატიკა, რომელიც 

მატერიალური სხეულების წონასწორობის პირობებს სწავლობს. მექანიკის სხვა 

დარგები, განსაკუთრებით დინამიკა, გაცილებით გვიან განვითარდა (ნიუტონის 
დროიდან). 

ბერკეტის წონასწორობის ზოგიერთ საკითხს და აგრეთვე ერთ წერტილზე 

პოდებულ და ერთსა და იმავე წრფეზე მიმართულ ძალთა შეკრების კანონს იც- 

ნობდა დიდი ბერძენი ფილოსოფოსი არისტოტელე (384--322 წ. ჩვენ» 
წელთაღრიცხვამდე). ბერკეტის წონასწორობის საკითხისს ბოლომდე ამოხანა 
არისტოტელემ ვერ შესძლო. 

სტატიკას, როგორც მეცნიერებას, საფუძველი ჩაუყარა ძველი დროი» 

გენიალურმა მეცნიერმა არქ იმე დმა (287-––212 წ. ჩვენს წელთაღრიცხვამდე). 

არქიმედი ცხოვრობდა და მოღვაწეობდა სიცილიის მთავარ ქალაქ სირაკუზში. 

როვორც ცნობილია, არქიმედს ეკუთვნის ბერკეტის წონასწორობის საკითხი“ 

ზუსტი გადაწყვეტა. მასვე ეკუთვნის ჰიდროსტატიკის საფუძვლების დამუშავებ» 
„და საყოველთაოდ ც5ობილი კანონი სითხეში ჩაძირული სხეულების შესახებ. 

არქიმედი ითვლება თავისი დროის უდიდეს გეომეტრად და გამომგონებლად. 

მას ეკუთვნის» მრავალი ტექნიკური ხასიათის გამოგონება, მათ შორის სამხედ– 
რო საშმეში. არქიმედმა გამოიგონა ხრახნი, რომელიც ცნობილია არქიმედი” 

ხრახნის სახელწოდებით. მას ეგვიპტელები იყენებდნენ მდინარე ნილოსის ნა– 
პირებიდან წყლის სარწყავად გადასაყვანად. 

უნდა აღინიშნოს, რომ მონათმფლობელური წყობილების დროს წარმოე- 
ბის დაბალი დოზისა და მონების იაფფასიანი შრომისა გამო არ იყო მოთხოვნი- 

ლება ტექნიკის განვითარებისა, რის გამოც ამ პერიოდში არ შეიძლებოდა მექა- 

ნიკის სწრაფი და სრულყოფილი განვითარება. 

შუა საუკუნეების ეპოქა, ისე როგორც ყველა სხვა მეცნიერებაში, თეო- 

რიულ მექანიკაშიაც ხასიათდება, როგორც განვითარების თითქმის მთლიანად 
შეჩერების ეპოქა. აღნიშნულ შეჩერებას ხელს უწყობდა არსებული საზოგა- 

დოებრივი წყობილება (ბატოწყმური წყობილება) და ის გარემოება, რომ მეც- 
ნიერებაში (განსაკუთრებით ფილოსოფიაში) გამეფებული იყო თეოლოგია. მეც- 
ნიერების ასეთი გაყინვა გრძელდებოდა ე. წ. აღორძინების პერიოდამდე (XV 

საუკუნის მეორე ნახევარი). 

აღორძინების პერიოდში ვაჭრობის, ნაოსნობის, სამხედრო საქმის, ხელოს– 

ნობისა და შემდეგ მანუფაქტურის განვითარების შედეგად სწრაფად განვითარ- 

და საერთოდ მეცნიერება და, კერძოდ, თეორიული მექანიკა. 

· ამ პერიოდის მრავალი ნიჭიერი მკვლევარი წარმატებით იწყებს მუშაობა» 

თეორიულ მექანიკაში და ამდიდრებს მას ახალი აღმოჩენებით. ასეთ მკვლევარ- 

თა რიცხვს ეკუთვნის გამოჩენილი იტალიელი მხატვარი ლეონარდო დ: 
ვინჩი (1452-–1519), მან შეისწავლა დახრილ სიბრტყეზე სხეულის მოძრაო- 

ბის კანონები და აგრეთვე სრიალის შემთხვევაში ხახუნის თვისებები. ლეონარ- 
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უო და ვინჩი იყო არა მარტო გამოჩენილი მსატვარი, არამედ ბუმბერაზი მკვლე– 

ვარი მეცნიერების მრავალ დარგში, 

ლეონარდო და ვინჩის შემდეგ შუა საუკუნეობრივი სქოლასტიკისა და რე- 
ლიგიის წინააღმდეგ ბრძოლაში უდიდესი მნიშვნელობა ჰქონღა დიდი პოლო- 

ნელი ასტრონომის კოპერნიკის (1473-–1543) აღმოჩენებს. კოპერნიკამდე, 
ს„თასეული წლების მანძილზე, გამეფებული იყო პტოლემეს გეოცენტრე- 
ლი სისტემა, რომლის მიხედვით დედამიწა ითვლებოდა უძრავად. შეიძ- 

ლება ითქვას, რომ კოპერნიკმა მოახდინა გადატრიალება საბუნებისმეტყველო 

პეცნიერებში თავსი ჰელიოცენტრული სისტემის დადგენით. ამ სის- 

ტემის მიხედვით, ციური მნათობების მოჩვენებითი მოძრაობა ახსნილია, რო- 

ჯორც დედამიწის თავიაი ღერძისა და მზის გარშემო მოძრაობის შედეგი. ეს იყო 

იმ დროის უდიდესი აღმოჩენა, რომელმაც ლახვარი ჩასცა რელიგიას და დიდად 
შეუწყო ხელი საბუნებისმეტყველო მეცნიერებათა დარგების გიგანტური ნაბი- 

ჯით წინსვლას. კოპერნიკის აღმოჩენებმა საფუძველი ჩაუყარა ციურ მექანი- 
კას –– მეცნიერებას ციური სხეულების მოძრაობის შესახებ. 

კოპერნიკის აღმოჩენებზე დაყრდნობით და მრავალ დაკვირვებათა ანალი- 
ზის საფუძველზე გერმანელმა მეცნიერმა კეპლერმა (1571-–-1630) აღმოა- 

ჩინა სამი კანონი მზის ირგვლივ პლანეტების მოძრაობის შესახებ. ეს კანონები, 

ოომელთაც კეპლერის კანონები ეწოდება, შემდეგია: 1) ყოველი პლანეტა მოძ–- 
როაობს ელიფსზე, რომლის ერთ-ერთ ფოკუსში მზე იმყოფება; 2) მზის ცენტრის, 

მიმართ პლანეტის ცენტრის რადიუს-ვექტორის მიერ შემოწერილი ფართობი შე- 
საბამი დროის პროპორციულია (დროის ტოლ შუალედებში ტოლი ფართობები 

შემოიწერება). ამ კანონს ფართობთა კანონი ეწოდება; 3) მზის ირგვლივ პლა- 

ნეტის ერთხელ შემოვლის დროის კვადრატი ტრაექტორიის დიდი ნახევარღერძის 

კუბის აროპორციულია, ე. ი, #”/იშ შეფარდება, სადაც თ ტრაექტორიის 

(ელიფსის) დიდი ნახევარღერძია, » კი -- ტრაექტორიის ირგვლივ ერთხელ 
შემოვლის დრო, ერთნაირია ყველა პლანეტისათვის. 

ამ კანონების საფუძველზე ნიუტონმა იპოვა პლანეტების მამოძრავებელი 
ძალები და შემდეგ აღმოაჩინა „მსოფლიო მიზიდულობის კანონი“, 

თეორიული მექანიკის განვითარებაში უდიდესი როლი ითამაშა დიდი იტა– 
ლიელი მეცნიერის გალილეის (1564-–1642) გამოკკლევებმა. გალილეი მე- 
ქანიკის კანონების დადგენაში დიდ მნიშვნელობას ცდას ანიჭებდა. მას ეკუთვნის 
საყოველთაოდ ცნობილი ინერციის კანონის აღმოჩენა. მანვე შემოიღო პირვე– 
ლად სიჩქარისა და აჩქარების ცნება სწორხაზოვიად დღა გადატანთ მოძრავი 
სხეულისათვის და თავისი ცდების საფუძველზე მოგვცა ზუსტი კანონი სიცა- 
რიელეში სხეულის ვარდნის, შესახებ. მან აღმოაჩინა რომ ყველა სხეული 
სიცარიელეში ვარდება ერთნაირი აჩქარებით წონისაგან დამოუკიდებლად. ამ- 
რიგად, ჯერ კიდევ არისტოტელეს დროიდან გამეფებული შეხედულება იმის 
შესახებ, რომ მძიმე წონის სხეული უფრო ჩქარა ვარდება დედამიწაზე, ვიდრე 
მსუბუქი, უარყოფილი იქნა გალილეის ამ აღმოჩენით გალილეიმ შეისწავლა 

აგრეთვე დედამიწის ჰორიზონტიდან სიცარიელეში რაიმე კუთხით გასროლილი 
აზეულის მოძრაობიას კანონები. მან დაამტკიცა, რომ სხეულის სიმძიმის ცენტრი 

იმოძრავებს“ პარაბოლაზე და იპოვა ე. წ. ფრენის მაქსიმალური სიმაღლე და 
სიშორე. ამ აღმოჩენას მაშინ დიდი მნიშვნელობა ჰქონდა ბალისტიკაში. გალი- 
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ლეი სამართლიანად ითვლება თეორიული მექანიკის ყველაზე უფრო მნიშვნე- 

ლოვანი დარგის –– დინამიკის ფუძემდებლად. 

დინამიკაში გალილეის შრომების შემდგომი განვითარება მოგვცა ჰოლან- 

დიელმა მკვლევარმა ჰიუგენსმა (1629-––1695). მან შეისწავლა ფიზიკურ“ 

საქანის მოძრაობის კანონები. გარდა ამისა, პიუგენსმა გალილეის მიერ შემოღე- 

ბული აჩქარების ცნება განაზოგადა მატერიალური წერტილის მრუდწირული 

მოძრაობისათვის და შემოიღო ცენტრისკენული ძალის ცნება. ჰიუგენსის რამდე- 

ნიმე შრომა მიძღვნილია მყარი სხეულების დაჯახების მოვლენის შესწავლი- 

სადმი. 

დინამიკის ძირითადმა კანონებმა, რომელთა შესწავლაც, როგორც ზემოთ 

იყო აღნიშნული, დაიწყო გალილეიმ, დასრულებული სახე მიიღო უდიდესი 

ინგლისელი მეცნიერის ნიუტონის (1643-––1727) გამოკვლევებში. ნიუტონ- 

მა ჩამოაყალიბა ე. წ. კლასიკური მექანიკის ძირითადი კანონები და ამ კანონებზე 

დაყრდნობით საგრძნობლად განავითარა დინამიკა. ამიტომ კლასიკურ მექანიკას 

ხშირად ნიუტონის მექანიკას უწოდებენ. 

მისი წინამორბედების შრომების ანალიზისა და საკუთარი გამოკვლევების. 

საფუძველზე ნიუტონმა დაწერა გენიალური ნაშრომი: „ნატურალური ფილო–- 

სოფიის მათემატიკური საწყისები“. ამ ნაშრომში ნიუტონმა ჩამოაყალიბა კლა– 

სიკური მექანიკის ძირითადი ცნებები და პრინციპები. აღნიშნული პრინციპები. 
რომელთაც ნიუტონის კანონებს უწოდებენ, შემდეგია: 

1) ყოველი სხეული იმყოფება მოსვენებითს მდგომარეობაში (უძრავად) ა5 
მოძრაობს სწორხაზოვნად და თანაბრად მანამ, სანამ მას გარეშე მიზეზი (ძალა). 
არ გამოიყვანს ამ მდგომარეობიდან (ინერციის კანონი). 

2) აღებული ნაწილაკის მასისა და აჩქარების ნამრავლი ნაწილაკზე მოქმედი 
ძალის ტოლია 

თV= I" (5,1» 
(ძალისა და აჩქარები5: პროპორციულობის კანონი). 

პ) ორი სხეული ერთმანეთზე მოქმედებს ძალებით, რომელნიც სიდიდით 
ტოლნი არიან, ხოლო გეზი აქვთ ერთმანეთის საწინააღმდეგო (ქმედებისა დ» 
უკუქმედების კანონი). 

ამ კანონებიდა5. როგორც აღვნიშნეთ, ინერციის კანონი აღმოჩენილი, იყო 
გალილეის მიერ. 

კანონები ნიუტონმა გამოიყენა მექანიკის მნიშვნელოვანი ამოცანები" 

გადასაწყვეტად, კერძოდ, წინააღმდეგობიან არეში სხეულების მოძრაობის შე– 
სასწავლად. 

ნიუტონის ზემოხსენებულ წიგნში მოყვანილია, აგრეთვე, მისი საყოველ- 
თაოდ ცნობილი მსოფლიო მიზიდულობის კანონი, რომლის სამართლიანობამდე 

ნიუტონი კეპლერის კანონების ანალიზის საფუძველზე მივიდა. ეს კანონი შემ- 
გია: , 

შ ორი მატერიალური ნაწილაკი იზიდავს ერთმანეთს ძალით, რომელიც მათი: 
მასათა ნამრავლის პირდაპირპროპორციულია, ხოლო მათ შორის მანძილის კვად– 
რატის უკუპროპორციული: 

#=/ #M, (5,2) 
4.



სადაც /, და // აღნიშნული ნაწილაკების მასებია, # არის ნაწილაკებს შორის 

მანძილი, / პრობორციულობის კოეფიციენტია, რომელსაც გრავიტაციის მუდ- 

მივი ეწოდება, 7” ნაწილაკების მიზიდულობის ძალაა. 

ამ კანონის ფორმულირების დროს ნაგულისზწმევია, რომ სხეულების განზო- 
მილებები მათ შორის მანძილთან შედარებით მცირეა. 

ამ კანონზე დაყრდნობით ნიუტონმა შეისწავლა მზის სისტემაში შემავალი 

პლანეტებისა და კომეტების მოძრაობის კანონები. მან აღმოაჩინა, რომ პლანე- 

ტებისა და კომეტების მამოძრავებელი ძალები წარმოადგენს მზის მიზიდულო- 

ბით გამოწვეულ ცენტრალურ ძალებს (ძალას, რომლის მიმართულება ყოველ- 

თვის გადის ერთსა და იმავე უძრავ წერტილზე, ეწოდება ცენტრალური ძალა). 
შემდეგ ნიუტონმა აჩვენა. რომ მსოფლიო მიზიდულობის კანონიდან მიიღება 

კეპლერის კანონები. 

მექანიკის კანონების დადგენისა და იმ დროისათვის მომწიფებული ამოცა– 

ნების გადასაწყვეტად ნიუტონს დასჭირდა ცვლადი სიდიდის ცნების შემოტანა 

და ამასთან დიფერენციალური და ინტეგრალური აღრიცხვის მეთოდების დამუ- 

შავება. დიფერენციალური და ინტეგრალური აღრიცხვის ჭირითადი მეთო- 

დები, თითქმის ერთდროულად, ნიუტონისაგან დამოუკიდებლად დამუშავებუ- 

ლი იყო გერმანელი ფილოსოფოსისა და მათემატიკოსის ლაიბნიცის მიერ. როცა 

ნიუტონმა ლაიბნიცს წერილით აცნობა, რომ მას შეუძლია მოცემული ფუნქციის 

მიხედვით გამოთვალოს წარმოებული' და, პირიქით, მოცემული წარმოებულის 

მიხედვით იპოვოს ფუნქცია, ლაიბნიცისაგან მიიღო პასუხი, რომ მისთვის ცნო- 

ბილია ანალოგიური მეთოდები. ნიუტონისა და ლაიბნიცის მიერ შექმნილი დი- 

ფერენციალური და ინტეგრალური აღრიცხვის მეთოდებს ჰქონდა უდიდესი 
მნიშვნელობა ზუსტ საბუწებისმეტყველო მეცნიერებათა განვითარებისათვის. 

ნიუტონს დიდი დამსახურება მიუძღვის ჰიდროსტატიკისა და პიდროდინამი– 

კის მთელ რიგ ამოცანათა გადაწყვეტაში. კერძოდ, მან შეისწავლა ცილინდრულ 
ჭურჭელში მძიმე სითხის ბრუნვის შედეგად მიღებული ფორმები. 

ფიზიკაში ნიუტონმა დაწერა ფუნდამენტური ნაშრომი „ოპტიკა“, რომელ- 
შიც გადმოცემულია თანამედროვე ოპტიკის საფუძვლები. ნიუტონს დიდი დამ–- 

სახურება მიუძღვის აგრეთვე ოპტიკური იარაღების კონსტრუირების საქმეში. 
რელატივისტური მექანიკის წარმოშობა-განვითარებამ ცხადჰყო, რომ კლა- 

სიკური მექანიკის კანონების გამოყენების ფარგლები შეზღუდულია, რაზედაც 
ზემოთ გვქონდა საუბარი. 

ნიუტონი მეტაფიზიკოსი მატერიალისტი იყო. დროს და სივრცეს ის იხი- 

ლავდა როგორც აბსოლუტურს, დამოუკიდებელს მატერიისაგან” ნიუტონის 

მექანიკამ საკმაოდ დიდი როლი შეასრულა მექანიკური მატერიალიზმის ფორ- 
მირებაში. მთელი რიგი მნიშვნელოვანი საკითხების განხილვის დროს ნიუტონი 

იდეალიზმის პოზიციებზე იდგა. ნიუტონს მიაჩნდა, რომ ძატერიას არ ძალუძს 

იყოს მოძრავი, მატერიას პირველად მოძრაობა ღმერთმა მიანიჭა. მზის სისტემის 
მდგრადობის შესანარჩუნებლად, ნიუტონის აზრით, აუცილებელია . ღმერთის 
ძალა. 

სტატიკის კანონებმა შემდგომი განვითარება ჰპოვა ფრანგი მეცნიერის 
ვარინიონის (1654-1722) შრომებში. ვარინიონმა პირველმა შემოიტანა. 

  

  

1 წარმოებულის ნაცვლად ნიუტონი ხმარობდა ტერმინს „ფლუქსია“.



წერტილის მიმართ ძალის მომენტის ცნება და დაამტკიცა დებულება ტოლქმე– 

დის მომენტის შესახებ. ვარინიონის შრომებით მყარი სხეულის სტატიკა მი- 
«ღო თითქმის დასრულებული სახე. 

მექანიკის შემდგომი განვითარება მიმდინარეობდა მექანიკის ზოგადი პრინ– 

ციპების ჩამოყალიბებისა და მექანიკური სისტემის მოძრაობის ანალიზური 

მეთოდებით შესწავლის მიმართულებით. მექანიკის ეს საკითხები შესწავლილი 

იქნა ძირითადად XVIII საუკუნეში. XVIII საუკუნეში მოცემული იყო აგრეთვე 

მნიშვნელოვანი გამოკვლევები ჰიდროდინამიკასა და ციური სხეულების მექანი- 

კაში. ამ პერიოდის გამოჩენილ მექანიკოსთა რიცხვს ეკუთვნიან: შვეიცარიელი 
მეცნიერები –– ივანე ბერნული (1667--1748) ღა მისი შვილი დანიელ 

ბერნული (1700––-1782); ეილერი (1707-–1783), რომელმაც თავისი შე- · 

მოქმედებითი სიცოცხლის უდიდესი ნაწილი გაატარა პეტერბურგში! როგორც 

პეტერბურგის აკადემის წევრმა, ფრანგი მეცნიერები დალამბერი 
(1717-–-1781) და ლაგრანჟი (1716-–1813). 

გავეცნოთ მოკლედ ამ მეცნიერების მიერ თეორიულ მექანიკაში მიღებულ 

შედეგებს. . 
ივანე ბერნულს ეკუთენის შესაძლო გადაადგილების პრინციპის ზო- 

გადი სახით ჩამოყალუბება. ეს პრინციპი იძლევა მატერიალურ წერტილთა სის- 

ტემის წონასწორობის აუცილებელ და საკმარის პირობას. მასვე აქვს შესწავ- 
ლილი მყარი სხეულების დაჯახების საკითხები. 

დანიელ ბერნულიმ, რომელიც პეტერბურგის აკადემიის წევრი 

იყო, დიდი წვლილი შეიტანა ჰიდროდინამიკის სხვადასხვა საკითხის დამუშავე- 
ბაში. 1738 წელს გამოვიდა მისი ფუნდამენტური ნაშრომი „ჰიდროდინამიკა4, 

რომელშიაც მოცემულია ჰიდროდინამიკის ერთ-ერთი ძირითადი განტოლების 

გამოყვანა. ეს განტოლება ბერნულის განტოლების სახელწოდებით არის 
ცნობილი. ' 

ლეონარდო ეილერმა, ისე როგორც მათემატიკის მთელ რიგ დარ- 

გებში, თეორიულ მექანიკაშიაც წარუშლელი კვალი დატოვა. ეილერმა დროუ- 
ლად მიაქცია ყურადღება მათემატიკური ანალიზის მეთოდების ფართოდ გამო-, 

ყენება მექანიკაში და ამ გზით მიიღო ფრიად მნიშვნელოვანი შედეგები მექანი- 
კის სხვადასხვა დარგში: მყარი სხეულების დინამიკაში ჰპიდრომექანიკაში, 
ბალისტიკაში და სხვ. ეილერს ეკუთვნის მყარი სხეულის მოძრაობის კინემატი- 

კური და დინამიკური განტოლებების გამოყვანა, რომელნიც ეილერის კინემა- 
ტიკური და დინამიკური განტოლებების სახელწოდებით არიან ცნობილი. ეი- 
ლერმა შეისწავლა უძრავი წერტილის გარშემო მყარი სხეულის ბრუნვა და 
მოგვცა უძრავი წერტილის გარშემო მყარი სხეულის ინერციით ბრუნვის სრული 
თეორია. 

დიფერენციალურ განტოლებათა თეორიის გამოყენებით მექანიკაში ეილერ– 
მა მიიღო ისეთი შედეგები, რომლებსაც ფართოდ იყენებენ ახლაც. ეილერი 

'იყო უდიდესი ერუდიციის მეცნიერი, რომელმაც მრავალრიცხოვანი პირველ- 

ხარისხოვანი გამოკვლევები დატოვა მათემატიკის ბევრ დარგში. ეილერმა და- 

წერა 750-ზე მეტი სამეცნიერო ნაშრომი, 
უძრავი წერტილის გარშემო მყარი სხეულის ინერციით ბრუნვის ფრიად 

  

" ეილერი დაიბადა შვეიცარიაში. 1727-1741) და 1766-1703 წლებში ცხოვრობდა და მო– 

ღვაწეობდა პეტერბურგში, 
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თვალსაჩინო გეომეტრიული ინტერპრეტაცია მოცემული აქვს ფრანგ მექანი- 
კოსსა და. გეომეტრს პუანსოს (1777--1859). ეს თეორია გეომეტრიულად 

იმდენად კარგად ახასიათებს მყარი სზეულის ინერციით ბრუნვას უძრავი წერ- 

ტილის გარშემო, რომ მყარი სხეულის მოძრაობის ამ შემთხვევას ეილერ-პუან- 

სოს შემთხვევას უწოდებენ. 

დალამბერმა შემოიტანა გარკვეული პრინციპი დინამიკაში, რომელიც 

დალამბერის პრინციპის სახელწოდებით არის ცნობილი და იძლევა დინამიკის 
ამოცანების სტატიკის ამოცანებამდე დაყვანის შესაძლებლობას. ამ პრინციპის 

დახმარებით არათავისუფალ მატერიალურ წერტილთა სისტემის დინამიკის 

ამოცანები დიფერენციალურ განტოლებათა გარკვეულ სისტემამდე დაიყვანება. 

მექანიკის ძირითადი ამოცანების ამოხსნის ანალიზურმა მეთოდმა შემდგომი 

განვითარება ჰპოვა დიდი ფრანგი მეცნიერის ლაგრანჟის შრომებში. მან დაწერა 

წიგნი „ანალიზური მექანიკა“, რომელშიაც, შესაძლო გადაადგილების პრინციპის 

შემდგომი სრულყოფის საფუძველზე, მოცემულია მატერიალურ წერტილთა 

სისტემის მოძრაობის სრული თეორია. ეს თეორია შეტანილია თეორიული მე- 
ქანიკის თითქმის ყველა კურსში. ლაგრანჟის ზემოხსენებულ ნაშრომში მოცემუ- 

ლია მატერიალურ წერტილთა სისტემის მოძრაობის განტოლებები, როგორც 

დეკარტის კოორდინატებში, ისე ზოგად მრუდწირულ კოორდინატებში (ლაგ- 
რანჟის პირველი და მეორე გვარის განტოლებები). ლაგრანჟმა შეისწავლა აგ- 

რეთვე მატერიალურ წერტილთა სისტემის მცირე რხევები და უძრავი წერტი- 
ლის გარშემო მყარი სხეულის ბრუნვა ერთ მნიშვნელოვან კერძო შემთხვევაში. 

XIX საუკუნეში წარმოებდა ანალიზური მეთოდების თეორიულ მექანიკაში 

გამოყენების შემდგომი განვითარება და სრულყოფა. კვლევითი მუშაობა 

მიმდინარეობდა ძირითადად თეორიული მექანიკის ვარიაციული პრინციპების 

დადგენისა და მატერიალურ წერტილთა სისტემის დიფერენციალური განტო- 

ლებების ინტეგრების მეთოდების დამუშავების მიმართულებით. 

მექანიკის ზოგადი პრინციპის ქვეშ იგულისხმება მოძრაობის დამახასიათე– 

ბელი ისეთი საერთო თვისება, რომელიც იმდენად ზოგადია, რომ მასზე შეიძ- 
ლება ავაგოთ მთელი საგანი; ამასთან ეს პრინციპი არ უნდა ეწინააღმდეგებო- 

დეს პრაქტიკულ სინამდვილეს. მოძრაობათა ასეთ დამახასიათებელ თვისებებს 
შეიძლება ადგილი ჰქონდეს დროის აღებული მომენტისათვის ან დროის სასრუ- 

ლი შუალედისათვის. პირველ შემთხვევაში ვიტყვით, რომ პრინციპი დიფერენ- 

ციალურია, მეორე შემთხვევაში კი –– ინტეგრალური. ხსენებული ზოგადი ხა- 

სიათის პრინციპთა რიცხვს ეკუთვნის ვარიაციული პრინციპები. არავარიაციუ- 

ლი პრინციპებისაგან განსხვავებით, ვარიაციული პრინციპების ამოცანაა ვიპო- 

ვოთ სისტემის კოორდინატებსა და მათ წარმოებულებს შორის ისეთი ფუნქციო- 

ნალური დამოკიდებულება, რომელიც სისტემის ნამდვილი მოძრაობისათვის მი– 

იღებს მინიმალურ მნიშვნელობას ე. წ. კინემატიკურად დასაშვებ მოძრაობებთან 
შედარებით. | 

ზემოაღნიშნული სახის ვარიაციულ პრინციპს ეკუთვნის ჰოლონომური ბმე- 

ბის შემთხვევაში ინგლისელი მათემატიკოსი ჰამილტონის (1805--1863) 

მიერ ჩამოყალიბებული პრინციპი, რომელიც ჰამილტონის პრინციპის სახელწო–. 
დებით არის ცნობილი. ამ პრინციპს ხშირად სტაციონარული ქმედების პრინ–- 

ციპს უწოდებენ. ჰამილტონმა მოგვცა აგრეთვე მატერიალურ წერტილთა სის- 

2. ნ, ვეკუა



ტემის მოძრაობის დიფერენციალური განტოლებები ე. წ. კანონიკურ ცვლადებ- 
ში, ამ განტოლებებს ჰამილტონის კანონიკურ განტოლებებს უწოდებენ. 

ზოგადი სახის გარიაც+ულ პრინციპს წარმოადგენს აგრეთვე „უმცირესი 

ქმეღების პრინციპი“, რომელიც პირველად ყოველგვარი დასაბუთების გარეშე 

გამოთქმული იყო ფრანგი ფილოსოფოსის მოპერტიუის (1698-1759) 

მერ. ამ პრინციპის ზუსტი ფორმულიტება და დამტკიცება ეკუთენის ლაგრანჟს. 

ამიტომ ხშირად ამ პრინციპს მოპერტიეჟი-ლაგრანჟის პრინციპს უწოდებენ. 

ვარიაციულ პრინციპთა რიცბვს ეკუთვნის აგრეთვე „უმცირესი იძულების 
პრინციპი", რომელიც მოცემული იყო უდიღესი გერმანელი მათემატიკოსის 

გაუსის (1777-1855) მიერ და მას ახლა გაუსის პრინციპს უწოდებენ. 

ვარიაციულ პრინციპს წარმოადგენს აგრეთვე ცნობილი გერმანელი ფიზი- 

კოსის ჰე რც ის (1857-–1894) მიერ მოცემული პრინციპი, რომელიც წარმოად- 

გენს გალილეისა და ნიუტონის ინერციის კანონის განზოგადებას. ამ პრინციპს 
ჰერცის პრინციპს უწოდებენ. 

ეს პრინციპები იმდენად ზოგადია, რომ მათგან მიიღება მატერიალურ წერ- 

ტილთა სისტემის მოძრაობის დიფერენციალური განტოლებები (ლაგრანჟის 

L და II გვარის განტოლებები) და, პირიქით, აღნიშნული განტოლებების გამო– 

ყენებით შეიძლება დამტკიცდეს ამ პრინციპების სამართლიანობა. 

მატერიალურ წერტილთა სისტემის დიფერენციალური განტოლებების ინ– 

ტეგრების მეთოდები მოცემულია ჰამილტონის, ფრანგი მეცნიერი პუასო- 
ნის (1781-1840) და გერმანელი მეცნიერის იაკობის (1804--1851) შრო–- 

მებში. პუასონს მოცემული აქვს ჰამილტონის კანონიკურ განტოლებათა სისტე– 

მის პირველი ინტეგრალების აგების მეთოდი, იაკობი ამყარებს დამოკიდებულე–- 

ბას მექანიკიუ კანონიკურ განტოლებებსა და გარკვეულ კერძო წარმოებულე- 

ბიან დიფერენციალურ განტოლებას შორის. 

§ 0. რუხი მეცნიერების როლი თეორიული მეკანიპჰეს გაწვითარებაფი 

თეორიული მექანიკის განვითარებაში დიდი დამსახურება მიუძღვით რუს, 

მეცნიერებს, მათ შორის ბევრია ისეთი, რომელთა ნაშრომები საყოველთაოდ 
ცნობილი და აღიარებულია. ! 

თეორიული მექანიკის განვითარებაში დიდი როლი შეასრულა უდიდესმა 
რუსმა მეცნიერმა, პოეტმა, ფილოსოფოსმა, ქიმიკოსმა, გეოლოგმა და ინჟინერ– 

მა ლომონოსოვმა (1711--1765), ლომონოსოვის მიერ აღმოჩენილ კა- 

ნოს, რომელსაც ნივთიერების შენახვის კანონი ეწოდება, უდიდესი მნიშვნელო– 

ბა აქვს საერთოდ საბუნებისმეტყველო მეცნიერებისათვის და, კერძოდ, თეო- 
რიული მექანიკისათვის. ეს კანონი ფორმულირებული იყო პირველად ლომონო– 

სოვის მიერ 1749 წლის 5 ივლისს ეილერისადმი მიწერილ წერილში. 

მათემატიკისა და მექანიკის განვითარებაში დიდი დამსახურება მიუძღვის 

ბებიშევს (1821 –. 1894). ჩებიშევი უდიდეს მნიშვნელობას ანიჭებ–- 

და თეორიული გამოკვლევების გამოყენებას პრაქტიკაში მექანიკის დარგ- 
ში ჩებიზევი ითგლება მექანიზმებისა და მანქანების თეორიის რუსული სკოლის 
ფუძემდებლად. ჩებიშევმა თეორიულად დაამუშავა და ააგო 40-ზე მეტი ახალი. 

მექაზიზმი. კერძოდ, მას ეკუთვნის ახალი კონსტრუირება ისეთი მექანიზმისა, 
ოომელიც ბრუნვით მოძრაობას გარდაქმნის სწოობახოვან წარმტან მოძრაობად. 

რდიდესი კვალი დატოვა მისმა შრომებმა მათემატიკაში. ჩებიშევმა შექმნა ახა– 
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ლი' მიმართულებები ფუნქციათა თეორიაში, რიცხვთა თეორიასა და ალბათობა- 

თა თეორიაში. 

თეორიული მექანიკის განვითარებაში უდიდესი როლი შეასრულა გენია- 

ლურმა მათემატიკოსმა ლიაპუნოვმა (1857 ––- 1918) მან თავის სა- 

დოქტორო დისერტაციაში ამომწურავი სისრულით შეისწავლა მექანიკური სის- 

ტემის მოძრაობის თეორიის ერთ-ერთი ურთულესი დარგი –– მოძრაობის 

მდგრადობის თეორია. გარდა ამისა, ლიაპუნოვმა შეისწავლა უძრავი ღერძის 

გარშემო ერთგვაროვანი სითხის ბრუნვა, როცა სითაის ნაწილაკები იზიდავენ 

ერთმანეთს ნიუტონის მიზიდულობის კანონის მიხედვით, და მთელ რიგ შემთხ- 

ვევებში იპოვა ის ფორმები, რომლებსაც ბრუნვის შედეგად ხსენებული სითხე 

ღებულობს. ამ საკითხის გადაწყვეტას დიდი მნიშვნელობა აქვს ასტრონომიაში, 

რადგან მასთან არის დაკავშირებული პლანეტებისა და ვარსკვლავების ფორმე– 

ბის დადგენისა და მზის სისტემის წარმოშობის საკითხი. მოძრაობის მდგრადო– 

ბის თეორიას პირველხარისხოვანი მნიშვნელობა აქვს ტექნიკაში, კერძოდ, 
თვითმფრინავების მოძრაობის თეორიაში. 

თეორიული მექანიკის განვითარებაში მნიშვნელოვანი წვლილი შეიტანა 

ოსტროგრადსკიმ (1801--1862).. ოსტროგრადსკი მატერიალურ წერ- 
ტილთა სისტემის მოძრაობის შესასწავლად, ისე როგორც ეილერი და 
ლაგრანჟი, იყენებდა ანალიზურ მეთოდს. მან განაზოგადა შესაძლო გა- 
დაადგილების პრინციპი იმ შემთხვევისათვის როცა სისტემა ემორჩი- 
ლება ცალმხრივ (არადამჭერ ბმას) და გამოიყენა ის დაჯახებათა ზოგად 
თეორიაში. ოსტროგრადსკის ეკუთვნის აგრეთვე ჰამილტონის პრინციპის გან- 
ზოგადება. ამიტომ ამ პრინციპს ხშირად ჰამილტონ-ოსტროგრადსკის პრინციპს 
უწოდებენ. ოსტროგრადსკიმ ბევრი მნიშვნელოვანი ნაშრომი მიუძღვნა ჰიდრო- 
დინამიკისა და დრეკადობის თეორიის საკითხებს. 

თეორიული მექანიკა თავისი მნიშვნელოვანი გამოკვლევებით გაამდიდრა 
სახელგანთქმულმა მეცნიერმა ქალმა კოვალევსკაიამ (1850 --1891). 
როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული, უძრავი წერტილის გარშემო მყარი სხეულის 
ბრუნვის ზოგადი თეორია მოგვცა ეილერმა. ეილერმა, პუანაომ, ლაგრანჟმა და 
პუასონმა მოგვცეს გარკვეულ ორ შემთხვევაში (რომელთაც ეილერ-პუანსოს და 
ლაგრანჟ-პუასონის შემთხვევებს უწოდებენ) უძრავი წერტილის გარშემო ბრუნ- 
ვის დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემის ბოლომდე ამოხსნა. ხსენებული 
ავტორების შემდეგ ბევრი მკვლევარი ამაოდ შეეცადა სხვა ინტეგრადი შმემთხვე- 
ვის დადგენას. 1888 წელს პარიზის აკადემიამ გამოაცხადა კონკურსი უძრავთ 
წერტილის გარშემო მყარი სხეულის ბრუნვის საკითხზე საუკეთესო ნაშრომისა- 
თვის. ეს პრემია მიიღო კოვალევაკაიამ, რომელმაც დაადგინა ახალი შემთხვევა, 
როცა ზემოხსენებული განტოლებები (ეილერის კინემატიკური და დინამიკური 
განტოლებები) ბოლომდე ამოიხსნებიან. ხსენებულ შემთხვევას კოვალევსკაიას · 
შემთხვევას უწოდებენ. ! - · 

უძრავი წერტილის გარშემო მყარი სხეულის ბრუნვას, კოვალევსკაიას შემ- 
დეგ, სწავლობდნენ ჩვენი ქვეყნის სახელგანთქმული მეცნიერები: ჟუკოვსკი. 
გორიაჩევი, ჩაპლიგინი, სტეკლოვი და სხვები. 

დიდი მეცნიერი ჟუკოვსკი (1847--1921) ითვლება თანამედრო- 

ვე თეორიული და ექსპერიმენტული აეროდინამიკის ფუძემდებლად. ჟუკოვსკის 

ეკუთვნის მრავალი შრომა მექანიკის სხვადასხვა დარგში, განსაკუთრებით ჰიდოო 
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და აერრმექანიკამი. უდ-ჯესი დამსაზურება მიუძღვის ჟუკოვსკის ავიაციის გან- 

ვითარების საქმეში. ჟუკოვსკის შესანიშნავი დებულება ე. წ. ამწევი ძალის შესა– 

ხებ საფუძვლად უდევს თვითმფრინავს თანამედროვე თეორიას, ჟუკოვსკი 
სამართლიანად ითვლება რუაღოლი ავიაციის მამად. 

ქუკოვაკიმ შექმნა ჰიდრო-აერომექანიკის დარგში მოავალრიცხოვანი სკო- 

ლა. ამ სკოლის ბრწყინვალე წარმომადგენელია ჩაპლიგინი (1869--1942), 

ჩაპლიგინეს მთავარი შრომები მიძღვნილია მყარი სხეულის დინამიკისა და 

ჰიდრო-აერომექანიკის მ5იშვნელოვანი საკითხებისადმი ჩაპლიგინმა ერთ-ერთ 
თავის შრომაში შეისწავლა სითხეში მყარი სხეულის მოძრაობა რომელსაც 

ჟუკოვსკი დიდ შეფასებას აძლევდა. მთელი რიგი მნიშვნელოვანი შრომებისა 

ჩაპლიგინმა მიუძღვნა თვითმფრინავის თეორიას, ამ შრომებში ჩაპლიგინი იძ- 

ლევა თვითმფრინავის ფრთებზე ჰაერის წნევის გაანგარიშებას და იყენებს მას 

ფრთის ფორმის მიხედვით ამწევი ძალის დასადგენად. გარდა ამისა, ჩაპლიგინმა 

შეისწავლა თვითმფრინავის მდგრადობის საკითხი. 

ცვლადი მასის შემთხვევაში მატერიალური წერტილის მოძრაობის კანონი 

შე:სწავლა მე შჩერსკიმ (1859––1935). აღნიშნულ შემთხვევაში მან მი- 
იღო მატერიალური წერტილის მოძრაობის დიფერენციალური განტოლებები და 

განიხილა ბევრი საინტერესო ამოცანა. მეშჩერსკის მიერ მიღებული შედეგები 

საფუძვლად უდევს რეაქტიული თვითმფრინავების, რაკეტის, მეტეორიტებისა 

და კომეტების მოძრაობის შესწავლას. საყოველთაოდ ცნობილია მეშჩერსკის 

მიერ შედგენილი ამოცანათა კრებული თეორიულ მექანიკაში. 

ციოლკოვსკიმ (1857-–-1935ე) დაამუშავა რაკეტის სწორხაზოვანი 

მოძრაობის თეორია. ცეოლკოვსკის მიერ მიღებულმა ფორმულამ რაკეტის სიჩ- 

ქარის განსახღვრის შესახებ დიდი სახელი მოუხვეჭა ავტორს. ციოლკოვსკიმ და– 

ამუშავა შედგენილი რაკეტის მოძრაობის თეორია. 

დიდე როლი შეასრულა აკად კრილოვის (1863-1946) გამოკვლე– 
ვებმა მექანიკის დარგში. მისმა გამოკვლევებმა დიდი გამოყენება ჰპოვა გემთ- 

მშენებლობაში, = 

ამ მოკლე მიმოხილვაში შეუძლებელია რამდენადმე სრულად იყოს გაშუ- 

ქებული ჩვენს ქვეყანაში მექანიკის განვითარების ისტორია. ჩვენ შევეხეთ ძა- 
ლიან მოკლედ იმ ძირითად შედეგებს. რომელნიც აღიარებულია ამჟამად. რო- 

გორც კლასიკური შედეგები. 
ჩვენი ქვეყნის მოწინავე მექანიკოსთა ხელმძღვანელობით საბჭოთა კავშირ– 

ში'ამჟამად მიმდინარეობს ინტენსიური მუშაობა თეორიული მექანიკის ყველა 

დარგში. დიდი ღვაწლი მიუძღვით საბჭოთა მექანიკოსებს რაკეტული ტექნიკის 

განვითარებისა და კოსმოსური სივრცის ათვისების საქმეში. პირველად საბჭოთა 

კავშირში განხორციელდა გაშვება დედამიწის თანამგზავრების,ა რომელთაც 
საბჭოთა კავშირის მოქალაქეები, გმირი კოსმონავტები მართავდნენ. რაკეტული 

ტექნიკის მზარდი განვითარება ხელს შეუწყობს საპლანეტთამორისო 

სიგრცის: შემდგომ სრულყოფილ შესწავლას.



თავი I 

პექბორთა პნალიზის ზოგიერთი საკითხი 

განყოფილება I 

სრიალა ვექტორთა თეორია 

· ჩვენ აქ არ შევუდგებით ვექტორთა ალგებრის ძირითადი საკითხების 

გადმოცემას, ვგულისხმობთ, რომ მკითხეელი მათ იცნობს ანალიზური გეო- 

მეტრიის კურსიდან. აქ განვიხალავთ მხოლოდ ზოგიერთ დამხმარე საკითხს 

სრიალა ვექტორთა თეორიიდან, რომელთაც დიდი გამოყენება ექნებათ თეო- 

რიული მექანიკის სხვადასხვა საკითხის განხილვის დროს, ასე, მაგალითად, 

შედგენილი მოძრაობის კინემატიკურად შესწავლა საგრძნობლად მარტივდება 

ამ თეორიის გამოყენებით. IV თავში ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ ყველადერი ის, 

რაც აქ სრიალა ვექტორების შესახებ იქნება ნათქვამი, თითჟმის უცვლელად 

გადაიტანება მყარ სხეულზე მოდებული ძალებისათვის და, მაშასადამე, გეო- 

მეტრიული სტატიკის ძირითადი დებულებები შეიძლება მივიღოთ როგორც 

შედეგი სრიალა ვექტორთა თეორიისა ნათქვამიდან ცხადი ხდება, რომ 

სრიალა ვექტორთა თეორიის ცალკე გამოყოფა, როგორც დამხმარე მასალისა, 

სავსებით მიზანშეწონილია. 
სრიალა ვექტორი ეწოდება ისეთ ვექტორს, რომლის დამახასიათე- 

ბელ ელემენტებად ითვლება სიგრძე, გეზი და ფუძე (ის წრფე, რომელზედაც 
ქექტორია მოთავსებული), ხოლო ფუძეზე ვექტორის მდებარეობას არავითარი 

მნიშვნელობა არა აქეს (ვექტორის ფიზიკური აზრი არ შეიცელება, თუ ვექ- 
ტორს გავასრიალებთ დღუძმის გასწვრივ). ორ ვექტორს, რომელთაც ეს სამი 

ელემენტი ერთნაირი აქვს, ეწოდება ეკვივალენტური. სრიალა ვექტორის 

მაგალითს წარმოადგენს მყარ სხეულზე მოდებული ძალა. ერთსა და იმავე 
ფუძეზე მოთავსებულ ორ ვექტორს, რომელთაც აქვთ ერთნაირი სიგრძე, 

ხოლო. გეზები-–ერთმანეთის საწინააღმდეგო, ეწოდება პირდაპირ თანა- 

წინააღმდეგი. 

§ 1. სრიალა ვექტორის მომენტი წერტილისა და ღერძის მიმართ 

განვიხილოთ სრიალა “4 ვექტორი და სივრცის ნებისმიერი 0 წერტილი. 

აღვნიშნოთ ით ეექტორის სათავის (მოდების წერტილის) რადიუს-ეექ- 

ტორი 0 წერტილის მიმართ (ნახ. 1). 

ვექტორულ ნამრავლს 
ს=I 7. 41“ (1,1) 
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რომელიც მოდებულია 0 წერტილზე, ეწოდება 4 ვექტორის მ ომე ნტი 0 

წერტილის მიმართ. ვექტორული ნამრავლის განმარტების ძალით, ს ვექტო- 

რის სიგრძე გამოითვლება ფორმულით 

| LI=I»II 4|5ი(> 4), 
საიდანაც მივიღებთ 

|XI=I4I,. . 
ამასთან # აღნიშნავს 0 წერტილიდან 4 ეექტორის ფუძეზე დაშვებ- ლი მარ- 
თობის სიგრძეს. 0 წერტილს ეწოდება მომენტის ცენტრი, ხოლო #»-ს 

ქექტორის მხარი 0 წერტილის 8მი- 
მართ. 

ვექტორული ნამრავლის ცნობილი თვისებისა 
და (1,2) ფორმულის ძალით, ადვილად დავასკვნით, 

ჯ > რომ ”« ვექტორის მომენტი (0 წერტილის მიმართ 

=> ჯ არ შეიცვლება, თუ ამ ვექტორს ნებისმიერად გა- 
: _. ვასრიალებთ ფუძის გასწერივ. 

9 ( თუ ახლა განვიხილავთ დეკარტის მართკუთხა 

, კოორდინატთა სისტემას! სათავით 0 წერტილში 

და შემოვიღებთ აღნიშენებს 

ნახ. 1, 4=(/4,, 4” 4), =(დ, წ, 2), ჩ=(#,, წო წო 

მაშინ (1,1) ტოლობის კოორდინატთა ღერძებზე დაგეგმილებით მივიღებთ 

Lს.=9V4, –“ 74ყ, 

L=24: –– დ4,, (1,3) 

L.-=თდ/4ყე–- V4,. 

თუ ახლა “4 ვექტორის მომენტს ახალი 0' ცენტრის მიმართ აღვნიშნავთ 

"IL -ით, მივიღებთ – 

=ს” .4I 0,4) 
სადაც #” წარმოადგენს 4. ვექტორის სათავის რადიუს-ეექტორს 0" ცენტრის 
მიმართ. ცხადია, გვექნება (ნახ. 1) 

– – 

„=7-–-თ. 

სადაც 2 თ=00'. 
უკანასკნელი ტოლობის ძალით, (1,4) ფორმულა მოგვცემს 

ს=ჯს-–-IთV. 4I. (1,5) 

ცხადია, რომ (თ · 4) ვექტორი წარმოადგენს 0' წერტილზე მოდებული 4. 
ვექტორის მომენტს 0 წერტილის მიმართ, ამიტომ, (1,5) ტოლობის ძალით, 
ადვილად დავრწმუნდებით შემდეგი დებულების სამართლიანობაში: ! 

დებულება. ახალი ცენტრის მიმართ ვექტორის მომენტი 
უდრის ძველი ცენტრის მიმართ მომენტს გამოკლებული 

1 ზთელი კურსის მანძილზე, როცა ლაპარაკი იქნება დეკარტის კოორდინატთა სისტემაზე, 

ნაგულისხმევი იქნება მარცხენა სისტემა. 
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ახალ ცენტრზე მოდებული ამავე ვექტორის მომენტი ძველი 

ცენტრის მიმართ. 

(1,5) ტოლობის კოორდინატთა ღერძებზე დაგეგმილება მოგვცემს 

ს .= Lს.--(იყ, -- თ, 4), 

ა ,=სყ --(ძ,1.-- ი.4,), 

წი ო = (ი. 4ყ- იყ). 

განვიხილოთ ახლა რაიმე ტ ღერძი და განვსაზღვროთ სრიალა 1 ვექ- 
ტორის მომენტი ამ ღერძის მიმართ. 

4 ვექტორის მომენტი 4 ღერძის მიმართ ეწოდება ამ 

ღერძის ნებისმიერი წერტილის მიმართ 4 ვექტორის მომენ- 

ტის გეგმილს ამავე ღერძზე. ამრიგად, თუ 4 ღერძის მ-მართ 4 ვექ- 

ტორის მომენტს აღვნიშნავთ ჯა -თი, განმარტების ძალით მივიღებთ 

ჯ, = გებცI”· 4 1·=გეგ, XI, 
სადაც # წარმოადგენს 4. ვექტორის სათავის რადიუს-ვექტორს # ღერძის 

რაიმე 0 წერტილის მიმართ (ნახ. 2). 
როგორც ადვილი მისახვედრია, ღერძის მიმართ მომენტი არ არის დამო- 

კიდებული ამ ღერძზე 0 წერტილის მდებარეობისაგან. მართლაც, თუ 0 წერ- 

ტილის ნაცვლად #4 ღერძის სხვა 0' წერტილს ავიღებთ, 

(1,5) ფორმულის გამოყენებით, მივიღებთ 
4 

LM = ჯა – გეგა (00'· 4 ეL--+ 

მაგრამ, ცხადია, გეგ კI00'· 4)= ბ და მივიღებთ 8 

X' ე =ჯკ, რაც გვარწმუნებს ნათქვამის სამართლიანო- -X 
ბაში. 0/ 

ზემომოყვანილი განმარტებიდან გამომდინარეობს, 

რომ (1,3) ფორმულებით განსაზღვრული #,, XL, და L, == 
სიდიდეები, წარმოადგენენ შესაბამად თ, ჯ და # ღერძე- 
ბის მიმართ მომენტებს. 

§ 2, ნაკრები ვექტორი და ნაკრები მო.მე6ტი 

განვიხილოთ ახლა სრიალა ვექტორთა სასრული რაოდენობა: 4) 

4, ·.) ტი, რომელსაც შემდეგში სრიალა ვექტორთა სისტემას ვუწოდებთ. 

ამ ვექტორების გეომეტრიულ ჯამს, რომელსაც #-ით აღვნიშნავთ: 

ჯ- 2 (2,1) 

მწოდება აღებული სისტემის ნაკრები ვექტორი (მთავარი ვექტორი). 
აღვნიშნოთ ახლა ს სივრცის რაიმე 0 წერტილის მიმართ “ი (§=1, 2..-.; 2?) 

ვექტორის მომენტი წ -ით. ამ მომენტების გეომეტრიულ ჯამს, რომელსაც 

ჯ- -ით აღვნიშნავთ: 
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X= XI-VII -2), 6-. 

სადაც #, წარმოადგენს „4, ვექტორის სათავის რადიუს-ვექტორს 0 ცენტრის 
მიმართ, ეწოდება აღებული სისტემის ნაკრები მომენტი (მთავარი მო. 

მენტი) 0 წერტილის მიმართ. განმარტების ძალით, ნაკრები ვექტორი არ 

არის დამოკიდებული 0 ცენტრისაგან, ხოლო ნაკრები მომენტი, საზოგადოდ, 

მასზე არის დამოკიდებული. 

აღვნიშნოთ ახლა ნაკრები მომენტი ახალი მ ცენტრის მიმართ 'L-ით, 

ცხადია, გვექნება 

+
 

მ 
- 

=%ჯია (2,3) 

"სადაც I) წარმოადგენს 2 ქექტორის მომენტს 0' ცენტრის მიმართ. წინა 
პარაგრაფში მოყვანილი დებულების ძალით .(იხ. (1,5) ფორმულა) (2,3) ტო- 
ლობა მოგვცემს 

X= VI -C. 44))=L– 2 თ. აქლოა 
191 ს=1 

ამრიგად, ჩვენ მივიღეთ 

L=ჩ–-II7. 7), (2,4) 
ე. 9. ახალი ცენტრის მიმართ ნაკრები მომენტი უდრის ძვე- 
ლი ცენტრის მიმართ ნაკრებ მზომენტს გამოკლებული ახალ 
ცენტრზე მოდებული ნაკრები ·ეექტორის მომენტი ძველი 
ცენტრის მიმართ. · 

(2,4) ფორმულიდან პირდაპირ გამომდინარეობს, რომ ნაკრები მო- 
მენტი დამოუკიდებელია მომენტთა ცენტრისაგან მაზინ და 
მხოლოდ მაშინ, როცა ნაკრები ვექტორი ნულის ტოლია. 

ვთქვათ ახლა, სრიალა ვექტორთა ფუძეები ერთ წერტილში იკვეთება. . 
ასეთ სისტემას თავმოყრილ ვექტორთა სისტემა ეწოდება. ვინაიდან მოცე- 

მული სისტემა სრიალა ეექტორთა სისტემას წარმოადგენს, ამიტომ შეგვიძლია 
ვიგულისხმოთ, რომ ყველა ვექტორი თავმოყრის 1/ წერტილშია მოდებული. 
თუ ახლა აღებული სისტემის ნაკრებ მომენტს სივრცის რაიმე 0 წერტილის 

მიმართ აღვნიშნავთ L-ით, მივიღებთ 

" »M 

ში 2-) ი2> =(.#) 
#51 ჯო1 

სადაც » » აღნიშნა,ს M წერტილის რადიუს- -ვექტორს მომენტთა 0 ცენტრის 

მიმართ, ამრიგად, ჩვენ ქრწმუნდებით ვარინიონის შემდეგი დებულების სამარ- 

თლიანობაში: 

დებულებაა თავმოყრილ ვექტორთა სისტემის ნაკრები 

მომენტი რაიზე წერტილის მიმართ უდრის ამ სისტემის 
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ნაკრები ვექტორის მომენტს ამავე წერტილის მიმართ, თუ 
ვიგულისხმებთ, რომ ნაკრები ვექტორი თავმოყრის წერCრ- 

ტილშზია მოდებული. 

§ ვ, ელემენტარული მოქმედებები, ტოლფასი სისტემები 

შემდეგში ჩვენ ხშირად დაგეჭირდება შემდეგი მოქმედებები: 
19, ვექტორის გასრიალება ფუძის გასწვრივ, 

29. თავმოყრილი ვექტორების შეკრება, 

ვი. ვექტორის დაზლა თავმოყრილ ვექტორებად. 

ამ მოქმედებებს ელემენტარული მოქზედებები ეწოდება. 

ვთქვათ, მოცემულია სრიალა ვექტორთა ორი სისტემა წუთ 4 – 

და #, 7, .., M- რომელთაც, სიმოკლისათვის, ასე აღვნიშნავთ: (4) და 

(8). ჩვენ ვიტყვით, რომ სრიალა ვექტორთა ეს ორი სისტემა 
ტოლფასია, თუ ისინი ერთმანეთზე დაიყვანება ელემენტა- 
რული მოქმედებებით, ამ განნარტებიდან გამომდინარეობს, რომ, თუ 
სრიალა ვექტორთა (4) და (#) სისტემა :ცალ-ცალკე მესამე (C) სისტემის 
ტოლფასია, მაშინ ისინი ერთმანეთის ტოლფასია, 

წინა პარაგრაფში დამტკიცებული დებულების ძალით, ადვილად დავას- 
კვნით, რომ სრიალა ვექტორთა სისტემის ნაკრები ვექტორი და ნაკრები მო- 
მენტი ინვარიანტულია ელემენტარული გარდაქმნების მიმართ (ელემენტარული 
მოქმედებები არ ცვლის სისტემის ნაკრებ ვექტორსა და ნაკრებ მომენტს). 
ამიტომ ორ ტოლფას (2) და (8) სისტემას ერთნაირი ნაკრები 
ვექტორი და ნაკრები მომენტი აქვს. 

თუ არსებობს ისეთი ვექტორი X!, რომელიც მოცემული სისტემის ტოლ- 

ფასია, მაზინ '# ვექტორს ეწოდება ამ სისტემის ტოლქმედი. 
ამ განმარტებიდან გამომდინარეობს, რომ თავმოყრილ ვექტორთა სის- 

ტემისათვის ყოველთვის არსებობს ტოლქმედი. ის უდრის აღებული სისტემის 
ნაკრებ ვექტორს და თავმოყრის წერტილზია მოდებული (რა თქმა უნდა, იგი, 
როგორც სრიალა ვექტორი, შეიძლება გადავიტანოთ თავისი ფუძის გასწვრივ). 
ცხადია, აგრეთეე, რომ პირდაბირ თანაწინააღმდეგ ვექტორთა ტოლქმედი 

ნულის ტოლია, 
„ ვთქვათ ახლა, სრიალა ვექტორთა სისტემა შედგება ორი პარალელური 

ერთმხრივ მოგეზული “4 და ჩ# ეექტორისაგან. ვაჩვენოთ, რომ ასეთი სის- 

ტემის ტოლემედი არსებობს. 4 და 8 ვეჭტორების მოდების წერტილები იყოს 
ჯესაბამად MI და V (სრიალა ვექტორების რაიმე დაფიესირებულ მდებარეო- 

ას განეიხილავთ). ჩვენს სისტემას დავუმატოთ I და # წერტილებზე მოდე- 

ული C და –”C ვექტორები რომელნიც I” მონაკვეთის პარალელური 
არიან და რომელთა სიგრძეც ნებისმიერად არის აღებული (ნახ. 3). შევკრი- 

ბოთ ახლა / წერტილზე მოდებული 4 და C ვექტორები, აგრეთვე X 
წერტილზე მოდებული 8 და –6 ვექტორები, მივიღებთ შესაბამად 1 და ჯ# 

ვექტორებს. გავასრიალოთ ეს ვექტორები ფუძის გასწვრივ და მოვდოთ ისინი 

ფუძეთა გადაკვეთის 7 წერტილზე. შევკრიბოთ ახლა XL) წერტილზე მოდე- 

ული L. და #, ვექტორები, მივიღებთ ერთ ჯ ვექტორს. გავასრიალოთ #. 
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მექტორი და მოვდოთ ის იმ # წერტილზე, სადაც 7 ვექტორის ფუშმე კვეთს 

41/ X მონაკვეთს, ცხადია, # ვექტორი ტოლფასია აღებული პარალელური 

ვექტორების და მაშასადამე, მათ ტოლქმედს წარმოადგენს. ამის გარდა, ცხა- 

დია, რომ 

Mჩ=ნ,+1=0+4+(C-6)+ს= 4+7#. 
(7) და (#7) სამკუთხედების მსგავსების გამო გვექნება (ნახ. 3) 

ს _ #L 
I4I) ICI! 

(III) და (I7/) სამკუთხედების მსგავსების გამო კი ვღებულობთ 

181 _ |0L. 
ი #M 

ორ უკანასკნელ ტოლობათა გადამრავლებით მივიღებთ 

|8I_ ## . (3,1) 
4 XM 

· ამრიგად, ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ ერთმხრივ მოგეზული ორი პარა- 
ლელური ვექტორი ტოლფასია ერთი ვექტორისა, რომელიც 

აღებული ვექტორების ჯა- 

მის ტოლია; მისი მოდე- 

ბის # წერტილის დაშო- 

რება აღებული ვექტორე- 
ბის მოდების წერტილები- 

დან, ვექტორთა სიდიდე- 

ების უკუპროპორციულია, 
(3,1) ტოლობის ძალით, (პხა- 

დია, რომ # წერტილის მდება- 

რეობა არ შეიცვლება, თუ 4 და 

8 ვექტორებს ნებისმიერად მო- 

ვაბრუნებთ მათი მოდების 7: და 

წერტილების ირგვლივ ისე, 

  

  7 ჯ ” რომ მობრუხების შემდეგაც დარჩ- 

/ ნენ პარალელური და ერთმხრივ 

ნახ. 3. მოგეზული. 
7 

ზემოთ მოყვანილი მსჯელო- 

ბიდან ცხადია, აგრეთვე, რომ ნებისმიერი სრიალა ეექტორი მისი ტოლფასი 
ორი ერთმხრივ მოგეზული პარალელური ვექტორით შეიძლება შევცვალოთ. 

ამასთან, თუ ხსენებული პარალელური ვექტორებიდან ერთ- -ერთი, წინასწარ 

მოცემულია, მეორე ცალსახად განისაზღვრება. 

განვიხილოთ ახლა სხვადასხვამხრივ მოგეზული პარალელური 4 და 7. 

ვექტორები, ვიგულისხმოთ, რომ მათი ნაკრები ვეეტორი არ უდრის ნულს, 

დავუშვათ | ცI > | 4|. ვისარგებლოთ ახლა ზემონათევამით და დავშალოთ 

#. ვექტორი ერთმხრივ მოგეზულ ორ პარალელურ ვექტორად,. ამასთან ერთი 
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შესაკრები იყოს )/ წერტილზე მოდებული -- #4 ვექტორი (ნახ. 4), მაშინ, 
როგორც აღვნიშნეთ, მეორე შესაკრები ცალსახად განისაზღვრება. ეს შესა- 

კრები ივნება 8 + 4 გეჭტორი, რომლის მოდების # წერტილი, ზემოთ 
ნათქვამის ძალით, შემდეგი ტოლობით განისაზღერება: 

  

240V _ II – I4I 
»# | 4| 

საიდანაც, პროპორციის ცნობილი თვისების ძალით, მივიღებთ 

I/#--X# _ |3)– | 4| + | 4 L 

: V# 14| 
ანუ, რაც იგივეა 

(27: _ 18) · (3,2) 
VM# I+I ' 

მაგრამ 7/ წერტილზე მოდებული ორი პირდაპირ თანაწინააღმდეგი ვექტორი 

ნულის _ ტოლფასია და საბოლოოდ დაგვრჩება #ჯ წერტილზე მოდებული 

# +L 4. ვექტორი, ე. ი. განსა- _. 
ხილველ შემთხვევაში არსებობს # 

M 

4 

ტოლემედი. 4   ჯ 

აგდიგადყდ სხვადასხვა- -# 

მხრიებმოგეზული სხვადა- 

სხვა სიგრძის ორი პარა- · 

ლელური ვექტორი ტოლ- 
ფასია ერთი ვექტორისა, 8+#. 

– 

რომლის სიგრძე უდრის, 8 

აღებული ვექტორების სი“ 
გრძეთა სხვაობას. მისი ნახ. 4, 

გეზი ემთხვევა უდიდესი 
სიგრძის ვექტორის გეზს. ის მოდებულია 7/V-ის გაგრძე- 

ლებაზე უდიდესი სიგრძის ვექტორის მხარეს ისე, რომ მისი 

მოდების წერტილის დაშორება აღებული ვექტორების მო- 

დების წერტილებიდან უკუპროპორ- 

ციულია ვექტორების სიგრძის, 

_ (3,2) ტოლობიდან ცხადია, რომ წერტი- 

' –.. ლის მდებარეობა არ შეიცვლება, თუ განსახილველ 

M9Mხ-26------ ჰყუღულუბოლლ =- ვექტორებს ნებისმიერი კუთხით მოვაბრუნებთ მათი 

მოდების 1, და V წერტილების ირგვლივ. 

თუ ახლა მოცემულია რამდე5იმე პარალელუ- 
რი ვექტორისაგან შეზდგარი ისეთი სისტემა, რომ- 

ლის ნაკრები ვექტორი ნულის ტოლი არ არის, მაშინ ზემონაჩვენები წესის 

მიმდევრობით გამოყენებით შეიძლება დავამტკიცოთ ტოლქმედის არსებობა 

და კიდევაც ვიპოვოთ ის. 

(3,2) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ, როცა |8| –> | 4|, მაშინ #->თ. 

ეს კი გვიჩვენებს რომ სხვადასხვამხრივ მოგეზულ ერთი და იმავე სიგრძის 

პარალელურ ვექტორთა სისტემას არა აქვს ტოლქმედი. ასეთ პარალელურ 
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ვექტორთა სისტემას ეწოდება წყვილვექტორი (ნახ. 5). წყვილვექტორის აღსა- 
ნიშნავად შემდეგში ვიხმართ ასეთ სიმბოლოს: (X, 0). განმარტების ძალით 

#+0=90. 

ამოცანები 

1. 07; ღერიზე ამ ღერძის მიმართულებით მოთავსებულია 4, და 97 

სრიალა ვექტორები, ხოლო საწინააღმდეგო მიმართულებით 7. და 7, სრია- 

ლა ვექტორები. თუ 0: ღერძზე ამ ღერძის მიმართულებით მოვდებთ -X 

სრიალა ვექტორს, ხოლო,საწინააღმდეგო მიმართულებით 7X (12 1) ვექტორს, 

მაშინ მათი ტოლქმედი ნულის ტოლი გახდება. ვიპოვოთ 'X ვექტორის მნიშვ- 

ნელობა, 

ტემის ააღმმელი! ნულის ტოლია, ამიტომ, აიიი, 0; ღერძზე ამ ვექტო- 

რების ალგებრულ მნიშვნელობათა ჯამი ნულის ტოლი უნდა იყოს და, მაშა- 

სადამე, გვექნება 

+ - ე-18, -–- 8: (+4- X-I1X=90, 
საიდანაც 

#4. + მე 8--%#, 

ი–-1 
-V = 

95. მოვნახოთ პირობა, რომელსაც უნდა აკმაყოფილებდეს 2 8 და იწ 

ვექტორები, რომ მათგან სამკუთხედის შედგენა შეიძლებოდეს (ნახ, 6). 

ადვილი მისახვედრია, რომ, თუ ამ ვექ- 

ტორების ნაკრები ვექტორი ნულის ტოლია: 

მაშინ მათგან შეიძლება სამკუთხედი შევად- 

გინოთ. 

3. ვთქვათ, მოცემულია ერთ წერტილზე 

მოდებული 4, და “4, ვექტორი, რომელთა 

შორის კუთხე უდრის 60“ და რომელთა 

ნახ, 6, სიგრძე ცალ-ცალკე 12 სანტიმეტრია. ვი- 
პოვოთ # ტოლქმედის სიდიდე. 

ვინაიდან '#= 24+4, და, როგორც ადვილი მისახვედრია, #”# ვექტო- 

რი შეადგენს როგორც 4ს ისე 4, ვექტორთან 309 კუთხეს, ამიტომ ადვი- 

ლად შივიღებთ 

  

#=12 I/ 3 სმ. 

4, წესიერი ექვსკუთხედის ერთ- ერთ M წვეროზე (ნახ, 7) მოდებულია 

5 ვექტორი: 2,, “4, შვ 4ა 4, რომელნიც M. წკეროს მიმდევრობით 

ექვსკუთხედის სხვა წვეროებთან აერთებენ. ვიპოვოთ ტოლქმედი. 

1 სრიალა ვექტორთა ეს სისტემა შეიძლება განვიხილოთ,. როგორც თავმოყრილ ვექ- 

ტორთა სისტემა, ანიტომ, ცხადია, ტოლქმედი არსებობს. 
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უპირე –. 

თხედზე შემოხაზე ს ვლისა შევნიშნოთ, რომ 4ე ვექტორი ემთხვევა ექვსკუ- 
ა ლი წრეწირის დიამეტრს, 

-_ _ დად დავრწმუნდებით, რომ 4, + I, = 2, ასევე, ცხადია, 4.+ 

სადაც „ა: ამიტომ 7;=- 3.1: | #|=6, 

შემოხაზ. პრის აღნიშნულ ექვსკუთხედზე 
ული წრეწირის რადიუსი. 

5.4. წყაილვეყტოტის თვისებები 

გ „ ვინაიდან წყვილვექტორის ნაკრე- 
ს სექტორი ნულის ტოლია, ამიტომ 

თ LC. ნათქვამის ძალით, წყვილვექტო- 
ი ნაკრები მომენტი, რომელსაც შემ- 

ღეგში უბრალოდ წყვილვექტორის მო- 
მენტს ვუწოდებთ, დამოუკიდებელია 
მომენტთა ცენტრისაგან, მაშასადამე, 
წყვილვექტორის მომენტი თავისუფალი ვექტორია. წყვილვექტორის შემადგე- 

ნელი ვექტორების ფუძეებს შორის მანძილს (რომელსაც #-ით აღვნიშნავთ) 

ეწოდება წყვილვექტორის მხარი, თუ ( XL. 0.) წყვილვექტორის მომენტს #-ით 
7 აღვნიშნავთ, ხოლო. ვექტორების მოდების წერტილებს–– / და V-ით (ნახ. 5), 
მივიღებთ 

  

  

'ს=IM7L. ს )2=IMV · 0), (4,1) 
საიდანაც, ცხადია, გვექნება 

| '”/I=)L (4,2) 
ამასთან »ჯ წყვილვექტორის მხარია. 

· დავამტკიცოთ ახლა შემდეგი მნიშვნელოვანი დებულება: 

დებულება 1. ორი წყვილვევევტორი, რომელთაც ერთნაირი 

მომენტები აქვთ, ტოლფასია, 

ვთქვათ, მოცემულია ორი წყვილვექტორი ( #, 0 ) და (#', დ), რომელ- 
თაც, პირობის ძალით, ერთნაირი მომენტები აქვთ. ვაჩვენოთ, რომ ეს წყვილ- 

+ - მექტორები ელემენტარული მოქმედე- 
8 > ილ ბებით ერთიმეორეზე დაიყვანება. ვინაი- 

დან წყვილვექტორის მომენტი მართო- 

ი. ბია წყვილვექტორის სიბრტყისა, ამი- 

ტომ, როგორც ადვილი მისახვედრია, 

  

ჩ (#, 0) და( XL”, 0”) წყვილვექტორების 
სიბრტყეები პარალელურია, 

# = ჯ განვიხილოთ პირველად ის შემ- 

' ხ რ რ რი ნახ. 8. თხვევა, როცა ორივე წყვილვექტო 
ერთ სიბრტყეში მოთავსებული და 

პირველი წყვილვექტორის ვექტორები მეორე წყვილვექტორის ვექტორების 
პარალელური არ არის. მაშინ ცხადია, რომ წყვილვექტორთა შემადგენელი 
ვექტორების ფუძეების. გადაკვეთის შედეგად მიიღება 48C7) პარალელო- 
გრამი (ნახ. 8). 
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"I, “0, 'L,, 0' ვექტორების გასრიალებით ყოველთვის შებვიძლია ზი- 

ვაღწიოთ იმას, რომ ისინი აღნიშვული პარალელოგრამის წვეროებზე იყვნენ 

მოდებული, წყვილვექტორთა მომენტების ტოლობის ძალით, ადვილად და- 

ვასკვნით, რომ 7», რ, #, C ქექტორები #0C7) პარალელოგრამის შიგა 

წერტილებს ერთი და იმავე გეზით უვლიან. ვაჩვენოთ ახლა, რომ ( L, 0) 

წკვილვექტორისაგან ელე?ენტარული მოქმედებებით მიიღება ( //, (0) წყვილ- 
ვექტორი, ამისათვის წარმოვიდგინოთ, რომ გვაქვს მხოლოდ ( #, 0) წყვილ- 

, ჯ > წე ვექტორი, რომელიც 480» პარალელოგრა- 

C მის მიმართ ისეა განლაგებული, როგორც 
M ზემოთ აღენაზნეთ. მოვდოთ 480»ი პარა. 

ლელოგრამის # და 0 წეეროებზე და 

_–/” პირდაბირ თანაწინააღმდეგი ვექტო- 

რები (5ახ. 9), მოვდოთ აგრეთვე ამავე პარა- 

ლელოგრამას #7) და 4 წვეროებზე პირდაპირ 

თანაწინააღმდეგი C0' და –0' ვექტორები. 

ამრიგად, ჩეენ მივიღებთ #, “ი, 1, C, –X, –ი' ვექტორებისაგან შემდ- 

გარ სისტემას, რომელიც, ცხადია, (#, ი) წყვილეექტორის ტოლოღასია. წევ- 

კრიბოთ ახლა / წერტილზე მოდებული წე და –“V ვექტორები; შევკრიბოთ 

აგრეთვე C წერტილზე მოდებული (0 და –» ვექტორები. მივიღებთ 72 
და (0' ვექტორებს, რომელთაც ერთნაირი სიგრძე აქვთ, დავამტკიცოთ, 
რომ ეს ვექტორები დამთხეეულია ,„17:1C7) პარალელოგრამის დიაგონალზე და, 
მაშასადამე, წარმოადგენენ პირდაპირ თანაწინააღმდეგ ვექტორებს. უპირეელეს 
ყოვლისა შევნიშნოთ, რომ ვინაიდან წყვილვექტორთა მომენტები ტოლია, 

ამიტომ ადგილი აქვს ტოლობას (იხ. (4,2) ფორმულა) 

Iნ|IIC ჯL' IV", ო 

    
ნახ, 9, 

ანუ, რაც იგივეა 

(I4თ|I#/=|) 4ს IV, (4,3) 

სადაც I და /' აღნიშნავენ (#, CI) და (L,, 0') წყვილვექტორთა მხრებს, 

ცხადია, აგრეთვე, რომ ადგილი აქვს ტოლობას 

| 48) #=| 40IV (4,4) 

(ვინაიდან ტოლობის ორივე მხარე ერთი და იმავე პარალელოგრამის ფართობს 
გამოსახავს). (4,3) ტოლობის (4,4) ტოლობაზე გაყოფით მივიღებთ 

| 40 | _ | .4ს| . 

|48.. | 4#I 

უკანასკნელი ტოლობა ამტკიცებს, რომ #თIს პარალელოგრამი მსგავსია 
4807#) პარალელოგრამისა. ასევე შეიძლება ვაჩვენოთ,. რომ (0 "ს პარალე- 
ლოგრამი იმავე ##807 აარალელოგრამის ·მსგავსია. ამის შემდეგ ცხადია,. 

რომ 4# და C#' ვექტორები დამთხვეულია 417080 პარალელოგრამის 46. 
დიაგონალზე, მაშასადამე, წარმოადგენენ პირდაპირ თანაწინააღმდეგ 1ვექტო- 
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რებს. ვინაიდან პირდაპირ თანაწინააღმდეგი ვექტორები ნულის ტოლფასია, 

ამიტომ ზემოაღნიშნული 6 ვექტორიდან გვრჩება (#, რ”) წყვილეექტორი. 
ვთქვათ ახლა, (7#, 0 ) წყვილვექტორის შემადგენელი ვექტორები პარა- 

ლელურია ( #”, CV ) წყვილვექტორის შემადგენელი ვექტორების. განვიხილოთ 
ახალი ( #, C') წყვილვექტორი, რომელიც ( ჯ, 0 ) წყვილვექტორის სიბრტ- 
ყეშია მოთავსებული და რომლის შემადგენელი ეექტორებიც არ არის პარა- 

ლელური ( #7”, C) წყვილვექტორის შემადგენელი ვექტორების; ამასთან დავუშ- 
ვათ, რომ ( #“, C') წყვილვექტორის მომენტი ტოლია ( #7, 0) წყვილვექტო- 
რის მომენტის. ცხადია, ასეთი (#”, 0”) წკვილვექტო ”ის აღება ყოველთვის 

შეიძლება. ზემოდამტკიცებულის ძალით, ( #, 0) და (#7, დ) წყვილვექტო- 
რები ცალ-ცალკე (L“, 0”) წყვილვექტორის ტოლფასია და, მაშასადამე, 
ისინი ერთიმეორის ტოლფასია, 

ამრიგად, დებულება დამტკიცებულია იმ შემთხვევაში როცა ორივე 

წყვილვექტორი ერთსა და იმავე სიბრტყეშია მოთავსებული, 

დავამტკიცოთ ახლა დებულება იმ შემთხვევაში, როცა ( L, 0) და 

(#,. 0) წყვილვექტორთა სიბრტყეები პარალელურია. ცხადია,. დებულება 

დამტკიცებული იქნება, თუ ვაჩვენებთ, რომ ელემენტარული მოემედებებით 

წყვილვექტორი შეიძლება მის პარალელურ სიბრტყეში გადავიტანოთ. 

  

5ახ. 10, 

“წ და 0 ვექტორების მოდების წერტილები. იყოს, როგორც ზემოთ, 

I/ და X-. განვიხილოთ (#, C' ) წყვილვექტორის სიბრტყეში 1/ XV" მონა- 
“ი რომელიც MX მონაკვეთის პარალელურია და | M"V"I=I7/” XI (ნახ. 10). 

კვეთ მოვდოთ ახლა” M' და V' წერტილებზე პირდაპირ თანაწინააღმდეგი 

2” – #, და 'მი “-0, ვექტორები, სადაც XL, = X, 0, = 0. გვექნება 6 ვექ- 
ტორისაგან შემდგარი სისტემა, რომელიც, ცხადია, (#, 0 ) წყვილვექტორის 
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ტოლფასია. შევკრიბოთ ახლა // და X' წერტილებზე მოდებული წელი –0, 

ერთმხრივ მოგეზული პარალელური ქექტორები და აგ”ეთვე V და 1/' წერ- 

ტილებზე მოდე ბულ თოი ი და –#, ერთმხრივ მოგეზული ბარალელური ვექტო- 

რები, როგორც ადვილი მისახვედრია, მივიღებთ // V I "V” ბარალელოგრამის 

დიაგონალების გადაკვეთის წერტილზე მოდებულ პირდაპირ თანაწინააღმდეგ 

# და – 7( ვექტორებს, რომელნიც ნულის ტოლფასია, და დაგვრჩება ზემო- 

აღნიშნული 6 ვექტორის ნაცვლად ( /”,, დ, ) წყვილვექტორი, რომელიც, ცხა- 
დია, ( L, 0) წყვილვექტორის მის პარალელურ სიბრტყეზი გადატანით არის 
მიღებული. ამით დებულება დამტკიცებულია მთლიანად. 

დამტკიცებული დებულებიდან გამომდინარეობს, რომ წყვილვექტორი 

მთლიანად დახასიათებულია მისი მომენტის საზუალებით. ამიტომ, ცხადია, 

წყვილვექტორის მოცემა ნიზნავს მისი მომენტის მოცემას და ბირიქით. 

ამავე დებულებიდან გამომდინარეობს აგრეთვე, რომ ელემენტარული 

მოქმედებების საშუალებით წყვილვექტორი ნებისმიერად შეიძლება მოვაბრუ- 

ნოთ თავის სიბრტყეში, გადავიტანოთ მის აარალელურ სიბრტყეში, ზევცვა- 

ლოთ წყვილვექტორის შემადგენელი ვექტორების სიგრძე, თუ შესაბამად შევ- 

ცვლით მხარის სიგრძეს. 

დავამტკიცოთ ახლა შემდეგი დებულება: 

დებულება 5. სასრული რაოდენობა წყვილვექტორისაგან 

შემდგარი სისტემა ტოლფასია ერთი წყვილვექტორისა, 

რომლის მომენტი უდრის აღებული წყვილვექტორების მო- 

მენტების ჯამს. 

დავიწყოთ იმ შემთხვევის განხილვით, როცა მოცემულია ორი (#6, 0,) 

და (L,, 0) წყვილვექტორი, რომელთა სიბრტყეები არ არიან პარალელური. 

ხსენებულ სიბრტყეთა გადაკვეთის წრფეზე ავიღოთ ნებისმიერი სიგრძის 17» 

მ    - 
ჟრ.. 

.- - 

ნაზ. 11, 

მონაკვეთი და გარდავქმნათ ზემოაღნიშნული წესით წყვილვექტორები ისე, 

რომ მათი მხარი იყოს MX. გარდაქმნის 'მემდეგ მიღებული წყვილვექტორები 

გოსი 0) (»,, 0). M#M და # წერტილებზე მოდებული. X ს LL და 
0 ს” 20 ვექტორების შეკრებით (ნახ. 11) მივიღებთ ერთ ( წ, ი 0) წყვილვექ- 

ტორს, რომელიც, ცხადია, მოცემულ (#,, 0,) და ( 6,, 0,) წყვილვექტორ“ 
თა სისტემის ტოლფასია, 

ტოლფასობის გამო, ცხადია, რომ (ჯL, 0) წყვილვექტორის მომენტი 

32. :



მოცემული ( #, 0; ) და (X;,, 01) წყვილვექტორთა მომენტების ჯამის ტოლია 
და დებულება განსახილეელ შემთხვევაში დამტკიცებულია. 

თუ წყვილვექტორთა სიბრტყეები პარალელურია, მაშინ ელემენტარული 
მოქმედებებით ერთ წყვილვექტორს გადავიტანთ მეორის სიბრტყეში, რის 

შემდეგაც დებულება დამტკიცდება ზემონაჩვენები წესით. 

თუ ზემომოყვანილ დამტკიცებას მიმდევრობით გამ ოვიყენებთ, დავრწ- 
მუნდებით დებულების სამართლიანობაში ნებისმიერი რაოდენობის წყვილ- 
ვექტორთა შემთხვევაშიც. 

ამრიგად, მოცემული წყვილვექტორთა სისტემა ( #,, 0,),(7>, დ)... 
(L., “C.), რომელთა მომენტებია ს. ჯი) –_. ტოლფასია ერთი (Xჯ, C ბ) 

წყვილვექტორისა, რომლის მომენტი # გამოითვლება ფორმულით 

ს=L. 4 Lს)+ + ი: 

(#; თ) წყვილვექტორს ეწოდება ტოლქმედი წყვილვექტორი, ხოლო 
(#» C.) (§=1, 2,...,/) წყვილვექტორებს შესაკრები წყვილვექტორები. 

| ამოცანები 

ნ. ორი (X, XL ) და (“. 0”) წყვილეექტორის შემადგენელი ვექტორები 
ემთხვევა 480მ პარალელოგრამის. გვერდებს ისე, როგორც ეს ნახაზზეა 

მოცემული (ნახ. 12). ვიპოვოთ ამ წყვილ- 

"ვექტორების ტოლქმედი წყვილვექტორის მო- 
მენტი. · “ს (ა>

I 

  

3 
V 

_% / 

<5 _ 

4#აე 

ნახ. 12. ნახ, 13. 

ვინაიდან (ჯ, L) და (0, C”ა წყვილვეექტორებიდან ყოველი მათგანის მო- 

მენტის, სიდიდე ტოლია 4707/ პარალელოგრამის: ფართობის, აზიტომ, მე·2 

დებულების ძალით, ტოლქმედი წყვილვექტორის მომენტის სიდიდე უდრის 
გაორკეცებულ 4807 პარალელოგრამის ფართობს, ! 

6. წესიერი ექვსკუთხედის გვერდებზე დამთხვეულია 2,, -.., 4, ვექტო+ 
რები (ნახ. 13). დაამტკიცეთ, რომ ამ ვექტორების ტოლქმედი წყვილქექტო- 
რის მომენტი უდრის ექვსკუთხედის გაორკეცებულ ფართობს. 

მითითება. ცხადია, აღნიშნული 6 ვექტორი დაიყოფა 3 წყვილვექტო- 

რად. გამოთვალეთ მათი ნაკრები მომენტი ექვსკუთხედის ცენტრის მიმართ. 

3. ნ, ვეკუა 8



8 5, სრიალა ვექტორთა სისტემის დაყვანა ე#თ ვექტო.6ამღე 
და ერთ წქვილეევქტო რამდე 

“ამ პარაგრაფ8%ზი ჩვენ განკიხილავთ ნებისმიერ სრიალა ვექტორთა სისდე- 
მის ერთ ვექტორამდე და ერთ წხვილვექტორამღე დაყვანის კანონს. ამ მიზ- 
ნით, უპირველეს ყოვლისა, გავეცნოთ მოცემული ვექტორის მოდების წერტი- 

-ლის ნებისმიერ სხვა წეოტილში გადატანის წესს. 

ვთქვათ, მო, ემულია სრიალა წ” ვექტორი, რომელიც მოდებულია 7#/ 

წერტილზე. განვიხილოთ სივრცის ნებისზიერი 1!) წერტილი და მოვდოთ 

, მასზე ორი პირდაპირ თანაწინააღმდეგი ს 

- #7. და–# ვექტორი, სა სადაც. ს=4. ჩვენ მი- 

8 ვიღებთ სამი 4, ს,-# ვექტორისაგან ზე- 
მდგარ სისტემას (ნახ. 14), რომელიც, ცხა- 

„უა“. დია, ტოლფასია “4 ვექტორის. მეორე მხრივ, 

MI“ ცხადია რომ( 4, – #8) წყვილეექტორს წარ- 

მოადგენს, რომლის მომენტიც ტოლია 4 
8 ვექტორის მომენტისა 7/' ცენტრის მიმართ. 

ათ == ამრიგად, ჩვენ დავამტკიცეთ შემდეგი 

– დებულება: 
: დებულება 1. მოცემული 4. ვექტორის მოდების # წერტი- 
ლი შეგვიძლია ნებისმიერ სხვა //' წერტილში გადავიტა- 
ნოთ, თუ სამაგიეროდ მას დავუმატებთ წყვილვექტორს, 

რომლის მომენტიც ტოლია მოცემული 4 ვექტორის მომენ- 
ტისა მოდების ახალი 7/' წერტილის მიმართ (ცხადია, ასეთი 
მოქმედების შედეგად ტოლფასობაარ ირღვევა). 

ვთქვათ, გვაქვს სრიალა ვექტორთა სისტემა 4, 4 .--, 4. ავიღოთ სი- 
ვრცის ნებისმიერი 0 წერტილი და აღვნიშნოთ 4,(1=1,...,#) ვექტორის 
მომენტი 0 ცენტრის მიმართ /,-თ. გადავიტანოთ ყოველი 4, ვექტორის 
მოდების წერტილი 0 ცენტრში ზემონაჩვენები წესით. · მივიღებთ 0 წერტილზე 

მოდებულ 7, ეს.) 7» ვექტორთა სისტემას და ( 4ცა– '8,)( 4,,– წ:X ),-.·, 

(4 – 8.) წყვილვექტორთა სისტემას, სადაც 8, = /# C=1, 2,... 7), ამას- 

თან ( 4, –#.) წყვილეექტორის მომენტი უდრის ყურ! (ე. ი. 4 ვექტორის 
მომენტს 0 წერტილის მიმართ). წინა პარაგრაფის ·მე-2 2 დებულების ძალით, 
წყვილვექტორთა ხსენებული სისტემა. ტოლფასია ერთი (7, 0) წყვილვექტო- 

რის, რომლის მომენტი ს= 7 + ჩ.+ L. .. +) წო შევკრიბოთ ახლა „0 წერ- 

ტილზე მოდებული 7) = 4; ვექტორები; მივიღებთ 0 წერტილზე მოდებულ 
ერთ ვექტორს, რომელიც, ცხადია, სისტემის ნაკრებ ვექტორს წარმო- 

ადგენს... , 
ამრიგად, ჩვენ დავამტკიცეთ შემდეგი დებულება: ! 

დებულება მ. სრიალა ვექტორთა ნებისმიერი სისტემა 

ტოლფასია სივრცის ნებისმიერ 0 წერტილზე მოდებული 

ერთი 7 ვექტორისა, რომელიც სისტემის ნაკრები ვეჭტო- 
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რის ტოლია დღა ერთი (X#, 0) წყვილვექტორისა, რომლის მო: 
მენტიც უდრის აღებული სისტემის ნაკრებ მომენტს ტ ცენ- 
ტრის მიმართ. 

0 წერტილს ეწოდება სისტემის დაყვანის ცენტრი, ხოლო სისტეზის 
ზემოაღნიზნულ გარდავეზნას –– სისტემის დაყეანა მოლებულ 0 ცენტრამდე. 
ამრიგად, ნებისმიერი სრიალა ეექტორთა სისტემა დაიყვანება მის ტოლფას 

სამ ვექტორამდე ( XC ვექტორამდე და ( #, C0 ) წყვილეექტორამდე). თუ ახლა 
(07, 0) წყვილეექტორს ელემენტარული მოქმედებებით ისე გარდაექმნით, რომ 
მისი ერთ-ერთი ეექტორი დადყეანის (ლ) ცენტრზე იყოს მოდებული და შევკრებთ 

ამ წერტილზე მოდებულ ეექტორებს, დაერწმჯნდებით, რომ ნებისმიერი სრიალა 

ვექტორთა ს«სტემა საბოლოოდ მის ტოლთას 2 ვექტორამდე დაიყვანება. 

დავამტკიცოთ ახლა შემდეგი დებულება: 

დებულება 3. აუცილებელი და საკმარისი პირობა იზისა, 

რომ სრიალა ვექტორთა ორი სისტემა იყოს ტოლფასი, 

მდგომარეობს იმაში, რომ მათ ქონდეთ ერთნაირი ნაკრები 

ვექტორი და ერთნაირი ნაკრები მომენტი რაიმე წერტილის 

მიმართ. 

ვინაიდან ნაკრები ვექტორი და ნაკრები მომენტი ინვარიანტულია ელე- 

მენტარული გარდაქმნების მიმართ, ამიტომ პირობის აუცილებლობა ცხადია. 

დავამტკიცოთ ჯირობის საკმარისობა, ე. ი. ვაჩვენოთ, რომ თუ სრიალა 

' ვექტორთა ორ სისტემას აქვს ერთნაირი ნაკრები ვექტორი და ერთნაირი 

ნაკრები მომენტი რაი?ე წერტილის მიმართ, მაზინ ისინი ტოლდასი იჭგნებიან 
(ე. ი. დაიყვანებიან ერთიმეორეზე ელემენტარული მოქმედებებით). 

განვიხილოთ სივრცის რაიმე 0 წერტილი და დავიყვანოთ ორივე სის- 

ტემა -0 ცენტრამდე ზემონაჩვენები · წესით. აირველი სისტემის · დაყვანის შე- 

დეგად მივიღებთ 0 ცენტრზე მოდებულ ერთ XI ვექტორს და (X, CV ) წყვილ– 
ვექტორს. მეორე სისტემის დაყვანის შედეგად მიიღება იმავე 0 ცენტრზე 

მოდებული ”” ვექტორი და (L", 05 წყვილვექტორი. პირობის ძალით 

# == და (X, 0”) და (XX, 0”) წყვილვექტორებს აქვთ ერთნაირი მომენ- 
ტები. წინა პარაგრაფის 1 დებულების ძალით ეს წყვილვექტორები ტოლფა- 

სია და ამით დებულება დამტკიცებულია. 

შევნიშნოთ ახლა, რომ, თუ სრიალა ვექტორთა ორ სისტემას აქვს ერთ- 

ნაირი ნაკრები ვექტორი და ერთნაირი ნაკრები მომენტი რაიმე წერტილის 

მიმართ, მაშინ მათ ექნებათ ერთნაირი ნაკრები ვექტორი და ერთნაირი · 

ნაკრები მომენტი ნებისმიერი წერტილის მიმართაც. 

მართლაც, ნათქვამის სამართლიანობაში ადვილად დავრწმუნდებით, თუ 

გავიხსენებთ ახალი ცენტრის მიმართ მომენტის გამოსახულებას (იხ. (2,4) 

ფორმულა). , 

ამოცანა 

?. მოცემულია 48071) პარალელოგრამი (ნახ. 15); დავამტკიცოთ, რომ 

48, 8ი და 94 ვექტორებისაგან შემდგარი სისტემა ტოლფასია (თ, #4) 

წყვილვექტორისა. 
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ცხადია, #8. 77) და წერ) სისტემის ნაკრები ვექტორი ნულის ტოლია, 

· ხოლო მათი ნაკრები მომენტი ნებისსიერი წერტილის მიმართ (კერძოდ, »”) 

წერტილის მიმართ) უდრის (#0, 7)7) წყვიღვექტორის მომენტს, მე-3 დე- 
ბულების ძალით, ეს ორი სის.ემა ტოლფასია (ადგილად დამტკიცდება მათი 

. ტოლფასობა ელემენტარული მოქმედე- 

ფC ბებითაც). 

ა
ს
 

§. 6, (1რმაგი ვექტორული ნამრავლის 
მრ»ი თვისების შესახებ | 

განვიხილოთ სამი 4, 8, C. ვექ- 
ტორისაგან ზედგენილი ოთრმაჭჯი ვექტო- 

  

ნახ. 15. რული ნამრავლი (| 4. (8 · C |I. დავამ- 
( ტკიცოთ, რომ ადგილი აქვს ტოლობას 

' (4.8. 0))=0%4- C)– CC4- 8. (6,1) 
ამის დასამტკიცებლად განვიხილოთ დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა 
სისტემა და შემოვიღოთ აღნიზენები , 

'4=(4,, 4, 4), 8=Cჩ,, ჩ#ჩყ, წებ) “მ=(0,, CV, C.,)· | 

"გამოვთვალოთ ცალ-ცალკე (6, 1)-ის მარცხენა და მარჯეენა მხარის გეგზილები 
კოორდინატთა დერძეტზე. ე; ღერიზე დაგეგმილება მოგვცემს 

(4 Iს : 'C1)|=-4 Iს .C I-4. 8 'CM= 4ე(08.6C,- 8.ი.)–- 

–4, (8.C,– #.C,)= #4,).Cს + 4. 8.C. – 4ე8,თC – "4,მ.C5· 

(6,1)-ის მარჯეენა მხარის ჟ ღერძზე დაგეგმილებით კი მივიღებთ 

8.(41. 60ე)-Cთ (4. 8)=8.(4.C + 4,C + 4,0) – 0,(4/8.-L . 
–+4,8,+ 4,8.) <= 4,ს.C-++ 4.0.C. – 4ყმაCნ» –_– 4.8.C»- 

ამრიგად, ეს გეჭმილები ტოლია. ასევე დამტკიცდება, რომ V და გ ღერ- 

ძებზე გეჯმილებიც ტოლია და ამათ (6,1) ტოლობის სამართლიანობა დამტკი-_ 

ცებულია. 
ვაჩვენოთ, რომ ამავე სახის ფორმულას ეჟგნება ადგილი II4· 

სახის ორმაგი ვექტორულ ნამრაკლისათვისაც. 

მართლაც, ვინაიდან || +. 8 1.01=–IC.I + 
ლის გამოყენებით მივიღებთ 

_–_ 

I).C) 

· I), ამიტომ (6,1) ფორმუ- 

((+.8I.6)= 8(+. 0) 2(8. 6. (6,2 
ადვილად დამტკიცდება აგრეთვე შემდეგი ტოლობა: 

(4. ც.C)=(#.|C-241)=(C-I4. 8). (6,3) 

§ 7. სრჩალა ვ2ქტორთა სისტემის იწვარია§ნტები. ტოლტმე დის 
“ ატრსებო+ის პირობა: 

რაიმე ოპერაციის მიმართ «ნვარიანტი ისეთ სიდიდეს ეწოდება,' რომე- 
ლიც არ იცვლის თავის მეიწვნელობას ამ ო-ერაციის ზედეგად. ჩვენ აქ გვაინ- 
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ტერესებს სრიალა ვექტორთა სისტემის ინვარიანტები დაყვანის ცენტრის 

მიმართ. ერთ ასეთ ინვარიანტს, როგორც უკვე იყო აღნიზნული, წარმოად. · 

გენს სისტემის ნაკრები ვექტორი /#. 

დავამტკიცოთ ახლა, რომ ნაკრები ვექტორისა და ნაკრები 

მომენტის სკალარული ნამრავლი წარმოადგენს ინვარი- 

ანტს დაყვანის ცენტრის მიმართ. 

მართლაც, ვთქვათ, მოცემული სისქ.ემის ნაკრები ვექტორი და ნაკრები 

მომენტი რაიმე 0“ ცენტრის მიმართ არის 7? და IL ახალი C ცენტრის მი- 

მართ კი –– შესაბამად I" '"L, სადაც #= # (ნაკრები ვექტორის ინვარიან- 

ტობის გამო). (2,4) ფორმულის ძალით 

ს=L–-IL00'-.7II. 
თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს გავამრავლებთ სკალარულად 7:1= # ვექტორ- 
ზე, მივიღებთ __ _.. _. 

(#. ს)–(#.100'.7'))=(/#. #')=( M · #)- (7,1) 

მაგრამ ვექტორული ნამრავლი L00'. II მართობაა 7? ვექტორის, ამიტომ 

(#.(00'.#7))=0 
და (7,1) ტოლობა მოგვცემს 

· (#. ნ)=(# .XL), (7.2) 
რაც ამტკიცებს ნათქვამის სამართლიანობას. 

ცხადია, – _. _. 

– (ს -L)=)”IILIC05(#, #), 
საიდანაც _ 

“– "უღ (#6. L). იი-. L=I7I = IM. #). 7,3 გებ L= ILI00%// L) == (7.3) 

(7,3) ტოლობის მარჯვენა -მხარე, როგორც ორი ინვარიანტის შეფარდება, 
ინვარიანტია და, მაშასადამე, სისტემის ნაკრები მომენტის გეგმილი ნაკრებ 

ვექტორზე ინვარიანტია დაყვანის ცენტრის მიმართ. 

ანრიგად, დაყვანის ცენტრის მიმართ ინვარიანტებია: სისტემის ნაკ- 

რები ვექტორი #, სისტემის ნაკრები ვექტორისა და ნაკ- 

რები მომენტის სკალარული ნამრავლი (II . X) და სისტემის 

ნაკრები მომენტის გეგმილი ნაკრებ ვექტორზე. 
ვთქვათ ახლა, სრიალა ვექტორთა მოცემული სისტემა დავიყვანეთ რაიმე 

0 0_ ცენტრამდე, რომლის მიმართ ნაკრები ვექტორი და ნაკრები მომენტია 

თ და #L და განვიხილოთ შემთხვევა,, როცა სისტემის მეორე ინვარიანტი 
ულია. 

(7 · L)=0. (7,4) 
ამას ადგილი ექნება, თუ დაცულია ერთ-ერთი შემდეჯი 4 შემთხვევიდან: 

· 1. =0, #70, 

2. '1#1=0, L# 0, 

3, #=0, #=0, 
4. # L L, #20, L#0. : 
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პირველ შემთხვევაში, ცხადია, სისტემა ტოლფასია დაყვანის 0 („ცენტრზე 

მოდებული #7 ვექტორისა და, მაშასადამე, ეს უკანასკნელი წარმოადგენს სის- 

ტემის ტოლქმედს. 
მეორე შემთხვევაში სისტემის ნაკრები მომენტი არ არის დამოკიდებული 

მომენტთა ცენტრზე, ამიტომ არ არსებობს ისეთი დაყვანის (ენტრი, რომ- 

ლის მიმართ ნაკრები მომენტი ნულია. ამრიგად, განსახილველ შემთხეევაში 

სისტემა ტოლფასია ერთი წყვილვექტორისა და, მაშასადამე, არ დაიყვანება 

ტოლქმედამდე. 
მესამე შემთხვევაში, ცხადია, სისტემა ნულის ტოლფასია. 
განვიხილოთ ახლა მეოთხე ზემთხეევა. ვაჩვენოთ, რომ ამ შემთხვევაში 

სისტემა დაიყვანება ტოლემედამდე, ამისათვის საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ 

არსებობს დაყვანის ისეთი C” ცენტრი, რომლის მიმართ ნაკრები მომენტი 

'L" =0. | 
(2,4) ფორმულის ძალით 

სL=L-IC.#) («= 00). (7,5) 
შევარჩიოთ ახლა თ ვექტორი (და, მაშასადამე, 0” ცენტრი) ისე, რომ #” 

ტოლი იყოს ნულის, ე. ი. ადგილი ბქონდეს ტოლობას 

(86.#1)=X. (7,6) 
ეს უკანასკნელი წარმოადგენს არაერთგვაროვან ვექტორულ განტოლებას თ 
ვექტორის მიმართ. 

განვიხილოთ (7,6) განტოლების ზესაბამი ერთგვაროვანი განტოლება 

(თ. #1=0. (7,7) 
ვინაიდან ეს უკანასკნელი, როგორც (ცნობილია, წარმოადგენს თ და 7 ვეჭ- 
ტორების 'არალელობის პირობას, ამიტომ მის ზოგად ამოსსნას ეჟნება სახე! 

ძ-= 077, 

სადაც 6 ნებისმიერი სკალარული სიდიდეა. თუ ამ ამოხსნას დავუმატებთ (7,6) 

განტოლების რაიმე კერძო ამოხსნას, მივიღებთ, ცხადია, მის |(7,6) განტოლე- 

ბის) ზოგად ამოხსნას. 

(7,6) განტოლების რაიმე კერძო ამოხსნის მოსაძებნად გავამრავლოთ 

მისი ორივე მხარე ვექტორულად /(/ ვექტორზე, მივიღებთ 

IM .IC. #I)=IM . XI. (7,8) 
ვაჩვენოთ ახლა, რომ (7,6) და (7,8) ტოლფასი განტოლებებია. ამის.:- 

თვის (7,8) განტოლება ასე გადავწეროთ: · ა 

(#- (0. #1– I )1=9. 
ეს უკანასკნელი კი 7. და 89% . წუ ლ7 ვექტორთა პარალელობის პირობას 

წარმოადგენს, ამიტომ 

(2 . 3) L=L#76 (0,9 
1 გავიხსენოთ, რომ..განსახილველ შემთტვევაში .L#0. 
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სადაც 1 სკალარი სიდიდეა. თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს გავამრავლებთ 

სკალარულად 7: ვექტორზე, (7,4) ტოლობის ძალით ზივიღებთ 
(11. IC . 711)=7:7). 

მაგრამ, ვინაიდან (#.IC. #))=90 და #” #0, ამიტომ /=0. ამრიგად, (7,9) 
განტოლება ემთხვევა (7,6) განტოლებას და, მაზასადამე, ესენი ტოლფასი 

განტოლებებია, 

თუ ახლა გამოვიყენებთ (6,1) ფორმულას, (7,8) განტოლება მოგვცემს 
LV „IC. #)1=0 #2 – ICC .700=I#I. LI. (7,10) 

ვეძებოთ ამ უკანასკნელის ისეთი ამოხსნა, რომლისათვისაც (თ. 7)=0. ასეთ 
ამოხსნას ექნება სახე __ 

– _ III. XI 
Cთ1== აეე, 

ამრიგად, ეს უკანასკნელი წარმოადგენს (7,6) განტოლების გარკვეულ კერძო 
ამოხსნას (რაც პირდაპირ შეგვეძლო შეგეემოწმებინა). 

მაშასადამე, (7,6) განტოლების ზოგად ამოხსნას ეკნება სახე: ძ= ძიაL0., ანუ 

  - ე L#-I1, 0,11) თ=0I-+ 3 ! 

ვინაიდან # ნებისმიერი პარამეტრია, ამიტომ, ცხადია, (7,11) წარმოადგენს 

წრფის ვექტორულ განტოლებას (ნახ, 16), ამრიგად, განსახილველ შემთხვე- 

ვაში არსებობს მთელი წრდე, რომლის წერ- : ა 
ტილების მიმართ სისტემის ნაკრები მომენტი ლ 
ნულის ტოლია. მაშასადამე, მეოთხე შემთხ- 

ვევა დაიყვანება პირველ შემთხვევამდჯე, 
მარტივად დამტკიცდება შემდეგი დე- 

ბულების სამართლიანობა: 

ებულება. თუ ნაკრები ვექტო-. 
რი განსხვავებულია ნულისაგან, 
მაშინ აუცილებელი და საკმარისი 

პირობა იმისა, რომ სრიალა ვექ- =>XI 
ტორთა სისტემა დაიყვანებოდეს ა) 

ტოლქმედამდე მდგომარეობს იმა · ნახ. 16. 
ში, რომ(#. #) ინვარიანტი ტოლი 

იყოს ნულის. 

აუცილებლობის დამტკიცება. ვთქვათ, ·სისრემა დაიყვანება 

ტოლვგმედამდე. მაშინ, ცხადია, ნაკრები მომენტი ტოლქმედის ფუძის ნების. 

მიერი წერტილის მიმართ ნულის ტოლია (L=თ) და მაშასადამე, ( #; . #) – 0. 

CV , '#) სკალარული ნამრავლის ინვარიანტობის გამო ის ნულის ტოლი იქნება, 

სივრცის ნებისმიერი წერტილის მიმართ და ამით პირობის აუცილებლობა 

დამტკიცებულია... | 
საკმარისობის დამტკიცება. ვიგულისხმოთ ახლა, რომ (L-#)=0 

თუ ს= 0, მაშინ სისტემა ტოლვჟმედამდეა დაყვანილი (იხილეთ ზემოთ მოყვანილი 
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პირველი "”შემთხვევა); თუ # 0, მაშინ ჩეენ გვექნება შემთხვევა 1? # 0, 

"ს # 0. როგორც ზემოთ იყო ნაჩეენები, ამ შემთხვევაში სისტემა დაიყვანება 

ტოლქმედამდე და ამით საკმარისობაც დამტკიცებულია. 
სრიალა ვექტორთა სისტემას ეწოდება ბრ ტყელი, თუ ისინი მოთავ- 

სებული არიან ერთსა და იმავე სიბრტყეში. ასეთი სისტემის ნაკრები ვექტო- 

რა, ცხადია, ამავე სიბრტყეშია მოთავსებული, ხოლო აღნიზნული სიბრტყის 

წერტილების მიმართ ნაკრები მომენტი მართობია ამ სიბრტყის. ამიტომ. 

ბრტყელი სისტემისათვის მეორე ინვარიანტი ყოველთვის ნულის ტოლია. 
ზემომოყვანილი დებულების ძალით, თუ ბრტყელი სისტემის ნაკრები ვექტორი 

განსხვავებულია ნულისაგან, მაშინ სისტემა დაიყვანება ტოლქმედამდე. თუ 

ნაკრები ვექტორი ნულის ტოლია, მაშინ აღნიზნული სისტემა ან ნულის ტოლ- 

ფასია (როცა 'L=0, ან– წყვილვექტორისა (როცა L # 0).· | 

§ 8, სრიალა ვექტორთა სისტემის ცენტრალური ღერძი 

ვთქვათ, მოცემულია სრიალა ვექტორთა სისტემა, ამ სისტემის ნაკრები 

ვექტორი და ნაკრები მომენტი რაიმე 0 ცენტრის მიმართ აღვნიზნოთ "ით 

და 'L-ით. ვიგულისხმოთ, რომ მეორე ინვარიანტი (7. #)#9. ვიპოვოთ და– 

ყვანის_ი ისეთი 0' ცენტრი, რომლის მიმართ ნაკრები მომენტი XI. პარალელუ- 

რია 7-ის, 

ვინაიდან ნაკრები მომენტის გეგმილი ნაკრებ ვექტორზე ინვარიანტია, _ 

ამიტომ ნაკრებ მომენტს მინიმალური სიგრძე ეგნება მაშინ, როცა ის ნაკრები “ 

ვექტორის პარალელურია. მაშასადამე, ზემოაღნიშნული თვისების მქონე დაყ- 

ვანის 0, ცენტრის პოვნა ნიზნავს ისეთი წერტილის პოვნას, რომლის მიმართ 

ნაკრები მომენტის სიგრძეს ექნება მინიმალური მნიშვნელობა. 

(2,4) ფორმულის ძალით გვაქვს 

: წი =ს-L2.. MI (=«=00"- და. # და X" ვექტორთა პარალელობის პირობა მოგვცემს 
LV. L1=9. იი თუ ახლა განვიხილავთ დეკარტის · მართკუთხა კოორდინატთა სისტემას. 

სათავით “0. წერტილში, მაშინ #7 და ს ვექტორების პარალელობის პირობა · 
შეიძლება ასე ჩავწეროთ: 

ყI,2ა--IX. _ე81ს- თდIს-–IL, _ დ, „დს ყს-– L. X. . (8 3) 

#7, #, # | ' 

სადაც დ, ყ, #-ით აღნიშნულია "-= 00' ვექტორის კოორდინატები. ცხადია, 

(8.13) წრფის განტოლებებს წარმოადგენს და, მაშასადამე, არსებობს მთელი 
წრფე, რომლის წერტილებსაც აქვს ზემოაღნიშნული თვისება. 

ამ წრფეს ეწოდება სრიალა ვექტორთა აღებული სისCემის ცენტრა- 
ლური ღერძი, თუ ამ ღერძის რაიმე წერტილამდე დავიყვანთ მოცემულ 

სისტემას, მივიღებთ ერთ #> ვექტორს და ერთ წყვილვექტორს, რომლის მო- 

მენტიც პარალელური! #- X-ის. ასეთ "შემთხვევაში ჩვენ ვიტყვით, რომ სისტემა 
დაყვანილია ხრახნამდე, ანუ დინამამდე. 

40



განვიხილოთ 7; პარამეტრი, რომელიც განსაზღვრულია ტოლობით" 

== 
ს=-- (7. #). 8,4 ათა ია 

(8,4) ტოლობით განსახღვრულ /; სიდიდეს ეწოდება ხრახნის პარამეტრი. · 

როცა # > 0, ხრახნს მარცხენა ხრახნი ეწოდება, ხოლო, როცა 7; < 0--” 

მარჯვენა ხრახნი. ცხადია, მარცხენა ხრახნისათვის ( 77. ) > 0, ხოლო 
მარჯვენა ხრახნისათვის კი გვექნება (#.სLხ)<90. 

ვინაიდან ცენტრალური ღერძის წერტილების მიმართ ნაკრები მომენტი- 
სათვის ადგილი აქვს ტოლობას 

85:20, 

Iს I=გეგ–> XL = IC4-40), 

ამიტომ ზემომოყვანილი მსჯელობიდან გამომდინარეობს, რომ ტოლქმედი 

არსებობს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მეორე ინვარიანტი ნულის ტოლია 
(იგულისხმება, რომ ნაკრები ვექტორი განსხვავებულია ნულისაგან),. რაც უკვე 

გვქონდა დამტკიცებული (იხ. წინა §-ის დებულება). 

§ 9, პარალელურ ვექტორთა ცენტრი 

'ცთქვათ, მოცემულია დაბმულ პა პარალელურ ვექტორთა სისტემა 2,, 4... 

4. რომლის ნაკრები ვექტორი # განსხვავებულია ნულისაგან. თუ ი მოვიქცე- 

ვით ისე, როგორც § 3-ში, დავრწმუნდებით, რომ ამ სისტემისათვის არსებობს 

ტოლემედი. · 
ტოლემედის ფუძის ისეთ C. წერტილს, რომლის მდებარეობა არ შეიცვ- 

ლება, თუ ყველა ვექტორს ერთდროულად მოვაბრუნებთ მათი მოდების წერ- 

ტილების ირგვლივ ერთი და .იმავე ნებისმიერი კუთხით, ეწოდება აღებულ 

პარალელურ ვექტორთა ცენ ტრი. ამრიგად, პარალელურ ვექტორთა ცენტრი 

ისეთი წერტილია, რომელზედაც ყოველთვის გაივლის ტოლემედის ფუძე, როცა 

ვექტორეას ერთდროულად. ვაბრუნებთ ერთი და იმავე ნებისმიერი კუთხით 

მათი მოდების წერტილების ირგვლივ. 
ვიპოვოთ: C წერტილის ·რადიუს-ვექტორი რაიმე 0 წერტილის მიმართ. 

ვთქვ ათ, 00 ერთეული ვექტორია, რომელიც მოცემული ვექტორების პარალე- 

ლურია, ცხადია, გვექნება 

| – 4. = 4,5 ე (9,1) 

სადაც 4:= +I 41 ამასთა5 ზედა ნიშანი აიღება მაშინ, როცა 4, და გი 

ვექტორების გეზი ერთნაირია, ხოლო ქვედა ნიშანი-- წინააღმდეგ შემთხვე- 

ვაში. ასევე გვეგნება 

=7#0პ. ( (9,2). · 

თუ სისტეზის .ნაკრებ მომენტს რაიმე 0 წერტილის მიმართ აღვნიშნავთ ჩ#L-ით, 

ხოლო C წერტილის მიმართ. Lთი, (2,4) ფორმულის ძალით მივიღებთ 

#= VI. 4)-- ით. 7, (9,3) 

_ 81, 
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სადაც 7; წარმოადგენს 4! ვექტორის მოდების წერტილის რადიუს-ეექტორს 

0 ცენტრის მიმართ, 2. კი C წერტილის რადიუს-ვექტორია 0 წერტილის 

მიმართ. მაგრამ, ვინაიდან მოცემული სისტემა C წერტილზე მოდებული ჯ 

ვექტორის ტოლფასია, ამიტომ #,= მომ, 7=0. მაშასადამე, (9,3) ტოლობა 

მოგვცემს 

ნ. 8-1. წ. X)=0. 

(9,1) და (9,2) ტოლობების ძალით ეს უკანასკნელი ასე გადაიწერება: 

( ი2ე4– 1) 42) > =0, (9,4) 

მაგრამ, ვინაიდან C წერტილის მდებარეობა არ არის დამოკიდებული მოცე- 

მულ 4:(=1, 2, ··» I) ვექტორთა საერთო მიმართულებაზე ამიტომ (9,4) 

ტოლობას ადგილი ექნება, როგორიც არ უნდა იყოს ერთეული ი" ვექტო- 
რის გეზი, ეს კი მხოლოდ მაშინ შეიძლება, როცა (9,4) ტოლობის მარცხენა 

მხარეში «წ ვექტორთან მდგომი მამრავლი ნულის ტოლია, საიდანაც გვექნება 

»M 

174 
== 

XV 

ჰი = 

§=1 

(9,5) 

  

ამრიგად, პარალელურ ვექტორთა სისტემის ცენტრი მონახულია. 
თუ ავიღებთ კოორდინატთა სისტემას სათავით 0 წერტილში და (9,5) 

ტოლობას დავაგეგმილებთ კოორდინატთა ღერძებზე, მივიღებთ 

· +" 4. აი4 94 
4(=) · #51 §=1 

2-= , Vყი= , 2-= 

აიი ზ/ ზ.ა 
(“=1 (=1 (<1 

  

    (9,6) 

ამოცანა 

8. მოცემულია ერთნაირი სიგრძის » პარალელური ეექტორი Xჯ, (ს =1, 
2, ·--, 9), როზელთა მოდების წერტილებია 7#,, M,, ·.. დავუშვათ, რომ 
M, M, ს Mი-, · წერტილები უხრავია, ხოლო 1/.„ წერტილი მოძრაობს 
გარკვეულ გ წრფეზე. დავამტკიცოთ, რომ ამ პარალელურ ვექტორთა ცენტრი 
იმოძრავებს 4 წრფის პარალელურად. “ 

· „ · ვთქვათ, # არის X, ვექტორების · ალგებრული მნიშვნელობანი პარალე- 

ლურ ვეჭტორთა საერთო მიმართულებაზე, აღვნიშნოთ თ-თ. X#, წერტილის 

4 -



რადიუს-ვექტორი რაიმე უძრავი 0 წერტილის მიმართ. 1/, წერტილის გადა-- 
ადგილება 4 წრფის გასწვრივ აღვნიშნოთ ი-თი. 

7, წერტილის გადაადგილებამდე პარალელურ ორთა ცენტრი 
მოიცემა ფორმულით (იხ. (9,5) ფორმულა) ელურ. ვექტ 8 

._ 1 თ? _, „.. 

/-= –2, »# (#7=00). 
§-1 

17» წერტილის გადაადგილების წემდეგ კი ხსენებულ პარალელურ ეექტორთა 
ცენტრი გამოითვლება ი ორმულით 

  

ს ა4ინ8აპიი1? –,1- გა მნმნაქნამი2+I 18 
საიდანაც ვღებულ..;ბთ 

კს–=--6 
2ბ 

უკანასკნელი ტოლობა ამტკიცებს, რომ პარალელურ ეექტორთა ცენტრის 

გადაადგილება ჯარალელურია 7/„ წერტილის გადაადგილებისა. 

განყოფილება 2 

ქექტბუფრ-შენქსია 

§ 10. ვექტორის წარმოებული სკალარული 
არგუმენჯუით. ინტეგრალი 

ისეთ ვექტორს, რომლის სიგრძე და გეზი დამოკიდებულია რაიმე 

ჯ ცვლადზე, ეწოდება ამ ცვლადის ვექტორ-ფუნქცია. როცა 4 ვექტორი 
L ცვლადის ფუნქციაა: ” 

4=4C), 

მაშინ, ცხადია, მისი კოორდინატებიც ამავე ცვლადის ფუნქციები იქნება1 

4.= 4. (9), 4,=4,(C(I), 4,=4#4,C). 

განვმარტოთ ახლა “4 ვექტორ-ფუნქციის წარმოებული. 

თუ 4 ვექტორს რაიმე ფიქსირებულ 0 წერტილზე მოვდებთ და (ჯ-ს 
მივანიჭებთ სხვადასხვა მნიშვნელობებს, მაშინ მისი ბოლო წერტილი გარკეეულ 

წირს შემოწერს, რომელსაც „4 ეექტორის პჰოდოგრაფი ეწოდება. 

მივცეთ დამოუკიდებელ ცვლადს ორი მნიშვნელობა ჯ და ჯ+4L; ვექტორ- 

ფუნქციის შესაბამი მნიშვნელობანი · იყოს 4600) და #(+ ბ) სხვაობას 

ტბ 4 =71( +#/) –40 ეწოდება “4 ვექტორის ნაზრდი (ნახ. 17). განვი- 

ხილოთ შეფარდება | 

= აქ 40+ირ0–-40. 
ბს. ბჯ | 

' 1 ამ ფორვულების დახმარებით ცვლადი ეეჭტორის ზღვარი ისევე განიმარტება, რო-. 

გორც ანალიზზი ცვლადი სიდიდის ხსღვარი და დადგინდება ზღვართა თეორიის კანონები. 
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თუ ამ შეფარდების ზღვარი არსებობს, როცა # ცელადის ნაზრდი 4/->0, 

მაშინ მას ეწოდება “4. ვექტორის წარმოებული ჯ ცვლადით და აღინიშუება 

  ჩვეულებრივად 2 „ ამრიგად, განმარტების ძალით 

>, 244. _ ე 4C1-41)--.1 (I) . 
VI. /#(<–0 ტბ, #!'–0 რტ” 

· აღნიშნული განმარტებიდან გამომდინარეობს, რომ 4“ ვექტორის წარ- 

მოებული ამავე ვექტორის პოდოგრაფის მხებს წარმოადგენს. 

ვექტორ-ფუნქციის წარმოებულის ზემომოყვანილი განმარტების ძალით 

ადვილად დამტკიცდება შემდეგი ტოლოეთ სამართლიანობა 1: 

#C+7#)= .. 

ი -. #4 –- ი8 
<–- (4. 8)= (4 7 )+(>.92 ; (19,2) 

სვა, |+.%), (10,3) 

4 3-0 40-14 21თ4 (0,4) 

  

ასთან. კანა ნელ ს ტოლობაში X(,) წარ- 

ნახ. 17. მოადგენს ჯ ცვლადის სკალარულ ფუნქციას. 
ვინაიდან 40) ვექტორი შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ: 

40 =4.:+4,1+4.L 
სადაც # წ 1 წარმოადგენენ თ, V, #. ღერძების მგეზავებს, ამიტომ (10,1). 

ფორმულის ძალით მივიღებთ 2 

„ა... 00.5) 
რთ LVVიL > იძ რ 

ადვილი, მისახვედრია, რომ ტეილორის ფორმუ ლაც სამართლიანია ვექ- 

ტორ.-ფუნქციისათვის: 
1 2 

20+ბ0=40+4%4 40 + 1 240 ა.ს 

    

2! · ძჯ? 

1 ძ"4() – 
+3- 2-0 ბი+.. + 49 ა» წია (10,6) 

სადაც +) წარმოადგენს ნაშთს (ცხადია, იგულისხმება ტოლობაში შემავალი 

წარმოებულების არსებობა). 

, ცხადია, იგულისზ:ება ამ ფორჭულებში ”შემავალი წარმ ოებულების არსებობა, 

? ამ ფორმულის დაწერისას იგულისხეება, რომ კოორდინატთა ღერძები უძრავია. თუ 

კოორდინატთა ღერძები იცვლიან მიმართულებას (ე. ი. 1 3 და # ვექტორები გეზს იცვლიან) 

მაშინ, როგორც ადვილი მისახვედრია, ეს ფორმულა არ იჟნება სამართლიანი დხ. თავი 111, 

6 26. 
44. 

 



-ჯ 13=/ ტოლობას გავაწარმოებთ და გამოვიყენებთ (10,2) ფორ- 
თუ ( 4 

მულას, მივიღებთ _. 
ედ · – ძ4 ი/4 

4. 7)“ 4 მ (10,7) 

(10,7) ტოლობიდ.ნ გამომდინარეობს, რომ, თუ ვექტორის სიგრძე მუდმივია, 

მაშინ (>. -44 )=0, ამრიგად, მუდმივი სიგრძის ცვლადი ვექტორის წარ- 

ი 

მოებული ამავე ვეჭტორის მართობია. 

თუ 64 = 20, მაშინ 40) ვექტორს ეწოდება თ (/) ვექტორის განუ- 
ი! 

ზღვრელი ინტეგრალი და აღინშნება ასე: 

(240= | «C04. 

ცხადია, რომ, თუ 410) არის თ () ვექტორიდან აღებული ინტეგრალის რაიმე 

მნიშვნელობა, მაშინ 40+0, სადაც 6 ნებისმიერი მუდმივი ეექტორია, 

იქნება ინტეგრალის ზოგადი სახე. 4() ვექტორს ეწოდება პირეელყოფილი., 

განსაზღვრულ ინტეგრალს (/, ,) შუალედში ვუწოდებთ პირველყოფილი 
ფუნქციის მნიშვნელობათა სხვაობას» 

| “20V= 160) – 49ა. 

”ი 

განსაზღვრული ინტეგრალი, ისე როგორც სკალარული ფუნქციის შემთხვევაში, 

შეიძლება განვსაზღვროთ აგრეთვე, როგორც გარკვეული ჯამის ზღვარი და 

დავადგინოთ ინტეგრალურ აღრიცხვაში ცნობილი მთელი რიგი ფორმულების 

სამართლიანობა. 

8 11, წირის მთავარი ნორმალი და სიმრუღმ : 

ვთქვათ, მოცემულია · სივრცის რაიმე გაწრფევადი C წირი, რომელზე- 

დაც არჩეულია გარკვეული დადებითი მიმართულება. ამ წირზე წერტილის 

მდებარეობა დავახასიათოთ § რკალური აბსცისით (ბუნებრივი პარამეტრით), 

რომლის „ათვლის წერტილიც იყოს 775 (ნახ. 18). 

ვთქვათ ახლა აღებული წირის პარამეტრული განტოლებაა თ=ე:(§), / = #3), 

2=72 (§). ვიგულისხმოთ, რომ თ(), V (4). 2(§) უწყვეტად წარმოებადი ფუნქ- 

ციებია მეორე რიგამდე ჩათვლით § პარამეტრის მიმართ. აეს 

ავიღოთ წირზე ნებისმიერი 7, წერტილი, რომლის“ შესაბამი რკალური 

აბსცისა იყოს ვ. გავავლოთ /# წერტილზე წირის მხები, რომლის მგეზავიც? 

იყოს 2. ცხადია, 6 ვექტორი იქნება § პარამეტრის ფუნქცია. განვიხილოთ 

V წერტილის მეზობელი //, ·წერტილი, რომელზედაც „გავლებული მხების 

მგეზავი იყოს 0. მოვდოთ მ. ვექტორი ჟ/ წერტილზე და გავავლოთ 6 და 

  

1 ზემომოთხოვნილი პირობის ძალით, აღებულ წირს ყოველ წერტილში აქვს ვხები, რო- 

მელიც უწყვეტად იცვლება. · 

, ? იგულისხმება, რომ 6 მოგეხულია § პარამეტოის ზრდის მიმართულებით.



M ვექტორებზე სიბრტყე, ამ სიბრტყის ზღვარს, როცა #”, წერტილი მიისწრაფ- 
ვის 1 წერტილისაკენ 0 წირის გასწვრივ, ეწოდება წირის მიმხები სი- 
ბრტყე 7! წერტილზი. 1) წერტილში გავლებიღლი მების ყოეელ მართობ 

წრდეს ეწოდება ნორმალი. იმ ნორმალს, რომელიც მიმხებ სიბრტყეშია 
მოთავსებული, ეწოდება მთავარი ნორმალი, იმ ნორმალს კი, რომელიც 

მიმხები სიბრტყის მართობია–.-ბინორმალი, ცხადია, მხები, მთავარი ნო“.მალი 

და ბინორმალი ერთმანეთის მართობია. 

აღენიზნოთ ახლა 6 ღა 0, ვექტორებს 

§ ) სა- 

138 
დაც | 45 | არის III რკალის სიგრიე, ეწო- 
დება ამ რკალის საზუალო სიზრუდე, ხოლო 

(უV§6, 
' შორის კუთხე 6-ით. შეფარდებას   

1 
თ „ი რომელსაც ი აღვ- 

ზღვარს 11% >. ჯვ | 

ნიზნავთ: 1 6 

==“) 
0 ტამ | ტ§ _ 

ირის სიმ რ უდ ე M 

ეს ეწოდება სიმრუდის 

  

ბული 
ბა აღე“C დ ენოლრე,, დ #5 

წ წე იუს“ ჟარმოებეC” 8. ბარამეტრით, 
ახ, L8, რად რევი ტოლი" ამიტომ 2-2 L > 

 



აღვნიშნოთ ახლა 7/ წერტილის კოორდინატები ჯ, ყ, #-ით, ვინაიდან 

„–-.“ა 
ძევ. ძე” ძ§/. 

ძი /ძილთ ძ' +) 

ამიტომ 

ძი Vძა ძვ! ძვ! 

ვინაიდან აღებული წირის წერტილის მიმდინარე კოორდინატე"ს აქვთ 
მეორე რიგის უწყვეტი წარმოებულებე § რკალური აბსკისით, ამიტომ, ცხადია, 

წირს ექნება უწყვეტი სიმრუდე ყოველ წერტილში.



თავი II 

ჰინემპაბიჰა 
§ 1. შესავალი 

როგორც უკვე აღვნიშნეთ (იხ. I თავის § 4), კინემატიკა არის თეორიუ- 

ლი მექანიკის ნაწილი, რომელიც შეისწავლის მატერიალური სხეულების მოძ- 

რაობის გეომეტრიულ მხარეს, გეომეტრიული ობიექტების (წერტილის, წერ- 

ტილთა სისტემის, ფართეულის, სხეულის) მოძრაობას, კინემატიკა მოძრაობას 

განიხილავს ძალებისაგან დამოუკიდებლად. ვინაიდან მოლრაობა სივრცეა და 

დროში ხდება, ამიტომ მოძრაობის ცნება მჭიდროდაა დაკავშირებული ს:ერ- 

ცისა და დროის ცნებასთან. სივრცის თვისებებს გეომეტრია შეისწავლის. კი- 
ნემატიკა გეომეტრიისაგან მხოლოდ იმით განსხვავდება, რომ ის სივრცეს 

ცნებას უკავშირებს დროის ცნებას. ამრიგად, ზეიძლება ითქვას, რომ კინემატი- 

კა არის ოთხგანზომილებიანი სივრცის გეომეტრია, სადაც მეოთხე განხომი- 

ლებად დრო არის მიღებული. 

მოძრაობა, ისე როგორც წონასწორობა, ფარდობითი ცნებაა, ამიტომ, 
როცა მოძრაობაზე ვლაპარაკობთ, უნდა გვქონდეს სათარდი სისტემა -- რაიმე 

მყარი სხეული, რომლის მიმართაც განიხილება აღნიზნული მოძრაობა, როცა 

საფარდ სისტემაზე ვლაპარაკობთ, ჩეენ ვგულისხმობთ მთელ გარემოს (სივრ- 
ცეს), რომელიც ამ სისტემასთან უძრავად არის ' დაკავზირებული. . ამასთან, 
გარემო ეწოდება ერთიმეორის იგივური გეომეტრიული 

ობიექტების უწყვეტ ერთობლიობას. ასე, მაგალითად, წრფოვანი 
ფართეული, როგორც გარემო, წარმოადგენს წრფეთა უწყეეტ ერთობლიობას 

ან კიდევ გეომეტრიული წერტილების უწყვეტ ერთობლიობას. მოცემული გეო- 
მეტრიული ობიექტის მოძრაობა რაიმე გარემოში იმით ხასიათდება, რომ დრო- 

თა განმავლობაში მოძრავი ობიექტი: ემთხვევა თავის იგივურ ობიექტს აღებულ 
გარემოში. მაგრამ, რომ დავახასიათოთ აღებულ გარემოში ერთი და იმავე 
ობიექტის სხვადასხვა მდებარეობა, საჭიროა გვქონდეს ზემოხსენებული სა- 

ფარდი სისტემა. ამრიგად, მოძრაობის დასახასიათებლად უნდა ვიცოდეთ: 
გარემო (სივრცე), რომელშიაც “ხდება მოქრაობა; ის ობიექტი, რომელიც მოძ- 
რაობს, და საფარდი სისტემა, რომლის მიმართაც მანძილის ცვლილებით ხა- 

სიათდება აღებული ობიექტის მოძრაობა. მაგალითად, თუ გარემოდ აღებუ- 

ლია წრფე, მოძრავ ობიექტად გეომეტრიული წერტილი, ხოლო საფარდ სის- 

ტემად აღებულ წრდეზე ფიქსირებული რაიმე წერტილი, მაშინ მოძრაობა ხა- 
სიათდება დროთა ვითარებაში მოძრავი ობიექტის (გეომეტრიული წერტილის) 

წრფის უძრავ წერტილამდე მანძილის ცვლილებით. 

ნიუტონის მექანიკაში სივრცე წარმოადგენს ევკლიდეს ჩვეულებრივ სამ- 
განზომილებიან სივრცეს. 
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როგორც I თავში იყო აღნიშვული, დროის გაზომვის საშუალებას თვით 
ბუნება იძლევა მასში არსებული «ერიოჯულე მოვლე5ების წყალობით. ასეთი 

პერიოდული მოქლენებია: დღე-ღამე, თვე, წელიწადი და სხვ. დროის ერთეუ- 

ლად მიღებულია სეკუნდი (წამი) რომელაც წარმოადგენს საშუალო დღე- 

ღამის > ნაწილს. მას შემდეგ, რაც არჩეული გვაქვს დროის ერ- 

· თეული, დროის რაიმე განსაზღვრული მაიშვნელობა (მომე?ტი) შეიჭლება მი- 

ვიღოთ საწყისად (=0 მომენტად) და ამ მომენტიდან დრო გავზომოთ ზემოხ- 
სენებული ერთეულით. ამასთან, დროს, რომელსაც შემდეგში ყოველთვის /I-თი 

აღვნიშნავთ, შეიძლება მივანიკოთ როგორც დადებითი, ასევე უარყოფითი 

მნიზვნელობაც, იმის მიხედვით, განსახილველი მოვლენა მოხდა ჩვენ მიერ 

არჩეულ ჯ=0 მომენტის შემდეგ, თუ მანამდე. ასეთი გზით შეიქლება მოვახ- 

დინოთ დროის არითმეტიზაცია, ე. ი. დავამყკაროთ დამოკიდებულება ნამდ- 
ვილ რიცხვებსა და დროს შორის. ამრიგად, დროის არითმეტიზაციის არსი 

იმაში მდგომარეობს, რომ დრო განიხილება, როგორც ერთი განზომილების 

უწყვეტი მიმდევრობა, რომელსაც გრაფიკულად წრფის. წერტილები შეესაბა- 

მება. ამ წრთეს დროთა ღერძი ეწოდება. აღნიზნული წრფის ყოველ წერ- 

ტილს დროის გარკეეჟლი მნიშვწეღობა, ანუ, როგორც ანბობენ დროის 

გარკვეული მომენტი შეესაბამება დროის ორი მომენტი განსაზღვრავს 

ე. წ დროის შუალედს. დროთა ღერძზე აღებულ საწყის წერტილს დრო- 

, ის საწყისი მომენტი შეესაბამება. 
კინემატიკის საკითხების განხილვას ჩვენ დავიწყებთ წერტილის კინემა- 

ტიკით. 

შემდეგში, ყოველთვის, სხეულების მოძრაობის დასახასიათებლად ჩვენ 

განვიხილავთ კოორდინატთა გარკვეულ სისტემას, რომელსაც, პირობით, ხში- 

რად, უძრავ სისტემას ვუწოდებთ. 

განყოფილება 1 .. 

წერშილიჩს ჰინემაბიჰა 

§ 2. წერტილის მოძრაობის განტოლებები 

წერტილის მოძრაობის დასახასიათებლად განვიხილოთ დეკარტის მართ- 

უთხა კოორდინატთა 02:77 სისტემა. „ამ სისტემასთან უძრავად დაკავშირებუ- 

ლი გარემოს .წერტილების გეომეტრიულ ადგილს, რომელზედაც დროთა ვი- 

თარებაში მოძრავი წერტილი გაივლის, ეწოდება ამ წერტილის ტრაექტო- 

რია. ჩვენ ვიტყვით, რომ წერტილის მოძრაობა მოცემულია, თუ ცნობილია 
მისი მდებარეობა დროის ყოველი მომენტისათვის. 

აღვნიშნოთ მოძრავი /# წერტილის რადიუს-ვექტორი იე წერტილის 

(კოორდინატთა სისტემის სათავის) მიმართ #=(>ჯ, 3, 2)-ით. ცხადია, წერტილის 

მოძრაობა ცნობილი იქნება, თუ ცნობილია მისი რადიუს-ვექტორი » რო- 

გორც დროის ფუნქცია (ნახ. 19): 

»=70. (0,1) 
ამრიგად, (2,1) განტოლება წარმოადგენს წერტილის მოქრაობის ვექტორულ 
განტოლებას. 
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(2,1) განტოლების კოორდინატთა ღერძებზე დაგეგმილებით მივიღებთ 
განტოლებებს: 

=X(I) /=V(I), 2=7(I), (2,2) 

რომელთაც ეწოდება ზოძრაობის განტოლებები დეკარტის მართკუთ- 
ხა კოორდინატებში. თუ ამ განტოლებებიდან 1-ს გამოვრიცხავთ, მივიღებთ 

შემდეგი სახის განტოლებებს: 

/1(, ყ, 7)ლ9%, /ა(%, /, 2)=90, 

რომელნიც წერტილის ტრაექტორიის განტოლებებს წარმოადგენენ (აქ ტრა- 

ექტორია წარმოდგენილია როგორც ორი ფართეუოლის თანაკეეთა). 
როცა წერტილი მოლ”რაობს ტრა- 

ექტორიაზე, მისი ორთოგონალური გეგ- 
მილები კოორდინატთა ღერძებზე გარკ- 

ეეჯულ მო”რათბებს ასრთლებენ, რომელ- 

თა განტო ლებებიც (2,2) ფო "რმულებით 

არის მოცემული. 

ჩვენ ·შემდეგში ყოველ- 
თვის ვიგულისხზებთ, რომ (2,2) 

XV ფორმულებით განსაზღვრული 

ფუნქციები არიან უწყვეტიდა 
უწყვეტად წარმოებადი მეო- 
რე რიგამდე. 

თუ წერტილი მოძრაობს ჯიყ/ სიბრტყეში (მოძრაობა ბრტყელია), მაშინ 

მოძრაობის განტოლებები იგნება! 

  

ნახ. 19. 

2=7(ჰ), /=//(1). 

ამ განტოლებებიდან დროის გამორიცხვით მივიღებთ ტრაექტორიის განტო- 

ლებას შემდეგი სახით: 

# (8. V):=0. 
სავსებით ანალოგიურად შეიძლება დავწეროთ წერტილის მოძრაობის 

განტოლებები პოლარულ კოორდინატებზი სიბრტყეზე, ცილინდრულ“ კოორდი- 

ნატებში, სფერულ კოორდინატებში და სხე. 

განვიხილოთ ახლა «. ”, 7 (ცვლადების (კალსახა უწყეეტი ფუნქციები 

=01)(X M# 2, ია=ძ0ა(თ, ყ, 2) იე= ძვ (X, 4, 2)- 
“ვიგულისხმოთ, რომ ეს განტოლებები ამოხსნადია ცალსახად ჯ, #/, 2 (უევლადე- 

ბის მიმართ, ამოხსნის შედეგად გვექნება: 

2'=27 (01. ძვ. მე! შ%=>V/(ძ)- 0. რვ) 2==2(01, ძე. ძვ), 

სადაც ჯ, ყ, 2 წარმოადგენენ «,, ი,, იე ცვლადების ცალსახა უწყვეტ ღუნქ- 
ციებს. 

! დემდეგში ყოველთვის, როცა წერტილის მოძრაობის განტოლებები ამ საჩითაა მოცე- 
გული (X=XLL), წ»=X (L)), ბრტყელი მოძრაობა იქნება ნაგულისხმევი. 
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ვინაიდან ჟჯ, ყ, # (კვლადებსა და ი,., 0,, ძე (ყ-ვლადებს შორის არსებობს 
ურთიერთცალსახა დამოკიდებჯლება, ამიტომ ე,, 0., იე სიდიდეებსაც შეიძ- 

ლება ვუწოდოთ 7/ (>, ყ, 2) წერტილის კოორდინატები. ამ კოორდინატებს 

ეწოდება განზოგადებული კოორდინატები, ანუ ზოგადი მრუდ- 

წირული კოორდინატები. 
ცხადია, წერტილის მოძრაობის განტოლებებს განზოგადებულ კოორდი- 

ნატებში შემდეგი სახე ექნებათ: · 

ძ,=0,(I), 0:=-0; (I) 0ვ=ძე(!). (2,3) 

. ცხადია აგრეთეე, რომ ზემოხსენებული პოლარული კოორდინატები სიბრტყე- 

ზე, ცილინდრული კოორდინატები და სფერული კოორდინატები წარმოადგე- 

ნენ განზოგადებული კოორდინატების კერძო სახეებს (იხ. § 8). 

ამოცანები 

1. ვთქვათ, დეკარტის კოორდინატებში წერტილის მოძრაობის განტო- 

ლებებია | 
»ჯ=თ+სხ # (I), ყ/=C0,)+ს, / (0), 2=თე+ხ; / (I), 

სადაც თ, ს, თ,, ხი თ ს, მუდმივებია, / (/) გარკვეული ფუნქციაა. ვიპოვოთ 
წერტილის ტრაექტორია. 

ჯ პარამეტრის გამორიცხვით ვღებულობთ: 

ფ-თ ყ-ი 2--%. 

· ხ ხ, ხე 

ამრიგად, ტრაექტორია წარმოადგენს წრფეს, რომელიც # (თ, ძ, თ.) წერ- 

ტილზე გადის და 8=(ჩ, ხ;, ხა) ვექტორის აარალელურია. _ 

8. წერტილის მოძრაობის განტოლებებს აქვთ სახე: 

7 2==2 თ 005” 7”, (ს 

ყ=->თ 511 2 #6L, 

სადაც თ და # მუდმივებია, ვიპოვოთ ტრაექტორია. 

( )-ის მეორე განტოლება გვაძლევს V=2თ0 510 7;ჯ 005 IL, ამიტომ ადვილად 

მივიღებთ: 
ჯ V” 
_ “==, 
2თ (2თ="00857:) 

(1)-ის პირველი ტოლობის ძალით, ეს უკანასკნელი ასე შეიძლება გადავწე- 

როთ: 

21 V 
2 20ძ= 

(=თ–ი)'-+ყ'=0“. 
ამრიგად, ტრაექტორია წარმოადგენს თ რადიუსიან წრეწირს, რომელიც კო- 
ორდიზნატთა სათავეში გადის და ეხება ყ ღერძს. : 

ვ. წერტილის მოძრაობის განტოლებები მოცემულია შემდეგი სახით: 

=>1, 

საიდანაც 

4 – 
«%= 9. (ი«M-+4 ), Vწ= --. (გM-- “I, 2) 
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სადაც ·თ და ჯ მუდმივებია. ვიპოვოთ წერტილის -ტრაექტორია. (2) განტო- 

ლებებიდან, შეკრება-გამოკლებით, გეეჟნება: 

  

წელ +V , (3) 
თ 

C-M==2- V, (4) · 
რთ 

(3) და (4) როლობების გადამრავლებით ვღებულობთ: 

თ V 

თ" ცფ?: 

ამრიგად, ტრაექტორია წარმოადგენს პიბერბოლას. 

#. წერტილის მოძრაობა მოცე?ულია განტოლებებით 

»=V 005 ს, წV= 023910 თ,, 2=ხL. 

სადაც თ იდას ი წუდზივებია. ვიბოვოთ ტრაექტორია. 
მოძრაობის განტოლებებიდან გვექნება: 

გ.ე? =0?, ჟ=სL. (5) 

ვინაიდან §1ი 0 და (03 თჯ ფუნქციების პერიოდია -“, „ამიტომ, (5)-ის ძალით, 

ცხადია, რომ წერტილი მოძრაობს წრიულ. ძელნდრელ ზედაპირზე ისე, რომ 

  ერთხელ შემოვლის შემდეგ ის აიწევს. =-2 ა სომაღღებიამრიგად. ტრაექ- 

ტორია არის ზხრახნწირი,                       

§ ვ, წერტილის მოძრაობის ბუნებრი39 განტოლება, სკალარული _. 
სიჩმარე და აჩქარება 

ვთქვათ, მოცემულია რაიმე გაწრფევადი #, წირი, რომელიც. მოძრავი '/ 

წერტილის ტრაექტორიას წარმოადგენს. L წირზე ავირჩიოთ გარკვეული და- 
ღებითი მიმართულება და დავახასიათოთ მასზე ე! წერტილის. მდებარეობა 

ბუნებრივი § პარამეტრით, რომლის ათვლის წერ- 

. (0) ტილად მივიღოთ წირზე დაფიგსირებული რაიმე 

- ს. Iა წერტილი (ნახ. 20). § პარამეტრს მივანიჭებთ 

? “ დადებით მნიშვნელობას, როცა 71! წერტილი მდე- 

ბარეობს 71/, წერტილიდან იმ მხარეს, საითაც არ- 

ჩეულია წირზე დადებითი მიმართულება, წინააღ- 

მდეგ შემთხვევაში § პარამეტრს ·ვანიჭებთ: უარყოფით მნიზვნელობას. ცხადია, 

რომ XI წერტილის მდებარეობა ჯL წირზე სავსებით დახასიათებულია §<=> #5 #./ 

ბუნებრივი პარამეტრით (რკალური. აბსცისით). ამიტომ. ცხადია, რომ. აღე- 
ბულ ტრაექტორიაზე წერტილის მოძრაობის განტოლებას ე ნება. სახე: , 

ნახ. 20, 

8=ვ (I). , 

ამ განტოლებას ეწოდება წერტილის, მოძრაობის ბუ ნ ე ბ რი ვ ი გან ტ ოლე ბა. 
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ვინაიდან # წირი განიხილება როგორც მოძრავი წერტილის ტრაექტო- 

რია, ამიტომ, თვით მოძრაობის ბუნებიდან გამომდინარეობს, რომ §(,) ფუნქ- 

ცია იქნება ჯ ცვლადის ცალსაზა, «წყვეტი ფუნქცია. ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ 

8(,)) ფუნქცია არის უწყვეტად წარმოებადი მეორე რიგამდე ჩათვლით. 

: ვთქვათ, დროის ჯ და (++ მომენტში, სადაც 42ჯ დროის უსასრულოდ 

მცირე ნაზრდია, მოძრავ 1/ წერტილს # ტრაექტორიაზე შეესაბამება ბუნებ- 

რივი პარამეტრის § და §+ 68 მნიშვნელობები (ე. ი. აჯ წარმოადგენს რკა- 

ლური აბსცისის ნაზრდს ა: დროში). შეფარდებას _ ეწოდება საშუალო 
L 

სკალარული სიჩქარე #4 დროში, ხოლო ამ შეფარდების ზღვარს, როცა 
4,->0, ეწოდება სკალარული სიჩქარე (I მომენტში). ამრიგად, თუ სკა- 

ლარულ სიჩქარეს აღენი%ზნავთ «-თი, განმარტების ძალით მივიღებთ: 

ძვ. 

თ 

ამრიგად, სკალარული სიჩქარე წარმოადგენს წერტილის რკალური აბსცისის 

(განვლილი მანძილის) დროით წარმოებულს. 

თუ სკალარული სიწქარე თ მუდმივია, მაშინ მოძრაობას ეწოდება თ;ანა- 

ბარი. ამ შემთხვევაში (3,1) ტოლობა მოგვცემს: 

§=VL-+0C, (3,2) 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. თუ მოცემულია #ჯ=7%ა მომენტისათვის §=ყ§ე, 

მაშინ (3,2) ტოლობიდან მივიღებთ C=2ა--სწ. თუ ამ მნიშვნელობას (3,2) 

გამოსახულებაში შევიტანთ, მივიღებთ 

– 8-–8ე==V (§–-ე)- (3,3) 

ამრიგად, თანაბარი მოძრაობის შემთხვევაში § წარმოადგენ დროის წრფივ 

ფუნქციას. პირიქით, თუ § წარმოადგენს L ცვლადის წრფივ ·ფუნქციას, მაშინ 

(3,3) გამოსახულების გაწარმოებით დავრწმუნდებით, რომ მოძრაობა იქნება 

თანაბარი. | 

"როგორც განმარტებიდან გამომდინარეობს, სიჩქარის განზომილება იქ- 

ნება: ' 

(პ,1) 

· ეი ჩ 
' %)=სL II 1=-–-, „IM ა 

სადაც ჯ არის სიგრძის განზომილება, ხოლო #ჯ”-დროის განზომილება. თუ 

სიგრძის ერთეულად მიღებულია სანტიმეტრი, ხოლო დროის ერთეულად სე: 

კუნდი, მაშინ სიჩქარის განზომილება იქნება ა · 

თუ (3,3) ტოლობაში L-'Iე=1 და §--85ა=1, მაშინ #=1 და, მაშასადამე, 

თუ დროის ერთეულში განვლილი გზა უდრის სიგრძის ერთეულს, მაშინ სიჩ- 
ქარეც ტოლი იქნება ერთის. ამრიგად, სიჩქარის ერთეულა დ მიღე- 
ბულია ისეთი თანაბრად მოძრავი წერტილის სიჩქარე, რომე- 
ლიც დროის ერთეულში გადის სიგრძის ერთეულის ტოლ მან- 
ძილს. ! 
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ვთქვათ, დროის Lჯ და 1--4ჯ მომენტისათვის სკალარული სიჩქარე არის შე- 

„საბამად ი და §4+-ბს. შეფარდებას - ეწოდება საშუალო სკალარული 

აჩქარება, ხოლო ამ შეთარდების ზღვარს, როცა ## +0, ეწოდება სკა- 
ლარული აჩქარება (I მომენტში), თუ სკალარულ აჩქარებას :ი-თი აღვნიშ- 
ნავთ, განმარტების ძალით, მივიღებთ: 

8 ძვ 

ი) ი 6.4 
ამრიგად, სკალარული აჩქარება წარმოადგენს სკალარული სიჩქარის წარ- 

მოებულს დროით, ანუ, რაც იგივეა, რკალური აბსცისის მეორე რიგის წარ- 

მოებულს დროით, 

მოძრაობას ეწოდება თანაბრად ცვლადი, თუ სკალარული აწქარე- 
ბა არის მუდმივი. ვთქვათ, საწყისი ბირობა ასეთია: როცა L= ჯეკ, მაშინ 8 = შა, 
ვ=ვა. ამ შემთხეევაში, (3,4) ტოლობიდან, ორჯერ ინტეგრებით და საწყისი 

პირობების გამოყენებით, მივიღებთ: 

=– - ((- ნ)" იი (ჯ––ჯა) + §ხ. (3,5) 

V 

პირიქით, თუ რკალური აბსცისის განოსახულებას აქვს (3,5) სახე, სადაც #0, 

წი §ე მუდმივებია, მაშინ მისი ორჯერ გაწარმოებით ვრწმუნდებით, რომ მზოძ- 

რაობა იქნება თანაბრად ცვლადი. 

თანაბრად ცვლად მოძრაობას ეწოდება თანაბრად აჩქარებული 
აღებულ მომენტში, თუ ამ მომენტში სიჩქარეს და აჩქარებას აქვთ ერთნაირი 

ნიშანი. წინააღმდეგ შეზთხვევაზი მოძრაობას ეწოდება თანაბრად შენე“ 

ლებული. 
განმარტებიდან გამომდი5არეობს, რომ აჩქარების განზომილება მოიცემა 

ფორმულით: 

0V7)=      

2: _ 
თუ სიგრძის ერთეულად მიღებულია სანტიმეტრი, ხოლო დროის ერთეულად 

სეკუნდი, მაშინ აჩქარების განზომილება იქნება --   

თუ მოცემულია წერტილის მოძრაობის განტოლებები დეკარტის კოორ- 
დინატებში: 

ჯ=ჯ7(ჰ), ყ=V(I), 2=#(L) _ : (3,6) 

და გვინდა ვიბოვოთ წერტილის მოძრაობის ბუნებრივი განტოლება, მაშინ 
ვისარგებლებთ ცნობილი ფორმულით , 

ძა _ 

ძ! 

საიდანაც ინტეგრებით ვიპოვით მოძრაობის ბუნებრივ განტოლებას. 
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ამოცანები 

ს. მოძრავი წერტილი გამოდის 7I/Vა(1, 2, 4) წერტილიდან ჯ=0 მომენტ- 
ში და მოქრაობს თანაბრად, წე: სიჩქარით, წრფეზე, რომლის გეზის კოსინუსე- 

ბია 1/ე, 2/, 2087 >>0. ვიბოვოთ წერტილის ტრაექტორია, წერტილის მოძ- 

რაობის ბუნებრივი განტოლება და წერტილის მოძრაობის განტოლებები. 

ვინაიდან გეზის კოსინგტსების კვადრატების ჯამი 1-ის ტოლია, ამიტომ 

0057=7?/ე და, (კხადია, ტრაექტორიის განტოლებები იქნება 

· თუ ბუნებრივი. პარამეტრის ათვლის წერტილად მივიღებთ 7/ა წერ- 

ტილს, მაშინ გვექნება 

§= ზი ჯ. 

როგორც ადვილი მისახვედრია, მოძრაობის. განტოლებები იქნება: 

1 2 2 
ჯ=1-+ 3 %% ყ=2+-- შ% L, 2=4-L- -- ში. 

6. ვთქვათ, წერტილის მოძრაობის განტოლებებია დ=4L, ყ=6ჯ'. ვი- 

პოვოთ წერტილის მოძრაობის ბუნებრივი განტოლება, სკალარული სიჩქარე 

და აჩქარება. . 

ცხადია, ტრაექტორია წარმოადგენს კოორდინატთა სათავეზი გამავალ 

წრფეს 3ფ-–2V=0. თუ ბუნებრივი პარამეტრის ათვლის წერტილად მივიღებთ 

კოორდინატთა სათავეს, მაშინ გვექნება: 

ვზ=ე)-LV'=52ჯ!, 

§=2ს/ 13+'. 

»=4ჯ/ 137, 10=4 /” 13. 

7. წერტილის მოძრაობის განტოლებები მოცემულია დეკარტის კოორ- 
დინატებზი ჯ=თ 005 VაI/, „=ხ §10 CI, სადაც თ, ს და თ მუჯმივებია. ვიპოვოთ 

წერტილის ტრაექტორია და სკალარული სიჩქარე. 

მოძრაობის განტოლებები ასე გადავწეროთ: 

-– = 008 0 #, #- 51ი თ. 
თ ხ · 

თუ ამ განტოლებებს ავახარისხებთ კვადრატში და წევკრებთ, მივიღებთ: 

.., 

2.8 ს 
ამრიგად, ტრაექტორია არის ელიფსი, 
ცხადია, სკალარული სიჩქარე გამოითვლება ფორმულით 

ძვ IVI= “. 
ძნ   

  

==I/” ემ -L ს 2= | თ | |/ ი? 8510 ?თ# +- 2 00859 CI ,



8, მატარებელი დამუხრუჯების დაწყებიდან მოძრაობდა თანაბრად შენელე- 

ბულად და განარა გაჩერებამდე 200 მეტრი 40 სეკუნდის განმავლობაში, ვიპო- 

ვოთ მოძრაობის (დ აჩქარება და განესაზღვროთ რა ჯე სიჩვარე აპქონდა მატა- 

რებელს დამეგხრუჭების დაწყების წინ, 

საწყის მომენტად მივიღოთ დამუხრიჭების დაწყების მომენტი, მა%ინ 

(ე=8. =0 და (3,5) ფორმულა მოგვცემს: 

ჯ/? ძვ 
=–2“ +%ის, ა=-9წ=+V 0 ძL (IM 

თუ ამ განტოლებებში მოცემულ პირობებს გავითვალისწინებთ, ზივიღებთ 

209=802;-L40 ზი 40 1-+-სს)=0. · 

ამ სისტემის ამოხსნით ვღებულობთ 

მ 
ხე= 10-––, #7 => · 

სეკ სეკ“ 
ამრიგად, როგორც მოსალ-დნელი იყო, სიჩქარეს და აჩქარებას აქვს 

ერთმანეთის საწინააღმდეგო ნიშანი ((ოძრაობა თანაბრად შენელებულია). 

_ ) 

4 

(§ 4. სკალარული კუთხური სიჩქა#/ე და აჩძარება. წტიული მოძტაობა 

ვთქვათ, მოცემულია რაიმე სიბრტყე, რომელზედაც არჩეღლია ბრუნვის 
გარკვეული დადებითი მიმართულება, მაგალითად, Lაათის ისრის ბრჯნვის სა- 

წინააღმდეგო მიმართულება და, ვთქვათ, ამ სიბრტყეზე მოცემულია რაიმე 0» 

ღერძი. განვიხი-ლოთ 0 წერტილიდან გამომავალი #ტ ღერძი, რომელიც აღნიშ- 

ნულ სიბრტყეზე ბრუნაეს და აღვნიზნოთ 39-თი ის დადებითი ან უარყოფითი 

კუთხე, რომლითაც უნდა მოვაბრუნოთ 

# 0» ღერძი ბრუნვის დადებითი. ან უარ- 

ყოფითი მიმართულებით, რომ Cს შეუ- 
ტ თავსდეს #4 ღერძს (ნახ, 21). ტ ღერძის 

მდება”ეობა სავსებით · განსაზღერული 
იენება, თუ ცნობილია V კუთხე, რო- 

გორც დროის ფუნქცია, რომეღსაც 
მობრუნების კუთხე ეწოდება. ამრიგად, 

· ბ ღერძის ბრუჩვის განტოლება ბუნებ- 
ი : რივია ვუწოდოთ განტოლებას 

ნახ. 21, 8.=3-(). 

გარკიეულობისათვის, ვიგულისხმოთ, რომ. 8 კუთხე გაიზომება რადიანებზი, 
ვთქეათ, დროის ორ მეხობელ L და |+–+ჯ მომენტზი მობრგნების კუთხეებია 

შესაბანად V და ფო –  შეფარ დებას ეწოდება საშუალო სკალარუ- 

ლი კუთხური ს სიჩქარე, ხოლო მის ზღვარს, როცა #ტჯ –0–- – სკალარუ- 
ლი კუთხური სიჩქარე. აწრიგად, თუ სკალარულ კუთხურ სიჩქარეს 

თ-თი აღვნიზნავთ, განმარტების ძალით, მივიღებთ 
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(“ს ი=%>. (0,1) 

თუ თ=0ლ0M35L, მაშინ ბრუნვას ეწოდება თანაბარი, ამ შემთხვევაში ად- 
ვილად მივიღებთ, რომ 

#= () (L-- ჯი) + 8), (4,2) 

სადაც %ე მობრუნების კუთხეს აღნიშნავს საწყის ჯ=ჯე მომენტში. 
ვინაიდან + კუთხე განყენებული რიცხვია, ამი ომ, („ხადია, კუთხორი 

სიჩქარის განზომილება იქნება · 9დ მ 6 ცად კულა 
1 

სა =–-,, (თ) თ 

ვთქვათ, ( და L+4ჯ მომენტებისათვის სკალარული კუთხური სიჩქარის 

მნიზვნელობებია შესაბამად თ და თ-- 4ი. წეფარდებას რ. ეწოდება საშ- 
ჯ 

უალო სკალარული კუთხური აჩქარება, ხოლო მის ზღვარს, რო- 
ცა ი(–>0–სკალარული კუთხური აჩქარება, ამრიგად, თუ სკალარულ 

კუთხურ აჩქარებას აღენიზნავთ X-თი, განმარტების ძალით მივიღებთ 

თუ X=00L%, მაშინ ბრუნვას ეწოდება თანაბრად ცვლადი. ამ ”წემთხეე- 

ვაში გვექნება 
8= 2 (--()1-ია (+-–/ა) + 9% (4,3) 

სადაც “+. და თა წარმოადგენენ მობუუნების კუთხისა და სკალარული კუთხუ- 
რი სიჩვარის მნიშვნელობებს საწყის .L=1) მომენტშა, 

: ცხადია, კუთხური აჩქარების განზომილება იენება 
' . 1 

_ .“ განვიხილოთ ახლა წერტილის მოძრაობა » რადიუსიან წ“ეწირზე. მივი- 

ღოთ აღნიზნულ წრეწირზე ბრუნვის დადებით ; 

მიმართულებად საათის ისრის მოძრაობის საწი- 
ნააღმდეგო მ«მართ–ლება და გავავლოთ წრეწირის 
0. ცენტრზე რაიმე 0ა; ღერძი, რომელიც წრეწირს 
77ა წერტილში გადაკვეთს (ნახ. 22). 
გ ბუნებრივი „არამეტრის ათვლის, წერტილად 

ივიღოთ Mე წერტილი. ცხადია, მოძრავი #/| წერ- 
ტილის მდებარეობა წრეწირზე სავსებით განისაზღ- 

ვრება იმ 9 კუთხით, რომელსაც 0M ვექტორი “შეადგენს 0» ღერძთან!. თუ 
MI წერტილის შესაბამ ბუნებრივ პარამეტრს ვ§-ით აღვნიშნავთ ?, მივიღებთ 3 

7 1.9. აღნიზნავს იმ დადებით ან უარყოფით კუთხეს, რომლითაც „ნდა მოვაბრუნოთ CX 
ღერძი წე';აბამადჯ ბრუნვის დადებითი ან უარჯოუფითი მ=გართულებით, რო3 ის შეუთავსდეს 0.VI-ს. 

2? თუ # წერტილი მოძრაობს წრეწირზე ბრ,ნვის დადებითი მიმართულებით, მაზინ +-ს 
ვანიჭებთ: დადებით ნიზ:ნს და ავთვლით მას /#/ ე წერტილიდ:ნ ბრაწვის დადებითი მიმართუ- 
ლებით, წინააღმდეგ წენთხვევაზი კი (ჯ-ს ვანიჭებთ „უარყოფით §Cნ-იზენელობას და აგთელით 
#Mა წერტილიდან ბრჯ,ნვის უარყოფითი მიმართულებით. 

· როგორც ზემოთ იყო აღნიზნული, 49. კუთხე გაზომილია რადიანებში, 

· 57 

  

ნახ, 22.



ვ=#V, (4,4) 

ვინაიდან სკალარული სიჩქარე წ = -, ამიტომ (4,4) ტოლობა მოგვცემს 

იყ 
=/ –- =-0), 4.5 ა=/ ->-– (4,5) 

ამრიგად, წრიული მოძრაობის დროს სკალარული სიჩქარე 
უდრის წრეწირის რადიუსისა და სკალარული კუთხური სიჩ”წ- 
ქარის ნამრავლს. 

(4,5) ტოლობის გაწარმოება მოგვცემს 

?ყ. 
10=7' უუხექას (4,6) 

ე. ი. წრიული მოძრაობის დროს სკალარული აჩქარება უდ- 
რის წიეწრის რადიუსისა და სკალარული კუთხური აჩქარე- 
ბის ნამრავლს. 

ამოცანები 

ე, წერტილი მოძრაობს თანაბრად 2,5 მეტრ რადიუსიან წრეწირზე 

9 სიჩქარით. ვიპოვოთ ბრუნვის კუთხური სიჩქარე. 
ეკ 

თუ ვისარგებლებთ (4,5) ფორმულით და შევიტანთ მასში »=9 = და 
სეკ 

#=2,5მ, მივიღებთ თ=-3,6 = ამრიგად, დროის ერთეულში (სეკუნდში) მოძ- 
ეკ 

  

რავი წერტილის რადიუს-ვექტორი მობრუნდება 9 . 3,6 გრადუსიანი კუ- 

თხით. 
10. 0»ყ სიბრტყეში 0 წერტილის 

ირგვლივ მოძრაობს # ღერძი, რომ- 
ლის #4 და 8 წერტილების სიჩქარეებია 
ს, და ჯე (ნახ. 23). მანძილი 4 და 8 

წერტილებს შორის უდრის ც.-ს. ვიპო- 
ვოთ ბრუნვის კუთხური სიჩქარე და 
#ჯ=08 მანძილი. 

(4,5) ფორმულის ძალით გვექნება: 

ს,=Cთ+თ) თი, სკ =7V). 
ამ განტოლებებიდან ვღებულობთ: 

შგ 
  

, ჯ= 

  

ზ.ა ზვ 

§ 5, პექტორული სიჩძარე და აჩვარმბა 

ვთქვათ, # წირი წარმოადგენს მოძრავი # წერტილის ტრაექტორიას. 
განვიხილოთ დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა 0»)? უთრავი სისტემა და 

დროის ჯ მომენტში M# წერტილის რადიუს-ვექტორი 0 წერტილის მიმართ 
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აღვნიშნოთ »=(>, ყ), 2)-ით, როგო“ც ვიცით (იხ, § 2), წერტილის მოძრაო- 

ბის განტოლებას აქვს სახე > 

ჯ7=#(CI), (5,1) 

ფ=/(I). #/=V(I), 2=272(1). (5,2) 

განვიხილოთ დროის ორი მახლობელი ( და 14+-4ჯ ზნიშეჩელობა, მათი შესაბა- 

მი რადიუს-ვექტორები იყოს „ და »+ ბ», სადაც »-LL7 =7(,+ ტ!), ე. ი. 

#6» =# (L +ტ#) – »(I) (ნახ. 24). 

საიდა5აც 

= შეფარდებას ეწოდება 7/ წერტილის საშუალო ვექტორული 

სი წ 8 ე, ხოლო ამ შეფარდების ზღეარს, როცა #1! ->0, ეწოდება 7/ წერ- 

ტილის ვექტორული სიჩქარე 
L მომენტში. თუ ვექტორულ სიჩქა- 

რეს წ=C., წ ·,) ით აღვნიზნავთ. გან- 
მაოტების ძალით მივიღებთ! 

"უ= თ (%, 99. 2), (5,3) 

მ LL ი თძI!' რძ 

ცხადია, რომ მოძრავი ჟ7/ წერტილის 

ეექტორთლი სიჩქარე, რომელიც წარ- 

მოადგენს წერტილის რადიუს.·ვექტო- 

რის წარმოებულს დროით, ტრაექტო- 

რიის მხებია // წერტილში. 

  

(5,3) ტოლობის კოორდინატთა ნახ, 24. 

ღერძებზე დაგეგმილებით მივიღებთ 

: ძი (V ძ2 .=““, გ,ლ“%, = -+ 5,4 
დღაუეა,'.. არი 

თ.ა მV 
როგორც ადვილი მისახვედრია, –– - წარმოადგენენ კოორდი- 

ძ(' «” % 
ნატთა ღერძებზე 7/ წერტილის ორთოგონალურ გეგმილთა სკალარულ სიჩ- 
ქარეებს. ამიტომ, (5,4) როლობების ძალით, ცხადია, რომ მოძრავი 7// წერ- 

ტილის კოორდინატთა ღე“ძებზე ორთოგონალური გეგმილების სკალარული 
სიჩქარეები დრის ამ ღერძენზე ეექტორული სიჩქარის გეგმილებს, მაგრამ, 
ვინაიდან ნებისმიერი ღერიი ზეილძლება ერთ-ერთ საკოორდინატო ღერძად ზი- 

ვიღოთ, ამიტომ ცხადია, რომ მოძრავი 7/ წერტილის რაიმე ღერCრძ- 
ზე ორთოგონალური გეგმილის სკალარული სიჩქარე უდრის 
ამ ღერძზე ვექტორული სიჩქარის გეგმილს, 

ვთქვათ, დროის ორი მახლობელი L და L+ბ! მო. მენტისათვის. ვექტორულ 

სიჩქა რეთა მნიშვნელობებია შესაბამად წ ფლო ი+49. სადაც სწ + #ს = 9 (L+4/). 

ი % 
– ; წეფარდებას ეწოდება საშუალო ვექტორული აჩქარება, ხოლოამ 
Lაა– 

?· იხილეთ II თავის (10,5) ფორმულა. 
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შეფარდების ზღვარს, როცა 4(-–>0–ვექტორული აჩქარება. ამრიგად, 

თუ ვექტორულ აჩქარებას #0 = (40, 10, მ)ით აღვნიშნავთ, განმარტების ძა- 
ლით მივიღებთ : _ _ 

– ის რი'» 
10= “ლავი, (5,5) ; 

თუ ამ ტოლობას კოორდინატთა ღერძებზე დავაგეგმილებთ, მივიღებთ 

„„_ (5,6) 

(5,6) ფორმულების ძალით, ისე როგორც ვექტორული სიჩქარის შემთხვევაში, 
აჩქარების შემთხვევაშიაც დავრწმუნდებით, რომ მოძრავი 7// წერტილის 
რაიმე ღერძზე ორთოგონალური გეგმილის სკალარული 
აჩქარება უდრის ეექტორული აჩქარების გეგმილს ამავე 
ღერძზე. | 

ვინაიდან 1/ 1/, რკალის სიგრძე (ნახ. 24) (17 7/,,=#ტ§) და (47 ტოლ- 

ფასი უსასრულოდ მცირე სიდიდეებია, ამიტომ, ცხადია, ვექტორული სი”ქა- 
რის სიდიდე უდრის სკალარულ სიჩქარეს სათანადო ნიშნით, ე. ი. #»= 

) · · 

=2+>., ამ გარემოებას, სახოგადოდ, ადგილი არა აქვს. აჩქარებისათვის, ე. ი. 

აჩქარების სიდიდე, საზოგადოდ, არ "უდრის სკალარულ აჩ- 
ქარებას (იხ. მომდევნო პარაგრაფი), | 

ვთქვათ, მოცემულია მოძრავი M წერტილის ვექტორული სიჩქარე, რო-' 
გორც დროის ფუნქცია: 

ლს “ (5,7) 
–_ 

· ძ; ვიბოვოთ წერტილის ტრაექტორია, ვინაიდან ს = 7 , ამიტომ (5,7) ტოლობა ' ჯ | 

მოგვცემს 
ჯ 

#»=|I70%+0, (5,8) 
ჩი . 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივი ეექტორია, ვთქვათ, მოცემულია საწყისი პირო- 

ბა: როცა ჯ=ჯა, მაშინ #= ჯა. ამ საწყისი პირობის ძალით, (5,8) ტოლობა. მოგვ- 

ცემს C=+#,, თუ ამ მნიშვნელობას (5,8) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ. 

">. ჯ –_ 

#„=#+ | 7 (0 9- 
ჩი 
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ეს უკანასკნელი ტრაექტორიის ვექტორულ განტოლებას წარმოადგენს. თუ ამ 

განტოლებას კოორდინატთა ღერძებზე დავაგეგმილებთ, მშეიღებთ 

L (4 L 

ფთ=>ა+ | 0 0)ძს,ს #=ჰჭიL | /)00ი, 2=4%+-)I| /:(0V, 
> ჩ ჩე 

სადაც «ა, ყი ბი წარმოადგენენ ჯა ვექტორის კოორდინატებს, /#(),. /, (9, 
#30) კი /() ვექტორის კოორდინატებს. (უკანასკნელი განტოლებები მოძრა- 
ვი // წერტილის ტრაექტორიის პარამეტრული განტოლებებია. 

თუ აჩქარება მოცემულია, როგორც დროის ფუნქცია: 

–  ძ 
0 = -=:-=%(), (5,9) 

და საწყისი პირობებია: როცა #=#,, მაზინ #=7ე 8 = შე, სადაც 7» და % 

მოცემული მუდმივი ვექტორებია, მაშინ წერტილის მოძრაობის განტოლება 

(ტრაექტორიის განტოლება) მიიღება (5.9) ტოლობიდან ორჯერ ინტეგრე- 

_ ბით და საწყისი პირობების გათვალისწინებით. ამრიგად, თუ საწყის ჯ=#) 

მომენტზი მოცემულია მოძრავი 7I წერტილის მდებარეობა და სიჩქარე, მაშინ 
(§5,9ე) ტოლობიდან ტრაექტორია ცალსახად განისაზღერება. 

; შემდეგში ყოველთვის, თუ საწინააღმდეგო არ იქნება ნათქვამი, წერტი- 
ლის ·. სიჩქარისა და აჩქარების ქვეშ ნაგულისხმევი იენება ვექტორული სიჩქარე 

და: ვექტორული  აწქარება. 

ვინაიდან ფბ = ბ, -L ს?ე-L თ?,, ამიტომ (5,4) ტოლობების ძალით მივიღებთ 

ა / (22%, / IV, (20% 5,10 
VI-V (2)+(%)+(%)· <,10) 

ამის გარდა, ცხადია, რომ. 

  

ძი 
“ 

–- ლია „ვესაი „ქებ. ' 

"V (<)+(%)+() 
ძV. (5,11) 

– ი 
005( თ, /)=-5+ = --აეაეა--ა-ა-––==-=-=-–=–-=--=0=2--– IV ე 

ი. 

ი0§(;, 9=,3= 7(5' (45% · +) 

“ 608 (V, ე2:)= 

   



ანალოგიურად მივიღებთ: 

ახა 
  

  

  

  

  

  
  

თე 
= LI2 

00%(10, 2:) 7 (0 +( 9) + ძმ“ ' 

” _ 
3 ით /)ლ–- ==". (5,13) (55 (9)(“ 

თ, : ძ!: ძფ/?! ) 

_ 
? 

005(10, #) = . · 
: “ წეთ | ი?ყ + 5) 

წუ + ი) (% ძ! 

ამოცანები 

11. M წერტილი თანაბრად მოძრაობს #; რადიუსიან წრეწირზე თ კუთ- 
ხური სიჩვარით (ნახ, 25), ვიპოვოთ M წერტილის ვექტორული სიჩქარე და 

VI აჩქარება და აგრეთვე სიჩქარის პოდო- 

გრაფი. 

თუ საწყის ჯ=0 მომენტად მივი- 

ღებთ იმ მომენტს, როცა 0M ვექტო- 

რი ემთხვევა 0» ღერის, მაშინ, (4,2) 
ფორმულის ძალით, გვექნება 

3-==თ1, (1) 

  
ცხადია აგრეთეე, რომ წერტილის მოძ- 

რაობის განტოლებები იენება 

  

ფ=#7 0080, V=ჯ/- 510 (ს, .(2) 
ნახ. 25, 

საიდანაც 

'=-–ჯი 510 ი, ჯ==/-) 00§ CI”, (3) 

ს =#70 (–=510 თ, (09 ()), I > | =+Cთ. 

(3) ტოლობების ძალით 
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უ'= –--7-C)მ? C08 CI, ყ''=–7/თ2 §1ე Cთ/, (4) 
_ 

00= –- 7”)? (005 თI, §I0 VI, | 40 | =7-)1. 

(2) და (4) ტოლობების შედარება გვაძლევს 

'920=--Cთ104/. (5) 
მაშასადამე, აჩქარება მართობია სიჩქარის და მიმართღლია 0 (ცენტრისაკენ. 

თუ (3) ტოლობებს ავახარისხებთ კეადრატში და ზეეკრებთ, მივიღებთ 

ებ ,2=/0?, (6) 

აზ?რიგად, სიჩქარის პოდოგრაფი არის #0 | რადიუსიანი წრეწირი. 

15. მოცემულია წერტილის მო”ლრაობის განტოლებები ჯ=ძ (05VI, 
#=ხ51ი თ/, სადაც ძი, ს და თ მუდმილებია. ვიპოვოთ სიჩქარის პოდოგრაფი 
და აჩქარება. 

  

გეექნება 
ე'ლ=-–ძთთ 510 0, 1 ==ხ0) 003 (ს/, (7) 

საიდანაც 
ეჯ? V? _ 

ე'ფ? + ხ?ცმ.. · 1. (8) 

ამრიგად, სიჩქარის პოდოგრაფი ელიფსია. 

(7) ტოლობებიდან გვექნება 

უ"=--იი? 608 თ,, /“=–--ხთ? 510 CI, 

მილ–- )?(ი 00§(0/, დ 510 C)/). (9) 

უკანასკნელი ფორმულა გვიჩეენჩებს, რომ აჩქარება მიმართულია ტრაექტორიის 

(ელიფსის) ცენტრისაკენ. 

§ 6. აჩქარების დაშლა მხებ ღა ნორმალურ აჩძარებებად 

ვთქეათ, როგორც წინა პარაგრაფში, ჯ წირი წარმოადგენს მოძრავი 7/ 

წერტილის ტრაექტორიას რომელზედაც არჩეულია გარკვეული დადებითი 

მიმართულება. დავახასიათოთ M წერტილის მდებარეობა L წირზე ბუნებრი- 

ვი § პარამეტრით, რომელიც ამ წირის რაიმე 7/ა წერტილიდან (ნახ. 20) ისე 

აითვლება, როგორც § 3-ში «ყო აღნიზნული. ვინაიდან M წერტილის სიჩქა- 

რე (ვექტორული სიჩქარე) მხებია ტრაექტორიისა, ამიტომ, როგორც ადვილი 
მისახვედრია, გეექნება | 

ი=06, (6,1) 

სადაც გ» წარმოადგენს / წერტილის სკალარულ სიჩქარეს, ხოლო C-- მხების 

მგეზავს, რომელიც მოგეზულია იმ მ?ხა“ეს, საითაც წირზე არჩეულია დადები- 

თი მიმართულება (ე. ი, § პარამეტრის ზრდის მხარეს). 

(6,1) ტოლობის გაწარმოებით მივიღებთ 

_– ძის _ თა – ძი 
20= = 7 # 6–+–ს 7 · (6,2) 
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ცხადია, გვექნება _ 
ძი _ძი ძა _ძი 
ი ძი ძ ძ95 

როგორც II თავის § 11-ში იყო ნაჩვენები, 

ძი „ნ 

წუნევუთ 
სადაც »? არის წირის 7/ წერტილზე გავლებული მთავარი წორმალის მგე- 
ზავი, რომელიც სიმრუდის ცენტრისაკენ არის მოგეზული, ხოლო 0-– სიმრუდის 

რადიუსი, ამიტომ წინა. ტოლობა მოგვცემს    C – _ 
ძი _ თ ჯ" 

ძL 0 

თუ ამ მნიზვნელობას (6.2) ტოლობაზი წევი- 

ტანთ, მივიღებთ (ნახ. 26). 

20=(0„ +» · (6,3) 

სადაც 
+ ძა – 
ნ: --- 0) (6,4) 

–_ 3 – 

მნე=-=- უზ. (5,5) 

ნახ. 26, წ ' 
(6,3) ტოლობა გვიჩვენებს, რომ · აჩქარება 

შედგება ორი შესაკრებისაგან: 2; „„=%%% 6 შესაკრებს, რომელიც დამთხვეუ- 

ლია მხებზე, ეწოდება მხები აჩქარება, მისი სიდიდე სკალარული აჩქარე- 

ბის ტოლია; 6-2 შესაკრებს კი, რომელიც დამთხვეულია მთავარ ნორ- 

მალზე, ეწოდება ნორმალური აჩქარება. 

ამრიგად, წერტილის აჩქარება, რომელიც წარმოადგენს 
მხებ და ნორმალურ აჩქარებათა ჯამს, მოთავსებულია მიმხებ 
სიბრტყეში. აქედან გამომდინარეობს, რომ აჩქარების. "გეგმილი ბი- 
წორმალზე ნულის ტოლია. 

თუ (6,4) ტოლობას დავაგეგმილებთ მხებზე, ხოლო · = ტოლობას 
მთავარ. ნორმალზე, მივიღებთ 

_–__.. – · (6,6) 

ვინაიდან 2. წარმოადგენს წერტილის სკალარულ აჩქარებას, ამიტომ, 

(6,6) ტოლობების, ძალით, ეექტორული აჩქარების სიდიდე. დაემთხვევა სკალა- 
რულ აჩქარებას მაშინ და მხოლოდ მაზინ, როცა ნორმალური აჩქარება ნუ- 
ლის ტოლია. 
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განვიხილოთ წერტილის მოძრაობა # რადიუსია5 წრეწირზე. თუ ვისარ· 
გებლებთ იმ აღნიშვნებით, რომელიც § 4-ის ბოლოს გექონდა და მოვიგონებთ 
(4,5) ფორმულას: 

წ =1'V), 

მაშინ, (6,6) ტოლობების ძალით, მივიღებთ 

თა ძია (0.=+-“ =/-- ==), (6,7) 
7 “თ თ 

ვ ,2.9 
აელ=-- =- ==, , (6,8) 

ი ”# 

სადაც # წრეწირის რადიუსია, ი- წარმოადგენს 0. ეე1ტორის (ნახ. 22) 
ე 

ბრუნვის კუთხურ სიჩქარეს, X კი–კუთხურ აჩქარებას.. 

1. აჩქარებას ეწოდება ცენტრისკენული აჩქარება, #ი,-ს კი 
მხები აჩქარება, 

(5,3) ფორმულის ძალით გვევნება 

ა 7 L) ე. 

00'=1%; +540”, = ს. + > ' 
ი 

“ 1-1 ლოლა (“-) . (6,თ 
ი (%:) 

თუ წერტილის მოძრაობის განტოლებები ცნობილია დეკარტის კოორ- 

დი5ნატებზ ხი: _ 

მაშინ 

საიდანაც 

თ=თ() ყVყ=VVCI), 2=7C0)1, 

-V/ ნოდ რი 
“-(9% )+ (2>)+ X 

და, ცხადია, (6,0) ფორმულა მოგვცემს საშუალე ბას გამოვთვალოთ წირის სი3- 

რუდე აღებულ "წერტილში. 

  

  (6,11) 

  

ამოცანები 

18: მოცემულია წერტილის მოქრაობის განტოლებები 

' 2 დ=--0+Iი(0+0, ყ=--:+1ი6+ი. 

ვიპოვოთ მხები აჩქარება მოძრაობის დაწყებიდან 1 "სეკუნდის შემდეგ (საწ; ის 
მომენტად მიღებულია #=0). 
    

1 ე. ი, ცნობილია წირის პარამეტრული განტოლებები. 
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თუ გავაწარმოებთ უმ=ე!-L)/?2 ტოლობას, მივიღებთ 

წეს , ”" 7 ”" –=7' ე , 
'“ 1VV 

საიდანაც ; 
, თ =0. ი" თ“ +ყ'ყ " 

, 7 „თ V გ მ (1) 

თუ მოძრაობის განტოლებებიდან გაზოვთვლით ე”, >», ს, /' და შევიტანთ 

(1) ტოლობაში, მივიღებთ 

' II “5. _ 

ძი. ყლ 36|I/ 2. 

14. ვიპოვოთ მხები და ნორმალური აჩქარებები, თუ. წერტილის მოძრაო. 
ბის განტოლებებია: :=01, ყ=ხ1+(0/7, სადაც ძ, ს, 0 ნუდზივებია. 

მოძრაობის განტოლებებიდან გეეჟნება ე'=0ი, V'=ს+2 0, »“=0, V'=20, 
ამიტომ, (1) ტოლობის ძალით, ვღებულობთ 

VC, 200+20)_ 
=--=50----05-5=“ 2 

ი #6 #7 V-C+ 260). რ 
თუ ვისარგებლებთ ფორმულით (§1=ე,-L 1, მივიღებთ 

:0=2C. 

ვინაიდან თ? =ჯ0ბშ, +ჯს",, ამიტომ ადვილად მივიღებთ 

4 
. , ძლებ =- თოი... ” (3) 

ი'+Lხ-L 20” 
საიდანაც 

=- 200 __ (4) 
V ი"-+(სხ+201)1 

15. ვთქვათ,.წერტილი მოძრაობს ჯ; რადიუსიან წრეწირზე ისე, რომ აჩ- 

V ქარება ყოიელთეის ჟ ღერძის მარ- 

# თობია (ნახ 27) ზმო(:ემულია, 

M რომ 4 მდებარეობისათვის MI 

ჯ წერტილის სიჩქარეა , ზი თ. ცხა- 
დია, პარალელურია 07: ღერძის). 

I I აღვნიშნოთ 9-თი ის კუთხე, რო- 

: ! >X მელსაც 02 ეექტორი წეადგენს 
0| + “იყ ღერძთან, და ვიპოვოთ 7#/ 

, წერტილის ეექტორული- აქა- 

რების სიდიდე, როგორც შ-ს 

" ფუნქცია. 
ვინაიდან, პირობის ძალით, 

გებ, % =0, ამიტომ 

· .M.=27 =ლ005L...· (6 
თუ გავითვალისწინებთ, რომ / წერტილში სიჩქარე უდრის ცმ 'ს, -მივიდებთ 
ს,=ზე. გარდა ამისა, ცხადია, რომ · 
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#.. 

ნახ: 27.



7 (05%=ც,=ჯე 

  

  

  

საიდანაც 

ზი 
ა = · 

5 , 005 9 
ი 

ადვილი მისახვედია აგრეთეე, რომ 

-C 

ჯე მნი =10 005 V=-––-, (9 » 

საიდანაც 
, უც! წა (8) 18== = · 

”#C05 9 7/(0997V 

§ 7. სიჩძარიბა და აჩქარების ღაშმლა რაღიალუ#4 და 
ტრანავმრისალურ მღდგეხნელებად 

განვიხილოთ რაიმე სიბრტყე რომელზედაც არჩეულია ბრუნვის გარკ- 
ეეული დადებითი მიმართულება (მაგალითად, საათის Cსრის მოძრაობის საწე- 

ნააღმდეგო მიმართულება) და დავუზვათ, რომ წერტილის ტრაექტორია წა“- 

მოადგენს ამ სიბრტყეზე მდებარე გარკვეულ #, წირს. ავიღოთ ზემოხსენებულ 
სიბრტყეზე ბოლარული 0ია; ღერძი და დავახასიათოთ მოძრავი /#/ წერტილის 

მდებარეობა I, წირზე დ და :· პოლარული კოორდინატებით, დ არის ის დადე- 

ბითი ან უარყოფითი კუთხე, რომლითაც უნდა მოვაბრუნოთ 0. ღერძი შესა- 

ბამად ბრუნვის დადებითი ან უარყოფითი მიმართულებით, რომ ის დაემ- 

თხეეს. 0)! ეექტორს, „ წარმოადგენს 01#=» ვექტორის სიგრძეს (ნახ. 28). 

ცხადია, რომ 1/ წერტილის პოლარული კო- 
ორდინატები ი, დ წარმოადგენს ჯ პარამეტრის 

(დროის) გარკვეულ ფუნქციებს: #=/'(ჯ), დ=C (I). 

აღვნიზნოთ კ5. ით/ ეექტორის მგეზავი და გა- 

ვავლოთ 7/ წერტილზე ორი ერთიმეორის მარ- 

თობი ღერძი, რომელთაგან ერთი მათგანის მგეზა- 

ვა 9, ხოლო მეორის 9, ამასთან ჯ9ი 'ეექტორი 

მიიღება ;9 ვექტორისაგან თუ ამ უკანასკნელს 
მოგაბრუნებთ 7! წერტილის ირგვლივ სიბრტყე- 

ზე არჩეული ბრუნვის დადებითი მიმართულებით 

  

ნახ, 28. 

– კუთხით. ჩეენი მიზანია ვიბოვოთ სიჩქარისა და აჩქარების მდგენელები ამ 

ორ ღერიზე, რომელთაც ბოლარული საკოორდინატო ღერძები ეწოდება, 

„ # წერტილის რადიუს-ვექტორი , ცხადია, ასე ზეიძლება წარმოვად- 
გინოთ 

ჯ= ჯ #9, (7,1) 

თუ ამ ტოლობას გავაწარმოებთ დროით, მივიღებ». .,. 

== რ -4 I ბ L, თ (7,2) 
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მივცეთ დ პოლარულ კუთხეს უსასრულოდ მცირე 24C ნაზრდი და ./- ;-=- ის 

შესაბამი ნაზრდი აღენიზნოთ ტ)9-ით. ვინაიდან, როგორც ადვილი მისახვედ- 

რია, |4;9 | და | გდ | ტოლფასი უსასრულოდ მცირე სიდიდეებია, ამიტომ |V/-| = 

9 – 

=|0დI. თუ, ამას გარდა, მხედველობაში ზივიღებთ, რომ ““ 1L 1”, ადვილად 

დავრწმუნდებით შემდეგი ტოლობის სამართლიანობაში: 

(ემ 82 – 1 7,8 
” IV ». (7,3) 

თუ ამ მნიშვნელობას (7,2) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

  

“ი დ (5 ·–5 == ე9 1 5 უც 7,4 
ს“ V ოზ 

ამრიგად, _სიჩქარე შედგება ორი შესაკრებისაგან, რომელთაგან ერთი დამთხ- 

ვეულია ;5-ის მიმართულებაზე, მეორე კი ს“-ის მიმართულებაზე. თუ პირველ 

შესაკრებს აღვენიზნავთ ს-ით, მეორეს კი დე-თი, მივიღებთ 

ა=7.+ შის 
სადაც 

გ-#>, => 
ძ! 

ლირა შეა თ თ,6 
. 

დ,-ს ეწოდება სიჩქარის რადიალური მდგენელი, ხოლო » შეს ტრანს 

ვერსალური მდგენელი, 
ვინაიდან M 1 კ ამიტომ ცხადია 

მსმ, მი /ი ე „/ძი M 77 

თ IM (+)+”(%) . ML 

I ( V, ,„/იძდ V 

I) / (4) ღე (-). (7.8) 
(7,4) ტოლობის გაწარმოებით ზივ-ღებთ 

2: = 'ძი _ რ. ძი ძ0ებ . ი, რდ –. ი I, ძ?დ – უხ -L „ „ძჯ ძე? : რფ, 

9 ეო. 7 2 1 # #7 ეჯ 1 -“ რ 

(7,3) ტოლობის ანალოგიურად მიიღება, რომ 

ძემ _. . ძდ.. – 0 : 7.10 
ით. “' 719 

თუ (7,3) და (7,10) მნიშვნელობებს (7,9) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ · 

– _ | I. იჯ V” '0ჯ ძი» 2» (-=) 2 --,/2%) | '4”-2-- -– .. 7,11) 
L | 2); + » მიი 0 I”. ' 

ბნ



ამრიგად, ისე როგორც სიჩქარე, აჩქარებაც შედჯგება ორი შესაკრებისა- 

გან, როზელთაგან ერთი #2? ეექტორის მიმართულებას ემთხეევა, მეორე კი– 

“ის მიმართულებას, თუ ამ დესაკრებებს აღვნიზნავთ ”შესაბამად #,-ით და 

მნი-თი, მივიღებთ 

"90=%0,-L10#, 

სადა 

> _ | (ჰ რ) < 
10,=|) ეა” +“, 7,12 

ს. (+ I” (712) 

– ძშდ თ თ2 ) – 
მწი= »-–-- +2 –“- -- | 7, 7,13 

” | ძჯ? ძი, >) (713) 

20,„-ს ეწოდება აჩქარების რა დიალური მდგენელი, ხოლო 10,-ს– ტრანს- 

ვერსალური მდგენელი. 
ცხადია, რომ 

იც3=70, პი? 

სიჩქარისა და აჩგარების გამოთვლა სეზონაჩვენები წესით განსაკუთრე- 
ბით ხელსაყრელია მაშინ, როცა წერტილის მოძრაობის განტოლებები მოცე- 

მულია პოლარულ კოორდინატებში. 

თუ (7,5) და (7,12) ტოლობებს დავაგეგმილებთ ჯ9 ეექტორის მიმართუ- 

ლებაზე, ხოლო (7,6) და (7,13) ტოლობებს #-ის მიმართულებაზე, მივი- 

ღებთ 
M/ C1 

ბი=-–-, ბ =7-. (7,14) 
V/ქ # 

ი"» თ), 
წი=–.ო/, (7,15) 

: იჯ (+ 

ძ?დ ე ი იჯ =.- 2-7 · (7,16) 
#-“ იჯ? 27% თ | 

განვიხილოთ ორი უკანასკელი ტოლობის მარჯვენა მხარეში შემავალი 

წევრები ცალ-ცალკე. 9 წარმოადგენს წერტილის რადიუს-ვექტორის გასწვ- 

რივ მოძრაობის შესაბამ. აჩქარებას (რადიუს-ვექტორის გასწვრივ წერტილის 

ფარდობითი მოძრაობის აჩქარებას). ” (“ 3) =ჯთ), ცხადია, წარმოადგენს 

აჩქარების ნორმალურ მდგენელს იმ შემთხვევაში, როცა წერტილი 7” რადიუ- 

სიან წრეწირზე მოძრაობს (იხ. (6,8) ფორმულა). ამ აჩქარებას ცენტრის- 

კენული აჩქარება ეწოდება, #- ლ» წარმოადგენს » რადიუსიან წრე- 
C 

ძ) 
წირზე მოძრაობის დროს მხებ აჩქარებას. 2 –– 7 2 სიდიდეს ეწოდება დამა- 

# «“# 

'"ტებითი აჩქარება, ანუ კორიოლისი ს.ა ჩქარება, რომელსაც დაწვრილე- 
ბით შევისწავლით ამ თავის ბოლოს. (7,16) ტოლობა,, ცხადია, კიდევ ასე, 
შეიძლება ჩავწეროთ: | 
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,„_ 1.4. რ) 7,17 
“ > LC რ)" სითი 

როგორც შეზდეგზი ვნახავთ ჯ;" > წარმოადგენს ე. წ. გაორკეცებულ თარ- 
იჯ · 

თობულ (სექტორულ) სიჩგარეს (იხ. § 9). 

§ 8. სიჩმარისა და აჩეარების გეგმილები ჭჯზოგად მრუღწირულ ლერძმბჭე 

განეიხილოთ დეკ:არტის მა”რთკეთხა 0ეV/2 სისტემა და, ვთქვათ, ამ სის- 

ტემაში წერტილის „,, /, 7 კოორდინატებსა და რაიმე თ, ია, იკ ბარამეტ- 

რებს ზორის ადგილი აჟეს წებდეგი სახის «რთიერთ,ალსახ, დამოკიდებუ- 

ლებას: 

თ2=9%, (0, თე, ძე), 

ყ= თ; (ი, 0, ია) (8,1) 
#=ფვ(0,, 0; 0) 

საCდანაც 

=%,(თ, V 2), 

0:=%; (>, ყ, 2) (8,2) 

' ძვ=ხკა(>, 1/, 2), 

ამასთან დ და სთ (7=1, 2, 3) თავიანთი არგუმენტების ცალსახა, უწყეეტი 

და უწყვეტად წარმოებადი ფუნ? ციებია მეორე რიგამდე ჩათვლით. ცხადია, 

წერტილის მდებარეობას ჯ, ყ, ჟ კრორდინატების გარდა. განსაზღვრავს იც თ, 

ივ კოორდინატებიც, რომელთაც წევენ ზემოთ (იხ. § 2) განზოგადებული 

კოორდინატები, ანუ ზოგადი მრუდწირული კოორდინაჯები გუწოდეთ. 

| ეთქვათ, C 0 ძვ კოორდინატებიდან ერთ-ერთს მიეანიჭეთ' მუდმივი 
მნიშენელობა, მაგალ«თად, ი,=C, სადაც 0, ნები'მიერი "მუდმივია. მაშინ 

(8,2) ტოლი.ბებიდან პირველი ზოგვცემს | 

დ, (2, ჭ V 2)=> C.. 

გს უკანასკნელი, ცხადია, წარმოადგენს გარ: 'ვეულ ფაროეულთა ოჯახს (C, 

მუდმივ ბაარამეტრზე დამოკიდებულს). ამ ფართეულებს, რომელთა "გასწვრივ 

იცვლება მხოლოდ ც, და ე, კოორდინატები, ვუწოდოთ (დ, 0:) საკოორდი- 
ნატო თართეჯლები. ასეეე განისაზღერება (ი,, ი.) და (იც იკ) საკოორდინა- 

ტო ღართეულები, ვიწაიდან დ, ყ, 2 და #;, ი,, ძე სიდიდეებს შორის ადგილი 
აგვს უგრთიერთცალსახა დამოკიდებულებას, ამიტომ სიგრცის ყოველ წერტილზე 

გაივლის სამი და მხოლოდ საზი საკოორდინატო დართე:ლი, ანრიგად, სლიერ- 

ცის ყოჯელი წერტილი წეიბლება განეიხილოთ, როგორც სამი საკოორდინატო 
ფართეულის თანაკჟვეთა. 

ვთქვათ, 0, ნებისმიერად ი(ელება, ხოლო ყ#:=C,, 0კ=C0ე, სადაც Cე, თ, 
ნებისმიერი მუდმივებია. მაშინ (8,1) ტოლობები მოგვცემს 

«=დ, (0,, C), Cა), #=%ჯე!(ძ,: C>, C:) 2=და(ი,, C;, C:). (8,3) 

ეს განტოლებები C,, Cე ?უდმივ პარამეტრებზე დამოკიდებილ წირთა ოჯახის 
განტოლებებია. ამ წირებს, რომელთა გასწვრივ იცვლება მხოლოდ ქ, ბარა- 

?ა



მეტრი, ეწოდება (ი,) საკოორდინატო წირები. ზემოხსენებული („ცალსახობის 

ძალით, სივრცის ყოველ წერტილზე ერთი და მხოლოდ ერთი წირი გაივლის 
ხსენებულ ოჯახიდან, ცხადია, (ე,) საკოორდინატო წირები წარმოადგენენ 

(ი, იძ.) და (ი,, ძე) საკოორდინატო თდთართელლების თანაკვეთას, ასევე განი- 

საზღვრება (/,) და (ე.) საკოორდინატო წირები. ცხადია, რომ სივრცის ყო- 

ველ წერტილზე გაიელის სამი და მხოლოდ სამი საკოორდინატო წირი, რო- 

მელნიც აღნიშნულ წერტილზე გამავალ 

საკოორდინატო ფართეულთა თანაკეე- 

თას წარმოადგენენ. 

ავიღოთ სივრცის რაიმე /)/ წერ- 

ტილი და გავავლოთ ამ წერტილზე (ი.) 

(იე) და (ყვ) საკოორდინატო წირები, 
მივიღებთ ე. წ. მრუდწირულ კოო- 

რდინატთა სისტემას. აღნიზნულ 

  

ნახ. 29, 
წირთა მგეზავები იყო შესაბამად '6,= ა 

= (0, 6) 0), C 0ე= (0, (217) რე), რა=(0ე:, ლეი 0ვ/. ვიგულისხმოთ, რომ ეს ვექ- 

ტორები მოგეზულია სათანადო წირზე განხოგადებული კოორდინატის ზრდის 

მხარეს. ასე, მაგალითად, 0, მოგეზულია იმ მხარეს,” საითაც (ე,) წირზე იზრ- 
დება ი, კოორდინატი. M წერტილზე გავლებულ” ღერძებს, რომელთა მგეზა- 

ვებია ' 0,, ბმ,, 0, ეწოდება ზოგადი მრუდწირული ღერძები (ნახ. 29). 

თუ ზემოხსენებული მგეზავები ურთიერთმართობია, მაშინ ჩეენ ვიტყვით, 

რომ აღებული მრუდღწირუთ კოორდინატთა სისტემ ორთოგონალურ 
სისტემას წარმოადგე ნს, ამრიგად, ორთოგონალური სისტემისათვის 

(ი, · ძგ)=>(მე · რე)=(0, · ძვ ვ )=0. 

მოვძებნოთ ახლა ია მე შვ ტვ მგეზავები. ამისათვის აღვნიზნოთ // წერტილის 

რადიუს-ვექტორი 0»)/2 სისტემის 0 სათავის მიმართ ჯ#-ით და განვიხილოთ 

წერტილი, რომელიც მოთრაობს ერთ-ერთ (ე.) წირხე იმ მხარეს, საითაც 
მასზე ი„ პარამეტრი იზრდება, ვინაიდან 

თ თ, C #6. 
II ძი,2! მე, 22 ძივ ძვ 

და (ი/,) წირის გასწვრივ მხოლოდ ი, პარამეტრი იცვლება, ამიტომ (ი.) 
წირზე მოჰრავი წერტილის სიჩქარე იქნება 

8 ძ0> ძ« · 

ამის შემდეგ, (ცხადია, რომ 

+ 
– მ 
ი» =-ე%. (თ=1, 2, 3). 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ „» = 12+ქ1V7+ XL #7, სადაც ი 9 წარმოადგენენ 
თ, V, 2 ღერძების მგეზავებს, მაშინ მივიღებთ 

== 
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მ - ძ => მ” .– 
2 (+ “#M 1+--/ 

– იი» მი» მი» (=1, 2, 3), 6»= =-5=-=-=-=>-- მჯ ' 
02 III 2 + ს სI # | IL. –“. 

V | თ) (52) 1 (> 

ანუ, (8,1) ტოლობების ძალით, 

04, _. -.. მაე – 
_ გილ 11. ; 

97 #+ (8,4) 
75 + (+) +( +/ 9%: V 1)! 

ძი» 2.) (X. 

უკანასკველი როლობის ძალით, 

1 მჯ, 1 __ ძა, 1 მჯე. 
ნაკლ, 0.ყ= (8,5) 

- V. რა. წთ ” V > ძი, ” აა აოთ, რით მი 

(«=1, 2, 3), 
სადაც 

იწ, (ლთ) 63) 14-72 –31 |. (8,6) 
296 -(>) 09 1 00V / , 

წარმოვიდგინოთ, რომ ჩვენ მიერ განხილული 7/ წერტილი წარმოად- 

გენს რაიზე ს წირხე ?ო”ლრავ წერტილს და ვი:ოვოთ მისი . სიჩ ჟარისა და 

აჩქარების გეგზილები ზოგად _რუ უდწირულ ღერ2ებზე (ე. ი. ა 6, MX ეეგტო- 

რების მიმართულებაზე). თუ · სიჩქარისა და (ი აჩქარების გეგმილებს ხსენე- 
ბულ ღერძებზე აღვნიშნავთ შესაბამად »,, წ», ჯვ-ით და #0, 46, 40ვ-ით, ცხა- 
დია, მივიღებთ 

ს, =(წ «0, )ლ–9.0,,+%, ბი, ზმ " ღ 

0, =(% · 6, 1= 1» 0, მყ ნი, 20, 6ც,: 

(8,5) ტოლობების ძალით, უკანასკნელი ტოლობები შეიქლება ასე გადავწეროთ: 

  

  

    

1 09%L იდა იდ ) - 
ზც = X4#+ ს” “|, 8,7) 

წ V ძე, C ძი» +7 კ წმე, ' ძი, ' 

1 ი5, მჯ, ძდე_ 
(ს, = ს, + ს, (8,8) 

" V ით» C მი» "მეი, +. ძ0» · 

(8,1) ტოლობების გაწარზოეკბით მივიღებთ 

ძე  მ1, ძჯ. “ 

ი მი, ი VII - რირუი _ 19 

იVყ _ მღე ძდ, · , ა = I _ მდე რიე“ , 8,9) 
' თ 0ი, მი, #2 _ 9 ( 

ი2 იდე , მდე , მდ. , 
ეკლ == / –“- _–_– 

მ თაარეერი, 
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ამ მნიზვნელობებს (8,7) ტოლობა, თო თუ ამ მნიზვნელობებს (8,7) ტოლობაში შევიტანთ, ადვილად მივიღებთ 
1 

უა), =–-იი , , 
19 « V რი, (ი., 9 ყვე ძე+ თ.ვ იკ), (მ, ) 

სადაც 
მჯ. ძ»ა 

რ,„ვ=ძთვ,= + –.1 I მ ძდ, მჯვ 09%, (8,11) ი0 ძმვ ყი, მიკ მი» ძ9ვ 

(თ, წ =1, 2, ა). 

(8,11) ტოლობებიდან, როცა თ=8ზ, მიიღება ძი. მნიზგნელობა, რომელიც (8,6) 

ტოლობით იყო წარმოდგენილი, 
განვიხილოთ ახლა ფუენეცია1 

1 ი 1 
L=- სუ)” = 2 (ს, ს,“–+დ,?). 

თუ ამ უკანასკნელში დე;იანთ (8,9) გნიზენელობენს, ადვილად მივიღებთ 

7= 1 ,9= 1.%%) “ი (8,12) 
“2 აღააიი , 

ვ21 –+-1 

სადაც თ.ვ კოეფიდიენტები (8,11) ფორმულებით არიან განსაზღვრული. უკა- 

ნასკნელი ტოლობიდან, ცხადია, გვეჟნება 

წ/ I (' , ' 

მი, 2! ძ I+ მყი 9:+რიც ძვ 

ამიტომ (8,10) ტოლობები შეიძლება ასე გადავწეროთ: 

წ, = 10 _ - (თ=1, 2, ვ). (8,13) 

' V. ძა 0?თ 

ამრიგად, სიჩქარის გეგმილები ზოგად მრუდწირულ ღერძებზე (8,153) ფორმუ- 

ლებით გამოითვლება, სადაც 7' ფგნგცია განსაზღვრულია (8,12) ტოლობით. 

ვიპოვოთ ახლა აჩქარების გეგმილები აღნიშნულ ღერძებზე. 

(8,8) ტოლობები, ცხადია, ასე ბეიძლება გადავწეროთ: 

1 ძდ, ძი, მთე) (ილ მდა +) 
იხ ==–=–-- |, ი.ი ე აყ "ო 

« მი». თ ძი»; ძნ მი» თL რით 

1 ძ მჯ, იდ, 0ჯვ ) –აეესეაიდვევტჩრ 
წი 1 9» , მი» 

  
  

M ძე, რ 

1 თ ძღ, ძ ძღე ძ C2%ვ 
ეეს ჯ ლლ ლი – გ -_ · 

M ძა (» ძL ძი» 11%“ მი> ძL ძი» 
  

1 როგორც წერტილის დინამიკაში ვნახავთ, 7 წარაროადგენ ერთეული მასის მჟონე 
მატერიალური წერტილის კ-ნეტიკურ ენერგიას (ცოცხალ ძალას). 
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, 

4 

„ი.ა 
ა) ჭ 

რკ. 91 ” 
VI ს 

, 1 0609 ტასი), (=«=1, 
გეორე 

4 .%, : 
იI 00 მი,მი, ''' ' მე,ძი» 2 ქმე ზა» 

ვინაიდან დ,(0, 0 (.) ფუნქციას აქვს შეორე რიგამ ი 
ამა 

არმოებუ- 

ლები, ამიტომ, შვარცის დებულების ძალით, გამდე უწყვეტი წარმოებუ 

_ 29, _ _ მდ. ' 
მი:მი. მივ მი (თ, 8=1, 2, 3). 

მის შემ ა 
ჩეთი · 

ლობის. სამართლიანობაში, 17) ტოლობების შედარება გვარწმუნებს (8,15) ტო- 

სავსებით ანალოგიურად დამტკიცდება 700207 როლობების სამა. 
· 

ა თ 

იანობა: 
პთ. . 

C 9 იპ, კ მ9-=უ9- 
ოგ, თჯ ეას ა. მ?” · “7 ძმ?” 2 

ლთ ტოლობების ძი, ლა „მ #89%5- თი ”5- 

ლნო- „ გ. 9შა მ9C“. რ“ „272?“  .. 2 ფა. ა” 

„ღნ „ + შ9>. +ს. ლ ღის, სალ“ ”” 2 “ 22 დ”=-=-ში, - აა. 

? – ს 99 8 42,626“ ს 
თბი. აა 9 3 C #4,“ 

„ნი შაბს ასა ა + თ 2/ ,რ/ ა 
კი? ამს. /„” # 

/ ")ჰ, «წ – # 

, ს პა, 2 # 
” „7 

“ ასრ



“ი, = 
1 წე მჯ _ იჯ 

MV”. ძა, ს V 00 მი, 

ამრიგად, აჩქარების გეგმილები ზოგად მრუდწირულ ღერძებზე გამოითვლება 
(8,18) თორზულებით. 

ვთქეათ ახლა, აღებულ მრუდწირულ” კოორდინატთა სისტემა ორთოგო- 
ნალურ სისტემას წარმოადგენს, ე. ი. 

შე) C-) 2, 3). (8,18) 

(--.6ე)=0, როცა C 7-8. (8,19) 

(8,4) ტოლობების ძალით 

1 მო ი% მჯ, 0» მთე ი9ე. 1 
(2, ია (%. 1 _ 1 56 8 _ემეეC ა –>----–=––- მემ, 

I «CC ((88 მი» 00, მძ« 0ძვ მი» შძივ "I CC Cვ3 48 

ამიტომ (8,19) პირობა მოგვცემს 

თ,კ=0, როცი თ7#3. (8,20) 

ამრიგად, აღებული მრუდწირული სისტემა წარმოადგენს ორთოგონალურ სის- 

ტემას მაშზი5 და მხოლოდ მაშინ, როცა შესრულებტლია (8,20) Lირობა. გან- 
სახილველ ფმემთხვევაზი (8,12) ტოლობა მოგვცემს, 

1 1 !, , ჯი 

7=-ე- =>» (თ,10თ,”+ თ, 0, “+ რევია"). (8,21) 

პოლარული, ცილინდრული და სფერული კოორდინატები წარმოადგენენ 
განხოგადებული კოორდინატების კერძო . 

წემთხვევას, 

განვიხილოთ ჯერ ცილინდრული 

კოორდინატების წემთხვევა. 

ვთქვათ, 1), წერტილის ცილინდრული 

კოორდინატებია 7, დ, 2, ანასთან /., C წარ- 
მოადგენენ თ0V. სიბრტყეზე 71 წერტილის 

ს ორთოგონალირი გეგმილის პოლარულ 

კოორდინატებს, 2=ე0#/! (ნახ. 30). 

ადგილი აჟვს წემდეგ ტოლობებს: 

2=# 005 დ, /=7 510 #7, 2=2. (8,22) 

  

ნჯხ. 30. 2 მივიღოთ, რომ ძი,=7, ი:=59%, ი:=#. 
(2. წირები, ცხადია, იჟნება 07 ღერქის მარ- 

თობი წრდეები, (ჯ) წირები–ე:;0ყ/ სიბრტყის პარალელური წრეწირები, (2) წი- 

რები კი .იენება 07 ღერძის პარალელური წრდეები, 

(8,22) ტოლობების ძალით, ადვილად მიიღება, რომ 

= 0 ?1-+ა2. დ'?-L გ), 

ამრიგად, ცილინდრული“ მრუდწირული სისტემა ორთოგონალურ სისტემას 
წ–-რმოადგენს, რაც გეომეტრიულადაც ცხადია. 
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(8,13) ფორმულების ძალით, მივიღებთ 

ს,=ს,=1) ხე=ფ9:=/'ჯ7ე)ე ზვ=%9,=#'. (8,23) 

(8,18) ფორმულების ძალით კი გვექნება 

(0,=%0,=#'---#ჯ7, თა=0:=- -4 62ყ, სსე =90„=7#''. (8,24) 
» “რ 

ასევე შეიძლება გაჩვენოთ, რომ პოლარული მრუდწირული სისტემა სიბრ- 

ტხეზე ორთოგონალური სისტემაა, ამ შემთხეევაში, პოლარულ ღერძებზე სიჩ- 

ქარისა და აჩქარების გეგზილების მისაღებად, (8,23) და (8,24 ფორმულებში 
უნდა ჩავსკათ 2=0, როგორც მოსალოდნელი იყო, მივიღებთ წინა პარაგრაფ- 

ჯი გამოყვანილ (7,14), (7,15) და (7,16) ფორმულებს, 

განეიხილოთ ახლა სფერული კოორდინატების შემთხვევა. აღვ- 
ნიშნოთ // წერტილის სფერული კოორდინატები ჯ, V და VC-თი (ნახ. 31): 

#=071I, + არის კუთხე 0)! ვექ- 
ტორსა და 07 ღერძს შორის, ხო- 

ლო სფ არის კუთხე, რომელსაც # 

წერტილზე და 02 ღერძზე გამავა- 
ლი სიბრტყე ადგენს 2:02 სიბრ- 

ტყესთან. 

მივიღოთ, რომ 0ი,==1) ი:=%, 

ძვ=0. როგორც ადვილი მისახ- 

ვედრია, კოორდინატთა (I) წირე- 

ბი იენება 0 წერტილზე გამავალი 

სხივები, (9) წირები- მერიდიანე- 
ბი )/ წერტილზე გამავალი სთე- 

როსი, რომლის ცენტრიც ემთხ- 

ეევა 0 წერტილს; (ს) წირები-- 
ხსენებული სფეროს პარალელები. 

თუ 7 წერტილის დეკარ- 
ტის კოორდინატებს აღვნიშეავთ ჯ, ყ, გ-ით, მივიღებთ 

  

  

ნახ. 31. 

დ=47510 VC050, ყV= >§I0V5I0 ს, 27=1:00§ 9. (8,25) 

ამ ფორმულების ძალით, ადვილად მივიღებთ 
3 

27=ფ9?- ცემ, = 7-6 282 „902 ყე? 8., (8,26) 

საიდანაც ცხადია, რომ სფერული მრუდწირული სისტემა ორთოგონალურ სის- 
ტემას წარმოადგენს, ამასთან განსახილველ შემთხვევაში 

თ)1=1, თევ ==), თვე=7#“ §10” V, თავ ==რთვჯ == თკე=0. 

(8,13) და (8,18) ფორმულების ძალით, ვღებულობთ 

სე=ფშ,=7) მე=7ა =7#8., უვ= ზს =7 ს 510 9, (8,27) 
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IC, =10,ლ=ე"--ჯ (8 9-L6"? დე? მა, 
?1მა= =1 თ LM, ებ ლვ =420ე - 7 ც21ა”) -– ;-ტ'251I0 9 C05 9, (8,28) 

! იძ 
(I%- ლ. –- (20 51)? 9). 

ასს აფ წ ) 

ამოცანები 

16. მოცემულია წერტილის მოძრაობის განტოლებები პოლარულ კოორ- 
დინატებში 

ჯ=0ს, დ=სს, (1) 

სადაც თ და ხზ მუდმიეებია. ვიპოვოთ წერტილის ტრაექტორია, აგრეთეე, სიჩ- 

ქარის და აჩეარების რადიალური და ტრანსეერსაღური მდგენელები. 

(1) განტოლებებიდან ჯ-ს გაზორიცხვით მივიღებთ 

დ=--./. 
C 

ამრიგად, ტრაექტორია არის არჭიმედის ხვია. 

(7,14), (7,15) და (7,16) ფორმულების გამოყენებით ვღებულობთ 

ჯ.=0, ში=0ხ!, 1=01?(1-+ხ”%), 

10„= –– იხ", 20,ც=2 ის, 90: = 282(4 -L 899), 

17. ვთქვათ, წერტილი მოძრაობს ჯ· რადიუსიან წრეწირზე. ვიპოვოთ სიჩ- 

ქარის და აჩქეარების რადიალური და ტრანსვერსალური მდგენელები. 

ცხადია, წერტილის მოძრაობის განტოლებები იენება 

#ჯ=00ს5ხ C=X%(I). 
ადვილად მივიღებთ 

Mწ2 
ს,=0მ, პელ=1?--=V, 

თ”ჯ 

(“ 

სადაც თ კუთხური სიჩქარეა, ხოლო X»–-კუთხური აჩგარება. 
18. მოხრავი წერტილი ზემოწერს ლემნისკატას, რომლის განტოლებაც 

  10,= ჯმ, ჯ=7 –-- ==1%, 

არის #=თ I/ ლ0§ 22. ბოლარული კუთხე « დროზე შემდეგნაირად არის დამოკი- 

დებული: Cდ =/:, სადაც # მუდმ”ვია. გიაოვოთ წერტილის სიჩგარის სიდიდე. 
„ცხადია, წერტილის მოძრაობის განტოლებებს პოლარულ კოორდინატებ- 

ში ექ ება სახე 

ჯ»=თI)/ 0C§271, დ =V, 
ადვილად მივიღებთ 

ძი§I02C ა-– თ): 
ყალ ალით, ხი=0X1I/ 208212 > 

14 0082% ჩ 7) MC 0052Cდ 

19, ვთქვათ, წერტილის სიჩქარის მიმართულება რადიუს-ვექტორთან შე- 
« : 

ადგენს 8=-- # კუთხეს, ხოლო მისი სიდიდე ტოლია .-. ვიპოვოთ წერ- 
უე ეკ 
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ტილის ტრაექტორია პოლარულ კოორდინატებში, თუ ჯ=0 საწყის მომენტში 
7=0, დ=0. 

როგორც ადვილი მესახეედრია, 

ჯ . ? 
ხ,=4 008 –– წ ხ,=45I1-- L, 

ვინაიდან ი და „9 =, ამიტომ გვექნება 
თ ი 

“ =4 C0§ –-/, 7 47 =4510 –- #. 
რ“ 6 ი! 6 

ამ განტოლებებიდა5 საწვისი პირობების გათვალისშინებით ვღებულობთ 

"== 24 910 “ დ= “. ჯ 

/ ჯ 6 ” ი. 
ჯ პარამეტრის გამორიცხვით გვექვება 

-. 24 
ჯ== =– 818 დ, '(2) 

9; 

ცხადია, ადგილი აქეს ტოლობებს 

(294. . . 24 . . 
“ე;=#005დ=–– §51იდ(00§C, 7 =45)09= –– §(2? დ. 

ჯ I" 

დ კუთხის გამორიცხვით ვღებულობთ 
«, ი 24 · 

ი+ყ)“- ––-ყ=0მ 
ჯ 

'ეს უკანასკნელი ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

ილ. ი 
ამრიგად, ტრაექტორია პოლარალ კოორდინატებში მოილემა (2) განტოლე- 

ბით. (პ) ტოლობის ძალით, ცხადია, ტრაექტორია წარმოადგენს წრეწირს, 

რომლის რადიუსიც ტოლია 122 ?ეტრის, მისი ცენტრი მოთავსებულია 0ყ 
მ" 

ღერეზე და ის სათავეზი ეხება 0; ღერძს, 

5ს. მოცემულია მოძრაობის განტოლებები პოლარულ კოორდინატებში 

ჯ=00' რCდ=ხს. 

„ ვიპოვოთ წერტილის ტრაექტორია, აგრეთეე სიჩქარისა და აჩქარების 'რადია- 

ლური და ტრანსვერსალური მდგენელები. 
ჯ პარამეტრის გამორიცხვით მივიღებთ 

#= ის” 

და მაშასადამე, ტრაექტორია არის ლოგარითზალი ხეია. მარტივი გამოთელე- 
ბით ვღე'ულოათ: 

ს,=0CXL6", სუ=იხ0", 

«.= 00" ('–-ს?), 10„=2 იL7:0M. 

LI:)



§ 9, ფართობული სიბქარმე, დებულება სიჩძარის მო.მენტის შესახებ 

ვთქვათ, წერტილის მოძრაობის განტოლება მოცემულია ზემდეგი სახით: 

#=7(/), 
სადაც #=07/. აღნიზნავლს 7/ წერტილის რადიუს-ვექტორს 0.2 კოორდი- 

ნატთა სისტემის სათავის მიმართ. ვთქვათ, ტრა:ჭტორიაზე არჩედლია გარკ- 

ვეული დადებითი მიმართულება და საწყის (=/ა მომენტში ზოCრავი წერტი- 

ლი ემთხეევა ტრაექტორიის 21/ე წერტილს. 

როცა #/ წერტილი, დაწყებული //ა წერ- 
ტილიდან, მოძრაობს ტრაექტორიაზე, მისი 

»#CI) რადიუს-ეექტორი შემოწერს გარკვეულ 
კონუსურ ფართეულს, როზლის მ-ინმართეელ 

წირსაც წერტილის ტრაექტორია წარმოად- 

გენს. აღვნიშნოთ Cთ-თი ფართობი კონუსური 

ფართეულისა, რომელიც ს (#), 74, რადიუს- 

იექტორებით და წერტილის ტრაექტორიის 

MI რკალით არის შემოსაზღვრული (ნახ.32). 
აღნიზნულ ფართობს მიეანიჭებთ დადებით ნახ. 32. 
ნიშანს, როცა წერტილი ტრაექტორიაზე მოძ- 
რაობს დადებითი მიმართულებით, წინააღმდეგ შემთხეევაში – უარყოფით ნი- 

შანს. ცხადია, თ დროის გარკეეულ ფუნქციას წარმოადგენს: 

  

თ=0C(!). 

მივცეთ ჯ-ს უსასრულოდ მციCე 2/ ნაზრდი და ზემოაღნიზნული ფართობისა და 

რადიუს-ეექტორის ნაზრდები აღვნიშნოთ ზწესაბამად 23-თი და გეით. <ეფარ- 
ჭ 

დებას =- ეწოდება M წერტილის საშუალო სკალარული ფართობული სიჩქა- 
ტL : 

რე 0 წერტილის მიმართ, ხოლო ამ შეფარდების ზღვარს, როცა 41->0. 

ეწოდება, 1, წერტილის სკალარული ფართობული სიჩჟარე 0 წეC- 

ტილის მიმართ. ამრიგად, განმარტების თანახმად, ზემოაღნიზნული ფართობის 

წარმოებული დროით ძ9. წარმოადგენს წერტილის ფართობულ სიჩქარეს. 
CV 

განვიხილოთ 4C ვექტორი, რომელიც შზემდეგი ტოლობით არის გან- 

საზღვრული: 
–_ #2 – 1. ღ,1) 

ცხადია, ამ ეექტორის სიგრძე წარმოადგენს 011 M' სამკუთხედის ფართობს. 

2 , ათ 2; ვექტორს, რომელიც წარმოადგენს –- შეფარდების ზღვარს, როცა 

ბჯ > 0. ეწოდება XI. წერტილის ვექტორული ფართობული სიჩეარე 

0 წერტილის მიმართ, 

'(9,1) ტოლობის ძალით, ფართობიღი სიჩვარისათვის მივიღებთ დემდეგ 
გამოსახულებას:, 
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2“. ;. ი. ი. (9,3 
– 

როგორც ადვილი მისახვედრია, < ვექ.ორის სიგრძე (ვექტორული ფართო- 
“ 

ბული სიჩქარის სიდიდე) სკალარული თართობული სიჩ:არის აბსოლუტური 

მნიზვნელობის ტოლია. ფართობული სიჩქარე, ცხადია, დამოკიდებულია 0 

წერტილის მდებარეობაზე. (9,1) ტოლობის ძალით, ადვილად მივიღებთ აგ- 

რეთვე, რომ – მართობია ძ2 ფართითი ელემენტის. 

(9,2) ტოლობა გვარწმუნებს შემდეგი დებულების სამართლიანობარზი: 
დებულება, მოძრავი )/ წერტილის სიჩქარის მომენტი 

რაიმე 0 წერტილის მიმართ უდრის გაორკეცებულ ვეჭტო- 

რულ ფართობულ სიჩქარეს ამავე წერ- 
ტილის მიმართ. “ 

როგორც აღვილი მისახეედრია. წერტილის 

ფართობდლი სიჩქარის რომელიმე ღერძზე დაგეგ- 
მილებით %ზესაბამი ფართობი გეგმილდება ამ ღერ- 
ძის მართობ სიბრტსეზი, ამიტომ (9,2) ტოლობის 
კოორდინატთა ღერძებზე დაგეგნზილებით მივიღებთ 

  

I(( თა, 

  

2 -––“ . =/ს–-წხე=9/2 2 
ნას, 33, ცი წ» #V #2. 2V, 

ძ-,. 
2 ე ია ე:ს,= 2ა – ვ”? (9,3) 

12, “ , 
24 '= სყ Vყხა= ე'/ – V>", 

თ 

რ“ „ყ , წარმოადგენს #02 სიბრყეზე /# წერტილის ორთოგონალური სადაც 

გეგმილის ს კალარულ ფართობულ სიჩქარეს 0 წერტილის მიმართ. ანალო- 

(#2 “9. ძ7„» 

––– და “# გეგმილებს. 

ვთქვათ, წერტილის ტრეპტორია წარმოადგენს ბრტყელ წირს, რომე- 
ლიც მოთავსებულია ჯიყ სიბრტყეში (ნახ, 53). | 

აღვნიშნოთ 2/ წერტილის პოლარული კოორდინატები ჯ-ით და C-თი, 
ვინაიდან 01”), სამკუთხედის ფართობი საკმარისად დიდი სიზუსტით 

გიური მნიშვნელობა აქვთ 

ოლია 2 | ამიტომ, ცხადია, რომ ტოლია -- #27, ამიტომ, ცხად 

ძთ _ 1 1 ძა. “. ფ,4 

–_-. : 

ეს ფორმულა იძლევა საშუალებას, ბრტყელი მოძრაობის შემთხვევაში, სკალა- 

რული ფართობული სიჩქარე გამოვსახოთ ბოლარულ კოორდინატებში, 
(7,17) ფორმულის ძალით, უკანასკნელი როლობა მოგვცემს 
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2 დ 
» ძე 

სადაც «ს, წარმოადგენს აჩქარების ტრანსეერსალურ მდგენელს. 

ით 

ძ 

C 

  (9,5) 1წე= 

2 -ს ეწოდება ფართობული აჩქარება, 

ამოცანები 

81. 04 წრლდეზე, რომელიც ბრუნავს 0 წერტილის გარშემო, მოძრაობს 

#7/ წერტილი შემდეგი წესით: 07/ =იჯ სადაც თ მუდმივია. ვიიოვოთ /7/ 

წერტილის ტრაექტორია, თუ ცნობილია, რომ 0 წერტილის გარშემო 0 # 

წრფე ისე ბრუნავს, რომ 1ჯ წერტილის ფართობული სიჩქარე + მუდმივის 

ტოლია. 

(9,4) ფორმულის ძალით, გეექნება 

1 „ი: 0 „ არბ ი. 1 
2, # 2 (ა 

სადაც #= 0717 =0LM. (1) ტოლობის Cნტეგრებით ვღებულობთ 

=- 90, დ + L 

სადაც 0, ნებისმიერი მუდმივია. ვთქეათ, საწყისი პირობები ასეთია: როცა 
#=- 1, მაშინ #=7ს, დ=Cდა=0. ამ ბირობების გამოყენებით ადვილად მივიღებთ 

ამრიგად, წერტილის ტრაექტორია ?იპიერბოლურ ხვიას წარმოადგენს. 
. წერტილი მოძრაობს ლოგარითმულ ხვიაზე #»=ყე0 ისე, რომ მისი 

ი ფართობული სიჩქარე უდრის > მუდმივს. გიპოვოთ წერტილის მოძრაობის 

განტოლებები პოლარულ კოორდინატებში, 
(9,4) ფორმულის ძალით ვღებულობთ 

„მად 99 ძჯჩ 
=C, 

საიდანაც ინტეგრებით 
1 ი 

27 ი9=--+0თ, 

ამასთან C, ნებისმიერი მუდზივია. ვთქეათ, . საწყისი პირობა ასეთია: როცა. 

1=0, მაშინ დ=0. მივიღებთ C 'უ-, 
ე 

-1 ___– 
=–-– 20 დ X # “ L+1, 

6, ნ. ვეკუპ 
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§ 10. წერტილის ფატდობითი მოძრაობა. სიჩძატეთა შეკრების კანონი 

გაწვიაილოთ კოორდინატთა 9 :»5 და 07 სისრემები. §უნ სასტემას- 

თან უძრავად დაკავშირებული წერტილთა უცელადი სისტემა აღვნიზნოთ 

(%) თი, ხოლო (/2 კოორდინატთა: სისტემასთან უძრავად დაკავშირებული 
წერტილთა უცვლადი სისტემა- (§)-ით. აზრიგად, (>) და (5) საფარდი სის- 

ტემები წარმოდგენილი გვაქვს როგორც მყარი სხეულები. ცხადია, (5) სის- 

ტემის მოძრაობა (+)-ს მიმართ სავსებით დახ.სიათლ ება 0772 სისტემის მოძ- 

რაობით (XL სისტემის მიმართ (ნახ, 24), თუ (5) სისტემა უ”რავია (+) ს 

მიმართ, მაშინ ცხადია, რომ ორიეე სისტემა ერთსა და იმავე საფარდ სის- 

Cე?ას წარმოადვე ენს, ხოლო თუ (§) სისტემა მოძ- 

Cაოჩმს (+) ს მიმართ, მაშინ წერტი ლის მოძრაობა 

ამ სისტემების ი ი0ართ სხვადასხვა იქნება 
ჩვენი მიზანია ზე:;ისწაელოთ ერთი და იგივე 

# წერტილის მოძრაობა სხვადასხვა §:66 და 0>V2 
სისტემის მიმართ, 

ლირითად საფარდ სისტემად მივიღოთ (=>) 

სისტემა და «ირობით მას უძრავი სისტემა ვუწო- 
დოთ, ხოლო (5) სიხტდემას- მოძრავი სისტემა, 

ნას. ვ4. ცხადია, თუ ცნობილია )/ წერტილის. მოძრაობა 

(5) სისტემის მიმართ და 8) სისტემის მოძრაობა 

(5) ს მიმართ, მაშინ ცნობილი ივნება )/ წერტილის მოძრაობა (>) სისტემის 
მიმართაც. 

(5) სისტემის მოCCაობას (I სი სტემის მიმართ (0ე/2 სისტემის მოძრაო- 

ბას 0:»C სისტემის ზიმ.რთ) ეჯწოდოთ წარმტანი მოძრაობა. 7/ წერტი- 
ლის მო”რაო.ბას (>) სისტეზის მ-მართ (0:უხ სისტემის მიმართ) აბსოლე- 

ტური მოძრაობა ვ.ღწოდი.თ, ტრაექტორიას ამ სისტემაში –აბსოლუტური 
ტრაექტორია, სიჩქარეს და აჩქარებას აბსოლუტური სიჩქარე და აბსოლუ- 
ტური აჩგარება. 7 წერტილის მოძრაობას (5) ზოჰრავი სისტემის მიმართ 

(0.Iყ2 სასტემის მიმართ) ვუწოდოთ ფარდობითი მოძრაობა, სიჩქარეს -და 

აჩქარებას ამ სისტემაში - ფარდობითი სიჩქარე და ფარდობითი აჩქარება. 

განესაზევროთ ახლა ე, წ. წარმტანი სიჩქარე და აჩქარება. უ1/ წერტი- 

ლის წარმტანი სიჩქარე (აჩქარება) ეწოღება მოძრავი (5). სისტემის იმ 

წერტილის სიჩეარეს (აჩქარებას), რომელზედაც. აღებულ მომენტში მო«თრავი 

2ეI წერტილი იმყო: ება. ამ განმარტებიდან გამომდინარეობს, რომ ჟუ/ წერ- 

ტილის წარმტანი სიჩეარე (აჩქარება) იქნებოდა ამ წერტილის აბსოლუტური 
სიჩეარე (აჩქარება , რომ ის (85) სისტემაში უძრავი ყოფილიყო. 

აღვნიშნოთ ჯ.-თი 11 წერტილის აბსოლუტური სიჩქარე, ს-ით –-ფარ- 

დობითი სიჩქარე, #,--თი--წარსნტანი სიჩქარე. დავამტკიცოთ, რომ 

  
ლ 

Vა 6, 19, (10,1) 
აღვნიშნოთ _ X# წერტილის რადიუს. ვექტორი 9 და 0 წერტილების მიმართ 

შესაბ.მად /-ით და 0-თი; ხოლო 0 წერტილის რადიუს-ვექტორი 6)-ს ში- 

მართ „-ით, ცხადია, გვექნება 
–_ – 

7= ”ე + 9. (10,2) 
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უკანასკნელი ტოლობის გაწარბოება დროთი მოგვცემს: 

=%+5> #2 , (10,3) 

სადაც წე წარმოადგენს 0 წერტილის ახოლუეტენ სიჩგარეს, ცხადია, 

ი =22119#+X2, (10,4) 
სადაც 9, 3 და ჯ წარმოადგეჩენ ჟ. / და # ღერძების მგეზავებს, თ, ყ, 2 წარ- 

მოადგენენ /#/ წერტილის კოორდინატებს 0X/ყ7 სისტემაში. ვინაიდან, განსა- 

ხილველ შემთხვევაში, საზოგადოდ, იცვლება, როგორც ჯ, ყ, 2, ისე თ ქ, , 
ამიტომ (10,4) ტოლობის დროთი გაწარმოება მოგვცემს: 

ი) , მს . ძი _ :ძ2 , >=ძყ , 202 ძ: + 1. + ჩკ,+-კ 21 791 7 
თი ”"“V წ ძ 

თუ ამ მნიშვნელობას შევიტანთ 10,3) ტოლობაში, მიეიღებთ უ ვხელ ევიტ ტოლ ეიღე 

_ _– ძჯ ი IV) 1 –ძთ , 02 10.5 

თ = იი+2 3; 19 , 369711812 719 + ნე (19.5) 
როგორც ადვილი მისახვედრია, 

თ -7 99 ე 760, 42, (10,6) 
| თნ თ! იძ! 

თუ დავუშვებთ, რომ 1! წერტილი უძრავია (5) სისტემის მიმართ და გავით- 

ვალისწინებთ, რომ ამ შემთხვევისათვის = ვ ფუი =0, მაშინ, წარმტანი 
I# ძ 

სიჩქარის განმარტების ძალით. შო” 

> +294 1, რ, (10,7) 
. 

თუ (10,6) და (10,7) მნიშვნელობებს შევიტანთ იი, 5) ტოლობაში, დ'ვრწჰუნ- 

დებით (10,1) ტოლობის სამართლიანობაში, ამრიგად, აბს ოლუტური 

სიჩქარე უდრის წარმტანი და ფარდობითი სიჩვარეების 

ჯამს. ამ კანონს, რომელსაც სიჩქარეთა შეკრების კანონი ეწოდება, საზოგა-· 
დოდ ადგილი არა აქვს აჩქარებებისათვის, ე. ი. აბსოლუტური აჩქარება საზო- 
გადოდ არ წარმოადგენს წარმტან და ფარდობით აჩქარეაათა ჯამს. 

გთქვათ, (5) სისტევა ისე მოძრაობს, რომ ჯ;, ყ, 7 ღერძების მგეზავები 
უცელელი რჩება. ასეთ შემთხვევაზი ჩვენ ეიტავ:თ, რომ (5) სისტემა (–)-ს 

მიმართ გადატანით მოძ”რაობს (წარმტანი მოCრაობა გადატანითია). (10,1) 

ტოლობის გაწარმოება მოგვცემს: 

_ძბი _ რა, ძა, 

ძ: თ თ” 
ანუ 

– _ძ, =0'V. + ჯ672 
%= 2,117 (92+4 მ თ ჩე (10,8) 
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მაგრამ, ვინაიდან განსახილველ შემთხვევაში წარმტანი მოძრაობა გადატანი- 

თია, ამიტომ როგორც ადვილი მისახვედრია, 21. %, და (10,811) ტოლობა 

მოგვცეზს: 

თათ+თ. ცი, 
ამრიგად, როცა წარმტანი მოძრაობა გადატანითია, მაშინ აბსოლუტური აჩ- 
ქარება უდრის წარმტან და ფარდობით აჩქარებათა ჯამს, 

ამოცანები 

83. მუდმივსიგრძიანი 0,:1=“თ ღეროს 4 ბოლოზე მ-მაგრებულია მისი 

მართობი #ტ ღერო (ნახ, 35), 04 ღერო ბრუნავს 0 წერტილის გარშემო 
მუდმივი თ კუთხური სიჩქარით. 04 და #4 ღერო რჩება ერთსა და იმავე უძრავ 
სიბრტყეზე. ბ ღეროზე მოძრაობს 7/ წერტილი, რომლის სიჩქარეც ამ ღერ- 

ძის მიმართ (ფარდობითი სიქა რე) უდრის «- V-ს, ვიპოვოთ M# წერტილის აბ- 

სოლუტური სიჩქარე, 

  

ნახ. 35. ! · 

· (109,1) ფორმულის ძალით, M# L წერტილის აბსოლუტური სიჩქარე იქნება 

ხალილ 
წარმტანი სიჩქარის განმარტების თანახმად, თ, იქნებოდა M წერტილის 

აბსოლუტური სიჩქარე, რომ ის #4 ღერძზე უძრავი ყოფილიყო. ამიტომ, 
ცხადია, 

| 9, |=ჟ“ა, 

სადაც · 

ჯC=|0M:.: და ჯ#, L 07”/. 

ადვილად დავრწმუნდებით შემდეგი ტოლობის სამართლიანობაში: 

'0I=V V-+V,--2IVI || 605 თ ; ' · (1) 

სადაც « არის კუთხე # და IM სიჩქარეებს შორის. 
მაგრამ სათზე + 

თ 
ს, =/'0'=(ებ-+-ყ?) თ?, 06098თ=--., 

# 

მ4



სადაც #V=4M!. 

თუ ამ მნიშვნელობებს (1) ფორმულაში შევიტანთ, მივიღებთ: 

| «I =I/ CC + ით)? –L თ?ყ?. 

94, მივიღოთ (8) სისტემად პოლარული (ჯ) ღერძი, რომელიც ბრუნავს 

0 წერტილის გარშემო (ნახ. 28) და, სიჩქარეთა შეკრების (10,1) ფოომულის . 

გამოყენებით, ვიპოვოთ სიჩქარის რადიალური და ტრანსვერსალური მდგე- 

ნელები. : 
ფარდობითი მოძრაობა ჩვენს შემთხევევაში იქნება (0) ღერძის გასწვრივ 

მოძრაობა, ამიტომ ფარდობითი სიჩქარე (6-) ღერიზხეა დამთხვეული და მისი 

სიდიდე იქნება – -=%). ცხადია, 7/ წერტილის წარმტანი სიჩქარე ის 

სიჩქარეა, რომელიც ექნებოდა # წერტილს, რომ ის 0) ღერძზე უძრავი ყო- 

ფილიყო, ე. ი., რომ ის მოძრაობდეს 7” რადიუსიან წრეწირზე. ნათქვამის 

ძალით ცხადია, რომ წარმტანი სიჩვარე მართობია 0) ღერძის და +,=9,= 

<7, 99%. ამის შემდეგ ცხადია, ' რომ აბსოლუტური სიჩქარე ს ასე წარ- 

მოიდგინება: 

– იძ. – ძი – 
უ=-– +»; · 

თ" თ“ 
ამრიგად, ჩვენ მივიღეთ ის შედეგები, რომელნიც § 7-ში სხვა გზით გექონ- 

და მიღებული. 

განყოფილმბა 2 

მყარი სხეულის ჰინემაზიპა 

§ 11. მქარი სხეულის მოძრაობის განტოლებები 

როგორც უკვე იყო აღნიშნული (იხ. თავი I § 1) მყარი სხეული ეწო- 

დება მატერიალურ წერტილთა უცვლად სისტემას (ე. ი. ისეთ სისტემას, რომ- 

ლის ორ ნებისმიერ წერტილს შორის მანძილი არ იცვლება). ცხადია, მყარი 

სხეულის მდებარეობას განსაზღვრავს მისი ისეთი სამი M,, MI, #MMვ წერტი- 

ლის მდებარეობა, რომელნიც ერთ წრფეზე არ არიან მოთავსებული. 2/,, #;, 

71, წერტილების . მდებარეობა განისაზღვრება 9 კოორდინატით, რომელნიც 

დამოუკიდებელნი -ვერ- იქნებიან, რადგან ხსენებული წერტილები მყარი სხეუ- 

ლის წერტილებია ·-და ამიტომ მათ შორის მანძილი არ იცვლება: · 

„ 173717 =0005ს. 7431, = 00105ყ, 421I11#,1=007ი5L. 

ამრიგად, ზემოხსენებული 9 კოორდინატი დაკავშირებულია ერთმანეთთან სამი 

დამოკიდებულებით და, მაშასადამე თუ სხეული არ ემორჩილება ბმას, ე. 0. 

მისი მოძრაობა არ არის შეზღუდული რაიმე გარეშე გეომეტრიული პირობით, 

მაშინ მათ შორის დამოუკიდებელი იენება 6. იმ დამოუკიდებელ პარამეტრთა 

რიცხვს, რომელნიც განსაზღვრაეენ სხეულის მდებარეობას დროის ყოეელ მო- 
მენტში, ეწოდება აღებული სხეულის თავისუფლების ხარისხი. ზემო- 
ნათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ თუ სხეული არ ემორჩილება ბმას (თავისუ- 
ფალია), მაშინ მისი თავისუფლების ხარისხი 6-ის ტოლია, თუ მატერიალური 
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წერტილი ბმას არ ემორჩილება, მაშინ მისი თავისუფლების ხარისხი 3-ის ტო- 

ლია. თუ მატერიალური წერტილის მოძრაობა ზეზღუდულია ისე, რომ ის 
იძულებულია ყოველთვის მოთავსებული იყოს რაიმე ფართეულზე ან წირზე, 

მაშინ მისი თავისუთფღების ხარისხი შეLაბამად 2 ის ან 1-ის ტოლია. 

ვნახოთ ახლა რა სახით შეიძლება იყოს მოცემული ზემოხსენებული 6 

დამოუკიდებელი პარამეტრი. ამისათვის განვიხილოთ - კოორდინატთა §ჩ5უ5 

უძრავი სისტემა და სხეულთან უძრავად და- 

კავშირებული 0»V2 სისტემა (ნახ. 36). გან- 

ვიხილოთ აგრეთვე კოორდინატთა 05», 
სისტემა რომლის სათავე რძე). სისტემის 

სათაეეს ემთხვევა და ღერძები პარალელუ- 
რია უძრავი საკოორდინატო ღერძების. ამ 

სისტემას დამხმარე სისტემა ვუწოდოთ. ცხა- 

დია, რომ სხეულის მდებარეობა დროის ყო- 

ველ მომენტში განსაზღვრული იქნება, თუ 

ცნობილია დროის ყოველ მომენტზი 0 წერ- 
ტილის მდებარეობა ·და 0ე:/82 სისტემის მდე- 

ნახ. 26. ბარეობა 05,უ,C, დამხმარე სისტემის მიმართ. 

ცხადია აგრეთვე, რომ 0 წერტილის მდებარეობა უძრავი სისტემის მიმართ 

განისაზღვრება მისი 6., ოკ, ა კოორდინატებით, ხოლო ლაყე სისტემის მდე- 

ბარეობა დამხმარე სისტემის მიმართ, როგორც ანალიზური გეომეტრიის კურ- 

სიდანაა (ყნობილი, შეიძლება განისაზღვროს 

სამი დამოუკიდებელი პარამეტრით. ხსენებულ 
სამ დამოუკიდებელ პარამეტრად წზშეიძლება 

მივიღოთ ეილერის დ, დ, + კუთხეები, ამოი- 

გად, სხეულის მდებარეობა დროის ყოველ 

მომენტში ცნობილი იქ8§ვება, თუ (ცნობილია 

წი შოა ხი თ 0, 9 სიდიდეები, როგორც 
დროეს ფუნქციები: 

წი=წი (I), 9ი=%ი (1); Cი==ხი (1), (11,1) 

9=Cთ(), ს=ტ(), =%V). ” ნას. 37. 
ამ განტოლებებს მყარი სხეულის მოძრაობის განტოლებები ეწოდება. 

მყარი სხეულის განმარტებიდან გამოზდინარეობს, რომ- მისი ნების- 

მიერი ორი წერტილის სიჩქარეთა გეგმილები ამ წერტილე- 
ბის შემაერთებელ წრფეზე ტოლია. 

მართლაც, ავიღოთ მყარი სხეულის ნებისმიერი 7/, და 7/ წერტილები 

"და აღვნიშნოთ მათი რადიუს-ვექტორები §) '" წერტილის მიმართ შესაბამად 

“ #ე-0თ და ჯ-ით, (ნახ, 37). ცხადია, გვექნება 

    

7=7ე+ #5 M. 

ამ ტოლობის 'გაწარმოებით მივიღებთ 

V. ყუ 
ალში – (11,2)



მაგრამ, გინაიდან 17, და M მყარი სხეულის წერტილებია, ამიტომ 1I.M. 

ვეჭტორის სიგრძე მუდმივია და, მაზასადამე, ი მართობია ,1/ ,// ვექ- 
ი 

ტორის. თუ ამას გავითვალისწინებთ და (11,2) ტოლობას დავაგეგმილებთ 

შI01I ვექტორზე, დავრწმუნდებით ნათქვამის სამართლიანობაში, 
სანამ მყარი სხეულის ნებისმიერი მოძრაობის შესწავლას შევუდგებოდეთ, 

შევისწავლოთ მყარი სხეულის მოძრაობის რამდენიმე მარტივი %ემთხეევა. 

§ 12. მქარი სხეულის გადატანითი მოძრაობა 

ამბობენ, რომ მყარი სხეული ასრულებს გადატანით მოძრაობას, 
თუ ამ სხეულთან უძრავად დაკავშირებული ყოეელი წრდე სხეულის მოძრაო- 
ბის დროს რჩება თავისი თავის პარალელური. 

განვიხილოთ კოორდინატთა §Xი5 უძრავი სისტე- 

მა და მყარ სხეულთან უძრავად დაკავშირებული 

0»)ყ2 სისტემა, ამასთან ვიგულისხმოთ, რომ საწ- 
ყის მომენტში 0», 0ყ. 02 ღერძები პარალელურია 
შესაბამად C-, ცუ, §) ღერძების რადგან ვგუ- 

ლისსმობთ, რომ სხეული გადატანით მოძრაობს, 

ამიტომ 0», 0ყV, 07 ღერძები ყოველთვის ჯარალე- 

ლური იქნება უძრავი საკოორდინატო ღერძების 
(ნახ 38). აქედან ჯ(ხადია, რომ განსახილველ ნახ, 38, 

შემთხვევაში მკარი სხეულის მდებარეობა სავსე- 
ბით იქნება განსაზღვრული 0 წერტილის წ,, უი, Lე კოორდინატებით, ამიტომ 

სხეულის გადატანითი მოძრაობის განტოლებებს ექნება სახე (იხ. (11,1) გან- 

ტოლებები): 

ნწი= (2 (I), ”ა==%ი (I) ხი= ხი (#). 

ზემონათქვამიდან ცხადია, რომ გადატანითი მოძ- 
რაობის შემთხეევაში მყარი სხეულის თავისუფლე- 

ბის ხარისხი სამის ტოლია. 

თუ მოცემულია მყარი სხეულის გადატანითი 
მოძრაობის განტოლებები, მაშინ მყარი სხეულის 

ნებისმიერი 17 (2, უ, CL) წერტილის მოძრაობის 
განტოლებები მოიცემა კოორდინატთა გარდაგმნის 

შემდეგი ფორმულებით: 

წ=6ი1 9 ი=”%ი-I- ხ=Lი“–. თ 

სადაც თ, ყ, #2 არის M წერტილის კოორდინატები 0»ყ2 სისტემაში (C>, V, # 
მუდმივებია). 

დავამტკიცოთ ახლა, რომ გადატანითი მოძრაობის შემთხვე- 

ვაში მყარი სხეულის ყველა წერტილს ერთნაირი სიჩქარე 

და აჩქარება აქვს. 
მართლაც, განვიხილოთ მყარი სხეულის ორი ნებისმიერი 4 და. #8 წერ- 

ტილი. მათი რადიუს-ვექტორი 9 წერტილის მიმართ იყოს კ და ”, (ნახ. 

39). ცხადია, რომ ადგილი აქვს ტოლობას     

ნახ. 39. 
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#=7/+48, · (12,1) 

საიდანაც, გაწარმოებით ვღებულობთ 

მწე 0. 98 
ი ი " ძ!: 

ანუ, რაც იგიეეა, , 
.. = ი,+-კ «8 , (12,2) 

  

მაგრამ, ვინაიდან 4 და #ჯ მყარი სხე: ულის წნტილებია, ანიტომ. | 48 |=CC»8ყ. 

ამის გარდა, გადატანითი მო”რაობის განმარტების ძალით, 4# ვექტორის 

ძ2ს 
გეზიც არ იცვლება, მაშასადამე, 4:8=C0M5ს და “ე “ი. უკანასკნელი ტო- 

ლობის ძალით (12,2) ტოლობა მოგეცემს 

ს = შა , 

საიდანაც გაწარმოებით ვღებულობთ 

ამით ზემონათქვამის სამართლიანობა დამტკიცებულია. 

ვაჩვენოთ ახლა, რომ პირიქით, თუ მყარი სხეულის ორ ნებისმიერ წერ- 

· ტილს ერთნაირი სიჩქარე აქვს, მაშინ სხეული გადატანით მოძრაობს. 

მართლაც, (12,1) ტოლობის გაწარმოება მოგვცემს 

– – , ძქს 
შვ =სარ““-. 

მაგრამ, პირობის ძალით სკ=შ%ც, ამიტომ 418._ი, ე. 0. 48=0005ს. ეს 

უკანასკნელი ამტკიცებს, რომ სხეული გადატანით მოძრაობს. 

ყოველივე ზემონათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ მყარი სხეულის გა- 
დატანითი მოძრაობა სავსებით დახასიათდება მისი ერთ-ერთი წერტილის 
მოძრაობით, 

ვინაიდან გადატანითი მოძრაობის დროს მყარი სხეულის ყველა წერ- 
ტილს ერთნაირი სიჩქარე და აჩქარება აქვს, ამიტომ ამ შემთხვევაზი შეიძლე- 

ბა ვილაპარაკოთ სხეულის სიჩქარეზე და აჩქარებაზე, საზოგადოდ კი სხეუ-, 
ლის სიჩქარეზე და აჩქარებაზე ლაპარაკი არ შეიძლება, ვინაიდან სხეულის 

სხვადასხვა წერტილს სხვადასხვა სიჩქარე და აჩქარება შეიძლება პქონდეს. 

§ 13. მყარი სხეულის გრუნვა უძრავი ლერძის გარშემო. 

ვთქვათ, მყარი სხეული ისე მოძრაობს, რომ მისი ორი # და #8 წერტი- 

ლი უძრავი რჩება, მაშინ უძრავი იქნება მყარი სხეულის ყაელა წერტილი, 

რომელიც # და ს წერტილების შემაერთებ რფეზე მდებარეობს, ვინაიდან, ელიც 4 დ ერტილე ეწაერთებელ წრფესე მდებარე ვ 
ინააღმ შემთხეევაში, აღნიზნ რთეზე მდებარე მყარი სხეულის ორ ღძდეგ მწეძთხვევ ღ ულ ჯე ებარე მყ ეუ 

წერტილს შორის მანძილი არ იქნებოდა მუდმივი. მყარი სხეულის ასეთ მოძ- 
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რაობას ეწოდება ბრუნვა უძრავი ღერძის გარშემო (4 და 8 წერტილებზე 
გამავალი ღერძის გარშემო), რომელსაც #-თი აღვნიშნავთ. მივანიჭოთ ამ 

ღერის გარკვეული გეზი და წარმოვიდგინოთ დამკეირვებელი, რომელიც მოძ- 

რაობას უყურებს იმ მხრიდან, საითაც #4 ღერძია მოგეზული, ჩეენ ვიტყვით, 

რომ წყარი სხეული ბრუნავს 4 ღერის გარშემო დადებითი მიმართულებით, 

თუ ხსენებული დამკვირვებლისათვის ბრუნვა ხდება მარცხნიდან მარჯვნივ, 

ე. ი. საათის ისრის მოძრაობის მიმართულებით (მარცხენა ხრახნის მიხედ- 
ვით). განვიხილოთ ბ ღერძზე გამავალი რაიმე უძრავი (#კ) 

სიბრტყე და ამავე ღერიზე გამავალი, მყარ სხეულთან უძრა- 
ვად დაკავში“ებული (7) სიბრტყე. ამ ორ სიბრტყეს შორის 

კუთხე აღვნიზნოთ 2--თი (ნახ. 40), 3 იმ დადებით ან უარ- 

ყოფით კუთხეს აღნისნავს რომლითაც უნდა მოვაბრუნოთ 
(ჩM,) სიბრტყე ბრუნვის დადებითი ან უა”ყოფითი მიმართუ- 

ლებით, რი,მ ის შე„თავსდეს (#)) სიბრტყეს. ცხადია, სხეუ- 

ლის მდებარეობა სავსებით განისაზღვრება +: კუთხით და, მა- 

შასადამე, განსახილველ შემთხვევაში, სხეულის თავისუფლე- 
ბის ხარისხი ერთის ტოლია, ამასთან სხეულის მოძრაობის 

განტოლებას ექნება სახე 

2>=X ().' 

  

ნახ, 40. 

განვიხილოთ ახლა. თ ვექტორი, რომელიც შემდეგი პირობებით არის 
განსაზღვრული: ·. 

1) ამ ვექტორის სიგრძე სკალარული კუთხური სიჩქარის სიდიდის ტოლია, 
2) ის ემთხვევა ბრუნვის 4 ღერის, 

3) მოგეზულია ისე, რომ დამკვირვებლისათვის, რომელიც მოძრაობას ამ 

ეექტორის ბოლოდან უყურებს, სხეულის ბრუნვა ხდება დადებითი მიმართუ- 

ლებით (საათის ისრის ბრუნვის მიმართულებით). 

ზემონათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ თ სრიალა ვექტორია. ამ ვექ- 

ტორს ბრუნვის კუთხური სიჩქარე ეწოდება, 

გამგიხილოთ მყარი სხეულის ·ნებისმიერი #I წერტილი, მანძილი ამ წერ- 

ტილიდან ბრუნვის ღერძამდე აღვნიზნოთ (ლ0-თი, ვინაიდან 7/ წერტილი და 

ბ ღერძი მყარ სხეულთან უძრავად არის დაკავშირებული, ამიტომ, „ცხადია, 

# წერტილის ტრაექტორია იგნება წრეწირი, რომლის რადიუსი არის ი და 
რომლის ცენტრიც ბრუნვის ღერიზეა მოთავსებული. ამრიგად, სხეულის ყო- · 

ველი წერტილის ტრაექტორია წოეწირს წარმოადგენს. ცხადია, რომ 1! წერ- 
ტილის სკალარული სიჩქარე იქნება 

= -.-= სა, 

” XV / 

ამიტომ, როგორც ადვილი მისახვედრია, 1/ წერტილის ვექტორული სიჩქარე 
წარმოიდგინება ფორმულით 

'ა=მომკთ. (13,1) 

თუ ვიგულისხმებთ, რომ თ ვექტორი მოდებულია 4 წერტილზე (ნახ. 41), მა- 
შინ უკანასკნელი ტოლობა მოგვცეზს 
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'ჯ= IM4 · თ) = თ 4)LI. (13,2) 

თუ ახლა ავიღებთ კოორდინატთა 0::/7 სისტემას და აღვნიზნავთ 4 

წერტილის კოორდინატებს ჟა, #-, 2 ით, ხოლო // წერტილის კოორდინა- 

ტებს ჯ«, ყ, #-ით და (13,2 ტოლობას დავაგეგმილებთ კოორდინატთა ღერ- 

ძებზე, მივიღებთ 

ი, = 0 (2–– ში) –– ?' (4 – ი) 
ხს, =1(2 – თა) – (2 – ის) (13.3) 

ს, = 27 (V-–ა)––ი (დ – თი) 
სადაც 27, ი, ” წარმოადგენენ თ 

ქექტორის კოორდინატებს. 
თუ ახლა კოორდინატთა 

IL 02/7 სისტემას ისე ავიღებთ, რომ 
ბრუნვის ბ ღერიი გადიოდეს ამ 

სისტემის სათავეში (0 წერტილ- 

ში) და ვიგულისხმებთ, რომ ს 
სრიალა ვექტორი მოდებულია 0 

წერტილზი (რაც ყოველთვას გან- 
ხორციელდება თ ვექტორის გას- 

რიალებით ფუძის გასწვრივ), მა- 

შინ (13,2) ტოლობა მიიღებს შემ- 

დეგ სახეს 

ჯ 

  

  
ნახ, 41, ა= (თ -7),  (13,4) 

სადაც » აღნიშნავს სხეულის )/ წერტილის რადიუს-ვექტორს 0 წერტილის 

მიმართ. კოოოდინატთა ღერძებზე (13,4) ტოლობის დაგეგმილება მოგვცემს 

V.= V2 –7, 

ხყლ–=შმჯ7ჯ-– 02, (13,5) 

ზი== 71ყ–“–ძჯ. 

თუ ბრუნვის ღერქი 07 ღერძის პარალელურია, მაშინ »=ძ=0, #-=0 

· და (13,პ) ტოლობების ძალით მივიღებთ 

ს,=–Cთ (V-– ყი), 

ზ,= 0 (დ – თ), (13,6) 

ს,=90, 

თუ ბრუნვის ღერძი 0 ღერძს ემთხვევა, მაშინ (13,5ე ტოლობები მო- 

გვცემს 
Vს.= “იყ, 

სყ= (აჯ, (13,7) 

' Vს,=0.



ამოცანები 

55, ცილინდრი, რომლის ფუძის დიამეტრი ტოლია 13 სმ ის, თანაბრად 

ბრუნავს იენტრალური ღერძის გარშემო. ცილინდრის ერთ-ერთ წერტილზე 

დამაგრებულია ძაფი, ვიპოვოთ ბრუნვის კუთხური სიჩქარე, თუ ცნობილია, 

რომ 3 წუთში ცილინდრზე დაეხვევა 44 107 მ სიგრძის ძაფი. 

ვინაიდან ცილინდრის განივკვეთში მიღებული წრეწირის სიგრძე ტო- 

ლია 13» სმ-ის, ამიტომ ბრუნთა რიცხვი წუთში (მინუტში) იქნება 

410.7 
4410, ლ= 36, 
13X.3 
  

ამის შემდეგ ცხადია, რომ თუ მობრუნების კუთხე გაზომილია რადიანებში, 
მაშინ 

ა=55 2% 1 _ვ„,1. 
ნი სეკ სეკ 
  

56. ბორბალი, რომლის რადიუსი ტოლია 1,25 მ-ის, წუთში ასრულებს 

48 ბრუნს. ვიპოვოთ ბორბლის კუთხური და სკალარული სიჩქარეები. 

  

ცხადია, 

ა= 29:2% 150241, 
იი სეკ სეკ- 

„= 1,25 · 48 . 2> „მ _ 628 _მ.. 
60 სეკ , სეკ 

957, სხეულის ბრუნვის განტოლებაა 

X=C 5) 7, 

სადაც თ და ჯ მუდმივებია. ვიბოვოთ ბრუნვის კუთხური სიჩქარე თ და გამო- 

ვარკვიოთ როგორ მოძრაობს "თ ვექტორის ბოლო წერტილი, თუ მისი სათა- 

ვე დამაგრებულია. 

ცხადია, თ ემთხვევა ბრუნვის ღერის და მისი სიდიდე მოიცემა ·- 

ფორმულით 

() = 07; C05 ##. 

ამიტომ "თ ვექტორის ბოლო წერტილის აბსცისა ბრუნვის ღერძზე იქნება 

თM:0C- ჯL და, მაშასადამე, ბრუნეის ღერძზე ხსენებული ბოლო წერტილის მოძ- 

რაობის განტოლება იქვეება 

; §=07: 005 XL. 

98. ვთქვათ, ბრუნვის ღერძი გადის კოორდინატთა სათავეში და ბრუნ- 
ვის კუთხური სიჩქარე, რომლის სიდიდე ტოლია დ სი, ადგენს კოორდინატთა 

ღერძებთან თ, 8, + კუთხეებს. ვიპოვოთ სხეულის 77(თ, ყ, 2) წერტილის სიჩქარე. 
ცხადია, გვექუება 

7=თ0058თ, ი=თC00523, 1=0C0057. 

ამიტომ, (13,5) ფორმულების ძალით, მივიღებთ 
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ზ.=70 008 -–Vი 0037, 

სყ=270 008 V-- თ 005 თ, 

უშ, == 1/C 005 თ––>ჯი 005 8. 

§ 14. შედგენილი მოძრაობა 

ისე როგორც § 10-ში, §:უL და 0»V2-ით აღვნიშნოთ, შესაბამად, კოორ- 
დინატთა უძრავი და მოძრავი სისტემები როგორც ყოველთვის, ამ სისტე- 

მებთან ერთად ჩეენ განვიხილავთ მათთან უძრავად დაკავშირებულ (>) და (§) 
საფარდ სისტემებს (იხ. § 10). განვიხილოთ სხეული (7), რომელიც მოძ- 

რაობს (5) სისტემის მიმაCთ. (§) სის- 
ტემის წარმტან მოძრაობას (ე. ი. (8) 
სისტემის მოძრაობას (>) სისტემის მი- 
მართ) ვუწოდოთ პირველი მოძრაობა, 

ხოლო (7) სხეულის მოძრაობას (5) სის- 

ტემის მიმართ--მეორე მოძრაობა (ნახ. 
42), თუ ცნობილია პირველი და მეორე 

მოძრაობა, მაშინ სავსებით. განსაზღვ- 
რული იქნება (7) სხეულის აბსოლუტუ- 

რი მოძრაობა ((–=) სისტემის მიმართ 

მოძრაობა), ამიტომ ჩვენ ვიტყვით, რომ 

სხეულის ზოძრაობა შედგება ზემოხსე- 

ნახ. 42, ნებული ორი მოძრაობისაგან. 

განვიხილოთ სხეულის ნებისმიერი 
M წერტილი და მისი წარმტანი და ფარდობითი სიჩქარეები აღვნიშნოთ შე- 

საბამად ს.-ით და 8,-ით, (10,1) ტოლობის ძალით, მივიღებთ 

  

– 

ს = მ.+V,, (14,1) 

სადაც წ წარმოადგენს აღნიშნული 7# წერტილის აბსოლუტურ სიჩქარეს. ვი- 

ნაიდან L, წარმოადგენს (§) სისტემის იმ წერტილის სიჩქარეს, რომელზედაც 

აღებულ მომენტში 1/ წერტილი იმყოფება, ხოლო მ, წარმოადგენს 77 წერ- 

ტილის ფარდობით სიჩქარეს, ამიტომ მათ შეიძლება ვუწოდოთ პირველ და 

მეორე მოძრაობათა შესაბამი სიჩქარეები. 

„თუ თავის მხრივ (§) სისტემის მიმართ მოძრაობს (§,) სისტემა, რომ- 

ლის მიმართაც (7) სხეული მოძრაობს, მაშინ (14,1).ის ნაცვლად, როგორც 
ადვილი მისახვედრია, მივიღებთ 

| 9=9, +9, +9, , 

სადაც დ, ხს სიჩქარეა, რომელიც (=) სისტემის მიმართ (§) სისტემის მოძ- 

რაობას ზეესაბამება, ე. ი. X არის (5) სისტემის იმ წერტილის სიჩქარე, 

რომელზედაც აღებულ მომენტში M# წერტილი იმყოფება; V, ის სიჩქარეა, რო- 

მელიც (5) სისტემის მიმართ (§,) სისტემის მოCთრაობას შეესაბამება, ე. ი. თე 

არის (5)) სისტემის იმ წერტილის სიჩქარე (5) სისტემის მიმართ, რომელზე- 
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დაც აღებულ მომენტში 71/ წერტილი იმყოფება; დაბოლოს, ს; 7.რ2ოაღგენს 

# წერტილის ფარდობით სიჩქარეს (§,) სისტემის მიმართ. 

თუ სხეულის მოძრაობა შედგება # მოძრაობისაგან, ზაზინ ზეზონაჩვენები 
წესით მივიღებთ 

ელუდ! თ;L-..-+ში, (14,2) 

სადაც თ,, თ,, ·-·, ს., შემადგენელ მოძრაობათა შესაბამი სიჩქარჯებია, 

§ 15 გადატანით მოძრაობათა ზრთობლირბა 

ვთქვათ, (5) სისრემა მო«”რაობს (>) ს მიმართ გადატანით და (7) სხეუ- 

ლი მოძრაობს (§) სისტეზის მიმართ აგრეთეე გადატანით. მა%ინ, ცხადია, (7) 

სხეულის მოძრაობა (=)-ს მიმართ იქნება აგ“ეთე ე გადატანითი და (14,1) ფორ- 
მულის ძალით მივიღებთ 

სხ=7,+თოს 

სადაც დ წარმოადგენს (2)-ს მიმართ (7) სხეულის გადატანითი მოძრაობის 

სიჩქარეს, თ1-–- (8) სისტემის გადატანითი მოძრაობის სიჩქარეს (>) სისტემის 
მიმართ, ხოლო. M არის (9) სისტემის მიმართ (1?) სხეულის გადატანითი 

მოძრაობის სიჩქარე. 
თუ მოძრაობა შედგენილია ჯ გადატა- ბე 

ნითი მოძრაობისაგან, მაშინ სხეულის აბსო- ბ, 

ლუტური მოძრაობა ()-ს მიმართ იქნება გა- 
დატანითი.· და ადგილი ექნება ტოლობას C5ე 

სადაც ფშ –_ ში შემადგენელ გადატანით 

მოძრაობათა სიჩქარეებია. 

+ 

§. 16. ბრუნვათა ერთობლიობა ი 0 

ვთქვათ, § 14-ში განხილული პირველი 
და მეორე მოძრაობები ბრუნვითი მოთრაო- 
ბებია, რომელთა კუთხური სიჩქარეებიც არის 

ი, და თ; სხვანაირად რომ ვთქვათ, (7) სხეული ბრუნავს რე ღერძის გარ- 

შემო თ, კუთხური სიჩქარით, ხოლო #, ღერძი თავის მხრივ ბრუნავს უძრავი 

ტბ, ღერძის გარშემო თ, კუთხური სიჩქარით (ნახ. 43). მყარი სხეულის ნების- 

მიერი 77” წერტილის სიჩქარე,: ცხადია, გამოითვლება ფორმულით 

ა=მომ,/თ, --მომ,/Cთ, . (16,1) 

ასევე დავრწმუნდებით, რომ თუ მყარი სხეულის მოძრაობა შედგება » ბრუნ- 

ვითი მოძრაობისაგან, რომელთა კუთხური სიჩქარეებია თ, თე, ... (ე, მაშინ 

გვექნება 

ნახ, 43. 

8 =მომ,/თ, + მომ/თ,-L...Lმომცთა - (16,2) 

ამრიგად, ჩვენ ვრწმუნდებით შემდეგი "დებულების სამართლიანობაში: 
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დებულება, თუ მყარი სხეულის მოძრაობა შედგენილია 
»„ ბრუნვითი მოძრაობისაგან, რომელთა კუთხური ს იჩქა. 
რეებია თ, თ,, ..., თ,, მაშინ ამ სხეულის ნებისმიერი # წერ. 
ტილის სიჩქარე უდრის ხსენებულ კუთხურ სიჩქარეთა ნაკ. 
რებ მომენტს ამავე )/ წერტილის მიმართ. 

განვიხილოთ რამდენიმე მნიშვნელოვანი შემთხეევა: 

19. ვთქვათ, ზეზოხსენებულ კუთხურ სიჩვ ქარეთა თ, თ, თევ... თ ვექტო- 
რები თავმოყრილია. მაზინ, როგორც ვიცით (იხ. II თავის § პ), ვექტორთა 
ამ სისტემას აქვს ტოლქმედი, რომელიც ამ ვექტორე = ჯამის ტოღია და 

მათი თავმოყრის წერტილშია მოდებგ ლი. ამიტომ, განLახიღველ ზეზთხეევაზი, 
(16,2) ფორმულა მოგვცემს 

თ7= მომ,, თ, (16,3) 
სადაც 

თ= VI თ, 
4< V - 

! 

ამასთან ეს უკანასკნელი თ,, თ, ..., სე ვექტორების თავმოყრის წერტილშია 
მოდებული. 

(16,3) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ, განსახილველ შემთხვევაში, მყარი 

სხეულის ყოველი წერტილის სიჩქარე ისეთია, თითქოს სხეე- 

ლი ბრუნავდეს თავმოყ- 
რის წერტილში გამავალი 

გარკვეული ა ღერძის გარ- 

შემო.თ კუთხური სიჩქა- 
რით. 

სხეულის მოძრაობა, როგორც 
ადვილი მისახვედრია, არ იჟნება · 

ტბ ღერძის გარშემო ბრუნვა თ 
კუთხური სიჩქარით (ნახ. 44), 

00 ლ მაგრამ დროის ყოველ მომენტში 

სიჩქარეთა განაწილება მყარ სხე- 
ულში _ისეთია, ი თითქოს. ი ტრუნვას პქონდეს ადგილი გარკვეული 2 ღერძის გარ-_ 

შემო თ კუთხური _სიჩქარით. ამიტომ, ტ ღერქს ბრუნვის მყისი ღერძი 

ეწოდება, ხოლო თ-ს–– ბრუნვის მყისი კუთხური სიჩქარე. 

ამრიგად, თანამკვეთი ღერძების გარშემო რამდენიმე ერთ- 
დროული ბრუნვითი მოძრაობის შედეგი არის მყისი ბრუნ- 

ვა თ კუთხური სიჩქარით, სადაც თ აღებულ ბრუნვათაკუთ- 

ხური სიჩქარეების ნაკრებ ვექტორს წარძოადგენს და მოდე. 

ბულია ღერძების თანაკვეთის წერტილში. 

2?. ვთქვათ ახლა, თ, თ,, ა.ე თი წარმოადგენს პარალელურ ვექტორთა 
სისტემას, რომლის ნაკრები ვექტორი ნული არ არის. როგორც ვიცით (იხ. 
IL თავის § 9), ამ შემთხვევაშააც არსებობს ტოლქმედი, რომელიც აღებულ პა- 

რალელურ ვექტორთა ნაკრები გექტორის ტოლია და რომლის ფუძეც მათ 
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ცენტრში გადის ამიტომ, განსახილველ წემთხეევაში, (16,2) ფორმულა 

მოგეცენს 
' დ =მომ,ი, 

სადაც თ ზემოსსენებული ნაკრები ვექტორია, რომელიც თ,, (ს.ე... 0. პარა- 
ლელურ ვექტორთა სისტემის ცენტრშია ზოდებული (იხ. 1I თავის (9,5) ფორ- 

მულა). 

ამრიგად, თუ ჩეენ გვაინტერესებს მხოლოდ სიჩქარეთა განაწილება სხე- 
უღში, მაზინ პარალელური ღერძების გარზემო რამდენიმე ერთდროული ბრუნ- 

ვითი მოძრაობის წედეგი არის ერთი მყისი ბრუნვა თ კუთხური სიჩქარით, რო- 
მელიც ზემომოყვანილი წესით არის განსაზღვრული !Cგულისსმება, რომ კუთ- 

ხურ სიჩქარეთა ნაკრები ეექტორი გან.ხვავებუღია ნულისაგან). 

· დავუზვათ, რომ მყარი სხეულის მოძრაობა შედგება ორი ბრუნვისა- 

გან, მრობელია კუთხური სიჩქარეები ზეადგენენ (ი, თე) წყვილვექტორს 

(თ,=–თ,). ვინაიდან წევილყექტორის მომენტი არ არის დამოკიდებული მო- 

მენტის ცენტრისაგაჩ, ამიტომ, როგორც ადვილი მისახვედრია, აღებულ მო- 

მენტში, (როცა ული თ.) სხეულის ყეელა წერტილს ერთნაირი სიჩქარე 

ექნება და, მაზასადამე, სიჩქარეები სხეულში ისეა განაწილებული, თითქოს ის 

ასრულებდეს გადატანით მოლრაობას, თუ დროის ყოველ მომენტში თ, = –თ,, 

მაზი სხეულის მოCრაობა ნამდვილად იგნება გადატანითი. პირიქით. თუ სხე- 

ული ასრულებს გადატანით მოძრაობას ბე სიჩქარით, მაშინ ყოველთვის შეიძ- 

ლება ისეთი (თ ,–- თ”) წყვილეექტორი ავიღოთ, რომლის მომენტიც ზე-6ს ტო- 

ლია და, მაშასადამე, თუ გვაინტერესებს მხოლოდ სიჩქარეთა განაწილება სხე- 

ულში, გადატანითი მოძრაობა შეიძლება ბრუნვათა წყვილით შევცვალოთ. 

§ 17. ხრახნული მოძრაობა 

” ვთქვათ, მყარი სხეული ისე მოძრაობს, რომ მისი ორი „( და 8 წერტი- 

_ ლი მოთავსებულია ყოველთვის გარკვეულ 4 ღერძზე. ცხადია, ამ შემთხეევაში 

სხეულს შეუძლია როგორც სრიალი # ღერძის გასწვრივ, ისე მის გარშემო 

- ბრუნვა და, მაშასადამე, სხეულის მოძრაობა შეიძლება განვიხხილლოთ როგორც 

შედგენილი ორი მოძრაობისაგან, რომელთაგან, ერთი წარმოადგენს 4 ღერ- 

ლის გასწვრივ გადატანით მოძრაობას, ხოლო მეორე - ბრუნვას ამავე ღერძის 

გარშემო (ნახ. 45), 

ვინაიდან, ზემოხსენებულ გადატანით მოძრაობას დაახასიათებს სხეულის 
4 წერტილის მოთრაობა ა ღერძის გასწვრივ, რომელიც თავის მხრივ 04=7 

კოორდინატით დახასიათდება, ხოლო ბრუნვით მოთრაობას დაახასიათებს მობ- 
რუნების 3. კუთხე (ნახ. 45), ამიტომ განსახილველ შემთხეევაში, სხეულის თა- 
ვისუფლების ხარისხი ორის ტოლია, ამასთან, ცხადია, სხეულის მოძრაობის 
განტოლებები იქნება 

2==5(ს), 
§-=%(L). 

როგორც ადვილი მისახვედრია, სხეულის ნებისმიერი 1/ წერტილის სიჩქარე 
ასე წარმოიდგინება: 

8 = 94 მომ/თ, (17,1) 
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სადაც თ წარმოადგენს 3 ღერძის გარშემო სხეულის ბრუნვის კუთხურ სიწქა- 

რეს, ხოლო ჯა არის სხეულის # წერტილის 4 ღერძზე სრიალის სიჩქარე (გა- 

დატანითი მოძრაობის სიჩქარე). ცაადია, რომ M დამთხვეულია # ღერძზე დღა 

მისი გეგმილი ამ ღერძზე უდრის “ “, სადაც 2 არის #4 წერტილის კოორდი- 

ნატი ტ ღერქზე, რომელზედაც სათავედ გარკვეული 0 წერტილია აღებული 

(2=0 4). ადვილი წარმოსადგენია აგ- 
ტ/ რეთეე, რომ სხეულის ნებისმიერი /# 

წერტილის ტრაეგტორია იქნება წირი, 

«ომელიც იმ წრიულ ცილინდრზეა მო- 

თაესებული. რომლის ღერისაც გბ ღერ- 
ძი წარმოადგენს და რომლის განივკეე· 

თის რადიუსი )/ წერტილიდან ბრუ- 

ნეის ბ ღერძამდე მანძილის ტოლია, 

აღვნიზნოთ დეს და თ-ს გეგმი- 

ლები #4 ღერძზე ზესაბამად ჯკ-ით და 

_ 02 _ 9. თ-თი. ცხადია, „ა=--, 
ცო “რ ძი 

განვიხილოთ წეფ ფარდება: “.=L 

  

თუ ეს შეფარდება მუდმივია, მაშინ 

მოძრაობას ხრახნულ მოძრაობას, 

ანუ, უბრალოდ, ხრახნვას უწოდებენ, ხოლო 7; მუდმივ რიცხვს--ხ რ ა ხნ- 

ნახ, 45, 

ი2 ძო ძე X/- ვის პარამეტრს. ვინაიდან ი 02.06) 02. ამი იტომ ეთ საიდა- 
ი თი თ! ის” : 

ნაც გვექნება 
#ი=V%+ C, ; (17,2) 

ამასთან 0 ნებისმიერი მუდმივია. თუ 2=0 მნიშვნელობისათვის მობრუნების 

კუთხე 9=0, მაშინ C=0 და (17,2) ტოლობა. მოგვცემს 

'2=7:ზ, (17,3) 
ხრახნული მოძრაობის შემთხვევაში მყარი სხეულის ნებისმიერი ჟ7/ წერტილის 
ტრაექტორიას ხრახნწირი ეწოდება. 

M=2%X%# სიდიდეს ხრახნწირის ბიჯი ეწოდება, ხრახნწირის ბიჯი, (17,3) 

ტოლობის ძალით, ის მანძილია, რომლითაც სხეულის 7, წერტილი გადაი- 

ნაცელებს ტ ღერძის გასწვრივ, როცა სხეული ერთხელ მობრუნდება აღნიშ. 

ნული ღერძის გარშემო. 

თუ ხრახნვის ჯ პარამეტრი დადებითია, მაშინ · ვიტყვით, რომ. გვაქვს 
მარცხენა ხრახნი, ხოლო როცა /; უარყოფითია-მარჯვენა ხრახნი. 

§ 18, გადატანით და ბრუნვით მოძრაობათა ერთობლიობა 

ვთქვათ, მყარი სხეულის მოძრაობა შედგება რამდენიმე გადატანითი და 

რამდენიმე ბრუნვითი მოძრაობისაგან როგორც ვიცით (იხ. § 16), ყოველი 

გადატანითი მოძრაობა შეიძლება, ბრუნვათა წყვილით შევცვალოთ და, მაშა- 

“ძნ



სადამე, საბოლოოდ გვეჟნება მხოლოდ ბრონეითი მონრაობების ერთობლიობა, 

რომელთა შესაბამი კუთხური სიჩქარეები იყოს Cთ,, თ,, ... „0... მყარი სხეუ- 

ლის ნებისმიერი ქ2ჯ წერტილის სიჩეარე, (16,2) ფორმულის ძალით, ასე წარ- 

მოიდგინება: 

უ=მომ/თ, + მომ,#,თი,+...+-მომყთ, , (18,1) 

ე. ი. სხეულის ნებისმიერი M წერტილის სიჩქარე უდრის ამ წერტილის მი- 
მართ კუთხური სიჩქარეების ნაკრებ მომენტს. აქედან გამომდინარეობს, რომ 

თუ კუთხურ სიჩქარეებს შევცვლით მათი ტოლფასი ო” რ იე თაა „იფ სისტე- 

მით, ამით სიჩქარეთა განაწილება სხეულში არ შეიცელება. 

ავიღოთ რაიმე 0 წერტილი და თ, – > სისტემა დავიყვანოთ 0 

ცენტრამდე IL თავის § 5-%ი ნაჩეენები წესით, მივიღებთ 0 წერტილზე მოდე- 

ბულ თ ვექტორს, რომელიც განსახილველი სისტემის ნაკრები ვექტორის ტო- 

ლია და ერთ (C', –თ') წყვილეექტორს, რომლის ჯმ მომენტიც უდრის 

სისტემის "ნაკრებ მომენტს 0 წერტილის მიმართ: 

უზ= მომ, თ, + მომე თ,-L.-.-+L მომ, თ, . (18,2) 

ვინაიდან ბრუნვათა წყვილი გვაძლევს მყის გადატანით მოძრაობას, ამი4ომ 

წეიძლება ითქვას, რომ განსახილველ მოძრაობათა ერთობლიობა დაიყვანება 

ერთ მყის ბრუნვამდე და ერთ მყის გადატანამდე. 

ამრიგად, თუ ჩეენ გვაინტერესებს მხოლოდ სიჩქარეთა განაწილება სხე- 

ულში, მაშინ განსახილველ ბრუნვათა კუთხური სიჩქარეების ერთობლიობა 

დაიყვანება ერთ თ ვექტორამდე და ერთ (თ-ის) წყვილვექტორამდე, რომ- 
ლის მომენტიც გამოითელება (18,2) ფორმულით. ცხადია, გგ წარმოადგენს 

სხეულის 0 წერტილის სიჩქარეს. : | 

დაყვანის ცენტრად ავიღოთ სხვა 0“ წერტილი, რომლის მიმართაც ნაკ- 

რები ზომენტი აღვნიშნოთ 9. ით, IL. თავის (2,4) თორმულის ძალით, ში- 

ვიღებთ | 

| ან = V-I00' · თ), 
ანუ : _. 

- 'უ= წთ 00'. (18,3) 

ახალი დაყვანის ცენტრი ისე შევარჩიოთ, რომ ფი პარალელური იყოს 

თ-სი. როგორც ვიცით (იხ. II თავის § 8) ასეთი ცენტრის პოვნა .ყოეელთვის 

შეიძლება, თუ ნაკრები ვექტორი თ # 0, 
თუ ავიღებთ კოორდინატთა 0»V2 სისტემას და C'” წერტილის კოორ- 

დინატებს აღვნიშნავთ ჯ, ჭ, 2-ით, (18,3) ტოლობით განსაზღვრული სც“ ვექ- 

ტორისა და თ =(ჯ#, თ, 7”) ვექტორის პარალელობის პირობა მოგვცემს 

'99+902- I, მ+72-2 _ გ9,+ »ყ == (18,4) 

» 'ძ ' 
ეს უკანასკნელი წარმოადგენს თ,, CI, :-., ('„ ვექტორთა სისტემის · Cენტრა- 
ლური ღერძის განტოლებას (იხ. II თავის (8,3) ფორმულა). 

ამრიგად, გადატანითი და ბრუნვითი მოძრაობების ერთობლიობა დაიყ- 

ვანება ერთ მყის ბრუნვამდე თ კუთხური. სიჩქარით და ერთ მყის გადატანა- 
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მდე, რომლის შესაბამი სიჩქარე ს ბრუნვის ღერძის პარალელურია. ამის შეზ. 
დეგ ცხადია, რომ მყარი სხეულის წერტილებს ისეთი სიჩქარეები ექნებათ, 

თითქოს ადგილი ჰქო5დეს ხრახნვას (იხ. წინა პარაგრაფი), რომელსაც მყის 
ხრახნვას ვუწოდებთ!. (18,040) ტოლობებით განსახღვრულ ღერძს მყისი 
ხრახნვის ცენტრალურ ღერძს ვუ წოდებთ. ცხადია, ამ ღერძის გარ- 

შემო მყისი ხრახნვის სრიალის სიჩქარე იგნება ა", რომელიც განსაზღვრულია 

(18.3) ტოლობით. 

ადვილი მისახვედრია, რომ ცენტრალური ღერძის ყველა წერტილს აღე· 

ბულ მომენტში ერთნაირი თ სიჩქარე აქვს. 

ვინაიდან უმ წარმოადგენს , ცენტრალური ღერძის წერტილების მიმართ 

"ნაკრებ მომენტს, ამირომ, ცენტრალური ღერძის წერტილების მიმართ ნაკ- 

რები მომენტის შესახებ 11 თავის § 8-ზი ნათქვამის Cალით, უც ვექტორს 

აქვს უმცირესი სიგრძე სხვა წერტილების მიმართ ნაკრებ მომენტებთან შედა- 

რებით. აქედან გამომდინარეობს, რომ თუ ცენტრალური ღერძის წერტილე- 

ბის სიჩქარე განსხვავებულია ნულისაგან, მაშინ სხეულის არც ერთი წერტი- 
ლის სიჩქარე ნული არ იქნება. 

ზემონათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ თუ სხეულის რომელიმე წერ- 

ტილის სიჩქარე ნულის ტოლია, მაშინ უზ? იც ნულის ტოლი იქნება და მაშა- 

სადამე, ადგილი ექნება მყის ბრუნვას (18,4) ტოლობებით განსაზღვრული ღერ- 
ძის გარშემო, 

ზემოთ ჩვენ ვგულისხმობდით, რომ CV + 0. თუ Cი=0, მაშინ, ცხადია, გვექ- 
ნება მყისი გადატანა უმ სიჩქარით. 

ამოცანები 

99. ვთქვათ, მყარი სხეულის მოძრაობა შედგება ორი თანამკვეთი ღერძის 

გარშემო ბრუნვითი მოძრაობისაგან, რომელთა კუთხური სიჩქარეებია თ, და 

ი,. კუთხე ბრუნვის ღერძებს შორის იყოს 4 (ნახ. 44). ვიპოვოთ მყისი კუთ- 

ხური სიჩქარე თ. 

__ თანამკვეთი ღერძების გარშემო ბრუნვის შემთხვევისათვის მე-16 პარაგ- 

რაფში მიღებული შედეგების ძალით გვექნება 

5= C,+0,, 
(თI=V/ თ,ბ–-თე?+2 | თ, | | თე | 608 4-. 

ტრიგონომეტრიიდან კარგად ცნობილი სინუსების თეორემის გამოყენე· 

ამიტომ, ცხადია, 
  

ბით ვღებულობთ, რომ კუთხეები, რომელთაც თ" ვექტორი ბ, და ბ. ღერ- 

შებთა შეადგენს (ნახ. 44), გამოითვლება ფორმულებით 

) მყისი ხრახნვის "პარამეტრი. ცხადია, გამოითვლება ფორმულით 

L- ა” _ (ა.თ) _ ი, )+-69Vი0+99: „7. 
ეა'სა“ – ცებ 
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. თ... 
818 ფ= 2!. §1ი #, 

თ 

910 ვ=-. 1 50 V. 
- თ 

80. (7),) დისკო ბრუნავს ოავის სიბრტყეში 0, წერტილის გარშემო (ნახ. 

46) საათის ისრის მოქრაობის საწინააღმდეჯო მიმართულებით და ასრუღებს #, 
ბრუნვას სეჯ/უნდზი. (/),) დისკოზე 0, სახსრის საშუაღებით მიმაგრებტლია 
მეორე (/2,! დისკო, რომელიც ბრჯ,ნავს 0, წერტილის გარ#ემო საათის ისრის 

მოძრაობის მიმართულებით და ასრულებს 

თე ბრუნვას სეკუნდში (72,)-ის მიმართ, 

1) 24 ე. ვიპოვოთ მყისი ბრუნვის ღერ- 
ძი და მყისი კუთხურე სიჩქარე. 

ვინაიდან (/2,) და (7)! დისკოები 
მოთავსებულია ერთსა და იმავე სიარტჟე- 

ში, აბიტომ ბრუნვის ღერქები პარალე- 

ლურია, ამასთან ცხადია, რომ თ, და თ, 

ვექტო-ებს აქვთ ერთმანეთის საწი- 

ნააღზდეგო გეზი. 

ამოცანის პირობის ძალით 

  

|თ,|=ლ–2%-#ც |Cთ,|=2 X-#,. 

ნახ, 45. 
თუ დავუშვებთ, რომ », >7,, მაშინ ; 

მვისი ბრუნვის კუთხური სიჩქარის სიდიდე გამოითვლება ფორმულით 

|ი|=ფ–ი,) 2. 
ბრუნვის მყისი ღერძი, რომელზედაც დამთხეეულია თ, გადაკვეთს 0; 0,-ის 

გაგრქელებას C წერტილში, რომლის მდებარეობაც განისაზღვრება პირობით 

(იხ. 11 თავის L 3). | 

0,C _ | თი) _ #; 
0,C |ი, ”?, 

უკანასკნელი ტოლობიდან ადვილად მივიღებთ 

ი,0=-“/0!., 0ე,0=–---” თ=0,C). 
27) 21) “““მბე 

სავსებით ანალოგიურად განიხილება ის შემთხვევა, როცა #ვ > #,. 

31, მატარებლის ვაგონი მოძრაობს სწორხაზოვან გზაზე 36 კ სიჩ- 
| თ . 

  

ქარით. ვიპოვოთ წარმტანი და თარდობითი სიჩქარე ვაგონის · ბორბლის იმ 

MI წერტილისა, რომლის დაშორება ბრუნვის ღერძიდან ბორბლის რადიუსის 

ნახევარის ტოლია. 

ვაგონის მოძრაობა დედამიწის მიმართ მივიღოთ წარმტან მოძრაობად; 
მაშინ ბორბლის 17 წერტილის მოძრაობა ვაგონის მიმართ ივჟნება ფარდობი- 
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თი. ამრიგად, # წერტილის მოქრაობა შეიძლება განვიხილოთ, როგორც შედ- 

გენილი ორი მოძრაობისაგან: წარმტანი მოძრაობისაგან რომელიც გადატა- 

ნით მოძრაობას წარმოადგენს და ვაგონის მიმართ ბრუნეითი მოძრაობისაგან. 

როგორც ადეილი მისახვედრია, ზემონათქვამის გათვალისწანებით, 

გვექნება 
,=36 31, „,=18 38, 

სთ სთ 

§ 19. ბრტქელი მოძრაობა. სიჩძარეთა გავაწილება ბრტყელი 

მოძრაობის დროს, 6:ნტროიდები 

ვთქვათ, მოცემულია რაიმე სიბრტყე (#7), რომელსაც უძრავ სიბრტყეს 
ვუწოდებთ და, ვთქვათ, მყარი სხე-დლი ისე მოძრაობს, რომ მისი ყოველი 

წერტილიდან ამ სიბრტყემდე მანძილი მოდმიეი“ რჩება. ასეთ შემთხვევაში სხე- 

ულის მოძრაობას ეწოდება ბრტყელი მო”რაობა (მო”რაობა სიბ“ტყის პა- 

რალელურად). ზწეინლება ეაჩეენოთ, რომ ბრტყელი მო”რაობის დროს სხე„ლ- 
თან უძრავად დაკავშირებული ყოველი წრდე, რომელიც ზემოსსენებული სიბრ- 

––– ჩ' ტყის მართობია, მოძრაობს გადატანით--თავცისი თავის 
პარალელურად. მართლაც, განვიხილოთ მყარ სხეულთან 
უძრავად დაკავზირებული 479 მონაკეეთი, რომელიც 

(ჩM.) სიბრტყის მართობია. ვთქვათ, ამ მონაკეეთმა: გარ- 

კვეული დროის შემდეგ დაიკავა 24” მდებარეობა (ნახ. 

41). ვინაიდან 4 და წერტილები მყარი სხეულის 
# –_ წ წერტილებია, ამიტომ 471= #4 წ. ამის გარდა, ვინაი- 

დან #4 და # წერტილები (#7ე) სიბრტყის პარალელუ- 

„რად მოძრაობენ, ამიტომ 4.4 I 8 8'. ამის შემდეგ ცხა- 

დია, რომ 477 II I” და ნათქვამის სამართლიანობა დამტკიცებულია, 

ზემონათქვამიდან ცხადია აგრეთვე, რომ აღნიზნული „#8 მართობის ერ- 

' თი რომელიმე წერტილის მოძრაობა მთლიანად დაახასიათებს მყარი სხეულის 
ყველა იმ წერტილის მოძრაობას რომელიც ამ მართობზეა მოთავსებული. 
აქედან კი გამომდინარეობს, რომ მყარი სხეულის ბრტყელი მოძრაობა სავსე-: 

ბით დახასიათდება ამ სხეულის .(#ე) სიბრტყის პარალელური (§) კვეთის მოძ- , 

რაობით თავისივე სიბრტყეში. აღვნიზნოთ (21-თი (#,) სიბრღყის პარალელე- 
რი უძრავი სიბრტვე, რომელზედაც ზემოხსენებული (5) ბრტყელი კვეთაა მო- 

·თავსებული. ცხადია, მყარი სხეულის ბრტყელი მოძრაობის შესასწავლად საკ- 
მარისია შევისწავლოთ (#8) ბრტყელი ფიგურის მოძრაობა (2) უძრავ „სი- 

ბრტყეში, 

_ ბრტყელ (5) ფიგურასთან ერთად ჩვენ განვიხილავთ მთელს "სიბრტყეს, 
რომელიც ამ ფიგურასთან უძრავად (მკვიდრად) არის დაკავშირებული. ამ 
სიბრტყეს, შემდეგზი, ბრტყელი (9) ფიგურის სიბრტყეს ან უბრალოდ, (5) 

სიბრტყეს ვუწოდებთ. 

1. განვიხილოთ (2) სიბრტყესთან. უძრავად დაკავშირებული ილ სისტემა. 
რომელსაც ხშირად (2) სისტეზას ვუწოდებთ ღა განვიხი-ლოთ აგრეთვე (–) 
„ფიგურასთან (მოძრავ სიბრტყესთან) უძრავად დაკავშირებუ ლი რი V სისტემა, 
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რომელსაც ხშირად (§5) სისტემას ვუწოდები, (ნახ, 48). განვიხილოთ კიდევ 
დამსმარე C6,ი, სისტეპა, რომლის ღერძები უძრავი კოორდინატთა ღერძების 
პარალელურია და აღენიშმნოთ ამ სისტემასთან უძრავად დაკავშირებული სიბრ- 
ტყე (=,)-ით, ვიგულისხმოთ, რომ ხსენებული კოორდინატთა სისტემები ერთი 
და იმავე ტიბისაა, ე. ი, (>) სიბრტყეში მოძრაობით ეს სისტემები შეიძლება 
ერთმანეთს დავამთხვიოთ. 

აღვნიშნოთ 9-თი კუთხე (02, ღა 0« ღერძებს შორის. ცხადია, ბრტყელი 

(თ) ფიგურის მდებარეობა ცნობილი იქნებ დროის ყოველ მომენტში, თუ 

ცნობილია 0 წერტილის §), უე კოორდი- 

ნატები და მობრუნების 8. კუთხე, როგორც 
დროის ფუნქციები და, მაშასადამე, მყარი 

სხეულის ბრტყელი ზოირაობის განტოლებებს 

ეუნება სახე: 

Cი==ნა(1). ”ა=ჩწი(!) 8=9(ჩ. 

ნათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ ბრტყე- 
ლი მოძრაობის ზემთხვევაში მყარი სხეულის 

თავისუფლების ხარისხი სამის ტოლია. 

თუ მოცემულია მოძრაობის განტოლე- 
ბები, მაშინ (5) ფიგურის ნებისმიერი #MIC>, VI) 

წერტილის მოძრაობის განტოლებები მოიცემა კოორდინატთა გარდაქმნის ცნო- 

ბილი ფორმულებით: 

  

ნახ. 48. 

ნხ=Cა-L2 0095 9%---ყ9Iი9, #=7M0+ე; 519 V-I-)/ 005 V, 

სადაც 6, უ აღებული XL წერტილის კოორდინატებია (>) სისტემაში (თ, ყ არ 

იცვლება, რადგან 0+V სისტემა (9) ფიგურასთან უძრავად არის დაკავშირე- 
წყლი). ; 

ი ს დანვისილოთ (9) ფიგურის ნებისმიერი )/ წერტილი და მისი სიჩქარე 

(აბსოლუტური სიჩჟ;არე) აღვნიზნოთ უ-თი. თუ #! წერტილის მოძრაობას 

:. (9) სიბრტყის მიმართ განვიხილავთ როგორც აბსოლუტურს, ხოლო დამხმა- 

რე სისტემის მიმართ-- როგორც ფარდობითს (იხ. § 109), მივიღებთ 

თ» = შ,-L9 (19,1) 

სადაც წ, არის // წერტილის ფარდობითი სიჩქარე, ე. ი. სიჩქარე 0=,ცუ, დამ- 

ხმარე სისტემის მიმართ, », კი არის 7/ წერტილის წარზტანი სიჩქარე, ე. ი. დამხ“ 

მარე სისტემის (და, მაშასადამე, (>,) სიბრტვის) იმ წერტილის სიჩქარე, რომელზე- 

დაც აღებულ მომენტზი (8) ბრტყელი ფიგურის # წერტილი იმყოდება. 
ვინაიდან (»,)) სიხრტყე გადატანით მოძრაობს, ხოლო გადატანითი მოძ- 

„ რაობის დროს სხეულის ყველა წერტილს ერთნაირი სიჩქარე აქვს (იხ. § 12), 

ამიტომ , > =შა, სადაც შე) წარმოადგენს 0 წერტილის სიჩქარეს. ამის გარდა, 

ვინაიდან (5! ფიგურის მოძრაობა დამხმარე სისტემის მიმართ ((>)) სიბრტყის 
მიმართ) წარმოადგენს "ბრუნვას 0 წერტილის ირგელივ (რასაც მყარი სხეუ- 

ლის ბრუნვა ზეესაბამება გარკვეული ღერიის გარშემო), ამიტომ, (13,4) ტო- 
ლობის ძალით, მივიღებთ · 

§„=LC) - CI, 
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სადაც 6 წარმოადგენს X წერტილის რადიუს-ვექტორს 0 წერტილის მიმართ 

(ნახ. 48), თ-- ბრუნვის კუთხურ სიჩქარეს, რომელიც (5) სიბრტყის მართობია 

I ძ3_ 
(I = =–+I |. 

| % 

როგორც ადვილი მისახვედრია 

დ, 4 
." «. 

თუ კოორდინატთა 9:უ სისტემას მარცხენა 9წუხ მართკუთხა სისტემამდე შე- . 

ვავსებთ და ასევე მოვიქცევით 0ჯყ სისტემის მიმართაც, მაშინ შეგვი”ლლია 

დავწეროთ _ 

ა =(0, 0, ი). 

ზემომოყვანილი ტოლობების ძალით, (19,1) ტოლობა მოგვცემს 

ზ= წ.-LLთ · 0). (19,2) 

თუ I! წერტილის კოორდინატებს 96ჟ სისრემის მიმართ აღვნიშნავთ L, უ-·თი, 
ხოლო 0” სისტემის მიმართ კი ჟ, ყ-ით და (19,2) ტოლობას ჯერ უქრავ, 

ხოლო წემდეგ მოძრავ კოორდინატთა ღერძებზე დავაგეგზილებთ, მივიღებთ 

% =ზ%ი- –თიო–»), (19,3) 

შუ =ზა, + Cთ(2–ნი) 

9 == ყე: ()3/, (19,4) 

ი,=%VL 02. 

ვთქვათ, ბრტყელი ფიგურის რომელიმე (0 წერტილი უძრავია. მაზინ, 

ცხადია, აღნიშნული 0 იგურის მოძრაობა იენება ბრუნვა 0 წერტილის გარ- 
შემო, რასაც მყარი სხეულის ბრუნვა ზეესაბამება იმ ღერძის გარშეზო, რომე- 

ლიც მართობია (>) სიბრტყის და გადის C წერტილში. 

აღვნიშნოთ 0 წერტილის კოორდინატები უძრავ სისემაში §,, უ:-თი. 

ვინაიდან C წერტილი, პირობის ალით, უCრავია და, მაშასადამე, მისი სიჩ- 

ქარე ნულის ტოლია თ =ზუე =0), ამიტომ წ,, XV კოორდინატები შემდეგ, სის- 

ტემას უნდა აკმაყოფილებდნენ 

ზი –– ს(უ––უ,)=09, 7 (19,5) 

თე +0,–ნ)=0. 
თუ ამ მნიშვნელობებს (19,3) ტოლობებს გამოვაკლებთ, მივიღებთ 

% =–-თ(ი–-%), (19,6) 

ზე == თ(6–-ნ). · 

სავსებით ანალოგიურად მივიღებთ 

სგ =>თ(/-––Vი), · (19,7) 

ფე = 0I(2–-თ.), 
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სადაც ჯ,, #/, წარმოადგენენ. C წერტილის კოორდინატებს მოძრავ 0ჯყ სის- 

ტემაში. | 

დავუბრუნდეთ ბრტყელი (8) ფიგურის მოძრაობის ზოგად შემთხეევას 

და განვიხილოთ (§) სიბრტყის ისეთი CLC.,, ო) წერტილი, რომლის სიჩქარე 

დროის აღებულ მომენტში ნულის ტოლია. ცხადია, ამ წერტილის კოორდი- 
ნატები, (19,3) ტოლობების ძალით, შემდეგ სისტემას უნდა აკმაყოფილებდნენ: 

მი –თრო,- ში) =9, (19,8) 

საო-L V(6,-- 60) =0, 

საიდანაც, თუ თ #0, მივიღებთ · 

' 6,.=-“ ბი დ. 
თ 

(19,9) 
ს 

7=-> +%ი: 

ასევე დავრწმუნდებით, რომ 0 წერტილის „,, V. კოორდინატები შემდეგ სის- 

ტემას უნდა აკმაყოფილებდნენ: | 

შწი”––)/-=0, წი + (ჰსე:=0, (19,109) 

საიდანაც 

ებს -–.. (19,11) 

ამრიგად, თუ აღებულ მომენტში თ # 0, მაშინ არსებობს ისეთი C წერ- 

ტილი, რომლის სიჩქარე ამ მომენტში ნულის ტოლია და რომლის კოორდი- 

ნატებიც გამოითვლება უძრავ და მოძრავ სისტემაში შესაბამად (19,9) და 

(19,11) ფორმულებით. 

(19,3) ტოლობები, ცხადია, ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

ზ = –თ I – (++ 2) , 

ყუ=0 I _ (– ე I 

საიდანაც, (19,9) ტოლობების ძალით, 

თ =-თრო-უი , (19,12) 
“ ჯუ=Cთ0(C–-ნ). 

სავსებით ასევე მივიღებთ 

ს,=-იარ.სფ--ყ) შ#ი=0(თ--ჯი). (19,13) 
თუ (19,12) და (19,13) ფორმულებს შევადარებთ (19,6) და (19,7) ფორ- 

მულებს, დავრწმუნდებით, რომ აღებულ მომენტში სიჩქარეები ისეა სხეულში 

განაწილებული, თითქოს (5) ფიგურა ბრუნავდეს C წერტილის გარშემო თ კუთ- 

ხური სიჩქარით. როგორც ადვილი მისახვედრია, საზოგადოდ, (5) ფიგურის 

მოძრაობა არ იქნება უბრალო ბრუნვა Cთ წერტილის გარშემო, ამიტომ C წერ- 
ტილს ბრუნვის მყისი ცენტრი ეწოდება. 
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აზრიგად, თუ აღებულ მომენტში თ # 0, მაშინ ბრტყელ (3) ფიგურაში 

სიჩქა, რეები ისეა განაწილებ» ლი, თითეოს ის ბრგნავდეს C წერტილის გარშე- 

მო თ კუთხური Lიწ:არით, 0 წერტიღი, საზოგადოდ, ა(“რავი არ არის, ის 

მოძრაობს როგორც უძრავ, ისე §”Cრავ სისტენაში. C დე რტიღე ე/ის, გეომეტ- 

რიულ ადგილს (+) სისტემაში ეწოდება უძრავი ცენტროიდი, ხოლო 

მათ გეოხეტრიულ ადგილს მო(ხრავ (§) სისტემაში– მოძრავი ცენტროი“ 

დი. ცხადია, (19,9) განტოლებები წარმოადგენენ უ”რავი (კენტროიდის პარა- 

მეტრულ განტოლებებს, ხოღო (19,11) განტოლებები მო-რავი (ენტროიდის 
პარამეტრულ განტოლებებს. 

თუ აღებულ მოზენტში თ=0, მაზინ (19,2) ტოლობა მოგვცემს 
_–_– 

ხ=%0 . 

და, მაშასადამე, ამ შემთხევაში (5) თიგურის ყეელა წერტილს ერთნაირი 
სიჩქარე ექნება. ამრიგად, როცა თ=0, მაშინ (5) ფიგ,რის წერტილების სიჩ- 

ქარეები ისეთია, თითეოს ის ასრულებდეს გაღატანით მოძრაობას. სხეულის 
ნაზდეილი მო”რაობა წეი”ლება არ ისოს გადატანითი, რადგან %ემდგომ მო- 

მენტი ზეიხლება თ ნული არ «ჯოს, თუ ი სოჯელთვეის ნ-ლია,: მაზინ მოძ- 

რაობა ნამდვილად იქნება გადატანითი. 

გადატანითი მოCრაობა შეიძლება განვიხილოთ, როგორც ბრუნვა აუ ოსას- 
რულოდ შორეული წერტილის გარზე?ო და, მაშასადამე, როცა (:=0, მაინ 

მყისი ცენტრი მოთავსებუღ ია უსასრულეთზი. 

_თუ დროის აღებულ მომენტში ცნობილია ბრუნვის მყისი ცენტრი C 
და თ კუთხური სიჩვ:არე, მაშინ, ზემოთ მოყვანილი მსჯელობის ძალით, (5) 
ფიგურის ნებისმიერი #/ წერტილის სიჩჟარე გამოითელება ფორმა გღით 

»7=(C · C 271, (დI=1CთI · C#,. '. (19,14) 

ამიტომ მყისი ცენტრის მოძებნას დიდი მნიშვნელობა აქეს. 
ხშირ ზემთLეევაში მყისი ცენტრი წეილება გი'ბოვოთ გარკეეული გეო- 

მეტრიული აგებით. სახ-ღდობრ, თუ აღებულ მომენტში ცნობილია 

(59) ფიგურის რაიმე ორი /7/, და #/, წერტი- 

' ლის სიჩქარეთა მიმართულება, მაშინ მყისი 

ცენტრი სავსებით განსაზღვრულია. ამისა- 

თვის ვაჩვენოთ, რომ სიჩქარეთა მართობები, რო: 

- „ ს მელნიც 7I/, და I/,, წერტილებშია გავლებუ: 
ლი, გადაიკვეთება ბრუნვის მყის ცენტრში. 
მართლაც, ვთქვათ აღნიშნული თანაკვეთა არსებობს (ნახ. 

: 49). ვინაიჯან აღებულ მომენტში (5) ფიგურის წერტი: 

-M ა ლების სიჩქა“ეები ისეთია, თითქოს 0 წერტილის გარ: 

შემო ბრუნვას აქონდეს ადგილი, ამიტომ, ცხადია, ზე: 

' მოხსენებულმა მართობებმა 0 წერტილში უნდა გაია 
როს და, მაზასადამე, ამ მართობების თანაკვეთა იქნება C წერტი“ლი (ბრუნ 

ვის მყისი ცენტრი). თუ ხსენებული მართობები პარალელორია, მაშინ აღე. 
ბულ მომენტში მყისი ცენტრი არ არსებობს, ე, ი. ამ მომენტში (§ ფიცურა 
ში სიჩქარეები ისეა- განაწილებული, თითეოს გადატანით მოძრაობას აგონდე! 
ადგილი. , V 

104 

ნაზ, 49.



' ვთქვათ ზემოხსენებული მართობები თანამთხვეულია (ნახ. 50 ა, 50 ბ). 

გავავლოთ 2, და 2, ეექტორების ბოლო წერტილებბაე წრფე. ამ წრფისა და 
აღნიშნული მართობის თანაკვეთა (თუ ეს თანაკეეთა არსებოლს) იჟნება მყისი 

ცენტრი. მართლაც, გვეენება 

IC2,1 | თ|I=I9,ს ICM,!|0თ'=|ზს 
საიდანაც 

10-V.) _ IV 
|C2L II" 

რაც ამტკიცებს ნათქვამის სამართლიანობას, 

თუ შ,ლ–შე, მაზინ აღნიზნული თანაკიეთა არ არსებობს და, როგორც 

ადვილი მისახიედრია, ამ შემთხვევაში 

I. (5) ფიგურაში სიჩქარეები ისეა განა- 

წილებული, თითქოს ადგილი აქონდეს 

: გადატანით ზოთრაობას. 
   

  

  

ნახ, 52 ა. ნახ. 50 ბ. 

§ 20, აჩქეატებათა 'განა”ილება ბრტყელი მოძრაობისა შემთხვევაში. 

აჩქარებათა მქისი ცენტრი 

ვინაიდან ბრტყელი (§) ფიგუ ურის ნებისმიერი ,/ წერტილის სიჩქარე გა: 

მოისახება (19,2) ფორმულით, ამიტომ აჩქარებისათვის მივიღებთ (ვსარგებ 

ლობთ იმ აღნიზვნებით, რომელნიც წინა ჯარაგრაფში გექონდა) 

– ძი ძა, |რთ ·-) | – ძი 
?/: == მ (L L | ი! · 4 თ. · # I (20,1) 

  

როგორც წინა 'ბარაგრაფში იყო აღნიშნული, 4. წარმოადგენს /#/ წერტი- 

ლის ს. ფარდობით სიჩქარეს (ნახ. 48), ამიტომ 

ძმ! – ს,=|ი 9) · 

თუ ამ მნიშვნელობას (20,1) ტოლობაში ზევიტანთ, მივიღებთ 

– 

ი= თა +) V)+C-თ-2, (20,2) 

სადაც #0 წარმოადგენს. 0 წერტილის. აჩქარებას, 

ვინაიდან დამხმარე სისრემა გადატანით მოძრაობს, ამიტომ ჯი, წარმო- 
ადგენს M# წერტილის წარმტან აჩქარებას, ე.“ ი. (5,) სისტემის იმ წერტილის 
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აჩქარებას, რომელზედაც აღებულ მომენტში ბრტყელი ფიგურის // წერტილი 
იმყოფება და, მაშასადამე, (10,9) ფორმულის ძალით, მივიღებთ 

00=%ი +, · (20,3) 
(20,3)-ის და (20,2)-ის შედარება გვარწმუნებს, რომ. 

თ -|. §I+C “ა -6)I. (20,4) 
თუ ვიგულისხმებთ, რომ 0 წერტილი უძრავია და, მაშასადამე, ბრტყე- 

ლი (§) ფიგურა ბრუნავს 0 წერტილის გარშემო, მაშინ (20,2) ფორმულა 

მოგვცეზს 

- (ა _§I+6-(>-2)). დი,5) 
II თავის (6,1) ფორმულის ძალით, 

IC" ს · 6))=6 (თ » 6)––წ ი. 
თუ ამ მნიშვნელობას (20,2) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

  70 = 1წე+ | 4. ი9 · 6|+5C. 0)–6თ? , (20,6) 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ 

= (0, 0, თ), «ა -(ი, 0, თ), 

'6= დ-წ, შ– ი) 

და (20,600) ტოლობას დავაგეგმილებთ უძრავ კოორდინატთა. ღერძებზე, 
მივიღებთ 

%X =1ხიC “““ ი ო –-%ი) – დფ? (3. ნი) 

(20,7) 
(ი 

წე =%იუ-- + C-–ნ)–თ?ფ-- უე) 

_ სავსებით ანალოგიურად, (20,601 ტოლობის მოძრავ ღერძებზე დაგეგმილება 
მოგვცემს 

402 =10ე2–– ძა V -– თე; 
”” რ“ / : 

(0,8) 
ძი 

ბსყ= იყ + –“–- დ–თ?ყ. „I ს V 

(9) სისტემის ისეთ C”(ა”, წ»”) წერტილს, რომლის აჩქარება აღებულ მომენტ- 

ში ნულის ტოლია, ეწოდება აჩქარების მყისი ცენტრი. (20,7) ტოლო- 
ბის ძალით, C" წერტილის კოორდინატები შემდეგ სისტემას უნდა აკმაყო- 

ფილებდნენ: 
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- > 

ფპ(6---5)+ > თო“ –უი) =%-ა:, 

=> (§'–– ნა) LC? (ე“––»ე) => სიუ: 

  

ძ! 
ვინაიდან ამ სისტემის დეტერმინანტი 

' კ? ძი 
! ა 

თ ო 

(CV) V” რე ძი ; | თ! 

“. ! 

  

ამიტომ, ცხადია, აჩქარების მყისი ცენტრი იარსებებს, თუ აღებულ მომენტში 

ძი V 
დფ! -L #90, ე. ი. თუ აღებულ მომენტში ერთდროულად კუთხური სიჩ- 

“ქარე და აჩქარება ნული არ არის. 

§ 21. უსრიალო. გო.რვა 

ვთქვათ, მოცემულია (=>) სიბრტყეში უძრავი (L,) წირი და (5) სისტე- 
მასთან უძრავად დაკავზირებული (Iს) წირი (ვსარგებლობთ იმ აღნიშვნებით, 

რომეღნიც § 19-ზი გექონდა) და, ვთქვათ, | 

ამ ორ წირს დროის ცოეელ მომენტზი თა- (ჩ) 

ნახების 7/ წერტილი აეეს (ნახ. 5)). 

დავამტკიცოთ შემდეგი დებულება: # 
დებულება 1, (5) სიბრტყის ((5) M 

ფიგურასთან უძრავად დაკავზირე- 
ბული სიბრტყის) იმ #/ წერტილის (ი) 

სიჩქარე, რომელიც აღებულ მო- ', 

მენტში (IL) და (L,) წირების თანა- ნახ. 51. 
ხების 7, წერტილში იმყოფება, წარმოადგენს ამ ორი წირის 
საერთო ზმხებს. 

„ მართლაც, 'ამ ორი წირის თანახების უ/ წერტილის აბსოლუტურ ტრაექ- 

ტორიას წარმოადგენს (L,)) წირი, ხოლო ფარდობით ტრაექტორიას (ე. ი. 

ტრაექტორიას (5) სიზრტყეში)––“(ნ) წირი. ა:იტომ სიჩქარეთა შეკრების კა- 
ნონის ძალით (იხ. § 10): 

სი=%,+ 9,, (21,1) 

სადაც ჯ. არის თანახების 7/ წერტილის აბსოლუტური სიჩქარე, ფ„–ამ წერ- 

ტილის ფარდობითი სიჩქარე (სიჩქარე (5) სისტემაში), ხოლო #, არის წარმ- 

ტანი სიჩქარე, ე. ი. (5) სიბრტყის იმ #4 წერტილის სიჩქარე, რომელსაც აღე- 

ბულ მომენტში თანახების # წერტილი ემთხვევა. ამრიგად, თ, არის ის სიჩ- 

ქარე, რომელიც დებულებაში იყო მოხსენებული, ' 

ცხადია, შია. და ს, წარმოადგენენ 7) წერტილში (L,) და (L,) წირთა 

მხებებს; ეს მხებები ერთმანეთს ემთხეევა (რადგან აღნი%ზნულ ორ წირს, პი- 
რობის ძალით, საერთო მხები აქვს). 

ვინაიდან (21,1) ტოლობის ძალით 
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სგ == მ-““ჭზ,, 

ამიტომ „წ, ს, ზემოხსენებულ საერთო მხებზეა დამთხეეღლი და ამათ დებულება 

დანტკიცებულია. 
დავუშვათ, რომ საწყის ჯ= ჩ მომენტში I, | და 71, წერტილები იყვწენ 

თანახებაში (ნახ, 51), აღვნიშნოთ 1,11=8, IM. 1,= ვ. თუ დროის ყოველ 

მომენტში §,=ჯ,, მაშინ ვიტყვით, რომ (L,)) წირი უსრიალოდ გორავს 

(L,) წირზე, ვინაიდან ოფებილი დღა უსრიალოდ გორვის შემთხვევაში 
ი ; 

§,=8ე, ე. ი. ს-=ჯ,, ამიტომ, (21,1) ტოლობის ძალით, დავრწმუნდებით, როზ 

ამ შემთხეევაში 1,=0. ამრიგად, თუ 0» წირი უსრიალოდ გორავს (L) 

წირზე, მაწინ +,=0. ვთქვათ, პირიეჟით, +,=–0. მაშინ (21.1) ტოლობის იძა- 

ლით, სხა==V, და, მაშასადამე, 

ძა, _ ძმ · 

თ” V“V 7 

8,=8,+Cთ, 

ამასთან C ნებისმიერი მუდმივია. ვინაიდან საწყის ჯ=: ჩი მომენტში §,=§, =290, 

ამიტომ C=0 და, მაშასადაზე, §, = §,. აზრიგად, ჩეენ ვაჩვენეთ, რომ აუცი- 
ლეზე ლი და საკმარისი აირობა იმისა, რომ (L,) წირი უსრია- 

ლოდ გორავდეს (IL) წირზე, იმაში მდგომარეობს, რომ (5) 
სიბრტყისიმ 4 წერტილის სიჩქარე, რომელიც აღებულ მო- 

მენტში თანახების წერტილს ემთხვევა, ტოლი იყოს ნულის. 

ამ დებულებიდან გამომდინარეობს, რომ უსრიალო გორვის შემთხეევაში 

(§) ფიგურის ბრუნვის მყისი ცენტრი ზოთავსებულია თანახების ხსენებულ 

წერტილში. 

როგორც ადვილი მისახეედრია, უსრიალო გორვის ცნება გამოდგება მა- 
შინაც, როცა (L,) წირიც მოირავია და განიხილება (I',)-ის ს ფარდობითი მოძ- 

რაობა (L,):ის მიმართ. 

აღვნიშნოთ (#/)-ით და (+,)-ით შესაბამად უძრავი და მოძრავი ცენტ- 

როიდები (იხ. § 19), როგორც ვიცით, ამ ორ წირს ყოველ მომენტში აქვს 

საერთო წერტილი-–-მყისი ცენტრი 0. C წერტილის აბსოლუტურ ტრაექტო- 
რიას წარმოადგენს (ჯე) წირი, თარდობით ტრაექტორიას კი– (#V„,) წირი, ვი- 

ნაიდან C წერტილის წარმტანი სიჩქარე ტოლია ნულის (X,=0) ·ამიტომ 

სიჩქარეთა ზესაკრების კანონი მოგვცემს 

საიდანაც 

ო · (21,2) 

სადაც წ და MI წარმოადგენენ C წერტილის აბსოლუტურ და დარდობით სიჩ- 

ქარეს. უკანასკნელი ტოლობა გვიჩეენებს, რომ (4,) და (ჯ:! წირებს დროის ყოველ 

მ-.მენტზი თანახებბის წერტილი აქვთ, ამასთან (5) სიბრტყის მ წერტილის 
სიჩქარე, რომელიც აღებულ მომენტში თანახების წერტილს ემთხვევა, ნულის 

ტოლია და, მაშასადამე, L-/,) წირი უსრიალოდ გორავს (ა წირზე. ამრიგად, 

ჩვენ დავამტკიცეთ კოშის შემდეგი დებულება: 
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ღებულება 9. ბრტყელი (5) ფიგურის მოძრაობის დროს 
ზოძრავი ცენტროიდი უსრიალოდ გორავგს უძრავ ცენტ- 

როიდზე. | 

(21,2) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ თუ მყისი ცენტრი უძრავია 

უძრავ სისტემაში (სა=0) ან 9 სისტემაში (7„=0), მაშინ ის უძრავი იქვება 
ოოივე სისტემაში. 

§, 22. ბრტყელი მოძრაობის გეომეტრიული დახასიათება 

დავამტკიცოთ შემდეგი დებულებები: 
დებულება 1, ბრტყელი (ა)ფიგურის ნებისმიერი გადაად- 

გილება (2) სიბრტყეში მიაღება, როგორც გადატანითი მოძ- 
რაობისა და ნებისმიერი ცენტრის გარშემო მობრუნების 

შედეგი: 
მართლაც, ბრტყელი (5) ფიგურის მოძრაობა სავსებით დახასიათდება 

ამ ფიგურასთან უძრავად დაკავზირებული რაიზე „7 მონაკეეთის მოძრაობით. 

განვიხილოთ ამ ზონაკვეთის ორი მდებარეო- >. 

ბა: (70 და 4'# (ნახ. 52). გადავიტანოთ 47 ” I 
მონაკვეთი თავისი თავის პარალელერად ისე, · 

რომ , დაემთხვეს 4'-ს; მივიღებთ 24 # მო- 

-”
 , 

' 
I! 
' 
' 
' 
" „"“ .–-- 
' 
' 
1 
% 

  

ნაკვეთს. ცხადია, #78 მონაკვეთის აღნიზნნულ ” წას. 

გადაადგილებას შეესაბამება ბრტყელი (5) 5 ა 

ფიგურის გადატანითი მოძრაობა. მოეაბრუ- ხლ +. 
ნოთ ახლა. „IL 7 მონაკვეთი #' წერტილის შა. "8, ) 

გარშემო #" 4'ჩ' კუთხით. ასეთი ორი მოქ- ააა - 
რაობის შედეგად 47# შეუთავსდება „'7;/ მო- ია 5ა 

ნაკვეთს და, მაშასადამე, ბრტყელი ფიგურის 
ბირველი მდებარეობიდან მიიღება მეორე მდებარეობა. თუ მივიღებთ მხედვე- 

ლობაში, რომ „(ს მონაკვეთი შეიძლება ნებისმიერად იყოს აღებული ბრტყელ 

| ფიგურაზი, დავრწმუნდებით 
დებულების სამართლიანო- 
ბაში. 

დებულება 2. ბრ ტყე- 

ლი(ვ)ფიგურის ნების- 

მიერი გადაადგილე- 

ბა (2) სიბრტყეზიზმიი- 

ღება, როგორც გარკ- 

ვეული წერტილის 
გარშემო მობრუნე- 

ბის ან, კერძო შემთხ- 

ვევაში, გადატანითი 
მოძრაობის შედეგი. 

ა: მართლაც, განვიხილოთ 
· . · ( ოტყელი “თ 

მდებარეობა (ნახ. 53) და ვთქვათ ეს მდებპარეობანი დახასიათების ორი 
გურაში უძრავად აღებული მონაკვეთის „47 და „/4'გ' მდებარეობებით, შევა. 
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ერთოთ # და 4 და აგრეთვე 8 დღა ს წერტილები სწორი ხახის მონაკეე- 
თებით. გავავლოთ 4/4' და ჩ»M' მონაკეეთების რუაწერტილებიდან მართობე- 

ბი და დავუზეათ, რომ ეს მართობები იკეეთებიან რაიმე C წერტილზი. და- 

ვამტკიცოთ, რომ პირეელი მდებარეობიდან მიიღება მეორე მდებარეობა C 
წერტილის გარშემო (5) ფიგურის „10, კუთხით მობრუნებით. ამისათვის 

4. 4" 1, ც' წერტილები წევუერთოთ წრფის მონაკვეთებით C წერტილს. 

ვინაიდან 52440 და ბსM8'C ტოლფერდა სამკუთხედებია, ამიტომ ,1C = 4“, 

80 <7#C. ამის გარდა, 11708 CL. (4 და # მყარი სხეულის წერტილებია, 

რის გამოც მათ შორის მანძილი არ იცელება), მაშასადამე, #.4 86=24 4 MC. 

თუ პირველი მდებარეობიდან (5) ფიგურას მოვაბრუნებთ C წერტილის გარ- 

შემო „2104 კუთხით, (ახადია, #MC სამკუთხედი +ხეუთავსდება 4'#7X0 სამ- 

კუთხედს და, მაზასადამე, პირველი მდებარეობიდან ზიიღება მეორე მდება- 

რეობა C წერტილის გარშემო ბ“უზვით. 

ვთქვათ, 44 და #87#ს' მონაკეეთების ზუაწერტილებიდან გავლებული 

მართობები პარალელურია. მაშინ, როგორც ადვილი მისახეედოია, 4ც4'ს 

ოთხკუთხედი ან პარალელოგრამია ან ტრაპეცია. პირველ %ემთხვევაში (5) 

C ფ-აგურის პერვილი მდებარეობი დან მე- 
7 ორე მდებარეობა მიიღება გადატანითი 

, ა მოძრაობით, ხოლო მეორე შემთხვევა- 
” “+ ში--ტრაბეციის ფერდების გაგრძელე- 

= ბის გადაკვეთის (0 წერტილის გარზე- 

მო (C0/' კუთხით მობრუნებით (ნახ. 54) 

და ამით დებულებაც დ.მტკიცებულია. 
თუ განვიხილავთ (§) ფიგურის 

წ) / უსასრულოდ მცირე გადაადგილებას, 

ნას. 54. მაშინ უკანასკნელი დებულების ძალით, 

საკმარისად დიდი სიზუსტით, შეაძლე- 
ბა ითქვას, რომ ბირეელი მდებარეობიდან მეორე მდებარეობამდე მოძრაობა 

არის ან ბრუნვა გარკვეული წერტილის გარშემო ან გადატანითი მოძრაობა, 
თუ სასრუ ულ გადაადგილებას განვიხილავთ, როგორც უსასრულოდ მცირე 

გადაადგილებათა ერთობლიობას, დავრწმუნდებით, რომ ყოველ მომენტში 

სიჩქარეები ისეა განაწილებული, თითქოს ბრუნვით მოძრაობას, ან კერძო 
შემთხვევაში, გადატანით მოძრაობას "ქონდეს ადგილი. მაშასადამე, როგორც 
ადვილი მისახვედრია, ასეთი გზითაც შეიძლება ბრტყელი მოძრაობის შესახებ 

წინა პარაგრაფებში მოყვანილი შედეგების მიღება. 

ბრტყელი მექანიზზის სხვადასხვა ნაწილის ბრუნეის მყისი ცენტრების მო- 

ეეზჩისათვის დიდი მნიშვნელობა აქვს წემდეგ დებულებას (არონპოლდის დე- 

ბულება): 
განვიხილოთ რაიმე სიბრტყის გასწვრივ მოძრავი (§,), (§.) და (§.) 

ბრტყელი ფიგურები (საკმარისად მცაერე სისქის თირფიტები). აღვნიშნოთ 
(95,) ფიგურის მიმართ (§.) (+=2, 3) ფიგურის მოძრაობის შესაბამი მყისი 
ცენტრი C,-თი. ასევე, (§,)-·ის მიმართ (§ვ) ფიგურის მოძრაობის შესაბამი 

მყისი ცენტრი იყოს C,ვ. სამივე ეს წერტილი (C,,, C0,ვ და Cე;) მო- 
თავსებულია ერთსა და იმავე წრფეზე. 
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მართლაც, აღნიშნული საზი მოძრაობის შესაბამი კუთხური სიჩქარეები 

იყოს ოთ თ, და თეკ. თუ (5) ფიგურის მიმართ მოძრაობას განვიხილაეთ 

როგორც აბსოლუტურს, მაზინ (#§,):ის მოძრაობა (§,)ის მიმართ შეიძლება 

განვიხილოთ, როგორც ორი მოძრაობისაგან შედგენილი: (§.)-ის მოძრაობისა- 

გან (5,)ის მიმართ და (#ე)-ის მოძრაობისაგა5 (§,) ის მიმართ. ბრუნვათა ერ- 

თობლიობის შესახებ § 16-ის 2% პუნქტში ნათქვამის ძალით, თ, არის თ, 

და ოდ ვექტორების ტოლქმედი და მაშასადამე, სამივე ამ ვექტორის მოდების 

წერტილები (C,ვ, C, და C,)) ერთ წრფეზეა მოთავსებული. ამით დებულება 
დამტკიცებულია. 

ამოცანები 

35. მოცემულია ბრტყელი მოძრაობისათვის »ჯ,,, სყ. ს როგორც დროის 

ფუნქციები და აგრეთვე, სხეულის საწყისი მდებარეობა; ვი-ოვოთ ბრტყელი 

მოძრაობის განტოლებები. 

ცხადია, მობრუნების + კუთხე გამოითვლება ფორმულით 

38-= (თ (0) -#+C.. (1) 

სადაც 0, მუდმივია, რომელიც საწყისი პირობით განისაზღვრება. კოორდი- 
ნატთა გარდაგმნის ცნობილი ფორმულების ძალით ვღებულობთ 

ში == ხი» 605 პ-–– ყეყ 510 9. თ 

წუ "ში: 9§1ი9--- შეჟ 05 9-. 

ამრიგად, ს, და ”იუ მოიძებნება, როგორც დროის ფუნქციები. ვინაიდან 

=9% =9Mი 
%ჯ – რ“ ში ძი! ” 

Cე = / შინ (0) თ(+C.. “ი =/ წიე (0) ი(+Cა. (3) 

სადაც C და (ძვ მუდღმივებია, რომელნიც საწყისი პირობებით განისაზღვ- 

რებიან.“ 

(1) და (3) განტოლებები სხეულის ბრტყელი მოძრაობის განტოლებებს 

წარმოადგენენ. 

83, დავამტკიცოთ, რომ აღებულ მომენტში ბრტყელი (38) ფიგურის სხვა- 

დასხვა წერტილის ტრაექტორიების მართობები ერთ წერტილში იკვეთებიან 

(მყის ცენტრში) ან პარალელურნი არიან (თუ აღებულ მომენტში მოძრაობა 

გადატანითია). 

მართლაც, ვინაიდან (§) ფიგურის რაიმე წერტილის ტრაექტორიის მარ- 

თობი ამ წერტილის სიჩქარის მართობია, ამიტომ ეს მართობი შყის ცენტ4“ზე 

გაივლის (თუ ის არსებობს), თუ მყისი ცენტრი არ არსებობს, მაშინ აღებულ 
მომენტში (59) ფიგურის ყველა წერტილს ერთნაირი სიჩქარე აქვს და მაშასა· 

დამე, სიჩქარეთა მართობები პარალელურია. 

84. განვსაზღვროთ ოთხრგოლიანი 1/X»ს0 მექანიზმის (ნახ. 55) XX 

ბარბაცას, ბრუნვის მყისი ცენტრი, თუ VC0 რგოლი უძრავია. 

ამიტომ 
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ცხადია, V და L წერტილების სიჩქარეები შესაბამად #IV და, 07 მო- 

ნაკეეთების მართობია, ამიტომ საძიებელი მყისი ცენტრი (06 მოთავსებულია 

C MM და 0L წრფეების გადაკეეთაზე. 

” 85. ჩვეულებრივ ბრუდმაარა მექა- 
/ V ნიზზში 0, დამაგრებულია უძრავად 

” V (ნახ. 56). მექანიხმის აღებული მდება- 

/ V რეობისათვის ვიპოვოთ # მკოცის ბრუნ- 

/ ს ვის მყისი ცენტრი. , 

ვთქვათ, # მზცოცი გავაგრძელეთ 
(წარმოდგენით) მანამდე, სანამ ის 4 

ბრუნვის ცენტრს არ მოიცაეს. მაშინ, 

ცხადია, ზცოცის იმ წერტილის სიჩქარე, 

რომელიც აღებულ მომენტში 4 წერ- 

ტიღს ემთხვევა, (8 წრლთეზეა დამთხ- 

ვეული. ამის გარდა ცხადია, რომ §)#) 

მრუდმხარას 7) წერტილი წარმოადგენს 

# მცოცის წერტილს ღა მაშასადამე, 7; მცოცის 7) წერტილის სიჩქარე 9/)-ს 
მართობია, ამის შემდეგ ცხადია, რომ საძიებელი მყისი ცენტრი C მოთავსე- 

  

M 

  

ნახ, 55. 

  

ნახ. 56. 

ბულია 48 წრფის. 4 წერტილში აღმართული მართობისა და 9” წრფის 

გადაკვეთაზე. , 
| 36. ორთქლის მანქანის ცილინდრს შეუძლია ბრუნვა 8 წერტილში გამა- 

ვალი ღერძის გარშემო (ნახ. 57). 47 ჭოკის ერთი ბოლო მიმაგრებულია 

დგუშთან, რომელიც ცილინდრშია მოთავსებული, ხოლო მეორე ბოლო სახსრი- 
. თაა მიმაგრებული 0 4 მოუდმხარასთან. ვიპოვოთ 247) ჭოკის ბრუნვის მყისი 

ცენტრი. აუ _– 
ცხადია, ჭოკის 4 წერტილის სიჩქარე მართობია §4.1 მონაკვეთის. გთქვათ, 

4 ჭოკი გაგრძელებულია მანამდე, სანამ ის 8 წერტილს არ მოიცავს. მაშინ, 

როგორც ადვილი: მისახვედრია, ამ ჭოკის იმ წერტილის სიჩქარე, რომელიც 
აღებულ მომენტში ც წერტილს ემთხვევა, 247) ჭოკის გასწვრივაა მიმართული. 
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ამის შემდეგ ცხადია, რომ საძიებელი მყისი ცენტრი მოთავსებულია 47) წრფის 
ჯ§ წერტილში გავლებული მართობისა და 974 წრფის გადაკვეთაზე. 

> 
წ – 

ზ 

ზ %ზ 

–
 

ნახ. 57. 

ე?. 9-4 მრუდმხარა, თანაბრად ბრუნავს 9 წერტილის გარშემო საათის 

ისრის მოძრაობის საწინააღმდეგო მიმართულებით და 48 ბარბაცას საშუალებით 

18 მცოცს ამოძრავებს (ნახ, 58). მოცემულია, რომ §+74=თ, 478 =ხ (თ < წხ). მოვ– 

ნახოთ მექანიზმის მოცემული მდებარეობისათვის: 1) #8 ბარბაცას ბრუნვის 

მყისი ცენტრი და კუთხური სიჩქარე, 2) 48 ბარბაცას 8 წერტილის სიჩქარე. 

24% ბარბაცას 4 წერტილი იმავე დროს დ/ მრუდმხარას ეკუთვნის, 

ამიტომ 4 წერტილის სიჩქარე მართობია 54 წრფის. 4 მრუდმხარას მეო- 

რე 8 წერტილი §% ღერძზე სრიალებს, ამიტომ მისი სიჩქარე დამთხვეულია 

ამ ღერძზე..ამის შემდეგ ცხა- ' | 

დია, რომ #0 ბარბაცას უ!' 

მყისი ცენტრი C მოთავსე- 

ბულია §6 ღერძის #8 წერ- 
ტილში გავლებული მართო- 

„ბისა და 94. წრფის გადაკ- · 
ვეთის წერტილში. 

· ვიპოვოთ ახლა 48 
ბარბაცას ბრუნვის კუთხური 

სიჩქარე. აღვნიშნოთ მისი 
სიდიღე თ,-ით. §+/ მრუდ- 8 
მხარას ბრუნვის · კუთხური ნახ. 58. 

სიჩქარის სიდიდე იყოს თ 

(«-“>). თუ “488 ბარბაცას 4 წერტილის სიჩქარეს აღვნიშნავთ «-თი, ცხა> 

დია, გვექნება (იხ: (19,14) ფორმულა) · : თ 

  

= I«I=ი, -.40. · (4, 
"ვინაიდან 4 წერტილი იმავე დროს 94 მრუდმხარას ეკუთვნის, ამიტომ 
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თუ ამ მნიშვნელობას (4-ში შევიტანთ, მივიღებთ 

« 

    

  
  

(ა,= (0) #0 · 
(6) 

947 და 478C სამკუთხედების მსგავსების გამო. გვექნება 

იძ. _ 4» 

40: ს 

ამრიგად, ვღებულობთ 

იაი,=Cლ0 « =ლ0 47 · (7) 

1. 40 ხ 
აღვნიშნოთ ახლა 8 წერტილის სიჩქარის სიდიდე #,-ით. ვინაიდან # 

წერტილი #8 ბარბაცას ეკუთვნის, ამიტომ, ცხადია, გვექნება 

ს.=თ) · C8. 

(7)-ის ძალით, ეს უკანასკნელი გვაძლევს 

40-თნხ 

ხ 

ზემოთ განხილული სამკუთხედების მსგავსება გვაძლევს 

  

ი. (8) ხ.= 

სალ, ე ს (0) 
უკანასკნელის ძალით, (8) ფორმულიდან ვღებულობთ 

42:08 

ხ 

-48 ბარბაცას ბრუნვის თ, კუთხური სიჩქარისა და 8 წერტილის V, ' სიჩ- 

ქარის გეზების განსაზღვრისათვის შევნიშნოთ, რომ, როცა: 1) 0-<:39. <5- მაშინ- 

  

ი=097 · თ. _ (10) #1 

48 3 ბარბაცა ბრუნავს საათის ისრის მოძრაობის მიმართულებით და მაშასადამე; C 

და თ, თ, ვექტორებს ერთმანეთის საწინააღმდეგო „ ხას ხოლო. დ). ბ,  სიჩქა- 

«ეს აქვს CC ღერძის საწინააღმდეგო გეზი, 21> – <7», მაშინ Cთ და "თ-ს 

«აქვთ ერთნაირი გეზი (48 ც ბარბაცა ბრუნავს | სათის ისრის მოძრაობის საწინააღ- · 

მდეგო მიმართულებით), დ,-ს ისევ 9> ღერძის საწინააღმდეგო გეზი აქვს, 3) #<. 

< §<C55, მაშინ თ და თ, ვექტორებს ერთნაირი გეზი აქვთ; დ, სიჩქარეს 

აქვს % ღერძის გეზი, 4-< 8-2, მაშინ 48 ბარბაცა ბრუნავს საათის 

ისრის მოძრაობის მიმართულებით და მაშასადამე, C, თ, და («ა-ს აქვთ 'ერთმანე- 

'თის საწინააღმდეგო გეზი; 2 თ, სიჩქარეს აქვს: ისევ (96§ ღერძის გეზი. 
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38. ვთქვათ, წინა ამოცანაში 204=7/8=10 სმ, თ=10 თშ. ვიპოვოთ 
ეკ 

„48 ბარბაცას M (§, უა) შუაწერტილის მოძრაობის განტოლებები და ტრაექ- 
„ტორია (ნახ. 58), თუ საწყის მომენტში # მცოცს ეკავა მარჯვენა კიდურა 
მდებარეობა. 

ცხადია, მ=0C0#=107. 

-_ -+5 ი ხთ უმ 11 §=0:> .- 2. (11) 

სადაც წხ), უ, 4 წერტილის კოორდინატებია, ხოლო წ, არის # წერტილის 
„აბსცისა. 

როგორც. ადვილი მისახვედრია, ადგილი აქვს ტოლობებს 

C,=10009510ჯ, უ,=10§(0 10), §,=2000310ჯ. 

თუ ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ (11) ფორმულაში, მივიღებთ 

ხ=1500510/, »უ=5 8310 107, (12) 
"საიდანაც თ ; 

5 |) ი =1, 13 
1521 5: (12) 

„ამრიგად, ბარბაცას 7/ შუაწერტილის მოძრაობის განტოლებები მოცემულია 
(12) ფორმულებით, ხოლო მისი ტრაექტორია არის ელიფსი, რომლის განტო– 

"ლებაც მოცემულია (13) ფორმულით. 

89. ვთქვათ, (L,) წირი უსრიალოდ გორავს უძრავ (LI,) წირზე. „ცხადია, 

·“CC,) წირთან უძრავად დაკავშირებული რაიმე # წერტილი გარკვეულ წირს 

“შემოწერს,. რომელსაც რულეტი ეწოდება. დავამტკიცოთ, რომ ხსენებული 

M# წერტილის ტრაექტორიის ნორმალი გადის (Lს) და (L,) წირების თანახების 

წერტილში. 

მართლაც, რულეტის 7/ წერტილზე გავლებული ნორმალი სიჩქარის მარ- 

· თობია და მაშასადამე, მან მყის ცენტრზე უნდა გაიაროს. მაგრამ, როგორც 

„ვიცით, მყისი ცენტრი ხსენებული თანახების წერტილშია მოთავსებული და 
ამით ნათქვამის სამართლიანობა დამტკიცებულია. 

40. ვთქვათ, მოცემულია მყარი ღერო #47, რომლის 4 და 8 ბოლო 

წერტილები სრიალებენ უძრავ თანამართობ 96 და «ჰუ ღერძებზე (ნახ. 59). 
„ამ მექანიხმს ეწოდება ელიფსური ფარგალი. დავამტკიცოთ, რომ 48 

ღეროს ყოველი წერტილი ელიფსს შემოწერს და ვიპოვოთ ამ ღეროს ცენტ- 
'როიდები. . ' 

განვიხილოთ 48 ღეროს ნებისმიერი 7/ (6, უ) წერტილი და შემოვიღოთ 
„აღნიშვნები . 

| 4M#M=ხ, 8M=თ -2048=%. 

„ცხადია, გვექნება §=თ0089., უ=8% 510 9, საიდანაც 

ნ კოთ 
კ? ++ - 
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ამრიგად, #8 ღეროს ნებისმიერი 7// წერტილის ტრაექტორია არის 

ჭლიფსი, რომლის მთავარი ღერძებია §5 და იუ. თუ #” წერტილი 4#X 

მონაკვეთს შუაზე ყოფს (თ=ჯ), მაშინ, ცხადია, ტრაექტორია იქნება წრე- 
წირი. თუ # წერტილი /# ან 8 ბოლო წერტილს ემთხვევა, მაშინ ტრაექ- 

3
 

_– 
>
 

  

თ 
C=

==
==

==
=ფ

==
==

==
 

  

  

      
ნახ. 59. 

ტორია იქნება წრფის მონაკვეთი, რომელიც CC ან 7 ღერძზე იქნება მოთავ- 

სებული. 
ვიპოვოთ ახლა 47 ღეროს ცენტროიდები. ვინაიდან 4 წერტილი სრია– 

"ლებს 9§ "ღერძზე, ხოლო ს წერტილი––9ე ღერძზე და, მაშასადამე, მათი სიჩ- 

უ. 

  

  
  

  

  

“ნახ, 60. 7 

ქარეები ამ ღერძებზეა დამთხვეული, ამიტომ მყისი ცენტრი C მოთავსებული: 
იქნება ამ ღერძების 4 და ს წერტილებზე გავლებული მართობების. თანაკვე: 

თაზე (ნახ. 60). ცხადია, რომ ა§0= 478. 
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ამრიგად, უძრავი (ჯ) ცენტროიდი არის წრეწირი, რომლის რადიუსი 
უდრის 47#-ს. მეორეს მხრივ, „2408 მართია, ამიტომ ის შეიძლება განვიხი- 
ლოთ, როგორც 48 დიამეტრზე დაყრდნობილი კუთხე და მაშასადამე, C 

წერტილი ყოველთვის მოთავსებული იქნება წრეწირზე. რომლის დიამეტრსაც 

48 ღერო წარმოადგენს (ნახ. 60). ეს წრეწირი, ცხადია, მოძრავ («,) ცენტ- 

როიდს წარმოადგენს. 

ამრიგად, უძრავი და მოძრავი ცენტროიდები წრეწირებია, ამასთან უძ- 
რავი ცენტროიდის რადიუსი ორჯერ მეტია მოძრავი ცენტროიდის რადიუს- 
ზე. § 21-ის მეორე დებულების ძალით, 48 ღეროს მოძრაობა შეიძლება გან- 

ვიხილოთ, როგორც მოძრავი (#,) (ყენტროიდის უძრავ (/,) ცენტროიდზე უს- 

რიალო გორვის შედეგი. 
ზემოთ ნაჩვენები იყო, რომ ## დიამეტრის ყოველი წერტილი ელიფსს 

შემოწერს. სრული სიმეტრიის გამო ცხადია, რომ ასეთივე შედეგს მივიღებთ 

თუ 48 დიამეტრის ნაცვლად ავიღებთ (#,) წრეწირის ნებისმიერ სხვა დია- 
მეტრს და მაშასადამე, (/,) წრეწირით შემოსაზღვრულ წრესთან უძრავად და- 

კავშირებული ნებისმიერი წერტილი ელიფსს შემოწერს. ასევე ცხადია, რომ 

(ლ) წრეწირის ნებისმიერი წერტილი (ისე, როგორც 48 დიამეტრის ბოლო 
'წერტილები) 9 წერტილზე გამავალი წრფის გარკვეულ მონაკვეთს შემოწერს. 

§ 23. მქარი სხეულის ბრუნვა უკრავი წერტილის გარშემო. 

ვთქვათ, მყარი“ სხეული ისე მოძრაობს, რომ მისი ერთი რომელიმე 0 

წერტილი უძრავია. ასეთ შემთხვევაში ვიტყვით, რომ მყარი სხეული ბრუნავს 

უძრავი 0 წერტილის გარშემო. განვიხილოთ კოორდინატთა 0წხუხს სისტემა, 

რომელსაც პირობით უძრავ სისტემას (ძირითად სისტემას) ვუწოდებთ და მყარ 

სხეულთან უძრავად "დაკავშირებული 0»;ყ/2 სისტემა. ცხადია, მყარი სხეულის 

მოძრაობას სავსებით დაახასიათებს 0ჯV#2 სისტემის მოძრაობა უძრავი სისტე- 

მის მიმართ. მაგრამ, როგორც ანალიზური გეომეტრიის კურსიდანაა ცნობი- 

ლი, მოძრავი კოორდინატთა ღერძების მდე- 

ბარეობა უძრავი ღერძების მიმართ სავსე- 

ბით დახასიათდება სამი დამოუკიდებელი პა- 

რამეტრით. ასეთ პარამეტრებად, კერძოდ 

ეილერის დ, ს, V კუთხეები შეიძლება მი- 

ვიღოთ. 
' მოვიგონოთ ეილურის კუთხეების გან- 

მარტება ვთქვათ კოორდინატთა 05უხ 
და 0იაყ2 სისტემები მარცხენა სისტემებს 

შეადგენენ (ნახ 61), რ0»/ . სიბრტყეში 
ბრუნვს დადებით მიმართულებად, რო- წას. 61. 

გორც ყოველთვის მივიღოთ ის მიმარ- 

  

თულება, რომლითაც უნდა მოვაბრუნოთ + კუთხით 02 ღერძი, რომ ის 

შეუთავსდეს 0V ღერძს. ანალოგიურად განვსაზღვრავთ ბრუნვის დადებით მი- 

„მმართულებას 0წუ სიბრტყეში. აღვნიშნოთ 0ე/ და 0ნუ სიბრტყეთა თანაკვეთა 
-ტ9-თ.' გარკვეულობისათვის ის მოვგეზოთ ისე, რომ ·0L, 07, 4? ღერძებთ 
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მარცხენა სისტემას შეადგენდენ. ს არის კუთხე 0 და #ტ? ღერძებს შორის. 

ეს კუთხე მოთავსებულია (0,2 >») შუალედში და აითვლება 06 ღერძიდან 0§ჟ. 

სიბრტყეში ბრუნვის დადებითი მიმართულებით. დ არის კუთხე იტ? ღერძსა. 

და 0. ღერძს შორის, ის მოთავსებულია აგრეთვე (0,2 ») შუალედში და აითვ- 
ლება 5? ღერძიდან 0წ,ყ სიბრტყეში ბრუნვის დადებითი მიმართულებით.. 

ბოლოს, 43. არის კუთხე 0L და 02 ღერძებს შორის, რომელიც იცვლება (0, ») 
შუალედში. 

ამრიგად, სხეულის მდებარეობა დროის ყოველ მომენტში ცნობილი იქ- 

ნება, თუ ცნობილია დ, ს, + კუთხეები, როგორც დროის ფუნქციები და, 
მაშასადამე, განსახილველ შემთხვევაში, სხეულის მოძრაობის განტოლებები: 
იქნება (იხ. (11,1) განტოლებები) 

თ=დ() #=%() M-= (I). 
ამ განტოლებებს უძრავი 0 წერტილის გარშემო ბრუნვის განტოლებები 

ეწოდება. 
ზემოაღნიშნულიდან გამომდინარეობს, რომ უძრავი წერტილის გარშემო 

ბრუნვის შემთხვევაში მყარი სხეულის თავისუფლების ხარისხი სამის ტოლია. 
ვთქვათ, მოცემულია უძრავი წერტილის გარშემო სხეულის ბრუნვის. 

განტოლებები; ვიპოვოთ მყარი სხეულის ნებისმიერი 7/ (თ, წ, 2) წერტილის 

მოძრაობის განტოლებები. ვინაიდან ჟ„, #, / აღებული უ/ წერტილის კოორ- 

დინატებია მყარ სხეულთან უძრავად დაკავშირებული 0ჯ/2 სისტემის მიმართ,. 

ამიტომ სხეულის მოძრაობის დროს ეს კოორდინატები არ იცვლებიან. აღვ- 

ნიშნოთ ხსენებული M# წერტილის კოორდინატები 06უL სისტემის მიმართ 
6, ჟუ, C-თი. ანალიზურ გეომეტრიაში კარგად ცნობილი ქოორდინატთა გარ- 

დაქმნის ფორმულების ძალით, გვექნება 

ნ=სთ-+LLV/-LIკი, 

#7= M%კე;-–ეV/--71ვ2, (23,1) 

ხ=7#,ფ- 19 -L 2ზვმ) 

სადაც 7, I, 1, წარმოადგენენ 0: ღერძის გეზის კოსინუსებს უძრავი სის– 

ტემის მიმართ, ე, ი. 

ს =008(02, 06) #I=003(027, 0»), #1 = 003 (02, იხ. 

ასეთივე მნიშვნელობები აქვთ 7,, »ბ; თე და ჯვ; ბე, ე სიდიდეებს,. 
როგორც ანალიზური გეომეტრიის კურსიდანაა ცნობილი, 

1, = 008 (ს 605 დ––§10 (ს 510 დ 008 9, 

#1) ==510 თ C0§ დ–I-005 CI 008 X §10 დ, 

X, =310 დ 310 4., 

- =–208 0 910 დ–– 310 (ს C05 9-009C, 

> : ი „= 90 0086 0089-- 810 დ 910 დ, 

ე == 910 9- 603 თ, 

118



Iე=851I ს 510 9, 

მზე =–=–008 CV 810 9, 

213 == 005 V'. 

თუ ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ (23,1) ტოლობებში და გავითვალისწი- 
ნებთ, რომ დ, ს, + დროის ცნობილი ფუნქციებია, მივიღებთ // წერტილის 

მოძრაობის განტოლებებს. 

გამოვთვალოთ ახლა მყარი სხეულის ნებისმიერი _# წერტილის სიჩქარე. 

(23,1) ტოლობების ძალით, მივიღებთ 

ზC = 4%-, 1)-+LI „V-LL37, 

7#/ , , , თუ. ==-–- ==) კე: -- 1)! იV-L 1 32, ა # 1 იV (23,2) 

% 6, 12:-L) ,/ + II 35) 

სადაც #7, 1, Lე·· წარმოადგენენ 7,, 1,, 1... გეზის კოსინუსების წარმოე- 
ბულებს. ეს ფორმულები იძლევიან სიჩქარის კოორდინატებს უძრავი ღერძე- 

ბის მიმართ. 

გამოვთვალოთ ახლა სიჩქარის გეგმილები მოძრავ 0: სისტემის ღერ- 

ძებზე. 

თუ # წერტილის რადიუს-ვექტორს 0 წერტილის მიმართ აღვნიშნავთ 

'6- თი, გვექნება 

0=8ე; -“+Lე 1V-<+#L27, 

“სადაც 1 8, 1, ჯ, როგორც ყოველთვის, 027, 0ყ, 0+ ღერძების მგეზავებია 1. ვი- 

ნაიდან ჯ, ყ, 2 სხეულის მოძრაობის დროს არ იცვლება, ამიტომ უკანასკნელი 

ტოლობის დროის მიხედვით გაწარმოება მოგვცემს 

–_ იი უმი |, 01 კ, რს (23,3) ' 
ხ– ს! CV ო.“ ლ · 

აღვნიშნოთ “თ სიჩქარის გეგმილები 0», 0V, 07 ღერძებზე წ., 2 ?,-ით. 

გინაიდან 

თ.=(2?-V), ულ ·- 7), ზ,=(L( ს.9 თ), 

ამიტომ, (23,3) ტოლობის ძალით, ვღებულობთ 

=> ( 1. #1) 4 > ბ? -)+ «(> -4 3 ). .(23,4) 

1 ცხადია, ზემოთ განხილული 1,,'Cთ,, 90;; 1, მე, შე და 1კ, 1, შე წარმოადგენენ შე– 

საბამად 1, 1 და # ვექტორების კოორდინატებს უძრავი სისტემის მიმართ: 1=(1, უე, 91), 

1= (ე, თა, სე) M#=-(1ე, IXLიე, თუ). 
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?%
 გ ძე. – ძხ 

სი ( 7. +) ა 47) 4 (I. ძ ). 

0 L 41.) (9) – გლუდლ 7 –+2L X #7)" 

ცხადია, ადგილი აქვს ტოლობებს 

_ (8-9)=(4 1)=(#-#)=1. 
ამ ტოლობების გაწარმოება მოგვცემს 

– 991 _/ – ძე. L 9L)- | 
(L.%)-(7 „შს =C #6) 

უკანასკნელი ტოლობების ძალით, (23,4) ფორმულები ასე გადაიწერება: 

– ძე ლ ძXL «-( > )+(X --), 
=> + #X 

წშყ=დ ( ვშ. 1) +( 1· 4), (23,5) 

„= „501 > 02 =რC ი ყყ(X. 41), 

(L-ქ)=6. ი-თი-ი 
ამიტომ, ცხადია, ადგილი აქვს ტოლობებს 

== )=-(7-4#) თ 2 _ მ? 
(» #თ/)/ LV” # /' LL” თ /  L/# #/)” 

რი 68 |) “. (/(-– ი ი 

(7 +)- (+ 8 )' 
თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

  

ვინაიდან 

  

  

  

  

– #X – 075 ი: 
= 4. =–- ცა ' 6 

# “ მ ) IC 23) (23.0) 

1 
  

მაშინ (23,5) ტოლობები ასე გადაიწერება: 

ი»=ძნ–4/4“V, 

– შყ= 97-07, -. (23,7) 

ი,=ყ--ით. 
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უკანასკნელი ტოლობები ვექტორულად, ცხადია, ასე შეიძლება ჩავწეროთ: 

ი=Lთ · 01, (23.8) 

სადაც თ. ვექტორია, რომლის გეგმილებიც მოძრავ კოორდინატთა ღერძებზე 

არის », დ, #: 0=(დ, თ, მ). 
როგორც ვნახეთ მოძრავი კოორდინატთა ღერძების გეზის კოსინუსები 

C4, ქ, # ვექტორების კოორდინატები 0ჯუ§ სისტემაში) გამოისახება ელემენ- 

ტარულად ეილერის კუთხეების ს საშუალებით, ამიტომ თუ სხეულის მოძრაო- 

ბის განტოლებები ცნობილია, მაშინ თ. ვექტორი განისაზღვრება (23,6) ტო- 

ლობებით და სხეულის ნებისმიერი #/ წერტილის სიჩქარე გამოითვლება (23,8) 

ფორმულით. 

თუ მოვიგონებთ მყარი სხეულის უძრავი ღერძის გარშემო ბრუნვის შემ- 
თხვევაში მიღებულ (13,4) ფორმულას და შევადარებთ მას (23,8) ფორმულას, 

დავრწმუნდებით შემდეგი დებულების სამართლიანობაში: 

დებულება 1. როცა მყარი სხეული ბრუნავს უძრავი წერ- 

ტილის გარშემო, მაშინ დროის ყოველ მომენტში სხეულში 
სიჩქარეები ისეა განაწილებული, თითქოს ადგილი პქონდეს 

0 წერტილზე გამავალი გარკვეული 2 "ღერძის გარშემო 

ბრუნვასთ თ კუთხური სიჩქარით. 

: #ტ ღერძს, რომელზედაც აღებულ მომენტში თ ვექტორია დამთხვეული, 

ეწოდება ბრუნვის მყისი ღერძი, ხოლო თ)-ს--მყისი კუთხური სიჩ- 

ქარე. ცხადია, სხეულის მოძრაობა, საზოგადოდ, არ იქნება უბრალო ბრუნვა 

ღერძის გარშემო, რადგან დროთა ვითარებაში ზემოხსენებული” 4 ღერძი იცვ- 

ლის მდებარეობას როგორც მოძრავ, ისე უძრავ სისტემაში. 

ვინაიდან ბრუნვის მყისი ღერძის ყოველი წერტილის სიჩქარე აღებულ 

მომენტში ნულის ტოლია, ამიტომ ამ ღერძის წერტილებისათვის (23,8) ტო- 

„ ლობა მოგვცემს 

»=(თ · 01=0, 

ანუ, რაც იგივეა, · ; 
%-#--%. (23,9) 

–_– 
ეს უკანასკნელი, ცხადია, წარმოადგენს ბრუნვის 4 მყისი ღერძის განტოლე- 
ბას შოძ“რავ სისტემაში. ამავე ღერძის განტოლებას უძრავი სისტემის მიმართ 

შემდეგი სახე ექნება: 
· ს _უ_ 6. (23,10) 

X-0 #7” 

სადაც #, C0, 77: წარმოადგენენ "ს ვექტორის კოორდინატებს უძრავ სის- 
ტემაში, 

_ ბრუნვის.მყისი ღერძი, როგორც უკვე აღვნიშნეთ, არ არის უძრავი, იმ 
ფართეულს, რომელსაც ეს ღერძი უძრავ სისტემაში შემოწერს, ეწოდება უძ- 

რავგი აქსოიდი, ხოლო იმ ფართეულს, რომელსაც ის მოძრავ სისტემაში 
შემოწერს--მ ოძრავი აქსოიდი. 
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თუ (23,9) განტოლებებიდან დროს (ჯ-ს) გამოვრიცხავთ, მივიღებთ შემ- 

დეგი სახის განტოლებას: 

#(-, +)-ი, (23,11) 
2 2 

რომელიც, როგორც ადვილი მისახვედრია, მოძრავი აქსოიდის განტოლებას 

წარმოადგენს, ასევე დაკრწმუნდებით, რომ უძრავი აქსოიდის განტოლებას 

ექნება სახე: 

# (» +). (23,12) 
LC” LX 

ამ ორ კონუსურ ფართეულს, რომელთა წვეროც არის 0 წერტილი, დროის. 
ყოველ მომენტში საერთო # წრფე აქვს, რომლის გასწვრივაც ისინი ეხებიან 

ა ერთმანეთს (ნახ. 62). ეს 4 წრფე, როგორც ადვი- 

ლი მისახვედრია, ბრუნვის მყის ღერძს წარმოად- 

გენს, ამიტომ მისი წერტილების სიჩქარეები აღე- 

ბულ მომენტში ნულის ტოლია, 

შემოვიღოთ ერთი ფართეულის მეორეზე უს- 

რიალოდ გორვის ცნება. 

ჩვენ ვიტყვით, რომ მოძრავი (L,) ფართეუ- 

„ლი უსრიალოდ გორავს უძრავ (L) ფარ- 
ნახ, 62. თეულზე, თუ ეს ფართეულები ყოველთვის თანა- 

ხებაშია (აქვთ საერთო მხები სიბრტყე) და (I) 
ფართეულის იმ წერტილების სიჩქარე, რომლითაც ის (L,) ფართეულს ეხება, 

ნულის ტოლია. უსრიალო გორვის ცნება, ცხადია, გამოდჯება მაშინაც, რო- 
ცა (ს) ფართეული მოძრავია და განიხილება (L)-ის ფარდობითი მოძრაობა 

(ს)-ის მიმართ. 

დავამტკიცოთ პუანსოს შემდეგი დებულება: 

დებულება 98. როცა მყარი სხეული ბრუნავს უძრავი წერ- 

ტილის გარშემო, მაშინ მოძრავი აქსოიდი უსრიალოდ გო- 

რავს უძრავ აქსოიდზე. 

  

მართლაც, განვიხილოთ დროის აღებულ ჯ მომენტში აღნიშნული ორი. 

ფართეულის საერთო შემქმნელის ნებისმიერი 4 წერტილი. ვთქვათ, () და 

(7) ის წირებია, რომელნიც 4 წერტილის მიერ არის შემოწერილი უძრავ 

(I) და მოძრავ (L,) აქსოიდებზე, სავსებით ისევე, როგორც უძრავი და მოძ- 

რავი ცენტროიდების შემთხვევაში იყო ნაჩვენები, (იხ, § 21) შეიძლება ვაჩვე- 
ნოთ, რომ (#,)) წირი უსრიალოდ გორავს (#,) წირზე და, მაშასადამე, ამ ორ 

წირს 4 წერტილში საერთო 19 მხები აქვს. ვინაიდან = უძრავი და მოძრავი 

აქსოიდების საერთო მხებსაც წარმოადგენს, ამიტომ ნათქვამიდან გამომდინა- 

რეობს, რომ (L,) და (L,) ფართეულებს საერთო შემქმნელი და ერთი საერთო 

მხები წრფე აქვთ. ამის შემდეგ ადვილად დავასკვნით, რომ აღნიშნულ შემქმ- 

ნელზე და მხებზე გამავალი სიბრტყე იქნება მათი საერთო მხები სიბრტყე. თუ 

ამის გარდა მოვიგონებთ, რომ საერთო შემქმნელის (რ ღერძის) წერტილთა 

სიჩქარეები აღებულ მომენტში ნულის ტოლია, დავრწმუნდებით დებულების, 

სამართლიანობაში.. 
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განვიხილოთ ბრუნვის მყის ღერძზე ერთეული ვექტორი (# ღერძის მგე- 

ზავი) 0ჯ. როცა მყარი სხეული მოძრაობს, მაშინ # წერტილი მოძრაობს, 

როგორც უძრავი 0წ5უხ სისტემის, ისე მოძრავი 0>ყ2 სისტემის მიმართ. აღევ- 

ნიშნოთ # წერტილის აბსოლუტური სიჩქარე შ-თი, ხოლო ფარდობითი 

სიჩქარე ფ,-ით. (10,1) ფორმულის ძალით გვექნება 

= =9,+ 9, (23,13) 

სადაც M არის # წერტილის წარმტანი სიჩქარე. ვინაიდან # წერტილი ბ 

ღერძზე მდებარეობს, ამიტომ, ცხადია, უოლი და (23,13) ფორმულა მოგვცემს 

ულო (23,14) 
ეს ფორმულა გვიჩვენებს, რომ თუ # წერტილი უძრავია უძრავი სისტემის 

(0წუს სისტემის) ან მოძრავი სისტემის (0; სისტემის) მიმართ, მაშინ ის უძრა- 

ვი იქნება ორივე სისტემის მიმართ. რადგან 0# ვექტორი რ ღერძზეა მო- 

თავსებული, ამიტომ იგივე ითქმის ამ ღერძის მიმართაც. ამრიგად, ჩვენ და- 

ვამტკიცეთ შემდეგი დებულება: 
დებულება მ. თუ ტბ ღერძი უძრავია უძრავი სისტემის მი- 

მართ ან მყარ სხეულთან უძრავად დაკავშირებული სისტე- 

მის მიმართ, მაშინ ის უძრავი იქნება ორივე სისტემის 
მიმართ და მაშასადამე, მყარი სხეულის მოძრაობა იქნება 

ბრუნვა უძრავი ღერძის გარშემო. 

.§ 24. აჩქარებათა განაწილება უძრავი წერტილის გარშემო. მყარი 
სხეულის მოძრაობის შემთხვევაში, რივალსის ფორმულა 

(23,8) ტოლობის გაწარმოებით მივიღებთ 

  

| 2=-60 | ძი --), >, 
%- კ, –| რ“. (I+| > % 

ვინაიდან ი ა=(თ 6), ამიტომ უკანასკნელი ტოლობა მოგვცემს 

+ | ძი -–-|, ა – 
2- | #2" (+. · იII. (24,1) 

II თავის (6,1) ფორმულის ძალით, 

(C.- წს - :611= C (თ · 6)––ი თ. (24,2). 
თუ ამ მნიშვნელობას (24,1) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

  ->- | რი 2 |+=C-0--ნი". (24.3). 

ამრიგად, აჩქარების გამოსათვლელად გვაქვს (24,1), ანუ რაც იგივეა, (24,3)' 
ფორმულა, :



აჩქარების გამოსახულებას შეიძლება კიდევ სხვა სახე მივცეთ. აღვნიშ- 

ნოთ ამ მიზნით თ5-ით თ ვექტორის მგეზავი. მაშინ თუ გავითვალისწინებთ, 

რომ ·თ = თთ9, (24,2) ტოლობის ძალით, მივიღებთ 

(ს · (ს 0/1=თ7(თ9( აზ. 6)-- 6)= თმ (იზიი–- 61 = თგ8C, (24,4 
სადაც _ –- 

თ=0 ე) ჩ, 

ამასთან (ნახ. 63) 

0ა=გეგ –. 0 · 

თუ (24,4) მნიშვნელობას (24,1) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ რი- 

ვალსის შემდეგ ფორმულას: 

  

  

  
  

2 >. | “ა, .. => (24.5) 

>. თ?თ. სიდიდეს ეწოდება ღერძისკენუ ლ ი ა- 

I M ქარება, – 

ვინაიდან 

ხს) /თ (ქ ამიტომ · –ა 7 . 

ძი _ 4 7+ ძ 
“ი "+, ძ წ 

მ – – 
ძ1 _0ი)_ ძL 24,6) 

ნახ, 63, 190 , 19–-V #%. ' 
ძი 

ვაჩვენოთ ახლა, რომ.“ მ > ვექტორის გეგმილები 0», 0V, 02 ღერძებზე იქნება 

ძი ძი ძ- 
მ, 9” თ 
ლარულად #ზე, მივიღებთ 

_–_-_-_..." 
როგორც წინა პარაგრაფში იყო ნაჩვენები 

(<2)-+(24)--C>)+ 
„თუ ამ მნიშვნელობებს უკანასკნელ ფორმულაში შევიტანთ, მივიღებთ 

„ ამისათვის (24,6) ტოლობის ორივე მხარე გავამრავლოთ სხკა- 

    

ძთ ძ, ძი 
ბეგი» ა“  #' 

ანალოგიურად მივიღებთ, რომ „ 

ძი _ ძი ძთ 4» 
ბებ “დ “სძ გეგი: მი. რ#“ 
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ამრიგად, მოძრავ კოორდინატთა სისტემაში ადგილი აქვს ტოლობას: 

ი, სით” #” თ«/ 
თუ ამას გავითვალისწინებთ და (24,კ3) ტოლობას დავაგეგმილებთ მოძ- 

რავ კოორდინატთა ღერძებზე, მივიღებთ 

“>, – – Vყ+ჯ(ჯუ:-L 0 + #2) თშ 2, 

VI4 ძი – 
რყ=--თ--იი+4 (»>--იყ-L72)–– თ?ყ, (24,7). 

ა, 27 ყ- 4 თ+7(ით-- 2V +I2)-- (ა”/. 

(24,3) ტოლობის უძრავ კოორდინატთა ღერძებზე დაგეგმილება მოგვცემს 

თ -%4 L “ უ+LXC+0Cუ+70-ნ(:+C+7, 

თ.- “7 22 > CI 0(%L0უ+#ე-უ(ლნ'-+-0“L79, 

ი =9იუ 996 (06+ თ+IM0- CI 0'+ 79, 

სადაც #ჯ, 0, 7: წარმოადგენენ თ. ვექტორის კოორდინატებს უძრავ სისტე- 

მაში; 5, უ, L არის 0 ვექტორის კოორდინატები ამავე სისტემაში. 

§ 25. მქარი სხეულის ნებისმიერი მოძრაობა 

ისე როგორც § 11-ში, განვიხილოთ 9წნუL უძრავი სისტემა (» სისტემა) 

და მყარ სხეულთან უძრავად დაკავშირებული 0;ყ2 სისტემა (§ სისტემა). გან- 

ვიხილოთ აგრეთვე 05,უ,C, დამხმარე სისტემა, რომლის სათავე 0:V2 სისტე- 

მის სათავეს ემთხვევა და რომლის ღერძებიც პარალელურია უძრავი კოორ- 

დინატთა ღერძების (ნახ. 64). 

მყარი სხეულის ნებისმიერი მოძრაობა Cწუხ სისტემის მიმართ შეიძლება 

განვიხილოთ, როგორც შედგენილი ორი მოძრაობისაგან: 1) დამხმარე სისტე- 

მის მოძრაობისაგან უძრავი სისტემის: მიმართ, რომელიც გადატანით მოძრაო- 

ბას წარმოადგენს და 2) დამხმარე სისტემის მიმართ მყარი სხეულის მოძრაო- 

"ბისაგან (ანუ რაც იგივეა, მყარ სხეულთან უძრავად დაკავშირებულ 0»ყ/7 სის- 

ტემის დამხმარე სისტემის მიმართ მოძრაობისაგან, რომელიც წარმოადგენს 
ბრუნვას 0 წერტილის გარშემო. დამხმარე სისტემის გადატანით მოძრაობას 

განსაზღვრავს 0 წერტილის მოირაობა, ხოლო 0ეყ/ სისტემის მოძრაობას 

დამხმარე სისტემის მიმართ, როგორც § 11-ში იყო აღნიშნული, დაახასიათებს 

ეძლერის დ, «დ, % კუთხეები.. 
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სხეულის მოძრაობის განტოლებებს აქვთ სახე (იხ. (11,1) განტოლებები): 

წი= წი(I), ში =-7ი(1); ხი=ხი()), დ=Cდ(), V=V(,),, #=13 (7). 

თუ მოცემულია სხეულის მოძრაობის განტოლებები, მაშინ შეიძლება 
დავწეროთ მისი ნიბისმიერი # წერტილის მოძრაობის განტოლებები, 

მართლაც, აღვნიშნოთ §, უ, C-თთი IM წერტილის კოორდინატები §ჩუხ 
სისტემაში, ხოლო ამ წერტილის კოორდინატები 0ეყ2 სისტემაში იყოს ჯ, ყ, 

„6. ცხადია, გვექნება 

ნ=წი+Vხ2-I-სყ-LIვრთ 

ო=ში-L- 7212-- ეშ --ბვ 2, 

L==სი–1-მ119'-L-ბეV/ –L7Iვ#, 

სადაც ს, I, კ წარმოადგენენ 0თ ღერძის გეზის კოსინუსებს დამხმარე სის- 
ტემის მიმართ; ანალოგიური მნიშვნელობა აქვთ 7,, #I,, თე და შე, ზვ, ე სი- 

  

  
  

ნახ, 64. 

დიდეებს. თუ გავითვალისწინებთ, რომ #7,, #I, #X («=1, 2, 3) გამოისახებიან 

ეილერის კუთხეების საშუალებით (იხ. წ 23) დავრწმუნდებით, რომ ზემოთ 

- დაწერილი ფორმულები იძლევიან # წერტილის მოძრაობის განტოლებებს 

(თ, ყ, 7 კოორდინატები სხეულის მოძრაობის დროს არ იცვლებიან, რადგან 

_0>ყ2 სისტემა მყარ სხეულთან დაკავშირებულია უძრავად). 

| გამოვთვალოთ მყარი სხეულის ნებისმიერი /M/, წერტილის სიჩქარე. M 
წერტილის მოძრაობა უძრავ 9ნუL სისტემი” მიმართ განვიხილოთ, როგორც 
აბსოლუტური, ხოლო დამხმარე 06. უ,C, სისტემის მიმართ–– როგორც ფარდო- 
ბითი. 06,უ,C, სისტემის მოძრაობა უძრავი სისტემის მიმართ იქნება წარმტა- 

ნი მოძრაობა. სიჩქარეთა შეკრების კანონის ძალით (იხ. (10,1) ფორმულა), 
მივიღებთ 

"ი= 9,+9.ს (25,1) 

სადაც უ არის M წერტილის აბსოლუტური სიჩქარე, 'წ,––ფარდობითი სიჩქა- 

რე, ხოლო "ს,-––წარმტანი სიჩქარე (ე. ი. დამხმარე სისტემის იმ წერტილის 
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სიჩქარე, რომელზედაც აღებულ მომენტში M წერტილი იმყოფება). ვინაიდან 
წარმტანი მოძრაობა გადატანითია, ხოლო გადატანითი მოძრაობის დროს სხე- 
“ულის ყველა წერტილს ერთნაირი სიჩქარე აქვს, ამიტომ, ცხადია 

ელოს! (5,2) 

სადაც შა წარმოადგენს მყარი სხეულის 0 წერტილის სიჩქარეს. ამის გარდა, 
-:ვინაიდან ფარდობითი მოძრაობა წარმოადგენს მყარი სხეულის ბრუნვას 0 
წერტილის გარშემო, ამიტომ (იხ. (23,8) ფორმულა) 

მნ _– .–– 25,3 მ =V,=(CV · 6), (25,3) 

სადაც % არის // წერტილის რადიუს ვექტორი 0 წერტილის მიმართ (ნახ. 

63), თ-–-მყარი სხეულის 0 წერტილის გარშემო ბრუნვის შესაბამი მყისი კუთ- 

ხური სიჩქარე. 
თუ (25,2) და (25,3) მნიშვნელობებს (25,1) ტოლობაში შევიტანთ, მში- 

„ყციღებთ .' 

ს = ზა+LLი · 0 ). (25,4) 
თუ ამ ტოლობას დავაგეგმილებთ 0ჯ, 0ყ, 0” ღერძებზე, მივიღებთ 

9. == ზა. ძმ--/ს, 

ზე = შიყ + 7 2-–– 09, 

ს, = ში«-L ქ) –– წთ 

ანალოგიურად გამოითვლება სიჩქარის გეგმილები უძრავ კოორდინატთა ღერ- 
·ძებზე: 

' LI2 = ზიC +0(ნ–-ნი)–# (უ–ში), 

სუ =შეუ“1- 7? (C–––ი)--# (6 – ხი), 

. % = ხიL +Xჯო–ოა) –0 (6–– წა) 

ზემოთ ვნახეთ, რომ მყარი სხეულის ნებისმიერი მოძრაობა შედგება გა- 
დატანითი და 0 წერტილის გარშემო ბრუნვითი მოძრაობისაგან. 0 წერტი- 

ლის გარშემო ბრუნვითი მოძრაობა კი დაიყვანება 0 წერტილზე გამავალი 

გარკვეული ღერძის გარშემო მყის ბრუნვამდე თ. კუთხური სიჩქარით. რო.- 

გორც § 18-ში იყო ნაჩვენები, გადატანით და ბრუნვით მოძრაობათა ერთობ- 
ლიობა დაიყვანება მყის ხრახნვამდე და მაშასადამე, მყარი სხეულის ნების- 
მიერი მოძრაობა შეიძლება წარმოვიდგინოთ როგორც მცყი- 

სი ხრახნვა. ამრიგად, გვაქვს შემდეგი დებულება: 

დებულება. მყარი სხეულის ნებისმიერი'მოძრაობის შემთ- 
ხვევაში დროის ყოველ მომენტში მასში სიჩქარეები ისეა 

'განაწილებული, თითქოს ადგილი ჰქონდეს მყის ხრახნვას. 

აე ვთქვათ თ #0, მაშინ მყისი ხრახნვის ცენტრალური ღერძის განტოლე- 
ბებს აქვთ სახე (იხ. (18,4) განტოლებები): 

9-+ძ2- სყ. სს1 2-2 _ 9 +ჯ–ით 

“ 72 ძ ”.. 
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აქ მყისი ხზრახნვის ცენტრალური ღერძის განტოლებები დაწერილია (§) 
სისტემაში (მყარ სხეულთან უძრავად დაკავშირებულ 0»ყ2 სისტემაში). ამავე 

ღერძის განტოლებებს (>) სისტემაში ექნება სახე: 

ი +0C-C)- 7 ო-ი) თი+IC-ნ)-ნ(C-6) _ 
ჯ (4) - 

_ მC + ო–უი)-–- 0 (6––წ) 
- # ' 

მყისი ხრახნვის პარამეტრი გამოითვლება ფორმულით: 

  

  

ფი თ) სთ „+ სბ,ი+V9,X» 
“ა? ჯბ+ ე'-+ე-? · 

მყასი ხრახნვის ცენტრალური ღერძი, რომელსაც ტ-თი · აღვნიშნავთ, 

უძრავი არ არის. ის მოძრაობს, საზოგადოდ, როგორც (5) სისტემაში, ისე 

(2) სისტემაში. ფართეულს, რომელსაც #4 ღერძი შემოწერს (>) სისტემაში, ეწო- 

დება ხრახნვის უძრავი აქსოიდი, ხოლო ფართეულს, რომელსაც ის 

(8) სისტემაზი შემოწერს––ხრახნვის მოძრავი აქსოიდი., 
აღვნიშნოთ (L,)-ით და (L,) ით, შესაბამად, ხრახნვის უძრავი და მოძ- 

რავი აქსოიდები. ეს ფართეულები წრფოვანი ფართეულებია, მაგრამ, საზო- 

გადოდ, არ არის კონუსური ფართეულები. ამ ფართეულებს დროის ყოველ 

მომენტში აქვთ საერთო შემქმნელი-- ხრახნვის ცენტრალური ღერძი #4. 
ვაჩვენოთ ახლა, რომ ეს ფართეულები დროის ყოველ მომენტში თანახე- 

ბაშია 4 ღერძის გასწვრივ. მართლაც, გავავლოთ (L,) ფართეულზე რაიმე წი- 

რი (#V,) და მისი გადაკვეთა რტ ღერძთან აღვნიშნოთ ·#-თი. ცხადია, # წერ- 
ტილი მოძრაობს (+,)-ზე და (L,) ფართეულზე მოხაზავს გარკვეულ (+,) წირს. 
ამრიგად, (V,) იქნება # წერტილის ფარდობითი ტრაექტორია (5)-სისტემაში, 
(49, კი-–აბსოლუტური ტრაექტორია (ნ) სისტემაში. (>) სისტემაში სიჩქარე 

იყოს თ, ხოლო (5) სისტემაში #,. სიჩქარეთა შეკრების კანონი გვაძლევს 

ჯ=   

'% =%,-+ს, ? 

სადაც «, წარმტანი სიჩქარეა, ე. ი. (5) სისტემის იმ წერტილის სიჩქარეა, 

რომელიც აღებულ მომენტში # წერტილს ემთხვევა. ვინაიდან # წერტილი 

# ღერძის წერტილია, ამიტომ 2», დამთხვეულია #ტ ღერძზე. ამის შემდეგ /„კახა- 

დია, რომ «,, ს, და ტ ღერძი ერთ სისტემაშია მოთავსებული. ეს სიბრტყე 

ხრახნვის ორივე აქსოიდის მხებია და მაშასადამე, (L,) და (IL). ფართეულები 

· თანახებაშია ტ ღერძის გასწვრივ. 

ვთქვათ, რაიმე მოძრავი წრფოვანი ფართეული მუდამ თანახებაშია მეო- 

რე უძრავ წრფოვან ფართეულთან და ვთქვათ თანახების შემქმნელის წერტი- 

ლების სიჩქარეები ამ შემქმნელის გასწვრივაა მიმართული, მაშინ ჩვენ ვიტვ- 

ვით, რომ პირველი ფართეული გ ორსრიალებს მეორე ფართეულზე. 

ზემომოყვანილი მსჯელობიდან გამომდინარეობს, რომ მყარი სხეე- 
ლის ნებისმიერი მოძრაობა შეიძლება წარმოვიდგინოთ, რო- 
გორც ხრახნვის მოძრავი აქსოიდის გორსრიალი ხრახნვის 

უძრავ აქსოიდზე. 
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_ გამოვთვალოთ ახლა მყარი სხეულის ნებისმიერი 2/ წერტილის აჩქარებას 

X%. MM წერტილის მოქრაობა (=) სისტემაში განეიხილოთ როგორც აბსოლუ- 

ტური, ხოლო დამხმარე სისტემაში (05,წ»,5, სისტემაში), როგორც ფარდო- 

ბითი. ვინაიდან წარმტანი „მოძრაობა (დამხმარე სისტემის მოძრაობა) გადატა- 

ნითია, ამიტომ, (10,9) ფორმულის ძალით, გეეჟნება 

0 =10 +4V%-) (25,5) 

სადაც მ0,=90ც წარმტანი აჩქარებაა,ხოლო 0„––ფარდობითი, ვინაიდან ფარდო- 

ბითი მოძრაობა წარმოადგენს მყარი სხეულის ბრუნვას 0 წერტილის გარშე- 
მო, ამიტომ, (24,1) ფორმულის ძალით, 

თ-| ტი 6 +. ნ) 
თუ ამ მეიშვნელობას (25,4) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

5=9+ 5-6 (I> (> ი) (5,6 
როგორც ადვილი მისახვედრია, ამ ფორმულის მიღება შეიძლებოდა (25,4) 

ტოლობის გაწარმოებით დროის მიმართ. (24,2) ტოლობის ძალით, ეს უკა- 

ნასკნელი ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

  

  2-0 + 4.6 -6C.2--ა. (25,7) 
თუ ამ ტოლობას დავაგეგმილებთ მორა 0»/2 სისტემის ღერძებზე, მივიღებთ 

I-V. + კ–-- ე; + X(22-XI/ + #2)-– ა? 2 

, 1, == მაყ + “ დ დ 2+0ძ (Xთ-+-ძყ +72)-– თზ/, (25,8) 

=თა+22 > – - 24+#/(ა2+V/+ #9) –– (ა””. 

ანალოგიურად გამოითვლება მქარების ბეგმილები უმრავ კოორდინატთა 

ღერძებზე. 

ამოცანები 

41, ვთქვათ, მყარი სხეული ბრუნავს უძრავი წერტილის გარშემო, ვიპო- 

ვოთ თ მყისი კუთხური სიჩქარის. გეგმილები უძრავ კოორდინატთა ღერძებზე. 
(23,8) ტოლობის უძრავ კოორდინატთა ღერძებზე დაგეგმილებით მივიღებთ 

ზ% = 05-74, . 

ზე = MC –LLC, (1) 

ზ%. = ჩოუ-–C0§. 
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მეორეს მხრივ, როგორც ვიცით (იხ, (23,2) ფორმულები) 

შბ. =!,თ-+I,/+Vე”, 

ხე = “1! IC + VI 91/ + ბ ვრა დ) 

თ. =7#თ-LM ე/-- კრ. 

კოორდინატთა გარდაქმნის ცნობილი ფორმულების ძალით, 

თ=სC-I-I,7 + XC, 

ყ=1ან + ე ენ, () 

2=ვ6-+ ზე?) -L/1ყC- 

თუ ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ (2)-ში და შევადარებთ (1)-ს, მივიღებთ 

#6=7,4 1“ ?)1ე% ე–- 1)ბემბ ფ== –– (90 111; -L 97 ემშე– 1-2 ვმბვ), 

0=#7,ს )-L ბენ ვ ქვს ე == –C05% + # 21: -LM ე'ვ), 

#= ს IL) + 1,9 ვ<- 1ემბ ვ == – (1, MI1-- 1, Mა-L 1 913): 

45, ვთქვათ, რაიმე უცვლადი (§) სისტემა ბრუნავს უძრავი #, ღერძის 

გარშემო. თანაბრად CV), კუთხური სიჩქარით და ვთქვათ, (#) მყარი სხეული 
ბრუნავს (§) სისტემასთან უხლრავად დაკავ მირებული ბ, ღერძის გარშემო აგ-. 

რეთვე თანაბრად თ, კუთხური სიჩქარით (თა მუდმივი ვექტორია (5) სისტე- 

მაში). დავუშვათ, რომ ბრუნვის ღერძები იკვეთებიან. (7) სხეულის ზემოთ 
განხილულ მოძრაობას წესიერი პრეცესია ეწოდება, ვიპოვოთ განსა- 

ხილველი მოძრაობის აქსოიდები. 

§ 16-ის 1? აუნქტში ნათქვამის ძალით, დ. მყისი კუთხური სიჩქარე არის 

ტოლქმედი. თ, და თე თავმოყრილი ვექტორებისა და მაშასადამე, თ» იქნება 

თ, და თ, ვექტორებზე აგებული პარალელოგრამის დიაგონალზე დამთხვეუ- 
ლი (ნახ, 65). 

როგორც ადვილი მისახეედრია, განსახილველი მოძრაობის შემთხვევაში, 

# ღერძი, რომელზედაც თ ' ვექტორია დამთხეეული, #, ღერძთან შეადგენს 

მუდმივ თ კუთხეს და, მაშასადამე, უძ- 
რავი აქსოიდი წარმოადგენს წრიულ 
კონუსს, რომლის გაშლის კუთხეც 2-ს 

ტოლია, ასევე, # ღერძი '#, ღერძთან 
შეადგენს მუდმივ 8 კუთხეს და, მაშა- 

სადამე მოძრავი აქსოიდი აგრეთვე 
წრიული კონუსია, რომლის გაშლის კუთ- 

ხეც უდრის 23ს. 

თი, და თ; ვექტორების მნიშვნე- 

ლობების მიხედვით შეიძლება ადგილი 
5აზ, 65. პქონდეს შემდეგ სამ შემთხვევას: 1) მოძ- 

"რავი და უძრავი აქსოიდები ერთმანე- 

თის გარეთ არიან მოთავსებული, 2) მოძრავი აქსოიდი უძრავის შიგნითაა 

მოთავსებული და 3) მოძრავი აჟსოიდი უძრავის გარეთაა მოთავსებული. 

)პა 

  

 



ი “48, ვთქვათ, პორიზონტალური 48 ღერძის 4 და 8 ბოლოებზე ჩამოც- 

მულია ორი ერთნაირი თხელი დისკო რადიუსით #7 და ვთქვათ, „2117=4 71. 

დავუშვათ, რომ #8 ღერო. ბრუნავს მის ზუაწერტილში გამავალი 00" ვერტი- 

კალური ღერძის გარშემო მუდმივი თ, კუთხური სიჩქარით (ნახ. 66), ზემო. 
ხსენებული დისკოები ეხებიან აორიზონტალურ სიბრტყეს, რომელზედაც გორა- 

ვენ (48 ღეროს 00' ღერძის გარზემო ბრუნვის გამო) უსრიალოდ. ვიბოვოთ 

ერთ-ერთი დისკოსათვის მოძრავი და უძრავი აესოიდები და მოვნახოთ დის- 

კოს წრეწირის ნებისმიერი 1/ წერტილის სიჩქარე. ' 

განვიხილოთ # დისკო. გარკვეულობისათვის წარმოვიდგინოთ, რომ 48 

ღერო ბრუნავს 00” ღერძის გარშემ» საათის ისრის მოძრაობის საწინააღმდეგო 

მიმართულებით (მ.რცხენა სისტემის მიხედვით უარყოფითი გეზით), მაშინ, ცხადია 
8 დისკო 271 ღერძის გარშემო ბრუნავს საათის ისრის მოხრაობის მიმართულე- 

  

ნახ. 66. 

ბით. ამ ბრუნვის კუთხური სიჩქარე იყოს თ,. ზემონათქვამის მიხედვით შეგვიძლია 

ვიგულისხმოთ, რომ ი, ვექტორს -00' ქექტორის გეზი აქვს, ხოლო თ, ვექტო- 

რი მოგეზულია 0'» ვექტორის მიმართულებით. ვინაიდან, როცა 478 ღერო 

ერთხელ შემოუვლის 00 ღერის,. მაშინ 8 წერტილი შემოწერს 4»7#ჩ სიგრ- 

ძის წრეწირს, ხოლო ს დისკოს წრეწირის სიგრძე ტოლია 4 M-ის, ამიტომ, 

  

ცხადია, გვექნება. , _. 

ას (ი,1=2 0,1. ი' 2, 
ვინაიდან თ, და თაა. ვექტორები იკვეთებიან 0' ბ. 

წერტილში, "ამიტომ ბრუნვის მყისი კუთხური სიჩ- 

ქარე. თ წარმოადგენს ამ ორი თავმოყრილი ვექ- 8 >. 

ტორის ტოლქმედს (ნახ. 66 ა.). 

' 
წახ. 66 ა. ამის შემდეგ ცხადია, რომ უძრავი აქსოიდი 

არის წრიული კონუსი, რომლის წეერო მოთავსებულია 0“ წერტილში და 

რომლის ღერი«იც 00”ს ემთხვევა. ამ კონუსის ზემქმნელი 0'0 ღერითან შეად- 
გენს მუდმივ თ კუთხეს, რომელიც გამოითვლება ფორმულით 

1 
ლიწ- ._... 
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მოძრავი აქსოიდი, ცხადია, წარმოადგენს აგრეთვე წრიულ კონუსს, რომ. 
ლის წვერო ი' წერტილშია მოთავსებული და რომლის ღერძიც ემთხეევა 

0' 8-ს. ამ კონუსის ზემემნელი 0'8 ღერძთან შეადგენს მუდმივ 8 კუთხეს, რო- 
მელიც გამოითვლება ფორმულით 

0095 8= 7 დ 

ვიპოვოთ ახლა #. დისკოს 1, წერტილის სიჩქარე. 

ავიღოთ კოორდინატთა სისტემა სათავით 0' წერტილში ისე, რომ ი'> 

ემთხვეოდეს 0'8 ღერძს, ხოლო 0'7 ღერძი დავამთხვიოთ 00'-ს (ნახ. 66 ბ), 

კუთხე, რომელსაც. 774/ ვექ- 
ტორი შეადგენს CV” ვექ- 
ტორთან, აღვნიშნოთ 4-თი. 

# წერტილის კოორდინატე- 
ბი იყოს დ, ყV, „2. (კხადია, 

გვექნება 1 

თ=2 Cე 8–– სპე #, 

  

სადაც თე =| (ა, |. 

ნახ, 66 ბ. - ასევე ცხადია, რომ 

თ=2# V=71510 3, 2= 0084. 

ამის შემდეგ (23,8) ფორმულის ძალით, გვექნება 3 

ი”. ს. 

უ=I(თ- 0'#1=I 2თ,, 0, –თე 1, 

2 #, #510 9,#C605% 

საიდანაც ადვილად მივიღებთ 8 

(ა=ი, 8 წი? +038)"; | 
44. ორი კონუსური კბილანა ბრუნავს გძრავი, თანამკვეთი ტ, და #ტ, ღერ- 

ძების გარშემო თ, და თე კუთხური სიჩქარეებით მოცემულია პირველი კბი- 

ლანას CV, კუთხური სიჩქარე და თ, 3 კუთხეები (ნახ. 67). ვიპოვოთ მეორე 

კბილანას ბრუნვის კუთხური სიჩქარე თ, და აგრეთვე მეორე კბილანას პირველ 

კბილანაზე ფარდობითი მოქრაობის მყისი კუთხური სიჩქარე თ. 
ვინაიდან კბილანები უსრიალოდ გორავენ ერთმანეთზე, ამიტომ, თანახე. 

ბის წერტილში მათ ერთნაირი სიჩქარე ექნებათ და, მაშასადამე, ვღებულობთ 

მ | 0,1 =#, | 0: (4) 
_– 

1, 1, ს, როგორც ყოველთვის, აღნიშნავენ X, წ, > ღერძების მგეზავებს. 
2? თუ ვიგულისსმებთ, როომ საწყის §L=0 ნოწენტში 8M ემთხვევა ცს ვერტიკალს, მაშინ, 

„ცხადია. 89=2 თე1. 

ჯარ



სადაც #, და #, შესაბამად პირველი და მეორე კბილანას ფუძის რადიუსე- 
ბია. მაგრამ, ცხადია, 

  

7,=1510, /ე=1510 3, (5) 
სადაც 

1ლ9X. 

მე-(5) მნიშვნელობების (4)-ში შეტანით მივიღებთ: 

510 თ 
| თე |=| CI; | –- · 

810 8 

თე ვექტორის გეზიც ადვილად განისაზღვრება, რადგან მეორე კბილანას 
ბრუნვის გეზი განსაზღვრულია პირველი კბი- 
ლანას ბრუნვის გეზით. 

განვიხილოთ ახლა მეორე კბილანას 
პირველზე ფარდობითი მოძრაობა. ამ მოძ- 

რაობის შესაბამი მყისი ღერძი იქნება ამ კო- 
ნუსების თანახების შემქმნელი, მეორე კოზუ- 

სის აბსოლუტური მოძრაობა შეიძლება გან- 
ვიხილოთ, როგორც შედგენილი პირველი კო- 
ნუსის მოძრაობისაგან და მეორე კონუსის 
მოძრაობისაგან პირველის მიმართ. ამიტო3, 

როგორც ადვილი მისახვედრია, გვექმნება 
(ნახ. 67) ი : 

და მაშასადამე, 

  

4ნ. მყარი სხეულის მოძრაობა შედგება 

0თ და 0,» ღერძების გარშემო ბრუნვითი 

მოძრაობებისაგან თ, და თ, კუთხური სიჩქარეებით და · 0; ღერლიი"” გასწე- 

ნახ. 67, 

  

      

L. 
> 

_- –»> 

C42ე4 ღო 

0 ძ. 
ა» _–_X 

– – 
ლ ს 

წ 

ნახ. 68. 

რივ გადატანითი მოძრაობისაგან ს სიჩქარით (ნას: 68) ვიპოვოთ მკისი 

ხრახნვის ცენტრალური ღერძი 2. 
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გადატანითი . მოძრაობა შეიძლება. შევცვალოთ ბრუნვათა წყვილით 

(თ”, – თ, რომლის მომენტი ტოლია «გ- დ-სი, ამრიგად, ჩვენ გვექნება ბოუნვა. 

თა ერთობლიობა კუთხური სიჩქარეებით: თი, თ, , თ”, – თ'. ამ სისტემის ნაკ- 
რები ვექტორი იქნება ' ე? ა 

(22342. 
ეს ვექტორი 0» ღერძთან შეადგენს თ კუთხეს რომელიც გამოითვლება 
ფორმულით 

ლ0-თ=-- 

VI ი,+ თე? ს 

დავწეროთ ახლა მყისბ ხრახნვის ცენტრალური ღერძის განტოლება (იხ, 
(18,4) განტოლებები). 

ჩვენს შემთხვევაში ჯ=0თც 0=0, #=Cთე, X- =წ და მაშასადამე, ტ ღერ- 

ძის განტოლებები იქნება: 

ზ-იაყ  თუჯ--ა2 თ) 

თ, 09 თე ” 
საიდანაც 

8 Cე 
–9 %Vყ= –- –” “ი. 

თ, თ,+თ) 

ამ ორი სიბრტვის# გადაკვეთა გვაძლევს საძიებელ · ღერძს. ცხადია, ეს 

ღერძი პარალელურია თ ვექტორის, ის 0V ღერის კვეთს # წერტილზ ბიც. რო- 
მელიც განისაზღვრება ტოლობით: 

წ= 

0L=--, => 
თ,“ -+-თე" 

ვიპოვოთ ახლა ამ ღერძზე სრიალის სიჩქარე ჯ?”, 

ცხადია, ს, თ,, თ, – VI სრიალა ვექტორთა სისტემის ნაკრები მო- 

მენტი 0 წერტილის მიმართ ტოლია «-სი, ვინაიდან ნაკრები მომენტის. გებ- 

“მილი ნაკრებ ვექტორზე ინვარიანტია, ამიტომ გვექნება 1 

გეგ 9= გეგ თ “==, 
საიდანაც 

0! __ ო) 
” ==>---->-% “. 

V/ თ, +0თ, 

,ბანყოფილება III 

წერბილის შარდობიწი მრძრაობა 

§ 26, ვექტო.რის ფარდობითი (ლოკალური) წარმოებული 

განვიხილოთ დეკარტის მართკუთხა 0»? სისტემა და, ვთქვათ, ცვლადი 
თ ვექტორის კოორდინატები ამ სისტემის მიმართ არის თ,, თკ, თ,. როგორც 

ვიცით, თუ კოორდინატთა აღებული სისტემა უძრავია, მაშინ 

  

იე ი დ-', ხრაზნვის ცენტრალური ღერძის განმარტების თანახმად, პარალელურია: ი LI 
2 ტო ი · “ა ლ. _ 
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   _(2», „ღვ (2,1) 
VI. ი თ ძL 

თუ კოორდინატთა სისტემა მოძრაობს ისე რომ მისი ღერძების მიმართუ- 
ლება დროთა ვითარებაში იცვლება, მაშინ (26,1) ტოლობა არ არის სამართ- 
ლიანი, ამ შემთხვევაში (26,1) ტოლობით განსაზღვრულ წარმოებულს ეწოდება 
ვექტორის ფარდობითი, ანუ ლოკალური წარმოებული და აღინიზნება 

სიმბოლოთი:   44 . ამრიგად, განმარტების თანახმად 

– 

ძთ =(%:, ძი, , 4), (26,2) 

თ თ თ! თL 

მაშასადამე, ფარდობითი წარმოებულის გამოთვლა ისე ხდება, თითქოს 0ჯყ? 

სისტემა უძრავი იყოს. 

ფარდობითი წარმოებულისაგან განსასხვავებლად თ ვექტორის ჩვეულებ- 

რივ 4 წარმოებულს ვუწოდებთ აბსოლუტურ წარმოებულს. 

ვიპოვოთ, რა დამოკიდებულება არსებობს < ვექტორის 5“ აბსოლუ- 

_–– 

  ტურ წარმოებულსა და % ფარდობით წარმოებულს შორის. ცხადია, 

გვექნება - კაკვები 
თ=ძ.ა9-Lძყე-Lთ, #, (26,3) 

სადაც «, წ წX როგორც ყოველთვის, 0თ, 0ყ, 07 ღერძების მგეზავებია. ამ 

"ტოლობის გაწარმოებით ვღებულობთ 

ძი _ ძრ. – ძია 

# თ 1 IV 979IL ი წ 90 ი, 2 +, 6. 

(26,2) ტოლობის ძალით, ეს ლო მოგვცემს. 

თთ,   

ძი ძი 
რ“ ა. 

ძL 
26, 

თ” (26.4) 
ძე 

4,9 ძL (0. ძ! +ით, 

განვიხილოთ ახლა იმ მყარი სხეულის მოძრაობა, რომელიც აღებულ 

0+>ყ2 სისტემასთან უძრავად არის დაკავშირებული. ვინაიდან 2? წარმოადგენს 
0» ღერძზე აღებული გარკვეული წერტილის რადიუს-ეექტორს, ამიტომ, რო- 

გორც ადვილი მისახვედრია (იხ. (25,3) ფორმულა); 

"სადაც თ თ წარმოადგენს ხსენებული სხეულის 0 წერტილის გარშემო ბრუნვის 
მყის კუთხურ სიჩქარეს. ასევე. _ზვექმება 

– 

ძ); 
0. =ICთ 9ჟ7Iს “7 9 ·. #I.



თუ ამ მნიშვნელობებს (25,4) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

ში 

ში _ 2 21 49 წს. (2,§+0ყე+0,X)1, 
ანუ რაც იგივეა, 

მ ით _–– 
7.20 I (თ · ი), (26,5) 

უკანასკნელი ტოლობა ამყარებს დამოკიდებულებას მოცეშუ ლ თ თ ვექტორის აბ- 
სოლუტურ და ფარდობით წარმოებულებს შორის. 

§ 27. წერტილის ფარდობითი მოძრაობა. ძორიოლისის დებულება 

ჯ 10-ში ჩვენ განვიხილეთ ფარდობითი მოძრაობის შემთხვევაში სიჩქა- 

რეთა შეკრების კანონი და აჩქარებათა ჟზეკრების კანონი ერთ კერძო შემთხ- 

ვევაში (როცა წარმტანი მოძრაობა გადატანითია). ახლა ჩვენი მიზანია აჩქა- 

რებათა შეკრების კანონის მიღება ზოგად შემთხვევაში. ისე როგორც § 10-ში, 

განვიხილოთ უძრავი დუს და 

მოძრავი 0Xყ2 სისტემები |(>) და 

(5) სისტემები). § 10-ში ჩვენ განვ- 

საზღვრეთ აბსოლუტური, ფარდო- 
ბითი და წარმტანი მოძრაობები 

და ვაჩვენეთ, რომ 

” სი=9,-+ 2 ი” (27,1) 

სადა( ში არის # წერტილის აბ- 

სოლუტური, სიჩქარე, დ,-– წარმტა- 

ნი სიჩქარე, ხოლო 9 -– ფარდო- 
ბითი სიჩქარე. : 

ნახ. 69. აღვნიზნოთ მოძრავი # წერ- 
ტილის რადიუს-ვექტორები §) და 

0 წერტილების მიმართ შესაბამად 3#-ით და 'ნ-თი, ცხადია, გვექნება (ნახ. 69) 

=7ე+6, (7,2) 
სადაც % არის 0 წერტილის რადიუს ეექტორი 9 წერტილის მიმართ. ამ ტო- 

ლობის გაწარმოება ჯ-ს მიმართ მოგეცემს 

«, -% 190-ე 48 '” დ7,3 
%- +V-%+ ძL'. „ (273) 

სადაც თ არის 0 წერტილის ასოლუტერი სიჩქარე, (26,5) ფორმულის ძალით, 

  

%-940 ეც :61. (27,4) 

თუ ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (27,3) ტოლობაში, მივიღებთ 

თ=თ+Iი ·9)+ - ე. 07.5 
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ღოთ მხელველობაში დედამიწის მოძრაობა მხოლოდ თავის ღერძის გარშემო 

(მზის გარშემო მოძრაობას უგულებელეყოფთ) და გამოვთვალოთ კორიოლი- 

სის აჩქარება 7/ წერტილისათვის, რომელიც ჩრდილო ნახევარსფეროში მოძ- 

რაობს მერიდიანზე ჩრდილოეთ პოლუსისაკენ. 

აღებულ მომენტში წერტილის სიგანედი აღვნიშნოთ დ-თი, ფარდობითი 

სიჩქარე დედამიწის მიმართ იყოს # (ნახ. 70). 

ვინაიდან დედამიწა ბრუნავს დასავლეთიდან აღმოსავლეთისაკენ, ამიტომ 

ბრუნვის კუთხური სიჩეარე ო დამთხვეულია ბრუნვის ღერძზე და მოგეზულია 

სამხრეთ პოლუსისაკენ (მარცხენა სის- ეყ 

ტემის მიხედვით), მისი სიდიდე გამო- 

ითვლება ფორმულით · 

2ჯ% ' 1 I(ი=-“ "1, 
24.360– სეკ 

კორიოლისის აჩქარების გამოსათვლე- 
ლად ვისარგებლოთ ზემოთ მოყვანილი 

წესით: მოვდოთ თ. და % ვექტორები 

0 წერტილზე და წარმოვიდგინოთ, რომ 

ამ ორი ექტორისაგან შედგენილი 

ბრტყელი ფიგურა მყარი სხეულივით 

მოძრაობს დედამიწასთან ერთად. მა- 

შინ «+ ვექტორის # ბოლო წერტილის 

გაორკეცებული სიჩქარე ტოლი იქნება 
კორიოლისის აჩქარების. ცხადია, კო- 

რიოლისის აჩქარება მართობი იქნება 

M# წერტილზე გამავალი მერიდიანის 

სიბრტყის და მაშასადამე, MI წერტილ- ნახ. 70, 

ზე გამავალი პარალელის მხებზე იქნება 

დამთხვეული, ამასთან ის მოგეზული იქნება დასავლეთისაკენ, ე. ი. მარცხნივ 

“იმ დამკვირვებლისათვის, რომელიც” წერტილის მოძრაობის მიმართულებით 

„იყურება, 

კორიოლისის აჩქარების სიდიდე გამოითვლება ფორმულით: 

  

  

150, 1=2|C | | V | §10(180“-–«) =2 | თ | | | §19 დ. 

თუ 71. წერტილი მოძრაობს ჩრდილო ნახევარსფეროში მერიდიანზე 
სამხრეთ პოლუსის მიმართულებით, მაშინ; როგორც ადვილი მისახვედრია, 
კორიოლისის აჩქარება მოგეზული იქნება აღმოსავლეთისაკენ, ე. ი. ისევ მარცხ- 
ნივ იმ დამკვირვებლისათვის, რომელიც იყურება # წერტილის მოძრაობის 

მიმართულებით. : 

ადვილად დავრწმუნდებით აგრეთვე, რომ თუ წერტილის მოძრაობა გა- 
ნიხილება სამხრეთ ნახევარსფეროზი მერიდიანის გასწვრივ. მაშინ კორიოლი- 

სის აჩქარება მოგეზული იჟნება მარჯვნივ იმ დამკვირვებლისათვის, რომელიც 

წერტილის მოძრაობის მიმართულებით იყურება. 
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ამოცანები 

46. # რადიუსიანი მყარი სფერო ბრუნავს 48 დიამეტრის გარშემო საა- 

თის ისრის მოძრაობის მიმართულებით თ კუთხური სიჩქარით (ნახ. 71). 7/ 

წერტილი მოძრაობს ზედა ნახევარსფეროში მერიდიანის გასწერივ ქვედა ნა- 

ხევარსფეროს მიმართულებით ჯ სიჩქარით, გამოვთვალოთ კორიოლისის აჩქა- 
რება აღებულ მომენტში. 

თუ კორიოლისის აჩქარების გამოსათვლელად გამოვიყენებთ ზემოთ მოყ- 

ვანილ წესს, დავრწმუნდებით, რომ ის დამთხვეულია M წერტილზე გამავალი 

პარალელის მხებზე და მოგეხულია სფეროს ბრუნვის მიმართულებით. ცხა- 
დია, კორიოლისის აჩქარების სიდიდე გამო- 

ითვლება ფორმულით: 

| ი, (=21CთI |#I §II1Cდ, 

  

  

  

  

ნახ. 71. ნახ. 72, 

სადაც დ არის აღებულ მომენტში 7/ წერტილის სიგანედი. · . 
41, 23-ე ამოცანის პირობებში ვიგულისხმოთ, რომ # წერტილის ფარდო- 

ბითი სიჩქარე თ“ მუდმივია და ვიპოვოთ ამ წერტილის აბსოლუტური აჩქარება, 
ვინაიდან ფარდობითი სიჩქარე მუდმივია, ამიტომ, ცხადია, ფარდობითი 

აჩქარება ნულის ტოლია 60„=0) და, (27,14) ფორმულის ძალით, გვექნება 

40„= 40 9. 
ვინაიდან წარმტანი აჩქარების განმარტების ძალით, %, იქნებოდა »X 

წერტილის აჩქარება, რომ ის ბ ღერძზე უძრავი ყოფილიყო, ამიტომ გვექნება 
(ნახ. 72) 

ა,=– 0. «ა?. 

"ცხადია, %L მართობია #4 ღერძის და მისი სიდიდე იქნება 

IV I=2|თ|I%I. 
ავიღოთ კოორდინატთა 0»V სისტემა ისე, როგორც ნახაზზეა მოცემული. ად- 

ვილად მივიღებთ 
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100:==-–-0)?2, 

მწიყ= “თ (ფ)მ-- 2 (IV, 

სადაც #« აღნიზნავს « ვექტორის ალგებრულ მნიშვნელობას 07 ღერძზე, ი 

არის მანძილი 0ჯ და 4 ღერძებს შორის, 

48. ; რადიუსიანი წრეწირი თანაბრად ბრუნაეს თავისი ცენტრის გარშემო 

თავისივე სიბრტყეში თ კუთხური სიჩქარით. წრეწირზე მოძრაობს II წერ- 

ტილი აგრეთვე თანაბრად ო ფარდობითი სიჩქარით. ვიპოვოთ /I წერ- 

ტილის აბსოლუტური სიჩქარე და აჩქარება თუ წრეწირის ბრუნვა და 

· წერტილის მოძრაობა წრეწირზე ერთი და იმავე მიმართულებით ხდება. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ წ ემთხვევა წრეწ«რის მხებს და მო- 

გეზელია წრეწირის ბრუნვის მიმართულებით, ხოლო ჯი, აჩქარება მიმარ- 
თულია წრეწირის ცენტრისაკენ მათი სიდიდეების გამოსათელელად ქღე- 

ბულობთ · 

|თ||IC|თI7+I%ს 

IC, I=ი'-+2|იIIVI+ ”-.



თავი IV 

სრიალა ვექჭორთა წეორჩის გამრყენება სჭაზიჰკაში. 
გეოგებ რჩეული სჭაბიჰა 

§ 1. მესავალი 

სხეულის მოძრაობის დასახასიათებლად ჩვენ განვიხილავთ კოორდინატთა 

რაიმე სისტემას, რომელსაც პირობით, ხშირად, უძრავ სისტემას ვუწოდებთ, 

იმ წერტილების ერთობლიობას, რომელიც ამ სისტემასთ.ნ დაკავშირებულია 

უძრავად, ვუწოდებთ მკვიდრ სივრცეს. · 

თუ სხეული დროის განმავლობაში უძრავი რჩება (გარკვეული სისტემის 
მიმართ), მაშინ ვიტყვით, რომ ის წონასწორობაშია (ამ სისტემის მი- 

მართ). 

სტატიკა არის თეორიული მექანიკის ნაწილი, რომელიც შეისწავლის მა- 

ტერიალური სხეულების წონასწორობის პირობებს, 
როგორც ქვემოთ იქნება ნაჩვენები, მატერიალური სხეულების წონასწო- 

რობის საკითხების შესწავლაში არსებით როლს თამაშობს ძალთა სისტემის 

ტოლფასობის საკითხი, ამიტომ სტატიკის კურსში განიხილება ძალთა სისტემის 

ტოლფასობისა და მასთან მჭიდროდ დაკავშირებული ეკვივალენტური გა4- 
დაქმნების საკითხები. 

ამ კურსში ჩვენ განვიხილავთ არსებითად მხოლოდ მატერიალური წერ- 

ტილისა და მყარი სხეულების წონასწორობის საკითხებს 1. 

მატერიალური წერტილი, ანუ მატერიალური ნაწილაკი ეწოდება 
იმდენად მცირე განხომილების სხეულს, რომლის მოძრაობაი, საკმარისად 

დიდი სიზუსტით განისაზღვრება მისი ერთი წერტილის მოძრაობით. ახრი- 

გად, მატერიალური წერტილი ისეთი მატერაალური სხეულია, რომლის გან- 
ზომილებები პრაქტიკულად ნულის ტოლად არის მიღებული (მაგრამ, რომელ- 

საც გააჩნია გარკვეული მასა). 

მატერიალურ წერტილთა ისეთ ერთობლიობას, რომლის ყოველი წერ- 
ტილის მოძრაობა დამოკიდებულია დანარჩენი წერტილების მდებარეობასა და 

მოძრაობაზე, ეწოდება მატერიალურ წერტილთა სისტემა. 

მყარი სხეული ეწოდება მატერიალურ წერტილთა ისეთ სისტემას, რომ- 

ლის ორ ნებისმიერ წერტილს შორის მანძილი არ იცვლება. ამრიგად, მყარი 
სხეული მატერიალურ წერტილთა უცვლად სისტემას წარმოადგენს, რომელიც 
არავითარ დეფორმაციას არ განიცდის. გარკვეული მიახლოებით, მთელი რიგი 
სხეულებისა შეიძლება განვიხილოთ, როგორც მყარი სხეული. 

- 1 თხიერი და დრეკადი სხეულების წონასწორობის საკითხებს, რო?ზელიც პიდროქეექანი- 

კისა და დრეკადობის თეორიის საგანს შეადგენს, ჩვენ აქ არ რევებებით; გამ» „ნაკლისს %ეადგენს 

იდეალური ძაფის წონასწორობის საკითხი. 
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საერთოდ, თეორიული მექანიკა და კერძოდ, სტატიკა დამყარებულია 
რამდენიმე მარტივ არინციპზე, რომელთაც დაუმტკიცებლად ვღებულობთ და 

რომელთა სათუძველზე ზუსტი ლოგიკური მსჯელობით მიღებული შედეგები 

სავსებით ეთანადება ფიზიკურ სინამდვილეს. ქეემოთ მოყვანილია სტატიკის 

ძლრითადი აეჟსიომები, რომელთა საფუძველზე მიღებული ზედეგების სამართ- 

ლიანობა მოწმდება ყოველდღიური დაკვირეებით, ჯრაქტიკით, ეგსპერიზენტით. 

მექანიკის სხვა პბრინციბები განხილული იქნება თეორიული მექანიკის სხვა ნა- 
წილებში, სათანადო ადგილას. 

აქვე აუცილებლად უნდა შევნიშნოთ, რომ ამ თავში განხილული გეო- 
მეტრიული სტატიკით არ ამოიწურება სტატიკის კურსი. სტატიკის ზოგიერთ 

სხვა საკითხს, კერძოდ, წონასწორობის ანალიზურ თეორიას, რომელიც ემყა- 

რება ლაგრანჟის ე. წ. განუსაზღვრელ მამრავლებს, ჩვენ განვიხილავთ სათანა- 

დო ადგილას მარერიალური წერტილისა და წერტილთა სისტემის დინამიკაში, 

განყოფილება 1 

სგაზიკის ძირითადი პრინსიპები და მყარი სხეულის წონასწორშბის პირობები 

.” , § 2. ძალა 

პირვანდელ წარმოდგენას ძალაზე გვაძლევს ჩეენი კუნთური შეგრძნება, 

როცა შეეეცდებით რაიმე სხეულის აზოძრაეებას. საზოგადოდ, ყოველდღიური 
პრაქტიკა; ექსპერიმენტი გვიჩვენებს, რომ მატერიალურ სხეულთა ურთიერთ- 

ქმედება გარკვეული ფიზიკური სიდიდეებით ხასიათდება, რომელთაც ძალებს ვუ- 

წოდებთ აღებულ სხეულზე მოქმედი ძალა, ახასიათებს რა ამ სხეულზე 

სხვა სხეულის მოქმედების მიმართულებას და ინტენსივობას, იწვევს მისი 
მოძრაობის გარკვეულ ცვლილებას. ფიზიკური თვალსაზრისით ძალა მრავალ- 

გვარია (მიზიდულობის ძალა, განზიდვის ძალა, ორთქლის წნევის ძალა, გრა- 

ვიტაციის ძალა, დაჭიმულობის ძალა და სხვ.), მაგრამ რა გვარისაც არ უნდა 

იყოს ძალა, მას ყოველთვის მატერიალური წყარო გააჩნია, ის ყოველთვის 

წარმოგვიდგება, როგორც მატერიალურ სხეულთა ურთიერთქმედების შედეგი, 

ამასთან ძალა სხეულის გარკვეულ წერტილზე მოქმედებს. 

ამრიგად, ძალას ახასიათებს მოდების წერტილი, ინტენსივობა (სიდიდე) 

და გარკვეული გეზი. 
რომ შეიძლებოდეს ძალის ცნების გამოყენება ზუსტ მეცნიერებაში, საჭი- 

როა მას მიეცეს სავსებით გარკვეული შინაარსი. ამ მიზნით, ძალის ცნებას 

ჩვენ შემოვიტანთ გარკვეული პრინციაით, რომელსაც ვღებულობთ დაუმტკი- 

ცებლად და რომლის სამართლიანობაც ექსპერიმენტით დასტურდება. 

აქვე უნდა შევნიშნოთ, რომ როგორც ქვემოთ მოყვანილი პრინციპი, 

აგრეთვე ამ განყოფილებაში მოყვანილი სხვა პრინციპებიც უნდა განვიხილოთ, 

როგორც ძალის ცნების განსაზღვრა. 

პრინციპი. ყოველ ძალას აქვს გარკვეული მოდების წერ- 

ტილი, სიდიდე და გეზი. ეს სამი ელემენტი სავსებით გან- 

საზღვრავს აღებულ ძალას, 
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ამრიგად, ძალა ვექტორული სიდიდეა. შემდეგში, ვექტორულ 
სიდიდეს, უბრალოდ, ვექტორს ვუწოდებთ. ზემომოყვანილი პრინციპიდან გა- 
მომდინარეობს, რომ ძალა საზოგადოდ, დაბმული ვექ ტორია 1. 

როცა ვლაპარაკძობთთ ძალის სიდიდეზე, უაირველეს ყოვლისა უნდა 
გვქონდეს მისი საზომი ერთეული, ნებისმიერად არჩეული რაიმე ძალის სიდი- 
დე შეიძლება მივიღოთ საზომ ერთეულად და ამ ერთეულით გავზომოთ ყო- 
ველი დანარჩენი ძალის სიდიდე. გაზომვის შედეგად მიიღება გარკვეული 

რიცხვი, რომელიც გვიჩვენებს ჩვენ მიერ არჩეულ რამდენ ერთეულს %ეიცავს 
გასაზომი ძალის სიდიდე. 

ყოველ სხეულზე, რომელიც დედამიწის ზედაპირის გარკვეულ მახლობ- 

ლობაში იმყოფება, მოქმედებს ვერტიკალურად მიმართული სიმჰიმის ძალა; ამ 

ძალის სიდიდეს აღებული სხეულის წონა ეწოდება. ძალის ერთეულად 

მიღებულია კილოგრამი, რომელიც წარმოადგენს ერთი კუბური დეციმეტრი 

წმინდა წყლის წონას ცელსიუსის 49 ზე 760 მილიმეტრი ატმოსფერული წნე- 

ვის დროს. 

კილოგრამის ნიმუში– ეტალონი, როგორც წონის საერთაშორისო ერ- 

თეული, ინახება სევრში, პარიზის მახლობლად, 

კილოგრამის მეათასედ ნაწილს ეწოდება გრამი, ხოლო ათას კილო- 
გრამს-–ტონა. 

მას შემდეგ, რაც არჩეულია ძალის ერთეული, საჭიროა გვქონდეს ხელ- 
საწყო, რომელიც მოგვცემს აღებული. ძალის სიდიდის გაზომვის საშუალებას. 

ასეთ ხელსაწყოს დინამომეტრი ეწოდება. დინამომეტრის უმარტივეს 

სახეს წარმოადგენს ზამბარიანი სასწორი.. დინამომეტრის ზამბარის გარკკეულ 
დაჭიმულობას (დეფორმაციას) გასაზომი: ძალის გარკვეული სიდიდე შეესა- 
ამება 

აქვე აუცილებლად უნდა შევნიშნოთ, რომ აღებული სხეულის წონა დე- 
დამიწის სხვადასხვა ადგილას, საზოგადოდ, სხვადასხვაა, მაგრამ განსხვავება 

იმდენად მცირეა, რომ ბოაქტიკულად შეიძლება არც იქნეს მხედველობაში 

მიღებული. 
§ 3. მახა 

გალილეიმ აჩვენა, რომ დედამიწის ზედაპირის ერთსა და იმავე ადგილზე 

სიცარიელეში თავისუფლად ვარდნილ ყველა სხეულს ენიჭება ერთნაირი აქა- 
რება ე, რომელსაც სიმძიმის ძალის აჩქარება ეწოდება 31. 

აღვნიშნოთ დედამიწის ზედაპირის აღებულ ადგილზე რომელიმე სხეუ- 

ლის წონა უ-თი, ხოლო სიმძიმის ძალის აჩქარება––ე- თი. ექს-ერიმენტი გვიჩ- 

ვენებს, რომ შეფარდება ' 

9 
დამოკიდებულია მხოლოდ აღებულ სხეულზე და არ არის დამოკიდებული იმა- 
ზე, სხული დედამიწის ზედაპირის რომელ ადგილზე იმყოფება. აპ შეფარ- 

  

1 ქვემოთ ჩვენ ვნახავთ, რომ მყარ სხეულზე მომქმედი ძალა სრიალა ვექტორია. 
1 ისე როგორც სხეულის წონას, აგრეთვე სიმძიმის ძალის აჩქ:რებას ფ-ს დედამიწის სხვა- 

დასხვა ადგილხე აქვს სხვადასხვა მნიშვნელობა, მაგრამ განსხვავება მცირეა და პრაქტიკულად 

შეიძლება არც კი მივიღოთ მხედველობაში. ა ; 
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დებას (რომელსაც #-ით აღვნიშნავთ) ეწოდება აღებული სხეულის წონადი 
ასა. 

წონადი მასის ერთეულად მიღებულია 1 კილოგრამი წონის სხეულის მა- 

სის მეათასედი ნაწილი. ამ ერთეულს ეწოდება გრამმასა. 
განვიხილოთ ახლა მატერიალური წერტილი #, რომელზედაც მოქმედებს 

გარკვეული ძალა #. ნიუტონის პირველი კანონის ძალით (იხ. I თავის § 5), 

მატერიალური წერტილი იქნება უძრავად ან იმოძრავებს 

სწორხაზოვნად და თანაბრად მანამ, სანამ მასზე ძალა არ 
დაიწყებს მოქმედებას. მაშასადამე, ძალის მოქმედების შე- 

დეგად მატერიალური წერტილი აუცილებლად მიიღებს აჩ- 

ქარებას, რომელსაც აღვნიშნავთ (თი. ექსპერიმენტის საფუძველზე ნიუ- 

ტონი მივიდა იმ დასკვნამდე, რომ ძალას და აჩქარებას აქვთ ერთნაირი გეზი 

და მათი სიდიდეების შეფარდება არ არის დამოკიდებული მოქმედ ძალაზე, 

ე. ი. შეფარდება: 

წელთ (,2) 
| წ 

მუდმივი სიდიდეა. იგი დამოკიდებულია მხოლოდ აღებულ მატერიალურ წერ- 

ტილზე და არ არის დამოკიდებული მასზე მოქმედ ძალასა და ამ ძალით გა- 

მოწვეულ აჩქარებაზე. ამრიგად, აღებულ მატერიალურ წერტილს ძალა ანი- 

ჭებს ძალის პროპორციულ აჩქარებას. ზემოთ აღნიშნულის საფუძველზე შეგ- 

ვიძლია დავწეროთ 
თM00 ==". (3,3) 

ეს ტოლობა იძლევა ნიუტონის მეორე კანონს (იხ. I თავის (5,1) ფორ- 

მულა): მეტერიალური წერტილის მასისა და აჩქარების ნამ- 

რავლი ამ წერტილზე მოქმედი ძალის ტოლია. 

(3,3) ტოლობაში მონაწილე პროპორციულობის კოეფიციენტს ი-ს ეწო- 

დება მატერიალური წერტილის ინერტული მასა. ამრიგად, ინერტული 

მასა განიხილება როგორც პროპორციულობის კოეფიციენ- 

ტი, რომელიც ერთმანეთთან აკავშირებს კინემატიკურ სი- 

დიდეს-–-აჩქარებას და კინეტიკურ სიდიდეს-–ძალას. 

როგორც ადვილი მისახვედრია, წონადი და ინერტული მასების განმარ- 

ტებიდან გამომდინარეობს, რომ სხეულის ინერტული მასა მისი წო- 

ნადი მასის ტოლია. ჯერ ნიუტონმა, ხოლო შემდეგ ბესელმა და ეტვეშმა 

მრავალი („ცდის საფუძველზე უშუალოდ დაადასტურეს, რომ სხეულის ინერტუ- 

ლი და წონადი მასა ერთი და იგივეა. : 

(3,2) ტოლობიდან, ცხადია, გვექნება 

_ III. 2” ს»)= L 7 (3,4) 

სადაც ს») აღნაშნავს მასის განზომილებას, (XI--ძალის განზომილებას, »-–- 
დროის განზომილებას, ხოლო #-––სიგრძის განზომილებას. (3,4) ტოლობა ამ- 

ყარებს კავშირს მასისა და ძალის განზომილებებს შორის, 

შემდეგში ჩვენ საქმე გვექნება ერთეულების ორ სისტემასთან: აბსოლუ- 
ტურ და ტექნიკურ სისტემასთან. აბსოლუტურ სისტემაში სიგრძის ერთეულად 
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მიღებულია სანტიმეტრი, დროის ერთეულად--სეკუნდი, ხოლო მასის ერთეე- 

ლად––გრამმასა, ძალის ერთეული ამ სისტემაში მიიღება, როგორც წარმოე- 

ბული ერთეული: 
'გრამმასა . სმ 

სეკ“ 
ძალის ამ ერთეულს დინი ეწოდება, ამრიგად, დინი არის ის ძალა, 

სმ 
- აჩქარე- 

ეკ 

ძალის ერთეული= (3,5) 

  რომელიც 1 გრამი მასის მატერიალურ წერტილს მიანიჭებს 1 

ბას. ტექნიკურ სისტემაში ძალის ერთეულად მიღებულია კილოგრამი, სიგრ- 

ძის ერთეულად მეტრი, ხოლო დროის ერთეულად--სეკუნდი. ამ სისტემაში 

მასის ერთეული მიიღება, როგორც წარმოებული ერთეული: 

= 
მასის ერთეული= აბ 04) . (3,6) 

ასე მაგალითად, 3 კგ წონის სხეულის მასა ტექნიკურ სისტემაში უდრის 

– ერთეულს. ცხადია, 9,8 კგ წონის სხეულის მასა ამ სისტემაში უდრის ერთს, 

სხეულის მასის შეფარდებას მის მოცულობასთან ეწოდება საშუალო 

სიმკვრივე. თუ სხეულის სხვადასხვა ადგილას გამოვყოფთ ერთნაირი მო- 

ცულობის ნაწილებს, მაშინ ამ ნაწილებში მოთავსებული მასები, საზოგადოდ, 

იქნება სხვადასხვა. განვიხილოთ ახლა სხეულის ნებისმიერი 7# (თ, #, 2) წერ- 

ტილი და ავიღოთ შეკრული § ფართეული ისე, რომ 7/ წერტილი მოთავსე- 

ბული იყოს ამ ფართეულის შიგნით ან მის ზედაპირზე. აღვნიშნოთ #§ ზედაპი- 

რით შემოსახღვრული არის 'ზოცელობა #ტI”- -თი, ხოლო ამ არეში მოთავსებუ- 

ლი მასა--4,-ით. · განვიხილოთ აი შეფარდების ზღვარი, როცა § ფართეული 

აღებულ ჟ/ წერტილში იკუმშება. თუ ეს ზღვარი (თ, #/,. 2) არსებობს, მას 

ეწოდება სხეულის სიმკვრივე აღებულ #(C(V, ჯ ყ 2 წერტილში: 
ტე); ი” : 

6(თ, V, 2 =1I · 3.7) (თ, ყ, 2)= ასი ე» ( 

  

- ცხადია, თ(დ, V, 2), საზოგადოდ, იქნება სხეულის წერტილის კოორდი- 

ნატების ფუნქცია. თუ სხეულის ყველა წერტილისათვის თ(თ, V, 2) სიმკვრივეს 

აქვს ერთი და იგივე მნიშვნელობა, მაშინ სხეულს ეწოდება ერთგვარო- 
ვანი. : 

ცხადია, სიმკვრივის განზომილებისათვის გვაქვს: 

თ... (3,8) 
აქედან ზიიღება, რომ 
მედ სარ გრამმასა. 

სმგ?ჯ 

განვიხილოთ მატერიალური წერტილი, ' რომლის “მასა არის” ა». აღვნიშ- ' 

ნოთ მისი. სიჩქარე ზ-თი. XV ნამრავლს ეწოდება მატერიალური წერტილის 
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"ომრაობის რაოდენობა. მოძრაობის რაოდენობის დროით წარმოე- 

ბულს: -“ > დი სიდიდეს ეწოდება მოძრაობის რაოდენობის ცელი- 

ლება როუტონის ტერმინოლოგიის მიხედვით). 

ცხადია, მოძრაობის რაოდენობის განზომილება მოიცემა ფორმულით: 

ICI =–– -I):X. (3,109) 

და მაშასადამე, მოძრაობის რაოდენობის ერთეული იქნება 

მოძრაობის რაოდენობის ერთეული = -გრამმასა . სმ. · (3,11) 
სეკ 

გარდა ზემოთ მოყვანილი ნიუტონის პირველი და მეორე კანონისა, მექანი- 

„კის განვითარებაში დიდი როლი შეასრულა აგრეთვე ნიუტონის მესამე კანონ- 

მა, რომელსაც ქმედებისა და უკუქმედების კანონი ეწოდება (იხ. I თავის § 5), 

"როგორც I თავში იყო ნათქვამი, პირველი კანონი (ინერციის კანონი) ნიუ- 
ტონზე ადრე აღმოჩენილი იყო გალილეის მიერ, ამიტომ ამ კანონს ხშირად 

'გალილეი-ნიუტონის კანონს უწოდებენ. 

§ 4, ინერციული სისტემები 

: როგორც უკვე იყო აღნიშნული (იხ, LI თავის § 3), ისეთ საფარდ სისტე- 
“მას, რომლის მიმართაც ადგილი აქვს ნიუტონის პირველ კანონს (ინერციის 

კანონს) ეწოდება ინერციული. ცხადია, ყოველი სისტემა, რომელიც ინერ- 
ციული სისტემის მიმართ მოძრაობს სწორხაზოვნად და თანაბრად (ინერციით) 

იქნება აგრეთვე ინერციული და, მაშასადამე, თუ დავუშვებთ, რომ ბუნებაში 

„არსებობს ერთი მაინც ინერციული სისტემა, მაშინ იარსებებს უამრავი რაოდე- 

ნობა ასეთი სისტემებისა. მრავალი დაკვირვების შედეგად დადგენილი იქნა, 

-რომ პელიოცენტრული სისტემა), საკმარისად დიდი სიზუსტით, წარმოადგენს 

„ინერციულ სისტემას. 

შევნიშნოთ, რომ კლასიკური მექანიკის კანონები საკმარისად მარტივ 

“სახეს ღებულობენ ინერციული სისტემის მიმართ. ამ კანონების ფორმულირე- 
ბის დროს ნიუტონს სწორედ ინერციული სისტემა ჰქონდა მხედველობაში. 

სტატიკას საფუძვლად უდევს რამდენიმე მარტივი პრინციპი. ეს პრინ- 

ციპები, რომელნიც არსებითად დამოკიდებულნი არიან საფარდ სისტემაზე, 
·სამართლიანია სწორედ ინერციული სისტემისათვის. 

მთელი რიგი მოვლენების შესასწავლად, რომლებიც დედამიწაზე ხდება, 

ძალიან ხშირად დასაშვებია დედამიწის უძრავად მიღება. მართალია, დედა- , 
“მიწის არაინერციულ მოძრაობას გავლენა აქვს დედამიწის მიმართ მოძრავ 

  

1: როგორც ვიცით (IL თავის § 3), საფარდ სისტემას, რომლის სათავე მოთავსებულია 
მხის სისტემის ინერციის ცენტრში, ხოლო ღერძები მიმართულია სამი, ე, წ. უძრავი ვარსკვლა– 

„ვისაკენ, ეწოდება: პელიოცენტრული. ამ „განმარტებაში ნახსენებია მზის სისტემის ინერციის 

«ცენტრი, რომლის განსაზღვრაც მოყვანილი იკნება § 15–ში. 

” 
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სხეულებზე, მაგრამ ხშირად ეს გავლენა იმდენად უმნიშვნელოა, რომ პრაქტი-.- 

კულად შეიძლება არც კი იქნეს მხედველობაში მიღებული. 

დედამიწის არაინერციული მოძრაობით გამოწვეულ ეფექტებს განვიხი– 

ლავთ, სათანადო ადგილას, დინამიკაში. 

§ 5. ძალთა სისტემების ტოლფასო ბა 

ძალთა ერთობლიობას, რომელიც განიხილება, როგორც ერთი მთლიანი, 

ძალთა სისტემა ეწოდება. 

ერთ წრფეზე მოთავსებულ ორ ძალას, რომელთაც ერთნაირი სიდიდე 

აქვთ, გეზი კი––ერთმანეთის საწინააღმდეგო, ეწოდება პირდაპირ თანა- 

წინააღმდეგი. თუ მოცემულ ძალთა (9) სისტემის შემადგენელ ძალებს 

შევცვლით პირდაპირ თანაწინააღმდეგი ძალებით, მივიღებთ ძალთა სისტემას, 

რომელსაც (–8)-ით აღვნიშნავთ და რომელსაც მოცემული სისტემის პირდა- 

პირ თანაწინააღმდეგ სისტემას ვუწოდებთ. 

ჩვენ ვიტყვით, რომ ძალთა ორი (§.) და (§,) სისტემა ტოლფა- 

სია, თუ ისინი ცალ-ცალკე ერთსა და იმავე მყარ სხეულზე, 

ერთნაირ პირობებში ერთნაირ მექანიკურ მოქმედებას ახ- 

დენენ (ე. ი. ანიჭებენ ერთნაირ მექანიკურ მოძრაობას). 

ამ განმარტებიდან გამომდინარე, ჩვენ ვიტყვით, რომ ძალთა სისტე– 
მა წონასწორობაშია, ანუ ნულის ტოლფასია, თუ ეს სისტემა არა- 

ვითარ მექანიკურ მოქმედებას არ ახდენს მყარ სხეულზე. ეს კი იმას ნიშნავს, 

რომ ნულის ტოლფასი სისტემა შეიძლება მოვდოთ მყარ სხეულზე ან მოვაცი- 

ლოთ მას, რითაც ამ სხეულის მექანიკური მოძრაობა არ შეიცვლება. 

ამ განმარტებიდან, კერძოდ, გამომდინარეობს, რომ თუ მყარ სხეულზე 
მოქმედებს მხოლოდ ნულის ტოლფასი ძალთა სისტემა და საწყის მომენტში- 
მყარი სხეული უძრავი იყო, მაშინ ის შემდეგშიც უძრავი დარჩება. ამის შემ- 

დეგ ცხადია, რომ მყარი სხეულის წონასწორობა და მასზე მოჟ.- 

მედ ძალთა სისტემის წონასწორობა ერთი და იგივეა. 

ზემომოყვანილი განმარტების ძალით, ძალთა ორი "სისტემა, რომელიც 

ცალ-ცალკე მესამის ტოლფასია, ერთიმეორის ტოლფასია, 

თუ არსებობს ისეთი ერთი ძალა #., რომელიც მოცემულ ძალთა სის- 

ტემის ტოლფასია, მაშინ ამ ძალას აღებული სისტემის ტოლქმედი ეწოდება. 

ჩვენ ქვემოთ ვნახავთ, რომ ტოლფასობის ზემოთ მოყვანილი განმარტება.· 

და სრიალა ვექტორთა სისტემის შემთხვევაში მოყვანილი ტოლფასობის გან- 

მარტება ერთი და იგივეა.' 

ძალთა სისტემას ეწოდება ბრტყელი, თუ სისტემაში შემავალი ყველა- 

ძალა მოთავსებულია ერთსა და იმავე სიბრტყეში. 

§ 6. სტატიკის ძირითადი პრინციპები 

სტატიკა დამყარებულია რამდენიმე მარტივ პრინციპზე, რომელთაც ჩვენ 

დაუმტკიცებლად ვღებულობთ და რომელთა საფუძველზე მიღებული შედეგე– 
ბიც სავსებით ეთანხმება ფიზიკურ სინამდვილეს, 
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პრინციპი 1. ერთ წერტილზე მოდებული ძალთა სისტემა 

·ტოლფასია ერთი ძალისა, რომელიც აღებული სისტემის ნაკ- 

რები ვექტორის ტოლია და ამავე წერტილშია მოდებული. 

ამრიგად, ერთ წერტილზე მოდებულ ძალთა სისტემისათვის არსებობს 

ტოლქმედი, რომელიც ამ ძალების ნაკრები ვექტორის ტოლია და ძალების 
თავმოყრის წერტილშია მოდებული. 

ამ კანონს ეწოდება ძალთა შეკრების კანონი. 

ვთქვათ, აღებულ 7/ წერტილზე მოქმედი ძალებია 7”), 7” ... ვექ- 

ტორების შეკრების შესახებ ანალიზური გეომეტრიიდან ცნობილი წესის გამო- 

ყენებით, ტოლქმედის გამოთვლა ხდება შემდეგნაირად: #” ძალის ბოლოზე 

მოვდოთ ჯე ძალა, ამ უკანასკნელის ბოლოზე 3 ძალა და ა. შ. სანამ არ 

ამოიწურება ყველა ძალა. მივიღებთ გარკვეულ მრავალგვერდას. X ძალა, რო- 

მელიც 7/ წერტილზეა მოდებული და ხსენებული მრავალგვერდას ჩამკეტს 

წარმოადგენს, იქნება ტოლქმედი. 

განვიხილოთ რამდენიმე მაგალითი: 

1. ვთქვათ, აღებულ 7// წერტილზე მოქმედ ყველა ძალას ერთნაირი გეზი 

აქვს. მაშინ, ცხადია, ტოლქმედსაც იგივე გეზი ექნება და მისი სიდიდე ტოლი 

იქნება შემადგენელი ძალების სიდიდეების ჯამის. 

2. ვთქვათ, M# წერტილზე მოქმედი ძალების ერთ ნაწილს. აქვს ერთ- 

ნაირი გეზი, დანარჩენ ნაწილს კი-–-საწინააღმდეგო გეზი. მაშინ (კალ-(კალკე 
უნდა შევკრიბოთ ერთნაირი გეზის ძალთა სიდიდეები და უდიდეს ჯამს გამო- 

ვაკლოთ უმცირესი. მიღებული რიცხვი იქნებ ტოლქმედის სიდიდე, მისი 

გეზი ემთხვევა იმ ძალთა გეზს, რომელთა სიდიდეების 3 ჯამი უდიდესია. 

· 3. ვთქვათ, / წერტილზე მოდებულია 8 და წებ ძალა რომელთა 

შორის კუთხე იყოს #. ცხადია, ამ ძალების ტოლქმედი იქნება მათზე აგებუ- 

ლი პარალელოგრამის დიაგონალი, რომელიც მოგეზულია 7// წვეროდან მისი 

“მოპირდაპირე წვეროსაკენ (ნახ. 73). 

ტოლქმედის სიდიდის გამოსათვლელად, ცხადია, გვექნება 

IXI= MI 1+|7.Iწ+2|7M ||X | 608 8. (6,1) 
გამოვთვალოთ ახლა Cთ და 8 კუთხეები, რომელთაც ტოლქმედი შეადგენს 

Iს და 7 ძალებთან. სინუსების თეო- 
რემის ძალით, გვექნება - 

  

მით 8108 _ 5 8. 
=-––-–.–-2–-- 

II.) Iს) I#I” 
  

  

  

"საიდანაც 

ყი ს IX2L 910 2, 503=1X1L 1I ვ/ი 8. 
#| ·| # I , 

ძალთა შეკრების ამ წესს ეწო- ნახ. 73. 
დება პარალელოგრამის წესი. 
ცხადია, ამ წესის მიმდევრობით გამოყენებით შეიძლება ვიპოვოთ აღებულ 
წერტილზე მოქმედი რამდენიმე ძალის ტოლქმედი. 
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4. ვთქვათ, გვაქვს # წერტილზე მოდებული X,, I, და ვ ძალები.. 
ცხადია, ტოლემედი იქნება ამ ძალებზე აგებული პარალელეპიპედის დია-. 

გონალზე დამთხვეული. 

ცხადია, რომ ყოველი ძალა შეგვიძლია დავშალოთ მდგენელებად და წარ- 

მოვიდგინოთ, როგორც რამდენიმე ძალის ტოლქმედი. აღებული ძალის დაშლა. 

მდგენელებად, თუ დამატებითი პირობები არა გვაქვს, განუზლვრელი ამოცა- 

ნაა, რადგან ნებისმიერი მრავალგვერდა, რომელიც აღებული ძალის მოდების 

წერტილზე იწყება და მის ბოლო წერტილზე თავდება, იძლევა აღებული 

ძალის მდგენელებს. 

ავიღოთ დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემა 0ჯVყ> და შემო-- 

ვიღოთ აღნიშვნები: 

I=(Xი Xი 2) 6=1, 9,..., #), 7=(X, X, 2), 

სადაც XL (1=I, 2, ... , #) წარმოადგენენ აღებულ 7/ წერტილზე მოქმედ: 

ძალებს, ხოლო # კი– მათ ტოლქმედს. ტოლქმედის გამოსათვლელად გვაქვს 
ფორმულა: 

#= %) #7... (6,2): X = X) 19. (6,2) 

თუ ამ ტოლობას კოორდინატთა ღერძებზე დავაგეგმილებთ, მივიღებთ 

+-2X, X= XI. გ=%I 2.. (6,3X 
ჯ= 2. §=1 

ეს ფორმულები გვაძლევენ ტოლქმედის ანალიზურად გამოთვლის. საშუალე- 
ბას, კუთხეები თ, 8, +, რომელთაც ტოლქმედი კოორდინატთა . ღერძებთან. 
შეადგენს, ცხადია, გამოითვლება .· ფორმულებით: 

X»X · »ჯ 
6056=-“ ––-–––=––., 0000=–-––-–––ძეეეეეჯეაეწეესწ,.„., 

V X?2-+I2-+ 21% ზ V. X"“-+XI?- 2) · 

2 
C05%= –--=------–- 6,4 V X.-+-X+2'' ( » 

ამასთან · ; 
00§? თ + იიყ?. ჩ + ლ0517=1. 

თუX, ძალები მოთავსებულია ერთსა და იმავე სიბრტყეში. და. ცკოორ- 

დინატთა 0»ყ სისტემას ამ სიბრტყეზე ავიღებთ, მაშინ გვექნება 

Iხა=(0X» ჯა (+=1, 2, ... , 2), #7=(7#, »X) 

X=% XIV. ჯ=X XV. (C,5#. 

ჯ=1 #=1 · 

პრინციპი 9. ერთ წერტილზე მოდებულ ძალთა სისტემის 

წონასწორობისათვის აუცილებელია.და საკმარისი ამ სისტე- 
მის ტოლქმედი ნულის ტოლი იყოს: 
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#= 3) 75=0. (,6) 
11 

თუ ამ ტოლობას კოორდინატთა ღერძებზე დავაგეგმილებთ, მივიღებთ 

ერთ წერტილზე მოდებულ ძალთა სისტემის წონასწორობის პირობებს შემ- 
დეგი სახით: 

წხ= :== = : : => 27 = 5 27 ;==0. : X= %X-=0, X=3%)V,=0, 2=2)2:=9 (6,7) 
1=1 (=1 (21 

განვიხილოთ ახლა მატერიალური წერტილის წონასწორობის საკითხი. 

ჯერ განვსაზღვროთ თავისუფალი და არათავისუფალი მატერიალური წერ- 

ტილი. · 

„ ჩვენ ვიტყვით, რომ მატერიალური წერტილი თავისუფალია, თუ 
მისი მოძრაობა რაიმე გეომეტრიული პირობებით არ არის შეზღუდული, ე. ი. 

თუ მას შეუძლია სივრცეში ნებისმიერი ადგილი დაიკავოს, ხოლო მის სიჩქა- 

რეს ჰქონდეს ნებისმიერი სიდიდე და მიმართულება. წინააღმდეგ შემთხვევაში 

კი ჩვენ ვიტყვით, რომ წერტილი არათავისუფალია, ანუ ემორჩილება ბმას. 

ასე, მაგალითად, თუ წერტილი იძულებულია ყოველთვის მოთავსებული იყოს 

რაიმე სფერულ ზედაბირზე, მაშინ ის ბმას ემორჩილება, რადგან მას არ შეუძ- 

ლია შევიდეს სივრცის იმ ნაწილში, რომელიც აღებული სფერული ზედაბი- 

რით არის შემოსაზღვრული. შეიძლება მატერიალური წერტილი ერთდროუ- 

ლად რამდენიმე ბმას ემორჩილებოდეს. ასე, მაგალითად, როცა წერტილი მოძ- 

რაობს წირზე, რომელიც ორი ფართეულის თანაკვეთას წარმოადგენს, მაშინ 

ის ემორჩილება ორ ბმას. 

ასევე შეიძლება, განვსაზღვროთ თავისუფალი და არათავისუფალი მატე- 

რიალურ წერტილთა სისტემა: ჩვენ ვიტყვით, რომ მატერიალურ წერტილთა 

სისტემა თავისუფალია, თუ სისტემაში შემავალი ყოველი წერტილი თავისუ- 

ფალია; წინააღმდეგ შემთხვევაში კი ვიტყვით, რომ სისტემა ემორჩილება ბმას. 

ანალოგიურად განისაზღვრება თავისუფალი და არათავისუფალი მყარი 

სხეული. ; 

თუ. ახლა გავითვალისწინებთ, რომ მატერიალური წერტილი შეიძლება 

განვიხილოთ, როგორც საკმარისად მცირე განზომილების მყარი სხეული, 

მაშინ ცხადი გახდება, რომ ზემოთ ჩამოყალიბებული პრინციპი იძლევა აგრეთვე 

თავისუფალი მატერიალური წერტილის წონასწორობის აუ- 

ცილებელ და საკმარის პირობას, ამრიგად, თუ თავისუფალ მატერიალურ 

წერტილზე მოქმედი ძალებია #,=(X,, Xი 2) (=1, 2, ·.. , ს») მაშინ წერ- 
ტილის წონასწორობისათვის -აუცილებელია და საკმარისი 

შესრულებული: იყოს (6,6) პირობა, ანუ, რაც იგივეა, (6,7) ბი- 
რობები. · 

აქვე აუცილებლად უნდა შევნიშნოთ, რომ როცა წერტილის წონასწო- 

რობის პირობებს ვაყალიბებთ, ვგულისხმობთ, რომ მატერიალური წერტილი 
თავიდან უძრავი იყო. თუ წერტილი თავიდან უძრავი არ იყო, მაშინ ძალთა 

სისტემის წონასწორობა არ ნიშნავს წერტილის წონასწორობას (უძრავად ყოფ- 

151



ნას). ამ შემთხვევაში, მიუხედავად იმისა, რომ ტოლქმედი ნულია, წერტილი 
იმოძრავებს სწორხაზოვნად და თანაბრად (ინერციით). 

ზემოთ განხილული იყო. თავისუფალი მატერიალური წერტილის წონას- 
წორობის საკითხი, ახლა კი შევისწავლოთ არათავისუფალი მატერიალური 
წერტილის წონასწორობა. ამისათვის განვიხილოთ ერთი პრინციპი, რომლის 
ძალით არათავისუფალი მატერიალური წერტილის წონასწორობის საკითხი 
დაიყვანებ თავისუფალი მატერიალური წერტილის წონასწორობის საკი- 
თხამდე. 

პრინციპი 3. ყოველი არათავისუფალი მატერიალური წერ- 
ტილი შეგვიძლია გავათავისუფლოთ ბმისაგან, თუ სამაგიე- 
როდ მას მოვდებთ გარკვეულ ძალას. სხვანაირად რომ 
ვთქვათ, ყოველი ბმის მექანიკური მოქმედება მატერიალურ 
წერტილზე ტოლფასია გარკვეული ძალის. ამ ძალას რეაქ- 
ციის ძალა ეწოდება. 

ასეთივე პრინციპს ადგილი აქვს არათავისუფალი მყარი სხეულისათვისაც: 
ყოველი ბმის მექანიკური მოქმედება მყარ სხეულზე ტოლ- 
ფასია გარკვეული ძალის (რეაქციის ძალის) ისე, რომ თუ სხე- 
ულზე დამატებით ამ ძალას მოვდებთ, მაშინ შეგვიძლიავი- 
გულისხმოთ, რომ ის თავისუფალია ხსენებული ბმისაგან. 

რეაქციის ძალისაგან განსხვავებით დანარჩენ ძალებს (ე. ი. თავიდან 

აღებულ ძალებს) ვუწოდებთ უშუალოდ მოქმედ ძალებს, 
ზემოთ მოყვანილი პრინციპის ძალით, არათავისუფალი მატე- 

რიალური წერტილის წონასწორობისათვის აუცილებელია 
და საკმარისი მასზე უშუალოდ მოქმედი ძალებისა და რეაქ- 
ციის ძალის ტოლქმედი ტოლი იყოს ნულის, ე. ი. 

#+ 7#=09, 

სადაცXL აღნიშნავს უშუალოდ მოქმედი -ძალების ტოლქ- 

მედს, ხოლო # რეაქციის ძალას. ' 
რეაქციის ძალა, საზოგადოდ, უცნობია როგორც სიდიდით, ისე გეზით; 

მაგრამ, ხშირ შემთხვევაში, მოცემული ბმის ხასიათის მიხედვით, რეაქციის 
ძალის ზოგიერთი ელემენტი შეიძლება თავიდან იყოს ცნობილი (იხ. ქვემოთ 
მოყვანილი მაგალითი), 

შემდეგში ჩვენ დაგვჭირდება აგრეთვე ქვემოთ მოყვანილი პრინციპი (ნიუ- 
ტონის III კანონი, რომელსაც ქმედების. და უკუქმედების პრინციპი” 
ეწოდება. 

პრინციპი 4. ორი მატერიალური წერტილი მოქმედებს 
ერთიმეორეზე ძალებით, რომელნიც სიდიდით ტოლნიარი- 
ან და ერთმანეთის საწინაღმდეგო გეზი აქვთ. 

განვიხილოთ ახლა შემდეგი მაგალითი: ვთქვათ მატერიალური წერტილი 

M#, რომელზედაც მოქმედებს 2 ძალა, მოთავსებულია უძრავი სხეულის (ფ 

ზედაპირზე (ნახ. 74). თუ წერტილი წონასწორობაშია, მაშინ რეაქციის ძალა 

7 დღა უშუალოდ მოქმედი ძალა #7 იქნებიან პირდაპირ თანაწინააღმდეგი 
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(რეაქციის ძალა აწონასწორებს წერტილზე უშუალოდ მოქმედ ” ძალას). 
ცხადია, რეაქციის ძალა ის ძალაა რომლითაც ზედაპირი მოქმედებს წერ- 

ტილზე, მაგრამ ქმედებისა და უკუქმედების პრინციპის ძალით (იხ. მე-3 და 

მე-4 პრინციპი) წერტილიც მოქმედებს ზედაპირზე გარკვეული ძალით და 

წონასწორობის შემთხვევაში ეს ძალა უდრის "ჯ-ს. დავშალოთ 7 ძალა ორ 

მდგენელად, რომელთაგან ერთი მოთავსებულია ფართეულის ნორმალზე, მეორე 

კი––ფართეულის მხებ სიბრტყეზე, პირველ მათგანს, რომელსაც M#-ით აღენიშ- 

ნავთ ვუწოდებთ ნორმალური 

რეაქციის ძალას, მეორეს კი, რო- 
  

მელსაც ”#-თი აღვნიშნავთ -– მხე- 

ბი რეაქციის ძალას, ანუ ხახუნის 

ძალას. თუ ყოველთვის 7'=0, მა- 

შინ ამბობენ; რომ (§) ზედაპირი 
გლუვია, ანუ ბმა იდეალურია. 

აბსოლუტურად გლუვი ზედა- 
პირი არ არსებობს მაგრამ 
მთელი რიგი მატერიალური ზედა- _ 

პირებისა, გარკვეული მიახლოე- ნახ. 74, 

ბით, შეიძლება განხილული იქნეს, 

როგორც გლუვი. გლუვი ზედაპირისათვის #= V და მაშასადამე, რეაქციის 

ძალის მიმართულება გარკვეულია (ის ნორმალზეა დამთხვეული), სიდიდე კი 

უცნობია. | 

პრინციპი ნ. ორი პირდაპირ თანაწინააღმდეგი ძალა წონას- 

წორობაშია (ნულის ტოლფასია), ანუ, რაც იგივეა, ორი პირ- 

დაბირ ·სთთანაწინააღმდეგი ძალა არავითარ მექანიკურ მოჟქჟ- 

მედებას არ ახდენს მყარ 

სხეულზე. ე. ი. მყარი 
სხეულის მოძრაობის, თუ 

წონასწორობის მდგომა- 

რეობა არ დაირღვევა, თუ 

სხეულზე დამატებით მოევ- 

დებთ, ანმასმოვაცილებთ, 

ორ პირდაბირ თანაწინა- 
აღმდეგ ძალას. 

ამ პრინციპიდან გამომდინა- 

რეობს, რომ მყარ სხეულზე 

მოქმედი ძალა სრიალა 
ვექტორია. 

მართლაც, ვთქვათ მყარი 

_. სხეულის გარკვეულ XC წერტილ- 
ზე მოქმედებს ” ძალა. განვიხილოთ ძალის ფუძეზე ნებისმიერი M#, წერტილი 

და მოვდოთ მასზე ორი პირდაპირ თანაწინააღმდეგი #' და--#" ძალა, სადაც 

“#' = (ნახ. 75). · 

  
  

    

ნახ. 75. 
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ცხადია, რომ 7/ წერტილზე მოდებული #. ძალა და უ1/, წერტილზე 

მოდებული –ჯ ძალა პირდააირ თანაწინააღმდეგ ძალებს წარმოადგენენ, 

ამიტომ, ხსენებული პრინციპის ძალით, ისინი არავითარ მექანიკურ მოქმედე- 

ბას არ ახდენენ სხეულზე და, მაშასადამე, შეიძლება მოვაცილოთ მას. ამრი- 

გად. დაგვრჩება 1/, წერტილზე მოდებული ჯ” ძალა, რომელიც ცხადია, ჯ 

ძალის ტოლფასია და ამით ნათქვამის სამართლიანობა დამტკიცებულია, 

პრინციპი 6, როცა მყარ სხეულზე მოქმედებს ორი ძალა, 

მაშინ წონასწორობისათვის აუცილებელია და საკმარისი 
ეს ძალები იყოს პირდაპირ თანაწინააღმდეგი. 

დავამტკიცოთ ახლა შემდეგი დებულება: 
დებულება. თუ ძალთა (8) და (5) სისტემები ტოლფასია, 

მაშინ (§9)+(C-–9) სისტემა, სადაც (–5) წარმოადგენს (§ჟ სის- 

ტემის პირდაპირ თანაწინააღმდეგ სისტემას, წონასწორო- 
ბაშია. : : 

მართლაც, ცხადია (§)+C-–- 5) სისტემა წონასწორობაშია (ვინაიდან ეს 
სისტემა შედგება მხოლოდ პირდაპირ თანაწინააღმდეგი ძალებისაგან, ხოლო. 

პირდაპირ თანაწინააღმდეგი ძალები ნულის ტოლფასია). მაგრამ, ვინაიდან 

პირობის ძალით, (§') ტოლფასია (§5)-ის, ამიტომ, ცხადია (§)-+C-- 8" სისტემ» 
წონასწორობაშია და ამით დებულება დამტკიცებულია. 

ამოცანები 

შემოვიღოთ ძაფის (თოკის) დაჭიმულობის ძალის ცნება, რომელიც ქვე- 
მოთ დაგვჭირდება. მატერიალურ წერტილთა სისტემას რომელიც უწყვეტა- 

დაა განლაგებული რაიმე 48 წირზე ეწოდება ძაფი. თუ ძაფის · სიგრძე მის 

ორ წერტილს შორის არ იცელება, მაშინ მას ეწოდება უჭიმადი ძაფი. ვთქვათ 

48 ძაფი წონასწორობაშია. გავჭრათ 
4 3 ის C წერტილში და მოვაშოროთ მას 

თ ნაწილი (ნახ. 76), იმისათვის, რომ 

“ 4C ნაწილი დარჩეს ისევ წონასწორო- 
4 ბაში, საჭიროა C წერტილზე მოვდოთ 

გარკვეული ძალები. თუ ეს ძალები ტოლ- 

ფასია C წერტილზე მოდებული ერთი 
ძალისა, რომელიც ძაფის მხებია C წერტილში, მაშინ ძაფს ეწოდება იდეა- 
ლური, ხოლო ხსენებულ ძალას ძაფის დაჭიმულობის ძალა. ამრიგად, 
ძაფის დაჭიმულობის ძალა არის ის ძალა, რომლითაც C7#7) ნაწილი მოქმედებს 

4C ნაწილზე. დაჭიმულობის ძალის სიდიდეს ეწოდება ძაფის დაჭიმუ- 

ლობა. | : 

ნახ. 76. 

1, სიბრტყეზე მოცემულია ორი მიმართულება, რომელნიც განსაზღვრუ- 

ლია “ და თ ერთეულოვანი ვქექტორებით. აღებული I=07/ ძალა დავშა- 
ლოთ ორ მდგენელად, რომელნიც მოცემული მიმართულებების პარალელურ- 
ნი არიან. 

  

1 შაფის წონასწორობის საკითხი დაწვრილებით განხილულია შემდეგ განყოფილებაში. 
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ავიღოთ კოორდინატთა სისტემა ისე, რომ მისი სათავე ემთხვეოდეს 

ძალის მოდების 0 წერტილს, ხოლო ღერძები „ და სთ ვექტორების პარა- 

ლელური იყოს. გავავლოთ. წემ ძალის I ბოლო წერტი ნ 
, ლიდან 0ყ და 0» 

ღერძების პარალელური წრფეები და აღვნიშნოთ ,I! და 8-თი მათი გადაკ- 

ვეთა 0» და 0V ღერძებთან (ნახ. 77). 

ცხადია, გვექნება 
L=04+0#. 

სავსებით ანალოგიურად შეიძლება მოცემული ძალა დავშალოთ სამი 
ისეთი მიმართულების პარალელურად, რომელნიც ერთი და იმავე სიბრტყის 

პარალელურნი არ არიან. 
58, და 0 კილოგრამი წონის ტვირთები ჰკიდია თოკზე სხვადასხვა ადგი- 

ლას ისე, რომ პირველი ტვირთი (”» კილოგრამი წონის ტვირთი) უფრო 

დაბლა ჰკიდია, ვიდრე მეორე. | 
ვიპოვოთ ძაფის დაჭიმულობის 

ძალა, 
თუ მოვიგონებთ ძაფის და- 

ჭიმულობის ძალის განსაზღვრას, 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

თოკის დაჭიმულობა იქნება ჟ/? კი- 

ლოგრამი და #+0 კილოგრამი, 

გ. გლუვ დახრილ სიბრტყე- 

ზე მოთავსებულია X# წონის მატე- 
ტიალური. წერტილი, რომელზე- ნახ. 77. 
დაც მოქმედებს დახრილი სიბრტ- 

„ს? მიმართულებით C) ძალა. მოცემულია მატერიალური წერტილის წონა ჯ. 

და სიბრტყის დახრილობის კუთხე თ < 909. საძიებელია წონასწორობის შემთ- 

ხვევაში ი ძალის სიდიდე და ნორმა- 

„“ 

0 

  

  
     

ლური რეაქციის ძალა (ნახ, 78 ა). 

# წერტილზე მოქმედებენ შემ- 
დეგი უშუალოდ მოქმედი ძალები: მა-. 

– 

% 
– 

დს 

–” 

+ 9 
ნახ. 78 ა. ნაზ. 78 ბ. 

ი ფერტილის სიმძიმის ძალა ”# და დახრილი სიბრტყის პარალე- 
რ ია ტერი" ძალაშ- გარდა ამ ძალებისა, წერტილზე მოქმედებს ნორმალური რეაგ- 

ლუ ა 7. ფევადგინოთ ამ ძალების მრავალგვერდა, რომელიც ძალების 

წონასწორობის გამო არ ვეკრული (ნახ. 28 ბ). ეს მრავალგვერდა, ცხადია, 

მართკუთხა სამკუთხედია, რომელიც გვაძლევს 
155



0=#5)ს)თ, #=X003თ. (1) 

ამ ამოცანის ამოხსნა შეიძლება მივიღოთ აგრეთვე ანალიზურად შემდეგი 
"წესით: ავიღოთ კოორდინატთა 0ჟ/ყ სისტემა ისე, როგორც ნახაზზეა. კოორ- 

დინატთა ღერძებზე ძალების გეგმილების ჯამი გავუტოლოთ ნულს, მივიღებთ 

ბეგ» 7 --გეგ«0 -I-გეგ»6=0, თ 

გეგყ V-Lგეგჯ0-L-გეგ/ > =0. 
„ცხადია, გვექნება 

გებ»# = 0, გეგ» 0 = 0 გები ჯ#ჯ= –#ჩე)ით, 

გეგყVX=X, გეგ, 0=0, გეგ, ნ=--X.00§Cთ. 
თუ ამ მნიშვნელობებს (2)-ში შევიტანთ, მივიღებთ ისევ (1)-ს. 

4. 0ე/ სიბრტყეზე მოთავსებულია მატერიალური წერტილი /7V/, რომე- 

ლიც მიიზიდება სამი უძრავი 7/, (>, 41), 7/, (თ. მა); -შ?ე (თვ, 9) წერტილი- 
საკენ ისეთი ძალებით, რო- 

, : M მელნიც პროპორციულია ზე- 

Vყ კ საბამად 7#/ M), M# 74), -M/ Mე 
ააა მანძილების (ნახ. 79). მო- 

– ცემულია პროპორციულობის 

=> კოეფიციენტები #,, #, MM 
M 75 , და საძიებელია მატერიალე- 

რი წერტილის წონასწორო- 

, 1, ” · ბის მდებარეობა. __ 

/ აღვნიშნოთ VX”"-თ ის 

/ ძალა, რომლითაც.7#ჯ (თ, ჭი 
/ წერტილი იხიდავს 7#(თ, 0) 

0 , ”-X წერტილს, ცხადია, პირობის 
/ ძალით, გვექნება 

M, "75= (თ– თ, ყ–ყი 

ნახ. 79. (1=1, 2,. 3). 

წონასწორობის პირობას აქვს სახე: 

  

» # =X Mა(თ– თი ყ–ყე)=0. 
(=1 ჯ=1 

კოორდინატთა ღერძებზე ამ ტოლობის დაგეგმილებით ვღებულობთ: 

Mე (თ––დ)––ჩე (ფ–– ე) -+ #ვ (თ––თვ) =9, 

IV (7-––ყV,)-+C19 C/-––V0)-LX% (#-–ყ3)=9, 

გ= #19:––/ვთდე +–7632ვ 

IM -+Iს + 

ყ=– M19/)-L7ი95-L- #3) · 

M-+(+7C-L 7 

საიდანაც 

156



§. წრიულ გლუვ მავთულზე, რომელიც ვერტიკალურ სიბრტყეშია მო- 
თავსებული, ჩამოცმულია მცირე განზომილების მძამე ბირთვი, ბირთვზე მოქ- 

მედებს სიმძიმის ძალა ” და პორიზონტალურად მიმართული 0. ძალა (ნახ. 

80 ა). საძიებელია ბირთვის (რომელიც განიხილება როგორც მატერიალური 
წერტილი) წონასწორობის მდებარეობა და რეაქციის ძალა. 

M#M წერტილის მდებარეობა წრეწირზე, ცხადია, განისახღვრება დ კუ- 

თხით, რომელსაც 07/ რადიუსი შეადგენს სიმძიმის ძალის მიმართულებასთან. 

წონასწორობის შემთხვევაში ძალ- 

თა მრავალგვერდა, რომელიც 

მართკუთხა სამკუთხედს წარმოად- 

გენს (ნახ. 80 ბ), უნდა იყოს შეკ- 

რული, ხსენებული სამკუთხედიდან 

გვექნება 

ხყ #=-2, #=V/ L1-L 01. 

M 0 

9 
I 

წ 9 

ნახ. 80 ა. ნახ. 80 ბ. 

6: კგ წონის ტვირთი” ჩამოკიდებულია 480 თოკის 8 წერტილში. 
თოკის ერთი 4 ბოლო მიმაგრებულია 47) ვერტიკალზე, მეორე C ბოლო კი-– 

#C პორიზონტალზე (ნახ. 81 ა). ვიპოვოთ თოკის 80 და 48 ნაწილების #7, 
: და 7, დაჭიმულობანი, თუ 48= 

=1,1 მ, 80=1,8 მ, 70=>=2 მ. 

6C წონასწორობის გამო დაჭი- 

მულობის ძალებისა და XL ძალის. 
შესაბამი მრავალგვერდა (სამკუ- 

თხედი) იქნება შეკრული (ნახ, 81 ბ). 
დავუშვათ მართობი 8 წერტი- . 

  ლ 
სა
აა
აა
აა
აა
აა
აა
აა
სა
ბა
ბა
სა
აა
სა
აა
აა
ას
სა
სა
აა
აა
აა
ა 

  >     ' ნახ. 81 ა, 

ლიდან ჯC მონაკვეთზე და „280 აღვნიშნოთ თ-თი. ადვილად მივიღებთ რომ 
? ო, 

#0=0,9 მ, 9I06=--, | «-C 
ძალთა სამკუთხედიდან გვექნება 

2 
ქ,=-4#X ჟ=-X+-. 

M 3 V 3 
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აჯ 7. ელემენტარული მო.ძმედებები, წყვილძალა, ძალთა სისტემის 
დაქვანა ერთ ძალამდე და ერთ წყვილძალამღმ 

ისე, როგორც სრიალა ვექტორების შემთხვევაში, ძალთა სისტემებისა- 

-თვისაც ელემენტარულ მოქმედებებს ჩვენ ვუწოდებთ შემდეგ მოქმედებებს: 
19. ძალის გასრიალებას ფუძის გასწვრივ, 

29. თავმოყრილი ძალების შეკრებას, 

38. ძალის დაშლას თავმოყრილ ძალებად. 

ელემენტარული მოქმედებების კერძო სახეებია აგრეთვე შემდეგი მოქმე- 
დებები: 

ა) ორი პირდაპირ თანაწინააღმდეგი ძალის მოსპობა (მათი მოცილება 

მყარი სხეულიდან), 

ბ) ორი პირდაპირ თანაწინააღმდეგი ძალის მოდება. 
ამ მოქმედებებს ჩვენ ხშირად გამოვიყენებთ. 

წინა პარაგრაფში მოყვანილი პრინციპების საფუძველზე ჩვენ ადვილად 

დავრწმუნდებით, რომ ძალთა სისტემაზე ელემენტარული მოვგმედებების შედე- 

გად მიიღება აღებული სისტემის ტოლფასი სისტემა. ამიტომ ცხადია, რომ 

ყველა ის შედეგი რომელიც II თავში სრიალა. ვექტორთა ტოლფასობის 

შესახებ ელემენტარული მოქმედებებით იყო მიღებული, სამართლიანია მყარ 

სხეულზე მოქმედი ძალთა სისტემისათვისაც. კერძოდ, ყველა ის. შედეგი, 

რომელიც პარალელურ ვექტორთა და წყვილვექტორთა: შესახებ IL თავის 

აწ 3, 4-ში იყო ნათქვამი, ყოველგვარი ცვლილების გარეშე, სამართლიანია 

-პარალელური ძალებისა და წყვილძალების შემთხვევაშიაც. მაშასადამე, პარა- 

ლელურ ძალთა სისტემისათვის ყოველთვის არსებობს ტოლქმედი, თუ ნაკ- 
რები ვექტორი განსხვავებულია ნულისაგან, წყვილძალებისათვის ადგილი აქვს 

IL თავის § 4-ის 1 და 2 დებულებებს: 

დებულება 1, ორი წყვილძალა, რომელთაც ერთნაირი 

მომენტი აქვს, ტოლფასია. ””»„»Vს""“"“'"“"“” _-_ 

. დებულება 2“. სასრული რაოდენობა (L., 01), (#,, რდ: ).-.-( #», 0.) 

წყვილძალებისაგან შემდგარი "სისტემა ტოლფასია ერთი 

(7, 0) წყვილძალისა, რომლის მომენტი უდრის აღებული 
წყვილძალების მომენტების ჯამს. 

ცხადია, ძალთა სისტემისათვის სამართლიანია II თავის § 5-ში მოყვა- 
ნილი 1 დებულება და აგრეთვე შემდეგი დებულება ·(იხ. II თავის § 5-ის 

2. დებულება): 
დებულება 3. ძალთა ნებისმიერი სისტემა ტოლფასია დაჯ- 

ვანის ნებისმიერ 0 ცენტრზე მოდებული“ერთი # ძალისა, 
რომელიც სისტემის ნაკრები ვექტორის ტოლია და (L, დ) 

წყვილძალისა, რომლის მომენტიც უდრის აღებული სისტე- 
მის ნაკრებ მომენტს დაყვანის 0 ცენტრის მიმართ. 

§ 8. სტატიკის ძირითადი დებულება 

დავამტკიცოთ ახლა სტატიკის შემდეგი ძირითადი დებულება: 
დებულება 1. მყარ სხეულზე მოდებულ ძალთა სისტემის 

წონასწორობისათვის აუცილებელია და საკმარისი ამსის- 
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ტემის ნაკრები ვექტორი და ნაკრები მომენტი რაიმე წერ- 
ტილის მიმართ ნულის ტოლი იყოს. 

მართლაც, დავიყვანოთ ჩვენი სისტემა რაიმე 0 წერტილამდე. მივიღებთ 

0 წერტილზე მოდებულ ერთ 1” ძალას, რომელიც აღებული სისტემის ნაკრები 

ვექტორის ტოლია და ერთ (#, 0) წყვილძალას, რომლის მომენტიც უდრის 
სისტემის ნაკრებ მომენტს ი წერტილის მიმართ, ამასთან წყვილძალა ისე 

შეიძლება ავიღოთ, რომ L გექტორი მოდებული იყოს 0 წერტილზე (ნახ. 82). 

აუცილებლობის დამტკიცება. დავუშ- 

ვათ, სისტემა წონასწორობაშია და შევკრი- 

ბოთ 0 წერტილზე მოდებული # და 'ძალ- 

ები, მივიღებთ #=#ს-+7. ძალას, ამის შემ- 

დეგ ჩვენ გვექნება ორი # და (7 ძალისაგან 
“შემდგარი სისტემა, რომელიც, პირობის ძა- 

ლით, წონასწორობაშია, ამიტომ, § 6-ის მე-6 

პრინციპის ძალით, 7--0=0, ანუ L--X + 
-L-0=0. მაგრამ, ვინაიდან L+-0=0, ამი- 

ტომ '#V7=0, ამის შემდეგ ჩვენ გვრჩება ისევ 

ორი ძალა წ. და 0, რომელნიც წონასწო- ნახ. 82. 
რობაშია და, მაშასადამე, ზემოხსენებული 

პრინციპის ძალით, ისინი პირდაპირ თანაწინააღმდეგ ძალებს წარმოადგენენ. 

ამრიგად, ( XL, 0.) წყვილძალის მომენტი, ცხადია, ნულის ტოლია და ამით 

აუცილებლობა დამტკიცებულია. 
საკმარისობის დამტკიცება. დავუშვათ რომ აღებული ძალთა 

სისტემის ნაკრები ”# ვექტორი და ნაკრები # მომენტი რაიმე 0 წერტი- 

ლის მიმართ ნულის დლტოლია, თუ სისტემას დავიყვანნთ 0 ცენტრამდე 

და გავითვალისწინებთ ტროლობებს 

: #=#L=9, 
დავრწმუნდებით, რომ. სისტემა დაიყვანება მის ტოლფას ორ პირდაპირ თანა– 

წინააღმდეგ X და 0 ვექტორამდე, რომელიც წონასწორობაშია და ამით საკ- 

მარისობაც დამტკიცებულია. 
დავწეროთ ახლა თავისუფალი მყარი სხეულის წონასწორობის განტო- 

ლებები. მყარ სხეულზე მოქმედი ძალთა სისტემა იყოს 7 ო 2. შჩი: განვი- 

ხილოთ დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემა სათავით რაიმე 0 

წერტილში და შემოვიღოთ აღნიშვნები 

  
1M= (XV ი XI) (L=1, 2, ა... · ჩ). 

ზემოდამტკიცებული დებულების ძალით, მყარი სხეულის წონასწორობის 

განტოლებებს შემდეგი სახე ექნება: 

1 თუ აღებული სისტემის ნაკრები ვექტორი და ნაკრები მომენტი რაიმე წერტილის 
მიმართ ნულის ტოლია, მაშინ, როგორც ადვილი მისახვედრია, ის ნულის ტოლი იკნება ნე- 

ბისმიერი სხვა წერტილის მიმართაც (იხ. II თავის § 5-ის ბოლოს მოყვანილი შენიშვნა). 
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(X, X, 7)=# = %ე1%=0, (8,1) 
151 

(#L., IV Lა= ს= ჯო · IM)5–0. (8,2 

(51 

სადაც #=(4ი ჰი მ) წარმოადგენს XL, ძალის მოდების წერტილის რადიუს- 
ვექტორს კოორდინატთა სისტემის სათავის მიმართ. 

თუ (8,1) და (8,2) ტოლობებს დავაგეგმილებთ კოორდინატთა ღერძებზე, 

წონასწორობის შემდეგ განტოლებებს მივიღებთ: 

ლ M ი 

2, ძო-მ, 2, X,=90, 2, 2,=0, (8,3) 

ბ (V(2,– 2 X)=9, გ (იX–70=9, ბ, (თ,X,-–ყ:Xა =9. (8,4) 
(51 (51 (51 

თუ ძალთა სისტემა ბრტყელია, მაშინ წონასწორობის განტოლებებს 
ექნება სახე: 

ჯ 2X,=0, 2.».=0, ' 

1 L=1 

(8,5) 

2, (>,X,–-ყ,X-)=9, 
ჯ=1 

ამასთან კოორდინატთა სისტემა ისეა აღებული, რომ ჯ0ყV სიბრტყე ემთხვევა 
იმ სიბრტყეს, რომელზედაც აღებული ძალთა სისტემაა მოთავსებული. 

ახლა მარტივად დამტკიცდება შემდეგი დებულება: 
დებულება 2, ძალთა ორი სისტემის ტოლფასობისათვის 

აუცილებელია და საკმარისი, რომ ისინხ ერთიმეორეზე 
დაიყვანებოდნენ ელემენტარული მოქმედებებით. 

ვინაიდან ელემენტარული მოქმედებები ტოლფასობას არ ცვლის, ამი- 
ტომ პირობის საკმარისობა ცხ5დია. 

დავამტკიცოთ ახალი პირობის აუცილებლობა, ამისათვის ვიგულისხმოთ. 
„რომ (8) და (§) სისტემები ტოლფასია და ვაჩვენოთ, რომ ისინი ელემენტა- 
რული მოქმედებებით ერთიმეორეზე დაიყვანება. 

§ 6-ის ბოლოს დაზტკიცებული დებულების ძალით, (9+(–08 სისტემა 
წონასწორობაშია, ამიტომ, ზემოდამტკიცებული დებულების ძალით, ამ უკა- 
ნასკნელი სისტემის ნაკრები ვექტორი და ნაკრები მომენტი რაიმე 0 წერტი- 
ლის მიმართ ნულის ტოლია. აქედან გამომდინარეობს, რომ (9) და (ა. სის- 

ტემებს აქვთ ერთნაირი ნაკრები ვექტორი და ერთნაირი ნაკრები მომენტი. 
მაგრამ, როგორც II თავის § 5-ის 3 დებულების დამტკიცების დროს იყო 

აღნიშნული, ასეთი სისტემები ერთიმეორეზე დაიყვანება ელემენტარული მოქ- 
მედებებით და ამით დებულება დამტკიცებულია. 
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დამტკიცებული დებულება გვიჩვენებს, რომ სრიალა ეექტორთა სისტე- 
მისათვის II თავის § 3-ში მოყვანილი ტოლფასობის განმარტება და ძალთა 
სისტემისათვის § 5-ში მოყვანილი ტოლფასობის განმარტება ერთი და იგიეეა. 

ისე როგორც სრიალა ვექტორების შემთხვევაში, ადგილი აქვს შემდეგ დებუ- 

ლებას (იხ. II თავის § 5-ის მე-3 დებულება): 
დებულება 3. აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმისა, 

რომ ძალთა ორი სისტემა იყოს ტოლფასი, მდგომარეობს 

იმაში, რომ მათ ჰქონდეთ ერთნაირი ნაკრები ვექტორი და 
ნაკრები მომენტი რაიმე წერტილის მიმართ. 

ამის შემდეგ (კახადია, რომ ყველაფერი, რაც ნათქვამი იყო II თავში 

სრიალა ვექტორთა სისტემის შესახებ, სამართლიანია ძალთა სისტეზისათვი- 

საც (იგულისხმება მყარ სხეულზე მოდებულ ძალთა სისტემა), ზოგიერთ მათ- 

განს ჩვენ შემდეგ პარაგრაფში ჩამოვაყალიბებთ. 

§ 9. ინვარიანტები. ტროლქმედის არსებობის პირობა. 
ძალთა ხრაზნი (დინამა) 

ისე როგორც სრიალა ვექტორების შემთხვევაში, მყარ სხეულზე მოქმედ 

ძალთა სისტემისათვისაც დაყვანის ცენტრის მიმართ ინვარიანტებია: 

1. მოცემულ ძალთა სისტემის ნაკრები ვექტორი 1 

! 2. მოცემულ ძალთა სისტემის ნაკრები ვექტორის და ნაკრები მომენ- 

ტის სკალარული ნამრავლი (#-.L), | 

3. ნაკრები მომენტის გეგმილი ნაკრებ ვექტორზე. 

როცა მეორე ინვარიანტი ნულის ტოლია, მაშინ მოცემულ ძალთა სის- 

ტეზა დაიყვანება ან წყვილძალამდე (როცა # =0) ან ტოლქმედამდე. ამასთან 

დაკავშირებით ადგილი აქვს შემდეგ დებულებას: 
დებულება 1. როცა მოცემულ ძალთა სისტემის ნაკრები 

ვექტორი # #90, მაშინ აუცილებელი და საკმარისი პირობა 

იმისა, რომ სისტემა დაიყვანებოდეს ტოლქმედამდე მდგო- 

მარეობს იმაში, რომ მეორე ინვარიანტი (# . ს )=90. 
თუ მეორე ინვარიანტი ნულის ტოლი არ არის, მაშინ შეიძლება ვიპო- 

ვოთ დაყვანის ისეთი წერტილები, რომელთა მიმართ ნაკრები მომენტი პარა- 

ლელურია ნაკრები ვექტორის (ანუ, რაც იგივეა, დაყვანის შედეგად მიღებუ- 

ლი წყვილძალის სიბრტყე მართობია ჯ-ის). ასეთ შემთხვევაში ჩვენ ვიტყ- 

ვით, რომ ძალთა სისტემა დაყვანილია ძალთა ხრახნამდე, ანუ დინამამდე. 

ზემოხსენებული წერტილების გეომეტრიული ადგილი წარმოადგენს 

წრფეს, რომელსაც აღებული სისტემის ცენტრალური ღერძი ეწოდება (ძალთა 
ხრახნის ღერძი) და რომელიც მოცემულია II თავის (8,3) განტოლებებით. 

როგორც II თავის ც 8-ში იყო აღნიშნული, L სიდიდეს. რომელიც გან- 
სახღვრულია ტოლობით 

1 –. 
#=> ++ -LV (9,1) 

ეწოდება ძალთა ხრახნის პარამეტრი (დინამის პარამეტრი). როცა ჯ# >0, მაშინ 
ძალთა ხრახნს მარცხენა ხრახნი ეწოდება, ხოლო როცა # < 0-–მარჯვენა. 

11. ნ. ვეკუა : 16



როგორც ხსენებულ პარაგრაფში იყო ნაჩვენები, (კენტრალური ღერძის 
წერტილების მიმართ ნაკრებ ზომენტს აქვს უმცირესი სიდიდე. 

თუ ყოეელივე ზემ.ინათქვამს გავითვალისწინებთ, ჩვენ მიეალთ ზემ- 

დეგ დასკვზამდე: თუ თალთა სისტემის ნაკრები ვექტორი ნულის 

ტოლია, მაშინ იას დაიყვანება მის ტოლფას წყვილძალა- 
მდე: თუ ნაკრები მომენტიც ნულის ტოლია, მაშინ ის წო- 

ნასწორობაშია (ნულის ტოლფასია). თუ ნაკრები ვექტორი 

განსხვავებულია ნულისაგან. მაგრამ მეორე ინვარიანტი 
ნულის ტოლია: | 

(#/. ს)=XL-+XL+21,=0, „(9.2 
მაშინ სისტემა დაიყვანება ტოლქმჭედამდე. ყველა დანარჩენ 

შემთხვევაში სისტემა დაიყვანება ნამდვილ ძალთა ხრახნა- 

მდე, როცა არც ნაკრები ვექტორი და არც ნაკრები მომენტი 
ნულის ტოლი არ აის. ძალთა ხრახნის ცენტრალური ღერ6- 
ხის განტოლებებია: 

L--V2-2I) _ Iს– CX-–-22). _ L- (XI –)X) 
X _ / · 7 , 

სადაც X=(X, X, 7), ს= ჩი ჩხ I,) ძალთა სსისტემის ნაკრები 
ვექტორი და ნაკრები. მომენტია კოორდინატთა სისტემის 
სათავის მიმართ, ხოლო ე, V, ცენტრალური ღერძის მიმდი- 

ნარე კოორდინატები. | 

თუ ძალთა სისტემა ბრტყელია (მოთავსებულია ერთსა.და იმავე სიბრტ- 

ყეში), მაშინ, როგორც ადვილი მისახვედრია, ნაკრები ვექტორი მართობია 
ნაკრები მომენტის და მაშასადამე, თ უ ნაკრები ვექტორი განსხვავე- 
ბულია ნულისაგან, მაზინ ყოველთვის არსებობს ტოლქმედი. 

დავამ რკიცოთ ახლა შემდეგი დებულება: 
ღებულება 9. თუ ძალთა აღებული სისტემის ნაკრები მო- 

მენტები სამი ისეთი წერტილის მიმართ, რომელნიც ერთსა 

და იმავე წრფეზე არ არიან მოთავსებული, ნულის ტოლის, 
მაშინ სისტემა წონასწორობაშია. . 

ხსენებული სამი წერტილი იყოს +, #7, (0. ვინაიდან ნაკრები მომენტი 

4 წერტილის მიმართ ნულია, ამიტომ სისტემა დაიყვანება ერთადერთ '# ძა- 

ლამდე, რომელიც 4 წერტილზე იქმება მოდებული, ცხადია, # ძალა აღებე- 
ლი სისტეზის ტოლდასია და მაშასადამე, მისი მომენტი 8 წერტილის მიმართ 

ნულია. ეს კი იმას ნიზნაეს, რომ L ძალის მიმართულება 8 წერტილში უნდა გა- 

დიოდეს. ასევ ე დავრწმუზდებით, რომ #” ძალის მიმართულება უნდა გადიოდეს C 

· წერტილში. ვინაიდან #, 8 და C წერტილები “ერთსა და იმავე წრფეზე არ 

არიან მოთავსებული. ამიტომ, ცხადია, #=>=0 და დებულება დამტკიცებულია. 

(9,3) 

5.19, მქარი სხეულის არათავისუფალი მოძრარბის ყოგიე4თი 

ყმეთხვეგა, რეაქციის ძალების განსა%ზლვრა, სტატიკურად 

ა. განუსადღვტელი შემთხვევა 

განვიხილოთ პირველად ის შემთხეევა, როცა მყარ სხეულს. ·აქვს, ერთი 

ულრავ წერტილი. აგიღოთ დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა · სის- 
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ტემა სათავით უოლხრავ 0 წერტილში და დავუშვათ, რომ სხეულზე უზუალოდ 

მოქმედი ძალებია 
1ა=(XV, '2 2ა (1=1, 2, .... #). 

უძრავი წერტილის რეაქციის ძალა იყოს 4=(4., 4,ც 4,), რომელიც, ცხა- 
დია, მოდებულია უძრავ 0 წერტილში. 
_. სხეულის წონასწორობის განტოლებების მისაღებად XL, I", ს 7 
4 „ძალთა სისტემის ნაკრები ვექტორი და ნაკრები მომენტი უძრავი 0 წერ- 
ტილის მიმართ უნდა გავუტოლოთ ნულს; მივიღებთ 

4+ 3) 11=9. (10,1) 
ჯ51 

#= % IV.I)=0, (10,2) 
რო) 

სადაც #, წარმოადგენს X, ძალის მოდების წერტილის რადიუს-ვექტორს 

უძრავი 0 წერტილის მიმართ. 

(10,1) ტოლობიდან განისაზღვრება რეაქციის ძალა, ხოლო (10,2) ტო- 

“ ლობა, რომელიც რეაქციის ძალას არ შეიცავს (რეაქციის ითალის მომენტი 
უძრავი 0 წერტილის მიმართ ნულის ტოლია), წარმოადგენს იმ პირობას, 

რომელსაც მოცემული ძალები უნდა აკმაყოფილებდეს წონასჯორობის შემთხ. 

ვევაში, ე. ი. წარმოადგენს სხეულის წონას- 
წორობის პირობას. 

ვთქვათ, სხეულს აქვს ორი უქრავი 

წერტილი 0 და I/ (სხეულის მოქრაობა 
შეიძლება იყოს მხოლოდ ბრუნვა ამ ორ 

წერტილზე გამავალი ღერძის გარშემო). 
კოორდინატთა სისტემის სათავედ მი- 

ვიღოთ 0 წერტილი და 02 ღერძი მივმარ- 

თოთ ისე, რომ. ის 7// წერტილზე გადიოდეს. 

0 და 7” წერტილების რეაქციის ძა- 

ლები იყოს შესაბამად 4=(4» 4, 4,) და . 

=(8., 18,, 1.) (ნახ. 83). .- 
თუ სხეულზე უშუალოდ მოღებული ძალებია ”V=(7,, XI, 7.)(=1კ-..,2) 

მაშინ აღებული მყარი სხეულის წონასწორობის ა:ცილებელი და საკმარისი 

პირობები მიიღეაენ სახეს: | 

  

ს XI,L4-8=0,. (10,3) 

-§=1. 

X+L(0# . 8)=0, (10,4) 

სადაც # წარმოადგენს უზუალოდ მოგმედ «ალთა სისტემის ნაკრებ მომენტს 

· 0 წერტილის მშCმ-რთ (რეაქციის 4 ძაღის მობენტი 0 წერტილის მიმართ, 
ცხადია. ნულის ტოლია). | 
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რეაჭციის ძალები,' რომელნიც საძიებელ სიდიდეებს წარმოადგენენ, უნდა 
განისაზღვრონ ამ ბირობებიდან. 

(10,3) ტოლობის კოორდინატთა ღერძებზე დაგეგმილება მოგვცემს 

X+/4.+7,=0, 

X--4ს)+-ს,=9, (10,5) 

27–+4,+718,=9, 

სადაც X, I, 2 უშუალოდ მოქმედ ძალთა სისტემის ნაკრები ვექტორის კომ- 

პონენტებია, 

თუ მივიღებთ მხედველობაში, რომ 

ი #L 
“ |011 · #1 = 0, 0, „ ' 

#., ჩე, 8, 

სადაც # წარმოადგენს 0#/I ვექტორის გეგმილს 2 ღერძზე, და დავაგეგმილებთ 

(10,4) ტოლობას კოორდინატთა ღერძებზე, მივიღებთ 

L.-–სხ, = 0, 

L,+I8,=0, (10,6) 
L.= 0. ' 

(10,5) და (10,6) განტოლებებიდან ჩანს, რომ რეაქციის ძალების კომპო- 

ნენტები არ შედის მხოლოდ (10,6)-ის უკანასკნელ განტოლებაში, ამიტომ 

L,=0 ტოლობა წარმოადგენს იმ პირობას, რომელსაც აკმაყოფილებს მოცე- 

მული ძალები წონასწორობის შემთხვევაში. ამრიგად, 

L.,=90 (10,7) 

პირობა წარმოადგენს სხეულის წონასწორობის პირობას, 

(10,5) და (10,6) სისტემების პირველი ხუთი განტოლებიდან უნდა მოი- 

ძებნოს რეაქციის ძალების 6 კომპონენტი: /#,, 4კ, 4,, #», 18,, ჯ8.. ხსენე- 

ბული 5 განტოლებიდან ეს 6 სიდიდე (ცალსახად არ განისაზღვრება. 
აზრიგად, ჩვენ საქმე გვაქვს ისეთ შემთხვევასთან; როცა განტოლებათა 

რიცხვი არ არის საკმარისი რეაქციის ძალების მოსაძებნად. ასეთ შემთხვევას 

ჩვენ ვუწოდებთ სტატიკურად განუსაზღვრელ შემთხვევას. 

ცხადია, (10,6)-ის პირველი ორი განტოლებიდან მივიღებთ 

=. IL, IL ი 
მზ==- --, ხ,=–-. (10,8) 

წ.” #7 
თუ ამ მნიშვნელობებს (10,5)-ის პირველ ორ განტოლებაში შევიტანთ, მივი- 

ღებთ | 

.. ქტ,=4%. X,. 
„ 

(10,9) 
_ L = 47 I. 

4 ” 
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(10,5)-ის უკანასკნელი განტოლება მოგეცემს 

4.+ს,= – 2. (10,10) 

ამრიგად #,, 4კ, #ყ,, ს, სიდიდეები (10,9) და (10,8) ტოლობებით განი- 
საზღვრებიან. 4, და #, სიდიდეების მოსაძებნად კი გვაქვს ერთი განტოლება 

(სახელდობრ (10,10) განტოლება) და, მაშასადამე, ადგილი აქვს განუზღქე- 

რელობას. 

ცხადია, განუზღვრელობას არ ექნება ადგილი, თუ 4, და 8, სიდი- 

დეებიდან ერთ-ერთი ცნობილია; ასე, მაგალითად, თუ 0 წერტილი დამაგრე- 
ბულია საქუსლის ან სახსრის საშუალებით, ხოლო I წერტილზე გვაქვს საკი- 
სარი, ამ შემთხვევაში, ცხადია, 8,==0 და #,= – 2. 

თუ ახლა 0 წერტილზედაც გვაქვს საკისარი, მაშინ სხეულს არა მხო- 

ლოდ ბრუნვა შეუძლია 027 ღერძის გარშემო, არამედ სრიალიც. ამ შემთხვე- 

ვაში 4„= 8,=0, ამიტომ წონასწორობის (10,7) პირობას დაემატება აგრეთვე 

პირობა 7=0. რეაქციის ძალების სხვა კომპონენტები ისე მოიძებნება, რო- 

გორც ზემოთ. 
მყარი სხეულის ბრუნვა მკვიდრი ღერძის გარშემო, ცხადია, შეიძლება 

წარმოვიდგინოთ, როგორც ისეთი არათავისუფალი მოძრაობა სხეულისა, 

როცა ბრუნვის ღერძზე მოთავსებული მისი რამდენიმე ”I,, #/,,..., თ წერ- 

ტილი სახსრითაა დამაგრებული 1. ამ წერტილებს შეესაბამება რერლთ რეა- 

ქციის ძალები: 4ა 4. თ –” თუ ბრუნვის ღერძს მივიღებთ გ ღერძად 
და მოვიქცევით ისე, როგორც ზემოთ, დავრწმუნდებით, რომ მყარი სხეულის 

წონასწორობის პირობას ექნება ისევ (10,7) სახე. რეაქციის ძალების 3; კომ- 

პონენტის მოსაძებნად მივიღებთ ისევ 5 განტოლებას. ამრიგად, როცა # > 2, 

საქმე გვექნება სტატიკურად განუსაზღვრელ შემთხვევასთან. მკითხველს ვან- 

დობთ ხსენებული 5 განტოლების შედგენას და იმის გამორკვევას, თუ რა 

სახის განუსაზღვრელობასთან გვექნება საქმე. 

ვთქვათ ახლა, მყარი სხეული სასრული რაოდენობა M1, #/,, ·-., MI» 

წერტილებით ეყრდნობა გარკვეულ სიბრტყეს. აღვნიშნოთ შესაბამი რეაქციის 

ძალები M#, M,,-.. Mე-ით. აიღოთ დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა 

სისტემა ისე, რომ ჟ და / ღერძები მოთავსებული იყოს ხსენებულ სიბრტყეზე, 

ხოლო გ ღერძი მოგეზული იყოს მყარი სხეულისაკენ. უშუალოდ მოქმედ 

ძალთა სისტემის ნაკრები ვექტორი და ნაკრები მომენტი კოორდინატთა სის- 

ტემის სათავის (0 წერტილის) მიმართ იყოს შესაბამად #=(X, X, 27) და 

ს=(ჯ», #ჯ ჩჯი)· აღცნიშნოთ I,=(თ ჰი 0)-ით (1=1, 2, -.) 7) # ვექტო- 

რის მოდების M#, წერტილის რადიუს-ვექტორი 0 წერტილის მიმართ. 

დავუშვათ, რომ რეაქციის ძალები მართობია იმ სიბრტყის, რომელზე- 

დაც სხეულია დაყრდნობილი. ასეთ შემთხვევაში #=C0, 0, V,), სადაც MM, 

წარმოადგენს I, ძალის გეგმილს „ ღერიზე. (ცხადია, რომ XV, »-90. 

მყარი სხეულის წონასწორობის აუცილებელი და საკმარისი პირობები 

მოგვცემს 

= შეიშლება · ერთი: წერტილი იყოს სახსრით დამაგრებული, დანარჩენ წერტილებზე კი 
გვქონდეს საკისარი. 
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ი 
#+ საშ M,= 0, 

“ - 

+ XI. »I=0, 
აეეე ფელი ლ 

ამ ტოლობების კოორდინატთა ღერიებზე დაგეგმილებით მივიღებთ 

: ო" 

X <0, 7=0, 2+ 2, #59, 
1თ1 

#M.-+ ა #V,=0, I,- ჯ თ,ჰM.=0, L,=0. 
(=1 (1 

ამრიგად, ჩვენ მივიღეთ შემდეგი ტოლობები: 

.. .X=0, 7=0, I,=0, '(10,11) 
არააა __ - 

2,1=-7, 2, თM.=X, 2, #0 = -–- L». (10,12) 

ჯ=1 (51 451 

(10,11) პირობები, რომეღ ნიც რეაქციის ძალებს არ შეიცავენ, წარმოად- 
გენენ იმ აირობებს, რომელთაც უნდა აკმაყოფიღებდნენ უშუალოდ მოვმედი, 

იაღები წონასწორობის შემთხეევაში, #,, IM, ... ,#, სიდიდეები „უნდა მოი- 

ძებნოს (.0.12) განტოლებებიდან. ამრიგად, » სიდიდის მოსაძებნად გვექნება 

3 განტოლება და, მაშასადამე, როცა #>>3, გვაქვს სტატიკურად „განუსაზღვ- 
რელი ემთხვევა. . იას 

განვიხილოთ ახლა შემთხვევა #=>3, ამასთან ვიგულისხმოთ, რომ 7#), 

MI. 2Iვ ერთ წრფეზე არ მდებარეობენ. ამ შემთხევევაში (10,12) სისტემა ასე 

გადაიწერება: = : 1 

#-+I#»+M#ვ=--7, ა. 

ფ)M)--თ,M1-+-თვXVვ= XL, 00,13) 

ყ,M-++VM,-+V9ვ2Mვ=--#,. ა 

ვინაიდან, პირობის ძალით, #,, M,, ?ე წერტილები ერთ წრფეზე არ 

მდებარეობენ, ამიტომ, როგორც ანალიზური გეომეტრიის კურსიდან ცნობი.“ 

: რზინანტი | 
ლია, დეტერმინანტ 1,1, 1 

| დზ. თ; თ. 

ჟუყჟჟმ” ” + 

განსხვავებულია ნულისაგან და, მაშასადამე, (10,13) სისტემა ამოხსნადია XV, 
“ VI M3 სიდიდეების მიმართ, 

წონასწორობას მართლაც რომ ქონდეს ადგილი, ამისათვის აუცილებე- 
ა უცილებე 

ლია X, »909, #>9, #ვ 290. ვნახოთ რა შემთხეევაზი წბეიძლება ამ აირობის 

შესრულება. 
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(10,1)) ტოლობების ძალით, ცხადაია, რომ წონასწორობის შეპჰთხყეყაში 

მყარ სხეულზე უზუალოდ მოემედ ძალთა სისტემის ნაკრები ეეგტორი ძარ- 
თობია ჯ0V სიბრტყის (იმ სიბრტყის, რომელზედაც შყარი სხეღ ალია დაყრდ:· 
ნობილი), ხოლო ნაკრები მომენტი პარალელურია “ამ სიბრტყის, ამიტომ 

(#. L)=0. მაგრამ, როგორც § 9-ში იყო აღაიშეული, ეს უკანასკნელი წარ- 
მოადგენს იმის პირობას, რომ უშუალოდ მოემედ ძალთა სისდემა დაიყვანე- 

ბოდეს ტოლემედამდე. ამრიგად, წონასწორონის შემთხვევაში უშუალოდ მოქ- 
მედ ძალთა სისტემ. დაიყვანება ტოლქმედამდე. ეს ტოლემედი, ც-:ადია, 

უნდა გაწონასწორდეს რეაქციის »#V) I», M#. ძალებით. რომელსიც ჯაარალე- 

ლურ ძალებს წარმოადგენენ. აქედან გამომდინარეობს, რომ ტოლქზედის ღუძე 

აუცილებლად უნდა გადიოდეს 27/,7/,7/ე სამკუთხედის შიგნით ან მის საზ- 

ღვარზე; ამასთან ის მოგეზული უნდა იყოს > ღერის საწინააღმდეგოდ, ე. ი. 
მყარი სხეულიდან სიბრტყისაკენ, 

იმ შემთხვევის განხილვას, როცა მყარი სხეული ერთი ან ორი წერტი- 

ლით ეყრდნობა გლუვ სიბრტყეს, მკითხველს ვანდოათ. 

§ 11. მატერიალური წერტილის წონასწორობა ზედაპირზე. ხახუნის ძალა 

ვთქვათ მატერიალური I! წერტილი იმყოდება რაიმე უძრავი სხეულის 

5 ზედაპიოზე. გავავლოთ შეხების 1, წერტილზე ფართეულის ნორმალი და 

მხები სიბრტყე. მატერიალურ წერტილზე უშუალოდ მოქმედი თალა და ზედა- 

ბირის რეაქციის ძალა აღვნიშნოთ შესაბამად ჯ”-ით და 72ით. ცხადია, რომ 

'რეაქციის # ძალა შეიძლება დავშალოთ ორ შესაკრებად: 12= IV. – 7, სადაც 

"IV მოთავსებულია ფართეულის ნორმალზე, ხოლო »ჯ კი--მხებ სიბ”.ტყეში. 

# ძალას ეწოდება ხახუნის ძალა, ხოლო M-ს ნორმალური რე- 

აქციის ძალა. .: 
ჩვენ ვიტყვით, რომ § ზედაპირი გლუვია, ანუ ბმა იდეალურია, 

თუ მართობია მხები სიბრტყის (ე. ი.. თუ ხახუნის ძალა #ჯ=0. 

დავშალოთ ახლა უშუალოდ მოქმედი წუვ ძალაც ორ შესაკრებად: #7 =ჩ-L 

+9, სადაც L (რომელსაც ნორმალური წნევის ძალა ეწოდება) მოთავსებუ- 

ლია ნორმალზე, 0 კი––მხებ სიბრტყეში (ნახ. 

84). წონასწორობის · შემთხვ ევამი, ცხადია, 

გვეენება ი -_ 

#6 X-- 7 7--2. 01, 
წარმოვიდგინოთ ახლა, რომ # ძალის # 

მდგენელი არ იცვლება, ხოლო C) მდგენელის 
სიდიდე თანდათან დიდდება დადგება 

მომენტი, როცა მატერიალური წერტილი 

ამოძრავდება ზედაპირზე. აღვნიზნოთ Lახუ- 

ნის ძალა დაძვრის მომენტში 7',-ით. ფრანგმა მეცნიერმა კულონმა 1781 წელს 
მრავალი ექსპერიმენტით დაადასტურა, რომ | ა) პროასორციულია | 77!-ს0. 
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' ამრიგად, |2%I=#I LI. 
L მუდმივს, რომელიც მხოლოდ შეხებაში მყოფ სხეულებზეა დამოკიდებული, 

ეწოდება ხახუნის კოეფიციენტი. %;მონათევაზიდან გამომდინარეობს, 

რომ წონასწორობისათვის აუცილებელია და საკმარისი ადგილი · ჰქონდეს 

(0 1< | 72% I უტოლობას, ანუ რაც იგივეა 

|0IC< MI XI. (11,2) 
მაგრამ, (11,1) ტოლობების ძალით, წონასწორობის დროს | |=| VI, |0I= 
=| I, ამიტომ, (11,2)-ის გამო, წონასწორობისათვის გვექნება 

I7I< #IXI. 
დ კუთხეს, რომელიც განსაზღვრულია ტოლობით 

(დდ=V, - (11,3) 

ეწოდება ხახუნის კუთხე, თუ ახლა თ-თი აღვნიზნავთ იმ კუთხეს, რომელ- 

საც X" ძალა ფართეულის I წერტილში გავლებულ შიგა ნორმალთან ად- 

გენს, ცხადია, მივიღებთ (ნახ. 84), (0) 

ხყთ=1%I. 
IXI 

(11,2) უტოლობის ძალით, წონასწორობის აუცილებელი და საკმარისი პირობა 

ასე შეიძლება ჩავწეროთ: 

Lხდთ < L =(წდ. (1,4) 
ავაგოთ ახლა წრიული კონუსი, წეეროთი 0 წერტილში, რომლის ღერძი 

ემთხვევა ფართეულის ნორმალს და რომლის გაშლის კუთხე ტოლია :2ჯ-ს. 

(11,4) ოღტოლობის ძალით, წონასწორობისათვის აუცილებელია და საკმარისი 

თ <. დ, ზემოხსენებულ კონუსს ეწოდება ხახუნის კონუსი. 
ყოველივე იმას, რაც ზემოთ იყო აღნიზნული, ადგილი აქვს იმ შემთხვე-· 

ვაშიც, როცა უძრავ ზე „დაპირს ეყრდნობა რაიმე მყარი სხეული გარკვეული 

წერტილით. 

ამოცანები 

2. ერთგვაროვანი მავთულისაგან დანზადებული 4707) კვადრატიდან 

ჩამოჭრილია 07 გეერდი. ეს კვადრატი 8 კუთხით ლურსმანზეა ჩამოკიდებუ- 

ლი. იბოვეთ კუთხე თ, რომელსაც 48 გვერდი ადგენს ვერტიკალურ მიმარ- 

თულებასთან (ნახ, 85), 
კვადრატზე მოქმედებენ სიმძიმის თალები, რომელნიც მოდებული არიან 

#, ს და #” წერტილებში! და აგრეთეე 8 წერტილის რეაქციის ძალა, აღვ- 

ნიშნოთ კვადრატის ერთი გვერდის წონა #-თი., სიმძიმის ძალები წარმოადგე- 

ნენ პარალელურ ძალებს. # და # წერტილებზე მოდებული ძალების შეკრება 

გვაძლევს 2» ძალას, რომელიც #” მონაკვეთის 0 შუაწერტილშია მოდებუ- 

ლი, შევკრიბოთ ახლა ჯ წერტილზე მოდებული X და 0 წერტილზე მოდე- 

ბული 2 ძალები; მივიღებთ 0, წერტილზე მოდებულ 3 ძალას, (ცხადია, 

  

  

! ცხადია, #, I და X წარგოადგენენ კვადრატის გვერდების შუაწერტილებს. 
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#0, = _ რთ სადაც თ-თი აღნიშნულია კვადრატის გეერდის ნახევარი (48= 

=20). ცხადია, 0, წერტილზე მოდებული 3 ; ძალა “უნდ, გაწონასწორდეს 
88 წერტილის რეაქციის ძალით და, მაშასადამე, ამ ძალის მიმართულება უნდა 

გადიოდეს 7) წერტილში. გვექნება 
2 

8=0იძ, #0, =-- თ ამიტომ, 

ხადია 

” | ხ თ-.“ წ –3“ 

8, | სიგრძის ერთგვაროვანი 

48 ღერო, რომლის წონა უდ- 

რის ჯ-ს, ეყოდნობა პორიზონტა- 

ლურ 0» იატაკს და ვერტიკალურ 
0ყ კედელს. ღეროს M წერტილ- 
ზე დაკიდებულია ჯ წონის ტვირ- 

თი, 4M=ჯ. კედელი გლუვია, 
ხოლო იატაკი მქისეა, ხახუნის 

კოეფიციენტი უდრის ჯ-ს. ღერო 

წონასწორობაშია, 20 48 =თ.ვი- 

პოვოთ რეაქციის ძალები (ნახ. 86). 

ღეროზე მოქმედებენ შემდეგი ძალები: უშუალოდ მოქმედი ვერტიკალუ- 
რად მიმართული # და #7 ძალები (უ არის 48 ღეროს წონა), წერტილზე 

მოდებული ნორმალური რეაქციის ძალა #5 რომელიც კედლის მართო- 
1. წელი, – ბია, 4 წერტილზე მოდებუ- 

ლი ნორმალური რეაქ- 

ციის ძალა M# და ხახუნის 

ძალა. ჯ. აღვნიშნოთ ძალე- 
ბის სიდიდეები იმავე ასოე- 

ბით, მხოლოდ ვექტორის 
ნიშნის (ისრის) გარეშე. 

ვინაიდან ყველა ძალა 

მოთავსებულია ერთსა და 
იმავე სიბრტყეში, ამიტომ 
წონასწორობის სამი განტო- 

ლება გვექნება შესადგენი 
(იხ. (8,1) განტოლებები). 

: რაა საშ მომენტთა ცენტ- 

ვაშინ წონასწორობის განტოლებებს ეგნეგა სახე: ებთ 4 წერტილს,   

ნახ, 85. . 

  
საი 436 2+6I4V . 66 თე 

. ==0. 
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ავიღოთ კოორდინატთა 0ეყ სისტემა ისე, როგორც ნახაზზეა და წევავ- 

სოთ ის, 0#/ ღერძის აღებით, მარცხენა სამღერძამდე. ზედა ტოლობების კოორ- 
დინატთა ღერძებზე დაგეგმილებით ვღებულობთ: 

M-–-7=90, 
1 

X-Lნს- ე= =0, (ა 

–IMMი2+ (+ 47) 00§ თ=0, · (2? 

ამ განტოლებების ამოხსნა გვაძლევს: 

თ-#-(“ 14936 -#) ი თ, 
'! 2 

(3) 
M#= 7-L/. 

რადგან წონასწორობას აქვს ადგილი, ამიტომ, ცხადია, >< #V. თუ ამ 

უკანასკნელში შევიტანთ (3) მნიშვნელობებს, მივიღებთ: 

ყი,» ) 
–-“ “- | 0თთ< L(L წ +25/ (C-+-).· 

საიდანაც | , 

§L ს # 

თ თ > ! + 2_, (4) 
5 «4 #(06-L») 

ამრიგად, წონასწორობისათვის Cთ კუთხე აუცილებლად უნდა აკმაყოფი- 

ლებდეს (4) პირობას. როცა §=1 და მაშასადამე, წონის ტვირთი დაკიდე- 

ბულია ღეროს 8 ბოლოში, მაშინ თ კუთხე ნდა აკმაყოფილებდეს პირობას 

2L+ი თ>,ღ,--- -.... 
ზით» 

9. ერთგვაროვანი გლუვი 04 ღერო ერთი ბოლოთი დამაგრებულია 

ა უძრავ 0 წერტილში სახს- 

ყ რის საშუალებით და ეყრდ- 

ნობა ვერტიკალური კედ- 
ლის ჯ# კუთხეს (ნახ. 87). 

მოცემულია: ღეროს “სიგრძე 
04=27, · ღეროს წონა ჯ, 

#8 წერტილის კოორდინატე- 
ბი ძ და # (კოორდინატთა 

სისტემა ისეა აღებული, რო- 

” გორც ნახაზზეა ნაჩვენები). 

6 ჯ სალიებელია 0 სახსრისა და 
8 კუთხის რეაქციის ძალები. 

ღეროზე მოვმედებენ 
შემდეგი ძალები: უშუალოდ მოქმედი ჩ» ძალა, რომელიც, ცხადია, 04 ღე- 

როს შუაწერტილშია მოდებული, რეაქციის ძალები # და V. XV ძალა, 0.4 ღე- 
17პ 

  

  

    
ნახ, 87.



როს სიგლუვის გამო, ღეროს მართობია, მისი სიდიდე უცნობია, #= (8., I,) 

რეაქციის ძალა დ ცნობია, ამრიგად, საძი:ებელია V, /V, #7, სიდიდეები. 

შევადგინოთ წონასწორობის განტოლებები: 

6-X+IX=0.. · (5) 

(06 .2)+|08. X)=0, (6) 
(მომენტთა ცენტრად მიღებულია 0 წერტილი). 

(5) ტოლობის კოორდინატთა ღერძებზე დაგეგმილება მოგეცემს 

1I-–V 510 თ=0, თ 

–ე2+1M)-+VXM# 6008თC=0, 

თ კუთხე შეიძლება ჩავთვალოთ მოცემულად, რადგან (–თ= 2. .· თუ ახლა 

აღებ ოორდინატთა სისტემას, 0/ ღერძის აღებით, შევავსებთ მარეახენა ღეიულ კ დიხსატ ტე ღე ღე ევავყე ცაე 
სამღერძამდე და (6) ტოლობას 0/ ღერიზე დავაგეგმილებთ, მივიღებთ 

“– ი 008 თ–I–- MX (თ 0093 თ-L- 7, 510 თ)=0, 
ანუ 

–-10 008 თ-I-M I/ 0? + #12=0, 
საიდანაც 

(ჯე 008თ 
V5ლ:---- · 8 

M ძ'-+ ი 

უკანასკნელი ტოლობის გათვალისწინებით (7) განტოლებები მოგეცემს 

Lი 510 თ009C. 
#:=-“- , 9 

, V ძბ- ს“ 2 4 დ) 

(ი 609? თ 
# = ა ======= 10 

, ჯ MI თ? –+- // ' ), 

ამრიგად, რეაქციის ძალები გამოითვლება მე-(8), მე-(9) და მე-(10) ტო- 
ლობებით. 

_ 10. მოცემულია ორი ძალა: 15ს=0.,0, 0) და 13= (0,4,0), რომელთა მო- 

დების წერტილებია შესაბამად 7/, (0,0,5) და 77: (3,0,0). ძალთა ეს სისტემა 
დავიყვანოთ ძალთა ხრახნამდე (ნახ, 88). 

ცხადია, გვექნება · 
X=1 + =064ძ, 

= L0271. 1)1+ (0, . 15. 
მარტივი გამოთვლებით ეღებელიბი 

X=C, 12, 12). 
შევადგინოთ ახლა ძალთა ხCახნის ცენტრალური ღერძის (9,3) განტო- 

ლებები. გვეენება 
დჯ–ყ=3 ი=-- ყ=3, -. 
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ამრიგად, ცენტრალური ღერძი წარმოადგენს თ0ყ კუთხის ბისექტრისის 
პარალელურ წრფეს რომელიც მოთავსებულია · 9 სიბრტყის ბარალელურ 

სიბრტყეში CL – სიბრტყეში |. 

»ს 

M, 

  
7 # 

) ნახ. 88, 

განყოფილება 2 

„ჩწეპლური ძაშის წონასწორობა 

§ 12. მატერიალუ4ტ წერტილთა სისტემის წონასწორობის შესახებ 

ზემოთ ჩვენ განვიხილეთ მატერიალურ წერტილთა უცვლადი სისტემის 
(მყარი სხეულის) წონასწორობის აუცილებელი და საკმარისი პირობები; ეს 
პირობები მოცემული იყო (8,3) და (8,4) განტოლებებით. 

ვთქვათ ახლა, მოცემულია მატერიალურ წერტილთა ნებისმიერი სისტემა, 
რომელიც შეიძლება შეადგენდეს როგორც მყარ სხეულს, ისე დრეკად და 

თხევად სხეულებსაც. 
მატერიალურ წერტილთა მოცემულ სისტემაზე მოქმედ ისეთ ძალებს, 

რომელნიც სისტემაში შემავალი მატერიალური წერტილებით არიან ' გამოწ- 
ვეული, ეწოდება შიგა ძალები, ხოლო ისეთ ძალებს, რომელნიც სისტე- 

მაში შემავალი წერტილებით არ არიან გამოწვეული, ეწოდება გარე ძალები. 

ქმედებისა და უკუქმედების პრინციპის ძალით, ყოველ შიგა ძალას შეე- 

საბამება მისი პირდაპირ თანაწინააღმდეგი შიგა ძალა, ამიტომ შიგა ძალების 

ნაკრები ვექტორი და ნაკრები მომენტი ნებისმიერი წერტილის მიმართ ნულის 

ტოლია. 

თუ დავუშვებთ, რომ სისტემა წონასწორობაშია და სისტემის ყოველ 

წერტილზე მოქმედ შიგა და გარე-ძალთა ნაკრებ ვექტორს და ნაკრებ მომენტს 
გავუტოლებთ ნულს, მიღებულ განტოლებებს შევაჯამებთ და გავითვალისწი- 
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ნებთ, რომ შიგა ძალების ნაკრები ვექტორი და ნაკრები მომენტი ნულის 
ტოლია, მივიღებთ 

1=0, 
_ (12,1) 
#=90, 

ანუ, რაც იგივეა . 

X=0 X=0, 27=0, (12,2) 

X>+=90, ჯ,„=9, Xჯ.=9, 

სადაც ჯ=(Xჯ, XI, 2), #ს=(ს» Xი ჯა) წარმოადგენენ გარე ძალთა ნაკრებ 

ვექტორს და ნაკრებ მომენტს რაიმე წერტილის მიმართ. (12,1), ანუ რაც 
იგივეა (12,2), რომელნიც მყარი სხეულისათვის წონასწორობის აუცილებელ 

და საკმარის პირობებს წარმოადგენენ, დრეკადი და თხევადი სხეულებისათვის 

წარმოადგენენ წონასწორობის მხოლოდ აუცილებელ პირობებს. 
: ვთქვათ, გვაქვს მატერიალურ წერტილთა ნებისმიერი სისტემა, რომელიც 

წონასწორობაშია. წარმოვიდგინოთ, რომ ამ სისტემიდან გამოყოფილია რაიმე 

ნაწილი, რომელიც, ცხადია, წონასწორობაში იქნება. ვინაიდან გამოყოფილი 
ნაწილიც წარმოადგენს მატერიალურ წერტილთა გარკვეულ სისტემას, ამიტომ 

მისთვის ძალაშია (12,1) განტოლებები: 

#%=0, 'L"=0, (12,3) 

მხოლოდ უნდა გვახსოვდეს, რომ ამ განტოლებებში ასაღებია ის გარე ძალები, 

რომელნიც მოქმედებენ გამოყოფილ ნაწილზე. ამრიგად, ზოგი ძალა, რომე. 

ლიც მთლიანი სისტემისათვის შიგა ძალას წარმოადგენდა, გამოყოფილი ნაწი- 

ლისათვის გადაიქცევა გარე ძალად (სახელდობრ, ის ძალები, რომლითაც გა· 
მოყოფილ ნაწილზე მოქმედებს დანარჩენი ნაწილი). _ 

ზემონათქვამის ძალით, ადვილად დავრწმუნდებით შემდეგი დებულების 

სამართლიანობაში: ' 

დებულება. მატერიალურ წერტილთა სისტემის წონასწო- 

რობა არ დაირღვევა, თუ ამ სისტემის რაიმე ნაწილი მყარ 

სხეულად (უცვლად სისტემად) გადაიქცევა და თუ ამ ნაწილ- 
ზე მოქმედ გარე ძალთა სისტემა უცვლელი დარჩება. 

მართლაც, წარმოვიდგინოთ, რომ მატერიალურ წერტილთა აღებული 

სისტემის რაიმე ნაწილი გამყარდა ისე, რომ ამ ნაწილზე მოქმედი გარე ძალე- 

ბი უცვლელი დარჩა, ვინაიდან ეს გარე ძალები აკმაყოფილებენ (12,3). განტო- 

ლებებს, რომელნიც მყარი სხეულის წონასწორობის აუცილებელ და საკმარის 

პირობებს წარმოადგენენ, „ამიტომ გამყარებული ნაწილი წონასწორობაში დარ- 

ჩება და ამით დებულება დამტკიცებულია. აა ' 
ეს დებულება „გამყარების პრინციპის“ სახელწოდებით არის ცნობილი. 
„გამყარების პრინციპი", ხშირად, საშუალებას იძლევა არსებითად გავა- 

მარტივოთ მყარ სხეულთა სისტემის წონასწორობის ამოცანების ამოხსნა. ხსე- 
ნებული სისტემის წონასწორობის განტოლებების მისაღებად თითოეული სხეუ- 
ლი უნდა განვიხილოთ, როგორც თავისუფალი და“ დავწეროთ მისთვის წონას- 
წორობის განტოლებები. მაგრამ, · ზემოდამტკიცებული . დებულების ძალით, 
შეიძლება რამდენიმე სხეული ერთად დავაჯგუფოთ და განვიხილოთ ისინი, 
როგორც მყარად დაკავშირებული ერთმანეთთან, ან კიდევ მთელი სისტემა 
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შეიძლება განვიხილოთ, როგორც ერთი მყარი სხეული და ასეთი გზით დავ- 

წეროთ წონასწორობის განტოლებები. დაჯგუუებულ ნაწილში შემავალ სხეუ- 

ლებს შორის ურთიერთმიზიდულობის ძალები ახლა არ არის მხედველობაში 
მისაღები, რადგა5 ისინი ამ ნაწილისათვის შიგა ძალებს წარმოადგენენ, ამი- 

ტომ, ასეთი გზით დაწერილი განტოლებები, ხშირად, გაცილებით უფრო მარ- 
ტივია (განსაკუთრებით მაშინ როცა ზოგიერთი რეაქციის ძალის მოძებნა 

საჭირო არ არის), 

§ 13, უვგიმადი და იდეალური ძაფის წონასწორობა 

მატერიალური წერტილების ისეთ ერთობლიობას, რომელიც რაიმე 48 
წირზე უწყვეტად არის განრიგებული ეწოდება ძაფი. ვიგულისხმოთ, რომ 

418 ძაფზე არჩეულია გარკვეული დადებითი მიმართულება, მაგალითად, მიმარ- 
თულება /-დან ყ-სკენ” წერტილის მდებარეობა ძაფზე (18 წირზე) დავახა- 

სიათოთ ბუნებრივი § პარამეტრით, რომლის ათვლის წერტილად მივიღოთ 4 

წერტილი. 
თუ ძაფის სიგრძე მის ნებისმიერ ორ წერტილს შორის არ იცვლება, 

მაშინ ჩვენ ვიტყვით, რომ ძაფი უჭიმადია. 

ვთქვათ ძაფი წონასწორობაშია; გავჭრათ ის ნებისმიედ (0 წერტილში 
და მოვაცილოთ C 8 ნაწილი. C #8 ნაწილის მექანიკური მოქმედება 40 ნაწილ- 
ზე. გარკვეული ძალებით ხასიათდება. თუ ეს ძალები ტოლდასია ერთადერთი 

9' ძალისა, რომელიც მხებია 47 ძაფისა C წერტილში, მაშინ ვიტყვით, რომ 

ძაფი იდეალურია, ანუ სავპჰებით ღუნვადია, ” ძალას ეწოდება 
დაჭიმულობის ძალა, ამ ძალის მექანიკური მოქმედება ”+4C. ნაწილზე 

ისეთია, როგორიც 80 ნაწილის მოჟმედება მასზე. ცხადია, # „ძალა დამოკი- 
დებულია C წერტილის მდებარეობისაგან 48 წირზე. 

შემდეგში ჩვენ განვიხილავთ მხოლოდ უჭიმად ი იდეალურ. ძაღებს. 

დაჭიმულობის ძალების გარდა, ძაფზე მოქმედებენ აგრეთვე გარკვეული 
გარე ძალები. ვიგულისხმოთ, რომ ეს ძალები უწყვეტადაა განაწილებული 
ძაფის გასწვრივ ისე, რომ ამ ძაფის ყოველ უსასრულოდ მცირე #§ სიგრძის 

თხ რკალზე მოქმედი ძალები შეიძლება გამოვსახოთ ერთი ·ძალით, რომელსაც 

ზემდეგი სახე ექნება: ა 
ჩვ, (13,1) 

სადაც L წარმოადგენს სიგრძის ერთეულზე ათვლილ გარე ძალას, (13,1) ძა- 
ლის მოდების წერტილად წზეიძღება. მივიღოთ ის. · რკალის. ნებისმიერი წერ. 

ტილი (კერიოდ თ წერტილი). ცხადია, როგორც 7, ისე # ძალა ბუნებრივი 
§ პარამეტრის ფუნქციაა. 

განვიხილოთ ახლა ზემოხსენებული · ტა ელემენტი (რომლის. ბოლო წერ- 

ტილებია თ და სს), როგორც მატერიალური წერტილი: და დავწეროთ მისი 

წონასწორობის აუცილებელი და. საკმარისი პირობები, იხ ელემენტის ხ წერ- 

ტილზე მოქმედი დაჭიმულობის ძალა იყოს 7, ხოლო ამ ელემენტის თ წერ- 

ტილზე მოქმედი დაჭიმულობის ძალა იყოს 7, (ნახ. 89). ვინაიდან ძაღის 
ყოველ წერტილზე მოქმედე(ს (ემედებისა და უკუქმედების პრინციბის ძალით) 
ორი პერდაპირ თანაწინააღმდეგი დაჭიმულობის ძალა, ამიტომ,- ცხადია 
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სადაც ტX უსასრულოდ მცირე სიგრძის ვექტორია, 

ტყ ელემენტზე მოქმედებს აგრეთვე გარე ძალა, რომელსაც ზემონათქვა- 
მის ძალით, აქვს სახე: #ბყ. ამრიგად, აღებული ელემენტის წონასწორობის 
აუცილებელი და საკმარისი პირობა 

იქნება | -- 
ჯ+27)+114%=0, 7 

რომელიც, (13,2) ტოლობის ძალით, 

  

ასე შეიილება გადავწეროთ: ჯ 

– “ ტუ #8 
ბ”, – – თ 

გე 1 XC§) =0. , # « 
' : ტრ 

თუ ამ უკანასკნელში გადავალთ ზღვარ- 
ზე, როცა 4§->0, მივიღებთ ნახ, 89. 

რა -L XV8)=0. (13,3) 

ეს განტოლება სხვა სახითაც შეიძლება ჩავწეროთ. ამისათვის 47 ძაფის მგე– 

ზავი აღებულ 17 (1) წერტილზე აღვნიზნოთ “6-თი, ცხადია, გვექნება 

' #=76, – 

სადაც #' წარმოადგენს ჯ ძალის ალგებრულ მნიშვნელობას 6. მგეზავის მიმარ- 

თულებაზე. თუ ამ მაიშვნელობას (13,3) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

ძX»” – ძ8 => 24. 2 =0, 13,4 ა, 9 -L 2? 7 L IX (13,4) 

როგორც I თავის § 11-ში იყო ნაჩვენები 

ძი _ 1. – 90 ' 2 13,5 79. / მ“ ( ) 

სადაც 0 წარმოადგენს 48 წირის სიმრუდის რადიუს” M (3) წერტილში. „ი 
მთავარი ნორმალის მგეზავია ამ წერტილში, რომლის გეზიც მიმართულია 
მრუდის ჩაზნექილობისაკენ. თუ ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (13.4) განტოლე- 
ბაში, მივიღებთ 

2 ე ი 5 2-0, (13,6) 
ძე 4) 

განვიხილოთ ახლა დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა 0»ყე სისტემა 

და აღვნიშნოთ 77/(§) წერტილის კოორდინატები (4), ყ (4), #(§)-ით. ვინაიდან 

§=(C + 4), 
' იას ძი' ძე 
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ამიტომ, ცხადია, გვექნება 1 

ი 9 (29% 4#%V 22) 
7 ძა სLიძვ?' ძემ ქე /” 

თუ ამ ტოლობებს გავითვალისწინებთ -და (13,6) ტოლობას დავაგეგმილებთ 

კოორდინატთა ღერძებზე, მივიღებთ 

« 
=0, 

28 თ§ )+X= ' 

+ 29 )+X- =0, (13,7) 

ი. 

ძვ (7 ძ§ 2)+2=9, 

სადაც X, X, 2 წარმოადგენენ X ძალის კოორდინატებს, რომელთაც მო- 
ცემულად ვთვლით. 

თუ მოვიგონებთ, რომ § ბუნებრივი პარამეტრია, ცხადია, გვეჟნება 

ლადა თა 
(13.7) და (13,8) ოთხი განტოლებისაგან შემდგარი სისტემიდან უნდა მოიიებ- 

ნოს 4 უცნობი: ე, ყ, 2. X. ამრიგად, ხსენებული სისტემიდან უნდა განისაზღვ- 
' როს ძაფის წონასწორობის მდებარეობა და დაჭიმულობის ძალა ძაფის ყოველ 
წერტილში, 

დავწეროთ (13,7) და (13,8) განტოლებებისაგან შემდგარი სისტემა ისე- 

თი სახით. რომელიც ამოხსნილი იქნება უცნობთა უმაღლესი რიგის წარმოე- 

ბულების მიმართ. ამისათვის ჯერ (13,8) ტოლობა გავაწარმოოთ § ცვლადით, 
მივიღებთ: 

ძთ ი'თ._ ძყ ყ _, ძი ძ% _ა, (13,9) 
: ძა ძე ძე ძა ძვ ცე 

(13,7) სისტემა ახლა ასე ბადაიით 

ძ7ჯ ძ» 
ღა _ ჯ=0 

ია +, ძვ + , 

თ 8927 9 , »-0, ' (13,10) 
ძვ ძა 

++ + 2-0. 

' ჩვენ ვგულისს2ობთ, რომ წონასწორობის მდგომარეობაში ძაფის წერტილების კოორ- 

დინატებს აქვთ მეორე რიგამდე უწყვეტი წარმოებულები 8§ რკალური აბსცისით. 

, 
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ძთ ძV ძი 
ამ სისტემის განტოლებები გავამრავლოთ შესაბამად 7. # ოო სიდი- 

დეებზე და შევკრიბოთ, (13,9) ტოლობის ძალით, მივიღებთ 

==... 
თუ ამ ტოლობიდან განსაზღვრულ C-ს შევიტანთ (13,10) სისტემაში, დავრ– 

C§5 

წმუნდებით, რომ (13,10) და (13,11) სისტემა ამოხსნადია „, #«, #, 7” უცნობ- 
წ, 

თა უმაღლესი რიგის წარმოებულების მიმართ (5>> 9. 9 , 44% –, ძ7 წარ- 
ძა?” ძე?” ძვბ ” ძვ 

მოებულების მიმართ ) და მაშასადამე, ეს სისტემა წარმოადგენს ნორმალური 

ტიპის სისტემას. ამ სისტემის ზოგადი ინტეგრალი, როგორც ეს ცნობილია 

დიფერენციალურ განტოლებათა თეორიიდან, შეიცავს 7 ნებისმიერ მუდმივს, 

ხსენებული ინტეგრალი აუცილებლად უნდა აკმაყოფილებდეს (13,8) პირობას. 
ვაჩვენოთ, რომ ამ პირობის შესრულებაზე დაიხარჯება ერთი ნებისმიერი მუდ- 

მივი. უპირველეს ყოვლისა ვაჩვენოთ, რომ (13,9) ტოლობა შედეგია (13,10) 
და (13,11) განტოლებების (სხვანაირად რომ ვთქვათ, (13,10) და (13,11) სის- 
ტემის ნებისმიერი ამოხსნა აკმაყოფილებს (13,9) პირობას იგივურად), ამისა– 

თვის ვიგულისხმოთ, რომ (13,10) და (13,11) სისტემის ზოგადი ამოხსნა შეტა- 

ნილია ამავე სისტემაში, გავამრავლოთ (13,10) სისტემის განტოლებები შე– 

საბამად ძი ძV <2 სიდიდეებზე და შევკრიბოთ, მივიღებთ 
-08 ·ძვ ' ძვ 

ძზშთ ძთ |, ძ'V ძი 42% ძჯ% (+ ) ო) + (2) |+ იჯ |%%4 ძ% 
15» ძვ 1 3. ძე! ძა. ძი ს ჟე ? ძვ +++ ძ§ | 08 

“ +ჯ% =<)XVI2% 
ძვ. 

(13,11) ტოლობის 9 ას უკანასკნელი გვაძლევს (13, მშ) ტოლობას, 
რომელიც ასე ოლი გადავწეროთ: 

რC7II/ძX ძყ "“ 2) | =0 
§ - (2. ) + (3) +, ძ5 ” 

ანუ, რაც. იგივეა, _ 

09096 
ამით ნაჩვენებია, რომ ხსენებული ზოგადი ინტეგრალი იგივურად აკმა- 

ყოფილებს ამ პირობას და, მაშასადამე, თუ (13,10) და (13,11) სისტემის ზო- 

გადი ინტეგრალის საშუალებით შევადგენთ (13,8) ტოლობის მარცხენა მხა-. 
სმს; მასში შევა მხოლოდ ზემოხსენებული 7 ნებისმიერი მუდმივი (დამოუკიდე- 
კელი § ცვლადი მასში არ შევა). ამის შემდეგ (ცხადია, რომ (13,8) პირობის 

ძალით ხსენებული 7 ნებისმიერი მუდმივიდან ერთი განისაზღვრება და გამო-“ 
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ისახება დანარჩენი 6-ის საშუალებით. მაშასადამე, ზოგად ინტეგრალში საბო- 

ლოოდ შევა 6 ნებისმიერი მუდმივი. ეს მუდმივები შეიძლება განვსაზღვროთ 

ძაფის #4 და 8 ბოლოებზე გარკვეული პირობების მოთხოვნით. 

თუ დავუშვებთ, რომ „”# და # ბოლოები, რომელთა კოორდინატებია 

თი, V/ 50 და 2: V,ც 2 დამაგრებულია, მაშინ ზემოხსენებული 6 ნებისმიერი 

მუდმივის მოსაძებნად გვექნება შემდეგი პირობები: როცა §=0,. მაშინ ე;= ჯე, 

წ»ჯ=Vი, 5=2:, ხოლო როცა §=1, მაშინ »=:),, V#=V, #2=#2), ამასთან # აღე- 

ბული ძაფის სიგრძეს აღნიშნავს, ამ პირობების ძალით, ზემოხსენებული მუდ- 

მივები ცალსახად განისაზღვრებიან. 

: ზოგად ამოხსნაში შემავალი ნებისმიერი მუდმივების მოსაძებნად შეიძლე- 

ბა გვქონდეს სხვა პირობებიც. ასე, მაგალითად, ბოლოებზე შეიძლება მოცე- 

მული იყოს დაჭიმულობის ძალები, ამ შემთხვევაშიც 6 მუდმივის მოსაძებნად 

გვექნება ისევ 6 პირობა, 

წონასწორობაში მყოფი „8 ძაფის ნებისმიერ 7/ წერტილზე გავავლოთ 

მხები, მთავარი ნორმალი და ბინორმალი. მათი მგეზავები იყოს შესაბამად 

6. , ხ9. თუ ახლა (13,6) ტოლობას გავამრავლებთ. სკალარულად ჯ? ვექ- 

ტორზე და გავითვალისწინებთ, რომ (-. ს9)= (ჯნ . ხ9)=0, მივიღებთ 

(# . 89) == 0. 

- ამრიგად, როცა ძაფი წონასწორობაშია, გარე ძალების 

გეგმილი ბინორმალზე ნულია, ე. ი. გარე ძალები მხებ 

სიბრტყეშია მოთავსებული. 

ვთქვათ ახლა, ძაფზე მოქმედებენ პარალელური გარე ძალები, 

რომელთა საერთო მიმართულება განსაზღვრულია გდ ერთეული ვექტორით. 

ცხადია, ასეთ შემთხვევასთან გვექნება საქმე, როცა ძაფზე მოქმედებენ 

სიმძიმის ძალები (იხ. შემდეგი პარაგრაფი). 

თუ (13,3) ტოლობას ვექტორულად «? ვექტორზე გავამრავლებთ და გა–- 
· ვითვალისწინებთ, რომ 2 · XI=0, მივიღებთ 

თ ი» ა 
-% “ ძვ · 

ეს უკანასკნელი, ცხადია, ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

მშ – – 
_–_ ” · 91-– 

ძ§ (7 -XI 
საიდანაც _ = 

IX . V?1ლ–ლ0005სL. (13,12) 

უკანასკნელი ტოლობა გვიჩვენებს, რომ თუ პარალელური გარე ძალე- 
ბის მოქმედების შედეგად ძაფი წონასწორობაშია, მაშინ 
აღნიშნული პარალელური ძალები და დაჭიმულობის ძალები 

ერთ სიბრტყეში იქნება მოთავსებული, ამასთან, ცხადია, ძაფს 
ე ექნება ბრტყელი წირის ფორმა, რომელიც მოთავსებული 

იქნება ხემოაღნიშნულ სიბრტყეში. 
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ვთქვათ ახლა, 27; ძაფზე მოქმედი გარე ძალები ისეთია, რომ მათი მი- 

მართულება ყოველთვის გადის ერთსა და იმავე 0 წერტილში. ასეთ ძალებს 

„ეწოდება ცენტრალური ძალები, 0 წერტილს კი––ძალთა ცენტრი, 

ავიღოთ კოორდინატთა სისტემა სათავით 0 წერტილში და 47# ძაფის 

ნებისმიერი M/ წერტილის რადიუს-ვექტორი 0 წერტილის მიმართ აღვნიშ- 

ნოთ 7--ით. ვინაიდან გარე ძალების მიმართულება გადის ი წერტილში, ამი- 

ტომ, ცხადია, #=(», #, 2) ვექტორი ძაფის 7/ («, „, 2) წერტილზე მოქმედი 
გარე ძალის პარალელურია. თუ ახლა (13,3) ტოლობას გავამრავლებთ ვექ- 

ტორულად თ» ვექტორზე და გავითვალისწინებთ, რომ |” , #I)= 0, მივიღებთ 

  

> ძ7 | 7. XI _ი. (13,13) 

„ცხადია, გვექნება (იხ. ·IL თავის (10,3) ფორმულა) 

(=> >. “(1 – – “»ჯ : 
-2: ი. 1 |== |“ · >I+I თთო–-- |. (13,14) 

ვექტორ-ფუნქციის წარმოებულის განმარტების ძალით, ადვილად დავრწ- 

'მუნდებით, რომ 2 ვექტორი 48 

წირის მხებს ემთხვევა (ნახ. 90), ამიტომ, 

„ცხადია, I .7) = =0. ამის შემდეგ, 

·13,13) ტოლობის ძალით, (13, 14) ტო- 

ლობა მოგვცემს 

(9 = 7)-=0 
ძე | ' 

„ანუ, რაც იგივეა, - 

ს“ . 7'1=0005წ. 

  

ნახ, 90. 

“თუ ამ ტოლობას დავაგეგმილებთ კოორდინატთა ღერძებზე, მივიღებთ 

"ყ1,-–-21-=0- 

271 5-–ე:1ე=Cას (13,15) 

2მყ-–VყX.= CC: 

'სადაც C,, C,, Cვ მუდმივებია. (13,15) ტოლობები გავამრავლოთ შესაბამად 

თ, )ყ, #-ხე და შევკრიბოთ, მივიღებთ 

C2-L თ.ყ--ძე: =0, (13, 16) 

(13,16) წარმოადგენს კოორდინატთა სათავეში გამავალი სიბრტყის განტო- 

„ლებას. 

ამრიგად, თუ ცენტრალური ძალების მოგმედებით 478 

·იმაფი წონასწორობაშია, მაშინ მას ექნება ბრტყელი წირის 
179



ფორმა და მოთავსებული იქნება(13,16)განტოლებით განსაზღ– 
რულ ძალთა ცენტრში გამავალ სიბრტყეში. 

ვთქვათ ახლა, ძაფზე მოქმედებს მხოლოდ დაჭიმულობის ძალები, გარე. 

ძალები კი ნულის ტოლია (#= 0). ვაჩვენოთ, რომ ამ შემთხვევაში დაჭიმუ-- 

ლობის ძალა ყველგან მუდმივია, ხოლო ძაფს ექნება წრფივი. 

ფორმა. 

მართლაც, (13,3) ტოლობის ძალით, ვღებულობთ 7 =ქ1' =0005ნ. (13,7)» 
ტოლობები კი, როგორც ადვილი მისახვედრია, მოგვცემს. 

თა, შა,“ , 
იი “იი ”ძ- ” ! 

სადაც თ, თ, თვ მუდმივებია, უკანასკნელი ტოლობები. გვაძლევს თ=თ§-L ბ;,- 
V#=ძაკ§-+-ს,ე, 2=0ძე§+-ბხკ. ეს განტოლებები 'კი წრფის განტოლებებია და ამით 

ნათქვამის სამართლიანობა დამტკიცებულია. 

დავაგეგმილოთ (13,6) ტოლობა ძაფის მხებზე, ნორმალზე და ბინორ- 

მალზე (6-ზე, »”-ზე და “ხ”-ზე), მივიღებთ 

“CეX,-0, „2 კ 7. =0, #M=0, (13,17). 
§ ” 

სადაც #,, #, და #ს აღნიშნავენ # ძალის გეგმილებს 6-ზე, ჯ5-ზე, და ს” -ზე 

შესაბამად. 

(13,17) განტოლებებს ეწოდება ძაფის წონასწორობის ბუნებრივი. 
განტოლებები. 

დავუშვათ, რომ ძაფი დაჭიმულია რაიმე გლუვ "ზედაპირზე და გარდა. 
ზედაპირის რეაქციის ძალებისა და ძაფის ბოლოებზე მოქმედი ძალებისა, სხვა 

გარე ძალები ძაფზე არ მოქმედებენ. დავამტკიცოთ, რომ ასეთ შემთხვევაში 

ძაფის ყოველ წერტილზე მთავარი ნორმალი ემთხვევა ზედაპირის ნორმალს.. 

მართლად), განსახილველ შემთხვევაში XX აღნიშნავს რეაქციის ძალას და, ზე- 

"დაპირის სიგლუვის გამო, X,=0. გარდა ამისა, რადგან 15=0, ამიტომ ჯ ძა- 

ლას აქვს ძაფის მთავარი ნორმალის მიმართულება. მეორეს მხრივ, # ძალას. 

აქეს ზედაპირის ნორმალის მიმართულება და ამით ნათქვამის სამართლიანობა 

დამტკიცებულია, 
ზედაპირზე აღებულ წირს, რომლის ყოველ წერტილზე მთავარი ნორმა- 

ლი ემთხვევა ფართეულის ნორმალს, ეწოდება გეოდეზიური წირი. ვარია-. 

ციათა აღრიცხვაში მტკიცდება, რომ ზედაპირის ორ წერტილს. შორის (ზე- 
დაპირზევე დარჩენით) უმოკლეს გზას წარმოადგენს გეოდეზიური წირი. მაშა -. 

სადამე, ზედაპირის ორ წერტილს შორის დაჭიმული ძაფი გვაძლევს · უმოკლეს- 

მანძილს ამ წერტილებს შორის. 

§ 14, მრთგვაროვანი მძიმე ძაფის წონასწორობა. ჯავვწირი 

ვთქვათ ახლა, ძაფზე მოქმედებენ მხოლოდ სიმძიმის ძალები და ძაფი. 

წონასწორობაშია. ვინაიდან ძაფის სხვადასხვა წერტილზე მოქმედი სიმძიმის. 
· ძალები შეიძლება განვიხილოთ როგორც პარალელური ძალები, ამიტომ, წინა. 
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“პარაგრაფში აღნიშნულის ძალით, წონასწორობის მდგომარეობაში ძაფი მო- 

თავსებული იქნება ვერტიკალურ სიბრტყეში, მივიღოთ ეს სიბრტყე ჯ»0ყ სიბ- 
'რტყედ, ამასთან ყ ღერძი ავიღოთ ვერტიკალზე და მოვგეზოთ ის სიმძიმის 
ძალის მიმართულების საწინააღმდეგოდ. ძაფის #§ ელემენტზე მოქმედი გარე 
მალა იქნება ტვ, სადაც L წარმოადგენს სიგრძის ერთეულზე ათვლილ სიმშ- 

რომ ძაფი ერთგვაროვანია, ე. 0. I =ციუვს, 
§8ხ. (კხა- 

აც 7 გარკვეული დადებითი მუდმ ც 
სათ თვისათვის მოგვცემს დ ივია, 

მთ 

' შიმის ძალას, ვიგულისხმოთ, 

(დია, გვექნება #L=(0, <=) შე თ სა --0, 
+ (13,7) სისტემა ჩვენი ში 4:(7 >) 

4#4C” 275 0«4,ს 

#” <7” ს=C222 ლია 5 

 



ამიტომ (14,5) ტოლობის ძალით გვექნება 

–ყ+V 1+ყზ=6C4%. (14,6)- 
(14,5) და (14,6) ტოლობებიდან 

/=4 (ს-ა 9)= ას –-, (14,7). 
2 თ 

საიდანაც ინტეგრებით ვღებულობთ 

ჟ/=-+- (+ დ %)+ Cა 

ამასთან (0, ნებისმიერი მუდმივია. თუ კოორდინატთა სისტემის სათავე ისეა. 
აღებული, რომ, როცა ;=>=0, გვექნება #=ფ (ნახ, 91), მაშინ (14,7) ტოლო- 

ბიდან მივიღებთ C,=0 და საბოლოოდ ვღებულობთ 

_“ ( 2. –.) თ ე; 
Vლ=--Lს6" -+-0 %ი/=--– 0ხ-–.. (14,8)- 

2 2 თ 

ეს უკანასკნელი ჯაქვწირის განტოლებაა. ამრიგად, თუ სიმძიმის ძალე- 
ბის მოქმედებით ერთგვაროვანი ძაფი წონასწორობაშია, 

„მაშინ მას ჯაქვწირის ფორმა ექნება. 

ვიპოვოთ ახლა დაჭიმულობის ძალა. ზემოთ ჩვენ გვქონდა, რომ 72” რ%-0,, 

საიდანაც “ 

97 =Cა5 0, M 1--V > ა–-V?. 

C · 
ვინაიდან Cა=V7/, ამიტომ 

27=თჯ IM” 1 + V. ·(14,9) 

(14,5) ტოლობიდან |/ 1 -- /'7=69 –-/. თუ ამ ტოლობის მარჯვენა მხარეში. 
ყ-ის ნაცვლად შევიტანთ მის მნიშვნელობას (14,7)-დან, მივიღებთ 

#13) =--6:+ - ?). 

უკანასკნელი ტოლობის ძალით, (14,9) ტოლობა მოგვცემს. 

თ, 4% +. )=+ჯ- 

ბანქოფილებაპ 

სიმძიმგს სენზრი, ჩნერსიის სენზრი. 

§ 15 პარალელურ ძალთა სისტემის ცენტრი. სიმძიმის ცენტრი. 
ინერციის ცენტრი 

„ვთქვათ, მოცემულია პარალელურ ძალთა სისტემა: Xა XI), MX, რომ-. 

ლის ნაკრები ვექტორი განსხვავებულია ნულისაგან. ასეთ შემთხვევაში, რო- 

გორც ვიცით, არსებობს ტოლქმედი. პარალელურ ძალთა. სისტემის. 
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ცენტრი ეწოდება მოცემული ძალების შესაბამი პარალელურ ვეჭტორთა 
ცენტრს (IL თავი § 9). 

განვიხილოთ 19 ერთეული ვექტორი, რომელიც მოცემული ძალების 

პარალელურია და აღვნიშნოთ ჯ· ძალების (ჯ=1, 2,..., #) ალგებრული მნიშვ- 

ნელობა »”" ვექტორის მიმართულებაზე X"-თი. ცხადია, გვექნება (იხ. IL თავის 
(9,1) ფორმულა): 

I = LI59 · 

ავიღოთ მართკუთხა კოორდინატთა სისტემა სათავით რაიმე 0 წერტილში 

და აღვნიშნოთ ძალთა ცენტრის რადიუს-ვექტორი 0 წერტილის მიმართ 

9-= (2, Vთ 2) თი, ხოლო 15 ძალების მოდების წერტილების რადიუს-ვექ- 

ტორები იმავე 0 წერტილის მიმართ 9ჯ=(, ყი §«)-თი. II თავის (9.5) 

ფორმულის ძალით, მოცემულ ძალთა სისტემის ცენტრის რადიუს-ვექტორის 

გამოსათვლელად გვექნება 

  

      

ჩ 

) % I. X, 
2 

7 = , (15,1) 
»M · ბი 

ანუ, რაც იგივეა, 

2, ქაMI ჯყ 1.2 I 
51 (51 ფი 

2= ; V= კ) 2:= (15,2) 

2, სანე? 2. 
:=1 §=1 (=1 

განვიხილოთ მატერიალურ წერტილთა სისტემა: #/ , 1, 0. რო- 

მელზედაც მოქმედებენ სიმძიმის ძალები. ვიგულისხმოთ, რომ წერტილებს 

შორის მანძილები დედამიწის რადიუსთან შედარებით მცირეა. 1V, მატერია- 

ლურ წერტილზე მოქმედი სიმძიმის ძალა იყოს წუთ ხოლო ამ წერტილის მასა 

I (იხ. § 3). საკმარისად დიდი სიზუსტით #:6=1, 2,..»ს» 1) ძალები პარა- 

ლელურ ძალთა სისტემას შეადგენს. ამ პარალელურ ძალთა სისტემის ცენტრს 

ეწოდება მოცემულ მატერიალურ წერტილთა სისტემის სიმძიმის ცენტრი. 

ამრიგად, (15,1)) ფორმულის ძალით, მატერიალურ წერტილთა სისტემის 

სიმძიმის ცენტრის რადიუს-ვექტორი გამოითვლება ფორმულით 

, სა. 
§+=1 

_– , (15,3) 

დ, 
+=1 

9% 

სადაც ჯ, აღნიშნავს 7/, წერტილის რადიუს-ვექტორს 0 წერტილის მიმართ, 

#; კი––- 1/, ნაწილაკზე მოქმედი სიმძიმის ძალის სიდიდეს (ე. ი. აღებული მატე- 
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რიალური ნაწილაკის წონას), ვინაიდან #,=»ჯMყ/, სადაც ყჟ სიმძიმის ძალის 
აჩქარებაა, ამიტომ (15,3) ფორმულა ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

რ ა 

(7 //) 

ელ. (15,4) 
L/) 

VI 
§51 

პარალელურ ძალთა სისტემის სიმძიმის ცენტრის განმარტებიდან გამომ- 

დინარეობს შემდეგი დასკვნები: 

1. თუ მატერიალურ წერტილთა სისტემა მოთავსებულია რაიმე წრფეზე 
(ან სიბრტყეზე) მაშინ სიმძიმის (ენტრიც მოთავსებულია ამ წრფეზე (ან 

სიბრტყეზე). · 

2. თუ მატერიალურ წერტილთა სისტემა მოთავსებულია რაიმე შეკრუ- 

ლი ამოზნექილი ფართეულის შიგნით, მაშინ სიმძიმის ცენტრიც მოთავსებუ- 

ლია ამ ფართეულის შიგნით. . 

პ. ვთქვათ, მოცემული სისტემა დაყოფილია რამდენიმე ნაწილად და 

თითოეული ნაწილის სიმძიმის ცენტრზე მოდებულია ამ ნაწილის წონის გამომ- 

სახველი სიმძიმის ძალა. ასეთი გზით მიღებული სისტემის სიმძიმის ცენტრი 

იქნება თავიდან აღებულ მატერიალურ წერტილთა სისტემის სიმძიმის ცენტრი. 

4. როცა მატერიალურ წერტილთა სისტემა სიმეტრიულია რაიმე სიბრ- 

ტყის (ან წრფის) მიმართ, მაშინ სიმძიმის ცენტრი მოთავსებულია ამავე სიბ- 

რტყეზე (ან წრფეზე). თუ სისტემა სიმეტრიულია რაიმე წერტილის მიმართ, 
მაშინ სიმძიმის ცენტრი ამ წერტილს ემთხვევა. 

ვთქვათ ახლა, გვაქვს მატერიალურ წერტილთა უცვლადი სისტემა, რო- 

მელიც მყარ სხეულს შეადგენს, წარმოვიდგინოთ მყარი სხეული, როგორც 

ერთობლიობა საკმარისად მცირე განხომილების მატერიალური ნაწილაკებისა 

და დავწეროთ ამ უკანასკნელისათვის სიმძიმის „ენტრის რადიუს-ვექტორის 

(15,4) გამოსახულება. გადავიდეთ შემდეგ ზღვარზე, როცა ყოველი ნაწილაკის 

განზომილებები მიისწრაფვის ნულისაკენ, მივიღებთ 

«-- III "4 თ => III » თმ, 05.5 

სადაც #-ით აღნიშნულია მთელი სხეულის მასა, I-თი-–-მისი. მოცულობა, 

ხოლო თ(ე, ყ, 2) აღნიშნავს სიმკვრივეს (ჯ, /, 2) წერტილში: 

· რ 
თ= II ––. 

ა” ->0 4! _ 

  

C წერტილს, რომლის რადიუს-ვექტორი განსაზღვრულია (15,5) ფორ- 

მულით, ანუ. რაც იგივეა, ფორმულებით 
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1 
29=-> III თთ (თ, V, 2) ძIX, 

#=-- III თ ყ, 297, (15,6) 
'»” 

#=2- III #თ(დთ, V, 2) ძX, 

უწოდება აღებული მყარი სხეულის სიმძიმის ცენტრი. 
თუ მყარი სხეული წარმოადგენს მატერიალურ წერტილთა ერთობლიო- 

ბას, რომელიც რაიმე 9“ ფართეულის გასწვრივ უწყვეტად არის განლაგებული, 

მაშინ (15,5) ფორმულის ნაცვლად გვექნება ” : 

== 21 (7 (15,7) == I ?Cთ (ი: V, 2) ძი”, 

ანუ, რაც იგივეა, ' 
· _ 1. ' 2) ძ %- I ეთ (თ, V 2) ძ5, 

1 
თ »#II V9 (>, წ, 2) 08, (15,8) 

1 
ძა=-–- | | 8თ(თ, ჭ, 2) 25. XII 

თუ მატერიალურ წერტილთა სისტემა განლაგებულია უწყვეტად რაიმე 

1 წირის გასწვრივ, მაშინ გვექნება 

– 1.- _ (15,9) 
“XI # C(2, 1? 2) თ, – 

ანუ, რაც იგძვეა, _ 

«2 =-+. IL (თ, ჭ% თ CI, ყე=-- IV C2 V: 2) ი. #=-- MX> V, #)ძ!. (15,10) 
M#M ; . V# ; M 7 

თუ ვიგულისხმებთ, რომ სხეული ერთგვაროვანია, ე. ი. თ=6ტ008ხ, მაშინ 
(15,5) ფორმულა მოგვცემს 

=> III # ძიძყრი, 

მაგრამ, ვინაიდან #=თ0თ, უკანასკნელი ტოლობა შეიძლება ასე გადავწეროთ: 
– 1 _ 

· #=-> III #” თ2:0Vძ2. (15.11) 

-.. ” 

განსახილველ შემთხვევაში, (15,7) და (15,9) ფორმულები მოგვცემს 

. 1. ..-– 15,12) 
'M=+II “ძვ, 

( 
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> 1 .-. 
ეკლ I 7 შL (15.13) 

' ( 

თუ მოვიგონებთ, რომ პარალელურ ძალთა ცენტრი ის წერტილია, რომ- 
ლის მდებარეობა არ შეიცვლება, როცა ძალებს ვაბრუნებთ მათი მოდების 

წერტილების ირგვლივ ნებისმიერი კუთხით, ცხადი გახდება, რომ სიმძიმის 

ცენტრის მდებარეობა სხეულის მიმართ არ შეიცვლება, თუ სხეულს ნების- 

მიერად გადავაადგილებთ (გადავიტანთ და მოვაბრუნებთ). 

(15,4) ტოლობის მარჯვენა მხარეს აზრი აქვს არა მხოლოდ ისეთ სის-. 

ტემისათვის, რომელიც დედამიწის მიზიდულობის არეში იმყოფება, არამედ: 

ნებისმიერი მატერიალური წერტილებისათვის: 7/,, 74.,-.-, 7L», რომელთა მასე– 
ბია. შესაბამად 4, 7... 6. ამ შემთხვევაში C წერტილს, რომლის რადიუს- 

ვექტორი განსაზღვრულია (15,4) ტოლობით, ეწოდება აღებულ მატერიალურ 

წერტილთა სისტემის ინერციის ცენტრი. ასევე განისაზღვრება მყარი 

სხეულის ინერციის ცენტრი. 

§ 16. გულდინის დებულებები 

დავამტკიცოთ ახლა გულდინის შემდეგი დებულებები: 

დებულება 1. სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღება. 

ბრტყელი (3) ფიგურის ბრუნვით ღერძის გარშემო, რომელიც. 

ამ ფიგურის სიბრტყეშია მოთავსებული და მას არ კვეთს, 

უდრის (5) ფიგურის ფართობისა დაიმ წრეწირის სიგრძის 

ნამრავლს, რომლის რადიუსიც ტოლია ხსენებული ფიგურის. 

სიმძიმის ცენტრიდან ბრუნვის ღერძამდე მანძილის. 

ს ს · აღვნიშნოთ დებულებაზი მოხ- 

V სენებული ფიგურის ფართობი: 

: 5-ით, ხოლო მანძილი ამ ფიგურის. 
' სიმძიმიის ცენტრიდან ბრუნვის 

წელ–– ღერძამდე #-ით. უნდა დავამტკი- 

ცოთ, რომ ბრუნვითი სხეულის 

მოცულობა გამოითვლება ფორ- 

მულით · 

  

      

1 =2+V#. #86. (16,1) 

; განსახილავი (9) ფიგურის 
0 სიბრტყეში ავიღოთ კოორდინატ- 

ნახ, 92. თა 0»V სისტემა ისე, რომ 0ყ 
ღერძი ემთხვეოდეს ბრუნვის 

"ღერძს, განვიხილოთ (5) ფიგურის ფართითი ელემენტი (ჯ, #) წერტილში, 
რომლის ფართობიც 4#ტ5=ბეტყ (ნახ. 92). 

ამ ფართითი ელემენტის 0ყ ღერძის გარშემო ბრუნვით მიღებული სხე– 

ულის მოცულობა, როგორც მარტივი გამოთვლები გვიჩვენებს, იქნება 

ბა7 =2X%ყ ტე ტყ -L » ტე; ტყ. 

1 მასის ქვეშ ამ შემთხვევაში იგულისხმება ინერტული მასა, რომლის განსაზღვრა მოყ– 
ვანილია § 3-ში. 
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თუ გავითვალისწინებთ, რომ საძიებელი მოცულობა მიიღება, როგორც 

ზღვარი სხვადასხვა ფართითი ელემენტის ბრუნვის შედეგად მიღებული მოცუ- 
ლობების ჯამისა, ადვილად მივიღებთ 

7=2=|| 2(02;0V- (16,2) 

(5) 
თუ ახლა (15,8) ტოლობების პირველ ფორმულას გამოვიყენებთ ერთ- 

გვაროვანი (§) ბრტყელი არისათვის, მივიღებთ 

ფლ I I ე:(L60I)/, 

(5) 

II თიაძც=#. 5. 
(59) 

თუ ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (16,2) ტოლობაში, მივიღებთ დასამტკი- 
ცებელ (16,1) ფორმულას. 

დებულება 5. ბრუნვითი ფართეულის ფართობი, რომელიც 

მიიღება რაიმე ბრტყელი /, წირის ბრუნვით ღერძის გარშე- 

მო, რომელიც ამ წი- 

რის სიბრტყეში მდ- „I 
ბარეობს და მას არ 

კვეთს, უდრის წირის | 

სიგრძისა და ისეთი 

წრეწირის სიგრძის 

ნამრავლს, რომლის 

რადიუსიც. უდრის L 

მანძილს ხსენებული 

წირის სიმძიმის ცენ- 

ტრიდან ბრუნვის ღე- >X 

რძამდე (ნახ, 93), 
ამრიგად, დასამტკიცე- 

ბელია ტოლობა 

საიდანაც 

    
ნაზ, 93. 

· ! 5=27%/.1, (16,3) 

სადაც # არის მანძილი # წირის სიმძიმის ცენტრიდან ბრუნვის ღერძამდე, 
ს აღნიშნავს ჯ წირის სიგრძეს, § საძიებელი ფართობია. 

ავიღოთ კოორდინატთა 02»V სისტემა # წირის სიბრტყეში ისე, რომ 
0V ღერძი ემთხვეოდეს ბრუნვის ღერძს. 

როგორც ანალიზის კურსიდან ცნობილია 

8=2» | «I. (6,4) 
წ 

' თუ (15,10)-ის პირველ ფორმულას ერთგვაროვანი #, წირისათვის გამო- 
ვიყენებთ, მივიღებთ : 

| 1 
Mს=#=-- | 30Lს 

L 
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საიდანაც 

I თ0CL=V. L. 

,', 

თუ ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (16,4) ტოლობაში, მივიღებთ (16,3) 
· ტოლობას. ' 

განვიხილოთ მაგალითები გულდინის დებულებების გამოყენებაზე. 
1. ქთქვათ, წრე ბრუნავს ღერძის გარშემო, რომელიც წრის სიბრტყეში 

·იმყოფება და მას არ კვეთს. ბრუნვის შედეგად მიიღება სხეული, რომელსაც 

წრიული რგოლი (ტორი) ეწოდება, გულდინის 1 დებულების გამოყენებით . 
გამოვთვალოთ ხსენებული წრიული რგოლის მოცულობა I. ცხადია, გვექნება 

7 =2 >. 2) 3=2 #2, 

"სადაც # არის მანძილი აღებული წრის ცენტრიდან ბრუნვის ღერძამდე, ჯ-– 
წრის რადიუსი. 

2. განვიხილოთ სფერო როგორც ბრუნვითი სხეული, რომელიც მიღებუ- 

ლია ნახევარი წრის დიამეტრის გარშემო ბრუნვით და გამოვთვალოთ მანძი- 

“ლი ნახევარი წრის სიმძიმის (ცენტრიდან დიამეტრამდე. 

ვინაიდან სფეროს მოცულობა უდრის თ), ამიტომ გულდინის 1 დე- 

ბულება გვაძლევს 

–-- #93 = 129), 
3 

სადაც # არის საძიებელი მანძილი, #- წრის რადიუსი. უკანასკნელ რტოლობი- 

დან ვღებულობთ 
· ) 47; 

სხ=–-, 

ასევე მარტივად დამტკიცდება, რომ მანძილი ნახევარი წრეწირის სიმ- 

'ძიმის ცენტრიდან დიამეტრამდე იქნება 27 · 
ჯ 

ამოცანები 

განვიხილოთ რამდენიმე მარტივი ამოცანა სიმძიმის. ცენტრების მოძებ- 

ნაზე. ქვემოთ ყველგან ვიგულისხმებთ, რომ სხეული ერთგვაროვანია. 
ხშირად, როცა სხეული სიმეტრიულია, სიმძიმის ცენტრი უშუალოდ მოი-: 

ძებნება. მაგალითად, სფეროს სიმძიმის ცენტრი მის ცენტრს ემთხვევა, მართ- 

კუთხა ფირფიტის სიმძიმის ცენტრი მისი დიაგონალების გადაკვეთაზე იმყო- 

ფება, წრფივი მონაკვეთის სიმძიმის ცენტრი მის შუაწერტილს ემთხვევა 

და ა. ფშ ! 

11. მოვძებნოთ ტეხილის სიმძიმის ცენტრი. ცხადია, ყოველი Xჯ; გვერ- 

დის სიმძიმის ცენტრი მის //, შუაწერტილშია მოთავსებული, ამიტომ, 

(15,3) ფორმულის ძალით, გვექნება 

=4-V იიი თ 
7 51 
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სადაც ჯ, არის 7, გვერდის წონა, #ჯ აღნიშნავს, 7/, · წერტილის რადიუს- 

ვექტორს აღებული 0>V2 სისტემის 0 სათავის მიმართ, მ. ინერციის ცენტრის 

რადიუს-ვექტორია ი წერტილის მიმართ, »=X » ტეხილის გვერდების · 

ა“1 

რიცხვია. 

ცხადია, გვექნება , 
' , X=ს.თ ჯ»=ს.თ, (2) 

სადაც #, არის X», გვერდის სიგრძე, თ--სიმკვრივე, |--–-ტეხილის პერიმეტრი. 

მე-22) ტოლობების ძალით, (1) ტოლობა შეიძლება ასე გადავწეროთ: 

ხოვ გის (3 
1=1 

განვიხილოთ ახლა ის შემთხვევა, როცა ტეხილი წესიერია და ტეხილის. 

სიბრტყეზე ავიღოთ კოორდინატთა 0ეყ სისტემა ისე, რომ მისი სათავე ტე- 

ხილში ჩახაზული წრეწირის ცენტრს ემთხვეო- 

დეს და 0ე; ღერძი ტეხილს კვეთდეს ორ ტოლ 

ნაწილად (ნახ. 94). სიმეტრიის გამო ცხადია, 

რომ სიმძიმის ცენტრი 0 მოთავსებული იქ- 

ნება 07 ღერძზე. მე-(3) ფორმულის ძალით, 

გვექნება 

თ. = 12 თ: L- (4) 

§=1 

ვინაიდან ტეხილი წესიერია, ამიტომ 

ხ=1=...=1გ=1, სადაც 1” ტეხილი „გვე - 

დის სიგრძეს აღნიშნავს. ცხადიბ, “2 სიის 
რომ ძა=#- 008C,, სადაც 7 MI იუსი), ხო- 
აპოთემა (ჩახაზული ფრეწირის დ 

ულ == (თი V.) ვეჭ- 

ლო და-–კუთხე, რომელსატ ნს, ამრიგად, 

  

ტორი 0 ფეად 
თ ღერძთან 99 ნ 

ბვაქვს ღეოძთ =- + «ცივ დ,. ახ, 94, 

ა >» ლ). 

შვილი მისახვედრია, რომ ეგ/“ (+=1, 2.. თ) 

6 იი§%-. დამთხვ "ს 8), 

სადაცა» რის 4. თის 1! მმ. ნაჩვე”ე9ი, უკანასკლექტორი, რომ ს 

ოგეზ, არის ტეხილ 2>+. ე _ ლი ტო ელიც ისეა 

შე-(§) შლი, როგორც. | –- ბეგი წ. ლობის ძალით, 

ბვაძლევს # 
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-თუ ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ მე-(4) ტოლობაში, მივიღებთ 

1 

ს. =-? % 7. ს => 2 ბეგ, I. 

უკანასკნელი ტოლობა, საბოლოოდ, ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

გ =- 2:49, (8 
( 

„სადაც -1# აღნიშნავს ტეხილის ბოლო წერტილებს შორის მანძილს. 

12. ვიპოვოთ წრეწირის რკალის სიმძიმის ცენტრი (ნახ. 95). 

წე ჩავხაზოთ 48 რკალში წესიერი ტეხილი, გა- 
მოვიყენოთ მისთვის მე-(6) ფორმულა და გადავი- 
დეთ ზღვარზე, როცა ტეხილის გვერდების რიცხვი 
უსასრულოდ იზრდება, მივიღებთ 

7. 18 იტ სხა ო 
სადაც # წრეწირის რადიუსია, 1 არის 48 რკალის 
სიგრძე, ხოლო „2”4# აღნიშნავს რკალის ქორდის 
სიგრძეს. 

ცხადია, რომ 
1 . 

4 –- -1133=ე0'51)1 თ, 1==/'.20თ, 

ნაზ. 95. 
სადაც 2თ აღნიშნავს 407 კუთხეს. 

თუ ამ მნიშვნელობებს მე-(7) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

81) თ 
2#==1' – · (8) 

რ 

13. ვიპოვოთ M LV სამკუთხედის (ფართობის) სიმძიმის ცენტრი (ნახ. 96). 
დავანაწილოთ სამკუთხედი ## გვერ- 

დის პარალელური წრფეებით უსასრულოდ ს 
მცირე ზოლებად. ვინაიდან მონაკვეთის სიმ- 

ძიმის ცენტრი იმყოფება მის შუაწერტილში, 

ამიტომ, როგორც ადვილი მისახვედრია, სამ- 
კუთხედის სიმძიმის ცენტრი 7/# გვერდის. 

'მედიანაზე იმყოფება. ასევე დავრწმუნდებით, # 

რომ საძიებელი სიმძიმის ცენტრი XV და 

M## გვერდების მედიანებზეა მოთავსებული. ნახ, 96. 
ამრიგად, ნაჩვენებია, რომ სამკუთხედის სიმ- 
ძიმის ცენტრი C მედიანების გადაკვეთაზე იმყოფება (ამით ნაჩვენებია აგრეთვე 
ელემენტარული გეომეტრიის დებულება, “რომ სამკუთხედის მედიანები ერთ 
წერტილში იკვეთება) ელემენტარულ გეომეტრიაში ცნობილი დებულების 

ძალით, მანძილი C წერტილიდან შედიანის ფუძემდე უდრის მედიანის მე- 

„სამედს. 
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14. ვიპოვოთ ახლა წრიული სექტორის სიმძიმის ცენტრი (ნახ. 97), 

ავიღოთ კოორდინატთა 0 სისტემა ხსენებული სექტორის სიბრტყეში 
ისე, რომ მისი სათავე წრის ცენტრს ემთხვეოდეს და 0X# ღერძი 28 რკალს 

“რუაზე ყოფდეს. „2408 აღვნიშნოთ 2თ-თი, წრის რადიუსი იყოს ჯ·, სიმეტ- 

რიის გამო, ცხადია, რომ სიმძიმის ცენტრი (/ მოთავსებულია 0. ღერძზე. 

ვიპოვოთ C წერტილის აბსცისა: §,=00. წრეწირის 8 რკალში ჩავხაზოთ 

წესიერი ტეხილი და ამ ტეხილის წვეროები შევუერთოთ 0 წერტილს. რო- 

გორც აღვილი მოსახვედრია, ასეთი გზით მიღებული ყოეელი სამკუთხედი 

“შეიძლება შევცვალოთ მისი სიმძიმის ცენტრით, თუ ვიგულისხმებთ, რომ ამ 
ცენტრის წონა ხსენებული სამკუთხედის. | 

წონას უდრის. სამკუთხედის სიმძიმის 

ცენტრის დაშორება 0 წერტილიდან 9 

უდრის 2/3/-ს, სადაც # სამკუთხედის · 8 

სიმაღლეა. თუ ამის შემდეგ გადავალთ 

ზღვარზე, როცა ტეხილის გვერდების # 

რიცხვი უსასრულოდ დიდდება, დავრწ- 

მუნდებით რომ თავიდან აღებული 

04” წრიული სექტორის სიმძიმის 

ცენტრი უდრის ისეთი წრეწირის იხ ბ C : 

რკალის სიმძიმის ცენტრს, რომლის რა- 0 ძ. I >> 

დიუსიც 2/3/-ის ტოლია!. თუ ამის 

“შემდეგ მე-(–8) ფორმულას გამოვიყე- 
ნებთ, მივიღებთ 

2 §10Cთ 
თამ" 

3 თ 

  

15. გამოვთვალოთ ახლა ერთგვა- 

როვანი სხეულის სიმძიმის ცენტრი, 

რომელიც შემოსაზღვრულია ცილინდრული ფართეულით და ორი პარალე- 

ლური სიბრტყით. დავყოთ ცილინდრი ფუძეების პარალელურ უსასრულოდ 

“მცირე სისქის შრეებად. ამ შრეების სიმძიმის ცენტრების გეომეტრიული ად- 

გილი იქნებ წრფის მონაკვეთი რომელიც ფუძეების სიმძიმის ცენტრებს 

აერთებს. ამის შემდეგ ცხადია, რომ განსახილველი სხეულის სიმძიმის ცენტრი 

ხსენებულ მონაკვეთს შუაზე ყოფს. 

სავსებით ანალოგიურად გამოითვლება პრიზმის სიმძიმის ცენტრი. 

16. ვიპოვოთ პირამიდის სიმძიმის ცენტრი. განვიხილოთ ჯერ სამკუთხა 

პირამიდა. დავყოთ პირამიდა ფუძის პარალელურ უსასრულოდ მცირე სისქის 

“შრეებად. ცხადია, შრეების სიმძიმის ცენტრების გეომეტრიული ადგილი იქნება 

წრფის მონაკვეთი, რომელიც პირამიდის წვეროს მის მოპირდაპირე ფუძის 

სიმძიმის ცენტრთან აერთებს. ამრიგად. სამკუთხა პირამიდის სიმძიმის ცენტრი 

წარმოადგენს იმ წრფეების თანაკვეთას, რომელნიც წვეროებს მოპირდაპირე 

ფუძეთა სიმძიმის ცენტრებთან აერთებს (ეს წრფეები ერთ წერტილში იკვე- 

·თება), ელემენტარულ გეომეტრიაში ცნობილი დებულების ძალით, სამკუთ-. 

ნახ. 97. 

  

1 ცხადია, როცა ტეხილის გეერდების რიცხვი უსასრულოდ იზრდება, მაშინ Vხ -> L. 
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ხა პირამიდის სიმძიმის ცენტრის დაშორება ფუძიდან ტოლი იქნება სიმაღ- 

ლის ერთი მეოთხედის. 

განვიხილოთ ახლა ნებისმიერი პირამიდა. თუ ამ პირამიდას დავყოფთ. 

ფუძის პარალელურ უსასრულოდ მცირე სისქის შრეებად, დავრწმუნდებით, 
რომ სიმძიმის (კენტრი იმყოფება წრფის მონაკვეთზე, რომელიც პირამიდის 
წვეროს ფუძის სიმძიმის ცენტრთან აერთებს. დავყოთ ახლა პირამიდის ფუძე 

სამკუთხედებად და ამის მიხედვით--–პირამიდა სამკუთხა პირამიდებად. ყოველი 

სამკუთხა პირამიდის სიმძიმის ცენტრის დაშორება ფუძიდან იქნება სიმაღლის. 

მეოთხედი და მაშასადამე, თავიდან აღებული პირამიდის სიმძიმის ცენტრის 

დაშორება ფუძიდან სიმაღლის მეოთხედის ტოლია. 

ასეთივე შედეგს მივიღებთ კონუსისათვის, რადგან კონუსი შეიძლება. 

განვიხილოთ, როგორც მასში ჩახახული პირამიდის ზღვარი. 
-



თავი V 

წერგბილის დჩნამიპა 

განყოფილება 1 

წერზელის მყძრაობის დიშერენსიალური განზოლებები 

§ 1. შესავალი 

როგორც თავის დროზე აღვნიშნეთ (იხ. თავი IV, § 1), მატერიალური 

წერტილი, ანუ მატერიალური ნაწილაკი ეწოდება იმდენად მცირე განხომი- 

ლების სხეულს, რომლის მოძრაობაც, საკმარისად დიდი სიზუსტით, განისა- 

ზღვრება მისი ერთი წერტილის მოირაობით. ამრიგად, მატერიალური წერ- 

ტილის ქვეშ პრაქტიკულად შეიძლება ვიგულისხმოთ გეომეტრიული წერტილი, 

რომელსაც გააჩნია გარკეული მასა, 

წერტილის დინამიკა შეისწავლის მატერიალური წერტილის მოძრაობას 

იმ მიზეზებთან (ძალებთან) დაკავშირებით, რომლებმაც გამოიწვიეს განსახილ- 

ველი მოძრაობა, 

წერტილის დინამიკა ეყრდნობა ნიუტონის მეორე კანონს (იხ. თავთ 

IV, § 3): 
მატერიალური წერტილის მასისა და აჩქარების ნამ- 

რავლი უდრის წერტილზე მოქმედ ძალას: 
_ –- 

ე 2ბ 10 = X", (1,1) 

ამ ტოლობაში მასა განიხილება, როგორც პროპორციულობის კოეფი- 
ციენტი, რომელიც ერთმანეთთან აკავშირებს აჩქარებას და ძალას. 

თუ (1,1) ტოლობას, აჩქარებისა და ძალის საერთო მიმართულებაზე 
დავაგეგმილებთ, მივიღებთ 

11%) == I". (1,2 

(1,2) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ აღებული მატერიალური წერ- 

ტილისათვის ძალისა და აჩქარების სიდიდეთა შეფარდება მუდმივია: > =7ჯ== 

=(60031. ამ მუდმივ სიდიდეს, რომელიც არ არის დამოკიდებული არც ძალაზე, 
არც მოძრაობის ხასიათზე არამედ დამოკიდებულია მხოლოდ აღებულ: 

მატერიალურ წერტილზე, ეწოდება. ამ წერტილის ინერტული მასა (იხ. 
თავი IV, § 3). 

სეთ მოცემულია ორი მატერიალური წერტილი, რომელთა მასებია. 

«ე და #I. (1,2) ფორმულის ·ძალით, გვექნება · 
2)ზ190ე == IM, - (1,3) 

,3). 
თმე?მე == I, 

13. ნ. ვეკუა 193



სადაც #, და ”, განსახილველ მატერიალურ წერტილებზე მოქმედი ძალების 

სიდიდეებს აღნიშნავეი ხოლო გს, და 10, –– აჩქარებათა სიდიდეებს, თუ 

21სL ==, მაშინ (1,3) ტოლობები მოგვცემს 

20 2%. 
10% წებ 

და, მაშასადამე, სხვადასხვა ძალები ერთი და იმავე მატერია- 

ლურ წერტილს ანიჭებენ ძალების პირდაპირ პრობორციულ 

0,4) 

აჩქარებებს. 

ვთქვათ, (1.3) ტოლობებში #, =7',, მაშინ 

101 __ მი. 
> / 

და, მაშასადამე, ერთი და იგივე ძალა სხვადასხვა მასის მქონე 

წერტილებს ანიჭებს მასების უკუპროპორციულ აჩქარებებს. 

. ზემონათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ მატერიალურ წერტილზე ძალის 

მოქმედების ეფექტი დამოკიდებულია მასაზე. 

(1,2) ტოლობიდან გვაქვს 

==. 
2 · 

მაშასადამე, რამდენადაც უფრო დიდია მასა, მით უფრო ნაკლებია აჩქარება. 

'სხვანნაარად რომ ვთქვათ, რაც მეტია მატერიალური ნაწილაკის მასა, მით 

მეტი უნარი შესწევს ნაწილაკს წინააღმდეგობა გაუწიოს მოძრაობის ცვლი- 

'ლებას, ე. ი, მით მეტია ინერცია. 

თუ მატერიალური ნაწილაკის წონას (სიმძიმის ძალას) აღვნიშნავთ #-თი, 

სიმძიმის ძალის აჩქარებას ე-თი. (1,2) ტოლობის ძალით, მივიღებთ 

„უჯ=-2., 
ყჟ 

“აქედან გამომდინარეობს, რომ ინერტული მასისა და წონადი მასის რიცხვითი 

მნიშვნელობანი ერთი და იგივეა. 

ვინაიდან, როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული, რაც მეტია მატერიალური 

რაწილაკის მასა, მით მეტი უნარი შესწევს ნაწილაკს წინააღმდეგობა გაუწიოს 

მოძრაობის ცვლილებას, ამიტომ, შეიძლება ითქვას, რომ მასა წარმოად- 
გენს მატერიალური' ნაწილაკის ინერციის ზომას. 

(1,4), ტოლობა, რომელიც იძლევა საშუალებას ერთი და იმაეე ნაწი- 
ილაკზე მოქმედი ძალები შევადაროთ ერთმანეთს, შეიძლება საფუძვლად დაე- 

დოს ძალის გაზომვას. · 

შენიშვნა გარკვეული პრინციპის საფუძველზე ჩვენ შემოვიტანეთ 

” ძალის ცნება და (1,1) ტოლობის -ძალით მასის ცნება მივიღეთ როგორც 
წარმოებული ცნება, შეიძლებოდა გაგვეკეთებინა პირიქით. ჯერ შემო- 

ვეტანა მასის ცნება და შემდეგ ძალის ცნება მიგვეღო, როგორც წარ- 

ოებული ცნება. 
დინამიკის სხვადასხვა ამოცანის. ამოხსნის დროს დაგვჭირდება ერთეუ- 

ლების აბსოლუტური და ტექნიკური სისტემა, რომელთა განსაზღვრაც მოყვა- 
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წილია IV თავის მე-2 და მე-3 პარაგრაფებში, ამ პარაგრაფებში მოყვანილია 

მალისა და მასის ერთეულები როგორც ერთ, ისე მეორე სისტემაში. 

§ 2. მატმრიალური წერტილის მოძრაობის დი ფერენციალური 
განტო.ლებები 

განვიხილოთ დეკარტის მართკუთხა 0ჯ:ყ2 სისტემა და მატერიალური 
M წერტილი, რომლის მასაც იყოს ჯ. 7! წერტილის რადიუს-ვექტორი 

0 წერტილის მიმართ აღვნიშნოთ #-ით, (1,1) ტოლობის ძალით, გვექნება 

თ» ი 
შუ = ჯ. ! (5.1) 

·სადაც # არის )# წერტილზე მოქმედი ძალა (ნახ. 98). 

ყოველდღიური დაკვირვება და ექსპერიმენტი გვიჩვენებს, რომ ძალა 
“შეიძლება დამოკიდებული იყოს წერტილის მდებარეობაზე, მის სიჩქარეზე ღა 

დროზე. ამრიგად, ძალა შეიძლება დამოკიდებული იყოს ”-ზე, დ-ზე ღა ჯ-ზე, 

ე. ი. 2, V/, შე თ) V/, 2 და # სიდიდეებზე, ამასთან ჟ”, #!, 2' აღნიშნავენ დ, ყ, 2 
კოორდინატების დროით წარმოებულებს. ძალის 

არგუმენტებად კოორდინატების მეორე და უფრო 

მაღალი რიგის წარმოებულებს არ განიხილავენ. 

სხეულის მდებარეობაზე დამოკიდებული ძა- 

ლის მაგალითს წარმოადგენს ზამბარის დაჭიმულო- 
ბის ძალა. ვთქვათ, ზამბარის ერთი ბოლო დამაგ- 

რებულია უძრავად, მის მეორე ბოლოზე კი მიმაგ- 

რებულია მატერიალური წერტილი, რომელიც 
0ფ ღერძზე მოძრაობს. ცხადია, ზამბარის დაჭი- 

მულობის ძალა იქნება მოძრავი წერტილის ჟჯ კო- ნახ. 98, 
ორდინატის (მდებარეობის) ფუნქცია.. 

ვთქვათ, უძრავი 71, მატერიალური წერტილი, რომლის მასა ჯ-ის 

ტოლია, იზიდავს ნიუტონის მსოფლიო. მიზიდულობის კანონის ძალით 7! მა- 

ტერიალურ წერტილს, რომლის მასა ჯ-ის ტოლია. მიზიდულობის ძალა წერ- 

"(ტტილებს შორის #- მანძილის ფუნქციას წარმოადგენს (იხ. I თავის (5,2) ფორ- 

'მულა): 

  

მთას, 
L=/- 

კულონის კანონის ძალით, ორი დამუხტული ნაწილაკის ელექტროსტა- 

ტიკური ურთიერთქმედების ძალა იქნება 

6103 
#=24=–, 

>” 

სადაც # ნაწილაკებს შორის მანძილია, 6, და იე ნაწილაკების მუხტებს აღნი- 

შნავენ, 
სიჩქარეზე დამოკიდებული ძალის მაგალითს წარმოადგენს ხახუნის ძალა, 

ასე მაგალითად, როცა მყარი სხეული მოძრაობის დროს ეხება მეორე მყარ 
სხეულს, მაშინ ხახუნის ძალა დამოკიდებული იქნება ერთი სხეულის სიჩქარეზე 
მეორის მიმართ. 
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სიჩქარეზე დამოკიდებული ძალის მაგალითს წარმოადგენს, აგრეთვე, 

გარემოს წინააღმდეგობის ძალა. ასე მაგალითად, რაც მეტია ატმოსფეროში 

მოძრავი ნაწილაკის სიჩქარე, მით მეტი ივგნება პაერის წინააღმდეგობის ძალა. 

თუ (2,1) ვექტორულ ტოლობას კოორდინატთა ღერძებზე დავაგეგმილებთ,. 
მივიღებთ 

ი“ ჯ 
· თ-ს, 7. 2, ყ #, 2) V), #2), 

2 

თ“ 1-6 თ % 6 20 7) #7 · (2,2, ძი 

იი _ –”” 
_# ქ #,(, თ, 9 რთ 2: V/ე #2), 

სადაც #., #,, XI» წარმოადგენენ 7” ძალის გეგმილებს 0თ, 0ყ, 07 ღერ-- 

ძებზე. : 

(2,2) სისტემა წარმოადგენს მეორე რიგის ჩვეულებრივ დიფერენციალურ 

განტოლებათა სისტემას. ჩეენ შემდეგში ყოველთვის ვიგულისხმებთ, რომ 

,, I, #, ფუნქციები წარმოადგენენ თავიანთი არგუმენტების უწყვეტ 

ფუნქციებს და აკმაყოფილებენ ლიფშიცის «ირობას ჟ, V, 2, 2, V, ”” სიდი- 

დეების მიმართ (იმ არეში, სადაც წერტილის მოძრაობა განიხილება). რო- 
გორც დიფერენციალურ განტოლებათა თეორიიდან ცნობილია, აღნიშნულ 

პირობებში (2,2) სისტემისათვის ადგილი აქეს ამოხსნის არსებობისა და 
ერთადერთობის თეორელხას. (2,2) სისტემის ზოგად ამოხსნას შემდეგი სახე აქეს: 

თ=:71(1, თ. Cე, ··· ,C0)) 

ყ=V(ნ C C. ··· :C), (2,3): 

#=7(ხ C) C; ···სCX%). , 

“ სადაც თ, C,,-·»Cჯ ნებისმიერი მუდმივებია. ეს მუდმივები (ალსახად განისა- 

ზღვრებიან, თუ საწყის #=ჯაე მომენტში ცნობილია წერტილის მდებარეობა და. 

სიჩქარე: : 

92 = 2700 -+-. თ 

როცა #=%ა, მაშინ |! ყ =V, 7 =Vი 
2= 206) 2 =79'თ 

სადაც. #.= (თი: ი: #ი) საწყის მდებარეობას განსაზღვრავს ხოლო M = 
=(> 7 20) საწყის სიჩქარეს, მასთან საწყისი მდებარეობა და საწყისი სიჩ- 

ქარე (ე. ი. თა, V#ი #ე და თ წ #ი) ნებისმიერად არის მოცემული. 

ამ საწყისი პირობების ძალით, (2,3) ფორმულები მოგვცემს 

20 = თ (სი, თ. C: ···, CV), თ'ი=>V C., C,, Cა ··-LC6), 

· ი == 3 (ჩა, C. Cე ···; CC.) Vს=ყV' ( C) Cთ..·.., თ), . (2,4) 

ში ==# (ჩი) (ო C. ... Cი). 2'ა=7' (CV CL. Cე, ·.. CV). 

როგორც დიფერენციალურ განტოლებათა თეორიიდან ცნობილია, ამ განტო- 
ლებებიდან 0,, C0, ·.·,C, მუდმივები ცალსახად განისაზღვრება და მივიღებთ 

· CL.= /+ (ჩი, თი: 0; #0 >ი: ი! 2ა) (L=1, 2,...,ნ). 
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თუ ამ მნიშვნელობებს (2,3) ფორმულაში შევიტანთ, მივიღებთ (2,2) სისტემის 
ისეთ ამოხსნას, რომელიც “მოცემულ საწყის პირობებს აკმაყოფილებს, 

აღვნიშნოთ «,, 0,, ძ:-ით ”/ წერტილის ზოგადი მრუდწირული კოორ- 

დინატები (იხ. III თავის § 8). აჩქარების გეგმილები ზოგად მრუდწირულ 

ღერძებზე იყოს «I, 20,, 10ვ- 1II თავის (8,18) ფორმულის ძალით, 

  

1 
”. „»- / ძ ა” ძ7 ) (0=1, 2, 3), (2,5) 

2 MI იძ. ძი“ _ მთ 
სადაც 

- 

ჯ-M0- მცი ი ყბ+ უნის ბაია 69) 2 2ეუე“ იშ” 
„ამასთან 

____. 
' მი,მი- მთ ძი. მძი.ძიL 

ჯ# ფუნქციას რომელიც განსაზღვრულია (2,6) ტოლობით, ეწოდება 

მატერიალური წერტილის ცოცხალი ძალა, ანუ კინეტიკური ენეC- 

გია. თუ (2,1) ტოლობას ზოგად მრუდწირულ ღერძებზე დავაგეგმილებთ და 

გავითვალისწინებთ (2,5) ტოლობებს, მივიღებთ 

ძი 9 _ ძ7? ა. ,-), 2, 3), (2,7) 
ძი მი: ძი. 

სადაც 

0,=VM/ თოი 

ამასთან #, აღნიშნავს ”# ძალის გეგმილს ე, ღერძზე. ცხადია, 0, საზოგადოდ 

დამოკიდებულია ჯ, იჯ, ძი; ძე, 0. 0: ვ სიდიდეებზე. 
1II თავის (8,4) ფორმულის ძალით გვექნება 

როიალ მირი მ რმ მირო, 

მყ. 
წიშ #" #,98. =( (2. +I > +Iც   

"იი თ. 

და მაშასადამე, 

    2 | „ყე ”, მწ (2,?') 
მი. მთ. 

- =ჯ, მ 0» მი, 

როგორც ადვილი მისახვედრია, (2,7) წარმოადგენს: თ,, თ,, ძვ სიდიდე- 

ების მიმართ მეორე რიგის ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტოლებათა სის- 
ტემას. 

შევნიშნოთ, რომ ხშირ შემთხვევაში განზოგადებული კოორდინატები 

შეიძლება ისე იყოს შერჩეული, რომ (2,7) სისტემის ინტეგრება უფრო მარ- 
ტივად ხდებოდეს, ვიდრე.(2,2) სისტემისა. 

(2,7) განტოლებებს ეწოდება ლაგრანჟის მეორე გვარის განტო- 
ლებები. ცილინდრულ კოორდინატებში ეს განტოლებები, III თავის (8,24) 

„ფორმულების ძალით, შემდეგ სახეს ღებულობენ: 
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VI არ ცდ) = XV, დღ,8): 
მ, 

სადაც #, დ, # წარმოადგენენ M# წერტილის ცილინდრულ კოორდინატებს 

Xი LX, 1, არიან # ძალის გეგმილები ცილინდრულ მრუდწირულ ღერძებზე, 
„" = 0" დ 97 

ძ '' ძ 
III თავის (8,281) ფორმულების ძალით, სფერულ კოორდინატებში წერ-. 

ტილის მოძრაობის დიფერენციალური განტოლებები შემდეგ სახეს ღებუ-. 
ლობენ: 

თ (I – »7(4+? -L 910? 3-. ს'ზ))= XI, 

(>. |> + (28) –– - 8109: 60§ () , დ? |=» , (2,9). 
+ , 

  

” 
_– 810? 9... X%, 

#5)0ი 59. ძჯ კ 9)=XV 

სადაც # 8, ს არიან /, წერტილის სფერული კოორდინატები, #. X9, XV. 

წარმოადგენენ X ძალის გეგმილებს C), (3), (ს) სფერულ მრუდწირულ ღერ– 
ძებზე (ნახ. 31). 

თუ (2,1) ტოლობას ბუნებრივ სამღერძზე, ე. ი. ტრაექტორიის მხებზე, 
მთავარ ნორმალზე და ბინორმალზე დავაგეგმილებთ, მივიღებთ (იხ. III თავის § 6) 

მხ-–- =/#M+%, 

(2.10) 
XX =X 
09 

0= /7%, 

სადაც IM, 7, X#ს · წარმოადგენენ X ძალის გეგმილებს მხებზე, მთავარ ნორ- 
მალზე და ბინორმალზე. 

მოვიგონოთ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემის პირველი ინტეგ- 

რალის განსაზღვრა. 
(2,2) სისტემის პირველი ინტეგრალი ეწოდება #,, V, რ თი) V/; #ჩ' 

სიდიდეებს შორის ისეთ დამოკიდებულებას, რომელიც იგივურად მუდმივის 

ტოლი არ არის, მაგრამ გაუტოლდება მუდმივს, თუ ამ დამოკიდებულებაში. 

9 %, წ კოორდინატებისა დღა მათი წარმოებულების ნაცვლად შეტანილია 

(2,2) სისტემის რომელიმე ამოხსნა და მათი წარმოებულები. ამრიგად, L, ჯ.,. 

3, 9, თ, ყ, ” სიდიდეებსა და 0 მუდმივს შორის ფუნქციონალურ. დამოკი- 

დებულებას · 
თ(წს.თ, V, 2, თ', V. 2)=C, (2,11X» 

რომელიც მართებულია (2,2) სისტემის ძალით, ეწოდება ამ სისტემის პირველი: 
ინტეგრალი. 
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ვთჭვათ, ცნობილია (2,2) სისტემის (2,3) ზოგადი ინტეგრალი. (2,3) ტო- 

ლობების გაწარმოებით ვღებულობთ 

უ =ჟ7 (I “ს C.. .... Cა), 

ყ=V (ს C,. C ···, Cი) 

2 =7 2 (ს C 7 Cა, .... CV)· 

თუ (2,3) და უკანასკნელი ტოლობებიდან ამოვხსნით (/,, .... C, მუდმივებს,. 
მივიღებთ 6 პირველ ინტეგრალს: 

ი (CL, 2, 1, ი 2, #ს 2)=(4: (:=1, 2,...,6). 

პირიქით, თუ ცნობილია (2,2) სისტემის 6 პირველი ინტეგრალი, რომელნიც 
დამოუკიდებელნი არიან ერთმანეთისაგან, მაშინ ზოგადი ინტეგრალის დაწერა 
არავითარ სიძნელეს არ წარმოადგენს. 

ზემოთ ჩვენ მოვიყვანეთ პირველი ინტეგრალის განსაზღვრა (2,2) სის- 

ტემისათვის. ცხადია, ასევე განისაზღვრება პირველი ინტეგრალი, როცა წერ- 

ტილის მოძრაობის განტოლებები მოცემულია (2,7) სახით. 

მატერიალური წერტილის მოძრაობის ზემოთ განხილული განტოლებები 

დაწერილია თავისუფალი მატერიალური წერტილისათვის. თუ წერტილი არ 

არის თავისუფალი (ის ემორჩილება ბმას), მაშინ უშუალოდ მოქმედ ძალებს 

უნდა დაემატოს აგრეთვე რეაქციის ძალები (იხ. § 19). 

მატერიალური წერტილის მოძრაობის ზემოდაწერილი დიფერენციალური 

განტოლებები იძლევიან საშუალებას განვიხილოთ ორი ამოცანა: 

: 1) წერტილის მოცემული მოძრაობის მიხედვით ვიპოვოთ წერტილზე 
მოქმედი ძალა, რომელმაც ეს მოძრაობა გამოიწვია; 2) მოცემული ძალის მი- 

ხედვით ვიპოვოთ წერტილის მოძრაობის კანონი. 

პირველი ამოცანა, რომელსაც დინამიკის პირდაპირ ამოცანას უწოდებენ, 
მარტივად იხსნება. მართლაც, თუ ცნობილია წერტილის მოძრაობის კანონი, 

ე. ი. წერტილის #- რადიჟუს-ვექტორი, როგორც დროის ფუნქცია, მაშინ, (2,1) 

ტოლობის ძალით, წერტილზე მოქმედი ძალის მოსაძებნად საკმარისია ჯ რა- 

დიუს-ვექტორის მეორე რიგის წარმოებულის მოძებნა. 

მეორე ამოცანის ამოხსნა, რომელსაც დინამიკის შებრუნებულ ამოცანას 

უწოდებენ, მოითხოვს (2,2) დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემის ინტეგ- 
რებას. ამ სისტემის ინტეგრება #,, #,, #, ფუნქციების ზოგადი მნიშვნელო- 

ბისათვის მეტად ძნელია. ასეთ ზოგად შემთხვევაში, ამოხსნის კვადრატურებში 

წარმოდგენა, საზოგადოდ, შეუძლებელია. მაგრამ, ხშირად, მოცემული ძალის 

კონკრეტული მნიშვნელობისათვის, ამ სისტემის ამოხსნა შეიძლება კვადრატუ- 

რებში იყოს გამოსახული. 

კეპლერის კანონებზე დაყრდნობით პლანეტის მამოძრავებელი ძალის 
მოძებნის ამოცანა, რომელსაც ჩეენ § 16-ში განვიხილავთ, წარმოადგენს დინა- 
მიკის პირველი ამოცანის მაგალითს, ხოლო § 17-ში განხილული ნიუტონის 

ამოცანა-- მეორე ამოცანის მაგალითს. 
შემდეგში, ჩვენ განვიხილავთ არსებითად მხოლოდ მეორე ამოცანას, 

ვინაიდან, როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, პირველი ამოცანის ამოხსნა არავითარ 

· სიძნელეს არ რ. წარმოადგენს. 
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ამოცანები 

1, 980 კგ წონის სხეულზე მოქმედებს მუდმივი ძალა და ანიჭებს მას 

10=0,5 აჩქარებას. ვიპოვოთ სხეულზე მოქმედი ძალა.   

სეკ” 
როგორც ვიცით (იხ. IV თავის § 3), ტექნიკურ სისტემაში ძალის ერთეუ- 

ლად მიღებულია კილოგრამი, სიგრძის ერთეულად-–მეტრი, დროის ერთეულად 

კი - სეკუნდი. მასის ერთეული ამ სისტემაში მიიღება, როგორც წარმოებული 

ერთეული: 

  

3 
მასის ერთეული = -38-:ეპ“ · 

! 980 კგ 
ამ სისტემაში 980 კგ წონის სხეულის მასა იქნება! #=-–--–-–--9%--., 

9,8 მ/სეკ? 
ვინაიდან 7 = VI, ამიტომ გვექნება 

980 »X=- აბ 0, =50კგ. 
9,8 მ/სეკ? სეკ? 

აბსოლუტურ სისტემაში მასის ერთეულად მიღებულია გრამმასა, სიგრძის 
ერთეულად-–სანტიმეტრი, დროის ერთეულად-–-სეკუნდი. ძალის ერთეული ამ 

სისტემაში მიიღება, როგორც წარმოებული ერთეული: 

გრამ მასა . სმ 
ძალის ერთეული = 

სეკ? 
ძალის ამ ერთეულს დინი ეწოდება. 

ჩვენს შემთხვევაში, ცხადია, გვექნება 

01 = 980000 გრამმასას, :0=50 სმ , 

სეკ” 
  

ამიტომ, ცხადია, 

#=98.10!. 50 დინს=490 . 106 დინს,' 

8. ვიპოვოთ ის მუდმივი ძალა, რომელიც 196 კგ წონის სხეულს 5 სე- 

კუნდში მიანიჭებს 10> სიჩქარეს. 

ცხადია, გვექნება 
201180 = M ს, =29C0L, 

საი დანაც 

#=7“. 
ჯ 

თუ ამ უკანასკნელში შევიტანთ მოცემულ მნიშვნელობებს, მივიღებთ 

X=- 120. 19 კი, 
98 5 

X#=40 კგ. 

  

მ... 
1 ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ მიახლოებით სიმძიმის ძალის აჩქარება თ--9,8 სია“ 

ეპ 
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3, ავტომობილი, რომლის წონა უდრის 1 ტონას, მოძრაობს ამოზჩექილ 

ხიდზე I0> სიჩქარით. სიმრუდის რადიუსი ხიდის შუა ადგილას უდრის 

ე 
50 მეტრს. ვიპოვოთ ავტომობილის წნევის ძალა ხიდზე, როცა ავტომობილი 

ხიდის შუა ადგილზე გაივლის. ! 

ავტომობილის მოძრაობის განტოლება იქნება 

M920=12+ 17, 

სადაც X» ავტომობილის სიმძიმის ძალაა, M#-–რეაქციის ძალა, თუ ამ ტო- 

ლობას ხიდის პროფილის შიგა მთავარ ნორმალზე დავაგეგმილებთ, მივიღებთ 

| ეუ)? 

7 

სადაც M# არის ნორმალური რეაქციის ძალა (ე, ი. ხიდზე ავტომობილის წნევის 

საძიებელი ძალა). 

  =ნ-I, 

„ცხადია, ჩვენს შემთხვევაში „=> (ტექნიკურ ერთეულთა სისტემა- 

ში), =1000 კგ, 0=50 მეტრს, „=10-9%, თუ ამ მნიშვნელობებს უკანასკ- 

სეკ 
ხელ ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

XIს =796 კგ. 

4. 6 კგ წონის ქვა მიმაგრებულია »=1 მ სიგრძის ძაფზე და მოძრაობს 

' ვერტიკალურ წრეწირზე თ კუთხური სიჩქარით. განვსაზღვროთ თ კუთხური 

სიჩქარის მინიმალური მნიშვნელობა, რომლისთვისაც ხდება ძაფის გაწყვეტა, 

თუ ცნობილია, რომ ძაფი წყდება მაშინ, როცა დაჭიმულობის ძალა გახდება 

64.8 ქგ. - 

ცხადია, ძაფი განიცდის მაქსიმალურ დაჭიმვას მაშინ, როცა მას აქვს 
სიმძიმის ძალის მიმართულება და ტვირთი იმყოფება ვერტიკალური დიამეტ- 

რის ქვედა ბოლო წერტილში! ძაფის დაჭიმულობა ტვირთის აღნიშნული 

მდებარეობისათვის იქნება 

47 = აე)“ -1- 6. 

ამ ტოლობაში მოცემული მნიშვნელობების შეტანით მივიღებთ 

საიდანაც 

  

1 ამ მდებარეობაში ძაფის დაკიმულობის ძალა უდრის ცენტრიდანული ძალისა 0ი»XCთ? 
ძალისა) და ტვირთის სიმძიმის ძალის ჯამს.



განყოფილება 2 

წერზილის დინამიჰის ძირითადი ჰანონები 

§ 3. მოძრაობის რაოდენობის კანონი 

_. ვთქვათ, მოცემულია მატერიალური წერტილი, რომლის მასა არის ჟუ, 

# ვექტორს, რომელიც შემდეგი ტოლობით არის განსაზღვრული: 

· 1C=%LV, (3,1): 

ეწოდება აღებული წერტილის მოძრაობის რაოდენობა, ამრიგად, 
მატერიალური წერტილის მოძრაობის რაოდენობა წარმოადგენს ამ წერტილის. 
მასისა და სიჩქარის ნამრავლს, . 

წერტილზე მოქმედი ძალისა და დროის დიფერენციალის ნამრავლს 

( MM. ს) ეწოდება ძალის ელემენტარული იმპულსი. განვიხილოთ დროის 

სასრული (ჯ,, |) შუალედი. ინტეგრალს | : 5 

| 79 (3,2). 
ჩ | 

ეწოდება ძალის იმპულსი ((,, 1) შუალედში. 
ვინაიდან ვგულისხმობთ, რომ აღებული წერტილის მასა არ იცვლება 

მოძრაობის დროს, ამიტომ მატერიალური წერტილის მოძრაობის (2,1) გან- 
ტოლება ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

ძრა თ )= I"თL. (3,3) 
უკანასკნელი ტოლობა გვარწმუნებს შემდეგი დებულების სამართლიანობაში: 

დებულება. მატერიალური წერტილის მოძრაობის რაოდე- 
ნობის დიფერენციალი ამ წერტილზე მოქმედი ძალის ელე-" 
მენტარული იმპულსის ტოლია. 

ეს დებულება მოძრაობის რაოდენობის კანონის სახელწოდებით არის 

ცნობილი. 

თუ #L=ჯე მომენტში სიჩქარის მნიშვნელობას ში” ით აღვნიშნავთ, (3,3) 

ტოლობის ძალით, მივიღებთ – 
L 

79 –– 1 ხც= I ს 9, (3,4) 

7ი 

და, მაშასადამე, მატერიალური წერტილის მოძრაობის რაოდე- 
ნობის ცვლილება .დროის სასრულ (I, 1) შუალედში უდრის 

ძალის იმპულსს ამავე დროის შუალედში. 
ამრიგად, (3,4) ტოლობა გვაძლევს მოძრაობის რაოდენობის კანონს 

სასრული დროის შუალედისათვის, 

(3,4) ტოლობიდან ცხადია, რომ თუ (ჯი, ა შუალედი უსასრულოდ მცი- 

რეა და ძალის სიდიდე სასრულია, მაშინ მოძრაობის რაოდენობის ცვლილება 
იქნება უსასრულოდ მცირე. მაგრამ არის ისეთი მოვლენები, რომლისთვისაც 
მოძრაობის რაოდენობის (ცვლილება დროის უსასრულოდ მცირე შუალედში 
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სასრული სიდიდეა ასეთ მოვლენებს რომელთაც დაჯახების მოვლენები 
(დარტყმის მოვლენები) ეწოდება, ჩვენ დაწვრილებით შემდეგ შევისწავლით, 
ახლა შევნიშნავთ მხოლოდ, რომ დაჯახების შემთხვევაში ძალა არის” უსას- 

  -ის რიგის მართლაც, საშუალო მნიშვნელობის ფორ- რულოდ დიდი -- 
მულის გამოყენებით, '(3,4) ტოლობა ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

მს 9 – ე 5= (1–-- ჩე) XV, (3,5) 

სადაც »ჯ“?-ით აღნიშნულია 7. ძალის მნიშვნელობა (ჯ#,, ჯ) შუალედის გარ- 

კვეული წარტილისათვის. (3,5) ფორმულის ძალით, ნათქვამის სამართლიანობა 
ცხადია. | 

(3,1) აღნიშვნის ძალით, (3,3) ტოლობა ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

  

ძმ –- = 7” 3,6 5; # (3,6) 

თუ # ვექტორს მოვდებთ რომელიმე ფიქსირებულ წერტილზე, მაშინ უკა- 
ნასკნელი ტოლობა გვარწმუნებს, რომ # ვექტორის ბოლო წერტილის სიჩ- 

ქარე # ძალის ტოლია. __ 

იმ კერძო შემთხვევაში, როცა #=0, მოძრაობის რაოდენობის კანონი 

გვაძლევს წერტილის მოძრაობის დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემის 

შემდეგ სამ პირველ ინტეგრალს: 

თ'=C0; )=C, 2 =ფვ. (3,7) 

თუ ”» ძალის ერთი რომელიმე კოორდინატია მხოლოდ ნულის ტოლი, 

მაშინ მივიღებთ ერთ პირველ ინტეგრალს, ასე მაგალითად, თუ #V=0, მაშინ 

: ე'= CC). 

თუ ძალის ორი კოორდინატი > და 7/ ნულის ტოლია, მაშინ გვექნება 
ორი პირველი ინტეგრალი: > =Cთ, ყ=0,. 

§ 4. ვოყძტაობის რაოდენობის მო.მენტის კანონი 

რიალური 7/ წერტილის მოძრაობის განტოლება 

– 

2 ი. == 

. 
არის # წერტილის რადიუს-ვექტორი 0ეV2 კოორდინატთა სისტე- 

ს მიმართ, და გადავწეროთ ის შემდეგი სახით: 

განვიხილოთ მატე 

მ 

სადაც #” 

მის სათავი 

ა 4,1 აწი წემ (4,1) 

გავამრავლოთ ამ „ტოლობის ორივე მხარე მარცხნიდან ვექტორულად ჯ-ზე, 

მივიღებთ _ _. მ 

| > = I. XI. (4,2) 
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ვინაიდან 

და ამასთან |C. თო (–.91=0, ამიტომ (4,2) ტოლობა ასე შეიძლება 

გადავწეროთ: 

> I. MI I=IV · # I. (4,3) 

"ვინაიდან (2. MLVI წარმოადგენს მოძრაობის რაოდენობის მომენტს 0 წერ- 

ტილის მიმართ, ხოლო (7. LI-–– ძალის მომენტს იმავე 0 წერტილის მიმართ 

(ნახ. 98), ამიტომ (4,3) ტოლობა გვარწმუნებს შემდეგი დებულების სამართ- 
ლიანობაში: 

დებულება 1. რაიმე წერტილის მიმართ მოძრაობის რაო- 

დენობის მომენტის წარმოებული დროით უდრის მატერია- 

ლურ წერტილზე მოქმედი ძალის მომენტს ამავე წერტილის 

მიმართ. 

ეს დებულება მოძრაობის რაოდენობის მომენტის კანონის სახელწოდე- 
„ბით არის ცნობილი. 

თუ (4,3) ტოლობას კოორდინატთა ღერძებზე დავაგეგმილებთ, მივიღებთ 

ი) ი. (/0 – 2/)=V1, – 21) =მომე, XI, 
ი 

_. 4.4 
8) + (შა; –– ე;7)= IM –– ფ3M,=მომაკ #., (44 

ი 

M – (თ) ყთ)=%7ი-- I. =მომა,X. 
-C 

თუ ძალის მომენტი რომელიმე ღერძის მიმართ ნულის ტოლია, მაშინ 
მივიღებთ მოძრაობის დიფერენციალურ _განტოლებათა (2,2) სისტემის ერთ 

პირველ ინტეგრალს. მართლაც, ვთქვათ # ძალის მომენტი (0, ღერძის მი- 

მართ ნულის ტოლია, მაშინ (4,4) სისტემის პირველი ტოლობა მოგვცემს 

ყი 2) =0., 

სადაც C, მუდმივია და ამით ნათქვამის სამართლიანობა დამტკიცებულია. თუ 

ძალის მომენტი 0, და 0ყ ღერძების მიმართ ნულია, მაშინ მივიღებთ შემდეგ 
"ორ პირველ ინტეგრალს: - 

V2 – 2V=Cა 

მფ –– ფი =Cა. 

კვთქვათ, ძალის მომენტი 0 წერტილის მიმართ ნულია: 

(IL. XI=0, · 6.5 
მაშინ (4,4) სისტემა მოგვცემს წერტილის მოძრაობის დიფერენციალურ გან- 
„ტტოლებათა სისტემის შემდეგ პირველ ინტეგრალებს: 
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სი –წ)=C) 

შთ –2'=0წ (4,6) 

დ –– ყი7=C. 

ვინაიდან (4,5) პირობა წარმოადგენს » და # ვექტორების პარალე- 

ლობის აუცილებელ და საკმარის პირობას, ხოლო » და XL ვექტორებს 

საერთო 7/ წერტილი აქეთ, ამიტომ, ცხადია, (4,5) პირობა არის აუცილე“. 

ბელი და საკმარისი პირობა იმისა, რომ # ძალის ფუძე გადიოდეს ყოველ- 

თვის 0 წერტილში. ძალას, რომლის ფუძე ყოველთვის გადის ერთ და იმავე 

წერტილში ეწოდება ცენტრალური ძალა. 
ამრიგად, თუ მატერიალურ წერტილზე მოჟმედი ძალა ცენტრალურია, 

მაშინ გვაქვს (4,6) პირველი ინტეგრალები. 

დავამტკიცოთ ახლა, რომ ცენტრალური ძალის გავლენით 
მატერიალური წერტილი ბრტყელ მოძრაობას ასრულებს, 

ე. ი ბრტყელ წირს შემოწერს, 
მართლაც, როცა წერტილზე მოჟმედი ძალა ცენტრალურია, მაშინ გვაქვს 

(4,6) პირველი ინტეგრალები. თუ (4,6) სისტემის პირეელ ტოლობას ე:-ზე, 
მეორეს ყ-ზე და მესამეს #„·ზე გავამრავლებთ და ზევკრებთ, მივიღებთ 

C.თ -+L Cაყ +L- თ-გ=9. (4,7) 

ეს უკანასკნელი კოორდინატთა სისტემის სათავეში გამავალი სიბრტყის გან- 

ტოლებას წარმოადგენს და ნათქვამის სამართლიანობა დამტკიცებჯლია. 
თუ ძალა ცენტრალურია, ე. ი. იდგილი აქვს (4,5) ტოლობას, მაშინ, 

(4,3) ტოლობის ძალით, კეი. 

4“ · 9 | = 0015წ, (4,8) 

და, მაშასადამე, სიჩქარის მომენტი 0 წერტილის მიმართ მუდ- 
მივია. 

ვთქვათ, პირიქით, სიჩქარის მომენტი 0 წერტილის მიმართ 

მუდმივია, ე. ი. ადგილი აქვს C48) ტოლობას; ვაჩვენოთ, რომ 
წერტილზე მოქმედი ძალა ივმგნება ცენტრალური. მართლა(). 
(4,8) ოლობის გაწარმოებით ვღებულობთ 

I .201=0, 
ანუ, »-ზე გამრავლებით – 

IM · VI%01= 0... 

მაგრამ, ვინაიდან. #20 = #, ამიტომ უკანასკნელი ტოლობა მოგვცემს 

ს. > 1=9, 
და, მაშასადამე, ძალა ცენტრალურია, 

· ვთქვათ, ძალა ცენტრალურია; აღვნიშნოთ I/ წერტილის რადიუს-ვექ- 

ტორის მიერ დროის (0, 1) შუალედში წემოწერილი დართობი თ-თი. 
ვინაიდან სიჩქარის მომენტის სიდიდე გაორკეცებული ფართობული სიჩ- 

ქარის ტოლია (იხ. III თავის § 9), ამიტომ, (4,8) ტოლობის ძალით, გვექნება 

=|III.91I=C, (4,9).. 
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სადაც C მუდმივია. უკანასკნელი ტოლობიდან 

0 =- 1LVCთ, 2=- L+თ 

სადაც (ე ნებისმიერი მუდმივია, ვინაიდან 1=0 მომენტში თ=-260, ამიტომ 
C-0=0 და უკანასკნელი ტოლობა გვაძლევს 

C 
=--/, 4.10 თ ჯ (4,109) 

ამრიგად , ჩვენ ერწმუნდებით შემდეგი დებულების სამართლიანობაში: 
დებულება 5. თუ მატერიალური წერტილი მოძრაობს 

ცენტრალური ძალის გავლენით, მაშინ წერტილის ტრაეჟ- 

ტორია არის ბრტყელი წირი და ამ წერტილის რადიუსევექჟ- 
ტორის მიერ შემოწერილი ფართობი დროის პროპორ- 
ც იულია. 

ეს დებულება ფართობთა კანონის სახელწოდებით არის ცნობილი. 
(4,100) ტოლობაში შემავალ C მუდზივს ეწოდება ფართობთა მუდმივი. 

ვაჩვენოთ ახლა, რომ ადგილი აქვს შებრუნებულ დებულებას: 
დებულება ბზ. თუ მატერიალური წერტილი ბრტყელ მოძ- 

რაობას ასრულებს, ისე რომ წერტილის რადიუს-ვექტორის 
მიერ შემოწერილი ფართობი დროის აროპორციულია, მაშინ 

წერტილზე მოქმედი ძალა ცენტრალურია. 
მართლაც, ვინაიდან რადიუს-ვექტორის მიერ შემოწერილი ფართობი 

დროის პროპორციულია, ამიტომ 
- 

=0005ჯ. 

მაგრამ, ვინაიდან გაორკეცებული ფართობული სიჩქარე ტოლია სიჩქარის 

მომენტის სიდიდის, ამიტომ 

LC. 5) =29” =იიი96. (4,11) 
(/ 

თუ ახლა გავითვალისწინებთ, რომ, პირობის ძალით, წერტილის ტრაექტორია 

ბრტყელი წირია, რომელიც, (ახადია,. - და გ-ზე გამავალ სიბრტყეშია მო- 

თავსებული, (4,11) ტოლობიდან ადვილად დავასკვნით, რომ 

C. 9)=0008წ.. : 

მაგრამ, როგორც ზემოთ ვაჩვენეთ, როცა სიჩქარის მომენტი 0 წერტილის 

მიმართ მუდმივია, მაშინ ძალა ცენტრალურია და ამით დებულება დამტკი- 

ცებულია. 
როგორც ვნახეთ, გარკვეულ კერძო შემთხვევაში ჩვენ გვაქვს (3,7) და 

(4,6) პირველი ინტეგრალები. ეს პირველი ინტეგრალები არ არიან დამოუკი- 
დებელნი. მართლაც, (3,7) და (, 6) ტოლობები ასე შეიძლება ჩავწეროთ: 

»=C”, 

LL . ო = C”, 
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სადაც C'= (ის Cა Cე), C"= (CV C.ა Cი:· ცხადია, (დ. I. თ 1)=0 და, მა- 

შასადამე, გვექნება 

«' (ყ6 –- #ყ') -+ ყ (2 –– თ) –- 2 (თ) – ყთ) = CC, -L C6;C -L C:0§-= 
ამით ნათქვამის სამართლიანობა დამტკიცებულია. 

§ 5. ელემენტარული გუშაობა 

ვთქვათ მატერიალურმა წერტილმა 7 ძალის მოქმედებით მიიღო 

ძ»-=(ძ2, ძ”), ძე) ელემენტარული გადაადგილება. # და ძ » ვექტორების სკა- 
ლარულ ნამრავლს, რომელსაც ი'4-თი აღვნიშნავთ : 

ძ'4=(L . ძ;)=IXL II ძი 005 (XI, 0»), (5,1) 

ეწოდება # ძალის ელემენტარული მუშაობა ი. გადაადგილებაზე. 

ვინაიდან ძ;= (იი ძ), ძუ, I=(X,, XX, #,.), ამიტომ (5,1) ტოლობა მო- 

გვცემს · 
ი'#4=X#.ძ; -L 1)ძყ -L Xძი. (5,2) 

დროის · ერთეულში შესრულებულ მუშაობას ეწოდება სიმძლავრე. თუ სიმ- 
ძლავრეს #-თი აღვნიშნავთ, (5,2) ტოლობის ძალით, მივიღებთ 

__ ტა 
აბსოლუტურ სისტემაში მუშაობის არომილება ს სეთის (4)ლდინი · სმ= 

=ერგი1, ტექნიკურ სისტემაში კი | 4|=კგ. მ. ამიტომ, ცხადია, სიმძლავრის 

განზომილება აბსოლუტურ სისტემაში იქნება: (გ)- 9-9 – , ტექნიკურ სისტე- 

სეკ 

  

მაში კი (8)C-პბ კგ. მ. , 

სეკ 
პრაქტიკაში სიმძლავრის ერთეულად ღებულობენ უფრო დიდ ერთეულებს, 

აბსოლუტურ სისტემაში სიმძლავრის ერთეულად იღებენ 107 ერგი. .· ამ ერ- 
ეკ 

ერთეულს ვატი ეწოდება. ტექნიკურ სისტემაში სიმძლავრის ერთეულად 

ღებულობენ 75 4გ-7, რომელსაც ცხენის ძალა ეწოდება. 1000 ვატს კილო- 

| ეპ | 
ვატი ეწოდება. _ აა | 

_თუ მატერიალური წერტილის ძი» გადაადგილება შესრულებულია 

ჩიე ჰო, სი ძალების მოქმედებით, მაშინ ელემენტარული მუშაობა ასე 

გამოითვლება: 

ი 4=%)(XV ·. > )=(#. ძX), 

' ერგი არის ის მუშაობა, რომელსაც ერთი დინი ძალა 1 სანტიმეტრ მანძილზე 

ასრულებს. 
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სადაც 

ამრიგად, ელემენტარულ გადაადგილებაზე რამდენიმე ძა- 
ლის მიერ შესრულებული მუშაობა უდრის აღებული ძალე– 

ბის ნაკრები ძალის მიერ შესრულებულ მუშაობას ამავე 

გადაადგილებაზე. | 

ვთქვათ ახლა, ძ» ელემენტარული გადაადგილება დაშლილია რამდე- 

ნიმე ელემენტარულ გადაადგილებათა ჯამად: 

ძ»= თი 

ცხადია, გვექნება 

# 

(#.ძ»)= 9I(I.ძ?). 
§=1 

და, მაშასადამე, ძ7 გადაადგილებაზე ჯ# ძალის მიერ შესრულებული მუშაობა 

ტოლია ამავე ძალის მიერ შემადგენელ გადაადგილებებზე შესრულებულ მუ- 

შაობათა ჯამისა. 

განვიხილოთ რაიმე გაწრდევადი #4 წირი. ამ წირზე # ძალის მიერ 

შესრულებული მუშაობა რომელსაც 4-თი აღვნიშნავთ, შემდეგი წირითი 

ინტეგრალით გამოითქლება: 

4= | (7.07) = IL 1სშთ -- ძყ -L 1,0. (5,4) 
418 

§ 6. ცოცხალი ძალის კანონი 

(4,1) განტოლების ორივე მხარე გავამრავლოთ სკალარულად ძ»=9ძL 
გამოსახულებაზე, მივიღებთ 

XI(8.ძა )ლ–( X .ძ7»). (6,1) 

ცხადია, ადგილი აქვს ტოლობას ! 

' ა თ'პ=(9.%). 

ამ ტოლობის გადიფერენციალება მოგვცემს 
- _. , 

(ს.ძ»)=%ძს=ძ––-. 
2 

თუ ამ მნიშვნელობას (6,1) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

თაც)? 
ძ   =(7.ძ7X). (6,2) 

8 - · 
ვინაიდან ი არის მარერიალური წერტილის ცოცხალი ძალა (კინეტიკური 

ენერგია), ამიტომ (6,2) ტოლობის ძალით, ჩვენ ვრწმუნდებით შემდეგი დებუ- 

ლების სამართლიანობაში: · 
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დებულება 1, მატერიალური წერტილის ცოცხალი ძალის 

დიფერენციალი ამ წერტილზე მოქმედი ძალის ელემენტა- 

რული მუშაობის ტოლია. 

ეს დებულება ცოცხალი ძალის კანონის სახელწოდებით არის 

ცნობილი. ეს კანონი გარკვეულ კერძო შემთხვევაში მოგეცემს ჯსირველ 
ინტეგრალს. 

ვთქვათ, X ძალა მხოლოდ წერტილის კოორდინატების ფუნქციაა, ე, 0. 

I = XX (C, წ, #). 

დავამტკიცოთ შემდეგი დებულება: · ' 
დებულება 5, აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმისა, 

რომ (X.ძ»)=X"ძე: + I,ძყ + X,ძ2 სამწევრი იყოს რაიმე ფუნქ.- 
ციის სრული დიფერენციალი იმაში მდგომარეობს, რომ 

არსებობდეს ისეთი V(., 9,2) ნქცია, რომლისათვისა დე ე ყ ფუზქც ლ მ ც 
ადგილი პქონდეს ტოლობებს 

_ მი მ» ძი 
IMალ--, # =– L,=-–---, 6,3 

” მ» , ძV მჯ (02) 

პირობის საკმარისობა ცხადია, ვინაიდან, თუ ადგილი აქვს (6,3) ტო- 
ლობებს, მაშინ 

, 
#.ი2 –- M·ა0V/ + LX, ძ2= I ძა-+ 0CL (IV + 29, =(0ს. (6,4) 

ძე; მყ მგ 

დავამტკიცოთ (6,3) პირობების აუცილებლობა. ამისათვის დავუშვათ, რომ 

არსებობს ისეთი V (თ, V, 2) ფუნქცია, რომლისთეისაც ადგილი აქვს (6,4) 
ტოლობას. ეს ტოლობა ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

ძე; / . : მყ . მ; 

ვინაიდან ძა, ძყ, 22 სიდიდეები დამოუკიდებელნი არიან (წერტილი თავისუ- 

ფალია), ამიტომ (6,5) ტოლობაში ამ სიდიდეების კოეფიციენტები ნულის 
ტოლი უნდა იყოს და,' მაზასადამე, ადგილი ექნება (6,3) ტოლობებს, 

ჩვენ ვიტყვით, რომ '# ძალა პოტენციალურია, თუ ის აკმაყოფი- 

ლებს (6.3) პირობებს. ამ შემთხვევაში V ფუნქციას ეწოდება XL” ძალის ბო- 

ტენციალი, თვით X ძალას V (>, 'ყ, 2) სკალარული ფუნქციის გრად”ენტს 
უწოდებენ და სწერენ _. 

#=ცყფI86 CV. (6,6) 

ამრიგად, (6,6) ტოლობა წარმოადგენს (6,3) პირობების ვექტორულ 
ჩაწერა. _ _ 

როცა # ძალა პოტენციალურია, მაში5 (5,2) ტოლობა მოგვცემს 

იც? 
  ძ =ძVC, 

საიდანაც 
თც? 
  = თ + ”. (6,7) 

ამასთან # ნებისმიერი მუდმივია. 
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ეს ტოლობა, რომელიც ასე სეიძლება გადავწეროთ: 

3 ა" იყ + თ) - L (თ ყ, 6)=/ს 

იძლევა წერტილის მოძრაობის დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემის 

გარკვეულ პირეელ ინტეგრალს. ამრიგად, თუ წერტილზე მოემედი ძალა პბო- 

ტენციალურია, მაშინ გვაქვს (6,7) პირველი ინტეგრალი, რომელსაც ცოც- 

ხალი ძალის ინტეგრალი ეწოდება. 

ფუნქციას, რომელიც განსახღვრულია ტოლობით 

7/==–-VხV, (6,8) 

ეწოდება წერტილის ბოტენციალური ენეCგია. ვინაიდან პოტენციალი 
V განსახღვრულია ნებისმიერი მუდმივი შესაკრების სიზუსტით, ამიტომ 

პოტენციალური ენერგიაც განსაზღვრულია ნებისმიერი მუდმივი შესაკრების 
სიზუსტით. 

(6,8) ტოლობის ძალით, (6,7) ტოლობა მოგვცემს 

_ს” 
-“ი6M”/ = (6,9) 

და, მაშასადამე, ს კინეტიკური ( და პოტენციალური ენერგიების 

ჯამი მუდმივი სიდიდეა. კინეტიკური და პოტენციალური ენერგიების 
ჯამს ეწოდება წერტილის სრული მექანიკური ენერგია. 

ამრიგად, როცა წერტილზე მოქმედი ძალა პოტენციალუ- 

რია, მაშინ ადგილი აქვს ენერგიის შენახვის კანონს. 

“ძალას, რომლისათვისაც ადგილი აქვს ენერგიის შენახვის კანონს, ხშირად 
კონსერვატიულ ძალას უწოდებენ. 

„ ვხპოვოთ ის პირობები, რომელთაც უნდა აკმაყოფილებდეს მოცემული 
ძალა, რომ ის იყოს პოტენციალური. 

(6,3) ტოლობების ძალით, ცხადია, გვექნება 

იL, მ. _ თ90 _ 09   (6,109)   

იყ მ2 მყი? მ2იV : 

თუ ვიგულისხმებთ, რომ IL. ეექტორის კომპონენტებს აქეთ პირეე ელი 

რიგის უწყვეტი წარმოებულები, ე. ი. CV (2, ყ/, 2) ფუნქციას აქვს მეორე. რი- 

გამდე ჩათელით უწყვეტი წარმოებულები, მაშინ ცხადია იწ 0'V     

მი” მგძ/ 
(6,109) ტოლობა მოგვცემ?ს 

  

მL,  მL%_ე, (6,11) 
მყ მ2 

ანალოგიურად მივიღებთ 

მჯ, _ მX, _ 0 

ი? მ» · #6,12). 

მ0,. მი. ი 
ი» მყ 
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(6,11) და (6,12) პირობები, ცხადია, წარმოადგენენ აუცილებელ პირობებს 

იმისა, რომ #' ძალა იყოს ბოტენციალური. 

როგორც ანალიზის კურსიდან ცნობილია, ეს პირობები საკმარისიცაა 

იმისათვის, რომ X#„ძ» –- I,ძყ +- 1ე02 იყოს სრუ<ი „ დიფერენციალი (ე. ი.,. 

რომ # ძალა იყოს პოტენციალური). 

განვიხილოთ ვექტორ-ფუნქცია თ, /, 2)=(თ,, თ,, 4) რომლის კომ- 

პონენტებსაც აქვთ პირველი რიგის უწყეეტი წარმოებულები ქე., V, 2 კოორ- 

დინატების მიმართ “თ ვექტორ-ფუნქციის როტორი ეწოდება ვექტორს. 
რომელიც განსაზღვრულია ტოლობით . 

ჯი2- ( მი, – ი) (+ ( მი), _. ით, ) + იი, – 7) 7=           

მ/ ძ: 02 ძ.ი _ მ» 777) 

მ მ მ 
მ» ” 9” მ ' 

' თ,, იჩ. თ, 

სადაც 2. 7 IX როგორც ყოველთვის, 0», იყ, 02 ღერძების მგეზავებია. 

ვინაიდან (6,11) და (6,12) პირობები ასე შეი1ლება ჩავწეროთ: 

” 07 =0,. (6,13) 

ამიტომ გვაქვს: აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმისა, რომ 

# ძალა იყოს პოტენციალური, მდგომარეობს იმაში, რომ 

ამ ძალის როტორი ტოლი იყოს ნულის. 

§ 7. ძალთა ველი 

გთქვათ, გვაქვს სივრცის რაიმე არე, რომლის ყოველ წერტილზე მოქმე- 
დებს გარკვეული, (კაალსახად განსაზღვრული ძალა, რომელიც წერტილის 

კოორდინატების უწყვეტ და უწყვეტად წარმოებად ვექტორ ფუნქციას წარ- 
მოადგენს. ასეთ არეს ძალთა ველი ეწოდება. __ 

ძალთა ეელს ერთგვაროვანი ეწოდება, თუ შესაბამი ””, ძალა მუდ- 

მივია. თუ ძალა ცხადად არ არის დროზე დამოკიდებული, მაშინ ძალთა ველს 

სტაციონარული ეწოდება: თუ X ძალა ცხადად არის დროზე დამოკიდე- 

ბული, მაშინ–-არასტაციონარული. 
განვიხილოთ «ალთა ველში გარკეეული წირი, როზლის ყოველ წერტილზე, 

მოკმედი ძალა წარმოადგენს ამ წირის მხებს., ასეთ წირს ძალთა წირი, 

ეწოდება. ძალთა წირის ნებისმიერი 7/ (», ყ, 7) წერტილზე გავავლოთ მხები" 

წრფე და განვიხილოთ ამ მხებზე ძ»;=(0», ძყ/, ძ2) ელემენტარული გადაადგი-. 

ლება. ვინაიდან 9» პარალელურია X ძალის, ამიტომ გვექნება 

ძ» _ ძყ _ ძ2 სარო ვ ვ (7-1): 

X% XV »”. - : _ -=., _ 

(7,1) განტოლებები, ცხადია, ძალთა წირის დიფერენციალურ განტოლებებს 
წარმოადგენენ. · 
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ავიღოთ ძალთა ველში რაიმე „ე წერტილი და ამ წერტილზე მოქმედი 
ძალის მიმართულებაზე ავიღოთ საკმარისად მცირე სიგრძის /ე 4, მონაკვეთი. 

4, წერტილზე მოქმედი ძალის მიმართულებაზე ავიღოთ აგრეთვე საკმარისად 

მცირე სიგრძის 4,4, მონაკვეთი და ა. შ. ჩვენ მივიღებთ ტეხილ წირს, 
რომლის წვეროები ემთხვევა ამ წერტილებზე გამავალ ძალთა წირს .რაც უფრო 

ახლოსაა ერთმანეთთან ხსენებული წერტილები, მით უფრო უახლოვდება 

ტეხილი წირი 4) წერტილზე გამავალ ძალთა წირს (ნახ. 99). ამრიგად, მო- 

ცემულ ძალთა ველში მოცემულ #4, წერტილზე გამავალ ძალთა წირის აპრო- 

ქსიმირება შზეიძლება ნებისმიერი სიზუსტით ტე- 
ხილი წირით. 

გთქვათ განსახილველი #C, V# 2) ძალა პო- 
ტენციალურია: 

X=ყI0M0 0, (7,2) 
მაშინ ძალთა ეელს პოტენციალური ძალთა 

ველი ეწოდება. ამ შემთხეევაში ძალთა წირის 

  

ნახ. 99. (7,1) განტოლებები ასე გადაიწერება: 

ძი _ იყ _ ძ2 (7,3) მ0 მ) მყ ” 
_. 

ვინაიდან ძალის კომპონენტები წერტილის კოორდინატების უწყვეტი 

და უწყვეტად წარმოებადი ცალსახა ფუნქციებია, ამიტომ (7,2 ტოლობის 
ძალით, V (>, ), 2) ფუნქცია იქნება (კალსახა. უწყვეტი და მეორე რიგამდე 

უწყვეტად წარმოებადი ფუნქცია ხსენებული კოორდინატების მიმართ. 

განვიხილოთ ფართეული, რომლის განტოლებასაც შემდეგი სახე აქვს: 

CV (ი, 1 V) 2)= C, (7,4), 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. ამ ფართეულს დონე ფართეული, ანუ 

ეკვიპოტენციალური ფართეული ეწოდება. თუ C მუდმივს მივცემთ 

სხვადასხვა მნიშვნელობას, მივიღებთ სხვადასხვა დონე ფართეულს. ვინაიდან 

C (თ, ყ, 2) ცალსახა ფუნქციაა, ამიტომ ორ სხვადასხვა დონე ფართეულს არ 
შეიძლება საერთო წერტილები ჰქონდეს. 

განვიხილოთ (7,4) დონე ფართეულის მხებ სიბრტყეზე ძ #=(ძ>», ძV, 07) 
ელემენტარული გადაადგილება, თ განვიხილოთ სალიულ ნამრავლი: 

(ლმთV .ძ7 ,ე=9 => ძთ:+ 3, ძV+ ა ,-იყ. (7,5) 

ამ ტოლობაში ი-82ძ CV და ძ» აღებულია დონე ფართეულის ერთი და იმავე. 
წერტილისათვის. 

ვინაიდან დონე ფართეულის გასწვრივ დ =ლ0ლიშ8ს, ამიტომ (7,5) ტოლობა 

მოგვცემს 

(ლ-მძ 0 .ძ»-)=0. (7,6) 
ამრიგად, 620 V (თ, ყ, 2) არის 7 (თ, ყ, 2) წერტილზე გამავალი დონე ფარ- 
თეულის მხებ სიბრტყეში მოთავსებული ყოველი ძ» ელემენტარული გადაადგი- 
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ლების მართობი და, მაშასადამე, ხსენებული დონე ფართეულის მართობი 

(ე. ი. ამ ფართეულის მხები სიბრტყის მართობი) # (თ, ყ, 7) წერტილში. 
განვიხილლოთ პოტენციალურ ძალთა ველში რაიმე (1) წირი, რომლის 

რკალური აბსცისა იყოს ვ. ამ წირზე წერტილის მდებარეობა შეიძლება და- 
ვახასიათოთ § პარამეტრით და, მაშასადამე, ამ წირის მიმდინარე წერტილის 

კოორდინატები იქნება § რკალური აბსცისის ფუნქციები. (I) წირის მგეზავი 

აღენიშნოთ 19-ით. ცხადია, გვექნება I 

#- (+, VV ძ2. (7,7) 

ძი ძე '” ძა)” , 
ამიტომ 

(ფ-8ძ ე .19= 00 ძთ _ მთ ძყ _ მი 9; _ მხ (7,8) 
ძე თვ მყ ძვ მგ ძე მი. 

> გამოსახულებას ეწოდება V ფუნქციის წარმოებული () წირის მხების 
მიმართულებით. 

თუ 19-ის ნაცელად ავიღებთ დონე ფართეულის 9 ნორმალს, (7,8) 

ფორმულის ძალით, მივიღებთ 

(თ'მ0 თ · #2)=გეგ _. წ-მძ V –5-. 
ი? 2 

მაგრამ, ვინაიდან . ყვძსV დონე ფართეულის ნორმალის პარალელურია, 
ამიტომ 

'I(ყი6V.9ი9)| = ყშვს ყI 
2ბ 

განვიხილოთ ახლა პოტენციალურ ძალთა ველში რაიმე იბ წირი და 

გამოვთვალოთ #' ძალის მიერ შესრულებული მუშაობა ამ წირზე. თუ ამ 

მუშაობას 4-თი აღვნიშნავთ, მივიღებთ 

= | (#.4»)= |ძძ=თ– VV. (7,9) 
თხ იხ 

ვინაიდან 

          

ამიტომ (7,9) ტოლობა მოგეცემს 

თობში“ 

2 

თუ ინტეგრალი აღებულია შეკრულ კონტურზე, ე. ი. თ=ბ, მაშინ, ცხადია, 
4=0 და (7,10) ტოლობის ძალით, რა სიჩქარითაც მატერიალური წერტილი 
გამოვა შეკრული კონტურის # წერტილიდან, იმავე სიჩქარით დაბრუნდება უკან. 

ამრიგად, როცა კონტური შეკრულია, ე. ი. როცა =ხ, მაშინ ადგილი 
აქვს ტოლობას 

4=1C”. ძ; ფი =სVას--Vა. (7,10) 

„სს - თს= თ:ყეი" 

2 2 
  

–– Vი, 

ანუ, რაც იგივეა, 
4 CI ' ”.= თ.ხე" +. 
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და, მაშასადამე, რა სრული მექანიკური ე"ერგიაც გააჩნია მატერიალურ წერ- 
ტილს შეკრული კონტურის რომელიმე ც წერტილზე, იმავე მექანიკური -ენერ- 

გიით დაუბრუნდება ის თ წერტილს წეკრული კონტურის ირგვლივ ერთხელ 
შემოვლის შემდეგ. , 

ამრიგად, პოტენციალურ ძალთა ველში შეუძლებელია ბერპბეტუმ 

მობილე. 

§ ვ. პოტენციალურ ძალთა ველის რამდენიმე მჯ)გალითი 

განვიხილოთ პოტენციალური ძალის რაზდენიმე მაგალითი: 

19. ვთქვათ, მატერიალა,რ წერტილზე ზოემედ «ალას აქვს სახე: 

LL =2X(0)+1X6V)+7X2(C, 
სადაც X, I, 27 წარმოადგენენ ცალ-ცა ლკე 2-ის, ყ-ის და ი-ის ფუნქციებს. 

ასეთი ძალა პოტენციალურია, ვინაიდან 

(XI . ძ7» ჯ7)= 2(თ) შე: + X (V) ძყ -L 27 (2) ძ2=0ძV0, 

სადაც V შემდეგი განუხღვრელი ინტეგრალია: 

V=IIXC) ძთ-L V ()) ძ/ –- 2 (2)ძ2)+ 0, (8,1) 

ამასთან C ნებისმიერი მუდმივია. 

28. განვიხილოთ ახლა ის შემთხვევა, როცა მა”ერიალურ წერტილზე 
მოქმედი ძალები წარმოადგენენ რამდენიმე უ”რავი მატერიალური ნაწილაკის 

მიზიდვის ან განზიდვის ძალებს. 

ვთქვათ, მოცემულია უძრავი მატერიალური 

ნაწილაკები #/,, MI, ..: 7», რომელთა მასებია 

ჟე) 2125, "ე 1. აღვნიშნოთ ჯ-ით 77; ნაწილაკის 

რადიუს-ეექტორი 0ყ/2 სისტემის სათავის მიმართ. 

მოძრავი 1/ წერტილის რადიუს-ვექტორი 0 წერ- 

ტილის მიმართ იყოს ;„« (ნახ. 100). 

ვთქვათ, 7/ მატერიალურ წერტილზე მოქმედ 

ძალას, რომელიც გაზოწვეულია 7/, მატერიალური 
წერტილით, აქეს სახე , 

„._ 0. 

  

ნახ. 100. 

  =1%(მა 

სადაც C=I7I, III Xიიე წა რშოადგენს 15 ალის ალგებ”უღლ მნიზვნელობას. 

7/.7I ვექტორის ნიმართალებაზე, ე. ი. XX > 90, როცა # #V ძალას 7I.I ვექ- 

ტორის გეზი აქეს, ხოღო #,<0 წინააღმდეგ %ეზთხევვა%ი. 

II ი მატერიალურ წერტილზე მოემედი ძალების ნაკრები ვეჭტორი იჟნება 

#= ა - > წე0C9) “> · 
(51 551 

ამიტომ ძ» ელეზენტარუჯლ გადაადგილებაზე XL # ძალის მიერ შესრულებული 

მუშაობა, ცხადია, გამონთელება ფორმულით 
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_ ' > ჯე? 
ძი 4=(L. ძედ აC- ი). #V)_ 31 3თრი გ) · 40-%- ” 

2 22 

  
_ 1 ჯ დე, ლ = ფლ: (ი) 2 = 2 4%(მ0 ძმა 

და მაშასადამე, – 
ი. (# .0/)=(VIV, 

სადაც 
“+ · ი» 

წ->I LXL0) თ + C, (8,2) 

ამასთან C ნებისმიერი მუდმივია (ინტეგრალი განუზღვრელია). 
ვთქვათ, უ1/,(7=1, 2, ..., 1) წერტილები იზიდავენ 2/ წერტილს ნიუტონის 

მიზიდულობის ძალით: 

I  ტმMI (+=1, 2, „." 1), (8,3) ი,“ 
: სადაც > დადებითი კოეფიციენტია. (8,2) ფორმულის ძალით, ამ შემთხვევაში 

მივიღებთ 

დ =/1 23“ -L (008ხ. (8,4) 
(5) I 

"ვთქვათ ახლა, //, წერტილები იზიდავენ IM/ წერტილს ი,=I|71/V1/| მან 
ძილის პროპორციული ძალით: 

„, =– L ს0ი 

სადაც #? პროპორციულობის კოეფიციენტია. (8,2) ფორმულის ძალით, ამ 

შემთხვევაში, მივიღებთ 
სთ 

          70.“ + 000§წ. (8,5) 
§= 2 

განმზიდი ძალების შემთხვევაში კი გვეჟნება 

წ-52 თხნი” + 0015. (8,6) 

კ? ვთქვათ, მატერიალურ წერტილზე მოქმედებს სიმძიმის ძალა. თუ 

0-2 ღერძს ავიღებთ ვერტიკალზე და მოვგეზავთ ზემოთ, მაშინ სიმძიმის ძალი- 

სათვის გვექნება : 

· = (9, 0, _ 9), 
ამიტომ 

· (#.07)= – ეი” 
და, მაშასადამე, 

ს =–– 1102 -L იიუ§ხ. 

ცხადია, V=C დონე ფართეულები ამ შემთხვევაში წარმოადგენენ 0” 
სიბრტყის პარალელურ სიბრტყეებს, 
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თუ მატერიალური წერტილი სიმძიმის ძალის გავლენით ვარდება უსაწ- ყისო სიჩქარით 7» სიმაღლიდან, მაშინ (7,10) ფორმულის ძალით, დაცემი 

მომენტში სიჩქარისათვის გვექნება 

2.” /M 2 წ 
საიდანაც ვღებულობთ გალილეის ცნობილ ფორმულას 

9=V/ 2ეჩ- 6,7) 

ამოცანები ა 

ნ. მატერიალური წერტილი, რომლის მასა უდრის ”#-ს, მოძრაოს 

ელიფსზე შემდეგი კანონით 
ჯ=0C 008 09M#, #=ხ 510 CI, ! (1) 

სადაც ი, ს და თ მუდმიეებია. ვიბოეოთ წერტილზე მოქმედი ძალის იმპულსი 
ელიფსის გარზემო ერთხელ ზემოვლის დროის განმავლობაზი. 

თუ საწყის მომენტად მივიღებთ ჯ(ჯ=0 მომენტს, მაშინ, ცხადია, ელიფსის 

გარშემო ერთხელ შემოვლას დასჭირდება დრო |=2%. 
· თ 

ვინაიდან X.=#?', I,ყ=7ყ”, ამიტომ (1) ტოლობის ძალით გვექნება 

M#M= – 009 (05()|, I,=– 200)? §10 CM. (2) 

თუ ახლა X ძალის იმპულსს (0, <=) აუალედში აღვნიზნავთ ძ-თი, 

მე-2) ტოლობების ძალით, მივიღებთ 
15 

აX 2   
ა L”) 

#.= I L.ძთ=0, Vჰ,= | X)ძიყ=0. 

6. ყუმბარა, რომლის წონა 7 კილოგრამია, გამოდის ქვემეხის ლულიდან 

700 > სიჩქარით. ვიპოვოთ აფეთქების ზედეგად წარმოშობილი გაზების 
ეკ 

წნევის ძალა, თუ ცნობილია, რომ ყუმბარა ლღლაში მოძრაობდა 0,01 სეკუნ- 
დის განმავლობაში. 

8 (3.4) ფორმულის გამოყენებით, 
ადვილად მივიღებთ 

#=50000 კგ. 
– 7. სხეული, რომლის წონა #=10კგ, 

ჯხ მოძრაობს დახრილ სიბრტყეზე 4-დან 

18-სკენ (ნახ. 101) თ=5-- სიჩქარით. 
ეკ 

ა
.
"
 

აჯ
 

4 0   

რამდენ ხანს იმოძრავებს სხეული გაჩე- 
ნახ. 101 რებამდე, თუ პორიზონტთან დახრის 

კუთხე Cთ=30% და ხახუნის კოეფიციენტი / =0,1. · 
დადებით მიმართულებად #8 ღერძზე ავიღოთ მიმართღლება ”4-დან 

I86-სკენ. მოძრაობის რაოდენობის კანონი ძ(» 8»)= XL ძ! ამ შემთხვევაში მოგვცეზს 

2)6



0--.ნ ა=-- (ნ 5Iით + »X / (08თ)1, 

' საიდანაც წ 

:(= ი 
9(510C-- /009 თ) 

8, მატერიალურ წერტილზე მოქმედი X ძალის კომპონენტები წარმო- 
ადგენენ წერტილის კოორდინატების წრფივ ფუნქციებს: 

X„= თეთ + ძე: + 0,2, 

Xს=0ე12 -I- თ::V -L თემ, 

X„= ძვ) -L თე, -L თვვ?, 

სადაც თ, მუდმივებია. ვიპოვოთ ის აუცილებელი და საკმარისი პირობები, 

რომელთაც უნდა აკმაყოფილებდნენ ი, კოეფიციენტები, რომ X ძალა იყოს 
პოტენციალური. 

როგორც ვიცით, აუცილებელი და საკმარისი პირობები იმისა, რომ? # 

ძალა იყოს პოტენციალური, მდგომარეობს იმაში, რომ ადგილი ქონდეს ტო- 

  =0,87 სეკ. 

(3) 

ლობებს 

მIV _ ძი მIV ძLM_ი0 მ, 9ძIV ი 
ძ„ V)2 ' მ ძე ” ძთ მყ 

რაც გვაძლევს თჯ:=თ;ვ, თკვ=0თე, თ:1= თ. ამრიგად, მე-(პჰ ფორმულებით 
განსაზღვრული # ძალა იქნება პოტენციალური, თუ თ; კოეფიციენტები 
სიმეტრიულია. 8 

  

ვიასოვოთ ახლა პოტენციალი # ––--–>-ს, “ 

ყ (თ, ყ. #). | -»X 
ვინაიდან 

X,.ძითდ-+ Iს9ყ -L- I,ძ2=ძV. ძ. 

ამიტომ გვექნება 

ძი =(თ,.თდ-L თ,ეყ + თკემ)მდ + ჩ 

+ (თ, გზ + Cთე:V/ + თევ2)ძV + 

· + (თეთ + თევVყ + თვე”)Cთ, 

საიადნაც კ წ“------- M 

1 
წ=-- (თ,,თ"+ თვე? -L თვენ") + '.   
–+თ,,თ)+ თე: -L თეთ? + 0. 

დონე ზედაბირი (ეკვიპოტენციალური : ნახ, 102. 
ზედაპირი), ცხადია, იქნება L”=0015ხ 
ელიფსოიდი. 

9. თვითმფრინავი მითრინავს დედამიწის ზედაპირიდან /, მანძილზე მუდ- 
მივი პორიზონტალორი სე სიჩქარით. როგორი ფნდა იყოს ის კუთხე თ, რო- 
მელსაც 47/ მიზართჯ:ლება შეადგენს ეერტიკალთან (ნახ. 1C2), რომ 4 თვით- 
მფრინავიდან გადმოგდებული ტვირთი დაე('ეს დედამიწის ზედაპირის 7/ წერ- 
ტილში. პაერის წინააღმდეგობა მხედველობაში არ მიიღება. 
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, 

თუ კოორდინატთა სისტემას ისე ავიღებთ, როგოოც ეს ნახაზზეა, მაშინ 

ტვირთის მოძრაობის განტოლებები ივნება 

საიდანაც ადვილად მივიღებთ თ=ჯVყეას, ყ=%. 

თუ უკანასკნელი ტოლობებიდან ჯ-ს გამოვრიცხავთ, მივიღებთ 

  
2 

ყ=- წ”, 
2ჰი 

ვინაიდან 7/ წერტილში V=/, ამიტომ 7/ წერტილის აბსცისა იქნება 

2. 
«ჯ«= 9ეიIV 

ამის შემდეგ, ცხადია, 

2. 
Lთ თ, = უშაა 

განყოფილება 3 

თავჭისშშალი მაჭერჩალური წერგილ”ს წრშიქი მფოძრარბი 

§ 9, წრფივი მოძრაობის განტოლება 

მატერიალური წერტილის წრფივი მოძრაობის პირობას იძლევა შემდეგი 

დებულება: 
დებულება 1. აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმისა, 

რომ მატერიალური წერტილი მოძრაობდეს რომელიმე 

წრფეზე, იმაში მდგომარეობს, რომ საწყის მომენტშიის ამ 
წრფეზე იმყოფებოდეს და მასზე მოქმედ ძალას და საწყის 
სიჩქარეს ჰქონდეს ამავე წრფის მიმართულება. 

ხსენებული წრფე 0ჯ ღერძად მივიღოთ. 

თუ წერტილი მოCლრაობს 0ეწ) ღერძზე, მაშინ 

ყ=2=0. ' (9,1) 

ამ ტოლობების (ჯ-თი გაწარმოება გვაძლევს 

V == 2 = 0 (9 ,2) 

და, მაშასადამე, სიჩქარეს ექნება ყოველთვის 0ჯ ღერძის მიმართულება; კერ- 
ძოდ, საწყის სიჩქარესაც ექნება ამ ღერძის მიმართულება. 

(9,2) ტოლობის დროის მიმართ გაწარმოება მოგვცემს 

V”=#/" =0, (9,3) 

თუ მოვიგონებთ მატერიალური წერტილის მოძრაობის დიდერენციალურ 
განტოლებებს: | 
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თდ'=7%, 
იI/' = I), (9,4) 
იI2' = XI, 

(9,3) ტოლობების ძალით, მივიღებთ 

I,ც=%)/” =0, #,=1)72 =0, 

მაშასადამე, # ძალას ექნება 0უ ღერძის მიმართულება, ამით დებულების 

პირობების აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

დავუშვათ, რომ წერტილი საწყის მომენტში 0» ღერძზე იმყოფება, 
ამასთან საწყის სიჩქარეს და ძალას აჟვს 0ჯ ღერძის მიმართულება, ვაჩვენოთ, 

რომ წერტილი იმოCრაქებს 0ჯჟ ღერითზე. ვინაიდან ძალას აქეს 0» ღერძის 

მიმართულება (#„= #,=90), ამიტომ (9,4) განტოლებები მოგვცემს 

V”=#/"'=0, 

საიდანაც V =თ, #=ხ, ამასთან თ და ს ?უდმიეებია, ვინაიდან საწყის სიჩქა- 

რეს აქვს 0თ ღერძის მიმართულება, ამიტომ ი=%=90 და, მაშასადამე, 

V' = 7 '=0, 

საიდანაც წ#=თძ)ს, 2=ს,კ, ამასთან თ, და ბ, მუდმიეებია. ვინაიდან საწყის მო- 

მენტზი წერტილი 0ყფ ღერძზე იმყოფება, ამიტომ «,=ბ,=0 და, მაშასადამე, 

: /=0, #=0. 
მაგრამ ეს განტოლებები 02» ღერძის განტოლებებს წარმოადგენენ და პირო- 
ბების საკმარისობაც დამტკიცებულია. 

დავანტკიცოთ შემდეგი დენღლება: _ 
დებ-ლება 95. თუ მატერიალურ წერტილზე მოქმედი ”# 

ძალა ცენტრალურია და საწყის სიჩქარეს აქვს ძალის მიმაC- 
თულება, მაშინ წერტილის მოძრაობა წრფივია, 

როგორც ვC-ცით (იხ. § 4) ცენტრალური ძალის მოქმედებით წერტილი 
ბრტყელ მოძრაობას ასრ» გლებს. ი0ყ სიბრტყედ მივიღოთ ის სიბრტსე, რო- 

მელზედაც წერტილის ტრაექტორია იგნება ზოთავსებული, ამასთან 0 სათავედ 

ლალთა ცენტრი ავიღოთ. 
ვინაიდან ცენტრალური ძალის მოუმედებით მოძრაობის შემთხვევაში 

სიჩეარის ?ოზენტი მადზივია (იხ. (4,6) ფორმგ ლა), ამიტომ 

“I. .1= თ, (9,5) 

სადაც დC ნებისმიერი მადმივი ვექტორია, 

რადგანაც ბირობის ძალით, საწყის სიჩქარეს აქეს X ძალის მიმართუ- 

ლება და, მაშასადამე, ეს მიმართ–ლება გადის 0 წერტილზი, ამიტომ 0=0 
და (9,5) ტოლობა მოგედეზს 

II. 1=9. 
თუ ამ ტოლობას დავაგეგზილებთ 0#/ ,ღ: რიზე, მივიღებთ 

თ”თ”თ , თ” 
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ანუ 

9ყ _ ძუ. 
. 

საიდანაც 

V=0C, 
ამასთან დ ნებისმიერი მუდმივია. ეს უკანასკნელი წრფის განტოლებას წარმო- 

ადგენს და დებულებაც დამტკიცებულია, 
1 დებულების ძალით, 0» ღერძზე მატერიალური წერტილის მოძრაობის 

დიფერენციალურ განტოლებას ექნება შემდეგი სახე: 

ძ?> 

ი -=X CI, ჯ% 0:), (9,6) 

ძLჯ? : 

სადაც XLC(I, თ, >) წარმოადგენს წერტილზე მოქმედ 1 =(X, 0, 0) ძალის 

გეგმილს 0ჯ ღერძზე. 

ვიგულისხმოთ, რომ XC თ, თ) არის .თავისი არგუმენტების უწყვეტი 

ფუნქცია, რომელიც თ და თ' სიდიდეების მიმართ აკმაყოფილებს ლიფშიცის 

პირობას, 

| (9,6) განტოლება წარმოადგენს მეორე რიგის ჩვეულებრივ დიფერენცია- 
ლურ განტოლებას, რომლისათვისაც ადგილი აქვს ამოხსნის არსებობისა და 

ერთადერთობის დებულებას. ამ განტოლების ზოგად ამოხსნას აქვს სახე: 

უ7=7LL, Cა C,.), (9,7) 

სადაც C, და C, ნებისმიერი მუდმივებია, რომელნიც შემდეგი საწყისი პირო- 
ბებით განისაზღვრებიან: 

როცა #L=Lჯე, მაშინ >=ჟჯა, თ =='ი=ზი- (9,8) 

(9,8) პირობების ძალით, (9,7) მოგვცემს 

თა=თ(1 CI C%), 

თ'ა=2' ((C C; CV)- 

თუ ამ ტოლობებიდან ნაპოვნ 0, და C,ე მუდღმივებს შევიტანთ (9,7) ტოლო- 

ბაში, მივიღებთ (9,6) დიფერენციალური განტოლების ისეთ ამოხსნას, რომე- 
ლიც (9,8) საწყის პირობებს აკმაყოფილებს. 

განვიხილოთ რამდენიმე მარტივი შემთხვევა: 

19, ძალა მხოლოდ დროის ფუნქციაა >X=X (I), ამ შემთხვევაში (9,6) 

განტოლება მოგვცემს 

ძთ _ 1? I I XC0IV+0 

სადაც C. ნებისმიერი მუდმივია. უკანასკნელი ტოლობიდან გვექნება 

თ«=C-+ I 'თ+ 1/ XC) +. ძა, (9,9) 
ჩი ჩი



სადაც Cე აგრეთვე ნებისმიერი მუდმივია. ეს უკანასკნელი წარმოადგენს, გან- 
სახილიეელ შემთხვევაში, (9,6) განტოლების ზოგად ინტეგრალს., (9,8) საწყისი 
პირობების ძალით, ადვილად მივიღებთ 

C,=%V C;:= ე: 

თუ ამ მნიშვნელობებს (9,9) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

L ს 

თ= % + | „» + – X(I)ძI! | თ”. (9,10) 

თ ჩ 

2?. ძალა მხოლოდ მდებარეობის ფუნქციაა: X=X+X (ჯ). ამ შემთხვევაში 
(9,6) განტოლება მოგგცემს 

თ" თ 
შხ ––-–= X (ი). ქ (2) 

თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს 0ი;=%იIჯ-ზე გავამრავლებთ, ადვილად მივიღებთ 
(იხ. (6,2) ფორმულა) 

  

  

  

  

სა? 
ი--" =X(Cძი, (9,11) 

საიდანაც . 

>. 

ჯი “ 
ამასთან 0, ნებისმიერი მუდმივია. უკანასკნელი ტოლობიდან გვექნება 

ძ2 
–-=ზ=დC(C., C)), (9,13) მ ა =დთ( ა 

სადაც 

–  –. 
.” 2C 

«(2, C,) = V –-I X(თ)ძ + _ · 
7 . 

%ი6 
(9,13) განტოლება მოგვცემს 

ძთ 
=ძM, 

, დ (თ, Cთ)) 

საიდანაც ინტეგრებით მივიღებთ 

4 ჯ ძ 

I “ =L+Cთ. (14) 
დ(ი, CI) 

#%ი 

უკანასკნელი ტოლობიდან მივიღებთ 

თ=%C, 0,, 0.). (9,15) 
0, და C, ნებისმიერი მუდმივები განისაზღვრებიან (9,8) საწყისი პირობებით. 

ამ პირობების ძალით, (9,12) და (9,14) ტროლობებიდან მივიღებთ 

  

9 

C, = 74% , Cა= –--ნა-



თუ ამ. მნიშვნელობებს (9,15)-ში შევიტანთ, მივიღებთ ისეთ ამოხსნას, რომე- 
ლიც (9,8) საწყის პირობებს აკმაყოფილებს. 

პი. ძალა მხოლოდ სიჩქარის ფუნქციაა: X=X (C). ამ შემთხვევაში (7,6) 
განტოლება მოგვცემს 

საიდანაც ინტეგრებით ვღებულობთ 

VI /. რ _, + C). 

თრ ') 

თუ ეს უკანასკნელი ამოხსნადია »-ს მიმართ, მივიღებთ 

ა=-%-0იV, 0), 
თ 

საიდანაც 

ს 

§= | 6 (L, C,)თი1+ C· 

ჩი 
C, და C,, ისე როგორც ზემოგანხილულ შემთხვევებში, განისაზღვრებიან (9,8) 

საწყისი აირობებით. 

§ 10. ჰარმონიული რხევა 

" განვიხილოთ მატერიალური 717 წერტილის მოძრაობა ჟ ღერძზე ამ ღერ- 

ძის უძრავი 0 ცენტრისაკენ მიზიდულობის ძალის მოქმედებით, რომლის სი- 

დიდეც ამ ცენტრიდან მატერიალური წერტილის გადახრის პროპორციულია. 

: როგორც ადვილი მისახვედრია, ამ შემთხვე- 
MV 

  > 2“ ვ ვაში 0 ცენტრისაკენ მიზიდულობის ძალის 

ბეგმილს ჯ ღერძზე ექნება სახე (ნახ. 103). 
ნაზ, 103. = –7:7. (19,1) 

სადაც # დადებითი რიცხვია, რომელიც ზემოხსენებულ პროპორციულობის 

კოეფიციენტს წარმოადგენს, ამასთან ჯ ღერძზე სათავედ მიღებულია მიზიდუ- 

ლობის 0 ცენტრი. უკანასკნელი ტოლობის ძალით, მატერიალური წერტილის 

მოძოაობის (9,6) დიCერენციალური განტოლება შემდეგ სახეს მიიღებს: 

  =C. = –-7:ქ. (10,2) 
272 ა 

ეს უკანასკნელი ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

2? 

02% ) ამ, =0, · (10,3) 
თL? 

სადაც : 

ეშლი. · 

(ქ. 
ვთქვათ, საწყის მომენტში მატერიალური #” წერტილი იმყოფება 0 სა-. 

თავის მარჯვნივ ჯკ მანძილზე (ნახ. 103) და, ვთქვათ, წერტილი იწყებს მოძ- 
რაობას ნულის ტოლი საწყისი სიჩქარით. 
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ვინაიდან ქ1/ წერტილზე მოქმედებს 0 ცენტრისაკენ მიზიდულობის ძალა, 
ამიტომ ის დაიწყებს მოძრაობას 0 ცენტრისაკენ. როცა წერტილი 0 ცენტრს 

მიაღწევს, (10,1) ტოლობის ძალით, მასზე მოქმედი ძალა ნული გახდება, 

მაგრამ ის ინერციით გააგრჭელებს მოძრაობას 0 წერტილის მარცხნივ და 

როგორც ქვემოთ ვნახავთ, იმოძრავებს აღნიLნული მიმართულებით მანამდე, 

სანამ მისი კოორდინატი-–-ე,, არ გახდება. ამის შემდეგ 1ჩI წერტილი, 0 ცენ- 
ტრის მიზიდულობის ძალის გავლენით, დაიწყებს მოძრაობას უკან 0 ცენტრი- 

საკენ, გადაცდება მას და მიაღწევს საწყის მდებარეობას, რომელიც ჯე: კოორ- 

დინატით არის განსაზღვრული. ამის შემდეგ პერიოდულად განმეორდება 

აღწერილი მოძრაობა. წერტილის ასეთ მოძრაობას ჰარმონიული რხევა 
ეწოდება. 

ვაჩვენოთ ახლა ანალიზურად, რომ ჟ7/ წერტილის მოძრაობას ზემოაღ- 

წერილი ხასიათი აქვს, ე. ი. ეს მოძრაობა პარმონიულ რხევას წარმოადგენს. 

ვეძებოთ (10,3) დიფერენციალური განტოლების ამოხსნა შემდეგი სახით: 

ჩჯ = 69%, (10,4) 

სადაც თ საძიებელი მუდმივია. თუ ამ მნიშენელობას (10,3) განტოლებაში 
შევიტანთ, თ მუდმივის მოსაძებნად მივიღებთ შემდეგ მახასიათებელ განტო- 
ლებას 

თ? –- დც%ზ=0, 
საიდანაც 

თ=-+1ჯს (1=I/ –-1). 

თუ ამ მნიშვნელობას (10,4) გამოსახულებაში შევიტანთ, მივიღებთ (10,3) 
დიფერენციალური განტოლების შემდეგ ორ კერძო ამოხსნას: 

| ე;,მ= 00 = 008 0 –I– 2 810 CI, 
თე:წ=06 0 = 008 ()§ –– 8 510 0M#. 

ვინაიდან (10,3) განტოლების კომპლექსური ამოხსნის ნამდვილი და წარ- 
მოსახვითი ნაწილებიც ამავე განტოლების ამოხსნებს წარმოადგენენ, ამიტომ, 

ცხადია, | 
2:,= 005 C), ქ, = 51ხ (ა 

ფუნქციები ხსენებული განტოლების ამოხსნებს წარმოადგენენ. ვინაიდან ეს 
ამოხსნები წარმოადგენენ (10,3) განტოლების ამოხსნათა ფუნდამენტალურ 
სისტემას (წრფივად დამოუკიდებელ ამოხსნებს), ამიტომ დიფერენციალურ 
განტოლებათა თეორიაში კარგად ცნობილი დებულების ძალით, ამ განტოლე- 

ბის ზოგად ამოხსნას ექნება სახე 

ჯ= 24 005 ()L ++ 8 510 CI, (10,5) 

სადაც 4 და 8 ნებისმიერი მუდმივებია.ა 4 და 7ჯ ნებისმიერი მუდმივების 

ნაცვლად განვიხილოთ თ და 6 ნებისმიერი მუდმივები, რომელნიც 4 და 8 

მუდმივებთან შემდეგი ტოლობებით არიან დაკავშირებული: 

4=თ3510%, 
10,6 

#8=0თ0 008 6. (19,0) 

თუ ამ მნიშვნელობებს (10,5) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

| 2= 6 510 (ი-L 6). , (10,7) 
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ამრიგად, (10,3) განტოლების ზოგად ამოხსნას აქვს (10,7) სახე, რომელიც 
წერტილის მოძრაობის კინემატიკურ განტოლებას წარმოადგენს. 

ძ მუდმივს ეწოდება რხევის ამპლიტუდა, C#+8 სიდიდეს –– რხე- 
ვის ფაზა, §-ს–-–საწყისი ფაზა (ფაზა ჯL=0 მომენტისათვის). როგორც 
ადვილი მისახვედრია, « წარმოადგენს მაქსიმალურ გადახრას 0 ცენტრიდან. 

(10,7) ფორმულის ძალით, ცხადია, რომ )/ წერტილის მოძრაობა პერიო- 

დულია. თუ უმცირეს პერიოდს #-თი აღვნიშაუავთ, მივიღებთ 

9)ნI იდ + 7)-+-6)=510 (თ§ + 5), 
საიდანაც 

(ა77=2Xჯ 

და, მაშასადამე, _ 

».2%. (0,8) 
თ 

ჯ პერიოდი, ცხადია, წარმოადგენს იმ დროს, რომელიც საჭიროა ერთი 

სრული რხევისათვის. 

პერიოდის შებრუნებულ სიდიდეს, რომელსაც V-თი აღვნიშნავთ: 

1 თ , 
V=-==-- 

10,9 წუსემოოს (10,9) 

ეწოდება რხევის სიხშირე. ცხადია, V» წარმ ოადგენს რხევათა რიცხვს 

დროის ერთეულში. 

(10,7) ტოლობიდან ცხადია, რომ წერტილის მოძრაობას ზემოაღწერილი 
ხასიათი აქვს, 

განვსაზღვროთ (10,7) განტოლებაში შემავალი თ და 6 ნებისმიერი მუდ- 
მივები შემდეგი საწყისი პირობების მიხედვით: 

როცა ჯ=0, მაშინ ე2:= 20) თ =ფ=ფე. (10,19) 

ადვილად მივიღებთ, რომ 
  

  = /.. ლ %-ა = თ _ თა) თ= I/ «ი 25% · ხ–6 , 8=ვX0(ფ ია (10,11) 

თუ ამ მნიშვნელობებს (10,727) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ წერტილის 

მოძრაობის განტოლებას, რომელიც (10,10) საწყის პირობებს აკმაყოფილებს. 

(10,11) ტოლობებიდან ცხადია, რომ როცა. წე # 0, მაშინ ამპლიტუდა 

მეტია საწყის გადახრაზე. თუ ჯ:=0, მაშინ თ= დე, +=-- და (10,7) განტო- 

ლება .მოგვცემს 

2«=-ეჯ 008 (აჯ. (10,12) 

ჭინაიდან რხევის პერიოდი (და, მაშასადამე, სიხშირეც) არ არის დამოკიდე- 

ბული წერტილის საწყის გადახრაზე, ამიტომ, როცა საწყისი სიჩქარე ნულის 

ტოლია, მატერიალური წერტილი –– დროში მიაღწევს მიზიდულობის ცენტრს 

რა ჯე მანძილითაც არ უნდა იყოს ის დაშორებული ამ ცენტრიდან. ასეთ 

მოძრაობას ტავტოხრონული მოძრაობა ეწოდება. ამრიგად, წერტილის 
პარმონიულ რხევას აქვს ტავტოხრონობის თვისება. · 
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§ 11. მილევადი რხევა 

ვთქვათ, დ ღერძზე მოძრავ მატერიალურ წერტილზე მოქმედებს წინა 
პარაგრაფში აღნიშნული ძალის გარდა აგრეთვე წინააღმდეგობის ძალა, რო- 

მელიც მოძრაობის საწინააღმდეგოდ არის მიმართული და სიჩქარის პირველი 

ხარისხის პროპორციულია. თუ ხსენებული წინააღმდეგობის ძალის1 გეგმილს 

ჯ ღერძზე აღვნიშნავთ X”ით, მივიღებთ 

X'=-2ხM2>, 

სადაც პროპორციულობის კოეფიციენტი აღებულია 2ხ/-ის სახით, ამასთან 

ხ გარკვეული მუდმივია, 1#--მატერიალური წერტილის მასა. როგორც ადვილი 
მისახვედრია, განსახილველ შემთხვევაში, წერტილის მოძრაობის დიფერენ- 

ციალური განტოლება იქნება 
3 

”» 29  _ (87 -- 2ხL?, 
რჯ? 

რომელიც შეიძლება ასე გადავწეროთ: 

- იშ2 , , | #45 _ 2. თ',=0, (11,1) 
იჯ? 

სადაც 

თ? =2 . 
ბ 

ვეძებოთ (11,1) განტოლების ამოხსნა შემდეგი სახით: 

2=6CV, 011,2? 

სადაც თ საძიებელი მუდმივია თუ ამ მნიშვნელობას ·/(11,1) განტოლებაში 

შევიტანთ, თ მუდმივის მოსაძებნად მივიღებთ შემდეგ მახასიათებელ განტო- 

ლებას: 
თ? –- 2სთ-C)2=0, (11,3) 

საიდანაც . 

თ=–-ხ-+Vს/ ხ?–-ა. (11,4) 

ვთქვათ, წინააღმდეგობის. ძალა' იმდენად მცირეა, რომ ხ<თ, მაშინ (11,4) 

ტოლობა მოგვცემს ' 

! =–-ხ4+20"”, 

სადაც : 

დფ” =წ/ ()2--ხ!. (11,5) 

თუ ამ მნიშვნელობებს (11,2) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ (11,1) განტო- 

ლების შემდეგ ორ ამოხსნას: 

  

ჟ,9= გ-M! ეV, 

ფამ = გ-M გ“ (00%, - 

ვინაიდან მიღებული კომპლექსური ამოხსნების ნამდვილი და წარმოსახვითი 
ნაწილები აგრეთვე ამოხსნებს წარმოადგენენ, ამიტომ. ამ ამოხსნებიდან მივი- 

1 იგულისხმება, რომ ეს ძალა X ღერძის პარალელურია. - 
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ღებთ შემდეგ წრფივად დამოუკიდებელ ამოხსნებს (ფუნდამენტალურ ამოხსნათა 
სისტემას): 

· თ,=6“ " ტც08 (ა“ჯ, 

ფე:=6 M 810 (ა”/. 

ამის შემდეგ, დიფერენციალურ განტოლებათა თეორიაში კარგად ცნობილი 
დებულების ძალით, (11,1) განტოლების ზოგად ამოხსნას ექნება სახე: 

ფ=6“-M(/ 008 (ა- -L 8 510 თ”), 
სადაც 4 და 1 ნებისმიერი მუდმივებია. თუ 4 და ს ნებისმიერი მუდმივების 
ნაცვლად განვიხილავთ დ და 6 ნებისმიერ მუდმივებს, რომელნიც #4 და # 
მუდმივებთან (10,6) ტოლობებით არიან დაკავშირებული, მივიღებთ 

დ=6 Mფ 810 ((ა% -1- 6). (11,6) 

უკანასკნელი ფორმულა გვიჩვენებს, რომ მატერიალური წერტილის 

2 ღერძზე მოძრაობას აქვს რხევითი ხასიათი. რხევის ამპლიტუდა დამოკიდე- 
ბულია დროზე, მას აქვს სახე: : 

4=ძ6“ M. (11,7) 

მაშასადამე როცა დრო იზრდება, ამპლიტუდა კლებულობს, როცა ჯL->Cთ, 
ამპლიტუდა მიისწრაფვის ნულისაკენ. ამიტომ, განსახილველ შემთხვევაში რხე- 

ვას ეწოდება მილევადი რხევა. 
თუ §)ი (ი ჯ-L «) ფუნქციის პერიოდს 7#“-ით აღვნიშნავთ, მივიღებთ 

_ 2» 
=->-. + 
  

თ 

ვინაიდან თ” <-თ (იხ. (11,5) ტოლობა), ამიტომ #%> 7, სადაც # წინა პარაგ- 
რაფში განხხ-ლული რხევის პერიოდია. ამრიგად, წინააღმდეგობის ძალა 
ადიდებს პერიოდს და, მა'მასადამე, ამცირებს სიხშირეს. 

-(11,7) ტოლობიდან ცხადია, რომ L=0 მომენტში ამპლიტუდა არის 

· => 
4ა=0. 2 დროის შემდეგ ამპლიტუდა იჟნება 4:==06 1; ერთი პერიოდის 

გავლის შემდეგ ამპლიტუდა იქნება 4.=ი0V6 ბ'% და ა. შ. ამრიგად, ამპლიტუდა 
კლებულობს როგორც გეომეტრიული პროგრესია რომლის მნიშვნელიც 

1 : : 
არის გ 2127. თუ ავიღებთ ==» მაშინ ჯ=0 მომენტში მატერიალური 

წერტილის გადახრა 0 ცენტრიდან ტოლი იქნება 4კ=თ და (11,6) განტო- 

ლების გრაფიკს ქვემოთ მოყვანილი სახე ექნება (ნახ. 104). 
ჩვენ აქამდე ვიხილავდით შემთხვევას ხ<-თ. ვთქვათ, ახლა ბ >>თ. ამ 

შემთხვევაში, (11,4ე ტოლობის ძალით, (11,1) განტოლების ზოგად ამოხსნას 
ექნება სახე | 

თჯ=6 M(C,60"'-L Cთ,6-ბ%, (11,8) 

სადაც 0, და C, ნებისმიერი მუდმივებია, 8=ჯ/ ხ2--თ9? <- ხ. (11,8) ტოლობა 
გვარწმუნებს, როზ განსახილველ შემთხვევაში პერიოდულ რხევით მოძრაობას 

არ ექნება ადგილი, არამედ ადგილი ექნება ე. წ. აპერთიოდულ მოძრაობას. 

ამას გარდა ცხადია, რომ როცა (+ თ, დ –+0.. 
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ვთქვათ, მოცეზულია შემდეგი საწყისი პირობები: 

როცა ჯ=0, მაშინ X=ქ10, ე'ლ=0. 

411,8) როლობაში შემავალი მუდმივებისათვის ეს საწყისი პირობები მოგვცემს 

2თ0(Mს+60 თი(8-–-/ ა“ 
MX) 29 

  

ვთქვათ ახლა ს=V. ამ შემთხვევაში თ=-–-თ წარმოადგენს (11,3) მახა- 

'სიათებელი განტოლების ჯერად ფესვს და (11,1) განტოლების წრფივად და- 

მოუკიდებელი ამოხსნები იქნება 

#,= 6 თ ე:,=1#6 ხI, 

  

  

(2 

ჩ 

ა. 

' -- 

იე სუაააე ე # 
Iპ,” ,/“3 დ ელლლლ--–».– 8 
I ლრ0 21 აა L ი“! < L 

აე დიიდ ავალაილ ალი 
''V I / )----““ I #– 
ს >“ 

„“ 
(L-“ 

ნახ, 104, 

მაშასადამე, ამ განტოლების. ზოგად ამოხსნას ექნება სახე 

თდ=6 %V(C -L თა), 

სადაც C,ე და C, აგრეთვე ნებისმიერი მუდმივებია. ამ შემთხვევაშიც მოძრაობა 

იქნება აპერიოდული, ამასთან III) :=9. 
(პ–თ 

·§ 12, იძულებითი რხევა 

ვთქვათ, წინა .პარაგრაფში განხილული ძალების გარდა მატერიალურ 
"წერტილზე მოქმედებს ე. წ. შემშფოთებელი პერიოდული ძალა, რომელიც 
ჯ ღერძის პარალელურია და რომლის გეგმილსაც ჯ ღერძზე აქვს სახე 

'L 810 12) | 

"სადაც ჯა და » გარკვეული მუდმივებია. ცხადია, მატერიალური წერტილის 
'მოძრაობის განტოლება იქნება 

თავ ლ=-–- სდ –- 2ხ9)1ე; -L #„ა 510 ჯ, 

"რომელიც შეიძლება ასე გადავწეროთ: 
ჯ"-+2ხე; + თ?;:= # 810 1X#, (12,1) 

“სადაც 

თ” = ს ; # = 49. 
7. 2 
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აღნიშნული ძალების მოქმედებით წერტილის მოძრაობას იძულებით რხევას · 

უწოდებენ. 
(12,1)) წარმოადგენს მეორე რიგის მუდმივკოეფიციენტებიან, წრფივ, 

არაერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებას, როგორც დიფერენციალურ: 
განტოლებათა თეორიიდან ცნობილია, ამ განტოლების ზოგადი ამოხსნა წარ- 

მოადგენს მისი რაიმე კერძო ამოხსნისა და შესაბამი ერთგვაროვანი განტო-. 

ლების ზოგადი ამოხსნის ჯამს. 

განვიხილოთ ის შემთხვევა როცა» ბ < თ. ამ შემთხვევაში, როგორც 

ვიცით (იხ. (11,6) ფორმულა), (12,1)-ის შესაბამი ერთგვაროვანი განტოლების. 

ზოგად ამოხსნას აქვს სახე : 
თე:ე=C6 V 811) (00'#-L §). (12,2)· 

(12,1) განტოლების კერძო ამოხსნა ვეძებოთ შემდეგი სახით: 

%1=C0 8190 (#L + »), (12,3).. 

სადაც 0 და უ საძიებელი მუდმივებია რომელნიც ისე უნდა განისაზღვრონ, 

რომ (12,პ) იყოს (12,1) განტოლების ამოხსნა. თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

ჩ#XL-+-უ=ზ 
და (12,3) მნიშვნელობას შევიტანთ (12,1) განტოლებაში, ადვილად მივიღებთ. 

0 (თ2 –– ჯ»?) §11) 0--2000 » ლ03 0 = 7 510 21)L= X# §10 (0––უ) = 

=#(005»უ 5810 0 –– 51ი უ 00§0). 

უკანასკნელ ტოლობაში §1I92 0 და 00§9 ფუნქციების კოეფიციენტების გატოლება: 

მოგვცემს 
0 (ს? –– ა?) = X 603», 
20ხჯ«=–#ჯ#ჯ8X»», : 

საიდანაც, კვადრატში ახარისხებისა და შეკრების შედეგად, ვღებულობთ 

“ #X 

ალო ვვიი 
თუ (12,4)-ის მეორეს პირველზე გავყოფთ, მივიღებთ 

(12,4). 

2ხ 2ხ27 
ხუ=---72-, უ=28IC6წ----“-- 1 >. (12,5): 

დმ?-––»ი ჟუბ–თ 

ამრიგად, გვაქვს (12,1) განტოლების შემდეგი კერძო ამოხსნა: 

თ, = + 810 (»ჯ-L 5»), “ (12,6):. (CI ჯე- ები" 
სადაც უ განსაზღვრულია (12,5ე) ტოლობებით. 

ზემონათქვამის ძალით, (12,1) განტოლების ზოგად ამოხსნას ექნება სახე. 

#X . __ჰ_ს"" ჰ”ჰჟ ყი(# · 12,7 (2 აბ, 2 ინს2 (#L-L ») (12,7) 

უკანასკნელი ტოლობა გვიჩვენებს რომ განსახილველ შემთხვევაში მატერია- 
· ლური წერტილი ასრულებს რთულ რხევით მოძრაობას, რომელიც ორი რხე- 

ვის ერთობლიობას წარმოადგენს, პირველი მათგანი, რომელსაც საკუთარი .· 
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დ=ძფ6 "ლე (თი'ჯ-+§6)--



“იხევა ეწოდება, წარმოადგენს მილევად რხევას და დახასიათებულია (12,7) 

ტოლობის მარჯვენა მხარის პირველი შესაკრებით, მეორე კი, რომელსაც იძულე- 

ბითი რხევა ეწოდება, დახასიათებულია (12,7)-ის მარჯვენა მხარის მეორე 
# 

შესაკრებით. საკუთარი რხევის სიხშირე უდრის ლ-ს, ხოლო იძულებითი 
ს» 

რხევის სიხშირე კი 2. 
2X 

განვიხილოთ ის შემთხვევა როცა წინააღმდეგობის ძალა არა გვაქვს, 

ე. ი. #=0, ამ შემთხვევაში (12,1) განტოლება მოგვცემს 

ე; –- დზ;= # 810 ჯ»IL, (12,8) 

რომლის „ზოგად ამოხსნასაც, (12,7) ტოლობის ძალით, აქვს სახე 

  2=0თ 3190(ა( + 6) + –– # – 810 1. (12,9) 
დ” –- ჟე“ 

ამ შემთხვევაში საკუთარი რხევის სიხშირე ტოლია ა   შევისწავლოთ ის 
– 
” 

შემთხვევა როცა საკუთარი რხევის სიხშირე ემთხვევა იძულებითი რხევის 

სიხშირეს, ე. ი. ით=ჯწ/. ამ შემთხვევაში (12,9 0 ტოლობის მარჯვენა მხარის 

“მეორე შესაკრები, რომელიც ·.(12,8) განტოლების კერძო ამოხსნას წარმოად- 
გენს, აზრს კარგავს. ვიპოვოთ (12,8) განტოლების ისეთი კერძო ამოხსნა, 

რომელსაც აზრი ექნება იმ შემთხვევაშიაც, როცა ჯ->თ, ამისათვის (12,9) 

# 
(ამ. 1) 

  

„ამოხსნაში შევიტანოთ Cთ=-–- და 6=0, მივიღებთ შემდეგ კერძო 

„ამოხსნას: 

  – (810 7)L-–– 810 ი). 

„#2ხადია, გვექნება 
1110 თა = # IIIი 50 M-- 510 VI _ 
ი–თ ჩ-–ით დფ" თუ? 

: 6 (810 2)(––-51ს CM) 

  

=#711II =–- –- ჭ003 (ა, 
”-–თი –-()?-- უე?) 2თ 

ძე 

“და, მაშასადამე, »ჯ 

ე.=–- 201 005 (აჯ 

წარმოადგენს , , 
გ + თშ,=1X 85) (ას (12,19) 

განტოლების გარკვეულ კერძო „თ ოხსნას, რაშიაც პირდაპირ შემოწმებითაც 

„დავრწმუნდებით. ამრიგად, (12,10) განტოლების ზოგად ამოხსნას ექნება სახე 

=7თ7510 (თ# _ + ' თ=თ0ფ 51ხ (თL -L 6) 2. მ 008 CI. (12,11) 
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( (12,11) ამოხსნიდან ცხადია, რომ განსახილველ შემთხვევაში იძულებითი: 

რხევის ამპლიტუდა, რომელიც > ტოლია, უსასრულოდ იზრდება, როცა 
თ 

L+> თ. ასეთ მოვლენას რეზონანსის მოვლენა ეწოდება. ამრიგად, როცა 
წინააღმდეგობის ძალა ნულის ტოლია (ხ=0) და საკუთარი რხევის სიხშირე. 
ემთხვევა იძულებითი რხევის სიხშირეს, მაშინ ადგილი აქვს რეზონანსის მოვ- 
ლენას რომელსაც დიდი გამოყენება აქვს აკუსტიკაში, რადიოტექნიკაში, 

ნაგებობათა დინამიკურ გაანგარიშებაში და სხვ. 

დავუბრუნდეთ ზოგად შემთხვევას (ბ # 0) და გამოვარკვიოთ თუ როდის 

მიაღწევს იძულებითი რხევის ამბლიტუდა მაქსიმუმს, ე. ი. რა შემთხვევაში 

ექნება ადგილი რეზონანსის მოვლენას. ამ მიზნით, იძუ ულებითი რხევის ამპლი– 

ტუდა ასე გადავწეროთ: 
#ჯ 

0= –- იეევლი 
თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

  

  

«== >X, ვხ, (12,12) 
თ თ? 

მივიღებთ 

X#X.. 
= 12,13' მა 7/= ხტაა 

სადაც · 

#/ (==(1-–თ?)? –- 4თ28. (12,14) 

ვთქვათ,თ დაფიქსირებულია, ხოლო ჯ შეიძლება ვცვალოთ. 

ცხადია, 0 მიაღწევს მაქსიმალურ მნიშვნელობას მაშინ, როცა #ჯ7თ 
მიაღწევს მინიმუმს. ადვილად მივიღებთ, რომ 

# (თ)=4თ ILC28-–1) + თ”), 

ამიტომ, როცა §= 9 C-- და თ საკმარისად მცირეა, მაშინ #'(თ) < 0. ამრი– 
ია 

გად, როცა თ დაწყებული ნულიდან მატულობს თანდათან ისე, რომ საკმარი- 

სად მცირე რჩება, მაშინ ყოველთვის /'(თ|)<-0 და, მაშასადამე, / (თ) კლე– 

ბულობს დაწყებული / (0)=1-დან. /'(თ)=0 განტოლება მოგვცემს შემდეგ 
ფესვებს: თ,=0, თ,=-+L IV 1–-2ჩ, თ.ვ ფესვებისათვის, როგორც ადვილი მი- 

სახვედრია, / (თ) აღწევს მინიმუმს და, მაშასადამე, (12,13) ტოლობის ძალით, 
0 აღწევს მაქსიმუმს, ე. ი. ადგილი“ აქვს რეხონანსის მოვლენას, თუ წინააღ- 

მდეგობის ძალა საკმარისად მცირეა, მაშინ გ- 5 საკმარისად მცირეა და 

რეზონანსის მოვლენას ექნება ადგილი, როცა თ=-- 1. 
ია 
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§ 13. სხეულის ვარდნა ძალიან დიდი სიმაღლიდან 

! ვთქვათ, სხეული ვარდება ნულის ტოლი საწყისი სიჩქარით ძალიან დიდი 
სიმაღლიდან დედამიწის ცენტრის მიზიდულობის ძალის გავლენით. ვიპოვოთ 

სხეულის სიმძიმის ცენტრის მოძრაობა, თუ ჰაერის წინააღმდეგობის ძალა 

მხედველობაში არ არის მიღებული. თუ 0 ღერძის სათავედ მივიღებთ დედა- 

მიწის ცენტრს და სხეულის მასას აღვნიშნავთ )-ით, ნიუტონის მიზიდულობის 

კანონის ძალით, სხეულის სიმძიმის ცენტრზე მოქმედი ძალის გეგმილს 07: 

ღერძზე ექნება სახე: 

X=- MM, (13,1) 
=> 

სადაც # დადებითი რიცხვია. ცხადია, სხეულის სიმძიმის ცენტრის მოძრაობის 

განტოლებას ექნება სახე 

LLე/L 
ჰე," “-“ლ=--->, 

დ 

ამიტომ, (9,11) ტოლობის ძალით, მივიღებთ 

ს” სი - 
« «ძე 

ჟ? 
    

საიდანაც 

თხხ” IM ““  '' ი 2 + 

ამასთან თ ნებისმიერი მუდმივია. ვინაიდან, როცა ჯ=0, მაშინ :=Cთ, 9=0 

(სხეული ვარდება ძალიან დიდი სიმაღლიდან ნულის ტოლი საწყისი სიჩქარით), 

ამიტომ C=0 და, მაშასადამე, უკანასკნელი ტოლობა მოგვცემს 

2. (13,2) 
ჩ7 

თუ დედამიწის. რადიუსს #-ით აღვნიშნავთ, (13,2) ფორმულის ძალით, დედა- 
მიწაზე დაცემის დროს სხეულის სიჩქარე იქნება 

იტ= 

2L. (13,2) 
# 

ვინაიდან დედამიწის მახლობლობაში სიმძიმის ძალა #Iჟ-ს ტოლია, ამიტომ, 

(13,1) ტოლობის ძალით, მივიღებთ 

- %=– 

2?Lძ == ააა 

საიდანაც #+=ე#?. თუ ამ მნიშვნელობას (13,3ვ ტოლობაში შევიტანთ, მი- 

ვიღებთ 
»=I|/ 29 # = 11000 -“., 

სეკ 
ამრიგად, დედამიწაზე დაცემის დროს სიჩქარე სასრულია, ' თუ სხეული #7, სი- 

მაღლიდან ვარდება, მაშინ გალილეის ფორმულის მიხედვით, დედამიწაზე. 
დაცემის დროს სიჩქარე იქნება 
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თ=V 2ყძ,. 
თუ #=Cთ, მაშინ ==, რაც ზემომოყვანილ დასკვნას ეწინააღმდეგება. ეს 
წინააღმდეგობა იმითაა გამოწვეული, რომ გალილეის ფორმულის გამოყვანის 

დროს სიმძიმის ძალა ე-ს ტოლად იყო ნაგულისხმევი, რაც მხოლოდ დედა- 
მიწის მახლობლობაშია სამართლიანი და რასაც ადგილი არა აქვს, თუ სხეული 

ძალიან დიდი მანძილითაა დაშორებული დედამიწის ზედაპირიდან. 

ამოცანები 

10. წერტილი, რომლის მასა უდრის ჯ-ს, მოძრაობს წრფივად შემდეგი 

კანონით: 

უ= 4 005#L-+ 83107, 

სადაც +, 8 და #L მუდმივებია. ვიპოვოთ მამოძრავებელი ძალა, როგორც ჟ-ის 

ფუნქცია. 
გაწარმოებით ვღებულობთ 

IM= უთ = –- 91)” (4 008 7;ჯ –L- „8 511) #C) == –––912#?ე:, 

1I=-- ოა. 

11. წერტილი, რომლის მასა არის „, მოძრაობს წრფივად შემდეგი 

კანონით: 

2_ I? 2 1 

# =<-–-+(Cწ + სის) , ( ) 

%0 

სადაც V, თი: %ი მუდმივებია. ვიპოვოთ ძალა, როგორც ჟ-ის ფუნქცია. 

(1) ტოლობიდან გაწარმოებით ვღებულობთ 

„-M ეჯ; = ფი? + (%+%, ს, =( +, ი! (ნაბი: 

მე / IL. იწ ., 

1. -(> 1" ) თ. 2ქ2ეშეზ (>. + |+ი ში · (2) 
2 

ბა, ცხადია, ას ი , 
(1) ტოლობა, ც მ შეიძლება გადავწეროთ: 

უზლ= 

საიდანაც 

და? ბიბ) ჯ-L 2თეხის-L თი! 

საიდანაც 

– C 
I +!) კბ -L 2ჯიხი!“ 

განვიხილოთ გამოსახულება 
და 

9-( + . , · 

სა მა?) (ფ'– თი) + თიში“ 
ჩავსვათ ამ უკანასკნელშა ვ გნიშვნელ ობა (3)-დან, 

მივიღებთ « “ოდა ის ნაცვლად მისი 

0=(>; ბაბა. : 3 
0 ა “ი “ 

ა _L ულ ') + #%0ი 
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„ამ უკანასკნელის შედარება მე-(2) ტოლობასთან გვაძლევს 

ჟზე'ბპ=C =- +. +-) (ფ”–– ფე?) -L „ე?ცებ- 

%ი 

თუ ამ ტოლობიდან ვიპოვით ჟ„”?-ს, მივიღებთ 

= ფელ LL ი;, უთოლ=- 

ყ) ყ) 
ამრიგად, საბოლოოდ ვღებულობთ 

X#= გვე: · (4 
« 

13. ბირთვი, რომლის მასა 10 გრამია, მოძრაობს ვერტიკალზე ზევიდან 

ქვევით სიმძიმის ძალის მოქმედებით და განიცდის პაერის წინააღმდეგობას. 

განვსაზღვროთ ჰაერის წინააღმდეგობის ძალა, როგორც სიჩქარის ფუნქცია, 

თუ ცნობილია, რომ ბირთვი (მისი ცენტრი) მოძრაობს შემდეგი კანონით: 

ფ=327ჯ –– 109 (1--ე“34, (5) 

ამასთან დგ გამოსახულია სანტიმეტრებში (0:;; ღერძი მოგეზულია სიმძიმის 

ძალის მიმართულებით). 

(5) ტოლობის ძალით, წერტილის სიჩქარე იქნება 

„ა=9 327(1--ე-%, (6) 
იჯ 

ხოლო აჩქარებისათვის გვექნება 
((“ჯ ე 

120=-–-=981 · დ M. 
იჯ? 

ცხადია, წერტილის მამოძრავებელი ძალა (აბსოლუტურ სისტემაში) იქნება 

- 1 =»120 =10 · 981 · ტ“ 3, (6) 

თუ ჰაერის წინააღმდეგობის ძალას აღვნიშნავთ 7?-ით, ცხადია, გვექნება 

1 ==119 –– L"= 10:981 –-–10.981. 06%. 

71=10 · 981 (1-–ი– 30. (8) 

1-4“ 946 9. 
327 

(6) ტოლობის ძალით, 

თუ ამ მნიშვნელობას (8)-ში შევიტანთ, მივიღებთ” 

17#=30V დინი. (9) 

18. ,ჯ მასის ბირთვი ვარდება ვერტიკალზე უსაწყისო სიჩქარით (ნულის 
ტოლი საწყისი სიჩქარით). ცნობილია, რომ ჰაერის წინააღმდეგობის ძალა 

სიჩქარის პირველი ხარისხის პროპორციულია: #=#/IV, სადაც # მუდმივია. 
ვიპოვოთ ბირთვის მოძრაობის კანონი. 
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ვერტიკალური მიმართულება მივიღოთ ე; ღერძად და. მოვგეზოთ იL. 
ზევიდან ქვევით (სიმძიმის ძალის მიმართულებით), ცოცხალი ძალის კანონი 

გვაძლევს | 
2ყ“ 

ძ   = (90 –– #:1LV) (12. (10): 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ ძუ:=#+90ჯ და მოვახდენთ ცვლადთა განცა- 
ლებას, მივიღებთ . 

_ “ს =(I) 
ყ-ჯ”ს 

საიდანაც 

ჯ=–- > 10 (ყ–/X) + C. (11). 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ, როცა ჯ=0, V=0, უკანასკნელი ტოლობა 

მოგვცემს C–--)იჟ. თუ ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (11)-ში„ ადვილად 

მივიღებთ 

ლ ს0--#0 –6VM), 
(# : C 

საიდანაც 

თ=-- (+ --6-M+0. (12» 

თუ ახლა დავუშვებთ, რომ, როცა ჯ= 0, ::=0, (12)-დან მივიღებთ 6=-->, 

ფლ=-9. (- 9 (1 _ გ"), (13) 
# 

14. ვიბოვოთ მატერიალური 7)/ წერტილის მოძრაობა ედ ღერქზე ამ 
ღერძის 0 ცენტრიდან ისეთი განმზიდი ძალის მოქმედებით, რომელიც 

0 ცენტრიდან მატერიალური წერტილის გადახრის პროპორციულია. 
მატერიალურ წერტილზე მოქმედი ძალის გეგმილს ჟჯ ღერძზე, ცხადია, 

ექნება სახე X=X#” თ, სადაც #? დადებითი მუდმივია. წერტილის მოძრაობის 
დიფერენციალური განტოლება იქნება 

იი» = #”)ზუე, ფ --):?7= 0. “ 

ამ განტოლების ზოგადი ამოხსნა ასე წარმოიდგინება: 

თ=0,6 '' -L იეტი M, 

სადაც 0, და ძე ნებისმიერი მუდმივებია, ეს მუდმივები შევარჩიოთ შემდეგი 

საწყისი პირობებით: როცა L= 0, "მაშინ ე;=ფა, 8 =ზე- მივიღებთ 

  

  

ი--(თ+ “ ჯ ი=- (თ – ი8) 

M L გ-# ი ფ==თა +646" _, ში C"-46 M , 
2 # 2 

«=ფე 00 XL -L + 8ხ ##. ,(14),



15. მატერიალური წერტილი იწყებს წრფივ მოძრაობას წინააღმდეგო- 

ბიან არეში უსაწყისო სიჩქარით, წერტილზე უშუალოდ მოქმედი ძალისა და 

წინააღმდეგობის ძალის ტოლქმედი უდრის თ« –- სს – იც?, სადაც » წერტილის 

სიჩქარეა, ხოლო თ, ს, C დადებითი მუდმივებია, ვიპოვოთ წერტილის სიჩქარე 

და განვლილი გზა, როგორც დროის ფუენქცია. 

წერტილის მოძრაობის განტოლება იქნება 

“ა-- (15) 
CL 

საიდანაც 

თ” _ L2 06) 

თ“ ხს–-იც“ 27L 

აღვნიშნოთ თ -L ბა –– ი-ს? სამწევრის ფესვები თ და 8§-თი. ადვილად დავრ- 

წმუნდებით, რომ თ და 8 დადებითი სიდიდეებია. ცხადია, გვექნება 

თ + სუ -– ეც ,=0(თ–-V)(- +-8). 

· თუ ამ მნიშვნელობას (16) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

რ _ _ 92V. (07). 

აესბაი”' 
ეს უკანასკნელი, ცხადია, ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

  

VII) + ძს _ 0(თV -L ზა) 

თ-ს წVხ+ 8. 0. 7 

საიდანაც 

10 სხ+-ზ. ს. 01) (18) 
ლლ 

სადაც. 0) ნებისმიეოი მუდმივია,- 

„_9(+8). ით. 
7 

ზ 
ვინაიდან ჯ=0 საწყის მომენტში »=0, ამიტომ. 0:=1ს –– და (18) მოგვცემს 

ე 218 = IM-+-I #., 
თ–» % 

ნ 

9 ა 
59+ზ _ 1:72 –ა2 

თ-ს თ 

ძთ _ _ _ 928(01-4%. 

თი ზთი > ტღთ 

ნასკნელი ტოლობიდან ინტეგრებით ვლი ელობო 

ლშ“ 30-52 
ჯ==% | ვი ბ + 65, დ)).



"სადაც ი, ნებისმიერი მუდმივია. ცხადია, გვექნება 

ჩ(1-ი-. თ = (61+9:50=C10%% ,,- 
(ი ზ + თი” " 4 ზ8+თგ " 

=ჯ + %1 81 (C + თ---. 
თ 

„თუ ამ მნიშვნელობას (21) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

თდ=CთL-I- <1. 10 (8-C თი” ") -L ძე. 

თუ ახლა დავუშვებთ, რომ, როცა ჯ=0, ჯ=0, გვექნება 

=“1წ არ+ტ 
და, მაშასადამე, 

–" 
ეუ=CთL -L #+ზ. ზ+ძთი " · (22) 

ს თ+8 
·(20) და (22) ფორმულები იძლევიან სიჩქარეს და განვლილ გზას, როგორც 

დროის ფუნქციებს. (20) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

11Xი 2(ჯ)=C. 
(ლ...) 

განყოფილება 4 

ყწამისეშალი მაჭარიალური წერპილის მრეღწირელი მოძრაობა 

§ 14. მატერიალური წერტილის მოძრაობა სიცარიელეფი 
სიმძიმის ძალის მოქმეღებით 

განვიხილოთ დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა ისეთი 0»ყ2 სისტემა, 

რომლის 07 ღერძი მიმართულია ვერტიკალურად და მოგეზულია ქვევიდან 

ზევით. ვინაიდან, განსახილველ შემთხვევაში სიმძიმის ძალას ექნება სახე 

“ #=(0, 0, –- #9), 

სადაც ) არის წერტილის მასა, ხოლო ყ-–-სიმძიმის ძალის აჩქარება, ამიტომ, 
(2,2) ფორმულების ძალით, გვექნება 

8 8 2 
«9 ი 9V_ , ძი _ი) (14,1) 

ძ! VI იჯ? 

ამ სისტემის ინტეგრებით მივიღებთ 

დჯ=C)L- C,, 

Vყ=C,ნ-+ C0,, 

L | 

=-- 9 ე თ+ძ 

(14,2) 
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სადაც 0) Cე,·· C§ ნებისმიერი მუდმივებია, ვთქვათ, საწყის პირობებს. 

აქვთ სახე: 
თდ=V=2=0, 

2 =შე 0605 C, 
როცა ჯ=0, მაშინ /=0, (14,3) 

2 = წე 811) თ. 

ამრიგად, საწყის მომენტში მატერიალური ნაწილაკი კოორდინატთა სისტემის 

სათავიდან გასროლილია ჟ0/გ სიბრტყეში % სიჩქარით, ამასთან % სიჩქარე 

0,» ღერძთან გარკვეულ თ კუთხეს შეადგენს. 

(14,3) საწყისი პირობების ძალით, (14,220) ტოლობებიდან მივიღებთ: 

C.=C=0პ=09, C,=%ა005თ, C:=0, C03=”ავ3ით. თუ ამ მნიშვნელობებს 

(14,2) ტოლობებში შევიტანთ, მივიღებთ 

2:= შეს 603 Cთ, 

V#=9, (14,4) 

2 

2=- + –+შის 810 Cთ. 

(14,4) ტოლობები გვარწმუნებს, რომ წერტილი იმოძრავებს „02 სიბრტყეში. 
ამ ტოლობებიდან ჯ პარამეტრის გამორიცხვის შედეგად მივიღებთ 

ფთ 7 (14,5) 
” 2? 005:C 

ეს უკანასკნელი წარმოადგენს პარაბოლის განტოლებას, რომლის სიმეტრიის 
ღერძიც 07 ღერძის პარალელურია და, მაშასადამე, განსახილველ შემთხვევაში 

წერტილი იმოძრავებს ამ პარაბოლაზე. 

ვიპოვოთ მოცემული თ-სათვის მატე- 
რიალური წერტილის ფრენის სიშორე, ე. ი. 

ის მაქსიმალური მანძილი, რომლითაც ის 

საწყის მდებარეობას პორიზონტზე დაშორ- 

დება. ამისათვის ვიპოვოთ (14,5) პარაბოლის 
0თჯ ღერძთან გადაკვეთის წერტილები (ნახ. 
105), მივილებთ ნახ. 105, . 

. ით 
ი”(ით- --- )-ი, 

( წ >) 

საიდანაც ადვილად ვღებულობთ 

  

  

2 

ჯ, =0, ფ.=-99. §10ი 2თ. (14,6)- 

9 

ცხადია, თ, წარმოადგენს მოცემული C-სათვის ფრენის სიშორეს, რომელსაც 

ექნება მაქსიმალური მნიშვნელობა, როცა თ=--. თუ ამ მაჭსიმალურ დაზო- 

რებას #ე:-ით აღვნიშნავთ, (14,6) ტოლობის ძალით, მივიღებთ 

2 

Mა==9-, (14,7) 
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ვინაიდან, §LI) 2თ = §1ი (=– 20), მიტო თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

ზლ– თ, 

მივიღებთ §(I) 2თ =§I)) 23 და, ს ეშასადაზ, (14,6)-ის ძალით, გვექნება 

       XM= 
4“ 

ამრიგად, ფრენის სიშორე იქნება ერთნაირი, განურჩევლად იმისა, მატე- 

რიალური ნაწილაკის საწყისი სიჩქარე პორიზონტთან თ კუთხეს შეადგენს, თუ 

3=-- + კუთხეს. ამ გარემოებას იყენებენ არტილერიაში. 

ვიპოვოთ ახლა მოცემული თ-სათვის ფრენის მაქსიმალური სიმაღლე. 

ამისათვის ვიპოვოთ ჟ-ის მნიშვნელობა, რომლისათვისაც (14,5) ტოლობით 

განსაზღვრული ჯ» ფუნქცია აღწევს მაქსიმუმს როგორც ცნობილია, ჯ-ის ხსე- 

ნებული მნიშვნელობა უნდა მოიძებნოს ტოლობიდან 

რ.“ რ. 9% = 0, 

ს C ძე თე” 005“ 
აიდანა( 

ა ა2 ლ 
გ. = 249 219.4 009 2 (14,8) 

1. 7 
ვინაიდან 689. _ 9 _ <0, ამიტომ, ანალიზის კურსიდან „ცნობილი 

რჯ? შე” 608? თ 
დებულების ძალით, (14,8მ0) მნიშვნელობა (14,5) ტოლობით განსაზღვრულ 

ფუნქციას მართლაც მიანიჭებს მაქსიმუმს. ამრიგად, თუ (14, 8) მნიშვნელობას 

(14,5) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

2. = ჯე” 810? თ” .. 

24 
სადაც ჯ-ით აღნიშნულია მოცემული თ-სათვის პორიზონტიდან “წერტილის 

მაქსიმალური დაშორება. ამ დაშორებას, (14,9) ტოლობის ძალით, უდიდესი 

(14,9) 

მნიშვნელობა ექნება «=->- -სათვის და, მაშასადამე, თუ ჰორიზონტიდან ამ 

უდიდეს დაშორებას #ე-ით აღვნიშნავთ, მივიღებთ 

M.ა=++-. (14,10) 

(14,5) ფორმულით განსაზღვრული პარაბოლა დამოკიდებულია თ კუთხეზე. 
თუ ამ კუთხეს ვცვლით, მივიღებთ სხვადასხვა პარაბოლას. თუ შემოვიღებთ. 

აღნიშვნას | 
' 

#»ჯ=Lყთ, 

მაშინ (14,5) ფორმულა ასე გადაიწერება: 

2 
#=თჯX –---0 «- ჯ»") 

ზი 
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ადვილად მივიღებთ, რომ ერთ ჯ პარამეტრზე დამოკიდებულ წირთა ამ 
ოჯახის მომვლებ წირს ექნება სახე 

, 2=-%- 9... (14,11) 

„ეს უკანასკნელი, ცხადია, აგრეთვე პარაბოლას წარმოადგენს. ეს პარაბოლა 
'0დჯ ღერძს გადაკვეთს წერტილზე, რომლის აბსცისაც არის #ა, სადაც #ე (14,7) 
ტოლობით არის განსაზღვრული. თუ (14,11) 

ტოლობაში ჯ=0 ჩავსვამთ, მივიღებთ 77/ა-ს, “ 

სადა (14,10) ტოლობით განსაზოეირული -– 
სიდალებ (ნას. 122 წ ბ უვოულ 28 

როგორც ადვილი მისახვედრია, (14,11) 

პარაბოლა ის წირია, რომლის გარეთაც მო- >. 
ცემული % საწყისი სიჩქარით გასროლილი – წ“ 

მატერიალური ნაწილაკი ვერ მოხვდება რო- 

გორიც არ უნდა იყოს 7 ვექტორის მიერ 

პორიზონტთან შედგენილი თ კუთხე. 

? 

  
” 

ნახ. 106. 

§ 15. ბინეს ფო.რგულა 

ვთქვათ, მატერიალურ 7; წერტილზე მოქმედებს ცენტრალური ძალა. 
როგორც § 4-ში ვაჩვენეთ, ცენტრალური ძალის მოქმედებით წერტილი 
ბრტყელ მოძრაობას ასრულებს. ავიღოთ კოორდინატთა სისტემის სათავედ 

ძალთა ცენტრი და ჯ0ყ სიბრტყედ მი- 

ვიღოთ ის სიბრტყე, რომელზედაც წერ- 

ტილის ტრაექტორია იქნება მოთავსე- 

ბული. ვინაიდან „ცცეენტრალური ძალის 
გავლენით მოძრაობის შემთხვევაში ადგი- 

ლი აქვს ფართობთა კანონს, ამიტომ 

გვექნება 
იძ 0C 0-9. 15,1 
თL 2 ( ) 

სადაც C ფართობთა მუდმივია (იხ. 
  

  

ნახ. 107. 
(4,9) ფორმულა), ო –– ფართობული 

სიჩქარე. თუ წერტილის პოლარულ კოორდინატებს „, დ-ით აღვნიშნავთ 

“მივიღებთ (იხ. III თავის (9,4) ფორმულა) 

ძთ 1 გძდ. (15,2) 
იი 2 «# : 

თუ ამ მნიშვნელობას (15,1) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

„299 _ც. (15,3) 
ძ! 

როგორც ვიცით (იხ. IIL თავის (7,4) ფორმულა), # წერტილის სიჩქარე ასე 
შეიძლება წარმოვადგინოთ (ნახ. 107): 
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აეეე. (05,4). 

სადაც ჯ9 და ჯმ პოლარულ კოორდინატთა ღერძების მგეზავებია, '» არის 

# წერტილის რადიუს-ვექტორი 0 წერტილის მიმართ. 

უკანასკნელი ფორმულა გვაძლევს 

ძ;:= ძე #9 -L /ძდ ჯი, (15.5). 

თუ (15,4) ტოლობის ორივე მხარეს ავახარისხებთ კვადრატში, მივიღებთ 

„1 V + :7ძდ“. 
იძჯ” 

თუ ამ უკანასკნელში თ-ს ნაცვლად შევიტანთ მის მნიშვნელობას (15,3) ტო- 

ლობიდან, გვექნება ; '-თ (+ >) + = . 05,6). 

1." 
(15,7) 

> 

უკანასკნელი ტოლობა შეიძლება ასე გადავწეროთ: 

იიი თ 
ცოცხალი ძალის კანონი გვაძლევს 

0 -0--=(#7.ძ»), (15,9) 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

თაც? 

სადაც 7” წარმოადგენს წერტილზე მოქმედ (ცენტრალურ ძალას, რომელიც. 

პარალელურია #-ის, (15,5) ტოლობის ძალით ცხადია გვექნება 

(7. ძ;)= IV, (15,10). 

სადაც # არის წე ძალის გეგმილი  ვექტორზე 1, ე. ი. 7I=|I7 ს თუ "# ძა- 

ლას და » ვექტორს ერთნაირი გეზი აქვთ (განმხიდი ძალის შემთხვევაში) 

და #=-–I)# | წინააღმდეგ შემთხვევაში (0. ცენტრისაკენ მიმზიდველი ძალის. 
შემთხვევაში). აპაასკწელი ტოლობის ძალით, (15,9) ტოლობა მოგვცემს 

= XX, ე· ი, -0 თა _ წე ძ». 

ძი 2 ძი 
თუ ამ უკანასკნელში ს ვიტანთ ების მნიშვნელობას (15,8) ტოლობიდან, 

ადვილად მივიღებთ 
2 · 

„რი (92% | ს, )8 ჟ%, 05,11) 
ძდ? /ძდ ძდ. 

1 ვინაიდან _ #. ცენტრალური ძალაა, ამიტომ ის პარალელურია 75-ის და, მაშასა-, 

დამე, მართობია ჩი 65-ის. 
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(15,7) ტოლობიდან ვღებულობთ 

თ 2 (I 
–-ლ= (1 –-. 
“(ჯ ძთდ 

თუ ქა -ის მნიშვნელობას (15,11) ტოლობის მარცხენა მხარეში შევიტანთ, 
-(Iდ 

მივიღებთ ბინეს შემდეგ ფორმულას: 

7.C"' (++ +V |=–ჯ” (15,12) 
CთX” 

რომელსაც დიდი გამოყენება აქვს ციური სხეულების მექანიკაში. 

§ 16. კეპლერის კანონები. ნიუტონის მსო.ფლიო. 

მიზიდულობის კანონი 

ციურ მექანიკას საფუძვლად უდევს სამი კანონი, რომელნიც აღმოაჩინა 

კებლერმა (1571-– 1630) მრავალრიცხოვან დაკვირვებათა ანალიზის საფუძველზე. 
ეს კანონები შემდეგია: 

1. ყოველი პლანეტა (და აგრეთვე კომეტა) მოძრაობს 

ბრტყელ ტრაექტორიაზე, რომელიც კონუსურ კეეთას წარ- 
მოადგენს და რომლის ერთ-ერთ ფოკუსში იმყოფება მზე. 

2. მზის ცენტრის მიმართ პლანეტის ცენტრის რადიუს- 

ვექტორის მიერ შემოწერილი ფართობი შესაბამი დროის 

პროპორციულია (ადგილი აქვს ფართობთა კანონს. 

3. მზის ირგვლივ პლანეტის ერთხელ შემოვლის დროის 

კვადრატი ტრაექტორიის დიდი ნახევარღერძის კუბის პრო- 
3 

პორციულია, ე. ი. 2 შეფარდება, სადაც თ ტრაექტორიის 
თ 

დიდი ნახევარღერძია, 7/' კი–. ტრაექტორიის ირგვლივ ერთ- 

ხელ შემოვლის დრო, ერთნაირია ყველა პლანეტისათვის. 

ამ კანონების საფუძველზე ნიუტონმა იპოვა პლანეტების მამოძრავებელი 

· ძალები და შემდეგ აღმოაჩინა „მსოფლიო მიზიდულობის კანონი“. 

§ 4-ში მოყვანილი მე-3 დებულების ძალით, კეალერის პირველი და მეორე 

კანონიდან პირდაპირ გამომდინარეობს, რომ პლანეტების მამოძრავებელი 
ძალები წარმოადგენენ ცენტრალურ ძალებს, რომელთა მიმართულებებიც მზის 

ცენტრში გადის. ვიაოვოთ ახლა რა სახე ექნება ამ ძალებს. 

როგორც ანალიზური გეომეტრიის კურსიდან ცნობილია, კონუსური კვეე-. 

თის განტოლებას პოლარულ კოორდინატებში აქვს სახე 

ი=-2. (16,1). 
1-+-6 003 % 

სადაც #4 არის ექსცენტრისიტეტი, »-- პარამეტრი, ამასთან ელიფსისა და. ' · 

ჰიპერბოლის შემთხვევაში უ=V., სადაც თ არის კონუსური კვეთის დიდი- 
თ 

ნახევარღერძი, ბ–-მცირე ნახევარღერძი, » და დ პოლარული კოორდინატებია. 
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(16,1) ტოლობის ძალით, 

„=-1- 1+460059 
? #7 ' 

თუ ამ მნიშვნელობას ბინეს (15,12) ფორმულაში შევიტანთ, ადვილად მივიღებთ 

თ 1. (16,2) 
ე: 

სადაც 
? 9 

ს=C = 90 (16,3) 
უი. ბ 

ამრიგად, (16,2) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ პლანეტაზე მოქმედი 

ძალა წარმოადგენს მზის ცენტრის მიზიდულობის ძალას, 

რომელიც პლანეტის მასის პირდაბირპროპბორციულია, ხოლო 

პლანეტიდან მზის ცენტრამდე მანძილის კვადრატის უკუ- 
პროპორციული, 

პროპორციულობის « კოეფიციენტს ეწოდება გაუსის მუდზივი. 

ვაჩვენოთ ახლა, რომ გაუსის მუდმივი ერთნაირია ყველა პლანეტისათვის. 

ვინაიდან ფართობთა მუდმივი უდრის გაორკეცებულ ფართობულ სიწქარეს, 

ამიტომ 
- 0=2 ძთ 

თ · 

შაგრამ, რადგან პლანეტის ტრაექტორია არის ელიფსი, რომლის ფართობიც 

ტოლია #>იხ-სი, ამიტომ, უკანასკნელი ტოლობის ძალით, ვღებულობთ ” 

  

  

0= 2Xთხ 
#” ე 

საიდანაც 
2. = წლი) იე?! __L 421ც) , ხ? _ 4X:5ც3 

და ლთ გ ლიბ 
უკანასკნელი ტოლობიდან, ცხადია, გვექნება 

კ 2-0 _ (16,4) 75 თ = IL. , 

: ვ 
აქედან ნათქვამის სამართლიანობა ცხადია, ვინაიდან --, კეპლერის მე-3 კანო- 

ზის ძალით, ერთნაირია ყველა პლანეტბსათვის, 

„ ამრიგად, მზეს, როგორც მიზიდულობის ცენტრს, აქვს თავისი გაუსის 

მუდმივი, ის დამოკიდებულია მხოლოდ მზეზე. განვიხილოთ ნებისმიერი პლა- 

ნეტა, როგორც მიზიდულობის ცენტრი, პლანეტის მასა იყოს #»,, გაუსის 
მუდმივი პლანეტისათვის აღენიშნოთ V-თი. ცხადია, აღნიშნულ პლანეტაზე 
მოქმედებს მზის მიხიდულობის ძალა, რომლის სიდიდეც, (16,2) ტოლობის 

ძალით, იქნება 5 მაგრამ მზეზეც მოქმედებს აღებული პლანეტის მიზიდუ- 
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  ლობის ძალა, რომლის სიდიდეც, (ცხადია, იქნება –” , სადაც ## არის მზის 

მასა. ქმედებისა და უკუქმედების” პრინციპის ძალით. 

ს/__ XM- 

2. ე ' 
„საიდანაც 

ს” 
7» 

ამრიგად, აღებული ბლანეტის როგორც მიზიდულობის ”ცენტრის, გაუსეს 
მუდმივის შეფარდება მისივე მასასთან მუდმივია: 

ს V M -=25=24%=), 
#// .. I 

სადაც # მუდმივია, რომელსაც გრავიტაციის მუდმივი ეწოდება. 

უკანასკნელი ტოლობებიდან 

=/M. 
'თუ ამ მნიშვნელობას (16,2) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

99 |#|=/ 5,   

ასეთი გზით ნიუტონი მივიდა შემდეგ კანონამდე: 

ორი სხეული იზიდავს ერთმანეთს ძალით, რო'მელიც 

მათი მასათა ნამრავლის პირდაპირპროპორციულია და 

ინერციის ცენტრებს შორის მანძილის კვადრატის უკუპრო- 

ბორციულია. 

ამ კანონს ეწოდება „მსოფლიო მიზიდულობის კანონი“, 

§ 17. ნიუტონის ამოცანა 

ვიპოვოთ მატერიალური ნაწილაკის ტრაექტორია, თუ ცნობილია, რომ 
"მასზე მოქმედებს გარკვეული ცენტრის მიზიდულობის ძალა, რომელიც ამ 
"ნაწილაკის მასის პირდაპირპროპორციულია, ხოლო.-–აღებული ნაწილაკიდან 

მიზიდულობის ცენტრამდე მანძილის კვადოატის უკუპროპორციული. 
ნიუტონის ამ ამოცანის ამოხსნისათვის ვსარგებლობთ ბინეს ფორმულით. 

„ამოცანის პირობის · ძალით : 5. 

უჯ? 

"თუ ამ მნიშვნელობას ბინეს ით 12 ფორმულაში შევიტანთ, ადვილად მივიღებთ 

#. 
–- 2- == 

ამ განტოლების ზოგად გოხსნას, ცხადია, შემდეგი სახე აქვს: 

«=თ§1ი(დ 1-5) + > 
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სადაც თ და 6 ნებისმიერი მუდმივებია. ეს უკანასკნელი შეიძლება ასე გადავ– 
წეროთ: 

  #=0Cთ 005 თ-ს+>->X) 1 + “ თად-- ჩე, 

  

სადაც 

§-- ა 
თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

#ხ 1 %, 
რ. »” ს , · 

და გავიხსენებთ, რომ 
1 

#%=–-, 
» 

უკანასკნელი ტოლობა მოგვცემს 

2 (17,1): 
“ 1-60605(7–-8). 

ეს უკანასკნელი კონუსური კვეთის განტოლებას ' წარმოადგენს პოლარულ 

კოორდინატებში. 

შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ, მოცემული საწყისი პირობების მიხედვით, ხსე- 

ნებული კონუსური კვეთა შეიძლება იყოს როგორც ელიფსი, ისე პიპერბოლა 

და პარაბოლაც (ამას მკითხველს ვანდობთ). 

§ 18. ორი ხხეულის ამოცანა, კეპლერის მესამე კანონის შესწო.რმბა 

ვთქვათ, მოცემულია ორი მატერიალური "ნაწილაკი 8 და 2, რომელთა. 

მასებია შესაბამად “#7 და. . აღვნიშნოთ #-,-0თ და #უ-თი ამ წერტილების 

რადიუს-ეექტორები რაიმე უძრავი 0 წერტილის 

მიმართ (ნახ. 108), ვიგულისხმოთ, რომ ეს წერ- 

ტილები მიიზიდებიან ნიუტონის მსოფლიო მიზი- 

დულობის კანონის თანახმად; : ეს იმას ნიშნავს, რომ, 

თუ მიზიდულობის ძალას #- ით აღვნიშნავთ,. 

_ გვექნება 
  

  

ნახ, 108. 
სადაც # არის მანძილი § და #X წერტილებს შორის.. 

ჩვენი მიზანია შევისწავლოთ ერთი წერტილის ფარდობითი მოძრაობა 

მეორე წერტილის მიმართ. 

ცხადია, § და X წერტილების მოძრაობის განტოლებებია 

ძ',, XM #7 უი  _ MM 7 18,1). 
თ. ე »” ( ) 

9», - 2117. 7. (18 2)- 

ძ!' ვე. ჟი? , 
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სადაც ”» არის ჯX წერტილის რადიუს-ვექტორი #§ წერტილის მიმართ. თუ ამ 

ტოლობებიდან პირველს გავამრავლებთ »»-ზე, მეორეს M#-ზე და შემდეგ მეო- 
რიდან პირველს გამოვაკლებთ, მივიღებთ 

  

0». თL(11–+1/) #» 

დღითი +– (183) 
ეს უკანასკნელი წარმოადგენს 5 წერტილის მიმართ »#» წერტილის ფარ- 

“დობითი მოძრაობის განტოლებას. ეს განტოლება გვიჩვენებს, რომ #X წერტი- 

“ლის მოძრაობა 8 წერტილის მიმართ ისე ხდება, თითქოს § წერტილი უძრავი 

იყოს, მაგრამ მისი მასა ტოლი იყოს M -+-/!. 

გავ ასევე დაიწერება 8 წერტილის მოძრაობის განტოლება # წერტილის 
იმართ. 

ვიგულისხმოთ, რომ 8 არის მზის ცენტრი, ხოლო /: რომელიმე პლანე- 

ტის (მაგალითად, დედამიწის) ცენტრი. მაშინ (18,3) წარმოადგენს მზის მიმართ 

პლანეტის მოძრაობის განტოლებას. მეორეს მხრიე, (16,2) ფორმულის ძალით, 

მზის ცენტრის მიმართ პლანეტის მოძრაობის განტოლებას ექნება სახე 

22 

ფშ; მის : 
ითყ 2. >7.' (18,4) 

სადაც # არის გაუსის მუდმივი. (18,3)-ის და (18,4)-ის შედარება გვარწმუნებს, 

რომ მზისათვის გაუსის მუდმივს აქვს სახე 

I1=(#) + 7X) /. (18,5) 
ჩვენ წინა პარაგრაფში ვაჩვენეთ, რომ თუ მზე ნაგულისხმევია უძრავ მიმზიდ- 

ველ ცენტრად, მაშინ გაუსის მუდმივი ყველა პლანეტისათვის ერთნაირია. 
როცა მზე უძრავად არ არის ნაგულისხმევი, მაშინ ეს დასკვნა არ არის სწო- 

რი. მართლაც, განვიხილოთ ორი პლანეტა, რომელთა მასებია XI, და #1, 
მათი შესაბამი გაუსის მუდზივები, (18,5) ტოლობის ძალით, იქნება 

IL, = (VI -L 7#) /, 0 = (თბ + 7) /, 
საიდანაც 

მ 

აეეე“ ..–. 
LM. თბი #M 141224 

ამ ტოლობიდან ჩანს, რომ (,, # ს,, მაგრამ ვინაიდან პლანეტების 1, და #I) 
მასები მზის მასასთან შედარებით ძალიან პატარაა, ამიტომ ს,==V,, 

(16,4) ტოლობის ძალით, გვექნება 

4X"”0თ,? 4:1ც,) 

I წ, - _ ი. 

-ილ- >» 
” უკანასკნელი ტოლობა იძლევა კეპლერის მესამე კანონის 2 გარკვეულ დაზუსტებას. 
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ამოცანები 

16. // წერტილი, რომლის მასა „ჯ-ის ტოლია, მიიზიდება უძრავი 0 ცენტ- 

რისაკენ # = სი» ძალით, სადაც I მუდმივია,,;ხოლო /-–- მანძილი მიზიდულობის · 
0 ცენტრსა და 7/ წერტილს შორის. საწყის ჯ=0 მომენტში »=თ, ი»=ჯ%ე და 

საწყისი სიჩქარე M ადგენს 'საწყის 01/ე მიმართულებასთან Cთ კუთხეს. ვიპო- 

ვოთ 7// წერტილის მოძრაობის კანონი და ტრაექტორია. 

ვინაიდან მატერიალურ წერტილზე მოქმედი ძალაჯცენტრალურია, ამიტომ 

მოძრაობა ბრტყელია; წერტილი იმოძრავებს 0 ცენტრსა და შე სიჩქარის მი- 

მართულებაზე გამავალ სიბრტყეზე. კოორდინატთა 0ყVყ სისტემა ამ სიბრტყეზე 

ისე ავიღოთ, რომ 0ჯ ღერძი ემთხვეოდეს 0/ რადიუს-ვექტორის საწყის. 

მიმართულებას, ე. 0. 077) ვექტორს. 

მატერიალური # წერტილის მოძრაობის განტოლებები იქნება 

თ”, ძ”' 
–- უ=0, –”. 2,=0. # ქეი ა თ თ (1) 

თუ პარმონიული რხევის დიფერენციალური განტოლებების ამოხსნებს 

გავიხსენებთ (იხ. § 10, განტოლება (10,3), ფორმულა (10,7)) დავრწმუნდებით, 

რომ (1) სისტემის ზოგად ამოხსნას ექნება სახე: 

თ= 4 5)ი (01 -+ 6), V= 8 810 (IM -+ M), (2): 
სადაც 4, #, 6, უ ნებისმიერი მუდმივებია. მოცემული საწყისი პირობების 

ძალით, გვეჟნება 

: ' 4353106=C”, 8510 =9, 3). 
“4V.0056=8%ე 0095C, 181! C05 = ჯე 510 თ, ! 

საიდანაც ვღებულობთ · 

: თ 
4= 1/” + % იიი, გ=მ1Xც 510 - > , უ=9, 

_ 2 -L 53% იი8? თ 
დ 

8=-9 810 თ . 

„ს 
(3)-ის ძალით, (2) ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

დ= 4 (510 1ILჯ 005 6 -L 6003 III 510 6)=C 008 II –– ტილი % ე) MM, (4» ' ' # ) 

ყ= 8510 სჯ == -59 519 #. 810 IM. (5) 
ს 

ამრიგად, მატერიალური წერტილის მოძრაობის კანონი მოცემულია (4)- 
და (5) განტოლებებით. | 

ვიპოვოთ ახლა წერტილის ტრაექტორია. ამისათვის (4) და (5) ტოლო- 

ბებიდან გამოვრიცხოთ ჯ( პარამეტრი... (0) ტოლობა, ცხადია, ასე შეიძლება. 

გადავწეროთ: 
თ=თ008 IM -I- / CხC თ, 

საიდანაც 
· . თ 003 IIL= 2; –– / ცხ თ. (6). 

246 :



(5) ტოლობა, ცხადია, ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

: თ 
(0 5)I 0L= –– წყ. 7 M–=--ყ თ) 

(6) და (7) ტოლობებს თუ ავახარისხებთ კვადრატში და შევკრებთ, მივიღებთ 

2 
ე)“ –- 2ე:V 0(დ თ -+ ს” (დ -L 9) =V-“. (8) 

ეს უკანასკნელი ელიფსის განტოლებაა და მაშასადამე, ტრაექტორია წარმო- 

ადგენს ელიფსს ცენტრით 0 წერტილში. 

12. ამოვსსნათ წინა ამოცანა იმ შემთხვევაში, როცა 7V/ წერტილი ი“) 

ცენტრიდან განიზიდება #=ს?» ძალით. საწყისი პირობები და კოორდი- 

ნატთა სისტემა ისე ავიღოთ, როგორც წინა ამოცანაში, 

წერტილის მოძრაობის განტოლებები ივნება 

თშ ? თ” წ 
_'  –-V+ ჯ=0, ააა –“ (L12 =0. 9 

რჯ“ ! ძჯ? "7 7) 

ამ სისტემის ზოგად ამოხსნას ექნება სახე 

2=0,0' -L იაც ე", /=0ე –- ია" (15) 

სადაც ი; 0, ივ, იკ, ნებისმიერი მუდმივებია. საწყისი პირობების ძალით ვღე- 
ბულობთ 

1 , 1 
ძე,=–-(თს –- შა005თ) 0ელ=––- (00 –“ 7: 605 0), 

2 : 2, 

„. = -9% 5I1C ი=- ს, 510 თ 
ვ 90. ს , '! “2... 

თუ ამ მნიშვნელობებს (10) ტოლობებში შევიტანთ, მივიღებთ 

2 29 

ბა§510ით ,, – ა 
=- 0... (ი გ ჩხ). 

2. 
ტრაექტორია იქნება ჰიპერბოლა ცენტრით 0 წერტილში: 

2 3 9 (თ? 2 

ეე ––- 2უყ ბხფთ –- ებ | ხხ თ-- –––––-– )|=ფ1. 
ზი” §10?თ 

18. ყუმბარის საწყისი სიჩქარეა თ=490;-. პორიზონტისადმი რა კუთხით 

უნდა იყოს გასროლილი ყუმბარა, რომ ის მოხვდეს სამიზნეს კოორდინატებით 

ჯ»ჯ=700 მ, ყ=680 მ, სადაც კოორდინატთა 0ეყ სისტემა ისეა აღებული, 

რომ 0Vყ ღერძი მიმართულია ვერტიკალურად და მოგეზულია ქვევიდან ზევით, 

ყუმბარის გასროლა ხდება 0 წერტილიდან. 
(14,5) ტოლობის ძალით, ყუმბარის ტრაექტორია იქნება 

–=-- V#=2ჯ?ჯხთთ 2ა ბ (062 (11) 
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სადა ობა, ცხადია, ასე შეიძლება გადავ. 
წეროს. საძიებელი კუთხეა: 

__ _ 02 1 +V01+:2%- 
V 2წი” 

თ 

01) ტოლ 

_ 700 მ, #ყ=680 მ, პდვილად მივიღებთ 

ტილი, რომელზედაც მოქმედებს ცენტ- 
L9. ვთქვათ, მატერიალური წერ ხვიაზე: რალური ძალა, მოძრაობს ლოგარითმულ 

ე = CC 
კ 

მ · 
სადაც თ და X მუდმივებია. ვიპოვოთ წერტილზე მოქმედი ძალა 

რ” 
1 =-- 0" V” წო ++ ) ' (12) 

(I #7 

, _ 
სადაც M=--, ცხადია, გვექნება 7 

(2 (+) 2 ა? 
1. # –)დ0 == --., =–-6 

  

((დ” « ? 

თუ ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (12)-ში, მივიღებთ 

#=-- 16? (7.3 -L 1) 
„პ 

ამრიგად, წერტილზე მოქმედებს ცენტრის მიზიდულობის ძალა, რომე- 
ლიც მანძილის კუბის უკუპროპორციულია. 

განყოფილება 5 

მაზერიალური წერზილის არათევისუშალი მუშძრიწMბა 

§ 19 ბმმბი 

ჩვენ აქამდე განვიხილავდით თავისუფალ მატერიალურ წერტილს, ე. ი. 
ისეთ წერტილს, რომლის მოძრაობაც არ იყო შეზღუდული რაიმე გეომეტ- 

რიული პირობით. ვთქვათ, წერტილი არ არის თავისუფალი--ის ემორჩილება 

ბმას, ამ შემთხვევაში წერტილის ჯ, V#, 2 კოორდინატებს შორის იარსებებს 

გარკეეული ფუნქციონალური დამოკიდებულება, რადგან წინააღმდეგ შემთხვე- 
ვაში წერტილი თავისუფალი იქნებოდა. ხსენებულ ფუნქციონალურ დამოკი- 

დებულებას ბმის განტოლებას უწოდებენ. თუ მატერიალური წერტილი 

იძულებულია მოთავსებული იყოს ყოველთვის რაიმე ფართეულზე, რომლის 

განტოლებას აქვს სახე 

/ (თ. V, 2)=90. (19,1) 

მაშინ, ცხადია, ეს უკანასკნელი "ბმის განტოლება იქნება. 

განვიხილოთ შემდეგი მაგალითი: მოცემულია 1 სიგრძის ღერო, რომლის 

ერთი ბოლო გარკვეულ ი წერტილში სახსრითაა დამაგრებული, ხოლო. მეორე 
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ბოლოზე მოთავსებულია მატერიალური ” ნაწილაკი. ცხადია, 7! წერტილს 

შეუძლია მოძრაობა მხოლოდ (1 რადიუსიან სფერულ ზედაპირზე და, მაშასა- 

დამე, თუ კოორდინატთა 02 სისტემას ავიღებთ სათავით 0 წერტილში, 

მაშინ ბმის განტოლებას ექნება სახე 

უც? -L ე? -L 2? –- 11=0. 

ბმის (19,1) განტოლებაში დრო ცხადად არ მონაწილეობს. ბმას, რომ- 

ლის განტოლებაში დრო ცხადად არ მონაწილეობს, ეწოდება სტაციონა- 

რული ზმა. 

ბმას, რომლის განტოლებაშიც დრო ცხადად მონაწილეობს, ეწოდება 

არასტაციონარული ბმა. ამრიგად, არასტაციონარული ბმის განტო- 
ლებას აქვს სახე 

# (9 %V, #, 1)=90. (19,2) 

განვიხილოთ არასტაციონარული ბმის შემდეგი მაგალითი: ვთქვათ, ზემო- 

ხსენებული ღეროს /# ბოლო თი=(თ, ხს, 0) მუდმივი სიჩქარით მოძრაობს გარ- 

კვეულ 4 წრფეზე, ხოლო მეორე ბოლოზე მოთავსებულია 7/ (>, ), 2) მატე- 

რიალური ნაწილაკი. თუ ვიგულისხმებთ, რომ ხსე- 

ნებული წრფე 0ე:V2 სისტემის სათავეში გადის და 

1=0 მომენტში აღებული ღეროს 4 ბოლო წერ- 

ტილი 0 წერტილს ემთხვევა, მაშინ ბმის განტო- 

ლებას ექნება სახე1 (ნახ. 109) 

(ი –– თს)? -C (ყ –– ხს)? -L (C –– 2)“ –– 17=0. 

თუ დავუშვებთ, რომ ღეროს სიგრძე /. 

ერთეულით იცვლება დროის ერთეულში, მაში§ 

უკანასკნელი განტოლების ნაცვლად გვექნება ნახ. 109. 

(1– ი) -+ (V –– ხ1)? –L (2 –– 6,)? –– (1 –– 7(/ე)1=0. (19,3) 

კერძოდ, თუ ტბ ღერძი 0; ღერძს ემთხვევა, მაშინ უკანასკნელი განტოლება 

' მოგვცემს 

  

' 

(თ –– თხ) + ყV? + წ –- ( –– /:1)91= 0. 

წერტილი შეიძლება ერთდროულად ორ ბმას ემორჩილებოდეს. ასე, მაგა- 

ლითად, თუ წერტილი იძულებულია მოთავსებული იყოს რაიმე წირზე, მაშინ 

წერტილის კოორდინატები ამ? წირის განტოლებებს უნდა აკმაყოფილებდნენ 
და, მაშასადამე, ბმის განტოლებებს ექნება სახე 

#7 (>, V, #, ჯ)=90, (19,4) 

#2(თ, V. 2. I)=90. 

აქ წირი განხილული გვაქვს როგორც ორი ფართეულის თანაკვეთა. 

ზემოთ ჩვენ განვიხილეთ ისეთი შემთხვევები, როცა ბმის განტოლებაში 

სიჩქარის კომპონენტები არ მონაწილეობენ. ბმებს, რომელთა განტოლებაში 

სიჩქარის კომპონენტები არ მონაწილეობენ, პოლონომური ბმები ეწოდება. 

1 ვინაიდან წი პარალელურია 4 ღერძის, ამიტომ, ცხადია, 
_– 

04 = თი-.#§=(0M, ხს, CI). 
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ბმებს, რომელთა განტოლებაში სიჩქარის კომპონენტები მონაწილეობენ, 

არაპოლონომური ბმები ეწოდება. არაპოლონომური ბმის განტოლებას 
ექნება სახე 

# (9 ყ, 2, თს V, #', I()=9. (19.5) 

ზემოთ განხილულ შემთხვევებში ბმ. ტოლობით არის დახასიათებული, ასეთ · 

ბმას ორმხრივი (დამჭერი) ბმა ეწოდება. 

პოლონომური ბმა უშუალოდ შეზღუდვას ადებს მხოლოდ წერტილის 

კოორდინატებს, არაპოლონომური ბმა კი --– წერტილის კოორდინატებს და 

სიჩქარის კომპონენტებს. 

თუ ბმა უტოლობით არის დახასიათებული, მაშინ მას ცალმხრივი 

(არადამქერი) ბმა ეწოდება. ასე, მაგალითად, 

#(, 4“, იძ, კ) <-9 (19,6) 

უტოლობით დახასიათებული ბმა წარმოადგენს ცალმხრიე, ჰოლონომურ, არა- 
სტაციონარულ ზმას, 

მოვიყვანოთ ცალმხრივი ბმის მაგალითი. ვთქვათ, უჭიმადი იდეალური 

ძაფი (იხ. IV თავის § 13) ერთი ბოლოთი დამაგრებულია 0 წერტილში, 

ხოლო მის მეორე ბოლოზე მოთავსებულია მატერიალური I წერტილი. თუ 

კოორდინატთა სისტემის სათავედ მივიღებთ 0 წერტილს, მაშინ ბმა დახა-. 

სიათდება შემდეგი უტოლობით: 

უ? -L ყ + 2-ს დ. 0,, 

სადაც 1 არის ძაფის სიგრძე. ეს უტოლობა გვიჩვენებს რომ მატერიალური 

წერტილი 1 რადიუსიანი სფეროს გარეთ ვერ გამოვა, ის მოთავსებული იქნება 

ამ სფეროს შიგნით, ან ზედაპირზე. 

ჩვენ შემდეგში განვიხილავთ მხოლოდ პოლონომური, ორმხრივი ბმების 
შემთხვევას. არაპოლონომურ ბმებს განვიხილავთ წერტილთა სისტემის დინა- 

მიკაში. 

ვთქვათ, წერტილი მოძრაობს ფართეულზე, რომლის განტოლებას (19,1) 

ან (19,2) სახე აქვ. როგორც ვიცით (იხ. IV თავი, § 6, პრინციპი 3), აღე- 

ბული ბმის მექანიკური მოქმედება მატერიალურ წერტილზე ტოლფასია გარ- 

კვეული 77 ძალის, რომელსაც რეაქციის ძალა ეწოდება. ეს ძალა შეგვიძლია 

დავშალოთ ორ შესაკრებ ძალად 

1=X# -L 7, (019,7). 

სადაც X ემთხვევა ფართეულის ნორმალს აღებულ წერტილში, ხოლო #ჯ მო- 

თავსებულია ფართეულის მხებ სიბრტყეში. 

როგორც ვიცით (იხ. IV თავის § 11), 7” ძალას ეწოდება ხახუნის ძალა,. 

ხოლო M#-ს ნორმალური რეაქციის ძალა (წნევის ძალა). ჩვენ ვიტყვით, რომ · 

ფართეული (ზედაპირი) გლუვია, ანუბმა იდეალურია, თუ '# ძალა 

ფართეულის მართობია (ხახუნის ძალა #7 =0). | 
ნორმალური რეაქცია წარმოადგენს იმ ძალას, რომლითაც ბმა აწვება 

სხეულს, ხოლო ხახუნის ძალა წარმოიშვება მოძრავ სხეულთან ბმის (ზედაბი- · 

რის) ხახუნის შედეგად. თუ ზედაპირი ისეთია, რომ ხახუნს ადგილი არა აქეს,. 
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მაშინ 7 =0. საზოგადოდ, ხახუნის ძალა არის შედეგი ორი სხეულის ურთი- 

ერთქმედებისა, როცა ეს სხეულები ეხე?იან ერთმანეთს და ამასთან მოძრაობენ 

ერთიმეორის მიმართ, ხახუნის ძალა წარმოიშვება სხეულების შეხების წერ- 

ტილში, ის მოთავსებულია სხეულების ზედაპირთა თანახების საერთო სიბრ- 

ტყეში და მიმართულია ერთი სხეულის მეორის მიმართ ფარდობითი სიჩქარის 

საწინააღმდეგოდ. ორი სხეულის შეხებისას ხახუნი მაშინ წარმოიშვება, როცა 

შემხები ზედაპირები არ არიან აბსბოლუტურად გლუვი-–-ზედაპირები ხორკლია- 

ნია. ხახუნის ძალა წარმოადგენს იმ ძალას, რომელიც საჭიროა ხორკლიანო- 

ბის შედეგად წარმოშობილი შებმულობის დასაძლევად. მე-18 საუკუნეში კუ- 

ლონმა ცდებით დაადასტურა, რომ ხახუნის ძალა მოთავსებულია სხეულების 
თანახების სიბრტყეში, ის მიმართულია ერთი სხეულის მეორის მიმართ ფარ- 

დობითი სიჩქარის საწინააღმდეგოდ და მისი სიდიდე პროპორციულია ნორ- 

მალური რეაქციის ძალის სიდიდისა: 

|27I=XIXI, (19,8). _ 
სადაც # არის პროპორციულობის კოეფიციენტი, რომელსაც ხახუნის კოე- 

ფიციენტს უწოდებენ (იხ. 1V თავის § 11). 

§ 20. ნამდვილი და შესაძლო. გადაადგილებები 

ვთქვათ, მატერიალური წერტილი ემორჩილება ბმას, რომლის განტო- 
ლებასაც აქვს სახე 

7(C, ყ, 2, I)=9 (20,1) 

და ვთქვათ, აღებულ # · მომენტში წერტილის მდებარეობა დახასიათებულია 

#=(დთ, V, 2). რადიუს-ვექტორით. უსასრულოდ მცირე თ! დროში რადიუს- 

ვექტორის ნაზრდი აღვნიშნოთ 0ძ;=(ძი, ძყ, 02)-ით. ი, დროში შესრულებულ 
ძ- გადაადგილებას რომელიც თავსებადია ბმასთან, ეწოდება წერტილის 
ნამდვილი გადაადგილება. ნამდვილი გადაადგილების კომპონენტები, 

(20,1) ტოლობის ძალით, შემდეგ განტოლებას აკმაყოფილებენ: 

#(+ძი, ყ-+-ძყ. 2-- ძა. ჯ|-++ ძ()=90. (20.2) 

თუ (20,2) ტოლობის მარცხენა მხარეში მდებარე ფუნქციას გავშლით 
ტეილორის მწკრივად, უკუვაგდებთ მეორე და უფრო მაღალი რიგის უსასრუ- 

ლოდ მცირე სიდიდეებს და გავითვალისწინებთ (20,1) ტოლობას, მივიღებთ 

იი ფიგ +: IL 9 + ძ(=0. (20,3) 

ხადია, ეს პირობა ასე ჩაიწერება: ცხად ე ე ეოე 

(ძ». ლიძ/) + “> “I 4-0, (20,3პ: 

სადაც ყფIL8ძ # აღებულია », V, # – მიმართ, ე. 0, 

მ/ ს მ/V წომშ /= (+. ში ს



ამრიგად, ნამდვილი გადაადგილების კომპონენტები აკმაყოფილებენ (20,3) 

პირობას. 

თუ ბმა სტაციონარულია, მაშინ 57-90 და (20,3) მოგვცემს 

+ -ძიL"X- –ძყ+" ძ;=0. (20,4) 

დავტოვოთ ალა უცვლელად და განვიხილოთ # რადიუს-ვექტორის 
უსასრულოდ მცირე ნაზრდი „6 7-=(მეე, ბყ, 67) რომელიც თავსებადია ბმის 

განტოლებასთან თავიდან აღებული ჯ-სათვის, ე. ი. 

' #(,+მ8», ყ +ნყ, # -L+ 82, |)=90. (20,5) 

ასეთ გადაადგილებას ეწოდება შესაძლო გადაადგილება. 

შესაძლო გადაადგილება არ არის დაკავშირებული ნამდვილ მოძრაო- 

"ბასთან, რადგან დროის ცვლილების გარეშე გადაადგილება არ მოხდება, მაგ- 

რამ, როგორც ქვემოთ ვნახავთ, ამ ცნების შემოღებას დიდი მნიშვნელობა 

აქვს მოძრაობის დასახასიათებლად , 

სავსებით ისე, როგორც (20,2) ტოლობიდან მიღებული იყო (20,3) ტო- 

ლობა, (20,5) ტოლობიდან უდი · 

-მ+ გ. 0ხა+ –-–-ბყ+ -9/. ბგ =0. (20,6) 
ძუ; ძ2 

ამრიგად, შესაძლო გადაადგილების კომპონენტები აკმაყოფილებენ (20,6) პი- 

რობას. ეს პირობა, ცხადია, ასე შეიძლება ჩავწეროთ:. 

- (6/-. თL8ძ /) =0. (29,6) 

(20.4) და (20,6) ტოლობების შედარება გვარწმუნებს, რომ როცა ბმა სტა- 

ციონარულია, მაშინ მატერიალური წერტილის ნამდვილი გადაადგილება 

დაემთხვევა ერთ-ერთ შესაძლო გადაადგილებას. როგორც ადვილი მისახვედ-. 

“რია, ამ გარემოებას ადგილი არ ექნება არასტაციონარული ბმისათვის. 

(20,3) ტოლობის ძალით, (20,1) განტოლებით მოცემული ბმა 9ს=(7)3, #') 
სიჩქარეს ადებს შემდეგ შეზღუდვას: 

ძ/ ,, ძ/ ,, მ/ ,, ძ/ –” – –“ 2 –“--=0, (29.7) 01 ე 1 შოვი 
თუ ბმა სტაციონარულია, მაშინ გვექნება 

მ, „| 9I / + 09# 0, (20,8) 
მე; მყ მგ 

ეს პირობები, ცხადია, ასე შეიძლება ჩავწეროთ: 

(7-2 /)+ %X-=0, 00.7) · | , 
( >. 9:80 /)=0. (20,8–



(20,7) ტოლობის გაწარმოებით მივიღებთ იმ პირობას, რომელსაც ბმა ადებს 
აჩქარებას. ამ პირობას, ცხადია, შემდეგი სახე ექნება: 

მძ/ ,„, მ/ „, მ/ 
““ +“– _– 

იასა 
სადაც დ არის ჯ(, დ, ყV. 2, >, V, 2? სიდიდეებზე დამოკიდებული სავსებით- 

გარკვეული ფუნქცია. ეს პირობა ასე შეიძლება ჩავწეროთ: 

(+ · ყI80 /)–+ დ(I, თ, წ, 2, =>", V, #)=0. (20,10). 

2 -Lდ(ჯ, თ, /, 2, >, Vყს #)=0, (20,9). 

§ 21. მატერიალური წერტილის მოძრაობა ფართეულჭე 

ვთქვათ, მატერიალური 1/ წერტილი იძულებულია იმოძრაოს ფარ 

თეულზე, რომლის განტოლებას აქვს სახე 

#V, V, #. ჯ)=90. (21,1) 

ვიგულისხმოთ, რომ ფართეული გლუვია (ბმა იდეალურია) და აღვნიშნოთ 

#-ით ნორმალური რეაქციის ძალა. ვინაიდან ყL2ძ / არის (21,1) ფართეუ- 

ლის ნორმალის პარალელური (იხ. § 7) და, მაშასადამე, X || ყხეძ /, ამიტომ 

გვექნება. _. 
X# =7#ფ100 /, (21,2) 

სადაც #» პროპორციულობის კოეფიციენტია, რომელიც ფართეულის წერტი- 

ლისა და დროის საძიებელ ფუნქციას წარმოადგენს. 

' IV თავის § 6-ში მოყვანილი მესამე არინციპის ძალით, განსახილველ 
შეზმთხვევაშე წერტილის მოძრაობის განტოლებას ექნება სახე 

– »L20 = V'-L 1ყX8ძ /, (21,3) 

სადაც » არის წერტილის მასა, L –- უშუალოდ მოქმედი ძალა. თუ აზ გან- 

ტოლებას კოორდინატთა ღერძებზე დავაგეგმილებთ, მივიღებთ 

2 

ძთ “> LI ჯ 9#-, 
თ, 2; 

ძ?ყ მ/ · 
- წ -= 7 –2-, 21.4) V ქ! „L მ,” ( 

თ'2 ძ/ 
– =X.,+).-“-., 

” ე + მ2 

(21,1) და (21,4) წარმოადგენენ 4 განტოლებისაგან შემდგარ სისტემას, საი- 

დანაც მოიძებნებიან ჯ, ყ, ,, » სიდიდეები, როგორც დროის დ გნჟციები. 

ცხადია, თუ X»# მოძებნილია, მაშინ, (21,2) ტოლობის ძალით, ცნობილი იქნება 
რეაქციის ძალაც. ! 

ცოცხალი ძალის კანონი (იხ. § 6), განსახილველ შემთხვევაში, მოგეცემს 

ძ -=M6) თ» )-- X(CL9ძ / .ძ»). (21,5)- 
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ვინაიდან 

(თივ860 / . ქე) > -9# ძთ-+ 9/. ძV+ -/, თი, 
ძჯ ძM 02 

ამიტომ, (20,3) ტოლობის ძალით, გვექნება 

თI2ძ # · დ1')ლ – –- ძL. (ფაიძ #.ი') მ; 

თუ ამ მნიშვნელობას (21,5) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

  

ვ _._ მ/ 

კ მს (7. ძი) X-97- ქ. 21,6 ი 2 (XI . ი”) 7 თ! C ა) 

მაშინ 2# ნასკნ ბა მოგვცემს თუ ბმა სტაციონარულია, მაში 0 და უკანასკნელი ტოლობა მოგვცე 

L_ „გ. – 

ი“ =(”.0X). (21,7) 

ამრიგად, თუ ბმა სტაციონარულია, მაშინ ცოცხალი ძალის 

კანონს არათავისუფალი მატერიალური წერტილისათვის 
ისეთივე სახე აქვს, როგორიც თავისუფალი მატერიალური 
წერტილისათვის, - 

განვიხილოთ ახლა რაიმე ფართეულზე მოძრავი წერტილის ტრაექტო- 

„რიის ელემენტი თი' (ნახ. 110) და გავავლოთ აღებულ წერტილზე ტრაექტო- 
რიის მხები, ტრაექტორეის მთავარი ნორმალი და ფარ- 

თეულის ნორმალი. მათს მგეზავები შესაბამად იყოს 

9, 5, #9, ფართეულზე მოთავსებულ წირს, რომლის 
ყოველ წერტილხე გავლებული მთავარი ნორმალი 

ემთხვევა ფართეულის.: ნორმალს, „ეწოდება გეოდე- 

ზიური წირი. აღვნიშნოთ %თი კუთხე MC. და #9 

ვექტორებს შორის. ცხადია, ტრაექტორია აღებულ 

წერტილზე დაემთხვევა ამ წერტილზე გამავალ ფარ- 
თეულის გეოდეზიურ წირს, თუ 3:=0. : 

29 და წას ვექტორებზე გამავალი სიბრტყე მოგვცემს 

- ფართეულზე ნორმალურ კეეთას, რომლის ბინორმალის 

-მგეზავიც იყოს _ ჯ9. ცხადია, »9 მოთავსებულია ფართეულის მხებ სიბრტყეზე 

ა მართობია ჯ9-იის «9, »9ი და »ჯ ურთიერთმართობია, "მათი გეზები ასე 

დ ოთ: 292 მოვგეზოთ ტრაექტორიაზე წერტილის მოძრაობის მიმართუ- 

“79--ფართეულის შიგა ნორმალის მიმართულებით, ხოლო წი ისე 

რომ 2, XXX? და „9 ვექტორებმა მარცხენა სისტემა შეადგინონ. 
ჩქარებას დავშლით მხებ და ნორმალურ აჩქარებებად, მივიღებთ 

– 3 _. _- -_. (დ =+2 2) X+7 

თ 0 

  

ნახ. 110. 

შევარჩი 
ლებით, 

თუ ა 

სადაც ნ აღებულ წერტილში ტრაექტორიის სიმრუდის რადიუსს აღნიშნავს. 
„სა 
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თუ ამ ტოლობას დავაგეგმილებთ ტრაექტორიის მხებზე, ფართეულის 

სორმალზე და ნორმალური კვეთის ბინორმალზე, მივიღებთ 

ა 00 = I. 

თ 

მმ)“ 
  00§ ა= XV -L XV, 

თუმ?   §)0V= XV. 
ზ 

ამ განტოლებებს წერტილის ფართეულზე მოძრაობის ბუნ ებრივი განტო- 
ლებები ეწოდება. 

განვიხილოთ წერტილის ინერციით მოძრაობა ფართეულზე (#=0. ამ 
შემთხვევაში, უკანასკნელი განტოლებები მოგვცემს 

მს ––-=0, 

  605 +=VXV, 

ჩ 
· 

აუ“ · 
–---- 810 9+=20, 

0 

საიდანაც თ=00»ი5,, #=0. ამრიგად, თუ ფართეულზე მოძრავ წერტილზე 

უზუალოდ მოქმედი ძალა ნულის ტოლია, მაშინ წერტილი იმოძრავებს გეო- 
დეზიურ წირზე მუდმივი სკალარული სიჩქარით და, მაშასადამე, ფართეულზე 
მდებარე გეოდეზიური წირი შეიძლება განვიხილოთ, როგორც ფართეულზე 

ინერციით მოძრავი მატერიალური წერტილის ტრაექტორია, 

§ 22. მატერიალური წერტილის წირჭე მოძრაობის 
განტო.ლებები. ცოცხალი ძალის კანონი 

ვთქვათ, მატერიალური წერტილი მოძრაობს წირზე, რომლის განტო- 
ლებებსაც აქვს სახე 

7) (თ, #, , L)=0, ' 
X#5(2%, ყ, #, |)=9. 

აქ წირი განხილულია როგორც ორი ფართეულის თანაკვეთა. ვიგულისხმოთ, 
რომ ის ფართეულები გლუვია (ბმები იდეალურია), 

ცხადია, მატერიალური წერტილის მოძრაობის განტოლებას ექნება სახე 

(22,1) 

ი» IM = + 1. (22,2) 

სადაც 7: აღებული წირის რეაქციის ძალაა. შეიძლება დავწეროთ 

#7 = X·+X,, (22,3) 
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სადაც M#, და # ზემოხსენებული ფართეულების შესაბამი რეაქციის ძალე- 

ბია. მაგრამ, ვინაიდან ხსენებული ფართეულები გლუვია, ამიტომ გვექნება 

(იხ. (21,2) ფორმულა) 

დ =X, ფIმCX /,, (22,4) 
=7ე §IL9C /ე, 

2, Xე საძიებელი აე... 
(22,3) და (22,4) ფორმულების ძალით, (22,2) განტოლება ასე შეიძლება 

გადავწეროთ: 

     

VL20 = I + X წ00 /, + X ყიმძ /ა. (22.5) 
თუ ამ ტოლობას კოორდინატთა ღერძებზე დავაგეგმილებთ, მივიღებთ 

ა (თ 2) 0/ 
> 21 + ? --2, 

რელიტბბი ' ძთ 

„7 =XV,-+4 .% -C ვ –“ 2, (22,6) 
VI 2 წე 

42 ძ ++ , 90 ე,5#         

ამ განტოლებებს უნდა დავუმატოთ აგრეთვე ბმის (22,1) განტოლებები. (22,1) 
და (22,6) განტოლებები წარმოადგენენ 5 განტოლებისაგან შემდგარ სისტემას, 

საიდანაც მოიძებნებიან ჟ, ყ, 2, », #, სიდიდეები როგორც დროის ფუნქ- 
ციები. 

(22,1)) ტოლობების ძალით, ნამდვილი გადაადგილების კომპონენტები 

შემდეგ პირობებს უნდა აკმაკოფილებდნენ (იხ.. (20,3) ფორმულა): 

ად მ. კე) 90 ,L მ/. »-0, 
ძჯ ძV 2 მჯ 227) 

22.7). 
9 ძ:+ 9. ძყ–- მ. ძ.L9/. ძიL=0,. 
მე; 0 მ#2 ძL 

ხოლო შესაძლო გადაადგილებების კომპონენტები-–შემდეგ პირობებს: 

მჯ მV 

მ/ე > ე მ/. 5 # ბგ=0 =72 –.2 8ყ/-L- --“+ 82=0. მთდ-+ მყ V+ მგ 

(22,8) 

-მთ 

განსახილველ შემთხვევაში, ცხადია, ცოცხალი ძალის კანონი მოგვცემს 

  

კ ში (I. ი)4-(დოძ /ს · 97) 4+-X(წი%6/, - ძი). _ (22.9) 
ვინაიდან 

V. 
(თიმძ /#, . #7)=-+ ძი +537. თ) ძყ+-- “1 მე, 
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ამიტომ, (22,7)-ის პირველი ტოლობის ძალით, გვექნება 

თხე( /, . ძი») --იV 

ანალოგიურად მივიღებთ 

(ფ.მშ /,. ქ,)=- 9 ძხ. 

თუ ამ მნიშვნელობებს (22,9) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

   

  

იშ _ უთ ეთ მ/ 1. 9/4 
=(X.ძ/.)– სა- +V-– : –_ 2“ <(X.ძ7) 2 მ, 9. (22,10) 

0/) _ მ/, თუ ბშები სტაციონარულია, მაშინ ი 0 და უკანასკნელი ტოლობა 
L 

მოგეცემს 
–_- 

ძ--=(0X.C). 

ამრიგად,: თუ ბმები სტაციონარულია მაშინ, ცოცხალი 
ძალის კანონს წირზე მოძრავი არათავისუფალი წერტილი- 

სათვის ისეთივე სახე აქვს, როგორიც თავისუფალი მატე- 

რიალური წერტილისათვის. 

§ 23. არათავისუფალი მატეტიალუ#4ი წერტილის 
წონასწორობის პირობები 

ვიგულისხმოთ ჯერჯერობით, რომ მატერიალური წერტილი ემორჩილება 

ერთ იდეალურ ბმას, რომლის განტოლებასაც აქვს სახე 

# (თ. ყ, #2, 1) =9. (23,1) 

როგორც ვიცით, ამ შემთხვევაში შესაძლო გადაადგილების კომპონენტები 
აკმაყოფილებენ პირობას (იხ. (22,6) ტოლობა) 

-მ/ გგ, მ/ გ, 9 გ,=0. (23,2) 
დ მყ ძ2 , 

(21,3) განტოლების ძალით, განსახილველ შემთხვევაზი წერტილის წონა- 

სწორობის აუცილებელ და საკმარის პირობას ექნება სახე (იხ. IV თავის § 6, 

პრინციპი 3) 

#+ XC-გ8 # =0. 

თუ ამ ტოლობას დავაგეგზილებთ კოორდინატთა ღერძებზე, მივიღებთ 

1. +X-> 22 =0, #»,+1 4-0, I, +2 LM =0. (ა,3) 
იყ 

(23,1) და (23,3). აანტოლ. ბებიდან განისაზღერება თ, ყ), 2. » სიდიდეები, ე“ ი. 

განისაზღვრება წერტილის წონასწორობის მდებ.რეობა და რეაეჟქციის Cალა!. 

    

1 თუ 2 ცნობილია, მაშინ (21,2) ტოლობის ძალით, რე: აციის ძალ:ც ცნობილი იქნება. 

17. ნ, ვეკუა «57



გამოვარკვიოთ რა პირობას უნდა აკმაყოფილებდეს უშუალოდ მოქმედი 
ძალა, რომ ადგილი პქონდეს წონასწორობას. 

გავამრავლოთ (23,3) სისტემის პირველი ტოლობა ზე;-ზე. მეორე §/-ზე, 

მესამე 2--ზე და შევკრიბოთ. (23,2) ტოლობის ძალით, მივიღებთ 

L.ბა:-L Iს 8ყ + 9, მ86=(# . 67:)=0. (23,4) 
უკანასკნელი ტოლობა, (ცხადია, წონასწორობ(ს აუცილებელ პირობ:ს წარმო- 
ადგენს. დავამტკიცოთ, რომ ეს პირობა საკმარისიცაა წონასწორობისათეის. 

(23,2) ტოლობის ძალით, ცხადია, გვექნება 

#7. (ლL2ძ / .87;)=0, – 

სადაც # განუსაზღვრელი მამრავლია. თუ ამ უკანასკნელს შევკრებთ (23,4) 
ტოლობასთან, მივიღებთ 

((ჯX -L Xყიმძ /) . 6/-)=0, 
ანუ 

( IL +412 3) ბი“ ( >”, L2 IV + ( + 5” I-ი. ღ3,5) 

ვინაიდან მჯ;, ნყ, 672 შესაძლო გადაადგილების კომპონენტები (23,2) პირობას 
აკმაყოფილებენ, ამიტომ მათ შორის დამოუკიდებელია მხოლოდ ორი, მაგა- 
ლითად, 86»; და 6ყ. შევარჩიოთ 7. ისე, რომ (23,5) ტოლობაში მგ-ის კოეფი- 
ციენტი ტოლი იყოს ნულის): 

#,-LI 9-0, (23,6) 
მ” : 

მაშინ (23,5) ტოლობა მოგვცემს : 

(+159 )+( +++ 9 ) 2,0. 

მაგრამ, ვინაიდან 8; და ა, დამოუკიდებელნი არიან ამიტომ უკანასკნელი 
ტოლობიდან ვღებულობთ 

I. +144 0, #, +2. “#-0. .(23,7) 
ე: მყ 

(23,6) და (23,7) პირობების (23,3) ტოლობებთან შედარება გვარწმუნებს 
ნათქვამის სამართლიანობაში. 

ამრიგად, როცა მატერიალური წერტილი ემორჩილება (21,1) სახის 
იდეალურ ბმას, მაშინ ადგილი აქვს შემდეგ დებულებას: 

დებულება, აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმისა, 

რომ მატერიალური წერტილი იყოს წონასწორობაში, იმაში 

მდგომარეობს, რომ მასზე უშუალოდ მოქმედი (აქტიური) 

1 ჩვენ ვგულისხმობთ, როომ (23,1)) განტოლება ამოხსნადია ჟ-ის მიმართ და მაშასადამე, 

ი 
“ განსწპვავებულია ნულისაგ:5, რის გამოც # შეიძლება ისე შევარბიოთ, რომ ადგილი ჰქ:ონ- 

დეს (23 6) ტოლობას, 
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ძალის მიერ შესრულებული მუშაობა ყოველ შესაძლო გადა- 
ადგილებაზე ტოლი იყოს ნულის, 

ეს დებულება ზესაძლო გადაადგილების პრინციბის სახელწოდებით არის 
ცნობილი, 

ვთქვათ, მარერიალური წერტილი იძულებულია იმოძრაოს წირზე, ე, 0, 
ემორჩილება (22,1) სახის ბმეCს. (22,5) განტოლების ძალით, წერტილის წო- 

ნასწორობის აუცილებელი და საკმარისი პირობა იქნება 

I +2) ფ)'მ0 /1 + 2 100 /ე=0, (23,8) 
ანუ 

· მ/ 09 _ 
+ + -+M 0, 

+ მთ + ძო. 

პ/ Lე +121, 9/. +1,9ჩ 0, „ ხს შე +274 მ (23,9) 

L+X მჩ. | ),9/ _ 
ძ2 ძ2 

(22,)) და (23.99 ტოლობებიდან განისაზღვრება ჯ;, #, #. #ც X, სიდიდეები, 
ე, 9. განისაზღვრება წერტილის წონასწორობის მდებარეობა და რეაქციის 
ძალა. 

განვიხილოთ ნებისმიერი 27 =(87ჟ, ზყ/, 820) შესაძლო გადაადგილება და 
გავამრავლოთ (23,მ) სისტემის პირველი განტოლება 8ჯ»-ზე, მეორე მყ-ზე, 

მესამე 62-ზე და შევკრიბოთ; (22,8) ტოლობების ძალით, მივიღებთ 

1. ნი -+L X,მყ1+-7,22=(# . 8; ) =0. (23,10) 
ამრიგად, უკანასკნელი ტოლობა წარმოადგენს წონასწორობის აუ”/ილებელ 
პირობას. შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ის საკმარისიცაა წონასწორობისათვის. 

“მართლაც, (22,8) პირობების ძალით, ცხადია, გვექნება 

X (ფI80 /,.81)+X (ფამ06 /,. 67 )=0. 

თუ” ამ უკანასკნელს შევკრებთ (23,10) ტოლობასთან, მივიღებთ 

(CL +2 ყ-მძ /, + X ყI80 /,).27) =0, 
რომელიც ასე შეიძლება ათ ძეშით 

––_. 
! + რა მჩ 1). 4», დვ3,11) 

მი მჯ · 

ზე, 6), 02 სიდიდეები აკმაყოდილებენ (22,8) პირობებს: ჩვენ ვგგულისხმობთ, 
რომ (22,8) სისტემიდან შესაქლო გადაადგილების ორი კომპონენტი ამოიხსნება 
და გამოისახება მესამის საშუალეაით და, მაშასადამე, 2ჯ, 6ყ, 02 სიდიდეებიდან 

მხოლოდ ერთი არის დამოუკიდებელი. გთქვათ, ბე; არის დამოუკიდებელი, ხოლო 

6ყ და 6ჟ გამოისახება 6;-ის საზუალებით,. ზევარჩიოთ #, და #, სიდიდექენი ისე, რომ 
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(23,11) ტოლობაში #ყ და 8გ სიდიდეების კოეფიციენტები ტოლი იყოს ნულის!. 
მაშინ დაგვრჩება ისეთი წევრი, რომეღიც 6ჯჟ კომბონე5ტს შეიცავს, ამასთან 

სდ ნებისმიერია და, ?აზასადაზე, მისი კოეთიციენტიც წული «ნდა იყოს. 

ამრიგად, (23,111) ტოლობიდან ზაიღება (23,9) ტოლოზები და ამით ნ>-თქვაზის 

სამართლიანოაა დამტკიცებულია. 
ამრიგად, განსახილველ შემთხვევაშიც ადგილი აქვს ზემოთ მოყვანილ 

დებულებას. 
ზემოთ ჩვენ მივიღეთ წონასწორობის პირობები მხოლოდ დამქერი ბმების 

შემთხეევაში. ანალოგი,,რად შეიძლება მივიღოთ წონასწორობის «ირობები 

არადამჭერი ბმების ზემთხვევაშიც (იხ. # 20 და # 21 ამოცანები). 

§ 24. მათემატიკური საძანი 

ვთქვათ, მატერიალური წერტილი, რომელზედაც მოკმედღებს მხოლოდ 
სიმძიმის ძალა, იიულებულია იმო”რაოს ვერტიკალურ წრეწირზე. ასეთ მატე- 

რიალურ წერტიღს მათემატიკური საქანი ეწოდება. ამრიგად, მათემატიკური 

საქანი წარმოადგენს მატერიალურ წერტილს, 
რომელიც ვერტიკალურ წრეწირზე მოძრაობს 

სიმძიმის ძალის გავლენით. ავიჯოთ კოორ- 

დინატთა სისტემის სათავე ხსენებული წრე- 

წირის ცენტრში და 0ჯ ღერძი მივმართოთ 

ვერტიკალზე ისე, რომ ის მოგეზული იყოს 

დედაზიწის ცენტრისაკენ ·'/(ნახ, 111). წრის 

რადიუსი, რომელსაც საქანის სიგრძე ეწო- 

დება, აღვნიშნოთ 1-ით. წრეწირზე ბრუნვის 

დადებით მიმართულებად მივიღოთ ის მიმარ- 

თულება, რომელიც ხსენებულ | რადიუსიან 

წრეს მარცხნივ ტოვებს, წრეწირის მხები 

ნახ. 111. მოვგეზოთ ბრუნვის დადებითი მიმართულე- 

ბით. აღვნიშნოთ კუთხე 071 ვექტორსა და 

02 ღერძს შორის დ-თი. დ კუთხეს ვანიჭებთ დადებით ნიშანს, როცა #/ წერ- 
ტილი იმყოფება 02-ის მარჯვნივ, წინააღმდეგ შემთხვევაში კი- უარყოფით 

ნიშანს. : 

მატერიალური წერტილის მოძრაობის განტოლებას, ცხადია, ექნება სახე 

ML40= ს -L M. (24,1) 

სადა ჯX არის სიმძიმის ძალა, ხოლო XV წრ წირის რეაქციის ძალა (ძაფის დაც ლ ლ ე ებეც ლა (იაფ 
დაჭიმულობის ძალა), რომელიც 0 ცენტრასაკენ არის მიმართული. თუ ამ 

ტოლობას დავაგეგმილებო ტრაექტორიის მხებზე და ნორმალზე, მივიღებთ 

  

  

1.1, და # სიდიდეების ასე შერჩევა წესაძლებელია, რადგან ეგულისხმობთ, რომ (22,1) 
სისტემა ანოხსნადია #V, ჯ ცგლილების ნიწართ და, მაზასადაბგე, მეორე რიგის ფუნეციონალური 

დეტეომინანტი 

(#7) 
#2 (ყ, 2) 

განსხვავებულია ნულისაგან, , : 
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” ძა – #ე 510 დ 
თ , (24,2) 

თ? _ )I/ყ 005 დ –- » 
1 იბ ლი (24,3) 
  

2 წერტილის რკალური აბსცისის ათვლის წერტილად მივიღოთ ის 

წერტილი, რომელზედაც 07 ღერძი ზემოხსენებულ წრეწირს გადაკვეთს. ვ§ რკა- 

ლურ აბსცისს ვანიჭებთ დადებით ნიშანს, თუ წერტილი 07 ღერძის მარჯვ- 

ნივაა მოთავსებული, წინააღმდეგ შემთხვევაში კი–- უარყოფით ნიჯანს. ვინაი- 

ან §=/ ა, მაშასადამ „-2 ამიტომ (24.2) როლობა მო მს დ ი დ დაძე, ი ტ ,2 ტოლ გვცე 

მ 

01 -L -9 §კი დ=0. (24,4) 

თუ ამ განტოლებიდან დ ს მოძებნილია, მაშინ „7 და (24,3) ტოლო- 

ბიდან განისაზღვრება რეაქციის ძალა, 
(24,4) მეორე რიგის არაწრფივ დიფერენციალურ განტოლებას წარმო- 

ადგენს, რომლის ამოხსნის სასრული სახით წარმოდგენა არ შეიძლება, 

განვიხილოთ მათემატიკური საქანის მცირე რხევა, ე. ი. ის შემთხვევა, 

როცა დ უსასრულოდ მცირეა. ამ %ემთხვევაში §5I0 ჯ2>2« და (24,4) ტოლობა 
მოგვცემს 

99 _ 9 
ძი. 1 

'რომლის ზოგად ამოხსნასაც აქვს სახე 

დ-იათ(// --I+ 3) 

"სადაც თ და § ნებისმიერი მუდმივებია, რომელნიც საწყისი პირობებით განი- 
საზღვრებიან. ამრიგად, მათემატიკური საქანის მცირე რხევას აარმონიული 

რხევის ხასიათი აქვს. რხევის პერიოდი, ცხადია, გალოითვღება ფორმულით 

ჩ7=97 +. (4,6) 

შევისწავლოთ მათემატიკური საქანის ნებისმიერი მოძრაობა და გამოვი- 

'თვალოთ რხევის პერიოდი ამ შემთხეევისათვის. 

ვინაიდან განსახილველ შემთხეევაში ბმა სტაციონარულია, ამიტომ, წინა 

პარაგრაფში მოყვანილი დებულების ძალით, ცოცხალი ძალის კანონი მოგვცენს 

ღ= (24,5) 

(11) 
ძ   =4910/(C2, 

საიდანაც , 

ა = იიი. +” (24,7) 

ამასთან # ნებისმიერი მუდმივია. განვსახღვროთ ეს მუდმივი. აღვნიშნოთ 

დე-ით მათემატიკური საქანის მაქსიმალური გადახრის კუთხე (ნახ. 111). ცხა· 
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დია, რომ, როცა დ=დკ, მაშინ »=0, #=/,, სადაც ჟა: არის მოძრაობის დადე- 
ბითი მიმართულებით მაქსიმალური გადახრის შესაბაპი კოორდინატი 072 

ღერძზე ამ პირობების ძალით, (247) ტოლობიდან ვღებულობთ, რომ 

#=–ეი. თუ ამ ზნიზვნელობერს (24,7) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

ა3=2ქ (2 –– ჩე). (24,8) 

ცხადია, გვექნება (ნახ. 111) 

6=1005C, ი#ა= 1005 %ე. 

თუ ამ მნიშვნელობებს (24,8) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

ს?= 2ე1(005 დ –– 005 და). (24,8)– 

შევისწავლოთ საქანის რხევა 07 ღერძის მარცხნივ მაქსიმალური გადახრიდან 

მარჯენივ მაქსიმალურ გადახრამდე. ცხადია, ამ ნოძრაობისათვის წ » 0. მოძ- 

რაობის მეორე ნახევრისათვის (02 ღე“იძის მარჯვნივ მაქსიმალურ გადახრიდან 

მარცხნივ მაჟსიმაღ ურ გადასრაზდე) ს:-სებით ანაღოგი,რი სურათი გეექნება. 

(24,8') ტოლობიდან მოCრაობის ზემოაღნიშნუ ლი პირეელი · ნახეერისათვის 

გვეგნება 1 
ს=I/ 20, V/ 005 დ– 008ჯე. 

მაგრამ, ვინაიდან 8=1 27, Cლ095§დ=1––2 §1I)2 8 005 დე=1–-2 51)? -- |). ამი· 

ტომ, უკანასკნელი ტოლობიდან ადვილად მივიღებთ 

ი» “ი. 
_ 46 =2 / +. 

” 510" –=- –– §II” -- ' 

· თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

#= 510 5, 810 2 > #7: 510 თ, (24,9) 

მაშინ უკანასკნელი ტოლობა ასე გადაიწერება: 

ით 
_”"" ”"””'"'“ _9#. 

I/ 1–" §|ი:C 1.20 
საიდანაც, ინტეგრებით, ვღებულობთ 

რ –_–_ 
თთ 
რ? ==. 9. 24,10 

II C=> IV ს '+თ ( ) 

ამასთან წ ნებისმიერი მუდმივია. მივიღოთ ჯ=0 საწყის მომე5ტად ის მომენტი, 

როცა საქანს . კ„ერტიკალური , მდებარეობა! უკავია. ამ მომენტში, ცხადია, 

დ=0 და, მაშასადამე, (24,9)ის მეორე ტოლობის ძალით, თ=90. ამიტომ, 

ცხადია, C=0 და (24,10) მოგვცემს 

  

1 მოძრაობის მეორე ნახევრისათვის, ცხადია, გვეჟნება 

9=–V/ 2ე! I/ ა08 დ –– 005 დე. 
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(–=%-- «> _ = »C-. #. (24,11) 

უჯ MI 1–-/7რ81სშთ ( 

მათემატიკური საქანის მოძრაობა სავსებით დახასიათებულია (24,11) ტოლო- 

ბაში შემავალი ელიფსური ინტეგრალით. ეს ინტეგრალი შეიძლება გამოვ- 

თვალოთ მიახლოებით, ნებისმიერი სიზუსტით და, მაშასადამე, « შეიძლება 

განვსახღვროთ, ნებისმიერი სიზუსტით, როგორც 1-ს ფუნქცია. მაგრამ, თუ 

თ ცნობილია, მაშინ ცნობილია დ კუთხეც და, მაშასადამე, მათემატიკური 

საქანის მოძრაობაც განსაზღვრული იქნება, ამასთან რეაქციის ძალა მოინახება 

(24,3) ტოლობიდან. 

როგორც ადვილი მისახვედრია, როცა '=+., მაშინ დ=დე და (24,9) 

ტოლობების ძალით, C=->-. ამიტომ, (24,11) ტოლობა მოგვცემს 

ე
ი
.
 

სა
 

ძX»X _ “ეი ” 

| 1= #9 510? თ IV ++” 
საიდანაც 

  

11 « _ (24.12) 
ი V ლავ. §1II)” თ. 

თუ ინტეგრალქვეშა ფუნქციას მწკრივად გავშლით: 

; 1 

M 1=# 5)0+C · 
და გამოვიყენებთ ცნობილ ფორმულას: 

  

1 1.3 · 
1 + –7?89I)თ ქ 910ბCთ-L ... + 5 + 2-2 + 

· 3...(21-–-1) X 
-- 

I 8102". თძთ = + –-, 
მ 2.4... 2) 2 

მივიღებთ 

=> 
“2 

(ო 211 (>) ”+(5>) ·X– 1 
თუ ამ მნიშვნელობას (24,12) ტოლობაში შევიტანთ და გავითვალისწინებთ, 

რომ #=810ხ 20, ადვალად მივიღებთ 

„ა _-.. 
  

>) §1ებ 2 + 8. (24,13) 
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უკანასკნელი ტოლობა გვიჩვენებს, რომ მათემატიკური საქანის რხევის პერიო- 
დი დამოკიდებულია საწყის თე გადახრაზე და, მაშასადამე, მათემარიკური 

საქანის რხევას ტავტოხრონობის თვისება არა აქვს (იხ. § 10-ის დასასრული). 

§ 25, ციკლოიდური საძანი 

განვიხილოთ მატერიალური #» წერტილის არათავისუფალი მოძრაობა 

ციკლოიდზე სიმძიმის იალის გავლენით. აღებული ციკლოიდის წარმომქმნელი 

წრის რადიუსი აღვნიშნოთ ც«-თი. 027 ღერძი მ,ვმართოთ ვერტიკალურად და 

მოვგეზოთ ქვევიდან ზევით (სიმძიმის ძალის საწინააღმდეგო მიმართულებით). 

აღვნიშნოთ 7ჯ წერტილის რკალური აბსცისა §-ით1 (01#=9 (ნარ. 112). 

როგორც ანალიზური გეომეტრიის კურსიდან ცნობილია, 

ვზ%=8ყცე. (25,1) 

რადგან ბმა სტაციონარულია, ამიტომ ცოცხალი ძალის კანონი მოგვცემს 

მს? 
ძ   =–-#ბ19C2, 

საიდანაც 

მხ? 
  =––- #02 –+ 7, (25,2) 

ამასთან ჯ ნებისმიერი მუდმივია. ეს მუდმივი განისაზღვრება საწყისი პირო- 

ბით: როცა #=ჯ/აე, მაშინ წ=0, ამასთან #„: განსაზღვრავს წონასწორობის მდე- 

7 ბარეობიდან MM. წერტილის მაქ- 

M სიმალურ გადახრას. ამ პირობის 

„ძალით, /#=1/ჩე2. თუ ამ მმიშვნე- 

719 ლობას (25,2) · ტოლობაში შე- 

> ვიტანთ და გავითვალისწინებთ 

მ <« (25,1)) ტოლობას, ადვილად მი- 

ნახ. 112. ვიღებთ? 

=/9VV -#= -1// -9 ირა. 

  

ვინაიდან, > ამიტომ, უკანასკნელი ტოლობა მოგეცემს 

ძე 1 “ი.  ) _ - _9“. 
V. §ე“–- ვტ 2 I ძ ძა), 

-. 1 ჯ-ს ვანიჭებთ დადებით ნიშანს, როცა /M/ წერტილი C0 სათავის მარჯვნივ იმყოფება, 
წინააღმდეგ %ემთხვევაში კი-–უარყოფით ნიშანს. 

? ისე როგორც მ:თემატიკეტრი საქანის შემთხვევაში, განიხილება მოძრაობის ის ნახე- 

ვარი, რომლისთვისაც წ > 0; მოძრაობის მეოღე ნახევრისთვის ანალოგიური სურათი გან- 
მეორდება. 
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საიდანაც ინტეგრებით ვღებულობთ 
| _ 

მL6 511) –-= “> ი L+C0C, 

ამასთან C წებისმიერი მუ  უდმივია. თუ საწყის ჯ=0 მომენტად მივიღებთ იმ 

მომენტს, როცა §=§ე, სადაც §ა: არის 0--ის მარჯვნივ მაესიმალური გადახ- 

რის შესაბამი რკალური აზბსცისა, მაშინ 0=-- და უკანასკნელი ტოლობა 

8 = ჭე 05 (+/ + ჯ ) (25,3) 

(25,3) ფორმულა გეიჩწეენებს, რომ წერტილი ასრულებს პერიოდულ რხევას, 
რომლის პერიოდიც არის 

ა. თ=4იI/ +. 
9 

უკანასკელი ტოლობა გვიჩეენებს, რომ პერიოდი არ არის დამოკიდებული 

წონასწორობის მდებარეობიდან წერტილის საწყის გადახრაზე და, მაშასადამე, 

განსახილველ ზემთხეევაზი წერტილის ?ო”რაიბას აქეს ტაეტოხრონობის თვი- 
სება (იხ. § 10-ის დასასრული). სიმძინის ძალის მოკგმედებით, (კიკლოიდზე 

მოძრავ მატერიალურ წერტილს ციკლოიდური საქანი ეწოდება. 

მოგვცემს 

§ 26. ბრახისტო.ხრონა 

ვთქვათ, მატერიალური წერტილი I, რომლის მასა :-ის ტოლია, მოძ- 
რაობს ვერტიკალურ სიხრტყეში მოთავსებულ 48 წირზე სიმძიმის ძალის 

გავლენით. დავუზვათ, რომ #4 წერტილში სიჩეარე (ს-წყისი სიჩქარე) ნულის 

ტოლია. კოორდინატთა სისტემა ავიღოთ სათავით /# წერტილზი, ყ ღერძი 

მივმართოთ ვერტიკალური მიმართულებით და მოვგეზოთ ის ზევიდან ქეევით, 

“ სყოცხალი «ალის კანონი (იხ. (6,2) ტოლობა) მოგვცემს 

თი 
  =49190V, (26,1) 

საიდანაც ა 

  

2? 

= ML9ე1/ –– I. (26,2) 

თუ ახლა გავითვალისწინებთ, რომ როცა L=0, მაშინ ყ=0, 9=0, მი- 

ვიღებთ, რომ #=0 და, მაშასადამე, გვეგნება 

ა=--= 2ძV · (26,3 

ძნ ) 

უკანასკნელი ტოლობის ძალით, ვღებულობთ 

7) -” 1 +) 

ძ:=949 _ MV” ძთ' +ძყ' _ V +( 0» ძი, (0,4 
ს /”2ეყ.... V/ 2ყ)ყ. 
 



საიდანაც დრო /, რომლის განმავლობაშიც I/ წერტილი „I(0, 0) მდებარეო- 
ბიდან 8 (ი, #,) მდებარეობამდე გაივლის, მოიცემა ფორმულით 

”/ 1 L 1+(4). ) 

,'–-/X ი/_ ძი 

ა... 
ვთქვათ, 48 წირის განტოლება არის 

(X. (26,5) 

ყ=V(“ 
მაშინ (26,5), რომელიც ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

(-IM21 > 1+V“ ი, (26,6) 
V/” 29 

წარმოადგენს ისეთ გამოსახულებას, რომელიც დამოკიდებულია V =V (>) წირზე, 

ე. ი. წარმოადგენს წირის ფუნქციას, ანუ, როგორც იტყვიან ფუნქციონალს. 
ცხადია, სხვადასხვა წირისათვის ამ ფუნქციონალს, საზოგადოდ, სხვადასხვა 

მნიშვნელობა ექნება. 

V=V(2:) წირის შესახებ ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ ის არის (კალსახა, 

უწკვეტი და უწყვეტად წარმოებადი მეორე რიგამდე ჩათვლით. 
დავსვათ ახლა შემდეგი ამოცანა: ზემოხსენებულ ვერტიკალურ სიბრტყეში 

მოთავსებულ 4 და ც წერტილებზე გამავალ წირებს შორის ვიპოვოთ ის, 

რომელზედაც მოძ”აობით მძიმე მატერიაღური წერტილი უმცირეს დროში 

მივა 4 მდებარეობიდან 18 მდებარეობამდე. (26,6) ტოლობის ძალით, ცხადია, 

რომ საძიებელი წირი ის წირია, რომელიც (25,6) ტოლობით განსაზღვრულ 

ფუნქციონალს მიანიჭებს მინიმუმს, ასეთ წირს უწოდებენ ბრახისტოხრო- 
ნას (ბრახისტოხრონა ბერძნული "სიტყვაა და ნიზნავს უმცირეს დროს). 

ეს ამოცანა პირველად დასვა და ამოხსნა იო:ან ბერნულიმ. ამ ამოცანის 

ამოხსნით ბერნულიმ სათუძეელი ჩაუყარა ანალიზის ფრიად მნიშვნელოვან 

დარგს ვარიაციათა აღრიცხვას, 

განვიხილოთ ახლა შემდეგი სახის გამოსახულება 

% 

# =| XC, ყ, 90», (26,7) 
%ა 

სადაც # წარმოადგენს ჯ-ის, #=ყ (ჯ)-ის და ყ-ი ი სიდიდეებს გარკვეულ 

ფუნქციას დ,ყ ცვლადების (კვლილების რაიმე # არეში, ჯა და ჯ, მუდმივებია. 

/ ინტეგრალის მნიშვნელობა დამოკიდებულია V/=VI!2) წირზე და, მაშასადამე, 
ის წარმოადგენს წირის ფუნქციას--ფუნქციონალს. (26,7)-ის სახით ჩვენ გვაქვს 

(26,6)-ის ტიაის ზოგადი სახის ფუნქციონალი, ვარიაციათა აღრიცხვის ძირი- 

თაღი ამოცანა მდგომარეობს %ემდეგში: #7 არეში მოთავსებულ და ამ არის 

ორ მოცემულ 4(2ჯა, 7) და #8(»,. ყ,) წერტილებზე გამავალ წირთა. შორის 

ვიპოვოთ ისეთი, რომელიც (26,7) ტოლობით განსაზღვრულ Vყ თფუნქციონალს 

მიანიჭებს მინიმუმს. 
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დავუშვათ, რომ X (>, V, V') არის თავისი არგუმენტების ცალსახა, უწყვეტი 

ა უწყეეტად წარმოებადი ფუნქცია მესამე რიგამდე ჩათვლით. 

ვარიაციათა აღრიცხვაში მტკიცდება, რომ თუ #=V(2') ანიჭებს მინიმუმს 

(26,7) ტოლობით განსასღვრულ ინტეგრალს, მაზინ ის აუცილებლად დააკმა- 

ყოფილებს %ემდეგ განტოლებას: 

–( 2 )– 7. <9, (26,8) 

რომელიცა ასე შეიძლება ნაწერის 

2 “/ 2 “ 3 # “ 21 „ე, მბეცე LL ბი7.ც (26,9) 
მძ? მყ მ„ ძღმი/ მყ 

  

  

(26,9) წარმოადგენს მეორე რიგის ჩეეჟლებრივ დიფერენციალურ განტოლებას, 

რომელსაც აუცილებლად უნდა აკმაყოთ ილებდეს ის #/=V(>) ფუნქცია, რომელიც 
(26,7) ტოლობით განსახღვრულ ფუნქციონალს მიანიჭებს ძინიმუმს (თუ ასეთი 

ფუნეცია არსებობს). (26,8) განტოღებას ეილერის განტოლებას უწოდებენ. 
. ვარიაციათა აღრიცხვის ძირითადი ამოცანა მოგვაგონებს აბსოლუტური 

ექსტრებუმის აზოცანას, რომელიც დითერენციალურ აღრიცხვაში განიხი(”ება, 

მაგრამ მათ შორის არსებითი განსხეაეებაა. ეს განსხვავება არსებითად იმაში 

Cდგომარეობს, რომ ვარიაციათა აღრიცხვის ზეზოხსენებულ «ირითად ამოცანას 
ყოეელთვის არა აჟეს ამოხსნა, მაზინ როდესაც დიფე რენციალური აღრიცხვის 
აბსოლუტური ექსტრემუემის ამოცანას ყოველთვის აქეს ამოხსნა (ცხადია, გარ- 

კვეული ზოგადი ხასიათის პირობების შესრულების შემთხვევაში). 

დავუბრუნდეთ ახლა (26,600) ტოლობით განსაზღვრულ ფუნქგციონალს. ამ 
ზემთხვევაში ეილერის (26,8) განტოლება მოგვცემს 

    მძ მ / )-ყI_ ი. /1+V 0 (26,10) 
ძა» მყ 2ყ იძ 2ყყ 

თუ ამ განტოლებას V-ზე გავამრავლებთ, მივიღებთ 

ძი ძი #7 1+ყი)/ V I ++ ) ყV=0  (26,11) 
ძთ ძყ 2ყყ მყ 2ყყ 

ცხადია, გეექნება 

ი 9) -#2(V 2 5+-)– ძა მყ" 2ყყ # = 22 ძმ 2ყV 

ს ომე/)–V2 
” მყ 2ყყ.. 

თუ ამ მნიშვნელობას (26,11) ტოლობაში შევიტანთ, ადვილად მივიღებთ 

“2- 1 237/42X70 ი 26,12 
2LV მყ ს/ი ი 2) / მშ2 2ეყ... ” (26,12) 

> 1 + ყ“ ეყ 219 –_“ ”" . 5 = · 26,13 ყ შ)' #. 20, 27) (005ხ (26,13) 
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საიდანაც 

  

 



უკანასკნელი ტოლობიდან, სათანადო გამარტივების შემდეგ, გვექნება 
V(1 + V') =ი, (26,14) 

სადაც 6 ნებისმიერი მუდმივია. თუ (26,14) ტოლობას ყ= ში -ის მიმართ ამო- 
(+ 

თ კ,27/ VI. : 26,15 
(ე; V ( ) 

(11 

ვხსნით, მივიღებთ 

  

აღვნიშნოთ #”V=0 8101--= - (0 – 005V). თუ ამ მნიშვნელობას (26,15) ტო- 

ლობის მარჯვენა მხარეში შევიტანთ, მივიღებთ 

ძყ დ ––- =06(ყ -––-, 
ძ2 წ 

საიდანაც 

:. დ დ 
ძ 0510 –ე-00§ –-- «დ _ 2დ , 

ძულ=-““--= =051)) –- I§=–-(1-- 00§ ჯ) თჯ. 
0 7 018 –- 2 2 

2 2 · 
ინტეგრებით ვღებულობთ 

C - 

§=-> (#-–– 31ს დ) +თ- 

თუ ახლა გავითვალისწინებთ, რომ ყ#=V(>) წირი /4(0, 0) წერტილზე უნდა 

გადიოდეს, ადვილად მივიღებთ (,=0. ამრიგად ჩვენ ვღებულობთ 

C · 

დ=->- (დ–– იდ), 
26,16) 

C 
/=–(1 –-–2ი0§V). წ 2 დ) 

6 ნებისმიერი მუდმივი განისაზღვრება იმ პირობით, რომ V#=V (ე) წირი უნდა 

გადიოდეს 8(»,, ყ,) წერტილზე. 
(26,16) ტოლობით განსაზღვრული წირი წარმოადგენს ციკლოიდს, რომ- 

ლის. წარმომქმნელი წრის რადიუსი ---ის ტოლია. 

ზემოთ ჩატარებული მსჯელობიდან გამომდინარეობს, რომ თუ (26,6) 

ტოლობით განსაზღვრული ფუნქციონალისათვის ვარიაციათა აღრიცხვის ძირი- 

თად ამოცანას აქვს ამოხსნა, მაშინ ეს ამოხსნა მოცემულია (26 16) განტოლე- 

ბებით. ვარიაციათა აღრიცხვის ერთი დებულების გამოყენებით შეიძლება 
ჩვენება, რომ ამ ფუნქციონალისათვის ხსენებულ ამოცანას მართლაც აქვს 

ამოხსნა. მაშასადამე, ბრახისტოხრონა არსებობს და ის (26,16) განტოლებებით 

განსაზღვრულ ციკლოიდს წარმოადგენს, 
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ამოცანები 

99, ვიბოვოთ პირობები, რომელთაც უნდა აკმაყოფილებდნენ შესაძლო 

გადაადგილების კომპონენტები იმ შემთხეევაში, როცა მატერიალური წერტილი 

ემორჩილება არადამგერ ბმებს. 

ვ ქვათ, მატერიალური წერტილი ემორჩილება შემდეგი სახის სტაციო- 

ნარულ არადამჯერ ბმას 

#(C, V 2) > 9 

ეს ბმა შეიძლება ასეთი სახით ჩავწეროთ 

#/ (თ ყ, 2)=0, (1) 

სადაც 0 X0. მივ-ეთ წერტილს შესაძლო გადაადგილება 87 =(2ჯ, წყ, 92). (1)- 

ის ძალით, მივიღებთ 

#(2<+მბ82, #V+8ყ, 2+92)=0-++80, (2) 

სადაც 8ი =0, თუ წერტილი არ ტოვებს ბმას, ხოლო 80 #0 და ამასთან მას აქვს 

სავსებით გარკვეული ნიშანი, თუ წერტილი ტოვებს ბმას, თუ მოვიქცევით 

ისე, როგორც მმვერი ბ ბმს შემუშვეებშიი ” ტოლობიდან მივიღებთ 

ნდ+L -0#. 0V+ -9/ გ, 90. (3) 
9 მყ ძ2 

ასეთივე შედეგს მივიღებთ იმ შემთხვევაში, როცა წერტილი ემორჩილება 

არასტაციონარულ არადამჭერ ზმას. 
გთქვათ ახლა, წერტილი ემორჩილება შემდეგ არადამჭერ ბმებს: 

#L (თ, ყ. 2)=0, /, (2, შ, 2) =ძე, 

სადაც 0, >0, ია >» 9. 
თუ მოვიქცევით ისე, როგორც (3) პირობის მიღების დროს, ადვილად 

მივიღებთ 

მჯ/+ ზმ 2+ + ბ+ 22. 62=80,, 

მთ (4) 

90 გ. L არას « 5:=80,, 
ძჯ ძყ მჯ 

სადაც 60, და ზი, სიდიდეებს აქვთ ცალ-ცალკე სავსებით გარკვეული ნიშანი. 

91, ვთქვათ, მატერიალური წერტილი ემორჩილება არადამჭერ ზბმებს, 

ვიპოვოთ წონასწორობის პირობები. 

ვთქვათ, წერტილი, რომელზედაც მოქმედებს LX =(IXV, #,, X,) ძალა, 
ემორჩილება არადამქერ ბმას 

# (თ, ყ, 2)=0, (5) 

სადაც 220. წერტილის წონასწორობის აუცილებელ და საკმარის პირობას 

ეჭნება სახე 

LX + #=90, 

სადაც I არის ბმის ნორმალური რეაქციის ძალა. ვინაიდან წერტილმა ბმა 
შეიძლება დატოვოს მხოლოდ იმ მხარეს, საითაც არის მიმართული ნორმა- 
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ლური რეაქციის ძალა 2 X#, ამიტომ 5 5; - შეადგენს M#-თან ან მართ კუთხეს ან მახვილ 

კუთხეს, და მაშასადამე, (V, ბ) > 0. ვინაიდან წონასწორობისას ადგილი 
აქვს ტოლობას –_ _. 

· (MI .96»)+(V.8ჯ)=0, 

ამიტომ არადამჭერი ბმის შემი,ხვევაში ოლ პირობას ექნება სახე: · 

(IX . 67) = L,2ა; + 7,8) + 122 < (6) 
იგივე პირობა გეექნება იმ ზემთხვევაშიაც, როცა ს იატილი ემორჩილება (5) 

სახის ორ არადამჯეერ ბმას. 
საზოგადოდ, როცა წერტილი ემორჩილება (5) სახის დანჭერ ან არადამ- 

ჭერ ბმებს, მაშინ წონასწორობის პირობა შეიძლება ასე ჩავწეროთ: 

| 1,283 -L #სმ?ყ -L 1,2 = 8», “თ 

სადაც 8=<=0, თუ ბმები დამჭერია და 6X <0, თუ ბმები არადა?ჭერია. 
გავამრავლოთ (3) ტოლობა ლაგრანჟის ) მამრავლზე და შევკრიბოთ 

მე (7 ს იპოლოძასთან, მივიღებთ 

( #.+» + I» +( +124“ ჩ”)V+( +) +” 1 2=X6+8». (8) 

განვიხილოთ ახლა ისეთი გადაადგილებები მჯ, რომლისთვისაც წერტილი არ 
ტოვებს ბმას; მაშინ თუ მოვიქცევით ისე, როგორც § 13-%ი, მიეიღებთ 

#,+-2- V=0, L,+X-9#=0, #,+X-%# -0. დ) 
მე; მყ 02 

ამ განტოლებებს უნდა დავუმატოთ აგრეთვე ზმის განტოლება 

»#L(თ, ყ, 2)=0C. 

ამ ოთხი განტოლებიდან განისაზღვრება ჟჯ, ყ, #2 და 2.. 

(9)-ის ძალით, (8) როლობა მოგვდემს 

756 +-6X=0, (19) 

მაგრამ, ვინაიდან 6 <- 0, ამიტომ 2.60 » 0, და მაშასადამე, X-ს უნდა ჰქონდეს 
იგივე ნიშანი, რაც 02 სიდიდეს. აზრიგად, როცა წერტილი ემორჩილება არა- 

დამჭერ ბმას, “მაშინ წონასწორობის მდებარეობა შეზღუდულია დამატებითი 

პირობით, რომ ). და ნი სიდიდეებს პქონდეთ ერთნაირი ნიშანი. 

ვთქვათ წერტილი ემორჩილება ორ არადამჭერ ბმას 

#71 (თ, ს 21=ძს /-(თ, ყ. 2)=0,) (11) 
სადაც 0, >0, 0; > 90. 

ამ შემთხვევაში შესაძლო გადაადგილების კომპონენტები აკმაყოფილებენ 
(4) პირობებს. წონასწორობის „პირობას ამ შემთხვევაშიც აქვს მე-(7) სახე, 

სადაც 6» <0. გავამრავლოთ მე-(4) ის პირველი 7,.ზე, მეორე კი X»,კ-ზე და შევკ- 
რიბოთ (7) ტოლობასთან, მივიღებთ 

(#.-+X92 +291 ) + (ი +-X ი) მ/. , 1, -3-7. 

მ/ეV.. .- - - 

+L>+X» % +Mშე ები 1 2აბი ბატი, 02 
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თუ ახლა განვიხილავთ ისეთ შესაძლო გადაადგილებებს, რომელთათვისაც 
წერტილი არ ტოვებს ბმებს, მაშინ გვექნება 

(2+X /ი +,%- ) 6 +” +X72 0192 ბ +   

+(>+X79 70 LX 3 –0. 

უკანასკნელი ტოლობიდან ვღებულობთ (იხ. § 23, ფორმულა (23,11)) 

+ 0 1 + 0-0, 

+ % ი (13) 

#,-L2, M I, 21 =0. 

ამ განტოლებებს უნდა დავუმატოთ ბმის იი განტოლებები, მივიღებთ 5 გან- 
ტოლებას ჟ, წყ, 2, 2, X სიდიდეების მოსაCებეად, ' 

მე-(12) ტოლობიდან, ცხადია, გვექნება 

86% -L 150, -L 2.90:=0, 

ვინაიდან მჯ <0, ამიტომ გეექნება 

#60, +7ემი: > 9. 014) 

ამრიგად, #, და #ე სიდიდეების ნიშანი ისე უნდა შევარჩიოთ, რომ 

ადგილი პქონდეს (14) პირობას და მაშასადამე, წონასწორობა ამ შემთხვევაში 

შეზღუდულია ამ დამატებითი პირობით, თუ დავუშვებთ, რომ წერტილი 

ტოვებს პირველ ბმას, მეორეს კი არ ტოვებს, მაშინ მიე,=0 და მივიღებთ 

20. >0. თუ პირიჭით, წერტილი ტოვებს მეორე ბმას, პირველს კი-–არა, 

მაშინ მი,=0 და (14) მოგვცემს 7Xკმიე > 0. 
შენიშვნა, ზემოთ განხილული წონასწორობის პირობები მიღებულია იმ 

მომენტისათვის, როცა წერტილი ტოეებს ბმებს. ბმების დატოვების შემდეგ 

წერტილი შეიძლება განვიხილოთ როგორც. თავისუფალი, სანამ ის ისევ არ 
დაემორჩილება ბმას. 

99. ვთქეათ, მატერიალური წერტილი ემორჩილება ბმას 

421+ჯს)ყ)+6C2 + XI +XL-L- IC=0, (15) 

სადაც 4, 8 CC ა» LL) XI მუდმივებია. დავახასიათოთ ბმა გეომეტრიულად 

და ვიპოვოთ ის პირობა, რომელსაც ის ადებს აჩქარებას. 
ცხადია, წერტილი იძულებულია მოთავსებული იყოს (15) ტოლობით მო- 

ცემულ მოძრავ სიბრტყეზე. როგორც ადვილი მისახვედრია, ეს სიბრტყე მოძ- 

რაობს გადატანით თავისთავის პარალელურად, შისი საწყისი მდებარეობა 
მოცემულია განტოლებით 

4.2 -+- 8V9-L C2 + #<90. · (16) 

15) ტოლობის ორჯერ (L-თი გაწარმოებით მივიღებთ ' (15) ტოლ ჯე გ ე ვიღე 

/Iთ" –+ »ყ” + C2" +20=9, (17) 
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ეს უკანასკნელი ასე შეიძლება ჩავწეროთ: 

(V . 9) +27=0, (1ზ 
სადაც #= (4, 7, ი. (18) ტოლობა წარმოადგენს იმ პირობას, რომელსაც 

უნდა აკმაყოფილებდეს წერტილის აჩქარება. 
%3, ვთქვათ, მატერიალური წერტილი ემორჩილება ბმებს 

ფუ? -L )/ზ -L გ? -- 77005'თ > 0, 7ჰ–- ფშ ყ-->9, 

რა ხასიათისაა წერტილის მოძრაობის შეზღუდულობა. 
ადვილი მისახვედრია, რომ წერტილი შეიძლება მოძრაობდეს მხოლოდ 

ორ კონცენტრულ სფეროს შორის, რომელთა რადიუსებია 7700§5% და 72. 

%4, ვთქვათ, წერტილი, რომელზედაც მ?ოვგმედებს სიმძიმის «ალა, იძულე- 

ბულია იმოხრაოს #7 რადიუსიან სდეროზე. ვიპოვოთ წერტილის წონასწორო- 
ბის 'მდებარეობა სფეროზე. 

ავიღოთ კოორდინატთა 0აV2 სისტემა სათავით სთეროს ცენტრში და 

02 ღერძი მივმართოთ ეერტიკაღზე, მოვგეზოთ ის ქვევიდან ზევით. ცხადია, 
ბმის განტოლება იქნება განტოლება იქნე –” ტვე 

(18) ტოლობის ძალით შესაძლო გადაადგილების კომპონენტები აკმაყო- 

ფილებენ პირობას (იხ. (22,6) ტოლობა) 

2ე,8:; +L 2)9V -L 22592=0. (19) 

წონასწორობის აუცილებელი და საკმარისი პირობა მოგეცემს (იხ. § 22-ის 
დებულება) _ , 

– ე 52=0. (20) 

თუ ახლა (19) ტოლობას ლაგრანჟის განუსაზღვრელ 2. მაზრავლზე გავამ- 
რავლებთ და შეეკრებთ მე-(20) ტოლობასთან, მივიღებთ 

21ფ6;-L 22V8)/-+L (2X2 –– I ე)86გ=0. (21) 
საიდანაც ვღებულობთ 

2.უ:=0, , 

2XV/ =0, (22) 
2.2 – »ე=9. 

ამ განტოლებებს უნდა დავუმატოთ კიდევ ბმის. განტოლება (18'). (22) და (18 

განტოლებებიდან უნდა ვიპოვოთ », V. 2 #. (22) ტოლობებიდან გვექნება 

4): (კ?-L ,? -L გ?) = ჯა"ე?, 

4 II” = 07, 

27! 

რადგან ##0, ამიტომ (22) ტოლობებიდან ვღებულობთ ჯ=V=90, 2=22= + #7. 

ამრიგად, წონასწორობას ადგილი ექნება 4(0, 0, #) და #(0, 0, –– 7) წერ- 
ტილებზე, ე. ი. სფეროს ვერტიკალური დიამეტრის ბოლო წერტილებზე. 

56. ვთქვათ, მატერიალური წერტილი, რომელზედაც მოქმედებს სიმძიმის 
ძალა, ემორჩილება ბმას 

: #=50ძ2 + ხყ + 22+ძ=9, (23) 
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სადაც # ღერძი მიმართულია ვერტიკალურად და მოგეზულია ქვევიდან ზევით, 

თ, ს, 0, თ მუდმივებია. ვგიბოვოთ წერტილის მოძრაობის განტოლებები. 

(21,4) განტოლებები განსახილველ შემთხვევაში მოგვცემს 

24% 7 #. =4.ს, ML + =7#60-–- თ1ე. (24)     

(1 იჯ 

(23) ტოლობის ორჯერ #-თი გაწარმოებით მივიღებთ 

თთ" + ხყ" + 22” =0, 

რომელიც ასე შეიძლება ჩავწეროთ: 

რი. ყI8ძ /)=90. (25) 

(24) განტოლებები ვექტორული სახით ასე შეიძლება ჩავწეროთ: 

ის 10 =2. ფIმ0 / +- (0, 0, –– ჯე). 

თუ ამ ტოლობას სკალარულად დაძ / =(თ, ხ, 0) ვექტორზე გავამრავლებთ და 
გავითვალისწინებთ (25) ტოლობას, მივიღებთ 

_ 970 

ს ცშ+ ხ? + 0? 

ამის შემდეგ (24) განტოლებებიდან გვექნება 

M იიი) 0++Cთ, 
2M 

= 00I8ხ = #ე- 

ე:= 

?.ხ 
V= 2,1 +C5% +0»ა 

_ ან ე 
2=“ ია L +VCთსL+ C. 

სადაც 0, თ. 0 C, C.. C ნებისმიერი მუდმივებია, რომელნიც საწყისი 

პირობებით უნდა განისაზღვრონ. 

(21.2) ტოლობის ძალით, ნორმალურ რეაქციის ძალა მოიძებნება შემდეგი 
ფორმულებით ! 

#ჯ= თი) წრ ხი, ##,.= 0#ის 

M#=2+(0, ხ, 0). 

განყოფილება 6 

მაჭბერიალური წერჭილის შარდობითი მოძრაობისა და 
წონასწორობის გინპოლებები 

§ 27, დალამბეტის პრინციპი 
მატერიალური წერტილის მოძრაობის განტოლება 

თ120 == X (27,1X 
ასე გადავწეროთ: _ 

_ #+-(–%M%) =90. (27,2) 
(–იMი) სიდიდეს ეწოდება ინერციის ძალა. ეს ძალა, ცხადია, წერტილზე 
არ მოქმედებს, ის ფიქტიურია, 
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(27.2) ტოლობის ძალით, წერტილზე მოქმედი ძალა და ინეC- 
ციის ძალა ყოველთვის წონასწორობაშია. ამაში მდგომარეობს 
დალამბერის პრინციპი თავისუფალი მატერიალური წერტილისათვის. ცხადია, 

რომ დალამბერის პრინციპიდან ნიუტონის მეორე კანონი მიიღება. 

თუ მატერიალური წერტილი ბმას ემორჩილება, მაშინ, როგორც ვიცით, 

(27,1) განტოლების ნაცვლად გვექნება 
»M6 = M -L 7, (27,3) 

სადაც ჯ აღებული ბმის რეაქციის ძალაა. უკანასკნელი ტოლობა, ცხადია, 

ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

#-L +(C–იV )=0. 

მაშასადამე, წერტილზე უშუალოდ მოქმედი ძალა, რეაქციის 

ძალა და ინერციის ძალა ყოველთვის წონასწორობაშია. ამაში 

მდგომარეობს დალამბერის პრინციპი არათავისუფალი მატერიალური წერტი- 

ლისათვის. 

დალამბერის პრინციპის ძირითადი მნიშვნელობა ის არის, რომ მისი 

საშუალებით დინამიკის ამოცანა სტატიკის ამოცანამდე დაიყვანება. 

§ 26, მატერიალური წერტილის ფვარღო ბითი მოძრაობის განტოლება 

ვთქვათ, მოცემულია კოორდინატთა უძრავი (ძირითადი) §):უხ სისტემა 
და მოძრავი 0»V2 სისტემა (იხ. III თავის § 10 და § 27, ნახ. 34). ვგულისხმობთ, 

რომ სუს ინერციულ სისტემას წარმოადგენს! (იხ. IV თავის § 4), ხოლო 

0»ყი შეიძლება იყოს არაინერციული. თავისუფალი მატერიალური წერტილის 

მოძრაობის განტოლებას ძირითადი (§Cჩ-უხ) სისტემის მიმართ აქვს სახე 

' იM0ი=X, (28,1) 
სადაც %ი წერტილის აბსოლუტური აჩქარებაა, ხოლო # –- წერტილზე უშუა- 
ლოდ მოქმედი ძალა, კორიოლისის დებულების ძალით (იხ. III თავის § 27), 

+ი-= %,-L 20, -L ბ, (28,2) 

სადაც წო არის წარმტანი აჩქარება, #--–ფარდობითი აჩქარება, 20L--კორიო- 

ლისის აჩქარება, ამასთან 

| >> 01=2|C · VI. (28,3) 

428,2) ტოლობის ძალით, (28,1) განტოლება მოგვცემს 
= L+C–-იიი) -L (– იო). (28,4) 

ვს განტოლება წერტილის ფარდობითი მოძრაობის განტოლებას წარმოადგენს. 

(– »M0,) სიდიდეს ეწოდება წარმტანი ინერციის ძალა, ხოლო 

«-– »M0)-ს–კორიოლისის ინერციი ს ძალა. ორივე ეს ძალა ფაქტიურად 

მოქმედებს მატერიალურ წერტილზე. ამრიგად, წერტილის ფარდობითი მოძ- 

რაობის განტოლება რომ დავწეროთ, საჭიროა უშუალოდ მოქმედ ძალას 

  

1 კოორდინატთა სისტემას ეწოდება ინერციული, თუ ამ სისტემის მიმართ ადგილი აქეს. 

დ6იუტონის პირველ კანონს. 
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დავუმატოთ წარმტანი ინერციის ძალა და აგრეთვე კორიოლისის ინერციის 

ქალა. 
თუ 0თყწ სისტემა ძირითადი სისტემის მიმართ ინერციით მოძრაობს 

(სწორხაზოვნად და თანაბრად) მაშინ, ცხადია, #07, = 10:50 და მივიღებთ 
_– 

VI10-„ == X. 

ამრიგად, თუ 07/2 სისტემა ძირითადი სისტემის მიმართ. ინერციით მოძრაობს, 

მაშინ აბსოლუტური და ფარდობითი მოძრაობის განტოლებები ერთნაირია. 

ჩვენ განვიხილეთ თავისუფალი მატერიალური წერტილის ფარდობითი 

მოძრაობის განტოლება, ვთქვათ, მატერიალური წერტილი ემორჩილება იდკა- 
ლურ ბმას, რომლის განტოლებასაც აქვს სახე 

.# (2, V, #, §)=9. 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ ნორმალური რეაქციის ძალა ასე შეიძლება წარ- 
მოვადგინდთ (იხ. (21,2) ტოლობა): 

M#=). ყე /, 

„ადვილად დავრწმუნდებით, რომ წერტილის ფარდობითი მოძრაობის განტო- 
ლებას ექნება 9 ს 

= L 1: ფ90 / -C(-– IL 40,) –L (––9120)). 

თუ დავუშვებთ, რომ 8 წერტილი ემორჩილები ორ იდეალურ ბმას 

#I1(თ, VI 2 ჯL)=9, 

#5:(თ 1, რ“ ()=9, 

მაშინ, როგორც ადვილი მისახვედრია, ფარდობით მოძრაობის განტოლებას 

„ექნება სახე (იხ. (22,5) განტოლება) 

XLIV, = #+X თ.მ0 #/, ++»  6X86 /, –L (–- თL%0,) –– (–– თის). 

§ 29, წერტილის ფარდობითი წონასწორობის განტოლება 

· ვთქვათ, მატერიალური წერტილი იმყოფება ფარდობით წონასწორობაში, 

„უე. ი. ის უძრავია 0>»V2 სისტემის მიმართ. მაშინ, ცხადია, +,=0, 9,.=0 

და, (28,3) ტოლობის ძალით, 201=0,. ამ ტოლობების ძალით, (28,4) ტოლობა 

მოგვცემს _ _ 

#-+ (–9%%,) =0. (29,1) 

ეს უკანასკნელი, ცხადია, ფარდობითი წონასწორობის აუცილებელ პირობას 
'წარმოადგენს. შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ. ეს პირობა საკმარისიცაა ფარდობითი 

წონასწორობისათვის. მართლაც, (29,1) ტოლობის ძალით (28,4) განტოლება 

მოგვცემს – 
- 10„–++ 0, =0. (29,2) 

(28,3) ტოლობის ძალით, ცხადია I IL 9 ამიტომ, თუ უკანასკნელ ტოლობას 

„გავამრავლებთ სკალარულად დ,-ზე, მივიღებთ 

(9, · %0= 9. : (29,3) 
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–– –.–_ 

- (იხ. III თავის § 27), სადაც   

  მაგრამ, ვინაიდან %,= წარმოად- 

გენს #„ ვექტორის ფარდობით (ლოკალურ) წარმოებულს, ამიტომ (29,3) 
' ტოლობა მოგვცემს 1 

“ დ» 1 ძ –_ =” 1 ძ ჩი 1 ძ 
0= ი. , – _ ... ”. 2? = ილა ას, =--- ს, 

რთ) - -(> ი) 2 0 იი“ 2 %”" 
საიდანაც, ცხადია, #,==00035ხ. თუ ვიგულისხმებთ, რომ საწყის მომენტში 
მატერიალური წერტილის ფარდობითი სიჩქარე ნულია, მაშინ #,„=0 და ნათქ-. 
ვამის სამართლიანობაც დამტკიცებულია, ამრიგად, ჩვენ დავამტკიცეთ შემდეგი 

დებულება: 
დებულება, აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმისა, 

რომ მატერიალური წერტილი იყოს ფარდობით წონასწო- 
რობაში, იმაში მდგომარეობს,. რომ წერტილზე უშუალოდ 

მოქმედი ძალისა და წარმტანი ინერციის ძალის ჯამი ტოლი 
იყოს ნულის. 

მაგალითი. ვთქვათ, გვაქვს ყუთი, რომელშიაც ზამბარიან სასწორზე ჰკი- 
დია X წონის ტვირთი. თუ ყუთი უძრავია ან მოძრაობს ვერტიკალზე სწორ- 

ხაზოვნად და თანაბრად (ინერციით), მაშინ ზამბარიანი სასწორი გვიჩვენებს, 
რომ ტვირთის წონა არის. ”. თუ ზემოხსენებული ყუთი ეშვება ვერტიკალუ- 
რად ქვევით თ აჩქარებით, მაშინ ტვირთზე იმოქმედებს წარმტანი ინერციის 

ძალა, რომელიც მიმართული ივნება ვერტიკალზე ზევით და ზამბარიანი სას- 
წორი აჩვენებს წონას 

ს=-ინხ-  2ი, 
9 · 

თუ თ=ქ, მაშინ XX=0 და ტვირთი დაკარგავს წონას აღებულ სისტემაში. 

თუ ყუთი ვერტიკალურად ზევით მოძრაობს თ აჩქარებით, მაშინ ზამბარიანი.. 
სასწორი უჩვებს წონას 

--=# + # –-თ. 

9 

§ 30. წმრტილის ფარდობითი მოძრაობა დედამიწის ჯედაპირჭზე 

დედამიწა, ცხადია, არ წარმოადგენს ინერციულ სისტემას, რადგან მისი · 

მოძრაობა ღერძისა და მზის გარშემო არ არის ინერციული. გამოვარკვიოთ 
რა გავლენას მოახდენს დედამიწის ღერძის გარშემო ბრუნვითი მოძრაობა 
მის ზედაპირზე მოძრავ სხეულებზე, თუ დედამიწის მხის გარშემო. ბრუნვას არ 

მივიღებთ მხედველობაში. 

განვიხილოთ, უპირველეს ყოვლისა, მატერიალური ნაწილაკის ვარდნა 

სიმძიმის ძალის გავლენით და ნულოვანი საწყისი სიჩქარით. ავიღოთ 0»Vწ6 

  

1 ვინაიდან ვექტორის სიგრძე არ არის დამოკიდებუ ლი კოორდინატთა სისტემაზე, ამი- - 

“ძა, = ძე,“ 

თ რ 
  ტომ 
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კოორდინატთა სისტემის 0 სათავედ მატერიალური ნაწილაკის საწყისი მდე- 
ბარეობა, მივმართოთ 0» ღერძი ამ წერტილზე გამავალი მერიდიანის მხებზე 

და მოვგეზოთ ის სამხრეთისაკენ, 0ყ ღერძად მივიღოთ 0 წერტილზე გამავალი 
პარალელის მხები და მოვგეზოთ ის აღმოსავლეთისაკენ, 02 ღერძად მივიღოთ 

ვერტიკალური მიმართულება და მოვგეზოთ ის ქვევიდან ზევით (სიმძიმის 
ძალის საწინააღმდეგო მიმართულებით) (ნახ. 113). 

მივიღებთ კოორდინატთა მარჯვენა სისტემას. ვი- 

ნაიდან დედამიწა მოძრაობს დასავლეთიდან აღმო- 
სავლეთისაკენ, ამიტომ ბრუნვის კუთხური სიჩქარე 

ით მიმართული იქნება დედამიწის ბრუნვის ღერ- 
მის პარალელურად და მოგეზული იქნება ჩრდილო- 

ეთისაკენ (მარჯვენა სისტემის შესაბამისად). 

მატერიალურ წერტილზე მოქმედებენ შემდეგი 
- ძალები: 

1) ის ძალა, რომლითაც დედამიწის ცენტრი 

მატერიალურ წერტილს იზიდავს ნიუტონის მიზი- 
დულობის კანონის მიხედვით. აღვნიშნოთ ეს ძალა ნახ, 113, 

-ით. 
2) წარმტანი ინერციის ძალა, რომლის სიდიდე, ცხადია, #I-2-ის ტოლია, 

სადაც # არის მანძილი მატერიალური წერტილიდან ბრუნვის ღერძამდე 

(–-=07#%), » წერტილის მასაა. 'აღვნიშნოთ ეს ძალა Xსც-თი. 

3) კორიოლისის ინერციის ძალა, რომელიც (–-M2V, )- -ს ტოლია. 

15 და 7) ძალების ტოლქმედი აღვნიშნოთ L-თი 

წე = წელ ებ 

L არის ის ძალა, რომელსაც სიმძიმის ძალას ვუწოდებთ, ამასთან შეფარ- 

'დებას ე=X სიმძიმის ძალის აჩქარება ეწოდება. 
თ 

  

  

ზემოთ აღნიშნულისა და (28,4) ფორმულის ძალით, მატერიალური წერ- 
ტილის მოძრაობის განტოლება იქნება 

#%0„= L-+ (–- 0, პ)· 

ანუ, რაც იგივეა, _ _ _ 

· 1ი=–9წ გ9--2(თ · წ-ს (30, 1) 

სადაც 2: არის 07 ღერძის მგეზავი. 
ამ ტოლობის ერთხელ ინტეგრებით მივიღებთ 

ფ,=--ყ(2ი –- 2(თ.01+0, 
სადაც ი წარმოადგენს მოძრავი # წერტილის რადიუს-ვექტორს 0 წერტი- 
ლის მიმართ, 6 მუდმივი ეექტორია. ვინაიდან საწყის მომენტში მატერია- 
ლური წერტილი კოორდინატთა სისტემის სათავეში იმყოფება და მისი საწ- 

ყისი სიჩქარე ნულის ტოლია, ამიტომ მ7=90 და უკანასკნელი ტოლობა მო- 

· გვცემს 
„9,=- ეLე9 -- 9 წთ. იI. (30, 2) 
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ამოვხსნათ ეს განტოლება მიმდევრობითი მიახლოების წესით. ვინაიდან თ) საკ- 
2X 

მარისად მცირეა: ალლ, ამიტომ, თუ (30,2) ტოლობაში ი=0 ჩავ- 

სვამთ, მივიღებთ 

IM =-–- ეჯი, 
საიდანაც 

– ეჯ – 

0= _– 2 #9, (30,3) 

ამ მნიშვნელობის (30,2) ტოლობაში შეტანისა და. ინტეგრების შედეგად მი- 

ვიღებთ 

– _ ეს–ე წს. 6 -- 95) 90 ნც ჯი), (0,4 
თუ ამ მნიშვნელობას (30,2) ტოლობაში შევიტანთ და ისევ მოვახდენთ ინტეგ- 
რაციას, მივიღებთ 

– ჯე (ე 6= -% 269 ი 9ი(ს. (თ. 2)1. (30,5). 
ეს პროცესი შეიძლება ს ავავრძელოთ და გამოვთვალოთ ნებისმიერი: მიახლოება. 

თუ ახლა გავითვალისწინებთ, რომ 

ი=(-- თიი08C, 0, თ 5)ი «), 

სადაც დ. აღებული წერტილის სიგანედს აღნიშნავს, და (30,5) ტოლობას 

დავაგეგმილებთ კოორდინატთა ღერძებზე, მივიღებთ 

ე! 2 ლ: უ=-–-ღთ25)0 2ყ 19 %, 

CI) 

ყ= 9“ ი იი8 დ, (30,6)- 

8 ა 
#=- თ ' ეს იწყ ყ! 005“ დ. 

6 , 

უკანასკნელი ტოლობები  ვიჩვენებს, რომ მატერიალური წერტილი გადაიხ- 

რება სამხრეთ აღმოსავლეთით, ამასთან აღმოსავლეთით გადახრა უფრო საგრ- 
ძნობია, ვინაიდან ჯ-ის გამოსახულებაში შედის მამრავლად თ, როცა V-ის.. 

გამოსახულებაში შედის მხოლოდ თ. აღნიშნული გადახრა გამოწვეულია კო- 
რიოლისის ინერციის ძალით. 

განვიხილოთ სხეული, რომელიც მოძრაობს ჩრდილო ნახევარსფეროში 

მერიდიანის ბარალელურად ჩრდილოეთისაკენ. როგორც ადვილი მისახვედრია, 
კორიოლისის ინერციის ძალა, რომელიც სხეულზე „იმოქმედებს, მიმართული: 

"იქნება სხეულის მოძრაობის მიმართულებიდან მარჯვნივ, ე. ი. აღმოსავლეთი- 

“საკენ?1. ამით აიხსნება შემდეგი შემჩნეული ფაქტები: 1) ჩრდილოეთ ნახევარ- 

| 1 ვინაიდან · +.=2 IC, 9, | და IM მიმართულია მერიდიანის მხებზე ჩრდილო პო– 

ლუსისაკენ, ამიტომ ცხადია, ი. მიმართული იქნება დასავლეთისაკენ და, მაშასადამე;. 

–-–- 9740L (კორიოლისის ინერციის ძალა) მიმართული იქნება აღმოსავლეთისაკენ. 
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სფეროში მერიდიანის გასწვრივ ჩრდილოეთისაკენ “მიმავალი მატარებლებისა- 
თვის მარჯვენა რელსები უფრო ცვდება, ვიდრე მარცხენა, 2) ჩრდილო ყინუ- 

ლოვანი ოკეანისაკენ მიმდინარე მდინარეები მარჯვენა ნაპირს უფრო რეცხავენ, 

ვიდრე მარცხენას, პ) ჩრდილოეთის ქარებს აქვთ ტენდენცია გადაიხარონ 
აღმოსავლეთისაკენ და სხვ. 

ადვილი მისახვედრია, რომ სამხრეთ ნახევარსფეროში, პირიჟით, მარცხენა 

რელსები უფრო ცვდება, ვიდრე მარჯვენა, მდინარეების მარცხენა ნაპირები 
უფრო ირეცხება, ვიდრე მარჯვენა და სხვ. 

ამოცანები 

36. ვიპოვოთ რა სახე ექნებ ცოცხალი ძალის კანონს წერტილის 
ფარდობითი მოძრაობისათვის. 

როგორც ვიცით, წერტილის ფარდობითი მოძრაობის განტოლებას 
აქვს სახე: 

XI90,= I -+(-- 10.) –L (–– 40), (1) 

თუ ამ (ტოლობას გავამრავლებთ ს,-ზე სკალარულად და გავითვალისწინებთ, 

რომ თ; _L 90. მივიღებთ 

თ( თ. 4“) თ თ )–- (10 . ს), 
“' 

თ მთი. (# . ს„ ძI) –– (თ, . დ. ს (I(). 

“–. –_– 

თუ ახლა' გავითვალისწინებთ, რომ „ი“ და მაშასადამე, V # == +,(/(. ==. C# 
უკანასკნელი ტოლობა მოგვცემს 

ძ #9 = =(#/.ძ >) (IV · რ 7). (2) 

97, ვთქვათ 0ჯ»V2 ს სისტემა ბრუნავს უძრავი 0 წერტილის გარშემო თ 

მყისი კუთხური სიჩქარით. ვიპოვოთ 7/ მატერიალური წერტილის ფარდობითი 

მოძრაობის განტოლებები, თუ მისი მასა »-ის ტოლია. 

აღვნიშნოთ 7/ წერტილის რადიუს-ვექტორი 0 წერტილის მიმართ 2-თი. 
ცხადია, გვექნება - 

––_ 

  

-. თ” ი – ავლ ი თოი თ- I 6) 
– (ში –) ლლ – _ ლლო =-|% ·- 0 |+C-9.7) 80; = 2(Cთ . (C . CI I. 

თუ ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (1) ტოლობაში, მივიღებთ 

  

---. «ოლოლ. ა



თავი VI 

მაზერიალურ წერბილთა სჩსჭემის დჩნამიჰი 

ბანყოფილება 1 

მაჭზერჩალურ წარბილდია სისზემის მოძრაობჩს განვჭოლებები 
ლეჰარბის ჰოშრლინაბმებში“ 

§ 1. თავისუფალ მატერიალურ წერტილთა სისტემის 
მოძრაობის განტოლებები 

ვთქვათ; გვაქვს 7#/., #/, ·-.. 17„ მატერიალურ წერტილთა ერთობლიობა, 

-რომელთა მასებია )),, XI, ·.ს ი. მატერიალურ წერტილთა ერთობლიობას 

მატერიალურ წერტილთა სისტემას უწოდებენ, თუ ამ ერთობლიო- 

ბაში შემავალი ყოველი წერტილის მოძრაობა დამოკიდებულია დანარჩენი 

წერტილების მდებარეობასა და მოძრაობაზე. მატერიალურ წერტილთა სისტე- 

მის მაგალითს წარმოადგენს მზის სისტემა, ატომში მოძრავი ელექტრონები 

და სხვ. 

მატერიალურ წერტილთა სისტემის ძირითადი დამახასიათებელი ნიშანი 

არის სისტემაში შემავალ წერტილთა ურთიერთქმედება, რომელიც გარკვეული 

ძალებით გამოისახება. 

მატერიალურ წერტილთა სისტემას ეწოდება თავისუფალი, თუ სის- 
ტემაში შემავალი ყოველი წერტილი თავისუფალია, წინააღმდეგ შემთხვევაში 

ჩვენ ვიტყვით, რომ სისტემა არათავისუფალია, ანუ ემორჩილება ბმას. ამ გან- 

მარტებიდან გამომდინარეობს, რომ თავისუფალი სისტემის წერტილებს შეუძ- 

ლიათ ნებისმიერი მდებარეობა დაიკავონ სივრცეში და მათ სიჩქარეებს შეიძ- 

ლება ჰქონდეს ნებისმიერი მნიშვნელობები. არათავისუფალი სისტემისათვის კი 

ამ გარემოებას ადგილი არ ექნება. ა 
მატერიალურ წერტილთა სისტემაზე მოქმედი ძალები შეიძლება გავყოთ 

ორ ჯგუფად შიგა და გარე ძალებად. მატერიალურ წერტილთა სისტე- 
მაზე მოქმედ ძალებს, რომელნიც სისტემაში შემავალი წერტილებით არიან 

გამოწვეული, ეწოდება შიგა ძალები, ხოლო სისტემაზე მოქმედ ძალებს, 

რომელნიც არ არიან სისტემაში შემავალი წერტილებით გამოწვეული--გარე 
ძალები, 

მაგალითი. განვიხილოთ დედამიწისა და მთვარისაგან შემდგარი სისტემა. 

დედამიწისა და მთვარის ურთიერთმიზიდულობის ძალები, ცხადია, შიგა 
ძალებს წარმოადგენენ, ხოლო დედამიწაზე და მთვარეზე მოქმედი ? მზის მიზი- 

დულობის ძალები--–გარე ძალებს. 
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26=1, 2,...,#) წერტილზე მოქმედ გარე ძალთა ნაკრები ვექტორი 
აღვნიშნოთ X-თი, ხოლო ამ წერტილზე მოქმედ შიგა ძალთა ნაკრები ვეჭქ- 

ტორი კი” ჯ“-ით. X, და I”; ძალები, საზოგადოდ, დამოკიდებულნი არიან 

მატერიალურ წერტილთა სისტემის მდებარეობასა, სისტემაში შემავალი წეC- 

ტილების სიჩქარეებსა და დროზე. ამრიგად, 

#,= 15Cთ0 “ეე "აე 7ყე მე ე) ""'1 ოე ჯ)- 

სადაც ”, -თი (:=1, 2,..., ,) აღნიშნულია 7,, მატერიალური წერტილის 

რადიუს-ვექტორი 0ია;/2 სისტემის 0 სათავის მიმართ, თ, აღნიშნავს ჟ/, წერ- 

ტილის სიჩქარეს. შემოვიღოთ შემდეგი შემოკლებული აღნიშენები: 

5 0, ... იი, შე. ... შო ჯ)= 7, თ, » ჯ), 

#9 0. ... 9 თ ა.მ ში 0=XVს0ა, თ, ,). 

თუ დავწერთ სისტემაში შემავალი ყოველი წერტილის მოძრაობის დიფე- 

რენციალურ განტოლებას, მივიღებთ 
== 

? რთ“ #·, +, +” 
ის უც IL #ი 

(ჯ-=1, 2, ·.+., 7). 
თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

(1,1) 

1=(XV XV 79, 

#4=(X", XX” XI 

და (1,1) ტოლობებს კოორდინატთა ღერძებზე დავაგეგმილებთ, მივიღებთ 

' ი 

თ? 

ძი, 

ა , ' · , , ' 

· =7XI(C,, V,, 2 თ, IV» 6» ს) L XსC,, V,, 2, თ. ყე, 6 ხ). 

=XI(2:,, V;, 2 “ი ) 9, მ)1-X IV, V,, 2/, 2), 9 ი 2, 1), (1,2) 

  = ”I(თ,, V,, 6, თ, ყი 2), ს) + 24C6,, ყ), 27 2, შა 5 / 

(ჯ=1, 2, .... 42). 

(1,2) წარმოადგენს მეორე რიგის ჩვეულებრძვ დიფერენციალურ განტო- 

ლებათა სისტემას. ჩვენ ყოველთვის ვიგულისხმებთ, რომ ამ სისტემისათვის 
დაცულია „ამოხსნის არსებობისა და ერთადერთობის დებულების პირობები. 

როგორც დიფერენციალურ განტოლებათა თეორიიდან ცნობილია, ამოხსნის 

არსებობისა და ერთადერთობის დებულებას ამ სისტემისათვის ყოველთვის 

ექნება ადგილი, თუ X„ IV, ი X0ი Xი XL წარმოადგენენ თავიანთი არგუ- 

მენტების: თ, V,, 7 თა) შ/ვა რია “ე ია მ/ო, შო, თ VI) 9 ე“. V/ ო წთ. ბ 
უწყვეტ ფუნქციებს და აკმაყოფილებენ ლიფშიცის პირობას დ,, V,, #,, 

იჯ, შ/, 27 (ე=1, 2) ·-.-; 2) სიდიდეების მიმართ. 

(1,2) სისტემა წარმოადგენს თავისუფალ მატერიალურ წერტილთა სის- 
ტემის მოძრაობის განტოლებებს დეკარტის კოორდინატებში. ამ სისტემის 
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ზოგად ამოხსნას, როგორც ეს დიფერენციალურ განტოლებათა თეორიიდან 
ცნობილია, შემდეგი სახე აქვს: 

ეკ=ეM (C, C» C, თ... თაი) 

1?/, == 13/; (C, C), C» თ... Cხ»). (1,3) 

2(=2; C, C. Cა, ი.ა (06»), 

სადაც C), C. ···, დ, ნებისმიერი მუდმივებია. ეს მუდმივები განისაზღვრებიან 
შემდეგი საწყისი პირობებით (კოშის ამოცანის შესაბამი მონაცემებით): 

„== ა ..= „0 
ი(=ცს სა X%C=% 

როცა ჯL=Lე, მაშინ უ=V9, V,=ყV?, (1,4) 

9 , ი! 

#-=2ა 6:29 

სადაც თ%, VI“ 2%, «წ, V ს, 2; (ჯ=1, 2, ·..#) ნებისმიერად მოცემული 

რიცხვებია. (1,4) პირობები, ცხადია, განსაზღვრავენ სისტემის საწყის მდება- 

რეობას და სისტემის წერტილების საწყის სიჩქარეებს. 

(1,4) საწყისი პირობების ძალით C), C,, ···,C-, მუდმივების მოსაძებნად 

მივიღებთ შემდეგ სისტემას: 

24 (ჩი Cას C, ...ვ Cაი)=2: + 

?% (# Cთა C ...ე C-ს)=V“ 

2: (ჯი, CI), თ ... C-»)=2%, 

იჯ (LV, C9 C), ..· ალ” 

V (ჩი. C), C., ... Cი»)=V“V, 

2' (ჯი C). Cთ>» .... Cც)= #6. 

თუ ამ სისტემიდან განსაზღვრულ C), C,,·-·, იკი მუდმივებს + შევიტანთ (1,3): 

ტოლობებში, მივიღებთ (1,2) სისტემის ისეთ ამოხსნას, რომელიც (1,4) საწყის 

პირობებს აკმაყოფილებს. 

(1,1) განტოლების ძალით, მატერიალურ წერტილთა სისტემის წონასწო- 

რობის აუცილებელ და საკმარის პირობას ექნება სახე 

(1,5). 

1M+#=0 (1=1, 2, „ი, (1,6) 
ანუ რაც იგივეა, 

X,-+ X”=0, 

X.+ XI" =9, (1,7) 

2:-+- 7',=9. 

§ 2. ბმები 

ვთქვათ, მატერიალურ წერტილთა სისტემა არ არის თავისუფალი, მისი 
მოძრაობა შეზღუდულია. პირობებს, რომელნიც ზღუდავენ სისტემის წერტილთა 

მოძრაობას, ეწოდება ბმები. ზოგად შემთხვევაში ბმები ანალიზურად გამო- 

ისახებიან განტოლებებით (ანუ უტოლობებით),. რომელნიც ერთმანეთთან აკავ- 

1 ამ სისტემიდან C,, Cჟე, ·.., C-» მუდმივები განისასღვრება ზემოხსენებული არსებობის: · 

და ერთადერთობის დებულების ძალით. 
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შირებენ სისტემის წერტილთა კოორდინატებს და სიჩქარეთა კომპონენტებს, 
ვთქვათ, ბმის განტოლებას აქვს სახე : 

/ (თ; V,, 2, ჯ1)=0, (2,1) 
სადაც 

# (თ, V3, 27 ს) ლ= 7 (>, VI) 2): დე) ჭი) 2ვ) "ე 2) Mოს 27) ს). (2,2) 

(2,1) სახის ბმას ეწოდება ჰოლონომური, არასტაციონარული (თუ 
ჯ ცხადად მონაწილეობს ბმის განტოლებაში), ორმხრ ივი (დამჭერი) ბმა 
(იხ. V თავის § 19). თუ ბმის განტოლებაში დრო ცხადად არ მონაწილეობს, 
მაშინ ბმას ეწოდება სტაციონარული. თუ ბმის განტოლებაში შედის 
აღებული სისტემის წერტილთა სიჩქარეები, მაშინ ბმას ეწოდება არაჰ ოლო- 
ნომური. არაპოლონომური ბმის განტოლებას აქვს სახე 

7 (თ,, V,, ში თ?» 9, 7, ჰ)=0, (2,3) 
ამასთან ვსარგებლობთ (2,2)-ის ანალოგიური შემოკლებული აღნიშვნით, 

თუ ბმა დახასიათებულია უტოლობით, მაშინ მას ცალმხრივი (არადამ- 
ჭერი) ბმა ეწოდება. ასე მაგალითად, : 

, # C,, ყ, 2» კ) <9 

ბმა წარმოადგენს ცალმხრივ პჰოლონომურ ზმას. 

ჩვენ ჯერ განვიხილავთ პოლონომურ ბმებს (არაპოლონომურ ბმებს გან- 
ვიხილავთ ამ თავის მე-5 განყოფილებაში). 

მატერიალურ წერტილთა .სისტემა შეიძლება ემორჩილებოდეს ერთ ან 
რამდენიმე ბმას. ცხადია, როცა სისტემა ბმებს ემორჩილება, სისტემის წერტი- 

ლების კოორდინატები: ჟი ს). 8 (8=-1, 2, -··,) რომელთაც შემდეგში 

სისტემის კოორდინატებს ეუწოდებთ, არ არიან დამოუკიდებელნი. იმ 
დამოუკიდებელი პარამეტრების რაოდენობას, რომელნიც განსაზღვრავენ სის- 

ტემის მდებარეობას დროის ყოველ მომენტში, ეწოდება სისტემის თავი-. 

სუფლების ხარისხი. 

ისე როგორც ეს გვქონდა ერთი მატერიალური წერტილის ზემთხვეევაში, 
ბმების მექანიკური მოქმედება სისტემის წერტილებზე გარკვეული ძალების 

ტოლფასია, რომელთაც რეაქციის ძალებს ვუწოდებთ. თუ ამ ძალებს მოვდებთ 

სისტემის წერტილებზე, მაშინ შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ სისტემა თავისუ- 
ფალია ბმებისაგან, ამაში მდგომარეობს რეაქციის პრინციბი1 მატერიალურ 

წერტილთა სისტემისათვის (იხ. IV თავის § 6, პრინციპი 3). 

§ ვ. ნამდვილი და შესაძლო. გადაადგილებები. იდეალუტი ბმები 

ვთქვათ, მატერიალურ წერტილთა სისტეშა ემორჩილება # რაოდენობის 
-ჰოლონომურ ორზხრივ ბმას (7 < 3»): 

7Xთ(თ,, 9), 2 ჯ1)=9 (3 1) 
11, 

(თ=1, 2, ..., LL), 

ამასთან . 

#თ!(თ,, Vყ/ე #67 ჯ) == /თ (თ, ევ 61 :621 7) 23) "ე ს) MM) რ<I ჯ). 

1 ამ პრინციპს ხშირად სისტემის ბმებისაგან გათავისუფლების პრინციპს უწოდეზენ. 
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ჩვენ შემდეგში ყოველთვის ვიგულისხმებთ, რომ /=(=2, ჟ#,, #/, ხ) 
“((«=1, 2,...#) ფუნქციები წარმოადგენენ თავიანთი არგუმენტების უწყვეტ 

და უწყვეტად წარმოებად ფუნქციებს მეორე რიგამდე ჩათვლით. გარდა ამისა, 
ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ ეს ბმები დამოუკიდებელნი არიან შემდეგი 

გაგებით: სისტემის პჯ კოორდინატიდან # რაოდენობა შეიძლება ამოვხსნათ 

(3,1) განტოლებებიდან და გამოვსახოთ დანარჩენი 3#-–/; კოორდინატის საშუა- 
ლებით. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ # რიგის გარკვეული ფუ ნქციონა- 

ლური დეტერმინანტი, რომელიც შედგენილია (3,1) განტოლე- 

ბების მიხედვით, განსხვავებულია ნულისაგან. 
ცხადია, განსახილველ შემთხვევაში, სისტემის თავისუფლების ხარისხი, 

-რომელსაც §-ით აღვნიშნავთ, ტოლია 3ჯ-–-/ (8§= 31-–-7:). 

ვთქვათ, აღებულ ( მომენტში სისტემის მდებარეობა დახასიათებულია 

#(CL= 1, 2,.·...2) რადიუს-ვექტორებით. უსასრულოდ მცირე ძთL დროში ” 

რადიუს-ვექტორის ნაზრდი აღვნიშნოთ ძ? =(ძე, 0ძყV, ძ2)-ით. ძL დროში შეს- 

-რულებულ უსასრულოდ მცირე 01(1=1, 2, ·.-; 2) გადაადგილებებს, რომელ- 

ნიც თავსებადნი არიან ბმების (3,1) განტოლებებთან, ეწოდება ნამდვილი 

გადაადგილებები. ნათქვამის ძალით, ნამდვილ გადაადგილებათა კომპო- 

ნენტები აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობებს: 

ვეეებსბზსბსბებ (3,2) 

(თ= 1, 2, .-., #). 

თუ (3.2) სისტემის მარცხენა მხარეში მდებარე ფუნქციებს გავშლით ტეილო- 

რის მწკრივად, უკუვაგდებთ მეორე და უფრო მაღალი რიგის უსასრულოდ 

მცირე სიდიდეებს და გავითვალისწინებთ (3,1) განტოლებებს, ადვილად მი- 

ვიღებთ 

ა >. + მიც, “+, რი, |+ 92 ძ=0 _ (ვ.ვ) 
/M - 

      

(ო=1, · .. #). 

თუ ბმის განტოლებაში დრო ცხადად არ მონაწილეობს (ბმები სტაციონარუ- 

-ლია), მაშინ + -0 (თ=1, 2, ....#) და უკანასკნელი სისტემა მოგეცემს 

25. 5, ი“ “მყ IX4 )-ი 6,4 
(=1 მთ; 

(თ=1, 2, ·. 7). 

ძ,; ((=1, 2,. – ) გადაადგილებათა ერთობლიობას სისტემის ნამდვილ გადა- 

ადგილებას ვუწოდებთ. 
დავტოვოთ ახლა ჯ უცვლელად და განვიხილოთ #; რადიუს-ვექტორე- 

ბის უსასრულოდ მცირე ნაზრდები: 8:1=(8;, 6/ 00) (=1, 2,.·-.,2ბ), რო- 

მელნიც თავსებადნი არიან (3,1) განტოლებებთან თავიდან აღებული ჯ#-სათვის. 
ასეთ გადაადგილებებს შესაძლო გადაადგილებები ეწოდება. ამრიგად, 

შესაძლო გადაადგილებები ეწოდება ისეთ უსასრულოდ მცირე გადაადგი- 
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ლებებს, რომელნიც თავსებადნი არიან ბმის განტოლებებთან დროის იმავე 
მომენტისათვის, რაც გადაადგილებამდე იყო. ზემონათქეამის ძალით, შესაძლო 

გადაადგილებათა კომპონენტები შემდეგ აირობებს უნდა აკმაყოფილებდნენ: 

#=(თ,--067, ყ,-L ბV,, 2, + მ/,, 1)=0 (3,5) 
(თ=1, 2, ..., #:). 

თუ მოვიქცევით ისე, როგორც (3,4) პირობების მიღების დროს, გვექნება 

ა/0/თ. მ/ თ. მ/თ. 
292 | –-9 ი71ბ)–0 3,6 

“ს ძე, თ+ მყ; , ძ?, (გი) 

(თ=1, 2, ...,7:). 

ამრიგად, 6ჟ/,, 0V, 02ა (1=1, 2, ..., 7) შესაძლო გადაადგილებათა კომპონენ- 

ტები დამოუკიდებელნი არ არიან, არამედ დაკავშირებული არიან ერთმანეთ- 
თან # რაოდენობის (3,6) სახის პირობებით. ეს პირობები შეგვიძლია განვიხი- 

ლოთ, როგორც წრფივ ერთგვაროვან ალგებრულ განტოლებათა სისტემა 

0დ,, ყი 82, სიდიდეების მიმართ, როგორც ადვილი მისახვედრია, (3,6) სის- 

ტემის მატრიცის რანგი ს ტოლია!, მაზასადამე, (3,6) სისტემიდან # 

რაოდენობა შესაძლო გადაადგილებათა კომპონენტი შეიძლება ამოვხსნათ და 
გამოვსახოთ დანარჩენი 3/--/, კომპონენტის საზუალებით. აქედან გამომდი- 

ნარეობს, რომ შესაძლო გადაადგილებათა კომპონენტებიდან დამოუკიდებელია 

პი-–/M ე. ი. შესაძლო გადაადგილებათა დამოუკიდებელი კომპონენტების 

რიცხვი სისტემის თავისუფლების ხარისხის ტოლია, შემდეგში გ». გადაადგი-- 

ლებათა ერთობლიობას სისტემის შესაძლო გადაადგილებას ვუწოდებთ. 

(3,4) და (3,6) ტოლობების ჯზედარება გვარწმ,ნებს, რომ როცა ბმები 
სტაციონარულია, . მაშინ სისტემის ნამდვილი გადაადგილება მის ერთ.ერთ 

შესაძლო გადაადგილებას დაემთხვევა. როგორც ადვილი მისახვედრია, ამ 

გარემოებას ადგილი არ ექნება, თუ ხმები არასტაციონარულია. 

/თ ფუნქციის გრადიენტი 7/„(თ,, V., 2) წერტილზე ვუწოდოთ ვექტორს, 
რომელიც განსაზღვრულია ტოლოაით 

მძ/თ მ/= მ/ 
(:4 V:(5წ5. #თ = ფამშეი, წ” ჯ) /M-(<43/“, იი, -/+ 

ამ განმარტების ძალით, (3,3) პირობები, რომელთაც ნამდვილი გადაად- 

გილების კომპონენტები აკმაყოფილებენ, ასე შეიძლება ჩავწეროთ: 

  
თ” _. ძ ! , 

ბდიამი რ) + 27% ქ -0, (3,3) 

(3,6) პირობები, რომელთაც შესაძლო გადაადგილების კომპონენტები 
აკმაყოფილებენ, ასე ჩაიწერება: 

2 (ფ0მ0თ /«- ძ») =0. (3,6) 
L=1 

1 (3,6) სისტემის მარრიცის რაჩგი X-ს ტოლია, ვინაიდან (3.1) განტოლებები დამოუკი– 

დებელნი არიან და, მაშასადამე # რიგის გარკვეული ფაუნაციონალ,რი დეტერმინანტი გან–.- 

სხვავებულია ნულისაგან. 
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(3,3) ტოლობების ძალით, ცხადია, გვექნება 
' 0/თ ძ/თ , ” მ/თ. , ) 0/თ თ" 1 ““ ს)+–“–=0 (3,7 

2-7 მე; მე. ძე, ძი: მჯ , 

(თ=1, 2. ... ; 7). 

ამრიგად, (3,1) სახის ბმები სიჩქარეთა კომპონენტებს ადებენ (3,7) სახის 

შეზღუდვებს. ეს პირობები, ცხადია, ასე შეიძლება ჩავწეროთ: 

  

# -_. ძ , 

2 (თიამრ /+.90+-2--0. 6, 
(37) ტოლობების გაწარმოებით მივიღებთ იმ პირობებს, რომელთაც 

ბმები სიჩქარეთა კომპონენტებს ადებენ. ამ პირობებს ექნება სახე: 

»M 

2) (თ960 # თ.9)-L დთ(თ,, V,, 6 თ, V 7”, #)=0, 
ჯ"1 

სადაც (0; არის I; , წერტილის აჩქარება, დ-(თ=1, 2,...,%) წარმოადგენენ 

%ი 6 ჩი თი Vი 6, L სიდიდეების სავსებით გარკვეულ ფუნქციებს 1. 

აღვნიშნოთ M,- ური წერტილის შესაბამი რეაქციის ძალა ით. ჩვენ 

ვიტყვით, რომ (3,1) სახის ბმები იდეალურია, თუ შესაბამი რეაქციის ძალების 

მიერ შესრულებულ მუშაობათა ჯამი სისტემის ყოველ შესაძლო გადაადგილე- 
ბაზე ნულის ტოლია 2: 

57, =-) ე = 2, (#2069,-+#V 2 –+- #62) =9. : (3,8) 
ელი 51 

იდეალური ბმების ამ განმარტებიდან, როგორც ადვილი მისახვედრია, შიიღება 
იდეალური ბმის ის განმარტება, რომელიც ჩვენ ერთი მატერიალური წერტი- 
ლის შემთხვევაში შემოვიღეთ (იხ. V თავის § 19). 

ისევე როგორც სისტემაზე უშუალოდ მოქმედი ძალები (აქტიური 

ძალები), რეაქციის ძალებიც შეიძლება გავყოთ შიგა და. გარე რეაქციის ძა- 

ლებად. 

§ 4 არათავისუფალ მატერიალურ წერტილთა სისტემის 
მოძრაობის განტოლებები ღეკარტის კოორდენატებფი 

(ლაბრანჟის I გვარის განტოლებები) 

ვთქვათ, მატერიალურ წერტილთა სისტემა ემორჩილება შემდეგი სახის 

ჰპჰოლონომურ, იდეალურ, ორმხრივ ბმებს: 

/-C» ყ ი» 2 ჯ)=9 

(თ«=1, -, #)# 

1 ზემოთ ჩვენ ვიპოვეთ ის პირობები, ი რომელთაც ორმხრივი (დამჭერი) ბმები ადებენ 

სისტემის წერტილთა სიჩქარეებს და აჩქარებებს. ანალოგიურად შეიძლება ვიპოვოთ ის პირო– 

ბები, რომელთაც ცალმხრივი (არადამჭერი) ბბები ადებენ სისტემის წერტილთა სიჩჟ;არეებს 

და აჩქარებებს (იხ. ამ განყოფილების ბოლოს მოთავსებელი # 8 ამოცანა). 

: ? ცხადია, არ არის სავილდებულო ყოველ წერტილზე მოქმედი რეაქციის ძალის მიერ 

შესრულებული მუშაობა ტოლი იყოს ნულის. 
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რომელნიც დამოუკიდებელნი არიან ზემოთ აღნიშნული აზრით, სისტემის 
შესაძლო გადაადგილების კომპონენტები შემდეგ პირობებს აკმაყოფილებენ 

(იხ. (3,6) ტოლობები): 

  ს/ 9/«. ნაL · 47“. 0I-+ IC ბ )=9 (4,2) 
ძი; Vი მ”, ' 

> 2... 
ცინაიდან ბმები იდეალურია, ამიტომ გვექნება (იხ. (3,8) ტოლობა) 

ო" 

2, (8.99 + XML მყ + #V 82) =9. (4,3) 
ჯ=1 

რეაქციის პრინციპის გამოყენებით, ცხადია, რომ მატერიალურ წერტილთა. 

სისტემის მოძრაობის განტოლებები ასე დაიწერება: 

:> 

” რი = + I+ 7 (=1, 9,..-,M), (4,4) 
სადაც წებ და წეთ წარმოადგენენ 7/,-ურ წერტილზე უშუალოდ მოქმედ გარე 

და შიგა ძალებს, 1, არის ყური წერტილის შესაბამი რეაქციის ძალა, ”, 

კი–7/, წერტილის რადიუს-ვექტორია 0::V2 სისტემის 0 სათავის მიმართ. თუ 

(4.4) განტოლებებს კოორდინატთა ღერძებზე დავაგეგმილებთ, მივიღებთ 

CL» 
     +X+7Vთ» ბჯ 

2)% >. (4,5) 

2 
მ შილ 2 +2"+IX"» 

სადაც წებ =(Xი X,, 7X), 

=(X", X” 2'· 
შემოვიტანოთ ჯერჯერობით უცნობი 2.,, 2), ··· X მამრავლები, რომელ- 

თაც ლაგრაჩწჟის მამრავლებს უწოდებენ. გავამრავლოთ (4,2) ტოლობა 7ი-ზე 

და ავჯამოთ თ ინდექსით, მივიღებთ 

53 > 'C: რი 'C 3 4- 
თუ ამ (კაი ნ გმოთკლით (4,3) ატილაადა სპითა 

+ MI + M 2 – ა. =0. ' 0.6 

      

    

  

24 წ, 
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მეკ, CV 027; კომპონენტებიდან დამოუკიდებელია §=3»ჯ –– // კომპონენტი, და- 

ნარჩენი კი მათი საშუალებით გამოისახება. შევარჩიოთ X,, 7, ·-- + X მამრავ- 

ლები ისე, რომ (4,6) ტოლობაში სისტემის შესაძლო გადაადგილების იმ კომ- 

პონენტების კოეფიციენტები, რომელნიც. როგორც დამოუკიდებელი სიდიდეები 

არ განიხილება, ნული გასდეს. ეს ყოველთვის შესაძლებელია, რადგან (4,1) 

ბმები დამოუკიდებელნი არიან და, მაშასადამე, გარკვეული ფუნქციონალური 

დეტერმინანტი განსხვავებულია ნულისაგან, რაც უზრუნველყოფს 7», XV), >. # 

მამრავლების ისე შერჩევას როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ. თუ 2). #, ·.., X. 

სიდიდეებს ასე შევარჩევთ, მაშინ (4,6) ტოლობაში დარჩება მხოლოდ ისეთი 

წევრები, სადაც შესაძლო გადაადგილებათა დამოუკიდებელი კომპონენტები 

შედის და, მაშასადამე, ცხადია, მათი კოეფიციენტებიც ტოლი უნდა იყოს 

ნულის, ამრიგად, (4,6) ტოლობიდან ვღებულობთ 

    
L ჯ ჯL 

ეუვ-სოოუოადედაჩ'.ა-ა>-თ=“=“' 
თ=1 ძი; >»51 მV, 2 მ#, 

(=1, 2,..-, 7). 

თუ ამ მნიშვნელობებს (4,5) განტოლებებში იე მივიღებთ 

თე + ჯ 
ში 2XIM XI +X:, %/“ 

Cთ5=1 

ი?ყ · მ/«. 
,'-»" IX, LX +12 

” ძი + ლ “ მ, (4,8) 

    

ძი, ბ მ/». 
მ)M =%2,4+--2“"-L M"M72 

თჯ? წე 12. “ მჯ, 

IL...” 

(4,8) სისტემას ლაგრანჟის პირველი გვარის განტოლებებს უწოდებენ. აზ 

განტოლებებს უნდა დავუმატოთ აგრეთვე ბმის (4,1) განტოლებები. (4,8) და 

(4,1) განტოლებების სახით ჩვენ გვაქვს 37 -–+7# განტოლება ამდენივე რაოდე- 

ნობის ჟჯ;,, #., 7, #»- უცნობებით. თუ აღნიშნული განტოლებებისაგან შემდგარ 

სისტემას ამოვხსნით, მაშინ გვეცოდინება სისტემის კოორდინატები და აგრეთვე 

რეაქციის ძალები (იხ. (4,7) ტოლობები). 

როგორც ადვილი მისახვედრია, (4,8) სისტემა ვექტორული სახით შეიძ- 
ლება ასე ჩავწეროთ: 

„ი 
'' ქ 

ხოლო (4,7) ტოლობები კი ასე: 

  

(3 

=1+10+3%)% 8Iმძ, »” ”) #თ, (4,9) 

თ=1 

#=3X დო, –” #თ, (4,10) 

, თო1 

სადაც 
მ/თ მ/თ 25) 

XLI89VC,, +, =|-“, –., -7.!|. 4,11 
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ლაგრანჟის პირველი გვარის განტოლებების ნაკლი ის არის, რომ ბმების 
რიცხვის ზრდასთან ერთად იზ”დება განტოლებათა რიცხვი ((4,8) და (4,1) 

განტოლებების რიცხვი 3» –+- 7-ს ტოლია), ამ სისტემის დადებითი მხარე ის 
არის, რომ მისი ინტეგრების ჯემდეგ რეაქციის თალები აირდაპირ გამოითე- 

ლება (4,10) ფორმულებით. 

(4,8) განტოლებების ძალით, განსახილველ შემთხვევაში, სისტემის წონა- 
სწორობის აუცილებელ და საკმარის პირობებს ექნება სახე 

“2 +2+V» მ/«_ე, 

  

2 მჯ, 

ჯ მ/ 

XI + XV+ 2311» –-“=0, (4,12) 
C5=1 მყ; 

ჯ 

2.-+27.,+ 22 მ/«_0, 
2 მჩ, 

(4,12) და (4,1) განტოლებებიდან განისაზღვრება ე; V,, 2: (+=1, 2,....ჟბ) 
კოორდინატები და 2., X,,...,X. მამრაელები, ე. ი. განისაზღვრება სისტემის 

-წონასწორობის მდებარეობა და რეაჟციის ძალები1 წონასწორობისათვის. 

თუ მატერიალ.რ წერტილთა სისტემა თავისუფალია, მაშინ X#,=71:= 

=...=71.=0 და (4,12) პირობებიდან მიიღება თავისუი,საალი სისტემის წონა- 
სწორობის (1,7) პირობები. 

თუ (4,12) ტოლობებს გავამრავლებთ შესაბამად მ/,, მყ, 62, სიდიდეებზე, 

შევაჯამებთ 1–-ინდექსით და გავითვალისწინებთ (3,6) პირობებს, ადვილად 

მივიღებთ 

ჯ» ICXL –– X',)9> + (X. -C X')2ყ), + (2:+ 2':)82,) =9. (4,13) 

როგორც ადვილი მისახვედრია, (4,13) პირობა წარმოადგენს წონასწო- 
რობის აუცილებელ პირობას, 

ვაჩვენოთ ახლა, რომ ეს პირობა საკმარისიცაა წონასწორობისათვის, ამ 

მიზნით გავამრავლოთ (4,2) ტოლობა XV მამრავლზე, ავჯამოთ თ ინდექსით და 

შევკრიბოთ (4,13) ტოლობასთან, მივიღებთ. 

> (»+ 2=4+%» რეთ (თაია M + 
«=1 თ51 თ=L 

-L 

+ C 2 "+212, რ-ი (4,14) 

სავსებით ისე როგორც (46) ტოლობიდან (4.7) ტოლობები იყო შიღებული, 

უკანასკნნელი ტოლობიდან მიიღეაა (4,12) პირობები, რომელნიც სისტემის 

1 თუ #კ. #ვ.-... #V მამრავლები ცნობილია, ზაშინ (4,7) ტოლობების ძალით, ცნობილი 

იგნება რეაგციის ძალებიც. 
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წონასწორობის აუცილებელ და საკმარის პირობებს წარმოადგენენ და ნათქვა- 
მის სამართლიანობა დამტკიცებულია. 

ამრიგად, ჩვენ დავ.მტკიცეთ შემდეგი დებულება: 
დებულება. ა უცილებელი და საკმარისი პირობა იმისა, 

რომ მატერიალურ წერტილთა სისტემა იყოს წონასწორო- 
ბაში, იმაში მდგომარეობს, რომ სისტემაზე უშუალოდ მოქ- 

მედი ყველა შიგა და გარე ძალის მიერ შესრულებულ მუშაო- 

ბათა ჯამი სისტემის ყოველ შესაძლო გადაადილებაზე ტოლი 

იყოს ნულის. 

ეს დებულება შესაძლო გადაადგილების პრინციპის სახელწოდებით არის 

ცნობილი. 

თუ სისტემა თავისუფალია, მაზწზინ მე;, CV, 02; (1=1, 2, ··-,7!) დამოუკი- 

დებელი სიდიდეებია და (4,153) ირობიდან პირდაპირ მიიღება წონასწორობის 

(1,7) პირობები. (1,7) «ირობებიდან კი, ცხადია. მიიღება (1,13) პირობები 

და, მაშასადამე, ზენოთ წაზოყალიბებილი დებთლება ერთნაირად ეხება, რო- 

გორც თავისუფალ, ისე არათავისუდალ სისტემას, ' 

§ 5 დალამბერ–ლაგრ<ანჟუჟის განტო.ლება (მექანისის ზოგადი განტო.ლება) 

ისე როგორც წინა §-ში, ვიგულისხმოთ, რომ მატერიალურ წერტილთა 

სისტემა ემორჩილება (4,1) სახას იდეალურ ბმებს და ამ სისტემის მოძრაო- 

ბის (4,4) განტოლება ასე გადავწეროთ: 

LI -+C LI+ 18 -L (–იV%6) =0 (ჯ=1, 2, ·-. „M), (5,1) 

სადაც (–– 46) ინერციის ძალაა. 

(5,1) ტოლობის «ძალით, მატერიალურ წერტილთა სისტემაზე 

უშუალოდ მოქმედი ძალები, რეაქციის ძალები და ინერციის 
ძალები იმყოფებიან წონასწორობაში. ამაში მდგომარეობს 
დალამბერის პრინციპი მატერიალურ წერტილთა სისტემისათვის (იხ. V თა- 

ვის § 27). 
წინა §-ში მოყვანილი დებულების ძალით, ცხადია, გვექნება 

+ (1) + 1) –– თნ). 6#) =0, (5,2) 
(=1 

ანუ, რაც იგივეა, 

2I(X 12ი–ი სა ქით-L (#+ I-ი" თი ნყI + 

?, 

+( 6147-4516 |=ი. (5,3) 
ძI? 

ამ განტოლებას დალამბერ-ლაგრანჟის განტოლებას (მექანიკის 

ზოგად განტოლებას!) უწოდებენ. 

1 ამ განტოლებას მეჟჭანიკის ზოგად განტოლებას იმიტომ უწოდებენ, რომ მისგან 
მიიღება როგორც თავისუფალი, ისე არათავისუფალი სისტემის მოძრაობის განტოლებები და 

წონ. სწორობის პირობები. 

«%



(5,3) განტოლებიდან მიიღება, როგორც თავისუფალი, ისე არათავისუ- 
ფალი სისტემის მოძრაობის განტოლებები. მართლაც, თუ სისდემა თავისუ- 

ფალია, მაზი5 მ; CV, 62, (1=1, 2, ....#) დამოუკიდებელნი არიან, რის გამოც 

(5 3) ტოლობაში მნჟ,, მყ,, 627, სიდიდეების კოეთიციენტები ნულის ტოლია 
და მივიღებთ 

| 49.» +LXV 
ძე! 

ი”V; , 
თ -2 =XI+ XV, (5,4) 

რჯ 
ობ -– =2:+ 2',. 

ეს განტოლებები თავისუფალ მატერიალურ წერტილთა სისტემის მოძრაობის 
განტოლებებს წარმოადგენენ (იხ. (1.2) განტოლებები). 

ვთქვათ, სისტემა არ არის თავისდფალი, მა%ზინ მ/,, C/, 067! სიდიდეები 

აკმაყოფილებენ (3,6) ტოლობენს, გავამრავლოთ (3,6) ტოლობა 7» მამრავლზე, 

ავჯამოთ C ინდეესით და დავუმატოთ (5,3) ტოლობას, მივიღებთ 

ა ( XL Xს- აC 9 2-3 '> რე («> (–, ო «ML 
Xჯ" 

  

§=1 თ“ 1 25 ძ' · 

L მ” თ?2; 1 მ/ ზ 
დოე (2-7? = + 2.» რ) 1C (5,5) 

Cთ5=1 (IL თ”L 02, 

· შევარჩიოთ 7ც 7), ..., 2, მამრავლები ისე, რომ სისტემის შესაძლო გადაადგი- 

ლების დამოკიდებულ კომაონენტთა კოეფიციენტები ნულის ტოლი გახდეს 

(7 #2, +. X. მამრავლების ასე შერჩევა ყოველთვის შეიძლება), რის შემდეგაც 

დაგვრჩება მხოლოდ ისეთი წევრები, სადაც მონაწილეობს შესაძლო გადაად- 

გილების დამოუკიდებელი კომპონე5ტები, რომელთა კოეფიციენტებიც ნულის 

ტოლი უნდა იყოს. ამრიგად, (5,5) ტოლობიდან ვღებულობთ 

L 
' მ თ „სი > LX LV 29,      

  

კი 2 

2-7 94, (66 
შთ ი +. (02 მყ 

(“9-7 + 2 +292.        

ეს უკანასკნელი ლაგრანჟის პირველი გვარის განტოლებებს წარმოადგენს და 

ამით ზემონათქვამის სამართლიანობა დამტკიცებულია. მოძრაობის განტოლე– 

ბებიდან, როგორც ზ მოთ ვაჩვენეთ, მიიღება წონასწორობის განტოლებებიც 
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და, მაშასადამე, მექანიკის ზოგადი განტოლებიდან მიიღება როგორც თავისუ- 
ფალი, ისე არათავისუფალი სისტემის მოძრაობისა და წონასწორობის განტო. 
ლებები. 

ამოცანები 

1. დედამიწაზე და მთვარეზე მოქმედი ძალებიდან მხედეელობაში მივიღოთ 
მხოლოდ მზის მიზიდულობის ძალები და დავწეროთ მათი მოძრაობის განტო- 

ლებები მზის ცენტრის მიმართ, აღგნიზნოთ X, ით, #,-ით და 17-ით დედამიფის, 
მთვარის და მზის მასები. დედამიწის რადიუს- 
ქექტორი მზის ცენტრის მიმართ აღვნიშ. 

ნოთ ჯ, ით, ხოლო მთვარის ადის ვიქტო- 
· რ იძა 9: ით · 

რი მზის ცენტი მთვარეს განვი 114). 

თუ დედამიწა რ წერტილთა ს ს 
რ 6 მატერიალუშ “მ ი ტემას, 
ოგორც რტილზე (დედამიწაზე) მოქმ 

მაშინ #/I წე ედი 

შიგა ძალა იგნებ” 
–_ 

  

““ 924 რ 

ჯი _ „ესმა 91-? ) =/20905 

სადაც / გრ 
მრელების ამის მუდმივია. ის კალი” 

ეზე, 

მოქმედი შიგა ძალა ენგ დების პრინცი” - 
ა 

> იი 
2 > ს მე 'შლობის C, 

# 
'წან და 17. წერტი ს 

მოი ი ლ 
დგინებიან ფორვ მოქმედი 'გარე “ 

და
სა
ც 

სა
აშ
 ა 

სა
% > 

გ
ა
ღ
უ
 

«ა
 ”ჯ

 

ა 

ჯა
 #/
 

<
7
 

<
«
”
 

კ–
“%

 

დ “ა
 

ა
ს



ეს ღერო მეორე ბოლოთი სახსრითაა დამაგრებული 0 წერტილში. 1/,(+, ყე) 
მატერიალურ ნაწილაკთან სახსრითაა მინაგრებული 7, სიგრძის უწონადი ღერო, 
რომლის ბოლო წერტილში მოთავსებულია M.(», ყე) მატერიალური ნაწი- 
ლაკი, რომელზედაც აგრეთვე მხოლოდ სიმძიმის ძალა მოემედებს. ვთქვათ, 

ღეროებს შეუძლიათ მოძრაობა მხოლოდ „:0ყ ქერტიკალურ სიბრტყეში 

(ნახ. 115), დავწეროთ ბმის განტოლებები და ვი- 0 

პოვოთ სისტემის თავისუფლების ხარისხი, 

აღებულ სისტემას ორმაგი მათემატი- 

კური საქანი ეწოდება. 
ცხადია, ბმის განტოლებებს შემდეგი სახე 

ექნებათ: 

დ)? + ყ,? –– 1,71=0, 

(ფ:–– 2)" -- (ყე––ყ,)? –– 1,7=0 

როგორც ადვილი მისახვედრია, აღებული სისტე- 

მის (ორმაგი მათემატიკური საქანის) თავისუფლე. ქ M, 

ბის ხარისხი ორის ტოლია; სისტემის მდებარეობა ნახ, 115. 

სავსებით დახასიათდება დ და ს კუთხეებით, სადაც 

ჯ ის კუთხეა, რომელსაც 0, ვეგტორი შეადგენს 0ყ ღერძთან, ხოლო დ-– 

კუთხე, რომელსაც 17,1/, ვექტორი 0ყ ღერძთან ჯეადგენს. 
8. ვთქვათ, / =>? პარაბოლაზე მოთავსებულია ორი მატერიალური წერ- 

ტილი #. (ჩჯ. V) და #1 (თე. 9" რომელთა მასებია 7) და 7 და, ვთქეათ, 

I, წერტილზე მოქმედი ძალების ტოლქმედია »,=(X,, I,), ხოლო //, წერ- 
ფულე მოქმედი ძალების ტოლემედია 

#ა:=(Xჯე, X,). დავუზვათ, რომ 7I, და 

XM7, წერტილები ერთმანეთთან დაკავში- 
რებულია 1 სიგრძის ღეროთი (ნახ. 116), 

დავწეროთ ამ წერტილების მოძრაობის 
ლაგრანჟის I გვარის განტოლებები. 

ცხადია, ბმის განტოლებები იქნება 

#1= =9V, –- ყვ =0 

#5 = შე – დე1=0, (5) 
ნახ. 116. /3=(2,--თ,)ბ-- (ყე! 06=0. 

ლაგრანჟის I გვარის განტოლებები ასე დაიწერება: 

   

   „აეაღაეეა--> 

IL ი. ძ/ 
თ, თ ს=2%4+%5ე. L 1 რ. + X მთ. <2, ით, 2 (თვ–-2,)) 

. X ი ს 9 
XI Vყ ”=7+4%53 + იყ, + შ/, X, იხ 9, 3 (ე –– წ/,), 

ი, 0ძ/, ბინ. 
თ1ე 2 'ს,=2:+# 3, “ +%ვ 273 + =2- 24 -L 22 (<, – 2:,), 

თვ+X» 6 ი ი, თაყ =X# ძი მე წ ა+-X%+ 2#ვ (3/; –– ყ/,). 
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ამ განტოლებებს უნდა დავუმატოთ ბმის (5) განტოლებები და მივიღებთ 
7 განტოლებისაგან შემდგარ სისტემას ამდენივე რაოდენობის ჯ,, «ე. ყ,, Vე, 

ა) X ჯე უცნობით. 

თუ 71, და 7/, წერტილებზე მოქმედებენ მხოლოდ სიმძიმის ძალები და 

0) რძი მოგეზულია ვერტიკალზე ქეევიდან ზევით, მაშინ, ცხადია, V ღე გეხულია ვერტიკალზე ქვევიდ ევ ცხად 

X,=X:=0, X,=-–-VსV9, Xგ= –– იზეყ- 

4. ვთქვათ, ჭაღზე გადაკიდებულია უჭიმადი, სავსებით ღუნვადი (იდეა- 
ლური) ძაფი (იხ. IV თავის § 15), რომლის ბოღ ოებზე დაკიდებულია ტვირ- 

: თები, რომელთა მასებია »;, და #ე, ამასთან ე >> I). ვიპო- 

ვოთ #2, მასის მქონე ნაწილაკის აჩქარება. 

ავიღოთ კოორდინატთა სისტემა ისე, რომ 0/გ ღერძი 

მიმართული იყოს ვერტიკალურად სიმძიმის ძალის მიმართუ- 

ლებით (ნახ, 117). ბმის განტოლებას, ცხადია, ექნება სახე 

#2, + #2: = (005წ, (6) 

დალამბერ-– ლაგრანჟის განტოლება, განსახილველ შემთხვე- 

ვაში, შემდეგ სახეს მიიღებს: 

(VI, 0 –– თ,6',)ნ2, -L (20 –– თ?ჩ'',)62ე =90. (7) 

(6) ტოლობის ძალით, Lესაილლო გადაადგილების კომპონენ- 

ტები შემდეგ პირობას „ნდა აკმაყოფილებდნენ: 

62, + 82,=9. . 

თუ ამ ტოლობას გავამრავლებთ 2 მაზრავლზე და შეეკრებთ (7) განტოლე- 

ბასთან, მივიღებთ. · 

(თ. 0 + » –– 2,6” ,)მ/, -L (I ,0 -+ »-–– 6 :)22ე = 0. 

უკანასკნელი ტოლობიდან ვღებულობთ ლაგრანჟის I გეარის განტოლებებს 

თანამ ის (8) თერ ე = 91:90 –- #. 

ვინაიდან (6) ტოლობის ძალით, 

# ლ” , 

ამიტომ, თუ (8) სისტემის პირველ ტოლობას მეორეს გამოვაკლებთ, ადვილად · 

მივიღებთ 

  

ნახ. 117. 

' 

2',= (/(21//2) ჟ. თ 

თე -L თბ; ! 

ამრიგად, „ი, ნაწილაკი ვარდება =-?2--”''ყ C ყ აჩქარებით. 
თბი 1 შბ, 

ნ, ვთქვათ 7/, #, მატერიალურ წერტილებზე, რომელთა მასებია 
.” მოჟმედებენ მხოლოდ სიმძიმის ძალები. ეს წერტილები შეერთებულია 

უწონადი 1 სიგრძის ღეროთი, 7, წერტილი უხახუნოდ სრიალებს აორი- 
ზონტალურ 0ჯ» ღერძზე, ხოლო 7/,M, ღერო აწარმოებს მოთრაობას 0»ყ 

ვერტიკალურ სიბრტყეში (ნახ. 118).. ვიპოვოთ სისტემის მოძრაობის გან- 

ტოლებები. 
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ბმის განტოლებებს აქვს სახე 

/+=4/1=9, 
1 · 

#:=-- (I –- ი) –+ V,1 – (პ1=90, 

ლაგრანჟის პიოველი გვარის განტოლებები განსახილველ შემთხეევაში მოგვცემს 
სეს 1=–--% (CX – 0) 0 M >». X 

! 

  

»V 1=9%9 ++ #ა 

ყბეე ვ 5 Xა (2: –– თ,), 

)ი8/ ე == Mზე9 –L #3 

როგორც ადვილი მისახვედრია, 

სისტემის თავისუფლების ხარისხი 
ორის ტოლია. | 

6, ვთქვათ, სისტემა შედგება '/ 

ოთხი წერტილისაგან MI,(თ, ყ, #,) · 

(1=1, 2, 3, 4) რომელნიც ერთ- 

მანეთთან დაკავშირებული არიან იმ პირობით, რომ ტეტრაედრის მოცულობა, 

რომელსაც წვეროები ამ წერტილებზი აქვთ, იცვლება, როგორც დროის 

წრფივი ფუნქცია. ვიპოვოთ ბმის ანალიზური გამოსახულება. 
თუ გავიხსენებთ ტეტრაედრის მოცულობის გამოსათვლელ ფორმულას, 

ამოცანის პირობის ძალით, მივიღებთ 

  
ნახ, 118. 

1, თ, 9 2. 
1, თეა ში: ში = ხ=0, 

7 1, ექვ, შე; შვ 1+29+ 

1, თა: ჰაე ჩა “ 

სადაც თ და ხ გარკვეული მუდმივებია. 

7. ვთქვათ, სისტემა შედგება # მატერიალური წერტილისაგან, რომელ- 

ნიც მოძრაობენ სიბრტყეზე 
თთ –- ხV++0წ8 + 0=90. 

ვიპოვოთ ბმის განტოლებები. 

ცხადია, ბმის განტოლებები იქნება 

#თ=თMე -L ხყ, -L 02=+ 0=9. 

(თ= 1, 2... კ). 

8, ვთქვათ, სისტემა ემორჩილება შემდეგი სახის ცალმხრივ ბმებს 

#თ (თ), V #), 1)>.9 CV 2, ..7:). (10) 

ვიპოვოთ ის პირობები, რომელთაც ეს ბმები ადებენ სიჩქარის და აჩქა- 

რების კომპონენტებს. ' 

ვთქვათ, ჯ არის ის მომენტი,. როცა სისტემა ტოვებს ზმებს, ე. ი. 

/=>(თ,, ყე, 2, 00=9, (11) 

·/=(2+ ძთ,, ყ,+ მყ, 9-9, L+ 90 >9, 023 
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სადაც ძჯკ, ძ),, ძ7,; აღნიშნავენ უსასრულოდ მცირე ძჯ დროში სისტემის 

ნამდვილ გადაადგილებათა კომპონენტებს, 
შევნიშნოთ, რომ (10)-ის მარCხენა მხარე ზეითლება განხილული იყოს, 

როგორც Lჯ ცვლადის რთული ფუნქცია, რომელიც ამ ცვლადს ზეიცავს რო- 
გორც უშუალოდ, აგრეთეე წერტილების კოორდინატების საზუალებით და, 
მაშასადამე, (11) და (12) დამოკიდებულებები ასე შეიძლება ჩავწეროთ: 

79(I) =9, (13) 
7თC=(L+V) >9. (14) 

თუ (14)-ის მარცხენა მხარეს გავშლით მწკრივად და გავითვალისწინებთ (13)-ს, 

მივიღებთ 
2“ “ წ“ 

  თL+ 

სადაც §კ არის მესამე იას წი ლოდ მცირე ძი!-ს მიმართ. თუ ახლა გავი- 

თვალისწინებთ, რომ (15) უღტოლობას ჯ,ნდა "ქონდეს ადგილი როგორი მცირეც 

არ უნდა იყოს დადებითი იძ სიდიდე, დავრწმუნდებით, რომ 

ი. 
თ 

ეს უკანასკნელი კიდევ ასე ზწეითლება გადავწეროთ: 

29 ს (ფომა /ი. 9+-“6>0 07 

(17) უტოლობები წარმოადგენენ იმ პირობებს, რომელთაც (10) სახის 

ცალმხრივი ბმები ადებენ სისრემია წერტილთა სიქარეებს. 

თუ დავუშეებთ, რომ იმ მომენტისათვის, რო; ა სისტემა ტოეებს ბმებს, 

ადგილი აქვს უტოლობებს “. > 0, მაშინ (15)-დან ცხადია, რომ 47. 
ძ 

სიდიდეს შეიძლება “ქონდეს ნებისმიერი ნიშანი და მაშასადამე, ამ ზემთხეე- 

რ+ 

ძ) I-C >9, (15) 

>0. (16) 

  

  =0 , ვაში აჩქარებებს არ ედებათ შეზღუდვები თუ დავუშვებთ, რომ · 

მაშინ (15)-დან, ცხადია, გვექნება 

  >9, 18). 
ძ. “” 09 

და, მაშასადამე, ეს უკანასკნელი ის პირობებია, რომელთაც (10) სახის (კალ- 

მხრივი ბმები ადებენ სისტემის წერტილთა აჩქარებებს. 

ი. ვთქვათ, სისტემა ემორჩილება (10) სახის ცალმხრივ ბმებს. ვიპოვოთ 

ის პირობები, რომელთაც შესაძლო გადაადგილებათა კომაონენტები აკმაყო- 

ფილებენ. 
ვთქვათ, როგორც წინა ამოცანაში, ჯ არის ის მომენტი, როცა სისტემა 

ტოვებს გზებს, ე. ი. 

#>=(2), 1?/), 2;, ჯ1=0, / (19) 

ამასთან აღებული 1L-სათვის ადგილი აქვს უტოლობებს | 

#CC6,+ბი,, ყ, + ბყ,, 2, + ზ,, 4) >9, (2თ 
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სადაც 2/,=(მთ,, 6ყ,, 2) წარმოადგენენ », რადიუს-ვექტორთა უსასრულოდ 
მცირე ნაზრდებს (ზესაალო გადაადგილებებს) თუ ახლა (20)-ის მარცხენა 
მსარეს გავზლით სწკრივად და გავითვალისწინებთ (19)-ს, მივიღებთ 

– ლ/ მ/2- მ/თ. მ/= 
2/=% -2--921, + -––9/,+L+ -“–მ?; | > 0. 

ეს უკანასკნელი ის პირობებია, რომელთაც შესაძლო გადაადგილების კომპო- 
ნენტები უნდა აკმაყოფილებდნენ. 

განყოფილება 2 

მაზერიალურ წერჭილთი სისზემის დინპჰმიკჰის ძირითადი კანჩნები 

§ 6. მოძრაობის რაო ღენო ბის კანონი 

ვთქვათ, ისე როგორც წინა §-ში, მოცემულია მატერიალურ წერტილთა 
სისტემა ტ//ც M/,) .-·, IV, რომელთა მასებია #I,, მშშე, +.) ია II ურ წერტილზე 

მოქმედი გარე ძალთა ნაკრები ვექტორი აღვნიზნოთ ისევ ჯ,-თი, ხოლო ამავე 

წერტილზე მოქმედი შიგა ძალთა ნაკრები ეეჭქტორი #4-ით. თუ სისტემა არა- 
თავისოფალია, მაშინ ამ ძალებს მივაკუთენებთ შესაბამად გარე და შიგა «ეაქ- 
ციის ძალებს. ! 

აღებულ სისტემაზი შემავალი მატერიალური წერტილების მოძრაობის 

რაოდენობების ჯანს ეწოდება ამ სისტემის მოძრაობის რაოდენობა. 

ამრიგად, თუ სისტემის მოძრაობის რაოდენობას აღვნიზნავთ #-თი, განმარ- 

ტების ძალით, მივიდებთ 

= VI. (6,1) 
451 

მატერიალურ წერტილთა სისტემის ინერციის ცენტრის რადიუს-ვექტორი 

განისაზღვრება ფორმულით (იხ. IV თავის § 15) 

' 4 

XX 2?“ 

5L 
  2?-= LI (6,2) 

სადაც », არის M#, წერტილის რადიუს-ვექტორი 0ყყ2 სისტემის სათავის 

მიმართ, 7/= 2). ამ ტოლობის გაწარმოების შედეგად ვღებულობთ 

ელ 

1I თ.= ზი 9= XL. (6,3) 
:=1 

უკანასკნელი ტოლობის ძალით, მატერიალურ წერტილთასის- 

ტემის მოძრაობის რაოდენობა უდრის ამ სისტემის ინერ- 
ციის ცენტრის მოძრაობის რაოდენობას,თუ ვიგულისხმებთ, 

რომ ამ უკანასკნელში თავმოყრილია მთელი სისტემის მასა. 
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ძე” . სახი 'შ“შ თ - Mძ 

"ა ი: რაობის განც უღებებს, როგორც , _ ტოლე 
იც ” ი ლიი X» ვ – 6=1 

გაც. 98939)” _ ამომ ანუ, 
რთსი)= XX, + > 

გ ბს შევკრებთ და წ. X ძჯ. 
ოლო ე გავით 

თუ ამ ტ ს ალისწინებთ, რომ 

2115=0, 
(51 

მივიღებთ 1 

# 2 />=0ჯ = VI, 
(6,4) :=1 

სადაც 

”--  %ჩთ> 
წი. 2, XXს. 

(6,4) ტოლობის ძალით, ჩეენ ვრწმუნდებით შემდეგი დებულების სამართლია- 

ნობაში: 

ბულება. მატერიალურ წერტილთა სისტემის მოძრაო- 
ბის რაოდენობის დიფერენციალი ამ სისტემაზე მოქმედი 
გარე ძალთა ნაკრები ვექტორის ელემენტარული იმპულსის 
ტოლია, ' 

ეს დებულება სისტემის მოძრაობის რაოდენობის კანონის სახელწოდე- 
ბით არის ცნობილი, 

(5,4) ტოლობის ძალით, გვაქვს 
– 

ძნ 65 
V# ..” ) 

საიდანაც, (6,3) ტოლობის გათვალისწინებით ვღებულობთ 

90, = X. (6,6) 

უკანასკნელი ტოლობის ძალით ჩვენ მივიღეთ სისტემის ინერციის ცენ- 

ტრის მოძრაობის კანონი, რომელიც %წემდეგში მდგომარეობს: მატე- 
რიალურ წერტილთა სისტემის ინერციის ცეხტრი ისე მო- 

ძრაობს, თითქოს მასში თავმოყრილი იყოს მთელი სისტემის 
მასა და მოქმედებდეს ძალა, რომელიც სისტემაზე მოქმედ 
გარე ძალთა ნაკრები ვექტორის ტოლია. 

(6,5) ტოლობიდან, ცხადია, გვექნება 

_. _. 1 
#–-IM=| #9, · _% 

ზ 
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სადაკცკ XC, არის მოძრაობის რაოდენობის მნიშვნელობა ჯ=ჯე მომენტისათვის, 
უკანასკნელი ტოლობა იძლევა ზოCრაობის რაოდენობის კანონს დროის სას- 
რული ზუალედისათვის. 

მოძრაობის რაოდენობის კანონს მარტივი მექანიკური აზრი აქვს. სა- 

ხელდობრ, თუ ავაგებთ IL ვექტორის ბოდოგრაფს და გამოვთელით პოდო- 

გრაფზე # ეექტორის ბოლო წერტილის სიჩქარეს, ეს უკანასკ6ნელი სისტემაზე 
მოქმედ გარე Cალთა ნაკრებ ვექტორს დაემთხვევა, 

იმ კერძო შემთხვევაზი, როცა სისტემაზე მოქმედი გარე ძალთა ნაკრები 

ვექტორი #=0, მოძრაობის რაოდენობის კანონი გვალლევს მატერიალურ 

წერტილთა სისტემის მოძრაობის დითერენციალურ განტოლებათა სისტემის 

შემდეგ პირველ ინტეგრალებს: 

ბასას =0 2, = C,, ალი” 
§=1 «=1 

სადაც C,, C:, Cკ ნებისმიერი მუდმივებია, 

ვინაიდან განსახილეელ შემთხვევაში #= ლ005სL, ამიტომ, (6,3) ტოლო- 

ბის ძალით, 90=C0I186 და, მაშასადამე, ამ შემთხვევაში სისტემის ინერციის 

ცენტრი იმოძრავებს სწორხაზოვნად და თანაბრად, 

მაგალითი. "როგორც ცნობილია, ჟქეებეხიდან გასროლილი ყუმბარის 

სიმძიზის ცენტრი მოძრაობს პარაბოლაზე. ვთქვათ ყუნბარა ტრაექტორიაზე 

გარკვე„ლ მდგომარეობაში ფეთქდება; როგორ იმოლ«რაეებს ადეთქების შემდეგ 

ნამსხვრევების, როგორც მატერიალურ წერტილთა სისტემის, სიმ«იმის ცენტრი. 

აფეთეების შედეგად წარმოშობილ შიგა ძალთა ნაკრები ვექტორი ნულის 

ტოლია, ამიტომ ადეთქების შემდეგაც ინერციის ცენტრისათვის მოძრაობის 

იგივე განტოლება გვეენება, რაც აღეთქებამდე გექონდა. ამრიგად, ყუმბარის 

სიმ-იმის ცენტრის მოძრაობა არ შეიცვლება აფეთქების შემდეგ. 

§ 7. მოძრაობის რაოდენობის მომენტის კანონი 

#/, ური მატერიალური წერტილისათვის მოძრაობის რაოდენობის მომენ- 

ტის კანონს აქვს სახე (იხ. V თავის (4,3) ფორმულა) 

4 სათნ)= წა. ი) +. 7) 
(1=1, 2, ..-, 21). 

თუ მოვახდენთ ამ ტოლობების შეჯამებას და გავითვალისწინებთ, რომ 

V ლ", · ჯ"ქ =0, 

451 

მივიღებთ 

63) I, · IIს;1 = -V II . 151. (7,1) 
ძლ §=1 
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შუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

–_ 
თ = სა |(9+ · /?! ზა), (7,2) 

:51 

ჯX= %I წე. 7; (7,3) 
#L= 2. > . #I ს 

მაშინ (7,1) ტოლობა ასე შეიძლება ჩავწეროთ: 

ას =XL- (7,4) 
თი 

6 ვექტორს, რომელიც განსაზღვრულია (7,2) ფორმულით, ეწოდება სისტემის 
მოძრაობის რაოდენობის მომენტი. (7,3) ფორმულით განსაზღვ- 

რული წმ ვექტორი, ცხადია, სისტემაზე მოქმედ გარე ძალთა ნაკრებ მომენტს 
წარმოადგენს. ' 

(7,1) ანუ; რაც იგივეა, (7,4) ტოლობა ჩვენ გვარწმუნებს შემდეგი დებუ- 
ლების სამართლიანობაში: | 

დებულება. სისტემის მოძრაობის რაოდენობის მომენტის 
წარმოებული დროით უდრის სისტემაზე მოქმედ გარე ძალ- 
თა ნაკრებ მომენტს. 

ეს დებულება მოძრაობის რაოდენობის მომენტის კანონის სახელწოდე- 
ბით არის (კნობილი, 

ამ კანონის მექანიკური აზრი შემდეგში მდგომარეობს: მოძრაობის რათო- 
ღენობის მომენტის პჰოდოგრაფის რადიუს-ვექტორის წარმოებული “დროით 
გარე ძალთა ნაკრები მომენტის ტოლია. ! 

თუ (7,1) ტოლობას კოორდინატთა ღერძებზე დავაგეგმილებთ, მივიღებთ 

ძ L , , C 
32 ა(V,2 “წყ ი =2, (V.2! – §,X.), 

§=1 (=1 

ძ<« 2 
“–“ მ. (2“',--დ, 2?) = ' (2 X,– X,27), 

2 2 (7,5) 

225) ს, (თ. (-–– V,თ”,) = ჯ (თ,X, – ყ,X-, 
ძი” 2 

· (ჯL=1, 2, ..., 22), .· 

სადაც 

(Xს Xი X)=+X'. 

თუ სისტემაზე მოქმედ გარე ძალთა ნაკრები მომენტი ნულის ტოლია, მ ფა: 

(7,5) ტოლობები მოგვცემს სისტემის მოძრაობის დითერენციალურ განტო ინ 

ბათა სისტემის ((1,2) სისტემის) შემდეგ პირველ ინტეგრალებს: ლე- 
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> 7 (V2', –_ 2") = Cი 

(=1 

2. ს, (6,2; –– თ,2,)= C%, 
(7,6) 

ბ, მ11| (თ /, –– ყ.ფთ')=C, 
ჯ51 

სადაც C Cა, C§ ნებისმიერი მუდმივებია. 
როგორც კინემატიკიდან ცნობილია, 0 წერტილის მიმართ წერტილის 

სიჩქარის მომენტის სიდიდე გაორკეცებული ფართობული სიჩქარის ტოლია, 
ამიტომ, გვექნება 

  

  

  

' , ით,, 
მიმ 2ყ,ლ2–, 
” ” თL 

ით. 
თა თ2,=2 --%, 2თ7ჯ“– 2928: (7,7) 

, !, ძთ,, 
ყა ყთი=2-, , „V V=ნ( მ 

ი;უ სადაც – წარმოადგენს #, მატერიალური წერტილის ყ0/ სიბრტყეზე 

ორთოგონალური გეგმილის ფართობულ სიჩქარეს. ანალოგიური მნიშვნელობა 
თთ, ით,, 

აქვთ ––““- და –-–--+“. სიღი ზს. ქვ ე ე და == სიდიდეე 

(7,7) ტოლობების ძალით, (7,6) ტოლობები ასე გადაიწერება: 

ჯ» 27? ლ = Cა : 
21 თ 

  

ჟ ძი 220 -#=0, (7,8) 
§51 

LM) შუ X 2, ძი _ ძე. 

(=1 ძჯ 

  

უკანასკნელი ტოლობები იძლევიან ერთი მატერიალური წერტილის შემთხვე- 

ვაში ცნობილ ფართობთა კანონის ანალოგს მატერიალურ წერტილთა სისტემი- 

სათვის. 

განვიხილოთ კოორდინატთა (თ მოძრავი სისტემა, რომელსაც სა- 
თავე აქვს მატერიალურ წერტილთა სისტემის ინერციის ცენტრში და ღერძები 

პარალელურია 02 სისტემის ღერძების. ცხადია, ეს სისტემა შეიძლება ასრუ- 

ლებდეს მხოლოდ გადატანით მოძრაობას (ნახ. 119). ვაჩვენოთ, რომ ამ სის- 
ტემის მიმართ მოძრაობის რაოდენობის მომენტის კანონს ისეთივე სახე აქვს, 

როგორიც უძრავი 0ჯყ2 სისტემის მიმართ, ცხადია, გვექნება (ნახ. 119) 
„X1



ი=%+7?“ა რ,თ 
სადაც დი არის თ წერტილის რადიუს-ვექტორი 0 წერტილის მიმართ, ს” 

IL, წერტილის რადიუს-.ეექტორი 0 წერტილის მიმართ, », –- 11, წერტილის 

რადიუს-ვექტორი 0 წერტილის მიმართ. (6,2) ტოლობის «ალით, გეექნება 

2 თს, == 19%. 
ჭ=1 : 

თუ ამ უკანასკნელში შევიტანთ % ეექტორის მნიშვნელობას (7,9) ტოლო- 

. ბიდან, მივიღებთ 

»ჯ 

2, 2), > ,=0. (7,19) 
(91 

ამ ტოლობის გაწარმოებით ვღებულობთ 

საუ (7,11) 

ჯ51 

სადაც 9) არის )/, წერტილის სიჩქარე ("ე . 
სისტემის მიმართ. (7,9) ტოლობის გაწარ- 

მოებით ვღებულობთ 

  

? 

ნახ, 119, 9,= 9--+-V. (7,12) 
თუ (7.9) და (7.12) მნიშვნელობებს შევიტანთ (7,1) ტოლობაში და გავითვა- 

ლისწინებთ (7,10) და (7,11) ტოლობებს, მივიღებთ _ , 

შლ სს მლეი ფა ლე ხლ = 
– C. / «C _ ა.) ს, = ბ. I X% ი. II · 7,13 ქ L” +, 2. მე1:C | = IV 1+ 2, ე (7,13) 

მაგრამ, ვინაიდან 

2 წა. Mი)=ნა. მნი = ნ. XI, 
ამიტომ, უკანასკ6ნელი ტოლობა მოგვცემს 

--%) 8.1 = 9 (თ. 71. (თფ14 
ძლ (=1. 

(7,14) ტოლობა ამტკიცებს ზემონათქვამის სამართლიანობას, 

§ 8. ცოცხალი ძალის კანონი 

მატერიალურ წერტილთა სისტემის ცოცხალი ძალა (კინეტიკური 
ენერგია) ეწოდება სისტემაში შემავალი წერტილების ცოცხალი ძალების ჯამს: 

15 
ჯ 22. მბ? · (8,1) 

არჩუნებთ წინა პარაგრაფის აღნიშვნებს და ამ უკანასკნელში ჯ,-ის ფევინ 
თუ წევ შევიტანთ მის მნიშვნელობას (7;12) ტოლობიდან, მივიღებთ 
ნაცვლაღ 
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ჯ= 

ა
 ჯ VI: (თ; 9)=- სა ა(C+ თ). (+ »))= 

§=1 

– 1 ჟ 

=–-- – 101 +. %ა ის (+ -- V I, ”. 
221 2 

(7,11) ტოლობის ძალით, უკანასკნელი ტოლობა მოგვცემს 
1 ” 

2=--- I. +2, VI 2, (8,2) 

(8,2) ტოლობა გვარწმუნებს კენიგის ზემდეგი დებულების სამართლიანობაში: 
დებულება: მატერიალურ წერტილთა სისტემის ცოცხალი 

ძალა შედგება ორი შესაკრებისაგან, რომელთაგან პირველი 
წარმოადგენს ინერციის ცენტრის ცოცხალ ძალას, თუ ვი- 

გულისხმებთ, რომ მასში თავმოყრილია მთელი სისტემის 

მასა; მეორე შესაკრები წარმოადგენს ცოცხალ ძალას იმ 

სისტემის მიმართ, რომელსაც სათავე აქვს ინერციის 
ცენტრზი და რომლის ღერძებიც უძრავი 0ე#ყ; სისტემის ღერ- 

ძების პარალელურია, 

Mი-ური მატერიალური წერტილისათვის ცოცხალი ძალის კანონი გვაძ- 

ლევს (იხ. V თავის (6,2) ფორმულა) 

თოს 
ძ   =(X%. ძ::) --(CL" წო! 

სადაც ძი წარმოადგენს + წერტილის ნამდვილ გადაადგილებას. თუ უკა- 

ნასკნელ ტოლობებს შევაჯამებთ ჯ ინდექსით, მივიღებთ 

(1 = #2 თათ –2ნი რე+პეძო. თ). (8,3) 
§=1 L=1 

უკანასკნელი ტოლობა ს ცვარწმუნებს” შემდეგი დებულების „სამართლიანობაში: ' 

დებულება. მატერიალურ წერტილთა სისტემის ცოცხალი 

ძალის დიფერენციალი უდრის სისტემაზე მოქმედ შიგა და 

გარე ძალების მიერ შესრულებულ მუშაობათა ჯამს სისტე: 
მის ნამდვილ გადაადგილებაზე. 

ეს დებულება ცოცხალი ძალის კანონის სახელწოდებით არის ცნობილი 

§ 9. პოტენციალუტი ძალები. ცო.ცხალი ძალის ინტეგრალი 

__ _ჩვენ ვიტყვით, რომ მატერიალურ წერტილთა სისტემაზე მოქმედი 

თ, თ. ·-. თ. ძალები პოტენციალურია. თუ ამ ძალების მიერ შესრულებულ 

მუშაობათა ჯამი სისტემის ნებისმიერ ძ;,=(ძ2, ძყი ძ2) გადაადგილებაზ; 

წარმოადგენს გარკვეული VI (თ, 49. 6 ·· თი, ყო ში) ფუნქციის სრულ დი 
ფერენციალს, ამასთან IV მხოლოდ სისტემის მდებარეობის ფუნქციას წარმო 

ადგენს. ამრიგად, თუ აღნიშნული ძალები პოტენციალურია, მაზინ 

”M 

ბ, (თ,. თრ») =9ძII. 
§=1 
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#7 ღუნქციას ეწოდება აღებული ძალების პოტენციალი, ხოლო –- 7 -ს-–ამ 
ძალების პოტენციალური ენერგია. 

უკანასკნელი ტოლობა, ცხადია, შემდეგი ტოლობების ტოლფასია: 

თ,“ მი, „, მI.. ,, მ, 
წ. 0), ი”, ! 

ვთქვათ, მატერიალურ წერტილთა სისტემაზე მოქმედი შიგა ძალები 
წარმოადგენენ ურთიერთმიზიდულობის ან განხიდვის ძალებს, რომელნიც 

მხოლოდ მიმზიდველ (ან განმსიდველ) წერტილებს შორის მანძილზეა დამოკი- 

დებული და რომელნიც შემდეგი სახით შეიძლება იყოს წარმოდგენილი: 
>.ჟჰ– 

,=1(0,)---“ დ,1) 
” 

  

სადაც ## არის ძალა, რომლითაც 7/,:--”ურ წერტილზე მოქმედებს 7ჟ/,-ური 

წერტილი, X (0ც)= III, 7, არის 71, წერტილის რადიუს-ეექტორი 0 წერ- 

ტილის (კოორდინატთა სისტემის სათავის) მიმართ, კ, არის 7/, წერტილის 

რადიუს-ვექტორი იმავე 0 წერტილის 

მიმართ, 2,,--მანძილი #I: და //; წერ- 

ტილებს შორის (ნახ. 120). 
ქმედებისა და უკუქმედების კანო- 

ნის ძალით ” 

  

1,:=–XLC2-) : , 

(9,1). და (9,2) ტოლობების ძალით, 

ის და XV ძალების ელემენტარული 
მუშაობათა ჯამი, რომელსაც 64”,-თი 

აღვნიშნავთ, იქნება, · 

(9,2) 

  

ნახ. 120. 

ბ4ი- #76) (6-7): 47, ფი): 285)1= 

ი იი. 
ამრიგად, 

–-ძიე,ბლ=-- # (0-) ძეა: 

| ნ64ც=-ძI” თი... 

სადაც X”,ც წარმოადგენს შემდეგ განუზღვრელ ინტეგრალს: 

7 'ს= | ICC) ძეც. 

თუ ყველა შიგა ძალის მიერ შესრულებულ ელემენტარულ მუშაობათა ჯამს 

აღვნიშნავთ 6,-ით, როგორც ადვილი მისახვედრია,. მივიღებთ 

=> 1 . . ' ა 

24 =-ე-2, 2.X (C!,) ძი". 

· #51 (51 
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კოეფიციენტი !,, აღებულია იმიტომ, რომ ორმაგ ჯამში ყოეელი წყვილი 

მატერიალური წერტილებისა ორჯერ მიიღებს მონაწილეობას. ამის შემდეგ 

ცხადია, რომ 

64 =-–--V”, 
სადაც 

1 = ” 

, 7 , · _. I” –5–I , (0;,)ძ(ტ,კ. 

ა11 “+ 

ამრიგად, განსახილველ შემთხვევაში შიგა ძალები წარმოადგენენ პოტენცია- 

ლურ ძალებს, რომელთა პოტენციალური ენერგიაც არის X'. : 

დავუშვათ, რომ გარე ძალებიც პოტენციალურია, ე. ი, 

ბ წეთ თ)=- (V, 
ჯ51 

სადაც ” არის გარე ძალების შესაბამი პოტენციალური ენერგია. 

ამ შემთხვევაში ცოცხალი ძალის კანონი (იხ. (8,3) ტოლობა) მოგვცემს 

(I=-–-ძ7/ –იX', 
ანუ, რაც იგივეა,, 

#+X + V/'=V, (9კ3) 

სადაც # ნებისმიერი მუდმივია. ეს უკანასკნელი, რომელიც მატერიალურ 
წერტილთა სისტემის მოძრაობის დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემის 

გარკვეულ პირველ ინტეგრალს წარმოადგენს, ცნობილია ცოცხალი ძალის 

ინტეგრალის სახელწოდებით. ამრიგად, თუ სისტემაზე მოქმედი შიგა. 

და გარე ძალები პოტენციალურია, მაშინ ადგილი აქვს ცოცხალი ძალის 

ინტეგრალს. : 

(9,3) ტოლობის ძალით, როცა სისტემაზე მოქმედი ძალები პოტენცია- 

ლურია, მაშინ კინეტიკური და პოტენციალური ენერგიების 
ჯამი მუდმივი სიდიდეა. ამ კანონს ენერგიის შენახვის კანონი 

ეწოდება. : 
ხშირად ”-+” გამოსახულებას სისტემის გარე ენერგიას უწოდებენ, 

ხოლო I –- შიგა ენერგიას და, მაშასადამე, გარე და შიგა ენერგიების ჯამი. 

(9,3) ტოლობის ძალით, მუდმივია. 

ამოცანები 

10. ორი მძიმე მატერიალური წერტილი, რომელთა მასებია, »I, და #I-,. 
მოთავსებულია ვერტიკალზე ერთი მეორის ზევით. პირველი წერტილი, რომე- 

ლიც მოთავსებულია მეორის ზევით, "ვარდება უსაწყისო სიჩქარით, ხოლო. 

ერთდროულად მეორე წერტილი გასროლილია ვერტიკალურად ზევით ყე საწ- 
ყისი სიჩქარით. ვიპოვოთ ამ წერტილების სიმძიმის ცენტრის საწყისი სიჩქარე... 

2 ღერძი მივმართოთ ვერტიკალურად და აღვნიშნოთ /2,-ით და ჟე-ით 
· მატერიალური წერტილების კოორდინატები. სიმძიმის ცენტრის კოორდინატი 
გამოითვლება ფორმულით 

_ 0,2, -L ბებში 

მბ) –1- მზე 
20. ნ. ვეკფა -205 

ჯ (1). 6



საიდანაც გაწარმოებით ვღებულობთ 

  

1 (2, თ2. 
3?-== 2 

–_-–-(M» "ი, შთა ი): ლ 

ამოცანის პირობის ძალით, საწყის მომენტში -9-90, რ -X, ამიტომ (2) 
' ” ( 

ფორმულა საწყისი მომენტისათვის მოგვცემს 

9 __ _ ხი 

2711 -L მზე 

11. 1#0 ფირფიტა, რომელსაც სწორკუთხოვანი ტოლფერდა სამკუთხე- 

დის ფორმა აქვს და რომლის ჰიაოტენუზაც 12 სანტიმეტრის ტოლია; ეყრდ- 

ნობა 4 წვეროთი გლუვ პორიზონტალურ იატაკს, ხოლო # აიპოტენუზა 

ვერტიკალურ მიმართულებას ემთხვევა. თავისუფლად გაზვებული ფირფიტა 

იწყებს ვარდნას სიმძიმის ძალის მოქმედებით. ვიარვოთ ის წირი, რომელსაც 

#Cთ გვერდის I/ შუაწერტილი შემო- 
VL წერს (ნახ. 121). 

% 

  

0/ ღერძი მივმართოთ ვერტიკა- 
8 ლურად, 0, ღეღძი კი პორიზონტალუ- 

% რად, ისე როგორც ეს ნაჩვენებია ნა- 

"IM ხაზზე, 

/X ვინაიდან სიმძიმის ძალა, რომე- 
9ე-+-- აე ლიც ფირფიტაზე მოქმედ გარე ძალას 

/'“ “ წარმოადგენს, არ იცვლება მოძრაობის 
! „” დროს, ამიტომ, სიმიიმის (კენტრის 

/(C2 მოძრაობის კანონის ძალით, ფირფიტის 

გ.“ XV >X სიმიიმის ცენტრი 0, დაეშვება ვერტი- 
ე ი კალურად და, მაშასადამე, მისი აბსცისა   

თჯ0= 1101 == 00905ხ. ნახ. 121. თუ # წერტილის კოორდინატებს 
აღვნიშნავთ თ და ყ-ით, ცხადია, გვექნება . 

თ=ჟი -L 0, 003 დ, (3) 

V=071 510 დ, 

სადაც დ ის კუთხეა, რომელსაც 0M ვექტორი შეადგენს 0ჯ ღერძთან. 7 

ადვილად მივიღებთ, რომ 80-X, 

MC = 0 –– 36=36, 90=6, რის შემდეგაც, ცხადია, შე=--=2.. 

0#0C სამკუთხედიდან ვღებულობთ 

0# =სL/ 99, 0, –V 99,



თუ ამ მნიშვნელობებს (3)-ში შევიტანთ, მივიღებთ 

(/-60 
3-- 008 დ, 

/=Vს/ 90510 დ. 

"უკანასკნელი ტოლობებიდან დ პარამეტრის გამორიცხვით ვღებულობთ 

9 (უ––2)! -- ყზ =90. (4) 

ამრიგად, #/ წერტილის ტრაექტორია წარმოადგენს ელიფსს, რომელი.:კ 

განსაზღვრულია (4) განტოლებით. 

დ=2-+   

განყოფილება პ 

მაზერიალურ წერჭპილთა სისზჭემის მოძრაობების განჭოლებები 
განზოგადებულ ჰოფრლჩნაბებში 

§ 10. ლაგრანჟია მეორე გვარის განტო.ლებები 

ვთქვათ, ისე როგორც 1!) განყოფილებაში, მატერიალურ წერტილთა 

სისტემა ემორჩილება პოლონომურ, ორმხრივ (დამჭერ), საზოგადოდ არასტა- 

ცბხონარულ იდეალურ ზმებს, რომელთა განტოლებებია 1 

#თ(;), V» 2: L)=09 (თ=1, 2, 7" I) (10,1) 

და, ვთქვათ, ეს ბმები დამოუკიდებელი არიან იმ გაგებით,'როგორც ეს ხსენე- 
ბულ განყოფილებაში იყო აღნიშნული, ე. ი, ბმის ამ განტოლებებიდან ამო- 

იხსნება სისტემის #7 კოორდინატი და გამოისახება დანარჩენი 3პ;--/; კოორდი- 

ნატის საშუალებით, ცხადია, სისტემის თავისუფლების ხარისხი ტოლია 

პე--#-სი (§=3#--7). : ' 
' განვიხილოთ ვ§=3გ–- რაოდენობის დამოუკიდებელი პარამეტრი ქც, 

“ძე "+ #,, რომელთა საშუალებითაც სისტემის დეკარტის კოორდინატები ასე 

გამოისახებიან: 

დ|=Cრდ; (ის ძე” ...ა წ. ჯ), 

3 =VV (01. ძი, ···» თ,» LM 00,2) #,=ს. (0, ძე. ···, დ,%), 
(L= 1, ... ჯ),. 

სადაც დ, ს, წ, წარმოადგენენ თავიანთი არგუმენტების “ცალსახა, უწყვეტ 
და მეორე რიგამდე უწყვეტად” წარმოებად: ფუნქციებს, ამასთან, რაც არსე- 
ბითია ეს დამოკიდებულებანი აკმაყოფილებენ ბმის (10,1) განტოლებებს 
ძა წს ი, პარამეტრების მიმართ იგივურად; თუ ბმები სტაციონარულია, მაშინ 
(10,2) გამოსახულებაში დრო ცხადად არ მონაწილეობს. 

' ძა იმე .წსახი, პარამეტრებს, რომელთაც “ზხემოხსენებული თვისება აქ>ვთ, 

ეწოდება სისტემის განზოგადებული კოორდინატები. 

1 როგორც ყოველთვის, ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ /თდ ფუნქციები არიან თავიანთი 

არგუმენტების უწყვეტი და უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციები მეორე რიგამდე. 
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როგორც უკვე იყო აღნიშნული, სისტემის დეკარტის პჯ კოორდინატი- 

დან # რაოდენობა (10,1) სისტემიდან შეიძლება ამოვხსნათ და გამოვსახოთ 
დანარჩენი 3გ–-# კოორდინატის საშუალებით. ხსენებულ §=3#–-# კოორდი- 

ნატისათვის დაცული იქნება ყველა ის პირობა, რომელიც განზოგადებული 

კოორდინატების მიმართ ზემოთ იყო აღნიშნული და, მაშასადამე, დეკარტის 
ეს 37-# კოორდინატი შეიძლება მივიღოთ განზოგადებულ კოორდინატებად. 

მოყვანილი მსჯელობა გვიჩვენებს, რომ არსებობს სისტემის განზოგადებული 

კოორდინატები რომელთაც ზემოჩამოთვლილი თვისებები აქვთ, ამასთან, 
ცხადია, არსებობს უამრავი სისტემა ასეთი კოორდინატებისა. 

დალამბერ-ლაგრანჟის განტოლება (მექანიკის ზოგადი განტოლება) შემ- 

დეგი სახით შეიძლება ჩავწეროთ: 

პანთთ" -- Xაბი, + დიგ – Xა ზყ, თან” ჩე ბ/)=0. · (10.3). 
(=1 

სადაც 

(X,, ”ი 70ი=XV 

წარმოადგენს მატერიალურ წერტილთა სისტემის 7/+-ურ წერტილზე მოქმედ 

ყველა შიგა და გარე ძალების ნაკრებ ვექტორს (რეაქციის ძალა ამ განტო- 

ლებაში არ მონაწილეობს) მე;,, 6/, 02, სისტემის შესაძლო გადაადგილების 

კომპონენტებია. 

შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

: თ, (თ, 0, ··-ს 0/)=C,(ი,, ჯ) ((=1, 2, ---, #ბ)- 
ცხადია, გვექნება ; 

0ეჯ=დ,(09;-+60,, 1)–– დ, (0), 1) 
თუ ახლა დ«,(0;-+მი,, 1) გამოსახულებას დავშლით მწკრივად და უკლვაგ- 

დებთ 60; სიდიდების მიმართ მეორე და უფრო მაღალი '' რიგის უსასრულოდ: 
მცირე სიდიდეებს, მივიღებთ 

დ, (0; –++ 99), ჯ)=C, (9,, ი+2: 559 

ამის შემდეგ, ცხადია, გვექნება §. 

0ყ,= ქი, 0ძ,, (10,4) 

#1 6917 
სადაც ორი უკანასკნელი ტოლობა დაწერილია პირველის ანალოგიურად, ' 

თუ ამ მნიშვნელობებს დალამბერ-ლაგრანჟის (10,3) განტოლებაში შე-. 

ვიტანთ და მოვახდენთ აჯამვის რიგის შეცვლას, ადვილად მივიღებთ 
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ყა წ) 

პაც XI9,-- 00 %,=0, (10.5) 
751 

ს ძ2; მყ, ძი, 10,6 

“ =2 62- ძი, 09ე7ეი ძი. 29122 იმ, 8) ' 

ჟა „0 '! ” ი” ' ” ' 

ბარდ §0,= %IV, (« წუ V 2. +? 22). (10,7) 

აქვს 'ამქმნა 51 , , თ 
შემდე: იასასკწელი გამოსახულება. ამისათვის შევნიშნოთ, რომ ადგილი 

9გივობეგ 

„ 99 _ +( წ , (( მჯ, 
ჟ»დ“–.. 97% – ოვე , 
-ძ0, თ! ძ 9; თ! ძი; 

, მ” § ” , V" მ”! _ + 229” _V. 0"! (10,8) 

ძი; ი ძი, 

- ” 22 _ იძ +2- _ „.-# C ძ/. 
შეიძლება ვაჩვენოთ 6. ძმ, 2 ძმ, რი ძი; 

მარ ი 2 სი ა ი; მძ", 
თლაც., ცხადია, გვექნება 7 7 

თ'=%-“ მთ. , მთ. (10,10) 
თლ 4400; მჯ 

თუ უკანასკნელ ტოლობას გავაწარმოებთ ი',-ის მიმართ, მივიღებთ (10,9) 

· ტოლობას. ამრიგად, ჩვენ ვღებულობთ 

მჯ, C28 მყ; _ მს 9ყL. მ#2; _ 28. 
ლეა _–_ (10,11) 

მი; ძი' , მი; “მი”, , მი; მი", ' 

ამასთან ორი უკანასკნელი ტოლობა დაწერილია პირველის ანალოგიურად. 
ადვილად დავრწმუნდებით, აგრეთვე, შემდეგი ტოლობის სამართლია- 

ნობაში: 

  

  

-- თ _ ძV (10,12) 
ძL: ძი; მი, 

მართლაც. , » ” » 

ძ მეჯ __ _ 9% _ ი კ- ი% _ , +L .-..L 2: ' L ჩჯ. · 10,13 

ყო ძი; . მე:მ9; · მი, მი; 7. მე;, ძ90; “ ძძი; ( ) 

ნ 
· 

ვინაიდა , ძე; ძე; ძ», . 
: == ი1+ _ %% 49%, 

2 მი, 0 ძი, ძ "+ ·. + ძი, ძ. +“ 

| - მ ' 
, 

ამიტო , მ2?ე: მ”ე;; ძზთ: 

მთ... _––“–.ეეL- –“ ყეL..+ - – “ (10,1 
ში პმთძთ ' ძი/დ, 9 მიჯმი, · ლნი „' (1914) 
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პირობის ძალით, მეორე რიგის წარმოებულები უწყეეტია, ამიტომ შვარ- 

ცის დებულების თანახმად, (10,13) და (10,14) ტოლობების მარჯვენა მხარეები 
ერთნაირია და, მაშასადამე, მარცხენა მხარეებიც ერთნაირი უნდა იყოს, 

რითაც (10,12) ტოლობის სამართლიანობაც დამტკიცებულია. ამრიგად, ჩვენ 

ვღებულობთ 
  ძმ პს ძი; _ძ მყ,_ ძყ · რ მთ, _ ძი, (10,15) 

ძამი ძი, ძLძი; ძი, თ: ძი, ძი,” . 
სადაც ორი უკანასკნელი ტოლობა დაწერილია პირველის ანალოგიურად. 

თუ (10,11) და (10,15) მნიშვნელობებს (10,8) ტოლობებში შევიტანთ, 
მივიღებთ 

” მთ, ძ ' 2+) , ძ>”, 
მ -““ -ლო–ო ა კ დგ –-–– 

მი; ი“ მი”, მი; 

9 _ რ ს 0) მყ”, 
მსე I“ მი” მი; 

„ 0”, ძ , მ”, ' , 0”, 
>ჰჰჟჰ):უ=_=_ქიე_” 
მიი იძILL “ძი, მი; 

თუ ამ მნიშვნელობებს 9;-ის გამოსახულებაში შევიტანთ, ადვილად მივიღებთ. 

(10,16) 

ძ< ძ;”, მV' მ»', 

, ძილ ძი, მი," .. "პი 

” , 

მ», 0V' ძვ" =აუC მთ, _ , მყ, , , ძი, ) _ 
ი. ' პი, მი, “ძი; 

1 ძ მ « ·  % «CMV „(დ ,2 /მა _ _ ულ ლ” (თ''"+ყV,” +727) 

1. მ « · 17... 
_- ზო,“ ყე LC, )ლ.- ი, 

სადაც 

1. – _ 
თ--- ზის დ, ++: --00,17) 

§=1 

' წარმოადგენს სისტემის ცოცხალ ძალას (კინეტიკურ ენერგიას). 

თუ 9,;-ის მიღებულ მნიშვნელობას (10,5) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

ო(ად– 2 – თ )8I-ი. –.  (10,18) 
751 7 მი; 

თუ ახლა გავითვალისწინებთ, რომ მყე,, მძე,.··.·00, დამოუკიდებელი სიდი- 
დეებია, დავრწმუნდებით, რომ (10,18) ტოლობაში ამ სიდიდეების კოეფი- 

ციენტები ნულის ტოლი უნდა იყოს და მივიღებთ 

იმე: მე-0 (ე=1, 2, >, 5# . (10,19». 
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ამ სისტემას, რომელიც ზუსტად იმდენ განტოლებას შეიცავს, რამდენიც 

არის დამოუკიდებელი კოორდინატების რიცხვი, ეწოდება ლაგრანჟის 

მეორე გვარის განტოლებები. რაც მეტია ბმების რიცხვი, მით ნაკ- 

ლებია ამ სისტემაში შემავალ განტოლებათა რიცხვი, რაც სავსებით ბუნებ- 

რივია და რასაც ლაგრანგის I! გვარის განტოლებებისათვის ადგილი არა აქვს, 

რ, რი... სიდიდეებს ეწოდება განზოგადებული ძალის კომ- 
პონენტები. 

(10,19) სისტემა როგორც ადვილი მისახვედრია, წარმოადგენს განზო- 

გადებული კოორდინატების მიმართ მეორე რიგის ჩვეულებრივ დიფერენცია- 
ლურ განტოლებათა სისტემას. ეს სისტემა რომ ფაქტიურად დავწეროთ, საჭი- 

როა სისტემის ცოცხალი ძალა გამოვსახოთ განზოგადებულ კოორდინატებში, 
რაც მომდევნო პარაგრაფში იქნება გაკეთებული. 

(10,6) ტოლობიდან .ცხადია, რომ 0; (1=1, 2,..., ა) სიდიდეებს, რომელ- 

თაც ჩვენ ზემოთ განზოგადებული ძალის კომაონენტები ვუწოდეთ, საზოგა- 

დოდ, შეიძლება არ პქონდეთ ძალის განზომილება. თუ განზოგადებულ კოორ- 
დინატებს აქვთ სიგრძის განზომილება, მაშინ, როგორც ადვილი მისახვედრია, 

0; სიდიდეებს ექნებათ ძალის განსომილება. მაგრამ, სრულებით არ არის 
აუცილებელი განზოგადებულ კოორდინატებს სიგრძის განზომილება პქონდეთ?, 

განხოგადებული ძალის კომპონენტებად 0; სიდიდეების სახელწოდება მაინც 

გამართლებულია იმით, რომ ჯამი 

2, (0,60;= 2, (X,65=,+X,6ყ, -L #,9:,). 
–-=1 ლ 

გამოსახავს მატერიალურ წერტილთა სისტემაზე მოქმედი აქტიური ძალების 

მუშაობათა ჯამს ამ სისტემის შესაძლო გადაადგილებაზე. 0, C,,--, რ, სიდი- 

დეებს შემდეგში, უბრალოდ, განზოგადებულ ძალებს ვუწოდებთ. 
რუ სისტემა თავისუფალია, მაშინ განზოგადებულ კოორდინატებად წ%ეიძ- 

ლება მივიღოთ დეკარტის კოორდინატები და, როგორც ადვილი მისახვედრია, 

ამ შემთხვევაში განზოგადებული ძალები დაემთხვევა სისტემაზე მოგმედ ძალთა 

„ პროექციებს სათანადო ღერძებზე. 

შემდეგში ყოველთვის ვიგულისხმებთ, რომ (10,2) სისტემიდან შეიძლება 

ამოვხსნათ დ,, ი; ·-· „0, განხოგადებული კოორდინატები და გამოვსახოთ ისინი 

დეკარტის კოორდინატების საშუალებით. 

ეს მოთხოვნა იმის ტოლფასია, რომ § რიგის გარკვეული ფუნქციონა- 

ლური დეტერმინანტი, რომელიც შედგენილია დ, თი ს; ფუნქციების საშუა- 

ლებით, განსხვავებულია ნულისაგან. 

§ 11. პო.ცხალი ძალის გამოსახვა განყოგადებულ კოორდინატებში 

(10, 2) ტოლობების ძალით, გვექნება 

ძა; მ. .:, მV, ,_ « ძ2; , 
დ, = ი, '+43,” ჭზ, = 0, + 2=ზ ––0ი+–  –. (11,1) 

უის 27.9 –:2, ==” 

1 განხოგადებული კოორდინატები შეიძლება, მაგალითად. კუთხეებს წარმოადგენდნემ. 
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თუ ბმები სტაციონარულია, მაშინ (10,2) დამოკიდებულებებში დ«,, დ, და 0, 
ფუნქციები ცხადად დროს არ შეიცავენ და გვექნება 

მთა _ მყ, _ 9, 
ძი 0 0! 

თუ ». #ი 2, სიდიდეების (11,1) მნიშვნელობებს შევიტანთ ცოცხალი ძალის 

(10.7) გამოსახულებაში, მივიღებთ 

2 2? 

მი; , , მთ, მV; მV. 
#-+2, I –მი) –-- ს “9, =_·____. 

კვადოატში აყვანისა და აჯამვის რიგის შეცვლის შედეგად, ადვილად მივიღებო 

=0. (11,2) 

  

-:224 თვ9 'თ0 ,+V 4" -+--4 (11,3) 

255 თ,=1 Cთ51 

სადაც 

ძე: 0, მწ; მV, 07, მჯ; 3) 
( (11,4 

4” 9 (2. მიგ. 1» მიგ. +მი- ში მიც ) 

465 ბათ ( ვეა 9 მ 9 99%), , (11,5) 
I სმი ძჯ ' ძე, იჯ ' ძი» ძი! 

4=% , “| (მV · 29). ,6 
გ' (2). + %) + თო” 

ღნიშენებს 

0-=C (11,7) 
7ა=-“ , 

2 2 2 ს 4-8 9 თ 28 

8=1 თ=1 

, (11,8) 
9.= , 

! 2,494, 

“ (11,9) 
7 1 

მაშინ (11,3) ტოლოგ აა 
ა 

ე ბადაიწეტეგა, (11,10) 
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/ც) 09 ·.-ს (// სიდიდეებს ეწოდება განზოგადებული სიჩქარის კომ- 

პონენტები. შემდეგში, ამ სიდიდეებს, გამოთქმის სიმოკლისათვის, განზო- 

გადებულ სიჩქარეებს ვუწოდებთ. 
(11,7) ტოლობის ძალით, 7, წარმოადგენს განხოგადებული სიჩქარე- 

ების კვადრატულ ფორმას; (11,8) ტოლობის ძალით, #”, არის განხოგადებული 

სიჩქარეების წრფივი ფორმა, /', განზოგადებულ სიჩქარეებს არ შეიცავს. 

თუ ბმები სტაციონარულია, მაშინ, (11,2) ტოლობების ძალით, />=0 

(თ=1, 2, .....8), 4--9 და, აა ამ შემთხვევაში #,=#ა=0, 

” “1=-> 1 403 9'C4 6. 
გ=1 თ=1 

დავუბრუნდეთ ახლა (11,1) ტოლობებს. ვინაიდან, ჩვენ ვგულისხმობთ, 

რომ (10,2) სისტემა ამოხსნადია ი,, ქე, -·.. ი, კოორდინატების მიმართ და, 

მაშასადამე დ, ს,, მ, ფუნქციების საზუალებით შედგენილი გარკვეული § რი- 

გის ფუნქციონალური დეტერმინანტი განსხვავებულია ნულისაგან, ამიტომ, 

როგორც ადვილი მისახვედრია, (11,1) სისტემა ამოხსნადია განხოგადებული 
სიჩქარეების მიმართ და, მაშასადამე, განზოგადებული სიჩქარეები შეიძლება 

გამოვსახოთ თ", V',, 27, (6=1, 2, :--, 21) კომპონენტების საშუალებით. 

თუ ბმები სტაციონარუ ლია, მაშინ, (კლხადია, რომ სიჩქარეთა ყველა 

კომპონენტი: თ», V',, 4, (1=1, 2, -..) ნულის ტოლია მაშინ და მხოლოდ 
მაშინ, როცი ყველა განხოგადებული სიჩქარე ი'; (1=1, 2... 9) ნულის ტო- 

· ლია. ვინაიდან სისტემის ცოცხალი ძალა ნულის ტოლია მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა თ',=V,=72=0 (?1=1, 2, ·..,7), ამიტომ ზემონათქვამიდან გამომ- 

დინარეობს, რომ თუ ბმები სტაციონარულია, მაშინ ცოცხალი 

(11,11) 

ძალა 7=-+XX. სა ავ ნულის ტოლია მაშინ და მხოლოდ 
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მაშინ, როცა ყველა განზოგადებული სიჩქარე ნულის ტოლია. 
დავამტკიცოთ, რომ 4იც კოეფიციენტებისაგან შედგე- 

ნილი დეტერმინანტი ყოველთვის განსხვავებულია ნული- 
საგან (როგორიც არ უნდა იყოს 71). აღვნიშნოთ ეს დეტერმინანტი #4-თი: 

411; 415) ''') 4) 

X=ძ8%LII #.ცI| = 491, -42ე) “''ე 4” | (11,L2) 

4. 4კე: ... 4. 

განვიხილლოთ ჯერჯერობით სტაციონარული ბმების შემთხვევა. მაშინ, რო- 

გორც თავის დროზე იყო აღნიშნული, (10,2) დამოკიდებულებებში დრო 
ცხადად არ მონაწილეობს და ცოცხალი ძალა გამოისახება (11,11) ტოლობით, 

რომელიც, როგორც ადვილი მისახვედრია, ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

271 =( 4,0 + #49 + აგი + 4 ,9'.)ი” -L 

+ (4, 9”, + 4,9 +.- „+ 4. 0”,)9':+ (11,13) 

+ (4, 91 -+L 49-95 + ··· + 4, 0',) 9 
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დავუშვათ, რომ 4=0. მაშინ; ერთგვაროვან ალგებრულ განტოლებათა სის- 

ტემას 

4,9 + 4419 + ·· · “+ 4,9, =0, 

4,9 + სა? + ...“+ #7.,:9,=:0, 

4! 1 “+ 41.9” 1 + --· +249 ',=0, 

ექნება არატრივიალური ამოხსნა, რომლისთვისაც; (11,13) ტოლობის ძალით, 
ცოცხალი ძალა ”=0. ამრიგად, განსახილველი სტაციონარული ზმების შემთხ- 

ვევაში ცოცხალი ძალა ნულის ტოლია, როცა ყველა განზოგადებული სიჩქარე 

ნულის ტოლი არ არის, რაც შეუძლებელია და, მაშასადამე, ტ # 0. 

ვთქვათ ახლა ბმები არასტაციონარულია. განვიხილოთ დროის ნების- 

მიერი #=ჯე მომენტი და დავამტკიცოთ, რომ ამ მომენტში # 2 0. (10,1) და 

(10,2) ტოლობებში იქ, სადაც ჯL ცხადად მონაწილეობს, შევიტანოთ ჯ-ს ნაცვ- 

ლად #=ჯე მნიშვნელობა და განვიხილოთ სისტემის დამხმარე მოძრაობა, რო- 
მელიც დახასიათებულია ტოლობებით 

9კ=%ჯ(ი ძი, ·· 0, ბი)” 

/,=.Cთ, (თა ი/35 ”''ე 694, ში) 

5,=ს;(იი 0 ·-·» 0» ზი): 

ამ დამხმარე მოძრაობისათვის ზემოხსენებული დეტერმინანტი იგივე იქნება, 

რაც ჩვენი სისტემის არასტაციონარული მოძრაობისათვის ჯ=ჯე მომენტში. 

მაგრამ, ვინაიდან სისტემის დამხმარე მოძრაობა სტაციონარულ მოძრაობას 

წარმოადგენს, ამიტომ, ზემოდამტკიცებულის ძალით, ა #0 და ამით, არასტა- 

ციონარული მოძრაობის შემთხვევაშიაც, დებულება დამტკიცებულია. 
თუ გავითვალისწინებთ ცოცხალი ძალის (11,3) გამოსახულებას და შე- 

ვადგენთ (10,19) განტოლებებს, ადვილად მივიღებთ ' 

XI 4-გ 9” + 2 2 8, % მ," +2შა%. –+- 8-=0» (11,14) 
35 1 8551 21 

(«=1, 9, ... LM 

სადაც +8კვ.. სავ, 8; გარკვეული ფუნქციებია, რომელნიც გამოისახებიან 

458, 4», # ფუნქციების საშუალებით და რომელთა მნიშვნელობების ამოწერა 

არავითარ სიინელეს არ წარმოადგენს. 

(11,14) სისტემა, ცხადია, წარმოადგენს მეორე რიგის არაწრფივ ჩვეუ- 
ლებრივ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემას რომელიც ამოხსნადია 
მეორე რიგის წარმოებულების მიმართ, რადგან, როგორც ზემოთ ეაჩვენეთ, 

6=ძ%I 48 #9. 
განზოგადებულ კოორდინატებს ეწოდება ორთოგონალური, თუ 24=86=9, 

როცა თ# 8. სტაციონარული მოძრაობისათვის, ამ შემთხვევაში, (კოცხალ 

ძალას ექნება სახე 
1 , – 

7=- (4 0,9? + 4ეეძე + ..-+ 4აი,'). (11,15)



შევადგინოთ ამ შემთხვევაში ლაგრანჟის მეორე გვარის განტოლებები 

ძ ძჯL ძ?' ; 6 
აა ელლ = %=1 2.... . (11,1 ) 

ძჯ ი, ' ძი 0+ ( გ როა. ს9) 

(11,15) ტოლობის ძალით, 

  

  

9» = /1თC9თ”, 271 _ 1M 0258. ი. X ძი 2 + მი,“ 5" 
ცხადია, გვექნება 

ძ V ” = 02%, 
ი –- =49თ9C ი მ ძი' თ თCთ + ბფ ძი. ი.ი 

თუ ამ მნიშვნელობებს (11,16) ტომეი შევიტანთ, მივიღებთ 

' 04თ 9მ4ფ. “კ · 
4ითმთ" –- ი 'იჩ _ ი''. =C0)> (11,17) 

აიი ” 9 ძეთ · 

(«=1, –” 

§ 12. ვოცხალი ძალის ინტეგრალი ლაგრანუჟის პირველი 
და მეო.რე გვარის განტოლებებისათვის 

თუ M,-ურ. მატერიალურ წერტილზე მოქმედი ყველა შიგა და გარე 
ძალების ნაკრებ ვექტორს აღვნიშნავთ 

1,=(Xი X„ 2)-ით. 
და ვიგულისხმებთ, როგორც ყოველთვის, სისტემა ემორჩილება (10,1) სახის 

იდეალურ ზმებს, მაშინ ლაგრანჟის პირველი გვარის განტოლებები, ვექტორული 

სახით, ასე დაიწერება (იხ. § 4): 

ძი, _ –- _ ., · , 
თV –5გ = 15+-X წIმძიე / + 7ა ყაე(ე /ვ + + #ყწIმ0თ />  (12,1) 

სადაც ეIმძე აღნიშნავს გრადიენტს #/,--ური 8· წერტილის კოორდინატების 

მიმართ. თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს გავამრავლებთ სკალარულად ძ»-ზე, 

სადაც «თ/; სისტემის ნამდვილი გადაადგილებებია და შევნიშნავთ, რომ 

ქტ», ძა; ი. აეე? 
თხ (ი შპ 2) = უხ ა შზ, თ ძL )- (91ჯ1% ისა =4 29L, 

მივიღებთ 

თხს;? 

ი. =(ჯ. ძი) +2 (თI80() /,. ძ·)+.. ·+ (7200) /L. ძ?/). 

ანუ, რაც იგივეა 

თს; 
“ 2 -6-6+-=7, “იქ რბ (0),+2 7-+-X (ი მთანი“ ი მე 12 მ”. მიე ,)+ 

–+.. -+X(97% -%., არ +). 
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თუ მოვახდენთ შეჯამებას ჯ ინდექსით, მივიღებთ 
ოს 

(2 =( ს) უი = 2. (X,ძი,-L X#,თV)/,+ #X.I2)-L+ 
«#1 (=1 

-L2., 280“ 29,+ მიმ > ი - რ, )+ 

«ო 4+6X2( ერი თაიმი + – ძ”, 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ სისტემის ნამდვილი გადაადგილების კომპონენ- 
ტები აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობებს (იხ.. § 3): 

XV ოფი MC 97 ძი )+- ები თ=0 

  

ჯ=1 

(თ=1, 2, ·-.,7:), 

მაშინ, უკანასკნელი ტოლობიდან ვღებულობთ ცოცხალი ძალის კანონს შემ- 
დეგი სახით: 

VVI-- ა 4ი+ XIIV,-L 2,ძ2)) –– პს) მ” “#9 აყ თ რ თ” (12.2) 
§+= ლ 

თუ ბმები სტაციონარულია, ,მაშინ 9/. _ ი ...= მ/. _ იც და (12,2) ტო- 
მჯ მ მჯ 

ლობა მოგვცემს 

იX= X)(X,ძი, + X,0ყ, + 2,02). (12,3) 
<1 

ამრიგად, როცა სისტემა სტაციონარულ ბმებს ემორჩი- 

-ლება, მაზინ ამ სისტემისათვის ცოცხალი ძალის კანონს 

ისეთივე სახე აქვს, როგორიც თავისუფალი სისტემის შემ- 

თხვევაში. 

თუ ამ შემთხვევაში სისტემაზე მოქმედი წე ძალები პოტენციალურია: 

V,. ძ;)= 20 -–- X,ძ),+ 2,ძ2)= – ძIX, (12,4) 
§ხ=1 

მაშინ (12,3) ტოლობა მოგვცემს ; ' 

#(ჯ”-X7)=90, 

# –– 7 =00ჰყ§L. 

ეს უკანასკნელი წარმოადგენს ლაგრანჟის I გვარის განტოლებების გარკვეულ 
პირველ ინტეგრალს, რომელსაც ცოცხალი ძალის ინტეგრალი ეწოდება. 

ამრიგად, როცა ბმები სტაციონარულია და უშუალოდ 
მოქმედი ძალები-– პოტენციალური, მაშინ ლაგრანჟის პირ- 
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ვ ელი გვარის განტოლებებისათვის ადგილი აქვს ცოცხალი 

ძალის ინტეგრალს. 

ცხადია, (12,5) ტოლობაში ჯ და 7 ფუნქციები დეკარტის კოორდინა- 
ტებშია გამოსახული. 

განეიხილოთ ახლა წაი სში გვარის განტოლებები 

' 4 _ მძ? 
“L "ძი, 

გავამრავლოთ ამ ტოლობის ორივე მხარე ში, -·ზე და ავჯამოთ კ ინდექსით, 

მივიღებთ 

– მე, 92" _ი, (1=1, 2, ..., ა). (12,6) 

სძ ძ0/ " 2 ლ ძი, ბა მყ, = | 12,7 2 იჯ ძი'; კ ლძ 4, > (0 4, ( ა) 

ცხადია შემდეგი იგივობის სართლი ბობი: 

_თ _ძ2·'_ ძ VII) მ7' -4( 07 მძ1 კი' 
   ც=-10“ ძლი.) 

ძL "მი, ი ძი”, ძი';/ · ძი”, 

თუ ამ იაია (12,7) როლობაში „ელით მივიღებთ 

ა 91“ : 
ძი %Vი' დ «ი, – ჯმ” / =X 79; 2 „თი – <= ძი, ჯი, 2,0)“ კ. 

#2109', 2 
ვინაიდან 

ძჯ. ლ 07' , მჯ 
(2= –ი «ი; ––-ძ!, 

“ > 09 V L +321 <პძი', მ, + ძ 151 7 )=1 

ამიტომ, უკანასკნელი ტოლობა ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

ძ 29 22 –7#” |–+ 91 რ –>, 0,ძი,. (12,8) 
21. ძი I – 

(11,10) ტოლობის ძალით, 

2'=7' + 7)-+-2%, (12, 9): 

სადაც #., 7, 7ა- განსაზღვრულნი არიან (11,7), (11,8), (11,9)1 ტოლობებით. 

(11,990 ტოლობის ძალით, 294=0, ამიტომ, გვექნება 
ი 7 

27-95, 9 
ძი”; ძი", თ , 

თუ ამ ' მნიშვნელობას (12,8) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

  

#51 ძი' 7 151 151 CV. 

#(ფოთაბიბ”)- 9 0,ძ0,-- 9 V. (12,10). 

ერთგვაროვანი ფორმების შესახებ ეილერის ცნობილი დებულების ძალით, 

7) 
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თუ ამ მნიშვნელობებს (12,10) ტოლობაში შევიტანთ და გავითვალისწინებთ 
(12.9) ტოლობას, მივიღებთ 

თ (1) –– 7-)= ს'0,ძ0;– ++ ძL, (12,11) 
ლ ი 

რომელიც იძლევა ცოცხალი ძალის კანონს გარკვეული ფორმით, 

! ვთქვათ, სისტემაზე მოქმედი ძალები პოტენციალურია, ე. ი. ადგილი 
აქვს (12,4) ტოლობას, რომელიც, ცხადია, ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

--იVV” => (X,ძა, + XI, თI/(–– #,თ2,)ლ= 

(=1 

= როლის 9” _ /, %IL 
რთ პ=1 იკ ძი) ძი; 

+VXI/V 29% +, 9 1 7, %) #- VI 0, ძი, – 
ლ ==. ძზ ძL რ 

_ (რითი , 9, V 2), _ 
2 ძო მს იყ მს ი2, 0L X0/ ძ): > 

ჩ”= 4< 

პოტენციალი V=–X»” მხოლოდ სისტემის წერტილთა კოორდინატების ფუნ- 

ქციაა, ე. ი. ” ცხადად L-ს არ შეიცავს და, მაშასადამე, +- 0. ამრიგად, ჩვენ 
ჯ 

ვღებულობთ 

“ 
ბ, თ,ძი,=–ძ”.“ 
1=1 

თუ ამ მნიშვნელობას (12,11) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 
2 

თ (წუ? ფარი ძL. (12,12) 

თუ ჯ ცხადად დროს არ შეიცავს, მაშინ <= =0 და უკანასკნელი ტოლობა 

მოგვცემს ; 

შე–7% -L MV =0005ს. (12,13) 

ეს უკანასკნელი ლაგრანჟისმეორე გვარის დიფერენციალურ 
განტოლებათა სისტემის გარკვეულ პირველ ინტეგრალს 

წარმოადგენს. ამრიგად, როცა ძალები პოტენციალურია და ცოცხალი. 

ძალა ” ცხადად დროს არ შეიცას, მამინ გვაქვს (12,13) პირველი ინტეგ- 

რალი. როცა ბმები არასტაციონარულია, მაგრამ #” ცხადად დროს არ შეიცავს, 

მაშინ X.-7ა არ წარმოადგენს სისტემის ცოცხალ ძალას და ამიტომ (12,13) 

ინტეგრალს არ შეიძლება ცოცხალი ძალის ინტეგრალი ვუწოდოთ. ამ შემ- 
თხვევაში (12.13) ინტეგრალს ეწოდება ცოცხალი ძალის განზოგადე- 

ბული ინტეგრალი (ენერგიის განზი.გადებული ინტეგრალი). ამ ინტეგრალს 
ხშირად იაკობის ინტეგრალს უწოდებენ. 
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თუ ბმები სტაციონარულია, მაშინ %_ი, Xა=90, 7,=7 და (12,13) 
ი 

ტოლობა მოგვცემს ცოცხალი ძალის ინტეგრალს (ენერგიის ინტეგრალს) 

ყლლ=“ია 

მივიღეთ ისევ (12,5) პირველი ინტეგრალი, რომელიც ლაგრანჟის მეორე გვა- 

რის განტოლებების გარკვეულ პირველ ინტეგრალს წარმოადგენს. ცხადია, აქ 

იგულისხმება, რომ 7” და MX” ფუნქციები განზოგადებულ კოორდინატებშია 

გამოსახული. 

სტაციონარული ბმების შემთხვევაში, (12,11) ტოლობა მოგვცემს 

§ 

ძ7= X, 0, ი9,. (12,14) 
351 

თუ გავითვალისწინებთ ტოლობას 

8 M 

» ი; ძი,= V, (X, მეჯ +–- X,ძM/–+ 27L( 92), 
151 §1=1 

დავრწმუნდებით, რომ (12,14) ტოლობა იძლევა ცოცხალი ძალის კანონს, რო- 
მელიც ზეზოთ (12,3) ტოლობით იყო დახასიათებული. ამრიგად ჩვენ ვაჩვენეთ, 

რომ ცოცხალი ძალის კანონი შეიძლება მივიღოთ ლაგრანჟის როგორც პირ- 

ველი, ისე მეორე გვარის განტოლებებიდან. 

§ 13. პო.ტენციალური ძალები. კინეტიკური პოტენციალი 

ვთქვათ, სისტემაზე მოქმედი ძალები 

1=(X., X,, 27ი 

პოტენციალურია. ამ შემთხვევაში გვექნება 

X=-%, #=-9%, 2,=- 2, (13,1) 
ძ2, მს, მძ”, 

სადაც ” პოტენციალურ ენერგიას წარმოადგენს. ვაჩვენოთ, რომ განზოგადე- 
ბული ძალებიც იქნება პოტენციალური. მართლაც, (10,6) ფორმულის ძალით, 

ვღებულობთ 
ლ/ ,. მთ, მს; , ი? 

0,= 2, დი +461, -– “6 XV“-“- |= 
“” ძი, ძი, ძი; 

ოა სრვირი ი)= –9%. (L3,2) 
“I სძეჯძი, ' ძყ,ძი; ძM;ძი, ძი; 

თუ ამ მნიშვნელობებს ლაგრანჟის (10,19) განტოლებებში შევიტანთ, მივიღებთ უ ვხელობებს ლაგოახჟ განტოლებებში შევიტ ვიღე 

ი–ააბობოოლ= _– (ე=1, 2, ...I5). 

ვ.ი.



თუ გავითვალისწინებთ, რომ ” ფუნქცია განსოგადებულ სიჩქარეებს არ 

შეიცავს და, მაშასადემე, 5-0, უკანასკნელი სისტემა შეიძლება ასე გადავ- 
4) 

წეროთ: 

ბრV ი(7--”)  ძ(7-/)_ი. 

(I ძი”, იი; 

I, ფუნქციას, რომელიც განსაზღვრულია ტოლობით 

=7-M, (13,4 

(13,3) 

და, მაშასადამე, წარმოადგენს კინეტიკური და პოტენციალური ენერგიების 

სხვაობას, ეწოდება კინეტიკური პოტენციალი, ანუ ლაგრანეის 

ფუნქცია. (13,4) აღნიშვნის ძალით, (13,3) განტოლებები ასე გადაიწერება: 

#2 404L % 606 (,=1 2,...,ი. (13,5) 
CV ძი; ძი, 

ამრიგად, როცა სისტემაზე მოქმედი ძალები პოტენციალურია, მაშინ 
ლაგრანქეის მეორე გვარის განტოლებებს (13,5) სახე აქვთ. თუ დავუშვებთ, 

რომ ბმები სტაციონარულია, მაშინ (13,5) სისტემის ერთ-ერთ პირველ 
ინტეგრალს ექნება სახე . 

2+X/ =0008L, ' 

რომელიც ცოცხალი ძალის ინტეგრალს წარმოადგენს. 

§ 14. ორი წერტილის დტეკადი რხევა 

განვიხილოთ 0: ღერძზე მოძრავი 7/, და X/, მატერიალური წერტი- 

ლები, რომელთა მასებია #, და #I. ვთქვათ. ეს წერტილები ერთმანეთ- 

თან დაკავშირებულია ზამბარით 
71 არტმეფრერერერრრტებებე2 > (ნახ. 122). 

ე აღვნიშნოთ ზამბარის სიგრძე 

ნახ. 122. თავისუფალ მდგომარეობაში ჯ-ით. 

ვიგულისხმოთ, რომ წერტილებზე 

მოქმედებს ურთიერთმიზიდულობის ძალები, რომელნიც ზამბარის წაგრძელე- 
ბის პროპორციულია. განზოგადებულ კოორდინატებად მივიღოთ 7#, და 77, 

წერტილების კოორდინატები 0» ღერიზე: ი,=0#M,, 0:= 00/#/ ,. ზემონათქვამის 
ძალით, წერტილებზე მოქმედი ძალები იქნება | 

0,=თ(დ7–თ –ს, (14,1) 

0:= -–-თ(ძე –– 0, ––). 

სადაც თ პროპორციულობის კოეფიციენტია, ამასთან, ცხადია, თ>0; ძე–ძი,– I 
ზამბარის წაგრძელებას წარმოადგენს. 

ცხადია, სისტემის ცოცხალ ძალას აქვს სახე 

1 1 , 
7=-- თ, 0)? + “2 220 მ. (14,2) 
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“როგორც ადვილი ა 

ა გნ“ 
L წე 2) 

სიმარტივისათვის სა ურ? მ უნ“ 
ა 

"ციას ექნება სახე ზა ” L ცცი' 6 იხ ფ 

ის ისის კოტმ „გრან 
=- ა დ. ყი" ?. ლ 

L წ _ შა. ლი –” გაში9 (14, 
“2 -. 2 

"დავწეროთ ლაგრანუს) ის სჭ. რა. ოგ ი 7! -, _ „ს 

შე 2 7 CC. საასსას!ა' «2 

შრე გ .ბ კ იი: 
მარა ოლებე““ C 

9. ი» ს განრ ლ (14,5) 

ძჯ ძე, 9-0, 

“1 ძძ. 

-9 9 წ 
14.4 ბის ძ 22, მ-ს + ) ტოლობი ალით, ცხა ბ? ძთ 

დია, გვეგვება ძი ძ/, 7 
"სყ კე =ჯი,, 2 9 ი" 
თ ძი 1 : თL ძი”, 195 

07, ' 
მი. =თ(ძე–0ი, ს, 2. – (ძე თ --). 

'! 8 

თუ ამ მნიშვნელობებს (14,5) განტოლებებში შევიტანთ, მივიღებთ 

ისი, –-თ(ძი–– ი --1)=0, 04,6) 

VI0, + C(0ე –– ი, – 1) =0. 

მივიღეთ მეორე რიგის მუდმივ კოეფიციენტებიანი წრფივი დიფერენცია- 
ლურ განტოლებათა სისტემა რომლის ინტეგრება არავითარ სიძნელეს არ 
წარმოადგენს 

4,6) განტოლებების შეკრება მოგვცემს 

საიდანაც 0,” +0, =0, 
14,7) 

ამასთან C. და C, ნებისმი ერი 9ძ:=0 #+ თფ-იი ე გრამ წელობას ფეი 

მუდმიეებია, თუ ფს ამ შევ ტანთ (14,6) სისტემის პა> 
დ ბანტოდებაში, ე ” 

IV 2. – 
ამ განტოლების ზოგად ალ თ > –(0I1 ' 

ილს სსს. ას MM ც4,9) 

„სადაც თ და 6 ნები. ა>– სს სახე ე –L, 
–.ი ელლი, რომ ''6 რ. ა „10“ | 

ბ. % I 4 წ 

შბ 
ვ?, 

21. ნ. ვეკუა 

ML



თუ ამ მნიშვნელობას (14,7) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

_ /_ /2 1 
ძე=-–-0თ381ი (, % L+ + “5 (C-- რე +-1). (14,9)“ 

(14,8) და (14,9) ტოლობებით განსაზღვრული ეჟ; და ი„, სიდიდეები წარ- 
მოადგენენ (14,6) სისტემის ზოგად ამოხსნას. 

ძი, 6, C,, C, ნებისმიერი მუდმივები განისაზღვრებიან საწყისი პირობებით, 

§ 156. ო.რმაგი მათმმატიკური საძანი 

ვთქვათ, M#, და #/,. მატერიალური წერტილები, რომელნიც სიმძიმის 
ძალის მოქმედებით მოძრაობენ ვერტიკალურ სიბრტყეში, დაკავშირებული 

> არიან ერთმანეთთან 7, და 1, ღეროებით, ამასთან 

7 ს ღეროს შეუძლია ბრუნვა გარკვეული 0 წერტი- 
ლის გარშემო, ხოლო 7, ღლეროს-–- //.. წერტილის 

გარშემო. ავიღოთ კოორდინატთა 0>»V სისტემა, 

ისე, რომ 0: ღერძი მოგეზული იყოს სიმძიმის 

ძალის მიმართულებით და აღვნიშნოთ დ-ით და 

ს-ით ის კუთხეები, რომელთაც I, და 1, ღერძები 

· რით ღერძთან შეადგენენ (ნახ. 123). 

  

განზოგადებულ კოორდინატებად მივიღოთ 
ნახ. 123. 

დ და ს კუთხეები და შევადგინოთ ლაგრანჟის 

მეორე გვარის განტოლებები: 

თმ” იძ”7 

#27 მდ ' იმ” ძდ 05,1) 
4«ით_ იX_ ე 
ძის იძტა. ”“ 

ცხადია, გვექნება 

თ.=% 0608C, V/, =11 510 დ, | 05,2) · 

დე =L) 605 დ “4-8 00980, ჭე ==ჰ, 9511) დ-L Lე 511 VI, 

სადაც 2:ც #, და ჯე, /კ არიან #/, და 2/: წერტილების დეკარტის კოორდი-. 

ნატები. ცხადია აგრეთვე, რომ 

2 = 9კ9. 2%;უ=7ბიეთ XI-=0, X,=9, 

ამიტომ, განხოგადებული ძალებისათვის მივიღებთ 

  

0.=X, 1 1-X,2% = - » ყს მიდ -- 
? ? (15,3) 

–- თზე ქს, §10 დ=–– (ბ) -L ”ბა) ქ1, §10 დ, 

ძ–. ძ» . 
=X + --2ე--3.=-- თზე ქე, 510 დ. 0. 1 ძს +X. ის 29 

როგორც ამ ტოლობებიდან ჩანს, განზოგადებულ ძალებს აქვთ მუშაობის გან- 

ზომილება. · 
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კინეტიკურ ენერგიას ჩვენს შემთხვევაში აქვს სახე 

2=2 (თ?, +V?,)+ ი (++): 

თუ (15,2) ტოლობებიდან გამოვთელით +). VI). «ე: #/ ე წარმოებულებს 

და შევიტანთ კინეტიკური ენერგიის გამოსახულებაში, ადვილად მივიღებთ 

# =-2 ()?დ'?-L > (სც? დ'? ++ /,' ს” -L 20, 009 (6 --- დ)დ'ს').  (15,4) 

თუ (15,4) და (15,3) მნიშვნელობებს შევიტანთ (15,1) განტოლებებში. მარტივი 

გამოთვლების შედეგად მივიღებთ შემდეგ სისტემას: 

CI) -++ I)? დ” –– ?,7ე 27 0 008 (ს –– დ) –– ?,7ე911ე I? 81) (ს –– დ)= 

=–– (1) –– 1))) ე1, 510 დ, ' 

)მმე/ებ ს” -- 2,მეთხე დ 208 (დ –– დ) -L #,ჩ.მ/Iვ დ” LI) (ს –– დ) = 

=– მ ე ე 51 დ, 

(15,5). 

განვიხილოთ ახლა ორმაგი მათემატიკური საქანის უსასრულოდ მცირე 

რხევა ვერტიკალური ღერძის მახლობლობაში. ამ შემთხვევაში, თუ C”? §1)(დ-––დ). 

დ“ 50(ს--დ) უსასრულოდ მცირე სიდიდეებს უკუვაგდებთ, ი05(V--დ)-ს მივი- 
ღებთ ერთის ტოლად და გავითვალისწინებთ, რომ §|ხ0 დ=დ. §Iი ს= ს, მაშინ 

(15,5) სისტემა მოგვცემს 

(07, –L ))ბე) კ დ -L უე ე ს = –– (ო! –C 2))ყ/Cდ. (15.6) 

ესს" -L მბ, დ = –- იეს. | 

უკანასკნელი წარმოადგენ“ მეორე რიგის მუდმივ კოეფიციენტებიან 

წრფივ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემას, რომლის ინტეგრებაც ძნელი 

არ არის. · 

ამოცანები 

· 18. ვთქვათ, მატერიალური M#. წერტილი მოძრაობს 0კყ სიბრტყეში. 

ცენტრალური ძალის მოქმედებით და, ვთქვათ, კოორდინატთა სისტემის სათავე 

აღებულია ძალთა ცენტრში. აღვნიშნოთ // წერტილის პოლარული კოორდი- 

ნატები ჯ;-ეთ და დ-თი. ეს კოორდინატები მივიღოთ განზოგადებულ კოორ- 

დინატებად და შევადგინოთ ლაგრანჟის მეორე გვარის განტოლებები, 

განზოგადებული ძალები იქნება. 0,=(.=, 0:ე=0დ=0, სადაც X 

აღნიშნავს წერტილზე მოქმედი ძალის გეგმილს რადიუს-ვექტორზე. ადვილად. 

მივიღებთ, რომ 
1 

=- იხდი -LM"), 

და ლაგრანჟის მეორე გვარის განტოლებებს ექნებათ სახე 

ი (ს –– »§"")= X, 
დ" -L- 2დ” =0. 

რი რ 
..“<თ2



ვინაიდან განსახილველ შემთხვევაში ადგილი აქვს ფართობთა კანონს, ამი- 

ტომ გვექნება (იხ. V თავის (15,3ვ) ფორმულა) 

კ99 0, (1) 
თL 

სადაც C ფართობთა მუდმივია, უკანასკნელი ტოლობის ძალით, სისტემის პირ- 

ველი განტოლება მოგვცემს 
დ”; იC" = # (2) 
თ” + ევ 

უკანასკნელი განტოლება გვიჩვენებს, რომ განსახილველ შემთხვევაში რა- 

დიუსვექტორის გასწვრივ წერტილის ფარდობითი მოძ- 

რაობა ისე ხდება, თითქოს წერტილზე მოქმედებდეს # ძა- 

. .. –. 
თი უე, სადაც #1? რადიუს- 

  ი.   

ლის გარდა დამატებითი ძალა   

ვექტორის მგეწხავია. 

13. ლაგრანჟის მეორე გვარის განტოლებები დავიყვანოთ პირველი რიგის 

დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემამდე. 

თუ გავიხსენოთ, რომ ძიLII 466 I # 9 და (11,14) სისტემას ამოევხსნით 

განზოგადებული კოორდინატების მეორე რიგის წარმოებულების მიმართ, 

მივიღებთ : 

90," =7#ჯ» C, ძე, ძ') («=1, 2, ..-, 8), (3) 

სადაც #იC, ით, «',) წარმოადგენენ (#, ძ, -.-, ძა, 9, ·-., ი, სიდიდეების გარ- 
კვეულ ფუნქციებს. 

თუ შემოვიღებთ აღნიშენებს 

· ძი» ძ 0)= - 

შაშინ (3) სისტემა ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

ძი.) _ ძეს _ . _ ძი) _ ძი, _ ძი, _ · _ძთ _ რ) 
#. 15 | L, ფა. ძა) ცა 1 : 

44)-ის სახით ჩვენ მივიღეთ ყ., და ყა) სიდიდეების მიმართ 2§ განტოლები- 

საგან შემდგარი სისტემა, რომელიც ცხადია, (3) სისტემის ტოლფასია. თუ (4) 
სისტემის ყველა 2§ პირველი ინტეგრალი მოძებნილია, მაშინ · (3) სისტემის 

როგადი ამოხსნა პირდაპირ დაიწერება. 

14. ვთქვათ, »ჯ მასის მძიმე მატერიალური წერტილი მოძრაობს გარ- 

კვეულ » სიბრტყეზე, რომელიც ბრუზავს თანაბრად პორიზონტალური ღერძის 

გარშემო თ კუთხური სიჩქარით. ვიპოვოთ წერტილის ტრაექ ტორია. 

ავიღოთ 0»ყ2 სისტემა ისე რომ (0+X ღერქი ემთხვეოდეს ბრუნვის პო- 

რიზონტალურ ღერძს, ხოლო 02 ღერის პქონდეს სიიძიმის ძალის საწინააღმ–- 

დეგო მიმართულება. განვიხიალოთ ჯ» სიბრტყეზე მართკუთხა 0იე,იე; სისტემა 
და წერტილის კოორდინატები ამ სისტემაში აღვაიშნოთ ე,-ით და 0;.-ით. ეს 

კოორდინატები მივიღოთ განზოგადებულ კოორდინატებად (ნახ. 124). 
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ცხადია, გვექნება 

თ=ი,, V=ძ, 0080, 2=ძა8I)) CI, (5) 
„ს _ 7 ' „2 #=-2- (დ +Cთ +-თ"ა”). 

პოტენციალური ენერგია იქნება 

| | 7 --:- 102 = ე9IV; 5)1 (ა(. 

ლაგრანჟის ფუნქციას ექნება სახე 

L= >-V=> (ე,?-L ყე? + ძა” დ?) –– „იქი 511) 6, 

ლაგრანჟის მეორე გვარის განტოლებები მოგვცემს 

გ 1 

2 2 

–_აია 
ძედ------- 

/ ა და %. % > >X 
9, 

  
| 
პაბი 

ნახ, 124. 

მ ” 0, .. 
1 (6) 

ძე –- თ'ძე + ქ§1ი თ(=0. 

ამ სისტემის ამოხსნით ვღებულობთ 

(VI/1=- C)1 + C "ა. 

' იც! – ფთ! (7) 
ძ:= Cვი" + C,60 9 +. 

  

ი · 

# · 5111 ()#. 
2თ1 

სადაც C.. CC (0ვ, C, ნებისმიერი მუდმივებია. 

ვთქვათ, როცა ჯ=0, მაშინ ი,=ძყ.ე=0, ი:=CV, (3=>“· ამ პირობების 
: თ 

ძალით, C,=ი, C.=C0=C0,=0. თუ ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ (7)-ში, მი- 

ვიღებთ .· 
=1I) CM.   

გ 

ე 
იძ,=0Cხ #ძ1= ლ 

ამ მნიშვნელობების (5) ტოლობებში შეტანით, ვღებულობთ 

თ=V%L, #ყ=-9. ყყს2თ,), 2>=–-“-ყ)ი” თ”. (8) 
4თ1 
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თუ მე-(8)-ს ორი უკანასკნელი განტოლებიდან გამოვრიცხავთ (ჯ-ს, მივიღებთ 

წ ყ V _ / 9 V 
#+(+- 25) – 8) დ) 

ეს უკანასკნელი #(2 სიბრტყეზე, წარმოადგენს წრეწირს, რომლის ცენტრი 

მოთავსებულია 0ჟ ღერძზე და რომელიც სათავეში ეხება 0ჯ; ღერძს. ამრიგად, 

ტრაექტორია წარმოადგენს ხრახნწირს, რომელიც მოთავსებულია მე-(9) ტო- 

ლობით განსაზღვრულ ცილინდრზე. 

განყოფილება 4 

მაზერიალურ წერჭგილრა სისპჰმის მოძრარბჩს ჰანონიკური ბანჭოლებები 

§ 16. განზოგადებული იმპულსები. კანო.ნიკური ცვლადები 

ისე როგორც წინა განყოფილებაში, ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ მატერია- 

ლურ წერტილთა სისტემა ემორჩილება (10,1) სახის ბმებს და შევინარჩუნებთ 

იმ აღნიშვნებს, რომელნიც ხსენებულ განყოფილებაში გვქონდა. 

MI 10) '.. /, სიდიდეებს რომელნიც შემდეგი ტოლობებით არიან გან- 

საზღვრულნი: : 

კ =---. (%თ=1, 2, ...; §). (16,1) 

უწოდებენ განზოგადებულ იმპულსებს. თუ გავიხსენებთ ცოცხალი ძალის (11,3) 

გამოსახულებებს, უკანასკნელი ტოლობები მოგვცემენ გ 

ე), = 4თ10' –- 4თ9ი"ე -L ·.. + 4თ:9- + 4" (16,2) 

(თ=1,. 2,..., 8). 

· ამრიგად, განზოგადებული იმპულსები წარმოადგენენ განზოგადებული 

სიჩქარეების წრფივ ფუნქციებს. (16.2) სისტემის დეტერმინანტი 

4ა 4კა:: “სრ, 

+=14 4:), 45 ... 4" , (16,3) 

4 4 · ი 4 . 

როგორც ეს § 11-ში იყო ნაჩვენები, განსხვავებულია ნულისაგან, ამიტომ 
(16,2) სისტემიდან „შეიძლება ამოვხსნათ ი',, ი',, ·.., 0, და გამოვსახოთ ისინი 

განზოგადებული იმპულსების საშუალებით. 

როცა სისტემის მოძრაობა სტაციონარულია (ბმის განტოლებებში დრო 

ცხადად არ მონაწილეობს), მაშინ ,(»2=0 და (16 2) ტოლობები მოგვცემს 

კ, = 4თ) 0) + 46თ59% -L „.. –- 40, 0“, (16,4) 

(თ=1, 9. ..., §). 

იძ). მე“ +090, ტ/კ: 1/0,““',7// (კვლადებს ხშირად კანონ იკურ ცვლადებ ს 

უწოდებენ, ხოლო ჟე...” ი,, - სიდიდეებს –- ლაგრანჟის 

ცვლადებს. 
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§ 17. ჰამილტონის კანონიკური განტოლებები 

დავუშვათ, რომ სისტემაზე მოქმედი ძალები პოტენციალურია და გან- 

ვიხილოთ ლაგრანჟის მეორე გვარის განტოლებები რომელთაც, პოტენცია- 

ლური ძალების შემთხვევაში, შემდეგი სახე აქვთ (იხ. (13,5) სისტემა): 

ძ ძ,, _ ძL სლვა - 0 თ=1, 2, 8), 17,L. 
– მ - – ი. ( :§) ( ) 

ეს სისტემა როგორც თავის დროზე იყო აღნიშნული, წარმოადგენს ც„,, 

ძეს ·-. :(, (კვლადების მიმართ § განტოლებისაგან შემდგარ, მეორე რიგის ჩვეუ- 

ლებრივ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემას, რომელიც მეორე რიგის 

წარმოებულების მიმართ ამოხსნადია. ასეთი სისტემა, როგორც ეს დიფერენ- 
ციალურ განტოლებათა თეორიიდან ცნობილია, შეიძლება დავიყვანოთ 2 გან- 

ტოლებისაგან შემდგარ პირველი რიგის სისტემამდე., სახელდობრ, თუ ახალ 

საძიებელ „ცვლადებად შემოვიტანთ “ “ი. =9; (1=1, 2, --.,ი,) სიდიდეებს, მა- 
( 

შინ ძი, ძე, ··, ი, 0) ს.ე (, სიდიდეების მიმართ (ლაგრანქის ცვლადების 

მიმართ) მივიღებთ 9" განტოლებისაგან შემდგარ პირველი რიგის დიფერენ- 
ციალურ განტოლებათა სისტემას. 

ჰამილტონის მეთოდი იმაში მდგომარეობს, რომ (17,5) სისტემა დავიყ- 

ვანოთ პირველი რიგის სისტემამდე არა ლაგრანჟის ცვლადების, არამედ კანო- 

ნიკური ცვლადების მიმართ. 

    

ვინაიდან 97. %. ამიტომ, (16,1) ტოლობების ძალით, გვექნება 
ძეთ ძი 

0L 
1), = ში', (თ=1, 2, ·.-,§). (17,2) 

თუ ამ მნიშვნელობებს (17,1) სისტემაში შევიტანთ, მივიღებთ 

თ – 07, · (17,3) 

თ ძ9თ 

განვიხილოთ ფუნქცია 

#=3%. 0 ს ––L. (17,4) 
Cთ<1 

სადაც # ლაგრანჟის ფუნქციაა #=7? –-X. ვინაიდან # არის ძ,, ი.,..- ,9/, 

თ, 9ძის.·,ეძ/, ლაგრანჟის ცვლადების ფუნქცია, ამიტომ, ცხადია # იქნება 

ლაგრანჟის ამ ცვლადებისა და განზოგადებული იმპულსების ფუნქცია, თუ 

ახლა გავიხსენებთ წინა პარაგრაფში აღნიშნულს იმის შესახებ, რომ განზო- 
· გადებული სიჩქარეები შეიძლება (16,2) სისტემიდან ამოვხსნათ და გამოვსა- 

ხოთ განზოგადებული იმპულსების. და განზოგადებული კოორდინატების სა- 

შუალებით, დავრწმუნდებით, რომ საბოლოოდ #/ ივნება თ,, ძე,---,0,, 101; 1)“ “":1# 
კანონიკური ცვლადების ფუნქცია და, აგრეთვე, არასტაციონარული ბმების 

შემთხვევაში, 1 ცელადის ფუნქცია. შემოვიღოთ შემდეგი შემოკლებული 
აღნიშვნა: · 

''რეეი„'.”'– .... 
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(17,4) ტოლობით განსაზღვრულ # ფუნქციას, გამოსახულს კანონიკური. 

ცვლადების საშუალებით, ეწოდება პამილტონის ფუნქცია. 

აღვნიშნოთ პამილტონის ფუნქციის ვარიაცია 6#-ით: 

6I = II (ყ + ნი, » + ბჯ, 0) – MI (9, », §)= 
=# (0, –+–– 69, ... ი” + ნმ, 21 + 62) «...7# + CI, ,)– 

--# (2, ..., მ), 221 თ... 1), 

სადაც 09ი, 0», (თ=1, 2,...,§) კანონიკური ცვლადების უსასრულოდ მცირე: 

ნაზრდებია. თუ #/ (0? + მი, + 65», I!) ფუნქციას დავშლით მწკრივად და. 
უკუვაგდებთ მი-, ფე, სიდიდეების მიმართ მეორე და უფრო მაღალი რიგის 

უსასრულოდ მცირე სიდიდეებს, მივიღებთ 

0V 2 ანეე8. 8#=3)9> 00, + ბი, . · (17,5) 
თ5=1 

თუ შევნიშნავთ, რომ ჰამილტონის სეფი? ჩი ტოლობის ძალით, გამო- 

სახულია ლაგრანჟის ცვლადების საშუალებით, ადვილად მივიღებთ 

“” 
თ51 – 25 ძი 2<4ძი 

(17,2) ტოლობების ძალით, (17,6) ტოლობების ს მარკვენა მხარის მეორე 

და უკანასკნელი წევრები ერთმანეთს მოსაობს და მივიღებთ 

  

ბM=2) ი',6 ი.'– 392 6თ. (17,7) 
თ5=1 240 

თუ გავითვალისწინებთ (17,3) ტოლობას და (17,7) ტოლობიდან (17,5) ტო-- 

ლობას გამოვაკლებთ, მივიღებთ 

· მ#V მ# V- ) 44: – (”»”» –“ =0, 17,8 2 (+. ში ები: (++ 20 ბი, | (17,8) 

ვინაიდან ამ ტოლობას იგივურად უნდა ჰქონდეს ადგილი და ამის გარდა, 
ბ»კ და 60 დამოუკიდებელი ვარიაციებია, ამიტომ უკანასკნელ ტოლობაში. 

ამ ვარიაციების კოეფიციენტები ნულის ტოლი უნდა იყოს და ვღებულობთ 

  

ძმთ _ 0 

მ, მჯ.” 07 თ 

მი» _ იწ 
ძ%. _ მით ' 

ეს სისტემა წარმოადგენს პამ ილტონის კანონიკურ განტოლებათა 

„სისტემას. ამ სისტემას ხშირად მატერიალურ ჟერტილთა სისტემის მოძ-. 
რაობის ი კანონიკურ განტოლებებს უწოდებენ. 

, დავუშვათ ახლა მოძრაობა სტაციონარულია და გამოვარკვიოთ ჰამილ- 

· ტონის ფუნქციის ფიზიკური შინაარსი, .(17,4) ტოლობის ძალით, გვექნება 

ძჩ7ე , ს): 9= დანა ი. 27 +. (17,10):. 
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ვინაიდან, განსახილველ შემთხვევაში, ცოცხალი ძალა წარმოადგენს განზო- 
გადებული სიჩქარეების კვადრატულ ფორმას, ამიტომ, ეილერის /„ვნობილი 
ფორმულის ძალით ერთგვაროვანი ფუნქციების შესახებ, ვღებულობთ 

' ეჯ» 
290 ი =2X, 

და (17, 4) ტოლობა მოგვცემს 

#=21--X». 

ამრიგად, როცა მოძრაობა სტაციონარულია, მაშინ პამილტონის ფუნქ- 

ცია წარმოიდგენს სისტემის სრულ ენერგიას. 

ჩვენ გამოვიყვანეთ მოძრაობის კანონიკური განტოლებები პოტენცია- 

ლური ძალების შემთხვევაში, ვნახოთ ახლა რა სახე ექნება ამ განტოლებებს 

არაპოტენციალური ძალების შემთხვევაში. 

ვთქვათ, მატერიალურ წერტილთა სისტემაზე მოქმედი ძალები შეიძლება 

გავყოთ ორ ჯგუფად: პოტენციალურ და არაბოტენციალურ ძალებად, მაშინ, 

როგორც ადვილი მისახვედრია, განხოგადებული ძალებიც გაიყოფა ორ ჯგუ- 

ფად: 0-=0”თ- CC" თ (თ=1, 2,...,§) სადაც C'თ განზოგადებული პოტენცია- 

ლური ძალებია (კერძოდ, შეიძლება 0'==0), 0” >--არაპოტენციალური, ლაგ- 
რანჟის მეორე გვარის განტოლებები ამ შემთხვევაში ასე დაიწერება: 

ძი” 4ძ % _ ი» 
––_-'”48გიგ აა თ 
ძსმით ში» ძი. 

სადაც-” წარმოადგენს, C'თ ძალების შესაბამ პოტენციალს. უკანასკნელი 

სისტემა, ცხადია, ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

  004 მს 0ჩ ი. (17,11 
რ მიი მიი.“ | 

სადაც 

ს=+X-X7. 

შემოვიტანოთ ით, »„ კანონიკური ცვლადები, სადაც, როგორც ზემოთ 

L74 
17,112 7 აი. (17,12) 

უკანასკნელი ტოლობის ძალით, (17,11) სისტემა ასე გადაიწერება: 

რი _ მჯ , ი. 17,13 «#-. ძი» +0C X ( , ) 

ისე როგორც პოტენციალური ძალების შემთხვევაში, ადგილი ექნება (17,5), 

და (17,7) ტოლობებს, რომელთა სხვაობა მოგვცემს 

: ,  მM %. ძს , მძ# 
>I(4. მი, ებთ. (2. + ი. ბ» | –0. 
თ=1 

  

თუ (17,13) ტოლობიდან განსაზღვრულ 2) შევიტანთ უკანასკნელ ტო-. ·“ მით 

ლობაში, მივიღებთ 
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: 0/I I) “ მ/L ჯგ 
ს! '. “სგე  / “(ი __ ––- |04 =0. 

2 “მს, ) "“ ( VI ა... «-1 

საიდანაც ვღებულობთ 
(44 _ ძI/. 
თ 9, | (17 14) 

თ, ი” ” 

თლ 9რ 
ეს უკანასკნელი წარმოადგენს პამილტონის კანონიკურ განტოლებებს 

არაპოტენციალური ძალების შემთხვევაში, თუ ყველა ძალები პოტენციალურია, 
მაშინ VI «=0 და (17,14) სისტემა (17.9) სისტემას დაემთხვევა. 

ვთქვათ, ცნობილია (17,9) კანონიკური სისტემის 2§ პირველი ინტეგრალი: 

#7) (9, 7 #=C). 

#0, /. 0)=0;, (17,15) 

#V,(9, 7), L) = C9, 

ღომელნიც დამოუკიდებელნი არიან, ე. ი.. 

»–»V. _– / აა) 5460 

: ჩე. (/ევ..../. 70) თ... 1») 

თუ (17,15) სისტემას ამოვსხნით ი, )„(თო=1, 2, .-., §) ცვლადების მიმართ, 
მიგიღებთ ვიღე 

ით=9/თ (Cი Cე: +") C9%, ს). 

თ = )7თ (C), C:: (552) C:,, ჯ), 

"რომელნიც (17,9) სისტემის ზოგად ამოხსნას წარმოადგენენ. C), ·.. (9, მუდ- 

მივები განისაზღვრებიან საწყისი პირობებით. 

შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ, როცა მოძრაობა სტაციონარულია, მაშინ 

ს =ლ00ი5ე წარმოადგენს (17,9) სისტემის გარკვეულ პირველ ინტეგრალს. 
მართლაც, განსახილველ შემთხვევაში # ფუნქცია ცხადად 1L-ს არ შეიცავს 

და გვექნება 
(90 50 აძ ., 
–---= სხ% –- VI ბგ) –_–_»ი)).. 

CV 24ძი« « + ხალ 2. 

(17,9) სისტემის ძალით, უკანასკნელი ტოლობა მოგვცემს 

იძX_ი 
(ს , 

"საიდანაც # =0005ს და ნათქვამის სამართლიანობაც დამტკიცებულია. 

§ 18. პიძლური კოორდინატები 

ვთქვათ, მატერიალურ წერტილთა. სისტემაზე მოქმედი ძალები პოტენ- 

ციალურია, ბმები კი– სტაციონარული. 

ი (თ=1,.2, ·.. ,§) განხოგადებული კოორდინატებიდან იმ კოორდინატებს, 
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რომელნიც ცხადად არ მონაწილეობენ # ფუნქციაში (ლაგრანჟის ფუნქციაში) 
ეწოდება ციკლური კოორდინატები. ვთქეათ, იძ,. 0. -·.,ი- (<3) 

ციკლური კოორდინატებია, მაშინ #=7,(ი,,,, ···,0,, 90 ს. ..,0,) და ლაგრან- 

ჟის მეორე გვარის განტოლებები, რომელთაც პოტენციალური ძალების შემ- 

თხვევაში აქვთ სახე 

აააააეეა'ა ა ი (თ=1. 2, ...,5), (18,1) 

_ (მი «9» 

მოგვცემენ 
VI იც (თ =1, 2, ·..,1), (18,2) 
((L 

0 მს _ 9 0 6=/4+- 1... 8, (18,3) 
(IL 00” იი 

ვინაიდან მოძრაობა სტაციონარულია, ამიტომ, (18,2) სისტემა გვაძლევს 

00>= 4XI4') + 4190“, –.- ი',=C9 (18,4) 

(თ=1, 2. ...,7'). 

» უკანასკნელი ტოლობების ძალით, ჩვენ გვაქვს (18,1) სისტემის /». პირ- 

ველი ინტეგრალი, რომელნიც, ცხადია, პამილტონის (17,9) კანონიკური სის- 

ტემის გარკვეულ პირველ ინტეგრალებს წარმოადგენენ, 
გარდავქმნათ ახლა 7, ფუნქცია ისე, რომ მის გამოსახულებაში არ მო- 

ნაწილეობდნენ ციკლური კოორდინატების წარმოებულები. ვთქვათ, თვ კოე- 

ფიციენტები ციკლურ კოორდინატებზბე არ არიან დამოკიდებულნი და, 

ვთქვათ, (18,4) სისტემიდან შეიძლება ამოეხსნათ ი", ი',, ·..,0', სიდიდეები და, 
მაშასადამე, გამოვსახოთ ისინი C,, C/,, ··. CV. 9, მიკი) ·..:9კ. 0 „ე აი 

სიდიდეების საშუალებით. თუ 4'თ (თ=1, 2,...,7) ნაპოვნ მნიშვნელობებს 

შევიტანთ /, ფუნქციის გამოსახულებაში, მივიღებთ 

#M(9- 1, «-+, ვ) ი”, ე... 4ს',)=7, _. ” ი, C), ·-- CI. 

ცხადია, გვექნება 
“ მL _ ი ს 0L ძი", 

-- - - =-- - ღვე (თო=)'-+1....,§), 18,5) 

ძი'თ 0ი”> 42, ძი; ძი'თ ' ) ( 

ბL"_ ბს , დ 9 9) 
ძი იი 1 ძი'; ძმ= 

  (თ=/)· + 1, ..., §). (18,6) 

თუ ახლა გავიხსენებთ, რომ 

: 02L _ ,=Cთ (6=1, 2... I), 
ძი“ 

(18,5) და (18,6) ტოლობები შეიძლება ასე გადავწეროთ: 

0I, ი ა.ჯ - -” –“.= -(X – ჯრ” I. 

მით იი'თ 11 . 

(«=7 +1,...,ჯ) 

29 ი -%თI I 
ძით ძიმთ §=1 
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თუ ამ მნიშვნელობებს (18,3,) ტოლობებში შევიტანთ, მივიღებთ რაუსის 
(LიიLი) შემდეგ განტოლებებს: 

„ა'ა'ეაეაეაე- ა =0 (თ=4?'–I– 1, ..., §). (18,7) 

სადაც 

#=L"- % თი”. (18.8) 

უკანასკნელი ტოლობით განსაზღვრულ # ფუნქციას რაუსის ფუნქციას 

უწოდებენ. 
თუ ი”, (§=1, 2, ··.:·./) სიდიდეებს, ისე როგორც ზემოთ, გამოვსახავთ 

იი." 9,, ი”. "90, CI, ···. C- სადიდეების საშუალებით, დავრწმუნდებით, 

რომ რაუსის ფუნქცია არ შეიცავს ციკლურ კოორდინატებს და მათ წარმოე- 

ბულებს და, მაშასადამე, (18,7) „სისტემა წეითლება ცალკე ვაინტეგროთ. თუ 
ეს სისტემა ინტეგრებულია, ე. ი. 0, ((=#-I 1, ...,§ვ) სიდიდეები მონახულია, 

როგორც დროის ფუნქცია, მაშინ ი', (=1, 2,...,7) სიდიდეები განისაზღვ- 
რება (18,4) სისტემიდან და მაშასადამე, ინტეგრებით მოინახება ძი, (=>1, 2,...;7) 

სიდიდეები. : 
ამრიგად, როცა ჯ კოორდინატი ციკლურია, მაშინ ლაგრანჟის განტო–- 

ლებათა (18,1) სისტემა, რომელიც § განტოლებისაგან შედგება,. დაიყვანება 

რაუსის (18,7) სისტემამდე, რომელიც §-–; განტოლებისაგან შედგება. 

ვინაიდან 

2 4ა'ი –», (“=1, 2,...,§) 

და პირობის ძალით, 4-გ სიდიდეები ციკლურ კოორდინატებს არ შეიცავენ, 

ამიტომ 95 (8=1, 2, -..,§) შეიძლება გამოვსახოთ როგორც “ქმჯი ქმვე “"- ექი» 

0,1, ··.,0, სიდიდეების ფუნქცია, რის შედეგადაც, (17,4)-ის ძალით, ცხადია, 

რომ ჰამილტონის ფუნქცია ციკლურ კოორდინატებს არ შეიცავს: 

M=V/I (9,++ ... ა? #23)... „M), 

განვიხილოთ ახლა ჰამილტონის კანონიკური განტოლებები 

40». _ 9#L 
თის მჯ,” (18,9) 

92% _ _ 0XL 
თ 1 ძი ” 

და დავუშვათ, რომ ყველა განზოგადებული კოორდინატი ციკლურია, მაშინ, 

(18,4) ტოლობების რლით, 
„ == CC («==1, 2, 8) 

და გვექნება 
M#M=VXI (ჯი, ··5 0,)= #I (CI, ··- C,)=0008ხ. 

ამიტომ, როგორც ადვილი მისახვედრია, (18,9) სისტემის პირველი § განტო- 

ლება განსახილველ შემთხვევაში მოგვცემს 
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–--=  --=% =60083%L, 

საიდანა 
ა 9ი„=V.L+ CC, 

ამასთან ჯკ გარკვეული მუდმივებია. 

ამრიგად, როცა ყველა განზოგადებული კოორდინატი ციკლურია, მაშინ 

ფუნქციები 
ს), =0C%, 

ი–=%VაL- C« 

(თ= 1, 2, 5), 

სადაც 0 და C “თ ნებისმიერი მუდმივებია, წარმოადგენენ (18,9) სისტემის 

ზოგად ინტეგრალს. 

§ 19. იაკო.ბ-ო.სტროგრადსკის მეთოდი 

სანამ იაკობ-ოსტროგრადსკის მეთოდის განხილვას შევუდგებოდეთ, გა- 

ვისსენოთ ზოგიერთი ცნება კერძო წარმოებულებიან დიფერენციალურ განტო- 

ლებათა თეორიიდან, 
ვთქვათ, მოცემულია შემდეგი სახის კერძო წარმოებულიანი დიფერენ- 

ციალური განტოლება 

თ (2:,, მეა "ე თია რე ქ) ქმე) ·"ა ჰ))ი)=90, (19,1) 

სადაც თ, «ა... დამოუკიდებელი („ვლადებია, #- საძიებელი ფუნქცია, 

მ), = <= («=1, 2,... ,#). ამ განტოლების ისეთ ამოხსნას, რომელიც ჯ ნების- 
2%Cთ 

მიერ თ, (თ=1, 2,...,7) მუდმივზეა დამოკიდებული: 

2=დCდ(2,, თე, ·-. ეს (+ თეს“) Cი), (19,2) 

ეწოდება სრული ინტეგრალი. 

ვთქვათ, (19,1) განტოლებაში საძიებელი გ ფუნქცია უშუალოდ არ მო- 

ნაწილეობს. ამ შემთხვევაში ცხადია, რომ, თუ გ არის (19,1) განტოლების 
რაიმე ამოხსნა, მაშინ მისივე ამოხსნა იქნება # -I- იი05ხ და მაშასადამე, სრულ 

ინტეგრალში ერთ-ერთი მუდმივი შევა შესაკრების სახით: 

#=დ (თ, თევ; "აე ნე C)ვე C31-." თი-1)+Cრი: (19,3) 

თუ (19,1) განტოლებაში „ ცხადად არ მონაწილეობს, ე. ი. კერძო წარ- 

მოებულიან დიფერენციალურ განტოლებას აქვს სახე 

  

თ(»,, დე; "ე ქლ) 21) ქპეე "“", ».)=9, (19,4) 

მაშინ ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტოლებათა შემდეგ სისტემას: 

ძი, _ ძე. _ ძი _ იძ _ _ ძა. _ ... == რში (19,5) 
#, XL» ჯ, 2) 24) 2» 

სადაც 

#ს#>= თ. ჯ.= 9 («=1, 2, -.-, 7), (19,6) 07 ძზ9თ 
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ეწოდება აღებული დიფერენციალური განტოლების მახასიათებელი. 
სისტემა. 

დავუბრუნდეთ ჰამილტონის (17,9) კანონიკურ სისტემას: 

((M« _ მIV. 
VI მი · 

_ (თ=1. 2, ...)ევ). (19,7» 

(0 _ _ ძIL 
(“/( მი= , 

რომელიც, ცხადია, ასე შეიძლება გადავწეროთ; 

”””·-რლაა'. (19,8). 
იყ ი/ IM მ# 09 ძს. 1 | 
მ”, #(/, ი“), ძი, ძი. მი, 

თუ გავიხსენებთ, რომ (19,4) სახის განტოლების მახასიათებელ სისტემას 

(19,5ე)ე) სახე აქვს, ადვილად დავრწმუნდებით, რომ (19.8) სისტემა წარ- 

მოადგენს · 
ძ - 

ლ. +VM (+ / /., ა.მ, > · „99 = =. 0 (19,9) 
0, ' (IM, 

კერძო წარმოებულებიანი დიფერენციალური განტოლების მახასიათებელ 
სისტემას, (19,9) განტოლებაში საძიებელი 8 ფუნქცია ცხადად არ მონა- 

წილეობს, ამ § ფუნქციას, რომელსაც იაკობის მთავარ ფუნქციას უწოდებენ, 

ჩვენ შევხვდებით კიდევ მექანიკის ვარიაციული არინციპების განხილვის დროს. 

(19,9) განტოლებას იაკობ-ოსტროგრადსკის განტოლებას უწო- 

დებენ. 

ზემოაღნიშნულის ძალით, (19,)9) განტოლების სრულ ინტეგრალს 

აქვს სახე 

#=0თ (CL, 9, მეა Lე /ჯ (ნკ, Cნე) "98-ე თა) + (4851) (19,109) 

სადაც თ. თ. (01, ნებისმიერ მუდმივებს წარმოადგენენ. ვიგულისხმოთ, 

რომ თ ფუნქცია უწყვეტია და უწყვეტად წარმოებადი თავისი არგუმენტების 

მიმართ მეორე რიგამდე ჩათვლით. 

სრული ინტეგრალის განსახღვრიდან გამომდინარეობს, რომ ფუნქციო- 

ნალური დეტერმინანტი 2, რომელიც განსაზღვრულია ტოლობით 

  

  

'ია§ მ ი8§  ძ ძ8 
მთ. ძი, მთ, ძმა , ით. ძი, , 

ბ მყ მ 08. ძძყ 9 მემოივი 
ტ=! ძი, ძი” ძი, მი, ”ძთ, ძი, |= უო. “ 
აეაეეა (თ, 6» 6) 

მ 05 მ ძ5 ძ ძვ 
        

მძ, ძი, მთ, ძი, 7 მძა ძი, 

განსხვავებულია ნულისაგან. მართლაც, დავუშვათ, რომ 4=0, მაშინ, როგორც 
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ი» 
ანალიზის კურსიდან ცნობილია, – ყ9. . ძი. სიდიდეებს შორის იარსე- 

ძი, ში, ძი, 
ბებს შემდეგი სახის ფუნქციონალური დამოკიდებულება: 

9 (L მც მე... ი,. ლ, ასეე (19.11) 
იი, ძმა იშ, 

რომელიც «,; იძ: ··.ს (/ მუდმივებს არ შეიცავს და რომელშიაც არ შედის 

ძი. წარმოებული. 
ი 

ამრიგად, (19,11) კერძო წარმოებულიან დიფერენციალურ განტოლებას, 

რომელიც ი წარმოებულს არ შეიცავს, აკმაქოფილებს # ფუნქცია. ეს კი 

შეუძლებელია, ვინაიდან 5=0 (I, ძ,, ..., /, ძე, რვ. >" CI) +L ი, წარმოადგენს 
(19,9) განტოლების სრულ ინტეგრალს, ხოლო სრული ინტეგრალი ცალსახად 

ანსაზღვრავს იმ კერძო წარმოებულებიან დიფერენციალურ განტოლებას, 
რომელსაც ის მიეკუთვნება და, მაშასადამე, ი. ...,(, მუდმივების გამორიცხვა 

სისტემიდან : 

09 ძის ძა ძი „სი ა) 
ძი ი 7 მი ძემ= 

მიგვიყვანს აუცილებლად (19,9) სახის სისტემამდე რომელიც 4-ს შეიცავს. 
(IL 
“7 

ამით დამტკიცებულია, რომ ტ # 0. 

შევადგინოთ (19.90) განტოლების სრული ინტეგრალის საშუალებით 

შემდეგი სისტემა: 

––=ხVთ, (19,12) 
მთ, 

(= 1, 2, .. ა) 

29% _ >, (19,13) 
ძით 

სადაც ბთ(თ=1, 2,...,§) ნებისმიერი მუდმივებია. დავამტკიცოთ იაკობ- 

ოსტროგრადსკის შემდეგი დებულება1. · 

დებულება, თუ § ფუნქცია წარმოადგენს (19,9) განტოლე- 

ბის სრულ ინტეგრალს, მაშინ (19,12) და (19.13) სისტემები 

იძლევიან პამილტონის (19,7) სისტემის ყველა 2: ბირველ 

ინტეგრალს და, მაშასადამე, განსაზღერავენ (19,7) სისტემის 

ზოგად ამოხსნას. . 

ვინაიდან ფუნქციონალური დეტერმინანტი 4 #0, ამიტომ, როგორც 

ადვილი მისახვედრია, (19,12) სისტემა ამოხსნადია იძ,, 0,, ..., ი, სიდიდეების 

მიმართ და, მაშასადამე, (19,12) და (19,13) სისტემები განსაზღვრავენ ძი, 7» 

სიდიდეებს როგორც # (ცვლადისა და ი, , სთ (თ=1, 2, ...,§) ნებისმიერი მუდ- 

1 ეს დებულება ბევრ სახელმძღვანელოზი მოყვანილია, როგორც იაკობის დებულება. 

მაგრამ, როგორც გამოირკვა, იაკობზე ადრე ის დანტკიცებლღლი იყო ოსტროგრადსკის მიერ 

(იხ. #00M0)(0:სM0C5IIL #. #., IV7VC 76000XIMლ00X0M M0X201I1IMII, M00L8ე, 1965 X.). 
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მივების ფუნქციას. ეაჩვენოთ, რომ ით, > სიდიდეების ეს მნიშვნელობები 

დააკმაყოფილებენ (19,7) სისტემას. 

ვთქვათ, 0თ, თ სიდიდეების ხსენებული მნიშვნელობები შეტანილია 

(19,12) და (19,13) სისტემაში. მაშინ (19,12) ტოლობების გაწარმოება Lჯ ცვლა- 

დით მოგვცემს 

ძ15 08 __ მივ , 

 " ს. " " "0 (=1,2 ·..§). 19,14 ძი, 0! 12 მთ. ძივ ი ( : 4) §) ( ) 

ვიგულისხმოთ, რომ 8 რული ინტეგრალის მნიშვნელობა შეტანილია (19,9) 
განტოლებაში და გავაწარმოოთ ეს განტოლება თკ-ს მიმართ, მივიღებთ 

08 % ის) 01 
მთ» ძს ლ ძვ ძთ, 

    =0. (19,15) 

(19,13) სისტემის ძალით #0 =--, თუ ამ მნიშვნელობებს (19,14) ტოლო- 
8 

ბაში შევიტანთ, მივიღებთ 

09 “05 ი0ი# _ია ფე მა ი = 
მთ.ძს  ' <4 მთ, ძი მჩ =0 (C=1, 2,..., §» (19,10) 

: ძ 
(19,14) და (19,16) სისტემების შედარება გვარწმუნებს, რომ + და -იL 

აა. ჯ ჩ 
(8=1, 2,...,§9) სიდიდეები აკმაყოფილებენ ერთი და იმავე ალგებრულ გან- 
ტოლებათა სისტემას. ამ სისტემის დეტერმინანტი არის ზემოთ განხილული 

ფუნქციონალური დეტერმინანტი ბ, რომელიც განსხვავებულია ნულისაგან 

და, მაშასადამე, 

    

ძიც იწ” -ზ 07 (8-1 2...,8. 19,17 ირ უა- 6 ) 009,17) 
გავაწარმოოთ (19,13) განტოლებები ჯ ცვლადის “მიმართ, მივიღებთ 

ძი 095 _ დ 09 ძევ _”. 19,18 
ი. იდა (1 ძი» ვ. თ ( ) 

თუ § სრული ინტეგრალის მნიშვნელობას შევიტანთ (19,9) განტოლებაში 
და გავაწარმოებთ მას იჯ-ს მიმართ, მივიღებთ 

ს ძIIL 0'კ ' "1.0. 
ძი ი 9% -+2 0Mვ ძი 
  

უკვე დამტკიცებული: 09, 17) ტოლობების ძალით, ეს უკანასკნელი ასე გადაი– 

წერება: ია 

მIL _ 018 გემია ძი. 
ში... <4 ძი თ“. 

19,19 
ძი ძი>ძნ ( ) ჩ5=1 
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(19,13,) ტოლობების ძალით, 

მხვ 015 

მი ძი« ძიგ ' 

თუ ამ მნიშვნელობას (19,19) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

  

  

იI _ 09 X 015 _ ძ9ც =57:0- · 24%. 19,20 
ძი ძმთძს გ51 09 ძ/ც ძ! ( ) 

(19.18) და (19,20) ტოლობების შედარება გვარწმუნებს, რომ 

ძი _ 9ძI თ 1). 2... 9. (19,21) 
თL ძი 

ამრიგად, (19,12) და (19,13) სისტემების შედეგად ჩვენ მივიღეთ (19,17) 
და (19,21) განტოლებები, რომელიც ჰამილტონის კანონიკურ განტოლებებს 
წარმოადგენენ და ამით დებულება დამტკიცებულია. 

იაკობ-ოსტროგრადსკი“ დებულება საშუალებას გვაძლევს ვიპოვოთ 

პამილტონის კანონიკური განტოლებების ზოგადი ინტეგრალი, თუ მოძებნი- 
ლია იაკობ-ოსტროგრადსკის (19,9ე) განტოლების სრული ინტეგრალი. ბევრ 

შემთხვევაში (19,9) განტოლების სრული ინტეგრალის მოძებნა უფრო ადვეი- 

ლია, ვიდრე ჰამილტონის კანონიკური განტოლებების ინტეგრება და ასეთ 
შემთხვევაში იაკობ-ოსტროგრადსკის დებულებით სარგებლობა ხელსაყრელია. 

ვთქვათ, ჰამილტონის ფუნქცია # ცხადად 1-ს არ შეიცავს, ე. ი. (19,9) 

განტოლებას აქვს სახე 

  

  

  

ლ +VV (4. . ი. - .... 2 =0. (19,22) 

ვეძებოთ ამ განტოლების ამოხსნა, შემდეგი სახით: 

5=--M +V/ (9, 9, .·-, 9), (19,23) 
სადაც # ნებისმიერი მუდმივია. 4 

ვინაიდან 

95 __, 0ი2_ 0 CI 2,9, 
9 ძმ ძმ» 

ამიტომ, (19,22) განტოლება მოგვცემს 

# (4. ძე, ·«-, 9, ი- , ა ...ა ი =V7ჩ, (19,24) 

რომლის სრულ ინტეგრალს აქევს სახე 

V” =VIVV7/V6(9 + 0ა:, -··- 0, CთI. თვ, ·-·, თი, #)+ თ,- 

თუ ამ მნიშვნელობას (19,23) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

5= –- M-+ M7ა (9 ·· მი C1) ·-. C--ჯ, I) -L თ.- (19,25) 

დამტკიცებული დებულების ძალით, ჰამილტონის კანონიკური განტოლებების 

ამოხსნა, განსახილველ შემთხვევაში, მიიღება შემდეგი სისტემიდან 
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ია ძMI ა გ. (თ =1, მეს. 8-1), 
  

ძია მრ. 

05 _ 07ი თ, («=1, 2... 4), 09,26) 
ძი ძი« 

ძეა მI7ი 
  –=-–-+ –--=%, ანუ მI “=#-Lჩ%ა, 

0” მ» წ)/) 

· სადაც (კ ნებისმიერი მუდმივია. | 

· (19,232) ტოლობაში შემავალი I” ფუნქცია, რომელსაც კანონიკური 
ფუნქცია ეწოდება, შეგვხვდება კიდევ მექანიკის ვარიაციული პრინციპების 

განხილვის დროს. 

შევნიშნოთ ბოლოს, რომ (19,9) განტოლებას ლიტერატურაში ხშირად 

უწოდებენ ჰამილტონ-იაკობის განტოლებას. 

§ 20, პუასო.ნის ფრჩხილები. პუასონის იგივობა 

პუასონის მეთოდი საშუალებას იძლევა, გარკვეულ პირობებში, ვიპოვოთ 

მოძრაობის კანონიკური განტოლებების ახალი პირველი ინტეგრალი, თუ 

ცნობილია ამ სისტემის რომელიმე ორი პირვე ლი ინტეგრალი (იხ. მომდევნო 

პარაგრაფი), სანამ. ამ მეთოდის გადმო ემას დავიწყებდეთ, დავამტკიცოთ 

ერთი ლემა და იგივობა, რომლებიც შემდეპჯში დაგვჭირდება. 

ვთქვათ, / ფუნქცია ჯ,, 2, -.., თ, დამოუკიდებელი ცვლადების უწყვეტი 
უწყვეტად წარ?ოებადი ღუნჟციაა მეორე რიგამდე ჩათვლით. აღვნიზნოთ 

4(/. ით ამ ფუნქციის საზუალებით ზედგენილი შემდეგი დიფერენციალური 

გამოსახულება: 

4 (0-4, (20,1) 
C=1 « 

სადაც 4=(2=1), 2,..., 24) 2, – ·-. >>, (ევლადების წარმოებადი ფუნქციებია. 

აღვნიზნოთ 8(ჩ- -ით ანალოგიური ოპერაცია 

ძ“ 

'8(0)= 2,8» -. · 
CX > 

  

დავამტკიცოთ შემდეგი ლემა. | 

--.- ლემა. 4(8(/)) – 8(4(0ე) სხვაობა./ ფუნქციის მეორე რი- 
გის წარმოებულებს არ შეიცავს. 

მართლაც, ცხადია, გვექნება 

  

«ა -2 2“ 

4(8თ)=3; 4 თე 2-6 ობრშან =+ 

სომ, მშე მ/ 
3+2 გ4 ძX. ძთვ 
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ასევე მივიღებთ 

  

L შ? მი 2» ა 

8L4C0)=V შა 9 VI 4 9” = %) V 4. 8ვ-- / 
ვ) 'ი 2 24 - ძა Cთ- 2-2 ძ=5თ 0X8 

სდჰე უვ 949 0. 
C ილ 0X8. იX 

თუ შევადგე5თ 4(9 (/))--# I4 08) სხვაობას, დაკრწმუნდებით ლემის სამართ- 
ლიანობაში. 

განვიხილოთ ახლა დ, 2, .., ა, (ქვლადების ნაცვლად ი,, 09, .-., 9,, #0), 

ჯეს ·.ა ე კანონიკური ცელადები და განვიხილოთ ამ (კველადებისა და აგრეთვე 
სჯ ბარაზეტრის მიმართ ოწყეეტი და მეორე რიგამდე უწყვეტად წარმოებადი 
დ და ს ფუნქციები. ამ ფუნქციების საშუალებით შედგენილ (დ, #) გამოსა- 
ხულებას, რომელიც ზემდეგი ტოლობით არის განსაზღვრული: 

) ის დ, #)= რიში მი 2 ე (20,2 
დ ”) 2(X 0)> 0)» 09> ) 

Cთ5=1 

ეწოდება პუასონის ფრჩხილი. 
როგორც ადვილი მისახვედრია, პუასონის ფრჩხილი წარმოადგენს ცალ- 

ცალკე როგორც დ-ს, ისე ს-ს მიმართ ზემოგანხილული სახის დიფერენციალურ 

გამოსახულებას, ასე, მაგალითად, შეგვიძლია დავწეროთ 

_ (#9)=4C0), 
ამასთან, ცხადია, ((ტ) ოპერაციის კოეფიციენტები დ ფუნქციის წარმოებუ- . 
ლების” საშუალებით არის შედგენილი. 

პუასონის ფრჩხილის განმარტებიდან პირდაპირ გამომდინარეობს მისი 

შემდეგი თვისებები: 

წ. (7, -–-%)=(-დ, 9)=-–-(დ, 4), 
2. (ი, %)=– (ს, <), 
39%. (დ, ი)=(ი, დ)=0, სადაც ( ლ ნებისმიერი მუდმივია, 

49. (დ, Cს)=(იჯ, თს)=0(დ, დ), 
5”. I(დ,+ დე), თ1=(#;. V) + (დ;, 5), 

6”, 4-C, ი-= (9. ს)+ C 2), 

წამტიცით უკანასკნელი ტოლობის სამართლიანობა, ცხადია, გვექნება 

მ ით ს _ თ თეკ დ( ი თს თ თ 
თ 9)= 2 (> ძია მსხ» 0600» ძო» + < მი მ'ძა,„ მოთ მჯ შ0= 

' 

– დემ თ, პს. 0: X) 
იი. მ! 7)M ძა)» მ! მძი» 

4ლ 

“ა/მ მძმს ძა მ ძა-V '/ძ» ძა (არი +- XX -(C)+C > 2 · 09 0) 0 0) 00 0L / მჯ + ? ი 
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ვთქვათ. /, დ და ს კანონიკური ცვლადებისა და L ცვლადის უწყვეტი 
და უწყვეტად წარზოებადი ფუნქციებია მეორე რიგამდე. 

დავამტკიცოთ პუასონის შემდეგი იგივობა: | 

"I. (წ, 9))+(9 (9, /))-+ (ს. (/- თ))=ს. (20,3) 
როგორც ადვილი მისახვედრია, (20,3)-ის მარცხენა მხარის ყოველ წევრში 
შედის /, დ და ს ფუნქციებიდან ერთ-ერთის მეორე რიგის წარმოებული, 

ამიტომ, თუ დავამტკიცებთ, რომ (20,3)-ის მარცხენა მხარეში ამ ფუნქციების 
მეორე რიგის წარმოებულები არ შედის, ამით (20,3) იგივობის სამართლია- 

ნობა დამტკიცებული იქნება. (20,3)-ის მარცხენა მხარეში /# ფუნქციის მეორე 
რიგის წარმოებულებს შეიძლება შეიცავდეს მხოლოდ შემდეგი ჯამი: 

(დ, CI, /))+(%, (V, «)). 
ცხადია, გვექნება 

(§, (V, /))+ (4, (/, დ))=(დ, (4, /#))–-(#V, (თ, /)). (20,4) 
ვინაიდან პუასონის ფრჩხილი წარმოადგენს ზემოგანხილული სახის დიფე- 

რენციალურ ოპერაციას, ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ 

და, მაშასადამე (20,4) ტოლობა ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

მაგრამ ზემომოყვანილი ლემის ძალით 4 (8 (/)) – 8 I 4(/)) სხვაობა / ფუნქ- 
ციის მეორე რიგის წარმოებულებს არ შეიცავს. ასევე დამტკიცდება, რომ 
(20,3) ტოლობის მარცხენა მხარე დ 'და ს ფუნქციების მეორე რიგის წარ- 

მოებულებს არ შეიცავს. მაგრამ, ვინაიდან (20,3)-ის მარცხენა მხარეში არ 
არის ისეთი წევრი, რომელშიაც აღნიშნული ფუნქციებიდან ერთის მეორე 

რიგის წარმოებული მაინც არ შედიოდეს, ამიტომ (20,3) იგივობის სამართ- 
ლიანობა დამტკიცებულია. 

§ 21, პუასოსნის დებულება 

განვიხილოთ ჰამილტონის კანონიკური განტოლებები 

ძი მი ძოთ_ _ მX 
ვლ თ=1, 2... ·. 5): 21,1 თ ში 90 შიის V" (0) 

და დავწეროთ აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმისა, რომ 

#(9ს 0; -··; 9კე ჯე ქმე · "+: 224) ს)=C, (21, 2) 

სადაც 20 ნებისმიერი მუდმივია, წარმოადგენდეს (21,1) სისტემის პირველ 
ინტეგრალს, 

ვთქვათ, (21,2) წარმოადგენს (21,1) სისტემის პირველ ინტეგრალს. თუ 

ვიგულისხმებთ, რომ ამ ტოლობაში 0», #7» (თღ=1, 2, ..., §) სიდიდეების ნაცვლად 

შეტანილია (21,1) სისტემის რაიმე ამოხსნა (მაშინ ეს ტოლობა იგივობად 

გადაიქლევა) და გავაწარმოებთ მას ჯ-ს მიმართ, მივიღებთ 

ძ, _ ჯ% ბ, + 9% დ. მძი? ა. , , 
ძ =2(-+ ძო» ი. )+ ძ% ? 

«== 
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(21,1) ტოლობების ძალით, ეს უკანასკნელი შეიძლება ასე გადავწეროთ: 

2 20097 _ 2002) ძ# ==0, (21,3) 
_00თ 0)2> მთ იძი; , ის 

(20,2) აღნიშვნის ძალით, უკანასკნელი ტოლობა ასე გადაიწერება: 

ლ 

++ (/. M)= (21.4) 

ამრიგად, (21,4) ტოლობა წარმოადგენს აუცილებელ პირობას იმისა. რომ 

(21,2) გამოსახულება იძლეოდეს (21,1) სისტემას პირველ ინტეგრალს. ვაჩვე- 
ნოთ ახლა, რომ თუ მუდმივისაგან განსხვავებული / ფუნქცია აკმაყოფილებს 
(21,4) განტოლებას, მაშინ / =C იქნება (21,1) სისტემის პირველი ინტეგრალი. 

თუ მოვიგონებთ პუასონის ფრჩხილის განმარტებას, (21,4) ტოლობა (21,3) 
სახით გადაიწერება. (21,3) და, მაზასადამე, (21,4), (ცხადია, წარმოადგენს 
#-ის მიმართ პირველი რიგის წრფივ კერძო წარმოებულიან დიფერენციალურ 

განტოლებას. რომლის მახასიათებელ სისტემას აქვს სახე 

ძი ძი ძი იი ძი  _ იძ, « (21,5) 
იყ 07 პმI ბი პმ #1 
მი. ძი, ძა», ძი, ძმ, ძი, 

ვინაიდან, პირობის ძალით, / არის (21,4) და, მაშასადამე, (21,3) კერძო 

წარმოებულებიანი დიფერენციალური განტოლების ამოხსნა, ამიტომ, რო- 
გორც კერძო წარმოებულებიან დიღერენციალურ განტოლებათა თეორიიდან 

ცნობილია, #=(C0 იქნება (21,5), ანუ რაც იგივეა, (21,1) სისტემის პირველი 
ინტეგრალი, ამით ზემონათქვამის სამართლიანობა დამტკიცებულია. 

ამრიგად, ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ აუცილებელი და საკმარისი 

პირობა. იმისა, რომ /#/=0C იყოს (211) სისტემის პირველი 

ინტეგრალი იმაში მდგომარეობს, რომ / აკმაყოფილებდეს 

(21,4) განტოლებას. 
ვთქვათ ახლა, მოცემულია (21.1) სისტემის ორი პირველი ინტეგრალი 

დ (0,, ეგა” ()=V. 

დ (0, ·.-ც იჯ; ))) ··-, 27 L)=V. 

დავამტკიცოთ პუასონის შემდეგი დებულება: 
დებულება. თუ დ=თი, ს=0 წარმოადგენენ (21,1) სისტემის 

პირველ ინტეგრალებს, მაშინ 

იქნება ამავე სისტემის პირველი ინტეგრალი, თუ პუასონის 
ფრჩხილი (დ, ს) იგივურად მუდმივის ტოლი არ არის. 

ვინაიდან დ=თ და თ=% წარმოადგენენ (21,1) სისტემის პირველ ინტეგ- 
რალებს, ამიტომ, ზემოდამტკიცებულის ძალით. გვექნება 

» ი ე, 8)=9 (21.7) 

- 341



შევადგინოთ ახლა #, დ, ს ფუნქციებისაგან პუასონის იგივობა 

(M, (დ, V))+- (დ, (ს, 77))+(ს, (7/, Cდ)) ==0. (21,8) 

'(21,6) და (21,7) ტოლობების ძალით 

12 
დ, #)=- 9, (M, დფ =>. (21;9) 

თუ ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ (21,§) იგივობაზი, მივიღებთ 

(ით 9)-(# %+)+(4 ჯ)=9 6110 
- ! ი ს 0 
ანუ 

" 

((თ, 8), #7) + (>, ·)+ (« <= )=ი. (2,1) 
: ძL ძL · 

ეს უკანასკნელი კიდევ ასე შეიძლება გადავწეროთ: 
წ" მ · , · 

7, IV ს)+-( (დ, ბ), #)=9. (21,12) 

თუ „ამ უკანასკნელს შევადარებთ (21,4) ტოლობას, დავრწმუნდებით, რომ 

(დ, ს)=C იჟნება (21,1) სისტემის პირეელი ინტეგრალი, თუ (+, დ) 55 005L; 

ამით ბუასონის დებულება დამტკიცებულია. 
ცხადია, საზოგადოდ, ორი პირველი ინტეგრალის საზუალებით (21,1) 

სისტემის ყველა პირველი ინრეგრალი არ აიგება· ზემონაჩეენები წესით, რად- 

"გან. შეიძლება რამდენიმე პირველი ინტეგრალის აგების შემდეგ მათგან დამო- 

უკიდებელი პირეელი ინრეგრალი ეგერ მივიღოთ ან კიდევ ბუასონის ფრჩხი- 

ლი შეიძლება იგივურად მუდმივი იყოს. 

გთქვათ, # ფუნქცია ჯ ცვლადზე ცხადად არ არის დამოკიდებული, 

მაშინ, როგორც ვიცით, # =C ივჟნება (21,1) სისტეზის პირველი ინტეგრალი. 

თუ დ=0 წარმოადგენს ამ სისტემის რაიმე პირეელ ინტეგრალს, მაშინ, 
პუასონის დებულების თანახმად, (დ, #)=C იენება აგრეთვე (21, 1) სისტემის 

პირველი ინტეგრალი. ათე ეინაიდან 

ამიტომ 

ძ5 90.0 M#)=– თ (21,14) 

იენება ხსენებული სისტემის პირველი ინტეგრალი. მაგრამ, თუ #0 პირვე- 

ლი ინტეგრალია, მაშინ 29%-ი იქნება“ აგრეთვე. პირველი ინტეგრალი და 
3, 

ა. შ. თითგოს ასეთი გზით მივიღებთ უაზრავ პირეელ ინტეგრალებს. მაგრამ 
ეს ასე არ არის, რადგან თუ დ ცხადად ზე არ არის დამოკიდებული, მაშინ 

9. ლ, -0 და, მაშასადამე, L ცვლადით კერძო წარმოებულები არ 
( 

იძლევიან პირველ ინტეგრალებს. “ თუ დ ცხადად I-ს შეიცავს, მაშინ ან გარ- 
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კვეული რიტიდან ჯ ცვლადით კერძო წარბოებული ნული გახდება ან ამ ოპე- 

რაციის შემდგომი გამოყენებისას ახალ პირველ ინტეგრალებს ვერ მივიღებთ 

ამოცანები | 

185, განვიხილოთ თავისუფალი მატერიალური წერტილის მოძრაობა პო. 
ტენციალური ძალის გავლენით და შევადგინოთ მისთვის ჰამილტონის კანონი” 
კური განტოლებები. 

განზოგადებულ კოორდინატებად მივიღოთ დეკარტის ჟ, ყ, 2 კოორდი- 

ნატები. განზოგადებული იმპულსები აღვნიშნოთ /,, »,, ჯ,-ით. პოტენცია- 

ლური ენერგია იყოს MX (X; V, 2). ვინაიდან 

7=+> (ფი -L ყ'? -L ვ), (1) 

ამიტომ, ცხადია, გვექნება 

»,ლ)თ. )),=7/. 0,ლM2. (CV) 

ამის გარდა ცხადია, რომ 

M=1ჯ1+ #=-. (21 ნყბზ-+277)+V = 

1 

= ვლ (05 0ი ი%მ- იბ) + /(C . 2. 
ს 

ჰამილტონის კანონიკურ ·განტოლებებს ექნება სახე . 

  

აარ... ... 
VI I» 2 · _____ ' 
: : (32) ეას“Lს” -დ---დდ ' 
ი ი. _ მ. ძL ძ 

ამ განტოლებებიდან მიიღება შემდეგი განტოლებები 

ა »” ი 
' ავ = ი 9 - /,, 01) =–- მ” _ Xსთ, #2 =- %_#. (4) 

· 0: ' ი! ძ2. 

რომელნიც თავისუფალი მატერიალური წერტილის მოძრაობის განტოლებებს 

წარმოადგენენ დეკარტის კოორდინატებში. 
16 ვთქვათ, გვაქვს ორი მატერიალური წერტილი, რომელნიც იზიდაეენ 

ერთმანეთს ნიუტონის მსოფლიო მიზიდულობის კანონის მიხედვით. ვიგუ- 

ლისხმოთ, რომ. ერთ-ერთი წერტილი უძრავია და ვიპოვოთ ლაგრანჟის და 

პამილტონის ფუნქციები, თუ მოძრავი წერტილის განზოგადებულ კოორდინა- 
ტებად მიღებულია სთერული კოორდინატები: ;, «, 9. 

თუ უმრავი მატერიალური წერტილის მასას აღვნიშნავთ · 7I-ით, მოქრა- 
ვისას თ. ით, ადვილად მივიღებთ 

7=-> დ“? + 289 -L მყ”? 8|ე? შე, (5) 

9#. ML. 

” 

  XI-=-/ 
სადაც # გრავიტაციის'მუდმივია. 
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-ლაგრანჟის ფუნქციისათვის მივიღებთ შემდეგ მნიშვნელობას: 

| 21#/. 
-   L=X-X7= > დე + 08 + „მდ ვი?შ) + / 

როგორც ამ ტოლობიდან ჩანს, 7, ფუნქცია ცხადად არ შეიცავს დ კოორ- 

დინატს და, მაშასადამე, ეს უკანასკ6ნელი ციკლურ კოორდინატს წარმოადგენს. 

განზოგადებული იმპულსებისათვის გვექნება 

ვინაიდან დ ციკლური კოორდინატია, ამიტომ 

მდ = VI” დ' 5102? 9-= C, (7) 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

ადვილად მიიღება, რომ 

  

  

8 => ც1+ 9994 მდ9 გებ მ) -– „ი =7-LI. 

კანონიკურ ცვლადებში # ფუნქციას ექნება სახე 

| 1 1 თM 
# =– „? – 2 8 --(+- ია + ვე ავ > რ    

17. ვთქვათ, მარერიალურ წერტილთა სისტების ი მოძრაობა, რომლის 

თავისუფლების ხარისხი ორის ტოლია, დახასიათებულია' 0, და 0ვ განზოგა- 

დებული კოორდინატებით და ვთქვათ სისტემის კინეტიკურ და პოტენციალურ 

ენერგიებს აქვთ სახე 
1 ი, 1.» 

ჯ- სმ ს) “ე”, 9 
2 თ, -L თ,91) 2.” ა 

X =ძვ -+ 0,9.1, (10) 
სადაც ძი, ი, ძე, იკ გარკვეული მუდმივებია. შევადგინოთ რაუსის განტო- 
ლება და განვსახღვროთ სისტემის მოძრაობა. 

ლაგრანჟის ფუნქციას ექნება სახე 

L=>-#7- რმ” ს) ბ ეი ითი“. 01) 
2 თ; -+ თაია” 2 

ამ გამოსახულებიდან ცხადია, რომ 0, არის ციკლური კოორდინატი. ცხადია, 

გვექნება , 
ც,=<2%--  %  _ =C, (12) 
-.... 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. (12) ტოლობიდან 1. 

” ი'=C(თ +თ,ი,”) 03) 
თუ ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (11)-ში, მივიღებთ 

, , , : 1 , 2 

#(0.; 9)» ?:)= L"(0,, 9, => (თ,-–+-თ,9,?)+ 52 9 .– Cვე –– თამ). 
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(18,8) ფორმულის ძალით, რაუსის ფუნქციას ექნება სახე 

, C 1.., 
წი+- ს)“ ---C9, =ი- CV, + თემა )= _ 2 (თ, +0C,090:)+ == მე ბ თვ – თარი. 

ამის შემდეგ ცხადია, რომ რაუსის განტოლება: 

9. მძ# _ მ#_ (04 
ძი ძი ძი, 

მოგვცემს: 

ი, + (2თკ -L თ,C17)9; =9, (15) 
საიდანაც 

9:=6C 810 (V 2თ + თეC” ჯ + §), (16) 

სადაც თ და § ნებისმიერი მუდმივებია. 

თუ (16) მნიშვნელობას შევიტანთ (13) ტოლობაში და მოვახდენთ 

ინტეგრაციას, ვიპოვით აგრეთვე ი,;-ს. როგორც მოსალოდნელი იყო, ზოგად 
ამოხსნაში შევა 4 ნებისმიერი მუდმივი, რომელნიც საწყისი პირობებით განი- 
საზღვრებიან, 

18. გამოვსახოთ მატერიალურ წერტილთა სისტემის ცოცხალი ძალა 

კანონიკურ ცვლადებში. 

დავუშვათ, რომ მოძრაობა სტაციონარულია. ამ შემთხვევაში, როგორც 

ვიცით, ცოცხალ ძალას აქვს სახე 

1 წ § , რატტრირიი ით 
1Cთ= 

(16,21) ტოლობების ძალით, 

'0თ= -4თ,0', -L “ეი, + ·-· + 4.9“, (18) 

(თღო=1, 2,..., §). 

თუ ამ სისტემიდან ამოვხსნით? ი',, ი”, ...,0, და შევიტანთ (17) ტოლობაში, 

მივიღებთ 

1.“ V : 

' 8-1 >»-2 

სადაც #იგ წარმოადგენენ ი, 0... , ი, განზოგადებული კოორდინატების 

სავსებით გარკვეულ ფუნქციებს. 
ვინაიდან # ნულის ტოლი ხდება მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 09/,=0 

(+=1, 2, ..., §). ამიტომ „ცხადია, რომ ჯX ნულის ტოლი ხდება მაშინ და მხო- 

ლოდ მაშინ როცა განზოგადებული იმპულსები ჯ» (თ=1, 2,....ვ) ნულის 
ტოლია. 

' (18) სისტემა ამოხსნადია 0”), ·.·,0', სიდიდეების მიმართ, რადგან ამ სისტემის დე- 
ტერმინანტი: 940 || 4=3)) როგორც ვიცით, განსხვავებულია ნულისაგან. 
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განყოფილება 5 

მებერიალურ წერბზილთა სჩსჭემის მოძრპაობის განზოლებები 
ჰოლონშრმერი და პარაჰიოლონომური ბმების შემ წხქქვამი 

§ 22. პოლონომური და არაპ იო ლო,სო.მური ბმების ერთო.ბლიობა 

როგორც უკვე იყო აღნიშნული (იხ. § 2), ბმას, რომლის განტოლება- 

შიაც სიჩქარის კომპონენტები მონაწილეობენ, ეწოდება არაპოლონომური 

ბმა და, მაშასადამე, არაპოლონომური ბმის განტოლებას აქვს შემდეგი სახე: 

თ (წ, ყი 5» XV #MV 2, 1)=0, (22.1) 
ამასთან, ვსარგებლობთ შემოკლებული აღნიშვნით: 

თ(თ,, ჟყ,, 2. თ V თ, ()= 

== რთ (2), 11 2113 "..ე 2) 3//)ე რ > ს VI ბ .... ჯი, V წა ჯ). 

არაპოლონომურ ბმებს ხზირად დიფერენციალურ ბმებს უწოდებენ. 

შემდეგში ჩვენ განვიხილავთ ისეთ არაბპოლონომურ ბმებს, რომელთა განტო- 

ლებაში სიჩეარის კომაონენტები მონაწილეობენ წრფივად. ამ შემთხვევაში 

არააოლონომური ბმის განტოლებას აქვს სახე : 

2 (ი»,-+L ხს, + 02) + -=0, (22,2) 
ანუ ვე 

2, (0»,+ ხ;(IV, -L 6,02,) ++ თძ(=0, (22,3) 
§=1 ა 

სადაც თძ,, ბ, 0, (1=1, 2, ....:)) და თ წარმოადგენენ «;,, V,, 2, კოორდინატე- 

ბისა და ჯ ცელადის უწყვეტ და უწყვეტად წარმოებად ფუვქციესს. 
თუ ჩვენ განვიხილავთ მატერიალურ წერტილთა სისტემის უსასრულოღ 

მცირე რხევას რაიმე კონფიგურაციის მახლობლობაში, მაშინ (22,1) . სახის 

განტოლება, გარკვეული სიზუსტით, ზეიძლება (22,2) სახით გადავწეროთ. 

ამისათვის საკმარისია აღნიშნული კონფიგურაციის მახლობლობაში თ. ფუნ- 

ქცია გავშალოთ მწკრივად 2',, ყ',, >; (1=1, 2,...,/) სიდიდეების მიმართ და 

უკუვაგდოთ მეორე და უფრო მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირე სიდიდეები. 

(22,2) სახის ბმას ეწოდება არაინტეგრებადი, თუ (22,252) ტოლობის 

მარცხენა „მხარე არ წარმოადგენს რაიმე ფუნქციის სრულ დიფერენციალს. 

(22,2) სახის თნტეგრებადი ბმა პირდაპირ პოლონომურ ბმამდე დაიყვანება. 

შემდეგში ჩვენ განვიხილავთ არაინტეგრებად დიფერენციალურ ბმებს. 

““ შემდეგში, როცა ჩეენ ·ვიტყვით, რომ (22,2) სახის ბმა სტაციონარულია. 
ვიგულისხმებთ, რომ კოეფიციენტები თ,, ჩი 0, (1=1. 2, ...,1) #-ზე ცხადად არ 

არიან დამოკიდებული და 6=0. 

(22,2) განტოლება ადებს გარკვეულ შეზღუდვას სიჩქარის კომპონენტებს. 

თუ ამ განტოლებას გავაწარმოებთ Lჯ ·ცვლადის მიმართ, მივიღებთ იმ პირო- 

ბას, რომელსაც არჰოლონომზური ბმა ადებს აჩქარების კომპონენტებს. ამ პირო- 
ბას, ცხადია, ექნება სახე 
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ი წ 

2, (თი, + ს), +-ის + 9(29,, ყ,, 7, წ ყ,, 2.,0ე=0, 
21 

სადაც (- წარმოადგენს >, ყ,. 7, თ. ყი 2) (1=1, 2, -·.» 2) სიდიდეებისა და 

ჯ-ს გარკვეულ ფუნვგეიას. 

| ვთქვათ, მატერიალურ წერტილთა სისტემა ემორჩილება 7; რაოდენობა 

პოლონომურ და ჯ; რაოდენობა არაპოლონოზურ ბმებს, რომელთა განტოლე- 

ბებსაც აქვთ სახე 

1თ"(%,, V, 2. ()=0 (თ=1, 2.-..., #:), (22,4) 

არს +M +. 0:,–/)+ძე =0 (9=1, 2...» 7). (22,5) 
§=1 

სისტემის ნამდვილი და “შესაძლო გადაადგილებები, პოლონომური და არა- 

პოლონომური ბმების ერთობლიობის შემთხვევაშიაც ისევე განიმარტება, რო- 

გორც ჰოლონომური ბმების ზეზთხვევაზი «იხ. § 2). 

: (22,4) ტოლობების ძალით, სისტემის ნამდვილი და შესაძლო გადაადგი- 

ლების კომპონენტებს ედებათ, შესაბამადღ, შემდეგი პირობები: 

      

  

ე 
> (7 ძ»,-“+- ბ/« ი),+ -“ “« რი )+ ძ/> ძიI=0 (22,6) 
=1 მჯ, ძს,. 02, 0 

(=1, 2,... 7). 

>L(-9 მ/4 გ. L მ” მ),+ ი/> ბი | –0. (22,7) 

. (=1 ძი, იწ, ძ2, 

22.5) განტოლებები, ცხადია, ასე შეიქლება გადავწეროთ: განტოლებე ცხად ე ლხეიჰლეია გადავწე 

' 1, (თვ; (I; -L ხვა (Iყ, + ძვ! ძ>,) + თვ ძ(=9 (22,8) 
ელ 

(3=1, 2, .-.2'). 
ამრიგად, (22,5) განტოლებები სისტემის ნამდვილი გადაადგილების კომ- 

„· პონენტებს ადებენ (22,8) სახის პირობებს. 

ვინაიდან ზესაძლო გადაადგილების შემთხვევაში (#(L=0, ამიტომ (22.8) 
ტოლობების ძალით, შესაძლო გადაადგილების კომპონენტები შემდეგ პირო- 

ბებს უნდა აკმაყოფილებდნენ: 

ბარაბა + ს ხ-; ჯ6ყ. + იე: 7) = 0 (3=1, 2, 11). «22,9) 

, #1 
(. 

ამრიგად, (22,5) სახის ა არიზოლონომური ბმები სისტემის· შესაძლო გადაადგი- 

ლების კომპონენტებს ადებენ (22,9) სახის პირობებს, 

ზემომოყვანილი ტოლობების ძალით, ცხადია, რომ სისტემის ნამდვილი 

' გადაადგილება დაემთხვევა მის ერთ-ერთ შესაძლო გადაადგილებას მაშინ და 
მხოლოდ მაშინ, როცა როგორც პოლონომური, ისე არაპოლონომური ბმები 

სტაციონარულია. , იქ 
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ჩვენ, შემდეგში, ყოველთვის ვიგულისხმებთ, რომ (22,7) და (22,9) ტო- 
ლობები დამოუკიდებელნი არიან და, მაშასადამე, ეს პირობები ბე, ბყ,, 07, 

(ჯ=1, 2, ...#) კომპონენტებს ადებენ L-+-”/ დამოუკიდებელ პირობას. ასეთ 

შემთხვევაში ვიტყვით, რომ (22,4) და (22,5) განტოლებები დამოუკიდებელნი 

არიან. ამის გარდა ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ #-L <3» და, მაშასადამე, 

ბთ, ბ), 970 კომპონენტებს შორის დამოუკიდებელი (ნებისმიერი) იქნება 
ვ3ა–-#- +. დამოუკიდებელ შესაძლო გადაადგილების კომაონენტების რიცხვს, 
ე. ი. 3-ს ეწოდება, განსახილველ შემთხვევაში, სისტემის თავი- 

სუფლების ხარისხი. 
წერის გამარტივების მიზნით, სისტემის წერტილების კოორდინატები- 

სათვის შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 

#, წერტილის კოორდინატები აღვნიშნოთ ჟ,, დე, ჯვ-ით, 

Mა 6) » » ეგა» 2. ჯ-“ით, ” 
-'წრრო"”" ”“”“ო“"'"”"”""””'·””96?"''"'””ჟ.""""""”""” 

V»ი» წერტილის "კოორდინატები აღვნიშნოთ ე:8ი_:, თვი), ქვ, 'ით. 

#; წერტილის მასა აღვნიშნოთ ან »I,-ით ან #I.-ით ან ჯე-ით (#= 

„ =ბე == ქზვ). ' 
M#, წერტილის მასა აღვნიშნოთ ან „ს-ით ან #L-ით ან #I-ით (#I, = 

= ჩზგ == 1გ)) 

X# „გ წერტილის მასა აღვნიშნოთ ან ჯეი -ით, ან ეგ კ-ით, ან Mვი-ით. 

(22,4) და (22,5) განტოლებები ამ აღნიშვნებში ცხადია, ასე ჩაიწერებიან: 

#თ(თ;, ()=0 (თ=1. 2, ·-.)#, ქ=1, 2, .-.) 37), (22,10) 

ვო. 

27 თვ, თ + იგ =0 (3=1, 2... 7), (22,11) 

§=1 

ამასთან, თვ, შედგენილია ზემოგანხილული რვა ხი ძვ, ფუნქციებისაგან გარ- 

კვეული წესით. 
(22,6). (22, 7, (22,8) და (22.9) ტოლობები ახალ აღნიშვნებში, ასე ჩაი- 

წერებიან: 

M%.) 

სა _მ/% 1. 215 ძL=0 (თ=1, 2, ...,/), (22,129) 
11 ძი: 

ეო 

+) -975 _მ/« 2. =0 (თ==1, 9,...,M), (22,13) 
2 ძი 

ვ» 

2, Cთ3, #2, + C8 ძ(=0 (3=1. 2...) (22.14). 

§>1 

სპ თვ,6-=0 (8=1, 2, ...,#). (22,15) 
4=1 · 

ისე როგორც პოლონომური ბმების შემთხვევაში, ჩვენ ვიტყვით, რომ 
(22.10 და (22.11) ბმე ბი იდეალურია. თუ მათი შესაბამი რეაქიციის ძალე- 
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ბის მიერ შესრულებულ მუშაობათა ჯამი სისტემის ყოეელ შესაძლო გადა· 

ადგილებაზე ნულის ტოლია. მაზინ, როგორც ადვილი მისახეედრია, დალამ. 
ბერ-ლაგრანჟის განტოლებას (მექანიკის ზოგად განტოლებას) იგივე სახე ექნება, 
რაც პოლონომური ბმების შემთხვევაში ეს განტოლება ახალ აღნიშვნებში 
ასე ჩაიწერება: 
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2 – ) 94) 97, = 0, (22,16) 

სადაც სისტემაზე მოქმედი ძალების კოორდინატებისათვის შემოღებულია 
ისეთივე აღნიშვნები, როგორიც წერტილების კოორდინატებისათვის. 

§ 23. ლაბრანჟის პირვიმლი გვარის განტოლებები 

ვთქვათ, მატერიალურ წერტილთა სისტემა ემორჩილება (22,10) და 

(22,11) სახის იდეალურ ბმებს. შესაძლო გადაადგილების კომპონენტები აკმა- 
ყოფილებენ (22,13) და (22,15) პირობებს, ამიტომ ბ.»,(=1, 2, ... ,3ჯ) სიდი- 

დეებს შორის დამოუკიდებელია 3» – L--„. გავამრავლოთ (22,13) ტოლობა 

#-ზე, (22,15) ტოლობა ხვ -ზე, სადაც ». და ე ჯერჯერობით უცნობი მამ- 

რავლებია, ავჯამოთ ეს ტოლობები თ და 8 ინდექსით და დავუმატოთ ერთი 
მეორეს, მივიღებთ 

2(2+ თ,51 

  2L -+> ხე 4, )ბი=0. (3,1) 

შევკრიბოთ ეს უკანასკნელი (22,16) ტოლობასთან, მივიღებთ 

ვი 

» (X. –/რ" + 2 2C. +VX Mგ იც, )თ ა. (23,2) 
451 თ51 2%, ც51 

  

შევარჩიოთ X»(თ=1, 2, ...,#) და IM (3=1, 2, ...,7) მამრავლები ისე, რომ და- 

მოკიდებული შესაძლო გადაადგილების კომპონენტების კოეფიციენტები ნულად 

იქცენ. მაშინ დაგვრჩება ისეთი წევრები, რომლებშიაც შედის დამოუკიდებელი 
შესაძლო გადაადგილების კომპონენტები. ვინაიდან (23,2) ტოლობა იგივურად 

უნდა იყოს დაცული, ამიტომ ხსენებული დამოუკიდებელი კომ-ონენტების 

კოეფიციენტებიც ნულის ტოლი უნდა იყოს და, მაშასადამე, (23,2) ტოლო- 
ბიდან ვღებულობთ შემდეგ სისტემას: 

' 
თათ, =>X- +2.M% 3 ძ/« 

თ5=1 24 

(L=1. 2, ..., 3), 

უკანასკნელი განტოლებები ლაგრანჟის პირველი გვარის განტოლებებს 
წარმოადგენენ. ამ განტოლებებს უნდა დავუმატოთ ბმის განტოლებები 

#თ(თ,, ჯ)=909 (თ=1, 2, --., X). 

  +> Mგ თე, (23,3) 

+ თე, თს + თც =9 (8=1, 2,...,7'). (23,4) 
§=1 
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· (23,3) და (23,4) განტოლებების სახით, გეაქეს 3 -L / 4- # განტოლება 

ამდენივე უცნობებით: >, (1=1, 2, ..., 3//), #»(Cთ=1, 2, ..-,7:), Iხვ (3=1, ..., 2). 

თუ სისტემა ემორჩილება მხოლოდ ბოლონომურ ბმებს, მაზინ ცხადია; 

(23,3) სისტემიდან მიიღება «ის განტოლებები, რომელნიც ჩეენ პოლონომური 

ბმების შემთხვევაში § 4-.ში გვქონდა გამოყვანილი. 
(23,3ვ) განტოლებებიდან მიიღება აგრეთვე სისტემის წონასწორობის 

შემდეგი განტოლებები: 

'როX> “ი/ი 
ჯ5=1 

(1=1, 2, ..., 3), 

თუ უკანასკნელ ტოლობას გავამრავლებთ მეზე, შევაჯამებთ ჯ ინდექსით და 

: გავითვალისწინებთ (22,13) და (22,15) ტოლობებს, მივიღებთ 

42 სვ ძვ,=0 (23,5) 

ვი : 
» X.57, =0. (23,6) 

, §51 

ამრიგად, უკანასკნელი ტოლობა წარმოადგენს სისტემის წონასწორობის აუცი- 

ლებელ პირობას. შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ის საკმარისიცაა წონასწორობი- 

სათვის. ამისათვის შევადგინოთ (23,1) ტოლობა და დავუმატოთ ის (23,6) 

ტოლობას, მივიღებთ 

  

ა ტა მ/ი _ დ - 
2, (X+ ბ, > 28, +–> Mვ თვ, )6» ი. (23,7) 

(51 თ 51 ა ხ5! 

თუ მოვიქცევით ისე, როგორც (23,2) ტოლობიდან (23,3) სისტემის მიღების 

დროს, დავრწმუნდებით, რომ (23,7)1 ტოლობიდან მიიღება (23,5) განტოლე- 

ბები და ამით ზემონათქვამის სამართლიანობა დამტკიცებულია, 

ამრიგად, (23,660) ტოლობა წარმოადგენს მატერიალურ 

წერტილთა სისტემის წონასწორობის აუცილებელ და საკ-, 

მარის პირობას. 

“თ. ლაგრანჟის პირველი გვარის განტოლებების საშუალებით ადვილად 

შეიშლება მივიღოთ ცოცხალი ძალის კანონი, ამისათვის გავამრავლოთ (23,3) 

ტოლობა ძჯ»- ზე და აგჯამოთ 1 ინდექსით, მივიღებთ. 

3»# 

ა ძეა= ბანძი“ 2» 2 ჯ I. “ით + ჯ (ვ ბ, ძ,ძი.  (23,8) 
§=1 0» “დ 1 §5=1 

  

მაგრამ ვინაიდან 
; #3 

თ, ძ>თ,ლ=27M/ ძ»; =ძ <-, 

ამიტომ, ცხადია 

V თბ-ე:; ' თე,=ძთ 1+ ათ, წ =07”, 
(=1 22 

სადაც. 7, არის სისტეგბის ცოცხალი ძალა. ამის გარდა, თუ გავითვალისწინებთ 

(22, 12) და (22,14) ტოლობებს, (23, ვმ) ტოლობიდან მივიღებთ 
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53ო ' · , 

ა · ი/თ · 
ი7= ბ XV – 95.7 ი ((-- %. სვ ძვ ძL. (23,9) 

21 51 #5. 

უკანასკნელი გამოსახავს ცოცხალი ძალის კანონს დითერენციალური სახით 
მატერიაღურ წერტილთა სისტემისათვის პოლონომური და არაპოლონომური 
ბმების ერთობლიობის შემთხეევაში. 

  თუ ბმები სტაციონარულია, ე. ი. 1 =0, თც =0, მაშინ (23,9) ტო. 

ლოზა. მოგვცემს 

ვ" 

ისა»... (23,10) 

ამრიგად, თუ ბმები სტაციონარულია, მაშინ ცოცხალი ძალის კანონს 

აღებული არათავისუფალი სისტემისათვის ისეთიეე სახე აქვს, როგორიც თა- 

ვისუფალი სისტემის %ემთხვევაში. 

ვი 

თუ ძალები პოტენციალურია, ე. ი. 2.2 0>=--იძX, მაშინ (23,10) 

(51 

ტოლობიდან მივიღებთ ცოცხალი ძალის ინტეგრალს: #7” –+ I = 00I5L. 

§ 24. ლაგრანჟის მეორე გვარის განტოლებები 

ვთქვათ, ისე როგორც წინა §-ში, სისტემა ემორჩილება ჟზემდეგი სახის 
ბმებს 

# (2'), ეყ=9 (Cთ= 1, 2, .მ?ი·ვ I): (24,1) 

V თე,თ%-L 05 =0 (3=1, 2....,12). (24,2) 

ლ 

გავითვალისწინოთ ჯერჯერობით მხოლოდ (24,1) ბმები და ისე როგორც 
§ 10- ში, ზემოვიყვანოთ ი,, მჯ... ,4,(§8=37–/) განზოგადებული კოორდინატები. 

გვექნება _ 
#ს == % (9, ი, ".. ს: ი) (2=1, 2, .... 3). 

ცხადია, ადგილი აქვს ტოლობას : 

· 2 5 ძა; - 
რე; = C VV. დ 0, 

  

თუ ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (22, 15) ტოლობაში, მივიღებთ 

22.2, იყე -0 (8=1, 2,... „”). 
(=1 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

ამე, 09 =1, 2 V=1, 2 24 2ერყ ვე =შეი, (8=1, 2 იარ V=1, 2959), (24.3) · 
«=1 

მაშინ უკანასკნელი ტოლობა ასე გადაიწერება: 

37. შე,20-=0 (3=1), 2, ...,”). (24.4) 
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უკანასკნელი ტოლობა გვიჩვენებს რომ როცა სისტემა ემორჩილება (24,1) 

სახის პოლონომური ბმების გარდა (24,2) სახის არაპოლონომურ ზმებს, მაშინ 

ზი,, 00, ...,მ0ი, დამოუკიდებელი სიდიდეები არ არიან, არამედ დაკავშირე- 

ბული არიან ერთმანეთთან (24,4) პირობებით. ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ ეს 

პირობები ერთმანეთისაგან დამოუკიდებელი პირობებია და, მაშასადამე, 
ბ0V;(V ==1, 2,...,§) სიდიდეებს შორის დამოუკიდებელია მხოლოდ § – #= 

=37 -– ს ––-#. 
თუ, დროებით, (24,2) სახის ბმებს არ მივაქცევთ ყურადღებას და მოვიქ- 

ცევით ზუსტად ისე, როგორც § 10-ში, მივიღებთ (იხ. (10,18) ფორმულა) 

(+ 9X. – 2: 0 ) ბთ =0, (24,5) 

V=1 

სადაც 7” სისტემის ცოცხალი ძალაა: 

1 = ++ 02 1,” 
§=1 

თ–2, X, 32, 

ვინაიდან ბ60»(V=1, 2, ..-,§) კრეაციები დამოუკიდებელი სიდიდეები კი არ 

არიან, არამედ ერთმანეთთან დაკავშირებული არიან (24,4) პირობებით, ამი- 

ტომ (24,59) ტოლობაში ამ ვარიაციების კოეფიციენტები ნულის ტოლი არ 
იქნება. 

გავამრავლოთ (24,4) ტოლობები იც განუზღვრელ მამრავლებზე, ავჯა- 

მოთ 8 ნიშნაკით და გამოვაკლოთ (24,5) ტოლობიდან, მივიღებთ 

იმ” იძ ; 
ჯ (+ პი“ “ძი, –0”,-–- ; ჩც 18, )ზი=ი. (24,7) 

· (24,6) 

/#=1 

თუ მოვიგონებთ, რომ ბი, (V=1, 2, ...,§) სიდიდეებს შორის დამოუკიდებელია 

ვ-/, ამის გარდა გვაქვს კიდევ ივ (8=1, 2,...?) დამოუკიდებელი სიდი- 

დეები და ჩავატარებთ ისეთ მსჯელობას, როგორც ლაგრანჟის პირველი გვა- 
რის განტოლებების მიღების დროს იყო ჩატარებული, უკანასკნელი ტოლო- 

ბიდან მივიღებთ 

ძ მჩ _ ძX _ 8 V=1, 2... 24,8 ნეული თ+>2- => „4). (24,8) 

უკანასკნელ განტოლებებს, რომელნიც პოლონომური და არაპოლონო- 

მური ბმების ერთობლიობის შემთხვევაში ლაგრანჟის მეორე გვარის განტო- 

ლებებს წარმოადგენენ, უნდა დავუმატოთ ბმის (24,2) განტოლებები, რომელ- 
ნიც განხოგადებულ კოორდინატებში უნდა იქნენ გამოსახული. 

(241) განტოლებების მიღების ზემომოყვანილი მეთოდი, რომელიც 

§ 10-შში მოყვანილი ლაგრანჟის მეთოდისა და განუზღვრელი მამრავლების 
ლაგრანჟისავე მეთოდის კომბინაციას წარმოადგენს, ეკუთვნის რაუსს, ამი- 

ტომ (24,8) განტოლებებს რაუსის განტოლებებს უწოდებენ. 
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ცხადია, გვექნება 

188 

თ,=%)22 იი, 1%XC= I, 2, „.., 371). 
– ძი, იჯ 
V=1 

თუ ამ მნიშვნელობებს (24,2) განტოლებებში შევიტანთ, მივიღებთ 

, , ემ იჯ»; · 

1.9" 2, ისვე + 2 ძვ, –– + თვ =0 
ყო1 451 ლ 

(3=1, 2, .--,?). 

თუ გავითვალისწინებთ (24,3) აღნიშენებს, უკანასკნელი ტოლობები შეიძლება 

ასე გადავწეროთ: 

წ. ვო · 

9 7ი0++X იე, ლე, =0 (3=1, 2,...,7/). (94,9) 
V=1 #91 

(24,8)1 და (24,9 განტოლებების სახით ჩვენ გვაქვს § -++> განტოლება 

„ამდენივე უცნობით: ი,, 9,,..., მ ჩ,, 0. ·., 0 
როცა სისტემა მხოლოდ პოლონომურ ბმებს ემორჩილება, მაშინ 735,=0 

და (24,8) სისტემა დაემთხვევა (10,19) სისტემას. 

§ 25. აპელის განჯო,ლეგები 

ვთქვათ, ისე როგორც წინა აარაგრაფში, სისტემა ემორჩილება (24,1) 

და (24,2) სახის ბმებს. ვინაიდან 

თ:= ე; (C- 0), ... ი,, ს, 

„ამიტომ გვექნება 

ძე; ა მ»; მჯ»; მი, = %) 22 წს. 92, (25,1) ძ, 22%, ი 

იყ; | ხე== » –- ბი; (1=1, 2, ---ე 34). (25,2) 
ჯო! ი 

(24,990 ტოლობების ძალით იძ',, 0',, .., 2, სიდიდეებს შორის დამოუკი- 

·დებელია მხოლოდ §-––/. ვთქვათ, ეს დამოუკიდებელი სიდიდეებია 0... -.. 

მაშინ ცხადია, 0'=თ(თ=§8--/--+1,.., 58) სიდიღდეეაი გამოისახება ი”, ,...,0+-, სი- 

დიდეების საშუალებით და (25,1) ტოლობები ასე გადაიწერება: 

თ = +, Cცი';-L+ CC; (1=1, 2, ..., 3»), (25,3) 

ჯ51 | 
სადაც 0,; და C; განხოგადებული კოორდინატებისა და ჯ (ვლადის გარკეეუ-:. 

ლი ფუნქციებია. ! 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ მი, ....20ი, ვარიაციები დაკავშირებული 
არიან ერთმანეთთან (24,4) „ირობებით და მოვიქცევით ისე, როგორც (25,3პ) 

ტოლობების მიღების დროს, (25,2) ტოლობებიდან მივიღებთ 

,= X. 0,609, C=1, 2,..., 3#). (25,4) 
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(25,3) და (25,4) ტოლობების მიღების დროს იძ,, ..., 0, განზოგადებული კოორ. 

დინატებიდან დამოუკიდებელ კოორდინატებად მიღებულია 0ძ,, ძ,,...,2,.,. 
კოორდინატები. 

დავწეროთ მექანიკის ზოგადი განტოლება 

ჯ (X,– 1 )ნე1=9, 
L=1 

შევიტანოთ მასში მეყ-ის ნაცვლად (25,4) მნიშვნელობები, მივიღებთ 

3) ე» 

2,992, 2 CI, ჟე = + ბი,V CცXV. (25,5). 

1.2 2 2 

(25,1) ტოლობის ჯ-ს მიმართ გაწარმოებით ვღებულობთ 

7 C > _ ა მჯ, ” 
,კ = 0,1), 25,6). 7 ა - „ს ირ, ლოი (25,6) 

სადაც დ/(0, ი', 1) (1=1, 2, ...., 3) განზოგადებული კოორდინატების, განზო-. 
გადებული სიჩქარეების და ჯ-ს გარკვეულ ფუნქციებს წარმოადგენენ. (25,6) 

ტოლობიდან, ცხადია, გვექნება 

ძი, ძ1, 
  == (=1, 2,..., 3#, ქლ1, 2, ..., §). (25,7) 
ძი; იძი, ” 

(25,3) ტოლობის L-ს მიმართ გაწარმოებით ვღებულობთ 

თ = ზ.0-0,+%ი (25.8) 
ჯა. 

სადაც V,;(1=1, 2,..., პჯ) გარკვეული ფუნქციებია, რომელნიც განზოგადებული 

კოორდინატების მეორე რიგის წარმოებულებს არ შეიცავენ უკანასკნელი 
ტოლობებიდან გვექნება 

4 0 (1=1, 2, ..., 3#, ქ-==1, 2, ..- § –– 7). (25,9), 
ძი; 

(25,7) და (25,9) ტოლობების ძალით, მივიღებთ 

მთ, „,. , 
Cს= 2, (=1, 2, ..., 37, ე=1, 2, ·.., § –– 2): 

უკანასკნელი ტოლობებისა და (25,9) ტოლობების ძალით, ვღებულობთ 

  

VI 0იX= 2 ბე-თ (=1, 2 -.,§=7), (25,10). 
§=1 §51 ' 

ეთ ვი 

3ეთინს ე: '= 13 2) შით" MI = _ მ _ 1MVI თთ; ”» (25,11) 
151 რ ძი," მი,” 2 ლ “ ძ, 

(45
) 

წს
; 

V·
M



სადაც 

0- ბ – (25.12) 
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(25,10) და (25.11) ტოლობების ით (25,5) ტოლობა ასე გადაიწერება: 

––-.04,= % მ4,. 35 ფაი 1. · , თ 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ 09,, 90ე, ...,09,-„ დამოუკიდებელი სიდიდეებია. 

უკანასკნელი ტოლობიდან მივიღებთ აპ ელის შემდეგ განტოლებებს: 

ია 
მი,“ 

ამ განტოლებებს უნდა ფაიხატოს აგრეთვე (24.9) განტოლებები 

=ი0, (1=1, 2,.... §–- 1). (25.13) 

2: ყი +2 ძვ - + ძვ =0 (8-1, 2, ...,7). (25.14) 

თუ (25,12) ტოლობაში ჯ-ის ნაცვლად შევიტანთ (25,8) მნიშვნელობას 

და, მაშასადამე, <6–2 ფუნქციას გამოვსახავთ განზოგადებულ კოორდინატებში, 

დავრწმუნდებით, რომ (25,13) და (25,14)-ის სახით ჩვენ გვაქეს ი,, ი0,,..-., 9, 
სიდიდეების მოსაძებნად ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა, 

რომელიც § განტოლებისაგან შედგება. 
(25,122) ტოლობით განსაზღვრულ დ ფუნქციას რომელიც აჩქარების 

კომპონენტების საშუალებით იმავე წესით არის შედგენილი, რა წესითაც 

კინეტიკური ენერგიაა შედგენილი სიჩქარის კომპონენტების საშუალებით.. 

ეწოდება აჩქარების ენერგია. 

განყოფილება 6 

მაგბერჩალურ წერპილთა სისზემის მსჩრე რხიმპები მდბრალი 
წონასწორობის მაპხღობლობაში 

მთელ ამ განყოფილებაში ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ მატერიალურ წერ- 

ტილთა სისტემა ემორჩილება § 10-ში განხილული სახის პოლონომურ იდეალურ 

ორმხრივ ბმებს, რომელთა განტოლებებსაც აქვთ სახე 

#თ (თ, 1 11, 9), (ე)=90 (თ=1, 2, -.. #)- 

ვიგულისხმებთ, რომ ეს ბმები დამოუკიდებელნი არიან და სისტემის მოძრაო– 

ბას დავახასიათებთ 91, 9, ..., ი, განხოგადებული კოორდინატებით. შემდეგში. 
გადმოცემის გამარტივების მიზნით ი,, ი.,...,9, კოორდინატებს შევუსაბამებთ: 

§ განხომილებიანი სივრცის გარკვეულ 7/ (0,, 0., ი,) წერტილს. #/, წერტილს. 
რომლის კოორდინატებია 0,=0 (1=1, 2,...,§), ვუწოდებთ ხსენებულ § გან-- 
ზომილებიან სივრცეში კოორდინატთა სისტემის სათავეს. წერტილთა სიმრავ– 

ლეს, რომლისთვისაც ადგილი აქვს უტოლობას 

|9;| <6, 

(რ)
 

“ი თ



სადაც 6 გარკვეული რიცხვია, ვუწოდებთ 7/%(0,...0) წერტილის 6 მი- 
დამოს, 

ზემომოყვანილი ტერმინოლოგიის მიხედვით ცხადია, რომ აღებულ მატე- 

რიალურ წერტილთა სისტემის მოძრაობა სავსებით დახასიათდება § განზო- 

მილებიან სივრცეში 7/ (0,, ..., 9,) წერტილის მოძრაობით, ამიტომ, შემდეგში, 

როცა ლაპარაკი იქნება MM წერტილის ტრაექტორიაზე § განზომილებიან 

სივრცეში, ნაგულისხმევი იქნება აღებული სისტემის წერტილების ტრაექტო- 

· რიები ჩვეულებრივ 3 განხომილებიან სიკრცეში. 

§ 26. ნიშანგანსაჭღვტული, გუდმივნიშნა და 
ცვალებადნიშაა ფუნქციები 

განვიხილოთ 2;, 0,, ...,ი, განხოგადებული კოორდინატების უწყვეტი 
#) (0,,...,0,) ფუნქცია, რომელიც ნულის ტოლია, როცა ყველა 0იჯ=0 (ე =1, 2,...,§) 

(კოორდინატთა სისტემის სათავეში). შემოვიღოთ შემდეგი განმარტებები: 

19. ჩვენ ვიტყვით, რომ CV (0,, 0,, ..., -,) არის ნიშანგანსაზღვრული 

ფუნქცია, თუ მოიძებნება 775 (0,...,0) წერტილის ისეთი მიდამო · 

|9,1<-# (1=1, 29,...,§), (26,1) 

სადაც ეს ფუნქცია არსად ნულის ტოლი არ ხდება (გარდა 17 წერტილისა) 

და ინარჩუნებს ერთსა და იმავე ნიშანს. თუ თ ფუნქცია ყველგან დადებითია 
აღნიშნულ მიდამოში, მაშინ მას დადებითად განსაზღვრულ ფენქციას 

უწოდებენ. ანალოგიურად განიმარტება უარყოფითად განსაზღვრული ფუნქცია. 
29, ჩეენ ვიტყვით, რომ თ (0,, 0,, ..., ი.) არის მუდმივნიშნა ფუნქცია, 

თუ არსებობს Mე წერტილის ისეთი მიდამო, განსაზღვრული (26,1) უტოლო- 

ბებით, სადაც ეს ფუნქცია ნიშანს არ იცვლის, მაგრამ გარდა სათავისა (,1/% 
წერტილისა) შეიძლება აღნიშნული მიდამოს სხვა წერტილებზედაც იყოს ნულის 

ტოლი. ი 

ვი ა ფუნქციას ვუწოდებთ ცვალებადნიშნა ფუნქციას, თუ არ 

არსებობს #ე წერტილის ისეთი მიდამო, სადაც ის ნიშანს არ ი(,ვლიდეს. 

მაგალითები. თუ ვიგულისხმებთ, რომ §=3, მაშინ ფუნქციები 

სძა=0,” –L 0? -L მუ", 

თ =0,1-L 200, + 20,” -L- იე'=(09, + ი,)? + 0, +0ძე?, 
ფარმოადგენენ დადებითად განსაზღვრულ თდუნქციებს, როგორიც არ უნდა 
«ყოს (26,1) უტოლობებში მონაწილე # რიცხვი. 

ფუნქცია 
დფ) =0,? –L- 0,9 + ძა“ -L იე" 

არის აგრეთვე დადებითად განსაზღვრული მხოლოდ არა ნებისმიერი #-სა- 

თავის, არამედ საკმარისად მცირე #-სათვის. : 

ცხადია, აგრეთვე, რომ ფუნქცია 

ფა =(0, + 0,)3 -L ია” 
წარმოადგენს მუდმივნიშნა ფუნქციას, რადგან ის ყველგან ა“აუარყოფითია 

და გარდა 0,=0,=9:ე=0 წერტილისა, ნულის ტოლი ხდება აგრეთვე, როცა 

91 = -- 9;, 9ვ =09. 
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ადვილი მისახვედრია აგრეთვე, რომ 

თით=09,1-–+ (7 – ძე", C) =- /, 

წარმოადგენენ ცვალებადნიზნა ფუნეციებს. _ 
საჭიროდ მიგვაჩნია შევნიზნოთ, რომ არ არსებობს ზოგადი კრიტერიუბი, 

რომლის მიხედვითაც შეიძლებოდეს დადგენა როდის არის აღებული ფუნქ- 

ცია ნიშანგანსაზღვრული, მუდმივნიშნა და ცვალებადნიშნა, მაგრამ მთელ რიგ 

კონკრეტულ შემთხვევებში ამ საკითხების გამორკეევა თნელი არ არის. 

გთქვათ, თ(9,, მე, ... 0,) წარმოადგენს „ური რიგის ერთგვაროვან 

ფორმას და, მაშასადამე, აკმაყოფილებს პირობას 

ა (2.9, #9,, ... , 249,) =პ–ჩ“თ (4, მე, ... , /,). (20, 2) 

სადაც #. ნებისმიერი რიცხვია. როგორც ადვილი მისახვედრია, როცა #L კენ- 
ტია, თ (ცვალებადნიშნა ფუნქცია იქნება. 

(26,2) ტოლობის ძალით, ადვილი მისახვედრია აგრეთვე, როპ, თუ 

ური რიგის ერთგვაროვანი ფორმა ნიშანგანსაზღვრული ფუნქციაა, მაშინ 

ამ გარემოებას ადგილი ექნება, როგორიც არ უნდა იყოს (26,1) უტოლობაში 
მონაწილე # რიცხვი და, მაზასადამე,– მთელს სივრცეში. კერძოდ, თუ კვად- 

რატული ფორმა არის ნიშანგანსაზღვრული, მაშინ ნ§იშან- 
განსაზღვრულობას ადგილი ექნება მთელს სივრცეში (ლაპა- 

რაკია 0,, ..., 0, კოორდინატების („ვალების სივრცეზე) ამ გარემოებით ჩეენ 

შემდეგში ხშირად ვისარგებლებთ. 

§ 27. მდბგრაღი წონასწორობისა და მღგრადი მოძრაობის ცნება 

სისტემის რაიმე მდებარეობას, განსაზღვრულს ი«9,, 95%. ...,/, განსოგა- 

დებული კოორდინატებით, ვუწოდებთ წონასწორობის მდებარეობას, თუ სის- 

ტემა ამ მდებარეობაში დარჩება უძრავად, როცა საწყისი სიჩქარეები ამ მდე- 
ბარეობისათვის ნულის ტოლია. მაგალითად, მათემატიკური საქანის ვერტი- 

კალური მდებარეობა წარმოადგენს წონასწორობის მდებარეობას. 
ზოგადობის შეუზღუდველად შეიძლება ვეგულისხმოთ, რომ სისტემის 

წონასწორობის ერთ-ერთი მდებარეობა განსახღვრულია 09;=0 (1=1. 2,.... 2) 

კოორდინატებით. მართლაც, თუ წონასწორობას ადგილი აჟეს, როცა 9ჯ=თ; 
(1=1, 2, ..., 8), სადაც თ; გარკეეული რიცხვებია, მაშინ შემოვიღებთ რა ახალ 

ებ; განხოგადებულ კოორდინატებს რომელნიც შემდეგი ტოლობებით არიან 
განსაზღვრული = - 

V“,=0,--თ; (1=1, 2, ...:3) 

დავრწმუნდებით, რომ წონასწორობის მდებარეობისათვის )7:=0 და ამით 

ნათქვამის სამართლიანობა დამტკიცებულია. 
ჩვენ ვიტყვით, რომ მატერიალურ წერტილთა სისტემის წონასწორობის 

მდებარეობა, განსაზღვრული ი;=0 (1=1, 2,.... 3) განხოგადებული კოორდი- 
ნატებით, წარმოადგენს მდგრადი წონასწორობის მდებარეობას, 
თუ ყოველი წინასწარ აღებული დადებითი გ რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი 
2>0 რიცხვი, რომ, როცა სისტემის ი?%, გადაადგილება მოცემული მდებარეო- 
ბიდან და ამ გადაადგილების შესაბამი (ი',)? საწყისი სიჩქარეები აკმაყოფილე- 
ბენ პირობებს | 0?,| <8, | (ი',)? | < 8, მაშინ, სისტემის მთელი შემდგომი მოძრაო- 
ბის პერიოდში, ადგილი ექნება უტოლობებს 
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149, |< 6, |9'ჯ1< § (1=1,2, ..., §). 
სხვანაირად, რომ ვთქვათ სისტემის მოცემულ წონასწორობის მდებარეობას 

ეწოდება მდგრადი წონასწორობის მდებარეობა, თუ სისტემას მივანიჭებთ ამ 
მდებარეობიდან მცირე გადახრას მცირე სიჩქარეებით, მაშინ ის მთელი შემდ- 

გომი მოძრაობის დროს იჟნება საკმარისად მცირედ გადახრილი ამ მდებარეო- 

ბიდან და მისი სიჩქარეებიც იქნება საკმარისად მცირე. : 
ჩვენ ვიტყვით რომ სისტემა ასიმატოტურად უახლოვდება მდგრადი 

წონასწორობის მდებარეობას, თუ ადგილი აქვს ტოლობებს 

1))0 0ი/=1II/49; =0 (1=1, 2, ...., 8). 
–თ (–-თ 

ჯ - 

როგორც ადვილი მისახვედრია, მათემატიკური საქანის ვერტიკალური 

მდებარეობა, რომელიც განსახღვრულია დ=0 გადახრის კუთხით, წარმოად- 

გენს მდგრადი წონასწორობის მდებარეობას, 

განვმარტოთ, ე. წ. მდგრადი მოძრაობის ცნება. 
განვიხილოთ მატერიალურ წერტილთა სისტემის მოძრაობა შემდეგი 

საწყისი პირობებით: 

როცა ჯ1=7ე, მაშინ ი;=ძ,9, ი';=(ი',)ზ (1=1, 2,... 5) 

და ვთქვათ ამ საწყის პირობებში სისტემის მოძრაობა დახასიათებულია გან- 

ტოლებებით 

0;=/,;(L) (1= 1, 2, ..., 5), (27,1) 

სადაც #, (I) გარკვეული ფუნქციებია. ავიღოთ შემდეგი შეცვლილი საწყისი 

პირობები 

როცა # = ჯი; მაშინ ი,=09; –+ «,, ი';=(0ი'),)? –– ზ,, 

სადაც «, და ზ, მუდმივი რიცხვებია.· ვთქვათ, ამ პირობებში სისტემის მოძ- 

რაობა დახასიათებულია განტოლებებით · 

9;=/#ჯ(I) L6,() (1=1, 2, ..., §). 

ჩვენ ვიტყვით, რომ მატერიალურ წერტილთა სისტემის მოძრაობა, და- 

ხასიათებული (27,1) განტოლებებით, წარმოადგენს მდგრად მოძრაობას, თუ 

ყოველი წინასწარ მოცემული დადებითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი 
5>90 რიცხვი, რომ, როცა დაცულია პირობები 

|თ,| < 8, | 3ჯ| < 8 (უ1=1, 2,..., §), 
მაშინ ყოველთვის ადგილი ექნება უტოლობებს ' 

|6/I <§, |C/,|<68 (1=1, 2, :.., §). 

ამრიგად, სისტემის მოძრაობას ეწოდება მდგრადი, თუ საწყისი პირობების 
მცირედ შეცვლა იწვევს მოძრაობის საკმარისად მცირედ შეცვლას. 

ვინაიდან მატერიალური წერტილის პარმონიული რხევის შემთხვევაში 

(იხ. V თავის § 10) რხევის პერიოდი არ არის დამოკიდებული საწყის გა- 
„დახრაზე, ამიტომ, როგორც ადვილი მისახვედრია, წერტილის ჰარმონიული 

რხევა, ნებისმიერ საწყის პირობებში, წარმოადგენს მდგრად მოძრაობას, 

ასევე დავასკვნით, რომ ციკლოიდური საქანის ნოძრაობა წარმოადგენს 

მდგრად მოძრაობას, ვინაიდან მათემატიკური საქანის პერიოდი დამოკიდე- 
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ბულია საქანის საწყის გადახრაზე, ამიტომ, როგორც ადვილი მისახვედრია, 

მათემატიკური საქანის მოძრაობა არ იქნება მდგრადი. ეს იმით არის გამო- 

წვეული, რომ საწყისი გადახრის შეცვლა პერთოდს („ვლის და ამიტომ დროთა 
ვითარებაში მოძრაობათა განსხვავება საგრძნობი გახდა როგორი მცირეც არ 

უნდა იყოს საწყისი გადახრის ცვლილება. 

ჩვენი მიზანია შევისწავლოთ მატერიალურ წერტილთა სისტემის მცირე 
რხევები მდგრადი წონასწორობის მახლობლობაში. მდგრად მოძრაობასთან 
დაკავშირებულ ზოგიერთ საკითხს შემდეგ განყოფილებაში შევისწავლით, აქ 

მხოლოდ შევნიშნავთ რომ, ლიაპუნოვის შრომების წყალობით, მოძრაობის 

მდგრადობის თეორია მექანიკის მეტად საინტერესო და მნიშვნელოვან დარგს 

შეადგენს. 

§ 28. ლეუჟუან–-დირიხლეს დეგულება 

როგორც § 4-ში იყო ნაჩვენები, მარერიალურ წერტილთა სისტემის 

წონასწორობისათვის აუცილებელია და საკმარისი სისტემაზე უზუალოდ მოქ- 

მედი ყველა შიგა და გარე ძალების მიერ შესრულებულ მუშაობათა ჯამი 

"სისტემის ყოველ შესაძლო გადაადგილებაზე ტოლი იყოს ნულის: 

12)(2:6»+ X-ნყი-L #56) = X) 0ჯ80;=9. (28,1) 
§51 )5=1 

ვთქვათ, სისტემაზე მოქმედი ძალები პოტენციალურია, ბმები კი--სტა- 
' ციონარული, მაშინ, როგორც ვიცით, 

: მX..,. 
<სგსებებ =1, 2... 5): C, ძი, (0 =1, ) 

სადაც M. არის სისტემის პოტენციალური ენერგია. თუ გავითვალისწინებთ, 

რომ 80;(1=1, 2, ...,§) დამოუკიდებელი ვარიაციებია, (28,1) პირობის «ალით, 
სისტემის წონასწორობის აუცილებელი და საკმარისი პირობები მიიღებს სახეს 

0,=--5"=0 (ჯ=1, 29, ..., 5). (28,2) 

ამრიგად, განსახილველ შემთხვევაში, სისტემის წონასწორობის მდებარეობებს 
იძლევა განზოგადებული კოორდინატების ის და მხოლოდ ის მნიშვნელობები, 
"რომელნიც აკმაყოფილებენ განტოლებათა სისტემას 

მ” ცკ მ/”/. ცა. %.ი, (28,3) 
ძი, ” ში, ძი, 

რადგან ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ ბმები სტაციონარულია, ამიტომ გან- 
„სახილველ შემთხვევაში ადგილი აქვს ცოცხალი ძალის ინტეგრალს 

2? -++ 7 =ბიივს. (28,4) 

'დავამტკიცოთ ლეჟან -დირიხლეს შემდეგი დებულება: 
დებულება. თუ სისტემის წონასწორობის მდებარეობისა- 

დთვის პოტენციალურ ენერგიას აქვს მინიმალური მნიშვნე- 

ლობა (პოტენციალს აქვს მაქსიმალური მნიშვნელობა), მაშინ 
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ეს მდებარეობა იქნება მდგრადი წონასწორობის მდება- 
რეობა. 

ზოგადობის შეუზღუდველად შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ V# (9, ·.., 9,) 

ფუნქცია ღებულობს მინიმალურ მნიშვნელობას კოორდინატთა სათავეში, 

ე. ი. როცა 40;=0 (1=1, 2,.... 5). ამის გარდა, ვინაიდან პოტენციალური 

ენერგია / განსაზღვრულია ნებისმიერი მუდმივი შესაკრების სიზუსტით», ამი- 

ტომ შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ ” ფუნქციის ზემოხსენებული მინიმუმი 

ტოლია ნულის: X (0, 0, ..., 0)=0. დავუშვათ, რომ იჯ==0 წერტილის მახლობ- 
ლობაში X (9,, 9,, ..., “,) ფუნქციას სხვა მინიმუმი არა აქვს. ეს იმას ნიშნავს, 

რომ არსებობს სათავის ისეთი მიდამო, რომლის არც ერთ წერტილზე (გარდა 

სათავისა) #7 ფუნქცია ნულის ტოლი არ ხდება და, მაშასადამე, X (0;, 9-,...,4/) 

წარმოადგენს დადებითად განსაზღვრულ ფუნქციას. 

განვიხილოთ 0,=0 წერტილის გარკვეული მიდამო და აღებული (0), 

0,, ..., 0,0) წერტილისათვის |0,I(91=1, 2,..., 8) სიდიდეებს შორის უდიდესი 
აღვნიშნოთ ძი-თი: | 

0=I9მX ( | 9; I, 91, ---, | 2. I)- (28,5)” 
ავიღოთ საკმარისად მცირე დადებითი 6 რიცხვი და განვიხილოთ იძ,, მე,...,4 

კოორდინატების ცვლილების #7) არე, რომელიც განსაზღვრულია ტოლობით 

9=5. დ8,6). 

ცხადია, 6 იმდენად მცირე შეიძლება ავიღოთ, რომ XI” (VI, 95, -.-, 0,) ფუნქცია 

X»X») არეში მეტი იყოს ნულზე. 
აღვნიშნოთ ” ფუნქციის ნამდვილი ქვედა საზღვარი 7”) არეში V-ით. 

ვინაიდან 7” დადებითად განსაზღვრული ფუნქციაა, ამიტომ, როგორც ადვილი 

მისახვედრია, XV >0 და, მაშასადამე, #) არეში გვექნება 

7 (9,, 9;, ..., 2,) > V.> 9. (28,7) 

ვთქვათ, მატერიალურ წერტილთა სისტემას უკავია · მდებარეობა, განსაზღვ- 

რული 0; =0 (1=>1, 2,... 5) ტოლობებით და გთქვათ, სისტემას მივანიჭეთ 

საკმარისად მცირე გადაადგილება საკმარისად მცირე სიჩქარეჟბით, ე. ი. გან- 

ვიხილოთ სისტემის მოძრაობა შემდეგი საწყისი პირობებით: 

როცა ჯL=ჯაი, მაშინ იჯ;= თ,, ი';=8,, 

: სადაც თ; და ჩ;(/ =. 1, 2,. .-. 9) საკმარისად მცირე რიცხვებია (თუ რამდენად. 

მცირე, ამას ქვევით დავაზუსტებთ). (28,4) ტოლობის ძალით, გვექნება 

27-+XX/= 7 -+X-ა, (28,8) 

სადაც 7ა ღა M% აღნიშნავენ საწყის კინეტიკურ და პოტენციალურ ენერგიებს. 

თ,=-1-2 > 4აზჩ,, 75% == (თ,, რე, --. CXკ). 

215 51 

თუ V7 (0, 9. ·· „»9,ე) ფუნქციას გავშლით ხარისხოვან მწკრივად ძულ=0 

((=1, 2,...,5) წერტილის მახლობლობაში, მივიღებთ 1 · 

___ · 

1 ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ ეს გაშლა შესაძლებელია. 
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# თ, 9,,...,90:-X (0, .. .ი+9 (7) + -++(2) + 

++ (5). 90,“+.. ·+(,>) “ +2( ო). მრ +II- 20.9) 

ვინაიდან ” ფუნქციას 0,==9 (ე=1, 2, ...,§) წერტილზე აქეს მინიმუმი, ამი- 

ტომ, ცხადია . 

2) =0 (1=1, 2,..., 4), (28.10, 
ძი,75 

თუ ამასთან ერთად გავითვალისწინებთ, რომ X (0,. ,0) == 0 და (28,9) ტო- 

ლობაში მესამე და უფრო მაღალი რიგის უსასრუ ლოდ მცირე წევრებს უკუ- 

ვაგდებთ, მივიღებთ 

  

” (9,, .. »9.) == + ხ,,9.4; 3 (28,11) 

)514851 

სადაც 
? 

ხ,= ს, = ( 5 5 ) · (28,12) 
(ი, 

(28,11) რტროლობების ძალით, ვღებულობთ 

· 1 § ჯ 

70-==X7(თ,, რგიარილ- ბ, ახი თ თ;. 

511 

ამრიგად, ”») წარმოადგენს ჩ,,..., ს, სიდიდეების მიმართ კიადრატულ ფორ- 
მას, ხოლო 7705 კი C.,...,თ, სიდიდეების მიმართ-–აგრეთვე კვადრატულ ფორ- 

მას. ამიტომ, ცხადია, თ; და 8,(ქ==1,.2, ...,§) სიდიდეები იმდენად მცირე შეიძ- 

ლება ავიღოთ, რომ 

7ი+X7ი < #M,. 

(28,8) ტოლობის ძალით, უკანასკნელი უტოლობა გვაძლევს 

დ-7<M.. (28,13). 

მაგრამ, ვინაიდან 7' წარმოადგენს ი',,.. ., 9; სიჩქარეების მიმართ დადებითად 

განსაზღვრულ ფუნქციას, ამიტომ (28,13) უტოლობა მოგვცემს 

X (9, 9, ..., 9.)<X. (28,14) 

(28,7) და (28, 14 უტოლობების შედარება გვარწმუნებს, რომ ზემომოყვანილ 

საწყის პირობებში ყოველთვის |0ჯ| < 6 (7=>1, 2,...,§), რადგან თუ რომელიმე 
| 9 | გახდება §-ის·ტოლი, მაშინ ადგილი ექნება (28,7) უტოლობას, რომელიც 

(28,14) უტოლობას ეწინააღმდეგება. ამრიგად, სისტემა ისე იმოძრავებს, რომ 

· ყოველთვის | 0; | < %. 
ვაჩვენოთ ახლა, რომ ადგილი ექნება უტოლობებს | ი';| < 8. 
როგორც ვიცით, 7”. წარმოადგენ” განზოგადებული სიჩქარეების მიმართ 

"დადებითად განსაზღვრულ კვადრატულ ფორმას. როგორც შემდეგ პარაგრაფში 

იქნება ნაჩვენები (იხ. (29,4) ფორმულა), სათანადო სიზუსტით ის ასე შეიძ-. 

ლება წარმოვადგინოთ: 
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1 + იი 
7552 (22% ი'ი',, (28,15) 

სადაც იც გარკვეული მუდმივებია.. 
განვიხილოთ ახლა ი', სიდიდეების ცვლილების არე »#", რომელიც შემ- 

დეგი ტოლობით არის განსაზღვრული 

ი' == M0)0XLC|0'1 I, | 0"; სს...» | 9'/) = 6. (28,16) 
აღვნიშნოთ ამ არეში 7' ფუნქციის ნამდვილი ქვედა საზღვარი #»'-ით, ცხადია, 

”» არეში გვექნება 
7 >X' > 0. (28,17) 

თუ ამის შემდეგ მოვიქცევით ზუსტად ისე როგორც ზემოთ, დავრწმუნდებით, 

რომ ყოველთვის | ი',| <8 და ამით ლეჟან-დირიხლეს დებულება დამტკიცე- 

ბულია. 
შევნიშნოთ, რომ ლეჟან-დირიხლეს დებულება იძლევა მდგრადი წონას- 

წორობის მხოლოდ საკმარის პირობას. 

§ 29. სისტემის ცოცხალი ძალისა ღა პოტენციალური ენერგიის 

გამოსახულება მდბრადი წონასწო.რობის მახლობლო ბავშვი 

მცირე რხევაბის შემთხვევაში 

ისე როგორც წინა პარაგრაფში, ვიგულისხმოთ, რომ სისტემაზე მოქმედი 

ძალები პოტენციალურია, ბმები კი--სტაციონარული. აღვნიშნოთ სისტემის 
კინეტიკური და პოტეზციალური ენერგიები, როგორც ყოველთვის, #'-თი და 

”-თი, ვიგულისხმოთ, რომ ” ფუნქციას აქვს მინიმუმი 0იჯ;==0 (:==1, 2,...,5) 

წერტილზე. როგორც ვიცით 

/ #4 ი'0'. (29,1) 
)51 1=1 

დავშალოთ /#,, ფუნქციები მწკრივად 0ჯ=>=0 (1=>1, 2,...,) წერტილის მახ- 

ლობლობაში (ვხულისხმობთ, რომ ასეთი დაშლა შესაძლებელია), მივიღებთ 

40=4V(0, 0,...,0) +9, (. 140) LL. +044). _ 

+ (327 ), 0,7-L.. +. (29,2) 

თუ უკანასკნელ ტოლობაში უკუვაგდებთ ი, (/=1, 2,...,8) სიდიდეების მიმართ 
პირველი და უფრო. მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირე წევრებს, მივიღებთ 

40=0,,, (29,3) 

    

სადაც 
'(,,= 40(0,..., 0). 

თუ (29,3პ) მნიშვნელობებს (29,1) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

· 7-+%X «I თი“ ,0' ჟV. (29,4) 

22 

ამასთან, ცხადია, თ,,=თ, ძ68L | თ,, I ==ძ08ს II 4,(0,...,00) || # 9. 
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ვინაიდან /#„ სიდიდეების გამოსახულებაში პირველი და უფრო მაღალი 

რიგის უსასრულოდ მცირე წევრები უკუგდებულია, ამიტომ, როგორც ადვილი 

მისახვედრია, ცოცხალი ძალის გამოსახულებაში უკუგდებულია მესამე და 

უფრო მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირე წევრები. 

როგორც წინა პარაგრაფში იყო ნაჩვენები პოტენციალური ენერგია 

მეორე რიგის უსასრულოდ მცირე წევრების სიზუსტით ასე წარმოიდგინება: 

_. 1 # § 

” “ი ბ ბახი (29,5) 

ჰ/-15=1 

გმ ი" ს,„= =(|–“ “ს =ს,. 
ძიჯძი; /ა მიჯ04; /ი 

(29,4) და (29.5) ფორმულები გვიჩეენებენ, რომ მატერიალურ წერტილთა 

სისტემის ცოცხალი ძალა და პოტენციალური ენერგია წარმოადგენენ შესა- 

ბამად განზოგადებული სიჩქარეების ღა განხოგადებული კოორდინატების 

კვადრატულ ფორმებს, რომელნიც. ცხადია, დადებითად განსაზღვრულ ფორ- 

მებს წარმოადგენენ. § 26-იის ბოლოს ნათქვამის ძალით, ამ ფორმების 

დადებითად განსაზღვრულობას ადგილი აქვს სათანადო 

კოორდინატების ცვლილების მთელს სივრცეში. 

დავამტკიცოთ, რომ (0L | #,, I # 0. ამისათვის (29,5) ტოლობა ასე გა- 

დავწეროთ: · 

ამასთან 1 

  

2” =(ხ,19; => ს;::9ე -–+ ... –+ ს,./-)9, –+ 

+ (8.9, -L VVV-> –- ... -- ხა: ი.) ი? + (29,6) 

და განვიხილოთ ალგებრულ განტოლებათა სისტემა 

ს901-+-სჯახა –+ ·-· + სი0:=0 (=1. 2,...ა). (29.7) 

თუ ამ სისტემის დეტერმინანტი ძიL I ს, | ნულის ტოლია, მაშინ (29,7) სის- 

ტემას ექნება არა ნულოვანი ამოხსნა, რომლისათვისაც, (29.6) ტოლობის ძა- 

ლით, M” იქნება ნულის ტოლი. ეს კი შეუძლებელია, რადგან ” არის დადე- 

ბითად განსაზღვრული კვადრატული ფორმა და გარდა სათავისა (0ჯ;=0 წერ- 

ტილისა) არსად ნულის ტოლი არ ხდება. ამით ზემონათქვამის სამართლია- 

ნობა დამტკიცებულია, 

§ ვი. მატერიალურ წერტილთა სისტემის ჰარმონიული რხევა 

ვთქვათ, მატერიალურ წერტილთა სისტემა ემორჩილება ჰოლონომურ, 

იდეალურ, ორმხრივ, სტაციონარულ ბმებს, რომელთა განტოლებებსაც აქვთ 

ა _. /თ(“, #), 6,)=0 (თ=1, 2,...,#), (30,1) 

და, ვთქვათ, სისტემაზე მოქმედი ძალები პოტენციალურია, ვთქვათ, 0;=0 

(ე1=1%, 2,...,§9) წერტილზე 7 (9, 9,...,7.) პოტენციალურ ენერგიას აქვს მინი- 

– შუმი, რომელიც ნულის ტოლია: X” (0,...,9)=-0. 

1 ვგულისხმობთ, რომ X” ფუნქციას აქვს მეორე რიგამდე უწყვეტი წარმოებულები. 
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ლეჟან-დირიხლეს დებულების ძალით, თუ მატერიალურ წერტილთა 
სისტემას ი,=0 მდებარეობიდან მივანიჭებთ საკმარისად მცირე გადახრას, 
საკმარისად მცირე სიჩქარეებით, მაშინ მთელი შემდგომი მოძრაობის დროს 

სისტემა იქნება საკმარისად მცირედ გადახრილი აღნიშნული მდებარეობიდან 
და სისტემის წერტილების სიჩქარეებიც იქნება საკმარისად მცირე. 

ჩვენი მიზანია შევისწავლოთ მატერიალურ წერტილთა სისტემის მოძ- 

რაობა 90,=0 წერტილის მახლობლობაში. 
ზემოაღნიშნულ პირობებში, სისტემის მოძრაობას 0;=0 წერტილის მახ- 

ლობლობაში ვუწოდებთ სისტემის პარმონიულ რხევას. 

ლაგრანჟის მეორე გვარის განტოლებებს აქვთ სახე 

ძმ, მ”, –-- ი. “=0 (1=1, 2,...,9), 30,2 იმი, 2ი; (6) 9) (30,2) 

სადაც 

-=4#?"-–-V 
ვინაიდან 

1 , § 

7-2 ზება იარი, ცივ) 
75151 

1 9 § - 

X7=-2, ა, ხეცი.9ი,, : (30.4) 

751 (=1 
ამიტომ 

მჯ? _ მV 

ძი; ძი'; 

და (30,2) სისტემა ასე გადაიწერება: 

ძ მ9?' 
<2 +: =ძ (ე1=1, 2,. აზ): 

(30,3) და (30,4ე ტოლობების ძალით, ეს უკანასკნელი კიდევ ასე შეიძლება 

გადავწეროთ: 
თა1 9,” '+0თიაკ V% '“+..+ თს, 9: + ხთ) 0, +ხთიმ.+...–- ხიი,=0 . (30,5+ 

(«=1, 2,...,8). 

(30,5) სისტემა წარმოადგენს მეორე რიგის ჩვეულებრივ, მუდმივკოეფი- 
ციენტებიან ერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემას. ჩვენ 
ვგულისხმობთ, რომ ასეთ განტოლებებს მკითხველი იცნობს დიფერენციალურ 
განტოლებათა თეორიიდან. 

ვეძებოთ (30,5): სისტემის ამოხსნა შემდეგი სახით: 

0ჯ= 4,60M (ე=-1, 2,...,5# (30,6) 
სადაც 4/(ე=1, 2,...5) და X საძიებელი რიცხვებია, რომელნიც ისე უნდა 
განისაზღვრონ, რომ (30,600) ტოლობებით განსაზღვრული ფუნქციები (30,5) 

სისტემას აკმაყოფილებდნენ. 
(30,6) ტოლობების ძალით, 

ი, == #? 1; 6M,. (30,7)» 
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თუ (30,6) და (30,7) მნიშვნელობებს შევიტანთ (30,5) სისტემაში, ი+'-ზე შეკ- 

ვეცის შემდეგ მივიღებთ 
(თ. ». -L სხთI)4, + (იყე -L ხ2))41ე ––.-· +(იც, 77 + ხ«,). 4, ==9 

(«=1. 2,..-..,ჭ). 

ეს უკანასკნელი, ცხადია, წარმოადგენს ერთგვაროვან ალგებრულ განტოლე- 

ბათა სისტემას 4,, #,,...,4, კოეფიციენტების მიმართ, აღვნიშნოთ ამ სის- 

ტემის დეტერზინანტი #(2)-თი: 

(30,8) 

I რვ#“ – ხს თვე” –– სე. ა რ” + ს. : 

ტბ (2)= (რაბ 1ხ% რაბ “1 ხის, .“ ერი” 7» · (30,9) 

| რ" –+ ს.ა თ.,/.“ + ხა, ვ." . L ხ,, 

როგორც ცნობილია ალგებრის კურსიდან, (30,8) სისტემას ექნება არატრი- 

ვიალური (ნულისაგან განსხვავებული) ამოხსნა მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

ამ სისტემის დეტერმინანტი ნულის ტოლია, ე. ი. როცა 

2·- 0) =0. 

430,10) განტოლებას, რომელიც წარმოადგენს 2.7-ის მიმართ (« «იგის (და, 

მაშასადამე, X»-ს მიმართ 2§ რიგის) ალგებრულ განტოლებას, ეწოდება (30,5) 
სისტემის მახასიათებელი განტოლება. 

· ვინაიდან #4(0)=ძ0%L | ბზ, I # 9, ამიტომ (30,10) განტოლების არც ერთი 

ფესვი ნულის ტოლი არ არის. 

განვიხილოთ (30,10) განტოლების რომელიმე მარტივი » ფესვი და 

დავამტკიცოთ, რომ ამ ფესვისათვის შედგენილი #(1) დე- 

ტერმინანტის ჯ–1 რიგის მინორებიდან (რომელნიც მიიღე- 
ბიან 600 დეტერმინანტიდან თითო სტრიქონის და თითო 

სვეტის ამოშლით) ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან. 
მართლაც, ცხადია გვექნება 

ძ40.) _ ი3 0) 2 

ძ). ძ).? 

საიდანაც, დეტერმინანტის გაწარმოების ცნობილი წესის გამოყენებით, ვღე- 

ბულობთ 

(30,10) 

  

C2C Cთ""""!'” 

1 ძა ი ძა ი ი, 9-L ხა, თა -+L მა, ამბის» (+... + 
მიმ. «თ» ძ).? ეხი თ იო თი იიი ორია აიიიითით 

თ, »2 –+ ხ.-ს თა» –+ ხიეე-. 0 –+ ხ. 

რაბ +ხი. თაბ + ბა», –_-...” 
იაია ითაამიი8ის · -_ ' 30,11 

+ თ +ხა- ს ი, აბ შო. ა რ, ჯრ + ხი» ' , 
Cი51) თიეე · · ე (CV 

თუ ამ ტოლობის მარჯვენა მხარეში მდებარე დეტერმინანტს დავშლით 

გაწარმოებული სტრიქონის ელემენტების მიხედვით, მა'მინ ამ ელემენტებთან 
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მამრავლებად გვექნება +(0.) დეტერმინანტის „--1 რიგის მინორები, თუ და- 

ვუშვებთ, რომ აღებული 4.-სათვის ყველა #-1 რიგის მინორი ნულის ტოლია, 

მაშინ ქტ ქბლა 
ი." 

მინანტის ჯერადი ფესვი. ამით ზემონათქვამის სამართლიანობა დამტკიცე- 

ბულია, 
ვთქვათ, მოცემული /. მარტივი ფესვისათვის 4(1) დეტერმინანტის ის 

მინორი, რომელიც, მიიღება უკანასკნელი სტრიქონისა და უკანასკნელი სვეტის 

ამოშლით, განსხვავებულია ნულისაგან. აღვნიშნოთ ეს მინორი #4,(21)-თი. ასეთ 

პირობებში, როგორც ალგებრის კურსიდან (კნობილია, აღებული 7». ფესვი- 

სათვის (30,8) განტოლებებიდან დამოუკიდებელი იქნება §–--1, ხოლო ერთ- 

ერთი განტოლება იქნება დანარჩენის შედეგი. შეიძლება, ზოგადობის შეუზ- 
ღუდველად ვიგულისხმოთ, რომ (30,8) სისტემის უკანასკნელი განტოლება 

დანარჩენის შედეგია და ამ სისტემის პირველი §-–1 განტოლება ასე გადავ- 

წეროთ: 

=0 და, მაშასადამე ცხადია, აღებული 7» იქნება 40.) დეტერ- 

(ი, #" + თარ 1 "ნ (თაა #” +)“ =92- LL... 
1. 

22   
+ (თ.,._ აჩ” 1+L+ ხთ,--)) =–- (თ. 7“ + ხ=-) (30,12) 

(თ =1, _ი 

ეს უკანასკნელი წი 2 –” 2491 სიდიდეების მიმართ წარმოადგენს 

ალგებრელ განტოლებათა წრფივ არაერთგვაროვან სისტემას, რომლის დე- 

ტერმინანტი 4, (,) განსხვავებულია ნულისაგან.. თუ ამ სისტემას ამოვხსნით 

კრამერის კარგად ცნობილი წესის მიხედვით, როგორც ადვილი მისახვედრია, 

მივიღებთ 

აშესბეეეა (68. 4-1 რ.ა 0). 
4 ბ,0) 4. 4.0) ” · 4, ბ.0ა ” 

სადაც 4#,(ჯ), #ე (2),....,ტ,1)(2), ტბ, (2) წარმოადგენენ ბ (+) დეტერმინანტის უკა- 

ნასკნელი სტრიქონის · "ელემენტების შესაბამ მინორებს. (30,13) ტოლობები, 

ცხადია, ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

–_–_. (30,14) 
ალე ბელა ბ, მთ) რა 

თუ (30,14) შეფარდებათა საერთო "მნიშვნელობას გავუტოლებთ ნებისმიერ 0 

მუდმივს, მივიღებთ 

(30,13) 

4,=04/0) (1=1, 2,...,5). 
როგორც ადვილი შესამოწმებელია, მიღებული “4; რიცხვები აკმაყოფილებენ 
(30,8) სისტემის უკანასკნელ განტოლებასაც. 

თუ მივიღებთ რ(C7=1, მაშინ გვექნება · 

=2;(0.) (1=1, 2).-.,9). (30,15) 
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როგორც ადვილი მისახვედრია, #4; რიცხვებად ჩვენ შეგვიძლია მივიღოთ 

ტე.) დეტერმინანტის ნებისმიერი სტრიქონის ელემენტების შესაბამი »–-1 

რიგის მინორები, თუ ამ მინორებიდან ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან. 

თუ (30,15) მნიშვნელობებს შევიტანთ (30.6) ტოლობებში, მივიღებთ 

ი,=42,ჯ(1) 6M. (30,16) 
ამრიგად, +0)=0 განტოლების ყოველ მარტივ # ფესვს შეესაბამება 

(30,5) სისტემის (30,16) ტოლობებით განსაზღვრული ამოხსნა. 

ვთქვათ, (30,10) განტოლების ყველა 2: ფესვი მარტივია. 

ვინაიდან #4(») წარმოადგენს 77-ის მიმართ § ხარისხის პოლინომს, ამიტომ 

ხსენებული 2§ ფესვი შეიძლება წყვილ-წყვილად დავალაგოთ: 
(2 –-7) (M) –-ე),.--.(X, – I). 

(30,16) ფორმულის ძალით, ამ ფესვების შესაბამი ამოხსნები იქნება 

0,=4, 0,)-““ (თ«=1, 2...) 
იარი რს (30,17) თ 

ი+,=#,(2ი)ც “ი (თო=1, 2,..,§). 

ამ ამოხსნების დაწერის დროს გათვალისწინებულია, რომ 
) 

4,(–-7#) = ბ; (M), 
რაც სამართლიანია, რადგან #ტ,(X) მინორები წარმოადგენენ 2-ს მიმართ ლუწი 
ხარისხის პოლინომებს. 

ვინაიდან ბ, 0ა)ა“ და ბ, 0..)გ ბ“ (1=1,2,...§, თ=1, 2,...,5), როგორც 

ადვილი მისახვედრია, წარმოადგენენ (30,5) სისტემის ამოხსნათა ფუნდამენ- 
ტალურ სისტემას, ამიტომ (30,5) სისტემის ზოგადი ამოხსნა ასე წარმოიდ- 
გინება: 

ი,= 9 4,0) (0,6 + #,ი ““, (30.18) 
C51 

სადაც Cთ და #7 ნებისმიერი მუდმივებია. 

(30,181 ფორმულა იძლევა (30,5) სისტემის კომპლექსურ ამოხსნებს. 
ჩვენი მიზანია ვიაოვოთ ამ სისტემის არსი (ნამდვილი) ამოხსნები, 

ვაჩვენოთ, რომ 4#4(1:=0 განტოლების ნებისმიერი 2. ფესვის კვადრატი 
არის ნამდვილი უარყოფითი რიცხვი, აღვნიშნოთ 2. ფესვის შესაბამი ,#„ რიც- 

ხვები #4. „1.,..., 4, ით. გავამრავლოთ (30,8მ) ტოლობა /4--ხVხე და ავჯამოთ 

თ ინდექსით, მივიღებთ 

»# +, 9, იკვ.4-43-+ 2) 2) ს=84C46=0, (30,19). 
85=1 თ=1 8=1 თ=1 

ანუ, რაც იგივეა 
#» I C4) + 7 (4)=9. (30,20) 

სადაც 

1 2 (4)= . 24. გ 4-4, XV (4)= 22 ვტირი. (30,21) 
10Cთ5= 2-1 თ= 
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(30.20) ტოლობის ძალით ვღებულობთ 

== # (4). (30,22) 
7 CI) 

დავუშვათ, რომ 712? არის კომპლექსური რიცხვი: 

2 == # + LV. (30,23) 
ცხადია, კომპლექსურ X--ს შეესაბამება (530,8) სისტემის არატრივიალური 
კომალექსური ამოხსნები: 

4,=თ;-L13; (1=1, 2,-.-, 8). (30,24) 

ვინაიდან (30,10) განტოლების კოეფიციენტები არსია, ამიტომ ამ განტოლე- 
ბის ფესვი იქნება (30,23) კომპლექსური ფესვის შეუღლებულიც: 

'წ=71 –– 2V. 

ამ ფესვის შესაბამი /#', რიცხვებიც, ცხადია, იჟნება (30,24) ტოლობებით გან- 
საზღვრული რიცხვების კომპლექსურად ზეუღლებული: 

4 =თ;--728; (1=1, 9,..,,ყ). (30,25) 
დავწეროთ (30,8) განტოლება აღებული » ფესვისათვის, გავამრავლოთ 4'თ-ხზე 

და ავჯამოთ, მივიღებთ 

, "I (4, 4')+-– ” (4, 450 =0. (30,26) 
ადაც · 

1 § § · 

> (#4, 4)=--) X) იავ 44%, (30,27) 
2 8"1 Cთ51 : : 

7 (4, 4 ე=1ჯ ა ხეც 4თ 48. (30,28) 
2 6-1 121. · 

დავწეროთ (30,8) ტოლობა 7» დესვისათვის: 

(თ,,XI + ხი) 4) + (6,2 ხია) 4, +..+ (4.22 -L ბიე 4,=0, 
გავამრავლოთ 74“-ზე და ავჯამოთ თ ინდექსით, მივიღებთ 

XX C4, 4')+I (4, 4')=9. 

(30,26) და უკანასკნელი ტოლობის სხვაობა მოგვცემს 

03--Xი7(C4, 4=0.. . · 
ვინაიდან 29 # X»2, ამიტომ უკანასკნელი ტოლობიდან გვექნება · 

7 (4, 4) =909, (30,29) 

და, მაშასადამე, (30,26) ტოლობის ძალით, : | 

X (4, 4')=9. (30,30) 

ზემომოყვანილი მსჯელობიდან გამომდინაოღეობს, რომ, თუ საზოგადოდ, 

4თ და #4 თ აღნიზნავენ ორ ერთმანეთისაგა95 განსხვავებულ > და M ფესვების 

შესაბამი რიცხვებს, მაშინ აუცილებლად ადგილი ექნება (30, 29) და (30,30) 

ტოლობებს. ' 
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ვინაიდან ადგილი აქვს ადვილად შესაზოწმებელ ტოლობებს 

4; -+ ,4:4';=2(თ>; –+- 3:2,7) (ე. 7=1, 2)...,8), 

ამიტომ, ცხადია, გეექნება 

#7 (4, #3=7(9) + #8. 
I (41, «LI )==7 (9) +X (8), 

სადაც 

1 
97 (თ)ლ=– .'X C,,%LC), (4 (9=-- > ს) თ, 3L9, 

... 
2522 X-1 51 

_ _ 1 ქ L _ · 1 § § , 

1 (თ) = –2-> საი 3 I” (3) = 12. ჩა; ზ.ა.. 
151 §-1 3151 #91 

თუ მოვიგონებთ, რომ 7'(«), 7” (32), X (=), II (3) დადებითად განსაზღვ- 
რული თორმებია, (30,29) და (30,31) ტოლობების ძალით, მივიღებთ 

7 (9) =0, X(8)=9, 
' #2) =0, # (გ) =0, 

საიდანაც 
თ, == )L= 0 (/, == 1, 2, ·.. 5). 

თუ გავითვალისწინებთ (30,24) და (30,25) ტოლობებს, მივიღებთ „1ჯ= /',=0, 
მაგრამ 4; და 24% (როცა 722 კომპლექსურია) აღნიშნავენ (30,8) სისტემის არა- 

ტრივიალურ (არანულოვან) ამოხსნებს. მიღებული წინააღმდეგობა გვარწმენებს, , 

რომ 7 არ არის კომპლექსური რიცხვი. ის არსი რიცხვია. მაგრამ როცა 22 
არსია, მაშინ მისი შესაბამი 4, ...,/, რიცხვებიც არსია და ვინაიდან არსი 

4,, რიცხვებისათვის (71) და X („LI დადებითია (7 და 7” დადებითად გან- 

საზღვრული ფორმებია), ამიტომ, (30,22) ტოლობის ძალით, დავასკენით, რომ 
#" უარყოფითი რიცხვია: : 

13==–- სწ, X= +მს. 
ამრიგად, ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ 4#(:)==20 განტოლების ნებისმიერი 

ფესვის კვადრატი უარყოფითი რიცხვია, ამიტომ, (კხადია, გვექნება 

) == = -I- (1133 0:==1, 2, -..)5) 

სადაც IV არსი დადებითი რიცხვია. თუ ამ მნიშვნელობებს (30,17)-ში შევიტანთ, 

მივიღებთ . 
L 

0;=4,(M)0MM, 
L 

. იე%,=ბ;, (2+) 6 ნ. 

თუ მივიღებთ მხედველობაში შემდეგ ფორმულებს: 

6'Lწ == 008 IM – ? 51% IL, 

6 (ს, == 005 IL –“– 2510 IL, 

და გავითვალისწინებთ, რომ კომპლექსური ამოხსნის ნამდვილი და წაორომო- 
სახვითი ნაწილებიც (30,5) სისტემის ამოხსნა იქნება, დავრწმუნდებით, რომ 
ამ სისტემის ზოგად ამოხსნას არს ფუნქციებში ექნება სახე: 
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ფ=– 2, ბ; დს) CMV 0095 II -+ #I 810 MX), (30,31): 

#51 

სადაც #M, და #; ნებისმიერი არსი. მუდმივებია. #ჯ და VI ნებისმიერი მუდ- 

მივების ნაცვლად შემოვიტანოთ #/; და 6 ნებისმიერი მუდმივები შემდეგი- 

ტოლობების საშუალებით: : 

7 274:= 7IL511 61, 

X#ჯL== #:1003 8ჯ. 

მაშინ, ცხადია, (30,31) ტოლობები ასე გადაიწერება: 

ი; = 2, ტბ; 0) 9, 9198 (IM# + 61) 0 = 1, 2,...ც8).. (30,32); 

§=1 

ამრიგად, ყოველი განზოგადებული კოორდინატი წარმოადგენს § რაო-- 

დენობა პარმონიული რხევის: 

XM 510 (0 ,#+8,), #, 510 (IM( + 6,), ·.·, 77; §10 (IM# –– §,) 

ერთობლიობას. ხსენებულ ჰარმონიულ რხევათა პერიოდებია 

2: 2X 2ჯX 

ხს I%ი 'M . 

რომელთა შებრუნებული სიდიდეებიც რხევათა სიხშირეებს წარმოადგენენ. 

ამრიგად, მარტივი ფესვების შემთხვევაში, მატერიალურ. წერტილთა 
სისტემის უსასრულოდ მცირე რხევები მთლიანად დახასიათებულია (30,32)· 

ტოლობებით, ლას . > 

ჩვენ განვიხილეთ მხოლოდ ის შემთხვევა, როცა (30,10) განტოლების. 

ყველა ფესვი მარტივია. შემდეგ პარაგრაფში ჩვენ განვიხილავთ მატერიალურ 

წერტილთა სისტემის ჰარმონიული რხევის შესწავლის სხვა მეთოდს, რომელიც 

სამართლიანია ჯერადი ფესვების შემთხვევაშიაც. აქ შევნიშნავთ მხოლოდ 

რომ, თუ 4. წარმოადგენს (30,10) განტოლების ჯერად ფესვს,. მაშინ, როგორც: 

დიფერენციალურ განტოლებათა თეორიიდან ცნობილია, ამ ფესვის შესაბამ 

ამოხსნას (ლაპარაკია (30,5) სისტემის ამოხსნაზე), საზოგადოდ, შემდეგი სახე 
აქვს: - 

7» 

0ი;=(41,-L 4?,L-L...-L -), ('-1)ტ» (30,33)· 
(ე= 1, 2)...:8)). 

სადაც 4"; (1=1, 2,...,§, V==1, 2, :--,7) მუდმივებია, 

_. (30,331) ტოლობების საფუძველზე ლაგრანჟი ფიქრობდა, რომ 0;-> თ, 
როცა ჯ + CC და რომ ამ შემთხვევაში არ ექნებოდა ადგილი მდგრად წონა- 

სწორობას. ამ შეხედულებას დიდხანს იზიარებდნენ, სანამ ვეირშტრასმა 1858. 

წელს არ დაამტკიცა, რომ ეს სწორი არ არის. ვეიერშტრასმა აჩვენა, რომ ჯე- 
რადი ფესვის შესაბამ ამოხსნებსაც აქვს (30,6) სახე. 

§ 31. მთავარი პო.,ო.რდინატები. მთავარი რხევები 

| "ჩვენი მიზანია ვაჩვენოთ, რომ არსებობს ისეთი განზოგადებული კოორ– 

დინატები, რომელთაც ის თვისება აქვთ,. რომ ყოველი · მათგანისათვის გვექ-. 
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ნება ერთი ჰარმონიული რხევა. სანამ ამ საკითხის: განხილვას შევუდგებოდეთ, 
მოვიყვანოთ ალგებრის კურსიდან კარგად ცნობძლი ერთი დებულება, რომე- 

ლიც ქვემოთ დაგვჭირდება, 
ვთქვათ, მოცემულია ორი დადებითად განსაზღვრული 4 და # კვადრა- 

ტული ფორმა: 
1 წ წ 

4= 52 2, თ, თ; IL, 
ე)5% L=1 

8=42)მ8ათთ. 
751 Lს=1 

არსებობს ისეთი წრფივი გარდაქმნა 

ე; == ს/ყ, +C,,ყე + -.. L ი/ყი 

რომელიც აღებულ კვადრატულ ფორმებს მიიყვანს შემდეგ 
კანონიკურ სახემდე: 

4= + (V,” + ყა +... +ყ,”), 

1 
8=-ე(0))“ “L 0:ზე” “L ·-. +L 0,4”), 

სადაც ნ, 0..»ი, შემდეგი § რიგის ალგებრული განტოლების 
ამოხსნებია: | 

| ზა. –– 0C,ე, > ..ამ) ით, 

ძის |I ზ/-––- 0თ/: II = | ზა–– 0თა, ჩევ –– 0რეე; ·.+) 39, –– 0C, =0, 

ზ,, – 06%.) ჩო –0თ»ი9, 8,, –ით,, 

ამასთან ამ განტოლების ყველა ი0ძ,, 0,,.··0, ფესვი დადები- 
თია1, 

ზემომოყვანილი დებულების ძალით, არსებობს ისეთი განზოგადებული 

0, 0, ..,მ, კოორდინატები რომელნიც დაკავშირებული არიან 0,,..-, ი, 

კოორდინატებთან ტოლობებით 

9;== თმ, -L თ,მ, -L ..·.+ თ,,მ, __ (31,1) 

და რომელთა მიმართაც ჯ და I” კვადრატულ ფორმებს ექნებათ სახე 

_ , 
2 =-- (მ, ++ 0,” -L...,-+0,“), (31,2) 

; · 

X =-ე- (0მ," -L- იამა“ -L ... +ი#0,"), (31,3) 

სადაც 0,, 0,, .-.· 0-- დადებითი ოიცხვებია, რომელნიც 

ძის I ხჯ-–ით,, I ==09 '(31,4) 

1 ეს დებულება სამართლიანია იმ შემთხვევაშია0, როცა „4 და 8 ფორმებიდან მხოლოდ 

4 არის დადებითად განსახღვრული, ხოლო „8--ნებისმიერი; ამ შემთხვევაში, ცხადია, არაა 

სავალდებული ყველა 0, რიცხვი დადებითი: იყოს. 
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განტოლების ამოხსნებს წარმოადგენენ, ამასთან თ,, სავსებით განსაზღვრული 
რიცხვებია. 

0,, მ., ..., 0–- კოორდინატებს მთავარი კოორდინატები ეწოდება, 
მათ შესაბამ რხევებს –– მთავარი რხევები. 

ვინაიდან I დადებითად განსაზღვრული კვადრატული ფორმაა, ამიტომ, 

როგორც ადვილი მისახვედრია, არც ერთი ი; (ე ==1, 2,..., §) ნულის ტოლი 
არ არის. 

ლაგრანჟის შეორე გვარის განტოლებებს მთავარი კოორდინატების მიმართ 

შემდეგი სახე ექნებათ: 
0; –– 0,0კ=0 (1= 1, 2,--.., §). (31.5) 

ამ სისტემის ზოგად ამოხსნას ექნება სახე 

= M,851ი (MI 6#+6)) (7 =1, 2, ..., §). (31,6) 
სადაც VV;, 6; (1=1, 2,...,§) ნებისმიერი მუდმივებია. 

ამრიგად, ყოველი მთავარი კოორდინატის მიმართ გვაქვს ერთი ჰარ- 

მონიული რხევა. 

(30,10) და (31,4) განტოლებების შედარება გვარწმუნებს, რომ 2.2= -–ი, 

ამიტომ, როგორც ადვილი მისახვედრია, 

=V“ ი; (1=1, 9, ... ,§), (31,7) 
სადაც ს; ის რიცხვებია, რომელნიც (30,32) ამოხსნებში მონაწილეობენ. 

თუ ამ მნიშვნელობებს (31,6) ამოხსნებში შევიტანთ, მივიღებთ 

0;== IM) 51ი (L,# –– 6,)) (1=>1, 2, -.., 5). (31,8) 

ამრიგად, მთავარ კოორდინატებზე გადასვლით არ იცვლება 

რხევათა პერიოდები და სიხშირეები. 

ლ თუ (31,8) მნიშვნელობებს შევიტანთ (31,1) ტოლობებში, მივიღებთ ი, 
განზოგადებული კოორდინატების მიმართ ისევ (30,32) სახის ამოხსნებს. 

„.ვაჩვენოთ ახლა, რომ თუ წინა პარაგრაფში განხილული #4 (1) =0 განტო- 

ლების ყველა ფესვი მარტივია და ეს ფესვები მოძებნილია, მაშინ მთავარ 

ჭკოორდინატებზე გადასვლა არავითარ სიძნელეს არ წარმოადგენს. ალას, 

0, 9,,...,.0, განხოგადებული კოორდინატების ნაცვლად შემოვიღოთ 0,, მ,,... 

კოორდინატები შემდეგი წრფივი დამოკიდებულებით 

0 =V. ტიმ,, (31,9) 
151 

სადაც #ტყ=4,0L), ამასთან 4, (1)) თს მინორებია, რომელნიც წინა პარაგრაფში 

იყო განხილული. 

თუ ამ მნიშვნელობას შევიტანთ ცოცხალი ძალის გამოსახულებაში, მი- 

გიღებთ 
-1 3 2)იით 0'. == 222” მა 2ებებიამიმი. (31,10) 

#=1 §=1 (=1 1=1 L=1 4=1 
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ანალოგიურად ვღებულობთ 

#2; ა ხს ტი რტ). (31,11) 
<1 4=1 

თუ ახლა მოვიგონებთ, რომ 4, 0.,) მინორები ტოლია /., ფესვის შესაბამი 

4. 4, ს 4, რიცხვების, მაშინ (30,29) და (30,30) ტოლობების ძალით, 

დავრწმუნდებით, რომ ჯამები 

”- 52: 
2 > 2L4

/- 
2
4
 

» 

"
+
 

4.
 

9'(4, 4 = თ ბიე 4), 
1 

2 

=>
 =L19> - 

, 1 ყ 9§ 

V (4, 4 )==--- 2, 2, ს. ბყ ბ, 
, L=1 §=1 

სადაც 4 და 4' რიცხვები აღებულია X, და X, ფესვების შესაბამად, იქცევიან 

ნულად, როცა ქე #I. ამრიგად, თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

5 2 6იბს ბ.კ=0,, (31,12) 
L#=1 L=L 

, ” 

2 ს სიტყ ML == ხ,, (31,13) 

-
 - - 

მაშინ (31.10) და (31,11) ფორმულების ძალით, მივიღებთ 

-+2 თ, 0,7, (31,14) 

1 .· 
X” = –- ზ'L,მ,'. (31,15) 

22“ ' 

თ, და ხ; დადებითი სიდიდეებია, რადგან (31,12) და (31,13) ფორმულების 

ძალით ისინი წარმოადგენენ, შესაბამად, (ყოცხალი ძალისა და პოტენციალური 

ენერგიის მნიშვნელობებს არსი 4,,, #4.) ..., ბ,; არგუმენტებისათვის. 

0,, მკ, ...,0, კოორდინატების მიმართ ლაგრანჟის მეორე გვარის განტო- 

ლებები მოგვცემს 

0,” + 97. 0,=0 (1=1, 2, ... ა), (31,16) 
/ 

0ჯ;== #;51Iი (// ++), (31,17) 
· , 

ამასთან MM; და #9, ნებისმიერი მუდმივებია. 

საიდანაც გვექნება 
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ვაჩვენოთ ახლა, რომ მ; ახალ კოორდინატებზე გადასვლით „რხევათა 
სიხშირეები არ იცვლება. მართლაც, (31,12) და (31,13) ფორმულების ძალით, 

გვექნება 
(++ 2C)) (31,18) 
ითი ”? (4)” 

სადაც 4 რიცხეები 2; ფესვის შესაბამი რიცხვებია. 

(30,22) ტოლობის ძალით, ვღებულობთ 

ხს, V7(4) _ _ 13. 3 (31 19) 
ი, »L(/4) კ L) 

და, მაშასადამე, 

ს 
/ =-(I,. 

7 

(31,16) და (31,17) ფორმულების ძალით ვასკვნით, რომ (31,9) ჩასმებით 

განსაზღვრული 60,, 0,, ...,მ, კოორდინატები მთავარ კოორდინატებს წარმო- 
ადგენენ. 

§ 32. გაფანტვის ფუნძცია. სისტემის მილევადი რხევა 

ვთქვათ, პოტენციალური ძალების გარდა სისტემაზე მოქმედებენ სიჩქა- 

რის პირველი ხარისხის პროპორციული წინააღმდეგობის ძალები. თუ 7/,-ურ 

მატერიალურ წერტილზე მოქმედ წინააღმდეგობის ძალას აღვნიშნავთ 

9=(X2,7, X9; 29,)-ით 
ნათქვამის ძალით, მივიღებთ 

' 19ს),= თა, ((=1,9, ..#), (2,1) 
სადაც თ; გარკვეული დადებითი რიცხვებია. | 

„ აღნიშნული ძალების მოქმედებით სისტემის მოძრაობას სისტემის მ ი ლე- 

ვად რხევას უწოდებენ. 
(32,1) ტოლობების კოორდინატთა ღერძებზე დაგეგმილებით მივიღებთ 

>X97== –- თ), X»-= – თIM 29%= --თ,;'. : (32.2) 

განვიხილოთ ფუნქცია 

==“ აფრ, +V,.+ ცუ. ც2,3) 
ჰ5=1 

რომელიც სისტემის ცოცხალი ძალისაგან იმით განსხვავდება, რომ #).;-ის 

ნაცვლად თ, არის აღებული. (32,2) ტოლობები, ცხადია, ასე შეიძლება გა- 

დავწეროთ: ' 

ჯა =-  9X, «ი. 9X „ი 9ძL (32,4) 
ძ”'; მV' . მ”'; 

თუ წინააღმდეგობის ძალების შესაბამ განზოგადებულ ძალებს აღვნიშ- 

ნავთ 09,-ით (1=1, 2,..., §), მივიღებთ 
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2 მყ ძა, 
=VI| X9/ “ --X9, 2ზ. 

ი ->(XV5 იი, L იი; 

  

=-2( იჯ ძი: _. იL” მ 0 ძ»; 
=1, 2,... 8). 32,5 

მძთ', 009, + ძი; ე, იიი) წ 8. ' ' 51 

ლაგრანჟის მეორე გვარის განტოლებების გამოყვანის დროს ჩეენ ვაჩვე- 
“ნეთ, რომ 

: მთ მთი ძყს_ მყა ძ2% _ _ძი+ 
ძი, _ მის ძი; ძი', ძი; ძი'; 

-·თუ ამ მნიშვნელობებს (32,5) ტოლობებში შევიტანთ, მივიღებთ 

09,=-- VI მX ძთ; 9X VI ლუბოვ (32,6) 
რ ი”, იი'; ჯ მყსმი; 07" იი', იი', 

თუ, ისე როგორც ყოველთვის, სისტემის ცოცხალ ძალას აღვნიშნავთ 

ჟ7#-თი, ხოლო პოტენციალური ძალების შესაბა პოტენციალურ ენერგიას 
”-თი1, დავრწმუნდებით, რომ ლაგრანჟის მეორე გვარის განტოლებებს, გან- 

"სახილველი შემთხვევისათვის, ექნება სახე 

624 იძი0--?) _ _0ი7?–7/) = იჯ . 

თხ იი”; ძი; ძი”; 
  

თუ #” და X” ფუნქციების (29,4) და (29,5) გამოსახულებებს გავიხსენებთ, 

დავრწმუნდებით, რომ 29-+X 9 და უკანასკნელი სისტემა ასე შეიძ- 
ი; იძი, : 

“ლება გადავწეროთ: : 

42 ძჩჯ _ % _ 9 X 0 ფ=1, 7..,9. (32,7) 
იL ძი”, +2; იი” 

  

ვინაიდან # ფუნქციას ისეთივე სახე აქვს, როგორიც ცოცხალ ძალას, 

ამიტომ განზოგადებულ კოორდინატებში მის გამოსახულებას ექნება სახე 

#= 13 6, 9'ი',, (32,8) 
. –»-=1 (=1 

სადაც > მუდმივი რიცხვებია, ამასთან 0,ც=06ჯ. ისაა როგორც სისტემის 

ცოცხალი ძალა, # წარმოადგენს განზოგადებული სიჩქარეების მიმართ დადე- 

„ბითად განსაზღვრულ კვადრატულ ფორმას. 

X ფუნქციას უწოდებენ გაფანტვის ფუნქციას. ეს ფუნქცია პირვე- 
-ლად შემოყვანილი იყო რელეის მიერ, ამიტომ მას აგრეთვე რელეის ფუნქ- 

“ციას უწოდებენ. გამოვარკვიოთ ამ ფუნქციის ფიზიკური შინაარსი. ამ მიზნით 
(32,7) ტოლობები გავამრავლოთ ი';-ზე და ავჯამოთ ჟ ინდექსით, მივიღებთ 

. ისე როგორც წინა პარაგრაფში, ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ 4; = 0 წერტილზე V ფუნქ- 
„ციას აქვს მინიმუმი და ეს მინიმუმი ნულის ტოლია. 
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, ” ი 
)) VIყეიე, · 

სი,“ ( ი. +X" ე, %= 2, ლ · (32,9) 

წლი (IL ში'; ; ლ იი; )51 ძი ” 

თუ ბ"ვითვალისწინებთ ადვილად შესამოწმებელ იგივობას 

, ძი იჯ ძიძ/, ძწ ს ეი 
––_____ის ვე. 

ითL იი'; « ძ9; ძი”; 

უკანასკნელი ტოლობა მოგვცემს 

ძნ121 ძი”; 351 ძი”, 2 ძმ, 151 ი.“ 

ვინაიდან /' და # კვადრატული ფორმებია, ამიტომ გვექნება 

" “ 0 
2 რ-ი = 2, რუის (32,11) 
ა)51 

ამის გარდა ცხადია, რომ 

ი» „ 0V _ 
,) – Mი 32,12). 

«“– –2- ი. თ ალა ”' ( ) 

(32,11) და (32,12) ტოლობების ძალით, ც2.10). ტოლობა ასე გადაიწერება: 

+–C+7)=-2#. (32,13). 
( 

უკანასკნელი ტოლობა, რომელიც ახასიათებს სისტემის სრული ენერგიის 

დაცემის ზომას, იძლევა გაფანტვის ფუნქციის ფიზიკურ შინაარსს. ამ ფუნ)შ- 
ციის ასეთი სახელწოდება სწორედ აღნიშნულ გარემოებასთან არის დაკავში- 
რებული. 

თუ გავითვალისწინებთ სისტემის (ცოცხალი ძალის, პოტენციალური. 

ენერგიის და გაფანტვის ფუნქციის (29,4) (29,5) და (32,8) გამოსახულებებს, 

(32,7) სისტემა ასე შეიძლები გადავწეროთ: 

აჟებეაბსაეაი ზი ა ა” (32,14)· 
+0კ9,;+ხყი; + ხIძ0ე –L...-L ხი, =20 

C=1, 9,-.., 4). 
ამ სისტემას მილევადი რხევის დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემას უწო– 

დებენ. ვეძებოთ ამ სისტემის ამოხსნა შემდეგი სახით: 

ი;== 4160M (ე= 1, 2,...,8). '(32,15): 

თუ ამ მნიშვნელობებს (32,14) სისტემაში შევიტანთ, 0M-ზე შეკვეცის შემდეგ, 

„მივიღებთ #4; მუდმივების მიმართ შემდეგ ალგებრულ განტოლებათა სისტემას: 

(თ,#მ –- 0,,»-L II) 41-L (თა + თ.ბ -L ბი) 4 +- ...+ 

-–++ (თ. > -+6,,7+ სი) 4, == 0 

(=1, 2)..., §). 

(32,16+ 
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ამ სისტემას რომ ჰქონდეს არატრივიალური ამოხსნა, აუცილებელია და საკ- 

მარისი სისტემის დეტერმინანტი ტოლი იყოს ნულის და, მაშასადამე. /„. აკმა- 

ყოფილებდეს შემდეგ განტოლებას: 
(ყვ 1 0.(” ++ ს... წუჟოს –+2, #ო- ს), | 

უუ” – –''" 
თი#“ -L ია). -L ხის ..- რვა + რი LC ს | 

ამ განტოლებას (32,14) სისტემის მახასიათებელ განტოლებას უწოდებენ, 

ვინაიდან (32,17) განტოლება წარმოადგენს 2.-ს მიმართ 2§ რიგის განტოლებას, 

ამიტომ მას ექნება 9§ ფესვი, , 
ვთქვათ, #=>V+2, და » =V –- I წარმოადგენენ (32,17) განტოლების 

კომპლექსურად შეუღლებულ ფესვებს, (32,16) სისტემის ამოხსნები, რომელნიც 

ამ ფესვებს შეესაბამებიან და რომელთაც >, ღა #,-ით აღენიშნავთ, იქნებიან 

კომპლექსურად შეუღლებულნი: 
-44,= თ,--1210.. “4უ=06, 23; (უ1= 1, 2, .. §). 

თუ » ნამდვილი ფესვია, მაშინ „L; => „I', == Cთ,. 

გავამრავლოთ (32,16) ტოლობა |(',-ზე და ავჯამოთ /; ინდექსით, მივიღებთ 

2. I (4, 4) ++ 7 (4L 2) + 1”(+L, Lე) C0, (32.18) 

სადაც 1 ჭ წა 

/,, (6X––– LI %1 ,;. · 

+ (4, 4') == 222 თ, 4), (32.19) 
251 (ს-L 

, 1 ვ ? , 

CI, 40= 22 0, 4 +, (32.20) 
X#=1 #::1 

. , 1 § .C , 

7 (4, 4') == სს 44 # (32,21) 

451 I= 

16) სისტემას შევადგენთ » ფესვისა და მის შესაბამ ,1'; კოეფი- 
32 · 

თუ (ს, შემდეგ გავამრავლებთ „2,-ზე და შევაჯამებთ /: ინდექსით, 

ციენრე. +-ის მიმართ ისევ (32,18) განტოლებას. 

მივიღე უე გავითვალისწინებთ, რომ 
თ , , 

4.4 -++ 4;4ს = 2CX, -+ 88/) 

ელობაში მივიღებთ, რომ I CI, IC, II; II 0»ჯ | სიმეტრიული მატ- 
და მული ადვილად მივიღებთ . ; 

რიცები” X (4, 41= 760) -L I (8), 

X C4, 4) = XL (9 -L # (8), (32.22) 
7 (4,4')=7 (0)+7 (3), 

სადაც 1 555 
7რ=-2 42 რ,რ რი · 

ი გნიშვნელობა აქვთ #'(თ), 7 (9), 7'(8), XV8), ” (8) გამოსახულებებს, 
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(3222 ტოლობები გვიჩვენებენ; რომ #2”(4, 4”), # (4, 4”, X (4, 4" 
"სიდიდეები რომელნიც (32,189) კვადრატული განტოლების კოეფიციენტებს 
წარმოადგენენ, ნამდვილი დადებითი სიდიდეებია. აქედან გამომდინარეობს, 
რომ 2. არ შეიძლება იყოს ნამდვილი დადებითი რიცხვი. 

(32.18) განტოლებიდან, ცხადია, გვექნება 

_ –XX4, 41+ M (4, 4) 4X(4, 4')7 (4, 4) (32,23) = 2X CI, 4) –_ 

  

  

ანუ, რაც იგივეა, 

–სწო+#”C6)1+ VV+X7C)-47C +7C)II=<+X(91, ცი 
2 (IX (თ) -+ 7 (8)) , 

„აღვნიშნოთ (32,18) განტოლების დისკრიმინანტი V-თი: 

წ-ო „-/ი(9+7# (8)! – 427 C)-LXV8))I  -+-X8)).  (32,25) 
: განვიხილოთ შემდეგი სამი შემთხვევა: 

19. კთქვათ, წინააღმდეგობის ძალა იმდენად დიდია, რომ ყოველთვის 

V>0, ე. ი. 

  

#. == 

#1 > 47. 

მაშინ. (32,23) ფორმულის ძალით, ყველა ფესვი იქნება ნამდვილი უარყო- 

ფითი. თუ ამის გარდა ვიგულისხმებთ, რომ ყველა ფესვი მარტივია და მო- 
ვიქცევით ისე როგორც § 30-ში, დავრწმუნდებით, რომ (32,14) სისტემის 

ზოგადი ამოხსნა იქნება 

(12 · · 

= 24" თი (1 == 1, 2, ..., 8), (32.26) 
ხ= 

სადაც 4!; გარკვეული რიცხვებია, C,; ნებისმიერი მუდმივებია. უკანასკნელი 
ფორმულები გვიჩვენებს, რომ განსახილველ შემთხვევაში სისტემის მოძრაობა 

იქნება აპერიოდული, ამასთან 0ი;->0, როცა L-> C და, მაშასადამე, სისტემა 

ასიმპტოტურად უახლოვდება მდგრადი წონასწორობის მდებარეობას. რო- 

“გორც ადვილი მისახვედრია, ეს შედეგი რჩება ძალაში ჯერადი ფესვების შემ- 

თხვევაშიაც. 
2“, ვთქვათ, V =0, ე. ი. 

: #” = 47. 

ამ შემთხვევაში აუცილებლად 42. იქნება ჯერადი ფესვი, ამასთან (32,23) ფორ- 
მულის ძალით. /. იქნება უარყოფითი. ამ ფესვის შესაბამ ამოხსნას ექნება სახე 

(4'ჯ+–+ 4 ;ს) ი. 

ვინაიდან » < 0, ამიტომ ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ამ შემთხვევაშიაც 

სისტემა ასიმპტოტურად უახლოვდება მდგრადი წონასწორობის მდებარეობას, 

” 9”. ვთქვათ, წინააღმდეგობის ძალები იმდენად მცირეა, რომ ყოველთვის 
V < ი, ე. ი. 

#1? 477 < %. 

·(32,24) ფორმულის ძალით, ყველა ფეხვი იქნება კომპლექსური, ამასთან, (32.18) 
განტოლების ძალით, 

5378 ·



XL(4, 4) _ __ #(2)+X#LCზ) 

#XC4, 41 2C)+1X() 
და. მაშასადამე, ყოველი ფესვის ნამდვილი ნაწილი იქნება უარყოფითი. 

თუ დავუშვებთ, რომ ). ფესვისათვის #(7.) დეტერმინანტის »--1 რიგის 

მინორებიდან ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან და მოვიქცევით ზუსტად 
ისე, როგორც § 30-ში, მივიღებთ (იხ. (30,14) ტოლობები) 

  X-IL-I' == 2V = –– (32,27) 

  
04ძ0 _ 4 _ "== 4, --/' 

ბ.მ) 4,ე0ა) ა,0) ·.” 
საიდანაც #-ბ0)0 

/=6, , 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია, რომელიც ერთის ტოლად შეიძლება მივიღოთ 
C=1. (32,15) ტოლობების ძალით, ვღებულობთ 

ი;=4,70) 0" (1=1, 2,..., §). 
ვიგულისხმოთ, რომ 400=0 განტოლების ყველა ფესვი მარტივია და 

განვიხილოთ კომპლექსურად შეუღლებული ფესეები 
X == V –L 2IL, 

ML =V; –“ 2IM. 

ცხადია, ამ ფესვების შესაბამ კერძო ამოხსნებს ექნება სახე 

#,(M)6V IM. , 

ბ, (უაითი იი, 
როგოოც ადვილი მისახვედრია, ტ, (2). წარმოადგენს 4#7,(0V)-ს კომპლექსურად 

შეუღლებულს. , 
ამ კერძო ამოხსნების ნამდვილი და წარმოსახვითი ნაწილები აგრეთვე 

ამოხსნები იქნება და მაშასადამე, ამ ამოხსნებიდან ჩვენ შეგვიძლია მივიღოთ 

2§ ნამდვილი (არსი) ამოხსნა, რომელნიც (32,14) სისტემის ამოხსნათა ფუნდა- 

მენტალურ სისტემას შეადგენენ თუ ამ ნამდვილ ამოხსნებს გავამრავლებთ 
ნებისმიერ მუდმივებზე და შევკრებთ. დავრწმუნდებით, რომ (32,14) სისტემის 

ზოგად ამოხსნას არს ფუნქციებში ექნება სახე 

ი; = 2) 0M! (2/1, 608 II -L #1, §1ი IM), (32,28) 
#=1 

სადა, 1/1!; და #2; მუდმივებია, რომელნიც. 2: ნებისმიერ მუდმივს შეიცავენ. 
ამრიგად, როცა წინააღმდეგობის ძალები საკმარისად მცირეა, მაშინ 

სისტემის რხევა მდგრადი წონასწორობის მახლობლობაში სავსებით დახასიათ- 

დება (32,28) ფორმულებით. ვინაიდან Vჯ<0 (იხ. (32,27) ფორმულა), ამიტომ 

სისტემის რხევას განსახილველ შემთხვევაში ეწოდება მილევადი რხევა, ამასთან 

ცხადია, 90;->0, როცა ჯ-> <=. და მაშასადამე, სისტემა ასიმპპტოტურად უახლოვ- 

დება მდგრადი წონასწორობის მდებარეობას. თუ ჯერადი ფესვების შესაბამ 

ამოხსნებს დავწერთ და შემდეგ შევადგენთ (32,14) სისტემის ზოგად ამოხსნას, 

დავრწმუნდებით, რომ ამ შემთხვევაშიაც ადგილი ექნება აღნიშნულ გარემოებას. 

თუ წინააღმდეგობის ძალები არა გვაქვს, ე. ი. # ==0, მაშინ, როგორც 

ადვილი მისახვედრია, (32,28) ამოხსნები დაემთხვევა (30,32) ამოხსნებს. 
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§ ვვ, მატერიალურ წერტილთა სისტემის იძულებითი რხევა 

ვთქვათ, წინა პარაგრაფში განხილული პოტენციალური ძალებისა და 
წინააღმდეგობის ძალების გარდა სისტემაზე მოქმედებენ ე. წ. შემშფოთებელი. 
პერიოდული ძალები, რომელთა შესაბამ განზოგადებულ ძალებს აქვს სახე 

C”; == X; 005 1X# (ე ==1, 2) ....) 8) (3პ,1) 

სადაც ჯ,; და ჯ გარკვეული მუდმივი რიცხვებია. 

აღნიშნული ძალების მოქმედებით მატერიალურ წერტილთა სისტემის 

მოძრაობას სისტემის იძულებით რხევას უწოდებენ. 

ლაგრანჟის მეორე გვარის განტოლებებს, ამ შემთხვევაში, ცხადია, შემ- 

დეგი სახე ექნებათ 

“ს ი, '+ითამა + ... + თ, იი +001 + თამი –+..-+ C;ა ი, + (33,2) 

–ხე9ი)-Cხაიე +..+ ხს.9- == 17: 609 I 

0:=>=1, 2)...,§). 

(33,2) სისტემა წარმოადგენს მეორე რიგის წრფივ, მუდმივკოეფიციენ- 

ტებიან, არაერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემას. ამ სის- 

ტემის ზოგადი ამოხსნა წარმოადგენს მისი რაიმე კერძო ამოხსნისა და შესაბამი 

ერთგვაროვანი სისტემის ზოგადი ამოხსნის ჯამს. (33,2) სისტემის კერძო 

ამოხსნის მოსაძებნად განვიხილოთ შემდეგი სისტემა: 

0,190," + თამი -I...-+ იმი +094 00 -L...-L 0,,9-+ 

–-ხI)9,კ + სსამე+ ...-L-ს),0- == #6 (#=>1, 2,...,5). 

ცხადია, ამ სისტემის ამოხსნის ნამდვილი ნაწილი იქნება (33,2) სისტემის 

ამოხსნა. ვეძებოთ (53,3) სისტემის კერძო ამოხსნა შემდეგი სახით: 

0; == #საC'"' (:==1, 2,...,§). (33,4) 

თუ ამ.მნიშვნელობებს (33,3) სისტემაში შევიტანთ, #8L კოეფიციენტების მო- 

საძებნად მივიღებთ შემდეგ ალგებრულ განტოლებათა სისტემას: . 

(C–თცია'+1300, + ს)))18, +(--თ,აი" + 100, +LხL5)18,ე-C...- 

–“+-–-თ,,ჯ? –+90C,+ხ)18. = #. (/, ==1, 2...,8). 

ამ სისტემის დეტერმინანტი, ცხადია, ტოლია #4(7)-სი, სადაც #(X) ის დეტერ- 

მინანტია, რომელიც წინა პარაგრაფში იყო განხილული, ვიგულისხმოთ, რომ 

ჯე არ არის #4(+)=20 განტოლების ფესვი, ე. ი. 4(ჯჯ) # 0. თუ (33,5) სისტემას 

ამოვხსნით კრამერის ცნობილი წესის მიხედვით, ცხადია, მივიღებთ: 

· 8.=4%% (§7)L) ბ (6»)1, -L... + ბა (1»)X. (-==1,2 

9 Cწ;1) : 
სადაც 4,1») წარმოადგენს 4(:»X) დეტერმინანტის 7ჯ-ური სტრიქონისა და 
# სვეტის შესაბამი ელემენტის ალგებრულ დამატებას. 

განვიხილოთ #4 (.)==0 განტოლება და ვიგულისხმოთ, რომ წინააღმდე- 

გობის ძალები საკმარისად მცირეა, მაშინ როგორც წინა პარაგრაფში იყო 
ნაჩვენები, ამ განტოლების ყველა ფესვი კომპლექსურია: 

== VL“- ზს (;==1, 2,...,23), (33,7) 

(33,3) 

(33,5) 

  სვ, (33,6+ 
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ამასთან V, < 0. ამ ფესვებში, ცხადია, მოთავსებულია კომპლეგსურად შეუღლე- 
ბული ფესვები. 

ვინაიდან 4(.) წარმოადგენს 7-ს მიმართ 2§ რიგის პოლინომს, ამიტომ, 

ცხადია, გვექნება 
9 

აცა=ი II (#-- XI), (33,8) 

სადაც #51 
((ვუვ C,წ1ე)...ე/1§ 

  – -– 

== | 69) (ნევა ---IC9 | . (33,9) 

  (01) XC(§ა9, ...2 CC 

(33,7) და (33,8) ფორმულების ძალით ვღებულობთ 

ბ607) == | | –#+:Cფ-–-სი!. (33,10) 
L>1 

თუ ამ მნიშვნელობას (33,6) როლობებში შევიტანთ, გვექნება 

34 (2) ს» 
%6-1 

ზC=- ”“”“_ (33,11) 

ი | I –-»+V»-სი! 
L=1 

„თუ გები (#2)# კომპლექსური გამოსახულების მოდულს და არგუმენტს აღე- 

თ= 

ნიშნავთ შესაბამად #.-ით და /,--ით, მივიღებთ: 

34,» (17) ი = 1, CV (33,12) 
ასევე. გვემნებ“ სარ 

“-V; + 8 (0-– ს))=> I/ Vჯ? + (7 –– IV)? 02%. (33,13) 

თუ (33,12) და (33, 13) მნიშვნელობებს (33,11) ტოლობებში შევიტანთ, მი- 
ვიღებთ: 

8 = #09 _ ამმ. 9ე (33,14) 
ა, 

თ LI I” V"+ ()–- Iს? 

სადაც #4 

2” 

8 =: VI2,. 
– 
#51 

თუ ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ. (3ვ3,4) ტოლობებში, გვექნება (33,3) სისტე- 
მის შემდეგი ამოხსნა: 

ი0,== - #. გ”IIყ+I-“ ზ). (33, 15) 

“ 

თ 1ს ს+თ–»ა' 
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თუ ამ მოხსნიდან გამოვყოფთ არს ნაწილს, მივიღებთ (33,2) სისტემის შემ- 
დეგ კერძო ამოხსნას: 

ლ– “ივ (»L+%/---8) (6-=1, 2,...., 8).  (33,16). 

«I I + (გ-–სა)” 
L" 

თუ მოვიგონებთ, რომ, განსახილველი მცირე წინააღმდეგობის ძალების. 
შემთხვევაში, (33,2) სისტემის შესაბამ ერთგვაროვანი სისტემის ზოგად ამოხსნას. 
აქვს· (32,28) სახე, დავრწმუნდებით, რომ (33,2) სისტემის ზოგადი ამოხსნა 

წარმოიდგინება შემდეგი ფორმულებით: 

| : #X. - 

ი=–––– “"““ იი09(M+#/-0+ 
”"”"M"ჰ„"„ჰ_„_შჩშ”ჩშ?”“”“ჩ”'”'"'"Mს""'' 

ი I IV Vმ+ (ა-ა)? 
M5=1 

–+ 2, ი (1I,' 005 M#-+ V,I §1I IX) (+ == 1, 2, ...,-§). (33,17). 
151 

ამ ტოლობის მარჯვენა მხარის პირველი შესაკრები, რომელიც სისტემის იძუ- 

ლებით რხევას ახასიათებს წარმოადგენს ჰარმონიულ რხევას, მეორე შესაკ- 

რები კი, რომელიც სისტემის საკუთრივ რხევას ახასიათებს, წარმოადგენს 

მილევად რხევას. 

ვთქვათ, წინააღმდეგობის ძალები არ მოქმედებენ სისტემაზე, მაშინ C,,==0 

და (33,2) სისტემა შემდეგ სახეს მიიღებს: 

C1 0,” + რა 0: -++.. ·+ თ,,0; + ხI)90,) + ხ:9ე –L.. --L 8,,0,= LL» 0605 ჯხ. (33,18). 

როგორც § 10-ში იყო ნაჩვენები, ამ შემთხვევაში #4(#)=20 განტოლების ყველა. 

ფესვი წმინდა წარმოსახვითი რიცხვია, ამიტომ V.,=> 0 და (33,18) სისტემის- 

კერძო ამოხსნას, (33,16) ტოლობების ძალით, ექნება სახე 

ლი=- “ “ ი09(»M++X---2) C=1, 2, ..., 9. (33,19 
«1 I თ-ს) 

#=1 

„ 

ამის გარდა, თუ მოვიგონებთ, რომ (33,18) სისტემის შესაბამი ერთგვაროვანი 

სისტემის ზოგადი ამოხსნა (30,32) ფორმულებით წარმოიდგინება, დავრწმუნ- 

დებით, რომ (33,18# სისტემის ზოგად ამოხსნას ექნება სახე 

#., 0,= –------ ბ05(X(--%,– დ) +% ბ,(X) VI 817) (ILL# –L 6.) (33,20) 

«II (ი-–) ' “ 
==. (6 =1, 2,..., 8). 

უკანასკნელი ტოლობები გვიჩვენებს, რომ როცა იძულებითი რხევის სიხშირე 

დაემთხვევა საკუთრივი რხევის ერთ-ერთ IV სიხშირეს, მაშინ იძულებითი რხე- 

ვის ამპლიტუდა აღწევს უსასრულობას და ადგილი აქვს ე. წ, რეზონანსის 
მოვლენას. 
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განყოფილება 7 

მოძრაობის მდგრაღობის ზობიერთი საკითხი 

§ 34. შეშფოთებული მოძრაობის დიფერენციალური 
განტო.ლებები 

ამ განყოფილებაში ჩვენ განვიხილავთ, მოძრაობის მდგრადობის თვალ- 

საზრისით, მექანიკურ სისტემას, რომლის მოძრაობაც დახასიათდება შემდეგი · 

სახის დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემით: 

რ.  ჩ VI >. ი) (#=1, 2,-.-, 7). (34,1) 

ამ სისტემის ყოველ ამოხსნას ხსენებული მექანიკური სისტემის გარკვეული 

მოძრაობა შეესაბამება. როგორც ადვილი მისახვედრია, ის განტოლებები, 
რომელთაც აქამდე ვიხილავდით, (34,1) სისტემის სახით შეიძლება იქნენ წარ- 
მოდგენილი. ცხადია, პამილტონის კანონიკური განტოლებები: 

ძი ძIL  ძM _ _ 0/L (;=1, 2,..., §) (34,2) 
თი მძ” ძ/ მძ. 

(34,1) სახის სისტემას მიეკუთვნება. თუ ლაგრანჟის მეორე გვარის განტო- 
ლებებს, ჩვეულებრივი მეთოდით, პირველი რიგის სისტემამდე დავიყვანთ, 
მივიღებთ სწორედ (34,1) სახის სისტემას. როგორც მყარი სხეულების დინა- 

მიკაში იქნება ნაჩვენები, მყარი სხეულის მოძრაობის განტოლებები (34,1) 

სახით შეიძლება იქნენ წარმოდგენილი. უკვე ნათქვამიდან ცხადია, რომ (34,1) 
სახის სისტემამდე მიიყვანება თეორიულ მექანიკაში განხილული ყოველი მექა- 

ნიკური სისტემის მოძრაობა. 

შემდეგში ყოველთვის ვიგულისხმებთ, რომ (34,1) სისტემისათვის დაცუ- 

ლია ამოხსნის არსებობისა და ერთადერთობის დებულების პირობები. 
განვიხილოთ (34,1) სისტემის რაიმე კერძო ამოხსნა | 

V,: =წILI) (#=1, 2,.-., #). (34,3) 

ეს ამოხსნა, ცხადია, განსაზღვრავს აღებული მექანიკური სისტემის მოძრაო- 
ბას გარკვეულ საწყის პირობებში. 

მექანიკური სისტემის მოძრაობას, რომელიც დახასიათებულია (34,3) 

კერძო ამოხსნით, ვუწოდოთ არაშეშფოთებული მოძრაობა. ამრიგად, 

არაშემშფოთებულ მოძრაობად შეიძლება მივიღოთ მექანიკური სისტემის 

ყოველი კერძო მოძრაობა, ყოველ სხვა მოძრაობას, რომელიც განსხვავდება 
აღებული არაშეშფოთებული მოძრაობისაგან ეწოდება შეშფოთებული 

მოძრაობა. 

განვიხილოთ (34,2) სისტემის რაიმე ამოხსნა: 

V/.=7I() (#=1, 9...., XI). (34,4). 

რომელიც განსხვავებულია (34,3) ამოხსნისაგან. სხვაობებს 

VII) – და) (#=1,..., ია) 
ეწოდება შე შფოთება. 
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განმარტება. მექანიკური სისტემის არაშეშფოთებულ მოძრაობას, რომე- 
ლიც დახასიათებულია (34,3) ტოლობებით, ეწოდება მდ გრადი, თუ ყოველი 

წინასწარ მოცემული დადებითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი C6(8) რიცხვი, 
რომ ყოველი შეშფოთებული ჯ( =VL(1) (/:=1, 2,..., 7) მოძრაობისათვის, რომ- 

ლისათვისაც საწყის ჯ:=ჯე მომენტში დაცულია უტოლობა 

| VIC#ი) –– დ;(ჯ#ი) | <= 9, 

მთელი შემდგომი მოძრაობის დროს ადგილი ექნება უტოლობას 

| VII) -–– დ,(,) | <5, როცა # >. 
როგორც ადვილი მისახვედრია, მატერიალურ წერტილთა სისტემისა- 

თვის მოძრაობის მდგრადობის ეს განმარტება იგივეა, რაც § 27-ში მოცემული 

განმარტება. 
თუ არაშეშფოთებული მოძრაობა მდგრადია და ამასთან 8 შეიძლება 

იმდენად მცირე ავიღოთ, რომ როცა | ყV#ა) –– დL(ჯ-) | < 6, ადგილი პქონდეს 
ტოლობას 

11% VI – დ01= (34.5) 
(“თ 

მაშინ ვიტყვით, რომ ხსენებული არაშეშფოთებული მოძრაობა არის ასიმპ- 

ტოტურად მდგრადი. 
როგორც § 27-ში იყო აღნიშნული, წერტილის ჰარმონიული რხევა და 

ციკლოიდური საქანის რხევა, ნებისმიერ საწყის პირობებში, მდგრად მოძ- 

რაობებს წარმოადგენენ; მათემატიკური საქანის მოძრაობა კი არ არის 

მდგრადი. წერტილის მილევადი ოხევა, რომელიც ნებისმიერად აღებულ საწ- 
ყის პირობებს შეესაბამება, ასიმპტოტურად მდგრადია. ასევე, მდგრადი წონას- 
წორობის მახლობლობაში მატერიალურ წერტილთა სისტემის პარმონიული 

რხევა და მილევადი რხევა მდგრად მოძრაობებს წარმოადგენენ, ამასთან სის- 

ტემის მილევადი რხევა ასიმპტოტურად მდგრადია. 

ყ)» V:”'-; უთ ფუნქციების ნაცვლად შემოვიღოთ ეჯ,..., დ, ფუნქციები, 
რომელნიც #,,---, ფუნქციებთან დაკავშირებულნი არიან ტოლობებით 

291: შVყ: ზL(ჯ) (/1=1, 2... მბ), (34,6) 

ამასთან ჯL=Cდ,(ჯ) (#ჯ=1, პ,..., წ) სისტემის არაშეშფოთებული მოძრაობის 
განტოლებებია. 

(34,601 ტოლობების ძალით, (34,1) სისტემა ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

- 2, 2 შე. დი) (#=>=1, 2,..., 911), (34,7) 

სადაც | 
%IC. (01ა 20-03 'ბშ" ძიო)= /#IXLწ, 2, ++ დ), %ა + დე,.·:, მი –+ დი) _ 

–/0, დ, Cდ;:-.·, დი). (34,8) 

(34,7) სისტემას ეწოდება აღებული მექანიკური სისტემის შე შფოთე- 
ბული მოძრაობის განტოლებები. 

(34,8ე) ტოლობის ძალით, 

XI. 0, 0,..., 0)=9,



ამიტომ, როგორც ადვილი მისახვედრია, =C=0 (7=1, 2,..., 71) აკმაყოფილებს 
(34,7) სისტემას, ამასთან, ცხადია, (34,3) არაშეშფოთებული მოძრაობისათვის 

2L=0 (/=1, 2ეც.... //!). 

ზემონათქვამის ძალით, მდგრადი მოძრაობა ასე შეიძლება განვსაზღვროთ: 

მექანიკური სისტემის არაშეშფოთებული მოძრაობა, რომელიც დახასია- 

თებულია განტოლებებით 
#:=0 (/1=1, 2). 21), (34,9) 

წარმოადგენს მდგრად მოძრაობას, თუ ყოველი წინასწარ აღებული დადებითი 
2 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი 6(:) რიცხვი, რომ როცა 

| 2X(I0) | <-9, 
მაშინ ადგილი ექნება უტოლობებს 

| 29(I1)| <6, L>L%ა: 

თუ, ამასთან, 6 იმდენად მცირე შეიძლება ავიღოთ, რომ „აია = 0, მაშინ 
–თ 

ვიტყვით, რომ ე;=0 არაშეშფოთებული მოძრაობა ასიმპტოტურად მდგრადია. 

დავწეროთ მათემატიკური საქანის შეშფოთებული მოძრაობის განტო- 
ლებები, მათემატიკური საქანის რხევის განტოლებას აქვს სახე? 

_– = _-–-ყი წ, 34,10 

CL? წ · ' ) 

სადაც 3. არის ვერტიკალური მდებარეობიდან საქანის გადახრის კუთხე, 
(| საქანის სიგრძეს აღნიშნავს, ეყ -–- სიმძიმის ძალის აჩქარებას, განვიხილოთ 

შემდეგი საწყისი პირობები: 

როცა #=ჯე, მაშინ 8-=1)), «0, 

ამ საწყის პირობებში (34,10) სისტემის ამოხსნა იყოს 

2= (I). _ 
ამ განტოლებით დახასიათებული მოძრაობა მივიღოთ არაშეშფოთებულ მოძ- 

რაობად. 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 
დ=14 –- CდXC), (34,11) 

მაშინ (34,10) განტოლება ასე გადაიწერება: 

2 
29-60 ფიI2+-901+ #- «მი (დ). (64,129) 

„ეს უკანასკნელი მათემატიკური საქანის შეშფოთებული მოძრაობის განტო- 

ლებას წარმოადგენს. ცხადია, 2=0, რომელიც ამ განტოლების ამოხსნაა, 
საქანის აღებულ არაშეშფოთებულ მოძრაობას განსაზღვრავს. 

შემდეგში ჩვენ განვიხილავთ ე. წ დამდგარ მოძრაობებს, ე. ი. 

“ისეთ შემთხვევებს, როცა X, ფუნქციებში ჯ პარამეტრი ცხადად არ მონა- 

წილეობს. ა 

' ცხადია, ეს განტოლება მიიყვანება ორი განტოლებისაგან შემდგარ პირველი რიგის 

„სისტემამდე. 
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(34,7) სახის სისტემისათვის მდგრადობის ამოცანის გადასაწყვეტად იყე– 
ნებენ ორ მეთოდს. 

პირველი მეთოდი, რომელსაც გაწრფივების მეთოდი ეწოდება, იმაში 

მდგომარეობს, რომ XI(C>,, თ:,--· 2») ფუნქციებს შლიან ხარისხოვან მწკრივად. 

0L=0 (:=1, 2,.--., #) წერტილის მახლობლობაში და მეორე და უფრო მაღა- 

ლი რიგის უსასრულოდ მცირე სიდიდეებს უკუაგდებენ. მიიღება ე. წ. გაწრ- 
ფივებული სისტემა რომელიც პირველი რიგის მუდმივკოეფიციენტებიან. 

წრფივ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემას წარმოადგენს. ასეთი სისტე- 
მისათვის, ზოგადი ამოსსნის მოძებნის გზით, შეიძლება გადაწყვეტილი ივგნეს 
მოძრაობის მდგრადობის საკითხი, მაგრამ ამ მეთოდით სარგებლობის დროს- 

საჭიროა გამორკვეული იქნეს შემდეგი საკითხი: გაწრფივებული სისტემისა- 

თვის მდგრადობის საკითხის გადაწყვეტით გადაწყვეტილია თუ არა მდგრადო- 

ბის საკითხი თავიდან აღებული სისტემისათვის? ხსენებული პირველი მეთოდი. 

მოიცავს აგრეთვე იმ შემთსვევას, როცა (34,7) სისტემის ზოგადი ინტეგრალი: 

შეიძლება პირდაპირ იქნეს აგებული. ამ შემთხვევაში ხსენებული სისტემისა- 

თვის ადვილად წყდება მოძრაობის მდგრადობის არობლემა, 

მეორე მეთოდი იმაში მდგომარეობს, რომ (34,7) სახის სისტემისათვის. 

მისი ამოხსნის გარეშე გადაწყვეტილი იქნეს მოძრაობის მდგრადობის საკითხი.. 

ამ მეთოდში არსებით როლს თამაშობს ე. წ. ნიშანგანსაზღვრული, მუდმივ– 

ნიშნა და (კვალებადნიშნა ფუნქციები (იხ. § 26). 
ორივე ეს მეთოდი ამომწურავად იყო დამუშავებული დიდი რუსი მათე- 

მატიკოსის ლიაპუნოვის სადოქტორო დისერტაციაში. 

ჩვენი მიზანია მკითხველს გავაცნოთ ამ მეთოდების მოკლე შინაარსი. 

§ 35. გაწრფივების მეთოდი 

განვიხილოთ დამდგარი შეშფოთებული მოძრაობის დიფერენციალუთრ-· 
განტოლებათა სისტემა 

<-Xრი –_–_–“--“ (35,1). 

და დავუშვათ, რომ XL(0:, თა,-··, თ) ფუნქციები იშლებიან მწკრივად „;=0· 

C:=1, 2,..., I) წერტილის გარკვეულ მიდამოში. დიდძალი მექანიკური ამო- 
ცანისათვის X, ფუნქციების ასეთნაირად დაშლა შესაძლებელია. ვინაიდან 

XI(9, 0,..., 01=0, ამიტომ ხსენებულ დაშლას ექნება სახე ' 
ძ · 

თ ხით <წით + ნთთი + >2ICCს- თი. დო) (M#=1, 2,..-, ##), (35,2)- 

სადაც #L,,; მუდმივებია: პX, 

MM-(3“) , ” (35,3) 
ძთ, /ა 

X5Cთი თე: და) წარმოადგენენ ;,, 2,,:·ს»-.თ» (პვლადების მიმართ მეორე და- 
უფრო მაღალი ხარისხის წევრების ერთობლიობას. ' 

განვიხილოთ (35,2) სისტემის შესაბამი წრფივი სისტემა 

ძთ, · ჯ =7,თ, +- მ192ე +. '-+-სთთის (90ს=1, 2,..., 1), (35,4)- 
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რომელსაც ვუწოდოთ (35,1) ანუ, რაც იგივეა, (35,2) სისტემის მიმართ პირ- 

ველი მიახლოებითი სისტემა, თავიდან აღებულ (35,2) სისტემას ვუწო- 
დოთ სრული სისტემა. 

შევისწავლოთ ახლა თუ რა შემთხვევაში არის, არაშეშფოთებული მოძ- 

რაობა პირველი მიახლოებითი სისტემისათვის მდგრადი, რა შემთხვევაში არა- 

მდგრადი და გამოვარკვიოთ ამ სისტემისათვის მდგრადობის საკითხის გადა- 
წყვეტა იძლევა თუ არა ამავე საკითხის გადაწყვეტას სრული სისტემისათვის. 

·(35,4) წარმოადგენს მუდმივკოეფიციენტებიან წრფივ დიფერენციალურ 

განტოლებათა სისტემას, რომლის ამოჩსნაც, როგორც დიფერენციალურ გან- 

ტოლებათა თეორიიდან ცნობილია, მოინახება ეფექტურად (ცხადი სახით). 

ვეძებოთ (35,4) სისტემის ამოხსნა შემდეგი სახით: 

თL5= /1, 6M, (35,5) 

სადაც 4; და # საძიებელი მუდმივებია, რომელნიც ისე უნდა განისაზღვრონ, 

რომ (35,5) იძლეოდეს (35,4) სისტემის ამოხსნას, თუ (35,5) მნიშვნელობებს 

შევიტანთ (35,4) სისტემაში, მივიღებთ 

(იც 41-L 2435 -IL.· ·+ ქ)კთ «სა = 0, 

ყე. 4. + (აა»“ “» 4 --..-4+)/:თ 4-- 0, (35,6) 

ჰი? ი, 4... "4- (ნია X 4»= ი. 

იმისათვის რომ ალგებრულ განტოლებათა ამ სისტემას პქონდეს „I; 

კოეფიციენტების მიმართ არანულოვანი ამოხსნა, აუცილებელია და საკმარისი 

# იყოს ამოხსნა შემდეგი მახასიათებელი განტოლებისა: 

· | 2“ 2ბა32ე':+ე 121» 
40)=|) -......... 

221) 12თ2ე"" "1 თუთი 

=0. (35,7) 

  

სავსებით ისე: როგორც სისტემის პარმონიული რხევის შემთხვევაში 

(30,9ე) დეტერმინანტისათვის იყო ნაჩვენები, შეიძლება აქაც ვაჩვენოთ, რომ 
თუ 7 (35,7) განტოლების მარტივი ფესვია, მაშინ 4(2) დეტერმინანტის »-–-1 
რიგის მინორებიდან ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან, აღებული 2. მარ- 

ტივი ფესვისათვის (35,6) სისტემის ამოხსნად (24,კ რიცხვებად) შეიძლება 
მივილოთ 40.) დეტერმინანტის ნებისმიერი სტრიქონის ელემენტების შესაბამი 

#-1 რიგის მინორები, თუ ამ მინორებიდან ერთი მაინც განსხვავებულია 
ნულისაგან (ზემოაღნიშნულის ძალით, ასეთი სტრიქონი არსებობს). 

ამრიგად, (35,7) განტოლების ყოველ მარტივ ფესეს შეესაბამება (35,6) 
სისტემის გარკვეული აზოხსნა „I. ამ მნიშვნელობების (35,5) ფორმულაში 

შეტანით მივიღებთ პირველი მიახლოებითი სისტემის გარკვეულ ამოხსნას. 

· თუ დავუშვებთ, რომ (35,7) განტოლების ყველა ფესვი მარტივია, მაშინ 

მივიღებთ (35,3) სისტემის ; წრფივად დამოუკიდებელ ამოხსნას (ამოხსნათა 
ფუნდამენტალურ სისტემას), ამასთან ყოველი 27» ფესვის შესაბამი ამოხსნა 
(35,5) სახით წარმოიდგინება. 

განვიხილოთ ახლა ის შემთხვევა, როცა 7» წარმოადგენს მახასიათებელი 

განტოლების ჯ-ჯერად ფესვს. ·მოვიგონოთ დიფერენციალურ განტოლებათა 

387



თეორიიდან კარგად ცნობილი შედეგები და დავწეროთ (35,4) სისტემის ის 
ამოხსნები, რომელნიც ხსენებულ ჯერად ფესვს შეესაბამებიან. დავუშვათ ჯერ- 

ჯერობით, რომ მოცემული ჯ-ჯერადი X»ჯ ფესვისათვის 40.) დეტერმინანტის 

”“-1 რიგის მინორებიდან ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან. ამ შემთ- 

ხვევაში (35,4) სისტემის ამოხსნა იქნება 

თ-= ქ/ს)“ (/7:=1, 2,..., 1), (35,8) 

სადაც /L(C) გარკვეული პოლინომებია რომელთა შორის ერთი მაინც არის 

ისეთი, რომლის რიგი უდრის ზუსტად »--1-ს. როგორც ადვილი შესამოწმე- 

ბელია, თუ (35,8) ამოხსნაში ჯ#;(/) პოლინომებს შევცვლით მათი წარმოებუ- 

ლებით, მივიღებთ აგრეთვე ამოხსნებს და, მაშასადამე, ჩვენ ვღებულობთ 
(35.4) სისტემის შემდეგ » ამოხსნას 

ფო ი 7Mს ი0M (თ=0,1,..., 1-1), (35,9) 
ჯCთ 

სადაც 
ძმ _ძ? „LM 

= /I(L შუ =// ( ). 

ყველა ეს ამოხსნა წრფივად დამოუკიდებელია, მათ შორის უკანასკნელს 

აქვს (35,5) სახე. განსახილველ შემთხვევაში ჩვენ ვიტყვით, რომ აღებულ 42. 

ჯერად ფესვს შეესაბამება ერთი ჯგუფი ამოხსნებისა. 

დავუშვათ ახლა, რომ აღებული ჯ-ჯერადი 4. ფესვისათვის რიე) დეტერ- 

მინანტის ყველა 1-1 რიგის მინორი ნულის ტოლია, ხოლო #--2 რიგის 

მინორებიდან ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან (40) დეტერმინანტის 

რანგი უდრის IL-2-ს). ამ შემთხვევაში (35,4) სისტემას აკმაყოფილებს შემ- 
დეგი ორი სისტემა ფუნქციებისა: 

“ 21=6CI(,))6- (#=1, 2,.--, 7), (35,109) 

თ” =ბ,(0) CV  (:=1, 2,..., ი), (35,11) 
სადაც დI()) და თ,)(I)) (7:=1, 2,..-.. ) პოლინომებია, რომელთა უმაღლესი 
რიგებია შესაბამად » და ი, ამასთან »+ი=#–2. ისე როგორც ზემოთ, 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ თუ (35,10) და (35,11) ამოხსნებში დ,(ჯ) და 
IC) პოლინომებს შევცვლით მათი წარმოებულებით, მივიღებთ ისევ ამოხსნებს 

და, მაშასადამე, ვღებულობთ შემდეგ »ჯ ამოხსნას: 

_ძ- დ!) ი" (თ=0, 1 
თ(% 

ძვ თ,(ჯ) #+ 2 1IV7 2. 
| თჯზ : 

ამ ამოხსნებში აუცილებლად არის ორი ისეთი ამოხსნა, რომელთაც (35,5) 
სახე აქვთ. ამრიგად, განსახილველ შემთხვევაში ჩვენ ვღებულობთ ორ ჯგუფს 

ამოხსნებისა, რომელნიც შედგებიან შესაბამად »+1 და ძ«-+-1 ამოხსნისაგან 
დღა რომელთა საერთო რაოდენობა იქნება »უ -- «-+--2=». 
ს ვთქვათ ახლა, 40) დეტერმინანტის რანგი უდრის #X- -- 1-ს. ამ შემთხვე- 

ვაში » ფესვს შეესაბამება ისევ » ამოხსნა, მხოლოდ ეს ამოხსნები დაიყოფა 
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ვ.ათოშე ჯ), 

(35,12) 
(8=0, 1,..., 0)-



(35,12)-ის მსგავს 1 ჯგუფად. ყოველ ჯგუფში იქნება თითო ამოხსნა (35,5) 

ამოხსნის სახისა #60) დეტერმინანტის რანგი არ შეიძლება ნაკლები იყოს 

#-–- ზე (L< ) რადგან წინააღმდეგ შემთხვევაში » ფესვის ჯერადობა, 
როგორც ეს ადვილი შესამოწმებელია, მეტი იქნებოდა ჯ-ზე. თუ 4(+) დეტერ- 

მინანტის რანგი უდრის #.-- »-ს, მაშინ ამ ფესეის შესაბამი ამოხსნები დაი- 

ყოფა » ჯგუფად, ამასთან ყოველ ჯგუფში იქნება თითო ამოხსნა და, მაშასა- 
დამე, ყოველ ამოხსნას ექნება (35,5) სახე. 

თუ განვიხილავთ 400=0 განტოლების ყველა ფესვს, მაშინ ჩვენ მივი- 

ღებთ (35,4) სისტემის ;, წრფივად დამოუკიდებელ ამოხსნას. ეს ამოხსნები, 

საზოგადოდ, იქნებიან კომპლექსური. ვთქვათ, X#=V»--I., მაშინ (35,5) სახის 
ამოხსნა მოგვცემს 

ე2= (77 005 II –– 01510 MM)6, თLC=(#MX81) III - 010051)”, (35.13) 

სადაც #, და 60; მუდმივებია, რომელნიც წარმოადგენენ 4 რიცხეების ნამდ- 

ვილ და წარმოსახვით ნაწილებს. (35,8) სახის ამოხსნები აღებული კომპლექ- 
სური ფესვისათვის მოგვცემენ ნამდვილ ამოხსნებს 

2:== #10) 608 (+ –– /;I9 810 (L#) CM, 

ე: = (/ 9 51ი |Iჯ –– /,7) 008 IIL) 6M, 

სადაც #2) და /,CXჯ) გარკვეული პოლინომებია. ვინაიდან (35,7) მახასია- 

თებელი განტოლების კოეფიციენტები ნამდვილია, ამიტომ #=V -L + ფესვის 
შეუღლებულიც ამავე განტოლების ფესვი იქნება და, როგორც ადვილი მისახ- 

ვედრია, # =V –– §# შეუღლებული ფესვის შესაბამ ნამდვილ ამოხსნებს იგივე 
სახე ექნებათ, რაც 7#=V-–+12?, ფესვის შესაბამ ნამდვილ ამოხსნებს. ასეთი 

გზით ჩვენ მივიღებთ (35,4) სისტემის »„, წრფივად დამოუკიდებელ ნამდვილ 
ამოხსნას და, მაშასადამე, (35,4) დიფერენციალურ განტოლებათა სისტეზის 

ზოგადი ამოხსნა წარმოიდგინება, როგორც (35,13) და (35,14) სახის ამოხსნე- 

ბის წრფივი კომბინაცია. 
ამის შემდეგ მდგრადობის საკითხის გამორკვევა პირველი მიახლოებითი 

(35,4) სისტემისათვის არავითარ სიძნელეს არ წარმოადგენს. მართლაც, 

ვთქვათ მახასიათებელი განტოლების ყოველი ფესვის ნამდვილი ნაწილი უარ- 
ყოფითია. ამ შემთხვევაში (35,13) და (35,14) ტოლობების ძალით, ვრწმუნ- 

დებით, რომ არაშეშფოთებული მოძრაობა (35,4) პირველი მიახლოებითი სის- 
ტემისათვის მდგრადია ასიმპტოტურად. თუ მახასიათებელი განტოლების ფეს- 
ვებს შორის ერთი მაინც არის ისეთი, რომლის ნამდვილი ნაწილი დადები- 

თია, მაშინ არაშეშფოთებული მოძრაობა (35,4) სისტემისათვის არამდგრადია. 
ვთქვათ ახლა, მახასიათებელი განტოლების ფესვებს შორის არის ისეთი, რომ- 

ლის ნამდვილი ნაწილი ნულის ტოლია, ხოლო დანარჩენი ფესვების ნამდვილი 
ნაწილები უარყოფითია. თუ ნულოვანი ნამდვილი ნაწილის მქონე ფესვი მარ- 
ტივია ან ჯერადია, მაგრამ მისი შესაბამი ამოხსნათა ჯგუფების რაოდენობა 
ტოლია ფესვის ჯერადობის, მაშინ ამ ფესვის შესაბამ ამოხსნათა ჯგუფებს, 
(35,13) ფორმულების ძალით, ექნებათ სახე: 

2L= XMX0605 ს -––- CL51ს II, ქ0=7X5II II –– (2) 005 IM. (35,15) 

თუ საწყისი მონაცემები საკმარისად მცირეა, მაშინ ზოგად ამოხსნაში ამ ამო- 
ხსნების კოეფიციენტები იქნება საკმარისად მცირე და, როგორც . ადვილი 
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მისახვედრია, ამ შემთხვევაში ადგილი ექნება მდგრადობას უბრალოდ (არა- 

ასომპტიტურად). თუ ნულოვანი ნამდვილი ნაწილის მქონე ფესვი ჯერადია 
და ამ ფესვის შესაბამ ჯგუფთა რაოდენობა არ უდრის ფესვის ჯერადობას, 

მაშინ ცხადია, არაშეშფოთებული მოძრაობა (35,3) სისტემისათვის არა- 

მდგრადია. 

ამრიგად, ჩვენ ვრწმუნდებით შემდეგი დებულების სამართლიანობაში: 
დებულება 1. აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმისა, 

რომ არაშეშფოთებული მოძრაობა (35,4) პირველი მიახლოე- 

ბითი სისტემისათვის იყოს ასიმპტოტურად მდგრადი, მდგო- 

მარეობს იმაში, რომ (35,7) მახასიათებელი განტოლების ყჭვე- 

ლა ფესვის ნამდვილი ნაწილი იყოს უარყოფითი. თუ ხსენე- 

ბულ ფესვებს შორის ერთი მაინც არის ისეთი, რომლის ნამდ- 

ვილი ნაწილი დადებითია, მაშინ არაშეშფოთებული მოძ- 

რაობა (35,4) სისტემისათვის არამდგრადია. არაშეშფოთე- 

ბული მოძრაობა ამ სისტემისათვის იქნება უბრალოდ (არა- 

ასიმპტოტურად) მდგრადი, თუ მახასიათებელ განტოლებას 

არა აქვს ისეთი ფესვები, რომელთა ნამდვილი ნაწილები 

დადებითია, მაგრამ აქვს ფესვები, რომელთა ნამდვილი 

ნაწილები ნულის ტოლია და ამასთან ეს ფესვები. მარტივია 

ან ჯერადია, მაგრამ მათი შესაბამი ამოხსნების ჯგუფთა 

რაოდენობა ფესვთა ჯერადობის ტოლია. თუ მახასიათებელ 

განტოლებას აქვს ჯერადი ფესვები, რომელთა ნამდვილი 

ნაწილები ნულის ტოლია და ამასთან მათი შესაბამი ჯგუფ- 
თა რაოდენობა არ უდრის ჯერადობას, მაშინ არაშეშფოთე- 

ბული მოძრაობა არამდგრადია. 
მდგრადობის საკითხის გადაწყვეტა პირველი მიახლოებითი სისტემისა- 

თვის მთელ რიგ შემთხვევებზი იძლევა ამ საკითხის გადაწყვეტას სრული სის- 

ტემისათვის, ამ საკითხთან დაკავშირებით ადგილი აქვს ლიაპუნოვის შემდეგ 

დებულებებს (რომელნიც დაუმტკიცებლად მოგვყავს): 
“ დებულება 5. თუ პირველი მიახლოებითი სისტემის მახა- 

სიათებელი განტოლების ყველა ფესვის ნამდვილი ნაწილი 

უარყოფითია, მაშინ »,=0 არაშეშფოთებული? მოძრაობა სრუ- 

ლი სისტემისათვის ((35,2) სისტემისათვის) მდგრადია. ასიმპა- 

ტოტურად. , 
დებულება 3. თუ პირველი მიახლოებითი სისტემის მახა: 

სიათებელი განტოლების ფესვებს შორის ერთი მაი5ც არის 

ისეთი, რომლის ნამდვილი ნაწილი დადებითია, მაშინ არა- 
შეშფოთებული მოძრაობა სრული სისტემისათვის არა- 

მდგრადია. 
: დებულება 4.თ უპირველიმიახლოებითი სისტემის მახასია- 

თებელ განტოლებას არა აქვს ფესვები, რომელთა ნამდვილი 

ნაწილებიდადებითია, მაგრამ აქვს ფესვები ნულოვანინამდ- 
ვილი ნაწილით, მაშინ შეშფოთებული მოძრაობის დიფერენ- 

ციალურ განტოლებათა სისტემაში უმაღლესი ხარისხის.წევ- 

რები ისე შეიძლება შევარჩიოთ, რომ არაშეშფოთებული 

390



'მოძრაობა სრული სისტემისათვის, ჩვენი სურვილის მიხედ- 
ვი=, იყოს მდგრადი ან არამდგრადი. 

უკანასკნელი დებულება გვიჩვენებს, რომ პირველი მიახლოებითი სისტე– 
მისათვის მდგრადობის საკითხის გადაწყვეტა ყოველთვის არ ნიშნავს ამ საკით- 

ხის გადაწყვეტას სრული სისტემისათვის. 

ამრიგად, (35,1) სახის სისტემისათვის მდგრადობის საკითხის განხილვის 

დროს საქმე გვექნება არსებითად ორ შემთხვევასთან: პირველი, როცა მდგრა- 

დობის საკითხი წყდება პირველი მიახლოებითი სისტემის შესწავლით და 

მეორე, როცა მდგრადობის საკითხის შესასწავლად არ არის საკმარისი პირ- 

ველი მიახლოებითი სისტემის განხილვა, არამედ აუცილებელი ხდება მეორე 

და უფრო. მაღალი ხარისხის წევრების მხედველობაში მიღება. პირველ შემთხ- 

„ვევას უწოდებენ არაკრიტიკულ შემთხვევა ს, ხოლო მეორე შემთხვე- 

„ვას ––კრიტიკულ შემთხვევას, 
კრიტიკული შემთხვევის საილუსტრაციოდ განვიხილოთ დიფერენცია- 

ლურ განტოლებათა შემდეგი სისტემა: 

9. ყი , 
ი (35,16) 
CV. 

–==VX «V. 64 რ ყ 

სადაც თ მუდმივია. ამ სისტემის შესაბამი პირველ მიახლოებით სისტემას 

„აქვს სახე 

ძი ' V (35,179) 
(IL თ 

"ცხადია, ამ სისტემის შესაბამი აასრთველ განტოლება იქნება 

თ- | =)4-L1=0, (35,18) 
  

  

„საიდანაც #,=42, #:=–-4. ამრიგად, ორივე ფესვის ნამდვილი ნაწილი ნულის 

ტოლია და მაშასადამე, მე-4 დებულების ძალით, საქმე გვაქვს კრიტიკულ 

შემთხვევასთან. 1 დებულების ძალით, C=V=0 არაშეშფოთებული მოძრაობა 

(35,17) სისტემისათვის მდგრადია უბრალოდ (არაასიმპტოტურად), არაშეშფო- 
თებული მოძრაობა (35,17) სისტემისათვის რომ მდგრადია, ამაში დავრწმუნ- 

დებით უშუალოდ, 1 დებულების გამოყენების გარეშე. მართლაც, (35,17) სის- 
ტემიდან 2ჯ7 ცვლადის გამორიცხვით მივიღებთ 

(LM 5) +V=0, (35,19) 

რომლის ზოგად ამოხსნას აქვს სახე 

ყ=CV510 ((+8), (35,20) 

სადაც თ და 8 ნებისმიერი მუდმივებია. (35,17) სისტემის მეორე განტოლება 

'მოგვცემს 
ფუ=C 60§(ჯ -L 8). (35,21) 
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ამრიგად, (35,21) და (35,201) ტოლობები იძლევიან (35,17) პირველთ 
მიახლოებითი სისტემის ზოგად ამოხსნას განვიხილოთ შემდეგი საწყისე- 

პირობები: როცა L=0, მაშინ =>, V=ყ/ი-. ამ პირობების ძალით ადვილად 

მივიღებთ 

თ=I/ თა“+ ში”, 8= მსე“. (35,22) 
2%ი 

უკანასკნელის ძალით, (35,21) და (35,20) ტოლობები მოგვცემენ 

თ=VM/ თი +-ყი” 005 (#-L 3), 8=M/ 2ი" -L ყი” 510 (#+-ჩ). 
ამის შემდეგ ცხადია, რომ ყოველი წინასწარ მოცემული მცირე დადე– 

ბითი 6 რიცხვისათვის თე და #ე იმდენად მცირე შეიძლება შევარჩიოთ, რო?. 

ყოველთვის ადგილი ექნება უტოლობებს 
|)თს<8მ I|VI)<6 

და მაშასადამე, »=V=0 არაშეშფოთებული მოძრაობა (35,17) სისტემისათვის 

მდგრადია უბრალოდ (არაასიმპტოტურად). 

ვნახოთ რას მოგვცემს (35,16) სისტემა. ვთქვათ, >=»თ(), V=4() წარ-. 

მოადგენენ ამ სისტემის რაიმე ამოხსნას. იუდა გვექნება 

1 –- > C)+V'6)=იდ “” _+ყო “+ 
%, 

თუ ამ უკანასკნელში 22 და + სიდიდეების ნაცვლად შევიტანთ მათ მნიშვ:- 

ნელობებს (35,16) სისტემიდან, მივიღებთ 

- 4. (220) -L ყ'0)1=0წ2ბ() + ყ%01. (85,23). 

განვიხილოთ ორი შემთხვევა: 
19. თ>0. ამ. შემთხვევაში (35,23) ტოლობის ძალით, »“ -+ ჯ? ფუნქციის 

წარმოებული ყოველთვის დადებითია და, მაშასადამე, ეს ფუნქცია წარმოად- 
გენს ზრდად ფუნქციას და ის დროთა ვითარებაში საკმარისად დიდი გახ- 

დება. ნათქვამიდან ცხადია, რომ :=V/=0 არაშეშფოთებული მოძრაობა (35,16) 

სისტემისათვის, როცა თ>0, არ არის მდგრადი. 
29. თ<0. (35,23) ტოლობის ძალით, ამ შემთხვევაში ;; 1, / არის კლე– 

ბადი ფუნქცია და, როგორც ადვილი მისახვედრია, >=V=0 არაშეშფოთე.· 
ბული მოძრაობა (35,16) სისტემისათვის იქნება მდგრადი ასიმპტოტურად, 

ამრიგად, აღებული ჯ«=V=0 არაშეშფოთებული მოძრაობა (35,16) სის- 

ტემისათვის შეიძლება იყოს როგორც მდგრადი (როცა თ<0), ისე არამდგრად> 
(როცა თ > 0), მაშინ როცა აღებული არაშეშფოთებული მოძრაობა (35,17» 
სისტემისათვის ყოველთვის მდგრადია. 

§ 36. მრთგმაროვან ფო.რმებთან დაკავშირებული %ჯზოგიერთი საკითხი 

ვთქვათ, მოცემულია X (თ, დ;,.-·, თი) ფუნქცია, რომელიც #7: რიგის ერთ- 
გვაროვან ფორმას წარმოადგენს ჯ; (ჟ=1, 2,.-.-., #9) „ვლადების მიმართ. ცხა-. 

დია, "გვექნება 
X7 (22, Xთეე:·.; XC) = X" 7 (თ, თ: -.-, თი), (36,1). 
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სადაც 2» ნებისმიერი პარამეტრია. უკანასკნელი ტოლობის ძალით, ადვილად 
დავასკვნით, რომ თუ /; კენტი რიცხვია, მაშინ 7/(დ,, :;,,-.., თ„) ფორმა იქნებ» 

ნიშანცვლადი ფუნქცია და, მაშასადამე თუ I” არის ნიშანგანსაზღვროული. 
ფუნქცია, მაშინ აუცილებლად # ლუწი რიცხვი იქნება როგორც ვ 26-ში 

იყო აღნიშნული, არ არსებობს ზოგადი კრიტერიუმი რომლის მიხედეითაც 
შეიძლებოდეს დადგენა როდის იქნება აღებული ფუნქცია ნიშანგანსაზღვრული, 
მუდმივნიშნა და ცვალებადნიშნა რა თქმა უნდა, ეს იმას არ ნიშნავს, რომ 

გარკვეულ კონკრეტულ შემთხვევაში ამ საკითხის გადაწყვეტა არ შეიძლებო- 

დეს. განვიხილოთ მაგალითისათვის კვადრატული ფორმა 

”# ”» 

29 (თ, თე,.-·, 2) => 1?ა«, თ, (36.2) 
7.1 #2.) 

როგორც ალგებრის კურსიდან ცნობილია, ყოველთვის არსებობს ისეთი არა- 
განსაკუთრებული წრფივი ჩასმა 1 

2, =8) I) -L 8/3 0 -IL···+L მთ /ს  ()=1, 2)... 1), (36,3) 

რომელიც (36,2) კვადრატულ ფორმას შემდეგ კანონიკურ სახემდე მიიყვანს: 

264 = 1, ),“ –L ვ ყე ..-+ #. ჟა? (36,4) 

განვიხილოთ შემდეგი შესაძლო შემთხვევები: 

19. ცთქვათ, X#;=0 (ე =1, 2,..., ა). ვინაიდან ამ შემთხვევაში C) ნულის. 

ტოლია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ყველა #,=0 (1=1, 2,..., »I). ამიტომ, 
(36,3) არაგანსაკუთრებული ჩასმის ძალით, ეს ფუნქცია ნულის ტოლი იქნება 
მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ყველა 2>,=0 ()=1, 2,..., 1). თუ, ამის 

გარდა, მივიღებთ მხედველობაში, რომ, (36,4) ტოლობის ძალით, 0 ყოველ- 

თვის დადებითია, ადვილად დავასკვნით, რომ ის წარმოადგენს დადებითად 

განსაზღვრულ ფუნქციას. 
29. ვთქვათ, ყველა »,; უარყოფითია (1.,<0 (ქ-=1, 2,..., #I)). ამ შემთხვე- 

ვაში, წინა შემთხვევაში ნათქვამის ანალოგიურად, დავასკვნით, რომ I” იქნება. 

უარყოფითიდ განსაზღვრული ფუნქცია. 

კ? ვთქვათ 2, სიდიდეებიდან ნაწილი ნულის ტოლია, ნაწილი კი დადე- 

ბითია; ასე, მაგალითად, 727,>0 (ჟ=1, 2,..., V), X+1=...=7”#,ა=0. მაშინ, რო- 
გორც ადვილი მისახვედრია, ” წარმოადგენს მუდმივნიშნა ფუნქციას, სახელ- 

დობრ -– დადებითნიშნა ფუნქციას თუ X», სიდიდეებიდან ნაწილი ნულის 

ტოლია, ნაწილი კი უარყოფითია, მაშინ 7 იქნება უარყოფითნიშნა ფუნქცია. 

49 ვთქვათ, 42. კოეფიციენტებიდან ნაწილი დადებითია, ნაწილი კი უარ- 

ყოფითი, მაშინ, როგორც ადვილი მისახვედრია, I” ფუნქცია იქნება ნიშან- 

ცელადი, 
ამრიგად, კვადრატული ფორმებისათვის ზემოდასმული საკითხის გადა- 

წყვეტა არავითარ სიძნელეს არ წარმოადგენს ?. 

1 წრფივ ჩასმას ეწოდება არაგანსაკუთოებული, თუ ამ ჩასმის დეტერმინანტი განსხვავე– 

ბულია ნულისაგან. 

? როგორც უმაღლესი ალგებრის კურსიდანაა ცნობილი, არსებობს კრიტერიუმები, 

რომელნიც არკვევენ კვადრატული ფორმის განსაზღვრულობის საკითხს უშუალოდ, კანონიკურ: 

სახეხე დაუყვანლად. 
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ვთქვათ, / წარმოადგენს ური რიგის ერთგვაროვან ფორმას. განვი- 

ხილოთ 17 (თ, 2. 2) უწყვეტი ფუნქცია, რომელიც შემდეგ პირობას აკმა- 
ყოფილებს: · 

| 1I/ (დს ფს, 2») | <- 4(I 2, | +) თვ | +..-+ | დ» | )”, (36,5) 

სადაც 4 მუდმივი რიცხვია. დავამტკიცოთ შემდეგი დებულება: 

დებულება. თუ I7(2;,, თ,,:-» და») არის / რიგის ერთგვაროვანი 

ნიმანგანსაზღვრული ან ცვალებადნიშნა ფორმა, მაშინ 
LI(20 დ.-ს 2) ფუნქცია, განსაზღვრული ტოლობით 

CV(თ...·., ე:V) = 7 (2:),- ფი) +- VI(>თ,...··, თი), (36,6) 

სადაც 1! ნებისმიერი ფუნქციაა, რომელიც (36,5) პირობას 

აკმაყოფილებს, იქნება შესაბამად ნიშანგანსაზღვრული ან 
ცვალებადნიშნა საკმარისად მცირე 4 რიცხვისათვის, რომე- 

ლიც მხოლოდ IX” ფორმაზეა დამოკიდებული, 

ვიგულისხმოთ, რომ ” დადღებითად განსაზღვრული ფორმაა და შემო- 

ვიღოთ ჯ; ცვლადების ნაცვლად თ; ცვლადები რომელნიც «; ცვლადებთან 
დაკავშირებულნი არიან შემდეგი ტოლობებით: 

2;=0ლთ; ()= 1, 2... I), (36,7) 

სადაც ან, ' | 
0:- M/ თ,.-+-თ,ბ-I-...+ თი“. (36, 8) 

(36,7) ტოლობებიდან, კვადრატში აყვანით და შეკრებით, ვღებულობთ 

თ. თე“ -L... თუ”“=1. (36,9) 

” განზომილებიანი სივრცის წერტილების ერთობლიობას, რომელთა 

თ;(1=1, 2,..., I) კოორდინატები აკმაყოფილებენ (36,9) განტოლებას, ვუწო- 
დოთ ერთეულ რადიუსიანი პიპერსფერო. ამრიგად, როცა დ; კოორდინა- 

ტები იცვლებიან მათი (კვლილების მთელს სივრცეში,. მაშინ თ; კოორდინა- 

ტები იცვლებიან ერთეულ რადიუსიან ჰიპერსფეროზე. 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ 7” არის /; რიგის ერთგვაროვანი ფორმა, 

'(36.6) ტოლობა ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

აეაილ_. (36,10) 
აღვნიშნოთ I”(თ,, თ,,-.., „) ფუნქციის ნამდვილი ქვედა საზღვარი (36.9) 

ჰიპერსფეროზე ?1-ით, გვექნება · 

IC... რ) >1-. . (36,11) 

ვინაიდან ” არის დადებითად განსაზღვრული ერთგვაროვანი ფორმა, ამიტომ, 

ცხადია, 1 > 0. 

(36,5) უტოლობის ძალით, 

I V (0ით,..-, 0Cთ) | <- 40% I თ, | –- თ, 1-+.--+ | «თ» |)! << 40'ეს'. (36,12) 

(36,11) უტოლობა მოგვცემს · : 

ი" ”IV,,..., თი) > ი! L , (36,13) 
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((36,12) და (36,13) უტოლობათა ძალით, ადვილად დავასკვნით, რომ (36,10) 

ტოლობით განსაზღვრული VI(„-,.-., თი) ფუნქცია იქნება დადებითად გან- 
საზღვრული, თუ ადგილი ექნება უტოლობას 

60! > -1ე0+ჭ1/", 
საიდანაც 

4< -L. 
211" 

ამით განსახილველ შემთხვევაში დებულება დამტკიცებულია, სავსებით ანა- 

ლოგიურად დამტკიცდება დებულება იმ შემთხვევაში, როცა 7 არის უარყო- 

'ფითად განსახღვრული ფორმა. 

ვაჩვენოთ ახლა, რომ თუ (2, 2ე.··-. დო) ნიშანცვლადია, მაშინ V ფუნქ- 

'ციაც იქნება ნიშანცვლადი. მართლაც, რადგან ” ფუნქცია ნიშანცვლადია, 

ამიტომ (36,9) ჰიპერსფეროზე მოინახება წერტილები თ, და თ,, რომელთა- 

„თვისაც გვექნება : 
MX(თ I, თ ე... თ )=0 და I”(თ,“, თა ე. თ, )=-–-ს, 

სადაც თ და ხ დადებითი რიცხვებია. (36,122) უტოლობის ძალით, (36,10) 

სხ 

თ)” 
"მაშინ თჯ,=თ, '-სათვის V იქნება დადებითი, ხოლო თ,;=–თ,“-სათვის I იქნება 

"უარყოფითი, ამით დებულება დამტკიცებულია მთლიანად. 

ამ დებულებიდან მიიღება შემდეგი შედეგები: 

1. ვთქვათ, 17 არის /, რიგის ერთგვაროვანი ფორმა. განვიხილოთ ჯამი 

სV=I +II”. (36,14) 

თუ» ნიშანგანსაზღვრული ან ცვალებადნიშნა ფორმაა, 
ხოლო I/ წარმოადგენს 7; რიგის ფორმას საკმარისად მცირე 

კოეფიციენტებით, მაშინ V ფუნქცია იქნება, შესაბამად, 

ნიშანგანსაზღვრული ან ცვალებადნიშნა ფორმა. 

მართლაც, რადგან I”/ არის /, რიგის ერთგვაროვანი ფორმა საკმარისად 
მცირე კოეფიციენტებით, ამიტომ ის დააკმაყოფილებს (36,5) უტოლობას საკ- 

მარისად მცირე 4 რიცხვისათვის და, მაშასადამე, ზემოდამტკიცებული დებუ- 
ლების ძალით, LC იქნება ნიშანგანსაზღვრული თუ I ნიშანგანსაზღვრულია 

“და V იქნება ნიშანცვლადი თუ IX ნიშანცვლადია. 

2. ვთქვათ, # ფორმა იშლება მწკრივად ეკ=0 წერტილის გარკვეულ 

მიდამოში და ვთქვათ მისი დაშლა იწყება #-ური რიგის წევრებიდან. ცხადია, 

'შეგვიძლია დავწეროთ - 

ტოლობიდან ადვილად დავრწმუნდებით, რომ როცა „I! <2 და #4<-- 

7=MIL-+X“, 

სადაც 7, არის ; რიგის ფორმა, ხოლო ”” წარმოადგენს” უფრო მაღალი 
ხარისხის წევრების ერთობლიობას, როგორც ადვილი მისახვედრია, 2:=0 

წერტილის გარკვეულ მახლობლობაში, X“+-სათვის ადგილი ექნება (36,5) სახის 

უტოლობას საკმარისად მცირე # კოეფიციენტით და, მაშასადამე, თუ I», 

არის ნიშანგანსაზღვრული ან ცვალებადნიშნა ფორმა, მა- 

შინ, 1 შედეგის ძალით, IX იქნება შესაბამად ნიშანგანსაზღე-. 

რული. ან ცვალებადნიშნა ფუნქცია. 
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§ 37. ლიაპუნოვის დებულებები მოძრაობის მდგრადობის შესახებ 

დავუბრუნდეთ ისევ შეშფოთებული მოძრაობის დიფერენციალურ განტო- 
ლებათა სისტემას 

9-ს თვეთია თ: 2) (//=1, 2): --) მ)!), (37,1) 

და განვიხილოთ უწყვეტი და უწყვეტად წარმოებადი X(დ,, 2;,,..- 2») ფუნქცია. 
თუ დას შთე,--ა სი სიდიდეები აკმაყოფილებენ (37,1) სისტემას, მაშინ, ცხადია, 

გვექნება 

ძს თმას ით ქდ-1ძა" 

შემდეგში, ჩვენ ვიტყვით, რომ 7” ფუნქციის სრული წარმოებული ჯ ცვლადის 

მიმართ შედგენილია (37,1) სისტემის მიხედვით, თუ 

07 VI ჯ,2X, (37.2! 
თი ”“ ძ>»ს 

დავამტკიცოთ ლიაპუნოვის შემდეგი ძირითადი დებულება. 

დებულება 1. თუ არსებობს ისეთი ნიშანგანსაზღვრული 

X7(Cდ, 2,,··» 2) ფუნქცია, რომლის სრული წარმოებული, შედ- 
გენილი (37,1) სისტემის მიხედვით, ან ნულის ტოლიაან წარ- 

მოადგენს მუდმივნიშნა ფუნქციას, რომელსაც X” ფუნქციის 

საწინააღმდეგო ნიშანი აქვს, მაშინ „,=0 (:=1, 2,..., I) არა- 

შეშფოთებული მოძრაობა მდგრადია. 

ვიგულისხმოთ, რომ ” ფუნქცია არის დადებითად განსაზღვრული1, 

ხოლო მისი სრული წარმოებული, შედგენილი (37,1) სისტემის მიხედვით, 
არის ან ნულის ტოლი ან –– უარყოფით ნიშნა ფუნქცია. ასეთ შემთხვევაში 

ვაჩვენოთ, რომ ეჯ=0 არაშეშფოთებული მოძრაობა მდგრადია. 

ვთქვათ, ” ფუნქცია დადებითად განსაზღვრულია არეში 

| 2 | <7 (37,3) 

აღვნიშნოთ უჯ-ით უდიდესი IX I (1=1, 2,..., Iს) რიცხვებს შორის: 

თ=1I0მX ( | 2, | 2) ც---, | თ LX. 

და განვიხილოთ ჟჯ, ცვლადების (ცვლილების არე 

დ=6, (37,4) 
სადაც 2 წინასწარ აღებული დადებითი რიცხვია, ამასთან 8</. აღვნიშნოთ 
X7(თა.-·· თთ) ფუნქციის ნამდვილი ქვედა საზლვარი (37,4) ტოლობით გან- 

საზღვრულ არეში |-ით; ხსენებულ არეში გვექნება 

X7(Cთ. თ... თო) >, (37,5) 

1 დამტკიცება სავსებით ანალოგიურად ჩატარდება იმ შემთხვევაში, როცა V უარყოფი- 

თად განსაზღვრული ფუნქციაა. 
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ამასთან, რადგან ” დადებითად განსაზღვრული ფუნქციაა, 1 >0. ავიღოთ 
1=7ე მომენტში საწყისი ემ შეშფოთება, რომლისთვისაც ადგილი აქვს უტო- 

ლობას 

|0:%1<%, 
სადაც თუ <8. 

(37,1) სისტემის ის ამოხსნა, რომელიც ამ საწყის შეშფოთებას შეესა- 

ბამება, იყოს ე;() (+=1, 2,..., 14). დებულების პირობის თანახმად, 

(I 

ღა, მაშასადამე, MX7/L(2,(0),-··, 2»(,)1 წარმოადგენს კლებად ფუნქციას, რის გამოც, 
ცხადია, გვექნება 

7/L>,(,), 2:9().---, 2=(#)| <-17(69,, 2:%,,..., 2 ზი). (37,6) 

ვინაიდან | >%<უ<6< 7, ამიტომ ჯ ცვლადის იმ მნიშვნელობებისათვის, 

რომელიც საკმარისად ახლოსაა ჯა-თან | 0) | < ს (2=1, 2,..., I) და, მაშასა- 
დამე, ჯ ცვლადის ასეთი მნიშვნელობებისათვის ჯ,(0) ფუნქციები არ გამოდის 

(37,3) არიდან (სადაც ” ფუნქცია დადებითად განსაზღვრულია). 

ვაჩვენოთ, რომ როგორიც არ უნდა იყოს >»), ყოველთვის | 2:(ჯ) |<-§. 

ვინაიდან ” უწყვეტ ფუნქციას წარმოადგენს, ამასთან X(0,...,0)=0, ამიტომ 

წ შეიძლება იმდენად მცირე ავიღოთ, რომ, როცა |2%;| <7, მაშინ 

7 (თ9, 29... :მ») <1. 

უკანასკნელი უტოლობის ძალით, (37,6) უტოლობა მოგვცემს 

7Iთ,((), თა(წ)-··, თო(ჯ)) <> 1. (37,7) 

დავუშვათ, რომ როცა ჯ=7”, მაშინ ე:(/) (+=1, 2,..-, ა) ფუნქციებიდან ერთი 

მაინც გახდება 6C-ის ტოლი. (37,7) უტოლობის ძალით, ხსენებული 4<-სათვის 

გვექნება | 
7I>,(%), თე(5)-·-, 2>(+)| <= 1- (37,8) 

მეორეს მხრივ, თუ რომელიმე 2,0) ფუნქცია მიაღწევს 6-ს, მაშინ ადგილი 

ექნება (37,5) უტოლობას, რომელიც უთავსადია (37,8) უტოლობასთან, ამრი- 

გად, ჩვენი დაშვება იმის შესახებ რომ რომელიმე კოორდინატი ჯL#-ს რაიმე 

მნიშვნელობისათვის ტოლი გახდება 6-ის, არ არის სამართლიანი, მაშასადამე, 

ყოველთვის . 
|თ(სს)<68 (+=1,2,.--, 1) 

და ამით დებულება დამტკიცებულია. 

დავამტკიცოთ ახლა ლიაპუნოვის მეორე დებულება, რომელიც ეხება 

მოძრაობის ასიმპტოტურად მდგრადობას. 

დებულება 5. თუ არსებობს ისეთი ნიშანგანსაზღვრული 
VCთს.-· ით) ფუნქცია, რომლის სრული წარმოებული ჯ ცვლა- 
დის მიმართ, შედგენილი (37,1) სისტემის მიხედვით, წარC- 

მოადგენს აგრეთვე ნიშანგანსაზღვრულ ფუნქციას, რომელ- 
საც ”X ფუნქციის საწინააღმდეგო ნიშანი აქვს, მაშინ 2«,=0 
არაშეშფოთებული მოძრაობა იქნება ასიმპტოტურად, 
მდგრადი. 
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ვთქვათ. X (თ, დ... ს) დადებითად განსაზღვრულია, მაშინ, პირობის. 

ძალით, ა. ფუნქცია იქნება უარყოფითად განსაზღვრული და, მაშასაღამე, 

არსებობს >=0 წერტილის მიდამო | %| <8, სადაც ადგილი ექნება უტო- 

ლობებს 

XLI, ხევ" "' 2») > 0,. ი <- 0, 

ამასთან ტოლობას ადგილი ექნება მხოლოდ მაშინ, როცა «,;=0, ვინაიდან 

დაცულია წინა დებულების პირობები, ამიტომ არაშეშფოთებული მოძრაობა. 

იქნება ყოველ შემთხვევაში მდგრადი და, მაშასადამე, ყოველი დადებითი § 

რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი უ(8) რიცხვი, რომ (37,1) სისტემის ყოველი 
ამოხსნა ჟ,=>(), რომელიც L=ჯე საწყის მომენტში აკმაყოფილებს პირობას. 

| დ9 |=|=(-)|<თ, შემდეგში ყოველთვის დააკმაყოფილებს პირობას | ე») |<:§, 
როცა L>L). ვაჩვენოთ ახლა, რომ ამ ამოხსნისათვის ადგილი ექნება ტოლობას. 

1Iთ 9%)(L) = 0, 
(– დ 

განვიხილოთ »” ფუნქციის მნიშვნელობა აღებულ ე;ჯ=ე:,(I) ამოხსნისა- 

თვის: 7 IC(ს),.:» თთ!/ჯჰ)). დებულების პირობის ძალით, ამ ფუნქციის წარმოე- 

ბული 2 იქნება ყოველთვის უარყოფითი, ამასთან ეს წარმოებული ნულის- 

ტოლი არ გახდება L-ს არცერთი მნიშვნელობისათვის. მართლაც, ვთქვათ > 
ჯ 

ნულის ტოლი ხდება, როცა ჯ=+. ვინაიდან > ნიშანგანსაზღვრულია, ამიტოზ 
თ 

გვექნება «ძ,(+)1=0. ეს კი შეუძლებელია, რადგან თუ ჯ=+ მომენტს მივიღებთ 

საწყის მომენტად, მაშინ გვექნება (37,1) სისტემის ორი ამოხსნა ე:=0 და 
ჯ%,=დI(1), რომელნიც აკმაყოფილებენ ერთი და იმავე საწყის პირობას: ე(+) =9, 

რაც ამოხსნის ერთადერთობის ძალით შეუძლებელია. ამრიგად, –- = იქნება ყო- 

ველთვის უარყოფითი და მაშასადამე X7I=(8, თ;(#),-.- დ»(#) 1 ფუნქცია იქნება 

მონოტონურად კლებადი, რის გამოც იარსებებს მისი ზღვარი, როცა ჯL-> თ. 
აღვნიშნოთ ეს ზღვარი თ-თი,. გვექნება 

11.0 I4-XC0 თე(#),..·ა თი(L))ლ–-თ. (37,9) 
(1 თ 

ვაჩვენოთ, რომ თ=0. დავუშვათ წინაალმდეგი: თ # 0, მაშინ,: .ცხადია, 

თ>0 და, (37,9) ტოლობის ძალით, გვექნება 

X7 Iთ;I1), თე().-··, თო(ჯ)) > თ. 

7” ფუნქციის უწყვეტობის ძალით, უკანასკნელი უტოლობიდან გამომდი. 
ნარეობს, რომ · 

თ(0 = თა» (1 თ,(ზ) I თა(ს) ს>-» |დო(ს)|)-> თ, . (37,10), 
სადაც თ დადებითი მუდმივია. 
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(37,10) უტოლობის გამო გვექნება 

#+«- ., (37.11) 

სადაც ხ დადებითი რიცხვია. 

უკანასკნელი უტოლობის ძალით, ვღებულობთ 

« თ 
ი 

ი 

<. I (2) (ჩი): ·-ა #თ(#ი)) –– ხ (#-–– ჩე). (37,:2) 

ამ უტოლობიდან ცხადია, რომ საკმარისად დიდი 1-სათვის მარჯეენა 

მხარე უარყოფითია და, მაშასადამე, ” გახდება უარყოფითი. ეს კი შეუძლე- 

ბელია, რადგან 7” დაღებითად განსაზღვრული ფუნვეჟციაა, ამრიგად, ჩეენი 

დაშვება იმის შესახებ, რომ თ # 0 არ არის სწორი და მაშასადამე გვექნება 

1IIი I” (თ,(წ),--·, «თ(ჯ))==0. (37,13) 
(–თ 

ჯ 

7 I9;,(I).· .. 2:ი(#)| =17(0: (ჩი), '“" თთ(M)1+/ «. 

ჯ 

თუ ახლა გავიხსენებთ, რომ ” დადებითად განსაზღვრული ფუნქციაა, 

მაშინ, უკანასკნელი ტოლობის ძალით, ვღებულობთ 

11Xი 9,(ჯ(1=0 (37.14) 
(“თ 

და ამით დებულება დამტკიცებულია. 

მაგალითისათვის განვიხილოთ ჰამილტონის კანონიკურ განტოლებათა 

სისტემა 
C09ჯ _ მ” 
–==--25 
ი“ იძ)» (37.15). 

9» _ _ მ (-=1, 2,... §), 

იჯ მი: 

სადაც # ჰამილტონის ფუნქციას წარმოადგენს. როგორც ვიცით, # =7+VM, 
სადაც »” და X7 წარმოადგენენ მატერიალურ წერტილთა სისტემის კინეტი- 

კურ და პოტენციალურ ენერგიებს. ისე როგორც მე-6 განყოფილებაში, ვიგუ- 

ლისხმოთ, რომ X” ფუნქციას -ჯ;=0 წერტილზე აქვს მინიმუმი და ეს მინიმუმი 

ტოლია ნულის. მაშინ, ცხადია, რომ #=1+” წარმოადგენ დადებითად 

განსაზღვრულ ფუნქციას იძ,, #; (#=1, 2,..., 8) ცვლადების მიმართ, ამის გარდა, 

(37,15) სისტემის ძალით, გვექნება 

09 _ დ 9 ძთ , «09 ძ. _ 
ი ლმთ თ ' ლძია: ძ! 

ლ მს 09 ჯა 0 0» =M%) 9# 9V _ ა 9. % _ი, 
ლმი ძმის 2140»; ძი: 

ამრიგად, (37,15) სისტემისათვის არსებობს დადებითად განსაზღვრული 

# ფუნქცია, რომლის სრული წარმოებული, შედგენილი (37,15) სისტემის 

მიხედვით, ნულის ტოლია. ლიაპუნოვის 1 დებულების თანახმად ე':= :X=0 არა- · 
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შეშფოთებული მოძრაობა, რომელიც განსახილველ შემთხვევაში მატერიალურ 
წერტილთა სისტემის გარკვეულ მდებარეობას იძლევა, მდგრადია. როგორც 
ადვილი მისახვედრია, ჩამოყალიბებული შედეგი წარმოადგენს ლეჟან-დირიხ- 
ლეს დებულებას, რომელიც ა 28ში გვქონდა დამტკიცებული. ამრიგად, 
ლეჟან-დირიხლეს დებულება მიღებულია, როგორც ლიაპუნოვის 1 დებულე- 

ბის შედეგი. 

§ ვ. ლიაპუნოვის დებულება არამდგრადი მოძრაობის შესახებ 

დავამტკიცოთ ლიაბუნოვის” შემდეგი დებულება: 

დებულება 1. თუ არსებობს ისეთი XC, 2... «ა) ფუნქცია, 

რომლის სრული წარმოებული Lჯ ცვლადის მიმართ, შედგე- 

ნილი (37,1)) სისტემის მიხედვით, წარმოადგენს ნიშანგან- 

საზღვრულ ფუნქციას, ამასთან I” არ წარმოადგენს ისეთ 

' მუდმივნიშნა ფუნქციას, რომელსაც ხსენებული რ წარმოე- 
ი 

ბულის საწინააღმდეგო ნიშანი აქვს, მაშინ 2,=0 (C=1,2,..., >) 

არაშეშფოთებული მოძრაობა არამდგრადია. 

ვთქვათ, “ი, შედგენილი (37,1) სისტემის მიხედვით, წარმოადგენს დადე- 
(იჯ 

ბითად განსაზღვრულ ფუნქციას! (37.3) უტოლობით მოცემულ არეში. ვაჩვე- 

ნოთ, რომ, როგორი მცირეც არ უნდა იყოს » რიცხვი, ყოველთვის მოინა- 

ხება ისეთი საწყისი შეშფოთება ჟ9,, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას 

| თ?) <<» (38,1) 

და რომლის შესაბამი «,=4%.(,)) ამოხსნაც გამოვა ძირითადი (37,3) არიდან. 
ამით დებულება დამტკიცებული იქნება რადგან, თუ ავილებთ §8<7/,, მაშინ“ 
არ იარსებებს ისეთი უ, რომლისთვისაც დაცული იყოს (38,1) უტოლობა და 

შესაბამი ამოხსნისათვის ადგილი ჰქონდეს ·ყოველთვის | თ; | <8 უტოლობას. 

ვინაიდან – არის დადებითად განსაზღვრული ფუნქცია და, მაშასა- 

დამე, დებულების პირობის ძალით, I არ არის უარყოფითი ნიშნის მუდმივ- 

"ნიშნა ფუნქცია, ამიტომ როგორი მცირეც არ უნდა იყოს უ რიცხვი. მოიძებ- 
ნება ისეთი საწყისი შეშფოთება ე%, რომლისთვისაც ·ადგილი ექნება უტო- 

ლობებს | დ, | << უ და == 
XC, ფზ,,..., -9,) > 0. (38,2) 

ხსენებული ჯ%7,-ის შესაბამი ამოხსნა იყოს ე,:=27,(). ვაჩვენოთ, რომ სწორედ 

ეს არის ის ამოხსნა, რომელიც გამოვა (37,3) არიდან. დავუშვათ წინააღმ- 
დეგი, ვთქვათ, ეს ამოხსნა არ გამოდის ხსენებული არიდან. განვიხილოთ 

ფუნქცია 7 (=,(L),···, დო(I) ). ვინაიდან + დადებითად განსაზღვრული ფუნქ- 

ციაა, ამიტომ XI (თ,(),:·> «-)1 იქნება ზრდადი და, მაშასადამე, გვექნება 

7 I(თ,(0),.·» თთ()) > X(თ9,,:·-. დზ») >> 0. (38.3) 

1 დებულება სავსებით ანალოგიურად დამტკიცდება იმ შემთხვევაში, როცა ხსენებული 

წარმოებული წარმოადგენს უარყოფითად განსახღვრულ ფუნქციას. 
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უკანასკნელი უტოლობის ძალით, არსებობს დადებითი რიცხვი X» > 0, რომ- 
ლისთვისაც ადგილი აქვს უტოლობას 

თ II>2X>0, (38,4) 
სადაც 

ჯ=108X (12: | თ; | ,'--, | თ» |). 

გინაიდან “ დადებითად განსახღვრული ფუნქციაა, ამიტომ, (38,4) 

“უტოლობის ძალით, ადვილად დავასკვნით, რომ 

251>0, (38,5) 
“ი 

სადაც | მუდმივი დადებითი რიცხვია. 

ცხადია, ადგილი აქვს ტოლობას 

”I>(0,-- =»(01=17(C-,,.-., თ) + (9 რი (28,6) 
438,5) უტოლობის ძალით, უკანასკნელი ტოლობა მოგვცემს 

V LI0IM- თი(1)1 > ” (თ?)...., თში) 4-1 (L–1ი). (38,7) 

უკანასკნელი უტოლობა გვიჩეენებს, რომ 

110) # (9, (#):+--, თია) 1= თ. (38,8) , 
(1–თ 

ჩვენი დაშვება იმის შესახებ, რომ #,=;,() არ გამოეა (37,3) არიდან სამართ- 

ლიანი რომ ყოფილიყო, მაშინ ჯ (ე;,(/),--·, «თ!#!| იქნებოდა შემოსაზღვრული, 
მიღებული წინააღმდეგობა გვარწმუნებს, რომ ე,=ყ,() ამოხსნა გამოვა (37,3) 
არიდან და ამით დებულება დამტკიცებულია. 

“ ამ დებულების გამოყენებით, ქვემოთ, ჩვენ დავამტკიცებთ მატერიალურ 
წერტილთა სისტემისათვის ერთ მნიზსვნელოვან დებულებას. 

ვთქვათ, მატერიალურ წერტილთა სისტემა ემორჩილება პოლონომურ, 

სტაციონარულ ბმებს და ვთქვათ, სისტემაზე მოქმედი ძალები პოტენციალუ- 

რია, აღვნიშნოთ პოტენციალი V(7,, ი». #/!-ით. ვთქვათ, 0, = 0 (ჯ=1,2....,§) 
წერტილზე V ფუნქციას აქვს მინიმუმი (და, მაშასადამე, პოტენციალურ ენერ- 
გიას აქვს მაქსიმუმი). ვინაიდან CV განსახღვრულია ნებისმიერი მუდმივი 

შესაკრების სიზუსტით, ამიტომ ხსენებული მინიმალური მნიშვნელობა შეიძ- 
ლება ნულის ტოლად მივიღოთ. 

თუ VIV, 0-ს 0, ფუნქციას დავშლით მწკრივად 0,=0 წერტილის მახ- 
ლობლობაში და მხედველობაში მივიღებთ ტოლოაებს . 

“(CV . 
C(0,..., 0) =9, თ ) =0 (1=1,2,.-., §), 

ძიჯ/ე · 

მაშინ გვექნება 

VL(წ,, თა--· 0,)=VI(წ-·“ 0,) LCს.(0ც-·- თ.) +... (38,9) 

სადაც VI წარმოადგენს LI > 2 რიგის ერთგვაროვან ფორმას, ხოლო LI,, 
„არის 7 +-1 რიგის ერთგვაროვანი ფორმა, ვიგულისსმოთ, რომ ”,, წარმოად- 
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გენს დადებითად განსახღვრულ ფორმას, მაშინ, § 36-ში მოყვანილი დებულე-. 
ბის მე-2 შედეგის ძალით, ადვილად დავასკვნით, რომ XIV ,--» თ) ფუნქცია. 

იქნება დადებითად განსაზღვრული ფუნქცია. 

განვიხილოთ სისტემის ცოცხალი ძალა 

1 # § , , 

7=-V "V 4,0(ს ი. 
2 22ლ 

თუ განზოგადებულ სიჩქარეებს გამოვსახავთ განზოგადებული იმპულსების, 

საშუალებით, ადვილად მივიღებთ 

155, 
=-- 2, ჯე 4 (6... 9) ##). (38,10) 

151 451 

4”, ფუნქციები, ცხადია, ასე შეიძლება წარმოვადგინოთ: “ 

4",=VV + 6.(თ,---, 9), (38,11). 
სადაც X,)=Vჯ=4%; (0,..., 0), მ;/; ისეთი ფუნქციებია, რომელნიც ნული ხდე- 
ბიან ი–,=0 წერტილზე. (38,11) ტოლობის ძალით, (38,10) ფორმულა მოგვცემს. 

27= 2 2 799, + 2 2, მცი, ი;. (38,12): 
151 §=L 721 151 

ვინაიდან # განზოგადებული იმპულსების მიმართ დადებითად განსაზღვრული. 

კვადრატული ფორმაა, ხოლო 2 ჯემა? ი; აგრეთვე კვადრატული ფორმაა, 

_ 7X5-1:=1. · | 

რომლის კოეფიციენტებიც –V=0 წერტილის მახლობლობაში საკმარისად მცი- 

რეა, ამიტომ, § 36-ში მოყვანილი დებულების 1 შედეგის ძალით, კვადრა-- 

ტული ფორმა | 

, § ? , , 

1, 2, “ა ი0,ი;= 21 2, 2, მ,X დ; 
751 #51 151 (:=1 

წარმოადგენს დადებითად განსაზღვრულ ფორმას. 
დავწეროთ პამილტონის კანონიკური განტოლებები 

- ში; _ მXL. «0; _ _ 9#L. (38,13): 
ძი ძმ? “I ძი; 

და განვიხილოთ ” ფუნქცია, რომელიც შემდეგი ტოლობით. არის განსა-. 

ზღვრული: 

7= 5. 0;0;ჯ.· (38,14)- 
)=1 

ცხადია, ეს ფუნქცია წარმოადგენს ცვალებადნიშნა ფუნქციას. შევადგინოთ. 
ამ ფუნქციის სრული წარმოებული (38,13) სისტემის მიხედვით და ვაჩვენოთ,. 

რომ ეს წარმოებული იქნება დადებითად განსახღვრული ფორმა. ამით ნაჩვე- 

ნები იქნება, რომ (38,13) სისტემისათვის დაცულია ზემომოყვა-- 
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ნილი ლიაპუნოვის დებულების პირობები და, მაშასადაპჰე. 

ი,=0M,-==0 არაშეშფოთებული მოძრაობა იქნება არამდგრადი. 

: (38,13) და (38,14) ტოლობების ძალით, მივიღებთ 

«IV “9; . (“; აე მI/ =% ით «% -ი+.V ,=%ი,? ““' „VI, -“'.. 
ძი 24 “1.2 ი“ ,. ლ ძი, ; 2 „ძი, 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ #=7ჯ- V და რომ V ფუნქცია 7, სიდიდეებზე 

არ არის დამოკიდებული, უკანასკნელი ტოლობა მოგვცემს 

«” ? CV «თ %Iი ძ(7'-– ხ). 
= ჩ; _– 

თ ძი; 
) 

2 ძი, 
  (38,15» 

ვინაიდან # წარმოადგენს ს განზოგადებული იმპულსების მიმართ კვადრატულ 
ფორმას (იხ. (38,10) ფორმულა), ამიტომ, გვექნება 

2, ი; -ძX _ ი, (38,16). 
72 ძა, 

(38,12) ტოლობის ძალით, ცხადია, აგრეთვე, რომ 

ძო 1 5 ე მმ | 
_ = - ზ ზ-- “ სევ, (38,17) 
ძი; 2 224 24 ძი, «'ჩ 

(38,9) ოე გვაძლევს 

2-- ა მი... თაა 750 %0,2+4..=#0-+Cთ+1) თ +.-- (88.18) 
2951 X»-=1 ძი; X5 2 ძი; 

(38,16), ცით და (38,18) ტოლობების ძალით, (38,15) ტოლობა შეიძლება 

ასე გადავწეროთ: 

4-3) მვ, რე + 3) 2 ააა 

–+ILVL+(+1) CI) –L...). (38,19) 

გ=1 თ=! 22 თო1 

(38,19) ტოლობის მარჯვენა მხარის პირველი წევრი, როგორც ზემოთ. 
იყო აღნიშნული, დადებითად განსაზღვრულ კვადრატულ ფორმას წარმოად- 

გენს; მეორე წევრი 'აგრეთვე კვადრატულ ფორმას წარმოადგენს, რომლის. 
კოეფიციენტებიც 0ი,=0 წერტილის მახლობლობაში საკმარისად მცირე სიდი- 

დეებია. § 36-ში დამტკიცებული დებულების 1 შედეგის ძალით, (38,19) ტო–- 

ლობის მარჯვენა მხარის პირველი და მეორე წევრების ჯამი დადებითად გან- 

სახბღვრულ ფუნქციას წარმოადგენს. ვინაიდან #C, არის დადებითად განსა-.- 
ზღერული #7 რიგის ფორმა, ხოლო (#+1) VI... წარმოადგენენ უფრო მაღა- 
ლი რიგის ფორმებს, ამიტომ, § 36-ში მოყვანილი” დებულების მეორე შედე- 
გის ძალით, (38,19ე)1 ტოლობის "მარჯვენა მხარის კვადრატულ ფრჩხილებში. 

მოთავსებული წევრი დადებითად განსახღლვრულ ფუნქციას წარმოადგენს- 

ამრიგად, ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ 4”. წარმოადგენს დადებითად განსაზღვრულ 
: ი 

  

4C3



ფუნქციას. ამიტომ, არამდგრადი მოძრაობის შესახებ ლიაპუნოვის დებულების 

ძალით, ჩვენ ვრწმუნდებით შემდეგი დებულების სამართლიანობაში: 

დებულება 5. თუ მატერიალურ წერტილთა სისტეზის რაი- 

მე მდებარეობისათვის V(ე,,....0,) პოტენციალს აქვს მინიმუმი 
(პოტენციალურ ენერგიას აქვს მაქსიმუმი) და V ფუნქციის 

(28,9) დაშლაში უმცირესი რიგის თ, ფორმა წარმოადგენს 

დადებითად განსაზღვრულ ფორმას, მაშინ აღებული მდება- 

რეობა არამდგრადი წონასწორობის მდებარეობას წარნ- 

მოადგენს. 

ამოცანები 

19, მოვნახოთ წრფივი ერთგვაროვანი ფორმა X7LC>,, >, დი) შემდეგი 

პირობით 

ალ (0) 
თ! 

სადაც # მუდმივია, ხოლო - წარმოებული შედგენილია (35,3) სისტემის 

რ 

მიხედვით, ე. ი. ი” _ V V· 07 'I“– 01/-ო მ ლუი" IL.-·-+დ9 ა) 

ვთქვათ, 7 =თ,თ, + ძე -+---+ ითა, სადაც თ; საძიებელი კოეფიციენ- 

ტებია. თუ ამ მნიშვნელობას ზევიტანთ (1)-ში, მივიღებთ 

(ა) თ “” 

20 უნი თი. =7X X) ძ; %,, 
ვ1 #51 351 

საიდანაც 
” 

» 2.ჯ0,=#0;: L(ე=1, 2,..-, MM). (9, 
LI=1 

ეს სისტემა, ცხადია, ასე შეიძლება გადავწეროთ 

(იკ – 1)თ, + 9, თე +. +ს»,თო==0, 

მეგ თ; -L (მევ –– 7) თ, + -..+ ში, თთ=-0, - (3) 

მ. C, + ბათ C2 –+.. ·-+ (მთა –-).) .=0, 

ამ სისტემას ექნება ნულისაგან განსხვავებული ამოხსნა თ, მუდმივების ი გამართ 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 7. აკმაყოფილებს განტოლებას · 

ისს 2: ა წ 

მაგ 29თი “რა: –- =0. (4) 

მო, შეთე: 22ოM » 

ამ განტოლებას აქვს, საზოგადოდ, „. ფესვი. ყოეელი ფესვისათვის (3) 

სისტემას აქვს გარკვეული ამოხს5აა და, მაზასადამე, მივიღებთ სახოგადოდ ” 

წრფივ ფორმას, რომელიც აკმაყოფილება (1) პირობას, 
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50. ვთევათ, L7I >, :0ე,-+., 9',) წარმოადგე5ს 7; რიგის ერთგვაროვან ფორ. 

მას, მოვნახოთ # რიგის ერთგვაროვანი ფორმა 7 (თ,, #ა,··· 2თ) შემდეგი 
პირობით 

იყ. (5) 

სადაც ი შედგენილია (35,3) პირველი მიახლოებითი სისტემის მიხედვით. 

ვთქვათ, V ფორმის წევრები გადანომრილია გარკეეული წესით და 

ვთქვათ ამ ფორმის წევრთა კოეფიციენტებია #,, M,,..-, სჯ (V-ით აღნიშნუ- 

ლია 7; რიგის ერთგვაროვანი ფორმის წევრთა რაოდენობა). საძიებელი /. ფორ- 

მის კოეფიციენტები იყოს თკ, თძ,,..., ძუ. რ კოეფიციენტები ისე უნდა განი- 

საზღვრონ, რომ დაკმაყოფილდეს მე (59) ტოლობა. 7” ფორმის (5)-ში შეტა- 

ნის შედეგად მივიღებთ ით; კოეფიციენტების მოსაძებნად შემდეგ ალგებრულ 

განტოლებათა სისტემას 

4ით+4ირე ++. იმუით«ჯ=V; (6) 

(§=1, 2,..., X), 

სადაც 4, გარკვეული მუდმივებია, რომელნიც წარმოადგენენ #,; კოეფიციენ- 

ტების წრფივ კომბინაციას, თუ მე-(6) სისტემის დეტერმინანტი: «0LI| „LV; 

განსხვავებულია ნულისაგან, მაშინ ი, კოეფიციენტები განისაზღვრება ცალსა- 

ხად და, მაშასადამე, მოიძებნება #7 რიგის ერთგვაროვანი ფორმა, რომელიც 

მე-(5) პირობას დააკმაყოფილებს. 

განყოფილეგა 8 

მექანიჰის მარიასიული პრინსიჰები 
§ 39, მექანიკის 4ო.'გადი პრინციპების შესახებ 

მექანიკის ზოგადი პრინციპის ქვეშ იგულისხმება მოძრაობათა ისეთი 

საერთო თვისებები, რომელთაც ადგილი აქვთ ან დროის აღებულ მომენტი- 

სათვის ან დროის სასრული შუალედისათვის. პირველ შემთხეევაში ივენ 

ვიტყვით, რომ პრინციპი დიფერენციალურია, მეორე შემთხვევაში კი -- 

ინტეგრალური. ხსენებულ ზოგადი ხასიათის პრინციათა რიცხეს ეკუთვ- 

ნის ვარიაციული პრინციპები. არავარიაციული არინციპებისაგან განსხვავე- 

ბით, ვარიაციული პრინციაების ამოცანაა ვიაოვოთ ისეთი ფუნქციონალური 

დამოკიდებულება,. რომელიც ნამდვილი მოძრაობისათვის ღებულობს ექსტრე- 

მალურ მნიშვნელობას სხვა ე. წ. კინემატიკურად დასაშვებ მოძრაობებთან 

შედარებით. 

დალამბერის პრინციპი რომელიც ჩვენ თავის დროზე განვიხილეთ, 

წარმოადგენს არავარიაციულ დიფერენციალურ პრინციპს. ენერგიის შენახვის 

კანონი, თუ მას მივიღებთ, როგორც პრინციპს, წარმოადგენს არავარიაციულ 

ინტეგრალურ პბრინციას, 

მატერიალურ წერტილთა სისტემის წონასწორობის შესახებ ა 4-ში 

დამტკიცებული დებულება, რომელიც, როგორც თავის დროზე იყო აღნიშ- 
ნული, შესაძლო გადაადგილების პრინციპის სახელწოდებით არის ცნობილი, 
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თუ მას მივიღებთ, როგორც პრინციპს, წარმოადგენს დიფერენციალურ ვარია- 

გციულ პრინციპს. ამ პრინციპის ვარიაციული ხასიათი ცხადია, როცა ძალები 
პოტენციალურია. ამ შემთხვევაში, ხსენებული პრინციპი გვაძლევს 

9%. 0 ჰ=1,9,... 4), (39,1) 
ძი; 

სადაც #7 პოტენციალურ ენერგიას წარმოადგენს. (39,1) პირობების ძალით, 

განსახილველი სისტემის წონასწორობის მდებარეობა ყველა სხვა მდებარეო- 

ბისაგან, რომელიც ბმებთან თავსებადია, იმით განსხვავდება, რომ წონასწო- 

რობის მდებარეობისათვის პოტენციალურ ენერგიას აქვს ექსტრემალური 

მნიშვნელობა. 

ქვემოთ ჩვენ განვიხილავთ დალამბერ-ლაგრანჟის, გაუსის, პამილტონის 

და უზცირესი ქმედების პრინციპებს. ამ პრინციპებიდან პირველი ორი წარ- 

მოადგენს დიფერენციალურ ვარიაციულ პრინციბს, ხოლო ორი უკანასკნელი 

კი– ინტეგრალურ ვარიაციულ პრინციბს. 

როგორც ქვემოთ იქნება ნაჩვენები, ყოველი "მათგანი ხსენებული პრინ- 

ციპებიდან იმდენად ზოგადია, რომ მათგან მიიღება როგორც მატერიალურ 

წერტილთა სისტემის მოძრაობის, ისე წონასწორობის განტოლებები. 

§ 40. დალამბერ–ლაგრანჟის პრინციპი 

განვიხილოთ 77), IL)... 77 მატერიალურ წერტილთა სისტემა, რომე- 

ლიც ემორჩილება §10-ში განხილული სახის პოლონომურ, იდეალურ, ორ- 

მხრივ ბმებს: : · 

#2(2ე /, 5, I)=0 (%=1, 2,..-, #). 

ცხადია, სისტემის მოძრაობა სავსებით დახასიათდება ჯ;, #V/,, 8; (L=1, 2,...,7)) 

3; კოორდინატით და, როგორც ადვილი მისახვედრია, შ/., 77ა,..., I#, წერ- 
ტილების მოძრაობას ევკლიდეს ჩვეულებრივ სამ განზომილებიან სივრცეში 

შეიძლება შევუსაბამოთ ერთი წერტილის მოძრაობა 3»; განზომილებიან სივრ- 

ცეში. ამიტომ შემდეგში, 3; განზომილებიან სივრცის” წირის ქვეშ ჩვენ ვიგუ- 

ლისხმებთ ჩვეულებრივ სამ განზომილებიან სივრცეში ჯ წირთა ერთობლიო- 

ბას, რომელნიც, კერძოდ, სისტემის წერტილთა ტრაექტორიებს შეიძლება 
წარმოადგენდენ. თუ აღნიშნული წირი იძლევა სისტემის წერტილთა ტრაექ- 

ტორიებს, მაშინ ხსენებული ტრაექტორიის კოორდინატებმა ბმის განტოლე- 
ბები უნდა დააკმაყოფილონ (თავსებადნი უნდა იყვნენ ბმებთან), ჩვენ ვიტყვით, 

რომ ზემოხსენებული პჯ» განხომილებიანი სივრცის წირი თავსებადია ბმებთან, 

თუ ამ წირის შესაბამი 3 განზომილებიანი სივრცის ჯ წირის წერტილთა 

კოორდინატები აკმაყოფილებენ ბმის განტოლებებს. განვიხილოთ ახლა ზემო- 

ხსენებული 3ჯ განზომილებიანი სივრცის წირები, რომელნიც თავსებადნი 

არიან ბმებთან და „აკმაყოფილებენ შემდეგ საწყის პირობებს: როცა ჯLჯ=/. 

მაშინ 2,=2თ,9, V,=ჯ/, 2,=9,9, თ, =X,”, V, =V, ს, მ =9,;', სადაც >;?, #0, #;, 

დ,?, ყვ", 2,7“ მოცემული მუდმივებია ასეთ წირებს კინემატიკურად 

დასაშვები წირები, ანუ კინემატიკურად დასაშვები მოძრაო- 

ბები ეწოდება. 
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თუ გადავალთ იჯ, ძე,..., ე, განხოგადებულ 1ოორდინატებზე, მაშინ, ცხა- 
დია, ”» წერტილის მოთრაობას 3 განზომილებიან სივრცეში შეესაბამება ერთი 

.01#7 (თ, ძ:,-··· #,) წერტილის მოძრაობა «,, 0#,)..., (/ კოორდინატების ცვლილე- 

ბის § განხომილებიან სივრცეში. ვინაიდან ი,, თ.,..., 7, დამოუკიდებელი კოორ- 

დინატებია, რომელთაც ბმები შეზღუდვებს არ ადებენ, ამიტომ კინემატიკუ- 

რად დასაშვები წირები შეიძლება ასედაც განემარტოთ: ზემოსსენებული § გან- 

ზომილებიანი სივრცის წირებს, რომელნიც აკმაყოფილებენ საწყის პირობებს: 

როცა 1=%ა, მაშინ ი,=0/, 0, =9, ეწოდება კინემატიკურად დასაშვები წირები 
'(კინემატიკურად დასაშვები მოძრაობები). 

დალამბერ- ლაგრანჟის პრინციპი საშუალებას იძლევა კინემატიკურად“ 

დასაშვები წირებიდან ვიპოვოთ ის წირი, რომელზედაც სისტემა ნამდვილად 
იმოძრავებს. ეს პრინციპი მდგომარეობს შემდეგში: 

როცა სისტემა ემორჩილება ზემოაღნიშნული სახის 

ბმებს, მაშინ დროის ყოველ მომენტში მისი ნამდვილი მოძ- 
რაობა კინემატიკურად დასაშვები მოძრაობებიდან იმით 

განსხვავდება, რომ მხოლოდ ნამდვილი მოძრაობისათვის 

სისტემაზე უშუალოდ მოქმედი (აქტიური) ძალების და ინეC- 
ციის ძალების მიერ შესრულებულ მუშაობათა ჯამი სისტე- 

მის ყოველ შესაძლო გადაადგილებაზე ტოლია ნულის, 

ამრიგად, დალამბერ-ლაგრანჟის პრინციპის ძალით, სისტემის ნამდვილი 
მოძრაობისათვის ადგილი აქვს ტოლობას 

1 ((1ი-–- ისინი · 27) ==0, (40,1) 
1=1 

სადაც 15=(Xი X”#ა 7.) წარმოადგენს 77, წერტილზე მოქმედი ყველა შიგა 

და გარე ძალების ნაკრებ ვექტორს, უკანასკნელი ტოლობა, ცხადია, ასე შეიძ- 

“ლება გადავწეროთ: 

2, | (X;-–– ი ფ,')62::+(M#,;-–%ჯე/ )0/:+(2 თის 2) 62) =0. (49,2) 
§51 

უეს უკანასკნელი მექანიკის ზოგად განტოლებას წარმოადგენს. როგორც § 5-ში 
იყო ნაჩვენები, ამ განტოლებიდან მიიღება მატერიალურ წერტილთა სისტე-“ 
მის მოძრაობის განტოლებები (სახელდობრ, ლაგრანჟის პირველი გვარის გან- 
ტოლებები) და წონასწორობის განტოლებები. ნათქვამიდან ცხადია პრინცი- 
პის ზოგადი ხასიათი. , 

'§ 41. გაუსის პრინციპი (უმცირესი იძულების პრინციპი) 

„ ვთქვათ, მატერიალურ წერტილთა სისტემა ემორჩილება წინა ბპარაგ- 
“რაფში აღნიშნული სახის ბმებს. განვიხილოთ “M#,-ური მატერიალური წერ- 

ტილი, რომლის მასაც არის »;, და განვიხილოთ კოორდინატთა 0;ე:/2 სისტემა. 

#; წერტილის რადიუს-ვექტორი 0 წერტილის მიმართ იყოს 9=(თ,, 4) 24) 

C=1, 2,..., თ) (ნახ. 125). 
ვთქვათ, ჯ მომენტში, როცა #, წერტილის მდებარეობა დახასიათებუ- 

ლია # რადიუს-ვექტორით, ბმები მოიხსნა და, ვთქვათ, ამ მომენტში V, წერ- 
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ტილზე ძალა არ მოქმედებს. ამ შემთხვევაში უსასრულოდ მცირე + დროში 

წერტილის ინერციით გადაადგილება იყოს #V,,,. იმავე წერტილის გადაად- 

გილება « დროში, როცა ბმები მოხსნილია, მაგრამ ძალები მოვმედებენ, იყოს. 

წუ > ხოლო ნამდვილი გადაადგილება, როცა 

„მხედველობაში მიღებულია, როგორც ბმები, ისე 4“ 
=>. _. 

თ ძალები, იყოს 77,C,. ცხადია, გვექნება 

“ / M,4= 9, (41.1) 
%, C/ 

-X სადაც წ, არის 7/, წერტილის სიჩქარე ჯ მომენტში 

“ + (აღებული 7/; მდებარეობისათვის). 

0, ვექტორის დაშლა +=0 მნიშვნელობის. 

ნახ. 125. მახლობლობაში, «-ს მიმართ მეორე რიგის სიზუს- 

ტით, მოგვცემს 

+
 

„გეაეე –_ – 1.” 
08,=077/,+ 1Vს; + ი ჯ? #2 

თუ ასევე მოვიქცევით იC; ვექტორის მიმართ, მივიღებთ 

“ – _. 2-1... 
0C, =07/;+ +, +> +270, 

სადაც (I, აღნიშნავს 1/, წერტილის აჩქარებას ჯ მომენტში (როცა +=0).. 
შევადგინოთ შემდეგი სხვაობა: 

ჩ8.C= 00; –08=4+-%( თ 2). (41,2) 
ემგ 

აღებული სხვაობა, გარკვეული სიზუსტით, ახასიათებს 77, წერტილის თავი- 

სუფალი მოძრაობიდან გადახრას, ლ? ფუნქციას, რომელიც განსაზღვრულია 
ტოლობით 

1.« –- #7 ! 0იC-.. M ,,, ი 40), 41,3 
2 ლ წი L მ): რა 

ეწოდება მატერიალურ წერტილთა სისტემის თავისუფალი მოძრაო- 

ბიდან გადახრის ზოძა, ანუ სისტემის იძულება. უკანასკნელი 
ტოლობა, ცხადია, ასე შეიძლება გადავწეროთ: : 

1“ XI M#. / X; V2 27; MM : 
0=-. VI, ხს” 4 ს 41 2 --<) L 

2 ლ რ” I(= = + (# Vბ. ) + C 7: 1 რტ 

თუ კინემატიკურად დასაშვებ მოძრაობებს განვსაზღვრავთ ისე, როგორც 
წინა პარაგრაფში, მაშინ გაუსის პრინციპი ასე შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ: 

კინემატიკურად დასაშვები წირებიდან ნამდვილი მოძ- 
რაობა მოხდება იმ წირზე, რომლისათვისაც 95 ფუნქციას, 
დროის ყოველი მომენტისათვის, აქვს მინიმალური მნიშვნე- 
ლობა. 

ცხადია, 9 'ფუნქცია დამოკიდებულია კინემატიკურად დასაშვებ წირებზე, 

ვინაიდან ასეთ წირებზე იცვლება #=(დ;”, V-ს 2) აჩქარება ამრიგად, 
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0 არის წირის ფუნქცია, ანუ როგორც ამბობენ, ფუნქციონალი. საძიე- 

ბელია ისეთი კინემატიკურად დასაშვები წირი, რომლისათვისაც 0 მიიღებს 

მინიმალურ მნიშვნელობას. ნათქკამიდა3 სავსებით ცხადია პრინციპის ვარია- 
ციული ხასიათი. 

ვარიაციათა აღრიცხვაში მტკიცდება, რომ იმ წირებისათვის, რომელიც · 

C0 ფუნქციას ანიჭებს ექსტრემალურ მნიშვნელობას (კერძოდ, მინიმალურს) ამ 
ფუნქციის ვარიაცია ნულის ტოლია: 

გ9=0, (41,5) 

ამასთან, განსახილველ შემთხვევაში, ვარიაცია აიღება აჩქარების მიმართ. 

უკანასკნელი ტოლობა, ცხადია, ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

20:= 2 L (თ –X)5თ, + თL9),–X)2)+CთაV –7)აბს')=0.  (41,6) 
ელა 

ვაჩვენოთ, რომ გაუსის პრინციპიდან მიიღება სისტემის მოძრაობის გან- 

ტოლებები (ლაგრანჟის LI გვარის განტოლებები). ამით ნაჩვენები იქნება პრინ- 
ციპის ზოგადი ხასიათი. 

ვთქვათ, მატერიალურ წერტილთა სისტემა ემორჩილება პოლონომურ 
ბმებს, რომელთა განტოლებებსაც აქვთ სახე 

#«%(9,, წ,, 2,, ჯ)=9 («=1. 2,..- /:). (41,7) 

თუ ამ ტოლობებს ჯ-ს მიმართ ორჯერ გავაწარმოებთ, მივიღებთ 

ა/(მ/=, „07, , მ/« “) ვთ მ/თ „ე მ/«,, 
ბ ს =>. ა + 

თათ, V,, 2 2 » V,, 2”), ()=9 (=1, 2... M), (41,8) 

სადაც დ» გარკვეული ფუნქციებია, რომელნიც აჩქარების კომპონენტებს არ 

შეიცავენ. (41,8) წარმოადგენენ იმ პირობებს, რომელთაც (4),7) სახის ბმები 
ადებენ აჩქარების კომპონენტებს, თუ (41,8ე ტოლობის ვარიაციას ავიღებთ 

აჩქარების კომაონენტების მიმართ, როგორც ადვილი მისახვედრია, მივიღებთ 

ისრეელბელელბებიბილლეეე 
751 მჯ, (I 7 05; 

·- შემოვიტანოთ 7, Xე,..., X განუსაზღვრელი მამრავლები. გავამრავლოთ 
(41,9) ტოლობა 7X#C-ზე, ავჯამოთ « ინდექსით და გამოვაკლოთ (41,8) ტოლო- 

ბას, მივიღებთ 

» ? L L 

ა C თვ," X,–?, #5 მ# CC) ბი, + -” I-– 1) -% | 6Vყ," + 
#51 X51 თ«=1 V, 

” L მ/. მ? ," 
–- ?)ბ,.შ) –“2 232 –ი– =0, (41,10)- 

2 09, 
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ვინაიდან 0>»,”, 6ყ/“, 02; სიდიდეები აკმაყოფილებენ „ რაოდენობა (41,9) 

პირობას, ამიტომ მათ შორის დამოუკიდებელია 3,7-/. შევარჩიოთ #7... X 

მამრავლები ისე, რომ (41,101 ტოლობაში დამოკიდებული მყ, მყ; 62; 
სიდიდეების კოეფიციენტები ნულის ტოლი გახდეს, ვინაიდან (41,7) ბმები 

დამოუკიდებელნი არიან, ამიტომ, როგორც ადვილი მისახვედრია, # ..., M 

მამრავლების ასე შერჩევა ყოველთვის შეიძლება. ამის შემდეგ (41.10) ტოლო- 

ბაში დაგვრჩება ის წევრები, სადაც 07», მ“, 07” სიდიდეებიდან დამოუკი- 

დებელი კომპონენტები შედის; მაგრამ, ვინაიდან (41,10) ტოლობას იგივურად 

უნდა ჰქონდეს ადგილი, ამიტომ მათი კოეფიციენტებიც ნულის ტოლი უნდა 

იყოს. ამრიგად, (41,10) ტოლობიდან ვღებულობთ ლაგრანჟის პირველი გეა· 

რის განტოლებებს: 

თნ,” = 2, 9X 7“, 
24 მა; 

_ ი მ/ 
,”/,'=XI, +- ბ X--, (41,11) 
.” 2 მყ; , 

ს 

'1კ6, =#, + 1» 2 
· ) თ51 

გაუსის პრინციპი, ისე როგორც დალამბერ-ლაგრანჟის პრინციპი, დიფე- 
რენციალური პრინციპია. 

ვაჩვენოთ, რომ გაუსის პრინციპი მიიღება დალამბერ-ლაგრანჟის პრინ- 

ციპიდან (მექანიკის ზოგადი განტოლებიდან). აღვნიშნოთ )ჩხC-ით IM: წერ- 

ტილის კინემატიკურად დასაშვები გადაადგილება « დროში (ნახ. 125) და 

დალამბერ-ლაგრანჟის პრინციპის საფუძველზე ვაჩვენოთ, რომ 7>,C; ნამდვილი 

გადაადგილება §) ფუნქციას ანიჭებს მინიმუმს M,6; კინემატიკურად დასაშვებ 

გადაადგილებებთან შედარებით. .(41,2) ტოლობის ძალით, გვექნება 

  

-: I, 273,C: (41,12) 

(1) კ? 

თუ ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (41,3) გამოსახულებაში, მივიღებთ 

285 –-ავ 
=-+2, XM(C7.Cა”. (41,13) 

§=1 

აღვნიშნოთ კინემატიკურად დასაშვები ICI გადაადგილებისათვის 9 

ფუნქციის მნიშვნელობა §-ით, ცხადია, გვექნება 

წ 2 8 ი თსა? 

-. 9 –-2, თI(8.C””. (41,14 

როგორც ადვილი მისახვედრია (ნახ. 125), 

'8.07=8:-თ+C0%



ი დირე “–“V,V ””“'”)ა. “ ებები თი 
ე ი 1! “ყ “ ი ი _ 

„ე შით: + 4% ის (18,C(- თC") 
წინებთ (41 4“ · 

ლის 2 ! (51 (4 

ით?“ __ 'ლობას, ვღებულობ სჯა აზ # 7Cთ. > ას, ვღეძულოაბთ ) 
„ქ ბ 9, I "ას. CC) – ეი. 

221 ი წა ((II– IM) · თC") = 

=- 109 
– ზშ, .-. – „– 

2 “0, – წ) . 0614). 

ან დალამბეც 
გაგ ვინაიC ა ააგრანეის პრინციპის ძალით, 

ა 5 

ა 2((7, 
I – 0) . 9#,)=0, 

„მიტომ » 

ა როლ 
ა ი8.0, · CC')=90. 

(=1 

კანასკნწელი ტოლობის ძალით, (41,15) ტოლობა გვაძლევს 
C'"=C0 +2-V ი (CC";?, 

" «=1 

საიდანაც · 0 < ლ' . 

ამრიგად, 0 ფუნქცია მინიმალურ "მნიშვნელობას ღებულობს ნამდვილი შოძ- 

რაობისათვის და ამით ზემონათქვამის: სამართლიანობა დამტკიცებულია, 

§ 42. იზოძრონული და სრული ვარიაციები 

მოვიყვანოთ ზოგიერთი შედეგი იზხოქრონული და სრული ვარიაციების 
“შესახებ, რომელნიც შემდეგში დაგვჭირდება. ვთქვათ, მოცემულია უწყვეტი 

და მეორე რიგამდე უწყვეტად წარმოებადი ფუნქცია 

: #=/დ. (42,1) 
ამ ტოლობის გაწარმოებით ვღებულობთ. ძი = /'(0)0ი!. შევნიშნოთ, რომ აქ 

ფუნქციის ცვლილება მიღებულია არგუმენტის შეცვლის შედეგად. აღვნიშნოთ 

უC)-თი ნებისმიერი უწყვეტი და უწყვეტად წარმოებადი ფუნქცია და განვი- 
"ხხილოთ ი%1) ფუნქცია, რომელიც განსახღვრულია შემდეგი ტოლობით 

ი“(()= /(ს)+5უC), (42,2) 
სადაც § ნებისმიერი მცირე სიდიდეა. რადგან § საკმარისად მცირეა, ამიტომ 
(42,2) ფუნქცია მცირედ იქნება განსხვავებული (42,1) ტოლობით განსაზღვრული 

-ფუნქციისაგან. ცხადია, აქ ჩვენ საქმე გვაქვს თვით ფუნქციის სახის შეცვლას- 
· 
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თან არგუმენტის შეუცვლელად. ბი სიდიდეს, რომელიც განსაზღვრულია 
ტოლობით 

80 -=0X(,) –– 9(0=6»() (42,3) 
ეწოდება 0=- /(,/) ფუნქციის იზოქრონ ული ვარიაცია. 809 წარმოადგენს 

ფუნქციის ნაზრდს, რომელიც მიღებულია ფუნქციის სახის შეცვლით, არგუ- 

მენტის შეუცვლელად. 
(42,3) ტოლობის ძალით, გვექნება _ 

2“. მ0=0"'--–ი':=6» (L). (42,4) 
თL 

თუ (42,3) ტოლობაში ი-ს ნაცვლად ავიღებთ ი'(ჯI) ფუნქციას, მივიღებთ 

60'=(ი0ი')' –– ი“(,)=5/'(L). (42.5) 

(42,4) და (42,5) ტოლობების შედარება გვარწმუნებს შემდეგი ტოლობის 

სამართლიანობაში: 

9? გი. (42,6) 

განვიხილოთ აღებული ფუნქციის ტი ვარიაცია, რომელიც მიიღება 

როგორც ფუნქციის სახის შეცვლის, ისე არგუმენტის შეცვლის შედეგად: 

ტი=ი'(L--46M) –– 9()), (42,7) 
სადაც -M# აღნიშნავს ჯ პარამეტრის ნაზრდს. ასეთ ვარიაციას ფუნქციის 

სრულ ვარიაციას უწოდებენ. (42,1) და (42,2) ტოლობების ძალით, (42.7) 

ტოლობა ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

ტი= /I(LL-+-4I)+6MC6+ 44) –– #CI). 
უსასრულოდ მცირე სიდიდეთა მიმართ გარკვეული სიზუსტით, უკანასკნელი 

„ ტოლობა მოგვცემს , 
C #ძ=წ6»() -L- 61 / (1), 

ახ რაც იგივეა, 4ძ-==80ი -L #ჯი'(). (42,8) 

უკანასკნელი ტოლობა ამყარებს დამოკიდებულებას აღებული ფუნქციის იზო- 

ქრონულ და სრულ ვარიაციებს შორის. 
თუ (42,8) ტოლობას გავაწარმოებთ # პარამეტრით და ვისარგებლებთ 

(42.6) „ტოლობით, მივიღებთ ; 

4 #ტი=860ი'-+#4ჯი"--ი' -9 (42,9) 
ძL თL 

თუ (42,8) ტოლობაში 0-ს ნაცვლად ავიღებთ ი'(ჯ)) ფუნქციას, მივიღებთ 

#ტი'=8ი' -L 4ჯი". (42,10) 

ორი უკანასკნელი ტოლობის შედარება გვარწმუნებს შემდეგი ტოლობის 

სამართლიანობაში: 

ძ ,9ძ -- ტი=4ტი' + 0, -- #”. (42,11) 
ძL . 

თუ ვარიაცია იზოქრონულია, მაშინ #ჯ=-0 და უკანასკნელი ტოლობა დაემთხ- 
ვევა (42.6) ტოლობას. 
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§ ტვ. ჰამილტონის პრინციპი 

ვთქვათ, ისე როგორც წინა პარაგრაფებში, სისტემა ემორჩილება 7; რაო- 

დენობა აპოლონომურ, ორმხრივ იდეალურ ბმას, როგორც თავის დროზე იყო 

აღნიშნული (იხ. § 40), მატერიალურ წერტილთა სისტემის მოძრაობა შეიძ- 
ლება დავახასიათოთ §=3/--/, განზომილებიან სივრცეში ერთი წერტილის 

მოძრაობით, რომლის კოორდინატებიც იძ; (1=1,..., §) განხოგადებული კოორ- 

დინატებია განვიხილოთ ხსენებულ § განზომილებიან სივრცეში წირები, 
რომელნიც გადიან ამ სივრცის ორ მოცემულ ,I და /; წერტილებსე. ცხადია, 

ყოველ ასეთ წირს შეესაბამება ევკლიდეს 3 განზომილებიან სივრცეში (| წირი 

(სისტემის წერტილთა შესაძლო ტრაექტორიები), რომელნიც თავსებადნი იქნე- 

ბიან ბმებთან 4 და 8 წერტილებს შეესაბამება მატერიალურ წერტილთა 

სისტემის გარკვეული ორი მდებარეობა, რომელთაც, პირობით, საწყისი და 

ბოლო მდებარეობა შეიძლება ეუწოდოთ. ვთქვათ ,„ და # მდებარეობას 

ჯ პარამეტრის ჯა) და 1, მნიშვნელობები შეესაბამება, კი ნემატიკურად 

დასაშვები წირები (მოძრაობები) ვუწოდოთ ზემოხსენებულ 

§ განზომილებიან სივრცის წირებს, რომელნიც # და #7 წერ- 

ტილებზე გადიან და რომელზედაც მოძრაობისას I,--/, დრო- 

ში მატერიალურ წერტილთა სისტემა გადავა |! მდებარეო- 
ბიდან # მდებარეობაში (საწყისი მდებარეობიდან ბოლო 

მდებარეობაში). 

დავუზვათ ჯერჯერობით, რომ სისტეზბასე უზუალოდ მოქმედი ძალები 

პოტენციალურია და განვიხილოთ ინტეგრალი 

I 
§= I L9I, (43,1) 

| , 

სადაც I, არის ლაგრანგის ფუნქცია: ე 

. #»=ჯ-–V"”. (43,2) 

(43,1) ტოლობით განსაზღვრულ § ფუნქციას პამილტონის ქმედებას 

“უწოდებენ. ცხადია, ჰამილტონის ქმედება დამოკიდებულია კინემატიკურად 
დასაზვებ წირებზე. სხვადასხვა ასეთ წირზე 5 ღებულობს სხვადასხვა მნიშვნე- 

ლობას, პამილტონის პრინციპი საშუალებას იძლევა კინემატიკურად დასაშვები 

„ წირებიდან ვიპოვოთ ის წირი, რომელზედაც ნამდვილად მოხდება სისტემის 
მოძრაობა. განსახილველი პოტენციალური ძალების შემთხვევაში ეს პრინციპი 

ასე ჩამოყალიბდება: 

კინემატიკურად დასაშვები წირებიდან სისტემა ნამდ- 

ვილად იმოძრავებს იმ წირზე, რომლისთვისაც ჰამილტონის 
ქმედების იზოჭგრონული ვარიაცია ტოლია ნულის: 

L 
65= | 6Lძ(=0. (43,3) 

ი · 
როცა 89=0, მაშინ ამბობენ, რომ § ღებულობს სტაციონარულ მნიშვნელო- 

ბას, ამიტომ ამ პრინციპს ხშირად შემდეგი სახით აყალიბებენ: 
„კინემატიკურად დასაშვები წირებიდან სისტემა ნამდ- 

ვილად იმოირავებს იმ წირზე, რომლისთვისაც პამილტონის 
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ქმედებას აქვს სტაციონარული მნიშვნელობა. აღნიშნულის 

გამო, ამ პრინციპს ხშირად სტაციონარული ქმედების პრინციას უწო- 

დებენ. 

თუ (43,3) ტოლობაში #-ის ნაცვლად შევიტანთ (43,2) მნიშვნელობას 

და გავითვალისწინებთ, რომ 

_ 27 = 3, (0; მმ,, 
751 

სადაც 0; (1=1, 2,..., §) განხოგადებული ძალებია, მივიღებთ 

> , · 
I 6X -L %) 0,ბი; | იჯ=9. (43,4) 

-ჩ 751 

არაპოტენციალური ძალების შემთხვევაში პამილტონის პრინციბი ასე 

ჩამოყალიბდება: 
კინემატიკურად დასაშვები წირებიდან სისტემა ნამდ- 

ვილად იმოძრავებს იმ წირზე, რომლისთვისაც ადგილი აქვს 

(43,4) ტოლობას. 
ვაჩვენოთ, რომ ჰამილტონის პრინციპიდან მიიღება სისტემის მოძრაო- 

ბის ლაგრანჟის მეორე გვარის განტოლებები. ამით ნაჩვენები იქნება ამ პრინ- 

ციპის ზოგადი ხასიათი. ცხადია, გვექნება 

67 = ა წუს 09; +29 – » გე, I (43,5, 
ეი; ძი, 

(42,6) ტოლობის ძალით, ვღებულობთ 

მ მჯ - მ მ» გე ჯ/=-–- 0. =4( –- თმ) 2 გი,-- მ”. · (43,6) 
ოა! ” (+, ძL ძი; 

(43,5) და (43,6) ტოლობების გათვალისწინებით, (43,4) ტოლობა მოგვცემს 

(2 
#3 (2-1. + V) 206 + + 22 გი, =0 ' (43,7) 12. ძი; მ ძი', ” 7 24ბ ; 7 · · ) 

ჩი 
მაგრამ, ვინაიდან მ0; ნულის ტოლია 4 და #8 კონფიგურაციისათვის, ე. ი- 
როცა ჯ1==1, და ჯL=#), ამიტომ 

და უკანასკ6ნელი ტოლობა მოგვცემს 

ჯ 
ი აი”? _ –.L ; | 60; ძჯ1-==0. 

(L ა(– ძ ძი“, თ) მ ძ(=0 
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ვინაიდან (ჯა, (,) ნებისმიერად აღებული შუალედია, ამიტომ, უკანასკნელი 
ტოლობიდან მივიღებთ ' 

ა/მ” ძ ძ”%%., )ბ 
აეეე ; | 60;=0. 

2L>, V ძი, ე 
თუ გავითვალისწინებთ, რომ მი; (1=1, 2,..., §) დამოუკიდებელი ვარიაციებია 

და უკანასკნელი ტოლობა კი იგივურად უნდა იყოს შესრულებული, მივიღებთ 

49% _ –-=0), (1=1, 2,.-., 8). (43.8) 

ეს უკანასკნელი ლაგრანჟის მეორე გვარის განტოლებებს წარმოადგენენ და 
ზემონათქვამის სამართლიანობა დამტკიცებულია, 

' თუ ძალები პოტენციალურია, მაშინ, ზემომოყვანილის ანალოგიურად 
(43,3) ტოლობიდან მივიღებთ 

#9 % 0 ც=-1,9,..) 9), 43,9) 
თ ძი'; ძი; თ ) ( 

ჰამილტონის პრინციპი შეიძლება მივიღოთ ლაგრანჟის მეორე გვარის 
განტოლებებიდან მაგალითისათვის, განვიხილოთ პოტენციალური ძალების 
შემთხვევა. გავამრავლოთ (43,9) ტოლობა 00,-ზე და ავჯამოთ, მივიღებთ 

, ვ § 

6 9ჩგე,_ 5195Xგე,=-0, (43,10) 
21 თ 09; , წოწეი 

(42,660) ტოლობის ძალით, ვღებულობთ 

9 9» 8 ,=--%. უბ)  X 80',. 

თხ ძი“; | ძი; Vძი'; ძი; 

თუ ამ მნიშვნელობას (43,10) ტოლობაში შევიტანთ, გვექნება 

ძლ მ – ამწის I 20, ) _– –-მ80;-– –-60;-+C+ –“- 60, =0. 

ძლ ძი,” 2 ა. 

მაგრამ, ვინაიდან 
  

ლ /მL. მ# 
28ჯ= %' (22, ; I, 

' 2 ძი, LV, 

ამიტომ უკანასკნელი ტოლობიდან ადვილად მივიღებთ 

ს 
ჯ 4 “- 

| 8X ძ– >. XI =90. 
· , 

ჩ% 751 6 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ 4 და # კონფიგურაციისათვის 60,=0, უკანასკ.. 

ნელი ტოლობა მოგვცემს | 
ჯ 

I მ#0L=0, 

10 
415.



და ამით ნათქვამის სამართლიანობა დამტკიცებულია. ანალოგიურად შეიძ- 
ლება ვაჩვენოთ, რომ (43,8) სისტემიდან მიიღება (43,4) ტოლობა. , 

განვიხილოთ იაკობ-ოსტროგრადსკის განტოლება (იხ. § 19): 

მ , 

–+MC რეც.--, 9, 701) ქ)ეს'"-ე /ყ)=0 (43,11) 
0 

და გამოვარკვიოთ რა კავშირი არსებობს იაკობის § მთავარ ფუნქციასა და 

პამილტონის ქმედებას შორის. როგორც ვიცით, (4პ,1)) განტოლების სრულ 

ინტეგრალს აქგს სახე ა 

5=7-%% C, რI)..-ე ში (ჯა... ძა)“+- ძი+ც (43,12) 

სადაც თ. რეს, (+, ნებისმიე“ი მუდმივებია. 

თუ პამილტოხის ქმედების გამოსახულებაში L,-ის ნაცვლად ავიღებთ 

1 ცვლადს, მივიღებთ 
ჯ 

5= | LV 

ზი 
საიდანაც 

ა) ძა _ ”, (43,13) 
ძL 

(43,12) ტოლობით განსაზღვრული მთავარი § ფუნქციისათვის, ცხადია, 

გვექნება 

03 ძ5 _, V ძი ე.. 

თი” ძს 24“მძ, 

მაგრამ, ვინაიდან – თ ამიტომ უკანასკნელი ტოლობა, (43,11) ტოლო- 
9, 

ბის გათვალისწინებით, ასე გადაიწერება: 
.- 7 

ძვ ლ –=.==-# სა ; 0',. (43,14) 7 + 2 » 

როგორც ვიცით, ჰამილტონის ფუნქციას აქვს სახე (იხ. § 17) 

#= M 12: ი,– L: (43,15) 

"(51 | 

თუ ამ მნიშვნელობას (43,14) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

45 _ > (43,16) 
ძL 

(43,13) და (43.16) ტოლობების ჯედარება გვარწმუნებს, რომ პამილ- 

ტონის ქმედება და იაკობის მთავარი ფუნქცია მხოლოდ მუდ- 

მივი შესაკრებით ზეიძლება განსხვავდებოდენ. 

ზემოთ განხილული -რინციაი სტაციონარული ბმების შემთხვევაში პირ- 

ველად ჩამოყალიბებული და დასაბუთებული იყო პამილტონის მიერ. შზემღეგ, 

4'6 · ·



პამილტონის შედეგები არასტაციონარული ბმების შემთხვევაში განზოგადე- 
ბული იქნა ოსტროგრადსკის მიერ, ამიტომ ამ პრინციპს, ხშირად, ჰამთლ- 

ტონ-ოსტროგრადსკის პრინციას უწოდებენ. 

§ 44, ჰამილტონის კანონიკური განტოლებების მიღება 
ჰჯამილტო,სნის პრინციპიდან 

(43,15) ტოლობიდან, ცხადია, გვექნება 

·2 , " X= 1)I,01 –– II. 
(1 

თუ /,-ის ამ მნიშვნელობას (43,3) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

ხს, 
I>L" ი+· , 1 9L გ 0) –– 50", –– 0“ 2 «1=90. (44,1) 
L (21 1V,, 0 

(42,6) ტოლობის ძალით, ცხადია შემდეგი ტოლობის სამართლიანობა: 

00; = V- ბი,=-- (ა,69) –– ს, 64+. 

ამ მნიშვნელობის (44,1) ტოლობაში შეტანით ვღებულობთ 

ს. ე 

12 (6 +); თეთ+«- 
=> 

- პი) =90,. (44,2) 

ჩი 

ვინაიდან 4 და # კონფიგურაციისათვის ბიჯ;=0, ამიტომ 

2 

> წი MI =0. 

ჯ51. 
: ე 

თუ, ამის გარდა, გავითვალისწინებთ, რომ (ჯა, ჯ,)) შუალედი ნებისმიერად 

შეიძლება იყოს აღებული, (44,2) ტოლობა მოგვცემს 

ა (დიორი) 
მაგრამ, ვინაიდან 60: და 60, დამოუკიდებელი ვარიაციებია, ამიტომ უკანასკ- 

ნელ ტოლობაში მათი კოეფიციენტები ნულის ტოლი უნდა იყოს და ვღე- 

ბულობთ · 

ი,=99L. ა»,=–- მ#ML (1=1, 2,/..., §). (44,3) 
: ძი, მი, 

27. ნ. ვეკუა 417



ეს უკანასკნელი ჰამილტონის კანონიკური განტოლებებია და ამით ნაჩვენებია 

რომ პამილტონის პრინციპიდან პირდაპირ მიიღება პამილტონის კანონიკური 

განტოლებები. 

§ 45. უმცირესი ქმედების პრინციპი 

განვიხილოთ ის შემთხვევა, როცა სისტემაზე მოქმედი ძალები პოტენ- 

ციალურია, ბმები კი –– სტაციონარული. ვინაიდან =# -–– 7=7?'–+VC, სადაც 

CV პოტენციალს აღნიშნავს, ამიტომ ჰამილტონის ქმედება შეიძლება ასე წარ- 
მოვადგინოთ (ჯ:-=9): 

M 
8= | (+ C) ი#. (45,1) 

0 

როგორც ვიცით, როცა სისტემაზე მოქმედი ძალები პოტენციალურია, ბმები 

კი – სტაციონარული, მაშინ ადგილი აქვს ცოცხალი ძალის ინტეგრალს 

9?-- IV =V7, (45,121) 

სადაც #7 ნებისმიერი მუდმივია (სისტემის საწყისი ენერგია). (45,2) ტოლობის 

ძალით, (45,1) ტოლობა ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

წ 
5= | 2Vძ1--/Iც (45,3) 

0 
ანუ 

, 8=V – M, (45,4) 
ადაც 

L: 
II” = I 27. (45,5) 

0 

(45,5) ტოლობით განსაზღვრულ 17 ფუნქციას ეწოდება ლაგრანჟის 
ქმედება. (45,4) ტოლობა გვიჩვენებს, რომ ლაგრანჟის ქმედება ემთხვევა 

წ 19-ში განხილულ II კანონიკურ ფუნქციას. 

ისე როგორც წინა პარაგრაფში, მატერიალურ წერტილთა სისტემის 

მოძრაობა დავახასიათოთ § განზომილებიან სივრცეში ერთი წერტილის მოძ- 

რაობით. განვიხილოთ § განზომილებიანი სივრცის წირები, რომელნიც ორ 
ფიქსირებულ 4 და 8 წერტილებზე გაივლიან. ვთქვათ, ყოველ ასეთ წირზე 

სრული ენერგია # ერთნაირია, ისეთ წირებს, რომელნიჯდკ გადიან /# და # წერ- 

ტილებზე და ყოველ მათგანზე სისტემის მოძრაობას ერთი და იმავე /, ენერ- 

გია შეესაბამება ვუწოდოთ კინემატიკურად დასაშვები წირები. 

სხვადასხვა წირზე 4-დან -8-მდე მოძრაობის დრო შეიძლება იყოს სხვადასხვა, 

განსხვავებით წინა პარაგრაფში განხილული კინემატიკურად დასაშვები 

წირებისა. , ; 

უმცირესი ქმედების პრინციპი, რომელსაც ხშირად მოპერტიუი--ლაგ- 

რანჟის პრინციპს უწოდებენ, შემდეგში მდგომარეობს: 

ზემოხსენებული კინემატიკურად დასაშვები წირები- 

დან ს ისტემა ნამდვილად იმოძრავებს იმ წირზე, რომლის- 
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თვისაც ლაგრანჟის ქმედების სრული ვარიაცია ნულის ტო. 

ლია (047 =0. 

შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ლაგრანჟის მეორე გვარის განტოლებებიდან 
მიიღება უმცირესი ქმედების პრინციპი. ამისთვის ლაგრანჟის განტოლებები 

X მL _ მხი ც=I),2... ა (45,6) 
# ძის მი» 

გავამრავლოთ ტი; სრულ ვარიაციაზე და ავჯამოთ, მივიღებთ 

ლ იძ მL ა მ# 
_ ––-ტბმი-–- ხ –– ტი,= 45,7 

2, ი! ძი", 2420, ი სატი 

ცხადია, გვექნება 

_0 ძX ( / მ”, მL ძ. 
-- 60=--| ––– ბთ | – 45,8 

"ძჯ ძი", თ (+. მი', ი! ი“ (55) 

(42,11) ფორმულის ძალით, 

4 ად - =4ი', ითი ბ 

თუ ამ მნიშვნელობას (45,8) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

ძ მL „ მIL 9L 07, ი“ 
ა _– #0 0'––-44. 45,9 
თ მი 9 XL. ბ) - მი', მი, "ი! რე» 

უკანასკნელი მნიშვნელობის (45,7) ტოლობაში შეტანით ვღებულობთ 

9 X% მL„ მL > , CC 
–-060,-- #ი, – _ –- ტ6ჯ1=0. ძLრ ში" XC . გებ ' ელა 400, 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ 

თ=3- 0',=27X, 
ჯ=1 ა ჯ=51 ძი”, 

§-<1 ძი, 

უკანასკნელი ტოლობა ასე შეიძლება აღწეროთ 

ძ + მX ძ –- VI -“ ტი... – 97 --–- ტ6ჯ=0. 
ება ძი', ბს ბL თ 

თუ მოვახდენთ ინტეგრებას, მივიღებთ 
ს 

· +.) 9 (ბარა მტ) 329 ==0, 
(1 

0 
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მაგრამ, ვინაიდან 4 და 8 კონფიგურაციისათვის 4ი,=0, აზიტომ 

LI 
მჯ 

>» ძი, ' 0 

და უკანასკნელი ტოლობა მოგვცემს 

V , 
I ბ) ML-+ | 22 0+--0. (45,10) 

' 0 0 

ვინაიდან ადგილი აქვს ტოლობებს 

”-–0=V, 

L+V=1, 

1,=27' –- . 

მაგრამ, ვინაიდან კინემატიკურად დასაშვებ წირებზე # ერთნაირია, ამიტომ 

4ტM=0 და უკანასკნელი ტოლობა მოგვცემს 

=2427'. 

ამიტომ, ცხადია, გვექნება 

თუ ამ მნიშვნელობას (45,10) ტილები შევიტანთ, მივიღებთ 

11 
! #(27)ძ1 -L I 27'ძ4ჯ=0 (45,11) 

ვაჩვენოთ, რომ ტი - ი ს მისათვის განვიხილოთ ფუნქცია 

ჯ“=L –- 80XL), , 

სადაც 8 უსასრულოდ მცირე სიდიდეა, CVXI,)--წარმოებადი ფუნქცია, ვინაიდან 

46ჯ=+/"-- (=60X), (45,12) 
ამიტომ, ცხადია, გვექნება : 

ძ##L= 4I"-– ი(=6თ'(I)II. (45,13) 
თუ (45,12) ტოლობაში ჯ-ს ნაცვლად ავიღებთ ი#-ს, მივიღებთ 

ბძ(=ძ!"-- ძი1=8თ!'(L) 0M. · 

უკანასკნელი ტოლობის შედარება (45,13) ტოლობასთან გვაძლევს 

ძ.ზ4ჯ= რძ. (45,14) 

(45,14) როლობის ძალით, (45,11) ტოლობა ასე გადაიწერება: : 

ს, წ > L, 
/ ა უ#-I- I 27040L= I #ტ(27'970=რ I 27 ძ9(=#I1/ =0. 
0 

ამით ნაჩვენებია, რომ 5 ,6) განტოლებებიდან მიიღება უმცირესი ქმედების 
პრინციპი, 

ადვილია ჩვენებს აგრეთვე, რომ უმცირესი ქმედების პრინციპიდან 

მიიღება ლაგრანჟის (45,6) განტოლებები. 
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ამოცანები 

81, ერთნაირი მასის ორი მძიმე მატერიალური წერტილი ე/, და 1/, 

შეერთებულია ერთმანეთთან | სიგრძის ღეროთი, რომლის წონაც მბედველო- 

ბაში არ მიიღება. ღერო მოძრაობს ვერტიკალურ სიბრტყეში ისე, რომ მისი 

შუაწერტილის სიჩქარე ღეროს გასწვრივ არის მიმართული. დავწეროთ აღე- 

ბული სისტემის მოძრაობის განტოლებები დეკარტის კოორდინატებში (ლაგ- 

რანჟის პირველი გვარის განტოლებები). 
ვიგულისხმოთ, რომ თითოეული წერტილის მასა ერთის ტოლია, კოორ- 

დინატთა 0.-/ სისტემა ავიღოთ ხსენებულ ვერტიკალურ სიბრტყეში, ვინაიდან 

ღეროს სიგრძე უცვლელია, ამიტომ თუ #I, და 1/, წერტილების კოორდინა- 

ტებს აღვნიშნავთ შესაბამად ჯ,, V, და .,, /,-ით, მივიღებთ 

__-_-__–_-_ ი) 
თუ ღეროს შუაწერტილის კოორდინატებს აღვნიშნავთ „ /-თი, გეექნება 

29 4.25 MM + ყV. 
ა, · MV _ 

2 ს 2 
ჰდ - 

საიდანაც ხსენებული შუაწერტილის სიჩქარისათვის ვღებულობთ 

რო (1-4 
ყ, + ჰი“ ––" იიი ი 

2 2 

პირობის ძალით უთ. წერ და მაშასადამე, შეგვიქლია დავწეროთ 

დე + ეა _ ”. + VI. 

.. 
საიდანაც 

დ == (>,–9) (VI + 7) –– (/ე –– )0) (2ე' + 5) =9. (ლ) 

ამრიგად, მატერიალურ წერტილთა სისტემა ემორჩილება (1) და (2) 

განტოლებებით განსაზღვრულ ბმებს, რომელთაგან (1) არის ჰოლონომური, 

ხოლო (2) არაჰპოლონომური, ლაგრანჟის პირველი გვარის განტოლებები გან- 

სახილველ შემთხვევაში მოგვცემს (იხ. § 23): 

ეე =--7/ (2 _ X,) _ LI – V,) 

ყ,”ლ=–-90-XV) – /) + MCC, – ის 

3 =M(C, –- თე) –– IV –– V,), 

#ე =– 9ძ+XMM -– /,)+ (დე -– 2,), 

სადაც X და ს ლაგრანქეის განუსაზღვრელი მამრავლებია. ამ განტოლებებს 
უნდა დაემატოს აგრეთვე ბმების (1) და (2) განტოლებები. გვაქვს 6 განტო- 

ლება 6 უცნობით ,, #V,, თა, ყე, X, IL. ამ სისტემის ინტეგრება ძნელი არ არის. 
55. მძიმე მატერიალური წერტილი, რომლის წონა უდრის ჯ-ს, მოძ- 

რაობს გლუვ სიბრტყეზე, რომელიც მოცემულია განტოლებით 

#=ლ=იდ+სყ+- 02 + .ძ=9. (3) 
ვიპოვოთ წერტილის მოძრაობის განტოლებები და რეაქციის ძალა. 
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კოორდინატთა 0:/2 სისტემა ისე ავიღოთ, რომ 0/გ ღერძი მოგეზული 

იყოს სიმძიმის ძალის საწინააღმდეგო მიმართულებით. თუ სიმძიმის ძალას 

აღვნიშნავთ "#-ით, ცხადია გვექნება 

#„=0, #Vს=9, #,=-– /#. 

ლაგრანჟის პირველი გვარის განტოლებები მოგვცემს 

მეწ ლ#. X2 2)/ "=> 9%#, 918 '=–- 1) +. #-- 2, (4) 
ძე; მ” 

სადაც თ=+-. ამ განტოლებებს უნდა დაემატოს კრეიგ ბმის (3) განტო- 

ლება. (3)-ის ძალით, (4) ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

ი; =ძX, IV == ხ2, 18” == -–- 10 -L 07. (5) 

ვიპოვოთ ჯერ X. ამისათვის (3) ტოლობა ორჯერ გავაწარმოოთ ჯ-თი 

და გავამრავლოთ ე)»-ზე, მივიღებთ 

თით + ხი + 0918 =0. 

(15)-ის ძალით ეს უკანასკნელი მოგვცემს 

(ი? + ხ?-L 0)X-–- 6» =9, 
საიდანაც 

= ი” - +ე=ტიუ8L. (6) 
ლ'+ხ-LV 

(5)-დან ინტეგრებით ვღებულობთ 

_ი თ! –+ Cე) 

„ყ= აბი + Cვს + CV) . (7) 

,=- 01 4%06ა0 ე ეკ +LC0.. 
| 29 

ვინაიდან წერტილი თავისუფალი არ არის, ამიტომ C,, C,,...» Cკ მუდ-. 

მივებს შორის იარსებებს გარკვეული დამოკიდებულებანი. ამ დამოკიდებულე- 
ბების მოსაძებნად (7) მნიშვნელობები შევიტანოთ (3) ტოლობაში, მივიღებთ 

> (Mი თ? -L Xი ს” -L ი 0" –– 0) I" -L (თC, -+L სCა + იC:)1-L 

+ C + C+ C +ძ=9. (8) 

ჯ-ის კოეფიციენტი ნულის ტოლია (6)-ის ძალით, რომელიც ნებისმიერ მუდ- 

მივებს არ შეიცავს. (8)- დან 1-ს პირველი ხარისხის კოეფიციენტისა და თავი- 

სუფალი წევრის ნულთან გატოლებით, ვღებულობთ 
თC) + ხთვ + 0C,=0, 

(2) 
C+C,+ C§6-+ძ=0. 
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ამრიგად, C), C,,..., CI მუდმივებს შორის ნებისმიერი იქნება მხოლოდ 
4, რომელნიც სათანადო საწყისი პირობებით განისაზღვრებიან. 

ვიპოვოთ ახლა რეაქციის კომპონენტები, ცხადია, გვექნება 

_ თ -#-LX. ით 
სადაც I: რეაქციის ძალაა, 

(100) ტოლობის კოორდინატთა ღერძებზე დაგეგმილებით ვღებულობთ 

სუ = 1», II =7M მ)2 =– )4+,. (11) 

უკანასკნელი ტოლობების (5)-თან შედარება გვაძლევს 

1#7:=07/-0 11, =ხXი, 72, =- 07-ე (12) 

53. ორი მათემატიკური საქანის დაკიდების წერტილები მოთავსებულია 

ერთსა და იმავე ჰორიზონტალურ წრფეზე, ვთქვათ, ორივე საქანს აქვს ერთ- 
ნაირი მასა „, და ერთნაირი სიგრძე |, ორივე საქანი ერთმანეთთან დაკავში- 

რებულია ზამბარით, რომელიც დაუჭიმავ მდგომარეობაში იმყოფება, მაშინ, 

როცა ორივე საქანს ვერტიკალური მდებარეობა უკავია, შევისწავლოთ აღე- 
ბული სისტემის მცირე რხევა ვერტიკალურ სიბრტყეში მდგრადი წონასწო- 
რობის მახლობლობაში, 

როგორც ადვილი მისახვედრია, ვერტიკალური მდებარეობა ორივე საჭქა- 

· ნის მდგრადი წონასწორობის მდებარეობას „წარმოადგენს. სისტემაზე მოქმე- 

დებენ სიმძიმის ძალები და აგრეთვე ზამბარის დაჭიზულების ძალა, რომელიც. 

პუკის კანონის ძალით, ზამბარის 

წაგრძელებს პროპორციულია. 0 

ავიღოთ ხსენებულ ვერტიკალურ 
სიბრტყეში კოორდინატთა 0აV 

სისტემა . ისე,, რომ 0: ღერძი 

მიმართული იყოს ჰორიზონტალე- 

რად და გადიოდე” საქანების 

დაკიდების წერტილებზე, 0ყ ღერ- 
ძი მოვგეზოთ სიმძიმის ძალის 

მიმართულებით. ვერტიკალურ მი- 
მართულებასთან გადახრის კუთ- ჭ 

ხეები იყოს დ,' და დ, (ნახ. 126). 
ცხადია, მდგრად წონასწორობას 

ადგილი აქვს მაშინ, როცა დ,=«დკა=0. დ, და დე კუთხეები, რომელნიც გან- 
საზღვრავენ სისტემის მდებარეობას. მივიღოთ განზოგადებულ კოორდინა- 

ბად. 
M ადვილად დავრწმუნდებით, რომ სისტემის ცოცხალ ძალას განზოგადე- 

ბულ კოორდინატებში ექნება სახე 

  >+X    
5ახ. 126. 

7=--C(6,7+%, (13) 

სადაც თ=M"სბ. 
ზამბარის წაგრძელება, უსასრულოდ მცირეთა გარკვეული სიზუსტით, 

იქნება ? 

(| §10 დე –– 810 დ, | ლ>1| დე –– დ, I. (14) 
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პუკის კანონის ძალით, ზამბარის დაჭიმულობის ძალის სიდიდე გამო- 
ითვლება ფორმულით: 

LL" =%II 80) დე –– 810 დ, |=/1 | დი –– დ, |, (15) 
სადაც #7 პროპორციულობის კოეფიციენტია. ამის შემდეგ, როგორც ადვილი 

გამოსათვლელია, პოტენციალურ ენერგიას, უსასრულოდ მცირეთა გარკვეული 
სიზუსტით, ექნება სახე 

I =M091(1 –– 00§ დ,)-L)//1(1 –– 60§ §,)+X- (დე –– დ,). , (16) 

თუ 005Cდ, და 0056, ფუნქციებს დავშლით მწკრივად დ1=Cდ)=0 მნიშვნელო- 
ბისათვის და შესამე და უფრო მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირე სიდიდეებს 

უკუვაგდებთ, მივიღებთ 

: #=-- (დ,1-++ დე“) –– ბდკCდ,, / (17) 

სადაც . დაც ი=ა/1+71, ს=%I?, (18) 
დავწეროთ ახლა ლაგრანჟის მეორე გვარის განტოლებები: 

, ით მ | მძ; 

  

-:0, 

რ“ ძდ, ძდ, 09 

რძ მ , მძ. _ 
შთ მდ,” · -მდა 

(13) და (17) ფორმულების ძალით, უკანასკნელი. სისტემა მოგვცემს 

თდა" –+- 09, –– ხდე=90, (20) 
ძრა + 09, –– ხდ =0. , 

ამ სისტემის შესაბამ სეს ემლ სისტემას ექნება სახე 

(2) =- · თ.გ +0, – =(თX? -L ი)? -– 8?=-0, (21) 

I ა, აი, 
საიდანაც +. 

)3-.-- 22-0. ს (22) 
C 

თუ გავიხსენებთ თ, ს და დ მუდმივების მნიშვნელობებს, - დავრწმუნდე- 

ბით, რომ 2? არის უარყოფითი რიცხვი. შეგვიძლია დავწეროთ 71>=-- II,7, 

#=-–- ს, სადაც · | 
_–__. 

თ თ 

ამის შემდეგ ცხადია, რომ მახასიათებელი განტოლების ფესვები იქნება 

1, ==9|", 2) "ლ 90 2 ,=9%). ბე“ ==-- 20. 

თუ ვისარგებლებთ ზოგადი ამოხსნის დასაწერად (30,32) ფორმულებით, 
მივიღებთ 

1=+#L, 81) (IIMჯ -L- ბჯ) -L 8 810 (0,# –- §,),. 

7, §10 (რჯ + 5) –– 9; 810 (II,ჯ-L- %.), 

სადაც. XM,კ, II), 8,, 5, ნებისმიერი მუდმივებია.



თავი VII 

მყარი სხეულების ლჩნამიჰკა 

მატერიალურ წერტილთა ისეთ სისტემას, რომლის წერტილებს შორის 

მანძილი არ იკვლება, უცვლადი სისტემა ეწოდება, მატერიალურ წერტილთა 

უცვლად სისტემას მყარ სხეულს უწოდებენ. ჩვენ შემდეგში ვიგულისხმებთ, 

რომ ხსენებული უცვლადი სისტემა უწყვეტად ავსებს სივრცის გარკვეულ 
ნაწილს, რომელიც რაიმე შეკრული ჯ ფართეულით არის შემოსაზღვრული. 

ქვემოთ მოყვანილი ყველა შედეგი მარტივად გავრცელდება იმ შემთხვევი- 
სათვის, როცა მყარი სხეული შედგება დისკრეტულად განაწილებული მატე- 

რიალური წერტილებისაგან. განსხვავება მხოლოდ იმაშია, რომ იქ, სადაც 

უწყვეტი სხეულებისათვის ზოგიერთი სიდიდე ინტეგრალითაა წარმოდგენილი, 

დისკრეტული სისტემის შემთხვევაში ის გარკვეული ჯამის სახით იქნება 

წარმოდგენილი. 

ბგანქოფილება 1 

მომენზები 

მყარი სხეულის დინამიკაში დიდი მნიშვნელობა აქვს სხეულში მასათა 

განაწილების კანონს. იმ სიდიდეებს, რომელნიც ახასიათებენ სხეულში მასათა 
განაწილებას, ეწოდება მომენტები. თეორიას, რომელიც სწავლობს მასათა 

განაწილებას სხეულში, ეწოდება მასათა გეომეტრია. 

§ 1. სტატიკური მომენტები 

ვთქვათ, მყარი სხეული დანაწილებულია საკმარისად მცირე განზომი- 

ლების მატერიალურ ნაწილაკებად, რომელთა მასებია 1V,, //!,, «+» I განვიხი- 

ლოთ ვექტორი Mე, რომელიც შემდეგი ტოლობით არის განსაზღვრული: 

ჯ” 

წრით ჯ 1): (1,1) 
§-1 

სადაც "#==(9, 70 2) წარმოადგენს 7/, ნაწილაკის რადიუს-ვექტორს კოორდი- 

ნატთა 0აV2 სისტემის 0 სათავის მიმართ. თუ ამ ტოლობაში გადავალთ 

ზღვარზე, როცა სხეულის დანაწილების რიცხვი უსასრულოდ იზრდება ისე, 

რომ ყოველი დანაყოფის განზომილებები მიისწრაფოდეს ნულისაკენ, მივიღებთ 

Mა=II 7» მ. (72/ს “III. 7” C(თ, V/, 2) (XVII, (1.2) 

4, 
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სადაც 7/# არის სხეულის მასა, ” – მოცულობა, თ(ჯ, ყ, 2) –– სიმკვრივე (:,,V, 2) 

წერტილში. #, ვექტორს ეწოდება აღებული მყარი სხეულის სტატიკური 
მომენტი 0 წერტილის მიმართ (პირველი რიგის მომენტი 0 წერტილის 
მიმართ). ცხადია, (1,1) ტოლობა, როცა # საკმარისად დიდია, იძლევა აღე- 

ბული მყარი სხეულის სტატიკური მომენტის მიახლოებით მნიშვნელობას. · 

თუ მყარი სხეული წარმოადგენს ჯ# მატერიალურ წერტილისაგან შემდგარ 

უცვლად სისტემას, მაშინ (1,1) ტოლობით განსაზღვრული ვექტორი წარმოად- 

გენს სტატიკურ მომენტს 0 წერტილის მიმართ. 

თუ (1,2) ტოლობას დავაგეგმილებთ კოორდინატთა ღერძებზე, მივიღებთ 

M-.= | | | >, ?/ 2) ე;IV, 

” 

M,,=III C(ე,, 7: 2) „/CVI/, (1,3) 

” 

MV=| | | თთ, V, 2) 2თX#”. 
» 

#თ, 9 და #.-, სიდიდეებს ეწოდება სტატიკური მომენტები შესაბამად 

“#59, #2 და ე/ სიბრტყეების მიმართ. 

„ აღვნიშნოთ 2--თი აღებული მყარი სხეულის ინერციის (კენტრის რადიუს- 

ვექტორი. როგორც ვიცით (იხ. IV თავის § 15), 

1#+, = | | | =C,, ყ, 2)7 ძ/ = წა. 
I” 

უკანასკნელი ტოლობის კოორდინატთა ღერძებზე დაგეგმილება გვაძლევს 

M%.= | | | თ(», ყ,, 2) XXV = /%, 
» 

#V,=II! თ(თ, V, 2) /თ7 =77V/ (1,4) 
I”4 

#/V;= III CCV, 7, 2) 2V 7 = ./ 2-. 
I” 

ვთქვათ, ინერციის ცენტრი მოთავსებულია რომელიმე სიბრტყეზე, მაგა- 

ლითად, V0/გ სიბრტყეზე, მაშინ :.=0 და #7”.=0. ამრიგად, ჩვენ ვაჩვენეთ, 

რომ სტატიკური მომენტი იმ სიბრტყის მიმართ, რომელზე- 

დაც მოთავსებულია ინერციის ცენტრი, ნულის ტოლია. 

(11) ტოლობის გამოყენებით ვრწმუნდებით, რომ იგივე შედეგი 

გვექნებ დისკრეტული წერტილებისაგან შემდგარი უცვლადი სისტემისა- 

თვისაც. 
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§ 2. მეორე რიგის მომენტები 

მყარი სხეულების დინამიკაში ხშირად გვხვდება შემდეგი სიდიდეები: 

V.=|I| თ(ე,, წ, 2) (ყ' +) ძIX, 

I4 

#,=III თ(ჯ7, ყ, 5) (ფ?-L 29) (IV, (2,1) 
” 

#.=| I I თ, /, 2 62-Lცზ ი»; 

ძ (ყი) = III Cთ(X, ?/. 2) ჩX?0I, 

#7... 

ძია |II თ იუი, (2,2) 
” 

ძი = III თ(ე, V, 2) 2?ძX; 

V” 

წ. =III Cთ(თ, 3? 2) V2V7, 

” 

/„,=II| თ(დ, ყ, 2) -20X, (2,3) 

I4 

#„=II! თ(ი, V/, 2) 2:V0V ; 
” 

«ა = | | | XV, 2) (?-+ყ'–+/შ ძV, 0.4 
” 

რომელთაც მეორე რიგის მომენტები ეწოდება. 

«I. გამოსახულებას ეწოდება მყარი სხეულის ინერციის მომენტი 

თ ღერძის მიმართ. შევნიშნოთ, რომ /.,-ის გამოსახულებაში შემავალი 

ჯამი „'-L2% გამოსახავს (ე,, /, 2) წერტილიდან მანძილს 0. ღერძამდე. ასევე 

ყყთ 7”, წარმოადგენენ ინერციის მომენტებს შესაბამად 0ყ და 0ჯ ღერძების 

მიმართ. #Vციე სიდიდეს, რომლის გამოსახულებაში შემავალი ე? წარმოადგენს 

მანძილს (>, ს, 7) წერტილიდან ს, სიბრტყემდე, ეწოდება მყარი სხეულის 

ინერციის მომენტი V2 სიბრტყის მიმართ, ასევე #,აე და ყი 

წარმოადგენენ ინერციის მომენტებს შესაბამად ჟ-2 და > სიბრტყეების მიმართ. 
(2,3) ტოლობებით განსაზღვრულ V,,, 9V>-. V.-/ სიდიდეებს ეწოდება ინერ- 

ციის ნამრავლები. (2,4) ტოლობით განსაზღვრულ ყე სიდიდეს ეწოდება 

ინერციის მომენტი 0 წერტილის მიმართ, ანუ პოლარული მომენტი. 
ზემომოყვანილი ფორმულებიდან გამომდინარეობს მეორე რიგის მომენ- 

ტების შემდეგი თვისებები: 

19. ძია + ძ (6) +- ძცი=ძC · 
29. ძი + ყა, + ჰ,=92ძაი, 
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პმ. ყ,.,, ყ,ეყ და შ,, სიდიდეებს ისეთივე თვისება აქვთ, როგორიც სამ- 

კუთხედის გვერდებს, ე. ი. ორი მათგანის ჯამი ყოველთვის მეტია მესამეზე. 
ვაჩვენრთ, მაგალითად, რომ 

> +ყაი>VV. (2,5) 

(2,1) ფორმულების ძალით, ცხადია, ბვექნება 

/.+V,„=II11 9 9 თ'+4-ყე თ7+2|/ || თ ,02>ი”.. (26 
” ” 

მაგრამ, ვინაიდან 2III თCV", //, 2) 'VI7 =2# ცე > 9, ამიტომ (2,6) ტოლობიდან 
” 

ვღებულობთ 
მთ --ძი >III Cთ(», #,,2) (>? –+V?) თV7 =- თ. 

IM 

დისკრეტული უცელადი სისტემის შემთხვევაში 

> /; (/ “I – გზ). 

ანალოგიურად დაიწერება ამ შემთხვევაში სხვა მეორე რიგის მომენტების 
გამოსახულებაც. როგორც ადვილი მისახვედრია, ასეთი სისტემის შემთხვევაში 

+ + ძის > თ”... 

ტოლობას ექნება ადგილი, თუ აღებული დისკრეტული სისტემა განაწილებუ- 

ლია ჟ0ყ სიბრტყეზე (ამ შემთხვევაში „ცუ =0). 
ცხადია, მყარი სხეულის ინერციის მომენტი დ; ღერძის მიმართ შეიძლება 

ასე წარმოვადგინოთ: 

თ..= MI CI)”, (2,7) 

სადაც #»# არის მყარი სხეულის მთელი მასა. (2,7) ტოლობიდან განსაზღვრულ 

. >. ' = „8 

სიდიდეს ეწოდება ინერციის რადიუსი. როგორც ადვილი მისახვედრია, 

ინერციის რადიუსი წარმოადგენს მანძილს ,» ღერძამდე იმ · წერტილიდან, 
სადაც უნდა მოვათავსოთ მთელი სხეულის მასა, რომ მისი მომენტი ეკ; ღერ- 
ძის მიმართ ტოლი იყოს აღებული მყარი სხეულის მომენტისა ამავე ღერძის 

მიმართ, ცხადია, ხსენებულ წერტილთა გეომეტრიული ადგილი წარმოადგენს 

წრიულ ცილინდრულ ფართეულს, რომლის რადიუსი #,,-ის ტოლია და რომ- 

ლის ცენტრალურ ღერძსაც „ ღერძი წარმოადგენს. 
განვიხილოთ ნებისმიერი 4 ღერძი და განვმარტოთ ამ ღერძის მიმართ 

ინერციის მომენტი. განვიხილოთ სხეულის ნებისმიერი XL(>თ, V, 2) წერტილი 
და მანძილი ამ წერტილიდან #4 ღერძამდე აღვნიშნოთ დლ-თი. თ(:, ყ), 2) იყოს 
სიმკვრივე აღებულ XX, V, 2) წერტილში. V”„ სიდიდეს, რომელიც განსაზღვ- 

რულია ტოლობით 
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>_.-.-- 
ეწოდება მყარი სხეულის ინერციის მომენტი # ღერძის მიმართ. 

ვთქეათ, სხეული ერთგვაროვანია, ე. ი. თ=00II8L, მაშინ, ცხადია, გვექნება 

ი 
II წ

 =9)) I ი” (L+LVIMC2.
 

I I I 01 (VIII 
2 

I” 

ეწოდება მყარი სხეულის გეომეტრიული მომენტი, ანუ მოცულობის 

გეომეტრიული მომენტი 3 ღერძის მიმართ. ცხადია, რაიმე ღერძის 

მიმართ ერთგვაროვანი მყარი სხეულის ინერციის მომენტის გამოსათვლელად 

საკმარისია ვიპოვოთ მოცულობის გეომეტრიული მომენტის მნიშვნელობა ამავე 

ღერძის მიმართ. სავსებით ანალოგიურად განიმარტება მყარი სხეულის მოცუ- 

ლობის გეომეტრიული მომენტი რაიმე სიბრტყის მიმართ, 

როგორც ადვილი მისახვედრია, ღერძის მიმართ მყარი სხეულის ინერ- 

ციის მომენტის განზომილება იქნება 0/) L1, სადაც (ს) აღნიშნავს მასის გან- 

ზომილებას, ხოლო /, კი-– სიგრძის განზომილებას. მოცულობის გეომეტრიული 

მომენტის განზომილება იქნება /,5 ( სიმკვრივის განზომილება უდრის I). 

გამოსახულებას 

ვთქვათ, მყარი სხეული წარმოადგენს რაიმე 5 ფართეულის გასწვრივ 

უწყვეტად განლაგებულ უცვლად სისტემას. გამოვთვალოთ მისი ინერციის 

მომენტი 4 ღერძის მიმართ. ცხადია, გვექნება 

/”ა–II ლ”! I 21 ფ ((§. 

თუ სხეული ერთგვაროვანია, მაშინ ვღებულობთ 

»,=9II 0”(48. 

8 

გამოსახულებას II2'ძ§ ეწოდება ფ ართობის გეომეტრიულიმომენტი 

5 
4 ღერძის მიმართ. ფართობის გეომეტრიული მომენტის განზომილება იქნება L1. 

ვთქვათ ახლა, მასა უწყვეტად განაწილებულია რაიმე | წირის გასწვრივ 

და, მაშასადამე, მყარი სხეული, გარკვეული მიახლოებით, შეიძლება განხი- 
ლული იყოს, როგორც წირი. მაშინ #4 ღერძის მიმართ ინერციის მომენტის 

გამოსათვლელად გვექნება ფორმულა 

+,=| ი'რ»= I ი'თიI. 
4.1 1 

თუ სხეული ერთგვაროვანია, მაშინ ვღებულობთ 

ძ« კ=9| C“ძ!. 
( 
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გამოსახულებას L6'თ ეწოდება აღებული წირის გეომეტრიული მომენტი 4 
I 

ღერძის მიმართ. წირის გეომეტრიული მომენტის განზომილება იქნება I), 

დავსვათ შემდეგი საკითხი, როგორ უნდა გამოვთვალოთ ნებისმიერი 

ღერძის მიმართ ინერციის მომენტი, თუ რომელიმე ღერძის მიმართ ინერციის 

მომენტი ცნობილია? ამ საკითხის გადაწყვეტისათვის საკმარისია ვიცოდეთ: 
1, მოცემული ღერძის პარალელურ წრფეთა 

4, “+ რა კონის მიმართ ინერციის მომენტის გამოთვლა. 

2. მოცემული ღერძის რომელიმე წერტილზე 

გამავალ წრფეთა კონის მიმართ ინერციის · მომენ- 

ტის გამოთვლა. 

მართლაც, ვთქვათ, მოცემულია მყარი სხეუ- 
ლის ინერციის მომენტი რაიმე #4, ღერძის მიმართ 

ნახ, 127... · და გვინდა გამოვთვალოთ ინერციის მომენტი 
ნებისმიერი 4, ღერძის მიმართ (ნახ. 127). ამი- 

სათვის შეიძლება მოვიქცეთ შემდეგნაირად: ჯერ გამოვთვალოთ ინერციის 
მომენტი ტე ღერძის პარალელურ რ! ღერძის მიმართ, რომელიც #, ღერძს 
კვეთს, ხოლო შემდეგ კი გამოვთვალოთ ინერციის მომენტი #,კ ღერძის მიმართ. 

§ 3, ჩნერციის მომენტი პარალელურ წრფეთა კონის მიმართ 

განვიხილოთ ინერციის მომენტი 0; ღერძის მიმართ 

/.=||II. თ(/?-L2") ძი” (3,1) 

»” 

და გამოვსახოთ ის ინერციის C ცენტრში გამავალ 0»;-ის პარალელურ ე” ღერ- 

ძის მიმართ ინერციის მომენტის საშუალებით. ამისათვის ავიღოთ ახალი 

CჯV' 2 მართკუთხა კოორდინატთა სისტემა, რომ- 

ლის ღერძებიც 0», 0 და 07 ღერძების პარალე- 

ლურია (ნახ. 128). ცხადია, ადგილი აქვს კოორდი- 

ნატთა გარდაქმნის შემდეგ ფორმულებს: 

'წ+ ==“ 

#=%-+V”, (3,2) 

'ბ=7--7, 

სადაც % Vი # ინერციის ცენტრის კოორდინა- 

ტებია. 
(3,2) ფორმულების ძალით, (3,1) ტოლობა 

მოგვცემს 

#7» =III ”-+-ებ--+-Mთ2-+29 + 2 | | | თი +2-,II| თ I, · (3,3) 

  

ნახ. 128. 

სადაც # არის მთელი სხეულის მასა. ვინაიდან სტატიკური მომენტი იმ 

სიბრტყის მიმართ, რომელზედაც ინერციის ცენტრია მოთავსებული, ნულის 
ტოლია, ამიტომ, ცხადია, გვექნება 
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III თ -III თ, 77 =0. 

ამის გარდა, თუ გავითვალისწინებთ, რომ (3,3) ტოლობის მარჯეენა მხარის 
პირველი წევრი წარმოადგენს ინერციის მომენტს ჟ„' ღერძის მიმართ, (3,3) 
ტოლობა მოგვცემს 

: -..=Vყ „' + 21 (ე? –- ჟა”). (3,4) 

(3,4) ტოლობა გვარწმუნებს შტეინერის შემდეგი დებულების სამარ- 

თლიანობაში: 

დებულება. რომელიმე ღერძის მიმართ ინერციის მომენ- 

ტი უდრის ინერციის ცენტრში გამავალ მისი პარალელური 

ღერძის ·შმიმართ ინერციის მომენტს მიმატებული მთელი 

სხეულის მასა გამრავლებული ხსენებულ ღერძებს შორის 

მანძილის კვადრატზე. 

განვიხილოთ #, და #4, პარალელური ღერძები, აღვნიშნოთ ამ ღერძების 
მიმართ „ინერციის მომენტები შესაბამად V#,-ით და V,-ით. (3,4) ფორმულის 

გამოყენებით ვღებულობთ 

ძე,=/M/ა-“+- XML0,7, 

ძევ=ყVი + 1/0ე?, 

სადაც V. არის ინერციის მომენტი იმ ღერძის მიმართ, რომელიც გადის 

ინერციის ცენტრში და პარალელურია #, და #, ღერძების, ძ, და ძ, აღნიშ- 

ნავენ მანძილებს ინერციის ცენტრიდან 4, და #4, ღერძებამდე შესაბამად. 

(3,5) ფორმულების ძალით, ცხადია, გვექნება 

ძე=) + 11 (თე? == ძ,?). (3,6) 

3,6) ფორმულა იძლევა საშუალებას გამოვთვალოთ ინერციის მომენტი პარა- (3,6) ფ ულ ლევ უალე გამძოვთვალ ეოც ეხტ 
· ლელურ წრფეთა კონის ნებისმიერი წრფის მიმართ, თუ ცნობილია მომენტის 

გამოსახულება ხსენებული წრფეთა კონის რომელიმე წრფის მიმართ. 

სავსებით ისე როგორც (3,4) ფორზულა იყო მიღებული, შეიძლება ვაჩ- 

ვენოთ, რომ ანალოგიურ ფორმულებს ადგილი აქვს ყველა მეორე რიგის 

მომენტისათვის. ასე, მაგალითად, 

თ ცი (VIII) + MI, თყ.ლ=Vყი! + M/V-2= 

ძია=V. –+ 71 (და? + I + 2ე'). 

ეხადია, ყველა ზემომოყვანილი ფორმულა სამართლიანია უცვლადი დისკრე- 

ტული სისტემისათვისაც. 

(3,5) 

8 

§ 4, ინერციის მომენტი ერთ წმრტილჭე გამავალ წრფეთა კონის მიმართ 

განვიხილოთ ნებისმიერი 1 ღერძი და გამოვარკვიოთ რა სიდიდეებია 

საჭირო იმისათვის, რომ შეგვეძლოს ამ ღერძის მიმართ ინერციის მომენტის 

დაწერა. ავიღოთ კოორდინატთა 0ეყV2 სისტემა ისე, რომ | ღერძი გადიოდეს 

ამ სისტემის სათავეში და აღვნიშნოთ IL ღერძის გეზის კოსინუსები (მგეზავის 

კოორდინატები) თ, 3, წჯ-თი. თუ 1 ღერძის მგეზავს აღვნიშნავთ I”-ით, მივიღებთ 

1 =(თ, 8, +). 
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განვიხილოთ სხეულის ნებისმიერი V(-, /, 2) წერტილი და მანძილი ამ 
წერტილიდან 1 ღერძამდე აღვნიშნოთ ი-თი (ნახ. 129)· 

ინერციის მომენტის განმარტების ძალით, | ღერძის შიმართ ინერციის 

მომენტს ექნება სახე : 

„/I=III თ“ ი. (4,1) 

ცხადია, გვექნება (ნახ. 129) ” 

0'=((1V)? –– (0 #)1. 

თუ მივიღებთ მხედველობაში, რომ 

(0X#)1= ი? -L V' + #1, 0#=(0X ·I)=.თ –- Vზ -L 27, 

უკანასკნელი ტოლობა მოგვცემს 

ი=:84+ ყი + > ი + V8+ ი0ბ=0 – «ეი? + (1 –- ე ებ + 
+C0 –-/2) 2! –– 283X7V8 –– 2თ/72:8 ––- 2Cთ8ე;წ. (4,2) 

მაგრამ, ვინაიდან თ? -L ჩ? -+L 77=1, ამიტომ 

–_-,,',', ,”” 
თუ ამ მნიშვნელობებს (4,2) ტოლობაში შევიტანთ, ადვილად მივიღებთ 

ი'=თ"“() +#)+ 80-52") +-V7C--+V)--207V2-2თV/ 2 -- 2თ8ე». 
ამ მნიშვნელობის (4,1) ფორმულაში შეტანით, ვღებულობთ 

ძ,=თ“ III თC(V' –- 88) ძX7 + 
» : 

+ზ' II | თ" -L99 ი -- 
” 

++X' III თ? -+ყ9 ი» – 
” 

  

_2ზ;III თყნი” -- 2თყ | | | თ>-2; – 
» _'” 

ნახ. 129. 

თუ გავიხსენებთ კოორდინატთა ღერძების მიმართ ინერციის მომენტებისა” და 

ინერციის ნამრავლების გამოსახულებებს (იხ. (2,1) და (2,3) ფორმულები), 
უკანასკნელი ტოლობა ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

ძ,=V-.ი თ" +ყ+ყ, ზ.+ყ,, “V? –- 29), 847 == 2V., VI 2: თზ8. (4,3) 

ამრიგად, ნებისმიერი 1 ღერძის მიმართ ინერციის მომენტის გამოთვლისათვის 

საჭიროა ვიცოდეთ კოორდინატთა ღერძების მიმართ ინერციის მომენტები 

·და ინერციის ნამრავლები. · 

(4,3) ტოლობა გვიჩვენებს, რომ 1 ღერძის მიმართ ინერციის მომენტი 
· წარმოადგენს ამ ღერძის გეზის კოსინუსების კვადრატულ ·ფორმას. ვინაიდან 

7, როგორც ეს (4,1) ტოლობიდან ცხადია, არ არის დამოკიდებული კოორ- 
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დინატთა სისტემის არჩევისაგან, ამიტომ (4,3) კვადრატული ფორმა არ არის 
დამოკიდებული კოორდინატთა სისტემაზე. 

(4,3) კვადრატული ფორმის კოეფიციენტებისაგან შევადგინოთ შემდეგი 

მატრიცი: 

ძიას ჰი ყი | 

–ძი: ძე -–-ძ” I (4,4) 

–ი,., –Vყი, I. 

·რომელიც, ცხადია. სიმეტრიულ მატრიცს წარმოადგენს, 

განვიხილოთ კვადრატული ფორმა 

2%%XC, 7”, ა) = Cთ5-C + ყი'+ ი.ს +-20ყ,)ნ+4-20თ,,:5--20„ენი, (4, 5) 

"სადაც §, უ, დ წარმოადგენენ რაიმე ვექტორის კოორდინატებს, ხოლო კოე- 
ფიციენტები კოორდინატთა იჯ/ყ: სისტემაზე დამოკიდებული სიმეტრიული 

'სიდიდეებია, თუ ხსენებული კოეფიციენტები, კოორდინატთა ერთი სისტემი- 

დან მეორეზე გადასვლის დროს, ისე იცვლება, რომ (4,5) ფორმა რჩება ინვა- 

·რიანტული (უცვლელი), მაშინ ვიტყვით, რომ «„,,, ძყ,,.·· სიდიდეების ერთობ- 

ლიობა წარმოადგენს მეორე რანგის სიმეტრიულ ტენზორს. ,,, 

-თ6... სიდიდეებს ეწოდება ტენზორის კომპონენტები. 

ვინაიდან (4,3) · კადრატული ფორმა ინვარიანტულია კოორდინატთა 

“სისტემის გარდაქმნის მიმართ, ამიტომ, ცხადია, V.., აყ. ძ., –ძყი –ძ», 

–ჰ,., სიდიდეების ერთობლიობა წარმოადგენს მეორე რანგის სიმეტრიულ 

ტენზორს, რომელსაც ინერციის ტენზორი ეწოდება. 
თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

„I 19= (71-თ–-ყ ზ- I.,7)9-+-(– ძყა.რ--ძ 8 შV 91+ 

–(C-ჰძ,რთ – ძ. ზ + ., %)X, 

“მაშინ ადვილად მივიღებთ 

(1. 18)=,.. თ? +? –+- ქ, 28% -- 2/ თ, –- 2/,თ8. (4,6) 

(4,3) და (4,6) ტოლობების შედარება გვარწმუნებს შემდეგი ტოლობის სამარ- 

-თლიანობაში 

    

  

· უ1=(19 - /-)"). (4,7) 

§ 5, ინერციის ელიფსოიდი 

L ღერძზე ავიღოთ. ნებისმიერი სიგრძის ს ვექტორი, რომელიც 0 წერ- 

„„ტილშია მოდებული. თუ '# ვექტორის კოორდინატებს აღვნიშნავთ , Vყ, ჟ-ით, 

ცხადია, მივიღებთ 

·თუ ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ +(4,3) ფორმულაში, მივიღებთ 

-7 |.0პ=97 + თ"-LVს, V'-+Vყ., გ –2ყ.,. ყფვ--2ძ9., დშე–-2ძ „,დყ. (5,1) 
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აღებულ 0 წერტილზე გამავალი ყოველი IL ღერძისათვის /; == (2, V, ჩ)- 
ვექტორი ისე შევარჩიოთ, რომ ადგილი პქონდეს ტოლობას 

ყ: 187=V2ქ, (5,2). 

სადაც 7! ნებისმიერად აღებული დადებითი რიცხვია. უკანასკნელი ტოლობის 

ძალით, (5,1) ფორმულა მოგვცემს 

2XC, %, 2გ)ლ–ჰ დ" --ძაე)ყბ-+,,2--2ძყ)ნ--2ძ ,ამ--2 XV =V”. (5,3) 

(5,3) განტოლება, ცხადია, მეორე რიგის ფართეულის განტოლებას წარ- 

მოადგენს, ადვილი საჩვენებელია, რომ ეს ფართეული ელიფსოიდია. მართ- 

ლაც, (5,2) ტოლობის ძალით, 

” 
ჰ=->->, 

MV/ V, 

ვინაიდან მყარი სხეულის ინერციის მომენტი არც ერთი ღერძის მიმართ- 

ნულის ტოლი არ არის 71, ამიტომ, უკანასკნელი ტოლობის ძალით, ხსენებულ. 

ფართეულს უსასრულოდ შორეული წერტილი არა. აქვს და,. მაშასადამე, ის. 

ელიფსოიდია. 

როგორც ადღვილი მისახვედრია, (5,3) განტოლებით განსაზღვრული: 

ელიფსოიდი, რომელსაც ინერციის ელიფსოიდი ეწოდება, დამოკიდე- 

ბულია 0 წერტილის არჩევისაგან. ამიტომ (5,3) ელიფსოიდს აღებული 0 წერ– 

ტილის შესაბამ ინერციის ელიფსოიდს უწოდებენ. ხსენებული ელიფსოიდის- 

მთავარ ღერძებს ეწოდება სხეულის ინერციის მთავარი ღერძები.. 

ცხადია, სხეულის ინერციის მთავარი ღერძები დამოკიდებულია 0 წერტილზე. 

როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, #? ნებისმიერად აღებული დადებითი რიცხ- 

ვია. ამ რიცხვის სხვადასხვა მნიშვნელობას მსგავსი ელიფსოიდები შეესაბა-. 

მება, ამიტომ, ზოგადობის შეუზღუდველად, შეიძლება მივიღოთ #72=1. 

ინერციის ელიფსოიდი იძლევა საშუალებას გამოვთვალოთ 0 წერტილზე. 

გამავალი ნებისმიერი L ღერძის მიმართ ინერციის მომენტი. მართლაც, აღვ-- 

ნიშნოთ ინერციის ელიფსოიდისა დი 1 ღერძის გადაკვეთის წერტილი X-თი.. 

(5,2) ტოლობის ძალით, 1 ღერძის მიმართ ინერციის მომენტი იქნება 

#” | 
V--გა (#=07), (5,4): 

ამრიგად, თუ 0 წერტილის შესაბამი ინერციის ელიფსოიდი აგებულია, მაშინ- 

ამ წერტილზე გამავალი ნებისმიერი ღერძის მიმართ ინერციის მომენტი- 

პირდაპირ გამოითვლება. 

(5,4) ტოლობა გვიჩვენებს, რომ V;-ს ექნება მინიმალური მნიშვნელობა,. 

როცა #-ს აქვს მაქსიმალური მნიშვნელობა და პირიქით, ამრიგად, დიდი. 

ნახევარღერძის მიმართ ინერციის მომენტს აქვს მინიმალური მნიშვნელობა,. 

ხოლო. მცირე ნახევარღერძის მიმართ მაქსიმალური მნიშვნელობა. ნათქვამი- 

დან ცხადია, რომ ინერციის ელიფსოიდი იძლევა სხეულში მასათა განაწილე-: 

ბის გარკვეულ გეომეტრიულ სურათს. 

  

_ 1 ვგულისხმობთ, რომ განსახილველი მყარი სხეული ერთ. წრფეზე მოთავსებულ უცვლად · 

სისტემას არ წარმოადგენს. 
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§ 6. ინმრციის მთავარი ღერძების პოვნა 

როგორც უკვე აღვნიშნეთ, სხეულის ინერციის მთავარი ღერძები, რო- 

მელნიც მოცემულ 0 წერტილს შეესაბამებიან, ეწოდება ამ წერტილის შესა- 
ბამ ინერციის ელიფსოიდის მთავარ ღერძებს, ინერციის ელიფსოიდის მთა- 

ვარი ღერძების გასწვრივ, ცხადია, გვექნება 

#I #9, 

სადაც #” არის იმ წერტილის რადიუს-ვექტორი, სადაც მთავარი ღერძი 

ინერციის ელიფსოიდს გადაკვეთს, ხოლო ჯ? არის ინერციის ელიფსოიდის 

ნორმალის მგეზავი ამ წერტილში. ვინაიდან ინერციის ელიფსოიდის განტო- 
ლებას აქვს სახე 

2X#VC(7., ჭ ზ, 2)ლყ იი + ყე? + ,2'--2ე:Vყ2--2ძ ,,ფ2--2ძ ი/ =7:2, 
· 9 

'და, როგორც ცნობილია (იხ. თავი V, § 7), ყI81 ” პარალელურია #=-- 

ფართეულის ნორმალის, ამიტომ მთავარი ღერძების გასწვრივ ადგილი ექნება 

ტოლობას 

ყIხვრ წელ წე (6,1) 

სადაც #» პროპორციულობის კოეფიციენტია. 

უკანასკნელი ტოლობის კოორდინატთა ღერძებზე დაგეგმილებით ეღე- 

ბულობთ 

92 +, 9X 9» =/.2. (6,2) 
ძი ძV მ». 

XLთ, ყ, 2) ფუნქციის მნიშვნელობის გათვალისწინებით, უკანასკნელი სისტემა 

ასე გადაიწერება: 

(ძ.2-–-)თ–ძ ს) – ყ =,2=90, 

–ძეთ + (/ყე- 2)ყ-ჰ,2=0, (6,3) 

–ჰ,თ--ძ ა.) +(C7 ,--7)2 =0. · 

(613) სისტემიდან მოძებნილი 1=(თ, 9 ყ. 2) ვექტორი, ზემოაღნიშნულის ძალით, 

იძლევა ინერციის ელიფსოიდის მთავარ ღერძს. ვინაიდან (6,3) სისტემა 

2, ყ, 2 სიდიდეების მიმართ ერთგვაროვან ალგებრულ განტოლებათა სისტემას 

წარმოადგენს, ამიტომ ამ სისტემას ექნება არატრივიალური ამოხსნა მაშინ 

ღა მხოლოდ მაშინ, როცა მისი დეტერმინანტი ნულის ტოლია: 

ტოლის ათ –ჰ. | 

–ძყი VV – –ყV 

–კჰი, წი ==. 

ამ განტოლების 1 ფესვები იყოს 7), ე, ჯვ. ვიგულისხმოთ ჯერჯერობით, 

რომ ეს ფესვები განსხვავებულია ერთმანეთისაგან. ყოველ მათგანს შეესაბა–- 

40) = =0. (6,4) 
        

ეს განტოლება ფარმოადგენს ე. წ. საუკუნოებრივ განტოლებას, რომლის ფესვებიც გან 

ს სახილავ შემთხვევაში, როგორც ალგებრის კურსიდან ცნობილია, ნამდვილი რიცხვებია. შ 
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მება # ვექტორის გარკვეული მნიშვნელობა და, მაშასადამე. გვექნება შემ- 
დეგი სამი მიმართულება: 

- #=(;, 91: ?)), „> = (ა. ?/ეა მე). ჰბვ=(დე, ?/ვს მე). 

დავამტკიცოთ, რომ ეს მიმართულებები ერთმანეთის მართობია. 7, და 

X, ვექტორებისათვის, (6,1) განტოლების ძალით ვღებულობთ 

(თX80 XV), =7 ჩი (6,5) 

ფაიძ #),=7, 12," (60 
სადაც (9L80 #), და (თLI8C #), აღნიშნავენ დიგძ X' ვექტორის მნიშვნელობებს 
(თ: V, 2) და (თ, V,, 2) წერტილებში. თუ (6,5) ტოლობას გავამრავლებთ 
სკალარულად 71,-ზე, ხოლო (6,6) ტოლობას ჯ,-ზე, მივიღებთ 

მ” იჯ 0» = == 

(+) რ + (>) #2 -L (>) 6,=2.(7ს “ 18), 
ძი 7; მყ /, „ამ# 7 

ძ 0» : – 
(> თ + (“ ? –- წვ #) == M(#%, ” ბე). 

მთ /ე მV /ე მწ /, 

პირდაპირ შემოწმებით ვრწმუნდებით, რომ (6,7) ტოლობათა მარცხენა მხა- 
რეები ტოლია და, მაშასადამე, გვექნება : 

0 ––».) (#, : #,)=9. 

მაგრამ, ვინაიდან 7», «# 7#7,, ამიტომ 

(8, · 7.)=0, 

ე. ი. I L 7?,, ასევე დამტკიცდება, რომ 7) L 183 და #ე L მე. 

ეს სამი მიმართულება, რომელნიც, ცხადია, ინერციის მთავარ ღერძებს 

წარმოადგენენ, მივიღოთ ახალ კოორდინატთა ღერძებად. კოორდინატთა ეს 
ახალი სისტემა აღვნიშნოთ დ წხუსL-თი. ცხადია, 2X'(თ, V, 2) კვადრატული ფორმა 

გარდაიქმნება სხვა 2#)(5, უ,C) კვადრატულ ფორმაში; 

2XI)(6, ” (4) =V 865 +ძ ეუ + ენ -2ძუ »5 –-27C ახ 29 ე ნო. 

გამოვარკვიოთ ამ ფორმის · კოეფიციენტების მნიშვნელობა. ამისათვის 

დავწეროთ (6,2) სისტემა 06 ღერძზე აღებული IM, ვექტორისათვის (ამ ვექ- 

ტორისათვის უ=L=90), მივიღებთ 

9 XC. მX)_ 0. მX, 
მ ძო მL 

უკანასკნელი ტოლობებიდან ვღებულობთ 

ძCC=#» ძლხე=9, #=9. 

(6,7) 

=0, 

ამრიგად, თუ 06 ღერძად მიღებულია ინერციის მთავარი ღერძი X# 
მაშინ ინერციის ნამრავლები, რომელნიც 6 კოორდინატს შეიცავენ, ნულის 

ტოლია და #=V(ნ. 
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სავსებით ანალოგიურად შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ, როცა 0უ ღეოძად 

მიღებულია #, ღერძი, მაშინ 

„” ”. =0 უც მ. ძუ 54. თ 

ასევე, როცა 0C ღერძად მიღებულია 1 ღერძი, მაშინ 

ძფ-ძლე=ს ძა ა. 
ამრიგად, ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ (6,4) განტოლების ფესვები ტოლია მთა- 

ვარი ღერძების მიმართ ინერციის მომენტების. ვინაიდან ელიფსოიდი და მისი 
მთავარი ღერძები არ არიან დამოკიდებული კოორდინატთა ღერძების მიმარ- 
თულებაზე, ამიტომ ცხადია, რომ (6,4) განტოლების ფესვები ინვარიანტულია 
კოორდინატთა ღერძების მიმართულების შეცვლის მიმართ. (6,4) განტოლების 
ფესვების ინვარიანტობიდან გამომდინარეობს, რომ ჯამი 

ძ..+.„»+ძ,., 

აგრეთვე ინვარიანტულია., ამ თვისების სამართლიანობა ცხადია აგოეთვე 
§ 2-ში მიღებული ტოლობიდან: 

ძ..+.I„”»+-),,ლ–2Vა, 

რადგან პოლარული მომენტი არ არის დამოკიდებული კოორდინატთა ღერ- 

ძების მიმართულებაზე. 

მთავარი ღერძების მიმართ ინერციის მომენტებს ეწოდება მთავარი 

მომენტები. 
· ამრიგად, როცა კოორდინატთა ღერძებად მიღებულია ინერციის მთავარი 

ღერძები, მაშინ ინერციის ელიფსოიდის განტოლებას შემდეგი სახე ექნება: 

ძნ + ძე 8შ+- XC =-I. 
ინერციის ტენზორი ამ შემთხვევაში წარმოგვიდგება, როგორც შემდეგი სახის 

დიაგონალური მატრიცი:: | 

  

  

ნ 0, 0, 

V = 0, უუ 0, 

0, 0, დ 

აქამდე ჩვენ ვიხილავდით სხვადასხვა ფესვების შემთხვევას. ვთქვათ, 
2, =X,. ამ შემთხვევაში C=Vუუ, ამიტომ ინერციის ელიფსოიდი წარმოად- 

გენს ბრუნვით ელიფსოიდს და, როგორც ადვილი მისახვედრია, ბრუნვის 
ეკვატორიალურ სიბრტყეში მოთავსებული ყოველი მიმართულება, რომელიც 

0 წერტილში გადის, იქნება ინერციის მთავარი ღერძი. თუ 2,=-X,=7ა, მაშინ 
ინერციის ელიფსოიდი სფეროს წარმოადგენს და ყოველი მიმართულება, 

რომელიც 0 წერტილზე გადის, ინერციის მთავარი ღერძი იქნება. 
როგორც ზემოთ იყო ნაჩვენები თუ კოორდინატთა სისტემის რომე- 

ლიმე ღერძი ინერციის მთავარ ღერძს ემთხვევა, მაშინ ინერციის ნამრავლები, 

რომელნიც ამ ღერძის მიმართ კოორდინატებს შეიცავენ, ნულის ტოლია. 
ცხადია, პირიქითაც, თუ ინერციის ის ნამრავლები, რომელნიც აღებული 
ღერძის მიმართ კოორდინატებს შეიცავენ ნულის ტოლია, მაშინ ეს ღერძი 
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იქნება ინერციის მთავარი ღერძი. „მართლაც, ვთქვათ, 7 „,=9,=0. ამ შემ- 

თხვევაში ინერციის ელიფსოიდის განტოლებას აქვს სახე: 

მ. ე +ყ V“+V/., 2-2 #8 ==). (6,8) 

ეს განტოლება გვიჩვენებს, რომ ლე; ღერძი ინერციის ელიფსოიდის მთავარ 

ღერძს წარმოადგენს და ამით ნათქვამის სამართლიანობა დამტკიცებულია. 

ვთქვათ, ერთგვაროვანი მყარი სხეული სიმეტრიულია რომელიმე ღერძის 

მიმართ. ვაჩვენოთ, რომ ეს ღერძი იქნება ინერციის მთავარი ღერძი. მართ- 

ლაც, მივიღოთ ეს ღერძი 02 ღერძად. ვინაიდან 0:; ღერძი სიმეტრიის ღერ- 

ძია და სხეული ერთგვაროვანია, ამიტომ, თუ ავიღებთ სხეულის ნაწილაკს, 

რომლის მასაა ი» და კოორდინატებია (>, ყ, 2), მაშინ სხეულს ექნება სხვა 

ასეთივე ნაწილაკი მასით თ, რომლის კოორდინატებიც იქნება (დ, --V, -–2) 

და, მაშასადამე, როგორც ადვილი მისახვედრია, ; 

ძ= | | | ყრი:=0, ძ„,,=|| | ე;209=0, 

რითაც ნათქვამის სამართლიანობა დამტკიცებულია. 

სავსებით ასევე შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ თუ ერთგვაროვან მყარ სხეულს 

აქვს სიმეტრიის სიბრტყე, მაშინ ამ სიბრტყის ყოველი მართობი ღერძი იქნება 

ინერციის მთავარი ღერძი. 

§ 7. ინერციის ცენტრალური ლერძები 

მყარი სხეულის ინერციის ცენტრის შესაბამ ინერციის. ელიფსოიდს 

ინერციის ცენტრალური ელიფსოიდი ეწოდება, ხოლო ინერციის 
ცენტრალური ელიფსოიდის მთავარ ღერძებს ––- ინერციის ცენტრა- 

? ლური ღერძები. ადგილი აქვს შემდეგ 

> მარტივ დებულებას: 

| დებულება, ინერციის ცენტ- 
რალური ღერძის ნებისმიერი 

წერტილის შესაბამი ინერ-, 

  
ფე აასეV'ევსაე„' 

#4 ·. ჯ” ციის მთავარი ღერძები ინერ- 

"ციის ცენტრალური ღერძების 

პარალელურია. 

ი' მართლაც, ვთქვათ, Cყ2 კოორ- 

C Xჯ დინატთა სისტემის ღერძები ემთხვევა 
ინერციის ცენტრალურ ღერძებს. ავი- 

ღოთ C2 ღერძზე ნებისმიერი /# წერ- 
ძ ტილი და განვიხილოთ კოორდინატთა 

4V” სისტემა, რომლის ღერძებიც 
Cაყ2 სისტემის ღერძების პარალელუ- 

რია (ნახ. 130), დავამტკიცოთ, რომ ჟთ', ). და 2” ღერძები 4 წერტილის შესა- 

ბამი ინერციის მთავარი ღერძები იქნება. ცხადია, ადგილი აქვს კოორდი- 

ნატთა გარდაქმნის შემდეგ ფორმულებს: 

თ=27, V=V, ი2=”+თ (თ=C/).' (7,1) 

ნახ. 130; 
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“ვინაიდან ჟკ,, ყ, 2 ინერციის ცენტრალური ღერძებია, ამიტომ #M.,=7,,=)/,,=0. 
„ამის შემდეგ ცხადია, რომ 

ძ.ყლ=27 2 =0. 

(7,1) ფორმულების ძალით ვღებულობთ 

I =||II თ2ფL= | | | თ'(“-Lი)რო= | | | თ 2 0II0M-+-C III თ'ძეა=0. (7,2) 

როგორც ადვილი მისახვედრია, III ესს წარმოადგენს სტატიკურ 

"მომენტს #2? სიბრტყის მიმართ, რომელზედაც ინერციის ცენტრია მოთავსე- 

ბული და, მაშასადამე, 

III ე; 0M1=0. 

უკანასკნელი ტოლობის ძალით, (7,2) ტოლობა მოგვცემს 

· ძ>=თ>'=0, 

„ამრიგად, ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ 
ძა. = ძი" = 0, 

-და, მაშასადამე, ე, ღერძი ინერციის მთავარ ღერძს წარმოადგენს. ასევე შეიძ- 

ლება ვაჩვენოთ, რომ ყ' და ”? ღერძებიც ინერციის მთავარი ღერძებია და 

„ამით დებულება დამტკიცებულია. 

ამოცანები 

1. მოცემულია ერთგვაროვანი სწორკუთხა პარალელეპიპედი, რომლის 

წიბოები ტოლია 2თ, 2ს და 20-ი. გამოვთვალოთ ინერციის მომენტები იმ 

„ღერძების მიმართ, რომელნიც გადიან პარალელეპიპედის ინერციის ცენტრში 
და პარალელური არიან წიბოების. 

ზემოხსენებული ღერძები მივიღოთ კოორდინატთა სისტემის ღერძებად. 

“მაშინ, ცხადია, საძიებელი მომენტები იქნება V>, ყი ძ„,- (21) ფორმულე- 

-ბის ძალით 

ძ.=9 | I !| ('-L 2") ითძყძი, წ,=- | I I (ფ1 –L „?)ძთძყში, 

" ჰ,,=თ II -(დ?-L ყზ) ძფძყძი. (1) 

ცხადია, გვექნება 

თ III ე:ზრე:VV08= თ I I 1 9"ძიძყრ- - თ ' 2ს ' 20" 203= 

–..... 
ვ. 3 

სადაც M#=თ-"2თ · 2 · 2 მთელი სხეულის მასას აღნიშნავს ანალოგიურად 
"მივიღებთ 

12. = 1. უკა მშე. _1. ა თ | | | ყბძოძყიი 3“ M#ხ?, თ | | | 2'ძთძყძ2=-ვ- M-V”. 

„თუ ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ (1)-ში, მივიღებთ 

· 1 1 , 1 : : 
'/=--- 2#(ზ" –+ 0?), ძ,-- 7#7(თ? -L 201), ძი =--- #(თ"+ს"). (C) 
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3. მოცემულია ერთგვაროვანი სფერო, რომლის რადიუსი უდრის 7/-ს- 
გამოვთვალოთ ინერციის მომენტი სფეროს დიამეტრის მიმართ V,. 

ავიღოთ კოორდინატთა სისტემა სათავით სფეროს ცენტრში. ცხადია, 

სიმეტრიის გამო გვექნება 

ძ7, =”, ==”. 

ვინაიდან +, ..=2V%, სადაც ა პოლარული მომენტია, ამიტომ 

გვექნება გ 
ძკ=- ძი: (3): 

თუ გადავალთ ი, ს, 3. სფერულ კოორდინატებზე (იხ. II1 თავი, ნახ. 31,. 

ფორმულა (8.25)), მივიღებთ 

# ჯ 9 

ძა=9 ||| დ" ბაემ7- | | | იამ ძიძ8 ის - 
4 3 

= –- %C7/25 =-- 74 7:27, (4), 
5 5 7 

სადაც #=თ-- X72" მთელი სხეულის მასაა. 

(3) ფორმულის ძალით, გვექნება 

2. · 
ძკ=-- M?.. (5) 

3. მოცემულია ერთგვაროვანი სხეული, შემოსაზღვრული ელიფსოიდით,. 

რომლის ნახევარღერძებია თ, სჯ, თ. ვიბოვოთ ინერციის მომენტები მთავარი- 

დიამეტრების მიმართ. 

· თუ მთავარ · დიამეტრებს მივიღებთ კოორდინატთა ღერძებად, მაშინ. 

ელიფსოიდის განტოლებას იმემა სახე 

+% 3.1 > · (6) 

თუ მოვახდენთ კოორდინატთა. გარდაქმნას: 

9«=021 V=- ხ#/1, 2= 02). (7 

მაშინ (6)-ის ნაცვლად მივიღებთ 

თ,“ LM? + 2? =1, (8): 

მაშასადამე, თ) გარდაქმნა ელიფსოიდს გადაიყვანს ერთეულ რადიუსიან.: 
სფეროში. 

საძიებელია მომენტები: 

=|III 6"-L29) თი», X,=|III (ფბ -L გ?) ი», მ.=III (ე:1-L ,)ძიი. (9) 

გამოვთვალოთ ამ ფორმულებში შემავალი ინტეგრალები, ცხადია, გვექნება. 

I I I 2?ძის=:თ I I I თზძუძყრი. (10» 
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თუ ახლა გამოვიყენებთ (7) ჩასმას და მივიღებთ მხედველობაში, რომ 

იაკობიანი გამოითვლება ფორმულით 

ჩჯჩ(ით, #, 2) _ 
· «ხი, (11) 
7)(ო, V;, L21) 

(10) ტოლობიდან მივიღებთ 

III გ%სL=6ჰსი| | |C>, რაი)... (12) 

უკანასკნელი ტოლობის მარჯვენა მხარეში ინტეგრალი გავრცელებულია 
ერთეულ რადიუსიან სფეროზე და ის ტოლია ამ სფეროს პოლარული მომენ- 
ტის 1/ვ-ის, თუ ხსენებულ პოლარულ მომენტს /ა“-ით აღვნიშნავთ. (4) ფორ- 
მულის ძალით, მივიღებთ (#=1); 

ჰაეა=-- »თ. 

ამის შემდეგ, ცხადია, (12) მოგვცემს 

· 4 
III ე)? ((Iს=–- 2 VსხC 6 · /?= 11. I", 

15 5 

სადაც #=-- თისთ არის ელიფსოიდით შემოსაზღვრული სხეულის მასა. 

ანალოგიურად მივიღებთ 

III ჟ“ს, =-- Mხ?, III 2=-- #Iი?. 

ამ მნიშვნელობების (9)-ში შეტანით ვღებულობთ 

1 

5 

4. მოცემულია ერთგვაროვანი წრიული ცილინდრული მილი, რომლის 

შიგა ცილინდრის ფუძის რადიუსი უდრის 7-ს, ხოლო გარე (კილინდრის 
ფუძის რადიუსი უდრის ჯ-ს, ცილინდრის სიმაღლე არის ”. გამოვთვალოთ 

ინერციის მომენტი ცილინდრის ცენტრალური ღერძის მიმართ. 

კოორდინატთა 0ი;/6 სისტემა ისე ავიღოთ, რომ მისი სათავე მოთავსე- 

ბული იყოს ცილინდრების ქვედა ფუძეთა ცენტრში, ხოლო ჯ# ღერძი ემთხვე- 

ოდეს ცილინდრის ღერძს. საძიებელი მომენტი, ცხადია, იქნება ყ,,, რომე- 

ლიც გამოითვლება ფორმულით · 

„=> |I / (ე?1-LVშ) თე:;ძყV0ძ7/. (14) 

გადავიდეთ ცილინდრულ კოორდინატებზე: 0, 9, „დ. ცხადია, გვექნება 

თ»=00054-, V=0 310 9, #=287, 

  თ.=-- MI (ს–1+ი'), მ,ილ––- (თ? + იშ), ·„,,= – M(ს?1+ ს?) (13) 

ჯი, ყ)ყ. 2) _ 

ნსC6, 99... 
(14) ტოლობა მიიღებს სახეს 

ს 19 ჯი 

V,,=C I I I ი"06ძ009-= –– (72. –– 7) ')ს- (15) 
ი 7? ; 2 

1 

<'
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როგორც ადვილი მისახვედრია, აღებული ცილინდრული მილის მასა 
იქნება 

77 =%07 (ბე? –– 72,7). (16) 

(16) ტოლობის ძალით, (15) ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

2 =-- M(7' + 1)9. 07) 

თუ 7: =0, მაშინ მთელი ცილინდრის ინერციის მომენტი იქნება 

„ =-- 171, 08) 

სადაც 7=7, წარმოადგენს ცილინდრის ფუძის რადიუსს, 

ე, გამოვთვალოთ # რადიუსიანი წრიული არის (ფირფიტის) ინერციის 
მომენტი წრის ცენტრში გამავალი ფირფიტის მართობი ღერძის მიმართ. 

თუ 0ეჯ/ სისტემის სათავეს ავიღებთ წრის ცენტრში, მაშინ საძიებელი 

მომენტისათვის გვექნება 

ძ.=C II (დბ?--ყ?) ძთი#. 

თუ "გადავალთ პოლარულ კოორდინატებზე, მივიღებთ 

# % 7 

თ”, „=C| |V" იძ = -- თი 80=% ჯ., (19) 
0 

სადაც IM =>#”თ მთელი წრიული ფირფიტის მასას აღნიშნავს. 

ნ. ადვილად დამტკიცდება, რომ ელიფსის ფორმის თხელი ფირფიტის 

ინერციის მომენტი იმ ღერძის მიმართ, რომელიც გადის ელიფსის ცენტრში 

და მართობია ელიფსის სიბრტყის, უდრის 

#/=-- M(ი +119), (20) 

სადაც « და ს ელიფსის დიდი და მცირე ნახევარღერძებია (იგულისხმება, რომ 

ფირფიტა ერთგვაროვანია). 

· ?. ადვილად დამტკიცდება აგრეთვე, რომ 2თ სიგრძის მონაკვეთის ინერ- 

ციის მომენტი იმ ღერძის მიმართ, რომელიც ამ მონაკვეთის შუაწერტილზე 

გადის და მისი . მართობია, უდრის – 77თპ7ჭ, სადაც 7# აღებული მონაკვეთის 

მასას აღნიშნავს. 

8. გამოვთვალოთ ინერციის ელიფსოიდის ნახევარღერძები, თუ ცნობი- 

ლია ინერციის მთავარი მომენტები: 4=--, ჯ – > C = =. 

თუ კოორდინატთა ღერძებად ი მივიღებთ ინერციის მთავარ ღერძებს, 

მაშინ ელიფსოიდის განტოლებას ექნება სახე 

4ფ? + 8V“ -I- 021=1. 

თუ ამ უკანასკნელში შევიტანთ 4, 8, C მომენტების მოცემულ მნიშვნელო- 

ბებს, მივიღებთ 
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გ. ყი, დმ 
ვ? L 4? + ფ? =1. 

"ამრიგად, თ=3, ხ=4, 02=5. 

9. მოცემულია ელიფსური ფორმის ერთგვაროვანი თხელი ფირფიტა, 
"რომლის დიდი და მცირე ნახევარღერძებია ი და ს. დავამტკიცოთ, რომ ნების- 

მიერი დიამეტრის მიმართ ინერციის მომენტი # გამოითვლება ფორმულით 

  #=1+M4 სხ, (21) 
4 კ? ' 

სადაც 2» არის ხსენებული” დიამეტრის სიგრძე. 

აღვნიშნოთ 3-თი კუთხე, რომელსაც აღებული დიამეტრი შეადგენს 

ელიფსის დიდ ღერძთან. (4,3) ფორმულის გამოყენებით ვღებულობთ 

ი” = 4 0081X+ 78 51073, (22) 

სადაც 4 და #8, შესაბამად, დიდი და მცირე ღერძების მიმართ ინერციის 

მომენტებია. 
ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

1 
4=-.-7/L1, 8=---M#Vთ, 

სადაც M# ფირფიტის მასაა. ამ მნიშვნელობების (22) ტოლობაში შეტანით 
· მივიღებთ 

1 , 
#=--#(C" 0057 მ'-LC" §10? 3:), (23) 

თუ კოორდინატთა 0ეV სისტემას ისე ავიღებთ, რომ სათავე მოთავსე- 

ბული იყოს ელიფსის ცენტრში და ღერძები ემთხვეოდეს ელიფსის მთავარ 

ღერძებს, მაშინ ელიფსის განტოლება იქნება 

„2 C) 
2 1 # I, (24) 

ტბ? 

აღებული დიამეტრის ბოლო წერტილის კოორდინატებისათვის გვექნება 

ე;=7 0054, V=27 810 8, თუ ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ (24) ტოლობაში, 
მივიღებთ 

თ" ს? 
3 

ხს? 6082 +-+ თ? 510? +=   
ჯ 

ამ მნიშვნელობების (23)-ში შეტანით მივიღებთ (21) ფორმულას. 

განყოფილება 2 

მყარი სხეულმს დინამიჰის ძირჩთალი ჰანრნები, მშირი. სხეელის 
მოძრაკობის განჭოლებები 

§ 8, მყარი სხეულის მოძრაობის რათდღენობა და მოძრაობის 

რაოდენობის კანონი 

ვთქვათ, მოცემულია მატერიალური წერტილები 7”), MM... Mია, რო- 
შელთა მასები. »!,, ა,-.-, ბ. როგორც თავის დროზე იყო აღნიშნული 

(თავი VI, § 6), აღებულ მატერიალურ წერტილთა სისტემის მოძრაობის რაო- 

-დენობა ეწოდება # ვექტორს, რომელიც განსაზღვრულია ტოლობით 
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– 
4“ 

IL == 2, MI Cი (8,1): 
<1 

სადაც «, ( =1, 2,-.. I) M,; მატერიალური წერტილების სიჩქარეებია თხე 

ძირითადი სისტემის მიმართ. ამრიგად, დისკრეტულ წერტილთა უცვლადი 

სისტემის მოძრაობის რაოდენობა (8,1) ფორმულით გამოითვლება. 

ვთქვათ, მყარი სხეული დანაწილებულია საკმარისად მცირე განზომილე- 

ბის ნაწილაკებად. შევადგინოთ ხსენებული ნაწილაკების მოძრაობის რაო- 

დენობა და გადავიდეთ ზღვარზე, როცა დაყოფათა რიცხვი უსასრულოდ 

გრძელდება, ხოლო ყოველი ნაწილაკის განზომილებები ნულისაკენ მიისწრა- 

ნ, მ ბ - '=. თი ” 

უკანასკნელი ტოლობით განსაზღვრულ X ვექტორს ეწოდება აღებული მყარი. 

სხეულის მოძრაობის – უშენოსა 

ვინაიდან ს = 4, სადაც 6 არის მყარი სხეულის აღებული (C, », C) წერ-' 

ტილის რადიუს-ვექტორი თ წერტილის მიმართ, ამიტომ, გვექნება 

# =II/ %ა»= 2 III § 0(IM)სL= IL რ0- 1. 

ამასთან წთ, მყარი სხეულის ინერციის ცენტრის სიჩქარეს აღნიშნავს, ხოლო 

M#–-სხეულის მასას. უკანასკნელი ტოლობა გვიჩვენებს, რომ მყარი სხეუ- 

ლის მოძრაობის რაოდენობა ტოლია ინერციის ცენტრის: 
მოძრაობის რაოდენობის, თუ ვიგულისხმებთ, რომ მასში 

თავმოყრილია მთელი სხეულის მასა. 

ვინაიდან მატერიალურ წერტილთა სისტემისათვის მოძრაობის რაოდე- 

ნობის კანონს აქვს სახე (იხ. თავი VI, § 6) 

“ 2, იშ, (კ== L" თ, 
:I=1 

ამიტომ, როგორც ადვილი მისახვედრია, მყარი სხეულისათვის გვექნება 

რII” თ (0 == L 0L,! 

4%= <–III თ 0 =7, (8,3). 

სადაც # მყარ სხეულზე მოქმედ გარე ძალთა ნაკრებ ვექტორს აღნიშნავს.. 

უკანასკნელი ფორმულა გვაძლევს მყარი სხეულისათვის მოძრაობის რაო- 

დენობის კანონს; ვინაიდან ს#=Mი, ამიტომ (8,3) ტოლობა მოგვცემს 

MM 20.= I". (8,4+ 

უკანასკნელი ტოლობა გვაძლევს მყარი: სხეულის ინერციის ცენტრის 

მოძრაობის · კანონს, რომელიც შემდეგში მდგომარეობს: მყარი სხეულის. 
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ლნერციის ცენტრი ისე მოძრაობს, თითქოს მასში თავმოკჯ- 

რილი იყოს მთელი სხეულის მასა და მოქმედებდეს ძალა, 
რომელიც.სხეულზე მოქმედ გარე ძალთა ნაკრები ვექტორის 
ტოლია. 

განვიხილოთ კოორდინატთა მწუა სისტემის გარდა, რომელსაც უძრავ 

სისტემას ვუწოდებთ, აგრეთვე მყარ სხეულთან უძრავად დაკავშირებული 

ით/2 სისტემა. თუ (8,4) ტოლობას დავაგეგმილებთ უძრავ კოორდინატთა 
ღერძებზე, მივიღებთ ინერციის („ცენტრის მოძრაობის განტოლებებს შემდეგი 
სახით: 

“1 დ 

/ჯ? 

ი" “2 

(I(? 

2 = 

უ,-რ%=#, შ( 
იჯ” 

  
    =ე,  ქ/ =7X.. (8,5) 

( 

თუ ხსენებულ ტოლობას 0./, სისტემის ღერძებზე დავაგეგმილებთ, 
მივიღებთ 

#10: = XV, .”ასა,= XI%) 4II /(-,=> M,. (8,6) 

როგორც კინემატიკიდან (ცნობილია (იხ. თავი III, ფორმულა (25,7)), 

>” | 
0=90 + | => 0) +თ(ი-0)-–ი07, (8,7) 

სადაც ი მყარი სხეულის მყის კუთხურ სიჩქარეს აღნიშნავს, 

თუ ამ ფორმულას ინერციის ცენტრის აჩქარებისათვის გამოვიყენებთ, 
მივიღებთ 

თ ი+ ბა 6 + 26 მათი, 
საიდანაც | : 

?C0:2 ==900» +7 #– “ შC6+ )X0%+ #V++I%V) –– ი(ი"-+ი”-LI"), 
«| ” 

ძ (L) 9 
ზ%0იყ =– ?( იყ + წ; %«“ 12 Lი(აი+VV+X20 –Vი())? +ი"-+I"), (8,8) 

(C 

ე ძ , , „ 
90 =900%-- 2 #-- მ + 29--+ძI/-2) –– 8 (ეშ + 01+7”), 

ამასთან 7, თ ” წარმოადგენენ თ ვექტორის გეგმილებს 0ჯ,, 0ყ, 07 ღერ- 

ძებზე, შესაბამად. თუ ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ (8,6) განტოლებებში, მივი- 
ღებთ ინერციის ცენტრის მოძრაობის განტოლებებს მოძრავი 0»ყი სისტემის 
მიმართ. 

· § 9. მყარი სხეულის მოძრაობის რაოდენობის მომენტი 

“მატერიალურ წერტილთა სისტემისათვის მოძრაობის რაოდენობის 
მომენტს (კინეტიკურ მომენტს) აქვს სახე 

თ =%IC თ, დ.1) 
§=1 
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სადაც 0: აღნიშნავ #I.-ური მატერიალური ნაწილაკის რადიუს-ვექტორს. 

აღებულ მომენტთა 0 ცენტრის მიმართ, თ; წარმოადგენს 77, წერტილის სი- 

ქარეს ძირითადი (უძრავი) სისტემის მიმართ. თუ მატერიალურ წერტილთა 

უცვლადი სისტემა დისკრეტულად არ არის განაწილებული, არამედ უწყვე- 

ტად ავსებს სივრცის გარკვეულ ” მოცულობას, მაშინ ჯამი შეიცვლება 
ინტეგრალით და მყარი სხეულის მოძრაობის რაოდენობის მომენტს (კინე- 

ტიკურ მომენტს) ექნება სახე 

ცპშ=|| | (0 · დ | მ». (9,2) 

განვიხილოთ კოორდინატთა 0ე;V2 სისტემა, რომელიც მყარ სხეულთან 

დაკავშირებულია უძრავად და მომენტთა ცენტრად ავიღოთ მისი სათავე 0 

წერტილი. 

ვინაიდან მყარი სხეულის ნებისმიერი წერტილის სიჩქარე წარმოიდგი- 

ნება ფორმულით (იხ. III თავის (25,4) ფორმულა) 

ა= ში (თ · 61, (9,3): 

სადაც თ ბრუნვის მყის კუთხურ სიჩქარეს აღნიშნავს, ამიტომ (9,2) ტოლობა 

შეიძლება ასე გადავწეროთ: 

:6პძ= | | | (6-9) რ» + | | | (6 - IV · 6) 10. 
1L თავის (6,1) ფორმულის ძალით, 

L6.Iს.601)1= ა 60?წ–ნ(თ 6). 
თუ ამ მნიშვნელობას უკანასკნელ ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

69%= ||! 0 ძი · ში | + თIII იძი –III ი (თ- 0) ძი?. (9,4): 

ცხადია, ადგილი აქვს ტოლობებს ' 

III 6თ»= M%» 

ე'=ყ?-+-ყ+-/, (თ. 6)= ჯთ -Lიყ -- 72, 

სადაც 0, ინერციის ცენტრის რადიუს-ვექტორია 0 წერტილის მიმართ, 

M# – სხეულის მთელი მასაა, ჯ, ი, #» წარმოადგენენ თ ვექტორის გეგმილებს 

0ჯყი სისტემის ღერძებზე. თუ ამ მნიშვნელობებს (9,4) ტოლობაში შევიტანთ, 
მივიღებთ | : 

69%=1LL6 · %ი1+-% | | | (თ? ყ?-L-2პ) ძის –– | || 0(»=+იV+7/2 ძთ. (9,5). 

თუ ამ ტოლობას დავაგეგმილებთ რძე) სისტემის ღერძებზე, ადვილად- 

მივიღებთ : : 
Cმ9-= MCV შეა -–2 ზიყ) + თ >» ჯი –ძლყ ძ--., ?, 

Cთ%= MC “ით ––- 2 ში)“ ყა დ--ძა 0 ყV”,, (9,6) 

C9= M(თ. ?ი. წ, შით) –./= ჯ–ყი ი+V/. 2”. 
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სადაც 9#., ძე,.·· 0 წერტილის შესაბამი ინერციის ტენზორის კომპონენტე- 

ბია. როგორც ადვილი მისახვედრია (9,5) ტოლობა, ანუ რაც იგივეა, (9,6) 
სისტემა ვექტორული სახით ასე ჩაიწერება: 

= V I0C- ·9ი1+-/ი, (9,7) 
სადაც # წარმოადგენს (4,4) ტოლობით განსაზღვრულ მატრიცს, რომელსაც 

ხშირად, ინერციის ტენზორს უწოდებენ. 
ცხადია, ასევე შეიძლება გამოვითვალოთ მყარი სხეულის მოძრაობის 

რაოდენობის მომენტი 95უხ უძრავი სისტემის სათავის მიმართ და ვიბოვოთ 

მისი გეგმილები უძრავ კოორდინატთა ღერძებზე. _ 

თუ მყარი სხეულის 0 წერტილი უძრავია (ე, ი. ჯა=0), ან 0 წერტი- 

ლი ემთხვევა ინერციის ცენტრს (ე. ი. ი,=-0), მაშინ (6; · V#ე1=0 და (9,7) ტო- 
ლობიდან ვღებულობთ 

: (9 =) C. (9,8) 

(9,6) ტოლობები ამ შემთხვევაში მოგვცემს 

C%=V,. ჯ _ ძენ თ .7, 

თCს=-ყძე იე+ძი ი -ძ/7, (9.9). 

C=- ყი ნ -–-ძინ + 7,7. 

თუ კოორდინატთა ლეს? სისტემის ღერძები ემთხვევა 0 წერტილის 

შესაბამ ინერციის მთავარ ღერძებს, მაშინ, როგორც “ვიცით, ინერციის ნამ- 
რავლები ნულის ტოლია და (9,6) ფორმულები მოგვცემს 

C9%.= 77 (Vი ში: –– #7 აყ) -LC ძ „2 წ, 

C-%ყ== M# (7: 9ე2 –– თი ზი») -L წყ თ (9,109) 

C9,= 7/ (2: შიყ –– 92 70») -L ძ»- 

(9,9) ფორმულები კი ამ შემთხვევაში ასე გადაიწერება: 

=> 2, 6 „=თძყი რთ CთCV=7»ჯ. (9,11) 

აღვნიშნოთ უძრავი §+აუL სისტემის სათავის მიმართ შყარი სხეულის: 

მოძრაობის რაოდენობის მომენტი 69თი. როგორც ადვილი. მისახვედრია 

ცი და ფა ვექტორებს შორის ადგილი აქვს დამოკიდებულებას 

ფი=(Xა · I + 6პმ=#(% · %)+-C%, (,12) 
სადაც '”ე აღნიშნავს 0 წერტილის რადიუს-ვექტორს C წერტილის მიმართ, 

#–--მყარი სხეულის მოძრაობის რაოდენობას. 

თუ (9,12) ტოლობას მყარ სხეულთან უძრავად დაკავშირებულ 0»ყი 

სისტემის ღერძებზე დავაგეგმილებთ და გავითვალისწინებთ (9,6) ფორმულებს, 
მივიღებთ 

CC“, == M C0'აყში,–-?"ე„შიყ) > 77 (3/მე,–– წიხიყ) –- მა»ი-–ძაყი- 9.” 
მა = M (V“ი,ში–-/ეაშიი)-I- MI (შიში მშია) ჰყინმ--ძეძ–შა, (9,13+ 

= 7 აში მ?ეყში>) I M (თახიყ--შ/იშე>)-– 0 -–-ძი-L-., 

სადაც #ით, 70. 7” წარმოადგენენ # ვექტორის კოორდინატებს 0ეყ2 სისტე-- 

მის მიმართ. 

ზ 
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§ 10, მოძრაობის რაოდენობის მომენტის კანონი მყარი 
სხეულისათვის 

განვიხილოთ დაუნ სისტემა, რომელსაც უძრავ სისტემას ვუწოდებთ, და 

აღვნიშნოთ, როგორც წინა პარაგრაფში, რCCთ-თი მყარი სხეულის მოძრაობის 

რაოდენობის მომენტი 0წ წერტილის მიმართ. თუ გავიხსენებთ მოძრაობის 
რაოდენობის მომენტის კანონს მატერიალურ წერტილთა სისტემისათვის 
(თავი VI, § 7), დავრწმუნდებით შემდეგი ტოლობის სამართლიანობაში: 

ინი რა = ა, (10,1) 

სადაც 70 აღნიშნავს მყარ სხეულზე მოქმედ გარე ძალთა ნაკრებ მომენტს 

.-C წერტილის მიმართ. უკანასკნელი ტოლობა იძლევა მოძრაობის რაოდენო- 

ბის მომენტის კანონს მყარი სხეულისათვის. 
განვიხილოთ კოორდინატთა CV'უ'C“ სისტემა, 

რომლის სათავე ემთხვევა მყარი ს სხეულის ინერ- 

ციის ცენტრს და რომლის ღერძებიც უძრავი საკო- 

ორდინატო ღერძების პარალელურია (ნახ, 131). 

ვაჩვენოთ, რომ ასეთი სისტემისათვის 
მოძრაობის რაოდენობის მომენტის 

კანონს ისეთივე სახე აქვს, როგორიც 

უძრავი სისტემისათვის. 

ადვილად დავრწმუნდებით შემდეგი ტოლო- 
ბების სამართლიანობაში: · 

ც60თ->:7/ თ. . · დ.) C“, 

= IL8+ LV · XI, 
სადაც 7, #, არის C წერტილის რადიეს- ვექტორი §ა წერტილის მიმართ, C4 -– მოძ- 

რაობის რაოდენობის მომენტი C წერტილის მიმართ, 77 Lწ-- გარე ძალთა ნაკ- 

რები მომენტი C წერტილის მიმართ. უკანასკნელი ტოლობების ძალით, 

(10,1) ტოლობა მოგვცემს - 

  

5ახ. 131. 

  

რ“ · M იიი) +- 4 > = "LC > XI. (10,2) 

მაგრამ, ვინაიდან ' 

M2იხ.= #. · 

ამიტომ (10,2) ტოლობიდან ვღებულობთ 

ძC =. 
მ =/#, 

, 

რაც ნათქვამის სამართლიანობას ამტკიცებს. ' 

თუ (19,1) ტოლობას დავაგეგმილებთ უძრავ კოორდინატოა ღერძებზე, 
„მივიღებთ 

ძ6“ ძნ“ ძი. 
ნ ო ი წ 9 _ეურ. =#/ ” = ## , = · 0,3 

ძნ § რ. ” ორ 09) 
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III თავის (26,5) ფორმულის ძალით გვექნება 

ძის «ძნა 
  

  

–- #7. თ 10,4 
VI) V/. + ·C9 094) 

სადაც · ილ: აღნიშნავს რCთ ვექტორის ფარდობით წარმოებულს მყარ სხეულ- 

თან უძრავიდ დაკავშირებული 0»V/2 სისტემის მიმართ. უკანასკნელი ფორმუ- 

ლის ძალით, (10,1) ტოლობა შეიძლება ასე გადავწეროთ: 

“ “ა 
  -+LIთ. დ ის|= ი, (10,5) 

თუ ამ ტოლობას 0»V2 სალემი ღერძებზე დავაგეგმილებთ, მივიღებთ 

          

29 +0იძ ცთ,-- C9%,= ჯ40,, 

( 

რ2+ +7-C69,-- აC90,= #9, (10,6) 

თ, 

რ9> : – ეფი,= ჯი, · 
C 

სადაც (იხ. (9,13) ფორმულები) 

CV, = 77 (1იყში,-–ეგზიყ) –+ 11 (Vმი,––შიწაყ) + ძია) აყ--I.2? 

(0 X-- M/ (9“იაV6=––“ე,შ-) –L-1I (#-სა– ფიში,)-–ძ ,„.ჯ + ძაეი--ძ,”, (10,7) 

C0,= წწ) (C“ე-მიყ-––?“ცყში») + MM (თ-მსყ-–– ყ-Vი») _ ძა) ყი –+V.”, 

ამასთან _ . 

. 9'ც == (9“ეთე “ეჯ 9'0#) (10,8) 

წარმოადგენს 0»/ყ2 სისტემის -სათავის (0 წერტილის) რადიუს-ვექტორს 9 

წერტილის მიმართ, 

ს,= (>. წთ 9) (10,9) 

აღნიშნავს ინერციის (ცენტრის სიჩქარეს, 

ში = (02; შიც +) (10,10) 

0 წერტილის სიჩქარეა. 

როგორც ადვილი მისახვედრია, »ჯ, 0, # სიდიდეების მიმართ (19,6) წარ- 

მოადგენს პირველი რიგის დი. ერენციალურ განტოლეძათა სისტემას. 

ვინაიდან მყარ . სხეულთან უძრავად დაკავზირებულ 0+V2 სისტემის 

მიმართ ინერციის მომენტები და ინერციის ნამრავლები მუდმივია. ამიტომ ცით 

ვექტორის დაგეგმილება 0ჯ, 0), 02 ღერძეაზე უფრო ხელსაყრელია, ვიდრე 
უძრავ კოორდინატთა ღერძებზე. 

  

1 სხე, ლის მოძრაობასთან ერთად იცელება ინერციის ტენზორის კომპონენტები უძრავი 

სისტემის 8-იმ:რთ. 
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§ 11. მქარი სხეულის ცოცხალი ძალა, ცოცხალი ძალის კანონი“ 

ნებისმიერ მატერიალურ წერტილთა სისტემის კინეტიკურ ენერგიას. 
(ცოცხალ ძალას) აქვს სახე 

თ»-1+X თხ ; | (11,1) 

ლდ 

ამიტომ, უწყვეტი მყარი სხეულისათვის გვექნება 

1 ,. 
=- · 11.2). # 2 III» 0 (11.2) 

ისე როგორც წინა პარაგრაფებში, კოორდინატთა უძრავი სისტემა. 

აღვნიშნოთ 9წუL-თი, ხოლო მყარ სხეულთან უძრავად დაკავშირებული სის- 

ტემა 0/7V2-ით. 

ვინაიდან მყარი სხეულის ნებისმიერი წერტილის. სიჩქარე წარმოიდგი– 

ნება ფორმულით (იხ. III თავის (25,4) ფორმულა) 

თ=შე- LC · 01, (11,3). 

ამიტომ, მყარი სხეულის კინეტიკურ ენერგიას შემდეგი სახე ექნება: 

=-1 //წაბრი, ში (თ. 6 1 /(//ნ. ნ)შძი. "(11.4 =--IIIთ თ·+L)I| (თ. IV · 01) ძი++- ->| | | (თ · 61 ძიი. · (114) 

ცხადია, გვექნება 

I I I და” == შ/ შე?, (11,5) 

IIIC- -Iთ · 6))0= ( = | თ. III 0 რ) =7(% -Iთ · 0;)). (11,6) 

როგორც ვიცით, ადგილი აქვს ტოლობას (იხ. IL თავის (6,3) ფორმულა) 

(4-.I8.C)= (8. (0 · 4), 01,7) 
სადაც 4. 8 და C ნებისმიერი ვექტორებია. ამ ტოლობის გამოყენებით, 

ცხადია, გვექნება 

(თ · 61I=(Iთ · 61. ს · 6))=(თ. (6 (თ - 6)1)- (11.8) 
II თავის (6,1) ფორმულის ძალით 

· (ი IC · 011)=Cიბ– ი (თ · 0). “, 
თუ ამ მნიშვნელობას (11,8) ტოლობაში შევიტანთ, ადვილად მივიღებთ 

(თ · 6)1=C7?0? –– (თ · 6)“. (11,9· 
(11,5), (11,6) და (11,901 მნიშვნელობების (11,40 ფორმულაში შეტანით 
მივიღებთ - 

7--- Mიმ+- MC. წთ · C)+--- II | ნა'ი”-– (თ · 6)?1ძ». (1110). 
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უძრავი თჯ:ულს სისტემის მიმართ კოორდინატებში გვექნება 

    

' . ი, /! 
( უთ .Iთ· ში) ' ნ -–6ე, - ა, ხ– –დ (11,114) 

' ბი§ , ზიუ 8 ხი» 

თა?ი” –- (თ · 6)2=(/0მ-L ()მ + #9) (C-–6,)?–L (უ– ჯა)“ + 
+C-–-ნ)”)-– (X(C-–ნა) –– C(უ-–უე) -– 1 (C– C,)|1= 

=ICთო-–-ოი)? + (C--ნი)?) C2-LICC-– ხა)?--(6–-6,)?102+ (11.12) 

-L | (§––50)?+ 0 –”ი)?) I? –– 2(1-––”ი) (C––ხა) 077 –- 

– 2(C6--Cა(6-ნ5)ჩმ- 2(6-C6)რ–-%) #0, 
სადაც Xჯ, 0, #, წარმოადგენენ თ ვექტორის გეგმილებს უძრავი §#უს სისტე– 

მის ღერძებზე, §, უ, C არის მყარი სხეულის ნებისმიერი წერტილის კოორ- 

დინატები ამავე სისტემაში, 6, უც L, და წა, წი, ხა აღნიშნავენ ინერციის 

ცენტრისა და 0 წერტილის კოორდინატებს უძრავ სისტემაში. (11,11) და 

(11,12) ტოლობების ძალით, (11,10) ფორმულა მოგეცემს 

#, 0, # 

–§V “ი ხ-––C0 + 

%იC , შა» , შა 

+-- თ ნბა" სიჰპეებე2მწელრ0 --2ჰლენი-2ძყუ 4), (11,13) 

2=--ჰს! -L MC 

    

სადაც V6§» ძა. წარმოადგენენ ინერციის ტენხორის კომპონენტებს. 

0L”წსC' სისტემის ი მიმართ, რომლის ღერძებიც უძრავი კოორდინატთა ღერძე- 

ბის პარალელურია, 

ასევე დავრწმუნდებით, რომ მყარ სხეულთან უძრავად დაკავშირებული 

0თV2 სისტემის მიმართ კოორდინატებში კინეტიკურ ენერგიას ექნება სახე 

» თ ”# 

თი შო #% ჯ” =-- M#სა-- # + 
    წი: შიც ?/0” 

–+ –- ეშ +-წაი +/,/”” _ 2 2ძ «1 –-2V„ყიი). (1 1 114). 

თუ მყარ სხეულთან უძრავად დაკავშირებული სისტემის სათავე ემთხვევა. 

მყარი სხეულის ინერციის ცენტრს, მაშინ 2,=)ყ:=2=0 და უკანასკნელი 

ტოლობა მოგვცემს 

1 ოი 

#<– ==. თ. + -- (12-ე + ლ-2ჰადთ -2LV-2”ყხი)-. (11.15) 

თუ მყარი სხეულის 0 წერტილი უძრავია (განიხილება მყარი სხეულის. 

ბრუნვა 0 წერტილის გარშემო), მაშინ ოლი და (11,14) ფორმულა მოგვცემს- 

27=ყ,.ებშ–+ყ., ი?+Vშ,, 1?78--2Vს, 0-2», ჯუ“ მყ, ჯი. (1 1,16X 
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თუ გავიხსენებთ, რომ განსახილველ შემთხვევაში ადგილი აქვს დ,9 

ბებს, უკანასკნელი ტოლობა ასე შეიძლება ჩავწეროთ: · ') ტოლო. 

  

97 = (59. თ). 

7= (თ 4) (11,17) 
(11,14) ტოლობიდან, ცხადია, გვექნება 

მ7' 
მი. წ/4 (7=;ა--–მ:შიყ) == 97.7 –-ძ ენ) თ 

მძ = 71 (2-შსთ-–– აშეი) _ ძელი +7ყყი ძე (1 1,18) 

მწ” 
27 #7 (2ხიყ––წ/ი/ით) _ ძათე)–ყ იყი +ძ თ”. 

ამ ტოლობების (9,6) ფორმულებთან შედარება გვარწმუნებს შემდეგი ფორ- 

მულების სამართლიანობაში: : 

LVM ი მ 
C%=--, ცა,="”, ცა,=””, (11,19) 

იჯ» მი 0 

სადაც C'=(C),, 6),, C9%,) აღნიშნავს მყარი სხეულის კინეტიკ რ. მომენტს 
7 L) # უ ო ე 

0 წერტილის მიმართ. ტ 

უკანასკნელი ტოლობები ვექტორულად ასე შეიძლება ჩავწეროთ: 

_. · CV=ფიზიც,იი 7. (01,209) 
, ისევე როგორც მატერიალურ წერტილთა სისტემის შემთხვევაში, მყარი 

სხეულისათვისაც ცოცხალი ძალის კანონს აქვს. სახე 

| 97=84, (11,21) 

სადაც 84 მყარ სხეულზე მოქმედ ძალ- 
თა ელემენტარულ მუშაობას აღნიშნავს. 

§ 12, ეილერის კინემატიკური 
განტოლებები 

ვთქვათ, მყარი სხეული ბრუნავს 

უძრავი 0 წერტილის გარშემო,. განვი- 

ხილოთ კოორდინატთა 01:»ა უძრავი 

· სისტემა და მყარ სხეულთან უძრავად და- 

კავშირებული 0»»V72 სისტემა (ნახ, 132). 
ცხადია, მყარი სხეულის მდებარეობა 

უძრავ. სისტემის მიმართ სავსებით გან- 

ნახ. 132. საზღვრულია ეილერის დ, (§, ა. კუთ- 
ხეებით. თუ ვიგულისხმებთ, რომ საწ- 

ყის მომენტში მოძრავი: და უძრავი სისტემები თანამთხვეული იყო, ადვილად 

დავრწმუნ ჯებით, რო? სხეულის აღებული მდებარეობა მისი საწყისი მდება- 

რეობიდან მიიღება, როგორც შედეგი შემდეგი სამი ბრუნვისა: · 
19, 0L ღერძის გარშემო მობრუნება ს კუთხით, რომლის: შესაბამი 'კუთ- 

ხური სიჩქარე იქნება LC", სადაც 6" წარმოადგენს C. ღერძის მგეზავს. 
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29. 70ყ და 0) სიბრტყეთა თანაკვეთის # ღერძის გარშემო მობრუნება 

+ კუთხით. ამ ბრუნვის შესაბამი კუთხური სიჩჟკარე ივნება ე/გ9. სადაც გზ 
წარმოადგენს 4 ღერთხის მგეზაეს. 

პზ. 0” ღერძის გარშემო მობრუნება დ კუთხით, რომლის შესაბამი 

კუთხური სიჩქარე იქნება ღ'2”, სადაც ი" წარმოადგენს ჯჟ ღერძის მგეზავს. 

ბრუნვათა შეკრების შესახებ III თავის წ 16-ში მოყვანილი დებულების 

თანახმად, ბრუნვის მყისი კუთხური სიჩქარე თ იქნება ჯამი ხსენებული სამი 
ბრუნვის შესაბამი კუთხური სიჩქარეების და, მაშასადამე, გვექნება 

თ= LC.) ვ 310 I დუმ. ' (12,1) 

განვიხილოთ ჯი სიბრტყეში მოთავსებული #, ღერძი, რომელიც 0 წერ- 
ტილზე გადის და მართობია 0# და 4 ღერძების. ცხადია, #,, 0ხ და 07 ღერძები 

ერთსა და იმავე სიბრტყეშია მოთავსებული, ამიტომ « C” ვექტორი შეიძლება 

დავშალოთ 04 და 4, ღერძებზე მდგენელებად: 

#'Cს = 0'ლ0§ 9 გმ-I- რ! 8IIL 3. ტ,, (12.2) 

სადაც ტ4, წარმოადგენს 4, ღერძის მგეზავს. თუ. ამ მნიშვნელობას შევიტანთ 
(12,1) ტოლობაში, მივიღებთ . 

თა =(0' ი0§ + დეგბ+ ს! ფი §- 49, L- მ“ გა, (12.3) 
, ამ ტოლობის მოძრავ კოორდინატთა ღერძებზე დაგეგმილებით ვღებულობო 

ჯX=%" 31) 9510 დ-1-4 005 დ. 

ი=0C0 59)ი + ლ08დ -–– ბახი C, (12.4) 

#= ს ტიც 9 + დ”. 

უკანასკნელი სისტემა, რომელიც იძლევა საშუალებას თ ვექტორის 
კოორდინატები გამოვთვალოთ ეილერის კუთხეების საშუალებით, ეილერის 

კინემატიკური განტოლებების სახელწოდებით არის ცნობილი. 

სავსებით ანალოგიურად შეიძლება გამოვთვალოთ თი ვექტორის გეგმი- 

ლები უძრავ კოორდინატთა ღერძებზე. ადვილად მივიღებთ 

#5=თ' 351) ს 510 0 –- 9 005 ს. 

C=-– დ" 510 90050 –I– 9 იი თ, (12.5) 

#2=დC' 605 + –I– ტ'. 

§ 13. მყარი სხეულის მოძრაობის განტოლებები 

განვიხილოთ კოორდინატთა უძრავი დაუს სისტემა და მყარ სხეულთან 

უძრავად დაკავშირებული 0ყყ2 სისტემა. განვიხილოთ აგრეთვე (05რ»'C' სის- 

ტემა, რომლის ღერძებიც უძრავ კოორდინატთა ღერძების პარალელურია. 
ამ სისტემას დამხმარე სისტემა ვუწოდოთ.' ცხადია, მყარი სხეულის მოძრაობა 
დამხმარე სისტემის. მიმართ წარმოადგენს ბრუნვას 0 წერტილის გარშემო, 

ამიტომ ამ სისტემის მიმართ მყარი სხეულის მდებარეობა შეიძლება დავახა- 

სიათოთ ეძლერის დ, დ, + კუთხეებით. ცხადია, ადგილი ექნება ეილერის კინე- 
მატიკურ განტოლებებს 
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1)=ს' §10 9' 5(I დ-+ 9" 003 დ, 

ძ = დ 510 9: 608 დ –– 9” §10 დ, (13,1) 

»=ს“ ლ08 9 –I- დ'. - 

() წერტილის მიმართ მყარი სხეულის მოძრაობის რაოდენობის მომენტი, 

ისე როგორც § 9-ში, აღენიშნოთ რდი-თი, მოძრაობის რაოდენობის მომენ- 

ტის კანონი გვაძლევს (10,6) განტოლებებს: 

  

თ) 

402 “L იცა - 2 ბე==#%CV,, 

რა, ”(0,-- (10, = /მ,, (13,2) 

22 “აფი -- «09%= 

(13,1) და (13,2) სისტემებს უნდა დავუმატოთ აგრეთვე ინერციის ცენტრის 
მოძრაობის (8,5) განტოლებები: 

ი 2 C (-L ჯი. _. (13,3) 
ძL? თ” 

          

0: სისტემის მიმართ ინერციის ცენტრის ·მოძრაობის განტოლებებია 

M/10-–-= MX, 77130-,= XV, #7 10ა-= წელ 

სადაც 10», თ, 10 განსაზღვრული არიან (8,8) ფორმულებით. 

(13,1), (13,2) და (13,3) სისტემები წარმოადგენენ »ჯ, 0, #, დ, CV, 9 და 

: 9, C- სიდიდეების მიმართ დიფერენციალურ განტოლებათა გარკვეულ 

სისტემას. 

აღნიშნული სისტემა სავსებით განსაზღვრავს მყარი სხეულის მოძრაობას. 

მართლაც, თუ ეს სისტემა ინტეგრებულია, ე. ი. მონახულია CV, ს, 4, #, თ, 2) 

ნ. თ CL სიდიდეები, როგორც დროის ფუნქციები, მაშინ 0 წერტილის 

რადიუს-ვექტორი §– წერტილის მიმართ, რომელსაც 4'ე=(წე; ი, Cეე-ით აღვ- 

ნიშნავთ, განისაზღვრება ტოლობით 

მმე=7;--0-, 

სადაც #:=(წ6., M, LC) წარმოადგენს ინერციის ცენტრის რადიუს-ვექტორს 

C წერტილის მიმართ, ხოლო 0:= (2, “V-, 2) – ხსენებული ცენტრის რადიუს- 

ვექტორს 0 წერტილის მიმართ. ვინაიდან წM ახასიათებს დამხმარე სისტემის 

მოძრაობას, ხოლო დ, დ, # კუთხეები კი მყარი სხეულის მოძრაობას დამხმარე 
სისტემის მიმართ, ამიტომ მყარი სხეულის მოძრაობა განსაზღვრული იქნება 

უძრავი სისტემის მიმართაც. 

ზემომოყვანილ (13;1), (13,2) და (13,3) განტოლებებს, რომელნიც, რო- 

გორც უკვე აღვნიშნეთ, სავსებით განსაზღვრავენ მყარი სხეულის მოძრაობას, 

  

1 ვინაიდან თ, 4, 9 კუთხეები განსაზღვრავენ მყარი სხეულის მდგომარეობას დამხმარე 

სისტემის მიმართ, ამიტომ X-, ”C, « კოორდინატები ადვილად მოინახება. 
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· კუწოდებთ მყარი სხეულის მოძრაობის განტოლებებს. აქვე შევნიშნავთ, რომ 
ამ განტოლებების ინტეგრება, საზოგადოდ, ძალიან ძნელია. როგორც ქვემოთ 

იქნება ნაჩვენები, იმ კერძო შემთხვევაშიაც კი, როცა მყარი სხეული ბრუნავს 

უძრავი წერტილის გარშემო მხოლოდ სიმძიმის ძალის მოქმედებით, ამ გან- 

ტოლებების ინტეგრება საზოგადოდ არ შეიძლება. ცხადია, ამ სისტემის ამო- 

ხსნა ყოველთვის არსებობს (გარკვეულ ზოგად პირობებში): აქ ლაპარაკია მხო- 
ლოდ ამოხსნის მოძებნაზე. 

აქამდე ჩვენ განვიხილავდით თავისუფალ მყარ სხეულს. ვთქვათ, მყარი 

სხეული ემორჩილება ბმებს. ვინაიდან ბმები გარკვეული რეაქციის ძალების 
ტოლფასია (რეაქციის პრინციპი), ამიტომ თუ მყარ სხეულზე მოვდებთ რეაქ- 

ციის ძალებს, მაშინ ის შეიძლება განვიხილოთ როგორც თავისუფალი ზბმები- 

საგან და დავწეროთ მისი მოძრაობის განტოლებები. ამ განტოლებებში შევა 
საძიებელი რეაქციის ძალები, სამაგიეროდ მათ დაემატება ბმის განტოლებები, 

დავუშვათ, რომ მყარი სხეულის 0 წერტილი უძრავია და ემთხვევა 9 

წერტილს, მაშინ ბე=0 და ადგილი აქეს (9,9) ფორმულებს. თუ, ამის გარდა, 

მყარ სხეულთან უძრავად დაკავშირებულ კოორდინატთა სისტემის ღერძებად 
მიღებულია 0 წერტილის შესაბამი ინერციის მთავარი ღერძები, მაშინ ინე“- 

ციის ნამრავლები ნულის ტოლია და გვექზჩება (იხ. (9,11) ფორმულები) 

Cმ%.= 4», CV= 80, C9,=C”, (13,4) 

“სადაც 24, 8, C აღნიშნავენ ინერციის მომენტებს ე» ყ, > ღერძების მიმართ. 

(13,4) ტოლობების ძალით, (13,2) განტოლებები ასე გადაიწერება: 

490. (0 –_ 8) ი0= ს») 

მ, 

8494 – თIM=X. (13,5) 

ფუფ. . 
C--–-–+(8 –– 4) იი= L,. 

თ 

ამ განტოლებებს ეილერის დინამიკური განტოლებები ეწო- 

- დება. ამ განტოლებების სიმარტივე გამოწვეულია იმით, რომ ის დაწერილია 

· მოძრავი 0თV2 სისტემის მიმართ და ამ სისტემის ღერძებად მიღებულია სხეუ- 

ლის ინერციის მთავარი ღერძები. 
ვინაიდან უძრავი სისტემის მიმართ ინერციის მომენტები და ინერციის 

'ნამრავლები იცვლებიან, ამიტომ მყარი სხეულის მოძრაობის განტოლებებს 
"უძრავი სისტემის მიმართ გაცილებით უფრო რთული სახე აქვს (ამ განტო- 
-ლებების მიღება შეიძლება (10,1) ტოლობის უძრავ §ჩუს სისტემის ღერძებზე 

·დაგეგმილებით). ზემოაღნიშნული გარემოება შემჩნეული იყო ეილერის მიერ, 

ამიტომ მან (10,1) ტოლობა დააგეგმილა მყარ სხეულთან უძრავად დაკავში- 
· რებულ 0»)/2 სისტემის ღერძებზე! და ამასთან დ, ყ, 2 ღერძებად მიიღო 

ინერციის მთავარი ღერძები რითაც მოძრაობის განტოლებები არსებითად 

გაამარტივა. 

' ვინაიდან ეს ღერძები მყარ სხეულთან დაკავშირებული არიან უძრავად, ამიტომ მათ 

„მიმართ ინერციის მომენტები და ნამრავლები არ იცვლებიან. 
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ვინაიდან, განსახილველ შემთხვევაში, მყარი სხეულის ერთი წერტილი 
უძრავია, ამიტომ ის ემორჩილება ბმას. ამ ბმის შესაბამი რეაქციის ძალა, 

რომელსაც #-ით აღვნიშნავთ, მოდებულია უძრავ 0 წერტილზე. ვინაიდან IL 

ძალის მომენტი 0 წერტილის მიმართ ნულის ტოლია, ამიტომ მისი კომპო- 

ნენტები ეილერის დინამიკურ განტოლებებში არ მონაწილეობს. რეაქციის 
ძალის მოსაძებნად ·გამოვიყენოთ ინერციის ცენტრის მოძრაობის კანონი (იხ, 

(8,4) ფორმულა), რომელიც, განსახილველ შემთხვევაში, მოგვცემს 

7/%.= X + #. (13,6). 
თუ ეილერის კინემატიკური და დინამიკური განტოლებები ინტეგრებულია, 

მაშინ ჯი, ვექტორის კოორდინატები მოინახება (8,8) ფორმულებით, რის შემ- 

დეგაც (13,6) ტოლობიდან” განისაზღვრება 7, რეაქციის ძალა. 
მყარი სხეულის უძრავი წერტილის გარშემო ბრუნვას დაწვრილებით. 

ჩვენ შემდეგში შევისწავლით (იხ. V განყოფილება). 

დავწეროთ ახლა მყარი სხეულის მოძრაობის განტოლებები ინერციის 
ცენტრის მიმართ. 

მივიღოთ მყარ სხეულთან უძრავად დაკავშირებული სისტემის სათავედ: 

მყარი სხეულის ინერციის ცენტრი C და, ისე როგორც § 10-ში, აღვნიშნოთ 

6-თი მყარი სხეულის მოძრაობის რაოდენობის მომენტი C წერტილის მიმართ. 

ინერციის ცენტრის მიმართ მოძრაობის რაოდენობის მომენტის კანონი მოგვ- 
ცემს (იხ. § 10) _ 

ძრა –., 7“ #9, (13,7) 

სადაც 16 აღნიშნავს სხეულზე მოქმედ გარე ძალთა ნაკრებ 'ზომენტს 0 წერ- 

ტილის მიმართ. უკანასკნელი ტოლობა, ცხადია, ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

  

2C , (გ. 6-|= MM, (13,8) 

სადაც 92 აღნიშნავს 64 ვექტორის ფარდობით წარმოებულს მყარ სხეულ- . 

თან უძრავად დაკავშირებული C»ყ2 სისტემის შიმართ, თ წარმოადგენს მყარი · 

სხეულის 0 წერტილის გარშემო ბრუნვის მყის კუთხურ სიჩქარეს. თუ (13, 8). 
ტოლობას C0ყყ28 სისტემის ღერძებზე დავაგეგმილებთ, მივიღებთ 

          

  

  

90“, -_ ?C“V = 77%, 

ძL 

ძთ“ +6%-26-= #%V, (13,9). 
ძ 

ძCთ 
· + თყი-ძCთ%= #“. . მ, ჯახი“ ძ _ # 

განსახილველ შემთხვევაში, (9,6) ფორმულების ძალით, ცხადია, გვექნება 

Cღ-=ყაათი –– ძენ -–-ყძ. . 

C“=-–-ძე.ი-+-ძყყნ- ი (13,10). 
ხ,ლ=-მიე-–ძყი +... 
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უკანასკნელი ტოლობების გათვალისწინებით, ცხადია, რომ (13,9) წარ- 
მოადგენს პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემას », თ, » 
სიდიდეების მიმართ. თუ C27/2 სისტემის ღერძებად მივიღებთ C წერტილის 

შესაბამ ინერციის მთავარ ღერძებს, მაშინ, როგორც ვიცით, ინერციის ნამ- 
რავლები ნულის ტოლია და (13,9) სისტემა შემდეგ მარტიე სახეს მიიღებს: 

(7 
"ად L» –. "= //-,, მ! ( “ჰე! 

ძი 
გარეთ” (13, 1) 

<-+ (ძ/--ყ-») ჯX70==#თ. 

ამ სისტემას უნდა დავუმატოთ ეილერის კინემატიკური განტოლებები: 

> 910 %5)0ნიდ+ XV ლ05C, 

=0” 510 9605 Cდ –– მ” ყი დ, (13,12) 
#=L. 008 9'-- დ 

და აგრეთვე ინერციის ცენტრის მოძრაობის განტოლებები (იხ. (8,5) ფორ- 

მულები): 
    თ“, “ - # , ძ7C. M-9- IX, M5=%=X,,      =/C. (13,13) 

(13,11), (13,12) და (13,13) ს არმოსცაენენ პირველი რიგის დიფერენციალურ 

განტოლებათა სისტემას ჯ»ჯ, ი, 71, დ, ს, 9, წ, თო C- სიდიდეების მიმართ. ეს 
სისტემა, რომელიც მთლიანად ახასიათებს მყარი სხეულის ნებისმიერ მოძ- 

რაობას, წარმოადგენს სხეულის მოძრაობის დიფერენციალურ განტოლებათა 
სისტემას ინერციის ცენტრის მიმართ. ამ სისტემას, ცხადია, უფრო მარტივი 

სახე აქვს, ვიდრე იმ სისტემას, რომელიც მყარი სხეულის ნებისმიერი მოძ- 
რაობის შემთხვევაში ზემოთ იყო განხილული. 

განყოფილება 3 

მყარი სხეულის ბრუნჭა უძრავი ლერძის ბარზემო 

· § 14. მქარი სხეულის უძრავი ლერძის გარშემო. ბგრონვის განტოლება 

ვთქვათ, „მყარი სხეული ბრუნავს უძრავი ღერძის გარშემო. მივილოთ ეს 

, ღერძი უძრავი 0ჯყი სისტემის 07 ღერძად. მოძრაობის რაოდენობის მომენ- 

ტის კანონი გვაძლევს 

0_ 2 (14.1) 

სადაც C. არის მყარი სხეულის კინეტიკური მომენტი 0 წერტილის მიმართ, 

ს–გარე ძალთა ნაკრები მომენტი იმავე წერტილის მიმართ. თუ (14,1+ 
ტოლობას დავაგეგმილებთ /# ღერძზე, მივიღებთ 

ძ0._,_ 
V4 
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ვინაიდან” 

ი I თ-თარღ/// რეო ირრი 
ამიტომ, უკანასკნელი ტოლობა ასე შეიძლება ჩავწეროთ: 

III დს” –ყთ )ძ»=X- (14,2) 

განვიხილოთ მყარი სხეულის ნებისმიერი #7#(ე;, )/, 2) წერტილი, ამ წერ- 

ტილის ორთოგონალური გეგმილი 0ყ სიბრტყეზე აღვნიშნოთ დ-თი (ნახ, 133). 
ცხადია, ადგილი ექნება ტოლობებს 

# ა:=100§ დ, #/=7 510 დ, 2=001)8L, (14,3) 

სადაც ჯ;=0თ, დ არის კუთხე #=0თC ქექ- 

ე, ტორსა და 0ე; ღერძს შორის. (14,3) ტოლო- 
4 ბებიდან ადვილად მივიღებთ 

  ე; =–- #51ი დ? Vთ 
| ი - X7”., 'ჯ 

MX 

ყ=/00§დ -- = ფთ 
7 « თ 

ნახ. 133. სადაც თ არის მყარი სხეულის 0 ღერძის 
გარშემო ბრუნვის სკალარული კუთხური სიჩ- 

ქარე. უკანასკნელი ტოლობების გაწარმოების შედეგად ვღებულობთ 

    

   

· ცა=- ფაბ რი, 

ი (14,4) 
V'ლ=– (ა? ” . 

ა” 
(14.4) ტოლობების ძალით ადგილი აქვს ტოლობას 

აყ - დმ+ყვ იი, (14,5) 

თუ ამ მნიშვნელობას (14,2) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

ძ2დ | 
” =7-, 14,6 · 

რჯ” 040 

(14,6) წარმოადგენს მყარი სხეულის 02 ღერძის გარშემო ბრუნვის 
დიფერენციალურ განტოლებას. თუ ეს განტოლება ინტეგრებულია, ე. ი. 

მონახულია დ, როგორც #-ს ფუნქცია, მაშინ მყარი სხეულის მდებარეობა გან- 

საზღვრული იქნება დროის ყოველ მომენტში. 
ბრუნვის ღერძის მიმართ მყარი სხეულის მოძრაობის რაოდენობის მო- 

მენტი გამოითვლება ფორმულით 

, ! 06,=|'| | (თV' – თ )თი=C| | | -"თ=9 „ი. (14,7) 
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§ 15. რმაქციის ძალების განსაზღვრა, ღინამიჰშრი 
და სტატიკური რეაქციის ძალები 

ვიპოვოთ შყარი სხეულის უძრავი ღერძის გარშემო ბრუნვის შემთხვე- 

ვაში რეაქციის ძალები. აზისათვის შევნიშნოთ, რომ მყარი სხეულის ბრუნვა 
ღერძის გარშემო შეიძლება წარმოვიდგინოთ, როგორც მოძრაობა მყარი 
სხეულისა, რომელსაც ორი უძრავი წერტილი აქეს. 
აღვნიშნოთ ეს წერტილები ი და ს-თი. მათი #%ესა- 

ბამი რეაქციის თალები იყოს. 4 და #. კოორდი- 

ნატთა სისტემის სათავედ მივიღოთ CC წერტილი 

და თ ღერძი ავიღოთ ისე, რომ ის გადიოდეს ს 

წერტილში (ნახ. 134). 

მოძრაობის რაოდენობის კანონი განსახილ- 

ველ შემთხვევაში მოგვცემს 

  

2 =4+8+7X, · (15,1) ნახ. 134. 

სადაც # წარმოადგენს სხეულზე მოქმედ გარე ძალთა ნაკრებ ვექტორს, 

IC-– მყარი სხეულის მოძრაობის რაოდენობას: 

#= |I|I თი =7LV., (15,2) 
თუ (15,2) მნიშვნელობას (15,1) როლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

1450 = 4 +8+. (15,3) 

ცხადია, გვექნება 

'”-9ძზ% რთ L ლ |ძი, - ლლ ლს მაა = ი თ · 0.1 = "ი > (ით-.(თ. 0-1) 

= (4 · XI +თ (თ. 9) –- ნათ?, 

' სადაც 7. აღნიშნავს ინერციის ცენტრის რადიუს-ვექტორს ი წერტილის 

მიმართ, თუ მივიღებთ მხედველობაში, რომ 

თ= (12 0, ი), '0-=(2X, Vთ ჩ.), 

უკანასკნელი ტოლობის კოორდინატთა ღერძებზე დაგეგმილება მოგვცემს 

ფშ, ით 
?სიე.=-- ფა)" 1 -––- ი» C V- შ' 

ძთ : 
ბსიყლ–- წ/ა(ა?-L ე; – (15,4) 

_ ძL 
70:,==0. 

თუ (15,3) ტოლობას დავაგეგმილებთ კოორდინატთა ღერძებზე, (15,4) 
ტოლობების ძალით, მივიღებთ ' 
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–_ 211 ფ,ა?-– #79, %-4,+8.+1% 

–- 7 ყას” -L შ/ 2 -=4,+8+#ი (15,5) 

0=4,-+ 138.-+ X„· 

განსახილველ შემთხვევაში, მოძრაობის რაოდენობის მომენტის კანონი 

გვაძლევს – 

=(6თნ.8|)+7# (15,6) 

=III L6 . ») ძი. 

უკანასკნელი ტოლობის ძალით, (15,6) ტოლობა ასე გადაიწერება: 

IIIIC. V1ძთ.=(ის · 8) + L- 05,7) 

თუ ამ ტოლობას კოორდინატთა ღერძებზე დავაგეგმილებთ, ადვილად მივიღებთ 

III (V2'–– ”V'')ძობ=-–-#8)ე+-X., 

III 6თ“– თ, )ძით=#18- + XL, ა (15.8). 

III (თ) –– წთ") ძობ= 7, 

სადაც 

ცხადია, გვექნება 

სადაც #= თხ. 

(14,3) და (14,4) ტოლობების ძალით, ვღებულობთ 

ყმ" ––- გყ'= = ფით? –- დე ლ, 
ძL 

შთ –- ე, = _ გიამ ერი, 

X/'–– ყი" =(ე2 +ყე ბი 

თუ ამ მნიშვნელობებს (15, 8) ტოლობებში შევიტანთ, მივიღებთ 

ძია? მას = –ჩსჩმ)ს+ XX. 

       

(15,9) 
–_–_ ძა? 9ი 8, + LV: 

ძL 

წ ალე (15,10) 

(15,10) წარმოადგენს ჩვენ მიერ უკვე მიღებულ განტოლებას, რომელ- 

შიაც რეაქციის ძალები არ მონაწილეობენ და რომელიც მყარი სხეულის მოძ- 
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რაობას განსაზღვრავს. ვთქვათ. ეს განტოლება ინტეგრებულია, მაშინ რეაქ- 

ციის ძალების 4., 4, 4, 7 I, მ, კომაონენტების მოსაძებეად გვექნება 

ხუთი განტოლება, სახელდობრ, (15.5) და (15,9) განტოლებები. (15,9)-დან და 
(15,5)-ის პირველი ორი განტოლებიდან ცალსახად განისაზღვრება /#,. #4, 
8. 8, კომპონენტები. /, და #7, კომპონენტების მოსაძებნად გვრჩება (15,5) 

ყისტემის უკანასკნელი განტოლება, საიდანაც განისაზღვრება „+ »7, ჯამი. 

ამრიგად, თუ დამატებითი პირობა არა გვაქვს, მაშინ ,I, და #, (კალ-ცალკე 

არ განისაზღვრება და, მაშასადამე, საქმე გვაქვს ე. წ. სტატიჯურად განუ- 
საზღვრელ შემთხვევასთან (იხ. IV თავის § 10), თუ ხს წერტილზე საკისარი 

გვაქვს, მაშინ /,=0 და 4.= --7ს. : 

ვთქვათ, სხეულზე უშუალოდ მოქმედი ძალები და რეაქციის ძალები 

წონასწორობაშია და სხეული უძრავია. ამ შემთხვევაში რეაქციის ძალებს 

სტატიკურ რეაქციის ძალებს უწოდებენ. გთქვათ, ხსენებული ძალები 

წონასწორობაშია, ხოლო სხეული ინერციით ბრუნავს გარკვეული ღერძის 

გარშემო, ამ შემთხვევაში რეაქციის იალებს დინამიკური რეაქციის 
მალები ეწოდება ტექნიკაში დიდი მნიშვნელობა აქვს იმის გამორკეევას, 

თუ რა შემთხვევაზი არ შემოიტანს ინერციით ბრუნვა დამატებით რეაქციის 

ძალებს, ე. ი. სტატიკური რეაქციის ძალები რა შემთხვევაში უდრის დინამი- 
კურ რეაქციის ძალებს? | ' 

საზოგადოდ, ეს ძალები ერთმანეთისაგან განსხვავებულია. მართლაც, 
ვთქვათ, სხეულზე უშუალოდ მოქმედი ძალები ნულის ფოლფასია და სხეული 

უძრავია. (15,5) და (15,9) განტოლებები გვიჩვენებენ რომ ამ შემთხვევაში 
რეაქციის ძალები ნულის ტოლია. თუ დავუშვებთ, რომ სხეულზე უშუალოდ 

მოქმედი ძალები ნულის ტოლფასია, მაგრამ სხეული ინერციით ბრუნავს 

72 ღერძის გარშემო, მაშინ თ #0 და (15,5), (15,9) განტოლებები გვიჩვენებენ, 

რომ რეაქციის ძალები ნულის ტოლი არ არის. 
ზემომოყვანილი მსჯელობიდან ცხადია, რომ აღებული # ღერძის გარშემო 

ინერციით ბრუნვა დამატებით რეაქციის ძალებს არ გამოიწვევს, თუ (15,5) 

და (15,9) ტოლობების მარცხენა მხარეები ნულის ტოლია იმ შემთხვევაში, 

როცა სხეულზე უშუალოდ მოქმედი ძალები ნულის ტოლფასია. ამრიგად, 

ღერძის გარშემო ბრუნვა დამატებით . რეავციის ძალებს არ შემოიყვანს, თუ 

ადგილი აქვს ზემდეგ ტოლობებს: 

–– უ1თ?ეს–– # ძა ყა” 0, 

ძი (15,11) 
ით 

–-MთCთ12 + 1 –“–- თ,=0, MIX, 

ჰი” -V,, ძი _ ი, 

ძნ (15,12) 

ა ძის "–-Vყს, ძი _ი, 
თ 

(15,11) და (15,12) წარმოადგენენ ალგებრულ განტოლებათა სისტემებს თ» V= 
და ყ),, ძ,, სიდიდეების მიმართ. ორივე სისტემის დეტერმინანტი ერთი და 

იგივეა, სახელდობრ, . 
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ი “თ 
–_–_ (ა“ ღეღაე – 

' ი ქ.) -L წვ. 

ძა. _ ე? თL 

თL 

ვინაიდან ვგულისხმობთ, რომ ეს დეტერმინანტი ნულის ტოლი არ არის, 
ამიტომ (15,11) და (15,12) სისტემები გვაძლევს 

26-=- ?/- = 0, (15,13) 

„.„=9ძე,=0. (15,14) 

(15,13) გვიჩვენებს, რომ ინერციის ცენტრი უნდა იყოს მოთავსებული ბრუნ- 
ვის ღერძზე (# ღერძზე), (15,14) ტოლობა კი გვიჩვენებს, რომ ეს ღერძი 

ინერციის მთავარი ღერძი უნდა იყოს. ამრიგად, ჩვენ დავამტკიცეთ შემდეგი 

მნიშვნელოვანი დებულება: 

დებულება რაიმე ღერძის გარშემო ინერციით ბრუნვა 

დამატებით რეაქციის ძალებს არ შემოიტანს (და, მაშასა- 

დამე, სტატიკური რეაქციის ძალები დინამიკური რეაქციის 

ძალების ტოლია) მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ბრუნვის 
ღერძი წარმოადგენს ინერციის ცენტრალურ ღერძს. 

§ 16. ფიზიკური საქანი 

ფიზიკური საქანი ეწოდება მყარ სხეულს, რომელიც ბრუნავს პორიზონ- 

ტალური ღერძის გარშემო სიმძიმის ძალის გავლენით. ბრუნვის ღერძი მივი- 

ღოთ 0#/ ღერძად და 0ჯჟ ღერძი მივმართოთ ვერტიკალურად სიმძიმის ძალის 

მიმართულებით კოორდინატთა სისტემის 
სათავე ავიღოთ ისე, რომ სიმძიმის ცენტრი 

7 ი მოთავსებული იყოს თფ0/ სიბრტყეში 

MV (ნახ. 135). სიმიიმის ძალის მომენტი „გ ღერ- 

ძის მიმართ გამოითვლება ფორმულით 

“L=--თMე 51 დ, (16,1) 

სადაც თ=0C, 77. სხეულის მასაა, დ--მობ- 

რუნების კუთხე, ეყ -–- სიმძიმის ძალის აჩქა- 

რება. თუ ამ მნიშვნელობას (14,6) განტო– 

ლებაში შევიტაჩთ, მივიღებთ 

ძი _ თMძ 

M9 იყალი 
ნახ. 135. სადაც ჰ, წარმოადგენს ბრუნვის”: ღერძის 

მიმართ ინერციის მომენტს. 

თუ განვიხილაგთ ფიზიკური საქანის უსასრულოდ მცირე რხევას, მაშინ 

810 დ-–2დ და უკანასკნელი განტოლება მოგვცემს 

ძი” ძდ , ”M 7. 

ძჯ” +. “ი 

9510 დ =0, (16,2) 

=90, · (16,3) 
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საიდანაც 

  «= -იათ (I, “#9 (+ 3) (16,4) 

ამასთან თ და §6 ნებისმიერი მუდმივებია რომელნიც საწყისი პირობებით 
განისაზღვრებიან. 

(16,4) ტოლობიდან ცხადია, რომ, უსასრულოდ მცირე რხევის შემთხვე- 

ვაში, ფიზიკური საქანის რხევის პერიოდი გამოითვლება ფორმულით 

თ 2იV ეე0-. (16,5). 

ფიზიკური საქანის ნებისმიერი მოძრაობის შესწავლის მიზნით, გავიხსე- 

ნოთ მათემატიკური საქანის მოძრაობის განტოლება, რომელსაც შემდეგი სახე 
აქვს (იხ. V თავის (24,5) ფორმულა): 

თ?დ ყ . 
––- +4––30დ=0, 16,6) =- + _ ხდ ( 

სადაც L მათემატიკური საქანის სიგრძეს აღნიშნავს. (16,3) და (16,6) განტო- 

ლებათა შედარება გვარწმუნებს, რომ აღებული ფიზიკური საქანის მოძრაობა 

სავსებით დახასიათდება ისეთი მათემატიკური საქანის მოძრაობით, რომლის 

სიგრძე აკმაყოფილებს პირობას 

  

  

„9 -. 6MVყ. · (16.7). 
1.9 

საიდანაც 

179. (16,8) 
თ” 

ასეთ მათემატიკურ საქანს ეწოდება აღებული ფიზიკური საქანის შესაბამი 

მათემატიკური საქანი. ზემონათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ ის შედეგები, 

რომელნიც მათემატიკური საქანის შესახებ V თავის § 24-ში იყო მოყვანილი, 

შეიძლება გავავრცელოთ ფიზიკური საქანისათვისაც. V თავის (24,13) ფორ- 

მულის ძალით, ფიზიკური საქანის რხევის პერიოდი წარმოიდგინება ფორ- 

მულით 

_ %ი 1.3 V § 2 „აეს 
სადაც დე აღნიშნავს 0C ვექტორის საწყის გადახრას ვერტიკალიდან. § 3-ში 

მოყვანილი დებულების ძალით, 

  

ძა=თ”ა5-+ 770", (16,10) 

სადაც „ა აღნიშნავს ინერციის მომენტს თ წერტილში გამავალი ღერძის 
მიმართ, რომელიც 028. ღერძის პარალელურია. თუ გავიხსენებთ ინერციის 

რადიუსის ცნებას (იხ. (2,8) ფორმულა), გვექნება 

? ძი= M1)?, ძ-= 701: · (16,11) 

თუ ამ მნიშვნელობებს (16,10 ოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ უ ვხელობებს (LC ) ტოლ ევიტ 

ჟა (16,19). 
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(16,11)-ის პირველი ტოლობის ძალით, (16,8) ტოლობა ასე შეიძლება გადა- 

ვწეროთ: 
ში შე 1=4%=“ LV, 06,13) 
თ თ 

+ 
გადავხომოთ 00 მონაკვეთის გაგრძელებაზე 00'=“– მონაკვეთი და 

გადმოვი ტანოთ ბრუნვის ღერძი 02 ღერძის პარალელურად 0” წერტილში; 

მივიღებთ გარკვეულ ფიზიკურ საქანს. ვაჩვენოთ, რომ ამ ფიზიკური საქანის 

შესაბამი მათემატიკური საქანის სიგრძე ტოლი იქნება ჯ-ის, მართლაც, თუ 

ამ ფიზიკური საქანის შესაბამი მათემატიკური საქანის სიგრძეს აღვნიშნავთ 

L-ით, (16,13) ფორმულის გამოყენებით, მივიღებთ 

ჯა , 
C0'=ი + 

601 

ნათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ ზემონაჩკენები წესით მიღებული ფიზი- 

კური საქანის რხევის პერიოდი იგივე იქნება, რაც თავიდან აღებული ფიზი- 

კური საქანისა. 

% =   
C 

§ 17. ფიზიკური საქანის ბრუნვის ლარძჭე წნევის განსაზლ3რა 

ქთქვათ, მყარი სხეული ერთგვაროვანია და ჯ0ყ სიბრტყე წარმოადგენს 

ამ სხეულისათვის სიმეტრიის სიბრტყეს. ამ შეჭთხვევაში 02 ღერძი იქნება 

ინერციის მთავარი ღერძი (იხ. § 6-ის დასასრული), რის გამოც 

მძ, =თ7ე,=0. (17,1) 

ცხადია, აგრეთვე, რომ L.=L.=0, #„= L,=0, XI>»=779, ამიტომ (15,9) 

ტოლობები მოგვცემს: 8>-= 8,ე=0. როგორც ადვილი მისახვედრია, განსახილ- 

ველ შემთხვევაში 4„=0, ამიტომ, (15,5)-ის უკანასკნელი ტოლობის ძალით, 

18, =0. (15,5)-ის პირველი ორი განტოლებიდან ვღებულობთ 

4=--M#ე-1I თზე ი: V= (17,2) 
(CL 

2 ძის 
4,ც= -–-11Cთ?V.-+ # ქლ (17,3) 

ამრიგად, განსახილველ შემთხვევაში რეაქციის ძალები (ცალსახად განი-. 

საზღვრება. 

განყოფილება 4 

მყერი სხეულის ბრჭყელი-პარალელური მოძრარბა 

§ 18. მოძრაობის განტოლებები 

ვთქვათ, მყარი სხეული ისე მოძრაობს, რომ მისი ყოველი წერტილიდან 

მანძილი რაიმე უძრავ (/),) სიბრტყემდე მუდმივი რჩება. ასეთ ზემთხვევაში 

სხეულის მოძრაობას ეწოდება ბრტყეღი-აარალელური მოძრაობა, როგორც 
III თავის § 19-ში იყო ნაჩვენები, სხეულის ბრტყეღი-:არალელური მოძრაო- 

"ბის შესწავლა დაიყვანება გარკვეულ «–) სიბრტყეში ბრტყელი (5) ფიგურის 
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მოძრაობის შესწავლამდე. ზოგადობის შეუზღუდეელად შეიძლება ვიგულისხ- 
მოთ, რომ ინერციის ცენტრი C მოთავსებულია (>) სიბრტყეში, განვიხილოთ. 

(2) სიბრტყეში უძრავი C-უ სისტემა და ბრტყელ (5) ფიგურასთან უძრავად 
დაკავშირებული (CV სისტემა, რომლის სათავეც ემთხვევა სხეულის ინერციის 
ცენტრს. განვიხილოთ აგრეთეე დამხმარე 

06 წუ სისტემა, რომლის სათავე 0 წერტილ- 

შია მოთავსებული და რომლის ღერძებიც 

პარალელურია უძრავი კოორდინატთა ღერ- 

ძების (ნახ. 136). ცხადია, ბრტყელი (§) ფი- 

გურის მოძრაობა (და, მაშასადამე, აღებული 

მყარი სხეულის მოძრაობა) სავსებით დახა- 
სიათდება C წერტილის წ,, უ, კოორდინატე- 

ბით და მობრუნების დ კუთხით. 

ინერციის ცენტრის მოძრაობის კანონი 

გვაძლევს _. _ ნახ. 136, 
, 720: == X, (18,1) 

  

სადაც # აღნიშნავს სხეულზე მოქმედ გარე ძალთა ნაკრებ ვექტორს. 

(18,1) განტოლების უძრავ კოორდინატთა ღერძებზე დაგეგმილებით 

ვღებულობთ 
M959%-X., 

ძ! 4 

(18,2) 
M 90%. ჯე. 

იჯ · 

ინერციის ცენტრის მიმართ მოძრაობის რაოდენობის მომენტის კანონი 

„მოგვცემს 

  

ძ? 

თვი ხი (18,3) 

სადაც /. აღნიშნავს მყარი სხეულის ინერციის მომენტს იმ ღერძის მიმართ, 

რომელიც C წერტილში გადის და ბრტყელი (§) ფიგურის სიბრტყის მართო- 

ბია, XL, არის სხეულზე მოქმედ გარე ძალთა ნაკრები მომენტი აღნიზნული 

ღერძის მიმართ. 

(18,2) და (18,3) განტოლებები, საიდანაც „მოინახება ნ, ო: და დ სიდი- 

დეები როგორც დროის ფუნქციები, წარმოადგენენ განსახილველ შემთხვევაში 

მყარი სხეულის მოძრაობის განტოლებებს. : 

ამოცანები 

“10. ბორბალი, რომლის რადიუსი უდრის 50 სანტიმეტრს და წონა 100 
კილოგრამს, მოძრაობს რელსზე გსრიაღოდ ისე, რომ წუთში აკეთებს 60 
ბრუნს. ვიპოვოთ ბორბლის მოქრაობის რაოდენო.ა. 

ბორბლის მოძრაობის რაოდენობა ადრის მისი სიმძიმის ცენტრის მოძ- 

რაობის რაოდენობას, თუ ვიგულისხმებთ, რომ მასში თავმოყრილია მთელი 
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სხეულის მასა (იხ. § 8), ამიტომ თუ ბორბლის მოძრაობის რაოდენობის სიდი- 
დეს აღვნიშნავთ #-თი, გვექნება 

1 = მზზი, (1) 

სადაც 2. არის სიმძიმის („ცენტრის სიჩქარე,  –– ბორბლის მასა. ადვილად 

მივიღებთ, რომ 
100 კგ. სეკ”. სეკ”. 

სი= წ“, #ჰ=-- 
სეკ 9,8 მ 

თუ ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ (1) ტოლობაში, გვექნება 

)# =10,2.»კგ. სეკ. 

11. ერთგვაროვანი თხელი დისკო, რომლის მასა უდრის M-ს და რადი. 

უსი თ-ს, ბრუნავს ცენტრში გამავალი პორიზონტალური ღერძის გარშემო და 

წუთში აკეთებს ჯ ბრუნს, გამოვთვალოთ დისკოს მოძრაობის რაოდენობის: 

მომენტი მისი ცენტრის მიმართ. 

ვინაიდან დისკოს ყოველი წერტილის სიჩქარე მისი რადიუს-ვექტორის 

მაისსა ამიტომ, მოძრაობის რაოდენობის მომენტის განმარტების ძალით, 

გვექხეძა . 
6,=|| 0 ს» 9ს=0თ II ისშოი/=თC II ი? ძიძ!, (2). 

სადაც თ დისკოს ბრუნვის კუთხური სიჩქარეა: 

=2% 
60 30 

პოლარულ კოორდინატებზე გადასვლით გღებულობთ 

აძე,  //ფ2 9 = ხი- “რ. ე “" : 3 C (ძა 2 / თაი: 2 =: (3) 

უკანასკნელი ტოლობის ძალით, (2) მოგვცემს 

=> 927თ”. (4) 

როგორც ადვილი მისახვედრია, ამ მნიშვნელობის მიღება შეიძლება 

უშუალოდ (9,8) ფორმულიდან. 

8. ერთგვაროვანი თხელი დისკო, რომლის მასა უდრის 7/-ს და რადი- 

უსი ძი- ს, უსრიალოდ გორაეს პორიზონტალა რ წრდეზე ისე, რომ წუთში აკე- 
თებს » ბრუნს. გამოვთვალოთ: 1) დისკოს მოთრაობის რაოდენობის მომენტი · 

მისი ცენტრის მიმართ, 2) დისკოს მოCრაობის” რაოდენობის · მომენტი ხსეზე- 

ბულ წრთესთან შეხების წერტილის მიმართ. 

ხსენებული მომენტების სიდიდეები აღვნიზნოთ,: შესაბამად, C.-თი და. 

Cთა-ით. (9,8) ფორმულის ძალით, ვღებულობთ 

(C-=V%60, (5) 

სადაც V. არის ინერციის მომენტი სიმძიმის ცენტრში გამავალ დისკოს მარ- 

თობი ღერძის მიმართ. ცხადია (იხ. (3) ფორმულა), 

ჰ+=5 | | 0? ძუძV) == _#X · (6). 
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გარდა ამისა, ცხადია, რომ 

  
2%-X _ -/ (7) 

60 პი : 

თუ ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ (5)-ში. მივიღებთ (შეადარეთ (4)-ს): 

0) ==. 

(C-= -%ა ჩ/ეე?. 
60 

(9,8) ფორმულის ძალით, ხოდი. აგრეთვე, რომ 

7:ა=ძა (8, 
სადაც VMა არის ინჭრციის მომენტი იმ ღერძის მიმართ, რომელიც ზემოხსე- 

ნებულ შეხების წერტილში გადის და დისკოს მართობია. § 3-ში დამტკიცე 

ბული შტეინერის დებულების ძალით, 

7ი=9C--+- თ'M# (9) 

და, მაშასადამე, (8) ფორმულა მოგვცემს 

Cთა=ძა5 60 –- ი?)/ თ. (19) 

თუ ამ უკანასკნელში შევიტანთ (6) და (7) მნიშვნელობებს, საბოლოოდ 

მივიღებთ 

(ჯე=.“ ი. (11) 
20 

18. 48 ფიცრის C წერტილში ზის ბაყაყი ფიცარი თავისუფლად 

ცურავს წყლის ზედაპირზე. რა მინიმალური სიჩქარით უნდა ახტეს ბაყაყი C 

წერტილიდან, რომ გადახტეს 7) წერტილამდე. მოცემულია, რომ ფიცრის 

მასა უდრის /7/-ს, ბაყაყის მასა I-ს და მანძილი C და 7) წერტილებს. შორის 

არის თ (ნახ. 137). 
მოცემული ჯე: სიჩქარისათვის მაქსიმალური დაშორება C ' წერტილიდან 

მიღწეული იქნება მაშინ, როცა თ = 459, სადაც თ ის კუთხეა, რომელსაც სიჩქარის. 

მიმართულება პორიზონტთან შეადგენს. ამიტომ, როგორც ადვილი მისახვედრია, 

წ 

წ ”. ა25–. == 
- – 

– “+ 

ქრი პა 
4 ი =5

V 

ს 

ნახ. 137,· 

საძიებელ Mა სიჩქარეს ექნება მინიმალური მნიშვნელობა მა მაშინ, როცა ის 4#. 

"ფიცრის მიმართულებასთან შეადგენს 459. ვიპოვოთ ახლა წ, სე სიჩქარის სიდიდე- 
ვინაიდან ბაყაყის მოძრაობა ხდება შინაგანი ძაღებით, აზიტომ ბაყაყის მოძ-- 
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რაობის შედეგად საერთო მოძრაობის რაოდენობა არ შეიცვლება. აქედან 
გამომდი ნარეობს, რომ ფიცარი ამოძრავდება უკან გარკვეული სიჩქარით, 

ამასთან, ნათქვამის გამო, ადგილი ექნება ტოლობას 

7#74:==9#ში 00§ 459, (12) 
საიდანაც | · 

#=-”- თე 008 459. (13) 
M 

ვთქვათ, 0 მდებარეობიდან 7)მდე გადასახტომად ბაყაყს სჭირდება (| 

დრო. ვინაიდან ჯ დროზი ფიცარი უკან გაივლის ჯ;/ჯ მანძილს, აზიტომ #7 წერ- 

ტილამდე გადასახტომად ბაყაყმა უნდა გაიაროს მანძილი პორიზონტალურად: 

#2)? 
“00 უჯ 0§ 459, (14) 

1 
თ-–1ხ=C6- 

ავიღოთ კოორდინატთა სისტემა სათავით 0 წერტილში ისე, რომ (CM 

ღერძი ემთხვეოდეს #8 ფიცრის მიმართულებას, ხოლო CV ღერძი იყოს 
მოგეზული სიმძიმის ძალის საწინააღმდეგო მიმართულებით (ნახ. 137). როგორც 

V თავის § 14-ში იყო ნაჩვენები, 

თდ=9ი0L0095Cთ, 
(15) 

2 
ყ=-9% ა 510 C. 

2 

(15)-ის მეორე ტოლობიდან საძიებელი ჯ·სათვის მივიღებთ 

ჯ= 295109 30 ბი 29, §1ი 45“ · (16) 
· 9 9 

ვინაიდან, ბაყაყის მიერ პორიზონტალური მიმართულებით განვლილი 
მანძილი, (15)-ის პირველი ტოლობის ძალით, უდრის ჯაჯLC00§5 459, ამიტომ, 

4#14)-ის ძალით, გვექნება 

= #91 ე 605 459 

M# 

თუ ამ უკანასკნელში შევიტანთ ჯ-ს ნაცვლად მის მნიშვნელობას (16)-დან,. 
ჟშარტივად მივიღებთ 

=შე #005 450. 

MI თV 

% + II " 

14. ორი მყარი სხეული ბრუნავს ერთი და იმაეე ღერძის გარშემო თ, 

და თ, კუთხური სიჩქარეებით. რა მოუვა ცოცხალ ძალას, თუ სისტემა გამყარ– 

დება, ე. ი. თუ ორივე სხეული მყარად დაუკავზირდება ერთმანეთს? 

გამყარების შედეგად წარმოშობილი რეაქციის ძაღები მიეკუთვნებიან 

“შიგა ძალებს, ამიტომ სხეულების ერთმანეთთან მყარად დაკავშირების შედე- 
გად არ შეიცვლება სისტემის მოლრაობის რაოდენობის მომენტი. (14,7) ფორ- 
მულის გამოყენებით ვრწმუნდებით, რომ გამყარებამდჯე ბრუნვის ღერძის 

მიმართ აღებული სისტემის (ორივე სხეულის) მოძრაობის რაოდენობის მომენტი 

დქნება ” ' | 

: ძეთ, + ძი; (17) 

“06 =- 
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სადაც #,; და /”ე აღნიშნავენ აღებული სხეულების ინერციის მომენტებს ბრუნ- 

ვის ღერძის მიმართ. გამყარების შემდეგ ბრუნვის ღერძის მიმართ მოძრაობის 

რაოდენობის მომენტი გამოითვლება ფორმულით 

, (7,+V.)ი, (18) 
სადაც თ არის გამყარების შემდეგ სხეულის ბრუნვის კუთხური სიჩქარე, ზემოთ 

ნათქვამის ძალით, (17) და (18) სიდიდეები ტოლი უნდა იყოს: 

710, -+-ძე თ:=(7) ++ წ.) ი, 

საიდანაც 

ა ი იძერ,. (19) 

ძეო ძე 
გამყარებამდე პირველი სხეულის ცოცხალი ძალა იკნება 

_ _1_ 2: _ I 8 2) 1 2 211= 2 III ხზ 0M=-- თ, III I (0%=-ე- კ C,”. (20) 

ასევე, მეორე სხეულის ცოცხალი ძალისათვის ვღებულობთ 

1 2 
2:=- წრ თა”. (21) 

ამრიგად, გამყარებამდე მთელი სისტემის ცოცხალი ძალა ივჟნება 

1 ი, 1... 
7046 5=-- ყი + 9; იე”. (22) 

როგორც ადვილი მისახვედრია, გამყარების შემდეგ სხეულების ცოცხალი 
ძალა იქნება 

1 2 =-- (თ +) ი”. (23) 

(19) ტოლობის ძალით, ეს უკანასკნელი მოგვცემს 

_ 1. ყე თ, +, თა" +2VV, 0,0, 
  

'ჟ" 
(24) 

2 971 + ძა 
მარტივი გამოთვლით ვღებულობთ 

1 /,/ 
ჯ?- /=- -1ბი 2? (),-– იე)“ > 0. (25) 29% დ-ი) 

ამრიგად, სხეულების ერთმანეთთან მყარად შებმის შემთხვევაში ადგილი 

აქვს კინეტიკური ენერგიის დაცემას. 

განყოფილება 5 

მყარი სხეულის ბრუნპი უძრიჭი წერზბილის ბარშეუმო 

§ 19. მოძრაობის განტოლებები 

განვიხილოთ კოორდინატთა 02უხ უძრავი სისტემა და მყარ სხეულთან 

უძრავად დაკავშირებული 0ჯყიე სისტემა რომელთა სათავე ემთხვევა მყარი 

სხეულის უძრავ წერტილს, რომლის გარშემოც განიხილება სხეულის ბრუნ- 
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ვითი მოძრაობა. როგორც § 13-ში იყო ნაჩვენები, განსახილველ შემთხეევაში 
მყარი სხეულის მოძრაობის განტოლებებს აქვს სახე (იხ. (13,1) და (13,5) 

განტოლებები): 

))=ფC" 910 9: 510 დ-L 9" 005 დ, 

ი=0" 510 3ი03დ –– 350. დ, (19,1) 

”=C' 60§ 9 –I- დ”, 

4 ი+(0 – 71) თ = #L». 

ფ% „104“ თ) #22?= =7ჩV9 (19,2) 

–” 

სადაც «, CV, 9« ეილერის კუთხეებია, ჯ, #, / – მყისი კუთხური სიჩქარის გეგ- 

მილები მოძრავ კოორდინატთა ღერძებზე, 4, 8, C-–-– მყარი სხეულის ინერ- 

ციის მომენტები 0», 0წყ, 04 ღერძების მიმართ, #,., ჯ,, #, –– გარე ძალთა 

ნაკრები მომენტის გეგმილები აღნიზნულ ღერძებზე, ამასთან 0ეV2 სისტემის 

ღერძებად მიღებულია 0 წერტილის წესაბამი ინერციის. მთავარი ღერძები. 

თუ ეს სისტემები ინრეგრებულია, მაშინ რეაქციის ძალა მოინახება ინერციის 

ცენტრის მოძრაობის განტოლებიდან: 

-შ/0ნ-= ს +7#9, (19,3) 
სადაც # გარე ძალთა ნაკრებ ვექტორს აღნიშნავს, 1#-– რეაქციის ძალას. თუ 

უძრავი წერტილი ინერციის ცენტრს ემთხვევა, მაშინ (-„=0 და (19,3) ტოლობა 

მოგეცემს _. _ 

1:= -–- #. 

როგორც ადვილი მისახვედრია, მყარი სხეულისათვის შეიძლება გამო- 

ვიყენოთ ლაგრანჟის შეორე გვარის განტოლებებიც (იხ. V თავი, § 10). თუ 

განხოგადებულ კოორდინატებად მივიღებთ ეილერის კუთხეებს, მაშინ ხსენე- 

ბული განტოლებები ჩვენი შემთხვევისათვის შემდეგ სახეს მიიღებენ: 

ძი”, მ# 207 ი. 
მ მ?” ძდ 

ძმ”! მ# . 9ძ მჯ _მჯ”_ი 19,4 

ძი ის მ "მ! 

სადაც # მყარი სხეულის კინეტიკურ ენერგიას აღნიშნავს, 

0» და (” აწ თ, –8) (19,5) 
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C მ», ძს 
თი-2 (XV 3 საწ + 

| (19.5) 

_- ძნ. მი: „ ძC 
თა- 2,» მა. +7ოლე. ენიმე). 

ამასთან 

(== (MIX, Iუ XI) (1=1, 2,.... #) 

წარმოადგენენ მყარ სხეულზე მოქმედ გარე ძალთა სისტემას, რომელთა მოდე- 

ბის წერტილის კოორდინატები უძრავ სისტემაში აღნიშნულია L,, უ, L,-თი!. 

(11,16) ფორმულის ძალით, განსახილველ შემთხვევაში მყარი სხეულის 

„კინეტიკურ ენერგიას აქვს სახე? 

1 
7-- (4ცუ–+- ყსეზ-L თე. (19.6) 

თუ ამ უკანასკნელში 7), ყ, #-ის ნაცვლად შევიტანთ მათ მნიშვნელობებს (19.1) 

"(ტოლოგებიდან, მივიღებთ 

1 
7=-- L-I (ს §1) 9 §Iი დ-9" 208 დ)? –- 

–L (ს §1ი:9- (08 დ –– 9 317) დ)? –L- (ს” 60§ 9 –I- დ)”. (19,7) 

(19,7) ფორმულის ძალით, ცხადია, რომ (19,4) სისტემა წარმოადგენს 

“ეილერის კუთხეების მიმართ მეორე რიგის დიფერენციალურ განტოლებათა 

სისტემას. ეს სისტემა სავსებით განსაზღვრავს განსახილველ შემთხეევაში მყარი 

სხეულის მოძრაობას. 

აქვე შევნიშნავთ, რომ ლაგრანჟის მეორე გვარის განტოლებები შეიძ- 

ლება შევადგინოთ მყარი სხეულის ნებისმიერი მოძრაობისათვისაც. ამ შემთხვე- 

ვაში ეილერის კუთხეების გარდა განზოგადებულ კოორდინატებად შეიძლება 

მივიღოთ სხეულის რომელიმე ფიქსირებული წერტილის კოორდინატები. 

- § 20. მყარი, სხეულის. ინერციის მომენტი ბრუნვის მყისი 
ღერძის მიმართ 

„ ბრუნვის მყისი ღერძის გეზის კოსინუსები, რომელთაც თ, ზ, ჯ-თი აღვ- 

'ნიშნავთ, ასე შეიძლება წარმოვადგინოთ: 

) 
თ=-X., 8=-%., ჯ=--, 

· თ თ თ 

სადაც ჯ, თ, » წარმოადგენენ თ მყისი კუთხური სიჩქარის კომპონენტებს მყარ 

სხეულთან უძრავად დაკავშირებულ 0»ყ2 სისტემაში, თ მყისი კუთხური სიჩ- 

ქარის სიდიდეა. 

–___– 

1 §;, ყ,- C( კოორდინატები, ცხადია, "გამოისახებიან ეილერის. კუთხეების საშ-ალებით. 

2 ვინაიდან 0XV>» სისტემის ღერძები ეზთხვევა ინერციის მთავარ ღერძებს, ამიტომ 

„ინერციის ნამრავლები ნულის ტოლია. 
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თუ ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ (4,3) ტოლობაში, მივიღებთ 

ფაბ ი = 7 „ს + V ი” + ძა 2ძე,თ“-- 2 ,,))–--2ყიი)თ 

სადაც Vთ აღნიშნავს ინერციის მომენტს აღნიშნული ღერძის მიმართ, ამას- 

თან ჩვენ აქ არ ვგულისხმობთ, რომ მყარ სხეულთან უძრავად დაკავშირებული 
0»)ყ2 სისტემის ღერძები ემთხვევა ინერციის მთავარ ღერძებს. (11,16) ფორ- 

მულის ძალით, უკანასკნელი ტოლობა მოგვცემს 

ძთით=-–--. (20,1) 

უკანასკნელი ტოლობა იძლევა საშუალებას გამოვთვალოთ ბრუნვის მყისი 

ღერძის მიმართ ინერციის მომენტი, თუ ვიცით მყარი სხეულის კინეტიკური 

ენერგია (ცოცხალი ძალა) და მყისი კუთხური სიჩქარის სიდიდე, 
ამავე ფორმულით შეიძლება ვისარგებლოთ ცოცხალი ძალის გამოსათვ- 

ლელად, თუ წინასწარ ვიცით ბრუნვის მყისი ღერძის მიმართ ინერციის მო- 

მენტი და მყისი კუთხური სიჩქარის სიდიდე. ამ შემთხვევაში ცოცხალი ძალა 

გამოითვლება ფორმულით 
· 27=/თC?. (20,2) 

§ 21. ეინმრგიის ელიფსო.იდი 

აღვნიშნოთ უძრავი 0 წერტილის მიმართ მყარი სხეულის მოძრაობის 

რაოდენობის მომენტი C-თი. როგორც ვიცით (იხ. (9,9) ტოლობები), 6 ვეჭ- 
ტორის გეგმილებს მყარ სხეულთან უძრავად "დაკავშირებულ 0ე;/2 სისტემის 

ღერძებზე აქვს სახე 
C»„= ძი ი--ძ იყი > 

Cთა=-–-ძყი”-“+- ძყენ–-ძეი" (21,1)· 

- «== –ძიიიე--ყ აი,“ 

(11,17) ტოლობის ძალით, 

1 >> – 1 : 
7=-ე- (თ. 6) = --- 72" +V „იბნძ ბ 2ძეი-2ძთი--9ძით. (21.2) 

თუ უკანასკნელ ტოლობას გავაწარმოებთ ჯ, თ ? სიდიდეების მიმართ, მივიღებთ 

-მ 
6.=97, 0,=97, C.= 92. (21.3) 

მჯ» მი. ძე. 

უკანასკნელი ტოლობა ვექტორულად ასე გადაიწერება: 

C=ფწომძციდი >. (21,4) 

გადავზომოთ ბრუნვის მყის ღერძზე თ ვექტორის პროპორციული 7. 

ვექტორი: _ _ | 

7#1==#1 C), (21,5) 

სადაც #, მუდმივი რიცხვია. თუ“, ვექტორის გეგმილებს მოძრავ კოორდი- 

ნატთა ღერიებზე აღვნიშნავთ დ,, ),,2)-ით, (21,5) ტოლობის ძალით, მივიღებთ 

2:=/M27. 11=#M 0 21==/0)7) (21,6)- 
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თუ ამ ტოლობებიდან განსაზღვრულ », /, » სიდიდეებს შევიტანთ (21,2) 

ტოლობაში, მივიღებთ 

20 (თ, ყი 6.) = შთ,“ + ძა), + ძა დ -–- 

– 29, /)-, –– 2ძ,, დ,შ, –– 2ძ.,2),=–27 71. 

(21,7) 

დავუშვათ, რომ 7'=607M85წ, მაშინ (21,7) ტოლობა მოგვცემს 

20(ჯ,, V· #,)==7:ებ, (21.8) 

#ე' =217:7, 

როგორც ადვილი მისახვედრია, (21,8) წარმოადგენს ელიფსოიდის გან- 

ტოლებას, რომელსაც ენერგიის ელიფსოიდი ეწოდება. (21,8) განტო- 
ლების (5,3) განტოლებასთან შედარება გვარწმუნებს, რომ ენერგიის ელიფ- 
სოლიდი იმავე დროს წარმოადგენს გარკვეულ ინერციის ელიფსოიდს. 

ენერგიის ელითფსოიდის წერტილებს, (21,5ე) ტოლობის ძალით, შეესაბა- 

მება ისეთი მყისი კუთხური სიჩქარეები: 

სადაც 

ც= 474 21,9 ი #, ( 9) 

რომელთა შესაბამი კინეტიკური ენერგიაც მუდმივია, სხვანაირად რომ ვთქვათ, 
ენერგიის ელიფსოიდის წერტილთა რადიუს-ეექტორების საშუალებით (21,9) 

ტოლობით განსაზღვრული მყისი კუთხური სიჩქარეები ერთნაირ კინეტიკურ 

ენერგიას იძლევიან. 

(21,6) ტოლობების ძალით (21,3) ფორმულები მოგვცემენ 

1 მთ 1 იდ , 1 ით 
C=-- –––-, ყ„“-“–ე უა=ა-. –, 

ს/ს, 02, LM) 9) #M, 02, 
ანუ, რაც იგივეა, 

( =-- თIმ0ც, #. 2) იწ 30, «)). (21,10) 
ს 

ვინაიდან ყLმ0ც,, ,,, ჯა %(თ,, / 2) პარალელურია თ = C0ს5C ელიფსოი- 
დის ნორმალისა (დ; 7), 2,) წერტილში, ხოლო ეს უკანასკნელი ის წერტილია, 

"რომელზედაც ელიფსოიდს მყისი კუთხური სიჩქარის მიმართულება გადაკვეთს, 

ამიტომ, (21:10) ტოლობის ძალით, ჩვენ გვაქვს შემდეგი შედეგი: 

მყარი სხეულის C კინეტიკური მომენტი პარალელურია 

ენერგიის ელიფსოიდის ნორმალისა იმ წერტილში, სადაც 

მას მყისი კუთხური სიჩქარის მიმართულება გადაკვეთს. 

§ 22. დამოკიდებულება მყის კუთხურ სიჩძარემსა ღა 
კინეტიკურ მომენტს შორის 

თ და 6 ვექტორებს შორის დამოკიდებულება ხასიათდება (21,1) ტო- 

ლობებით. თუ მოძრავ კოორდინატთა ღერძებად მიღებულია ინერციის მთა- 
ვარი ღერძები, მაშინ ეს ტოლობები გვაძლევს 

C.-= 4ჯ, 0ე= 80, C.= C”, (22.1) 
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სადაც #X, 8, C წარმოადგენენ 0, 0Vყ, 02 ღერძების შიმართ ინერციის 

მომენტებს. (22,1) ტოლობები გვიჩვენებს, რომ თ და (ჯ ვექტორები თანაზთხ- 
ვეულია ინერციის მთავარი ღერიების გასწვრივ. ვაჩვენოთ, რომ მათ თანა- 

მთხვევას ადგილი აქვს მხოლოდ ინერციის მთავარი ღერძების გასწვრიე. ამი- 

სათვის თ და “თ. ვექტორების პარალელობის აუცილებელი და საკმარისი 
პირობა შემდეგი სახით წარმოვადგინოთ: 

(ს C1=90. (22,2) 

თუ ამ ტოლობას დავაგეგმილებთ მოძრავ კოორდინატთა ღერძებზე, (22,1) 

ტოლობების ძალით, მივიღებთ | 

| (C–1)0-=0, 

(4-– C))=90, (22,3) 

(83-–– 4)უ))ყ/ =0. 

დავუშვათ ჯერჯერობით, რომ 4, 8, C სიდიდეები განსხვავებულია ერთმა- 

ნეთისაგან. ამ შემთხვევაში (22,3) ტოლობები დაკმაყოფილდება მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა #7, თ # სიდიდეებიდან ნებისმიერი ორი მათგანი ნულის 

ტოლია. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ (22,3) პირობები შესრულდება მხოლოდ 
ინერციის მთავარი ღერძების გასწვრივ. 

ვთქვათ, 4, 8, C სიდიდეებიდან ორი მათგანი ტოლია, მაგალითად, 

=C7#/. ამ შემთხვევაში (22,3) ტოლობებიდან პირველი დაკმაყოფილდება 

ავტომატურად, და, მაშასადამე, გვრჩება შემდეგი ორი პირობა: 

(4--8)»/=0, 
(8––+L)1)ე =0. 

ეს პირობები შესრულდება ან მაშინ, როცა თ=/-=0, ან მაშინ, როცა ჯ=90. 

პირველ შემთხვევაში თანამთხვევას ადგილი აქვს ე: ღერძის გასწვრივ, ე. ი. 

ისევ ინერციის მთავარი ღერძის გასწვრივ. მეორე შემთხვევაში კი თანა- 

მთხვევა ხდება #02 სიბრტყეზი მოთავსებული 0 წერტილში გამავალ ნების- 

მიერი ღერძის გასწვრივ. მაგრამ, როცა =C0, მაშინ ინერციის ელიფსოიდი 

ბრუნვით ელიფსოიდს წარმოადგენს და 0 წერტილში გამავალი ნებისმიერი 

მიმართულება, რომელიც #02 სიბრტყეშია მოთავსებული, ინერციის მთავარი 

ღერძი. იქნება და, მაშასადამე, თანამთხვევას ადგილი აქვს ისევ მთავარი ღერ- 

ძების გასწვრივ. 

როცა 4=78=0, მაშინ (22,3) პირობები შესრულებულია ავტომატუ- 

რად, ე. ი. თ და 6 ვექტორები ყოველთვის თანამთხვეულია. განსახილველ 

შემთხვევაში ინერციის ელიფსოიდი სფეროს წარმოადგენს და 0 წერტილში 
გამავალი ნებისმიერი მიმართულება ინერციის მთავარი ღერძი იქნება, ამრი- 
გად, თანამთხვ ცევას ადგილი აქვს ისევ ინერციის მთავარი ღერძების გასწერივ. 

§ 23. მქარი სხეულის ბრუნვა უყრავი წერტილის ბარშემო. 

სიმძიმის ძალის გავლენით 

ვთქვათ, მყარ სხეულზე, რომელსაც ერთი. უძრავი წერტილი აქეს, მოქ- 

მედებს მხოლოდ სიმიიმის ძალა. უძრავი 0ნუს სისტემა ავილოთ ისე, რომ 

0ხ ღერძი მიმართული იყოს ვერტიკალურად სიმძიმის ძალის საწინააღმდეგო 
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მიმართულებით. მყარ სხეულთან უძრავად დაკავშირებული სისტემა იყოს ისევ 

(აუ, რომლის ღერძებიც სხეულის ინერციის მთავარ ღერძებს ემთხვევა. 

აღვნიშნოთ იჯL ღერძის გეზის კოსინუსები 4), 7. /ვ-ით, ე. ი. 

Cმ=0, “ე გ): (23,1) 

(13,2) ტოლობის ძალით, ცხადია, გეექნება 

ს) = ემ 608 9. -C ტბ, 51) V-,. (23,2) 
სადაც ტს, და ი წარმოადგენენ § 12-ში განხილული #ტ, და 0/ ღერძების 

მგეზავებს. თუ ამ ტოლობას 0ეყ. სისტემის ღერძებზე . დავაგეგმილებთ, 
მივიღებთ ვიღე 

+, = 310 351) დ, 

+; =510 608 დ, (23,3) 

“ე =60§ ყ'. 

დავწეროთ ეილერის კინემატიკური განტოლებები 

ე) = დ” §11) 4: §1)) დ-L-V" 208 <, 

#=0' 811 9: 008 9 –– ს” §III დ, (23,4) 
ე=” ლ095X+C“. 

(23,3) და (23,4) ტოლობების შედარება გვარწმუნებს, რომ 7,, წ, ”ა 
ფუნქციები წარმოადგენენ ეილერის კინემატიკურ განტოლებებში ს' წარ- 
მოებულის კოეფიციენტებს. ნათქვამის ძალით (23,4) ტოლობა შეიძლება ასე 

გადავწეროთ: 
))=%,ს' -L რ“ იიჯდ, 
ძ#=წVჯეს -– 9” 510 დ, (23.5) 

==“ 
ვინაიდან (<. მუდმივი ვექტორია, ამიტომ, გვექნება (იხ. 11I თავის (26,5) 

ფორმულა) 
2.. LI, CV1=0, (23,6) 

– ფუ _ 

სადაც CL აღნიშნავს · ათ ვექტორის ფარდობით წარმოებულს, ე. ი. 

-·თი“ LVთ. თ. Cთ/. 

თუ გავითვალისწინებთ (23,7) ფორმულას და (23,6ე) ტოლობას დავაგეგმი- 
ლებთ მოძრავ კოორდინატთა ღერძებზე, მივიღებთ 

(23,1) 

II... 
/ 7?“ 'იVვ. 

9Vე _ . 
"I. = Vე-– ე)", , (23,8) 

ძი 
– 90II“ “IV. 
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ეს განტოლებები პირველად გამოყვანილი იყო პუასონის მიერ, ამიტოგ 

მათ პუასონის განტოლებებს უწოდებენ. 

დავწეროთ ეილერის დინამიკური განტოლებები: 

,/ 
4“')(0 –- 8)ი07=L» 
თ 

თი 
8» +(4-Cთ7XM=XV. (23,9) 

0“ + (8–/4) »ე=#,. 

განსახილველ შემთხვევაში #», #,, #, წარმოადგენენ სიმძიმის ძალის მომენ- 
ტებს 0ჯ, 0V, 0# ღერძების მიმართ. ცხადია, სიმძიმის ძალა, რომელსაც 

ჯა-ით აღვნიშნავთ, შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ: 

#ა=--7/ე C9. (23,10) 

უკანასკნელი ტოლობის ძალით გვექნება 

L= (I · 50)=-–- MეII+ · C|= Mე(C · XI, (23,11) 
სადაც 7, წარმოადგენს სიმძიმის ცენტრის რადიუს-ვექტორს 0 წერტილის 

მიმართ. (23,11) ტოლობის მოძრავ კოორდინატთა ღერძებზე დაგეგმილებით 

ვღებულობთ 
X»= ქL90 (Vე8ი –– 'ე9/ი), 

1Lც= 11 ე0(V732–– +197). · (23,12) 

X»= M ქ C71Vი –– 7ეთი)- 

თუ ამ მნიშვნელობებს (23,9) განტოლებებში შევიტანთ, მივიღებთ 

ჰ ! 
47 -L (C -– 18) ი;-= 1? ძ(წში -– 7/ვყი), 

39+(4- თ »„= #0032--–-75), (23,13) 
თ” ა 

0--+ (8 –- 4) #= M0(0/,Vი –– 72). 

(23,8) და (23,13) წარმოადგენენ »ჯ, 0, #, )), 7» ჯვ სიდიდეების მიმართ 

პირველი რიგის არაწრფივ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემას. თუ 
ეს სისტემა ინტეგრებულია, მაშინ ეილერის დ, ს, – კუთხეების მოსაძებნად 

დაგვჭირდება კიდევ (23,5) სისტემის ინტეგრება. 

(23,8მე და (23,13) განტოლებებისაგან შემდგარი სისტემა კანონიკური 

სახით ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

ძი 9 9“ _ რი _ ში _ რი _ 4. ვეი 
» 0 7 I IL 13 1 
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სადაც , 

#=--LMI0(0იი: – შეყიე – (C –-ჩ)ი”), 

I 
0=–-IMყ9ნითი-- 620 – (+--თ) II) (23,15) 

1 
#-C LMყIVყი-– 79) –– (8-– 4) MI, 

IL, = ემ /ვიე 1ა= 72) 17 Lვ=V,(-–--/ ე) (23,16) 

(23,14)-ის სახით ჩვენ გვაევს 6 განტოლებისაგან შემდგარი სინტემა. 
როგორც დიფერენციალურ განტოლებათა თეორიიდან ცნობილია, ამ სისტე- 

მის ზოგადი ინტეგრალი შეიძლება დავწეროთ, თუ ვიცით მისი 6 პირველი 

ინტეგრალი. როგორც (23,15) და (23,16) ტოლობებიდან ჩანს, 7, 0, 7, 

LI ILIა, Lვ სიდიდეები ჯ-ს ცხადად არ შეიცავენ, ამიტომ (23,14) სისტემის 

პირველი ხუთი განტოლება შეიძლება მეექვსისაგან დამოუკიდებლად ვაინტეგ- 

როთ. ამ სისტემის ინტეგრების შემდეგ დაგვჭირდება კიდევ ერთი კვადრა- 

ტურა უკანასკნელი პირველი ინტეგრალის მოსაძებნად, ამრიგად, ჩვენ უნდა 

ვიპოვოთ 5 პირველი ინტეგრალი შემდეგი სისტემისა: 

უეეგსას! 
ნ 0 #7 ხს ს. 

თუ (23,8) სისტემის პირველ განტოლებას გავამრავლებთ V,-ზე, მეორეს 

+,კ-ზე, მესამეს ჯვ-ზხე და შევკრებთ, მივიღებთ 

(23,17) 

  >>>>––__ +717 –+7ვ მ 2 1” «ი /9““+-/ე) = 

საიდანაც 
+, +7%7ვ? + წვ? = 0005წ. 

თუ გავიხსენებთ, რომ 74,, +), ვ გეხის კოსინუსებია, გვექნება 

«+, + “ი” –+ ჯე” =1. (23,18) 

_ (23,18) ტოლობა იძლევა ზემოხსენებული სისტემის გარკვეულ პირველ 

ინტეგრალს, რომელიც შეგეე/ლო «ირდაბირ დაგვეწერა. 

მოძრაობის რაოდენობის მომენტის კანონი გვაძლევს 

ძ0თC 

ძი. 

ვინაიდან სიმძიმის ძალა პარალელურია 0X ღერძის, ამიტომ L„ =0 და 

უკანასკნელი ტოლობა მოგვცემს 

თ; =00085L. (23,19) 

=ჯLC 

ცხადია, გვექნება _._. · 
=(6 “ §9=4#V -L 8C0 -L CIვ- 

თუ ამ მნიშვნელობას (23,19) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ შემდეგ 

პირველ ინტეგრალს: 

· 47V1+ 80%. +C1? წ/ვ= ბ005Lხ. (23,209) 
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ერთ პირველ ინტეგრალს მოგვცემს, აგოეთვე, ცოცხალი ძალის კანონი 

(/=–279 თძხ= 
საიდანაც 

27'-L 11 ე C-= 00115სL. (23.21V 
თუ გავითვალისწინებთ, რომ 

==60-. C9 1)ლ–2:)+V/:+ 20/: 
7 
+ 1=--(4+ 80+Cთ2, 

(23.21) ტოლობა მოგვცემს - 

:2(41+Mე" + CV") ++ 1#0(«CI +Vყ=6 -L 35-7ე) = ბიმ 8. (23,22) 

ამრიგად, ჩვენ მიერ ზემოხსენებული 5 პირველი ინტეგრალიდან (23,18), 

(23,20) და (23,22) ინტეგრალების სახით გვაქვს 3 პირველი ინტეგრალი. 

დაუმტკიცებლად აღვნიშნავთ, რომ დარჩენილი ორი პირველი ინტეგ- 

რალიდან შეიძლება მოინახოს კიდევ ერთი პირველი ინტეგრალი იაკობის 

ე. წ. უკანასკ6ნელი მამრავლის თეორიაზე დაყრდნობით !. ამრიგად, (23,14) 
სისტემის ზოგადი ინტეგრალის დაწერისათვის საჭიროა კიდევ ერთი პირველი 

ინტეგრალის აგება. დამტკიცებულია, რომ ხსენებული უკანასკნელი პირველი 

ინტეგრალის აგება შეიძლება, საზოგადოდ, მხოლოდ შემდეგ სამ შემთხვევაში: 

19. როცა მყარი სხეულის ბრუნვა განიხილება სიმძიმის ცენტრის გარ- 
შემო სიმძიმის ძალის გავლენით. ამ შემთხვევას, რომელიც დაწვრილებით. 
შეისწავლა ეილერმა ეილერის შემთხვევას უწოდებენ. ცხადია,. ა? 

შემთხვევაში სიმძიმის ძალას აწონასწორებს ულრავი წერტილის რეაქცია, 
ეილერის შემთხვევის მეტად თვალსაჩინო გეომეტრიული ინტერარეტაცია 
ეკუთვნის პუანსოს, ამიტომ, ხშირად, განსახილველ შემთხეევას ეილერ- 
პუანსოს შემთხვევას უწოდებენ. 

ეილერის მეთოდი გამოსაყენებელია იმ შემთხვევაშიაც, როცა განიხილება 
მყარი სხეულის მოძრაობა ისეთ ძალთა მოქმედებით, რომელთა ნაკრები 

მომენტი უძრავი წერტილის მიმართ ნულის ტოლია (#=90). ამ შემთხვევაში 

მყარი სხეულის მოძრაობას ეწოდება ინერციით ბრუნვა უძრავი 0 წერ- 

ტილის გარშემო. ცხადია, ეილერის შემთხვევა წარმოადგენს უძრავი წერტი- 

ლის გარშემო ინერციით ბრუნვის კერძო შემთხვევას, 
როგორც უკვე აღვნიშნეთ, ეილერის მეთოდი, და აგრეთვე პუანსოს 

გეომეტრიული თეორია, გამოდგება იმ შემთხვევაზიაც, როცა მყარი სხეული 

ბრუნავს უძრავი 0 წერტილის გარწემო ინერციით, ამიტომ ამ შემთხვევასაც, 

შემდეგში, ეილერ-პუანსოს შემთხვევას ვუწოდებთ. 

29. ლაგრანჟ-პუასონის ?ეზთხეევაზი, როცა ინერციის ელიფსოიდი 
წარმოადგენს ბრუნვით ელიფსოიდს და სიმძიმის ცენტრი მოთავსებულია 

ინერციის ელიფსოიდის “ბრუნვის- დინამიკურ ღერძზე. · ერთგვაროვან მყარ 

1 იხ, L. ს. Cწ7CI0I, ქიინბIIოცლსეჯ #06XეMIIM0ე, M.--)., 1944 L., § XI. (23,14). 

სისტემისთვის იაკობის უკანასკნელი მაგრაელი ერთ”ს ტოლია. როგორც დიფერენციალურ 

განტოლებჯ:თა თეორიიდან ცნობილია, ამ შემთხვევაზი ზეიძლება ავაგოთ ხსენებული სისტემის 

პირველი ინტეგრალი, რომელიც ზენოგანხილული ინტეგრალებისაგან დამოუკიდებელი იქნება- 
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სხეულს, რომელიც ხსენებული დინამიკური ღერძის გარშემო ბრუნავს საკმა- 

რისად დიდი კუთხური სიჩქარით, ეწოდება გიროსკოპი. 

პი. კოვალევსკაიას შემთხვევაში, როცა ინერციის მომენტებს შორის 

ადგილი აქვს დამოკიდებულებას 4=7#=20, ამასთან სიმძიმის ცენტრი მოთავ- 

სებულია ინერციის ელიფსოიდის ბრუნვის ეკვატორულ სიბრტყეში. 

ჩვენი მიზანია შევისწავლოთ ეს შემთხვევები ცალ-ცალკე. სანამ ამ შემ- 

თხვევების შესწაცლაზე გადავიდოდეთ, განვიხი-ლოთ ელიფსურ ფუნქციათა 

თეორიის ზოგიერთი საკითხი, რომელნიც შემდეგში დაგვჭირდება. 

§ 24 ემლიფსურ ფუნქციათა თეორიის ზჯზოგიერთი საკითხი 

განვიხილოთ ელიფსური გი 

  #= (24,1): 
I=- – 359 910? დ ) 

სადაც # მუდმივია, რომელსაც ელიფსური ინტეგრალის მოდული ეწოდება, 

ამასთან 0 < # < 1. (24,1) დამოკიდებულებიდან განვსაზღვროთ დ, როგორც 
ფუნქცია X-სი, მივიღებთ 1 

დ=4%ს(V). (24,2) 

ხშირად დ-ს უწოდებენ ელიფსური ინტეგრალის ამპლიტუდას და წერენ 

დ=9I) #- (24,3) 

განვიხილოთ შემდეგი ფუნქციები: 

810 დ=510 მIი #2=5X V, (24,4) 

608 დ= 005 210 #= 604 (24,5) 

MI 1– IL" 81)? დ= ძი #. (24,6) 

§სი --ს ეწოდება ელიფსური სინუსი, ხოლო ლი V-ს--– ელიფსური კოსინუსი. 

ჩვენი მიზანია შევისწავლოთ §)V, C0% და ძი ს ფუნქციების ზოგიერთი თვი- 
სება. (24,1) ტოლობის Cალით, ცხადია, რომ # ტოლია ნულის მაშინ და მხო- 
ლოდ მაშინ, როცა დ=0, ამიტომ (24.4), (24,5) და (24,6) ტოლობები გვაძლევს 

8) 0=§1ი 0=0, 

000=0080=-1, 

· 90 0=1. 

(24,1) „ტოლობიდან ცხადია, რომ 

თ 1... 
ძდ L/” 1--#590?1დ 

– = V/ 1--/“ 5117 დ= ძი LM; (24,7) 
ი. 

საიდანაც 

ი (7) 
1! რადგანაც ––-> 0. ე. ი. I((თ) ზრდადი ფუნგციაა, აგიტომ არსებობს V-ს შებრუნე- 

· ძთ 

ბული ფუნქცია. 
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ცხადია, გვექნება 

რას _ რეIიდ იდ _ იცდძი X=06) V 090 V. 
ძი ძჯ თ" 

ამრიგად, –” 

707) 
  =00#90 %. (24,8) 

სავსებით ანალოგიურად მივიღებთ 

თ იი # _ 
–3580%ძ0#%. (24,თ 

(II 
ცხადია აგრეთვე, რომ 

ძის _ ძი (I 78 დი? = 
  

  

ძ»M #ჯ თ· 

= L §10 დ 605 ჯ_ 00 ((= –– 7, 910 დ 005დ=–-– 729000 %. 
_ M-1-- #5 დ 

ამრიგად, 
0ძი%  __ #” 50 # 00 #. (24,109) 

VI 

(24,4), (24,5) და (24,6) ტოლობები გვიჩვენებენ, რომ §)V, 00 # და ძ0იყ 
ფუნქციები პერიოდული ფუნმციებია, ამასთან, ცხადია, მათი პერიოდები 

ტოლია, აღვნიშნოთ აძ ფუნქციების პერიოდი #-თი. ვინაიდან §10 დ-ს პერიოდი 

უდრის 2»-ს, ამიტომ, როგორც ადვილი მისახვედრია, გვექნება 

» 

  

  

«+#= წ ძდ -| ·ძი - == 

მ / 1-72ვIსდ 17 I// 1–#79)ს?დ M/ 1–X” 510? დ 

-==%-> +>--->- = #81) დ. 

X 

–- ი“ ეკ, რ“ _ 
ჟ MI 1- X”8)0:დ ბ V/ 1–/! 8112 დ. 

უკანასკნელი ტოლობა გვაძლევს 

%X 
2 

#=4|  ი7 · (24,11) 
შპ M/ 1--X“ 8910“ დ 

§ 25. ემილერ–პუანსოს შემთხვევა 

განვიხილოთ მყარი სხეულის ბრუნვა უძრავი 0 წერტილის გარშემო 

ისეთ ძალთა მოქმედებით, რომელთა ნაკრები მომენტი ხსენებული უძრავი 

წერტილის მიმართ ნულის ტოლია. როგორც უკვე აღვნიშნეთ, ასეთ შემთხვე- 

ვაზი მყარი სხეულის მოძრაობას ეწოდება ინერციით ბრუნვა უძრავი წერტი- 
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-ლის გარშემო. ცხადია, მძიმე მყარი სხეულის ინერციით ბრუნვა სიმძიმის 

ცენტრის გარშემო წარმოადგენს ზემოხსევებულის კერძო შემთხეევას. 

ვინაიდან განსახილველ შემთხვევაში #სL=0, ამიტომ ეილერის დინამი- 

კური განტოლებები მოგვცემს 

ტ0+( – #9 =0, 
“(L 

ფი? 1+(4-თ »»=0 C5,1) 

ც! 1+(08-4) ჯ-0. 

განვიხილოთ, აგრეთვე, = კინემატიკური განტოლებები 

»=CV" 510 5:510 დ -L 3 203 დ, 

ი=8 ' 81ი V260§ დ –– ა” 810 .C, (25,2) 

2==C" (0§ 9 + დ”. 

ვინაიდან (25,1) სისტემა ეილერის კუთხეებს არ შეიცავს, ამიტომ ის 

შეიძლება ვაინტეგროთ (25,2) სისტემისაგან დამოუკიდებლად. 

(25,1) სისტემის ორი პირველი ინტეგრალი შეიძლება პირდაპირ დაიწე- 
როს. მართლაც, თუ (25,1) სისტემის პირეელ განტოლებას გავამრავლებთ 
»-ზე, მეორეს ჟ#-ზე, ხოლო მესამეს ჯ-ზე და შევკრებთ, მივიღებთ 

) გამე ში ლიათ ძ” _ი, 

1 ი 

საიდანაც 4უჯ?-+L შიბ-LC)2 = C0ივს. (25.3) 

(25,3) ტოლობა გვაძლევს (25,1) სისტემის გარკეეულ პირველ ინტეგ- 
·რალს. (19,6) ფორმულის ძალით (25,3) ტოლობა მოგვცემს 

#'=ტი005ს. (25,4) 

გავამრავლოთ (25,1) სისტემის პირველი განტოლება /24ჯ-ზე, მეორე 

კ8ე-ზე, მესამე C/-ზე და შევაჯამოთ, მივიღებთ 

ა» ი» თი (“ 
4'ცე –“ -L სწი –“-+C07-- =0, ი, ეი 0-9 

#43 უბ + ბე? + C%) = (005წ. (25,5) 

(25,5) ტოლობა, რომელიც იძლევა (25,1) სისტემის. გარკვეულ პირველ 

ინტეგრალს, (22,1) ტოლოაების ძალით, ასე ·შეიძლება გადავწეროთ: 

C2? = ტ005ხ. (25.6) 
·(25,5), ანუ რაც იგივეა, (25 6) ტოლობა შეგსეძლო (25,1) სისტემისაგან 

დამოუკიდებლად დაგვეწერა. მართლაც, რადგაი განსახილველ შემთხეევაში 

'#=0, ამიტომ მოლრაობის რაოდენობის მომენტის კანონი გვაძლევს 

საიდანაც 

ძი _ი, 7 
“' 
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საიდანაც 

C"=ლ0008ხ, 

ვეძებოთ (25,1) სისტემის ამოხსნა შემდეგი სახით: 

ა=თ0) 02((-–1), 

იძ=8 §0 C(L-–,), (25,7)- 

7=%7 ძ0 C(#-–– ა), 

სადაც თ, ჩ, +, თ და აგრეთვე ელიფსურ ფუნქციებში მონაწილე # მუდმივები 

ისე უნდა განვსაზღვროთ, რომ (25,7) იყოს (25,1) სისტემის ამოსსნა. 

განვიხილოთ შემდეგი საწყისი პირობა: როცა ჯ=ჯე, მაშინ »=ჯეი, 0=0. 
»=7#7), სადაც ჯა და ჯე ნებისმიერად მოცემული სიდიდეებია1. ეს პირობები 

გვიჩვენებს, რომ საწყის მომენტში მყისი კუთხური სიჩქარე «ს მოთავსებულია 
თ»0#8 სიბრტყეში. (25,7) ტოლობების ძალით ეს საწყისი პირობები გვაძლევს 

თ= ჯა, X=/ა- (25,ზ) 
დავუშვათ ჯერჯერობით, რომ 4, #8, C განსხვავებულია ერთმანეთისა- 

გან; მაშინ ზოგადობის შეუზღუდველად შეიძლება ვიგულისხმოთ, რომ · 

· 4>18>0C. (25,9) 

თუ (25,7) მნიშვნელობებს შევიტანთ (25,1) სისტემაში, ადვილად მივიღებთ 

M4თთ-+L+(8-–-0) %–8=9, 

88ლ0+(4 –– თ;თ7=9, (25,10). 

CI: 0ი7+(4-–.8) თვ=0, 
საიდანაც, (25,8) ტოლობების გათვალისწინებით, ვღებულობთ 

X9_ _ 8-–C 
#ე8 - 4 , 

ზი _ __ 4-0 (25,11) 
2ა?”0 #8 

ყი 4-8 
7”იზ C 

ამრიგად, ჩ, თ, # სიდიდეების მოსა«ებნად გვაქვს” სამი განტოლება, თუ” 

(25,11) სისტემის მეორე განტოლებას გავყოფთ პირველზე, მივიღებთ 

4044--V – : 25,19). ; 7%ი 8(8-–0) ( ) 

გავამრავლოთ (25,11)-ის პირველი განტოლება მეორეზე, მივიღებთ · 

ფ?პ=–#ე? (8 -–– 0 (4-– თ. (25,13) 

48 
-. : , ? ' 

1 საწყისი პირობების ასეთი სახით აღება, რაც ამარტივებს ზოგიერთ გამოთვლას, არსე– 

ბითი არ არის. 
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უკანასკნელად, (25,11) სისტემის მესამე განტოლება გავყოთ პირველზე, მივიღებთ. 

= ი 4(4-7#) 
“0C(–-თ 

ზ. თ, / სიდიდეების მოსაძებნად დაგვპირდება კიდევ ფესვის ამოღება, ფესვის 

წინ ნიშნები ისე უნდა შევარჩიოთ, რომ ძალაში იყოს (25,11) სისტემა. 

ვინაიდან ელიფსური ინტეგრალის მოდული #< 1, ამიტომ, (25,14) 
ტოლობის ძალით, გვექმება – 

/,1= (25,14) 

_ ი. 71 (4 _ ჩი) ! –), 

ი ჯე? C (8 == თ 

საიდანაც ადვილად მივიღებთ 

47?» + C2'ებ<> » (41 აა" + C”ა"). (25, 15» 

ვინაიდან განსახილველ შემთხვევაში ია=0, ამიტომ 

“41 + C2/ა” <= C19, წ წებ + C7-ი” =212'. 

უკანასკნელი ტოლობების ძალით, (25,15) უტოლობა მოგვცემს 

C1<207'= 7#V, (25,16) 
სადაც · 

2ჯ7=/=00ი5,,V (7=0005L. 

ამრიგად, საწყისი მონაცემები (ე. ი. 7: და #/'ა) ისე უნდა იყოს აღებული, 
რომ კინეტიკური მომენტი და ცოცხალი ძალა, რომელნიც, როგორც ზემოთ. 

იყო ნაჩვენები, მუდმივებს წარმოადგენენ, აკმაყოფილებდნენ (25,16) პირობას. 
ვინაიდან ელიფსური ფუნქციები პერიოდული ფუნქციებია, ამიტომ, ცხა- 

დია, CI C((-- ჯი), 50 C(#- ჯა), 00 26 – ჯა) წარმოადგენენ ჯ ცვლადის პერიოდულ 
ფუნქციებს. თუ ამ ფუნქციების პერიოდს აღვნიშნავთ «-თი, (24,11) ფორმუ- 
ლის ძალით, ადვილად მივიღებთ 

((დ 

თ) CL-IMაიბდ. რაი 
· ამ პერიოდის გავლის შემდეგ თ მყისი კუთხური სიჩქარე იგივე მდება- 

რეობას დაიკავებს მყარი სხეულის მიმართ, რომელიც დასაწყისში ეკავა. 
მოძებნილი გვაქვს რა ჯ, ძ, # სიდიდეები, ჩვენი მიზანია ვიპოვოთ ეილე-- 

რის კუთხეები. 

ვინაიდან განსახილველ შემთხვევაში რთ მუდმივი ვექტორია, ამიტომ 0X, 

ღერძი ისე შეიძლება ავიღოთ, რომ ის ემთხვეოდეს C ვექტორის მიმართუ- 
ლებას. მაშინ, - ცხადია, გვექნება 

<I
 I | 
> 

2
)
 

»შ
9 

4=0CV), 

„8თ= 6, (25,168» 
C7-= CX;ე, 

სადაც %კ, V, წვ წარმოადგენენ 0ხ ღერძის გეზის კოსინუსებს. (23,3) ფორ- 
მულების ძალით, (25,18) ტოლობები მოგვცემენ 
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4»X= C 31) 59 §51ი დ, 

#9=0C 81) 3: 005 დ, (25,19) 

C=C 008 %. 

(25,19) სისტემის უკანასკნელი ტოლობა მოგვცემს 

ი0§ > -C „CV ცე CCV- /,), (25,20) 
რ თ 

3-= 8X6 008 («+ ფთ ღC((-–წე) I. (25,21) 

თუ (25,19) სისტემის პირველ ტოლობას მეორეზე გავყოფთ, მივიღებთ 

ხყდ=2470 _ 470 60 9 (L=– ი). (25.22) 
ჩი 838 380თ(L–ჯ) 

დ= მX6 თ „ 4 ში 60 =(ჯ-– ჯა). (25,23) 

“გავს C(L--ჯ). 

ვინაიდან #ჯ9, ი, ”, 9, დ მოძებნილია, ამიტომ დ” შეიძლება განვსახღვროთ 

(25,2) სისტემის ერთ-ერთი განტოლებიდან, მაგალითად, ხსენებული სისტემის 

უკანასკნელი განტოლება მოგვცემს 

  ყ=>-%, (25,24) 
005 

საიდანაც 

> -?. _ 0+%, (25,25) 

ამასთან % ს,=606 ა) 
0 == VLზი)- 

(25,21) და (25,23) ტოლობები გვიჩვენებენ, რომ ს და დ პერიოდული 
ფუნქციებია რომელთა პერიოდიც ტოლია +«-სი, სადაც + განსაზღვრულია 

425,17) ტოლობით. (25,24 ტოლობის Cალით, (ს, წარმოადგენს აგრეთვე 

პერიოდულ ფუნქციას, რომლის პერიოდიც + ს ტოლია, ამიტომ გვექნება 

ს (L-L 4 – ს) =9, 

სრ + +)– LV)=0093L%. (25,26) 

ამრიგად, ს, საზოგადოდ, არ იქნება პერიოდული პუნქცია. 

ჩვენ აქამდე განვიხილავდით იმ შემთხვევას, როცა 4, 8, 0 სიდიდეები 

განსხვავებულია ერთმანეთისაგან. ვთქვათ, ეს პირობა არ არის შესრულებული. 

მაშინ, როგორც ქვემოთ იქნება ნაჩვენები, ამოხსნები ელემენტარული ფუნქ- 

ციებით გამოისახება. 

თუ 4=7#8=0, მაშინ ეილერის დინამიკური განტოლებები მოგვცემს 

X=ჩჯ»ა თ=ძი, 7–70 (25,27) 

სადაც ჯა, ძი ”ი ნებისმიერი მუდმივებია. ამ შემთხვევაში (25,19) სისტემა 
მოგვცემს 

საიდანაც 

#=4., დ=ლ%ა, 
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სადაც დე: და 83-ე აგრეთვე ნებისმიერი მუდმივებია, (25,2) სისტემის უკანასკ- 
ნელი ტოლობა მოგვცემს 

  ს,=- 7. ==. 1? 
“ 009» 0849, 

საიდანაც 

ს=-”?.ჯ-L%. 
005 9 

ვთქვათ, 4, ს, C სიდიდეებიდან ორი მათგანი ტოლია, მაგალითად, 

#4=713+#C. ამ შემთხვევაში (25,1) სისტემის უკანასკნელი განტოლება მოგვცემს 

(წ. 
–-=0, ჯ7=ჯგ=00ი5ს. (25.28) 
თ 

(25,1) სისტემის პირველი ორი განტოლება, ცხადია, ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

იი –+ «0=9, 

“ (25,29) 
ძი + – #))=0, 

თი 7 
სიდაც 

„=10-4%, (25.30) 
4 

ვიგულისხმოთ, რომ ი >9. 
(25,29) სისტემის მეორე განტოლებიდან განესახღვროთ / და შევიტა- 

ნოთ პირველმი, მივიღებთ 

ყი ა “IL ყზ/=90, (25.31) 
((/? +2ი4« 

ამ განტოლების ზოგად ამოხსნას აქვს სახე 

„#=C810 (იC1-L6). (25.32) 

სადაც თ და § ნებისმიერი მუდმივებია. (25.29) სისტემის მეორე განტოლები- 

დან ვღებულობთ 
1ძ , == 

ა=2-%=V 005 (((L-L §). (25,335) 
თ “ 

ამრიგად, ჩვენ ვიპოვეთ /, «, + სიდიდეები ცხადად. 

ვიპოვოთ ეილერის კუთხეები დ, ს, 8. (25,19) სისტემის უკანასკნელი 

განტოლება მოგვცემს 

ლ0§ ა-ა - 003, 

საიდანაც 
წ §=8., (25,34) 

ამასთან 3) ნებისმიერი მუდმივია. ვინაიდან განსახილველ შემთხვევაში 3“=0, 
ამიტომ (25,2) სისტემის პირველი განტოლება მოგვცემს 

ა» =4%' 5910 3-051ი დ. 

585



თუ ამ უკანასკნელში ჯ-ს ნაცვლად შევიტანთ მის მნიშვნელობას (25,19) სის- 

ტემის პირველი განტოლებიდან, მივიღებთ 

ყ=-, (25,35) 
4 

საიდანაც 

ამასთან სა ნებისმიერი მუდმივია. (25.2) სისტემის უკანასკნელი განტოლებიდან ვღებულობთ 

(რ. 
დ'=7' –– ს 605 9. =1ი –– + 005 ი. (25,37) 

(25,35) და (25,37) ტოლობების შედარება გვარწმუნებს, რომ დ' და. ს' 

სიდიდეებს შორის არსებობს შემდეგი დამოკიდებულება: 

დ" =9'ე –– დ 00§ 4. (25,38) 

(25,37) ტოლობიდან, ცხადია, გვექნება 

დ= ( ა. +“ 005 ს, ) L-- დი. (25,39) 

ამასთან დე აგრეთვე ნებისმიერი მუდმივია. 

ამრიგად, განსახილველ შემთხვევაში », ი, 1, დ, ს, + სიდიდეები მოძებ- 

ნილია ცხადად ელემენტარულ ფუნქციებში. 

§ 26. პუანსო.ს გმომეტრიული ინტერპრეტაცია 

განიხილება მყარი სხეულის ინერციით ბრუნვა უძრავი 0 წერტილის 

გარშემო. ვინაიდან ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ მყარ სხეულთან უძრავად დაკავ- 
შირებული 0ე/2 სისტემის ღერძები ემთხვევა სხეულის ინერციის მთავარ 

ღერძებს, ამიტომ ინერციის ნამრავლები ნულის ტოლია და ინერციის ელიფ- 
სოიდის განტოლებას ექნება სახე (იხ. (5,3) ტოლობა): 

4? -L 1891 -L 021=1, (26,1) 

სადაც 4, 8; C, "როგორც ყოველთვის, ინერციის მომენტებია 0ჯ,, 0ყ, 02 

ღერძების მიმართ, ამასთან დ, პვ) ტოლობაში შემავალი /;:? ერთის ტოლად 
არის მიღებული: : 

ბ=1, .(26,2) 

რაც, ცხადია, ზოგადობას არ ზღუდავს. | 

(26,1) განტოლება, (ცხადია, ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

  

? „ ” #4 19 -I), (26,3) 
C ი 

სადაც 

  (26,4)   
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მყარი სხეულის უძრავი წერტილის გარშემო ინერციით ბრუზვის გეო- 

მეტრიული ინტერპრეტაცია, რომელიც პუანსოს ეკუთვნის, დახასიათებულია 
რამდენიმე მარტივი დებულებით, რომელნიც ქვემოთ მოგვყავს. 

აღვნიშნოთ ჯ#-თი ის წერტილი, სადაც მყისი თ კუთხური სიჩქარის 

მიმართულება გადაკვეთს ინერციის ელიფსოიდს. ადგილი აქვს შემდეგ დებუ- 

ლებას: 

დებულება 1, მყისი თ კუთხური სიჩქარის გეგმილი კინე- 

ტიკურ C მომენტზე მუდმივია, ხოლო მისი სიდიდე პროპორ- 

კიულია 0 წერტილის ზიმართ ” წერტილის რადიუს-ვექტო- 

რის სიდიდისა. 

მართლაც, ცხადია, =” 

(11,17).ფორმულის ძალით, თეა ტოლობა მოგვცემს 

2# თ,=2X. 26,6 ე (26,6) 

როგორც წინა პარაგრაფში იყო ნაჩვენები (იხ. (25,4) და (25,6) ფორმულები), 

განსახილველ შემთხვევაში მყარი სხეულის როგორც კინეტიკური ენერგია, 

ისე კინეტიკური მომენტი მუდმივია და, (26,6) ·/ტოლობის ძალით, თ,=ლ00035ხ, 

„ამით დებულების პირველი ნახევარი დამტკიცებულია. 

აღვნიშნოთ X წერტილის კოორდინატები ჯ, ჯ, 2-ით. (კხადია, გვექნება 

»=0->, ყ=0-7, #=60--,. (26,7) 
თ) თ ((!1 . 

სადაც 0ი=| 0XI. ვინაიდან # წერტილის კოორდინატები (26,1) განტოლებას 

უნდა აკმაყოფილებდნენ, ამიტომ გვექნება 

2 : 
L-(41+- 80+ თ9)=1, 

საიდანაც 

თ =0 I/ 27=0V/ #, (26.8) 

ამასთან 24'=#= ბიი3ს. ამით დებულება დამტკიცებულია მთლიანად. 

ვინაიდან თ ვექტორის გეგმილი C=ციიზს: ვექტორზე ! მუდმივია, ამიტომ, 

ცხადია, თ ვექტორის სიგრძე იქნება მინიმალური, როცა თ. როგორც § 22-ში 

იყო ნაჩვენები, თ და C თანამთხვეულია მხოლოდ ინერციის მთავარი ღერ- 

ძების გასწვრივ და, მაშასადამე, თ ვექტორის სიგრძე ზინიმალუ- 
რია ინერციის მთავარი ღერძების გასწვრივ. ამ გარემოებით 
შეიძლება ვისარგებლოთ სხეულის ინერციის მთავარი ღერძების მოსაძებნად. 

შენიშვნა, როგორც ადვილი მისახვედრია, (26,5) ტოლობა სამართლია– 

რია უძრავი წერტილის გარშემო მყარი სხეულის ნებისმიერი · მოძრაობის 

“შემთხვევაშიც. : 

4ხ?



დავამტკიცოთ შემდეგი დებულება: 
დებულება 5. მანძილი 0 წერტილიდან ინერციის ელიფ. 

სოიდის #” წერტილში გავლებულ მხებ სიბრტყემდე მუდ- 

მივია. 

' ინერციის ელიფსოიდის /Xე;, ყ, ,)) წერტილში მხები სიბრტყის განტო- 

ლებას აქვს სახე 

, 4ი9X+29VX-+C22 =1, (26,9) 

სადაც X, I, 72 წარმოადგენენ ხსენებული სიბრტყის მიმდინარე წერტილის 

კოორდინატებს. მანძილი 0 წერტილიდან (კოორდინატთა სისტემის სათავი-. 
დან) ამ სიბრტყემდე გამოითვლება ფორმულით 

' !! 

თუ ამ უკანასკნელში „;, #, 2-ის ნაცვლად შევიტანთ მათ (26,7) მნიშვნელო– 

ბებს, მივიღებთ 

8=   (26,10): 

- 
0ი= 

21
 

(26,8) ტოლობის ძალით, უკანასკნელი მოგვცემს 

MI” ს 
(რ. 

8=   = 2058. 

რითაც დებულება დამტკიცებულია. 

აღვნიშნოთ ზემოხსენებული მხები სიბრტყე »ა:-ით. როგორც წყ 21-ის. 

ბოლოს იყო აღნიშნული, 6 ვექტორი პარალელურია ინერციის ელიფსოიდის. 

ნორმალისა იმ წერტილში, სადაც მას ღრ ვექტორის მიმართულება გადაკვეთს, 

ამიტომ, ცხადია, “თ. მართობია ჯე სიბრტყისა. თუ გავიხსენებთ, რომ –# გექ- 

ტორი მუდმივია უძრავ 0აუხ სისტემაში და, მე-2 დებულების ძალით; მან- 

ძილი 0 წერტილიდან ჯე; სიბრტყემდე აგრეთვე მუდმივია, დავასკვნით,. რომ 

ჯ- სიბრტყე უძრავია უძრავ 05უნ სისტემაში. ამის შემდეგ ცხადია, რომ ინერ- 

ციის ელიფსოიდი გორავს უძრავ ჯე: სიბრტყეზე, რომელსაც პუანსოს უძრავი. 

სიბრტყე ეწოდება. ვინაიდან ჯე სიბრტყისა და ინერციის ელიფსოიდის შეხე-. 

ბის წერტილი წარმოადგენს ამავე დროს ბრუნვის მყისი ღერძის წერტილს, 
ამიტომ ცხადია, X წერტილის სიჩქარე აღებულ მომენტში ნულის ტოლია. 

და, მაშასადამე, ადგილი აქვს უსრიალოდ გორვას. ამრიგად, ჩვენ ერწმუნ- 

დებით შემდეგი დებულების სამართლიანობაში; 

· დებულება 3. უძრავი 0 წერტილის გარშემო მყარი სხეუ- 
ლის ინერციით ბრუნვის დროს ინერციის ელიფსოიდი 
უსრიალოდ გორავს ბუანსოს უძრავ სიბრტყეზე. 

იმ წირს, რომელსაც ჯX წერტილი შემოწერს ინერციის ელიფსოიდზე.. 

· ეწოდება პოლოდია, ხოლო იმ წირს, რომელსაც ეს წერტილი პუანსოს 
უძრავ ჯა სიბრტყეზე შემოწერს, ეწოდება ჰერპოლოდია. 

როგორც ადვილი მისახვედრია, პოლოდია ის წირია, რომელზედაც 

მოძრავი აქსოიდი ინერციის ელიფსოიდს გადაკვეთს, ხოლო ჰერპოლოდია 

წარმოადგენს უძრავი, აქსოიდისა და #ეი სიბრტყის გადაკვეთას. "ამრიგად, 
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პოლოდია და ჰერპოლოდია წარმოადგენენ მოძრავი და უქრავი აქსოიდების 

მიმმართველ წირებს, 

ამ წირების შესწავლის საფუძველზე შეიძლება გარკვეული თვალსაზრი- 

სით დავახასიათოთ მყარი სხეულის მოძრაობა (იხ. შემდეგი პარაგრაფი). 

§ 27. პოლოდია 

გამოვიყვანოთ პოლოდიის განტოლება, (26.10) ტოლობის ძალით, 

გვექნება 
4Lზე; I 91ყ1 + ც:1=-“ =/. (27,1) 

გ? 

ეს. უკანასკნელი, (ცხადია, გარკვეული ელიფსოიდის განტოლებას წაC- 
მოადგენს. 

როგორც ადვილი მისახვედრია, პოლოდიის წერტილის კოორდინატები 

ერთდროულად აკმაყოფილებენ (27,1) განტოლებას და ინერციის ელიფსოი- 
დღის განტოლებას, რომელსაც შემდეგი სახე აქვს: 

| ტა -L 8)? -L 0:1=1. (27,2) 
თუ უკანასკნელ ტოლობას გავამრავლებთ #)-ზე და მიღებულ გამოსახუ- 

ლებას გამოვაკლებთ (27,1) ტოლობას, მივიღებთ 

4(4-–-9) »"+1(88-– 1) ყ' -L C(C-– 7) ტ =9. (27.3) 

(27,3), ცხადია, წარმოადგენს კონუსური ფართეულის განტოლებას. ხსე- 
ნებული კონუსის წვერო მოთავსებულია უძრავ 0 წერტილში და, როგორც 

ადვილი მისახვედრია, ამ კონუსისა და ინერციის ელიფსოიდის თანაკვეთა წარ- 

მოადგენს აოლოდიას. აღნიშნულ კონუსს პოლოდიის კონუსი, ეწოდება. 

განვიხილოთ ის შემთხვევა, როცა 4, 8, C სიდიდეები განსხვავებულია 

ერთმანეთისაგან. მაშინ, ზოგადობის შეუზღუდველად შეიძლება დავუშვათ, რომ 

4>8>თVC. (27,4) 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ შეუძლებელია ადგილი პქონდეს უტო- 

ლომას ი–>4. (27,5) 
მართლაც, თუ ადგილი აქვს ამ უტოლობას, მაშინ 

1 1 

(#0 V 4. 
ანუ, რაც იგივეა, პ<ც. 

ვინაიდან თ ინერციის ელიფსოიდის მცირე ნახევარღერძია, ამიტომ, როგორც 

ადვილი მისახვედრია, უკანასკნელი უტოლობა შეუძლებელია და, მაშასადამე, 

შეუძლებელია ადგილი ჰქონდეს“(27,5) უტოლობას. ნათქვამის სამართლიანობა 

გამომდინარეობს, აგრეთვე, იქიდან, რომ როცა ადგილი აქვს (27,5) უტოლო- 

ბას, მაშინ (27,3) წარმოსახვით კონუსს იძლევა, რომელიც' ინერციის ელიფ- 

სოიდს ნამდვილ წირზე ვერ გადაკვეთს. 

სავსებით ანალოგიურად დავრწმუნდებით, რომ შეუძლებელია ადგილი 

ჰქონდეს უტოლობას 

: · 8< 0. (27.6): 
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განვიხილოთ ზღვრული შემთხვევები: 

19. ვთქვათ, /=7. მაშინ (27,3) განტოლება მოგვცემს 

8(C4-– #9)ყ/1+ C(4 -–– 0)2ზ%=0. (27,7) 

ვინაიდან 4–#0>9 და 4 –-6>0. ამიტომ უკანასკნელი განტოლება დაკმა- 
ყოფილდება მხოლოდ მაშინ, როცა 

V#=090, 2=0. 
ამრიგად, განსახილველ შემთხვევაში პოლოდიის კონუსი ე; ღერძად გადა- 

იქცევა და, მაშასადამე, პოლოდია წარმოადგენს ინერციის ელიფსოიდისა და 

02 ღერძის გადაკვეოის წერტილს. როგორც ადვილი მისახვედრია, მყარი 

სხეულის მოძრაობა შეიძლება იყოს მხოლოდ ბრუნვა 0:; ღერძის გარშემო. 

(26.8) ტოლობის ძალით, ბრუნვის კუთხური სიჩქარისათვის გვექნება 

თი =0 MI” #=თM/ I, (27.8) 

საიდანაც თ=00I§:. ამრიგად, განსახილველ შემთხვევაში ადგილი აქვს მცირე 

ნახევარღერძის გარშემო განუწყვეტელ ბრუნვას (ე. წ. პერმანენტულ ბრუნ- 
ვას). ადვილად დავრწმუნდებით, რომ სხეულის ბრუნვა აღნიშნული ღერძის 

გარშემო მდგრადია. მართლაც, თუ სხეულს მივანიჭებთ მცირე საწყის 

შეშფოთებას, მაშინ, როგორც ადვილი მისახვედრია, მთელ შემდგომ პერიოდში 
მისი მოძრაობა მცირედ იქნება განსხვავებული 0იე; ღერძის გარშემო ბრუნ- 

ვითი მოძრაობისაგან. 

2. ვთქვათ, #=C,. მაშინ (27,3) განტოლება მოგვცემს 

-1(CI – C)2+8(8 – თყ7=0. . (27,9) 

ვინაიდან „(--C>0 და 8–C>0, ამიტომ უკანასკნელი განტოლება დაკმაყო- 

ფილდება მხოლოდ მაშინ როცა ფუ=0, V=0 და, მაშასადამე, პოლოდიის 

კონუსი გადაიქცევა 0, ღერძად, ხოლო პოლოდია ინერციის ელიფსოიდისა 

და 07 ღერძის გადაკვეთის წერტილად. 

ისე როგორც წინა შემთხვევის დროს, დავრწმუნდებით, რომ მშყარი 
სხეულის მოძრაობა წარმოადგენს 0 ღერძის გარშემო (დიდი ნახევარღერძის 

გარშემო) პერმანენტულ ბრუნვას, ამასთან ეს მოძრაობა იქნება მდგრადი. 

39. ვთქვათ, 71= 8. ამ შემთხვევაში (27,3) განტოლება მოგვცემს 

საიდან 44-82? -Cთ78-0) 21=0, (27,19) 
აიდა აც 

4(4--7) . 27,11 
+ 

9 

#= V 20-72 თ)” (27.11) 
უკანასკნელი განტოლება გვაძლევს # ღერძზე გამავალ ორ სიბრტყეს, რო- 

მელთა თანაკვეთა ინერციის ელიფსოიდთან იძლევა პოლოდიას. ამრიგად, 
განსახილველ შემთხვევაში პოლოდია წარმოადგენს ინერციის ელიფსოიდის 
გადაკვეთას აღნიშნული სიბრტყეებით, ე. ი. ელიფსებს. ვინაიდან (27,11) 

განტოლებას აკმაყოფილებს »=0, 2=0, ამიტომ მყარი სხეულის მოძრაობა 

"შეიძლება იყოს ბრუნვა V ღერძის გარშემო, ამასთან, როგორც ადვილი 
მისახვედრია, ეს ბრუნვა არ იქნება მდგრადი. · 
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განვიხილოთ. ის შემთხვევა, როცა 4>7)>ჯს, ან 8>7>0. ორივე 

შემთხვევაში პოლოდიის კონუსი ნამდვილია და, მაშასადამე, პოლოდია წარ- 
მოადგენს ნამდვილ წირს, რომელიც მიიღება ინერციის ელიფსოიდისა და 
პოლოდიის კონუსის თანაკვეთით. 

§ 28. ლაბრანჟ-პუშასონის შეგთსპევა 

როგორც უკვე იყო აღნიშნული, ამ შემთხვევაში ინერციის ელიფსოიდი 

წარმოადგენს ბრუნვით ელიფსოიდს და სიმძიმის (ცენტრი მოთავსებულია 
ბრუნვის დინამიკურ ღერძზე. თუ დავუშვებთ, 

რომ 4=77#C0, მაშინ სიმძიმის ცენტრი 0; 

ღერძზე უნდა იყოს მოთავსებული. | 

უძრავ 05უჯ სისტემის ღერძები ისე ავი- 

ღოთ, რომ 0C ღერძი მიმართული “იყოს 

ვერტიკალურად სიმძიმის ძალის საწინააღმ- 

დეგო მიმართულებით. სიმძიმის ძალის მო- 

მენტს 0 წერტილის მიმართ ექნება სახე 

ნ. – ჩა. MყC6"|) :-- 700 · 59),  (28,1) 

სადაც ”=C/, 2, 7ე) წარმოადგენს 0 ღერ- 
ძის მგეზავს, ჯ, არის სიმძიმის (კენტრის 
რადიუს ვექტორი 0 წერტილის მიმართ 

(ნახ. 138). უკანასკნელი ტოლობის მოძრავ კოორდინატთა ღერძებზე დაგეგ- 

მილებით ვღებულობთ 

  

ჩL>= #1ძ თ/ა, 

Lსა=-Mეთ/ს 

L.=9, 

სადაც თ=|/,| ამ ტოლობების გათვალისწინებით ეილერის დინამიკური გან- 

ტოლებები შემდეგ სახეს ღებულობენ: 

4 221(0-თ– #27 
“I 

ძ · 

“+ _+(4-თ= –#ჯთ" ას (28,2) 

ც9V -0, 
“L 

სადაც =-Mყ. 

(23,20) და (23,22) პირველი ინტეგრალები განსახილველ შემთხვევაში 
შემდეგ სახეს მიიღებენ: 

4(»VLI + 9%V)+ CIV=CV (28,3) , 

4(ე)1-+0")+ CI" +2#ით73=C6ე, (28,4) 

სადაც ·C, და .0, "ნებისმიერი მუდმივებია.:· 
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0მოგვსცძ“” 

(28,2) სისტემის უკანასკნელი განტოლება ბ 

»=0 (28,5) 
სადაც (ვ აგრეთვე ნებისმიერი მუდმივია. 

ზემომოყვანილ პირველ ინტეგრალებში 

ნუსები გამოისახება (23,3) ფორმულებით: 

+) =810 V 811) დ, “=5)0%C ფუ (28,6) 

0, C,, 0კ მუღმივების განსასაზღვრავად განვიხილოთ შემდეგი საწკისი 
პირობები: 

შემავალი “1. /ა! Vვ გეზის კოსი 

ით, ”/ვ=“005 #. 

როცა #=09, მაშინ »=09=9, 700 8=3ე. (28,7). 

ამ საწყისი პირობების ძალით, ვღებულობთ 

C, =C0%ი 'კი == CI9ე 005 9, 

6,=C00თკა? –+– 2#0 005 ყი, (28,8) 

(0ვ=თაე. · (28,9) 

თუ ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ, შესაბამად, (28,3), (28,4), (28.5) 
ტოლობებში, მივიღებთ 

»=თCე, , (28,10) 

4(7/1-+ #7.) = CC)ე(605 ე –– 605 5), (28,11) 

4(ა?--ე?)=270(005 9, –– 605 9). (28.12) 

განვიხილოთ ეილერის კინემატიკური განტოლებები 

| »=9%' 3179 9510 დ –I– ნ” 008 დ, 

ი=V" 510 3 605 დ –– ა" 810 დ, ა (28,13) 

=C' 0608 9. –– დ”. 

(28,10), (28,11) და (28,12) ტოლობებიდან გამოვრიცხოთ », ი, # სიდი- 

დეები (28,13) ტოლობების დახმარებით. 

(28,13) სისტემის უკანასკნელი განტოლების ძალით, (28,10) ტოლობა 

ასე გადაიწერება: 
დ” 208 3: -++ დ'=CVCე. (28,14) 

(28,6) და (28,13) ტოლობების ძალით, ადვილად მივიღებთ 

XV -+ იV/გ= ს 510? 9. (28,15). 
ამ მნიშვნელობის (28,11) ტოლობაში შეტანით ვღებულობთ 

· 40" §1ი? += 0თა(003 9 –– 608 9).. (28,16) 

(28,13) სისტემის პირველი და მეორე ტოლობები ავიყვანოთ კვადრატში და 

შევკრიბოთ, გვექნება : 

»” + ი%=ფ0'2 910? ა –- 3”?. (28,17) 
თუ ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (28,12) პირველ ინტეგრალში, მივიღებთ 

4(0'? 810? 8. - 9?) = 270(008 8, –– 208 8). (28.18): 
(28,14), (28,16), (28,18) განტოლებების სახით ჩვენ გვაქვს დ; დ და 1.- 

სიდიდეების მიმართ პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა. 
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თუ ეს სისტემა ინტეგრებულია, მაშინ ჯ, #, # პირდაბირ გამოითელება (28.13) 
სისტემიდან. 

(28.18) ტოლობიდან, ცხადია, გვექნება 

21” 
ჯა) - + (608 ა – C0§8 9) –– ს? ვ)ი? ს. (28,19) 

თუ (28,16) ტოლობიდან განვსაზღვრავთ ს-ს და შევიტანთ უკანასკნელ 
ტოლობაში, მივიღებთ 

2#M«C C” თე” 
008 %ე –– C0§ 9) – – 

4. ე 41 8102: 
)"?-=   (0095 Vა-–-00§ 3).  (28,20)   

უკანასკნელი წარმოადგენს პირველი რიგის ჩვეულებრივ დიფერენციალურ 

განტოლებას 4-ს მიმართ. თუ ეს განტოლება ინტეგრებულია, მაშინ « მოინა- 

ხება (28,16) განტოლებიდან, რის შემდეგაც დ მოინახება (28,14) განტოლე- 

ბიდან, ამრიგად, საბოლოოდ საკითხი მიყვანილია (28,20) განტოლების ინტეგ- 

რებამდე. 
შეიძლება დამტკიცდეს, რომ ამ განტოლების ამოხსნა მოიცემა ელიფ- 

სურ ფუნქციებში. შემდეგ პარაგრაფში ჩვენ მოვიყვანთ ამ განტოლების მიახ- 

ლოებით ამოხსნის მეთოდს. 
როგორც უკვე იყო აღნიზნული, მყარ სხეულს, რომელიც განსახილველ 

შემთხვევაში ბრუნავს დინამიკური ღერძის გარშემო (07 ღერძის გარშემო) 

საკმარისად დიდი თა კუთხური სიჩქარით, ეწოდება გიროსკოპი, ამიტომ 

(28,20ე) განტოლებას გიროსკოპის განტოლებას უწოდებენ. ჩვენ ვიტყვით, 
რომ გიროსკოპი სიმეტრიულია, თუ მყარი სხეული ერთგვაროვანია და ი? 

ღერძი მისთვის სიმეტრიის ღერძია. 

§ 29. გბგიროსკოპის განტოლების მიახლოებითი ამოხსნა 

(28,12) ტოლობიდან ცხადია, რომ (08 9- –– 60§ 9 >» 0. თუ, ამის გარდა, 

გავითვალისწინებთ, რომ C“თა? საკმარიხსად დიდია და (28,20) · ტოლობის 

მარცხენა მხარე დადებითია, დავრწმუნდებით რომ 005 7%ე -– 008% საკმარისად 

მცირეა. შემოვიღოთ აღნიშენა 
· 8.-=%) -LV. (29,1) 

ცხადია, გვექნება ; 
008 2 = 005 9') C0§ ? –– 811 ე 510 #. (29,2) 

ვინაიდან V საკმარისად მცირე უნდა იყოს, ამიტომ გარკვეული მიახლოებით 

შეიძლება მივიღოთ 

| 00821, 810 (22%. (29.3) 

უკანასკნელი ტოლობების ძალით, (29,2) ტოლობა მოგვცემს 

608 მე –– 00§ 9 =:§10 9.4. (29,4) 

ზემომოყვანილ აღნიშვნებში (29,20) განტოლება ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

1.2 ზე ემ? : 
(+ = 19 # 510 9 () – 09% _ _ 510 ა % I (29.5) 

ძ% 4 2ჩთ 24810” 3. ; 
“493



თუ დავუშვებთ, რომ მიახლოებით 

§1ი -=510 2 
მაშინ უკანასკნელი განტოლება მოგვცემს 

+ I-, თა: ( 274090% (29,6) 
ძ: 4 . 7 -% 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს · 

00ა ვ– 2/240თ 510 9% 

  
  

= , (29,7) 
C?თე? | 

მაშინ უკანასკნელი განტოლება ასე გადაიწერება: 

<+=+CM XI8-, (29,8) 
საიდანაც 

72) | 

–=- =თ+ CC) 29,9) 

(ცა 90 
ამასთან, C, ნებისმიერი მუდმივია. თუ მოვახდენთ (ცვლადთა გარდაქმნას 

#=>8 5102 ·/, (29,10+ 

(29,9) ტოლობის ძალით, მივიღებთ ' 

თL C 
7=-5 +C, Cთ=-- 

ამ მნიშვნელობის (99,10) ტოლობაში შეტანით ვღებულობთ 

#==68 §102 (2++ თ). ს 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ, როცა #=0, მაშინ #=0, მივიღებთ C0,=0 და 

მაშასადამე, : 
· რთ 

" #=8 510? –--– ჯ.. 
ჩ 2 

თუ ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (29,1) ტოლობაში და გავითვალისწი- 

ნებთ თ და ჩზ მუდმივების (29,7) მნიშვნელობებს, მივიღებთ 

2ჩთ 4 ა1ი9». . (#/”) ვ.ე. | “+42:1შ წი ყუმ/ 7200კ). 29,11 
21 დიტა (52 ) 2მ)ს 

უკანასკნელი ტოლობიდან ცხადია, რომ 

3ე <-59-<9), (29,12). 
სადაც 

2#ჩთ #4 910 9 

6? თ? 

განვიხილოთ ორი წრიული კონუსი, რომელთა წვეროებიც მოთავსებულია 

უძრავ წერტილში, ღერძად აქვთ ვერტიკალური 0L ღერძი და რომელთა 
გაშლის კუთხეებიც 28)-ის და 23,-ის ტოლია. როგორც ადვილი მისახვედრია, 
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ბრუნვის დინამიკური ღერძი (02 ღერძი) ყოველთვის მოთავსებული იქნება ამ 

ორ წრიულ კონუსს შორის, რაც უფრო დიდია თ,, მით უფრო შე და %, 
ახლოსაა ერთმანეთთან და, მაშასადამე, მით უფრო მცირეა 9-ს ცვალებადო- 

ბის საზღვარი. ამით არის გამოწვეული ის ცნობილი ფაქტი, რომ დიდი სიჩ- 
ქარით მოძრავი ბზრიალა (გიროსკოპი) გამოსცენს გარკვეული ტონის ხმას. 

§ 30, კოვალევსკაიას შემთხვევა 

ამ შემთხვევაში 4=7#=20C და სიმძიმის ცენტრი მოთავსებულია ინერ– 

ციის ელიფსოიდის ბრუნვის ეკვატორულ სიბრტყეში (10ყ) სიბრტყეში), ვინაი– 

დან თნერციის ელიფსოიდი ბრუნვითი ელიფსოიდია (24=7) და ბრუნვითი 

ელიფსოიდისათვის ეკვატორულ სიბრტყეში მოთავსებული ყოველი მიმართუ- 

ლება, რომელიც 0 წერტილში გადის, ინერციის მთავარ ღერძს წარმოადგენს, 
ამიტომ 0ე»ყ2 სისტემის ღერძები ისე, შეიძლება ავიღოთ, რომ ისინი ემთხვე- 

ოდენ ინერციის მთავარ ღერძებს და, ამასთან, 0ჯ ღერძი გადიოდეს სიმძიმის 

ცენტრში. უძრავი 0:წუL სისტემა ისე ავიღოთ, როგორც წინა §-ში. სიმძიმის 

ძალის მომენტი 0 წერტილის მიმართ, ცხადია, გამოითვლება ფორმულით 

"ჩ=#IC9-X), (30,1) 

სადაც C9=(#), 737 7ვ), ”, წარმოადგენს სიმძიმის ცენტრის რადიუს-ვექტორს 
0 წერტილის მიმართ, #= „ე. ცხადია, გვექნება 

2-=(0, 0, 0), თ=|4%I. 

(30,1) ტოლობის დაგეგმილება მოძრავ კოორდინატთა ღერძებზე მოგეცემს 

L.=0 L.=0თIV/ვ 7#ს.ა=--რი7ვ. | 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ 4=7=20, ეილერის დინამიკური განტო- 

ლებები შემდეგ სახეს მიიღებენ: 

ეე. ე„=0, 
თ 
  

20% | 0,„=0XX, 
ძL 

ძე 
0C-- =-–- CL. 
ძ 1 

ეს სისტემა, ცხადია, კიდევ ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

ძი» 2 -“--ე=0, 
თ ? 

ძი 2-–-+ 27 =#Vვ, (30,2) 
თ 

თ –-1/ 
ძL - 

სადაც , ა 

7= წუს (30,3) 
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თუ (30,2) სისტემის მეორე განტოლებას გავამრავლებთ 1=V-–I წარ- 

მო სახვით ერთეულზე და დავუმატებთ პირველს, ადვილად მივიღებთ 

/ . . . . 2-- (+-I0=–- #Cთ+40 + რინ: (30,4) 

გავიხსენოთ პუასონის განტოლებები (იხ. (23,8) განტოლებები): 

“VI _,. 
––- =2?/გე–6 ' მ (ი იI/ვ 

მიცის (30,5) 
XV 

რს ის – მ. 1 3 

თუ (30,5) სისტემის მეორე განტოლებას გა% მრავლებთ ჯ-ზე და მივუმა- 
ტებთ პირველს, მარტივი გარდაქმნის შემდეგ მივიღებთ 

ძ . . იაპ) ა . 
მL (7) + #V:)= -–--27”IV,-++2V3) + 8წვ(დ-L-20). (30,6) 

' / · 

(30,4) და (30,060) ტოლობებიდან გამოვრიცხოთ +/ვ-ვ. ამისათვის (30,4) 

გავამრავლოთ ჯ» --?ე-ზე, ხოლო. (30,6) კი ჯ»-ზე და პირველს მეორე გამო- 

ვაკლოთ, მივიღებთ ე : 

არ . ძ . , – . 
2(»+%0) # (»-L19) – # LV -L2V;) == –– %'((0-|-60)1––00-– §V2)1, 

საიდანაც 

ძი . . · : ; 
“% LCი+აი)“–00,+-27,)1ლ–-–-%' | (0+ 10)“ – 9001 5Vა) 1: 

უკანასკნელი ტოლობა, ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

4 IიI(7+,– »66+#6))=– #- (30,7) 

თუ ამ უკანასკნელში შეუღლებულზე გადავალთ, მივიღებთ 

9 1ი(-იებ– ი რ)1=რ- (60,8) 

(30,7) და (30,8) ტოლობების შეკრება მოგვცემს “ 

ძ 
· · 

ძ I LL (»-I-ჯი)?–იC, –+18?7)11 (9 – 80): – CV, –– 9) 1)=9, 

საიდანაც ვღებულობთ 

მ | (»+ ზი) ი 2%VI +927.) ) L (ი – ზე) 9(V)–– 972) 1= 0005L. (30.9) 

ნმ რა ლობის მარცხენა მხარეში ჩვენ გვაქვს ორი შეუღლებული სიდიდის 

ვლი. თუ ამ ნამრავლს გამოვთვლით, მივიღებთ 

30,19 
49% (უ?-- ც?--/,)2–-(21)0 ––#V:)? = 000§ყ. ( :



ცხადია, (30,10) წარმოადგენს მოძრაობის დიფერენციალურ განტოლებათა 
(30,2), (30,5) სისტემის გარკვეულ პირველ ინტეგრალს, რომელიც განსხვავე- 

ბულია § 23-ში აგებული პირველი ინტეგრალებისაგან. ეს პირველი ინტეგ- 

რალი აგებული იყო კოვალევსკაიას მიერ. 

თუ გავიხსენებთ § 2პ-ში მოყვანილ მსჯელობას დავრწმუნდებით, რომ 

განსახილველ შემთხვევაში შეიძლება ავაგოთ მოძრაობის დიფერენციალურ 

განტოლებათა სისტემის ზოგადი ინტეგრალი. 

§ 31. რებულარული პრეცმსია 

განვიხილოთ უძრავი წერტილის გარშემო მყარი სხეულის ბრუნვის ერთი 

კერძო შემთხვევა, რომელიც ხშირად გვხვდება პრაქტიკაში. 

ვთქვათ, მყარი სხეული ბრუნავს ამ სხეულთან უძრავად დაკავშირებული 

ტბ, ღერძის გარშემო სიდიდით მუდმივი თ, კუთხური სიჩქარით (თ, =0003%ჩ), 

ხოლო 4, ღერძი ბრუნავს უძრავი 4, ღერძის გარშემო მუდმივი = კუთხური 

სიჩქარით ისე, რომ კუთხე ამ ღერძებს მორის მუდმივია. სხეულის ასეთ მოძ- 

რაობას ეწოდება რეგულარული პრეცესია. როგორც ადვილი მისახ- 

ვედრია, ამ შემთხვევაში მოძრავი და უძრავი აქსოიდები წარმოადგენენ წრიულ 

კონუსებს, რომელთა წვეროები მყარი სხეულის უძრავ 0 წერტილს ემთხვევა 
და რომელთა ღერძებსაც #ტ, და #4, ღერძები წარმოადგენენ (ნახ. 139, 140), 

ცხადია, მყისი კუთხური სიჩქარე თ. შეად- 

გენს 4, და რ,ც ღერძებთან (მოძრავი და 
I, 

–_ 
ა 

   ნახ. 139, 

უძრავი აქსოიდის ღერძებთან) მუდმივ კუთხეებს. აღვნიშნოთ ეს კუთხეები, 
შესაბამად თ-თი და 8-თი, მოძრავ აქსოიდს ეწოდება საკუთარი ბრუნვის 

"კონუსი, მის ღერძს საკუთარი ბრუნვის ღერძი, უძრავ აქსოიდს 
ეწოდება პრეცესიის კონუსი, მის ღერძს-––პრეცესიის ღერძი. ეს 
სახელწოდებები ასტრონომიულია. დედამიწის ღერძი არის საკუთარი ბრუნ- 
ვის ღერძი (თუ დედამიწის ცენტრის მოძრაობას არ მივაქცევთ ყურადღებას). 
როგორც ცნობილია, ეს ღერძი მოძრაობს რა სივრცეში, დაახლოებით 26000 

წელიწადში შემოწერს პრეცესიის კონუსს. პრეცესიის ღერძი მართობია ეკლი- 
პტიკის სიბრტყის და შეადგენს დედამიწის ლერძთან დაახლოებით 23%28' 

(ჩვენი დროისათვის). 
განვიხილოთ მყარი სხეულის ინერციით ბრუნვა უძრავი წერტილის გარ- 

შემო” (ეილერ-პუანსოს შემთხვევა) იმ შემთხვევაში, როცა ინერციის ელიფ- 
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სოიდი ბრუნვითი ელიფსოიდია: 4=ჯ#. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ან 

“შემთხვევაში ჩვენ საქმე გვაქვს რეგულარულ პრეცესიასთან. მართლაც, (25,34),. 

(25,35) და (25,37) ფორმულების ძალით გვექნება 

+ =-V) = 005%, (31,1) 

დაე = თ =9ი –– > 005 #ე= 0005L, (31,2)· 

ი,=V=---= 6015. (31,3) 
4 

ამ ფორმულების ძალით ცხადია, რომ განსახილველ შემთხვევაში 072 ღერძი· 

(ვსარგებლობთ იმ აღნიშვნებით, რომელნიც § 25-ში გვქონდა) არის საკუთარი-· 

ბრუნვის ღერძი, ხოლო 0L ღერძი -– პრეცესიის ღერძი. 

პრეცესიას ეწოდება პირდაპირი, თუ კუთხე საკუთარი ბრუნვისა და. 

პრეცესიის ღერძებს შორის მახვილია (ნახ. 139). თუ ამ ღერძებს შორის კუთხე. 

ბლაგვია (ნახ. 140), მაშინ პრეცესიას შებრუნებულს უწოდებენ. 

139 და 140 ნახაზებიდან ცხადია, რომ თ, თ, და თ, კუთხურ სიჩქარეებს: 

შორის ადგილი აქვს დამოკიდებულებებს 

  

თ =თ, + ო (31,4)- 

ივ _ 01 _ ი -. (31,5)“ 

ყით 5813 §511I(თ+8) ' 

ცბ=დ,?-L თ,? -L 9თ, თ, 605 (თ + 8), (31,6)- 

ამასთან თ + ჩზ გამოსახულებაში ნიშანი. „-I-"“ ასაღებია პირდაპირი პრეცესიი–- 

სათვის, ხოლო ნიშანი ც„ – « –– შებრუნებული პრეცესიისათვის. 

"ამოცანები 

15. მყარ სხეულზე მოქმედ ძალთა სისტემის ელემენტარულ მუშაობათა, 

ჯამი გამოვსახოთ ნაკრები ვექტორისა და ნაკრები მომენტის საშუალებით. 

ვთქვათ, მყარ სხეულზე მოქმედებს ძალთა სისტემა #, ქმე. ჯო. X„ ძა-. 

ლის მოდების წერტილი იყოს /#I(ნ უი Lე). აღებული ძალების ელემენტარულ- 
მუშაობათა ჯამი იქნება 

L : 
04= 2,(L · ძ7»”), (1). 

151 - 

სადაც ძ», (=1, 9)..., #) აღნიშნავს სხეულის M6.(Cი უი L) ნაწილაკის ნამდვილ· 

გადაადგილებას ძი დროში (#, არის 7#/, წერტილის რადიუს ვექტორი უილირავი. 

· იწუს სისტემის სათავის მიმართ). :ცხადია, გვექნება 

07=9%0L=Cი + 9)ძ6 .... CC 
სადაც დე არის მყარი სხეულის ფიქსირებული 0 წერტილის სიჩქარე, ხოლო 

-”, არის M, წერტილის ფარდობითი სიჩქარე იმ სისტემის მიმართ, რომელ-. 
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საც სათავე 0 წერტილში აქვს და რომლის ღერძებიც §ნუს უძრავი სისტე- 
მის ღერძების პარალელურია. (2) ტოლობის ძალით, (1) მოგვცემს 

24=(#. სშეაიI-+(თ · ჩი)0I, (3) 

სადაც # მყარ სხეულზე მოქმედი ძალთა ნაკრები ვექტორია, სა––სხეულის 0 

წერტილის გარშემო ბრუწვის მყისი კუთხური სიჩქარე, ი –– ძალთა ნაკრები 

მომენტი 0 წერტილის მიმართ. 
ვთქვათ, მყარი სხეულის 0 წერტილი უძრავია; შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, 

რომ ის ემთხვევა 96 წერტილს. მაშინ (3)-დან გვექნება 

0,1=(Cთ · #ს)ძხ (4) 

სადაც # ნაკრები მომენტია უძრავი წერტილის მიმართ. 

დავუშვათ ახლა, რომ 0 წერტილი ემთხვევა მყარი სხეულის ინერციის 

ცენტრს. მაშინ (3) ფორმულა მოგვცემს 

64=(X .V)0L-+(თ. LL) ძნ, (9 
სადაც უ, არის ინერციის ცენტრის სიჩქარე, ხოლო 'ს.-–ნაკრები მომენტი C 

წერტილის (ინერციის. ცენტრის) მიმართ, 
16. ვისარგებლოთ ელემენტარული მუშაობის გამოსათვლელი ფორმულე- 

ბით და დავწეროთ ცოცხალი ძალის კანონი მყარი სხეულისათვის. 

მყარი: სხეულისათვის (ცოცხალი ძალის კანონი გვაძლევს (იხ. (11,21) 

ფორმულა) 
01 =64. (6) 

კენიგის დებულების ძალით (იხ. VL თავის § 8), გვექნება 

1 
2=-ა-MV" + – ძაა?, (7) 

სადაც ”., არის მყარი სხეულის ინერციის მომენტი 0 წერტილში გამავალი 
-ბრუნვის მყისი ღერძის მიმართ. (5) და (7) ფორმულების ძალით, (6) მოგვცემს 

  

  

ი(“ “. +-- V,. ი.)=(# -ე0თ-+(2· ჩ)თ. ფტ) 

ინერციის ცენტრის მოძრაობის კანონი გვაძლევს 

M რ = 7. (9) 

გავამრავლოთ ამ ტოლობის ორივე მხარე სკალარულად «, ძ#-ზე, მივიღებთ 
· ა(რ“ )– (#. ი) ძI. (19) 

თუ ამ ტოლობას გამოვაკლებთ (8) ტოლობიდან, გვექნება 

'4(; 7) (6.L)«. (11) 

(11) ტოლობა გვიჩვენებს, რომ ცოცხალი ძალის კანონი სამართლიანია 
მყარი სხეულის ინერციის ცენტრის მიმართ ფარდობითი მოძრაობისათვისაც. 
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განვიხილოთ ახლა ის შემთხვევა, როცა მყარი სხეული ბრუნავს უძრავი 

ი წერტილის გარშემო. ამ შემთხვევაში (4)-ის ძალით, (6) მოგვ/ემს 

ძ7=ძ (> ჟი ) = (თ · #ს)რ, (12) 

სადაც V არის ინერციის მომენტი ბრუნვის მყისი ღერძის მიმართ. (12) ტო- 

ლობა, ცხადია, ასე შეიძლება გადავწეროთ 

1 
ძ2?=ძ (+ ჟი! | =(ნი+ ალით) თ, (13) 

სადაც #», IL L» აღნიშნავენ L მომენტის გეგმილებს სხეულთან უძრავად 

დაკავშირებულ 02/6 სისტემის ღერძებზე, რომელნიც 0 წერტილის შესაბამ 

ინერციის მთავარ ღერძებს ემთხვევიან. ეილერის კინემატიკური განტოლებე- 

ბის ძალით (იხ. (12,4) სისტემა), (13) შეიძლება ასე გადავწეროთ: 

ძჯX=ძ (+ ჟი! )= (L» §10 9: 510 დ –I– #ე §10 4- (08 დ –I– #, 005 3.) ის –I– 

–L (L» 005 დ–-#ე 510 დ) CV –+– X#,ძდ. 

ეს უკანასკნელი, საბოლოოდ, ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

1 

სადაც · · 
XC =.L5)0 9 510 დ –L #ე 510 9· 605 დ -L #, 005 4, (15) 

ჯი =X#%2=2005დ –– #ყ 51) დ. (16) 

უკანასკნელი ფორმულები გვიჩვენებენ, რომ 

LL =გებიL ს #4 =ბებე L 

ამასთან #ტ ის ღერძია, რომელზედაც. 0» და 0Lიე სიბრტყეები იკვეთებიან 

(იხ. § 12). : 

ცხადია, გვექნება 
61=ჯ#.-ძს -L კ ი3·-L L> ძი, (17) 

ამიტომ, თუ მყარი სხეულის უძრავი წერტილის გარშემო ბრუნვის შემთხვე- 

ვაში, განზოგადებულ კოორდინატებად მივიღებთ ეილერის კუთხეებს, მაშინ 

განზოგადებული ძალებისათვის გვექნება 

0=L., 0ა=LCდ, 0§=Lტ· (18) 
17. გამოვიყვანოთ ცოცხალი ძალის კანონი ეილერის დინამიკური გან- 

„ტოლებებიდან. ! 
ეილერის დინამიკური განტოლებები ასე გადავწეროთ: 

' 4ძი -+C0-–– შაი ძL= აძ, 
1809თ-L (4 –- 0) »» ძ(= ჯ,ძ#, (19) 

Cძ” -L (8 –– 4) აძ თL= ჯL,0IM.., 
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ამ განტოლებებიდან პირველი გავამრავლოთ ჯ-ზე, მეორე ე-ზე, მესამე ;-ზე 
და შევკრიბოთ, მივიღებთ 

027=(L>.)-- ჩი + LX») იL. (20) 

ვინაიდან 2 =--/ი”, ამიტომ უკანასკნელი ტოლობა მოგეცემს 

1 წ (>- #ი!)=(»+L9+L) ძ. დ1) 

ამრიგად, ჩვენ მივიღეთ ცოცხალი ძალის კანონი (იხ. (13) ფორმულა). 

18. გამოვიყვანოთ ლაგრანჟის მეორე გვარის განტოლებებიდან ეილერის 

დინამიკური განტოლებები. 

განვიხილოთ მყარი სხეულის ბრუნვა უძრავი წერტილის. გარშემო, გან- 

ზოგადებულ კოორდინატებად მივიღოთ ეილერის კუთხეები და დავწეროთ 

ლაგრანჟის მეორე გვარის განტოლებები (იხ. (18) განტოლებები): 

ძ« მ» _ ძL_ იი ეი თ -Mი 

(2 – ს რა=X% , (22) 

, ოფეთი. 

ადაც 

=-- (44+87+თტ. : 
ცხადია გვექნება 

მ2' _ მ?'მს _ 0ჯმი« _ მჯ V. 
მყ მჯმდ' ' ძე მდ' ' მ» ძდ" 

მთ _ ძI- ბი | მთძე . მX 4, 
მდ ძემიდი ძიძდ ძ; მდ 

ეძლერის კინემატიკური განტოლებებიდან ვღებულობთ 

მ» _იც ძი” _0 მ» 
? მდ ? ძა" ძდ' 

02 _ კ, 810 4- 005 დ –– 8 951ი დ, 9 __ტ 9510 510 დ-– 9 005 დ, 9». =0. 
დ ძდ : მთ 
ამ მნიშვნელობების გათვალისწინებით მივიღებთ 

9 _ც,, #2? 0. 

ძდ თL 0% CL 

მ» მ7' მ7' : 
–-=-ი--ი=4ს0-8ა00=(4--8)ჯყ. 
იდ იძ» ძი 

თუ ამ მნიშვნელობებს -შევიტანთ (22)-იისს პირველში, მივიღებთ (19)-ის 
მესამე განტოლებას: ' 
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0“ +C4– 8)იი-= I» 

ანალოგიურად მიიღება ეილერის დინამიკური განტოლებების დანარჩენი 
ორი განტოლება. 

19. დავწეროთ მყარი სხეულის ნებისმიერი მოძრაობისათვის ლაგრანჟის 
მეორე გვარის განტოლებები. 

მივილოთ განზოგადებულ კოორდინატებად ინერციის ცენტრის კოორ- 
დინატები და ინერციის ცენტრის გარშემო სხეულის ბრუნვის შესაბამი ეილე- 
რის კუთხეები. ლაგრანეის მეორე გვარის განტოლებები შედგება 6 განტო- 

ლებისაგან. მარტივად მიიღება, რომ პირველი სამი იძლევა ინერციის ცენტ- 
რის მოძრაობის კანონს, ხოლო დანარჩენი სამი კი ეილერის დინამიკურ გან- 

ტოლებებს. 

90. M# 16 ამოცანის განხილვის დროს ნაჩვენები იყო, რომ (იხ. ფორ- 
მულა (13) ) როცა მყარი სხეული ბრუნავს უძრავი 0 წერტილის გარშემო, 
მაშინ ადგილი აქვს ფორმულას 

ძ2 
7 120 -სი –+ XX". (23) 

ვაჩვენოთ, რომ ამ ფორმულის მიღება შეიძლება მოძრაობის რაოდენო- 

ბის მომენტის კანონიდან. : 

მართლაც, როგორც ვიცით, ადგილი აქვს ტოლობას (იხ. (11,17) 

ფორმულა) 

72-16 . თ). (24) 

ამ ტოლობის გაწარმოებით ვღებულობთ 

ძნ» 1/ძნ –VX,1/- IC = 

1II თავის § 24-ში ნაჩვენები იყო, რომ ადგილი აქვს ტოლობას 

„ ძი _ ძი –- იი თ ჯ 26 ი VI მძ. 1 1+ #I (26) 

სადაც. ?. 2, ქ, Xჯ წარმოადგენენ მყარ სხეულთან უძრავად დაკავშირებულ 0თV2 

სისტემის ღერძების მგეზავებს. (26) ტოლობის ძალით, გვექნება 

  

-–- ძი L>. _ უ57. --7 ; 

სა5 + 80 + C ავარი 

წ - 

2 “«# 

უკანასკნელი ტოლობის ძალით, (25) მოგვცემს” 

ძ7 _ (ძ6 , – 27 ი LV 3) რი 
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მოძრაობის რაოდენობის მომენტის კანონის ძალით, 

ძთ 
V 

«ამიტომ (27) მოგვცემს 

>. L.თ)=Lა)+ Iყ0+V" 
(# 

·რაც ამტკიცებს (23) ფორმულის სამართლიანობას. 
91. ბრუნვის ღერძიდან რა მანძილზე უნდა მივამაგროთ ფიზიკურ საქანს 

დამატებითი ტვირთი, რომ მისი რხევის პერიოდი არ შეიცვალოს? 

ვთქვათ, ფიზიკური საქანის მასა უდრის /#-ს, მანძილი სიმძიმის ცენტრი- 

დან ბრუნვის ღერძამდე იყოს თ, დამატებითი ტვირთის მასა აღვნიშნოთ 
თ-ით. (16,8) ფორმულის ძალით, ფიზიკური საქანის შესაბამი მათემატიკური 
“საქანის სიგრძე გამოითვლება ფორმულით 

-# 

“სადაც /ა არის სხეულის ინერციის მომენტი ბრუნვის ღერძის მიმართ, აღვნიშ- 

ნოთ დჯ-ით საძიებელი მანძილი. როგორც ადვილი მისახვედრია, ტვირთის 

მიმაგრების შემდეგ ბრუნეის ღერძის მიმართ ინერციის მომენტი იქნება 

| ძ =7ა+%ი”. (29) 
ცხადია, ფიზიკური საქანის რხევის პერიოდი არ შეიცვლება, თუ შესა- 

· -ბამი მათემატიკური საქანის სიგრძე დარჩება უცვლელი, ამიტომ, ამოცანის 

"პირობის ძალით, გვექნება 

1 (28) 

1= „9ძ _ _ ყი -L ე , ცთ 

იI “ი. CM –- 22 

·თუ (28) ტოლობიდან განვსაზღვრავთ ძეს და შევიტანთ (30)-ში, მივიღებთ 

=5M1-+ 72" 

თ/I + ე; 
"საიდანაც ი. = ეშ. 

«უკანასკნელი განტოლებიდან ვღებულობთ ორ ამოხსნას; თ,ლ=0 და ექ:=LV. 

99 სიმძიმის ცენტრიდან რა მანძილზე უნდა დავკიდოთ ფიზიკური 

“საქანი, რომ მისი უსასრულოდ მცირე რხევის პერიოდი იყოს მინიმალური? 

ფიზიკური საქანის უსასრულოდ მცირე რხევის პერიოდი გამოითელება. 

„ფორმულით (იხ. (16,5) და (16, 8) ფორმულები) 

თ=2იI/ ს (31) 
სადაც 1 არის ფიზიკური საქანის შესაბამი მათემატიკური საქანის სიგრძე. 

-·(16,13) ფორმულის ძალით 
ზ' . 

=–-+ით, (32) 
თ 

სადაც დ არის მანძილი ბრუნვის ღერძიდან სიმძიმის ცენტრამდე, 1, არის 
· “სიმძიმის ცენტრის შესაბამი ინერციის რადიუსი. 
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მევარჩიოთ ახლა ' ისე, რომ 1-ს ჰქონდეს მინიმალური მნიშვნელობა. 

(32)-დან გვექნება 
თ ჯი: 
–5=--++1=0, (3პ) 
(CC VM 

საიდანაც #=4#,. ნაპოვნი მნიშვნელობა | სიდიდეს (და მაშასადამე, რხევის 

პერიოდს) მართლაც მიანიჭებს მინიმუმს, რადგან 

· 
ძი+ (_ 2ჯ“ «% –: 0. (84). 

ძი? თ) 

ამრიგად, ფიზიკური საქანის უსასრულოდ მცირე რხევის პერიოდი იქნება 

მინიმალური მაშინ, როცა Cთ=-%ჯ. 

93. მოცემულია წრიული ცილინდრი, რომლის ფუძის რადიუსი უდრის 

ჯ-ს და სიმაღლე #-ს. როგორი უნდა იყოს შეფარდება – <5 რომ ინერციის. 
ხ 

ცენტრალური ელიფსოიდი გადაიქცეს სფეროდ. იგივე საკითხი გადავწყვიტოთ. 

წრიული კონუსისათვის. 
იმისათვის, რომ ინერციის ცენტრალური ელიფსოიდი გადაიქცეს სფე- 

როდ, საჭიროა ინერციის ცენტრალური ღერძების მიმართ ინერციის მომენ- 

ტები ტოლი იყოს. 
ერთგვაროვანი წრიული ცილინდრის ინერციის მომენტი მისი ბრუნვის. 

ღერძის 8 მიმართ იქნება (იხ. # 4 მოლას, ფორმულა (18)) 

ძვ=-- #72, (35) 

სადაც )/ მთელი სხეულის მასაა. ადვილად მიიღება, რომ ორი დანარჩენი, 

ინერციის ცენტრალური. ღერძის მიმართ ოშებტები იქნება 

9, =/,=-- Mთ+- > 74 /ბ. (36). 

თუ ყე და V,ე მომენტებს გავუტოლებთ ერთმანეთს, მივიღებთ 
· ი 1 ა» 

ე'- == 3 ბა 

საიდანაც დ 1 ” 
7“–==- 37 
ჩ M” 3. 3. 0» 

მარტივი გამოთვლებით დავრწმუნდებით, რომ წრიული კონუსის ბოუნ- 

ვის ღერძის მიმართ ინერციის მომენტი იქნება 

3 · 
ძ:=:- შ/ჭებ. · (38) 

ორი დანარჩენი ინერციის ცენტრალური ღერძის მიმართ მომენტისათვის 

ვღებულობთ ვ | 
3 

”, =”7 ==“ ჯე. _ 8. · 39 1=ძ9ძ:=>ე 712 “L 88 #7” (39) 

თუ ახლა ყე და ყკ-ს გავუტოლებთ ერთმანეთს, მივიღებთ 

1 2=--., (40), 
.“”



თავი VII 

ღაჯახებათა წეშრჩის ზობჩერწი საჰი თხი 

აქამდე ჩვენ ვიხილავდით ისეთ მოვლენებს, როცა მოძრაობის რაოდენო- 

ბის ცვლილება ძალების მოქმედების უსასრულოდ მცირე დროში უსასრულოდ 

მცირეა. მექანიკაში ხშირად გვხვდება ისეთი მოვლენებიც, 'რომელთათვისაც 

ზემოაღნიშნულს ადგილი არა აქვს. ასეთ მოვლენებს დაჯახების (დარტყ- 

მის) მოვლენები ეწოდება. 
ამრიგად, დაჯახების მოვლენები მოძრაობის ისეთ შეზთხ– 

ვევებს წარმოადგენენ, რომლის დროსაც მოძრაობის რაო- 

დენობის ცვლილება ძალების მოქმედების უსასრულოდ 

მცირე დროში სასრული სიდიდეა. დაჯახების მოვლენები გეხვდება, 

როგორც მატერიალური წერტილისათვის, ისე მატერიალურ წერტილთა სის– 

ტემისა და მყარი სხეულისათვის. 

ბანყოფილება 1 

მაჭერიალური წერჭილჩს დაჯახუბა 

§ 1. წერტილის დაჯახების ძირითაღი განტოლება 

როგორც ვიცით (იხ. თავი V, § 3), მატერიალური წერტილის მოძრაო- 

ბის რაოდენობის კანონი გვაძლევს 

ძრა თ 1= XV. (1,1) 

თუ მოვახდენთ ამ ტოლობის ინტეგრებას. დროის (0, <) შუალედში, მივიღებთ 

_– _ 

9)ს 8––– ს ე == ჯX თ, (1,2) 

ას
აგ

ეღ
დს

ც 

სადაც MX წარმოადგენს სიჩქარის მნიშვნელობას #ჯ=0 მომენტისათვის. 

აქამდე ჩვენ განვიხილავდით ისეთ მოვლენებს, რომლისთვისაც I) –-მ)ზე. 

სიდიდე უსასრულოდ მცირე +-სათვის უსასრულოდ მცირე სიდიდეა. როგორც 

შესავალში აღვნიშნეთ, ხშირად გვხვდება ისეთი მოვლენებიც, რომლის დრო- 

საც მოძრაობის რაოდენობის ცვლილება უსასრულოდ მცირე « დროში სას- 
რული სიდიდეა ასეთ მოვლენებს დაჯახების (დარტყმის), მოვლენები. 
ეწოდება, 

ამრიგად, დაჯახების მოვლენები მოძრაობის ისეთი შემთხვევებია, რომ- 
ლისთვისაც უსასრულოდ მცირე დროში ძალის მოქმედების ეფექტი, მოძრაო- 
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ბის ოაოდენობის ცვლილების თვალსაზრისით, სასრული სიდიდეა. ძსეთ 

ძალებს, რომლებიც უსასრულოდ მცირე დროში მოქმედების 
შედეგად იწვევენ მოძრაობის რაოდენობის სასრულ ცვლი- 
ლებას, დაჯახების (დარტყმის) ძალებს უწოდებენ. 

საშუალო მნიშვნელობის ფორმულის გამოყენებით, (1,2) ფორმულა 

მოგვცემს 
ო ს-მ ე=45X“, (1,3) 

სადაც #“ წარმოადგენს ჯ# ძალის მნიშვნელობას (0, +) შუალედის გარკვეულ 

წერტილზე. უკანასკნელი ფორმულა გვიჩვენებს, რომ დაჯახების მოვლენები- 
1 

სათვის ძალა წარმოადგენს –- რიგის უსასრულოდ დიდ სიდიდეს, რაც პრაქ- 

ტიკულად მართლაც შეინიშნება; ამიტომ დაჯახების მოვლენების შესასწავლად 

არ არის მიზანშეწონილი წერტილის მოძრაობის 

MX =# (1,4) 
განტოლებით სარგებლობა. 

თუ ძალის იმპულსს (0, «) შუალედისათვის აღვნიშნავთ 1%9-ით: 

I 1 თL= X%, (1,5) 
ი 

მაშინ (1,2) განტოლება შეიძლება ასე გადავწეროთ: 

ორ := 179, (1,6) 

სადაც ბა=ფ- M% წარმოადგენს სასრულ სხვაობას. 

ჩვეულებრივი სასრული ძალები დაჯახების ძალებისაგან იმით განსხვავ- 

დებიან, რომ დაჯახების უსასრულოდ მცირე «+ დროში ჩვეულებრივი სასრუ- 

ლი ძალების მოქმედების ეფექტი, დაჯახების ძალებით გამოწვეულ ეფექტთან 

შედარებით, უმნიშვნელოა. მართლაც, (1,3) ფორმულის ძალით, როცა წებ 
სასრულია, მაშინ მოძრაობის რაოდენობის „ცვლილება იქნება +«-ს რიგის უსას- 

რულოდ მცირე სიდიდე. ამრიგად, დარტყმის მოვლენების განხილ- 
ვის დროს ჩვეულებრივი სასრული ძალების მოქმედების ეფ- 

ექტი შეიძლება არც იქნეს მხედველობაში მიღებული. 

(1.6) განტოლებას, რომელიც სასრულ სხვაობიან განტოლებას წარმოად- 
გენს და რომელიც დაჯახების მოვლენებისათვის ისეთივე როლს ასრულებს, 

როგორსაც ჩვეულებრივი მოძრაობისათვის (1,4) განტოლება, ეწოდება მატე- 

რიალური წერტილის დაჯახების ძირითადი განტოლება. ამ 

განტოლების მარჯვენა მხარეში მდებარე ჯ9 ვექტორს, რომელიც, (1,5) ტო- 
ლობის ძალით, სასრულ სიდიდეს წარმოადგენს, ეწოდება დაჯახების იმ: 

პულსი. 

გამოვითვალოთ მატერიალური წერტილის გადაადგილება დაჯახების უსას- · 

რულოდ მცირე «+ დროში. ამისათვის (1,6) განტოლება ასე გადავწეროთ: 

თ ==, -L- 1. 79, 
%ბ 
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თუ მატერიალური წერტილის რადიუს-ვექტორს რაიმე 0 წერტილის მიმართ 

"აღვნიშნავთ ით, მაშინ უკანასკნელი განტოლება ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

უკანასკნელი განტოლების (0, +) შუალედში ინტეგრებით ვღებულობთ 

ტ» = ჯ--7)= ი | # 1794. (1,7) 
მ 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ დაჯახების იმპულსი სასრული სიდიდეა და, მა- 
შასადამე, (1,7) ტოლობის მარჯვენა მხარეში შემავალი ინტეგრალი «-ს რიგის 
უსასრულოდ მცირე სიდიდეს წარმოადგენს, ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

< დროში მატერიალური წერტილის ვექტორული გადაადგილება: სბჯ=ჯ-– ი 

ფწარმოადგენს «ს რიგის უსასრულოდ მცირე სიდიდეს. 

§ 2. მოძრაობის რაო.დენობის გო.მენტის კანონი წერტილის 
დაჯბბახების შემთხვევისათვის 

(1,6) განტოლება, რომელიც მატერიალური წერტილის მოძრაობის რაო- 

დენობის კანონს იძლევა, გავამრავლოთ ვექტორულად M რადიუს-ვექტორზე, 

მივიღებთ ! _ _ _ 

IM“ , ბ) = L4' . XI. (2,1) 
ტხადია, გვექნება 

ბ წ». ის 1=I(# –C #7) VI 6-+- 6“ )) – (7 IV |= 

=('. ტა+ (4 -. (I -C 49#9) 1. 

“თუ გავითვალისწინებთ, რომ ბ; წარმოადგენს უსასრულოდ მცირე სიდიდეს 

და უკანასკნელი ტოლობის მარჯვენა მხარეში უკუვაგდებთ იმ წევრს, რომე- 

ლიც ტ7-ს შეიცავს, მივიღებთ 

ტ IL „I V)=– IV. რიM%I. 

უკანასკნელი ტოლობის ძალით, (2,1) ტოლობა მოგვცემს 

ტრ I.»)=C .I9I ს (2,2) 
(2,2) ტოლობის ძალით, მატერიალური წერტილის მოძრაობის 

რაოდენობის მომენტის ნაზრდი დაჯახების იმპულსის მო- 

მენტის ტოლია. ეს დებულება, წერტილის დაჯახების შემთხვევაში, მოძ- 
რაობის რაოდენობის მომენტის კანონის სახელწოდებით არის ცნობილი. 

§ ვ. დალამბემრის პრინციპი 

ა წერტილის დაჯახების ძირითადი განტოლება ასე გადავწეროთ: 

#მ8+C-4MV 1=90. (3,1) 

უკანასკნელი ტოლობა გვაძლევს დალამბერის პრინციპს თავისუფალი მატე- 

რიალური წერტილის დაჯახების შემთხვევისათვის, რომელიც ასე შეიძლება 
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ჩამოვაყალიბოთ: დაჯახების იმპულსი და ინერციის ძალის იმზ- 

პულსი იმყოფებიან წონასწორობაში. 

თუ მატერიალური წერტილი ემორჩილება ბმას, მაშინ მხედველობაში 

უნდა მივიღოთ აგრეთვე დარტყმის შედეგად გამოწვეული რეაქციის ძალის 
იმპულსიც. ამ შემთხვევაში წერტილის დაჯახების ძირითადი განტოლება 

იქნება 

პეს =7პმ+/2, (3,2) 

სადაც ჯმ წარმოადგენს რეაქციის ძალის იმპულსს. (3,2) ტოლობის ძალით, 

დალამბერის პრინციპი არათავისუფალი მატერიალური წერტილის დაჯახების 

შემთხვევაში შემდეგი ტოლობით დახასიათდება: 

9-1 129-L (–-4 1,)=0. (3,3). 

§ 4. დტეკადი და არაღრეკადი დაჯახებები 

ვთქვათ, მოცემულია იდეალური (გლუვი) 5 ზედაპირი, რომელსაც 
მატერიალური წერტილი ეჯახება გარკვეული თ სიჩქარით. აღვნიშნოთ 

»-ით სიჩქარის მნიშვნელობა დაჯახების შემდეგ. მატერიალური წერტილის 

=) ფართეულზე დაჯახების ( წერტილზე გავავლოთ 
: მხები წრფე, რომელიც მოთავსებულია 4 წერ- 

ტილში ფართეულის M#ს ნორმალსა და წ სიჩ- 

ქარეზე გამავალ სიბრტყეში. ხსენებული მხების 

– მგეზავი აღვნიშნოთ 7 მ7%ით, ცხადია, გვექნება 

79? (ნახ. 141) 

  

   CL. -- ყ სადაც თა და შე აღნიშნავენ დ. სიჩქარის მდგენე- 

ნახ. 141. ლებს შესაბამად #9 და ჟო ვექტორების მიმარ- 
თულებაზე (ფართეულის ნორმალზე და ზემოაღნიშნულ მხების მიმართუ- 

ლებაზე). 
როგორც ადვილი მისახვედრია, წერტილის დაჯახების ძირითადი გან- 

ტოლება ჩვენი შემთხვევისათვის შემდეგ სახეს მიიღებს: 

– 

2118! –– 119 => 129, (4,2) · 

სადაც 7 წარმოადგენს დაჯახების რეაქციის ძალის იმპულსს. ვინაიდან გან- 

სახილველი § ზედაპირი იდეალურია (გლუვია), ამიტომ, ცხადია, "7, პარა– 

ლელურია ფართეულის #1 ნორმალისა. 

(4,2) ტოლობის ძალით, », ს“ და #? ვექტორები მოთავსებულია ერთსა. 

და იმავე სიბრტყეში, ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ 

· უც = '”ი+IVI (4,3).



სადაც » ე, და თ” აღნიშნავენ ს» სიჩქარის მდგენელებს შესაბამად 79 და MI 

ვექტორების ი გამართულებაზე, (4,2) ტოლობის #9 ვექტორის მიმართულებაზე 

დაგეგმილებით ვრწმუნდებით, რომ 
– _ 

წე = თ» · (4,4) 

§ ზედაპირს ეწოდება აბსოლუტურად დრეკადი, თუ ადგილი 
აქვს ტოლობას 

– – 
, 

 .– (4,5) 

# ზედაპირს ეწოდება აბსოლუტურად არადრეკადი, თუ V,.=0, ხო- 

ლო ზედაპირს ეწოდება არასრულად დრეკადი, თუ ადგილი აქვს ტო- 
ლობას - 

Xჯ ა=-L9 ხჯ) 

სადაც # მუდმივი რიცხვია, რომელიც მოთავსებულია 0-სა და 1-ს შორის: 

0< #< 1. ცხადია, სამივე შემთხვევა შეიძლება ერთ ტოლობაში გავაერთია- 

ნოთ და დავწეროთ 

აა. (4,6 
ამასთან 0-==#<1. # მუდმივს ეწოდება აღდგენის კოეფიციენტი. 

! თუ დაცემისა და უკუქცევის კუთხეებს აღვნიშნავთ შესაბამად თ-თი და 

8-თი (ნახ. 141), ადვილად მივიღებთ 

–_–_–>>--.--– 
საიდანაც 

(თ. 
(თე – ა; 

I 8. 
(4,6) ტოლობის ძალით, უკანასკნელი ტოლობა მოგვცემს 

ჯ-%2 (4,7) 
(9 ზ 

(4,7) ტოლობა აღდგენის კოეფიციენტის პრაქტიკულად გამოთელის სა- 

შფმუალებას იძლევა, 

აღებული მასალისათვის 7; სიდიდის გამოსათვლელად შეიძლება ვისარ- 

გებლოთ აგრეთვე შემდეგი წესით: ვთქვათ, იდეალური ჰორიზონტალური ზე- 

დაპირიდან 7, მანძილზე სიმძიმის ძალის გავლენით უსაწყისო სიჩქარით ვარ- 
დება ბირთვი (იგულისხმება, რომ ბირთვი და ზედაპირი დამზადებულია ერთი 

და იმავე მასალისაგან, რომლისათვისაც გვინდა # სიდიდის გამოთელა). ვთქვათ, 
ბირთვი დაცემის შემდეგ ზედაბირიდან აირეკლება / მანძილზე. თუ დაცემის 

მომენტში სიჩქარეს აღენიშნავთ #»-თი, ხოლო უკუმცევის · მომენტში წ'-ით, 

ცხადია, გვექნება 

(თ|=I/ 29 |თ'I=V/ 2 9V, (4,8) 
სადაც ყ სიმძიმის ძალის აჩქარებას აღნიშნავს. ვინაიდან განსახილველ შემთხ- 

ვევაში 
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|“ | 

ს 19" 
ამიტომ, (4,8მ) ტოლობების ძალით, ვღებულობთ 

=V/ +. ტ,9) 

აღდგენის კოეფიციენტი /; დამოკიდებულია დაჯახებაში მყოფ სხეულებ- 

ზე და აგრეთვე დაჯახების მომენტში სიჩქარის სიდიდეზე. როცა »2>2.8 >, 
ეკ 

მაშინ ხისთვის #7 =-- სპილოს ძვლისათვის # => -2 მინისათვის / =2 = · 

§ 5. პოცხალი ძალის კანონი (ყკარნო.რს დებულება) 

ვთქვათ, მატერიალური წერტილი ეჯახება იდეალურ, აბსოლუტურად. 

არადრეკად ზედაპირს (მყისვე შედის იდეალურ, აბსოლუტურად არადრეკად 
ბმაში) ან ემორჩილება რა აღნიშნული სახის ბმას, მყისვე გამოდის მისგან. 

ორივე შემთხვევაში ადგილი ექნება წერტილის დაჯახების შემდეგ ძირითად 
განტოლებას: | 

შსს” ––19 = 109. (5,1. 

განვიხილოთ ჯერ ის შემთხვევა როცა წერტილი მყისვე შედის იდვეა- 

ლურ აბსოლუტურად არადრეკად ბმაში. ვინაიდან ამ შემთხვევაში ა LI, 

ამიტომ, თუ (5,1) ტოლობის ორივე მხარეს სკალარულად დზე გავამრავ- 

ლებთ, მივიღებთ _· 

თ '-–-(9.V)1 = (II. თ)=0, 
საიდანაც | ; > 

28'1--2(V-გზ')=9. 

თუ უკანასკნელ ტოლობას გ?--ს'? სხვაობას დავუმატებთ, მივიღებთ 

ფბ მ-მ ს? 2 0--2(თV.V)= (6 9. (5,2» 
თუ მატერიალური წერტილის ცოცხალ ძალას დაჯახებამდე. აღვნიშნავთ ” 1-თი, 
ხოლო დაჯახების შემდეგ #”-ით: 

  

ცხადია, გვექნება 
თ-ო=-> (პს 

(5,2) ტოლობის ძალით, უკანასკნელი ტოლობა მოგვცემს 

ჯე" => ხს– 'ფ'). - (5,» 
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7+--7” სხვაობას დანაკარგ ცოცხალ ძალას ვუწოდებთ, ხოლო ს-ს სხვაო- 

ბას-–დანაკარგ სიჩქარეს. (5,3) ტოლობის ძალით, ვრწმუნდებით კარნოს 

შემდეგი დებულების სამართლიანობაში: 

დებულება. როცა მატერიალური წერტილი მყისვე შედის 
იდეალურ, აბსოლუტურად არადრეკად ბმაში, მაშინ დანაკარ- 
გი ცოცხალი ძალა უდრის დანაკარგი სიჩქარის შესაბამ 

ცოცხალ ძალას. 

ეს დებულება განსახილველი შემთხვევისათვის ცოცხალი ძალის კანონის 

სახელწოდებით არის ცნობილი. 

განვიხილოთ ახლა ის შემთხვევა, როცა მატერიალური წერტილი მყისვე 

გამოდის იდეალური, აბსოლუტურად არადრეკადი ბმიდან. ვინაიდან ამ შემ- 

თხვევაში ს I #95, ამიტომ, თუ (5,1) ტოლობის ორივე მხარეს გავამრავლებთ 

სკალარულად 'ს-ზე, მივიღებთ 

უბ (ი.წ )=0. 
უკანასკნელი ტოლობის ძალით, ცხადია, გვექნება 

უფ? ცზლფ მ-ე 2(6.9)-L289%=(წ წ)... , (5,4 
თუ ბმიდან გამოსვლამდე ცოცხალ ძალას #”-თი აღვნიშნავთ, ხოლო ბმიდან 

გამოსვლის შემდეგ #”-ით, მაშინ მივიღებთ 

თ-თ2=-> დ-ი"). 

(5,4) ტოლობის ძალით, უკანასკნელი ტოლობა მოგვცემს 

I-თ= + (8 –– 9)2. (5,5) 

(5,5) ტოლობა განსახილველი შემთხვევისათვის ამტკიცებს კარნოს დებულებას, 

რომელიც ასე შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ: 

როცა მატერიალური წერტილი მყისვე გამოდის იდეა- 

ლური, აბსოლუტურად არადრეკადი ბმიდან, მაშინ შენაძენი 

ც ოცხალი ძალა უდრის შესაძენი სიჩქარის შესაბამ ცოცხალ 

'·ძალას. 

განყოფილება 2 

'მაზერიალურ წერჭილთია ·სიჩსჭემის დაჯახება 

§ 6. მოძრაობის რაოდენობის განონი 

ვთქვათ, მოცემულია მატერიალურ წერტილთა სისტემა 77, #,,.- M#ი- 

სისტემაში შემავალი წერტილების მასები როგორც ყოველთვის, აღვნიშნოთ 

თბ მვა". ე 7 იით. ურ მატერიალურ წერტილზე ' მოქმედი შიგა და გარე 

ძალების ტოლქმედი აღვნიშნოთ შესაბამად ჯ5-თი და ”-ით. 

- "როგორც ვიცით (იხ. თავი VI, § 6), სისტემის მოძრაობის რაოდენობა ეწო-. 

დება # ვექტორს, რომელიც განსაზღვრულია ტოლობით 
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L 

XI = 2, 91 ზი (6,1) 

ამასთან »; აღნიშნავს 7/,-ური წერტილის სიჩქარეს, მოძოაობის რაოდენო- 

ბის კანონს მატერიალურ წერტილთა სისტემის შემთხვევაში შემდეგი სახე აქეს 

4L ლ #, (6,2) 
ძ 

„'სადაც # წარმოადგენს სისტემაზე მოქმედ გარე ძალთა ნაკრებ ვექტორს. 

(0, +) შუალედში (6,2) ტოლობის ინტეგრებით ვღებულობთ 
<< 

X- #V=| 9 (6,3) 
0 

სადაც M წარმოადგენს სისტემის მოძრაობის რაოდენობის მნიშვნელობას ჯ=0 

მომენტისათვის. . 

აქამდე ჩვენ ვიხილავდით ისეთ მოვლენებს, რომელთათვისაც მოძრაო- 

ბის რაოდენობის (კვლილება უსასრულოდ მცირე + დროში აგრეთვე უსასრუ- 
ლოდ მცირეა. 

ჩვენი მიზანია შევისწავლოთ მატერიალურ წერტილთა სისტემისათვის 

ისეთი მოვლენები, როცა სისტემის მოძრაობის რაოდენობის ცვლილება ძალე- 

ბის მოქმედების უსასრულოდ მცირე « დროში სასრული სიდიდეა. ასეთ მოვ- 

ლენებს სისტემის დაჯახების მოვლენებს ვუწოდებთ, სათანადო 

ძალებს-- დაჯახების ძალებს. ისე როგორც ერთი წერტილის დაჯახების შემ- 

თხვევაში, აქაც ჩვეულებრივი სასრული ძალების მოქმედების ეფექტი (მოძ- 
რაობის რაოდენობის („ცვლილების თვალსაზრისით) უსასრულოდ მცირეა და 
"შეიძლება მხედველობაში არც იქნეს მიღებული. 

ზემონათქვამიდან ცხადია, რომ მატერიალურ წერტილთა სისტემისათვის 

დაჯახების მოვლენა იმაში მდგომარეობს, რომ ·სსისტემის წერტილებზე მყისვე 
იმოქმედებენ დაჯახების ძალები, რომელნიც ი ნ (მიუხედავად მოქმედების 
არეას რეე ე ა რაის რაოდენობის სევ ცვლილებას. შშედე 

სისტემაზე მოქმედ დაჯახების ძალებს გავყოფთ ორ ჯგუფად--შიგა 
და გარე დაჯახების ძალებად, გარე და შიგა დაჯახების ძალების იმპულსებს 

აღვნიშნავთ შესაბამად )ბ-ით და I" მ-ით. 

შემდეგში ნაცვლად იმისა, რომ ვთქვათ სისტემაზე მყისვე მოქმედებენ 
დაჯახების ძალები, ვიტყვით, რომ სისტემა განიცდის დაჯახებას. 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 
< · 

#პ7%=| #ძL, (6,4) 

9 

მაშინ (6,3) ტოლობა ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

## = 1LI0, (6,5) 
სადაც 

ბ#= IX-- #0. ! (6,6) · 
(6,5) ტოლობა იძლევა მოძრაობის რაოდენობის კანონს სისტემის და- 

„ჯახების შემთხვევისათვის, რომელიც ასე შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ: 
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მატერიალურ წერტილთა სისტემის მოძრაობის რაოდე- 
ნობის ცვლილება უსასრულოდ მცირე (0, 2) შუალედში უდ- 
რის დაჯახების გარე ძალთა ნაკრები ვექტორის იმპულსს 
იმავე (0, 1) შუალედში. 

თუ გავიხსენებთ, რომ 

სადაც #/ არის მთელი სისტემის მასა, ხოლო შ,–– სისტემის ინერციის ცენტ- 

რის სიჩქარე, მაშინ (6,5) ტოლობა ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

1#4 9,= "ბ. (6,7) 

§ 7. მოძრაობის რაოდენობის მომენტის კანონი . 

როგორც ვიცით, ერთი მატერიალური წერტილის დაჯახების შემთხვე- 

ვაში მოძრაობის რაოდენობის მომენტის კანონი მოცემულია (2,2) ტოლობით. 

ჩწ-ური მატერიალური წერტილისათვის ამ ტოლობის გამოყენებით ვღებუ- 

ლობთ 

ბ(7.ი%V1=(V - IVI)+ (7. IL მ, 0, 

სადაც 7; აღნიშნავს M#»ური წერტილის რადიუს-ვექტორს რაიმე უძრავი 0 

წერტილის მიმართ, 77%; და #'მძ, აღნიშნავენ M#,ურ წერტილზე მოქმედ დაჯა- 

ხების გარე და შიგა ძალთა იმპულსებს. თუ (7,1) ტოლობას შევაჯამებთ ჯ 

ინდექსით და გავითვალისწინებთ, რომ დაჯახების შიგა ძალთა იმპულსების 

მომენტების ჯამი ნულის ტოლია, მივიღებთ 

ბC= I, (7,2) 

სადაც C წარმოადგენს მატერიალურ წერტილთა სისტემის მოძრაობის რაო- 

დენობის მომენტს (კინეტიკურ მომენტს), ხოლო LV წარმოადგენს სისტემაზე 
მოქმედ დაჯახების გარე ძალთა იმპულსების ნაკრებ მომენტს 0 წერტილის 

მიმართ. 
(7,2) ტოლობა იძლევა სისტემის დაჯახების შემთხვევისათვის მოძრაო- 

ბის რაოდენობის მომენტის კანონს, რომელიც ასე შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ: 

მატერიალურ წერტილთა სისტემის დაჯახების შემთხ- 
ვევაში სისტემის მოძრაობის რაოდენობის მომენტის ნაზრ- 
დი უდრის სისტემაზე მოქმედ დაჯახების გარე ძალთა ი08მ- 
პულსების ნაკრებ მომენტს. 

(7,2) განტოლება, რომელიც სასრულ სხვაობიან განტოლებას წარმოად- 
გენს, სისტემის დაჯახების შემთხვევაში ისეთივე როლს ასრულებს, როგორსაც 
სისტემის ჩვეულებრივი მოძრაობის შემთხვევაში განტოლება 

ძთ  –- 
_Xო- ვ 7; L (7,3) 

სავსებით ისევე როგორც მატერიალურ წერტილთა სისტემის ჩვეულებ- 
რივი მოძრაობის შემთხვევაში აქაც შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ მოძრაობის 
რაოდენობის კანონი, დახასიათებული (7,2) ტოლობით, სამართლიანია არა 
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მარტო კოორდინატთა უძრავი სისტემის მიმართ, არამედ ისეთი სისტემის 
მიმართაც, რომლის სათავე მოთავსებულია ინერციის ცენტრში და ძირითადი 

(უძრავი) სისტემის მიმართ მოძრაობს გადატანით. 

§ 8. ცოცხალი ძალის კანონი სისტემის დაჯბახების შემთხვევისათვის 

(კარნოს დებულება) 

ვთქვათ, მატერიალურ წერტილთა სისტემის დაჯახება მდგომარეობს 

შემდეგში: | 

19. მატერიალურ წერტილთა სისტემა მყისვე შედის იდეალურ, აბსო- 

ლუტურად არადრეკად ბმაში; 

29. მატერიალურ წერტილთა სისტემა მყისვე გამოდის ზემოაღნიშნული 

სახის ბმიდან. 

ორივე შემთხვევაში შეიძლება დავწეროთ ყოველი MX ური წერტილის 

დაჯახების შემდეგი ძირითადი განტოლება: 

იმ 9, -––- 911: 9:= 1ბ,. (8,1) 

პირველ შემთხვევაში 

3,(#” LV) =0, (8,2) 
151 

ხოლო მეორე შემთხვევაში 

I) · 
· 

2,(9%. V)=0, (8,3) 
(=1 

ამასთან »; და თ აღნიშნავენ დაჯახებამდე და დაჯახების შემდეგ #,ური 

წერტილის სიჩქარეებს), · 

განვიხლოთ ჯერ პირველი შემთხვევა, გავამრავლოთ (8,1) ტოლობის 

ორივე მხარე სკალარულად თ',-ზე და ავჯამოთ 1 ინდექსით, (8,2) ტოლობის 

ძალით, მივიღებთ 

7 

2, ს “-––Cფ.V)1=9. (8,4) 
§=1 

თუ დაჯახებამდე და დაჯახების შემდეგ სისტემის ცოცხალ ძალას აღვნიშნავთ 

შესაბამად 7-თი და ჯ”ით და შევადგენთ #'--7” სხვაობას, მივიღებთ 

2 I--7/'== 1> თ (0-ს). (8,5) 
§:1=1 

თუ (8,4) სიდიდეს დავუმატებთ (8,5) ტოლობის მარჯვენა მხარეს, მივიღებთ 

ჯ--”წ -1> ი (თ-ს თ )ზ. (8,6) 
§=1 

(8,6) ტოლობის ძალით, ჩვენ ვრწმუნდებით სისტემის დაჯახების შემთხ- 

ვევაში კარნოს შემდეგი დებულების სამართლიანობაში: 

1 მატერიალურ წერტილთა სისტემის დაჯახების შემთხვევაში ეს ტოლობები შეიძლება 

დაედოს საფუძვლად აბსოლუტურად არადრეკადი ბმის განსახღვრას, 
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, დებულება. როცა მატერიალურ წერტილთა სისტემა მყის- 
ვე შედის იდეალურ, აბსოლუტურად არადრეკად ბმაშმი, მა- 
შინ დანაკარგი ცოცხალი ძალა უდრის დანაკარგ სიჩქარე- 
თა შესაბამ ცოცხალ ძალას, 

ეს დებულება იძლევა ცოცხალი ძალის კანონს მატერიალურ წერტილთა 

სისტემის დაჯახების განსახილველი შემთხეევისათვის. 

განვიხილოთ მეორე შემთხვევა. თუ (8,1) ტოლობის ორივე მხარეს გა- 

ვამრავლებთ ჯ;-ზე, შევაჯამებთ ჯ ინდექსით და გავითვალისწინებთ (8,3) ტო- 
ლობას, მივიღებთ 

ა IV · 7) –იზ1=0. (8,7) 
(=1 

ცხადია, გვეგნება 

I --27= 13% 9 (0 '–-–ცზი. 
§51 

თუ ამ ტოლობის მარჯვენა მხარეს გამოვაკლებთ (8,7) სიდიდეს, მივიღებთ 

#'-7= 13 ესი –– წ). (8,8) 
(51 

უკანასკნელი ტოლობა იძლევა მატერიალურ წერტილთა სისტემის დაჯახების 
განსახილველ შემთხვევისათვის კარნოს დებულებას (ცოცხალი ძალის კანონს), 

რომელიც ასე შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ: 

როცა მატერიალურ წერტილთა სისტემა მყისვე გამო- 

დის იდეალური, აბსოლუტურად არადრეკადი ზბმიდან, მაშინ 
სისტემის შენაძენი ცოცხალი ძალა უდრის შენაძენ სიჩქარე- 

თა შესაბამ ცოცხალ ძალას. 

§ 9. დალამბერ–ლაბრანჟის განტოლება სისტემის 
. დავბახების შემთხვევაში 

ვთქვათ, მატერიალურ წერტილთა სისტემა, რომელიც განიცდის დაჯა- 

ხებას, ემორჩილება იდეალურ, პოლონომურ, ორმხრივ ბმებს. 7/,-ურ მატე- 

რიალურ წერტილზე მოქმედი რეაქციის ძალის იმპულსი აღვნიშნოთ ით. 
ვინაიდან ბმები იდეალურია, ამიტომ ადვილად დავრწმუნდებით შემდეგი ტო- 

ლობის სამართლიანობაში: 

(VI. 70 =0, დ,1) 
«51. 

სადაც 87(66=1, 2... 2) წარმოადგენს სისტემის შესაძლო გადაადგილებას, 

თუ სისტემაში შემავალი ყოველი მატერიალური წერტილისათვის დავ- 
წერთ წერტილის დაჯახების ძირითად განტოლებას, მივიღებთ 

ტბ»ს 9,= I%+ L% (=1, 2,..., #), (9,2) 
სადაც #9 აღნიშნავს 7/#/,--ურ მატერიალურ წერტილზე მოქმედი დაჯახების 

შიგა და გარე ძალების ნაკრებ იმპულსს. თუ (9,2) ტოლობის ორივე მხარეს 
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"გავამრავლებთ სკალარულად „მ;--ზე, შევაჯამებთ და გავითვალისწინებთ (9,1) 
ტოლობას, მივიღებთ 

3 ( #9 ბითი · 87)=90. (9,3) 
§«=1 

ეს ტოლობა, ცხადია, კიდევ ასე შეიძლება გადავწეროთ: 
” 

1 ((>%–- 072.) 2დ,+-(X %–– გი!,)',) 6V--++C>Vმ--––-402/>,) 96,,=0, (9,4) 
151 

სადა 

. (X%, I%, 2%)= XV,. 

(9,3), ანუ, რაც იგივეა, (9,4) განტოლება წარმოადგენს სისტემის და- 

ჯახების შემთხვევისათვის დალამბერ-ლაგრანჟის განტოლებას (მექანიკის ზოგად 
განტოლებას). 

§ 10. ლაგრანჟის პირვმლი გვარის განტოლებები სისტემის 
დავბახების შემთხვევისათვის 

ვთქვათ, მატერიალურ წერტილთა სისტემა ემორჩილება შემდეგი სახის 
იდეალურ, პოლონომურ, ორმხრივ ბმებს 

#=(თ,, 7), 2), 1)=9 (თ=1, 2).... 7). (10,1) 

როგორც VI თავის § 4-ში იყო ნაჩვენები, ამ ბმების შესაბამი რეაქციის ძალე 

ბი გამოითვლებიან შემდეგი ფორმულებით: 

ჰალ), 25 +), -%. +.. - LC) 9/X 
ით, 2, 

შა=» თ 2. მ# ს... +X» მ/». (10,2) 
ძწ : მწ. 

შ,=), 94+ # 147, CC .+..+X 2 , 
ძი: 

სადაც %,, 7... ს არმოალაენი  ლაგრანჟის განუზღვრელ მამრავლებს 

ვთქვათ, მატერიალურ წერტილთა სისტემა, რომელიც (19,1) სახის 
ბმებს ემორჩილება, განიცდის დაჯახებას. (10,2) ტოლობების საფუძველზე, 

რეაქციის ძალების იმპულსები გამოითვლებიან ფორმულებით 

= > XV 2“ ებ 

- L 

1%= | 31, 2C - "ძნ (10,3) 
0 51 

  

  

4 L ძ/» 
8#ი=| 2» <5=V. 

0 თ=1 %: 
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თუ (9,2) სისტემას დავაგეგმილებთ კოორდინატთა 0»/# სისტემის ღერ- 
ძებზე და გავითვალისწინებთ (10,3) ტოლობებს, მივიღებთ 

        

- IL მ/ 

ბ,,,;,= X9მ +I 1? 7» -- (VI, 
0 ჯ51 ძი; 

«LI 
, · მ/" 

ბსსეს=IM/4%-- | 9 > –““ ი, 10,4 
I> მ, ( · ) 

+... 

ა)!,31)=27%+4+ 3» 9 
0 «=1 

უკანასკნელი სისტემა წარმოადგენს ლაგრანჟის პირველი გვარის გან- 

ტოლებებს მატერიალურ წერტილთა სისტემის დაჯახების შემთხვევისათვის, ამ 

სისტემას უნდა დავუმატოთ აგრეთვე ბმის (10,1) განტოლებები. (10,4) და 

(10,1) სისტემის სახით ჩვენ გვაქვს 3 # –-/; განტოლება ამდენივე რაოდენო- 

ბის »,, ყი 2 (%=1, 2,-...:/) Xა #,··-,- უცნობებით. ამრიგად, (10,4) და 

(10,1) განტოლებები შეადგენენ სისტემის დაჯახების შემთხვევაში განტოლე- 

ბათა სრულ სისტემას, 

§ 11, ლაგრანჟუის მეორე გვარის განტოლებები სისტემის 
დავბახსების შემთხვევისათვის 

ვთქვათ, მატერიალურ წერტილთა სისტეზა, რომელიც ემორჩილება (10,1) 

სახის ბმებს, განიცდის დაჯახებას, ისე როგორც VI თავის § 10-ში, შემოვი- ე გახიცდის დაჯაზე ე გოოც ვის ა ეძოვ 
ღოთ განზოგადებული კოორდინატები /,, V,,-.-, , და სისტემის დეკარტის 

კოორდინატები გამოვსახოთ განზოგადებული კოორდინატების საშუალებით: 

ს=ეჯ(CVI, ძგ2)."': (8) ა). 

VML=+M(0ჯ. მაა, 0, L), (11,1) 

: 2:== %(ძ (ვ... 0, ს). 

ცხადია, გვექნება 

     

მი; < 2, VI”) 2 ა 

თუ ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ დალამბერ-ლაგრანჟის (9,4) განტოლებაში, 

მივიღებთ 

მთ, : ; 
>ბი 2 (295) ღვი ქი უი "2" “ 

მი; «, »X=1 

=»ა ბთ 2ე| ა დ «2 ი92 +4ბ ფას" ავი + ბრა ია + –“=0. (11,2) 
751 #=1 ყკ 

– 
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ცხადია, გვექნება 

ბ 0) % = 4 C თ" 2) ჰმ? «ბ( ში) – (იი )ბ 214) ' (11,3) 
ძ, 9 ძ, 

როგორც ადვილი მისახვედრია, გარკვეული სიზუსტით ადგილი აქვს შემდეგ 

ტოლობას: , 

გ ნა ტე. (11,4) 
მე,/ ძი, 

ვინაიდან დაჯახების დროის განმავლობაში სისტემის წერტილების გადა- 

ადგილება უსასრულოდ მცირეა, ამიტომ გარკვეული მიახლოებით შეიძლება 

მივიღოთ, რომ 4ტა,=0 და, მაშასადამე, #4 (3> |=0. ამის შემდეგ, (11,3) ტო- 
9“ : 

ლობის ძალით, ცხადია გვექნება 7 

ტბ (9 ა) მთ, =46 C> 2) , 

იი ძი, 

იბ 0I(IL1V) –“– ი გი=ბ(თ კ, 2), (11,5) 
მი; ძი; 

ბ (IV #”") მ2?.გ (= # C2 ) , 
ძი, მი, 

ამასთან ორი უკანასკნელი ტოლობა დაწერილია პირველის ანალოგიურად. 

თუ ამ მნიშვნელობებს (11, 2) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ : 

,. მყ, 02, 
> C, ,ზი,-– ფბცბბათ(იე: + წე %+7 რი )-თ. .(11,6) 
351 (=1 

  

სადაც 

C ძო: მყ. მ#; =%'/ ჯ9, 95! | X9, ი იოშუქლივ! 
2( მი, 7 ძი; 

როგორც ლაგრანჟის მეორე გვარის სნტოდებბის გამოყვანის დროს 

იყო ნაჩვენები (იხ. VI თავის § 10) 

მთ მთ,  ძჯ _ძყს" მჯ; _ მ2+ 
- მი; მი'; ძმ; ძი'; ” მძ; პი,“ 

· უკანასკნელი ტოლობების გათვალისწინებით გვექნება 

მ», მყ _მ2; C C- ,, 9V+ : მ2 2) - 
7 ჯჯ“–“– +V “ ' = სს 27ა--> '+/ –+2#' 2! 

> (> ' მძ; “პე, 123ე, ძი, : 2, ” ძი “მი 7 ძი ” 

მ C მჯ 
– I/(7) (დ'შ1-+ 7? + წ“ “5 – 

წ, 2 მიც 

სადაც » სისტემის ცოცხალ ძალას აღნიშნავს. 
§)8 

1 
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თუ ამ მნიშვნელობას (11,6) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

=(C ს-ა 2%-) V,-ი. (11,7) 
ო მი; ! 

ვინაიდან გე,, მიკ,.... 2/, სიდიდეები დამოუკიდებელი ვარიაციებია, ამიტომ, 

უკანასკნელი ტოლობიდან ვღებულობთ 

4 ლ (1=1, 2,..-, 8). (11,8) 
მი, 

(11,8) სისტემა წარმოადგენს ლაგრანჟის ზეორე გვარის განტოლებებს 
სისტემის დაჯახების შემთხვევისათვის. 

განყოფილება 3 

მყარ სხეულთა დაჯახება 

§ 12. მილმრის დინამიკური განტო.ლებები ერთი უძრავი წერჭილის 
მქონე მქარ სსეულჭჯე დავბახების შემთხვევაშფი 

ვთქვათ, მოცემულია ერთი უძრავი წერტილის მქონე მყარი სხეული, 
რომელიც განიცდის დაჯახებას. თუ მყარ სხეულს წარმოვიდგენთ, როგორც 

მატერიალურ წერტილთა ერთობლიობას და გავიხსენებთ მისთვის მოძრაობის 

რაოდენობის მომენტის კანონს (იხ. (7,2) ტოლობა), მივიღებთ 

ბ 6 ==), (12.1) 

სადაც C წარმოადგენს მყარი სხეულის მოძრაობის რაოდენობის მომენტს: 

სხეულის უძრავი 0 წერტილის მიმართ, Lს-– მყარ სხეულზე მოქმედ დაჯახების 

გარე ძალთა იმპულსების ნაკრებ მომენტს იმავე 0 წერტილის მიმართ. მოძ- 

რაობის რაოდენობის კანონს კი მყარი სხეულისათვის ექნება სახე 

#ტX = I მს, : (12,2) 

სადაც #X მყარი სხეულის მოძრაობის რაოდენობაა, 9-- დაჯახების გარე ძალ- 

თა ნაკრები იმპულსი, 1ჰზპ––რეაქციის ძალის იმპულსი. 

როგორც ვიცით, C ვექტორის კომპონენტები გამოითვლება ფორმუ- 

ლებით | 

C6=ძ.იე)--ყ ძ-ძი,', 

(„ყლ –ძ იე +ძეყი–ძყის ს (12.3) 

6.,= –ყით: –ყსყიეძ+6+V,ი, · 

სადაც ძ» ძა. ა 9 ინერციის ტენზორის კომპონენტებია, ხოლო 7, ე, 1 

წარმოადგენენ ბრუნვის თ მყისი კუთხური სიჩქარის კოორდინატებს. თუ კოორ- 
დინატთა 04:/2 სისტემის ·/ღერძებად მივიღებთ მყარი სხეულის 0 წერტილის 

შესაბამ ინერციის მთავარ ღერძებს, მაშინ, როგორც ვიცით, ინერციის ნამ- 
რავლები ნულის ტოლია და (12,3) ტოლობები მოგვცემს 

Cთ-= 4», Cთ – 8ი, C6.=C/, (12,4) 
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სადაც 
4=V)7ი, #8=ყ)V, C=VV 

თუ (12,1) ტოლობას დავაგეგმილებთ კოორდინატთა ღერძებზე და გა- 

ვითვალისწინებთ (12,4) მნიშვნელობებს, მივიღებთ 

4(”-–1%)=- LV 

83(0–ძა)=# (12,5) 

C C0I"––?“ი) = #9, 

სადაც თ.=(/ ძი, ე) წარმოადგენს ბრუნვის მყისი კუთხური სიჩქარის მნიშე- 

ნელობას ჯ=0 მომენტისათვის. (12,5) სისტემა წარმოადგენს ეილერის დინა” 
მიკურ განტოლებებს მყარი სხეულის დაჯახების განსახილველი შემთხეევისა- 

თვის. ამ სისტემას უნდა დაემატოს აგრეთვე ეილერის კინემატიკური განტო- 

ლებები: 

#)= დ §51ს 9510 დ-L9" 005 დ, 

ი=0' 5I0 9605 დ–- 9 510 დ, (12,6) 

7= ს 005 9-LC", 
სადაც დ, ს, § ეილერის კუთხეებია. 

§ 13. უძრავი ღერძის გარშემი. მბრუნავ სხემულჭჯე ღდავბახება 

ვთქვათ, გვაქვს მყარი სხეული, რომელსაც შეუძლია ბრუნეითი მოძრაო- 

ბა რაიმე უძრავი ღერძის გარშემო. მივიღოთ ეს ღერძი.02 ღერძად. როგორც 

ვიცით, მყარი სხეულის ბრუნვა ღერძის გარშემო შეიძლება წარმოვიდგინოთ 

როგორც სხეულის ისეთი არათავისუფალი მოძრაობა, როცა ბრუნვის ღერძზე 
მოთავსებული მისი რაიმე ორი თ და. ხ წერ- 

ტილი უძრავია (ნახ. 142). ვთქვათ, ამ სხეულს 

ეჯახება სხვა რომელიმე სხეული # ძალით, 

რომლის იმპულსიც არის XX". დაჯახებით _გა- 

მოწვეული რეაქციის ძალები იყოს 4 და #8, 

მათი იმპულსები აღვნიშნოთ „ 4ზ და 7/ბ-ით. 

მოძრაობის რაოდენობისა და მოძრაო- 

ბის რაოდენობის მომენტის კანონები მოგვ- 

„ცემენ 

  

#ტM= 4 -) ცბ-L I, (13,1) 

ა6=(0ი . 41+ (0ხ ..8'+ XL", (13,2) 
სადაც # მყარი სხეულის მოძრაობის რაოდენობაა, C--მოძრაობის რაოდე- 
ნობის მომენტი 0 წერტილის მიმართ, #Lმ-– დაჯახების ძალის იმპულსის მო- 

მენტი იმავე 0 წერტილის მიმართ. 

| მყარი სხეულის მოძრაობის რაოდენობა ასე შეიძლება წარმოვადგინოთ 

(იხ> თავი VII, § 8): 

: # =779:=7L CV . #1 (13,3) 
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სადაც თ, წარმოადგენს ინერციის ცენტრის სიჩქარეს, ხოლო თ– ბრუნვის კუთ- 
ხურ სიჩქარეს. თუ ამ მნიშვნელობას (13,1) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

1410. #)= 4%-L 7ბ-L 19. (13,4) 
შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ინერციის (ცენტრის გადაადგილება ძალის მოქ- 

მედების უსასრულოდ მცირე (0, ჯ) შუალედში უსასრულოდ მცირეა, მართ- 
ლაც, (13,3) ტოლობა მოგვცემს 

(ს) 

საიდანაც 

« 

1/0%-7) = | #ი. (13,5) 
9 

ვინაიდან + უსასრულოდ მცირეა, ხოლო #-– სასრული ვექტორი, ამიტომ 
ზემონათქვამის სამართლიანობა ცხადია. 

ვინაიდან ტი), უსასრულოდ მცირეა, ამიტომ, გარკვეული სიზუსტით, 

ტბ თ./)ლ=–(4C .#I. (13,6) 

თუ ამ მნიშვნელობას (13,4) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

7/( ბთ .#,ე)= 4%-+- ც"'+#. (13,7) 
ამ ტოლობის კოორდინატთა ღერძებზე დაგეგმილებით ვღებულობთ 

–7/ყ.ბთ = 4%+-#8მ%-L-I,, 

Mთ,.ტთ = 4ზ,-L 8%+ #%, (13,ზ) 

0= 4%-L 8"'.-+-#%,. 

ვინაიდან 02 ღერძი ემთხვევა ბრუნვის ღერძს, რომელზედაც დამთხვეულია 

ბრუნვის კუთხური საჩქარე თ, ამიტომ 

თ=(0, 0, თ) 

და (12,3) ფორმულები მოგვცემს 

C–= –ყ.!ა, Cთე=-–-ყ,ი, C, == თ.ა. (13,9) 

თუ (13,2) ტოლობას დავაგეგმილებთ კოორდინატთა ღერძებზე და გა- 

ვითვალისწინებთ (13,9) ტოლობებს, მივიღებთ 

–_ წლილღდ) = ს%–-ს4%--ს 3, 

–ყებათ = წგლლიე 4%-- IL 8შ%, 

ძ ტი = #ზ,. 

(13,10) 

სადა 
5აც M=0თ, IM =C0ხ. 

უკანასკნელი განტოლება, რომელიც რეაქციის იმპულსებს არ შეიცავს, 
წარმოადგენს განსახილველ შემთხვევაში დაჯახების ძირითად განტოლებას. 

(13,8) სისტემიდან და (13,10)-ის პირველი ორი განტოლებიდან რეაქციის 
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ძალების იმპულსები უნდა განისაზღვრონ. 24%, 74%, 4%, )ჯ%. 8%,, 8, 6 
სიდიდის მოსაძებნად გვაქვს 5 განტოლება და, მაშასადამე, საქმე გვაქვს 
ჩვენთვის უკვე ცნობილ (იხ. თავი VII, § 15) სტატიკურად განუსაზღვრელი 

შემთხვევის ანალოგიურ შემთხვევასთან. როგორც ადვილი მისახვედრია, ზემო- 
ხსენებული განტოლებებიდან ცალსახად განისაზღვრებიან 24%, #%, #8", ,8', 
სიდიდეები. (13,8) სისტემის უკანასკნელ განტოლებიდან განისაზღვრება „249,4I- 

+218', ჯამი. თუ 49%, და ჯ#8', სიდიდეებიდან ერთი მათგანი ცნობილია, მაშინ 

მეორე ცალსახად განისაზღვრება. 
გამოვარკვიოთ თუ რა შემთხვევაში არ გადაეცემა დაჯახება ბრუნვის 

რძს 
წმ თუ დაჯახება ბრუნვის ღერძს არ გადაეცემა, მაშინ 4მძმ = 899მ-20 და 

(13,8) და (13,10) სისტემები მოგვცემენ _· 

– -4 = 0. MVბი=X (13,11) 
M# თატთ = X%, 

#9ზ%,=0, (13,12) 

–-- =79 თ” .,რტი = /, = (13,13) 

–ჰ,,ბთ = Lზ. 

(13,12) ტოლობის ძალით, #2? მართობი უნდა იყოს ბრუნვის ღერძისა და, 
მაშასადამე, ზოგადობის შეუზღუდველად, კოორდინატთა სისტემა ისე შეიძლება 

ავიღოთ, რომ ჯმ მოთავსებული იყოს უ0ყVყ სიბრტყეში და ამასთან მ I 0 

(ნახ. 142). ამ შემთხვევაში, („ხადია,. მ„= #,9„=0 და (13,13) ტოლობების ძალით 

ძ.=V,.=0. უკანასკნელი ტოლობები გვიჩვენებენ, რომ ბრუნვის ღერძი უნდა 

იყოს ინერციის მთავარი ღერძი, ვინაიდან #მ%=0, ამიტომ (13,11) სისტემის 

მეორე განტოლებიდან ვღებულობთ, რომ 2-0 და, მაშასადამე, ინერციის 

ცენტრი V02 სიბრტყეში უნდა იყოს მოთავსებული. 

(3,10)-ის უკანასკნელი ფორმულის ძალით გვექნება 

თ. ბთ=–»უX#%,, 

სადაც უ არის კოორდინატი იმ წერტილისა, სადაც წეს ვექტორის მიმართუ- 
ლება ყ ღერძს გადაკვეთს. უკანასკნელი ტოლობის ძალით (13,11) მოგვცემს 

თV!. M-- ე: (13,14) 

აქედან გამომდინარეობს, რომ უ და'ყ, სიდიდეებს აქვთ ერთნაირი ნიშანი. 

  

ამრიგად, თუ ბრუნვის ღერძს, დაჯახება არ გადაეცემა, მაშინ აუცილებ- 

ლად: 1) #? მართობია ბრუნვის ღერძის, 2) ბრუნვის ღერძი წარმოადგენს 
ინერციის მთავარ ღერძს, 3) თუ კოორდინატთა სისტემა ისეა არჩეული, რო- 

გორც ზემოთ იყო აღნიშნული, მაშინ ინერციის ცენტრი მოთავსებულია V02 

სიბრტყეში, 4) დაჯახების ძალის სიდიდე (იგულისხმება, რომ #ბ? პარალელუ- 
რია 02 ღერძის) განისაზღვრება (13,11) სისტემის პირველი განტოლებით: 

#მ=#ზ=-–--//ყ, ტთ. 

5) ყ ღერძს #% ვექტორის მიმართულება გადაკვეთს ბრუნვის ღერძიდან 

იმ მხარეს, საითაც მოთავსებულია ინერციის ცენტრი, ამასთან #?! ვექტორის 
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მიმართულებისა და ყ ღერძის გადაკვეთის წერტილის კოორდინატი უ გამო- 
ითვლება (13,14) ფორმულით (ჟუ და ყ,; ერთმანეთთან დაკავშირებულია (13,14) 
ფორმულით) | | 

ადვილია ჩვენება, რომ · პირიქით, თუ ეს პირობები შესრულებულია, მაშინ 
დაჯახება არ გადაეცემა ბრუნვის ღერძს, 

ამრიგად, ჩვენ ვიპოვეთ აუცილებელი და საკმარისი პირობები იმისა, 
რომ დაჯახება ბრუნვის ღერძს არ გადაეცეს. 

ამოცანები 

1. ვთქვათ, კუბი, რომლის მასა უდრის 7/-ს და წიბო ქ-ს, სრიალებს 

პორიზონტალურ' იატაკზე და ყ სიჩქარით ეჯახება უძრავ # "საყრდენს (ნახ, 
143), რომლის სიმაღლეც მხედველობაში არ მიიღება (სიმცირის გამო). გამოვ- 
თვალოთ დაჯახების შემდეგ სიმძიმის ცენტრის სიჩქარე ყ., თუ დაჯახება აბ- 

სოლუტურად არადრეკადია. გამოვარკვიოთ, აგრეთვე, როგორი უნდა იყოს 
სიჩქარე ფუ, რომ კუბი გადაბრუნდეს. 

ვინაიდან დაჯახება არის აბსსოლუტურად არადრეკადი, ამიტომ დაჯახე- 
ბის განმავლობაში კუბი იქნება შეხებაში # საყრდენთან და, მაშასადამე, და- 
ჯახების შემდეგ კუბი დაიწყებს ბრუნვას წერტილზე გამავალი ჰორიზონ- 

ტალური ღერძის გარშემო (ნახ. 143) გარკვეული თ კუთხური სიჩქარით, (7,2) 

ტოლობის გამოყენებით ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ბრუნვის ღერძის 
მიმართ მოძრაობის რაოდენობის · მომენტი 
დაჯახებამდე და დაჯახების შემდეგ იქნება 

ერთი და იგივე დაჯახებაზდე ხსენებული 

მომენტი გამოითვლება ფორმულით 

    

რა= MV --. 0) აიი 7 ' 

დაჯახების შემდეგ მოძრაობის რაოდენობის ნახ, 143, 
მომენტი ბრუნვის ღერძის მიმართ, VII თავის (14,7) ფორმულის ძალით, ივგნება 

(+ =V ყ0, (2) 

სადაც #/ც არის ინერციის · მომენტი ბრუნვის ღერძის მიმართ, თ -– ბრუნვის 

კუთხური სიჩქარე. 

როგორც უკვე იყო აღნიშნული, დაჯახებამდე და დაჯახების შემდეგ მოძ- 
რაობის რაოდენობის მომენტი ბრუნვის ღერძის მიმართ უნდა იყოს ერთი და 
იგივე, ამიტომ თუ (1) და (2)-ს ერთმანეთს გავუტოლებთ, მივიღებთ 

Mი--- =ყყც0C. (C)) 

VII თავის § 3-ში დამტკიცებული შტეინერის დებულების ძალით, გვექნება 
« ზ . ზ 

"სადაც V, არის ინერციის მომენტი სიმძიმის ცენტრში გამავალი პჰორიზონტა- 
ლური: ღერძის ბარშემო, რომელიც ბრუნვის ღერძის პარალელურია. ადვილად 
მივიღებთ, რომ (იხ. VII თავის # 1 ამოცანა) 
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1 
ძ.=-- 0". (5) 

თუ ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (4)-ში, მივიღებთ 

2 
ძ,= 3. #IC?. (6) 

(6)-ის ძალით, (3) მოგვცემს 
3 უუ · 

(უშ)ლ–- -–-, ( ”) 

4 თ 

ვინაიდან დაჯახების შემდეგ გვაქვს ბრუნვა #/ წერტილზე გამავალი პორიზონ- 

ტალური ღერძის გარშემო, ამიტომ გვექნება 

  

8 X#-= |C · ICI, 
აიდანაც _ 

)-=| C#I | თ= LM ა=- 3M 2 (8) 

“ /” 2. 8 

როგორც ადვილი მისახვედრია, კუბი რომ გადაბრუნდეს, ამისათვის სა- 

ჭიროა დაჯახების შედეგად მისმა სიმძიმის ცენტომა აიწიოს >> სიმაღლე- 

მდე, ამრიგად, დაჯახების შედეგად კინეტიკური ენერგია უნდა იყოს იმდენად 

დიდი, რომ სიმძიმის ცენტრმა ხსენებულ სიმაღლემდე აიწიოს. VII თავის 

(20,2) ფორმულის ძალით, დაჯახების შემდეგ კინეტიკური ენერგია იქნება 

1 2 ) 2 3 
ჩ=-. – /MV;?. (+ - ს =--- ჟი, (9) 

2 ვ . 16 

ეს ენერგია უნდა დაიხარჯოს მუშაობაზე, რომელიც საჭიროა სიმძიმის 

CC 
ცენტრის >> სიმაღლეზე ასაწევად, რის გამოც, (კოცხალი ძალის კანონის   

საფუძველზე, გვექნება 
3 ი. ; “– M»მ=7/ყ («ი 2 ==. 
16 2 2 

საიდანაც ვპოულობთ ჯ-ს მინიმალურ მნიშვნელობას, რომელიც საჭიროა კუ- 

ბის გადასაბრუნებლად: : 

ა=2V/ 2 იი (/( 2-1). 00) 
5. ძელი, რომლის მასა უდრის )ჯ#-ს და სიგრძე I-ს, დაკიდებულია 0 

წერტილში სახსრის საშუალებით. ეს ძელი პორიზონტალური მდებარეობიდან 
ვარდება ნულის ტოლი საწყისი სიჩქარით და როცა მიიღებს ვერტიკალურ 

მდებარეობას, ეჯახება „ მასის მქონე 0 ტვირთს და ანიჭებს მის გარკვეულ 

მოძრაობას პორიზონტალურ ხორკლიან სიბრტყეზე. ხახუნის კოეფიციენტი 

უდრის /-ს, ხოლო დაჯახება არის აბსოლუტურად არადრეკადი, ვიპოვოთ 
ძელის 0 წერტილის გარშემო ბრუნვის კუთხური სიჩქარე დაჯახების მომენტ- 

ში თე და აგრეთვე მანძილი, რომელსაც დაჯახების შედეგად ტვირთი გაივ- 

ლის ზემოთ აღნიშნულ სიბრტყეზე (ნახ. 144), _ 
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01) | ძ ლის ცოცხ არის 09ე 0-ალი ძალა დაჯახების მომენ დაჯახების მომენტში. VI 
სადა0 „ის ძალით | შავის (2,2) ფორ უე თ. 

ჯ=ქყ ი. 

2.” (12 ხებ 
) 

თ, არის დაჯახების მომენტში ძელის 0 წერტილის გარშემო ბC 
საღ. ლი კუთხური სიჩქარე, ხოლო ”» არის ინერციის მომენტი 0 წენაწვის 

  

  

    

ბ საძიე , , ტილ. 

0 =- 

/ 

/7//, // / 

ნახ. 144, 

ში გავლებული # ღერძის გარშემო, რომელიც 04 ძელის მართობია. ადვილად 

მივიღებთ, რომ /=-- MI8 და მაშასადამე, 

#=-- M შთა”. 

თუ ამ მნიშვნელობას (11)-·ში შევიტანთ და განვსახლვრავთ თკ-ს, მივიღებთ 

4, =1/ 29. (13) 

(7.2) ტოლობის გამოყენებით ვრწმუნდებით, რომ ბრუნვის #ტ ღერძის 

მიმართ მოძრაობის რაოდენობის მომენტი დაჯახებამდე და დაჯახების შემდეგ 

ერთი და იგივეა, რის გამოც გვექნება 

ჰყ თა =ძყ თე -+91?თე', 

სადაც თე: არის ძელის ბრუნვის კუთხური სიჩქარე დაჯახების შემდეგ. უკა- 

ნასკნელი ტოლობიდან ვღებულობთ 
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(0ც == = (0: = · (14) 
ძ-6-ი!'"! 1#--3 M-+- პ » 1. 

ცხადია, დაჯახების შემდეგ 0 ტვირთის სიჩქარე იქნება 

წ #7 ვე M – : 

” ი“ უტ/)ვ3» 1 #+ ვე“ ? 05 
ამის შემდეგ ცხადია, რომ 0 ტვირთის კინეტიკური ენერგია გამოითვლება 

ფორმულით 

„_ ხხ 3 I 2 : 
ლლ |) ყი. (16) 

· 2 2 LM -–+3%» 

ეს კინეტიკური ენერგია იხარჯება მუშაობაზე რომელიც საჭიროა ხორკლიან 

სიბრტყეზე 0 ტვირთის გაჩერებამდე მოძრაობისათვის, ამიტომ, ცხადია, 

2?'= #2, | (17) 

სადაც დ არის საძიებელი მანძილი, რომელსაც 0 ტვირთი დაჯახების შემდეგ 
გაივლის, (17) ტოლობიდან პულ 

  

ი იძ 275 –+3 » (19) 

3. სამი სავსებით დრეკადი სფერო, რომელთა შასებია თბ მშშეს შვა მო-. 

თავსებულია ერთი და იმავე წრფეზე. »I., სფერო ეჯახება I, სფეროს მოცე- 

მული ს სიჩქარით, რის გამოც #, სფერო ეჯახება #1 სფეროს. როგორი 

უნდა იყოს »I, მასა, რომ ჯვ სფეროს სიჩქარე იყოს მაქსიმალური? (პიუგენ- 
სის ამოცანა). 

ვთქვათ «, და #«, არის პირველი და მეორე სფეროს სიჩქარეები მათი 

დაჯახების შემდეგ. ამ ორი სფეროს მოძრაობის რაოდენობა დაჯახებამდე 

და დაჯახების შემდეგ უნდა იყოს ერთი და იგივე, რის გამოც გვექნება 

თ119 == 7011 %1- ბებე. (19) 
ცხადია აგრეთვე, რომ _ > 

თბაფ? = 91% -+- მზეზე“ (20) '· 

ამ ორი ტოლობიდან «,-ის გამორიცხვით ვღებულობთ 

27, 
თ), -+ I) 

მეორე სფეროს მესამეზე დაჯახების დროს #«, სიჩქარე ისეთივე როლს 
თამაშობს, როგორსაც პირველის მეორეზე დაჯახების 8· დროს » სიჩქარე, ამი- 

ტომ გვექნება ; 
2 ე _ 2ი%ს _ 

  

%გ=– ზ. (21) 

  

  

%ვ= (22) 
· მიზე–1- ბვ თ-ის 

ცხადია, ეს სიჩქარე იქნება მაქსიმალური, როცა გამოსახულება 

თა+-თ) თა სოლი. (თI-LVIკ) თობე-+ თზე? 
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ღებულობს მაქსიმალურ მნიშვნელობას, ანუ «ა, იგივეა, როცა გამოსახულება 

28171 
–ს-9 ML –L თს 

M% 

ღებულობს მინიმალურ მნიშვნელობას, ამრიგად, უნდა ვიპოვოთ ისეთი 1, 

რომლისთვისაც უკანასკნელი გამოსახულება ღებულობს მინიმალურ ზნიშენე- 
ლობას. მინიმუმის მოძებნის ჩვეულებრივი წესით ეღებულობთ, როზ 

დ) 

თს: = V Lე სვ (25) 
ანიჭებს (24) გამოსახულებას მინიმუმს. ამრიგად, სსა უნდა იყოს საშუალო 
გეომეტრიული იე და ვ მასებს შორის, რომ? შვ სფეროს სიჩგარგ “4 იცოს / 
მავსიმალური. ! 

 



თავი XX 

ყვალებაღი მასჩს სხეულთა ლენამიჰჩს ელემქნგუბი 

§ 1. შესაჭალი 

კლასიკურ მექანიკაში განიხილება მხოლოდ ისეთი სხეულის მოძრაობა 

რომლის მასა მოძრაობის დროს არ იცვლება (მასა მუდმივ სიდიდედ არის 

მიღებული), ამიტომ, ცხადია, კლასიკური მექანიკის კანონები არ იძლევიან 

საშუალებას შევისწავლოთ ისეთი მოვლენები, რომელნიც უშუალოდ არიან 

დაკავშირებული მასის „ცვალებადობასთან. 

შეიძლება დავასახელოთ მრავალი შემთხვევა მოძრაობისა, როცა სხეუ- 

ლის მასა განიცდის ცვლილებას: დედამიწის მასა მატულობს იმის შედეგად, 

რომ მასზე ეცემა მეტეორიტების ნაწილაკები, მეტეორიტის მასა კლებულობს 

იმის გამო, რომ ატმოსფეროში გავლის დროს გარკვეული ნაწილაკები შეიძ- 

ლება მას მოცილდეს ან დაიწვას, სეტყვის კაკალი შეიძლება მატულობდეს 

ატმოსფეროში მოძრაობის დროს ატმოსფეროს ნაწილაკებისა და წყლის 

ორთქლის ნაწილაკების მასზე მიკვრის გამო, მზის მასა კლებულობს გამოსხი- · 

ვების შედეგად, მაგრამ მატულობს ე, წ. „კოსმოსური მტვრის“ მიერთების 

გამო, ზემოთ დასახელებული შემთხვევები მოძრაობის ისეთი შემთხვევებია, 

რომელთაც თვით ბუნება წარმოგვიდგენს. შეიძლება დავასახელოთ უამრავი 

შემთხვევა ხელოვნურად განხორციელებული მოძრაობებისა, რომლის დროსაც 

ადგილი აქვს აგრეთვე მასის (ცვალებადობას. ასე მაგალითად: თითისტარი, 

რომელსაც მოძრაობის დროს ძაფი ეხვევა, ან რომლისგანაც ძაფი გადაიხ- 

ვევა, წარმოადგენს ცვალებადი მასის სხეულის მოძრაობის შემთხვევას, ნაწვა- 

ვით პროდუქტების და გაზის გამოგდების (გამოსროლის) შედეგად ადგილი 

აქვს მოძრავი რაკეტის მასის შემცირებას, საპაარო რეაქტიული ძრავებით 
მოძრავი თვითმფრინავის მასა განუწყვეტლივ მატულობს და კლებულობს, მასის 

მომატებას აქვს ადგილი, როცა საპაერო რეაქტიული ძრავი შეიწოვს ჰაერის 

დიდძალ ნაწილაკებს, ხოლო მასის დაკლებას აქვს ადგილი, როცა ძრავი ხსე- 
ნებულ ნაწილაკებს ნაწვავ პროდუქტებთან ერთად გამოისვრის მოძრაობის 

საწინააღმდეგო მიმართულებით, ყინულოვან ოკეანეში მოძრავი გემის მასა მა- 

ტულობს იმის გამო,, რომ მას ეკვრება ყინულის გარკვეული მასა. 

ზემოთ მოყვანილი მაგალითები გვიჩვენებენ რომ მოძრაობის დროს 

სხეული შეიძლება პკარგავდეს მასას ან იძენდეს მასას ან შეიძლება ერთ- 

დროულად კიდევაც იძენდეს მასას და კიდევაც ჰკარგავდეს მას, ამ უკანასკნელ 

შემთხვევას, როგორც უკვე აღვნიშნეთ, ადგილი აქვს საპაერო რეაქტიული 

ძრავებით მოძრავი თვითმფრინავებისათვის. დასახელებული მაგალითები იძლე- 
ვიან ცვალებადი მასის სხეულთა მოძრაობის კანონების შესწავლის საჭიროების 
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საკმარის საფუძველს. თანამედროვე რაკეტული ტექნიკა ემყარება ცვალებადი 

მასის სხეულთა დინამიკის კანონებს. 

ცვალებადი მასის სხეულთა მექანიკა XX საუკუნის მეცნიერებაა, მას სა- 

ფუძველი ჩაუყარა ცნობილმა მეცნიერმა, ლენინგრადის პოლიტექნიკური ინს- 

ტიტუტის პროფესორმპა ი. ვ. მეშჩერსკიმ რომელმაც გამოიყვანა ცვალებადი 
მასის მატერიალური წერტილის მოძრაობის განტოლებები, ამ განტოლებებმა 

არსებითი როლი შეასრულეს თეორიული მექანიკის განვითარებისა და განსა- 

კუთრებით რაკეტული დინამიკის კანონების დადგენის საქმეში. 

მეშჩერსკის შედეგებზე დაყრდნობით კ. ე. ციოლკოვსკიმ შეისწავლა ცვა- 

ლებადი მასის სხეულის მოძრაობის რამდენიმე შემთხვევა. კონკრეტული ამო- 

·ცანის შესწავლის საფუძველზე მან პრინციპულად დაამტკიცა რეაქტიული მოძ- 

რაობის შესაძლებლობა. მან დაამტკიცა აგრეთვე, რომ თუ მოძრავი სხეული- 

დან რეგულარულად ხდება მასის გამოყოფა საკმარისად დიდი სიჩქარით, მა- 

შინ შეიძლება სხეულის მოძრაობისათვის მიღწეულ იქნეს ძალიან დიდი (ე. წ. 

კოსმოსური) სიჩქარე. ციოლკოვსკიმ პირველმა შეაფასა მოძრავი სხეულიდან 
გამოგდებული მასის ეფექტიანობა და მიუთითა რეაქტიული ძრავის უპირატე- 

სობაზე დიდი სიჩქარის მისაღწევად. მან დაწვრილებით შეისწავლა საკითხი 

იმის შესახებს თუ რა მარაგია საქირო მაღალკალორიანი საწვავისა, რომ 

დაძლეულ იქნეს დედამიწის მიზიდულობა, დ„იოლკოვსკიმ წამოაყენა ბევრი 
"საინტერესო იდეა რეაქტიული აპარატების კონსტრუირებისა საპლანეტთაშო- 

რისო მიმოსვლისათვის, ის სამართლიანად ითვლება საპლანეტთაშორისო მი- 

მოსვლის თეორიის ფუძემდებლად. 

განყოოშილება 1 

· ყვალებადი მასის მაზერიალური წერზილის მოძრაობის განჭოლებები 

§ 2. ცვალებადი მასის მატერიალური წერტილის მოძრაობის 
განტოლება (მეშჩმერსკის განტოჯლება) 

შემდეგში ყოველთვის ცვალებადი მასის მატერიალური წერტილის ქვეშ 

ჩვენ ვიგულისხმებთ საკმარისად მცირე განზომილების სხეულს, რომლის მასა 
“იცვლება დროთა ვითარებაში. მათემატიკური თვალსაზრისით, ცვალებადი მა- 

სის მატერიალური წერტილი შეიძლება განვიხილოთ, როგორც გეომეტრიუ- 

ლი წერტილი, რომელსაც გააჩნია სასრული რაოდენობა დროის მიხედვით 

-ცვალებადი მასისა. აღებული ცვალებადი მასის მატერიალური წერტილი მთე- 

ლი მოძრაობის პერიოდში განხილული იქნება, როგორც ძირითადი მოძრავი 
ობიექტი, რომლისაგანაც ხდება გამოგდება შედარებით მცირე მასის ნაწილა- 

კებისა და დავუშვებთ, რომ მასის გამოგდება. (გამოსროლა) ხდება განუწყ- 
ივ. 

მერრერი ადი მასის მატერიალური წერტილის მოძრაობის განტოლების 

გამოყვანის დროს ჩვენ ვიხელმძღვანელებთ საკონტაქტო ურთიერთ- 

ქმედების დაშვებით, ე. ი. ვიგულისხმებთ, რომ მატერიალური წერტილიდან, 

გამოგდებული რაიმე ნაწილაკი ამ წერტილის მოძრაობაზე ახდენს გავლენას 

მანამდე, სანამ ის მასთან კონტაქტში იმყოფება; გამოგდების მომენტში ხსე- 
ნებული ნაწილაკი ცვლის წერტილის მოძრაობის რაოდენობას და შემდეგ პე- 

რიოდში კი მის მოძრაობაზე გავლენას არ ახდენს. ეს დაშვება არსებითად 
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ამარტივებს ცვალებადი მასის მატერიალური წერტილის მოძრაობის განტო+ 

ლებას. გარდა ამისა, ძირითადი მასიდან ნაწილაკის გამოგდება შეიძლება გან-· 
ვიხილოთ, როგორც დაჯახების მოვლენის ანალოგიური მოვლენა. 

და ვისარგებლოთ დაჯახების თეორიის მეთოდებით. 

თუ მოძრავი მატერიალური წერტილის მასა მატულობს იმის გამო, რომ 

მას უერთდება სხვა მატერიალური ნაწილაკი, მაშინ ძირითადი წერტილის 

მოძრაობაზე მიერთებული ნაწილი გავლენას, ახდენს მხოლოდ მიერთების. 

შემდეგ. 
ვიგულისხმოთ, რომ ძირითადი მატერიალური წერტილიდან მასის გა- 

მოგდება ხდება შიგა ძალებით (მაგალითად, აფეთქების შედეგად წარმოზობი- - 

ლი ძალებით, რომელნიც შიგა ძალებს წარმოადგენენ), 

ვთქვათ, აღებულ ჯ მომენტში ცვალებადი მასის )/ წერტილის მასა უდ-- 

ღის ჯ-ს. აღვნიშნოთ უსასრულოდ მცირე იჯ დროში ე); მასიდან გამოგდე- 

ბული მასა (–თი)ით (თ,.<- 09, – «I > 9). M# წერტილი შეიძლება განვიხი-- 

ლოთ, როგორც ორი მატერიალური წერტილის ერთობლიობა, რომელთა მა-. 

სებია M-+ძი: და (– თა). თუ ამ წერტილებს განვიხილავთ, როგორც მატე- 

რიალურ წერტილთა: სისტემას, მაშინ მოძრაობის რაოდენობის კანონი მოგვცემს ' 

სადაც # არის აღნიშნული სისტემის მოძრაობის რაოდენობა, ხოლო #. წარ- 

მოადგენს 7/ წერტილზე მოქმედ გარე ძალთა ნაკრებ ვექტორს. თუ მოვახ– 

დენთ (2,1) ტოლობის ინტეგრებას (I, ჯ+ძჯ() შუალედში, მივიღებთ 
(+ი 

#-Mა= | ძი, (2,2)- 
ჯ 

სადაც ჯ# არის მოძრაობის რაოდენობა L+ თ. მომენტში, ე. ი. # წერტილი- 

დან (–ძი!) მასის გამოგდებისთანავე, ხოლო #2 არის მოძრაობის რაოდენობა. 

ჯ მომენტში, საშუალო მნიშვნელობის ფორმულის გამოყენებით, მივიღებთ 

#L-–-L#9 = ს” თ, (2,3) დ 

სადაც. X” არის X# ძალის მნიშვნელობა (ჯ, #+ძ1) შუალედის გარკვეულ წერ- 

ტილზე. ვინაიდან ძჯ უსასრულოდ მცირეა და ამის გარდა იგულისხმება, რომ. · 

# ძალა დროის უწყვეტი ფუნქციაა, ამიტომ, საკმარისად დიდი სიზუსტით,. 

გვექნება – 
#X-= I : 

და, მაშასადამე, (2,3) ტოლობა შეიძლება ასე გადავწეროთ: 

ს#–IM#ა=XXძL. (2,4). 

აღვნიშნოთ ჯ მომენტში 7/ წერტილის სიჩქარე უძრავ 0თყ/ე სისტემის. 

მიმართ «-თი, გამოგდებული (–-ძ0;;) ნაწილაკის აბსოლუტური სიჩქარე (სიჩქა- 

რე 0792 სისტემის მიმართ) აღვნიშნოთ ს-თი. M წერტილის სიჩქარის ცელი-- 

ლება, რომელიც გამოწვეულია (–ძ/) ნაწილაკის გამოგდებით, აღვნიზნოთ.- 

ძა-თი. ცხადია, #+ძL( მომენტში # წერტილის სიჩქარე იქნება თ --ძა. ად–. 

ჟილად დავრწმუნდებით, რომ 

§ვე



#==0M-Lძ»!) (2+ძ. წ ,)--(- ძო) “, (2,5) 

#, ე=MLV. (2,6) 

თუ ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ (2,4) ტოლობაში და უკუვაგდებთ უსასრუ- 

ლოდ მცირე სიდიდეთა ნამრავლს ძძ თ-ს, მივიღებთ 

„ში _ რწლ – · 
შოა» #+", , (+C– ზ). (2,7) 

(2,7) განტოლება, ცხადია, ვილი ა გადავწეროთ: 

– 3» წ)= ჯ + 29 "V. (2,7') 

(2,7) ფორმულაში შემავალი სხვაობა ით M როგორც ადვილი მისახეედ- 

რია, წარმოადგენს გამოგდებული (–-/1) ნაწილაკის ფარდობით სიჩქარეს 7/ 

წერტილის მიმართ. თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

_–. 

4“–-1ს)== 0 2,8 

მივიღებთ · 2 0,ს 

„იი ძუს – , 
# 2.9 ი #12 2. მ (2,9) 

(2,7), ანუ, რაც იგივეა, (2,9) განტოლება აპირველად მიღებული იყო 
1897 წელს მეშჩერსკის მიერ, ამიტომ მას მეშჩერსკის განტოლებას 

უწოდებე 
თუ განვიხილავთ ცვალებადი მასის ნებისმიერი სიდიდის სხეულის გადა- 

ტანით მოძრაობას და დავუშვებთ, რომ გამოგდებული (გამოსროლილი) ნაწი- 
ლიც გადატანით მოძრაობს, მაშინ, როგორც ადვილი მისახვედრია, აღებული 
სხეულის ინერციის ცენტრის მოძრაობისათვის გვექნება ისევ (2,7) განტო- 

ლება, სადაც #ჯჯ სხეულის მასაა, ს –– სხეულის ინერციის ცენტრის სიჩქარე, 

«––მოწყვეტილი ნაწილის ინერციის ცენტრის აბსოლუტური სიჩქარე, წელ 

სხეულზე მოქმედ გარე ძალთა ნაკრები ვექტორი. 
(2,7) განტოლებაში შემავალ წევრს 

#  # ((-– ა)ლ=““ M (2,10) 

ეწოდება რეაქტიული ძალა. აქ ძ) უარყოფითი სიდიდეა, ამიტომ, თუ 

დავუშვებთ, რომ გამოგდებული ნაწილაკის აბსოლუტურ სიჩქარეს. XI წერ- 

ტილის სიჩქარის საწინააღმდეგო მიმართულება აქვს (C სიჩქარეს ს“ ს სიჩქარის 

საწინააღმდეგო მიმართულება აქვს), მაშინ 9 ,IV- თ) ვექტორული სიდიდის 

გეგმილი მოძრაობის მიმართულებაზე  დადებირია და მაშასადამე, ამ შემთხვე- 

ვაში რეაქტიული ძალა აჩქარებს /)I წერტილის მო«”რაობას. რაც უფ- 

რო მეტია გამოგდებული ნაწილაკის ფარდობითი სიჩქარე 

მ. მით უფრო დიდია რეამტიული ძალა ჯ. რეაქტიული ძალის 

გამოსახულებაში მონაწილე სიდიდე “ – წარმოადგენს მასის ნახარჯს 
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დროის ერთეულში, ანუ, როგორც ამბობენ, მასის კლების სიჩ- 
ქარეს. 

(2,10) აღნიშვნის ძალით, (2,7) განტოლება ასე ჩაიწერება: 

“ 005 29- (2,11) 

მოძრავი ,// წერტილიდან მატერიალური ნაწილაკის გამოგდების მექანიზმი 

შეიძლება სხვადასხვაგვარი იყოს, მაგალითად, ნაწილაკის გამოგდება შეიძლე- 

ბა ხდებოდეს აფეთქების შედეგად, ან ქიმიური რეაქციის მეშვეობით და სხვა. 

მოძრაობის ამა თუ იმ შემთხვევისათვის შეიძლება დადგენილ იქნეს ნაწილაკის 

გამოგდების დამახასიათებელი სიდიდეები: ფარდობითი სიჩქარე ფ,=%-–-თ. და 

მასის ხარჯი დროის ერთეულში 2 თუ ეს სიდიდეები ცნობილია, როგორც 
XI. 

დროის ფუნქციები, მაშინ რეაქტიული ძალა განსაზღვრულია და მაშასადამე, 

(2,11) განტოლების მარჯვენა მხარე ცნობილი ფუნქცია იქნება. თუ ამ გან- 

ტოლებას დავაგეგმილებთ უძრავ 0ჟუყ2 კოორდინატთა სისტემის ღერძებზე, 

მივიღებთ 

(ე; 
= ს + XX, 

იძ! 
  „-9Xხ 

თყ. ., 
2) ი „+ II (2,12) 

ძ?2 

(//4 სი +- 

უზოგადეს შემთხვევაში ამ სისტემის მარჯვენა მხარე. წარმოადგენს თ, V, 2) 

27 V, 9) L სიდიდეების ფუნქციებს. (2,12) სისტემასს უწოდებენ („ცვალებადი 

მასის მატერიალური წერტილის მოძრაობის განტოლებებს (მეშჩერსკის გან- 

ტოლებებს). 
V თავის § 3-ში ჩვენ გვქონდა ტოლობა 

ძ (ფ.თ» )= XML, 
ანუ, რაც იგივეა 

––_–_” 
–- (%9)= - 2,13 7) ) (2,13) 

თუ ვიგულისხმებთ, რომ (2,13) განტოლებაში მასა მუდმივი არ არის, არამედ 

წარმოადგენს ჯ-ს უწყვეტ და უწყვეტად წარმოებად ფუნქციას, მაშინ ამ გან- “ 

ტოლებიდან შეიძლება თუ არა მივიღოთ მეშჩერსკის განტოლება? 

(2,13) განტოლებიდან, საზოგადოდ, მეშჩერსკის განტოლება არ მიიღება. 
მართლაც, (2,13) განტოლება შეიძლება ასე გადავწეროთ: 

მს >  ძ7 ჯ. დ,14) 

ეს განტოლება მეშჩერსკის დღ, 7) განტოლებას დაემთხვევა მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა გამოგდებული ნაწილაკის აბსოლუტური სიჩქარე %=0. ამრიგად, 
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ნიუტონის (2,1) განტოლება ცვალებადი მასის მატერია- 
ლური წერტილისათვის სამართლიანია მხოლოდ იმ კერ- 
ძო შემთხვევაში, როცა გამოგდებული ნაწილაკის აბსოლუ- 
ტური სიჩქარე უდრის ნულს. 

(2,14) ტოლობა ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

” აა · 
–- (I 9 )ლ–7#. (2,15 
თ ) / 

ამრიგად, როცა გამოგდებული ნაწილაკის აბსოლუტური სიჩქარე უდრის 

ნულს, მაშინ („ცვალებადი მასის მატერიალური წერტილის მოძრაობის განტო- 

ლება (მეშჩერსკის განტოლება) (2,15) სახით ჩაიწერება, 

განვიხილოთ ახლა ის შემთხვევა, როცა გამოგდებული ნაწილაკის ფარ- 

დობითი სიჩქარე #,=0. ამ შემთხვევაში (2,9) განტოლება მოგეცემს 

» ი. _ #. (2,16) 

ამრიგად, როცა გამოგდებული ნაწილაკის ფარდობითი სიჩქარე ნულის 
ტოლია, მაშინ მეშჩერსკის განტოლება ფორმალურად ემთხვევა მუდმივი მასის 

მატერიალური წერტილის მოძრაობის განტოლებას, მაგრამ უნდა გვახსოვდეს, 
რომ (2,16) განტოლებაში ” არის დროის ფუნქცია. თუ (2,16) განტოლებაში 

#=0, მაშინ უ»= ზე = 0015ხ და, მაშასადამე, ადგილი ექნება სწორხაზოვან თა- 

ნაბარ მოძრაობას, 

თანამედროვე რაკეტული ტექნიკის რიგი ამოცანისათვის გამოგდებული 

ნაწილაკის ფარდობითი სიჩქარე მუდმივია და დამთხვეულია ტრაექტორიის 

მხებზე, ე. ი. პარალელურია ს. სიჩქარის. ამ შემთხვევაში შეგვიძლია დავწეროთ 

#-––ც=–-წ,49 =7. (1) >, (2,17) 

სადაც #C) პროპორციულობის კოეფიციენტია, «9 არის თ სიჩქარის მგეზავი. 
უკანასკნელი ტოლობის ძალით, (2,7) განტოლება შეიძლება გადავწეროთ ასე: 

ძი ი – 
11 –--== / #- 2.18 
 / (4, „) >, (18) 

ი 9= #4+-Xე რი დ. (2,19) 
ანუ, კიდევ ასე: 

განვიხილოთ ახლა ის ემთხვევა, როცა გარე ძალთა ნაკრები ვეჭტორი 

პროპორციულია წერტილის მასისა, ე. ი. #=7/Cთ და დავუშვათ, რომ »I()== 

=#%ზე / (ს). ამ შემთხვევაში (2,18) განტოლება მოგვცემს 

ლი = თ 42 
თ #Cთ #. 

ეს უკანასკნელი, ცხადია, ასე შეიძლება გადავწეროთ: 
- 

7“ ი – > თ სი / (0. (2,29) 
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თუ ახლა შემოვიღებთ აღნიშვნას I» / (/) =V (/), მივიღებთ 

ძი “ ძა 
იძ #“ 9 / 4 

ამ განტოლებას მნიშვნელოვანი გამოყენება აქვს რაკეტული ტექნიკის გარკ- 
ვეული ამოცანების შესწავლისათვის. 

(2,21) 

§ ვ. მეშჩერსკის ბანზო გადებული განტოლება 

წინა პარაგრაფში ჩვენ განვიხილეთ „ცვალებადი მასის მატერიალური # 
წერტილის მოძრაობა, როცა ამ წერტილიდან ხდება მასის გამოგდება. განვი- 

ხილოთ ახლა ის ზოგადი შემთხვევა, როცა ერთდროულად ადგილი აქვს მასის 

გამოგდებასა და მიერთებას. ვთქვათ, ჯ მომენტში #/ წერტილის მასა უდრის 

X-ს და ვთქვათ უსასრულოდ მცირე იჯ დროში ხდება (–ძიL,) (თი, <- 9) მა- 

სის გამოგდება და ძ/ მასის მიერთება (თM, > 0). ცხადია, # წერტილი 

შეიძლება განვიხილოთ, როგორც შედგენილი სამი წერტილისაგან, რომელთა 

მასებია I-II), –- ი, და თ. ამ სისტემისათვის მოძრაობის რაოდენობის 

კანონი „გვაძლევს 

ძი#=%VI, (3,1) 

სადაც # აღნიშნული სამი წერტილისაგან შემდგარი სისტემის მოძრაობის 

რაოდენობაა, ხოლო 1 წარმოადგენს 7უ7/ წერტილზე მოქმედ გარე ძალთა ნაკრებ 

ვექტორს. ისე როგორც წინა პარაგრაფში, უკანასკნელი ტოლობიდან ვღებულობთ 

სადაც არის მოძრაობის რაოდენობის მნიშვნელობა #ჯ+ძჯ მომენტში, ხო- 

ლო #ე–აღებულ ჯ მომენტში. აღვნიშნოთ აღებულ #ჯ მომენტში (– –ძი) და 

ძი, ნაწილაკების აბსოლუტური სიჩქარეები ”შესაბამად “ით და #ე-ით, (პახა- 

დია, გვექნება... 
ს» = 0M-+ძ,-+- ძი) («+ ძი» 7) C- ძისა) X, %1; (8,3) 

#ა=7თ-C-0MMე %-) (8,4) · 

სადაც ძუ არის M# წერტილის სიჩქარის ნაზრდი ძ§ დროში. თუ ამ მნიშვნე- 

ლობებს შევიტანთ (3,2) ტოლობაში და უკუვაგდებთ უსასრულოღ მცირეთა 

ნამრავლებს: ძ9M,0 ფ-სა და ძია ს-ს, ადვილად მივიღებთ 

==. ი ვ (სხ– ი+- შა 6-ს). ·· (3,5) 

ამ“განტოლებას ს უძოდებენ ს შეშნერსკის ს განხოგადებულ განტოლე- 
ბას. თუ მასის მიერთებას ადგილი არა აქვს, მაშინ, ცხადია, ეს განტოლება 
დაემთხვევა (2,7) განტოლებას, 

(3,5) განტოლებაში შემავალი სიდიდეები: «ი და «თ წარმოად- 

გენენ შესაბამ (–ძ»თი,) და (ძი) ნაწილაკთა ფარდობით სიჩქარეებს # წერ- 
ტილის მიმართ. თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს: 
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_–_ ,.. _ – _–_–– 

ი“ ხლ–=ზწზ.ე %ე“-9= შე, (3,6) 

'შაშინ (3,5) განტოლება შეიძლება ასე ჩავწეროთ: 

ძი ძ» თებე 
თა: = 70%) ღო ”+ “ი თ წვ. (3,7) 

დიდძალი ამოცანებისათვის, რომელთან თანამედროვე ტექნიკა აყენებს, 

ფარდობითი სიჩქარეები =» და მ. პარალელური არიან უ-სი და მისი საწი- 

ნააღმდეგო მიმართულება აქვთ. ამ შემთხვევაში (3,7) განტოლების მარჯვენა 
მხარეში შემავალი ვექტორული სიდიდე 

– ძეს 
#.= მ ზ.ა (3,8) 

“რომელიც (–-ძ»!,) ნაწილაკის გამოგდებით წარმოშობილ რეაქტიულ ძალას 
წარმოადგენს, მიმართულია ), წერტილის მოძრაობის მიმართულებით და 

აჩქარებს მის მოძრაობას. ვინაიდან თ) >>0 და M ფარდობით სიჩქარეს # 

წერტილის სიჩქარის საწინააღმდეგო მიმართულება აქვს, ამიტომ, ცხადია, 
(3,7) განტოლების მარჯვენა მხარეში შემავალ ვექტორულ სიდიდეს 

1. = (113 თ. (3,9 

თ 

აქვს 1/ წერტილის მოძრაობის საწინააღმდეგო მიმართულება და მაშასადამე, 

ის. ამუხრუჭებს მოძრაობას. (3,9) ტოლობით განსაზღვრულ 1ი სიდიდეს 

უარყოფით რეაქტიულ ძალას უწოდებენ. 

ცხადია, მოძრავი // წერტილის მასა დროის ნებისმიერი # მომენტი- 

სათვის გამოითვლება ფორმულით 

  

  
' 

ე1ზ(L) == მ1L0–– | სთა ნიალთი- თ, თ+/ მა ძL, (3,10) 
0 · 

“სადაც #-ა, არის 7” წერტილის მასა ჯ=-0 მომენტისათვის, | XI, | წარმოადგენს 

·| დროის განმავლობაში M# წერტილიდან გამოგდებულ მასათა რაოდენობას, 

ხოლო /:, არის მასის რაოდენობა, რომელიც შეუერთდა # მატერიალურ 

წერტილს ჯ დროის განმავლობაში. 

თუ (3,5) განტოლებას დავაგეგმილებთ უძრავ 0>;ყ2 სისტემის ღერძებზე 
მივიღებთ : 

თა" =,-L რ+C თი თ+%94C თ), 

თე =#,+ რი დ, -ყე+ 9 (6,-ჯე, (,11) 
_) რიპ თ , რ , 

8 = XI, “ 00ე-- 7)+L+ 3 0-7), 

"სადაც რ, წ V და რ, მა %  არმოადგენნ. თ და «ე აბსოლუტურ სიჩ- 
წ ქარეთა კოორდინატებს 0აყ2 სისტემის მიმართ. თუ ციგულისხმებთ, რომ 

535



ი. “#" ' 
მაშინ (3,11) წარმოადგენს მეორე რიგის ჩვეულებრივ დიფერენციალურ გან- 

ტოლებათა სისტემას, რომლის. ინტეგრებითაც განისაზღვრება ცვალებადი· 

მასის მატერიალური წერტილის მოძრაობა. 

დავუშვათ ახლა, რომ წერტილის ტრაექტორია წარმოადგენს ბრტყელ 

წირს და ფარდობითი სიჩქარეები თ და >, დამთხვეულია ტრაექტორიის 

მხებზე. ვთქვათ, ა=–-0, 99, ხა= – ს,29, სადაც «9 მოძრავი ” წერტილის. 

სიჩქარის მგეზავია. თუ ამ შემთხვევაში (3,7) ტოლობას დავაგეგმილებთ ტრა- 

ექტორიის მხებზე და ნორმალზე (ბუნებრივ სამღერძზე), მივიღებთ 

1=(%,, 8. V)), %:=(C,, 2,, წ.) ცნობილი უწყვეტი სიდიდეებია,. 

იძი _. (წ) (IM) 
ე) –––- =705 ლ 5 ზილ 5 ზეკ. 

ი თL თ 
(3.12). 

ჯუ? 
ეა“ ”.. 

0 

სადაც 0 არის ტრაექტორიის სიმრუდის რადიუსი. 

განვიხილოთ ახლა ცვალებადი მასის M#M მატერიალური წერტილის მოძ-. 

რაობის ის კერძო შემთხვევა როცა ამ წერტილიდან მასის გამოგდება არ: 
ხდება, ადგილი აქვს მხოლოდ მასის მიერთებას. ამ შემთხვევაში (3,5) განტო- 

ლება მოგვცემს 

„ბ = IL M6,-2), (3,13) 
ანუ . 

თს. –, (თვ – 

თა 11 მ, % · 

განვიხილოთ ახლა ის მნიშვნელოვანი შემთხვევა როცა დროის ერთე-- 

ულში მასის ხარჯი უდრის დროის ერთეულში. მიერთებულ მასის რაოდენო- 

ბას, ე. ი. ლი. რ, ამ შემთხვევაში, (3,10) ფორმულის ძალით,. 7L წერ– 
ს . 

ტილის მასა არ იცვლება და (3,5) განტოლება მოგვცემს 

2 #+–-+“ რი 0ს– MM). (3,14). 

თუ დავუშვებთ, რომ «,=%ე, მაშინ ს კარხყნლი განტოლება მოგვცემს 

– 

ძია – 29 7» 3,15 .V # ( ) 

რომელიც ემთხვევა მუდმივი მასის მატერიალური წერტილის მოძრაობის გან- 

ტოლებას. თუ ძი, ნაწილაკის აბსოლუტური სიჩქარე #:=0, მაშინ (3,14) 

განტოლება მოგვცემს 

“ 2>% +“ იი + ი (3,16) ,



(3,14) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ ამ ფორმულის მიღების დროს დაშვე- 
ბულ პირობებში რეაქტიული ძალების მოქმედებით წერტილის აჩქარებას ად- 

გილი ექნება მხოლოდ მაშინ, როცა | #, | >1%, |1. თუ IX | < 1-1, მაშინ რეაქ- 

ტიულ ძალას ჭარბობს უარყოფითი რეაქტიული ძალა და ხდება მოძრაობის 
შენელება, დამუხრუჭება. ამ შემთხვევასთან, კერძოდ, საქმე გეექნება მაშინ, 
როცა ადგილი აქვს მასის მიერთებას, ხოლო მასის გამოგდებას ადგილი არა 

აქვს (იხ. (3,13) ფორმულა). 
ცხადია, გვექნება . 

(, ძოდ , (Iს => _ 02 MI –– (ვ –- 
_ =1)) –– +“. – – ულ–– -.+-- ი 3.17 
ონა LV. თ V "თო .V 1”) 

საიდანაც ვღებულობთ 

ძი _ ძ – (MI –“ (IIIე– 
“'=-- ნწ) 1-9, (პ,18 

ა... 0VV) რ“ ? V | ) 

თუ ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (3,5) განტოლებაში, მივიღებთ 

(/)/, C ლ – – . (90 , 
–- (IIს)ლ ჩ+--  ..·“ფ“– 1. (3,19) 
“ი თი (ი# რ. თ.” 

თუ დავუშვებთ, რომ გამოგდებულ და მიერთებულ ნაწილაკთა აბსოლუტური 

სიჩქარეები ნულის ტოლია =IM=0), მაშინ უკანასკნელი განტოლება მოგვ- 

ცემს ნიუტონის განტოლებას . 

XC ც6.8)=X. (3,20) 
((( 

ამრიგად, იმ კერძო “შემთხვევაში როცა გამოგდებულ და მიეოთებულ 
ნაწილაკთა აბსოლუტური სიჩქარეები ნულის ტოლია, ნიუტონის განტოლება 
იძლევა ცვალებადი მასის მატერიალური წერტილის მოძრაობის განტოლებას. 

ცვალებადი მასის მატერიალური წერტილის მოძრაობის (3,7) განტოლე- 
ბიდან მიიღება წონასწორობის შემდეგი განტოლება: 

იე მიი ფე IM > 0, (3,21) 
ი VI 

ცხადია, თუ ეს პირობა შესრულებულია, მაშინ »=-0019L და თუ საწყის / =#ა 

მომენტში სიჩქარე ნულის ტოლია, მაშინ ყოველთვის ; =0. პირიქით, თუ 

ფონასწორობას აქვს ადგილი, ე. ი. #=0, მაშინ (3,7) განტოლება მოგვცემს 
(3,21) პიროზას. 

§ ჩ–ჩ, ცკიოლკოვსკის განტოლება 

რაკეტის კორპუსი მასში მოთავსებული საწვავი ნივთიერებით შეიძლება · 

განვიხილოთ, როგორც ცვალებადი მასის სხეული. მას აქვს გარკვეული კამე- 

რა, სადაც მიმდინარეობს წვა და საიდანაც გამოგდებული გაზები წარმომშო- 

1 იგულისხმება, რომ ა, და VI. სიჩქარეებს + სიჩქარის საწინააღმდეგო მიმაოთულე- 

ბა აქვთ, რის გამოც რეაჭტიული ძალები მოძრაობის მიმურთულების პარალელურია. 
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ბენ რეაქტიულ ძალას, რომელსაც რაკეტის მოძრაობის მიმართულება აქვს. 
განვიხხლოთ რაკეტის მოძრაობა უპაერო სივრცეში მხოლოდ რეაქტიული 
ძალის მოქმედებით. ამ შემთხვევაში, (2,9) ფორმულის ძალით, გვექნება 

ა 90 –სს მ! (4,1) 

ძL თ! 

სადაც », არის ფარდობითი «2, სიჩქარის სიდიდე. უკანასკნელი ტოლობიდან 
ინტეგრებით ვღებულობთ 

1 ძი 
= ში–/ წ%“” (4,2) 

ჯ (კ 
0 

სადაც ჯა არის რაკეტის საწყისი სიჩქარე: სა =% (ჯა). თუ დავუშვებთ, რომ 

ს) =060051, მაშინ უკანასკნელი ფორმულა მოგვცემს 

ს=შე+ 9110 –“ “ი (4,3) 
““ 

სადაც »ა არის X# წერტილის მასა #=ჯა საწყის მომენტში. ეს განტოლება 
პირველად მიღებული იყო (ციოლკოვსკის მიერ, ამიტომ მას ცი ოლკოვსკის 

განტოლებას უწოდებენ. 

საწვავი მასალის წვის პროცესის დამთავრების მომენტში სიჩქარის მნიშვ- 

ნელობა აღვნიშნოთ ს“-ით, ხოლო რაკეტის მასა ამ მომენტში იყოს /7X»”, (4,3) 

ფორმულის ძალით, ვღებულობთ 

ს =ზა- 9110 ლი, (4,4) 
· +” 

(4,4) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ წვის პროცესის დამთავრების ბოლო. ეტაპზე 
სიჩქარე ჯ” დამოკიდებულია ჯა საწყისი სიჩქარის გარდა დ», ფარდობით სიჩქა- 

რეზე და 21 შეფარდებაზე, ის არ არის დამოკიდებული საწვავი მასალის ხარჯ- 
(2) ქ 

ვის რეჟიმზე (ძრავის მუშაობის რეჟიმზე). 

აღვნიშნოთ #-ით წვის პროცესის დამთავრებისას. მთლიანად გამოგდე- 

ბული მასათა რაოდენობა (საწვავი მასალის მასა) და დავუშვათ, რომ რაკე- 

ტის საწყისი სიჩქარე #ა=0, მაშინ (4,4) ფორმულა მოგვცემს, _ 

ჯ , , 

დ"=911 ითი შბ 19 (1+ -%.) - (4,5) 

„ამ ფორმულას ციო ად კოვსკის ფორმულა ეწოდება. ამ ფორმულაში შე- 

"მავალი შეფარდება ”- –_ წარმოადგენს რაკეტაში მოთავსებული საწვავი მასა- 

ლის მასის შეფარდებას რაკეტის კორპუსის მასასთან (საწვავი ნივთიერების 

, გარეშე). 
შეფარდებას ა ეწოდება ციოლკოვსკის რიცხვი. 

თ 
(4.5) ფორმულიდან გამომდინარეობს შემდეგი შედეგები: 
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19. ცვალებადი მასის მატერიალური წერტილის სიჩქარე 

მასათა გამოგდების ბოლო ეტაპზე წ მით უფრო დიდია, რაც 

უფრო დიდია ნაწილაკთა გამოგდების (გამოსროლის) ფარდო- 
ბითი სიჩქარეჯ, 

29. ხსენებული სიჩქარე უჯ" მით უფრო დიდია, რაც უფრო 

დიდია ციოლკოვსკის რიცხვი. 

3. მასათა გამოგდების ბოლო ეტაპზე ცვალებადი მასის 
წერტილის სიჩქარე 27% არ არის დამოკიდებული მასის ცვლი- 

ლების კანონზე (ძრავის მუშაობის რეჟიმზე), მასათა გამოგ- 

დებისბოლოეტაპზე ციოლკოვსკისრიცხვის მოცემულ მნიშვ- 

ნელობას შეესაბამება წერტილის გარკვეული სიჩქარე ყდა- 
მოუკიდებლად იმისა, ჩქარა თუ ნელა მიმდინარეობდა მასა- 

თა გამოგდების პროცესი (ქარა თავდებოდა წვის პროცესი, 

თუ ნელა) 
ზემოთ მოყვანილი შედეგებიდან გამომდინარეობს, რომ მასათა გა- 

მოგდების ბოლო ეტაპზე დიდი სიჩქარის მისაღებად სასარCრ- 
გებლოა მივაღწიოთ მასათა გამოგდების ფარდობითი სი”- 

ქარის გადიდებას. 

გამოვიყვანოთ ახლა (კვალებადი მასის 1/ წერტილისათვის განვლილი 

მანძილის გამოსათვლელი ფორმულა იმ დაშვებით, რომ მოძრაობას ადგილი 

აქვს მხოლოდ რეაქტიული ძალის მოქმედებით და მასათა გამოგდების ფარ- 

დობითი სიჩქარე მუდმივია. (4,3) განტოლება მოგვცემს 

4. I #V), (4.6) 

თL 
· სადაც 

' /80=-“. (4,7) 
270 

(4,6) განტოლებიდან ინტეგრებით ვღებულობთ 

§==სეL–-ს, I 1ი /C6) ი-C, (4,8) 
' 

სადაც 0 ნებისმიერი მუდმივია. ვთქვათ, როცა L=ზ%ი, მაშინ §=ჯე. ამ საწყისი 

პირობის ძალით, მივიღებთ C=38ე--ზე წი მაშასადამე, 

§==8ე-+7ე(-–ჩა)–-ს, / 1II /(1) ძჯ. (4,9) 

მანძილის გამოსათვლელად საჭიროა ვიცოდეთ # 6) ფუნქცია, ე. 0. # 

წერტილის მოძრაობის პროცესში მასის ხარჯვის კანონი. ბევრი საინტერესო 

ამოცანის შესწავლის დროს განიხილავენ მასათა (ვლილების ორ კანონს: 

ე. წ. წრფივ კანონს და მაჩვენებლიან კანონს. პირველ შემთხვევაში /(/)=1-– 

–- თ, ხოლო. მეორე შემთხვევაში #(0=6V, სადაც თ გარკვეული მუდმივია. 

პირველი და მეორე. შემთხვევისათვის (4,7) ფორმულა მოგვცემს შესაბამად 

=>” (6.10) 
ოს==M%ე 6 2. (4,11) 
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(4,10ე) ტოლობის ძალით, ვღებულობთ 

C0# 
# = ––-2/IეX==C01)§L, (4.12): 
CL 

და მაშასადამე, როცა მასათა ცვლილება დახასიათებულია წრფივი კანონით: 

/ (01=1-თჯ, მაშინ მასის ხარჯი დროის ერთეულში არის მუდმივი. ამ ) შემთხ- 

ვევაში რეაქტიული ძალა # გამოითვლება ფორმულით 

8-(--%) ხუ = C))!აზ|- (4,132). 
თ 

ვინაიდან ვგულისხმობთ, რომ »,=00I5ხ, ამიტომ განსახილველ შემთხ- 

ვევაში რეაქტიული ძალაც მუდმივია. 

როცა /(,/=6““!, მაშინ რეაქტიული ძალა გამოითვლება ფორმულით 

#-(– 22) ს, =9)1ე C 6 CV თ. (4,14) 

თუ ამ რეაქტიული ძალით გამოწვეულ აჩქარებას აღვნიშნავთ თთ-თი, 

გვექნება 
ი 

011(L = 18 = /1ე C 6 %I ს), = ))) თC)) (4,15) 
საიდანაც 

Cდ=Cთ L, = 001)5ყ. (5,16)» 

ამრიგად, ჩვენ ვრწმუნდებით, რომ თუ ნაწილაკთა გამოგდების 

ფარდობითი სიჩქარე წ, მუდმივია და მასათა ცვლილება ხა- 

სიათდება მაჩვენებლიანი კანონით /(ჯ))=ტც““, მაშინ რეაქტიე- 

ლი ძალით გამოწვეული აჩქარება მუდმივია. 

თუ (4,9) ტოლობაში შევიტანთ რიგრიგობით / ((1=1-–თჯ და წე. 

და ვიგულისხმებთ, რომ ჯ:=0, მივიღებთ შესმამად 

თ : 
8=38ე+ზ+ –1– <9 L (4,17) 

§=8ე-1-წიL + ((1->010(1-20+>თM). (4,18) 

§ 54 ციოლკოვსკის ამოცანა 

ვთქვათ, ცვალებადი მასის // მატერიალური წერტილი მოძრაობს სიმ- 
ძიმის ძალთა ველში ვერტიკალური მიმართულებით, ქვევიდან ზევით, ჯა საწ- 

ყისი სიჩქარით და ვთქვათ 7/ წერტილიდან გამოგდებულ ნაწილაკთა ფარ- 

დობითი სიჩქარე ჯ, მუდმივია და მიმართულია მოძრაობის საწინააღმდეგო 

მიმართულებით. ვიპოვოთ სიჩქარისა და მანძილის დროის მიხედვით ცვლი- 

ლების კანონი. 

ეს ამოცანა მასის (კვლილების სხვადასხვა შემთხვევისათვის დაწვრილე- 

ბით აქვს შესწავლილი ციოლკოვსკის, ამიტომ მას ციოლკოვსკის ამო– 
ცანას უწოდებენ. 
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ვერტიკალური მიმართულება მივიღოთ 07 ღერძად და დავაგეგმილოთ 

მასზე ცვალებადი მასის წერტილის მოძრაობის (2,9) განტოლება, მივიღებთ 

/) CV _ აყ) “ 
იჯ ! ი“ | 

საიდანაც 

1) ი 
(I, ==--/#/(( –- – (5,1) 

0. 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ ჯ, =0005L, უკანასკნელი ტოლობის (0, 1) შუა- 

ლედში ინტეგრებით გვექნება 
ს=წა–ეL-,1 –, (5,2) 

მი 

სადაც #»I არის 7/ წერტილის მასა ჯ=0 საწყის მომენტში, უკანასკნელი ტო- 

ლობა ასე გადავწეროთ; 

ბ=წა–/-27 10 /(/), (5,3) 
სადაც 

/60=+. (5,4) 
V/>) 

(5,3) ტოლობიდან მტეგთლით ვღებულობთ 

§=8)–-ზაL– რ”, / 1) / (0 ი, (5,5) 

სადაც §:==§(0). 
(5,3) და (5,5) ფორმულები იძლევიან შესაბამად სიჩქარისა და მანძილის 

დროის მიხედვით ცვლილების კანონს, თუ ცნობილია /(ჯ) ფუნქცია, ე. ი. 
–-მასის ცვლილების კანონი. თუ მივიღებთ, რომ /(,/)1=C““”!, სადაც თ შუდმივია. 
მაშინ (5,5) ფორმულა მოგვცემს 

2 1 ა 
8=8ე-L ეL–– 9 + 2. თახ,!, (5,6) 

ხოლო, თუ /(,)=1--თჯ, მაშინ გვექნება 

8==8ა-L სიL-– ი + “+ (I(1-–თჯ) 1ი (1-–« 1)-Lთ LI. (5,7) 

„ ამ ფორმულების მიხედვით, მასის (ცვლილების მოცემული შემთხვევისა- 

თვის, შეიძლება ვიბოვოთ მაქსიმალური სიმაღლე, რომელსაც მოძრავი წერტი- 

ლი (რაკეტა) მიაღწევს. 

განყოფილება 2 

· ყვმალებადი” მასის მიზშერჩალური წერჭილის. დინიმიჰის ძირითილი ჰანონები 

§ 6. %ოგიმრთი აღნიშვნები და განმარტებები 

ცვალებადი მასის მატერიალური წერტილის დინამიკის ძირითადი კანო- 

ნები მიიღებიან სავსებით ისე, როგორც მუდმივი მასის მატერიალური წერ- 

ტილის შემთხვევაში, სანამ ამ კანონების ჩამოყალიბებას შევუდგებოდეთ, შემო- 

ციღოთ ზოგიერთი აღნიშვნა და განმარტება. 
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განვიხილოთ მეშჩერსკის განზოგადებული განტოლება (იხ. (3,5) გან- 
ტოლება1!: 

– 

29 = რიდ ნ(ი-2)+ რ რო ვოლ – 2), (6/). 

სადაც ი(0 არის ცვალებადი მასის ##/ ს ყერტილის სიჩქარე, “ და % აღ- 

ნიშნავენ შესაბამად გამოგდებულ და მიერთებულ ნაწილაკთა აბსოლუტურ 

სიჩქარეებს იი არის გამოგდებული ნაწილაკის აბსოლუტური სიჩქარე გამოგდების. 

შემდეგ, ხოლო X, ე არის მიერთებული ნაწილაკის აბსოლუტური სიჩქარე მიერ- 

თებამდე). (6,1) განტოლება, როგორც ვიცით (იხ. (3,19) განტოლება), შეიძ- 

ლება ასე გადავწეროთ: 

          

– 

3 თ)=X+ 9 ი---5 (6.2). 

როგორც § 3-ში იყო აღნიშნული, სიდიდეებს 

= _ CM თი, · I =-69%-ც)= –-1%,, 6,3).. 1 19 ») მ ზმ (6,3) 

შ,- 940ს-9) = რ 9, (6,4 

ეწოდებათ, შესაბამად, რეაჭტიული ძალა და უარყოფითი რეაქტიული ძალა. 

ამ ფორმულებში თ და მე აღნიშნავენ შესაბამად გამოგდებულ და მიერთე- 

ბულ ნაწილაკთა ფარდობით სიჩქარეებს. ამის გამო, 19 სიდიდეს ზჯემდეგ- 
ში ვუწოდებთ გამოგდებული ნაწილაკის ფარდობითი სიჩვარის 

შესაბამ რეაქტიულ ძალას, ხოლო 1-ს –– მიერთებული ნაწი– 

ლაკის ფარდობითი სიჩქარის შესაბამ რეაქტიულ ძალას. 

შემოვიღოთ აღნიშვნები 

– _ ((901ჯ –– 
“თ,=“ XV), (6,5): 1 ძ! 1 

> ში. – 
_ რთ.ე=---12 ყე. (6,6). 

2 ძმ L ) 

თ, ს ვუწოდებთ გამოგდებული ნაწილაკის აბსოლუტური სიჩქა- 

რის შესაბამ რეაქტიულ ძალას, ხოლო თ,-ს– მიერთებული ნა- 
წილაკის აბსოლუტური სიჩქარის შესაბამ რეაქტიულ ძალას. 

განვიხილოთ კიდევ შემდეგი სიდიდეები 

ს. = 09) თ, (6,7): 

ყ, = 77 M (6.8). 

ცხადია, VI, იქნებოდა გამოგდებული ნაწილაკის, მოძრაობის რაოდენობა, რომ 

მისი სიჩქარე ყოფილიყო ს, ამიტომ მას შემდეგში ვუწოდებთ გამოგდე> 
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ბული ნაწილაკის წარმტანი სიჩქარის შესაბამ მოძრაობის 

რაოდენობას. ანალოგიურად, VI, სიდიდეს ვუწოდებთ მიერთებული 
ნაწილაკის წარმტანი სიჩქარის შესაბამ მოძრაობის რაოდე– 
ნობას. როგორც ადვილი მისახვედრია, V, იქნება მიერთებული ნაწი- 

ლაკის მოძრაობის რაოდენობა მიერთების შემდეგ. 

(6,1) და (6,2) განტოლებები ზემოთ მოყვანილ აღნიშვნებში შეიძლება 
ასე გადავწეროთ: 

– 

ძ ლა, – 
2? –--=1 +1ი-+1%, (6,9) 

მი... 
7 (ო|ხ )ლ– L-+თ, + 9«.. (6,10) 

§ 7. მოძრაობის რაო.დენობის კანონი 

(6,10) განტოლება, ცხადია, ასე შეითლება გადავწეროთ: 

ძ0I9)=7 ძI + თ,ძ! -L თ, ძL. (7,1) 
(7,1) ტოლობა იძლევა ცვალებადი მასის მატერიალური წერტილის მოძრაო- 

ბის რაოდენობის კანონს, რომელიც ასე შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ: 

ცვალებადი მასის მატერიალური წერტილის მოძრაო- 
ბის რაოდენობის დიფერენციალი უდრის წერტილზე მოკქჟ- 
მედ გარე ძალთა ნაკრები ვექტორის ელემენტარულ იმპულსს 

მიმატებული გამოგდებული ნაწილაკის აბსოლუტური სი- 

ქარისა და მიერთებული ნაწილაკის აბსოლუტური სიჩქარის 
შესაბამი რეაქტიული ძალების ელემენტარული იმბულსების 
ჯამი. 

თუ გამოგდებულ და მიერთებულ ნაწილაკთა აბსოლუტური სიჩქარეები 

ნულის ტოლია, მაშინ, (6,5) და (6,6)-ის ძალით, თ,=9,=0 და (7,1) ტო- 

ლობა მოგვცემს 

ძ0Lს)=ძI, (7,2). 

საიდანაც (ჯ#, 1) შუალედში ინტეგრებით ვღებულობთ 

! 
თ18––ზე ზე== I # ძს, (7,3) 

ჯ 
0 

ამ ფორმულებიდან ცხადია, რომ, თუ გამოგდებულ და მიერთებულ 
ნაწილაკთა აბსოლუტური სიჩქარეები ნულის ტოლია, მაშინ 

მოირაობის რაოდენობის კანონი „ცვალებადი მასის მატე- 

რიალური წერტილისათვის ისევე ჩამოყალიბდება, როგორც 

მუდმივი მასის მატერიალური წერტილისათვის. 

(7,3) ტოლობაში თუ ვიგულისხმებთ, რომ X=0, მაშინ მივიღებთ 

– – 7“ 
_ ცს == 9 ფი. (7,4). 
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ცხადია, 

ლა +» _ძC · 
2:06 ) = ზ ძი. ?' 

ით ძ” – Cწ))11 14) >. -___ 7,5 7. 7 7 0/XL) (“» 7 (7,5) 

თუ ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (6,9) განტოლებაში, მივიღებთ 

  

საიდანაც 

ძ (IV) == XL" VI/+7, ძL –LC 19, ძI-- 9, თ –C ძეთ სც (7,6) 

: „უკანასკნელი ტოლობა გვაძლევს აგრეთვე მოძრაობის რაოდენობის კანონს, 

მხოლოდ სხვა ფორმით, რომელიც ასე შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ: 

ცვალებადი მასის მატერიალური წერტილის მოძრაო- 

ბის ოაოდენობის დიფერენციალი უდრის წერტილზე მოქმე- 

დი გარე ძალისა და გამოგდებულ და მიერთებულ ნაწილაკ- 

თა ფარდობითი სიჩქარეების შესაბამ რეაქტიულ ძალთა 

ელემენტარული იმპულსების ჯამს მიმატებული გამოგდე- 

ბულ და მიერთებულ ნაწილაკთა წარმტანი სიჩქარეების შე- 

საბამი მოძრაობის რაოდენობანი. 

თუ მატერიალურ ნაწილაკთა მიერთებას ადგილი არა აქვს, მაშინ, ცხა- 

დია, რთგ=77=0 და (7,1) და (7,6) ტოლობები, შესაბამად, შემდეგ · სახეს 
მიიღებენ: 

თ (იას )= X9L-I-თ, ძI, (7,7) 

ძC>) = #9 -L1I,0I-++ რ 9, (7.8) 

„სადაც 

: (())ს == Cჩე)ზუ. 

§ 8. მოძრაობის რაოდენობის მომენტის კანონი 

აღვნიშნოთ ით ცვალებადი მასის 1; წერტილის რადიუს-ვექტორი 

-0:/2 უძრავი სისტემის სათავის მიმართ ფ'= 074). თუ (6,10) განტოლებას ვექ- 

ტორულად -- ვექტორზე გავამრავლებთ და გავითვალისწინებთ, რომ 

VI ძ . 
-. > 9 9) |=–- წ - 2 |, 8,1) | 0 წ) | 7 ს 1 C 

მივიღებთ : 

– ნ. თ-ს · #I- ს: . #,1- ნ“ . თ,). 'ტ9 

ეს უკანასკნელი გვაძლევს მოძრაობის რაოდენობის მომენტის კანონს ცვალე- 

ბადი მასის მატერიალური წერტილისათვის, რომელიც ასე შეიძლება ჩამო- 
ვაყალიბოთ: _ 

ცვალებადი მასის. მატერიალური წერტილის აღებული 
ცენტრის მიმართ მოძრაობის რაოდენობის მომენტის წარ- 

„'მოებული დროით უდრის წერტილზე მოქმედი გარე ძალისა 

და გამოგდებული და მიერთებული ნაწილაკების აბსოლუ- 
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ტურ სიჩქარეთა შესაბამი რეაქტიული ძალების მომენტების 
ჯამს იმავე ცენტრის მიმართ. 

თუ გამოგდებულ და მიერთებულ ნაწილაკთა ი აბსოლუტური სიჩქარეები 

ნულის ტოლია, მაშინ, (6,5) და (6,6)-ის ძალით, “,= თ.ა= =0 და (8,2) ტოლო- 

ბიდან ვღებულობთ 

რ. I. 2)ლ–წ. 7. (8,3) 
იჯ 

ამრიგად, თუ გამოგდებულ და მიერთებულ ნაწილაკთა აზბ- 

სოლუტური სიჩქარეები ნულის ტოლია, მაშინ მოძრაობის 

რაოდენობის მომენტის წარმოებული დროით უდრის წერ- 

ტილზე მოქმედი გარე ძალის მომენტს და, მაშასადამე, ამ შემთხ- 

ვევაში, (ცვალებადი მასის მარერიალური წერტილისათვის მოძრაობის რაო- 

დენობის მომენტის კანონი ისევე ჩამოყალიბდება, როგორც მუდმივი მასის 

მატერიალური წერტილისათვის, 

, განვიხილოთ ახლა შემდეგი კერძო შემთხვევა: 

1-+7,-+9,=0. (8.4 
ამ შემთხვევაში .(8,2) ტოლობა მოგვცემს 

# – 
–– (« · »#VI|=0, # 1 

„საიდანაც 

ს- · »L1= C =00ჰ03ხ. : (8,5) 

თუ (8,5) ტოლობას სკალარულად ” რადიუს-ვექტორზე გავამრავლეათ, მი- 

ვიღებთ 
რ. C6)=0. 

ეს ტოლობა, ცხადია, .ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

თ2:–+ხყ+602=0, (8,6) 

"სადაც თ, ხ, წარმოადგენენ C ვექტორის კოორდინატებს: 6 =C, ხ, 6). უკა- 

ნასკნელი ტოლობა გვიჩვენებს რომ განსახილველ კერძო შემთხვევაში M 
წერტილის ტრაექტორია არის ბრტყელი წირი, რომელიც მოთავსებულია 

კოორდინატთა სისტემის სათავეში გამავალ (8,6) სიბრტყეზე. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ აღებულ შემთხვევაში ფართობ- 
თაკანონს არ ექნება ადგილი. მართლაც, თუ გავითვალისწინებთ ცნო- 
ბილ ფორმულას 

0 1-2 99 8,7 
LV .2II 2 ( ) 

სადაც = ფართობული სიჩქარეა (იხ, V თავის (4,11) ფორმულა), (8,5) 

ტოლობის ძალით, მივიღებთ 

ძL 2” 
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სადაც C მუდმივი სიდიდეა. ვინაიდან მასა ; არ არის მუდმივი, ამიტომ,. 

ცხადია, <ც არ იქნება მუდმივი და მაშასადამე, ფართობთა კანონს არა აქვს 

ადგილი. 

თუ (6,9) ტოლობას ვექტორულად #” რადიუს-ვექტორზე გავამრავლებთ, 

მივიღებთ 

| ; 1. ღერ =(7.X#I+V · 781-+ IL. · 771. (8,9): 

დავუშვათ ახლა, რომ X ძალა და აგრეთვე 7; და #, რეაქტიული ძა- 
ლები ცენტრალური ძალებია ცენტრით 0 წერტილში. მაშინ ცხადია, როზ. 
(8,9) ტოლობის მარჯვენა მხარე ნულის ტოლია და გვექნება 

"> ძი – ძი. მი – 
| ». ვუ თ 2.99, -შჯL” · ს;)=90, 

საიდანაც ვღებულობთ 

2 <5 –|-.591|=იით8ს. (8,10)· 

ამრიგად, როცა გარე ძალა # და რეაქტიული ძალები #, და 7. 
ცენტრალურია, მაშინ ადგილი აქვს ფართობთა კანონს. 

ადვილად დავრწმუნდებით შემდეგი ტოლობის სამართლიანობაში: 

.... - =| »-–, ა ”. 7 მ |=-ჯL 89 

–| ; +. „92 ”I. (8,11X. 

თუ ამ მნიშვნელობას (8,9) ტოლობაში შევიტანთ, შალ 

  

+ ს.»9=წ-XI+L. წ)+Lი. #)+| 2-9 2. >I- ფ,1შ. 
უკანასკნელი ტოლობა იძლევა მოძრაობის რაოდენობის მომენტის კანონს. 

ცვლადი მასის მატერიალური წერტილისათვის გარკვეული ფორმით. 

§ 9. პოცხალი ძალის კანონი 

(6,2) განტოლება. ასე გადავწეროთ: 

–ძ ი + 9 _ 
, ოეე L+წ8 “I რ V %:+ ვრ (9,1)· 

გავამრავლოთ ამ ტოლობის ორივე მხარე ს სალარულდ #9 7= სძ გამოსახულე- 
ბაზე, მივიღებთ 

XV. ძთ)-Lი" ძის=(#7.97)+C, · -)ძი, + CV -9) მის. (9,2). 
ადვილად .მიიღება, რომ ადგილი აქვს ტოლობას 
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(7/1M 1 

ძ)+V#92=4-2 1 იი. MM თ ს. (9,3) 

თუ ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (9,1) გალობაში მივიღებთ 

ძ »ას” 1-1 უჭ ქ)=(X , ძ»)+Cი% , ი )IM CC · 5 თვ. (9,4) 

2 2 

ეს ტოლობა კიდევ ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

თაც“ 

ძ ო +41 –_ 2 ძის + = თ?0I= (I , ძ»)+(ი : “) 0 M,-L( M, · ფ. ძის. (9,5) 

(6,5) და (6,6) ტოლობების ძალით, ცხადია, გვექნება 

Cთ, -) ძე => რ, .თ #), (Mგ.9 )ძ#I, =(«, .ძ #). (9,6) 

(9,6) ტოლობების ძალით, (9,5) ტოლობა ასე გადაიწერება: 

2 _– – – – – – 

«იე არ +-- თრი = (წ.40)+6.9/)+(ფ,.4/. 67 

(9,5), ანუ რაც იგივეა, (9,7) ტოლობა გვაძლევს ცოცხალი ძალის კანონს 

ცვალებადი მასის მატერიალური წერტილისათვის, რომელიც შეიძლება ასე 

ჩამოვაყალიბოთ: 

ცვლადი მასის მატერიალური წერტილის ცოცხალი ძა- 

ლის დიფერენციალს დამატებული გამოგდებულ და მიერთე- 
ბულ ნაწილაკთა წარმტანი სიჩქარეების შესაბამი კინეტი- 
კური ენერგიები უდრის წერტილზე მოქმედი გარე ძალის 
ელემენტარულ მუშაობას მიმატებული გამოგდებული და 

მიერთებული ნაწილაკების აბსოლუტურ სიჩქარეთა შესა- 
ბამი რეაქტიული ძალების ელემენტარულ მუშაობათა ჯამი. 

თუ გამოგდებული და მიერთებული ნაწილაკების ფარდობითი სიჩქარეე- 

ბი ნულის ტოლია (ი,=9,=0), მაშინ #, =%:==9 და (9,5) ტოლობა მოგვცემს 

ძ –ღ” ძ». (9,8) 

თუ დავუშვებთ, რომ აბსოლუტური სიჩქარეები ნულია V.=%.)=0, მაშინ (9,5) 

ტოლობიდან მივიღებთ 

ძ თა 5= -- რი + = ბ ქე=(X, ძ»). (9,9) 

გავამრავლოთ (6,9) ტოლობა 29ს=9» გამოსახულებაზე ადვილად ში- 

ვიღებთ 

ძ ი დ. 4,)+თოს. მ»)+(#,. 27)+ –- ირი. (9,1% 
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უკანასკნელი ტოლობა იძლევა აგრეთვე ცოცხალი ძალის კანონს გარკ- 
ვეული ფორმით. 

შენიშვნა: ცვალებადი მასის მატერიალური წერტილის მოძრაობის გან- 
ტოლებებსა და ზემოთ მოყვანილ კანონებზე დაყრდნობით შეიძლება დავამტ- 
კიცოთ, რომ ცვალებადი მასის მატერიალური წერტილისათვის სამართლია- 
ნია მუდმივი მასის მატერიალური წერტილისათვის დადგენილი მთელი რიგი 

შედეგების ანალოგიური შედეგები.



თავი + 

ჰპოჭენყიალები 

§ 1. წერტილოვანი მასის პოტენციალი. დღისპრეტულად 
განაწილებულ მასათა პოტენციალი 

ვთქვათ, მოცემულია ორი მატერიალური წერტილი 7#/ და #, რომელთა 
მასებიც იყოს შესაბამად / და უჯ. ნიუტონის მსოფლიო მიზიდულობის კანო- 

ნის მიხედვით, # წერტილი იზიდავს » წერტილს ისეთი ძალით, რომლის 

სიდიდეც განისაზღვრება ფორმულით (იხ. -V თავის (16,5) ფორმულა) 

1)?" |#I=/ “+, 0,1)   

სადაც / გრავიტაციის მუდმივია, ”» კი მანძოძლია აღნიშნულ წერტილებს 

შორის. ვიგულისხმოთ, რომ გრავიტაციის მუდმივი /=1 და ამის გარდა, 

#X წერტილის მასა ერთეულის ტოლია; მაშინ (1,1) ფორმულა მოგვცემს 

| 7 |= 2. (1,2) 
» 

განვიხილოთ დეკარტის მართკუთხა 0») სისტემა და აღვნიშნოთ 

'#=(X, X, 2)-ით ის ძალა, რომლითაც ფიქსირებული 7/ (§, უ, CL) წერტილი 
იზიდავს მოძრავ #(, ყ, 2) წერტილს. (1,2 ფორმულის ძალით, ცხადია, 

ადგილი აქვს ტოლობას 

    

_-_– (1,3) 
ს ეჯ” ჯ 

ადაც 200. 

ჯ= 1/ ხ==(;--6, V-VI, 2), (1,4) 

„=V/ (თ--ნ)+(-) + (ა. (1,5) 
თუ (1,3) ტოლობას 0»ყ?ე სისტემის ღერძებზე დავაგეგმილებთ, მივიღებთ 

2ი=-- #X 2-6 () XI==- > ყი” 2=-- 2-5 , (1,6) 

გ” # უზ # . 

“ განვიხილოთ ფუნქცია X, რომელიც შემდეგი ფორმულით არის გან- 

საზღვრული: 
V”წ= 

2. (1,7) » 

ადვილად დავრწმუნდებით შემდეგი ტოლობების სამართლიანობაში: 

LL)



მ ყი ჯ„–-წ მ; »” V#V–»ჩ» ი” “” 2-6 თ _ ” ი ყუ" 
  

მძი. 5» ” ძყ ებ” დ ' ჩ –“ შ” (1,8) 

(1,6) ფორმულების ძალით, (კახადია, გვექნება · 

ი” მ” – მ” 
–(L== ·“– 7== ა -X= –_. 

2 ძე; 1 მV ძე (1,9) 

უკანასკნელი ტოლობების ძალით, V””(თ, /, 2) წარმოადგენს # ძალის პოტენ- 
ციალს (იხ. V თავის § 6) და, მაშასადამე, : 

X= ყI20 1”. (1,1თ) 
(1,7) ფორმულით განსაზღვრულ XI” ფუნქციას ეწოდება წერ ტილის 

ნიუტონის პოტენციალი. 

(1,6) ტოლობით განსახღვრულ Xჯ, X, 27 ფუნქციების გაწარმოება შესა- 
ბამად თ, ყ, 2 ცვლადებით მოგვცემს : 

ძ%_ _ (ყ–უ"'L+(C-ს'-2(0-61) 
  

  

მთ ნ 

9 _ ს (2-ს) +(.-5)--2(/-ო» 
მყ კგ , 

92 _ წ), («-- ნ) +C –უ)--2(--§) 
ძი | კს · 

თუ ამ ტოლობებს შევკრებთ. მივიღებთ 

მX , მ , მ7 
+ ---+ --– =0. 111 

ძი. მე. მ” 0,1) 

თუ შევიტანთ უკანასკნელ გამოსახულებაში X, X, 7 ფუნქციების (1,9) მნიშვ- 

ნელობებს, ადვილად მივიღებთ 

_შMე თი იე ტ): + =“ =0. (1,12) 
ძუ? მყ” 02”, 

  

ა» =9X , 9V 1 2 ოპერატორს ეწოდება ლაპლასის ოპერატორი, 
ძო” მე? ძე? 

ხოლო (1,12) განტოლებას––-ლაპლასის განტოლება. 

ამრიგად, ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ წერტილის ნიუტონის პოტენციალი წარ- 
მოადგენს ლაპლასის განტოლების ამოხსნას. · | 

განვიხილოთ, ფიქსირებული მატერიალური წერტილები 7#, (6), »), 5), 
#X-5 (წე, შე, სე). 7» (ნ, ი, სი) რომელთა მასებია ი#,, #მე-- ს ი და 

აღვნიშნოთ X1=(X, X., 70)-თი ის ძალა, რომლითაც ერთეული მასის 

#(Cთ, ყ, 2) წერტილს იზიდავს M, წერტილი. თუ ჰმ ძალის პოტენციალს 

აღვნიშნავთ X,-თი, ცხადია, გვექნება ' ' 

#”X==“, (1,13) 
7” 
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სადაც ,,=IV (=–ნი'+V-– ჟე +(- C,)' წარმოადგენს მანძილს /, და 

აღვნიშნოთ # წერტილზე მოქმედი ძალების ტოლქმედი X”-ით: 

პანი 
ქა1 

I 
I 

„ცხადია, გვექნება 

სადაც 

#7= 9) -%. (L,14) 

როგორც ადეილი მისახვედრია, ·(1,14) ტოლობით განსაზღვრული X ფუნქცია 
წარმოადგენს აგრეთვე ლაპლასის განტოლების ამოხსნას, ამ ფუნქციას დის- 
კრეტულად განლაგებულ მასათა პოტენციალს ან კიდევ მატე- 
რიალურ წერტილთასისტემის ნიუტონის პოტენციალს უწო- 

„დებენ, | 

§ 2. მოცულობითი მახის პოტენციალი 

ვთქვათ, მოცემულია რაიმე სხეული (2), რომელიც შემოსაზღვრულია 

'საკმარისად გლუვი (9) ფართეულით1, აღვნიშნოთ თ(6, 7, ხ)-თი სიმკვრივე 

სხეულისა 7/(6, »,, -) წერტილში (იგულისხმება, რომ, საზოგადოდ, სხეული 

· არაერთგვაროვანია), განვიხილოთ სხეულის გარეთ მოთავსებული ნებისმიერი 

#(თ, ყ,' 2) წერტილი, რომლის მასაც ერთეულის ტოლია და გამოვთვალოთ 

-ის ძალა, რომლითაც (7) სხეული ამ წერტილს იზიდავს. აღვნიშნოთ ძ”;-თი 

სხეულის უსასრულოდ მცირე ნაწილაკი ცენტრით 7/(C, », L) წერტილში. ამ 

ნაწილაკის მოცულობა იყოს ძ+”, ხოლო მასა 0. (ხადია, რომ უ 

თს=0 (C, უ, L) ძ+. (2,1) 

„0L=(0X, ძM, 07) იყოს ის ძალა, რომლითაც სხეულის აღნიშნული ნაწი- 

„ლაკი X (თ, ყ, §) წერტილს იზიდავს. (1,3) ფორმულის ძალით, ცხადია, გვექნება 

ძIL= – 2 --, (2,2) 

·.სადაც _ _. __ |. 

»= MX, „=V/ (თ--60!+()-უ)ბ- რ-ნ. 
-(2,1) დამოკიდებულების ძალით, (2,2) ტოლობა მოგვცემს 

, ძნ- L8(3 ცნა რი ” (2,3) 

„თუ ამ ტოლობას კოორდინატთა ღერძებზე დავაგეგმილებთ, მივიღებთ 

  

1 ამ §-ში ჩამოთვლილი შედეგების სამართლიანობისათვის საკმარისია მოვითხოვოთ, 

„რომ § ფართეულს აქვს უბან-უბან უწყვეტად ცვლადი ნორმალი, 
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იX=- 916 », 5)ი5 თ. 
2 

  

# (ა 

ი = - 9 (დ შ 5) ი-. .. 5)ძ9ი ყო ს (2,4) 
ჯ 2. 

Cთ(C, %) შწყ. 2-6 

ა ჟჯ'“ 2 
ითი27=-–-   

ამის შემდეგ ცხადია, რომ ის ძალა, რომლითაც (2?) სხეული XX, #, 2) 
წერტილს იზიდავს, (2,3) ფორმულის ძალით, ასე წარმოიდგინება: 

=- |/92თM სიძ” იი05 (2.5) 

(უო ” 
(2.4) ტოლობათა ინტეგრაციის შედეგად ვღებულობთ 

C(6, », | (2-5) (L=3> პლ ყოვლი 
თ(6, ი, C) (#V–») : #-- | I | ააა (2,6) 

_ ჯიორუოა0-9,. ი/შხივიბი 
ცხადია, (2,6) ტოლობები მიიღებიან, აგრეთვე, (2:55) ტოლობის კოორდინატ– 

თა ღერძებზე დაგეგმილებით. 

განვიხილოთ X (>, ყ), 2) ფუნქცია, რომელიც შემდეგი ფორმულით არის, 

' განსაზღვრული: 

X (თ, ყ, 2)= (II »9 » 5) ძა, (2,7). 

(2) ? . 

ვიგულისხმოთ, რომ ჯ(თ, წ, 2) წერტილი მოთავსებულია (7) სხეულის გარეთ.. 

ამ შემთხვევაში (2,7) ტოლობის გაწარმოება ცალ-ცალკე ჯ«, ყV, # (კვლადებით 

მოგვცემს | 
თ(წ, 7. ხ) (თ–-– 

მთ... II ვვ 05, 

ით –II"" თ, + (I--ო) კა. დ.ზ) 

7) 

=(§, », 5 (2-–LCL) 
რ – III · ჯე რ. 

(2,6) ფორმულების ძალით, უკანასკნელი ტოლობიდან ვღებულობთ 
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ჯ--”, X7-%, „9 
მთ მ ძნ 

ანუ 8 
L =ყეძV. (2,10) 

7 ფუნქციას ეწოდება (7) სხეულის ნიუტონის პოტენციალი, 
ან კიდევ-–- მოცულობითი მასის პოტენციალი, 

განსახილველ შემთხვევაში (როცა #(დ, ყ, /) წერტილი მოთავსებულია 
(ო სხეულის გარეთ) (2,0ნ) ტოლობების გაწარმოება, შესაბამად ჟჯ--ით, V-ით 

და #-ით, მოგვცემს 

0X _ ._ (ყ-–უ)"-+-(2--)--2 (7-– დ) 

0ჯ III ჯ" 

+- |რმმრეებბი > იC »0ძი- (211) 
. ) 

(2.9): 

0 (2 V, 9) თ”, 

02  (|C-40 უთ. დურ. 
ძ2 (უუ 7 

თუ ამ ტოლობებს შევკრებთ, მივიღებთ 

მ ძX 9% _ი, (2,12) 
მიე მყ ძი? 

რომელიც, (2,9) ფორმულის ძალით, ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

ი , იშ _ ა 9” ე ი! ძი! ტ,13) 
ივ! + მყ” + ძ2". 

ამრიგად, ჩვენ დავამტკიცეთ შემდეგი დებულება: 
დებულება. როცა XC, #9, 4) წერტილი მოთავსებულია (7) 

სხეულის გარეთ, მაშინ ამ სხეულის ნიუტონის პოტენციალი 

წარმოადგენს ლაპლასის განტოლების ამოხსნას. 

შევისწავლოთ I (=, ჯ, 2) ფუნქციის ყოფაქცევა უსასრულოდ შორეული 
წერტილის მახლობლობაში. ამისათვის შევნიშნოთ, რომ ეს ფუნქცია. როცა 

#ი, V, ი) წერტილი მოთავსებულია (2) სხეულის გარეთ, წარმოადგენს 

თ, ყ, 2 ცვლადების უწყვეტ ფუნქციას, რომელიც მიისწრაფვის: ნულისაკენ, 
როცა ჯC, ყ, 2) წერტილი უსასრულოდ შორდება (X) სხეულს. 

ადგილი აქვს შემდეგ ზღვრულ ტოლობას: 
ჟღ 

"IM IC, V, 2)=7L, (2,14)- 
>თ 

სადაც 

#=III =C », 5 45. (2,15)- 
(ო 

ხოლო # წარმოადგენს მანძილს კოორდინატთა 0ჯყ/ სისტემის სათავესა და. 

ჯ წერტილს შორის: 
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X#=V/ თ.ე -ებ. 
მოცულობითი მასის პოტენციალის განსაზღვრის დროს ნაგულისხმევი 

იყო, რომ სიმკვრივე თ(§, თ», C) დადებითი ფუნქციაა ყველგან (#) არეში, 

მათემატიკური ფიზიკის ბევრი სხვადასხვა საკითხის შესწავლისათვის დიდი 

მნიშვნელობა აქვს (2,7) ფორმულით განსაზღვრული პოტენციალი განხილული 

იქნეს ნებისმიერი უწყვეტი სიმკვრივისათვის (და არა მარტო დადებითი სიმკვ- 

რივისათვის). ! 

როგორც ადვილი მისახვედრია, ყველა ზემოთ მოყვანილი შედეგი სამარ- 

თლიანია არა მარტო დადებითი, არამედ ნებისმიერი უწყვეტი სიმკვრივისა- 

თვისაც. შემდეგში, ყოველთვის, ასეთი განხოგადებული აზრით იქნება განხი- 

ლული პოტენციალები. 

§ 3. მოცულობითი მასის პოტენციალის თვისებები CC) არეში 

აქამდე ჩვენ ვგულისხმობდით, რომ 7?7(7, V, 2) წერტილი მოთავსებული 

იყო (7) სხეულის გარეთ. განვიხილოთ ახლა ის შემთხვევა, როცა 7 (თ, #4, #) 

წერტილი მოთავსებულია (2?) არეში, ამ შემთხვევაში I (თ, V, 2) ფუნქციის 

გამოსახულებაში (იხ. (2,7) ფორმულა) ინტეგრალქვეშა ფუნქცია უსასრულობა 

ხდება და გამოსარკვევია ინტეგრალი არის კრებადი თუ არა. 

შემოვიღოთ პოლარულ კოორდინატთა სისტემა პოლუსით 7 (CV, V, 2) წერ- 

ტილში და მოვახდინოთ ჩასმა ' 

ნხ=თ-+თ, =9+/3, ხ=2-Lუ, (3,1) 
სადაც თ, 8, ჯ წარმოადგენენ ერთეულ რადიუსიან (0) სფეროზე წერტილის 
კოორდინატებს: 

დმი ბ =1, ც,2 
ამ აღნიშვნების ძალით, I (>, წყ, 2) ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრულია ინ- 
ტეგრალით . 

' - : თ (C, უ, C) 06% 
7 (თ, შ%, აგ=III2C % 525, (3,3) 

# ” 
"შეიძლება ასე წარმოვიდგინოთ: 

#7 

V7C, V, 9=II ძთ | თ(თ+7>, V“+13, 2--04%) 1-C9', (3,4) 

ყა. 9 

სადაც # წარმოადგენს (ჯ) სხეულის (5) საზღვრის წერტილების რადიუს- 

ვექტორის სიდიდეს, ძი არის (0) სფეროს ზედაპირის ფართობის ელემენტი. 

ვინაიდან (3,4) ტოლობის მარჯვენა მხარეში ინტეგრალქვეშა ფუნქცია 
სასრულია, ამიტომ ინტეგრალიც კრებადია და, მაშასადამე, X (თ, V, #2) ფუნქ- 

ციას აქვს სასოული მნიშვნელობა (/#') სხეულის ყოველ წერტილში. . 

ამავე ფორმულის ძალით, ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 7 (თ, V, 2) 

ფუნქცია არის უწყვეტი ფუნქცია მთელს სივრცეში (72) სხეული- 
'სა და მისი (9) საზღვრის წერტილების ჩათვლით. 

554 |,



აღვნიშნავთ დაუმტკიცებლად !, რომ I”(>, ჟ, 2) პოტენციალს აქვს აგ- 

რეთვე შემდეგი თვისებები: 

1. 7 (თ, #. 2) ფუნქციის პირველი რიგის წარმოებულები: 

7, 9 42 არიან უწყვეტი ფუნქციები მთელს სივრცეში 
ძი ი 4 

-(C7) სხეულისა და მისი საზღვრის წერტილების ჩათელით) და 

ნულად იქცევიან უსასრულობაში, 

2. თუ C(6, », ს) ფუნქციას აქვს პირველი რიგის უწყვეტი 
ი'” ი” ი” 

ძუ? ' 0ყ' ” ძვ? 
არეში და ადგილი აქვს ტოლობას 

2 2 ) 
მ ” 9 546 ვლ 4506 ყ/, 2). (3,5) 

       წარმოებულები, არსებობენ ყველგან(უ 

    #7 = 
იჯ 

(3.5) განტოლებას ეწოდება ს კეასონის განტოლება, 

ამრიგად, როცა #(V, V, 2) წერტილი მოთავსებულია (#) სხეულის გა- 

რეთ, მაშინ 7(ი, ყ, #) ფუნქცია წარმოადგენს ლაპლასის განტოლების ამოხს- 

ნას, ხოლო, როცა 77(ჯ, ყ, 20) წერტილი (7') არეშია მოთავსებული––პუასონის 

"განტოლების ამოხსნას, 

§ 4. ერთგვაროვანი სფეროს პოტენციალი 

ვთქვათ, (7) სხეული წარმოადგენს 7” რადიუსიან სფეროს, რომლის 

ცენტრიც მივიღოთ კოორდინატთა სისტემის სათავედ. ვიგულისხმოთ, რომ 
სფერო ერთგვაროვანია, ე. ი. Cთ-00M5-. ამ შემთხვევაში (2,7) ფორმულა 

“მოგვცემს 

# C, წ, 0=- III-“”, (4,1) 
- (უე? 

სადაც (C)- აღნიშნავს 7, რადიუსიან სფეროს, თუ შემოვიღებთ სფერულ 

კოორდინატებს: 0, დ და 9-ს და მოვახდენთ ჩასმას 

= 6=0351ს +60დ, »=0510 X+5)სდ, C=0 0059. 

| დავრწმუნდებით: შემდეგი ტოლობის სამართლიანობაში: 

: ჯ» 2 7” 2. 
წ ძიძდ 03 

V (თ, V, 2)=ფ I I _0 8) +ძიძდ იV (4,2) 

სიმეტრიის ძალით, ადვილად დავრწმუნდებით, რომ #” ფუნქციის მნიშვნე- 

ლობა X (დ, #7, 9) წერტილში დამოკიდებულია მხოლოდ 2–.=I0LI მანძილზე 

(0 სფეროს ცენტრია რომელიც კოორდინატთა სისტემის სათავედ არის 

მიღებული): 

(3 

X-|0C|=/ 27%, 
1 დამტკიცება შეიძლება იხილოთ, მაგალითად, წიგნში: I. 9. 0007080LM#, 16009M# 

1319I0708080-010 X0769VM878, M.-/I., 1946. 
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ამიტომ X წერტილად შეიძლება ავიღოთ ჯ”(0, 0, 2) წერტილი, ამასთან 

X7C)=V(X"). ამის შემდეგ, ცხადია, (4,2) ტოლობა მოგვცემს 

2 2X 

X (თ, ყ, 2)=9 I 
4:20 დ==20 0=0 

ინტეგრების შედეგად ვღებულობთ 

# _ აიბი ძირა _ (4,3). 
I” 6:-–220 605 9>+X?_ 

# . 
91ი 303: 1 უვალი _“__ -_>_--.–_. –-22.0 0605 4'+-X” 

'ო 0?--220 605 9-2 ი”. 0 -22ი ხისაა 

=-- (02+X-I60-XI. ტ,4 
#0 

განვიხილოთ ჯერჯერობით ის შემთხვევა, როცა LX წერტილი მოთავსე- 

ბულია (9) სფეროს გარეთ, ე. ი. 7# > #. ვინაიდან 0<- 0 < 77 ამიტომ, გან-. 

სახილველ შემთხვევაში, ი <-7 და, (4,4) ფორმულის ძალით, მივიღებთ 

91ი 4( 8 # 1 2 : 
_ სზბ· _  ნ+X-C--ი0)=-–. (4.5) 

I > ი'--27.0 005 9+) #0 (+ (2--0)) 2 

უკანასკნელი ტოლობის ძალით, (4,3) ტოლობა გვაძლევს 

2474 4 1 
== 2 == ვ ა, „გეას == MV (>, V, 2)= 3 I I 01 იითდ 3 X12:?3 თ > #. 

?. LM 

სადაც ##/ = “ XX სფეროს მასას წარმოადგენს. 

უკანასკნელი ტოლობის საფუძველზე ჩვენ ვრწმუნდებით შემდეგი დებუ– 
ლების სამართლიანობაში: 

დებულება. აღებული სფეროს გარეშე მდებარე წერტილზე 
სფეროს პოტენციალის მნიშვნელობა უდრის სფეროს ცენტ- 
რის, პოტენციალის მნიშვნელობას ამ წერტილზე, თუვიგუ– 

ლისხმებთ, რომ სფეროს ცენტრში თავმოყრილია მთელი 

სხეულის მასა. ი. ! 
განვიხილოთ ახლა ის შემთხვევა, როცა #(თ, ), 2) წერტილი მოთავსე- 

ბულია (9–) სფეროს შიგნით, ე. ი. #»< #. თუ 0<-0<2., მაშინ, ცხადია. 

ჯ 
810 43-08 1 2 

ა--:-======„„ვეღღ–ვავვავ
ეუღა=–-–- X-- ?-- =+ 

I M 06:-2270 008 9--L-).2 X2 (0-+»-–-0.-––0)| > 

ხოლო, როცა X#+< 0 <. #, მაშინ 

ჯ 

ეაეაეაებაეაე-–ს დ” 
1IM7V თC--2X60058+X ი (6-+X–(0– )1=--.



უკანასკნელი ტოლობების ძალით, (4,3) ტოლობა გვაძლევს 

  

2Xჯ #. 2077 # 

X (თ, ყ, 27)=თ I I =%0 + ( 20ძი|) ძდ= 
თდ=0 # - 

0=9 ი0=/. 

=2 ჯXთ (>- 1. #)- 7. 3-- (+) , 

პ 2# # 

ამრიგად, თუ აღვნიშნავთ I (2)-თი პოტენციალის მნიშვნელობას იმ 
წერტილებზე, რომელნიც 2 მანძილით არიან დაშორებული სფეროს ცენტრი- 
დან, მივიღებთ 

4, როცა >> #7, 

#7 0)= 
7. 2 

გჰ _ (+) I როცა #< 7'. 

მარტივი გამოთვლების შედეგად დავრწმუნდებით, რომ ლაპლასის ოპერა- 
ტორი: · 

იდ? ეც? 0გ? 

0, დ, + სფერულ კოორდინატებში ასე წარმოიდგინება: 

1 ძ 0% 1 ძი /. ა. % 1 ი 
ბიხ=-- –- | (0? 3) – | 5§(0# 2) –-, 

0? > ( ძი მ ნფე?ვ. 0V 0X 1 ნვყიბ8 0დ? 

როცა » წერტილი მოთავსებულია (9) სფეროს შიგნით, მაშინ, უკანასკ- 
ნელი ფორმულის გამოყენებით, ვრწმუნდებით შემდეგი ტოლობის სამართ- 

ლიანობაში : 

    

ტ47/-=-4»ფ. 

ამრიგად, როცა # წერტილი მოთავსებულია (9) სფეროს 
შიგნით, მაშინ სფეროს პოტენციალი წარმოადგენს პუასო- 

ნის განტოლების ამოხსნას, 

ასევე დავრწმუნდებით, რომ, როცა # წერტილი მოთავსებულია (5) სფე- 

ოოს გარეთ, მაშინ 7 წარმოადგენს ლაპლასის განტოლების ამოხსნას: 

| #7 =0, 

თაც დამტკიცებული გვქონდა, ზოგად შემთხვევაში, § 2-ში. 

§ 56. ლიაპუნოვის ფართეული 

განვიხილოთ შეკრული, ან შეკრული კონტურით შემოსაზღვრული (§) 

ფართეული, რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

19. (89) ფართეულს ყოველ წერტილზე აქვს სავსებით გარკვეული მხები 
სიბრტყე. 
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29. (9) ფართეულის ნებისმიერ ორ /)/ და MI, წერტილზე გატარებულ. 

ნორმალებს შორის მახვილი კუთხე 1: აკმაყოფილებს პირობას: 

9 < ი? 

სადაც # მანძილია XI. და #”, წერტილებს შორის, ი გარკვეული მუდმივი 

რიცხვია. 

ვი მოიძებნება ისეთი დადებითი ოიცხვი (, რომ სფერო (C)), რომლის 

რადიუსი არის ძ და ცენტრი მოთავსებულია (85) ფართეულის ნებისმიერ // წერ- . 

ტილზე, ამოკვეთს (3) ფართეულიდან ისეთ (თ) ნაწილს, რომლისთვისაც შეს- 

რულებულია შემდეგი პირობა: აღნიშნულ I! წერტილზე გავლებული ნორმა- 

ლის ყოველი პარალელური წრფე გადაკვეთს (თ) ნაწილს არაუმეტეს ერთი· 

წერტილისა. 

შეკრულ ან შეკრული კონტურით შემოსაზღვრულ (5) ფართეულს, რომ-- 

ლისთვისაც შესრულებულია ზემოჩამოთვლილი პირობები, ეწოდება ლიაპუ- 

ნოვის ფართეული. 

1? თვისებიდან გამომდინარეობს, რომ ფართეულის ყოველ 7V წერ- 

ტილს შეიძლება შევუსაბამოთ კოორდინატთა 2/»ყ2 სისტემა ისე, რომ 77 »V 

სიბრტყე ემთხვეოდეს M წერტილზე გატარებულ მხებ სიბრტყეს, ხოლო 7/7 

ღერძი ემთხვეოდეს 7# წერტილზე გავლებულ ნორმალს. 39? პირობა გვიჩვე- 

ნებს, რომ ზემოხსენებული (თ) ნაწილის განტოლება შეიძლება ასე წარმოვიდ– 

გინოთ: 

2=/ (თ, V), 

სადაც /(>, ყჯ) წარმოადგენს თ, / ცვლადების ცალსახა უწყვეტ ფუნქციას, 
როცა წერტილი კოორდინატებით ჟ, ყ, 2 იცვლება (თ) ნაწილზე. 

1? და 2? თვისებების ძალით, ადვილად დავრწმუნდებით აგრეთვე, რომ. 

22, 3) 9/ წარმოებულები არსებობენ ფართეულის ყოველ 7 წერტილზე დ>. 
>; 

ს შრმოადგენენ ამ წერტილის კოორდინატების განუწყვეტელ ფუნქციებს. 

.§ 6. მარტივი ფენის პოტენციალი 

ვთქვათ, მოცემულია ლიაპუნოვის რაიმე შეკრული ფართეული (§). ამ - 
ფართეულის ყოველ წერტილზე შიგა ან გარე. ნორმალის მიმართულებით 

გადავხომოთ საკმარისად მცირე სიგრძის ჯ მონაკვეთი. „ მონაკვეთის ბოლო 

წერტილთა გეომეტრიული , ადგილი აღვნიშნოთ (5')ით და ვიგულისხმოთ, 
რომ (8) და (§') ფართეულებს შორის არე სავსეა რაიმე მიმზიდველი ნივთიე- 

რებით, რომლის სიმკვრივეც იყო მ. განვიხილოთ (8) ფართეულის უსასრულოდ 
მცირე ელემენტი ძ789, რომლის საზღვრის წერტილებზედაც გავავლოთ ფართეუ- 

ლის ნორმალები, ხსენებული ნორმალები (8) ფართეულიდან ამოკვეთენ ძა 

ელემენტს. ასეთი გზით ჩვენ მივიღებთ გარკვეულ ძ+X მოცულობით ელემენტს, 
რომელიც შემოსაზღვრულია ძვ და ძა” ელემენტებით და ძ959 ელემენტის. 
საზღვრის წერტილებზე გატარებული ფართეულის ნორმალებით. ძL მოცულო- 

ბითი ელემენტის მასა, ცხადია, იქნება #9ძ5. 

ვთქვათ, (95) ფართეული ყველა თავისი წერტილით თანდათან უახლოვ- 
დება (9) ფართეულს ისე, რომ ყოველი ი მოცულობითი ელემენტის მასა. 
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რჩება უცვლქლი. ზღვარზე გადასვლის შედეგად მივიღებთ, რომ (§) ფართეუ- 

ლის ყოველ ძა ელემენტზე მოთავსებული მასა ტოლია #6ძ85-ის. ასეთი გზით 

ჩვენ მივიღებთ (5) ფართეულზე ე. წ. მარტივ ფენას. /,6 ნამრავლს, რო- 

მელსაც ეწოდება მარტივი ფენის სიმკვრივე, შემდეგში აღვნიშნავთ 

თ-თი, ხსენებული აღნიშვნის ძალით, #9 ელემენტის მასა იქნება 

რ: =თ06. (6,1) 

ის ძალა, რომლითაც ძ89 ელემენტზე მოთავსებული ძ»=0(/) მასა იზი- 

დავს "ერთეული მასის # (თ, ყ, 27) წერტილს, აღვნიშნოთ 

“#11=(ძX, ითX, ძ27)-ით. (6,2) 

თუ ხსენებული ძ8 ელემენტის კოორდინატებია , 7», ჯ, მაშინ, (1,3) ფორმუ- 

“ ლის ძალით, ვღებულობთ 

ძლ“. –, (6,3) 

სადაც »= 71/ L, ამასთან M(§, », CL) არის § ფართეულის ის წერტილი, სა- 

დაც აღებული ძ5 ელემენტია გამოყოფილი. ინტეგრების შედეგად, (6,3) ტო- 
ლობა მოგვცემს . 

=-I| I +908, (6,4) 

(§) 

თუ უკანასკნელ ტოლობას კოორდინატთა ღერძებზე დავაგეგმილებთ, მივიღებთ 

X=-- ||C-5– -წ)თ ძ9, 

(9. ” 

=- |/VI-- ი -9 კვ. (6,5). 

დფ ” 

=- |/(2-5)9 (21-69 

(9) 4 

ისე როგორც (6,4), აგრეთვე (6,5) ფორმულებში იგულისხმება, რომ 

ჯLCთ, ყ, 2) წერტილი (89) ფართეულზე არ არის მოთავსებული და, მაშასადამე, 

#=V (2-6) + (ყ -– ი) + (2-–- ნ): 
ნულის ტოლი არ ხდება. ამის შემდეგ ცხადია, რომ ყოველი უწყვეტი თ(6,»,ხ) 

ფუნქციისათვის ზემოთ დაწერილ ინტეგრალებს აქვთ სასრული მნიშვნელობა 

სივრცის ყოველ # (>, ყ, 2) წერტილზე, რომელიც (8) ფართეულზე არ არის. 
მოთავსებული. 

_ განვიხილოთ ფუნქცია I (>, წ, 2), რომელიც განსაზღვრულია შემდეგი 
ტოლობით: 

V თ, ყ, ი= |/თიირ, (6,6 

(5) 

  

  

559



თუ ვიგულისხმებთ, რომ # (7, ყ, 2) წერტილი მოთავსებულია (5) ფართეუ- 

ლის გარეთ, მაშინ, ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

ძ” („0 თძე 

ძე; (თ ე , 

-'“ 
”._ (| (2––C) იძ9 
02 (წა), (XV ' 

“უკანასკნელი ტოლობების შედარება (6,5) ტოლობებთან გვაძლევს 

ჩჯ=9%, #X= 29%, 7=9%. (6,8) 
ძე მV მი 

ანუ _. 

#=ყI30 71. (6,9) 

(6,6) ტოლობით განსაზღვრულ X (>, V, 2) ფუნქციას ეწოდება “მარტი- 

ვი ფენის პოტენციალი. 
მარტივი ფენის პოტენციალი განიხილება ნებისმიერი უწყვეტი თ (§,», 6) 

სიმკვრივისათვის, რომელიც შეიძლება ღებულობდეს, როგორც დადებით, ისე 

უარყოფით მნიშვნელობებს. 
თუ (6,7) ტოლობებს გავაწარმოებთ შესაბამად „-ით, „ყ-ით, გ-ით და 

'შევკრებთ, ადვილად მივიღებთ 

29% მძX7X _ი2X_ი (6,10) 
მე.) მყ 02? 

ამრიგად, მარტივი ფენის პოტენციალი წარმოადგენს 

ლაპლასის განტოლების ამოხსნას. 
სავსებით ისე როგორც მოცულობითი მასის პოტენციალისათვის (იხ. § 2), 

შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ადგილი აქვს ტოლობას 

  

ჰაადაც 

#= | თ?I-ყ" 1-2, #=| | თვ. (6,12) 
(9 

· 8.7. მარტივი ფენის პოტენციალის სასაზღვრო. თვისებები 

აღვნიშნოთ ” პოტენციალის მნიშვნელობა X#X(თ, Vყ, 2) წერტილზე 

7 (ჯX)-თი: 

  

# X(-0)ძ5 7,1) I I 9 C 
7 (L)= 1, » (7,0) ,



სადაც 0(6 წ, 6) ფართეულის ცვლადი (ინტეგრაციის) წერტილია, ხოლო 
C(0)=ძთ(6, ო, ს, #50 ფართეულის ელემენტია CI(6, ჟუ, ს) წერტილზე, ;ჯ-(/", 0) 
აღნიშნავს მანძილს # და 0 წერტილებს შორის, ე. ი, 

»(#, C)=Vს/ (>-– 2)" + (/– უ)· +C -- 5), 
განვიხილოთ პოტენციალის მნიშვნელობა ფართეულის ნებისმიერ 

MX (თი; 7/0; 7) წერტილზე: : 

  

„4 // 9(0)050 
”ი )=| ი)“ (7,2) 

(C)) 
მიუხედავად იმისა, რომ ამ შემთხვევაში »(ჯა, ი) ნული ხდება, როცა 7”, 

ემთხვევა ი წერტილს, შეიძლება დამტკიცდეს, რომ (7,2) ტოლობით 
განსაზვრული ინტეგრალი არსებობს ფართეულის ყოველ 

CM (თა; ი; 2) წერტილზე და წარმოადგენს #7, წერტილის კოორ- 
დინატების უწყვეტ ფუნქციას, 

შეიძლება აგრეთვე ვაჩვენოთ, რომ უწყვეტობას ადგილი აქვს მთელ 
სივრცეში, ე. ი. ყოველი წინასწარ აღებული დადებით 6 რიცხგისათვის არსე- 

ბობს ისეთი დადებითი რიცხვი უ(§), რომ, როცა #(/, ნ) <<უ, ადგილი 

აქვს უტოლობას! 

| 7 (ნ)-–7/ (L)| <6. 
აღვნიშნოთ #'-ით ის სასრული არე, რომელიც ”შემოსაზღვრულია (#8) 

ფართეულით, ხოლო უსასრულო არე, მოთავსებული (§) ფართეულის გარეთ, 

აღვნიშნოთ 7)“-ით. გავავლოთ ფართეულის ჯ#ა(თე, ყი, ი) წერტილზე ნორმალი 

და მოვგეზოთ ის 7) არისაკენ (შიგა ნორმალი). ავიღოთ აღნიშნულ ნორ- 

მალზე #(, #, 2) წერტილი, რომელიც (9) ფართეულზე არა ძევს და განვი- 
ხილოთ: X (#) ფუნქციის ნორმალური წარმოებული: 

ძე იძ” 605 »= –+ LM 008 IV + 24 605 712. 
იV თე ძი ძლ. 

ცხადია, გვექნება 
, 1 - #/-- _ 

=> –-)=- >(“ ნ 608 ჯე; -L “ 7 ცი§ 2V/ § 5 ცი§ იჩ 1= 
(ა. ჯ· “ ”ჯ V # » + 

1 (იჩ ს) 1 /6C0 –. 
=-.- (5 · „)= (47 , ა) ი08 ს , 

ჯ? შ ჯ: » ჯ8.. 

      

  

სადაც ს არის კუთხე #0 ვექტორსა და შიგა ნორმალის »? მგეზავს შორის. 
ამის შემდეგ, როგორც ადვილი მისახვედრია, (7,1) ტოლობა მოგვცემს ' 

9 __ I 008 0 ი. (7,3) 
თ? 9) ”?(,0) 

  

_ 

1 როგორც უწყვეტობის ამ თვისების, აგრეთვე ქვემოთ მოყვანილი სხვა თვისებების 

დამტკიცება შეიძლება იხილოთ ზემოხსენებულ წიგნში: „I. #9. Cი8:09059%, 1600M# 8(MMX- 

109080#X0:0 001080IM819, M.–)L, 1946. 
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შეიძლება დამტკიცდეს, რომ =– ნორმალუოი V - “ეულის ზე, 
როცა X წერტილი XX არიდან (7)“ 'ტიდან) ნორმალის გასწვრივ მიისწრ. 

ვის ფართეულის ჯა წერტილისაკენ, არსებობს და წარმ ოადგენს ჯ, არაც. 

ლის უწყვეტ ფუნქციას. ეს ზღვარი აღვნიშნოთ («). -ით, ანალოგიური 
(§22 

ძ» 
მნიშვნელობა აქვს (>). 

ნორმალური წარმოებულის პირდაპირი მნიშვნელობა )), წერტილზე 
იქნება ს 

005 დი ძვე, · 

I (>თ, თ (6,0)? თა 
სადაც (ა არის კუთხე # 0 ვექტორსა და 7# წერტილზე გავლებ ო 

წორმალს შორის. ი ტ ი ეიულ ძიგა. 

ადგილი აქვს შემდეგ მნიშვნელოვან ფორმულებს 

(=). = 2%()+ > ი % იყე,   

  

ძ2 2(#, 0) 

ძ» ს, იბ 005 · (–) –2Cა+/ IL – => თ! 450 

ეს ფორმულები გვიჩვენებენ; რომ მარტივი ფენის პოტენციალის ნორ- 

მალური წარმოებული განიცდის შემდეგი სახის წყვეტას: 

ძი” , : 
(ლ) – (2) =-+ XC (ჩა). (7,6» 

: § 3. ო·.რმაგბი ფენის პო. ტენციალი 

ვთქვათ, როგორც ზემოთ, (5) აღნიშნავს ლიაპუნოვის ტიპის შეკრულ 

ფართეულს. ამ ფართეულის ნორმალებზე ერთი და იმავე მიმართულებით 

(მაგალითად, შიგა ნორმალის მიმართულებით) გადავზომოთ საკმარისად მცირე 

მუდმივი 8 სიგრძის მონაკვეთები. ამ მონაკვეთების ბოლო წერტილების გეო- 

მეტრიული ადგილი აღვნიშნოთ (5')-ით. ვთქვათ, (9) და (93) ფართეულებზე 
განაწილებულია მარტივი ფენები, რომელთა სიმკვრივეებია სათანადოდ თ და 
თ. დავუშვათ, რომ ეს სიმკვრივეები ერთმანეთთან დაკავშირებული არიან 
ტოლობით : 

თი83= –-Cთ'ძ785', (8,1+„ 

სადაც ძ5' 'წარმოადგენს (9) ფართეულზე აღებულ ძ9 ელემენტის შესაბამ 
ელემენტს (§') ფართეულზე. ასეთი გზით ჩვენ მივიღებთ ე. წ. ორმაგ ფენას, 

რომლის შესაბამ პოტენციალსაც ორმაგი ფენის აოტენციალი ეწო– 

დება 
თუ (3) მარტივი „ფენის პოტენციალის · მნიშვნელობას Xჯ(,. ყ, 2) წერ- 

ტილზე აღვნიშნავთ I (თ, ყV. 2)-ით, ხოლო (57 მარტივი ფენის პოტენციალის. 

„მნიშვნელობას ამავე წერტილზე XI (თ, ყ/, 2)-ით, ცხადია, გვექნება 
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! _ (/0(0)ძე 
V7L2, ყ, 2-1, თ" (8,2) 

  

„ თ'(0' ძა 8,3 
”' (თ, V, გ=| |? (200. (3,3) 

(თ (4 (L, 0 ) 

სადაც # არის მანძილი /, და 0 წერტილებს შორის, ხოლო „მანძილი » 

და 0' წერტილებს შორის, ამასთან 0' წარმოადგენს (§5') ფართეულის იმ 

წერტილს, რომელიც (3) ფართეულზე აღებულ C0 წერტილს შეესაბამება ზე- 
მონაჩვენები წესით. 

თუ ორმაგი ფენის პოტენციალს აღვნიშნავთ II” (დ, ყ, 2)-ით, განმარტე- 

ბის ძალით, მივიღებთ 

I) =>I7-–+V I. (8,4) 

ვთქვათ, CI(6, უ, ს) წერტილზე გავლებული შიგა ნორმალის მგეზავია · 
9=(თ, ჩ, 7). 0'(C”, უ”, ლ წერტილისათვის (რომელიც ხსენებულ ნორმალ- 

ზეა მოთავსებული) გვექნება 

, წ=6+თნ, » =»უ+ჩ6 ა'=(--/6. (8,5) 
ცხადია, აგრეთვე, რომ 

== 2 1 –-, (8,6) 
ი” MM თ--6-იი+(-უ- ნ) --(2-ნ- ნ 

(8,6) ტოლობის მარჯვენა მხარე დავშალოთ მწკრივად #6-ის მიმართ და 

უკუვაგდოთ მეორე და უფრო მაღალი რიგის მცირე სიდიდეები, მივიღებთ 

1 1 _ი.0. 1 ი. 1 1 ა-- (9 > – იზ> ++ )= 

  

  

  

_ 223 ძუ ძ 

=+--45(4 3-9 ე ვე-#, „5-7 )=+- 50080 
I. ჯ? » „ ა + ჯ „ე 

სადაც დ არის კუთხე #9 და „მ ვექტორებს შორის. ამრიგად, 

1 _ 1 ტიიდ . ც» 

” წ. _2 

(8,1) და (8,7) ტოლობების გათვალისწინებით, (8,3) ფორმულა გვაძლევს 

ო 
ეიე' ლით ? 

(8,2) და (8,8) ფორმულების ძალით, (8,4) ტოლობა მოგვცემს 

#” (თ, წ #8) == II" 17 ძე, (8,9) 

უჟ 

ს ეწოდება ორმაგი ფენის სიმკვრივე. 

  

სადაც ს= 6ფ-



ორმაგი ფენის პოტენციალის განმარტებიდან, ცხადია, რომ, როცა 
დ C. V, 4) არ არის მოთავსებული (9 ფართეულზე, M (თ, %. #2) წარმოად- 

გენს ლაპლასის განტოლების ამოხსნას: | 

0'M7 ბ” აზ” 
4M7 == ყე მს იი (8,10) 

ძე ძყ" ძვ: 
აღვნიშნოთ I” ,-ით და M/_-ით IX» (თ, ყ, 2) ფუნქციის ზღვარი (89) ფარ- 

თეულის ჯე წერტილზე, როცა ” წერტილი შესაბამად 7+ ან 7)“ არიდან? 
ნებისმიერი გზით მიისწრაფვის ჯა წერტილისაკენ. ადგილი აქვს შემდეგ მნიშვ- 

ნელოვან ფორმულებს (მოგვყავს დაუმტკიცებლად): 

M#,=-- 2 X0(ჩნა)--V79, (8,11) 

მ7 =2%L(ნ)+M79, (8,12) 
სადაც 19% წარმოადგენს II” პოტენციალის პირდაპირ მნიშვნელობას ფართეუ- 
ლის ჯა წერტილზე. – 

თუ ვიგულისხმებთ, რომ დ არის კუთხე გარე ნორმალსა და #0 ვექ- 

ტორს შორის, მაშინ, ცხადია, გვექნება 

#7.-=2 თ.(0)+V/9, (8,13) 
V7 _=--2 %ს (LიM)+- #7". (8,14) 

(7.1) და (8,9) ფორმულებით განსაზღვრულ პოტენციალებს, ხშირად, 
ნიუტონის მარტივი და ორმაგი ფენის პოტენციალებს უწოდებენ. · 

§ 9. ლოგარითმული პო.ტენციალები ?' 

ვთქვათ # წარმოადგენს ბრტყელ, შეკრულ, საკმარისად გლუვ წირს, ? 

განვიხილოთ I (თ, 9) და I” (თ, ყ) ფუნქციები, რომელნიც განსახღვრულნი 
არიან შემდეგი ტოლობებით: 

#7 თ. V)= | L7 (ნ, ») ძ8, (9,1) 
L 

V” (თ, ყ)== I _# (6. _შ) 003 დ. ძვ. (9,2) 
# “ 

სადაც # აღნიშნავს მანძილს სიბრტყის #XL(თ, ყ) ღა ინტეგრაციის C)(წ, ») 

წერტილებს შორის, თ და # უწყვეტი ფუნქციებია, დ არის კუთხე XC ვიქ- 
ტორსა და წირის ჯი ნორმალს შორის. 

(9,1) ტოლობით განსაზღვრულ »” ფუნქციას ეწოდება მარტივი ფე- 

ნის ლოგარითმული პოტენციალი, ხოლო (9,2) ტოლობით განსაზღვ- 
რულ MI ფუნქციას–-ორმაგი ფენის ლოგარითმული პოტენციალი. 

იმის ანალოგიურად, როგორც ეს § 6-ში და § 8-ში იყო ნაჩვენები 
შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ამ პოტენციალებს აქვთ სავსებით გარკვეული ფიზი- 

  

1 7” და #” არეების განსაზღვრა მოყვანილია წინა პარაგრაფში. 

2 ქვემოთ მოყვანილი შედეგების სამართლიანობისათვის საკმარისია მოვითხოვოთ, რომ 

X# წირს პქონდეს უწყვეტი სიმრუდე. · 
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ნიუტონის პოტენციალების შემთხვევაში ზემოთ მოყვანილი სასაზღვრო თვისე- 

ბების ანალოგიური თვისებები.. 

მოვიყვანოთ ეს სასაზღვრო თვისებები დაუმტკიცებლად. .. 

ორმაგი ფენის პოტენციალისათვის ადგილი აქვს შემდეგ ფორმულებს: 

”,(ნა==.(ჩ) + | #0 959 ს, 
L 

» 

(9,3) 

” (–)=–ა(ნე+ | +C05459 „, 
#ს # 

სადაც #ა არის # წირის ნებისმიერი წერტილი, 0 -––ინტეგრების ცვლადი 

წერტილი, # მანძილია ჯა და 0 წერტილებს შორის, დ აღნიშნავს კუთხეს 

»ჯ=0#ჩაე რადიუს-ვექტორსა და 0 წერტილზე გავლებულ შიგა ნორმალს შო- 
რის. ამ ფორმულებიდან გამომდინარეობს, რომ 

#7 +CX%) – 7 _(09:)=2 #ს (#), 
(9,4) 

#.(–)+#/ (–)=2 | #(0)095%. ,,, 
# 

» 

ცხადია, ეს ფორმულები (9,3ვ) ფორმულების ტოლფასია. მათ შორის პირვე- 
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წყვეტას. . 
ადვილად დამტკიცდება, რომ მარტივი ფენის ლოგარითმული პოტენ- 

ციალი საზღვარზე არ განიცდის წყვეტას, წყვეტას განიცდის საზღვარზე ამ 
პოტენციალის ნორმალური წარმოებული: 

' | 9>-) =- ანე“ | _ს. (დ) ბის ს. “(§, 

მს / + ს - 

(9) თა + | #(0თას ,, 
მთ» / _ XL ” 

სადაც % არის კუთხე 07», ვექტორსა და ჯე წერტილზე გავლებულ შიგა ნორ- 

„მალს შორის. ·
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45. უმცირესი ქმედების პრინციპი · 
ამოცანები 
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თავი VII. მყარი სხეულების დინამიკა 

განყოფილება 1 

“მომენტები 

„ სტატიკური მომენტები 

„ მეორე რიგის მომენტები 

.· ინერციის მომენტი პარალელურ წრფეთა კონის მიმართ · 

„ ინერციის მომენტი ერთ წერტილზე გამავალ წრფეთა კონის მიმართ. 

.· ინერციის ელიფსოიდი · · 

.· ინერციის მთავარი ღერძების პოვნა 

.· ინერციის ცენტრალური ღერძები 

ამოცანები 
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განყოფილება2 

მყარი სხეულის დიწამიკის ძირითადი კანონები. 

მყარი სხეულის მოძრაობის განტოლებები 

§ 58. მყარი. სხეულის მოძრაობის რაოდენობა და მოძრაობის რაოდენობის კანონი 

§ 9. მყარი სხეულის მოძრაობის რაოდენობის მომენტი 

§ 10. მოძრაობის რაოდენობის მომენტის კანონი მყარი სხეულისათვის 

§ 11. მყარი სხეულის ცოცხალი ძალა. ცოცხალი ძალის კანონი 
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§ 14. 
§ 15. 
6 16. 
8 17, 

§ 18. 

§ 19. 
§ 20, 
§ 21. 
§ 22. 
§ 23. 
6 24. 
§ 25. 
§ 26. 
6 27. 
6 28. 
§ 29. 
§ 20. 
§ 31, 
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§ 6. 

§ 7. 

6 8. 

6 9. 

· ქილერის კინემატიკური განტოლებები 
· მყარი სხეულის მოძრაობის განტოლებები 

განყოფილება 3 

მჟარი სხეულის ბრუნვა უძრავი ღერძის გარშემო 

მყარი სხეულის უძრავი ღერძის გარშემო ბრუნვის განტოლება 

რეაქციის ძალების განსაზღვრა. დინამიკური და სტატიკური რეაქციის ძალები. 

ფიზიკური საქანი 

ფიზიკური საქანის ბრუნვის ღერძზე წნევის განსაზღვრა 

განყოფილება 4 

მჟარი სხეულის ბრტყელი –-– პარალელური მოძრაობა 

მოძრაობის განტოლებები 

ამოცანები 

განყოფილება 5 

მჟარი სხეულის ბრუნვა უძრავი წერტილის გარშემო 

მოძრაობის განტოლებები 

მყარი სხეულის ინერციის მომენტი ბრუნვის მყისი 'ლერძის მიმართ 

ენერგიის ელიფსოიდი 

დამოკიდებულება მყის კუთხურ სიჩქარესა და კინეტიკურ მომენტს შორის . 

მყარი სხეულის ბრუნვა უძრავი წერტილის გარშემო სიმძიმის ძალის გავლენით” 

ელიფსურ ღუნქციათა თეორიის ზოგიერთი საკითხი - · · 

ეილერ-პუანსოს შემთხვევა 

პუანსოს გეომეტრიული ინტერპრეტაცია 

პოლოდია . 

ლაგრანჟ-პუასონის შემთხვევა. 

გიროსკოპის განტოლების მიახლოებითი ამოხსნა. · 

კოვალევსკაიას შემთხვევა 

რეგულარული პრეცესია 

ამოცანა 

თავი VIII. დაჯახებათა თეორიის ზოგიერთი საკითხი 

განყოფილება 1 

მატერიალური წერტილის დაჯახება 

. წერტილის დაჯახების ძირითადი განტოლება · 

„ მოძრაობის რაოდენობის მომენტის კანონი წერტილის დაჯახების შემოხვევისათვის · 

„ დალამბერის პრინციპი 

· დრეკადი და არადრეკადი დაჯახებები 

· ცოცხალი ძალის კანონი (კარნოს დებულება) 

განყოფილება 2 

მატერიალურ წერტილთა სისტემის დაჯახება 

მოძრაობის რაოდენობის კანონი 

მოძრაობის რაოდენობის მომენტის კანონი 

ცოცხალი ძალის კანონი სისტემის დაჯახების შემთხვევისათვის კარნოს დებულება) 

დალამბერ–ლაგრანჟის განტოლება სისტემის დაჯახების შემთხვევაში 

§ 10. ლაგრანჟის პირველი გვარის განტოლებები სისტემის დაჯახების შემთხვევისათვის 

§ 11, ლაგრანჟის მეორე გვარის განტოლებები სისტემის დაჯახების შემთხვევისათვის 
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განყოფილება 3 

მყარ სხეულთა დაჭახება 

§ 12. ეილერის დინამიკური განტოლებები ერთი უძრავი წერტილის მქონე მყარ სხე- 
ულზე დაჯახების შემთხვევაში 

§ 11. უძრავი ღერძის გარშემო მბრუნავ სხეულზე დაგაზება 2X 
ამოცანები · 5223 

=> 

თავი IX. ცვალებადი მასის სხეულთა დინამიკის ელემენტები · „· 328 

§ 1, შესავალი – · 528 

განყოფილება | 

ცვალებადი მასის მატერიალური წერტილის მოძრაობის განტოლებები 

ა 2. ცვალებადი მასის მატერიალური წერტილის მოძრაობის გახტოლება 'ეშჩებსკის 
განტოლება) · · „ 929 

,§ 3. მეშჩერსკის განხოგადებული განტოლება >””""'"'”“ 
§ 4. ციოლკოვსკის განტოლება · --””,””"""''”'"“·'”', 
9-5) ციოლკოვსკის ამოცანა 54ი 

განყოფილება!) 2 

ცვალებადი მასის მატერიალური წერტილის დინამიკის ძირითადი კანონები 

§ 6. ზოგიერთი აღნიშვნები და განმარტებები I 

§ 7. მოძრაობის რაოდენობის კანონი „· 543 

§ 8. მოძრაობის რაოდენობის მომენტის კანონი ი. 

§ 9. ცოცხალი ძალის კანონი .·. 11 

„--====–=> 

თავი X. პოტენციალები 

§ 1. წერტილოვანი მასის პოტენციალი. დისკრეტულად განაწილებულ. მასათა პოტენციალი 549 

§ 2, მოცულობითი მასის პოტენციალი · 531 

§ 3. მოცულობითი მასის პოტენციალის თვისებები თ არუში: ?“' 

§ 4. ერთგვაროვანი სფეროს პოტენციალი ”- 

§ 5. ლიაპუნოვის ფართეული - '"შწშ”" 

§ 6. მარტივი ფენის პოტენციალი · –"”""" იწ 

§ 7. მარტივი ფენის პოტენციალის სასაზღვრო თვისება: ა ... - 5აბ0 

§ 8. ორმაგი თენის პოტენციალი - -" 562 

§ 9. ლოგარითმული პოტენციალები · აიიი ს 364 

გამოყენებული ლიტერატურა · .“"''”"” 566


