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წინათქმა 

წიგნი სრულიად ახალგაზრდა ანდრია რაზმაძის სადიპლომო ნაშ- 

რომია, დათარიღებული 1910 წლით. იგი მოწონებულია მოსკოვის 

უნივერსიტეტის პროფესორის, ცნობილი მათემატიკოსის დ. ეგორო- 

ვის მიერ (წარწერა შრომის თავფურცელზე „0/096ი9M0 0. II. XL. CI0- 

ი08, 11, IV. 10), ნაშრომს მოსკოვის უნივერსიტეტის არქივში მუ- 

შაობის დროს მიაკვლია ქუთაისის პედაგოგიური ინსტიტუტის დო- 

ცენტმა ბატონმა იროდიონ ერემეიშვილმა. იგი სხვა ანალოგიური 
ნაშრომებისაგან გამოირჩევა ფუნდამენტურობით, არსებული ლიტე- 

რატურის ღრმა და საფუძვლიანი ცოდნით. ი. ერემეიშვილმა გადაი– 

ღო ფოტოპირი, ჩამოიტანა საქართველოში და გადასცა ანდრია 

რახმაძის საიუბილეო კომისიას. 

ქართული მათემატიკური საზოგადოება და სტუდენტი ახალგა%- 

რდობა სიამოვნებით გაეცნობა ქართული მათემატიკური სკოლის 

ისტორიის ამ საინტერესო დოკუმენტს. 

მთარგმნელი



ბა იყოს სრული ან არასრული, იმის მიხედვით, არის თუ არა ერთი 

სიმრავლის ყველა ელემენტი მეორე სიმრავლის ყველა ელემენტ– 

თან შესაბამისობაში, ან არსებობს ერთი სიმრავლის ელემენტთა გარ- 

კვეული რაოდენობა, რომელსაც არა აქვს შესაბამისი ელემენტები 

მეორე სიმრავლეში. 

§2, რიგობრივი რიცხვები 

თუ ელემენტთა დალაგებულ სიმრავლეს გამოვაკლებთ ელემენტთა 

გარკვეულ (სასრულ ან უსასრულო) რაოდენობას, მაშინ დარჩენილ 

სიმრავლეს მოცემული სიმრავლის ნაწილი ეწოდება. დალაგებულ 

სიმრავლეს სასრული ეწოდება, თუ იგი აკმაყოფილებს შემდეგ პირო- 

ბებს: 

ე 1. ამ სიმრავლეში არსებობს ერთი ელემენტი, რომლის რანგი 

ყველა სხვა ელემენტის რანგზე დაბალია. 

2. არსებობს ერთი ელემენტი, რომლის რანგი ყველა სხვა ელემენ- 

ტის რანგზე მაღალია. 

3. სიმრავლის ყოველ ნაწილში არის ელემენტი, რომლის რანგი ყვე– 

ლა დანარჩენი ელემენტის რანგზე დაბალია და ელემენტი, რომლის 

რანგი ყველა სხვა ელემენტის რანგზე მაღალია. 

ნათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ სასრული დალაგებული სიმ- 

რავლის ყოველი ნაწილი აგრეთვე სასრული დალაგებული სიმრავ- 

:ლეა. ' 

ორ სასრულ დალაგებულ სიმრავლეს მსგავსი ეწოდება, თუ მათ 

ელემენტებს შორის არსებობს ურთიერთცალსახა შესაბამისობა, თა- 

'ნაც ისეთი, რომ ელემენტთა დალაგება ამ შესაბამისობის დროს შენარ- 

'ჩუნებულია. ეს იმას ნიშნავს, რომ თუ ძი და ხ ერთი სიმრავლის ორი 

ელემენტია, თ” და ხ” მათი შესაბამისი ელემენტებია მეორე ,„სიმრავ- 

:ლეში, ამასთან, ძ<ჯ, მაშინ თ'<ს'. 

თუ სასრული დალაგებული სიმრავლეები მსგავსია, მაშინ ამბობენ, 

"რომ. მათ ერთი და-იგივე რიგობრივი რიცხვი აქვთ. ვთქვათ, #, 8 და 

<C სამი ისეთი დალაგებული „სიმრავლეა, რომ /# და „8 სიმრავლეები C 

"სიმრავლის მსგავსია, მაშინ, ცხადია, #/ და 8 სიმრავლეები მსგავსია. 
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მაშასადამე, ამ სამ დალაგებულ სიმრავლეს აქვს ერთი და იგივე რი- 
გობრივი რიცხვი. 

მივედით ასეთ დასკვნამდე: რიგობრივი რიცხვი ახასიათებს დალა– 

გებული მსგავსი სიმრავლეების კლასს. 

თუ 4 სიმრავლე შეიცავს ერთ ელემენტს, მაშინ ამბობენ, «ომ მისი 

რიგობრივი რიცხვი არის ერთი და აღნიშნავენ სიმბოლოთი 1. რიგო- 

ბრივი რიცხვი 1 ახასიათებს ყველა ერთელემენტიან სიმრავლეს. თუ # 

სიმრავლეს, რომელიც ერთ ი ელემენტს შეიცავს, მივუერთებთ ახალ 

ხ ელემენტს, მივიღებთ (ი; ხ) სიმრავლეს, რომლის რიგობრივი რი- 
ცხვი არის 2. ი-ს ეწოდება პირველი ელემენტი, ხ-ს მეორე ელემენ- 

ტი. თუ (ი; ხ) სიმრავლეს მივუერთებთ კიდევ ერთ C ელემენტს, მი- 

ვიღებთ (ი; ხ; C) სიმრავლეს, «ომლის რიგობრივი რიცხვი არის 3. 

ასე დახასიათდება ამ წესით აგებული ყველა დალაგებული სიმრავ- 

ლე. ამავე გზით ავაგებთ (ი; ს; 0; ·.., ი) სიმრავლეს, რომლის რიგობ- 

რივი რიცხვი არის /. თუ ამ სიმრავლეს მივუერთებო # ელემენტს, 

მივიღებთ (ი; ს; C..., I; #) სიმრავლეს, რომლის რიგობრივი რიცხ- 

ვი იქნება /-ისაგან განსხვავებული ”” რიცხვი. 

თეორემა 1. ყოველი დალაგებული სიმრავლე, რომლის აგე- 

ბა შეიძლება მითითებული გზით, არის სასრული და, პირიქით, ყო- 

ველი სასწული დალაგებული სიმრავლე შეიძლება აიგოს მითითე- 

ბული გზით. 

თეორემა II. სასრული დალაგებული სიმრავლე არ შეიძლე- 

ბა იყოს თავისი ნაწილის მსგავსი. 

ამ თეორემებიდან ჩვენ შეიძლება გავაკეთოთ ასეთი დასკვნა: 

რიცხვები 1, 2, 3,..., რომლებიც განისახღვრა როგორც (0), 

(ი; ხ), (ი; ხ; 0,... სიმრავლეების რიგობრივი რიცხვები, ყველა ერთ- 

მანეთისაგან განსხვავებულია, რადგან, თუ რომელიმე რიგობრივი / 

რიცხვი მეორე / რიგობრივი რიცხვის ტოლია, მაშინ შესაბამისი სიმ– 

რავლეები მსგავსი აღმოჩნდება და წინააღმდეგობას მივიღებთ. 

თეორემა III. ყოველი რიგობრივი რიცხვი განიხილება რო- 

გორც ერთადერთი იდეალური ობიექტი, რადგან ის წარმოადგენს: 

რაღაცას მუდმივს, რომელიც ჩვენთვის სავსებით განსაზღვრულია. 

ზემოთ ჩვენ განვიხილეთ სასრული დალაგებული სიმრავლის ცნე- 

ბა. ახლა განვსაზღვროთ უსასრულო დალაგებული სიმრავლე. მარ- 

7



ტივი უსასრულო დალაგებული სიმრაქელე გვესმის ასე: ეს არის სიმ– 

"რავლე, რომელიც არ შეიცავს უმაღლესი რანგის ელემენტს, მაგრამ 

მის ყოველ ნაწილს გააჩნია უმაღლესი რანგის ელემენტი. მარტივი 

უსასრულო სიმრავლე სასრული დალაგებული სიმრავლისაგან იმით 

განსხვავდება, რომ არ შეიცავს უმაღლესი რანგის მქონე ელემენტს. 

რიგობრივი რიცხვების სიმრავლე შეადგენს მარტივ უსასრულო 

"დალაგებულ სიმრავლეს. ეს ობიექტები შეიძლება გამოვსახოთ სიმ- 

ბოლოებით თ, ჩ, 4,..., ან 1, 2, ქ,... . 

რაიმე სახის ობიექტთა სასრული სიმრავლის თვლის ოპერაცია შე- 

იძლება გავიგოთ, როგორც ამ ობიექტების რიგობრივ რიცხვთა სიმ- 

რავლის ელემე5ზტებთან შესაბამისობაში მოყვანა, ისე რომ, როცა რი- 

გობრივ რიცხვს აქვს შესაბამისი ელემენტი, მაშინ ნებისმიერ სხვა 

რიგობრივ რიცხვსაც აქვს შესაბამისი ელემენტი. თვლის პროცესით 

ელემენტთა ყოველი სასრული სიმრავლე შეიძლება დავალაგოთ, ამი– 

ტომ ყოველი სასრული სიმრავლე აუცილებლ ად დალაგებული სიმ- 

რავლეა. 

რიგობრივი რიცხვების სიმრავლე, რომელიც მოცემული სიმრავლის 

თვლის დროს გამოიყენება, ცხადია, მოცემული სიმრავლის მსგავსი 
სიმრავლეა. უკანასკნელი რიგობრივი რიცხვი, რომელიც სასრული 

სიმრავლის თვლის დროს გამოიყენება, არის ამ სასრული სიმრავლის 

რიგობრივი რიცხვი ან, უბრალოდ, სასრული სიმრავლის რიცხვი 

(#ი7მჩ!, 116 Mსთხლიო. 

ავ ოპერაციები მთელ რ#იცსხვებჭე 

ვთქვათ, ორ სასრულ დალაგებულ 4 და 8 სიმრავლეებს აქვს /? 

და / რიგობრივი რიცხვები. 4 და 8 გავაერთიანოთ ერთ C დალაგე- 

ბულ სიმრავლეში, რომელშიც #4 -ს ნებისმიერი ელემენტის რანგი 

8-ს ნებისმიერი ელემენტის რანგზე დაბალია და „4-ს ნებისმიერ 

ორ ელემენტს ისეთივე შედარებითი რიგი აქვს C-ში, როგორც საწყის 

სიმრავლეებში. მაშინ ამბობენ, რომ C რთული სიმრავლის რიგობ- 
რივი რიცხვი ი არის // და /, რიგობრივი რიცხვების ჯამი და აღნიშ- 

'“ნავენ ასე: 7 =/M-+I/!. · 

' ახლა შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ახალი სიმრავლე სასრულია



და მისი რიგობრივი რიცხვი არ შეიცვლება, თუ #4 და 8 

სიმრავლეებს მსგავსი სიმრავლეებით შევცვლით. ეს ნიშნავს, რომ ი 

ჯამი არის რაღაც სასრული რიცხვი, რომელიც დამოკიდებულია მხო- 

ლოდ /”// და /! რიცხვებზე, რადგან (4, 8) და (#8, /)-ს აქვს ერთი და 
იგივე რიგობრივი რიცხვი, ამიტომ, ცხადია, /I--/L=/1-C/I. უკანასკ- 

ნელი ტოლობა არის შეკრების კომუტაციურობის კანონი. ორი ი? 

და /: რიცხვების ჯამის პოვნის ოპერაციას შეკრების ოპერაცია ეწო- 

დება. უნდა შევნიშნოთ, რომ „! და / ორი რიცხვის ჯამის პოვნა არ 

შეიძლება იმ დაშვებით, რომ ეს უბრალოდ აბსოლუტური რიცხვები»! 

ამ ჯამის პოვნა მხოლოდ მას შემდეგ შეიძლება, როცა ისინი განიხილე- 

ბა, როგორც 4 და 8 სიმრავლეების რიგობრივი რიცხვები და მაშინ 

/I-L/I წარმოადგენს 4 და 8 სიმრავლეებისაგან შედგენილი C რთული 

სიმრავლის რიგობრივ რიცხეს. შეკრების ოპერაციის გავრცელება შე- 

იძლება სიმრავლეთა უფრო დიდ რაოდენობაზე. მაგალითად, თუ 

4,8,C .·., L მოცემული სიმრავლეებია, ხოლო VI, II, #,.., 2 მა- 

თი რიგობრივი რიცხვებია, 5 არის ამ სიმრავლეებისაგან მითითებუ- 

ლი გზით აგებული რთული სიმრავლე, რომლის რიგობრივი რიცხვი 

არის §, მაშინ 5 არის /7, #1, #,..., 2 რიგობრივი რიცხვების ჯამი და 

აღინიშნება ასე: 

5=/+0/+/0+...+2. 

აქედან ადვილად ჩანს, რომ 

(II+I))+ 09=7/1+ (II+ი). 

ეს ტოლობა გამოხატავს შეკრების ჯუფთებადობის კანონს. 

თუ სასრულ 4 სიმრავლეში, რომლის რიგობრივი რიცხვია #I, ყო- 

ველ ელემენტს შევცვლით სასრული 8 სიმრავლით, რომლის რიგობ- 

რივი რიცხვია 7”, მაშინ ამბობენ, რომ ასეთი გზით მიღებული C რთუ- 

ლი სიმრავლის რიგობრივი იჯ რიცხვი არის „I და /, რიგობრივი რიცხ- 

ვების #1, ნამრავლი. ცხადია, თუ 4 და 8 სიმრავლეებს შევცვლით 

მათი მსგავსი 4, და 8” სიმრავლეებით, მაშინ აგებული რთული სიმ– 

რავლის რიგობრივი რიცხვი იგივე იქნება: ი=0V!II.. აქედან (ახადია, 

რომ ი დამოკიდებულია მხოლოდ /7 და # რიცხვებზე. 

ახლა ძნელი არ არის ვაჩვენოთ შემდეგი ტოლობები:



1. I)1I1==/1I1-L ი1-L · · · –– I11. 

#-ჯერ 
2. I71/1==I1I11. 

ეს არის გამრავლების კომუტაციურობის კანონი. 

3. /#11(I1-+ 0) =I)1I1-LI10. 

ეს ტოლობა წარმოადგენს გამრავლების დისტრიბუციულობის 

კანონს. 

რიცხვის თავის თავზე გამრავლების შედეგი აღინიშნება ი” სიმბო- 

ლოთი, სადაც / მიუთითებს, რამდენჯერ გვხვდება ი ნამრავლში., ასე 

რომ. 

0ბ=06-.68:0...ი. 
–- –- 

-ჯერ 

ამ განმარტებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს ტოლობა 0.0) = 

ცოდ”. თუ გვაქს ტოლობა /I+/=/, სადაც 0 და / მოცე- 

მულია, მაშინ /, ცალსახად განისაზღვრება. #1 რიცხვის პოვნის ოპერა– 

ციას გამოკლება ეწოდება და #1=/0--). აქედან გამომდინარეობს, 

რომ (0-–-I)-+/=ი. 

ჩვენ განვიხილეთ შემდეგი ოპერაციები: შეკრება, გამოკლება და 

გამრავლება, ეს არის ძირითადი ოპერაციები რიცხვთა თეორიაში.



Iს თავი 

§I, მთელ რიცხვთა გაქოფადობის შესახებ 

ჩვენ გვაქვს რიცხვითი (7) მწკრივი 

ე მ, 2, 1,0, 1,2, 3,..., 

ამ რიცხვით მწკრივს აქვს შემდეგი თვისება: ამ მწკრივის რომე- 

ლიმე ორი რიცხვის ჯამი სხვაობა და ნამრავლი ისევ ამ მწკრივის 

რიცხვია. (2) რიცხვთა ასეთი მწკრივი ქმნის რიცხვთა სისტემას (#7გ8ჩ- 

100515(0ჰი). · 
ვთქვათ, /, არის (2) სისტემის რაიმე რიცხვი. (2) მწკრივის რიცხ– 

ვები გავამრავლოთ VI-ზე. მივიღებთ ახალ მწკრივს, რომლის C«იცხვე– 

ბი (2) მწკრივის რიცხვებია. ეს იქნება მწკრივი 

... –-3/, –-2), –“-1.M, 0, 1-7, 2-/, 3.71... · 

ეს არის (2) მწკრივის წესიერი ნაწილი, რადგან 0/ რიცხვიდან 

MIC-+1) რიცხვზე გადასასვლელად #M-ს უნდა მ ივუმატოთ შემდეგი 

რიცხვები: 

1, 2, 8,..., M–-1. 

აქედან ვღებულობთ: ვთქვათ, „I და /: არის (27) მწკრივის რაიმე 

ორი რიცხვი. მაშინ /' გამოისახება M-ის სამუალებით შემდეგი ფორ–- 

მულით: 

M1= 0/1+ 11, (1) 

სადაც « არის (2) მწკრივის რაიმე რიცხვი, ხოლო „ არის 0, 1, 2,... 

MI რიცხვებიდან ერთ-ერთი. თუ #=0, მაშინ გვაქეს /:=V/! და ამ_ 
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ბობენ, რომ /! არის /1-ის ჯერადი. II-ის ყოველ ჯერადს აქვს იჯ სახე, 

ამიტომ # რიცხვიც MI რიცხვის გამყოფია. # რიცხვს /! რიცხვის მი- 

მართ დამატებითი გამყოფი ეწოდება. თუ / რიცხვს განვიხილავთ /1 

რიცხვის გამყოფად, მაშინ ძ არის /! რიცხვის /| რიცხვთან შეფარდე- 

ბა და ეს აღინიშნება ასე: 

ბ 
0=-“-. (2) 

2ბ 

იმ შემთხვევაში, როცა #1! რიცხვი არ არის / რიცხვის ჯერადი, 

წინა აღნიშვნას ახოი არა აქვს. თუ ჩვენ შევინარჩუნებთ ამ აღნიშე–- 

6ას მაშინ,როცა /I არ არის #-ის ჯერადი, > გამოსახულებას ეწო- 
7 

დება წილადი. ვნახოთ, როგორ უნდა გავიგოთ წილადების შეკრება, 

I” 
გამოკლება და გამრავლება. ვთქვათ, _ გვაქვს ორი წილადი “- და ––– 

CV 

MI=/0--7X (3), M1:= 0 I +7 (4), 0,, 0, 1, I (2) მწკრივის რიცხვე– 

ბია, /=0,. 1, ·.-, I--1, „”=0, 1, ..., ჩ “1, 

მაშინ 

III + 9)! 1= 0 /ჩ+Cთ (5). 

„I I=#III+C0, (0240 1#, · თ=0, 1, 2,..., /I/I--1. 

რადგან (3) და (4) შეესაბამება “” – "და 2. , ბმიტომ (5) შეესაბამება 

III +! ი წილადს. 

მმ 

თუ #/=, '=0, მაშინ! = ძმ, I = 0”, #=0 და ე. ი. C=0. მივი– 
? 2 

ღებთ მი 3577 = 0”= ძ+ძ". მაშასადამე, 

77L 
, , , 
–+-/)!! 1) I// ”1 

სმ –+ (82 =- +. -- (6). 
, 1 –_ , 

21/პ 2 2



”)” 
  – წი ლადების ჯამს და სხვა– (6) ტოლობა განსაზღვრავს IL და 

ობას. –” 

_3-____ჰ-–--__.__-_. 

>> 

ავიღოთ II=/0+” ტოლობა. თუ #5+0, მაშინ 0 არის უდიდესი 

მთელი რიცხვი, რომელიც მოთავსდება MM წილადში. # რიცხვს ნაშ- 
M# 

თი ეწოდება. “ წილადში მოთავსებული უდიდესი მთელი რიცხვი 

L0ყ0იძL6-მა აღნიშნა 6(“ |(წისთი. აქედან 
' 

7 

2 

» 

ფუნქციონალური თანაფარდობა ნ(“)-ი გულისხმობს, რომ 
7» · 

არგუმენტი არის დადებითი Cიცხვი. C8გM§§-მა განავრცო ეს აღნიშვ. 

ნა უარყოფითი არგუმენტისათვის. მან აღნიშნა X-ის შესაბამისი სი– 

დიდე IX)–– ით. სამართლიანია უტოლობა · 

(IX)–Xლ=IXI-L1.. 

2. რაიმე რიცხვის გამყოფების განხილვის დროს საკმარისია განვი- 
ხილოთ დადებითი გამყოფები. თუ გვაქვს ორი ი! და II რიცხვი, 

#1= 0/1, MI! = ყ'/1. · მაშინ /: არის //! და /I რიცხვების საერთო გამყო– 

ფი. თუ ორი რიცხვის საერთო გამყოფი მხოლოდ 1-ია, მაშინ ამ 

რიცხვებს თანამარტივი ეწოდება. ი! რიცხვის #I-ისაგან განსხვავებული 

ნებისმიერი გამყოფი /M-ზე ნაკლებია. 

ვთქვათ, #”1 და „I ორი რიცხვია და /1:</!. ამ რიცხვთა საერთო 
გამყოფები აუცილებლად II, 2, 3,.-.., MI) მონაკვეთზე არის მოთავსე- 

ბული. რადგან I სასსრული რიცხვია, ამიტომ #! და /I რიცხეების 

(ვ



საერთო გამყოფებს შორის მოიძებნება უდიდესი,; ვთქვათ, ეს არის 

ბ. მაშინ /)-=8II, /)1 == 6IL”. 
8 რიცხვს ეწოდება /I და II” რიცხვების უდიდესი საერთო გამყო- 

ფი. ცხადია, |L და IL რიცხვები თანამარტივი იქნება. 
"ვთქვათ, მოცემულია (72) სისტემა 

„ე 3 2, -–1I, 0, 1, 2, 3,... 

გავამრავლოთ ეს რიცხვები /I-ხზე, მივიღებთ ახალ მწკრივს: 

ა.ს –-3ი, -–-2I. ––-1.I, 0, 1-/, 2--/, 3-/,... 

უკანასკნელი მწკრივი მიიღება (7) მწკრივისგან და აქვს შემდეგი შე- 

სანიშნავი თვისება: ამ მწკრივის ორი რომელიმე რიცხვის ჯამი და 

სხვაობა არის ისევ ამ წკრივის რიცხვი. ასეთ ”მემთხვევაში ამბობენ, 

რომ ასეთი რიცხვები ეკუთვნის გარკვეულ მოდულს ან ეს #იცხვე- 

ბი თვითონ ქმნიან მოდულს. 

ავიღოთ (27) მწკრივი. ვთქვათ /I არის (7) მწკრივის რიცხვი, რო« 

მელიც გარკვეულ M მოდულს ეკუთვნის. თუ /I არ არის უმცირესი 

იმ რიცხვთა მორის, რომლებიც M, მოდულს ეკუთვნის, მაშინ IL1, 2, 

3, ... III მონაკვეთზე აუცილებლად იარსებებს უმცირესი რიცხვი, 

რომელიც /I-ზე ნაკლებია და M მოდულს ეკუთვნის. ვთქვათ, ეს რი- 

ცხვი არის /). მაშინ M. მოდულის ყველა რიცხვი ჩაიწერება 2/ ფორ- 

მით, სადაც 7 არის (2) მწკრივის რაიმე რიცხვი. 

თე ორ ემა I. ყველა რიცხვი, რომელიც ერთსა და იმავე მო- 

დულს ეკუთვნის, ჩაიწერება #2 ფორმულით, სადაც 2 არის (2) მწკრი- 

ვის რაიმე რიცხვი, ხოლო /| ამ მოდულის კუთვნილი უმცირესი დადე- 

ბითი რიცხეია. 

თეორემა II. იX+სხყ სახის რიცხვების სიმრავლე (X და ყ 

(2) მწკრივის რიცხვებია) ეკუთვნის 62 მოდულს, სადაც 8 არის ი 

„და ხ რიცხვების უდიდესი საერთო გამყოფი. 02 მოდულის რიცხვები 

იX და ხყ მოდულების უდიდესი საერთო გამყოფებია. 

თეორემაIII. თუ 8 არის ძ და ხ რიცხვების უდიდესი საერ- 

თო გამყოფი, მაშინ მოიძებნება § და უ რიცხვები ისეთი, რომ ი§+ 
+ხუ=86. 
თეორემა IV. ძ და 6 რიცხვების ყოველი საერთო გამყოფი 

ამ რიცხვების უდიდესი საერთო გამყოფის გამყოფს წარმოადგენს. _ 

თეორემა V. თუ თდახნ თანამარტივი რიცხვებია, მაშინ მოი– 

ძებნება რიცხეთა § და უ წყვილი ისეთი, რომ 0§+ნხ»ი =1. 
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თეორემაVI. თუი დან თანამარტიეი #იცხეებია და იC ნამ- 

რავლი იყოფა ხ-ზე, §აძინ C გაიყოფა ხ-ზე. 

თუ 0 და ს თანამარტივი რიცხვებია. მაშინ იC ნამრავლს და ხ რიცხვს 

ექნება საერთო გამყოფი, (1-სგან განსხვ.ვებული) მხოლოდ მაშინ, 

როცა C დღა ხ რიცხვები თანამარტივი არ არის. 

თეორემა VII. თუ ი და 6 რიცხვები თანამარტივია ხ რიცხე- 

თან, მაშინ იC ნამრავლი ღა ხ თანამარტივია. 

აქამდე ჩვენ ვპოულობდით ო“ი «იცხვის უღიდეს საერთო გ:მ- 

ყოფს. თურმე, შესაძლებელია მსგავსი მსჯელობით ვიპოვოთ სამი და 

მეტი რაოდენობის “იცხვთა უდიდესი საერთო გამყოფი. უღიდესი 

საერთო გამყოფის თვისებები ამ დროს ზუსტად ისეთია, როგო“ 0 ორი 

რიცხვის შემთხვევაში. 

ვთქვათ, მაგალითად, //, /!, /. 0 მოცემული #იცხვებია, /#--მა- 

თი უდიდესი საერთო გამყოფი, მაშინ გვექნება: 

”= ს, #ლ= ს“ #ი=/ი' ბ. თიძ=0'.4) 
MM, 0”, 0” რიცხვები თანამარტივი იქნება. ე. ი. მათი საერთო 

გამყოფია მხოლოდ ერთი. თუმცა, ერთმანეთს ფო“ის (წყვილი, სამ- 

სამად) ისინი შეიძლება არც იყოს თანამარტივი. 

§ 3. ვთქვათ, /I, # და 0 სამი რიცხვია, #--მათი უდიდესი საერ- 

თო გამყოფი. მაშინ 

/I=/#/!, II)= #%/, /#= #ი"”. 
შემდეგ დავუშვათ, რომ /»”, I” და ”” წარმოადგენს (V”, #2”), 

C/II”, /9”) და (/”, /I'() წყვილების უდიდეს საერთო გამყოფებს შესაბამი- 

სად. მაშინ აღმოჩნდება, «ომ //!, I! და ი შეიძლება ასე წარმოვადგი– 

ნოთ: 

/ ა”. V” ” /) = ს|L I ი; #= #4 I ი, ტ#= #X" IIL"IL”. 

ის I, და ი სამი რიცხვის ასეთ წარმოდგენას ამ რიცხვების # უდი- 

დღესი საერთო გამყოფისა და /””, /!, ჩი”, (Lს #', ჯ” ნამრავლად 

ეწოდება (00ძ0MIოძ) „ხნ16 70-I6დსიდ ძ!ლ561ხლი Iი 1ჩ:C ლინ“, 

§ 4. ვთქვათ, #1! და #1” ორი მოცემული რიცხვია. ყოველ მესამე 

რიცხეს, რომელიც #7! და „I რიცხვების ჯერადია, ეწოდება მათი სა- 

ერთო ჯერადი. // და MI რიცხვების საერთო ჯერადებს შორის უმცი- 
რესს მათი უმცირესი საერთო ჯერადი ეწოდება. ცხადია, უმცირესი სა- 
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/1IIL 
  ერთო ჯერადი უდრის , სადაც 8 არის //! და /I' რიცხვების უდი– 

დესი საერთო გამყოფი. იმ შემთხვევაში, როცა ეს რიცხვები თანამარ- 

ტივია, მაშინ 8=1-ს და უმცირესი საერთო ჯერადი მოცემული რიცხ- 

ვების ნამრავლის ტოლია. ორი რიცხვის უმცირესი საერთო ჯერადის 

შესახებ ნათქვამი შეიძლება განვავრცოთ რიცხვთა მეტ რაოდენო- 

ბაზე. ვთქვათ, გვაქვს V რიცხვი: VI, /I, ი, თ,..., /. როგორ ვიპო- 

ვოთ მათი უნცირესი საერთო ჯერადი? განვიხილოთ პირველი 

(I, I) წყვილი და მათი უმცირესი საერთო ჯერადი იყოს (|L. ახლა 

თს I, ი, თ, ·.ს ” რიცხვების უმცირესი საერთო ჯერადის პოვნა 

დაიყვანება V--1 რიცხვის II, ჯი, ძ, ·.., ” უმცირესი საერთო ჯერადის 

პოვნაზე. ვთქვათ, M არის მოცემული წუ რიცხვის უმცირესი საერთო 

ჯერადი. მაშინ, ცხადია, რომ ამ რიცხვების ნებისმიერი ჯერადი იქნე- 

ბა M რიცხვის ჯერადი. თუ მოცემულია წყვილ-წყვილად თანამარტივ 

რიცხვთა სისტემა, მაშინ მათი უმცირესი საერთო ჯერადი ამ რიცხვე– 

ბის ნამრავლის ტოლი იქნება. 

§ 5. დაღებითი მთელი რიცხვები არსებობს დამლადი და დაუშ- 

ლადი. პირველადი " ი რიცხვი გავიგოთ როგორც ,რიცხვი შემდეგი 

თვისებით: ორი ი და ს რიცხვების ნამრავლი მხოლოდ მაშინ იყო– 

„ფა ი-ზე/ თუ ან ძ იყოფა ი-ზე, ან ხ. 
თეორემა I. პირველადი და დაუმლელი რიცხვები ერთმანე- 

თის იგივურია. 

თეორემა II. ეთქვათ, /! რაიმე შედგენილი რიცხვია, მაშინ 

ის შეიძლება წარმოვადგინოთ შემდეგი ნამრავლის სახით 

/II1=/01-/ში- შვ "მა. ჩა, (7) 
„სადაც ჩ/,, ია,-·· 0სა-, 7» პირველადი რიცხვებია. 

თეორემა IIL. თუ /! შედგენილი რიცხვია, მაშინ არსებობს 

მე-(7) დაშლა და "ის ერთადერთია. 

რადგან #/ ფაქტორი მე-(7) დაშლაში შეიძლება რამდენჯერმე შეგ- 

ეხვღეს, ამიტომ // რიცხვის მამრავლებად დამლის ყველაზე ზოგადი 

სახე ასეთია: 

- შ პირეელადი „რიცხვი, თანამედროვე ტერმინოლოგიით, მარტივი რიცხეი (მთარგ. 

შენიშვნა). 

1ი



M1=/ი> დ! ი; '. .. იავ · (8) 

§6.თ ეორემა I. პირველადი რიცხვების სიმრავლე უსას- 
რულოა. 

თეორემა IL. თუ ”I>1, 0 და ს მთელი დადებითი რიცხეე- 
ბია, 9ი->>2, ი პირველადი რიცხვია, მაშინ განტოლებას 

2.3.5--..ი=0M--ხ-ი 

ამონახსნი არა აქვს. ეს თეორემა გამომდინარეობს ასეთი თეორემი- 

დან: გამოსახულება თ9--ჩ?9, სადაც თ და ჩ მთელი რიცხვებია, ხოლო 

ძ პირველადი რიცხვია, ან ძ-სთან თანამარტივია, ან #2-ზე იყოფა. 

§ 7. ვთქვათ, გვაქვს შედგენილი /! რიცხვი. როგორც ცნობილია, 

ეს რიცხეი შეიძლება წარმოვადგინოთ შემდეგი ნამრავლის სახით: 

/1=ჯ?. წ) · ხემ... ები 

%X, #0 ა. ''მს-, პირველადი რიცხვებია). ვთქვათ, /! არის /! რიცხ- 

ვის რაიმე გამყოფი, ისე, რომ /I=VI0. მაშინ, ცხადია, #7 რიცხვს აქვს 

სახე: 
« 

ჯ=წ%ი, ი.ბ. იერ, (C) 

სადაც ი>>თე, 0.>Cთ,)-. 0M-->Cთ, -1. 

”, რიცხვის ყველა გამყოფს მივიღებთ, თუ მე-(9) ფორმულაში 

თე, Cთე,--., XC -1 არის რაიმე რიცხვები შემდეგი მწკრივიდან: 

თ: 0,1,2,1, ..., თ 

თ: 0,1,2,3, ..., ძ, 

აებესად–ს– 
თ. ,:0,1,2,3, ·.., 0. 

(10) 

Iთ, რთ, თა,--., თ.) სახის რიცხვების ერთობლიობა, სადაც თ, 

თ, თი... VL-+ ღებულობს ყველა შესაძლებელ მნიშვნელობას (10) 

-დან არის ი: რიცხვის ყველა გამყოფთა სიმრავლე. 

თეორე მა I. „=ეზ-ია- ი, .. „ეთ სახის რიცხვის ყვე- 

ლა განსხვავებულ გამყოფთა რაოდენობა უდრის 

(1+0) (1+ძა (1+0.)...(1+0ი -) 
2. ა. რაზმაძე



ნამრავლს. ეს რიცხვი 7(I) ფუნქციონალური ნიშნით აღინიშნებაზ 
ე. ი. 

1 (I7)=(1-Lთ) (1--ი,) (1+0ი,)· · ·(1-I-ის –))- 

ჩვენ ვხედავთ, რომ 7(/7) დამოკიდებული არ არის #1 რიცხვის პირ- 

ველად გამყოფებზე. ის მხოლოდ ი, ი,, ძა,..-, 0 | ხარისხებზე არის 

დამოკიდებული. ეს ხარისხები კი მიუთითებს, რამდენჯერ მეო“დება 
ყოველი პირველადი რიცხვი III-ის დაშლაში. 

თეორემა II. მოცემული #! რიცხვის ყველა გამყოფის ჯამი 
აღინიშნება 5() სიმბოლოთი და შემდეგი ნამრავლის ტოლია: 

იც 11 
+1 V «.+1 

იჩ 1. იშ 1, წა 1 ა 7MI- > ზი. 
0-–-1 ი, იჩ ჩ:--–-1. ჩ?, 

ეს ჯამი დამოკიდებულია პირველადი /#, #1), ე, ·· 0-1 ფაქტორე- 

ბისაგან და იმ რიცხვებისაგან, რომლებიც მიუთითებენ, რამღენჯერ 

მეორდება პიოველადი გამყოფები სმრავლში 

MI= 09. ცი. · შეე, 

თეორემა!I1!. ამ გამყოფთა ური ხაCისხების ჯამი ტოლია: 

| I9+1 _ _ ოძ,+1__ ი. 1+I__ „„ჟ„ჟ„ჟ„ „ჟ .–“” 
ი–I 01--1 ჩ.-ე 

თეორემა IV. თუ #/! არ არის რაიმე რიცხვის კვადრატი, მა- 

შინ მისი გამყოფთა რაოდენობა ლოწი 22, რიცხვია; თუ /) არის რაიმე 

რიცხვის კვადობტი, მაშინ მისი გამყოფთა რაოდენობა კენტი 22.+1 

რიცხვია. 

  

თეორემა V. ვთქვათ, // =0/I, მაშინ /1=/I0-V-თი აღენიშ- 

ნოთ რიცხვი, რომელიც მიუთითებს, რამდენი არსებობს /! რიცხვის 

ორ ფაქტორად დამლა. V ტოლია ან 7.+1 ან 2,.- სთ იმის მიხედვით, 

„I კვადრატია თუ არ არის კვადრატი. ე. ი. V= –- (1(II)+1) ან 

–“– 7(I) . 
2 

– 

თეორემა VI. /! რიცხვის ორი თანამარტივი ფაქტორის ნამ- 
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რავლად წარმოდგენათა რაოდენობა აღვნიშნოთ IL-თი, მაშინ (L==2"-1, 

სადაც # არის IL რიცხვის პირველადი გამყოფების რაოდენობა. მაშა– 

სადამე, ეს რიცხვი სრულებით არაა დამოკიდებული „ჟ„გ?!?.“. 

ი, ხარისხის მაჩვენებლებზე. ამიტომ 

”=00·. იი) „მბ... ი. და I == 0 - მემ... 
ორი რიცხვისათვის |L=|ს!. 

§ 7. ვთქვათ, მოცემულია რამდენიმე რიცხვი V, MI, ”!,.. 

დავუშვათ, ჩვენთვის ცნობილია ამ რიცხვების პირველად ფაქტორე–- 

ბად დაშლა, მაშინ შეიძლება ვიპოვოთ ამ რიცხვების L) უდიდესი სა- 

ერთო გამყოფი და უმცირესი საერთო ჯერადი (უფრო სწორად, IL და 

V-ს პირველად ფაქტორებად დაშლა). 

ხ=ე".ი!!.ი," 

სადაც ი შედის #I »I”, MI ,.. რიცხვების . დაშლაში თ, ი”, თ”, ... 

ხარისხებით შესაბამისად, ხოლო V არის ი, ი”, ი”,... რიცხვებს შო- 

რის უმცირესი. შესაბამისად, იგივე ითქმის »,, V,,... რიცხვების შესახებ, 

ასევე ვჭბოულობთ 

L:2 9 L 
V#=ი · ჩ, ' ·ჩ /..-, 

სადაც 8 არის უდიდესი თ, ი”, 0”... რიცხვებს შორის. ასეთივე გზით 

ვპოულობთ 68), §„:,... რიცხვებს. 

ვთქვათ, ახლა მოცემულია ორი რიცხვი // და /I. მათი უმცირესი 

საერთო ჯერადი · X = ჯ#" · M · ი... ხარისხები /ჯ", ი... ან 

რიცხვის დაშლაში შედის ან I-ის დამლაში ან ორივეში. ამიტომ 

შეიძლება წარმოვადგინოთ I! და LL ფაქტორების ნამრავლად ისე, 

რომ ს იყოს M-ის დამლაში, ხოლო LI კი /?-ის დაშლაში. 

§ 8. ვთქვათ, მოცემულია ფაქტორიალი 

-, M)Iლ1-.2-3-4..-ი 

ასეთი ნამრავლი იშლება პირველად ფაქტორებად, რომლებიც L1, 2, 
» MI მონაკვეთს ეკუთვნის. ვთქვათ, ჩი ამ მონაკვეთის პირველადი 

რეხის. -მაშინ V ხარისხი, რომლითაც # შედის #! რიცხვის პირვე- 

ლად მამრავლებად დამლაში, ტოლია; 
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ითა + 
სადაც 

, | თ | ” წ | 
1) =|–-I, ბ” =––),... 

ი ს 
ადგილი აქვს ლემას, რომელიც გვეუბნება: თუ /ს' არის 2. წილად– 

(/4 

ში მოთავსებული უდიდესი მთელი რიცხვი, #” არის + წილადში მო- 

თავსებული უდიდესი მთელი რიცხვი, მაშინ /” აგრეთვე არის – 

წილადში მოთავსებული უდიდესი მთელი რიცხვი. 

ამ ლემის თანახმად, 

- + +2+- 2 II) 
ჯ=1 

ასეთი აღნიშვნა დასაშვებია, რადგან ამ მწკრივის წევრები, გარ- 

კვეული ადგილიდან დაწყებული, ნულის ტოლი იქნება. 
§ 9. ვთქვათ, ი და I რაიმე მთელი დაღებითი რიცხვებია. ავიყ- 

ვანოთ # თანამიმდევრობით 1, 2, 3,... ხარისხებში. მაშინ მივაღწევთ 

რაღაც I) ხარისხს, ისეთს, რომ | 

0" ლ /, < ჟ511 

ჩ" და ცM+1 ხარისხებს შორის არის რიცხვები 2ჩი", 3იM.. .. (ი– 

–-1)/0), ამიტომ არსებობს ისეთი ი რიცხვი, რომ 

იხ" < „<< (ი-+L1)ი" 

დავუშვათ, #=0/M”+/I, სადაც 0 < /!''< /ჩ. 
ასე მოვიქცეთ /!” რიცხვის მიმართაც. მივიღებთ ასეთ საბოლოო შე- 

დეგს: 
”#=იიე"+თი ი" -+-იები ინი... )0-+თI, 

სადაც კოეფიციენტები ჩ0-ზე ნაკლები მთელი რიცხვებია. /.რიცხვის 

ეს წარმოდგენა # ფუძით გამოიყენება თვლის ათობით · სისტემაში. 
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ი=-10 კერძო შემთხეევის დროს. კოეფიციენტები ი, 0), Cთ-:, ·-., ი 
ამ შემთხვევაში არის მოცემული რიცხვის ციფრები. მაშასადამე, თუ 

ჩვენ გვაქვს მოცემული რაიმე რიცხვი, მაშინ ერთი ფუძის დროს ვღე- 

ბულობთ "კოეფიციენტთა ერთ სისტემას, მეორე ფუძის დროს-–– მეორე 

სისტემას. ამდენად, საინტერესოა, როგორ შეიცვლება კოეფიციენტ- 

თა სისტემა, როცა ერთი ფუძიდან მეორე ფუძეზე გადავალთ. თანაც 

ამ დროს ადვილად ვიპოვით ინვარიანტულ თვისებებს, ე. ი. თვისე- 

ბებს, #ომლებიც ფუძისაგან არ არის დამოკიდებული. 

განვიხილოთ ორი კერძო შემთხვევა: 

I. 7=2. მაშინ ი, ციფრები ან 0-ია ან 1. ამიტომ ყოველი დადე- 

ლითი მთელი რიცხვი, რომელიც ნაკლებია 2M+), შეიძლება აღნიშნული 

გზით წარმოვადგინოთ როგორც 2”, 2ჩ“1, ,) 2, 1 ხარისხების ჯამის 

ციფრთა ჯამს 2+ CI C+. .+0. მოცემული რიცხვის ხარისხი ეწო– 
დება. 

II: 0=3. ყოველი დადებითი მთელი რიცხვი < 301) შეიძლება 

წარმოვადგინოთ როგორც 34, 3M1,..., 3, 1 ხარისხების ჯამი გარკვე- 

ული კოეფიციენტებით. 
ზემოთ მივიღეთ: 

#=იე თე" 1-+-ძეებ-?-+-...+ია )0+ძ, 

ვთქვათ, ი პირველადი რიცხვია, მაშინ 

|+ | იმითი +რა , 

IXI =იჯ + თებ +... +460. ა, ა ! 

ი: 
შევკრიბოთ ეს ტოლობები. მარცხენა მხარეში მივიღებთ 212 (| – 

(21 

=V ჯამს, რომელზედაც საუბარი გვჭონდა მე-8 პარაგრაფში, ე.0; 

91



ხხ M-1 1 
ა=ე-- ე) ” 

9-1 
ი-1 ოლ +.--+4+თ41+ 

  

  

ან 

= ?–--(0, +ძა+. ·.4+0ძ, + თ.) 

9-1 | 
ეს არის L0თ8იძIბ-ის ფორმულა. ამ ფორმულის უმარტივესი შემთხ- 

ვევა მიიღება, როცა 0=2. 

§ 10. ცნობილია,რომ 

(X+ყ+.-ე”= 2, 6რი-.-X9/ 25... , 

სადაც 

11! 
CC, ოეფო=- ე. §I. –აძი/1 შა 

, 

წინა პარაგრაფებში ნათქვამის ს საფუძველზე შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ 

ეს ბინომური კოეფიციენტები მთელი რიცხვებია. კერძოდ, თუ 

გვაქვს | 
(X-Cყ)''==2Cა,-Xი · II, სადაც 0+”=V77, 

მაშინ ბინომური კოეფიციენტები | 

ი _ 1-2.3.. (–-+-)) 

· 01! 1-2. 3...” ·1+2 3... 

მთელია რიცხვებია, ანუ 

(9+1)(9-L2).--(9+72) 
1. 2... 

არის მთელი რიცხვი, ე. ი. ნებისმიერი ” მომდევნო რიცხვის ნამრავ– 
ლი იყოფა პირველი „ რიცხვის ნამრავლზე. 

თუ ავიღებთ (X+/ყ)? დაშლას, სადაც 0 პირველადი რიცხვია, 

C4+V)/=X#+4+ XI ,+9V-) .-2 ბ კნმებე.. „+ სი +/, 

შაშინ ყველა კოეფიციენტი, პირველი და  კანსკნელს” გარდა, გაი– 

ყოფა .0-ხზე. 
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§ II. გვაქვს ტოლობა 

M1! 6წცლოლეიო 

დავუშვათ, ძ=”=385=.--=90, მაშინ მივიღებთ, რომ #!=/09 და 

„  _ თი “” სი. 

მთელი რიცხვია. აღმოჩნდა, რომ არა მა-ტო წინა გამოსახულება, არა- 

მედ აგრეთვე ემი არის მთელი რიცხვი. 

I 
ანვიხილოთ შეფარდება –- (იი)! ს შეფარდება მთელი გახვიზილ ეფაოდე ე ეფარდე ელ (თ– თი! 

რიცხვია. 

შეკვეცის შემდეგ იგი მიიღებს სახეს 

((0-–1)0+1)((I––1)0-+L2)((I/-––1)0+ 3).. (თ- 1)ძ+4“–1). 
1-.2-:3...0 

ამ ნამრავლის პირველი ფაქტორი მთელი რიცხვია. აღვნიშნოთ ეს 

მთელი რიცხვი ძა-ით. შემდეგ დავუშვებთ #=ი-–-1, ”-2,...,2,1 

და მივიღებთ მთელ რიცხვებს, რომლებსაც აღვნიშნავთ ძ,.), ით 

+-–» 0) (0.=1). აღმოჩნდება, “რომ 

(-0)! 
ჯI(0!)“ 

ეს ფორმულა გვაძლევს VIII-ის თეორემას. ს. ტიძIმ-მ შემდეგ 

= თმ. -მი 

  დაამტკიცა, რომ რი სი 

სადაც # არის ს აეფიციენტთა ჯამი ი რიცხვის 0 პირველადი ფუძით 

წარმოდგენაში. 

VVCIII-ის თეორემა აქედან მიიღება როგორც კერძო შემთხვევა. 

ასე რომ, თუ მაგალითად, მოცემული იძ რიცხვის წარმოდგენას ი 

პირველადი ფუძით აქვს სახე 

ი=თ+ჩი+ჯიბ+ბი"“+-.--, 

იყოფა არა მარტო /(I!-ზე, არამედ (/!)"-ზე, 

მაშინ 
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2>(თ+ჩ+-V/+8+..-)0C), (11) 

სადაც +ჩ+»+868+.-..:-=# არის მოცემული რიცხვის ხარისხი მო- 

ცემული ფუძის დროს, #(/) არის რიცხვი, რომელიც მიუთითებს რამ- 

დენჯერ გვხვდება 0 რიცხვი M-ის გამლაშიი ხოლო 72--რამდენჯერ 
' 

გვხვდება ი” შეფარდებაში -წი-. მე-(11) ტოლობიდან გამომდი- 

ნარეობს, რომ #იძ”ბ-ს დებულება სწორია. 

§ 12. ვთქვათ, გვაქვს ძ და / რიცხვები. მათი წარმოდგენა #0 ფუ- 

ძით ასეთია 

0=სჩი"+ს)ი" შნ. .+ 
/=Vი+-ჯ,ებ-1-+C...+Vგ, 

სადაც კოეფიციენტები ი-ხე ნაკლები რიცხვებია. შევკრიბოთ 0 და „ 

მივიღებთ დაშლას ' 

ძ-+-ს= ზი" ბი"-+ მ,ეM-1LC...-+LCზ,. 

გვექნება შემდეგი თეორემა LI. იძ და / ორი რიცხვის ციფრთა ჯა- 

მი #+#/ რიცხვის ციფრთა ჯამისაგან მიიღება 0-1 რიცხვის ნამრავ- 

ლით იმ ერთეულთა რაოდენობაზე, რომლებიც #-ს უფრო დაბალი ხა- 

რისხიდან უფრო მაღალ მომდევნო ხარისხზე გადადის (ი ფუძეა). - 

თუ 0 და # რიცხვებს გავამრავლებთ, მივიღებთ შემდეგ 

თეორემა II-ს. ორი მოცემული რიცხვის ციფრთა ნამრავლი 

განსხვავდება ნამრავლის ციფრთა ჯამისაგან ერთეულთა რიცხვით, 

რომელიც ტოლია (0-––-1)L, ანუ 

5(ძ0)5(I)=5(0/) -+LC0-––-1)L. , (12) 

5C0 სიმბოლოთი აღნიშნულია ციფრთა ჯამი რაიმე ფუძის დროს. 

დავუბრუნდეთ L06თ80ძ(0-ის ფორმულას. თუ /# რაიმე მთელი რი- 

ცხვია, #--პირველადი, V-თი აღნიშნულია რიცხვი, რომელიც მიუ- 

თითებს, რა ხარისხით შედის #!-ში /, მაშინ 

ს-(+ი,+0;+-..-.+ძ.) _, 

ხ- 
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სადღაც ძ, C,, ძა... 0» მოცემული რიცხვის კოეფიციენტებია ი ფუ- 
ძით გამლაში. 

| (ვე) ' 

(0 -–- შეფარდების მიმართ. L6ყძლი- 
ი) 

  გამოვიყენოთ ეს ფორმულა 

ძიც-ის ფორმულით /# მოთავსებულია ამ ნამრავლში V-ჯერ. 

: (აი)! თუ განვიხილავთ შეფარდებას ––, მაშინ განვიხილავთ შეფარდებას =–)1>> 
,_ 1–-5(/) / _ M5(9)--5(ი49) – MI, სადაც V”= 

9-1 1-1 

მე- (12) ტოლობის საფუძველზე, 

V=(5(0)––7.)V –- ს, 

ან, როცა - =V-%6+ი, 0=0<V, მაშინ 

V=(5(0) -++6––7.)V” +-0. 

წინა შეფარდებაში ჩვენ 2. ნებისმიერი ავირჩიეთ," ახლა, თუ 7.-ს 

ისე ავირჩევთ, რომ 5(0)-+-6-–2,ლიკ ან 7.>>5(ძ)-L8%, მაშინ ეს შეფარ- 

დება აღარ იქნება მთელი რიცხვი. ამიტომ ეს შეფარდება მთელი 

რომ იყოს, აუცილებელია, შესრულდეს შემდეგი უტოლობა! 

5(0)+8–27>90. 

§ 13. თეორემა! (Cმ(გIგი). ვთქვათ, #1 და /! თანამარტივი 

მთელი და დადებითი რიცხვებია. მაშინ შეფარდება 

(// +1)–– 1)! 

/! წ! 

  

V   

  (== 

მთელი რიცხვია. 

თეორემა II (Cმწმ1გი). 

(2/1) !(2),)! 

- III +). 
მთელი რიცხვია. 

II თეორემა უფრო ზოგადი თეორემის კერძო შემთხვევას წარმოად- 

გენს: შეფარდება 

(II) !(ჩ/1))!..-(L/I,)! 
ს /მე.. /1,1(/ + //I2 4- ... + III )1 

მთელი რიცხვია, როცა ”>>2. 

  

95



ჰს თავი 

მედარებათა ფესასებ 

§ I. ზემოთ მითითებული იყო, რომ თუ მოცემულია ორი მთე- 
ლი »1 და # რიცხვი, მაშინ ისინი ყოველთვის დაკავშირებულია შემ- 

დეგი ტოლობით: 

I)1-= 0I1-LI, "0ლილ/--1. 

თუ #=0, მაშინ /, რიცხვი ეკუთვნის (M2) მოდულს. ვთქვათ, /V 

და ი” ორი მთელი რიცხვია, მაშინ ი! =09'1+V/”, ი! =0 MIM-+V"”. 

მათი სხვაობა-/1--/!=(0-- ძ)ასითი. თუ /! რი სხვა- 

· ობა CI) მოდულს ეკუთვნის, მაშინ „=/”; როცა II --” 'არ ეკუ- 

თვნის (2) მოდულს, მაშინ / “განსხვავებულია #”-ისაგან. 

ორ რიცხვს ეწოდება #7 მოდულით სადარი, თუ ამ რიცხვების სხვა- 

ობა ეკუთვნის (#2) მოდულს. ეს აღინიშნება ასე: 

II =/”I (000 #). 

ორი რიცხვი სადარია ან არ არის სადარი მოცემული მოდულით იმის 

მიხედვით, ტოლნაშთიანია ეს რიცხვები ამ მოდულით თუ არაა ტოლ- 

ნაშთიანი. · 

სადარი რიცხვების განმარტებიდან გამომდინარეობს შემდეგი თეო- 

რემები: 1. თუ ორი რიცხვი მესამე რიცხვის სადარია რაიმე მოდუ– 

ლით, მაშინ ეს რიცხვები ერთმანეთის სადარია ამავე მოდულით. II. 

ისე, როგორც განტოლებაში, შედარებაში წევრები ერთი მხარიდან 

შეიძლება მეორე მხარემი გადავიტანოთ მოპირდაპირე ნიშნით. 

ნათქვამის საფუძველზე, მთელი რიცხვები შეიძლება დავყოთ კლასე- 

ბად. ერთი კლასის ორი რიცხვი სადარია მოცემული მოდულით, ხო- 
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ლო სხვადასხვა კლასების რიცხვები არ არის სადარი ამავე მოდუ- 

ლით. 

ყოველ კლასს შეიძლება ტოლნაშთიანი ვუწოდოთ და რადგან ყო–- 

ველი რიცხვი (ი10ძ ი) უშვებს 0,1, 2,..., /--1 ნაშთებიდან ერთ- 

ერთს, ამიტომ ნაშთთა კლასების რაოდენობა ზუსტად VI-ის ტოლია. 

ყოველი ასეთი კლასიდან ავირჩიოთ ერთი რიცხვი. მიღებული /! რი- 

ცხვი ქმნის ნამთთა სრულ 2? სისტემას (თ0ძ »). ეს რიცხვები, ცხადია, 

არასადარია I00ძ ი. მოცემული ი რიცხვის 7 მოდულით სადარი ნე– 

ბისმიერი X რიცხვი წარმოიდგინება ასე: 

X=0–VIყ. 

თუ ყ-ს მივცემთ მთელ მნიშვნელობებს, მაშინ მივიღებთ თ რიცხ- 

ვის # მოდულით სადარ ყველა რიცხვს. ამ რიცხვებს შორის განსა- 

ჟუთრებით საინტერესოა ორი რიცხვი: I. ი რიცხვის / მოდულით სა- 

დარი უმცირესი დადებითი რიცხვი და II. უარყოფითი რიცხვია, #ო?. 

ლის აბსოლუტური სიდიდე ყველა სხვა რიცხვის აბსოლუტურ სიღი· 

დეზე ნაკლებია. პირველ რიცხვს ეწოდება უმცირესი დადებითი ნაშ- 

თი, მეორე რიცხვს უმცირესი უარყოფითი ნაშთი. თუ ჩვენ ვსაუბ- 

რობთ ნაშთთა სრულ სისტემახზე, ცხადია, 

ა, 1, 0, 3,.:., M--1 

ასეთი სისტემა არის. # ლუწი რიცხვის შემთხვევაში ნაშთთა სრული 

სისტემა იქნება აგრეთვე 

CV 2-2 მ–-2 C. –-, “სას 1,0,1,2,.., “-–“, –-; 
2” 2 2 

კენტი M-ის შემთხვევაში–- 

ი%–-1 “3 : ბ–- 
–ეუე” – „ა _” 

2 ვ 
  

თუ M-! ეკუთვნის (2) მოდულს, ე. ი. /1-ის ჯერადია და ძ არის 
M-ის გამყოფი, მაშინ I-ი” რიცხვი აგრეთვე ეკუთვნის (ძ2) მო–- 

დულს, ე. ი. თუ 
MI. ==/1 (-0020ძ ი), ძ/ი, მაშინ /:=/I (-Cი0ძ ძა). 

ა7



ამიტომ თუ ჩI” ეკუთენის (ძ2) მოდულს, მაშინ /,| მოდულით მისი სა- 

დარი ყველა რიცხვიც ეკუთვნის (ძ/2) მოდულს. მაშასადამე, თუ კლა- 

სის რომელიმე რიცხვი თანამარტივია VI-თან, მაშინ ამ კლასის ყველა 

რიცხვი /-თან თანამარტივი იქნება. თუ გვაქვს /, რიცხვი, მაშინ # 

მოდულით სადარი ყველა კლასიდან გამოვყოთ ის კლასები, რომლე- 

ბიც თანამარტივია /I-თან და თითოეული ასეთი კლასიდან ავირჩიოთ 

ერთი წარმომადგენელი. ასე აგებულ სისტემას ეწოდება ნაშთთა დაყ- 

ვანილი სისტემა (ი10ძ ი). ნამთთა დაყვანილ სისტემას მივიღებთ, თუ 

0, 1, 2... I--1 რიცხვებიდან გამოვყოფთ #I-თან თანამარტივ რიცხ- 

ვებს. 

თუ «(I) არის /I-თან თანამარტივი /I-ზე ნაკლები დადებითი რიცხ- 

ვების რაოდენობა, მაშინ ნამთთა ყოველი დაყვანილი სისტემა შედ- 

გება (ი(I) რაოდენობის / მოდულით არასადარი რიცხვისაგან. 

§ 2. ვთქვათ, გვაქვს (72), (IM 2),.... მოდულების რიცხვები. რი- 
ცხვები, რომლებიც ყველა ამ მოდულს ეკუთვნის, თვითონ ქმნის მო- 

დულს. ამიტომ, თუ M უმცირესი რიცხვია, რომელიც ყველა მოცემულ 

მოდულს ეკუთვნის, მაშინ ყველა ასეთი რიცხვი ეკუთვნის L(MV»თ) მო- 

დულს. ცხადია, რომ MV არის /,, M, ””,.. რიცხვების უმცირესი 

საერთო ჯერადი. ამიტომ, თუ III =/I” (თ0ძ ი), /==//” (თ0ძ ი”... 

სადაც MM, IL)... თანამარტივი რიცხვებია, მაშინ /I=>=/I (IM100 იი ი”).- 

'” თეორემა 1. თუი=ნს (Iი0ძ ი), ი”= სხ" (Iი0ძ #2), მაშინ იი”'== 
==ხხ' (ჯIიიძ ი) და ი+ი”==ხ+ხ“ (თ0ძ ი). 

თეორემა II. თუ იI0=7/!ხ (ი)0ძ ი), ი! და 1 თანამარტივი 

· რიცხვებია, მაშინ ი=>ხ (თ0ძ ი); თუ 1 და / რიცხვების საერთო 

გამყოფია ძ, მაშინ ი=ხ (თი0ძ = . 

თეორემა!III თუ / 0 არის X ცვლადის მთელი ფუნქცია 

/ ხელიჯს+ი,ჯ4C-1--ძეჯთ-2-+L+......“+რიი -1X+ძი, 

სადაც'ი, 0), ძი, ·.., მთ-, 0 მთელი რიცხვებია და 

ი =V” (ი10ძ #), 

მაშინ I(ი1)=–=, (7) (თ0ძ #). 
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§ 3. ვთქვათ, მოცემულია ი ფუძით წარმოდგენილი C#აიმე რიც- 

ხვი: 

/I=40ჩ0ო+ძ,ე" + იკებომ-+- :.. +ი- ჩ+ძმ,, 

ამასთან, ძ, _____. მთელი რიცხვებია. თუ 0=/(00 L), 

მაშინ 

ი)==0/"-იე- + ...“+ი- ე-ის (ი)0ძ 7). (1) 

ამიტომ /! იყოფა ან არ იყოფა #I-ზე იმის მიხედვით, იყოფა თუ არა 
/-ზე (1) შედარების მარჯვენა მხარე, კერძოდ, დავუშვათ, 0=/1+1 

ან 0=II-–-1, მაშინ 0==+1 (ი)0ძ ი) და ამიტომ, 

)==2(0+0)+-·:.+0,) (ოთოიძ #/–-1) 

და 

)I=((–1)ჯ/ი+(C-–-1)) ი,+-...+ი,) (თ0ძ #-I-1) 

ამ შედარებებიდან ვღებულობთ, რომ ათობით სისტემაში ჩაწერი- 

ლი რიცხვი იყოფა 9-ზე, თუ ამ რიცხვის ციფრთა ჯამი იყოფა 9-ზე; 

ასევე, ათობით სისტემაში ჩაწერილი რიცხვი იყოფა 11-ზე, როცა 

ლუაწ ადგილებზე მდგომი ციფრთა ჯამისა და კენტ ადგილებზე მდგომი 

ციფრთა ჯამის სხვაობა იყოფა 11-ზე. 
თუ, მაგალითად, 0M/=1 (#)0ძ »), მაშინ (1)-დან გამომდინარეობს 

შემდეგი შედარება 

იI=(0,+0ი, ,მ+.::.+ძს-M+)0" )+(0ი.-»+0ი.-+)ჩ+L..· 

–+ძა-M+)02 +... (ი10ძ ი). 

თუ 0M=-1 («ი0ძ »#), მაშინ 

»==(0,-+-მგ მნ... +0.- + 0" )-(0ი +... ს მირაააებრექი--- (თ0ძ ი). 
§ 4. ვთქვათ, გვაქვს მთელი ფუნქცია 

ს0ცი=0იX%ძ-Lთ,X“- 1-1) ძ,ჯი-2-L...- იე .X+ძე. 

დავსვათ კითხვა: არსებობს თუ არა X, რომელიც აკმაყოფილებს -შე- 

დარებას 
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I0ე=0 (თ0ძ ი). (2) 

თუ ასეთი რიცხვი არსებობს, მას ეწოდება მე-(2) შედარების ამონახს- 

ნი. ადვილია იმის დანახვა, რომ, თუ // აკმაყოფილებს მე-(2) შედარე- 

ბას, მაშინ ნებისმიერი /1, რომელიც /7I-ის სადარია / მოდულით, აგ- 

რეთვე დააკმაყოფილებს მე-(2) შედარებას. ყველა ეს რიცხვი, თითქოს, 

ერთი რიცხვის როლს ასრულებს. ამიტომ ვუწოდოთ ყველა ამ რიცხვს 

მოცემული შედარების ამონახსნი ან შედარების ფესვი. აღვნიშნოთ 

ეს ასე: მოცემულ მე-(2) შედარებას აქვს ფესვი X=>იLწი0ძ ი). 
თუ ” მოდული პირველადი რიცხვია, მაშინ ადგილი აქვს შემდეგ 

თეორემას: თუ შედარების მოდული პირველადი რიცხვია, მაშინ შე- 

დარების ფესვთა რიცხვი შედარების რიგს (ხარისხს) არ აღემატება 

(VI2L, L მფწმიფმ). 

§ 5.1. თუ გვაქვს შედარება იX=>0 (Iი0ძ #), სადაც თ და /! თანა- 
მარტივი რიცხვებია, მაშინ, როგორც უკვე. ითმვა, შედარებას მხოლოდ 

ერთი ფესვი აქვს. : 

II. თუ ნამთთა რომელიმე დაყვანილი. სისტემის რიცხვებს გავამ- 

რავლებთ მოდულთა თანამარტივ ძი რიცხვზე, მივიღებთ კვლავ ნაშთ- 

თა დაყვანილ სისტემას მოცემული მოდულით. 

თუ შედარებაში იX=-(0 (0090 X), ძი და ი” რიცხვები თანამარტივი 

არ არის, მაშინ საქმე სხვაგვარადაა “შედარების ამოხსნადო- 

ბისათვის აუცილებელია, რომ # და 6 რიცხვებიც არ იყოს თანამარ- 
ტივი. 

III. ვთქვათ, გვაქვს შედარება თX==0 (90ძ ი) 0, II და C თანამარ- 
ტივი რიცხვები არ არის. დავუშვათ, ძ და 6 რიცხვების უდიდესი საერ- 

თო გამყოფი არის ძ, მაშინ მოცემულ შედარებას აქვს ძ განსხვავე- 

ბული ამონახსნი. შედარება 0X=0 (თიძ ი) ნიშნავს, რომ C––ძX არის 

M-ის ჯერადი. ამიტომ შედარება შეგვიძლია გადავწეროთ ასე: C-– 

–- თX=ჩყ. თუ M-ის მაგივრად სიმეტრიის მიზნით ჩავწერთ ხ-ს, მი- 

ვიღებთ LI0იხიხმი16-ეს განუზღვრელ განტოლებას 

თX+ხყ=0C. (3) 

მაშასადამე, იX=C (თ0ძ #7) შედარების ამოხსნის ამოცანა (3) გან– 

ტოლების მთელი და დადებითი ამოხსნების პოვნის ტოლფასია. 

გამოდიხ, რომ მე-(3) განტოლების ამონახსნი ჩაიწერება ასე: 
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X=6+-ხ/, (0.) 
“ 

სადაც § არის რაიმე მნიშვნელობა, რომლისთვისაც C––ინ არის ხრი- 

ცხვის ჯერადი, მაგ., უდრის ხუ-ს და ინს+ხ»= 0. 

(ი.) ტოლობის საფუძველზე, მივიღებთ 

-უ-, · (იკ) 

ე. ი. თუ არსებობს მ მე-(3) განტოლების ორი მთელი ამონახსნი § 

და უ, მაშინ ყველა დანარჩენ მთელ ამონა ახსენს ექნება (იჯ) და (ი) 

სახე. 

თუ გვაქვს განტოლება 

იX+ხყ=>1, 

სადაც ი და ხ თანამარტივი რიცხვებია, მაშინ ეს განტოლება მთელ 

რიცხვებში ამოიხსნება, თუ არსებობს იX=>1 (#M)იძ ხ) შედარების ამო- 

ნახსნი. 

ვთქვათ, ი” რაიმე რიცხვია, რომელიც აკმყოფილებს იX=>1 (თძძ ხ) 

შედარებას, მაშინ იი”=>1 (თ0ძ ხ). ი” რიცხვს, CVI6CI-ის ტერმინით, 

ეწოდება „C1ი6 2550CII”LC 78111“. ასევე თ რიცხვი ი”-ის მიმართ არის 
„მ2550LIIII6 7გ8იI“, მაგრამ მას სხვა სახელწოდება აქვს: ი რიცხვი 

ი-ის მიმართ არის „50C)ი“ Cი0იძ. ხ). 

ეს ასეც ჩაიწერება 

ი =-1L --(იძძ ხ), ი=---0იიძ ხ). 

§ 6. ყველაფ ფერი, რაც ზემოთ ვთქვით, საშუალებას გვაძლევს 

უკვეცი “- წილადი დავშალოთ ე. წ. კერძო (იმIII81ხ1ითიC) წილა- 
”/ ' · 

დებად. თუ ““ მოცემული უკვეცი წილადია და /I-ს წარმოვადგენთ 
” ' 

ასე: #=0ხ, სადაც ი და ხ თანამარტივი რიცხვებია, მაშინ 

#2 +944 (ს მთელია, თ<ი, ჩ<ხ), ამასთან, C და ჩ 
#2 VC 

ნულს არ უდრის და (თ, ი) და (ჩ, ხ) წყვილები თანამარტივია. 
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თუ, საერთოდ, -”--ის მნიშვნელი არის ნამრავლი /=ძ-ხ-0.-.-- 
” 

(ძ, ხ, C,... თანამარტივი რიცხვებია), მაშინ 

”! რ #-6რე1 ე, 
” 0 ხ C 

თ<90, ჩ<ხ, ჯ<0, IM მთელი რიცხვია. ასეთი წარმოდგენა არის ერთად- 

ერთი. თუ ახლა დავუშვებთ, ძ=ი!, ხ=0ჩ", 0=/?,.>.·, მაშინ თ, ჩ, 

“,... რიცხვებს ექნება ფორმა 

თ=თა+თ,0+თაე"“+-...-+თ, ი'“); 

ჩ=ჩა+ჩ,ძი+წჩაიბ+-..-.+ჩ. ი"); 

+=4?7ი+“+VI" +728 +4C- · > · +-ჯე -ე/ “1 

ამ დამლებში კოეფიციენტები არაუარყოფითი რიცხვებია და ნაკლე- 

ბია ი, 0, /,... რიცხვებზე შესაბამისად. ახლა მივიღებთ; 

  

MI __  M _ თ თ, თ; ) 8 

ოსა გაო ბიალოს აიას აოისიბოს ა 
L-.1. -% +.. .-L + 8 L +4+ +-I.-– _ი0. +...+ /(C-1 -L.... 

IM ი 21 ი 

ეს დაშლა ცნობილია უკვეცი #>I წილადის უმარტივეს წილადე- 
· I/) 

“ბად დაშლის სახელწოდებით. ასეთი დაშლა ერთადერთია. #7, 0, წს. 

ამ წარმოდგენაში პირველადი რიცხვებია. 

§ 7. შედარებათა თეორემების მეორე გამოყენება. 

ამოცანა: 

ვიპოვოთ ჯ რიცხვი, რომელიც მოცემული მოდულების მიმართ 

გვაძლევს მოცემულ ნაშთებს, ე. ი., ვიპოვოთ ისეთი X, რომელიც 

ერთდროულად აკმაყოფილებს შემდეგ შედარებებს: 

X=X (თ0ძ თ), X=ჩ (ი10ძ ხ), X=7ჯ (ოთო0ძ C),... 
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პირველი შედარებიდან გვეგნება X=C+VI მეორე შედარება 

მოგვცემს 0/==ჩ––თ (II0ძ ხ), ანუ -“ + ყ= 5- ო0ძ +). 

ნასკნელ მეღარებას აქეს ამონახსნი =. ო0ძ –) , მამასა– 

  დამე, ყ=ი+-9 2 და ამიტომ XჯX=თ+იიჩ+ LV 7. ეს არის რიცხ– 

ვი, რომელიც აკმაყოფილებს პირველ ორ შედარებას. თუ გავაგრძე- 

ლებთ, ვნახავთ, რომ X, რომელიც პირველ სამ შეღარებას აკმაყო- 

ფილებს, ასეთი სახისაა 

ხ M=2+0+-%-%+ => 
ძე 

ამ გამოსახულებებში ძ არის ძი, ჩ-–თ და ს რიცხვების უდიდესი საერ- 

თო გამყოფი, ხოლო ზ არის 27 , (V-–-––იI)) და C რიცხვების უდი- 

დესი საერთო გამყოფი. 

დასკვნა ასეთია: დასმული ამოცანა ყოველთვის ამოხსნადია, თუ 

ძ, ხ, C,... თანამარტივი რიცხვებია. 

საერთოდ, თუ ვიპოვით ამ შედარებათა ერთ § ამონახსნს, მა- 

შინ შედარებათა ზოგად ამონახსნს ექნება სახე 

#=5( თიძ ცხი... ) · 
, თი... 

აქედან გამოდის, რომ, თუ მოდულები წყვილ-წყვილად თანამარ- 

ტივია, მაშინ მოდული იქნება მოცემული მოდულების ნამრავლი. 

· თუ დავუშვებთ, ი=/!ი0“!..., მაშინ პირველი 'მშედარება შეიძლება 

შევცვალოთ შედარებათა სისტემით. ეს შედარებები ყოველთვის 

ამოხსსაღი. თუ ხ მოდულში ი ფაქტორი რომელიმე /# ხა- 

რისხში შედის, მაშინ X=ჩ (C0ძ ხ) შედარების ამოსახსნელად უნდა 

ამოიხსნას სხვა შედარებებთან ერთად ჯ=ჩ (თ0ძ იM), ხოლო იმისათ- 
ვის, რომ ერთდროულად ადგილი ჰქონდეს 

X=Cთ (0ი910ძ ნ!) და X=>ჩ (ი0ძ ი") 

3. ა. რახმაძე ვა 

 



'წედარებებს, #ლ 1 შემთხვევაში, აუცილებელია C==ჩ (I)0ძ #")- თუ 
ეს პირობა არ შესრულდა, მაშინ სისტემის პირველ ორ შედარებას 

ერთდროულად ადგილი არ ექნება. 

§ 8. იმ შემთხვევაში, როცა თ, ხ, 0,... წყვილ-წყვილად თანა” 

მარტივი რიცხვებია, შეიძლება მივუთითოთ სხვა მეთოდზე, #ომელ- 

საც გარკვეული უპირატესობა გააჩნია § 7-ში მითითებულ მეთოდ- 

თან შედარებით. 

ამ ახალ მეთოდში მნიშვნელოვან როლს ასრულებს #7, 5, #,... 

დამხმარე რიცხვები რომლებიც უნდა აკმაყოფილებდეს ”მემდეგ 

შედარებებს: 

ჯ7=1 (#10ძ ი)=0 (ი00 ხ)=>0 (III0ძ (C)=0... 

§=0 (=C0ძ ი)==1 (M10ძ ხ)=0 (II0ძ ი)=0... 

1=0 (#)0ძ ი)=>0 (I00ძ ხ)=1 (=თ0ძ C=0... 

ყველა ეს შედარება ამოხსნადია. მაგ., 7=/” წხ 0..., სადაც „ განი- 

საზღვრება „#”ხი...=1 (ი100 ი) შედარებიდან. ასევე ვპოულობთ 
§, 1,..., მაშინ ასეთი გზით მიღებული /„, §, #(... დამხმარე “იცხვების 

სამუალებით მიღებული ჯ აკმაყოფილებს ჩვენს შედარებებს და აქვს 

სახე: 

X= თ -+ჩ5+--1-... (III0ძ ის...) (4), 

ამ მეთოდის არსებითი უპირატესობა წინა მეთოდთან შედარებით 

იმაში გამოიხატება, რომ ყველა ამ ტიპის ამოცანაში, სადაც თ, ხ, C 

მუდმივი რიცხვებია, ხოლო თ, ჩ, 4,..., იცვლება ნებისმიერად, შე- 

დარებათა სისტემისათვის გვაქვს მე-(4) ზოგადი ფორმულა, რომელ- 

შიც #, 5, ?,... მუდმივებია, ხოლო თ, ჩ, 4,..· (ვლადი ფაქტორებია. 

ზემოთ ნათქვამიდან გამომდინარეობს შემდეგი ზოგადი თეორემა: 

თუ (თ), (8), (:),..., მე-(4) ფორმულაში წარმოადგენს ი, ხ, 

თ... მოდულების ნაშთთა სრულ სისტემებს, შესაბამისად, მაშინ 

(თ,„+ჩ5--4/1+--..) 

წარმოადგენს იხი... მოდულით ნაშთთა სრულ სისტემას. 

ამ თეორიის გამოყენება შეიძლება შემდეგი ამოცანის ამოსახსნე- 

ლად: ვთქვათ, მოცემულია შედარება ,)X==/1(010ძ0 M), სადაც /VI == 

ვჰ



=ძსC..., 0, ს, C... წყვილ-წყვილად თანამარტივი რიცხვებია. მაშინ 
გვექნება შედარებათა სისტემა 

IIIX==II(I0I00 ი), ი#IX==M (II0ძ0 ს)  /11X==/! (III0ძ0 0)... 

ვთქვათ, X==Cთ (II)0ძ0 ი), X=ჩ (Iიიძ ხ), X=>+ (III0ძ C),... ამ შედარე- 
ბათა ამონახსნებია შესაბამისად, მაშინ მოცემული შედარების ამო- 
ნახსნი ჩაიწერება ასეთი ფორმით: 

Xლ=თ/”+ჩ§?--ა(+... (00ძ #1). 

ახლა, თუ 0ძ, ხ, 0,... დავმლით პირველად მამრავლებად და ი" 

არის ერთ-ერთი პირველადი მამრავლი, რომელიც შედის ი-ს დაშლა- 

ში, მაშინ /IX=>=ჩM (ი10ძ ი) შედარების ამოსახსნელად უნდა ამოიხსნას 

შედარება თIX==/! (II00 #0"). ამ უკანასკნელის ამოხსნას მივყავართ 

#IX==, (00 0"“!) შედარების ამოხსნამდე. 
მაგალითი: 

X==3 (0ძ 17), =1(IV0ძ 121 X==4(010ძ 5). 

ვხსნით შედარებებს: 60,” =>1(ი)0ძ 17), 85 5'=>1(ი10ძ 12), 204 /1== 

=1(M0ძ 95). ვღებულობთ: „”=2, 5'=1, 1'=4. ე.ი. „=–120, §=85, 
1=816 და X==3-120--1-85+4-816 (თ0ძ 1020). 

X-=649 (ი)0ძ 1020). „ 

§ 9. „ვიცით, რომ, თუ «ი, ხ, 0C,..., წყვილ-წყვილად თანამარტივი 

მოდულებია, (თ), (ჩ), (7),.., ნაშთთა სრული სისტემებია ამ მო- 

დულებით შესაბამისად, მაშინ (თ„+- 6§5++71+-.. წ.) ნაშთთა სრული 

სისტემაა ძიხი... მოდულით (CV, §, 7,... განსახღვრულია წინა პარაგრა= 

ფში). ირკვევა, რომ, ამას გარდა, თუ (თ), (ჩ), (+V).,... ნაშთთა სრუ- 

ლი დაყვანილი სისტემებია თ, ხ, C,... მოდულებით შესაბამისად, მა- 

შინ (თ-+ჩ5+--+;//+·...) ნამთთა სრული დაყვანილი სისტემაა იხთ.. 

მოდულით. 

ან სიმბოლურად 

დ(თხი...)=დ(ი)-დ(ხ) · დ(თ... 
კერძოდ, თუ M(ი, M)=1, მაშინ დ(VI) · დ(I/1) =დ(V!!!) 

ახლა აღვნიშნოთ CVICL-ის დ ფუნქციის რამდენიმე საინტერესო 

თვისება: 

35



1. ვთქვათ, /M:-=%-/0,"'./აშბ..., სადაც /, #2), /ა, /ე,-.. პირველადი 
ფაქტორებია. უნდა ვიპოვოთ (C(II). ირკვევა, რომ თუ ცნობილია იმ, 

ი, ჩმა,- რ, რ რა,..., მაშინ C"(C,))-ს ადვილად ვპოულობთ, სახელ- 
დობრ: : 

დ()==19 1(2–– 1))7,? 1(0)–– 1)ეე?2 "1(0ე–– 1)...=> 

–(I---II- XI) – ეარ თ-სთ ს. -, (5 

ხოლო თ(0)=/0-–-1. 

11, გვქონდა, რომ თუ ILXVI, I)=1, მაშინ ((/I!/!)==(ი(/?1) X დი)» 
ვნახოთ, როგორ შეიცვლება ეს ფორმულა, როცა /1 და # არ არის: 

თანამარტივი რიცხვები. #-თი აღვნიშნოთ ყველა იმ პირველადი რი- 

ცხვის ნამრავლი, რომელიც შედის როგორც /I-ის, ისე /I-ის დამლა- 

ში. #/-ით აღვნიშნოთ ყველა პირველადი რიცხვის ნამრავლი, რომე- 

ლიც მხოლოდ /I-ის დამლაში შედის, ხოლო V-ით მხოლოდ /I-ის დაშ- 

ლამი შემავალი ყველა პირველადი რიცხვის ნამრავლი. მაშინ, მე-(5) 

ტოლობის თანახმად, 

IL 
I1)=–––– დ(#)V(VII) , დ( 67) დ(ჯ)«(V') 

«დ6) =–-90)§0ი) , 
+ 

დ (M)?)) =   დ(#ჯ)დ(2/)დ(M) · 

აქედან ვღებულობთ ფორმულას 

წე 
I)1)1)===–=–––Cთ(/1)დ(7) . დ(ის) ( ჩ)? #( 

III. მიღებული ფორმულა შეიძლება განვაზოგადოთ ფაქტორთა 

უფრო დიდი რიცხვისათვის. მაგ., 3 რიცხვის შემთხვევაში 

ჯ.. # 

ფის) Cდ(L) 
    დ(/11· “» §)==C(/I1)Cდ(7:)§(5) · 

36



71) არის IL და #5 რიცხვების საერთო პირველადი მამრა ვლების ნამრავ- 
ლი, I” კი” და § რიცხვების საერთო პირველადი მამრავლების ნამ- 

რავლი. #,-ით აღვნიშნოთ იმ პირველადი გამყოფების ნამრავლი, 

რომლებიც საერთოა ამ სამი რიცხვიდან რომელიმე ორისათვის; ხო- 

ლო ჯკ-ით -- სამივე რიცხვის საერთო პირველადი გამყოფების ნამ- 

რავლი, მაშინ გვექნება: 

  

დ(I? · )' + §) = დ(/71)(/-)დ(§) · =(ნე ' (<=). 

§ 10. ვთქვათ, /1(=„ც0%- ი“! 'ი“ ... ი, მოცემული რიცხვია, 

ძ= იზ. ი: „ი.?. · 00), 0ლთლი, 0ლთ,ლთ), ·.-.,0ლთ, ულის -სც 

არის # რიცხვის რაიმე გამყოფი. მაშინ 

თ-I 
ი(თ=ი"+“! (ი–-1)-/ე,%! -1(0)--1).· ი.) (მ-ე –– 1). 

თუ თ, Cთ,, თია,.... თ.) რიცხვებს შევცვლით 0-დან თ, ი), თე... 

0, -, რიცხვებამდე შესაბამისად, მივიღებთ # რიცხვის ყველა გამყოფს. 

სამართლიანია ფორმულა 

ძ1 MM 
<9(0)=/" ·ჩ, 

CC 
§ 11. დ(II)) ფუნქცია შეიძლება განზოგადდეს. მაგ, 50010011101-მა 

Cთ(/I) ფუნქცია განსახღვრა შემდეგნაირად. ვთქვათ, /! რაიმე რიცხვია, 

„ უი? 0%#-1 ._ 
MX» ...1 I “მ. 

ცხადია, აგრეთვე 

ი) არის M#-ზე ნაკლები რიცხვი. შევადგინოთ შემდეგი რიცხვთა ჯგუ- 

ფები: 

1, 2, 3,..., 
1+1, 2+1, 3-L1, ..-, /MI-LC1 

1--(/)-–– 1-––1), 2-+--CI-–“-MI-–-1),--.ც /1-+()––- იI––-1). 

განვსაზღვროთ ამ ცხრილის ის ჯგუფები, რომლებიც თანამარტივია /I- 
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თან, ეს რიცხვი, ცხადია, იქნება #-ის ფუნქცია. ეს ფუნქცია აღვნიშ– 

ნოთ დეუ(I)-ით. როცა /I-=1, მაშინ თ, (1) ==თ(,)) (CV16L-ის ფუნქცია). 

თავის მხრივ, დ,,(I) არის LსCმ§-ის მიერ მოცემული ფუნქციის კერძო 
სახე: 

ვთქვათ, დ, 0,..., 6, რიცხვთა რაიმე მწკრივია. განვსახღლვროთ 

ს(VI) რიცხვი ისეთი M–-ებისა, რომლებიც ეკუთვნის (LI, 2, 3,..., „I 

მონაკვეთს და რომელთათვის – 

ს--0, II-1I-მა, ·.., M-+20, 

ჯამების ჯგუფი /I-თან თანამარტივია. ცხადია, 0, =1, 6:=2,..., 6.==#, 

მაშინ 1I(II)=Cდჯ(/1). 

ირკვევა, რომ · ფუნქციას აქვს იგივე ძირითადი თვისება, რაც 
ფუნქციას. ე. ი. 1(7/71/1) == '(/11) · %X(/1), თუ /1 და /L თანამარტივია, 

ამ ფორმულიდან მივიღებთ V(09=/იე%“1(0--). საერთოდ, თუ 

» = იზ-ი,! · ე... ბბ, მაშინ 

 (/I)=ი9 1 (ი– ჰა) 'იV ბფ). .· (0. -1--2ს-1) (7) 

» რიცხვები მე-(7)ფორმულაში შემდეგნაირად განისაზღვრება: 

ეთქვათ, 6,, 0ე,..., 6, მოცემული რიცხვებია, რომელთა მიმართ აიგება 

VCI) ფუნქცია. ვთქვათ, ამ რიცხვებიდან ჯ რიცხვი არასადარია ი მო- 

დულით, 2?––არასადარია 0, მოდულით და ა. შ, 

ვიპოვოთ ახლა დ„,ჯ()) გამოსახულება, ამისათვის დავუშვათ, 

C.=1, 6.=2, 0ვ=3,... (=#<#. მაშინ, ცხადია, რომ 7.==7ა= 

=7#ა»=/# (თუ # ნაკლებია M-ის ყველა პირველად გამყოფზე). მამა- 

სადამე, 

დაც) =დციდ-–-)ნფ–ი MI" რაი. 
იმ შემთხვევაში, როცა # მეტია M-ის პირველად გამყოფებზე, მა– 

შინ და(I) =0. 

ეთქვათ, ძ არის #-ის რომელიმე გამყოფი. ის წარმოიდგინება 

ძ =ე? ·ი)! - 0. .. ინე სახით და 

XC) =გ%- (02-ე, ' ' (0-ჯ).. 5" (0გ---# +), 
ა5უ 
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· C,., · 
ად _ _ იათ–) , ხ”სთ–?)  ჩ. დ-X). 
+ .თ “თ თ "ე 

პათ, 1-1 #- 7. )თVI /#.9#-1 
# , · “ი, 1 #- 

თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს შევაჯამებთ, როცა თ, თე, თე,.-» 

თგ-1 იცვლება 0-დან თ, თ, 0,,.., რL-1-მდე, მივიღებთ 

ს არააა» 
7/% CI 792... 14 79) 69, 

ს) 9 1.59 

კერძო შემთხვევაში, როცა (ფე 6C)···, 6,)=(1, 2, .., /), მაშინ 1I:(/11= 

=CV%M(1) და 

ა<_ წ( _ 2 
“4 /Cთ).თC1 7.C იის „ი Lი) არვ, რ ცხე ნი, ქერა 14 

ეს ფორმულა პირველმა 50%%CII1I91C1-მა მიიღო.



V თავი 

ნწCIM#I-ს და VIL50M-ის თეორემები 

§ I. მე-3 თავის § 1-ში აღინიშნა, რომ ყოველი წ”? რიცხვი / რი- 

ცხვის მიმართ წარმოიდგინება ასე: /1= 0ჯ-L/, სადაც ”<#. ვთქვათ, 

ს) წ). ყი) ნამთთა დაყვანილი სისტემაა ” მოდულით. თუ 0 და 

IL თანამარტივია, მაშინ ი”, 0M:,..., 0/ი,ე აგრეთვე ნაშთთა დაყვა- 
ნილი სისტემაა / მოდულით. რადგან /,, /ა,.-·, /ყცე და 0), 0/წ)-.- 

იჩა) სისტემები ერთსა და იმავე ნაშთებს წარმოადგენენ, ამიტომ 

პირველთა ნამრავლი / მოდულით მეორეთა ნამრავლის სადარია. ე.ი4« 

ცმ( ი,” · ჩდი)ლ ა ../დიი) (I009ძ. 7) 

მარცხენა მხარეში გადატანის შემდეგ გვექნება 

(იზ( ი. 1)/,-/ ა. · ·”ი()==0 (თიძ I), 

ეხ”) .1=>=0 („იძ 7). 1 

მივიღეთ შემდეგი თეორემა: თუ ი და / თანამარტივი რიცხვე- 

ბია, მაშინ ი რიცხვის თ(,) ხარისხი I-ის სადარია / მოდულით. 

კერძოდ, თუ # არის პირველადი ი რიცხვი, მაშინ 

CიC,)=Cდ(0)=/–-1 და ამიტომ 

ც0-1=>=1 (000 ი) · L 

ან 

ი0=ი (ოთ0ძ ი). IL” 

Iდა I” ფორმულები L06თმL-ს თეორემაა (მოდული აუცილებ– 

ლად პირველადი რიცხვია). 

L6თმL-ს თეორემა პირველად დაამტკიცა Cს16L-მა პირველადი 
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M-ისა და მთელი ძ-სათვის ბინომიური კოეფიცაენტების უმარტი- 

ვესი თვისებების გამოყენებით. შემდეგ C8მი55-მა (015C-#ი) მოგვცა 

ამ თეორემის მეორე დამტკიცება. 

§ 2. Lმწწმიყ8-ის თეორემა. ავიღოთ ნამრავლი 

II(CX1=(X+1) (X+2): · -(X-++ი9-––1) 

და დავშალოთ X-ის ხარისხების მიხედვით 

III0ი==X”-1+ #,-%+-...+#ი .X+#ი-); 

4), ჩა,.... #0 კოეფიციენტები მთელი რიცხვებია. ირკვევა, 
რომ #,, ჩა,..., #V-ე კოეფიციენტები იყოფა ი-ზე, ამიტომ 

(0--1)ტიე-.=1+#/M+#ა+-..+#ტჩია 

ტოლობიდან გამოდის, რომ #აც ,==––-1 (II0ძ ი). (1) 

აქედან კი ვღებულობთ 

(X-L1) (X-I-2)- · ·(X+ი9--1)=ჯ"  '–-1 (თიძ ი). (2) 

თუ X ცვლადის მაგივრად შევიტანთ 1, 2, 3,..., 0--1 მთელ რი- . 

ცხვებს, მაშინ მარცხენა მხარე გაიყოფა ჩ-ზე და მივიღებთ I'6Lი)მL-ის 

თვორემას 

ჯი“ '=1(ი0ძ ი) (X არ იყოფა ი-ზე) 

_ (1) შედარებიდან ვღებულობთ VVII§0ი-ის ძალიან მნიშვნელოვან 

თეორემას. თუ ჩი რაიმე პირველადი რიცხვია, მაშინ 

1-2.3---(0ი--1)–=––!) (ი10ძ იჩ) ღღ) 

(3) ფორმულით შეიძლება გავარკვიოთ, მოცემული / რიცხვი 

პირველადია თუ შედგენილი. 

§ 3. § 1-ის დასაწყისში ვაჩვენეთ, რომ CVI6--ის თეორემიდან 

0%()==1 (IIMI0M 1) შეიძლება გამოვიყვანოთ მჩ-1 =–1 (II0ძ ი), სადაც 

# პირველადი რიცხვია. შეიძლება პირიქითაც––უკანასკნელი შედარე–- 

ბიდან გამოვიყვანოთ პირველი შედარება. ამ თეორემის განზოგადება 

ასე ხდება. 

ეთქვათ, /(=/0%0ჩ/1-... თ არის ი, 0, /,... რიცხვების თანამარტი– 
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ვი რაიმე მთელი «იცხვი. შევიტანოთ C(0პ), «(ი ზ), C(-9) ღუნუეციე- 

ბი. V(VI)-ით აღვნიშნოთ ამ ფუნქციონალური გამოსახულებების უმ- 

ცირესი საერთო ჯერადღი. მაშინ 

იVCMს==1(1)0ძ II); 

რადგან 

Cდ(I)=49(0)-C(09) · CC” 9).-., 

ამას გარდა, #(/) არის +I(/I)-ის ჯერადი, ამიტომ მივიღებთ IL CIIII21-ის 

თეორემას ყველაზე ზოგადი სახით ი%(M=>1 (II0ძ II). 

უკანასკნელი ფორმულა მოგვცემს 

(19 (M)=-1-LI., I1==0. 

თუ ავიღებთ იIX-Iყ=-1 განუხღვრელ განტოლებას, მივიღებთ ამ 

განტოლების ამონახსნს 

ყ5==II, X=IM თ). 

§ 4. ნ0”Iმ1L-ს თეორემის შებრუნებული თეორემა შეიძლება 

ასე ჩამოვაყალიბოთ, ვთქვათ, ი"-1--1 (Iი0ძ /I). შესაძლებელია ორი 

შემთხვევა. · ! 

IL შემთხვევა, როცა /I--1 უმცირესი ხარისხია, რომლისთვისაც ამ 

შედარებას აქეს ადგილი. მაშინ XVI) და ე.ი. (C(II) არის #1-ის ჯერა– 

დი, აქედან გამოდის /1-–-1 ==დ(/I) და # პირველადი რიცხვია. 

II შემთხვევა, როცა /--1 არ არის უმცირესი ხარისხი, რომლისთ– 

ვისაც ამ შედარებას აქვს ადგილი. მაშინ, ვთქვათ, ძ არის ასეთი უმცი– 

რესი ხარისხი. როგორც პირველ შემთხვევაში, შეგვიძლია ვაჩვენოთ, 

რომ M--1 არის ძ რიცხვის ჯერადი. 

მივიღეთ, თუ 0ი“-1 იყოფა #-ზე, როცა X==/-1 და არ იყოფა 

”-ზე, როცა X</1:-1, მაშინ /, პირველადი რიცხვია. 

§ 5. ს8იეთმL-ს თეორემით, თუ #0 პირველადი რიცხვია, მაშინ 

ნებისმიერი 0ი-სათვის, რომელიც /#-ზე არ იყოფა, გვაქვს 

იი. 1ლ=0 (II0ძ /). 

)I2ლ00ხI-მ აჩვენა, რომ ეს შედარება შესრულდება ჟ„?-სთვის, თC 

ი არის ერთ-ერთი I, 2, 3,..., 0-1 რაცხვებიდან. 
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-1_ 
ცხადია, 4+- არის მთელი #იცხ;ვი. ამ რიცხვის #-სთან 'მე– 

ფარდების მთელი ნაწილი აღვნიშნოთ 68-თი, ხოლო ნაშთი ძ(ი)-თი, 

მაშინ გვექნება 

ცი)--1 
  =0ჩX+0იCI), 

ანუ 

ი” 1==1+ი(ი)ი (თ0ძ /?). 

1I ხარისხის შედარებები 
მე-2 ხარისხის შედარება მიიყვანება 

(I +ხX+C=0 (თ0ძ #/) 

სახეზე. შეიძლება დავუშვათ, 0 -V/I, რადგან წინააღმდეგ შემთხვევაში 

მივიღებთ ხX+C=0 (თ0ძ #0 პირველი ხარისხის შედარებას. 

ასეთ სახეზე მიჟვანილი შედარების ორივე მხარე გავამრავლოთ 

4ი-ზე, მივიღებთ 

4ი-0+4იხX--ხმ+40C-ხ%=0 (Iი0ძ 40#) 
ან 

(2იV-+-ხ)1= 01406 (00ძ 40»). 

დავუშვათ, 2იX+ხ==2, ხ"--400 = 0, მაშინ 

2:==ძ (ი10ძ 4ი/). 

შემდეგ, 20X+ხ=72 (თ0ძ 407”) შედარებიდან ვპოულობთ ჯ-ს. 

ოკანასკნელი შედარება რომ ამოხსნადი იყოს, უნდა შესრულდეს პი- 

რობა 26 | (2––-ნ–). თუ ვიპოვეთ ამონახსნი X=ი (I00ძ 40/!), მაშინ ეს 

კლასი უნდა განვავრცოთ /I! მოდულით კლასებზე. განვიხილოთ დაწვ– 

რილებით 

ე1==0 (=I0ძ /!I) 

შედარება. თუ ეს 'შედარება ამოხსნადია, მაშინ ამბობენ, «ომ ძ არის 
MI მოდულით კვადრატული ნაშთი; თუ ეს შედარება ამოუხსნადია, 

მაშინ ი არის კვადრატული არანაშთი (IIC5( ან MICიLIC§'). 

43.



ვთქვათ, ი კვადრატული ნაშთია და LX, /7I)=8, მაშინ IXX, /1)= 
=წ6. შემდეგში განვიხილავთ მხოლოდ იმ შემთხვევას, როცა 

ხ(ასი)=1, 
დავამტკიცოთ ახლა თეორემა: 

თუ »'=ძ ((I0ძ #I) შედარებას აქვს ამონახსნი XC=8 (Iი0ძ /!), მა– 
შინ მისი ამონახსნი იქნება აგრეთვე 

X=I–6ნ (ი)0ძ ”). 

მართლაც, თუ კვადრატში ავიყვანთ, მივიღებთ 

(III--C)?=/1?--2/1§ +637. 

ამ გამოსახულების პირველი და მეორე შესაკრები 0-ის სადარია 

მოდულით, ხოლო უკანასკნელი 0-ს სადარია // მოდულით. 

შემდეგ. თუ 2 არის 2=1 (X0ძ /I) შედარების ამონახსნი, მაშინ 
X=52 (ი1)0ძ0 /I) იქნება მოცემული შედარების ამონახსნი, რადგან 

ე,9==6პ21=0 ·1 (ი100 /I). 

პირიქით, თუ §'=-0 (Iი0ძ /I) და C/%=0 (II0ძ /I), მაშინ C'= 52. 
რადგან ს(§, #I)=1 და LC”, /I)=1, ამიტომ ყოველთვის ვიპოვით 

§ რიცხვის 50CIი-ს. ვთქვათ, §V=1 (თ0ძ 7), რადგან §71==C'? (Iი0ძ/.), 

ამიტომ (§”))? == (Cჩ))? (ოთ0ძ /7). ე. ი. (C”I))- = 1 და C”) არის 21=1 
(ი10ძ I) შედარების ერთ-ერთი ფესვი, 2=>61ე ((ი0ძ #7). თუ ორივე 

მხარეს გავამრავლებთ §-ზე, მივიღებთ 

ხ2=C"0)§) (ი10ძ. 7), 

ანუ >“ ===2 (I00ძ #I), რაც უნდა დაგვემტკიცებინა. 

დამტკიცებული თეორემა გვიჩვენებს, რომ 221=1 ციიძი) შედა- 

-რების ამონახსნთა რიცხვი დამოკიდებულია მხოლოდ II- -ზე. 

დაგვრჩა მოვძებნოთ პირობა, რომლის შესრულებისას X7==90 

“(იიმძ /') ამოხსნადია. ეთქვათ, 

„.=295.ეშ.ე! 

"მაშინ ჩვენი შედარების ამოხსნადობისათვის აუცილებელია და საკმა- 

„რისია, ამოხსნადი იყოს შემდეგი შედარებები 

Xჯ"=ძ (0910ძ 24%), X?1==>ძ (II0ძ #07),... 
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ვთქვათ, ამ შედარებათა ამოხსნებია თ, ჩ, #«,..., 

თ'=ძ (Iიიძ 2"), ჩ1=ძ (II10ძ0 #”), ·7%=V (II)0ძ ი – 

თუ X არის 

X== ((00ძ 2“), X=>ხ (II0ძ 05), X=V (ი)0ძ ი”!),... 

სისტემის ამონახსნი, მაშინ ის იქნება მოცემული სისტემის ამონახს– 

ნიც. მართლაც, თუ ამ შედარებებს კვადრატში ავიყვანთ, მივიღებთ 

X=0 (ი10ძ 2%), X1==0 (I)0ძ /”),... 

რაც იმას ნიშნავს, რომ 

X7მ=ძ (II)0ძ 2“ ი”-ი,1..) 

შემდგომში ჩვენ შეგვიძლია განვიხილოთ მხოლოდ /:=2?“ და 

#)=/" შემთხვევები, სადაც / მარტივი C«იცხ;ვია. 

ჯერ განვიხილოთ 

((==0 (ი)0ძ 2“) 

“სახის შედარება. ვუშვებთ, რომ IL) (0, 25)=>1, მაშასადამე, ILXX, 

29)=1. დავიწყოთ თ=1, X2?=ძ (#10ძ 2) შემთხვევის განხილვითკ 

ცხადია, 0 კენტი რიცხვია, ამიტომ ნებისმიერი X= 2/I+1 სახის რიცხ- 

გი შედარებას დააკმაყოფილებს. 

2) ვთქვათ, თ=-2, X·=0(100ძ 4). X შეიძლება იყოს მხოლოდ კენ- 
ტი რიცხვი. თუ X--2/!+1, მაშინ X2=4/?-+4/-+1, ე. ი. X-==1 (Iი0ძ 4). 
თუ ძ=4#-L#1 სახის რიცხვია, მაშინ შედარებას ნებისმიერი კენტი რი- 

ცხვი აკმაქოფილებს. თუ ძ=4#+-3, მაშინ შედარებას ამონახსნი არა 

აქვს. 

3) ვთქვათ, თ=ქ, X-==0 (თ0ძ 8). რადგან ჯ კენტი რიცხვია, ამი- 

ტომ Xჯ=427+-1, X=1621+82+1, ე. ი. X2=1 (I0ძ 8) და ძ=>=>1 

(MI0ძ 8). შედარებას X1=ძ (II0ძ 8) აკმაყოფილებს ნებისმიერი XჯX=>1, 

3, 5, 7 (ი10ძ 8), თუ 0=1 (I)0ძ 8). 

თ>>3 შემთხვევა განიხილება იმ დაშვებით, რომ Xბძ=ძ0 (II0ძ2"“1), 

სადაც #-<-1>>3 შედარება ამოხსნადია. ვთქვათ, § ამ შედარების ერთ- 

ერთი ამონახსნია, მაშინ §:-–-0=2"-1 L. შემდეგ, 

X==L(II)0ძ 2"“)),



X=%--2.2M-1= § L2,2M-2 

ვნახოთ, შეიძლება თუ არა 2 შევარჩიოთ ისე, რომ დაკმაყოფილ– 

დეს შედარება X2=ძ (I)0ძ 2"). 

გვაქვს, 
(L-2,2M9%=იე (00ძ 2), L+-ე=2M1L, 

ანუ 

LL 287 .2Mსმ-+- 20 .22M+--V (თი0ძ 2"). 

2M1L--2M-1 2 -+2,მ.22M4=>=0 (0100 27”). 

თუ ამ შედარების ორივე მხარეს და მოდულს გავყოფთ 2"-1-ზე, 

მივიღებთ: 

: L“+-C.2,+ 2,1.2M" 1=0 (II0ძ 2). 

თუ მოვიშორებთ მოდულის ჯერად რიცხვებს, მივიღებთ 

L--L2,=>20 (თ0ძ 2). 

რადგან IX§, 2)=>1, ამიტომ უკანასკნელ შედარებას ყოველთვის აქვს 

ფესვი და ამიტომ ფესვი ექნება X+==0 (Iი0ძ 24%) შედარებასაც.  , 
გადავიდეთ X7=>=0(ი)ბძ #5) სახის შედარების განხილვაზე: თუ ამ 

'' შედარებას ფესვი აქვს, მაშინ ექნება ფესვი ამ შედარებას ი-ს უფრო, 

დაბალი ხარისხის შემცველი მოდულებისათვის, კერძოდ, 0X-–-(=––1) == 

=/, ე. ი. 0 აუცილებლად უნდა იყოს კვადრატული ნაშთი ი მოდელით. 

ვაჩვენოთ, რომ ეს პირობა საკმარისიც არის. 

ვაჩვენოთ ისევ, რომ თუ X==0 (I0M0ძ 0") შედარების ამონახსნი 

ცნობილია, მაშინ შეიძლება ვიპოვოთ XX=0 ((Iი0ძ 0") შედარების 

ამონახსნიც. ვთქვათ, X=>წ (00ძ 0“. 1) არის პირველი შედარების ამო- 

ნახსნი. მაშინ C"-ი=ი" !.L, X= + 0" 12, ამიტომ 

(§-Lი"-12)2=>0 (II)00 ·ი"), 
-§-+2ე"1ნ2+ე?%-22ჭ ი=0 (I)0ძ ი”), 
0" 1L--2ე"“ ნ 2--„ე2"- 122==0 (010ძ იტ. 

შეკვეცის შემდეგ მივიღებთ 
0" !21-++L-L-2§2==0 (Iე0ძ0 /#), L+-2L2=0 (Iი0ძ ი). 
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დადგან IX(X2§, ძ)=1, ამიტომ უკანასკნელი შედარების ამონახსნი ცნო- 
ილია, 

ახლა შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ X?==0 (#0ძ //) შედარების ამო- 

ხსნადობის ზოგადი პირობა. თუ LXVI, 0ი)=1, CI:=1 შემთხვეევაში, 

აუცილებელი და საკმარისია ძ იყოს ი), /ა.... მარტივი რიცხეების 

კვადრატული ნამთი; თუ Cთ=2, დამატებითი პირობაა ძ==1(01004); 

ხოლო თუ თ>>3, მაშინ ძ=1 (#)0ძ 8). თუ ეს პირობები შესრულე- 

ბულია, მაშინ X%=>=ქ (ი0ძ #I) შედარებას აქვს VX(VI) ფესვი, ამასთან, 

ძნელი არ არის განვესახღვროთ X(V) ყოველი VII-სთვის. 

განვთავისუფლდეთ ახლა LX, M)+1 პირობისაგან. ვთქვათ, 

გვაქვს შედარება X:=0 («ი0ძ ი), სადაც IXძ, /I)-=>ძ, ძ=0'ძ, /.1= 
= #1 ,0. ვთქვათ, ძ=ი“! #წ.ე:ხო თი +% ... სადაც 6, წა, წე ,... ან 

·:0-ა, ან 1. ძ წარმოვადგინოთ ასე 

ძ=II ი, +9ი,7 

"შედარება რომ ამოხსნადი იყოს, ჯ»X? უნდა გაიყოს II ი, (+%, ამას კი 

ადგილი ექნება, თუ # იყოფა II/ი,/,-L5?. მაშასადამე, X წარმოიდგი- 

ნება ასე | 
#= II იჯ +% ., -ყ. 

თუ ყველა ამ სიდიდეს შედარებაში ჩავსვამთ, მივიღებთ 

IIი 1"! +I/ „ყ:-=0“ძ (ი0ძ ით 

4-ზე შეკვეცის შემდეგ მივიღებთ: 
II 9, ! -„ყმ==0' (თ0ძ #I) (1 

აქ. ხს (V, 01=1, ამიტომ შედარების. ამოხსნაღობისათვის უნდა შეს- 

რულდღეს 
ხ0(1ი/', I)=1 (2) 

-პირობა. 

შემოვიტანოთ ახალი უცნობი 2=LIი)' ყ. მაშინ 21=ILი; ' V. 

თუ (1) შედარებას გავამრავლებთ II! , მივიღებთ 

(LI ი; ! ყე)ბ=2%=0ძ'IL1ი;ჯ! (-0ძ. ი). (3) 
უე. ი. 0” II0 რ/ უნდა იყოს კვადრატული ნაშთი /I მოდულით. თუ ეს 
პირობები შესრულებულია, მაშინ ჩვენი შედარება ამოხსნადია. მე-(2) 

ტოლობის თანახმად, ყოველთვის ამოხსნადია შედარება 
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ს.II0,!= 1 (II00 #I), სადაც ს არის II! რიცხვის 50C1I15- 
ვიპოვოთ ასეთი IL და მე-(3) შედარება გავამრავლოთ #9012-ზე. მი- 

ვიღებთ 

(უ?=ძ'ჩ'I1ი'! =ჩი' (Iს0ძ #I" (4) 

მაგრამ 2%=-+II / 2, ყ?, ე. ი. (4)-ის თანახმად, 

9--ჩი' (I))0ძ /I!). 

ეს მოგვცემს (1) შედარების ამოხსნას, ე. ი. X2==ძ (Iი0ძ /I!) შედარების 

ამოხსნასაც. მაშასადამე, მოცემული ორი პირობა საკმარისია X%= 

0 (M)00ს) შედარების ამოსახსნელად და მისი ამოხსნა დაიყვანება 

მე-(3) შედარების ამოხსნაზე, სადაც მარჯვენა მხარე მოდულთან თანა- 

მარტივია. 

განვიხილოთ ახლა შემთხვევა, როცა X1+=>0 (II0ძ /!) 'მშედარებას 

აქვს ან ერთი ამონახსნი, ან ორი, ან ამოუხსნადია. ვთქვათ, ი/ძ, მა- 

შინ ი/X და ჯ==0 (#10ძ ი). მოცემული პირობის დროს ეს ერთადერთი 

ამონახსნია. ადრე ვნახეთ, რომ თუ X=C (0910ძ #0) არის შედარების ამო- 

ნახსნი, მამინ X==/0-––-Cთ (II10ძ 2) აგრეთვე ამონახსნია, როცა IX, 0)= 

=1. ე. ი. ამ პირობებში კვადრატულ უტოლობას აქვს ან ორი ამონახს– 

ნი, ან ამოუხსნადია. "შედარებები X=თ (–ი0ძ ი) და X=90-Cთ 

(თიძ ი) ყოველთვის განსხვავებული ამონახსნებია, რადგან რომ დავუშ- 

ვათ თ==0–-თ (I00ძ #7), მივიღებთ 2=>ი (ი10ძ #), ამასთან, IX2, ი)=1.. 
გამოდის, რომ «=>0 (–10ძ #0). ეს კი ეწინააღმდეგება პირობას, IX9ძ, 

0)=1. 

ახლა ისმება კითხვა, როგორ გავიგოთ, მოცემულ შედარებას ორი 

ამონახსნი აქვს თუ ამოუხსნადია? ადრე გვქონდა კრიტერიუმი ამონა-. 

ხსნთა მაქსიმალური რიცხვის დასადგენად. ვისარგებლოთ ამ კრი– 

ტერიუმით. XV9--Xჯ გავყოთ (X?--0)-ზე. დავწეროთ იგივეობა 

== ი–-I ნ–I 

ი ჯნ--X=(2) 2? –-0 2 4+ე ?ზ? –. I)», 

  სადაც == მთელია /#-ს კენტობის გამო, გავყოთ ეს იგივეობა (1 

=> 
–-ი)-ზე. ნამთი, ცხადია, იქნება X (ი 2 _ 1), რადგან ამონახსნთა 

მაქსიმალური რიცხვისათვის ეს ნაშთი ნულის ტოლი უნდა იყოს X-სგან 
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0--1 

დამოუკიდებლად, ამიტომ ძ 2 =I (II0ძ. /). მაშასადამე, თუ ამ 

შედარებას ადგილი აქვს, მაშინ კვადრატულ შედარებას ორი ფესვი 

აქვს, და თუ არა აქვს ადგილი, მაშინ კვადრატული შედარება ამო- 
უხსნადია. 

Iიხიმ1-ს თეორემის თანახმად, თუ ძ არ იყოფა ი-ზე, მაშინ 

ე9-1==1 (ი10ძ ჯ) 

  

გვექნება 
იჩ-L I 

თ+-1=0=( 0 1? -.)( 0? +1)( ოთიძ » ): 

ი-L 
თუ კვადრატული შედარება, ამოუხსნადია, მაშინ 0 ? ––17#0 (#)იძ #), 

6-L ჩ-L 
ე. ი. იძ ? +1==0(7ჰ109 #), ე. ი. ჩვენ ვხედავთ, რომ ან ი 1 -–1==0 

ი- 
(თ0ძ #) ან ძ % +1==0 (CიI0ძ იჯ). ამ ორ შედარებას ერთდროულად 

არ შეიძლება ჰქონდეს ადგილი, ოადგან მაშინ მივიღებდით, რომ 2==0 

(10ძ ი), რაც შეუძლებელია. 
ი- 

მაშასადამე, თუ იე 5 ==1 (ი10ძ #/), მაშინ ძ კვადრატული ნაშთია. 

9-1 

მაგალითი: X?2=>=6 (I00ძ 7); 6 5 =216; 216=>-––1 (II0ძ 7), 

ამიტომ მოცემულ შედარებას ამონახსნი არა აქვს. 
ჩ-L 

0 და 0 რიცხვების დიდი მნიშვნელობებისათვის ი? გამოთვლა 

ძნელდება, ამიტომ მიღებული კრიტერიუმი, Lიყ90იძI6-მა სხვა კრი- 

ტერიუმით შეცვალა. მან შემოიღო სიმბოლო +)=2+1 და ჩათვა- 
წ 

ლა, რომ (--)=, როცა ძ# კვადრატული ნამთია 0 მოდულით 
ი 

და 4 =--1, როცა ძ კვადრატული არანაშთია. მაშასადამე, L6- 
” · 

თძ0იძირ-ის სიმბოლო განისახღვრება პირობით 

ილო) (2. 
4. ა. რაზმაძე 49.



დავამტკიცოთ L6ძიიძIL6-ის სიმბოლოს ორი თვისება. 

თეორემა!I. თუ 0=ძ' (ი0ძ /), მაშინ (+)- (>) | ჩ » 
CL თ-L 2: 9 ი მართლაც, 026 =0ძ” ? (ოიძ»), ი? =(+) (II100 #2), 

,7ჯ _ / 4 იმ /“ 
0 1= » (თიძ »), ამიტომ == წო (0009 #7). რადგან 

L0Cდლიძილ-ის სიმბოლოს მხოლოდ ორი მნიშვნელობა აქვს, ამიტომ 
შესაძლებელია შემდეგი შემთხვევები 

-+1==+1 (#9I0ძ 0), +1=>=+-1 (#ი0ძ ი). 

მეორე. შემთხვევა გვაძლევს + 2=0 (ი10ძ #0), რაც შეუძლებელია, 

ამიტომ (+ ')= (+) .· თეორემა დამტკიცებულია. 

” .ნი 

თეორემა!IIს თუ #=თ,-ძ., მაშინ (7 )=(% 9, I“). 
ჩ ჩ 

ი #+. : 9L 
გვაქვ, ი ბ =ძთ 1 ·ძ, თ თ, ანუ (-?- + )= (+ 1 (% ) თიძ ი). 

წინა მსჯელობის მსგავსი მსჯელობით დაქრწმუნდებით, რუმ შედარება 

შეიძლება შეიცვალოს ტოლობით. 

თუ ვისარგებლებთ დამტკიცებული თეორემებით, გამარტივდება 

L6წლიძIლ-ის სიმბოლოს გამოთვლა. მეორე თეორემა შეიძლება ასე 

განვახო გადოთ: თუ მ=თძაი''·'ძ0,, მაშინ (->)=(%)%) ... 

ი ი ი 

“(7)' როცა თ =ძ:ე=-.·..=ძ9ი, მაშინ CC” წო + )= (+). 

„მაგალითი. 3 )= 12% _/ 2.4 ვ = 3). 
გლ (+ (+)=(5:.) (--)-(5+)= ' 

-/ 2 M 9-1 
რადგან –3 =:1 და 13 1? =1 (თო0ძ 13. ე. ი X”= 

=218 (თ0ძ 13) შედარებას აქვს ორი ამონახსნი. 

1 –1 
ადვილად გამოითვლება ( ––– ი | სიმბოლო. მართლაც, (= ი ) 

5ი'



9L '–- 1" ნ-L 
= C-–-1) 1. (ი10ძ #), ეს კი გვაძლევს ტოლობას (--)= (<–<1)?1; 

- I _ 
ე. ი. (=– )=), როცა #0=4/!-L1 და (== )=--ს, როცა #ი= 

ჩ ? 
=4/ +ვ3. 

შემდეგ, ცხადია, (-–) =1 ნებისმიერი ჯ#-სთვის. ე. ი. 1 კვად- 
ჩ? 

რატული ნაშთია ნებისმიერი მოდულით, X2=>1 (I0ძ ი) ყოველთვის 
ამოხსნადია და მისი ამოხსნებია X=1 (I00ძ ი), X=>0––1 (0ძ #). 

თუ 0ი=9, (1900 ი), ე. ი. 0=/0+ძ,, მაშინ (+ )=(9 ) ” 
ამიტომ Lი6ყლიძIC-ის სიმბოლოს ყოველთვის შეიძლება ისეთი ფორმა 

მივცეთ, როცა მრიცხველი მნიშვნელზე ნაკლებია, მნიშვნელი კი 

მარტივი რიცხვია. 

(+) და ( #) სიმბოლოებს შორის თანაფარდობა მოცემულია 

ჩი ძ 

რიცხვთა თეორიის ერთ-ერთი ყველაზე შმესანიმშნავი კანონით–შექ- 

ცევადობის კანონით. 

ამ კანონის დასამტკიცებლად ჯერ დავამტკიცოთ C8გV55-ის ლემა, 

განვიხილოთ მწკრივი თ, 20, 30,..., #-. 0, სადაც ი და 0 კენ- 

ტი მარტივი რიცხვებია და IX, 9)=1. გავყოთ ამ მწკრივის რიცხეები 

ჩ-ზე და ვთქვათ, ნაშთებია I), ჩეს 7 “შესაბამისად ადვილად "ი-I 

-? 
შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ეს ნაშთები ეკუთვნის სხვადასხვა კლასებს. 

გავყოთ ისინი ორ ჯგუფად. პირველ ჯგუფს მივაკუთვნოთ ---ზე 

ნაკლები რიცხვები, მეორე ჯგუფს ------ზე მეტი. ვთქვათ, ნაშთთა 

რიცხვი პირველ ჯგუფში არის IL, ხოლო მეორე ჯგუფმი--V. ვთქვათ, 

_1 
ეს რიცხვებია თე), თე,..., CL; მც ჩი,..-., წV, სადაც ს4ა=->- · 

ჩ რიცხვები შევცვალოთ უარყოფითი ც:ამთებით 
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ჩ–ზ,, მ–ჩა,..-., 0–--ჩV. 

რ. თ.ა CI. მ-ე, ი–-ჩ.,..., ჩ-ჩ» განსხვავებული რიცხვე- 

  ბია, ამ რიცხვებს შორის არ არის ნული და მათი რიცხვი არის” 

  მაშასადამე, ეს არის 1, 2, ჭ,..., 6-1 რიცხვები, მოცემული გარ- 

კეეული თანამიმდევრობით. რადგან ეს ასეა, ამიტომ 

  თ;თე...თIL(0––-ჩ,)(0–– ჩა) · · ·C0––ჩX)==1-2-3.. ,0-1 (თიძი), 

  

ან (–I1)”თ, თა. ··თI· ჩეჩა:--ჩV=1-2-3-.. == (თიძ ი). 
· _ი0 ბი _ 

ე. ი, 1.2. ვ... წ. .0+ = (=1)”1 .2 „ვ... ს--1 (თიძ ი). 

ი-1V, 0-L __ 
შევკვეცოთ («;-)' , მივიღეთ #5: = (–-1)V (იიძ ჩ), 

ე. ი. უსა (00ძ ი). როგორც წინათ ვიქცეოდით, შედა- 
ჩ 

რება შევცვალოთ ტოლობით, მივიღებთ წვოულა C2V5§-ის 

ი · 
ლემა: თუ V ლოწია, მაშინ # კვადრატული ნაშთია. წინა ტოლობა 

ამტკიცებს ამ ლემას. 

გადავდივართ შექცევადობის კანონის დამტკიცებაზე. მოყვანილი 

დამტკიცება C8V§§-ს ეკუთვნის და L156ი5(61ი-ის მიერ არის სახეშეც– 

ვლილი. თუ ვისარგებლებთ ს სიმბოლოთი, მივიღებთ შემდეგ ტო- 

-ლობებს: 

: 1. 2 – 
1. ·ი=/ი -# (“––“) +7?,, 2=გ-8( -- ) +. ს. -იე= 

7 ჩ/. 2 
'” ი-I ს 

+; -4 
=/ჩ.· XI, –_–_>> +121? ი-L · 

? 8 
თუ ამ გამოსახულებებს შევკრებთ, მივიღებთ 

(2



1 
ნმ I + ““უეემ=ნა“ი“ჩხმწ47ლ , | 

3 

სადაც >» არის 6 წუ ფუნქციათა ჯამი, როცა #=1, 2, 3,..., 
ჩ 

XX –! 

2 

ჩვენ ვიცით, რომ /), #2,.-., 0 არის სხვა მიმდევრობით აღე- 

ბული თ,, თა....,თIL; ჩე, ჩა,..-., ჩV რიცხვები, ამიტომ თ)-Cთა-+L-.· 
– I 

+თ.+-ი-ჩ.+ი-ჩწ+..+0-ჩV= 14+2-+%3+%..+4--, 

  

? 

ე. ი. (0) + >6=-ნ- ! შევნიშნოთ, რომ »Xთ+2>ჩ= 

=2, და I ტოლობას გამოვაკლოთ IL”. მივიღებთ 

წ : – 8  (9-1)=05+2-2–V -ჯ. I 

ახლა განვიხილოთ ორი შემთხვევა: 

1) ძ=2; 2) 0 კენტი მარტივი რიცხვია. 
· 9 _ 

1) ძ=2; მაშინ 2=0 და ”- 1 ==2:3-Vიე, რაც ნიშნავს, რომ   

ხს 
8 

იე? - 
ლემის თანახმად, (–) = (–1)“ 

ი 
ზ-ის ტოლი მოდულით ნებისმიერ კენტ რიცხეს ექნება შემდეგი 

ოთხი სახიდან ერთ-ერთი: 8/+1, 8,-+-3, 81+5, 8M-L7. თუ /#-ს მა- 

გიერად ამ გამოსახულებებს ჩავსვამთ, მივიღებთ, რომ თუ ი=8/+3 

ან 0=8/–+5, მაშინ (+) =–-1. ე. ი. 2 არის 8/-++1 სახის მარ– 
ი 

ტივი რიცხვების კვადრატული ნაშთი და 8/+3 მარტივი რიცხვების 

კვადრატული “ არანაშთი. 

  

2 _ 
=–Vი (II0ძ 2), ე.ი. ” - =V (I)0ძ 2). CმV§5-ის 
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2) ვთქვათ, ძ კენტი მარტივი რიცხვია. მაშინ (ძ-–-1) · 

ლუწი რიცხვია და II ტოლობა გვაძლევს 

0==>ი/იV (M)0ძ 2), ანუ >=>V (II0ძ 2). 

გამოვიდა, რომ >, და V რიცხვებს ერთნაირი ლუწკენტოვნება აქვს. 

თუ ვისარგებლებთ C2055-ის ლემით, დავწერთ: 

ნ | 1'9. 6-1). · ე (19 )460(%)-ი(5-2) ს... 
–+ |=(-)) 
ჩ 

თუ 0=2%3პ.ე”, მაშინ, ზემოთ ნათქვამის საფუძველზე, მივიღებთ 

ი. 906 (#) აა... ი თე 
განვიხილოთ მაგალითი: 

ცას უთო წმ) (4)X 

  

13 

-/ 55 I. „(5566 ს) _ 0+1+9+98+4+ნ._ _ 1, 
«1 6( 23: 3 CI 

ახლა სიბრტყეზე მართკუთხა საკოორდინატო სისტემის მიმართ განვი- 

ხილოთ V=თ(»X) წირი, სადაც თ(X) ცალსახა ფუნქციაა (ან ჩვენ ავირ- 

ჩევთ გარკვეულ შტოს), უწყვეტია და გადაკვეთს საკოორდინატო 
ღერძების პარალელურ წრფეებს ერთ წერტილში და «(0)=0. კოორ- 

დინატთა სათავე აღვნიშნოთ 0-ით, ღერძებზე გადავზომოთ მონა: 

კვეთები 1, 2, 3,..., და·მათ ბოლოებზე გავატაროთ ღერძების პარა- 

ლელური წრფეები. მთელი სიბრტყე დაიყოფა კვადრატებად. მათ 

წვეროებს ვუწოდოთ კვანძები და განვიხილოთ #08C ფიგურა. დავ- 

თვალოთ, რამდენი კვანძია #C8C კონტურის შიგნით. კონტური გავ- 

ყოთ ორად და ჯერ განვიხილოთ #C0L)C ფიგურა. : 

პირველი ორდინატი იქნება (1), მეორე-–დ(2) და ა. შ. უკანასკნე- 

ლი დთ(C(თ)). შევთანხმდეთ, არ ჩავთვალოთ „კვანძები, რომლებიც 

ღერძებზე მდებარეობს. კვანძების რაოდენობა პირველ ორდინატზე 
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იქნება LCი(1)), მეორეზე– LL (CV (2))... უკანასკნელზე–-LC (CL (ი))). კვან– 

ძების საერთო რიცხვი არის 

LLCი(1))-L I (-(2)) + · · · ·IL- L (ი (0)). 
ვთქვათ, ახლა, მოცემული ფუენქცია ამოვხსენით X-ის მიმართ 

და მივიღეთ X= VI). 

  

  

  

  

  

                
  

ჰL 
| ა –I L"ყV (ჯ) 

ხ C 

L . + 

6 C C: X 

განვიხილოთ აბსცისები XX1/), #(2),..., +V(C(ხ)). კვანძთა რაოდე- 

ნობა C8Cჩ80-ზე იქნება 

C(+I(1))-L IL (+X(2) -+ · · · + 1(%X(C (6)). 

თუ ამ გამოსახულებებს შევკრებთ, მივიღებთ კვანძთა რაოდენო- 

ბას მართკუთხედის შიგნით, გადიდებულს M რიცხვით, რადგან ის 

კვანძები, რომლებიც თვითონ წირზე მდებარეობს, თვლის დროს აბს- 

ცისებშიც შევა და ორდინატებშიც. 

მაშასადამე, 

>(თ(1))-L C («(2)) + · · · + =(თ(C (0))) +- C(VX1)1+ 

- +სC(VLC2)+ · · · + L CIXC (6)))= (0) C (ხ) -M, 

ან მოკლედ დავწერთ ასე 
C(თ(8)) L(VX(ს)) 
2 8დთ)+ 1ჯ. სVCC0.))=X#(თ 5(0)+X . 

1



თ ფუნქციად ავირჩიოთ ყლ» სადაც ი და ძ კენტი მარტივი 

რიცხვებია. ავიღოთ ი=+> და ხ=-, მაშინ 

ხ-ს ს, 0-1 _ 7 (0= 9-1, ხ)=5%--“, #ი. M9-9-, #0-4+;, ა0)-»=4 

თუ წრფე გადის კვანძის წერტილზე, მაშინ 2 +# და M=0/L, 

X=/I/I. ყველა ეს რიცხვი მთელია, ამიტომ ნახაზის შიგნით ჩვენი წრფე 

არ გაივლის კვანძის წერტილებზე, რადგან უდიდესი ორდინატი არის 

+ და უდიდესი აბსცისა –– + , ამიტომ M=1, მაშასადამე, 

ჩ–-1 

„დაი აელაი. 
““ . .–.. = 

ადრე გვქონდა, რომ 

(–- )=C 1 5(+)+5(- 

(2)--ა -- 3- C. )+.. არა ' 

თუ ამ ორ უკანასკნელ ტოლობას გადავამრავლებთ და მხედველო– 

ბაში მივიღებთ წინა ფორმულას, გვექნება 
„I -) 

„ატ"ჟ 

  

  

  

  

  

  

 



ამ ფორმით შექცევადობის კანონი პირველად ჩამოაყალიბა LC- 

წ8იძIლ-მ. თუ ამ ფორმულით ვისარგებლებთ, მაშინ Lილლიძ!C-ს. 

ბოლოების დათვლაზე. 
)C)=C)– 

მაგალითი. 

(<5 -(:ფ) -(65-2.) · წევ ლ „-)= 

“ლი )ლი 
ახლა შემოვიღოთ Iმლ0ხI-ს სიმბოლო. მას ფორმალური ხასიათი 

  სიმბოლოს გამოთელა დაიყვანება (–- 

აქვს. ვთქვათ, ნ და C() ორი თანამარტივი «იცხვია, ამასთან, =ი- 

«ნ '-·0”...ი0(შ). მაშინ 1გ8C0ხI!-ს სიმბოლოდ მიღებულია 

(+)-(IX>) (>) 5). 
დავამტკიცოთ რამდენიმე თეორემა I8გლ0ხ!-ს სიმბოლოს შესახებ. 

თეორემა1. ვთქვათ, ()==C" (ოთიძ L), მაშინ 

- ს #” “#7 

მართლაც, მოცემული შედარებიდან ვღებულობთ 

(§+-)-(<-), (+ )=(-9-),... '(–--)-( ი )- 
” ” ” ” ი“) ი“ 

, მრავლებთ, მივიღებ --) -(4%-). თუ · გადავაძოავლეათ წილ თ (+ XL” 

ანალოგიურად დამტკიცდება: 

(%-) -(+) . (9-) ; (–-)-! · 
L ჯ L # ჯ 

გამოვიყვანოთ ახლა (---) და (->) 1გლლხI!-ას სიმბო-. 
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ლოებისათვის L06ყთ0იძი6-ის სიმბოლოების ანალოგიური ფორმულე- 

ბი. დავიწყოთ ლუ სიმბოლოთი. ვთქვათ, ნ = ი-ი'-ი” 

I), მაშინ · 

–1 _/ –I –1_ _““–1 

( ი )-C + >). ). 
ამიტომ 

_ #6-). ი) ... L იე) 1 
(– ==. (–1)ს# 2 + 2 + + 2 

საბოლოო ფორმულის მისაღებად ვიყენებთ ხელოვნურ ხერხს. 
გვაქვს: 0=ეი·ი0მ ი", ანუ ხ=((0--1)+1). ((0”--1)+1)--· 

(იო). 1)-+-1). ფრჩხილების გახსნის შემდეგ გვექნება 

ხ=4#+(0--1)+(ი-–-–-1)+-·.·+(0()--1)-+1, 

სადაც 44#-ში შედის 4-ის შეთადი აველ! რიცხვი. აქედან 

(ი)--.1 

#1 230 4-ჩ-) კაა 85) 
2 2 

და რადგან 

–. –I '–I (ო) 

ი“ 
(–I1) = (–1) , 

ჩ–ჩ--I 

ე. ი. (+) ილა მ. 

განვიხილოთ ახლა (-–) სიმბოლო. განსაზღვრის ძალით, 

(+)“(+)C)“ ლო). 

(აიმი ეო მთე 
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ვიცით, რომ 

 



9 
ი“). 

=(-1 8 

შემ დეგ დავწეროთ იგივეობა: 

=((0%--1)-+1) ((0/?––1)+1). · · ((0(5) 2-1) -+1). 
ვაჩვენოთ, რომ ნებისმიერი სხვაობა ამ იგივეობამი 8-ის ჯერადია. 

რადგან ს კენტი მარტივი რიცხვია, ამიტომ მას აქვს 41+1 ან 4/-L3 

სახე, ანუ 4/1<+-1 სახე. 0?= 16/!1+8/-1, საიდანაც ჩანს, რომ 8/(ი02.-- 

–- 1). ამიტომ, 

ნ7ჭ=64#--(ი+- 1)+(ი?>--I)+...+(0()2-1)-L1. 
"და, როგო“ც წინა შემთხვევაში, ვპოულობთ, «ომ 

ჩი.) 

(ლით 
ახლა განვიხილოთ გამოსახულება : 

(ი(0-(0რ) დ) დიე: 
“ს გი) /' 

სადაც ? და C) კენტი მარტივი «რიცხვებია წხ=/”ი”-·/””.·.-ი(?),. 

C=ი'ძ”. .. ე), 

თუ Lილძხიძილ-ის სიმბოლოებს დავშლით, მივიღებთ 

  

  

· ; 0II)–-) , 0-1 _ 

ევესვებვა,„._ ძი ი“) 

ს 0V)- I. (0-1 

=C“ ო 2 - 

ჩვენ დამტკიცებული გვაქვს, რომ 
#-I. წ კნი-I 9-L წალ 

CC) 2 =5C) ბ? და (0? =(C-:0” ,



საიდანაც ვღებულობთ 

    

ლღეღითო5___ 
(-1) ? 2 =(-)) 2 2. 

მართლაც, ვნახეთ, რომ 
72-–-1 _% 0'ი--1 ი-–-4+1 _ 0()--1 
,“ “–-»#: ო. ძ 2 : == 2) . 2 2 (იიძ 2: და 9> 2 (004 2) 

ამ შედარებების გადამრავლება მოგვცემს 

»”-) 0-1  . ა ი00-1 . 00--) 
2 2 2 

აქედან კი პირდაპირ გამოდის 

(ი!იძ 2) . 

ხნ...  0-I » 23-.. 
(–)(>)=Cა 2 2. . 

რი L 

ჰმლლხI-სა და L6დბნიძ:ლ-ის სიმბოლოებში განიხილავენ უარყო- 

ფით რიცხვებსაც. უშვებენ, რომ (-9>) =(7). ამ დროს ძალა– 

მი რჩება თეორემები: (% -)= (%)' თუ 0=VC" (თ0ძ 7») და 

(%-)- (>)(%): ხოლო თეორემა ( 5. –“ ს)=C-1) ? 2) 
შეიძლება არასწორი აღმოჩნდეს. 

დაბოლოს, თუ L და C) რიცხვები თანამარტივი არ არის, მაშინ 

  

  

  

(7- ) –ი. I8ლ0ხI-ს სიმბოლოს გამოყენება ამარტივებს Lიდიი- 
L. “ 

· 

'ძილ-ის სიმ > ( 

შო რეერეუთეიიი- 
__



ჰელლხI-ს სიმბოლო იმით არის მოხერხებული, რომ საჭირო არ 

არის რიცხვის დაშლა მარტივ მამრავლებად, რაც დიდი რიცხვების- 

თვის საკმაოდ ძნელია. 

ჩვენ განვიხილეთ მე-2 ხარისხის შედარებები და ვნახეთ, რომ მათ 

ან აქვთ თესვები, ან არა. ახლა ვნახოთ, როგორ ვიპოვოთ ეს ფესეები 

მათი არსებობის შემთხვევაში. I ხარისხის მეღარებისთვის ჩვენ 

მივიღეთ ზოგადი ფორმულა 

ჯ=ხი?თ-1 (ი0ძ ი). 

ირკვევა, რომ მე-2 ხარისხის შედარებისთვის ზოგადი ფორმულის 

დაწერა არ ხერხდება. მაგრამ მარტივი მოდულის დროს ზოგიერთ 

კერძო შემთხვევაში ვახერხებთ ზოგადი ფორმულის გამოყვანასა 

ვთქვათ, #=4/I--3 მარტივი რიცხვია და შედარება X1==0ძ (100 ი) 
ამოხსნადია. ' | 

-" 
განტოლების ამოხსნადობის პირობაა ი > ==1 (Iი0ძ ი). ჩვენს 

'მემთხვევამი გამოდის, იე2?'+1==1 (Iი0ძ ი). ე. ი. 0?'+%==ძ(1)00 /), 
(0'+)1==ძ(ი)0ძ /). უკანასკნელი შედარება გვაძლევს, რომ, თუ ავი- 

ღებთ X= 0+!, მაშინ დაკმაყოფილდება ჩვენი შედარება. მივიღეთ 

შედარების ერთი ამონახსნი. თუ თ-თი აღვნიშნავთ ნაშთს, რომელიც 

მიიღება #9M!+1-ის ი რიცხვზე გაყოფის დროს, მაშინ შედარების ამონახ- 

სნები ჩაიწერება ასე: 

:==თ (I0I00 ი), X=/იM–-თ (II0ძ ჯ). 

„ე. ი. 4-3 სახის მარტივი მოდულისათვის ჩვენ გიცით შედა- 

რების ამონახსნების პოვნა. 

შემდეგმი გავეცნობით ნებისმიერი ხარისხის შედარების ამოხნის 

ზოგად მეთოდს. ახლა კი გადავიდეთ სხვა საკითხების შესწავლაზეჯ 

რიცხვთა ალგებრული თეორია 

რაციონალურობის არე 

“ შემოვიღოთ რაციონალურობის არის ცნება. რაციონალურობის 

არე ეწოდება იმ რიცხვთა ერთობლიობას, რომლებიც მიიღება თ რი- 

ცხვზე რაციონალური ოპერაციების ჩატარებით. ეს არე აღი5იშ5ება 

: (1)



I(Cთ) სიმბოლოთი. შეიძლება განვიხილოთ რაციონალურობის არეე- 

ბი, რომლებშიც ძირითადი ელემენტია არა თ, არამედ რამდენიმე 

რიცხვი თ,:ჩ,..., თ. ასეთი არე II(Cთ, ჩ,...თ) სიმბოლოთი აღინიშმ- 

ნება. მის ყოველ ელემენტს ექნება სახე: 

LXCთ,8მ,...,თ) 

თ(თ,3,... თ) 

სადაც ი და CC რაციონალურკოეფიციენტებიანი მთელი მრავალწევ- 

რებია. ადვილად დავინახავთ, რომ ნებისმიერ რაციონალურობის არე- 

“ში შევა ყველა რაციონალური რიცხვი; მათ მორის 0 და 1. თუ რიცხ– 

ვთა თეორიის სულისკვეთებით ვიმსჯელებთ, მაშინ რაციონალურო- 

ბის არიდან შეიძლება გამოიყოს მთელობის არე, რომელიც შეკრე- 

ბის, გამოკლებისა და გამრავლების ოპერაციებით მიიღება. მთელო- 

ბის არეს I? ICI ან /თ) სიმბოლოთი აღვნიშნავთ. I1(თ, ჩ-..., თ) არის 

ელემენტებს აქვს სახე IIIთ, ჩ, “,-.., თ), სადაც ს მთელი მრავალ- 

წევრია მთელი კოეფიციენტებით. 

მთელობის არე შეიძლება დამოუკიდებლად განვმაCტოთ წინა აზ- 

რით, როგორც (1, C, ჩ,..., 01. თვითონ I არ მიიღება დანარჩენი ელე– 

მენტებისგან სამი მოქმედების შესრულებით. უმარტივესი მთელობის 

არე არის I11––ყ ყველა მთელ რიცხვთა არე. რიცხვთა ალგებრული 

თეორია განიხილავს (1, თ1 სახის არეს, სადაც თ რაიმე ალგებრული 

განტოლების ფესვია. ეს თეორია განავითარეს 00ძ0CM10იძ-მა, MI0C5(6L- 
წიმი-მა და მათმა მოწაფეებმა. : 

ჩვენ მოდულს ვუწოდებთ ისეთი სიდიდეების სისტემას, #ომელთა 

ჯამი და სხვაობა კვლავ ამ სისტემაში შედის. მოდულის მაგალითი უკ- 

ვე განვიხილეთ I1) არეში. ახლა განეიხილოთ სხეა ხასიათის მოდულე- 

ბი. ვთქვათ, ), მარტივი რიცხვია, ხოლო C(X) მთელკოეფიციენტებია- 

ნი მრავალწევრია, რომლის კოეფიციენტები არ იყოფა /-ზე. 

განვიხილოთ გამოსახულება 

0I(0+თიი #Cი. 

ასეთი გამოსახულებების ერთობლიობა ქმნის მოდულს. შევნიშნოთ 

შემდეგი: ვთქვათ, მოცემულია (1, თ, ჩ,..., CI და ავირჩიეთ # ელე- 
მენტი M),)Mი,..., M,, მაშინ · · 

CIხMს)-+-CაMაი+-.+C,M, 
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სახის გამოსახულება, სადაც C, მოცემული არის ელემენტებია, ქმნის 

მოდულს. მართლაც, ვთქვათ, გვაქვს ორი ასეთი სახის გამოსახულება 

ს) M 

» CI1II და 2, CIM, , 

1 1 

მაშინ 

X2 0, /,+ X CIM,= ჯრ, 4C04/,= 2ძ CI. 
“ 

რაც უნდა დაგვემტკიცებინა. 

პირველადი ფორმების შესახებ 

შემოვიღოთ პირველადი ფორმის ცნება. ვთქვათ, გვაქვს #1! ხა-. 

რისხის შედარება თ XIს +ი,ლ 1+-..-+-ძ,,0 (I)0ძ ი). 

თუ თა არ იყოფა ი-ზე (ეს ყოველთვის ასეა), მაშინ შეიძლება ვი- 

პოვოთ ი! (1, 2,..., MI) რიცხვები, რომლებიც აკმაყოფილებს შედა- 

რებას ი, . ი1=0, (თ0ძ ი) და თ,X+V0=ძ,. ჩვენი შედარება შემდეგ 
სახეს მიიღებს 

; ი.(CM+ი, ჯაი 1+...+ი',)=0 (თ0ძ /„), 
ანუ. ' 

ჯი+ იე I 1-L ·..+ი”=C6IM0ძ. /#). 

ასეთ შედარებას, რომლის უმაღლესი ხარისხის კოეფიციენტი 1-ის 

“ტოლია, ეწოდება პირველადი ფორმა. 

_ ვთქვათ, გვაქვს ორი შედარება. 

დ(X)ა==>თ X"+თ,X"-1+--..+თს (თ0ძ /) 
" 

ს 0ი=ჩზ,XV+ჩ,X- 1+--.-.+ჩV (თიძ ჯ). 

ვაჩვენოთ, რომ ამ შედარებათა ნამრავლის ხარისხი შესაბამისი 

ხარისხების ჯამის ტოლია, მართლაც, . 

_. დიის 00=თ,ჩ,+”+Cთ,ჩ, +ჩათ,)Xნ+9-1+-- ·· (ოიძ. ჯ) · 
რადგან თ. და ჩე არ იყოფა ი-ხე, ამიტომ უკანასკნელი შედარების - 

ხარისხი არის ++V, რაც უნდა დაგვემტკიცებინა. 

და 
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შედეგი: თუ «(X)-C(X) ნამრავლი იგივურად ნულის სადარია #მო- 

დულით, მაშინ ამ ფაქტორებიდან ერთ-ერთი მაინც იგივურად ნულის 

სადარია ამ მოდულით. მართლაც, თუ ((X) და %(X) არც ერთი „არ 

არის იგივურად 0-ის სადარი ი მოდულით. მაშინ თითოეულს ექნება 

გარკვეული ხარისხი და ნამრავლის ხარისხიც განსაზღვრული რიცხვი 

იქნება. ეს კი შეუძლებელია. 

მრავალწევრი დავშალოთ მამრავლებად ი მოდულის მიხედვით. | 

ვთქვათ, გვაქვს შედარება /(X)==0 (II10ძ ჯ) და § რიცხვი მისი ფეს- 

ვია, მაშინ ! 

Iმელწნ–- ჩე. ლ0ი0ძ #),. 

სადაც ჩე არის მთელკოეფიციენტებიანი მრავალწევრი, რომლის. 

კოეფიციენტები არ აღემატება /(X) მრავალწევრის კოეფიციენტებს, 

თუ ICე-ის ხარისხია /II, მაშინ /,(X)-ის ხარისხია /II--1. თუ ვიპოვით 

მოცემული შედარების მეორე ამონახსნს, კიდევ გამოვყოფთ ფაქ- 

ტორს და ა.შ. ამ პროცესს იმ აზრამდე მივყავართ, რომ განვიხილოთ 

შემდეგი სახის შედარებები 

I(01)=.6(X)ს(X (თ0ძ ი). 

ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ /(X) იძლება ი მოდულით ფაქტორე- 

ბად, ე. ი. 

'IIი=Cდ(00000+/იჩ!(ე. 

· ეს გამოსახულება ასეც ჩაიწერება 

კ(1ე==0 (=0ძ /ჯI(ჯ). ! 

მივიღეთ შედარება ორმაგი მოდულით. ჩვენ ვხედავთ, რომ / (X) არის 

ორმაგი მოდულის ერთ-ერთი ელემენტი. მნიშვნელოვანია კიდევ ერ- 

თი ცნება. თუ გვაქვს შედარება 

I'ლულ–აითიეს იი (ი0ძ იჩ), 

მაშინ. ამბობენ, რომ თ(Xი) და #(X) არის /609)-ის გამყოფები ი მოდუ– 

ლით. ვაჩვენოთ, რომ ნებისმიერი რიცხვი, რომელიც /#-ზე არ იყოფა, 

M(0-ის გამყოფია. ვთქვათ, LXით, 0)=1. ვიპოვოთ თ რიცხვი §0CIი ი 

მოდულით, ე. ი: ისეთი ი, რიცხვი, რომ იი,=>1 (910ძ /), გავამრავ- 

,„ ლოთ /(9=/(X) (ი0ძ 2) შედარების ორივე მხარე წინა შედარებაზე. 
მივიღებთ /(X)=00)/(X) (ი10ძ /). ან სხვა'აღნიშვნით 
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(I C0=0თ. I”) (X) (II)0ძ „). 

ეს კი ნიშნავს, რომ ძ არის /(X-ის გამყოფი ი მოდულით. რადგან ეს 

თ რიცხვები (ე. ი. ნული ხარისხის ფუნქციები, რომლებიც არასაღარია 

0 მოდულით) ისეთი ყოფაქცევისაა, როგორც ერთიანი მთელ რიცხ- 

ვთა თეორიაში, ამიტომ მათ ი მოდულით ერთიანი ეწოდება, ხოლო 

I(X)-ს ეწოდება /(X)-საგან განსხვავებული არაარსებითი გამყოფი, 

არც ერთიანს, არც არაარსებით გამყოფებს ჩვენ გამყოფებად არ ჩა- 

ვთვლით. თუ /(CV) მრავალწევრს არ გააჩნია ერთიანის გარდა არც 

ერთი გამყოფი, რომელიც არსებითად განსხვავდება თვითონ ფუნქ- 

ციისაგან, მაშინ /(%) ფუნქციას ეწოდება ი მოდულით დაუყვანადი. 
ასეთი ფორმით განმარტება აღებულია ალგებრიდან, მხოლოდ ტოლო- 

ბის ნიშანი შედარების ნიშნით არის შეცვლილი. შემდეგში ვნახავთ, 

რომ დაუყვანადი ფუნქციები მარტივი რიცხვების როლს ასრულებს. 

ჩვენ შეგვიძლია ი მოდულით სადარი ყველა მრავალწევრი ერთ 

კლასში მოვათავსოთ. ასეთი კლასების რიცხვი უსასრულო იქნება, 

რადგან არსებობს ი მოდულით სადარი ნებისმიერი ხარისხის მრავალ- 

წევრები. თუ დავსვამთ კითხვას, რამდენი არსებობს მოცემული ი»! 

ხარისხი ი მოდულით არასადარი მრავალწევრი, ე. ი. ისეთი მრავალწევ- 

რები, რომლებიც სხვადასხვა კლასს ეკუთენის, მაშინ მივიღებთ 

სრულიად გარკვეულ პასუხს. ასეთი სახის ყველა მრავალწევრს ემ- 

ნება სახე: · 

: თ XI+ძეწმი14+-...+-მუ, 

სადაც ძა არ იყოფა ი-ზე. რადგან ორი მრავალწევრი 0 მოდულით სა- 

დარია ან არა, იმის მიხედვით, სადარია თუ არა შესაბამისი კოეფიცი- 

ენტები, ამიტომ ჩეენ მივიღებთ ი მოდულით არასადარ /1 ხარისხის 

ყველა .არასადარ ფუნქციას, თუ ყველა კოეფიციენტს მივცემთ 1, 2 

-.; (9-––1) მნიშვნელობას. ყოველი კომბინაცია მოგვცემს ერთ ფუნ- 

ქციას და სულ ასეთი კომბინაციების რაოდენობა იქნება (0--1)/"!. 

'პირველად ფორმებში პირველი კოეფიციენტი არის 1, ამიტომ /?! 

მოდულით არასაღარი „ე ხარისხის პირველადი ფორმების რაოდენობა 

იქნება ეი 

დავუბრუნდეთ მრავალწევრთა გაყოფადობის საკითხს. განვიხილოთ 

ორი მრავალწევრის საერთო გამყოფები # მოდულით და განვმარტოთ 

უდიდესი საერთო გამყოფი. თუ გვაქვს ორი 'შშედარება 
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I1(X)==II(X)დ(იჯ) (10ძ /), 

I5(X)==I:(X)დ(X) (ო0ძ /), 
მაშინ ამბობენ, რომ Cთ(X) არის /, და (წ, ფუნქციების საერთო გამყოფი 

ჩ# მოდულით. საერთო გამყოფების საპოვნელად არსებობს მთელ Cრი- 

ცხვთა სიმრავლეში ევკლიდის ალგორითმის ანალოგიური ალგორით- 

მი. : : 

ვთქვათ, /:-ის ხარისხი არ აღემატება /,-ის ხარისხს, მაშინ /,(X) 

შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ: 

ჩ00=/7-(V)დ(CX) + /ეC (თიძ #), 

სადაც /)(0)-ის ხარისხი ნაკლებია /,(X)-ის ხარისხზე. ამაში შეიძლება 

თანდათანობით დავრწმუნდეთ. ვთქვათ, ძი, და ხ. არის /,(X) და /.(X) 

მრავალწევრების "უფროსი კოეფიციენტები შესაბამისად. 6. რიცხვი 

ავირჩიოთ ძ.ლხე0, (თ0ძ /) პირობიდან და შევადგინოთ გამოსახუ- 

ება 

I2 (X)––0ეX) –თ?ჩMCX) , 

„ სადაც ი, და ია არის I)(X) და ”.(X) მრავალწევრების ხარისხები შე- 

საბამისად. თუ ამ გამოსახულებას ი მოდულით განვიხილავთ, შევნიშ. 

ნავთ, რომ უფროსი წევრი გაბათილდება და გამოსახულების ხარისხი 

ნაკლებია ან ტოლი (#I,--1)-ის. ამის შემდეგ (I, (X)–“– ი Xთ)-M8/-(X)) 

გამოსახულებას გამოვაკლოთ შესაბამის კოეფიციენტზე გამრავლებუ- 

ლი /-(X). ხარისხი ისევ დაიწევს. თუ ასე რამდენჯერმე მოვიქცევით, 

მივაღწევთ იმას, რომ გამოსახულების ხარისხი ნაკლები გახდება ი1ე- 

ზე. ავიღოთ ახლა ყველა წევრი, რომელიც /C)-ს აკლდება, /:CX) გა- · 
ვიტანოთ: ფრჩხილებს გარეთ. მივიღებთ: 

ჩ00–7.(0C0 (ი,ჯიიობ- > აჯ ს” – + ი.(აX/ე(1)- 119) 

ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულება აღვნიშნოთ დ, (X)-ით. 

მივიღებთ 

, I (ი–ჩ (ით, (X=/ვ3C0)-Lი0I(CX), 
ანუ 

ჩCი= ჩიიდ,(0+წჩენი (ოთიძ ჯ). 
ახლა იგივე გავიმეოროთ MX) და /ვ(X)-ის მიმართ. მაშინ გვექნება. 

)5(X)==/ვ(X)დი(X) ++ I (X) (თ0ძ ჩი). 
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I,(9 ფუსეციის ხარისხი მცირდება ნომრის გაზრდასთან ერთად. 
უკანასკნელის წინა გამოსახულება ასეთი მიიღება 

M-ა(ულ=/--(0%4, -ა(0-- იი (იI0ძ /). 
ხოლო უკანასკნელი 

II --(21=/ს )(ე4, -:(ი)ი (Iი0ძ /). 

რადგან პროცესი სასრულია, ამიტომ უკანასკნელ გამოსახულებას 

აუცილებლად მივიღებთ. თუ” განვიხილავთ მიღებულ მედარებებს, 

შევნიშნავთ, რომ /,(ჯ) და /-(M9)-ის ყოეელი საერთო გამყოფი არის 

IM (X-ის გამყოფი და პირიქით. მაშასადამე, /„ -,(X)-ის გამყოფები და 

მხოლოდ ისინი არის /,(X) და /.(X) ფუნქციების საერთო გამყოფები 

8 მოდულით. ეს შედეგი საშუალებას გვაძლევს /».)(X) ფუნქციას ვუ- 
წოდოთ /,0ე და 7.) მრავალწევრების უდიდესი საერთო გამყოფი 

0 მოდულით. ჩატარებული მსჯელობიდან გამომდინარე, უდიდესი 

საერთო გამყოფის შესახებ ყველა თეორემა, რომელიც არითმეტიკა– 

ში მტკიცდება, სამართლიანი იქნება ჩვენს შემთხვევაშიც. მაგა=ითად, 

0 მოდულით „მოცემული შედარებებიდან ადვილად ეღებულობთ თა- 

ნაფარდობას 

ჩიე ლე-- ჩილეს ,სელ=ხ(ი2 ლ0»ი0ძ /#). 

სადაც 602 =I/, -,(X), ხოლო L)(X) და I ა(X) მთელი მრავალწევრ ებია. 
თუ ორი ფუნქციის უდიდესი საე“-თო გამოყოფი / მოდულით არის 

ერთიანი, მაშინ ამ მრავალწევრებს ი მოდულით თანამარტივი მრავალ- 

წევ“ები ეწოდება. ამ მემთხვევაში წინა შედარე ებას ექნება სახე 

ჩ(იL, (0+/0ეL5ა00=6 (თ0ძ ი). 

ამ შედარების ორივე მხარე გავამრავლოთ 6-ს 50018 C-ზე და დავუ- 

შვათ, Lე“ == (X), L.)C06=Iი(9). მივიღებთ 

: ჩ(0/(0+ჩ00/+00=1  (ი)0ძ ჯ). 
ეს შედარება მრავალ საინტერესო შედეგს იძლევა. მაგ., თუ /)(X) და 

60 ი მოდულით თანამარტივი მრავალწეერებია, მაშინ ყოველთვის 

ამოხსნადია შედარება 

I (X)V#, 4+-/:(X0#ა==1 (I0ძ ი). (1) 

ანალოგიური სურათია არითმეტიკაში. თუ ი დახ თანამა“ტივი რი- 

ცხვებია, მაშინ იX-Lხყ==1 განტოლებას ყოველთვის გააჩნია მთელი. 
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ამონახსნი შემდეგ, თუ /,() და /.(X) ი მოდულით ' თანამარტივი 

'მრავალწევრებია, ხოლო Cდ(X) მთელი მრავალწევრია, მაშინ /,(X) CC) 

და /)(წ) მრავალწევრების საერთო გამყოფები ი” მოდულით იქ- 

ნება ი(X) და /-(X) მრავალწევრების საერთო გამყოფი. ე. ი. 

0002 -თდ(V), /:C2)=L(ი(X9), I:(X), თუ CC” Cი, I.C0)=1 

'მართლაც, გავამრავლოთ (1) შედარების ორივე მხარე დ0ე-ზე. მივი- 

ღებთ 

ი C(0დთ(XიI (MX) +”-აCCIთ(X)I'.(X=Cდ(X), (Iი0ძ ი). 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ ”,(X) იე და /ა(ჯ» მრავალწევრების ნების- 

მიერი საერთო გამყოფი არის C(X)-ის გამყოფი # მოდულით. 

თეორემა I. თუ Lხ(8, /,)=1, #·( იყოფა /ჯ-ზე, მაშინ დ 

"იყოფა /ა-ზე ი მოდულით. · 
თეორემა II.თუ LX, /:)=1, LXCდ, /,)=1, მაშინ IX/, ·(ი1/:) == 

=1, ' 

თეორემა III თუ რამდენიმე მრავალწევრის ნამრავლი ი 

მოდულით იყოფა დაუყვანად მრავალწევრზე, მაშინ მასზე გაიყოფა 

ერთი თანამამრავლი მაინც. | 

თეორემის დასამტკიცებლად გავიხსენოთ, რომ დაუყვანად მრავალ- 

წევრებს აქვს ორი არაარსებითად განსხვავებული გამყოფი––ერთიანი 

და თავისი თავი. ვთქვათ, ახლა 7(იდი იყოფა იჩ მოდულით ჩ(ი 

დაუყვანად მრავალწევრზე. შესაძლებელია ასეთი შემთხვევები: ან 

700) იყოფა LCე-ზე და თეორემა დამტკიცებულია, ან I(წ) და ნ(» 

მრავალწევრების საერთო გამყოფი მხოლოდ ერთიანია. მაშინ /(ჯ» 

და ჩ(უ თანამარტივი მრავალწევრებია და II თეორემის თანახმად, 

დიე იყოფა ჩი)-ზხე ი მოდულით. თეორემა დამტკიცებულია. ამ 

თეორემის გამოყენებით ადვილად ვამტკიცებთ მრავალწევრის დაუყ- 

ვანად მრავალწევრებად დაშლის ერთადერთობას. 

სურათი იმგვარია, როგორც არითმეტიკაში. მოცემული ფუნქ- 

„ცია ან დაუყვანადია #'მოდულით, ან გამყოფებად აქვს ორი ან რამ- 

დენიმე მრავალწევრი, რომლებიც არსებითად განსხვავდება /(X-სგან. 

ამ გამყოფების ხარისხი /(X)-ის ხარისხხე ნაკლებია. ვთქვათ, ერთ- 

ერთი ასეთი ფუნქცია არის ჩ.(ი. მაშინ 

Iიილ=ჩმ,ი0ი0ჩCი (ოთ0ძ ი). 
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თუ ჩა(X) უმცირესი ხარისხის გამყოფია, მაშინ ის დაუყვანადი მრავალ- 
წევრია, რადგან წინააღმდეგ შემთხვევაში გვექნება 

ი (ე=CV(9ი0 MX, (თI0ძ /ჯ) 

და თ(#X) და VI») მრავალწევრების ხარისხები ნაკლებია ნ (ე-ის ხარი- 

სხზე, ეს კი პირობას ეწინააღმდეგება. 

„ ანალოგიურად მოვიქცეთ წჩ(X)-ის შემთხვევაში. დავრწმუნდებით, 

ო 

I,(0=ნ0,(0,.0) (თ0ძ ი) 

I-(ი=ჩალ090/კიე (ი'0ძ. ი) 

ი (0=-ჩა-.,(0I ა(ა (ი)0ძ ი), 

სადაც /„(X) არის დაღყვანადი მრავალწევრი 0, (X). თუ ამ შედარებებს 

გავითვალისწინებთ, მივიღებთ. 

Iძელ–ჩ (ეჩე,ლე.-..ი,(ე. (თ0ძ ი), 

ყოველი დაუყვანადი მრავალწევრი შეიძლება მივიყვანოთ პირვე- 

"ლად ფორმამდე. : 

_ ნეუCიმIე (CII0ძ /). 

თუ აღვნიშნავთ თ=ი 0ი,ც...0ი„, მივიღებთ I(ა-ის დაშლას პირველად 

დაუყვანად მრავალწევრებად | 
_. I00=თI10იIს (9. .-IIICი“ (ი0ძ ჯ), 

სადაც თ ერთიანია იჩ მოდულით. ზუსტად ისე, როგორც არითმეტი- 

კაში. მტკიცდება ამ დაშლის ერთადერთობა. 

მოდულთა სისტემის მოკლე თეორია 

ჩვენ მოდული ვუწოდეთ ისეთ ელემენტთა სიმრავლეს, რომელთა 

ჯამი და სხვაობა კვლავ ამ სიმრავლეს ეკუთვნის. (11) არისთვის მოდული 

მარტევ სახეზე მიიყვანება. ეს არის 2ძ სახის რიცხვები, თვითონ 

ძ-საც მოდული ეწოდება. ვნახოთ ახლა, როგორ შეიძლება განვაზო - 

გადოთ მოდულის ცნება და შემოვიღოთ მოდულური სისტემის ცნება. 

"ჩვენი არიდან ავირჩიოთ |L ელემენტი M,, M,,..., ML და შევადგინოთ 

“შემდეგი „სახის ელემენტები : 

C,M,I-+-CეMა+..·+01MLL, 

69



სადაც 0, ამავე არის ნებისმიერი ელემენტია. როგორც, ვხედაეთ, ასეთ 

ელემენტთა სიმრავლე ს CM, ქმნის მოდულს. ეს მოდული სავსებით 
– 

' 
ხასიათდება MI), ML... MIL ელემენტებით. ამ II ელემენტთა ეალობ- 

ლიობას ეწოდება ი მოდულური სისტემა და აღინიშნე ება (M,ც Mი,.. 

ML) ან მოკლედ (LM). 

ასეთი სისტემები შეიძლება (1) არისთვისაც განვიხილოთ, მაგრამ 

ახალს ვერაფერს მივიღებთ. ირკვევა, რომ ამ არეში ყოველი მოდულუ- 

რი სისტემა ერთი რიცხვის ტოლფასია. ზოგად დამტკიცებაზე არ შევ- 

ჩერდებით. განვიხილაეთ მხოლოდ მაგალითს. ავიღოთ მოდულური 

სისტემა (8, 6), ე. ი. ზო -L6C, სახის “ იცხვები, სადაც თ და თ ნების- 

მიერი მთელი რიცხვებია. ცხადია, ყოველი ასეთი Cიცხვი 22 რიცხვის 

ეკვივალენტურია და (8, 6) მოდულური სისტემა ემთხვევა რიცხ;ვს 2-ს. 

ზოგაღ შემთხვევაში მოდულური სისტემა ყოველთვის არ შეიცვ- 

ლება ერთი ელემენტით. შემოვიღოთ ზოგიერ“თი ახალი ცნება. თუ ?ო- 

ცემულია რაიმე ა“ე, ვამბობთ, რომ # ელემენტი M ელემენტზე 

იყოფა, თუ მოიძებნება ისეთი C ელემენტი, რომ #=MLC. 

ვთქვათ, #=M)C+MსაCა+ >. ·-IIMICI. მაშინ ამბობენ, რომ # 

იყოფა (M) მოდულურ სისტემაზე და ამ ფაქტს აღნიშნავენ ასე (M)//M 

ან #=>=0 (ი10ძ M,, Mე,..., MI). შემდეგ ვამბობთ, რომ #==ც (ი:0ძ 
(MI), თუ (M)/(%––8). ჩავთვალოთ, რომ ორი ასეთი ელემენტი ერთ 

კლასს ეკუთვნის (M) მოდულერი სისტემით. ამ შეთანხმების შემდეგ 

მივიღებთ თეორემებს, “ომლებიც ზუსტად ისე მტკიცდება, როგორც. 
შედარებათა თეორიაში. 

1. ყოველი ელემენტი თავისი თავის სადარია ნებისმიერი მოდულუ– 
რი სისტემით. 

11. თუ #=>8 (II0ძ (M)), 8==6C(I00ძ (M)), მაშინ #=>=(/ (010ძ (CM). 
III. შედარებები მოდულური სისტემით ემორჩილება ჩვეულებ- 

რივი შედარებების კანონებს: ისინი რმეიძლება შეეკრიბოთ და გავამ- 

რავლოთ. 

მე-2 თეორემა ადასტურებს კლასებად დაშლის კანონიერებას. 

აღვნიშნოთ განსხვავება მოდულსა და მოდულურ სისტემას შორის. 

მოდული განსაზღვრავს უბრალოდ არის რიცხვს, მოდულური სისტემა 

აღარ არის მოცემული არის ელემენტი, ის სრულიად სხვა რამეა. ეს. 

დასკვნა ძალიან მნიშვნელოვანია. ვთქვათ, გვაქვს ორი მოდულერი 
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სისტემა (თ)=(CMVს,, Mა,...,MIL და (0)=-(0,, L.,..., ხს). ჩეენ ვიტ- 

ყვით, რომ (თ) მოდულური სისტემა იყოფა (I))-ზე, თუ მისი ყოველი 
ელემენტი იყოთა (L)-ზე, ე. ი. წრფივად გამოისახება Lე), ჩე,..., იას 
მოდულური სისტემით. 

თეორემა. თუ შედარებას ადგილი აქვს რაიმე მოდულური 
სისტემით, მაშინ მას ადგილი ექნება ნებისმიერი მოდულური სისტემით, 

” რომელიც პირველის გამყოფია, 

ვთქვათ, #=8 (Iი0ძ M,, M%Vი,..., MI). ეს ნიშნავს, რომ 

ბ–ც8 =C0)M)+C:Mა:-L ... +CIIMV. 

ლუ (L) /(თ), მაშინ 

M, =+;,)0) -L7:00-+- · · · +4,0)0ს 

Mე= წ მნ) ჯრ ს:ე+:..+”.პნა 

Mს=4)0)ს0,+4ეე)0ა-+ „..+-9, 0 ს. 

თუ ამ გამოსახულებას წინა ტოლობაში ჩავსვამთ, მივიღებთ 

·-8=0”,0ს,+C” .ხ.+ ... +C” სს, 

ეს კი ამტკიცებს თეორემას. 

მეორე მნიშვნელოვანი თეორემა შემდეგში მდგომარეობს: თუ მო- 

დულურ სისტემას მივუერთებთ ახალ სისტემას, მაშინ მიღებული სის- 

ტემა მოცემული სისტემის გამყოფია. 

ვთქვათ, გვაქვს მოდულური სისტემა (MI), Mნი,..., MC), Mე ჩვენი 

არის რაიმე ელემენტია. პირველი სისტემის ყოველი "ელემენტი შეიძ- 

ლება წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით 

M:=0, (IM. +C)0M,++C(0Mა-L- · ·+CICM,, 

ს ადაც CI =0. ეს კი გვიჩვენებს, რომ (M,, Mე,..., MI) მოდულური 

-სისტემა იყოფა (Mე M), Mე,..., MV) მოდულურ სისტემაზე. 

ახლა შემოვიღოთ ექვივალენტობის“ ცნება, (თ) და (L) მოდუ- 

ლურ სისტემებს ექვივალენტური ვუწოდოთ, თუ პირველი სისტემა 

იყოფა მეორე სისტემაზე და მეორე იყოფა პირველზე. მთელ რიცხვთა 

არეში ექვივალენტობა დადის რიცხეთა ტოლობის ცნებაზე. სხვა არე- 

ებში ეს ასე არ არის. მოდულური სისტემების ექვივალენტობა აღვნიშ- 

ნოთ ასე: 
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(MM, MM... MI CM, Mა,..., MV). · 

· არსებობს კი ასეთი სისტემები? არსებობს და მაგალითად მოვიყ- 

ვანთ L/იელIე-ის მიერ მოცემულ ორ მოდულურ სისტემას. ავიღოთ 

I1, თ) არე და განვიხილოთ (M,, Mა) და (M,, M.) მოდულური სის- 

ტემები. ! 
M,ლ–21)თმ?+14თ?+-4თ, Mა»ა=7C2--3Cთ 

M.=3თ2-+5თ, M-=2თCთ2?--თ 

უშუალო შემოწმებით ვრწმუნდებით შემდეგი ტოლობების” სა–- 

მართლიანობაში - 

M=C)M1-+4+-C2M6, Mა:=0C/ IMI+C”:M, 

M==7,M,-- +Mი, I»ი=.4”1:M “–-1”იM%ე, 

სადაც · 

C.=3თ+-1, C-=X+1, C”.=1, C5ი=2, ”)=2, 
“ე==--6თC-1, “ =-1, 4ა=3Cთ-L1. 

მოდულური სისტემების თეორიაში მნიშვნელოვან –ოლს ას- 

რულებს„ შემდეგი თეორემა: თუ მოცემული არის M,ც ელე- 

მენტი იყოფა (Mე, MV,,..., MI) მოდულურ სისტემაზე, მაშინ ამ სისტე- 

მისათვის ML. ელემენტის მიერთებით მიღებული მოდულური სისტემა 

მოცემული მოდულური სისტემის ექვივალენტურია. 

წინა თეორემიდან ჩვენ ვიცით, რომ 

“(Mე), MM), Mე,..., MIM)/(M), Mე,..., MI). (ნ) 

თეორემის პირობით, (”M)/M?, ე. ი. (MI), M), Mი, M,) მოდულური 

სისტემის ნებისმიერი ელემენტი იყოფა მოცემულ სისტემაზე. ამიტომ 

ახალი სისტემა იყოფა ძველ სისტემაზე, ე 

(M, Mა,..., MI/(M, M), Mი,..., MV0) : (ბ) · 

(ა). და (ბ) ამტკიცებს თეორემას. 

ამ თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ მოდულური სისტემის ექვი> 

ვალენტობის დაურღვევლად, შეგვიძლია გამოვრიცხოთ ის ელემენტი, 

· რომელიც იყოფა დანარჩენი ელემენტებისაგან შედგენილ მოდულურ 

სისტემაზე. ამ დებულების დასამტკიცებლად „საკმარისია წინა თეო- 

რემის შედეგი ბოლოდან წავიკითხოთ. ეს თეორემები საშუალებას. 
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გვაძლევს გავამარტივოთ მოდულური სისტემა. მათ საფუძველზე შეიძ- 

ლება უმარტივეს ფორმაზე დავიყვანოთ მოდულური სისტემა. რომე- 

ლიც შეიცავს ერთიანს. განვიხილოთ მოდულური სისტემა (1, MV, 

Mა,..., MI. რადგან ყოველი ელემენტი 1-ზე იყოფა, ამიტომ შეგვიძ–- 

ლია დავწეროთ: 

(1, M,, MVე,..., MI) --+(1, Mე, Mვ,..., MIII)ლი ი ..–(1)--–1. 

„ე. ი. ყოველი მოცემული მოდულური სისტემა, რომელიც ერთიანს 

შეიცავს, ექვივალენტურია (1) სისტემისა. ისმება კითხვა, რა არის (1) ? 

ადვილი მისახვედრია, რომ ამ მოდულურ სისტემას შეესაბამება ჩვენი 

არე, ე. ი. ეს შემთხვევა განსაკუთრებულ ინტერესს არ იწვევს. 

' ვაჩვენოთ, რომ თუ გვაქვს შედარება ერთი მოდულური სისტემით, 

ის შეიძლება შეიცვალოს მისი ექვივალენტური მოდულურისისტემით. 

ვთქვათ, (თ) –– (LC; და #==8 (თ0ძ (თC)), 

(თი)==(M,, M.,..., MI), I1L=(M, M,,..., Mს). რადგან ჩვენი სისტემე- 

ბი ექვივალენტურია, ამიტომ (M,, Mე, >. .Mს)/(M,, MV,..., MM), 

ხოლო ასეთ შემთხვევაში დამტკიცებული გვაქვს, რომ 

#»=8 (თ0ძ M,, M,..., MV%).; : 

ვაჩვენოთ, რომ სამართლიანია შებრუნებული დებულება. თუ ყვე- 

ლა შედარებას (თ) მოდულური სისტემით ადგილი აქვს (L) სისტემით. 

“ და პირიქით, მაშინ ეს მოდულური სისტემები ექვივალენტურია. 

მართლაც, ! 

M,=0 (M)0ძ M), Mია, Mე,.., MI), (=1, 2,...,. IL. 

პირობის თანახმად, 

M:=0 (ი)0ძ (ს, M,..,. MVს), (=1, 2,..- LL 

ე· ი. 

– _ (M/(C) (თ 

შემდეგ, 
M)==0 (ი)0ძ M#, M,..., Mს), /=1, 2,..., ს... 

და : 
M/=>0 (თიძ M,, M-,..., MI), /=1, 2, ..., I. 

ეს ნიშნავს, რომ (V)/(I). 

(თ) და (ჩ) გვაძლევს, რომ (0) –– (ნ). (ჩ).



ამ ცნებების დადგენის შემდეგ გადავდივართ მოდულური სისტემე- 

ბის საერთო გამყოფისა და უდიდესი საერთო გამყოფის განსაზღვრახე. 

ორი რიცხვის უდიდესი საერთო გამყოფი ჩვენ გვესმის როგორც რი- 

ცხვი, რომელიც ყოფს მოცემულ რიცხვებს და იყოფა ამ რიცხვების 

ყველა საერთო გამყოფზე. ვნახოთ, Lომ არ შეიძლება ამ ცნების გან- 

ზოგადება მოდულური სისტემებისთვის. ამისათვის განვიხილოთ ორი 

მოდულური სისტემა (თ) და (LL). შევქმნათ ახალი მოდულური სის- 

ტემა ამ მოდულური სისტემების ელემენტთა სიმრავლეებისაგან. 

(თი, II)=(M) =(M), M-,..., MI, M), Mე,..., Mს). 

ვაჩვენოთ, რომ ჩვენი სისტემების ნებისმიერი საერთო გამყოფი 

(ი) გაყოფს (M) სისტემასაც. რადგან (LI) არის (თ) და (IL) მოდუ- 

ლური სისტემების საერთო გამყოფი, ამიტომ, თუ (ს)=-(L,, L»,..., 

სა), მაშინ 

M!=C0ს)+Cთ0:+-.-+ძაა, (=1, 2...., LL, 
M,=4)ს)+15:L;-L · · · ++გხა, I=1, 2)..., ხ, 

(M) სისტემის M! და M, ელემენტები იყოფა (L)-ზე, ამიტომ (M) სის- 

ტემა გაიყოფა (0)-ზე. შემდეგ, ზემოთ დამტკიცებული თეორემის თა- 

ნახმად, (M)/(თ) და (M)/(I), ე. ი. (M) სისტემას აქვს უდიდესი საერ-. 

თო გამყოფის ყველა თვისება. ამიტომ (M) სისტემას ეწოდება (თ) 

და (ნ) სისტემების უდიდესი საერთო გამყოფი. 

გადავდივართ გამრავლების (ლ030000051LI0ი) ანალოგიური ოპერა- 
“ ციის განსახღვრაზე. ვთქვათ, გვაქვს ორი მოდულური სისტემა (თ) 

და (ნ). გავამრავლოთ პირველი სისტემის ყოველი ელემენტი მეორე 

სისტემის ყოველ ელემენტზე და მიღებული ელემენტებით ავაგოთ 
ახალი მოდულური სისტემა 

(ია) · (02 )=(M)M,, M,Mე,...,M,Mი,..., MILM), 

ს“ .>. 

პირდაპირ ჩანს, რომ ! 

(თ)/(თ)· (Iს) და ()/(თ) - (L). 
განმარტებული ოპერაცია უშვებს კომუტაციურობის კანონს 

(თ):(IL)––(IX) (თ). 
იმ კერძო შემთხვევაში, როცა MსM=ს=1, მივიღებთ ჩვეულებრივ 

გამრავლებას, ა. 
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დავამტკიცოთ თეორემა: თუ (თ) – (თ), მაშინ (თ)·.(L0)-–- (თ”)- 

(ი)––(თ”), ამიტომ 

M;7=C)M)-+ C:Mა-I-· > +CILMVL, (=1, 2,..., II) 

განვიხილოთ (თ”)-(Iი). მის ყოველ ელემენტს აქვს სახე 

MI (M=CM IM +-C.M:Mგ+-··-C CIIMIIM,. 

ეს ნიშნავს, რომ (თ))· (I?)/(თ?) ·(M). ზუსტად ასევე დავრწმუნდებით, 

რომ (თ”) · ()/(თ) · (2), ე. ი. (თ): (M)–– (თ) · (L). 

როგორც წინა თეორემის შედეგს, მივიღებთ უფრო ზოგად თეო- 

რემას: თუ (თ)–- (ი) და ()--(C), მაშინ (თ). (1)-–(“”) · (L”). 
დავამტკიცოთ კიდევ ორი საინტერესო დებულება, რომლებიც 

ჩვენთვის ნაცნობი თეორემების განზოგადებაა. 

ვთქვათ, (თ)/(L), (IIX)/(L). თუ “შევადგენთ გამოსახულებას (L). 

-(თ, I), მაშინ ეს გაიყოფა (თ). (ნბძ)-ზე. 

ეს თეორემა არითმეტიკაში ასე იკითხება: თუ ხ//!, !/II, მაშინ 

L-0C (VI, II) /:IIIII. 

ჩვენი თეორემის სამართლიანობა იქიდან გამომდინარეობს, რომ: 

თუ დავწერთ შედარებას 

(M,L), MეLე,..., M/LV,..-, MVL,,..., MსL,)=>0 
თიძ (M,M),..., MILIMს) 

ეს სამართლიანი იქნება, რადგან M,LL(V და M,LI შეიცავს (M. M,...., 

MVყVIMს) გამყოფებს. ეს შედარება კი გაშლილი სახით არის დასამტკი-: 

ცებელი თეორემა. 

ახლა ასეთი თეორემა დავამტკიცოთ: თუ (L)·.·(II) იყოფა (თ)-ზე, 

მაშინ (L, თ)-(X) იყოფა (თ)-ზე. 

თეორემის დასამტკიცებლად გამოსახულება (L, თ) (ბ) დავწე– 

როთ გაშლილი სახით 

(LM, L.M,..., LIM,,..., L.Mს, MM... M,»,ფM,...,  IVIILIM ს). 

ჩვენ ვხედავთ, რომ აქა გვაქვს LIMგ და MVMჯ სახის ელემენტები. 

პირველი კატეგორიის ყველა ელემენტი იყოფა (თ)-ზხე,„ რადგან 

(თ)/(L, თ)-(LI), მეორე კატეგორიის ელემენტები, ცხადია, იყოფა 

(თ)-ზე. მივიღეთ დასამტკიცებელი. 
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მთელ რიცხვთა არეში ამ თეორემას შეესაბაშება ასეთი თეორემა: 

თუ MI//!, მაშინ /I/ნ CI, 0.7. 
როგორც დავინახეთ, მთელ რიცხვთა არის ბევრი თვისება სამართ- 

ლიანია ზოგად არეში, მაგრამ სრული ანალოგია აქ არ არის. 

მაგალითად, ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ ორი მოდულური სისტემის ნამ- 

რავლი ხანდახან იყოფა მესამეზე, მაგრამ აქედან არ გამომდინარეობს, 

რომ პირველი ორი სისტემიდან რომელიმე იყოფა მესამე სისტემაზე. 

ზუსტად ასე, არ ემთხვევა ჯამის ცნება. 

ახლა გადავიდეთ ისეთი მოდულური სისტემების განხილვაზე, რო. 

-მელთა ელემენტებია ერთი ცვლადის ფუნქციები. ვთქვათ, ჩვენს მო- 

დულუო სისტემას აქეს სახე: 

CV, (0, ჩ(X),..., MMC). 

ჩვენი არის ნებისმიერი # ელემენტი, რომელიც ნულის სადარია 

ამ მოდულური სისტემით, ასეთი სახისაა: 

#=7) (X) VI (1) +/ 100) VCX9) -+L · · · +/„(ი) · 150, 
სადაც VI,;(X), ისე როგორც /,(X),, X-ის მთელი, მთელ კკოეფიციენტებიანი 

'მრავალწევრია. ასეთი უმარტივესი მოდულური სისტემა იქნება ერთი 

ელემენტისაგან შედგენილი (/I(X)). მისი თვისებები ჩვენ შევისწავლეთ, 

როცა განვიხილეთ ფუნქციათა შედარება ი მოდულით. ერთი შეხედ- 

ვით შეიძლება მოგვეჩვენოს, რომ ყოველი მოდულური სისტემა შეიძ- 

„ლება შეიცვალოს (/(X))-ის ეკვივალენტური სისტემით. შემდეგში ვნა- 

ხავთ, რომ ეს ყოველთვის ასე არ არის. 

განვიხილოთ სირთულით მომდევნო შემთხვევა. ვთქვათ, გვაქვს 

"მოდულური სისტემა (”(X), /:(X)). ამ შემთხვევაში შეიძლება გამო. 

"ვიყენოთ უდიდესი საერთო გამყოფის პოვნის ევკლიდის ალგორითმის 

ანალოგიური მეთოდი. ალგებრისაგან განსხვავება იმაშია, რომ განვი- 

ხილავთ მხოლოდ მთელკოეფიციენტებიან მრავაწევრებს და ჩვენს 

არეში რომ დავრჩეთ, ამიტომ შემოგვაქვს განსაკუთრებული გამყო” 

ფები. 

ვთქვათ, ჩ(X)-ის ხარისხი არის /»,; /-(X)-ის ––- ჩე და /II >> IIIი- 

„ვყოფთ /,(X) მრავალწევრს /»იVX90-ღხე და ვღებულობთ 
/)(X)=/-(0(0C0),(9 + Iს) (თ) 

XX) (CV) და L)(X) მრავალწევრებს შეიძლება ჰქონდეს წილადი კოეფი– 
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ციენტები. ვპოულობთ ამ კოეფიციენტების საერთო მნიშვნელს და 

შემოგვაქვს აღნიშვნები 

0,ხე = 99 , #თე=-9 , 
2?) 21 

(თ) გამოსახულება მიიღებს სახეს 

/11/) (X) =,ა(X)Cდ, (9) +/ვ(9), 

"სადაც ყველა კოეფიციენტი მთელი რიცხვია. თუ ამ გამოსახულებას 

ასე გადავწერთ 

ე(X)=/) წ(9--დ, (ი/.(Cი, 

დავინახავთ, რომ /ე(X)/(,(X), /M(X)). მაშასადამე, 

(ჩ 0), /:())-–-(ჩ(X), /:(90, /ვ(»). 

თუ ამ პროცესს გავაგრძელებთ, მივიღებთ თანაფარდობებს 

,'II1= (01 -L/ვ 

–_- (ს) 

IC -ის ==, -106 -I“L/ა 

... 

უეს თანაფარდობები შეიძლება წარმოვადგინოთ შედარებების ფორმით: 

ჯვ==0 (ი)0ძ (”, /ე)),.· /ი-00-1==0C (#010ძ (IC, და) L 

(0-დან შეიძლება მივიღოთ 

”.=0 (Iი0ძ Cჩ, /:)), (ა) 
ხოლო (L”)-დან 

/I/Iი' "სა )II=20 (ი10ძ IL) «· 
/'I10“ " "Iს -1/.==0 (ი)0ძ /|„) (ბ) 

აქ ეხვდებით იმ თავისებურებებს, რომელსაც ადგილი არა აქვს რიც- 

ხვთა თეორიაში. სახელდობრ, (ჩ, /)--/ი ყოველთვის არ სრულდება. 

ეს რომ შესრულდეს, აუცილებელია /ა/ჩ, ა/ა და (7, /ი)//ი. ჩვენ- 
დან, (ა)-ს თანახმად, უკანასკნელი პირობა სრულდება. რაც შეეხება 

პირველ ორ პირობას, (ბ)-დან ჩანს, რომ მის შესასრულებლად /, 

და /, უნდა გამრავლდეს გარკვეულ წყ, და წ მამრავლებზე. ეს მამრავ- 

ლებე კი, საერთოდ, არ არის უმცირესი რიცხვები, რომლებსაც ეს 
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თვისება აქვს. ვთქვათ, ასეთი უმცირესი მამრავლებია 5, და 5,, მაშინ 
სამართლიანია დებულება: 

ვთქვათ, I, და |, მთელკოეფიციენტებიანი მრავალწევრებია. მა- 

შინ თანმიმდევრული გაყოფით ყოველთვის შეიძლება ვიპოვოთ /„, 

მრავალწევრი და 5, და 5, ისეთი რიცხვები, რომ ადგილი ჰქონდეს 

თანაფარდობებს 

Iს=0 (ი0ძ (/), /:)) და 5,)/,==5ე/:==20 (II0ძ /ს). 

I!სა ფუნქცია იქნება / და /(: მრავალწევრების უდიდესი საერთო 

გამყოფი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 51=:5ე=1. 

ნათქვამიდან გამომდინარეობს,რომ ორელემენტიანი მოდულური 

სისტემა ყოველთვის ვერ შეიცვლება ექვივალენტური ერთელემენტიანი 
სისტემით. ეს დასკვნა გავრცელდება (/,, /:,..-, ს) ზოგადი სახის მო- 

დულურ სისტემახე. ვღებულობთ ასეთ ძირითად დებულებას: 

(ჩ, ჩM,..., /ს) სახის ყველა მოდულური სისტემა იყოფა ორ კლა- 

სად: მოდულური სისტემები, რომლებიც ექვივალენტურია ე“რთელე- 

მენტიანი მოდულური სისტემის და მოდულური სისტემები, რომლე– 

ბიც არაა ერთელემენტიანი მოდულური სისტემის ექვივალენტური.. 

პირველი სახის მოდულურ სისტემებს ვუწოდოთ I საფეხურის, 

11 სახისას-–-II საფეხურის. I საფეხურის მოდულური სისტემები მო- 

ცემული არის ელემენტებია. მოვიყვანოთ 11 საფეხურის მოდულური. 

სისტემის მაგალითი. ვთქვათ, გვაქვს სისტემა (VI, X––/), სადაც /! დ> 

#7 მთელი რიცხვებია და /I>>1. ეს რომ 1 საფეხურის მოდულური სის- 

ტემა იყოს, მაშინ გვექნებოდა (VII, X-I)–-ი, 0/ი), 0/(X–-I), ეს კი 

ნიშნავს, რომ ი=>1. ახლა ვაჩვენოთ, რომ (#,, X-––-)-– 1. დავუშვათ 

წინააღმდეგი. ვთქვათ, (7, X-–/I)--1, მაშინ 

ა ()იI+/0 - (X-–-5)ლ=1. 

თუ X=/I, მივიღებთ, /)(/)-/1=1, რაც მეუძლებელია, რადგან ამ 
ორი მთელი რიცხვის ნამრავლი არ შეიძლება იყოს ერთი (ვიცით, რომ 

M>1). მაგალითი გვარწმუნებს, რომ არსებობს II საფეხურის მოდუ- 

ლური სისტემები. შეიძლება მოვახდინოთ II საფეხურის მოდულური 

სისტემების შემდგომი კლასიფიკაცია. თუ მოდულური სისტეზის ყვე- 

ლა /! ელემენტი შეიცავს 1 საფეხურის ერთსა და იმავე L) გამყოფს, 

მაშინ მოდულურ სისტემას მერეული ვუწოდოთ, წინააღმდეგ შემთ– 
ხვევაში კი––წმინდა. გასაგებია, რომ შერეული მოდულური სისტე– 
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ძის შემთხვევაში ს გამყოფი არ უნდა გაიყოს ამ მოდულურ სისტე– 

მახე, რადგან წინააღმდეგ შემთხვევაში გვექნებოდა 0-– (/,, "-.., 

II) და ჩვენი სისტემა I საფეხურისა აღმოჩნღება. თუ (დ,, «ვ, ..., 

«M,) შერეული სისტემაა და ელემენტების საერთო გამყოფია ს, მა- 

შინ დავუშვებთ, რომ ჩ/,=:თ,, მივიღებთ ცხად თანაფარდობას. 

(დე, დ;,..-, დ.)--0Xჩ, I... IL). 

აქ CI, ა... IM) II საფეხურის მოდულური სისტემაა რადგან ის 

რომ I საფეხურისა ყოფილიყო, მაშინ ჩV(/,, /„,-.-, /II) იქნებოდა I 

საფეხურის მოდულური სისტემა, ეს კი ეწინააღმდეგება პირობას, 

რომ (C,), (0%,-.-, იII) 1I საფეხურის მოდულერი სისტემაა. 

ყველაფერ ნათქვამს მივყავართ ასეთ დასკვნამდე: თუ II საფეხუ- 

რის სისტემა შერეულია, მაშინ ის შეიძლება დავიყვანოთ მის ექვივა- 

ლენტურ II საფეხურის წმინდა მოდულურ სისტემახზე. 

გადავდივართ II საფეხურის მოდულური სისტემების შესწავლაზე- 

დავიწყოთ მოდულური სისტემის პირველად ელემენტებად დაშლით. 

პირველადი ელემენტი გავიგოთ როგორც ელემენტი, რომელიც არ იყო- 

ფა ამ არის ა“ც ერთ სხვა ელემენტზე. თუ მოცემულია /(0 ფუნქ- 

ცია, რომლის კოეფიციენტებს აქვს საერთო გამყოფები, მაშინ შე- 

გვიძლია დავწეროთ I(X)=დ(X)·III, სადაც // არის /(X)-ის კოეფიციენ– 

ტების უდიდესი საერთო გამყოფი. ცხადია, დ(X) არ გაიყოფა რაიმე 

რიცხვზე (გარდა I-ისა), ვეძებოთ დ(X)-ის სხვა ტიპის გამყოფები. 

დავიწყოთ ყველაზე მცირე ხარისხის, ე. ი. იX+-ს სახის გამყოფებით 

და გადავიდეთ უფრო მაღალ ხარისხებზე. ვთქვათ, ი(X) უმცირესი 

ხარისხის გამყოფია. ის იქნება ჩვენი არის პირველადი ელემენტი, 

რადგან, წინააღმდეგ შემთხვევაში, იგი დაიშლებოდა უფრო მცირე 

ხარისხის მამრავლებად. თუ გამოვყოფთ უმცირესი ხარისხის გამყო- 

ფებს, მივიღებთ დაშლას 

Iსალ=უჩიენ,თ)...ს, CV). 
თუ ახლა „-ს დავშლით მარტივ მამრავლებად და ჯერადობებს 

გავითვალისწინებთ, მივიღებთ 

I00 =0,"!. ნ," 1. · -ჩთ4ს,, ხისა” (6:11. -II-5"09, 

სადაც #X( და IIICX) საძიებელი პირველაღი ელემენტებია. ისინი მოცე- 

მულ არეში არ დაიშლება. ე.ი. პირველადი ელემენტები ჩვენს არეში 
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მარტივი რიცხვების როლს ასრულებს. ვაჩვენოთ, რომ თუ #8 ნამ- 

რავლი იყოფა პირველად ელემენტზე, მაშინ ერთ-ერთი ფაქტორი აუ- 

ცილებლად გაიყოფა მასზე. ამ თეორემით შემდეგ ვისარგებლებთ 

პირველად ელემენტებად დაშლის ე”რთადერთობის დასამტკიცებ- 

ლად. როცა საუბა”ი გვქონდა შედა”ებებზე I მოდულით. დავამტკი- 
ცეთ, რომ შედარება 

#00Cთ00=0 (ი)00 /) 

გვაძლევს დ(X=>0 (თიძ #/) და ყ#ყ(0=0 (ო0ძ #9) 'ედარებებიდან. 

ერთ-ერთს. 

დავამტკიცოთ თეორემა: თუ «Lი ფუნქცია არ არის რიცხვითი 

ფაქტორი და /ILCX.=0 (ოთიძ დ (X)), მაშინ აუცილებლად ადგილი. 

ექნება შედარებას L(C9=0 (თ0ძ დიე), სადაც „I! და წCჯი მოცემულ 

არეს ეკუთვნის. 

მოცემული შედარების თანახმად, ადგილი აქვს თანაფარდობას 

MILC0=Cთდ(ედიი. უნდა დავამტკიცოთ, რომ Cთ(ჯX) იყოფა /!-ზე.. თუ, 

LCე=წჩIთი(ა), მაშინ LCI1=Cთ(X)ი(ე) და თეორემა დამტკიცდება. 

ვთქვათ, დთ(X) იყოფა არა /I-ზე, არამედ #I-ის რომელიმე ძ გამყოფზე, 

მაშინ /ICC0= დ(იდიიე შევკვეცოთ ძ-ზე, მივიღებთ 

ი)L(Cე=Cდთ(ედი,ეიე. 

მარჯვენა მხარე უკვე აღარ იყოფა არც ერთ რიცხვით ფაქტორზე, 

გარდა 1-ისა, ე.ი. /11=1 და LC–C1= დ(ედ(ი ან, რაც იგივეა, LCX)=0' 

(ო0ძ თ(ი). 

ახლა დავამტკიცოთ თეორემა: თუ #() პირველადი ელემენტია და: 

ადგილი აქვს შედარებას 0თX(X) VI(CX)=>20 (=I0ძ /(X)), მაშინ 4») და». 

დ() ფუნქციებიდან ერთ-ერთი VLLX)-ის ჯერადია. : 

უნდა დავამტკიცოთ, რომ თუ ერთი თანამამრავლი, მაგალითად, 

დიე არ იყოფა ი(X)-ზე, მაშინ დ()) აუცილებლად გაიყოფა #CX)-ზე. 

დასამტკიცებლად გამოვიყენოთ ევკლიდის სახეშეცვლილი ალგო- 

რითმი, რომელზედაც ზემოთ გვქონდა საუბარი. მივიღებთ შემდეგ, 

სამ ფორმულას: · 

VC9=>0 (ი)0ძ (ი(ი),, თ(X)) (ი) 

ი10(9=>=0 (ი10ძ +ILCX)) (ხ) 

ს თდ(X)=0 (იძ XIX) (თ) 

ჯი



სადაც (IL და // განსახლვრული მთელი რიცხვებია, ხოლო IX) ეკუთ- 

ვნის ჩვენს არეს. ამ ფორმულებიდან გამომდინარე, ვაჩვენოთ, რომ 

V (ი) არ არის დამოკიდებული X-ზე. ვთქვათ, 1(0=/იC090, სადაც 

თდ(ი მთელი ფუნქციაა, რომელიც არ იყოფა რიცხვით ფაქტორზე. 

(ხ) ტოლობისა და წინა თეორემის თანახმად, (ი) იყოფა («(X)-ზე, ეს 

კი შესაძლებელია მხოლოდ მაშინ, თუ ჩი0=CCX). (0 ტოლობიდან გა- 

მოდის, რომ თ(Cა) იყოფა Cთ(X)-ზე და ე. ი. CთX() იყოფა /#(X)-ზე. ეს 

კი პირობას ეწინააღმდეგება. მაშასადამე, «(X) არ არის X-სგან დამო- 

კიდებული და, ე. ი. მთელი რიცხვია. ახლა (ი) შედარება გავამრავ- 

ლოთ X-ზე. შედეგი ასე წარმოვადგინოთ 

V:V+X)=>0 (თ0იძ სLC9 ·V, თიე· XV). 
ამ მოდულური სისტემის ორივე ელემენტი იყოფა IXX)-ზე, ამიტომ 

VVCX)=>=0 (თ0ძ ნ(X). 

აქ V რიცხვითი მამრავლია, ამიტომ, წინა თეორემის თანახმად, 

V(CI2ე==0 ((10ძ LC). 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ახლა ადვილად ვაჩვენებთ,რომ /(X) ფუნქციის დამლა პირველად 

ელემენტებად ერთადერთია. ვთქვათ, ერთდროულად ადგილი აქვს 

ფორმულებს, 

/ 00=ი1)ე,?...ჩ%II2 001171600. - III'6ი 
და | 

/600=01' ძ:?--- ი? CL! 00 C5მ 60 - · «CL ' (ი 
თუ შევადარებთ ამ ფორმულების მარჯვენა მხარეებს, ზუსტად ისე,. 

როგორც რიცხვთა თეორიაში, მივიღებთ 

0;,=90V II,ლ= წე, 6=C; ILII=C),, ი,=ხ, #=5, 

რაც ამტკიცებს ჩვენს დებულებას. 

ამით ჩვენ არსებითად დავამთავრეთ არის დაშლა. ვხედავთ, რომ 

განსხვავება ჩვეულებრივ არითმეტიკასთან შედარებით იმაში მდგომა- 

რეობს, რომ აქ, საზოგადოდ, ორ ელემენტს ყოველთვის არა აქვს 

უდიდესი საერთო გამყოფი. თუ დაშლას ჩავატარებთ, კვლევა საგრძ- 

ნობლად გამარტივდება. 

6. «2. რაზქე:ძე 
L
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მკითხველთა საყურაღღლებოდ 

უნივერსიტეტის გამომცემლობა გამოსაცემად ამზადებს ანდრია 

რაზმაძის კიდევ ერთ ნაშრომს-–- „ინტეგრალური აღრიცხვის კურსი“ 

(ნაწ. II, „განსაზღვრული ინტეგრალები“), პროფ. ი. ქარცივაძის 

რედაქციით უახლოეს ხანში გამოვა კრებული -- „ანდრია რა- 

ზმაძე. მოგონებები, წერილები“, მიძღვნილი ანდრია რაზმაძის და– 

ბადებიდან 100 წლისთავისადმი.
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