
ველის თეოტიისა და ჭენზოტული 
აღტინსხვის ედემენბები 

ამხმარე სახელმძღვანელო დ ე ელძძღვანხელ 

თბილისი –– 1ას:.





საჟარტვერთს რლღწინისა ია შრომის წირელო ირიშის ორძიენოსანი 

უ.ი.ღნინის სახელობის პიორვნექნიჰური ინსშივუწი 

ა. რ36აძე 

ეეოს ტჩეირიისა ძა წენგორუიი არრიცხვის ეუღლცენშები 

(იამხმარე სახეიმძივანელ) 

“ იგირთხი – 1977



ჩწიტნი ჩარმოალტენს იტამხმარე სახელმძოვანელოს ეელის თეორიასა ია 

ტენბორულ აღრიცხვაში უმაღლესი ტექნიკური სასჩავლებლისათვის; მკითხეელი–- 
საკან მოითხოვება მხოლო0 იიზერენციალური 0ა ინტეცრალური აორიცხეის 
ულენენტების ცოლნა. 

.· ჩიეჟნში შეტანილია ვექტორული ანალინის, ქელის დეორიისა (ტავი /) 0ა 

რენზორული ანალიტის ეტემენტები (ტაჟი „ა.



ტავი !! 

ვეოხს შეორიის ელღვს8უნშები 

უმაღლესი მათემატიკის ჰურსში ჩვე6 ტავეცანით ვექტორული ალტებრის ელე–- 
6ენტებს, ძირითატა0 , მუ0ნივ ვექტორებსა 0ა კიორიინავრია ჩრძიე ტარტაქნნებს. 

ახია ტანვიხილოთ ქექტორული ანალიზისა 0ა ეელის თეორიის ტოჟიერიი საკიდხი, 

ნინასწარ შევნიშნოთ , რომ ვექტორული ხახიი ჩანანერს აქეს ორი უპირატესობა: 

პირეელი-დიბიკური კანონების ვექტორული სახით ჩანაწერი არ არის 0ამოკიირებუ- 

ლი კორრიინაცტრია სისტემის არჩექვაბე 0ა 8ეორე–ვექტორული სახით ჩანაჩერი არის · 

კომპაქტური, ე.0. ვექტორების ტამოყენებირ ბევრი ყძიბიკური კანონი მარჟიეი 
სახით ჩაიწერება. ამ თავში უმიავრესაი ცტანიხილება ეეკლიმეს სამტანბომი– 

ლებიანი წვ სიერცე. 

სანამ ეექტრრული ანალიჭბის საკითხების ტანხილეაზე ტატიავიტომნეთ, ჩინას- 

ჩარ გავაკეთოთ რამტენიმე სასარკებლიო შენიშენა. · 

· - 

|. იმის მიხეიტეირი, იუ რა დიბიკური სიიიძეა უვექტორული სახით წარჩოიტ- 

ტენილი, ჟექტორები შეიძლება იავყით შემიეტ ირ ჯტუდაი: პოლარული ია აქსი- 
ალური ანუ ფსევიოჟექტორები. ევთქეათ, აღებულია 0ეკარტის რომელიმე ხარიკუიხა 
კოორტიინატია სისტემა, მატალირა0, მარცხენა 0ა ჩატარებულია ინვერსიძ“ ,ე,ი, 

ჰორრტინავია ისეთი ტრაიაქმნა, როცა ჩერტილის ახალი X,,V,.#, კოორიინატები 

შვები X,, ” კოორიინატების საშუალებით ტამოისახება შემიეჟნაირაი0 (6ახ.7): 

X5=-X, ჯ=-), 9,=-წ. (7) 

   
ნახ./ 

I იხ.ა.რუხაძე, უმაღლესი მ8აიემატიკის კურსი, ტ.I, იავი 1. 

2 კოორიინატაა ისერი ტცარლიაქმნა, როცა კოორლინატია ახალი ღერძები ძეე- 

ლიი ღერძების პირისპირ სანინააოღმიეტითაა მიმარტული. 

უჟ



იცხალია, ინვერსიის შემიხეევაში კოორიიონატია სირცხენა სისტემა ტაიალის 

მარჯვენაში ან,პირიქიი, M წერილის X(CX,).7) რალიუს-ვექტორი ტალავა 
” (-M-),-წეექტორში. როტორც ეხემაეთ«, ინვერსიის შემიხეევაში რალიუს–ვექ- 
ტორის სამივე კოორიინატი იცელის ნიშანს, ხოლო თვი” ”» ქექტორი სივრყე- 
ში როჟორე სიიიიით, ასევე მიზართუტებით რჩება უცელელი. 

ანაიოციურატ, რუ ჩავატარები ასახვას! რომელიმე საკოორიინატო სიბრტყის 

მიშართ, მატალითა0, /ი/” სიბრტყის მიმარი (წახ.23, ასეთი შემიხეევაში 
კრორიინატია ტარიაქმნის დ«ორმულები იქნება: 

X, =-X, #=V7, 7,=#. (2) 

   % 
6ნახ.2 

# ჩერყილის #XX.7) რალიუს–ვექტორი ტაიავა XC-X,/,თ) ვექვორ- 
ში; ამრიჟატ, ასახეის შემიხვევაში რაიიუს–ეექტორის მ8ხოლოი ერტი კოორტინა–- ტი იყელის წიშანს, ივიი » ეექტორი-რჩება უცელელი სივრცეში. 

იხეთ ეუქტრრებს, რომლებიც სიერცეში უცელელი რჩებიან კოორიინატია სისტემის იწვერსიის ან ასახვის შემთხვევაში, პოიარული ექექტორები ეჩომება; 
ასედებია, მატალიიაი: ძალა, სიჩქარე, აჩქარება ია სხვ. · _. ა : სავიტოთ კოორიინატია #0). სისტემაში ორი პოიარუიი #5 (. X,.V.2,) 
რა #8( %,.X,>, ) ვექტორი; ტანეიხილოთ მათი ვექტორული 8Xჩხ წამზრაე– ტი; ცხატია, MM85 ვექტორის კოორლიინატები იქნება: 

(7X5X5=X2-2,7,, (77 X#),= X,X-#2,.07X#)= XX-XX, . 
ჩავატაროთ კორორიინატთა ინვერსია; რაიტტაწ I-1 0ა # პოტარული ვექ- 

ტორებია, ამიტომ მათი კოორიინატები ახალ სისტემაში იქნება: 

ჯ# (-X, -V,-2,), # (-X,,-X%, -2,), 

ხოტო §X–7 ნამრაელის კოორტიინატები ახალ სისტემაში ( 

- . (7X#·), =(-XX-2,)-C7,X-),) – X7,-7 XV =05XL),, 

___ 0%%),–Cთ 5), 0-8), – C#8,. 
L კოორიინაჟტია ისეთ ტცარიაქმნას, როცა კოორლინატთა მხოლოი ერთი ღერძი 

იყელის ნიმარიულებას პირისპირ საჩინააღტმიეტორი. 
"



ამრიცაი ,კოორიინატია ინჟერსიის შემიხვევაში #X85 ეექტორული 6ა8- 

რავლი არ ტარიაიქნნა ისე, როტორც პოლარული ეექტორი, ე.ი. ვექტორულ ნაზრაელს 

შეეცვალა მიმარიუტება პირისპირ საჩინააომიეტორი; იტივე ტარემოებას ექნება 

აიკილი ატრეთეე კოორტინატია ასახეის შემსრხეეეასშიც. | 

ამ ივალსაბრისირ ვექტორული ნამრავლის ვექტორული სახით ნარმოტტენას · 

აქვს პირობითი მნიშენელობა; უფრო ბუნებრივი იქნებორა ვექტორული ნამრაელიით 

ნარმოცეეიტინა ეექტორებზე ატებული პარალელოტრამის ფარიობი, როცა პარალე- 

ლტოტრანის კონტურბე ავლა ხმება ტარკვეული ნიმარრულებით, ძამოკიტლებული რუ რა 

მიმიბევრობიი არის აღებული რანამამრავლი ვექტორები. ბოკჯერ ტამოყენებით 

0არტებში ვექტორულ ნამრავლს ამ იეალსაბრისით ტანინილავენ. 

ისერ ჟეექტორებს, რომლებიც იცვლიან მიმართულებას პირისპირ საწინააღმ- 

იეტოთი კოორტინატრა ინვერსიის ან კოორიინატია ასახვის იროს, ფძსევიოვექტი– 

რები ან კიმეე აქსიალური უექტორები!ენოტება. 

სატოტალოტ, როტესა0 0ეჰარტის კოორიინატია ნარცხენა სისტემიილან ტაძავ–- 

ტივართი მარჯვენაზე. ა6, პირიქითი, იუ ეექვორი რჩება უცყექლელი, მაშინ იტი 

პოტარული ქეექტორია, რუ ვექტორი იცელის მიმარიულებას პირისპირ საჩინააონტე– 

ღერძს , შევუცვალოთ მ8იმარიულება პირისპირ სანინააღმტძეტრითი , იუ ახერი ასახვი– 

სას ვექტორის კოორტინატები ისე ტარიაიქმნება ,, როტორე წერტილის კოორცინა–- 

ტები, მაშინ იცი პოლარული ვექტორია; რუკი, ტარია ამისა, ვექტორის კორრტი–- 

ნაჟები იცელის ნიშანს, მაში6 იკი დფხეეროვექტორია. 

ახრიცტაიტ, პოლარული ქექტორის კრორიინატები 0ეკარტის მართკუთხა კორრიი- 

6ატრა (ხსტემის ·კარიაქმნის შემთხვევაში ტარტაიექმრება შეხნიეჟი დორმულების 

მიხეტვირი: 

, – ნ,X+6,V+#,2, 

X = 6,X+ნ,V+6, 7, დ) 
X = ს,X+ნ.X+ჩ, 2. 

/ სახეტჩოტება აქსიალური წარმოშობილია შემიეტი მოსამრებით: როტორც 

ძნობილია, როცა მყარი სხეული ბრუნავს 8კეიირი ტერძის ტარმშემო, მაშინ სხეუ– 

ლიხს მოძრაობას ახასიათებს ნწობრუნების (07 კუთხე; შექანიკაში შენოჰყავთ 
– 

ბრუნეის ვექტორული C) კუთხური სიჩქარე; იტი სიტიტით მობრუნების კუთხის 

ნარმოებულია 0როირ6,მ0ებარეობს ბრუნეის ღერძბე ია რუ კროორტინატთა სისტემა 

მარცხენაა, C2 ეექტორი ისეა ნიმარიული, რო8 სხეული ნის ირკვტლიე ასრულებს 

საათის იხრის მი8ზართულებით ბრუნეას;როცა კოორიინატთა სისვენა ნარჯეენაა , 

ბზამინ C52 ეექტორის მიმართულება იცელება პირისპირ საჩინააღმ0ეცოთი, ე.ი. 

CM არის თსევიოვექტორი. 
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ხოლ დსევიოვექტორის კორრიინატები-შემტიეტი ფორმულების მიხელეით: 

X, =ძის/ ( /.X# II #+წ6ყ7), 

X =ძის! ( #,X+ჩ,V +6, 7), () 
2,= ძიL/(რ6, X+ ნ. XV+· 8,7), 

“თ, L,, ,, 
საიაც #(= ”.. კირორეინატთა ტარიაქმნის მატრიყაა. 

წ ჩ..ხ, 

შეენიშმნოი, რომ, როკორც სხეარმასხვა კანბომილების ხიტილნეების შეკრება 

ან შეიძარება არ შეიძლება, ასევე არ შეიძლება სხვაბასხვა ბუნების ქჭექტორე– 

ბის მეკრება ან შეხარება; მატალირა0, არ შეიძლება პოლარული 0ა თსევიოვექ- 
ტორების შეკრება, წინააომიეტ შემიხეევაში მარცხენა სისტემიიან ნარჯეენაბე 

ტაიახელისას ა6, პირიქით, ერიი შესაკრები უცელელი იარჩება, მაშინ როცა 

მეორე შესაკრები შეიყელის ნიშანს. 

როჟორკ ვექტორები, სკალარული სირიძეებიც შეიძლება იავყორ ორ ჯტუფატ: 
აბსოლუტური ან,ცუბრალოტ, სკალარები ია ფსევლოსკალარები. სკალარული ბუნე–- 

ბის ყძყეელა სილიი0ე, რომლებიც მიღებულია რომელიმე დიმიკური სიიილის ტაბომ- 

ვის შეძეტა0, აბსოლუტური სკალარებია; მაცტალითატ: ტემპერატურა, მახა ია 

სხე. პირიქით, რომელიმე სკალარული ბუნების სიტძიძე,წიღებული · ვექტორებზე 

მაიტემატიკური ოპერაციების ჩატარების შემეცგან 0ა რომელიც იცელის თაჟის 6ი- 

შანს , როცა მარცხენა სისტენიტან ცკაბაეტივარი მარჯეენაბე ა6,პირიქირი, 

შაშინ იცი ჩარმოაიცენს დსევიოსკატარს; მაცალითატ, პოლარული 0ა ძსევლო- 
ვექტორის სკალარული ნამრავლი; ახევე სამი ვექტორის შერეული ნამრავლი (პა– 

რატეტლეპიპების მოცულობა) ფხეემოსკალარია ტა სხე. 

ორი I ია 76 ვექტორის სკალარული ნამრავიი ცანმარტებულია ტოლო–- 

ბიი, 

#-6 =|#):)72| ლი», (5) 

საიაც ( უმცირესი კუთხეა „ქ ია წ უექტორებს შორის; ახეთი სახის 

ნამრაელი ხშირა0 ტავხემება ტექნიკაში, ნაკალითა0, ძალის მუშაობის ტანმარ- 

ფების იროს ია სხვ. ლძცხატია, I” III>I თად 6ამრაელი ინეარიანტულია კოორტი- 

ნატია ტარიაქმრის მიმართ; როცორც 8 როტესაც არჩეულია 0ეკარტის კოორ- 

იინატთა სისტენა ია #(X, ი XX), # (5. X,2,) მოცემული ვექტორების კოორ- 
ხინატებია, მაშინ სკალარული ნანრავიი ჰოორტინატებში ცამოისახება შემიეც- 

ნაირა0ტ: 

<ა
| 6 =XX+VX+27, · (6) 

ბოჟჯეურ უპირატესობა ეძლევა სკალარული 6ამრაეტის ტანმარჟებას (6) 

დორმულის საშუალებით. ახსეი მემთხვევაში საჭიროა ეაჩეენოთ, რომ სახელნოიება 

«ხკაიარული” ტამართლებულია', ანისათვის საძყიროა ვაჩვენოთ, რომ XX,+IX+42/#., 

6 1 როგ იტი არ არის ვსევნლოსკალარი.



ტამოსახულება ინეასრიანტულიას კოორიინატრა ტარიაქვნის მიმართ, ე.ი. ა0ჟილი 

აქეს ვოლობას: 

XX,+X7, +829, = XX/>+X +827, 

საიაც (XX; 67) ია (X,,X-7.) 85 ია ვექტორების კროორიინატებია 
ახალ სისტენის მიმართ. მარილაძ, ( #-(; (28. % +“ 2 იყოს კოორიინაჟვრა მატ- 

მ.“ # 
რ, 

რიყა, მაში6,როცორც ვიცით: 

X“ = „X,+0,X+4,2,, 

ს დ X/= მ, X,+ჩ,X +6,2,, 

2“ – #,X +V,, X+”წ,”2, 

6ახ.ჟ 

ანალოციურალ ჟამოისახება X, XI ია 2“ კრორტინატები; 

ანის, „I-IX +222; =(6,X,+0,V+-,,29,)(6,X,+6.X+6, >, ) 
#(6,X,= CV X+6,9,X(0,X, #6,V- ,2)+(6,X,+6,X +0,,9Xზ,X,+ნ.V +ჩ,2,) = 

=(07+ნ2+ნ1)X X, #(4,6,-6,6, -ჩ,6,,)X, V, #-.# (6, «68 +6»2>,2; 

აჟ რუ მხებველობაში ნივიღები მიმართუიების ცხრა კოსინუს შორის ტიამოკიძე–- 

ბულებებს, ხატვრჩება: 

XX -XX-2 > =XX,+XX+2 >, 
რაც ამტკიცებს სკალარული ნამრავლის ინვარიანვობას. · 

ბოირს, ქაჩეენოთ, რო8 სკალარული ნამრავლის ნეორე განმარტება, ვოილფა- 

ხია ჩინასი; მარიიაცს, მოეაბრუნოთ კოორიინატთა I)” სისტემა ისე, რომ 

ახაიი ი.ი ლერძი ტაყვეს # უექვორის მიმართულებას (5ახ.1), 6ა3ინ,ცხა– 

იი: 7, =I5I, X=2,= ი, X, =| 5 |თ+ი, ამიტომ 

XX, + XX,+> >, =| CI 5|C95CV, 
ე.ი. სჯატარული ნამრაევლის (6) ცანნარვება ძალის (51-8ე. 

8 2. იექლალი ვექვირი 0ა მისი ჩარმოებული 

»# ეექტორს ენოლება 0უიმივი, თუ უცელელი რჩება ან ვექჟორის როტორც 

სიგრძე, ასევე მიმართულება; ნინააონლეტ შემიხვევამი ჟექტორს ი ეი არი 

ეჩოლება. ან ტანმარტებისას ყურალტებას ვაქცევთ ეექტორის სიკრძესა ია ხი- 

ხართულგებას, ხოლო მოიების ჩერჟილს მნიშვნელობას არ ვაძლევი, ე.ი. არხე– 

ბითაი საქნე ტეაქვს იავისუფა კეექტორეშმთან. შემძეცტში, თუ ეს ტანსაკუბრე– 

ბის აონიქნული არ იქმება ვიკულისხნები , რომ ვექჯორი ნოტებულიას კოორტინატ- 

თა სათავემე, 

თუ წ-3 ვექტორი ცელაილია, ნაბი6, ცხალია, მისი X,V ია > ქეცმილები 

ავრეთმე სვისაცი ხიტიძბეები იქნება. 
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ტქანეიხიტორ ის უმარტიეესი შემიახეევა, რომესაც #- უეექტორი ჩარ- 

ბოაიტენს ერთი L პარამეტრის (სკალარული არტუნენტი) ვექტორულ ფუნქციას! ; 
ტას ასე აღნიშწავე6: 

 – 8(L). 
ვიქვათ, ცეხაიი ჯ#(L) ვექტორი ტანსაბოვრულის ხზ, სკალარის რომელი- 

მე მიიამოზე, ტარია ,შესაძლოა, თეით % მნიშვნელობისა; მ8უძმ8ივ #. ვექტორს 

ეროლება ცვიაიი /#3(1) ვექტორის ბ ო ვ ა რ ი, როცა #-–L,, 0ა ჩაწერენ: 
IM (%) – #, (0) 

#- 
თუ ნებისმიერ იაიებიი C რიცხეს ეძანაიება ისეთი იამებიიი 'უ რიცხეი, 

რომ, როცა 0<|)ჯ1-ჯ,|<უ,აიცილი აქვს უჭოლობას 

I 6(L) –7 |< 6. 
ეიქვათ, 4./,,#ვ არის /# ვექტორის ტეფმილები , X(%), XC), #6)კი ძელა– 

თ. #80) ვექტორის ტეტმილები; მაშინ, თუ 57>- იი აღვნიშნავი #-,72 სხვაი- 
ბას, ტვექნება: 

4ტX-XC)-4, 4V=XCღ)-/ც, 42 = 2C%2-/,. 

მეორე მხრიე, რაიტან ბოერის ტანმარტებით, როცა L უახილოვიება შ,-C, ტტ 

სხვაობის სიტრძე მიისჩრათფეის ნულისაკენ, ამიჭო8, ლხალია, 4X,4)წ/ ია 2X 
სიტიტეებიც მიისჩწრატვიან წულისაკენ ია, მაშასაიამე, ტეექნება: 

მუ XV) #,, 'Iოუ 7) =#ე, სო 720) -/ტკ, (2) 

ე.ი ბტლღერული 4 ვექტორის ტჟტეცნილები ძელაიი 
 ეექტირის კექუნილებინს ტღოერებია. 

ეიქვარ, #5(ს) ვექტორი ტანსაბუერუიის ბ. ჯჩერტილის რომელიმე მილამო- 

ბე ია იეიით #, ჩწერტიიბე; #(%) ვექტორი არის უწყეეჟი ფუნქცია არტუმენტის 
ჯ, მნიშენელიბისა«ეის, რუ ნებისმიერ ძატებიი 6 რიცხეს ერანატძება ძიაცები– 

იი » რიყხვი, ისე რომ, როიესაც |ჯ-ბ,|<», ალიტილი აქეს უტოლობას 

| 8C) –C,)| < 6, (3) 
ან, სხვანაირატ , ზუ 

„შო (1) = ჯ#(C1.). 

ტანვიხილიი ცეიაიი (1) ვექტორი, რომეიიყც სხ არტუმენტის უწფეე– 
კი პ«უნქციაა რომელიზე არეში; მრელოთ იტი 0 ჩერჟილბე; M/ იფოს მისი ბოლო 
წერვილი (წახ.C), როიესაც # პარამეტრი იცელება, მაშინ იცელება აჟრეთვე 

M წერვილც ია იჟი აღწერს წირს, რომეისას, Mი)ეექტირის ჰოირო- 

გრადი ეჩნოიება. იუ X(Cზ), V0)ია 2X(L) არის #LC%ზ) ვექვორის ტეცნილები, 
მაშინ. 

 = XCI).7+ VC)7 < 7C)-X, 

! განეიხიიავი სკალარული არტცუნენტის ვექცორუი დუნქციას ასევე 
შეიძლება ტანეიხილორ ეექტორული არტუმზენტის სკალარული «უნქცია ან ვექტორული 
არტუმენტის ეექვორული ფუნქცია, რახეც აქ არ შეეჩერტიებიძ. 

მ... -



ხაიაც 1, 7. X ჰპჰოორტინატთა ღერძების მსტებაეებია. 

ეხ ტანტოტებსა ჩარმოალტენს ვექტორის პოტოტრატის კანჟილებას, ჩანე– 

რიის ეექტორული სახით. 

ტანენარტოთ ახლა სკალარული არტუმენტის 

ეექტორული ფუნქციის წარმოებული. 0M C0»ა 

0” იყოს 5 ვექტორის მიებარეობა,რომლებიც 

შეესაბამებიან არტუმზენტის ჯ ია 1+ 4ჯ 

ხნიშენელობებს (6ახ.#4). MV =4(%ხ) არის 

#C1) ვექტორის 6აბრიი, რომელიც შეესაბამე–- 
ბა არტუმენჟტის 41 ნ6ატრის; ცხალტია, 

46 (4#, 4X 47). 
ტანვიხიიორ ვექტორის ნაბრიისა ია არტუმენ- 

ნახ.6 ტის ნ6აბრიის ფდარტობა: 

4” <ჯ" 

ტამოვთეალოთ ამ ძარიობის მღევარი, როცა_ 41 მიისწრაფვის წულისაკენ. ამ 

ბოვარს, როცა იცი არსებობს, ენწოიება #Cზ) უვექტორის წარმოებული 0ა მას 

შემხიეცნაირატე აღნიქნავენ: 

  

“ 46 _ ძL. 
55 ” 7 რ) 

რაიტან 22 / მX 24V ტ7 
4ჯ L41' 4L ” 277! 

ამიკომ წარმოებულის არსებობისათვის საუყიტებელა რა საკმარისი არხსებობტეს 

ზღერები: 
„42 4. ხორ. ძV, („გუ 42 _ ძ> 

21-99 ტი. ძL” აპ02. 28% ' 442204  ი/L 

თუ ეხ პირობები იაცულია, შაში5 ტვექნება: 

ძ» 4, 4V_, «7 
ძ ' VI ' 7” 7' 

ან, რაც იცკივეა: 

4” _ #97» – 47 7 

7. მ6L 929. 1#VI 6, ლ 
–მე –––– ჟეგკნილები ნარ- 

6ოაბიპცენენ კეკნილების წარმოებულებს. 

ახლა, ქაჩტვენოთ, რომ ცევტეალხი ქექტორის წარნოებული 4 უეექტორი 

ნიყხვება ჰოიოტრაფის მხებს შესაბამის ჩერტილტე. მართლაც, რალცან. <> 

ვექტორი მიებარეობს ჰოცოცრაფის MM ნკვეთზე, ხოლო ზ)ვეთის ბოვრული მ0ე- 

ბარეობა, როცა იცი არსებობს, არის ჰოლიოცრაფის მხები, ამიტომ 4: ვექ– 

ტორს ექმნება ჰოლოვრალის მხების მიმართულება. « 

ახეეე ცფანიმარტება ქექფორული არცუნეეტის ვექტორუტი თუნქციის ჩარ–- 

ხსოებული, რაჩეტაც აქ არ “უევჩერიებით. 

ახტა იავანტეიცო, უექცორის წარხოებულის შესახებ რამეენიმე ძებულება: 
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Iწარმოებალეი ეექტორების ჯამის წარ 

მოებული არის შესაკრები ვექტორების ცარ 

მოებულების ჯამი. მარილაც, ებქეაი, 8-=6+8, ჩარმოებაიი 
ვექტორების ჯამია, 0აში6: 

28 =25 +4ჩ. 

აზ «ოლობას იუ ტავყოიი 49% -ზე ია ტაიავალთ ბოვარზე, როიესაცე 4. მ0იისრწ- 
რაყვის დწულისაკენ, მივიტები: 

«#_ 4«> _ ძნ . 
= 7 7 ი”. (0 

ს ხაალარალი წამრავლის წარნოებული. 

ეიქვა7, #7 0ა ” ჩწარმოებატი ვექტორებია. ტანწეიხილოთი მათი სკალარული 6ამ- 

ჩავლილი #-6 : M-ნ- 
ტავამტკიციი, (ისიც იაი რრთებ შემიეკი ფორმულა: 

-6)= 2.8 7+ 7979 ძნ. (7) 

მარილაცს, ტეაქეს: == 

4(5-5) – (7+4#). ს არათა- #6“ 
· =47”. 7 +741 +4#7- –ჩ. 

საიძანაც 

  

8. X 5,842” , 5... 40-51 _ 4# 72 >7 2 54ჩ' 2: 

დუ ტაიავალთ ბღეარმე, რორესაყ 4ჯ შიისმრაეის ნუილიხაკენ, 8აშინ, რაიტა6 

წო 4. 472 2# = ჩოი 4. 4თ   
41+0 ი-0 ” 41+0 = -=0, 

მიტომ8 ტვექნება: ა“ >“ 46-72) 47.74. 
ძ1 # 1 ' « 

თუ ერთი-ერთი მამრავლთატანი სკალარული ხიიიიეა, ( 7) ფორმულის მსტავსაი. 

ტვექნება: 

-#-. -4 (იC).”) – + 1.8 +/-9- , (8) 

იავუშეათ, რომ # ეექტორის სიტრძე რულძმივია, ე.ი. 

IC) <= იიი%ს, 

მაში6 _ = 
.I = I7”)? = იიივL. 

ამ ტოლოშის ტანარმოება ძეაძლევს: 

საიიანაც 

#. ძ6წ _ 0 
თ#72....– “(9) 

წქ!)



ეს კი ნიშნავს, რომ «» “ვექვორი 49 ეექტორის ხარიობია, მაშასალამე, 
ჟჯძ“. 

მუიშივევი სიტრძის ვექტორის ჩარმოებული 

ივიიძი ვექტორის 8არიძობია. 

მკითხველს ეანიობი იაამტკიყოს ვექტორული ნამრავლის ტაწარმოების 

შემიეტი ჩესი: 

-9# (7 XX) - 49 X42+9#7X 49% MX (40) 
ბოლოს შეენიშნორ, რომ, რუ წ-/9. არის % შერის რნარმოებაიი ტდუნქცყია, 

ხაიაცე #, რავის 6ხრიე, L ძელალის წარმოებაიი ძუნქციაას, ე.ი. 
ს – 727(3) , 

მაშინ წ”? ვექტორი იქნება # ძელატიის რიული ვექტორული დუნქცია 0ა მარ- 
თობული იქნება რთული _ზუნქციის ტაჩნარზოების დორმულა: 

«49 _ თ=? «“ 
«თხ «== 26 

მაჟალიბიი თ _სიერცითი წირის ელემენტები. ეიქეა7, სიერცეში 
აღებულია რომელიმე ჩირი, მისი ჟანტოლებები ავიღორ პარამეტრული სახიი: 

X =/#(+), ჯX=#(%), 2= #ი(-), (4) 

ვიტულისხმოთ, რომ #(ბ),((ხ) ია #თ(L) არიან რომელიზე არეში %ზ პარამეტ- 
რის უწყვეტაი ჩარმოებატი ძდუნქციები. 

რუ ”' არის სიერცის ჩირის ნებისმიერი წერვილის რაიიუს–ვექტორი , 

მაშინ სიერცის წირის პარამეტრული სახის ((I)) ტანტილებები ვექტორულაი 

აგე #6) 7 +700) 7+7(0).C (2 
(42) ტანტოლებებს სიერცის ჩირის ე ე ქტი რუცი სახის კცან– 

ტოლებები ვუწოლოთ. ყხალია,თვით ჩირი ჩარმოალცენს X(L) ვექტორის ჰოტოტრაფს. · 

I. რკალის იიფერენყიალი. ეტქვარ, მოცემულია ხსიერცის წირის ((L() სა- 

ხის ტანტოლებები; ვიჟულისხმოთ, რომ #(LL), #(ჯ/ ია V(§8) ფუნქციები არე- 
ში ერთიტროულატ ნული არ არის. 

სიერცის წირის Mე/M ა რკალის ხიტრძე ტანიმარტება ისე, როჟორც ბრვიე– 

ტი ჩირის მემთხეევაში 0ა, 8აშასაიამე, მხსტავნი 0მხჯელობიიი სივრცის ჩირის 

რკატის ძა იიფერენციალისათვის მივიღები ტამოსახულებას. 

იV§? = VX?+V)/?+C7X?, 

საიიაწაე/ რკალის წარნოებული პარამეტრიი იქნება: 

« 
7“ 42)”+(41)”+ (4”?, ((3) 

ხაბაც X; ” ია 7 – ით აღნიშნულია წარმოებუტები #-0იი. 

დ MM თ, X წ წერტილი მოძრაობს ჩირბე , 0აშინ შესაბამისა0 შეიცელება 

ნირს ა რკალი ია პირიქით; მაშასაძამე, ჩირის მიმტიინარე X, V 0ა #2 
“. ., I" 

ან მოკლე0 

–__



კიორტიინარტები შეიძლება ტცანვიხილოთ როტორც წირის 3 რკალის ძთუნქციები, 

ე.ი. 

X =X(§), X=X(§), 82 =7(3), (44) 
ა6 მოკლეი 2 

7(§5) = XC§)-V + V(5)-7 +2(5)-# . : 
ეუწოლოთ (14) ტანტოლებებს სივრცის ჩირის ბ უ6 ე ბრი ე ი ტანტოლებები, 
რაიტან = ძ ძ» 

ძ» თიX ”X. 4 -C ; 
275 “ძვ ნ ·L 23 7 7ჩ§ #; 

აზასიანავე 4 ეექტორს აქვს წირის M ჩნერტილზე ტცავლებული 8ხეშის მი–- 
მარიულება (6ახ.4), სიტიიიიი კი 

2 _ I 
|4- = IM 

ავ–-ი 

– 

“ –_ 
| 2. -Iთ IM – L 

რიტორც წირის ქიორიის სიკრძის საიანალო რკალთან ფარიობის ბოვარი. 

ამრიტატ, # ვექტორი ჩარმოაიტენს წირის // რნერჟილბე ნხების 7”. 

მტენავს, ე.9. _- – 

4#” _ ჯ#. ((5) 
%§ - 

ეს დ«ორმულა მხების 7 მტეტაეს ანიშებს ტარკვეულ მიმართულებას; სახეC– 

ტობრ, ბხებბე იატებითი ნიმართულება აიღება იმ მხარეს, საითაც იბრძება § 

რკალი. · 

2. მხები ჩრძდე 0ა წომაიური სიბრჟყე. ავიღოთ ჩირბე #M(/X,) 2) ' 

წერტილი, რომელსაც შეესაბაზება პარამეგრის L მნიშენელობა. ტანოეთძევალოთ 

ვექტორი. 
«L #” 

რაიცან 9; ვექტორს აქეს წირის M წერტილზე ტავლებული ნხების მინარ- 

რულება, ამიტიმ წირის MM ჩერტილბე ტცავლებული ნხების ტანტოლებები იენება: 

    

X-X_ X-X» _ #-1 
ძ. ი”–» «5 ” 

თL იIL 

ან მოკიეი X-X -X _ X-ჯ» 
წ /. 2.7 

საიაც XI,” ია # ხების მიმიიწარე კოორლინატებია. 
სიბრტძეს, რომელიც ტალის წირის აღებულ ჩერცტილბე ია მხების მართობუ–- 

იია, ჩიხის ნორმ8ზალ ური სიბრტყე ეჩომება,. ცხაცია, ჩირის ნორმალური 

სიბრტიის ტანტოლება იქნება: 

(X-X)»'+(V-»7)XV/+(7-2)2“=0. 

3, წირის მიავარი ნორმალი ია ტგანმწრდევი სიბრჟყე. ავილოი წირზე ორი 
M(,)#7) ია M,(X+4X)/1+4),2+42) წჩერცილი, რომლებიც ეთანაილებიან პარამეტრის 
# ია L>აL ჩნნიშენელობებს (6ნახ.5). 7. ია #7 იყოს აუნი”შნულ ნერტი- 

ტებბე მხებთა მტებავები. აღვნიშნოი მხებებს შორის კუიხე 460-თი, ხოლო MI, 

”2



რკალის სიცრძე –- 4§-იი: ტამოვივალოთ 97 -ნარმოებული, იჟი ,როტორც 

ურთეულოვანი ეექტორის წნარმოებული, ცხალია, მართობია თვით 7' ეექტორის. 

მაშასაიამე, «1 ვექტორი მძებარეობს წირის ნორმალურ სიბრვყერმე; 41 

ეექტორის მიმართულებას ჩირის 8 ი ავარი 6ორ0მალეი ეუნოტოთ. 

რაძტა6: 

3 == –- - 
» 8, 797901192, 

კ საბაც «, #8 რია / ნხების მიმართულების კო- 

ხინუსხებია (7 ვექტორის ტეჟმილები), ამიჟომ 

მთავარი 6ორნალის ტანტოლებები იქნება: 

X- _ X-» _ X-> 
შI. , 

«5 «3 «5     

  

  

  

ნ 
> . ჩ-- სნ, 

აღნწეაი 9; 
ი M# მ სიბრტყე, რომელიც ცაიის წირის აღებულ წერტიი- 
6ახ.5 ბე ია მტავარი ხტორმალის მარიობია, არის ხსიერ- . 

ყი წიის ტან 8წ8რრდრეევეი ხიბრტძე. 

ტანმჩრძევი სიბრტყის ტცანტილება იენება: 

(+-#) 4 +(V-») 96+(2-»>)9L-0. 

5. ისე როტორყ ბრჟყელი ჩირის შენთხეევაში, სიერცის ჩირის ს ი 6 რუ0ხე 

ვუჩოილოთ ნის ორ წნებობელ მხებს შორიის კუთხის შესაბატის რკაიტიან დარიობის 

ბოქარს. ამრიტა0, სიერცის წირის # სიზრულე არის 

#=--= სი -X - «ი 
” ავი ბაა «5 

ხაინას # სიზრუტის რატიუსია. 

ტანიეიძვაიოთ ძL ეექტორის სილილე; რაიკან I41 მოწაკვეიი 4# 
ჰუთხის ტოლფასია“ , ამივჟომ: 

ა 
I41 – ი. § 19) ია ძვ“ ჩ . 

    

ია, მაშასატამე, _. 

ითი”. IV 
თ #7 “V 

ეს ფორზულა ნიავარი წორნალის V ნ6ნკებავს ანიძებს ტარ ჰქეუნც მიმარიულე–- 

ბას; სახელიობრ, ნიავარი ნორმალი მიმართულია წირის ჩატწექილობის მხარეს. 

თუ ვისარცებლებთ ((6) გოლობით, სივრცის წირის სიმრუტლის ცანოსადელე– 

ლაი ტეექნება: _ 

# -»#”-I4§)- /(%) +C85) +(7.) · 
! ჭტარილაც, | 47 = 2|7) §ს <M = 25, 9 ად. 

2 2 I 

(I6)



ა. სიერცის წირის მი8ხები სიბრტყე ძია 

ბიწირმალი. სიშრტიყე, რომელიც ტატის ნხებზე ია მიავარ ნორმალცზე, 

არის ხიერყის ჩირის 68 ი 0ხე ბი სიბრძტ 9 ე. მიმხები სიბრტყე შეიძ– 

ლება ტანიმარტოს! ატრეივე როტორც ტბოვრული მიებარეობა იმ სიბრვიისა, რომელიც 

ტჭაიის /M წერტილში წირის მხებზე, 8ებობეც M, ჩერჟილზე ტავლებული მხების 

პარალელურაიტ, როცა # ჩწერჯილი IM ჩერჟილს უახიოვიება (6ახ.5); მარილღალ0, 
აღნიშნულ სიბრჭყემე მლებარეობს ორი მებობელი მხების I (3) ია 7; (§+45) 

მტემავები ია, მაშასაიამე, მაიი 47” სხვაობა 0ა 27 ფდარიობაც.. რა0ტან 

_ ამ “” 17 _ · 
1ოა +359, ამიჟიმ გუვარში, როცა 4§-0, აონიშწული სიბრყყე ტაივლის 

წირის მიავარ ნორმალ8ზეც. 

აშკარაა, რი8 ბრტყელი ჩირის მიმხები სიბრტყე რვით ამ წირის სიბრტძეა, 

მაჟრამ, თუ წირი სიერცი«ია, ხაშინ მიმხები სიბრჟყე იცელის 0იებარეობას 
ჩნერვილიიტან ჩერვიიბე ტაიასელის იძროს. - 

' ჯვიტიი სივრცითი ჩირის პარამეტრული სახის ტანტოლებები; ტამოვტეა– 

ტი 905 ეექტორი. აზ ვექტორს ეუნოხოთ ს იმრუტის ეექტორი. რაი- 

ტა: ძღ _ ძ- ძა _ = 
მL => 97§' ჯL = 47. ძL , 

ამიჟომ ტვექნება: 

? « /ძე ლ)  თ«725 >>, «5. თ? . 
4995- 54(7-7)“ 9> 1 VI 26! 

ახია, რაიკან 

ძ7” _ 7 ძ5, 
აიძL 7.5 # 

ხიტი – 
: 2«L. / I, 

#§ # 

ოტ _. «5 M ამიჭ. 2- ძ7% – ( 2) -/. 
  ძ · - 

ძL” 7717» -# 
2. 

როჟორც ვხემაეთ, სინრუილის 4- ეექტორი ბიებარეობს ჩირის მიმხებ სიბრტ- 

ძეზე; მაშასაიამე, ეექტორი 
– 

–_ = , 27, 
9 2 =I» V” 2) = (2 - (2) +7-(2%"- #25 +1-00“– VX") 

, 

არის მიმხები სიბრტყის ნორმალური ეექვირი, 

დით -



ამრიკა0, სიერცის ჩირის მიმხები სიბრტყის ტანტოლება იქნება: 

(X –X)(72“- 272) +(V- 7X8”X” –X” 2”) +C7 – 2XCX 9" –7%7ჟ) = 0. 
· ეს ტაწტოლება მოკლეი ასე ჩაიწერება: 

X-X, X-), X-3ჯ 

Xი » თ» | => 0. 

X# Vე „ 

- წრთეს, რომელიც ტალის წირის აღებულ ჩერტილზე ია მიმსემი სიბრტყის 

ჰპმარობია, წი რის ბინორმალი ენოტება. 

ყძხალია, ბინორმაცტის განტოლებანი იქნება: 

X-X X-X» _ X-Xჯ 
V" –ჯ = 39- ჯMX2-XMV7 =+ 7 უის 

18C0C, „/,»X) იყოს ბინორმალის რტებავი, რომლის მიმარიულება ისეა არჩეული, 
როზ სამი 75 ია ვექტორი აიტენიეს ხარცხენა სისტემას, 0აშინ ,ცხატია, 

8=7XVM. 

ახია ტამოვთვალოთ 41 ვექტორი, ერთი მხრივ, ეს ვექტორი, როჟორც 

ერტეულოვანი ეექტორის ჩარმოებული, იეითი 8 ვექტორის მარითობია; მეორე 

მხრივ, 7 

ძ8_4 « = XI /+7M- #VX# +” 47 =7'X 4L. 

აქეიტან ჩანს, რომ “#8 ვექტორი 7. ვექტორის მარიობია, ამრიჟალ9, 5 

ეექტორი ერთიროულაი 8 ია “I ვექტორების წჩარიობია, მაშასატამე, იცი 

V ეექტორის კოლინიარუტია. 
უეუნოლორთ, სიერცის წირის 8 ეორე სიმრუძ0ეანუ გრეხა 

მის ორ მებობელ მიმხებ სიბრტყეს შორის კუთხის! შეხაბამის . რკალიან ძარიო–- 

ბის ბოვარს. ანრიცატ, სიერცის წირის ”/' ტრეხა არის: · 

აი– «ძი 

სალაც + ცკრეხის რალიუსია, . 4#V კი-კუთხე ორ ხებობყი ბინორსალს შორის. 
ჰერძო0, თუ ჩირი ბრტიელია, ხამინ 4/=0 0), მამასაიამე, ტრეხაც 

ნულის ტოლია. 

ისე როგორც სიმრუტის ართ. . 

45) _ (, ძ; _ L 
29 სთ) 2: 25 ი 525 55 -ჯ დ” 

ამიყიმ ცვექნება2: ძზ.__! #» . (47) 

. ანუ ორ მებობელ ბინორწაის შორის კუთხის. 

2 ჩვენ პროპორციულობის კოეფიციენტი ავიღეთ --C.



ახია,რუ 2,4 ია ”» არის ბინორმალის მიმართულების კოსიწუსები, 6აში6: 

1_ ძM M2  / ქ„V2 
7 - > = /(42)“+(90“+(ჯე". 

ბოლოს, ცამოვიეაცორ 9 ვექტორი; რალტა6 
§ 

#=8X1I, 
ამიტო 

.–_– – – 1 – 

4 - 29,784 =-1-MXI+X# XM=»8 - #7, 

ე.ი. _ _ _. 

+«>- XXV >+>27. (4ზ8) : 
7 

((5), ((6), ((7) და ((8) ფორწულებს დრენე ს ფორმულები ეჩოლმება, 

მატჟალიითი (6 აიაგრიალარი “წერვილის მოძრაიბის სიჩქარე და აჩ- 
ქაზება. ერქვარძ, წოცემულჩა ნერტილის ნოძრაობის კინემარიკური ცტანტოლებები: 

X =#(1), X»=%C), 3 =V(1), 
საიას) ბ არის ირი; იიხის # = XL +//+XL 

მოძრავი ჩერტილის რალიიუს-–ეექტორი; ცხაიია, M ჩწერკვილის ტრაექტორია იქნება 

”» ეექვორის ჰოლოტრაფი: მოეარს , 

გ” _ ძ» , 
ა5 22. =V“V 

ეჩობება ჩერჟილის ვ ე ქტორული სიჩქარე ძა აღინიშნება +-იი, 

უ.ი. 

– 25 # ბ _ ძ» _ ძX #7 +454; 
» = IIM <1% 5 7L “ 71: 1 

ა-ი 41 

ანრიცა90, მოძრავი წერცილის სიჩქარე არის რაბიუს-ქექტორის წარმოებული 0როით. 

რატცან · I 2გ#7I=45, საიას) § ტაელილი მანძიტია LL იროის ტანნაელობაში 

(ვრაექვორიის ბუნებრივი პარამეტრი), ამიტომ 

– 43 _ძა 
== 

IVI=V – = რ. ->წ = 7L" 
ე.ი. ჩერჟილის სიჩქარის ხილიძე (სკალარუიი სიჩქარე) არის მანძილის ჩარნოე– 

ბული იროიბ. ახლა, შეცევიყლია იავნეროთ #” =V 7. ხსამაც 7 ჭრაექრორიის 

ხხების ნტებავი,ა /# ჩერვიდლუე. 

ვექტორუიი სიჩქარის ჩარნოებუის ი0როით ეუნოტროთ ნერჯილის ვექსორული 

აჩქარება ბა აღენიჯიოი იკი V7-თი, მაჭინ 

=_ ძნ _ ძი _ ძბი > ძ?ი 
: -# #:>“ -99:+9071+ ძ#62#» 

ე.ი. ნერტილის ეექცირული აჩქარება არის რალიუს-ვექტორის მეორე რიტის ჩნარ- 

ნოეშული იროილ, 

რაიჟან #=MI, ახიკიძ 

' ქ.წყბხი6C (/0:6-/900) – ფრანცი მათემაჟიკოსი.



– ძ» 
თ = % 1 +X-%" 

მაკრა8 გ 

' ძ". ძ? ძ§ ყ 
“ძა 7 #7 წ M # · 

საიაი X ტრაექტორიის სიმრუიეა M# წერტილბე, ხოლო /V –– მიავარი წირმაოს 

მტებავი; ამრიტა0, · 

დ”. % L 7 #4%- XV”. 

უეს ფორმულა იძლევა ქექტორული ქარების 0აშლას მხებ ია ნორმალურ ნიტენე–- 

იებაიტ. როტორც ვხელეთ, მოძრავი წერტილის ვექტორული 7 აჩქარება მიება– 
რეობს ტრაექტორიის ნ6მიმხებ ხიბრჟტძებე. 

§ მ. ინტეცრალი ვექტირული ზუნქციისატან : 

ტანვიხიტორ სიერცეში მარიკუიხა კრორიინატია სისტენის მიმარი რომელი– 

მე ცანრდევაიი #48 წირი: /”(M) იყის ჩირის წერჟილების 0იმარი უწფვევი 

ქექტრრული ფუნქცია; ისე როჟორც ინტეტრალურ აღრიცხეაში, აქაი #8 რკალი 
ტავყოი რაიმე ჩესიი· / ნანილალ შემიეტი ჩერტილებით: #თ Mა,M,-, M ჩა» 

_ 
MM, 8; აღენიმნოი 4-იი (49. (C: 01... #M-V) სიიიძეებს შორის უიიიესი; #8 

რკალის იაყორა ისე ჩავატაროთ, რომ, როლესაც დიანალოყლია /# რიცხეი უსაზლე– 
როე გტაიბრიება, უტიტესი დანაყოფის « ხიჟრძე 8იისწრადერტეს. წულისაკენ. 

M. (5. უო, Cკიყის M.M., # ტანაყოფტის ნებისმიერი ჩერტილი (6ახ.6)._ ტაჟამ>– 

რავლოი #VM-) ვექტორი სკაიარუიაი M,M%..,-ზე 
რა შევალიტინოირ წმემიეტი სახის ჯამი: 

8 LV/)-M.M,.,· 

ბემოაონიშნულ პირიბებში არსებობს ბოვარი:. 
ი- –_– 

ნახ.6 "4სი 2, ნ(M.)-M M.,, 
ნ–+0 #=0 

  

'ია იტი არ არის იამოკილებუტი არც #8 რკალის იაყოფის წესზე 0ა არე MC 

წერტილების არჩევაზე; აღნიშნულ ბღეარს ეჩიბება 0 რ 3უ0წირუ3ლი 
ირგვეკრალი ეექტირული“ /(M) «უნქციისატან ია აღინიშნება / VIII 

სიმბოლოთი; აქ თ რკალის ეექტირული ეუღემენტია, 
ამრიტაიტ, –: 

110 » #(M.). MM, «+ =/ #” 0-4”. 
§-–0 §=0 

ახია,იუ ს. არის M,. (X·X-· #.) წერგილის რატიუს–ეექტორი, ხიიო #. .ჩ./ 

კი #(M) ვექტორის ცეტმილები პიორიინაყრა ღერძებზე, ხაში6 

2. 17:



 C #MM)-#.შ, -ქე, ჩ (96) 25 2566 76)4%ონ6შ6)4-- 69. C)4») 

რა, მაშასატანე, ბოვარზე ტაიასელით, რიიესა/ #%-+>0, ნივიოეში: 

##(4)ი” =/#ჩ. ძX + ჩ,ძ/ #/ 47 . (7) 
48 #8 

ამრიტა0, ხრუწირული ინტეტრატი ვექტორული რფუნქექციისატან შიიყვანეშა 

ჩეეულებრივ მრუიჩირულ ინტეცჟრალზე; ასევე ტანიმარტება შემიეცი სახის მრუ0- 

ხირული ინფეტრადლი: -. ” 

/# #CM)XV» 
48 

ია სხეა, რაბეიაც აქ არ შევჩერტებით. 

§ #. მოტიერთი ცანნარტება. 

სსხსკალარული 0 ვექტორუტცტი გელი. ხივრეიი 

რაიმე არეს (ან მიეი სივრცეს), რომტის ყოველ ჩერტილბე ტანსაბოვრულია რომე- 
ლიმე ძიბიკური ხიიიმე, ვ ე ი ი ეჩომება. თუ დიბიკური ხსიძი0ე სკაიარია, 

მაძიინ ვეს სკალარული ეელი“ ეჩომება, ამრიჟტა0, მოცემულია 

სკალარული ველი, ნიშნავს ეელის ყოეელ M(0X,) 2) დჩერკილბე იასახელებუ- 
ლიას სკალარული #(M)=V%X2) ფუნეცია. ასევე, სივრცით რაიმე არეს (ა6 მთელ 

სიერცეს), რომიის ყძოველ ჩერტილბე ტანსაბოუვრულია რონელმ8ე ვექტორი, 
ეექტორული ვეუე00” ეჩოძება. ამრიტატ, მოცემულია უეექცტორული ვე- 
ლი – ნიშნავს ეელის ყოვეი MIX 3, >) ნერტილმე იასახელებულის #VM)-> LCXX2) 
ვექტორი, რომლის X, X, ია >» ჰოორტინატები (ცეცმილები) ჩერვცილის », ), 2 

კრორიინატების ფუნქციების. ტოლფჯერ ტვიხტება ტანვიხილოთ სკალარული ია ქექ- 
ჟორული ფუნქციები, რომლებიც იცელებიან აცრეთვე 0როში0, ე.ი. ჩარმოალტენენ 

არა მარტო მძებარეობის (ე.ი. X,).> „კოორლიინატების), არამე # ი0როის 

ფუნქციებსაც. ი8 მემთხვევაში, როცა სკალარული (ან ვექტორული) თუნეცია მხო- 
ლო0 მიებარეობის ფუნქციასა, საიანაბო ვეის ს ტ აციონარული 

უელი ეჩორიება, ჩინააღომტიეტ შემიხეევაში ვეიი არასგტა0ხ იღნარუ- 

იი ა. მაცალითა0, თუ ავიტები არაერთტვაროვან სხეულს, 8ახ ძოველ ჩერტილბე 

აქვს ტარკვეუიი /:0)2) სიზკერივე; მამასაიამე, სხეულის 8იერ იაკავებული 
არე ჩარმოაიტენს სკალარულ ველს – ხიმკერივის ქეის. ახევე, შეიძლება ვილაპა- 

რაკორ სიმძიმის ძალთა ველბე, რომელიც, ცხაიია, ნარნოალცენს ვექტორულ ეეის, 

2. პრარმიენც ი. ავსღორ რომეიიმე V(X),2) ფდუნეციის სკალარული 

ველი; სინარჟივისათვის ვიკულისხმოთ იტი. სტაციონარული. ვიქვაი, #(X. I, 2) 

თავისი არკუმენტების ცალსახა ია უნძვეტამ? ჩარნოებალი ფუნქციასა. 

X(X.)#. 2) = C . (1) 

ბენაპირს, სახასსყ C რაიმე მულნივია, ენწოლ0ება ვ ეტის ე ჯ)ევი პო– 

ტენციალური ანიონეს ბეიაპირი. ამ მემაპირის 6ორ- 

მალის ცტანტოლება #(X» #2) ჩერჟილზე იქნება 

/ ურრო ბუსტა0მ0,ჩერვილის 0კალარუი #(M)=იV6,),2) ფუნქციას თავის კანსატოქ- 

რის არეხიან ერია0ტ, ს კატა უიი ველი ქენჩნოლრება, 

2უვრი ბუსეალ, წერვილის ვექცორუი #(4M)=#რ6).2) ფუნქციას თავის ტანსაბოვ- 
რის არეხხან ერბან,ე ექტიოირული ველი ქომება, 

(16



2X-X = #-X ს 2-X. (2) 
; 2# 2 მდ.” 

მX მჯ 2Xჯ 

"ახლა ტავავიოი ვეის #M(X).2)  წერჟილბე როზეიიმე # წრთე,რომ- 
იის მიმართულების კოსინუსები იიოს: C2(6,X), 0თ(C,)),(6თ(#6X), ავიოოი ა8 წრდე–- 
ბე M წერტილის მებობელი /I(X+4X,7+4),#+4>) წერტილი (6ახ.7). V(2, 2) 

ფუნქცია, ცხალია , იქნება იირტერენცირებატი , ამიტომ შეტეიძლია ძავნეროი: 

აი= #(V) – დ(M) = V(X+-4X, +4), §+47) –ი(ი ), 7) = 

= დ 4X + თ/47 +745 #«44X+44)X+745, 

საიაც თ,/0,ჯ უსასრულოტ მცირეებია 4X,4V ია 42 სხიტიილძეებიან ერია0. 
#00-/ნმიარიიბის ბოვარს, როიესას M/ 

მონაკვეთის სიტრძე მიისჩრაფეის ნულისაკენ, 

ენოიება /(? ფუნქცის წარმოებული 

/ მიმართულებით ძა აღინიშნება 3>+- ირ, 

ამრიტატ, 

%= LI #0XC , · 
##V-–>0 

იუ /#V მ8ონაკეერის სიძე არის «ტ/, 

ე.ი. 4/9=)/8X2+4უ/2#4>”, 8აში6, ცხატია: 

4# =ტი5)(,»X), 47= ტიტიძა(6)), 43 < რჯ 6ია(ჩ, >) 

ია, მამასატამე, თარტობშა · 

· ირ) –#ი(M) _ 26 – //ით(ზ, ა)-//თ(, 7)#V6/ CI) (6,2) #- 

“” # # თ CX(6X) +)8 C:(%, »#)#/ჯ69ა(6, 2). 

იუ ტახავალთ ბღეარბე, როტესაც ტაი მიისწრაფვის ნულისაკენ, მივიღები: 

»ჯ = #/ თა(8,X) + #/ ბთ (ზ, ))+ (#/ ბთ (#, >). 
ეს ფდორმუია ტეაძეეევს რწ? ფუნქციის ჩარმოებულს 4 მიმართულებით. კერძოტ, 

როიესსც #6 მიმართულება ერი-ერთი საკოორლინაჭო ღერძის პარალელურია, მა- 
ტალითალ, 0X ღერძის პარალელურია, მაშინ C205:(6,X)=+#, Cი:(რ)) ია C2:(62)-0 

ია (3) დორნულა ნოტეცემს: 

  

ნახ.7 

მჩ სც 
, , მ > 

ე.ი. ფუნქციის #., V, ია 0. კერძო წარმოებულები ნარზოალცენენ ნიხარ- 
აულებიდი წარმოებულის კერძო შემთხვევებს. რა0ჟან #(X,),8) სკავარული 

ტუნქციაა, ამიტომ იკი ინეარიანტულია კოორტინატრთა ტარიაქმნის მიმართ, ე.ი. 

# (X,, ». ჯ,) = თ(+ )/,2) (4) 

ხაიაც X, ),,2, ჩერტილის ახალი კრორტინატებია, ე.ი. 
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X = ბ,X,+ხ,), + ზვ 1,, 

'რეკ §,,X, + ჩ.:), +ჩა #§,, 

2=0,X#ჩო#+ჩხ9,- 

ტავაწნარმოეოთ (#) ტოლობა X-იით როტორც რიული ფუნეცია, ტეექნება; 

მი მჯ _% მ» _ % 98 _ |) % 
_ მი მX მ», ' მ მ» 2 მX, - ხან“ წა 7 #ჩ, 29 

ასევე ტვექნება : 

2. V,,- X მ % 2, -> #0. 5, +, +, #- 256 + = 222 ჯ მჯ მ”, 

: მე 2 
ეს ფორმულები ტვარნმუნებს, რიმ #(X,),:) ი«უნქციის კერძო ვ: ვჯ 6ა 
მდი. 
> წარმიებუიები ტარიაიქტნებიან იხე, როტორც ეექტორის კოორტინავები; 

მ 
აზრიტაილ, ველის ყოველ წერჟილბე. V(X,),>) ფუნქციის კერძო 2L > (2) 
2% 
გ, #არმოებულები ალიტენენ ეექტორს. ა8 ეექტორს ეუწოხოთი– დი რუნქ- 
ყიის ტრაიიენტი ლა აღენიშნიი იკი · ე-ძძ#ი –6ი; ამრიჟა0, 

/” . / + / – · ლაოიძჯ = დ. +V/-# #V,-X, (5) 

ხაიაც L, #”X ჰპრორტინავთა ღერძების მტებაეებია. · 

შემოვიტორ სიმბოტური ოპერატორი: 7-! 27-72; 7 #7. (6) . 
(ნაბია ოპერატორი) ; ამ რპერატრრს ახასიათებს ვექტორის თივისებები; იჟი 

ნრივ იიდრტერენციალური ოპერატორია. 

შევიანხმიეი , 9ოეელი ოპერატორი ტავავრცელორ 8ახბე, რაც მის შემ0ეშ 

ტიტას, ხოლო ტავამრავლობ მახბმე, რაც მის ჩინ იკას: ასე, მატალითა0, 2 დ 
მX 

2V მ მ 
არის მჯ წარმოებული, ხოლო #-2ჯ არის დ ფუნქციისა 0ა მ» ოპერა– 

ტორის ნამრავლი. ახლა 2 

წ.ი =(» 2 ,7323 179). თ-=7%.7%,72 ჯ (§ –- +7 2; წე) /=7 3 +7 27 + 36 =დიიძ(დ, 

ე.ი. 

ყიიძე =1 2% + 13 5# = 7. წ-ი. (7) 

იცხატია, ტრაიიენტი ახასიატებს სკალარულ ეეის, ივითონ კი ნწარნოაიცენს ეექ- 

ტორს. ტანნარტებიიან ჩანს, რომ ხ-იძდი ვექტორი ნიჰყვება ეჰვიპოტენციალური 

ბეიაპირის ნორმას M(X) 2) დწერტილბე, სიტრძით კი არის 

- მი#V2 მთ M2 მ! | ლა =/(9”+(30%(3X 
ახლა, რუ 7 (თ:/>, ითხი. Cა63) წ მიმარიულების ხტებავია, 6აშინ /#(X).5) 
დუნქყიის 6ი8მ8ართიულებითი წარმოებული არის 
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9% _ 9 ით6+ +ფიიი!) + ვდ იი 6+X – ლღიძ/- ნ რ). 

თუ უკანასკნელს მივიღებთ მხეძრველობაში, აძბვილა0 შევნიშნავთ, რომ 

5 მ 
ფიძძდი-# - 3) (9) 

სამაც ” ეკეიპოტენციალური ბეძმაპირის ნორმალის მცებავია, ხოლო > 

კი ი” ძუნქყიის ჩარმოებული წორმალის მიმართულებიი (ნორმალური ჩარმოებული). 

თრ, X#>7>) «უნეციის ტრალიენტსა 0ა მიმართულებით ნარმოებულს შორის 

რამოკირებულებას მარტივი ტეომეტრიული შინაარხი აქეს. გელის რონელიმე #M(», #2) 

ნერტილზე ცავაელორ ტიონეს დ(%.,. #2)= C ბეტიაპირი. ამ ბელაპირის ათებულ ნერ- 

ტილში ნორმალბე ტანავტომოთ #/ უეექტორი (ნახ.8), რომეიიც დ”ძძ # ს 

ტოლია. ავატოი ”V მონაკვეთბე, როტორე იიამეტრ- 

ბე, სდტერო 0ა ტანევიხიიით # 60იმართულება, 

რომეიიც ტალის / წჩწერვილზე. ევიქვათ, # 
არის ამ მიმართუივბის ტალაკვეთა სფეროსთან. 

ვინაიბან #M/IV არის მართი კურხე, ამივომ, 

ცხაიია, #M#/ მონაკვეთი წარნწოალჟენს წ ”ძძ/-ის 
ტეტმილს ? "“რმიმართულებაბე ა6, რაც იცივეა 

?(X #8) შუნქციის ნარმოებუის # მიმართუ- 

ლებით. 

ახია, ავიოით ველში რომელიმე ” მზიცულობა შემოსაზღვრული შეკრული 

გიუვი > ბეტრაპირიი, მაშინ ა0ცილი ექნება ტოლობებს: 

MI ძ” < / / იიაXძს, „წუ 4-ყითრ“, / ;4-/წთჩ+, 

: ხახას # კ მენაპირის კარე ნორმალის მუებავია; - სვახრაეცოთ ენ ჟორობები 

შესაბანისატ 1, 7: X# – ბზე ბა შეეკრიმოთ, მივიღები: 

/#/თიძჯძ,= #/-7ძ5; 

აქეიან საშუალო მნიშენეტობის ფორმულით ,ტეექნება: 

(ც”ძძ 7),VX= #(#-7ძა, 
ჯ 

საბას MM” არის #” მოცულობის ტარჯვეული წერტილი; ახია, თუ ტამაქალი 

ბოვარზე, როზესაც / მოცულობა იკუმშება / ჩერტილისაკენ, მივიღებთ: 

# “ »ძ5 

  

ნახ.8 

ლ”იძდ = (ო 
V-–·0 

ეს ფორმულა ანტკიცებს თიძ ი ოპერატორის ინვარიანეობას,. 

თუ ეისარტებლებთ (46 დ-ს კანნარტებიი, აიეილაი ყმავრნბუნ0ებით, 3ე0- 

9ეცი ტოლობების მართებულობაში: 

I. ყიიძ(+#)=ლ-ძძდთ+-დC+„0იძდ, 

2. დ”ძძ (4 დ) = #ფიიძ დ, (C 4 მუიმივი ხამრავლია) 

9. ფიძ(ჯი) =იდ9ძ# +#8>9ძჯ, 
#. დ-ძძ ”(-) = ”(ი)ფიძდ.



მაჟალითი (. ეძქვა,, წ, არის ჩერტილის რალიუს–ვექ- 
ტორის სიიიიის ჩწარმოებატი ჭჯუნქცია; ტამოეივალოი დ() ფუნქციის ტრა- 
იიენტი, თუ X =I#X5+)"+1IL; ტეაქეს წოძ დი) = «()ძ-იძ ”; მატრამ 

+ მ მ _ >. 2 / »” ' ლწიძ”-=L 55+ 2-+# 5§ – > (X6#)7 +26) – >; 

ამრიტაი, დლ»ძძ დ(ო) = # (I) XL. 

ჰერძოლ, რუ #0)=,ი მაშინ ფ”თძ -L -- 5. 

მაკჟალი.იი 2. ეიქვაი, V(M,M) არის რომელიმე არეში # ია 
V-ს მიმარი უშყვეტაი ჩარმოებალი ფუნქცია; ტამოეივალოი დ(ი#,'. ფუნქციის 
ტრაილიენტი, იუ «რ 0ა ” X,),8 კიორიინატების რწარმოებაილი ფუნქციებია. 

რიუღი ტფტუნქციის ტანარმოების ჩესირ ტეაქეს 

მი _ მძი მი, % 29% 9% 9%, მ2(0 _ მდ მ« , %. მ” 
მX " ში მX “ მV 2X” „ლ 2- «იფ :L- > მX “მ 2> 

, ჩუ აზ რარმოებულებს ტავაზრაელები #./. # – ბე შესაბამისაი0 შევკრები, 

ტვექნება 

: ჯმ  წ9 XV 2დ /> მ , 7 მM , > 9X#). 

წიძძ ჯ(V,#)= 36 (1 2:73 +6 220+% 1=9+72-+X2; 

უსი. 

ფოძძ დ (V, #) = წ-ძ-იძ“ + % ციის. 

ტ ; #9, 72, 85 აჟტალიირძი ქ. ცჟამოვიეალო #=2:% §: 7 61 ფუნქციის წარმოე–- 

ბული /I(ის”. წერვიიის ”» რალიუს–ვექტორის მიმარიულებიი. X ეექტო- 
რის მიმარიულების კოსინუსებია -X, X, «4, აზიჟიმ საძიებელი 2 
მიებული იქნება 7 

4» 
ფ?. 9I

X 2% _ 2, 2 · ი ბი% ა _ 2» » ,_ 27 » _ თ-ფორაწ იმაში -67-82:+2#- 

«(
ა 

X 

ჯ 2 კ 

(X+8+2)=-+-%. 
ე. ვექტორის ჩარმოებუტლტი მიოიცეზული 8იშმა“ 

რულები #6. შევისნაელორ ვექტორულ ველში ბზოტიერიი საჭირო იიფერენციალური 

ოპერაციები. ეიქეათ, ტეაქეს #0-)=XC%),”) ვექტორის ვექტორული ველი, ევიტულისხ- 
მოი, რიმ ეეიის ძიველ ჩერჟიიზე # ეექტორის #,, ნ, ია ჩ, „კოორიინატები 
აუნდვეტჭალ ჩარზოებაიი ფუნქციებია. 

ი(ი)2) ტუნქციის სკალარული ველის შესწავლისას ეწახეთ, როზ ველის 
ყოველი ჩერტილის მიტიამოზე · დ(X),2) ძუწნქციის ცეალებადლობას ახასიარებია 
იიძდ ვექტორი. ეს ვექვორი V#(X/,2) ძ«უნქციის მიმარი ახსრულებია იტივე 

რიის, რასაც ასრულებს ერიი ცელაიის #(X) მზუნეციის მიმარი მისი /#'V(X) 
წარმიებეიი; მხატრამ ##დ(X,),27) სკალარია, ხოლო დოიძ # კი ჟექტორი, ე.ი. 

უდრო მაღალი რანტის ობიექტი, უჟიირე სკალარი. ' 
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LC) ვექტორის ეელის შესწჩავიისას საჭიროა შეზოდებუი იქნეს ისეთი 

ხსიიილე, რომელიც შეასრულებს ჩარმოებულის როლს; ცხალია, ასეთი სიტილე იქნე–- 
ბა უფრო მაღალი რანტის ობიექტი, ეიი0რე რძეირძ უექტორია! · 

არ ტამოვილერ ეექტორული ანალიბის ფარტლებიტან ტა შევჩერიეთ აქ 0ხო- 
ლოი /# .ეექტორის წარმოებულბე მოცემული მიმართულებით ია მასიან იაკაეში– 

რებულ საკითხებია6ნ6, რომლებსაც აქეს ტამოძენება ტექნიკაში. 

ტავაეიორ ველის /#(MV7) ჩერტილბე რომელიმე # ჩრძე, რომლის ხიმარ- 
თულების კოსინუსები იყოს იCთ4,X, 6906) ია თინ >. ავიღოთ ამ ჩრვებე M 
წერვილის მეჭბობელი M(X+4X,/+ტ), §74ა)წერტილი. შევალტინოი დარლიობა 

წ0)-წრ) _ ”C+46X,/2ტ), #+45) -ჩ CV.) _ 46 . 
MM = - MV MVMV 

ა დარტობის ბოვარს, როლიესაც MM  მზოწაკეეთის სიტრძე ბიისნრაძვის წული- 

ენ, ეწოხება # გექვირის წარმოებული # მიმარტულებიი ია აღინიშნება 
> – ით, ე.ი, 

% · 20 ი 4-., 
26 ოხM.0 MM 

რაიტან #ჩ- I” + #ჩ სატაც 0/7/# პრორტინატთა ღერძების მტეტავებია, 

ანიჟო8მ 

ან= #4ჩ +/”/, +ჩჩ · 

ჩეენს შემთხევევაში –=.ჩ ია ჩ/# ლხიძერენცირებაიი ფუნქციებია 0ა, მაშა– 

საბამე, # 2# 26 

4 -= XI 224» #3, 2) #2; 4“ #+ფ4X+4ტ4X#+ 4) # 

მ, <2 
+7(8> მნ კ.ბნაე+2662466X+,0/+ ეტი) მნ(224X-შ, ტ/# 2ჯ 29 06 +4,0Mემ4/2),ტ7)- 

უკანასკნელი შეიძლება ახ. წარზოვაიცინოი: 

4ნ= 2-5X+3:-4/+2 279%/ -«X+/-84/+# „”44, 

საიაც ,8 0ა ). უსასრულოდ ნცირეებია 47, ტბრV ისა ბ- სიტიიეებიან 

ერთაირ; 
თუ M რ6ნონაკვეთის სიჟრძე არის კ, ნაშინ 

აX =ტ0-ათჩ,»X, ტიუ =4ჩ- ითჩ), წე? ით IX, 

ამიტომ – 

4” # „0 2ნ აიტან ხთან2 «795 7ეათ/+ნჯთხ2- 

MM მ» მ) MV 

ახლა, თუ ტალაეალთ ბოეარბე, როიხესაე 4ხ მნიიხნრათვის ნულისაკენ, მივიოები: 

პნ _ #. წ სა(6 2 26 იინ; +3= თია ,2 (10) 
286 
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()0) დორმულა ტეაძლევს წ(X.2>) ვექვორის წარმოებუის წხ მნიმართულებიი. 
, იყოს #ჩ ნიმართულების წტებავი, ე.ი. 

ნ; =76თV,X +750%) #წით67 · 
– 

შევატჟინოი # –ისა ია სიმბოლური წ უეექტორის სკალარული 6ამრაელი, ტვექ- 

ნება = 

7-· #7 = ი 6X- 2. ა 727 + ალან წ. 5-- 

ახტა, თუ #7 ოპერატორს ტავავრცელები # ეექტორბე, მივიღებთ 

ითწ»X -X + ითნე % >> ჟამოსახულებას; 

ამრიჟატ, მეცკეიძლია ძავნწეროძ: 

– – სა 
მ/ – /(#.V)#-. (/( X =(#8-V# ) 

ბილის, რუ V(,/,>) რომელიმე ვექტორია, მამი6 ლიფერენციალური V-V 
ოპერატორი იქნება 

8 -– 2 2 მ დ.წ = დ-3ჯ +9%'ფ; ·9, 9L 

ამიჟიმ ( დ. ი ტამოსახუტების ქეეშ უნია ტვესმოტეს შემმეტი ვექტორი: 

ბუ თ%,თ%,თ>X., (9. – 85-29 2 #+% 3> ((2) 

– – – 

შეიძიება იტამტკიციეს, რონ (C.V)/ წარზიალტენს # ვექტორის ნარმოე- 
ბულს C ვექტორის მიმართულებით, ტცამრავლებუის თ უექტორის სიტიძებე. 

იეექტორის იივერტცტენცძცი. ავიღოთ რიმელიმე #(M)= 

=/”ნრ)7)ვექტორის ვექტორული ველი; სიმარვივისათეის ვიჟულისხმოთ იკი სტა–- 

ცირნარულტი, 

ეთქვა”, X,V, > გტეკნილები არის ეელის წერტილის MV, #2) ჰპრორცინა- 

ტების უნყვეტა0 წარმოებატი ფუნქციები. 

ტანეიხილოთ ეელში ისეთი ჩირი, რომლის ყოეელ წერტილზე ველის ვექტორს 

აქვს მხები მიმარიულება (6ახ. 9); ახეტ ნირებს ვეიის ე ექტორული 

ნირები ეჩოიება. თუ ძ,(0X,ძ),ძ-) არის ვექტორულ ჩწირზე წერტილის მცი- 
რე ვექტრრული ტახააილტილება, მაში6, განმარტების თანახნა0, ტეექნება 

ძი 7, 
ეკი. 

%>= %=%. ი3) 
(/ე) სისტემა ნარნოაილტენს ეექტორული ჩირების ტიიტდერენციალურ ცანცოლებებს. 

თუ L არის ეექტორულ ეელში რომელიმე შეკრული ჩირი“ , მაშინ ა8 ჩირის 

/ რომელიც არ არის ეექტორული წირი.



ნერტიტებმე ტავარებული ეექტორული ჩირები ატტენენ რტეტაპირს, რომელსაც 

ვექტორული ბილი უეჩიოტება. 
ავირორ· ვექტორულ ველში რომელიმე ორპირა ტიუევი X» ბებაპირი. «5 

იყოს ბელიაპირის ფართითი ელემენტი. აოენიშნოი #-ითით თ«5 ელენენტის რო- 

მელიზე M#M ჯჩერჟილზე წორნალის (ცარე) ნცებავი. ია ელეზენტის ფართობის 

სიმცირის ტაო ა8 ეძემენტბე /# ვექტორი შეიძლება მ0იეიღოთ უცვლიელა0 რო- 
ტორც სილილით, ასევე ნიმართულებითა). ახლა ტარკეეულობისაძვის ჩაეთეალტოთ 

#” ექექტორი რიზელიმე უკუმზშეალი სითხის იინების სიჩქარეი; ასეთ შემიხვე- 
უაში, ყხაბისა, სითხის რაოიენობა! , რომელიც ცაივლის ერთეულ ირომი «ძა 

ელემენჟბე, იქნება: 

გეგ #ძ§ =#.>#ძ3 = (XლაიX + წ ით”) + # Cთ0M:>)25. 

უვუნოლოთ ან ტამოსახულებას /”“ უექტორის 6 ა კ ა„– 

იი ბეიაპირი ს «5 ელემენტზე, ხოლო ბე– L 

M ი ტხაპირუიი ინტეტრალი 
“ ს · 

#7 #”C-#Mძ§ = (XX #V7.თიე + 7ითი,2)ძ5 
# 2> 

  

ნახ.9 იქნება ” ეექტორის ნაკა0რმი > მე- 
რაპირზე. 

ჟუნოლოთ 
კ2_ 2X , 2# 

7-/ = (–23:+7237;+M 257) = 45 + 27 

ტამოსახულებანს # ეექვლოის იივერტცტენცი ნწახ.I0 
რა იცი ძIV ჩ – ით აღენიშნორ, ე.ი. · 

მ 
ძი = 22% 327-#5> (4) 

ანრიკალ, ძIV L ახასიათებს ვექტორუი ეელს, მაცრამ იეიიონ არის სკატარი. 

თუ ჟისარკებლები (IC) ტოლობით, აივილა0 იავრნმუნლებიი შემლიეცი ტოლობების 
შართებულობაუი“: = _ 

I. ძV(6 + #7 )=ძIMV# #ძVV?, 

2. ძV(4 )=4ძVL, ( # მუიმიეი მამრაეიია) (15) 

შ. ძVი(დ-ჩ)= ძი +თოძჯ-”. 

ე.ი.ხითჩის მოცულობა. 

2 პირველი ორი ტოლობის ნართებულობა თავისიავაი9 ცხადია; ვაჩვენო? აქ 

მესანე ტოლობის მარიძებულობა. ტეაქეს 

ჯ/ (VI, წ, #2), ამიტომ "ძV(V I) – 8 (VX)+3,(77)+3;-6 2) – 

=7(2%+2X-+52. #>XX+2L +277 = 70V/ #თ იძი“. 
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მატალითი (, ტცამოევბეალო8 წერილის » რაიიუს-ეექტორის 

იიეერტენცი, რაიტან 
– – – 
” =X.L+7//“2+ I #, 

ამიტომ, ცხალია, 

ძ«»V# = 25% + +242 - 

მაკატიიიი 5. ”» იყოს M#C6ი),#) წერტილის რაიიუს-ვექტო- 

რი, ხხიხი ” მისი სიგრძე. ტანესაბოეროთ უნყვეტა0 ჩარმოებალი #(”) 

ჭუნქცია იმ პირობიირ, რონ აიტილი ჰქონიეს ტოლობას 

ძIV I#60-)X I = 0. 
აშ შემიხეევამი (15) ფორმულის მიხელეით ტვექნება 

ძIVI თ(-)-X) = ჯ(ო)ძIV 6 + ფღიძ/-X = 376) +დ-იძ--დ (ი) – 3თ0(1+%V)”. 
ახტა საჭიროა ამოვხსნათ განგოლება 

3ი0)77#“ =0. 

იუ დ06)#0, ტცეექნება %#7%”) _ _ 3. 

საიტანაც 

IM | «(| =იC- 35” (2>0), 
ანუ C 

II) --5 
ხა, ზაშახაიანე, C 

 =–- (12 3 

საბაც C ნებისხიერი მუტინივია, 

“ აეიღოთ ველში რომეიიმე V მოცულობა, შემოსაბოვრუიი ტიუვი X 

ბემაპირიი; რუდი ტაუსის ძძორმულა: 

2” მჯ 4 - 2 #LC> +254 > +255)ძ. -წ07თ. # დით) +# CM 5)ძი, ((6) 

საიაც # ბერმაპირის ტარე ნორმალია. 

# (0,7) იყოს ველის ჟექტირი, რაიტან 
20 , მ; 

ძV/” =3- ”, მ/ 8”: 

–< რ) 
/#/ ·# = 1ი0/,X+0 Cთ 7» #/7 2708 , 

ამიყინ ტაუსის ფორმულა ასე ჩაინერება: 

#4.” – #7" #ძრ, (17) 

აქ, იხალია, ინჟეტრალი ჯ” -7ძC არის #. ეექტორის წნაკატი შეკრულ > 

ბეიმაპირზე. საშუალო ნნიშენელობის დორმულიით ტვექნება 

„ (თრ, < #54,



საიაც # არის V მოცულობის ტარკვეული ჩერტილი; რუ ტაიაეალი ტოვარშე, 
როტესაც V მოცულობა იკუმშება #M ჩერტილისაკე6, ხაშინ ტვექნება 

ძIV ჩ = IIო (2222 CI(8) 
V-–0 

ამრიჟან, # ეექტორის იი ვერტენცი რომელტციზე ჩერ- 
ტილბე არიხ ამ წერტილის ირტელიე შეკრულ 

ბერტაპირზე L ვექტორის 6აკატის სარაწატი 

8ოცულობასრან6 არტიბის ტოვარი, როყა მიცყუ- 

იობა მიისწრაფეის ნულისაკენ. (18) ფორმულა ამტკიცებს ძV/”  ოპერატო- 

რის ინვარიანტობას. 

მაკალირი 6. ქიეეათ, მყარი სხეული ბრუნავს მკეიტრი ტერძის 

ტარმემო მუიმიეი C5 (#,9, ”) კუიხური სიჩქარით; ტაზოეიეალით სიჩქარეთა 

ველის ტივერტენცი. სიმარტივისაძვის ეიკტულისხმოი , რომ ბრუნეის 4 დერძი 

ტალის | კოორიინატია სათაჟებე, ასეთ შემთხვევაში ხხეული M/»ი)”) წერტი- 

ლის XV» ხიჩქარის ტეტმილები არის: 

M# - 9-7, 
<= 7X-7##5, , 

V, =<მ/-ც8X. 

სიჩქარეთა ქეშის იტიეერტენცი იქნება 

ძ»2= 2. (97–)+3; (X-85)+2-C/ -45)- მ. 

  

6ნახ.!! 

5. ეექტორის როტორი. ავიღოთ რომელიმე #0) =/” თ. ; 2) 
უექტორის ვექტორული ველი; სიმარტივისარვის მივიოოიი იტი სტაციონარული, 

ელქეაი, #X,X#,” ტეცჟმილები არს #(X)2) წერვილის კოორტინა- 

ტების უნყვეტალ9 წარმოებატბი ფუნქციები; ვუნოილოთრ ვექტორს 

LX / # 
”- § 8 6 -(2-976-0-2-29 

#» V 2 

ჩეექტირის როტორი იტა აღენიმნობ „იხ / – ით, ე.ი. 

> „ი –1(27 -2X)+7(22 ->)+ #(2I- 2). (18) 

იეცხატიია, ”9L #ჩ. უეექტორი ახახიადებს ვექტორულ ველს 0ა თიეირონაც არის ვექ- 

ფორი, - 

· თუ ჟისარტებიებთ (19) ფლღრმულით, აიეილალ იავრჩმუნტებიი შემიეცი 
ტოლობების მართებულობაში: -” 
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I. „> (6+9)=+0C#” XC V, 

2. „ი (4”) = #ი-0L#, (# მუღმივი მამრავლია) (20) 
ვ. „ი (7) = ი-ის” + დიიძი X #-, 

შარალიაც , პირველი. ორი ტოტობის მარძებულობა რაეისთავატ ცხატია; ეაჩეენოთ 

ზეხაზე ტოლობის მზარიებულობა: ტვაქვს #7” ( V#XV,#/X, 72), ანიტომ 

თი (ჯ”) =XI §(ჯ>) – 3.(77) +7| 2CVX) – (#2) + 

+CI + (9X)- ფ, (7X) = X7(2#– 21)+77 (2 - 9)” 
– /ა – – მ –/მ XI - %)+I(37 2-2 7)+7(% #- I 2) #M(I /-ფ ი- 

> 7» # 

V ს " 
შX თ % 
Xჯ 

შეიძლება შემოჩმიეს ატრერვე შემიეტი ტოლობების მარლებულობა: 

ჰ„ (”X6)= 8. – ”-LV, _ 
ლიძ(/-7) =(ჩ-წ) 9 +(6-V)/ #”XXVIწ+9VX„-იL” , (24) 

»თ (IX წ) =(თ->)(C –(–-V) დ # #9, 9 - წთ,”/, 

=ი,M=M+ = დ >XLჩ + ფოძიXV/ 

    

რომლებსაც ტამოყენება აქვთ ტექნიკაში. 
ავიოტოთ ვექტორულ ველში ტლუვი 48 

წირი; X# იყოს ჩირის ჩნერტილის რა- 

ლიუს–ვექტორი; ხოლო ძI (ძX, ძ/,ძ>») 
რაიტიუს–ვექტორის ტიიცერენციალია. 

ცხაიია, #42 = X«X +XI +279» 
არის ეელის ” უეექტორის მუმაობა 

(ეძემენტარუიი) ძ-ა ტაიააიტილებაშე, 
ხილი ნირიიი ინტეჟცტრალი 

/ 654” – / XX » V/«), #2 42 ნახ.12 
4 48 

  

არისს /# ვექტორის ნუშაოიბა #8 კბაზე. 

ეუნოლიით ნინიი CC”. ინტეტრალს, შეკრულ ტიუვ L ჩნირბე, 

ეექყორის ცირკულტაძია L ჩირბე. 
გავსეიი L  ჩირწე რომელიმე ტიუვი 2 ბეილაპირი; იავწეროთ 

სტოქსის ფორმულა: 

იმ”? 20 რ ი? 2” 4 20 _ 2” “ა = 

/I(7- ფლინ + -ა)თია 76? -ფეთიე« 
=#6M + C0ძ2/ +#ძX , 

საბაც 2 ბეიაპირის ტარე ნორმატლია. 8 

ჩ”(ჩ0,7) იყოს ველის ვექტორი; ცხაიია, / აიტენს ეექტორულ ეეს, 
რაიცკან6 
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C;- - ეთ «თი#X +(-- 2# )ითიგ «(22 – 20%. –»”-თ” 7», 

ხოლო –ი»-0ძ, ჩი -/” 4“, ამიიოიბ სფიქსი ს გო“შჟლა კახე ჩაიჩერება: 

/ 9” ძნ –=Cთ/ ძი. (23) 
» # 

აქ, ცხაიია, #” ი არის ეექტორის ცირჯსუიხასყია L წირბე, ხოლო 

< – 

/ / 206 არის ეელის #თი/ როჟორის წაკაბი > ბელაპირბე. 
ახლა, ავილოი ველში რომეტცტიშე V მოცულობა, შენოსაბოვრული #რეკრული 

ბიუვი 2. 4ეტაპირითი; ასეთ შემთხეევაში აიცილი აქეს ტოლობებს: 

#(# – 22 29-= /ნ (ჩითი - 0-2, #(2> - #4)“. 

- #5» ს – წ ით»X)ძ5, #(%- მ) -#რ=4 – Xთი2)ძ§ . 

ცავამრავიიი ეს ტოლობები შესაბამისაი #. წრ #  – ბე ია შევკრიბით „მივიოებთ 

# CV « = #72 XV ძა. 
»” 2ჯ 

ისე, როტორც ზემოთ, საშუალო მნიშვნელობის ფორმულის ცამიყენებით, ტვექნება 

– #წ#> X#ჩ., ძა 
ონ/ =Iსი 2  _, (24) 

V–0 V 

ეს ფორბულა ატრეთვე ამტკიცებს IM0L„  ოპერაკორის ინვარიანვობას. 

მაცაიიიძი 7. ეიქვაძ, მყარი სხეული ბრუნავს მკეიმრი ღერძის 

ცგარმემო მუიმივი -I(0,9,”) ჰუთხური სიჩქარით. ცამოეთვალოთ სიჩქარეთა ველის 

”L”» როტორი. რალ0ტან 

9, =95 -), M5=7X-ი2, ი-/)-%», 
ანიტომ - 

ჯ 7 I 
მ" "  "-–.“.... 

ფია IM ჩ/-% 

78 6+-ო)-;(ფ-99 +”I2 («-ი9)-8 64 -ო)= 

=2( 90+/წ+M##”) =205. 

6 5. მეორე რიცის ძიიფერენციატური ოპერატორები 

ტემოთ ტავეცანით სკალარუტი ფუნქციის ტრატიენტს ტა ქჭექტორული ფთუნე- 

ყიის ეივერცენცხა ბა როჟორს; მაი ენოიება პ ირეველი რიკის 

ნრიოივი იიდერენციალური ოპერატორები. ახლა, 

შეეისნაელოთ ნეორე რიცის ძმიდერენციალური ოპერატორები. ცტანეიხილოთ «#(X,), 72) 
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სკალარული ია # (X,X 8) ვექტორული ფუნქციები; ვიტულისხნოი, რომ ჟანსახიC 
ველ არეში როცორც #(X,),X), ასევე M, ” ია # ძუნქციები X,) 58 „კოორლი- 
ნავების მიმართ უჩივეტაიტ წჩარმოებატი ფუნქციებია მეორე რიტამძე ჩათვლით, 

|. კანეიხიტოი ტოლობა 

–=L.თდ.=7%., 19%,” X ყ-იძი Vწ.დ L =X +732, ##%. (1) - 

ტავამრავლორ იცი სკალარულაც სიზბოლურ V ეექტორზე, ე.ი. ტამოვთეა– 

ლოთ ძV(ყოძდ) ტამოსახულება; ტეაქვს 

ძI/(ცოძ() = 7-წ ი = 2 აქწიბბი” –ტბი- 

22 -8ა' 
25, 

აქ გ =1 ძე ოპერატორს ეჩნოლხრეშბა ი აპლტასი ს! ოპერაჟორი , ხოლო 
1 ვჯ? 

22 

27 გე? 

გ 9=2% 4“ „> 5 2%.0. ტჟანტილებასს–ი აპტასის განტოლება. ამრიცაირ, 
7 

_ ძ„V(ფ-იძ დ) =4#. (2) 

2. ახია ტცავამრაელოთ (I) ტოლობა ვექტორულაი სიმბოიურ წ გექვორზე, 
ე.ი. ტამოვივალოთ ”იL(ც”იძ დ) ცანოსახულება; ტვაქეს 

+ 7 X% 
–– 

პ? 22დ 

»იL(ლიძ ი) = წ«წი = = # 2. – L(2X –220·+ 

მ/ 27 
“ების წ 5 

#7(21- მჯმ2 722 2) +# (32 325 -– 327 22 

ამრიცა0, აიკილი აქეს ტოლობას: 

„ი (დოიძ /)– 
უჟ. კანეიხიტლოძ ძნ =. L ტოლობა; ტავამრავლოთ იტი სიმბოლურ 7 

ქექტორზე, ე.ი. ტამოეთეალით ყ”ძძ (ძM ” ) ტაზოსახულება; ტვაქეს 

(3)) 

თიძძ (ძIV ნ)=წV- 7. (4). 

#, ახია ცანვიხილოით ტოლობა: ს 

_ |I6 / # 
»იL” =VწXჩ =| 5. 37 +. (5) 

ჯX V»X 72 
– 

ტავამრაელი იგი სკაიტარუაი V ეექტორბე, ე.ი. ტამოეთეალოთ ძMV(ის”) 
ტამოსახულეშბა, ტეაქეს 

ბ7 _ M (2X _ 38. +959 2(%-57)+7. X(>“ ძირ /)= 7 V-X = =ჯ 

1ს 8. 1L 996 (IIყვ- (8 თ) -ტამოჩენილი ფრანცი ხათემაჟიკოსი, ფიტი- 
კრხი ია ასტრონომი; იყო პარიბის აკამემიის ჩევრი. 

უმ



ამრიკა0ი, ა9იტილი აქვს ტოლობას 

ძIV (”იL #) =0, 

5. ბოლოს,(5) ტოლოშა ტავამრავილოთ ვექტორულაი #7 სიმბოლურ ვექტორ– 

ბე, ე.ი. ტამოვთვალოთ I0L (#9 ”) გამოსახულება; #0 (#0L/) ევექჟორის 
ტეტმილი კოორტინავთა ოერძებბე არის 

„ი, (თიL/-) =ჯ..(: 2)“ 83-(52X- 242) 2X 2>X 2X 

(6) 

22 #6) < პმ, მჯ? გკ?1 >>, 

2 
ნარჯვენა მხარეში ტავუმატოი 0ა ტამოვაკილოი 2X უკ ტამოსახუცლცება, 

ძეექნება: 

> პ „XL, (=%L#) =2.(2#6 2)-(29+:21-2 

ამრიტაი, 

„თ, (LL) = 2 (ძV# ) – 4X, 
ანალოტიურალ ცვექნება: 

«, CიL#) = 2; (9 #)- 47, ”იL, CიL#) – 2 (4+ჩ)-47. 

ახლა, თუ ნიოებულ ტოლობებს ტავამრავლები შესაბამიხატ #ჯ, 7: # – ზე ლა 

შევკრებთ, მივიტები: 

„იხ(ოხ/# ) = წოიძ (4:V#) – 4#ჩ, (7) 

საიაც 4ჩ-იი აღნიშნულია ვექტორი, რომიის ტეცმილებია 4X, 4” ია #24. 

ამრიძა0, ტვაქვს შემიეტი ხუთი მეორე რიტის წრფივი ლიფერენციალური 
ოპერატორი: 

4 წ. 7დ =ძიV(ლიძდი)=4%, 

2. 9. 7” = თ-იძ(ძV#), 
3. წ-( წX#;)= ძIV(-0L#-) = 0, (8) 

4 7XV7 წ <= »თL(წ-იძ დ) <0, 
5. რაი აბას ლიძ(ძV”)-46, 

მაკალიიი ჰეთქვაი, ” არის M(=X#,”) წერჟილის რა- 
იიუს–ვექტორი, ხოლო ”- სიტილე. ტამოვთეალოთ “იობი, ერთი 

. ( 4. 
6ხრიე, ძ(დიძ-)-ტ»; მეორე მხრიე, 3 2=( +) -- - ს > =- 50 ხიიო 

2(/ 1 
ბ-(ჯ) _1 კ3X%- _ (1, 54 

  

(+) ჯ 
_„ეაე“= -3 + =% . ანალიტიურაი წ/ _1 კ) 2”. 
237. »8§ · 4 2 ჯვ? #5 ფიურატ, –პუ2 “ –ჯ§V »5' 

' 
#2): ა §32 , პმიტომ ძI (ფ-იძ +)> 0. 
ვ #3 # 4 

მაჟუალითი 2 დი # იყოს, ცელაიების უნფეეტაი 
ჩარმიებალი ფუნქციები მეორე რიტამიე ჩათელით; ცამოვთეალოი 4 /დჯდ). ტვაქვს: 

ვ!



ტრიგა ბაგი 5 (-/)+ MM ნე: უი, ა)” 
#2 #. =X 

#2(- >» მ» " მ/ ბ/ ' მ» 29) +96(82- 5 მ)? +527) 
= 7 47#CV.4/ + 2წიიძ ი -ლ-ძძ/. 

მივიყვანოთ აქ ბოჟიერთი ფორმულა, რონელიაე ლტიტძი ტამოყენება აქეთ, 

წ.) ჯი, »?) რია V#V, #2) იყოს MX)? _კოორლინატების ორი სკალა- 

რუიი თდუნქცია. ვიტულისხმოდ, რიმ ეს ფუნქციები სივრცით არეში, რომელიც 
მენოსაბოვრულიას ტლუვი ტეხაპირირ, უნივეტალ წარმოებაიი ფუნქციებია შეორე 

რიცამლხე ჩაიელით. შევატკინოი ვექტორი 

# = ჯყიიძჯ. 
ტეაქვს , 

ძI” (ი დ-იძ დ) = ( ძIV (თ-ძძ /) + თ-0ძდ. ლიიძდ = 

=Cდ-4თV +0-0თძ დ-იიძძი · 

ტამოვიყენო აქ ტაუსი ს ფორმულას 

#+"+ -#/” ·#”ძC, 

ჩვენს შენიხვევაში #.წთი ლიძ #”ჩ -/>» , ანიტომ ცეექნება 

კ#იროლძი ლოიძ #1ძ» :წM>X % (3) 

კერძოტ, რიკა ?ჩ=1, მივიოღებთ ტოლობას: ! 
_–. 

4დი” = C 2. ((0) 
/ მ” 

» ჯ 

(9) ტფორმულიტან, თუ #” ფუნქციას შევსეიით დ-რი, მივიტებთ ტოლობას: 

”I“« +(დ-იძყ)?|ძ- = # / 4 ი. (4) 

თუ L2) ფორმულაში ცაბაესეამი V ია ” ძუნქციებს ია ნიოებუიი ცოლიბებს 

ცფამოვაჰლები ერიმანეთს, ნიეიოები ტრი 6ი ს შემბეც ძორხუცლას: 

#7I(V4ჯ – 74%)ძ» -#(CVX- „X ძრ. (I2) 
» ჯ 

2. ცანვიხიიოთ სივრციიი VM არე, შემოსაბოვრული ტიტუეი > მბეძაპირი:; 

Mრუნ)იყლოს M არეში ცვლაიი ნერტილი, ხოლო M(,),-)-სივრცის რონელინე 
ნერტილი; მივიღოთ XV) 2 სილილეები პარამეტრებაი; V(6,7%<) იყოს »” 
არეში უნყვეტი 0ა უნყეეტა0 წარნოებატი (მეორე რიცანტე ჩათვლით) ფუნქცია, 

ხო” ”=XC-90>რ-))5C-1-ნანძიტი # ია #. ჩერფილებს შორის, როდესაც # 
/ 

ნერგილი არ ემიხვეევა / ნჩნერკიის, > იქნება. უჩწყვეჟვი ია უწყეერა0ი 6არ- 

ხოებატბი თუნქცია როცკორც #,7,%, ასევე X,),2 ცელგლაიების წიმართ; მხორიი 

იცი / ჯერჯაილბე კარტაეს ახრს. 

უ2



რაიჟან / , 

პი) _ §C», 262) / 3(C-»” 
26 »” % ყ ,» ? (· 

ასევე / 2()_ / _ პო” ბ) 3C-»” 
მჯ. #6 262: -6- #C- 

ამზიჟომ ალჟილი აქვს ტოლობას > 4 

ა(0= “29, > 5182 =0. (3) 
გ მ “პპ? გ > , 

, , -; 2/-/. 
ასეჟე მართებულია ტოლობა. 29. (ჯ თ, 2%» –----.=0, 

' “მჯ2 . ბჯ/2 “ მ» “274 
ტანვეიხილოი შემიხვევა, როიესასც / ჩერტილი 

მიებარეიბს V არეში (6ნახ./3); რაიტან => 

ძუნქცია #M ჩერჟილზე ტანიციის ჩძვეტას, ამი- 
ტომ ამ ტარემოების თავიტცან აცილების ნწიტნი«, 

ტამოეყოი / დწერჟილი · 6-რალიუსიანი სრერორი, 

ცენტრით /# დნერჟილში; რომლის ტელაპირი იყოს #- 

M«-იი აოვნიშნოი იარჩენილი არე. ცხალია, M-ის 

სატოვარა << ია % ტეიხაპირები; იაეწეროი ტეტ რი6ის «ორმულა #V# 

ია წ ფუნქციებისაივის, ტვექნება: 

-9#+-/090-#72009-#C 4 42) (C %M, 04) 
აქ % ეთაპირზე კარ. წორმალს ექნება ”» ეექჟორის საწინააღმიეტო მი- 

8ტართულება, ამიტომ 

ჩია) ძირ) _ / 
თ». "12 + 

  

ჯ 

ნახ./ჟ 

  

„ხა, მაშასატანე, # ძი წწ “(C“« – 2# (4: V 
ზ 

საშუალო მნიშენელიბის «ორმულიი # ა» #46 '"ხალაც M სდეროს 

“ რობელიშე შიტა ჩერვილია; ამრიცაი, ჟ% 

# „ 90%,, = 4>#(V)- 

% ძი 

თუ ტაიაეაიტ ტღეარბე, როიესაე,ც ნწ მიისნრადეის ნულისაკენ, მიევიტები 

ს» § ჯ 472 – 4/%, 05) | 

% ს 

მეორეს 8ხრიე, 

|# (8644 (თო 4 - როთ #1.



ამიყიმ 

· / « 
.-'5# ჯ 5+ ძძ =0. (273) 

«იუ მხეძველობაში მივიტები (15) ია ((6) ტოლოზებს ია ტაიავალრ ბოვარ- 
ზე (Iს) ტოლობაში, როიხესაც § მიისჩრა. 6 ნულისაკენ, მაში6, რაიჟაწ 

სთ V =V, ტქვექნება 
6=0 · 

C( ; /ო--ი წ + 4:##C#-/994- (თ. ! 
- 

ახლა, (410) დორმულიდტა6 საშუალო მნიშვნელობის ფორმულის ტამოძენებიი, 8ივი–- 

ტებ იაპლიასი ოთა შეზიეტ წარმოძბტენას: 

„ #9 
იდ- ჩო _ჯX » 08) 

V-06 ” 

65 6. ტოტიერიი ვექტორული ველი · 

სხვაბასხეა სახის ვექტორულ ეელეშიიან ხშირა0 ტეხელება სამი სახის 

უეტი: პოტენციალური, სოლენოიტალური ბა ჰარმონიული ველები, ტაწვიხილოით იი- 

ღღღეაეაესა –_ 
I) პოტენციალური ველი. #(M)”წ(ი»9) ვექტორის 

ვექტორულ ველს, ტანსაბოვრულს სიერცი” რომელიმე +! არეზე, ეწილება  . 
პოტენციალური ი, იუ იტი რომელიზე სკალარული ფუნქციის ტრატიენ–- 

ტის ეელია; ე.ი. არსებობს ისერი სკალარული #(”) დუნქცია, რომ ველის 

ყოველ ჩერტიიბე აიტილი აქვს ტოლობას 

#(M) = ლ-იძ«(”) .· (C9) 

ვიტულისხმოთ, რიმ +: არეში #ჩ(M) უნყვეტალ ჩარმოებალი დუნქციაა. 
ქვეზოი ნაჩეენები იქნება რომ, იუ (:) ზარტივაც ბმული არეა, ნაშინ 

#(% 2) დუნქცია იქნება ცალსახა. ჩვენ უნთაერესალ0 ასეთ ველებთან ტვექნება 
საქმე. 

#(M)=ი(%), 2) დუნქციას ენოლება ეექტორული ეეილის ან » ვექტორის პო- 

ტენციალი?, 
(I) ტრლობიტა6 ტეაქვს 

3 =%, =C+- ჩ ჩნ =>. ჩ, 2) /> =3 (1) 

ე.ი. #პ არეში მიებარე ძოველი შეკრული ჩირი იეფორმაციით ლხაიყვანება 
წჩერვილიბე ისე, რომ არ ცამოვიძეთ არეტა6., 

2 ბოტცეერ #Vდ(5:##) ფუნქციას უნოტებენ ძაცრა ძუნქციას, ხოლო V «-/რი5 

დუნქციას – # ვექტორის პოტენციალს. 

უ.



ეაჩეენოთ. როშ , როცა 4) მწარტჟივალ ბმული არეა, პოტენციალური 

ველის 9ძოვეველ ჩერტილბზე ეელის ევეექტირის 
როტორი 6ულის ტოლია, ე.ი. 

„თ # =0 (2) 

ია ატრერვე ველის ვექტორის ცირკულაცია ველში მიებარე ყძოველი შეკრული 
წირის მიმართ ნულის ტოლია, ე.ი. 

# ჩ4. -9. (3) 
# 

(/) ,(2) ია (1) ტოლობები ერინანეიის ტოლძასის, ე.ი. ერი-ერიი საიტანიიან 
ტამომიინარეობს ორი იანარჩენი. 

იავიწყოი (I) ტოლობიდან; რაიტან # =ყფ-იძიე, ხოლ »LVC-იძდ) კი 

იტივურა9 ნულია, ანიტომ 

»თ / – 09; 

ახია ავირით #4 არეში წებისმიერი მეკრული „ წირი 0ა ტაესელოთ 

მასბე რომელიმე ტლუვი 2 ბეიაპირი, რომელიც მილიანატ ხმებარეობს 49 

არეში!, მაინ სტიქსის ფორმულიი: 

/#ძ- -// ოხ”ძ« = // „=L(ლძძ დ) ძი = 0. 
# ჯ > 

ამრიჟტა0ე, როიესაც (LX მარჟიეალ ბული არეა, (I) ტოლობიიან ტამოხიინარეობს 

(2) ძა (3) ტოლობები, 
ახია ცკამოვიიეთ (3) ტოლობიიან; ეიქვათ, ველის ქექტორის ცირკულაცია 

ჟელში მიებარე ყოველი შეკრული ჩირის მიმართ არის ნული, ე.ი. 

ძი წ6# –0. 
M L 

» ავიღოთ ველში ირი M, ია # დჩერტილი 
6 (ნახ./IV); ტავაელოთ მათზე მეკრული M,CMMM, 

#“ ჩირი; პირობის ძალი« თ/ძ“- 0, ე.ი. 
სუ #CM0M, 

რნახ.IC / ჩძ-+//ძ” =0, 
/#,0# #0/% 

საიძა5აც 

# #6ძ =-/ #ჩძ- 
0ა, მაშასატამე, #6” ჟუM05, 

/# ჩ% =/ #ჰ-, (4) 
_–– #M,60#M #, M 

ე.ი, /# #“ ინტეცრალი არ არის იაზოკილებული ტტაბე 0ა, მაშასაიამე, ძამო- 

%/” 
კიიებულია მხოიოი სანყის 0ა ბოლო ნერვილებმე. 

/ როლესაე +) არ არის 8ზარჟივატ ბმული არე, მაშინ ასეთი შელაპირის 

ტაქლება ყოველთვის არ არის შესაძლებელი. 25



MC) იყის ველის რომელიმე ყიქსირებული წერტილი ,ხოლო /(X )#, 2 – 
ნებისმიერი ძელატი ჩერჟტილი; ასეთი შემიხვევაში, ცხალძია, / ს” ინტეტრა–- 

იი იქნება M# წერტილის პრორბინატების ძუწქცია; ატეწიშნოთ იტი #რ»შ)-ით 
უ.ი, ა 

/ ჩ ძ» = #(>#/.2). (5) 
#M/ 

M 4X 

ტამოერეატოი L ნარმოებული; ამისატეის M(X+4X,V,7) 

ბივეეეი X# ივიაის 4X თნატრტი, /#// იყოს წერ- 

ტილი (X-4X,), >) პჰოორიინატებიით (6ახ./5), მაშინ M, ; 

დნო4X),2)=//9“ M- ს“ · ნახ.I5 
%V 

რაიტან ინტეცრალი არ არის დტამოკიტებული გზაზე, ხოო /„V ტბაბე ძ/=ძ2-=0, 

ამიტომ ტეექნება ” ”- 

დ(X+4X, ), >) – დ(X.), 2) – /#/ჩი- -//თV </> -/ § #9, 
MV ”ჩ" VMVV 

საშუატრი მბნიმენელტობის ფორმულით 
»4X , 

/ 5- ჩ (6,))”» (X<6<X+4#X) 

ია, ზაშასაიამე, 

#(X#+4X, /, 2) – დ(X /,#) = /; (6.7, =) 4X, 
საიტანაც 

#004%»29-176#9 _ ჩ(6).) (X<6<X+442). 

რუ გტალხავალთ ბტეარზბე, რობესაც 4X მიისჩრაფეის ნულისაკენ, ნწივიღებთ 

>» =/ CV, 5). 

ასევე ტამტკიციება, რომ 

3 = ჩნ, #C-V/; 
08აშახაძამე , - 

# =ყ-ძძდ, 

აქეიან კი უშუალო0 მიიღება »თ –” =0 ტოლობაც. 

ამრიჟა0, როლესაც 4. 6„არტიეალ ბმული არეა, (21) ტოლობიტან კამიმიინარეობს 

(1) ია (2) ტოლობები, 
ბოლოს, რუ ალტილი აქვს (2) ტოლობან, ე.ი. ველის ყოველ ჩერტილზე ჟელის 

ბით მიიღოეშა (2) ტოლობა, შემიეტ კი, ისე როცორც ტემოძ ,(1) ტოლობა. 

ამრიცა0, რობესაც ++ არე მარტივალ ბმული არეას (1), (2) ხა (3) ტოლი- 

ბების ტდოლტიასობა 0ანტკიცებულია. 

ურ



პოტენციალურ ველში # ვექტორის ელემენტარული მუშაობა 

ჩძ- = ძ-იძიჯ.ძ- - 3-ძI #2 9 +: 4 =ძი 

წარმოალგენს (#(X),>) ჭძუნქციის სრულ იიფერენციალს ია, მაშასაიამე, # . 
ვექტორის სრული მუშაობა არ არის იამოკიიებული ტმაზე ია იტი უირის პიჟენცია– 

ლების სხეაობას, ე.ი. 

ეშ. ჩ = / 6ძ- = / ით =ი(8)- . (60) “ უშ,” – #79 -</%4-7ლ6)– ირი) ) 

როტესაც (1 მარტივალ ბმული არეა, (#(,),2) პოტენციალის ტამოსათე– 
ლელაი ვისარტებლოთრ ფდორმულტიი: 

%), =/ ”ძ»+/,,9/ +ჩ 985. 
M(X»7) /რიშ)-/ წი –/ 64-64 

_ MM ##M% 

M,(X,,, 7.) რაიტან აქ იწტეტრალი არ არის 0აშოკი– 

0ხებუიი ტბაბე, ამიტომ უმჯობესია ჯერ ავი–- 
/ ღოა 0» ღერძის პარალელური ტბა MM, (X.X.#,) 
M,(X,V,7,) წერჟილიიან MM (XX) ჩერტილამიე (6ახ./6), 

ამ ჟბაბე 4-4 ამიტომ · 

/#/”% -/§C X.2,)9X. 
M,#, 

   M,C+X, 

წახ.I6 

შეზიეგ 0) ღერძის პარატელური ცხა „M,(X,)X,.2,) ნერტილილან M, (X, )/, +, ) 
წერტილამიე, ამ ტხაბე ძX=ძ7=0, ამიტომ 

/ #% –/ / (5), 5)4/. 
MM, M 

ბილს კი 02 ღერძის პარალელური ტბა M.0),7წა) ჩერჟილილან #(+X,2) 
ჩერტილამტე , ამ ტბაზე ძ«=ძ/=0 ამიტო6 

/ ჩ97% -/ CI), 7) ძ»;. 
რ” % 

ამრიჟა0, საბოლორე მივიტები პოტენციალის ცამოსაიელელ ფორმულას 

ჯ #7 

ჯ(ი#2) = / 6 («X,5)4X+/ ” CM )4/#/ / (თ). ძ>. (7) 
ი M 4, 

ამ რ«დორმულითძ პოტენციალი აიცება ცალგსახაბ ნებისმიერი შესაკრების სი 

გაძალიძი C) ძრავიჟაციული ველი. ასეთ ველში ველის ' ვექ– 
ტორს აქეს სახე 

  

#17, 777, # =-(4%%76X, 
საიაძ ”» წერტილის ი რაიიუს–ეექტორია, ,”ე-მასები, ხოლო # –- მუილმივა, 
იამოკიიებული ერთეულების არჩევაზე. ა 

ახე ენობება ნიბიძბულობის ძალია ველს. 2?



მარტივაი შეიძლება შემოწმება, რიმ ” ევექტორი პოტენციალურია 0ა 

პოტენციალის აქეს სახე 

V=-/(იუ 2> 

იტიეე შეიძლება ირტქეას ეიექტროსტატიკურ ძალთა ჟელის შესახებ, ხაიაყ ეე– 
იის ვექტორს აქეს სახე 

ჩ-(-%#MV, 

#.წ - მუხტებია, # – მუიზივა, ხამოკირტებული ერრეულების არჩევამე. 

ნრაელალ ბმული არის შემთხეევა. ტემოთ ჩვენ ეიტულისხმეი, რომ ი 

არე, რომეიშიც ტანსაბიერულის # ვექტორი, მარჟივატ ბმულია, ხოლო C 

უნივეეტატ ჩარმოებარი ფუნქციაა აონიშნუ არენი. ამ პირობებში, როტორც 

უნახეი, დ(M),>) პოტენციალი ცალსახა თუნქციას იას # ეექტორის ცირკულა–- 
ყია კველ3ვი მტეებარე ყოველი შეკრული ჩირის წიმართ 6ულია. 

რობესაე) 4) არე არ არის მარტივატ ბმული, 6ამი6, საბოცალოტ, 

დუნქცია არ იქნება ცალსახა ია, მამასაიამე, #” უეექტორის ცირკულაცია არე–- 
მი. მტებარე ყოვეცლი შეკრული ჩირის ნიმარი არ იქნება ნული. მატალითა0 XI + 

/ შემბეკი სახის ეექტორია: 

ჩ(-2> „7? » 22 „ბ, 

აზ შემჯხვევაში #0L/- =0, ხოლო ი7=ძთ% სყ + ; 

  „> =-# #(292%-%>VC; 

ეს კი 0 კუთხეა, რიმელსაც M(X),>) წერკილზე 
ია 0> ღერძბე ტცამაეალი სიბრტყე ალცენს X0# 
სიბრჟყესიან (6ახ.!7); ახიტომ #/”/V ინტეტრა– 

  

ლი,ყოველი მეკრული ჩირის მიმარი ,რომ8ელიც 0ჯოერძს 

ერიტხეტ უქლის იატებითი მიმართულებით, იქნება 

2-ის ჟოლი 0ა არა ნული; 0” ღერძი დ თუნე- ნახ.1I7 

ძიის ტანსაკუთრებული ნირის; რრმ დ ტუნქცია 
არეში იყოს , ცაისახს, საძიროა არე0ან ტამოეყოი 07 ღერძი უსასრულოიტ მცირე- 

რალიუხიანი ცილინირით;ასეთი ტამოყოფის შემიეკ ტარჩენილი არე არ იქნება 

მარტიეაცლ ბმული; ეხ არე რომ ცავხატოთ მარცივა0 ბმული, ამისათვის საკნარი- 

ხის 0» დღერძბე გავავლოთ რომელიმე ნახევარი სიშრვძე 0ა მისი ირივე მხარე 

ჩავთვალით სივრცის სანხღლვრება0; ახეთ შენთხვევაში ცამოირიცხება ყველა მეკრუ– 

იი ჩირი, რონეგიც 03 ღერძს. ტარს უვიტის; სხვა შეკრული ჩირების შეკუმშვა, 

უნყეეტი ძეფორმზაციირ, ნერტილანბე ისე, რომ არ ტამოვიძმეთ არეტან, შესაძლებე– 

ლის, ამიტომ ახეთი Mწრილით” არე ცახძება მარცივაი0 ბმული. 

ბოლოს შევნიშნოთ როთ, როცა (+ არე მარჟიქვალ ბმულია, მაშინ ” გეექ- 
ჟორის ქექვორული ჩირები არ შეიქლება იყოს შეკრული, რაიცან ასეთი ჩირების 

ბიმათი # ვექვირის ცირკჯულაყია არ იქნებოია ნული; მართლაც, გბემოთ მოფვანიი 

ნატალიბშ7ი, ქექვორუტი ჩირების ცანჯოლება არის # = 4 = 92 , რონლის 

ანონახხნებია: 

36 ჯ",უ”=C,, 7=C,,



ე.ი. „ი სხიბრტყის პარალელურ სიბრტყეებზე მიებარე წრეჩირია ოჯახი, რაც 
იყო მო ინელი, რაიტან #4. არე მრავლა0 ბმულის. 

სოლენოილიალური ველი. ჟექტორუი ეელს ვუნრიოი 
ხიიუნოილალური, იუ ეელის ძოველ ჩერტილზე ველის ეექტორის 
იივერტენცი რულის ტოტია, ე.ი. 

ძი/” =0, 

იუ ვისარტებლები ტე ა უს ი ს თორშული8, აბეილა0 შექნიშნავი , რომ სოლენოი– 

იალურ ველში ველის ვექტორის 6აკაიმი ყოველ შეკრულ ტიუვ ბემაპირზე არის 
ნული, ეი. · 

##/-7ძ-=0. (8) 
? 

ახია, თუ სოლყენოიბურ ქელვი ავიღებთ რაიმე ვექტორულ ნილს 0ა ტავატა– 

რებით მის ორ კვეთის, მაშინ, რაიტან ეექტორული მილის გტვერიით ტეძაპირბე 

# ეექტორის 6აკატბი ნულის ტოლის, ამიტომ (8) ტოლობიტან ნწივილები: 

4 ”-4- / 7.4, (3) 

ე.ი. ვექტორის 6აკაიი ხა კვეთებტე. უერითმანეთის ცოლია (6ნახ.1I18). 

(9) ტოლობიტან, როტორც შელეტი, ტამომიინა- 
რეობს სოლენოიიალური ველის შენტეკი ჯვისება: 

სოლენოიიალურ ველმი ვექტორული მილები ძა, 

არც ინყება 0ა არც იაქმება, ე.ი. ვექტორული 

6ახ.I!I8 წირები ან შეკრულია, ან ბოლოები აქვს არის 

ხაბღტვარზე , ანა–უხასრულო ფჭო ,როცა არე უსას- 

რულოა. 

ბოლოს, ვაჩეენოთ, რომ ყოველი, სოლენოიიალური ვექტორი ეიძლება წარნო- 

  

ისეიი იდი? ვექტორი (ეექტორული ს პიკენყიალი), რო8 ალ0ტილი ექნება ქვოლობას: 

# =„იი?. 

#7 ვექტორს, ბოცჯერ, ხოლენიიიალური ველის ე ექტირულცლ პიოვჭენ– 
ყიალ ს უჩირებენ, 

მარძლაც, #6... იყოს # უჟექჯდორის კოორტიინატები, ხოლო დ, თ ,თ, 
საძიებელი L1 ვეშვრრის კიოირიინატები; ეიკულისხნოთ, რომ კოორიინავთა ბისტე- 

მა ისეა არჩეული, რომ დ უეექტოირი ი” სიბრტყის პარალელურია, ე.ი. დჯ- 0, 

ნაქინ ცეექნება: 

მ%?, ვდ ეთ, ვდ -–-–-..- 57>.- –-”. . CI. , 
მ»... / ,; მჯ ჩ/ , 2 მ” ჩ 

საიტანაც 7 ჯ 

ი =/ #ძ+»# 6 (XX), # =-// ##0CV), 
4% % უშ



აქ წ(V). რა /#(ი, ჯერჯერობით უცნობი ფუნქციებია. მატრამ (6-2 
=/, ჰირობა იძიევა 

  

მ/, იწ · 
, -/ 24 + /% ძა კ, -=/. 

#/. 

აქეტან, იუ ეხსარცებლები პირობიი => + 2 +-ფ2--0, ტვექნება; 
/ 
3 9 - /C-V, 5). 

რაიტან §9(X)) რია /(X, ი ნებისმიერი, «უნქციებია, შეტვიძლია მივიღო” 

8(M,7)=0, #(M7) -/ #(%V, 2,)შ», 

8ზაშინ საბიტგოოლ0 ცვეექნება: 

» # ჯ 
ი <//, (+,/, -)ძX, 7 <-/# რ», 6 («).§)%, ი - 0, · 

ამრიტაი, 

დ = # («),2)ძL 7 6694 -/ჩ რიცშქ. ((0) 

ამ დ«ორმულის მარჯვენა მხარეს შეიძლება  გაემატოს წებისმიერი მუიმიეა! · 

გატალიიძი წაყენირალური ე ე დ ი. ჟეის ეჩოტება 
ცენტრალური, ბუ ჰქლის #- ვექტორის ფუძე მკვიირ 0 ჩერტიცზე ტა- 
რის; სიიიტიი კი არის |0M) =” რაიიუს–ვექტორის სიხიიის უწყვეტი ფუნქცია, 
ესი. ICI = #0). 

შეეთანხმიეი, #6) თუნქცია ჩავივაიოი იალებიიი, როცა # -სა ია »” ეეჟჯ- 
ტორებს აქვს ერთნაირი ტები, უარყოფითი- ჩნინააღმიექ შემთხვევაში · ამრიტატ, 

ტვაქვს 

#' - #(ჩ --. 

უაჩვენო7, რო8 ასეიბი ეეი პო ტენციაცლურია; 

მარალაცძ, # ეექტორის ტეცტმილები არის 

#-/ოთარ-/როთი X-/რ7, #</რ#) 
ამიტომ 

=” <= XძX +7#+4% 
- #0). 29++72/++# , 

მატრამ, რაიტან „ბე %+ჯ ბ.ი? ' ამიჯიმ X9X#-#VV/+-6თ” =/-ი 

0ა, მაშასაიამე, ·



#7: – #(0)ძ” = 4 / #6)ძი+C), 
ე.ი. # ქექტორის ელემენტალური ნუშმაობა სრულ ტიფერენციალტს ნარნრაძცე5ნს. 

ახია შევისნავიოთ საკითხი: რა პირობებში იქნება ცენტრალუნი ველი სილენოი- 

იატური? ამისაივის ტამოვთეალოთ ძV/. შემიოვიოითი აონიშენა #C =.ი/(/უ, 

ნაშინ, რაიჟან _ · 

4.” – 8 LXჯო| +377) #5 I>#ო) = 
2. ყმე.>2 ! 

=– «(იუ 24511:+-4<. +3იო = იწ)” 3თ(ი», 

ამიჟომ ველი რომ იყოს ხოლენოილალური, საჭიროა #V (4) +3იC) =0, აზ ცან– 

ტოლების აშინახხიი არის (02-72 C ვ,ხაისც C ნებისმიერი მუიმიეას, მაშა- 

საიანე, /#/0-– 5 · ამრიცა0, ცენტრალური ველი რომ ხილენიიიალური იყოს, სა- 

ჭიროა ეელის ვექტორის სიტი0ე იყოს " იგჩალიუს-ვექვრრის ჰვაბრავის უკუპრი- 

პორციული. 

სსარმიონიული ველი. #(M) ქვექჭირის ეექჭირულ ქეის, 
ტანსაბოეშწლს სიერცის რიმეიიზე -+2. არებე!, ენოიებ ჰარნინიუ- 

იი, თუ ველის ყოველ ჩერტილბე აძ0ტილი აქეს ტრლობებს: 

„ი # =0, ძV# =0, ით) 

ამ შემთხვევაჟი (II) სისტე5ის პირეელი ვოლობიტან ტეექნება· 
#”#.= ძოძ4«, 

ე.ი, ჰარნონიული ქელი პოჟენციალურია; ((:) სიხვემის ხეორე გოლობი–- 

იან, რაიკა6 

ძიჩნ =ძV(ყიიძდ)=4რი, 

ტეექნება 4#=5=0, 

ე.ი. დ( 8) პივენყიალი 4.) არეში აკნაყიოფილებს ლა პტასის 

ძანცოლებას, 

ტუნქციას,როშელიც არევი უჩყეეტია 0ა უნიეეტა0 ნარმოებაეი ბეორე რიცამ- 

ტანტოლებას. ანრიცა0, ჰარმონიული ქელის #6. #2) ჰოგეუნეციატი ჰარმონიულ 

დუნქციას ნარნოალძცენს; 

როცორც ეხეტავი, ჰარმონიული ველი, ცანსაბოვრული მარჯკივატ ბნბუგე #1 

არებე ხახიათიბება ისი პოტენციალით, რომელიც ჰარმონიული დუნქციაა, ამივი8 

ახეთი ველის თვისებები ნძიმროიშაა რაკავშირებუტი ჰარბონიუტ ფუნქციათა თეი- 

ხებეშიან. “ 

ნოვიყეანოთ აქ ჰარნონიX ფუნქციათა ბოციე“იი ივისება, 

I. თუ #(-),2) დუნქცია ჰარნრნიუბის ” არეში, როხელიც ბენოსაზოე- 

უიტულისხმით, რონ 41 მარკივალ ბმული ა“ეა, ხი #(CყM) უწაკევაც 

ხარმიოებაბი ძუნქცია,. «I



# XV =0, ((2) 

მარიღაც , რაიჟან ჟა/4-/ე4, ხოლო ჩვენს შემიხეეეამი ” არეში 4#-=0, 

ამიჟომ ცვექნება | # 9 =0. 

> 

2. თუ V(X),#) ჰარმონიული დუნქციას M არეში, რომელიც შემოსამე:- 

რულია 2 მბეძაპირით, მაშინ მისი მნიშენელობა არეს რომეტი8ზე #/ დჩერჯჭიიბე 

ტანისაბივრება ტოლობიი: 

/7(7 = ». -#C6C7-” 4C)/ ძი. (43) 

ნარ კ რაიტან 

ი სრო-- 7704 4#6C#8- 494 
ხილ ჩეენს შემიხვევასმი ” არეში 4#=0, ანიცომ ალცილი ექნება (/3) 

ტოლობას. 

(Iე) ტოლობიი, სავსებიი, გტანხხაზოვრება პარმონიუიი # თუნქციის 

მნიშენეტიბა არეს მიკნირით, როცა ცნობილია არეს საზოვარბე # ფუნქციისა ბა 

ბისი ნწორზალური » წარმოებულის მნიშვნელობები. 
ხმირაი > საბღვარზე მიცემულია ან მხოიხოი ი დუნქციის მნიშენელიბა 

(იირიხლეს ამოყძანა) ,ანია მხიოლოი მისი ნორმალური #« ნარ- 

მოებულის მნიშენელბა (6 ეი მ ა6წი ს ამოცანა), - 

უშ. ჰარმონიული დუნეციის მნიშვნელობა არეში მ0ებარე ნებისმიერი სპერს 

#(Xა),2) ჰარმონიული ფუნქციაა V არეში ტა % ნებისმიერი სთერია 
(/# რატიუსით, ცენტრიი / ჩერცილში), რომელიც მილიანაი მიებარეობს V-ს 

ნიკნით, მაში6 

#0 – > # დძ%, (M4) 
მარიაც, (11) ტრლობით ცვექნება 

(რ) – ## (##- 747); 
უატრამ, ერიის მხრიე, / 4 / « 

წ –თით #”ყ.- # » > ჟ--ძ6 = 2 #. 2 ძვ. =0, 

ხერხე მხრივ, #- ხ ბეიაპირბე 

/ 
' #7? 

ძ00) _ 49) _ 40) _ 
7 » 

ანიკომ ცვექნება 

ი) => რთ #4. 
+, ჰარჩონიულ თუნქციას (რომელიც ცანხხეავტეზა მუ0ხივასაცა” ; არ ჯეიმ-



ხავუშეათ სანინააომიეტო, ეთქვათ, ჰარმონიუ, ი” შბუნქციას V არეს რო- 

ხელიმე შიცკა M, ჩერტილტე აქვს მაქსიმუმი; ახეი შემთხეევაში შეიძლება ავა– 

კოთ ისეთი მცირე % სძერო ( ,ბ რაიიუსით, ცენურიი #4, ერჟილში), რო- 
მეიიც ნთლიანაც მიებარეობს სV არეში, მაშინ ((#) ფორმულით ცვექნება 

#04) - უვ # 7“ · 
ყხატიია, აქ მ? პუნქციის მნიშენელობები # ბეტაპირბზე დ/ Mა)-ბე ნაკლე– 

ბია, ამიტომ 

    

ს) 42 == #(რ%) ·                
=< 

მივიოეთ ჩინააომიეცობა #( #M,)<V(%,), მაშასატამე , ჰარმონიუ ძტუწქციას 

არ შეიძლება ჰქონტეს მაქსინუმი არეს შიტა ჩერტილებბე; ასევე იძამტკიყმება, 
რიმ მას არა აქეს მინიმუმი არეს შიტა ჩერტილებბე. 

ამრიტა0მ, ჰარმონიული ფუნქცია ატჩეეს თავის მაქსიმუნსა 0ა მინიმუმს 

მხოლოტ არეს საბოვარტე. 

ამ აეისებიტან ცამომიინარეობს ასეთი შეტეცი: თუ ჰარმონიული ფუნქციის 

მნიშენელობები არეს საბღოვარზე რულია, 6აშინ იკი იტივურა6 ( ნული არის არეში, 

პოტენციალთა თეორიის შძირიიატი სასატუოვრო ამოცანები. როტორც აღენიშნერ, 

ხშირაე ინ არეს საბოვარტე, რომელშიაც ქეძები ჰარმოწიულ დუნქციას, ზოცემუ- 

ლია ან თეით საძიებელი ფუნქციის მწიშენელობს – ტი რიხ0 ე ს ამოცანა, 

ანია საძიებეიი ფუნქციის ნორმალური წარმოებულის მნიმენელობა-6 ე ი6აწი(V 
ამოყანა. შევჩერლერ მნოკლე0 ა8ვ ამოყანებბზე. 

ა ბირიხიეს ამოყანა. ეიქეათ, V არეში, რომელიც შემოსა- 

ბღვრულია მეკრუილი ტიუვი 2 მბეიაპირით, საძიებელიას უნძეეტი 0ა უნძეეჟალ 
წარმოებატი (მეორე რიცკამიე ჩათელიძ) #(“, #2) ფუნქცია, რონეიიც V არეში 

აკმაყოფილებს ტანტოლებას 

4#= ენ. ფინ ვი “ი 
ია > ტელაპირბე სასაბღვრო პირობას 

= #(M), 

ხაიაც V საბოვრის ნერტილია, ხოლო #(MV) მოცემული თუნქცია. ჩვენ აქ არ 

შევჩერძებით ამ ამოცანის ამონახსნის არხებობის საკითხბე, ვიტულისხმები, 

რომ იცი არსებობს იტა ძავამეჟკიცებ ა 8ონახსს6ის ერთატცერრი–- 

ბას. 

ტიავუშეათ სანინააღომიეჟტო, ერქვათ, 0ასმულ ამოცანას აქეს ორი ი ტა იჩ 

ამონახსნი; ტანეიხილოთი მათი სხეასაბა (#0 = წ-რი;,- 

! L.სIოCხI6L (/805-I8652)-ტანოჩენიტლი ტერმანელი მათემატიკოსი. 

2 ნ. Mბსოძაე ((:79მ-I895)-ტამოჩენილი ცერმანელი მათემატიკოსი 0ა 

ფერიკოსი,. 

ხუ



ცხაბია, V არეში ი თდუნქცია 0ააკმაყოლფილებს იცივე ცტანტოლებას, ე.ი. 

2% , მ. 
4/ = +234 +5# -0 V- ვ, ' 

ხიხო V არეს სატღვარბე, პირობას: 

დ (/“) =0 > –ზე, 

აქელან ჰარნინიული თუნქციის ერი-ერთი თვისეშის შძალით, 

#=0 V არეში, 

უ.ი. #=%) რა) ამჭკიცებს 0 ირიხიეეს ამოცანის ამონახსნის ერიაი- 

ერთობას. 

ბ, C) ეიმანის ამოცანა. ეთქვათ, V არეში, რომელიც შემოსატიე–- 

რულია შეკრული ტიუევი > ბელძაპირით, საძიებელია უნყვეტი ია უნყეეტა0 ნარ- 

მოებატიი (მეორე რიცამლ0ე ჩათელით) #(0%),#) ტუნქცია, რომეიის,) V არეში 

აკნაყოფილებს ცანტოლებას 

– > 29. 2X+ 29-90 

ტა > ბეხაპირბე სასატივრო პირობას 

(30). =/(M), 
საიაც  საბოერის ნერჯილია, ხოლო #(V ) – მოცემული ფუნქცია. 

ცყხალია, წუ V არსნეიმანის ამოცანის ამონახსნი, მაშინ 

0+ C, საია, C წებისმიერი ნუტნივაა, ატრეთვე იქნება ამინახსნი; აქაც 

უიკცკულისხნოC,რომ იასნულ'. ამოცანას აქვს ამონახსნი ია ეაჩვენოთ, რო 6 ე ი- 

მანის ახოცანის «ხ«ეელა ამონახსნი ერთმანეთისატან მულნივი 

შესაკრებით ტგანსხვაქტება. / 

ნართლაც, ექიქვეათ, ი ტა # 5ეინანის ანოცანის ორი ამონახსნია; 

თანეიხიტოთ ნათი სხვაობა 

#7 ჩ-ჩ: 
ახაიია, M/ არემი 7 ფუნქცია აკმაყოცილებს იცივე ცანტოლებას, ქ.ი. 

ტტ=0 V -მი, 

ვილია MV არუეხ ხაბლვარბე, პირობას 

(# == 

ძი/V 

ახია ვესარცებეოთ ჟოლოშბით 

/IV/47 +(ლ9ძ/)“| -# / 2 «ი. 
ჩეენს 5ენთხეევა5ი, რიცა6 ” არეში 4(0>0, ცოლო 2 საზღვარზე %-ა 

ახირიC იაკვრჩება: 

#(თაძ #)“ძ/ = 0, 
” მ 

ჩკიისნაე ლძძდ= 0, ე.ი. V არეში > = > => =0 
ი.



0ა, მაშასალიანე, #ჯ=CთიL, ე.ი #-% =C,რის იამტკიცებაც ცეინიოტა. 

შევნიშნოთთ, რო6 6 ეიმანის ამოცანის ამონახსნი არსებობს არა 

ყოვეიი /#(MV ფუნქციისათვის; მარიიაც, რაიჟან 

#7. 4/ძ“ = # 9, 

ამიტომ საყიროა აიჟიტი ჰქონძეს პირობას. 

# #0V)«5 =0,/) · (45) 

9 7. ძირითალი ოპერავორების გამოსახულება ნრუტნირულ 

როცორც ცნობიტია , ჩერცილის მიებარეობა სივრცეში ცანისხაბოვრეშა მისი 

”» რა0იუს-ვექტორირ. 0ეჯარტის მარიკუთხა სისკემის შემთხვევაში ტეაქეს 

#-=»XVC #X/# 5#, 

მაცრამ ჩერჟილის 60ებარეოშა სივრცეპი შეიძლება იახასიაბიეს რაიმე ხამი 

სხეა 0ამნოუკიძებელი 9,9, 9, კიორტინატით, ვუნოლოთ ასეთ სიტიტიეეშს წჩერტი- 

იის 8რუ0ცჩნირული ჰრორტიინატები სივრყეში- 

რაიკან 9 .თ.Vწ, პოორიინატების დხოველ მნიშენელობას ერანაიება M#MC),4) 

ჩერტილის ტარკეეული მ0ხებარეობა სიერცემი, ამიტომ ი). კოორიინატები, 

ხიევრცის ცარჰვეუიტ «#6, მეში, იქნება წ. ,9,.წ, პარამეტრების იძცალტხსახა ძუნქციები. 

ამრიცატ, % : 

» <»X(9.9:წა). 
„- X(9,.9,' 9.) (1) 

32-= 7(94,9,: ძ.)- 

უიცულისხმოთ, რომ »(§,წ,.9,), #(9,9..4,), 2(9,.9,:9,) დუნქციები რაინე არეში 
9,: 9,9, ჰოორტინატების უჩყქეჯა9 8არმრიებაძმი თუნქციებია 0ა აღნიშნულ არეში 

ფუნქციონალური დტევერნინანტი ? ა, 

ს % | 3 9 მ 
% ბძ, მძ, მძ, 

_ ნნი»?) _ | » პი, მ #0, 
ჰ= ბპ, ბ, შ9 – 

) ბ, მყ 0, 59, 
ჯ 

ნახ.!)9 

რაც იმას ნიმვავს რომ (1) სისტემიტან 9, 9.94, პარამეჟრები ცანისატოე– 

რება როცორს #)?. კოორიინარების ცალტხახა თძუნქციები: 

9,=9(MX#=), ფყ,=9%9(0»,VI, >”) ძ,=9(.#2) (2) 

45 
· ..



ამრიტატ, (1) ია (2) ტოლობები ამლარებენ ურთიერი ყაისასხა იამოკინებულე- 

ბებს სიერყის რომელიმე არის ნერტილის ბეკარტის კოორიინაცტებსა 0ა მრუიჩირულ 

კრორტინაჟებს მორის. 

ცკხალია, “7. C, V.7)=C ტცანსატოვრაეს გარჯვეულ შეიასპირს (იონეს 

ბეიაპირი), რომეტსაც საკროორტიტინავი ბელ9იაპირი ენოლება. 

ამრიცა0, სიერცის ყოველ წერტილზე ტაივიის სამი საკოორიინავო ბეძბაპირი, რო- 

მეიია ცტაბაკეეთა მოტეცეწნს ხა8 ს ა პორრიინატი ჩირს. 

საკორრტინატო წირები მიიღება, თუ (1) ცკანტოლებებში ფიქსირებულია ორი პა–- 

რამეჟტრი ია იცვლება ნხოლოც შესამე პარამეცრი. ბოციერი შენიხვევაში საკოორ- 

ტიინატო ჩირები შეიძლება აომოჩნბეს ურთიერთმართობული"”; ასეთ შემთხვევაში 

სადანაირ მრუინირუ, კოორდინატებს ო რთო ტონალტც ური ეჩოლება. 

ჩვენ შემტეტში უმთავრესაც ასეთ მრუტნირუც კოირტინატებიან ტცვექნება საქმე. 

მაკალტირი I ცყიიტინირული „კოორძინატები. ტეაქვს 

X5=70--01თ »=<”/5ით, 2=7X. 

ნიეიღოთ 9,=/, თ,=V, 9,=X. ამ შემიხვევაშმი საკოორიინატო ბეტაპირებია: ცი- 

ლინირული ჩეიაპირები , რონეიის ღერძი 0> ღერძია C- -ითაL) ნახევარხსიბრტ- 

ყეები, რომტებსაც 0” ღერძი საბტერავს (თ –= Cთი51) ია, 0” ღერძის მართობი 

სიბრტყეები (> =ი0იიას); საკოორიირნატო წირები კი იქნება: ი. ღერძის მართობი 

სხივები; ჩრეჩირები, რომეტბა ცენტრი 0» უერძბე „მიებარეობს ხა რომელია 

სიბრტიე 0“ უდერძის მართობია ია 0L ღერძის პარალელური წრფეები, ციტინტრუ– 

ტი კორორტიინატები, ცხატია, ნერჟილის ორთოცონალუ მრუიტნირული კოორტინატებია 

სიერცეში. 
1. ვექტორის ფიბიკური კოორიინატები, რტ#ტცორც ვნახეთ, 0ეკარტის მარძიკუთხა 

კოორტინატია | სისტემის მიმართ ფცოველი » ეექტორი ყალსახაი ჩარშოიტცინება 

ბპხისის (X, „). X# ვექტორების მიხეივიი, ე.ნ. 

”-VI +7/ #2#. : 
ბატიხის ეს IX 7” X ვექტორები ხასიაიყება იმით რომ, მათი სიტიძე ,0ა 8მი– 

მართულება ერიი იძია იტივეა სიერცის ყოველ ჩერჟიტბე?.. მრუინირულ 94,.:წ,. 9კ 
კოორიინატებში უმჯობესია ვისარცებიოთ სხვაიასხეა იი კ ატური ბა- 

ტისსი თრ, რომლის ეექტორები სივრცის ყოველ წერტილზე ან ეხებიან საკოორ- 

0ინატო ჩირებს, ანია საკოორიინატიო ბეიძაპირების მართობებია. ცხალია, ახეთი 

ბატისის კექტორები ჩნარმიალცენს ნერტილის კჰრორტიინატების თუნეციებს. 

ყოველ მრულნირულ კოირიინაჟია» სისტემაში შეიძლება საში სახის ლოკალუ– 

რი ბატისის არჩევა: 

ა „ეექტორის ფიზიკური კოორტინავები. სიერყის X» (+), 2) ჩერჟილზე_ 

იიკაიური ბაბისის ვექტორება0 მივიღორ საკოორტინატო ჩირების მხებების დ , L, 

-L, მტებზავები, ე.ი. შემიეტი ვექტორები: 
ჯ / » – 3 ს – # % (M–-ი2) (35) 

# M% 

/ ე.ი. მარიი მხებები აომოჩნიეს ურთიერამარრტობული. 

2 ტოდჯერ ახერ ბაბისს ძირითა ბატის უჩოტებენ.



-_ _-_-.... 
/(.Mე./,  სიიირეებს ნწამეს კოეფიციენტები ეჩოლება. 

ახლა, ხსიერცის ყოველ XVC>, »X2) ნერცილზე ნებისმიერი 7 ეექტორი ცალისახაი 
წარმოიტტინება ლოკალური ბატისის #. #. 7, ვექტორების საშუალებით, ე.ი. 

– 

# – ჩი. ი1ი+ MX 
ჯ 

ჩ.ჩ3 გბ სიიიიეებს ეუწიხით ” ვექტორის ფიზიკური კოორდინატები. 

_ თუ მხებეელობაში მიეიოები (3) ტოლობებს, მა8იწ იამოკიბებულებები 

” ეექტორის იეკარტის X,X 6 „კოორიინატებსა 0ა ფიბიკური ჩ · #“ ?; 

პოორტინაცებს შორის ფამიიმამება ფორნულებით: 

„-V ჯ 7 # 9მX/ I ბ · V= #2 >» 
#7. CX ”#V, მწ, „ 4%, 

გ'ა” ა მ; 7 >» _–_.– –_–. რ +.–->- 27 ს -- 29,” //, 2, ი, მ9% 

ბ. ვექტორის კენცრავარიანტული კოორიინატები. სიერცის ძოქელ ”(X,),?) 

ნერკილზე ლოკალური  აგისის ვექვორებახ ნივიღოთ 8. - #. - 7. (#=/,2,3) 

=0C _# 2, 
# ი, შ%,  # 2ჩ” 

(4) 

კვეექტორები ; ახეთ შემთიხეევაში #” ვექტორი –“ემბეტნაირაი ჩნარნოიტცინება: 

I-) ჩი“, ” # 628, +” 8 

ცები. = 
> 2 

მხეიხვეიძობა:ი თუ 6ივიღები – (+- #2,3) ჟოლობებს, ცხალია, 

0ანოკ;იმებულებები # უეექტორის ხორხე X,),> _კოორტინაჭებსა 0ა კინტრა- 

უარიანტულ ჰიორიინაცებს ნორის ტამოისახება ფორნულებიი: 

LC) X= ხ'» > '+ჩ?8, 2X + "8. XI, 

»= „> „> 8%V ჩ'ყ., 
„+ ,ა2 ძნ -2. 

2-” შყ, #ჩ” 9,·+” 9, 

ძ. შუსქუვირის კჰოვარიანაული ა აიინა ბი. ბოლოს, სევ”ცის იოეეი 

(5) 

#(X#V2) წერგიიბე ლოაეუდი ბატიხის ვექვორებატ ხივიტოთ საკოორლინაჟო ბე- 
დაპიტქშის მარძიში ვექვიბ ენე: 

“=ყიიძფ (#M= 2,3). (6) 

ახეი შძეუმაივევაში /”/ ექეეხორი ·ცლტეცნაირსაი უარნოიტტიჩება: 

6 = 8C+ჩ081+#ჩ29!, 

/ აქ LMVC-=IM2,3) ეირ«ლწინს თოორიინატებია 0ა არა #-სხ ხაჩისხები.



ხ.ჩ, ჩ,0 სიიიიეებს ვუნოხიით ” ვექტორის კიეარიანტული კოორიინატები. 

თუ მხეძეელობაპი მივიღებ (6) ტოლობებს, მაშინ იამოკიმებულებები 

ი უექტორის 0ეკარტის #,#» კოორლინატებსა ია კივარიანტუC „ჰოორტინატებს 

შორის გამოისახება დორმულებითი: 

»- მით -ჩ9 (7) 

ჩ 22 29% .65%.6 შ/ 

აიკილი აქვს – კორბებს : 

დ 6 X6, > #02» 6/” 
(62605 ”» 45 წა! 
8)-6ე =(C6// 2:)2))“' – MM, /(წ+C)-# 
ა: 1, ჩაცა X=5, 

( ლ, ჩ.ცა 2=5 (+, - 62, 3). 

კჰერძი0, 0ეკარჟის მართკუთხა კოორტინაცთა სისტემის შემიხვეეაში 

#-9. V-წ,, >2-=9, _ 
ია, ზაშახაიამე, #2 =ე -V =X, 8, 7: -7, -/, ფ=2,- LX –=#%, 

X ==. ”=79, X- 8X=C.ჩ, 27=68%-”'-ჩ. 

უე:ი. რეკარტის კოორიინატთა სისტემაში ვექტორის ფინი)კური, კონტრავარიანტული 

ია კივარიანტული კოორიინავები ერთმანების ტოლია. 

ძამოყენებითი მარკებმი საინტერესოა შემიხეევა, როცა ლოკალური ბატიხის 

ს. 9.9 ის ჩ ქექტორები ორიოტონალურია; ახეთ ვქენთხვევაში 

C=M ი, 6-6 (4<62,2). 
#« >. 

აჯა
 

”)
 

M 

“%V 
2. ბოციერდი ცეომეტრიული ელემენტი. ეიკულისხნოთ მრუბჩირული კოორტი- 

6აჯები ორთოგონალური, ე.ი. სივრ ჩცის ყოველ # (+,),წ9) წერტილბე #, #” ია 
7, ვექტორები აიკენენ ორთონორნირებულ. (იოკატურ) ბაბისს; ახეთ უშენთხეევა3ში 

არციდი აქვს ტილობებს: · | 

| MI, =? (6რ-ი2, 3). (4) 
I 

წართლაც, ჟოტობა ! I 

2» – _ მ» 
4” - პმ, ძი8+ %, 48,“ 5,9, = ';9§, +.ძე,+7,49, 

კავანრავლიი სკატარულა08 თიიძ" შ, – ზე, ძვექნება 

ი = დ»იძყ ·ძ” =(2 ·- დ-იძ #,)ძ9,+(;-ი0-იძყ )ძლ,+(/-ი-იძფ,)44, · 

რაბკან ძყ, I2 ია «წ, ტამიუკიტებეიი პარანეტრებია, ამიჟომ ცვექნება 

| ”-დიძდ = 7, ჯ-ნოიძ ძ,=0, 7, -ყიიძ 9, =0. 

ანალოტიურაი მივიტებთ ჟგრლობებს: 

#გ რ.0900ძ0,-1, 6 ფ-000,=1,



-ყოიძძ = 1 (#=LV2,3)   

  
  

  

მაშასატამე, 

/.ჩ, < 1 (M=/72,3). 6წახ.20 

კავავიი #M ია მის მებოიბეი /” ჩერვილებბე (MM =ძI, ') საკოორ– 
ტხინატო ბეძაპირები; ცხალია, ეს ბემაპირები აიკენს ელემენტარულ მრულნირულ 

პარალელეპიპეის (6ახ.20). ამ პარალელეპიპეტის წიბოები მაღალი რიტის უსას–- 

რულოე მცირის სიზუსტით იენება: 

ძა, – / იყ, ძა,“ /,ძვ,, ძა, - // 44, : 

მისი ჩახნატების ძარიობები კი: 

ძი, = /,/, ძი. ძ§, , ძ5,. MM ძი“, , ძ#9,=#(#, ძი, ; 

ხოლო მოცულობა V 

4“ – /,/,//, 49%, · 
მაკალიძი 2. საიას ყილინირულ კოორლინაცებეი ლამეხ 

ჰორეფიციენტები, ტვაქეს: 

X =7--%5თ0, V#–=იჯიდ, <8 · 

ყ9“!, %”7: 9 “%ი: 

– #”» . + 2”, +V,0), X = X (0,0,4 ჩიჩ” ფთ რთ/ ვიდ#,0), #7 – ი L /9%(ი დ, რლია/,0), წ XL ), 

ამიჟოშ /, = 7, /, = ”», //, = 1. 

მივიორთ; 

რატტან 

მაკალითი ექ. ცფამოვივალიბ სფერუი ჰოორიინატებში ლამეს კოე– 

ფიციუნტები, ტვაქვს: / 
»ჯ =”ათ წ 50, /=-ვიმაიი, 2 = ჯბივმ · 

მივირღთ: . 

ყ=,, ,=ჯ%, წ, =3 
ძვუქნება: ბX (ყი მიიაი, 51 ჯი #7, ამ), % Cჩ7დიმჯიჯ, თჯიმთჯ/, 0), 

/ – 2 . 
% (ობივმია5ი, ”ლი%მა'იი, –”5ი), 

მანასაძანე, // =/, ”, =7ჯიყდი წ, I, <#. 

დაჟკალითი -(« ელიფსური კოორიინატები. სიბრჟყეზე ელიფსური 

პრირიინავები ცანნარვებულტია ვრტობებით: 

ჯ= თიხტი05%, #7= თ5ჩხ/ 59 დ 

ი. (თ=>0, 9>0, 0 <#<27). #9



ტამოვტვალოთ ლანეს კრეფიციენტები 0ა ვაჩვენოთ, რო6 ელითსური კოორტინატები 
ორთოტონატურია. ტეაქეს 

ჩ. (იანგ XV, თიხნჯჯაი«), ” (–თინევბი/, თვჩიიია«), 

· ამიტომ, ცხალია, „ 7-9 რაც ელიფსური კოორიინატების ორთოტონალურიბას 

ამტკიცებს; ახლა 

ჩ, = | ”/) = თV5ნ”ი 6037 +Cი აიი – თ+V(C59- (0-5 +C%ვნი#/ = ი 

= თ /Cს/7- §1დ , ჩ, =| VI) = თ #5ხ3%ი§”დ + იხაას?ჯ/ =/#. 

აქ საკოორტინატცო წირები ელიფსები მა ჰიპერბოლებია (ნახ.2!). 

  

  

  

ნახ.2! , 
ა 7 

ლური კოორტინაჭები განნარჯენურრაატით ბები: კაილ ს 

X=V'-V, #/52VV (ლ =<ი<+თ, 0<V<+099); 

ეაჩვენოთ, რომ პარაბოლური კოირიინაჟებიც ორიტოტონალურია ია ვიპოვოთ იანეს 

კოეფიციენტები. ტეაქვს /):7(2V, 29), (=2V, 2M), ამიტომ აქაც. ი, -%/ =0. 

ე.ი. პარაბოლური კოორტიინატებიც ირიიპღნალურია. ახია, წ, -ე I- 2V9+) M,-M; 

აქ საკრორიინატო ჩირები პარაბოლებია (6ცხ. 22). 
უ. კრაიიენტი ორთოტიონალურ ზიუინირუც,  კოურტინაჯებში. განე იხილოთ 

ჩირუიი ს ოარიინატები. იხე როგონი შენით, პქაქვს 

| მი აქ 
დ-იძი(9. „წ, 'ფ)= %- – დოთ, + 2. წ 044, (8 534 4, 

ტა, მამახსაიანე, 

ძი = #% +# 6 %, 6 2. (3) 
§.9-# 9, # 29, #Mკ 29%, 

კერძოი, ” ფუნქციის კრაიენკი ცილინირულ პერითუჟები იქნება 

ლ”-იძ» ისფა7 გ ოი%# 3 2> ” 

სცერუი კრორტინაჟებში: 
2 

ლიიძჯ = L, , X,. 8 #9 
–50



#. იივერტენსი ორთოტონალურ მრუენირაი კიირტინატებში. განვიხილოთ /“ 

უექტორის ეექტორული ეული; აუღენიჟნიით /, ჩ ია #.-იძ . # ვექტორის კოორ- 
იინატები თ, 98 ის ?, ბაბისწი. ძ0/# –ის გამოსაიელელატ ეისარცებირრ 

ფორმულით 

#-ოძ. 
ძი. # - Mო #9074. ”“ 

V-0 

ბივიოოთ ” მოცულობა ელემენცარული  კარარერებიპეიი, როხლის ერთ-ერთი 

წვერო არის /7( 8,9, 4.) წერტილი, საბაც ტამოსათვლელია თ #-ის მნიშე– 

ნეიობა. #” ეექტორის ნაკატი /7/8, /“, / ჩახნაცმე, მაღალი რიკის უხას- 

რულოიტ მცირის სიბუსვტით, იქნება 

–/,/,/, ძი“, 
ახია, ტამოეძიეალოთ '- ეექტირის ნაკაიი ნოპირიაჰპირე #Vს, #M V”“, ნახნაჟ- 

ბე; ეს ნახნაჟი #///#V /#;, · + რწახნატისაკან იმით ცანსხვავძება, რო მას 

ეთანაძმება #4 –ის ფე, მნიშენელობა, ამიჟომ #” ვექტორის 6აკატი 

MMჩMM, რნახნაცზე იუჟნება 

% 

L#”-MM+ ე (64, 24,14,%, · 
სამახაიტახე, # ეექტორის 6აკაცი აღნიბნულ ორ მოპირტიაპირე ჩახნაჟტე არის 

2 (ჩ //##I, 24, 4 ძე, · 

ანალოციურატ, წ- სს ნა. აჯატი იანაჩჩენ უერთნანელის ნმოპირტიაპირე ნახნა–- 

ცებბე, იქნება ; 

გ, (Mჩ24,4,%,, ჯვ (60 MM, 4, «,- 

–აიტა6 #-=#M/,/,9ეძე,%, ამიყონ შეკრებირ, საბილროი ნივიღლები 

III. % (64#, ს)#5, (6Mჩ)# (654/,X: ((0) 

I 
ჰ#ერძიი, ცილი5ცრულიც კიორტინატებიი ტვექნება 

ძი.#ჩ = 

– მ” _ მწ) _ 2. / მი მ 
4 6=7 > (ჩი #43 58 =35+49%>+4+7 3752: (C/0/) 

ხოლი სჯერუტ კიირშინაგებში 

ძი# - 1535; (ჩ » 7909) #3-(ჩ, თიმ) «უი ნ) (წ ”) =   

§თმ | 9 

/ ((0'/ა 
2 L2(ჩი., 

#1 2? C ) ლე 

5. როგორის ფანრიეია ორთოვონატურ ნრულნირუი კოორიინაჟებში. იხე, (“– 

გ. რე რენოთ, ჩ. რ... ია #6 ირას #' კექვოოის კრორიინავები % 8, ია 8 

ბაირამი, XV პსმ“იადჟიელალ ყიხარცებლოთ თიორხულიით 

59 + 3 3(/ 3იმ)- 

51



>” ჩ-ძ- 
»თ/.»M -კო _#/ი. ჯ ' 

ნივიიოო” 3 არეტ Mჩ,M,7#M,  პარალდოკნანი, რომლის ერი-ერიი ჩვერო არის 

Mრ, „9, წ) წერტილი, ხანაც ცაზოსატელელის #0Lჩ - ის მნიშვნელობა. ცანიე-. 
თვალი # ეექტორის ცირკულაცია აღნიშნული პარალელოცრამის მიმართ; ცხატია, 

# ვექტორის მუშაობა 7, რკაიზე მაღალი რიტის უსასრულოტ მცირის ხიზუს- 

ჟით იქნება 

/–7/, ძი , 

ხითო /# ვექტორის მუშაობა მოპირიაპირე MM ტვერიბე” 

მ -Iწ/, «3; (”02%§,)4,. 
ამიყომ მათი ჯამი ი» 

მჯ (ჩან, %ი, · 
ახევე., ”ქ უეექტორის თია პარალეცტოტრანის ორ ძ0ანარჩენ ტვერიტე, იენება 

% (ჩ /,) 499, 

ახლა, რაიტან აღნიშნული პარალელოტრამის ტარიოობიიდ §= M,//,98,9§. 

ამიტომ ტვექნება 

„LL > =:- 2 (M-/)- > 27 (2). ((() #9;L%, 
ანაიოტიურაი მიიღება მში ორი ძილმა 

არი 95. აბ რ) 
ია, მაშახარამე, ტვექნება /” 

=> _V 2 (6/4- 2. L I 2 (–#M,)– „L/ –79:15ე,(54)- 9 -(6M,%,%6 | ვ; (”#) 
, + V2 2 ((2) 

2 (6M)#9X (5)“ა; (541: 
ჰერძილ, ცილინირულ არობატათ ტვექნებაბ L 

9 _ C> 2% 

ო L- #(CC# მ». 7-)#% ს 7 (/2!) 

2% 6. + 2 რ ' 
#7 ი(2X+7” %). 

· 1ნაიცან არებული ტეაქეს მარცხენა კოორიინაციას სისტემა, ამზიცკტო8 კონტუ”“–- 

ბზე აელის ია0ებიტი ტები იქნება ისეთი ,რომელიც არეს მარჯენიე იაროვებს, 

2 #”, //, ტვერის ეთანატება 4 – ის § #ძ“ მნიშენელობა. 
ჰ 3 3 ვ 

§2



ხოლო სფერულ ჰჯოორტინატებში 

-/ – 2 წინ» » აუუ 252. 26>%9), ((2/) 
»I I %_ ჯ (5+X#%  % 
იI» 2. » 22 292) + XL #5იზ 23) 

6, ლაპიასის ოპერატორი ორიოტონალურ მრულწირულ კოორტინატებში. 

ტანეიხიიიოი VI(§,.9,.9,)თუნქციის სკალარული ველი. ტამოეივაიი 47 ცამო- 
ხახულება; ეისარცებიტოთ ფორმულირ 

· · 4# < V (0-0ძ /2- 
რაიტან > » 2 - 

–- “I C XV კ+-% ლოიძი #37, 7 7/. 9 წ 70 29; 
ამივო8მ, თუ ეისარცტებლები ((0) დორმულით, ტვექნება 

2? 

4/= ილ0I46M 2. MV #4(/ს წ. #, IV, 9)» ((3) 

აკრ ს 2, C %# (>). 

კერძოლ, ცილინირულ პრრიიმაჯებთი, გვექნება 

4#=XI2C# CC I)# 29 31) = (ჯე7) 

ე“ , / 2% 7% 2 X, 
<= 5-2 #X53>2 ” მჯ? » 72 მჯ2 ” 

ხოლო სძერულ კოორიინატებში 7 % 

  

% 
V% 

: 2 I 

ბ/=45-(' 7)” #23 3 17 –>ეჯ 23 (909210· თ) 

საქარჯიმი 

ს ლა, –I2 2 
I. აჩეენეთ, რო8 /(9 –§)-(წ+1) =|5| -)ნ| · 

2, ოიხი #,ნ,C/ ძა ” ვექტორი მიებარეობს ერთ სიბრვყეზე; აჩეე= 

ნეი, რომ (>=X8)X(CX2) =0. 
ე. აჩეენეძთძ, რომ, ძუ ჩ(M, )- -/ჩCთ),”, #)არის სივრციიი X #2 კოორ- 

იინატებისა იას ხ იროის წარმიებაიი ფუნქცია, მაში6 ძჩ =(ი>. #)ნ+-2C 9. 

#. აჩვენელ, რონ, თუ M(X,),27) ია V(X,),2) იიდერენცირებალი ფუნქ- 
ციებია, მაშინ პირობა 

ლ-იძს Xთ-ძძV =0 

არის აუცილებელი 0ა საკნარისი ,,ინისა, რიმ « ია V ფუნქციები შებმული იყოს 

#(4M)50 სახის პირობიი; 
5. აჩვენეთ, რომ, იუ “ ია V ჩწარმოებაიი თდუნქციეშია, გაშინ 

დოლიძის XღდიძV არის სოლენოიიალური ვექტორი; -” უუ



6. აჩვენერ, რიმ, რუ ჩ(#X.),§,C) სივრცითი კოორლინატებისა იას #L 
ირის ჩარმიებალი დუნქციაა, მაშინ ნებისმიერ შეკრუტუ 2 რტეტაპირის 

ბიმარი ალხვცილი აქვს ტოლობას 

# 8-7ძ+ =0, საისც 8=VXჩ, # – ბეიაპირის ნორმალის მცებავია; 
> 

7. აჩვენებ, რი8 ყ-იძ-ნ =- #2 (== =769:)2:>72). 

გ. აჩვენეთ, რიმ ძ" 2§78-0 ( X#. მულმიეია); 

ხზ. აჩვენერ, რომ'იეკარტის კრორიინატისა ხსისჟტენის ცარიაქნნისას აილცილი 

აქვს ტტილობას 

მX, , 2X , 25% – 2X „9, 22 (ძV# ჯწარმოალცენს სკალარს); 
3 თ, 2, ჯ 

10. ისარტებტეთ კოორდინატთა ცარტაქმნიი მა აჩვენეთ, რონ „თხ # 

პიიარული ვექტორია; 
((. ნყარი სხეული ბრუნავს მკვიირი ღერძის ტარჰემი მუიმივი XC #”V, ა 

ჰუთხური სიჩქარით; ცამოთეაი7ე V ყიჩქარება, ია ” აჩქარებათია ველის 
იივერტცენცი. 3აC: ძVI =0, ძV»L = 2()2 

–.- / 
|2. იპოვეთ ჩ. ვექტორის პიბენციაიი. 

#+2 ს. 1 - -- პანა: 7 , როცა 7-2; ი» რიცა #=-2. 

Iე. აჩეენერ, რო8 ძV(9X6) -' წ.თ 27 - ?იძLს . 

)ი, რუ #-.7 არის შემტეცი იპერაკორი X23-+V2-+X32. საიას X, 

_– _./ ' 

XV ია 2 –- #- ვექჟირის ტეცმიიებია, მაშინ აჩეენეთ, რონ 

_. (ჩ-წ) დ? –/-ყიიძდ. 
15. დუ # რაი8ე მიმარ ულების ნცებავია, ხოირ ჩ-ჟექცორი, აჩეე–- 

ნეთ, რომ => 2 ' 
(7-C)/ -»X- '! 

– 
ჟ/- 27 / 

სამაც 2. წარმოალცეხ. '/” ეექ4ორის ჩარწრებულს ჯ ლიმარიულებით, 

|I6. აჩვენეთ, რის, იუ #(X),2. ფუნქცია აკნაყოდილებს იაპიასის ტან- 
4ოლებას, 6ა:ი6 2842 ეექვორი სოლენოიხატური ია პიცენციალურია. 

     

  

/7. =7 #3 იპოვეთ # ევექვრრის იუშაობა ერთეუი რა- 
2 თე 

ტიიუსიან წრებე საარის ისრის საჩინაატხიტეკო მიმარჯუიებით. პას.: 2».



ტაუჟ9ი ” 

ტენტირულო აორისხმის ელრმ8ენზები – 

ხექანიკის, ტეომერრიისა 0ა დიტიკის ბეერ ამოცანას მივყევართ ტენშო- 

რის ძნებამიე. ტენბტორი ტაცილებით რთული ცნებაა, ვიტრე ვექტორი 0ა ნარწოაი- 

ცენს უკანახენელის ტანბოცაიებას. ვექტორის ტანნარტებას, როიტირც მოტებული 

მონაკეერი, აქვს მარტივი ტეომზეტრიული ინტერპრეტაცია, ტენშორისათძვის კი არ 

არხებობს ახეთიი იეაილსაჩინო ჩარმოძცენა, 

მოვიყეანოთ აქ ვექტორის სხვა ცანშარტება, რომელიც წინა განმარტების 

ტოლფასია, მაჟრაც , რომლის ტანრნოტაძმება მიჟვიყვანს ტენტბორის ცნებამიე,. 

უვთქვარ, ტვაქეს ბეკარტის ნარიკუტხა კპორრიინავრია ორი 0X%+,X, და 

0X MX სისტემა“. ან სისჟემების ღერძებს შორის კუთხეების კოსინუხები 

  

  

  

ამოვნეროთ შემლეკცი ცხრილის სახიძ: 

X |X; | X, 

”, ს % ჩ, 

2, ჩ, | ს, ს, 

X»I 6; | ს,           
ასეთ შენთხეევაში, როკორც ცყნოშილია, წერილის ან ეექტორის“ ჰპოორიინატებისატეის 

ტეექნება ტარიაქნნის შემტიეცი ფორნულები: 

3 / 

X =X; 95% (M=/2, 3), (/) 

3 
- | ა-ი (4 #2, 3). (I) 

მევნიშნოთ, რიმ მიმართულების 9 კოსინუსს–შორის არსებობს შემიეჟი 

სახის იამოკიტებულებები: 

ჯ · 
8 –) 1, ცა > 

4, =2, წ, 2 ) 0, #.ცყა (%/ V გა (2) 

წახიან ძ - ბ · 
–.. ი. –.- -+-– 

, ე.ი.კოორტინატტია ორდოტცონალური წრვიეი სისტემა. ჩეენ აქ დორნულების 

მიკიემ ჩაწერის 0ა შებეკების #1-ცტანბომილებიან კოორტიინატულ სივრცეში ტა–- 

იატანის ნ6ნილძნიი კოორტინავებისათვის შივიოოთ ტანსხვავებუექი აოღნიშენები, 

უ.ი.ჩერციექის (ან ჟექტცირის) კოორლინატებს აღვხიმნაეი არა X,V,7-ირ ,არამე0 

«,,8-ით . . 

2 რახბცან კვაინტერესებს ბხოლო0 კოორტიინარრა ცარიაქნნა, ამიკომ ვექვორს 

უიცგულისხნები მოლებუის 0 ჩერ„ილბე. 559



უუნოლოთ კოორიინატთა (/) ლა (/7) ტარხიაქმნას –ორთოცონალური ათინური 

L იყოს მატრიცა: 

", წ, ხ, 

L - ჩ, ხ. %, 

ხ იხ, 
ეუჩოლოთ მას (1) ცარიაქნნის მატრიცა. 

ცხალია, ძ6LL = XI. 
ჯ, X, 

კერძიი, რუ »#-/ % 7 ია X -/8 ) ორი ვექტორ–სვერია, 8აშინ (7) 
“ XI 

ია (I) ფორმულები მატრიცული სახით ასე ჩაიჩნერეზა: 

Xჯ=LXI, X =L VX, 
– # , 

საბაც # “ არის –ის შებრუნებული მატრიცა“. 

ებქვათ, კოორიინატია 0X,X,X, სისტემის მიმარი ტანსაბოვრულია რომე–- 

სკალარი, 

ეიქეარ, თ(თ,.0,.9,) რა XCX,.4.X)– ორი ეექვორია, მაშინ ცხალიას, 
მაიი სკალარული ნამრავლი 

თ. -7 =|2I I>Iთ§,% = თ,#+ 0,M,+9,X, 

ინვარიანტულდია კოორტიინატთა ტარტიაქმნის მიმართ, ე.ი. ა9ცილი აქვს ტოლობას 

3 

2 თX – 2 ი · (1) - 
#7 #7 #V=/ 

პირიქით, ქაჩეენოჯ, რომ ხუ ტეაქეს წრფივი ფორმა 
ჰ, 

#/(M.%.%) => 65-რ»Xა0იი. რ. რ) 

ხაბაც XX. რაიმე ვექტორის კრორტინავებია, ია ეს ტორმა ინეარიანცულია 

კორორტიინატთა ტარიაქმნის მიმართ, მაშინ რთ,,#6,,#ი, რიცხვები აიტენს ვექტორს” · 

! აზ შემიხეეეაში L =L” საია, L არის L-ის ერანსპინირებეიი 
მატრიცა. 

2 ე.ი. ტარბაიქნნებიან ისე, როტორც ეექცორის კოორტცინა5ები. 
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მარილაც, პვაქეს 

3 წ) 

- =2 თი #-=2 X 2 6.ძ 29552 99 596 64-25 59 
რაეტან ეს ტოიობა მარიებულია ყოველი X5XM( 9, – ხაივის, ამიტომ 

კრეფიციენტია შეძმარება ტეაძლევს: 
” 

რიტ 46% რ-M 
ეხ კი იციქეე (/) ფორმულების, რომლითაც ტარტიაიქნნება ვექტორის კირირტინავები. 

ეს ტარემოება 0ავუხოთ სადუძელა0 ვექტორის ტანმარტებას, ე.ი. რთუ 
ჩნრფივი «ორმა 

> თ,X 
#–7 77 

ინვარიანტულია ჰოორიინატია ტარტაქმნის მიმართ, მასიან 7, სხ,“ ქექტორის 

ჰოორტინაჭეფბია, მაშინ თ,,თფ, იმ, რიცხვები აიცენს კექტორს! · 

ბზოტჯერ ასე განწერვებულ ვექტორს, რომელიც იაჯაექშირებუტია ორთოცონა- 

ლური აფინურ (I) ტარნაქნნასთა6ნ, უნიბებენ ორიიცინალურ აფინურ ვექტორს. 

I. ვისარტებიოთ ვექვორის აქ ნიყეანილტი ქანსაროვრებით ია ტაწემარტოი 

ორთოცკონალური აფინური ჟენრორი. 

ვიქვათ, XCX,4, X) 0ა X(X,.·X·#) რრი ვექტორია; 
ტანეიხილოთ მემიეჟი სახის ორალნრდივი დორნა: 

, 
2” = 2, «იყ - = 9, M),+0,X,), #0თ,X),#--” 0, 4) #9MX70,X,X, (5) 

საიაც რთ/ (I/= #2,3) წუბისმიერი რიცხვებია. 
თუ (5) ფორმა იწვარიანრულია კოორიინავია ტარიაქმნის მიმართ, ტაშინ 

ფებულ ენზორსაც, რომელიც აცრე#რეე 0აკავშირებულია აფინურ ორთოკონალურ (1) 
ტარტიაქნნასთან, უჩნოლებენ მეორე რანცის ორთიტონალურ აცინურ ტე6წორს, 

ვისარცებლორ ცენბორის ამ ტანნარტებიი ია გტამოვიფვანოთ ორთოცონალური 

აფდინური ტენბორის კონპონენტებისაიეის ცგარტიაქმნის ლორმულები. ცანმარტებით 

გეაქეს: 
7 

2 ბახ” % „უე - > %2, 2> სანაი” თი”. ნ,ხყრ. 
“3.7 - “ 

საილანაც , ი იხე როცორა ბენოთ, ცეექნება 

2”, ს“ («5 =/2, 3). (6) 
რ '/=/ “ 

, ე.ი. წარმოალიტენენ ეექჯორის კოორტინატებს. 57



ანალოტიურატ მიიღება ფრმულა 

=> 99, CL, (რ,§=#2,3). (67) 

“ 

ან კორმულებიი ტარტიაიქმნება აფინური ორთოტონალური გტენბორის კომპონენტები. 

რდხეელოტენბორი. ბემოთ (თავი !, 9 I!) ჩეენ ტანემარტეთ პოლარული (ფა 

«სევიოეექტორი; იქვე მოვიყვანეთ მათი კოორიინატების ტარტაქნნის ფორნულები. 

ახია, რუ მხეძვეტობაში მივიტები ახალ აონიშვნებს, შეენიშნაეი , რომ ძთსეეიი– 

ვექტორის კორრიინატები ტარტაიქნნება არა თ. (0 > 6.4 4%#(4-#M7, ?) ფორნულების 

მიხეტვირი, არამეი შენიეცკი დორმულებირ: 

3 
7 =V/2,3 თ. –ძი(L 2, 6. (« , 2, ა), 

საბაც LC ჰორრტიინატთა ცარბაქმნის მატრიცაა. 

ახტა,მეორე რანცკის რაინე ობიექტს ქუწოტორ ტსეევიოტენტორი, რუ შისი 

კჰინპინენტები ტარტიაიქნნება. შემიეცი ფორმულებით: 

გ-ძის L 2, >X7 («§ – /,2, 5). 
# 8, 

პენბორული აორიცხეის ტერმინებში ეექტორი–-პირველი რანცის ტენრტორია, 

ასევე შეიძლება ტანიმარტოს ორზე უდრო მაღაიი რანცტის ცენტორები. 

მეორე რანტის აფინურ ორთოტონალურ დტენბორს ეჩოიება სიმეტრიული, თუ 

ბისი კომპონენტები აჰმაყოფდილებენ პირობებს: 

· ფთ ი“ (57 “ # 2, 3)- (7) 

აჭვიიაი შექანჩნეერ, რო8 სიმეტრიუიორბის ეს თვისება მართებული რჩება კოოუ- 

იინატტა ერტ სიხტემიიან მეორებე ცაიასელის ჟშემძმეცაც. 

ხეირე რანტის აფინურ ორთოცტონალურ ტენტორს ენოძრება ანფისიმეჟრიოლი, 

დუ ხისი კომპონენტები აკმაყოფილებენ პირობებს: 

თ,=-ფ, (#/ =<#/ 23). (C1) 

ხინეტრიული ტენტორის შენთხეევაში ტენბორის ტანმარგებისას, ნაცელაი ირაა- 

6ნ5ფივი (5) ფორნისა, შეიძლება ჟეესარპებია კვაირატული ფორმით: 
3 

2ჩნ(XM.9,,2,) = 2 თXჟუ “რ, “ი, ”მ, M+2თ I, X,X,+ 20, +2თ,%% ” 
M-! 

რომელიც ნიილება 2/- სატან,თუ ტავუშეები- X =X ( ”-#2, #). 
ტენბირი უმჯობესია ჩავნერორ კვაბრატული ცხრილის სახით; მატალითაე, მეორე 

რანტს /# ტენბორი, რიზლის კომპონენტებია თ, (I1I=/2,3ვ) ასე ჩაიჩე“ება: 

5რ



რი, 4, იძ, 

4> ძ, მც მძ · 

..” 

შევნიშნოი«, რო8 აქ მოძეანილი ძველსა შეიეცი უყძელელა0 ტაიაიის # 
ტკანბომილებიან კოორიინატულ სიერცემი, მხოლიი სამჟანბომილებიან სივრცის 

მსტავხსა0, აქაც საძიროა აფინური ტარიაქმნის მატრიყა იყოს ორიოცონალური, 

რალიკან მხოლოი ა8 შემიხეევაში ა0კცილი აქვს ცგოლობებს 

2 - % ==. 

2 “> ”“ 

ამ ტარენოებას აიეტილტი არა აქვს კოორიინატია წებისმიერი ტარიაქმნის 

იროს, ამიკომ (როჟორც ეს ქეენით იქნება ნაჩვენები) საშირო შეიქმნა შემო– 

რებული ყოფიიტიყო კოვარიანტული ია კონტრავარიანტუიი ვექვორები ია ტენ- 

ტორები. 

8ატაიითი ”. ქაჩვენორ, რომ ბემოი ცანმარჯებული 4. (V-#/23) 

რიცხვები აიცენე6 მეორე რანჟტის აფინურ სიმეტრიულ ტენმრრხიხ. მარილაყ0, ტან- 

მარტებიძიძ 
   

  

289 სიე – XV 5X>რსირ X-7 · 

უკანახკხელი, 5 X»X ია »#» ეექტორების ხკაიარო, წამრაელი , იწვარიან- 

ტულის კოორიინატთა ტარტაქმნნის მიმარი; მაშასალამე, ბ, (V-,2 2) რიცხეები 
აირტენე6 მეორე რანტის სიმეტრიჟC ტენბორს. 

ვუნოლოთ ტენბორს, რომლის კომპონენტებია ბე (((=#,2,,.) რიცხვები, 
ერრეულოვანი ტენბორი ეივნიმნოთ I|-იი; ანრიცაი0,     

ია
 

ა
 

  

ნახ.23 

მატალირი #2.ძაბვის ტენტორი. ცანევიხილოთ იეფორმირებატი სხეუ–- 

ლი, რომელიც,ვეიქეათ, იმყოდება ჩონასნორობაში; ეიტულისხმორ ნისტან ამოჭრილი 

რომელიმე V მოცულობა, რომეცტიც შემოსატღოერულია შეკრული ტიუვი § ბერაპი- 

რით (ნწახ.21). ცანვიხილოთ მოცულობის ძ» ელემენტი; ეთქვათ, მასზე მოქმე– 

იებს მოცუიობითი (ტარე) ჩძ» ძალა; აქ 8 არის მოცულობირი ძალა, ნაანტა- 

რიშები ერთეულ მოცულობაბე. ასევე, ტანვიხიიოი ა მბეიაპირის ძი ელემენკი, 

რომლის ტარე ნორმალის მტებავი იყოს #. იძხაიია, ბებაპირის ძირ ელენენტზე 

იმოქმიებს სხეულის "” მოცულობის ტარეი მიებარე ნაწილისატან ტამოწვეული 

> ძრ ბეიაპირული ძალა, რომელიც, ცხალია, რამიოკიიებულია მი ელემენ- 
ტის #” წნორმალის მხმარიულებაბე. > არის ტელხაპირული ძალა, წაანტარიშე- 
ბი ბეიაპირის ერთეულ ფართობზე. /(),:) იიხოს მ/ ელემენტის რომელიმე 
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ნერჟილი; ახეთ შენიხეევაში ,- სხეულის V მოცულობაბე მოქმეძი ტარე ძალე– 

ბის 6იავარი უექტორი იქნება /#/ / ძ»; ხოლო ბელაპირული ძალების მთავარი 

ვეეჭორი V 
# Xძ+. 
§ · 

იავნეროთ სხეულის ტანოყოფიიი V ნაჩნილის ჩონასნორობის პირობა! სჯ» ტქექნება 

# ”«» #/ #99 – 0. _ (9) 
6 ” § წ 

სხეულის ”/ ჩერტილიბე ტამოეყოთ უსასრულოტ მცირე M48C 

, ტეტრაე0მრი,რომლის სანზი ჩნახნატი კოორიინატთა სიბრტყეე– 

ჰ ბის პარალელურია, ხოლო მეოთხე ჩახნასცი #” ვექტორის 
მარიობია. 0ავწეროთ ტემო ეექტორული (9) ტოლობა ტამო- 

ნახ.29 ყოფილი -ტეტრაეტრისაიძეის,ტვექნებ» 
– _ – ტრ – 
#-V - 7. 5-თი,X – #5 იი§ი,/ – დ: §60§ი,წ +7-5=0 

საიაც V=1+#5ჩ, 5-48%C ნახნაკის ფართობია, # – კი ტეტრაეიტრის სიმაოლე ა უ)ა- 
ნასკნელი ტოლიბიიან ზოვარზე ცალიასელით, როცა #->0, ტეექნება 

რ = 7 C050,+ +2; იი§ი, + 7 C05/0> (/0) 

ახია იყოს მ, (X,-X,2,),9,(X,X. ენ, დ.ა. 5.) ,ნაშინ 
// =გეგ,%, = 9” =(X თაი» +X,6იზიც, +7X, იი§ი,C)605იX # 

“რ #”· ”“ 

«+( Xთჯის +, იები, + V,C0§ ი”) 6010 /+(2,0%იX +2,თ5 ჰა + 2Xი0§ი,შ)«იაი,6 - 

-=» CX + V,თ§?ი/ + 27კ605?ი,2 # (X,+7X):% ი,X C05ი,V + 

#/) #/ რ) 

»+(X,47, „) ლაი ხიდი,– + ( V,+7,) Cი1ი,VC0%ი,7 , · 

ნარზიაიგენს იწვარიანტულ კეაირატუი ფორას #(60:MX,%%MXე,C28>ი”)ვეეჯორის 
კიორტინაცების ნიმარი ტია ,ნაშასალამე ,ცხრა X,, X, ·-.,2, ხიიიიე ტეფორმირებალი 

სხეულის ყოველ წერტილზე აი0ცენს წეორე რანცის აძინურ ორთოცონალურ ტცენმორს. 

X. X >”, 
აა... 

X, ' 2, 

უუნოლით ახ ცენხორს ყაბვის ტენზორი”. 
მაცალითძი ქ. მეძორმაციის ტენზორი. ტანვიხილოთ იეფორმირებალი 

ს მიქმეიი ძალების ნთავარი ეექტორის ნულტან ტოლობა. 

2 აქ, ნაჟაიიიაი, #წC წახნაგის წორმალს ექნება 0X ღერძის საჩი- 
ნააომტრეცო ნიმარიულება; ამიტონ ამ ჩახნატბე (მოქმეტი·- ცარე ძალა იქნება 8. §, 

საბაც 3, არის #ჩC ჩნახნატის ფართობი ია იტი §C5იX-ის ფოლის ( § კი #8C 

ნახნაჟტის ძიარბობია). 

ჰ შეიძება ჩყენებსა, რომ ეს ცენნორი სიმეჟრიულია. 
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სხეული. ავიოოთ სხეულში ძ0ეფთორმაციამიე რომელიმე /I(XX#2) წერტილი ია MV/ = 

=ძ»”( «,, ი,ძ») ელემენტი. იეფორმაციის შემიეც # ჩერჟილი იაიკავებს ცარკვეულ 

ეექტორი; ხატოცტალო0, ჩონასჩორობის შემიხვევაში ენ ეექტორი არის წერტილის 

მიებარეობის ფუნქცია, ე.ი. X),7 კოორიინატების ფუნქცია. ანრიტალ, 

ნ =X+V(ი» 2), 7 =/##MV>),2),C <= 2 +MV(X%I), 2). 
ტამიეთევალოთ იეფორმაციის იროს ხ7I”=ძვჯ? ელემენტის ყვლილება; ტვაქვს 

4. > ((+29)ძ»+ 89+32ძ», ძი-=3> +(+3)ძ/+:> “ძ», ძი - 3ძ+ეძ/+#§:)95, 

საიტანაც , 

ძა“ „ ძჰ-ბ·-ძუ“+-ძე?- ძა”.ძე?ბ-ძა?.2| 04. -C4 · ი6,,0ძღ+20 ძაძ. +26 ძა «20 ძ9), 

საბაც 

პ.ს მ» ... 

ნხ- 9+1(C 2%)რ+-(2% %(32)' “ირ -1(8-+ +2)+1 მა +2 7 წ თ)” 

ია, მაშახატამე , 

ძე” “- ძე 2. 2|6.““ ლუ”. -60.ძ· ”/26ეძაძე+ 26, ძ»აძ” -20  ,ძიძ!). 

რაიჟან ძ-'წ+-ძ5? ინვარიანტული სიიიძმეა კოორიინატრა ჩრთდივი ტარიაქმნის მინმარი, 

ამიკომ, ცხალია, ექესი 6., 6,6, 6ე, 6.6, სილ0ილე იეფორმირებალ სხეუ- 
ლის ყოველ წერტიიბე აიღრი მეორე რანცის სიმერრიულ აფინურ ორთოტონალურ 
რტენმზორს; ეუნოტოთ ამ ტენბორს ძბედორმაციის ტენბორი. მცირე მეფორმაციის 

შემთხეევაში, როცა «, 1; MM იმიენაი მცირეა, რიმ მაიი ია მატი ჩნარმოებულე- 

ბის კეალრატები 0ა ნამრავლები შეცვიძლია უჰუჟატლოთ, ტვექნება: 
რ, –9% 9% 

მჯ 
#X% 

რი.» წ, “3” ' 

თ - ჯ 3+ +32/, 6.=+ჯ 396+25)» წ.“ =1(3> 

“ V 2. არითმეტიკული ოპერაციები ტენბტორებზბე ისე კანიმარტება როტორა 

ჰეაბრსცუი მაღტრიცებბე; ახე, მაცალითალ: 

I. ტენბორს უეუნოიტოთ ნულოეანი, თუ ნიხი ყველა ჰიმპონენტი ნულია. 

„ჯე. «ი, 

2. ორი # ძა 8 ტენზორი ფოლის, ტუ ტოლია შესაბამისი კომპონენტები. 

ე. ორი # ია -8 ტენბორის ჯანი ისეთი მესამე . ტენზორის, რომლის 

კომპონენტები შ3ესაკრებთა შესაბამისი კონპონენცების ჯამია. 

რენბორის სკაილარზბე ნამრავლი, ტანნარგებულია დ„ლოლობიი: 

#0, #ძ,: Mთძ,კ, 

M# = #0, Mთ, #0 

#თ, #”თ. #თ,, 

ბოლოს, ვაჩუენოთ,რონ ძოველი ტენბორი ცაისახახ იაიმლება სიმეტრიული 
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ბარალაც, ეჯპქვარ, #ტ-(0ე ) ნებისმიერი ტენტორია , მიეიღოთ: 

ძე, - ჩ, #·წყ (6./ = #2,3) 

ხა ნოვითხოერთ, რომ 

ეებებბებ“..–“.. 
მაჭინ ტეექნება: | 

6, ე.მ: %-/,9% -/ყ “წყ? 
საიიანაც · 

/ყ => (“44 შე – X(9-%) (I/ - # 2,3). 

ახია, ვთქვათ, # (წყ) მეორე რანცის ტენბორია, XXM-M,M) –რომელიმე ვექტო – 
რი;შექაილტინოთ ჟამოსახულებები: 

, · 

+ =/ 2 3). X, -2, თკუ= 9,0, +-,% (M-62 მ. (I2) 

# „L .# · -– 
ვაჩეენით,რონ X,, X,, XV სიიილეები ა0ტენს ეექტორს. მართლაც 6 XXV) 

იყოს ნებისმიერი ვექტორი, მაშინ 
, 3 , 2 

2 X9, =2 X2 ძ,%X-= თ.X.#V.· 
„2: +M “2,%2, 97 რ, “ 4. 

ეხ უკანასკნელი, ცხახია, ინეარიანვული სხიტილეა კოორიინაცთა ცარტაქმნის 

მიმართ; მამასახამე, X/ XI" X” სიიიიეები აიტენს ვექტორს. ეუნოიოთ 

საზოვრული ტენბორით. 

ს 3. ტჟამოძენების ითეალისაბრისით სიმეტრიულ ტენბორს ჟანსაკუთრებული 

მნიშენელობა ენიშება, ახიტო8 იაჩერილებით შევჩერტმეძ- მაითბე. 

#4რფ ) იყოს სიმეტრიული ტენბირი; ტანეიხილით კვაირაჯული ფორმა 

» 2 წ 

2/“V, #.%ი) - 2. თაყ თ,“ შ,,X, +0,,X, +260 XX,+26,46 #20,X2; (14) თ- 

3 
ჯ პ/ (== #2, 3). 

, -2 9“ X =– 98% ( : , ” 

ამ შ-9იხვევათი 

0ხავსეათ ასეიი საკითხი: ვიპოვოი კოორიინატია ისეჯი ახალი ირი 

სისვენა, რომ ამ სისტემაში ((2) ფორმამ მიიღოს კანონიკური სახე! : 

2/ – ს X + 98 +-,X/”, (/4) 

ეხ საკითხი # მაჟრიცის ხიაჟონალურ სახემძე მიძვანის საკითხის 

ტოლიტახსია. 
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რაც ნიშნავს, რონ ახსდ„ სისცენაში 

X. –4X4 8 = ნ, X. –4X/, (75) 

ე.ი. რა ა მიმარბულების უნია იყოს XC, %,X,) უეექვრრი, რონ მიხი 

შესაბანისი X 4 5+XრX2) ეექტირი იყოს XVC,X#. XV) ვექტირის პარატერუ– 

რი? ამისხასთეის კი აუცილებელი ია საკმარისია აიკცკილი ჰქონბეს გჟოიობებს; 

თ.IX #9, X, « 0, X, =4X,, · 

ძე X,+0,,X,+- 0,,X,= 2X, 

ს, X, #+0,, X, #0, X, =-4%, 
ხანაც 2 – რცხეია. 

ახრიტარ, ტეაქვს 

(თ,--)», #+ძთ,X, 4 თ,X, = 0, 

რ,, X, +(0,--X, +%, X, –- მ (46) 

(I X, + 09% # (თ,- ი = 0. 

ერთავაროვან ტყანჯოლებაია (16) ხისტემას რო8 ექნეს არანულოვანი ანინახსნი, 

აშისათვის საჭიროა სისტემის 0ეტცერმინანტი იყის ნული, ე.ი, 

%, –-2 შ,, იც 

თ, თ, -1 ძ,, 

თ, მ. მკ-4 
(/7) ტოგობას უვუნოტოთ ნახასია«ებელი ტკანტოტლება;როტორც ცნობილია (ა.რუ- 

ხაძე, უხ.მარ.ტ./.0ამ.!!), როცა _ 4 ხსინეჭრიული ტენტორია, მახასიათებელი 
ტანფოლეშის რესვები“ ნამივილი რიცხეებია. 

((>) ცანროლება ტაშლილი სახით სახე ჩაიჩნერეზა: 

–=0. (77) 

თ, თ, ძ, 
2 _ც?  ც?-ე? =| 9, 0. " 

-(ძთ,+0,ც70,,)-1 +(ძკძ,+თ,60,,+0,,0,, 0, 0, იც)-1 >» სა|= 0. 
ძ,, 0, 0, 

+, იC“ს L(%9) ცანტოლების ერთ–ერიი ფდესეი ( #4 ჟგენნორის საკულრიეი 

რიყხვი), მაის ტანკრლებათა პემიეცი სისუემიტან: 

(თ,- 4)», 49, %, + ი, - 0, 

თ,,X, +(0,, --ბ,)», + თ,, X, = 0, 

თ, X,+ 0, 9, +(0,--2,)X, – 0 

ვიაივაი ისითი » X (X,X ი, X,) ამინახსნი? , რიმეიიც 0ააკნაყორტიიებს 3პი“ირიას 

2..2 2 X, #X, #X; = 1. 

, აე 4 ?დაეაიი: : “არ, ს სარიტის საკაბივი “იცხეები, 

#4 იხყი სააუირიქეი თბიშაური, 62



უეუნოლო7რ ამ ეექვორის ზიმარიულებასს # ტენბორის მიავარი მიმარტუ- 

ლება. 
ანაცოტიურატ მოიძებნება ორი ძბანარჩენი 8იავარი მიმარი«ულება. ძნობილია, 

(ა.რუხაძე ,უმ.მაი.ტ.I ,იამ.I/),იუ 2, ია 42 მახასიათებიები ტანჟოლების 
კანსხევეაჟებულ. ფეხეებია, 8აში6 მაიი შესაბამისი 8იავარი მიმარდუტლტებები 

ერიმანეიის პერპენიიკულარულია. როლესაც კორრიინატია სისტემის ღერძები 

უემიხვევა ტენბორის მიავარ ღერძებს, მაშინ ახსეი სისტემაში ტენბორის მხები 

კომპონენტები რულია, 
> «. ტანეიხილოი რომელიმე ადფინური ორიოტონალური #(Cთ,) ტერბორი. ეაჩ- 
უენიით, რომ ძიL/# იწეარიანყულია კოირიინატია ტარიაქმნის მ8იმარი. 

ზარილაც, ტეაქვს + 
> 

, 
9%§ აე –/ 

ზიეიღოი 6=269/ , ხ= · 

2 M#§8-/2,3); 
“” წ 

8ატრამ ტეჭერმინანტების ამირი გი ვირმულის «ანახმაი9ი შეკეიძლია ძავჩეროთ: 

“2 “ი ჩა ხი ჩხ, I , + ჩ, თე ძკ თ. 

თ მც 9, | =| –, ჩი ნი|.| რ/ V Mს=ძის/ ძის” "ძის#=| თ, 0 თეI, 

რთ ძვ 9 ხ, ჩ, ხ| |.ტ, C MI თ; ძკ თ, 

ე.ი. ძიL/ ინეარიანტულია კოორიინატთა ტარიაქმნის მიმარი; 

„ რაიტან ((7) ტანტოლებას აქეს სახე 

/ტ -17| <= 4, . 
ხამაც 7 ერიეულტეანი «ვნბირია, ამიჟომ მიხი მარცხენა . მხარე! 0ა კრედი- 

ციენტებიც იქნება ინეარიანტები; ეუნოიოი მაი # ტენბორის ინეარიანტები. 

ამრიტაი, რ,'ძც>.თ,” 444“ ,ჯ თ.თ,+რ,მც!+თ,0,ც-ძ1-თ1-ძ» -<44,4 ს8541,ძი4 

რ«ენბორის ინეარიანტებია..... % 

5. ეიქეარ, : ' ჟზ% 
ი ი" თ, L 

#=| ძ, ი, თ, ' 
ძ,, 0, თ, ' 

მეორე რანტის სიმეყრიული ა«ინური ორიიტონალური ტენზორის; ხოლო (X,X,.«,) 
ჩერტილის კორორლინატები, ტანეიხილოი ტანვოლება ., 

2/ = თ, +თ,X, #0თ,,X, >2ძთ,XX+20,MM,+-2თ,,#X, -=C · ((8) 

/ ე.ი. # ტენზორის მახასიაიებელი პოლინაში.



((ტ) ტანტოტებს C მუინივის ყოველი ნნწიშენელობისაივის ჩარმოაიტენს მეორე 

რიკის ცენჯრაიური ტბეიაპირის ტანუოლებას. ვუნოტორი ან ტეიაპირს ტენტორული 

ტეიაპირი. 

ცხაიია, როცა კოორიინაჟრია ღერძები მიჰყვება # ტენბორის მაავარ 

ღერძებს, მაში6 ასეთი სისტეძის 0მიმარრ ტენბორული ტებაპირის ტცაწტოლებას 

ექნება კანონიკური სახე: 

-ს , +-2,X, >-4, #7 = 6. “ 

ზაგჟალითძი რ ეიქვათ, მყარი სხეული ბრუნავს მკეიცბრი წერტილის 

ტარშემო. ცხალია, სხეულის #M წერვილის მტებარეობა ყოველ ზომენეში ტანი- 

საბტერება მისი X#(X). 2) რაიიუს–ეექტორით. როტორც მექანიკიტან ცნიბილია, 
#M ნერვტილის სიჩქარე არის 

> = 1 XI”, 

საიაც C>(/.9,”) ბრუნვის 0იიხა ვექტორული 
ჰუთხური სიჩქარეა, აჟიოოთ სხეულის მოყულო- 

ბის ძ» ელემენტი, რომლის მახა იყი /V» 

(#ტ/ სიმკერივეა); 9» ეიემენჟის შოძრაობის 

რაოტენობა იქნება 

  

7/ი. 6, 

ხორო იჟიქე ულეშენჟის მიძრაობის რაოირენწობის მ8ომენყი 0 ჩერტილის მ8იმარი 

“ ჯ X( 62 XI )ჰიში. 
6თელი სხეულის ციძრაიბის რარრენობის 0ომენტი ტამრისახება ფდორმუდლიძ. 

/ 

“ 7. /# წ >რCX7X“. –- · 

რაიცან I) – 
· > XCCC IX) = (7. #)- 6) – (#2, 27 =(X «7 + >?) => (0X>+9#7 >> 2) XI = 

=I-ი“ „.9-ყX/ #2. 5C%29) ი) -00ქ/ +(-6%)) 6X> -9/21%, 
ააი«ოშ, თუ ჟეყრვიორებთ აღნიშვნებს: 

1 = იიი, 7 , "წი, #= § = 609 
7, -- წი, ს-ა“, 1 ე –- ირ 

დღა?ინ 7(7, წX.%) კოორიინატები, ე.ი.  ხხეულის ნოძრაოხის რაოლენობის მო–- 
ხენტები კირრიინატია ოერძების მიმარი ასე ნარმოცვიიცება: 

% =/7,+97, 062 == 

7 =0/.0+%7, ” + „7, 

ჩ»7- „7, ”#»Vწ % + -7,. 

მაშასაიამე, რეეს მზიძრაობის რაოიენიბის წ” მიმენჟი არის C2C.5-) 
უექტორის ჩრიივი ვექტორული ფუნქცია ტანსაბოერული შემიეცი სიშეკრიული #ენ- . 

ბოიდ, “იულია თაია --- 
55 

5. 
"65



7 7ი 7” 

7=| # # 7 

სანამ ტახავიტოდერთრ ტენბტორის ბოტაი განმარტებაზე, მრეიყეანოთ ერიი 

სასარტებლო ცნება, 
რიჩანის სიერცე. ბენოთ (რავი !, 8 6) ვწახეთ, რო8 წერტილის მიებარეობა 

სიერცეში ტცანისაბუვრება არა მარტო იეკარვის X,),”2 „კოორიინატებით, არამეი 

მ8რუინირული ფთ.:წ,.9, ჰოორიინატებით«; მახიან იავუშეარ, რომ სიერცის რომელიმე 

არეში წერტილის #«, I,“ „ოორიინატები ჩარმოაიტენე6ნ 9.წ.,: წ, პარამნევჟრე– 

ბის ცალსახა, უწყეერაი წარზოებაი დუწქციებს, ე.ი. X = X(8,.9,9,) X“)(9,'9,'წ). 
1=XC.ზ წია აინიმნუი არეში დუნქციინაიური დტეტერმინანფდი 

(0-2) 
' #6 9) 

ი (9.9, 9,, 

რკაის ძა ელენენტი, რომეიიც) ჩწარმოაიცენს სივრცის ორ უსასრულო0 
მახიობელ წერტიის შორის მანძილს, მრუინირულ კოორიინაჭტებში ტამოინახება 

შემიეჟი დორმულიი: 

უ0. 

>>”, ; 
ქვ? = ძ. + ძ+ძ.- 2, 9 9,9, (9ც-ჭ, Lს/<#42,3), 

Cალაც 

23 2, % მX მჯ ბ კ.ძ: 98 (,/=#2,3) 
მერ ნვ, პფ,  პ29, მგ, მყ, მც  შყ, 99, (4 

თუ სივრცეში ატებუინია რომელიმე ბეიაპირი (ჩერტილთა ორტანბომილებია- 
წი მრავალსახობა), მაშინ წერვილის 8ლებარეობა ბეიაპირზე ტანისაშღვრება 

ირი ზრუინირული M,” კიორრიინატიი: 

»X= X(M,V), 7=X(M% +), 2 –XC(«, ი. 

აჭ შემიხვეეაწიაც ბელაპირის რკალის ძვ ელენენტი ჟტამოითელება ფორმულით 

2 ჯ 2 ძვ“ > მ.9 +2ფ,ძიძ» + ფ,:9X# : 

  

წ” ბა" 2 პჯ 3” 
2 /პჯV2. / ძჯVM2, / 27 V2 2” % _ შმXმX, 97>2=<X7. 22.55 
=(2)+(V)+C ულაძებე შს 2V 

ზ,-|5-ფ) ++: 
ანაირციურა0, ეეკიიზს,ს #-ტანზომილებიან სიერცეში, საბაც ჩწერტილის 

ხხებარეობა ტანისატოვრება 0ეკარვის #,,X-,··.Xთ კოორლინატებით, რკალის 

ძა ულუხენცი კი-ტორნულირ 
2 2 ძა? = ძX:+ძ»; +...+ძX, · 

ხ – 

8.=1% 

6რ



ახია, იუ #,„ სივრცეში შენოეიოები რომელიზე მრუირირულ 9.წ,.- "9. 
ჰრორტინატებს, ე.ი, ეიტულიხხნები, რომ წერტილის 0ეკარტის #«,, 1, ·., X- 

კოორიინატები, ტარკვეულ არეში, წარმროალტენენ #.9.,..--,9, პარამეტრების 
ყაიხახა, უწყვერტა0 წარმოებაც ტუნქციებს: 

ი, =X(9:9,' +49,) X,” 5(9. 9,759)” ''“, 6, =X, (9,0, აზო) 

ია აღნიშნულ არეში საიანაილო ფუნქციონალური ძეტერმინანტი კანსხვავებული 
იქნება 6ულისატან, ახეთ შემიხეევაში რკატის ძვ ელენენტი მრუინირულ 

კორრიინატებში ტამოისახება ფდორმულიირ: 

ძი? =ძ»?+ძ»2+..+ძX. = 2 0,949, (წ, –ფ). (,) 
საიაც – 3 ი» ; ს“ ; ყ 

”-« . . - I 9 წ, =/ 2, .., ი”: 

ფ-2, ში შ9 77.” 
როტორც სამტანბიმილებიან სიერცები, ეეკოიეს რჩ» სიერცეში შეცთ”- 

ლისა ავიღოთ რომელიმე #=-ბე ნაკლიებკანბონილებიანი 8რავაისახობა (ქეენივრძე); 

მატაიითაი, II - ტანბომილებიანი (M<ი1) ჰზიხნიერყე. ასეთ ქვესივრცეში წერ- 
ტილის მიებარეირბსა შეიძლება ტანესაბღეროთ რომელიმე ნრულჩირული 9.9: “ 9“ 

კოორიინატებიი; ცხალია, 7% ქეესივრცის ჩერტილების იეკარვის კოორიინაჭები 
იქნება წმ, 9 ჰარაზეტრების დუნქყიები, ე.ი. 

#=4M(8.9»+9,), #, = M(8 + #), თ.ა, <,- I. ნი 8). (2) 

უიგულისხნოთ, რიზ ეს დუნქციები ცაისახა 0ა ურძეეტატ ჩარმოებალი ფუნქციებია, 

წ სივრცეში რკალის 45 ელებენტი ტანისაზღერება ფორმულით 

ძა? - თ, ფ4949 (თე,-წ/), (3) 

სატაც „ 
მ · =. 239 2> X (C)/= 62, ჩ). 

“”“ წ, 29, 

ჰერძიი, როცა ირან შემიხეევამი 7» სივრცე ემიხეევა 6» 
სივრცეს, მხოლოი ჩერკილის ნწიებარეობა ტანისაბოვრება მრულინირული %.წ.'+9» 
ჰრორტიინატებით. 

ამრიჟტა0, როძესაც ეეკლიბეს #-ტანბომილებიან სიერცეში აღებულია 
#- ცანბონილებიანი თ<”) /C ქეესიერცე, ისე, რიმ ჩერტილის იეკარჟტის X,,X,---, 

X. კიორრიინაჭები ჩარნიალტენენ #M,» სიერცის მრულწირული 4#,.9,: 9, 
კიორტიინაჯების ყალსახა, უნყვეტა0 ჩარმოება0 დუწქციებს, ახსერ შემთხეევაში 
ატბობენ, რონ (4) ტამოსახულება ცანსაბიერაეს მევრიკას /V, სიერცემი. 

ხაბოცაბოიბ0, #1 – ტანბომილებიან მრაეალსახობას, რომელშიაც ტანსატტერუ–- 

ლი: ტშეერშიკა 

ძა - 2 8, «ყ,4, (ფთ -წ.) 

ხანის ურლობი, რიხანის სიე«იე ეწომება 0ა იტი ს-ით აღინიშნება.



ხსაინტერესრა საკიიხი: შეიძლება რუ არა რინანის /-ტანბომილებიანი 

ნებისნიერი I, სიერცე ტანვიხიილოთ როტორც ეეკიინის ”MI- ტანბომილებიანი 

რლ>ი) რ, სიე ერცის ქეესივრცე? ე.ი. «იუ ნიცემულია ყ,, (9,.8.---»9„) დუნქციე– 
ბი, სატაც მე“წ. (C/–/, 2:-„ი), 'შეიძიება რუ არა ვიპოვოი ით ,წ,'',9,), «, 5(99/-2%), 

ს, %.(9.წაჭჰდუნქციები ისე, რონ ალტცილი ჰქონიეს ტოლობებს: 

-=2 %249% (ი, =62- ი). (4) ჩე - 8 29, %, (+ 
რატტან («) «ოლობებში ერიმანეიისატან ტანსხვავებული მყ შუნქძიაჯა 

რიცხეი არის 4019, ხოლო საძიებელ დუნქციარა რიცხვი კი– თ, ანიჟონ 

(«) სისტემას ექნება ამინახსნი, იუ, თ დ 2019 ირი „ახეთ შენთხეევაში ანბობენ, 

რომ რიმანის თ სიერცე ჩატებულია  ევკლიტეს ნ„. სივრცები. კერძოლ, 

რიმანის “ნებისნიერი ორგანზომილებიანი _ სიერყე შეიძლება ჩახებულ იქნეს 

ევჰიირეს სამტანბომილებიან სივრყეში. 

ვექტორისა ტა ტენბორის ტოტალი ტანსაზოერება, ტემოთ ჩვენ ტანემარკეი 

ადინური ორიოცონატური ვექტორი ია აფინური ორთოტონალური ტდენბორი; მათი 
ტანმარტება იაკაეშირებული იყი ტარკვეული სახის «ორმებიან6, რომელია 0ნიშენე- 
ლობები უძვლელი რჩებობა კოორიინატია ტარიაქმნის იროს, აეით კოორტინატია 
ტარიაქმნის ძორმულები!ჩარმოაიტენია ატინურ ორიროტონალურ ცარიაქმნებს., საინ- 

ტერესრა ტაწეიავისუნირერ კორრიინატია ჩრყივი ტარიაქმნებისატან ია ტავე0- 
წოი კრორიინატია ბოტაი ტარიაქმნებს. ამისათვის ტანეიხილოთ XI X- ..., X” 

ძელატების მიმარი #-კანბომილებიანი კიორიინაყული სიერცე; ვუნრიოთ 

#4 X?...,2” რიცხვებს წერტილის კიორიინატები; XI X2.-.,X” კოორლინატებთან ერთაი 

შებივილოი ახალი XI X;-·,X  კიირიინატები, რიმცებიც ძვეი ( XI X2 ·.,X”) 

ჰიორიინატებიან იაკავშირებულია შემტეცი ტოლობებიი: 

»ჯ"=X ”(XჯI ჯ“ .-.. ,X”) (« = /, 2,-- „”), (5) 

როშეთსეყ ეუწიიი« კიორიინაჟია ტარტიაქმნის ფორმუეები. 

ვიტულიხხმიი, როზ წჯ/ 1... ,”X “კოირიინატების ყვალებაბობის როშელინე აშ: – 

ში» (I 6. ,ჯ7 »”) (<-+2– ი) რდუნქციები ლაინსხა ია "ნივეა ჩარნოებალია, ხოლო 

სატრანატი ტუნქციინალტური 0ეტერმინანუი 

2”. მ», I | 
მ». 377 მჯ” 2 IX 

X(X X3..-,X) _ მ. მ»... 2»? 20 

(7 X1...,2) ძ” მ»: ძI” , 
მ» მჯ? , მჯ 

ავლა – მ» 2X2 9X” 

/ ჩიწა §-ის (I) ია (I) დორმულები. 
რი



ახეთ შე8+ვევაში (5) სისყემა ამოიხსწერბა X/ 74--.X” ცვლაიების მიმარი 
ტა ტვექნუტა: 

ჯ“ -–X (XI 71: ,X) (C=#/2,- ი), (5პ 

რუმეისაც ვუწოიოი (59) აგარიაქსნის შებრუნებული ტარიაქნნა. 

---__.117::77 . ჟჰჰ 7შ 

„წტ·"იი?” 
პჰ” მ2X2 2.” 

ე? მ»? მჯ? 

65 X > 7. 
ვ» 2” 2მ»” 

7. 277 2ჯ” 
ია ეუწრიოთ Lსას C5) ცარიაქმნის მაჟრიცა; მარვივაი შეიძლება ეაჩეენოი ,/ 
რიხ (5) კარიაქმნის ნაჭრიცა იქნება L". 

იავუბრუნიეთ წინა 6-ის (1) ია (#7) «ორმულებს; ეს დ«ორმულები ახალ 
ასღნიშვნეძში ასე ჩაიწერება: 

2 “” ა. 1 ; 
#ჯ -2 4“ X”, ჯ - 2 #7 («=#429), 

საიაც »X".X23X” წერჟილის კორრილინატებია ძეეც L1| #73 ჯ? ბაბისში, ხილო 

ჯ, 79 ჯ? კი ინავე ჩერტილის კოირიინატები ახალ 7” #1 73 ბაბისში; 
ბევცილნოჯ, რომ: – 7 

მ» 2" _/ (=</= #2, 4) 
227 თ' მ # 6) ლ 62. 

  

  

/ ნარრლაც, კაქამრავლითრ ერიმანეიბე -, 

მ, მM .,, 2) ე» მ», 92 
2”. 277, მ?) ია | 2X“, „მ/1 , „მიი, 
ეაბბჯXრ “ ეჯ” 25... მ»” 
3: შა. 2” ვ. 2» 2»” 

ლიატრიცეტი /=ს მივიღოთ მხეძველრბაში ტოლობები: 

2» 2»" მ». 2» 2», #7” 2" ა # –( , რცა #4, 

ვ» 2, პმ” 22“ 9შ/ ჰ»" 27 , 0, ჩ.ცა #%/, 

დეტიენები: , - ლ 2 2 სც /2?2? 2... 9 „6.0 
2» შაბ. ძჯ" ) „ | 2. მ»... შა.” | _I......|=წ 
"გი გის ვი) L მ 22%... 227) L0 0.4) ” 
2». ა2X2 2» მპ». ძა? 2?2Xჩ 

ი, , _ ლი მჟ! მთ · (>! 2, 2 
იის /35 32. 71 C ე რ 220 % I, 

L· ეჟი“ ვი "ეჯ? =#C, საიიანაც ჩანს, რო გეჯა 22”. 22" . 

37 7. მ» მჯ» მ2X2 მXM 
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აზიტომ, ვექტორის კოორიინაჭებისაივის ტარიაქმნის აონიშნუიი ფორმულები 

ასე ტარავჩწერორ: 
# 3 ე.ნ წ 

წ) - #, 27“. (46=062,3) (6) 

ს > 2” C-6+3) (6') 
7 

ახია, ტანეაბოტალოი (6 ) ია (6) ტოლობები კოორიინატთა ბოტალი ტარიაქმ- 
ნის ნიმარი!, მაშინ ეექტოჩი შეიძლება შემზიეჟნაირაი განემარტოთ: იუ კოორ- 

იინატიას («. X9%--,X.) ხისჯყენის მიმარი ტანსაბივრუი #“, #?,-.--/” 

ხიიიტეები კოორტინატია ( 5) ტარძაქმნის იროს ტარიაიქმნებიან შემიეტი ფდორ–- 

მულებიი: 

” 

მაშინ ამბობენ, რიმ #. #->-,4# აიგენენ #-ტანბომილებიან კონტრავარიანტულ 
უექტორს, ხოიი #! #13--.,#” სიხილეებს ეწილება ვექტორის კონტრავარიანტული 

ხოლო, თუ კოორიინატია (XI X“,', X”) სისტემის 8იმარი განსაბოვრულია 

#,,4,,', #, სიიიიეები, რონლებიც კოორიინაჟია (I) ტარიაქნნის იროს ცარ- 
იაიქმნებიან შემძეჟი დ«ორზულებიი: 

# => #. 2 2. /“,/ (5562, (8) 

მაში6 ამბობენ,რიმ #.4,»+/4ი» აიკენეიი /-ტანბომილებიან კოვარიანტულ 

“ ით4/ ბემიი იძავრნმუნიით, სასარტებლოა ტემა ია ქვება ინიექსების 

შემოღება; ახია შეენიშნოთ, რომ აქამბე ფორმულების შემოკლებულ ჩანანერებპი 

2 სიმბოლოს საშუალებით აჯამეა ხიებოლა ცანმეორებული ინტექსების მინალთ, 

ამიჟონ შემიეტში აჯამვის შემოკლებული ჩანაწერები შეტვიძიია კიიეკ: უფრი ტა- 

კვამარტი--თ, როტორც ეს მიღებულია ლიტერატურაში ია თავისიავა0 ნაქულისხბეე 

2 ხიმბოიო მოვხსნათ; მაშასაიამე, ფორმულებში ძველტან ნიშნაკების ცარნზვ-ე- 

ბა იმაბე მიუთიიებს, რომ მოხია აჯამეა” ამ 6ნ6იშნაკის ყეელა შესაძიეო მ86იშენყ- 

ტლიბის მიხელვიი; ვუნოიოთ ასეთ ტანმეორებულ ინტექსს ირუ ინიექსი, ყოველ 

” 3.ი. (6) ჟოლბებს ცავაერცელები კოორცინაჟთა (5) ია (5) ტარიაქნნების 

2 ა»აჭჟა ძროვეითეის ხიება ი8 ინიექსიი ,რომელიც ფორმტლებუი ორურ ბა““– 

დეტაჯური ალლილას,როგორც ქვეია ინიექსი,ხეორე ატიციიას კი, როცორც ხება ინიხექსი. 
7



შეეცეალოთ წებისმიერი სხეა ინიექსით; მატალიიაი, #4“ ზე. გტამოსახულება 

უნია ტეესწოლეს როტორს ჯამი , რუ სპეციალურა9 არ იქნება აღნიშნული "არ 

იკრიბება”. 

ა8 შეთანხმების მიხეივიძ (7) ია (8) დორმულები ასე ჩაიჩნერება: 
· 

#4” - 25 4 (რ=7ი/2,“,ი), (7) 

#4, =30:#4 (რ-ნ როს ი). (0 

მხეიბეელობაში იუ მიეიტები (1) 0ა (#) ფორმულებს, შევნიშნავი, რომ 

უექტორის კინტრავარიანტული კროორიირნატები ტარლაიქმნება (1) ტარიაქმნის 
# მაჟრიცით, ხოლი კივარიანტუიი კოორიინატები – L " მაფრიციი. 

მაკალიძი I. ქტანეიხიილოთ ვექტორი, რომლის კოორიინატებია 

4»! ძ,7...,ძ»” იიფერენციალები; (/”) ფორმულიიან რთული ძუნქციის ტარარწოე– 
ბის ჩესირ ტვექნება: 

=X 2” ლ ო. 
ძღრ= 2 “+ 15 ძა?+... #2 ძ. 25“ (<=42-5ი) 

X 

რაიტან აქ ძთX” (/=62,·,ი) ტარიაიქმნება (3) ძორმულის მიხეტვიძ, ამიტომ 

ძX” ძ»?..,ძ»” ხიიიიეები ნარზოალტენს კონტრავარიანტული ვექტორის კოორლი– 

6ატებს. პირიქით, კონტრაეარიანტული ვექტორის კომპონენტები ისე ტარბაიქმ- 

ნება, როტორც წერტილის კრორტინატების იიტერენციალები. 

ზაკაიითი 2. კიირტინაჟია (X.»/··,X”) ხისჭეშის მიმართ ტან- 

ვიხითი #00:7+-#X2 თუნქციის 2,2 ,-, 2, რარმოებვიები “;  ვაჩვენიი, 

რომ ეს ჩარმოებულები აბტენენ კოეარიანტულც ეექტორს. მარილაც, რიული რდუნქციის 

ტაჩარმოების წესირ, 

X .. X 2. # 20. ”-2% 20 ს 9 20 (C- 62, წ). 
275 მ» მ4- “ 22 24 2” 2 2X/ 24 

_ ახლა, რუ ხივიტები სეუშიბთ როც: 

25 = #, , > = #4, (#«,/ = #62, , ი), 

მაშინ ცეექნება ; 
+ 4, 
4 <““ #4 («4 =7/ 2, ი). 

#« 24 “7 

  ? 
უხ კი იტივე («.) ტარტაქმნაა; მაშახსაიამე, 3. 35 ”, 2. სიტიტეები 

ჩნარმოალტენენ კოეარიანტული ვექტორის კოორტინატეშს, 

პირიქით, კრვარიანტული ვექტორის კომპონენტები ისე ტარიაიქმნებიან, რო- 

ტორც სკაიარის კერძო წჩარშოებულები, 

ე.ი. წ”იძე ეექტორის კოორდინატები. #



შეეთანხმიერ, როცორც ეს უკეე მიღებვლი ცვაქვს. კონკრავანიანტურ ვექ– 
ტორის კრორიინავებს ტავუკეთოთ ინლეუსე)ბი ჭემით, ხილო კღვარიაწყული კუუ- 

ტორის ჯკორრიირარტებს-ქვემოთ. 

ორთოცონალური აფინური ტარიაქჟნის შემახვევარი; ე.ი. როყას ფარიაქხნის 

(,) დორმულცებს აქეს სახე 

« უჟ ა ·« ; - 
ჯ =ბ,7X”, » = ხე“ (რ,7 = + 2, „”) 

ალჟილი აქეს ტილრბებს 
ეჯ» 27 , თავო (4568 ჩ 

ია, ზაშანალამე, კონჭრაჟარიანტული 0ა კოვარიანტული ექქიორები ერხმანუას 

ემჯხვევა. 
ახლა ვიხარტებტითი ვექტორის აქ მოძეანილი ზოცაიი ქანმარჯცებით 0ა ჟფაია- 

ვიბერ ტენწორის მოტატ ტანმარჭებამბე. . 
იუ კოორლინატია (X/ X2...,X”) სისტემის მიმართ ტანსატტერულია #“(I/=#4- ი) 

#4”. 2. 3. „ი (4,5 =64-,ი), (9) 

ტზაშინ 47 (4/= 64--,ი) აიგენს #-ტანბომილებიან მეორე რანტის კინვრავა- 
წესს ს აეაუურრვრტორიივილუვითლლ– , 

რიანგულ ტენბორს; /7 ((/=(2.ი)სიიიიეებს ენოიება კონტრავარიანგული რენ“ 
ბორის კომპონენტები. 

ასევე, რუ კოორტინატთა (XI X%5...,X') სისტემის მიმართ ტანსაჩივრულია 
#/ (65 #2-,”) ზუნქციები, რომლებიც კოორიინატთას (5) ტარიაქმნის ტროს ტარტაიქნ- 

წებიან შემიეტი ფორმულტლებიძ. 

ჯ – პ»! 27 '” (V/ = #2.“ ჩ), (/0) 
ი გ2»" 25 

აქაც, ტენმორის კოვარიანტულ კიმპინენტებს აღენიშნავი ხელა ინლექსეუბი2, 
ხილი კივარიანტულ ტენბორის კომპონენტებს-ქვეია ინლექსებით. ; 

ბოლოს, თუ (XI»1...,I?) სისტემის მიმართ განსაბღერულია # (V=4612. ა) 
სიტიძეები, რომცებიც „კიორიინატია (CI) ტარიაქნნის იროს ტჟარიაიქმნები)ან 

  

=ჯ , გ 

” 45 2 I. / 0ი5=0602 ი (7)



მაშინ #47 (1 =,>- ო) აიტენს »–-ტანბიმილებიან მეორე რანგის შერეულ. ტენ- 

ანალოტიურაი ტანიმარტება ორზე | უფრი მაიაღლი რანცტის კონტრავარიანტული, 
კიეარიანტული 0ა შერეული ტენბორებია 

მაჟტალითიი 3.შეეაიჟინოი წერჯვილის კოორლინატებისატან შემტეჟი 
ხახის სილდიტეეში: . 

ძ.'ძ, (, , – /”“ 2, ..“"' »”). 

რთული ფუნქყიის ტაჩნარმოების წესიი · 

“– 2:56 , 
ძა" = ვ (რ=62--» ჩი), 

ამივომ 
“ ძ;:“რ ძა - 2»” _2X" ” 2, : '«' ძ» , 

4 ძი აკი 27 

ამრიჟაი, 4. სიიილეები ტარიაიქმნება (9) ფორმულის მიხეიეით; მაშა– 
ხაიაზე, ეს სიიიიეები აიტენს 8ეორე რანჟის ჰონტრავარიანტულ ტენბორს. 

პირიქიი, ტეორე რანტის კონტრავარიანტული ტენტორის კომჰონენტები ისე ტარ–- 

იაიქმნება, როტორც წერგილის ლიფერენციალებისატან შეიცენილი ძ»'ძ,7 
ხიტიტეები. 

მატალითრი «. შევაიჟინოთ დ(XIX1-,X )სკახარს კერძო წარზოე- 
ბულებისაკან შემიეჟი სახის სიტიიძეებში: 

შ! -- 
3 3# (07=%2,-,ი) 

რთული თუნქციის ტაჩარმოეშის წესიი · 

2 2დ 2»! 

235-26230 (4562), 

(», §=72,-, ი) 

ამიტომ 
2პდ 9 2 მ მ» მ#7 

322 223 - 32 87 32: 29 (3 ლ 42-ს ი), 
ამრიცაძმ, %X 2 სიიიტეები ტარტაიქმნება ((/0) ფორმულების მიხეიეით; მაშა– 

სარიამე, ეს სიიიტეები ა0ტენს მეორე რანცის კრვარიანტულ ტენზორს. 

პირიქით, მეორე რანტის კოვარიანტული ტენტორის კომპონენტები ისე ტარიაიქმ- 

ხება , როფორც სკალარის კერძი წარმოებულებისაცან შეიცენილი 25 3 
სიტიიტეები. – 

მაკატირიი 5. ნმოეიძეანორ აქ მეორე რანტის შერეული ტენბორის 

ერთი საინტერესო მატატითი. ეთქვეარ, 

7 - /, რიყცა (=| (#6/ = „2,--,ჩ), 
7 0, რიცა წ%/ 

/ 

უუნოიით ბ სიმბოლოს კრონეკერის! სიმბოილი. 

, L. ჩაიიისიL ((8062- (891 )–ტამოჩენილი ტერმანელი მათემაჟიკოსი. 7ე



ვაჩვენოთ, რომ LV /0/-63-, ჩM) სიიირეები აიცენს შე 'ერეუც გენხობლს; აი 

ხსატუის ყაჯნაჩისია ვაჩვენიი, რო8 ალჟილი აქვს ტოლძომბას- 

კა. VI მ2მ,/, 
# ძღზბ პ-7 / 

2 «ტაც, რახტან ტანნარტებიი ყეე(ა წეერი, რიმელიც უეთანაიება +·#/. 
ტია, ანიტო§ · , 

პ2” _ 2» თ >” - 2 პ: 

მაშასაძამე, ტეექნება: 

2! მჯ9 / _ 2 ჯა 
2 მ7 # მჯ” მ. 

ხკირე მხრიე, რალიეან 

ჯ!წ'(7 21, X 7, XLI 75-,#9,--,X/(X, 9,2 =X" C5#2-”), 
აბზიჟობ ახ «ილობის ტაწარმიება »“ - რი მოტეცენს!: 

§' = 22) - 302 27 (#M,8= #,2,--, ს), 
# 

უი. #4, ' პფ 2X. 2ჯ” 4 (”, ჭჯ- ,2?,.., ჩშ), 

# 2:98 27 

რაც ანჯკიცებს, რო8 “ (/=#M2-,ი) აიცენს მეორე რანცის მურეულ ტფენტორს. 

შევნიშხორ, რო8 კრონეკერის სიმბოლოს ტცამოყენებიი წესაძლებელიას ტარკეეუ– 

ლი ჩასმების ჩატარება,ე„ი. ური ინიექსის შეცვლა მეორეთი; მარიღაც, რუ 
უეისარტებიები ცანმარტებირ, აი0ტილი აქეს ტ«ოლობებს: 

4" -./ #4 - #. ია სხე, 

როტჟორყ მეორე რანცის ავინური ორიოტონალური ტენბორის შენიხეევაში აქაც: 

I. ორი ურინაირი_ ბუწები ტენტორის ჯამი '_ენოტება_ ისეთ ტენტორს, რომლის 

2. ჟკენბორის ს კარარზე _ნამრაეტი იხერი ტენბორია, რომიის კომპონენტებია 

ლუცეშუიტი ტენბტორის კონპონენტების სვალარბე ნამრავლი; 

უმ. ჟენნორს ენოიმება ხსიმევრიული რომელიმე ორი ინძმექნის შიმარტრ, თუ მიხი 

.-)-6:%ნეუნჟები არ იცელება აონიშნული ინიექნების გაიახნიძთ; ცხაიია, მეორე 

“ანტის M# – ტანბომილებიან სინეტრიულ ტენბორს აქეს (16127, რაოლენობის ტან- 
C“-აჟებული კომპონენტი. 

. / რაბკან ჯა). ,ჯ" ერთმანე7ტისაცან იამოუკილებექი სიიირიებიას ,სანიტომ 
“' _ 4“. · 
„ჟ/. 

“ -.ი. რონელიაც აქეთ ერთნაირი რაოიენობის ქეება ბა ტეი. + .უქნები, 
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6. გ„უქლარახ ენიბებს ანტისინხენრიული რომელიმე ორი ინიექსის ხიმარ, 

იე ყისი |)ოძპრსენაები იცელიან მხოლოი ნიშანს აონიშნული ინიექსების ტაიაL- 

ი»; ცხაივი, იეატე რანტის #-ტანტინილებიან ანტისიმევრიულ ჭენბორს აქუს 

20-ძ რკუეენობის კანსხვავებული ჰომპონენტი. . 

5. არი გენტორის ნაზრავლი. სინარკივისათვის ავიორტ იორი #4 M ( რ. წ) 

ხოლი მეორე მესამე რანცის გე5ზორი–ორჯერ კოქარიანტუტი ია ერთხელ ჰონტრავა- 

რიანზუიი; ცავამრავლოთ პირეელი ტენნორის ყოეელი კონპონენტი მეორე ტენშორის 

ყხევერა კომპინენვბე, ამით მიეილები ი” რაოიენობის თ/ წ (4#კ.% 5 =62-–,”) 
§ 

რიცხეებს, ეაჩეენოთ, რო8 ეს .იცხვები აიტენს მეხუძე რანტის C 4 =რთ ტი) 

(ო#ტ).#65= „2-,ატენზორს–სანჯერ ჰოვარიანვულს ია ორჯერ კინტრავარიანტულს. 

მართლა0 , ტვაქვს: 

იი _ მჯ“ მ" „/ ი (C=/ 2... თ, = 3= 32 % (64#=62--,ი), 

-- 2»! 29 მX” ,5 
ს, <2 ჯი 3 9 (ირწლ ნ 82, 

ამიტომ მათი ტამრავლება მიტეცენს: „ 

2»“ 22% მ»” მ» 250 #გზ (ხრ 628), იანს _ 2 XI 22 22. 
თ; %„ “ ეჯ! 2.8 პჯ6 მ” მX 

ანუ 
= ” § 2ჯ” _ #5 

დდ ეჯ" მX_ 2» ?X 0მX C : #7 – #2, ი) 
–-» – 78. 374 3ჯC 25” 2X§ «კრ (« „ თ, #, ” 

ეხ კი ამჟკიცებს, რომ CIL- CM არის ტენტორი სამჯერ კოვარიანტვული 0ა 

ორჯერ კონვრავარიანტული, 

ტ6.4ენბორის შეკუმშვა; ინრბექსების ანეჟა 0ა 0აღევა. ტანვინილოთ ეცრეძ 

ჩწჩოლებუიი ინიექსების შეკუმშვის ოპერაცია. ავიღოთ რომელიმე შერეული ჟე6- 

ტორი, რიმელიც ურიხელ მაინც არის კოვარიანტული 0ა ერჯხელ მაინც )ონჯჭრავა- 

რიანაჯი. ცგარკეეულობისაივის ავიღოი 4» («8პ ტენბორი. ა6 ტენტორს 

3 
აქვ ჩ შონპონერბკი; მივიტოი აქ ჯ=# მა აჯამეა ნოვახიინოთ /# 

ინიექხით /-იან ი-მძ0ე; ან ოპერაციის მებეტალ0 ჩეენ მივიტებით შემიეკი 

სახის რიცხვს: # 

ჩ, <ძ., («=062,,7) 
# 

ეაჩვენოჯ, რიმ ეს / რიცხეი აპიცენს კრეარიანჭუ 8, რ“) ტენმორს!. 

1 ე.ი, პირველი რანტის ტენბორს. 
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მარილაც, რალგან 45 არის ტენზორი, ამიტომ 

უწ _ 9“ შ»4 ე>7 # · . 
რთ. – 27 32X 3.7 “+ (.45 4= ნტი 

მიეიღლოი ამ დ«ორმუიაში #=X ია აჯაზვა ჩავაჭართი #M იწტიექსით, მაშინ 
ტვექნება: 

დ. ეჯ“ 2# მX% თ, 
“ ა 39 მ.” “=' 

ბატრამ, რაიტან 

„7 მა" _ ყ# 
25 მX. ,' 

ამიჟომ -. #., 
თ. - 2 > წ. 

დიუ ტარკვეუტლობისა7ეის  ისარვებლები ჯამის სიმბოლოთი, ტვექნება: 

> + » _ ა “ პრა» 
- “ +–? #=/ 72 

# 
ახია, რუ ჯერ აჯაზეას ჩავაყარები კ-იი, რაიტან 6; =0 როცა I #/, 

ამიგომ აჯამვის შეტეტაც იარჩება: : 
/#/ ი 

_მX“ #/, , _მ»“ თ” 

-ჟ: %. 9 «“« -29+, "მჯ! +? 

ხატრამ 25% =8, ია, მაშასატამე, 
წ 

2" + 
2 თ XC“ 27 %' 

რიმეტიც არის ვჯრვარიანტული აირი კპკრორიინატების ტარტაქმნის დორმულა 

(ე.ი. არის ; ); მამასაიამე , 8, = =44 ჰოეარიანტული ეექტორია. 

ამ ოპერაციას ევუნოლოი ტენზორის შევუმშვა # ლა პჯ ინძექსეშის 

მიმარი”. ქ... 
ბოლოს, ტანეიხილიი #ე (9) ია .8, (62 ტენბორები; მოვახლინოი ტა--. 

რი ჯერ ტამანრაელება ია შემიეტ შეკუმშვა რომეტიმე წიეილი ინიეესის მიმარ, ,# 

მატალიიაბ, / რ0ა « ინიექსების მიმარი, ცხაიია, მივილები მეორე რანტის ? 

C, +) ტენზორს, საიაც 

თ. =თ ნ" (0,8 = (,2,---,იქ« 

ამ ოპერაციას ეწოიძება 8; ტენბორის ტემა ინიექსის ტაწევა #, ტენტორის 

საშუალებით. 

მაიი ჯერ ტალაზრავლება ძა შემლეტ შეკუმშვა, მატალიიაი, / ია „ ინტიექსე– 
ბის რიხარი, მოტცეცენს მეორე რანკის C“(C") ტენბორს; საიაც 

ა" თ“ §: (,§6= #9?,., ჩი). 
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ახ ოპერაყიას ეწოხება 8, ტენბორის ქვეია ინიექსის აწევა #“”“ იტენ- 

ტორის საშუატებირ, ავალ 

მოვიყვანოთ აქ სილიბხერა ტენმორული ბუნების ტატტენის ერიი მარტიეი 

ხერხი, ვიქვათ, კიორცინატრა (X'X-···,X”) სისტემზის მიმართ აღებულია ორი 

კონტრავარიანტული ვექტორის რ" («- 6 2,-.,ია) რია V? (§=/2,-..,M) კომპო 

წენყები ია ”“ სიიილეია #.კ (>,5=%42-,ი) სიმრავლე. 
კ 4, CV” წამრაელი ინეარიანჟია, მაშინ #,, («,5=%2, 5) სიიიიეები 

ასევე, თუ M«, («-62-,) ია M% რC-/4, – ორი კოვარიანჟული. კექყორის 

კომპონენჟებია, ხოლი #“ (== C1,.. M „?სიტიტეთა სიმრავლე ტა # 'M4% 

ნამრავლი იწეარიანჟია, მაშინ #“ 'რ+L-ი+-,ი) სიიიიეები აიტენს მეორე რანჟის 

კოვარიანტულ ტენბიორს; 
ბოლოს, თუ M“ (რ=64-.”) ია % (3“62,-,”) ირი კინტრავარიანტული 

32 

ის კივარიანტული ვექტორის კომპინენძებია, ხილი #IC, ვთი2,) ”სიიილეთა 

: § « 
სიზრაელე ის #.“M  რნწახრავლი ინვარიანჟია, მაშინ #, (« 8§-64855) სიტიტეები 

მარიღლაც, პირობის ძალტიი 
ორ «ვ .-რ/ # ,8 
ქ, #0 - #4აM# ”, 

8ზატრამ · – 
- 2” «/ 27 „ვ -.– .-.. (=> რ, (26-ე V (6/< #2 , ”). 

ამიტომ 
ვ _2X"' ' 2X7 

CI „2 23 წესი ” 

რაიტგან ი" რია V ს C§=62-,შ) ორი წებისმიერი ვექტორის კომპოწენტებია, 

ამივოშ – 

მჯ 2X == 
#.კ = 253 “ს (535564687, 

რაც ამტკიცებს, რო0 /#,, (4:=#/2:+ჩ) სიიიიეები აიტენს' მეორე რანტის კოვა- 

რიანტუი ტენბორს; ასევე 0ანტკიცხიება ტამზოიქმული ხერხის ნარი«ებულება სხვა 
შემთხეევებშიაძ. - _ 

ზატალირი , ეიპიიი / ძალის ტენბორული ბუნება; რაიცან 
ნერტილის ჰპრარიინატების ძX' იიდერენციატები ა0მტენს კონტრავარიანტულ 

ვექტორს; ხოლი # (/,/,,--,/) ძატის ელემენტარული მუშაობა არის სკალარული ჩი" 

ნაზრაელი, ამიტიმ / ძალა კოვარიანტული ვექტორია. 

მაკაექეითი 2. ავიღოი კიეარიანტული ტა კინვრავარიანტული ქექტრრები, 

რომელსა _კომპონენტებია: 

–_–>რ”შ–რ-––––“– 
2” 77



ვავამზრავტოთ ერთიმანებზე ეს ევქურრშესი 90ა ”ემყი2ტ მრეახიინიი შეყ/უსჰვა # 

ის 5 ინ0მექსებით, ნივილებ. 4. ა65ს, რონეისა0 ვუნუა0ოთ აღე 
ბუტი კეექტორების სკალარული ნამრწაე. 

   

   

ევკიიიეის #ი-ტანბობილებინ #6, სივრცეში რკაის ძა ედებენგი 
(ს–ერყის მეტრიკა) ი0ეკარტის ნართკუთხა (XIX2.-·,X ) ხისტენის მიმარი ცან- 

აარჟებულია ფორმულხიი ძე“ = (ძ» )?1(9ი»”)? #...+/0+X ო? 

როკორც აღენიშნეთ, რიჩანმა ნრლივი ეეენენტის ეს ძნება ცანაბოცაბა 

ნებისმიერ /1-ჟანტომილებიანი ხ მრავაცსახობის ბიმართი 0ა რკატის ელე- 

მენჯი ტანმარტა სიპეტრიული ტიფერენციალური კვაირატული ცფრრხით: 

ძა? - ჯ, ძა'ძ» (ს“-%). (,) 

საიაძ 9. (§/ -,2;:M) წერტილის #X....,X” ჰორრიინატების უნყვე#“ .? 
ნარნიებაჩი ფუნქციებია, რომელნიც აკმაფლოფდილებენ პირობას 

§ =| 9) #9. (2) 

უეიცულისხმოით, რომ კეალნრატული (1) ვორმა იაბებიბაი ტანსამღვერულია. 

რაიტან ჩერჟტილის კოორიინატების თ»' (+</2,--,ი) იიტერენციალები ახტე– 

ნენ კონტრავარიანტულ ვექტორს, ხატი ძა. არის ინვეარიანჟი, ამიჟიმ, ცხაიია, 

„ი (5/ < #2-ჩ) ხსიიიიეები აბტენენ მეორე რანტის კოვარიანტულ ტენმორს; ეუწ-- 
როა ამ ტენბორს სიერცის კოეარიანტული ფუნიამენჭური ტენშორი. ·- 

შეენიშნორ, რომ, იუ მოცემულია სიერცის ტუნიამენტური ტენტორი, მის.) 

საშუაიებიი მარტიეალ ტანისაბტერება სიერცის ყეელა ელემენტი. 2 ი 

ძანეიხილიოთ რიმანის #- ტანბომილცებიანი კოორიინატული (» X,-,X ) 

სიერყე; ებქეა2, ამ სივრცეში 8ეტრიკა ცანსაბოვრულია (1) ფორძუილით; აეიღოით 
სივრცეში ორი მებობეიი #/ (XI #2..., #” ია /V/X+ძ» „»?ძა: 6 Mმნერვილი; რაი- 

ტან M წერტილის ” რალიიუს-ვექტობი არის ნრუინირუთი X,; XI" ·-,»X" 
„კოორიინავების ფუნქცია, ამიტომ, მაოალი რიცის სიბზუსიით, ცყექნება: 

უ8 ძლ. 9200 
MM ძ- –- 2 ძX · 

შემოვიღობ აღნიშენები 

2? > : 
7“ L2 (> #7 2,“ ი). 

ყხალის, 6.66 წრლივა0 0იაბიუკიბებელი ყექცირებია; შიეილით 
უს ვექჭორები იოკაიური კირრტიინართა სისტების რატისის ეექტორებატ (იოკალური 
ბაბილი); ცხაიია, 68.6, -, წ უექტორები მიებარეობს საჯანაიო საკოორტირატო 

! აყინური ირიოცონალური ეექტრრების ჰეძმიხეევაში 10 ასუერაცია იძტეჟა 

ჩევუბერრიე ს.აშარუი ნამრავლს. 
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რი“ების მლხებებგე ” ჩერკიი%: ახეთ მე.“ ევსქი ძX” (#6- #2,-,ი) სი- 
იიიეუბი იჟნებს MM=ძ» ვექპოიის კონჰ-ნეხსები (6, 6, --., 6) ბაჩინუში. 

აყრიტაი, სიირციხ ყოვე /#M(XIX2...,X2 ჩერკილზე შენოტეყაეს იოკალური 
კვიიიინატრა, ხისხვენა, როზიის ჰაძავე /ჟ/ ჩეორკიიუის, ხოტო ბანი(ის უექტოტე–- 
ბია: 35 ==: (C->V2,.. ,/), ირნლებიც 00ე.ა?ელბენ საკორლინატო წირების ნხებებბე: 

ძე იყოს ტანძილი ორ ნეტოტელ ჩერტიის ორის, ე.ი. 

ძა" = ძ”.ძი - > 2” ქი. ლ 2 ი” - L2 -35 ძა 

ძმავინხ (2) 
2> მL _ > > ., =2.C - = #2, თ). 
2 #7. - “ “ (47 ” 

ახლს, ხივრცის ყოევი /#/(X/ X4-·,»”) წერტილს შევუსაბამი” ახატი (2.74-,7') 

ნერჟილი, რონიის X X1.-.,X” კიორლინატები ძეეი XX) X4--,#“ ჰოორიი- 
ნატებიან იაკავშირებულიას ჟოლობებირ: 

ჯი = X8 0  Xტეე”) (#=62,,ი)- («) 

"ისე, რიტი“ა ბენო; :9 2), მივირღობ, რომ ჯ“ დუნქყიები, 0არი ჟან- 

საბზოერის არეში, ცაისსხა ჰწყვეტა9 წარმოებალი ფუნქციებია ია საიანაიო 

რუნქციონალური ტეტენმინანტ.,: 2 – 
X 

მი 27... შ»” 
0(22.-.>2 _ ეჯ? მ»  მX# I 0 ; 

7= 7: 2X7.. 7” 
-,”)ა |1ი.....ი..:ედ 

0.» “ 2X” 2” 27” 
ჰ, მ?» პმ” 

ახეთ შეზიხეეეაში (6) სისტემა ამიიხსნება XI X·.-.,,”  კოორლინავების 

წნიმართ ტა ტვექნება: 

ჯნ=»X? (XX XX) (3=6462,-,ი). (5) 

(5) ფორმულები ტვაძლეეს კიორიინატია («) ტარიაქმნის შებრუნებუი ცარ- 
ტაქმსნას, მასიან 

– , 2. ჩ 7= ხრ». >) => 
(XX... 7 

რუ აოენიმნწავი ქ-ი ტეტერმინანტს 

” “ი” 7, 9, 7 
», მშ ''.მთ , ით ლოტბ ვი 

მი, 9“. ჩ? 

6აჰი6, რაიკან . . 

- 2». 2X4 

29 28 იე (რპრ 64”), 
ა", “25 :რ ააყნტების გამრავლების ჩესი0»# გაზ” იისაებიპს, რიმ 

(6) 7 =7"4. »



ახის, წყ ტენბორისა ია წებისმიერი კონცრავარიაწყული #4“ უექტო– 

რის! სამუაღლებიი შეიძლება შეეალჟინოი კრეარიანტული #, უექტორი შემიეტი 
ტიილობიი: 

– შ.4“ («=6ი23,-,ო). (7) 

მარილაც, რაიტან 
4“ ჯ#/ 2X7 2" = 

-20:4, ში -327 3 ში. 
ამიჟომ 4 

ეჯ%წ ეთ მ“ MM _ 2 – « ვაზი ჯ9 ი 
#,= 327 35 წ 324 = – 29 4; „რ “30 9.4 თრ 

რაც ამტკიცებს, რიმ /#( კოეარიანტული ვექტორია: 
#, ია /#” შეიძლება ტაწვიხილო8, მეტრიკული 9,  ტენმორის 0იმარი, 

როგორც უერიი ია იტიეე ვექტორის კოვარიანტუიი ძა კონტრავარიანტული კომპო- 
წენტები, 

ამრიტალ, (7) ფორმულა იძლევა სიერცეში ვექტორის კინტრავარიანტუღი 

კინპონენტებიიან ჰოეარიანტული კომპონენტებრტე ტაიასელას, რასაძ, ტოტჯერ, 

ინძექნების 0აჩევას უნოტებენ. ინტძექსების იაჩევა შეიძლება ჩატარძეს ატრე#რქე 

მეოზე ია უფი მაღალი რანტის ტენტორებტეიაც; ასე, მატალითატ, აიჟილი აქეს 
ტოლიბებს: 

» # #M , 

#რ,-შ,ს. #, “შრ ია სხვ. 
X 

აქაც #კ. #” თ #, შეიძლება ტანეიხიტოი, მეტრიკული მყ ტენ 
ბორის მიმართ, როკორც ერიი ტა იცივე ტენტორის კოვარიანტული, კონტრავარიანტუ– 

ლიი ია შერეული კომპონენტები. 
ახია, ხივრცის კრეარიანტული მეჭრიკული ? 7 რტენმორისატან ავაცკოი 

სიერცის კოინტრავარიანტული მეტრიკული ტენტორი მემიეცი ძორმულიი: 

” =3. (რ, 5 = #6 2,'-,ჩ), (8) 

სა" ..”. 
2= |? 9. %I, 

2, 7. ?ი 

ხოიტო CV არის წ) 0ხეტერმინანტის %. ულემენტის შესაბამისი ალტებრული 

0ამატება. 
მარიიაც, რაიჟანწნ 98. “2 /; ამიტომ, ცხატია, თ ატტებრული 0მანატება 

იქნება სიმეტრიული, ე. ი C, ლ CI , 

მეორე 8ხრიევ, იეტერმინანტების ტამრავლების წესით 
ჯ · 

- მად, მინ, “ეს (-5=62+7) 
1 პემიეტში ჩეენ ნაცელაი „#4, («-ი1,--ო) სიიირეები აიტენენ ვექტორს” 

მიკიეი ვიჭტყეით „4. ვექტახი “ · ასევე ტენტმორის შემიხეევაშიაც.



- § მაშასაიამე, მ ყ'- სი LCი6=/2,..,), (9) 
§ 

რაიტან ძ, რა 9, მეორე რანტის ტენმზორებია, ამიტი0 9“ სიიიიეები 
აიტენს მეორე რანჟის სიმეტრიული რენბორს (კონტრავარიანტული მეტრიკული 

ტენზორი). – 

ახლა, რუ აღენიშნაეთ«, რონ 
?7“ ყ“.· ყ“” . 

ჯი - ეჯ”). 
კ” ყ“..-ყ“ 

მაშინ (9) ტოლობიიან ჟამიმლინარეობს 

· მ 7 –/. (/0) 
წ ტენზორის გტამოყენებირ შეიძლება ჩატარძეს ინიექსების აწევა შემიეჟი 

ტოლობშებიი: 

/ «რ _ სრ”რტ ოი წებ ”/ სხ 
4 - 7 #,, 4 =?7 ი. გ 7 «ია ე. 

ჯ ტ #“% #ტ #4 X ! 

აქაც, #ტ რია /#ი (ასევე #) „7 ტა /! ) შეიძლება ტანეიხილოთ, 9 
ტენბორის მიმართ, როტორც ერთი 0ა იტივე ვექტორის _კონტრაეარიანტუტი 0ა 

ჰრეარიანტული კომპონენტები (ერთი 0ა იტიეე ტენბორის კონტრავარიანტული, 

კოვარიანტული ძია შერეული კომპონენტები). 
ახლა აღენიშნოი 

9, = 9.9“ (3547) ((() 

ია ვუნოიოთ მას შერეული ·.· ძუნიანენტური «ენბორი. 

რაიჟან (9) ტოლობით 
#-§ § 

მ.7 =9%., 

_ ამიჟომ 
· წ; – ჰ, § · ((2) 

§ § 
მ, (ან რაც იტიეე ბზ, ) ტენტორის ტამოყენებით” შეიძლება ჩატარიეს 

ერტი ინლექსის მეორე ინლიექსით შეძეტლა შემიეტი ტოლობებიი: 

4, -, 4, , #. -ე ირ. რა სხე. 

ბოლოს, იავუმეაი, #ე სივრცეში, საიაც რკალის ძ3 ეტემენტი ტაწმარ- 

ტებულია ტორმულდტი6 · 
(წ>) 

6. ძე - წ, ძX ძX (9, -%ა, 

(7



აღებუიის რომეიიბე # წირი; 
ჯმ=XVს) (7 =42,--,”), 

ილოს # ჩირის პარამეტრული სახის ტანტოლებები; ვიტულისხმოთ, რო8 ტაწხა- 
ხიიველ არეში X'(() უნძეეტა0 წარმოებალი ფუნქციებია; ეიქეათ, ” წირის 
M, ჩწერჯვილს ეთანალება ს# პარამეტრის #, მნიშვნელობა, ხოიო #1), ჩწერ- 
ტიის 1, მნიშვნელობა; ასეი შემიხვევამი წირის ,/##M/, რკალის სიტრძე 
ტამოიძელება ფორმულიი 

ჟი” – -/ 94% 7 4. ((2) 

მკიიხველს ვანტობი აჩვენის შემიეტი რებულებების მარიებულება: 

|. იუ #“ ია .8/ ირი კონტრავარიანტული ეექტორია, მაშინ #4“ (/-V2ჩ) 
ჭზეორე რანჟის კონტრავარიანტული ტენმორია; 

2. იუ #, ია ს ორი კოვარიანტული ვექტორია, მამინ 4,8; (1 –#2.--.M) 
მეორე რანტის კიეარიანტული ტენტორიაჯ 

უე, იუ #' ია 3, კონტრავარიანტული ია კოვარიანტული ეექტორებია, 
მაშინ #48, (ყ=/2-») მეორე რანჟის შერეული ტენბორია. 

#. თუ # ტა 8 ორი ქექტორია, მაში6 მათი სკალარული ნამრავლი ტაწი- 

სატოვრება ლორმუით #.8 –მ, ტ'87 = ტ'8, + ტ,8' = 3V/,8,. 

5.. ტ ექკორის სიტრძე ტანისაბოერება ფორმულით. 

I4) = V2,4#// – V7 7 #,// =V#"/ · (4) 

ხითო კუთხე #8 ხა გ ეექტორებს შორის–ფორმული“. 

ტ!'87 -ყმ#,8, 4, 8' 

7. სარინი" 8) წრეი 0722 ' /,#'-ე/ 68 ს 
ტერძებიური წირი. როტორც აღენიშნეი, იუ IM» სივრყემი აღებულია რომე- 

ლიმე #6 ჩირი, რომლის პარამეტრული სახის ტანტოლებებია 

»' =V'(1) (4(=/,2,--, ჩ), 
სამაც „() განსახილველ არეში უნყძეეტა0 ჩარმოებატი თუნეციებია ია წირის 

/M, ია # ჩერტილებს ეთანაიება ზს პარამეტრის #, ია %, მნიშენელობები, 
მაშინ ჩირის MM რკალის სიტრძე ტამოითელება ფდორმულიია · 

ჯ, 

რი -/ 2, 4 4 V. (I6) 

  (45) 

წირს, რომელის) IM, სივრცეში აღებული ორ M დია M ჩერტილტე ტალის



ა რაიტან (I6) ცამოსახულებაში ინტეტრალქვეშა დუნეცია პირეელი რიტის 
იტვაროვანი ფუნქციაა # ჩარმოებულების მიმარი, ამიტომ, როტორეც 

ყნობილია (იხ. ა,.რუხაძე, უმაღლესი მაძეზაჟიკის კურსი, ტომი !!, რავი XIII), 

(/I6) ინტეტრალი ნარმოაილტენს ტუნექციონალს, ე.ი. 0ამოკიტებულია ჩირის არჩევაზე 
ია არა ერთი ია იცტივე წირზბე სხ პარამეტრის არჩევაზე; ეთქეათ, 6 არის 

საძიებელი ტეოლიებიური ჩირი, როზოის ბუნებრივი პარამეტრი იყოს §. 8ზახიან, 

ეიქვა., “ი წერტილს ეირანაიება «+ პარამეტრის 5, ნნიშვნელობა, ხოლო 
ჩი”, ჩერტიის- 8, მნიშენელობა . ვიპოვოთ ტანტოლებები, როხილებსაც უნია აკმა– 
ყოფილებტიეს ტეოლებიური ჩირი. 

: ტერიებიური ჩირი, ცხალია, აკმაყოფილებს ((6) ფუნქციონალის მიწიმუმის 
აუცილებელ პირობას, ე.ი. ეილერის ტანტოლებათა სისტემას: 

ძ XL _%#· 0 ((– #2,“ ჩ), ((7) 
#20 #X 

საიაძ ძ» ძი _ ძ5 . 
/- “XL 9 2 “ # 

4ძ. 4” 
რაიცა” ,- / 240, XV / , « 2, 

== 9 .. , 

ბე 2, 2486) +“ 4, 
4 % _ #4, ( მე 49'4  %- 9549. გუი 7 2 X 9 გე44 

ამიტომ (17) სისტემა მიიღებს ნახეს: · 

· 2 / წყ ძვ #7 : ქ) წ ,# ძა. -+# (449 ძ+7 ძ»" -7#-2VI7 (§= 2) (6) 

ქა 2 /7 9» 4.4” 
#”# =;76 2 4 4' 

49 VII" 7" ძლ 4 “4 
ბმც ძ./ #" - 

ახია, ბუ 5 71 ძL შესაკრებში ტატავსეამი / 0ა # ინიექ- 
სებს, ტვექნება: 

4 ძ ძ»! ძი" => 4" 47 4", 
2? ძე ძ?. “ “ი”. “I 9! 

ახბიტოიე ( თ) ტოლობა ახე ჩაიწერება: 

9) 2, მ, ძა” წ, 2 ; 

ერ 169:8-209% 4-2 90450 0-ტოშ (თ) 
შემოვიოტოთ აღწიმენა: 

#, 99. 29, 

.ე + -2) =/»:.=/V 

ია ეუნოიოთ />. სიმბოტოს ქრისყოდელის“პირვეტლი ტეარის სიმბილი”. 

   (79) 

_–.. 4, 
/ აქ მნიშვნელში 2–ანი შეიკეეძა, რაიტან „” 271 4 სიმეტრიული ჰეამრა– ა 

ტული ფორმაა, რომლის წარნოებული #7 – რი არის 2, 4. 

2 ნ C--აIიწი  ((829-(890)-ტერმანელი მარემაჟიკოსი. 
უ ტბოკჯერ 8ას L, )1 '„| ხსიმბოლოტი აღნიმნავენ ია უნოძბებენ ქრისტოლელის რრჩხილს. 

„” “ოი შე“ “



ეხატია, ქრისტოტელის /X,ჯ სიმბოლო სიმეტრიულია / 0ა #M ინძექსების 

მიმარი. 

ამრიტაი, ტეაქევს 

ძ"” 47 თV” · ?, . 

2ც 212 ”/MI 76 7. 2 904 -0 რ(ლიხი“აო (I8/) 

ტავამრანიიი ეხ ტოლობა 7 ” VI ა მოვახტინოთ აჯაშზვა L ინიექსირ, 

  

რაიტან ყე? '.4 გ”, „სუ მივიტები: 

ძ“! 477 ძX“._/( 4 =/2,.- 
თ”! +7, 7! ძლ ML -3C 2 27 –..... 

შემოვილღოთ აღნიშვნა: , 
74 

2 7. = /” (20) 
/ 

ია ეუნოტოთ # სიმბოლოს ქრისტოტელის წმეორე ტეარის სიმბოლო”, 

ახატია, /. სიმბოლოც სიწეტრიულა / ია ” ინიექსების მიმარი. 

შევნიშნიი , რომ იძეკარვის სისტემის შემზიხეევაში წ მუიმივი სიიინეე- 

ბია ია, მაშასაიბამე, ქრისტოფელის სიმბოლოები იქნება ნული, 

ახაი აონიმენებმი ჟტანტოლებაია (6) სისტემა ახე ტაიაიწერება: 

/ , 
ძვ , ( ძ” ძი“. 1 ძა ძ»_ = #4 2,-ა”). I! 
445+» IX 2 262079“ (ე წ. (20) 

თხ 

ამრიჟაიბ, ზ სივრცეში ტერლებიური წირი აკმაყოფილებს ტანტოლებათა (2!) 

სისტემას. 

_ ნარმოებული_ · 

როგორც ქნახე#რ, ალტებრულ ოპერაციებს ტენბორებზე ისეე ტრენბორებამიე 

მიეყეეართ, 0მაჟრა8 ეს არ შეიძიება იიძქვას ტაჩნარმოების ოპერაციის 6იმართ; 

მარიიაც, როტორც ვიცით, #(C;X+-,X”) სკალარის კერძო 59% (ჯ =V, 2,...,») 
“ 

ნარზოებულები აიტენენ კოეარიანტულ ვექტორს“. 

დს
 

/, (CI #2..,X") (562) იყLნ კოეარიანტული ვექტორის კომპონენტები, 8აშინ 

  2 24, _ 2 277 ჯ _ 24277 24/ #4, 2%/_ 
245 2. /M/ “ 20 2. 2# „ 2-'2»" 

/ ბოტჯერ მას ცს "4 ხსინბოლოთი აღნიძნავენ. 

2 კუნიბოით ან ვექტორს დ(MX»--, X' ხკალარის ტრალიენტი 0ა აღვნიმნოთ 

–:ნნ0X უჟ შ”“ ''' '  '' ''' ჟ' ” 
ა, 7



?-ჯ 
?X 

პ.' 7“ –9ძ. 
  აქ <+ არ არის ტენშორი; იგი იენება ტენმორი, იუ 

უკანასკნელს კი ა0ტილი აქვს მხოლო0 ადინური ტარიაქსნის შემთხვევაში. ამ 
მიბებითძ, ბოტაი შემიხვევაში, საძშირო შეიქმნა ეექტორის კოვარიანტული | ჩარმიე– 

ბულის შემოყვანა, რომელიც უკეე იქნება ტენზოხი. ““““” 
ძ”» იყოს სიერცის მცირე იცოკაიტურ ””” ეექტორი, ხაში6, როტორც 

ვიციი, 2 <= 6; ((-612,-,) ლოკალური ბატისის ვექყორებია; ცხაილია, ალცილი 
აქეს  იმობებს: - ეთ 

29-29. (5/= ითი) “ი 
26, 

ხაეშაიირ· უვ ევექტორი 6, (1“62-,ა) ბაჭიხის რმიხელვიი; ამისათვის, 
ურიის მხრივ, ტავანარმოიი 8.2; ფ =2, ტოლობა X--იი, ტეექნება: 

29% 22; > _ შმე , 
26 9 ” 32 “/ - -ეე+ (2,) 

აქ, რუ ტაიავსვამი 70 # ინიექსებს, მივიტები: 

მC, 20. 9, / - = # 

3 +" 9 7 შა” (22) 

26. . _ მი მ9, 
2 (7.59 6” უი.“ (2ვ) 

შევკრიბოთ (2,) ბა (2ეგ) ტოლობები, მათ ჯამს ტაზრეაკლოი (22) ია მხეი–- 
ველობაში მივიოოთ (2) ტოლობა, ტეექნება: 

22, შჟ, 23% –+) 
2>+ % (6. პ»" =ჩ.: ო) 

მეორე 8ხრიე ,იუ /1 –ვ3/“/. , ტოლობას ტავამრავლები 9,,-ტე, ჩივიდები ; 
“– 

9... ი -4%,-/. “ 
ე.ი, 8-9 22-=ჩ., () 

ახლა (9) 0ა (#) ჟიოლიბების შეტრარება ტვაძლეეს: 

ბრ _ –.> · 2# = # რ. . (5 

უკანასკნელი ასე ჩავჩეროი: 

21 =/24 წ-. ; 
ბაი "Xა შს (C)



ეს დ«ორბულა საშუალებას იძღლეეა ” ვექტორის მეორე რიჟის წარმოებულები 

ტამოვსახოთ პირველი რიცის ჩარმოებულების საშუალეშირ'. 

რთუ ვისარტებლები (3) ტოლობით, ტეექნება: 

: ( ” 9, მმ _ 27.) , _/ I 9; - ჟ, 
”” იი. ++ ს დუქიეს-) 29-44 · +XM)- > 

ე.ი. 

“/ » > - L2 M 
შევისნწაელოი თუ როტორ კარრაიქნნები ქრისტოძელის სიმბილიები კორორტი- 

ნწაჟრა ტარიაქმნის ტროს. წინასწარ ტავაწნარმოოით წე – 97% #V#/ -9# 
: # 22. 39) 7 

ჟოლიბა X“ იი, ტვექნება: 

%. 2ხ+ 2 2%/ ა + ქ# მწი 
ჯი“ C- 227 " 8VI2X“ 7 2, 27! 297 მჯ“ 

ანუ 

მყ, გ“ 2 2 2X#_ #-2X- მჯ” მX7 2». შმ. 

375 L2>/29” 221” 20I20-. 20:)მ#%-2# 227 2. მწ. (4) 
ეს დ«ორმულა ტეარნზუნებს, რო8 +394 არ ჩარმოალიტენს ტენბორს. 

კერძოლ, ადინური ტარიაქნნის ჟტემიხვევაში 25 სიიიტეები ა0ტენხს ტენმორხ. 
4 72 

ახია, ვისარტებიოი (8) ტოლობით 0ა ტამოვიყენოი ქრისტოდელის სიმბოლოების 
ტარიაქნნის დორმულები; ამისათეის მოვახიინოი (8) ტოლობაში L,/ ია X 

ინიექსების ტალასმა, მიეიღები: 
მწ  / 2ს4<_ მჩ, 7? მრ L> 2»+ 29»ჩ 2» 99. , 
მისსა 22 285 ' მC<მ#V მწ7/95/ ' 257 მი“ 2! -„ დ 

9 

მ”, 2ყმი მ/ 12%” 2) მ» 2 _შ»' 95, 

აირები 4 2ჯ% მ#V 2## მ»! 
რატტან 9რუ ინიექსების შეცვიას არა აქეს ნნიშენელოშა, ამიტომ (8) 0ა (9) 

ტოლობები ასე ტაბავნერორ: 

I ->- 2. 25# მ“ “მჯ4 2»ჩ მჯ” _%. 
ჰ 27 

  

265 27 ' 726" 2! რი “მნ! ძ65 29/ 2# 

მ”. -( =– ./, 2% ნ რ მ/ მ». მმ , 

25722! 79” + ოთ 2977 2-# მჯ! 2#V პი7 2»“ 

  

პა 

ბ“, -(- 2Xჩ მ»“ XI, 2“ 2ჯ#4 მ»“ 1?»/ მ»! შ7ყ, 

277 ს 22507 27! 26267 20”/94< 22! 26” მ: მ» 

/ შეიძლება ჩვენება, რორი »” გეექვორის ყოველი რიტის ჩარმოებული ტა–- 

მოისახება პირველი რიტის ჩარმოებულის საშუალებით, რაბეიაც არ შეეჩერტები#ი. 

L 1



ამ ტამოსახულებებიტან, რუ შევაიტენთ ქრისტოფელის პირველი ტეარის სიმბოლოს, 

მივიღლები: 

< 2. 27, მწ – (| მ? , მM_ მი) ?X“ თ#. , გრ მჩ მ» 
M/ |” 27! 297)- 27” 227 რა“ 27 28- 297 (87 (70) 

ეს დორჩულა ტვარჩმუნებს, რომ ქრისჭოძელის პირეელი ტეარის საბოლოო არ 

ნარმოატტენს ტენშორს. ” 

ახია, ვისარტებიოი/„ =9“/, „გ ჟოლობიი ია ქრისჟიდელის ბეირე ტვარის 
სიმბოლო სახე ძქალაენერორ: 

5, _ დო/2 . 9-7 297  /,, 21 297 _ „32 #7 
/» < /-.- 2 27 7»! პი“ 7 “77-2§7% 917 7 “25! 2:% 72-+4 > - 

27 2” «2 ა/, 227 ში პა” 9” „ი ეჯ, მ”. 
– 28 277205 #2? 2.7 2.7 2” პდ5 %7 “ი. 2»7 22 ჩ§“ =თ4+ 

მჯ? მ. მ”. ვე პს 2V/. მ. მ,” –./ 
+“ 22 2ჯ7 2959 I” 32 20029 “ 2.2 მ2I 22X / V 

ამრიტა0, მივიღეთ ფორმულა: 
· # 21“ “ # 7 

ც _ 2. მიი ს ბემიმხუს იი 
1 2X“ პჯ!ა?” ' 2 მ2X4 მჯ? 

ეს ფორმულისა აცტრეძვე ტეარჩმუნებს, რომ ქრისტოლელის მეორე ტვარის სიმბოიი არ 

წარმრაირტენს ტენტორს. 

ჰპერძო0, აძინური ტარიაქმნის შემიხვევაში ქრისკოფელის სინბილრები ატჟა- 

რებს ტენტორის ბუნებას. 

ახია, ტავანარმიი X“იი, ტოლობა 

2, მში''' მი 

7“ ტბ 9 %) 
7”, ში. '. "მთ 

ტქექმება: 29% „–.” 2 მ, '''9ო % 9" ში 
20 „ი 2» მჯ 99, 99, 99, ბ, მ... მ-ი 

ჯ8' | MM, #::. 917 ბო შხ, 88) სმ ვ“ გეს "იე 
2, 7”. _. მიი ”, 8. “. მი» 2,5 7X5  მ»" 

ან, კაშლილაი: 

მე _ 9C +210, +#. => +2X6, +296 + +226 , 
2” 2-5 C» 2-5 “ი 

ხაიაც C, (9M/62... ” არის 4# ს ეგერმინანილი ჩ· თემენყების მესა– 

ბამისი ალჟებრული ლამატებები; რაიტან C, / მ. წი (C/-/,2,- ი), ამიჟომ 

29, # 

“7” 2» 2-5 2 · 
8?



რუ ვისარტებლები (7) ტოლობიით, ტეექნება: 
, _ · ; ; 

:2- 7-9 (/ა»+/,6) = IX <9/X =29/> 
ია,ტაშასატამე ' 

, / 2? _ ( 2 
/.- 27 7-6 უწ 2 “ა. ((2) 

2. 
ბოტოს, ((() ტოტობა ტავამრავლოი 32 – ტე, მივიტები: 

'X7 

მX#V => _ 2» 2 დ ბ“ # ნ 29“ 2 2+0- _?2X“ კ, მ“ თონი 
797  %“ 2>7 2“ 22-29" ' 2 25! 2X ი“  'ეჯვი5 « ' მჯ! -ა „ ო' 

ანია 
( - ? ( 

2ნ/-/) _ 99, თრ მX# ,-# , ((9) 
პე “” 2ჯ'2ჯ პჯ. მX- " 

ახია, ავიღოთ «ოლობა 

#- 2-4, 
# “ე?5 

ტავაწარმოოი იტი ჯ L.ი ს მივილებრი: 
რ 

მრ, _ _ 2“ #. + 9X 2X 24 3 
2ჯ' 25: 21% 22% “2X# 27 

ეჯი. რ წ) (/4) 24. ?X I „კ , 2“ 9 მტ 
2ჯ! 22:22 « 2X" ძ' #»” 

ეს დ«ორჩულა ტეარჩზუნებს, რო0 კოვარიანტული ვექტორის წარმოებულიც არ წარ– 

მრაბტენს ტენბორს. 

ვისარცებიორ ((2) ტოლობით 0ა (/4 ) ტოლობა ასე სიერა 

პრ. _ 1“ 2X/ 24, , /( 2»/ ლკ _ 2“ 97 /- 4 
––-5-2:25>–--7 7 L53=; / M “+ 2- 
ე აჯ" 27 #” % 

  

„ი. 
ე 24, ი ლ. + ვმ“ 2X#” 2#«_ I, ბ, 

22, 254 MC  MV ” ჰ” პჯ! ზა მ// „+ 

საიიანაც = (45) 

  
24. _ =.M% _ მ“ 2»ჩ / მჩ» _ /–7 
2. 9 რ 25221 ს 27 - 4 #,). 

ამრიტატ, 34 - (არ, (<5#-42-,წ) სიიიტეები ალტენს ტეორე რანტის კოვარიანტულ 
„ჩი 

ტენბორს; ეუწოლოი ხას #., (“02”) ვექტორის კოეარიანტული წარმოებული ია 

აღვნიშნოთ CV /. სინბოლორი, ე.ი. 

24 : #« _ / “4 = 7 #. (C,წ=62-.-,/). ((6) 
პპ» /, “ 
  

ნარჭივა0 შეიძლება ჩვენება, რო6 ალხცილი აქვს ჟვოლობებს: 

I. 7 (#4. +ჩ,) – ;#. 7 V7#.. 

ი



2. V,(C#„.)-C CV #.. 

თ 7 (X-XI) = > (ხკალარის კივარიანტული ჩარზიებული), 

#. 7 (#4.პ)=დ6ი წ #.+ #.იV? · 

ახია,ტანეზარჭოი კონტრავარიანყული /“ (+- 2, ო)ვექყორის კოვარიან- 
ფული ჩარმოებული. 

8 (5-4 2-.-ო) იყოს ნებიხმიერი კოვარიანტული ვექჟირი; ცხატია, 

#4”8, =/ 
არის სკალარი; მათი შ9 »Xჯ”-იი, გვექნება: 

“8 + 4. 22%. 
წ -“ ძX?1 

ეისარტცებლორ ((6) დორმულით, მივიტები: 

XX _ 94”, ”. “ 

2? – 27% 

უკანახკნელი ასე ტახაენერო#: 
2 #X 

4 (26-11 #40)8.+/4“ 58, · 
რალტან აქ წ; 8, კოვარიანტუო ტენბორია, აზიჟიმ #” წ 5. იქნება კოვარიან- 
ტული ეექტორი; მაშასალიამე, 

(24+ ” #”) 8. 

არის კრვარიანტული ეექტირი, საილამაც ჩანს, რომ 4-4” არის მეორე 

რანტის შერეული ტენტჩორი. _ 

მემივიღით აონიშენა: 

V #94 ./ 4” (6/-64-+7) ((7) 
"77. 7# 

ია ვუნოიტოთ 6ას კინცრავარიანჟული ვექტორის კრვარიანტული წარმოებ, 

ანალოტიურაი, თუ კამივაიი 4“ “#,ზ -დ (ან #,#'ზ" = # ) ტოლობიიან 
7 

ტა ტაქანარლოებ X –- იი, ჩეენ მივიტები დორნულებს: 

94« -, 4«- -I.#. ლშ #7... 

7. + 4.“ #“ = თ/". ((8) 

XI. L"#, LM, = #. 
მშ V #, 

აქაც შეიძლება ხაჩჟკიციეს შემიეტი დ«ორმულების მარითებულება: 

7 (4“+8") =C4”+68", 
2. 7 (4“. 8,)= ქ"/8, +8 თ/" პი



ტამოვივალი წ. 9. კ ტეაქვს: ვა 

წ, + -// მ, XV ––მე. მ წ, – მამ I, 127 = 

=38-წ ს, “V - 32- ჩა, –ჩC,, “ 0. 

უ.ი. V , - 0. ((9) 

ანალოჟიურაი ტამჭკიცტება, რომ 

იყ - 0, V9 –ძ, 

ე.ი. მეტრიკული რუნიამენტური ტენბორების კოვარიანტული წარმოებულები ნულის 

ტოლის (რიჩის თეორემა) · 

ბოლოს, მივილეანოი ევექტორისა ია ტენბორის კონცტრავარიანტული ჩარმრებუ– 

ოს ცნება; ავიიოი კოეარიანტუიი #, (XI X1.-,X”) ეექტორი: 
მივილტოი აღნიშენა: 

ე” წ/, – VM. (ლიმ? ი). (20) 

ბული; 
ასექე, აოღენიშნიი: 

7”/ =9 წი (6ი65=#2, 7) (2!) 
ია ვუწოტორ მას კონტრავარიანტული ეექტორის კონტრავარიანტული ჩარმოებული. 

0ავუბრუნტიეთ რიმანის », სივრცეს; იტი კანვიხილოთ როტორც ი-ის 

ტოლი ან »”I-ბზე ზეტი #2- კანბოშილებიანი ეეკიიბეს 6» ხსიერცის ქეენიერცე; 

»' 'ყ-> წა იის ჩა ხიერყემი წერტილის 0ეკარჟის 8ართკუთხა კოორლიინატები, 

ხოლო # ჯ?...,#” იმავე წერვილის მრუიჩირუნლი კორრიინატები; ცხატია, 

””““. 
გატვიხიტორ # ხი: წცეში რომეიიმე ( ჩირი, რომლის ბუნებრივი პარამეტრი 

იყის ა§. L ჩირის რკაის ძ§ ელემენვგი #6., სივრცეში არის 

ძ§? = ჯ ძ/? 
#7 #1: (?) 

, C. M%ICC! ((853– (925) –– იტალელი გე:მეტრი, ტენზორუდი აღრიცხვის ერთ- 

ურთი ფუმემდებელი.



ხოლო იგივე ძ2 ელემენტი IM» სივრცეში იქნება 

ძ5?= 2 ძ '“»”, 
· . 

C ატაც 

_. 

ი % %  (,, 
_ 

V-2, 7! მ” (/ < #2,---,ი)-   

ავიიოი IM, სივრცეში რომელიმე კონტრავარიან- 
ტული #4" («<-ი2.. „ი) ეექტორი, რონლის სიტრძე იყის ნწახ.26 

IV) ია იტი ტაიავიტანოი წირის სხეა ჩერტილებტე 
დავის თავის პარალეტურაი (6ახ.26); თ ვექტორის კომპინენტები იეკარყის 

მარიკუთხა სისტემაში აღვნიშნოი თCთ,-იი (005”#-»ო); მაშინ 

„2, 
%-#/ + (/=0#-რ). 

რა0ტან იეკარტის კრორიინატია სისტემაში პარალელური ვექტორების კომპონენტები 

უცვიელი რჩება, ამიტომ 

47-95 (7< 62,---.,ი1), .· 

შ.ი ძტ" ძX _ ,-2X  ძ : 
“5. + #4 თვე ძე მი (ჰ–ხ2აო. 

«472X 
ტავამრავლოთ ეს ტოლობა ჰ/ 39 – ზე ია მოვახიინიი აჯატეა: / ინტექნით 

,“” ე. 

1- იან „–-მიე; მაშინ, რაიტან 

თ “ყე მ). 
2 -+--.= 
–.. «+. · 

“ კ, 
ხოლო #9 =ძ, ამიტომ ტვექნება: 

ი 2;_ 2?) « ქ»! 

  

# ძ#“ ,_ კ4 =0 
4. “თ5. 7 ? #=! ჯე 76 45 , 

ეკი. ძი, <= ძა» 127 : (2) –“. .#-0 – #2... 
შო 7 # 25 #6; 2:52 მარ (7-– 62”) 

ჰყ. 
მეორეს მხრიე, 94% = წ” (_7X %« _ ?X % -X), («) 

წ”“ )|-7 22%“ ძა 72 ძ». 

ასევე 99 წი 29 , 7X  %), 2%_ უ5( 72% %, XX). 
წ” ,-/ სხ მ“ მძი" 2 7: -: 2?» მ»! 2 "29%; 

ჰჰანასკნელი ორი ტოლობის ჯანს ტამოვაკლოი (#) ტოლობა, მივიტები: 

26. მყ, მჟ. რ : (« « _?9M 2?) 7 

მ»" V·,·'·. · + 22. ჯი" მი ნ<ე ' ლ 9!



“ეუ 2, 
ახია, რუ 2 54297 მნიშენელობას (5) ტოლობიიან მევიჟანი (3) ჭილო- 2 

ბაში, მოვიტებთ: 

ძტ“ ძ 
-ე ა წ,ტიჟლლი0ი (#-62-ე) რ) 

94”_ «/ 2/4# 
ძე ძვ 27" 

#ტ · ჯ 

ა –-.. 

რაიკან ამიჟომ 

(7) ჭოლობას ალჟილი უნია ჰქონიეს #M წერჟილზე ცამავალი ყოველი ჩი– 
რის 8იზარი, ამიჭომ 

24“ 

34- ” „4“ <0 (# წ <7. 2,--, ი), (8) 

ე.ი. პარატელური კონტრავრიანტული ვექტორია ეელი უნია აკმაყოფილებიეს 
განტოლებათა (8) სისტემას, რომელიც ჩარმოალტენს ჩრყივ იიჭერენციალურ ტან–- 
ტოლებაია სისტემას, ამიტომ თუ სივრცის რომელიმე ჩერტილზე იასახელებულია 
საძიებელ რუნქციაია მნიშვნელობები (საწლისი პირობები), ნაშინ (8) სისტემას 
ექნება ერთალერთი ! ანონახსნი. ”. 

ახლა, იუ (7) სისტემაში /7- ს შევყვიი კ“ ით, მივილები ტეო 

იეტიური ნირის იიფერენციალურ კანტოლებარა სისტემას: 

  

# # / კრ 

მ9ი+/, აო 0  (#54648-+7). 
ამრიტა0, ტერომებიურ ჩირს ახასიაი«ებს ის თძვისება, რომ მიხი მხებების მტეშა– 

ეები პარალეტური ვექტორებია., . 

ბილის, კონტრავარიანჭუიი # (რ=# 2,--,ი) ვექტორი M (+; X5--,X") · 

წერტილიიან პარალელურად ტალავიტანოთ /V(+«44XI X+ძ.“ ..-, I +) წერტილში 

ია (6) სისტემა ასე ტალაერეროი“: 

44”= -/ #4" (#ტ = #2,--,ი). (9) 

აოვნიშნოი #” («=#3-,) ვექტორის მნიშენეიობა MV წერჟილბე #-ძ/# («-C-”), 

24" , 
ძტ" = -2 9 (-- #2, -+-”). 

/ჟიტულისხმოი, რომ სივრცის დუნიაზენტური წე ტენზორი, ტარკვეულ 
არეში X( »4-..,X” კრორლინატების უნფეეტატ ჩარმოებალი «უნქციებია. 

2 აქ ჰ43/4-იი აღნიშნული ტვაქვს ვექტორის /#4“ კიმპონენტის·6ამრიი 
/# ჩერვილიიან V წერტილში ეექტორის პარალელური ტალატანის იროს. 
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შემიეკ შევაიცინოთ სხვაობა: 

· # «  /24“ ,; (4”+44#4)- (4”-54”) – ძ4“–§54#4“– (3>+/, #/14«” 
2/“ ” 

რომელსაც ვუწიიიი ,#“ ვექვორის ნატრიი; ხაურამ 3.7 "/# არის შეორე 

რანუის შერეული ტენბორი, რომელიც წარზოალვენს 7“ ვექტორის კოვარიან«ულ 
წარმოებულს. 

ანრიჟაი, კონტრავარიანტული ვექტორის კოვარიანტული წარმოებულის საშვა–- 

ძტ4“ - 4“ - ნ #“ი” (#0) 

ასევე შეიძლება ჩვენება, რომ პარალელური კოეარიანჯული ვექვორთა ვული აკმა–- 
ყდიყილეშს ტანტოლებაძა სისტემას: 

24 · ჯ= -–, ი 2 = /,, 7 =0 (/· # 2,---, ი) (V78 

ია აიკილი აქვს ტროლობებს: - 

ი /: ტრ (6-6»-. ი, 
ძ/4, - §/4. = დ”; #.“”, 

რაც იძლევა კრივარიანტული ვექტორის კრვარიანჟული ნარშიებუთს ჟეომევრიულ 
მნიშენელობას. 

მკიიხველს ვანიობთ აჩვენოს, რომ: 

ს). ორი #' ია 8' ეექტორის სკალარული ნამრაელი უცელელი რჩება მათი 

პარალელური ტანაჟანის იროს; 

2. კურხე ორ ეექტორს შორის უცელელი რჩება 6ათი პარალელური ტალაჟანის 
იროს. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ ტაწშეორებიითი კოვარიანტული ჩარმოებულები ლამოკი– 
რებულია ტანარმოების მიმტევრობაზე, ე.0. საბოტაიოი 

ი 4“ > წი #“. 

მარიიაც, ტამოვთვალოი –#"= #V/. “47 გამოსახულების კოვარიან«ული წარ- 

  

  

მოებული; · 

იმა ი, 394% + 65/#”-/, 9),# – 9 24 „I “/)» 
«მ 2" _ 

„I (4-6749-წ (26 -#-ვვა ს 966 2-6 27 
27. 

-( 4, #4» #(52> +/7/7)4“. ფ



აქ # ია / ინიექსების ცფამახმიით პირეელი ხუთი შესაკრები უძელელი იარ- 
მ/); 1 ჩება, ხოლი ბოლო შესაკრები (34+ჩ.ჩ/)4 => ტოლი კახბება, ამიტომ 

2" 2» # –” -#1 ,4 
წი იწ - 54 --ე-#ჩ)/X- 7. 14 · ((2) 

აქ მარცხენა მხარე ხესამე რანტის ტენბორია–ორჯერ კოვარიანტული ია ერთხელ 

კონტრავარიანტული, ამიტომ, ცხატია, ტამოსახულება · 

  

” 2/," 2” #- # 

ჩვ რაი აოწიორ4ი 1 
წარმოატტენს მეოთხე რანტის ტენტორს-სამჯერ კოვარიანტულს ტა ურიხელ ჰონტრა- 

ვარიანტულს. ვუნოტოთ ამ ტენმორს -რიმან-ქრისტოძბელის ჟენტორი“. 

შევნიშნოთ, რომ ევკლიიეს სიერცეში ყოვეიტვის ხკიძლება შევიტანოთ 0ე– 

პარტის კოორიინატია სისტემა; ასეთი სისტემაში კი 8ეტრიკული ტენბორის 

კომპონენტები იქნება მშუიმივები ია, მაშასაძ0ამე , ევკლიბეს სიერცეში რიმან- 

”ყა =0, მაშინ ასეთ სივრცეში შეიძლება შეირჩეს ისეთი »# »ჯ? .-.,#” 

კიირიინატები, რომ სიერცის ნწეტრიკული ტენბორის კომნზპონენტები იძოს მუიმი–- 

ვები; ამრიცა0, რიმან-ქრისტოლდელის ტენბორის ნწულიან ტოლობა–ეჟკლიიის_ სივრცის 

იანახასიაძებელი თვისებაა. 

რბოციერტი ტამოყენება. ტენტორული წარწიებულის გემომიყვანილი ტანშარტება 

საშუალებას იძლევა 'ვექტორული ან ტენზორული სახის ტამოსახულებები ტარტიაექმ- 

ნარ კოორლიინატრა ნებისმიერ სისტემაში. 

შევნიშნოი, რო8 ყოველი თანაფარიობა, ჩაწერილი ტენტორუტი- სახით ინვა- 

რიანტულია „კოორტინატია ტარიაქმნის მიმართ, ამიტომ იუ თანათარტობას, იაჩე- 

რიის ტენბორული ხახით, აბტილი აქვს კოორიინატთია რომელიმე სისტემაში, მაშინ 

მას აირტჟილი ექნება ატრეძვე კოორტინატია ნებისმიერ სისტემაშიც; ჩეენ ვიხარ– 

ცებლება ა8 ტცარემოებით ბოტიერიი საძირო მურმუიის მისაღებაიტი. 

სისტემაში / (V, »X'#'''"#,) სკალარის რაიაიი პონპონენტცტებია: 
2 · 

7, (7=#/2,-,თ). 
ახლა, თუ ვისარტებლებთი შენო შენიშენიი 0ა მხებეელობაში მივიღებთ, რო8 

სკალარის კერძო წარმოებულები ა0ტენენ კოვარიანტულ ვექტორს, მაშინ კოორტიი–- 

ნატია წებისმიერ /#, სივრცემი, საიაც XI »1..,» ნერჟილის მრუინირული 

კრორიინატებია, თლიძ/ ეექტორის კოვარიანტუიი კომპონენტები იქნება: 

წ/ = 2% (V- #2,--,»ი), 

მოძ» )რ ზან სიმრუიის ტენბორსაც უჩოძმებენ; შეიძლება ჩვენება ,რომ მას 

აქეს #0“ ირ“ ი რარლენობის ტანსხვავებული კომპინენტი. · 

2 იხაია, ვექტორი მა სკალარი გენხორის კერძო ქენთხეევებია, 

% ·



ხოირ კონტრავარიანტული ჩარნოებული 

წ7/ = 9”ი, #- -ვ## (7= #61 ...,»). 

ჰერძო0ი, აუ ტანეიხილავრ ქეკლიიის 6, სივრცეში მრუიწირულ ორთოტი- 

ნალურ კოორტინატრა (9.9,:9,) სისტემას (რავი I, 8 5), მაშინ , როტორც 

ენახეძ: 

=M/MV? „ი. 1 2... 2? /38 ყ 8. მე - M, 9" – ვ –ს, 0-+23, 9- MM MI შე -ჟ-0 რც» 27, 
(კ 

საიაც //; (7=#23) ლამეს კოეფიციენტებია, ხოლო #; 6=42,,)პირეეიი რიტის 
იიწერენციალური პარამეტრები; ცხატია, ახეთ სივრცეში რომელიმე ” ეექ- 
ტორის ტეძმილები მრუხინირული ღერძებზე (ე.წ. ფიზიკური კიმპონენვები) იქნე–- 

ბა: ##'= 7-4 რ6=#72,3) ია, მაშასაიამე, §>-თძ # ვექტორის კომპონენტები კი: 

/ # M; 9%, (7=%2,3). 

2. ვექტორის იივერტენცი. რ0ეკარჯის კოორტინატთა ( );. I, „···, ჯ„ პჰხიხტემაში 

იელატი # ი 7,'“5X») უექტორის 0ივერტენცი არის: 

ძ·V #- 22 , – 

საიაც რარა უ)– 4 ვექტორის კომპონენტებია. 

თუ ჩვეულებრივი ჩარმოებულებს შეეცელირ ტენშირული „ა ოღმუიებიშ, 

მაშინ კოორტინატრა ნებისმიერ /%, სიერცეში, საიაც #1». ” წერტილის 

მრუიჩირული კიირიინაყებია, ტვექნება: ძ»# = წ//-წ4, ,-7%/- – 6 %-)- 
#/” 

მაკრამ, რაიტან 7.” =2-» #/ „42 „ამიტომ თუ ამ თრაიათ 0ავუწვებთ #=)1, 

შეჟასრუტები შეკრებას /-იი ია ვისარტებლები /=ჯ % ა რირმულიი, 

8 ბა: ივიტები / უე 3 268) _ ს 2477) 

# „7 % 2-1 # მპ» 

რა, მამასარაშე, --_ , 2C67 4,)_ _, +044) () 
„7 7 “7. მ ს 

ჰერძოი, იუ ტანვიხიიავი #1, სივრცემი მრუიწირუფ ორიოტინალურ (ყ9,-9.9,) 
ჰრორიინატია სისტენას, მაშინ ცტეექნება: 

/ წ 2(M,M4,) , 2(9,M,#:) , _%MM,4ჯ) | 
ძი /. XXII. ი 2“ ი 7, , 

რაც ბემოთ სხვა ტტით იცო მიღებული. 

ე. იაპლასის ოპერატორი. რაიცან დეკარტის კოორლინავია (7, ,-.-) 

სიხვემაში ა0ჟილი აქვს ტოლობას 

ტ4/ =9ძV (ლიძ/), 

ხაიას #4 = 92, 29. “იც ლაპიახსის ოპერატორია, ამიტომ თუ ვისარტებლებძ უბეს ·.



(+) დორმულიი, კოთრიძნაჟია ნებისმიერ M. სივრცეში, საიაც X:XV1-,X“ 
წერჯილის მ5ვინირული კოორიინატებია, „ ვალები: 

#- + , XXX), ; 277 (45) 

კერძოი, თუ ჟანვიხილავი #6 კ სივრცეში ნრულნირულ ორიოჟონალურ კოორიი- 
6ნაჟთა (ყ,.4,.§,) სისტემას, მაშინ 

MM, 2/ 1, 2/ MM, 2) , _2 ## 2 ) 
4/ = 9XXI>L II 3)#» . წ)“ LV, 9, ) 

რაც ბემოთ სხვა უნით იყო შილებული. 
«. ვექტორული ნამრავლი. განეხარყით რიმანის სიერცეში ორი ეექყორის 

უუქვორუოს ნამრავლი. სიმარტივისათელს კანეინილიი § სამცანტომილებიანი სთ 

სივრცე. ავიღოთ ას სივრცეში ნებისმიერი სამი 4, 8 ია C ეექტორი; /! 
#'C' ია #,,ჩ,,C; იყოს შაიი კონტრავარიანგული ია კოვარიანტული კოორიი- 

ნატები. V ლა IM” აღვნიშნოთ შემიეცი ტეტერმინანვები: 

          

#” 8' C“ #4 8C 

ჯ= |4' 8: CI, / =| 4, 8, C, 
#? #9! C!) #, #, 

რატტან #”-მ4ჭა.4”, ამივომ იეტერმინანტების ცამრაელცების ჩესიი: 

_ წეანე #) „#7 XC | | 8, 9 8, » 
= LV. 8" 0701. - ერება -|4#C) 80 I+ 9, 9, – ყ 

ყC #C «თ 7», 9» 2» 
ახლა, ნოვახიეინოთ კიირიინაჟია ტარიაქმნა ქ2.ი. » »ჯ. -,X კოორიინაგებიტან 

ჭაიავიიე· X. XI. --,X” კიორლინატებზე; ” იყოს  იორტინავთა ტარტაქნნის 

# =CI #. (<= #2,-, ი) · 
X” !? 

ამიციმ 2 2/ 2»% 
3 #რი 22  /% 21 

7I- 87» 82 57: |“ 77. 
C2 6C 32% - 25 

მეორე მხრივ, 

#9, 88 C“, 
#/-1კ/” = 8, 8'8. 8”, ინეარიანტია 

CV, C'8 CC 

0ა, მაშანხატაჩე: V-· V” = M. #7”. (46) 

+X6



უკანასკნეტცს თუ შეეატარებთ ჩინა ტოლობას, ჰეეხნიშნავი, რონ აიტილი აქს შენ- 

რიეტ ტოლობას: - 
30. V-7-V. 

რაიტან V '= წ M, ამიტიმ ი .“ 

V” 92% 
· V” 7” 7 

ია, მამასა0ამზე, “ “- 

#- VI > .7. #, 
VI. 9 7 

ხაოტან. « 2 I17 აძ 7=97 (/7) 

რაც ბმემოთ სხეა ტმითი იყო ნიღებული, , 

ძხაიია, აიცილი აქვს ტოლობებს: 

IV, წ-ი. რ 
წ”. 7 7 

შეიძლება ჩეენება, რომ ეს ორი ინევარიანტი ერიმნანეთის ტოლია. 

ბოლოს, შემოვილოთ სამ ინიექნსბე ძამოკილებული რიცხვრა შემძეტი სისჭენა: 

ბი (4,5=62,9). 
მასიან ისეტი, რომ =. 

ხალს · 

4, =ბ,,= ბ, -/, ბ ს, ი, --4 (იანარენები წუიის ჟილი,; 

რ ამტან ს» _ ვაC, 4.86 '+.ე'8-C:/'5>./'8X'-/#XCL-#/3%“-49 #98/C" 
ამზიკჟომ, ცხატია , შემიეკი ტამოსახულებები: 

(იჯიჩ ჯ // 5,485, უ64./#8C 
არის იწვარიანტები 0ა, მაშასაიანე, Vწ მყ. მესამე. რანტის კოვარიანტული 
რენბორია, ხოლი -L ბ. კი–. მესამე რანტის კიონტრავარიანტული ტენზორი; 
აოვნიშნოთ ეს ტენზორები შენაბამისაი 6. ტა §%-. იი“, ე.ი. 

თ / 
= I. "., · ხალი %, 6-7 % 

ახლა, იუ მოცემულია ორი ნებისმიერი ტ: ია 8' ვექტორი, 8აშინ , 

# = 6,,#'წ' ია >. §” #8, ((9) 

წარნოალტენენ ურა ია იტივე ეექჯირის კოეარიანტულ 0ა კრნტრავარიანტულ 
ჰიოზპონენტებს, რაიტან ეეკჯიი0მეს #, სივრცის შემიხვევაში ეს ეექვირი იძიევა 

# =/ტ8, -84,. _ 

I ვიცკულისხმოთ, რიმ # ია0მებითია 0ა #-ს იტივე ნიშანი აქვს,რაც 1 

იეჭერმი5ანტს. 
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ჩვეულებრივ ვექტორულ ნამრავლის, ამიტომ ბუნებრივია (19) ვექტორს ვუნოლიი 
რიზანის სიერცეში ირი # ია 8 გექტორის ვექტორული 6ახრაელი. 

§. უექტორის როტორი. დეკარტის სისყემაში #4 (X.I.X») ვექტორის 

#“ოტორის მიტენელებია: 

+ პრე, 24 
# ლ=---X _ -4, (ოხ ს მ, 2, 

შეეცეალიი ჩვეულებრივი წარმოებულები ტენბორულით ია შეეალტინოი V #4 – წ ტ 

სხესობა, ტვაქეს: 

'წ9წ# - 6# = 32 24. –/,/2- 9 +411 24 2 

ას 
ახია, მიეილორ: - 

# M- 
# =67წ #, · 

X კონტრავარიანტული ვექტორია, რონტლის ჰომპინენტებია. 

“ - 2 ს _ %) 
  (20) 

რაიკან (40) აი. ბეკარტის კრორიიხატია სისტემაში იძლეეეა IX # 

ვექვირის კომპონენტებს, პმივოშმ იტი შეიძლება მიეიტორ ისტ უექტორის 

ჰრნტრავარიანტულ კიმპინენტებაი ნწებისნიერ მრუიჩნირულ კრორიინატია სისვენამში; 

რაც შეეხება წ0ხ#“ ვექტორის კოვარიანტუი კონმპონენტებს,იქნება: 
· 7 _ 

M –- 7, ჩ (#რ=7/ 2, 9), 

უ.ი. 

24, _ 242 24 2;_ 24) : 

ჩ, MC M/ 23 -32)99 8“ #98 ამ”  2#2. XI: დი 

ჰერძრრი, რუ ტაწვიხიტავრ ჩვ სივრცეში მრუტნირუი ორთოტონალურ კოორ- 

_ხინავია (9,“.9,) სისტეზას, მაშინ, იუ ვსარტებიება #4 '“ M4 #4; 

ფორმულებით, ტვექნება: 

ი =- 7 I 2 (M ჩვ) --2 (/, 4 - 
(294, 89%! სM,) -ჯ, (44. 

რაც ბეზოირ სხეა ცხირ იყო მიღებული. 

6. 0რეკაიობის რეორიის ძირითაძმი ტანჯოლებები. როტორც ცნობილია, 0რეკა- 

ხობის თეორიის ძირიძრაი კანჟოლებას (იამეს–ტანჯოტებები) ტაიაალტილების 

ვექტორის კომპონენტებში აქეს სახე 

– 2 
(1+,ალიძ (9V LC) #,7(49 ##ჩ – #52 , (22)



საიაც 2, /##4–ირეკალი მულმიეებია, /2-სიმკერივე, #– მოცულობითი ძალა, 
ხოლო XC %.M,. M,) ტახააბტილების ვექტორი. რაიტან სთძ=;."L ·იწვარიანჟცია, 

ხოლო აILM!'= ძIV(ვიძს)-წVVამიტომ წებისმიერ კოორიინაჟია (X»/ #4 IX1) 

სისტემაში ლამეს ტანტოლებებს ექნება სახე: 

« 
(2MM)V 0+-.წ7წ"VM+-X, == C-,.მ) (212) 

სავარიჟი 

-X  –)/ ” - 
I, აჩეენეი, რომ ( 2 » პია C» ,:) არის მეირე რანკის 

ტენტორეში. –» 7' # 
2. აჩეენეი, რიმ შემიეტი სიიიიეები: (· I -» თათ (2 » ა) 424 

აი0იცტენენ “4ტენტორს: ი” »' · · , 

2. იაშალეი ,#4= C -/ » ა) 4ძენმორი სიმეტრიულ 0ა აწვისიმეტრიულ ტენ- 

ტორების ჯამაიბ, 

#. აჩვენეი, როშ, რუ 4 ანჟტისიმეჟრიული ტენტბორია, ტაშინ აიკილი 

აქვს ტოლრბას: => 

(C-#C)=0, 
ხაიაცე თ მწებისმიერი ვექტორია.· 

5. აჩვენეთ, რო8, თუ სხეული ბრუნაეს მშკეიირი წერტილის ტარშენო, მაშინ 

მისი კინეჟიკური 7. ეწერტია ტამოისახება ფდორჩულიი 

7. + (=> დ. 7C>), 

საიაც C ბრუნეის წყისა კუიხური სიჩქარეა, ხილი 7- ინერციის მომენტების 

ტენტორი. 

6. აჩეენეთ, რონ, იუ 1, 9) ია ს არის 4 ყენბირის ინეარიანტები . 

ხაპინ 4 ტენბიორი აკმაფოლილებს ტანტოლებასს /#“- /#“+ /#- 97 =0. 

>. ეძქეათ, 6,6, ია 6, ბაბისში ძაბვის ტენჩორის კომპინენყებია: 

«-(- 2 4 1). 

იპოვეთ ძაბვის 0იავარი გიმარიულებები რა მიაეარი ძაბეები . 

პა6C.: IC · +) #/C3-3 7,4), 9, C1ჯ.-9' >) 4=5 რ,=(/, 4,=-/. 

8. აჩვენეი, რო, იუ ა, სიმეჟრიული ტენბირია, ხილი #V – ანტისი- 
მშეჟრიული, 8აში6 §,#ე =0. 

9. აჩვენეთ, რომ, რუ 2,1, 4 ხინეტრი:ლი 77 ტენბორის საკუთრივი 
რიცხეებია, მაშინ აიკილი აქვს ტოლობებს: 

22 <= #7", 24 “77, · 99 
I



10. აჩვენეთ, რომ ორთოტონალურ კოორიირნაჟია სისტემაში აიჟილი აქეს 

ტოლობებს: 

/.–- ლ, როცა ახ) ერიძმანეთისაკან ტანსხვავებულებია; 

” ((, აჩვენერტ, რომ 

ძე _ 4, | 7< „ა – .. · 3. -3> -/, # /. ” (. 9, „სიერცის 8ხეტრიკული ტენბორია); 

I2. ვუნოლოთ რძ“ რენტორის რანტი (რ, ) მავრიცის რანეს; აჩვენერ, 

“რორი თ ჭენბორის რანკი ინვარიანტულია კოორტინატია ტარიაქნნის 8იმარით; 
V 

'Iუ. თ, იფის ტენშორი, ხოლო თ=Iძე |. აჩვენეი, როი თ მეტერმიან- 

ჯის ეიენენვების შესაბანისი #, # ატძებრუტი ხამატებები აიცენს Mშენშორს 
ხა ახტილი აქვს ნანაფდარტობას: 

- რათ = ბე · 
IC. ისაღცკებილუთ ჭენმორული ბეიმაპირის განმარჯებითი ია იპოვეთ სინეტრიული 

4ყ სეუბორის ინეარიანტების ტეომეტრიული ნნიშენელობები: პას.M/=-+§+ დს. 

/ 
#5 40% „8. MC “ი! , ხაძაც თ, ხ, C რენბორის ელიძსხროიტის 5ახევაროერძებია ; 

ი“! 

)5. ევკიიიეს 6, სიერცემი აჩვენეთ კოში–ზუნიასკოესკის(>7)'< (< XX7-7) 

ჯუაჯოლობის ლარტებულრობა ია ჩაწერენ იკი კოორტინატული სახით; 

I6, ევკიიიეს #6, სიერცეში აჩვენეთ სახკუთხელის /27:71</X/+/7/./ >-7/> IX/–/7/ 

“არრ-ბის შარჯებულება; 

I7. აჩვენეთ როს, იუ 2.2, უეჰიიბეს 6, სივრცელი ორთონორ- ' 

სირუბლი ვექვრრებიას, 6ა59ი6 აიცილი აქვს ფოირბას 

|-6 > XI. = IXI.-IX|1+...+IX,I1. ·
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