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5. 1 

დ. 921 

წინამდებარე დამხმარე სახელმძღვანელო შეიცავს შემდეგ 

თავებს: მრავალი ცვლადის ფუნქციები, ჯერადი და წირითი ინ– 

ტეგრალები, მწკრივები, დიფერენციალური განტოლებები, მატ- 

რიცები, ველის თეორიის ელემენტები, ალბათობის თეორიის 

ელემენტები, კომპლექსური ცვლადის ფუნქციათა თეორიის 

ელემენტები, ოპერაციული აღრიცხვის ელემენტები და მა- 

თემატიკური ფიზიკის ზოგიერთი განტოლება კრებულში 

2100-ზე მეტი მაგალითი და ამოცანაა. ისევე, როგორც) I ნა–- 

წილში, აქაც ყოველ პარაგრაფს წინ უძღვის მოკლე თეორიული 

შესავალი. ყოველ სავარჯიშოს აქვს პასუხი და ზოგ შემთხეე- 

ვაში –- სათანადო მითითება, 

20203-–-115 C გამომცემლობა „განათლება4", 
___=5_'"“ "86-79 
M –602(08) – 82 ცვლილებე ბით



1 თავი 

მრავალი ცვლადის ფუნქციები 

§ 1. ორი და რამდენიმე ცვლადის ფუნქციები 

2 ცვლადს ეწოდება X» და ყ ცვლიდების“ც->-ლ-ს-თს ი –ფ-უ-ნწქ-ცითთ--თუ-ინი-და . 
ყ-ის ყოველ მნიშვნელობათა წყვილს მათი (ვლილების არიდან შეესაბამება 2 (ყ/ვლადის 

ერთი გარკვეული მნიშვნელობა, ამ ფუნქციონალურ დამოკიდებულებას ასე აღნიშნა– 

ვენ: 

2=I(XIV). 
»ჯ და ყ ცვლადებს ეწოდება არგუმენტები ანუ დამოუკიდებელი 
ცვლადები, 

ანალოგიურად განიმარტება სამი და უფრო მეტი არგუმენტის ფუნქცია, 

ფუნქციის განსაზღვრის არე ეწოდება X0ყ სიბრტყის იმ 

(X, ყ) წერტილთა სიმრავლეს, რომელზედაც ეს ფუნქცია განსაზღერულია, ორი (ევლა- 

დის ფუნქციის განსაზღვრის არე გეომეტრიულად წარმოადგენს სიბრტყის სასრულ ან 

უსასრულო ნაწილს, 

1. მოცემულია სამკუთხედის პერიმეტრი 2”. გამოსახეთ სამკუთხე- 
დის 5 ფართობი, როგორც მისი ორი + და ყ გვერდის ფეენქცია. 

9. გამოსახეთ კონუსის V მოცულობა, როგორც მისი X მსახველისა 

ა ყ სიმაღლის ნქცია. 

წ X გამოსახეთ მაი V მოცულობა, როგორც მისი X მსახველისა 
და ფუძის ყ რადიუსის ფუნქცია. 

4. გამოსახეთ წესიერი ოთხკუთხა პირამიდის V მოცულობა, როგორც 

მისი X სიმაღლისა და V გვერდითი წიბოს ფუნქცია. 

1 
წ. 1) /(X, #)=+ > · იპოვეთ M-: 3), I(1; –1); 

  

–2 
2) XV, ყ) =7 MV იპოვეთ #C3; 1), #LC5; 3); 

2ჯX-–-Vყ 

2 I? 

3) /თყ) =---+%., იპოვეთ. /(2;--3), ((', +) 
2XV ჯ 

4) 2=>=05(X+V), იპოვეთ 2, თუ X=V=5-



8. 1) 2=-ყ»" -!.| ჯ-–.,ს იპოვეთ 2, თუ X=2, ყ=2; X=1, V=2; 

2) MC, ყე = აჩვენეთ, რომ #(თ, ხ)-LჩC, ი) =1;   

  ვ) IC, #0) = X-=M_. „ა C- 1 ) ICX,. V) 2) „ იპოვეთ / > “7: 

იპოვეთ განსახღვრის არეები შემდეგი ფუნქციებისა: 
1 

?. უ=X"-L ყზ. 

  

  

ს ტახები. 
1 V _-ე)9- ყ? 

+ ეა–დღდ--დ.–– 10. :=V1-X-–-V" 

V “»“ X-Vყ 
–+XI. :=ყ1-5-ი _X V" 189. უ=->X9 ., 

ცბ ყ-X 

18. 2=1IMLX-+-ყ). 14. 2=IILCყ“---4X-L8). 

16. 2=VXV. 10. 6=V X?-Lყ?--1 მქიროი “ ყზ). 
17. 2=V1-–X-L-V4--ყ?. 18. 2 == VXჯბ--4-I Vყ? 4, 

. X –ყ 
19. 2 = ი --+V/ჯ/. 980. 2=მIC( 2 = მIC351 2 VXI C ნნ 

981. 1) ყ/=V 1–-ჯ#2- ე 2: 2 ი =VX +VV +V2. 
98. # =1იC?-+ყზ-L2---1). · 

2=IVCL, ყ) ფუნქციის დონის წირი ეწოდება ისეთ /(X, ყ)=C წირს X0ყ 
სიბრტყეზე, რომლის წერტილებზეც ფუნქცია ღებულობს ერთსა და იმავე 2=C მნიშ- 

ვნელობას, 

იპოვეთ დონის წირები შემდეგი ფუნქციებისა: 

98. 1) 2=X--ყ; 2) 2=X"--ყზ; 3) 2=IVCX-L#V); 4) 2=%XV· 
X 2Xჯ 

94, 1) 2=X -–-ყ? 2) 2=Xმ?ყ; 3) 2=50 4) 2= ით · 

ი=IVC, ყ, 2) ფუნქციის დონის ზვდაპი.რი ეწოდება ისეთ /(X, ყ, 2)=Cზე– 

დაპირს, რომლის წერტილებზეც ფუნქცია ღებულობს ერთსა და იმავე V=0 მნიშგნე– 

ლობას, 

  

იპოვეთ დონის ზედაპირები შემდეგი ფუნქციებისა: 

ჯ+ყე" 3-2. ზნ. 1) ს=X+ყ+2 2) #= - ; 3) #=VX2-+ყ?;   

ყ! 

4) =2%+% C+>. 

86. 1) (| =5%#+ჰV->, 2) ცს =ჯ-Lს)ს"L2; 3) #« = მილ51ი2 => 7. 

4



§ 2. ფუნქციის ზღვარი და უწყვეტობა 

რაიმე # რიცხეს ეწოდება /(X, ყე) ფ უნ ქციის ზღვარი ჩე(, ყა) წერტილ– 
ზე, თუ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი 1) რიცხვი, 

რომ |/(X, #)--ტ|<8 ყოველი MX, ყ) წერტილისათვის რომელიც აკმაყოფილებს 
0<(X--X)“ + (/--/ი)"<%? უტოლობებს, რასაც ასე ჩავწერთ: 

1IიI I(X, ყ)=4#, ანუ ი I(0)ლ=#. 

X->X6 #->X% 

ყ->ყი 

2=/(X, ყ) ფუნქციას ეწოღება უწყ ეე ტი (X%, (ი) წერტილზე, თუ ფუნქციის 
ზღვარი, როდესაც X->X, M->Vი. უდრის ფუნქციის მნიშვნელობას ამ წერტილზე: 

ჰი /(X, ყ)=/(X%ი, იილ--- 

  

X–>Xი6 

ყ->ყი 

იპოვეთ შემდეგი ზღვრები: 

97. II» 2-V Xყ+4 , 98, 110 012V 
Xყ ჯ 

ჯ–>0 ჯ>ი 

ყ>ნ ყ->2 

. ყ 7 .„ IM(X-L6") 
99. III1 I 1 –.),, 80. 1)1 –––-––-–––, 

( X ) V XბL+ყ? 
X–>თ X->1 

ყ–> ყ–>0 
_ ”! 

81, 1თი _ X+V9 89. ი -# 
ჯ18+ყ? ჯ“-+ ყ? 

Xჯ–>იი - ჯი 
ყ–>ი9ი ყ–>ი 

· -_ 1 810) (X3-L ყვ) 
88. III (#2 ·8ი –.. აუ“, (X% + ყუ) .5Iი ო 84. 1Iთ წო 

X-3>0 X+30 

Vყ–>0 ყ->ჩ 

: ?ბ+ ყი :1V X+ (CV – 2)2+1 –1 86. I) ყი –––> ”·" . 2 წMოVX+V-4141-.!, 
) ჯბ+ყმ+-1 –1 ) : X”+(ყ-- 2) 

Xჯ–3>0 ჯ-30 
ყი ყ–>2 

80. 1Iი) ((0-Lყ?)»”/ . 
Xჯ–360 
ყ–>0 

იპოვეთ წყვეტის წერტილები შემდეგი ფუნქციებისა: 

1 1 
87. 1 ==; 2) 2=––– –; 

) 2 გ ) კბ-ყ



3) 2=1LV #8? ; 4) #= 

88. 1) 2=   ; 2) 2= 
X-–-ყ ჯ?-Lყ 

1 

გაე ეტლეყეი 

ვ) 1=21+:24/14 . 

–#ჯ 

1 
; 4) 2=005-–-.. 

Xყ 

§ 8. ფუნქციის კერძო ნაზრდები და წარმოებულები 

7=IV, V/) ფუნქცის კერძო ნაზრდები X-ითადაყ-ით (X,V) წერტილ- 

ში ეწოდება შესაბამისად შემდეგ სხვაობებს: –ი 

ლიი #.:2=წ(X+-06X, ყ)--IX. ყა. #რ,2=MX,-V-+--რთ)=I(X, ყ). 
თუ 2=/(X,V) და მივიღებთ, რომ ( მუდმიეი სიდიდეა, მაშინ 2ფუნქციის კე რძო 

წარმოებული X-სთ (X, ყ) წერტილში ეწოდება 

წი 

ტ.>0 

რტX 

MX+6X, ყ)-- IX, ყ)_ _ მწ 
“ მჯ –- =2'=I »( X,ყ) 

ზღვარს, როცა ეს ზღვარი არსებობს; ანალოგიურად, თუ მივიღებთ, რომ Xჯ მუდმივი 

სიდიდეა, მაშინ კერძო წარმოებული Vყ-ით (LX, V/) წერტილში იქნება: 

ს იყ+-6ყ)-MX·V) _ 

ტყ 
რ#ტყ–>0 

როცა ეს ზღვარი არსებობს, 

მ” =2?',=IX,ყ
), 

ასევე განიმარტება სამი და მეტი ცვლადის ფუნქციის კერძო წარმოებულები, 

იპოვეთ კერძო წარმოებულები შემდეგი ფუნქციებისა: 

  

89, 2=X”8)ი"ყ. 

41. - =-X-M, 
X+ყ 

48. 2=I10 (XV +V"). 

4წ. 7=(5X”ყ--ყმ -L7)". 

ჯ 
47. 72= 

V 2+V#. 

4ე,. 2=>-XჯV. 

წ1. 2 = მICL(დ #. 
ჯ 

წვ. #/ =V X>+ყზ+L2?. 

ნ6. (I =X'ყ"2-+2X--3ყ-L2-L5. 
წ7. IM =(XV)7. 

ნ9. /C, ყ)=X-Lყ". 

40. 2=#.. 
Xჯ 

49%. 7 = V X”–Vყ? 

4. 2=I90 5 (X--2ყ). 

40. 2=Xჯ9-.3ჯ?ყ--ყმ. 

48. 2=1ი(++V X2+-ყ?). 

ჯ 

50. 2=6V. 

· ს 
წა. 7=8LC5111 »V · 

ჯ 

54. · # =Xყ+- ყ2- 2. 

§6. “ =, +V +2", 

68, (| =27V. 

იპოვეთ /#/”ჯ» (2;3), /”/(2;3).



60. ! (X,V) 1 / XM+-- იპოვეთ I »(2; 1, „”ყ (2; 1). 

61. I(X,V/,2) =III(CXV-+7). იპოვეთ /”»(1;2;0), /”ყ(1;2;0), 
IL; 2; 0). 

68. /(X,ყ,2) =2X?-+-ყბ1---3უ%  3Xყ--2X2. იპოვეთ /”»(0;0;1), 

I „0; 0;1), /”,(0; 0;1). 

68. 2 =-ცი", აჩვენეთ, რომ 2ჯ92 1 ყმ? _ი 
მX მყ 

=”:.:თ:'”'"ბსპაოა"“"ა'''ბშ 

04. 72=-III(ჯპ--XV-LVყ?). აჩვენეთ, რომ მ აჟბ-2 
მჯX “იყ 

05. (| =II) (1+X-Lყ?-I- 29). იპოვეთ I „-–+V ყ+V ,, როცა X=Vყ =2=1. 

06. ( =ჯL- X-# , აჩვენეთ, რომ მ« 19% +% =1. 
ყ-2 მ» მყ 02 

67. 2=Xყ. გამოთვალეთ # „2 და რე, თუ X=1, ყ=2, #რX=0,2, 
რ) ყ =0, 3. 

68. 2=X--XVყ+ყ?. გამოთვალეთ # „7? და # კმ, თუ X იცვლება 2-დან 
2,1-მდე, ყ იცელება 2-დან 1,9-მდე. 

ეილერის ფორმულა, 2=/(X, ყ) ფუნქციას ეწოდება #-ური რიგის ერთგვაროვანი 

ფუნქცია ჯ და ყ (ევლადების მიმართ, თუ ნებისმიერი /-სათვის მართებულია 

I(/(X, (ყ)=1'/(, Vყ) 

იგივეობა. ი-ური რიგის ერთგვაროვანი წარმოებადი ფუნქციისათვის მართებულია 

ეილერის შემდეგი ფორმულა: 

XI 2(CX, ყ)+VყI ,(X, ყ)ლ–#// (X, V). 

შეამოწმეთ ეილერის ფორმულა შემდეგ მაგალითებზე: 

ჯ 

    

  

60. /(X,ყ) == 70. /(X,ყ) =10 L- 
ჯ 

ჯ ჯ 71. /(X, ყ)= 2-0 79. I(X,4) = =>» 

78. /(X,0) =V »?Cჟმ · 74. IV) =--“X+# ., 
V >» +)"



§ 4. ფუნქციის სრული ნაზრდი და სრული დიფერენციალი 

2=/(X, ყ) ფუნქციის ს რ ული ნაზრდი ეწოდება 

4#2=/ (X+ #X, ყ+ რყ)–IV, ყ) 

სხვაობას. თუ /(X, ყ) ფუნქციას (X, ყ) წერტილზე აქვს უწყვეტი კერძო წარმოებულები, 

მაშინ მისი სრული ნაზრდი შეიძლება ასე წარმოვად გინოთ: 

#27= > რტ» 4- მატყ+6თტა+ჩ ტყ, 

სადაც თ–>+0, ჩ-–>0, როცა #X->0, ტყ->0. #7 ნახრდის მთავარ ნაწილს 2 ფუნქციის სრუ-. - 
ლი”დიფერენციალი ეწოდება და ასე აღენიშნება: „'––-– 

  

  

ძ: - > ძ; +> აყ (ძ»=ჩ#», ძყ=რყ). 

თუ #X და #ყ საკმაოდ მცირეა, მაშინ #2=02, 3 

ანალოგიურად განიმარტება სამი და მეტი ცვლადის ფუნქციის სრული დიფერენცია- 

ლი. კერძოდ, თუ IV =/(X, ყ, 2), მაშინ 

ძი=-“ -+3 X»X+ => -4/ +. 

იპოვეთ სრული დიფერენციალები შემდეგი ფუნქციებისა: 

?6. 2=X?ყბ. 76. 2=Xზ-+ყ?--3XV. 

77. 2=X'-+XV"+3)იყ. 78. 2=IIXყ. 
1 

79. 72= > 1ი(X”-L ყ?). 80. 2==51ი”X-L C0§პ/. 

81. 2 =8ICIC # + მICIC- +. 89, 2=მ1X09ი >, 
ჯ ყ ყ 

8ვ. 2= ” _. %. 84. ც =XV2. 
” Mყ 

86. (| =XV2, 86. ც ==0X" +V1? .5|1))22, 
ყმ-L99 ყ?-- ეზ 

87. იპოვეთ ძე, თუ ჯლ–ი–, ყლ, წჯ=V0. 

88. იპოვეთ ძ2, თუ X=V 0 (I0იი +C050), V=V 2 (ი05V –– §)იშ), 

2=1+5§5ი (I-–-წ). 

89. /(X,ყ)=V X-+-ყ. გამოთვალეთ «/(X,ყ) როცა X=1, ყ=0, 

ძჯC= 1, ძყ=.. 
7 2 წ 4 

00. /(X,ყ) = 7 გამოთვალეთ ძ/ (1;1).



91. გამოთვ ალეთ /(X,,/) =X„ყ ფუნქციის სრული ნახრდი და დიფე–- 
რენციალი, თუ X=3, ყ=4, #რX=1, ტ ყ=0,5. 

99. გამოთვალეთ /სიგ) – 2. ფუნქციის სრული ნაზრდი და დიფე– 

რენციალი, თუ Xჯ=2, ყ=1, # X=0,1,, # ყ =0,2. 

08. გამოთვალეთ /(X,Vყ) =X--2ყმ--3Xყ ფუნქციის ნახრდი, რომელ- 
საც იგი მიიღებს X=1, ყ=2 მნიშვნელობებიდან X, =1-+-/, 9, =2-+#ჩ 
მნიშვნელობებზე გადასვლისას. 

94. გამოთვალეთ /(X,ყ)=X?ყ/ ფუნქციის ნაზრდი, რომელსაც იგი მი– 
იღებს X=1, ყ=1 მნიშვნელობებიდან X,=1–+#, Vყ,=1-+-# მნიშვნე- 

ლობებზე გადასვლისას. 

გამოთვალეთ მიახლოებით: 

  

06. (1,02)3.9), 96. %V (4,05)?+ (2,93)3? . 

97. (1,02)3.·(0,97)?. 98. 2ICIC 5,0) 
· 4,98 

99. მართკუთხედის ერთი გვერდი –=10 სმ, ხოლო მეორე –– ხ= 
=24 სმ. როგორ შეიცვლება მართკუთხედის / დიაგონალი, თუ თ გვერდს- 
გავადიდებთ 4 მმ-ით, ხოლო ხ გვერდს შევამცირებთ 1 მმ-ით? 

100. კონუსის სიმაღლე IM =30 სმ, ფუძის რადიუსი # =10 სმ. რო- 
გორ შეიცვლება კონუსის მოცულობა, თუ #-ს გავადიდებთ 3 მმ-ით, 

ხოლო /1-ს შევამცირებთ 1 მმ-ით? 

§ ნ. რთული ფუნქციის გაწარმოება. სრული წარმოებული 

1". თუ 72=#LCX, ყ), სადაც X=/(I), ყ=–დ(,), მაშინ 2 ფუნქციის წარმოებული I-თი 

(სრული წარმოებული) გამოითვლება 

ძ/ მჯ ძ!'მყძ! 

ფორმულათ, კერძოდ, თუ 1 ემთხვევა ერთ-ერთ არგუმენტს, მაგალითად, X-ს, მაშინ 

>“ 
ძX მჯ მყ ძX. 

აქ ”#, I და დ წარმოებადი ფუნქციებია. 

2. თუ 2=#VX, ყ), სადაც X=/(V, ხ), ყ=დ(I, V) და თუ #, / და დ წარმოებადი 

ფუნქ ციებია, მაშინ 

მ2 მ2 მ» მ2 მყ მ: მ? მ» მ2 მყ 

მ მX მი მყ მი მი მ» მი “მყ მი 

აქ (/ და ყ დამოუკიდებელი ცვლადებია.



101. 

103. 

108. 

104. 

105. 

106. 

107. 

108, 

109, 

110. 

111. 

113. 

118. 

114. 

115. 

იპოვეთ 

იპოვეთ 

იპოვეთ 

იპოვეთ 

მX 

ძ2 თუ 2=-X, X=6!, ყ=Iიხ. 
ძ! ყ 

<, თუ 2=21051) (X--V), X=3/, ყ =4/3. 

ძ2. თუ 2=მICLIC ” , X=6"/-+L1, ყ=6"--1. 
ძ ჯ 

<, თუ 1==0%%'-%, X=C005 /, V=35IL ”. 

ძ2. თუ 2=X-+VVყV, ყ=351ი X. 
ძX 

ძ2 V ა 
–, თუ 2=მLV--, ყMყ= X”. 
ძ X 

რთუ ს =XVყ2, X=I-+1, ყ-=IV/, 2=L1Vდ/. 

LM 2 
“,თუსხ=-–------, XX=I%005,, 9M=I95I1/,, 2=I7. 
თ”. ი V X?+ყ? წ 

ძV9 ა” 1 
–, თუ (=I9(3X+2ყ'-2, ყ=-–-, 2=VX-· 
ძX X 

ძ2 · 
–, თუ 2=V"ხ, (C=350 X, 9 =2X. 
ძX 

8 
02 და მ2_ თუ 2= X_. X=-20, ყ=V0-L2". 
მ“ მხ ყ 

მ2 მ7 ჯ · 
– და --,თუ 2=მICLწ --, X=V5იხ, ყ=-V0050. 
მ“ (27, ყ 

მ2 მ2 
– და --, თუ 2=V-+V9?, (I=X”-+51იყ, 0 =Iი(X-LVყ). 
მXჯ მყ 

მ2 მ2 . 
-“- და -–, თუ 2=64%-2ს, (| =51L X, შ =X“-LVყ”. 
მX მყ 

მ2 გამოსახეთ მ2 და მ? ს საშუალებით, თუ 
მყ მ" მხ 

2=IVC,V), სადაც V=X-+2ყ, 0 =X--ყ. 

116. 
მ. 
მ ა? მძ გამოსახეთ მძ და 94 _,ც სამუალებით, თუ 

მდ მჯ მყ 

ს =ICX,ყ), სადაც X=VC005დ, V=აIიდ. 
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117. აჩვენეთ, რომ 2=/(X+ იყ) ფუნქცია აკმაყოფილებს == 
ყ 

–ე22 განტოლებას, 
მჯ 

118. 2=ყ-/(V), სადაც #=»“-ყ?. აჩვენეთ, რომ L ყი? 2 მებ 

119. აჩვენეთ, რომ 2=Vყ.-დ(X---ყ?) ფუნქცია აკმაყოფილებს –. _ => + 
X 0X 

+-- 1 22 _ 2. განტოლებას, 

ყმყ ყ _ 
180. აჩვენეთ, რომ 2 =/ი( წ ) ფუნქცია აკმაყოფილებს ჯ 3 + 

ჯ Xჯ 

+#> =XM+2 განტოლებას. 

§ 60. მაღალი რიბის კერძო წარმოებულები და სრული 

დიფერენციალები 

1”. მაღალი რიგის კერძო წარმოებულები, ვთქვათ, მოცემულია 2=/(X, ყ) ფუნქ- 

მ2 მ? 
ცია, რომელსაც აქვს ფე: XCX, Vყ) და-=/, (X, ყ) პირველი რიგის კერძო წარმ ოე– 

ყ 
ბულები, ამ წარმოებულების კერძო წარმოებულებს ეწოდება მეორე რიგის 

სარში (იარეთ და ასე აღინიშნება: 

“---–-–-_– 
0123 ” 

> -)= მყმX =/”ყჯთ, ყ), 3 (2, –ა= LV(X, ყ). 

ანალოგიურად განიმარტება და აღინიშნება მესამე და უფრო მაღალი რიგის კერ– 

ძო წარმოებულები. 

2”. მაღალი რიგის დიფერენციალები, 2=/(X, V) ფუნქციის მეორე რიგის 

სრული დიფერენციალი ეწოდება მისი პირველი რიგის სრული დიფერენცი. 
ალის დიფერენციალს და ასე აღინიშნება: 027 =ძ(ძ2). ანალოგიურად, ძ#92=ძ(ძ2/) და, სა– 

ზოგადოდ, ძM2=ძ(ძი-12). თუ X და V დამოუკიდებელი ცვლადებია, მაშინ 2 ფუნქციის 

მეორე რიგის დიფერენციალი მოიძებნება 

  

  

012 
ეცლლ ძX2-L2 ძXძ რ+გდ 

2 ე 

მ მ ვ 
ფორმულით, რომელიც სიმბოლურად ასე ჩაიწერება: აღ ) 2 

V 
მ მ , აჭ 

ანალოგიურად, ძ92 = (+ ძX- 3» 9/ ) 2 და ა. შ.



თუ 2=/(Xჯ, V), სადაც X და ყ ერთი ან რამდენიმე დამოუკიდებელი ცელადის 
ფუნქციებია, მაშინ 

მ22 

მ2ჯმყ 
  

მ122 მ12 მ2 მ2 
9:= -- - ძჯმ-L 2 ძ –“ ძემ L –“ ძბჯ-L –“ ძმყ. ძ?22 ვგე.რX7+ Xძყ + 350M კ; ++ უ,%# 

იპოვეთ მეორე რიგის კერძო წარმოებულები: 

  

    

    

191, 2=I1VXX2-LV). 199, 2=X8%-4X?ყ-I- 5ყ?. 
2 

198. 2=Xჰყბ--3ჯყმ--XVI. 194, 2=-“ , 
1--2ყ 

125. 2=-6%)იყ-L51იყ ·1იჯ. 196. უ=C005XVყ. 
2 2 

197. 2=Xჯ". აჩვენეთ, რომ შე = მ · 
მმყ მყმX 

. მ22 მ?2 
198. 2=6X(-005 V+X5Iი0 ყ). აჩვენეთ, რომ = . 

/ #/. შვები მჯმყ მყმX 

199. იპოვეთ /”ჯ»(0;9), /”„(0;0), /”ყყ(0; 0), თუ /(X,ყ) =(1-LX)” (1+-ყM)7. 
გმ 

180. ” =V X”-LV?-L2? · იპოვეთ 2 

181. I =XV+V2+2V. იპოვეთ მეორე რიგის კერძო წარმოებულები 

189. იპოვეთ _92 თუ 2=39)ი XVI. 
მჯმყ" 

  

  

  

  

188. იპოვეთ მ2 , თუ 2= 67)". 
მX?მყ 

184. იპოვეთ მ" კ თუ LV =X9ყხ22, 
მXმყმ2 

185. იპოვე თ მ" , თუ I" ==6+M5)112. 
მXმყმ2 

136. იპოვეთ ი" კ) თუ I=276%X+V?, 
მX?მყმ2 

აჩვენეთ, რომ შემდეგი ფუნქციები აკმაყოფილებსს ლაპლასის 

  

მ”2 , მ”2 
ანტოლებას: – “+ –“ =0. განტოლებას: + 

187. 2=Iი (X-L+ყშ). 188. 7=მCL6-” , 
ჯ 

აჩვენეთ, რომ შემდეგი ფუნქციები აკმაყოფილებს სიმის რხევის 
მ“/ მ”“ 

ანტოლებას; –--- =ე? · 
გატოლებაბ –3 მჯ 
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189. #=Cდ(X-–00+ 7 (X--თი), სადაც დ და # მეორე რიგამდე წარმო- 
ებადი ნებისმიერი ფუნქციებია. 

140. I, =,451LX(971./-Lდ) ·510X. 
141. იპოვეთ თ”, თუ 2=3X?V-2XV-+-ყბ?--1. 
149. იპოვეთ თძ"2, თუ 2=X (Iიყ--Iიჯ). 
148. იპოვეთ ძ'2, თუ 2=Iი (X--). 
144. იპოვეთ თ?2, თუ 172=0%V, 
145. იპოვეთ ძ2 და ძ”2, თუ 2=2X"-3XV--ყ?, 
146. იპოვეთ ძ2 და თ'2, თუ 2=-X35)ი"V. 
147. ((=5IM9(X-+-ყ-L2). ძ7ი=? 148. I =Xყ2. თ" ==? 

149. 2=35)I (2X--ყ). იპოვეთ ძ1%2, როცა X=0, V=IX. 

150. 2=6Xლ05ყ. Cთ92=? 
151. #==დ(7ი), 1=XV. იპოვეთ ძV და ძ?/. 
169. #(=Cდ(ი0, 1=X"-+ყ?. იპოვეთ ძი და ძ?ი. 
168. იპოვეთ თ”2, თუ 2=I/(V,9), სადაც #=-=თX, 9 =წყ. 

164. იპოვეთ ძV და ძი”, თუ: 1) #=დ(65უ), სადაც §=X-+ყ, ე =X–-; 

2) #=დ(5 უუ), სადაც 6=X”+Vყ?, ს =XV. 

§ 7, არაცსაღი ფუნქციის გაწარმოება 

1“. თუ MIX, V)=0 განტოლება, სადაც /(X, წ) არის X-ითა და ყ-ით წარმოებადი 

ფუნქცია, განსაზღვრავს ყ-ს, როგორც X-ის ფუნქციას და I” ყ(X, ყ)5-0, მაშინ ამ არაც– 
ხადი ფუნქციის წარმოებული გამოითვლება 

ძყ  _ I», M) 

ძ» ჩი 
ფორმულით. მაღალი რიგის წარმოებულები მოიძებნება (1) ტოლობის მიმდევრობითი 

გაწარმოებით. ამასთან, მხედველობაში მიიღება, რომ ყ არის ჯ-ის ფუნქცია. 

2”. ანალოგიურად, თუ /V, V, 21=0 განტოლება, სადაც /”(X, ყ,2) არის X,ყ,2 ცვლა“ 

დების მიმართ წარმოებადი ფუნქცია, განსაზღვრავს 2-ს, როგორიც X დაყ დამოუკიდე– 

ბელი ცვლადების ფუნქციას და /” >(X,ყ,2)2-0, მაშინ ამ არაცხადი ფუნქციის კერძო წარ– 

მოებულები მოიძებნება 

(1) 

მე MX, ყ, 2) მე IMV(X, ყ, 2) =-- , <5 19XM #, 2, (2) 
მჯ I 2(9, ყ, 2,) მყ I”2(X, ყ, 2) 

ფორმულებით. 
თუ ორი განტოლების სისტემა 

MI(X, ყ, 9, 0)=0, 
/”ა(X, ყ, (, 9)=0 (2) 

განსაზღვრავს (-სა და ყ-ს, როგორი) X და ყ ცვლადების ფუნქციებს და დეტერმინანტი 

მ) მჯ, 

მი ში 

მი მწ, 19 
მ“ მძ 
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მაშინ ამ ფუნქციების სრული დიფერენციალების მოსაძებნად საჭიროა გავადიფერენ- 

ციროთ (3) განტოლებები და მიღებული სისტემა ამოვხსნათ ძV(-სა და ძყ-ს მიმართ; ამით 

ვიპოვოთ (I და ხ ფუნქციების სრულ დიფერენციალებს, ხოლო ძX-ისა და ძყ-ის კოეფი– 

ციენტები მოგვცემს შესაბამის კერძო წარმოებულებს, 

იპოვეთ პირველი და მეორე რიგის წარმოებულები შემდეგი არაც- 
ხადი ფუნქციებისა: 

155. ყ0X-L6V=0. 160. X=ყ––-ი51იყ. 

167. X-Lყ=0X“V. 158. 1IVXI-+-ყზ = 0ICLC 4. 

159. 1--XV-–Iი0(6XV-- 6 “XV) =0. 
160. X?-I-ყმ-60XV=0; იპოვეთ ყ!, როცა X=0. 
161, X?-L2XV-- ყ1--4X+2ყ--2=0; იპოვეთ Vყ”,, როცა X=1, V=1. 
169. ჯX-- 2Xყ-++ყ-+X+ყ-2=0; იპოვეთ ყ”, როცა X=1. 
1068. იპოვეთ ყ”-–-X#/=4 წირის მხების კუთხური კოეფიციენტი Xჯ= 

=3 წრფესთან გადაკვეთის წერტილებში. 

164, ჯX?-- ყმ-I-2--6X =0. იპოვეთ მ?“ 22 
მ» მყ 

165. X“-–-2ყ?-L-32 ყ2:+-ყ=0მ. იპოვეთ შ2. მ2 
მI მყ 

2. 9 
160. 2 9. 2 _ 1=0. იპოვეთ ძ2. 02 

ი ხ. C? მ» მყ 
: მე მ? 

167. > XVყ2=-0. იპოვეთ -–, -–. 
· მჯ მყ 

168, “XV. 22-L 67 =-0. იპოვეთ 02. მ2 
მIX მყ 

169. 1) 2---3XV2 =-03%. იპოვეთ ძ?2; 
2) ჯ#--+- ყბ--2? =0?; იპოვეთ ძ2 და ძ?2. 

170. 102=X-–+-Vყ+-2–-1. იპოვეთ ძ2 ი ძ?2. 

171. 1) Xყ2=-09. აჩვენეთ, რომ უმე. LყVმშ? – . 27. 
მX მი. 

2 1 მჟ. _ 1 
2) 2-++- - =V ყ'-22. აჩვენეთ, რომ კემ? +- -–=-. 

ჯ მს ყ მყ 2 

იპოვეთ სროლი დითერენციალები და კერძო წარმოებულები V და წ 
არაცხადი ფუნქციებისა: 

179. 1) (5017 2) (არე 0=0, 

X'+ყ?-+ ?-L ს =ხ?; XV+ ყი =1. 
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§ 8. ცვლადთა გარდაქმნა 

ზოგიერთ შემთხვევაში საჭირო ხდება დამოუკიდებელი ცვლადების შეცვლა ახა“ 

ლი ცვლადებით. ასეთი გარდაქმნა სრულდება რთული ფუნქციის გაწარმოების წესე- 

ბის მიხედვით. 

178. გარდაქმენით > რ + 3 == +VM=0 განტოლება, თუ X=4/, 

174. გარდაქმენით გიმ წ 2» +. >V=0 განტოლება, თუ X= 

საგემენიად ს გოღეთ" წ და  გრდაქმენით შემდეგი განტოლებები: 

  

  

    

/ძყ წ _ /მძყV ძყ/_ 
176. =0. 176. X–––_ 

მა +2# > )“ ო1 ი)“ ძ» 
177. X=7005 დ, ყ=-51დ პოლარულ კოორდინატებზე გადასვლით 

გარდაქმენით _X1+99_ გამოსახულება. 
Xყ –ყ / 

178. პოლარულ კოორდინატებზე გადასვლით გარდაქმენით 9-7 
X X–_ 

განტოლება. 
გამოსახეთ ახალი დამოუკიდებელი V და წ ()ვლადებით: 

179. ყ22 _ 92 =0 განტოლება, თუ V=X, ას=X”-LVყ?. 
ეX მ) ე, 

180. კი? +ძვე –72=0 განტოლება, თუ V =X, ე=V. 
მX X 
მ72 ი 2 

1811. -. 00 -.=0 განტოლება, თუ L=V–+0X, შ=ყ––იX. 
მჯ? მყ? 

გ: 
1869. კჯ? ი 2. –ყ? მ? აც განტოლება, თუ I(=XV, =- 

მX? მყ" X 
მ72 მ%2 ყ 

188. ჯX- =0 ან, ო ბა, თ I ==, ==. გაწ მ»მ» განტოლება, თუ ყ ი 

2 9 
184. მ" + IC. =0 განტოლება, თუ Xჯ=I+C00§ დ, ყ=IV51ი დ. 

მჯ მყ? 

§ 9. ტეილორის ფორმულა ორი ცვლადის ფუნკციისათვის 

თუ 2=/(ჯ, ყ) ფუნქციას (ძ, ხ) წერტილის მიდამოში აქე" უწყვეტი კერძო წარმოე- 

ბულები (IL+1) რიგამდე (უკანასკნელის ჩათვლით), მაშინ ამ წერტილის მიდამოში 

მართებულია ტეილორის შემდეგი ფორმულა: 

1 

IX, ყ)=I(ძ, ხ)+-; II »(ძ, ხ)» –2)+I'V90, ხ)(ყ––ხ))+ 
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1 
+ 5 II XX(V,ნXX--ძ )ზ+2,” ჯყ(თ,0)(X–-0)(V--9) + I” სყ(თ,ნ)(ყ–-ხ)21+ 

1 მ მ 4 
+ ·-..+ აIთ-თ 2ე 1 (#--ნ) 3) I(თ,ხ)+ %ი(X,ყ), (1) 

სადაც 

1 მ მ »M+1 

სხვა აღნიშვნებით: 

  ჰ?ი(X,V)= 

1 1 

I(X+ჩ, ყ-Lჩ) = /(X,4) + წ IM” XX, ყ)+MI ს(X, ყ)1+ 511 / XXX V)+ 

1 მ მ 1 
+2ჩMM' ” ჯა(X,ყ)--#მ? ყ(X,ყ)I+ . . -+314 2 +ჩუე | კI(X,ყ)+ 

M#M+1 1 მ მ 

+> ე -X +ჩუ;| I(X+0ჩ, #+8). 
თ 

  

(1) ფორმულის კერძო შემთხვევას, როცა ძ=ხ=0, ეწოდება მ აკლორენის 

ფორმულა. 

185. დამალეთ /(X+MI, Vყ+#) ფუნქცია #ჩ-ისა და #-ს მთელ და და- 
დებით ხარისხებად, თუ /(X,ყ) =X3-L2ყმ--XV. 

186. დამალეთ / (X+#ჩ, ყ+/) ფუნქცია #-ისა და ჩ-ს მთელ და 
დადებით ხარისხებად, თუ / (X, ყ)=07X”--2ხXV-L 6ყ?. 

187. დამალეთ /(X,ყ)==--X?-+-2Xყ-L-3ყ?--6X-2ყ–--4. ფუნქცია ტე–- 
ილორის ფორმულით (C–-2; 1) წერტილის მიდამოში. 

188. დაშალეთ /(X, ყ)=0-,” ფუნქცია ტეილორის ფორმულით 
(1; ––1) წერტილის მიდამოში მე-3 ხარისხის წევრებამდე (უკანასკნელის 

ჩათვლით). 

189. დამალეთ /(X, V) ==6%5IIIV ფუნქცია მე-3 ხარისხის წევრებამდე 
მაკლორენის ფორმულით. · 

190. დამალეთ /(X,V) =6”ს1(1-+-ყ) ფუნქცია მე-3 ხარისხის წევრე- 
ბამდე მაკლორენის ფორმულით. 

§ 10. არაცხადი ფუნქციის ექსტრემუმი 

XC, ყ)ლ=0 განტოლებით განსახღვრული არაცხადი Vყ ფუნქციის ექსტრემუმის 

მოსაძებნად საჭიროა ამოვხსნათ 

ჯVC, ყ)=90, ჩ/.(CX, ყ)=0 თ) 

განტოლებათა სისტემა და განვიხილოთ მისი ისეთი ამონახსნები, რომელთათვისა/) 
#”ყ(CX, ყ)9-0. თუ (1) სისტემის რომელიმე (Xი, Vი) ამონახსნისათვის M”»»(Xიე, ყი) და 
# „ი, ყი) გამოსახულებებს აქვს ერთნაირი ნიშანი, მაშინ ჯა წერტილზე არაცხად V 
ფუნქციას ექნება მაქსიმუმი, თუ სხვადასხვა ნიშანი –– მინიმუმი, 
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იპოეეთ შემდეგი ფუნქციების ექსტოემუმები: 

191. X“--Xყ-L ყ---X=0. 199. Xმ%--ყ--–ვ3იXყ/=0 (ით>0). 
193. ყზ--2Vყ--4X-–-3 =0. 194. Xმ-+-ყ%ბ–ი“X=0 ·(ი>0). 
196. X.-- ყი 4Vყ/ =0. 196. იმს” --2იხჯყბ--ყზ-=0 (ი>0, 

ხ>9). 

§ 11. ორი ცვლადის ფუნჰპციის ექსტრემუმი 

/(X, #) ფუნქციას /Mი(Xი, Mი) წერტილზე აქვს მაქსიმუმი (მინიმუმი), თუ /MLე წერტი- 

ლის საკმაოდ მცირე მ-დაჭოს ყოველი (CX, V)==(Xი, ყი) წერტილისათვის შესრულებულია 

I(X ყ)</(+ე, წი) უტოლობა (ან შესაბამისად /(X, V) >/(Xა, VM)). 

I(X, ყ) დიფერენცირებადი ფუნქციის ექსტრემუმის არსებობის .აუცილებელი პი- 

რობებია: 

I XCX, ყ)=-0, / (CV, ყ)=0. (1) 
იმ (Vე, ყი) წერტილს, რომლის კოორდინატები აკმაყოფილებს (1) განტოლებათა სის- 

ტემა, სტაციონარული წერტილი ეწოდება, ზოგად შენთხვევა- 

ში /(X,V) ფუნქციის ექსტრემუმის (ჯე, Vი) წერტილში კერძო წარმოებულები ან ნულის 

ტოლია, ან არ არსებობს, 

ექსტრემუმის არსებობის საკმარისი პირობები ასეთია: 

აღვნიშნოთ /#=)/”ჯ+Xე, Vი), 3=/” ჯა(Xე, Vი), C=> I!” „VCXი, წი), #= #4C- 87, სადაც 

თი, წი) სტაციონარული წერტილია; თუ: 
1) #>0, მაშინ ჯ ICVი, ყMის)= შაი როცა 4<0, 

/CXი, Vყი)= 2ია, როცა #4>90; 

2) #<0, არა გვაქვს ექსტრემუმი; 

3) #=0, მაშინ გვაქვს საექვო შემთხვევა, რომელიც დამატებით შესწავლას მო– 

ითხოვს. 

იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების ექსტრემუმები: 

197. 2=1-+-6X-X- VV--Vყ?. 198. 2=(X–-1)?-C-(ყ--2)?--1. 

199. 2=X?-Xყ-+- ყ--–-2X--ყ. 200. 2=-X---Xყ–+- ყ---3X--2ყ-L2. 

901. უ=X)--ყვ-+3XV. 909. უ=VV X ––-წ--X-+6ყ. 

203. 2=(X--1)“--2ყ?. 204. 2=X?--Lყ"-–-3XV--27. 

905. 2=X)წ+3ჯყ?-15X--12ყ.. 900. 2=X- X/+-ყბL + 1 +I. 
ჩჯ ყ 

X 
2507 2==6?1X(ჯ-Lყ”-L2V). 908. 7=V6 (X-Lყ'). 

ჯიმ „2=§5I0 X-+5Iიყ-L§Iი C(-LV), ( 0=ჯ< >, 0< V < =L 

=I0 2=50X+5I0 V-+- 005 (L-LVM), (9 <XC +, 0<#<5-). 

911. უ=ჯ“-2XV/?--ყ"ბ-–-ყ?. 919. »=X1- ყშბ. 2X"--4VV--2ყ“. 

2. ნ. დურგლიშვილი 17



პირობითი ექსტრემუმი. იმისათვის, რომ ვიპოვოთ 2==/(X, V) ფუნქციის ექს- 

ტრემუმი იმ პირობით, რომ დ(V, ყ)=0, საჭიროა შევადგინოთ ლაგოანჟის ფუნქცია 

ICX, ყ)ლ–§I(X, ყ)-L7.ი(X, V), 
სადაც # უცნობი მამრავლია, და მოვძებნოთ ამ ფუნქციის ჩვეცლებრივი ეკსტრემუმი. 

ვქსტრემუმის არსებობის აუცილებელი პირობა დაიყვანება სამი განტოლების სისტე- 

მამდე: 

მL _ 2 
– + 0, 

მჯ > 51+M8 

მყ მშყ მყ 

დ(X,ყ)=9, 

საიდანაც განისაზღვრება X, V და #. 

იპოვეთ ექსტრემუმი შემდეგი ფუნქციებისა: 

218. = 1 + 1 : X-–-ყ =2 პირობით. 

; I 
9514. 2=6--4X-–-3ყ, X---ყბზ=1 პირობით. 

915. 2=X"-LV”, > + > =1 პირობით. 

1 1 1 1 
160. 2= - +. 1461 = = პირობით (ი>>0). 

5 ე? 
X ყ ჯ I) 

თუ /(CX, ყ) ფუნქცია განსაზღვრული და უწყვეტია შემოსაზღვრულ დახურულ არე- 
ში, მაშინ ის თავის უდიდეს ან უმცირეს მნიშვნელობას მიაღწევს არის შიგა წერტილში, 

ან არის სახღვარზე. 

917. იპოვეთ 2=1--X+ 2ყ ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობა X5>0, 

ყ>0, X+-ყლ! არეში. 

918. იპოვეთ 2=X2-L-2V9--4X+8ყ ფუნქციის უდიდესი და უმცირე - 

სი მნიშვნელობები ჯ=0, V#=0, X=1, ყ=2 წრფეებით შემოსახღვრულ“ 
მართკუთხედში. 

219. იპოვეთ ქენ ი. ფუნქციის უდიდესე და უმცერესი.- 

მნიშვნელობები ჯ=0, ყ#=0, X+V=6 წრფეებით შემოსახღვრულ სამ- 

კუთხედში. 
90. იპოვეთ 2=X" + ყ“--Xყ+X+ყ ფუნქციის უდიდესი და· უმცი- 

რესი მნიშვნელობები Xლ<0, ყ=<0, X+V9>>-–-3 არეში. 
991, იპოვეთ 2=X--ყ' ფუნქციის უდიდესი და. უმცირესი მნიშვნე- 

ლობები X?+-ყლ4 წრეში. 
999. იპოვეთ 2=X--ყ ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი მნიშვნე- 

ლობები X?--ყ1ლI წრეში. 

993. დაღებითი თ რიცხვი დაშალეთ სამ ისეთ დადებით შესაკრებად, 

რომ მათი ნამრავლი იყოს უდიდესი. 
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954. 20 პერიმეტრის მქონე სამკუთხედებიდან იპოვეთ ისეთი სამ– 
კუთხედისთი რომელსაც “უდიდესი ფართობი აქვს. 

928. ყზ=4X პარაბოლაზხე იპოვეთ ისეთი წერტილი, რომელიც უმ- 
ცირესი მანძილით არის დაშორებული X-–-ყ-++-4=-0 წრფიდან. 

8 8 
=+% =1 ელიფსხე იპოვეთ ისეთი წერტილები, რომლე- 

ბიც უმცირესი და უდიდესი მანძილებით იქნებიან დაშორებული 2X-+ 

+3ვყ--6=0 წრფიდან. 

227. ყველა იმ მართკუთხა პარალელეპიპედიდან, რომელთაც მო- 
ცემული V მოცულობა აქვს, იპოვეთ ისეთი, რომლის სრული ზედაპი– 
რის ფართობი უმცირესია. 

95. თუნუქის ფურცელს აქვს მართკუთხედის ფორმა, რომლის 
სიგანე 24 სმ-ია. რა ზომაზე უნდა გადავღუნოთ ფურცელი და რა დახ- 
რილობა უნდა მივცეთ მას, რომ მიღებული პრიხმული ჭურჭელი უდი–- 
ღესი მოცულობისა იყოს? 

§ 12. ზედაპირის მსები სიბრტქე და ნორმალი 

თუ ზედაპირის განტოლება მოცემულია /” (X, ყ,2)=0 სახით, ხადაც #(X, ყ, 2) ფუხ- 

ქცია დიფერენცირებადია /M (X, ყ, 2) წერტილში, მაშინ ზედაპირის VV (X, /, 2) წერტილ- 

ზე გავლებული მხები სიბრტყისა და ნორმალის განტოლებებია: 

ლ V-–--MV 2-2 
LM ა(X--I)--ჩ ,(V–--ყ)4-ჩ”> (2--2)=0, ლიე -–= , 2:( ა L MC V)“ 2 ( ) L» ყ 2 

სადაც -X, V, 7 მხები სიბრტყის ან ნორმალის მიმდინარე კოორდინატებია. 

თუ ზედაპირის რომელიმე წერტილზე # .-=ჩ”ყ:-=ჩ7/:=0, მაშინ ამ წერტილზე 

(განსაკ.უთრებული წერტილი) ზედაპირს არ ექნება არც მხები სებრტყე და არც ნორმა- 

ლი. 

    

929. იპოვეთ #ჯ”--ყ?--29 =14 ზედაპირის მხები სიბრტყისა და ნორ- 
მალის განტოლებები /V(1;2;3) წერტილში. 

930. იპოვეთ 2=X?>-+2ყ ელიფსური პარაბოლოიდის მხები სიბოტ- 

ყისა და ნორმალის. განტოლებები VI(CI; 1; 3) წერტილში. 

931. იპოვეთ 149 – > =9 კონუსის მხები სიბრტყისა და ნო“- 
1 

მალისს განტოლებები /#M (4;3;4) წერტილში. 
9389. იპოვეთ 4X-+-9ყ-+-362=36 ელიფსოიდის მხები სიბრტყისა 

და ნორმალის განტოლებები იმ წერტილში, სადაც X=2, V=1, 2->0. 
ი 

9ივვ. იპოვეთ > 2 +. – ==1 ცალკალთა ჰიპერბოლოიდის მხები 

სიბრტყისა და ი წერმალის განტოლებები /MVCLსყს2) წერტილში. 
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934. იპოვეთ Xმ?-+ყმ--2-+Xყ>--6=0 ზედაპირის მხები სიბრტყისა 
ღა ნორმალის განტოლებები #1: (1; 2;--1) წერტილში. 

935. იპოვეთ ჯX”+2ყ'+32 =21 ზედაპირის მხები სიბრტყე, რომე- 
ლიც X-L4 ყ+62=0 სიბრტყის პარალელურია. 

986. იპოვეთ X“--4ყ"+2 =36 ზედაპირის მხები სიბრტყე, რომელიც 
X+ყ-2=0 სიბრტყის პარალელურია. 

937. დაწერთ X"+ყ-=2? ზედაპირს ნორმალის განტოლება 

M(3;4;5) წერტილში. ზედაპირის რომელ წერტილში არ არის ნორმალი 

განსაზღვრული? . 4 
936. იპოვეთ 22=-X-ყ' ზედაპირის /V (2; 2; 0) წერტილზე : ჯგავ- 

ლებული ნორმალის მიერ საკოორდინატო ღერძებთან შედგენილი კუთხე- 

ბი. : 
ე ივე. იპოვეთ Xჯ=V-ILი, ყ=V" + ს, 7=I!9+ მზ ზედაპირის მხები 

სიბრტყე M (2; 2; 2) წერტილში. 

940. იპოვეთ 2=XV ზედაპირის მხები სიბრტყე, რომელიც –-   

=912- 5-1! წრფის მართობულია. 

941. დაამტკიცეთ, რომ Xყ2=ი1! ზედაპირის ნებისმიერ წერტილზე 
გავლებული მხები სიბრტყის მიერ საკოორდინატო სიბრტყეებთან შე- 
დგენილი ტეტრაედრის მოცულობა მუდმივი სიდიდეა. იპოვეთ ეს მოცუ– 
ლობა. I I 

, 9495. დაამტკიცეთ, რომ V X -LV ყ + V 2 =V 6 ზედაპირის ყოეელ 
წერტილზე გავლებული მხები სიბრტყის მიერ საკოორდინატო ღერძებზე 
მოკვეთილი მონაკვეთების ჯამი არის მუდმივი თ სიდიდე. 

948. რა კუთხით იკვეთება X --ყწ=I? ცილინდრი და (X-/#/)?+ 

+ყ+7= #? სფერო M (5. ჩV3,0 ) წერტილში? 
944. აჩვენეთ, რომ XV=ი2, X?-Cყ"--22=ხ, 2“-L2X? =0(21-L2ყ9) 

ზედაპირები ორთოგონალურია. 

  

§ 12. ბრტყელი წირის განსაკუთრებული წერტილები 

MX, Mი) წერტილს ეწოდება /(X, #)=0 წირის განსაკუთრებული წერ- 
ტილი, თუ მისი კოორღინატები აკმაყოფილებს შემდეგ სამ განტოლებას: 

ICXი, ყი)==>0, |” >(Xე,; Mი)=0, /” ყ(Xე, M0)==0. 

ვთქვათ, განსაკუთრებულ // (XV, Vი) წერტილზე მეორე რიგის 

4=)”+CXი, ყი), I3=)/)”»ცყ (Xი, VI), C=/”ყი(Xი, Vი) 

წარმოებულები ყველა ერთდროულად ნულის ტოლი აო არის და /ს= 4C-- 8”. ამ შემ- 

თხვევაში: 
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1) თუ ტ4>0. მაშინ #I არის განმხოლოებული წერტილი; 

2) თუ #<0, მაშინ VI არს ორჯერადი კვანძითი წერტილი; 

3) თუ #=0, მაშინ VI არისს პირველი ანმეორე გვარის უკუ1?27 

ცევის წერტილი, ან განმხოლოებული წეოტილი, ან კიდევ თან ახე- 

ბის წერტილი, 

უკუქცევისა და თანახების წერტილში მრუდის ორი შტოს მიმართ არსებობს ერთი 

საერთო მხები, წირს ორჯერად წერტილზე აქვს ორი მხები, რომელთა კუთხური კოე- 

ფიციენტები მოიძებნება 

I -- 2, + I == 0 

განტოლებიდან, : 

შეისწავლეთ განსაკუთრებული წერტილები შემდეგი წირებისა: 

9415. X9-- V----ყ?=0, 940. X1-C ყბ-- XV? --ყ? =-0. 
847. ყშ==X%+--2X“-LX. 948. ყბ=Xპ2-+LX”. 

| 249. Xმ---ყ%ბ-–-ვიIყ=0 (ი>9). 950. ყ?--Xქ1--X" =0. 
951. (20--X)ყ? =X). 959. ყ?მ=(X--2)?. 
958. #5 (V-X2)?1=0. 954. (ყ--X)”--X9 =0. 
956. ყ?--X1--Xმ =0. 9506. ყა #(2-X)=0. 

§ 14. ბრტყელ წირთა ოვბახის მომვლები 

ბრტყელ წირთა ოჯახის მომვლები ეწოდება იმ წირს, 

რომელიც ეხება მოცემული ოჯახის ყოველ წირს, მასთან მისი ყოველი წერტილი გან- 

სახილავი ოჯახის რომელიმე წერის შეხების წერტილია. 

ICV, V, თ)=0 წირთა ოჯახის მომვლები, თუ იგი არსებობს, მოიძებნება | თ პარამეტ- 

რის გამორიცხვით. 

I(X, ყ, თ).=0, /!”თ (X, ყ, თ)=0 

განტოლებათა სისტემიდან, რაც მოგვცემს -”(X, ყ)=0 სახის განტოლებას. 

შეიძლება ისიც მოხდეს, რომ ამ გზით მიღებული წირი არ წარმოადგენდეს მომ- 

ვლებს, არამედ იყოს წირთა ოჯახის განსაკუთრებულ წერტილთა სიმრავლე, 

იპოვეთ მომვლები შემდეგ წირთა ოჯახისა: 

267. X005X--V 5)ით-––-3 =0. 958. ყ=თX-LC“. 
959. (X-- თ)”-+ (? ==I2?. 960. (V-- თ)“-L (ყ-–- თ)? =-Cთ?. 
ა ჯ? ჟ? – 

ა01. 1... ==). 9695. ყ-=CთX--V1+Vთ". 
(5–თ)" 

ბ6ე. ყ--1 ==(X--თ)?. 964, ყ-=(X--თ)". 

265. X“--(/--თ)ჭ =0. 966. (ყ––-1)2=(X––-თ)?. 

9567. ყჭ =(X-- თ)”. 968. (ყ--თ)? ==X. 

969. იპოვეთ იმ წრფეთა-ოჯახის მომვლები, რომელთა მიერ კოორ- 

დინატთა ღერძებზე ჩამოჭრილი მონაკვეთების ჯამი მუდმივი ი სიდიდეა. 
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970. იპოვეთ იმ წრფეთა ოჯახის მომვლები, რომელთა მონაკვეთები 
კოორდინატთა ღერძებს შორის მოთავსებული, არის მუდმივი ძ სიდიდე. 

871. იპოვეთ იმ წრფეთა ოჯახის მომვლები, რომლებიც კოორდინატ- 
თა ღერძებთან ადგენს მუდმივი 5 ფართობის სამკუთხედს. 

979. იპოვეთ იმ ელიფსების ოჯახის მომვლები, რომელთა სიმეტრიის 
ღერძები ემთხვევა კოორდინატთა ღერძებს, ხოლო ფართობი მუდმივი 
5 სიღიდეა. 

§ 16. ს ალარული არგუმენტის ვექტორული ფუნქცია 

ვექტორული #/ = ” (/) ფენქცია განსაზღვრულია, თუ ცნობილია მისი #->()' 
7,7), #2(I) გეგმილები კოორდინატთა ღერძებზე: 

ი= წ)! ( LL ! I #2(I) #, 

სადაც LX 1, ; კოორდინატთა ღერძების მ გეზავებია, 

მექტორელი ფუნგციის წარმოებული / სკალარული არგუ მენტით ასე გამოითვლე- 

7 ი. #(+0/) MI - + = 4/ – წთ /(I-+4/) –– ”(7) _9MX0 1L ძ/ს(!) 1L ძ/”-(/) # 
ძი #-ი ტ/ თ ძი! 4“ 

ქეექტორული ფუნქციის _წარმოებულის მოდული 

|4- (2) +(->)”+( +('0” +(%7)“ 

„== წთ ცვლადი ვექტორის ბოლო წერტილი სივრცეში აღწერს წირს, რომელსაც 

; მეექტორს პოდოგრაფი ეწოდება 

თუ 7 აღნიშნაეს დროს, მაშინ -% ს არის 7 ვექტორის ბოლო წერტილის 

    

კს, ძის – - 
სიჩქარე. ხოლო “ი „საი – ბოლო წერტილის აჩქარება, 

სკალარული არგუმენტის ვექტორული ფუნქციის გაწარმოების ძირითადი წესე- 
ბია; 

4 ძი ძხ _ძი ა  . .. 
თ” ძ/ ძ! 

  

– 

2) -4 (2), -49   ი ქ სადაც თ მუდმივი სკალარია; 

ძი 

პ) კ;I%001= ი + თ-“, სადაც V«(/) არის 7-ს სკალარული ფუნქცია; 

– – 

; 5 <= (9XC)--““-X6++ 6X 57 

  

 



– 

ძი ძი, 7) 2-49 =0, თუ | თ!:=ლ0იC!. 6) --. / < იICVI)1= ძთდ მ 27 

978. იპოვეთ წარმოებულები შემდეგი ვექტორებისა: 

1) # = CLCI/- + შორი 2) წ =6-/-((+2(1+10ი1-; 37 = 
– 1 – 

=8:--+>7 ++ 

974. მოძრავი რვალი რადიუს-ვექტორი ნებისმიერ 7 მომენტში 

განისახღვრება ი =4L- ვ/, განტოლებით. იპოვეთ მოძრაობის ტრაექ- 
ტორია, სიჩქარე და აჩქარება. 

9725. მოძრავი წერტილის რადიუს-ვექტორი დროის ნებისმიერ ( 

მომენტში განისახღვრება ი =L-4/1-L3/ჩ განტოლებით. იპოვეთ მოძ- 

რაობის ტრაექტორია, სიჩქარე და აჩქარება. 

976. მოძრაობის განტოლებაა ” = ი(/--51ი/) #+40--იიამ/. გან– 

საზღვრეთ სიჩქარისა და აჩქარების ვექტორები, როცა 1= 2. #=7%. 

977. წერტილის მოძრაობის განტოლებაა ”= 3//-LV6/ –. /) /. 

განსახღვრეთ მოძრაობის ტრაექტორია და სიჩქარე. ააგეთ ტრაექტო- 
რია და სიჩქარის ვექტორები, როცა #=0; 1; 2; 3. 

978. წერტილის მოძრაობის განტოლებაა ” =-3005/-7 --4 §(0/-/. 
განსახღვრეთ მოძრაობის ტრაექტორია, სიჩქარე და აჩქარება. ააგეთ 

ტრაექტორია და სიჩქარისა და აჩქარების მექტორები, როცა (=თ-2- 

979. განსახღვრეთ, რომელი წირებია შემდეგი ვექტორული ფუნქ- 

ციების ჰოდოგრაფები: 1) ჩ-–=0(+C; 2 #=ძ ლ05/ -L ხ 5107; 3) 7 = 

=0/"-L ნ”, სადაც ძ, ხ, C მუდმივი ვექტორებია, მასთან ძ Lხ. 

980. მოცემულია / = ილ05თ/ + ხ5Iით”, სადაც თ, ი და ხნ მუდმივე– 

ბია აჩვენეთ, ·რომ: 

3 ძი. > ძი ს 1 -“”  თ(იXხ); 2) --" + თ? =0. აპ)” X 7 თ(=Xხ) ს) ა-X 

981. აჩვენეთ, რომ თუ # =0 ით;.Lნ 6 -თ!, სადაც 0 და ხ მუდმივი 

მექტორებია, მაშინ 
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იკი აპ3. დაამტკიცეთ, რომ თუ 2 არის L ვექტორის მგეზავი, მაშინ 

XI2-5 X 96. 
#ნ2 

§ 10. სივრცის წირის ელემენტები 

სივრცის წირის განტოლებები პარამეტრული სახით ასეთია: 

X=ICს, Mყ=დ(). 2=VXI), 
სადაც /(/), #(/) და %X/) წარმოადგენს 7 პარამეტრის მოცემულ ფუნქციებს. სივრცის 
წირის განტოლებები ეექტორულად ასე ჩაიწერება: 

– – – – 
#=/(/) 1 +Cთ(/) I-L %(/)# · 

სივრცის წირის რკალის დიფერენციალი გამოითვლება 

ძა= V ძ»”-I-ძე?-- ძვ? 
ფორმულით. 

17, სივრცის წირის მხები წრფე და ნორმალური სიბრტყე. სივრცის წირის მ ხები 

წრფე MC, ყ, 2) წერტილში ეწოდება წირის /V MI) მკვეთის ზღვრულ მდებარეობას, 

როდესაც MI, წერტილი მიისწრაფვის /V წერტილისაკენ მოცემული წირის გასწვრივ. 
სივრცის წირის M წერტილში მხები წრფის მართობულად გავლებულ სიბრტყეს ეწო- 

დებ ნორმალური -·ცსიბრტყე. 

თუ სივრცის წირის განტოლებები მოცემულია პარამეტრული სახით, მაშინ წირის “ 

/M (X, ყ, 2) წერტილზე გავლებული მხები წრფისა და ნორმალური სიბრტყის განტოლე- 

ბებია: 

უეეღეალლეებლლ–--, XL(X-I)-ყ(V-–-Vყ)+2 (72--2)=0, 

სადაც X, V, და 2 მხები წრფის ან ნორმალური სიბრტყის მიმდინარე კოორდინატებია. 

მხები წრფის მიმართულების კოსინუსები გამოითვლება შემდეგი ფორმულებით: 

X ყ” 2, 
სარლ 9 ეა ააააუთცოიიიეო ილს C05ჯ= 7 2 2-2 

X +ყ+2 თ +ყ + 2 X' -LV' -–+- 2 

იპოვეთ რკალის დიფერენციალი შემდეგი წირებისა: 

288, X=!-–-5I0 1, ყ=1--0ლ005 /) 2=4 ყი. 

284. X=005 ,, ყ= 3510 #, 2=II C03/. 

985. X=6!, ყ=6“!, 2=IV2. 

986. რთიბე #, ყ=0! 510 /, 2=0!. 

შეადგინეთ შემდეგი წირების მხები წრფისა დღა ნორმალური სიბ- 
რტყის განტოლებები ნაჩვენებ წერტილებში და იპოვეთ მხების მიმარ- 
თულების კოსინუსები: 

24



987. X=I, Vყ=I!, 2=#M0 როცა 71=1. 

988. X=)9C05?,, V=/! 5IM0/005/, 2=/? §Iი/, როცა (=+- 

989. იპოვეთ X=-I2 005/, I = 71510 /, 2=#/ ხრახნწირის მხები წრფი- 

სა და ნორმალური სიბრტყის განტოლებები, როცა / = 2. 
290. იპოვეთ X=2”, ყ=II9)/, 2=!? წირის მხები წრფისა და ნორმა- 

ლური სიბრტყის განტოლებები, როცა #=1. 
291. იპოვეთ X?+Vყ?=10, ყ?--2? =25 წირის მხები წრფისა და ნორმა- 

ლური სიბრტყის განტოლებები /#(1; 3; 4) წერტილში. 
999. იგივე 2=X“-I-ყ, X=Vყ წირისათვის /M(1; 1; 2) წერტილში. 

5ა? სივრცის წირის მიმხები სიბრტყე, ბინორმალი, მთავარი ნორმალი, გამწრფევი 

სიბრტყე. ბუნებრივი სამწაზნაგა. 

ავიღოთ სივრცის წირის განტოლება ვექტორული სახით 

· /=7(0=I01+რთC0 /+ V(0#. 
1) წირის /M (», V, 2) წერტილზე და წირზე მდებარე მის ორ მახლობელ წერტილზე. 

გამავალი სიბრტყის ზღვრულ მდებარეობას, როცა მახლობელი წერტილები /#I წერტი– 

ლისაკენ მიისწრაფვის ეწოდება წირის მიმხები სიბრტყე # წერტილში, მიმ– 
– = 

ხები სიბრტყე შეიცავს 7= 4” __ #4” ები ბყე შეიცავს 7'= -უ, და კ ქექტორებს. 

2) წირის #V წერტილზე გამავალი მიმხებე სიბრტყის მართობ წრფეს ეწოდება 

ძ; 4, 
ძ/ ძ/? 

3) წირის M წერტილზე გამავალი მხები წრფის მართობულ წრფეს, რომელიც 

მოთავსებულია მიმხებ სიბრტყეში, ეწოდება წირის მთავარი ნორმალი M 

წერტილში. მთავარი ნორმალის ვექტორია M=8X7. 

4) წირის /I წერტილზე გამავალი მთავარი ნორმალის მართობულ სიბრტყეს ეწო– 

დება წირს გამწრფევი სიბრტყე #M წერტილში, 

ბინორმალისა და მიმხები სიბრტყის განტოლებებია: 

XXV V–4VV 7-7 

8. ვზი 8.” 

    წირის ბინორმალი VI წერტილში, ბინორმალის ვექტორია 8= 

  

· 8-.-(X-–-X+ 8,(V–-V)-+ 825(2-2)=0, 

ხოლო მთავარი ნორმალისა და გამწრფევი სიბრტყის განტოლებები -- 

X-XI V-V 7-2 
_–აე ლაა X–IX M)ე(V-–- M:(2--2 =0, M. V, V,. ' M»( X)+Mე(V--ყ)+-M;( ) 

სადაც X, V, 2 ბინორმალის, მიმხები სიბრტყის, მთავარი ნორმალისა და გამწრფევი 

სიბრტყის მიმდინარე კოორდინატებია: 

სამი ურთიერთმართობული სიბრტყე (ნორმალური, მიმხები და გამწრფევი) 

ქმნის ე. წ. ბუნებრივ სამწახნაგას, სამ ურთიერთმართობულ წრფეს 
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(მხები, ბინორმალი და მთავარი ნორმალი), რომლებიც სამწახნაგას წიბოებეა, ხშირად 

ღებულობენ კოორდინატთა ღერძებად. მათ ერთობლიობას უწოდებენ ბუნებ- 

რივ კოორდინატთა სისტემას. 

998. იპოვეთ X=I, ყ=1--/, 2=ჯ9 წირის ბინორმალისა და მიმხე- 
ბი სიბრტყის განტოლებები VVI (1; 0; 1) წერტილში. 

994. იპოვეთ ყ?ზ=X, XX=272 წირის ბინორმალისა და მიმხები სიბ- 
რტყის განტო ლებები /#(1; 1; 1) წერტილში. 

2 
9205. იპოვეთ #=/, #V=-–-”, 2=> წირის მთავარი ნორმალი და გამ- 

წრფევი სიბრტყე 1=2 წერტილში. 
996. იპოვეთ Xჯ=->6!, #ყ=6“!,, 2=1 წირის მთავარი ნორმალი და გამ- 

წრფევი სიბრტყე #(=0 წერტილში. 
4 ე 2 

–- I, 1 I. 

907. იპოვეთ ”= + LL 8. I+ 2 ჩ წირის მხები წრფე, რომელიც 

X+3ყ+22=0 სიბრტყის პარალელურია. 

908. შეადგინეთ ”–უ>7+უ>) +1!ივი#. ჩ წირის ბუნებრივი 

სამწახნაგას წახნაგების განტოლებები (=> წერტილში. 

§ 17. სივრცის წირის სიმრუდე და გრეხა 

თუ სივრცის წირის განტოლება მოცემულია ვექტორული სახით: 

– – – – 

„=V(/)= /((/) : -+L C(7) |+ XI), 

მაშინ წირის სიმრუდე და გრეხა შესაბამისად შემდეგი ფორმულებით გამოითვლება: 

ძი ძი, 
#7 ქ 

  

  

    

«--1 

ა“. 
ძ! 

ძი კი ძ; 
, »ჯ.. 1. %# ძ/ ძ/3 , 

0 – – ზ 

ძ”,.,ძბ, 

( 7 > ძ/? ) 

სადაც # სიმრუდის რადიუსია, ხოლო ი –- გრეხის რადიუსი, 

იპოვეთ სიმრუდე და გრეხა შემდეგი წირებისა: 
990. X =V„, V =/?, 2=19 ნებისმიერ / წერტილში და ჯ=0 წერტილში. 
300. X=-2/, Vყ =IIM, 2=/(? ნებისმიერ / წერტილში და / =1 წერტილში. 
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301. X=ძ005/, ყ=0510I, 2=ხ( მის ნებისმიერ წერტილში. 

ვი2. X=0%IIII, V=6 005 (, 2=6!, (=0 წერტილმი. 

808. იპოვეთ X#=40!, ყ=6“!, 2=IV2 წირის სიმრუდე. 
804. იპოვეთ X?=-2ძ2, ყ':=2ხ2 წირის სიმრუდე და გრეხა. 

ჯ » 
806. იპოვეთ MV = 2! 2= წირის სიმრუდე და გრეხა,   

  

როცა Xჯ=1. 

306. იპოვეთ წყ = ჯ.. 2= # წირის სიმრუდე და გრეხა. 
2თ 6ი? 

II თავი 

კბმრადი და წირითი ინტეგრალები 

§ 1. ორჯერადი ინტეგრალი 

ვთქვათ, MX, ყ) ფუნქცია უწყვეტია X0ყ სიბრტყის დახურულ #9 არეზე. დავყოთ 
ეს არე ნეზისმიერი წესით /! ნაწილად: C,, თა,..., წი, რომელთა ფართობები შესაბამისად 

იყოს #თ,, ტთა ,..., ბთ. ყოველ ელემენტარულ თ/ (L=1, 2,..., I) არესე აგიღოთ ნე- 

ბისმიერი /I,(§L,, 10 წერტილი და შევადგინოთ ინტეგრალური ჯამი 

4 ასოთი აღვნიშნოთ თ,, თი,..., წე არეების უდიდესი დიამეტრი, თე არსებობს 

აღნიშნული ჯამის სასრული ზღვარი, როცა #–>0 და ის არ არის დამოკიდებული არც 

არის დაყოფის წესზე და არც /V,; წერტილების არჩევაზე, მაშინ ამ ზღვარს ეწოდება 

I(X, ყ) ფუნქციის ორჯერადი ინტეგრალი, გაერცელებული ს) არეზე და აღინიშნება 

I I ICX, ყ)ძთ ან I I /CX, ყ)ძXძყ 
ჩ ნ 

სიმბოლოთი, სადაც ძთ ან ძიXIყ წარმოადგენს ფართობის ელემენტს. ამგვარად, 

#2 

(/ I(X, ყ) ძXძყ= II ბ. /(5/, 0 ბთ. 
ჩი ძ-0 ==; 

გეომეტრიულად ორჯერადი ინტეგრალი იმ სხეულის მოცულობაა, რომელიც ზე- 
მოდან შემოსაზღვრულია 2=/(X, /) ზედაჰირით, ქვემოდან -––- #) არით, გვერდებიდან–– 

ცილინდრული ზედაპირით, რომლის მიმმართველი წირია ) არის კონტური, ხოლო მსახ- 
გელი ით7 ღერძის პარალელურია, ე. ი. 

V= II ICXMყ)ძXძყ. 

ჩ 
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თუ /(X, ყM)=1, მაშინ ორჯერადი ინტეგრალი ორიცხობრივად უდრის #) არის ფარ- 

8- I I ძაძ/. 

ორჯერადი ინტეგრალის თვისებები 

) თუ # არე გაყოფილია ორ #2; და ს). არედ, რომლებსაც არა აქვს საერთო შიგა 

თობს;: 

წერტილები, მაშინ 

II IC, ყ)ძXძყ = II I00ყ)ძXძყ + II I(Xყ)რXძყ; 

ჩ ნ) L 

II I (X,ყ) + /-(X,ყ)I0Xძყ == II” თთძაძყ+ II ”-(სყ)ძჯXძყ; 

ჩ ი ს» 
2 

1 

ვ) I I „II(Xყ)ძX0ყ= /! I I I(X, ყ)ძXძყ, სადაც /I მუდმივია. 

ორჯერადი ინტეგრალის გამოთვლა 

თუ # არე განსაზღვრულია ილჯლდხ, -ლყლძ უტოლობებით, მაშინ ორჯერადი ინ- 
ტეგრალი გამოითვლება ერთ-ერთი შემდეგი ფორმულით: 

ძ ხ ხ ძ 

(1) IX, ყ)აძXძყ =) ძX ( I(X,ყ)ძყ ან ( IV ცარიძყ= | ძყ ( ICX, ყ)ძX. 

ს თ 0 'ი 2 ძ 

თუ #M არე განსაზღვრულია ი=X<ხ, ყ)(ნლყლყი (2) უტოლობებით, მაშინ 

ხ (ყაX) 

(წ ICX, ყ)ძXძყ= ) ძX ( I(X, ყ)ძყ. 

ს VI(X) 

გამოთვალეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

2 1 

ვ07. ( ძყ ( (X-L2ყ)ძX. 
1 2 

ძყ ( (XL+ყ") ძX. 

  

9 ი. 1 ' 

1.1 აკ 1 1 

ვ0ე, წძიI X9ყ · 10. | თ IX ( 6X%+VMძყ. 
1–+ყ? · 

ბ. 0 ი... 0 

22.4 / ვ § 

311. ( ძყ (>>. „ 319, ( ძყ L (5X'ყV--2ყმ)ძჯ. 
1 4 (X+V - 9? ქ 
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იპოვეთ ინტეგრების სახღვრები IIIC ყ) თXძყ 
: ს 

თუ ა 

2 XV 

ე14. ( «» წი ი. 

1 ჯ 

2 1იყ 

816. | 4# | 6MX. 
; · 

ძ 2ყ 

218. (I XMყძX. 

ბ /--%ი 

ინტე გრალისათვის, 

არე შემდეგნაირადაა განსახღვრული: 
ვ19. IL) არე შემოსახღვრულია ჯ=2, X=3, ყ=–-1, /=5 წრფეებით. 
350. LX არე შემოსახლვროულია ჯ=0, ყ=0, X+ყ=2 წრფეებით. 

ვ91. ) არე შემოსახღვრულია V=0, V=1--X2 წირებით. 

ვი. ს არე შემოსახღვრულია V=X”, ყ=4--X? წირებით. 

ვყვ. #) არე შემოსახღვრულია X“--ყ? =1 ჰიპერბოლითა და ყ=–3, 
ყ=3 წრფეებით. 

ვ24. ) არე შემოსაზღვრულია V=Xჯ?, ყ=   
2 

ირებით, 
1-+X წირე 

ვ95. I) არე შემოსახღვრულია (X--2)“ + (ყ--3)1=4 წრეწირით. 

896. I არე შემოსახღვრულია Vყ”– Xძ=1 ჰიპერბოლითა და X“-L 
–+ყ=9 წრეწირით (I) არე შეიცავს კოორდინატთა სათავეს). 

შეცვალეთ ინტეგრების რიგი შემდეგ ინტე გრალებში: 

ს! #V; 

ენ. | ძ» ' /C;, ყ)ძყ. 

1 “1-2 

ვ9 ი | # ' /(X,ყ)აძყ. 

1 ვა 

· ძX #M(X,ყ)ძყ. ვ81 I 3: L X,/)ძ/ 

2 2 

ვ98. I ძX ( 1(X,ყ)ძყ. 
ჯ8 

=>>=V 4--ჯ 
2 

80. | თძX I(X,ყ)ძყ. 

–2 –-7=V2=2 

წ
ლ
ა
 

C5
 

1 1–ყ 

ვვი. (ძე 

ი –VI-/ 
/(X,ყ)ძX. 

უღ
ეღ

ეუ
ქ 

29



გამოთვალეთ შემდეგი იწტეგოალები: 
ვვვ, II ტა ყეძიძყ, სადაც 0 არე შემოსაზღვრულია X=0, 

X=1, ყ=0, ყ= –- წრფეებით. 

V 

ვეჯ, || «“ ძაძყ, სადაც 0 არე წარმოადგენს სამკუთხედს, რომე- 

ლიც ფემოსახღვრულია ყ=X, ყ=0, X=1 წრფეებით. 

ვვ§8. I I ლ0§ (I+-ყM)იXიყ, სადაც L არე შემოსახლვრულია Xჯ = 0, 

ყ= და. ყ=Xჯ წრფეებით. 

386. | VX-–ყ ძაძყ. ს:დ:ც 0 არე წარმოადგენს სამკუთხედს, 

რომლის წვეროებია 0 (0; თ, „(1;-––1), 8(1;1) წერტილები. 

887. | | XXV, სადაც: 1) #2 არე წარმოადგენს სამკუთხედხ, რომ- 

ლის წვეროებია 0 (0:0, 4(01;1), 8(C;1) წერტილები; 
2 ა არე შემოსახღვრულია ყ=--X ყლ=1, ყ=)აბ? წირებით. 

» 

ვვვ, || 2” ძჯძყ, სადაც 0 არე შემოსაზღვრულია X=0, ყ=1, 

ყ'=X ფირებით, 

ვეე, I I (ყ'+XეძXმყ, სადაც ს არე შემოსახღვრულია ყ = XV" და 

ყ'=X  პარაზოლებით. 

ვ40. IL X/ძXძყ, სადაც 0 არე შემოსაზღვრულია V X LV#V = 1 

ი პარაბოლითა და კოორდინატთა ღერძებით. 

841. I) ყძXVძყ, სადაც LI არე შემოსახღვრულია 0X ღერძითა და 

X=:/ბ%((--51ი 1), ყ=)/?%(1----005) ციკლოიდის ერთი რკალით (0<-7= 
ლ=2X). 

ვ49. II XყძXძყ, სადაც ს არე შემოსახღვროულია კოორდინატთა 
ა» 

ღერძებითა და X=X2 C0§1/, ყ= /2 5109/ ასტროიდის რკალით (ი<(< 2) · 
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Iს ყ) ფუნქცის საშეალო მნიშენელობა 0 არეზე ეწოდება / = 
1 

= ხლა II I(X% ყ)ძXძყ რაცხვს, სადაც 5 გამოსახაეს # არის ფაროობს, 

ა» 

ვ4ე. იპოვეთ /(X,ყ)=Xყ? ფუნქციის სამუალო მნიშვნელობა L). არე–- 
ზე, რომელიც განსახღვოულია 0<-X<-:1, 0დყლ1 უტოლობებით, 

344. იპოვეთ /(X,ყ)=12-2X–-3ყ ფუნქციის საშუალო მნეშვნელო- 
ბა 8 არეზე, ოომელიც შემოსახღვრულია 2Xჯ--3ყ--12=-0, X=0 და 
ყ=0 წრფეებით. 

345. იპოვეთ /(X,ყე)=2V+ყ ფუნქციის საშუალო მნიშვნელობა სა- 
კოორდინატო ღერძებითა და X+Vყ=3 წრფით შემოსახღლვრულ სამ- 

კუთხედზე. 
846. იპოვეთ /(X, V)= V IX-X ყმ ფუნქციის საშუალო მნიშვნე- 

ლობა X?2+ყბ= ი? წრის შიგნით. ! 

თუ /I და /#M წარმოადგებს /(X, ყ) ფუნქციის უმცირეს ღა უდიდეს მნიშვნელობებს 

ს არეზხზე, მაშინ 

5 < I I /0ს. ყარა /</15. 

სადაც 5 აღნიშნავს 0? არის ფართობს, 
შეაფასეთ მოცემული ინტეგრალები: 
347. II C-ყ-I-1)ძიძყ, სადაც 0 არე წარმოადგენს მართკუთხედს, 

რომელიც · განსაზღვრულია 0ლჯლ1, 0ლყლ2 უტოლუბებით. 

ე48. I | 0-ყ- Xყეთიძყ, სადაც 0. არე წარმოადგენს კვადრატს, რო– 

მელიც განსაზღვრულია 0ილXდ2, 0ლყ-<2 უტოლობებით. 

ვჯი. || («-+-4ყ--თძყ, სადაც 0 არე წარმოადგენს XI ყბ<4 

წრეს...” 
350. I I (C+ყ+-10)ძXV/, სადაც ს არე წარმოადგენს X“-LM9I<4 

წრეს...” 

§ 2. ცვლადთა გარდაქმნა ორჯბერად ინტებრალში 

თუ Xჯ და ჟ ცვლადების ნაცვლად შემოვიღებთ (( და ჟ ახალ ცვლადებს. რომლებიც 

მოცემულ ცვლადებთან დაკავშირებულია 

X“=0(II, 2), ყ== VXII, L) (1) 
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ტოლობებით, სადაც Cდ და LV) (ცალსახა და უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციებია #2 არეში, 

მაშინ 

IIIთ ყაძXIV= II I Iთ(I(,0), 1XV,V)I |V(II,ი)Iძ//ძი. (2) 

იე #” 

მ» მყ 

მი ში 
I(II,–1= 

მას მჯ 

მი მიხ 

გამოსახულებას ეწოდება (1) გარდაქმნის იაკობიანი, 

კერძოდ, თუ გადავალთ X=/ C05 დ, ყ=/ 510 დ პოლარულ კოორდინატებზე, მაშინ 

| /I=/, და (2) ფორმულა მიიღებს შემდეგ სახეს: 

| წთ ირი = (წთ დ,/5!I(0)//Cდძ/. (3) 

'გ # 

თუ L არე განსახღვრულია ფ<დწ<0რი, M(დ)ლ”ლიი(თ) უტოლობებით, მაშინ 

დ. #»(დ) 

(წ ირაძყ= | ძდ ( I(-C0§ დ, /#5Iი დ) ”ძ”. (4) 

ჩ დ, ”(ი) 

-თუ #9 არე მოიცავს კოორდინატთა სათავეს, მაშინ 

2X ”(CCთ) 

I I I(X, ყ)ძXძყ== I ძი I I (-C05დ, #751ი დ)/ძ/. (5) 

ს 0 0 

გამოთვალეთ შემდეგი ინტე გრალები: 

# · 
2 ხ 2 ძი (1-LC05დ) 

2861. ( ძი VI #”ძ. ვ69. წ4დ ( #21 დძდ. 
გ ს 0 0 

2 

ჯ 
2 ვ3-ი§დ 

368. ( ძი | #295II11დი/. 

# 0 

_-2 
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პოლარულ ყოორდინატებზე გადასელით გამოთვალეთ . შემდეგი ინ- 

ტეჯგრალები: 

  

4 V თთ-? ? ძ MV 21 

864. | ძ» 2) V X"-/” ძყ. 355. | : ძXI “/09--8-:ყ'ძყ. 

0 ი . “-ძ – V-0'-ჯ' 

“თ +<% | ს2ი 4 202- 
869. | ძ·+ V დ II თ V)“ყ. 867. ' ძX | “V. 

0 9 _– 

"ე58. პოლარულ კოორდინატებზე გადასვლით გამოთვალეთ 

I. იX +V ძაძყ. ინტეგრალბ, თუ ს არე წაომოაღგენს 1<X +-9”დლ4 

წრიული რგოლის მეოთხედ ნაწელს, რომელიც მოთავსებულია -პირეელ 

კჟვადრანტში. 

ეცი. პოლარულ კოორდინატებზე გადასვლით გამოთვალეთ II ჟ0მXსთ9ყ 

ინტეგრალი, სადაც #0 წარმოადგენს ი დიამეტრისა ღა C( 2: 9) ცენტ- 

„რის მქონე ნახევარწრეს. 

360. პოლარულ კოოოდინატებზე გადასვლით გამოთვალეთ I I ს – 

–2X-–-3ყაძXძყ. ინტეგრალი, სადაც I) წარმოადგენს X-+-ყ? >- წრეს. 

361. გამოთვალეთ I ძიძა. ინტეგრალი, სადაც #0. არე შემოსაზ- 
ღვრულია #”=ძ(1+C005დ) კარდიოიდითა და ”=0 წრეწირით (ს არე არ 
შეიცავს პოლუსს). 

862. გამოთვალეთ I ს XყძXიყ „ინტეგრალი, სადაც IL» არე შემოსაზ- 

ღვრულია კოორდინატთა ღერძებითა და -+% =1 ელიფსის პირ- 
“„ · . წ – 8. 

ველ კეადრანტში მოთავსებული რკალით. 

§ ე. ფართობთა გამოთვლა ორჯერადი ინტებრალებით 

ბრტყელი 0 არის ფართობი გამოითვლება შემდეგი ფორმუელით: 

§=|I| ძXძყ. 

ს 
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თუ #M არე განსახღვრელია ი< დხ, V,0ლყლწა(V) უტოლობებით, მაშინ 

ხ (IX64) 

§-I “ჯ 1  ყ. 

6 VI(X) 

თუ 0 არე პოლარულ კოორდინატებში განსახღვრულია თ,ლრთ<ი%,, ჩ(ი)</< 

=წ(ი) უტოლობებით, მაშინ 

და , 9(%) 

§-IL „I, = ( ძი ( Iძ”/. 

ი” ა“ ს) 

863, გამოთვალეთ Xჯ#=0, ყ =0, X+ყ=1 წრფეებით შემოსაზღვრული 
არის ფართობი. 

804. გამოთვალეთ #=X, #=5X, X=1 წრფეებით შემოსახღვრული 
არის ფართობი. 

865. გამოთვალეთ ყ”=2X პარაბოლითა და V#=X წრფით შემოსახღ- 
ვრული არის ფართობი. 

366. გამოთვალეთ ფართობი, რომელიც მოთავსებულია 3ყ? 25» 
და 5X- =-9/ პარაბოლებს შორის. 

867. გამოთვალეთ XX" + ყ'=ი0? წრეწირით შემოსახღვრული არის 
ფართობი. 

ჩი ყ" 
15 = 1 ელიფსით შემოსახღვრული არის 368. გამოთვალეთ % 

ც? 

ფართობი. 

იპოვეთ შემდეგი წირებით შემოსახღვროული არეების ფართობები: 

მ69. ყ =5)1) X, ყ=005X, X=0 (პირველ მეოთხედში მოთავსებული 

ნაწილი). 

870. 1) XV==4, X4+ყ–-5=0; 2) ყ=2-X, ყ=X. 
871. ყწ ==4ჯ-L4, ყ=2--X. 372. ყ=IიX, X–--ყ=1, =-–-1. 

_ 8 _ 
878. VX+Vყ=V0თ X+ყ=ძ. 34.ყ=--–, 2ყ/=X X=0. 

878. გამოთვალეთ IC05დ= 1 წრფითა და „=2 წრეწირით შემო- 
სახღვრული არის ფართობი (გამოსათვლელი ფართობი არ შეიცავს 

პოლუსს). 

876. გამოთვალეთ ”=ილ05დ და ”=ხლ05დ (ხ>>0) წრეწირებს შორის 

მოთავსებული არის ფართობი. 
877. იპოვეთ #=ი§5ი2დ წირის ერთი მარყუჟით 'მშემოსახღვრული 

არის ფართობი. 
878. იპოვეთ #2?= ი?ლ052ი ლემნისკტით ”შემოსახღვრული არის 

ფართობი. · 
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პოლარულ კოორდინატებზე გადასვლით იპოვეთ შემდეგი წირებით 
შემოსახღვრული არეების ფართობები: 

870. X"-Lყ"ზ=2X, X'+სყ1=4X, ყ=X, X=ძ. 

380. (X?2-- ყ?)მ-=2ი”" (0>90). 
2 2 ა 2 

881. (X2-L- ყ?)მ =-X94-L ყი, ვ659, (>+ჯ) = 2XVM. 
ი”? ხ? (0? 

ვცვ. გამოთვალეთ XV = –. Xყ=2, ყ = 2 ყ =2X წირებით შემო- 

სახღვრული არის ფართობი. 

ვ84, გამოთვალეთ ს#“=ყ, X"=2ყ, ყ'=X, ყჭ=2X პარაბოლებით 
შემოსახღვრული არის ფართობი. 

§ 4. ნოცულობათა ბამოთვლა ორპვბერადი ინტეგრალებით 

385. იპოვეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც წშემოსახღვრუ- 

ლია –+4 + =1, ჯ#=0, ყ=0, 2=0 სიბრტყეებით. 
0 C 

386. იპოვეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც ქვემოდან შემო– 
2 ი 

სახღვრულია 2=0 სიბრტყით, ზემოდან 2= => +X ელიფსური პარა- 
მი «+“ძ 

ბოლოიდით, ხოლო გვერდებიდან -X=0, X=9ძ, ყ=0, ყ=ხ სიბრტყეე- 

ბით. 

387. იპოვეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც ქვემოდან შემო– 

სახღვრულია 2=0 სიბრტყით, ზემოდან 2=-4--X-- ს? პარაბოლოი- 
დით, ხოლო გვერდებიდან X=-+1, ყ=+1 სიბრტყეებით. 

388. იპოვეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც შემოსაზღვრულია 

X +272 I? ზედაპირითა და V=0, V=/I, 2=0 სიბრტყეებით. 

389. იპოვეთ X“-+-ყ?=ი', ყ?ზ+21=ი? ცილინდრებით შემოსახლვ- 

რული სხეულის მოცულობა. 

ვ9ი. იპოვეთ იმ სხუულის მოცულობა, რომელიც ”შემოსახღვრუ- 

ლია 2? = XV, X =0, X=0, ყ=-0, V =0თ ზედაპირებით. 
891. იპოვეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც შემოსახღვრუ- 

ლია #2 1) ყ=0 Mყ= ხ, 2=0 ზედაპირებით. 
ი? (2 ძ 

ვე. იპოვეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც ”შემოსახღვრულია 

2=)?-ყ? პიპერბოლური პარაბო ლოიდითა და X=1, Vყ=0, 2=0 სიბ- 

რტყეებით. 

393. გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც შემოსახზღვ- 

რულია 2 =1--4X?-/? ზედაპირითა და X0ყ სიბრტყით. 
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_ _ვი1.. გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც შემოსაზღ- 

ვრულია 2=X”-I-V", #-, ყ=1 და: 2=0 ზედაპირებით, 

395. გამოთვალეთ =+; + 2 – “კ ელეფსოიდეთ შემოსაზღვრუ- 

ლი სხეულის ი მოცულობა. ი 
396. გამოთა ალეთ _ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც) შემოსაზღ- 

ვრულია »ჯ"+Vყ" =0“ , X+ყ-+2=30 და 2=0 ზედაპირებით. 

3ს?._ გამოთვალეთ V=V X, ყV =2VX, X+>2=6 და 2=0 ზედაპირე- 
ბით ზემოსახღვრული სხეულის მოცულობა. 

308. გამოთვალეთ (X--1)“-L (V--1)2=1 „ცილინდრითა და I2=XV ჰი- 
პერბოლური პარაბოლოიდით შემოსაზღვრული სხეულის მოცულობა, 

რომელიც პირველ ოქტანტშია მოთავსებული. 

ვიყ. იპოვეთ ყ!ზ=02, X--+ყ” =I??, “>2=0 ზედაპბრებით. შემოსახღვ- 
რული სხეულის მოცულობა. 

· 2 
400. იპოვეთ 2=4--ყMმ, ყ = = ცილინდრულე ზედაპირებითა და 

2=0 სიბრტყით შემოსახღვრული სხეულის მოცულობა. 
შემდეგ?“ ამოცანებშიკისარგებლეთ პოლარული და განხოგადებული 

პოლარული კოორდინატებით. 

401. იპოვეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც შემოსაზღვრულია 

X/-L+ყბ=I? ცილინდრით, /22 =2/2?პ-+X-+-ყ. პარაბოლოიდითა და 2=0 
სიბოტყით. 

“. 409. იპოვეთ X2-+-ყ.-+-- 2 40. სფეროთი და X”+ყ" =ი? ცილინდრით 
' შემოსახღვრული სხეულის მოცულობა (იგულისხმება ცილინდრის გა- 

რე ნაწილი). 

403. იპოვეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მოთავსებულია 

X#-ყ =0? ცილინდრსა და X?-Lყ"--28==--ი” ორკალთა ჰიპერბოლოიდს 
"შორის. · 

404. იპოვეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მოთავსებუ ლია 
202=X-+ყ პარაბოლოიდსა, X:+ყ“-–-2=ი“? ცალკალთა ჰიპერბოლო- 
იდსა და 2=0 სიბრტყეს შმორის. ' : 

403. გამოთვალეთ X”+ყწ =0?, 2=0 და 2=ხX ზედაპირებით შემო- 
სახღვრული სხეულის მოცულობა. : 

406. გამოთვალეთ Xჯ”+ყ?=20X ცილინდრით, X +-ყზ–=? კონუ- 

სითა და 2=0 სიბრტყით შემოსაზღვრული სხეულის მოცულობა. 

07. გამოთვალეთ 2 =   , 7=0, X?+-ყ'=1 და X?--ყბ= 4 
X. +ყ" 

· ზედაპირებით შემოსახღვრული სხეულის მოცულობა. 
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408. გამოთვალეთ X"-Lყ"-L221=0? სფეროთი და ჯ?-Lყ?-=-0X ცილინ- 
დრით “რმემოსახღვრული სხეულის მოცულობა (ვივიანის ამოცანა). 

40ყ. გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც შემოსაზო- 

ვრულია 2'= #2 +9. “პარაბოლოიდით, 14+9#M- 2 ცილინდრითა 
ი“ “ რ 

და 7=0 სიბრტყით, 
გუ ე 2.2 

410. გამოთვალეთ X> + /” + 2? +0ი7" ზედაპირით შემოსახღვრული 

სხეულის მოცულობა. , 

= § 5. ზედაპირთა შართობების გამოთვლა 

2=/(X. წ): ცა5–ლსაზა ზედაპირის 5 ფართობი, რომლის გეგმილი X0ყ სიბოტყეზე 9 
არეა, გამოითვლება 

§=|| I/ -1 + > ) +( >). ძ·ძყ 

ფორმულით, 
411. იპოვეთ, 6C+–-3ყ+22=12 სიბრტყის იმ ნაწილის ფართობი, 

რომელიც მოთავსებულია პირველ ოქტანტში.! 
419. იპოვეთ ჯX--ყ+2=20 სიბრტყის იმ ნაწილის ფართობი, რომე- 

ლიც “მოთავსებულია პირველ ოქტანტში და “შემოსახღვრულია X#”-+ 
+ყ'-ი ცილინდრით. 

413. იპოვეთ XX +ყ--28=ი? სფეროს ზედაპირის ფართობი. 
414. იპოვეთ X”+ყ?-+-2 =100 სფეროს ზედაპირის ფართობი, რო- 

მელიც მოთავსებუ ლია X=–8 და X=6 სიბრტყეებს შორის. 

415. 1) გამოთვალეთ 2=X”+ყ? პარაბილოიდის იმ ნაწილის ფარ- 
თობი, რრმელსაც“ ჩამოჭრის XV-ყ1=1 ცილინდრი. 

2) იპოვეთ Xჯ"-+ხყ?1=0ი", ყI+2'=ი? ცილინდრების! საერთო ნაწილის“ 
ზედაპირის ფართობი. 

416.' იპოვეთ 2?1=2XV/V კონუსის ზედაპირის ფართობი, რომელსაც 
ამოჭრის X=0ძ და V=0 სიბრტყეები (I>0, Vწ>90). 

417.“ გამოთვალეთ +#2?-Lყ?-L 2“ == ე? სფეროს ზედაპირის” იმ ნაწილის 

ფართობი, რომელიც ამოჭრილია 2+% =1 ელიფსური! ცილინდრით იელის, : _ ი 2 : : 

(ხ<ი). · 
418. იპოვეთ X"-I-ყ1+2>=ი”“ სფეროდან X+'Lყ'=ი» ცილინდრით 

ამოჭრილი. ზედ აა”რის ფართობი (ვივიანის ზედაპირის ფართობი). 

419. . გამოთვალეთ ·. იმ. ზედაპირის ფართობი, რომელსაც ამოჭრის 
X “+ ყზ+2=0ი- სფერო Xჯ“-+-ყ=იX „”ლინდრიდან. 
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48ი. გამოთვალეთ /ბ-21=ჯ კონუსური ზედაპირის იმ · ნაწილის 

ფართობი, რომელიც მოთავსებულია პირველ ოქტანტში და შემოსაზღ- 

ვრულია ყ+2=0 სიბრტყით. 
431. გამოთვალეთ X"-+ყ'=ი? ცილინდრის ზედაპირის იმ ნაწილის 

ფართობი, რომელიც მოთ ავსებულია 7=0 და 2=V7IX სიბრტყეებს შო- 

რის. 

499. გამოთვალეთ X” + ყწ=2ი; ცილინდრის ზედაპირის იმ ნაწი- 
ლის ფართობი რომელიც §:.თავსებულია 1=0 სიბრტყესა და 

X-L+ყზ=2! კონუსს შორის. : 

498. იპოვეთ ი2 =XV ზედაპირის ფართობი, რომელიც მოთავსებუე- 
ლია X"--|”=ი' ცილინდრის შიგნით. 

494. იპოვეთ |" -L21?=X კონუსის ზედაპირის იმ ნაწილის ფართო- 

ბი, რომელიც მოთავსებულია Xჯ?1+ყ" ==? ცილინდრის შიგნით. 

§ 6. ორჯერადი ინტეგრალის ბამოყენება მეკანიკაში 

თუ M) არის X0ყ სიბრტყეზე ფირფიტის მიერ დაკავებული არე, ხოლო (LC, V) 
CV, ყ/) წერტილში-––ფირფიტიას ზედაპირული სიმკვრიეე, მაშინ 0Xჯ და 0ყ ღერძების მი–- 

მართ ფირფიტის /# მასა და სტატიკური /ჯ» და /Vს „მომენტები შემდეგი ფორმულე- 

ბით გამოითვლება: 

#M= II ი(X, ყ)ძIძყ, #1>-= II ი(X, ყ)ყძXმყ, #M4,ე= II 00, ყ) XთXძყ. 

ა» ს ს 

ფირფიტის სიმძიმის ცენტრის კოორდინატები გამოითელება 

MV, M, 
ჯა= #”. V-= %# 

ფორმულებით. · 

ფირფიტის ინერციის მომენტები 0X, 0Vყ ღერქებისა და კოორდინატთა სათავის 

მიმართ შემდეგი ფორმულებით გამოითვლება; 

I2= I I იC, ყ)ყ'ძXძყ, I„=> I) I 0(X, ყაX"ძაძყ, /ა= II I იC, V) (X-I- ყ”)ძXძყ. 

როცა ფირფიტა ერთგვაროვანია, მაშინ ((X, ყV)=C0005,ს. თუ დავუშვებთ, რომ 

ი(X, ყ)=1, მივიღებთ ბრტყელი ფიგურის მომენტებს. 

495. იპოვეთ იმ ფი რფიტის მასა, რომელსაც აქვს ძ-რადიუსიანი 

წრის ფორმა, თუ მიი სიმკვრივე ცენტრიდან მანძილის უკუპროპორ- 
ციულია (პროპორციუ ლობის კოეფიციენტია /). 

496. იპოვეთ იმ ფირფიტის მასა, რომელსაც აქვს თ-რადიუსიანი 

წრის ფორმა, თუ მისი სიმკვრივე ცენტრიდან მანძილის პროპორციულია 
(პროპორციულობის კოეფიციენტია ”). 
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497. იპოვეთ ი და ხ გვერდების მქონე მართკუთ ხედის სტატიკური 
მომენტი ით გვერდის მიმართ. 

498. იპოვეთ #2-რადიუსიანი ნახევარწრის სტატიკური მომენტი ღი- 

ამეტრის მიმართ. 
499. იპოვეთ ი-გვერდიანი ტოლგვერდა სამკუთხედი სიმძიმის 

ცენტრის კოორდინატები, თუ სამკუთხედის სიმაღლე ემთხეევა 0X ღერს, 
ხოლო წვერო-კოორდინატთა სათავეს. 

430. იპოვეთ X2+ყზ =ი- წრის ხედა ნახევრის სიმძიმის ცენტრის 

კოორდინატები. 

431. იპოეეთ ყ =5Iი X, X= + და ყ.-=0 წირებით შემოსახღვრული 

ფიგურის სიმძიმის ცენტრის კოორდინატები, 

43%. იპოვეთ ძ-რადიუსიანი წრიული სექტორის სიმძიმის ცენტრის 

კოორდინატები, თუ მისი ბისექტრისა ემთხვევა 0 ღერძს, ხოლო წვე- 
როსთან მდებარე კუთხეა 2თ. 

433. იპოვეთ 0X ღერძითა და XV=CXV(CI--5IიI), ყ=0(1––-005/) ციკ- 

ლოიდის ერთი თაღით შემოსახღვრული ფიგურის სიმძიმის ცენტრის 

კოორდინატები. 

434. იპოვეთ ”=0(1+Cი0§დ) კარდიოიდით შემოსაზღვრული ფიგუ- 

რის სიმძიმის ცენტრის კოორდინატები.. 

436. გამოთვალეთ სამკუთხედის ინერციის მომენტი (0 ღერძის 
მიმართ, თუ მისი გეერდების განტოლებებია: X+V=2, X=2, ყ=2. 

4“ 2 
486. გამოთვალეთ 2 +X =1 ელიფსით შემოსახღვრული ფიგუ- 

C “ · 

რის ინერციის მომენტი CV ღერძის მიმართ. 

437. გამოთვალეთ იმ ფიგურის ინერციის მომენტი კოორდინატთა 

სათავის მიმართ, რომელიც “შემოსახღვრულია ყბ=40X პარაბოლით, 

ყ=2ი წრფითა და 0Vყ ღერძით. 
438. გამოთვალეთ მართკუთხედის ინერციის მომენტი დიაგონალე- 

ბის გადაკვეთის წერტილის მიმა+“თ, თუ მისი გვე–დებია ძ და ხ. 
419. იპოვეთ ძ და დიამეტრების (ძ<7)) წრიული რგოლის ინერციის 

მომენტი: 1) ცენტრის მიმართ; 2ეუე დიამეტრის მიმართ. 

440. ტოლფერდა სამკუთხედის ფუძეა 0, ხოლო სიმაღლე /,.. იპოვეთ 

მისი ინერციის მომენტი წვეროს მიმართ. 

44I1. იპოვეთ ”= ი5|ი2დ წირის ერთი მარყუჟით შემოსახღვრული 

ფიგურის ინერციის მომენტი პოლუსის მიმართ. 

449. იპოეეთ ”=0 (1--ლ005 დ) კარდიოიდით შემოსაზღვრული ფიგურის 
ინერციის მომენტი პოლუსის მიმართ. 
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§ 7. სამშბერადი“ ინტეგრალი 

ვთეკათ, | (X, V, 2) ფუნ:კცია უწყვეტაა სივრცის დახურულ V არეზე. დავყოთ ეს 

აღე ნებისმიერი წესით ი ხაწილად: 2): Lა;..:,V, , რომელთა მოცულობები “ესაბამისაღ 

იყოს ტა, ტდ... 4ია. ურველ. ელემენტარულ L/„ (1=>1, 2).... II) +”,ე9“ : ავიღოთ წე- 

ბისმიერი MI(C/7, MI, C() –ერტილი და შევადგინოთ, ინტეგრალური ჯამი: , 

” 

ბ. I(C/, MM. ნიას. 

(=1 

ძ ასოთი, აღუნიმნოო 9, ხა... წი არეების უდიდესი დიამეტრი. თუ არ!ებობს 

აღნიშნული ჯაპის სასრული ზღვარი, რუკა «I ->0 და ის არ არის დაჰოკიდებული არც V 

არის დაყოფის წესზე და არც #I; წერტილების არჩევაზე, მაშინ ამ ზღვარს ეწოდება 
წიოყ,2) ფენქციის სამჯერადი ინტეგრალი, გავრკელებული V არეზე და, აღინშნება 
ს-მ -ოლოთი: | - 

I I I IX ყ,. ძი ან I I I /(X, ყ, 2)ძXძMყძ?, 
V V 

სადაც ძხ ან Xძყი2 მოცულობის ელემენტია.:'''ამ გეარად, 

გ ჩ 

II I(X. ყ. 2)ძXძყძ2 = III ბ, M5,, M,. ჯე ით 

თუ V არე განსაზღვრულია ი<:ჯდხ, V)(X)<-V<II0(X), 2|(X, ყალ 2<- 25 (+,ყ) უტოC ი- 
ბ-ბით, მაშინ 

ტა," ხ VXX) 2:(X V) 

VI IC”, V, 2) ძაძა | ძჯ | ძყ (|. I(X, V, 2)ძ?. 

V ი #ი) 7) 
როცა V არე Xჯ=ქ, 1X=ხ, ყ=0, ყ=ძ, 2=I, შ=L სიბოტყეებით შემოსაზღვრული 

მართკუთხა პარალელეპიპედია და / (X, V, 2)=/ჯ (X) ·/2(V) -/ვ(2), ძაშონ, .. 

ხ .4 - 

(წ IX, ყ. 2)ძXძყძ> = | /” (აძ · | /:(V)ძყ · | სთ. 
V ი 'C ! 

გამოთვალეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

-»'”"' ვ 2» MM 

44ე. | ძX 1 ძყ თ? 444. ( ძX | ძყ | ძ2 
0.0 9 +... 9 

ძ ჯ V ძი ·ყ 

344 ძX (4 I VIV202 4406. ძ» | იყ | Mყ"2ძ2 

90.0 0 ბ 0 0 
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1 4 ვ 2 

«7. | ძX 14 ძყ წთ+-V+ უძ: 448. ( ძჯX ძყ | Xძ2. 
8. 8 9 ““' 

1 1 2I-ყ 1 1 1 ძ2 

449. | 1 ! (X---22)ძ?. 450. 1 ძX ( ძყ სVX-9+> IL 
9.0 9 

მოძებნეთ ინტეგრების საზღვრები I I I : IX, ყ, 2) ძX:ძყძ2 ინტეგრალი– 

სათვის, თუ V არე შემდეგნაირადაა განსახღვრულე. 

451. V არე შემოსაზღვრულია X'-+-ყ'=2,. XX-+-ყ =2, 2=0 ზედა- 
პირებით. 

ნი. V არ – ++7% #- –, 2=6 ზედაპირებით შემოსაზღვრული კო- 
C“ 

ნუსა (C>0). 

453. V არე შემოსაზღვრულია 2 = 0 და 2=1--X" ყი ზედაპირებით. 
454.-V არე 202>>+'-+ყ პარაბოლოიდისა და XX" -+ყ?--2>2ლ3ი? სფე- 

როს საერთო“ ნაწილია“ 

455, გამოთვალეთ ინტეგრალი II I I 2 ფრე სადაც V არე 

შემოსაზღვრულია X+ყ4+7=1, X=0, ' =0 და 2=0 სიბრტყეებით. 

456. გამოთვალეთ I I I XძXI/07 ინტე გრალი, სადაც V არე შემო- » ს)“ > 

სახღვრულია 72=Xყ ჰიპერბოლური პარაბოლოიდის ზედა ნაწილითა 
და LX+ ყ =1, 2=0 სიბრტყეებით.. 

457. გამოთვალეთ III 20Xძხძ2 ინტეგრალი, სადაც V არე 'მემო- 
V 

სახღვრულია X»ჯ"-Lყ1-+ 2 =Iპ? სფეროს ზედა· ნახევრითა და 2=0 სიბრ- 
ტყით. 

458. გამოთვალეთ III 2ძXძყძ2 ინტეგრალი, სადაც V არე შემო- 
“, V 

ი 9 ი 
საზღვრულია 2--0 სიბრტყითა და 2 + 8 +245. =-1 ელიფსოიდის ზედა 

ი“ “ C“ 

ნახევრით. 

§ 8. პვლადთა გარდაქმნა საგჯერაღ ინტებგრალში 

თუ X, ყ და 2 ცვლადების ნაცვლად შეჭოვიღებ» /(,, შ და :0ახალ ცვლადების, რომლე– 

ბიც ზოცემულ ცვლადებ»ან დაკაკშირებულია 
Xჯ=V(I(. 0, V)), ყ-== VყVXII, თ, ს), 2-=0 (VI, შუ, 10) (1) 
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ტოლობებით, სადაც დ, V დათ ცალსახა და უწსვეტად წარმოებადი ფუნქციებია V” 
არეში, მაშინ 

III I(X, ყ, 2)ძXIყძჯ: =- III /Iთ(C. 0, თ), VXV, ს, V), CI ((V, 0თ,00)IIII)ძიძიძთ. (2) 
V V” 

მX მყ მ? 

მი მი მი” 
მძX ძმ, მყ მ2 

მი მი მი 

მჯ შყ მძ? 

მთ შთ მ" 

I(IL,0,0))= 

გამოსაზულებას ეწოდება (1) გარდაქმნისი აკობიანი, 
კერძოდ, თუ გადავალთ ცილინდრულ კოორდინატებზე X=V/ C0§ დ, ყ=”/ §Iი დ, 

2=2(0<-0:<:2X, 0<7/<-Cთ, ––9<7/< 14-90), მაშინ | /I=#/ და (2) ფორმულა მიიღებს 

შემდეგ სახეს: 

III I(X, ყ, 2) ძაძყძ:= | | | I(–” C05 დ, # 31ი თ, 2)/ძთძ/ძ?. (3) 
V V” 

ხოლო თუ გადავალთ სფერულ კოორდინატებზე Xჯ=/ ლ0§ დ §(ი 0, ყ=/”5)ი თ §Iი 9, 
2=/ 005 6(ილდლდ25, 0ლ08ლ=#, 0ლი<+ ძი), მაშინ | /I==/?§(ი 8 და (2) ფორმულიდან 
ვღებულობთ: 

III /(X, ყ, 2პმXIყძ> = III ”(/ლ05დე!ი0, /5Iი დ 5Iი0, /C0§ 8) „%II 80 ძთიძ0ძ;. (4) 
V V. 

ცილინდრულ კოორდინატებზე გადასვლით გამოთვალეთ შემღეგი 
იბტეგიალები: 

) "1-X 9 2 2 იძ 

469. I ძჯ I. ძე | «,. 460. | ძX I ძყ (>V X-+ხ' ძ?. 

–VI-Xჯ> 9 მ 9 9 : 

+161. III 20X7ყთ2, სადაც V წარმოადგენს 7=6--ჯ“--- ემ, ჯ?- ყ?-= 
V 

=2 ზედაბირებით 'მემოსახღვრულ არეს. 

162. I I ძIაძყძ, სადაც V წარმოადგენს X"-+ყ1-+21=2/M2, V + 

+ ყ ==” «ედაპირებით შემოსახღვრულ არეს, რომელიც შეიცავს (0; 
0; M) წერტილს. 

463. სფერულ კოორდინატებზე გადასვლით გამოთვალეთ ინტე გრა- 
ლი: “. , 

  , 
/1- წ? 1-ჯზყ? 

( 1#+). ძყ | #X +ყ +2. ძ. 

–
 

–
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4064. სფერულ კოორდინატებზე გადასვლით გამოთვალეთ 

III (X"--ყმ) ძX9მყძ2> ინტეგრალი, სადაც V არე განსახღვრულია 2>90, 

ჩდX+ყ+>< #7, უტოლობებით. 

§ ყ. მოცულობათა გამოთგლა სამჯერადი ინტებრგლებით 

სივრცითი სხეულის მოცულობა გამოითელება 

V= III ძ»ძყძ? 

V 

ფორმულით. ცილინდრულ და სფერულ კოორდინატებში შესაბამისად გეაქვს შემდე– 

გი ფორმელები: 

V= I | I „ძდძI/(2, V= I I I #'აIი 8ძი.ძ0ძ.. 

405. იპოვეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც ”შემოსაზხღვრუ- 

ლია X"-+ყზ=ი0ი? ცილინდრითა და 2=0, 2=2ჯ სიბრტყეებით (2>0). 
466. იპოვეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც შემოსახღერუ- 

ყ? უმ 
ლია X=0, X=20ძ, >. + –-- =1 ზედაპირებით. 

ხ დლ! 
467. იპოვეთ X#?-L-ყ.--7=! პარაბოლოიდითა და 2=0 სიბრტყით 

შემოსაზღვრული სხეულის მოცულობა. 
“ 468. იპოვეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც შემოსაზღერულია 

X“+-ყზ=20X, 2=თX, 2=ჩX (>>ზ) ზედაპირებით. 
469. იპოვეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც შემოსახღერულია 

2=4--ყზ, 2=2+V? ცილინდრებითა ღა X=-–-)I, X=2 სიბრტყეებეთ. 
470. იპოვეთ (I-I)1+ყხ=7 პარაბოლოიდითა და 2X--2-=2 სიბრ- 

ტყით შემოსახღვრული სხეულის მოცულობა. 

471. იპოვეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც შემოსაზღვრულია 
2=0 სიბრტყით, (X-ი)"+(ყ--ხ)1=? ცილინდრითა და XV=0C7 ჰი- 
პერბოლური პარაბოლოიდით (0ი>0, ხ2>0, ი:>>/ბ, ხ:>/#1). 

შემდეგ ამოცანებში ისარგებლეთ ცილინდრული კოორდინატებით. 

479. გამოთვალეთ X“-ყ.1=2იX „0ილინდრის იმ ნაწილის მოცულო- 
ბა, რომელიც მოთავსებულია 72=0 სიბრტყესა და X“-++V? --2ი7 პარა- 
ბოლოიდს “სორის. 

473. გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც შემოსაზღ- 
ერულია X'+ს +727 =4 სფეროთი და X"+Vყ? =37 პარაბოლოიდით (პა- 

რა ბოლოიდის შიგა ნაწილი). 
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-. .474.. იპოვეთ 2=X” +. პარაბოლოიდითა და 2 =XV/ კონუსათ. შე- 
მოსახღვრული სხეულის მოცულობა. 

შეზდეგ” ამოცანებში ისარგებლეთ სფერული კოორდინატებით. 
475. გამოთვალეთ X"+ყ'+2>=#” სფეროს მოცულობა. 
4296. გამოთვალეთ X”+ყ"-+21=0ი? სფეროთი და X"--ყ”--22=-0 კო- 

ნუსით შემოსახღვრული სხეულის მოცულობა (კონუსის გარეთ მო- 
თავსებული,. -ნაწილე)... · · ' 

47:77. იპოვეთ 2-1 ყმ 2-1, წ. ყზ+ 7” =16, 2: =–=X LV", X=0, ყ= 

=0, 2=0 ზედაპირებით შემოსაზღვრული სხეულის მოცულობა (X>0, 
V>9, 2> ა). 

478. იპოვეთ %+% + 5 =) ზედაპირით შემოსასღვრული სხე- 

ულის ი მოცულობა,“ 

479. გამოთვალეთ (X“-LIM?-+ 22)?-–იზ» ზედაპირით შემოსაზღვრული 
სხეულის მოცულობა. (ი>0). 

480. გამოთვალეთ (X"-+-ყ?-L 2შ)მ = ი?(X2-+ყ) ზედაპირით შშემო- 
საზღვრული სხეულის სხულობა ხალი 

481. გამოთვალეთ C +% -+“. -)=%+%9 ზედაპირით შემოსა- 

ზღვრული სხეულის მოცულობა. 

489. გამოთვალეთ ე ა 9 ე/ 2-), X=0, ყ=0, 

ლთ 
2=90 ზედაპირებით. მემოსახღვრული სხეულის მოცულობა (X>9, ყ>90, 

2->0). 

§ 10. სამპზერადი ინტეგრალის გამოჟენება მექანიკაში 

იმ სხეულის მასა, რომელსაც V არე უკავია, გამოითვლება 

#= I I I -MX, Vყ, ურიძიძ. 

V 

ფორმულით, ! Lადაც 0? (X, ყ, 2) სხეულის სიმკვრივეა (V, IV, 2) წერტილში. 

საკოორდინატო სიბრტყეების, მიმართ სხეულის სტატიკური მომენტები გამოითე- 

ლება შემღეგი ფოომულებით: 

M.,= II I I ი:მაყძ?, M= I I I ი+ძXმყძ>, M,.= II I I ი/ძXძყძ?. 

ხველის, სიმძიმის ცენტრის კოორდინატებია: 

M,, · /M» M#ჯ 

X-= , ყ-= --––, 22== 
M M M 

თუ სხეული ერთგეაროეანია (0=:1), მაშინ 

X-= >» II I XIIIIძ2 ყM-= 3I I I ყიXძყიძ?, 2:== XI I I 2ძXIVVძ7. 
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ერთგვაროვანი სხეულის ინერციის მომენტები სა/ოორღინატო ღერშე ?ჯტსა და სობ- 

რტყეების მიმართ განისახღვრება შემდეგი ფორმულებით: · 

· '(რ– I I I - ფბ+- 2 )ძაძყძი, I კ= I I I (“+ IX”)ძXIVძ?, ”:= I | I 02-+ – 

V V V აზ: 

'ჩა= I 1 I 2?ძაძეძ0,.  /,-= I I I # ძაძყძ, /:.= I I I ყბძიძყი, 

ხოლო ინერციის მომენტი კოორდინატთა სათავის მიმართ არის 

ოთ 17 I I I 0ე-ემ- 2) ძXIVძ?. 
M · იჯ თ. 

488. განსაზღვრეთ: «მ ' პირამიდის მასა, რომელიც შემოსაზღვრულია 

X+Vყ+2=თძ, X=0, -ყ=0, 2=0 ს სიბრტყეებით; “თუ მის ყოველ წერტილ- 

'ში სიმკვრივე ტოლია ამ წერტილის 2 აპლიკატისა. 
484. განსაზღვრეთ 0=X<ლი, 0ლVყლხ, 0<2ლ=6 მართკეთხა პარა- 

ლელეპიპედის მასა, თუ მ ის ყოველ წერტილში სიმკვრივე 0 =X--ყ-L2. 

486. მოცემულია /#2-რადიუსიანი ნახევარსფერო, რომლის ცენტრი 

კოორდინატთა სათავეშია. განსახღვრეთ მისი მასა, თუ სიმკვრივე ყო- 

ველ (62 ყ, უშ წერტილში ამ წერტილიდან ფუძემდე მანძილის პროპორ- 

ციულია (პროპორციულობის კოეფიციენტია ”). 

486. იპოვეთ Xბ?-+-ყ?-#-2' =ი? და X"-+LV”-6 2 =40? ზედაპირებით შე- 
მოსაზღვრფლი სხეულის მასა, თუ სიმკვრივე მის ყოველ წერტილში ამ 
წერტილიდან კოორდინატთა სათავემდე მანძილის უკუპროპორციულია 

(პროპორციულობის კოეფიციენტია #). 

487. იპოვეთ #M-რადიუსიანი სფეროს სტატიკური მომენტი მისი მხე- 

ბი სიბრტყის მიმართ. 
ვ 9 

488. სხ-ული შემოსახღვრულია 5+7V + . = 1 ელიფსოიდითა 

დღა X0ყ სიბრტყით. იპოვეთ მისი სტატიკური მომენტი ამ სიბრტყის 

მიმართ. 

489. იპოვეთ X+ყ+2=თძ, Xჯ=0, ყ=0, 2=0 სიბრტყეებით ”შემო– 
საზღვრული სხეულის სიმძიმის ცენტრის კოორდინატები. 

490. იპოვეთ იმ სხეულის სიმძიმის ცენტრის კოორდინატები, რო- 
მელიც შემოსაზღვრულია X"-Lყ?-+L21-= ი ნახევარსფეროთი და 2=-0 
„სიბრტყით (2>0)- 

491. იპოვეთ თ2=-0-- ყ?მ და 2=0 ზედაპირებით შემოსახღვრუ- 
ლი სხეულის სიმძიმის ცენტრის კოორდინატები. . 

499. იპოვეთ 2=--14- პარაბოლოიდითა და XX" -- სყ? + 2? - ვე? 
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(2>0) სფეროთი შემოსახღვრული სხეულის სიმძიმის ცენტრის კოორდი- 
ნატები (პარაბოლოიდის შიგა ნაწილი). 

4ყე. წრიული ცილინდრის ფუძის რადიუსია ი, ხოლო სიმაღლე –-–ჩI. 
იპოვეთ ცილინდრის ინერციის მომენტი მისი ფუძის დიამეტრის მი- 

მართ. 

494. გამოთვალეთ X+ყ-+2=0V 2, X-+ყზ=ი ? და 2=0 ზედაპი- 

რებით შემოსახღვრული სხეულის ინერციის მომენტი 07 ღერძის მიმართ. 

§ 11. პარამეტრზე ღამოკიდებული არასაკუთრივი 

ინტეგრალები 

არასაკუთრივი ჯერადი ინტეგრალები 

1”. ინტეგრალის გაწარმოება პარამეტრით. თუ ორ ცვლადზე დამოკიდებული I(V.თა 

ფუნქცია უწყვეტია X-ის მიმართ (|ძ, ხ) სეგმენტზე, ხოლო თ-ს მიმართ – (იო 4) 

სეგმენტზე, მაშინ 

მ ს ბ 
I I(X,თ)ძX = I I ი(X, თ)ძX. 

ძ 

ეს ფორმულა მართებულია მაშინაც, როცა ინტეგრების ერთ-ერთა საზღვარი უსას- 

რულოდ დიდია. 
თუკი ძ და ხ სახღვრებე დამოკიდებულია თ-ზე, მაშინ 

” ხ(თ) ხ(“) 
 _ ხ –.უ_–_ ( I" (C,0)ძX + /(6,0)4”. – /(2,0) (-. 

მთ. ძთ ძთ 
ი(თ) ძ(თ) 

გააწარმოეთ პარამეტრით შემდეგი ინტეგრალები: 

# 
ვ 2 

49% ( 9 4%6 (|, ICCX)3ძ. .“ · მICICXX)3მძX. 
.V 1-+თX? გ 

46-ი 

წ 5§II1XXჯ 

497. 1) | 6-X'“Iჯ (თ>9); 2) (%+ ძX. 

3თ1+1 

498 ( – ძX 
ჯ 

თ2 
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-- თ 

  

. წ 
4992. ისარგებლეთ 1 თულ = 5> ტოლობით და გამოთვალეთ 

=- 

I «_ ნტეგრ (X--+თ9)? ი რდე გ! ალი. 

  

ხ 

ნ00. ისარგებლეთ | ძ» = 1 Iი |1+ თხ, ტოლობით და გა- 
Cთ 

0 
1-+-X 

ხ 
CVX 

მოთვ-ლეთ ( XX  ენტეგრალი. ვალე 1 0+თ»? ტეგრალ - 

+909 

501. ისარგებლეთ I ი-9-ძჯ= ტოლობით და გამოთვალეთ 
C 

ი 

–+იი 

XCVძX ინტეგრალი, სადაც / მთელი დადებითი რიცხვია, ხოლო 

0 

თ->0. 
1 

ნ02. ისარგებლეთ ( #4»= ) 
8 1+თ 

  ტოლობით და გამოთვალეთ 

1 

( X9I0იM/XთX ინტეგრალი, სადაც # მთელი დადებითი რიცხვია, ხოლო 

  

თ->0. 

გამოთვალეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

–+9% +თ 
ი 1- -თX 3 

ნ03. | “ ძX. ნ04. 0-X 5I0%X ძ». 
ბ ჯ ბ ჯ 

-+Cი 

/ ძX_ C-ჩ 
ხ0ნ. ) იე არაა ძი (თ>0, ჩ>0). 

ბ X 

+Cთი 

ი -თX. ტ-ჩ/ 
წ06. | –_-–----–-–-- 5IMIXძX (თ->>0, ჩ->9).- 

ჯ



2". არასაკუთრივი ჯერადი ინტეგრალები. ა) უსასრულო არის შემ- 

თხვევა. თუ/(სყ) ფენეცია უწყვეტია შემ ოუსაზღვრელ 5. არეში, მაშინ 

I. I ICL, ყაძაძყ – წი. I. I I(CX, ყ)ძაძი. 

სადაც თ წარმოადგენს 5 არეში მოთავსებულ. სასრ-ელ არეს .Cთ->5 აღნიშნავს იმას. რომ 
თ-ს ნებისმიერი კანონით გაფართოებისას, მასში მოთავსდღება 5 არის ყოველი წერტელი, 

თუ მარჯეენა ნაწილში მოთავსებული ზღვარი არსებობს და არ არის დამოკიდებული 0 

არის არჩევაზე, მაშინ შესაბამის არასაკუთრიე ინტეგრალს უწოღებენ კ. რ ე სბ) ადს, 

წინააღმდეგ შემთხვევაში–-გ ანშ ლადს. 
ანალოგიურად განიმარტება არასაკუთრიეი, სამჯერადი ინტეგრალი სივრცის %ემ- 

თ-ხვევაში. 

გამოთვალეთ შემდეგი არასაკუთრივი ინტეგრალები: 

+თ +თ +Cთ +Cთ. 
507. ,) ( _ «+ ნწ08. | ( X6-( X.+9%ქ ჯძყ. 

გ ბ ((1+X+9ძ) ი.ბ 
–+თ “+ თ , +, +-90 

609. ( ( დC-»X"-ს ძXძყ. ი. ( (– _ ძX9M 

–თ თ –თ (1 | ტ4ყე? 
-·+ლთ + +Cო= , 

გ ძXVMძ2 

§11. | ( 1 (#-Lყ?-L2?-I-1)? 
0. 0. 0 

ს , 
12. წ _ _ Xყ0XძVყძ2 

1 1) 1 C (X2--/2+21+1)3 

5
 

ბ) წყვეტილი ფუნქციის შემთხვევა. თუ /(CC, ყ) ფუნქცია უწ- 
ყეეტია შემოსაზღვრული დახურული 5 არის ყოველ წერტი "ლზე, გარდა # (მ, » წერტი- 

ლისა, მაშინ 

I – (ი I/ყ = ათს II. ICC, V) ძXVVყ, 

სადაც 5 არე მიიღება 5 არიდან 6-რადიუსიანი «სეთი წრის ამოღებით, რომელიც შე– 

იცავს # წერტილს. თე მარჯვენა ნაწილში მოთავსებული ზღვარი არსებობს, მაშინ გან- 
სახილავ არასაკუთრივ ინტეგრალს უწოდებენ კრებადი, წინააღმდეგ შემთხვევა– 

ში–-განშლიადს. · 

ასევე განიმარტება არასაკეთრივე სამჯერადი ინტეგრალი წყვეტილი ფუნქციი- 

სათვის. 
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გამოთვალეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

CVXძყ 
§19. 1-2 #27 ; სადღაც § არე X-+-ყ?<L წრეა. 

5L4. (| 11 ––––-–--- 7 27 –==---მყ, სადაც 5 არე X“-+ყ:ბლ! წრეა. 

- 1IVV+V + --2 _ 515 I IC 2. - 

-ყ/" 1-2? 

დიუსიან სსფიროს, როზლის ცენტრი კოორლინატთა სათავეშია. 

516. III III(X”--ყზ-- 2 )ძამყძ2. სადაც ” წარმოადგენს /2-რალიუ- 
V 

თXძყძ2, საღაც V წარმოადგენს 8-რა- 

სიან სფეროს, რობლის ცენტრი კოორდინატთა სათაეეშია. 

§ 19. წირითი ინტეგრალები 

1". პირეელი გვარის წირითი ინტეგრალი, ეთქვათ, X0V სიბრტყეზე მოცემულია 

გლუეი L წირი, მასზე ავიღოთ ორი , და 8 წერტილი, # (X, ყ) იყოს L წირის წერტი- 

ლების უწყეეტ: ფუნქცია. L წირის ,/ 8 რკალი დავყოთ რანმე წესით IL ნაწილად ,1=- 

=/ია, 4), 42....:4 ი= 8 წერტილებით, ყოველ #4, 14,=05; ((==1.2....,I) დანჯკყოფ– 

ზე ავიღოთ სებესმიერი /VI; (=;, 1I/) წერტილი და შევადგინოთ ინტეკრალერი ჯამი; 

” 

?. (§,, იეტი. 

(=1 

ძ ასოთი აღვნიფპნოთ #§; რკალების სიგრძეთა შორის უდიდესი. თუ არსებობს აღნიშ- 

ნული ჯამის სასრული ზღვარი, როცა ძ->0 ღა ის არ არის დამოკიღებული არც Lწი- 

რის დაყოფის წესზე და არც #1; წერტილების არჩევახე, მაშინ ამ ზღეარს ეწოდება 

ჩი:, ყ) ფუნქციის პირველი გვარის წირითი ინტეგრალი 48 წირზე და 

აღინიშნება ასე: 

( ი, ყ) ძე = წამს 32 ჩ(§,. IM02#M§9, 

48 

სადაც ძ§ რკალის დიფერენციალია. 
პირველი გვარის წირითი ინტეგრალისათვის გვაქვს: 

Iბ, #(X,ყ)ძ5== ( ჩი; ყ)ძ§ 

48 ხ4 
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როცა წირის განტოლება მოცემულია ყ=CVXX) სახით, მაშინ 

ხ 

( ჩ(X, ყ)ძ§ = 1 ჩ(ცი(ეIV1+ დი ძ», 

#48 ძ 

სადაც ი და ხ წირის 4 და 8 წერტილების აბსცისებია. 
თე წირის განტოლებები მოცემულია პარამეტრული სახით: X= XI), M=Vყ(I), 

მაშინ 

(ა 

| ჩიასყ)ძე = | XIXCI), ყ(I)) V X“-I-ყ” ძ/, 

ტჩ 1 

სადაც #, და /: არის / პარამეტრის ის მნიშვნელობები, რომლებიც შეესაბამება „4 და 8 

წერტილებს, 
თუ წირის განტოლება მოცემულია პოლარელ კოორდინატებში: „= /(დ) (თ<(5: 

ლიე), მაშინ 

დე 

( ჩ? (იყ)ძა = ' ? (-C05 თ, # §|იდ)V,5-L „> ძდ, 

დ, 

ანალოგიურად განიმარტება წირითი ინტეგრალი სივრცითი წირის შემთხვევაში. 

კეღძოდ, თუ სივრცითი წირის განტოლებებია X==X(I), ყ=V(I), 2==7XI1), (/,<-1<-IM), 
აძი 

ჯა 

| ჩ(ჯ, ყ, 2) 4-- | LLX(I), ყ(I), 2(I)) VX -I- ყ'1-- 2> ძI( 

48 ” 
გამოთვალეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

517. 1-- ,” 

ბული #C, –- 2) და 80; 09)  თურტიღებს შორის, 

  , სადაც L არის ყ=-- -–-2 წრფის მონაკვეთი მოთავსე- 

ძ5 
518. ==, სადა L არის წრთის მონ თი მოთავსე– § | == 55 ადაც წრფ აკვე ავსე 

ბული 0 (0; 0) და /X1; 2) წერტილებს შორის. 

§19. 154 ძა, სადაც L არის ყ == 3# პარაბოლის რკალი მოთავსე- 

ბული #(1; –) და 8(2; 2) წერტილებს შორის. 

590. | X-, სადაც L არის ყ=IიX წირის რკალი, როცა 1<X<2. 

L 

§91. | ძნ, სადაც: 1) L არის X2-+/”=ი" წრეწირის რკალი მო- 
, 

თავსებუ ლი პირველ მეოთხედში; 
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2) L არის იმ მართკუთხედის კონტური, რომლის წვეროებია 0 (0;0), 
#4ტ04; 0), 80; 2). C(0; 2) წერტილები. 

წაი, | Vძა, სადაც L არის ყ?=2იX პარაბოლის რკალი, რომელსაც 
L 

ჩამოჭრის X” =2იყ პარაბოლა. 

ნივ. | »ყძა, სადაც L არის X=ი C05/, ყ=ხაI!ი/ ელიფსის რკალი 
L 

მოთავსებული პირველ მეოთხედში. 

694. I ყ"ძ5, სადაც L არის X=0(/--5I0 7), ყ-=0(1 –– 00§ /) ციკლო- 
L 

იდის რკალი, როცა 0<-/ლ2X. 

§95. | ყნ-”ძ5, სადაც L არის X=Iი(1+/?), ყ=2იMCLC-/ წირის 
L 

რკალი, როცა 0<7ლ=1. 

წ96. | VX+# ძ5, სადაც L არის X=0(005/-L75Iი/), ყ =0(510/-- 

L 
–/C05/) წირის რკალი, როცა 0=/<2». 

697. | (X+/) ძა, სადაც # არის /?=ი? ლ0§ 2დ. ლემნისკატის მარჯ- 
L 

ვენა ფოთოლი. 

698. I (X“-+Lყ")ძ5ე, სადაც L არის ”=06? ლოგარითმული ხვიის 

L 

რკალი 4(ი; 0) წერტილიდან .0 (0; ––ლ=) წერტილამდე. 

§99. I VX?+ყ" ძა, სადაც L არის X?”-+Vყ?=იX წრეწირის კონტური. 

L 

530. | (C2-ყ”ძა, სადაც L არის X-+4=ი? წრეწირის კონტური. 
L 

  

. 9 7533 
ნ31. – სადაც L არის X=IM, #/=>, 7= 87 წირის რკა- 

ვ L 

ლი, როცა 0ლ/ლ<1. 

ნვი. I თ.-/+-2, სადაც L არის X=ძ005, Vყ=035IIIV, 2=ხ% 

L 

წირის რკალი, როცა 0=1<2%. 
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538. | V 20-4-> ძა, სადაც ს არის X-Lყ"+-2 =ი?, ყ=X წრეწი- ) V 
რის ის ნახევარი, რომელშიც 2>0. 

584. I (++ ყ)აი§, სადაც L არის IXპბ-+Lყ?-+L2 =Iბ?, ყ=-X წრეწირის 

L 
მეოთხედი, რომელიც მოთავსებულია პირველ ოქტანტში. 

2, მეორე გვარის წირითი ინტეგრალი. ვთქვათ, X0ყ სიბრტყეზე მოცემულია 

გლუვი L წირი. მასხე ავიღოთ ორი „4 და 88 წერტილი. IXXჯ, ყ) იყოს # წირის წერტი- 
ლების ეწყვეტი ფუნქცია. L წირის # 8 რკალი დავყოთ რაიმე წესით # ნაწილად 4= 

=/ი, #L. 45 ,...,. 4ი=8 წერტილებით. ვთქვათ, 4,. წერტილის კოორდენატებია 
(დ, ყე ((=1, 2,.., ი). ყოველ 4/-14/ დანაყოფზე ავიღოთ ნებისმიერი /VM/(65;, 9ი 
წერტილი და შევადგინოთ ინტვ გრალური ჯამი: 

ჩ 

ა M(Cწ,, დე რ#X,, სადაც 4X,.=X-XV-. 

(=1 

ძ ასოთი აღენიშნოთ #10XI რX;|. თუ არსებობს აღნიშნული ჯამის სასრული ზღეარი, რო- 
ცა ძ–>0 და ის არ არის დამოკიდებული არც # წირის დაყოფის წესზე და არც #M(; წერ– 

ტილების არჩევაზე, მაშინ ამ ზღვარს ეწოდება MX, ყ) ფუნქციის მეორე გვარის წირითი 
ინტეგრალი ჯX-ით 48 წირზე და აღინიშნება ასე: 

ნ (ჯ, ყ)ძX=I! ჩ(ღL,, ი6)რX. ( ა ირ– სია“ §/, M(V,))ტრX; 

#48 (=1 

მეორე გვარის წირითი ინტეგრალისათვის გეაქეს: 

( ნ(:, ყ)ძX= – L (X, Vყ)ძX. 

#8 84 

ანალოგიურად განიმარტება I 0 (X, 9) ძყ და ( ი(X, ყ)ძX+ 0(X, ყ)ძყ 

48 #8 

წირითი ინტეგრალები. 

თუ ყ=დ(0) არის L წირის განტოლება, მაშინ 

ხ · 

L ჩნCთ,ყ)აძX- 04 = | (ჩხი,დიუ|+ 0(X,დიიIდ”(X)) ძX, 

სადაც 6 და ხ წარმოადგენს # ღა 8 წერტილების აბსცისებს, 
ვ თუ წირის განტოლებები მოცემულია პარამეტრული სახით X=X(/), ყ=VI(I!), 
აშინ · 

,. . 

( ჩი;,/)ძX+ 0(X, ყ)ძყ = | (LXC), V(0IX (ჩ+ CLXC0, ყ(ი01V/ (014L, 
48 /, 
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სადაც 7, და /: არის / პარამეტრის ის მნიშვნელობები, რომლებიც შეესაბამება „ და 8 
წერტილებს, 

თუ 48 სივრცითი წირის რკალია, მაშინ ანა=ოგიურად განიმარტება წირითი ინ- 

ტეგრალი 

| I, ყ, 2) ძX-)- C(X, ყ, 2) ძყ-L Iბ(X. II, 2) «I7. 

ტყ 

გამოთვალეო შემდეგი ინტეგრალები: 

535. | 2იიძა-- რძ", სადაც L არ”ს წრფის მონაკვეთი, რომელიც 

L 

აერთებს 0 (0; 0) და „” (2; 1) წერტილებს. 

530. | #41 XV, სადაც L არის 4(1; 1) და (2; 2) წერტილების 
1 X2+ყ/ 

შემაერთებელი ყ=X წრფის მონაკვეთი. 

§37. | ლ05ყ0X--51იXIყ. სადაც L არის #4 (2;--2) და ,8(C-2; 2) 

L 
წერტილების შემაერთებელი წრფის მონაკვეთი. 

ზეკ. | _ »Cი§ ყ ძX--ყიX/, სადაც L არის 0 (0; 0) და MI (=;2=) 
L 

წერტილების შემაერთებელი წრფის მონაკვეთი. 

§ქე9, I C--ყეძე, სადაც L არის ყ=X? პარაბოლის რკალი, მოთავ- 

L 

სებული 0 (0; 0) და „4(2; 4) წერტილებს 'მორის. 

540. | 2Xყძ»- -ყშძყ, სადაც L არის X=2ყ? პარაბოლის რკალი მო– 
L 

თავსებული 0 (0; 0) და «4 (2; 1) წერტილებს შორის. 

541. I (4X--)ძX+ 5XVძყ, სადაც L არის #=3X? პარაბოლის რკა- 
L 

ლი, მოთავსებული 0 (0; 0) და „8(1; 3) წერტილებს შორის. 

540. | ცრ 2ყ)ძა+- რ 2)ძყ, სადაც L არის V=X პარაბო- 
L 

ლის რკალი, მოთავსებული 4 C-–1; 1) და #31; 1) წერტილებს შორის. 

543. | Xყ--ყძ», სადაც L არის X=0 00% /=ი5I0) 1 წრეწირის ზე- 
L 

' დანახეეარი, აღებული საათის ისრის მოძრაობის მიმართულებით. 
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544. | ყძX+-ძი, სადაც L არის X= 0C0§/, ყ=ხ5Iი/ ელიფსის 

L 

ზედა ნახევარი, აღებული საათის ისრის მოძრაობის მიმართულებით.. 

548. L (20--/)ძX-MIყ, სადაც # არის X=თ0თ(--5I0 7), V=0ი(1-- 
L 

–-05 70) ციკლოიდის რკალი, აღებული 0ლ/ლ2» მნიშვნელობისათვის. 
ი) 

აძე ყზქ» . 
510. 299--V0ძX სადაც L არის X= #2 ლ051/,, V=25ი“ ას- 

მ. 3. 
V” #X +ყ 

ტროიდის რკალი, მოთავსებული 4(/2; 0) და 8(0; 1) წერტილებს შო- 
ის. 

§47. მოცემულია #4(2; 0) და 8(2; 2) წერტილები. გამოთვალეთ 

10+/4+ ინტეგრალი: )) 08 წრფის გასწვრივ; 2) ყ= = პარაბო- 

ლის 08 ოკალის გასწვრივ; 3) 0.48 ტეხილის გასწვრივ. 
LI 548. მოცემულია 0 (0; 0) და 4(1; 1) წერტილები. გამოთვალეთ 

( XყძX+(ყ-Xძმყ ინტეგრალი: 1) 04 წრფის გასწვრიე; 2) ყ =:X” 

L 

პარაბოლის 04 რკალის გასწვრიე; 3) ყ=:-#X წირის 04 რკალის გასწ- 
ვრივ. 

549. გამოთვალეთ I (L-ყ)ძX--2Xყძყ ინტეგრალი, სადაც L არის 

L 

იმ სამკუთხედის კონტური, რომლის წვეროებია 0 (0; 0), 4(I; 0) და 
8(1; 1) წერტილები. 

§50. გამოთვალეთ ( X9ყ. ინტეგრალი, სადაც L არის იმ სამკუთხე– 

# 
დის კონტური, რომელიც შედგენილია საკოორდინატო ღერძებითა და 

X , ყ – +> =1 წრფით. > + - =1 წრფით 

§51. გამოთვალეთ ინტე გრალი: 1) | XIX+ყძყ-“+(X+ყ–--1)თ2, სადაც 

L 

L არის წრფის მონაკვეთი, მოთავსებული #4 (I; 1; 1) და 88 (2; 3; 4) 
წერტილებს შორის; წ 

2) | ჯმ მყ 22, სადაც #L არის წრფის მონაკვეთი, მოთავ. 
L 

სებული 4 (1; 2-1) და 8(3; 3; 2) წერტილებს შორის. 
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659. მოცემულია #(0ი; 0; 0), 8(ი; ი; 0) და C(0; 0; იძ) წერტილები, 

გამოთვალეთ | ყონ 2ძ/+აი' ინტეგრალი: 1) 0C წრფის გასწვრივ; 

L 

2) 048C ტეხილის გასწვრივ. 

553. გამოთვალეთ | ყ?2ძX-+-72V9ყ--Xყძ> ინტეგრალი X=VC0ყ5 I, ყ => 

L 

=5IM 7, 2=#/ ხრახნწირის გასწვრივ, სადაც 0<-/<2>. 

854. გამოთვალეთ | ყ>ძX+2 V/2? - ყმმყ--Xყძ>2 ინტეგრალი, სადაც 

L არის X =I2005/, ყ=#%51ი /, 2= ხრახნწირის რკალი მისი 2=0 
IL 

სიბრტყესთან გადაკვეთის წერტილიდან 2=-2 სიბრტყესთან გადაკვე–- 

თის წერტილამდე. 

§ 1. გრინის ფორმულა 

გრინის ფორმულა ამყარებს კავშირს ბრტყელ ჩ) არეზე გაერცელებულ ო“ჯეოად 

ინტეგრალსა და ამ არის L კონტურზე აღებულ წირით ინტეგრალს შორის. 

ვთქ.:ათ. 0) არის L კონტურით შემოსახღვრული ბრტყელი არე. თუ #MXX, ყ) და 

მჯ 
ხურულ ჩ არეზე, მაში5 მართებულია გრინის ფორპულა: 

I | ჩია+94=/I( 2: – “ეს 

როცა (ს, ყ)ლ--ყ. C(CX. V)=X, მივიღებთ 

მ 0 
0 (+, ყ) ფუნქციები ში და –- კერძო წარმოებულებთან ეროად უწყეეტია და- 

1 
=–- I XIV–-ყძX 

2X 
ფორმულას, რომლითაც გამოითვლება L კონტურით შემოსახღერული არის ფაითობი. 

თუ 0) არის ყოველ წერტილზე შესრელებულია 

მ” მ0 

მყ 0ძX 

ტოლობა, მაშინ 1 ”ძX+ 0ძყ წირითი ინტეგრალი აღ არ-ს დამოკიდებული ინტეგ– 

რების გზისაგან, 
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"“. გრინის “ფორმულის გამოყენებით გარდაჟმენით შემდეგი წირითი ინ- 

ტეგრალები: 

555. L (/+X)ძX-L (3+-ყ)ძყ. 550. ( C05 2ხM(IX-+2X519) 2ყძყ. 

L IL 

§57. L (20+M-L2X005 ყ)ძX-L (2“V- X-აIი ყ)ძყ. 

L 

538, I VIვ+ყ? ძა VყსV+ III(X+ 1/600--ყ59 )1ძყე: 
L 

გრინის ფორმულის გამოყენებით გამი:თვალეძ, წირითი ინტე გრალები 
და შედეგი შეამოწმეთ მოცემული ინტეგრალების უზუალო „გამოთვლით: 

859. წ ძა+ (X+V)”ძV, ღა L არის იმ სამკუთხედის კონტური, 
L 

რომლის წვეროებია #4(ი; 0), 8(ი; ი) და C(0; ი) წერტილები. 

660. ) 2(+ +ყმ)ძI+(CX+Vყ)იძყ, სადაც L არის იმ სამკუთხედის 

კონტური, რომლის წვეროებია (4 (1: 1), 8C: 2) და C (1: 3) წერტილები. 

გრინის ფორმულის გამოყენებით გამოთვალეთ შემდეგი ინტე გრალები: 

561. L 2XMV+9M9#V , საგაც L არის (C--1)?-L (/--1)9-=1 წრეწირი. 
L X+Vყ . ' 

809. L (X/+X-L ყ)ძX-+- (XV-+X-–/)ძე, სადღაც ს არის X#?-Lყ? =იX 

წოეწირი. 

§6ვ. | ფ/+ ++ )აძX+- 0ფ----)ძყ, სადაც L არის 
L 

L+
) 

' – 

| 
“ს 

ღ
ლ
 I ს
 

“ო
 

ელიფსი. 

564. 1) გამოიკვლიეთ, არის თუ არა დამოკიდებული ინტეგრების 

გსაზე ინტეგრალი , (VL“+-ყ) (IთV-+ყძა); 

L 
2) რა პირობას უნდა აკმაყოფილებდეს /(0ყ)) ფუნქცია რომ 

IIთი (X9IX+ყძყ) ინტეგრალი არ იყოს დამოკიღებული ინტეგრების 

L 

გხაზე. 
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565. მოცემულია 0(0; 0), „1(1; 1) და ,8(1; 0) წერტილები. გამოთ–- 

ვალეთ I ყIX+Xძყ ინტეგრალი: 1) 0.1 წრფის გასწვრივ; 2) X=ყ? 
L 

პარაბოლის გასწვრივ; 3) 084 ტეხილის გასწვრივ. 
566. მოცემულია 0 (0; 0), „1(2; 1) და (2; 0) წერტილები. გაზოთ- 

ვალეთ I 2XყძX-LX"იყ ინტე გრალი: 1) 04 წოფის გასწვრივ; 2) #= 

პარკბოლის გასწვრივ; 3) 08.4 ტეხილის გასწვრივ. 

თუ მეორე გვარს წირითი ინტე:რა: ს ინტეგრალქეეცშა გამოსახულება ს არეში 

რაიმე # (CV, ყ) ფუნქციის სრული დიფერენციალია, ე. ი, 

ჩედ))IX+ C0(X.)იყ =9((XC.V). 

მაშინ წირითი ინტეგრალი ღამოუკიდებელია იზტეგრების გზისაგან და მართებცლია 

ნიუტონ-ლაიბნიცის ფოომელა: 

(625575) (XI) 

| #Mითყ)არX» -L“0(V.ყ)ძყ => | ძII(X.ყ)== II(X2.ყა) – IX), VI), 

(+XIMI) (XV) 

სადაც (ა), M)) და (X, Vე) ინტეჯრების გზის საწყისი და ბოლო წერტილებია, კერძოდ, 

თუ ინტეგრების L კონტური ჩაკეტილია, მაშინ 

I ჩი, ()ძIL+ C0CC ყ)რყ=0. 

გამოთვალეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

(23) (2:1) 

ი67. 1 Mთ0X-+ XIV. ხს68. “ყ0X-=- XXI, 

(–1;2) (2 წ 

(5:12) (2:1) 
869. #XIX+Vყი# 670. L 2ჯყძიX-L XVVIV.- 

(ვცე 2X+V9. (0:0) 

(1;1) 

571 I X(1-+2ყ?)ძX L390%X"--1)ძყ. 
(0;0) 

(3;9) 

§72 («+ 4ჯე)ძა;4+- (6VV1--Cყ)ძყ. 

(-2;-1)



:2; 3;4;:5) 
(3:21) ( |, X.X-+ყძიV--2ძ2 

575. გამოთვალეთ ჯ=ძ0005/, ყ=ხ5Iი/ ელიფსით შემოსახღვრული 
არის ფართობი. 

576. გამოთვალეთ X=0 ლ003'/, ყ =205167/ ასტროიდით შემოსახზღვრუ- 
ლი არის ფართობი (0ლ/ლ27). 

577. გამოთვალეთ Xჯ=0((,-–-5|ი/). ყ=0(1--005/) ციკლოიდის პირ- 

ველი თაღითა და 0X ღერძით შემოსახღვრული ფიგურის ფართობი 

(/ იცვლება 2»-X-დან 0-მდე). 

ნ78. გამოთეალეთ X=20005(-––ი005 2,/, ყ=205I11-–-ი05ი 27 კარდი- 
ოიდით შემოსახღვრული ფიგურის ფართობი (0ლ/ლ2ე2იე). 

679. გამოთვალეთ XX>-+სყ"-–-3იხ/=0 დეკარტის ფოთლის მარყე- 
ჟით შემოსახღვრული არის ფართობი. 

580. გამოთვალეთ X9+ X"-ყზ=0 წირის მარყუჟით შემოსახღვრუ- 
ლი არის ფართობი. 

578. | ყ2:ძX-L 2XII+- XVთ2. 671. 

(1;2; 3) (0;0;0) 

§ 14. წირითი ინტეგრალის გამოქენება მეკანიკაში 

თუ L ბრტყელი წირია, რომლის სიმკვრიეე ყოეელ წერტილში არის ((V, /), მა– 

შინ წირის მ:სა ვამოითელება 

M= I 0(X,V)ძ§ 
#L 

ფორმულით, როცა (XX. ყ)=1. მაეიღებთ L წირის სიგრძეს: (= IV. 

L 

საკოორდენატო ლერძების მიმართ # წირის სტატიკური მომენტებია: 

#I.= I V(0XX, V)ძ5, M,= I Xი(X.V)ძ§. 
L L 

L წირის სიმძიმის ცებვტრის კოორდინატებია: 

#,-%”, ოლია 
VM M 

საკოორღინატო ღერქებასა ღა კოორდინატთა სათაჟის მიმართ L წირის ინერციის 

მომენტებია: 

I>= I ყ?ი(CთV)ძა, /,= I X”ი(X, ყ)ძ§, /ე => I (++ ყ")იCყ)ძ§. 
L L L 

თუ ჩ = ჩ(. /) (4- 0CL, V) / არის ცვლადი ძალა, სადაც #XX, ყ) და 0. (, ყ) უწ- 
ყეეტი ფუნქციებია L წირზე, მაშინ ამ ძაღის მიერ შესრულებული მუშაობა L წირის 

გასწვრივ გამოეთვლება 
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V= I ჩი, ყ)ძX+ 0C, Vყ)ძყ 

L 

ფორმულით. . 

ნ81. იპოვეთ V=IIIL წირის იმ წერტილებს შორის მოთავსებული 

ნაწილის მასა, რომელთა აბსცისებია V 3 დაV8, თუ ყოველ წერტილ- 

ში მისი სიმკვრივე 0 =X?. 

589. იპოვეთ X =00წ/, ყ =25I0/ ელიფსის იმ ნაწილის მასა, რომელიც 
მოთავსებულია პირველ კვადრანტში, თუ ყოველ წერტილში მისი 

სიმკვრივე ტი =ყ. 
583. იპოვეთ X=0ძ0'005 1, ( =0თ6'5II (, 2 =0(! ხრახნწირის რკალის 

სიგრძე 0 (0:0;ე0) წერტილიდან /4(ი; 0; ი) წერტილამდე. 

ნ84. იპოვეთ ჯ=0003 /, ყ =0510 (, 7=ხ! ხრახნწირის მასა, თუ მისი 
სიმკვრივე ყოველ წერტილში ამ წერტილის რადიუს–ევექტორის ტოლია 

დ=/-27ე). 
585. იპოვეთ X =0ი0059/, ყ =ძა!ი?! ასტროიდის პირველ მეოთხედში 

მოთავსებული რკალის სტატიკური მომენტი 0X ღერქის მიმართ და ინერ- 
ციის მომენტი 0ყ ღერძის მიმართ. 

586. იპოვეთ X=)/9?2005,/, ყ=I25აIი/ ნახევარწრეწირის სტატიკური 
და ინერციის მომენტები მისი მომჭიმავი დიამეტრის მიმართ. 

587. იპოვეთ X=2005,!, Vყ=25)!! წრეწირის პირველ მეოთხეღში 
მოთავსებული ნაწილის ინერციის მომენტები საკოორდინატო ღერძები- 
სა და კოორდინატთა სათავის მიმართ. 

588. იპოვეთ ყ=-–-2X+1 წრთის საკოორდინატო ღერძებს შორის 
მოთავსებული ნაწილის ინერციის მომენტები საკოორდინატო ღერძე- 

ბისა და კოორდინატთა სათავის მიმართ. 
589. იპოვეთ X=-0(/–-51ი/), V#=0ი(1--ლი-) ცი,ლოიღის ნახევარ- 

რკალის სიმძიმის ცენტრის კოორდინატები (0ლ/ლ”»). 

590. იპოეეთ X=20005/, ყ =059/, 2 =ხ/ ხრახნწირის სიმძიმის ცენტ- 
რის კოორდინატები (0ლ/ლ»). 

591. გამოთვალეთ # = X/I+ C-LV)ჯ ძალის მიერ შესრულებული ზუ- 

მაობა, რომელიც დაიხარჯება ერთეული "მასის მქონე წერტილის გადა– 

საადგილებლად C0#0; 0) წერტილიდან #4(1; 1) წერტილამდე: 1) #V= 
=X წრფის გასწვრივ; 2) ყ=X? პარაბოლის გასწვრივ. 

წე?. გამოთვალეთ #=(0+V/)/+ 2ჯ , ძალის მიერ შესრულებული 
მუშაობა, რომელიც დაიხარჯება ერთეული მასის მქონე წერტილის გადა- 
საადგილებლად X=0005/, ყ=ძ5IM, წრეწირის გასწერივ (0=/<2ი. 

ჟივ. სიბრტყის ყოველ წერტილზე მოქმედებს მუდმივი #ჩ სიდიდის 

ტოლი ძალა, რომელიც ემთხვევა 0X ღერჭქის დაღებით მიმართულებას. 
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გამოთვალეთ მუშაობა, რომელიც საჭიროა პირეელ მეოთხედმი #” 

მასის მქონე წერტილის საათის ისრის მოძრაობის მიმართულებით გა- 
დასაადგილებლად # + ყ%9=)? წრეწირის გასწვრივ. : 

694, გამოთვალეთ # ძალის მიერ შესრულებული მუშაობა, რომელიც 
საჭიროა "1 მასის მქონე წერტილის. გადასაადგილებლად #Mაიისწა?ა) 

წერტილიდან. /4:(0.ყ;,2) წერტილამდე. 

§ 15, სედაპირული ინტეგრალები 

1“. პირველი გვარის ზედაპირული ინტეგრალი, ვთქვათ, 5 გლ–ლუვი ზედაპირია და 

I(X. ყ. 2) ფუნქცია უწყვეტია 5 1 უდაპირზე, დავყოთ რაიმე წესით მოცემუდი ზედაპირი” 

ჩ ნაალად: 8), .5ე ს-..ს5ია რომელთა ფართობები იყოს #5,, #5: ,..., #45ი. ყოველ 

§,((=1, 9?,...,)) დანაყოფზე ავიღოთ ნებისმიერი ,)1/(6,, 1);, C;) წერტილი და შეგადგი- 
ნოთ ინტეგრალური ჯამი 

” 

1.” /(:, წი C)M§5/. 

1=1 

რ ასოთი აღვნიშნოთ 5, 5 ,..., 5 დანაყოფების უდიდესი დიამეტრი. თუ არსებობს აღ 
ნიშნული ჯამის ზღვარი, როცა ძ–>-0 და ის არ არის დამოკიდებული არც § ზედაპირის და– 

ყოფ-ს წესზე და არც ,M; წერტილ-ების არჩევაზე, მაშინ ამ ზღვარს ეწოდება /LV», Vყ, 2) 
თუნქციი პირაელი გვარის ზედაპირული ინტეგრალი გავრცელებული 5 ზედა- 
3 პირზე და აღისნომნება ასე: 

II / (X, V, 2) ძჭ= საბ. /(6;, 1), L,) ტვე. 

ა= 

თუ 2=((X, ყ) არის 5 დედაპერის განტოლება, ხოლო # არე § ზედაპირის გეგმილია 
წ0ყ! სიბრტყე! ხე და C2 „ღერძის პარა ელური წრფე ამ ზედაპირს მხოლოდ ერთ წერტი§ლ- 
ში გადაკვეოს, მაშინ მართებულია წემდეგი ტოლობა: 

LI IV V, 21ძ9= LL IIX, ყ, დ (X, #I/. I+V „-+დთ ძXძV, 

ჩა ა : 

სადაც ძხ= I 1-+V” «-L დ, ძXძმყ ზედაპირის ელემენტია (დ ფუნქცია და მისი კერ- 

ძო წარმოებულები უწყეეტია დახურულ #) არეზე). 

თუ ინტეგრალქვეშა ფუ5ნქცია გამოსახაგს ზედაპირის 0 (X, ყ, 2) სიმკვრივეს, მაშინ 
ზედაპირის მასა გამოითელება 

M-I | ი(X, ყ, 2)ძ§ 

ა 

ფორმულით, 

ერთგვაროვანი ზედაპირის (ი=1) სიმძიმის ცენტრის კოორდინატებია: 

M=+ I #4.  ყ-= « I/ იძ, 2= +7II 2ძ5, 
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სადაც 5 ძ5 არის ზედაპირის მოცემული ნაწილის ფართობი, ხოლო II XI5, 

(II ყძ5, (/ 2ძ5 ინტეგრალები––სტატიკური მომენტები შვსაბამსაღ Vყ07, 70X და 

„9 ს ხაბრტუვების მიმართ, 

ინერციის მომენტები საკოორდინატო ღერძების მიმართ გამოითვლება შემლეგი 

ფორმულებით: 

/.= I I ფბ 2)ძ, /,= I I ცხ უძ, I,= I I 02-L ყმ)ძ, 
§ § ჯა 

გამოთვალეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

4 
596. LI. (2X-+ 3. ყ+ 2)ძა, სადაც § არის 6X-L4ყ-L32--12 =0 

5 

სიბრტყის ნაწილი, რომელიც მოთავსებულია პირველ ოქტანტში. 

696. | (C+V+24, სადაც § არის 0ლჯლ!, 0ლყ<ლ<1, 0–2<I კუ- 

5 

ბის ზედაპირი. 

§07. | | Xძ§, სადაც 5 არის X2-+/?+ 2? =ჩ? სფეროს ზედაპირის ნა– 
' . 

წილი, რომელიც მოთაესებულია პირველ ოქტანტში. 

698. II (X"-Lყ")ძა,. სადაც § არის 2=V ი" --ყბ ნახევარსფე– 

5 

როს ზედაპირი (2>0). 

§09. | | ;ძ, სადაც 5 არის 2=V X+” კონუსის ზედაპირის ნა- 
5 

წილი, რომელიც მოთავსებულია 7=1 და 2=2 სიბრტყეებს შორის. 

600. LI 209 , სადაც 5 არის 2=X?-+-Vყ? პარაბოლოიდის ნაწი– 
ა X--+L+ყ? 
  

ლი, რომელიც მასზე ამოიკვეთება X#+V“=2 ცილინდრით.' 
გს ყი „9 

601. | (/ 2 ძ5, სადაც 5 არის “+695=>2 კონუსის გვერ- 
5 · 

დითი ზედაპირი (0<2ლნ). 

ძ5 
602. 11%. სადაც 5 არის 2=0, 2=M სიბრტყეებით შემოსაზღვ- 

რული 2+-/- =M0? ცილინდრის ზედაპირი, ხოლო · „ -- მანძილი ზედა- 
პირის წერტილიდან სათავემდე. 
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6ივ. იპოვეთ 0ლ%<1, 0ლყ=1, 0ლ2=1 კუბის ზედაპირის მასა, 

თუ მისი ზედაპირული სიმკვრივე (X, ყ, 2) წერტილში არის XV2. 
604. იპოვეთ X»ჯ + ყ-+- 2 = #2? სფეროს ზედაპირის მასა, თუ მისი ზე- 

დაპირული სიმკვრივე ყოველ წერტილში უდრის ამ წერტილის დამო- 

რებას ვერტიკალური დიამეტრიდან. 

605. იპოვეთ 2=VX +ყ. (0ლ72ლ=!) კონუსის ზედაპირის ინერ- 
ციის მომენტი 02 ღერძის მიმართ. 

606. იპოვეთ X"-+ყ-+ 2 =ი' სფეროს ზედაპირის პირველ ოქტანტში 
მოთავსებული ნაწილის ინერციის მომენტი 02 ღერძის მიმართ. 

607. იპოვეთ X” + ყ“+-2 =ი" სფეროს ზედაპირის იმ ნაწილის სიმ- 

ძიმი ცენტრის კოორდინატები რომელიც მოთავსებულია პირველ 
ოქტანტში. 

608. იპოვეთ ი7=X--+ყ პარაბოლოიდის სიმძიმის ცენტრის კოორ– 
დინატები (0<-2ლ20). 

2”. მეორე გვარის ზედაპიიული ინტეგრალი. ვთქვათ, 5 რაიმე ზედაპირია, რო- 

მელხედაც არჩეულია ერთ-ერთი მხარე, განსაზღვრული # (0§თ, C005 ჩ, C05 4) ნორმა- 

ლის მიმართულებით, /2C, V, 2) იყოს 5 ზედაპირის წერტილების უწყვეტი ფუნქცია. 
დავყოთ რაიმე წესით მოცემული ზედაპირი # ნაწილად: 51, 55 ს... 5, ოომელთა ფართო- 

ბები იყოს #9, (905. ,..., 95ი. ყოველ §ჯ,(1=1, „I დანაყოფზე ავიღოთ ნებისმიერი 

M, (§ MV 90) წერტილი და შევადგინოთ ინტე გრალერი ჯამი 

ა. #CL,, ?/ (43) ტი,, 

(=1 

სადაც #ი; იმ ბრტყელი არის ფართობია. ოომელიც მიიღება §/ დანაყოფის დაგეგმი- 

ლებით Xჯ0Vყ სიბოტყეზე. ძ ასოთი აღენიშნოთ §5,, §:,..,-იჯ დანაყოფების უდიდესი 

დიამეტრი, თუ არსებობს აღნიშნული ჯამის ზღვარი, როცა ძ->0, და ის არ არის დამო. 

კიღებული არც ვა ზედაპირის დაყოფის წესზე და არც #, წერტილების არჩევაზე, 

მაზინ ამ ზღვარს ეწოდება /?(ჯ, ყ, 2) ფუნქციის მეორე გვარის ზედაპირული ინტეგ- 
რალი, გავრცელებული 5 ზედაპირზე; იგი ალიიზხება ასე: 

II I(X, ყ, 2)ძXთყ= ოა M(§/, 1)/, §(0)#§;. 

1=1 

თუ 2=დ(X, ყ) არის 5 ზედაპირის განტოლება, ხოლო #) ამ ზედაპირის გეგმილია X0V 
სიბრტყეზე, მაშინ 

II I?(X, ყ, 2) რიძყ=3+ | IC ყ, დ(X, ყ)IMX4V, 

ა ხა 

სადაც დადებითი ნიშანი აიღება იმ შემთხვევაში, როცა ზედაპირის არჩეულ მხარეზე 

C05X-XC>0, ხოლო უარყოფითი ნიშანი, როცა 005 X<0, ანალოგიურად განიმარტება ზე- 
დაპირული ინტეგრალები: 

I I ”(, ყ, 2)ძყძ?, I I 0C, ყ, შ)ძXძ?, 

ა § 
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სადაც XXX, ყ, 2) და CL(X ყ, 2) წარმოად ჯენს 5 ზედაპარზე განსაზღლერულ ფუნქციებს, 

ხშირად განიხილება სამივე ინტეგრალის ჯამი 

I I (X, ყ. შ)ყძ?-L 0(X, ყ, 2)ძ2ძX-L Iბ(X, ყ, 2)0Xძყ. 

5 

მეორე გვარის ზედაპირული ინტეგრალი პირველი გვარის ზედაპირული ინტეგ- 

რალის საშუალებით ასე გამოისახება: 

I I ჩძეძ>-+L 0ძ7ძX-L IძXძყ-- I | (0 -ი§ თ+ 0 00§ ჩ+- /? C05 +)ძ-5. 
§ წ 

გამოთვალეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

609. (I (X2C-+ყ") ძXძყ, სადაც 5 არის I -+ყ? =I2? წრის ზედა მხარე. 

§ 

610. II 2ძXმყ, სადაც 5 არის X"+ყ?-+2? =IIV? სფეროს ზედაპირის 

45 

გარე მხარე. 

II. || C-- “ძი სადაც 5 არის 2=ჩ-+ V/2--- მ-ე? ზედა- 
5 

პირის ზედა მხარე. 

612. | X 9?2ძX9ყ, სადაც 5 არის 2=-- V იებ?-ბ%-ყ" ზედაპირის 

'8 
დადებითი მხარე. 

61ვ. (1) X9ყძ2--ყძ:ძX--2თXძყ, სადაც 8 არის X--22=2 სიბრტყის 

5 

ზედა მხარე, რომელიც მოთავსებულია პირველ ოქტანტში და ჩამოქ- 

რილია #=4 სიბრტყით. 

61+. (L X20IXVყ--Xყძყძ?+ყ:ძ2ძX, სადაც § არის X-0, ყ=0, 2= 

რ) 

=0, X+ყ--2=1 სიბრტყეებით შემოსახღვრული პირამიდის ზედაპირის 

გარე მხარე. 

61§. | | ყი» ყ"ძდძX-L2"ძაძყ, სადაც 5 არის 2=Vი?--რ-ებ. 
ა 

ზედაპირის ზედა მხარე. 

0616. IL ყ2ძXძყ--2XVIV02-+XVძV2თX, სადაც ა არის X=0, ყ=0, 

5 

7=0, 2=/ სიბრტყეებითა და X”-+ყ'=#? ცილინდრით შემოსახლვრუ- 
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ლი სხეულის ზედაპირის გარე მსარე, რომელიც მოთ :ვგსებულია პირეელ 
ოქტანტში. 

3, გაუსის ფორმულა. გაუსის თორმულა ამყარებს კაეშირს სივრცის არეზე გავ- 

რცელებელ სამჯერად ინტეგრალსა და ამ არის შემომსაზღვრელ ზედაპირზე გაერცე– 
ლებულ ზედაპირულ ინტეგრალს შორის. 

მს მ მ 
თუ #XX, ყV, 7), 0 (X, ყ, 7), I? (XV, ყ. 2) დუნქციები და –– 5, 2 კერძო 

მ. მი' მ? 
წარმოებულები უწყვეტია ასს V არეში, მაშინ მართებულია გაუსის ფორმულა: 

გი 
I I I (+ +2:+ ძXძყძ2 => (L (ჩლრათ-+CC05ჩ-- ჩ”ლ5V)ძა, « 

სადღაც 5 წამ თოადგენს V არის შემომსაზღერელ ზეღაპირს და ინტვგრება ხდება ზედა- 
პარის გარე მხარეზე. 

გაუსის ფორმულა შეიძლება ასეც ჩაიწეროს: 

0? კმ + 1II(>+ 2 ძაძყძ2 = ჟუჟ.. ყ. 

თუ გაუსის ფორმულაში დაეუშვებთ, რომ –=X, 0=ყ, IM=2, მაშინ მივიღებთ 
ფორმულას: 

1 
-V= III ძXიყძ2= = LI Xიყძ?2-L V/ძ?:ძX-L 2ძXVV, 

V ზა 

რომლითაც გამოითვლება 5 ზედაპირით შემოსასღვრული სხეულის მოცულობა... 

იმისათვის, რომ ზედაპირული ინტეგრალი II ჩძყიძ?+ რ0ძ?:ძX+ ძXძყ არ იყოს 

დამოკიდებული ინტეგრების ზედაპირისაგან. ა აეცილებელი და საკმარისია, რომ დახუ– 

რულ V არეში მართებული იყოს შემდეგი ტოლობა: 

გაუსის ფორმულის გამოყენებით გარდაქმენით შემდეგი ზედაპირუ- 
ლი ინტეგრალები: 

II (XC05X-L- ყC05ჩ -I- 22051/)ძ5. 
5 

618. II X'ძყძ2-+-ყ"ძ?2თX-L 2 ძძყ. 
§ 

619. II ყ2ძყძ2-+-2Xძ20X-+-XVძXძყ. 

§ 

690. I | ძეძ? + ბ“ ძა -L ყაძე. 
დ მჯ მყ მ2 
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გაუსის ფორმულის გამოყენებით გამოთეალეთ შემდეგი ზედაპირუ- 

ლი ინტეგრალები: 

ც21. II X9ყძ2--ყძ?2ძX-+-2თXძყ, სადღაც § არის X=0, Vყ=0, 2=0, 

++V7-ი სიბრტყეებით შემოსახღვრული პირამიდის ზედაპირის გა- 
რე მხარე. 

ი99. | | ».ძყძ>+-ყშძიძ»-Cასიძყ, სადაც 5. არის 0<»ლი, 0C/ლი, 
§ 

0ლ2ლ0ი კუბის ზედაპირის გარე მხარე. 

0623. | L X პძყძ2--ყ?ძ2ძX-+-2შძჯXძყ, სადაც ა არის X-Lყ-+- 2 =ი" 

5 

სფეროს ზედაპირის გარე მხარე. 
22 

0694. II (VC05 თ-LVC05 ჩ-+- 2205 7)ძ5, სადაც 5 არის – 2+% +“ = 

ელიფსოიდის გარე მხარე. 
695. იპოვეთ ჯ=0, ყ=0, 7=0, X+Vყ+2=1 სიბრტყეებით შემოსაზ–- 

ღვრული პირამიდის მოცულობა. 

650. იპოვეთ X“-+ყ“-+2' =ი? სფეროს მოცულობა. 

4? სტოქსის ფორმულა, სტოქძქსის ფორმულა ამყარებს კავშირს არაშეკრულ ზე– 

დაპირზე გავრცელებულ ინტეგრალსა და ამ ზედაპირის შემომსახღვრელ კონტურზე 
აღებულ წირით ინტცეგრალს მორის. 

თუ # (CV, ყ, 2), 0 (X, ყ, 2), /?(X, ყ, 2) უწყვეტ:დ წარმოებადი ფუნქციებია § ზე– 

დაპირზე, ხოლო # –– ამ ზედაპირის სახღვარი, მაშინ მართებულია სტოქსის ფორმუ- 
ლა: 

· მ? მ0 მ” მ”? C0§C ( 164++04/+ჩ= || მ/შ? + 2: “3; ლ05ჩ ++ 

მხ 
+(>-V ) =- !005C 14" 

მყ 

სადაც 005 თ, 005 ჩ, C05 +“ წრ იმ ნორმალის მიმართულების კოსინუსებია, რო- 
მელიც 07 ღერძთან მახვილ კუთხეს ადგენს. 

სტოქსის ფორმულა შეიძლება ასეც ჩაიწეროს: 

მ ძ მ” მ ') I ჩძL-+-0ძი+LMბძ: -II(%- )““ >L _ 1 ძ·ძ: +L>-ა, ძXძყ. 
#L. 

თუ ?, 0 და /? უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციებია სივრცის შეკრულ # წირზე, 

მაშინ Iნთ-+- 0ძყ+ IIძ2 წირითი ინტეგრალის იატეგრების გზესაგან დამოუკიდებლო- 

L 
ბის აუცილებელი და საკმარისი პირობებია: 

მ” მ0 მ” მ”? მი _ მ? 

მყ მჯ” მ2 მ” მX. მშ/ყ. 

5. ნ. დურგლიშვილი 
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სტოქსის ფორმულის გამოყენებით გარდაქმენით შემდეგი ინტეგ- 
რალები: 

697. | ყძა--2ძყ-- აიიი. 698. |ფ--თძა»+-0+-9ი/+64+ყ9ძ. 

L L 

ც9იი, I (I“-–-ყუძX -+(ყ-–-2>იძყ-L (2?-–-XV)ძ?. 
L 

სტოქსის ფორმულის გამოყენებით იპოვეთ მოცემული ინტეგრალები 

და შედეგები შეამოწმეთ უშუალო ინტეგრებით: 

_____ ___ 
L 

წრეწირი, ხოლო 5 წარმოადგენს X”-I-ყ“-+-2” =ი" ნახევარსფეროს ზე- 
დაპირის ზედა მხარეს. 

651. I ყ'ძX-+->ძყ-+ძ?, სადაც L არის 4(თ; 0; 0), 80; თ; 0), 

C(0; 0: ” წვეროების მქონე სამკუთხედის 4864 კონტური. 

ცვ». სტოქსის ფორმულის გამოყენებით გამოთვალეთ I ყძ«+ყძყ+ 

L 

+ 2ძ2 ინტეგრალი, სადაც L არის X-+ყ?=1, 7=1 წრეწირი, ხოლო 5 
ზედაპირი –– წრეწირზე გადაჭიმული 2=2--(X-ყ) პარაბოლოიდი. 

ცვვ. სტოქსის ფორმულის გამოყენებით აჩვენეთ, რომ 

IV>0X-+->იყ+ ყი 

L 

ინტეგრალი ნულის ტოლია ნებისმიერი შეკრული კონტურის გასწვრივ. 
შეამოწმეთ ეს ინტეგრალის გამოთვლით 048 სამკუთხედის კონტე- 

რის გასწვრივ, სადაც სამკუთხედის წვეროებია 0#0; 0; 0), (1; I; 0), 
8(1; 1: 1) წერტილები. 

ცვ4. იგივე | (ყ+2)ძX-L(C2-LXძყ -L (L + ყ)ძ? ინტე გრალისათვის (იხ. 

L 

ამოცანა Mრ6ვვ), 
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III თავი 

მწკრივები 

§ 1. რიცსვითი მწკრივი 

1?. ძირითადი ცნებები, უსასრულო IV, M9,..., I... მიმდევრობის წევრებისაგან 

შედგენილ 
ილ 

“I II2-I- ... + I(XL ...= ბ, Mი (1) 

I1=1 

გამოსახულებას ეწოდება რიცხვითი მწკრივი. Mი-ს ეწოდება მწკრივის ზო- 

გადი წევრი, ხოლო 5ც=V+I0იL...+ IM ჯამს –– მწკრივის ი-ური კერძო 

ჯამი. როცა /1 გაირბენს 1, 2, 3,... მნიშვნელობებს, მიიღება კერძო ჯამების მიმდევ- 

რობა: 5), 559,...,95ი,.... თუ არსებობს სასრული ზღვარი 

ი 5,=5, 
M#->0ი0 

მაშინ (1) მწკრივს ეწოდება კრებადი, 5 რიცხეს კი––მისი ჯამი. თუკი IIთ 5ი 
”->ი0 

არ არსებობს ან უსასრულოდ დიდია, მაშინ (1) მწკოიეს ეწოდება განშლადი 

და მას ჯამი არა აქვს. 

#ილ=5-ზე=/ი+I+ II.-5 +... 

სხვაობას მწკრივის ნაშთი ეწოდება, 

თუ მწკრივი კრებადია, მაშინ 

1). I/ე=90. 
I–>00 

ეს არის მწკრივის კრებადობის აუცილებელი პირობა. 

იპოვეთ ზოგადი წევრი შემდეგი მწკრივებისა: 

== 1 1 
+. LL. +... 686. 1 + 1 +-  +L.. 63წ. 1+ – 

7 1.2 3.4 5-6 
    

ვ 4 
637. 1+-+-+<+- 638. +“ -+- 1. 1 11... 

  

12 20 

ვ 4 5 6 1 2 3 
ივი. -– + -- –---– ++... 630. _“ , 

2: ' 32) ტ# 5? 101 201 301 შო 

2 4 6 8 1.3.5 1-.-3.5-7 
641. “LL _-L- +-- +... 649. 1. + ჯეის. 

518 11 14 2 117102710 
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ზოგადი წევრის მისედვით დაწერეთ. მწკრივის პირველი ოთხი წევრი: 

    

ც1 3-2. 
648. V,= · 644, („=> 

I-+1 /)7“-L 1. 

ლ0V7)) ი" 
01წ. C= (ი , 046. II, = (–1/0–. 

(I)? 
647. ყელ=–-- (პირველი სამი წევრი). 

(21)! 

648. ს,= ” #9--1 –-VMI.C-I (პირეელი სამი წევრი). 

..შეამოწმეთ, შესრულებულია თუ არა მწკრივის კრებადობის აუცი- 
ლებელი პირობა შემდეგი მწკრივებისათვის: 

  

  

, '5 1 1 1 "649. 1 .. 650. აე... 
+: +2:1+ ალლ თ 23 1 8.2 

9” 7 1 2 ვ 
(კა _._ C6წ9. ““--- L-- -- IL... 
5 ისაი –1<5 63 1 23 + ვ.) 

1 ვ 1.3, 5 0წვ + “ს ნიმ. . ++. +... 
13 ' 8.51 5.7. 2 1 212! 

იპოვეთ შემდეგი მწკრივების ჯამები: 

C 

  

1 
556. ბ, M(M+1) 466. აალე ა) 

I1==1 II==1 

= 1 1 
ბზ -- ცვვზს 67. ა, (20-–1)(2#-1) 5. (30-–2)(30+1) 
11=1 ILI=1 

1 << :1 
668. 

M==1 

2, (IL-+-2)(I-L4) 660. ბ, (4, –3)(4ჩ-L1) ” 
M1==1 

9. ლ: ი ვი.L5ჩ 

661. ბ, ვ. 669. ბ, –––, 158 
/1==1 I11==1 

<= ვიკ 2 “+ 2M+1 
ქო-დ_ 64. ეეე. ბვ. 2 ი 864. 2"  %- 1) 

IM=–1 
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2”, დადებითი მწკრივის, კრებადობისა და განშლადობის საკმარისი პირობები, 
(ნი შეღარების პირ.ეეელი ნიშანი. ეთქვათ, 

IL I(გ41- ...-- Iწი4-... () 

და ' 
, მე“ თ ...-+- მა--... (თ 

დადებითი მწკრივებია. თუ რომელიმე წევრიდან დაწყებული ია< ლყი ღა (9) გჯკრუივი 

კრებადია, მაშინ კრებადი იქნება აგრეთვე (II) მწკრივი. პირიქით, თუ რომელიმე წეე- 

რიდან დაწყებული („=> ყი და (ა მწკრივი განშ ლადია, მაში§ განშლადღი იქნება (I((12წკრი- 

ვიც. 
ბ შედარების მეორე ნიშანი. თუ არსებობს Lასრხული და ნულისა- 

“ 
გან განსხვავებული ზღვარი 11. – მაშინ (() და (0) მწყრივები ერთდროულ:დ 

II->C » თ... 

კრებადია ან განშ ლადი: - 

შედარების პირველი ნიშნით სარგებლობისას უფრო მოხერხებულია გამოვიყენოთ 

გეომეტრიული პროგრესია 
“ 

C 

ბ, იე" (0550), 
#=1 

რომელიც კრებადია, როცა I9I< 1 და განზლადია, როცა |0I>>1, და 

ი 

2. 9 
,=1 

მწკრივი, რომელი/) კრებადია, როცა თ>L და განშლადია; როცა თ< I. 

შედარების პირველი · „ნიშნის გამ ოყენებით გამოიკვლიეთ · კრებადო- 
ბა შემდეგი მწკრივებისა:' 

1 ურო“, 1 
665. 1 – –. CC _ '“... == ... 

რუი 5 ვე ქლიბი, 

1 1 1 
666. 1 _–_–_...- ” 

+ 2.5. 18.5 + 1. 5M-1 + 

იმან მატერეუდე" ” 

ყი3 ვ0 3? 5) L 30 3” 
668,   +   ვ. 2: ვ 

  

++   + ... 

1 1 1 
669. +752 LIV73- 1 ... + 7=I I .. 
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1 670. + – LL  .–-+.. 
1ი2 = + 1ი 4 ჯო IIIIწ.2> 29) 

ლიი ი 1 

671.2. _ 1 . 679. ბ, #-+-1--059C. 

ი”=1 I1'-–+ 51021 (#=1 

ლ CC 
I-61. ო”! 

78. 074. · 
ს ა), V იმ. 7 ა, ,3 

1L= 

ლლ 

– 1 1 
67წ. „გღეღე==–.. 670. „ააეუღუეუეუეა–== 

» V M(I---1) ა V IIII+1) 

შედარების მეორე ნიშნის გამოყენებით გამოიკვლიეთ კრებადობა 
შემდეგი მწარივებიბა! 

677. 1+ -+ -+< -+. +“ +. 
2/'–1 

1 

678. – +-- +, LL." + 400+1 +." 

. მ . ჯ .- ჯ. 
67. 50 –--I5I1 --. .. 5II1 --- ... 2 +890 ი + მია + 

1 1 
680. – ++ + .. + #6 

გ =< 1 იც ა | „?-L2 
681. 10 –. 9”. · 1 ?, 8Iი. – ა ი 9 I1 

M#=1 M-==1 

    

  

გ) დალამბერის ნიშანი. თუ მოცემულია დადებითი მწკრივი 

Iს+I:5+...+Vტ-+L... (1) 

და არსუბობს ზღვარი 

IIIII 2 ი, 
ჩათ Vი 

მაშინ (1) მწკრივი კრებადია, როცა 0<1, განშლადია, როცა 0>1; თუკი 0=1, გეაქვს 

საეჭეო “შემთხვევა. 

დ) კოშის ნიშანი, თუ არსებობს ზღვარი 

MIთ " 
M->>% V II =წ) 
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მაშინ (1) მწკრივი კრებადია, როცა 0<1, განშლადია, როცა 0>1; თუკი ძ=-1, გეაქვს 

საეჭვო შემთხვევა. 

ე კოშის ინტეგრალური ნიშანი. თუ (V=:/(II), სადაც /(X) არის 

დადებითი, მონოტონურად კლებადი და უწყვეტი ფენქცია, როცა X>ი>>I, მაშინ (1) 

მწკრივი და 

–+თ 

I I(X)ძX 

ძ 

ინტეგრალი ერთდროულად კრებადია ან განშლადი. 

დალამბერის ნიშნის გამოყენებით გამოიკვლაეთ კრებადობა შემდე_ 
გი მწკრივებისა: 

ოუ 684. ა: 2. 
I=1 

    

  

C2 ი 

1 1 
68წ. ?, –-. 686. უსი ი 

”! 3. 
I1==1 #1==1 

ლი MI = ვი ია). -რ-, 08) –-- 7, 1C ' #7, 2M0ი+1) 

ლილ 2M-1 > 4-3 
68 · აეაა–__აეეაეა– · 2. 9 C/57 690 ., 7 8.3. 

#:-=1 

ლი <=. ვი! 
0691. · 69Cი. ბ, · 

ჭ-1 2 +1 ე“ 

Cლ6 ლთ 1 / 1 აშ (/II)? 
693. _ -- 694. 
2, / ( 4 ) – (2/1)! 

  

ლ „ვ 2 I ” ი MI 
69წ. –. 696. =-, 

» 2 3 MV7 

  
  

I1==1 #=1 

9 ჩ ილ ჩ ? 

697. · 698. ბ. ( ) · 
2 21 – 2/-+1 
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კოშის ნიშნის გამოყენებძთთ გამოიკვლიეთ კრებადობა შემდეგი 

მწკრივებისა: ' 

  

  

ა. | I1-C 1 ი. ა. 1 

ბებ. 7 ,L 2-1)” 700. / , 1ეM(L+1) 

Cთღი დღა 

. 2 1 
101. §9|ე" –. 709. 2 80 -- · 

#1==1 ჩ IL=1 ” 

დ. ეი დ ვი 

70ვ. ბ, = · 201. >, #.2ი“ 

I1==1 :|==1 

-. 11 5-1 201 
705. 1, (+) · 700. >. წო 

I1==1 I-= 

  

– (=
> 

“ვ
 

ლ
.
 

“
ა
 

=|
I+

 
.
 

.
 

7
 

«ვ
 

(<>
) ი 

IL
 
18

 
–
 

(
ე
 
|
 
ი
 

53 
1> 

++
 |”

 

ს
 

7 LI 
        

I1=1 /1==1 

ი 

1 ჩ 

709. 1L.- |. 
2 ' 31. 

კოშის ინტეგრალუოი ნიძნის გამოყენებით გამოიკვლიეთ „კრებადო– 
ბა შემდეგი მწკოივებისა: 

  

    

  

711, სულ– 61 719, > 23. 

718. თ : 714. 2. ლოუ 

?16. IX უთ 716. » უიი ' 

717. IX იფ ?18. >» == · 
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1 29... 1 
719. ფფიიოლოლიბესიი=-, 72520. ––” 

ბ, (20 – 1)V2/ –1 24 (00+1)0-1 

– 1 , 

721. ჯაზ. ს აეებლელს 
23 2/L" +1“ – (21–1)2/ 

ი” ა ლო ” 

728. § (ი. ?=14. (1-5) 

#-=) Vი /1==1 1+/" 

3. , ნიშანმონაცვლეობითი მწკრივები. აბსოლუტური კრებადობა, 

ნიშავმონაცვლეობითი მწკრიკი აLე ჩაიწერება: 

II --/Iვ-I- (პე –- IL ...+-(-1)ბ- („+ ..., (1) 
სადაც I, (72, Iვ,... დადებითი რიცხვებია, 

ნიშანმონაცვლეობითი;:მწკრივისათვის მართებელია ლაიბნიცის თეორემა: 

თუ I(1>/M:>4>... და 1III V„=0, მაშინ (1) მწკრივი კრებადია და მისი ჯამი 5<V/, 
"I. . 

ხოლო ნაშთის აბსოლუტური მნიშენელოაა წაკლებია §ჯ8გდებული პირველი წევრის აბ- 

„სოღუტერ მნიშვნელობაზე, ე. ი, 

სსა < ა. 

ვთქვათ, მოცემულია 

: (0-C ი I(ვ+ ...+ II+.. (2) 

მწკრივი, რომლის წევრებს ნებისმიერი ნეშნები აქვს, ამ მწკრივის წევრთა აბსოლუტუ– 

რი სიღიდეებისაგან შევადგინოთ ღადებითი მწკრივი: 

II.I+ II-I“ |IIე1+ ...-- III ,I+ ... (3) 

თუ (3) მწკრივი კრებადია, მაშინ კრებადია (2) მწკრივიც და ამ უკანასკნელს აბ სო– 

ლუტურად კრებადი ეწოდება. თუ (2) მწკრივი კრებადია, ხოლო (3) განშლა– 

დი, მაშინ (2) მწკრივს პირობით კრებადი ეწოდება. 

გამოიკვლიეთ აბსოლუტურად კრებადია თუ პირობით კრებადი შემ- 

დეგი მწკრივები: 

  

ლ ლა – 1პ15-1 –.1პ5-1 

2. 3-2 აგ 3 ს C-ა 
_ ”” –) (27 -–-1)? 

IL== IL1=1 

C ი · .. 
(–- 1)5-1 8I17Cთ..., 

?07. ». “2? 728. ჯ, უი 

I1:=1 I11==1 ' 

73



729. 3, _C-1" 730. ა) (–1ეე. 
–4 #I0იჩ –) VM8 

ლ ი 
(–- 1). მშია, 

781. 2, 6I1–5 825. მე“ 

11==1 

(– (ს 9 : ” “ 

788. ასათ . ?84. :, (- (>) · 
M=1 #==1 

თ CC 
(--1)” 27-L1 
–-=– _ /VI-1 –-–-–-, 78. ა, ხ>-. 786. 2 ( “ით +9 

იპოვეთ მიახლოებითი ჯამი (სიხუსტით 0,01) შემდეგი მწკრივებისა: 

ი ( = 1)8-1 (– (–1)4-1 

?გ?. ა, ”! ?88. უხლი (2/)?!..” 
#==1 #=1 

4”. მოქმედებანი მწკრივებზე. კრებადი მწკრივი შეიძლება წეერ-წევრად გავამ- 
რაგლოთ ნებისმიერ # რიცხეზე, ე. ი. თუ 

Iს+ ILა+ Vვე-I- ...L IL ...=58, 
მაშინ 

IL ჩI(ი-I- ”ივ+- ...-L Mჩ(Iა-L ...= 

თუ მოცემულია ორი კრებადი მწკრივი 

'ს+IIსV-+L Vვ- ...+IIი-L...=8,, (V) 

9ხ.+ ი-L ხეL..+ წი-L ...=–8ე, (V) 

მაშინ მათი ჯამი და სხვაობა ასე განისაზღვრება: 
(I(I1+ C,)-L (((2+ ში)-L (((ე« ყე)+ ...-L (I/ + Vხე)-L ...= 51 + §5ა. 

(ყ) და (ს) მწკრივების ნამრაგლი ეწოდება 

: C + 0ა-+L Cე+ ...+ ნ6ი+... (ი 
მწკრიეს, სადაც 

C ==! ხს, Cა= I ხაL იხ), Cე=(L შე-L- II/იშე-L Mე9, .... რია მი IIიხი-1+ ..+-/ი0,. 

თუ (VI) და (1) მწკრივები აბსოლუტურად კრებადია, მაშინ (0) მწკრივიც აბსსოლუტუ- 

რად კრებადია და მისი ჯამი არის 5, 5», 

739. შეამოწმეთ, კრებადია თუ არა ჯამი შემდეგი მწკრივებისა: 

ლი 
1-–/! + (–1)ე–#/. 

ვი დღ ჯ, ვ. “? 
#=1 M=X1 
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740. შეამოწმეთ, კრებადია თუ არა სხვაობა შემდეგი მწკრივებისა: 

ლლ 1 ილ 

– და 

(,=1 ” /L==1 2-1 

ი 1 9.ი 
741. შეადგინეთ + დ ს'“  განშლაღი მწკრივების 

/1==1 ჩ“ #ტ=12ჩ 

სხვაობა და გამოიკვლიეთ მისი კრებადობა. 
74%. შეადგინეთ შემდეგი ორი აბსოლუტურად კრებადი მწკრივის 

ნამრავლი და იპოვეთ მისი ჯამი: 

ლილ 

ე ვა დ 1 
#=1I (LC=1 

  

  743. შეადგინეთ ( 1 + -+> >+ + + – მწკრივი და 

იპოვეთ მისი ჯამი. 

7-1 

    744. 'შეადგინ, მწკრივების ნამრ ეადგინეთ >> 72 და 2 > = 1 მწკრივების ნამრავლი და 

გამოიკვლიეთ მისი კრებადობა. 

§ 5. ფუნქციათა მწკრივი 

თუ 
(('(ე-L ((-(I)-I- ...+ Vა(X)+.... (I) 

ფუნქციათა მწკრივში X ცვლადს მივცემთ სხვადასხვა მნიშვნელობას, მივიღებთ სხვა- 

დასხვა რიცხვით მწკრივს, რომლებიც შეიძლება კრებადი იყოს ან განშლადი, X არგუ- 

მენტის იმ მნიშვნელობათა სიმრავლეს, რომელთათეის (I) მწკრივი კრებადია, უწოდე– 
ბენ ამ მწკრივის კრებადობის არეს. 

5(ე =Iით აიიი 
„->იი · 

ფ უნქცია, სადა() 

§,(9=!ს00)+ (+«C)+...-ნ ინი, 

ხოლო X ეკუთვნის კრებადობის არეს, ეწოდება (1!) მწკრივის ჯამი, 

Mიმე=5(ე–5ა(ე=Vი„.I(ე+Vიყ-ი 0ე+... 

სხვაობას ეწოდება მ წკრივის ნაშთი. 

უმარტივეს შემთხ ეევებში (I) მწყრიეის კრებადობის არის განსახღერისათვის 

უნდა გამოვიყენოთ კრებადობის ცნობილი ნიშნები, 
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განსახღვრეთ. „კრებადობის არე შემდეყი მწკრივებისა: 

         

    

745. მეიმისაქეირილა 746. (-+-L6-2X. LL... L+6-MIX.L... 

წ. · 
747. · + ლ -L... 

- 5102X  51ი3X . §II1/1X 
?748.-510 I + 2 ა +... 1” 

2“ ვ... I“ 

ლ ჯ 
749, ბ, 2ჩ810 -- 7წ0. ა 18 – 

4 ვი 2”' 
11==1 =) 

  
ლ ი ლიი 1, 

251.2, >. 769. ბ, .. 
- +ჩ 

ე=1 ი) ””!'V“ 

ლ წი ი) ' 

788 ბ, (2-– Xმ?)”. 7წ4. (2200:4%0 2, 

I= I=1 „ 

"6 8. თანაბარი კრებადობა 

ფუნქციათა მწკრივი I 
Iს (ე+ I2:C(9-I- ...+ IV X)-I-..: “'%1) 

თანაბრად კრებადია რაიმე მუალედში, თუ ნებისმიერი დადებითი 8 რიცხვისათვის 
მოიძებნება X-ისგან დამოუკიდებელი ისეთი V რიცხვი, რომ აღებული შუალედის ყო- 

ეელი » წერტილისათვის 

II ა(იI<8, როცა ./>VM. 

ფუნქციათა მწკრივისათვის მართებულია თანაბრად კრებადობის შემდეგი პირობა 

(ვაიერშტრასის ნიშანი): თუ ფუნქციათა (1) მწკრივის წევრები §ი, ხ) სეგმენტის, "ყველა 

Xჯ წერტილისათვის აკმაყოფილებს 

I#ა6იI<4» (=1,2...) 
პირობას, სადაც 

4.+4:-+..+4,+... 

კრებადი მწკრივია, მაშინ (1) მწკრივი თანაბრად კრებადია (ი, ხ1 სეგმენტზე. 

ვაიერშტრასის ნიშნის გამოყენებით აჩვენეთ თანაბარი კრებადობა 

შემდეგი მწკრივებისა ნაჩვენებ შუალედებში: 

=-. ააა MX (–თ,+ი2). 766. ა C 1)” ი2502, C-თ,+თ). 

I1==1 I1=1 
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“ყჩ. 29 ე –1აჩ 

767. ა. 2 , L-1; 1). 768. 9, (-1"X#.. (ე, 1), 
, 

IL-==1 MI -=1 V ” 

ლილ 

CC ტ–)?ჯბ 

  

  _,(–თ, +თ). 700. აა იMX (–თ, +თ). 
I1==1 

2 1 
უგეესასასაა=====– 0, · 70L 2, 2-7 LC > (0,-+- თ) 

2ც  ო""”” (0, · 768. აი / ფ9- == (0, --Cთ) 
IL==1 

თანაბრად კრებადობის განმარტების საფუძველზე აჩვენეთ თანაბარი 

კრებადობა შემდეგი ორი მწკრივისა: 

768. 1--X-+-X#2---+L...-+-X8-I-..., > სეგმენტზე. 

704. (1––X)+X– – ”+(; „”–_ 1 4 )+ .. + 

+ Xმო-1 1.)+ » (–1, --1) ინტერვალში. 

765. აჩვენეთ ბ, 

/L=1I 

( –1 )5-1 #ჩM 

=–- 7 “'' მწკრივის თანაბრად კრებადობა (0;11 

სეგმენტზე. /-ის რომელი მნიშვნელობიდან შესრულდება I/2(X) |<0,1 
უტოლობა ამ სეგმენტის. ნებისმიერი X-ისათვის? 

LI 
766. აჩვენეთ, რმა. იაფი მწკრივი თანაბრად კრებადია, 

როცა X>0. M-ის რომელი მნიშვნელობიდან შესრულდება |1?იე(9I< 
<09,001 უტოლობა ნებისმიერი X>>1-ისათვის? 

§ 4. სარისხოვანი მწკრივები 

ხარისხოვან მწკრივს აქვს შემდეგი სახე: 

ძა--0,X+-- ი:V“-+...+- ძაX"-+L..., (1) 

სადაც თე, თ... რი,... მუღმივებია, რომლებსაკ ზარისხო განი მიწკრივი L 

კოეფიციენტები ეწოდება. 
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ყოველი ზარისხოვანი მწკრივისათვის არსებობს ისეთი დადებითი /# რიცხვი, 

რომ (–/#, + I) შუალედის შიგნით მწკრივი კრებადია, ხოლო მის გარეთ––განშ ლადი. 

Xჯ=+” წერტილებზე მწკრივი შეიძლება კრებადი ან განშლადი იყოს. ასეთ /? 

რიცვს ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის რადიუსი 

ეწოდება, ხოლო (––/2, -L- 2) შუალედს-––კ რებადობის მუალედი. თუმწკრი 
ვი კრებადია მხოლოდ Xჯ=0 წერტილში, მაშინ M=0, თუკი მწკრივი კრებადია ყეელგან, 

მაშინ I==-L ი0. 

ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის რადიუსი განისაზღვრება დალამბერის ან კო– 

შის ნიშნებით. თუ ყველა ძი კოეფიციენტი ნულისაგან განსხვავდება, მაშინ კრებადობის 

რადიუსი განისაზღვრება 

ძი 1 >. რი+) Iი » ი 

#”->9V/ I I 

(1) ხარისხოვანი მწკრივი აბსოლუტურად და თანაბრად კრებადია ყოველ სეგმენ– 

ტზე, რომელიც კრებადობის შ უალედმი მდებარეობს. ამ სეგმენტზე შეიძლება მისი 

წევრ-წევრა გაწარმოება და ინტეგრება. ე. ი. თუ 

ILX=1IIV91 
#8–->00 

  

  

ფორმულებით. 

ძი–- 0)X-+ ძაX"+ ..+ ძმაXშ+ ...=5(ი), 

მაშინ 

ძ,+2ძაX-L...+ ოძიეX?შ-1-L ...= 5” (X) 

და 

ჯ X ჯ ჯ 

( ძიძო | ი,XძX-L ...4- L თაჯXაძX -L ... == წვთიძი 

Xი 270 Xა %Xი 
სადაც Xკ მიეკუთვნება მწკრივის კრებადობის შუალედს. 

განსახღვრეთ შემდეგი ხარისხოვანი მწკრივების კრებადობის შუა- 

ლედები და გამოიკვლიეთ მათი კრებადობა შუალედის ბოლოებზე: 

707. 1-1-X-I-X?–+-I1+...-XM-L... 

768. 1 2X--3X--4X0-L...--(––1)%-1,,XM -1-L... 

709. X--2!X2-+CL3!X-L...--IIIXM-+... 

      

    

770. X -L > +5+ ... +-+--+ ... 

771. 1 + == + >> + ... + + 

ბ. XIX 5 +329 “'” 95 : 

თმა ბ. 774. ა <=. 
#-–==1 /(==1 
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X" 100ჯ" 

77 , 776 = 
» 2M-1(-L1) » V”M 
ჩ 71 

> (++) ა. 777. +-. ) X”. 778. MC --. 
1I1==1 ” ი=1 

CC ილ 
2X)5 #14M+1 70. 5 ' 12%". 80. 5.22. 

2) Mშ+1 2 Cთ+1)1–1 

ლ „2-1 C< ა) 
X ჩ4 

781. · 782. 
ბ, 2/L--1 2 2M 

%6 
–.119-1 ჯXMI-1) „ვ 

78ვ. ბ, (ეჯი. 784. > 
2, 3 MVი · #-+1 ვი 

Cთ2 ლით თ+1" (+- 3) 
78წ. _---., 786. –-.--- 

ბ. I. 49-1 ჯ 11.5) 

99 _ 1 - 2 
787. (2+-- 1». 788. ა. _თ- 2" 

4>, 3-2 1(2”-–-1)- 2 

იპოვეთ კრებადობის რადიუსი შემდეგი მწკრივებისა: 

ი ი უყვ 

78ე. - (M– 1)34-1ჯი–1, 290. ბ, ძელი 
'II1==1 I#1=2 

–_ 1-1 »-1 

?01. 5 ' 799. ას (-რეოა ( 1-0)-2 “" 
> +) I) ==1 

I #/ <5 ს? 

798. ა ”X 794. LI" », 
#4, ცჩ “, (2/1)! 

წევრ-წევრა გაწარმოებისა და ინტეგრების” გამოყენებით იპოვეთ 
ჯამები შემდეგი მწკრივებისა: 

–- 1)5“1უე2ი-1 

#06. 3) > ”იდ 5 (-0ი) 2 “1 · 
ს.ს 

I==1 I1-=1 
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297 აა აეს =- ას კქი- 

ხლ! რხ–ვ3 2- 40--1 

თ 

799. 2. ჯმ, 800. 8 (–1)5-I(20 -- 1)ჯ5-2, 

IL=1 IL=:1 

ლ 

801. ბ, /ზ). 809, ». , მი, 
11==1 

(–1)”-1 9 (-––1)5-1 ლაა, 

ბიზ. მურ 2 » 3,--2 ბა“. > 41-– – IL 

ლიი 2. 1 
8006. ––- 

506. საღის თ» უღლულოუდ 2 9/:'–1 
IL-=1 

§07. მოცემულია ფუნქცია 

I00=6“++26“%+-+L...+I6 ML... 

აჩვენეთ, რომ /(0) ფუნქცია უწყვეტია (1,+იი) შუალედში და გამოთ- 

ვალეთ ინტეგრალი 
1ი3 

| ჯ0იძX. 

ი2 

808. მოცემულია ფუნქცია 

/00 =1-+2-3»-L3 „-390L...4+ ც.ვი-სთ IL... 

) შუალედში ღა 
1 

აჩვენეთ, რომ ICC) ფუნქცია უწყვეტია –3 თი
I>
 

გამოთვალეთ ინტეგრალი 

0,125 

| /0ეძ». 
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§ 6, ტეილორისა და მაკლორენის მწკრივები 

თუ /(X) ფუნქცია უჯყვეტია და 0 წერტილის რა-მე მიდამოში აქვს უწს:ეტი წარ- 
მოებულები (I-- 1) რიგამდე (ჩათვლით), ძაშინ ამ მიღამიდი მართებე=ია ტეილორს 

ფორმულა; 

  

    

'(თ) ”(ძ) (IIX თ) 

I(X)=/(0) + #თ –ძ) 1-0 ეე) ' (X-0)ჩM--.(X), 
1 2! ჩ! 

სადაც 
– ცე01">+1 

ჩ.ცე=-+- რ“ „იიი -8(X- ძ):, 0-=0<1. 
(,--1)! 

თუ Iო #ა()=0, მაშინ მივიღებთ რეილორის მწკრიეს: 
-–- ალ 

'(თ) “(თა · (IC) 
I(CX)=/I(0) + > (X-ძ) + IC), ლაა 4- ! (X- 0)” L...= 

1I 2! ”" 

ლ 

=3. (0) (§-.იაი. 

”! 
I1==0 

როცა C =0, გვექნება. მაჯლორენის მწკროვი: 

”(0) ”/0 ი(0 

ჯ(X)=/(0) –+- LC). ჯ + რაი. – I“) XM+...= 
1I 2! ჩ! 

/09X0)კა, 
0 ”I 

    სხ
“ 

წ/: 

809. ღამალეთ /(M9) =0იX ფუნქცია X-ის მთელ დადებით ხარისხებად 
და განსახღვრეთ მიღებული მწკრივის კრებადობის შუალედი. 

810. დაშალეთ /(X) =6+ ფუნქცია (X-2)-ის ხარისხებად და განსახ- 
ღვრეთ მიღებული მწკრივის კრებადობის შუალედი. 

811. დამალეთ /(X)=005სL ფუნქცია C-> )-ის ხარისხებად. 

812. დამალეთ /(X) =5|ი (V+ +) ფუნქცია X-ის ხარისხებად. 

81ე. დამალეთ /(X) =00-> ფუნქცია (X-- > )-ის ხარისხებად. 

814. დამალეთ /(X) =5|)ი”X ფუნქცია X-ის ხარისხებად. 
815. დაშალეთ /(X) =IIIX ფუნქცია (X-1)-ის ხარისხებაღ. 

816. 1) დამალეთ /(X =10-2#X--5X-2 ფუნქცია (V-+4)ის ხა- 
რისხებად; 

2) დაშალეთ /(ე =X-4> ფუნქცია (X+2)-ის ხარისხებად. 

იპოვეთ X-ის ხარისხებად დამლის პირველი სამი წევრი შემღევი 

ფუნქციებისა: 

617. /(V)=IIIX1+20”). 818. /(X) =06C/02 X 

819. /(X) =6''ჩ%. ვაი. IC0 =LყX. 
ო ნ
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ფუნქციის მწკრივად დაშლისას ხშირად გამოიყენება შემდეგი ფორ- 

მულები: 
X  # 

1. 6=1-L- -L.. 11151" 

2. 5II1X = წა -54+5 – ..“LC-–-1)” 
1 

წ“ ჯ? 

3. -205X=1-–-– _––_ 
2 214 

„ებ (– =<X<-LC); 
/! 

ჯ1?4+1 

(2/L-+1)! 
  -L... 

(– ლ=ო=<X<--C); 

40%:   

  

თე. (-– =<X<-LXC); 

4. (1-L XM= I+7 „როლი 1) „ 2L...-L 

1-0 -)).- -(II-––IMI-+1) +... ( 

  

–1<X<1); 
I! 

X _. ს 5. 1ი(1 –– XX=#ჯ– X IX. _ ·.“+C-1)”.! –- +... (–1<X<)); 
2 ვ I) 

6. გIC IC M- 5 42- -2%+.. ·+(– –2 “კ –+ ... 

(–-1<7X<:1); 

1 

821. /I(+I) =6" 

893, /(X)=1ი 11X, 
1-–-X 

ჟჯ (+
 

ა"
 

2. ჯ0ე =6" §Iი XV. 

ი წა
 

– · /(X) =0005“X. 
1 

თ
 

I.
 

C-
I 

831. /(X) =:   
–X. 

833. /ე სას 8. 

835. 1-–X#ჯ 
IX) = 

1-–X-2X 

7-8 სნიაბინა ირ. (–1<XC). 
859, /(X) =X6 “92%. 

  894. I(X) =--=L!. 

850, (3=%01%, 

8298, /(-)=- გICLდთ?X. 

830. /(0 .=)/ 8+Xჯ. 

  

8ვა, == 

83. IX): 3-2 

334. /(ე -:Iი(2--31-1). 

3 
830. (ი= –- 

. IX 1+ X- 2X1



837. დაშალეთ /C) = 1 თუნქცია (X->2)-ის ხარისხებად. 
ჯ 

8ე8. დამალეთ /(6ა= –“– ფუნქცია C-2)-ის ხარისხებად. 

839. დამალეთ /(ჯ) _ ფუნქცია (LC-1)-ის ხარისხებად. 

8510. დამალეთ /00).:V X ფუნქცია (+-4)-ის ხარისხებად. 
მწკრივის წევრ-წევრა ინტეგრების გამოყენებით დამალეთ X-ის ხარის– 

ხოვან მწკრივებად შემდეგი ფუნქციები: 

  

  
  

  
  

  

841. /(X) ==მ”CLწX. 849. /(X) -–=მI051იX. 

843. /6ე -ი“ 11X, 844. /(0 =Iი(-+- V1=CX ). 
–ჯ 

დაშალეთ ჯ-ის ხარისხებად შემდეგი ფუნქციები: 

ჯ · 

846. | 50IX ყა. 546. 1) IC + ძX;. 2) (% C MX. 
ჯ 

2 ( თIი(1-LX) 
847. | “-5“ 848. (50125 

· ჯ ჯ 

ჯ ჯ 

849, ი ა 86ი. I ძX. 
–X 2 V1-#/: 

851. აიღეთ .6+ ფუნქციის მაკლორენის მწკრივად დაშლის პირველი 

სამი წევრი და გამოთვალეთ 7 2 რიცხვის მიახლოებითი მნიშვნელობა. 

859. იგივე (იხ. #85! ამოცანა) 62 რიცხვისათვის (აიღეთ პირველი 

ექვსი წევრი). 
853. აიღეთ (1+X»”"”" ფუნქციის მწკრივად დაშლის პირველი ორი 

წევრი და გამოთვალეთ მიახლოებით: 1) +V/ 0,992; 2) V90; 3) )// 136; 
4) 1/0.997. 

854. იგივე (იხ M#853 ამოცანა) რიცხვებისათვის: 1) #V 1,005: 

2 V23; 3) 706; 4) 5/40. 
885. აიღეთ §II X და 005 X ფუნქციების მწყრივად დაშლის პირველი 

ორი წევრი და გამოთვალეთ მიახლოებით: 1) §Iი 18”, 2) 005 121. 

850. იგივე (იხ ##855 ამოცანა) რიცხვებისათვის 1) §(I1 10?; 

2) ლ0§ 15“. 

857. ისარგებლეთ 

  

1-+-Xჯ ა X ” 
II-I“ =2 XLL= LC #... 1, V-+ 32+ 5 + ) 
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ფორმულით ღა გამოთვალეთ მიახლოებით: 1) II12; 2) II12; 3) 104; 

4) Iი 6. 
658. გამოთვალეთ მიახლოებეთ II 5 და Iი 10, თუ II1220,693! ღა 

აჩვენეთ, რომ მოდული 

(VI = 1 =0,4343. 
IIL 10 
  

839. /I1=მICLყI ფუნქციის დაშლაში დაუმვით, რომ X=1 და იჯო–- 
ვეთ ჯX რიც:ვის მწკრიეად დაშლა. 

860. /(X) =მI051II X ფუნქციის დამლაში დაუშმეით, რომ X = 

ღა გამოთვალეთ რიცხვის მიახლოებითი მნიშენელობა (აიღეთ სამი 
წევრი). 

გამოთვალეთ მიახლოებილი მნიშვნელობები შემდეგი ინტეგრალებისა: 

1” __ 1 

  

  

1 - , »· 

§61. | ი“ ძX. (3 წევრი). , 809. | იი§V X ძX (3 წევრი). 
0 0 

1 
ი... 

863. ”. 6-+" VI; (3 წევრი): 56+. | 511X ძX (2 წევრი). 
· X 
0 

1 => 

 ძX + 
80. I “–“–––- (2 წევრი. 86 1-L ჯმ ძჯ (2 რე). 2 M--2 - (1 1+X) ძX (2 წევრი) 

ბ 

§ 6. ტეილორის მწკრივი ორი ცვლადის ფუნჰკპევიისათვის 

IC. ყს ფუნქციის ტეილორის მწკრიეს (ი, ხ) წერტილი“ მიდა:ოში აქვს შემდეგი 

სახე: 

1 

I(X, ყა=/(0, ხ) + “ე II »(ი. ხ) (L-–-6ი)+/” კ (ი, ხ) (ყ/--ჩ)| –- 

+: IM (ი,ხ) (L–ი)”+2 |”„, (ი. ხ) (X--ძი) (ყ--ხ)-I-I” ყყ(ი, ხ) (ყ–-ხ)”)+- ...+ 

1 ე 2 I" 
+“+“ (თ–თ – +თფ–-ხ | I(თ, ხ)+-... 

MI მX მყ 

8+4



ოოცა ძ0==ხ -:0, ვღებულობთ მალო ენიL მწკრივს: 

1 1 
/(X, V) “7 /(0; 0) +- “ II” (6: 0) X-!-I”ყ. (0; 9:VI <– 2I (I”»» (0; 6)X72+- 

4: 

-L2I” ჯე (0; 0) VV--/”„ყ (C: 0)ყ?)- ააა | ჯ 9 კემ I /(0; 0)-+ ... 
' ' " ”! მX მყ ' 

867. დამალეთ /(CV):>VV ფუნქცია (C-1)ისა და (ყ-+1)-ის ხა- 

ოისხებად. 

808. დამალეთ /(X,V) =X9-+2Xყ ფუნქცია (L-1)-ისა და (ყ--2)-ის 
ხარისხებად. 

569. დამალეთ /(Xყ)=ყI. ფუნქცია (X-2)-ისა და (ყ--1)-ის ხა- 

რისხებად მ ეორე ხარისხის წევრებამდე და გამოთვალეთ (1,1)””. 

870. დამალეთ /(X,ყ) =51ი (C+-V) ფუნქცია #-ისა და ფ-- )-ის 

ხარისხებად მეორე ხარისხის წევრებამდე. 

8721. დამალეთ /(X,ყ) =III(L--ყ) ფუნქცია X-ისა და (ყ+1)-ის ხა- 

რისხებად მეორე ხარისხის წევრებამდე. 

ა72. დამალეთ /(C>, ყ)= გIი(დ/ ფუნქცია («-1)-ისა და ყ-ის ხარს 
ჯ 

ხებად მეორე ხარისხის წევრებამდე. 
573. დაწერეთ /(X, ყ) ==6+ლ05/ ფუნქციის ჯ-ისა და ყ-ის ხარისხებად 

ირ) მწკოივად დაზლის პირველი ოთხი წევრი. 
87+. დაწერეთ /(V, V)=(1-+ ე! "V ფუნქციის ჯ-ისა და ყ-ის ხარის- 

ხებად მწკრივად დამლის პირველი საზი წევრი. 

§ 7. ფურიეს მწკრივი და ფურიეს ინტებრალი 

1. ფურიეს მწკრივი, ეთქვათ, /(0) ფუნქციის პერიოდია 2: ამ ფუნქციის ფუ- 

რიეს მწკრივი ეწოდება ტრიგონომეტრიულ მწკრივს 

40 ა. (ი» C0§ MIX+ ჩხ, 50 MIX), 
2 

II=- 

სადაც დაშ ლის კოეფიციენტები ასე განესაზღვრება: 

(14 (1) 

=. | მემ», ძე= 1 | /(X) 205 IX9X, 
2 , ახ 

" ისა= 

ჩჯ 

ხ,=-» _ (:= 1,2...) 
# 
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ან ასე:- 

2X I 27X 

ძალ L ( ჯ0იეძX, რი-- | (ნი 058 /VიX, 

ჯ. ჯ 
0 

2X 

ნ.თ– | /(X) §( /სძX (11, 2....). ა . 

არსებობს სხვადა-ხვა საზის საკმარისი პირობები იმისათეეს, რომ /(X) ფუნქციის 

წარმოდგენა შე-ძლებოდეს ფურიეს მწკრივით, ამ მხოივ აღსანიშნავია დი რიხლეს 

შემდეგი თეორემა: ეთქვათ, /(X) ფუნქცია უწყვეტია |–X, 5) სეგმენტის ყოველ 

წერტილში, გარდა, შესაძლოა, ზოგიერთი წერტილის, რომლებზიც ფუნქცია 

პირველი გვარის წყვეტას განიცდის. თუ ამ სეგმენტზე ფუნქციას აქვს ექსტრემუმის 

სასრული რიცხვი, მაშენ /(I) ფუნქციის ფურიეს მწკრივი კრ“ებადია /(X) ფუნქციისაკენ 

ყეელგა§, სადაც /(X) უწყვეტია. თუ ჯე არის /(ჯ) ფუნქციის წყვეტის წერტილი, მაშინ 
ICXი-)--(წXი+) 

2 

I-ი )4+/L) 
2 

ა /(0 ფუნქცია ა,შაყოფილებს დირისლეს თეორემის პირობებს. მაშინ დავ- 

ფურიეს მწკრიეი კრებადია მნიშვნელობ-საკენ, ხოლო +, წერ- 

ტილებმ- მწკრივი კრებადია მნიშვნელობისაკენ. 

5 

ICი0=- (+ 9. (თ, C05 /IC–<–- ხი §I!LII IX). 

I1=)1 

თუ (0) ლეწი პერიოდული ფუნკეციაა, მაშ-ნ 

თ 

ICი= 990 | +2, ძ., C05 /IX, 

,1=1 
2 

სადაც 

1 I 

ძე=_2 ) I(ეძX, ი,= 2 | I(X) 00§ IXძX. 
ჯ ჯ 

0 0 

თუკი /(X) კენტი პერიოდული ფუნქციაა, მაშინ 

I(X) პII! /IXVIX. 

თ 

Iი= 2” ხი §Iი /IX, სად აც ხ,=-2 
: ჯ 

I=1 

ი
ი
 

„. თუ CV I(CX) ფუნქც”ა აკმაყ ოფილებს ღდირიხლეს თეორემის პირობებს (–-/, /| სეგჭენ– 
ტხე, 

82 _ IX 
Iი=-X –ი ა» – 3ხ, 5I0)-/- 

I1==1 
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სადაც 

I 

%=- | I(X)ძX, რ=-+ | /ციალ 5 ძX, ჩ,=-" (ათი 

I 

ღამალეთ ფურიეს მწკრივებად 2»X-პერიოდიანი ფუნქციები: 

875. /I1) =L C–», 7) ინტერვალში. 

876. /0)=V (C–5, :) ინტერვალში. 

_ . 1, როცა –I<LჯL9§<-0, 

§?7. I(X –| 2, როცა 0=X=<>». 

87ე. /(ე - 

85ი. /(9) IX 

“ირ _ ლ: 
878. ჩი 1 C 0 როცა --X<X<C20, 

(0, როცა –ელალი., 

როცა 0ლXჯ<დ. 

როცა 0<Xჯლან. 

როცა –--ლჯლი, 
=L 2, როცა 0ლXლო. 

851. /C2) =|XI C–2, §) ინტერვალში. 

869. /(X) =|5II11 XI (C–=, 29) ინტერვალში. 
883. დამალეთ /02 =0ლ00§5 იX ფუნქცია ფურიეს მწკრივად (–2, 2) 

ინტერვალში (ი მთელი არ არის). 

5351. დაშალეთ 

ინტერეალში. 

885. დაშალეთ 

ინტერვალში. 
886. დამალეთ 

ტერვალში. 

887. დაშალეთ 

ტერვალში. 

858. დაშალეთ 

ფუნქცია. 
ცხი. დამალეთ 

ტერვალში. 

/I(9 =%/'0X ფუნქცია ფურიეს მწკრივად (C–2, 2) 

/C0 =X C0§5 X ფუნქცია ფურიეს მწკრივად (0; 2») 

00 =6+--1 ფუნქცია ფურიეს მწკრივად (0; 2:) ინ- 

IX 
/(X) =   ფუნქცია ფურიეს მწკრივად (0; 2» ინ- 

ფურიეს მწკოივად 
| 50 X, როცა 0<Xლი, 

IX) = 1 0, როცა (ლ X<2X. 

/Cე =6+ ფუნქცია ფურიეს მწკრივად (– / #9. ინ- 

დაშალეთ ფურიეს მწკრიეებ:დ ნაჩეენებ შუალედებში შემდეგი ფუნქ- 
ციები: 

(| 0, როცა –V/<Xჯ<90, 
890. I(XX=+ X როცა 0=Xჯ<I/.



· _ I 1, როცა –1<Xლ0. 891. 00 =+X X, როცა 0ლ:<1. 

893. დამალეთ /(ე =10 – + ფუნქცია ფურეეს მწკრივ:დ (5; 15) 
შუალედში. 

893. დამალეთ /(X) =5I) XV ფუ5ქცია კოსინუსების მწკრივად (0; 2) 

ინტერვალში. 
894. დამალეთ /(X)=0052X ფუ5ქცეა სახუსების მწკრივად (9; 2" 

ინტერვალში. 

895. დამალეთ /(9) =XCL-” ფუნქციაა სინუსების მწკრივად (9; 72) 

ინტერვალში და მიღებული შედეგი გამოიყენეთ შემდეგი მწკრივის ჯამის 
მოსაძებნად: 

1 1 1 1 
1ჯგ–– – –-1VI-1 .. 

38 + ფე 73 + --(C-1) 0» (უოთულლესს 

896. დამალეთ /(X) = + –2 ფუნქცი კოსინუსების მწკრივაღ 

(0; 2) ინტერვალში. 

2”. ფურიეს ინტეგრალი, თუ (–-2>, + X) შუალედში განსახღკროლი /(X) ფუნკ 
–.ლ 

ცია აბოლუტურა ინრეგრებადია ავ? ზუალედში, ე ი, არსებობს L I/ დე იჯ 

–თლ 
ინტეგრალი და ყოველ სასრულ არეზე აკმაყოფილებს დირიხლეს თეორების „ირო- 

ბებს, მაშინ /(X) ფუნქცია შეიძლება წარმოვადგინოთ თურიეს ინტეგრალის სახით: 

–+00| -:--X 

/(00= 1 I | I(/) 00§ % (Lე) ძ/, I ძთ. 
დ 

0 -–-9ა 

დაწერეთ ფურიეს ინტეგრალები შემდეგი ფუნქციებისათვის: რ 

1 როცა 0<X<1, 897.. /”(X) = | 0, როცა X>1 და /(C-X) =-–-/0ი. 

, · (1, როცა –1ჟ§<3X1<1, ზავ. /00= + 0, ტოცა |XI>1. 
809. /(0 =0- ჩი, როცა X>0 და /C-X) =/(ჯ). 

510 X, როცა ხლ ჯლ, 
900. I(X) = | 0, როცა <0 და >. 

1, როცა 0<X<1, 
1 

ი01). /(0=-- 2: როცა X=0 და X=1, 

0, როცა Xლ0ი და #>1). 
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( 2“, როცა X>9, 

ეი). /(0= 7 0, როცა ჯ=0, 
| –4 CC, როცა Xლ0, /C-X) -=--/0ე. 

იპოვეთ ფურიეს გარდაქმნა შემდეგი ფუნქციებისათვის: 

§I0 X, როცა IXI<>, 
0, როცა |IXI>>2. 

, 7 
005 X, როცა MI=-> , 

0, როცა M>5, 

იი. /(-)= 

904. ჯ0ე = 

( 0, როცა IXI>>2, 
1, როცა 1< IXIლ2, 

| –-X+2, როცა |XI§ლ!. 

–X+1, როცა 0=X<1, 
–X--I, როცა --1<X<ლ0ი, 
0, როცა |IXVI>1. 

90. /(ი) = 

9ე0ნ. /(X) = 

I”V თავი 

დიფერენციალური განტოლებები 

§ 1. ძირითადი ცნებები 

ჩვეულებრეი დიფერენციალურ” განტოლება ეწოდება ისეთ 
განტოლებას, რომელიც შეიცავს დამოუკიდებელ X ცვ:ლად“. ამ ცე““ადი. <ეკნობ 

ყ= ICI) ფუნქციას და მის Vყ”, V”,..., V(") წარმოებულებს. 

ჩეეტლებრივი /'-ღრი რიგის დ-ფერენციალულრი ჯ;:ნ#ოლების ზოგად“ სახა 

IMI(%M ყ, ყ', ყ”,..., ყ//.)=0. () 

ყ=-/(X) ფუნქციას. რომელიც (1) განჯოლებას იგიკერბად გადააცცევა. წოდება 

ამ გან ტოლებისა მონახსნი, ამ ფუნქეცრის გრაფიკს კი – დიფერე?ბც- :ულერი 

განტოლების ინტეგრალური წირი, თუ განხოლების ამონასსნი მოცემულია 

არაცხადი «0 (X, V):<0 სახით, მაშინ მას დიფერე:ე კიალური განტოლე- 

ბის ინტეგრალს უწოდებენ. 

აჩვენე–თ, რომ მოცემული ფუნქციები აკმაყოფილებს შესააამის 

დიფერენციალურ განტოლებებს: 
· 1. 

907. #=251 X---1-C 60” 59%, ყ -LVყ005 X =-> 5102X. 

“MM ი 
908. სყ = C- 2 X+ / – =0. 

2Xჯ «X 

909. ჯ“--VV-+- ყწ =C”, (--2ყ)ყ =2L–-ყ. 

910. ყ=X-06ს, (L–-Vყ--1)ყ” =1. 

“
 
M



” 2 
911. #/=C)X+CთაX", 7 ამა» 

ვ 
C» ” 

ი1ი. #ყ-=C0X+ –- +თ, ყ/"+--ყ =0. 
X 

შეადგინეთ დიფერენციალური განტოლებები წირთა მოცემული ოჯა- 

ხებისათვის: 

ი13. ყ=თX. ი14+. X”-- ყ” =01. 

915. I? ==2/X. სხ1ს. ყ=0თX-+-0”. 
ჯ 

ძი 4 
917. ყ=06“ . 918. ი“ =1-+Lიძ. 

ი19. #=C(X-–C.)”. 90950. ყ# ==0,6“X-L იად -X. 

ე91. შეადგინეთ Xჯ0ყ სიბრტყეზე მდებარე წრფეთა ოჯახის დიფე- 
რენციალური განტოლება. : 

ყა9. შეადგინეთ X0ყ სიბრტყეზე მდებარე იმ პარაბოლების ოჯახის 

დიფერენციალური განტოლება, რომელთა ღერძები 0ყ ღერძის პარალე- 
ლუოია. 

საკ. შეადგინეთ X0Vყ სიბრტყეზე მდებარე წრეწირთა ოჯახის დი- 

ფერენციალური განტოლება. 

991. იპოვეთ იმ წრფეთა ოჯაის ღიფერენციალური განტოლება, 
რომლებიც საკოორდინატო ღერძებიდან მოჰკვეთს მუდმივი § ფართო- 
ბის სამკუთხედს. ' 

§ ». პირველი რიგბის დიფერენციალური განტოლეგა, 

ბანპალებადღცვლადებიანი დიფერენციალური განტოლება 

პიველი რიგის დიფერენციალური განტოლების ზოგადი სახეა: 
M(V ყ, ხ')-=0. (1) 

თუე ეს განტოლება დე”ძლება ამოიხსნას ყ-ის მიმართ. მაშინ 

ყ”=/I/(CX, ყ). (2) 

სადაც /(X. ყ) ბოცემული ფუნვგციაა. (2) სახის დიფერენციალური განტოლება შეიძ- 

ლება ჩავწეროთ სიმეტრიული ფორმით: 

#M(V, ყ)ძ24-+- M(Cს ყ)ძყ=0. (1) 

სადაც #I (+. ყ) და M (X. ყ) მოცემული ფდუნეციებია. 
9V -I(I. ყა) დიფერენციალური განტოლების ზ ო გადი ამონახსნი ეწო- 

დება ყ= (C(X. C) ფუნქციას. რომელიც ერთ ნებისმიერ C მუდმივს შეიცავს და C-ს ყო- 

ველი მნიშვნელობისათვის ას,მაყოფილებს მოცემულ განტოლებას. როცა დიფეოენ- 

ციალური განტოლების ამონახსნი ჩაწერილია არაცხადი (I (X, ყ. C)-> 0 სახით, მაშინ მას 

ეწოდება დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ინტეგრალი, 
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ღიფერენციალური განტოლების კერძო ამონახ.ნ- ეწრდება V# "CV. 6) ამ“-ნახLჩL, 

რომელიც მ..იღება ზოგადი V = 9, (X. 0) ამონახLსნიდან ნებსმაერი C მუ ღმივას კერქო 

26=0ე მნიშენელოაისათვიL.; CI) (XV. V, C)-50 დამოკ-დებუ=ებას კერძო ინ5ტი:- 

რალი ეწოდება, · 

(თ =/C(ჯ, V) მიმართულებათა ერთობლიობას ეწოდუბა (2) განტოლების მ იმ ა«4- 

თულებათა ველი. /(V, #)=:# წ'რებს. რომულთა წერტილებზიც ველის დახ- 
რილობას აქვს მუდმივი /-ს ტოლი მა5-აშენეCობა, ეწოდება იზოკრინსნსენბი. 

იზოკლინების მეთოდით მიახლოებით ააგეთ ინტეგრალური წირების 

ველი შემდეგი დიფერენციალური განტოლებებისათვის: 

995. ყ =X. 996. ყ.= =+2 

/V 

, ჭ , ე97, ყ,= 9. ე98. ც=. 
X ჯ 

ეილერის მეთოდი. (2) განტოლების იმ ინტეგრალუთა წირის მიახლორე“ 

ბითი აგებასათვი!. რომელიც გაივლის #70 (X. ყ.) წერტილხე, ააგებენ ტეხილ წირს, 
რომლის წვეროები მ”თავებელია #1; (X,. ყ,) წერტილებში, საღაც 

XV, -=X4+- 4X; VI. -ყ.+ დVMყ,, ტა 7/ (ბიჯი). 

ბყ;= /II (X,. ყ;) ((=:0, 1, 2,.,.). 

ეილერის მეთოდით იპოვეთ მოცემულ დიფერენციალურ განტოლე- 
ბათა კერძო ამონახსნები ჯ-ის ნაჩვენები მნიშვნელობებისათვის: 

929. ყ =.5%, ყ(0) =1. იპოვეთ Vყ(1), (/1=0,1). 

930. ყ” =წ, ყ(0)=1. იპოვეთ V(1). (/, =0.1). 

ყ'=X+ყ, V(0)=1. იპოვეთ V(1), (/=0.1). 
ივ?. ყ ==12 ყ(0) =1. იპოვეთ V(1), (/# =0.2). 

#V 

/VICე)ძX–- M(V)0I#=0 

ღიფერენციალერ განტოლებაL ეწოდება განცალებადცჯლადებიანი განტოლება. მშიLი 
ზოგადი ინტეგრალია: 

L M0იიაძა+ /VMC)ძი> C. 

#I,(X) VI C/)ძX+- MIაCო.Vა(/)ძყ=- 0 

განტოლებას ეწოდება განცალებადცელადებიანი დიფერენციალური ანტ ოლიბა, 

ისი ზოგაღი ინტეგრალია 

“4 ” ". · 

ტს) 11) ძX-“- (82 (00. 
#1..(X) ს" M,(ყა 
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ამოპსენით შემდეგი განტოლებები და სადაც მეთითებულია იპოვეთ ის 

კერძო ამონახსნები, რომლებიც მოცემულ საწყის პირობებს აკმაყოფი- 

ლებს: 

ყვვ. ყყ--X=0; X=1, ყ=V3. 

9314. ყ'=3X?--2X+1; X=1), M=2. 

1 
935. XV –-Vყ==0; X=-> , V=2. 

936. ყ=ყ, X=–-2, ყ=4. 
937. (1-- ყაIX-–-C1-- ეძყ ==0. 938. (1-Lყ”)ძთC;--Xყძყ =0- 
ყე. X/ყ =1--X. 910. ყ”(თX-=ყ 

941. V1--ყ”ძL- V1-- 2 ძყ-=-0. 949. XV1+VყწძX+V) '1+X"ძყ =0. 

913. (/---V-) > –+-1ე-L-X?I =0. 944. 2(I/--(/--ი?)ძ2 =-9. 

945. CI +C---ე)ძდ =0. 9+6. §00'0LდVI+ §00'დ1ც0ძ0 0 
917. 30+(ფყძ+-(1--65)§6C'ყიყ=0. 948. 52%"XLCV0X-L56C”ყ(CXძI = 9. 
949. ყ'ა|ის-=ყIიყ; X = = :ჯ ყ=). 

ყეი. (1+6)ყყ -=2%: L=1, V==1. 

1 
951. ყ' -=:(2ყ+-1) CIყV დ X = > კ V= 5“ 

9უ9. ყ”:=10X+V, 
953. XVყ -+- 2ყ =XVყ”. 95+. ყ L+=(X-I)“+1. 
ხე. ყ=5ი (X+--/). 956. ყ” ==(8ჯ-+I-2ყ--1)”. 

§ ვ. ერთგვაროვანი განტოლება 

დიღერენციალერ 
MI, ყ)ძX-- V(CX, ყ) ძყ=-=0 

განტოლებას ეწოდება ერო გვაროვანა განტოლება. თუ .11/V, /) ღა V.X, /) 5579 ცა ა“ 

ვე რიგის ერთგვაროქანა თ უნქ კეებია. V=:I(X ა9ნ X-=IIVყ ჩასმით, სადა; ვ ყ ახალ, უ.ე5აბი 

თუნ: ყიაა, ერთგეაროვანი განროლება ღდახყვანება გ. 5ცალებაღცელადებიან განუ ლე” 

ბამდე. 

ამოხსენით შემჯეეგი განტოლებები: 

957. (I(-– ა ყძC--X"Iყ -=0. 9ეპ. (L-–-ყ)ძIL+-XIყ=0. 

959. ყძX-+L(2 VXV–ეძყ =0. ხცისი. ყ”0V--CX--–Xყ)თყ =0. 

961. XII--ყძX =V X'-+-ყ" ძყV. 962. XV" ძყ =0ქ1-Lყშ)ძX. 
M# 

, + V 
იპ. (C- ყიიდ-” აძX + XC05 –> #ძყ= 0 964. ყ=06 +-–-. 

X X 
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ძყ ყ 
9065. I/I =2!--X. ისს. VC-= 2 I/II-- , 

93 7 იX 7 ს 
967. (L--– ვყ")ძა-- 2XVთყ =0; X:.=2, ყ==1. 

968. XVყიIყ--(X?1-Lყ")ძX =0; X=–), ყ=0. 
969. (LC––-წ)ძX-+LL(X-LVყ)იძყ =20; X=1, V=9. 

970. ყ” = # _ 9. V=-1, Vყ=-1, 
ჯ” ჯ , 

ი" იკ70V+ხყ--C · ძი, ხ 
თუ მო(ემელია 2= (C97C) განტოლები: და ტ-=- თ ნ, ' ' | 42. 

  

მაზის => #- თ. ყლ) ჩ ჩასმ-თ, სადაც C და |, მღდმიეები განისაზღლერება 

ი,თ- Mჩ-I-C,=:0, 
ი:თX+- ხ»!-L C-=0 

განხ“ლებათა სისქე ტემიდან, მივიღებთ ერთგვა“ოვ.ნ დითებენცილევრ განტოლე2:L 

/“ და V ცვლადების მიმართ. 

თუკი ·-=0, მაშინ /! =CX- ხ,ყ წა.პით მივიღებთ განცალებადიევალებადიან 

2:ნტ« ლებას. 

ამოხსენით განტოლებები: 

971. (L+ ყ-+ 1)ძX-L (2X-L 20–– 1)ძყ =0. 

912. (3L--4ყ--2)ძ--(3L-4ყ-–- 3) =0. 

975. (2XL+ 3ყ-–– 1)0X-L (4X-+ 6ს––5)ძყ =:0. 
9:74. (L-+--სხ--2)ძX-- (X--ყ-L 4)ძM =0. 

  -- - 2ყ-L 
ე76, CV  X+24M 1-1 ი:ც მ/.._ X-2/+5_. 

ძჯ 2X--3 CX 2L- ყ-L4 

§ 4. პირველი რიბის წრფივი დიფერენციალური განტოლება 

დიფე” ნციაღლერ 
ყ + ჩ(ეყ= 08:ა 

განტოლებას, სადაც XX) და C(X) წასმოადგენს ჯ-ის მოცემულ უწყეეტ ფუნქციებს, 
ეწოდება პირველი რიგის წრფიეი დიფერენციალერი გან- 

ტოლება. მისი ზოგადი ამონახსნი მო-ძებნება 

–/MძX (/”ძ. 

ყ=C' "(C+ I0C” “ძ 
ფორმულით. 

ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 

9778. ყ – "წ = L. 9098. ყ”-.-ყ=C“ ს, 

X 

919. (1-+-ს)ყ-––-/ =X-I-4. 950. ძყ 1. 2/ =/. 
თX ჯ 

ხ81. ყ' IM _ აღ, ეკზ?. ყ”--2XV =2X7 “9, 
»” 
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ი8' ძყ _ 7=005ჯ 984. ძყ _ _ 2_, = 3 ეზვ. –> ყIიV;=00აX. 5 + 1+19 (X-L1)3. 

ყი. XV +9ყ=X+1; X=2, ყ=პ. 986. Xყ-+--2ყ =3X; X=--2, ყ=0. 

, X=0, ყM=0   

, 1 
987. ყ–წყIსთVX= 

C05X 

9088. ყM + ” =2I1X--1; Xჯ=1, ყ=0. 
X 

ეცი. ყ”+Vყ 005 X=5)0 X 005 I; X=0, ყ=1. 

900. (1––) X?)ყ -LXV =1: X=0; ყ=1. 

შემდეგ განტოლებები წ იფ-ეია, თუ V-ს მივიღებთ დამოუკიდებელ ცვლადად 

ხოლო X-ს – ფუნკციად. 
991. (ჟ/---6V)ყ +-2ყ =0. ხებ. (X--2VM/-)ყ + ყ” =0. 

§ 5. ბერნულის განტოლება 

ბერნულის განტოლება ეწოდება შემდეგი სახის განტოლებას: 

ი 
+ იეყ= ლCიყ", 

სადაც 1950 და 715-1; 2==ყ1-»ი ჩასმით ეს განტოლება დაიყვანება პირველი რიგის წრფივ 

დიფერენციალუ= განტოლებამდე. 

ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 

  

ეივ, ძ/ + XV=XVხბ. 9ი9+. ძ/ _ 3 ყ= –-ქყ?. 
ძX მს X 

„ მყ 4 – ძყ 905. – –- ყ=ლXVყ. 996. /,ყ"“1 -= ყშ=X. 
„ძX ჯ Cნ4 

097. 4/ _ 50X ყ= –ყ!აX. 998. ძყ LV =10X ეი. 
ძX 3 ძმ) #X ჯ 

11) 1I M (1–- I )ყ-–XV -=Xყ”; X=0, ყ=0,5. 

1000. იძ X ას». X=0. ყ=1. 
ძი 2(XL-–-1) 2ყ 

შემდეგ ორ მაგალითში X მიიღეთ ფუნქციად, ხოლო #-- არგუმენტად: 
ძყ _ 1 ძყ 1001. (X”/ –– 1)-= --2Xყ3=0. 1009. =–-  .  -, 

(XV I» 1:“X ძ» ·XV(1-–+–XV") 

§ 0. ბანტოლებები სრულ დიფერენციალებმში 

პირელი რიგის 

M(X. ყ)ძX;–- IMV(X, ყ)(IV=:0 

განტოლებას ეწოდება განტოლება სრულ დიფერენციალებში, 
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თუ მისა მარცხენა ნაწლი რაიმე V(X, ყ) ფენჭც“ის სრელი დიფე: ენციალია: 

#M(C:, ყ)ძX-+- M(X, ყ)ძყ=ძV!. 

ამესათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ 

ი” ი" 

მ, თ. 
აქ შემთხევევაში / (X.ყ)=C არის მოცემელი განტოლების ზოგადი რინტეგრა ქი. 

" (XV. ყ) ფუხქცია შეიძლება მოიძებნოს 

მჯ 

განტოლებათა სისტემიდან. 

ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 
1003. (7X-L-3ყ)ძX-+ (3X–-–-5ყ)ძყ ==0. 
100+. (3Vყ--–-4XV”)0X+ 00–-4X?ყ-L 12ყშ)ძყ =0. 
1008. 3X”6'ძX-I 006V-- 1)ძყ =0. 
1006. 6MძX-+ (X6)-–-2ყ)ძყ =0. 

1007. 2X005“ყიX-L (2ყ--X?5102ყ)ძყ =0. 

1008. (XC052V-L 1)ძX--X?5Iი2ყძყ =0. 
1009. ყXV“ IX-IL-XVIIIXთყ =0. 

=--ყჯ _2X+# ყე= 0. 

(X+V)” (X+)” 

1011. (1– % IX+(1+-, )#-9 X=1, ყ=1. 
ჯ” ჯ 

> # 

ეწ 
=/M(X,ყ), – ==MV(X,ყ) 

1010. 

101?. (#X+ 6/ყ)ძჯ-L6“ (1-+ ყ-თ Xჯ=0, ყ=2. 
ყ 

იპოვეთ VII((X, ყ) ფუნქცია, თუ: 

1018. ძმ =400--Xყ”)ძX-L 4(ყ--–-X?V)ძყ. 
1014. ძ/ =(3)-2VVყ-- ყმ)ძI-–-CC--2XV+ 3ყშ)ძყ. 

1015. ძI/| -=-·(X-LIიIყ)ძთX -L (-+ –+ 51იყ)ძყ. 
ყ 

1016. ძის = _- XX, _9VM9V 
V Xა–ყM V X+M 

იმისათვის. რომ ჩXCX, ყ, 2)ძX-–- C(X. ყ. შ)ძყ-L /1(X, V, 2)ძ2 გამოსახულება იოს რა- 

იმე II(V. ყ, 2) ფუნეციის სრული დიფერენციალი, აუცალებელი და საკმარისია შესრულ- 

დეს მეჭდეგი პიროაები: 

ის_იი მ2 ბი 00 _ იი 
ძი მ' მ: მჯ” მა. მყ. 

შეამოწმეთ, რომ მოცემული გამოსახულებები რაიმე ფუნქციების 
სრული დიფერენ ციალებია და იპოვეთ ეს ფუნქციები: 

1017. (3XV-+3ყ-–1)ძX-- (3V+ 2 )ძყ–+ (2ყ2-- 1)ძ2. 

1018. (ყ2–-–2X)ძX-I- (X2--ყ)ძყ-- (Vს--2)ძ2. 
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1019. (IV ––– C052>2)VX -'- ( 24 +++ (ყ--=2X51027)ძ7. 
LI 

1 

ვ... 
2 ყ VI ყ XჯX 21/ 

§ 7. მაინტებრებელი მამრავლი 

მ“I  მM 
თე #I(V, ყ)ქXI M(X, Vყ)Iყ=0 განტოლებაში 0 მ: ლა არსებობს ისეთი 

” 

II6-2 ყ)თ ელი ენკცია, რომ 

საძVC-I- IIMძყ<-0 
ა“ -ს განტოლება სრულ დიგერენვიალებში, მაში5 |! (+, ყ) ფ უმ კიას ეწოდება მა- 

ინრეგრებელი მამრავლი. 

Cაოე. ტეჯრებ ჯული ს მღავლი ადვილად მი« იქებნება შემდეგ შემთხეევებში: 

მ”! 
1) რუცა –- (2-2 _.– გ)“, მაშინ ს =0 (MX, 

მ” 
2 რც – ი ბ -)=თ,V, მაშინ |L=(7MMM4V, 

ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 

1021. (2--2X--Vყ") ძX--2ყძყ=0. 1029. (5|)ი X-+-6M)ძX-- C05XIII =0. 
1023. (V”-ყ)IX-L CCყ"-+-X)თყ =0. 

1095. (X §Iიყ-L ყ)ძX-L (X”005I/-L VII ეძყ =0. 
1095, 2Vყ)ძX+(7ყ'--1)ძყლ=–0. 1096. (14+-3X751იყ)იV–--XCLყყ/ყ =90. 

1ც-. -% ძა; (ყს–)იჯძეილ=მ0. 1028. (/ICX-+ C05+)ძX-– ძყ =0. 
ჯ 

§ 3. პირველი რიგის არაწრფივი განტოლებები 

თუ MC X, ყ- V”) =0 დაფელენციალერი განტოლება არ ალის პირველი ხარისხის 

CV წარმოებულის მიმართ, მაშინ ხოგტერთ შემთხეევაში შესაძლებელია ასეთი განტოლე- 

ბ-ს „ემტეგოება, 

„ გასტოლება „ცხადად არ მეიცავს ყ დუნქციას, ე. ი. ჩ(X, ყ”)-=20 
'უ თუ ეს გამზტოლება ამოისსნება ყ“-ის მიმა#რ:თ, მივიღებთ V /=ძ(Cე Lაიდანაც V= 

=L ყძ.(X) ძხ+C; 
ბ) თუ განტოლება ამოიხLება X-ის მ-მართ, მამინ X=/I(ყ) და »ჯ= ICი), 

=/ იI(ი)ძი+-C განტოლებათა. სისტემა, სადაც 7 -ყ!, წარმოაღგენს მოცემული 

განტოლების პარამერრული სახის ზოგად ამონახ"ნს. 

ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 

105ი. Vყ” =1 1+ყ?. 1030. XV -+ყ'” =-X”. 

1 .. , 
1031. X=-2V –- –ე. 1039. X==5I9 4-II1V". 

ყ 
10ვე. L=0იყ +-ხყ”. 1034. ტს --ყ =X. 
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2“. მოცემული განტოლება ცხადად არ წეილცავს X ცქელადა 

”ჩ(ყ, ყ”)=0. 

ა) თუ ეს განტოლება ამოიხსნება ყ”-ის მიმართ, ე. ი. თუ ყ'=V(ყV), მაშინ 

  

ე ძყ 

»= | -I-C იქნება ზოგადი ამონახსნი; 

§XV) 
ბ ; , I'(0)ძი 

) თუ განტოლება ამოიხსნება ყ-ის მიმართ, მაშინ ყ =/(ყ”) და X-= –-–-“+ 
ი 

+ C, V= /(0) განტოლებათა სისტემა, სადაც /:: #”, წარმოადგენს მოცემული განტოლე- 

ბის პარამეტრული სახის ზოგად ამონახსნს. 

ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 

  1035. CV(ყ”-I- 1) =1. 1036. ყ = 1–V”. 
უყ 

1037. ყ ==ყ''+ყ'?ვ. 1038. ყ =-ყბ+ 2Iიყ”. 
1იპყ. ყ=ყ”Iი ყ”. 10+0. ყ :=6V «ბ. 

განსაზღვრეთ ყ, და ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 
1041. ყყ'--ყ!?=X--+XV. 1049. ჯ?ყ'ბ+-3ჯყყ + 2ყ? =0. 

1018. ყონ ბ =0. 1014. ყ'წ+2ყყშ"CLC X--Vყ? =-0. 
0 

§ 9. განსაკუთრებული წერტილები და ამონასსნები 

17, განსაკუთრებული წერტილები, V =/(X, ყ) დიფერენციალური განტოლების 
განსაკუთრებული წერტილები უნდა ვეძებოთ /(X, ყ) ფუნქციის წყვეტის წერტილებსა 

ძ 
და იმ წერტილებს შორის, Lადაც არ არსებობს 2 კერძო წარმოებული. 

V 

იპოვეთ შემდეგი განტოლებების განსაკუთრებული წერტილები: 

2 
1045. 1) ყ'=<%; 2) ყ'= #., 1046. /ლ=-->+, 

X X ყ 

1047. ჟ/,=-->»., 1018. ყ,=-X+%, 
X X–<ყ 

2. განსაკუთრებული ამონახსნები /”წ(X, ყ, V”)=0 განტოლებას ზოგადი 

თ (X, ყ, C)=20 ინტეგრალისა და კერძო ინტეგრალის გარდა, შეიძლება ჰქონდეს განსა– 

კუთრებული ინტეგრალი, რომელიც არ მიიღება ზოგადი ინტეგრალიდან მუდმივის 

არავითარი კერძო მნიშვნელობისათვის. 

განსაკუთრებული ამონახსნი გეომეტრიულად C (ჯ, ყ, C)=0 წირთა ოჯახის მომ- 

ვლებია, ის მიიღება C-ს გამორიცხვით 

დ C ყ, C)=0, 0I'(X, V, C)=0 
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განტოლებათა სიLტეჭიდან, ან კიდევ /)=- ყ-ის გამორიცხვით 

. # (X, ყ, #0)=20, #'ი(X, წყ, 0)=9 

განტოლებათა სისტემიდან. 

იპოვეთ ზოგადი და განსაკუთრებული ამონახსნები: 
1049. ყ'"=4(/--1). 1050. 9ყყ'?--4 =0. 
1051. ყ?(1-- ყ””) =07. 1052. ყ?/'“--2XVყ -+L+ 20-20 =9. 
1051. იპოვეთ ს მ+ყზმ=! განტოლების ინტეგრალური წირი, რო- 

1 
მელიც გადის MC0;->) წერტილზე. 

1051. იპოვეთ ყ”1+ყ=1 განტოლების ორი ინტეგრალური წირი, 

რომლებიც გადიან VI(I;. = წერტილზე. 

§ 10. ლაგრანჟისა და კლეროს განტოლებები 

19, ლაგრანჟის განტოლება, ლაგრანჟყის განტოლებას აქვს შემდეგი სახე: 

ა _ ყლ»დფ)+%X(/), 
სადაც“ თყ)” და VI) წარმოადგენს ყ” წარმოებულის მოცემულ უწყვეტ ფუნქციებს, 
რომელთაგან (LV )==V”. ყ”= / ჩასმით ეს განტოლება დაიყვანება წრფივ განტოლებამდე. 

ი? კლეროს განტოლება. ამ განტოლებას აქვს შემდეგი სახე: 

ყ=X/+% (ყ”). 
ყ=CX+I-1C) წარმოადგენს კლეროს განტოლების ზოგად აყონახსნს; 

X+- ი” (0)= 0, 
ყ-= 0X-L %I(0) 

განტოლებათა სისტემიდან ი-ს გამორიცხვა გვაძლეეს კლეროს განტოლების განსა“ 

კუთრებულ "ამონახსნს. 

ამოხსენით ლაგრანჟის განტოლებები: 

1055. ყ=2XV –-ყ!?, 1056. ყ=2V/+-1. 
ყ 

1057. V =X(1-+-ყ + ყ”?. 1058. ყ =2Xყ”-LაIიყ”. 
1059. ყ ==XI/ ?-L ყ??. 1060. 2V(ყ”-- 2) =Xჯყ”?. 

"იპოვეთ კლეროს განტოლების ზოგადი და განსაკუთრებული ამონახს- 

ნები: 

  

1 
1061. ყ=Xყ -ყ!?.. 1009. ყ=XVყ +– · 

ყ 

1003. ყ =X/--0 V 1+ჟ" ჯ„ა„' 

1065. ყ=XV + ყ --ყ!?. 1006. #=Xყ'–+–ყ” -+6ს”. 
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§ 11. იზოგონალური და ორთოგონალური ტრაექტორიები: 

ევოლვენტები 

თუ მოცემელია წირთა ოჯახი 

#(X, ყ, ი)=0 ი) 
სადაც ი პარაპეტრია, მაშინ ეთ წირთა ოჯახს, რომლის ჯოველი წირი მოცემული ოჯა- 

ხის წირებს გადაკვეთს ერთ” ღა იმავე თ კეთხით, ეწოდება მოცემული ოკახის იზ ო- 

წ 
გონალური ტრაექტორიები. კერძოდ, როცა თ= -> , მივიღეათ ო რ– 

თოგონალურ ტრაექტორიებ ს. 

თუ «I (X, წყ, ყ')==0 არის (1) ოჯახის დიფერენციალური განტოლება, მაL-ნ ორთო- 

გონალერი და ისოგონალური ტრავვტორიების დიფერენციალერი განტი” ღებები 

შესაბამისად არის: 

1 ყ– 
თ (+V–- )=9, ი(+V ““ ,„)=0 (L=(ლი). 

V 1--MV 

ვთქვათ, მოცემულია რომელიმე წირის ევოლუტის განტოლება 

VM-=“I(XC 

და საძიებელია თვით წირი, ე. ი, ევოლეენტა. თე 

ძე. 1 _ ყ–IV) 
=I(X) 

ძX ლ)” X--X- 

განტოლებათა სისტემიდან გამოვრიცხავთ X- პარამეტ“თს, მიეიღებთ პირველი რიგის 

დიფერენციალურ განტოლებას, მისი ზოგადი ამონახსნი მოგვცემს ევოლვენტების ოჯახს. 

იპოვეთ ორთოგონალური ტრაექტორიები შემდეგ წირთა ოჯახისა: 

1067. ყწ=იX. 1068. Xყ=-0. 

1069. X?-Cყ' =0ძ". 1070. იყ" =-X). 
1011. X'--2ყ“ --ი”. 1022. ჯ?-- ყ”--2იყ =0. 

ა 

  1078. იპოვეთ 1 +% =1 კონფოკალური ელიფსების ორთოგონა- 
. --რი 

ლური ტრაექტორიები (ი>>0, ფოკუსები მოთავსებულია #(+1: 0) 
წერტილებში). 

1074. იპოვეთ ისეთი ელიფ სების ორთოგონალური ტრაექტორიები, 

რომლებსაც საერთო აქვთ დიდი ღერძი (2 ი-ს ტოლი). 
1075. იპოვეთ /„=20510 ით ოჯახის ორთოგონალური ტრაექტორიები. 
1076. იპოვეთ ”#=0ძ(1+ლ05ყ) კარდიოიდების ოჯაის ორთოგონა- 

ლური ტრაექტორიები. 
1077. იპოვეთ ყ=CX. წრფეთა ოჯახის იხოგონალური ტრაექტორიე- 

ბი, რომლებიც მოცემული ოჯახის წირებს გადაკვეთს თ კუთხით, სადაც 
1§თ =7.. 

1078. იპოვეთ წირები. რომლებიც ”--იეი! ლოგარითმული ხვიების 

ოჯახის წირებს კვეთს თ=-> კუთხით. 
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1079. იპოვეთ 491,--27 X> =0 წირის ევოლეენტა. 

1080. იპოვეთ V, =უ+ წირის ევოლვენტა, სადაც # მუდმივია. 
ჭ 

1031. იპოვეთ X%+4-ყ,:-=ი? წოეწირის ევოლვენტა. 
10332. იპოვეთ 8(X,--1)--27ყ9, =0, წირის ევოლვენტა. 

§ 19. ამოცანები პირველი რიბის დიფერენციალურ 

განტოლებათა შედგენაჭე 

1083. იპოვეთ წირი, რომლის მხების სიგრძე შეხების წერტილის 
რადიუს-ვექტორის ტოლია. 

1051. იპოვეთ წირი, რომლის მხებქვეშა უდრის შეხების წერტილის 
აბსცისისა და ორდინატის ჯამს. ჭშ მ 

1035. იპოვეთ წირი, რომლის მხებქვეშა არის შეხების წერტილის 

აბსცისისა და ორდინატის საშუალო არითმეტიკული. 

1056. იპოვეთ წირი, რომლის ნორმალი აბსცისათა ღერძზე ჩამოქ- 

რის # სიდიდის მონაკეეთს. 
ჯ 

1087. იპოვეთ წირი. რომლის ნორმალის მიერ (0X ღერძზე ჩამოჭქ- 
რილი მონაკვეთის ფარდობა შეხების წერტილის რადიუს-ვექტორთან 
ი-ს ტოლია. 

1088. იპოვეთ წირი, რომლის მხების მიერ 0ყ ღერძზე ჩამოჭრი- 
ლი მონაკვეთის ფარდობა შეხების წერტილის რადიუს-ვექტორთან ი-ს 
ტოლია. 

1089. იპოვეთ წირი, რომლის მხების მონაკვეთი, მოთავსებული 

საკოორდინატო ღერძებს შორის, მუდმივი ი სიდიდეა. 
10900. იპოვეთ წირი, რომლის ნებისმიერ წერტილზე გავლებული 

ნორმალის მიერ 0ყ ღერძზე ჩამოჭრილი მონაკვეთი უდრის ამ წერტი- 
ლის რადიუს-ვექტორს. 

1091. იპოვეთ წირი. თუ მხებქვეშას და ნორმალქვეშ ას ნახევარ- 
სხვაობა უდრის შეხების წერტილის აბსცისას. 

10905. იპოვეთ წირი, რომელიც გადის /Vე(3: 2) წერტილზე და აკ- 

მაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 1) მისი მხების მონაკვეთი, მოთავსე- 
ბული საკოორდინატო ღერძებს შორის, შეხების წერტილით შუახე 
იყოფა: 2) მხების მიერ 0ყ ღერძზე ჩამოჭრილი მონაკვეთის სიგრძე 
ორჯერ აღემატება შეხების წერტილის ორდინატს. 

1093. იპოვეთ წირი, თუ მისი მხების მიერ 0V ღერძზე ჩამოვრილი 

მონაკვეთია ძ90Cდი, სადაც «. არის კუთხე რადიუსვექტორსა და 0X ღერძს 
შმორის. 

1094. იპოვეთ წირი, რომელიც გადის კოორდინატთა სათავეზე, თუ 
მისი ნორმალის მონაკვეთის შუაწერტილი მოთავსებულია V”=0X 
პარაბოლაზე. 
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109. იპოვეთ წირი, თუ ტრაპეციის ფართობი, რომელიც "ემო- 

სახღვრულია საკოორდინატო ღერძებით, საძიებელი წირის მხებითა და 

შეხების წერტილის ორდინატით, უდრის ი“-ს. გამოყავით წირი, რომელიც 

გადის /M-(ი; ი) წერტილზე. 
109ც. იპოვეთ წირი, თუ სამკუთხედის ფართობი, რომელიც შე- 

მოსაზღვრულია წირის ნებისმიერი VI (X, ყ) წერტილის 0/ რადიუსით, 

ამ წერტილზე გავლებული მხებითა და 0XჯX ღერძით, უდრის 2-ს. გამოყა- 

ვით წირი, რომელიც გადის /M, (2: –-2) წერტილზე. 

1097. იპოვეთ წირი, რომელიც შემდეგი თვისებით ხასიათდება: თუ 
წირის ნებისმიერ #MI(0(ს წ) წერტილზე გავავლებთ კოორდინატთა ღერ- 

ძების პარალელურ წრფეებს ამ ღერძების გადაკვეთამდე, მაშინ მიღე– 

ბული მართკუთხედი გაიყოფა ორ ნაწილად, რომელთაგან ერთის ფარ- 

თობი (0X ღერძთან მიმღებარე ნაწილის) ორჯერ მეტი იქნება მეორეზე. 
გამოყავით ის წირი, რომელიც გაღის /VMე (2; 4) წერტილზე. 

1098. იპოვეთ წირი, რომელიც შემდეგი თვისებით ხასიათდება: 

მრუდწირული ტრაპეციის ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია წი- 
რის ნებისმიერი რკალეთ, ორი ოოროდინატითა და 0+X ღერძით, ამ რკალის 

სიგრძის პროპორციულია. გამოყავით წირი, რომელიც გადის //ა(0;ი) 

წერტილზე. 
1009. რეზერვუარში მოთავსებულია 100 ლ მარილხსნარი, რო- 

მელიც შეიცავს 10 კგ გახსნილ მარილს. ყოველ წუთში რეზეოვუარიდან 

გ ამოდის 2 ლ მარილხსნარი და ჩადის 3 ლ სუფთა წყალი, ამასთან, არე– 
ვის საზუალებით კონცენტრაცია თანაბარი რჩება მთელ რეზერვუაოში. 
რამდენი მარილი დარჩება რეზერვუარში 1 საათის შემდეგ? 

110ი. ჭურჭელი, რომლის მოცულობა ი ლიტრია, ავსებულია მა- 
რილხსნარით.- დროის ყოველ მომენტში ჭურჭელში ჩადის ხ ლიტრი 
წყალი და გამოდის ამდენივე ხსნარი. განსახღვრეთ, რა კანონის მიხედ- 
ვით იცვლება მარილის რაოდენობა ჭურჭელში. 

1101. განსახლღვრეთ, რა დროის განმავლობაში დაიცლება წყლით 
სავსე კონუსური ჭურჭელი, რომლის სიმაღლე 10 სმ-ია, ხოლო კუთხე 
წვეროსთან თ =60“. კონუსის ძირში გაკეთებულია ხვრელი, რომლის 
ფართობიც უდრის 0,5 სმ”-ს. 

1109. #) დიამეტრისა და // სიმაღლის მქონე წრიული ცილინდრული 
ჭპჰურჭელი ავსებულია წყლით. გაიგეთ, რა დროის შემდეგ დაიცლება 
ჭურჭელი მის ძირში გაკეთებული ხვრელის საშუალებით, თუ ხვრელის 
დიამეტრია ი (IL =:1მ, #/ =1,5მ, 0 =0,05 მ). 

§ 1ვ. მაღალი რიბის დიფერენციალური განტოლებები 

L. ჩ(X, ყ'2)=0 სახის განტოლება. ეს განტოლება ცხადად არ შეიცავს ღცნობ 
ყ თუნქციასა და მის წარმოებულებს (M--1) რიგამდე. აქ განიხილება ორი შემთხვე- 

ვა: 
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ამონ 

ა) როცა განტოლება ამოლ–ხსნება ყI/M7-იL მ-მართ, მაშ-ნ ყი -=/(უ. მისი ზოვაღი 

ახსნია 

M-ჯერ 
ო 

ყ=/ ძ»...ჯ I()ძX+ C)X5"-!- 6ეჯ5 -- I... Cი. 

ბ) როცა განტოლე?) ამრიხL5ებ3ა X-იL მიმართ, გაეჟნება X=(%, (V“შ)). აღენიშნოთ 
ყ“”ო-=/, მაშინ X=-:0M())), ხოლო ყ!ა-1)=/ იდ” ())ძი+ C,. აქედან (I-–1)-ჯერ მიჭდე 

რობითი ინტეგრება მოგვცემს V=/ (0, C), Cა,.... C„). ზოგადი ამონახსნი პარაბეტრელი 

სახი 

ყლ 

თ იკვხება: 

Xჯ= 90), Vყ=/(0, C), C».... Cი). 

ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 

1103. ყ--X=0; X=1, ყ=1, ყ” =2. 

1104. ყ”--4 Cლ0§ 2X=0; X=0, V=0, V”=0. 
1 
  

ჩL –_– 

1105. ყ”= “–––, X=-–-, ყ=I0CV2, ყ” ==1. 
005" ს 4 

, 6 ” 1 1106. ყ'წ =-; X=1, ხყ=2 (=>) ყ7==1. 
ჯა 

1107. ყ”=6-X; X=0, ყ=0, V =0, 7 =0. 

1103. ყ”” =-602X+1, 1100. ყ”'” =5)იX--005%. 
1110. V 510 1V =51ი2X. 1111. ყ””=IიX. 
1115. ყ”'?  3ყ”--2 =0. 1113. X-=/3-L1. 
1114. X-==69M”-Lყ”. 

99, ჩ(ჯ, ყ”, ყ”,..., ყლ)2)=0 სახის განტოლება, ეს განსოCება ცხადად არ შე”ცა:ს 
უნქც-ას, ამ ზემთხუევარი ყV”=/ ჩასმით განტოლების რ-:ი ერთი ერთეულით და“ 

«წევს: 

#(CV. ი. #/',.... 0'“/ი-2)-=0. 
ასეეე. 6(X, ყ("), ყ(M=!)..,., ყ//M))=0 განტოლებაში ყ/ი21=„ი ჩასმით განტოდ ების 

რიგი # ეოთეულით დაიწექს: 

2 
ხით 

ჩC, ი. ი”,..., ე ლო-M)=0. 

ბოლოს , თუ მოცემულია MC, ყო-1), ყ(M9)=0 განტოლება, მადინ ყ(4+“/=-/ ჩა. 
მიიღება პირველი რიგის . განტოლება 

MC, #, ი”)=90. 

ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 

1115. XV” +ყ” ==X”. 1116. XX) -- Xმ?მყ” =1. 
1117. X-ს” -–+-XVყ” =1. , 1118. ყ”-+ყ” I CV =:51012X. 
1119, ს” (X?-I-1) =2XV; X=0, ყ=1, ყ” ==3. 

1190. Xს --Xყ ?--ყ =0; ჯ =2, ყ =2, ყ =1. 

11%1. XV ”-+ყ” =3X-L1. 1129. Xჯ"ყ'” =V”.



ვ?, წ(ყ!5-), ყო?)=0 სახის განტოლება, ყ/7-!)-0 ჩასმ-თ ე+ განტოლება ღა-ს. 

ვანება პირელი რიგის განტოლებამდე. 

ამოხსგნით განტოლებები: 

1193. (”" =წ". 1194, ყ!-1-ყ”” =-0. 
2 

7,” 1123. ყ” =V”9. 1196, ყ”= (1 + ყ”)“. 

”#?. ნი). ყ?, ყ”)==0 სახის განტოლება. // = #0 ჩასმით ეს განტოლება მიიღებს სა- 

VII 
ჩ( V.ი.ი + )=9. 

მყ 

იპოვეთ ზოგადი დღა კერძო ამონახსნები (იქ, სადაკ მოცემულია 

საწყესი პირობები) შემდეგი განტოლებებისა: 

ხეს: 
ჟ" 

1197. ყყ”+-ყ? =0. 1128. ყყ”--ყყ--ყ წ =0. 
1129. (ყ--1)ყ”--2ყ'? =-0. 1180. 2ყყ”-I- ყ”მ-L-ყ!ბ =0. 

1131. 2ყ0”--ებ=0 X=-1, ყ#ყ=4 V”=1. 
1139. ყყ”-+-ყ'ბ=1; X=0, ყ=1, ყ” =1. 

ჩ”. თუ #C, ყ. ყV', ყ”ჩ)=0 განტოლებაში # ფუნქცია ერთგვა–ოეანია V# უცნობი 

ფუნქციისა და მისი ყ”, ყ” წარმოებულების მიმაCთ, მაშინ V'==ყ?2 ჩასმით განტოლების 

რიგი დაიწევს ერთი ერთეულით. 

1133. XVV –-ჰყ.?-–ყყ =0. 1184. ჯ”ყყ” =(6--XV”)?. 

1135. Vყ-–- ირ-  Vყ/ 1130. XVV” - XV ბ––ყყ” -=0. ყყ ––ყ VI--» ყყ “-Xყ –ყყ 

6". მარტივი გარდაქმნებით დასწიეთ რიგი შემდეგ მაგალითებში: 
„” 2 , 

1187. ყყ” =2ყ. 1Iვკ, ” ო -ი, 
ს 14+V 

1139. ყყ” ყი? ყი =-0. 1140. ყყ” “––-წV /” =0. 

1111. იპოვეთ წირი, რომლის სიმრუდის რადიუსი მუდმივი თ სი- 
დიდის ტოლია. 

11432. იპოვეთ წირი, რომლის სემრუდის ი რადიუსსა და ნორმალის 
ვ 

V მონაკვეთს შორის არსებობს დამოკიდებულება ი=%, სადაც # 
() 

მუდმივია. 

§ 141. მაღალი რიგის წრფივი დიფერენციალური განაპოლებები 

1”. ერთგვაროვანი განტოლება. /-ური რიგის დიფერენციალერ განტოლებას 

;ეწოდება წ ი გფ ივი, თუ ის პირველი ხარისხისაა უცნობი ფუენქ.კ:ისა და მივა წარ- 
1მოებულ ეის მემართ. ამ განტოლებას შეპდეგი სახე აქვს: 

VI) - ი (აყლრ)+ ...+- რ“. (2), - იი(აყ=/ძი, (0) 
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სადაც 0,(X), ძა: (X), ..., რი(X), /(X) არის X-ის მოცემული უწყვეტი ფუნქყიები რა5?ე 

შუალედში, ხოლო V უცნობი ფუნქცია. 

იმ შემთხვევაში, როცა /(X=0, განტოლებას ეწოდება ე რთ გვაროვანი, 

თუკი /(X)9=0, მაშინ განტოლება არაერთგვაროქეანია. 

წრფივი ერთგვაროვანი : 

ყ'-+-ი,()ყ(ი-)-L ...+ ი„(ე)ყლ=–0 (2) 

დიფერენციალური განტოლების ზოგად ამონახსნს აქვს შემდეგი სახე: 

ყ=C)V)-I- C»V+ ..-+ Cიყ» (3) 

სადაც V,, V»,.-» Mი (2) განტოლების წრფი;ად დამოუკიდებელი ამონახსნებია (:მონახ- 

სნთა ფუნდამენტური სისტემა), ხოლო CI, C»..., C» –– ნებისმიერი მუდმივები. 

წ. ყი... ყი ფუნქციებს ეწოდება წრფივად დამოკიდებული რა 
იმე შუალედში, თუ არსებობს ისეთი CL, C»,..., C» მუღმივები, რომელთაგან ერთი მა- 
ინც განსხვაჟდება ნულისაგა5 და ყოველი ჯ-ისათვის აღნ-შნელ შუალედში მართებულია 
ტოლობა: 

CIM,+ C:წა-+ ...I-C„ყი=0; 

წინააღმდეგ შემთხვევაში ფუნქციები წრფივად დამოუკიდებელია. 

კერძოდ, მეორე რიგის წოფივი ერთგვაროვანი 

ყ”-+-ძ,(X)ყ' + ი:C0ყ=0 აა 
დიფერენციალური განტოლების ორ V/, და ყა: ამონახსნს ეწოღება წრფივად დამოკიდე: 
ბული რაიმე შუალედში, თუ არსებობა ისეთი მუღმივი # რაცხებ, რომ 

> =X ანუ V,2=M/. 
ყა 

' 
თუკი ფარდობა ”» 24+-0ლ0ი51, მაშინ აღნიშნულ ფუნეციებს ეწოდება წ ოფივად 

V. 

დამოუკიდებელი. 
თუ ცნობილია (4) განტოლების „ერძო ამონახსნი ყ., მაშინ ზოგადი ამონახსნი 

იკნება 

ყ=C)VI+ C:V:, 
საღაც 

ყ:=V, |+7-“ ძა. 
V.“ 

გამოიკვლიეთ წრფივად დამოკიდებულია თუ არა შემდეგ ფუნქციათა 
სისტემები: 

1143. ყუ=X, ყა=Xჯ-+-1. 1144. ყ) ==99+510ხX, ყა ==29Xლ0ას». 

1145. V/ ==X, //-==%V+ 1, ყვ-–=V+2. 1146. ყ, =5II1I”X, ყა = 205” V. ე =1. 
1147. ყ,=-X, ხყ:=წX”, ყვ =X). 11+8. IV, =60%, წყა=0“%“+ (/კ -=C%. 

შეადგინეთ მეორე რიგის წრფივი ერთგვაროვანე დიფერენცუალურა 

განტოლება, თუ ცნობილია მისი ფუნდამენტური ამონახსნი: 

1149. ყ,=X, I/ ==X”. 1150. ყ, ==51IIX, ხა ==005X. 

1151. ყუ=1, ყე -=Cლ052X. 1152. I,=6% Vა ==X6%. 
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11წ8. ყე=V” და ყა.=X ფუნქციები წარმოადგენს მეორე რიგის 

წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების ამონახსნთა 
ფუნდამენტურ სისტემას, იპოვეთ ამ განტოლების კერძო ამონახსნი, 

რომელიც აკმაყოფილებს საწყის პირობებს: როცა Xჯ=1, მაშინ ყ --1, 

ყ =0. 

1154. ყ, =X, ყა=X”, ყვ =X. ფუნქციები წარმოადგენს მესამე რიგის 
წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების ამონახსნთა 
ფუნდამენტურ სისტემას, იპოვეთ ამ განტოლების კერძო ამონახსნი, 

რომელიც აკმაყოფილებს საწყის პირობებს: როცა X=1, მაშინ V-90, 
ყ=–1, ყ” =2. 

ამოხსენით განტოლებები, თუ ცნობილია მათი თითო კერძო ამონაL- 

სნი: 

<II1X 
  

2 
1166. ყ”+-. ყM+Vყ=0; ყ) = » 

„ა. 4, 4 
1166. ყ”+--  –- –ყლ0, M,=X. 

X Xჯ 

1157. X"(I0X--1)ყ-–Xყ-+ყ=0; ყ,.=X»X. 
1153. ყ”-+((Iფ--2ლ1ფიყ +20(CX-ყ=:0; ყ, =51VX. 
1159. ყ”CII12X--2ყ =0; ყ, =CIყX. 

1160. X(1–– ჯX)ყ”=2ყუ VყV,=   
–ჯ 

ა? არაერთგვაროვანი განტოლება, წრფივი არაე=თგეა აოვანი 

ყია +იძე,0იყიი + ...+ ძი(ეV=/I|(00 

დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ამონახსნი მოიძებნება 

ყ=ყ+V 

ფორმულით, სადაც ყ არის შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნი, 

ხოლო V –– მოცემული არაერთგვაროვანი განტოლების კერძო ამონახსნი, 

თუ ცნობილია ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების წრფივად დამოუ- 

კიდებელ ამონახსნთა სისტემა V,, Vყ:,..., Vი, მაშინ შესაბამისი არაერთგვაროეანი გან- 

ტოლების ზოგადი ამონახსნი მოიძებნება 

ყ=C)(Xყ,+C: (X)ყ.+- ...+- C.(X)Vი 

ფორმულით, სადაც C)(X). C(CX),..., C(X) ფუნქციები განისაზღვრება შემდეგ განტო- 
ლებათა სისტემიდან (ნებისმიერი მუდმიეების ვარიაციის ანუ ლაგრანეის მეთოდი): 

CI (II, + C" .(V)ყა+ ...+ C» (აყა=0, 
C„ (ჯწყ“ IL C »(X)ყ”.+ ...+ C„ (ჯ)ყ' »==0. 

I C მეყო -1-+ C“ დეყვრ-!.- საა. C„» (ჯ)ყ.შ-1=/(უ). 

1C5



იპოვეთ შემდეგ არაერთგვაროვან განტოლებათა ზოგადი ამონახსნი, 

თუ ცნობილია შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების ერთი კერძო 

ამონახსნი: 

1161. XV" ყ” + -XI-––-ყსყ=V; ყ.=X. 
1169. X2ყ--2XV +-2ყ=-2Xმ7? ყ, =X. 
1163. XV9-Vყ-. =X: ყ.=X”. 

  

1 
ეV _– -–-–ყ=Xჯ-1I; /1= 67. 1164. ყწ-L 

1–– ჯ 

§ 1. მეორე რიგის მუდღდმივკოეფიციენბებიანი წრფივი 

დიფერენციალური განტოლება 

1“. ერთგვაროვანი განტოლება, ამ განტოლებას აქვს შემდეგი სახე: 

ყ'ნთყ“--ძაყ=0, (1) 
Lადაც 0; და 0» მუდმივებია, 

თ. MV) და /აფუნეციებ- () განტოლებ. -ს წ.? იფიევად დ. “წო: უკიდებელი კერძო ამონაზ- 

ა. მაშ-ნ #=CI4+Cან» არის ამ განტოლების ზოგადი ამონახსნი, კერძო ამონახ- 

ს მოსაძებიაც წინასწარ უნდა ამოეხსნათ მახა-ათებელი განტოლება: 

/”-Lი,I+- ი.= 0. (2) 

ადგილი აქვს შემდეგ «ა? დემთხვევას: 

LC. 
ა- 

(6-8 

1. მახა-პათებელი განტ ტოლების ფესვები ნამდვილი და განსხვავებულია, ე. ი. 

ბა, მაშინ (1) განტოლეა-ს ზოგადი ამონახსნის» 

M= ი. ჯ 
ყ=C,0! –+ C256 

11, მახასიათებელ განტო ებას აქვს ჯერაღი ფეხვები: #,==#ა, მაშინ (1) განტოლე- 

ბ-ს ზოგალი ამონახსნია - · 

ყ=(C,+Cი6%, 
111. მახასიათებელ განტოლებას აქვს კომპ ლეჟგსული ფესვები #.=0-| ·- (ხ, /ე=:0–-!ხ. 

მ.<-5 (1) განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნე2ა 

ყ-(C)ე 005 0ხX-+- Cა 50) MX) 695. 

ამოხსენით განტოლებები: 

1165. ყ“–--ყ ---2ყ =0. 1160. (” ---4ყ --3ყ =0. 

1167. ყ”-–-5ყ”-+6ყ =0. 1168. ყ -––-9ყ =0. 

1169. ყ“---/ =0. 1170. MM” –+-3ყ” =0. 

ძ?ა (VX 
1171. 3ყ“--2ყ”--8ყ =0. 1179, –“-03-- .4X=0. 

#7 # “ყ (II" ძ! 

1173. ყ” 50 +4ყ=C: X=0, ყ=5, ყ” =8. 

1174. 8ყ”+2ყხ--3ყ=0: X=0, ყ=-–-6, V”'=7. 
1175. ყ +2ყ -+ყ =ი. 1176. 4ყ”––-12ყ”--9ყ =0. 

1177. 16)” --24ყ-- 9ყ =0. 1178. 16)” +-8ყ +V =0. 
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' 1 1 , 
1179. ყ”-+4ყ'-CL4ყ=0: ჯ=-> , ყ= -> კ ყ-=-4 

1180. ყ”––-6ყ'--9/=0; X=-0, ყ=:.. ყ”=2. 
1181. ყ”+2ყ'-I-5ყ =0. 1189, ყ”-4ყ”-“- 13ყ --0. 

1183. ყ”-+Vყ + ყ :-=0. 1184. ყ'“+4M--ზყ =9. 

1185. «+X 4) ცჯ:-0. 11868. ყ”--ყ =0. 
ძ/ 

1187. ყ”L-4ყ=0; X=0, VყV=0, Vყ' =2. 
1183. ყ”-- 20” +-2ყ=0: X=0, ყ=1, ყ” =1. 

კ“ არაერთგვაროვანი განტოლება, ამ განტოლებაL აქეს %ემღეგი საზე: 

ყ"“I-0,ყ- იაყ->/ წ). 

2ისი სოგადი ამონახსნი, მოიძებნება ყ= Vყ-+V ფორმულით. საღა.) წ არის შესაბამისი ერთ- 

გვარო5ი განტოლების ზოგადი ამონახსნი, ხოლო V –- მოცემული არაერთგვაროეანი 

განტოლების კერძო ამCნახსნი. 
კერძო ამონახსნი მოიძებნება მ-ღმივების ვარ”/აციის მეთოდით. სოგ შეჰ.ხაევა- 

დი კეძო ამონახსნი მოიძებნება განუსაზღვრელი კოეფიც-ენტების მეთოდით, 

ადგილი აქვს შემდეგ შემთ"ვევებს: 
I. სნაერთოგვაროვანი განტოC'ებ-ს მარჯვენა ნაილი იI-ცრი ხარისხს მჩავალ- 

წეელია: I(X)= ჩი (X). აქ პესაძლებელეა ორი შემთხეევა: 
1) მახასიათებელ განტოლებას არა აქეს ნულოვანი თ.სეები, ამ შემთხეე4აში 

კერძო ამოხახ ნე: უნდა ვეძებოთ V=C0„» (+) მრაკარწექვრის სახით, სადაც C0,(X) 

არის /I-ერი ხარისხის უცნობკოეფიციენტებიანი მ რავალწევოა, რომლას კოეფიცეე2“ 

ტებ. მღაძვბნება განუსაზღვრელ ·კოეფიციენტთა წედარების ზერხით; 

2) მას-,–პათებელ განტოლებას აჟვს ( „ერადობის ნულოვანი ფესქეი (7=1 ახ L-=2). 

მაშინ კერძო ამონახსნი უნღა ვეძებო» V-=XI0.,(0) სახ-თ. სალაც C0»(+)) აგრეთვე 

ური ხარსხის აცნობკოეფიციენტეაანი მრავალწევრია. 

ამოხსი ბით განტოლებები: 

1189. ს ––-4ყ'--4ყ =V. 1190. ყ”-–-ყ =X”-X+IL. 

1191. 3ყ”--–2ყ -–--ყ =X”-+ 1. 1199, ყ” I-V --ყ =3X--2. 

1109ვ. ყშ+V =3. 1194. ს“ –-ქე”=2--6V. 
1185. ყ“-–-2ყ” =X7-1. 1196. 2ყ”-+-5ყ” =5X---21X-1. 

II. არაერ:გეაროეანი განტოლ=ები მ.რჯვენა ნაწიCL აჟ:ს შემღევი სახე: 

(=>: Mიაძეტი?, 

საღაც ჩონ) ათის /I-ური ხარისხის მოცემული მ”აეარწევთი, ხრლო ძი მუდმიეია. აქ 
განიხილება ორი შემთხვევა: 

1) 8 არ6 არის მახასიათებელი განტოლების ფესვი. მაშინ ერწო ამონახსხი უნდა 

ვეძებოთ V= 0,(X)6"+ სახით, სადაც C0.(X) არის MI-ური სარსხის უცნობკოეფიც-ე5- 

ტებიანი მრაიალწევრი, მისი უცნობი კოეფიცუენტები მო-ძებნება ჯანე"აზღერელ კოა- 

თ-ციესდთა მეღარების ხერხით; 

2) ი არ”L მახასიათებელი განტოლების / ჯერაღე ფდეLვე (/=1 ან I=2), მაშინ ,„ირ- 

ძო ამონასსაა უნდა ვეძებოთ V-=XVI 0.,(005% სახით. 
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ამოხსენით განტოლებები: 

1197. ყ”--2ყ +) ==607%. 1193. ყ”-+LI = 40%. 

1199. ყ“--2ყ---ყ=6X6". 1200. ყ”–-–3ყ“+2ყ =60(V--+X). 
1901. სყ” 2ყ”-+-ყ ==0”. 1909. ყ”-Lყ” –-6ყ ==X62%. 

111. არაერთგვაროვანი განტოლების მარჯვენა ნაწილს აქვს შემდეგი სახე: 

/(X)ლ–69% (0 (ჯ) C0§ ხX-L 0ე(X) 5Iი ხXI, 

სადაც M»(X) და 0ყ(+) შესაბამისად ი და ძ ხარისხების მოცემული მრავალწევრებია, 

ხოლო 0 და ხ –– ნამდვილი რიცხვები. მივიღოთ, რომ #>>ძ, აქ განიხილება ორი შემთხ- 

ვევა: 
1) 0+ |ხ არ არის მახასიათებელი განტოლების ფესვი, მაშინ კერძო ამონახსნი უნდა 

გეძებოთ 
V-==4609+XI#I »(X) C05ხX-L V „(X)5Iი ხXI 

სახით, სადაც M „(X) და IV „(დ უცნობკოეფიციენტებიანი ჟ ხარისხის მრავალწევრებია; 

2) 0+(I(ხ არის მახასიათებელი განტოლების I! ჯერადი ფესვი (მეორე რიგის განტო- 
ლებისათვის 1=1), მაშინ 

V= XI695 LM »(X)-0§5 ხX- M აე. ხXI. 

ამოხსენით განტოლებები: 

1903. ყ“---70” --6ყ =51იX. 1904. ყ”-+-ყ --2ყ =851112X. 
1905. ყ”-+-ყ ==100%X5))1 2X. 1506. ყ”-–-4ყ=5 5)0ი3X--100C053Xჯ. 

1907. ყ”-+-I/ =ლლ003 ჯ. 1208. ყ”+4ყ 5) 2X. 

თუ მოცემულია 
ყწ+ი,ყ+იძ:ყ=/, (0+ჩლიე-+..-+/იი“%), 

განტოლება და V,. V/»..., 17ი კერძო ამონახსნებია 

ყ”“+-0,ყ + ძ/=#)(X), 

ყ + ძეყ/ + ძაყ=/)!»() · 
განტოლებებისა, მაშინ V=V,)––- V,-+ ...–- V ი ჯამი იქნება მოცემული განტოლების კერ- 
ძო ამონახსნი, 

ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 

1209. ყ”--ყ =2X--1-–-347X. 1910. ყ” + ყ=>5ი0XL+C00§2X. 

1911. ყ”-–ყ =005X0053X. 19195. ყ”--4ყ +-4ყ == 26%%-L# > · 

იპოვეთ ამონახსნები რომლებიც აკმაყოფილებს მოცემულ საწყის 
პირობებს: 

1913. ყ -––-ყ =2(1--X): X=290, ყ=1, V” =1. 

1214. ყ”+4ყ'+4ყ=30-:1,: Xჯ=0, ყ=0, ყ” =0. 
1915. ყ”---2ყ” =(X? -I-X--3)0X; Xჯ=0, V =:2, ყ“ ==2. 
125216. ყ”+ყ=ლ=-–-5)ი 2; X=უ, VყV=:1, ყ=1. 

როდესაც /(X) ფუნქციას არა აქვს ერთ-ერთი ზემოთ აღნიშნული "ახე, სა:იროა 
მივმართოთ ნებისმერი მუდღმიეების ვარიაციის მეთოდს, 
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ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 

12517. ყ”–+–-ყ =1ღX. 1918. ყ- 27 ყი“. 
ჯ 

LM 

1919. ყ” –– ყ/=- 1990. ყ”+M/= 
0X-LI. §IIX 

1991. იპოვეთ ყ“--ყ=0 დიფერენციალური განტოლების ინტეგრა- 
ლური წირი, რომელიც ეხება #=Xჯ წრფეს (0; 0) წერტილში. 

19599. იპოვეთ ყ”+2ყ'+2ყ =0 დიფერენციალური განტოლების ინ- 
ტეგრალური წირი, რომელიც ეხება V-=X+1 წრფეს (0; 1) წერტილში. 

1293, იპოვეთ ყ“-4ყხ'+-3ყ =0 დიფერენციალური განტოლების ინ- 
ტეგრალური წირი, რომელიც ეხება #=X+2 წრფეს (0; 2) წერტილში. 

1991. მოცემულია წრფივი მოძრაობა ი=--> ვშ, როცა #-:0, 

  
  

მაშინ §=-0 ღა თ=:2. იპოვეთ მოძრაობის განტოლება. 

1995. მოცემულია წრფივი მოძოაობა ს) =--45--2C005:2/. როცა /:=0, 

მაშინ §=0 და V=2. იპოვეთ მოძრაობის განტოლება. 

1996. მატერიალური /! წერტილი თავისუფლად ვარდება სიმძიმის 
ძალის გავლენით. იპოვეთ მოძრაობის განტოლება, თუ ჰაერის წინააღმ- 
დეგობას მსედველობაში არ მივიღებთ. საწყის / --0 მომენტში წერტილის 

სიჩქარეა შა, ათვლის ადგილიდან მისი დაშორება კი V/. 
1597. იპოვეთ იმ სხეულის მოძრაობის განტოლება, რომელიც ვარ- 

დება 10 მ სიმაღლიდან ჯე =0 საწყისი სიჩქარით. რამდენი წამის შემდეგ 
დავარღება სხეული მიწაზე? 

1558. იპოვეთ იმ სხეულის მოძრაობის განტოლება, რომელიც ას- 

როლილია ზემოთ ჯ#,-=:1 მ/წმ სიჩქარით. რამდენი წამის შემდეგ მიაღ- 
წევს სხეული უმაღლეს მდებარეობას? 

§ 16. ო-ური რიბის მუდმივკოეფიციენტებიანი 

წრფივი დიფერენციალური განტოლება 

1, ერთგვაროვანი განტოლება, ამ განტოლებას აქვს შემდეგი სახე: 

ყი თ ყ(ს ი ...+იი )ყ +ძაყ=0, (1) 

სადაც ძ,, რთი,..., რი მუდმივებია. 

თუ Vყ,, M2..-. V»ი(1) განტოლების წრფივად დამოუკიდებელი კერძო ამონახსნებია, 

მაშინ მისი ზოგადი ამონახსნი იქნება 

ყ=C)V-+- Cაყა- ...+ CV», (2) 

სადაც CI, Cი,.... C» ნებისმიერი მუდმივებია, კერძო ამონახსნების მოსაძებნად წინაL- 
წარ უნდა ამოიხსნას მახასიათებელი განტოლება: 

(ი ძეო -!-+L...Lძ,=-0. (3) 
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ადგილი აე:ეს შედეგ 9%ემოხეევებს: 
1. მახასიათებელი განტოლების 75, #ი..... ჩ”,ა ფესვები ნაქდვილი და მა<ტიეი), 

მაშინ (1) განტოლების ზოგადი ამონახსნია 

ჯ., 1 
–+-..4+C6აი6 #4. 

M.ჯ · 
V-=C)” 1 Cაი 2 

11, მაწასიათებელ განტოლებას აქვს ნაჰდვილი ჯერადი ფესვები: ვთქვათ, #7, ა45-ს 

ჩ :ერადობეს ფე"ხკა (<7, ე. რ. #ე,==M5== ,,.:=#»), ხოლო დანარჩენი ფესვები მაოტიჭ1ია. 

მაში3 ზოვადი ამონახხ5ი იკნება: 

გ - L) ” L ყ=(5 6I+- 6ეI კ 6,9 0 1 L C,,,6 MI" 1, 62155, 
111. მახასიათებელ განტოლებას აქვს მარტივი ,ოჰპლექსური ფესვები; ვთქკათ, 

#.=V4+Iხ, (-=0-–-ხ. ხოლო დანარჩენი ფეხეები მარტ–ეი და ნამღვილია,. მაშ-ნ განტო- 

ლების ზოგადი ამონახსნი ოვნება; · 

ა · იჯ .ჯ LX 
Vყ==(C, C05 ხL-++Cა5)ი ხა)” – Cენ6 9 -I-...+Cა6 " · 

IV. მახა,» :ათებელ განტოლებას აქვს ჯერადი კომპლექსური ფესეები; ეთქვათ #= 

=ძ-+Iხ, წ-=0-I5 არის მახასიათებელი განტოლების / ჯერადობის ფესვები (27<7/), 

ხოლო დანარჩენი ფესვებ- ნამდვილი და მარტივია, მაშ-ნ ზოგად: ამონახსნი იქნება: 

ყ-=69ძ%(-+L 4: ...“+- 1 „ჯჩ -!) ლ05 ხX-I- 69%(8,-L 8:X-+ ...+ 8 ,10 -1)5)0ხX- 

'ქ » "”»X თა ე 00% ი 6, ი%, 

ამოხსენით “წეზდეგი განტოლებები: 

15950, ყ”- -5ყ”--6ყ” =0. 1930. ყ'”-–-–-13ყ”--12ყ” =0. 

1921. ყ'”--6ყ“-L 11ყ” --6ყ =0. 1939. ყ 2)” --ყ + 2ყ ==9. 
1983. ყ'”--13ყ”-–-12ყ =0. 1934. ყ --ყ =0. 

19535. ყI”- 5ყ”--4/ =0. 19936. ეყ ---10ყ””-L+9/” =0. 
1587, ყ”–-5ყ”+ 89” --4ყ =21. 1238. ყ'”--3ყ” -+4ყ =-0. 

1989. ყ'”--–-6ყ'+12ყ--8ყ-=0მ. 1240. ყ'”--3ყ”-L3ყ”--/ყ =0. 
1941. ყI/-+--2ყ”-Lყ” =0. 19412. ყ!IV--8ყ”-- 16ყ =0. 

1248. ყ””--8ყ =0. 1544. ყ””-I-ყ/ =0. 
1945. ყ'”-+3ყ”-|I-9ყ--13ყ =0. 1946. ყ “––-5ყ” +-17ყ --13ყ =0. 

19547. ყ!VI---16ყ =0. 1948, ყ!V-Lყ” =0. 

1949. ყ!'-L4ყ =0. 1950, ყ'”–+5ყ“-+4ყ =0. 
1251. ყI--3ყ”-4ყ =0. 1989. კ" 2ყ --2ყ--2ყ'“+-V =0. 

1958, ყIწ-+- 2ყ”-I-ყ =9. 1254. ყIMს-+6ყ”+-9ყ =0. 
1955. ყI-+8ყ + 16ყ” =90. 1556. ყII--2ყ ”-+-3ყ”-+-2ყ -+-ყ =0. 

იპოვეთ ამონახსნები რომლებიც აკმაყოფილებს მოცემულ საწყის 

პირობებს: 

1257. ყ'+ყ" =0; X=20, ყ=2, ყ =0, ყ”=--1. 

1958. ყ'-- ყწ=0; X=2, V=1, MM =0, ყ”=0. 
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1939. ყII--ყ=9; X=0, V=1, ყ'=1, ყ”:=1, ყ””:=1. 
1560. ყ ––ყ=-0 X=0, V=0, ყ'=1, ყ”=0, ს” =1, ყ!” =2.. 

9”. არაერთგვაროვანი განტოლება, ამ განტოლებას აქვს შემდეგი სახე: 

ყ(")-- ძ,ყ("“!)-- ...+ იი )ყ + იიყ =|I(0. 

მისი ზოგადი ამონახსნი მოიძებნება 

ყ=წყ +V 
ფორმულით, სადაც ყ არის შესაბამისი გრთგკარრვაპა განტ გეებს ზო:აუ“ აზო ხანი, 

ხოლო V ––- მოცემული განტოლების კერძო ამოჩასსნი, 

ამოხსენით “მემდეგი განტოლებები: 

1961. -ყ –--ყ==X%--1. 1269, ყ“ -ყ”ლ=–--3X+L1. 
19ც8. ყ ––-4ყ”4+-5ყ--2ყ ==22X+ 3. 1204. ყIV- -2ყ'”-+ყ” =X. 

1968. ყ ''+ყ”+ყ-ყ =X6%. 1206. ყ ”--ვ3ყ+-2ყ =(4V"-- 4LC-- 
–-10)0 -X. 

1267. ყ '--2ყ”-LVყ" ==0%. 1268. კ” -81ყ/ =276 “39%, 
1969. ყ/V-L4ყ =51ი02X. 1970. ყIV--ყ” ==0054X. 
1271. V-LI” =X?-L 1-+ 3X6X. 1579, ყIV- ყ=X6“-+C05 XV. 

ი IV , · 
1878 მისი - თ 500X- | ლაგრანჯის მეთოდით. 

1275. სყ --ყ =3(2-X"”); X=0, ყ=1, ყ=1, ყ” =1. 

1270. ყ'“–+2ყ” +290 -+-ყ=-=X; X=0, ყ-=0, ყ”=0, ყ” =1. 

§ 17. ეილერის განტოლება 

ეილერის განტოლება ეწოდება შემდეგი სახეს განტოლებას: 

გაყრა თაა ყო-სL ია. XI + იყი. 
სადაც 0ი,, რა...., ი, მ.ქუდმივებია. X=(0! ჩასმით ეალერის განტოლება დაიყეანება მუC- 
მივკოეფიციენტებიან დიფერენციალვრ განტოლებამდე. 

ამოხსენით განტოლებები: 

1977. X"ყ --4Vყ -+L+6ყ =0. 12576. Xყ"-+-3X/--ყ =0. 
979. Xყ”-+XV +ყ =0. 1580. XV” ყ”--2XV --II(I-+- 1)ყ =0. 

1281. X?ყ“--XV -+-ყ =2X. 1989. X?ყ“-–-2ყ =2XIიX. 
1983. (X-L 1)?ყ”---2(X-L 1)ყ”-L 2ყ =0. 

1984. (X-L 1)შყ”-–-–-3(X-- 1)ყ”-+-4ყ =(X-L1)3. 

თუ გვაქვს მეორე რიგის დიფერენციალური განტოლება 

ყ"+თ (აყ + ძილიყ=0, 
–L თ,(X) ძX 

მაშინ ყ=06 2 -უ ჩასმით მივიღებთ განტოლებას, რომელიც არ შეიცაეს 

უცნობი ფუნქციის პირეელი რიგის წარმოებულს. იგივე ჩასმა გამოდგება აგრეთვე 
არაერთგვაროვანი განტოლებისათვის. 
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ამოხსენით განტოლებები: 

„ ი” , ია 1. 
1985. ყ –-2XV + X-/ =0. 1986. X"V”-+LXV +C--C აყ =0. 

1357. ყ”-+ 2 V -–-ი"/ =2. 1588. სყ” -+-2ყ ––-ჯ/ ==6%. 
ჯ 

§ 18. დიფერენციალურ განტოლებათა ინტებრება 

სარისხოვანი მწკრივების საშუალებით 

თუ დიფერენციალური განტოლების ინტეგრება ელემენტარულ ფუნქციებში შე- 
უძლებელია ან დიდ განოთვლებთანაა დაკავშირებული, მაშინ მისი ამონახსნი ზოგიერთ 

“შემთხვევაში შეიძლება ვეძებოთ ხარისხოვანი მწ,რივის სახით 

V(ე= ა. C»(X–#))”. (1) 

კ1=0 

განუსაზღვრელი Cი (II=-0, 1, 2,...) კოეფიციენტების მოსაძებნად საჭიროა (1) მწკრივი 

შევიტანოთ სათანადო დიფერენციალუ+ განტოლებაში და მიღებული ტოლობის ორივე 

ნაწილშე ერთმანეთს გავუტოლოთ (L-–-Xე) ორწევიის ერთნა-რ ხარისხებთან მდგომი 

კრეფიციენტები. 

ამოხსენით განტოლებები: 

1989. ყ =X+-ყ X=0, Vყ=1. 

1590. ს =ყ+X; X=0, ყ=:--2. 

1991. (”=X"-+V; X=0, V#=1 (პირველი ოთხი წევრი). 

1999. ყ” =2XV + 4ყ; X=0, Vყ=0, წყ” =1. 

199ვ, . V =0; X=0, Vყ9=1, ყ” =0. 

125994. ყ”+ “/+/=0, X=0, ყ=1, წ” =0. 

 თვურენციალენი განტოლების ამონახსნი შეიძლება ვეძებოთ აგრეთვე ტეილორის 

ან მაკლორენის მწკრივის საშუალებით: 

ლ 

«ი=95: #ი9ა. (+--Xე)ჩ ან ყი=5 ი). ჯი 
#=0 /1=0 

ამოხსენით განტოლებები: 

1995. ყ =/ყ/?--X; X=0, ყ =1. 

1996. ყ'=X ყ'--1; X=0, ყ=1. 
1997. ყი=6M+Xყ; X=0, Vყ=0. 
1998. ყ”=X.-ყ X=0, ყ=0 (პირველი ორი წევრი). 

199ე, ყ"=ყყ-X" X=0, ყ=!), ყ” =0. 
1300. ყ”=-6'+ X;, X=0, ყ=1, / =0. 
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§ 190. დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემები 

ეთქვათ, მოცემულია პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლებათა 

სისტემა: 

ძ/ 
21=ჩ (X, VI, V2,.-., ყო»), 

X 

ძყ ' 
<> =/M, MI, 2...» წი), 

(61 

ძყი 
“+ > =/იC, "I. #V3,..-, ყი), 

სადაც X არგუმენტია, V,, Vი,..., /Vი –– უცნობი ფუნქციები, /,, /3,..ს (ი კი 

X, ყი ყვ... ყ#ი-ის მოცემული უწყვეტი ფუნქციები რაიმე არეში, #-ს ეწოდება 
მოცემული სისტემის რიგი. 

(1) სისტემას რომლის განტოლებათა მარცხენა ნაწილებში მხოლოდ პირველი 

რიგის წარმოებულებია, ხოლო მარჯვენა ნაწილები წარმოებულებს არ შეიცავს, ეწო– 

ღება ნორმალური სისტემა. 

(1) სისტემა შეიძლება ჩავწეროთ სიმეტრიული ფორმით: 

9; _ ძVვ = .. _ 9ძყი_ ძ+ (2) 

ჩ ჩწ ' #1. 
ზოგიერთი ნორმალური სისტემის ინტეგრება ადვილად ხერხდება მოცემული # 

განტოლებისაგან შემდგარი სისტემის ერთ ი-ური რიგის დიფერენციალურ განტოლე- 

ბამდე დაყვანით. ამისათვის საჭიროა სისტემის ერთი განტოლება მიმდევრობით გავა–- 

წარმოოთ და გამოვრიცხოთ ყველა უცნობი ფუნქცია, გარდა ერთისა. მიღებული გან– 

ტოლების ინტეგრებით ღებულობენ მოცემული სისტემის ზოგად ამონახსნს. 

ამოხსენით შემდეგი სისტემები: 

ძჟ =7, CI -+L022=0, 
1ვი1, ჰძ9X 1309. 24X 

92 2 ხ'=0 
ძX ძX 

180ჭვ. 7. 1804. ძა 
„+ == –V/–-3 –- L2 57=0 
ძX # 2 I 1741 

2 = X-–ყ+ ა /, 7 +ყ 005/ 

180წ. “ 1806. – 
29.  4X- 2ყ/-+4/-+L1 42ი- + , +3X=ჯსი/. 

გ. ნ. დურგლიშვილი 113



  

/=V, 
1808. 2 ყ=1, 2=1, როცა Xჯ=-0. 

1809. I –-2=0, ყ=1, ყ”=1, 2=1, 2” =0, როცა Xჯ =0. 

2” –ყ=0; 

ე.მ ძ 

49, 20+42=C.. 2%X-V, 
ძჯ ძ! 1810. 4 6» . 4 
22 ს ვ.=.ჯ ძყ  - 
კ. #7 2“ 1811.” –=, 

–=ჯ 

ძ 

ძჯ 
(გ-ი? '=ჯ-2ყ-7, X#V=Xჯ-V, 

1819. I =2-+», 1818. 9ყ'=ყ-X+.) 1814.,29'=X+2, 

ძ2 2=Xჯ--2. 2 =Xჯ+2--4/. 

სუთა, | 
ზოგ შემთხვევაში საჭიროა მოცემული სისტემა ჩავწეროთ სიმეტრიული ფორმით 

და ინტეგრება შევასრულოთ ელემენტარული გარდაქმნების საშუალებით, 

ამოხსენით სისტემები: 

  

  

181წ. ძჯ _ ძყ _ ძ2 1816. ძX _ ძყ _ 2ძ2_ 
X ყ 2 ,)V Xყ 

1817. 1) ძX = 9 რძ. 2) ძჯ_ ძყ _ ძ2 
ჯ . ყ 9 2 

2 

__–____ 
2-ს X–-–-2 ყ–ჯ ყ+2 2+. X+ყ 

I18§00- _ იX _ძყ ძ. 
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დაიყვანეთ ნორმალურ სისტემამდე მაღალი რიგის დიფერენციალუ- 
განტოლებები: 

  

ძ”ჯ წ 
1891. -–--=--I#2X=0, 1899. ყ/=-- # –-ძყ. 

ძ/? + წ 'ჯ “ 

1898. ყ”” =ყ. 1894. ყ!V –=--X?ყ. 

ამოხსენით მუდმივკოეფიციენტებიანი სისტემები: 

ძ ძ 
2 =2ყ+2, 2 =3ყ-2, 

189წ. ძი 1890, ძა 
- - ““6ყ/- 3. #12 =10ყ--42, 

V64 

2=-/- 27, =-1, 2=2, როცა X=0. 

1827. 

კჯ. 6 აარ 

–% V – 2ყ-L27, 

1898. 2 ყ=1, 2=1, როცა X=0 
2 =ყ-L32; 
ძX 

2 =5ჯ–-3ყ-L209?7/, მყ =–-ყ-22-+20“7, 
1899. ი. 1880. ძX 

<< = 56-!. – =3 +42+6” XV. I +ყ+ 27» ყ 

ძX ძX 
-?. ' – =2X- –2, 7 X+ყ-2 თ ყ 

ძყ მყ _)2 –-– - + წ – = ჯ-4 –-122 1881. | <=, =X V+2 1889. | =, ყ ' 

ძ2 '| ძ7 
== = · – =–-4ჯ 57. #/ X+ყ-+2 7 +ყ- 

X ძჯ 
=“ =3ჯ-L12ყ–-42, –- =6X+3ყ-32?, თ X+12ყ–42 7 +3ყ+ 

ძყ ძყ -2= - ჯ- 3 , – =-8ჯ–-5 =7X 1888. # Xჯ–-3ყ+2 1884. ძმ I 

ძ2 ძ2 2? ჯ- 12ყ-L62. 22 _ ს ი)- 07. _ ჯ ყ-+62 2 წ 
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V თავი 

მატრიცები 

§ 1. მატრიცების შეკრება და გამრავლება 

რიცხვთა ერთობლიობას, მოთავსებულს # სტრიქონისა და #1 სვეტის მართკუთხა 
ცზრილში, მართკუთხა მატრიცა ეწოდება, იგი ასე აღინიშხესა, 

0 ძ.1?... თი 

ია ძ2%8... შაი 

ძი: ძი... ძი 

ან მოკლედ /#==(ი/)), ((=1, 2,... /#; /|=>1, 2,.., #/I). რთ,ჯ) რიცხვებს მატ- 

რიცის ელემენტები ეწოდება, როცა ი1=I/I, მაშინ მატრიცა კვადრატულია; 
ამ შემთხეევაში ი არის მატრიცის რიგი, 

კვადრატული მატრიცებიდან აღსანიშნავია: 

1, დიაგონალური მატრიცა: 

ი, 0...0 
0 ძვ: ...0 

0.0 ,.ი„» 

2. ერთეულოვანი მატრიცა (აღინიშნება 8 ასოთი): 

10..0 
01.0 

00..1L 
3. სამკუთხა მატრიცა: 

C)1 0.9... თი» 

ძჯი ... ძი 

0 ' 9 ა მი. 

4 მატრიცის ნამრავლი # სკალარზე განმარტებულია შემდეგი ტოლობით: 

/თ, ჩთ.8 .... M0 თ 
M/1= 0დ ჩრ. რუა #თ» 

ჩძაე ძი: /იით 

4 და 8 მატრიცების #+ 8 ჯამი არის ისეთი მესამე მატრიცა, რომლის ელემენტე- 

ბი უდრის მოცემული მატრიცების შესაბამისი ელემენტების ჯამს. 

თუ მოცემულია ორი მატრიცა 

: ხე ხდ ·.. ნი 011 თი ·. თოი 8 ნ 
ძი! ძაი ·.. ა ... C. 

>... 
ში ძი: ·· რშიი ხი, ხი: ... ხოი 

სადაც 4 მატრიცის სვეტების'რაოდენობა უდრის 8 მატრიცის სტრიქონების რაოდენო- 

ბას, მაშინ ამ მატრიცების 4,8 ნამრავლი არის ისეთი C მატრიცა, რომლის C(ჯ ელემენ- 
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ტი წარმოადგენს # მატრიცის (-ური სტრიქონისა და 8 მატრიცის /-ური სეეტის ელე– 

მენტების ნამრაგლთა ჯამს, ე. ი. თუ 4#8=C და 

CI1 CI5 ·. Cი 

621 622 ·· 63ი 6= 

მაშინ 

” 

0/,ლ–0ცხ)|+თჯახა| + ... +ძჯთხო|= ?, ძ|ხს| (I=1, 2,..., M; |I=1, 2,..., /). 

Mხ=1 

თუ 4 კვადრატული მატრიცაა, ხოლო # იმაეე რიგის ერთეულოვანი მატრიცა, 

მაშინ 

#4ხ=ნ84#4=/#. საზოგადოდ /#I185-8/. - 

1885. #=4, #4 =C 8) იპოვეთ #4. 

/( 141 

L 203 

იპოვეთ „+898, თუ: 

1987. #=( 1; ,8=/19 , 1088. #=(3 1 2), 8=(111 . 
34 01 312 010 

იპოვეთ #-–8, თუ: 

1086. #-==--2, /1= I იპოვეთ #4. 

25 42 

1339. , = 1 8 )8= 10 

2.0 

1840. ,4 = -(14. , ·5-(; 6) 
4--56 

იპოვეთ „4,3 ნამრავლი, თუე: 

1841. /# = ( 13 V 21 
24 /# -( 3 5 

– 0 ––1 ““C “, –( § 1 

2 
4-(- 2”: I. 1844. (317 5= –(; I. 

5 6 
30 1 1 1-3 
52 2-C 4) უიი 1 
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1348. 

1845. /1=



იპოვეთ #8 და 84 ნამრავლები, თუ: 
0--1 (515 1.1 01 

. 4= , 58= · 1848. #4= ( ,8= 
1847. 4 (2 ვ) 8 (07) ი) – 

1 

1849. ,4 = 2 კ) 8=(3415). 

1 

1 4.3 2-1 § 
1859. 4= 5 --1--1), 8=I 1 4-1 I, 48=? 

ვ 7 3.5 2 6 

1.2 3 507 
18689. 4=სI2 0 1I|I,,8= 123 |, 48=? 

3-1 1 --102 

1 23 0 
1864. 4=I 2 01 0 

1 1 

186წ. #4 = <2 იზ) 48=?, 84=1 
ვყიჩ C058 

I 48=?მ 84=? 

ო0CV “ე 
1856. 4=!I0010I, 8= 0 

001 0 

5 9--10 

–3 3 6 |, 48=9, 84=? 
5.12 

1867. 4=| 3 50), 8= 
1.41 7--21 28 

1--2--1 –2 2-3 
1858. 4=I3 1 2 I, 8=I!--4 1-5), 48=?, 84=? 

5-4 7 

| 
“
ა
 

თ 
ი 

= 
6 

9ი 
ლ I 

ი
თ
 

2
3
 

3
 
9
 

I 

-
5
9
5
C
>
 

0 

1 
0 

„
ლ
 

18§0. 4 =(1 2), 8=/ » 1) C-(. 092" (48)2=9, 4(86)=1 
ხ2 1 5.1 07/ 

ვ) C-(11). 4(8+C=9, 48+/40=1 .· 4=412)), = 1860. #4 =<(12), 8 წ 
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§ 8. მატრიცის რანბი და წრფივი ბარდაქმნები 

თუ 
რთ ძვ .. თო 

„#4= 0921 რივ ·.. ძვ 

რიო1 0ივ ·.·7ტ0 ათ 

მატრიცაში სტრიქონებს გადავანაცელებთ სეეტებში და, პირიქით, სეეტებს –– სტრი“ 

ჭონებში, მივიღებთ # მატრიცის ტრანსპონირებულ მატრიცას: 

ძ11 ძი ··. რი) 

#47= | 4I9 02 ·-- რივ 

თით ძეთ ·- იმით 

ადგილი აქვს შემდეგ ტოლობებს; 

ც=LსL, (4 ''=#4, (48) = 8 /#. 

კეადრატულ #4=(ით/,) მატრიცას ეწოდება სიმეტრიული, თუ თ(ჯ/=0/)/. სიმეტრიუ- 

ლი მატრიცის შემთხვევაში ,/4=/4, 
კვადრატული 4#=(ძი/)) მატრიცის დეტერმინანტი ეწოდება ამ მატრიცის 

ელემენტებისაგან შედგენილ დეტერმინანტს და აღინიშნება |4| სიმბოლოთი, 
თუ 4 მატრიცა არ არის ვექტორ-სვეტი ან ვექტორ-სტრიქონი, მაშინ მისი ელე– 

მენტებისაგან შეიძლება შედგეს სხვადასხვა რიგის კვადრატული ქვემატრიცები. # 

მატრიცის რანგი არის იმ უდიდესი კვადრატული ქეემატრიცის რიგ,„ რომლის დეტერ– 

მინანტი განსხვავებულია ნულისაგან, 
კვადრატულ #4 მატრიცას ეწოდება არაგანსაკუთრებული, თუ მისი დეტერმინანტი 

არ უდრის ნულს. თუ 4 მატრიცა არაგანსაკუთრებულია, მაშინ 8 მატრიცას, რომელიც 

აკმაყოფილებს 

4.8=#ნ 

პირობას, ეწოდება 4 მატრიცს შებრუნებული მატრიცა დღა აღინიშ- 

ნება 4 -1-ით, ე. ი. - 
4 -4-:1=წ,. 

თუ 4=(0,,)) კვადრატული მატრიცაა, ხოლო #// არის # მატრიცის ითჯ/ ელემენ– 

ტის შესაბამისი ალგებრული დამატება, მაშინ 

#1 401 ·- 4ი1 
#4%= 4» 47» ... ტი 

რკი 4გი ·-· 4ი» 

მატრიცას ეწოდება #4 მატრიცის მიკავშირებული მატრიცა, როცა 4 

არაგანსაკკუთრებული მატრიცაა, გვაქვს: 
· 2 

II 
  4-1= 

1861. 4=(05) 8-(12). აჩვენეთ, რომ (473) =8”4”. 
12 
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1869. 4=(0). 8-(3 5) აჩვენეთ, რომ (/4 3)” =,8”/”. 

10 
18638. იპოვეთ „1-1, 4= · ი ოვე თოუ C ვ) 

1864. იპოვეთ „7-1, თუ 4=(C2 8) 

3. 10 

136წ. იპოვეთ 4“), თუ 4=| –2 11 

2-1 4 

2 23 

1866. იპოვეთ „#4 “1, თუ #4= 1--1 0 
–1 21 

გამოთვალეთ შემდეგი მატრიცების რანგი: 
1 1-8 1 2-4 

1867. 1) 3 2-6 |, 2|- 1-5 

01 3 –-2-1--1 

14 1 1--1--1 

1868, 1)/ 31.3 |, 2 (|1 4 2 

2 8-1 3 7 3 

12 5 6 23 82 

1869. | 2 3--2---4 |. 1370. 2 12-–-22 12 

5§8 1-2 1 3 174 
-.1-3-2 1 23 -–-1 2 

1371.|/2--1 3 1-3) 15279. (ვ..1= 3.1 
4 5- 5-6 1 2 12 -–-2-3 

2-1 3--24 2 112 

1878., 4--25 17 I. 1374. 

2-11 82 10-3-1 
02=-–6 3 

1ჭ 12 6 8 2 –-13 32 5§ 

1876. 6 104 21 917 –. 1870. =–=35 23 4 

7 6 3 4 1 –31»–-50CV"/-7 

35 30 1520 5 –57 14 1 

წრფივ განტოლებათა შემდეგი სისტემა: 

0)1X,+ 015Xვ-1- ძ1ვXვ= ხე, 

0:1X1-1- 020X6-L- 0ევXვ= ხი, (1) 

ძე1X1-L თვ9X2-L თვეXე= ხვ 
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მატრიცული სახით ასე ჩაიწერება: 

სადაც 
0, ძე ძევ 

/ტ= | მას) 0ძ0აი ძევ 

მე 0ძშვე ძვვ 

სისტემის მატრიცაა, ხოლო 

“ ხ, 

X= X , 8= ხე 

ჯე ხვ 

– ვექტორ-სვეტები როცა #4 არაგანსაკუთრებული მატრიცაა, მაშინ (1) სისტემის ამო– 

ნახსნია. 

#4"'8 
X=/4-18= 2 

ამოხსენით შემდეგი სისტემები: 

X+ყ-+-2=6, X--2ყ-+-32= 6, 

1877. 5X+4ყ-+37= 22, 1378. 2X-+-3ყ--42 =20, 
10X--5ყ-L 2=23. 3X-2ყ–-52=6. 

3X+4ყ-+22=8, 5X-+8ყ--–-2=7, 

1379 · 2X-ყ--37=--1, 1880. X-+-2ყ+32=1, 

X+5ყ+2=0. 2X--3ყ-L22 =9. 

X+ყ--შ7=-2, 7X--–5ყ =31, 
1381. 4%X-––-3ყ“+-2=1, 1889, 4X-- 112 =––“-43, 

2X-ყ ==5. 2X-+3ყ-+-42==-––-20. 

კრონეკერ-კაპელის თეორემა. 4 მატრიცას (1) სისტემის ძირითადიმატ– 

რიცა ეწოდება, ხოლო 

8= 

მატრიცას –– ამ სისტემის გაფართოებული 

რმ. რგ ძვ 

ძევ ხე 

ხვ 

(11914: 

მეე ძვ: ძვე 

მატრიცა. კრონეკერ-კა“ 

პელის თეორემა შემდეგში მდგომარეობს: წრფივ განტოლებათა (1) სისტემის თავსება– 

დობისათვის აუცილებელი და საკმარისია, რომ ძირითადი მატრიცის რანგი უდრიდეს 

გაფართოებული მატრიცის რანგს: #(C4)=/(8). 
თუ I (4)=3, მაშინ სისტემა თავსებადია და აქვს ერთადერთი ამონახსნი, რომე– 

ლიც მოიძებნება მატრიცული მეთოდით ან კრამერის ფორმულებით. 

თუ IC4)=2, მაშინ ადგილი აქვს ორ შემთხვევას: 

ა) # (8)=3, ამ შემთხვევაში სისტემა არათავსებადია, 

ბ) #” (85)=2, ამ შემთხვევაში სისტემას აქვს უამრავი ამონახსნი, 

თუ სისტემა თავსებადია, მაშინ მისი დამოუკიდებელ განტოლებათა რიცხვი უდრის 

„4 მატრიცის რანგს. 
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გამოიკვლიეთ შემდეგი სისტემები: 

X--2ყ+2=3, 2X–ყ-+32 =3, 

1888. 7 X-+-3ყ-–-2=1, 1884. X+3ყ--22 =2, 

3X-+-4ყ-––-2 =5. 3X--2ყ-L2 =5. 

4X--–-3ყ-+22=9, 3X+4ყ+22 =8, 
1885. “? 2X-+5ყ--32=4, 1886. 2X--ყ--32=--1, 

2X-–-8ყ-- 52 =5. X+5ყ-+52=9. 

5X-ყ+32=2, X+2ყ-L2 =4, 

1887. 2 X–3ყ--22=--1, 1888. 3X-–-5ყ-L32 =1, 

4X+2ყ-+2 =7. 2X––-7ყ-L22=6. 

ეთქეათ, მოცემულია ორი წრფივი გარდაქმნა: 

X =თ)1X+-0იყ+0,ვ?, X»X”=ხ,,X +ხ,აყ +ხ,ვ?, 

ყ ==ძ51X-L რაა -Lძჯე?, და ყ”= სა, X -L ხეჯს -L ხეუ?”, 

2 '=ძვ|X-L ძეჯV-L ძევ? >”=ხვ)X -L ხეეX -L ხეე?”. 

წრფივი გარდაქმნა, რომელიც X”, ყ”, 2”-ს გამოსახავს Xჯ, V, 7-ის საშუალებით, ასე ჩა- 
-იწერება: 

X”=84X, 
“სადაც 

მე) რი: რვ ხე ხე ხევ ჯ »” 

#=| 0 თ.ე თევ |, 8=| ხი; ხე ხუ: |) X=I V |, X”= ყ 

მვ ძვე თვე ხე, ხვ: ხვე ? >» 

იპოვეთ წრფივი გარდაქმნა, რომელიც XX”, V”, 2-ს გამოსახავს 
X, ყ, 2-ის საშუალებით: 

X =2X–-Vყ-+52, X”=X -+4ყ +232”, 

1889. # ყ'=X--4ყ--2, და ყ'=5X -–-V 2, 
2 =3X–-5ყ+22 2”=3ჯ -L6ყ”-L 77”. 

X”=5X-–-V-L37, X” ==2X-L 7”, 
1890. ყ =X-–-2ყ, და ყ” =V”--572, 

2 =7ყ-–2 2” =22”. 

X” =X-L2ყ-L27, ”=3X-LV”, 
1891. ყ =-–-3ყ-L27, და 

ყ” =X --2ყ--2, 

2 =-2X-L32 2” =3ყ”-L 227”. 

X =X--3ყ-L472, 
ყ =2X+Vყ--52, და 
2 =–-3X+5ყ-L2 

X”=4X -+5ყ'--32”, 
ყ” =X”-–-ყ--2 , 

2” =7X +42”. 

1892. 

რ
გ
.
 

დ
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ე
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ო
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ვ
გ
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გ
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ე
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ე
დ
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X =0,1X-+L0,აყ+0,ვ?, 

ყ'=01)X-+თაა/+L ძჯა?, 
2'=0ეჯX-L ძვის/-+L ძევ? 

წრფივი გარდაქმნის შებრუნებული გარდაქმნა ასე მოიძებნება: 

  

X=/#4-IX”7, 
სადაც 

X »” 

X= V , X”= V , #“1= 4 

2 2 I #4! 

5 იპოვეთ შებრუნებული გარდაქმნები შემდეგი წრფივი გარდაქმ- 
ებისა: 

X =3X--ყ--2, X =X--ყ--2, 
189883. , ყ” =-2X-LVყ-L22, 1894, ყ=–-X+4ყ--77, 

2 =X-3ყ--27. 2 =8X-+ყ--2. 

X, ყ. და 2 გამოსახეთ X”, ყ” და 2”-ის საშუალებით (აქ X =4 1 8 -1X”): 

X =4X--3ყ-+-22, X"=X --2ყ–7, 
1896. , ყ”==--2X-+V-2, და ყ”=3X +ყ"-L27, 

2 =3X--ყ-+L2 2”=X +2V" -L27”. 

X” =7X-L42, X”=ყ 67”, 
1896. 4 ყ”=4ყ--92, და 27? ყ”=3X”-L72”, 

2 =3X+ყ 2'=X -+ყ –-2”. 

§ 8. კვადრატული მატრიცის საკუთრივი ვექტორები და საკუთრივი 

რიცხვები. მატრიცის მასასიათებელი განტოლება 

რაიმე არანულოვან თ ვექტორს ეწოდება წრფივი 4 გარდაქმნის საკ უთ რივი 

ვექტორი, თუ 
– – 

4თ=%, () 
სადაც # რაიმე ნამდვილი რიცხვია, რომელსაც წრფივი გარდაქმნის საკუთრივი 

რიცხვი ეწოდება, 

თუ 4 და 2 მოცემულია შემდეგნაირად: 

რ) 0) ძვ I 

#4=! მჯ 02: ძევ | 23=| რ) 

ძე, რძვი რევ ჩ 
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მაშინ (1) ტოლობა ასე ჩაიწერება: 

(ძე,ვ––)!+-ძე:ი1-+--ი,ეM=0, 

021 L-+ (ძივ-––#) I1+- ძივო=0, (2) 

ძვ, I-+ ძევM1-L (ძევ––)ი=0. 

ძე» რთი : ძე 

ძე ძივ-”» რივ =0 (3) 

ძე) ძეა შევ––” 

განტოლებას ეწოდება / მატრიცის მახასიათებელი განტოლება, ამ განტო- 

ლების ყოველი ნამდვილი 7, ფესვი # გარდაქმნის საკუთრივი რიცხვია. » რიცხეის შე- 

საბამისი საკუთრივი ვექტორის კოორდინატები მოიძებნება (2) სისტემიდან. (2) სისტემის 

ამონახსნს ეწოდება ნორმირებული, თუ /+/იI?4+-ი2=1; ამ შემთხვევაში 

9 (IV, ») ერთეულოვანი ვექტორია, 
თუ 4 მატრიცა სიმეტრიულია, მაშინ მისი საკუთრივი რიცხვები ნამდვილი რიცხ- 

ვებია, ხოლო მათი შესაბამისი საკუთრივი ვექტორები ურთიერთმართობულია. თუ ამ 

ვექტორებს მივიღებთ ბაზისურ ვექტორებად, მაშინ #4 მატრიცა მიიღებს დიაგონალურ 

სახეს 

» 00 

0 0 Xე 

1897. იპოვეთ /4 –( . 3) მატრიცის საკუთრივი ვექტორები. 

1898. იპოვეთ 74 = 205თ% - ეი) მატრიცის საკუთრივი ვექტო- 
" 5111Cთ C05 

რები, სადაც 0<თ<V. 

1899. იპოვეთ 4=() ) მატრიცის საკუთრივი რიცხვები. 
V 1 

1112 
1400. იპოვეთ /# = 

ვე თ 4 
)მატრიცის საკუთრივი რიცხვები და სა- 

კუთრივი ვექტორები. 
1401. იპოვეთ 4-( ; : ) მატრიცის საკუთრივი რიცხვები და სა- 

კუთრივი ვექტორები. 

1402. მოცემულია /#4 = ( 1) მატრიცა. განსახღვრეთ, #,C0; 1), 

ჩ, (1: 0), 7, (1; –– 1), #, (–1; –-– 1) ვექტორებიდან რომელია /# მა- 
ტრიცის საკუთრივი ვექტორი და იპოვეთ შესაბამისი საკუთრივი რი- 
ცხვები. 
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2–-- 2 

1408. იპოვეთ 4= 5-3 3 | მატრიცის საკუთრივი რიცხვები. 
–!) 0-2 

იპოვეთ ნორმირებული საკუთრივი ვექტორები შემდეგი მატრიცე- 
ბისა: 

113 7––-2 0 1 2--4 

1404.| 151 |. 1405. |–-2 6–-2!. 1400. 2-2-–2 

311 0-2 5 –4-2 1 

თუ X0ყ72 სისტემაში X, ყ, 72 ცვლადების მიმართ გვაქვს კვადრატული ფორმა 

M(X, ყ, 2)==0,|X”-+Lძეაყ"-L ძვე2”-L 2თ,ეXV-L- 20ვX2-L 2ძეეყ?, 

მაშინ ეს უკანასკნელი 

მე ძი ძევ 

#4=| რ: 60: ძევ 

მე,ყ ძევ ძევ 

მატრიცის ნორმირებულ საკუთრივ ვექტორთა სისტემაში მიიღებს კანონიკურ სახეს: 

· 8 ბ ბ 
?X. “++Xიყ?' +217ე? , 

სადაც X, #2, #ვ #4 მატრიცის საკუთრივი რიცხვებია, ხოლო Xჯ”, ს”, 2 –- წერტილის ახა- 

ლი კოორდინატები. 

დაიყვანეთ კანონიკურ სახემდე მეორე რიგის წირების განტოლებები! 

1407. 5X?--4XV-+ 2ყბ =24. 1408. 17X?-L 12XV-L 8ყ3? =-20. 
1409. 11X2?--24XV/-L 4ყმ =20. 1410. 2X?-L- 4XV--–-ყზ =12. 
1411, 5X”--8XVყ-L 5ყ?-L 8ჯ-L 10ყ--4 =0. 

1419. 2X?-4XV-L-5ყ“---X-+-5ყ--4 =0. 

1413. 4ჯ“--4Xყ--ყბ-–2X--14ყ-L7 =0. 
1414. X?-+-2XV-L ყ?-I-2X-L წყ =0. 

დაიყვანეთ კანონიკურ სახემდე მეორე რიგის ზედაპირების განტო- 

ლებები: 
1415. 5X?-+-7ყ”-L-62--4XV2-4ყ2--9 =0. 

1416. 4X?-- 5ყ?-L 62--4XVყ-L 4ყ2–--32 =0. 

1417. X?--2ყ?-L22--4XV--8X2--4ყ2--24 =0. 

1418. 2X?-L6ყ2?-L227-L8X2--5 =-0. 

1419. 3X2-+- 5ყ?-L32?-2XV-+-2X2--2ყ2-+-2X--6V-22 =-0. 

1490. X?--2ყ?-L2?-- 4Xყ--8X2-4ყ2--14X-4ყ-+1472-L 28 =0. 
1491. 2ჯ?:-L2ყბ?--2-2X2--2ყ2-CX-+-ყ-L22 =0. 

1499. 2X?-L2ყ2-L32?-+L4XV-2X2-+2ყ2-4X-L 6ყ--27-L 3 =0. 
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VI თავი 

ველის თეორიის ელემენტები 

§ 1. წარმოებული მოცემული მიმართულებით. გრადიენტი 

სკალარული V/=/(X, ყ, 2) ფუნქციის წარმოებული | მიმართულებით გამოითვლე- 

ბა შემდეგი ფორმულით: 

მხ _ მხ 
=–- ლ05Cთ + – C05 ჩ ლლ 

მ, მ» V 
სადაც თ, ჩ და 7 აღნიშნავს კუთხეებს 1 ს (მართელებათ და საკოორდინატო ღერძებს 
შორის. 

2=/ (ჯ, ყ) ფუნქციის შემთხვევაში გვაქვს: 

მ2 _ მ2 მ2 
მ =5, 905 C -L ყე % 

სადაც თ არის კუთხე I მიმართულებასა და 0X ღერძს შორის, 

V=IV, ყ, 2) ფუნქციის გრადიენტი ეწოდება ვექტორს, რომლის გეგმილები 
მს მ) მV 

საკოორდინატო ღერძებზე არის შა , წ , შ/' ; იგი აღინიშნება ასე: 

მV – მხ » მV–> 
2ძ V= I 

§ წ +5ე მყ” მ2 

ეს ტოლობა ასეც ჩაიწერება: 

წიმძ V=ყწV, 

– მ 
სადაც წ= | –– –ე) , 3; + ჯ შ; არის ნაბლა ოპერატორი. 

ფუნქციის წარმოებული მოცემული / მიმართულებით ფუნქციის გრადიენტთან 
დაკავშირებულია ფორმულით: 

5 =დIმძ VI · ი=!)ლგძ VIC0§5 0, 

– 
სადაც ” (C05 თ, C05 ჩ, C05 7) არის / მიმართელების მ გეზავი, ხოლო 8 – კუთხე გრა– 

– 

დიენტსა და » მგეზავს შორის. ცხადია, რომ 

თ 0XC” =| ძი მჯ“ წმ IL 

1498. იპოვეთ 2=3#"-XV+ყ? ფუნქციის წარმოებული /#M (1;2) 
წერტილში იმ მიმართულებით, რომელიც 0X ღერძთან ადგენს 60-იან 

კუთხეს. 

1494. იპოვეთ 2 =-2X--3ყ? ფუნქციის წარმოებული /(1; 0) წერ– 
ტილში იმ მიმართულებით, რომელიც 0X ღერძთან ადგენს 120“-იან 
კუთხეს. 
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1495. იპოვეთ 2 =X“-2X?ყ+XVყ?+1 ფუნქციის წარმოებული /(1; 2) 

წერტილში იმ მიმართულებით, რომელიც მოცემულ წერტილს აერთებს 

0 (4; 6) წერტილთან. 
1490. იპოვეთ 2=5X”-–-3X--ყ-–1 ფუნქციის წარმოებული M (2; 1) 

წერტილში იმ მიმართულებით, რომელიც მოცემულ წერტილს აერ- 
თებს C0 (5; 5) წერტილთან. 

1497. იპოვეთ თ =X?+-ყ?+2? ფუნქციის წარმოებული #/ (I; 1; 1) 

წერტილში 7 (C05 45“, C05 60”, C03 60) მიმართულებით. 
1498. იპოვეთ ((=X--3ყ2-+5 ფუნქციის წარმოებული /V (1; 2; ––1) 

წერტილში იმ მიმართულებით, რომელიც კოორდინატთა ღერძებთან 
ტოლ მახვილ კუთხეებს ადგენს. 

1499. იპოვეთ ს =XV/+ყ2+2L ფუნქციის წარმოებული #M(2; 1; 3) 
წერტილში იმ მიმართულებით, რომელიც ამ წერტილს აერთებს 
0 (5; 5; 15) წერტილთან. 

1480. იპოვეთ # =Xყ2 ფუნქციის წარმოებული /V (5; 1; ––8) წერ- 
ტილში იმ მიმართულებით, რომელიც ამ წერტილს აერთებს 0 (0; 4; 4) 

წერტილთან. 
1481, იპოვეთ V == 5X2ყ2 -–-7XVყ?2 -L 5Xყ22 ფუნქციის წარმოებული 

M0; 1; 1) წერტილში 6 =8/ –4/ +8# ვექტორის მიმართულებით. 

იმ წერტილს, რომელშიაც ფუნქციის წარმოებული ნულის ტოლია ნებისმიერი მი– 

მართულებით, ეწოდება ამ ფუნქციი სტაციონარული წერტილი. 

იპოვეთ სტაციონარული წერტილები შემდეგი ფუნქციებისა: 

14ვ2. 2=X9-+Lყმ-“–-3Xყ. 1488. 2=წX?-LXყ-Lყბ–--4X--2ყ. 
14ვ4. აჩვენეთ, რომ 2=X4-1-3შ+- 4+ყ+ყ ფუნქციის წარმოებე- 

ლი M- ვ) – – ) წერტილში ნულის ტოლია ნებისმიერი მიმართულე– 

ბით. 
დაამტკიცეთ შემდეგი ტოლობების მართებულობა, სადაც V და V 

წარმოებადი ფუნქციებია, ხოლო C მუდმივია: 

1485. 1) დ-8ძ (V-+V)=წ-მძ V+თ2ძV; 2) ლმძ (CC) =C დვმძ ხ; 
ვ) თ-29ძ(VV) =V8მძV+ Vღგძხ; 4) ფ-მძ (CV-) =IIV5-1წ”მძ VI. 

1480. 1) წფCმძ(C-L CV) =წ-8ძC; 2 წიიძ( 3 )წოოლ 650, 

= 9? ვ) თ-გძ(დ(Lჩ) =>, თ-გძV,. 

1487. იპოვთ: 1) ფმძი 2) ფეძუ 3) დიძ –“, თუ 
, 

,/= V XX +V'+2- 
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1438. იპოვეთ დ-მძ 2, თუ 2=0X(V, შბ), ხოლო VI =VICX, Vყ), შ ==V(,V). 

1489. იპოვეთ და ააგეთ 2 =X“--2XV+3ყ--1 ფუნქციის გრადიენტი 
#M(; 2) წერტილში. 

1440. იპოვეთ და ააგეთ 2=X?ყ/ ფუნქციის გრადიენტი /# (1; I) 

წერტილში. 

1441. იპოვეთ წ = V X--ყა ფუნქციის გრადიენტი /VI (5; 3) წერ- 
ტილში. | 

1449. იპოვეთ 7 = V 4+X--ყ ფუნქციის გრადიენტი #M (2; I) 
წერტილში. 

1448. იპოვეთ |თ-მძ VI M(1; 2; 3) წერტილში, თუ C/ =XV7. 
1444. იპოვეთ |თ”მძ VII #M (2; 2; 4) წერტილში, თუ C/ =XV--2. 

1445. იპოვეთ V =X”+ყ?+2? ფუნქციის წარმოებული /VM (1; 1; I) 
წერტილში ამ ფუნქციის გრადიენტის მიმართულებით. 

1446. იპოვეთ კუთხე LC = / X2-+ყ? და V -=-X--3ყ--/3XV/ ფუნქ- 

ციების გრადიენტებს შორის /#M (3; 4) წერტილში. 

  1447. იპოვეთ კუთხე L/ =X2-+ყ? – 2? დაV = 2” CIი + ფუნქციჯ- 
X+ყ 

ბის გრადიენტებს შორის / (1; 1; V 7) წერტილში. 

1448. იპოვეთ კუთხე 2 =1Iი -9” ფუნქციის გრადიენტებს შორის 
Xჯ 

ML-;: +) და /#M (1; 1) წერტილებში. 

§ 8. ვექტორული ველის დივერგენცია ღა როტორი 

მექტოხული ჩ= ჩ(C ყ, 21+ 0 Cი ყ, 2) + # («, ყ, 2) – ველის დი ეერგენცია 

ეწოდება –- 912, ++ ჯამს და ასე ჩაიწერება: 
მ2 

– მ” მოი მ# 
ძ(V” = შა 1 მ” +2; 

V ოპერატორის გამოყენებით გვექნება: 

ძIV #/=წV#L. 

ამ აღნიშვნებში გაუსის ფორმულა 
მჩ +2 19% 

II (8-0ი§თ -LC C0§ჩ-L /2 C05+V) ძ5 “III > + მე |)“ 

მილებს « შემდეგ სახეს: 

(ისაია 
§ა V 
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სადაც II (C05 თ, C05 8, C0§5 7) წარმოადგენს 5 ზედაპირის გარე ნორმალის მგეზავს, 

ჩნ” ვექტორის როტორი ასე აღინიშნება; 

– მ”? –/ი0 ი) 

იჩ =( 9 – 2) 1L- 92 #7) 

წ ოპერატორის გამოყენებით დავწერთ 

– 

ჯ 

+0Lწ=დ X ჩ= 

ას 
1
9
 

რ
 
I
ს
 

–
ჯ
 

2 
I
C
 

>,
 

ხოლო სტოქსის ფორმულა 

I ჩძX-+0ძყ +8+-I| IC –9 _ 00ბ აე (9 _% C0§ ჩ-L 
02 

წი. 
+(- _ 9. 005+ I 

174 „=IL XL # · I ძე. 

L ჩა 

+ ვექტორის წირითი ინტეგრალი L კონტურის გასწვრივ სძ, გამოსახაეს # 

L 

ვექტორის ველის მუშაობას. თე #L შეკრული წირია, მაშინ (74; ინტეგრალს 

L 

მიიღებს შემდეგ სახეს: 

ეწოდება # ვექტორის ველის ცირკულაცია L კონტურის გასწერივ. 

# ვექტორულ ველს ეწოდება პოტენციალური, თუ ველის ყოველ წერ- 
ტილზე L0( ჩ =0. ამ შემთხვევაში არსებობს CV პოტენციალი, რომელიც განისაზღვ- 
რება შემდეგი ფორმულით: 

#”I!ჭ 

ხV= L ჩნძL+L 0ძე-I- ?ძ”, 
MM 

სადა() /Vი (Xგ, ყი: 720) რომელიმე ფიქსირებული წერტილია, ხოლო / (ახ, #M, 2) –– ცვჯა- 

ღი წერტილი. 

/” ეექტორულ ველს ეწოდება სოლენოიდური, თე ყოეელ წერტიდზე ეე– 
ლის ვექტორი აკმაყოფილებს პირობას: 

– 

ძIV# =0. 
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თუ ველი ერთდროულად პოტენციალური და სოლენოიდურია, მაშინ ძIV (ლგმძიL)= 

=0 და პოტენციალური VC/ ფუნქცია წარმოადგენს ჰარმონიულ ფუნქციას, ე. ი. აკმაყო- 

ფილებს ლაპლასის განტოლებას 

ი: მხ. 0მ'V 

მთ მყ დმ:2 
    =20, 

„ გ? გ2 ვვ 

ანუ #V=0, სადაც #4 = VI=-ც + ო + 2? 

დაამტკიცეთ მართებულობა შემდეგი ტოლობებისა: 

1449. 1) ძIV (-” LV) =0IV –+ძ|V თ, სადაც ” და თ ვექტორული 
ფუნქციებია; 

2) ძIV (0VC= დ-მძ ყ.თ სადაც V სკალარული ფუნქციაა, ხოლო 

2 მუდმივი ვექტორია; 

    ლაპლასის ოპეოატოორია, 

3) ძIV თ =წIVმძ 7” სადაც » არის # სკლარული ფუნქციის 

ვექტორული ფუნქცია. 
1460. 1) ძIV (V · #X=VძIVL -L დ-მძLC · ჩ, სადაც L. სკალარული 

ფუნქციაა: 
5–- 

2) ძIVCთC. 1) = =“-“, სადაც 2 C მუდმივი ვექტორია, „== = ჯ ჯ-L ყI+ 

+ 2ჩ, ხოლო / =V X?2--ყმ-+ 2" ; 

3) ძIV (-X თ) = თიL---წIიL თ. 

1461. 1) ICL (--L9) = 10( #+ L0Iთ; 

2) IL (V- თ= თ-მძ ხV X = სადაც = მუდმივი ვექტორია; 

3) L0CL ჩდრ=ფ2ძ/ X 2 
ძ/ 

1459. 1) +0ICV) = CV (იL C+ მძ VXX, სადაც L/ სკალარული ფუნ- 
ქციაა; 

2) I0L 7=0; სადაც ”ჩ=XI +V1+ 2; 

3) 10L Cთ2) =--5 ; სადაც 6 მუდმივი ვექტორია,ა ხოლო / = 

=-- 
იპოვეთ მეორე რიგის დიფერენციალური ოპერატორები: 

1458. 1) დ-მძ (ძI(V IL; 2) L10L (დ-მძ CM. 
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1454. 1) #(CV-V); 2) ძI(VCთიL /). 
გამოთვალეთ: , | – 

– 'ქ , · ი _ ა2 

1455. 1) ძIV „; 2) ML- )! 3) ძი წIმძ - ) სადაც /=XIL+ 

+VI+ 2, ხოლო /# = V X? + ყე + 2? ა _ - 

1456. 1) ძIV (თ”მძ 75); 2) ძIV /ფ) · #, 3) ძIV /(01 · 0, სადაც «მე- 

დმივი ვექტორია. ' 

1457. იპოვეთ ჩ=ხX-/ ველის დივერგენცია, სადაც ნ =X?2(+ყ? 1) 

„ =XL+L ყI+ >. 

1458. იპოვეთ #=/(1”, ვექტორული ველის როტორი. 

1459. მოცემულია LI =XV/2 ფუნქცია და # =X>(- XV? / + 26 ვექ- 
ტორი. /I (X, ყ, 2) წერტილში გამოთვალეთ: 1) წIმძ V/; 2) Iთ-მძ CI, 

ვა თ-გძ (ძIV LL); 4) IL0Lჩ. 
1460. მოცემულია სკალარული ველი V =ძIV (X2L-+ VყX”I-L 2ყ”). 

„აჩვენეთ, რომ |თ-მძ VI MIC, ყ, 2) წერტილში უდრის ამ წერტილიდან 
„კოორდინატთა სათავემდე გაორკეცებულ მანძილს. 

1461. იპოვეთ I = (X-- 22) ++ (X+3V -++ 7) / + (5X+- ყ)ჩ ვექტორის 
:ველის ნაკადი იმ სამკუთხედის გასწვრიე, რომელსაც ამოკვეთს საკოორ- 
(დინატო სიბრტყეები X+ყ+2=1 სიბრტყიდან, სიბრტყის იმ ნორმალის 
"მიმართულებით, რომელიც 02 ღერძთან მახვილ კუთხეს ადგენს. 

1469. იპოვეთ ჩ=Vფ-21+ C+V)I+ (2X -- #ი ვექტორის ველის 
ნაკადი იმ სამკუთხედის გასწვრივ, რომელსაც ამოკვეთს საკოორდინატო 
სსიბრტყეები 2X+ყ-––2––1 =0 სიბრტყიდან, სიბრტყის იმ ნორმალის მი– 
მართულებით, რომელიც 02 ღერძთან მახვილ კუთხეს ადგენს. 

1403. იპოვეთ 8=XVI-+L XI+X2ჩ ვექტორის ველის ნაკადი Vყ= 
:=ჯ-+2 ბრუნვის პარაბოლოიდის გარე ნაწილის გასწვრივ რომელიც 

მჰშოთავსებულია პირველ ოქტანტში და შემოსაზღვრულია V=1 სიბრტ- 

ყკით (0ლV=<1). 

1464. იპოვეთ ს=X#I+ (ყ+7შ)|+C-–-ყ)” ვექტორის ველის ნაკა- 
დაი X.-+ყ+ 2 =9 სფეროს ზედაპირის იმ ნაწილის გასწვრივ, რომელიც 
მიოთავსებულია პირველ ოქტანტში. 

1406. იპოვეთ ჯL =(-–- 27) I-LCვ7–- 40 1+ (5X -+ ი) I ვექტორის:· 
ვეელის ნაკადი იმ პირამიდის სრული ზედაპირის გასწვრივ, რომლის წვე 
რჯოებია 0 (0; 9; 0), „1 (1; 0; 0), 8(0; 1; 0) და C (0; 0; 1) წერტილები. 
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1466. იპოვეთ L =X9/- 2 /+-ყ? ვექტორის ველის ნაკადი იმ პი- 
რამიდის სრული ზედაპირის გასწვრივ, რომელსაც ქმნის 2X+V-+-2=2 
სიბრტყე საკოორდინატო სიბრტყეებთან. 

1+67. გაუსის ფორმულის გამოყენებით დაამტკიცეთ, რომ ნ-ჯ (+ 

+VI+?2 ჩ# ვექტორის ველის ნაკადი ნებისმიერი შეკრული 5 ზედაპირის 
გასწვრივ უდრის ამ ზედაპირით შემოსახღვრული სხეულის გასამკე- 
ცებულ მოცულობას. 

1468. იპოვეთ 6=XL. + ყI+ 2 ქექტორის ველის ნაკადი ჯ?-L-ყ?= I2?, 
0ლ2ლI ცილინდრის სრული ზედაპირის გასწვრივ. 

1169. იპოვეთ ნწ=C+207-+C+V)# ვექტორის ველის ნაკადი X'+ 
–+ყ'=9, 2=0, 2=ყ (2>0) შეკრული ზედაპირის გასწვრივ. 

1470. იპოვეთ ს = ყ2– I-V ვექტორის ველის ნაკადი #ჯ?-ყ?– 
–-27=0 კონუსის სრული ზედაპირის გასწვრივ რომელიც ზემოდან 
შემოსაზღვრულია 2=1 სიბრტყით (0<:2ლ1). 

1471. იპოვეთ #=. XI +2ყ/I) – 2# ვექტორის ველის ნაკადი X”+ 
–“+ყ"--- 2? =4 სფეროს ზედაპირის გასწვრივ. 

1472. იპოვეთ #6 = ჯყზ(-L ყვ? I-C 2X# ვექტორის ველის ნაკადი ჯ“-+ 
+ყ“'+2=I2? სფეროს ზედაპირის გასწვრივ. 

1478. გამოთვალეთ ჩ=XI+V1+ 2 ვექტორის წირითი ინტეგრალი 

X-=I2%005!, ყ=/# §51ი /, 2=// ხრახნწირის გასწვრივ (0ლ/ლ2:იე. 

1+74. გამოთვალეთ # =(+-Lყ?-- 200 (+ 2C -+L ყ)/ ვექტორის წი- 
რითი ინტეგრალი (X-/2)1--ყ? =IM%", 2=0 წრეწირის გასწვრივ 00; 

0; 0) წერტილიდან 4 CC MX; 0) წერტილამდე. 

1475. გამოთვალეთ ჩ=-–-00057. /(– ხ§Iი?. 1 ვექტორის ველის 
მუშაობა ჯ= თ 00§ /, #V= ხ 510 / (ელიფსის რკალის გასწვრივ, სადაც 

0-= / ლ" 

1476. გამოთეალეთ ჩ= (0202-– ) (+ ყ–თ/ ვექტორის ველის მუე- 

შაობა X=0ძ (/#-5Iი 0), ყ=0 (1--005 /) ციკლოიდის რკალის გასწვრივ 
სადაც 0</<2». 

შემდეგ ორ ამოცანამი მოცემულია # ვექტორი და (») სიბრტყე, 

რომელიც საკოორდინატო სიბრტყეებთან ერთად ქმნის რაიმე პირამი- 

დას. გამოთვალეთ ჩ# ვექტორის ველის ცირკულაცია (#) სიბრტყის სა- 

კოორდინატო სიბრტყეებთან გადაკვეთის წრფეების გასწვრივ უმუალოდ 

და სტოქსის ფორმულის გამოყენებით. ამასთან, სტოჭსის ფორმულაში 
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ინტეგრების ზედაპირად მიიღეთ სამი წახნაგი, რომლებიც საკოორდინა- 

ტო სიბრტყეებხეა. მოთავსებული. 

1477. # =Xჯ? (-27+V%, 2X+<VყV+2=2. (0 

14278. = (ჯ -L 2”) I-LX2I 7-+2XV#, 3X+2ყ+72=6. (>) 

1479. მორელი #=ყ(+ 7+Xჩ ვექტორის ველის ცირკულა- 
ცია V"-+-ყბ-+- 2? =I%? , X>0, ყ9->>0, 2>0 შეკრული წირის გასწვრივ. 

1480. გამოთვალეთ #=//-- XI+ '7 ვექტორის ველის ცირკულა–- 

ცია XX+ყ'-+-2'=4, X?-+-ყ?=2 (2>0) შეკრული წირის გასწვრივ. 

შემდეგ ამოცანებში ისარგებლეთ სტოქსის ფორმულით. 

1481. გამოთვალეთ #7 =X?ყბ(+L /+ 2# ვექტორის ველის ცირკუ- 
ლაცია X?-+Vყ? =-I2, 2=0 წრეწირის გასწვრივ: ზედაპირად მიიღეთ 

2= V 122 2 ყ? ნახევარსფერო. 

1489. გამოთვალეთ ჩ= ყIM, ვექტორის ველის ცირკულაცია იმ 
შეკრული L წირის გასწვრივ, რომელიც შედგება საკოორდინატო ღერ- 
ძების მონაკვეთებისა და X=/2C0§3/, ყ =/X2510?/ ასტროიდის რკალისაგან 
(X>0, ყ->>0, 2=0). 

1486. გამოთვალეთ # =V7/ -L 2I+X# ვექტორის ველის ცირკულა- 
ცია იმ შეკრული # წირის გასწვრივ, რომელიც მიიღება 2=2 (1--X?-- 

–ყ) ზედაპირისა და X0ყ სიბრტყის გადაკვეთით. 

1484. გამოთვალეთ #=X/I+ ყ2I+2X# ვექტორის ველის (ირკუ- 
ლაცია იმ შეკრული L წირის გასწვრივ, რომელიც მიიღება X?--ყწ=1 
და X-+ყ-+-2=1 ზედაპირების გადაკვეთით. 

გამოარკვიეთ, აქვს თუ არა მოცემულ ველს V პოტენციალი და 
იპოვეთ CV თუ იგი არსებობს: 

1485. 1) ს =6X/I-+(3X-20)/; 2) წ=ყ21+ 2XI-+L X/ნ. 
1486. 1) 6=(5X-V- -4XV)!+(3X--2ყ)7/; 2) წ--ფ+71+C+X97+ 

+(-+ყ)#. 

1487. აჩვენეთ, რომ #=X1+ყ!1+ 7 ვექტორული ველი პოტენცია- 
ლურია იპოვეთ მისი პოტენციალი. 

1488. აჩვენეთ, რომ ნ=Iი”/ ვექტორული ველი პოტენციალურია. 
იპოვეთ მისი პოტენციალი. 

+ _ 2! მ? 
1489. აჩვენეთ, რომ #= > C–ყ!-LXI) ვექტორული ველი სოლენო– 

იდურია. 
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1490. იქნება თუ არა #=/(C X #) ვექტორული ველი სოლენოიდუ“ 
რი, სადაც C მუდმივი ვექტორია. 

1491. აჩვენეთ, რომ #=/ი- ვექტორული ველი იქნება სოლენო- 

იდური მსოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა /C) =- , სადაც C მუდმივია. 

1192. აჩვენეთ, რომ 6-5 ვექტორული ველი არის პოტენცია- 

ლური და სოლენოიდური, ხოლო მისი პოტენციალი ჰარმონიული ფუნქ- 
ციაა. 

VII თავი 

ალგათობის თეორიის ელემენტები _ 

§ 1. ალბათობის უშუალო გამოთვლა 

ალბათობის თეორიაში რაიმე მოვლენის მოხდენის ფაქტს ხდომილობა ეწო- 

ღება. 

ხდომილობანი შეიძლება შემდეგ სამ სახედ დაიყოს; აუცილებელი, შეუძლებელი 

და შემთხვევითი. 

თუ ხდომილობა ისეთია, რომ ყოველი ცდის ან დაკვირვების დროს მას ადგილი ექ“ 

ნება, მაშინ ასეთ ხდომილობას აუცილებელს უწოდებენ. . 

თუ ხდომილობა ისეთია, რომ ცდის ან დაკვირვების გამეორებისას მას არასოდეს არ 
ექნება ადგილი, მაშინ ასეთ ხდომილობას შე უძ ლებელს უწოდებენ. 

» თუ ხდომილობა ისეთია, რომ ამა თუ იმ ცდის ან დაკვირვების დროს მას შეიძლება 

ჰქონდეს ან არ პქონდეს ადგილი, მაშინ მს შემთხვევითი ხდომილობა 

ეწოდება.) 
ხდომილობებს ერთმანეთის მიმართ ა რათავსებადი ეწოდება, თუ მათი 

ერთდროუელად მოხდენა შეაძლებელია. პირიქით, თუ ხდომილობათა ერთდროულად 

მოხდენა შესაძლებელია, მაში ზათ ეწოდება თავსებადი სდომილობანი. 

თუ რომელიმე ხდომილობის მოხდენას ან არმოხდე5ნას არავითარი გავლენა არა 

აქვს მეორის მოხდენაზე, ძაშინ ახუთი ხდომილობანი უ რთიერთდამოჟუკიდე- 

გე ლია. წინააღმდეგ შემა»ხეევაში ხღომელობანი ურთიერთდამოკიდე- 
უ ლ ია. 

რომელიმე #4 ხდომილობის საწინააღმდეგო ხდომილობა ნიშნავს 4 ხდომილობი ს 

არმოხდენას და აღინიშნება ,„-თი. · 
თუ გვაქვს რამდენიმე ხდომილობა, რომელთაგან ერთ-ერთს აუცილებლად ექნება 

ადგილი, ხოლო ნებისმიერი ორის ერთდროულად მოხდენა შეუძლებელია, მაშინ ასე- 

თი ხდომ-აუობიბი ქმნიან წყვილ-წყვილად არათავსებად ხდომილობათა სრულ სისტე- 
მას. 

ორ“ 1 და ს) ხდომილობის 4+ 8 ჯამს მაშინ ექნება ადგილი, როდესაც ერთ-ერთი 

ფესაკრება. ხდომ»ლობა მაინც გვაქვს. 
ორი ,1 და 3 ხდომილობის 48 ნამრავლს მხოლოდ მაშინ ექნება ადგილი, როდესაც 

ორივე ხდოჰილობა ე“-თდროულად გვაჭვს. 
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4 ხდომილობის ალბათობა განისაზღვრება ფორმულით: 

M4)=– 

სადაც /I არის ხდომილობის ხელშემწყობ შემთხეევათა რიცხვი, ხოლო # – ჟეელა 
შესაძლო ”პემთხვევათა რიცხვი. 

აეცილებელი ხდომილობის ალბათობა ერთის ტოლია: 

#XCV)=1. 

შეუძლებელი ხდომილობის ალბათობა ნულის ტოლია: 

#(CV)=0 

შემთხვევათი ხდომილობის ალბათობა არის დადებითი რიცხვი, რომელი0) მოთაატ- 
სებულია 0-სა და 1-ს დორის: 

0<#ჩ(4)<1. 

4 სდომილობის ფარდოაპითი სიხშირე განისახღვრება ფორმულით: 

V(C4)=–– 
„ 

სადაც /= არის ხდომილობის მოხდენათა რიცხვი, ხოლო /(-–ცდათა საერთო რიცხვი. 

1493. ყუთმი მოთავსებულია 50 ერთნაირი ბირთვი, რომელთაგან 
5 წითელია. აქედან შემთხეევით იღებენ ბირთვს. რას უდრის ალბათო 
ბა იმისა, რომ ამოღებული ბირთვი იქნება წითელი ფერის? 

14ეჭ4. ერთი კომპლექტი სათამამო ქაღალდიდან (36 კარტი) შემ- 
თხვევით იღებენ ერთ კარტს. რას უდრის ალბათობა იმისა რომ ამო- 

ღებული კარტი იქნება ტუზი? 
1495. რას უდრის ალბათობა იმისა, რომ კამათლის გაგორებისას 

ზედა მხარეზე გამოჩნდება ქულების ლუწი რიცხვი? 
1496. რას უდრის ალბათობა იმისა, რომ ორი კამათლის გაგორები- 

სას ორივეზე გამოჩნდება ქულების ერთნაირი რიცხვი? 
14907. ყუთში მოთავსებულია 60 ბირთვი, რომლებიც დანომრილია 

1-დან 60-მდე. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ შემთხვევით ამოღებული 
ბირთვის ნომერი არ შეიცაეს 5-იანს. 

1498. პირველი ასი რიცხვიდან (1, 2, 3,..., 100) Cემთხვეეით იღე– 

ბენ ერთ რიცხვს; ხდომილობა # მდგომარეობს იმაში, რომ ამოღებული 
რიცხვი გაიყოფა 3-ზე, ხდომილობა 8-- იმამი რომ ამოღებული 
რიცხვი გაიყოფა 4-ზე. გამოთვალეთ #(C4) და #8). 

11290. ყუთში მოთავსებულია 80 ბირთვი, რომლებიც დანომრილია 
1-დან 80-მდე. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ შემთხვევით ამოღებული 
ბირთვის ნომერი არ გაიყოფა არც 2-ზე და არც 3-ზე. 

1500. ასაწყობად მიღებულია პირველ ავტომატზე დამზადებული 
300 დეტალი და მეორე ავტომატზე დამზადებული 200 დეტალი. პირველი 

ავტომატი იძლევა 2% წუნდებულ დეტალს, ხოლო მეორე, –– 3%-ს. 
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იპოვეთ ალბათობა იმისა რომ შემთხვევით აღებული დეტალი იქნება 

წუნდებული. 
1501. ყუთში მოთავსებულია 6 ერთნაირი კუბი. ყოველი კუბის 

ჟველა წახნაგზე დაწერილია ერთ-ერთი შემდეგი ასო: ო, პ, რ, ს, ტ, ი. 
იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ თითო-თითოდ ამოღებულ და ერთ ხახზე 
დალაგებულ კუბებზე შეიძლება წავიკითხოთ სიტყვა „სპორტი“. 

1509. ყუთში მოთავსებულია 5 ერთნაირი ქაღალდი. თითოეულ 
ქაღალდზე დაბეჭდილია ერთ-ერთი შემდეგი ასო: ა, კ, ი, დ, 6. იპოვეთ 

ალბათობა იმისა, რომ თითო-თითოდ ამოღებულ და ერთ ხაზზე დალა- 

გებულ ქაღალდებზე შეიძლება წავიკითხოთ სიტყვა „კაცი. 
1601. ტელეფონის ნომრის აკრეფისას აბონენტს დაავიწყდა ერთი 

ციფრი და იგი შემთხვევით აკრიფა. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ სწო- 
რედ საჭირო ციფრია აკრეფილი. 

1504. ტელეფონის ნომრის აკრეფისას აბონენტს დაავიწყდა ორი 
უკანასკნელი ციფრი და, ახსოვდა რა, რომ ეს ციფრები ერთმანეთისა- 

ან განსხვავდება, აკრიფა ისინი შემთხვევით. იპოვეთ ბათობა იმისა, 
რომ  აკრეფილია საჭირო ციფრები. შევ შილი 

1505. წრეში ჩახახხულია კვადრატი. რას უდრის ალბათობა იმისა, 
რომ წრეში შემთხვევით ჩაგდებული წერტილი კვადრატის შიგნით მოხ- 
ვდება? 

1506. ამოხსენით იგივე ამოცანა წრეში ჩახახული წესიერი სამკუთ- 
ხედისა და წესიერი ექვსკუთხედის შემთხვევაში (იხ. წინა ამოცანა). 

1507. გაგორებულია ორი კამათელი. იპოვეთ ალბათობა იმისა რომ 
ერთ-ერთ კამათელზე მაინც შაში (ექვსი წერტილი) გამოჩნდება. 

1508. ერთი კომპლექტი სათამამო ქაღალდიდან (36 კარტი) შემ- 
თხვევით იღებენ 3 კარტს. რას უდრის ალბათობა იმისა, რომ მათ შო- 
რის ერთი აუცილებლად რვიანი იქნება? 

1609. საგამოცდო ბილეთებში შედის 40 საკითხიი რომელთაგან 

სტუდენტმა მოამზადა 30. რას უდრის ალბათობა იმისა, სტუდენტის 
მიერ აღებული ბილეთი, რომელიც ორ საკითხს შეიცავს, შედგენილი 

იქნება მის მიერ მომზადებული საკითხებისაგან? 

1510. ჯგუფში რომელშიც 17 სტუდენტია და აქედან 8 ვაჟია, 
გათამაშდა 7 ბილეთი. რას უდრის ალბათობა იმისა, რომ გათამაშებული 
ბილეთებიდან 4 შეხვდებოდა ვაჟებს? 

1511. ყუთში 10 ერთნაირი ზომის ბირთვია, რომლებიც დანომრი- 
ლია 1-დან 10-მდე. ყუთიდან რიგრიგობით იღებენ 5 ბირთვს ისე, რომ 

ერთხელ ამოღებულს უკან აღარ აბრუნებენ. რას უდრის ალბათობა 
იმისა, რომ ხუთივე ამოღებული ბირთვი იქნება ლუწი ნომრის? 

1519, ყუთში 25 ბირთვია, რომელთაგან 10 შავია და 15 თეთრი. 
მათგან შემთხვევით იღებენ რომელიმე 5 ბირთვს. რას უდრის ალბა- 
თობა იმისა, რომ აქედან 2 იქნება შავი? 
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1513. შემოწმებისას აღმოჩნდა, რომ შემთხვევით არჩეულ 100 დე– 
ტალში 5 იყო არასტანდარტული. რას უდრის არასტანდარტული დეტა- 
ლების გამოჩენის ფარდობითი სიხშირე? 

1514. მიხანში სროლისას მოხვედრის ფარდობითი სიხშირე უდრის 
0,85. იპოვეთ მოხვედრათა რიცხვი, თუ სულ 120-ჯერ გაისროლეს. 

§ 95, ალბგათობათა შეკრების თეორემა 

თუ #4), 4ა,..., 4» წყვილ-წყვილად არათავსებადი ხდომილობანია, მაშინ 

ჩ(4ე.+/:+...+4,)= ჩ(1))-- (4.) L...-+ 40%). 

4 და 4 ურთიერთსაწინააღმდეგო ხდომილობათა ალბათობების ჯამი ერთის ტო- 

ლია, ე, ი. 

#C4)+ (4)=1, აქედან ნ(4)=1–/#XC4). 

ანუ იჩ+0=1, სადაც /=#ჩ(4), 0=)/X4). 

თუ „#), „ე,.... 4, არის ხდომილობათა სრული სისტემა, მაშინ 

ხC4,+4:+...+-4#,»)ლ=–1 

1515. ყუთში მოთავსებულია 60 ბირთვი, რომელთაგან 20 წითე- 
ლია, 10 --–. ლურჯი და 30 –– თეთრი. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ ამო- 

ღებული ბირთვი ან წითელი, ან ლურჯი ფერისაა. 
1516. ყუთში 50 ბირთვია, რომელთაგან 30 წითელია, 10 –– ყვითე- 

ლი, 6 –– შავი და 4 –– თეთრი. რას უდრის ალბათობა იმისა, რომ შემთ– 
ხვევით ამოღებული ბირთვი ან წითელი, ან შავი ფერისაა? 

1517. #4, 8, C და I) ხდომილობანი ადგენს სრულ სისტემას. „21. 8 
და C ხდომილობათა ალბათობანია: #(4) =0,1; (8) =0,4: #(C) =0,3. 

რას უდრის # ხდომილობის ალბათობა? 

1518. 4, 8, C, LI და 8 ხდომილობანი ადგენს სრულ სისტემას. 

4, 8, C და L) ხდომილობათა ალბათობანი შესაბამისად არის: 0,2; 0,1; 

0,25 და 0,15. რას უდრის 8 ხდომილობის ალბათობა? 

1519. მსროლელი ისვრის მიზანში რომელიც სამ ნაწილად არის 

გაყოფილი. პირველ ნაწილში მოხვედრის ალბათობა არის 0,45, მეო– 

რეში –– 0,35. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ ერთი გასროლით მსრო- 
ლელი მოახვედრებს ან პირველ, ან მეორე ნაწილს. 

1890. საომარ იარაღთა სამი საწყობის ასაფეთქებლად ისვრიან ეოთ 

ყუმბარას პირველ საწყობში მოხვედრის ალბათობა უდრის 0,01-ს, 
მეორეში –– 0,008-ს, მესამეში –– 0,025-ს. ერთ-ერთ საწყობში მოხვედ- 

რით მოხდება სამივე საწყობის აფეთქება. იპოვეთ ალბათობა იმისა, 

რომ საწყობები აფეთქებული იქნება. 
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1591. ალბათობა იმისა, რომ მსროლელი ერთი გასროლით მოაგ- 
როვებს 10 ქულას, უდრის 0,1-ს, 9– ქულას -– 0,3-ს, 8 ქულას ან ნაკ- 
ლებს –– 0,6-ს. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ ერთი გასროლით მსრო- 

ლელი 9 ქულახე ნაკლებს არ მოაგროვებს. 

1699. ალბათობა იმისა, რომ მსროლელი ერთი გასროლით მოაგ- 

როვებს 10 ქულას, უდრის 0,2-ს, 9 ქულას –– 0,4-ს, 8 ქულას –– 0,2-ს, 

7 ქულას -- 0,1-ს, 6 ქულას და უფრო ნაკლებს -–– 0,1-ს. იპოვეთ ალ- 
ბათობა იმისა, რომ მსროლელი ერთი გასროლით 8 ქულაზე ნაკლებს არ 

მოაგროვებს. 
1598. ლატარიამი 10 000 ბილეთია. აქედან, 150 არის ნივთების 

მომგებიანი ხოლო 50 -- ფულის მომგებიანი რომელიმე პიროვნება 
ყიდულობს ერთ ბილეთს. რას უდრის ალბათობა იმისა, რომ ეს ბილეთი 

იქნება მომგებიანი (სულ ერთია, ნივთების თუ ფულის)? 
1594. ლატარიამი 1000 ბილეთია. ამათგან 1 ბილეთი იგებს 500 

მანეთს, 10 ბილეთი –– 100 მანეთს თითოეული, 50 ბილეთი –– 20 მა- 
ნეთს თითოეული, 100 ბილეთი -–– 5 მანეთს თითოეული, დანარჩენი ბი- 

ლეთები არამომგებიანია, რომელიმე პიროვნება ყიდულობს ერთ ბილეთს. 
რას უდრის ალბათობა იმისა, რომ იგი 20 მანეთზე ნაკლებს არ მოიგებს? 

1595. სახარატო დახგის 20 გაჩერებიდან 10 გაჩერება გამოწვეულია 
საჭრისის გამოცვლის გამო. 3 –– ამძრავის უწესივრობის და 2 –- ნამ- 
ზადის არადროული მიწოდების გამო. სხვა გაჩერებები ხდება სხვადასხვა 
ტექნიკური მიხეზით. იპოვეთ დახგის გაჩერების ალბათობა ამ უკანასკ- 
ნელი შემთხვევისათვის. 

1520. წრიული სამიხნე შედგება სამი ზონისაგან/ პირველ ზონაში 
მოხვედრის ალბათობა ერთი გასროლისას არის 0,15, მეორე ზონაში –- 

0,23, მესამეში –– 0,17. რას უდრის აცდენის ალბათობა? 
1597. სათამამო ქაღალდიდან (36 კარტი) შემთხვევით იღებენ 3 

კარტს. რას უდრის ალბათობა იმისა, რომ მათ შორის ერთი მაინც იქ- 
ნება ტუზი? 

1598. სათამაზო ქაღალდიდან (52 კარტი) შემთხვევით იღებენ 3 
კარტს. რას უდრის ალბათობა იმისა, რომ მათ შორის ერთი მაინც იქ- 
ნება ტუზი? 

§ 8. ალბათობათა გამრავლების თეორემა 

თუ #4), #4ა:..... 4» დამოუკიდებელი ხდომილობანია, მაშინ 

ჩ(4, /1ი...4ი)==1X#4)) ·I-IX(42)...L(4.), 

ხოლო ალბათოპა იმისა, რომ ამ სდომილობებიდან ერთ-ერთს მაინც ეკნება ადგილი 
(აღვნიშნოთ ეს Lდომ-ლობა #4 ასოთი), გამოითვლება ფოომულით: 

(4)=1-–ი, ·ძ2...0», 
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სადაც 0), წა... წი შესაბამისად _ საწინააღმღევო ზდომილობათა ალბა- 

თობებია, 

კერძოდ, თუ 4), #4ი,..., 4 ხდომილობათა ალბათობები ერთმანეთის ტოლია და 

უდრის /#-ს, მაშინ 

(4)=1– ე", 

თუ „1 ღა 18 ხდომილობანი დამოკიდებულია, მაშინ პირობითი ალბათობა #7 (#8) 

ეწოდება 8 ხდომილობის ალბათობას იმ დაშვებით, რომ / ხდომილობას უკვე ჰქონ- 

დღა ადგილი, 
ორი დამოკიდებული ხდომილობის ალბათობა გამოითვლება ფორმულით: 

XLC48)=%4)§ .(8)=I%8)ჩ (4). 

სამი დამოკიდებული ხდომილობის შემთხვეეაში გვაქვს: 

(4 8C)=IX4)” (8) · ?. IC). 

1899. ორი კომპლექტიდან თითო კარტს ვიღებთ. რას უდრის ალ- 
ბათობა იმისა რომ ორივე კარტი ჯვრისა იქნება (კომპლექტში 52 კარ- 
ტია)? 

1530. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ ლითონის ორი ფულის აგდე- 
ბისას ორივეზე ღერბი გამოჩნდება. 

1631. აგდებულია ლითონს ფული და გაგორებულია კამათელი. 
იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ ერთდროულად ლითონის ფულზე გამო- 

ჩნდება ღერბი, ხოლო- კამათელზე –– შაში. 
15359. ორ ყუთში მოთავსებულია დეტალები: პირველში –– 10, რო– 

მელთაგან 3 სტანდარტულია, მეორეში –– 15, რომელთაგან 6 სტანდარ- 
ტულია. ორივე ყუთიდან შემთხვევით იღებენ თითო დეტალს. იპოვეთ 
ალბათობა იმისა, რომ ორივე დეტალი იქნება სტანდარტული. 

1533. ალბათობა იმისა, რომ მსროლელი ერთი გასროლით მოახ- 
ვედრებს მიხანში, უდრის 0,9-ს. მსროლელმა გაისროლა სამჯერ. რას 
უდრის ალბათობა იმისა რომ სამივე გასროლა მოხვდება მიხანში? 

1634. ალბათობა იმისა, რომ პირველი მსროლელი ერთი გასროლით 
მოახეე დრებს მიზანში, უდრის 0,8-ს, ხოლო ალბათობა იმისა, რომ მე– 

ორე მსროლელი მოახვედრებს მიხანში –– 0,9-ს, იპოვეთ ალბათობა 
იმის,ა რომ ორივე მსროლელი მოახვედრებს მიხანში. 

1535. მიმდინარეობს სამხედრო ობიექტის დაბომბვა. მიხანში მო–- 

ხვედრის ალბათობა უდრის 0,7-ს, ხოლო ალბათობა იმისა, რომ ბომბი 

არ აფეთქდება -– 0,08-ს, იპოვეთ ობიექტის დანგრევის” ალბათობა, 

თუ ჩამოგდებულია ერთი ბომბი. 

1536. ორი მსროლელი ისვრის მიხანში თითოჯერ. პირველი მსრო- 
ლელის მოხვედრის ალბათობა უდრის 0,7-ს, მეორის –– 0,8-ს, იპოვეო. 

ალბათობა იმისა, რომ მიხანმი მოახვედრებს: 1) ორივე; 2) მხოლოო 

ერთი; 3) არც ერთი. 
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1537. საწარმოს მიერ დამზადებულ ნაკეთობათა 95% სტანდარტუ 
ლია, აქედან 86% პირველი ხარისხისაა რას უდრის ალბათობა იმისა, 
რომ საწარმოს მიერ დამზადებული ნებისმიერი ნაკეთობა იქნება პირ–- 
ველი ხარისხის? 

1536. ხელსაწყო შედგება სამი კვანძისაგან, რომელთაგან თითოეული 

სხვებისაგან დამოუკიდე ბლად, ჯ დროის განმავლობაში შეიძლება გამო- 

ვიდეს მწყობრიდან და ამით მწყობრიდან გამოვა მთელი ხელსაწყო. 7 
დროის განმავლობაში პირველი კვანძის შეუფერხებელი მუშაობის ალ– 
ბათობა ი, =0,მ, მეორისა –– #3=0,9 და მესამის –– #ვ =0,7. იპოვეთ 
ხელსაწყოს შეუფერხებლად მუშაობის ალბათობა. 

1889. მუშა ემსახურება ოთხ დახგას. ალბათობა იმისა, რომ ერთი 
საათის განმავლობაში დახგებს არ დასჭირდება მუშის ჩარევა, პირველი 
დახგისათვის უდრის 0,3-ს, მეორისათვის –– 0,4-ს, მესამისათვის -–– 
0,7-ს, ხოლო მეოთხისათვის –– 0,4-ს. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ ერ- 
თი საათის განმავლობაში არც ერთი დახგა არ მოითხოედეს მუშის ჩარე– 
ვას. 

1540. სტამბაში ოთხი საბეჭდი მანქანა. ყოველი მანქანისათვის 

ალბათობა იმისა, რომ მოცემულ მომენტში ის მუშაობს, უდრის 0,9-ს. 
იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ მოცემულ.მომენტში ერთი მანქანა მაინც 
იმუშავებს. 

1541. რას უდრის ალბათობა იმისა რომ სამი კამათლის გაგორე- 
ბისას ერთზე მაინც შაში მოვა? : 

1549. სამი მსროლელი ისვრის ერთსა და იმავე მიზანში. მოხვედრის 

ალბათობები შესაბამისად არის: ი, ==0,4, 0:=0,5, 0ვ=0,7. იპოვეთ 

ალბათობა იმისა, რომ მიზანში ერთ მოხვედრას მაინც ექნება ადგილი. 
1543, მუშა ემსახურება სამ დაზგას, რომლებიც ერთმანეთისაგან 

დამოუკიდებლად მუშაობენ. ალბათობა იმისა, რომ ერთი საათის გან- 

მავლობაში დახგებს არ დასჭირდება მუშის ჩარევა პირველი დაზგი- 
სათვის უდრის 0,9-ს, მეორისათვის –– 0,8-ს და მესამისათვის –– 0,7-ს. 

გამოთვალეთ ალბათობა იმისა რომ სამი დახგიდან ერთი მაინც არ 

მოითხოვს მუშის ჩარევას ერთი საათის განმავლობაში. 

1541. რაციონალური წილადის მრიცხველი და მნიშვნელი დაწერი- 
ლია შემთხვევით. რას უდრის ალბათობა იმისა, რომ ეს წილადი არ 

შეიკვეცება 5-ხზე? 
1545. ყუთში მოთავსებულია ძაფები, რომელთა შორის 30% თეთ- 

რია, დანარჩენი კი –– წითელი. იპოვეთ: 1) ალბათობა იმისა, რომ შემ- 

თხვევით ამოღებული ორი ძაფი ერთნაირი ფერისა იქნება; 2) ალბათო– 
ბა იმისა რომ შემთხვევით ამოღებული ორი ძაფი სხვადასხვა ფერისა 
იქნება. 

149



1546. ყუთში 5 თეთრი და 7 შავი ბირთვია. აქედან შემთხვევით ორ- 
ჯერ იღებენ თითო ბირთვს და უკან აღარ აბრუნებენ. იპოვეთ თეთ- 

რი ბირთვის ამოღების ალბათობა მეორე ცდისას, თუ პირველი ცდი- 
სას ამოღებული იყო შავი ბირთვი. 

1547. 1) ყუთში 2 თეთრი და 3 შავი ბირთვია. აქედან რიგრიგობით 
იღებენ ნებისმიერ ორ ბირთვს. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ ორივე 

ბირთვი იქნება თეთრი; 2) იგივე პირობები, რაც წინა ამოცანაში, მხო– 

ლოდ პირველი ამოღების შემდეგ ბირთვი უკანვე ბრუნდება. 
1548. ყუთში 2 თეთრი და 2 შავი ბირთვია აქედან რიგრიგობით 

იღებენ ორ ბირთვს. განსახღვრეთ ალბათობა იმისა, რომ პირველი ბირ- 
თვი იქნება თეთრი, ხოლო მეორე -–– შავი. განიხილეთ ორი შემთხვევა: 
1) როცა ამოღებული ბირთვი უკანვე ბრუნდება; 2) როცა ამოღებული 

ბირთვი უკან აღარ ბრუნდება. 
1549. ყუთში 100 თეთრი და 200 შავი ბირთეია. 100 თეთრი ბირ- 

თვიდან დამტრიხულია 60, 200 შავი ბირთვიდან კი –– 50. 1) გამოთვა– 

ლეთ ალბათობა იმისა, რომ ამოღებული ბირთვი დამტრიხულია, თუ 
ცნობილია, რომ იგი არის თეთრი; 2) ცნობილია რომ ამოღებული 

ბირთვი დამტრიხულია; რას უდრის ალბათობა იმისა, რომ იგი წარის 

თეთრი? 
1550. 505 ნათურიდან 3 არასტანდარტულია. იპოვეთ ალბათობა 

იმისა რომ ერთდროულად აღებული ორი ნათურა არასტანდარტული 

იქნება. 
1551. ერთი კომპლექტი სათამაშო ქაღალდიდან (52 კარტი) შემთხ- 

ვევით რიგრიგობით იღებენ ორ კარტს. ამოღებული კარტი უკან აღარ 
ბრუნდება. რას უდრის ალბათობა იმისა, რომ ორივე ამოღებული კარტი 

ჯვრისა იქნება? 
1559. ამწყობს 3 კონუსური და 7 ელიფსური ლილვაკი აქვს. მან 

შმემთხვევით აიღო 2 ლილვაკი. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ აღებული 

ლილვაკებიდან ერთი კონუსურია, ხოლო მეორე –– ელიფსური. 
1658. ფეხსაცმელების ფაბრიკაში დამზადებული ყოველი 100 წყვი- 

ლი ფეხსაცმლიდან საშუალოდ 97 არის ვარგისი და მათგან 68 პირველი 
ხარისხისაა. რას უდრის ალბათობა იმისა, რომ შემთხვევით აღებული 

ვარგისი წყვილი ფეხსაცმელი იქნება პირველი ხარისხისა? 
1654. 1) რომელიღაც ადგილზე მზიანი დღეების საშუალო რიცხვი 

ივლისის თეეში უდრის 25-ს. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ ივლისის 
პირველი ორი დღე იქნება მზიანი. 

2) რომელიღაც ადგილზე წვიმიანი დღეების საშუალო რიცხვი აგ- 
ვისტოს თვეში უდრის 11-ს. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ აგვისტოს 
ჯპირველი ორი დღე იქნება წვიმიანი. 

1555. ყუთში 5 თეთრი, 4 შავი და 3 ლურჯი ბირთვია. აქედან შემთ–- 
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ხვევით იღებენ ერთ ბირთვს და უკან აღარ აბრუნებენ. იპოვეთ ალბა- 
თობა იმისა, რომ პირველი ცდისას გამოჩნდება თეთრი, მეორე ცდისას 
–- შავი და მესამე ცდისას –- ლურჯი ბირთვი. 

1556. ყუთში 5 თეთრი და 20 შავი ბირთვია აქედან ბირთვებს 
იღებენ მანამდე, სანამ არ გამოჩნდება თეთრი ბირთვი. გამოთვალეთ 
ალბათობა იმისა, რომ პირველ თეთრ ბირთვამდე ამოღებული იქნება 
2 შავი ბირთვი. 

§ 4. ნებისმიერ ხდომილოგათა ვბამის ალბათობა, 

სრული ალბათობა, ბაიესის ფორმულა 

ორი ნებისმიერი ხდომილობის ჯამის ალბათობა უდრის შესაკრებ ხლომილობათა 

ალბათობების ჯამს მინუს ორივეს ერთდროულად მოხდენის ალბათობა: 

(4--8)=(4)+)IX8)--9(4 8). 

თუ ხდომილობანი დამოუკიდებელია, მაშინ 

M(4-+8)=9C1)+ %(8)-–- 0C4) -IX8). 

დამოკიდებული ხდომილობებისათვის 
#(4-L 8)=– %)-I-C8)-– (4) ·ჩ„(8). 

თუ 4 და 8 ხდომილობანი არათავსებადია, მაშინ (4 8)=0, რის გამოც 

#4-- 8)– ჩ(4)+ #8). 

ვთქვათ, 28), 8ე, ..., 8» არის ხდომილობათა სრული სისტემა, ხოლო /4 –– ნების- 
მიერი ხდომილობა, თუ #4 ხდომილობას ადგილი ექნება, ის მოხდება მოცემული სისტე- 

მის ერთ-ერთ ხდომილობასთან ერთად, თუ ცნობილია ამ ხდომილობათა ალბათობები 

და პირობითი ალბათობები ჩა,(4), ჩ8 (4)... #X8ც (4), მაშინ 4 ხდომილობის ალბა_ 

თობა გამოითვლება შემდეგი ფორმულით: 

#CM1)=IX8,))ჩ8,(4)+ #(C8.)ჩM8.(4)+...+ MX8 )ჩც8 (4). 

ამ ფორმულა სრული ალბათობის ფორმულა ეწოღება. 

ვთქვათ, #8), ,80,..., 8: არის ხდომილობათა სრული სისტემა, თუ 4 ხდომილობას 
ადგილი ჰქონდა ყოველ #8; ((=1, 2,..., 8) ხდომილობასთან ერთად და ცნობილია ამ 

ხდომილობათა ალბათობები და #058,(4), #ცა(4),..., #8, (4) პირობითი ალბათობები, 

მაშინ ,87/ ხდომილობის ალბათობა იმ პირობით, რომ ადგილი ჰქონდა #4 ხდომილობას, 
გამოითვლება შემდეგი ფორმულით: 

%80ჩ8 (ს) 
X8.)ჩ8,(4)+I%8»ჩMც,(4)+ ...-+-IX8-)-58, (4) 

ამ ფორმულა ბაიესის ფორმულა ეწოდება, 

„(80= 
  (7=1, 2,... II). 

1557. ორი მსროლელი თითოჯერ ისვრის მიხანში. პიოველი მსრო–- 

ლელის მიერ მიზანში მოხვედრის ალბათობაა 0,7, მეორე მსროლელისა 
ი-- 0,6. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ ერთ-ერთი მსროლელი მაინც 
ოახვედრებს მიხანში. 
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1858. ერთი მსროლელი ყოველი 100 გასროლიდან საზუალოდ 
90-ჯერ ახვედრებს მიხანში, მეორე კი იმავე პირობებში –– 80-ჯერ. რას 
უდრის ორივე მსროლელის მიერ ერთდროული სროღისას მიზანში მო– 

ხვედრის ალბათობა? 
13559. ორი კომპლექტი სათამამო ქაღალდიდან (კომლექტში 52 

კარტია) შემთხვევით იღებენ თითო კარტს თითოეულიდან. რას უდრის 
ალბათობა იმისა, რომ ერთ-ერთი მათგანი ჯვრის ათიანი იქნება? 

1560. ყუთში 20 დეტალია: აქედან 16 დამზადებულია #1 ქარხა- 
ნაში, ხოლო 4--M 2 ქარხანაში. შემთხვევით ამოღებულია 2 დეტალი. 

იპოვეთ ალბათობა იმისა რომ ერთი დეტალი მაინც დამზადებული 

იქნება # 1 ქარხანაში. 
1501. ყუთში 20 დეტალია; აქედან 6 დამხადებულია # 1 ქარხანა- 

ში, 10 –M# 2 ქარხანაში, ხოლო 4--M 3 ქარხანაში. შემთხვევით ამო– 

ღებულია 2 დეტალი. რას უდრის ალბათობა იმისა, რომ ერთი დეტალი 
მაინც აღმოჩნდება M 1 ან M# 2 ქარხანაში დამზადებული? 

შემდეგ ამოცანებში ისარგებლეთ სრული ალბათობის ფორმულით. 

1669. ორი დაზგა ამზადებს ერთი და იმავე ტიპის დეტალებს. პირ- 
ველი დაზგის წუნდებულობის ალბათობა უდრის 0,03-ს, მეორისა კი –– 
0,02-ს, დამუშავებულ დეტალებს ერთად აწყობენ; ამასთან” პირველ 
დაზგაზე ორჯერ მეტი დეტალია დამზადებული, ვიდრე მეორეზე. იპო- 
ვეთ ალბათობა იმისა, რომ ნებისმიერად აღებული დეტალი არ იქნება 

წუნდებული. 
150მ. ორი ავტომატი ამზადებს დეტალებს, რომლებიც იგზავნება 

საერთო კონვეიერზე. პირველ ავტომატზე არასტანდარტული დეტალის 
დამზადების ალბათობა უდრის 0,06-ს, მეორეზე კი –– 0,09-ს. მეორე 

ავტომატი ორჯერ მეტ დეტალს ამზადებს, ვიდრე პირველი. იპოვეთ 

ალბათობა იმისა, რომ კონვეიერიდან შემთხვევით აღებული დეტალი 
არასტანდარტული იქნება. · 

1564. ქარხანამი მოცემული სახის დეტალებს ამზადებს სამი ტიპის 
დაზგები. პირველი ტიპის დაზგები ამზადებს დეტალების 10 %, მეორე 
ტიპისა –– 30 %-ს, ხოლო მესამე ტიაისა –– 60 %-ს პირველი ტიპის 
დახგების წუნდებულობა 3 %-ია, მეორე ტიპისა-–– 1 %, ხოლო მესა- 

მე ტიპისა –– 0,5 %. ერთ დღეში დამზადებულია 1000 დეტალი. რას 
უღრის ალბათობა იმისა, რომ ნებისმიერად აღებული დეტალი იქნება 
წუნდებული? 

1503. პირველი ავტომატიდან ასაწყობად მიღებულია დეტალების 
40 %, მეორიდან –– 30 %, მესამიდან –– 20 %, მეოთხიდან –-– 10 %. 

პირველი ავტომატი იძლევა 0,1% წუნდებულ დეტალს, მეორე-––0,2%-ს, 
მესამე –– 0,25%-ს, ხოლო მეოთხე –– 0,5%-ს, იპოვეთ ალბათობა 
იმისა, რომ შემთხვევით აღებული დეტალი იქნება წუნდებული. 
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1566. მოცემულია დეტალების სამი პარტია: პირველ პარტიაში 
წენდებული დეტალები 25%-ია, მეორე და მესამე პაოტიამი ყველა 
დეტალი ვარგისია. ნებისმიერად არჩეული პარტიიდან შემთხვევით იღე- 
ბენ ერთ დეტალს. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ ამოღებული დეტალი 

წუნდებულია. 
1567. მოცემულია ორი ყუთი, რომელთაგან თითოეულში 20 დე- 

ტალია; ამასთან, პირველ ყუთში 15 და მეორეში 14 სტანდარტული დე- 
ტალია. პირველი ყუთიდან შემთხვევით ამოღებულია ერთი დეტალი და 
ჩადებულია მეორე ყუთში. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ ამის შემდეგ 
მეორე ყუთიდან შემთხვევით ამოღებული დეტალი იქნება სტანდარ- 

ტული. 
1568. ჯგუფში 30 სპორტსმენია; აქედან 20 მეთხილაბურეა, 6 -- 

ველოსიპედისტი და 4 –– მორბენალი. საკვალიფიკაციო ნორმის შესრუ- 
ლების ალბათობა მეთხილამურესათვის უდრის 0,9-ს, ველოსიპედისტი- 
სათვის –– 0,8-ს და მორბენლისათვის –– 0,75-ს. იპოვეთ ალბათობა იმი- 
სა, რომ ნებისმიერად გამოძახებული სპორტსმენი შეასრულებს ნორმას. 

1860. მოცემულია 5 ყუთი, რომელთაგან: 
2 არის 8; შედგენილობისა (2 თეთრი და 1 შავი ბირთვი), 
1 არის 8, შედგენილობისა! (10 შავი და არც ერთი თეთრი ბირთვი), 
2 არის 8ვ შედგენილობისა (3 თეთრი და 1 შავი ბირთვი). 

შემთხვევით ირჩევენ ყუთს და იქიდან შემთხვევით იღებენ ბირთვს. 

რას უდრის ალბათბა იმისა, რომ შემთხვევით ამოღებული ბირთვი იქ- 
ნება თეთრი? 

1570. მოცემულია 10 ყუთი, რომელთაგან: 
4 არის 8, შედგენილობისა (6 თეთრი და 2 შავი ბირთვი), 

3 არის 8. მედგენილობისა (5 თეთრი და 4 შავი ბირთვი), 
2 არის 8ვ შედგენილობისა (4 შავი და არც ერთი თეთრი ბირთვი), 
1 არის 8,კ შედგენილობისა (2 თეთრი და 2 შავი ბირთვი). 

შემთხვევით ირჩევენ ყუთს და იქიდან შემთხვევით იღებენ ბირთვს. 
რას უდრის ალბათობა იმისა რომ შემთხვევით ამოღებული ბირთვი 

იქნება თეთრი? 

შემდეგ ამოცანებში ისარგებლეთ ბაიესის ·ფორმულით. 
1571. მოცემულია 5 ყუთი, რომელთაგან: .. 

2 არის 8; შედგენილობისა (2 თეთრი და 3 შავი ბირთვი), 

2 არის 8, შედგენილობისა (1 თეთრი და 4 შავი ბირთვი), 

1 არის 8ვ შედგენილობისა (4 თეთრი 1 შავი ბირთვი). 
შემთხვევით არჩეული ყუთიდან ამოღებული ბირთვი თეთრია. რას 

უდრის ალბათობა იმისა, რომ ეს ბირთვი ამოღებულია მესამე შედგენი- 

ლობიდან? 
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1579. ესვრიან „8, ტიპის 5 მიზანს, 8, ტიპის 3 მიხანს და მე ტიპის 
2 მიხანს, 8, ტიპის მიზანში მოხვედრის ალბათობა უდრის 0,4-ს, 8, 

ტიპის მიზანში მოხვედრისა -– 0,1-ს, ხოლო „ევ ტიპის მიზანში მოხ- 
ვედრისა –– 0,15-ს. გასროლისას მოახვედრეს ერთ-ერთ მიხანს, იპოვეთ 

ალბათობა იმისა, რომ დაზიანებულია „8, ტიპის მიხანი. 

1573. ორი მსროლელი ერთმანეთის დამოუკიდებლად ისვრის ერთსა 

და იმავე მიზანში თითოჯერ. ალბათობა იმისა, რომ პირველი მსროლელი 
მიხანს მოახვედრებს არის 0,8, მეორე რომ მოახვედრებს –– 0,4. მი- 

ზანში მოახვედრეს ერთხელ. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ ეს მოხვედრა 

ეკუთვნის პირველ მსროლელს. 

1674. პირველი ავტომატიდან ასაწყობად მიღებულია დეტალების 
20%, მეორიდან –– 30%, მესამიდან –– 59%. პირველი ავტომატი სა- 

შუალოდ იძლევა 0,2% წუნდებულ დეტალებს, მეორე –– 0,3%-ს, მე– 
სამე ––– 0,1%-ს. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ შემთხეევით აღებული 

წუნდებული დეტალი დამზადებულია მეორე ავტომატზე. 

§ 5. ცდათა გამეორება 

ს ბერნულის ფორმულა, ალბათობა იმისა, რომ /L-ჯერ ჩატარებული დამოუეკიდე– 

ბელი ცდის დროს ჩვენთვის სასურველ ხდომილობას ადგილი ექნება #-ჯერ. გამოითვლე– 

ბა ბერნულის ფორმულით: 

ი 
ი(M”)= (1 ” I-, ნ. ი(”წ)ა=–_–=-- L #-I, ჩი(M)=C”იLსჩი"5 ანუ ჩი(#7) IICI--ნ)1 ი ძი 

სადაც # არის 4 ხდომილობის ალბათობა, ხოლო 0=1-–-იე. 

ჩხ=/#ე რიცხვს, რომლისთვისაც #ი(/) ყველაზე დიდ მნიშვნელობას ღებულობს, 

უალბათესი რიცხქეი ეწოდება. ეს ოიცხვი შემდეგი უტოლობებით განი- 
საზღვრება: 

M0-0=/ა< 0-0. 

როდესაც #0–-0 არამთელი რიცხვია, #ე-სათვის გვექნება ერთადერთი უალბათესი მნიშ- 

ვნელობა, ხოლო როდესაც IMI0-–-ყ მთელი რიცხვია, მაშინ #-ს ექნება ორი უალბათესი 

მნიშვნელობა, 

1575. ლითონის ფულს ვაგდებთ 7-ჯერ. რას უდრის ალბათობა იმი- 
სა, რომ ღერბი გამოჩნდება ზუსტად 3-ჯერ? 

1576. მსროლელი მიხანში ისერის 5-ჯერ. მიზანში მოხვედრის ალბა- 
თობა ერთი გასროლისას უდრის 0,8-ს. რას უდრის ალბათობა იმისა, 
რომ მსროლელი მიზანში მოახვედრებს 4-ჯერ? 

1577. ყუთში 8 ბირთვია, აქედან 5 –– თეთრი და 3 –– შავი. იპოვეთ 
ალბათობა იმისა, რომ 4 ცდისას თეთრი ბირთვი ამოღებული იქნება 
3- ჯერ. ამოღებული ბირთვები უკანვე ბრუნდება. 

1578. რას უდრის ალბათობა იმისა, რომ ოჯახში 10 ბავშვიდან ქალ–- 

ვაჟთა რაოდენობა თანაბარი იქნება, თუკი ვაჟიშვილებისა და ქალი- 
შვილების დაბადება ტოლალბათია? 
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1579. ალბათობა იმისა, რომ შემთხვევით აღებული დეტალი არა- 

სტანდარტულია, უდრის 0,05-ს. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ შემ- 
თხვევით აღებული 5 დეტალიდან 4 სტანდარტული იქნება. 

1580. ალბათობა იმისა რომ რომელიმე პიროვნება გარდაიცვლება 
71 წლის ასაკში, უდრის 0,04-ს. რას უდრის ალბათობა იმისა, რომ 3 

პიროვნებიდან, რომელთაგან თითოეული 70 წლისაა, 2 იცოცხლებს 71 

წლამდე? 
1581. ორი ტოლძალოვანი მოთამაშე თამამობს ჭადრაკს; რომელი 

ალბათობა იქნება უფრო მეტი: ერთი მეორეს რომ 4 პარტიიდან 3-ს 
მოუგებს, თუ 8 პარტიიდან 5-ს? 

15899. რომელიმე მცენარის თესლის აღმოცენების უნარი უდრის 

90%:-ს. იპოვეთ ალბათობა იმისა რომ დათესილი 4 თესლადან აღმო- 
ცენდება: 1) სამი; 2) სამზე არანა, ლები. 

1353. საამქროში 6 მოტორია, თითოეული მოტორისათვის ალბა– 

თობა იმისა, რომ მოცემულ მომენტში იქნება ჩართული, უდრის 0,8-ს. 

იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ მოცემული მომენტისათვის: 1) ჩართული 
იქნება 4 მოტორი; 2) ჩართული იქნება ყველა მოტორი; 3) გამორთუ- 
ლი იქნება ყველა მოტორი. . 

1554. ალბათობა იმისა რომ ლატარიის ბილეთი მოიგებს, უდრის 

-.-ს. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ 6 ბილეთიდან მოიგებს 2 ბილეთზე 

არანაკლები. 
15955. იპოვე–თ 4 ხდომილობის მოსვლის უალბათესი რიცხვი 10 

ცდაში, თუ ყოველი ცდისას /#(4) =-ვ. 

1686. 1) იპოვეთ 4 ხდომილობის მოსვლის უალბათესი რიცხვი 6 

ცდამი, თუ ყოველი ცდისას /X,4) =-0,2. 

2) კამათელს აგორებენ 100-ჯერ. იპოვეთ შაშის მოსვლის უალბა- 
თესი რიცხვი. 

1587. მიხანმი მოხვედრის ალბათობა ერთი „გასროლისას >> · 

იპოვეთ 13 კასროლის შემთხვევამი მოსვედრათა უალბათესი რიცხვი. 

1538. მიზანი მოხვედრის ალბათობა ერთი გასროლისას წ =.0,8. 

იპოვეთ 19 გასროლის შემთსეევამი მოხვედრათა უალბათესი რიცხვი. 

15590. ვთქვათ. ალბათობა იმის. რომ სტუდენტს დააგვიანდება 
ლექციაზე, უღრის 0,02-ს. იპოვეთ დაგვიანებული სტუდენტების უალ- 
ბათესი რიცხვი 800 სტუდენტიდაან. 

1590. საწყობში მი–ებულია 30 ყუთი მინის ნაკეთობა. ალბათობა 

იმისა, რომ შზემთხეევიი, აღებულ ყუთი ნა-ეთობა აღმოჩნდება მთელი, 

უღრის 0,9ს. იპოვეთ იმ ყუთების უალბათესი რიცხვი, რომლებშიაც 
ხველა ნა/ელომა იქნება გთელი. 
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1591. მიხანში ისვრიან 14-ჯერ. თითოეული გასროლისას მიზანში 

მოხვედრის ალბათობა 0,2-ის ტოლია. განსახღვრეთ უალბათესი რიცხვი 

და იპოვეთ ამ უალბათესი რიცხვის ალბათობა. 

1599. მიმდინარეობს 10 დამოუკიდებელი ცდა; ყოველ ცდაში # 

ხდომილობის ალბათობა უდრის 0,1-ს იპოვეთ:1) 4 ხდომილობის მოხ- 
დენათა უალბათესი რიცხვი; 2) ალბათობა იმისა, რომ 4 ხდომილობას 
ადგილი ექნება უალბათეს რიცხვჯერ. 

1593, რას უდრის 4 ხდომილობის ალბათობა ყოველ ცდაში, თუ 

მისი უალბათესი რიცხვი 100 ცდაში უდრის 20-ს? 

1594, #4 ხდომილობის ალბათობა ყოველ ცდაში 0 =0,3. რამდენი 
დამოუკიდებელი ცდის ჩატარებაა საჭირო, რომ # ხდომილობის მოხ- 

დენის უალბათესი რიცხვი იყოს 60? 

1595. ალბათობა იმისა, რომ შემთხვეეით აღებული დეტალი წუნ- 
დებულია, უდრის 0,1-ს. რამდენი დეტალი უნდა ავიტოთ, რომ ვარჯკისი 

დეტალების უალპბათესი რიცხვი იყოს 50? 

II, ლაპლასის ლოკალური თეორემა. თუ # ხდომილობის მოხდენის # ალბათ ობა 

ყოველი ცდის დროს მუდმივია და განსხვავდება ნულისა და ერთასაგან (0</ <1), მა– 

შინ ალბათობა იმისა, რომ 4 ხდომილობა #/ ცდის დროს #-ჯერ მოხდება, მიახლოებით 
უდრის 

1 
ჩა(ჩ)ლა= დ(X), 

–<-., ჯ? 
  

1 ხ- 
სადაც დ(9=1=-=– დ ? , ხოლო X= =M.     

დ(») ფუნქციის მნიშვნელობანი მოიძებნება ცხრილებიდან. როცა X>5, მაშინ 
უნდა მივიღოთ. რომ «MX)=90. 

1596. იპოვეთ ალბათობა იმის,ა რომ # ხდომილობა 400 ცდის 

დროს მოხდება ზუსტად 80-ჯერ, თუ ყოველი ცდისას მისი მოხდენის ალ – 
ბათობა # =0.2. : 

1597. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ 4 ხდომილობა 400 ცდისას 

მოხდება ზუსტად 104-ჯერ, თუ ყოველი ცდისას /#2C4) =0,2. 

1599. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ მსროლელი 10 გასროლიდან 
მიხანში მოახვედრებს 8-ჯერ, თუ ერთი გასროლით მოხვედრის ალბა- 
თობა მ =90, 75. 

111, პუასონის ფორმულა, თუ 4 ხდომილობის მოხდენის ალბათობა /# ყოველი 

ცდის დროს ერთი და იგივეა და ძალიან მცირეა, ხოლო (ჰდათა რიცხეი ” საკმაოდ დი- 

დია, მაშინ ალბათობა იმისა, რომ 4 ზდომილობას ადგილე ექნება #-ჯერ, მიახლოები თ 

უღრის 

| 

ჩ,თა 5,» წ“ #I 
სადაც 7.=:/I7 ამ ფორმულით სარგებლობისას უნდა გამოვიყენოთ სათანადო ცხრილები. 
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1599. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ 200 კაციდან 4 აღმოჩნდება 

ცაცია, თუ ცაციები საშუალოდ შეადგენენ 1%-ს. 
1600. ალბათობა იმისა, რომ პიროვნება გარდაიცვლება 21 წლის 

ასაკში, უდრის 0,006-ს. დახღვეულია 1000 კაცი 20 წლის ასაკში. რას 
უდრის ალბათობა იმისა, რომ ერთი წლის განმავლობაში გარდაი ცვლება 

5 დაზღვეული პიროვნე ბა? 

1001. წუნდებული დეტალის დამზადების ალბათობა უდრის 0,008-ს. 
იპოვეთ წუნდებული დეტალების უალბათესი რიცხვი 1000 დეტალი- 

დან და ასეთი რიცხვის ალბათობა მოცემულ პარტიაში. 

IV. ლაპლასის ინტეგრალური თეორემა. თუ #4 ხდომილობის მოხდენის #/ ალბათო- 

ბა ყოველი ცდის დროს ერთი და იგივეა და განსხვავდება ნულისა და ერთისაგან, მაშინ 

ალბათობა იმისა, რომ ,/1 ხდომილობა # ცდის დროს მოხდება არანაკლებ #,-ჯერ და არა- 

უმეტეს ჩ--ჯერ, მიახლოებით უდრის 

თ 

ჯა 

ჩ,ყს, ხალ => | დ ? ქ;=Cთ(ი)-- თი), 

X, 

“სადაც 

სი ჩაი–-Mი 
X=-=- ==) XVა= ==, 

" Vიიძ« ” Vიიი 
:·ხოლო CXX) ფუნქცია განისაზღერება ტოლობით: 

ჯ 

1 
==–-|4რ ი”. 

დ(%) V =| 
0 

გ 

2 

„ამ ფუნქცის ლა პ ლასის ფუნქცია ეწოდება. მისი მნიშვნელობანი მოიძებ- 
წება ცხრილებიდან, როცა ჯX>5, მაშინ უნდა მივიღოთ, რომ CX(X) =0,5. 

V. ფარდობითი სიხშირის გადახრის ალბათობა მუდმივი ალბათობიდან დამო – 

“უკიდებელი ცდების დროს. თუ ვატარებთ /# დამოუკიდებელ ცდას და თითოეული ცდის 

“დროს 4 ხდომილობის მოხდენის ალბათობა ერთი და იგივეა და უდრის ი-ს (0</#ი<)), 

I(/ა 
მაშინ ალბათობა იმისა, რომ-– ფარდობითი სიხშირის გადახრა მუღმივი 0 ალბათობი- 

დან აბსოლუტური მნიშვნელობით არ გადააჭარბებს წინასწარ მოცემულ 8>0 რიცხვს, 
„გამოითვლება შემდეგი ფორმულით: 

(449-რ რიე 
1602. ალბათობა იმისა, რომ დეტალი არ არის შემოწმებულიი, უდ- 

რის 0,2-ს. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ შემთხვევით აღებული 400 
დეტალიდან შემოწმებული იქნება 70-დან 100-მდე. 
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160ვ. ალბათობა იმისა, რომ მსროლელი ერთი გასროლეთ მიხან- 

ში მოახვედრებს არის 0,75. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ 1000 გასრო- 

ლისას მსროლელი მიხანში მოახვედრებს: 1) არანაკლებ 71-ჯერ და არა. 
უმეტეს 80-ჯერ; 2) არანაკლებ 81-ჯერ. 

1604. ალბათობა იმისა, რომ მსროლელი ერთი გასროლით მიხანში 

მოახვედრებს უდრის 0,75-ს. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ 100 გასრო–- 
ლისას მსროლელი მიზანში მოახვედრებს: 1) არანაკლებ 70-ჯრ და 
არა უმეტეს 80-ჯერ; 2) არა უმეტეს 80-ჯერ. 

1605. ხდომილობის მოხდენის ალბათობა ყოველი 10 002 დამოუ- 
კიდებელი ცდისას მუდმივია და უდრის 0,75-ს. იპოვეთ ალბათობა იმისა, 
რომ ხდომილობის მოხდენის ფარდობითი სიხშირე მისი ალბათობიდან 
გადაიხრება არა უმეტეს 0,001-ისა. 

1606. ალბათობა იმისა, რომ დეტალი არასტანდარტულია, უდრის 
0,1-ს. იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ შემთხვევით არჩეული 4007 დეტა- 

ლიდან არასტანდარტული დეტალების გამოჩენის ფარდობითი სიხშირე 
მისი 0,1 ალბათობიდან გადაიხრება არა უმეტეს 0,03-ისა. 

1607. ალბათობა იმისა, რომ დეტალი არასტანდარტულია, უდრის. 

0,1-ს. განსახღერეთ, რამდენი დეტალი უნდა ავარჩიოთ, რომ /# =0,9544 

ალბათობით არასტანდარტული დეტალების გამოჩენი–სს ფარდობითი: 
სიხშირე მუდმივი 0,1 ალბათობიდან გადაიხრება არა უმეტეს 0,03-ისა. 

1608. ლითონის ფულის აგდებისას ღერბის მოსვლის ალბათობა 
0 =0,5. რამდენჯერ უნდა ავაგდოთ ლითონის ფული, რომ #=0,6 აღ- 

ბათობით ღერბის მოსვლათა ფარდობითი სიხშირე 0 =0,5 ალბათობი- 
დან გადაიხაროს არა უმეტეს 0,01-ისა. 

1609. ხდომილობის მოხდენის ალბათობა ყოველ დამოუკიდებელ: 
ცდაში მუდმივია და უდრის 0,64-ს. განსახღვრეთ ნ =0,997 ალბათობით 
რომელ საზღვრებში იქნება მოთავსებული ხდომილობის ფარდობითი: 
სიხშირე, თუ ცდათა რიცხვი # =2500. 

1610. ხდომილობის მოხდენის ალბათობა ყოველ დამოუკიდებელ 
ცდაში მუდმივია და უდრის 0,2-ს. განსახღვრეთ # -=0,9128 ალბათობით 
რომელ სახღვრებში იქნება მოთავსებული ხდომილობის ფარდობითი 
სიხშირე, თუ ცდათ ა რიცხვი /! =5000. 

§ 0. შემთხვევითი სიდიდეები და განაწილების ფუნქცია 

სიდიდეს, რომლსაც მოცემულ პირობებში შეუძლია მიიღოს სხვადასხვა რიცხვი- 

თი მნიშვნელობა სათანადო ალბათობებით, ეწოდება შემთხვევითი სიდიდე 

შემთხვევითი სიდიდეები ორი ტიპისაა: დისკრეტული (წყვეტილი) შემთხეევითი 
სიდიდეები და უწყვეტი შემთხვევითი სიდიდეები. 

დისკრეტული ეწოდება ისეთ შემთხვევით სიდიდეს, რომელსაც შეუძლია 

მიიღოს ცალკეული, იზოლირებული მნიშვნელობები განსაზღვრული ალბათობებით. 
უწყვეტი ეწოდება ისეთ შემთხვევით სიდიდეს, რომელსაც შეუძლია მიიღოს ყვე-- 

ლა მნიშვნელობა რომელიმე სასრული ან უსასრ ულო შუალედიდან, 
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კანონს, რომლის მიხედეით შემთხეევითი სიდიდის ყოველ შესაძლო რიცხვითს 

მნიშვნელობას შეესაბამება სათანადო ალბათობა, ეწოდება 

სიდიდის განაწილების კანონი. განაწილების კანონი შედგება ცხრი- 

ლისაგან, რომლის პირველ სტრიქონში მოცემულია შემთხვევითი სიდიდის შესაძლო მნიშ- 

ვნელობანი, ხოლო მეორე სტრიქონში –- მათი შესაბამისი ალბათობანი: 

შემთხვევითი 

X, X2... Xი 

/I) 72... ჩი. 

აქ #), მი,..., მ,» ალბათობანი სრულ სისტემაში შემავალ ხდომილობათა ალბათობებია, 
ამიტომ 

მ.+/ა:-L...+/#7»ა=1, 

შემთხვევითი X სიდიდის განაწილების /CX) ფუნქცია არის ალ-ბათობა იმისა, რომ 

ეს შემთხვევითი სიდიდე მიიღებს რომელიმე ფიქსირებულ Xჯ რიცხვზე უფრო ნაკლებ 

მნიშენელობას, ე. 0. 

IMI(X)=2 9(X<. 

განაწილების ფუნქციის თვისებებია: 

1) 0C#(X#=1; 2) ჩ(--%)=0 , ჩ(+9თ:)=I; 

3) თუ ზემთხეევითი X სიდიდის მნიშენელობათა ერთობლიობა ავსებს მხოლოდ 

სასრულ (0. ხ) ინტერვალს, მაშინ /(X1)=0, როცა X<0 ,და M(CI)ა=1, როცა Xჯ>ხ. ა–- 

ბათობა იმისა, რომ X სიდიდის მიერ მიღებული შესაძლო რიცხეითი მნიშვნელობები 

მოთავსებული იქნება (ძ. ხ) ინტერვალში, გამოითვლება შემდეგი ფორმულით: 

ნ(თ=X<ხ)=#ჩ(ხ)––”ჩ(ი). 

დისკრეტული ტიპის შემთხვევით X და V სიდიდეებს ეწოდება დამოუკიდებელი, 

თუ ნებისმიერი #ჯ-ისა და /-ისათვის დამოუკიდებელია X=Xჯ და #”=ყ/ ხდომილობანი, 

ეთქვათ, X და V სიდიდეების განაწილების კანონებია 

XL X,. X2 ... Xი IV V3 ·-.. Mო 
/I მა... ჩი და X ძ1 083 ·.. მთ. 

ამ სიდიდეების X+X# ჯამი არის ახალი რემთხვევითი სიდიდე, რომელიც ღებულობს 

შემდეგი სახის ყველა მნიშვნელობას; 

XI(+V| ((=1, 2,..., MM, I=1, 2,..., 7), 

რომელთა ალბათობებია ჩ()=/; '0; (X და I დამოუკიდებელი შემთხვევითი სიდიდეებია). 

განაწილების ფუნქციის წარმოებულს ეწოდება განაწილების სიმკვრივე: 

#”ხ0ე=/!C0) (IC0>>0). 

მართებულია შემდეგი ტოლობები: 

ხ 
+ 

1) | /თ«–=ჩთ ჩი; 2) | /0ეძ;=1; 

4 
თ 
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3) თუ შემთხვეეითი X დიდის მნიშვნელობათა ერთობლიობა აესებ, სასრულ 

(ი, ხ) ინტერვალს, მაშინ ( I(X)ძX=1. 

ძი 

ალბათობა იმისა, რომ უწყვეტი ტიპის შემთხვევითი X სიდიდის მიერ მიღებუ. ბი 

შესაძლო რიცხეითი მნიშვნელობანი მოთავსებული იქნება (ძი, ხ) ინტერვალშა, გამოი – 

თვლება ფორმულით: 

ხ 

(0<X<ხ)= | ICX)ძX. 

თუ ცნობილია განაწილების სიმკვრივე /”(X), მაშინ განაწილების ფუნქცია ასე გა4 

ნისაზღერება: 

#00 = | IC) ძ». 

–ოი 

1611. მიზანმი ისვრიან ერთხელ: მოხვედრის ალბათობა «უდრის 

0,3-ს. შემთხვევითი X სიდიდე არის მიზანში მოხვედრათა რიცხვი. და- 

წერეთ X სიდიდის განაწილების კანონი. 

1619. შემთხვევითი სიდიდე ღებულობს შემდეგ მნიშვნელობებს: 

X. =2, X-=5, XI =8. ცნობილია პირველი ორი შესაძლო მნიშვნელობის 

ალბათობები: ი, =0,4, 0:=-0,15. ღაწერეთ ამ სიდიდის განაწილების 

კანონი. 
1013. ლატარიაში გამოშვებულია 1000 ბილეთი. აქედან გათამაშ- 

დება ერთი მოგება 1000-მანეთიანი ოთხი მოგება –– თითო 500-მანე- 
თიანი, ხუთი მოგება -- თითო 400-მახეთიანი და 10 მოგება -- თითო 

100-მანეთიანი. იპოვეთ ერთი ბილეთის მოგების განაწილების კანონი. 

1614. მსროლელი მიზანში ისვრის 3-ჯერ; ყოველი გასროლის მო– 

ხვედრის ალბათობა უდრის 0;4-ს. ყოველი მოხვედრისას მსროლელს 

ეთვლება 5 ქულა. დაწერეთ მიღებული ქულების განაწილების კანონი, 

1616. კამათელს აგორებენ 3-ჯერ. დაწერეთ შაშის მოსვლათა განა- 
წილების კანონი. 

1016. ლითონის ფულს აგდებენ 4-ჯერ. დაწერეთ ღერბის მოსელა- 

თა განაწილების კანონი. 
10617. მსროლელი, რომელსაც 3 ვაზნა აქვს, ესერის მიზანში პერ- 

ველ მოხვედრამდე. ყოველი გასროლისას მოხვედრის ალბ:თობა უდრის 

0,8-ს, იპოვეთ დახარჯული ვახნების განაწილების კანონი. 
1618. მსროლელი, რომელსაც 4 ვახნა აქვს, მიზანში ისვრის,7,პირველ 

მოხვედრამდე. ყოველი გასროლისას მიზანში მოხვედრის ალბათობა უდ- 

რის 0,6-ს. იპოვეთ დაუხარჯავი ვაზნებისჯ განაწილების კანონი. 
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1619. ორი მსროლელი ისვრის ერთ მიხანმი. ალბათობა იმისა, რომ 
პირველი მსროლელი მიხანში მოახვედრებს არის 0,5, მეორე რომ მო- 

ახვედრებს –– 0,4. შეადგინეთ მიზანში მოხვედრათა განაწილების კა- 
ონი. 

10950. მონადირე ესვრის ნადირს პირველ მოხვედრამდე და 4-ზე 
მეტ გასროლას ვერ ასწრებს. შეადგინეთ გასროლათა რიცხვის განა- 
წილების კანონი, თუ მოხვედრის ალბათობა ერთი გასროლისას უდრის 
0,7-ს. 

1691. ალბათობა იმისა, რომ ბიბლიოთეკამ სტუდენტისათვის სა- 
ჭირო წიგნი თავისუფალია, უდრის 0,4-ს. შეადგინეთ იმ ბიბლიოთეკების 

განაწილების კანონი, რომლებიც უნდა ინახულოს სტუდენტმა, თუ ქა- 
ლაქ“მი 4 ბიბლიოთეკაა. 

1699. ოჯახში 4 ბავშვია. შეადგინეთ განაწილების კანონი შემთხ- 
ვევითი X სიდიდისა, რომელიც გამოსახავს ვაჟთა რაოდენობას, თუ ვა- 

ჟიშვილებისა და ქალიშვილების დაბადება ტოლალბათია. 
1698. მოცემულია ორი შემთხვევითი სიდიდის განაწილების კანონი: 

XLIC1 3 და (2. 4 
0,40,6 0,2 0,8. 

შეადგინეთ X+ V შემთხვევითი სიდიდის განაწილების კანონი. 

1694. მოცემულია ორი შემთხვევითი სიდიდის განაწილების კანონი: 
გ ; 

XჯX 6 და IM” 1.2 
0,3 0,7 0,8 0,2. 

შეადგინეთ X–-»” შემთხვევითი სიდიდის განაწილების კანონი. 

1095. მოცემულია შემთხვევითი X სიდიდის განაწილების კანონი: 

–20 1 ვ 

9,1 0,5 0,3 0). 
შეადგინეთ X? და 3X შემთხვევითი სიდიდეების განაწილების კანონები. 

1690. მოცემულია ორი შემთხვევითი სიდიდის განაწილების კანონი: 

XI –-1 0. 1 => 1 0 1 2 3 

0,2 0,3 0,5 0,1 0,2 0,3 0,4. 
შეადგინეთ XX შემთხვევითი სიდიდის განაწილების კანონი. 

1627. მიხანმი ისვრიან ერთხელ. მოხვედრის ალბათობა უდრის 
0,3-ს. იპოვეთ მოხვედრათა რიცხვის განაწილების ფუნქცია. 

1698. მიზანში ისვრიან 4-ჯერ; ყოველი გასროლისას მიზანში მო- 

ხვედრის ალბათობა არის 0,3. იპოვეთ მოხვედრათა რიცხვის განაწილე– 

ბის ფუნქცია და განსახღვრეთ ალბათობა იმისა, რომ მიზანში მოხვედ- 

რათა რიცხვი მოთავსებული იქნება 1–X=ლ4 შუალედში. 
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1699. მოცემულია შემთხვევითი X სიდიდის განაწილების ფუნქცია 

0, როცა ჯX<-–1, 
ჯXჯ 

#ნ6ე= 3 +533. როცა --1ლXC2, 

1, როცა X>2. 

იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ X სიდიდე მოხვდება (0; 1) შუალედ- 

ში. 

1630. მოცემულია შემთხვევითი X სიდიდის განაწილების ფუნქცია 

0, როცა X<2, 

წნა= >--, როცა 2-XC24, 

1, როცა X>> 4. 

იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ X სიდიდე მოხვდება (2; 3) შუალედ- 
ში. 

1631. მოცემულია შემთხვევითი X სიდიდის განაწილების ფუნქცია 

0, როცა X<90, 

ჩ00=4 –, როცა 0<X<C3, 
1, როცა X>3. 

იპოვეთ: 1) განაწილების /() სიმკვრივე, 2) ალბათობა იმისა, რომ X 

სიდიდე მოხვდება (+ !) შუალედში. ააგეთ / (ი) და /(2) ფუნქციე- 

ბის გრაფიკები. 

1689. მოცემულია შემთხვევითი X სიდიდის განაწილების სიმკვრივე 

0, როცა ჯლ– ბ , 
2 

ყ. 
I(X) =|0 005 X, როცა –“<ჯC<-, 

2 2 

| 0, როცა X> + · 

იპოვეთ : 1) კოეფიციენტი თ; 2) განაწილების #' (XV) ფუნქცია, 3) ალ- 

ბათობა იმისა, რომ X სიდიდე მოხვდება (9 +) შუალედში. 
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1633. მოცემულია შემთხვევითი X სიდიდის განაწილების სიმკვრივე 

0, როცა X<0, 

/00= – §II1 X, როცა 0ლ-Xლს, 

0, როცა X>#». 

იპოვეთ: 1) განაწილების ფუნქცია; 2) ალბათობა იმისა, რომ X სიდიდე 

მოხვდება C + ) შუალედში. 

1084. 1) მოცემულია შემთხვევითი X სიდიდის განაწილების სიმკვრივე 

I00 = 1-2 

დის განაწილების ფუნქცია. 
2) შემთხვევითი X სიდიდე განაწილებულია თანაბრად, ე. ი. მისი 

განაწილების სიმკვრივე /(X) =/#, როცა თ=X=ხ და /(X1=-0, როცა 

X<ძ და X>ხ. განსახღვრეთ კოეფიციენტი «4. 

C-თ<X<+ %). იპოვეთ კოვფიციენტი 4 და X სიღი-   

§ 7. შემთსვევითი სიდიდის მათემატიკური ლოლდინ0 

და დისპერსია 

თუ შემთხვევითი X სიდიდის განაწილების კანონია 

X თ X2 ... X 

0) მა ... ჩი 

მაშინ მისი 3 ათემატიკური ლოდინი არის 

/VICX)==X,2:-++ Xიმა-L ...+ ჯიჩი. 

თუ X უწყვეტი შემთხვევითი სიდიდეა, რომლიI; განაწილების სიმკვრივე არის /(X), 

მაშინ მიი მათემატიკური ლოდინი ასე გამოისახება: 

+თ 

/VICX)== | XI(X)VIX, 

–ით 

თუკი ამ ინტეგრალს აქვს აზრი, 

თუ შემთხვევითი X სიდიდის ყველა შესაძლო მნიშვნელობა მოთავსებულია (ი, ხ1 

სეგმენტზე, მაშინ 

ხ 

Mძი=| (რ) ძX. 

6 

მათემატიკური ლოდინის თვისებებია: 

1) #X(C)=C, _ == 

2) #M(CX)=C/(X), ) C მუდმივი ხიღიდეა. 
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3) /MV(X+: V7)= MVI(CX)- MV(I), 
4) MC(XXIV)= #V(CX) ·M(V), სადაც X და / დაზოუკიდებელი შემთხვევითი სიდი- 

დეებია, 

5) X-/M(X) სხვაობას ეწოდება შემთხვევითი X სიდიდის გა დახრა თავისი 

საშუალო მნიშვნელობიდან. გადახრის მათემატიკური ლოდინი ნულის ტოლია 

MIX-–-– #(X)1)=0. 

გადახრის კვადრატის მათემატეკეურ ლოდინს შემთხვევითი სიდიდის დისპერსია 

მწოდება · 
0(X)= MIX--M(X))1=L=--M(X))ზი,-LIX-– M(X)1ი++ 

+..+IXი- M(0%)ზი». 
დისპერსიის გამოსათვლელად შეგვიძლია ვისარგებლოთ აგრეთვე შემდეგი ფორმულით: 

0(X)=M00-–-M"0. 
თუ X უწყეეტი შემთხვევითი სიდიდეა, მაშინ დისპერსიისათვის გვექნება: 

–+ით 

ხ(X) = ( (X--M(X)1“/0იძ», 
–თ 

სადაც 

+თ 

/MIL(CX)= L XICX)ძV. 

–თ 

დისპერსიის თვისებებია: 

1) X(CC)=0,  _ 
2) 9(CX)=C1?0(X) I C მუღმივი სიდიდეა, 

3) 0(X+ 7)=0XXX)+#M(#7), კერძოღ, ILXC+X)= ILXX), 
სადაც X და V დამოუკიდებელი შემთხვევითი სიდიდეებია. 

კვადრატულ ფესვს დისპერსიიდან ეწოდება შემთხვევითი სიღიღის საშ უალო 

კვადრატული გადახრა: 

ძ(X)=V 9(%X. 
1685. იპოვეთ შემთხვევითი X სიდიდის მათემატიკური ლოდინი, 

თუ მისი განაწილების კანონია: 

3. 1 XL 6 
0,2 0,კ3 0,5. 

1086. იპოვეთ შემთხვევითი X სიდიდის მათემატიკური ლოდინი, 
თუ მისი განაწილების კანონია: 

ჯI 3 5 2 

“) 0, 0,6 0,3. 

10637. იპოვეთ 4 ხდომილობის მოხდენათა რიცხვის მათემატიკური 
ლოდინი ერთი ცდისას, თუ #LC4)=ი. 
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1088. ერთი გასროლით მიხანში მოხვედრის ალბათობა უდრის 0,9-ს. 
ისვრიან პირველ მოხვედრამდე; ერთხელ მოხვედრისათვის გასროლა- 
თა რიცხვი არ უნდა აღემატებოდეს 3-ს. იპოვეთ გასროლათა რიცხვის 
მათემატიკური ლოდინი. 

10689. 3 გასროლის მიხანში მოხვედრის ალბათობებია 7, =:0,4, 0: = 

'=0,3 და იკ =0,6. იპოვეთ მოხვედრათა საერთო რიცხვის მათემატიკური 

ლოდინი. 
1640. 4 გასროლის მიზანში მოხვედრის ალბათობებია: 01 =0,6, 

0ი:=0,4, #03 =-0,5, 0 =:0,7. იპოვეთ მოხვედრათა საერთო რიცხვის 

მათემატიკური ლოდინი. 
1641, იპოვეთ ერთი კამათლის გაგორებისას მიღებული ქულის ლო- 

დინი და დისპერსია. 

1649. იპოვეთ ორი კამათლის ერთდროული გაგორებისას ჯამში 
მიღებული ქულის მათემატიკური ლოდინი და ნამრავლის მათემატიკური 

ლოდინი. 

1648. მოცემუ ლია დამოუკიდებელი შემთხვევითი X და XV სიდი- 
დეების განაწილე ბის კანონები: 

XI 5 2 4 ” 1 7 9 

0,6 0,1 0,3, 0,8 0,2. 

იპოვეთ შემთხვევითი X)” სიდიდის მათემატიკური ლოდინი. 

1644. შემთხვევითი X სიდიდე ღებულობს მხოლოდ ორ მნიშვნე- 
ლობას +C და ––0, რომელთაგან თითოეულის ალბათობაა 0,5. იპოვეთ 

ამ სიდიდის დისპერსია. 
1645. იპოვეთ შემთხვევითი X სიდიდის დისპერსია, თუ ამ სიდიდის 

განაწილების კანონია: 

XI 1 2 5 

0,3 0,5 0,2. 
1046. იპოვეთ შემთხვევითი X სიდიდის დისპერსია, თუ ამ სიდიდის 

განაწილების კანონია: 

ყ( 91 2 10 20 
| 0,4 9,2 0,15 0,25. 

1647. 1) ცნობილია ორი დამოუკიდებელი შმემთხვევითი სიდიდის 

დისპერსია: #M(X)=4 და IX()7) =3. იპოვეთ ამ სიდიდეთა ჯამის დის- 

პერსია. 
2) შემთხვევითი X სიდიდის დისპერსია L) (X) =5. იპოვეთ შემდეგი 

სიდიდეების დისპერსია: ა) X--1; ბ) –-2X; გ) 3X-+6. 

1648. მიზანმი ისვრიან ერთხელ, მოხვედრის ალბათობა უდრის ი-ს 
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იპოვეთ მოხვედრათა რიცხვის დისპერსია და საშუალო კვადრატუ- 

ლი გადახრა. 

1049. შემთხვევითი X სიდიდის განაწილების კანონია: 

X 2. 3 

0,1 0,4 0,5. 

იპოვეთ ამ სიდიდის საშუალო კვადრატული გადახრა. 

1050. შემთხვევითი X სიდიდის განაწილების კაწონია: 

X 1 2 4 8 

0,1 0,5 0,4. 
იპოვეთ ამ სიდიდის საშუალო კვადრატული გადახრა. 

შემდეგ ორ ამოცანაში იპოვეთ განაწილების კანონი შემთხვევითი 
X სიდიდისა რომელიც მხოლოდ ორ მნიშვნელობას ღებულობს: X,-ს 
(0; ალბათობით) და X-ს, ამასთან X<Xჯ. ცნობილია X სიდიდის მა- 
თემატიკური ლოდინი /I(X) და დისპერსია M9(X). 

1651. იე, =0,5, /VICX) =3, L0ICX) =I1. 

1659. #0, =0,9, /VI(X) =4,1, LX(X) =0,09. 

1653. მოცემულია შემთხვევითი X სიდიდის განაწილების ფუნქცია 

( 0, როცა Xჯ<590, 

#C0ე =-4 X, როცა 0ლ-X=<51, 

! 1, როცა X>1. 

იპოვეთ ამ სიდიდის მათემატიკური ლოდინი და დისპერსია. 
16541. მოცემულია შემთხვევითი X სიდიდის განაწილების ფუნქცია 

0, როცა X<0, 

ჩC00=1“2 (1--ლ005 X), როცა 0ლჯლი, 

1, როცა X>V. 

იპოვეთ ამ სიდიდის მათემატიკური ლოდინი და საშუალო კვადრატული 

გადახრა. 
10656. მოცემულია შემთხვევითი X სიდიდის განაწილების სიმკვრივე 

ძX, როცა 0ლX=<1, 

0, როცა <0, 

I(X)= 
0, როცა X>1. 

იპოვეთ კოეფიციენტი თ, მათემატიკური ლოდინი, დისპერსია და საშუ- 

ალო კვადრატული გადახრა. 
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1656. მოცემულია შემთხვევითი X სიდიდის განაწილების სიმკვრივე 

0, როცა X=-2, 
1 

/00=) »72- 
0, როცა X>2. 

კ როცა -–-2<ჯ<2, 

იპოვეთ ამ სიდიდის მათემატიკური ლოდინი და საშუალო კვადრატული 

გადახრა. 

1657. შემთხვევითი X სიდიდე განაწილებულია თანაბრად. მისი 
განაწილების სიმკვრივე 

“0, როცა X<1, 

/ხელ–4 ი, როცა 1<X<210, 

0, როცა X>10. 

განსახღვრეთ X სიდიდის მათემატიკური ლოდინი და დისპერსია. 

1653. მოცემულია შემთხვევითი X სიდიდის განაწილების სიმკვრივე 

· I(X) =06 “XI, 

იპოვეთ კოეფიციენტი ძ, მათემატიკური: ლოდინი, დისპერსია და საშუ- 

ალო კვადრატული გადახრა. 

§ 8. შემთხვევითი სიდიდის ბინომური და ნორმალური 

განაწილეგის კანონი 

შემთხვევითი სიდიდე, რომელიც აკმაყოფილებს ბერნულის ფორმულას 

ჩI 
ჩა(ხალ-–--–-–ეე- »(”) ჩი)!” 0”, 

ემორჩილება ბინომური განაწილების კანონს. ამ კანონს აქვს შემდეგი სახე: 

(0 1 2 8-1 ი 
X M-1 

ს) დი თაი C9ი1 იი.“ ..6" იმი ი 

ბინომური კანონით განაწილებული შემთხვევითი სიდიდის მათემატიკური ლოდი- 
ხი ღა დისპერსია განისაზღერება შემდეგი ფორმულებით: 

#M(X)=#იი, LI(X)=ი/ჩ/ითძ. 

დეზთხვევითი სიდიდე განაწილებულია ნორმალური კანონის მიხედვით, თუ მისი 

განაწილების სიმკვრივეს აქვს შემდეგი სახე: 

(X––ძ)? 
1 2ფთ9 

ილია / 2. , 
სადაც 0 შემთხვევითი სიდიდის მათემატიკური ლოდინია, ხოლო ფ? დისპერსია. 
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თუ შემთხვევითი X სიდიდე განაწილებულია ნორმალურად, მაშინ: 1) ალბათობა 
იმისა, რომ X მიიღებს რაიმე მნიშვნელობას (თ, ჩ) ინტერვალიდან, უდრის 

0(6-=X<ჩ)=Cთ (+-“ )– თდ(––“), 

სადაც 0 შემთხვევითი სიდიდის საშუალო კეადრატული გადახრაა, ხოლო C(X) –– ლაპ– 
ლასის ფუნქცია; 

2) ალბათობა იმისა, რომ შემთხვევითი X სიდიდის გადახრა მისი მათემატიკური 

ლოდინიდან აბსოლუტური მნიშვნელობით არ აღემატება მოცემულ დადებით C რიცხვს, 
უდრის 

L(CIX–ი =თ)= 20( « ) 

1639. მიზანში მოხვედრის ალბათობა ” = 0,4. იპოვეთ მოხვედრათა 
რიცხვის მათემატიკური ლოდინი და დისპერსია, თუ გაისროლეს სამჯერ. 

1600. იპოვეთ ყოველი გასროლისას მიზანში მოხვედრას ალაათობა 
და გასროლათა რიცხვი, თუ მოხეედრათა საძუალო რიცხვი უდრის 72-ს, 
ხოლო შემთხვევითი X სიდიდის საშუალო კვადრატული გადახრა-- 
6-ს (MX აღნიშნავს მოხვედრათა რიცხვს). 

1601. ნორმალურად განაწილებული შემთხვევითი X სიდიდის მათე–- 
მატიკური ლოდინი უდრის 6-ს, საშუალო კვადრატული გადახრა –– 8-ს 

იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ X მიიღებს მნიშენელობას, რომელიც 
მოთავსებულია (10; 12) ინტერვალში. 

1662. ნორმალურად განაწილებული შემთხვევითი X სიდიდის მათე- 
მატიკური ლოდინი უდრის 1-ს, საშუალო კვადრატული გადახრა -– 3-ს. 
იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ X მიიღებს მნიშვნელობას, რომელიც 
მოთავსებულია (4: 7) ინტერვალში. 

1663. ნორმალურად განაწილებული შემთხვევითი X სიდიდის მა- 
თემატიკური ლოდინი უდრის 20-ს, საშუალო კვადრატული გადახრა –– 

10-ს იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ შემთხვევითი სიდიდის გადახრა 

მათემატიკური ლოდინიდან აბსოლუტური მნიშვნელობით ნაკლები იქ- 
ნება 3-ზე. 

1604. ნორმალურად განაწილებული შემთხვევითი X სიდიდის მათე- 

მატიკური ლოდინი უდრის 0-ს, საშუალო კვადრატული გადახრა –– 4-ს. 

იპოვეთ ალბათობა იმისა, რომ შემთხვევითი სიდიდის გადახრა მათემა- 

ტიკური ლოდინიდან აბსოლუტური მნიშვნელობით ნაკლები ივნება 2-ზე. 

§ 9. დიდ რიცხვთა კანონი 

1. მარკოვის უტოლობა. თუ შემთხეევითი X სიდიდე არ ღებულობს უარსოთით 

მნიშვნელობებს, მაშინ ალბათობა იმისა, რომ იგი მიიღებს რაიმე დადებით 4 რიცხვზე 

(X) 
  

/ 
მეტ მნიშვნელობას, არ აღემატება წილადს, ე. ი. 

#M1(X 
%X>4)<-“ 52, 
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ხოლო ალბათობა იმისა, რომ იგი მიიღებს 4 რიცხვზე არაუმეტეს მნიშენელობას, ნაკ- 

#MVL(CX) 
  ლები არ არის 1 – რიცხეზე, ე. ი. 

MX X 
#CX <4)>1– ი 2   

1005. მეაფასეთ ალბათობა იმისა, რომ უახლოესი დღის განმავლო- 

ბამი წყლის მოთხოვნილება დასახლებულ პუნქტში გადააჭარბებს 
100 000 ლიტრს, თუ საშუალო სადღეღამისო მოთხოვნილებაა 10 000 

ლიტრი. 

1606. დედამიწის მოცემულ ადგილზხე ნალექების საშუალო რაოდე- 
ნობა შეადგენს 300 მმ წელიწადში. შეაფასეთ ალბათობა იმისა, რომ ამ 
ადგილზე ერთი წლის განმავლობაში ნალექების რაოდენობა აღემატე- 

ბა 800 მმ-ს. 
1667. ქარის სამუალო სიჩქარე დედამიწის მოცემულ ადგილხე 

უდრის 15 კმ/სთ. შეაფასეთ ალბათობა იმისა, რომ ამ ადგილზე ქარის 
სიჩქარე არ გადააჭარბებს 60 კმ/სთ. 

10668. მსროლელი ისვრის მიხანშმი და მიზნის ცენტრიდან გადახ- 
რის მათემატიკური ლოდინი უდრის 5 სმ-ს. შეაფასეთ მოხვედრის ალ- 
ბათობა წრიულ სამიხნეში, რომლის რადიუსი 25 სმ-ია. 

II, ჩებიშევის უტოლობა. ალბათობა იმისა, რომ შემთხვევითი X სიდიდის გადახრა 

მისი მათემატიკური თ ლოდინიდან აბსოლუტური მნიშვნელობით გადააჭარბებს მუდმივ 

8>0 რიცხეს, არ აღემატება 52 წილადს, ე. ი. 

IX(C X 
–0X--იI>ფ< ლ), 

  

ხოლო ალბათობა იმისა, რომ შემთხვევითი X სიდიდის გადახრა მისი მათემატიკური 6 

ლოდინიდან აბსოლუტერი მნიშვნელობით არ აღემატება 6>0 რიცხეს, ნაკლები არ 

XXX) 
არის 1 გ) -ზე, ე. ი.   

  LXX) 

8 
ჩ0X-ი|ლო>1– 

16000. რომელიმე ხდომილობის მოხდენის ალბათობა ყოველი 
ცდისას არის 0,3. ცდათა რიცხვი /! =-1000. შეაფასეთ ალბათობა იმისა, 

რომ ამ ხდომილობის მოხდენათა რიცხვის გადახრა მათემატიკური ლო- 
დინიდან მეტი იქნება 30-ზე. 

1670. დასახლებულ პუნქტში ელექტროენერგიის დანახარჯი დღე–- 
ღამის განმავლობაში შემთხვევითი სიდიდეა, რომლის საშუალო კვადრა- 
ტული გადახრა უდრის 10 000 კვტ. სთ. შეაფასეთ ალბათობა იმისა, 

რომ ამ პუნქტში ერთი დღის განმავლობაში ელექტროენერგიის დანა– 

ხარჯის გადახრა მისი მათემატიკური ლოდინიდან აბსოლუტური მნიშვ– 
ნელობით მეტი იქნება 25000 კეტ. საათზე. 
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1671. მოცემულ სიმაღლეზე ქარის სიჩქარის მათემატიკური ლო- 
დინი “უდრის 25 კმ/სთ-ს, ხოლო საშუალო კვადრატული გადახრა –– 
4,5 კმ/სთ-ს. 0,9-ზე არანაკლები ალბათობის რა სიჩქარის ქარებს უნდა 

მოველოდეთ ამ სიმაღლეზე ? , 
10679. შეაფასეთ ალბათობა იმისა, რომ 1200 ახალშობილ ბავშვს 

შორის ვაჟები იქნება 550-დან 650-მდე (ჩათვლით), თუ ქალებისა და ვა– 
ჟების დაბადება ტოლალბათია. 

1678. ისარგებლეთ ჩებიშევის უტოლობით და იპოვეთ ალბათობა 
იმისა, რომ IX--–/I(X)I<0,1, თუ I)(X) =0,001. 

1674. მოცემულია /#9(|X-–-/MV(CX)I<-8) =0,9, IX(X) =0,004. ჩებიმშე- 

ვის უტოლობის გამოყენებით იპოეეთ §. 

VIII თამცი 

კომპლექსური ცვლადის ფუნქციათა თეორიის 

ელემენტები 

§ 1. კომპლექსური რიცსვები 

კომპლექსური რიცხვი ეწოდება 2=X4I-I/Vყ სახის გამოსახულებას, სადაც X და Vყ 

ნამდვილი რიცხვებია, ხოლო 1= V –-1 –- წარმოსახვითი ერთეული. X-სა და ყ-ს 

შესაბამისად ეწოდება კომპლექსური რიცხვის ნამდვილი და წარმოსახვითი ნაწილები 

და აღინიშნება ასე: 

X=I267, ყ=>7/7. 

2=X-L(V 'და 2=X--/V)სახის „რიცხვებს ეწო- 

დება ურთიერთ შეუღლებული კომპლექსური 
რიცხვები 2, = ს+I,) და 2:=X+IVყი ორ 
კომპლექსურ რიცხვს ეწოდება ტოლი, თე X=X- 
და V,=Vა. კომპლექსური რიცხვი 2=X-+I-Iყ=0, 

როცა X=0 და Vყ=-0. 

2= X-+ (ყ კომპლექსური რიცხვი X0ყ 
სიბრტყეზე გამოისახება წერტილით, რომლის 

კოორდინატებია (X, ყ). 2 რიცხვს შეიძლება 

შევუსაბამოთ ვექტორი, რომელიც მიმართულია 

0 წერტილიდან 2 წერტილისაკენ (ნახ, 1). ამ ეექტორის / სიგრძეს ეწოდება კომპლეჟ– 

სური რიცხვის მოდული და აღინიშნება #==|2| სიმბოლოთი, დ კუთხეს, რომელსაც # 

რადიუს-ვექტორი ადგენს 0X ღერძის დადებით მიმართულებასთან, ეწოდება 2 რიცხვის 
არგუმენტი და აღინიშნება ასე: დ= 4/წ 2. არგუმენტის მთაეარი მნიშვნელობა გ/6 2 გა– 

ნისახღვრება –– X<მ/07ლს უტოლობებით და მაშინ 

  
4ჯლფ2=8/წ62-)|-2/I (M#=0, +1, +2,...). 
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ადგილი აქვს შემდეგ თანაფარდობებს: 

+ 00 -–-ზწ- ==, 5 დ= · 
V X>+-ყ? დ– V 22-Cეზ. X"-+ყ? 

კომ პლექსური რიცხვის ტრიგონომეტრიული ფორმაა 

2=Xჯ+IV=/”(ლ05თდ-L+-I5Iიდ), (25-50) 

ყ 
1 =–-–-, : –_ ყი=-. 5111 დ= 

სადაც 

„=VX2%-I-ყ?, დ=/4/ყფ2. 

კომპლექსური რიცხვების შმეკრება-– გამოკლება: 

2) –2ა=(.)+IV))+ (CXა-I- Iყ-)= (X, + Xი)-I- ((V) + ყი). 
გამ რავლება: 

2, ·შა=(ას,+L IV) (Xი-- (ყ-)= (ა Vა––ყეყე)+ (Cეყა-- MX). 

შეუღლებული კომპლექსური რიცხვების შემთხვევაში გვაქვს: 

(X-C Iყ)(X–IV) =ჯ2-+L ყ”. 

თუ კომპლექსური რიცხვები მოცემულია ტრიგონომეტრიული ფორმით, მაშინ 

ო(-05 C,+I/ §Iი ი დ.) “”ი (005 დი--I 510 დი)=7//M (C035 (დ,+დი)+ . 
-LI5)ი(4ს-I- და) |. 

გაყოფა: 

2 X+IV _ X,Xი+VIM2 ქან ყ0იXL 

ბე I-ი X"-+V"ა Xა--ყ?ა 
თუ კომპლექსური რიცხვები მოცემულია ტრიგონომეტრიული ფორმით, მაშინ 

(2:5-0). 

”)(C05 დ,-++L 51ი დ,) = 2 – დ.)-I-7 §(ი(დ,––დ.)). 
”ი(C05და-LL 510 დ.) - „ა (005(0, ––და) 1-1 §IV(დ1––დ»)1 

ახარისხება: 

I” (005 Cდ-LI 510 დ)|)?= ჯოი (005 M დ-I-1 510 II დ), 
სადაც # ნატურალური რიცხვია. კერძოდ, როცა #= 1, მაშინ (C05 დ-+-I §Iი დ)ა”==005დთდ- 

-+L 510 I დ (მუავრის ფორმულა). შევნიშნოთ, რომ 

ბ=- 1, (1== (3=1 
და, საზოგადო დ, 

ჯსM=1, (4M+1=/, ცტM+ბ8-- 1. ქ10ხ+6მ- 7. 

სადაც # ნებისმიერი მოელი რიცხვია, 

ამოფესვა: თუ /, ნატურალური რიცხვია, მაშინ 

_–-– 21; 21 
V/ #” (005 Cდ-L-! 517 (0 =M M (ი. 2.2“ ., ყი 81-2%% ), 

სადაც #”=0, 1, 2,..., Mწ–1, ი=8/0 2. 
კომპლექსური 2 რიცხვის ნამდვილი და წარმოსახვითი ნაწილები ასე გამოისახება, 

7 2 2--2 
Iბ62= 1 , ჰ12=L ·     
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შეასრულეთ ნაჩვენები მოქმედებები: 

1ა5. 01500. 1076. (L-+#/ 6)0-(/ 6). 
1677. 6 + 3-C –- 0 I 

1678. I/. 4L2V-6. M 4-- 2/--6. 
1I; 2; _. 

167ე, -+L!, 1680. –“ ”., 1681, 3), 
1-1 1-LI 4-+5( 

1ცვი, «--" 168ვ. (1-I ;)9 1684, (1-LI) ' 2137 . , · 

1085. (V 9-+40; -+V9--400? . 1680. იპოვეთ (9, |, ჯ-39, ჯ-4ა, 
წარმოადგინეთ ტრიგონომეტრიული ფორმით შემდეგი რიცხვები: 

1087. 1--/. 1688. 1--ჯ. 1689. – 114 /V 3. 1090.--V3+/. 

1601. 1) ––2;; 2) MI. 1699. –-45--.15(V 3. . 1098. §(ი თ-LI/(1–– C0%C). 
10694. 1-51I1X---IC05Cთ. 

წარმოადგინეთ ალგებრული ფორმით შემდეგი რიცხვები: 

10695. 6 (C0§ 60”-LI §5(0 609). 1690. % იიჯ-თ + (%ი +) 

2ჯ .- .. 27% _ 51 . ,_ 598 
1697. 005 –– 50 ––. 1698. 005-- + 7590 – |. 

983 +(:5ი- V2L 21 2) 

შეასრულეთ ნაჩვენები მოქმედებები: 

/ ჯ .. მხ 2 . . 1 
1699, 4; C05 –- (590) –– ).V2| 008– ( 5I1– I. 

(295 + 2 ) V2 ვ! 3 

1 2 2 წ _ ; 
1700. –- („ 005-- 5-1 750 –– II | .2| 00§-– (90 –– |, “ 3! "ვ 1190 ვ ) ( ვ. + 3 
1701. 3 (C0§5 25“-+ჯ §5I0 25 )-4 (0-0§ 20“+! §Iი 2097). 

1702. 12 (ლი0§ 55”-+Iჯ §I0 551-3 (05 35“+I 5Iი 359. 

1708. 2 (1-+IV 3)· (C0§5 20-+( §I(ი 209. 
1704. 2 (C0§ 1509; §Iი 1509 ·5 (C0§ 200“-+-I 510 2007 ·3 (C0§10“-- 

+(/510109. 

1705. 8 (005 120“-+-15)ი 1209) : 2 (005 30“--I§5Iი 309). 

1706. 2 (C0§ 909-IL-/ §II 90“):(-ი0§ 30”-+I §Iი 309. 

17ი7.. #/ 3(00§ 1009“; 5Iი 1009:2(C05 70?+7 §Iი 7095. 
1708. (C-05 15“--/ 5Iი 159:(1-L7). 
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იპოვეთ ნამდვილი და წარმოსახვითი ნაწილები შეძდეგი კომპლექ- 
სერი რიცხვებისა: 

1 2 +700. –-–-. 1710. –“–, 1711. 
1-7 1-3; (++ 3) 

5 ა 1.1 ცნ 
1719. (1 LV 3). 1718. (“1+1)ს, 174 (110. 

ფი L1 (1-1 

დაამტკიცეთ შემდეგი ტოლობები: 

1716. 1) 2--2=2/22; 2) (2)=2; 3) (7–-2.) = 2–– 7. 
1716. 1) III=I2, 2) (2, -72)=2 · 2; 3) 2-2=I|2I. 
მუავრის ფორმულის გამოყენებით გამოთვალეთ შემდეგი რიცხვები: 

#7%7. (1-5. 1718, (–-1-L,)5, 171ე, (1-L7 V 3). 
1... 12 აე. · 

1720. (–1-(X3.) .· 17201, () + 005 > +150 +) · 

1 ჯX 
1799, (1 05 –– (ეი –– |. ( +C 3 + წ51ი 3 ) 

გამოსახეთ §(ი დ-სა და C0§5 დ-ს საშუალებით შემდეგი ფუნქციებია 
1798. ლ05 3დ და 510 3დ. 1724. 005 4დთდ და §Iი 4დ. 
ჯერადი კუთხის ტრიგონომეტრიული ფუნქციების საშუალებით გა- 

მოსახეთ მემდეგი ფუნქციები: 
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1796. ლ05:1დ და 51ი?დ. 1790. C051დ და 510 ბდ. 

1797. დაამტკიცკეთ, რომ (+ IC თ )==--8> . 

1-IIთთ 1--1 CC 
1 

1798. თუ 2+-–-- =2 00§თ, მაშინ აჩვენეთ, რომ „ა =2 005 IC. 
2 წ» 

იპოვეთ მნიშვნელობები შემდეგი რიცხვებისა: 

· ვეი“ 

17890. 1) V7; 2 / “1; 3 / -–-1+L. 

1780. 1) / 15 (20§60“+-/ §I0609 ; 2) #/ #2; 3) # –-8-C8/V3. 

ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 
1781. 2-L5IX-- 3(ყ =141-+3X-–-5ყ. 1738. 4X-+-2(X-2ყ--3/ყ=5-+4”. 
1733. (X-L I)ყ--X-=6-+5/. 17834. 2" -+(C5--202-I-5(1-–იე =90. 
178წ. 2:-+(C1--202--21=0. 1726, 293-L8 =-0. 

#7ვ37. 29--21=0. 17838, 2-L-4-=–0. 17ე0ი. 26.1 –-0. 

1740. V C-+I-Iხნ =X-+IV.



წინა მაგალითის გამოყენებით იპოვეთ შემდეგი ორი ფესვი: 

1741. IM 3-4. 1749. V –7+24ჯ . 
სად მდებარეობს წერტილები, რომელთათვისაც ადგილი აქვს შემ- 

დეგ პირობებს: 

174ე. 1) 1ლM202<3; 2) II2>3; 3) – < გფ? < 5: 

4) |2|=7%62-L1; 5) I26(2') =0; 6) |2|Iლ2; 
7) I2I>>1; 8) |2–-,|Iლ1; 

თ 2<I2|<4; –ი<დ<-->. 
” 

1744. 1) 0–=/222ლ2, –1<7ც2ლ3; 2) #M62>->: ვ) I2+LI>1; 

ვ; 
4) I1+1--,(ლ2; 5) 1<I21<3, + < დ< > 

ა „ 
6) 1<).–1--I| <2; 7) 21   

  
<. 8) 0<-7%96(I(2)< 1; 

9) |21-– 1|=2. 

გამოარჟეიეო, როგორ წირებს გამოსახავს შემდეგი განტოლებები: 
1748. 1) #- =>, 2>0 2) M5-;=0 ვ) |2-–-2|“–-|I2+21=2. 

  1740.“ 1) /IIC2ა=0; 2) #6C72-- =0, ი>0, 3) |2–II+I2+(|=4- 
2+ძ 

დაწერეთ კომპლექსური სახით განტოლებები შემდეგი წირებისა: 

1747. #X-+88ყ-C =0. 1748. X"--ყ“--2++ 2ყ ==0. 

1749. ჯ”---ყ?--ი?. 

1750. რა წირს გამოსახავს ჯX0ყ სიბრტყეზე 2+I(2--2--2=0 გან– 

ტოლება? 

§ 2. ელემენტარული ფუნჰციმბი 

თუ 2=X+IV ცვლადის ყოველ მნიშვნელობას #) არიდან -შეესაბამება LV ცვლადის 
ერთი ან რამდენიმე მნიშვნელობა, მაშინ #) არეში განსაზღვრულია კომპლეკსური ცვლა- 

ღის ფუნქცია 

- 11=7(2)=VL (X, V)-ხ.0ხ (წა V), 

სადაც VI (X, ყ) და წ (X, ყ) წარმოადგენს /(2) ფუნქციის ნამდვილ და წარმოსახვით ნა– 

წილებს. თუ ყოველ 2-ს შეესაბამება II-ს ერთი მნიშვნელობა, მაშინ ფუნქციას ეწოდება 

ცალსახა, წინააღმდეგ შემთხვევაში კი –– მრავალსახა. 
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კომპლექსური ცვლადის ძირითადი ელემენტარელი ფეუხსქციები განისაზღვრება 

შემდეგი ფორმულებით: 

62==6XXLM=–60X6,ყ==6X(005 V-LI §1ი ყ), 

    

  

0(2 -L2გ-12 · რი'2. დი-/2 

C052=“-–– 511 2=>=---.-–-=<=> 
2 ” 2?” 

ი? +026“ 2 0? 6-2 

C,ს2= კ §M72= , 
2 2 

5 C05 2 
2= ს) CC 2=2““–––, 

512 

I 2 
/M7=“““, C0(სუ=-–-. 

CI2 §I17 

კომპლექსური რიცხვი მაჩვენებლიანი ფორმით ასე ჩაიწერება: 

7=/(ლ05§ დ+! §10 დ)==/6!დ. 

005 2, 51I) 2 ფუნქციების ძირითაღი პერიოდია 2X, L§ 2,CLლ 2 ფუნშციებისა Xჯ, 072, 

C/I7, 5II2-ისა 2, ხოლო (/I2, C/II2-ისა 1LI. 
კომპლექსური რიცხვის ნატურალური ლოგარეთმი განისაზღვრება ასე: 

Lი?2=1ი „-+I(Cდ--2/) (250), 

სადაც #==|2), დ=2Lწ 2, #=0, +1, +2,... ლოგარითმის მთავარი მნიშვნელობა არის 

II 2=1ი /-|1-ICდ. 

ლოგარითმული ფუნქციის საშუალებით განისაზღვრება მაჩვენებლიანი და ხარისხო- 

ეანი ფუნქციები: : 

2ით თ თLL2 
62?3=6 12 =0 , 

სადაც ძ, თ და 2 ნებისმიერი კომპლექსური რიცხვებია, ამასთან, 05-0, 25650. 

ჩაწერეთ #6'თ სახით შემდეგი რიცხვები: 

1751. 1) 1+,, 2) 1+/V3; 3)5; 4) –-/. -_ 

1759. 1) –-1: 2) 4-L4;; 3) ––1--/V3; 4) ––V2--IV2. 

იპოვეთ ნამდვილი და წარმოსახვითი ნაწილები შემდეგი კომპლექ- 

საური რიცხვებისა: 

1 9C--; > -%M 

17ჩ8. 1) 6 : 2) 6 ; 3) 00§ (2+7/); 4) §3(ი (1––5ი. 

1.2, 

1754. 1) C “, 2 ლ0ა- (1-–7; 3) §1ი (; 4) 2ჩ (1+2/). 
დაამტკიცეთ მართებულობა შემდეგი ტოლობებისა:) 

1755. 1) 50” 2--C05”2 =1; 2) 511) (7,--2:) = §II1 2,C05 2ა-L C052151 112; 

3) C05 I2=0/17; 4) 510 27=-2 510 2 00§ 2. 

1756. 1) C/I?2-–---5/)72=-1; 2) 005 (2,-C-2ა)=005 2) C057-–-5!ი 21512; 
3) §I0 I2=I§M2; 4) CI 2-- 5” 2 ==0M22. 
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1757. იპოვეთ /90(5(ი 2), 7/I(5102), |§IIL 2. 
1768. იპოვეთ /#20(26:), //!I(26?). 

1759. აჩვენეთ, რომ §I) 2/ კომპლექსური რიცხვის მოდული მე- 
ტია 1-ზე. 

1760. აჩვენეთ, რომ C00§ 3/ კომპლექსური რიცხვის მოდული მე- 
ტია 1-ზხე. 

იპოვეთ შემდეგი ჯამები: 

176. 1) 511 X+250 2X+5II1 3XI-+-...+-5ი /IX) 

2) Cლ05 X+-005 2X+C005 3X-+...-005 IIX. 

1769. 1) 51) X-– 50 3X-+5ჰი 5X+...+§I1 (2/–1)X, 

2) 005 X+C00§ 3X--ლ00§ 5X...+C0§ (2/I!---1)X. 
გამოთვალეთ: 

1768. 1) L”0 4; 2) LC– I); 3) LM(1+7!/). 

1764. 1) LიC–1+#0; 2) Lი >> ; 3) LMX2–3/, 

V2. 
1765. 1) 1 ;. 2) #;. 3) (1+7!. 

1766. 1) 1“; 2) 2/; 3) 321+!, 

განმარტების ძალით, სI=/LC §1ნ 2 ეკვივალენტურია 2=8I0 :/ ტოლობისა. ასევე 

განიმარტება „IC 00§ 2, /#IC 1C 2 და შექცეული ჰიპერბოლური /1L §5/I7, 4I CII2, 4C II2 
ფუნქციები, 

დაამტკიცეთ შემდეგი ტოლობები: 

  

1767. 1) #I”C5I02 = –-/Lი(2+V1–-29, 

2) #IC 005 2==--7 LL (2+V2”-–-1), 
( L-–-2 · 

3) #ტLCIV2 = –- –– I1ი კ 259-:LL. 
) წ 2 L-+2 წ. 

1768. 1) /#L5/2 = 10(2+-V 27-+-1) , 

2) #IL CI 2=Lი(2-+- V2”-–-1), 

ვ) #C //2 = -? Iი-1+2, 
2 –7 

25--5C1.   

გამოთვალეთ: 

1769. 1) #IXC5I0 1; 2) #»C იი5-> ; 3) ბIC (LV 2. 

1770. 1) #L 5/ (––1); 2) #.ი/ 2, 3) #IL /ჩI. 

§ 8. პომპლექსური ფუნქციის გეომეტრიული შინაარსი 

ვთქვათ, V)=/(2)=/!(X, ყ)+-1V (X, ყე ფუნქცია 2 სიბრტყეზე მოცემულ #”CX, ყ)=– 
=0 წირს ასახავს თ სიბრტყის რომელიმე C (V(!, 9)=0 წირში. იმისათვის რომ ვიპოვოთ 
მიღებული წირის განტოლება, საჭიროა ჯ და ყ სიდიდეები გამოვრიცხოთ შემდეგ გან– 
ტოლებათა სისტემიდან: 

#Cს ყე)=0, II=IVI(ას, ყ, წხ=V CV, ყ). 
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განსაზღვრეთ შემდეგი განტოლებებით მოცემული წირები (/ ნა- 

მდვილი პარამეტრია): . 
17721. 1) 2=-0!!; 2) 2=60!'-L26-!!; 2) 2=#-LILIL?. . 

L 
1779. 1) 2--ძ=/-C', თ=თ-+Iზ, „>0; 2) 2=1+--; 

3) შ=ი(I--I--I0-!). 

1773. 2 სიბრტყეზე მოცემულია' წირები: 1) X=2; 2) ყ==1; 3) XV =1; 
4) XX-+-ყზ–=4. (=2. გარდაქმნით ეს წირები ასახულია I) სიბრტყე- 

ზე. იპოვეთ მიღებული წირების განტოლებები. 
1774. 2 სიბრტყეზე მოცემულია წირები: 1) #=>X; 2) X?-Lყ?= #27, 

3) ყ =4. ი=-1 · გარდაქმნით ეს წირები ასახულია თ სიბრტყეზე. იპო- 
2 

ვეთ მიღებული წირების განტოლებები. 
1775. თ) სიბრტყეზე მოცემულია წირები: 1) V=>2; 2) #=3. იპოვეთ 

მათი წინა სახე 2 =2. გარდაქმნისას. 

1776. გ) სიბრტყეზე მოცემულია წირები: 1) V=--1; 2) #=5. 

იპოვეთ მათი წინა სახე ფ=-1 გარდაქმნისას. 
2 

1777. იპოვეთ |2|= I წრეწირის ასა"ვა თ =274+.1 ფუნქციის სა– 
2 

შუალებით. 

1778. იპოვეთ |2|=I წრეწირის ასახვა == ფუნქციის საშუა- 
2 

ლებით, 

§ 4. კომპლექსური ცვლადის ფუნქციის წარმოებული 

17. კოში-რიმანის პირობები. C)=/(2) ცალსახა ფუნქციის წარმოებული განისაზღ – 

ვრება ასე: 

რL ! – 

თ'=I 2) = თ +“ = ი -I022+-42)-/(2). · 
ბტ-0ბ2 #>-0 #7 

გაწარმოების ყველა წესი და თვისება, რომლებიც ცნობილია ნამდვილი ცვლადის ფუენქ- 

ციებისათვის, გამოდგება აგრეთვე კომპლექსური ცვლადის შემთხვევაში. ზემოთ გან – 

ხილელი ძირითადი ელემენტარული ფუნქციები წარმოებადია მათი განსაზღვრის 

არეში, ამასთან ადგილი აქვს შემდეგ ფორმულებს: 

(5),= II2%-1 (1=1, 2,..), (22) =>C67, (§11) 2)”==C052. 
1 

(205 2)1=–-31)) 2, (§/)2),= 0/I2, (C/)2)/=5/2, (1ი 21=-- · 

იმისათვის, რომ /(2)=/! (X, ყ)+LIV (X, ყ) ფუნქცია წარმოებადი იყოს 2=Xჯ-+IV 
წერტილზე, აუცილებელი და საკმარისია, რომ I! (CX, V) და CV (X, ყ) ფუნქციები დიფერენ- 
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ცირებადი იყოს 2 წერტილზე და ამ წერტილზე შესრულდეს კოშა-რიმანის პირო- 
ბები: 

მს მყ” ნე #2. 
ამ შემთხვევაში /(2) ფუნქციის წარმოებული გამოითვლება ასე: 

მ“ წყ 0I” ი! ეც ი! იხ ს I (2)==- 15 =– ლ =2 4 4,4, 
0X თ. ითX ითყ იყ ”V 0ყ 0X 

ცალსახა /(2) ფუნქციას, რომელიც წარმოებადია #) არის ყოველ წერტილზე, ეწო- 

დებ ანალიზური ფენქცია (ან რეგულარული) ამ არეში. 

შეამოწმეთ, შესრულებულია თუ არა კოში-რიმანის პირობები, შემ- 
დეგი ფუნქციებისათვის და იპოვეთ მათი წარმოებულები, თუ ისინი არ- 
სებობს: 

1779. 1) ჟს)=2; 2) ()=2; 3) ბ)=2; 4) ()=62; 5) 2)=51112. 
1 

1780. 1) თ ==I21;; 2) =-2; 3) ც=–; 4) ი=0052 5) #)= 1M2. 
2 

1781. თუ /” (21=0 რაიმი არის ყო რტილზე, მაშინ აჩვენეთ , 
რომ /(უ) ი მუდზივი დიდიი ამ არეში. ველ. წერტილზე მეშ 

1782. დაამტკიცეთ, რომ LV =2#62 ფუნქცია წარმოებადია მხოლოდ 
2=0 წერტილზე და აჩვენეთ, რო) V(0) =-0. 

1783. აჩვენეთ, რომ კომი-რიმანის პირობებს პოლარელ კოორდი- 
ნატებში აქვს შემდეგი სახე: 

1784. შეამოწმეთ წინა ამოცანის პირობები 

· /C, თ)=/? (005 3დ+L/59ი 30) 
ფუნქციისათვის. | 

9. პარმონიული ფუნქციები. (! (X, ყ) ფუნქციას, რომელსაც რაიმე არეში აქვს 

უწყვეტი კერძო წარმოებულები მეორე რიგამდე ჩათვლით და აკმაყოფილებს ლაპ- 
ლასის განტოლებას 

ტყ 9" ე 9%_ იც, 
ე//2 0X იყ 

ეწოდება ჰარმონიული ფუნქცია. V« (X, ყ) და L LX, ყ) ჰარმონიულ ფუნქციებს ეწოდება 

ურთიერთშეუღლებული, თუ ისინი დაკავშირებულია კოში-რიმანის პირობებით. იმ 

ჰარმონიული ფუნქციის მოძებნა, რომელიც მოცემული პარმონიული ფუნქციის შე- 

უღლებულია, წარმოადგენს ორი ცვლადის ფუნქციის სრული დიფერენციალის ინტეგ– 
რების ცნობილ ამოცანას. 

იპოვეთ მოცემული ჰარმონიული ფუნქციების შეუღლებული ფუნ- 
ქციები: 

1785. # (X, ყ)=X---ყ?L2X. 1786. V (X, Vყ) =-% 
X +ყ“ 
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იპოეეთ / მ) ანალიზური ფუნქცია მისი მოცემული ნამდვილი ან 
არმოსახვითი ნაწილის მიხედვით: 

1787. 0(C0, ყ)=X-Vყ--3. 1788. V(CV, ყ) ==Xმ--2XVყ-–-3Xყ!?, 
ვ 1789. C(V,ყ/) = > > /(0) =0. 1790. თ(X, V) =X--3ჯი"?, ჩC0) =/. 

1791. II(X,ყ) = 2 
ჯ 

_ % _ 2ეყ, M1)=0. წ ყ, /(1) 

1793. (I(X, ყ) =X”--ყზ+XV, /(0) =0. 

§ 5. კონფორმული ასახვები 

1, ანალიზური ფუნქციით განხორციელებული ასახვა. თუ LM=/(2) ფუნქცია 

ანალიზურია ს) არეზე, მაშინ ამ ფუნქციით განხორციელებულ ასახვას აქვს შემდეგი 
თვისეჩტები: 

1, 2 სიბრტყის ყოველ /#) არეს 29=/(2) ფუნეცია ასახავს ს სიბრტყის ხ” არეში 
შემოვლის მიმართულების შენარჩუნებით, 

2, 12 არის ყოველი უწყვეტი V წირი აისახება ჩ” არის უწყვეტ +” წირში. 
3. ვთქვათ, სა=/(7) და 2 წერტილიდან გამოსული +”, და ე წირები აისახა თი 

წერტილიდან გამოსულ 1)” და +V”ა წირებში, მაშინ კუთზე 4, და +ჯა წირებს შორის 7 

წერტილში უდრის კუთხეს ჯ,” და ჯი” წირებს შორის სე წერტილში, 

4. ვთქვათ, 7 წირი, რომელიც აერთებს 2: და 2 წერტილებს, სI= /(2) ფუნქციით 
აისახა V წირში, რომელიც შესაბამისად აერთებს I და (4 წერტილებს, ამ შემთხვე- 
ვაში გაჭქიმეის კოეფიციენტი 2 წერტილში ეწოდება ზღვარს 

#= IIთ | -5%I- 
2->20) 2 – 70 

  

როცა #>1, მაშინ ადგილი აქეს გაქიმვას, ხოლო როცა #<1, –– შეკუმშვას. ანალიზური 
/(2) ფუნქციისათვის #==II/ (2:)|, სადაც /”(20)5-0. 

ასახვას, რომელიც ხასიათდება მე-3 და მე-4 თვისებებით, ეწოდება კონფორ– 
მული ასახვა. ამრიგად, ანალიზური ფუნქცია, რომლის წარმოებული განსხვავდება 

ნცლისაგან, ახორციელებს კონთორმულ ასახვას, ამასთან, / (7) წარმოებულის მოდული 

გაგიმვის კოეფიციენტია 2 წერტილში, ხოლო 0=ჟ8(C/” (7) წარმოადგენს ამ წერტილი- 

დახ გამოსული სხივების მობრუნების კუთხეს. 

იპოვეთ მობრუნების 6 კუთხე და გაჭიმვის # კოეფიციენტი #)=/(2) 
ფუნქციით განხორციელებული ასახვისას ნაჩვენებ წერტილებში: 

1 
1793. გ)=-2ქ, 1) 2=1; 2) 2=->; 3) 7=-1-/. 

( 1 
1794, თ=222-L 27, 1) 2:--5; 2) 2=-->; 3) 2=---=> +/. 

7 სიბრტყის რომელი ნაწილი იკუმშება და რომელი ნაწილი იჭი- 

მება შემდეგი ფუნქციებით განხორციელებული ასახვისას: 

1 
1795. 1) (|)=2>X; 2) :)=22--82-1; 3) ყ=-–-. 

2 
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1796. 1) ()--–32?; 2) ს) --2'-I-22; 3) VI=067. 

აჩვენეთ სიბრტყის ის წერტილები, რომლებშიც დარღვეულია შემ- 

დეგ ასახვათა კონფორმულობა: 

1797. 1) ჟ)= 22-32-9212; 2) (0=5I02. 

1798. 1) (კს)=20-L42; 2) ()=-C0527. 

9:Lხ (იძ > ხი) ლ რ ძ. = ი - C7-+Lძ წილად-წრფივი 

ფენქცია 2 სიბრტყეს კონფორმულად ასახავს ს) სიბრტყეზე, ამასთან 2=ი წერტილი 

  9“ წილად-წრფივი და წრფივი ასახვა, (#=- 

რძ · 

აისახება ფე= -- წერტილში, ხოლო 2=–-– წერტილი-- (I=00 წერტილში, წი- 
C C 

ლად-წრფიე ასახეას შემდეგი თვისებები ახასიათებს: 

1. 72 სიბრტყის ყოველი წრფე და ყოველი წრეწირი აისახება (7 სიბრტყის წრფე– 

ში ან წრეწირში, 

2. ორი ნებისმიერი 2, და 2: წერტილი, რომლებიც სიმეტრიულია 2 სიბრტყეზე 
მდებარე I! წრეწირის მიმართ, აისახება (ს სიბრტყის ს, და LM წერტილებში, რომ- 

ლებიც სიმეტრიულია ამ სიბრტყეზე მდებარე #7. წრეწირის მიმართ, სადაც 7. წარმოად– 

გენს ( წრეწირის სახეს ცდ სიბრტყეზე, 

3. არსებობს ერთადერთი წილად-წრფიეი ფუნქცია, რომელიც 2 სიბრტყეს 

ასახავს დ სიბრტყეზე ისე, რომ სამი მოცემული 7, 2» და 2ე წერტილი შესაბამისად 

აისახება სამ მოცემულ V,, სა და (ყვ წერტილში, ეს ასახვა ასე ჩაიწერება: 

ა-ა, სშს – წყე 7ჯ-?, შა –2?ე 
  

ს-თხე “ი-ს, 2-7? შა– 7, (1) 

თუ 7ჯ ან VI (M=1, 2, 3) წერტილებიდან ერთ-ერთი უსასრულოდ დიდია, მაშინ (1) 
ფორმულაში ის სხვაობები, რომლებშიც ეს წერტილები მონაწილეობს, უნდა შეიცვა- 
ლოს ერთიანებით. 

ბა=02-+ ხხ წრფივი ფუნქცია წარმოადგენს წილად-წრფივი ფუნქციის კერძო შემ- 

თხვევას (როცა C=0, ძ=1). 72=C% წერტილს ეს ფუნქცია ასახავს (/=C% წერტილში. 

ამიტომ წრფივი ფუნქცია წრფეს ასახავს წრფეში, ხოლო წრეწირს -–– წრეწირში, 

1799, გამოარკვიეთ #=0ი2-ხ წრფივი ასახვის თ და ხ პარამეტრების 

გეომეტრიული მნიშვნელობა. 

1800. იპოვეთ უძრავი წერტილები შემდეგი ასახვებისა: 

1) ი=ი2+ხ; 2) მს)=2+3; 3) #)=(3/-IL-1)2–-. 
1801. იპოვეთ ის წრფივი ასახვა 2:=1-–/' უძრავი წერტილით, რო- 

მელიც 2=2-- წერტილს გადაიყვანს V=L.L წერტილში. 
1809. იპოვეთ ის წრფივი ასახვა 22=-–-2, უძრავი წერტილით, რო- 

მელიც 2=1 წერტილს გადაიყვანს V=1--; წერტილში. 

18031. იპოვეთ წრფივი (M=/(20) ფუნქცია რომელიც სამკუთხეღს 

(წვეროებით 0; 1; ( წერტილებში) ასახავს მის მსგავს სამკუთხედში 

(წვეროებით 0; 2; 1–+Iჯ წერტილებში). 

1804. იპოვეთ წრფივი :) =/(2) ფუნქცია, რომელიც ––-7<:/202<--ქ, 
2ლ/უ2ლტ4ტ მართკუთხედს ასახავს-- 4ლ#20ლ0, –-8ლ/”ილე მარ- 
თკუთხედში. 
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1805. იპოვეთ წრფივი ფუნქცია, რომელიც I-–+-+II=1 წრეს ასახავს 
Iთ--1|1|–3 წრეში. 

1800. იპოვეთ წრფივი ფუნქცია რომელიც |2?<-1 წრეს ასახავს 
(თ--1+I+<=1 წრეში. 

1807. იპოვეთ წილად-წრფივი ფუნქცია, რომელიც 1:.=!ს 2:=1, 

შბ=0, წერტილებს ასახავს შესაბამისად VI =0, LM.==0,, (0=1--I 
წერტილებში. 

1808. იპოვეთ წილად-წრფივი ფუნქცია, რომელიც 27 ==–-1, 2:=900, 
2-=!: წერტილებს ასახავს შესაბამისად ბ, =>=00, (2=7/ მყვე=1 წერტი- 

ლებში. 
1809. იპოვეთ წილად-წრფივი ფუნქცია რომელიც I|2<I წრეს 

ასახავს ICთI--I=3 წრეში ისე, რომ |2|=1 წრეწირის 2, =--1, 2:=(, 

2ვ =1 წერტილები აისახოს შესაბამისად |V-/)=3 წრეწირის VI =–-3-I, 
Lე =4/, ბვ=3+/ წერტილებში. 

1810. იპოვეთ წილად-წრფივი ფუნქცია რომელიც I|I2I|=1 წრეს 
ასახავს /#ი10V>>0 ნახევარსიბრტყეზე ისე, რომ ––1; 1; ჯუ წერტილები აი- 

სახოს ი; –-1; 2 წერტილებში. 

გამოარკვიეთ, რომელ არეებში აისახება ნაჩვენები არეები მოცემუ- 

ლი გარდაქმნებით: 

  

  

1811. )2|<1, /VI2>0 ნახევარწრე; თფ=,1=2., 
1-+72 

1815. I102>0, //:2>0 კვადრანტი; #)= =- . 
2-+-I' 

1818. იპოვეთ წილად-წრფივი ფუნქცია, რომელიც 7)/:2>0 ნახე - 

ვარსიბრტყეს ასახავს )/22V)>>0 ნახევარსიბრტყეზე ისე, რომ //.12>0 
არის სახღვრის %; 0; 1 წერტილები აისახოს )I22C>>0 არის სახღვრის 
0; –-ჯ;; %. წერტილებში. 

1814. იპოვეთ წილად-წრფივი ფუნქცია, რომელიც /7/262<0 ნახე– 
ვარსიბოტყეს ასახავს /MIIVI<0 ნახევარსიბრტყეზე ისე, რომ (, –-(; –-2! 
წერტილები აისახოს ––1; 0; 2 წერტილებში. 

1815. იპოვეთ წერტილი, რომელიც სიმეტრიულია მოცემული 2 

წერტილისა |2|I=1 წრეწირის მიმართ. 
1810. იპოვეთ წერტილი, რომელიც სიმეტრიულია 2+:1 წერტილი- 

სა: 1) |21=1 წრეწირის მიმართ; 2) |I2--:1-–=3 წრეწირის მიმართ. 

ვი. ასახვა ხარისხოვანი ფუნქციის მეშვეობით, ეთქვათ, 2 სიბრტყეზე მოცემუ- 

ლია სექტორი, რომლის წვერო მოთავსებულია 2=ი0ი წერტილში, ხოლო 0 კუთხე არ 

აღემატება 2-ს, ხხ=(2–-ი0)" ხარისხოვანი ფუნქცია ამ სექტორის შიგა ნაწილს ურთი– 

ერთ ცალსახად და კონფორმულად ასახავს (7 სიბრტყეზე მოთავსებული იმ სე ქტორის 

შიგა ნაწილში, რომლის წვეროც კოორდინატთა სათავეშია, ხოლო კუთხე უდრის I!0-ს. 
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1517. იპოვეთ ხარისხოვანი ფუნქცი, რომელიც 0< გი(<> 

არეს ასახავს 7/!V>0 ნახევარსიბრტყეში. 

1818. იპოვეთ ხარისხოვანი ფუნქცია, რომელიც 0<2-8<-; არეს 

ახასავს #6>V>>0 ნახევარსიბრტყეში. 

1619. იპოვეთ ხარისხოვანი ფუნქცია, რომელიც –- <266+0< 

<- არეს ასახავს –+ < მჯ” ს< 4 არეში, 

1890. იპოვეთ ხარისხოვანი თუნქცია, რომელიც 0<მLწ C+2<+ 

არეს ასახავს –– > < მწწის < 5 არეში. 

1891, იპოვეთ ფუნქცია რომელიც |2:<1, III2>0 ნახევარწრეს 
ასახავს //.>0 ნახევარსიბრტყეში შემდეგი პირობების მიხედვით: 

1899. იპოვეთ ფუნქცია, რომელიც |2|I<2, 0<2იწ 2 < -> სექ– 

ტორს ასახავს /7V>0 ნახევარსიბრტყეში. 

4". ასახვა მაჩვენებლიანი ფუნქციის მეშვეობით. CI=(62 მაჩვენებლიანი ფუნქცია 

წამდვილი ღერძის პარალელურ ნებისმიერ ზოლს, რომლის სიგანე /M/<2%, ურთიერთ- 

ცბლსაზად და კონფორმულად ასახავს იმ კუთხეში, რომლის წვერო მოთავსებულია კო– 

ორდინატთა სათავეში, ხოლო სიდიდე II-ის ტოლია. 

1898. იპოვეთ X+=C, ყ=C მართკუთხა ბადის სახე §/=0? ასახვი- 

სას. 

1894. იპოვეთ ყ#=#X+ხ წრფეების სახე თ =6- ასახვისას. 
იპოვეთ შემდეგი არეების სახე VI=6? ასახვისას. 

1895. 0=ჯ–=-Lთ, 0<4< 7” ნახევარზოლის. 

1896. 1) 0–X=-+-00, –5 <V<53 ნახევარზოლის; 

2 --<ჯლიმ, 0ლ–ყ<#ჯ# ნახევარზოლის. 

1897. 0=X<1, – 53 <#<+ მართკუთხედის. 

1828. 1=ჯ<2, –5 <ყ<X მართკუთხედის. 
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1829. იპოვეთ ფუნქცია, რომელიც 1<#622<2 ვერტიკალურ ზოლს 
ასახავს /”/IVI>0 ზედა ნახევარსიბრტყეში. 

1880. იპოვეთ ფუნქცია, რომელიც V=X, ყ=X+/ ზოლს ასახავს 
/იIუ>>0 ზედა ნახევარსიბრტყეში. 

1811. იპოვეთ ფუნქცია, რომელიც 0<X<2, ყ>>0 ნახევარხოლს 

ასახავს |დI<1, //IV>0 ნახევარწრეში. 
1839. იპოვეთ ფუნქცია, რომელიც –1<X<0, ყ<0 ნახევარხოლს 

ასახავს IთიI<2, //:0<0 ნახევარსიბრტყეში. 

1 1 
ა. ასახვა უუკოვსკის ფუნქციის მეშვეობით, == -> C- ფუნქცია |2|<1 

2 

წრის როგორც შიგა, ისე გარე ნაწილს ურთიერთცალსახად დაკონფორმულად ასახავს 

III 2 <1 სეგმენტის გარე ნაწილში, ამასთან, ყოველი |21=#”/<1 წრეწირი აისახება 

1/1 
ელიფსში, რომლის ცენტრია :M--0 წერტილი, ნახევარღერძები კი- ი = – (–+”)' 

,„ 

1 1 
=> (– –„), ხოლო |2|=”7>) წრეწირები აისახება ელიფსში, რომლის ცენტრია 

1 1 1 1 
ლახ=0 წერტილი, ხოლო ნახევარღერძები 9=-- (++-- » ხ= < (C– + ) 

, 

183ვ. თ =- (: ++) ფუნქციის მეშვეობით იპოვეთ |2)=I, მI2= 
2 

=დ პოლარული ბადის ასახვა. 

1844. რომელ არეში ასახავს «=- 2+- ) ფუნქცია + < 
2 

< მყ 2< - კუთხეს? 

1885. აჩვენეთ, რომ თ=- 2+- ) ფუნქცია |2|=<1, 1/12>0 ნა- 
2 

ხევარწრეს ასახავს 710<:0 ქვედა ნახევარსიბრტყეში. 

1836. აჩვენეთ, რომ ” –- (++ +) ფუნქცია ზედა ნახევარ- 
“2 

სიბრტყეს, რომლიდანაც ამოღებულია |2I<1, 772->0 ნახევარწრე, ასა– 

ხავს 7010>>0 ზედა ნახევარსიბრტყეში. 

1 1 
1887. აჩვენეთ, რომ თ-=+(:++) ფუნქცია /»2>0 ზედა 

2 

ნახევარსიბრტყეს ასახავს მთელ დ) სიბრტყეზე C–=%, –-1) და I1,-–+-%) 

ჭრილებით. 

1838. იპოვეთ ფუნქციები, რომლებიც ზედა ნახევარსიბრტყეზე ასა- 

ხავს შემდეგ არეებს: 1) |-–-1|I<1, //ს2<-0: 2) |2+2|<1, ჯო12->90. 
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ც9, ასახვები რადიკალის, ლოგარითმის და ტრიგონომეტრიული ფუნქციების მეშვე– 

ობით. 

1839. იპოვეთ ფუნქცია, რომელიც /)/M2>0 ზედა ნახევარსიბრტყეს 
(ქრილით 2, =0 წერტილიდან 2=! წერტილამდე) ასახავს //12>>0 
ზედა ნახევარსიბრტყეში. 

1840. იპოვეთ ფუნქცია, რომელიც სიბრტყეს (ჭრილით 2, =–--1 
წერტილიდან 2.=1 წერტილამდე) ასახავს //I0>>0 ზედა ნახევარ- 
სიბოტყეში. 

1841. იპოვეთ ფუნქცია, რომელიც |2|=1 წრეს (ჭრილით 2,:=0 
წერტილიდან 2=1 წერტილამდე) ასახავს 7/710I>>0 ზედა ნახევარსიბ– 
რტყეში. 

1849. იპოვთ ფუნქცია რომელიც 0<//2<#ჯ# ზოლს –-ი< 

</207= 0 იწC = = ჭრილით ) ასახავს 0–<7//Iს<ჯ ზოლში. 

1848. იპოვეთ 0</?22=ჯ ზოლის სახე II=C00§ 2 ასახვისას. 
1844. იპოვეთ 0</1622ლ<2, //I2=0 ზოლის სახე მ)=00§ 2 ასახვისას. 

§ 6. კომალეკსური ცვლადის ფუნქციათა ინტეგრება 

I(2)=>IICX, ყ)-L (ს (X, ყ) კომპლექსური ცვლადის ფუნქციის ინტეგრალი | წირის გას- 

წვრივ განისაზღვრება ინტეგრალური ჯამის ზღვრის საშუალებით და გამოითვლება შემ- 

დეგი ფორმულით: 

IIC აძ2 = | MC ყ)ძX – V(V, ყ)რმყ+ (IV (X, ყ) (IXI-IM (%, ყ) IV = 

! ! I 

= I (II4- IთI(ძX––IVIყ). 

I 

ინტეგრალის ძირითადი თვისებებია: 

ა) II თ+/თ)«:= | ჩ (დ ძი:+ | /ათიი; 
/ I I 

2) IV (2) (2 = იI /(თ ძ?, სადაც 0 მუდმივია; 

I ი 

3) (თ ძუ = – I II2ე)ძვ, სადაც !“ აღნიშნავს | წირის გავლას საწინ - 

1 I- 
ააღმდეგო მიმართულებით; 

4) I / (2) ძე = I /(2) ძე + I ჯ(2)ძ2, სადაც სც-L/ა აღნიშნავს /, და (ე ნაწი– 
ს+L I I 

ლებისაგან შედგენილ წირს. 
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თუ /|(2) ფუნქცია ანალიხურია მარტივად ბმულ #) არეში, მაშინ მართებულია 

ნიეტონ-–- ლაებნიცის 

2ა 

L I(0ძ2 =/Cდ:)-/C,) 
21 

ფორმულა, სადაც #” (21=/(2), ხოლო 7, და 2 არის #) არის ორი ნებისმიერი წერტილი, 
თუ /(2) და თდ(2) ფუნქციები ანალიზურია მარტივადბმულ 8 არეში, ხოლო 2, და 

2: ამ არის ნებისმიერი წერტილებია, მაშინ მართებულია ნაწილობითი ინტეგრების ფორ- 

მელა: 
25 2 28 

LI (2)დ”(2)ძ2=) (/2) (2) –_ ( დ(2)!”(2)ძ7. 

21 2 2 

1845. გამოთვალეთ შეჯამების საშუალებით შემდეგი ინტე გრალები: 

2? 2 

1) ( ძი 2) წ :ძ2. 
20 20 

გამოთვალეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

1840. I |2)ძი2, სადაც IL არის წრფის მონაკვეთი, რომელიც აერთებს 
( 

21=0 და 2=2+I წერტილებს. 

1847. I XX22ძ2, სადაც I არის |7|=1, ილმგLწ 2ლა ნახევარწრეწირი. 

1848. I (22 -L 1)2 ძ2, სადაც I არის |21ლ=1 წრეწირი. 

ჯ 

4 

)XI6 4 

1849, / |21?ძე თუ ინტეგრების გზა წარმოადგენს მონაკვეთს, 

0 

#I 

რომელიც აერთებს უფ =0 და 2; =)I96 „ წერტილებს. 
1+! 

1850. I იძ, თუ ინტეგრების გზა წარმოადგენს ტეხილს, რომ- 

ლის წვეროებია 23 =0, 2:= 1, 2ვ=1-+(/ წერტილები. 

1851. | 2ძ?, სადაც | არის ტეხილი, რომლის წვეროებია 2, =0, 

ჯ 

შე =2, 2 =2+( წერტილები. 
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1869. | I 7ძ2, სადაც | შეკრული კონტურია, რომელიც შედგება 

I>I =1 სედა ნახევარწრეწირისა და –-1<X<1  მონაკვეთისაგან. 
1863. | C- 2)”ძ, თუ ინტეგრების გზა წრეწირია, რომლის ცენ- 

ტრია ჟე წერტილი, ხოლო რადიუსი / (I მთელი რიცხვია). 

1854. დაამტკიცეთ, რომ ინტეგრალი (ჯი;.-2:5, სადაც ( მარტი– 
( 

ვი შეკრული კონტურია, რომელიც შემოსაზღვრავს 5 ფართობს. 

გამოთვალეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

1-; 1 
1855. | 2ძ2. 1856. | (8220? 

ხზ ( 
2+/ ( 

1857. I (32-- 27)ძ2. 18858. IL 

1-ჯ 0 
ჯ ჯ . 
– – 
2 2 

1859. L (2––-1) C052ძ2. 1860. I 26707. 

7 0 

2 

§ 7. კოშის თეორემა და კოშის ფორმულა 

კოშის თეორემა (მარტივადბმული არისათეის), თუ I2) ფუნქცია ანალიზურია 

მარტივადბმელ დახურულ ს არეში, მაშინ ამ ფუნქციის ინტეგრალი / კონტურის გას- 

წვრივ, რომელიც #) არეს შემოსაზღვრაეს, უდრის ნელს 

(ნახ. 2): 

I /(2)ძ2=0. 
7 

კოშის თეორემა (მრავლადბმული არისათვის). თუ 

I(2) ფუნქცია ანალიზურია მრავლადბმულ დახურელ 

ი არეში (მ.-3 ნახაზზე აღებულია სამადბმული არე), ) 

რომელიც გარედან შემოსაზღვრულია (| კონტურით, 
ხოლო შიგნიდან -–– ს და (ვ: კონტურებით, მაშინ 

I /C) ძ? = I /(2) ძ2 + I IC) ძ? +- I /(2)ძ2=0, 
L I I 'ე 

სადაც IL წარმოადგენს #2 არის სრულ საზღვარს, აქ .. 

გარე / კონტურის შემოვლა ხდება საათის ისრის მოძ- 
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რაობის საწინააღმდეგო მიმართულებით, ხოლო, შიგა /, და /: კონტურებისა -–- საათის 

ისრის მოძრაობის მიმართულებით, თუ I და /: კონტურების შემოვლის მიმართულე- 

ბას შევცვლით, მაშინ: 

I (2) ძ2 = I I(2) ძ2 + I I(2)ძ2, 
1 , I 

   
ნახ. 3, ნახ. 4, 

სადაც ყველა კონტურის შემოვლა ხდება საათის ისრის მოძ“რაობის საწინააღმდეგო მი- 

მართულებით, კერძოდ, თუე I(2) ფუნქცია ანალიზურია /, ღა I: კონტურებით შემოსა- 

ზღვრულ რგოლში და თვით ამ კონტურებზე (ნახ, 4), მაშინ 

I I(2) ძ> = I /(0ძ?7. 
ჩ 1. 

თუ /(2) ფუნქცია ანალიზურია უბან-უბან გლუვი შეკრული I! კონტურის შიგნით 

და L-ზე, მაშინ მართებულია შემდეგი ფორმულები; 

1 
I(0)=>–, ა 

2-ძ 

(ით 

III I(2)ძ2 (I)(ცხ= –- | –-70047:- = ... კ(#X0)== >) ალლ (I= 1, 2,...) 

სადაც ძი წერტილი მოთავსებულია I კონტურის შიგნით, რომლის შემოვლა ხდება სა- 
ათის ისრის მოძრაობის საწინააღმდეგო მიმართულებით. ამ ფორმულებს ეწოდება 

კოშის ინტეგრალური ფორმულები. 

1801. გამოთვალეთ ინტეგრალი LC“ > შეკრული I კონტურის 
2-ძ 

I 

გასწვრივ, სადაც / მთელი რიცხვია, ხოლო 6 –– მუდმივი. 
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1869. ისარგებლეთ კოშის თეორემითა და წინა მაგალითის შედე- 
ძ 

გით და გამოთვალეთ / – | ანთ» ინტეგრალი, სადღაც / ნების- 
I 

მიერი შეკრული კონტურია, რომელიც არ გადის 2=1 ღა 2=2 წერტი- 
ლებზე. 

გამოთვალეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

186ვ. | -“ , საღაც 1 არის წრეწირი, რომლის ცენტრია 2=:1   

უჟ? 
L 

წერტილი, ხოლო რადიუსი 0 =1. 

18064. _ 42. სადაც I! არის წრეწირი, რომლის ცენ- 
ჟ 2%2” + 1) 
/ 

ტრია 2=L( წერტილი, ხოლო რადიუსი 0 =1. 

  

- 
1565. 02 . სადაც / აღნიშნავს მემდეგ წრეწირებს: 1) |2––+1| = 

ა) 2“+1 
1 

=1; 2) I2+-(I=1; 3) |2| ==2. 

1806. რ, სადაც | არის წრეწირი, რომლის ცენტრია 2=2 
2ბში.. 

1 
წერტილი, ხოლო რადიუსი ი0 =2. 

- 
1867. _9052ძ2 _ სადაც | არის წრეწირი, რომლის ცენტრია 2=-–– 1 

) 2+2' 
, ( 

წერტილი, ხოლო რადიუსი 0 =2. 

1868. «სი-» 2 
-–> I ძ2, სადაც I არის |--–-1|1=1 წრეწირი. 

  
21 

' 

1869. | –2=2- სადაც IL არის წრეწირი, რომლის ცენტრია 
2C2-- 

, ვ 
ჯ=2 წერტილი, ხოლო რადიუსი 0 =-' 

  

2-9 
( 

· 62212 ჟ 1670. | , სადაც / არის: 1) I2|=4 წრეწირი; 2) |2+(| =1 

წრეწირი. 
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1 6202 , 
1571. - სადაც I! კონტური თავის შიგნით მოიცავს 

27 2"-I-ე? / 

II< ი წიე. ს 
18179. | <3 9 სადაც ! არის წრეწირი, რომლის ცენტრია 

27=0 წერტილი, ხოლო რადიუსი 0 =2. 

შემდეგ მაგალითებში ისარგებლეთ ფორმულით: 
I 

/ორ=-- | _ I(0ძ?2 (/1==1, 2,...) 

27 (2–0)”+1 

4 
1871. > ა სადაც I! არის წრეწირი, რომლის ცენტრია 2=0 

2 

წერტილი, ხოლო რადიუსი ლ =2. 

7! 
1874. ხოთუბ სადაც ,! ნებისმიერი შეკრული კონტურია, რო- 

I 

მელიც მოიცავს 2=I წერტილს. 
1875. 1 _ 2602 _ სადაც ( ნებისმიერი შეკრული კონტურია 

22 (7-–-ი)" ” 
L 

  

რომელიც მოიცავს 2=0 წერტილს. 

1876. | >) ძ2, სადაც | არის წრეწირი, რომლის ცენტრია 
(2– 
  

2=I წერტილი, ხოლო რადიუსი 0 =1. 

§ 8. კომალექსურწევრებიანი მწკრივები 

19. კომპლექსურწევრებიანი რიცხვთა მწკრივები. C,=ძ,--Iხ,, 0»=თძა-LLხა,...,6== 
=ძ,„+1!ხი,... კომპლექსურ რიცხვთა მიმდევრობას ეწოდება კრებადი, ხოლო 6§= 

=ძ0+L-Iხ რიცხვს –- მისი ზღვარი (0=IIIL იი), თუ არსებობს სასრული ზღვრები 0ძ= 
'.ი->90 

=IIთ ი», ხ6=IIთ ხი. 
#->% M->% 

კომპლექსურ რიცხვთა მწკრივს 

90 

თო-C:+..+-6ი+...= ა -ი 

M-=1 
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ეწოდებაკ რებადი, თუ არსებობს სასრული ზღეარი 5=IIთ 5ი, სადაც 
წ”–->090 

” 

§5§,= C + CI ,..-L მე= ) 6, 

#=I1 

მწკრივის პირველი I! წევრის ჯამია, 5 რიცხვს მწკრივის ჯ ა მ ი ეწოდება, კომპლექსურ- 

წევრებიან რიცხეთა მწკრივს ეწოდება აბსოლუტურად კრებადი, თუ 

« 

კრებადია ბ, IC») მწკრივი. 

#(=1 

კომპლექსურწევრებიანი რიცხვთა მწკრივისათვის მართებულია კრებადობის შემ- 

დეგი ნიშნები: 

ი9 

1) თუ კრებადია დადებითწევრებიანი » 4ა მწკრივი და ყოველი ნატურა- 

II==1 

ი 

ლური ”) რიცხვისათვის |2,)ლ4», მაშინ ჯ. Cი მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია, 

M=1 

2) თუ არსებობს ზღვარი I11თ "CI | =ჟ, მაშინ როცა ძ<1, თ. მწკრივი 
”ს->თ ლ Cი 1 

== 

აბსოლუტურად კრებადია, ხოლო როცა 0>1, –– განშლადი (დალამბერის ნიშანი). 

ით 

3) თუ არსებობს ზღვარი II ჯ/ 16I= 0, მაშინ როცა #<1, 3. C» მწკრივი 
ჩ->ი9 

11==1 

აბსოლუტურად კრებადია, ხოლო როცა 09>1, –– განშლადი (კოშის ნიშანი), 

გამოიკვლიეთ კრებადობა შემდეგი მწკრივებისა: 

ა 1 თო ._. 
1877 ბ 1878. 5 ' 99101 6)იი. 

· I 9 · 

#M==1 #3 +ი #==1 V, 

  

ა9 IV) ი9 
187ე. აე 0210. 1880. ბ. 1 

/” ==): 

I1==1 2 I1=1 V» +! 

29 ჯუ 59 ტი 
1881. –. 1889, ჯ, CC. 

II1=1 ” 8=1 ” 
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#M==1 ვი I1=1 2 

– წ I((22+ი (2010 1”, – 1 1885. 1886. - 
LI» ა, ('+0V# 

იი კომპლექსურწევრებიანი ხარისხოვანი მწკრივები, კომპლევჟსურწევრებიანი ხ ა- 

რისხოვანი მწკრივი ეწოდება შემდეგი სახის მწკრივს: 

1883. ა. MC2L-1)1. 1884. ა. <3)”. 

Cლ0 - ==. 

თეL C,(2–--0)-L 0ე(2--ე)?-L ...-+- ნი(2–-ი)?-L...ლ= ბ», 0ი(2--ძ)”, 

#=0 

სადაც 2=X-+-IV კომპლექსური ცვლადია, ხოლო თი (II=0, 1,...) და თ –– კომპლექსური 

რიცხვები. როცა 0=0, მაშინ მივიღებთ შემდეგი სახის მწკრიეს: 

ი 

თ+ი2-თ” ნთ... =3 02), 

M#=0ი 

ყოველი ხარისხოვანი მწკრივისათვის, არსებობს წრე, რომლის შიგნითაც მწკრივი 

კრებადია, ხოლო მის გარეთ –– განშლადი. წრის საზღვარზე მწკრივი შეიძლება იყოს 

კრებადი ან განშლადი, ამ წრეს ეწოდება კრებადობის წრე, ხოლო მის IM რადიუსს – 

კრებადობის რადიუსი (2=>00, თუ მწკრივი კრებადია მთელს სიბრტყეზე, /?=0, როცა 

იგი კრებადია მხოლოდ წრის ცენტრში). 

კრებადობის წრეს ჩვეულებრივად განსაზღვრავენ დალამბერის ან კოშის ნიშნებით. 

კრებადობის რადიუსი განისაზღვრება შემდეგი ფორმულებით: ' 

იი 1 
, 1= -–--–-–--+==>' 

6»+1 სო 7. IC»| 

#”8-–>00 

განსაზღვრეთ კრებადობის წრე და რადეუსე შემდეგი მწკრივებისა: 

((CIIVII 
ი-> 

    

ით => 

  

1887. 96. 5. 1888. ა (27. 

გ=ი ” I1|=90 

CC ი 2 

1889. ბპ : M12ჩ. 18900. ს» 2ჩ, 
#, 
#=0 

დ იი დ ” 12 
1891. 2 · 1899. ) · 

2ჩ 2ი 
»”=0 #IM==1 
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59. 28 –ა MI2ე 
1898. 3. –-, §=0; 1, 2. 1894. რ, 

ი=1" ”=1 #" 

ლ დ 1--2M! V” 1895. ?. (1-C 02". 1890. 1 L 2 ) 2, 
#=0 იგ= #+2! 

CC CC 

(2--1)ჩ (71–1)” 
1897. “I. , 2140--?. ბ. -- 1898 3. - 

#=1 11=1 

:8ყე. => (22-20. 1000. ზა _ 6-0" 
ჩ=) #3» .თი 

ლა ვი(2--1M %.. 1--0წ(2 -- 2)” 

1901. %. „'„ასხეაეუეუღუუღ––==ეუე=––. 1909. უ_<<52_– 

„=) V(3#--2)-2” C++ 06+1X#M--2) 

იპოვეთ მწკრივის კრებადობის არე შემდეგ მაგალითებში: 

1908, ა C- I + ას (– | 
ი=0 “ /1=1 

ა ((-2ი· ლ M?-+5 1904. _“-22 -: 1I(-... 
» 2·თ-+1) 4, (2–2ი" 

ვ. ტეილორის მწკრივი. თუ /(2) ფუნქცია ანალიზურია |2-ი|< 0ლწM<თ 
წრეში, მაშინ იგი ამავე წრეში დაიშლება სარისხოვან მწკრივად 

CC 

M()= ბ. 0,(2--ი)" (1) 
IL==0 

და ასეთი დაშლა ერთადერთია. დაშლის C,„ კოეფიციენტებს აქვს შემდეგი სახე: 

1 M(2)ძ2 _ _ /ჩX2) 
„ღ„ეევეააა|-==-–-, =0, 1, 2,...), 2 

თ 2 ქ (2-0) „I ი , (2 
I2–-ძ|) =/ 

სადაც 0=<”/< 772. (1) მწკრივს ეწოდება /(2) ფუნქციის ტეილორის მწკრივი. იმ შემთხეე– 

მაში, როდესაც წრის ცენტრი ემთხვევა კოორდინატთა “სათავეს, ე. ი. ძი=0, მაშინ (2) 
ფუნქცია ამავე წრეში იშლება ხარისხოვან მწკრივად | 

CC 

I(2= ბ, 02, (3) 
1=0 

183



რომელსაც მ  აკლორენის მწკრივი ეწოდება, ტეილორის მწკრივი შეიძლება 

წევრ-წევრად ვაწარმოოთ და ვაინტეგროთ მისი კრებადობის არეში. 

დამალეთ მაკლორენის მწკრივად შემდეგი ფუნქციები და განსაზღ- 
ვრეთ მიღებული მწკრივის კრებადობის რადიუსი; 

1905. 1) (#2; 2) 5102; 3) 0052. 

1906. 1) <2; 2) C/II2; 

1907. დამალეთ /(27) =Iი 2 ფუნქცია ტეილორის მწკრივად 2=1 წერ- 
ტილის მიდამოში და იპოვეთ მისი კრებადობის წრე. 

1-2 

1-2 

იპოვეთ მისი კრებადობის რადიუსი. 

დაშალეთ მაკლორენის მწკრივად შემდეგი ფუნქციები: 

1909. /(2) ==C00527. 1910. /(2) ==511122. 

1911. /(2) =511“2. 1919. M(2) =00§22. 

1908, დამალეთ /(2) =Iი   ფუნქცია მაკლორენის მწკრივად და 

1913. დაშალეთ ხარისხოვან მწკრივად /() =1/ 2 ფესვის მთავარი 
მნიშვნელობა 2=! წერტილის მიდამოში; გამოთვალეთ შედეგი, რო- 

ცა 7 =2. 

1 

· 1914. გამოთვალეთ /() =6 “ ფუნქციის ხარისხოვანი მწკრივის 
პირველი სამი წევრი. 

1915. დამალეთ /(2)= –- ფუნქცია მაკლორენის მწკრივად) |2|<2 
2 

წოეში. 

1916. დამალეთ /(2) = | ფუნქცია მაკლორენის მწკრივად |2|<1 
2–1)? 

წრეში. 

იპოვეთ მთავარი მნიშვნელობის ხარისხოვანი მწკრივი 2=:0 წერ- 
ტილის მიდამოში და მწკრივის კრებადობის რადიუსი შემდეგი ფუნჭქ- 
ციებისა: 

1917. /(2) :=მICLდ2. 1918. /(2) <.მIC51112. 

დამალეთ ხარისხოვან მწკრივად შემდეგი ფუნქციები: 

1 · 1990, წე=- 1... 
(1–-2)3 (2–+–1)(7– ი 

2 1 
ა ----––. 1959. |) =-_- __ ._- ჯ 

(2-–1X2?7-L-1) M2 (2-– 1)%(2?––1) 

1919. /(2) =   

1991, /(2) = 
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4?. ლორანის მწკრივი, თუ /(2) ფუნქცია ანალიზურია ”<|2--ი|</, წრიულ რგოლ- 

ში, მაშინ ამ რგოლში ეს ფუნქცია დაიშლება ლორანის მწკრივად: 

ი 

I(2)= ჯ. Cი(? – 0) = Cი(2 – 0) + დ 

> ლი, 
1=-9თ% 

= I(2)ძ? _ 

ი 2X (2 – 0)/+1 · (M=0,:+1, +2,...) 

|2– ი) = 

სადაც „<0</? და ეს დაშლა ერთადერთია. 

9 

ლორანის მწკრიეის პირველი ნაწილი ბ, 0(2 – ი) წარმოადგენ” მწკრივს 

/,=0 
(2--ი)-ს დადებითი ხარისხების მიხედვით და მას ეწოდება ლორანის მწკოი- 

7 თ 
C-» 

ვის წესიერი ნაწილი; მეორე ნაწილი ) “C-თი წარმოადგენს 
2-–ძ 

IL==1 

მწკრივს (2––ძ)-ს უარყოფითი ხარისხების მიხედვით. მას ეწოდება ლორანის 

მწკრივის მთავარი ნაწილი. 

ლორანის მწკრივის წესიერი ნაწილი კრებადია /2:-რადიუსიანი წრის შიგნით, ხო- 

ლო მთავარი ნაწილი –- #-რადიუსიანი წრის გარეთ. მთელი მწკრივი კრებადია ”<|2– 

–ი<” წრიულ რგოლში. 

დაშალეთ ლორანის მწკრივად ნაჩვენებ რგოლში ან ნაჩვენები წერ– 
ტილის მიდამოში შემდეგი ფუნქციები და განსაზღვრეთ კრებადობის 
არე უკანასკნელ შემთხვევაში: 

  
  1995ე. /(2) = აუ) 2==0. 1924, /(2)= 1 ჯუ 2=00. 

2-3 2-2 

1998. /(2) = _ 1. 2=0, 7=1, 2=C= 
(1--2) 

1996, /(2) == 1 · 2=0, 2= –-2, 7=90 
(2+2) 

1 
19957. /(2) = –– I21=<2 და 2<|2|1<Cთ რგოლებში 

2-–32-+2 

2'-227+5 , 
1998, /I(21= ––––- .·” 1=|21<2 რგოლში 

(2-–2X2”-+- 1) 
+ 

1999. /(2) => _ 1... 2=L. 1930. I(2ე)= 79%“, 0< I)2|1<C. 
1-2? 
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1 

1= 
1081, #(21=6 “, 0=|2–-1|<C. 

1 
- 19395, /(2)1=(1 –– 2) §1ი–.ე: 0<|2Iლ–C. 2 

1938. /I(2) = 51ი 1 2=' · = ა) ს) .–––<-უ 2= ს. 

(2-- ე" 

1984. /(2)= (7 –+ 1)“ 005   
2+! 

§ 9. ანალიზური ფუნქციის ნულები და ბანსაკუთრებული წერტილები 

2=0C წერტილს ეწოდება /(2) ფუნქციის #-ური რიგის ნული, თუ 

I(ღ0)=I”(0)=...=/ლო-! (0ი)=0, /ო) (0)860. 
იმისათვის, რომ 2=ძ0 წერტილი იყოს /(2) ფუნქციის #-ური რიგის ნული, აუცი- 

ლებელი და საკმარისია, რომ ი წერტილის მიდამოში ადგილი ჰქონდეს ტოლობას; 

I(2)==(2––ი)”დ(2), (1) 

სადაც დ(2) ანალიზური ფუნქციაა ი წერტილის მიდამოში და იX0)5-0. როცა /I='1, მა– 
შინ გვაქვს მარტივი ნული, ხოლო როცა #>1, –– ჯერადი. 

იმ წერტილებს, რომლებშიაც დარღვეულია ფუნქციის ანალიზურობა, ეწოდება 
განსაკუთრებული წერტილები. 

2=0 წერტილს ეწოდება /(2) ფუნქციის იზოლირებული განსაკუთ- 

რებული წერტილი , თუ /(2) ფუნქცია ანალიზურია ამ წერტილის რომელიმე 
მიდამოში” გარდა თვით ი წერტილისა. თ წერტილის მიდამოში /(2) ფუნქცია დაიშლება 
ლორანის მწკრივად: · 

2 CC 

Iი=2.. 0(2-0)/ – ბ, “> (2? 
M=1 I1==0 

ადგილი აქვს სამ შემთხვევას: 

1) თ წერტილს ეწოდება ასაცილებელი განსაკუთრებული წე- 

რტილი, თე(2) მწკრივი არ შეიცავს მთავარ ჩაწილს, ე. ი, C ,=6C. == ,..= 0. ამ 
შემთხვევაში განსაკუთრებულობა შეიძლება ავიცილოთ, თუ დავუშვებთ, რომ 2=06 

წერტილზე /(ი)= 2. მიღებული ფუნქცია ანალიზური იქნება როგორც 0 წერტილის 

მიდამოში, ასევე თვით ი წერტილზე ასაცილებელი წერტილის მიდამოში /(2) ფუნქცია 

შემოსაზღვრულია. 

2) ძი წერტილს ეწოდება /(2) ფუნქციის პოლუსი, თუ (2) მწკრივის მთავარი ნა- 

წილი შეიცავს შესაკრებთა სასრულ რაოდენობას. ამასთან, თუ 02550, ხოლო C „ი+I1)= 

=0 ,„+2ე)=...=0, მაშინ ი წერტილს ეწოდება MI-ური რიგის პოლუსი. 
როცა #=1, მაშინ პოლუსს ეწოდება მ ა რ ტივი. პოლუსის საკმარისად მცირე მი– 

დამოში / (2) ფუნქცია უსასრულოდ დიდია. 
2) ძწერტილს ეწოდება /(2) ფუნქციის არსებითად განსაკუთრებე- 

ლი წერტილი, თუ ლორანის მწკრივის მთავარი ნაწილი შეიცავს შესაკრებთა 
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უსასრულო რაოდენობას არსებითად განსაკუთრებულ წერტილზე ფუნქცია განუ- 

საზღვრელია. 

თუ 2=0 წერტილი /(2) ფუნქციის M#-ური რიგის ნულია, მაშინ იგივე წერტილი 
1 

I(2) · 

იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების ნულები და განსახღვრეთ მათი რიგი: 

1985. 1) 2“(1-–2); 2) (22+1)?; 3) ლ05 2; 4) §10432, 

2“ +1 ი 
1936. 1) (2?-+-22-1)ბ?; 2) LL 3) 1თ2; 4) CL”. 

2- 

ფუნქციის ი-ური რიგის პოლუსია და, პირიქით, 

  

იპოვეთ მოცემული ფუნქციების განსაკუთრებული წერტილები, გან– 
სახღვრეთ მათი ხასიათი, პოლუსების შემთხვევაში განსახღდღვრეთ რიგი: 

  

    

    

1 - ქმ 1-2 
1987. 1) –-–-–; 2 –––––--; 3) ; 

2--2პ7) 2%2?-I-4)“ | 
-- 1 §II12 1–00%2 

-4 510 ––; 5) 19%, 6) 
2 2 2 

4 1 
10ვ. 1) –“ ,; 2 ––---., 3) §190 

1--21 2(1-––6"") 1-2 

2 1 005 2 
4) 2 ; 5) 5112. 6) –––. 

_. 2+V 2“ 

ანალიზური ფუნქციის ყოფაქცევა უსასრულოდ” დაშორებულ”წერტილში, ვთქვათ, 

IL ფუნქცია ანალიზურია 2= % წერტილის მიდამოში, 2 გარდაქმნა ამ მიდამოს 

გადასახავს C=0 წერტილის მიდამოში და /(2) ფუნქციის ყოფაქცევის შესწავლა დაია- 

ეანება IM=I(+ ) = დ(L) ფუნქციის შესწავლაზე C=0 წერტილის მიდამოში. ამ 

შემთხვევაში დ(C) ფუნქცია =0 წერტილის მიდამოში დაიშლება ლორანის მწკრივად: 

ით-ა. 0ხწ+ ალ ფ) 
ელ "5 

თე დავუშვებთ, რომ §=-, მივიღებთ /(2) ფუნქციის დაშლას ლორანის მწკრი- 

ვად 2=0ი წერტილის მიდამოში: 

XC. +3. ი თ. (4) 
= 11==1 

ასეთი გარდაქმნისას ლორანის მწკრივის წესიერი ნაწილი შეიცვლება მთავარი ნაწილით 
და პირიქით. 
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9 ესაძლებელია შემდეგი შემთხვევები: 
1) 72==9% იქნება ასაცილებელი განსაკუთრებული წერტილი, თუ (4) მწკრივი ატ 

სშეიცავს 2-ის დადებით ხარისხებს, ე. ი. 

Cა /ი-: – ==+ “! ოო. 

თუ დავუშვებთ, რომ / (%)=0ე, მაშინ /(2) ფუნქცია ანალიზური იქნება 2= თი წერ- 

ტილში, 
2) 2= იი წერტილს ეწოდება /(2) ფუნქციის პოლუსი, თუ (4) მწკრივის მთავარი 

ნაწილი შეიცავს შესაკრებთა სასრულ რაოდენობას. ამასთან თუ C.„5-0, ხოლო 

C (ი+),= 6 (იკ=...=0, მაშინ 2=00 წერტილს ეწოდება M-ური რიგის პო- 

ლუსი. 

3) 2=ლ0 წერტილს ეწოდება /(2) ფუნქციის არსებითად განსაკეთ 

რებული წერტილი, თუ ლორანის მწკრივის მთავარი ნაწილი შეიცავს შე– 

აკ რებთა უსასრულო რაოდენობას. 

თუ 

Iე= 2 +_– –L..ს (0:90) 
2 

მაშინ 72= იი წერტილს ეწოდება /(2) ფუნქციის /I-ური რი გის ნული, როცა I= 
=1, მას ეწოდება მარტივი ნული. 2=05 წერტილში მართებულია თეორე- 

მა ნულსა და პოლუსს შორის კავშირის შესახებ. 

თუ 2=00 არის ასაცილებელი წერტილი, პოლუსი ან არსებითად განსაკუთრებუ- 

ლი წერტილი, მაშინ ზღვარი III /(2) შესაბამისად იქნება სასრული, უსასრულოდ დიდი 
2–->0ი0 

ან ეს ზღვარი არ იარსებებს. 

შეისწავლეთ უსასრულოდ დაშორებული წერტილის მიდამოში შემ- 

დეგ ფუნქციათა ყოფაქცევა. 

  

      

უზ-+L+4 1. 
1939. 1) = 2 3) 1+=–; 

2"LI 6“ 

1, 5) §10 2: 6) 2 –. 
ბ 005 2. (1-2 

1 1 

ჯ-“ “ო 
2 2 

1 : 3) 6 ? 
1940. 1) §0–––; 2)6 

1-2 

1 5) 5902 ვ 6) C05 2–-51ი 2. 

4 2 
510 2 

18იი



§ 10. ნაშთები და მათი გამოქენება 

1". ნაშთები, /(2) ფუნქციის ნაშთი 2>0 იზოლირებელ განსაკვთრე- 

ბელ წერტილზე ეწოდება ამ ფუნქციის ლორანის მწკრივის C_) კოეფიციენტს და აღი–- 
ნიშნება ასე: 

#25! (0)==C_1==             

სადაც I ნებისმიერი შეკრული კონტურია, რომელიც მოიცავს ი წერტილს, ხოლო /(2) 

ფუნქცია ანალიზურია ამ კონტურის შიგნით. გარდა 2=0 წერტილისა, 

ნაშთები გამოითვლება შემდეგი ფორმულების მიხედვით; თუ 0 არის /(2) ფუნქ- 

ციის მარტივი პოლუსი, მაშინ 

#2§5I(0)=IIV I(2– ი) /(2)| 
2–>ძ 

  

(2 , 
კერძოდ, თუ / (2)= ი , სადაც «(2) და §#(2) ანალიზური ფუნკციებია 0 წერტილ“ 

ზე, ამასთან, «(0)5-0, V(ი)=>0, მაგრამ #«”(0)550, მაშინ 

«(0) 
/65|(თ)=––-. 00-ე 

M-ური რიგის პოლუსის შემთხვევაში 

  

  

ი-1 

#6§5კ(0)==C_1= თ _ 1)! თ ქვი -1 ((2- ი)ჩ”I(2)I, 

ანუ 

C.1= IIი1 ((2-რ)M/(2)1/-!), 

(1-1)! 2--ძ 

გამოთვალეთ ნაშთები ყოველ განსაკუთრებულ წერტილზე შემდე- 
გი ფუნქციებისა: 

    

  

  

· ვ წ 

1941. 1) –--., 2) 2. ვ 28... 
2“---1 (2-–-3X2–4)” (2-–-1)X 

82 

4) გ.ე. 5) 502. 6) (Lდ2. 
2 

= 112 
1949. 1) _22- 3. 2)  - ”“  , ვა _5022 

2%2–3) (2-– 1X2-– 2) (2-L1)3 
I 1 : , 

4) #7; 5) – 52%“ ; 6) – 
_ # §III2 

“2 
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ი? ფუნქციის ნაშთი უსასხულოდ დამორებულ წერტილში. ვთქვათ, /(2) ფუნე- 

ცია ანალიზურია 2= იი წერტილის რაიმე ძიდაძოში, გარდა შესაძლებელია თვით ამ წერ- 
ტილისა. /(2) ფუნქციის ნაშთი 2=ი%0 წერტილში უდრის ამ ფუნქციის ლორანის მწკრი- 

1 
ვად დაშლაში შემ:ვალ –– წევრთან მდგომ კოეფიციენტს შებრუნებული ნიშნით და 

2 

აღინიშნება ასე: 

#065I(901= –– თ. 

თუ /(2) ფუნქცია ანალიზო”ია 2 ცვლადის მთელს სიბრტყეზე, გარდა თ;, ძი...,ძი 

განსაკუთრებული წერტილებისა, მაშინ ამ ფუნქციის ნაშთების ჯამი ყველა განსა- 

კუთრებული წერტილის მ:მართ, უსასხულოღ დაშორებელია წერტილის ჩათვლით, 

წულის ტოლია: 

” 

ბ, #25I(0L)-L #65I(090)=0, 

#=1 

იპოვეთ ნაშთები უსასრულოდ დამორებულ წერტილში შემდეგი 
ფუნქციებისა: 

1 

    
2 5 

1943. 11 1+– _ 1, 2) 3 ; 3) 2 ; 4) 6”. 
2 27 2+! 22--1 

5 2 _ -9 
1944. 1) –-2. ;, „2 1+12-1. ვ _ “;. 4) §0-L. 

(7––1)3 2-(2–-1) (2“-–L 1)? 2 

ვი. ინტეგრალების გამოთვლა ნაშთების მეშვეობით (ძირითადი თეორემა ნაშ- 

თების შესახებ). თუ /(2) ფუნქცია ანალიზურია M არეში და შეკრულ ( კონტურზე, 

რომელიც # არეს შემოსაზღვრავს, გარდა # არეში მდებარე თი,, თე ,..., ძც სასრული 

რიცხვი განსაკუთრებული წერტილებისა, მაშინ მართებულია ტოლობა. 

” 

I I(2)ძუ= 2 ბ. #65 I(ძ/.). 

#=1 

გამოთვალეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

2ძ2 1 
945. ––-––––“,ს რის |2-2)=-- წრ · 1 | (2--1)C2- 27 ადაც 1 არის |2--2| 2 წრეწირი 

L 

1916. | –C”ე– სადაც ! არის |21=3 წრეწირი. 

  1947. | ძ2 , სადაც ( არის |)|2-1--II=1 წრეწირი. 
21-+1 

I 
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1918. | + -<-, სადაც 1 არის |7--1| =1 წრეწირი, 

7 
ძ 

1949. | 5822 ”, სადაც 1 არის I2|=1 წრეწირი. 

! 
ძ 

1960. (+, სადაც I არის რომბი, რომლის წვეროები მო– 
2 

/ 

თავსებულია 2=82, წ ==, 2გ=--2, 2 =-! წერტილებში. 

თ 1“ ”ძ2, სადაც I! არის |21=2 წრეწირი. 

1959. 1) I 5)ი 14, 2) | 9+ ძ2, სადაც ! არის |21=” წრე– 
2 _ 7 

წ 

წირი. 

_» 
1958. |  2%1–9) ” სადაც I არის |I2| =1 წრეწირი. 

ქვემოთ მოყვანილ მაგალითებში ისარგებლეთ შემდეგი თეორემით: თუ /(2) ფუნ- 
ქცია ანალიზურია მთელს 7 სიბრტყეზე. გარდა რამდენიმე იზოლირებული განსა- 

კუთრებული წერტილისა, ამასთან, ყველა სასრული განსაკუთრებული წერტილი მო- 

თავსებულია შეკრული ! კონტურის შიგნით, მაშინ 

I/ICდძვ=--2»(-25/(Cი). 

I 

' ვ 
1964. გამოთვალეთ | _ 202 _ ინტეგრალი, სადაც 1 არის |21ლ= 1 

22ბ%-L1 

წრეწირი. 

1955. გამოთვალეთ _  2ძ2 _ ინტეგრალი, სადაც 1 არის. 
-) C225-L1)?(24--1)3 

I2|I=2 წრეწირი. 

1950. გამოთვალეთ I _ 62% _ ინტე გრალი, სადაც L არის 
'; (21-L 1)%2“-L 1)1 

III=4 წრეწირი. 

4?. განსაზღვრული ინტეგრალის გამოთვლა ნაშთების მეშვეობით, ნამდვილი ცელა–- 

დის ზოგიერთი განსაზღვრული ინტეგრალი შეეძლება გამოვსახოთ კომპლექსური ცვვლა- 

დის ინტეგრალის საშუალებით შეკრული კონტურის გასწვრივ, რაც საშუალებას მოგ- 
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ეცემს ამ ინტეგრალის გამოსათვლელად გამოვიყენოთ ძირითადი თეორემა ნაშთების 
9ძეLახებ, 

ნაშთების თეორია შეიძლება გამოვიყენოთ აგრეთეე ზოგიერთი არასაკუთრივი ინ- 

ტეგრალის გამოსათვლელად. ამასთან დაკავშირებით ვისარგებლებთ შემდეგი თეორე- 

მებით: 

თეორემა 1. თუ /(2) ფუნქცია აკმაყოფილებს შემდეგ სამ პირობას: 1) 2-= % წერ- 

ტილი წარმოადგენს /(2) ფუნქციის ნელს, რომლის რიგი 2-ზე ნაჯლები არ არის ე. ი. 

ამ ფუნქციის ლორანის მწკრიეს 2=-% წერტილის მიდამოში აქვს შემდეგი სახე: 

C” Cე 
2)=“-– –_ .. Iი=5 +++ 

(C:=0 შემთხვევა გამორიცხული არ არის), 2) /(2) ანალისური ფუნქციაა ნამდვილ ღერ- 

ძზე, 3) /(2) ფუნქცია ანალიზურია ///2>0 ზედა ნახევარსიბრტყეში, გარდა თ;, ძი,..., მი 

სასრული რიცხვი განსაკუთრებული წერტილებისა, მაშინ 

+ ” 

#/ I(X) ძ; = 2» ) #65I(0I). 

–თ< #=1 

თეორემა 5. თუ /(2) ფუნქცია აკმაკოფილებს სამ პირობას: 1) /(2)=- 6:02 თ(2), სა- 

დაც «>0 და ((2)--0, როცა 2->0თ0, ამასთან, /M72>:0, 2) /(2) ანალიზური ფუნქციაა 
ნამდვილ ღერძზე, 3) /(2) ანალიზურია ზედა ნახევარსიბრტყეში, გარდა თ, რა ,.., ში 

სასრული რიცხვი აითიშელ წერტილებისა, მაშინ 

– 2 · #05I(0თI). 

#=1 

თეორემა ვ. თუ /(2) ფუნქცია აკმაყოფილებს წინა თეორემის 1) და 3) პირობებს 

და ნამდეილ ღერძზე აჟვა მარტივი პოლუსების სასრული რიცხვი, XI, X2 ს.-ს ჯის მაშინ 

” / + 

1 
I IX) ძX = 2XI 2 ,I8ი+-; ) #65 I(Xჯ) 

–ლი0 

გამოთვალეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

  

21 21 ქ 

ძX X 1957. '--  (ი>)) 19858. |. 
'' I 0-+0C05 ჯ (9:>1) ? (2 –+C05 X)” 

3 0 

1969. წ თ- სძ» აძX . 1960. –-. 
(Xჯ%-L 1)? (1-1) 

– ი 

ჯღ X"ძჯX « X2X : _ 9. –-–- ე 12#. 1961. | 00442 196 ((31-+--4X+ 13)2 

“ –0ლ90 
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+Cთ +თ 
X5I0X9X C05XძთX 1963. _ებეეეებეს 19604. | ––““, 

  

X2-+4 1-L#I 

თ 0 

+თ +თ 
8101XძX 511XთX 

196წ. –- 1900. – · 
X(CX2+1) X 

0 –თ 

§ 11. ლოგარითმული ნაშთი, არბუმენტის პრინციპი. 

რუშეს თეორემა 

თუ /(2) ფუნქცია ანალიზურია შეკრულ I კონტურზე, მაშინ 

1 (I 
2VI /(2) 

I 

სიდიდეს ეწოდება /(2) ფუნქციის ლო გარითმული ნაშთი ამ კონტურის მი– 

მართ, 

არგუმენტის პრინციპი, თუ /(2) ფუნქცია ანალ-ზურაა Iკონტურით შექოსაზღვრულ 

დახურულ #) არეში, გარდა სასრული რაოდენობის პოლუესებესა 0-ში, და კონტურზე 

არა აქვს არც ერთი ნული და პოლუსი, მაშინ მართებულია ტოლობა: 

_! (I თ 

2) I(2) 

I 

სადაც MV არის /(2) ფუნქციის ნულების რიცხეი, ხოლო ? –-– პოლუსების რიცხვი, ყო- 

ეელი ნული და პოლუსი აიღება იმდენჯერ, რამდენიც მათი ჯერადობაა, 

რუშეს თეორემა. თუ /(2) და C(2) ფუნქციები ანალიზურია I კონტურით შემოსაზღ- 

ერულ დახურულ #0 არეში და ამ კონტურის ყოველ წერტილზე მართებულია |/(2)|> 

>((2)| უტოლობა, მაშინ #(2)=/(2)--დ(2) და /(2) ფუნქციებს ჩ არეში აქვს ნულების 

ერთი და იგივე რიცხვი. ყოველი ნული იმდენჯერ აიღება, რამდენიც არის მისი ჯერადობა, 

იპოვეთ მოცემული ფუნქციების ლოგარითმული ნაშთები ნაჩვენები კონტურების 

მიმართ: 

ძ2=VM – 7, 

2 
  · = , =2. 1967. /(2) 112 |2| 

§10122 1908. I =–– “ '”, |2| =3. 
I9 – ფი, 8)C+4) 

1969. /(2) = C052-L-51I2, I2| ==4. 

1970. /(2) ==(62--2)?, I2| =8. – 
1971. /(2) =1832, |2| =6. 

8 1-+- 72 _ 
1979. /(2) = 1 იავ. |2| ==. 

11. ნ. დურგლიშვილი 193



6-+6 ? 
1978. ლ=ლ ეეე– 2|)=8. (0 = ღა“ ე (2 

02. ტ-(2 

1974. I(2) == “> LC.” |2| =8. 

1976. იპოვეთ /-(2) =:2პკ+ 52--1: ფუნქციის ნულების რიცხვი |2I<1 
წრეში. 

1976. იპოვეთ V/#(2) =-2%-428-1-2--1 ფუნქციის ნულების რიცხვი 
II<1 წრეში. 

1977. იპოვეთ 24--329--1.=0 განტოლების ფესვების რიცხვი |2)1<2 
წრეში. 

1978. იპოვეთ 25-L21-+1=0 განტოლების ფესვების რიცხვი |2|<2 
წრეში. 

1979. იპოვეთ 29+2+1=0 განტოლების ფესვების რიცხვი |2|< 

<-+ წრეში. : 

1980. იპოვეთ 2“--.62-L10=0 გაწტოლების ფესვების რიცხვი |2|<1 
წრეში. 

MX თავი 

ოპერაციული აღრიცხვის ელემენტები 

§ 1 ორიგინალები და მათი გამოსასულებანი. ლაპლასის 
გარდაქმნა 

ორიგინალი ეწოდება ისეთ /(/) ფუნქციას, რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ 
სა პირობას: 

1. /(/) ფუნქცია უწყვეტია თავის წარმოებულებთან ერთად 0=/=+ი შუალედ- 

მი, ცალკეული წერტელების გარდა, რომლებშიც /(/) ან მისი წარმოებულები განიცდის· 

პირველი გვარის წყვეტას. ამასთან, ფუნქციას ყოველ სასრულ შუალედში შეიძლება 

ჰქონდეს წყვეტის წერტილთა სასრული რაოდენობა, 

2. /(71=0, როცა 1<0. 

3, /(0) იხრდება უფრო ნელა, ვიდრე მაჩვენებლიანი ფუნქცია, ე. ი. არსებობს ისე- 

თი M>90 და §->0 მუღმივები, რომ (-ს ყოველი მნიშვნელობისათვის II(0) CC M5%'. 

«ჯე რიცხვს ეწოდება /(/) ფუნქციის ზრდის მაჩვენებელი. 

I) ორიგინალის გამოსახულება ეწოდება 0=5+/0ი კომპლეჭქ- 

სური ცვლადის ”(ი) ფუნგციას, რომელიც შემდეგი ტოლობით განისაზღვრება: 
–+თ 

-ი! 

MC)= ( IC "ი. 
9 

ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილს ეწოდება /(/) ფუნქციი ლაპ ლასის ინტეგრა- 

ლი. #(ი) ფუნქციას ეწოდება /(/) ორიგინალის ლაპლასის გამოსახულება. იმ ფაქტს, 

რომ #(0) წარმოადგენს /(/) ფუნქციის გამოსახულებას, ასე აღნიშნავენ: 

M(0)–>-/(/), ან /(/)---ჩ (ი). 
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დაადგინეთ, რომელი ფუნქციებია ორიგინალები და იპოვეთ მათი 
ზრდის მაჩვენებელი შემდეგ მაგალითებში: 

1981. /(I) =6(3 4/)!, 1988. /(/) =(6(2+8/)7, 

1988. /(/) =7. 1984. /(0 =9ი->. 

1986. /(0 =“““ 
1986. /() ფუნქცია ნებისმიერი /-სათვის აკმაყოფილებს |/(0|< 

უტოლობას, </2ი!, სადაც )/V>>0, 0>90. 
იპოვეთ შემდეგ ორიგინალთა გამოსახულებანი: 
1987. /() = (0 = |0, როცა 1-<=0, 

C როცა 7>0. 
1988. ICიI =(C =00115/. 1989. I( =/. 

1990. 1) /#(0 =6 !; 2) /(0=ი!. 1991. /(/) =§51M/. 
1992, IC) =ლ031. 1998. /(/)=38M/. 1994. /(/) =0ჩ/. 

§ 5. ლაპლასის გარდაქმნის თვისებები 

1, წრფივობის თვისება. თუ /1(/)-:--/1(0) და /ი(/1+---ი(ი), 
მაშინ 

CI/I(/)-++ C5IX(0)–.–C)#) (0)+ C:”X(ი), 
სადაც Cე და Cა ნებისმიერი კომპლექსური რიცხვებია. 

2. მსგავსების თეორემა, თუ /(/) –-”(0) და >>0 

მუდმივია, მაშინ 

1 ი «+-2:7C2) I(00)--- – ჩ(– 
ვ, დაგვიანების თეორემა. თუ /(I)--#(0), მაშინ ნებისმიერი დადებითი +-სათვის 

II-9)--6 (ი. 
4. ძვრის თეორემა. თუ /(!)---/(0), მაშინ ნებისმიერი კომპლექსური /ჯე-სათვის 

ჯ 29 I()-'–ჩ(0--იი). 
ს. გამოსახულების გაწარმოება. თუ /(0)--+-/(/), მაშინ 

ჩ'(ი)–-–/ (იე, #"(0)-.-C-02/(,...; #6 ლX(0)– > C–/)7(/). 
თ 

6. გამოსახულების ინტეგრება, თუ /(,)--ჩ(0) და არსებობს 1 # (ი)ძი ინტეგრა– 

Iი ” 
ლი, მაშინ ის წარმოადგენს . ფუნქციის გამოსახულებას, ე, ი, 

6 

(ი – I #(ი)ძი. 

? 

?. ორიგინალის გაწარმოება, თუ /(/)---#/(0) და /”(/) წარმოადგენს ორიგინალს, 
მაშინ , 

I (I)+-–-ი”(0)--/(0), |” (/)+---0?ნ(ი)--ი/(0)--/”(0), 
(0) +-– 09 (0)-- 02/(0)--იI (0)--/ (0) და, საზოგადოდ, 
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(ო) -“–იე"ჩ(ი)-- ი" -/(0)--ე5-ბ/(0)--.,.–-წო-1X(0), 

თუ I(0)==I”(0)=/”(0)=...=>/("“!X0)=0, მაშინ 

I(5)() +-–ი (ი). 

8. ორიგინალის ინტეგრება, თუ /(/) ---/(ი), მაშინ 

I 

(6 +. MM), 
ჩ 

0 

ზოგიერთი გამოსახულების ცხრილი 
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–“+-% 
–ი! 

»# IC), (>0 ჩ(ი)= ( I) ი! 
ბ 

1 1 _1 

ი 

2 კმ :1 

0-თ 

ვ " ჩI 
ჟ)+1 

4 (შს. MI 

(0ი– თ)” 

5 §იჩ/ ჩ 
ი'-Lჩ 

6 005 ჩ/ : ი 
- ე0ბშ+ზ? 

7 §ჩჩ/ ' ჩ 
ჩ' –ჩ? 

8 Cჩჩ/ _ჩ 
ჩ' –? 

9 20თ/5|0ჩ/ _ ჩ 
(0-თ)1+ჩ' 

10 0C/0058წ/ ი-თ 

(ი–თ) +" 

11 751იჩ/ 2იჩ 
: (01+ჩ")? 

12 (005 ჩ/ გ -ჩ2 
: (ი"+ჩ?)?



იპოვეთ შემდეგ ორიგინალთა გამოსახულებანი: 

  

  

  

1996. /(/) =4--5C”. 1990. /(0 =- §(ი3/--5. 

1997. /(/) =351)04/--–-–20055/. 1998. /(/) =-251I02/-+3§ჩ2/. 

199ე. / (/1=51 1·51ი 2/. 9000. /(/)=005 2(-C05 3/. 

2001. /(I)=-C6I21-L26-V/-L1. 90092. /(0) =6“!/+346“?/-+LI/. 

9003. /(/) =005?/. 9004. /(/) =51ი1/. 
9006. /(I) =3/?-L2/-–-5. 8006. /(/) =3/36-/-++2/2--1. 
2007. /(1) =/პ0!'-+-2/6-1-+40ჩ2!. 9008. /(I/) =!C/Iხ!. 

9000. /(0 = > . 9010. /(0=%. 

· 0! _ იხ 

9011. I(V0 = 2-1, 9019. I(0) = “ – 

9018. /(/) =-/9(6?!, 9014. /(/) =0/! ·5IL/. 

9015. I(I) =6 -9/§ჩჩ7. 9016. /(I) =09!C/ზI. 

_ |0, როცა 1<0, 
2017. /ი =L” როცა 1>0. 

_ (0, როცა 1<2, 1>3, 
9018. /(/) =( 1, როცა 2<1<3... 

9019. /(1) ==Cლ03 C I 9080. IC) =(I-–2)პ. 

90921. /(/) =CII(/-–3). 9022. /(/) =51ი”(/––ი). 

§ 8. ორიგინალთა ნასვევი. გამრავლების თეორემა. დიუპამელის ფორმულა. 

მუღმივკოეფიციენტებიანი წრფივე დიფერენციალური განტოლებანი 

და სიხტემებ0ი 

+. ჩ(რჩდა/:() ორიგინალთა ნახვევი აღინიშნება /,(/)?/ე(/) სიმბოლო- 
თი და ასე განიმარტება: 

L 

ჩ(0)"/(0)= ( ჩრ) ·ჩს- უძ, 

0 

ამასთან, 

ჯ (I 

წირო --I-–<ძ+= ( ჩM(V/-–4 ·ჩ(0ძ“. 

0 0 

გამრავლების თეორემა. /, (/) და /:(/) ორიგინალთა /(/)ზ/:(/) ნახეევის გამოსა- 
ხულება ამ ორიგინალების გამოსახულებების ნამრავლის ტოლია, ე.ი. თუ / 1()--–-–ჩ) (0) 

და I:(I)<–ჩ”-(ი), მაშინ 

/1(/)%/ ა(/)<-–) (0) ·ჩ (ი). 
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დიუპამელის ფორმულა, თუ |0, + თ) შუალედში /; (/) ორიგინალი უწყვეტია, 

ხოლო /:(,) ორიგინალი უწყვეტად წარმოებადი, მაშინ მართებულია დიუჰამელის ფორ- 

მულა: 

ჯ 

ინ, (ი) «/”ა(0) –"- /I(/) ·/6(0)-L | ჩ 6), :CV-–-5ძ5, 
0 

სადაც #(0)–-ჩ(), ჩა(ი)–:-/ა(/). 

იპოვეთ მოცემული ორიგინალების ნახვევი და ნახვევის გამოსახუ- 

ლება: 

  

9093. /,(0 =!, /ა:(/) =003/. 8094. /,()=/, /-()) -=6'. 
9095. /.(I()=6!, 7ჯა(/)=6“!. 9096. /,(/)-=>2005,, /»(/) =003“. 

მოცემულ გამოსახულებათა მიხედვით იპოვეთ ორიგინალები: 

12 10 
2097. #(Cი) = · 9098. M(ი) ==“ ––-.. 

ი ი"ზ-L 16 იზზ. ”(ი ი01--25 
5 20ი 1 9099. -#(ე)ლ– ––––-+-- ” 8030. #M(0) = –––––. 

სასუოსყულ (ი – 2 
7 

8081. L =-ე'ე- .ო..– 0832. L = ეე –- 

ი 8?1--100-L41 შიბზ. LI ებ-20+5. 

9088. ”(0ე=- ნ8+3 9084. MC) > ---6+L3 , 
ლთ 20+10 რიმ –=- 2) 6ი+11 

3ი--1 | 0+1 908წ. I(იე)=---”- “ ., · = 6. 
სანიულოთ ბიბი წრ – თ 7ი+6 

+1 ! 1 5087, I„ე)=--–  ჩI!' „ იივგ, წ(ეც=- “" . 
(0––1X0--2)(0-–3) · (0 იეზ'ზ-+201+7/ი0 

1 -01-+0-+1 9080. ”(”0).>––-- 9040. #(ე) = –5-1ჩ+L- 
(0––1)"(0-L2) (ი (0--1X0-+1)3 

%4I. ე ას" გიკი, ჩ/ე=-7--40+8ზ 
” ი(ი1-+ 1X01+4) _ (0-–2)"(ი%-L4). 

გამრავლების თეორემის გამოყენებით მოცემულ გამოსახულებათა 

მიხედვით იპოვეთ შემდეგი ორიგინალები: 

  

  

1 9048. (ი) = · 044. Iიე)=–-–--.  .. 
თ ი(01-L1) ?944. #0) 0%(01--1) 

. L(C0) = ი , 9040, /# = 1... 
მართი ირე ა ნ ნ გაბ 
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დიუჰამელის ფორმულის გამოყენებით იპოვეთ შემდეგი ორიგინა- 

ლები მათი გამოსახულების მიხედვით: 

1 1 
9047. M#(ეს)=–-–-–, 9048. M(ე)ლ=––-–-–--, 

) ებშ-1 (0'-L1)იზ 
ამოხსენით დიფერენციალური განტოლებები საწყისი პირობების 

გათვალისწინებით: 
9049. ჯ --X=1, X(0) =0. 9050. X-–-–-2X=-90, X(0) =1. 

9051. X”-+9X=1, X(0) =X”(0) =0. 9059. X”--–-X =1, X(0) =X (0) =0. 
9058. X” -–--4X -+5X=0, X(0)=0, X'"(0) =1. 
9054. X”+-3X -+2X–=0, X(C0)=1, X" (0) =2. 
2055. X”--–-2X -+-2X =0, X(9) =1, XI(0) =1. 

9056. X”--3X -+2X=!, X(0) =X" (0) =0. 
9057. X -–-X =#ჩ, X(0) ==XI (0) =0. 
9058. XX =/-+2/, X(0) =4,  X”(0) =--2. 
9059. #” + X-–--2X--6-!, X(0)--0, X”(0) =1. 
2060. X” –--2X -––-3ჯ ==, X(0) =X”(0) =0. 

9ი61. X”+X=00,, X(0) =X' (0) =0. 
9063. X”-L-X -=511/, X(0) =X (0) =0. 

50683. X”+-4X=35!03,, X(0) =X (0) =#. 
9004. X”-LX ==10052,!, X(0) -==X”(0) =0. 

2065. X ”+4X =1, X(0) =XI(0) =X”(0) =0. 
50606. X ”–--6X”-+ 11 --6X=0, X0C)=0, XI(0)=1, XX”%X0) =0. 
2067. X”+Xჯ =1, X(C0) =X (0) =Xჯ"(9) =0, 

9068. X””-LX” =6“!, X(0) =X”(0) =X”(0) =0. 

9069. ჯ”V-I-X”=005,, LX(0) =X (0) =X”(0) =0, X” ”(0) =2. 

2070. X”M--–- 2X”-L-X =51IM“, X(0) =XI(0) ==X”(0) =X””(0) =90. 

დიუჰამელის ფორმულის გამოყენებით ამოხსენით შემდეგი დიფერენ- 
ციალური განტოლებები! · 

9071. X-–--X =L--2,. X(0) =X (0) =0. 
9079. X”--X=5/“, X(0) =X (0) =0. 

9078. X”---5X + 6X =3510/, X(თ =X (0) =0. 
8074. X ”-Lჯ” =0', X(0) =X”(0) =X”(0) =:0. 

ამოხსენით დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემები საწყისი პი- 
რობების გათვალისწინებით: 

9075. | X.-–+3X-+ყ=0, X(9) =1, ყ(ი) =1. 

ყ––-X-+ყ =0, 
9076. ( X”-–--X-2Vყ=0, X(0) =0, ყ(0) =5. 

! ყ--2X-–-V =1, 
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2077. | X'-I-2X-+2ყ =100?!, X(0) =1, ყ(0) =3. 
( ყ--2X+ყ =7C”, 

9078. | X--2X--4ყ=008/, X(0) =Vყ() =0. 
| ყ'-+-+X-2ყ =5)LI, 

90759. ( X”+ყ=1, X(0) =ყ(0)=>X (0) = ყ (0) =0. 

| ყ”+X=0, 
” /” _ _ , 2 

9080. X +3ყ , X=0, X(0) ««X” (0) =-ყ(0) =0, ყ”(0)=––--–– . 
X -+3ყ–-2ყ =0, ვ 

9081. ( X=ყ-7, 
V =2-+X, X(0) =1, Vყ(9) =0, 2(0) =0. 

2 =X-LV, 

80952. ( X =>--+Vყ-–-, 
ყ =--+VX-–-Vყ, XC0C0)=1, V(0) =7(0) =.0. 

2 =X+ყ+V, 

X თავი 

პირველი რიგის წრფივი კერძოწარმოებულებიანი 

დიფერენციალური განტოლებები. მათემატიკური 

ფიზიკის ზოგიერთი განტოლება 

§ 1. პირველი რიგის წრფივი კერძოწარმოებულებიანი 

დიფერენციალური განტოლება 

პირველი რიგის წრფივი კერძოწარმოებულებიანი დიფერენციალური განტოლების 

ზოგადი სახეა: | 

მ 2 

0)(X,, Xი, -·· Xი,?) – –+ 0ძა(X,, Xა ,..., Xი,?) 5“ +.---+ 
მX მ0X2 

+ი ს. =+ ჯ (61) "LX, X2,-.-Xი,2 მ». =5(X, თ,---,Xით,2), 

სადაც X,, X9,..., Xი დამოუკიდებელი ( ცლადებია, 2 –- მათზე დამოკიდებული უცნობი 

ფუნქცია, ხოლო თ), 0ე,..., 0,, ხ-–მოცემული ფუნქციები. თუ 0,, 0ე,..., 0ი კოეფიციენ- 

ტებში 2 ფუნქცია არ მონაწილეობს და მარჯეენა ნაწილი იგივურად ნულის ტოლია, მაშინ 

ასეთ განტოლებას ეწოდება ერთგვაროვანი, წინააღმდეგ შემთხვევაში მას 

ეწოდება არაერთგვაროვანი, 

(') განტოლების ამოსახსნელად საჭიროა დავწეროთ ჩვეულებრივ დიფერენცი- 

ალურ განტოლებათა სისტემა 

ძ, ძმას _ ძია 42 

ძი, ძა ძი ხ 
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და ვიპოვოთ ამ სისტემის # დამოუკიდებელი პირველი ინტეგრალი: 

| თ,.(X,, Xა, ·. Xი, 2)=C), 

და(X,, X2...., Xი, 2)=:Cა, 

დთდი(X,, Xვ.... Xი, 2)=Cი. 

(') განტოლების ზოგადი ამონახსნი არაცხადი სახით ასე დაიწერება: 

”MVCდ,, თეა..... V»ი)=0, 

სადაც # ნებისმიერი დიფერენცირებადი ფუნქციაა. 

ამოხსენით შემდეგი განტოლებები, და სადაც ნაჩვენებია, იპოვეთ 

ამონახსნები, რომლებიც მოცემულ საწყის პირობებს აკმაყოფილებენ: 

9208ვ. ყი +% =0; X= 0, 2=2ყ. 

2084. (1- ჯ)მ? + ჯემ2 =0; X=0, 2=-ყ!?. 
მX მყ 

მ“ მი , 2 მ" 
2085. ჯX- _– – – =0; =1, = 2?, 

მ»  /მ/ ' 2 მ? X-ს რლყ“ 
9080.VX >“ +Vწ «“ +V2 -=“ =0; X=1, M=ყ/-7. მჯ მყ ძ2 

მ" (7) 
2067. L- 2- =0; 2=1, V=X'. 

«მჯ +V მ2 

9088. „94, 29% =0; X=1, #=1ი2--1, 
მ, მყ ყ 

მ , მ! მ" 
2089. (1–– ყ)I––- +2- – =20. (2–V) 3: 1 მე "727 

290920. (/12–-/1ყ) მ« 1 თჯ-Iე% +(Iყ– თები =0. - 
მX მყ მ2 

9091. ჩენ. + (ყ + ჯებ? =2, X=2, 2=ყ–-4. 

მXჯ მყ 

მ2 , ,92 =22, X=1, 2=ყ. 20ე2. 
«მ» მყ 

2098. ჯე2 _ 02 =0. 
მმ მყ 

2094. (2–-V) 2 +C-02ე =V-X. 

ბ09წ. ჯმ =2. 2=2(X,ყ) X=1, 2=-ყ. 
X 
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90906, ყი 2“ +X2 =0 ყლ=1, 2=Xზ%, 
მყ 

3097. (1+V2-–-X–Vყ #-9)2.+2 =2; ყ5==0, 2=2Xჯ. 

მ 1 
8098. L– – :9« =LL; =2 V=–- · 

მჯ +#ვე + მ7 რ“ X 2 V+2 

§ 9. მეორე რიბის კერძოწარმოებულებიან ბგანროლებათა 

ტიპები, კანონიკურ სახეზე დაყვანა 

მეორე თს სარმომამმოებულებიაი. „ვფერენციალები განტოლება 

ა 

  

0#“ 
თ(X, ი> +206) - + იXV) 22 => M#M(X, V,V,– 9 , 2 9 )-9 

ი9VX 

არის ჰიპერბოლური აბის ი თუ ხ"-იძ6>0, –– პარაბბოლური ტიპის თუ ხ"––0C=0 

და –– ელიფსური ტიპისა, თუ სბ--ი6<0. 

ე.) 2 
“ =ჩ(>V.#,-7, <3) 
  

მXმყ მჯ მყ 

განტოლებას ეწოდება ჰიპერბოლური ტიპის კანონიკური გან- 

ტოლება, 

0 “ ნV 
> X,ყ,IM,-, ი 
მყ იჯ მყ 

განტოლებას––პ არაბოლური ტიპის კანონიკური განტოლება, 

მ“ 0V 
+. =რC „I <) 

იჯ? # ძX” მყ 

განტოლებას––-ე ლიფსური ი ტიპის კანონიკური განტოლება. 

დაიყვანეთ კანონიკურ სახეზე შემდეგი დიფერენციალური განტოლებე- 

ბი: 

        

      

  

          

      
  

ილყე. რ 0“ ი, 9100, 3.“ კ 94-ე, 
მ». მყ! მჯ. მებ 

9101, _ 2-2, 2 +2>“ +199; +4=0. 

9108. ყ! 2. +» > =0, 9104, -– ათე +L2 თ =0, 

9106. > +ყ ში =0. 9100. X => +ყ მი =0. 
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9107, > 2 =: ში +221+62 =0. 

8108. –-> 44 უმე +554 12% +27 =0. 

8109, (0?ჯ =. –2/6X-უუ- + ყ 2 + (> = 

9110, > –2 იუვე – (3 + ყIიბე ე -”2ე . 

იპოვეთ შემდეგ განტოლებათა ზოგადი ამონახსნი და კერძო ამონახს– 
თუ მოცემულია საწყისი პირობები: 

  

    

    

  

    

    

  

      

  

  

    

  

  
    

  

9111, _5% =0, 9119, 95% =8ყ, 
მყ? მყ! 

ი11ვ, --“ -0 8114, 2 - |, 
: მჯმყ წ27)7. 

იკყჟ 24 XI), ეუკც, 0# _ 10#_0, 
მიმ, ქყ მჯამყ Xმყ 
მ?” მყ 

8117, =0; სს =>=კ/9, – = (I9, 

მX? ==” # მXI) >=1 / 

2118. მ“ – მ =.20; “ =35!იV, მძ = 

მჯ! მყ! X=0 მXI»= 

ეჯჯყ. 2 _ კ 096 ,ვ -ი _ე 
მჯ მჯმყ მყ) 

ი100, ც 5“ _ კ 90% _ი, 
მჯ მყ 

იჯე1, 0“ | 00% ,მ4_ე, –..ჰ-ი. 
მჯ. ' მჯმყ ' მX ო მXI>=ი 
მშ?“ მი?“ მ" 

29192, X =20; " =2 1, – => V/. 

მთ ს /მჯმყ + სხ გ. 7 

  

§ 8. სიმიხ რხევის განტოლება 

19. სიმის რხევის განტოლების ამოხსნა დალამზბერის მეთოდით 

მ" 0” 

ირ“ ეჯ 
დიფერენციალური განტოლების ამონახსნი, რომელიც, აკმაყოფილებს 

ხ = 9 = VI ა M%, ი! ი. VCV) 
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საწყის პირობებს, მოიძებნება შემდეგი ფორმულით: 

    

    

    

  

  

    

    

    

    

  

  

  

    

X+0! 

ც-- %(X-9/)+დ/X4-0!) | _1 I +V(2)ძ2. 
2 2თი 

ჯ–-ი 

ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 

9 
9198. ი"« = მში ვ 74 = ჯ?, მ« =0. 

მ/? 0მX? (=-0 მ! V--0 
მ?" მ?“ მ« 

9194. = : " =X – =–- 

მ/? მჯ? (=0 0! II=0 

912წ. მ“ =4 მ" ჯ " =0, მ« = ჯ. 

მ/? მჯ? (=0 მ! II=0 

9120. მძ =9 მ“ ; “| =9, მ« =0C005Xჯ. 
0(/2 მჯ? /=0 0! II,+–9 

9197. იპოვეთ _019_ = ქ92 მ"“ განტოლებით განსახღვრული სი- 
0/? მX-“ 

მის ფორმა (=->-% მომენტში, თუ “| =35)იX, მძ =1. 
20 (=0 (=0 

2 9 
92158. იპოვეთ მ?“ = მძ განტოლებით განსახღვრული სიმის 

0/2ქ 0X2 

ფორმა 7=X% მომენტში, თუ ს) ==51იX, მ =005ჯ. 
(=0 (=0     

890 სიმის რხევის განტოლების ამოხსნა ფურიეს მეთოდით. 

მ?) მ?" 

ნ. მ»; 

  

  

დიფერენციალური განტოლების ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს 

დი, 5“) =ჯ%იი " = ა» =. VXX 

(=0 0! | ,=0 
საწყის პირობებს და 

(7) =0, I) =0 

ჯ=0 Xჯ=I     
სასაზღვრო პირობებს, შეიძლება წარმოვადგინოთ შემდეგი მწკრივის საშუალებით: 

=< 

Vყ(X,I)= ძი C005 ჩM0ი ხხ, 5111 ჩMი! „ვებ IX   

#=1 
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სადაც 
I I 

ძთ=-2 L დცევი ჩ%ყ,, ხ,=-2 წს ცე)§)ი ძ». 
I I (2,2) / 

0 0 

მოცემული სასახღვრო პირობებისა და საწყისი პირობების გათვა- 

ლისწინებით ამოხსენით შემდეგი განტოლებები: 

    

    

  

    

  

    

  

    

  

  

  

  

    

  

  

  

  

  

  

  

2 3 

9199. მი = ც12? მი , თუ V=0, (I=0, 1=0, 9“ =1. 
მ/2 მX? X=0 Xჯ=1! L=0 0/ (=0 

2 3 

იჯვი, -2V გი" თუ ი=0, ი=0,0=ჯ 2“61=0, 
27) +) მჯ! Xჯ=0 Xჯ=I (=0 (=0 

9181. მ“ = იე) მ"“ , თუ V =0,V=0,V =/)ი XL =0, 
მჯ2 მჯ? X=0” II II=0 (II(=0 
მ?“ მ?/ ' 

2189. = 01 , თუ =0, “# =0, 
02 მX? Xჯ=0 I==+ 

2X კ) როცა 0ლელ-! , მძ =0. 
III = ( 2 ი (=0 

2-7. როცა -- =ჯლ!, 

#+-0 ( 2 

5 2 

9188. _2V. = 0? მ , თუ იძ =0, ს =0, 
012? მჯ? ჯ=0 X=L 

1 = 4X(L--X) მ" = 

(=0 /? 01 I(=0 
2? 2 

29134. ი“ =ე1-9 4. თუ ს =0, VI=0, ი = -X. მ#« =0. 
0/? მყ? X=0 X=I V-ი ( მ! /=0 

      

§ 4. სითბოგამტარობის განტოლება 

თუ სხეული წარმოადგენს ღეროს, რომელიც მიმართულია 0X ღერძის გასწვრივ 

მაშინ სითბოგამტარობის განტოლებას შემდეგი სახე აქვს: 

· 1 
მ! მჯ) (1) 

19, უსასრულო ლეროს შემთხვევა. უნდა მოიძებნოს (1) განტოლების VI», /) ამო- 

ნახსნი რომელიც აკმაყოფილებს 

"(X, 0)=/(X), –%9<X<+090 (>9) 
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საწყის პირობას. ფურიეს მეთოდის გამოყენებით ვღებულობთ ამ განტოლების ამონახსნს; 

_ (§=XX 

0= IC. “კ I(X,1)== = --75- #/ (6)6 . 

ი? ერთი მხრიდან შემოსაზღვრული ღეროს შემთხვევა. (1) განტოლების ამონახს- 

ნი, რომელიც აკმაყოფილებს V(X,0)= /(X) საწყის პირობასა და”/(0, /)=2=დ(X) სასაზღვრო 

პირობას, მოიძებნება შემდეგი ფორმულით: 

27 

_ §-? _ (43 
2 

ი(X,ე= ლ) I0ე| “ი “, “რ!” I. 

ჯ? ვ 
ჯ = 

1 46ზ(/ – თ) 2 
+ დ(ი).2 -I(- ძი. 

2თV/ I | ს #C-» ო 
0 - 

8. ორივე მხრიდან შემონაჭღვრული ღეროს შემთხვევ. უნდა მოიძებნოს (1) 

განტოლების ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს III/=ე=/(X) საწყის პირობასა და 

M | ფათ -/, სასაზღვრო პირობებს. ამ შემთხვევაში კერძო ამონასხნი მოიძებ- 
X= = 

ნება შემდეგი მწკრივის სახით: 

(“ 

V"(VX, ი). => (31)! „ #ჩ#IMX 
" 511 ი- ; 
  

სადაც 

I 
#” 

Iთ) · §ი “4. 

  

0 

9186. ამოხსენით მძ = 0? მ“ 
მ/ მჯ? 

II((X,0) =/(X) = Mი, როცა Xს<X<ლ-X%, 

0, როცა X<X და X>>X. 

9 
9186. ამოხსენით 2 8. მ" 

განტოლება, თფუ 

  განტოლება, თუ 

0, როცა X<–V/, 

9(X,0) =IC0 = 1? ყი, როცა –-I<X<I/, 
0, როცა X>I. 
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მ 2 

9187. ამოხსენით + =# ML ურ განტოლება, თუ   

V(X,0) =IX =Vი და V(0,/0)=დ(/) =0. 
2 

9188. ამოხსენით მი _ მ განტოლება, თუ 
მ მ» 
  

V(X,0)=I(0 =0 და V(0,7) ==დ(7) =VMი. 

ე? 

  9189. იპოვეთ მთ = 27 მჯ განტოლების ამონახსნი, რომელიც აკმა– 

ყოფილებს 

X, როცა 0<X< +, 

« = ICX)= 
1=0 (L–,, როცა 5<XCL 

საწყი“ პირობებსა და VI ა=VI ,=0 სასახღლვრო პირობებს. 

  

2 
8140. იპოვეთ ლთ = 0? 5. განტოლების ამონახსნი რომელიც 

XCL-–- X) _ აკმაყოფილებს ” =/(X)= -–--–--–--“- საწყის პირობასა და MI =VI =0 
ნ=0 ” X=0 |>X=1!   

სასახღვრო პირობებს. 

2ბ7



პასუხები 

1 თავი 

  1, §=V ნი-–იდ–9)C+V-7/). 9? V => 40“ ყშ. 
ჯ – 2 5 1 1 

8. –– წჯ-- ყ. 4. - 2? XV?). 5. 1 ––;–– 212 – ;–––=; 3 ყ? VX–-V 3 XV X?) ა) 3 ) 5 2 

2 I ,8 3? 
ვ. 13. X+V% . კ) 1,6, 1) 16, 2:3)-#-=%X , _ 2X7 _ 7 გან.   

122 2Xყ 2XV ჯ„–ყ? 
საზღვრულია ყველგან. 8. განსახღერულია ყველგან, გარდა 0 (0; 0) 
წერტილისა. 9. განსახღვრულია X-?-LV? = 4 წრეწირის შიგნით. 10. გან– 
სახღვრულია,როცა X? + ყბლ1, ყ56 X. 11. განსახღვრულია, როცა 

– 
>. +%, <1. 19%. განსახლვრულია ყველგან, გარდა V#=X წრფის წერ- 
თ 

ტილებისა. 18. განსახღვრულია, როცა ყ>>– Xჯ. 14. განსახღვრულია, 
C 

როცა X»<9%; +2. 15. განსახღვრულია პირველ და მესამე საკოორდი- 

ნატო კუთხეებში. 16. განსახღვრულია 1ლX2+ყ=4 წრიულ რგოლში. 

17. განსახღვრულია |X|ლ!, |/Iლ2 მართკუთხედში. 18. განსახღვრუ- 
ლია, როცა IXI>>2, |IVI>>2. 10. განსახღვრის არეებია: 1) –-–2ლX<290, 
–რ«<ყლმი; 2) 0ლჯX<2, 0<ყ<-+-C თ. 90. განსაზღვრულია ყველგან. 
91. 1) განსახღვრულია X"+-ყI-2ზ-=1 სფეროს ზედაპირზე და მის 

შიგნით; 2) განსახღვრულია პირველ ოქტანტში. 99. განსახღვრულია, 
როცა X'-+Vყ?-L2>1.' 9. 1) X+ყ=6 (,=-X წრფის პარალელუ- 
რი წრფეები); 2) X--ყ'=C (ტოლფერდა ჰიპერბოლები); 3) ყ=06C–-X? 

(–>მ0,დ პარაბოლები),:, 4) Xყ/= C (C>0, ტოლფერდა ჰიპერბოლები). 

84. 1) X”-LVყ? =C (კონცენტრული წრეწირები); =--; 3) X=C6ყV? (პა- 
ჯ 

რაბოლები); 4) ==) -L ყ?= 2 (წრეწირები). 95. ) X+ყ+ 
2 : 

+2=0 X+ყ+2=0 სიბრტყის პარალელური სიბრტყეები); 

2) XX+ყ1=02 (ბრუნვის პარაბოლოიდები); 3) X“-L/? = C (ცილინდრე- 
ჯა ყბი ვ? 

ბი); 4) > + დ +ჯ =C (ელიფსოიდები). 96. 1) 2X-+-3ყ––- 2 =C0; 2) X-+ 
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2 
+ყ'+2=6 (კონცენტრული სფეროები); 3) X?-Lყ? =>. (კონუსური 

ე 

ზედაპირები) 97. = · ამოხსნა: აღვნიშნოთ X/ =-თ; როცა X–>0, 

ყ->0, მაშინ თ->0, რის გამოც საკითხი დაიყვანება III 2-V 9+4 · 
თ–-9 C 

ზღვრის მოძებნამდე; ეს ზღვარი უდრის –+-ს 98. 2, 90, (LM, 

  

80. II 2 (ხღვარი გამოითვლება უშუალო ჩასმით). 31. 0. მით ეთე- 

ბა. შემოიღეთ პოლარული კოორდინატები X =7005დ, Vყ =7/75IIVC; 

როცა X-+>თ, ყ->0ლ0, მაშინ „>თ და მივიღებთ III) 510 დ +C05დ 

I->% , 

ზღვარს, რაც ნულის ტოლია. 39. არ არსებობს. ვვ. 0. ვ4. 0. 85. 1) 

2; 2 =. 360. 1. 87. 1) წყვეტას განიცდის X“-+ყ'=9 წრეწირის 

წერტილებზე; 2) წყვეტას განიცდის #=X და #=--X წრფეების წერ- 
ტილებზე; 3) წყვეტას განიცდის კოორდინატთა სათავეზე; 4) წყვეტის 

ზედაპირია 2პ=Xჯ"“-++ყ? კონუსი. 38. 1) წყვეტას განიცდის ყ=X წრფის 

წერტილებზე; 2) წყვეტას განიცდის კოორდინატთა სათავეზე; 3) წყვე- 

ტას განიცდის #/=»X. პარაბოლის წერტილებზე; 4) წყვეტას განიცდის 

  

    

  

  

მ2 მ2 , მ2 
X=0, ყ=0 რძებზე. ვი. 2-2 ; –- =X 2ყ. 40. –– = – ყ ღეოძეისე » X51ი”წ; მ; X5I0 4«ყ მჯ 

_9. მშმ2 _ 1 4 მ2 _ 2ყ , მ? _ _ _ Xჯ „კა მ2 _ 

ჯ ” მყ X. მჯ (X-Lყ)? ” მყ (X+V)?. X 
_ XC ს. მ? __ __ ყ _ გ მ2_ 2ჯX ს მ2__ 2ყ 

_ VMM-ყ? მყ სავეს "მჯ »+ყ!' მყ X+V/ 
«კ. 92 =016(X-2#) 2 – რ =. 2C010(X-2V). 45. მ2 _ 30XV(5X"ყ-- 

მ» მყ მჯ 

მ2 მ2 
–ყ-L7); – მ2 _ ვ(ვკმე- ყმ- 7)ბ(5ჯ? ' ვყ?), 46. -- = 3X(X+2ყ); –- = 

მყ მX მყ 

=3(--–-ყ?). 47. 02_ _ #V მე _ _ # 48. 22 _ 
: თ ყ 94% მX 

(XV. + ყ"“ (X1+ყბ) 
= _ 1. მ2 –=  _ წ:  . 40. -– =VყX"“ 1; = XVII1X 

VX+-ყ მყ X?-+-Vყმ-LX /X?--ყ? მჯ 
ჯX ჯ 

ნწ 0. მ2__ _1. #. მ2 _ X , V. _-–-_>>>> მ2 _ ჯ · 

.. მე V მჯ ჯ-ს მყ X'-+-ყ' 
14, ნ. დურგლიშვილი 209



წა მ2 _ __ ყIX __ მ? . IVXI მ“ ჯ 
===–==- =--–-–. სვ. - == ====–-; 

მX XIV ILI-- ყია მყ XVXI +ყ მს VX-+-ყI+2) 
მი ყ ეი“ 2 მ“ 
დდაეუეუუ__ ო. 2; ვე %462 

მყ VX--ყს'-2 მ: V Xმ8-++-ყ'+-2 2» =ყ+ მყ 

მ“ მ“ მ“ მ" 
– =V+1Xჯ. ნნ. –. = ვ)ჰებეყბ2–-2; =2X#0ყ2 –- 3; -- =ჰჯმყზ-L1. 2: ყ+ მჯ ყ'2+ მი / 2; ყ'+ 

ი = 2X6X7+V2+22, მ« =2Vყ6+9+X2+22; მრ _ გ,,მაამ+ 2 67, 9 
X მყ მ2 მჯ 

მ" მ“ მ" მ“ 
= წ2(X 2-1. -- = ჯ 2-1. =(“ 2I , წ8. =V2XVIე2; = 

ყ2(X9) მწ X2(Xყ) 2; (XV) MX). §8. – =ყ მი · 

= ჯ2XVIი2; დ =ჯყა იიი, 59. I (2; 3) =4; /”ყ(2; 3) =27. 60. / „(2;1) = 
2 

; I//(2; 1) =0. 01. //„(1; 2; 0)= 1; /” (1; 2; თ) = I»(1; 2; 0) = 

ვ 
05. (0; 0; 1) ==–-2; I „(0; 0; 1) =0; /'”;(0; 0; 1) ==––6. 6წ. 27? 

ს. #-2=0,4; #ე2=0,3. 08. #.2=0,21; #,ე72=--0,19. 75. ძ2= 
= 2XV1ძ:-+3Xყ?2ძყ. 76. ძ2-> 3(I –– ყაძX-+--3(ყ2 –– X)ძყ 77. ძ2 = 

ძX-+ყძ 
=(2X+ყ")ძX-+(2Xყ-LC05ყ)ძყ. 78. ძ2= ყძX-LXV. 70. ძ?2 _ X02X+ყ99ყ · 

Xყ 
ჯ? +ყ“ 

80. ძ2 => 510 2XძX-– 51ი 2ყძყ. 81. ძე-=0. 89. ძ2=IVII ყძX-Xძყ_ –Xძყ 

ყსV ყ.-ჯ?. 

81. ძვ= – IL. -++- I+L-+ 2 ემ 8+. I =Vყ72ძX--2XძV--XVძ2- 

85. ძი “არაა ფისი ს თისიაიძყ- კომოაძი). 86. ძ0=0X +  (2X §1ი22ძX+ 
1 

+2ყ §51ი"2ძყ-5Iი 22ძჟ). 87. ძ2= X0X-- 299-=V9C, 88. ქ,  20X1+-V92V _, 
V X5ა-ყ? თ 

8ე. = 90. 2X-2ძყ. 91. #4/=36, ძ/წ=28,5. 99. #/-2>0,0071; ძI= 

  

=0,075. მვ. //(X,ყ) =9/ –- 21#-+3/?-+3/# –- 1202--/9 –- 2დ. 94. 
ტ/0ყ) =2ჩ-+-V-+C-მ+2იჩ+ჩწბ?ჩ. 95. 21,006. 9. 24,998: 97. <7 1. 

98. =0,788. 99. #I=0,062 სმ (გადიდდება). 100. #402-7 –- 31,4 სმ? 

  

  

ძ2 _ 0/(II01–1) 2 3(1-- 411) 
(მ მ ირ ბა). 101, ლა „აეა““–. 1095. => ა ==========>“ 

შეციოდე წუ IIიმ( IV 1--(37-- 4/9)? 
C74 

სივ 22- 2“ იკ, ძ2 _ _ > 900:0/612/. 10წ. ძ2 აგ,  _ 299%_. 
ძ,/ (6!L1 ძ ძX 2V §IიX 
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თ2 1 ძყ (/4-L1)(დთ + (/"-L1)IIV 
  

  

  

  

        

  

      

  

    

          

1060. -- = · 107. –- =2119/-1C/-- ! 
ძ» 1-X#? ძ 1 0052პ/ 

108. 0. 10ე. რ“. (1-–-კუ=). 110, ძ? _ 

Xჯ? 

=2(510X)?”(XCLVწX-LII)5)ი»”. 111, მ2 _2% 1-4 | მ2 = 
მი ყ ყ მი 

–_– (4+“ ი, 8 <5 =ფ 2 =I. 113. მ? ა.კ 2 : 
მხ მX X+ყ 

> ს = 00“ · 114, 02 _ + :V(00§X--6ჯ"; მ2 = –- 4ყე%ი?ს, 
მყ +: მX მყ 

115. მ2 _ მ2 მ2. მ2 _ ემ? _ მ2_ 116. 52% «ად + “ყი; 
მა მყ მე 9. მს მი მი 0X მყ 

2 "-(- იდ +5 ჯ 94 M ცი§ ი 191. მ12 _ 2(ყ ––X?) =#9. მ12 _ 012 _ 

მყ მ» (X-+ყ) მჯმყ მყმX 

= =2ჯ : 0"2 = _ =1 15908. 2 =6ჯ–8ყ; _ = –8ჯ, 

(0-+ყ) მყ (X.-+ყ) მ» მჯმყ 
2 2 ე: 

22 =10. 198. 09% =6XV?; 22 _ 6Xყ--9ყ?--1; «2 _ 
მყ" · მX“" მჯმყ მყ? 

ი 2> 2 
= 2X –- 18Xყ. 194. 922 _ _2 მ2 _ _4ჯ ; 022 _ 

0X1? 1–2ყ. მამყ (1-–-2ე)ბ) მყ? 
3 გ: X 

_... იიყ-–- 59. 29-90 ე 1V, 
0-2 ყ)მ. მჯბ ჯ მXჯმყ ყ ჯ 

მ?2 6X მ?2 მ? 
–ააე= –..  იყ·1იX. 196. ––– –= – ყ1005XV; 
მყ? ყ" მX? 

2 

ლევ –ვებებებსბსბსბესექეზეაეა აეე” > 
  

  

    

  
  

  

” (გ. 0“ „ზუ? , ი0ბს _ მ" _ =V/; # ყყ(მ; 9) =/1(I-––1). 130. აა 8?! 131. უთ =3/. 

ი · ი იი ე 

= მ“ =0; მ" 0% =- 9696 I 189, 95 =–--X(2 §Iი Xყ-- 
მუ? მჯმყ _ შუ მყმ2 მჯმყ" ” 

+XV 005 Xყ)ე. 188. = 2ყბი+V (2+Xყ). 124. ი. 
' მე მამყმი 

მშ“ !/ 
=იხიჯი -)ყს-12-. 186. –– . . =(1+Xყ)6"სშლ0ა2. 136. = 

29X. ყ მXმყ0მ2 01+#% მX1მყმ2 

=4ყ26%+V 141. ძ"2=6ყძX?-I- 4(3V –– 1)ძXძყ+ 2ძყ". 149. ძ?ბ2 = -- 

_ _(ყძX--Xძყ)" 143 ქა, (იX-– იყ)? , 
1+ჰ. რ”2=6“VI(ყიX-- 

Xყ? (X– ყ)ბ- 
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-CX9ყ)"+-2ძXძყს 145. ძ2= (4X –– 3ყ)ძX –– (3X-- 2ყაძყუ რბ: =4ძ)-- 

–6ძაძყ--2მყ,. 140. ძ2=51ი /ძX-+Xაი2ყძყ; ძ'> = 2510 2ყძXძყ + 
-C2X0ლ05 2ყძყ?. 147. ძი =-–-5Iი(X+ყ+7შ) · (ძX+ძყ–+ძუ?. 148. ძ?/ :-= 

=2(2ძXძყ-CყძX02+Xძყძ2. 119. (2ძX--ძყ). 150. ძ32=- 6X(00§ ყძX2-- 

– 3 5Iი ყძX?ძყ ––- 3005 ყძXმVყ"+§Iიყძყ). 151. ძ#= დ”(I) (ყძX-LXყIMI); 

ძ" = დ”(I) (ყძX + XV)? + 2დ ()ძამყ. 1აპ. ძი = 2ღთ (/)(CXVX -L ყძVM); 
თ'ყ =4დ'(I)(XძX-L Vყძყ)?-–-2დ” (I) (შძX”-+ძყ"). 153. ძ"2=0ი? (ი, )ძX”+ 

-2ძხ/იახ(V, შ)ძXძყ-+-ხ”! აა, შ)მყ?ნ. 154. 1) რ- ჯ (ძX –- ძყ) + 

  

მ“ ა მ?! მ"“ მ?“ 
““ (ძა--ძყ); ძ'ს= (ძX + ძყ).-2-–--- (ძX? ––- ძყ?) +––- (ძ;- +ვი“. + მი... მწმი მუ? 

  –-ძყ)?; 2) ძV % (XIX-–– ყძყ) +3 მ« ე V0XI XII; ძ?( ==რ 5 (XძX + 

  

  

  

    

      

    

    

  

+4ძებ+4 -> - X0X+ ყძყ) (ყძX 1“ +-_ ელ (ყთძX –- Xძყ)ბ–+- 

2 ძმ+ძყ) -2-“  ძაძყ. 156. ყ = --%-, + მ ტასი ვებ V 55. ყ /-1 

– _ V _. 1650. („0 1... /” =- _ _ მყი/ 

9 (ყ-––1)3 ჟ 1–ძილ0ვყ წ (1-0 005ყ) 

157. ყ" = X+9ყ-1.. V” = _ 4C%-+VM)_ .· 168. ყ'= _X-LV . ყ” = 

X+ყ-+) (X+Vყ+1) X-–ყ 
=20%+99, ჯე, ყელ. #; ყ” „== 29. 160, 1. 101. _9, 169. 

(X–ყ) Xჯ »ჯ? ვ 3 

8 და --8მ. 16ვ. -! და, 1ცყ. 92 3=X#. 22 _ #. 
. 5 მX 2 მყ 2 

აე„_-_____________. 22 _ 
მჯ; ყ–-62 მყ ყ--62 მX თ12 მყ. 

”V 

–_ Cყ - 167. შ2 = 2 ; მ2 = 2 · 168. მ2 = MM. 
ხ12 მმ XX2-–-1)) მყ M(ლ–1) მი 607-2 

–XჯV 

__--–ჟ___ 
მყ 6-2 2.--Xყ 21 -XVყ 

– -- ჟე”? ?იშწ––332..... 
2 2 23 უვ ვ? 

–--____-_____ .. 
1-2 (1-–- 2)? 

_ დ–-XძX+C–-V)ძყ . ძე = (ი-XძX+((–-ყ)ძყ მ9 _ შ–Xჯ მყ _ 
ელლ , შ-ს“ ” მჯ ი–ს ” მყ... 

212.



  

ს–ყ მხ V-X მსხ V- _ ((+VM)ძX--(C+I-ყ)ძყ ქ 
= __<3-<კ__კ___–იიი 

    

  

, =--72, 9=“ M.2)ძყ= 
თ-ს მX შ-ს მყ ს-ს“ X–ყ 

_ (#-+X)ძ0იX+C-+X)ძყ . მ" _ _ #+V. მყ _ _ 9LV. მხ =>=1 

X–ყ მX X-ყ” მყ X-ყ მჯ X-Vყ 

მს 9+X კვ 5 <9 2“ 7 +ყ=0. 17. “M L 00/=0, 178. 
მყ X–-ყ “იი 

3 

_-4X ა 0. 170. ლ > +(2 _1=0, 177. 1 ძი. 178. 
ძყ/? ძყ » ძო 

ძ_, 179. მ2 _ ი, 180. 92 > 0, 181. მ?2 =0. 189, (C = 
ძი მ“ მ“ მVმც მყმე 

–_–_..ი“ თ6)1 ში,.10_ 0, 18: 
2" მი მსმი ხმსხ მტ) მდ. ”#მ, 

IX+ჩს, ყ-L/) =Xმ3-- 2ყზმ-XV+- M(3X"-- ყ)- ჩ(6ყ2--X)-L 3Xს---ჩMჩ--6ყჩ-+ 

+/პ+22. 186. /(X-ჩ,ყ-L-M%) =0X--+2ხXყ+ი0ყ+-2(იX-ხყ)ჩ + 2(6X2+ 
–+ი0ყ)/+იჩბ--2ხჩM-++ ი". 1897. M(X,ყ) => 1–– (X -L 2)? -L2(X-L2)(ყ/––1)+ 

+3( –– 1)ბ. 188. 1+-ICC –- 1) + (/+ 1)) ოფ“ 

+ (3წყ–– 3Xყ?–- 2ყმ). 191. ყ(1) ==1 მაქსიმუმი; ყ (8. ა = მინი- 

მუმი. 199. /(-V5)=0V2 მაქსიმუმი. 193. ((-, )=2 მაქსი- 

8/ ი. · 

მუმი. 194. ყ (:=) =01/ 37% მაქსიმუმი; 73. 

2 – = – –6I/“ ფგფ- მინიმუმი. 195. Vყ(I/ 3 )= V27 მაქსიმუმი; ყ(–1/3) = 

8. ხ5 ხ? 
= ––)/ 27მინიმუმი. 196. V (> – 1) = – -- მინიმუმი-ი 197. 2(4; 

ძ 

–-.2) =13 მაქსიმუმი. 198. 2 (1; 21=-––1 მინიმუმი. 1ეიე 2(1:0)=>=–-1 

      

მინიმუმი. 900. 1-8 ფ)= –“ –----------.-.ი.ი.6. 

მაქსიზუმი 909. 2(4; 4) -–12: ს გუქსიმემი. 903. არა აქვს ექსტრემუმი. 

ბი!. არა აქვს ექსტრემუმი 205. 2(02; 1)= –-28 მინიმუმი; 2(C–2; 

–-1) =28 მაქსიმუმი. 900. X(1; 1)=-4 მინიმუმი. 907. 1 -I)= 
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=ა 

მინიმუმი 908. 2( – 2; 00) = – – მინიმუმი. 
6 309. 

C 

– 2 

2(5, 5)-2 მაქსიმუმი. 910. <> §) 
3 

9211. არა აქვს ექსტრემუმი. 919. 2+V2: </> 3-8 მინიმუმი. 

თ1ვ. 2(1; 11=2 მინიმუმი. 914. ((–< –_ --: –_ +) = 11 მაქსიზუმი; 

18. 12 36 
– 8 =- მინ მ · :(-: ; 3 =1 მინიმუმი. 915. 2 13: 13 13 მინი უმი. 910. 

2(0V 2; ძთძV 2)= V2 მაქსიმუმი; 2(–-0იV2; –ძ V 2) = - V2 

მინიმუმი. 9217. 2(0; 1) =3 უდიდესი მნიშვნელობა, 918. 7(1; 2) =17 უდი– 

დესი მნიშვნელობა; 2(1; 0)=–-3 უმცირესი მნიშვნელობა; (C–4; 6) 
1 

სტაციონარული წერტილი ძევს მართკუთხედის გარეთ. 919, (ს 8 = 

2
8
 ვ 

=-2 მაქსიმუმი. 

  

  

+ უდიდესი მნიშვნელობა; 2(4; 2) =––-128 უმცირესი მნიშვნელობა. 

9950. 2-3; 0) =7(0; ––3) =6 უდიდესი მნიშვნელობა; ·2(––-1; –1)=–-1 

უმცირესი მნიშვნელობა. 991. X–++2; 0)-=4 უდიდესი მნიშვნელობა; 

20, +2)=-4 უმცირესი მნიშვნელობა; სტაციონარული წერტილი 

(0; 0) არ იძლევა ექსტრემუმს. 9299, « V2 ; -V2.)=V2 უდიდე-   

სი მნიშვნელობა; #-+2, –X2 )= > უმცირესი მნიშვნე– 

< == და = 994. ტოლგვერდა სამკუთხედი, რომ- ბა. 9იე, -“ ლობა ვ: 

: 8 3 8 ის გვერ 2. .996. (1; 2); ჩა).=--–, 990, (5; 3 V (5, ლის გვერდია (1; 2); /უმი. IC 5. “3 5 

  

ვ | : 

ი I 3–53ჰ+- უფ ჩულიდ, => 55 „ 997. კუბი, რომლის წიბო არის 

9 VI ზუმე,=6 # V-ა 9908, უდიდესი, როცა X=8 სმ; თ=609, სადაც 

X-ით აღნიშნულია თუნუქის ფურცლის გადაღუნული ნაწილის სიგანე, 

  

    

ხოლო თ-თი -- დახრილობის კუთხე. 999. X-+2ყ-+-32--14 =0; Xჯ-1 = 

ყ–2 2-3 X-1 Vყ–1 2–3 
= ლილე = .· 980. 2X-+-40--2--3=0; = = 

2 3 444 2 4 · –1 
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' ვ--4ყ-–62=0 ვ-=%--=<5- ივი, 8LL9ყ-L6V11 2 

_ "V- 1 – 411 
_ 36=0; X-2 = ყ = 62 ) 11 „· 2583. 12) MI _ 221 ._ 1; 

8 9 36V11 ე? ? ი? 

X-XI ყ-ის 2-5 984. X--11V--52--18 =0; X-1_ ყ-2 = 

, M _ ?. 1 11 

ცე? ხ” C: 

- 3 _ 

რ. 935. X+4ყ+62+21=0, 930. ჯ-L-ყ –2::9=0. 937. 1-2 ყ-4_ 
5 ვ 4 

=----2, ნორმალი განსახღვრული არ არის 0 (0; 0; 0) წერტილში. 

2 1 
938. C005 X= == 005 ჩ=- – <5) 005 7= – “3 „- 939, 3L--.მყ-2-–- 

–2=0. მითითება. V და დ პარამეტრების გამორიცხვა გვაძლევს 

9 
X-–-- 3აყ+-22=0 განტოლებას. 940. 2X+ყ--2--2=0. 9141. უი. 9«ვ, 

60” ან 120. მითითება. კუთხე ორ ზედაპირს შორის ეწოდება 
ამ ზედაპირების გადაკვეთის წირის წერტილში მათდამი გავლებულ 
მხებ სიბრტყეებს შორის მოთავსებულ კუთხეს. 944. ზედაპირებს ეწო- 

ღება ორთოგონალური, თუ ისინი მართი კუთხით იკვეთება 

მათი გადაკვეთის წირის ყოველ წერტილში. 94წ. (0; 0) განმხოლოებუ- 
ლი წერტილი. 946. (0; 0) განმხოლოებული წერტილი. 917. (I; 0) 

ორჯერადი წერტილი; მხებები: ყV=-+(X-1) 918. (0; 00 ორჯერადი 

წერტილი; მხებები: #=--X. 949. (0; 00) ორჯერადი წერტილი; მხებები: 

X=0, ყ=0. 950. (0; 0) ორჯერადი წერტილი; მხებები: ყ=-X. 951. 

(0; 0) პირველი (გვარის უკუქცევის |წერტილი; მხებია #=0. 959. 

(C-2; 0) პირველი გვარის უკუქცევის წერტილი; მხებია V=-=0. 95 

(0; 0) მეორე გვარის უკუქცევის წერტილი; მხებია ყ=0. 954. (0; თ 
მეორე გვარის უკუქცევის წერტილი; მხებია #=X. 95წ. (0; 0) თანა- 
ხების წერტილი; მხებია #=0. 956. (0; 0) პირველი გვარის უკუქცევის 

წერტილი; მხებია #=>20. 957. #2-+ყ?=-9. 958. ყ=-7%- 959. ყ=-+/?. 

თ
 

დ
 

4 2 

960. X=0, Vყ=0. 961, ჯმ +. ყ2 --5?. 969. VXII- ყმ =1. 963, #V=1 
(მომვლები წრფე). 964. ყ/=0 წრფე არის გადაღუნვის წერტილთა სიმ- 
რავლე და მომვლები. 905. X=0 წრფე არის უკუქცევის წერტილთა სიმ– 
რავლე და მომვლები. 906. #=1 წრფე არის უკუქცევის წერტილთა სიმ- 
რავლე და მომვლები. 967. 0X ღერძის წერტილები უკუქცევის წერ- 
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ტილებია; მომვლები არა აქვს. 268. 0ყ ღერძის წერტილები უკუქცე- 

ვის წერტილებია; მომვლები არა აქვს, 969. VX +VVყ =Vთ. 970. 

  

#2 LV II =V II. 97. X/ = --. 979. X/=2+.--. 978. 1)57 = – 2 2X ძ/ 

– “ (+ იც 2 “ = 2, +-21+ #3) ს! =2I + 5I11"/ 1+/ ძ/ ' « 
+ –I- > ჩ. 974. 3 + 4ყ =0- ტრაექტორია; მ =4/ –-3/; თ= 

=0; IV =5; ICI=0. 975. 2-1 =-%- =-! 9 = –-8//+6/M; 

– 

=-ზ/+ 6 I9)=10I/ |თI= 10. 976. 9%(5) =თ(+0/; 

– – – 1; –- – - 4 ჯზ 

შ(ი) = 201; თ – |=თ(; CV(C)=–ი/. 977. ყლ= –- X- –- “––ტრაექ- 
2 3 9 

ტორია; 0=3:+2(ლ2-07/; 9(0)=3(+4/; V)=3(+2/); V(2) = 
– – 35 – 2 

=3/; ი(3=3/ –2/. 978. + #-I. ტრაექტორია; 9 = – 

–3590#-/+4 ლ08% · ;; თ= –-3 ლ08/ · ( –-45ი/. ;: ყ(0) =4/ ; 
– წ _ 4 – _– 

– =-; ;, = –- =-- 3;/; (+) == L+2V27; "5 ) 3; თ(C) ; 

  

ყ-ის 

იყ 

  წრფე); 2) +V. = 1; 3) X= + ყბ. 988. ძ5§=-2ძ/. 984. 

1 –1 
ძ5=50CCIძ/. ?885. ძ5§=(0'-+#0-/)ძ/. 986. ძვ=1/3 ('ძ/. 987. “--=9#M--= 

  

  

2 

= ; X4+2ყ+372-6=0; 005 C= –--–--; 005 ჩ = -–-==; 0054= 
ვ +24+ VI 14 ჩ 14 წ 

”? ” M9V2. 
ვ = 92 “იც = 

=--–. - = = –= : 2X-–V22=0; 
14 _V? 

· » ყ- 
=–- = =–--. 2890. --–– ლიი 005 თ == ა -“ ; 0058=90; 0057= > –# 0 
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“2 ყ 2–1 

· =– , 2ჯ- 1 2 X+Vყ + 

X–1 _ ყ–პ. _ 2 

12 –4 

X–1 ყ-1 2-2 X–-–I => 2 ; X+ყ+-42-10=0. მ39ქვ. 
1 1 4 ” # ვ = 

1 (ბინორმალი); 3X + 3ყ--7-2=0 (მიმხები სიბრტყე). 994, +-= 

  

4 
–+272--6=0. 991. ; 12X-––-4ყ+32--12 =0. პეპ. 

_ ყ#ყ-1 _ _ 2-1 
      

ლ 
(ლ
 

– 

=%-1- 2-1. 6+--8ყ- 2-+-3=0. 995. =M+2 2-2 (მთა- 
8 1 01 <1 – 

ვარი ნორმალი); X-–-ყ--2--2 =0 (გამწრფევი სიბრტყე). 92ე6. 2-2 = 

  

    

  

  

1 0 4 –3 2 

X-–-4 3ყ--8 2-2 ჯ გაოვიგაო ლივი 998. XX9= > (ნორმალური სიბრტყე); 

X-ს =0 მიმხები სიბრტყე); 2=0 (გამწრფევი სიბრტყე). 999. # = 

_ 2V904+90+1 . » _ 3 __ . (C)=2; 70) =3.  ვი00. 
+#(9/1-C4/2-–-1)2 9/1-L9/'-L1 
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იყი. 9 , აე.” X% ვ =ყ(C6 +!) 995.ყ”(C6“ -- 1) 1. 994. V (C+“, |)“ 995. ყ = 

ი 
1 

=M)) (C+-, იჯ) · 996. ყბ=C6“ X+X-–-). 8907. ყ9(CეCს+ IL 3) = 1, 

993. ყ(CX+IIX+1)=1 999. ყ= ველი – ყ= 38 1 · 

/---X1X- , აღუ 

  

ევვვებაო··._–_გა--.. 
=> 

კაო 2 
+1=Cყ. 1002..XI=C2 “–ყ-+-2. 1003. 7V-+-6Xყ--5/” =C. 1004. 
პმყ--2მყ"-L3ყ =C. 1005. XI 6ს- -/=C. 1006. X6V--ყ?=6C. 1007. XI+ 

– გ 

–+00“ყ+V =C. 1908. <= ი052/-+-X=6. 1005. XV=C. 1010. 1090IX+ყI+ 

„2 

+ # -0. 1011. XL-ყ+ -” =C; წიყ-L- ==3. 1019. 3 + 
ჯ ჯX 

  

სყ 

X X 

ს 
+ ყი? “ =C;: 3 –+ ყი ” =2. 1013. | =X--2X9ყ-+-ყშ-C. 1014. I == 

=Xმ?მ--X2ყ-- ყი ყბ--C. 1015. #=>+ ჯ1იყ-- C05ყ+C. 1016. V = 

ო” 

=V #2 -+-ყ? +-C. 1017. (=X1I-+--3წყხ--I+-ყ---2+C. 1013. IV =Xყ2– 

ე ყე 71 ჯ 
– #4+M# - “ 12. 1ი1ი. (# =VIIყ--XC05 22+ყ?2--C. 1030. I(-=-- + 

2 2 Vყ 

ყV 2 ჩ ა. ' ა 
++ +-–- +C. 1021. 2:0+--ყ?იL=-C. 1022. 6-Vლ0§ X =X-I-C. 1923. X-I- 

22 #X 
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, ყ” · –-- 1 
+” + # =C. 1024. X5Iჩ ყ+VIV.=C. 1095. X?ყ-- – -2C. 1020. 

X 3 ყ 

ჯ IIX 1 
„ა'ა–- ./ =C. 1097. ოთ '=C. 1023. ყლის – + _ <IიX ი0§L- - (2. 
511 ყ 2 2 

1ცხ2ყ. –... - 1030. 15ყ-+C=-LI61 (1-– ჯებ 
=' 1 

–-10V (1--ებ). 1031. VX=20--–-, ყ= ე- 2 +C. 1012. XI = 
· ჩ 

=5)00+Iიი, ყ=/035)00+00§5 0+ 0+C. 103. X.=იი- ხის, რ6V:= 

=3ვ3იიბ?+4ხ01?+C. 1034. X=C+ი. ყ--მი--)+C 4-C. 1085. X-:-: 

=C-–-0))--1. 10230. X=+- (2IC51იყ–--VV 1-–-ყ )-- C. 1037. 

ვ ' 2 · 
X=20ი+ -2 0'+C, Vყ--0'+ი?. 1038. XV=-=20ი“--–- +C, ყ= #1? + 21ი ი. 

ი 

1ივე. ჯX= –– )ი?ი+I1ი0+C, ყ-==იIიი. 1040. X:-=0ჩ(ი0-I-1)-LC, ყ --ი“ი”. 

სა
! = 

1041. (CC 2/+C)C(+V--1--C6-9) =0. 1049. (XI--C)-C2ყ--C) 0. 

1049. (VV-–-C1- -- =0. 104. “ლ II---- 0. 
9ე? 1-- 00აX 1-–C0%-ჯ 

1045. 1) ზოგადი ამონახსნი ყ =-CX- წარმოადგენს იმ პარაბოლების ოჯა?ს, 

რომელთა წვეროები კოორდინატთა სათავეძია გარდა ამისა. განტო- 
"ლებას აქვს კიდევ იგაეგიალერი წირი X=0. კოორდინაბთა სათავე- 

ზე როგორც /(, V) =5, ასევე ი =2 განიცდის წყვეტას. ასეთ გან- 

საუუთრებულ წერტილს კვანძითი წერტილი ეწოდება; 2) 

ყ =CX(CX5=0) –– ნახევარწრფეთა ოჯახი. 0(0; 0) წერტილი წარმოადგენს 

კვანძით წერტილს. 1046. V?-–-ყმ =-C” -– წრეწირთა ოჯახი (ცენტრით კო- 
ორდინატთა სათავეში). თვით განსაკუთრებულ წერტილზე არ გაღის 

არც ერთი ინტეგრალური წერი. ასათ წერტილს ეწოდება ცენტრი. 

1017. Xყ =C –- ჰიპერბოლების ოჯახი. როცა C =0, მივიღებთ საკოორ- 
დინატო ღერძებს X=0, Vყ-=->0. ეს წირები გადის სათავეზე. დანარჩენი 
წირები განსაკუთრებულ წერტილზე არ გადის. ასეთი სახის განსა- 
კუთრებულ წერტილს ეწოდება უნაგირა წერტილი I1ILMა, 

წ) ლ» (ყ# 

V X+ყ =C6 2. პოლარულ კოორდინატებზე გადასვლით მივი- 

ღებთ ”«=C60?. 0(0; 0) განსაკუთრებულ წერტილს ეწოდება 'ფოკუე- 

სი 1049. ყ--1=(X-C); ყ=1. 10590. ყე =(X-+C); განსაკუთრებუ- 

ლი ამონახსნი არა აქვს. #=0 წრფე არის მაღებულ წი<თა ოჯასის 
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უკუქცევის წერტილთა გეომეტრიული ადგილი. 1051. (X--C)"-+Vყ? =07; 
1 

ყ=+ი. 1039. (X-+-V 2 C)?--ყ? = C; #M=+X. 1053. ყ=-- 005 X + 

/3. კ ჯ C 2 
+ + აი. 1054. M =1–- =) ყ=Xჯ- = 1055. X=–- + -–- ჩ. ყV= 

ს” 3” 

1 
2 1ჩ', 1050. #+- C1100. ყ=- (C+!)იი)- -–. 1057. X=C6 "> 

ი 3 გ" ჩ ი 
1 · 

+2(0--ი), ყ=X(1+/ჩი0)+ი". 1058. X=- C–იაიი-–-0ლ05ი), ყ= 
ი“ 

=2%ი+ა)იი. 1029. ყ-=(CC+VX+1)' ყ=0 განსაკუთრებული ამო- 
ნახსნი.ი 1000. CV =(X-–-C); ყ=0 და #=-–--4V-- განსაკუთრებული 

2 
ამონახსნები. 1001. /=CX+C9 /=--%. 1008. (რინდი ყზ=4ჯX. 

ე __ 106ვ. ყ=CX-0V1+C? X-+-ყ= ი. 1064. #V=CX+ ყმ =   

ლლ, 
7 9%0L 
<2. 1005. ყ=CX+C–C“; ყ- 99, 10060. #ყ=CX+C-L6C“; 

ყ= (I+1) ი) X-1I–-X-–-1. 1067. 2X--+-ყზ= C. 1063. X'.-Vყ?=C. 

10კი. ყ=CX. 10170. 2" -+3ყ1-- CC. 1071. ყ= CI”. 10:79. X” -L+ყ/1 
-– 2CX=0. 1073. კონფოკალური ჰიპერბოლები. 1071. X?-- ყ? =20?)იCX. 

2 

მითითება. მოცემული ელიფსების ოჯახის განტოლებაა X +. 
ცზ 

+% =1, სადაც ძ მუდმივია, ხოლო ხ -––- ცვლადი პარამეტრი. 101715. 

#„=2 0056. მითითება. როცა წირთა ოჯახი მოცემულია პოლა- 
რული კოორდინატებით /(, დ, ძი) =0 და «X.,ო დ, ””) -=0 არის ამ ოჯა- 

ხის დიფერენციალური განტოლება, მაშინ ორთოგონალური და იზოგო- 

ნალური ტრაექტორიების დიფერენციალური ,ბანტოლებები შესაბამი- 

  

    

სად არის: «L, დი, – 5 |=ძ, თ/„ ი, +C+#, )=9 (> =IდCთ). 

, L ”'-წV 
: V 

დჯ 90I-- 

1070. „=C(1-–005 დ). 1077. V/X'-+ყ? = 02 , ან პოლარულ კო- 
დ 

· Cი ორდინატებში: „=C6 . 1078. „=C. 1079. X=---”- +20, ყ=ი!– 

Vნ” 4-1 

_ C= –2. 1080. X=--7-- 0+4 '(Iე  VI+1+1_ _ 
Vი?+-1 V/0-- ი 
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1/0?პ+1 11 1 “ის ჩ/ Vი11+1 17#X?1-1 X1 – |) ყლ. ---–-) 60. (0001: 005: ), _ 
ი' 7 <0) '.2 (» ი ი? ) · - 

– ---. 1081. #»= –L | თ“ (+ + მIC (ი) კ ყ=– 
ი / 

  

  

2ი" V01-L1 

' C 1 – -–==–- | C+Lი(მ-0(ფ0-–-ი) ) · 1089 ს =---- V 902-+1 | | 1ი'-1) ' 2ი! 
6 

Xჯ 

1 C ყ 
ყ= >=>=+-– · 1083. | =CXჯ ა ==-. 1081. = C · 1იჯა, V/08-+1 ი ყ დაყ + ყ 0 “ 

(L-)-–-Cყ=0. 1096. ყმ-2IიC, 1087. X”-I-ყზმ –ი“(L--C)?. 1058. 
X 

  

  

ჯ ი – _ _ 
== IC თ) -( 2) 1 1089. VX-I- VI ყ =Vი?. 1000. # = 

C(2ყ+C). 1091. CL, “-C. 1002. 1), 2) Xყ=-6. 1093:. ყ= 

94. XC ჯ 
X ჯ 1 ჯ «ი 

=- _-– ი. ?.. .) < I%- 2 C6 C 6 · 1094. ყ?--4იX--40 1-2 · 1095. ყ= 

=C“--+L 3 1096. Cყ“–Xყ+2=0; ვყბ?-2V-- 4-0. 1097. ყ? = 
X 

ჯX –+X ჯ 

· 1 +-> . +5 ” +% 
=CX;, ყ'= 8». 1098. ყ =2C C2 +_+ ი“ , #=-> ტე –+ 

_ + ხ! + _ CL 
ძ ძ 

–--6 · 1099. 3,9 კგ. 1100. X=C6 , სადაც X+ით აღნიმნუ- 

ლია მარილის რაოღენობა ჭუ რჭელშმი მოცემული / მომენტისათვის. 

1101. /-ლ210 წამს, მითითება. ხვრელიდან გამოსული წყლის სი- 

ჩქარე გამოითვლება V =-0,6V2Cს სმ/წმ ფორმულით, სადაც დ სიმძი- 

მის ძალის აჩქარებაა, ხოლო / –– მანძილი წყლის ზედაპირიდან ხვრე- 

ლამდე. 1109. /=-- VI... ! 25 წუთს და 56 წამს, 1103. ყ = 
0,30'V2წ 

ე ვ 
=% “-CX++- CC. ყ= > + => · 110+. ყ =–--0052X + C)V-Cა: 

ყ=–--C:052L+1!1. 1105. ყ=-–-I)ი0)ლ05V) +CL+ CC; ყლ––1IიI005 VI. 

1 100. ყ=მიX+52 X ---C-X+Cე: V#V=3)0;+2X---6+L+ 6. 1107. #==-- 
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C. . X? 1 . 
–60 XL ი 6ასირი: სხლ–--ი 1 ა 1. 1108. ყ=- გ9X+1 

–CX·-+6C.X-Cვ. 110%. ყ-=005 X –- 5111 M5. CI? + რაა Cე. 1110. ყ-- 

=1ი III II+-C,V“-I-C:X+Cვ. 1111. ყ=< IაL-- 36 + , მარ CფI+C.   

1115. (#–5 –CV-Cა |'#-2-ფX-Cა =0 1113. X= ყ2?+L); 

#=-” ი! -+ C,M%L6.. 1114. X=20”ჩ-Lი: ყი ნ-+ ილი. . 89 

28 ' 4 2 

%
-
 

3 

–1+ C )თ+ #. –-C,0ი+C.. 1115. წ (=: > +C)იX“+-C.:. 1116. ყ= 

1 1 - · 
=- –+CIიX+-C.ა. 1117. კ =- )ი1:–- C,)IიX--Cა. 1118. ყ =C)51)1V– 

X 

–X- 3 902X---. 1119. ყ=2 #0“ -C.X+Cა: ყ=X0-+-3X+I>1. 1120. 

: თ 
ყ=10(X2+-2C)) + C»: ყ=2--Iი =>. 1131. ყ=6)XI0IX+-C,X--C6ე+ -- + 

+ = 52) “–Cა+-Cთ-C (I + C)IIი (C+ 6,)--1)1. 1199. L. 1199. 

12I/ -= (L+C))?– 

ლ I 

C.. 1194. I =-–-Cე0'--C.X” -L CეX+-Cჯა. 1195. #= 1 

3 
2 2 

=-()-2») --C-სI+Cვ 112526. (L-C,)?-- (ყ/-–Cე)?=!1. 11951. ყ1= 

  

=CფX-6C #=6. 1123. «=> I -#- --0ა #=6. 1120. 6რ-60 X 
1 MM” --CV ! 

2 
2 (X-I-9)? 

X(ყ--1)=C). 1130. ფ0++C=( CV- !) , 1131. /:= 92 . 

C, 

ე C.ა > 11392. ყ--XL1. 1133. ყ-=C:26 !'. I18+. ყ--CაI20 თ. 113§. 1იV/= 

=CIV"-+X V1+ X"-+LI0CC+ L1+0)I+-C. 1136. ყ#=-:C.VC,-I- >. 1137. 

,/=- 1. ამოხსნა #2 109 2ძყ ძ. 
  

CIX--Cა ყ” ყ  Vძ ყძX MV 
1 

=29V, ი ყ/=2)იყ+I0C,, ყ' =Cე0/, -> 4ყ # CV, ძყ =C)0ი., – – = 
ყ ძX ყ? ყ



(X 1-C,)“ 

!! 2. 
=CIX+Cა, ყლ=“-–--–---. 1148. მICIC ყ =-CIX--Cა. 1139). ყ -=Cან 

C,X--Cა · 

  

1 
= 0. 1112. C)ყ"-–-C'I---6)". ს. 1113. წრფუვა2 დამოუკიღდებე- 
ლია. 1144. წრფივად დამოუკიდებელია. 1142. წრფივად დამოკიდებუ- 

ლია. 1140. წრფივაღ დამოკიდებულია. 1147. წრფივად დამოუკიდებე- 
ლია. 1145, წრფივად დამოუკიღებელია. 114. X?V” –-2XV” + 2ყ ·-:0. 

მითითება. საძიბელი განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება 

ყ=C)XV+-CLაX”, აქედან ყ” :=C)+2C.X, ყ” = 22. მიღებული სისტემიდან 
C, და Cა მუდღდმივების გამორიცხვა მოგვცემს საძიებელ განტოლებას. 
1150. ყ”+ყ=0. 1151. §Iი 2X-ყ'--2ლ0052X-Vყ =0. 1159. ყ” –- 2V + 

+-ყ=მ. 1153. ყ-- 3 2ტც. 1151. ყ=3---5LC – 20. 1155. 
§%იX 005 X C» 

V:=C, ფრ 6 ----. 1185ს. ყ-=CX+-. 1157. ყ-:CIX+ CაIი XV. 
ჯ X 

11140. -ღ= IV C #+V 6816, <X4+Cვ. 1141. (+--C))?- (ყ/--6))1 -> 

  

1153. ყ=C)5I)X+C5ი?». 1130. ყ--C.-LCC-- CაელIVX. 1160. 

ყ(1-–- 1)  2C,X+-Cეა(1--#X-+5-2X Iი 1). 1161. „”-4ტ:+§-5 + 5. 1169. V == 
MX 

უუ 

=4X+L8IL-- მ. 1103. ყ = 429+8+2. 1104. ყ =- 401 + 8XL-- 

–ჯ--1. 1165. V#-=C)6“+--C.”. 1166. ყ:-C,6"+C.C'. 1187. V == 

=C)0"'-+C.ა მ. 1168. V=-C)6 %I-+Cაი"“. 1169. ყ=CI+Cა:C. 1170. 
4 

“3 
ყ=C. -+C.0-:+, 1171. ყ=C2ი + C.C". 117–. X =C)6“" -L Cენ'. 

3. 3. 
2 –. 

1173. == 46'+60ი' 117+. #2. –ჩ8 .· 1175. #V=(CI)-+C5:X)6 “>. 

3 3. 
-ვ-ჯ 2242 

1176. V-(C,-+C»X)6 1177. ყ---LCC)4-C:X)0 .· 1135. სყ = (C. + 

ჯX 

4 . 
+Cა2 . 117ი. #V-=(2-3ელ ი 1180. ყ=2ჯXო. 1131. ყ == 

=(C, 005 2X+C.51ი2ეძ“». 1169. ყ =(C) 005 3X--CავIიპაედ. 1183. ყ –. 

–- _/ 2C-:-M53 6 თ + ) «-> 
–( IC05 2 X--Cა5I 2.“ · 1184. VI. ·(C, -0§2X-'-C55II12X)6 ““%. 

1166. X-=C) C05Cთ/+-Cა5Iი ი. 1180. / --C) 005X--C.5Iი. 1157. V-- 
=5ი2 1188. ყ-ი (005 X- 25Iი 6. 1189. ყ= (C, + CაX)6 + 
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ჯ? 3 
+ ე + ++. 1190. ყ=C)6'+–Cე0 %-V+ჯ-–-3. 1191. ყ=C6"-+ 

ჩჯ – 3 => · 

–-–Cა6 პ –1ჯს-“4L-- 15. 11952. სყ = (C «იV” X+Cაი%2-  ) ” -2+ 

--3X--5. 1199. ყ=C)-L-Cა6 -+-პX. 1191. ყ=C)+C:0++X. 1195. ყ= 

5 
ჯ X? #X) “5. 7Xჯ ვV ჯვ 

=C)+C56 ლ ლ--->, 1196. ყ =C)+Cა6 +X 12. 11 C9 კ ” 6 Vყ 11. Cი 125 C + 2 

ე 02% . 
1197. ყ= (C,+-C:X06 '-ხ-6. 1198. ყ=C1005X+-Cე510 X+-20'. 1199, 

ყ=CC" ++2 MX LC -V 2) _ 3ჯგX. 19ი. V= C)6+ + (00) –+ 

+(> – »+1)C.. 1201. /-( C.,+Cაჯ +5 ე 1902. Vყ-=C)0“% + 

. 1... 
–+ Cა6 39X -L X (> –ე§ 35 1903. ყ=C)6'+-Cან”+-- (5510 V+-700ყ)). 

2 · 
15041. //= C)6"+Cა6 2X-- (3 51ი 2X + 0052»). 1903. ყ= C) ლ005ჯ-+ 

+ Cა5იX-0X(20052X + 5 ი 20). 1200. ყ=C)0052X –- C: 51ი 2ჯX + 

20ლ0053X--5ი03X. 1907. V=C) 005 X+-C, დიXL+-2 აშ. 1208. V# = 

: X : ი . 
=: C) 005 2X -L C»ა 511 2X- > ლ052”». 1909. ყV=->C)ე-+Cან" –-X-X?-- 3X6%. 

· ჯ. .. 1 
1910. ყ-=C) 05 X--Cა 510X-–-> §5I1X– “ვ 905 2. 1911. ყ =C)0? + 

  

1 1 
+ C:60 1 –ლ0054CL- –- 005 2X. მითითება. 005X0053V = 

34 10 

1 1 (-- 1 
= – 00§ 4X+ 2 ლ0§2.. 1919. ”ყ= (C)-+CაX-X”)60?+! + -L · 1913. 

: ვ» ი. 
ყ=6'+-X. 13214, ყ=--X6“ + 1918. #M=6(60- ჯ- X+-1) 1916. 

1... 1... · 
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ი=- 19955. §= 1-+ > )ი 2!. 1220. ყ<-5. - ში! + ყე. L257. 
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=C)6“-Cა6X-+Cვლ». 1319. ყ=C)6”-+Cა0“ +-+Cვი“. 1233. ყ=C)6“%-L 

–+Cე0!“+C6ენ “ე. 1931. ყ=C)-++Cა6-+Cევნ. 1935. ყ=C)6"--Cა6“X-+L 

“+Cეი%ძ+C,6- წ. 1936. ყ=C1+C:0-+Cეი “-+C)ეი'+Cაი. 1937. ყ-= 

=C)6”-L(CC:-LCეXჯ)ი". 1238. ყ= C)6 "-LL(C- -+ CვX)6”'. 1939. ყ= (C+ 

-LC-აX-+CეX-)0?. 1940. ყ=(C) + CიVX + CეX-)6". 1241. #= C) –- C-X-L 
–+(ვ--CX)2'. 15-49. ყ=(C) +.CაV)6” -- (CC2+ C;ი6 “. 19543. ყ= 

= C,6-% -L 6-+X (C, 005 V3 X + Cვ51ი V3 7. 1944. ყ =C)0%# + 
ჯ – 

IC. 3 . V3 ; : 
+068 | Cა თა” > X + CევIი = ) 1215. ყ=C)6++-6-7X (Cალ05 3C-- 

-LCუ§Iი 3»). 1246. I/ -=C)6“-L 6?M(Cი C05 3X-LCვ §I0ი 3X). 1917. ყ=C)6' “+ 
# + – 

--Cე6 -?2+--Cვ C052X+C 510 2X. 1948. ყ=C1+Cან“ "-LC (C თა” “-, + 

+ CVს 5)ი >. X ). 1219. ყ =60'V(C) C05 X-LCე 51ILV)--6“+(Cე005X+C,5Iი XV. 

1950. ყ=CI C05 X+C:5I0 C+06ელ252X + C) აი 2. 1351. ყ=C)6%! -- 

–+Cა06“?'-LCე 005V+C 50». 195?. ყ=(XCV+CაX)6"--Cუ 005 X--C) 51ი X- 
1553. ყ=(C(+CაM) 0053 XV + (Cვ + C)ი0§აII ნ. 1954. ყ= (CI + C:ე X 

XC05V3 X-L(რ2ვ-+Cჰე 5I0იV3X. 1938. V =C) + (C: + CეX00§ 2 + 

+ (C+თა | ყყე2 19256. (=: LC. -+L Cა0ლი§ + X+LCვ+C XX 

  

MV 

_. V3. 2 · 
X5II აო. 6 · 1257. ყ=1+005წს. 1258. ყ=1. 1259. ყV=07X.. 

129260. ყ =660' +0ლ005X-–-2. 1361. ყ = C)6! + (ა +-- X+ 

X 

V3. _2 >” 
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1263. #- =(C- Cაჯ)ი'+-Cელბ-I--4. 1964. #V=C)+ C.X+-(Cვ-+-CIX)6" + 

+>- 4 “კმა 12, 1265. V <C2-X+6აიბა1-Cა+| » –გ )“- 

1208. Vყ-= (C, + C»XX" –+- Cეგ-ნ + LL +X–-1))2“. 1967. ყ=:C,+ 

(CC + 2> 12068. ყ#=C,0X-+L (C. –_ – 11 --Cვ 0053X-–+ 

–+–C,ა)იპს. 1909. ყ:-(C) 005X -- Cე 510 X)6“X -–- (Cე 005 X -L Cკ5Iი 2) X 

951I12X 
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X 21 + –--“-,. 12720. #V=C.+CაV+-Cვ)?+Cს6-%X+ (4 C05 4X–– + 20 “ი. ყ 1 I C2 ვX + 108 

ტი 2, 3 ვ 15 
–კყიტიე. 1971. #V=C),+C.X+C6ე6++ ==.“ I ( –=ჯ--- IC, V 1 2 ე + 12 3 L 2 –' 2 2 
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1279. V=C)6“--Cა6“ X-CCვ 5106 X-I-Cკ ლ0§++--+ -- % “+ _ 292. ჯი:ე, 

ყ=4 + 8005X+C5IიX --500X+- 005X-Iინ IC05 XI –- IC L§5Iი ჯ+<XჯაIი X. 
- 

1974. ყ-- 4 -- 81:+C6“'+ > - 24. 1975. V=21--X),. 19:06. V=- 

MM 

=6-+L2 “(დაა LC 1 ყია )+»-2. 1517. ყ:=C(X"+CიX'. | 2. V3 2 

1978. V= (C, -+- C-:IიX) · => 195299. ყ =C1005(1ი X) + C551ი (Iი)ჯე). 

153ი. ს= CV" + C.X 0ს+..). 1981. V= C)X-+-CაIIიX –- XI0I”X. 1969. 

ყ = +Cაბ- ( III »ჯX + 1 2)“ 1283. ყ= C.(X+1)+Cა(X+ 1). მ ი- 

თითება. აღნიშნეთ ო. C 1981. #=(X+1) IC,+CაI0IX+1|I1+ 

ჯ 

2 

  

+C-+-1). 1985. ყ= 6 (C)005X--C2: 510 X). 1986. ყ=6C=- +Cა: #2. 

ტიიჯ · ი0“იჯ 2 

1987. ყ-=C, – +Cა –--. 1988. ყ = 0, 5 +060,“ + 
ჯ Xჯ ი” ჯ X 

X C 
+ >" 1989. ყ:=20-- X-ს. 1290. ყ-.=--2--2X-X?. 1901. ყ = 
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=1+X+ + ლუი... 1909. V :-Xი, 199ვ, ყ =14- 

ჯ” # ჯრ" 
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15ე4. ყ= 90%   · 12995, ყ=14++-0+20+=5 + ·. 1300. ყ= 1-. 
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2 C 

_–-_____-__ 3. 
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3 “79 1800. ყ =1 -L 

–C3ი”. 1309. ყ=-C)69X-I Cან იხ»; 2=-.9 (C,65ხ»X - - C,6 -0ხX), 
ძ 

1308. ყ=(CC1-+C:X)6“ “+; 2=(C–-C) –C:X)6-1”, 1304. ყ=6“%M(C)C005X-I- 

“+C53510 X); 2=6“ILC:-+C)) C05 X-L (C2–– C)) 510 X), 1106. X= C)კ6”/-L 

–+-Cაგ“! ==. ყ=-–C,6!1L40,6-%/- /-L/. 1306. X = C)6“!/-LCე6-3!; 

ყ=C)6“ !-+-3Cე6-?+ Cი-,. 1307. ყ=X-+ ი 1; 2=C6!'! ყ = 

  

6+% 2X 

=X--%; 7უ2=06“X 1808. V==C)Cა6 ' ;.2=C56 1! ; Vყ=6%; 2= 607. 1809. 

= „თეი ი 1», 1 511X, 27:= 3 6%-+ 1.+ 1 კა» 1810 
დ” 4 2. 63 4 2 რ ლბი#= 
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ჯ 

  

X 2 5 
_ Cა 005 X – C. 510IX + X – C 1311, X=C)6'-+6 (თია (+ 

4 4 2 2 

- L 2, C/3-C ვ. 
+ Cე «იX> !), ყ=CI6' -L6 ( C»V 3 · 08 V (– 

ჯ 

_ C-V3 +Cა V3_ 3 :=606+6. '(=94-0თ V3. 

2 2 : 
ლი§L. / + 

2 2 

C – 
+ “9-თ 9იX3 ). 1313. X=C)6 '+Cა'; ყ= Cვ6-+Cენ“; 

2=–ს(C)-LCვე)6-!/+Cვ'. 1818. X=C)-L3Cე6“; ყ-- 22 -9%- 

2=C) - Cე6” -L Cვ0“!. 1314. X= – C)-LCI(Cვ C05I-– Cე5Iი 0-L/--L 27; 
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1316. ყ=C)X; 2=CიX. 1816. ყ =C)X; XV = 2 + Cა. 1817. 1) VV – 
XX 

-VX=C;, ?72-VX =C;; 2) ყ=C,; 2=C:67. 1818. X+Vყ+2=C) 

ჯ--ყბშ ბ =C. 1810. 2--X=CI(ყ/--X); (X+ყ-+-შ).(X-–- ყ)მ=C-. 1820. 

ყ!ზ–27 =C1; 2X-+ (2––ყ)2=Cე. 1321. 22. =Xვ) 9XL =- 

ძ! 

ძ , წ 2 , 

2=3ჯ' 1855. ყ 1=ყ%, ჟვ=-% – ყ, სადაც ყ.)=Vყ, ყ=V”. 

#”X, სადაც XI =X, 
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ყ= I)6” + სენ“ –-20– 2". 1880. ყ=I1L),6“-+I)ე0ბმთ-20+; 7=- 

– ს)" – –ხარX+6-. 1331. X=I),6-/-++I)ე6”/--I)ვი“?!; ყ=IM0)6“!+ 

+,“ მაკი"! ?2= --0,6-+28,კთ. 1839. ჯ= 0,+0,ი-L- ერ; 
ყ = – I.--20ვკვი” ; 2= - ს. +I)ეი'+2ჩვC”!'. 1883. = –- 212,)0– 

–– 8ზიეC! –– 30კC!; ყ=1M)6' + 3ჩMკუ“?”! -L ჩკრC!; 2= 2I))4! -L 7I)უ6”'-L 
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შ=-–-,6“!-–-0;ეტ-3!, 
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0 7” 29 7 ვ2 51 
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100 100 
1357. 48=84=42! 0 1 0 I. 135მშ. #/8-=84=#ს=I010 
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1887. არათავსებადი. 1888. არათავსებადია. 1881. X”-=-15X-L72, 
ყ”=6X--4ყ-+-242 2”=33X-14ყ--232. 13290. X” =10X-+-5ყ-L 52, ყ”= 

=X-–-37ყ--52, 2 =14ყ--22. 1891. X” =3X+-3Vყ-+77, ყ” =--X+ზ8ყ--3ე, 

2 =ტX-9%ყ+-9მ2 1ეე9. ჯ” =23X-22ყ/--122, ყწ=2X-–-9ყ+82, 2”=- 
8 1, 6 , 

–5X– ყლ=პ2?2. 1398. X= –# + -V + ვ§ ?' ყლ=- ლ ჯ + 
35 

+45V/4 22 2= ააა 8,- 1” 1894. ლა 79 
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– 2. 1395. »= IV – 24 37, იაფია 9, 
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– 1 1 – 1 1 
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ა 

CV 1 , , (4 –6X=0. 1414. 2”? “ვ/ი 1415. ჯ'ბ-2ყ?--32 72 =3. 1416. 
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1 1 1 1690. -–. 1690. –-. 1681. გ“ 1689. 0,12. 1633. 0,729. 1584. 0,72. 

1585. 0,644. 1586. 1) 0,56; 2) 0,38; 3) 0,06. 15837. 0,817. 1638. 

0,504.' 1530. 0,0336. 1§40. 0,9999. 1641.   - 1649. 0,91. 1543. 
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0,994. 1544. 0,96. 1545. 1) 0,58; 2) 0,42. 1540. >. 1547, 

6 
1) 0,1; 2), 0,16. 1548, 1) -L; 2 1. 1649. 1) –; 2) -=. 1650. 

4 3 5 11 
7 8 1 

=0,0024. 1551. 11. 1669. _.. 1668. 68. 1664. 1) 20. 2) 11. 
17 30 97 31 93 

1 19 
166წ. >. 1666. 138“ 1667. 0,88. 1558. 0,98. 1559. 20,038. 1500. 0,84. 

73 1561. =0,642. 1509. --. 103. 0,086. 1504. 0,009. 1505. 0,002. 

1 17 31 
1506. ––. 1507. 220,7024. 1508. 0,86. 1509, –– . 1670. –-. 1წ71. 

12 30 60 

2 10 6 5 
–. 1679. --. 1678. --. 1674, 1. 157წ. 35 1570. 220,411. 
5 13 7 2 : 1 · 

1577. 20,366. 1578 20,256. 15790. =0,2036. 1330. 270,1106. 
1581. #,(3)>>ჩა(5). 1589. 1) 0,2916; 2) 0,9477. 1583. 1) 220,246; 
2) 20,26; 3) 0,000064, 1584. ლ-0,2069. 1585. 7. 1680. 1) I; 2) 16. 
1587. 7 და 8. 1588. 15 და 16. 1599. 16. 1590. 27. 1691. 2 და 3; 
20,25. 1599. 1) 1; 2) ლ0,3875. 159მ. 0,198 <ი < 0,2079. 1594. 

# =200, 201, 202. 1595. 55. 1596. 0,04986. 1§97. 0,0006. 1598. 
0,273. 1599. =10,090224. 1000. =:0,160623. 1001. 8; ლ0,139587. 
1609. 0,8882. 1603. 1) 0,6961; 2) 0,0838. 160+. 1) 0,7498; 2) 0,8749. 
100. 0,182. 10600. 0,9544. 1007. 400. 1608. 1764. 1009. 0,61<- 

0 1 ”L I”! <= ” კ0,67. 1610. 0,1903 < –”” ლ0,2097. 1611. X . 
'–2500. ?” “> 9000. > > 0,3 

2 10. X 5-8 კე ჯI/1000 500 400 100.0. 
0,4 0,15. 0,45 0,001 0,004 0,005 0,01 0,98 

3.2 10 
1014. XI ა ქვი განმ ათ · 1015 XI 1 15 75 125 

| , ” , 216 216 216 216“ 
43210 1 2. 3 

1016. ჯX 1 4 6 4 I 1017. X · 

16 16 16 16 16. 0,8 0,16 0,04 

3.21 0 0.1 2 
1618 XL 0,24 0,096 0,064. 1919· X 163 0.5 0,2“ 

ა 12. 3. 4 12. 32 4 
1680. XI. 0,21 0,063 0,027“ 1991: XL. 0,24 0,144 0,216. 
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0,0625 0,25 0,375 0,25 0,0625. 0,08 044 0,48. 

1694 X-- XX ვ 4 5 109წ. X' LC 1 9 

1699. XL 1 2 3 4 1698. X+V10 7 

4 
0,5 0,3 0,1 0,1, 0,06 0,24 0,14 0,56. 

60 3 9 
3X LI 0,5 0,3 0,1. 

-2-10 1 2 3 
1096. XX (298 0,026 0,04 0,37 0,10 0,15 0,20. 

0, როცა X50, 
1ც97. MC) =47 9, 7, როცა 0<Xჯ<-1, 

1, როცა X>1, 

; 0, როცა <0, 

მითითება. #C)= ნ.ი), როცა 0<Xჯლ7/, 

M#M<X 1, როცა X>7. 

0, როცა Xლ0; 0,2401, როცა 0<X<1; 0,6517, როცა 

1698. M#(X) => ,11<-X<22; 0,9163, როცა 2<X5<523; 0,9919, როცა 
3ლ–ჯლტ; 1, როცა X>4. 

1 
00 X <4) = §(4)--6(1) = 0,7518. 169ე. –. 1630. ->. 

0, როცა +X590, 
1 1 

1681. /X) =4 ფ' როცა 0<X<23, ჩ(:<X<1)-+ 

0, როცა X>3. 

0, როცა X=<- 3) 

1 1 
1682. 1)--. 2) ”#CCI=! -–-–(511X+1), როცა წლად %, 

2 2 2 2 

1, როცა X>-: 

0, როცა X<0, 

V2. 10 ), როცა 0=XC 
3) 3“ 1638. 1) ”CX)= 2 -%05 X), როცა ხ<-Xდ<ა7, 

1, როცა X>წX; 

2 1 
2) 2-V2 1634. 1) 4 = “, #C)= +016 2 4=>»-–-. 

4 % 6–-ძ 

1085. 2,6 1036. 3,9. 1687. მ. 1688. 111 1689. 1,3. 10640. 2,2. 

1641. 3; 2-. 1649. 7; 12,256. 10648. 32,566 1044. C.. 1646. 
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2,01. 1040. 67,64. 1647. 1) 7; 2) ა) 5; ბ) 20; გ) 46. 1048. იძ; 

V ნთ. 1649. 23,061. 1060. 2,2. 1651. X 2 4 ყი“. 5 
0,5 0,5. 0,9 0,1. 

1053. M00=–: ხ0=-. 1654. M0ი = 5; თლ =--V21-–8. 

2 1 1 
1655. =2; ML(X)=–-; IსCX)=–-; X)=–-–-–-. 1056. ძ (X) 3 (X) 18 თ(X) 3)/5 

M(X)=0; თ(Xა=V2. 1057. /VM(X)= 5,5; LI(X)=6,75. 1058. თ= 

=>, M(X) =0; 9(X)=2. თ(X) =%V2 · 1069. 1, 2; 0,72. 1600. ი = 

= +. 8=144. 1001. 0,08190. 1009. 0,1359. 1003. 0,2358. 1004. 

0,38ვ. 16065. =0,1. 1066. =0,375. 1067. >0,375. 1608. >0,8.. 

1669. =0,233 1670. <0,16. 1071. 10,8= X5<39,2 კმ/სთ. 1679. 

სC550=X<650) = #(IX –– 600|Iლ50) >9,88. 1673. ” ->>0,09.. 10624.. 

6 =00,2. 

VII თ.ვი 

– _- 
1676. 17+17/. 1676. X2+-რ6. 1077. 1-> ++ 1678. 2/ 10 , 

7 4 : 
10679. I. 1080. 1-–-I. 1081. 72 19; 1682. 7 24, 1683, ––2-C21- 

41 41 25 25 

1684, – 4. 1685..100. 10686. /; –-1; 7; –-/, 1687. V2 ( 00§ – – + 

– >» 
+ (ყი .% I. 1688. /2 | ლ0§ (I +- (§(0 CI). 1689. 2/ C0§<- + 

4 | 4 4 3 

. . 2 5 3ჯ 
+ 75)ი –– |. 1690. 2/ ლ0§-“ + 73ი 59 · 1691. 1) 2 (ა – + 

3 6 6 2 
. . 3 –. / 71L 

+189 > I 2) #1 (C0§ 0-I-7 §I0-0). 1699. 30 V3 ( ლ0§§ – ++ 

.. 7 თ 
+ 1510 <)' 1693. 2 §Iი-> / C0§ «“ -L (§Iე -- I. 1094. 2ი03( - – 

6 LI 9' 2 2 
წ; თ _ 

-–_=_-_. | თა C _ #2 “+ 1510 | #% _ „ 109წ. 3--3(,V3 .· 10696.. 

4 ა 4 2 4 

-V2+!V2 10697. – – -L (V-., 160. –-1--/. 1099. 
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_ 5 5 – . 
4V2 C > +(5ი >) 1700. ––1. 1701. 6V2 (1 + ი. 1709. 

36, 170ვ. 4 (ლ0§80?-+ (51080). 1704. 30. 1705. 4! 1706, 

V3 1 
1+71V3. 1707 –“-–-(/3+-,.ე). 1708. –_ +IV > (/3 + 2/5 

1. 1710. 1. წ 1711. 0; 1. 1719. –- 8ჭ: ბა 1718. ––2; 3. 
2 5 5 2 

1714. 2; 0. 1717. 8. 1718. 41-ე. 1719. 2, 1720. 1. 1791. 

26 + 2V2). 1799. 27. 1793. C053დ =4 0059დ-- 3005 დ, 510 3დ = 

=35I1დ –– 45)იზდ–. 1794. ლ054დ = ლ05%დ –– 60052დ5IIდ + §Iი“დ, 

  

(V3 –– ი. 1709. + 

· 1 
§10ი4დ= 4 ლ059?ღ 51ი დ––- 4ლ005დ 51იზდ. 1725. C05'დ = > (30ლ05დ -L 

1 . : 1 
-LC05 30), §Iი დ = 8 511 დ –– 51ი 3თ). 1720. C005% დ = -2 (3+ 

1 
-+4005 2დ-L 005 4C), 510ი7დ=-> (3--40052თი + ლ054თ) 178ქ. 

1 +--0+ი; 2) ––1; 1+:V7, 3) 2. (005 დ -L §51ი დ), > 

დ=->459%, 1659, 2859. 1730. 1) +-2(V/ 3+ი; 2” I+V3_. 
2 

3) +C/ 3+I), + C–1 + (V3). 1781. (4; 2). 1739. (+: –+). 

„1733. (2; 3), (3; 2. 1784. –-– 2L,;V – 34. 1786. 2/; --1, 
_–_ 

მ 

1736. 2; 1+(V/3. 1737. M7C V23 +790; ––// 2 . 1726. +1:+(/ 

_–_.. #=+I/” #2' 1 0ბ+ძ, 
2 2 2 2 2 

#=+I,// #2 10 -, 1741. +C2+ ე. 1749. + (3 + 4/). 174წ. 

ი 
2 

1) XL-+ყბ=0იX (წრეწირი); 2) ყ=0 (0X ღერძი); 3) გ 9. –) (ჰი– 

„პერბოლა). 1746. 1) XM=> (ჰიპერბოლა, 2) X7+ ყ? =0ძ“ (წრეწი– 

2 2 8 _ 

რი); 3) =+%- =1 (ელიფსი). 1747. ი2+თ2+ 2C =0, სადაც 0 = 
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=4+:/8. 1748. 22-+(1--0 > (1 + ე7=0. 1749. 221 21= 20ქ 
ჯ % . 

· _ გ! გ! 

1750. X”+LCV--1)1=3 (წრეწირი). 1751. 1) V 2 6 ; 2)2C ; 3) 509, 
3”. X . 2, 57. 
ეუ! 2! “2! –- 

ტიტი . 1759, 1) 6M/M; 2) 4/22 ; 3)22 ; 4) 26 
1 ვ _ – 

1758. 1) 2 ლ?; -M, 2) V2 005 3; –V 65123; 3) Cხ 1 0052; 

–3ი 1 §1ი 2; 4) C05§101;–-5ჩ 5 C0§ 1. 1754. 1) 0; ––0; 2) Cხ 1 0081; 

58 1 5Iი 1; 3) 0; §ჩ 1; 4) C6ი 1 C0§ 2; 5იხ 1 §Iი 2. 1757. 511 X ლი V; 

005 X 511 ყ;V 510ბX-+-5ჩ?ყ. 1758. 2005 ყ–-Vყ5!იყ); 6X(X 5Iი ყ-LყC0§ყ)· 
MX . ხ-- 1 "+! „ 

2 
511 ი “: + აი => ლ0§“ +" 

1701. 1) ; 2) „ მითითება. იპოვეთ   

. X . #X 
51 –-- 5:10 

2 2 

ჯამი შემდეგი გეომეტრიული პროგრესიისა: 06"! -+L 67! + ... -++ 69%. 
. · 1 

5101MX. გ 502 „ცვ, 1) 104-+2ჩ=7 ფ (X–;)»ს 
510 ჯ 2510 ჯ 2 
  17ც6ბ%. 1) 

3) – 10 50+I (21C1C 7--2/). 176+. 1) > Iი2+ ( – +2 1V; 

2) + 8ჩ+1X ვა _IიI83+ (2-იოV  )I- 1766. 1) გ?” 27%, 

-(–-+7)” -(+-+%)»+! IიV 2. 

2 გ ბ? ; 3) 6 · 1766. 1) 6.5; 2) 6“2#ი+(/192; 

ვ) ტ3103 –2M%+((003+4#ი, 17069. 1) #>X--/I0IV2 – (–1)" 2) 2-X + <: 

_- ____.. 3) 
2 2 

2) IM(V5 + 2+(2%+ + )ს ვ) (++ )” 1771. 1) X--++V? =1; 

2) XIს V _I, 3) ყ=X”. 1773. 1) (X--თ)”-- (ყ–-ჩ)? =/?; 2) #=-; 64 ' 16.” ” »' 
3) X=0თ(--510 1), ყ=0(1-–-ლ057). 1773. 1) 164/=C64-8? (პარაბოლა); 

2) 4/=შ--4 (პარაბოლა), 3) ყ=2 (წრფე);; 4) Vსზ+ 91= 16 (წრე–- 

წირი. 1774. 1) + 9შ=0 (წრფე; 2) L?+V? => (წრეწირი); 
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3) #1+(9+-; ) = გ (წრეწირი). 1776. 1) X-ყბ=2; 2) M<ჯ. 

1776. 1) X"-+X+ყ?=0; 2) #+/ჩ + დ =. 1777. ი9=2-+-1 ფუნქ- 
„7 

ჯმ 

1 1 ?- 3)“ #-+L 17. 

ელიფსებში, ხოლო |21=1 წრეწირს ი=0, -–-2ლი=2 "რს 

1778. 9=2- -+ ფუნქცია |21=/MC-=-1 წრეწირებს ასახავს –--“--- 

| ( “ი 
=1 ელიფსებში, ხოლო |21= 1 წრეწირს (=0, –-2 

  ცია |21= IM56 1 წრეწირებს ასახავს 

უპ 

ო“ 

2++) (”+ჯ 
<მლ2 მონაკვეთში. 1779. 1) კი, 1; 2) არა; 3) კი, 22; 4) კი, C?; 5) 

კი, C05 2. 1780. 1) არა; 2) კი, 32; 3) კი, –-, 4) კი, ––-510 2; 5) კი, 
2 

__–_ ყ)=2XV+2ყ+C. 1780. ი (ე, 0ყ=--- %#% L#C 
2 »?-Lყ? 

1287. /(2 =(1+02--3/L0, 1288./(9 =22C+0+0CL. 1280. / =-(+ი. 

1790. /(2) = (291 I 1. 1791, /ფ=-1 + 27--2--1. 1799. /(2) = 
2 

22 : ვ 2 ; 
=-(2-ი. 1798. 1) 0; 3; 2) 0; LC! ვ) -2' ირ. 1794. 1) 0; 21; 

2) –5% /2; 3) 3: 4. 1795. 1) იკუმშება, როცა §I<-, იჭიმე– 

ბა, როცა 12I> –) 2) იკუმშება, როცა 6-2, იჭიმება, როცა 

I7--2|> 2) 3) იკუმშება, როცა |2| > 1, იჭიმება, როცა. 12 < 1. 

1706. 1) იკუმშება, როცა MI<--, იჭიმება, როცა #>-: 2) იკუმ- 
1 1 : 

შება, როცა I2+-1|< ლ2' იჭიმება როცა |2-+1|I> თ' ვ) იკუმშება, 

როცა 262 < 0, იჭიმება როცა /IXC2C2>> 0. 1797. 1) –-– 1; 3; 

2 % ს ჩი. 1798. 1) 2+(V2, 2“. 1790. რომ ვიპოვოთ 2 
2 
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წერტილის სახე თV= ი2--ხ გადასახვისას, საჭიროა 2 ვექტორი მოვა– 
ბრუნოთ ჩ =მLV თ კუთხით, შევცვალოთ მისი სიგრძე თ=|Iი| -ჯერ და 

პარალელურად გადავიტანოთ ხ ვექტორით, 1800. 1) როცა ძი-=C1, მა– 

; როცა ძ=1, ხ= 0, მაშინ უძრავი   შინ უძრავი წერტილია 2=- ხ 

წერტილი არ არსებობს, როცა თძ=1, ხ=0, მაშინ ყველა წერტილი 
3 

უძრავია; 2) -CX ვ) –. მითითება, (I =I/(7) გადასახვის უძრავი 

წერტილი ეწოდება ისეთ სასრულო წერტილს, რომლისთვისაც შეს- 
რულებულია ს=2 ტოლობა. 1801. I) = C-– 1 + 202–-–4. 1809. 

_7+(, 2-4 

  

5 ––. 180ვ. ე) =-(1-I- ()/(1-– შბ). 1804. #)=22!--6/-L4. 

180. ბ)=360%2-+1-L-3/0', სადაც თ ნებისმიერი ნამდვილი «რიცხვია. 

18006. ჟ#)=-60'თ2-L1-- ;. 1807. ფ= 01=02-1-1, 1808. ცე 21L2+L! 
2-1 2+1 

1809. (=32+I. 1810. V)= _“ 100011: 1811. 0< გფ ს < 

<> სექტორი 1819. IVI<1, III <0 ნახევარწრე. 1818. ( = 

1 
1814. თ=--22+M. 181,   · 1816. 1) “15 2) > -LI. 

  

2-1 2+3; 27 
LI4 

–ს–- 

1517. ჯ)=2. 1818. (ს)= 72% · 1819. (კ)=-(2+ ე. 1390. ს = 

„97. 
–.4 9 4 

=> (2 -L 2)46 „ 1891. ი- (“+ 21). 1899, კ) (–-– + ს) 
2 –_ 

1893. პოლარული ბადე; 0=0005,), 8=00ი5ს, სადაც 0 და 60 წერ- 
0 –#/ 

ხ 
ტილის პოლარული კოორდინატებია. 1894. 0=42 სპირალები. 
1825. || >1 წრის გარე ნაწილი, რომელიც პირველ კვადრანტშია მო– 
თავსებული. 1396. 1) |IIII>> 1, #26) >> 0 ნახევარწრის გარე ნაწილი: 

2) IთI=<1, 1I7LV>0 ნახევარწრე. 1897. 1< IVI<9, – > < გჯთს <= 

< 2 1898. ტ2< II)|<- 67, – ფ <2წი<ი- 1899. ცე =(V(>-1), 1880. 

X , 
“2 12 

1)==6 .· 1831. C)=6 1833. ბ) = –-26-/ი2 18ვვ. |21=/ 
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4ყ? 

წრეწირებს შეესაბამება კონფოკალური ელიფსები ი ს 

ყე , 
2 

+“. =1 (I21=1 წრეწირს შეესაბამება 9=0, ––-1ლVი<1 მო–- 

C- +) 
2 

ნაკვეთი); მI–62=დ სხივებს შეესაბამება 5. =1!1 კონფოკა-   

00§2 დ §Iი?დ 

ლური ჰიპერბოლების შტოები (2I2=0 სხივს შეესაბამება ჟ#=0, 
9ხ>1 სხივი, 2IC2=2+ სხივს შეესაბამება #=0, V<-–-1 სხივი, მLC2= 

  

= -L 3 სხივებს #/=0 ღერძი. მითითება. (:.=V-LIVV, 2==/-(6!თ, 

1884. /“-უე1= – ჰიპერბოლის შტოებს შორის მოთავსებულ არეში. 

მითითება ისარგებლეთ წინა ამოცანაში მიღებული შედეგით. 
1 1 

1888. 1) ს =– თ=--–-2+2+-–- |.1889. ) თ => ბმ «=-3(2+2+->) 

თ = V2–+1. 1840. ა (12, 1841. ჯ#)= 921, 1849. 
22- 

ყ” =- 1ი (277-+1). 1848. |) სიბრტყე (C–<, ––1)) და II, +იი) ჭრი–- 

        

  

ლებით ნამდვილი ღერძის გასწვრივ 1844. ზედა ნახევარსიბრტყე. 

1 5 
1845. 1) 2; 2) ე (02--2ი. 1846. V” რჯი. 1847. > 1848. 

, 1 5 · . 
2XI. 1849. – ––-. 1850. 22--0!-' 1, 1851. -- + 2, 18წ9. I. 

6V 2 2 
. 2 .2. 

1868. 0, როცა M#:>0 ან 7<-– 1;2X/, როცა MI =-––1. 1865. “ვ +ვ2. 

5 · 
1856. – ++. 1857. 7+19 /. 1868. (§IოI+CლC05/--1. 1869. –-2. 

1860. 1–– ფ-. 1861. 0, როცა /13=1; 25, როცა /1=1. 1869. რო– 

ცა I კონტური თავის შიგნით არ მოიცავს 2=1 და 72=2 წერტილებს, მა– 
შინ /=0; როცა / მოიცავს 2=1 წერტილს და არ მოიცავს 2=2 · წერ– 
ტილს, მაშინ / =–-25!; როცა მოიცავს 2=2 წერტილს და არ მოიცავს 

2=1 წერტილს, მაშინ / =:4X(; როცა / მოიცავს ორივე წერტილს, მაშინ 
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I=2%L. 1808. – XV. 1804. ჯ/. 1866. 1) X; 2) ––»; 3) 0. 1866. 3 

. 2 
1807. :C(0:-+-6-?)ჯ, 1868. -%,  18ცე, #96 1870. 1) 2X(L(; 2) 0. 

V2. 
510 თ . . · · 

· 1872. LC051. 1878. 12. 1874, ჯL(I005 1–-5101). 1876. 
თ 

3 

ი ()++). 1870. –5. 1877. აბსოლუტურად კრებადია. 1878, 

აბსოლუტურად კრებაღი. 1870. განშლადია 1880. განშლადია. 

1881. პირობით კრებადია. 1889. პირობით კრებადია. 1888. აბსოლუტუ- 

რად კრებადია 1884. აბსოლუტურად კრებადია. 1885. აბსოლუტურად 

კრებადია. 1886. აბსოლუტურად კრებადია. 1887, /2 =იი. 1888. I2I<1, 

I =1I. 1880. 0. 1890. |2I<1, I2=1. 1891. |21=V2, II=V2 · 
1899. |7|<2, I =2. 189383. §=20: I2I<1, IX? =1; §=1:|I2I<-1, IX =1, 

2=1 წერტილზე განშლადია, 2=-–1 წერტილზე –– კრებადი; §=2: 

I2I§ლ1, IX ––1. 1894. |?1<20, 1 =6. 1895. |21<1, II =-1. 1890. |2|< 
1 <=, 0 = 1. 1807. I1+1|I<2, #=2. 1908. »- 1I–ლ1, 2=1. 

2 

1899. I» 2/I-–-3, I2=3. 1900. C-0<V2, # –V2. 1901. 

  1871. 

    

V2 V2. 
–-1 =–-,. 1902. L- 2-1. =) =-1.. 1908. (1 -–, #7? 3 | სა ” 5 

9 71 

1= II <= 5 1904, 1 < I2–– 2(| <2. 1905. 1) ბ. 2 ირ; 
წ!) 

1=0 

2 _ყი 2", I =C; 3) (– ს =CთC. 1906. 
>. _) (2,+1)” : ი 

CC 
729 1) 22+1 _ აი. 2 – – . ა. „რი I =99; .), ღი! # = ილ. 1907 

ა. (0) თ ნ, I2–1I<1. 1908. 23 _““ 'ი-) 

  

71=1 ჩ II= 0 21+1 

19ლე, „ (22” . 1ჯი1ი. (– ჯი _ (22) 11 _. 
:. (1 – თი (2)! პ, (2/! ++ 1)! 
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(– 1)9+ 123» –1 
ლ 

_ე 13922» –1 

1911. :. სე 2ე.ტ. 1912. ) (– 0M2 უ“", 
ლ 0... ი (2/)! 

(2-1) 

2! 

    

1918. 1+ –C-ს+- – –1) 
I! V 71 

+... 1+ –თს- 

29.2! 
ი = ი 

_1 2. 19106. ) ცი“), 1917 

2 ი=1 M8=0 

- 2 (2-–-1)ბ?+... 191+. #6 ( 1 + 2+L – 2 + ... ): 1915. 

720+1 

28+1” 
  C-1)” II =1. 

აქ
 

ი 

ქზა
 

ა (2ო)|221%+1 
->-_“–, =1. 1 – –-1 ” -3, 1913. Mთებ0ი-L1) #7 1919, ა3. /1(I)I-– 112 I7I<1. 

”= 

CC ლ0 

1: 1 
_. –1)5(ო +1- .1)2ი, 1. 1991. – – LI 1990 > 1, ' არ ა)2, |2|< 2 92L LC LI + 

#==0 

+(+0-ი ლაუ–)1, 6I<1. 1099. -“ პეი 5+2- 

1-–(–-1)” 2 – ჯM+1 “-C+» |(2I<1.. 1028. – », “ვი+1' 2 < 3. 

#=0 
CC CC 

ლ 2 - 1 1994. ა –-, III>2. 1996. -. +2., 2, |2I<1; –5%. | > _ 
2 2 

I11=0 #=0 #=2 

  

იი 

1 1 
1-----. _ 1)M(2--1)ბ, 0<|)--1I<1. 1996. _- |2I> –. +3. (C-–-1)"2--1)ბ, 0<I2--1|I< 2 + 

M#=0 

+ > (ებ - 

_ 1. 2124" ,0 2I<2. 1097, – (CC 826. <M+ |<2. 1997. XC 

    , I2|< 2; X (- ა“, –-, 12I>2; 

  

29+1 

ი 28--.1 

2ა+1, 2< |2I|––თ.             
M=0 ი=1 
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(–1)»ი 1 1 = ო(7- იე" 
1998. 2 ავე · 9. -- – –- 

> C ალ 2! - 71%), 292 ” 
I1=1 I(L1= 0 M”ჩ8=0 

0<|),-––-/,<2. 1930. +++ 2490+#0- 
––ვ:> ' 

ი –1 MI –7» 1981, (–ს)სბ-  “ .. ივი, (–) “აე, 
2, > : რი-LI)I“” 

1988. სალბი. 0< |,––-7|ლიი. 

6–10ი+)Iც- იე" 
ლ _ (17 

1934. »  “ 0<I)7+!I<2C. 1945. 1) 2=0--მეორე რიგის 

2 0ი)I(2+0% 
- მეორე რიგის   ნული, 7=1 ---მარტივი ნული; 2) 2=-–-1, 2= ++ 

ნულები; 3) 2 = > + ჩI, #=0, + +...-- მარტივი ნულები; 

4) >. მესამე რიგის ნულები. 1936 2----1 –– მე-6 რიგის ნული; 

2) 2=-+–მარტივი ნულები; 3) 2=M#XMX+–-მესამე რიგის ნულები; 4) 7= 

= =+–- მეორე რიგის ნულები. 1937. 1) 7=0, 7=-L1--მარტივი 

პოლუსები; 2) 2=0 ––მეოთხე რიგის პოლუსი, 2=-+2! –– მეორე რიგის 

პოლუსები; ·3) 72=1 –– არსებითად განსაკუთრებული წერტილი; 4) 2=0-– 

არსებითად განსაკუთრებული წერტილი; 5) 2=0– ასაცილებელი წერტი- 
1+1 –1+! 

ლი; 6) 2=0–-მეორე რიგის პოლუსი. 1938. 1) 2= 72. კ 2= 72. _ 

მარტივი პოლუსები; 2) 7=0–-მეორე რიგის პოლუსი, 2=/ჩX(-– მარტივი 

პოლუსები; 3) 2=1–- არსებითად განსაკუთრებული წერტილი; 4) 2=0– 
არსებითად განსაკუთრებული წერტილი; 5) 2=–1X-- ასაცილებელი წერ- 
ტილი; 6) 2=0–მეორე რიგის პოლუსი. 1989. 1) 2=-%--–წესიერი წერ- 
ტილი; (მარტივი ნული); 2) 2=095– არსებითად განსაკუთრებული წერ– 
ტილი; 3) 2==00 – ასაკილებელი წერტილი; 4) 2=00 –– პოლუსების ზღვა- 

რითი წერტილი; 5) 2=C –- არსქბითად განსაკუთრებული წერტილი; 

6) 2=C0– მესამე რიგის პოლუსი. 1940. 1) 2=00-– წესიერი წერტილი 
(მარტივი ნული); 2) 2=9 ––არსებითად განსაკუთრებული წერტილი;:' 
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3) 2=6C –– ასაცილებელი წერტილი; 4) 2=00 – პოლუსების ზღვარითი 

წერტილი; 5) 2= 090 – არსებითად განსაკუთრებული წერტილი; 6) 2=C – 

არსებითად განსაკუთრებული წერტილი. 1941, 1) => 2) 2) 3; –3; 

1 
3) 20; 4) ––6 “I; 5) 0; 6) – 1. 1049. 1) <: ლვ! 2) 1; ––1; 3) 25012; 

4)“1; 5) 0; 6) C–1)", #=0, +1, +... 1948. 1) –-2; 2) –-3; 3) –-1; 
4) ––1. 1944. 1) –-10; 2) –-1; 3) 0; 4) ––1, 1946. ––27/. 19406. 0, 

# · ჯL 1 1 
1947. –– (V/ 3– ი. 1948. ––––––. 1949. 2 –– –––– |. 

ვ) V2 ( % ) 
  

    

8 2 
1950. 2M((0- 2) 1961. ---““”-., ჯეყი, 1) 2ჯ/; 2) 0. 

ე§1 6 

  

  

2 _. : 2. ' · 2X 1958. –- -– #7. 1954. I. 1966. – ––. 1966. 2) 190ნ7. –---–-, 
9 2 #02–-1 

მითითება. შემოიღეთ აღნიშვნა 2=404%, 1958. LI . 1969. –---. 
3V3 2 

3 1960. – 2. 1961. >. 1069. –.-. 190ვ. ”. 1064. --. 
8 8 27 62 26 

1 
1966. 53(0-+). 1966. ჯ. 1967. ––2. 1908. –-1. 1909, 3. 1970. 6. 

6 

1971. –-ვ3. 1979, –-12. 1978. ვ. 1974. ––3. 1976. 1. 1970. 5. 
1977. 3. 1978. 5. 1979.არა აქვს. 1980. არა აქვს. 

IX თავი 

1981. კი, §§=3. 1982. კი, §=2. 1988. კი, 5§ე=0. 1984. კი, §: =0. 

  

  

    

1985. არა, §ჯ.-=“+“.ითით. 1986. კი, 5ე=-–ი. 1987, 1. 1988, 9. 
ი ი 

1 
1080. --. ეაებე--_--_--_-____ 

ჩ ჩ-თ ჩ -Iიძ ჩ1+1 ებშ-+L1 
2 

1998. 1994. –”“, 1096, I, „1.5. 
ებშო-1 ”ო-1 20-ე „ცა? ი 

M) . 2 

1997. აეასეყედ._ 
81+16 „ეე ცებ --16 „01 XX0I1+9) 

იდ1+ ი 2 
9000. ––““"“–“ “. „ 000, –-” ,, “. ს. . 9009, 

(0?+ 1)(0”+25) 0-4 ქ ი+3 ჩ იჩ+1 + 
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_–. ა<-------  . 
ი+2 ჯ·' ითა _ ნდ1+4) გო /ც.: 
5 1 2 4 

.-–- -=. 9006. ნა--> 9007. +--““ . ჩ 
ჩ დ 9) ჩ 0-!) (0+1)) 12“ 

2 2 

დ008. ი+ხ 9009. მICCLყი. 9010. 51%, 9011. II –-5 ., 
(09 –– ხ?)? | ი-1 ი-1 

– 2, 

ოი18. |ე6-9, ვი1ვ, _ -C , 904. = 9016. ჩ : 
მ–-ძ (0 -–– 2-4 ჩ მეტ (0-Lთ)?-– გ? 

ჯ 

ი–-თ ჟი „ ტ-90 _ტ-მი ი 2” 
ფ01ც.. ”--% _, 9017. .· 9018. “ ი _, იი10- #7 _ 

(0– თ) -–-ჩ1 . ი | ჩ ი?-L1 
– –3ი იი 

ფი90. <–-” , 9091. MM. იიი. _%რ% აიივ, 1. ლ0 1... 
ე! 0-1 ჩი(01+-4) ი(დ2 –+-1) 

9094. (6--1--1; „1... 9809ნ. 5; –--უ. 2096, _ 5I9/+I/2C0% _, 
0%0– 1) ი'-1 2 

3 

მ  ილლ7.ვ 5) 4, 9098. 2-5) 29099. -= ყყი2/+20 C0§ 3#. 
(L01-L1)2 2 

7 1 
(9080" 6-/§/),). 9081. –-. ტ-ზ/ვ(ე4/. 90ვ2. --. 0/51ი2/. 9088. 6-/(C053/ -L 

4 2 

2 5 = 
-+ –: 6 /§(03/. 90ვ4. #-3/ლ0§V2 /. 9035. 34?! ი08/3 /+= 3-6 §I0IV73 #. 

2 7 1“ 1 2 
9080. – –_ 7 -L _ 0, 9037. --.  0-- . ტტ –-(09/, 

5 + 5 ვ 15 + 5 
1 3 

92038. 1---6-/” -/0-!, 9039. აც0“- ი'--3/ე ა. 2040. + 6! -L 

1 1 1 1 1 
-L  ტ-,... I06-/, 9041. -- – -–- 005/+ -- 0052, 9049. #0?! -L 
+ 4 2 4 ვ + 12 

§101-L7005! 
–+ – 9ი2/ 9048. 1---ლივ). 9044. ჯაი, 904წ. 2 

2040.   
3 

ეგ (51იჩ/I-– ჩ/C05ჩ/). 9047. Cი/. 9048. 5 + 0051 –- 1. 

! 1 1 , 
I(-049. X=1––40-!. 8060. X=V(6! 9061. #ჯ=--- C0§53/. 9069. X ==0'-–- 

- IL 1. 9058. Xჯ=0? 5). 9064. X=46“ !--34-?"?, 9065. X=-6'C051. 

1 ვ 1... გ 
9050. =--!--4+406“--  ტ- 8067. X=20-- ა აე 2-2. 

X=21:31+ 2 3 
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1 1 
9068. »-2+" +204. 98069. X=3ხ,I. 8000. X=--/0- დ! + 

. 1... 
+ ენი 9001. X= + 5Iი/. 80098. X= -ვ (51IM-–– (0050. 9008. X= 

I 1, | 5 3 კიე2I- -' §/ივ/. 9004, »M=-“( –ყი 2/– /00§2/ 1-L > §Iი 2/– 
6 5 3LV 2 18 
5 ჯ 1 5 ვ 

“ – 50. 9005. X=-- –- --აIუ2,. 9000. #-=-–--- 0 -L 46?!-- – (მ, 
9 ე .ო8 2 + 2 

+ 
2 1 V3. 2 1 1 

. ჩX=1- 0! . ტბ ლ005---/ 9008. V--- . I. ტი” 
ზ0ზ7. # 3 3 2 2 + + 

2 1 ვ 1 - 1 
“ (–- -- §5I0/. 9000, X#-/?- /-L1--  ი-(L ლ005-- --51I/. + = 905 5 51 + 2 + 2 2 

1 3 

8070. X= უ 0 (/(--2)+6”(/-2)-+251X/). 9071. X-14+0-5 –0. 

8079. X=5((--2-+2005/). 9078. #=> (6! ––- 26”! -L 510! -L 0ლ005ხ. 

9074. X=--CC-აIი/+ა5/--თ. %076. X=6-2?!(1- 27), ყ-=6“?I(1-+L20. 

2 8 1 8 
8076. X= – -- – 26-,-L 0! ყ/= -L26-,.L __ (მ, 9077. X=-6”! 3 + 36) 3L + 3 , 

ყ=3ი!'. 9078. X=2-4/--2 C05 (--3 §Iი /, ყ=2510 (1--2/ 9079. X= 
1 1 1 1 1 1 : 

=- C+L+-6“! .. ლ000ე ყ=1-–-. ი... ი(/.. ს ლ009, 9080. X= 
4 + 4 2 # 4 4 2 

+ + 
16 1.2 4 1. 2 2 

=> 69%- 6 =–-- 6 ი . 9081.X=--6”! 
5 5. ” 5 5 ვი + 

1 1 1 1 1 1 
– ტი, ყ-?შ=-- ი. . 0, 8089, X-=- ი + ა ტ- I 46, 

+ ვ V ვ ვ ვ + 2 + 6 
1 1 ი 1 1 1 

=- -- 6. - 0-“/ –კ>კი... 
3 “2 + რ6 , ვ 

X თავი: 

98083. 2=MCX--ყ) (ზოგადი ამონახსნი); უ=2Vყზ –-- X2. 9084. · : M 
2=ჩ( V I 2=-% , 9086, ძV =#(4, 2" ც- #91 27 

1++ჯ) 1–-X? ჯX X Xჯ 
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8080. ი =IM(V X–-V ყ, V X-V 2), #,=V-24+2(/ X-1) V2– 
_ „ V 

–Vყ) 32087. #=ჩV# =) ყ=<.. 9088, M=ჯI ყ, 102-- X I 
-· “2 ყ 

= 1ი2– -%. 9089. =/Iყბ-- 22, 2X-LC>--ე)მ). 9090. / = XIX + 
ყ 

-“-MMყ“+-ს? X"?+ყზ-2?). 9091. # == =0 ანუ 2=ML(” –-) 

2=ყ- ს. 90ე9, LI #5) =0 ანუ 2 =M(4 I 2 =Vყ. 
: X " 

      

9098, იციი ი-ი მითითება. ეს განტოლება არაერთგვა- 
2 

როვანია, რადგანაც უცნობი 2 ფუნქცია მონაწილეობს განტოლების ერთ- 

ერთ კოეფიციენტში 950014. #(X +- ყ+ 2, X? + ყ“-+2)=0. 8096. 

» (# +– =0, ანუ 2=XI(ყ); 2=XVყ. 9090. ”(2, X”--Vყ?2) =0; 2=%, 
X ყ 

2097. #(2--2ყ, ყV+ 2V2-X-V) =0; 4წყ V>-X--ყ =4X--27--ყ?. 

9058. #( 4, 2, +) =0 ანუ. #-M( 4, < ) ,ც-9MI2 ; 
XIX X X MX 2 

მ?" მ“! 1 მ“ 
=0, =XX–--V, = VX „ 2100. მხმი § V, ი=X+ყ -მხმი 26 მოი 

)= 7. 9101. 2-+57 +927 ____.. 

მც M მბ). 1.0“ 1 მ" 
=0, #, =ყ. 910ქე. – +. - =0, §=ყ7, 

მუ” 5= მ # მL. 1ვე 1 2L 2L მL 15. მა 
მ?/ მბე მ? 1 მი ==, 9104, 2-4 =0, 8=X-V, 9 =X. 9105. _ 9-0, ი =X“. მC ! მე: , § XIV 5 =X. 58 1 გე, უმი 

§ =X, »=2VV, როცა ყ>9; 

2099.     

  

  შმმM. X – 1) =8 
მწმმუ 206–-უ სმი მი 

8=X+2V-V, 1)=:+-2V-V, როცა ყლ0. 9100. 09 MC 
| 213) მუ? 

აა... –- =0, 8-–VXI, =VV, როცა XV>0; „26. _ 

ხმწ ოიმი მწმი 

= · (§> – > |). 9 == =VVყ –V-X როცა 

2 1 · 3 

Xყ < ბი. 2107. მი –_ მი =0, §=X-+V, LI) =3X-–-ყ. 2108. <= 
(#) 

  

  

  + 
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მ?ი მ!“ 28 მ“ 
– _=0, =2X–-I კ .1= 9109. აე ეა  – –_ =90, = 2 +? § .. =» ს მენ ნ მ § 

მისს ი–C,მს მძი 
_–“ “ა -0, §=2 , 
მხმი · 32 “32 L8 – 2) 5 =2X1-50X+V 

ი =2X--510X--ყ. 95111. V=ყდ(X)-L V(X), სადაც რდ(X) და IX) ნების– 

მიერი ფუნქციებია. 2119. V = – 0+ყთ00+ სი), სადაც დი) და XV) 

წებისმიერი ფუნქციებია. 95118. # =დ(X)-L/C). 9114. # =Xყ-Lდ(C9-LIVV). 

%116. #= 2 )იყ-CX+ი00+/V). ბ116 ი =XIყ)-+დთ() მითი- 

2 

მი _ მ2. 9117. 
მჯმყ #0X 

(M=XICყ) + დი); #=ყ?C -L ხ–-). 911). თ =დ(X--Vყ)-+/(CX-LV); 
#=XVყ+5IიX-იყწყ. მითითება. მოცემული განტოლება დაიყვანეთ 

+   

=ყ5I0X, 1=ყ. 9110. 

  თება. შემოიღეთ აღნიშვნა: 2 =7, მაშინ. 

2 
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1 
დ(X) == 752 დ ფუნქციის მნიშვნელობათა ცხრილი 

ჯ 0 1 2 ვ 4 5 6 7 ზ 9 

0,0 0,3989 · | 3989 | 3989 | 3988 | 3986 | 3984 | 3982 | 3980 | 3977 | 3973 
0,1 3970 | 3965 | 3961 | 3956 | 3951 | 3945 | 3939 | 3932 | 3925 | 3918 
0,2 3910 | 3902 | 3894 | 3885 | 3876 | 3867 | 3857 | 3847 | 3836 | 3825 
0,3 3814 | 3802 | 3790 | 3778 | 3765 | 3752 | 3739 | 3726 | 3712 | 3697 
0,4 3683 | 3668 | 3653 | 3637 | 3621 | 3605 | 3589 | 3572 | 3555 | 3538 
0,5 3521 | 3503 | 3485 | 3467 | 3448 | 3429 | 3410 | 3391 | 3372 | 3352 
0,6 3332 | 3312 | 3292 | 3271 | 3251 | 3230 | 3209 | 3187 | 3166 | 3144 
0,7 3123 | 3101 | 3079 | 3056 | 3034 | 3011 | 2989 | 2966 | 2943 | 2920 
0,8 2897 | 2874 | 2850 | 2827 | 2803 | 2780 | 2856 | 2732 | 2709 | 2685 
0,9 2661 | 2637 | 2613 | 2589 | 2565 | 2541 | 2516 | 2492 | 2468 | 2444 

1,0 0,2420 | 2396 | 2371 | 2347 | 2323 | 2299 | 2275 | 2251 | 2227 | 2203 
1,1 2179 | 2155 | 2131 | 2107 | 2083 | 2059 | 2036 | 2012 | 1989 | 1965 
1,2 1942 | 1919 | 1895 | 1872 | 1849 | 1826 | 1824 | 1781 | 1758 | 1736 
1,3 1714 | 1691 | 1669 |! 1647 | 1626 | 1604 | 1582 | 156! | 1539 | 1518 
1,4 1497 | 1476 | 1456 | 1435 | 1415 | 1394 | 1374 | 1354 | 1334 | 1315 
1,5 1295 | 1276 | 1257 | 1238 | 1219 (| 1200 | 1182 | 1163 | 1145 | 1127 
1,6 1109 | 1C92 | 1074 | 1057 | 1040 | 1023 | 1006 | C989 | 0973 | 0957 
1,7 0940 | 0925 | C9ა9 | 0893 | 0878 | C863 | 0848 | 0833 | 0818 | 0894 
1,8 079ე | 0775 | 0761 | 0748 | 0734 | 0721 | 0707 | 0694 (| 0681 | 0669 
1,9 0656 | 0644 | 0632 | 0620 | 06C8 | 0596 | 0584 | 0573 | 0562 | 0551 

2,9 0,0540 | 0529 | 0519 | 0508 | 0498 | 0489 | 0478 | 0468 | 0459 | 0449 
2,1 0440 | 0431 | 0422 | 0413 | 0404 | 0396 | 0387 | C379 | 0371 | 0363 
2,2 0355 | 0347 | 03219 | 0132 | 0325 | 0317 | 0310 | 0303 | 0297 | 0290 
2,3 0283 | 0277 | 0270 | 0264 | 0258 | 0252 | 0246 | 0241 | 0235 | 0229 
2,4 0224 | 0219 | 0213 | 0208 | 02C3 | 0198 | 0194 | 0189 | 0184 | 0180 
2,5 0175 | 0171 | 0167 | 0163 | 0158 | 0154 | 0151 | 0147 | 0143 | 0139 
2,6 0136 | 0132 | 0129 | 0126 | 0122 | 0119 | C116 | 0113 | 0110 | 0107 
2,7 0104 | 0101 | 0099 | 0096 | C093 | ე091 | 0088 | 0086 | 0084 | 008) 
2,8 · 0079 | 0077 | 0075 | 0073 | 0ე71 | Cე69 | 0067 | 0065 | 0ე63 | 0061 
2,9 0060 | 0058 | 0056 | C955 | 0053 | 0051 | 0050 | 0048 | 0047 | 0046 

3,0 0,0044 | 0043 | C042 | 0040 | 0039 | C038 | 0037 | 0036 | 0035 | 0034 
3,1 0033 | 0C32 | 0231 | C030 | 0229 | 0228 | 0027 | C02რ | 0025 | 0025 
3,2 0024 | C023 | 0022 | 0022 | 9021 | 0020 | 0020 | 0119 | 0018 | 0018 
3,3 0017 | 0017 | 0116 | 0016 | 0015 | 0015 | 0:14 | 0014 | 0013 | 0013 
3,4 0012 | 0012 | 0012 | 0011 | 0011 | 0010 | 0010 | 00:10 | 0009 | 00072 
3,5 0009 | 0%-8 | 0008 | C0C08 | CC08 | 0027 | 0007 | ლ00ე? | 0007 | 0206 
3,6 090006 | 0006 | 0006 | 0005 | 0005 | 0C05 | 0025 | 0025 | 0C05 | 0004 
3,7 0004 | 0უე04 | 0004 | 0004 | 0024 | 0004 | 02103 | 0003 | 0003 | 0003 
3,8 0003 | 0003 | 0003 | 0003 | 0003 | C002 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002 
3,9 0002 | CC02 | 0C02 | 0002 | 0002 | 0202 | 0022 | 0002 | 0001 | 0001                     
  

დC –



  

  

  

    

              

ჯ #1 
: 1 _6. 

დ(»)= 7 | ი 2კ, ფუნქციის მნიშვნელობათა ცხრილი 

0 

ჯ დ(») ჯ თ(») ჯ თია ჯ Cდ(») 

1 ვ 4 § 6 7 8 

0,00 | 0,0000 | 0,32 | 0,1255 | 0,64 | 0,2369 | 0,96 0,3315 

0,01 | 0,0040 | 0,313 | 0,1293 | 0,65 | 0,2422 | 0,97 0,1340 
0,002 | 0,0080 | 0,124 | 0,331 | 0,66 | 0,2454 | 0,98 0,3365 
9,032 | 0,0120 | 0,35 | 0,1368 | 0,67 | 0,2486 | 0,99 0,1369 

0,0 | 0,0160 | 0,36 | 0,1406 | 0,68 | 0,257 | I1,00 0,21413 

0,05 | 0,0199 | 0,37 | 0,1443 | 0,690 | 0,2549 | 1,01 0,3418 
0,0” ! 0,0239 | 0,238 ! 0,1481 | 0,70 | 0,25600! 1,02 9,3461 

09,07 0,0279 0,39 0,15)7 C,71 0,2611 1,03 0,3485 

0,08 0,0319 0,40 0,1554 C,72 0,2642 1,04 0,3508 

0,0-– | 0,0159 | 0,41 | 0,1591 0,732 | 0,2673 | 1,05 0,3531 

0,10 | 0,0399 | 0,42 | 0,1628 | 0,74 | 0,2703 | 1,06 9,3554 
0,11 0,0438 0,43 0,1664 0,75 0,2734 1,07 0,3577 

0,12 0,0478 0,44 0,1700 0,76 0,2764 1,08 0,3599 

0,13 |! 0,0517 | C,45 | 0,1736 | 0,77 | 0,279 | 1,09 0,3621 
0,14 0,0557 0,46 0,1772 0,78 0,2823 1,10 0,3643 

0,15 0,0596 0,47 0,1808 0,79 0,2852 1.11 0,3665 

0,16 | 9=,0636 | 0,48 | 0,1844 | 0,80 | 0,2881 1,12 0,3686 
0ი,17 | 0,0675 | 0,49 | 0,1879 | 0,81 | 0,2910 1.13 0,3708 
0,18 | 0,0714 | 0,50 | 0,1915 | 0,82 | 0,2939 1,14 0,3729 

0,172 | ი0,0753 | 0,51 0,19590 | 0,83 | 0,2967 | 1,15 0,3749 
0,2. | 60,079 | 0,52 | 0,195 | 0,84 | 0,2995 1,16 0,3770 
9,21 0,C8322 | 0,53 | 0,2019 | 0,85 | 0,3023 | 17 0,3790 
0,2 | 0,087) | 0,54 | 9,2054 | 0,86 | 0,305! ' | 
0,232 | 0,0910 | 0,55 | 0,2088 | 0,87 | 0,3077 | 1,18 0,3810 
ი 25 0,09498 | 0,56 | 0,2123 | 0,88 | 9,3106 1,19 0,3830 

0,0987 | 0,57 | 0,2157 | 0,69 | 0,3133 
0,262 | 0,1026 | 0,58 | 0,2190 | 0,90 | 0,3159 1,20 0,3849 
0ი,27 | ი,1064 | 0,599 | 0,2224 | 0,91 | 0,3186 | 1,21 0,3869 
0,28 | 0,1)03 | 0,60 | 0,2257 | 0,92 | 0,3212 | 1,22 0,3883 
0,2. | 60,114) | 0,6 | 0,229 | 0,932 | 0,3218 | 1,23 0,3907 
ი,3ვ0 | ი,1179 | 0,62 | 0,2324 | 0,94 | 0,1264 | 1,24 0,3925 
0,3 !| ც,1217 | 0,632 | 0,2357 | 0,95 | 0,328 | 1,25 0,3944   
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გაგრძელება 
  

  

            

1 2 ვ 4 5 6 7 გ 

1,26 0,3962 1,59 0,4441 1,92 0,4726 2,50 0,4938 

1,27 0,3980 1,60 0,4452 1,93 0,4732 2,52 0,494! 

1,28 0,3997 1,6! 0,4463 1,194 0,4738 2,54 0,4945 

1,29 0,4015 1,62 0,4474 1,925 0,4744 2,56 0,4948 

1,30 0,4032 1,63 0,4484 1,96 0,4750 2,58 0,4951 

1,31 0,4049 1,64 0,4495 1,97 0,4756 2,60 0,4953 

1,32 0,4066 1,65 0,4505 1,98 0,4761 2,62 0,4956 

1,33 0,4082 1,66 0,4515 1,99 0,4767 2,64 0,4959 

1,34 0,4099 1,67 0,4525 2,00 0,4772 2,66 0,4961 

1.35 0,4115 1,68 0,4535 2,02 0,4783 2,683 | 0,4963 

1,36 0,4131 1,69 0,4545 2,04 0,4793 2,720 | 0,4965 

137 0,4147 1,70 0,4554 2,06 0,4803 2,72 | 0,4967 

1,38 0,4162 1,71 0,4564 2,08 0,4812 2,74 0,4969 

1,39 0,4177 1,72 0,4573 2,10 0,482! 2,76 | 0,4971 

1,40 0,4192 1,73 0,4582 2,12 0,4830 2,7 | 0,4973 

1,41 0,4207 1,74 0,4591 2,14 0,4838 2,80 | 0,4974 

1,42 0,4222 1,75 0,4599 2,16 0,4846 2,გ2 | 0,4976 

1,43 0,4236 1,76 0,4608 2,18 0,4854 2,8 | 0,4977 

1,44 0,4251 1,77 0,4616 2,20 0,4861 2,86 0,4979 

45. 0,4265 1,78 0,4625 2,22 9,4868 2,8 | 0,4980 

1,46 0,4279 1,79 0,4633 2,24 0,4875 2,9 | 0,4981 

1,47 0, 4292 1,80 0,4641 2,26 0,488! 2,992 | 0,4982 

1,48 0,4306 1,81 0,4649 2,28. | 0,4887 2,9 | 0,4984 

1,49 0,4319 1,82 0,4656 2,30 0,4893 2,96 | 0,4985 

1,50. 0,4332 1,83 0,4664 2,32 0,4898 2,9 | 0,4986 

1:51) 0,4345 1,84 0,4671 2,34 0,4904 3,00– | 0,49865 

“1,52; 0,4357 1,85 0,4678 2,36 0,4909 3,202 | 0,49931 

1,53 0,4370 1,86 0,4686 2,38 0,4913 3,409 | 0,49966 

1,54 0,4382 1,87 0,4693 2,40 0,4918 3,60 | 0,499841 

1,55 0,4394 1,88 0,4699 2,42 0,4922 3,830 | 0,499928 

1,56 0,4406 1,89 0,4706 2,44 0,4927 4,00 | 0,499968 

1,57 0,4418 1,90 0,4713 2,46 0,4931 4,590 | 0,499997 

1,58 0,4429 1.91 0,4719 2,48 0,4934 5,00 | 0,499997     
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