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წინასიტყვაობა 

წიგნი ერთ-ერთი ნაწილია სახელმძღვანელოთა იმ სერიისა, რო– 

მელმაც, ავტორთა აზრით, უნდა შეადგინოს უმაღლესი მათემატიკის 
სრული კურსი (თეორია და ამოცანათა კრებული) უმაღლესი ტექნიკუ- 

რი სასწავლებლებისათვის. იგი დაწერილია მოქმედი პროგრამის მი- 

ხედვით. 

წიგნით სარგებლობა შეუძლიათ აგრეთვე პედაგოგიური ინსტიტუ- 

ტების ფიზიკა-მათემატიკის და უნივერსიტეტის ეკონომიკური, ბიო- 

ლოგიური, გეოგრაფიული და სხვა ფაკულტეტების სტუდენტებს. 
წიგნი შედგება ორი განყოფილებისაგან. პირველში გადმოცემულია 

თეორიული მასალა. მეორე განყოფილება ამოცანათა კრებულია, რო- 

მელიც შეიცავს თეორიული მასალის შესაბამის მრავალ ამოცანასა და 

სავარჯიშოს. ისინი დალაგებულია თეორიული მასალის შესაბამისად, 

მათი ტიპებისა და სირთულის გათვალისწინებით. თეორიული მასალის 

ყოველ თავს დართული აქვს კითხვები თვითშემოწმებისათვის.



1 თაჯი 

მატრიცები და დეჭპერმინანტები 

§ 1. მატრიცის ცნება. მოქმედებანი მატრიცებჭზე 

მეცნიერებისა და ტექნიკის სხვადასხვა ამოცანის შესწავლა მოით- 

ხოვს გარკვეული სახის ცხრილების, ე. წ. მატრიცების და მათზე მოქ– 

მედებათა წარმოების წესების შემოღებას. მატრიცთა თეორიას ფარ- 

თო გამოყენება აქვთ წრფივი გარდაქმნებისა და წრფივი განტოლიზბე– 

ბის თეორიაში, დეფერენციალურ განტოლებათა სისტემების ანოხსნა– 

ში, რხევათა თეორიაში, წარმოების დაგეგმვაში და სხვ. 

განსაზღვრება 1.1. ვთქვათ, მოცემული გვაქვს იLX 8 რაოდენობის 

0, (L= 1, 2,...,M?; 1= 1, 2, ... ,I1) რიცხვები ამ რიცხვებისაგან შმედგე– 

ხილ მართკუთხა ცხრილს 

0)1 01ე “'“ იი 

/#= | 921 რია ''' რაი 

0თ1 0,ეა “. 0,ფი 

ეწოდება მატრიცა #I სტრიქონითა და /L სვეტით. 

4 მატრიცის. შემადგენელ თ,, რიცხვებს ეწოდება მატრიცის ელემენტები- 
აქ პირველი ინდექსი 1 და მეორე ინდექსი / შესაბამისად იმ სტრიქონის დ> 
სვეტის ნომრებია რომლებსაც ეკუთვნის ეს ელემენტი. ხშირად ხმარობენ 

მატრიცის მოკლე ჩაწერას „1 = (ძ,,),,ი· ML და IL რიცხვებს უწოდებენ 
მატრიცის რიგებს. ორ მატრიცას ეწოდება ერთნაირი ტიპის, თუ მათი რი- 

გები შესაბამისად ტოლია. იმ შემთხვევაში, როცა /72=/1, მატრიცას ეწოდება 
კვადოატული, ხოლო /I=/ რიცხვს მისი რიგი. 

კვადრატული მატრიცის ელემენტები თ.ე, ძი,..., მიგ ქმნიან ეგრეთწო– 
ღებულ მთავარ დიაგონალს, ხოლო” თ, ძე (ი-1)/--, რი1 ელემენტები –- 
არამთავარ დიაგონალს. 

განსაზღვრება 1.2. კვადრატულ მატრიცას ეწოდება დიაგო– 
ნალური, თუ მისი ყველა ელემენტი, გარდა შესაძლებელია მთავარი 

დიაგონალის ელემენტებისა, ნულის ტოლია, ე. ი- ი,, = 0, თუ 1567. 
4



ყოველ M# რიგის დიაგონალურ მატრიცას აქვს სახე 

ძ, 0 :·0 

9 =)9 ძე ·· 0 

0 0 ·-ძ 

სადაც ძე, ძა,..., ძე ნებისმიერი რიცხვებია. 

განსაზღვრება 1.3. დიაგონალურ მატრიცას ეწოდება ერთე- 

„უულოვანი მატრიცა, თუ მთავარი დიაგონალის ყველა ელემენტი ერთის 

ტოლია. 

ერთეულოვანი მატრიცა აღანიშნება # ასოთი, ე. ი,, 
2. 

1 0 ·-0V 
ნ 0 1.80 

განსაზღვრება 1.4. მატრიცას, რომლის ყველა ელემენტი 
ნულის ტოლია, ნულოვანი მატრიცა ეწოდება. 

· ნულოვანი მატრიცა აღინიშნება 0 სიმბოლოთი: 

0 0::-0 

0 = 0 0.--.-0 

–_ ე“ “3 

ი 0--0 

განსაზღვრება 1.5. ერთი სტრიქონისაგან (სვეტისაგან) მედ–- 

გენილ მატრიცას ეწოდება სტრიქონ-მატრიცა (სვეტ-მატრიცა). 

4 = (0), XC, ..9 ძ.) 

არის სტრიექონ-მატრეცა, ხოლო 

სფვეტ-მატრიცა. 

განსაზღვრება 1.6. ორ ერთნაირი ტიპის მატრიცას ეწო- 

დება ტოლი, თუ მათი შესაბამისი ელემენტები ტოლია. 

მატრიცებზე ძირითადი მოქმედებებია: მატრეცთა შეკრება, მატ- 

რიცის რიცხვზე გამრავლება და მატრიცის მატრიცზე გამრავლება.



განსაზღვრება 1.7. ორი ერთნაირი ტიპის 74 =(ი,),,„ და 
8 = (ხ,,)„,„ მატრიცების ჯამი ეწოდება C = (0,,),,- მატრიცას, რომლის 
ყოველი ელემენტი უდრის #4 და 8 მატრიცების შესაბამისი ელემენტების 

ჯამს: C,, = ძ,, + ხ,, (§(=1, 2,..., MI; /=1, 2,..., ). #4 და 8 მატ- 
რიცების ჯამი აღინიშნება # +- 8 სიმბოლოთი. 

მაგალითი. თუ 

2 –1 

4= C 2 | 
1 0 

მაშინ 

1 – 1 

4+-8=I!|I-1 --21!I!. 

2 ვ 

განსაზღვრება 1.8. 4 =(ძ,/))„,, მატრიცის ნამრავლი # რიცხვზე 

ეწოდება C = (C,),„, მატრიცას, რომლის ელემენტები მიიღება 7 მატ– 

რიცის ელემენტების 7 რიცხვზე გამრავლებით: C,, = #0,; ((= 1,2,..., /71; 
7 =1, 2)..., .). # მატრიცის 7 რიცხვზე ნამრავლი აღინიშნება 74 სიმ–- 

ბოლოთი. 

იმ შემთხვევაში, როცა 7 ==5–– 1, მიღებულია აღნიშვნა (–– 1) # =–- #4. 

მაგალითი. თუ 

4- (1 ვ ი), 
1-42 

მაშინ 

54= |“ % 15 ე. 
– 520 10 

განსაზღვრება 1.9. #4 =(თ,),,, მატრიცის 8 = (ხ;,)ი,, მატრი– 

ცაზე ნამრავლი ეწოდება C = (0,,),,, მატრიცას, რომლის ყოველი ელემენტი 

გამოითვლება ფორმულით 

ჩ 

C/, = ბ, 0, ხ,, =0„ ხე, + 0, ხა, +--+L 0, ხ,,: (1.1) 

= 1 

#4 მატრიცის 8 მატრიცაზე ნამრავლი აღინიშნება 48 სიმბოლოთი.



(1.1) ფორმულიდან ჩანს, რომ C მატრიცის C,, ელემენტი წარ- 
მოადგენს 4 მატრიცის IL-ური სტრიქონისა და 8 მატრიცის I”ური 

სვეტის 'მესაბამისი ელემენტების ნამრავლთა ჯამს. მაგალითად! თუ 

0. 0): V ” 

#-(2 რ |, 8=( 95), 
91 (52, 

რვ შვი 

თეკ 0,1 + თა ხ. · შე1 ხ)ი + თია ხა: 
4.8= · 

მაშინ 

ეყე“''–“–.2.... 

ძვ, ხე -L თვე ხი). ძვე ხი -L ძვი ხია 
შევნიშნოთ, რომ 4 მატრიცის 8 მატრიცაზე გამრავლება ყოველ- 

თვის არ არის შესაძლებელი. ეს შესაძლებელია მაშინ და მხოლოდ 
მაშინ, როდესაც 4 მატრიცის სვეტების რიცხვი ტოლია 8 მატრიცის 

სტრიქონების რიცხვისა. 48 მატრიცას იმდენი სტრიქონი აქვს, რამ- 

დენიც #-ს და იმდენი სვეტი, რამდენიც 8-ს. ორივე ნამრავლი 48 
და 8/ „განისახღვრება მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც #4-ს სვე 

ტების რიცხვი უდრის 8-ს სტრიქონების რიცხვს და 4-ს სტრიქონე- 

ბის რიცხვი უდრის „8-ს სვეტების რიცხვს. 
ზემოთ მოყვანილ ოპერაციებს გააჩნიათ შემდეგი თვისებები: 

1 4+-8=8+4 (ჯამის კომუტაციურობა), | 

4+-(8+-+C)=(4+8+C (ჯამის ასოციაციურობა), 
4+0=0-+4=4, 
4#-/7/1=0, 

1-.,/1== 4, 

0:14=0, 

(7) 4 = 7.(IL4), 
2. (4 –– 8) = 2.4 -L 1.8, 

4-.-0=0·-4=0, 

11. 4-ს = ნ4 = 4, 

19. (4-- 8C=74C+8C (დისტრიბუციულობა მარჯვნიდან), 

18. 4(8+C)=48+ 4C (დისტრიბუციულობა მარცხნიდან), 

14. #(8C) =(48)C (ნამრავლის ასოციაციურობა). 

შევნიშნოთ, რომ მატრიცთა გამრავლება არ არის კომუტაციური 
ოპერაცია, ე. ი. საზოგადოდ „#285-8/). უფრო მეტიც, 48 და 84 

შეიძლება სხვადასხვა ტიპის მატრიცები იყოს. მართლაც, თუ 

1 –-1 
4=12 11, 8= –1 1 1)! 

0 1 1-1 1 

ი
 

თ
 

3
 

თ
.
 
თ
 

=> 
0
 

(1 
-
 რ



მაშინ 

–2 2 --1 

48= | –-1 1 1, 

1-1 1 

· 84- ( 1 8 . 

1-1 
იმისათვის, რომ 48 უდრიდეს 8/4-ს, აუცილებელია 4 „და 8 იყოს 

ერთიდაიმავე რიგის კვადრატული მატრიცები, მაგრამ ეს პირობა საკ– 

მარისი არ არის. მაგალითად, თუ 

4-(ი .)' 8-(“ ი), 

0 0 1 0 

მაშინ #8 = ( ' ი)' ხოლო 84=(- 1). 
:00 0 1 

განსაზღვრება 1.10. მატრიცას, რომელიც მიიღება 4 მატ- 

რიცაესაგან ყველა სტრიქონის სვეტებით და სვეტების სტრიქონებით 

შეცვლით, ეწოდება 4 მატრიც-ს ტრანსპონირებული მატრიცა და /7/ 

სიმბოლოთი აღინიშნება, ე. ი. თუ 

C)1 რთ)“ რი, 

#4 = | 201 რაი “'“ რა, 

რ0იე:1 0,უი ცი 

მაშინ 

01 ძი1 “- რა 

#” = | 012 რაა “' 0ფი 

რევ შაი “'. რა. 

ტრანსპონირების ოპერაციას გააჩნია შემდეგი თვისებები: 

(4) = #;: 

(4+8/ = 4 + 8” 
(7.04)“ = #4, CV; 
(48) = 8 #”. 

განსაზღვრება 1, 11. კვადრატულ 4 მატრიცას ეწოდება 

სიმეტრიული, თუ 4/=/4, ხოლო ანტისიმეტრიული, თუ 4”=-–-4. 
ცხადია, რომ თუ 4 ანტისიმეტრეული მატრიცაა, მაშინ მისი მთა- 

ვარი დიაგონალის ელემენტები ნულის ტოლია. - 
8. 

წ
 

. 
6
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§ 95. დეტერმინანტები ღა მათი ძირითადი თვისებები 

განვიხილოთ ნებისმიერი 8” რიგის კვადრატული მატრიცა 

Cთ)1 რუი “რი 

#4 = | 921 შაი ““ რაც | . (2.1) 

შიე1 რია ““ რი 

არსებობს წესი, რომლის მიხედვითაც ყოველ კვადრატულ მატრი- 
„ას შეესაბამება გარკვეული რიცხვი, რომელსაც ამ მატრიცის დეტერ- 

„მინანტი ეწოდება. 

თუ #M=1, მაშინ (2.1) მატრიცა შედგება ერთი ძი, რიცხვისაგან და 

მისი შესაბამისი პირველი რიგის დეტერმინანტი ეწოდება თვით ამ 

თუ #M#=2, მაშინ (2.1) მატრიცას აქვს სახე 

ტ4= ( რთ11 012 ) · 

· 0021 099 

ამ მატრიცის შესაბამისი მეორე რიგის დეტერმინანტი ეწოდება 

ძ0,10ა---ძეით)| რიცხვს და აღენიშნება შემდეგი სიმბოლოებიდან ერთ– 

ერთით: 

  
(41, ძის ქ, | 2 2 » 

001 თაა 

ე. ი. განსახღვრით 

I4| = ძიL4 = იე ი: == 011 0აგ –“ მე ძი· 
91 რია ·   

  

ნებისმიერი 1>2 რიგის დეტერმინანტი განისაზღვრება ინდუქ- 

“იის წესით, თუ ვიგულისხმებთ, რომ #--1 რიგის მატრიცის შესაბა–- 

მისი დეტერმინანტის ცნება უკვე შემოყვანილია. 

წინასწარ მოვიყვანოთ მატრიცის ელემენტის მინორის და ალგებრული 

დამატების ცნებები: /# რიგის (2.1) მატრიცის ძ,/ (I, / == 1, 2)..., I) ელე– 

მენტის მინორი ML, ეწოდება # –– 1 რიგის იმ მატრიცის შესაბამის დეტერ- 

მინანტს, რომელიდ მიიღება (2.1) მატრიციდან მისი (-ური სტრიქონისა და 
/-ური სვეტის ამოშლით. 

2,, ელემენტის ალგებრული დამატება #,; განისაზღვრება ტოლობით 

4ც =(–1)L Mკ.



(2.1) მატრიცის შესაბამისი #-ური რიგის დეტერმინანტი ეწოდება 
რიცხვს 

' ჩ 

2. თ/რ,= », (– 1) თ, M., 
I==1 1=1 

და აღინიშნება შემდეგი სიმბოლოებიდან ერთ-ერთით: 

0)1 რგ ""' 0), 

| 41, ძიL/, რავ რიე ''' შეგ , 

ე. ი. განსახღვრით 

| 4 = ძი! 4 = ფძე1 022 "" მი» = ბ, ძე; #4). (2.2) 
აიიი C 

რში1 ში: “' რიგ 

#4 მატრიცის ელემენტებს, სტრიქონებს, სვეტებს „და დიაგონალებს 
ვუწოდებთ შესაბამისად |4)| დეტერმინანტის ელემენტებს, სტრიქო– 
ნებს, სვეტებს და დიაგონალებს. 

კერძოდ, მესამე რიგის დეტერმინანტისათვის (2.2)-დან გვაქვს, 

Cთ11 რი 013 

0ი1 რეი რავ 
თ. შია 

ძვ) რვა 

რა: 023 რი: რივ 
+ ძევ 

  

– რთი = 0) 

  

  

    

    რვა რვვ 031 თვვ 
შვ1 თვი რთვვ 
=- 011 შიე შვვ -L C;ვ ძი) ძვი -L შვ) 0)ი ძავ –– 0)ვ რიი 02) –– 

–– 01) რთ9ვ შვი –– შვვ ძი1 0კა- 
ამ ფორმულის დასამახსოვრებლად სასარგებლოა ეგრეთწოდებუ- 

ლი სამკუთხედების წესი, რომელიც სიმბოლურად ილუსტრირებულია 

შემდეგი სქემით: 

000.0 ი 0| |0 0 0 > 0 
ი 00-09 + <6/0+ ი/ი> - 
0 09 0! 10.0 0 V 0 0.0 

0.0 0 0) |0 „ 0| 
– 0 ”7/0|- 10 95-Xდ 

0 0) |0M/0! |0 0–% 
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მაგალითი, გამოვთვალოთ დეტერმინანტი 

11.20 : | 
ვ 2 1 =(-–1):(-2):2-+0-3-(- 3) + 4.2.1-- 
4-.3.2 

  

  
– 4-:(-–-2):0-–-(–-1):1-(--3)--–2.3.2=448-3--12=--3, 

მოვიყვანოთ დეტერმინანტები” ძირითადი · თვისებები, რომელთა 

მართებულობას სიმარტივისათვის შევამოწმებთ #=83 შემთხვევაში. 

1. დეტერმინანტის რომელიმე სვეტის (სტრიქონის) ყოველი ელე– 

მენტის მათ შესაბამის ალგებრულ დამატებებზე ნამრავლთა ჯამი მო– 

ცემული დეტერმინანტის ტოლია, ე. ი. 

|/4| = თ, 4), + თ, 46, “+. “+ძი; 4 (/ = 1. 2,..-) ს (2.3): 

|4|=0მ04ც ია 4ი + 6 მი4ი (7= 1, 2,...ს Iს). (2.4 

ეს თვისება შევამოწმოთ მესამე სვეტისათვის. გვაქვს 

        

    

  

  

რი მაი C1 0195 
ძ1ვ /4ვვ -L ძევ /მევ -L ძვე /4ვვ = ძ)ვ – 03 + 

' შეუ თვი რვ1 თვი 

C)1 თი : : 
-L ძვვ = შევ მე) შვე –– 013 ძავ შვ) –– ძევ 011 შვა “L 01 შავ ძვე -L 

0591 რი 

-Lძვვ 0) შეგ –– 010 001 ძვვ=0)1 (ძვვ თვე –– რივ შვა) –– 015 (ძეჯ შვე–– რძივძვ1) ++ 

: რე1 01: რვ 
+ ძევ (0იე ძვე –– ძავ 0ე)==01ე 4411 “L 019 419 + თვ 4ევ = თე| 0C-ი შავ | · 

031 ძვ ძვვ 

(2.3) და (2.4) ფორმულებს ეწოდება დეტერმინანტის გაშლა შესა–- 

ბამისად /-ური სვეტისა და I(-ური სტრექონის ელემენტების მიხედვით. 
დეტერმინანტის გამოთვლას ამ ფორმულებით უწოდებენ აგრეთვე 

დეტერმინანტის გამოთვლას მინორებად გაშლის წესით. 

ამ თვისებიდან მარტივად მივიღებთ, რომ 

|5|C=1. (2-5) 
9. მატრიცის“ ტრანსპონირებით მისი დეტერმინანტი არ იცვლე– 

ბა, ე. ი. 

| 4/1= I4LI. 

თვისები“ დასამტკიცებლად საკმარისია ამ ტოლობის მარცხენა 
და მარჯვენა ნაწილები გამოვთვალოთ სამკუთხედების წესით. 
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ვ. დეტერმინანტი მხოლოუ 9ამახს იცვლის, თუ მოვახდენთ მისი 
'ებისმიერი ორი სვეტის (+ტღიქონის) ურთიერთგადანაცვლებას. 

    

მაგალითად, 

0) 0), შევ თვ ძ)2 011 

5.) მიი ძივ | =– ““ | თავ შიი 091 

თვ) რვა რვვ რთვვ თვი თვ1     
ამ თვისებას მართებულობა მტკიცდება უშუალო შემოწმებით. 

4. დეტერმინანტი უდრის ნულს, თუ მისი რომელიმე სვეტის 

(სტრიქონის) ყველა ელემენტი ნულია. 
ეს თვისება უშუალოდ გამომდინარეობს ა პირველი თვისებიდან. 

5. დეტერმინანტი უდრის ხულს, თუ მისი რომელიმე ორი სვეტის 

(სტრიქონის) შესაბამისი ელემენტები ტოლია. 
დამტკიცება. ვთქვათ, #4 მატრიცის შესაბამისი დეტერმინან– 

ტეს რომელიმე ორი სვეტეს (სტრიქონის შესაბამისი ელემენტები 

„ერთმანეთის ტოლია. თუ ურთიერთგადავანაცვლებთ ამ სვეტებს (სტრი– 
„ქონებს) მაშინ მესამე თვისების ძალით | #4I-ს უნდა შეეცვალოს მხო– 

ლოღ ნიშანი. მეორეს მხრივ, დეტერმინანტი არ შეიცვლება, რადგანაც 

„გადანაცვლებული სვეტები (სტრიქონები) ერთნაერია, ე. ი. |,1|) = 

=–--|/71|, საიდანაც |4| =0. 

6. დეტერმინანტის რომელიმე სვეტის (სტრიქონის) ყველა ელე– 

მენტის საერთო მაჭრავლი რ<ეიქლება გავიტანოთ დეტერმინანტის ნიშ–- 

ნის გარეთ, მაგალითად, 

  

0)1 #0, თვ 011 Cთ19 Cთ)ვ 

თი #0იიე ძივ | == M#| 051 თევ რავ 

თვ1 # თვა ძვვ 02, თვი რვვ     
ამ თვისების მართებულობა მტკიცდება უშუალო შემოწმებით. 

7. დეტერმინანტე ნულის ტოლია, თუ მისი როპელიმე სვეტის 
(სტრიქონის) ელემენტები პროპორციულია სხვა სვეტის (სტრიქონის) 

“შესაბამისი ელემენტებისა. 

დამტკიცება. მე-6 თვისების ძალით პროპორციულობის კო– 

ეფივიენტე შეიძლება გავ„ტანოთ დეტერმენანტის ნიშნის გარეთ, რის 
“შემდეგ მივიღებთ დეტერმინანტს ორე ერთნაირი სვეტით (სტრიქო- 

-ნით), რომელიც მე-5 თვისების ძალით ნულის ტოლია. 

8. თუ დეტერმინანტ-ს რომელიმე სვეტის (სტრიქონის) ყოველი 
ელემენტი ორი შესაკრების ჯამს წარმოადგენს, მაშინ ეს „დეტერმინან– 

ტი წარმოედგინება ორი დეტერმინანტის ჯამის სახით. მაგალითად, 

0, 0 + თა ძევ თ. ძა რევ თ, 01 რვ 

თი| ძი -L ძვე ძევ | => | ძი; თაი თავ | “L | თი; თ: თივ 

თვ) შვი -L- შვა ძევ შვ: ძეგ შვე თვე თვე თვვ



ამ ტოლობის დასამტკიცებლად საკმარესია ეს დეტერმინანტები 

გავშალოთ მეორე სვეტის ელემენტების მიხედვით და მიღებული ზე– 
დეგები ერთმანისს შევადაროთ. 

9. თუ დეტეკრმინანტის რომელიმე სვეტ-ს (სატრიქონის) ელემენ–- 

ტებს მივუმატებთ სხვა სვეტის (სტრ-ქონის) შესაბამის ელემენტებს, 

გამრავლებულს ერთსა და იმავე რიცხვზე, მივიღებთ მოცემული დე– 

ტერმიხანტის ტოლ დეტერმი5ანტს. 

ძართლავ, მიღებული დეტერმინანტი მე-8 თვისების ძალით წარ–- 

მოიდგინება ისეთი ორი დეტერმენანტის ჯამის სახით რომელთაგან 

ერთი ემთხვევა მოცემულ დეტერმინანტს, მეორე კი ნულის ტოლია, 

ვინაიდან მისი ორი სვეტი (სტრიქონი) პროპორციულია. 

10. დეტერმინანტის რომელიმე სვეტის (სტრიქონის) ყველა ელე– 

მენტის ნებისმიერი სხვა სვეტის (სტრიქონის) შესაბამისი ელემენტე– 

ბის ალგებრულ დამატებებზე ნამრავლთა ჯამი ნულის ტოლია, ე. ი. 

ძიძ/ 4, + C/ი 4ა +---+ 0” ი, =0, (2.6» 

თ; 4“, + თრ 4ა, + ... –+ ძა, ჩია, = 0, (2.7 

სადაც 7, / = 1, 2,..., ML; #5“ /. 

შევამოწმოთ, მაგალითად (2.7) ტოლობის მართებულობა მესამე: 

რიგის დეტერმინანტისათვის, როცა (=1 და /=3. პირველი და მეხუ– 

თე თვისებების ძალით გვაქვს 

01ვ 01ა 01ვ 

ძევ რია ძივ | = 0. 013 4:11 -L ძივ 404: -+ ძევ 4ვ, = 

    

თვვ თვი ძვე 

დაუმტკიცებლად მოვიყვანოთ კიდევ ერთი თვისება. 

11. ორი კვადრატული მატრიცის ნამრავლის დეტერმინანტი უდრის 

ამ მატრიცათა დეტერმინანტების .ნამრავლს, ე. ი. 

|48|=|I4|I-|8 |. (2.8» 

§ 8. შებრუნებული მატრიცა 

გთქვათ, # არის M-ური რიგის კვადრატული მატრიცა, ხოლო #-- 
იმავე რიგის ერთეულოვანი მატრიცა. 

განსაზღვ რება 3.1. 4 მატრიცის შებრუნებული მატრიცა 

ეწოდება ისეთ 8 მატრიცას, რომლისთვისაც 

ტ4.8=8-4=#. 

4 მატრიცის შებრუნებული მატრიცა აღინიშნება სიმბოლოთი /#4-I), 

ე. ი. 

4. 4-1 = 4-1.4=#. (3.1) 
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(3.1) ტოლობა სიმეტრიულია #4 და 4-1 მატრიცების მიმართ, ამიტომ 

თუ 4-1 არის 4-ს შებრუნებული, მაშინ „ არის 4-1-ის შებრუნებული: 

4 =(4-!)-1, 

სიმეტრიულობიდან ცხადია აგრეთვე, რომ 4“! არის იმავე # რიგის 

კვადრატული მატრიცა. 

ვაჩვენოთ, რომ, თუ #4 მატრიცას გააჩნია შებრუნებული მატრიცა, 

მაშინ ის ერთადერთია. : 

მართლაც, ვთქვათ, რაიმე C მატრიცა აგრეთვე აკმაყოფილებს 

X3.1) პირობებს. ტოლობა 

4C = #6 

„მარცხნიდან გავამრავლოთ #“1-ზე. მივიღებთ 

4-1(4C) = #4-1.#. 

მატრიცებზე მოქმედებების მე-11 და მე-14 თვისებების ძალით ეს 

„ტოლობა ასე გადაიწერება 

(4-1 /)C = 4-I, 

ანუ 

სხC = #“-1, 
ე.ი 

C = 4“. 

განსაზღვრება 3.2. კვადრატულ მატრიცას ეწოდება განსა- 

„კუთრებული, თუ მისი დეტერმინანტი ნულის ტოლია; ·წინააღმდეგ 

შემთხვევაში მატრიცას ეწოდება არაგანსაკუთრებული. 
განსაზღვრება 3.3. # კვადრატული მატრიცის მიკავშირე– 

ბული მატრიცა ეწოდება მატრიცას 

4) 4ა: ·” 41 

4? 41: 42 ““ 4ი: 

რეი რაი · 4 
სადღაც 4,, არის # მატრიცის თ,, (I, /==1, 2...) I) ელემენტის ალგებრული: 

დამატება. 

მაშასადამე, 4? მატრიცის მისაღებად #4 მატრიცის ყოველი თ,, ელემენ– 
ტი უნდა შეიცვალოს 724,, ალგებრული დამატებით. 

ადვილია ჩვენება, რომ 

იგ 

?= L. 
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თეორემა 3.1. ნებისმიერი კვადრატული # მატრიცისათვის 
ადგილი აქვს ტოლობას 

4?“4= #44" =| 4#|-#. (3.2) 

დამტკიცება. ვიპოვოთ C=/4. 4” ნამრავლი. მატრიცთა ნამ– 
რავლის განსაზღვრების თანახმად 

” 

Cჯ,, = ». ძე 4,,= 0ც 4, + 0. #40 + > + ძთ 4, 
ჩ=1 

აქედან (2.4) და (2.6) ტოლობების ძალით მივიღებთ 
#ხ,, ,6I1, “ “ 

“= | ს სც) 197 4Lს #+M9 · ს 
|4 ს როცა ჯL=/. .... 

ამრიგად ტ #4. 

I4) 0-0 10.0 

C=4.41=| 9 I4I-:0 | _,ტ/ 0 1--0 ს) ,,.წ, (ვ.3) 

0. 0 ·-. |4I 0 0 ·-1 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ 

4".4=|4I-#. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შებრუნებული მატრიცის არსებობის შესახებ მართებულია შემ- 

დეგი თეორემა: 

თეორემა 3.2. იმისათვის, რომ 4 მატრიცას გააჩნდეს შებიოუ- 

ნებული მატრიცა, აუცილებელია და საკმარისი, რომ /# იყოს არაჯან– 

საკუთრებული მატრიცა. შებრუნებული მატრიცა გამოითვლება ფორ- 

მულით 

1 4-1 == --. .,0#ი, 3.4 : (4) აიი 
აუცილებლობა. ვთქვათ, 4-ს გააჩნია შებრუნებული #4“! 

მატრიცა, ე. ი. 

4.4-1=ჯ#. 
ამიტომ 

|4-.4-1|= 18 I. 

(2.5) და (2.8)-ის ძალით ამ ტოლობიდან გვაქვს 

|/#4 |.|4-1| = 1. 
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აქედან ჩანს, რომ 

  

(4) >9. 
საკმარისობა. ვთქვათ |4 15950, მამინ (3.21 ტოლობიდან 

მიგიღებთ 

_–___ 
I4 | |4| 

აქედან, შებრუნებული მატრიცის განსაზღვრების თანახმად გვექცება 

4-1 = 1 ქ", 
|4I 
  

თეორემა დამტკიცებულია. 

მაგალითი. ვიპოვოთ 

2 5 7 

4 = L' 3 ') 
5– 2-3 

მატრიცის შებრუნებული მატრიცა. : 

ამოხსნა. გამოვთვალოთ 4 მატრეცის დეტერმინანტი: 

  

2 5 7 

|/#4 | = ვ 4 =-–-18 +100--84-- 105 +90-+16= –-1. 

5-–2–3 

  

ცათა “ #ი 
= =-9 8=-–-1: 4ა == + 

რა=- § _ ვ|= –(-16- 20 = 20, 

4. = =-–- 12--15= –- 27; «- დ _ 2) 
5 

4.ალ=- _ ა _11=-C 15 -L 14) = 1; აკო 

5 ––3 

რა=-?1 2 =-(-4- 295 = 2: 

«= კ კ|=2-2=-V 
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2 7 
რი =- წ _-”. 

4რვვ =- 
  

2 5 = 6 –-. 30 = –- 24. 
6 3 

ამრიგად, მიკავშირებული მატრიცა ტოლია 

– 1 1 –1 

4#9%9= 38 --41 34 I. 

–272 29 –-24 

(3.4) ფორმულის მიხედვით გვაქვს 

1 (“1 1 –1 1.–1 1 

4'=-- 38 –-41 ვ4 | = I –– 38 41 –-34 I. 
= == 2ი –-24 27 –29 24 

დავამტკიცოთ შებრუნებული და მიკავშირებული მატრიცების ზო– 

გიერთი თვისება: 

1. |,1-1|) =I/|–1. 

მართლაც, ტოლობიდან #4“ 14 = გვაქვს | 71“! 4|= 1, აქედან 
| 4“! | -I,4| = 1, საიდანაც | 4-1 | = | 4 I“. 

9. (48)-1 = 8-1 4-I, 
მატრიცთა გამრავლების ასოციაციურობის თვისების ძალით 

გვაქვს: ' 
(48) (8-1 4-1) = 4(88-1) #-1 = 4#4-! =X#, 

(48)–! = 8-1 /+-1, 

8. (4/)-1 = (4-7. 
მართლაც, 44-1=8ნწ ტოლობის ორივე მხარის ტრანსპონირებით 

მივიღებთ 

(44-/= 6, 
საიდანაც 

(4-1)! 4, = წ. 
აქედან 

(40-!= (4-5” 
4. (45? = (497. 

ეს თვისება უშუალოდ „გამომდინარეობს განსაზღვრებიდან. 

9, ს, თოფურია L7



ნ. (თქ) = თ". 4" (=CM, ხოლო # არის 4 მატრიცის რიგი). 

მართლაც, (თ4)" მატრიცის 4, ელემენტი იქნება თ”! 4,, აქედან 

გამომდინარეობს დასამტკიცებელი ტოლობა, 
6. (თ 4) –! = _1. /#4-!, თ5<0. 

C 

(3.4) ტოლობისა და წინა თვესების გამოყენებით მივიღებთ: 

  

1 1 1 /):-! = 4)“ = „ფმ- 4%- ბ 4-I, 
(«4) წა ) თ" | 4 | “ თ 

7. |4"|= 14” თუ „4 >0. 
ეს ტოლობა გამომდინარეობს (3.3)-დან. 

მოვიყვანოთ დაუმტკიცებლად კიდევ ორი თვისება: 

8. (48)? =,8" /". 

მ. თუ 4 არის ”-ური რიგის კვადრატული მატრიცა, მაშინ 

45" = | ტ, როცა #=2; 
| 4 1-4, როცა #2>2. 

§ 4. მატრიცის რანგი 

განვიხილოთ მატრიცა 

0უფ1 მუმია 

მისი სტრიქონები თავის მხრივ შეიძლება განვიხილოთ როგორც მატ- 
რიცები: 

4, = (-– C12 .. თ.ა), 

4; = (ძეე, ძვე, ..., შეი): 

4 =(ძი,კ, თუ?) ··· რი)“ 

განსაზღვრება 4.1. გამოსახულებას 

თ, 4) + თე #ე +-·-+ თ, 4,, 

სადაც თ, თე,..., -, (ჩ <8) ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვებია, ეწოდება 
4), 4ე,.-., 4, სტრიქონ-მატრიცთა წრფივი კომბინაცია ან, უბრალოდ, 
სტრიქონთა წრფივი კომბინაცია. 
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განსაზღვრება 4.2. სტრიქონებს L+,, „#,,..., 4, ეწოდება წრფი- 
ვად დამოკიდებული, თუ არსებობს ისეთი თ,, თი,..., თ, რიცხვები, რომელ- 

თაგან ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან და ადგილი აქვს ტოლობას 

თ, 41) -L თე 44: + + თ, 4, = 0". (4.1) 

განსაზღვრება 4.3, თუ 4,, 4,,..., 4, სტრიქონები არ არის 

წრფივად დამოკიდებული, მაშინ მათ წრფივად დამოუკიდებელი ეწოდება. 
სხვანაირად 4,, >, ..., 4, სტრიქონებს ეწოდება წრფივად დამოუკიდებელი, 

თუ (4.1) ტოლობა სრულდება მხოლოდ მაშინ, როცა თ1=თგ= ··· == თ.=0. 

თეორემა 4.1. იმისათვის, რომ „ე, „ე,..., 4, სტრიქონები იყოს 

წრფივად დამოკიდებული, აუცილებელია და საკმარისი, რომ ამ სტრი– 

ქონებიდან ერთ-ერთი წარმოადგენდეს დანარჩენების წრფივ კომბინა–- 

ციას. 

აუცილებლობა. ვთქვათ, 4, #4, ..., 4, (- >> 1) სტრიქონები წრფი- 

ვად დამოკიდებულია, ე. ი. ადგილი აქვს (4.1) ტოლობას და თ;, Cთვ,..., თ 
რიცხვებიდან ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან. გარკვეულო– 

ბისათვის, დავუშვათ თ)=0, მაშინ (4.1) ტოლობიდან მივიღებთ 

  

ამრიგად, #) სტრიქონი არის დანარჩენი სტრიქონების წრფივი კომბი- 

ნაცია. 

საკმარისობა. ვთქვათ, 4, #ა,..., 4, სტრიქონებიდან ერთ-ერთი, 
მაგალითად #4, წარმოადგენს დანარჩენი სტრიქონების წრფივ კომბინაციას, 
ე· ი. არსებობს ისეთი ჩ, 7,..., » რიცხვები, რომ 

_-_.. 
აქედან 

(– 114, -L ჩ 44ე -L 7 4ვ -L ··· -L # #4, = 0. 

ეს ტოლობა კი ნიშნავს, რომ 7), 4-,..., 4, სტრიქონები წრფივად დამო- 

კიდებულია. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

შევნიშნოთ, რომ ზემოთდ მოყვანილ ცნებებსა და მსჯელობებში 

სიტყვა „სტრიქონი“ ყველგან შეიძლება შეიცვალოს სიტყვით 
„სვეტი“. 

  

" აქ 0=(0,0, ..., 0) –– ნულოვანი სტრიქონია. 
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განსაზღვრება 4.4. ,4 მატრიცის #-ურე რ-გის მინორი 

ეწოდება ამ მატრიცის ნებესმიერი # სტრიქონისა და # სვეტის 
(7ლIი1ი (II, I)) გადაკვეთაზე მდგომი ელემენტებისაგან შედგენილ 

# რიგის დეტერმინანტს. 
განსაზღვრება 4.5. # რ-ცხვს ეწოდება 4 მატრიცის რანგი, 

თუ 4 მატრიცას გააჩნია ნულისაგან განსხვავებულე #” რიგის ერთი 

მაინც მინორი, ხოლო ”+1 რიგის ყოველი მინორი (თუ ასეთი არსე– 
ბობს) ნულის ტოლია. მიღებულია, რომ ნულოვანი მატრიცის რანგი 
ნულის ტოლია. 

#4 მატრიცის რანგი #74 სიმბოლოთი აღინიშნება. 

ცხადია, რომIბი (1 =Iი1ი (7, I). ადვილი საჩვენებელია, რომ თუ 
მატრიცის I რიგის ყველა მინორი ნულის ტოლია, მაშინ ამ მატრიცის 
I-ზე მეტი რიგის ყველა მინორი აგრეთვე ნულის ტოლია, ამიტომ თუ 

4 არის M-ური რიგის კვადრატული მატრიცა და II 4ლი--2, მაშინ 
4?%=0. 

'!განსახღვრებაზე დაყრდნობით მატრიცის რანგის გამოთვლა, რო– 

დესაც მატრიცის რიგები არც ისე მცირეა, საკმაოდ “შრომატევადია. 

ხშირად რანგის გამოთვლას არსებითად ამარტივებს ე. წ. მატრიცის 

ელემენტარული გარდაქმნების გამოყენება. 

განსაზღვრება 4.6. მატრიცის ელემენტარული გარდაქმნე– 
ბი ეწოდება: : 

1) რაიმე სტრიქონის (სვეტის) ელემენტების ნულისაგან განსხვა- 
ვებულ ერთსადაიმავე რიცხვზე გამრავლებას; 

2) რომელიმე სტრიქონის (სვეტის) ელემენტებისადმი სხვა სტრი- 

ქონის (სვეტის) შესაბამისი ელემენტების მიმატებას: 

3) ორი სტრიქონის (სვეტის) ურთიერთგადანაცელებას. 

ის ფაქტი რომ 8 მატრიცა მიღებულია 4 მატრიეცისაგან ელემენ– 

ტარული გარდაქმნებით, შემდეგნაირად აღინიშნება: 4-8. 

თეორემა 4.2. ელემენტარული გარდაქმნები მატრიცის რანგს 
არ ცვლის. 

დამტკიცება. მსჯელობა ჩავატაროთ იმ შემთხვევისათვის, 
როცა ელემენტარულ გარდაქმმზებს ვატარებთ სტრ:ქონებზე. 

სტრიქონის 2,550 რიცხვზე გამრავლებისას მატრიცის ნებისმიერი 
მინორი ან არ იცვლება, ან მრავლდება 2. რიცხვზე. ამიტომ ნულისა– 

გან განსხვავებული არცერთი მინორი ნულის ტოლი არ გახდება და ნუ–- 
ლის ტოლი ყოველი მინორი კვლავ ნულის ტოლი დარჩება. 

თუ მატრიცის ”+1 რიგის ყოველი მინორი ნულის ტოლია, მაშინ 

სტრიქონთა შეკრება არცერთ მათგანს ნულისაგან „განსხვავებულს არ 

გახდის. მართლაც, გარდაქმნი შედეგად მიღებული მატრიცის ”+1 
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რიგის ნებისმიერი მინორი ან წარმოადგენს მოცემული მატრიცის 

”„+1 რეგის ორე მინორის ალგებრულ ჯამს, ან უდრის მოცემული 

მატრიცის ”+1 რიგის მინორისა და ერთნაირი ორი სტრიქონის მქონე 
დეტერმინანტის ჯამს. მაშასადამე აღნიშნული გარდაქმნით მატრიცის 
რანგი არ იზრდება. ცხადია, რომ ის არც მცირდება, რადგან წინააღმ– 

დეგ შემთხვევაში მიღებული მატრიცის სათანადო სტრიქონთა გამოკ- 

ლებით მისი რანგი გაიზრდებოდა, ვინაიდან მივიღებდით მოცემულ 

მატრიცას. 

ორი სტრიქონის ურთიერთგადანაცვლებისას ნებისმიერი მინორი ან 

არ იცვლება, ან იცვლის ნიშანს, ან შეიცვლება მინორით, რომელიც 

მხოლოდ ნიშნით შეიძლება განსხვავდებოდეს მოცემული მატრიცის 

იმავე რიგის რაიმე მინორისაგან. ე. ი. რანგი ამ შემთხვევაშიც არ 

იცვლება. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

ელემენტარული გარდაქმნებით ნებისმიერი მატრიცა დაიყვანება 

ისეთი სახის მატრიცაზე, რომლის ყველა ელემენტი ნულია, გარდა 

თე), რაი, ---ე 0, (წ <- იი10 (II, ,)) ელემენტებისა ცხადია მიღებული 
მატრიცის რანგი „-ის ტოლია, ამიტომ თეორემა 4.2-ის ძალით მოცე–- 
მული მატრიცის რანგია #. 

მაგალითი. გამოთვალეთ 

ვ.4-7 9 
4= 0 1 2-3 

2 1 –-8 11 

1 2 –-1 1 

მატრიცის რანგი. 

ამოხსნა. 

3 4-7 9 1 2 --1 1 1 2-1 1 

01 2–3 ვ 4--7 9 0-2-4 6 
– – 

2 1--8 11 0 1 2-3 9 1 2-–3 

1 2 -1 1 2 1-8 11 0-423---6 9 

12-11 1 12-11 1 1 2--5--.7 
0 1 2-3 01 2–-23 ი. 1 იე 0 

– – –_ 
0 1 2-––3 00 09 0 0. 0 ი. 0 
0 1 2 -–-3 0 0 ი. '0 0 0 0 0 

1.0 0 0 

0 1 0 0 
– - 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

ამრეგად IIყ 4=2.



მატრიცის რანგის გამოსათვლელად აგრეთვე გამოიყენება შემდე- 

გი წესიც: თუ 4 მატრიცის ” რიგის რომელიმე მინორი განსხვავებუ– 

ლია ნულისაგან და ამ მინორის შემცველი 4 მატრიცის ”+1 რიგის 

ყოველი მინორი ნულის ტოლია, მაშინ Iბ"ჭ§ #4 =/. 
მაგალითი. გამოთვალეთ 

5 

8 

3 

,- ( 

მატრიცის რანგი. 

ამოხსნა. პირველი და მეორე სტრიქონებისა „და სვეტების გადა–- 

კვეთაზე მდგომი მინორი 

1 2 3 

4 9 7 

3 7 4 

1 2 
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განსხვავებულია ნულისაგან, განვეხილოთ მისი შემცველი მესამე რი- 

გის მინორები 

“_0 და 

ლ
ა
ი
 

ს
 

ა
 

რ 
ი
ა
 

ი
 

0
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  დ
ა
 

ა
 

>
 

კ
 
ი
ა
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) 
დ
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ამრიგად, მატრიცის რანგია 2. 

განსაზღვრება 4.7. თუ მატრიცის რანგია #, მაშინ ამ მატ–- 

რიცის L რიგის ნულისაგან განსხვავებულ ნებისმიერ მინორს საბაზისო 

მინორი ეწოდება. 

განსაზღვრება 4.8. იმ სტრიქონებსა და სვეტებს, რომელ–- 

თა გადაკვეთაზე დგას საბაზისო მინორის შემადგენელი ელემენტები, 

ეწოდება შესაბამისად საბაზისო სტოიქონები და საბაზისო სვეტები. 
თეორემა 4.3. (საბაზისო მენორის შესახებ). მატრიცის ნების– 

მიერი სტრიქონი (სვეტი) შეიძლება წარმოვიდგინოთ როგორც საბა- 

ზისო სტრიქონების (საბაზისო ბვეტების წრფივი კომბინაცია. 

დამტკიცება. დავუშვათ, /1 = (ი,/),, მატრიცის რანგია /. ვინაი– 
დან სტრიქონებისა და სვეტების ურთიერთგადანაცვლებით მატრიცის 

რანგი არ იცვლება, ამიტომ ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვი–- 

გულისხმოთ, რომ საბაზისო მინორე მატრიცის ზედა მარცხენა კუთხე- 

შია, ე. ი. დგას მატრიცის პირველი # სტრიქონის და პირველი #„ სვე– 
ტის გადაკვეთაზე. ვთქვათ, L და / ისეთი ნატურალური რიცხვებია, 

რომ 1ლ=:ლ7ჩ!, 1ლ/<7ჩ. ვაჩვენოთ, რომ ”„+1 რიგის დეტერმინანტი 
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011 012 “'' 01, CI; 

021 თვვ "" 0ა, რ02/7 
–-–.” (4.2) 

0,1 თ, '' 0,, ძ,, 

C/1 ძთჯგ “'' 0/, 0/, 

ნულის ტოლია. თუ (ლ” ან /ლიწჩ მაშენ ამ დეტერმინანტს აქვს ორი 

ერთნაირი სტრიქონი ან ორი ერთნაირი სვეტი და ამიტომ ის უდრის 
ნულს. თუ (>7ჯ და /|>I/, მაშინ ეს დეტერმინანტი 4 მატრიცის (”+1) 

რიგის მინორია და კვლავ ნულის ტოლია, ვინაიდან 4 მატრიცის რან– 
გია ”. 

გავშალოთ (4.2) დეტერმინანტი ბოლო სვეტის ელემენტების მი–- 

ხედვით. ცხადია, ამ სვეტის ელემენტების ალგებრული დამატებები 

I-საგან დამოუკიდებელია. 

თუ თ/, თი, 0,/, თ,/ ელემენტების ალგებრულ დამატებებს შესაბა– 
მისად აღვნიშნავთ CI, C),...,C/, 0,+)-ით, მაშინ გვექნება 

ჯ(=1,2 ' უთ. /7L 
C თ, + C თ) +.-4+ C 0,, + 04) 0, = 0, (I-) ა.) (43) 

== 53 4ვაე 

რადგან 0,4) =-< 0 (როგორც საბაზისო მინორი) ამიტომ (4.3)-დან მივი– 

ღებთ 

  

(= 1, 2, ..., 7? იც = M 0, + M თ, + + M2,, (1-1 მოწ, 4.4 
= 1.ე 41 +...) 

სადაც 

( 

1= ი-ს", #ჩ#ხ= 1,2... 
0,+1 

(4.4) ტოლობა ნიშნავს, რომ IL-ური სტრიქონი წარმოადგენს საბა- 

ზისო სტრიქონების წრფივ კომბინაციას. 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ მატრიცის ყოველი სვეტი წარმო–- 

იდგინება საბაზისო სვეტების წრფივი კომბინაციით. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 4.4. იმისათვის, რომ #-ურე რიგის დეტერმინანტი 

I4) უდრიდეს ნულს, აუცილებელია და საკმარისი, რომ მისი სტრი- 
ქონები (სვეტები) იყოს წრფივად დამოკიდებული. 

აუცილებლობ ა. ვთქვათ, |41=0, მამინ მისი მატრიცის 
ახუთო მინორის რიგი # ნაკლებია #1-ზე. 

· ი. 4 მატრიცის საბახისო სტრიქონების რაოდენობა ნაკლებია 

ი-ზე. ამიტომ ნებისმიერი სხვა სტრ-ქონი თეორემა 4.3-ის ძალით, 

23



წარმოადგენს საბახისო სტრიქონების წრფივ კომბინაციას. ამ წრფივ 
კომბინაციაში შეიძლება ჩავრთოთ დანარჩენი სტრიქონებიც ნულის 

ტოლი კოეფიციენტებით. თეორემა 4.1-ის თანახმად ეს -ნიშნავს, რომ 

მოცემული დეტერმინანტის სტრიქონები წრფივად დამოკიდებულია. 
საკმარისობა. ვთქვათ, | 4|-ს სტრიქონები წრფივად დამო- 

კიდებულია, მაშინ მისი ერთ-ერთი სტრიქონი წარმოადგენს დანარჩე– 

ნი სტრიქონების წრფივ კომბინაციას. თუ ამ სტრიქონს გამოვაკლებთ 

აღნიშნულ წრფივ კომბინაციას, (რითაც დეტერმინანტის სიდიდე არ 

შეიცვლება), მასში მივიღებთ მხოლოდ ნულებისაგან შედგენილ სტრი- 

ქონს, ამიტომ |,71| =0. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 4.5. (მატრიცის რანგის შესახებ). მატრიცის რანგი 

უდრის ამ მატრიცის წრფივად დამოუკიდებელი სტრიქონების (სვე– 

ტების) მაქსიმალურ რიცხვს. · 
დამტკიცება. თუ II ,1=0, მაშინ თეორემის მართებულობა 

ცხადია, რადგან მისი ყველა სტრიქონი ნულოვანია. 

ვთქვათ, მატრიცის რანგი ”">0. თუ მისი საბახისსო სტრიქონები 

წრფივად დამოკიდებულია, მაშინ წრფივად «დამოკიდებული იქნება 

საბაზისო მინორის სტრიქონებიც და თეორემა 4.4-ის ძალით საბაზისო 

მინორი იქნება ნულის ტოლი, რაც "შეუძლებელია, ე. ი. საბაზისო 

სტრიქონები წრფივად დამოუკიდებელია. 

ვაჩვენოთ, რომ # მატრიცის ნებისმიერი ი სტრიქონი წრფივად 

დამოკიდებულია, როცა 8>/I (თუ ასეთი არსებობს). განვიხილოთ ამ 

ი სტრიქონისაგან შედგენილი 8 მატრიცა. მისი რანგი არ აღემატება 

I-ს, რადგან 8-ს ყოველი მინორი 4-ს მინორიცაა, ამიტომ 8-ს რანგი 

მითუმეტეს ნაკლებია #-ზე. ამრიგად, 8 მატრიცის ერთი მაინც სტრი- 
ქონი არ მონაწილეობს #8-ს საბაზისო მინორში, მაშასადამე, ის წარ–- 

მოადგენს 8 მატრიცის დანარჩენი სტრიქონე”ის წრფივ კომბინაციას 
(თეორემა 4.3). 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ მატრიცი რანგი უდრის «მისი 
წრფივად დამოუკიდებელი სვეტების მაქსიმალურ რიცხვს. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

კითხვები თვითშემოწმებისათვის 

1. რას ეწოდება მატრიცა? დიაგონალური მატრიცა? ერთეულოვანი 

მატრიცა? ნულოვანი მატრიცა? სტრიქონ-მატრიცა? სვეტ-მატრიცა? 

2. „'ხოგორ ორ მატრიცას ეწოდება ტოლი? 
3, რას ეწოდება მატრიცის რიცხვზე ნამრავლი? 

4. ჩამოაყალიბეთ მატრიცათა შეკრების წესი. 
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5. ჩამოაყალიბეთ მატრიცის მატრიცახე გამრავლების წესი. 
6. რას ეწოდება ტრანსპონირებული მატრიცა? 

7. როგორ მატრიცას ეწოდება სიმეტრიული? ანტისიმეტრიული? 
8. რას ეწოდება დეტერმინანტი? ჩამოაყალიბეთ დეტერმინანტის 

თვისებები. 

9. რას ეწოდება შებრუნებული მატრიცა? განსაკუთრებული მატ– 

რიცა? მიკავშირებული მატრიცა? 

10. ჩამოაყალიბეთ თეორემა შებრუნებული მატრიცის არსებობის 

შესახებ. 

11. განსაზღვრეთ სტრიქონ-მატრიცა და სვეტ-მატრიცა, წრფივად 

დამოკიდებულება და დამოუკიდებლობა. 

12. ჩამოაყალიბეთ სტრიქონ-მატრიცათა და სვეტ-მატრიცათა 

წრფივად დამოკიდებულების აუცილებელი და საკმარისი პირობა. 

13. რას ეწოდება მატრიცის მინორი? რანგი? საბაზისო მინორი? 

საბაზისო სტოიქონები? საბაზისო სვეტები? 

13. ჩამოაყალიბეთ თეორემები საბაზისო მინორისა და რანგის შე– 

სახებ. 

14. მოიყვანეთ დეტერმინანტის ნულთან ტოლობის აუცილებელი 

და საკმარისი პირობა. 

11 თავი 

წრფივ განტოლებათა სისბემები 

§ 1, ძირითადი ცნებები. კრამერის წესი 

ვთქვათ მოცემულია M-უცნობიან #L წრფივ განტოლებათა სისტემა: 

01 X +L თა X +. + რია X =ხ) 

ძი1 X, + თი X + “+ რიც X = ხი (1.1) 

რიე X1 + რა; Xა +. + თფუი Xი = ხი», 

სადაც XI, X-,.-., X, უცნობებია, ხოლო თეკ, თ.ე, ..., რით კოეფიციენტები, 

და ხ,, ხი, ..., ხ„ თავისუფალი წევრები კი ცნობილი რიცხვებია. საზოგადოდ, 
უცნობთა რიცხვი წ არ უდღრის განტოლებათა „. რიცხვს. თუ # = VI, 
მაშინ (1.1) სისტემას კვადრატული ეწოდება. 

განსაზღვრება 1.1. განტოლებათა სისტემას ეწოდება ერთ- 

გვაროვანი, თუ მისი ყველა თავისუფალი წევრი ნულის ტოლია ,ხოლო 
არაერთგვაროვანი, თუ ერთი მაინც თავისუფალი წევრი განსხვავე–- 

ბულია ნულისაგან. 
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განსაზღვრება 1.2. C,, 0C,.., ნგ რიცხვთა ერთობლიობას ეწოდება» 

(1.1) სისტემის ამონახსენი, თუ სისტემაში X,, X,,..., Xგ უცნობების ნაცვ- 

ლად შესა ბამისად C),ე C9,..) 6ი რიცხვების ჩასმით, სისტემის ყოველი გან– 

ტოლება გადაიქცევა ჭეშმარიტ რიცხვით ტოლობად?. 
განსა ზღვრება 1.3. სისტემას ეწოდება თავსებადი, თუ მას 

გააჩნია ერთი მაინც ამონახსენი, ხოლო არათავსებადი, თუ მას არა 

აქვს არც ერთი ამონახსენი. 
განსაზღვრე ბა 1.4, მატრიცას 

C11 შა “01 

#4= რი1 რია ·· რძით» 

0,1 62 “რთი 

რომელიც შედგენილია (1.1) სისტემის კოეფიციენტებისაგან, ამ სის– 

ტემის მატრიცა ეწოდება. 

განვიხილოთ X,, X,..., X- უცნობებისაგნ შედგენილი სვეტ-მატრიცა 

Xი 

და ხ,, ხე,..., ნ,, თავისუფალი წევრებისაგან 'მედგენილი სვეტ-მატრიცა. 

ხ, 

8=| % 

ხ, 
მატრიცთა გამრავლების წესის გამოყენებით განტოლებათა (1.1) სის–- 

ტემა შემდეგნაირად შეიძლება ჩავწეროთ: 

4.X = 88. 

ეს არის (1.1) სისტემის ჩაწერა მატრიცული ფორმით. 

ვთქვათ მოცემულია კვადრატული სისტემა 

| თ XI + 02 X +“ + თი Xგ = ხ1 

ძე: X) + თვა Xე ++ · + ძი X, = ხა (1.2) 

ძი) XI + ითი: X + „+ ძია Xგ = ხე 

“ სისტემის ამონახსენი შეიძლება ჩაიწეროს როგორც სტრიქონ-მატრიცის ასევე 
სვეტ-მატრიცის სახით. 
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ამ სისტემის მატრიცის დეტერმინანტს 

011 012 '' თი 

| 4,=#= რი1 თია '' შეთ 

რი ში: '' რი 

სისტემის დეტერმინანტი ეწოდება. 

სისტემის /# დეტერმინანტის /-ური (/ = 1, 2,..., I) სვეტის ელემენტები 

შევცვალოთ შესაბამისი თავისუფალი წევრებით. ასეთნაირად მიღებული დე- 

ტერმინანტი აღვნიშნოთ #, სიმბოლოთი (მას დამხმარე დეტერმინანტს 
უწოდებენ), ე. ი. 

თ ·'' თ /–1 ხ1 0) /+1 '' რი 

/#ს, = ძი1 ··' 05/ –1 ხე 09 /+1 "' მიი 

რი1 '' 68/-1 ხე ძი /+1 '' რშიი 

თეორემა 1.1. (კრამერის წესი). თუ (1.2) სისტემის დეტერ– 

მინანტი # განსხვავებულია ნულისაგან, მაშინ სისტემა თავსებადია, 

აქვს ერთადერთი ამონახსენი და ეს ამონახსენი გამოითვლება ფორ–- 

მულებით 

X,ლ --?., 7=1,9,..., IM. (1.3) 

დამტკიცება. ვაჩვენოთ, რომ სვეტ-მატრიცა Cე = 4-18 არის 

4X=8 მატრიცული განტოლების, ანუ (1.2) სისტემის ამონახსენი. 
მართლაც ' 

4C-ა-=4(4-18)=(44-1)8= 668 =8- 

დავამტკიცოთ, რომ ეს ამონახსენი ერთადერთია. ' ვთქვათ სვეტ– 

მატრიცა C არის 4X= 78 განტოლების ნებისმიერი ამონახსენი, ე. ი. 

4C =98. 

ამ ტოლობის ორივე ნაწილი მარცხნიდან გავამრავლოთ „“!-ზე, 

მივიღებთ 

4#-! (4 = 4-8, 
(4-14)6=C, 

5C=C., 
C=C. 
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ამრიგად, (1.2) სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსენი, რომელიც 
გამოითვლება ფორმულით 

X= 4-!8 =-> 4"8, (1.4) 

სადაც 4" არის 4 მატრიცის მიკავშირებული მატრიცა. 

შევნიშნოთ. რომ (1.4) ამონახსენი მიიღება 4#4X=78 მატრიცული 

განტოლების ორივე ნაწილის #4“I-ზე მარცხნიდან გამრავლებით. 

ახლა (1.4) ტოლობიდან მივიღოთ (1.3) ფორმულები. მატრიცთა 

გამრავლების წესის გამოყენებით, გვაქვს 

4, 4“ 4ი, ხუ, 

X#X# = -1_ 4 რე ·- 4-ი ხა. = 
ჩა ა თაი. ი : 

4» 4“. ა 4 ხ 

4.) ხ, + რა, ხე + ი. + 4. ხ, 

_1_ რი ხა + 4 ხა +. 'ო4რახ 
სც წ... ....... 

მეხ, + #.გ ხა +. + ტ.-ხ, 

დეტერმინანტთა პირველი თვისების ძალით 

(1.5) 

4ცხ, + რი ხ, +. "+ 4, ხე, = – ტა, 

#4. ხ, + #., ხ, +. + ი» ნ, = ტა. 

ამ ტოლობების გათვალისწინებით (1.5)-დან მივიღებთ 
_– 

რი 
X, ბ, ·, 

X = % = 1 / ირ) =! #. , 
: MM : 

% ა % #, 

ირ 
საიდანაც 

#4); 
X= –!., 7=1,2,...,/. /) ჩ I ; 

თეორემა ღამტკიცებულია. 
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(1.3) ფორმულები კრამერის ფორმულების სახელწოდებითაა ც5ო– 

ბილი. (1.4) არის კრამერის ფორმულების ჩაწერა მატრიცული სახით. 

მაგალითი 1. შებრუნებული მატრიცის გამოყენებით ამოვხსნათ 

სისტემა 

X, –– XX + X=6 

2X, + X +Xგ =3 

X, + X; + 2Xვ = 5. 

  

ამოხსნა. გვაქვს 

1 –-1 1 X. 6 

4=|2 11), ჰ>X=| XI), #8=| 3 |. 
1 12 Xვ 5 

  

  

რადგანაც 

1 ––1 1 

ლ. 1 1| = 55“0, 
1 1 2 

ამიტომ #4“! არსებობს. მარტივი გამოთვლებით მივიღებთ 

1 3 _2_ 

5: 5. 5 

ლდდთთძთ"“-–!. 
5 5 5 

ეი 8 
§5დ “5 

(1.4) ფორმულის ძალით გვაქვს 

1 3 _2_ 

505.5 : , 
XI -0-LCI 1 1(0-C) Xვ 5 3 

1 2 _3_ 

805.5 
საიდანაც, X,=1, Xგ= -–--2, Xვ = 3. 

მაგალითი 2. კრამერის ფორმულების გამოყენებით ამოვხსნათ 
სისტემა 

XI –– 3X +Xვ= 9 

| 2X +X––- 2Xჯ=7 

4X, –– 2%ე–“– Xვლ=–-1.



ამოხსნა. რადგან სისტემის დეტერმინანტი 

2 1 ––2 

#4 = 1 –-3 1 =-–-- 53-60, 

ტ4ტ4-–-2 –-1     
ამიტომ სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსენი. 

მარტივი გამოთვლებით მივიღებთ, რომ 

  

      

    

7 1 –2 2 7–->2 

40, = | ––9 '–-3 1)ლ=– 5, #0#ე=|)1 –9 1) = –– 15, 
–1 -–-2 –-1 4-1) –-1 

2 1 7 

#ვ = 1 -–-3 -9 = 5. 

4-–-2 --1 

კრამერის ფორმულების ძალით გვაქვს 

# =-4 = |, X =-%. = ვ, ჯ5ლ=-4%% == |, 

/# 4) # 

§ 95. წრფივ განტოლებათა სისტემის თავსებადობა 

კრამერის წესი საშუალებას იძლევა ამოვხსნათ წრფივ განტოლე– 

ბათა სისტემა იმ კერძო შემთხვევაში როცა განტოლებათა რიცხვი 

უდღრის უცნობთა რიცხვს და სისტემის დეტერმინანტი „განსხვავებუ–- 
ლია ნულისაგან. შევისწავლოთ წრფივ განტოლებათა სისტემის თავ– 

სებადობისა და ამოხსნის საკითხი ზოგად შემთხვევაში. 

განვიხილოთ ჩM-უცნობიან # წრფივ განტოლებათა სისტემა 

თე X, + 0:5Xე -L ·ს + ძე X, =ხ; 

ძეუ X, + ძი: Xგ +- + ძა X = ხა (2.1) 

0თ1 XI -+L 0ფე X+ ·· + 0ფი Xგ = ხუ. 

მატრიცას 

C11 0)2 ''' C1»ი ხ, 

-______. 

'"რო10 უა “მოი ხნ» + კე? 

რომელიც. მიიღება სისტემის /# = (2),  მატრიცისაბან თავისუფალი წევ- 
რების სვეტის მეწერით, ეწოდება სისტემის გაფართოებული მატრიცა. 
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თეორემა საბაზისო მინორის შესახებ საშუალებას იძლევა მივი- 
ღოთ (2.1) სისტემის თავსებადობის მარტივი .და ეფექტური პირობა, 
რომელიც ცნობილია კრონეკერ-კაპელის თეორემის სახელწოდებით, 

თეორემა 2.1. (კრონეკერ-კაპელი). წრფივ განტოლებათა სის- 
ტემის თავსებადობისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ სისტე– 
მის მატრიცის რანგი უდრიდეს მისი გაფართოებული მატრიცის რანგს. 

აუცილებლობა. ვთქვათ, (2.1) სისტემის ამონახსენია 

CI 

C =| <2 |, 

6ი 

ე: ი. 

·4C = 8, 

ანუ გამლილი სახით 

011 C, + თე20ვ ++ ძე რი ხ, 

ძი) C; + ძა 6 ++ ძირ | _| ხ, , 

0»1 C +- ძო: Cე + ··+ 0ოი თ ხნ» 
საიდანაც 

თ; თი თი ხ. 

თ რა + თ 22 +--+%ი | 203 | = ხ- 

რი რია (124 ხ» 

ეს ტოლობა ნიშნავს, რომ “4 გაფართოებული მატრიცის ბოლო სვეტი 

წარმოადგენს მისი დანარჩენი სვეტების წრფივ კომბინაციას. რაც თა- 

ვის მხრივ ნიშნავს, რომ # მატრიცის წრფივად დამოუკიდებელი სვე– 

ტების მაქსიმალური რიცხვი არ აღემატება 4 მატრიცის წრფივად და–- 

მოუკიდებელი სვეტების მაქსიმალურ რიცხვს, ე. ი. /4-ის რანგი არ 

აღემატება 4 მატრიცის რანგს. მეორეს მხრივ, თ ,1ლ=ILC 4, რადგან 

4-ს ყოველი მინორი 4-ის მინორიცაა. მაშასადამე, IC 4=LძV #4. 

საკმარისობა. ვთქვათ, სC 4= სთ 4=7/. 4 მატრიცაში გა- 

მოვყოთ / საბაზისო სვეტი. ცხადია, ეს სვეტები 4-ის საბაზისო სვე– 

ტებსაც წარმოადგენენ. ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგუ- 

ლისხმოთ, რომ საბაზისოა პირველი ” სვეტი. საბაზისო მინორის შე- 

სახებ თეორემის ძალით წ. მატრიცის ბოლო სვეტი წარმოადგენს საბა- 
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ზისო სვეტების წრფივ კომბინაციას, ე. ი. არსებობს ისეთი 0C:1, 0ე, ·--,6, 

რიცხვები, რომ ადგილი აქვს ტოლობას 

0)1 შეი VM ძ,, ხ, 

ხ თ 0. + თ 023 +.+ C, რა, = XI, 

6,1 რთა რია, ხ» 

ან რაც იგივეა 

რთ): 015 რ), 01 „+1 

თ | 2 | იკ 02 |+..-L 2, თრ, | L 0. C+ | L..+0X 

რ0თ1 რია 0თ,თ. ი.,/+1 

რთი ხ, 

X რიი = ხა 

0უი ხნ 

ეს კი ნიშნავს რომ X, = 0,, X = Cა..., X„=0,, X,L+1I = 0,..., X =0 

არის (2.1) სისტემის ამონახსენი, ე. ი. სისტემა თავსებადია. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

მოვიყვანოთ წრფივ განტოლებათა თავსებადი სისტემას ამოხსნის 

ხერხი ვთქვათ, (2.1) სისტემა თავსებადია. ე. ი. II ,„1=ILC წელ 

(”(==ჩ). 

დავუშვათ, ”</. ზოგადობის შეუზღუდავად ვიგულისხმოთ, რომ 

4 და 4 მატრიცების პირველი ” სტრიქონი საბაზისო სტრიქონებია. 

საბაზისო მინორის შესახებ თეორემის თანახმად გაფართოებული მატ– 

რიცის ყოველი სტრიქონი, დაწყებული (”+1)-ე სტრიქონიდან, წარ- 

მოადგენს ამ მატრიცის პირველი # სტრიქონის წრფივ კომბინაციას. ეს 

ნიშნავს, რომ (2.1) სისტემის ყოველი განტოლება, დაწყებული #”+1-ე 

განტოლებიდან, წარმოადგენს ამ სისტემის პირველი # განტოლების 

შედეგს (მიიღება მუდმივებზე გამრავლებითა და შეკრებით). მამშასა– 

დამე (2.1)-ის პირველი #” განტოლებისაგან შედგენილი სისტემის ყო–- 

ველი ამონახსენი დააკმაყოფილებს სისტემის ყველა დანარჩენ განტო- 

ლებასაც. 

ამრიგად, საკმარისია ვიპოვოთ მოცემული სისტემის პირველი »# 

განტოლებისაგან შედგენილი სისტემის ყველა ამონახსენი. ეს სისტემა 
ჩავწეროთ შემდეგი სახით: 

32



| C11 Xუ –- 0) Xე +" “+ 0, X„= 0) –– თ ,+) XC) ა-ში ჯი 

22 2 + რე X2 “+. “+ რ“ 8 = ხა –“ ძი,4) 941 –თი–- მიი X- (2.2) 

| 0,1 X) + 0,ა X- +. + ძ0,, X, = ს,-- –ძ0,,+1 X,4+) ათ 0, Xი· 

თუ X,+), X,+9 ·-- Xი უცნობებს (თავისუფალ უცნობებს) მივანიჭებთ ნების– 

მიერ 0,+), C,+ი, ..., 6; რიცხვით მნიშვნელობებს, მაშინ (2.2) სისტემა გა- 

დაიქცევა ” უცნობია ” წრფივ განტოლებათა კვადრატულ სისტემად 
X), X, რ... X, უცნობების მიმართ, რომლის დეტერმინანტი განსხვავებულია 

ნულისაგან. ამიტომ მას გააჩნია ერთადერთი ამონახსენი C,, C,,..., 6, რო–- 

მელიც მოიძებნება კრამერის ფორმულებით. მაშასადამე, ნებისმიერად აღე– 

ბული 0,+I, 0,+-.-.ე ნე რიცხვებისათვის არსებობს რიცხვთა ერთადერთი 
ერთობლიობა C,, თე, ..., 0, 0,+1- ე, 6, რომელიც წარმოადგენს (2-1) 

სისტემის ამონახსენს. რადგანაც X,+), X,+2,--, Xი “უცნობების მნიშვნელო– 

ბები შეიძლება ავიღოთ ნებისმიერად, ამიტომ (2.1) სისტემის ამონახსენთა 

სიმრავლე უსასრულოა. ვაჩვენოთ, რომ ამ გზით მიიღება სისტემის ნების– 

მიერი ამონახსენი. მართლაც, თუ წ), §:,.., 6, რაიმე ამონახსენია, მაშინ 
X,-+I X,3+).--·, Xგ ”უცნობებისათვის შესაბამისად §,+I, §/„+:,.... ნი მნიშვ- 

ნელობების მინიჭებით (2.2) სისტემიდან მიიღება სწორედ მოცემული ამო– 

ნახსენი. 

თუ ”=(0=/, მაშინ მოცემული სისტემა ტოლფასია M-უცნობიანა 
” წრფივ განტოლებათა სისტემისა ნულისაგან განსხვავებული დეტერ– 

მინანტით, ამიტომ მას გააჩნია ერთადერთი ამონახსენი. 

მაგალითი 1. ამოვხსნათ სისტემა 

25 +XM4%-2X=1 
X, + 2 X:-+ Xვ = 2 
Xჯ·. == X2 + Xვ3 = 1. 

  

ამოხსნა. გვაქვს 

2 1.2 2 1:21 

4=I1 2.1|!, 4= (|1 2.1 .2I- 

1 –-1 1 1-–11 1 

ადვილად შეიძლება შემოწმდეს, რომ IL9 4=2 და სთ 4=3, ამი–- 

ტომ, კრონეკერ-კაპელის თეორემის ძალით სისტემა არათავსებადია. 

მაგალითი 2. ამოვხსნათ სისტემა. 

27%, -L X –– 3X3 + 2X,=4 
X, –-. 2Xე + 2X5–“–1კ= 1 

3% –- 21-–-– 515+ Xკ = 4. 

ვ. ს. თოფურია ვვ 

 



ამოხსნა. გვაქვს 

2 1 -–-3 2 

4=|1 –2 2 –-– 1). 

ვ 2 -–5 1 

ვინაიდან 

2 1 ––3 

1 ––-1 2 =-–--.-1550, 

ვ 2 5 

    

ამიტომ IIV 4=3<4 და, მაშასადამე, სისტემას აქვს უამრავი ამონახ– 

სენი. 

ჩავწეროთ მოცემული სისტემა შემდეგი სახით: 

2X, + Xა –_ 3 Xვ = რ–2XM 

XX – 2X +2X=1+X 

3X + 22-–5X%=4 –-X,. 

  

აქედან კრამერის ფორმულების გამოყენებით ადვილად მივიღებთ, რომ 

X =9X-–-7 X=16X--15 Xვ=12X –“ 11, 

სადაც Xკ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია. 

მაგალითი 3. ამოვხსნათ სისტემა 

  

31 -––-– X=3 

2X, + X, = 2 

–X-–-4X=–--1 

ამოხსნა. გვაქვს 

ვ –-1 

4 = 2 1). 

–1 --4 

რადგან IM /4 =2, ამიტომ, როგორც ვიცით, სისტემას აქვს ერთად– 
ერთი ამონახსენი რომელიც წარმოადგენს შემდეგი სისტემის ამო–- 
ნახსენს 

3X, –%> =3 

2X, + Xა = 2. 

აქედან ადვილად მივიღებთ, რომ X|)=1, X:=0. 
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§ 8. წრფივ განაოლებათა ერთგვაროვანი სისტემები 

განვიხილოთ #-უცნობიან #7 წრფივ ერთგვაროვან ,განტოლებათა 

სისტემა ' 

თ) X, “++ თა X -C---+ ძი X =0 

რთიჯ X, -L ფაი Xაგ -L ··“+ ძა Xგ = 0 (3. 

0, XI + 0უა X + კ + ი, X. =0. 

ცხადია რომ (3.1) სისტემა ყოველთვის თავსებადია რადგან 

X,=0, X:-=0,..X, = 0 ყოველთვის აკმაყოფილებს სისტემას (თავ– 

სებადობა გამომდინარეობს აგრეთვე კრონეკერ-კაპელის თეორემი- 
დან). ამ ამონახსენს ეწოდება ნულოვანი ანუ ტრივიალური ამონახსენი. 

დავადგინოთ, რა შემთხვევაში აქვს ერთგვაროვან სისტემას არანუ– 
ლოვანი ამონახსნებიც. მართებულია შემდეგი თეორემა: 

თეორემა 3.1. იმისათვის, რომ წრფივ განტოლებათა ერთგვა– 

როვან სისტემას ჰქონდეს არანულოვანი ამონახსნები, აუცილებელია 

და საკმარისი, რომ სისტემის 4 მატრიცის რანგი ნაკლები იყოს უც- 
ნობთა # რიცხვზე. 

აუცილებლობა. ვთქვათ, სისტემას გააჩნია არანულოვანი 

ამონახსნები. ვაჩვენოთ, რომ სთ 4=”<7ჩ. დავუშვათ საწინააღმდეგო, 

ვთქვათ, ”=#. მაშინ, როგორც ვიცით (§ 2), სისტემას აქვს ერთადერ– 

თი ამონახსენი. მაშასადამე, გარდა ნულოვანისა მას სხვა ამონახსენი 

არ გააჩნია, რაც პირობას ეწინააღმდეგება. 
საკმარისობა. ვთქვათ, ”<7#. მაშინ, როგორც ვიცით (§ 2), 

სისტემას გააჩნია ამონახსენთა უსასრულო სიმრავლე, ე. ი. გააჩნია 

არანულოვანი ამონახსნები. თეორემა დამტკიცებულია. 

„დამტკიცებული თეორემიდან უშუალოდ მიიღება: 

შედეგი 1. თუ ერთგვაროვანი სისტემის განტოლებათა რაო–- 

დენობა ნაკლებია უცნობთა რაოდენობაზე (IM<7), მაშინ სისტემას გა– 

აჩნია არანულოვანი ამონახსნები. 

მართლაც, რადგან /1 <- I და #” <- ი110 (I, I), ამიტომ ” <- 1. 
შედეგი 2. იმისათეის, რომ #-უცნობიან # წრფივ განტოლე- 

ბათა ერთგვაროვან სისტემას ჰქონდეს არანულოვანი ამონახსნები, აუ– 

ცილებელია და საკმარისი, რომ სისტემის დეტერმინანტი უდრიდეს 

ნულს. 

პირობა |4| =0 აუცილებელია, რადგან თუ | 41|5-0, მაშინ სისტე– 

მას გააჩნია ერთადერთი ნულოვანი ამონახსენი. ეს პირობა საკმარისი– 

ცაა, რადგანაც თუ |4I|=0, მაშინ IL 4<M და მოცემულ სისტემას 

გააჩნია ამონახსენთა უსასრულო "სიმრავლე. 
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შენიშვნა. | განვიხილოთ კერძო შემთხვევა. ვთქვათ მოცემუ- 

ლი გვაქვს სამუცნობიან სამ წრფივ განტოლებათა ერთგვაროვანი 

სისტემა · 

თე X -L ძიიყ + ძევ2 = 0 (3.2) 

თვ, X -L ძვიყ + ძვვ 2 =0, 
რომლისთვისაც #=0, ხოლო ერთი მაინც მეორე რიგის მინორი, 

მაგალითად 

| 0.1X + თაყ -- თე3ვ2 =0 

რ) 02 

Cთი1 02 
M-ვვ = 70. 

  

  
მაშინ (3.2) სისტემის პირველი ორი განტოლებიდან მივიღებთ 

| 011 X + (LI / = –ძევ2 (3.3) 

6021 X –+ ძია ყ =–რძეც 2. 

რადგანაც /Mვვ5-0, ამიტომ (3.3)-ს ყოველი 2-ისათვის აქვს ერთად- 

ერთი ამონახსენი 

    

      

–– თ1ვ ში 

–__ Mვ. ” 

/Mვვ 7Mვვ (3.4) 

011 –““ თვ ( 
ყ= 021 –– ძევ ჯ=-- #2 | 

#Mვვ #Vვვ 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ ყოველი 2–-ისათვის (3.4) არის (3.2) სისტემის 

მესამე განტოლების ამონახსენი. მართლაც 

    

ას. Mვ M 
ძვ X -L ძვე ყ -L ძვვ 2 = M# “ძვ12–– M თვი 2 + ძვვ2 = 

ვვ ვვ 

__. _შვ1 Mვ1 –– შვი /M/ვი ++. თვვ /V/ვვ ჯ= ტ 

Mვვ 7Mვვ 

ე. ი. სისტემის მესამე განტოლება არის ამავე სისტემის პირველი ორი 

განტოლების შედეგი. 

მაშასადამე, როცა #=0 და /Mვვ=>0, მაშინ (X, ყ, 2), სადაც 2 ნების– 

მიერია, ხოლო Xჯ და ყ გამოითვლება (3.4) ტოლობებით არის. (3.2) 

სისტემის ამონახსენი, ე. ი. სისტემას აქვს ამონახსენთა უსასრულო 
სიმრავლე. 
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  2=0,



ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, როდესაც (3.2) სისტემისათვის #=0 

და ყველა მეორე რიგის მინორი ნულის ტოლია, ცხადია სისტემის 

ერთე მაინც კოეფიციენტი განსხვავებულია ნულისაგანი ჭზოგადობის 

შეუზღუდავად ვიგულისხმოთ, რომ 0,)|5-0. (3.2) სისტემის პირველი 

განტოლებიდან მივიღებო 

  2. (3.5) 
Cთ11 C)1 

ადვილი საჩვენებელია, რომ CV», ყ, 2), სადაც ყ და 2 ნებისმიერია, 

ხოლო X განისახღვრება (3. 5) ტოლობ-თ, არის (3.2) სისტემის ამო–- 

ნახსენი. ე. ი ამ შემთხვევაშიც (3.2) სისტემას აქვს ამონახსენთა უსას– 

რულო სიმრავლე. 

მაგალითი 1. ამოვხსნათ სისტემა 

X-–+27=0 
4X–“– ყ +- 32=60. 

ამოხსნა. რადგან , 

3 

|4|=|1 
4 

ამიტომ სისტემას გააჩნია მხოლოდ ნულოვანი ამონახსენი. 

მაგალითი 2. ამოვხსნათ სისტემა 

 2+>- 4+2=0 

  

2 1 

0 2 

1 3   
=--55+0, 

  

3ჯX + 2ყ–+<-2 =0 

X--–-ყ--2=0 

X+4ყ+32= 

ამოხსნა. სისტემის დეტერმინანტი 

3 2 1 

1-–-–1 ––1| =0, 

1 4 6)     
ე. ი. სისტემას აქვს ამონახსენთა უსასრულო სიმრავლე. რადგან მი- 
ნორი 

| 1 124, 
ამიტომ სისტემის 4 მატრიცის რანგია 2. 
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მოცემული სისტემის ამონახსნების მოსაძებნად განვიხილოთ სის- 

ტემა 

3X -L 2ყ = ––- 2 

X–-––- ყ= 2. 

აქედან ადვილად მივიღებთ, რომ სისტემის ამონახსენია X=--2, ყლ“ 2, 
5 

სადაც 7 ნებისმიერი რიცხვია. 

მაგალითი 3. ამოვხსნათ სისტემა 

2 –– ყყ+ 2=0 

4X –– 2ყ ++ 22 =0 

–2X +ყ–-–2=0. 

ამოხსნა. „გვაქვს 

2 – 1 
4= 4 -–-2 2. .I. - 

–2 1 ––-1 

მარტივი გამოთვლებით მივიღებთ, რომ I? 4=1, ე. ი. 4 მატრიცის 

მეორე რიგის ყველა მინორი ნულის ტოლია. 

ამრიგად, სისტემას გააჩნია ამონახსენთა უსასრულო სიმრავლე, 

რომლებიც განისაზღვრებიან ტოლობით ჯ=0,5ყ-–0,52, სადაც ყ და 2 

ნებისმიერი რიცხვებია. | 

მაგალითი 4. ამოვხსნათ სისტემა 

2X +ყ--–2=0 

X–<ყ+22--50. 

ამოხსნა. ვინაიდან მოცემულ ერთგვაროვან სისტემაში განტო- 
ლებათა რიცხვი ნაკლებია უცნობთა რიცხვზე, ამიტომ მას აქვს ამო–- 

ნახსენთა უსასრულო სიმრავლე. 

რადგან მინორი 

1 _1 20 

ამიტომ მოცემული სისტემა გადავწვროთ შემდეგი სახით: 

2X -+- ყ = 2 

X-- ყ=-- 22. 

აქედან #+=-+-2 = --2, სადაც 2 ნებისმიერი რიცხვია. 
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§ 4. წრფივ განტოლებათა სისტემის ზოგადი 

ამონახსენის სტრუქტურა 

დავამტკიცოთ წრფივ განტოლებათა ერთგვაროვანი სისტემების 
ზოგიერთი თვისება. 

თეორემა 4.1. თუ X = (X,, X,..., X,) და X# = (ყI, ყი, ..·, ყი) 

სტრიქონ-მატრიცები (3.1) სისტემის ამონახსნებია, მაშინ მათი ჯამი 

აგრეთვე არის ამ სისტემის ამონახსენი. 

დამტკიცება. რადგან X და IX არიან (3.1) სისტემის ამონახსნები, 

ამიტომ ნებისმიერი ჩ-სათვის (ჩ = 1, 2,..., MI) 

0.1X, + ია Xგ-L · +- მც Xგ = 0, 

0.1 ყ) + ძა ყი + “+ რთ იყი =0. 

ამ ორი ტოლობის შეკრებით მივიღებთ 

0, (X) -L V)) -+- ძა (Xე -L ყი) + ·- + 0, (Xგ + ყი) = 0. 

რაც იმას ნიშნავს, რომ X+7 არის (3.1) სისტემის ამონახსენი. თეო– 
რემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 4.2. თუ X=CV,, X;,..., MX.) არის (3.1) სისტემის ამო– 

ნახსენი, მაშინ ნებისმიერი C მუდმივისათვის CX აგრეთვე არის ამ სის– 

ტემის ამონახსენი. 

დამტკიცება. რადგან X არის (3.1) სესტემის ამონახსენი, 

ამიტომ ნებისმიერი #-სათვის (/#= 1,2, ..., /71) 

CI. X “+ Cჯი Xა –+.-. + (//% Xგ = 0. 

თუ ამ ტოლობის ორივე ნაწილს გავამრავლებთ C-ზე, მივიღებთ 

ძ.) (CX,) -L თ,ა (CXგ) -L ··· + 0, (0Xგ) = 0- 
რაც იმას ნიშნავს, რომ CX არის (3.1) სისტემის ამონახსენი. თეორემა 

დამტკიცებულია. 
დამტკიცებული თეორემებიდან გამომდინარეობს შემდეგი 
თეორემა 4.23. ერთგვაროვანი სისტემის ამონახსნების ნების- 

მიერი წრფივი კომბინაცია აგრეთვე არის აძ სისტემის ამონახსენი. 

განსაზღვრება 4.1. ერთგვაროვანი სისტემის X,, X-,..., X, წრფი- 

ვად დამოუკიდებელ ამონახსენთა სისტემას ეწოდება ამონახსენთა 

ფუნდამენტური სისტემა, თუ სისტემის ყოველი ამონახსენი წარმოად– 

გენს მათ წრფივ კომბინაციას, ე. ი. ამ სისტემის ნებისმიერი X ამო–- 

ნახსენისათვის არსებობს ისეთი Cც, Cე,..., 0, მუდმივები, რომ 

X=თ>X +CთC% +, +C 2, (4.1) 
თეორემა 4.4 (ამონახსენთა ფუნდამენტური სისტემის არსე– 

ბობის შესახებ). თუ ერთგვაროვანი (3.1) სისტემის 4 მატრიცის რან- 
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გი ”</, მაშინ ამ სისტემას გააჩნია ამონახსენთა ფუნდამენტური სის- 

ტემა, რომელიც შედგება #=/-–-” ამონახსენისაგან. 
დამტკიცება. ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგუ- 

ლისხმოთ, რომ #4 მატრიცის ნულისაგან განსხვავებული # რიგის მი- 

ნორი მოთავსებულია ამ მატრიცის მარცხენა ზედა კუთხეში. სისტემის 

პირველი # განტოლება გადავწეროთ შემდეგნაირად: 

ძ.1 X) + ძი Xი -L ...-L ძე, X, = 0 +: 0401 ოი ში X 

021 4 + რ: X2- +. “+ 2 X.= – ძე 84% 1%41-- – 0ია Xგ (4.2) 

0. XI + ძო Xა +L- + 0,, X,=-0-,+1 X,+) “აა “–-0ი ჯე 

თავისუფალი უცნობებისათვის X,+, = 1, X,+: = 0,...,Xგ==20 მნიშვნელო– 

ბების მინიჭების შემდეგ (4.2)-დან მიღებული სისტემის ამონახსენი იყოს 

X. = თ), Xგ = Cთ,..., X,= CL. მაშინ (3.1) სისტემის ერთ-ერთი ამონახ- 
სენი იქნება 

X) =(თ1, თ1,..., თ1, 1, 0,..., 0). 

ანალოგიურად, თუ თავისუფალ უცნობებს მივანიჭებთ მნიშვნელობებს 

X,+ე = 0, X,+ე = 1, X,+ვ = 0,..., Xგ = 0, მივიღებთ (3.1) სისტემის მეო- 
რე ამონახსენს 

X·.= (თვ, Cთ2,..., თ?, 0, 1,..., 0)-, 

თუ ამ პროცესს გავაგრძელებთ, მივიღებთ (3.1) სისტემის #=ჩ8–-”/” 
რაოდენობის ამონახსენს: 

X, = = (თ, თ? ... .) თI, 1, 0 " C), 

რ:- (თ1, Cთ2,.. . თ?, 0, 1. ს 

X,= დხ თე... .-, 07, 0, 0,. I. 

ამონახსნთა X,, 2X§,..., Xგ სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია, რად– 
განაც 

თ1 თ > C1 1 0··:70 

() 

6-|)თფთფC.-თ01--0 

თ% თ? ·.. თი 0 0.··:71 

მატრიცის რანგი არის # (ამ მატრიცის ბოლო # სვეტისაგან შედგენი- 
ლი # რიგის მინორი ·სნნულისაგან განსხვავებულია). 

გაჩვენოთ ახლა, რომ ამონახსნები X,, Xე,..., X, ქმნიან ფუნდამენტურ 

სისტემას. ვთქვათ 
= (ჩ,, ჩ,,..., ჩ,, ჩე. .-, ზ.) 
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(3.1) სისტემის ნებისმიერი ამონახსენია, განვიხილოთ სტრიქონ-მატ– 

რიცა 

X-ს = X–ჩ,4) X, –“ ჩ,+5 Xვ –– .– ჩ, X, 

თეორემა 4.3-ის ძალით, Xი არის (3.1) სისტემის ამონახსენი. ადვილი 

მისახვედრია, რომ ამ სტრიქონ-მატრიცის ბოლო # ელემენტი ნულია, 
ე. ი. 

%5 = (§- ხი, .. ნი 0, 0,..-, 0). 

რადგან X0 (4.2) სისტემის ამონახსნიცაა, ამიტომ 

თ)161) + თი წი + --+ თ, ნ, = 0 

I 5 + იი: თ + “+ 2 §– = 0. 

0,1 ს + ძ,ა +. + ით, წ. = 0. 

ამრიგად §,, §ე,.., 6, რიცხვები აკმაყოფილებენ ერთგვაროვან განტოლებათა 

სისტემას, რომლის დეტერმინანტი განსხვავებულია ნულისაგან და 

ამიტომ 

მაშასადამე 

X-– ჩ.+, X. – ჩ.+» XV “იი ჩ, Xი =(0, 0,..., 0), 

X= ჩ,+ X. + ჩ,+ 2%25 +--+ ჩ, X 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ამონახსენთა ფუნდამენტური სისტემის აგების ზემოთ მოყვანილი 

პროცესიდან ჩანს, რომ ფუნდამენტურ სისტემათა რაოდენობა უსას- 
რულოა. დავამტკიცოთ, რომ ყოველი მათგანი შედგება ზუსტად #--/ 

ამონახსენისაგან. 

მართლაც, ვთქვათ XX), X-,..., X, და XIX), X-,..., I, ერთგვაროვანი 

(3.1) სისტემის ამონახსენნთა ფუნდამენტური სისტემებია. ვაჩვენოთ, რომ 

0 = ძ. დავუშვათ საწინააღმდეგო, /# =+ ძ. ვთქვათ ძ < იჩ. 
განვიხილოთ ტოლობა 

0. XI +CთCXა +--+ 0, X, = 0. (4.3) 

რადგან XV), Xე,.., XV, ამონახსენთა ფუნდამენტური სისტემაა, ამიტომ 

X. == თLXI, + თ! IV. +... ·+ თ V თ 

2 =ფთ% + თ “ი9%IX თ (4-4 

X, = თ V, + თ=§ V, L.. (+ #,. 
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(4.4) და (4.3) ტოლობებიდან მიიღება: 

(თ1 C) -+L თ1 თ + "+ თL 0.) XV) + 

+C0C 4900 +" '+1%06)15 + 
+ + 

+660 +91C +“ +9§6) V,=0. 
ვინაიდან X,, X,,.., XV, წრფივად დამოუკიდებელია, ამიტომ ჟკანასკ- 

ნელი ტოლობიდან გამომდინარეობს 

თ10, + თ1CთC +.-+თწ0.=0 

თ1 0) + თ; Cე + "+ თ§ 0, =0 

თ§ 0, + Cთ2 05 + "+ .თ§0, = 0- 

რადგან #7 < 0, ამიტომ თეორემა 3.1-ის პირველი 'მედეგის ძალით ამ 
სისტემას გააჩნია არანულოვანი ამონახსნები, ე. ი. (4.23) ტოლობას ადგილი 
აქვს მაშინაც, როცა C,, თ,.., 0, რიცხვებიდან ერთი მაინც განსხვავებუ– 
ლია ნულისაგან. ეს იმას ნიშნავს, რომ X), X,,...,X, წრფივად დამოკი– 

დებულია და ამიტომ იგი არ შეიძლება იყოს ამონახსენთა ფუნდამენ–- 
ტური სისტემა მივიღეთ წინააღმდეგობა ე. ი. 0=ძ. ამრიგად, ამო- 

ნახსენთა ყოველი ფუნდამენტური სისტემა შედგება ამონახსენთა 

ერთიდაიგივე რაოდენობისაგან. ამიტომ, თეორემა 4.4-ის ძალით, ერთ– 

გვაროვანი (3.1) სისტემის ამონახსენთა ყოველი ფუნდამენტური სის- 

ტემა შედგება ზუსტად M--/ ამონახსენისაგან. 
შევნიშნოთ, რომ ·რადგან (3.1) სისტემი” ყოველი ამონახსენი 

მიღება (4.1) ტოლობიდან თ, თ,..,ნ- მუდმივების სათანადო შერ- 

ჩევით, ამიტომ (4.1)-ს უწოდებენ (3.1) სისტემის ზოგად ამონახსენს. 

თეორემა 4.5. წრფივი არაერთგვაროვანი (2.1) სისტემის ზო– 

გადი ამონახსენი"“ უდრის მისი შესაბამისი ერთგვაროვანი (3.1) სისტე– 

მის ზოგადი ამონახსენისა და (2.1) სისტემის რაიმე ამონახსენის ჯამს, 

ე.ი. თუ 0.X1“-C:X§-+ ·· +0,X, არის (3.1) სისტემის ზოგადი ამონახსე– 

ნი, ხოლო XC–(2.1) სისტემის რაიმე ამონახსენი, მაშინ (2.1) სისტემის 

ზოგადი ამონახსენია 

X=C X + 06:Xე ++ 60, X, + X§. (4.5ა 

დამტკიცება. ცხადია (4.5) არის (2.1) სისტემის ამონახსენი. 

ვაჩვენოთ, რომ ის ზოგადი ამონახსენია. ვთქვათ, X არის (2.1) სისტე– 

9? ე. ი, ისეთი გამოსახულება, რომლისაგანაც მიიღება ამ სისტემის ნებისმიერი 
ამონახსენი. 
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მის ნებისმიერი ამონახსენი, მიშინ X –– X-: იქნება (3.1) სისტემის. ამონახ- 
სენი, ე. ი. არსებობს მუდმივები 0), 0ე,.-., C- ისეთი, რომ 

X–-X=თიX+ო%ი++C7XI, 
საიდანაც 

X = C1 % –+ C2 ა +-..–+ 0. X. –+ 2ი· 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა 1. განვიხილოთ კერძო შემთხვევა. ვთქვათ მოცე– 
მული გვაქვს სამუცნობიან განტოლებათა სისტემა 

ძე: X + 0)იყ + ძევ 2 = ხ, 

ძთიუ X + თიიყ -L ძივ2 = ხე (4.6) 

თვ) X + თვაყ -L ძვვ2 = ხვ. 

ამ სისტემიდან მიიღება განტოლებათა შემდეგი სისტემა 

  

#-X = #ტ, 
ს.ყ= " (4.7) 

ტ#-72 = #ტ.,, 

სადაც #,, რ#,, #, დამხმარე დეტერმინანტებია. - 
მართლაც, თუ (4.6): სისტემის განტოლებებს გავამრავლებთ შესა–- 

ბამისად ამ სისტემის /# დეტერმინანტის იძი;|, ძი), იკ, ელემენტების 41, 

#4ის 4ვ. ალგებრულ დამატებებზე დღა მიღებულ განტოლებებს შევ– 
კრებთ, გვექნება 

(0) #411 -L ში) #42) + ძე; 43,)) X -L (თ15 44)1 -C ძი: «3 -L შვი 4431) ყ –– 

+ (ძევ 4), -L ძივ 44ეე -L ძვვ 4131) 2 = წხ, 41); -+ ხი «ტა, + ხვ #43). 

აქედან დეტერმინანტთა პირველი და მეათე თვისებების გათვალის– 

წინებით მივიღებთ 

რ)რ-X= #„ჯ. 

ანალოგიურად მიიღება, - რომ #-Vყ = #კ, რ-2 = #,. 

ცხადია, რომ (4.6) სისტემის ყოველი ამონახსენი აკმაყოფილებს 
(4.7) სისტემის „განტოლებებს. შებრუნებულ დებულებას სახოგადოდ 

ადგილი არა აქვს. მართლაც 

5 ყ–-– 22 = 1 

4--2ყ–- ვ=-–-3 (4.8) 

3 -–– პჰყ-- 422= ––-7 

სისტემისათვის # == ბრ, = ტ,= #4,=0. ამიტომ ამ "შემთხვევაში (4.7) 
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სისტემას აკმაყოფილებს ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვები, მაგალითად 

X=ყ=2=0, რომელიც არ წარმოადგენს (4.8) სისტემის ამონახსენს. 

ამრიგად (4.6) და (4.7) სისტემები არაეკვივალენტურია. 

(4.7) ტოლობებიდან ჩანს, რომ თუ #=0 და #,, #,, რ), დამხმარე 

დეტერმინანტებედან ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან, მაშინ 

(4.7) სისტემა და აქედან გამომდინარე (4.6) სისტემაც არათავსე– 

ბადია”. 

შენიშვნა 2. თუ #= #,= რ, = #, =. 0 და (4.6) სისტემას ერთი 

მაინც ამონახსენი გააჩ5ია, მაშინ მას აქვს ამონახსენთა უსასრულო სიმ– 

რაგვლე. მართლაც, ვთქვათ (4.6) სისტემის ამონახსენია Xი, V0, 20 ე. ი. 

0)) Xე + თეა წი -L თევ 2ე = 01 

თ.) Xე ·სL ძა ყი ·L თივ 2ე = ხა (4.9) 

თვL Xე -L- თვა Mი -L თვვ 2ე = ხვ. 

(4.6) სისტემის განტოლებებს წევრ-წევრად გამოვაკლოთ (4.9)-ის 

შესაბამისი იგივეობები: 

05) (X –– Xე) + თაა (ყ –– VMი) +- ძივ (2 ––2ე) = 9 (4.10) 

+ (V-–– Xე) + ძეა (ყV –– ყი) + ძევ(2 –– 2.) =0 

რვ) (X –– Xე) -C ძვი (ყV –– ყი) + თვვ (2 –– 20) = 0. 

მივიღეთ წრფივ განტოლებათა ერთგვაროვანი სისტემა X––-X0, ყ–-V90, 
2-2 უცნობების მიმართ, რომლის დეტერინანტი ნულის ტოლია. 

თეორემა 21.1-ის შედეგი 2-ის ძალით (4.10) სისტემას გააჩნია ამონახ– 

სენთა უსასრულო სიმრავლე. მაშასადამე (4.6) სისტემას აქვს ამონახ– 

სენთა უსასრულო სიმრავლე. კერძოდ, იმ შემთხვევაში როდესაც 
Mევვ5-0 (3.4)-ის ძალით (4.6) სისტემის ამონახსენი (X, ყ, 2) მოიცემა 

„«ტოლობებით 

  

  

Mვ) X => Xე + 2, 

, /Mვვ 

M#2 
ყ=წყ”“–– 2, 

' /Mვვ 

“სადაც 2 ნებისმიერი რიცხვია. 

9 ეს დებელება სამართლიანია ნებისმიერი რიგის სისტემებისათვის. 
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იმ შემთხვევაში, როდესაც სისტემის დეტერმინანტის ყველა მეორე. 

რიგის მინორი ნულის ტოლია და 0თ))5+0, (3.5)-ის ძალით (4.6) სისტე– 

მის ამონახსენი (ჯ, ყ, 2) მოიცემა ტოლობით 

(22% 013 
_–_–> ყ _ 

CI1 011 

  2, 

სადაც Vყ და 23 ნებისმიერი რიცხვებია. 

შენიშვნა3 თუ #4=#40,=7#40,= #,=0, მაშინ (4.6) სისტემას. 

შეიძლება არ ჰქონდეს ამონახსენი. მართლაც ადვილი შესამოწმებელია, 

რომ სისტემა 

2X -++ 2ყ -L 22 = 6 

3X ++ 3ყ -L 32 = 12 

არათავსებადია მიუხედავად იმისა, რომ #:=> 4), = #, = #, = 0. 

ამრიგად, თუ (4.6) სისტემის ყველა დეტერმინანტი ნულის ტოლია, 

მაშინ სისტემა ან არათავსებადია, ან აქვს ამონახსენთა უსასრულო 

სიმრავლე. 

(CV +>- 

მაგალითი. ამოვხსნათ სისტემა 

X». ყ4+2=1 
(თ+9+2-2 

ვჯ L 2ყ + 22 = ვ. 

ამოხსნა. ადვილი შესამოწმებელია, რომ # => #, = #კ = /#. =0, 

ამასთან მეორე რიგის მინორი 

11 
/M კ = =-–--1 0. 5= » | # 

სისტემის პირველი ორი განტოლებიდან მივიღებთ 

X+ყ=1-2 

| 2X + ყ = 2--7. 

აქედან X = 1, V = –- 72. 

ამრიგად, სისტემას აქვს ამონახსენთა უსასრულო სიმრავლე, რომ–- 

ლებიც განისახღვრებიან ტოლობებით X=1, ყ=–-2, სადაც 2 ნების- 

მიერი რიცხვია. 
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§ 5. წრფივ განტოლეგათა სისტემის ამოხსნა გაუსის მეთოდით 

წრფივ განტოლებათა სისტემის ამოხსნის ერთ-ერთ მარტივ და 

გავრცელებულ მეთოდს წარმოადგენს უცნობთა მიმდევრობითი გამო– 

რიცხვის მეთოდი ანუ გაუსის მეთოდი. 

განვიხილოთ წრფივ განტოლებათა სისტემა 

–_____.... 

რი 4 + რ % + '+ რი == ხე (5.1) 

0თI X1 + რაი Xა + + როგ Xგ = ხი. 

ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 0,))5-0 

(თუ თ,=0, მაშინ პირველ განტოლებად ავიღებთ იმ „განტოლებას, 

რომელშიც ჯ,-ის კოეფიციენტი განსხვავებულია ნულისაგან). გარდავ– 

ქმნათ (5.1) სისტემა ისე, რომ X, უცნობი გამოირიცხოს ყველა განტო– 

ლებიდან გარდა პირველისა. ამისათვის შეთოე განტოლებას გამოვაკ- 

  ლოთ პირველი განტოლება გამრავლებული–“ + ზე, მესამე განტოლე– 
11 

03) -ზე, და 
თ11 

ა. შ. უკანასკნელ განტოლებას გამოვაკლოთ პირველი განტოლება გამ- 

  ბას გამოვაკლოთ პირველი განტოლება გამრავლებული 

  რავლებული 9ო -ზე. ამ გზით მივიღებთ (5.1) სისტემის ეკვივალენ– 
11 

ტურ განტოლებათა სისტემას. თუ მიღებული სისტემის რომელიმე 

განტოლების მარცხენა ნაწილის ყველა კოეფიციენტი ნულია, ხოლო 

თავისუფალი წევრი განსხვავებულია ნულისაგან, მაშინ (5.1) სისტემა 

არათავსებადია და ამით სისტემის ამოხსნა დამთავრებულია. თუ 

აღნიშნული განტოლების თავისუფალი წევრიც «ნულია, მაშინ ამ გან– 

ტოლების ამოგდებით მიღებული სისტემაც იქნება მოცემულის ეკვი– 

ვალენტური. 
ამრიგად, აღნიმნული გარდაქმნით მიიღება შემდეგი სისტემა: 

თ) X, ++ ძეა Xგ +- თ.ვ Xვ ++ 0), Xგ = ხ, 

ძე: Xი ++ ძევ Xვ ++ "I + ძე Xგ = ხე 

თეი Xი + ძევ Xვ -C ·“ + თვი Xგ = ხვ (5.2) 

თო X: -L ძივ Xვ + ·' + ძია Xგ=ხი, 
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სადაც ი2ლ=/M1, რადგან ზოგიერთი განტოლება შეიძლება აღმოჩნდეს 
ამოგდებული. 

ვიგულისხმოთ, რომ 0; 2-0 (ამას ყოველთვის მივაღწევთ განტოლე– 
ბათა გადანაცვლებით ან ცვლადების სათანადოდ გადანომრვით). თუ 

(5.2) სისტემის მესამე და ყოველ შემდეგ განტოლებას გამოვაკლებთ 

მეორე განტოლებას, გამრავლებულს შესაბამისად რიცხვებზე 

, , 

რვა მჯი 0იჯ 

თა თ2 რთი 

    

მივიღებთ 

თ): X, -L 013 Xე -L ძევ Xვ + ·“ + რიXგ =ხ, 
, , , , 

ძვე X + 0ძ59ვ Xვ -L ·· “+ ძეგ Xგ = ხე 

ძევ Xვ –- “+ შეგ Xგ => ხე 

ძევ Xვ + ·-.-+ ძი Xგ == ხე, 

სადაც ძ=7ი/. 

თუ ამ პროცესს გავაგრძელებთ, რომელიღაც ეტაპზე დავადგენთ, 
რომ მოცემული სისტემა არათავსებადია ან მოცემული სისტემა საბო– 

ლოოდ დაიყვანება მის ეკვივალენტურ შემდეგ სისტემაზე 

011 XI + თ.გ Xვ -L "+ თ #-) ხ,-I + 0), 9, + > + ფთიX =ხ1 

თვი Xგ-L · + მეცი, XL-I + 001 X + · + თე, გ = ხე 
ღი . »""""""'"'"”"· · (5.3) 

| ი, X-I+ თV#- 2, X,+ ·- · +L0V-2, X„=ხ(-32, 

თ'ზ-)) X, + ·-· + იცი) X.=ხ/-), 

სადაც თ, “0, თ: 2“ 0,..., 0L- 2.1 55 0, 06, 3) 550, # <0 < ი 
ამ შემთხვევაში (5.3) სისტემა თავსებადია. მას აქვს ერთადერთი 

ამონახსენი როცა #=ჩ და უსასრულოდ ბევრი ამონახსენი, როცა 

#<#. 

მართლაც თუ ჩ#=#), მაშინ (5.3) სისტემას აქვს შემდეგი სახე: 

თ, X, + Cთვ X +" + თი X, = 6) 
, 

ძევ Xგ -L ·-· '+ იი X = ხ; 

გრ–ა) % ლო 1). 
I” 
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სშკანასკნელი განტოლებიდან ვიპოვით X#,-ს. მისი ჩასმით “უკანასკნელის 
წინა განტოლებაში ვიპოვით #, ე-ს და ა. შ. პირველი განტოლებიდან ვი- 

პოვით X,-ს. : 
თუ ჩ<7ი, მაშინ X.+),.., X, თავისუფალი უცნობებისათვის ნების- 

მიერი მნიშვნელ ბების მინიჭებით (5-3) სისტემიდან მივიღებთ X,, X-,..-, X 
უცნობების მწიზვნელობებს, ე. ი. ამ შემთხვევაში სისტემას აქვს ამო– 

ნახსენთა უსასრულო სიმრავლე. 

გაუსის მეთოდით წრფივ განტოლებათა სისტემის ამოხსნის დროს 
უმჯობესია მოვახდინოთ სისტემის კოეფიციენტებისა და თავისუფალი 

წევრებისაგან შედგენილი მატრიცის გარდაქმნა. 

მაგალითი 1. ამოვხსნათ სისტემა. · 

დი -––2X+ 2X% –-– ჯ=3 

X –  4Xე–– 2Xვ + 2X=1 

2X +Xჯ–– 3X +2X=–2 

2X, +3X, + Xვ–– Xკ = 3. 

ამოხსნა. გვაქვს 

1-2 2 --1/) 3 1 –2 2 –1| 3 
„აგჟ„>___'' 0 –2 –4 –3!'--2 

–_ – 
2 1 – 3 2|–2 0 5-7 4-8 
2.3 1-1! 3 0 7 –3 113 

1-2 2 --1 ვ 1.2 2 –1 ვ 
0 –2 –4 3|I-–-– 2 0 –2-4 ვI- “2 

– –> 
ი 0 –-3ჭ1 23)--26 ბი 0-–ვ4 23|)--26 
იმ 34-23) 41 0.0 0 0) 15 

ჩვენ მივედით სისტემაზე, რომელიც შეიცავს განტოლებას 0=15, 

ამიტომ მოცემული სისტემა არათავსებადია. 
მაგალითი 2. ამოვხსნათ სისტემა 

X –– 2X +X3 + X=2 

2X, –– X) + 3X32–-– X= 5 

X: + 2Xე –– Xვ + X, = 4 
31, –- 2Xე ––- Xვ ––- 2X, == 1. 

ამოხსნა. „გვაქვს 

1 –2 1 1| 2 1-2 1 1 2 

2 --1 8 –1|)5 0 ვ 1 –-3 1 
–> – 

1 2 –1 1 | 4 0 _ 0 2 

3 --222--I –-–2|!|1 0 4 –-4 ––5)I-––5 
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– 

1-2. 1 1 2 11.2. 1 12 
ი ვ 1 --3 1 ი ვ 1 –3I!1 

– -– 
ი 0-1 1, 2 0 0-10 :·2|)2 
ი 0-16 --3I--19 0.0 0 111 

ამრიგად გარდაქმნის შედეგად მივედით სისტემაზე 

X --– 2% +Xვ + X = 
3X + X-–– 3X, 

–-– 10X32-C12ჯ) 

Xკ = 

I 
==.

 
ა
 

ა
 

თ
 

რთმელსაც გააჩნია ერთადერთი ამონახსენი X»=2, X.=1, Xკ=1, X,კ=1. 

მაგალითი 3. ამოვხსნათ სისტემა 

X, -L 2Xე –– Xვ –- X, = 3 
2X% – X – 3Xჯვ-––X =3 

4X +3X+X%3+X=9 

X – 3X + 4X%ვ –– 2X, = 0. 

ამოხსნა. ავაქვს 

1 2 --1 1|3 1 2 –-1 1 3 

2 -1 3 –-113 ბ --5 5 -–-3) –-3 
– – 

4 3 1 1)9 ბ - 5 5 – 3|--3 

1 ––<3 4 –-2|0 ბ --5 5 –-3ვ)–3 

1 2 –-1 1 3 

===>=–=__–.%%ი 
0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

ამრიგად, მოცემული სისტემა ტოლფასია სისტემის 

| # + 2%–%+X =3 
– 5X+5%–-– 3X,=--ვმ, 

რომელსაც გააჩნია ამონახსენთა უსასრულო. სიმრავლე, რომლებიც მოიცემიან 

9 1 ვ 3 
ტოლობებით 2 = --–#%----X., %Xი = == ძვილ–= XV სადაც 

Xვ და Xკ ნებისმიერი რიცხვებია. 
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გაუსის მეთოდის ბლოკ-სქემა 

  

  

  

  

    ამონახსენი 
  

      

    

      
  

  

  

  
  

  

      

  

    

    

  

      

  

       



     
  

  

  

| 1 = .I+1 | 

5 =5+0:)X; 
  

              

  

  
    

ICC) IთC/ 

| ძ(1=0()-თონ» 

| = I+1   
  

  

        
  

      

  5



გაუსის მეთოდის პროგრამა ბეისიკის ენაზე 

5 LM --MC10XL 1 #ა/C# -- 

10 0ნ”LM 7L: L0L 0)10I 

#§ LILC 41 
20 0ჩ1#M #M, თკ, 0):, --- სე რი! 

ხ,, რი1ე Cი9, ·.. ე 02) ხი, რი! 

შით. მიი, მი 

ვ0 ინ2ნ M 
40 I=1 

50 600 ჰ=1 70 M 
60 6ტ0ი # (I ჰ) 
70 MCXI I 
80 ;Cჩი 8თ 
90 I=I+- 1. IL 1==M 60 #0 

50 

100 I. = 1 

110 8=M#VXC=L 
120 IL ჩ#(L, L)< =>0 60 10 210 

4320L=L+1%1IC L<=M 
C0 10 120 

140#=#+1 L=C IL 

_ #<=IM00 10 129_____ 
150 IL 80) =0 #წნას L= 

=L+1% 60 10 180 
160 ნVIMI 9-1, „I6 IIMCნ6X 

ხCIIICVII1V+ 
170 60 10 410 
180 I L< = M C0 10 150 
190 ხCIMI 3-1, „IIMCCIX 86C- 

#0C6ყ00L M00XC6CI- 
80 069IC0I//“ 

200 C0 10 410 
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210 I=X# 
220 + = # (C, 41) X # (C, MX) = 

= ჩ (L,1) «ს # (L,ჰ) =X 

230 )=I1)«–-1+ IL ჰ= =M) 

60 LI0 220 

240 I = 1 (C) « 8(C) = ს(CL) 

ს 8()=L+ 

250 I=C 

260 I=IL == I=I+1 M#M= 

იტ60, ს) 78(C,» 

270 # (, 1) ==) ა–»--–M#»2:# 

(C, 8 X ,I=ჰI+1 
280 IL ჰIჰ<. = M C0 IC 270 

29 800=08(ს –Mი«სL(Cა 

300IL I=<=MMს6C010260C ?! 
310 L=L-+1 %. I> IL <= M 

C0 I0 110 

320 I=M 

330 5=0X ჰ=L+1 

340 II ჰლ=M92IIILM 5=5 + 

_ –-6ტთას«Xთ 
350 ,|=I +1+ IC |I==M 

C0 10 340 

360 X(CსI=(8(ს – 595 7# CV, 
სი 1=1–1 

370 II.I>> = 9. C0 10 330 

380 LI=LI-L1 

390 ნ00IMXI + 1, ”X (7; I; ”) = 
=7/: X() 

409 IL 1I =M9# C0 I0 380 

410 LMნ



ნიი0CLCL8M. C8 05 

0IMLM5I10M. გ (9, Mო), LL (% 
XC ML «40 

ინ#ტო (5, 10) ((# I, /), ჰ= 
=1, M), 1=1, M, (8 თ, ILI= 

=1, M 
10 0LILM#L (C 7.4) 

70 

80 

კაუსის მეთოდის პროგრამა ფორტრანის ენაზე 

#0, 1ჰ)X=#C0, ჰ)–C « #(CLI,») 

C0MIIMVL 
8()=8()–ღდ4ი 8(IL.1) 

CCMIIMVLCLC 

L=L-L1 
IL ძC. LL. 9) C0I10 20 

IXL=1 1=M 
20 L=X 5=0 

L1=L I11=I-L1 

25 00 30 L=1, M 90 00 100 I=)1, M 
IL (M(L, II. Mს. თ C010 50 100 5=5-+#4(0,, 2 «XV 

30 CCMIIMVC X(Cს=(8(ს–-5)/# VI, ხხ 
L,= L,1 1=I--1 

ILL=M-L1 IL (I. CC. 1) C0 IC 909 
IIX.-LცC6-»% C01I0 25 00 120 I=1, M 
00 40 ს=L1, M V0IIC (6, 11თ, X (ი 
1C (8 (L)- MC. 0) 60I1V 15– 110 I0C0LMტ”X (5X, L7. 4) 

40 CCMIIMყL 120 C0CMXIIMVVLC 
C0 #10 130 C0 10 170 

50:00 60 )=XL, M 230 V/0CIIL (6, 140) 
1=ჩ (L1, ») 140 0სM#1I (5X,' CVICIIM#. 
#(L1, ჰ)=# (L, 4») IIMCC I 8CCILI0IC9MII0C 
#(L, )1))=I MII0XLCI80 LLCIIIL- 

60 CCMIIMCსL IIIIII ') 

I=8(L1) 80 10 170 
83 (L1)=8 (L) 150 V/IნIIIC, (6 ,160) 
8 (L1=L 160 ს0CM#I+ (5X, ' CIICICMჩ 
I1=L1-+1 IC LIIMCCI LLCIIIC9II1% ') 
LC 80 I=I1, M 170 510 · 
0 70 I)=L, M LM 

§ 6. წრფივ განტოლებათა სისტემის ამოხსნა 

იტერაციის მეთოდით 

როდესაც განტოლებათა სისტემის უცნობთა რიცხვი დიდია, მაშინ 

გაუსის მეთოდით (რომელიც გვაძლევს ზუსტ ამონახსენს) სისტემის 

ამოხსნა მრომატევად გამოთვლებთან არის დაკავშირებული. ასეთ 

შემთხვევაში ზოგჯერ მიმართავენ სისტემის მიახლოებითი ამონახსენის 
პოვნის მეთოდებს. მოვიყვანოთ სისტემის მიახლოებითი ამონახსენის 

53



მოძებნის მარტივი იტერაციის (ე. წ.მიმდევრობითი მიახლოების) და 

ზეიდელის მეთოდები. 

განვიხილოთ M-უცნობიან # წრფივ განტოლებათა სისტემა 

თე XI + 0)ი Xე + ·-L რე Xე = ხ1 
რი % + რ X. + '+ რი X, = ხა (6.1) 

––_ + თ. X, = ხ,. 
შევცვალოთ ეს სისტემა მისი ტოლფასი შემდეგი სისტემით: 

X, = ზ, + თ, X, + თია X +" + თფიX 

X: == ჩა - 2 % ჯ თაი X + “+ “იი რ (6.2) 

% = ჩ, + თარ + შემ + თე, Xი: 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

CX11 Cჯი ·-· დი ჩ, X1 

თ =| 221 თი '““ თე ს 6-. ჩ, , X=| X IL, 

Cიე1 თეა '' თვი ჩ, %ი 

მაშინ (6.2) სისტემა ასე ჩაიწერება 

X=ჩზ+თX. 

ვთქვათ (6.2) სისტემის ამონახსენის ნულოვანი (საწყისი) მიახ– 

ლოებაა 

ჯი 

XCთ) | X2 

#9 

სადაც X9, X(9), ..., XII ნებისმიერი რიცხვებია. 

ავაგოთ მიმდევრობა (მარტივი იტერაციის პროცესი) 

XI =ზ + XC), 
XC = 8 +თXVს, 

XXVI) = ზ + თ XV-1), 

” ჯა) 
ჩ X5M0 I 9 

ჯი 
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ამ მიმდევრობის წევრებს უწოდებენ შესაბამისად სისტემის ამონახსე– 
5ის პირველ, მეორე და ა. შ. #-ურ მიახლოებებს, ხოლო თვით მიმდევ– 
რობის აგების პროცესს –– იტერაციის პროცესს. 

თუ მიახლოებით ამონახსენთა X)თ, XIX1),..., XIM),... მიმდევრობას აქვს 

ზღვარი, ე. ი. 

Iთო XVXMI= XI, 
#-–>6ი 

მაშინ იგი იქნება (6.2) სისტემის ამონახსენი. მართლაც, თუ ტოლო– 

ბაში 

X6=ზ + თXV-) (6.3) 

გადავალთ ზღვარზე, მივიღებთ 

X = ჩ-+თX, 

ე. ი 

X 

ჯ-I > 

არის (6.2) სისტემის ამონახსენი. 

გაშლილი სახით (6.3) ტოლობა ასე ჩაიწერება 

ჩ 

Xს=ჩ, + თ, X(M-1) + თ, (1-1) + + თ, XI- 1) =ჩ,+- ?ბ, თ," -) 
1=>1 

(1= 1, 2,..,/; #=>1,2,...). 

ისმება ამოცანა: რა პირობას უნდა აკმაყოფილებდნენ (6.2) სის- 

ტემის კოეფიციენტები, რომ ამ სისტემას ჰქონდეს ერთადერთი ამო– 

ნახსენი და იტერაციის პროცესი იყოს კრებადი. მართებულია შემ- 

დეგი თეორემა: 

თეორემა 6.1. თუ (6.2) სისტემის კოეფიციენტები აკმაყოფი– 

ლებენ პირობას 

M 

MმX ბ, |თო, I = 9 <1, (6.4) 
1<-წლ/ 1=1 

მაშინ სისტემას გააჩნია ერთადერთი ამონახსენი და იტერაციის პრო- 
ცესი კრებადია ნებისმიერი საწყისი მიახლოებისათვის. 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ, რომ (6.2) სისტემას აქვს 
ერთადერთი ამონახსენი. ამისათვის საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ შესა- 
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ბამის ერთგვაროვან X=ლ0X განტოლებას გააჩნია მხოლოდ ნულოვანი 

ამონახსენი. მართლაც, ვთქვათ 

X%-= X 

X . 

არს X= თX განტოლების ამონახსენი. ე. ი. 

-ა:%» (ჯ(= 1, 2,..., 1). 

აქედან (6.4) პირობის ძალით 

ჩ 

IX) < ბ .)თიXI< 7„უმX 1 XI | XL # თ2X | X, | 
=-1 1<5/ლჩ ალლ 

საიდანაც 

იემX | XI <9 იმმX | Xჯ 1, 
1ლწლი 1ლIლი 

ანუ 

(1–– 0) იიმX | X; | <0. 
1ლწლჩ 

რადგან 1–– 49 >>0, ამიტომ #18X | X; | <0, ე. ი. Xჯ = Xვ ==--· = Xგ=0. 
1ლ-<ჩ # 

ახლა ვაჩვენოთ იტერაციის პროცესის კრებადობა. ვთქვათ 

X. 

X 

არის (6.2) სისტემის ამონახსენი XLC#) -- ამონახსენის #-ური მიახლოება, 

ხოლო 
ტი = თმX | X, –- X59MI I, 

1–:ლჩ 

მაშინ 

= ჩ, -L თე X, + თე Xა + ·-“+ თ; Xი, 
” _9+% ჯტ– 1) -+ თ,;ე X2M-1) -L.. · + თ, XჯI#-1), 

|(=1, 2,. 

(6.5) 
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აჭ ტოლობებიდან (6.4)-ის ძალით გვაქვს 

| X, –– XI | < | თც | | 6 –– ტ-ს) | + თა) X–- მ) | C.+.+ 

+ | თ, | |Xგ –– X-ს | < ტ#6-1 (I თ, |+ Iთც | + ···+ | თ,,| )ლ09 #ტL-) 
საიდანაც 

ტრო კეტტ-ს (L= 1, 2,...). 

აქედან მივიღებთ 

ტ#(M) «– 0 #ტ0M-1) კ ეზ ტ#-ა) «2... << ეჩ /(9), (6.6) 

რადგან 0<09<1, ამიტომ (6.6)-დან გვაქვს 

II #MV#) = 0. 
ჩ”--C 

ეს ტოლობა კი ეკვივალენტურია ტოლობების 

„თ XI =X (§=1, 2,..., #4). 
->0C0 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა 1. თუ 'ი,550 (1=1,2,..., "), მაშინ (6.1) სის–- 

ტემა შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგნაირად: 

X. = ზ. + C12 X2 + C13 Xვ –+ -.+ --=>> >» 

X: = ჩე -+ თი) Xა + თევ Xვ -L · + თაი X 

Xგ = ჩ, + C.1 XI + Cიეი X2 –+ ... –- ლთ%,გ-1 Xგ-)) 

სადაც 

ხ _ _ ”" , როცა ?ჯ , 

ჩ, = – 3 CV, = თ, ც 3“ 

!( 0. როცა (=/ 

ე. ი. მას აქვს (6.2) სახე. ამ შემთხვევაში (6.4) პირობა მიიღებს სახეს 

  

” 

| ი, | > ბ, || (1= 1, 2,..., #1). 

I==1 
(#I 

შენიშვნა 2. თეორემა 6.1-ის პირობებში გვაქვს 

«იმX (XI C –ჩ ., (6.7) 
1–ჯლი 1--ძი 

სადაც 

ზა = I2X | ჩ, |. 
1< ლ 71



მართლაც, (6.5)-დან მივიღებთ 

| X, | <- ზე + ძ თმ» | X, | · 
1ლხლჩ 

აქედან გამომდინარეობს (6.7). 
ახლა მოვიყვანოთ ცდომილების შეფასება. (6.6)-ის და (6.7)–ის 

ძალით 

იიმX | X, –– X;| <- 0ჩ ი1გX | X, –– XI9) | <- 
1ლ:ლჩ 1ლწლი 

<0" C ი0მX | X; | -L იიმX | X;") | ) <- ი? (X+>+, “ზი, 
1ლ':ლ#ჩ 1ლწლჩ 

1--ძ 

სადაც 

”ჯ = IმX | XC) | . 
1ლ ლი 

ამრიგად, იტერაციის მეთოდისათვის ცდომილება შეგვიძლია შევა– 

ფასოთ შემდეგი უტოლობით 

თმX | X, –– 5 | < ი" (+ -%-). 
1ლ'ლჩ 1–-ძ 

იმისათვის, რომ ბ სიზუსტით განვსაზღვროთ (6.1) სისტემის ამო– 

ნახსენი იტერაციის პროცესი უნდა გავაგრძელოთ, ვიდრე არ შეს- 

რულდება პირობა 

«(++ -“ ჩი _) <8 

საიდანაც 

1ი == 

7+1 2 

ხნ -– უწ.“ 

მოვიყვანოთ ახლა სისტემის მიახლოებითი ამოხსნის პოვნის ზეი- 

დელის მეთოდი. ეს მეთოდი წარმოადგენს მარტივი იტერაციის მეთო- 

დის გარკვეულ მოდიფიკაციას. მისი იდეა მდგომარეობს შემდეგში: 

X, უცნობის (”+1)-ე მიახლოების გამოთვლაში გათვალისწინებულია 

X. X,... X-1 უცნობებისათვის უკვე გამოთვლილი (ჩ+1)-ე მიახ– 
ლოება. ვთქვათ განტოლებათა სისტემა დაყვანილია (6.2) სახეზე. ავ 

სისტემის ამონახსენის საწყისი მიახლოება იყოს 

Xჯ(0 

XC) = | XI 

ჯი 
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დავუშვათ, რომ სისტემის ამონახსენის #-ური მიახლოება 

ჯ(ა 

XC) = | XI" ს 

ჯო) 
ცნობილია. ზეიდელის მეთოდის მიხედვით (#”+ 1)–ე მიახლოებას 'ვა- 

გებთ შემდეგი ფორმულებით 

ჩM 

ჯეტ = ჩ, + ბ. თ, XI), 

|=1 
ი 

Xეხ1.) = ჩა -- თა, XM„+) + ბ, თე, X)), 
1=2 

L-I ” 

X##+10 = ზ, + ბ, თ,, XI+I) L 3, თ,, XV), 

= /=! 

' (ლ! 

XVM+1) = ჩ, + ბ, C,/ ექტ) + %-ი XV) · 

(=1 

(L =0, 1, 2, ...). 
თუ მოყვანილი პროცესი კრებადია, მაშინ მისი ზღვარი იქნება (6.2) 

სისტემის ამონახსენი. 

შევნიშნოთ, რომ მარტივი იტერაციის პროცესის კრებადობის (6.4) 

საკმარისი პირობა საკმარისია აგრეთვე ზეიდელის მეთოდის პროცესის 

კრებადობისათვის. იმ შემთხვევაში, როდესაც კრებადობის პირობა არ 

არის შესრულებული, იმისათვის, რომ შესაძლებელი იყოს იტერაციის 

პროცესის გამოყენება, შესაძლებელია მოვიქცეთ შემდეგნაირად: თუ 

სისტემის დეტერმინანტი | /4|=5+-0, მაშინ (6.1) სისტემის გამრავლებით 

მატრიცაზე #) = 4#“-1-- LM, სადაც Iს = (0,,) (1, 7=1, 2,..., !), მივიღებთ 

(4-1! –– II) 4X = #8. 

X=ჩ +თX, 
X = 4“ = LC8. ამის შემ ნ შ ჩიოთ Iს მატრი 

საც მ შესრულდეს 62 პირობა. ელებ. ოლ ევარ ტოიცა 

შენიშვნა. კრებად იტერაციის პროცესს აქვს ის თვისება, 

რომ ცალკეულ გამოთვლებში დაშვებული შეცდომა გავლენას არ 
ახდენს საბოლოო შედეგზე, რადგანაც შეცდომებიანი მიახლოება შე– 

იძლება განვიხილოთ როგორც ახალი საწყისი მიახლოება. 

აქედან 
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სეიდელის მეთოდის ბლოკ-სქემა 

  

  

-ნი(6-5)/რნ 
· 

      

  

    
    

  

        

    

      
  

  

 



ზეიდელის მეთოდის პროგოამა ბეისიკის ენაზე 

5 IM –-MC107L 3CIIIICIII–- 
„10 Cნ§M 7/Lი?:' L0L 001L-0I 

#5 CILC + 1 
20 სტ#I# 6, #7, ძე), 013, ..., 0, 

ხ,, რუე რაი) ·-.)ე იი, ხე, რ ი1, 

რი, .... შია ხ 

30 IC#86C L, M 
49C=0+0=0 
50 L0L I =1 10 M 
60 M=0 
70 C0L I1I= 1 10 M 
80 ი6ტი # 0, » 
90 M=M +#4#85(4(,, 4») 

100 MნXX I 
110 IC დ <M IIს1ნM C=M 
190 XV C#0 8 (ს 
130 I C< #85 (8 (I) 

C = #85 (8 თ) 
140 X (001=0 

ზეიდელის მეთოდის პროგრამა 

სII0CIMI#M. 7CILIC>L 

LსIMCIM5I0M. X (MI), 

(# (M, M), 80) 
IXIC#ს (5,1) #, 8 
1 C0I0LIM#1 (C7.4) 
LXLC#ტL «8 LI5«, X, M 

C=0 

(60=0 

IL=0 
LC5=0.001 

XC0 40 1=1, M 

M==50 
LX0 10 I)=1, M 

10 M=M-7#85 (#ტ (L X»)) 

IL (ე. 06. M) C0 10 20 

0=M 
20 IL(C. 66. #85 (8(1)) ) 60 

10 30 
C=#85(8() ) 

III=CM 

150 MნXL I 
160 I =:L0C (6 2 (1 – თ 

ს LCC (C) 
170 L0L L =1 10 X+1 
180 0L I=1 10 ”M 
190 5=0 
200 L0IL I)=1 10.M 
210 ==5 -+ # (1,7)),«XCV) 
220 MCXLI ჰ 
230 X(Cს=5+8თი 
240 MCXIL I 
250 MLXI IX 

260 0ILIIMI 4 1, MX =V;: X 
270 60 I =:1 10 M 
280 ნLIMI + 1, /X C; I: 7) = 

=':XL(C) 
290 MCXL I 
300 LM6 

ფორტრანის ენაზე 

30 XV) =0 
40 CCMIIაყყს 

I=(8L0C(CXC5 « (1––C) „7 

,77C) 1,/#L00C (C) 
50 #=IM#+1 

ნX0 70 I=1, M 
5=0 

L0 60 I)I=1,M 
60 5=55+4( ჰა -Xჯ» 

XX0)=5+8V 
70 CCMIIMVL 

I C. LI. I) C0 10 59 
VVIხIIIL, (6, 80) (X(I), 

=1, M, IL 

80 ნ0IMგMIL (5X. ML 7. 4), 7, 
, 5X, 14) 
5100 

LMC 

I = 
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კითხვები თვითშემოწმებისათვის 

1. წრფივ განტოლებათა როგორ სისტემას ეწოდება ერთგვარო- 

35:9 ე·? არაერთგვაროვანი? თავსებადი? არათავსებადი? 

2. ჩამოაყალიბეთ კრამერის თეორემა. 

3. ჩამოაყალიბეთ კრონეკერ-კაპელის თეორემა. 

4. რა შემთხვევაში აქვს ერთგვაროვან სისტემას მხოლოდ ნულო– 

ა95 ამონახსენი? არანულოვანი ამონახსნები? 

5. რას ეწოდება წრფივი ერთგვაროვანი განტოლებათა სისტემის 

ჯპონახსენთა ფუნდამენტური სისტემა? 

6. ჩამოაყალიბეთ თეორემა წრფივ ერთგვაროვან განტოლებათა 

სისტემის ამონახსენთა ფუნდამენტური სისტემის არსებობის შესახებ. 

7. ჩამოაყალიბეთ იტერაციის პროცესის კრებადობის საკმარისი 

ჯარობა, 

IILI თავი 

ვექტორთა ალგებრის ელემენტები 

§ 1. დეკარტის კოორდინატთა სისტემები 

წრფეს, რომელზედაც ფიქსირებულია რაიმე 0 წერტილი (სათავე), 

არჩეულია დადებითი მიმართულება და სიგრძის ერთეული (მასშტაბი), 

რიცხვითი ღერძი ანუ რიცხვითი წრფე ეწოდება (ნახ. 1). 

1 
ლოო 

+ : + 
ხ M(>) 

ნახ. 1 

რიცხვითი ღერძის ყოველ M წერტილს შეიძლება შევუსაბამოთ 

ერთადერთი ნამდვილი # რიცხვი და პირექით. ეს ურთიერთცალსახა 

შესაბამისობა შეიძლება დამყარდეს შემდეგი წესით: X= | 0MI) (0M 
მონაკვეთის სიგრძეს), თუ C0-დან M-საკენ მიმართულება ემთხვევა 

ღერძის მიმართულებას «და X=–-| CM |-–– წინააღმდეგ შემთხვევაში. ამ 

X რიცხვს M წერტილის კოორდინატი ეწოდება. ის ფაქტი, რომ X+X 
რიცხვი M წერტილის კოორდინატია, ასე ჩაიწერება: MI (X). ცხადია, 

რომ 0 სათავის კოორდინატია ნული. მოცემულია წერტილი ღერძზე 

ნიშნავს, რომ მოცემულია წერტილის კოორდინატი. რიცხვითი ღერძი 

წარმოადგენს ე. წ. დეკარტის კოორდინატთა სისტემას წრფეზე. თუ 

62



#M) (X)) და #2 (Xი) ღერძის ნებისმიერი წერტილებია, მაშინ X>-–X, 

სხვაობას /IMე მონაკვეთის სიდიდეს უწოდებენ. 

საერთო სათავისა და ერთნაირი მასშტაბის მქონე ორი ურთიერთ- 

პერპენდიკულარული ღერძი ქმნის დეკარტის მართკუთხა კოორდი- 

ნატთა სისტემას სიბრტყეზე. საერთო 0 სათავეს კოორდინატთა სათა- 

ვე ეწოდება, ხოლო ღერძებს ––- საკოორდინატო ღერძები. მათ უწო– 

დებენ აგრეთვე აბსცისთა CX და ორდინატთა 0V ღერძებს. 
განვიხილოთ სიბრტყის ნებისმიერი # წერტილი. მისი გეგმილები 

CX და Cყ ღერქებზე (ნახ. 2) შესაბამისად აღვნიშნოთ /VI, და /VI,-ით 

წერტილის დეკარტის მართკუთხა X და ყ კოორდინატები ეწოდება 

შესაბამისად /M„ და VI, წერტილების კოორდინატებს სათანადო ღერ–- 

ძებზე. X კოორდინატს # წერტილის აბსცისა ეწოდება, ხოლო ყ-ს 

ორდინატი. ის ფაქტი, რომ # წერტილის კოორდინატებია X და Vყ, ასე 

ჩაიწერება: # (X, ყ). ზემოთქმულიდან ჩანს, რომ სიბრტყის ყოველ 

წერტილს შეესაბამება ნამდვილ რიცხვთა ერთადერთი დალაგებული 

წყვილი და, პირიქით, ნამდვილ რიცხვთა ყოველ დალაგებულ წყვილს 
შეესაბამება სიბრტყის ერთადერთი წერტილი. ამრიგად, სიბრტყის 

წერტილთა სიმრავლესა და ნამდვილ რიცხვთა ·.დალაგებული წყვილე– 

ბის სიმრავლეს შორის არსებობს ურთიერთცალსახა შესაბამისობა. 

საკოორდინატო ღერძები სიბრტყეს ოთხ ნაწილად ყოფს, ამ ნაწი– 

ლებს მეოთხედებს ანუ კვადრანტებს უწოდებენ. მეოთხედების ნუმე– 

რაცია ნაჩვენებია მე-3 ნახაზზე. ამავე ნახაზზე ნაჩვენებია წერტილის 

კოორდინატების ნიშნები მეოთხედების მიხედვით. 

  

  

X+<0, ყ>0 Xჯ>0. 3>0 

ხი % 
ჯ<«ი ყი ჯ>ი,ყ.0 

ნახ. 2 ნახ. 3 

'დეკარტის კოორდინატთა სისტემა სივრცეშე „განისაზღვრება სიბრ- 

ტყეზე დეკარტის კოორდინატთა სისტემის ანალოგიურად. 

საერთო სათავისა და ერთნაირი მასშტაბის მქონე წყვილ-წყვი- 

ლად ურთიერთპერპენდიკულარული ღერძი ქმნისს დეკარტის მართ- 

კუთხა კოორდინატთა სისტემას სივრცეში. საერთო 0 სათავეს კო- 
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ორდინატთა სათავე ეწოდება,ა ხოლო ღერძებს –– საკოორდინატო 
ღერძები. მათ უწოდებენ აგრეთვე აბსცისთა 0X, ორდინატთა 0ყ 

და აპლიკატთა 07 ღერძებს. 

ვთქვათ, /ML,, MI, და VI, სივრ- 
ცის ნებისმიერი /V წერტილის გეგმი– 

ლებია შესაბამისად 0X, 0ყ და 02 
ღერძებზე (ნახ. 4) /M წერტილის 

დეკარტის მართკუთხა X, ყ და 2 

კოორდინატები ეწოდება შესაბამისად 
VI, Mა და MI, წერტილების კოორ- 
დინატებს სათანადო ღერძებზე. X 
კოორდინატს MM წერტილის აბსცისა 

ეწოდება, ყ-ს –- ორდინატი, ხოლი 
7-ს –– აპლიკატი ის ფაქტი, რომ 

M წერტილის კოოოდინატებია X, ყ 
ნახ. 4 და 2, ასე ჩაიწერება:  /VI (X, V, 2). 

ადვილი შესამჩნევია, რომ სივრცის წერტილთა სიმრავლესა და ნამ– 

დვილ რიცხვთა დალაგებული სამეულების სემრავლეს შორის არსე- 

ბობს ურთიერთცალსახა შესაბამისობა. 

წყვილ-წყვილად აღებული საკოორდინატო ღერძები განსახღვრა- 
ვენ ე. წ. საკოორდინატო »ჯCV, Vყ02 და X02 სიბრტყეებს. ეს სიბრ- 

ტყეები სივრცეს ყოფენ რვა ნაწილად, რომელთაც ოქტანტები (მერ– 
ვედები) ეწოდება ადვილია იმის დადგენა, თუ რა ნიშნები ექნება 

წერტილის კოორდინატებს სხვადასხვა ოქტანტებში. 

§ 2. პოლარულ კოორდინატთა სისტემა. კავშირი დეკარტისა 

და პოლარულ კოორდინატებს შორის 

ზემოთ განხილული დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემის 

გარდა, სიბრტყეზე შეიძლება ააგოს კოორდინატთა მრავალი სხვა 

სისტემაც, რომლებიც საშუალებას იხლევიან განვსაზღვროთ სიბრტყის 

წერტილის მდებარეობა ორი ნამდვილი რიცხვით. 

განვიხილოთ ერთ-ერთი მათგანი, ე. წ. პოლარულ კოორდინატთა 

სესტემა, რომელიც დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემის 

შემდეგ ყეელაზე მოხერხებულია და საკმაოდ ხშირად გამოიყენება. 

ავიღოთ სიბრტყეზე რიცხვითი I ღერძი. ამ ღერძს ვუწოდოთ ბო- 
ლარული ღერძი, ხოლო მის C) სათავეს –– პოლუსი. 

ვთქვათ, #M-–-სიბრტყის ნებისმიერი წერტილია, რომელიც პოლუსს არ 

ემთხვევა. გავვლოთ 0 პოლუსზე და /M წერტილზე |, ღერძი, რომლის 
სათავეა 0 პოლუსი, ხოლო მიმართულება ემთხვევა 0 პოლუსიდან 

M  წერტილისაკნ მიმართულებას (ნახ. 5). /#/ წერტილის კოორდინატი 
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!ე ღერძზე აღვნიშნოთ 0-თი და ვუწოდოთ მას „VI წერტილის პოლარუ- 
ლი რადიუსი. იმ უმცირეს დ კუთხეს, რომლითაც უნდა მოვაბრუნოთ 

( ღერძი საათის ისრის მოძრაობის საწინააღმდეგო მ3-მართულებით!, 

ღერძთან შეთავსებამდე, ვუწოდოთ პოლარული კუთზე. 

ცხადია, რომ ი >0, ხოლო · 

0–Cდთდ< 2». ამრეგად, სიბრტყის ნ, 

ყოველ წერტილს რომელიც პოლუსს 
არ ემთხვევა შეესაბამება რეცხვთა 

ერთადერთი დალაგებული წყვილი 
(0, დ) და პირიქით. L) . 

პოლუსისათვის პოლარული რა- 279 ნ 

დიუსი 0 = 0, ხოლო პოლარული Cთ ; 

კუთხე განუსახღვრელია. პბოლუსის 
მდებარეობა სიბრტყეზე საესებით გა- ნახ. 5 
ხისახღვრება 0 =: 0 კოორდინატით. 

M წერტილის პოლარულ 0 რადიუსს და პოლარულ დ კუთხეს ეწო- 
დება ამ წერტილის პოლარული კოორდინატები. ს ფაქტი, რომ M 

წერტილის პოლარული კოორდინატებია ი და დ ასე ჩაიწერება: 

VI (თ,დ)- 
თუ სიბრტყეზე არჩეულია პოლარული ღერძი და პოლუსი, მაშინ 

ვიტყვით, რომ სიბრტყეზე მოცემულია პოლარულ კოორდინატთა სის- 

ტემა, 
ადვილი საჩვენებელია (ნახ. 6), რომ თუ პოლუსი ემთხვევა დეკარ– 

ტის მართკუთხა კოორდინატთა ს სტემის სათავეს და პოლარული 

ყ ღერძი-აბსცისთა ღერძს, მაშინ 

X=ილ05დ, ყ=05იდ. (2.1) 

ის ფორმულები გამოსახავს M წერ- 

ტილი დეკარტის კოორდინატებს 
ამავე, წერტილის პოლარული კოორ- 

    
I 

V I 
I ჰ დინატებით. პირიქით, თუ ცნობილია 

” M წერტილის დეკარტის კოორდი- 
0 <« 1 ნატები (X, ყ), მაშინ (2-1) ტოლო- 

+ ბებიდან გეაქვს 
ი=VX" + ყ8, (ფდ = -#-. (2.2) 

ნახ. 6 X 
(2.2) ტოლობა (0; 22) შუალედშე 

დ კუთხისათვის გვაძლევს ორ მნიშვნელობას პოლარული კუთხისათვის 
უნდა ავიღოთ მნიშვნელობა /V (X, ყ) წერტილის მდებარეობის მიხედვით. 
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§ ე. ვექტორები. წრფივი ოპერაციები ვექტორებზე 

ფიზიკის, მექანიკის და სხვადასხვა ტექნიკური მეცნიერებების შეს- 

წავლისას „გვხვდება სხვადასხვა სახის სიდიდეები. ზოგი მათგანი სავსე–- 

ბით განისახღვრება მისი რიცხვითი მნიშვნელობით. ასეთ სიდიდეებს 

სკალარული სიდიდეები ეწოდება. სკალარული სიდიდეების მაგალი- 

თებია სიგრძე, ფართობი, მოცულობა, მასა, ტემპერატურა და სხვ. 

არსებობს სხვა სახის სიდიდეებიც, რომელთა განსაზღვრისათვის, გარ– 

და რიცხვითი მნიშვნელობისა, საჭიროა აგრეთვე მათი მიმართულების 

ცოდნა. ასეთ სიდიდეებს ვექტორული სიდიდეები ეწოდება. ვექტო- 
რული სიდიდეებია, მაგალითად, ძალა, სიჩქარე, აჩქარება, მაგნიტური 
ველის დაძაბულობა და სხვ. სხვადასხვა სახის ვექტორული სიდიდე– 

ების ზოგადად მესწავლისათვის (მათი კონკრეტული თვისებების გაუ- 

თვალისწინებლად) საჭიროა შემოვიღოთ ე. წ. ვექტორის ცნება._ 

განსახღვრება 3.1. ვექტორი ეწოდება ორიენტირებულ 

მონაკვეთს, ე. ი. მონაკვეთს, რომლისთვისაც დასახელებულია სათავე 
და ბოლო წერტილი. 

ვექტორი, რომლის სათავეა 4, ხოლო ბოლო წერტილია 8, აღი– 

ნიშნება სიმბოლოთი 48. ზოგჯერ ვექტორი აღინიშნება აგრეთვე 

ერთი ასოთი, მაგალითად, ძ. ნახაზზე ვექტორი გამოისახება ისრით 

(ნახ. 7). 

ვექტორის სათავეს მისი მოდების წერტილი ეწოდება. 

ვექტორს, რომლის სათავე და ბოლო წერტილი ერთმანეთს ემთხვე– 

ვა, ნულოვანი ვექტორი ანუ ნულ-ვექტორი ეწოდება. ის აღინიშნება 0 

სიმბოლოთი. ნულ-ვექტორს გარკვეული მიმართულება არ ცააჩნია. 

განსაზღვრება 3.2. ვექტორის სიგრძე (მოდული) ეწოდება 

მანძილს მის სათავესა და ბოლო. წერ- 

  

ი · 48 ვექტორის სიგრძე აღინიშნე- 
ბა I48| სიმბოლოთი. ცხადია, ნულ- 

ჩ, 8, ვექტორის სიგრძე უდრის ნულს. 

განსაზღვრება 3.3. ვექტორს, 

ნახ. 7 რომლის სიგრძე 1-ის ტოლია, ერთეუ- 

ლოვანი ვექტორი ეწოდება. 
განსაზღვრება 3.4. ერთი და იგივე წრფის პარალელურ 

ვეჭტორებს კოლინეარული ვექტორები ეწოდება, ხოლო ერთი და იგი– 
ვე სიბრტყის პარალელურ ვექტორებს -–– კომპლანარული. 

მიღებულია, რომ ნულოვანი ვექტორი ნებისმიერი ვექტორის კო- 

ლინეარულია, ხოლო თუ სამი ვექტორიდან ერთი მაინც ნულოვანია, 

მაშინ ისინი კჯომპლანარულია. 
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განსაზღვრება 3.5. ორ ვექტორს (მათი მოდების წერტი- 
ლებისაგან დამოუკიდებლად) ეწოდება ტოლი, თუ მათ აქვთ ერთი და 
იგივე სიგრძე დღა მიმართულება. 

თუ 48 ღა #8, (ნახ. 7) ვექტორები ტოლია, წერენ ,/18-– 48. 

ვექტორებზე წრფივი ოპერაციები ეწოდება ვექტორთა შეკრებას 
და ვექტორის რეცხვზე გამრავლებას. 

ვთქვათ თ და ხ ნებისმიერი ორი 
ვექტორია. ავიღოთ სივრცის ნების–- წა 

მიერი 0 წერტილი და ავაგოთ 
04=0 შემდეგ კი 

2 “–“ 
ვექტორი, > 4 

48=ხ ვექტორი. 608 ვექტორს 
– – 

ჩ (ნახ. 8) ეწოდება თ და ხ ვექტო–- 4 1 რების ჯამი და აღინიშნება “შემდეგ- 2 ჯ 
ნაირად: ძ + IM ე. ი. 0 = 8 

ხ 08 = 9 +ს. 2 
ვექტორთა შეკრების ამ წესს სამ- ნახ. 8 

კუთხედის წესი ეწოდება. 
ვექტორთა შეკრების ეს წესი შეიძლება განვაზოგადოთ შესაკრებ ვექ. 

ტორთა ნებისმიერი სასრული რაოდენობისათვის ვთქვათ, მოცემულია 

თე, თ-,--, მგ ვექტორები. ძ, ვექტორის ბოლო წერტილზე მოვდოთ თ; 

ვექტორი, თ-ის ბოლო წერტილზე –– ძვ ვექტორი და ა. შ. თ.-; ვექ- 
ტორის ბოლო წერტილზე –– ი ვექტორი. ვექტორს, რომლის სათავეა 

თ-ის სათავე, ხოლო ბოლო წერტილია ძ,-ის ბოლო წერტილი, ეწოდება 
თ, მა . ძ. ვექტორების ჯამი და ასე აღინიშნება: თ + ძ. +-.-.+ ძ, 

(ნახ. 9). 

  
ნახ. 9 ნახ. 10 
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ვექტორთა შეკრების ოპერაციას გააჩნია შემდეგი თვისებები: 

1. ძ + ხ=ხ + ი (კომუტაციურობა), 

?. ძიძ+ (ხ -L 2) = (09+ ს) + 6 (ასოციაციურობა). 

ამ თვისებების მართებულობა ჩანს შესაბამისად მე-10 და მე-11 

ნახაზებიდან. 

ცხადია, ნებისმიერი თ ვექტორისათვის ადგილი აქვს ტოლობას 
ძთძ4+0=0. 

ძ ვექტორის 7, რიცხვზე ნამრავ– 

ლი ეწოდება ისეთ IX ვექტორს, რო– 

მელიც აკმაყოფილებს შემდეგ ორ 
პირობა: 1) |0 I = | XII CI, 
2) IM და ხ ვექტორებს აქვთ ერთ- 

ნაირი მიმართულება, თუ #>>0 
და ურთიერთსაწინააღმდეგო მიმარ- 

თულება, თუ 7. < 0. 
თ ვექტორის 2, რიცხვზე ნამრავ– 

  

  

ნახ. 11 

ლი აღინიშნება X0 სიმბოლოთი. 
თუ 7#=0 ან ი =0, მაშინ მიღებულია, რომ 720 = 0. 
ძ ვექტორის (–– 1)-ზე ნამრავლს ეწოდება თ ვექტორის მოპირდაპირე 

ვექტორი და აღინიშნება == სიმბოლოთი. ცხადია 

ი+(-–0ძ0)=0. 
ვექტორის რიცხვზე ნამრავლის განსაზღვრებიდან გამომდინარე– 

ობს, რომ 

ძი= |ძI|.·0, 

სადაც ი არის იძ ვექტორის მიმართულების მქონე ერთეულოვანი ვექ- 

ტორი. მას ი ვექტორის მიმმართველი ვექტორი, ანუ მგეზავი ეწოდება. 

ვექტორის რიცხვზე ნამრავლის განმარტების თანახმად, # == 7,0 ვექ- 
ტორი ძ ვექტორის კოლინეარულია, პირიქით, თუ ი და ხს არანულო– 

  

  

ვანი კოლინეარული ვექტორებია, მაშინ #ხ = 70, სადაც  = LI , 

_ I2I 
თუ ამ ვექტორებს ერთნაირი მიმართულება აქვთ, და 7 = –-- ! ს! , თუ 

|0 I 
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მათ ურთიერთსაწინააღმდეგო მიმართულება აქვთ. ამრეგად, ადგილი აქეს 

შემდეგ თეორემას. ' 

თეორემა 3.1. იმისათვის, რომ ორი ვექტორი იყოს კოლინეა–- 

რულ”, აუცილებელია და საკმარისი, რომ ერთ-ერთი მათგანი წარმო- 

ადგენდეს მეორის ნამრავლს გარკვეულ რიცხგზე. 

ვექტორის რიცხვზე გამრავლების ოპერაციას გააჩნია შემდეგი 

თვისებები: 

1. X(CLC 1 =(.I)0 ; 

95. (ჯ + I) ი =2.0 + სი; 

8. .(თძ+-ხ)=70+21,წ6. 
დავამტკიცოთ ეს თვისებები. 

1. თუ #, M რიცხვებიდან ერთი მაინც წულია ან ი = 0, მაშინ და– 
სამტკიცებელი ტოლობის ორივე ნაწილი ნულოვანი ვექტორებია. 

თუ 5-0, LM5-0 და 220, მაში ვექტორებს” XL(CIMLV) და 
CL) ი აქვთ ერთნაირი მიმართულება. სახელდობრ, მათ აქვთ ი ვექტო– 

რის მიმართულება თუ 7 >> 0 და ძ-ს საწინააღმდეგო მიმართულება თუ 
I <- 0. გარდა ამისა ღა ოლე 

|.(Lთ) | = IL | Iთ | == | XI I ILLI თI = I2.LLI | | 
და 

| (#0) თ | = |I#»LMII0I, 
ე· ი 

| 2, (IL ძ) | = | 02.) 0 · 
ამრიგად 

X (L9 ) = (XI) 0. 

2. თუ 7?, VM და 7. + M# რიცხვებიდან ერთი მაინც ნულია ან მ =0, 
მაშინ თვისების სამართლიანობა ცხადია. 

ვთქვთ #Vს>>0 და ძ. 6“ 0 , მაშინ 2. 0 და ს ვექტორებს აქვთ 
ერთნაირი მიმართულება, ამიტომ 

I20 + LI = |-02|+ |სხ0| =1#IICI+IVIICI= 
=(IMI + II) |თI=IM+ MI IთI=I1 + 9). 

ვინაიდან 7», IL და # + I რიცხვებს აქვთ ერთნაირი ნიშანი, ამიტომ 

(2 + I) ი და X0 -L სძ ვექტორებს აქვთ ერთნაირი მიმართულება. 
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ამრიგად, ამ შემთხვევაში 

(+ ს)ძ=X#0ი + #0. 

ვთქვათ 2,IL< 0 და 02250. გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, 
რომ | #I >> I M I . ამ შემთხვევაში ?7>თ და IC ვექტორებს აქვთ ურ- 
თიერთსაწინააღმდეგო მიმართულება, ამიტომ 

ა... ... 
= (II ––IMIX)Iი1)=1.+#II0I=I(-+.+VM)იI. 

გარდა ამისა. (-» + IM) 0. და #0 + MC ვექტორებს აქვთ XXთ  ვექ- 
ტორის მიმართულება. ამრიგად, დასამტკიცებელი ტოლობა ამ შემთხვევაშიც 
მართებულია. 

3. თუ მ და წ ვექტორებიდან ერთი მაინც ნულოვანია ან X = 0, 
მაშინ ამ თვისების სამართლიანობა ცხადია. 

ვთქვათ ი და ხნ არაკოლინეარული ვექტორებია და 7, -> 0. 

C – ჯ 

C7 ( დ _ _9 

„2 დაა C, _ + + , ჯ 8 
ი თ ნ“ –>8, ი ა 8 ბა 7 

2> ზ. პ ნ, 
, 0</“| #<0 

ნახ. 12 

ავაგოთ 4C, = 2, ( ი + ს) და 48, =72.0 ვექტორები (ნახ. 12). 
ცხადია, რომ #,8C და 48,C, სამკუთხედები მსგავსია, ამიტომ ვექტორის 

რიცხვზე ნამრავლის განსაზღვრებიდან გამომდინარე 8,C, · = 2,ხ. 
ვექტორთა შეკრების წესის თანახმად 

4#C, = 48, + 8.C. 

საიდანაც 

L(0+ხ)= X0 + 1 ხ. 
თუ 2 და ხ კოლინეაბრული ვექტორებია, მაშინ წ = Lთ (თეო– 

რემა 3.1). ამიტომ პირველი და მეორე თვისებების ძალით გვაქვს 

X(0 + ხ)=V(0 +M0) =- (1 +ს)0 = 2.9 + სი = 
= #0 -+2.(+0) = 060 +2.ხ. 

ამრიგად სამივე თვისება დამტკიცებულია. 
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ძ და ჩხ ვექტორების სხვაობა ეწოდება თ + (-–- ნ) ვექტორს და 
ასე აღინიშნება: თ-– ნ. ტცხადია, თ და ხ ვექტორების სხვაობა არის 

ისეთი C ვექტორი, რომ ხ +02C=0ძ. 

ბოლოს მოვიყვანოთ არაკო- 

ლინეარულ ვექტორთა შეკრების ჰ ზ 

კიდევ ერთი წესი, ე. წ. პარა- 
ლელოგრამის წესი რომელიც 

გვაძლეს  აგრეთვ ვექტორთა 
სხვაობის აგების წესს. 

ვთქვათ, მოცემულია არაკო- , 

ლინეარული თ და ხ ვექტორე- 
ბი. ეს ვექტორები მოვდოთ ნების– 

მიერ 0 წერტილზე და ავაგოთ 

მათზე პარალელოგრამი (ნახ. 13). 

ნახაზიდან ჩანს, რომ 08 დია- 0 + 
გონალი წარმოადგენს ამ ვექტო- ' 

რების ჯამს 08 = ი + ჩ, ხო- 

ლო C4 დიაგონალი -–– მთ სხვაობას C4=0-–-X%. 

0 

ნახ. 13 

§ 4. ვექტორთა წრფივი დამოკიდებულება. ბაზისი 

ვთქვათ, მოცემულია ი, ი თ...) თ ვექტორები. ამ ვექტორების წრფივი 

კომბინაცია ეწოდება ვექტორს 

C1 0) + თი თ, +. + %ც რი, 

სადაც თა, CC, ნებისმიერი რიცხვებია. 

განსაზღვრება 4.1. ვექტორთა ძ, მი, ში სისტემს ეწოდება 

წრფივად დამოკიდებული, თუ არსებობს ისეთი თ), თე,..., თ, რიცხვები, 
რომელთაგან ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან და ადგილი აქვს ტო- 

ლობას 

თ, იე “+- თ: ძა +-·+ თძე=90 · (4.1) 

განსაზღვრება. 4.2. თ,, თ ,..., რ, ვექტორთა სისტემას ეწოდება 
წრფივად დამოუკიდებელი, თუ (4.1) ტოლობას ადგილი აქვს მხოლოდ მა– 

შინ, როცა თე = თC, =--=0თ, = 0. 
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ვექტორთა წრფივად დამოკიდებულებისა და დამოუკიდებლობის 
განსახღვრებებიდან უშუალოდ გამომ დინარეობს შემდეგი დებულე– 

ბები: 

1. თუ ვექტორთა სისტემა შეიცავს ნულოვან ვექტორს, მაშინ ეს 
სისტემა წრფივად დამოკიდებულია. 

2. თუ ვექტორთა სისტემა შეიცავს წრფივად დამოკიდებულ ქვე–- 

სისტემას (საწილს), მაშინ თვით მოცემული სისტემაც წრფივად 'და- 

მოკიდებული იქნება. 

პ. წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა სისტემის ყოველი ქვესის– 
ტემა წრფივად დამოუკიდებელია. 

თეორემა 4.1. იმისათვის, რომ ძც ძა... მ, ვექტორთა სისტემა 

იყოს წრფივად დამოკიდებული, აუცილებელია და საკმარისი, რომ ამ 

ვექტორებიდანს ერთ-ერთი წარმოადგენღეს დანარჩენების წრფივ კომ- 

ბინაციას. 
– –. 

აუცილებლობა. ვთქვათ, ძ,, ძა,..., ძ ვექტორები წრფივად და–- 
მოკადებულია, ე. ი. ადგილი აქვს (4.1) ტოლობას და C), Cთე,.., თ, რი- 
ცხვებიდან ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან გარკვეულობისათვის 
დავუშვათ, C, ++ 0. მაშინ (4.1) ტოლობიდან მივიღებთ 

ამრიგად, ი, ვექტორი არის დანარჩენი ვექტორების წრფივი კომბინაცია. 

საკმარისობა. დავუშვათ, ძე, ძ. – ძ, ვექტორებიდან. ერთ-ერთი, 

მაგალითად, ი, წარმოადგენს დანარჩენი ვექტორების წრფივ კომბინაციას, 
ე. ი. არსებობს ისეთი ჩ, 7,..., 2, რიცხვები, რომ 

ძ,= ჩი, + ჯძვ ++ 20, · 
აქედან 

–-___-_. 
ეს ტოლობა კი ნიშეავს, რომ (რ, ძე _ ძ, ვექტორები წრფივად დამო– 

კიდებულია. თეორემა დამტკიცებულია- 
შედეგი. ორი ვექტორი წრფივად დამოკიდებულია მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა ისინი კოლინეარულია ან, რაც იგივეა, ორი 

ვექტორი წრფივად დამოუკიდებელია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

ისინი არაკოლინეარულია. 

განვიხილოთ ვექტორთა წრფივად დამოკიდებულებისა და .დამოუ- 

კიდებლობის საკითხი სიბრტყეზე და ს-ვრცეში. 
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თერრე მა 4.2. ერთ სიბრტყეზე მდებარე ყოველი სამი ვექტო- 

რე წრფივად დამოკიდებულია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, ი,ხ და 23 ერთ სიბრტყეხე მდებარე 
ნებისმ-ერი ვექტორებია. თუ ამ ვექტორებ-დან რომელიმე ორი კო- 

ლენეარულია, მამი5 თეორემის სამართლიანობა ცხადია. 

– 

თუ ძ, ხ და 6 მექტორებს შორის არც ერთი წყვილი ვექტორებისა 

არ არის კოლინეარული, მაშინ 

საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ ამ ვიქ– 
ტორებიდან ერთ-ერთი წარმოად- 

გენს დანარჩენების წრფივ კომბი- 

ნაციას დავუმეათ, რომ სამივე 

ვექტორს აქვს საერთო 0 სათავე 

(ნახ. 14), გავავლოთ ერთ-ერთი 

  

ვექტორის, მაგალითად, ი-ს, ბო– 

ლო 4 წერტილზე დანარჩენი ნახ. 14 

ვექტორების პარალელური წოფე- 
ები იმ წრფეების გადაკვეთამდე 8 და C წერტილებში, რომლებზეც მდებარეო– 

ბენ “შესაბამისად ს და. C ვექტორები. მივიღებთ, რომ 

ი=08+0C. 
რადგან 08 და 0C ვექტორები კოლინეარულია შესაბამისად ხ და 9 ვექ- 

ტორებისა, ე. ი. 08 = 2.ს დღა 0C= MC, ამიტომ 

ძ=2, ხ + L C. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი 1. თუ ერთ სიბრტყეზე მდებარე ვექტორთა რაოდე- 

ნობა ორზე მეტია), მამინ ისინი წრფივად დამოკიდებულია. 

შედეგი 2. სამი ვექტორი წრფივად დამოკიდებულია მაშინ და 

მხოლოდ მაში-5, როცა ისინი კომპლანარულია ან, რაც იგივეა. სამი 

ვექტორი წრფივად დამოუკიდებელია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

ისინი არაკომპლანარულია. 

შედეგი 3. სიბრტყეზე წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა 
მაქსიმალური რივხვი უდრის ორს. 

თეორემა 4.23. ყოველი ოთხი ვექტორი წრფივად დამოკიდე- 

ბულია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, ი, ხ, C, ძ. –– ნებისმიერი ვექტორებია. 
თუ ამ ვექტორებიდან რომელიმე სამი კომპლანარულია. მაშინ თეო- 

რემის სამართლიანობა ცხადია. : 
· 
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თუ 9, დხ, C და ძ ვექტორებიდან არც ერთი სამი ვექტორი არ 

არის კომპლანარული, მაშინ საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ ამ ვექტორე- 

ბიდან ერთ-ერთი წარმოადგენს დანარჩენების წრფივ კომბინაციას. 

დავუშვათ, რომ ოთხივე ვექტორს აქვს საერთო 0 სათავე (ნახ. 15). 

ერთ-ერთი მათგანის, მაგალითად, 

ჩ # ვექტორის ბოლო 4 წერტილზე 
გავავლოთ C ვექტორის პარალე– 

ლური წრფე ი ღა ხ ვექტორე- 
ბით განსახღლვრული სიბრტყის 

გადაკვეთამდე /#M წერტილში. შემ- 

დეგ M წერტილზე გავავლოთ წ 
ვექტორის პარალელური წრფე იმ 
წრფის გადაკვეთამდე 8 წერტილ- 
ში, რომელზედაც მდებარეობს თ 

ვექტორი, ნახაზიდან ჩანს, რომ 

  

ნახ. 15 
ძ-=08 + 8M + M4. 

რადგან 08=1.9, 8M = სხ, M4=» C, ამიტომ ძ= #0 -L სხ + XC. 

თეორემა დამტკიცებულია. 
შედეგი 1. თუ ვექტორთა რიცხვი სამზე მეტია, მაშინ ისინი 

წრფივად დამოციდებულია. 
შედეგი 2. წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა მაქსიმალური 

რიცხვი უდრის სამს. 

ვექტორთა ალგებრის ერთ-ერთი უმნიშვნელოვანესი ცნებაა ბაზი- 
სეს ცნება. 

განსაზღვრება 4.3 ა) ბაზისი წრფეზე ეწოდება ამ წრფეზე 

მდებარე ნებისმიერ არანულოვან ვექტორს; ბ) ბაზისი სიბრტყეზე ეწო– 

დება ამ სიბრტყეზე მდებარე ნებისმიერ ორ წრფივად დამოუკიდებელ 

ვექტორს, აღებულს გარკვეული რიგით; გ) ბაზისი სივრცეში ეწოდე– 

ბა ნებისმიერ სამ წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორს, აღებულს გარ- 

კვეული რიგით. 
ვიტყვით, რომ ვექტორი დაშლილია რაიმე ვექტორების მიხედვით, 

თუ ის წარმოადგენს ამ ვექტორების წრფივ კომბინაციას. 

თეორემა 4.4 1) წრფის პარალელური ნებისმიერი ვექტორი 

იშლება ამ წრფის ბახისის მიხედვით; 2) სიბრტყის პარალელური ყო- 
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ველი ვექტორი იშლება ამ სიბრტყის ბაზისის ვექტორების მიხედვით; 

3) ყოველი ვექტორი იშლება სივრცის ბაზისის ვექტორების მიხედვით. 

ყველა ეს დაშლა ერთადერთია, 

დამტკიცება: 1) თუ 6 ვექტორი ბაზისია წრფეზე, მაშინ ამ წრფის 

პარალელური ნებისმიერი მ ვექტორისათვის თეორემა 3.1-ის ძალით არსე- 

ბობს ისეთი 2, რიცხვი, რომ ი =2,6. 

2) ვთქვათ, 6,, 6, სიბრტყის ბაზისი, ხოლო ძ ეექტორი ამ სიბრ- 
ტყის პარალელურია, მაშინ მ , მ და ი კომპლანარული ვექტორებია და 
თეორემა 4.2-ის ძალით 

თ 0 +თCი“+-Cთ0=0, 

სადაც თვ >- 0, რადგან მ. , რ ბაზისია. აქედან 

თ = 1, 0, + 1 6; · 

ვ) ვთქვათ, მ , M , მე სივრცს ბაზისია, ხოლო ი ნებისმიერი 

ვექტორია, მაშინ წინა შემთხვევის ანალოგიურად თეორემა 4.3-ის ძა– 

ლით მივიღებთ 

თ = 1 0, + აში -L შვე. (4.2) 
ვაჩვენოთ X«4.2) დაშლის ერთადერთობა. დავუშვათ საწინააღმდეგო, 

გთქვათ, (4.2) დაშლასთან ერთად ადგელი აქვს ტოლობას 

ძი=ს, 6 + MC + ვ 60ვ · (4.3) 

მაშინ, (4.2) და (4.3)–დან გვექნება 

(2, –– I) 0, -L (M –– I.) 6 + (ვ –– სვ) 61=0. 

აქედან 2, , რა, 0ე ვექტორების წრფივად დამოუკიდებლობის გამო 

ბ“ M=0, M- Mა=0, ბვ –-Mვ =0, 

X.) == ს, #ი–ი= სა, Xვ == Iსვ 

თეორემა დამტკიცებულია. 

განსაზღვრება 4.4- 7), 7, #ვ რიცხვებს ეწოდება 4 ვექტორის 

კოორდინატები (კომპონენტები) 61, 6-, 6ვ ბაზისში თუ ადგილი აქვს 

(4.2) ტოლობას. 
– 
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ის ფაქტი, რომ ძ ვექტორის კოორდინატებია 2., ა, ჯვ რიცხვები, 

ჩაიწერება ასე. ძი (X, 2, Xვ) ან რი = (X, 2», ვ) - 
თეორემა 4.5. ვექტორის რიცხვზე ნამრავლის კოორდენატები 

უდრის ამ ვექტორის სათანადო კოორდინატების იმავე რიცხვზე ნამ- 

რავლებს. 

დამტკიცება. ვთქვათ 

ი = 1. 9, + Lე 6, + Xვ შვ 

და თ ნებისმიერი რიცხვია. მაშინ ვექტორის რიცხვზე ნამრავლის თვი– 

სებების ძალით 

თი = C (2. ი, + 75 0, + Mვ რვ) = (თ 1) 0, + (« ა) 6; + (Cთ7ვ3) მვ · 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 4.6. ვექტორთა ჯამის კოორდინატები უდრის შე- 

საკრები ვექტორების სათანადო კოორდინატების ჯამს. 

ღამტკიცება. საკმარისია თეორემა დავამტკიცოთ ორი შე- 

საკრების შემთხვევაში. ვთქვათ 

ძი= MX 6, + გ რე –- 2ვ 6ვ , ხ=VM, 0, + IM-რი + IM 95 · 

მაშინ ვექტორის რიცხვზე ნამრავლის მეორე თვისების ძალით 

ი6=0 + ხ = 09, + Mე 6; + ვ 6ვ) + (IV 6, + IL» რ -L LLვ 0ვ) = 

= (0 + IM) 6, + (+ + I) რა -L (Xვ -L ILვ) რე - 
თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 4.5 და თეორემა 4.6-დან გამომდინარეობს შემდეგი 

შედეგები. 

შედეგი 1. თ =(7,, #, #ვ) და ხ = (II), Iა, ILვ) ვექტორების კო- 
ლინეარობისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ 

ე == თ LL, ა == თა, Xვ == C Iვ. 

ორი ვექტორის კოლინეარობის პირობა ასეც შეიძლება ჩაიწეროს 

(+ ხა Lვ 

ორი ვექტორის კოლინეარობის პირობას ასეთი სახით ფორმალურად 

ჩავწერთ იმ შემთხვევაშიც, როცა ამ ვექტორების შესაბამის კოორდი- 

ნატთა რომელიმე წყვილი ნულოვანია. 
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მშ ედეგი 2. ვექტორთა სხვაობის კოორდინატები უღურის საკლე- 

ბი და მაკლები ვექტორების სათანაღო კოორდენატების სხვაობას. ე. თ. 

ძ--0ხ= (ს – „ს)0 + (ა –– ხი) 6, + (73 –– II) 0 · 

§ 5. ვექტორის გებმილი ღერყზე, დეკარტის მართკუთხა გაზისი 

ვთქვათ, მოცემულია ორი არანულოვანი ი და ხ ვექტორი. სივრცის. 

ნებისმიერ 0 წერტილზე მოვდოთ 0 = ი და 08 =: ხ ვექტორები 
(ნახ. 16), თ და ხ ვექტორებს შორის კუთხე ეწოდება იმ უმცირეს დ 
კუთხეს, როპლითაც უნდა მობრუნდეს ერთ-ერთი ვექტორი, რომ 

მისი მიმართულება დაემთხვეს მეორე ვექტორის მიმართულებას. 

განსაზღვრება 5.1. კუთხე თ ვექტორსა დღა ( ღერძს მორის ეწო-. 

დება კუთხეს ი ვექტორსა და I! ღერძის მიმართულების მქონე ნებისმიერ წ. 

ვექტორს შორის (ნახ. 17). 

> 3 ჩ ი=3. . 
ხ = > 

ძ ხ C 4«. 

ნახ. 16 ნახ. 17 

ვთქვათ, მოცემულია ( ღერძი და 48 ვექტორი (ნახ. 18). # და #8 
წერტილების ორთოგონალური გეგმილები ( ღერძზე შესაბამისად იყოს 

41 და 8). 

განსაზღვრება 5.2. 48 ვექტორის გეგმილი ! ღერძზე ეწოდება 

4.8, მონაკვეთის სიდიდეს, ე. ი. | 418, -ს, თუ 4,8, ვექტორს და. 1 
ღერძს ერთი და იგივე მიმართულება აქვთ და –- | 48, |-ს წინააღმდეგ 

შემთხვევაშე. 

48 ვექტორის გეგმილი I! ღერძზე გეგ, 48 სიმბოლოთი აღინიშნება. 

ადვილია იმის ჩვენება, რომ თუ 48 ვექტორსა და ! ღერძს შორის 

კუთხეა თ, მაშინ 
– 

გეგ, 48 = | 48 1-ლ050თ. (5.1) 
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ცხადია, რომ ტოლ ვექტორებს ერთსა და იმავე ღერძზე ტოლი 

გეგმილები აქვთ. 

  

ნახ. 18 

მართებულია შემდეგი თეორემა: 

თეორემა 5.1. 1) ვექტორთა ჯამის გეგმილი რაიმე ღერძზე 

შესაკრებ ვექტორთა გეგმილების ჯამის ტოლეა; 2) ვექტორის რიცხვ- 

ზე ნამრავლის გეგმილი უდრის ვექტორის გეგმილის ამავე რიცხვზე 
ნამრავლს. 

ამ თეორემის ·დამტკიცებას პარაგრაფის ბოლოს მოვიყვანთ. 

განვიხილოთ ახლა დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემა სივრ- 

ცეში 0XV2. ვთქვათ, 1, ) და # შესაბამისად 0X, 0ყ და 02 ღერძების 
მიმართულების მქონე ერთეულოვანი ვექტორებია (ნახ. 19). ცხადია, 

ეს ვექტორები არაკომპლანარულია. ამიტომ ვექტორთა ეს სისტემა 
წარმოადგენს ბაზისს, რომელსაც ·დეკარტის მართკუთხა (ორთონორმი- 

რებული) ბახისი ეწოდება. 

თეორემა 4.4-ის ძალით, ნე– 

შა ბისმიერი თ ვექტორი ერთად- 
ერთი სახთ წარმოიდგინება 

ღეკარტის 7, /, ქ” მართ- 
კუთხა ბაზისის მიხედვით: 

? 

  

დ”
 

      V 
ა. 9. 27 

8) 

–
 

  იმ =».+V)+2#. 

M? ნ ამ XX, ყ, 2 რიცხვებს ძ ვეჟ- 
ყ ტორის დეკარტის მართკუთხა 

ნახ. 19 კოორდანატები ეწოდება. 

ვექტორის დეკარტის მართკუთხა კოორდინატების გეომეტრიულ 

აზრს გვაძლევს შემდეგი თეორემა: 

თეორემა 5.2. ვექტორის დეკარტის მართკუთხა კოორდინატე–- 

ბი უდრის ამ ვექტორის გეგმილებს შესაბამის ღერძებზე. 
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დამტკიცება. ვთქვათ, ძ ნებისმიერი ვექტორია. მოვდოთ ის კოორ– 

დინატთა სათავეზე (0M = მ, ნახ. 19). VI წერტილზე გავავლოთ საკოორ- 

დინატო სიბრტყეების პარალელური სებრტყეები. მივიღებთ მართკუ– 

თხა პარალელეპიპედს, რომლის ერთ-ერთი დიაგონალია 0/1 ვექტო– 

რი. ნახაზიდან ჩანს, რომ 

ი =0M=0#M, + M,ნ + ნM. 

რადგან /VI, = 0MLს და #6M = 0Mკ, ამიტომ 

ი = 0M, -+- 0M. + 0M,. 

ამასთან 

0Mს =X->:I, 0M=ყV.-/, 0Mვ=2-#, 
საიდანაც 

I0MI |= IXI, |0M.|=IVს |0MგI=(2I, 
ანუ 

| გეგი; 0V | = IXI, | გეგა/ 0MI | = | VI , ბეგ, 0M I = | 21 . 

აქედან გეგა» 0M = X, რადგან ეს რიცხვები ორიგე დადებითია, თუ 

0M,-ს და ჯ ვექტორებს აქვთ ერთნაირი მიმართულება და ორივე უარყო–- 

ფითია, თუ ამ ვექტორებს აქვთ საწინააღმდეგო მიმართულებ. (ვექტო– 
რის ღერძზე გეგმილისა ღა ვექტორის რიცხეზე ნამრავლის განსაზღვრე– 

ბების ძალით). ანალოგიურად ბები” 01 =V და გეგე, 0M = 7. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. 0/V/ რადიუს-ვექტორის? კოორდინატები უდრის მისი ბოლო 

/# წერტილის კოორდინატებს. 
თეორემა 5.3. ვექტორის კოორდინატები უდრის მისი ბოლო 

წერტილისა და სათავის სათანადო კოორდინატების სხვაობას. 

დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემულია 4 (X,, V), 21) და (8 (X;, ყი, 20) 
წერტილები, მაშინ 

04 = XI +V/ + 21 ჩ, 

08 = XL +V./ + 2 ჩ. 

" სათავეზე მოდებულ 0M ვექტორს /# წერტილის რადიუს-ვექტორი ეწოდება. 
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ვექტორთა სავაობის განსახლვრისა და § 4-ის მე-2 შედეგის ძალით 
(ნახ. 20) 

48 = 08 – 04 = (0 – X),+ 6 – წ)7+(-––70#. (5.2) 
თეორემა დამტკიცებულია. 

ახლა დავამტკიცოთ თეო- 

რემა 5.1. ვთქვათ მული 
L ღერძი და თ და წხ ვექტო- 
რები. შევარჩიოთ დეკარტის 

მართკუთხა კოორდინატთა სის- 

ტემა ისე, რომ C0X ღერძი 

ემთხვეოდეს I ღერძს. 

დავუშვათ, 

2=XI+X#7+2, L, 

  

ხ= X.I+ V#.I + 2: #. 

მაშინ ნახ. 20 

ი +ხ=(X +X)I!+ (0) +V,)/ + (2, + 7.) #, 

»0თ = (#X,) ( + (»X,)I + (M2,)#,  (#C#). 
თეორემა 5.2-ის ძალით გვაქვს 

X, = გეგ, ძი, X> = გეგ/7 ხ, X,+ X- = გეგ/(9+ 6), 7 X, =გებ/ (X თ). 
ამრიგად 

გეზჯ (0 + ხ) = გეგ, 0 + გეგ, ნ ,. გეგ7/ (>თ) = X გეგ, რ · 
თეორემა 5.1 დამტკიცებულია. 

§ 0. ვექტორთა სკალარული ნამრავლი 

განსაზღვრება 6.). (ორი ვექტორის სკალარული ნამრავლი 

ეწოდება მათი სიგრჭქეებისა და მათ მორის კუთხის კოსენუსის ნამჭ- 

რავლს 

ი და ხ ვექტორების სკალარული ნამრავლი აღინიშნება თი·-ხ ან 

XC თ , ნ ) სიმბოლოთი. მაშასადამე, განსაზღვრებით 

/ (0, ხ)= I0 I · |ხ | 005Cთ, (6.1) 

იხ თუ სადაც თ არის ი და ხ ვექტორებს შორის კუთხე, ე. ი. C = 

80



მხედველობაში მივიღებთ ვექტორის ღერძხე გეგმილის (5.1) გამოსა– 

ხულებას, (6.1) ტოლობა შეიპლება ასე გადავწეროთ: 

6 

სადაც გებ-- ხ არის ხს ვექტორის გეგმილი თ ვექტორით განსაზღვრულ 

ღერძზე.» ამრიგად, ორი ვექტორის სკალარული ნაზრავლი უდრის ერთ- 

ერთი ვექტორის საგრძისა და ამ ვექტორხე მეორე ვექტორის გეგმი– 

ლის ნამრავლს. 
(6.2) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

გეგ. 0 = (9, 6), 
ტ 

სადაც 6 ერთეულოვანი ვექტორია. კერძოდ, თუ 0 = X-I+V -I+2-#, 

მაშინ 

2” X =(თ,L), XV = (9,1), 2 = (0, #)- 

|სკალარულ ნამრავლს აქვს შეჭდეგი თვისებები: (2 

19, სკალარული ნამრავლი კომუტატიურია: (ძი, ხ. 1 = (ნ, ი ). 

2“. სკალარული ნამრავლი ნულის ტოლია მაშინ და მხოლოდ მა- 

შინ, როცა ვექტორები ერთიეოთმართობულია ან ერთი მათგანი მაინც 

ნულ-ვექტორია. ე. ი. ორი ვექტორის მართობულობის პირობაა მათი 

სკალარული ნამრავლის ნულთან ტოლობა. 

ვმ. ნებისმიერი ძ ვექტორესათვის (9, ძ) = | ძი), ე ი: 

|0I=V (2,2). 
49. სალორდინატო ღერძების /, 1, L მგეზავებისათვის მართებუ- 

ლია ტოლობები: 

(4, /(1)=(/,,/)=(ს#)=1,“ 
(1, 1)=(/, 6)=(7, #) =0. 

5”. სკალარული ნამრავლი დისტრიბუციულია ვექტორთა შეკრების 

ოპერაციის მიმართ, ე. ი. 

(0ი,ხ+6)=(6,ხ)+(0,0). 

69. ნებისმიერი თ და ხ ვექტორებისა და X რიცხვისათვის 

(2,0, ხ)= (0, »ხ) =»(46, ხ)- 
6. ს, თოფურია L<2. 81



ჟი, თუ ნებისმიერი ძ ვექტორისათვის (ით, ძ) = (6, ძ), მაშინ 

ი=ხ.' 

19, 29, ვმ და 4? თვისებების მართებულობა გამომდინარეობს სკა– 

ლარული: ნამრავლის განსასღვრებიდან. 

59 და 69 თვისებების მართებულობა გამომდინარეობს თეორემა 

5.1–დან. მართლაც, (6.2)- ის ძალით 

(0, ნ-+- 6) = | იწ Iგეგ. (ს +C) = |0I (გეგ, ხ +გეგ, C) = 
ი 6 ძ 

=(0 | გეგ. ხ + | თI გეგ, 6 = (თ,ხ)+(0,C), 
ძ თ 

ასევე 

(#0თ, ხ) =|ხI გეგ. »თ = 1ICI გეგ. 0=7(0, 6) · 
ხ 

ამასთა5 

(0, ნ)=(#ხ, 0) =#(ხ,0)=VX(0, ხ). 

დავამტკიცოთ თვისება 79. თუ (ი, ძა =(წ, ძა) , მაშინ 59 და 69 

თვისებების ძალით (0 –_ ს, ძ )=0. რადგან ძ ნებისმიერია, ამიტომ 

29 თვისების თანახმად, ი–-ხ=0 ე.ი. თი=ხ. 
მართებულია შემდეგი თეორემა: 

თეორემა 6.1. / ორი ვექტორის სკა ალარული ნამრავლი უდრის მათი 

ერთსახელა კოორდინატების ნამრავლთა ჯამს, ე.ი. თუ ი = LX, ყ. -შ)) 

და ხ= (ა, ყა, 25), მაშინ 

2 'X (0, ნ) =%X+ V ყი + 2,2. ' (6.3) 

ღამტკიცება. რადგან 0 = % I + VI. + 2 # : და ხ = XX (+ 

+ ყია! + 25 ს, ამიტომ 49, 59 და 69 თვისებების ძალით 

(0, ხ)= (XI -L ყV) 1+2%#, XI + ყ» 1 + შე # ) = XX (წ, 1)+ 

+ XI ყი(V, /)-+X 2. (C, ჩ)+V, X(7, 1) + წ ყა(V, 7) + 

ე>__ 
= X Xა -L ყ1 ყი -L 2; ში· 

თეორემა დამტკიცებულია. 
§2



შედეგი 1. ი და ხ. ვექტორების მართობულობის პირობა კოორდი- 
ნატებში ასე ჩაიწერება: 

%, Xა + 9) ყა + 7, 2, = 0. 

შედეგი 2. 0= (აყ, 2) ვექტორის სიგრძე გამოითვლება ფორ- 
მულით 

|I0I=V» + ყი+2, (6.4) 
შედეგი 3. მანძილი „24(X, ყც 7.) და ,8(X, V., 22) წერტილებს 

შორის გამოითვლება ფორმულით 

  

| 48 | = VI –– X)? + (ყა –– V,)"-LC2ა –– 2)“ · 

ამ შედეგის მართებულობა გამომდინარეობს (5.2) ფორმულიდან 

და შედეგი 2–-დან. 

შეღეგი 4. კუთხე ი და ხ ვექტორებს შორის გამოითვლება ფორ- 

მულით 

  

ლლ§(0, ხ) = (ი,ხ) _ XIX + VI) ყა + შუ) 2. 

IიIIხ VX+9I+XVXVX+#+2= 

ვთქვათ, თ, ჩ და » კუთხეებია, რომელსაც 0 -= XI + #7 + 2#  ვექ- 
ტორე ადგენს შესაბამისად C0X»X, 0Vყ, და 072 ღერძებთ:ნ. (5.1) ფორმულისა 

და თეორემა 5.2-ის ძალით, გვაქეს 

X=10 |-C05C, ყ =I0I-C0§ჩ, 2 = |01ლ05%. (6.5) 

ლ
ი
ლ
წ
)
ლ
ჯ
 

(6.4) და (6.5) ტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ 
/”“ 

? 2: ყ 2 

C05C= –„:–-====>= 005%=-–--––- C05V= –--=-====-= · 

VII ყშ 2. VX.--V'+-2' VI ყე 

ლ0ა თ, C05ჩ, 005 რიცხვებს ი ვექტორის მიმართულების კოსინუსები 

ეწოდება. (6.5)-დან გამომდინარეობს აგრეთვე, რომ ერთეულოვანი 

ვექტორის კოორდინატებია მისი მიმართულების კოსინუსები, 

აღვალი შესამოწმებელია. რომ ადგილი აქვს ტოლობას 

005“ თ -I- C05” ჩ + ლ00C” ჯ = 1. 

§ 7. ვექტორთა ვექტორული ნამრავლი 

გავეცნოთ კიდევ ერთ ოპერაციას ვექტორებზე. ე. წ. ვექტორულ 
გამრავლებას. წინასწარ მოვიყვანოთ ვექტორთა დალაგებული სამეუ- 

ლის ორიენტაკიის ცნება. 
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განსაზღვრება 7.1. ( არაკომპლანარულ ვექტორთა დალაგებულ 

ი , ხ, C სამეულს ეწოდება მარცხენა ორიენტაციის ან მარცხენა სამეული, 
თუ მათი ერთ წერტილზე მოდების "ემდეგ უმცირესი კუთხით მობრუნება 

თ ვექტორისა ხ ვექტორისაკენ C ვექტორის ბოლოდან ჩანს საათის ისრის 
მოძრაობის მიმართულებით (ნახ. 21). თუ ეს მობრუნება ჩანს საათის ისრის 

მოძრაობის საწინააღმდეგო მიმართულებით, მაშინ 0, ჩხ, C სამეულს” მარჯ- 
ვენა ეწოდება (ნახ. 22). 

  

ნახ. 21 ნახ. 22 

ადვილი საჩვენებელია, რომ თუ ვექტორთა ორიენტირებულ სა- 
მეულში რომელიჭე ორ ვექტორს ურთიერთგადავანაცვლებთ, მაშინ 

სამეულის ორიენტაცია შეიცვლება. სახელდობრ, თუ ი, ხ, C მარ- 
+ -– – 

ცხენა სამეულია, მაშინ ხ, ი, 0: ი,ლ0, ხ; C, ხს, თ სამეულები მარჯ– 

ვენა ორიენტაციისა. სამეულის ორიენტაცია შეიცვლება მაშინაც, როცა სა- 
მეულმი რომელიმე ვექტორს შევცვლით მისი მოპირდაპირე ვექტორით. 

მაგალითად, თუ ი, ხ , 0, მარცხენა სამეულია, მაშინ ი, ს, –-6 სამეუ– 

ლი მარჯვენაა. 

თუ დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა 0Xყ2 სისტემის საკოორდინა–- 

ტო ღერძების მგეზავები 7, 7, # ქმნიან მარცხენა (მარჯვენა) სამეულს, 
მაშინ ამ სისტემას მარცხენა (მარჯვენა) სისტემა ეწოდება. შემდეგში 

ჩვენ ვისარგებლებთ მხოლოდ მარცხენა სისტემით. 

განსაზღვრება 7.2.(ძ ვექტორის ვექტორული ნამრავლი ხ ვექ– 

ტორზე, სადაც თ და დხ არაკოლინეარული ვექტორებია, ეწოდება ისეთ 
C ვექტორს, რომელიც განსაზღვრულია შემდეგი სამი პირობით: 

2, 1. |6I=|0|-|ხI-5Iი(0, 6); 
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2. C ვექტორი მართობულია ძი და ხ ნ. ვექტორებით განსაზღვრული სი- 
პრტყის; 

ვ. C ვექტორის მიმართულება ისეთია, რომ ძ, ნს, C მარცხენა სამე– 
ულია. 

თუ თ და ხ კოლინეარული ვექტორებია, მაშინ მიღებულია, რომ 
C ქეჟტორის ხ ვექტორზე ვექტორული ნამრავლი ნულ-ვექტორია. 

– 

ძ ვექტორის ხს ვექტორზე ვექტორული ნამრავლი აღინიშნება ი X ხ ან I 

(6, 61 სიმბოლოთია:/ 
' განსახღვრებიდან ჩანს, რომ ორი ვექტორის ვექტორული -ნამრავ– 
ლის სიგრძე რიცხობრივად უდრის ამ ვექტორებზე აგებული პარალე– 
ლოგრამის ფართობს. 

ვექტორულ ნამრავლს აქვს შემდეგი თვისებები: 

19. ვექტორული ნამრავლი ანტეკომუტაციურია: I, ხ|ლ=--Lხ, თ 1 · 

29. ნებისმეერი ი და ხ ვექტორებისა და 2, რიცხვისათვის 

(2, ხ)= Iთ,X»ნ6)=7#L0, ხI. 
31. ვექტორული ნამრავლი დისტრიბუციულია ვექტორთა შეკრე– 

ბის ოპერაციის მიმართ: 

(0ი,ს+5)=(0ი,ხ)+(ი,C| ღა (C2+სხ,CI=(0თ,C)+(6ნ,01. 
4. საკოორდინატო ღერძების %, 1. ჩ მგეზავებისათვის ადგილი აქეს 

ტოლოებ!; · 

II,71)=–I/,:01=#, I/, M)=–(ჩ,71=L, 

ყ--...... 
ამ თვისებების მართებულობას დავამტკიცებთ შემდეგ პარაგრაფში. 

§ 8. სამი ვექტორის შერეული ნამრავლი 

განსაზღვრება 8.1, 0, ხ და C ვექტორების შერეული ნამრავ– 

ლი ეწოდება 9. და ხ ვექტორების ვექტორულ. ნამრავლს, გამვლებულს 
საკალარულად C C ვექტორზე დღა აღინიშნება სიმბოლოთი (9, ხ, = კ ე.ი. 

(0, ხ, 2)=(I(0,ხ1, 2). 
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თეორემა 8.1. არაკომპლანარული თ, ხ , 2 ვექტორების შერეული- 

ნამრავლის მოდული უდრის ამ ვექტორებზე აგებული პარალელეპიპედის 

მოცულობას. შერეული ნამრავლი დადებითია, თუ ძ , ხ, ი მარცხენა სა- 

მეულია, ხოლო უარყოფითია, თუ 

ეს სამეული მარჯვენაა. 
_–- 2-– 

დამტკიცება. 0, ხ, C 

ვექტორებზე აგებული პარალელე-. 
პიპედის V მოცულობა უდრის 
ფუძის IIთ =, 1 ფართობისა და 

|2| |C0§ 0) სიმაღლის ნამრავლს 
(ნახ. 23), სადაც 0 არის კუთხე 

ნახ. 23 C და (2 , ხ I ვექტოოებს შო- 

რის, ე. ი. 

V =II0,01II6| IC0-0| = I(L9, 61, 6)|=I(9, ხ, 6)|I. (8.1) 
ამრიგად, თეორემის პირველი ნაწილი დამტკიცებულია. რადგან 

(ი,ხ, C)=I(92, ხ1!|IC|ლ09, 

  

ამიტომ შერეული ნამრავლის ნიშანი ემთხვევა 00§ 8-ს ნიშანს. თუ ი , წ, C 
მარცხენა (მარჯვენა) სამეულია, მაშინ 9 მახვილია (ბლაგვია), ამიტომ 

შერეული ნამრავლი დადებითია (უარყოფითია). თეორემა დამტკიცე– 

ბულია. 

ცხადია, თუ ძ, ხ , C კომპლანარული ვექტორებია, მაშინ (ი. ხ, Cთ =0. 

შერეულ ნამრავლს აქვს შემდეგი თვისებები: 

შშ" 6 

1ბ (0, ხ,0)= (,,0,ხ) = (ხ,C6,0) =––(ხ,0, 6) = – 

– (0,ხ,0)=–-(თ,0C,წ); 

29, (L4, ხ1, C6)=(Cთ, (ხ,2C1);, 

ვმ, (XV, + IL ძი, M – = 2, (თ, ს, 2)+ (თი, ნ, C). 

1. თვისება გამომდინარეობს თეორემა 8.1-დან. 

2. თვისება გამომდინარეობს სკალარული ნამრავლისა და შერეუ- 

ლი ნამრავლის 19 თვისებებიდან. მართლაც, 

– – 

((0, ხ1, -)=(02, ხ, C) =(ხ, C, 0)=((ხ, CI, 0)=(C, (ნ, CI). 
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ვ? თვისება გამომდინარეობს სკალარული ნამრავლის თვისებები–- 

დან და შერეული ნამრავლის 2” თვისებიდან. მართლაც, 

0.0, + IL0., ხ, 26)=(7.თ + ML ძა, I, 21) = (Xი, (6, 21) + 

+ (ML თა, (ნ, C1)= # (0. I, 2))+#(C., Lხ, CI) = 

=2.(0), ხ, 2) + IC», M 2). 

ახლა დავამტკიცოთ ვექტორული ზამრავლის თვისებები. 

19. ვექტორთა სამეულები ძ , ხ, ძ და ხნ , ი , ძ სხვადასხვა ორიენტა- 

ციისაა, ამიტომ შერეული ნამრავლის თვისებების ძალით 

((ი,ხ),ძა=–((ხ,0),ძ)=(–Iხ,ი1,ძ). 
ამ ტოლობიდან სკალარული ნამრავლის 79 თვისების თანახმად (რად– 

გან ძ ნებისმიერი ვექტორია) 

(ით,ხ)=–(ხ 91. 
2, შერეული ნამრავლის 27 თვისების ძალით 

(0.0, 61), ძ.=(X#0, (ხ,ძ1)=7.(0, |ხ,ძ1) = 

=.(Iთ, ნ1, #4)=(#ჯL9, ხ1,ძ). 
აქედან სკალარული ნამრავლის 7? თვისების თანახმად 

ა... 
ამასთან, 

(თ, ხ)=–-(.ხ,ძი)=–7(ხ, |) =#L0, ხ1. 
3? შერეული ნამრავლის თვისებების ძალით 

((+ 6, 1,ძ)=(9+ ს, (0, ძ1)=(0, LC, 41) +(6ნ, LC, 41)= 
=(L9, C1, ძ) +(Lხ, -), ძ)=(IC,C1+ (ხ, 61, ძ). 

სკალარული ნამრავლის 7? თვისების თანახმად უკანასკნელი ტოლო- 
ბიდან მივიღებთ 

გარდა ამისა, 

(მ9,ხ+6)=-|ნ+6,0)= ––|ხ, 61) – (0, 1=|თ, ს1I+ (9, 1. 
49. თვისება გამომდინარეობს ვექტორული ნამრავლის განმარტე– 

ბიდან და ვექტორული ნამრავლის 19 თვისებიდან. 
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§ 9. ქმექტორული და შერეული ნამრავლების გამოსახვა 

კოორდინატებით. სამი ვექტორის კომპლანარობის პირობა 

თეორემა. 9.1. თუ ძლ=X%XI1+Vი71+7% და ნ. = XIწ + 

+ Vყ 7 + 2:#, მაშინ 

I ი, ხს) აგე ––_– 2X)I + (X, ყე–– Xგ VI) #. (9.1) 

დამტკიცება. ვექტორული ნამრავლის თვისებების ძალით 

გვაქვს “ , 
წ 

«X ხ= (ხ(–-V 7+2,M)X (X, (LV 7+ % #ჩ) =X, X(CIX I) + 

+ ი V9(X7) <X 29C X 7) + ყე) XC7X 090 +V.V 7 X7) + 

+ V,2.(73C L) - 2 X-(MX I) +2,ყ-(” X-7) + 2, 2:(6X 7) = 

= (Vყ, 2» –– 9. 72)1+ (2 X – 2:0)X) / + რ(ი ყი–– 22 ყ,)) # · 

თეორემა დამტკიცებულია. 

(9.1) ფორმულის დასამახსოვრებლად სასარგებლოა მისი ჩაწერა 

„დეტერმინანტის საშუალებით 

  

  

  

      
ძ Xხ =|)9121),ჯ | 12 XI 91 |. ». რ.2) 

ყი 23 X2 2% X2 93 

ან, რაც იგივეა, 

1 17» 
2Xხ= Xი 9ყ,. 2 I” (9-3) 

2. #2. 22 

მაგალითი. ვიპოვოთ 2=2:+37-%ჯ და წ=81:--/-4წ ვექ– 
ტორების ეექტორული ნამრავლი. 

ამოხსნა. (9.3) ფორმულის ძალით გვაქვს 

– – 1 

– I.) ” ვ 17 -2-3+ – 
ძ = => · = 

: 2 3-ს: |) 1..4 3-4 3 
3-1 4 

  

=-1374+5/1-–-11ჩ. 
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თეორემა 9.2. თუ 2=%1 +V907+28%#,ხ= ინ+4%/+5# 
და 6= Xვ ჯ1+ ყვ წ + 7ვ #, მაშინ ამ ვექტორების შერეული ნამრავლი 
გამოითვლება ფორმულით 

_ ი.ი X: ყ1 21 
(ძმ, ხ, თ = X–· ყა 2 

Xე ყვ 27ვ   

  

დამტკიცება. (6.3) და (9.2) ტოლობების ძალით გვაქვს 

        

    

  

გგ – – ე ყე 2 X, 2 X, I! (თ, ს, 6)=(L0ი, ხ1, 0) =Xკ V1 21 ვ“) “1 L 2. 1 VI 

ყა 2 X2 2 X2 ყი 

X1 ყ1 2) 

Xი ყა 2» 

Xვ ყვ 2ვ 

  

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 9.3. იმისათვის რომ ძი=(C, ყა 7), ხ=Cი, ყი, 22) 

და C = (Xკ, ყვ, შვ) ვექტორები იყოს კომპლანარული, აუცილებელია და 
საკმარისი, რომ მათი შერეული ნამრავლი უდრიდეს ნულს: 

X. ყ1 2 

X2 ყი 25 

Xვ ყვ 7ვ 

დამტკიცება. აუცილებლობა უშუალოდ გამომდინარეობს 

შერეული ნამრავლის განსახღვრებიდან. ვაჩვენოთ პირობის საკმარი- 

სობა ვთქვათ, ადგილი აქვს (9.4) პირობას. თუ დავუშვებთ, რომ ეს 

ვექტორები არაკომპლანარულია, მაშინ მათი შერეული ნამრავლის მო– 

დული თეორემა 8.1-ის ძალით იქნება ამ ვექტორებზე აგებული პარა– 

ლელეპიპედის მოცულობის ტოლი, რომელიც ნულისაგან „განსხვავე– 

ბულია, ეს კი ეწინააღმდეგება პირობას. თეორემა დამტკიცებულია. 

მაგალითი. ვაჩვენოთ, რომ ვექტორები იძ=-–-; + 37 + 2» , 

ხ=21–3 ელ 4 და ი=- 31+ 127 -+L 6# კომპლანარულია. 
ამოხს5ჰ. შევამოწმოთ (9.4) პირობა 

= 0. (9.4) 

      

–-13 2 
–3 --4 2-4 2 ––3 

2--3-+4 =C 9) 12 1-2) ვ 4+2 ვ „1 =0. 

-–3 12 6 -= - 

  

ამრეგად, მოცემული ვექტორები კომპლანარულია. 
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§ 1ი. ვექტორების ზოგიერთი გამოყენება 

1, მონაკვეთის გაყოფა მოცემული ფარდობით. ვთქვათ, 
მოცემული” /M, (X,, VI, 71), /Mა (Xა, ყა, 2) წერტილები და ნებისმიერი 
2,2 –– 1 რიცხვი. L/VI /MIგ) მონაკვეთის გაყოფა » ფარდობით ნი”შ5ავს ისე– 
თი #M წერტილის მოძებნას, რომლისთვისაც 

M,M = 2. · (10.1) 
თუ M წერტილის კოორდინატებია X, V, 2, მაშინ /VII/# = (X-–-- I,, 

ყ– ყი 2-2), /I ML, = (ნე ––- X, ყა –– ყ, 7. –– 71. ამიტომ (10.1)-დან 

გვაქვს 
X-––- X, –= 2.(Vა–– X), ყ–– ყ, = #(ყე–– ყ), 2–– 21= 7(ი –– 2) 

აქედან 
– X, + #»Xი V# = ყI + XV» 7ჯ= 2: “LL #7: . 

1+C7  ” 1+  ” 1-+7, 
კერძოდ, როცა 7. = 1, მაშინ / არის |/VI) /MV,I) მონაკვეთის შუაწერტილი 

და მისი კოორდინატებია: 

იი... 
2 2 2 

9 სამკუთხედის ფართობის გამოთვლა. ვთქვათ 

მოცემულია #ტ48C, როგორც ვიცით, ორი ვექტორის ვექტორული 

ნამრავლის სიგრძე უდრის ამ ვექტორებზე აგებული პარალელოგრა- 

მის ფართობს, ამიტომ 48C სამკუთხედის ფართობი ტოლია 48X4C 
ვექტორის სიგრძის ნახევრის ე. ი. 

1 – _ 

586 = -- |I48 XC |. 

ამოცანა. ვიპოვოთ იმ სამკუთხედის ფართობი, რომლის წვე– 

როებია #4 (2;3;1), 8 (5;6;3), C (7;1;10) წერტილები. 

ამოხსნა. ცხადია 

– 

48=314+3/+ 2, 1C=5:-–-27+9%ჩ, 
ამიტომ 

55-29 

ამრიგად 

5,8= –-|317- 17/ -216I=+ 199). 
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იმ კერძო შემთხვევაში, როცა სამკუთხედის წვეროებია /1(Xე, V,), /3CXV, ყ:) 

და C (Xვ, M3), სამკუთხედის ფართობი გამოითვლება ფორმულით 

>-222...-..·-. 1 11.1 

5ტ80= +“ იი იი» =2> XX. Xვ 

0 99.5 ყ, ყა. ყა 

  

ვ. ტეტრაედრის მოცულობის გამოთვლა. ვთქვათ 

მოცემულია ტეტრაედრი, რომლის წვეროებია 4, 8, C, #7? წერტი- 

ლები. 

როგორც ვიცით, 48, 4C, 4ჩ წიბოებზე აგებული ტეტრაედრის მო–- 

ცულობა ტოლია ამავე წიბოებზე აგებული პარალელეპიპედის მოცუ– 

ლობის შეექვსედის, ამიტომ 

V/58Cი == -- | (48, 4C, 4#M)| · (10.1) 

ამოცანა გამოვთვალოთ იმ პირამიდის მოცულობა, რომლის 

წვეროებია 0 (0, 0, 0), 4(5, 2. 0), #8 (2; 5; 0), C (1; 2, 4). 

ამოხსნა. ცხადია 

ჯ – – – – ჯ – – 

01 = 51+2/!I, 08=271+5/), 0C=' 

ამიტომ 
4X(+M+2- 

_ _ 5.2 0 
(04, 08, 0C)=| 2 5 0)=84 6“ 7-2 

1.2 4   
აქედან (10.1)-ის ძალით 

1 
Vი48= C6. 

4 ძალის მუშაობა. როგორც ფიზიკიდან ცაზობიალია, თუ L 

ძალის მოქმედებით მატერიალური წერტილი სწორხაზობოივად გადა– 

ადგილდება „-44 მდებარეობიდან 8 მდებარეობაში, მაშინ წ ძალის მიერ 

შესრულებული მუშაობა გამოითვლება ფორმულით 

V =| ჩI.|I 18 I · ი0§თ, 

სადაც თ =#ნ 48 ; ე.ი. V = (L , 48). ამრიგად, # ძალის მიერ 48 გა– 

დაადგილებაზე შესრულებული მუშაობა ამ ვექტორთა სკალარული 

ნამრავლის ტოლია. 
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5. ძალის მომენტი წერტილის მიმართ. ვთქვათ მოცემუ- 

ლია რაიმე 0 წერტილი ღა /) ძალა, რომელიც არ გადის 0 წერტილზე. 

აღვნიშნოთ თ-თი # ვექტორითა და 0 წერტილით განსაზღვრული სიბრტყე. 

|. 0 წერტილიდან # ძალის 
მოქმედების წრფემდე ძ. მან– 
ძილს ეწოდება / ძალის მხა- 
რი 0 წერტილის მიმართ. 

  ცნობილია, რომ # ძა- 

ლის მომენტი 0 წერტილის 

მიმრთ ეწოდება 0 წერ- 

ტილზე მოდებული და C 
სიბრტყის პერპენდიკულა- 

რულ ისთ /I ვექტორს, 
რომელიც მიმართულია ისე, 

რომ მისი ბოლოდან /# ძა- 
ლის მიერ თ სიბრტყის 

„მობრუნება“ ჩანს საათის ისრის მოძრაობის მიმართულებით და რომლის 

სიგრძე უდრის / ვექტორის სიგრძისა და ძ მხარის ნამრავლს. (ნახ. 24). 
განვხილოთ რადიუს-ვექტორი ;, რომლის სათავეა 0, ხოლო.ბოლო 

წერტილია # ძალის მოდების. წერტილი. თუ გავიხსენებთ ვექტორული 

ნამრავლის განსაზღვრებას და გავითვალისწინებთ, რომ ძ = |”| ·§10(/, /-), 
ადვილად დავასკვნით, რომ 

  

ნახ. 24 

M =7#7XV#. 

ამრიგად, # ძალის მომენტი 0 წერტილის მიმართ წარმოადგენს ი” რა- 

ღიუს-ვექტორისა და L ძალის ვექტორულ ნამრავლს. 

კითხვები თვითშემოწმებისათვის 

1. რა დამოკიდებულებაა დეკარტიასა და პოლარულ კოორდინა- 

ტებს შორის? 

2. რას ეწოდება ვექტორი? ტოლი ვექტორები? ვექტორთა ჯამი? 

გექტორის რიცხვზე ნამრავლი? | 

3. როგორ ეექტორებს ეწოდება კოლინეარული? კომპლანარული? 
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4. განსახღვრეთ ვექტორთა წოფივად დამოკიდებულება და და:ო–- 

უკიდებლობა. 

5. განსაზღვრეთ ბაზისი. 

6. რას ეწოდება ორი ვექტორის სკალარული 5ამრავლი? ჩამოაყა– 
ლიბეთ სკალარული ნაჭრავლეს თვისებები. 

7. განსახლვრეთ ორი ვექტორის ეექტორული ნამრავლი და ჩამოა– 
ყალიბეთ მესი თვისებები. 

8. განსახღვრეთ სამი ვექტორის შერეული ნამრავლი და ჩამოაყა–- 

ლიბეთ მისი თვისებები. 

9. ჩამოაყალიბეთ სამი ვექტორის კომპლანარობეს პირობა. 

IV თავი 

წრფე და სიბრტყე 

§ 1. წრფისა და ზედაპირის განტოლებები 

ვთქვათ სებრტყეზე მოცემულია დეკარტის მართკუთხა კოორდი– 
ნატთა 0Xყ სისტემა და რაიმე L წირი. განვიხილოთ განტოლება 

#(X, ყ) =0, (1.1) 

რომელიც აკავშირებს ჯ და ყ ცვლად სიდიდეებს. 

განსაზღვრება 1. 1. / (XV, ყ)=0 განტოლებას ეწოდება # 

წირის განტოლება, თუ ამ განტოლებას აკმაყოფილებენ #L წირის ნე– 

ბისმეერი წერტილის კოორდინატები და არ აკმაყოფილებენ არცერთი 

სხვა (L, წირზე არამდებარე) წერტილის კოორდინატები. 

გაზსაზღვრებიდან ჩანს, რომ L წირი წარმოადგენს (კოორდინატთა 
მოცემულ სისტემაში) სიბრტყის ყველა იმ წერტილთა სიმრავლეს, რო- 

მელთა კოორდინატები აკმაყოფილებენ (1. 1) განტოლებას. ამის გამო 

ამბობენ, რომ (1.1) განტოლება „განსახღვრავს # წირს. 

წირის განტოლების ცნება საშუალებას იძლევა ამოვხსნათ გეო- 

მეტრიული ამოცანები ალგებრული მეთოდებით. მაგალითად, ორი წი– 

რის თანაკვეთის წერტილის მოძებნის ამოცანა დაიყვანება მათი გან- 

ტოლებებისაგან შედგენილი სისტემის ამოხსნის ალგებრულ ამოცა- 
ნაზე. 
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წირის განსაზღვრა შეიძლება ასეთი სახის 'განტოლებითაც 

M(0, (I) = 0, 

სადაც ი და დ წერტილის პოლარული კოორდინატებია, 

ხშირად # წირის ანალიზური წარმოდგენისათვის მოსახერხებელია 

ამ წირის წერტილების X და ყ კოორდინატების „გამოსახვა მესამე დამ– 

ხმარე ცვლადის ანუ პარამეტრის დახმარებით: 

X=X(I), ყ=VყXCI), 

სადაც X (/) და V (/) / პარამეტრეს ფუნქციებია. ამ განტოლებებს ეწო- 

დება წ-რის პარამეტრული განტოლებები სიბრტყეზე. 

მაგალითი 1. შევადგინოთ იმ წრეწირის განტოლება, რომ- 

ლის ცენტრია C (თ, ხნ), ხოლო რადიუსი» /?. 

ამოხსნა. ვთქვათ /V (+, V) წრეწირის ნებისმიერი წერტილია. 

რადგან მანძილი”/”VI და C წერტილებს შორის /?-ის ტოლია, ამიტომ 

ორ წერტილს შორის მანძილის გამოსათვლელი ფორმულის გამოყენე- 

ბით გვაქვს 

V(X-–- 0)? + (/–– ხ)? = 19, 
საიდანაც 

(X-––- თ? + (ყ-- 5)? = I22. (1.2) 

ცხადია, რომ (1.2) განტოლებას აკმაყოფილებს მოცემული წრეწი- 

რის ნებისმიერი წერტილის კოორდინატები „და არ აკმაყოფილებს 

არცერთი სხვა წერტილის კოორდინატები, ამიტომ (1.2) არის მოცე- 

მული წრეწირის განტოლება. 

იმ კერძო შემთხვევაში, როდესაც ცენტრი კოორდინატთა სათავე– 

შია, წრეწირის განტოლებას აქვს სახე 

ჯ? -L ყზ == I22, 

მოვიყვანოთ ახლა ზედაპირისა და წირის განტოლებების ცნებებია 

სივრცეში. 

ვთქვათ მოცე?ულია დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა 0X/2 

ს-სტემა და რაიმე 5 ზედაპირი, განვიხილოთ განტოლება 

(0162 9, 2) = 9, (1.3) 

რომელიც აკავშირებს X, ყ და 2 ცვლად სიდიდეებს. 

განსაზღვრება 1. 2. XC CV, V, 2)=0 განტოლებზს ეწოდება 

§ ზედაპირის განტოლება, თუ ამ განტოლებას აკმაყოფილებენ 5 ზე- 

დაპირის ნებისმიერი წერტილის კოორდინატები და არ აკმაყოფილე– 
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ბენ არცერთი სხვა (5 ზედაპირზე არამდებარე) წერტილის კოორდი- 

ნატები. 

განსაზღვრებიდან ჩანს, რომ § ზედაპირი წარმოადგენს (კოორღი. 

ნატთა მოცემულ სისტემაში) სიბრტყის ყველა იმ წერტილთა სიმრავ– 

ლეს, რომელთა კოორდინატები აკმაკოფილებენ (1.3) განტოლებას. 

ამის გამო ამბობენ, რომ (1.3) განტოლება განსაზღვრავს 5 ზედაპირს. 

წირი სივრცემი შეიძლება განვიხილოთ, როგორც ორი ზედაპირის 

თანაკვეთა, ე. ი. როგორც იმ წერტილთა სიმრავლე, რომლებიც ერთ- 

დროულად ორ ზედაპირზე მდებარეობენ, ამიტომ წირი შეიძლება გა– 

ნისახღვროს ორი განტოლების მოცემით. ამრიგად, განტოლებათა სის– 

ტემა 

დ, (X, ყ, 2) ==0 

(თ C ყ, 2) = 0 

განსაზღვრავს წირს. 

ანალოგიურად სებრტყეზე მდებარე (ბრტყელი) წირისა, სივრცითი 

წირის მოცემა შეიძლება პარამეტრული სახის განტოლებებით: 

X=XC) ყ=Vყ(), 2=2C). 

მაგალითი 2. შევადგინოთ იმ სფეროს განტოლება, რომლის 

ცენტრია C (თ; ხ; C), ხოლო რადიუსია #/#?. 

ამოხსნა. ვთქვათ MI (X; ყ; 2) სფეროს ნებისმიერი წერტილია. 

რადგან მანძილი /V და C წერტილებს შორის /?-ის ტოლია, ამიტომ 

ორ წერტილს შორის მანძილის გამოსათვლელი ფორმულის გამოყე- 

ნებით გვაქვს 

  

V(X-–-ი)+(ყ –– ხ))+C2-–-0) = #, 
საიდანაც 

(X-––- 0)? + (ყ –– ნ); + C-–- თ? = # (1.4) 

ცზადაა, რომ (1.4) განტოლებას აკმაყოფილებს მოცემული სფეროს 

ნებისმიერე წერტილის კოორდინატები და არ აკმაყოფილებს არცერ- 

თი სხვა წერტილის კოორდინატები ამიტომ (1.4) არის მოცემული 

სფეროს განტოლება. 

იმ კერძო შემთხვევაში, როდესაც ცენტრი კოორდინატთა სათავე– 
შია, სფეროს განტოლებას აქეს 'სსახე 

»ჯ" + ყ? + 21 = I2ბ.



§ 95. წრფე სიბრტყეჭე 

1 წოფის ზოგადი სახის განტოლება. ვთქვათ, 

ებრტყეზე მოცემულია 0VXყ მართკუთხა კოორდინატთა სისტემა და 

გაიმე L წრფე (ნახ. 25). განვიხილოთ L წრფის პერპენდიკულარული 

იაიმე არანულოვანი ვექტორი 

· ი (4, 8). 
/რვიღოთ L წრფეზე ნებისმი– 

'ერი წერტილი /M/ე (Xი, Vყი). (კხა- 
M, ღია, L წრფეზე და მხოლოდ მას– 

C ზე აღებული ნებისმიერი VVI (X, ყ) 

წერტილისათვის ვექტორი /'10/VM 

ს იქნება. . ვექტორის პირპნედი–- 

კულარული, ე.ი. 
3 სხა. აყ 2 (MM, #ი)=0. (2-1) 

ნახ. 25 რადგან 

(<Mა/# = (X-- X0, M –“ Mი), 

ამიტომ (2.1)-დან . გვაქვს 

ს /#(-–-X)+8(–-ყ,) =0. (2.2) 

თუ შემოვილებთ აღნიშვნას 

-__. 
მაში5 (2.2) ტოლობა მიიღებს სახეს 

4X-+ 89 + 6 =0. (2.3) 
ამრიგად, L წრფის წერტილების კოორდინატები და მხოლოდ ისი- 

ნი აკმაყოფილებენ (2.3) წრფივ განტოლებას” 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ ყოველი წრფივი (2.3) სახის განტოლება მო- 

ცემული კოორდინატთა სისტემის მიმართ განსაზღვრავს რაღაც წრფეს. 

რადგან (2.3) პირველი ხარისხის განტოლებაა, ამიტომ # და 8 მუდ- 

მივებიდან ერთი მაი5ც განსხვავდება ნულისაგან. აქედან გამომდინა–- 
რე,V2.3) განტოლებას აქვს ერთი მაინც ამონახსენი (ჯი, ყი). მაგალი– 

თად L ღა 

_ #4C _ 8C 
ი“ «1 ი“ ი. 3 

ამონახსენია რადგან 

(| 4X+8Mყ.+C =0. (2-4) 
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თუ (2.3) განტოლებას გამოვაკლებთ (2.4)-ს, მივიღებთ განტოლებას 

#თX-–-X#)+8ფ0–-ყა =0, || „(2.5) 
რომელიც (2.3) განტოლების ტოლფასია,, 9 

(2.5)-დან გამომდინარეობს, რომ ყოველი VI (X, V) წერტილი, რომ- 
ლის კოორდინატები აკმაყოფილებენ (2.3) განტოლებას, ძევს წრფეზე, 

რომელიც გადის 7Vი (Xი, Vი) წერტელზე და ი (4, 8) ვექტორის პერ- 

პენდიკულარულია. ! 

ამრიგად, სიბრტყეზე ფიქსირებული კოორდინატთა სიატემის მი- 

მართ ყოველი წრფივი განტოლება განსაზღვრავს წრფეს და, პირიქით, 

ყოველი წრფის ნებისმიერი წერტელის კოორდინატები აკუაყოფილე- 

ბენ წოფევ განტოლებას. 

' (2.3) განტოლებას ეწოდება წრფის ზოგადი სახის განტოლება სი- 

ბრტყეზე, ხოლო M (4, 8) ვექტორს –– წრფის ნორმალური ვექტორი. 
/ახლა დავადგინოთ, თუ რა მდებარეობა აქვს წრფეს კოორდინატთა 

სისტემის მიმართ, როდესაც (2.3) „განტოლების ერთი ან ორი კოეფი- 

ციენტი ნულია. · 

(I. ვთქვათ C=0, მაშინ (2.3) განტოლება მიიღებს სახეს წ 

#4X + 8ყ = 0. “ 

რადგან ჯX=0, ყ=0 აკმაყოფილებს ამ განტოლებას, ამიტომ წრფე გა-) 

დის კოორდინატთა სათავეზე. 

II. ვთქვათ ,8=0. მაშინ (2.3) განტოლება მიიღებს სახეს ე; 

4X+C=0. რ 
აქედან 

Xჯ=0, #7 
სადაც 

თ=---C ,L 
4 

ეს წრფე 0X ღერძს კვეთს (ით; 0) წერტილში და 0ყ ღერძის პა- 

რალელურეა, რადგან მისი ნორმალური ი (4, 0) ვექტორი 0ყ ღერ- 

ძის მართობულია. კერძოდ, როცა C=0 „გვაქვს 0ყ ღერძის განტო- 

ლება X=20. 

III. ვთქვათ #4 =0. მაშინ (2. 3) განტოლება მიიღებს სახეს 2 

8ყ+C=0 : 9 
აქედან .. : 

ყ =ხ, . 

7, ს. თოფურია



სადაც 

_–_-__ 
8. 

ეს წრფე Cყ ღერძს კვეთს (0; ხ) წერტილში და 0IXX ღერძის პარა– 

ლელურია, რადგან მისი ნორმალური M (0; 8) ვექტორი 0X ღერძის 

მართობულია. კერძოდ, როცა C=0 გვაქვს 0 ღერძის განტოლება 

ყ =0. 

შემდეგ პუნქტებში ჩვენ მივიღებთ წრფის სხვადასხვა სახის გან–- 

ტოლებებს. 
2/წრფის განტოლება ღერძთა მონაკვეთებში. 

დავუშვათ, რომ (2.3) განტოლებაში „I, 8 და C მუდმივები განსხვავე– 

ბულია ნულისაგან. მაშინ ეს განტოლება ასე შეიძლება გადავწეროთ: 

  
/,.“ ჯ “ VM _ 
-_. 

4 8 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

= C C .32.-. “ წ 8 
მაშინ წრფის განტოლება მიიღებს სახეს 

იი ++ =) 00 

თ და ხ პარამეტრებს აქვთ მარ– 
ტივი გეომეტრიული შინაარსი. თ 

წარმოადგენს (2.6) წრფის მიერ 
0X ღერძზე ჩამოჭრილი 0/MM მო–- 
ნაკვეთის სიდიდეს, ხოლო ხ –– ამ 

  

  

- წრფის მიერ 0ყ. ღერძზე ჩამოჭრი– 

ლი 0M მონაკვთის სიდიდეს 

ტ ნახ. 26 (ნახ. 26). 

ძ და ხ პარამეტრების ამ გეომეტრიული შინაარსის გამო. (2. 6) გან– 
ტო ებას ეწოდება წრფის განტოლება ღერძთა მონაკვეთებში. 

I 8. წრფის განტოლება კუთხური კოეფიციენ- 

ტით. გთქვათ, 8 =0. მაშინ (2.3) განტოლება შეიძლება გადავწეროთ 

, ასე: 
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თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

_ 4. - C = 

8 8 
მაშინ მივიღებთ 

ყ=V#/X-+ხ. ა. (2.7) 

ადვილია ჩვენება, რომ # არის იმ თ კუთხის ტანგენსი, რომელსაც 

(2.7) წრფე ადგენს CX ღერძის დადებით მიმართულებასთან. მას 
წრფის კუთხური კოეფიციენტი ეწოდება, ხ კი წარმოადგენს იმ მო–- 

ნაკვეთის სიდიდეს, რომელსაც წრფე მოკვეთს C0ყ ღერძზე (ნახ. 27). 

( (2.7) განტოლებას ეწოდება წრფის განტოლება კუთხური კოეფი-, 

ციენტით./) / 

4. წრფის კანონიკური და პარამეტრული განტოლებები. 

ყოველ არანულოვან ვექტორს, რომელიც მოცემული წრფის პირალელურია, 
ეწოდება მისი მიმმართველი ვექ– 
ტორი. შევადგინოთ იმ წრფის 

განტოლება, რომლის  მიმმართვე- 
ლი ვექტორია 0 (I, #7) და რო- 
მელიც გადის /M-6(X-, ყი) წერ- 
ტილზე. ცხადია, რომ წერტილი 
M (X, ყ) ძევს მოცემულ წრფეზე 
მაშინ და მხოლოდ მაშინ, /რო- 

ცა MM და თ ვექტორები კო- 
ლინეარულია, ე. ი. როცა ადგი- 
ლი აქვს ტოლობას ნახ. 27 

.X--% _ Mხ–% II (2.8) 
(I ჩ 

(2.8) განტოლებას ეწოდება წრფის კანონიკური განტოლება. 

წრფის კანონიკური (2.8) განტოლებიდან გვაქვს 

  

  

L = Xე + # ოთ 

ყ = ყი + Mს 
სადაც 

,_ X-– % _ ყ–%.. 
( „ 

(2.90) წარმოადგენს წრფის პარამეტრულ განტოლებებს.» · 

(5 მოცემულ ორ წერტილზე გამავალი წრფის 

განტოლება. წრფის კანონიკური (2.მ) განტოლებიდან ადვილად 
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მიიღება ორ /Mა(Xი, ყი და MM, (X,, ყ,) წერტილზე გამავალი წრფის გან– 

ტოლება,) ამისათვის, საკმარისია წრფის მიმმართველ ვექტორად ავიღოთ 

ვექტორი /MM = (X –- XV –- #0. ძუ გავითვალისწინებთ ამ გა- 
რემოებას, მივიღებთ /VI) და /VMM, წერტილებზე, გამავალი წრფის განტოლებას 

(5 X-–- X _ 99%... 

X-–“7Xი ყ1““ ყი 

4. მოცემულ წერტილზე მოცემული მიმართე- 

ლებით გამავალი წრფის განტოლება. ვთქვათ მოცე– 

მულია /VMი (Xა, #ი) წერტილი. შევადგინოთ იმ წრთის განტოლება, რო– 

მელიც გადის M#ი წერტილზე და რომლის კუთხური კოეფიციენტია 

მოცემული # რიცხვი. საძიებელი განტოლება იყოს 

ყ=M+ხ. 9 (2.10) 
რადგან ეს წრფე გადის #M/ი წერტილზე, ამიტომ 

ყა = #Xე + ხ.!2 (2.11) 
(2.10) და (2.11)–დან მივიღებთ 

ყ–– ყა = #(X-–– X0)- 8 (2.12) 

7 (2.12) არის მოცემულ წერტილზე მოცემული მიმართულებით გამავა– 

ლი წრფის განტოლება/ ამ „განტოლებიდან #-ს სათანადო შერჩევით 

მიიღება Mი წერტილზე გამავალი ნებისმიერი წრფის განტოლება 

გარდა იმ წრფისა, რომელიც CV ღერძის პარალელურია. (2.12)-ს უწო– 

დებენ Mი წერტილზე გამავალ წრფეთა კონის განტოლებას. 

ყ 7.ცუთხე ორ წრფეს შორის. ორი წრფის პარა- 
ჩლელობისა და პერპენდიკულარობის პირობები. 

2 ვთქვათ სიბრტყეზე ორი წრფე მოცემულია ზოგადი სახის განტოლე– 
- ბები“ 

,,4X+8.ყ+C) =0, 

დ #ა X + 8:ყ + Cა =0. 

ეს წრჯეები განსახღვრავენ ორ კუთხეს, რომელთა ჯამი უდრის 180“-ს.. 

ამ კუთხეებს შორის უმცირესს ვუწოდოთ კუთხე მოცემულ წფეებს. 

შორის. (რადგან ს (4, 8)) და = (ი, 8ი) ვექტორები შესაბამისად 

/ხმოცემული წრფეების პერპენდიკულარულია, ამიტომ მოცემულ წრფე– 

· “თა მორის კუთხე გამოითვლება ფორმულით 

#,.4,+ 8, 8.| 
216' 008 ად= –12:4+8.8! _. 2.13 7” V#1+ 8 -V#1+ 8: / თო) 
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ცხადია, რომ მოცემუ ულ წრფეთა პარალელობის პირობა იგივეა, 

რაც მათი ნორმალური I და MM ვექტორების კოლენეარობის პირობა, 

ე. ი. მათი კოორდინატების პროპორციულობა 

4 _ 8. 

#რადგან ურთიერთპერპენდიკულარული წრფეებისათვის C05 დ=90,, 

ამიტომ (2.13) ფორმულიღჯან გვაქვს ორი წრფის პერპენდიკულარობის 

პირობა 

4.4 + 8,8, =0.1+ 

ახლა ვთქვათ ზემოთგანხილულ წრფეთა განტოლებები ჩაწერილია 

კუთხური კოეფიციენტებით: 

    

9=ნX+ხ, , 

ყ == ი X + ხა. ა 

4, 4. : თუ გავითვალისწინებთ, რომ #, = –- კ) ჩა=– ო. მაშინ 

1 ა 
(2.13) ფორმულა მიიღებს სახეს 

005 დ = L 1 -L #ჩ, ჩი | “7 

70+9748C“ 
აქერან მიიღება ფორმულა 

«ი- 5 35 _ --%L (8” 14+რ%ჩ 
რომელიც აგრეთვე გამოიყენება ორ წრფეს მორის კუთხის გამო- 

სათვლელად. ) 
ორი წრფის პარალელობისა და პერპენდიკულარობის პირობები 

კუთხური კოეფიციენტების საშუალებით შესაბამისად შემდეგნაირად 

ჩაიწერება: 

I 

#, = ა / 
და 

1-4+ ჩ,ჩ, =0. + 

8 მანძილი წერტილიდან წრფემდე. ვთქვათ, მო– 

ცემულია L წრფე (2.3) სახის განტოლებით «და სიბრტყის ნებესმიერი 

/Mი (Xი, ყი) წერტილი. ვიპოვოთ მანძილი ი (VIი, L), Mი წერტილიდან 

L წრფემდე. ამ მიზნით /ი წერტილიდან L-ზე დავუშვათ პერპენდი- 
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კულარული და აღვნიშნოთ მისი ფუძე 7M, (X,, ყ))-ით (ნახ. 28). ცხა– 
დია, რომ საძიებელი მანძილი 

0 (MM, L) = | MაM)| · 

ვექტორები # (4, 8) და /MაM = (X, –– Xი; VI –– წი) კოლინეარულია, 
როგორც ერთი და იმავე L წრფის პერპენდიკულარული ვექტორები, ამიტომ 

მოიძებნება ისეთ” 1 რიცხვი, 

რომ /იM, =1%, სარზანაც 
გვაქვს 

| X1 _ %0 = #4 , (2.14) 
ყI–– ყი = 8/. 

/VI (ი; ყე) წერტილი ძევს L 
წრფეზე, ამიტომ მისი კოორდი- 

0| % LC ნატები აკმაყოფილებენ (2.3) გან– 

ტოლებას. თუ (2.14) სისტემიდან 

ნახ. 28 X და ყ-ის მნიშვნელობებს ჩავ- 
სვამთ (2.3 განტოლებაში და განვსაზღვრავთ #-ს, მივიღებთ 

/ –. 4%+8Mყი+C. 
4? + ც? 

  

  

მეორეს მხრივ, რადგან 

LI =V 25 3-7, 

    
    

ამიტომ 

| MიM, | = I 1 | · V4? + 81, 
საიდანაც 

ს-ას | _ |4ი+8V + CI 
0 (VMი, L) = | /MI6IM,ც | = 722 + 8: · 

კერძოდ, 

ICI 
0, ჩალ––-–-. ი(00 0) = 72.1 8 

§ 8. სიბრტყის განტოლეგები 

1 სიბრტყის ზოგადი სახის განტოლება. წინა 

პარაგრაფში ჩატარებული მსჯელობის ანალოგიურად შეიძლება ვაჩვე– 
ნოთ, რომ ყოველი წრფივი განტოლება 

4X+8/+C2+0=0:;: (3.1) 
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განსაზღვრავს სიბრტყეს ფიქსირებული 0XVყ2 მართკუთხა კოორდი- 

ნატთა სისტემის მიმართ და პირექით, ყოველი სიბრტყის ნებისმიერი 

წერტილის კოორდინატები აკმაყოფილებენ წრფივ განტოლებას. 

(3.1) განტოლებას ეწოდება სიბრტყის ზოგადი სახის განტოლება, 

ხოლო სიბრტყის პერპენდიკულარულ M(4, 8. C ვექტორს ამ სიბრ– 

ტყის ნორმალური ვექტორი. 

“დავადგინოთ, თუ რა მდებარეობა აქვს სიბრტყეს კოორდინატთა 

სისტემის მიმართ, როდესაც (3.1) განტოლების ერთი ან რამდენიმე 
კოეფიციენტი ნულის ტოლია. 

I. ვთქვათ M9=0. მაშინ (3.1) განტოლება მიიღებს სახეს 

4X -L 8ყ + C2 =0. 

რადგან Xჯ=0, #=0, 2=0 აკმაყოფილებს ამ განტოლებას, ამიტომ 

სიბრტყე გადის კოორდინატთა სათავეზე., 

/ II. ვთქვათ C=0. მაშინ (3.1) განტოლება მიიღებს სახეს 

4X + 8ყ + 9 = 097” 

ეს სიბრტყე 0XVყ საკოორდინატო სიბრტყეს კვეთს #X+8ყ+Lს=90 

წრფეზე და 02 ღერძის პარალელურია, რადგან მისი ნორმალური 

» (4, 8, 0) ვექტორი პერპენდიკულარულია 02 ღერძის. 

III. ვთქვათ „8 =0. მაშინ (3.1) განტოლება მიიღებს სახეს 

#X +C2 +L= 0.” 

ეს სიბრტყე 0X2 საკოორდინატო სიბრტყეს კვეთს #X+C2+L=0 

წრფეზე და 0ყ ღერძის პარალელურია, რადგან მისი ნორმალური 

ი (4, 0, C) ვექტორი პერპენდიკულარულია 0V ღერძის. 

, IV. ვთქვათ /# =0. მაშინ (3.1) განტოლება მიიღებს სახეს 

8ყ + C?2 + =0. / 

ეს სიბრტყე 042 საკოორდინატო სიბრტყეს კვეთს 8ყ+C2+#=0 

წრფეზე და 0X ღერძი“ პარალელურია, რადგან მისი ნორმალური 

M (0, 8, C) ვექტორი პერპენდიკულარულია 0X ღერძის. 

/ V, ვთქვათ 4 =0, 8 =90. მაშინ (3.1) განტოლება მიიღებს სახეს 

C2 -L X =0. 

აქე დან 

25-- _ს. · 
C , 

„ 
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ეს სიბრტყე 07 ღერძს კვეთს (თ 0; –->) წერტილში და პარალელუ- 
( 

რია 0Xყ საკოორდინატო სიბრტყის, რადგან მისი ნორმალური ვექტორი 

= (0, 0, C) პერპენდიკულარულია 0Xყ საკოორდინატო სიბრტყის. კერ- 
ძოდ, როცა #=0 გვაქვს 0XV სიბრტყის განტოლება 2 = 0. 

/ VI. ვთქვათ #4 =0, C=0. მაშინ (3.1) განტოლება მიიღებს სახეს 

8ყ +) =90. 

აქედან 

ენი 
8 · 

ეს სიბრტყე 0ყ ღერძს კვეთს (თ –-+- ი) წერტილში და პა– 

რალელურია 0X2>2 საკოორდინატო სიბრტყის, რადგან მისი ნორმალური 

ვექტორი ი (0; 8; 0) პერპენდიკულარულია 0X2 საკოორდინატო სიბრტყის. 
კერძოდ, როცა #) = 0, გვაქვს 0X2 საკოორდინატო სიბრტყის განტოლება 

= 0. 

. VII. ვთქვათ 8=0, C =0. მაშინ (3.1) მიიღებს სახეს 

#4X+L=0. 
აქედან 

ი 2> 

ეს სიბრტყე 0X ღერძს კვეთს ( – +: 0; 0) წერტილში და პარალე- 

ლურია 0ყ2 საკოორდინატო სიბრტყის, რადგან მისი ნორმალური ვექტორი 

ი (4; 0; 0) პერპენდიკულარულია 0ყ? საკოორდინატო სიბრტყის. კერძოდ, 
როცა # =0 გვაქვს 0ყ2 საკოორდინატო სიბრტყის განტოლება Xჯ = 0. 

/2. სიბრტყის განტოლება ღერძთა მონაკვეთებ- 
ში. დავუშვათ, რომ (3.1) განტოლებაში 4, 8, C და MM მუდმივები 
განსხვავებულია ნულისაგან. მაშინ ეს განტოლება ასე შეიძლება -„გა– 
დავწეროთ: 

X ყ 2 

+272 1. ა”5“'” 
8 C 

  

_ ხს. 
4 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

.ი=--C ხ..აი ი=-- 52 

C 
1 = 
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მაზინ სიბრტყის განტოლება მიიღებს სახეს 

I 2 
_%X_ + 9 +--–- =1.“ 

ძ ხ C ? 

ძ, ხ და C პარამეტრებს აქვთ მარტივი გეომეტრიული შინა 

ისინი წარმოადგენენ იმ მონაკვეთების სიდიდეებს, რომლებსაც ფო 

მული სიბრტყე ჩამოჭრის შესაბამისად (0, 0Vყ და 02 ღგარძეთ ღC 

/ ვ. სამ წერტილზე გამავალი სიბრტყის განტოლოე 

ვთქვათ მოცემულია ერთ წრფეზე არამდებარე სამი 7M, (X,, 0» 
/M-ი (Xი, ყა, 20) და /Mვ (Xვ, ყვ, 2ვ) წერტილი. რადგან ეს წერტილებ«» ; 
წრფეზე არ მდებარეობენ, ამიტომ ვექტორები 

MM = (ი–– XI ყა –– ყე, 2ბი–- 2), 

#M,/Mვ = ხფ– 1 ყვ ყე შვ 2). 

არაკოლინეარულია. აქედან გამომდინარეობს, რომ წერტილი #M (XX. ყ 

ძევს #M,, #4 და Mვ წერტილებზე გამავალ სიბრტყეზე, მაშინ დ> მ 
ლოდ მაშინ, როცა ვექტორები /V,M = (L-–- X,: ყ-– ყე 2-2), /%4, 

და M,Mვ კომპლანარულია, ე. ი. მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა <0 

ლი აქვს ტოლობას 

XI ი ყ–ყ 2-.-2 

ბ–- XI ყე ყე 2--თ | = 0. 

ბვ“ IX ყვ“ ყ,ე 2-2. 

ეს არის სამ #M Mე და MI წერტილზე გამავალი სიბრტყის გ> C/ 
ლება. ' 

4. კუთხე ორ სიბრტყეს შორის. პარალელო : 
სა და პერპენდიკულარობის პირობები. ვთ>ქ 

მოცემულია ორი სიბრტყე განტოლებებით 

4X+8Vყ+C2+02=0, 4:X+88.ყ+C..2+1::=ლ0_ 

რადგან ვექტორები. #, (4), 8,, C,) და ი. (4-, 8, 6) შესაბაფ, 
მოცემული სიბრტყეების პერპენდიკულარულია, ამიტომ მოცე 5 

სიბრტყეთა შორის დ კუთხე გამოითვლება ფორმულით 

| 4, 4- +838, 8: + CI CI _ · / 

V4I + 51+ C1 -V4+ 8:+ C1. „ 
ლ05 დ =



ცხადია, რომ მოცემულ სიბრტყეთა პარალელობის პირობა იგივეა, 

რაც მათი ნორმალური MI, ჩი ვექტორების კოლინეარობის პირობა. 

ე. ი. მათი კოორდინატების პროპორციულობა 

4 8 _C 
45 8. C5 

ცხადია აგრეთვე, რომ ამ სიბრტყეთა თანამთხვევის პირობაა 

მოცემულ სიბრტყეთა პერპენდიკულარობის პირობა იქნება ჩ და 

M% ვექტორების პერპენდიკულარობის პირობა 

#4, #: + 8, 8: -+ C, C: = 0- 

წ. სიბრტყეთა ყელი და სიბრტქეთა კონა 

მოცემულ 7Mი (Xთ ყი, 20) წერტილზე გამავალ სიბრტყეთა ერთობ– 

ლიობას ეწოდება სიბრტყეთა ძნული V7VIი ცენტრით. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ /Vი (Xი, ყი, 20) წერტილზე „გაძავალ 

სიბრტყეთა ძნულის განტოლებას აქვს სახე 

ტ4თ–-Xჯ)+8ყ-ყ0+600C-2)=0, (3.2) 
სადაც 4, 8 და C რიცხვებიდან ერთი მაინც განსხვავებულია ნული– 

საგან. 

მართლაც, (3.2) განტოლებით განსაზღვრული ნებისმიერი სიბრტყე 

გადის #ი წერტილზე. მეორეს მხრივ, თუ მოცემულია Mი წერტილზე 

გამავალი რაიმე სიბრტყე, მაშინ ის ცალსახად განისაზღვრება მისი 

ნორმალური 8 (4, 8, C) ვექტორის მოცემით, ე. ი. განისაზღვრება 

(3.2) განტოლებით. 

ამრიგად, მოცემულ #VMი წერტილზე გამავალი ნებისმიერი სიბრ–- 
ტყის „განტოლება მიიღება (3.2) განტოლებიდან 4, 8 და C მუდმივე– 
ბის სათანადო შერჩევით. 

ერთსა და იმავე L წრფეზე გამავალ სიბრტყეთა ერთობლიობას 
ეწოდება სიბრტყეთა კონა L ღერძით. 

გთქვათ მოცემულია ორი თანამკვეთი სიბრტყე 

4.X+ 8ყ4+C2+0.=0 და 4X+8:ყ+C:2+ L= 0. 
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ვაჩვენოთ, რომ მათი თანაკვეთის წრფეზე გამავალ სიბრტყეთა კონის 
განტოლებას აქვს სახე 

ჯ (4, X + 8. ყ + C, 2 + ნ) ++22(4:X+ 8:ყ -L C1:2 + LX») =0, (3-3) 

სადაც 7#, და ჯე რიცხვები ერთდროულად ნულის ტოლი არ არის. 

ჯერ ვაჩვენოთ, რომ ყოველი 2, და 7, რიცხვებისათვის (რომელთა– 

გან ერთი მაინც არ უდრის ნულს) (3. 3) განტოლება პირველი ხარის– 

ხისაა. ამისათვის (3.3) განტოლება ასე გადავწეროთ 

(1, 4) - #4») X + (+, 8, -L X 8:) ყ -L (2? C) -L XC) 2 + 

+(CV ს. –+ M MX) = 0. 

თუ დავუშვებთ, რომ 

2. #4) -L 2. 4: = 0, 7, 8; -L 7: 8: = 0, 2., C1 “+ Xი C» = 0, 

მაშინ (თუ მაგალითად 1-:=+0) გვექნება 

ეს კი მოცემულ სიბრტყეთა პარალელობის პირობაა, რაც ეწინააღმდე– 

გება დაშვებას. ამრიგად, (3.3) სიბრტყის „განტოლებაა. 

ეს სიბრტყე გადის მოცემული სიბრტყეების თანაკვეთის წრფეზე. 

მართლაც, ამ წრფის ნებისმიერი 740 (X0, Vი, 20) წერტილი ძევს ორივე 

მოცემულ სიბრტყეზე, ე. ი. 

4); Xა + 8, ყი + CI 27 + ს. 0 და 4:X + 8ი%ი “++ Cი2 -L IX = 0. 

ამიტომ ნებისმიერი 2, და #ა რიცხვებისათვის 

M (41 Xა -L 18; ყა -+L C1 7ი + #,) + Xი (41: Xე -L- ,8ე ყე -L C5 ში -L #2) = 0. 

ამრიგად, მოცემული სიბრტყეების თანაკვეთის წრფის ყოველი 

წერტილი ძევს (3.3) სიბრტყეზე. 
ახლა ვაჩვენოთ, რომ კონის ნებისმიერი სიბრტყის განტოლება 

მიიღება (3.3)–დან. ამისათვის ავიღოთ კონის რომელიმე სიბრტყე და 

მისი ისეთი /Mი (Xი, ყი. 20 წერტილი, რომელიც კონის ღერძზე არ 
ძევს ღა ვაჩვენოთ, რომ არსებობს ისეთი 7), ჯე რიცხვები, რომელთა– 

თვისაც 

% (4) Xი + 8, ყი + C, 2ე + MI) +%(4:X-+8:ყ---C.2:-++L9.)=0. (3.4) 

რადგან VI, წერტილი კონის ღერძზე არ ძევს, ამიტომ. „4, ჯე -L 8, ყი + 
+ C1 2 + IX, და #45: Xე -+L 15: ყი -L C5 20 + LX» რიცხვებიდან ერთი მაინც 

განსხვავებულია ნულისაგან. ვთქვათ მაგალითად: „4, ჯკ -L „8, ყე + C, 2 + 
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+ L)ც 2–0. ავიღოთ ნებისმიერი 7:053-0 რიცხვი, ხოლო 2., განვსაზღვროთ 

ტოლობით 

  

1, =–- 45: Xი + 8:Vყი -+- C57ი + IX 

4) Xი + 8, ყი + C) % + #) 

ცხადია, რომ ასეთნაირად შერჩეული 7.) და 7: რიცხვებისათკის 
ადგილი აქვს (3.4) ტოლობას. 

6 მანძილი წერტილიდან სიბრტყემდე. ვთქვათ 

მოცემულია თ სიბრტყე განტოლებით 

4X+ს8წ.+02+0=0 

და წერტილი VM/ე (Xა, ყი, 7ი)- 
წერტილიდან თ სიბრტყემდე მანძილი (0 (/VI, თ) გამოითვლება 

ფორმულით 

0 CMა, თ) = 

"ჩი. 

I 41Xი + 89 +C2 +#ML. 

V#4? + 8? + C: 

ეს ფორმულა მიიღება წერტილედან წრფემდე მანძილის გამოსათვ– 

ლელი ფორმულის ანალოგიურად. 

  

§ 4. წრფე სივრცეში 2 

1 წრფის სხვადასხვა სახის განტოლებები. სი- 

ბრტყეზე განხილული წრფის შემთხვევის ანალოგიურად, სივრცეში 

ფიქსირებული 0Xყ2 მართკუთხა კოორდინატთა სისტემის მიმართ იმ 

წრფის განტოლებები, რომლის მიმმართველი ვექტორია ი LC, M, IM) და 

რომელიც გადის /Mი (Xი, ყი, 20) წერტილხე არის 

X-- X% _ ყ-- ყი _ 2-–-2 4.1 
/ 1 ” (4-1) 
  

ამ განტოლებებს სივრცეში წრფის კანონიკური განტოლებები ეწო- 

დება. 

(4.1) განტოლებებიდან მარტივად მივიღებთ წრფის პარამეტრულ 

განტოლებებს 

  

X == X+Vს 

ყ = ყი + II, 
' 2 = 70 + VI, 
სადაც 

1=---= 2 _ ყ--M% _ 2-2% . 

I ” ”M 
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თუ კერძოდ ამ განტოლებებს განვიხილავთ, როგორც წერტილის 

მოძრაობის განტოლებებს, მაშინ ისინი განსახღვრავე5 თანაბარ სწორ–- 

ხაზოვან მოძრაობას. /! დრომი გავლილი მანძილი იქნება 

§ = V(X-–-X)?--(/-–-წი)?-- (2 –– 2), ხოლო სიჩქარე V =VI1-+- IL +-II2 . 

ვთქვათ მოცემულია ორი წერტილი /VIე (Xი, ყი, 2ი) და /M, (X), VI, 2.)· 
ამ წერტილებზე გამავალი წრფის მიმმართველ ვექტორად შეიძლება 

ავიღოთ ვექტორი 

  

MM. = (X, -–- X0, 9) –“ ყფ 2) –– 2ე). 

ამიტომ (4.1)-ის მიხედვით Mი -და MI, წერტილებზე გამავალი წრფის 

განტოლებებია 

X“Iი _ M-- ყი _ 2-2 

ი ა V9ყ1.--VMი 21-–-2 

წრფე სივრცეში შეგვიძლია განვხილოთ, როგორც ორი გადამკვეთი 
#4.X+8ყ+C2+L)=0 და #ეX–+ 8.ყ +C.:2 + Lე =0 სიბრ“ 

ტყის თანაკვეთა. ამიტომ განტოლებათა სისტემა 

(21 8.:ყ + C12 + #L, = 0 

4:X + 8აყ +C:2 + ხე =0 

განსაზღვრავს გარკვეულ წრფეს. 
განტოლებათა (4.2) სისტემას ეწოდება წრფის განტოლებები ზო- 

გადი სახით. 

ვაჩვენოთ, თუ როგორ დაიყვანება წრფის ზოგადი (4.2) სახის განტო– 

ლებები კანონიკურ (4.1) სახეზე. რადგან „#1, X ++ 81 ყ +-C12 + ს, = 90 
და 4:X-+ 8. ყ -+ C12 + #:=0 სიბრტყეები გადამკვეთია, ამიტომ შემდეგი 
ტოლობებიდან 

(4.2) 

ერთი მაინც არ სრულდება. გარკეეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 

        

ტი. 
ანუ 

4, 8, 0. 
(28 

ამიტომ, (4.2)-დან მივიღებთ 

L = ძე) 2 + ხ, 

ყ = რა2 -L ხა. 
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ამრიგად, მოცემული წრფის პარამეტრული განტოლებებია 

X=ხ. +თ,1 

ყ = ხა -L ძა! 
=0 +1-/. 

მაშასადამე, მოცემული წრფე „გადის 7M0ი (Vხ;, ხი, 0) წერტილზე და მისი 

მიმმართველი ეექტორია ძ(ს ძე, 1). ამიტომ მისი კანონიკური გან– 

ტოლებებია 

XL– ხს  ყ–ხ. 2-–0 

თ. იძ 1 

2. წრფეთა ძნული. მოცემულ , #0 (Xი, ყი, 20) წერტილზე 
გამავალ წრფეთა ერთობლიობას ეწოდება წრფეთა ძნული Mი ცენ- 

ტრით. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ |Mი (X0, ყი, 20) წერტილზე გამავალ 

წრფეთა ძნულის განტოლებებს აქვს სახე 

X–X ყ-–ყ9ი 2-2 = = , (4.3) 
I I I) 
  

სადაც I, 7. და # რიცხვებიდან ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისა- 
გან. მართლაც, (4.3) განტოლებებით განსაზღვრული ნებისმიერი წრფე 
გადის #ი წერტილზე. მეორეს მხრივ, თუ მოცემულია #Mი წერტილზე 

გამავალი რაემე წრფე, მაშინ ის ცალსახად განისაზღვრება მისი მიმ– 

მართველი 9 (I, ”, MM) ვექტორის მოცემით, ე. ი. განისაზღვრება (4.3) 

განტოლებით. 

ამრიგად, მოცემულ Mი წერტილზე გამავალი ნებისმიერი წრფის 
განტოლება მიიღება (4.3) “განტოლებიდან I, 7? და ML მუდმივების სა- 
ოანადო შერჩევით. , 

31 კუთხე ორ წრფეს შორის. პარალელობისა 
და პერპენდიკულარობის პირობები ვთქვათ მო– 
ცემულია ორი წრფე 

X-XI _ ყ-–-9. _ 2-3 

  

ს /711 111 

X –-- 7, –ყი 2--72 +202 _. ყ-- ყა = 2. 

ი 775 M » 

რადგან მ, (I, MI, I) და ში (ჩე, ჩი, ჩა) ვექტორები შესაბამისად მო– 
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ცემული წრფეების პარალელურია, ამიტომ ამ წრფეებს “მორის დ კუ–- 

თხის კოსინუსი გამოითვლება ფორმულით 

|ჩ ს L ის ჩა -L MM1% | , 

V 8 + =1+ ჩ! ·VI + C. + #2 
ამ წრფეთა პარალელობის პირობაა 

  ლ05დ =   

ხოლო პერპენდიკულარობის პირობაა 

, სს ++ Iს ი + ე = 0. 

4 კუთხე წრფესა და სიბრტყეს შორის. პარა- 
ლელობისა და პერპენდიკულარობის პირობები. 

ვთქვათ, მოცემულია 0 სიბრტყე ზოგადი განტოლებით 

#4X + 8ყ +C2-+I12=0 

და L წრფე კანონიკური განტოლებებით 

X-–-  _ ყ-–- ყი _ 2-2 

( ”M ჩ 

ვიპოვოთ დ კუთხე (ნახ. 29)  სიბრტყესა და L წრფეს შორის. თ იყოს 

კუთხე M(4, 8, C) და. 9 (I, VI, 7) ვექტორებს შორის, მაშინ დ=> – თ, 

  

თუ თ მახვილია და დ=თ- >, თუ თ ბლაგვია, ამიტომ 

| 4! + 8» + CჩI . 

V4' + 8? + C? VII + ML + ი? 
810 დ = |C05Cთ| = 

=- 
(8 / 

L-“ 

ნაზ. 29 

  

ჩ > 
– 
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# სიბრტყისა და L წრფის პარალელობის პირობაა 

#1+ 85 + CM =0, 

ხოლო მათი პერპენდიკულარობის პირობა იქნება 

§ ნ. ზობიერთი ამოცანა წრფესა და სიბრტყეზე სივრცეფი 

1 მოცემულ წერტილზე მოცემული სიბრტყის 

პერპენდიკულარულადღ გამავალი წრფის განტო- 

ლებები. ვთქვათ მოცემულია V7Vი (Xი, ყი, 20) წერტილი და სი- 

ბრტყე 
4X + 8ყ + C2 + 80 =0. 

რადგანაც საძიებელი წრფე უნდა გადიოდეს /Vი წერტილზე და მის 

მიმჭართველ ვექტორად შეიძლება ავიღოთ მოცემული სიბრტყის ნორ– 

მალური # (4, 8, C) ვექტორი, ამიტომ ამ წრფის განტოლებებია 

ლ%Xჯ-X _ ყ-9ი _ 2--2% 

4 8 C 

2 მოცემულ წერტილზე მოცემული სიბრტყის 

პარალელურად გამავალი სიბრტყის განტოლე- 

ბა. ვთქვათ მოცემულია /M-ი (Xი, ყი, 20ე) წერტილი და სიბრტყე 

  

#4X-+ 8ყ + C2 + 09 =0. 

რადგან საძიებელი სიბრტყე უნდა გადიოდეს /7Vი წერტილზე და მის 

ნორმალურ ვექტორად შეგვიძლია ავიღოთ ი (4, 8, C) ვექტორი, ამი– 

ტომ სიბრტყეთა ძნულის (3.2) განტოლების თანახმად ,ამ სიბრტყის 

განტოლებაა 

#4(“– XX) + 8(ყ –- ი) +C(2–-2)) =0. 

3 მოცემულ წერტილზე მოცემული წრფის 
პერპენდიკულარულად გამავალისიბრტყის გა§- 

ტოლება. ვთქვათ მოცემულია VVMი (X0, ყი, 20) წერტილი და წრფე 

XX  ყ-ყ. _ 2-2 
  

I I M 
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რადგან საძიებელი სიბრტყე უნდა გადიოდეს 7Iი წერტილზე და მის 

ნორმალურ ვექტორად შეგვიძლია ავიღოთ წრფის მიმმართველი 

«LV, MI, ,) ვექტორი, ამიტომ სიბრტყეთა ძნულის (3.2) განტოლების 

თანახმად, ამ სიბრტყის განტოლებაა 

7(X--– Xე0) + MLI(ყ –– ყი) +– 7 (2–– 2ე) = 0. 

4 წრფის სიბრტყეზე მდებარეობის პირობე- 

ბი. ვთქვათ მოცემულია წრფე 

X-- X% _ ყ-- ყი _ 2-2 
I ”1 ჩ 
  

და სიბრტყე 

4X + ზ8ზყ + C2 + L = 0. 

რადგან /7V/ი (Xი, ყი, 20) წერტელი უნდა მდებარეობდეს მოცემულ სი– 

ბრტყეზე და წრფის მიმმართველი ძ9(C ”ს 8) ვექტორი პერპენდიკუ– 

ლარული უნდა იყოს სიბრტყის ნორმალური ი (4, 8, C) ვექტორის, 

ამიტომ წრფის სიბრტყეზე მდებარეობის პირობებია 

(რ აი ა ამშლე (5.1) 

4!+ 8.» + CM = 0. 

5. წრფისა და სიბრტყის თანაკვეთის წერტი- 

ლის მოძებნა. ვთქვათ მოცემულია სიბრტყე 

4X + 8ყ +C2 + სას =0 (5-2) 

და წრფე 
X= X + # 

2 => 20 –L M. 

(5.3)–დან X, ყ და 2-ის მნიშვნელობები შევიტანოთ (5.2) განტოლე– 

ბაში. მივიღებთ 

(84 X + 8 ყი + C7ე + LI) + (41+ 809 -++ CI) 1 = 0. (5.4) 

თუ 4X+ 8ყ.+C2+ს=0 და #(+ 8ი.:+C9M=0, მაშინ. 
(5.1)-ის ძალით წრფე ძევს სიბრტყეზე. 

თუ #4+81+Cი=0 და 4X+8ყა-+C7 +150, მაშინ. 
წრფე სიბრტყის პარალელურია. 

8. ს. თოფურია 113;



თუ 41+80:+CM05-0, მაშინ (5.4) ტოლობიდან განსაზღვრული 

ჯ-ს მნიშვნელობის ჩასმით (5.3)-ში, მივიღებთ თანაკვეთის წერტილის 

კოორდინატებს. 

6 ორი წრფის ერთ სიბრტყეზე მდებარეობის 

პირობა. ვთქვათ მოცემულია ორი წრფე 

X- XI _ V--9ყ) _ 2-2 
  

I MI ” 

XX-XX _ ყ–Vსყ 2-2 

ს ი Mი 

ამ წრფეების ერთ სიბრტყეზე მდებარეობის აუცილებელი და საკმარისი 

პირობაა მათი მიმმართველი. 2, (7, #1), M), ში (75, მ, ი) ვექტორებისა 
და MM, = (ი –“ X, ყა –– 9, 2ე-–– 2)/ ვექტორის კომპლანარობა; ე. ი. 

%“–– XX ყი“ ყ ი-523 
ს ი M. = 0. (5.5) 
I /75 ჩი · 

თუ მოცემული წრფეები აკმაყოფილებენ (5.5) პირობას, მაშინ ისი- 

ნი იკვეთებიან ან პარალელურია. რადგან მოცემული წრფეების პა- 

რალელობის პირობაა 

ს არ იე (5.6) 
ჩი ა 5 

ამიტომ იმისათვის, რომ ორი წრფე იკვეთებოდეს, აუცილებელი და 

საკმარისია, რომ სრულდებოდეს (5.5) და არ სრულდებოდეს (5.6). 

7 მოცემულ წრფეზე და მასზე არამდებარე 
წერტილზე გამავალი სიბრტყის განტოლება. 
ვთქვათ მოცემულია VMი (Xი, ყი, 20) წერტილი და წრფე 

.ლ.რ ყ-ყ  2–712 

! ” / 

ვიპოვოთ მოცემულ წრფეზე მდებარე, MI (X, V. 2) წერტილი- 

საგან განსხვავებული რაიმე /ა წერტილი. საძებნი სიბრტყის განტო- 

ლება იქნება #0, M,, M> წერტილებზე გამავალი სიბრტყის განტო- 

ლება. 

ამოცანა. ვიპოვოთ #0 (–-1; 0; 1) წერტილზე და 

ჯX-2 ყ+3 2-3 

1 –2. 2 
წრფეზე გამავალი სიბრტყის განტოლება. 
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ამოხსნა. ვიპოვოთ მოცემულ წრფეზე მდებარე, #, (2; ––3; 3) 
წერტილისაგან „განსხვავებული რაიმე #0 'წერტილი. ამისათვის დავუშ- 
ვათ 2=5. მაშინ წრფის განტოლებებიდან მივიღებთ X=3, V=--5, 
ე. ი. წერტილი /VMე (3; ––5; 5) მდებარეობს მოცემულ წრფეზე. 

შევადგინოთ //0ი, M,, #Vი წერტილებზე გამავალი სიბრტყის გან- 

ტოლება. გვაქვს 
X+1 ყ 2--1 

3 –ვ 2 

4 –5 4 

= 0. 

    

აქედან 
2X + 4ყ + 37-– 1 = 0. 

ამრიგად, საძებნი სიბრტყის განტოლებაა 2V+4ყ+-32-–-1 =0. 

8 მოცემულ წერტილზე გამავალი ორი არაპა- 
რალელური წრფის პერპენდიკულარული წრფის 

განტოლება. ვთქვათ მოცემულია VV-ი (Xი; ყი; 20) წერტილი და 

ორი არაპარალელური წრფე 

XX "ყ–ყსყს 2-7 

ჩ MI) „ 

X-–X% ყ–-ყ. 2-2 

ჩ ა /ა 

საძიებელი წრფის მიმმართველი ძ ვექტორი, პერპენდიკულარული უნდა 
იყოს მ (ს Iს წ) და ძა (ი, ა, IX) ვექტორებისა. რადგანაც ძ და 

7: არაკოლინეარულია, ამიტომ # ვექტორად შეგვიძლია ავიღოთ ი; და 0; 

ვექტორების ვექტორული ნამრავლი (4), 91, ე- ი. 

რ! 
რადგან საძიებელი წრფე გადის #Iი წერტილზე, ამიტომ მისი განტო- 
ლებები იქნება 

() თ) 

(ე MM ე 7   

      

MI ს 

წა I. , 

  

  

1-X _ _ MM“ ყი _ _ 2-2 
1111 181 (> “ ” //ბ1 

/ა ა წ” I (ა M% 

        

    
9. მოცემულ წრფეზე მისი არაპარალელური 
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წრფის პარალელურად გამავალი სიბრტყის გან- 
ტოლება. ვთქვათ მოცემულია ორი არაპარალელური წრფე 

XX. ა  ყ“ ყე) _ 2-2 

6 /711 ი, 

X-“-–X. _ ყ–ყ 2-2 

'” 2 2 = 

საძიებელი სიბრტყის ნორმალური ვექტორი M, პერპენდიკულარული უნდა 

იყოს მ) (ს, წე, ე) და ძი (#6, ჩი, ი) ვექტორებისა. რადგან ძმ, და 

ძე არაკოლინეარულია, ამიტომ / 1 ვექტორად. შეგვიძლია ავიღოთ 0; და რ, 
ვექტორების ვექტორული ნამრავლი IV, ძე) ე. 0.. 

“| 
რადგან საძიებელი სიბრტყე გადის /7V; (X,), ყI), 2)) წერტილზე, ამი– 

ტომ მისი განტოლება იქნება 

  

#11. /11 

72 719 

”) ს 

ჩი 

XV 

ჩა M%ი   

  

    

    

ჩ ის 

M ი, 
(2–– 2) = 0. 

/10 712 

  

თ-»)+ ”' 8 Iთ–-#ა+ 
ჩა ჩი     M M% 

10 მოცემულ წრფეზე მისი არაპერპენდიკუ- 
ლარული სიბრტყის პერპენდიკულარულად გა- 
მავალი სიბრტყის განტოლება. ვთქვათ მოცემულია 

წრფე 

XX _ MM“ 9ხი _ 2-“-%"' 
I ” ჩ” 
  

და სიბრტყე 

#4X-–+ 8ყ + C2 + ს =90. 

საძიებელი სიბრტყის ნორმალური ვექტორი. #; პერპენდიკულარული უნდა 

იყოს 9იC ყი) და M(C4, 8, C0ე ვექტორების. რადგან ძ და ჩი 

არაკოლინეარულია, ამიტომ M ვექტორად “შეგვიძლია ავილღოთ # და, ჩ 

ვექტორების ვექტორული ნამრავლი (0, MI ე. ი. 

2 MM 8 I IM 

: 8 C C 4)” #8)   
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რადგან საძიებელი სიბრტყე: გადის 7ი (Xი, ყი, 20) წერტილზე, ამიტომ 
მისი განტოლება იქნება : 

I I 
8C (X /“ი + 

11. მოცემული წერტილიდან მოცემულ წრფე- 
ზე დაშვებული პერპენდიკულარის განტოლე- 
ბა. დავწეროთ მოცემულ #ი წერტილზე მოცემული წრფის პერპენ- 
დიკულარულას გამავალი სიბრტყის განტოლება (იხ. პუნქტი 3). ვიპო– 

ვოთ ამ სიბრტყისა და მოცემული წრფის გადაკვეთის #VI, წერტილი 
(იხ. პუნქტი 5). საძებნი წრფის განტოლებები იქნება /ი და #) წერ- 

ტილებზე გავლებული წრფის განტოლებები. 
ამოცანა. შევადგინოთ /Mი C–1; 0; 2) წერტილიდან 

I I გათ-ა++% C-–- 2) =0. 
    

  

წრფეზე დაშვებული პერპენდიკულარული წრფის განტოლებები. 
ამოხსნა. #ი წერტილზე მოცემული წრფის პერპენდიკულა- 

რულად გამავალი სიბრტყის განტოლება იქნება 

X-– ყ+1 =0. 

ვიპოვოთ მოცემული წრფისა და X-V+1=0 სიბრტყის თანაკვე– 
თის წერტილი. ამისათვის მოცემული წრფის განტოლებები ჩავწეროთ 

პარამეტრული სახით 

X=2 +! 

ყლ–-1-“"I 

2 =0. 

თუ X, ყ და 2-ის ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ სიბრტყის განტოლე- 

ბაში, მივიღებთ 1=–-2, ე. ი. გადაკვეთის წერტილია #, (0; 1; 0). 

დავწეროთ 7/ი და M,) წერტილებზე გამავალი წრფის განტოლებები: 

1 1 –2 

12. მანძილი წერტილიდან წრფემდე. ისევე, რო– 
გორც წინა პუნქტში, ვიპოვოთ მოცემული წრფისა და ამ წრფეზე 

მოცემული #Mი წერტილიდან დაშვებული პერპენდიკულარის გადაკვე– 
თის M, წერტილი. საძებნი მანძილი იქნება მანძილი /#ი და #V,; წერ–- 

ტილებს შორის. 
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131 ორი აცდენილი წრფის საერთო პერპენდი- 
კულარის განტოლება. ვთქვათ მოცემულია ორი აცდენი- 

ლი L); და Lე წრფე. გავავლოთ #L, წრფეზე #: წრფის პარალელური 

ძი სიბრტყე (იხ. პუნქტი 9). ამის შემდეგ L) და Lი წრფეებზე გავატა- 

როთ თი-ის პერპენდიკულარული შესაბამისად თ; და თა სიბრტყეები 

(იხ. პუნქტი 10). თ, და თე სიბრტყეების გადაკვეთა იქნება საძიებელი 

  

და 

X-–--1 ყ 2–-1 

0 –1 1 
წრფეების საერთო პერპენდიკულარის განტოლებები. 

ამოხსნა. #, წრფეზე L: წრფის პარალელურად „გამავალი სი–- 
ბრტყის „განტოლება იქნება 

0 -- + 

  (L» 

კ 26 +1)=0 
ანუ 

  

11 1. 0 
·ყ––1 | იი '+I6 _) 

  

X+9ყ +–<2=0 (თე)- 

L, წრფეზე თი სიბრტყის პერპენდიკულარულად გამავალი სიბრ– 

ტყის განტოლება იქნება 

„ –1 –-.11 - 1 0 
.·((I-–– 11 =50 : |#+| ' თ + 1 1I2+9 

  
ანუ 

Xჯ– 21+2+3=0 (ლ). 

ანალოგიურად #ე: წრფეზე თი სიბრტყის პერპენდიკულარულად გა– მავალი სიბრტყის განტოლება იქნება 

2 ყ–2--1=0 (თე)- 

საძებნი წრფის განტოლებებია: 

ც --2მყ+2+3=5 
2X--ყ--2-1=0 

ანუ 

2 
XI. სწევლ 7 
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14 მანძილი ორ წრფეს შორის. ვთქვათ მოცემულია 
L და Lა წრფეები. 

თუ ეს წრფეები პარალელური), მაშინ საძებნი მანძილი იქნება მან– 
ძილი ერთ-ერთ წრფეზე აღებული ნებისმიერი წერტილიდან მეორე 
წრფემდე (იხ. პუნქტი 11). 

თუ ეს წრფეები აცდენილია, მაშინ ერთ-ერთ წრფეზე, მაგალითად 

L,-ზე გავავლოთ, მეორე Lე: წრფის პარალელური სიბრტყე (იხ. პუნქ- 
ტი 9). საძებნი მანძილი იქნება მანძილი Lე წრფის ნებისმიერი წერტი– 

ლიდან ამ სიბრტყემდე. 
ამოცანა. ვიპოვოთ მანძილი 

  

  

წრფეებს შორის. 

ამოხსნა. #, წრფეზე #ი წრფის პარალელურად გამავალი სი– 

ბრტყის განტოლება იქნება 

1 2 

1 ––1 

2 –“1 
1 +)+|) ე) _ც 

  
(7––2)=0 

    

–1 1 
"+ _; , 

  
ანუ 

3X + 5ყ–-–2+5=0 (თ). 

ვიპოვოთ მანძილი Lე: წრფის I-ი (0: 1; 0) წერტილიდან ამ სიბრ– 

· ტყემდე 
2 V 35. 

კითხვები თვითშემოწმებისათვის 

1. დაწერეთ წრფის განტოლებები სიბრტყეზე ზოგადი სახით, 
ღერძთა მონაკვეთებში, კუთხური კოეფიციენტით და პარამეტრული 
'სსახით. 

2. დაწერეთ ორ წერტილზე გამავალი წრფის განტოლება სიბრ- 

ტყეზე. 
3. დაწერეთ მოცემულ წერტილზე გამავალი წრფეთა კონის გან- 

ტოლება. 

4. დაწერეთ ორ წრფეს შორის კუთხის გამოსათვლელი ფორმულა 

სიბრტყეზე. 
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5. მოიყვანეთ ორი წრფის პარალელობიLა და პერპენდიკულარო- 

ბის პირობები სიბრტყეზე. 

6. დაწერეთ წერტილიდან წრფემდე მანძილის გამოსათვლელი 
ფორმულა სიბრტყეზე. 

7. დაწერეთ სიბრტყის განტოლება ზოგადი სახით, ღერძთა მონა.. 
ქვეთებში. 

8. დაწერეთ მოცემულ სამ წერტილზე გამავალი სიბრტყის გან- 

ტოლება. 

8. დაწერეთ ორ სიბრტყეს შორის კუთხის გამოსათვლელი ფორ- 

მულა. 

10. მოიყვანეთ ორი სიბრტყის პარალელობისა და პერპენდიკულა- 

რობის პირობები. 

11. დაწერეთ სიბრტყეთა ძნულისა და სიბრტყეთა კონის განტო- 
ლებები. 

12. დაწერეთ წერტილიდან სიბრტყემდე მანძილის გამოსათვლელი 
ფორმულა. 

13. დაწერეთ წრფის კანონიკური, პარამეტრული და ზოგადი სახის 

განტოლებები სივრცეში. 

14. დაწერეთ ორ წერტილზე გამავალი წრფის განტოლებები სივრ– 

ცეში. 

15. მოიყვანეთ ორ წრფეს შორის კუთხის გამოსათვლელი ფორ- 
მულა“ ?სივრცეში. 

-16. დაწერეთ ორი წრფის პარალელობისა და პერპენდიკულარობის 
პირობები სივრცეში. 

17. დაწერეთ წრფესა და სიბრტყეს შორის კუთხის გამოსათვლე–- 
ლი ფორმულა. 

18. მოიყვანეთ წრფისა „და სიბრტყის პარალელობისა «და პერპენ- 
დიკულარობის პირობები. 

7> თავი 

მეორე რიგბის წირები და ზედაპირები 

განვიხილოთ ორუცნობიანი მეორე რიგის ზოგადი სახის განტო- 

ლება 
4X#.+28Xყ + C ყ? + 20X + 2ნVყ + M =0,") (“) 

სადღაც 4, 8 და C რიცხვებიდან ერთი მაინც განსხვავებულია ნული- 
საგან. 

? როგორც შემდგომში ვნახავთ Xყ, ჯX და ყ-ის კოეფიციენტების 28-თი, 20-თი და 

28-თი აღნიშვნა უფრო მოხერხებულია, 
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CXყ სიბრტყის ყველა იმ წერტილთა სიმრავლეს, რომელთა კოორ– 
დინატები აკმაყოფილებენ ამ განტოლებას, მეორე რიგის წირი ეწო– 

დება, შესაძლებელია, რომ სიბრტყეზე არ არსებობს არც ერთი წერ- 
ტილი, რომლის კოორდინატები აკმაყოფილებენ (") განტოლებას. ამ 

შემთხვევაში ამბობენ, რომ (") განტოლება განსაზღვრავს მეორე რი- 

გის წარმოსახვით წირს. მაგალითად, განტოლება 

X” + ყ1 = –-1 

არის ძეორე რიგის წარმოსახვითი წირის განტოლება. მეორე რიგის 
წარმოსახვით წირებს ჩვენ არ შევისწავლით. 

ზოგჯერ (?") განტოლება განსაზღვრავს პარალელურ, თანამთხვეულ 
ან გადამკვეთ წრფეთა წყვილს, მაგრამ მაშინაც ამ სიმრავლეებს მეო– 

რე რიგის წირებს უწოდებენ. 

IV თავის § 1-ში მიღებული იყო წრეწირის განტოლება 

(X –– ი)? + (ყ –– ხ)? = #?.. 
ეს განტოლება მეორე ხარისხისაა ჯX და ყ „ვვლადების მიმართ. ამიტომ 
წრეწირი მეორე რიგის წირია. _. .. 

ამ თავში ჩვენ შევისწავლით მეორე რიგის წირებს: ელიფსს, ჰი- 

პერბოლას და პარაბოლას. 

§ 1. ელიფსი 

განსაზღვრება 1. 1. ელიფსი ეწოდება სიბრტყის ყველა 

იმ წერტილთა სიმრავლეს, რომლის ყოველი წერტილიდან ორ მოცე– 

მულ, ფოკუსებად წოდებულ წერტილამდე მანძილების ჯამი ერთიდა– 

იგივე მუდმივი სიდიდეა?”. 

აღვნიშნოთ ფოკუსები #, და 

L,-ით. ვთქვთ ლფოკუსებს შორის 
მანძილია 20, ხოლო ელიფსის ნების– 

მიერი წერტილიდან ფოკუსებამდე 
მანძილების ჯამი უდრის 2ძ-ს (გან- 

სახღვრებით 20 >> 20). ნი) 9) C.(C.0) 
შევარჩიოთ კოორდინატთა სის- | 

ტემა ისე, რომ ფოკუსები მდებარეობ- 

დეს 0X ღერძზე, ხოლო კოორდი- ნახ. 30 

ნატთა სათავე –– #ე ჩე მონაკვეთის 
შუაწერტილში (ნახ. 30). ცხადია, რომ ამ სისტემაში ფოკუსების კოორდი- 

ნატებია #1 (--0; 0) და #+(C; 0). 

  

  

  

  

«”“ იგულისხმება, რომ ეს მუდმივი სიდიდე მეტია ფოკუსებს შორის მან- 

ძილზე. 
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ვთქვათ /VI (X; ყ) ელიფსის ნებისმიერი წერტილია. აღვნიშნოთ #„, და. 

”-ით მანძილები # წერტილიდან ფოკუსებამდე: I = | #-, /VI | , /#-გ = | 'ი/V I. 
ამ რიცხვებს VI წერტილის ფოკალური რადიუსები ეწოდება. 

განსაზღვრების ძალით 

I + წა = 20. 

ორ წერტილს შორის მანძილის გამოსათვლელი ფორმულის თანახ– 

მად 

სხ =V(X + თ? + V, (.=V(X-Cთ? + V?. 
ამიტომ 

  

V(X+ C? + ყ? -L+ V(X –– C? + ყ? = 20. (1.1). 

(1.1) არის ელიფსის განტოლება. 

ელიფსის განტოლება (1.1) სახით პრაქტიკული გამოყენებისათვის. 

მოუხერხებელია. ამიტომ «ავიყვანოთ ის უფრო მარტივ სახეზე. ამ 

მიზნით (1.1) ასე გადავწეროთ 

VCX + თ? + V? = 20 --VCX -–-- თ? + ყ?. 
აქედან ტოლობის ორივე ნაწილის კვადრატში აყვანით მივიღებთ 

(X+ Cთ?- ყმ = 40-40 V(CL-–– ო? + V? + (X-- თ? + V”, 
ანუ 

თVCL–-Cთ? - ყი=0?--C. 

თუ უკანასკნელი ტოლობის ორივე ნაწილს ავიყვანთ კვადრატში,. 

გვექნება 
0? 1? –- 20?10X + ი201 -L 0? ყ? == 0 -- 2070X -L C“ X?პ. 

აქედან 

(ც? –- 0?) #2 + ი? ყ? = 0%(ძ? -––- C2). (1.2), 

პირობის ძალით 02-062>0- ამიტომ, თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას. 

V0> -–- 2 =ხ, 

მაშინ (1.2) განტოლება მიიღებს სახეს 

ხ? ჯ? -L ც? ყ? = ქც? ხ?, 

ანუ 

+ 9# =1. (1.3) 
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რადგან (1.3) განტოლება მიღებულია (1.1) განტოლების ორივე ნა– 

წილის კვადრატში ორჯერ აყვანით ამიტომ ელიფსის ნებისმიერი 
#M (X; ყ) წერტილის კოორდინატები აკმაყოფილებენ (1.3) განტოლე– 

ბასაც, მაგრამ (1.3) განტოლება შეიძლება არ აღმოჩნდეს (1.1) განტო– 

ლების ტოლფასი. ვაჩვენოთ, რომ ეს განტოლებები ტოლფასია. ამი- 

სათვის საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ თუ VI (X; V) წერტილის კოორდი- 

ნატები აკმაყოფილებენ (1.3) განტოლებას, მაშინ ისინი დააკმაყოფი– 

ლებენ (1.1) განტოლებასაც. მართლაც, თუ / (X; ყ) წერტილის კო- 

ორდინატები აკმაყოფილებენ (1.3) განტოლებას, მაშინ გვაქვს Vყ? = 
ხ? 

= ხზ ” X?. ამიტომ 
ძი 
  

ლეელ -__-_ 2 

” გრანი რიიაიააი ი. 

= 0-ს აე ი) 2 = 2+- =2+--, V > > V C++“) 
რადგან 82 <1 და (1.3) განტოლებიდან გამომდინარე |XI +: თ. ანა- 

თ 

ლოგიურად მივიღებთ, რომ 

= 07 –– -C Xჯ. 

ძ 

ამრიგად (I+I:=2ძ. მამასადამე (1.1) და (1.3) განტოლებები ტოლ– 

ფასია. (1.3) განტოლებას ელიფსის კანონიკური განტოლება ეწოდება. 

დავადგინოთ ელიფსეს ფორმა მისი კანონიკური განტოლების მი– 

ხედვით. რადგან (1.3) განტოლება X და ყ ცვლადებს შეიცავს მხო- 

ლოდ ლუწ ხარისხებში, ამიტომ ელიფსი სიმეტრიულია საკოორდინა–- 

ტო ღერძების მიმართ. ამის გამო საკმარისია ·„დავადგინოთ ელიფსის 

ფორმა საკოორდინატო საბრტყის პირველ მეოთხედშე. რადგან პირ- 

ველ მეოთხედში X2>0 და ყ>>0, ამიტომ (1.3) განტოლებიდან გამომ- 

დინარე ცხადია, რომ ელიფსის ის ნაწილი, რომელიც მოთავსებულია 

პირველ მეოთხედში, წარმოადგენს 

ყ=-- ფჯ (1.4) 

ფუ§ქციის გრაფიკს, როცა 0=X#<0. (1.4) განტოლებიდან ჩანს, რომ 

X-ის 0-დან თ-ლმდე ზრდისას, ყ მცირდება ხ-დან 0-მდე. მაშასადაძე 
ელიფსის ის ნაწილი, რომელიც მოთავსებულია პირველ მეოთხედში, 
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წარმოადგენს რკალს ბოლოებით 8: (0; ჩი) და 45:(თ; 0) წერტილებში 

(ნახ. 31). თუ 'გავითვალისწინებთ ელიფსის სიმეტრიულობას, დავასკვ- 

ნით, რომ ელიფსს აქვს 31-ე ნახახზე გამოსახული ფორმა. 

საკოორდინატო ღერძებთან ელიფსის გადაკვეთის წერტილებს 

ელიფსის წვეროები ეწოდება. ელიფსის სიმეტრიულობიდან გამომდი- 

ნარეობს, რომ მისი წვეროებია #4) (–ძ; ე), 8, (0; –-ხ), #42 (თ; 09) 

და 8:(0; ხ) (ნახ. 31). 

4.45 და 8,8: მონაკვეთებს, აგრეთვე მათ 20 და 2ხ სიგრძეებს 

(თ>ხ), ეწოდება ელიფსის «დიდი და მცირე ღერძები, ხოლო 0 და ხ 
რიცხვებს კი დედი და მცირე ნახევარღერძები. ღერძების გადაკვეთის 

წერტილს ელიფსის ცენტრი ეწო- 

  

ს 
| დება. 

შე განვიხილოთ ელიფსის ერთ- 
“ ს ერთი რიცხვითი მახასიათებელი 

3-'ი:ი) ე. წ. ექსცენტრისიტეტი. ელიფ-   

მადა : “სის. ექსცეინრტრისიტეტი ეწოდება 
(0.-ხ) ფოკუსებს შორის მანძილის ფარ- 

დობას დიდ ღერძთან და აღინიშ- 

ნება ტ ასოთი. ე. ი. 
  
ნახ. 31 

რადგან C<ძ, ამიტომ 6<1. ექსცენტრისიტეტი ახასიათებს ელიფსის 
ფორმას. მართლაც 

ეუეაეაეასა “–' 
აქედან ჩანს, რომ რაც უფრო მცირეა ექსცენტრისიტეტი, მით უფრო 

ნაკლებად განსხვავდება ერთისაგან ელიფსის ნახევარღერძების ფარ– 

დობა, ე. ი. მით უფრო ახლოსაა ელიფსის ფორმა წრეწირის ფორმას- 

თან. ზღვრულ შემთხვევაში, როცა ხ=ძთ (2=0) ფოკუსები ერთმანეთს 

ემთხვევა და მიიღება ი რადიუსიანი წრეწირი #2+ყ2=0?, პირიქით, 
რაც უფრო მცირედ განსხვავდება ექსცენტრისიტეტი ერთისაგან, ფარ- 

დობა -0. მით უფრო მცირედ განსხვავდება ნულისაგან და მით უფრო 
ი 

გაჭიმულია ელიფსი ღიდი ღერძის გასწვრივ. 

ახლა გამოგიყვანოთ ელიფსის პარამეტრული „განტოლებები. განვი- 

ხილოთ 0 რადიუსიან წრეწირი რომლის ცენტრი ემთხვევა (1.3) 
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ელიფსის ცენტრს (ნახ. 32). ავიღოთ ელიფსის ნებისმიერი /VM (X; V) 

წერტილი. M# წერტილზე გავავლოთ 0Vყ ღერძის პარალელური წრფე, 
რომელიც წრეწირს გადაკვეთს ” წერტილში, ხოლო C0X ღერძს V 
წერტილში. 

აღვნიშნოთ I1-თი წერტილის პოლარული კუთხე (09<1=<2ჯ4:0, 

გამოვსახხოთ /M/ წერტილის დე- 

კარტის X და V ,კოორდინატები | 
1-ს სამუალებით. ცხადია X არის ! 

აგრეთვე ” წერტილის აბსცისა. | 
თუ გავიხსენებთ კავშირს დეკარ- 

ტისა და პოლარულ კოორდინა- ' 
ტებს შორის (III თავის § 2), მ M L 

გვექნება 
X = თ-·0051. (1.5) 

ელიფსის (1.3) განტოლებიდან 

გვაქვს 
9 

ყ? = “- (ც2 –- ჯ”. 

  
ნახ. 32 

ს ამ ტოლობაში შევიტანოთ ჯ-ის მნიშვნელობა (1.5)-იდან, მივიღებთ. 

ხ? 
ყI=-- (თ? –– ი? C052/) = ხ? §1ი””. 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ §!10 1 და ყ-ს აქვთ ერთიდაიგივე ნიშანი,. 

გვექნება 
ყ =ხ3I)ი1. 

ამრიგად, ელიფსის ნებისმიერი VI (X; ყ) წერტილისათვის გვაქვს 

(ილი (6 <1 < 2). (1.6). 
ყ=ხ5)ი! 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ ნებისმიერი ჯ-სათვის (1.6)· ტოლობე-. 

ბით განსაზღვრული წერტილი ძევს (1.3) ელიფსზე. 

(1.6)-ს ეწოდება ელიფსის პარამეტრული განტოლებები. 

შევნიშნოთ, რომ თუ ხ>0თ, მაშინ (1.3) განტოლება განსაზღვრავს. 
ელიფსს, რომლის ფოკუსები მდებარეობს 0ყ ღერძზე სათავის სიმეტ- 

რიულად და რომლის ნებისმიერი წერტილიდან ფოკუსებამდე მანძი–. 

ლების ჯამი უდრის 2ხ-ს. : 
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§ 9. პიპერბოლა 

განსაზღვრება 2.1. ჰიპერბოლა ეწოდება სიბრტყის ყველა 
იმ წერტილთა სიმრავლეს, რომლის ყოველი წერტილიდან ორ მოცე- 

მულ, ფოკუსებად წოდებულ წერტილამდე მანძილების სხვაობის მო- 

დული ერთიდაიგივე მუდმივი სიდიდეაბ. 
აღვნიშნოთ ფოკუსები #, და ჩე-ით. ვთქვათ ფოკუსებს შორის 

მანძალია 20, ხოლო ჰიპერბოლის ნებისმიერი წერტილიდან ფოკუსე–- 

ბამდე მანძილების სხვაობის მოდული უდრის 2თ-ს (განსაზღვრებით 

2ძ<20). 

შევარჩიოთ კოორდინატთა სისტემა ისე, რომ ფოკუსები მდებარე– 

ობდეს 0X ღერძზე, ხოლო კოორდინატთა სათავე –– ჩ)#% მონაკვეთის 

შუაწერტილში (ნახ. 33). ცხადია, რომ ამ სისტემაში ფოკუსების კო- 

ორდიენატებია: 

#ე(–-0; 0) და #ა:(C, 0). 
ვთქვთ ”/#M(X; ყ) ჰიპერბო– 

ლის ნებისმიერი წერტილია. აღვ– 

ნიშნოთ #„, და „ით მანძილები 

VM წერტილიდან ფოკუსებამდე 
ნ,(--:0 0 ეთა %X წ) =I#.M I, /”7.=IჩეMVMI. ამ 

რიცხვებს M წერტილის ფოკა- 
ლური რადიუსები ეწოდება. 

  

  

ნახ. 33 განსაზღვრების ძალით 

|ს –– ა | = 20. 

ორ წერტილს შორის მანძილის გამოსათვლელი ფორმულის თანახ- 
მად 

ი=VCX+C0+V9M =ი=VX-–-თ?+V?. 
ამიტომ 

  

IVC + თ? + ყმ--VCC –– თ? +ყ2? | = 29. (2.1) 
(2.1) არის ჰიპერბოლის განტოლება. 

ჰიპერბოლის განტოლება (2.1) სახით პრაქტიკული გამოყენებისა- 

თვის მოუხერხებელია. ამიტომ „დავიყვანოთ ის უფრო მარტივ სახეზე. 

ამ მიზნით (2.1) ასე გადავწეროთ 

VC + თ? + ყ5=VCV ––- თ! + ყ? + 20. 
  

« იგულისხმება, რომ ეს მუღმივი სიდიდე ნაკლებია ფოკუსებს შორის მან- 

ძილზე. 
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აქედან, ისევე როგორც ელიფსის შემთხვევაში, ტოლობის ორივე ნა- 

წილის კვადრატში ორჯერ აყვანით მივიღებთ 

(01 –– თ?) X2 –– ი? ყ? = 0? (C? -––- 0?). (2.2) 

_ პირობას ძალით 0?-02>0. ამიტომ, თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

V CC-=2ი? =ს, 
მაშინ (2.2) განტოლება მიიღებს სახეს 

ხ? ჯ?  _ ც? ყ?. = თ? ხ?, 

ანუ 

ჯ ყ? 

ადვილია ჩვენება, რომ (2.3) განტოლება (2.1) განტოლების ტოლ- 

ფასია. 
მართლაც, ისევე როგორც ელიფსის შემთხვევაში, მიიღება, რომ, 

როცა X>თ, მაშინ 

C C 
ულ–ჯ+“-შმშ წ=-X#X-–--0, 

ძ ძ 

ხოლო, როცა X=-–-0, მაშინ 

” –-(+>->++2) , ი=-(26+-4) · 
ძ ძ 

საიდანაც |/, ––”ე | = 20. 

X2.3) განტოლებას ჰიპერბოლის კანონიკური განტოლება ეწოდება. 

დავადგინოთ ჰიპერბოლის ფორმა მისი კანონიკური განტოლების 

მიხედვით. რადგან (2.3) განტოლება X და Vყ ცვლადებს შეიცავს მხო– 

ლოდ ლუწ ხარისხებში, ამიტომ პიპერბოლა სიმეტრიულია საკოორდი- 

ნატო ღერძების მიმართ. ამის გამო საკმარისია დავადგინოთ ჰიპერბო- 

ლის ფორმა საკოორდინატო სიბრტყის პირველ მეოთხედში. რადგან 

პირველ მეოთხედში X>>0 და ყ>0, ამიტომ (2.3) განტოლებიდან გა- 

მომდინარე ცხადია, რომ ჰიპერბოლის ის ნაწილი, რომელიც მოთავსე– 

ბულია პირველ მეოთხედში წარმოადგენს 

= 0 V>2 - ი. (2.4) 
რ 

ფუნქციის „გრაფიკს, როცა X>>0. (2.4) განტოლებიდან ჩანს, რომ ჯ-ის 

ზრდისას ძ-დან + 9-მდე, ყV იზრდება 0-დან + C-მდე, ე. ი. როდესა: 
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X მიისწრაფვის - --საკენ, მაშინ ჰიპერბოლის VI (X; ყ) წერტილი 

მიისწრაფვის CC-საკენ". 
ვაჩვენოთ, რომ # წერტილი მიისწრაფვის უსასრულობისაკენ ისე, 

რომ იგი უსაზღვროდ უახლოვდება 

C 

წრფეს. 
ავიღოთ ნებისმიერი X > 0 და განვიხილოთ ორი წერტილი /VMV! (X; ყ) 

და V (X; ყ'), სადაც 

ყ= ნVX#- 2, ყ = -9% ». 

თ ძი 

ცხადია, რომ #M წერტილი ძევს ჰიპერბოლაზე, ხოლო M წერტილი 

(2.5) წრფეზე. შევნიშნოთ, რომ 

ყ= “2-2 <0 V 7 = 0» =V. 
რთ ძ ძ 

ეს ნიშნავს, რომ პირველ მეოთხედში ჰიპერბოლის ყოველი წერტილი 
ძევს (2.5) წრფის შესაბამისი წერტილის ქვემოთ. გამოვთვალოთ MM 

მონაკვეთის სიგრძე: 

ხ იხ ; 
M =- I/ = 2 2% -- აეაეაეაეუეე'ე'ე'ეა'„აე. 

I/M#MM | = ყ,–ყ -2 (X- V+X თ )=-–-–უა > 

აქედან ჩანს, რომ როცა X მიისწრაფვის + %-საკენ, მაშინ |#V | მი- 

ისწრაფვის 0-საკენ და # წერტილიდან (2.5) წრფემდე M# მანძილი 

(ნახ. 34) მითუმეტეს მიისწრაფვის ნულისაკენ. 

  

  

“” ჩ(ით.00 X #X+X 

ნახ. 34 

>. 

« წერტილი მიისწრაფვის C0-საკენ ნიშნავს, რომ მისი ერთი მაინც კოორდინატი 

მიისწრაფვის 90-საკენ. 

128



ამრიგად, როცა M წერტილე მიისწრაფვის უსასრულობისაკენ, მა- 

შინ ის უსახღვროდ უახლოვდება V#= ხა X წრფეს. 
ძ 

ანალოგიური თვისება გააჩნია ჰიპერბოლის სხვა ნაწილებსაც. სა- 

ხელდობრ, ჰიპერბოლის მესამე მეოთხედში მოთავსებული ნაწილი 

უახლოვდება იმავე (2.5) წრფეს, ხოლო მეორე და მეოთხე მეოთხე– 

დებში მოთავსებული ნაწილები კი 

ყლ–--–Xჯ (2.6) 
თ 

წრფეს. 
(2.5) და (2.6) წრფეებს უწოდებენ ჰიპერბოლის ასიმპტოტებს. 

„კხადია, რომ ასიმპტოტები წარმოადგენენ 0X და 0ყ ღერძების 

მიმრთ სიმეტრიული იმ მართკუთხედის დიაგონალების შემცველ 

წრფეებს, რომლის გვერდის სიგრძეებია შესაბამისად 2თ და 2წ. 

ყ +.“ 
– ა: 52 

L 8ზაე(0. სხ) « 
  

  

წ,/(-C.0) M,(-0,0) > 9 – ჩე(0:0) ჩწ.C,0 

– M» 
– შ“ძს 

–“ “ა 

– “> – 

        
ნახ. 35 

თუ გავითვალისწინებთ ჰიპერბოლის სიმეტრიულობას, დავასკვნით, 
რომ ჰიპერბოლას აქვს 35-ე ნახაზზე გამოსახული ფორმა. 

პიპერბოლის კანონიკური განტოლებიდან გამომდინარეობს, რომ 

სიმეტრიის 0ყ ღერძი ჰიპერბოლას არ კვეთს, ხოლო სიმეტრიის 0X 

ღერძი პიპერბოლას კვეთს 4, C–ძ; 0) და #2(ი; 0) წერტილებში. ამ 

წერტილებს ჰიპერბოლის წვეროები ეწოდება. სიმეტრიის ღერძების 

გადაკვეთის წერტილს ჰიპერბოლის ცენტრი ეწოდება. 

4)4ა მონაკვეთს და აგრეთვე მის 2ძ სიგრძეს ეწოდება ჰიპერბო- 
ლის ნამდვილი ღერძი, ხოლო 8, (0; –-ხ) და 85(0; ხ) წერტილების 
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შემაერთებელ მონაკვეთს და აგრეთვე მის 20 სიგრძეს ეწოდება ჰი–- 

პერბოლის წარმოსახვითი ღერძი. ი და ხ რიცხვებს შესაბამისად ჰი- 

პერბოლის ნამდვილი და წარმოსახვითი ნახევარღერძები ეწოდება. 

განვიხილოთ ჰიპერბოლის ერთ-ერთი რიცხვითი მახასიათებელი 

ე· წ. ექსცენტრისიტეტი. ჰიპერბოლის ექსცენტრისიტეტი ეწოდება 

ფოკუსებს შორის მანძილის ფარდობას ნამდვილ ღერძთან და აღინი'მ- 

ნება 6 ასოთი. ე. ი. 

რადგან. C > ძ, ამიტომ 6>>=1. გაიდა ამისა 

ა.” .– რი (#4 

აქედან ჩანს, რომ ჰიპერბოლის ასიმპტოტების კუთხური. კოეფიციენ– 

ტებე განისახღვრება ექსცენტრისეტეტით. მაშასადამე ჰიპერბოლის 

ფორმა გარკვეულად ხასიათდება ექსცენტრისიტეტით. 

ჰიპერბოლას, რომლის ნამდვილი და წარმოსახვითი ღერძები ტო- 

ლია, ე. ი, ი=ხ, ტოლფერდა ჰიპერბოლა ეწოდება. ტოლფერდა ჰი– 

პერობოლის კანონიკურ განტოლებას აქვს სახე 

ჯბ _ ყ? == ე? 

მისე ასიმატოტების განტოლებებია ყ=X და ყ=--X მაშასადამე, 

ასიმპტოტები წარმოადგენენ საკოორდინატო კუთხეების ბისექტრი- 

სებს, ტოლფერდა ჰიპერბოლის ექსცენტრისიტეტი 

· /? 9 
შევნიშნოთ, რომ ი –_ + = 1 არის ჰიპერბოლა, რომლის ფო- 

კუსები მდებარეობს 0V ღერძზე სათავის სიმეტრიულად, ნამდვილი 
ნახევარღერქია ხ, ხოლო წარმოსახვითი ნახევარღერძია თ. 

§ ვ. ელიფსისა და პიპერგოლის დირექტრისები 

ვთქვათ ელიფსი მოცემულია კანონიკური სახის განტოლებით 

2 2 (აა 
ი“ ხ? 

სადაც 0 > ხ- 
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რ 
წრფეებს X= - და X=- – ეწოდება ელიფსის შესაბამისად 

მარჯვენა და მარცხენა დირექტრისები. რადგან ელიფსის ექსცენტრისი- 

ტეტი 6<1, ამიტომ დირექტრისები ელიფსს არ კვეთს (ნახ. 36). 

თეორემა 3.1. ელიფსის 

ყოველი წერტილიდან ფოკუსამდე " ო ძი 
და შესაბამის დირექტრისამდე მან- 

ძილების ფარდობა ამ ელიფსის 

უქსცენტრისიტეტის ტოლია. წ 

დამტკიცება. ეთქვათ 
#0 ყ) ელიფსის ნებისმიერი 
წერტილია. მისი ფოკალური /, 

  

  

      

< 
' 

ო 

= 

= 
– 

ღ
 

· 

ქტ «9
 თ 

ნახ. 36 
და /#ე რადიუსებისათვის გვაქვს 

”ს=0+-“Xჯ=0+6, ხლა.“ X=6-–-თ, (3.1) 
0 ძ 

მანძილები #M წერტილიდან მარცხენა და მარჯვენა დირექტრისებამდე 

აღვნიშნოთ შესაბამისად ძ.; და ძი-ით. მაშინ 

ძი C=-5%" +X ძ.=--». (3.2) 
C C 

(3.1) და (3.2) ტოლობებიდან გვაქვს 

  

” 0 + 6X გ 
–=-= , 

რ 
1 ––- +Xჯ 

C 

ძე ი” 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ახლა განვიხილოთ ჰიპერბოლა, რომლის განტოლებაა 

  X# _ 9 _ I, 
თ? ხ? 

წრფეებს X=-“. და X= –“ ეწოდება ჰიპერბოლის შესაბამისად მარჯ– 
%9 
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ვენა და მარცხენა დირექტრისები. რადგან ჰიპერბოლის ექსცენტრისი– 
ტეტე 6>1, ამ-ტომ „დირექტრისები ჰიპერბოლას არ კვეთს (ნახ. 37). 

თეორემა 3.2. ჰიპერბოლის ნებისმიერი წერტილიდან ფოკუ- 

სამდე და შესაბამის ·„დირექტრისამდე მანძილების ფარდობა ამ ჰიპერ- 

ბოლის ექსცენტრისიტეტის ტო- 
ლია. 

დამტკიცება. ვთქვათ 
VI (X; ყ) ჰიპერბოლის ნებისმიერი 

წერტილია. მისი ფოკალური /#. 

და ”ე რადიუსებისათვის გვაქვს 

C 
–X+4+0ძ 
ძ 

  

”, = = |6X -+- 0 I, 
    

  

” ე= (+-4 =|)6X–--ი|- (3.3) 
მ   ნახ. 37 

მანძილები M წერტილიდან მარცხენა და მარჯვენა დირექტრისამდე 

აღვნიშნოთ შესაბამისად ძე) და ძე-ით. მაშინ 

        
ძ=)X+-“) ძ=|)ჯ--რ%. (3.4) 

0 C 

(3.3) და (3.4) ტოლებებიდან გვაქვს 

ხნ _' |02X+2ძ0! –___ |6C–-0| =გ 

ძე. ჯ + 0. 2 V–-– 0. 

6 6   

  

    
თეორემა დამტკიცებულია 

ელიფსისა და ჰეაპერბოლის ზემოთ დამტკიცებული თვისება შეიძ- 

ლება მივიღოთ ამ წირების „გგანსაზღვრებად. 

სიბრტყის ყველა იმ წერტილთა სიმრავლე, რომლის ყოველი წერ– 

ტილიდან ფოკუსამდე და შესაბაპძის დირექტრისამდე მანძილების 

ფარდობა ერთიდაიგივე 6 მუდმივია არის ელიფსი, როცა 6<1 და 

ჰიპერბოლა, როცა 6>1. 

ბუნებრივად ისმის კითხვა: რას წარმოადგენს სიბრტყის წერტილ– 

თა ანალოგიურად განსაზღვრული სიმრავლე, როცა 6=1. როგორც 

შემდეგ პარაგრაფში ვ5§ახავთ, ასეთ წერტელთა სიმრავლე არის მეორე, 

რიგის წირი, რომელსაც პარაბოლა ეწოდება. 

§ 4. პარაბოლა 

განსაზღვრება 4.1. პარაბოლა ეწოდება სიბრტყის ყველა 
იმ წერტილთა სიმრავლეს, რომლის ყოველი წერტილიდან მანძილები 
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მოცემულ წერტილამდე, ე. წ. ფოკუსამდე და მოცემულ წრფემდე, 
ე. წ. დირექტრისამდე, ერთმანეთის ტოლია”. 

აღვნიშნოთ ფოკუსი #-ით, ხოლო მანძილი ფოკუსიდან დ-რექტრი- 

სამდე #0-თი (/-ს პარაბოლის პარამეტრი ეწოდება). შევარჩიოთ კოორ- 

დინატთა სისტემა ისე, რომ 0X ღერძი გადიოდეს # ფოკუსზე დი- 

რექტრისს მართობულად 

და მიმართული იყოს დი- დ 

რექტრისიდან ფოკუსისაკენ. 

კოორდინატთა სათავედ ავი- 

ღოთ ფოკუსიდან დირექ- 
ქტრისაზე დაშვებული პერ- 

პენდიკულარის შუაწერტი- 
ლი (ნახ. 38). ცხადია, რომ ნ(C 

ამ სისტემაში ფოკუსის კო- : 

ორდინატებია #” (+ ი ) , 

ხოლო დირექტრისი” გან- ნახ. 38 

ტოლებაა X = –- · 

M
ო
 

M(->.9) _ M(>.)   

  

M
I
“
<
 

ლ
 
–
 ლ
 

ნ(5:0) %     
ვთქვათ #M (X;, ყ) პარაბოლის ნებისმიერი წერტილია. აღვნიშნოთ 

” და (V-თი მანძილები / წერტილედან შესაბამისად ფოკუსამდე და 

დირექტრისამდე: #= |VI/I I, ძ= | VVVI. . განსახღვრების ძალით ”=Vთ. 

ცხადია, რომ თუ წერტილი ეკუთვნის პარაბოლას, მაშინ მისი 

აბსცისა არაუარყოფითია (წინააღმდეგ შემთხვევაში ”>ძ). ორ წერ- 

ტილს შორის მანძილის გამოსათვლელი ფორმულის თანახმად 

(-V (1-5) 46 450++- 

/# (2-6 +# +++. რა 
(4.1) არის პარაბოლის განტოლება. ტოლობის ორივე ნაწილის კვად– 

რატში აყვანით მივიღებთ 

მაშასადამე 

3 _ ი –. _ი“ ჯ X+- – 4+ყ=X +92X+-> · 

ანუ 

ყ? = 2იX. (4.2) 
  

  

” იგულისხმება, რომ დირექტრისა არ გადეს ფოკუსზე. 
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ვაჩვენოთ, რომ (4.2) ჯ|განტოლება (4.1) განტოლების ტოლფასია. 

ამისათვის, საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ თუ VI (X; ყ) წერტილის კოორ– 

დინატები აკმაყოფილებენ (4.2) განტოლებას, მაშინ ისინი დააკმაყო– 

ფილებენ (4.1) განტოლებასაც მართლაც, თუ #MI (X; ყ) წერტილის 
კოორდინატები აკმაყოფილებენ (4.2) განტოლებას, მაშინ X>>0, ამი– 

ტომ თუ ყ?-ის მნიშვნელობას (4.2) განტოლებიდან შევიტანთ (4.1) 

განტოლების მარცხენა ნაწილში მივიღებთ: 

'წაუღვალლლი 
= # (X»+ 3) =X++%. 

მაშასადამე (4.1) და (4.2) განტოლებები ტოლფასია. (4.2) განტოლე– 

ბას პარაბოლის კანონიკური განტოლება ეწოდება. 

დავადგინოთ პარაბოლის ფორმა მისი კანონიკური განტოლების 

მიხედვით. რადგან (4.2) განტოლება ყ ცვლადს შეიცავს, მხოლოდ 

ლოწ ხარისხში, ამიტომ პარაბოლა სიმეტრიულია 0X ღერძის მიმართ. 

ამის გამო საკმარისია დავადგინოთ პარაბოლის ფორმა საკოორდინატო 

სიბრტყის პირველ მეოთხედში. ვინაიდან პირველ მეოთხედში V>>90, 

ამიტომ (4.2) განტოლებიდან გამომდინარე ცხადია, რომ პარაბოლის 

ის ნაწილი, რომელიც მოთავსებულია პირველ მეოთხედში, წარმოად– 

გენს #= V20X ფუნძცის გრაფიკს. თუ გავითვალისწინეთ პარაბო- 

ლის სიმეტრიულობას, დავასკვნით, რომ პარაბოლას აქვს 39-ე ნახაზზე: 

გამონახული ფორმა. 

სიმეტრიის 0X ღერძს პარა- 

ბოლის ღერძი ეწოდება. სიმეტ- 

რიის ღერძთან პარაბოლის გადა- 

8 - კვეთის წერტილს, პარაბოლის. 

წვერო ეწოდება. 
პარაბოლის განსაზღვრებიდან 

გამომდინარე მისი ექსცენტრისი- 

ტეტი 

3 

ნახ. 39 __. 

ძ 

შევნიშნოთ, რომ განტოლება X?=2/V განსაზღვრავს პარაბოლას 

რომლეს წვერო კოორდინატთა სათავეშია 'და სიმეტრიის ღერძია 0ყ. 
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§ ნ. მეორე რიბის წირების ბანტოლებები პოლარულ 

კოორდინაბებფი 

ვთქვათ მოცემული გვაქვს მეორე რიგის წირი –– ელიფსი, ჰიპერ- 
ბოლა ან პარაბოლა (ჰიპერბოლის შემთხვევაში „განვიხილავთ მის ეოთ- 

ერთ შტოს). დავუშვათ /” არის ამ წირების ფოკუსი. 

განვიხილოთ პოლარულ კოორდინატთა სისტემა, რომლის პოლუ- 

სია #, ხოლო პოლარული ღერძის მამართულება ემთხვევა ” ფოკუ- 

სის უახლოესი წვეროდან ამ ფოკუსისაკენ მიმართულებას. 

წირის ნებისმიერი # წერტილის პოლარული კოორდინატები იყოს 

0 და დ. როგორც. ვიცით ადგილი აქვს ტოლობას (იხ. § 3). 

,” 
–=60, 5.1 ძ (5.1) (0) 

სადაც რ ექსცენტრისიტეტია, # 

არის M წერტილის ფოკალური 

რადიუსი, ხოლო ძ –– მანძილი /V 

წერტილიდან # ფოკუსის მშმესაბა- ს 

მის დირექტრისამდე. რადგან პო- 

ლუხი ემთხვევა # ფოკუსს, ამი- 
ტომ (=0 (ნახ. 40). 

  

  

  

ცხადია 

ძ = 0VI = LM = LX + ჩMV = 

= IX” + 0 003 დ. ნახ. 40 

თუ #7 და ძ-ს მნიშვნელობებს შევიტანთ (5.1) ტოლობაში, მივიღებთ 

ი 
იწ გიის =C 5.2 
#VI' + 0 005 დ (5.2) 

ი-ს მნიშვნელობა დ = –უ--სათვის წარმოადგენს # ფოკუსში გამავალ. და 

ღერძის მართობულ ## მონაკვეთის / სიგრძეს, რომელსაც აღებული წირის 

ფოკუსური პარამეტრი ეწოდება (პარაბოლის შემთხვევაში ფოკუსური 

პარამეტრი #0 ემთხვევა პარაბოლის პარამეტრს). დ-ს ამ მნიშვნელობი– 

სათვის (5.2) ტოლობიდან გვაქვს 

-”ჩ .- (§, 
MI 

საიდანაც 

ჩწნ= #. 
6 
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თუ M0-L-ის ამ მნიშვნელობას ჩავსვამთ (5.2) ტოლობაში მივიღებთ 

იჩ =  ”" · (5.3) 

1-–- 2ილ005დთდ 

ეს წარმოადგენს ელიფსის განტოლებას პოლარულ კოორდინატებში, 

როდესაც 6<1%, პარაბოლის განტოლებას, როცა 6=1 „და ჰიპერბო- 

ლის ერთი მტოს განტოლებას, როდესაც 6>1. 

შევნიშნოთ, რომ (5.3) მოგვცემს ჰიპერბოლის მეორე შტოს, თუ 

შევთანხმდებით, რომ უარყოფითი რადიუს-ვექტორის შემთხვევაში 

ჰიპერბოლის წერტილი ძევს რაღიუს-ვექტორის გაგრძელების საწი- 

ნააღმდეგო მიმართულებაზე. 

ვნახოთ ახლა, თუ როგორ შეიძლება შევადგინოთ მეორე რიგის 

წირის კანონიკური სახეს განტოლება დეკარტის მართკუთხა კოორდი- 

ნატებში, თუ ცნობილია მისი (5.3) განტოლება პოლარულ კოორდინა- 

ტებში (იგულისხმება, რომ დეკარტის კოორდინატთა სისტემა შერჩე- 

ულია ისე. როგორც ამ წირების კანონიკური განტოლების გამოყვანის 

დროს. ამასთან აბსცისთა ღერჭის მიმართულება ემთხვევა პოლარულა 

ღერძის მიმართულებას). განვიხილოთ თითოეული წირი ცალ-ცალკე. 

I. თუ 6=1, მაშინ (5.3) პარაბოლის განტოლებაა, რომლის კანო– 

ნიკურა განტოლება დეკარტის“ კოორდინატებში იქნება 

ყ? = 2 იX. 

II. თუ 6<1, მაშინ (5.3) წარმოადგენს ელიფსის განტოლებას, 

რომლის კანონიკური განტოლებაა 

ჯ? ყ? 

ს? ' ს 
ცხადია, რომ ჩ”(–-%ი0: 0) პოლუსის აბსცისის შესაბამისი წერტილის 

ორდინატი ელეფსზე იქნება V= >ი, ე. ი.. 

დ ი? 

აქე დან 

ი? 
ტ/? –“- == 1. + გ 

საიდახაც 

ი 
– 5.5 

V1–-2? (5-5) 

” იმ შემთხვევაში, როცა C = 0, (5.3) განტოლებიდან გეაქვს 0 = 0 = ლ0ი§5ხ. ეს 

არის 0 რადიუსიანი წრეწირის განტოლება ცენტრით კოორდინატთა სათავეში, 
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მეორეს მხრივ (5.4)-დან „გვაქვს 

2 __ 8 2 

“2 4+%=) 
აქე დან 

ხ? = ძ.ი. (5.6) 
(5.5) და (5.6)–დან გვაქეს 

ი = -“ · (5.7) 

ამრიგად, თუ ელიფსის განტოლება მოცემულია პოლარულ კოორ- 

დინატებში, მაშინ მისი ნახევარღერძები გამოითვლებიან (5.5) და (5.7) 

ფორმულებით. 

III. თუ 6>1, მაშინ (5.3) წარმოადგენს ჰიპერბოლის განტოლე- 

ბას, რომლის კანონიკური განტოლებაა 

ჯ? ყ? 

–_” 

ცხადია, რომ # (C; 0) პოლუსის აბსცისის შესაბამისი წერტილის ორ– 

დინატი ჰიპერბოლაზე იქნება ყ= +0ნ. ე. ი. 

  

(? ი? 
ი _ ჩ I (5.8) 
ი? ხ? 

აქედან 
9 

# აჩ I, 
ც? 

საიდანაც 

ი 
ხ == _– ი. (5.9) 

V60?--1 
მეორეს მხრივ (5.8)-დან გვაქვს 

ეც? -L ხ? _ ი. _ , 

ე? _–” 

აქე დან 
ხზ? = ინ. (5.10) 

(5.9), (5.10)-დან გვაქვს 

ი 
ირ=-–-–სსესსაე. 5.11 2-1 (5.11) 

ამრიგად, თუ ჰიპერბოლის განტოლება მოცემულია პოლარულ 

კოორდინატებში, მაშინ მისი ნახევარღერძები გამოითვლებიან (5. 9) 
და (5.11) ფორმულებით. 
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§ 0. მეორე რიგის წირები, როგორც კონუსური კვეთები 

წრიული კონუსი ეწოდება ზედაპირს, რომელიც მიიღება წრფის 

წრიული ბრუნვით მისი თანამკვეთი წრფის (ბრუნვის ღერძი) გარშე– 
მო. მბრუნავ წრფეს მის ნებისმიერ მდებარეობაში კონუსის მსახველი 

ეწოდება, ხოლო წრფეთა თანაკვეთის (უძრავ) წერტილს –– კონუსის 

წვერო. კონუსი მისი წვეროთა იყოფა ორ ნაწილად, რომელთაც კო– 

ნუსის კალთები ეწოდება. 

მტკიცდება, რომ წრეწირი„ ელიფსი, ჰიპერბოლა და პარაბოლა 

წარმოადგენენ წრიული კონუსისა და იმ სიბრტყეების გადაკვეთის წი- 

რებს, რომლებიც არ გადიან კონუსის წვეროზე. ამის გამო ამ წირებს 

უწოდებენ კონუსურ კვეთებს. 
თუ მკვეთი სიბრტყე კონუსის ღერძის პერპენდიკულარულია, მა– 

შინ კვეთაში მიიღება წრეწირი. 

თუ მკვეთი სიბრტყე კონუსის ღერძის პერპენდიკულარული არ 

არის, ჰკვეთს კონუსის მხოლოდ ერთ კალთას «და არ არის პარალე– 

ლური არცერთი მსახველისა, მაშინ კვეთაში მიიღება ელიფსი. 

| თუ მკვეთი სიბრტყე პარალე– 
ლურია კონუსის რომელიმე მსა- 
ხველისა და ჰკვეთს კონუსის მხო– 

ლოდ ერთ კალთას, მაშინ კვეთაში 

მიიღება პარაბოლა. 

თუ სიბრტყეე ჰკვეთს კონუ- 
სის ორივე კალთას, მაშინ კვეთა–- 

ში მიიღება ჰიპერბოლა (ნახ. 41). 

მეორე რიგის წირებს ფართო. 

გამოყენება აქვთ მეცნიერებისა 

და ტექნიკის სხვადასხვა დარგებ- 
ში. მოვიყვანოთ ზოგიერთი მაგა–- 

ლითი. 

1) ცნობილია, რომ მზის სისტე– 

მის პლანეტების მოძრაობის ტრა- 

ექტორიები წარმოადგენენ ელიფ- 

სებს ერთი საერთო ფოკუსით, 

რომელშიც მოთავსებულია მზე. 

  

  
ნახ. 41 

2) თუ სინათლის წყაროს მოვათავსებთ პარაბოლის ფოკუსში, მა– 

შინ სინათლის სხივები პარაბოლიდან აერეკლებიან პარაბოლის ღერ– 

ძის პარალელურად. ამ თვისებაზეა დამყარებული პროჟექტორის მუ–- 

შაობის პრინციპი. 
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3) მექანიკიდან ცნობილია, რომ დედამიწის ზედაპირიდან ჰორე- 

ზონტისადმი რაიმე კუთხით გაშვებული რაკეტა, რომლის საწყისი სიჩ– 

ქარეა შ0=11,2 კმ/წმ (II კოსმოსური სიჩქარე) იმოძრავებს რა პარა- 

ბოლაზე, უსასოულოდ დამორღება დედამიწის ზედაპირს. თუ ში სა–- 

წყისი სიჩქარე მეტია 11,2 კმ/წმ-ზე, რაკეტა კვლავ უსასრულოდ შორ- 

დება დედამიწის ზედაპირს, ისე რომ მისი მოძრაობის ტრაექტორია 

იქნება ჰიპერბოლა. თუ ში საწყისი სიჩქარე ნაკლებია 11,2 კმ/წმ, მა– 

შინ რაკეტა იმოძრავებს ან ელიფსზე, ან „დაეცემა დედამ-წის ზედა– 

პირზე, ან გადაიქცევა მის ხელოვნურ თანამგზავრად. 

§ 7. მართკუთსა კოორდინატთა სისტემის გარდაჰმნა 

ანალიზური გეომეტრიის მრავალი ამოცანის ამოხსნისას მეზანშე- 

წონილია კოორდენატთა მოცემული სისტემა შევცვალოთ კოორდი- 

ნატთა ახალი სისტემით, რომელ- 

საც უფრო მოხერხებული მდება- ყ შ 

რეობა აქვს მოცემული ამოცანის 

ამოჯუსნისათვის. ამ დროს საზოგა- თL - – 0 _ MM 

დოდ იცვლება, როგორც წერტი- I 
ლის კოორდინატები, ისე წირთა | 

განტოლებებიც; ამიტომ ბუნებრი- L- =.. 

ვად ისმება ამოცანა: როგორ ვი- 6 5 I 

! 

I 

  

პოვოთ წერტილის კოორდინატე- 

ბი კოორდინატთა ახალ სისტემაში, _” 

თუ ცნობილია ამ წერტილის კო- დ | 

ორდინატები კოორდინატთა მო- 

ცემულ ანუ ძველ სისტემაში. გახ– 

ვიხილოთ კოორდინატთა გარდა- 

      
ქმნის სხვადასხვა შემთხვევები. ნახ. 42 

1 კოორდინატთა სისტემის პარალელური გა– 

დატანა. ვთქვათ კოორდინატთა მოცვგმულ 0XVყ სისტემაში „VI წერ- 

ტილის კოორდინატებია X და ყ. განვიხილოთ კოორდინატთა აბზალი 

სისტემა, რომლის სათავეა 07” (თ; ხ) წერტილი (ი და ხ რიცხვები წარ– 

მოადგენენ 0” წერტილის კოორდინატებს 0XV/ სისტემაში), ხოლო C”X” 

და 0”/ყ” საკოორდინატო ღერძები შესაბამისად CX და Cყ ღერძების 

თანამიმართულია. „I წერტილის კოორდინატები აჩალ C”X7/V” სისტემა- 

ში იყოს ჯ” და ყ”, VI წერტილიდან გავავლოთ საკოორდინატო ღერძების. 

პერპენდიკულარული წრფეები. მათი ღერძებთან გადაკვეთის წერტი-. 
ლები აღვნიშნოთ , C, L” და C” ასოებით, ხოლო ძველი და აზალი 

ღერძების გადაკვეთის წერტილები /#? და 5-ით (ნახ. 42). 
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ცხადია, რომ 

X=095=01+)08=0L + 0” =9+X, 

ყ=00=05+50=05 + 0” = ხ +V', 

(0-1 '7.ს) 

ყ=V' +ხ. 
(7.1) წარმოადგენს ფორმულებს, რომელთა საშუალებით გამოითვლე– 

ბა წერტილს ძველი კოორდინატები, თუ ცნობილია ამ წერტილის 

"ახალი კოორდილატები. 

(7.1)-დან ვღებულობთ 

X = Xჯ-–0) 

IV-V -ა. C2 
(7.2) ფორმულებით ვპოულობთ წერტილის ახალ კოორდინატებს, თუ 

„ცნობილია მისი ძველი კოორდინატები. 

92. კოორდინატთა სისტემის მობრუნება. კოორდინატთა 

+0Xყ სისტემა მოვაბრუნოთ 0 სათავის გარშემო გარკვეული 0 <- თ <- 2 

კუთხით 0X”ყ” მდებარეობამდე 

ყ (ნახ. 43) ვთქვათ კოორდი–- 

ნატთა მოცემულ 0XV. სისტე- 
მაში // წერტილის კოორდი- 

ღერის“ , ნატებია X და ყ, ხოლო ახალ 

“ |: XX 0X”ყ” სისტემაში –– »” და ყ”. 

– ი და დ იყოს M წერტილის 
3 | კოორდინატები პოლარულ კო- 

წ | ორდინატთ. იმ სისტემაში, 

რომლის პოლუსია 0 წერტი- 

ლი, ხოლო პოლარული ღერ- 
ძია 0X ღერძი. ასევე, 0 და C” 

ნახ. 43 იყოს M წერტილის კოორ- 
დინატები პოლარულ კოორ» 

·დინატთა იმ სისტემამი„ რომლის პოლუსი. 0 წერტილი და პოლარული 

«ღერძია 0» ღერძი. ცხადია, რომ ორივე სისტემაში (0 = | 0M |, ხოლო 

დ=Vი +თ, როც თ<დ და (რი=დთ -+თ-–-2ი, როცა C> დ. 
თუ გავითვალისწინებთ კავშირს წერტილის პოლარულ და დეკარ- 

ტის კოორდინატებს მორის, გვექნება 

ალ
. 

  

X=0ბ05დ, ყ=ი35დღC, 

X= 0005C”, ყ = 035)ი დ”, 
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ანუ 

X = 0005Cდ = 0008(V” –> თ) = 0 (C05(” 005 Cთ.–– §1ი რ” 5II თ) = 

= 0 005 თ” C05 თ–– 0 510 C” 51ი X = X” 005Cთ –– ყ#” 510.0; 

ყ=05Iიდ =0 §Iი(Cთ' -- თ) = 0(5I1 დ C005C –- C05 CV” 510 თ) = 

= 0 005 დ” 51ი C + 0 5Iი დ” C05თ = X 511 თ + ყ' C05თ. 

ამრიგად 

I X= X 005Cთ –– ყ” 510 თ (7-3), 

ს ყ-=ჯ5I1Cთ + Vყ' ლ05Cთ. 

_. (7.32) ფორმულებით გამოისახება წერტილის ძველი კოორდინატე– 

ბი ახალი კოორდინატების სამუალებით. 

თუ განტოლებათა (7.3) სისტემას ამოვხსნით- X” და ყ”-ის მიმართ, 

მივეღებთ წერტილის ახალე კოორდინატების ძველი კოორდინატებით. 

გამოსახვის ფორმულებს 

: IX = X005Cთ + ყ5II1 > 

ს” =–-ჯ50თ + ყ0050C. 

8 კოორდინატთა სისტემის გარდაქმნის ზო- 
გადი შემთხვევა განვიხილოთ ახლა კოორდინატთა ახალი 

C”X”ყ” სისტემა, რომელიც მეიღება ძველი 0XVყ სისტემისაგან, თუ სა- 

თავეს გადავიტანთ C” (ით; ხ) წერტილში, ხოლო საკოორდინატო ღერ- 

ძებს მოვაბრუნებთ თ კუთხით. 

(7.1) და (7.3) ფორმულების „გამოყენებით მივიღებთ: 

(7.4)' 

სალი 005 თ –– ყ' 510.თ (7.5. 

ყ=ლ=ხ+X 50თ + ყ 0050. 

ასე გამოისახება წერტილის ძველი კოორდინატები ახალი კოორ- 

დინატებით. 

ანალოგიურად (7.2) „და (7.4) ფორმულების გამოყენებით მივიღებთ: 

წერტილის ახალი კოორდინატების გამოსახვას ძველი კოორდინა- 

ტებით 

IV =(X-0)005-+L (ყ –– ნხ)5I0თ 

სყ ლ––(-–-ძ))ით +(ყ--ხ)005Cთ. 

§ მ. მეორე რიგის წირების ზოგადი განტოლების გამარტივება 

ანალიზური გეომეტრიის ერთ-ერთ ძირითად ამოცანას წარმოად- 

გენს წირის გეოძეტრიული თვისებების შესწავლა მისი განტოლების 

მეხედვით. ამ ამოცანის ·გადაწყვეტა მით უფრო მარტივია, რაც უფრო 

მარტივია წირის განტოლება. 
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განვიხილოთ მეორე რიგის წირის ზოგადი განტოლება 

#ტX+28X/+Cხ!' +-20X-+-2ნყ +” =0. (8.1) 

"შევარჩიოთ კოორდინატთა ახალი სისტემა ისე. რომ ამ სისტემის მი–- 

მართ (8.1) განტოლებას ჰქონდეს რაც შეიძლება მარტივი სახე. ამას– 

თან ერთად შევისწავლოთ საკითხი: ზემოთ განხილული წრეწირის, 

ელითსეს, ჰიპერბოლის და პარაბოლის „გარდა არსებობენ თუ არა კი- 

დევ სხვა მეორე რიგის წირები. 

ლემა 1. #=/404C--8? ინვარიანტულია (უცვლელია) კოორდინატ– 

თა სისტემის გარდაქმნის მიმართ. 

დამტკივება. ჯერ განვიხილოთ CIXX/ სისტემის პარალელუ–- 

რი გადატანით მეღებული C0”ჯX ს სისტემა სათავით C” (Xი; ყი) წერ- 

ტილში. როგორც ვიცით 

X =X + X, V =V +ყი· 

ახალ სისტემაში (8.1) განტოლება მიიღებს სახეს 

4X” +28XV+C6Vსყ” +209X +2ჩნ/V + # =0, (8.2) 
სადაც 

I =4X+8ყ.+Lს, ”=8X+C6ყ.+L, 

#M= #X +28XVყაი+CVყნ +20X.-+2წნყი+-L#. (8.3) 

(8.2)-დან ჩა5ს, რომ ამ შემთხვევაში 4C––-8? უცვლელია. 

ახლა განვიხილოთ (X”V სისტემა, რომელიც მიღებულია მოცე–- 
მული 0XყVყ სისტემის თ კუთხით მობრუნებით. როგორც ვიცით 

==.” _ (იდ (1-7 C005Cთ –-ყ” 510 (8.4) 

ყ = X 5I)ით -L ყ” 0050. 

თუ (8.4)ს შევიტანთ (8.1)-ში, მივიღებთ განტოლებას, რომელშიც 

Xჯ'-ის, 2 X ყ-ის და ყ”“ -ის კოეფიციენტები იქნება შესაბამისად 

4'= 40051თ ++28005თ 511 თ + C 5Iი?თ, 

8'= –- 459ით005თ + 8 (ი05”Cთ –– 5)ი” თ) + C5I0თ005თ, (8“5) 

C'= #591ი'თ -–--28ლ05თ5)ით + C 605”თ. 

მარტივი გამოთვლებით მივიღებთ 

4 C - 8" = 40(C05?თ + 5I?თ)? –- 8? (ი05წ თ + 51ი? თ)? = 4C –- 87. 

ლემა დამტკიცებულია. 
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ლეჰა 2. თუ 4C--87?1-+ 0, მაშეინ არსებობს კოორდინატთა ისეთი 

C” X” ყ” სისტემა, რომლის მიმართ (7.1) განტოლებას ექნება სახე: 

4” ჯ' + C” ყე –+ L” = 0. 

დამტკიცება. ჯერ განვიხილოთ 0XV სისტემის პარალელუ- 

რი „გადატანით მიღებული C”X” ” სისტემა სათავით C” (Xი; ყა) წერ- 

ტაილმში, აზალ სისტემაში (8.1) განტოლებას ექნება (8.2) სახე (8.3) კო– 

ეფიციენტებით. შევარჩიოთ ჯი და წყა ისე, რომ (8.2) განტოლებაში 

I) = ს” =0. ე. ი. ადგილი ჰქონდეს ტოლობებს 

( 4XX+ 8ყა+0=90 

L 8X) + CV + ნ =0. 

რადგან #C--825=0, ამიტომ (8.6) სისტემას აქეს ერთადერთი ამო– 

65ახსენი (Xი; ყი). 

თუ (Xი; ყი) არის (8.6) სისტემის ამონახსენი, მაშინ (8.2) განტო– 

ლება მიიღებს სახეს 

(8.6) 

#X 4+28Xყ+C6Vყ + ნ=0. (8.7, 
ახლა განვიხილოთ C”X”ყ” სისტემა, რომელიც მიღებულია C”X”ყ” 

სისრიმის თ კუთხით მობრუნებით. ამ სისტემაში (8.7) განტოლებას 
უქნება სახე 

#4» + 28 X ყ” + C ყი + წ =0, (8.8) 

სადაც #”, 8” და C” გამოითვლებიან (8.5) ფორმულებით. შევარჩიოთ 

« კუთხე ისე, რომ ,87=0. ე. ი. ადგილი ჰქონდეს ტოლობას 

28ლ00:95-2თ>ღ=(4–C0)502თ. 

ლუ 4 = C, მაშინ 00§2 თ = 0 და თ კუთხედ შეიძლება ავიღოთ თ= + 8 

ლუ 4536+-C, მაშინ თ მობრუნების კუთხე განისახღვრება ტოლობიდან 

28 

#-0C 

ამრიგად (8.8) განტოლება მიიღებს სახეს 

#47 ჯ” + C” ყ”” -L L” = ლ: (8 .9) 

ლემა დამტკიცებულია. 
(8.6)-ს ეწოდება მეორე რიგის წირის ცენტრის განტოლებები, 

ხოლო LXი; ყი) წერტილს –– ამ წირის ცენტრი. თუ წირს ერთადერთი 
ცენტრი გააჩნია, მაშინ მას ცენტრიანი წირი ეწოდება. 

Lყ 2თ = 
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46C-8? გამოსახულების ნიშნის მიხედვით მეორე რიგის წირები 

იყოფა სამ ტიპად: 

1. ელიფსური, თუ #4C-–-8'>0; 

9. ჰიპერბოლური, თუ #4#C ––- 87?1<90; 

8. პარბოლური, თუ 4C-–-87=0.2) 

განვიხილოთ ისინი ცალცალკე. 

1 ელიფსური ტიპი. რადგან 4C--8?>0, ლემა 2-ის ძა–- 

ლით (8.1) განტოლება მიიღებს (8.9) სახეს. ამიტომ ლემა 1-ის ძალით 

47C"=4C–-81?2>0. შესაძლებელია შემდეგი შემთხვევები: 

ა) 4/>0, C”>9 და #”<0. მარტივი „გარდაქმნებით (8.9) მიიღებს 
სახეს 

    

„ X 

2 1 966.» 
სადაც 

, / ––”“ 
# C” 

მივიღეთ ელიფსის კანონიკური განტოლება. 

ბ) 47>0, C”>9, #”>0. ამ შემთხვევაში (8.9) მიიღებს სახეს 

  

ჯ ყ _ _ 

0 + ც.-. . 
ამ განტოლებას არ აკმაყოფილებს სიბრტყის არცერთი წერტილის კო– 

ორდინატები, ამიტომ მას წარმოსახვითი ელიფსის განტოლება ეწო– 

დება. 

გ) 4”>9, C”>90, #”=0. მაშინ (8.9) მიიღებს სახეს 

ც? #”” -+L ხ? ყ” = 0, 

სადაც 0ი?=I7, ხ?= C”. მას აკმაყოფილებს ერთადერთი 0” (0; 0) წერ- 

ტილის კოორდინატები. ამ განტოლებას წარმოსახვითი გადამკვეთი 

წოფეთა წყვილის განტოლება ეწოდება. 
შევნიშნოთ, რომ #”<0, C”<0 შემთხვევები დაიყვანება 47>0 და 

·C”>0 შემთხვევებზე განტოლების –- 1-ზე გამრავლებით. 
ამოცანა 1. მეორე რიგის წირის 

5X" –- 8Xყ + 5ყ! –-2XL-–-–- 2ყ-––7=0 (8.10) 

განტოლება დავიყვანოთ კანონიკურ სახეზე. 

.“ ცხადია, რომ ელიფსური და ჰიპერბოლური ტიპის წირები ცენტრიანი წირე- 
ბია, ხოლო პარაბოლური ტიპის -–– უცენტრო. 
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ამოხსნა. რადგან 1=C=5 და ,.83=--4, ამიტომ 

4C- 81=9>90, 

ე. ი. მოცემული წირი ელიფსური ტიპისაა. ამ წირის ცენტრის . 
კოორდინატებისათვის (8.6)-ის თანახმად გვექნება ცებტოის. Cიი; ყი 

| 5X-–- 4ყე–-–1=0, 

–-4Xა +5ყი-–-–1=60. 

აქედან „ე = ყი = 1. 
ამრიგად, მოცემული წირის ცენტრია C” (1;1) წერტილი და თუ კო- 

ორდეინატთა სისტემას გადავიტანთ პარალელურად სათავით C77 წერ- 

ტილში, მაშინ (8.10) განტოლება მიიღებს სახეს (იხ. (7.7) ) 

5X - 8VV 4+5V –9=0. (8.11) 

რადგა #4=C= 5, ამიტომ თუ C" X ყ” სისტემს მოვაბლრუნებთ 

თ= –- კუთხით, (8.11) განტოლება მიიღებს სახეს (იხ. (8.9) ): 

»” + 9ს”'-–-9=0 

ანუ... 

ჯ/? ყ”” _ 

5 IL 1. 
მივიღეთ ელიფსის კანონი- 

კური განტოლება. , 
ამრიგად, (8.10) წირი 

წარმოადგენს ელიფსს, რომ- 

ლის ცენტრია 0”V(1; 1) და 
რომლის დიდი ღერძი 0+# 

ღერძთან ქმნის თ = -– 
4 

    

  

  

კუთხეს (ნახ. 44). ნახ. 44 
2. ჰიპერბოლური ტიპი. რადგან 4C-–82<0, ლეშა 2-ის 

ძალით (8.1) განტოლება მიიღებს (8.9) სახეს. ამიტომ ლემა 1–ის ძა– 

ლით ' 

4”C” = 4C -––- 81 < 0. 

შესაძლებელია შემდეგი შემთხვევები: 
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ა) 47>0, C”<0 და #7560. ვთქვათ, მაგალითად #”<0. მარტი- 
ვი გარდაქმნებით (8;9) მიიღებს სახეს 

„? „2 

ჯ ყ -_1 

თ? ხ? 
    

მევიღეთ ჰიპერბოლის კანონიკური განტოლება. 
ბ) #4”>0, C”<0 «და #”=0. ამ შემთხვევაში (8.9) მიიღებს სახეს 

ც?!» -- ხ" კ = 0, 
სადაც 

ძი?! = 4#!, ხ? = –– C”. 

აქედან 

ძX –-–ხყ”=0 ან იძX + ხყ”=0. 

მივიღეთ კოორდინატთა C” სათავეზე გამავალი ორი წრფის გან- 

ტოლება. · 

შევნიშნოთ, რომ 4”<0, C”>0 შემთხვევები დაიყვანება უკვე გან– 
ხილულ შემთხვევებზე განტოლების –– 1-ზე გამრავლებით. 

ამოცანა 2. ვაჩვენოთ, რომ 

ყ= + (654 თ (8.12) 

ფუნქციის გრაფიკი არის ტოლფერდა ჰიპერბოლა, რომლის ასიმპ- 

ტოტებია საკოორდინატო ღერძები. 

ამოხსნა. (8.12) განტოლება 

Xყ–- ჩ=0 (8.13) 

განტოლების ტოლფასია, ე. ი. მოცემული ფუნქციის გრაფიკი წარ- 

მოადგენს მეორე რიგის წირს. 

თუ კოორდინატთა 0XV სისტემას 'მოვაბრუნებთ Cთ = – კუთხით, 
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მაშინ ძველი X, ყ კოორდინატები ახალი X”, ყ” კოორდინატების საშუალებით 

(8.4)-ის ძალით შემდეგნაირად გამოისახება 

2 ყ 

V 2. (X –ყ ი, 

ყ#= #2 (X + V/, : 
ამიტომ, მაღ 0X” წ!  სისტემა– 

ში (8.13) განტოლება მიიღებს = 

ჭახეს 9 
9 9 

Xჯ –ყ = 2#. 

უს იმ ტოლფერდა ჰიპერბოლის 

განტოლებაა, რომლის ასიმპ- 
ტოტებია ს = + X წრფე- 
ები. ცხადია, რომ ეს. წრფეები – 
ემთხვევა ძველი (0Xყ. სისტემის 
საკოორდინატო ღერძებს. როცა # > 0, ამ ჰიპერბოლის ფოკუსები ძევს 0X” 
ლერძზე (ნახ. 45), ხოლო როცა #<-0, მაშინ (0ყ? ღერძზე. 

3. პარაბოლური ტიპი: თუ კოორდინატთა 0XV სისტემას 

“მოვაბრუნებთ იმ თ კუთხით, რომელიც ლემა 2-ის დამტკიცებაში იყო“ 
განხილული, მაშინ ახალ C0X”ყ” სისტემაში (8.1) განტოლება მიიღებს 
სახეს 

X= 

    

«+
წI
) 

  

24. +.C/ ყწ -L 90 + 2 -+%-#V=0. (8.14) 

«რადგან #C –- 81 = 4/C/ =0, ამიტომ #” და C” რიცხვებიდან ერთ-ერთი 

დულის ტოლია. ვთქვათ 47” = 0 და C”5–0. (8.14) განტოლება გადავწე- 

«როთ შემდეგი სახით 

#6 
C IV” + +, # +(-> >) )+20X+I- <- -ი 

ანუ 

ნ M? 

C (V + >) +2სX# + #=0, (8.15) 

სადაც 

ჯ” 

8-6 #.. 
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გადავიტანოთ კოორდინატთა 0V” ს? სისტემის სათავე 0Mყ' ღერძის პარა- 

ჯ 
ლელურად 0" C –“C”) წერტილში. | X” = X?, ყ” = V" +->) მა– 

შინ ახალ 0”X”ყ” სისტემაში (8.15) განტოლება მიიღებს სახეს. · 

C” ყ”” + 2IMX + ჩ=0. (8.16) 

შესაძლებელია წემდეგი შემთხვევები: 

ა) L/=5+-0. მაშინ (8.16) განტოლება ასე შეიძლება ჩავწეროთ 

ი # 
C' I” 2I” |” ვეზეგეაბე'“.”' 8.17 ყ” + ( + 8 ) (8.17) 

ახლა კოორდინატთა C” X” ყ”? სისტემის სათავე გადავიტანოთ (C0”X” 

ღერძი“ პარალელურად 0” (– 3! 0) წერტილში % = X + 

7 

+ 2ჩ' ს” =V), მაშინ ახალ 0” X”ყ”? სისტემაში (8.17) განტო– 
ლება მიიღებს სახეს " 

C” ყ”” –+ 2 ჯL' ჯ” =0 

ანუ 

ყ”” = 2იX”, 

სადა =–- 0. · დაც ? C 

მივიღეთ პარაბოლის კანონიკური განტოლება. 

ბ) #”=0, მაშინ (8.16) განტოლებას აქვს სახე 

C'ყ” -L ს! = 0. (8.18) 
თუ C” და #”-ს აქვთ სხვადასხვა ნიშანი, მაში5 (8.18) განტოლება მი– 
იღებს სახეს 

(ყ”–- ი) (ყ” + ძი) =0, 

, 

სადაც 0? = (<> · ეს განტოლება განსახღვრავს პარალელურ წრფეთა 

წყვილს. 
თუ C” და #L”-ს აქვთ ერთნაირი ნიშანი, მაშინ (8.18) განტოლება 

მიიღებს სახეს 
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ამ განტოლებას არ აკმაყოფილებს სიბრტყის არცერთი წერტილის 

კოორდინატები, მას უწოდებენ წარმოსახვით პარალელურ წრფეთა 

წყვილის განტოლებას. 

და ბოლოს, თუ #”=0, მაშინ (8.18) ღებულობს სახეს ყ72=0, რო- 

მელიც წარმოადგენს 0”X” ღერძის განტოლებას. ეს განტოლება შე– 
გვიძლია განვიხილოთ, როგორც ორ თანხვდენი-ილ წრფეთა წყვილის 

განტოლება. 

ამოცანა 3. მეორე რიგის წირის 

16 XX –– 24Xყ + 9ყ? + 25X–– 55, + 50=0 (8.19) 

განტოლება დავიყვანოთ კანონიკურ სახეზე. 

ამოხსნა. რადგან 4=16, 8=--12, C=9, ამიტომ 

4C –- 81= 0, 

ე. ი. მოცემული წირი პარაბოლური ტიპისაა. 

რადგან 455C, ამიტომ კოორდინატთა 0XV სისტემის მობრუნების 

თ« კუთხე განისახღვრება ტოლობიდან 

საიდანაც 510 თ = 4. კ 005C = 3 · 
5 5 

თუ კოორდინატთა 0Xყ სისტემას მოვაბრუნებთ თ კუთხით, მაშინ 

X, ყ კოორდინატები ახალი X”, ს კოორდინატების საშუალებით, 

(8.4)-ის ძალით, შემდეგნაირად გამოისახება: 

#= 2” ტა / “–-5 § 7 
ეააბგ:ჯ–_–ჯ ა...” ყ=--X + --–-ყ 

ამიტომ ახალ 0X”V” სისტემაში (8.19) „განტოლება მიიღებს სახეს 

ყ'' XV -- 2/+2 =0. 
ეს განტოლება შეიძლება ასეთნაირად გადავწეროთ · 

რფ! –– 1)1--607-–- 1) =0. (8.20) 
კოორდინატთა "0 X» ს” სისტემის სათავე გადავიტანოთ პარალელურად 

დC” (1; 1) წერტილში (X =X +1, ყ'=ყ + 1). მაშინ ახალ C” ჯ” წ” 

სისტემაში (8.20) განტოლება მიიღებს სახეს 

„2, 
ყ” = X”. 

მივიღეთ პარაბოლის კანონიკური განტოლება. 
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ამრიგად, (8.19) წირი წარმოადგენს. პარაბოლას, რომლის წვეროა 
0” (1; 11 და რომლის სიმეტრიის ღერძი 0» ღერძთან ადგენს. 

თ = მIL0C51 -- კუთხეს (ნახ. 46). 

ამ პარაგრაფის ბოლოს ჩამოვაყალიბოთ მეორე რიგის წირის გა- 

მოკვლევით მიღებული შედეგები. 

  

  

  
ნახ. 46 

თუ მართკუთხა კოორდინატთა სისტემაში მეორე რიგის წირი 

მოცემულია ზოგადი განტოლებით 

4#-+28Xყ +Cყ?-+-2IMX + 2ყ.+ # =0, 

მაშინ არსებობს ისეთი მართკუთხა კოორდინატთა სისტემა, რომელ– 

შიც ეს განტოლება მიიღებს ერთ-ერთს შემდეგი ცხრა კანონიკური სა–- 

ხიდან: | 

მ. 2 + -#- =1 –ლიფსი); ; 
0 

ე ყ? 
· 9. “> +-–-“- =- 1 (წარმოსახვითი ელიფსი); 

ვ. ცა? -L “ =0 (წარმოსახვითი გადამკვეთი წრფეთა წყვილი); 

ჯ ყ! · 
4. “0 ხ. =-1 (ჰიპერბოლა); 

ნ. დფ2X2 -- ხ? ყბა= 0 (გადამკვეთი წრფეთა წყვილი)» 
გ ყბ=20X (პარაბოლა); 
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ლ ყა ი 0=0 (პარალელურ წრფეთა წყვილი); 
8. ყ? + 092 = 0 (წარმოსახვით პარალელურ წრფეთა წყვილი); 
9. ყბ=0 (თანხვდენილ წრფეთა წყვილი). . 

§ 9. მეორე რიბის ზედაპირები 

განვიხილოთ სამუცნობიანი მეორე რიგის ზოგადი სახის განტო- 

ლება 

0თ,: X? ++ ძეი ყ? “++ თვვ 2? -L 205: XV -++ 20ე3X2 + 2 ძევ ყ2 + 

+2თ4X + 20ძ,,კყ -L 20კკ2 + 0, =0, (9.1) 

სადაც რე, ძაი, ძვვ, მეე, რევ და ძევ რიცხვებიდან ერთი მაინც განსხვა–- 
ვებულია ნულისაგან. 

სივრცის ყველა იმ წერტილთა სიმრავლეს, რომელთა კოორდინა- 
ტები აკმაყოფილებენ ამ განტოლებას, მეორე რიგის ზედაპირი ეწო–- 
დება. შესაძლებელია, რომ სივრცეში არ არსებობდეს არცერთი წერ- 
ტილი, რომლის კოორდინატები აკმაყოფილებს (9.1) განტოლებას. ამ 

შემთხვევაში ამბობენ, რომ (9.1) განტოლება განსაზღვრავს მეორე 

რიგის წარმოსახვით ზედაპირს. წარმოსახვით ზედაპირებს ჩვენ არ შე- 
ვისწავლით. ზოგჯერ (9.1) განტოლება განსაზღვრავს პარალელური ან 

თანხვდენილი სიბრტყეების წყვილს, გადამკვეთ სიბრტყეთა წყვილს, 

წრფეს, ან ერთადერთ წერტილსაც კი, მაგრამ მაშინაც ამ სიმრავლე– 
ებს მეორე რიგის ზედაპირებს უწოდებენ. 

IV თავის § 1-ში მიღებული იყო სფეროს განტოლება 

(X–– ი) + (ყ –– ხ) + (2-–– 07 = MM. 
ეს განტოლება მეორე ხარისხისაა X, ყ და 7 ცვლადების მიმართ. ამი– 
ტომ, სფერო წარმოადგენს მეორე რიგის ზედაპირს. 

(9.1) „განტოლება „განსაზღვრავს სხვადასხვა სახის ზედაპირებს, რო- 

მელთა კანონიკური განტოლებები მიიღება (9.1) განტოლებიდან გარ- 
კვეული წრფივი ·გარდაქმნებით (იმის ანალოგიურად, როგორც მივი- 
ღეთ მეორე რიგის წირების კანონიკური განტოლებები). განვიხილოთ 

ეს ზედაპირები. 

1. ელიფსოიდი. მისი კანონიკური განტოლებაა 

“++ +- > =1 0>0,ხ>0,0C>თ. (9.2) 
0 

კერძოდ, როცა თ=ხ=0=7/, მაშინ (9.2) განტოლება მიიღებს სახეს 
ჯ? -L ყ? + 2? = 7, რომელიც წარმოადგენს /-რადიუსიანი სფეროს განტო–- 
ლებას ცენტრით კოორდინატთა სათავეში. 
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ი, ხ. C რიცხვებს ელიფსოიღის ნახევარღერძები ეწოდება. (9.2) 
განტოლებიდან გამომდინარეობს, რომ: 

1) ელიფსოიდი შემოსაზღვრული ზედაპირია; :' 

2) ელიფსოიდი საკოორდინატო ღერძებს კვეთს წერტილებში 

4C-ძ;0:0) /#ი(თ; 0; 0), 85. (0; –– ხ: 0), 

85. (0; ხ; 0), C) (00:0; –– ი), C5(0; 0; C), 

რომლებსაც ელიფსოიდის წვეროები ეწოდება; | 

3) ელიფსოიდი სიმეტრიულია საკოორდინატო სიბრტყეების მი- 

მართ. 

ელიფსოიდს აქვს 47-ე ნახაზზე ნაჩვენები სახე. 

5. ცალკალთა ჰიპერბოლოიდი. მისი კანონიკური გან– 

ტოლებაა : 
ი უჯ“ 

2 

ყ 2? 
საა 

ლ? 
  = 1 ' (ძ, ხ,-C- >0). 
C 

ამ განტოლებ-დან გამომდინარეობს, რომ: · 

1) ცალკალთა ჰიპერბოლოიდი შემოუსაზღვრელი ზედაპირია; 

2) ცალკალთა ჰიპერბოლოიდი აბსცისთა ღერძს კვეთს #4) (––=ი; 0; 9), 

/#ი(0ი; 0; 0) წერტილებში, ორდიზატთა ღერძს –– 8, 0; ––ხ: 0), 

8: (0: ხ: 00) წერტილებში, ხოლო აპლიკატთა ღერძთან საერთო წერ–- 

ტილები არ გააჩნია. 41, #42, 8). #2 წერტილებს ცალკალთა ჰიპერბო- 

ლოიღის წვეროები ეწოდება. 

ვ) ცალკალთა ჰიპერბოლოიდი სიმეტრიულია საკოორდინატო სი- 

ბრტყეების მიმართ. 

ცალკალთა ჰიპერბოლოიდის სახე მოცემულია 48-ე ნახაზზე. 

   ნახ. 47 

152



ვ. ორკალთა ჰიპერბოლოიდი. მისი კანონიკური გან– 
ტოლებაა 

ჯ /? 2? 
-> ++--“- =--1 (ი,ხ,0>0). 

ამ გამტოლებიდან გამომდინარეობს, რომ: 

1) ორკალთა ჰიპერბოლოიდი შმემოუსასღვრელი ზედაპირია; 

2) ორკალთა ჰიპერბოლოიდი აპლიკატთა ღერძს კვეთს C„ (0; 0; ––Cთ) 

და C- (0; 0; 60) წერტილებში, რომელთაც ორკალთა ჰიპერბოლოიდის 

წვეროები ეწოდება. ორდინატთა და აბსცისთა ღერძებთან ორკალთა 

ჰიპერბოლოიდს საერთო წერტილები არ გააჩნია; 

3) ორკალთა ჰიპერბოლოიდი სიმეტრიულია საკოორდინატო სიბრ- 

ტყეების მიმართ. 

ორკალთა ჰიპერბოლოიდს აქვს 49-ე ნახაზზე ნაჩვენები სახე. 

4 ელიფსური პარაბოლოიდი. მისი კანონიკური გან– 
ტოლებაა 

ყ? ' · 
ი. + X =2 (ი, 02 >9). (9.3) 

აჭ განტოლებიდან მომდინარეობს, რომ: 

1) ელიფსური პარაბოლოიდი შემოუსაზღვრელი ზედაპირია და 

რადგანაც ი, 92>0, ამიტომ ეს ზედაპირი მდებარეობს 22>>0 ნახევარ– 

სივრცეში. 

2) ელიფსური პარაბოლოიდი აპლიკატთა ღერქს კვეთს (0; 0; 0) 

წერტილში, რომელსაც ელიფსური პარაბოლოიდის წვერო "ეწოდება 

და ამ წერტილში ეხება 0XV საკოორდინატო სიბრტყეს; 

3) ელიფსური პარაბოლოიდი სიმეტრიულია 01%X2 და 0ყ2 საკოორ– 

დინატო სიბრტყეების მიმართ. 

ელიფსურ პარაბოლოიდს აქვს 50-ე ნახაზზე ნაჩვენები სახე. 

კერჭქოდ, როცა 0=0, მაშინ (9.3) ზედაპირი არის ბრუნვითი ზედა– 
პირი, რომელიც მიიღება X2=2ე2 პარაბოლის ბრუნვით 02 ღერძის 

გარშემო. მას ბრუნვითი პარაბოლოიდი ეწოდება. 

.·. ჰიპერბოლური პარაბოლოიდი. მესი კანონიკური 

განტოლებაა 

2 2 
“= #27 (თ,ი0>9ძ0. 
ი ძ 

ამ განტოლებედან გამომდინარეობს, რომ: 

1) ჰიპერბოლური პარაბოლოიდი ზემოუსაზღვრელი ზედაპირია; 
2) ჰიპერბოლური პარაბოლოიდი გადის · კოორდინატთა სათავეზე; 
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3) ჰიპერბოლური პარაბოლოიდი სიმეტრიულია 0X2 და 0ყ2 სა– 

იორდინატო სიბრტყეების მიმართ. 

ჰიპერბოლურ პარაბოლოიდს აქვს 51-ე ნახაზზე ნაჩვენები სახე- 

   
ნახ. 51 

0. მეორე რიგის კონუსი. მისი კანონიკური განტო–- 
ლებაა 

ჯპ 9 წუ 
ია“ -=0 (თ, ხ, 6 > 0). 

ამ განტოლებიდან გამომდინარეობს, რომ 

1) მეორე რიგის კონუსი შემოუსახღვრელი ზედაპირია; 

2) მეორე რიგის კონუსი გადის კოორდინატთა სათავეზე; 

3) მეორე რიგის კონუსი სიმეტრიულია საკოორდინატო სიბრტყე– 
ების მიმართ. · . 

მეორე რიგის კონუსს აქვს 52-ე ნახაზზე ნაჩვენები სახე. 

7. მეორე რიგის ცილინდრული ზედაპირები. 

ხედაპირს, რომელიც შექმნილია ურთიერთპარალელური წრფეებით, 

რომლებიც გავლებულია რაიმე წირის ყველა წერტილზე, ცილინდრუ– 

ლი ზედაპირი ეწოდება. ამ წრფეებს ცილინდრული ზედაპირის მსახვე– 
ლები ეწოდება, ხოლო აღებულ წირს -–– მიმმართველი წირი. თუ მსახ– 
ველი 02 ღერძის პარალელურია, მაშმინ ცილინდრული ზედაპირის. 

განტოლებას აქვს სახე 

1(X, ყ) =0. 

0Xყ სიბრტყეზე ეს განტოლება წარმოადგენს მიმმართველი წირის 

განტოლებას. 

ა ელიფსური ცილინდრი. მისი კანონიკური განტო– 

ლებაა 
ჯ? 5 

ყ__. “17 ოლ 1 (0, ხ>9) 
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და აქვს 53-ე ნახაზზე ნაჩვენები სახე. 

    

  

  

წ) 

– ) 

L> .---სი>–- ქი 

26 >72 > 
ხ 

ყ 

ნახ. 52 ნახ. 53 

ბ ჰიპერბოლური ცილინდრი. მისი კანონიკური გან– 
ტოლებაა 

–_ + =1 ი,ხ>თ0) 

და აქვს 54-ე ნახაზზე ნაჩვენები სახე. 

გ) პარაბოლური ცილინდრი. მისი კანონიკური გან–- 

ტოლებაა 

ყმ=2იC? (ი >90) 
და აქვს 55-ე ნახაზზე ნაჩვენები სახე. 

     
ნახ. 54 ნახ. 55 

დ) ცილინდრულ ზედაპირებს შეიძლება მივაკუთვნოთ აგრეთვე: 

1) ურთიერთგადამკვეთ სიბრტყეთა წყვილი 

ე 1კ)1-- ხყხ=0 (0 ხ>9. 

2) ურთიერთპარალელურ ან თანხვდენილ სიბრტყეთა წყვილი 

ჯ-- ე1=0 (თ2>>0) და 22=0. 

3) წრფე 
ჯ? –- ყ? = 0. 

მ. წერტილი 

X? + ყ? + 2? = 0. · 
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კითხვები თვითშემოწმებისათვის 

1. მოიყვანეთ ელიფსის განსაზღვრება და დაწერეთ მისი კანონი– 

კური სახის განტოლება; » 

2. განსახღვრეთ ელიფსის ექსცენტრისიტეტი; 

3. დაწერეთ ელიფსის პარამეტრული სახის განტოლებები; 

4. მოიყვანეთ პიპერბოლის განსახღვრება და „დაწერეთ მისი კანო- 

ნიკური სახის განტოლება; 

5. განსახღვრეთ ჰიპერბოლის ექსცენტრისიტეტი: 

6. დაწერეთ პიპერბოლის ასიმპტოტების „განტოლებები; 

7. მოიყვანეთ ელიფსისა და ჰიპერბოლის დირექტრისების თვისე– 

ბები; 

8. მოიყვანეთ პარაბოლის განსაზღვრება და დაწერეთ მისი კანო– 

ნიკურე სახის განტოლება; 

9. დაწერეთ ელიფსოიდის კანონიკური სახის განტოლება და ჩა– 

მოაყალიბეთ მისი ძირითადი თვისებები; 

10. დაწერეთ ცალკალათა (ორკალათა) ჰიპერბოლოიდის კანონი– 

კური განტოლება და ჩამოაყალიბეთ მისი ძირითადი თვისებები; 

11. დაწერეთ ელიფსური (ჰიპერბოლური) პარაბოლოიდის კანონი– 

კური განტოლება და ჩამოაყალიბეთ მისი ძირითადი თვისებები: 

12. დაწერეთ მეორე რიგის კონუსის კანონიკური განტოლება და 

ჩამოაყალებეთ მისი ძირითადი თვისებები; 

13. განსაზღვრეთ ცილინდრული ზედაპირი და დაწერეთ ძირითადი 

ცილინდრული ზედაპირების კანონიკური განტოლებანი. 

VI თავი 

წრფივი სივრცეები 

§ 1. წრფივი სივრცის ცნება. წრფივი სივრცის 

ზოგიერთი თვისება 

ჩვენ გავეცანით წრფივ ოპერაციებს (შეკრება და რიცხვზე გამ–- 

რავლება) მატრიცებზე და ორიენტირებულ მონაკვეთებზე (ვექტო– 

რებზე). ეს ოპერაციები მატრიცებესა ·და ვექტორებისათვის სხვადა– 

სნვანაირადაა განსახღვრული, მაგრამ ახასიათებთ ერთი და იგივე 
თვისებები: კომუტატიურობა და ასოციაციურობა შეკრების მიმართ, 

რეცხვზე გამრავლების დისტრიბუციულობა შეკრების მიმართ. 

ამ თავში შევისწავლით ნებისმიერი ბუნების ობიექტების სიმრავ– 

ლეებს, რომელთა ელემენტებისათვის რაიმე წესით განსასღვრულია 
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სწეკრებისა და რიცხვზე გამრავლების ოპერაც-ები (წრფივი ოპერავა- 
ები) ისე, რომ ეს ოპერაციები აკმაყოფილებენ გარკვეულ პირობებს. 

განსაზღვრება 1.1. ნებისმიერ ობიექტთა ჩნ სიმრავლეს 

ეწოდება წრფივი სივრცე, ხოლო მის ელემენტს –– ვექტორი, თუ: 

I. მოცემულია წესი (შეკრების ოპერაცია), რომლის მიხედვით #: 

სიმრავლის ყოველ ორ X და ყ ელემენტს შეესაბამება ამავე სიმრავ– 

ლის ელემენტი, რომელსაც X და ყ ელემენტების ჯამი ეწოდება დ» 
აღინიშნება X+Vყ სიმბოლოთი; 

11. მოცემულია წესი (რიცხვზე გამრავლების ოპერაცია), რომლის 

მიხედვით სიმრავლის ყოველ Xჯ ელემენტს და ნებისმიერ თ რიცხვს 
შეესაბამება ამავე სიმრავლის ელემენტი, რომელსაც X ელემენტის თ 

რიცხვზე ნამრავლი ეწოდება და აღინიშნება თX სიმბოლოთი; 

III. 8 სიმრავლის ყოველი X, ყ და 2 ელემენტებისათვის და ნე– 

ბისმიერი თ და ჩ რიცხვებისათვისს სრულდება შემდეგი პირობები 

(აქსიომები): 

1. X4+ყ=Vყ-+-7X; 

2. X+ყ+2=X+(ყ-+-2) 
3. სიმრავლეში არსებობს ისეთი ელემენტი 06 (ნულოვანი ელე– 

მენტი), რომ ყოველი X-სათვის –დან +C8=X; 

4. 86 სიმრავლის ყოველი ჯ ელემენტისათვის #-ში არსებობს ე. წ.. 

მოპირდაპირე ელემენტი (–X) ისეთი, რომ X+(C–-X)=0; 

5. X(X+ ყ)= თVX + თ, 

" 6. (თო+8ზ)X=0CთX+ §X, 
7. X(ჩX) = (თ) X; 
8. წ სიმრავლის ყოველი X ელემენტისათვის 1.X=+X. 

მოვიყვანოთ წრფივი სივრცის მაგალითები: 

1) ნამდვილ რიცხეთა სიმრავლე რიცხვთა შეკრებისა და გამრავ– 

ლების ოპერაციების მიმართ არის წრფივი სივოცე. 

2) ორიენტირებულ მონაკვეთთა სიმრავლეები V,, V და Vვ 
(წოფის, სიბრტყის დღა სივრცის) ორიენტირებულ მონაკვეთთა შეკრე– 

ბის და სკალარზე გამრავლების ოპერაციების მიმართ არის წრფივი 

სივრცე. 
3) ერთი და იგივე განხომილების მატოიცთა სიემრავლე მატრიცთა 

შეკრებისა და მატრიცის რიცხვზე გამრავლების ოპერაციების მიმართ 
არის წრფივი სივრცე. 

4) ვთქვათ, 8 არის ნამდვილ რიცხვთა X=LCX,, Xა,..., Xგ) სახის ყველა 

შესაძლო დალაგებული #-ეულების სემრავლე. შეკრებისა და რიცხვზე 
გამრავლების ოპერაციები განვსახღვროთ შემდეგნაირად: 
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X+Vყ=(X, X,..-, %;) +L (ყ), ყი, --· ყი)=(X) -+L 9), %-L ყლ -·ა Xგ+L ყ,.), 

XX = (X,, თX...., Xე). 

ადვილია ჩვენება, რომ 1--8 პირობები სრულდება, ე. ი. 8 არის 

წრფივი სივრცე. ამ სივრცეს ეწოდება კოორდინატული სივრცე და 

აღინიშნება #M" სიმბოლოთი. ცხადია, MM" სივრცის ნულოვანი ელემენტია 
8 = (0, 0,..., 0) ხოლო X = (X,, Xი,.- Xა) ელემენტის მოპირდაპირე 
ელემენტია –-–X=(-- X,, –- Xე,..., –- Xი): 

შევნიშნოთ, რომ #2 ხარისხის მრავალწევრთა სიმრავლე შეკრებისა 

და სკალარზე გამრავლების ოპერაციების მიმართ არ ქმნის წრფივ 

სივრცეს. მართლაც, თუ Xჯ=1" - 1, ყ = –- 1 -L1 მაშინ X +ყV =I? +1 
არ არის / ხარისხის მრავალწევრი. 

მართებულია შემდეგი თეორემები: 

თეორემა 1.1. ყოველ წრფივ წ სივრცეში ნულოვანი ელე– 
მენტი ერთადერთია. 

დამტკიცება. მე-3 აქსიომის თანახმად L სივრცეში არსე–- 
ბობს ერთი მაინც ნულოვანი ელემენტი. (დავუშვათ, რომ # სივრცე– 
ში არსებობს ორი ნულოვანი ელემენტი 80, ·და 68ე, მაშინ წებისმიერი 
X-სათვის -დან 

X+8,=Xჯ და X-+ 60, =წXჯ. 

კერძოდ, 

0, + 0, = 80, და 0, + 68, =86,, 

საიდანაც აქსიომა 1-ის ძალით 68) =860იე. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 1.2. წრფივი სივრცის ნებისმიერი ელემენტის მო–- 

პირდაპირე ელემენტი ერთადერთია. 

დამტკიცება. მე-4 აქსიომის თანახმად წრფივი სივრცის ყო- 

ველ ელემენტს გააჩნია ერთი მაინც მოპირდაპირე ელემენტი. .და– 

ვუშვათ, რომ რომელიმე Xჯ ელემენტს გააჩნია ორი მოპირდაპირე ელე– 

მენტი ყ) და ყი, ე. ი. 

X+ყ.=08 და X+V9:=8. 

აქედან, წრფივი სივრცის აქსიომების ძალით, „გვაქვს 

ყ.=VწV. + 8 =V, + (X + V.) = (/, + X) + ყა: = 8 + Vყ, =Vყ/,, 

ე. ი. 

VI == ყჯ- 
თეორემა დამტკიცეზულია. 
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თეორემა 1.3. წრფივი სივრცის ნებისმიერი Xჯ ელემენტისა- 
დთვის 

0:X=8. 

დამტკიცება. ვთქვათ ჯ ელემენტის მოპირდაპირე ელემენ– 

ტია ყ, მაშინ 

0.X=0-.X+68=0:X+(X+ყ)=(0:X+X)+ყ=(0+1)X+Vყ=8 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 1.4. ნებისმიერი თ რიცხვისათვის 

თ:8 =8. 

დამტკიცება. თეორემა 1.3.-ის და მე-7 აქსიომის ძალით 

გვაქვს 
თ·70 = =>თ(090:X) = (თ:0)ჯ =0:ჯ =8. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 1.5. თუ თჯX= 80, მაშინ ან თ =0, ან X=8. 

დამტკიცება. თუ 0%90, მაშინ 

X=1. #-(«. ->) = –-რი= ---0- 0. 
თ 

თუ X56-0, მაშინ, ცხადია, თ=0, რადგანაც წინააღმდეგ შემთხვე– 

ვაში X=90. 
თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 1.6. წრფივი სივრცის ყოველი X ელემენტისათვის 

(–-1) X წარმოადგენს ჯ-ის მოპირდაპირე ელემენტს. 

დამტკიცება. გვაქვს 
(X+–(–1)X=(1 –– 11X=0:·:ჯX=->8. 

თეორემა დამტკიცებულია. | 
ეს თეორემა ამართლებს X-ის მოპირდაპირე ელემენტის ––-#-ით 

აღნიშვნას. : 
წრფივი სივრცის X და (–-ყ) ელემენტების ჯამს უწოდებენ Xჯ და 

MV ელემენტების სხვაობას და X--ყV სიმბოლოთი აღნიშნავენ. 

§ 9. წრფივი სივრცის განზომილება, ბაზისი. 

წრფივი სივრცის ქვესივრცე 

ვთქვათ წრფივი სივრცეა. ამ სივრცის #X,, X,,..., X, ელემენტთა 
წრფივი კომბინაცია ეწოდება ჯამს თ; X, -- თ, X, + " -- თ. Xგ, სადაც 
თ, თი, ..., გ ნებისმიერი რიცხვებია. 
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განსაზღვრება 2.1. წრფივი სივრცის ელემენტთა X,, Xი...-, X„. სი.“ 
ტემას ეწოდება წრფივად დამოკიდებული, თუ არსებობს ისეთი, Cთ,, თი, --·Cი 

რიცხვები, რომელთაგან ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან და ადგილი 
აქვს ტოლობას 

თე X, -L თე Xა + ·-+ 9, Xგ = 0. (2-1) 

განსაზღვრება 2-2. ელემენტთა" X,, X-,..., X, სისტემას ეწოდება 
წრფივად დამოუკიდებელი, თუ (2.1) ტოლობას ადგილი აქვს მხოლოდ 

მაშინ, როცა თ, == თე = ·-· == დე = 0. 

ისევე, როგორც ვექტორების შემთხვევაში (იხ. თავი 1II, § 4) 

ადვილად შეიძლება დამტკიცდეს შემდეგი დებულებები: 
1. იმისათვის, რომ წრფივი სივრცის ელემენტთა სისტემა იყოს 

წრფივად დამოკიდებული, აუცილებელია «და საკმარისი, რომ ამ სის– 

ტემის ერთი მაინც ელემენტი იყოს დანარჩენების წრფივი კომბინაცია. 

2. თუ ელემენტთა სისტემა შეიცავს ნულოვან ელემენტს, მაშინ ეს 

სისტემა წრფივად დამოკიდებულია. 

3. თუ ელემენტთა სისტემა შეიცავს წრფივად დამოკიდებულ ქვე– 
სისტემას (ნაწილს). მაშინ თვით მოცემული სისტემაც წრფივად და- 

მოკიდებული იქნება. 

4. წრფივად დამოუკიდებელ ელემენტთა სისტემის ყოველი ქვე– 
სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია. 

განსაზღვრება 2.3. წრფივ სივრცეს ეწოდება M-განზო–- 

მილებიანი, თუ #-ში არსებობს # წრფივად დამოუკიდებელი ელემენ- 

ტი, ხოლო ყოველი #+1 ელემენტი წრფივად დამოკიდებულია. ამ IL 

რიცხვს ეწოდება # სივრცის განზომილება და აღინიშნება სიმბოლო– 

თი 01111 #. 
ცხადია, რომ წრფივ სივრცის „განზომილება არის ამ სივრცის 

წრფივად დამოუკიდებელ ელემენტთა მაქსიმალური რიცხვი. 

განსაზღვრება 2.4. წრფივ სივრცეს ეწოდება უსასრულო 

განზომილებიანი, თუ მასში არსებობს ნებისმიერი რაოდენობა წრფი- 

ვად დამოუკიდებელი ელემენტებისა. : 
განსაზღვრება 2.5. ჟ1-განხომილებიანი წრფივი სივრცის 

ბაზისი ეწოდება ამ სივრცის წრფივად დამოუკიდებელ # ელემენტთა 

დალაგებულ სისტემას. 

MI-განხომილებიანი სივრცის განსახლვრებიდან გამომდინარეობს, 

რომ მასში ყოველთვის არსებობს ბაზისი. | 

ვიტყვით, რომ ელემენტი დაშლილია რაიმე ბახისის მიხედვით, თუ 

ის წარმოადგენს ამ ბახისის ელემენტების წრფივ კომბინაციას. 
თეორემა 2.1. წრფივი სივრცის ყოველი ელემენტი ერთად- 

ერთი სახით იშლება სივრცის ბაზისის მიხედვით. 

160



დამტკიცება. ვთქვათ, სივრცე /1I-განზომილებიანია და მისი ბაზისია 
6), 6... 0. განვიხ-ხლოთ ამ სივრცის ნებისმიერი X ელემენტი. წრფივი 

სივრცის განზომილების განსაზოვრის ძალით ელემენტთა სისტემა X, 0,, 6,, ..-,”ი 

წრფივად დამოკიდებულია, ე. ი. არსებობს რიცხვები CXე, C,,..., 2+X,, ისეთი, 

CაX +0თ, 6) + -.+ CV, 6ე == 0, (2.2? 

სადაც თ,(I ==0, 1,..../I) კოეფიციენტებედან ერთი მაინც განსხვავებულია 

ნულისაგან. კერძოდ, თ)520, რადგან წინააღმდეგ შემთხვევაში (2.2)-დან 
გამომდინარეობს 0,, ძ.,.., 0, ელემენტებს წრფივად დამოკიდებულება, 
ამიტომ (2.2)-დან გვაქეს 

C 2 2 ი 
ეეაგ„„საიეეებეეეს“ C 

Cე (23 C 

  

»? 

0 

ე: იჯ ვექტორი წარმოადგენს 0), 6.,.., 6, ელემენტების წრფივ კომბი- 

აციას. 

ვაჩვენოთ დაშლის ერთადერთობა დავუშვათ საწიზააღმღეგო, 

ვთქვათ, არსებობს ორი „დამლა 

X=ჩ6ე + ჩანა + + ჩე მე ღა X=741)0 +1ჯანე+ + %ი ნი? 

მაშინ 

(ზე ––?)) 9, + (ჩა –– 7») 6» + -·· + (ჩ. –– 7,) წ, = 8. (2-3) 

რ, 6...) 0 ელემენტების წრფივად დამოუკიდებლობის გამო (2.3)-დან 

გვაქვს 
ჩ, =+VL ჩ. = 42; ·.-) ჩა =წზ,· 

თეორემა დამტკიცებულია. 

განსაზღვრება. 2.6. თ,, თ.,..., თ, რიცხვებს ეწოდება X ელემენ– 

ტის კოორდინატები 06,, 60ე,..., 0, ბაზისის მიმართ, თუ 

X=თ,)60, + თკნა + · + თე მი. 

ცხადია, რომ სივრცის ნულოვანი ელემენტის ყველა კოოოდინატი 

ნებისძიერი ბაზისის მიმართ ნულის ტოლია. 

თეორემა 2.1-დან გამომდინარეობს, რომ თუ #-განხომილე– 

ბიან 6 სივრცეში ფიქსირებულია ბაზისი, მაშინ არსებობს ურთიერთ–- 

ცალსახა შესაბამისობა ს და #% სივრცეების ელემენტებს შორის. 

მაგალითად, ასეთი შესაბამისობა შეიძლება დამყარდეს, თუ სივრ–- 

ცის ყოველ ელემენტს შევუსაბამებთ მისი კოორდინატებისაგან შედ- 

'გენილ დალაგებულ #ი-ეულს და პირიქით. . 
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ისევე, რგორც ვექტორებისათვის (იხ. თავი III, § 4), შეიჭლება 

დამტკიცდეს შემდეგი 
თეორემა 2.2: წრფივი სივრცის ელემენტთა ჯამის კოორდი- 

ნატები უდრის შესაკრები ელემენტების სათანადო კოორდინატების 
ჯამს. ხოლო ელემენტის რიცხვზე ნამრავლის კოორდინატები უდრის 

ამ ელემენტის სათანადო კოორდინატების იმავე რიცხეზე ნამრავლებს, 

ე.ი. თუ X=თ, 6, -+Cთა: 0- + -+თე მე, ყ=ჩ, 6) -L ჩა ძა-+L ·- + ჩე მ, და 2, 
ნებისმიერი რიცხვია, მაშინ 

X+Vყ=6(თ, +ჩ,)ძ, + (თ. + ჩ.) ია + ·/ + (, + ჩ.) 0, 

2. X == (27,Cთ,) 6, + (7 თა) 0ი -L ··· + (#C,) 6, 

მაგალითი 1. თუ V,), V- და Vკ ორიენტირებულ მონაკვეთთა სივრ- 

ცეებია, მაშინ, ძIიი V, = 1, 09II. V– = 2, ძ1ი1 Vვ = 3. 

მაგალითი 2. 0L01 /?” =:/ და ამ სივრცის ერთ-ერთი ბახისია 

0, == (1, 0, ..., 0), 

0, = (0, 1,..., 0), 

ი, = (0, 0,..., 1). 
მართლაც, ტოლობიდან 

თ, 6; -+L თა 6: + --- + თე ნე = 60, 

გვაქვს 
(თ,; თ, -.., თი) = (0, 0,..., 0), 

CI == Cთე = ··· = C, = 0. 

ამრიგად, 6), 6ა,..., 6„- ელემენტები წრფივად დამოუკიდებელია. 

ვაჩვენოთ ახლა, რომ I? სივრცის ყოველი ელემენტი წარმოადგენს ამ. 

ელემენტების წრფივ კომბინაციას. ვთქვათ, X = (თ,, თე,..., თ,)C/ლ. ამ 

სივრცეში წრფივი ოპერაციების განსაზღვრის თანახმად, გვაქვს 

X = (თ, თ.,...,Cთ,) = (თ, 0,..., 0) + (0, თ,,...,0)-C ·-· L 
–+(0,0,..., თ.) = თ, (1, 0,..., 0),-L თკ (0, 1,-.-, 0) + ·-- + 

+თე (0, 0,..., 1) = თ, 6, -L თა 6ა + · + თე 6,. : 

განსაზღვრება 2.7 # წრფივი სივრცის #6” ქვესიმრავლე”! 

ეწოდება 6 წრფივი სივრცის ქვესივრცე «წრფივი ქვესივრცე), თუ ის 

წრფივი სივრცეა #6-ში შემოყვანილი შეკრებისა და რიცხვზე გამრავ- 

ლების ოპერაციების მიმართ. 
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ცხადაა, რომ ნებისმიერი 8 სივრცის ყოველი ქვესივრცე შეიცავს 

ჯ-ს ნულოვან ელემენტს. 

ქვესივრცის უმარტივესი მაგალითებია: 

1) ნულოვანი, ე. ი. ისეთი ქვესივრცე, რომელიც შედგება მოცე– 

მული ნ სივრცის ერთადერთი ნულოვანი ელემენტებისაგან. 

2) 6 სივრცის ქვესივრცეა თვითონ წ სივრცე. 

პ) V, არის V--ის ქვესივრცე, ხოლო V-ა არის Vვ-ის ქვესივრცე. 

4) ერთი და იგივე „განზომილების კვადრატულ მატრიცთა სივგრცე–- 

ში სიმეტრიულ მატრიცთა ქვესიმრავლე არის ქვესივრცე. 

5) 19% სივრცის ყველა იმ X=(X,, X.,..., +) ელემენტთა სიმრავლე, 
რომელთათვისაც X, = 0, წარმოადგენს #?"-ის ქვესივრცეს. 

6) II" სივრცის ყველა იმ X=(X), Xა,..., XI) ელემენტთა სიმრავლე, 

რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას 

Cთ, X, + თ: X + -- + თ, X, = 0, 

სადაც თ.ე, თ;.,..., თ, ფიქსირებული რიცხვებია, წარმოადგენს #2”-ის ქვე- 
სივრცეს. | 

7) II სივრცის იმ X=(X, Xა, ..., Xგ) ელემენტთა სიმრაელე, რომელ– 

თაგან თითოეული არის წრფივ განტოლებათა ერთგვაროვანი 

C)1 X, + C)ი Xი + -- + თი X, = 0 

თა) X, + თაი Xი +. + Cაა გ =0 

თ, X) -L თ, Xი + “+ %აი X; = 0 

სისტემის ამონახსენი, არის I სივრცის ქვესივრცე. 

განსაზღვრება 2.8. წრფივი სივრცის X,, Xა, ..., XL ელემენტთა ყველა 
შესაძლო X = თ, X, -L თა Xა + ·-- + თ, X, (სადაც C,, Cთა,..., თ, ნებისმიე– 

რი რიცხვებია) წრფივ კომბინაციათა სიმრავლეს ეწოდება X,, X;,...,X,კ ელე– 

მენტთა სისტემის წრფივი გარსი და აღინიშნება სიმბოლოთი # (X,, Xა, ..., X,)- 

ადვილად მტკიცდება შემდეგი დებულებები: 
1. 8 სივრცის ელემენტთა ნებისმიერი სისტემის წრფივი გარსი 

წარმოადგენს #6-ს წრფივ ქვესივრცეს. 

2. LCX, XV) -..., XI) წრფივი გარსი არის X,), Xა,.-., X, ელემენტების 

შემცველი #6 სივრცის ნებისმიერი ქვესივრცის ქვესივრცე, ე.ი ის არის უმცი- 

რესი ქვესივრცე იმ ქვესივრცეთა შორის, რომლებიც შეიცავენ X,, XL, ..., XL 

ელემენტებს. 
3. ქვესივრცის განზომილება არ აღემატება მთელი სივრცის გან- 

ზომილებას. 
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4. L(CX, X2,..., X.) წრფივი გარსის განხომილება უდრის X,, Xე,..., 2, 
ელემენტთა სისტემის წრფივად დამოუკიდებელ ელემენტთა მაქსიმა- 

ლურ რიცხვს. 

5. წრფივი სივრცის ყოველი ქვესივრცე არის ამ სივრცის ელე- 

მენტთა რაღაც XX), 2,..., X, სისტემის გარსი. 

მაგალითი. ვიპოვოთ წრფივ ერთგვაროვან განტოლებათა 

X +21-–-– 5%+3X,ე =0, 

20 +5ს-–-6Vს-–-X=0, (2.4) 
5X, +121) – 17X–+X=0 

სისტემის ამონახსენთა სიმრავლის განზომილება და ერთ-ერთი ბახისი. 

ამოხსნა. ადვილია ჩვენება, რომ მოცემული სისტემის მატრი– 

ცის რანგია 2, ამასთან მისი საბაზისო მინორი მოთავსებულია მარცხე– 

ნა ზედა კუთხეში. ამიტომ, თუ უკუვაგდებთ სისტემის მე-3 განტო– 

ლებას, მაში5ე სისტემის პირველი ორი განტოლებიდან მივიღებთ: 

X, = 13 Xვ –– 17 X,, 

X=-4X+ 7 Xკ. 

(2.4) სისტემის ნებისმიერი ამონახსეი X = (X, Xა, Xვ, Xკ) მიიღება 

(2.5)-დან თუ Xვ-ს და X-ს მივანიჭებთ ნებისმიერ მნიშვნელობებს. 

„განვიხილოთ ორი კერძო ამონახსენი 

(2-5) 

ი = (13, –– 4, 1, 0), 
8 =L(--17, 7, 0, 1). 

ეს ამონახსნები წრფივად დამოუკიდებელია, რადგანაც ტოლობას 

თI+ჩი=0 ადგილი აქვს მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა თ=ჩ=0. 

ვაჩვენოთ, რომ (2.4) სისტემის ნებისმიერი ამონახსენი შეიძლება 

წარმოვადგინოთ I! და წს ამონახსნების წრფივი კომბინაციით. მარ–- 

თლაც, ვთქვათ, X= (X), Xი, Xვ, X,) რაიმე ამონახსენია, მაშინ 

XგIM = (13 Xვ, –– 4 Xვ, Xვ, 0), 

Xს =(–17X,, 7X,, 0, X,). 

აქედან 
XჯვIM -+ X, 9 = (13Xვ –– 17X,, –– 4X5გ+7X,, Xვ, Xკ) = 

= (0, X2, Xვ, X,.) = ჯ. 

ამრიგად, (2.4) სისტემის ნებისმიერი ამონახსენი წრფივად გამოი– 
სახება ორი MV და ს წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსენით, ე. ი. 
V და წ ქმნიან ბიზისს (2.4) სისტემის ამონახსენთა სივრცეში და ამ 
სივრცის განზომილებაა 2. 
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გ. ევკლიდეს სივრცე 

ორიენტირებულ მონაკვეთთა Vე და Vვევ სივრევებში ვექტორის 
სიგრძისა და ვექტორთა მორის კუთხის ცნებიდან გამომდინარე განი- 
საზღვრება ორი ვექტორის სკალარული ნამრავლი და მტკიცდება მისი 

თვისებები. მაგრამ, მეორეს მხრივ, თუ დავუშვებთ, რომ ცნობილია 

ნებისმიერი ორი ვექტორის სკალარული ნამრავლი, მაშინ მასზე დაყრ- 

დნობით ჩვენ შეგვიძლია განვსაზღვროთ ვექტორის სიგრძე და კუთხე ორ 

ვექტორს შორის. ზოგად წრფივ სივრცეებში მოხერხებულია აქსიო?ა- 

ტურად შემოვიღოთ ორი ვექტორის სკალარული ნამრავლის ცნება და 

ამ ცნებაზე დაყრდნობით განვსახლვროთ ეექტორის სიგრჰპე და კუთზე 

ორ ვექტორს შორეს. 

განსაზღვრება 3.1. ვიტყვით რომ წრფივ სივრცეში 
განსაზღვრულია სკალარულე ნაჭრავლი, თუ მოცემულია წესი, რო3- 

ლის მიხედვით სივრცის ყოველ ორ X და ყ ელემე:ტს შეესაბამება 

ნამდვილი რიცხვი (რომელსაც ამ ელემენტებას სკალარული ნამრავლი 
ეწოდება და აღინიშნება (X, ყ) სიმბოლოთი) და ეს შესაბამისობა, რო– 

გორიც არ უნდა იყოს # სივრცის X, ყ, 2 ელემენტები და თ რიცხვი, 

აკმაყოფილებს პერობებს (აქსიომებს): 

1. (X, ყ) =(V, X); 
5. (თX, ყ) = (X, VI): ' 

3. (M+- ყ, 21=(X,2) +-L(Cყ, 2); 
4. (X(,)>0 თუ X>868 და (X,X)=0 თუ X%=8. 

განსაზღვრება 3.2. წრფიევ სივრცეს, რომელშიც განსაზღვ– 
რულია სკალარული ნამრავლი, ევკლიდეს სივრცე ეწოდება. 

განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს: 

1) (X, თყ) = თCV, 9), 

2) (LI ყ+ 21=(ი% 9) + CV, 2); 
ჩი 

ვ) ( 5. თ, X, /„)– 3 თ(%V) 
(==1 (=1 

! ” 

4) ( » 8 V#)=3. თ, (X, ყ.): 

(==1 (=1 

§) (X, 8).=0. 
მაგალითი 1. ორიენტირებულ მონაკვეთთა V; და Vვ სივრ-– 

ცეები ევკლიდეს სივრცეებია. 
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მაგალითი 2. ადვილი 'შესამოწმებელია, რომ #. სივრცე წარმოად- 
გენს ევკლიდეს სივრცეს, თუ მისი ნებისმიერი X = (5), XI... X.) და 

Vყ = (VI, ყ--, ყა) ელემენტების სკალარული ნამრავლი განსაზღვრულია 
ტოლობით 

(X, ყ) = X, VI + Xა ყი + · + Xგ ყი· (3.1) 
სკალარული ნამრავლის მოყვანილი ცხება საშუალებას გვაძლევს 

განვსახღვროთ ვექტორის სიგრძე და კუთხე ვექტორებს შორის. 

განსაზღვრება 3.3. ევკლიდეს სივრცის X ელემენტის სიგრ– 

ძე ეწოდება რიცხვს 

IXI= VC5X) · 
(3.1)-ის ძალით I" სივრცის X = (X,, Xა,..ს X„) ვექტორის სიგრძე 

გამოითვლება ფორმულით 

IX|= VM + 6 +--+ XI - 
განსაზღვრიდან გვაქვს 

| თXI =V(თX, თX) = V თ?(X, X) = |თ | V(X, X) = |თI ·I XL, 
ე. ი. რიცხვითი მამრავლი ვექტორის სიგრძის ნიშნის გარეთ შეიძლება 

გამოვიტანოთ აბსოლუტური სიდიდით. 

X ვექტორს ეწოდება ნორმირებული, თუ მისი სიგრძე უდრის 1-ს- 

შესაძლებელია ყოველი არანულოვანი ჯX ვექტორის ნორმირება, ამისათვის 

1 ტიცხვზე. 

  

საკმარისია გავამრავლოთ ის თ = 

თეორემა 3.1. ევკლიდეს სევრცის ნებისმიერი Xჯ და ( ვექტო– 

რებისათვის ადგილი აქვს უტოლობას 

| ი ყ)| < IXI·IVყI.· (3.2) 

დამტკიცება. განვიხილოთ ვექტორი X--/ყ, სადაც 1 ნების–- 
მიერი რიცხვია: სკალარული ნამრავლის მე-4 აქსიომის ძალით 

(X–– Iყ, X–– 1ყ) >9, 

ე. ი. ნებისმიერი 1-სათვის ადგილი აქვს უტოლობას 

Iყ0/-- 200 9)/+|IX296>0. (3.3) 
იმისათყის, რომ (3.3) უტოლობას ჰქონდეს ადგილი, აუცილებელია და საკ- 

მარისიC | ყ |? 1? –– 2(X, ყ)1 + | XI2 სამწევრის დისკრიმინანტი იყოს არა– 

დადებითი, ე. ი. : 

(X, ყ)–– |#I1IყII <9, 
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საიდანაც. გამომდინარეობს (3.2) უტოლობა. თეორემა დამტკიცე“ 

ბულია. (3.2) უტოლობას ეწოდება კოში-ბუნიაკოვსკის უტოლობა. 

მტკიცდება, რომ (3.3) .დამოკიდებულებაში ტოლობას ადგილი აქვს 

მხოლოდ მაშინ, როცა X და ყ წრფივად დამოკიდებულია. 

#7” სიერცეში კოში-ბუნიაკოვსკის უტოლობა მიიღებს სახეს 

ჩ ჩ ჩ 2 . 
- - 2.1. 

( ბ, MM) <(2.#) 6 # ) 

#=1 M#=>1 #=>1 

თეორემა 3.2. ევკლიდეს სივრცის ნებისმიერი X და V ვექტო- 

რებისათვის ადგილი აქვს უტოლობას 

IX+ყI<IXI+IყI' (3.4) 
დამტკიცე ბ ა, „გვაქვს 

IX+ ყ?=(+Vყ, X+4VMყ)=|XI1 + 20 ყ) + I VI” 
აქედან კოში-ბუნიაკოვსკის უტოლობის გამოყენებით მივიღებთ 

ეეე" 
საიდანაც მიიღება დასამტკიცებელი უტოლობა. თეორემა დამტკიცე– 

ბულია. (3.4) უტოლობას სამკუთხედის უტოლობას უწოდებენ. 

შედეგი. ევკლიდეს სივრცის ნებისმიერი X და ყ ვექტორები– 

სათვის 

IX+ყI>IIXI-“–-IVყII. (3.5) 
მპრთლაც, 

IX + ყI1=|IXII+ 2(0 ყ)+IყI1I>|XI-– 2I%V, 4))+I VI > 
> | XI --– 2IX| I/I+IV |” =(C(IXI-–“IVIX", 

აქედან მიიღება (3.5) უტოლობა. 

განსაზღვრება 32.4. ევკლიდეს სიერცის ორ X და ყ ვექ- 

ტორს შორის მანძილი, რომელიც აღინიშნება 0 (X, ყ) სიმბოლოთი, 

განისაზღვრება 0 (X, ყ)= |X–Vყ) ტოლობით. 

განსაზღვრება 3.5 ევკლიდეს სივრცის X და ყ (X=-0 და 

ყ5-68) ვექტორებს შორის კუთხე განისაზღვრება 

(X, M) 

(XIIVI 
დ = მILC005 

ტოლობით. 

იმ შემთხვევაში, როცა X=6 ან ყ = 0 კუთხე X და V ვექტორებს შო–- 
რის არ განისაზღვრება. 

კოში-ბუნიაკოვსკის უტოლობის ძალით, ვექტორებს შორის კუთხის 

აქ მოყვანილი განსაზღვრება კორექტულია. 
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განსაზღვრება 3.6. ევკლიდეს სივრცის. X და V ელემენ- 

ტებს ეწოდება ორთოგონალური, თუ LX, ყ) =0. 

ადვილია ჩვენება, რომ თუ X და ყ ევკლიდეს სევრცის ორთოგო–- 

ნალური ვექტორებია, მაშინ 

IX+ ყ)1=IX)II+ IVყI. (3.6) 
(3.60 ტოლობას პითაგორას თეორემას უწოდებე5 ევკლიდეს სივრცეში. 

ცხადია, რომ I სივრცის X = (X,, X2, ..., X,) და ყ = (ყ), V.---, ყი) 
ვექტორების ორთოგონალობის პირობაა 

XI 9) -“L X- ყა + ··+ Xგ ყ, = 0. 

ზემოთ ჩვე5 მოვიყვანეთ ბაზისის ცნება წრფივ სივრცეში. წრფივ 

სივრცეებზი არ არის შესაძლებლობა რომელიმე ბაზისს მივცეთ უპი- 

რატესობა მეორესთან მედარებ-თ. რავ შეეხება ევკლიდეს სივრცეს 

მასში ასეთი შესაქლებლობა არსებობს, საბელდობრ, ორთოგონალური 

ბაზისი უფრო მოხერხებულია ზოგიერთი საკითხის შესწავლის დროს, 

ვიდრე სავა რომელიმე ბაზისი. 

განსაზღვრება 3.7. ევკლიდეს #/-გან ხომილებიანი სივრცის 0,, 0ე, ..., 6, 

ბაზისს ეწოდება ორთონორმერებული, თუ 

I 1 როცა 1=/, 

L 0, როცა (>/, 
ე- ი. ეს ვექტორები წყვილ-წყველად ორთოგონალურია და ყოველი 

მათგანი ნორმირებულია. 

ადვილია ჩვენება, რომ წყველ-წყვალად ორთოგონალური არანუ- 

ლოვანი ვექტორები წრფივად დამოუკიდებელია. 

მართლაც, ვთქვათ, არანულოვანი ვექტორები 6,, 6ა,.., 6„ წყვილ–- 

წყვილად ორთოგონალურია და ადგილი აქვს ტოლობას 
თ 6, + თანი+ + თე ნე = 0. 

გადავამრავლოთ ამ ტოლობის ორივე მხარე სკალარულად 6,-ზი, (– = 
= 1,2,...,I). მივიღებთ Cთ.=0, რაც მოცემული სისტემის წრფივად 

დამოუკიდებლობას ამტკიცებს. მოვიყვანოთ დაუმტკიცებლად შემდეგი 
თეორემა 3.3. ყოველ # განსოვილებიან ევკლიდეს სივრცეში 

არსებობს ორთუ5ორმერებული ბაზისი. . 

„" სივრცეში ორთონორმირებული ბაზისია ელემენტთა შემდეგი სის- 

ტემა: ' : 

(6,, 0,)= (3-7) 

6, = (0, 0,..., 0). 
მაე = (0, 1,..., 0), 

0, = (0, 0,..., 1). 
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თეორემა 3.4. ევკლიდეს სივრცის ნებისმიერი ვექტორის კო- 

ორდენატები ორთონორმირებული ბაზისის მიმართ უდრის ამ ვექტო- 

რისა და შესაბამისი საბაზისო ვექტორის სკალარულ ნამრავლს. 

დამტკიცება. ვთქვათ 6,, 6ა,..., 6, ევკლიდეს სივრცის ორთონორ- 

მირებული ბაზისია და 

X=0თC;0, -+ თ:0ა + "+ Cე ნგ 

ამ ტოლობის ორივე მხარე სკალარულად გავამრავლოთ 6„(# = 1, 2,..., I!) 

ვექტორზე, მივიღებთ 

თ. = (X, 6), #=-.1, 2,..., II. (3.8) 

თეორემა დამტკიცებულია. 

(3.8) ნამრავლს “შეიძლება ვუწოდოთ X ვექტორის გეგმილი 60, 

ქექტორზე. ამ შემთხვევაში თეორემა 3.4 ასე ჩამოყალიბდება: ორთო– 

ნორმირებული ბაზისის მ-მართ ჯ ვექტორის კოორდინატები უდრის 

მის გეგმილებს შესაბამის საბაზისო ვექტორებზე. 

თეორემა 3.5 ორთონორმირებულ ბახისში ორი ვექტორის 

სკალარული ნამრავლი უდრის შესაბამისი კოორდინატების ნამრავლე– 

ბის ჯამს. ' 

დამტკიცება. ვთქვათ 0,, 6,,..,ნი ევკლიდეს /-განზომილებიანი 
სივრცის ორთონორმირებული ბაზისია და 

X=X. 6, + Xან6 +..+ X- 6», 

, ყ=VI0, + ყანა + -·+ ყა ნი, 
მაშინ 

(X, ყ) => (X, 6; -L Xი 69 -L ·· + X, 6, ყ:6: –X+ყა6ა +L ·-- + ყ.ნ.). 

ამ ტოლობიდან სკალარული ნამრავლის აქსიომებისა და (3.7) პირო– 

ბის ძალით ვღებულობთ 

CX, ყ) = X, 9) + X2M: +“.-+ Xა-ყი· 

თეორემა დამტკიცებულია 

მედეგი 1. ჯX და ყ ვექტორების ორთოგონალობის პირობაა 

% MI + X» ყა + ·-- X, ყე = 0- 

შედეგი 2. ორთონორმირებულ ბახესმე ვექტორის სიგრძის 

კეადრატი უდრის მისი კოორდინატების კვადრატების ჯამს: 

- -  -- -- _- 
აბ სივრცის ანალოგიურად, /2? სივრცეში განიხილება 

ძ, X, + ძე X + + 0 X, + ხ=0 (3.9) 
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სახის განტოლებები, რომლებშიც იე), თე,.., მ, რიცხვებიდან ერთი მაინც 

განსხვავებულია ნულისაგან. I? სივრცის ყველა იმ (X,,..., X,) წერტილების 
სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ (3.9) განტოლებას, ჰიპერსიბრ– 

ტყე ეწოდება. 
ჰიპერსიბრტყე შეიძლება აღვწეროთ აგრეთვე სკალარული ნამრავლის 

საშუალებითაც. ვთქვათ „VI (X8 ..., 8) 6 ”. განვიხხილოთ ყველა ის 

#I (X,, X2, ... Xი) C “ წერტიღები, რომელთათვისაც MM ვექტორი 

ორთოგონალურია მოცემული ძი = (0, ძი)... მე) ვექტორის. ცხადია, 

რომ ნებისმიერი ასეთი // წერტილის კოორდინატები აკმაყოფილებენ პი- 

რობას · 

(9, MაM)=0, (3.10) 
ან გაშლილი სახით 

თ, (X –– XI) -L ძე (Xე –– XI) -+C ··· -L ძე (Xგ –– X#) = 0. (3.11) 

ცხადია, რომ (3.11) განტოლება (3.9) სახისაა, ე. ი. ის განსაზღვ–- 

რავს ჰიპერსიბრტყეს. 

(3.9)-ს ეწოდება ჰიპერსიბრტყის კოორდინატული განტოლება, ხო– 

ლო (3.10)-ს ჰიპერსიბრტყის ვექტორული განტოლება. 

მოცემული /Mა-(Xს XV)... XX) წერტილი და 0 (თ, თა... ძი) ვეჭ- 
ტორი /ლ-ში განსახლვრავნ წრფეს, როგორც იმ #(X,, X-,..-, Xი) 

წერტილთა სიმრავლეს, რომელთათვისაც MM ვექტორი ი ვექტორის 

კოლინეარულია. ყოველი ასეთი წერტილისათვის ადგილი აქვს პირობებს 

-0 -0 0 
XX -–ჯ "აჯ ჯსს – იჯ 
„__-:- (3.12) 

თ) რთ2 ში 

თუ ამ წილადების საერთო მნიშვნელობას აღვნიშ5ავთ 1-თი, მაშინ 

(3.12) ტოლობები ასე გადაიწერება 

X = 01 + X: 

Xგ == ძი! + X (3.13) 
0 

Xე=0ძე14+7X- 

ეს არის წრფის განტოლებები /#2?-ში. მათ აკმაყოფილებენ /Vი წერტილ– 

ზე ი– ვექტორის მიმართულებით გამავლი წრფის წერტილები, და მხოლოდ. 

ისინი. 

170



(3.13) განტოლებებს ეწოდება წრფის პარაპეტტული განტოლე– 

ბები. 1-ს ნებისმიერი ნამდვილი მნიშვნელობისათვის ისინი განსაზღვ– 

რავენ წრფის მიმდინარე წერტილის კოორდინატებს. 

თუ 0M და 0/M60ე ვექტორებს (0 (0, 0,..., 0) C #2?) აღვნიშნავთ »X-ით 

და Xე-ით, მაშინ (3.13) განტოლებები შეიძლება ჩაიწეროს 

X=0+ Xე. (3.14) 

სახით. (3.14) არის წრფის განტოლება ვექტორული სახით. 

კითხვები თვითშემოწმებისათვის 

1. განსახღვრეთ წრფივი სივრცე. 

2. მოიყვანეთ წრფივი სივრცის მაგალითები. 

3, განსახღვრეთ წრფივი სევრცეს ელემენტთა სისტემის წრფივად 

დამოკიდებულება და დამოუკიდებლობა. 

4. რას ეწოდება წრფივი სივრცის განზომილება? ბახისი? 

5, განსაზღვრეთ წრფივი სივრცის ქვესივრცე- 

6. განსახღვრეთ წრფივი სივრცის ელემენტთა სისტემეს გარსი. 

7. განსაზღვრეთ ევკლიდეს სივრცე. 

8. განსაზღვრეთ ვექტორის სიგრძე და კუთხე ორ ვექტორს შორის. 

ევკლიდეს სივრცეში. 
9. მოიყვანეთ კოში-ბუნიაკოვსკის უტოლობა. 

10. განსახღლღვრეთ ორთონორმირებული ბაზისი. 

11. დაწერეთ ჰიპერსიბრტყის კოორდინატული და ვექტორული. 

განტოლებები. 

12. დაწერეთ წრფის პარამეტრული და ვექტორული განტოლებე– 

ბი II, სივრცეში. 

VII თავი 

წრფივი ოპერატორები 

§ 1. წრფივი ოპერატორის ცნება, მოქმედებები 

წრფივ ოპერატორებზე 

ვთქვათ და # შესაბამისად # და MI განხომილებიანი წრფივი: 

სივრცეებია. 4 :68-># ასახვას, რომელიც ნ სევრცის ყოველ X ელე– 

მენტს შეუსაბამებს /#-ის რაღაც ყ ელემენტს #4 ოპერატორი ეწოდე- 

ბა, ამ ასახვას აღნიშნავენ #=/#4 (X) ან /V=/1X სიმბოლოთი და მას სიევ– 

რცის გარდაქმნას უწოდებენ. 
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განსაზღვრება 1.1. 4 ოპერატორს ეწოდება წრფივი, თუ 

#-ს ნებისმიერი X, X, და XX ელემენტებისათვის და თ ნამდვილი რი- 
ცხავისათვის სრულდება შემდეგი ორი პირობა 

4(%ი + X,) = 4(5) + 4(XI), 

4ლC1 = თ4(X. 

თუ 4 წრფივ ოპერატორია, მაშინ განსაზღდვრიდან გამომდინარეობს, 
რომ ნებისმიერი თ,, თა,..., თ, რიცხვებისათვის და სივრცის ნებისმიერი 

2%), X-, -..) X, ელემენტებისათვის 

#4 (>, X, + თა.Xე ++ თ, X,) = თ, «44 (X,)) + თე: 4 (ა) +>·--+ თ. 4(ჯე). 

თუ # სივრცე არის ნამდვილ რიცხვთა /? სიმრავლე, მაშინ 4 ოპე– 
რატორს, რომელიც #-ს ასახავს #-ში„ ეწოდება წრფივი ფორმა ან 

წრფივი ფუნქციონალე. 

თუ ნ6=V#, მაშინ წრფივ 4 ოპერატორს, რომელიც #-ს ასახავს 
თავის»ავში, უწოდებენ აგრეთვე 6 სივრცის წრფივ გარდაქმნას. 

ცხადია, თუ # არის წრფივი ასახვ ტ6 სივრცისა #-ში, მაშინ ის # 

სივრცის ნულოვან -0ც ელემენტს ასახავს #”-ის ნულოვან 0» ელემენტში. 
მართლაც, 

4(8.-) = 4(0-·X»–)=0-4(X) = 

მაგალითი 1. ვთქვათ, (X,, X.)CI და (V,, (ვ, ყვ) C Iბ3, მაშინ 

ასახვა ILX2-ისა /29-ში 

ყუ = Cთ; Xე 4 Cა Xი, 

ყ» = ჩე X, -L ჩა X., 

ყვ = 1) X, -+ V- X3 

იქნება წრფივი ოპერატორი. 

მაგალითი 2. ვთქვათ, თC/ და 4: –>+”# ასახვა განისაზღვრება 

ტოლობით 4(X = X. ადვილია ჩვენება რომ ეს ასახვა არის წრფივი 

გარდაქმნა. 

მაგალითი 3. ოპერატორი, რომელიც #8 სივრცის ყოველ 

ელემენტს უთანაღებს # სივრცის ნულოვან ელემენტს, არის წრფივი 

ოპერატორი. მას ნულოვანი ოპერატორი ეწოდება და 0 სიმბოლოთი 

აღინიშნება. 

მაგალითი 4. ვთქვათ / არის წრფივი სივრცის იგივური გარ- 

დაქმნა თავისთავში, ე. ი. / (I)=X, ცხადია, | წრფივი ოპერატორია. 

მას ერთეულოვანი ოპერატორი ეწოდება. 

მაგალითი .5. ვთქვათ 4 წრფივი ოპერატორია. მაშინ ცხადია, 

რომ ოპერატორი 8 00=--4 (X) აგრეთვე წრფივია. მას ეწოდება 4-ს 

მოპერდაპირე ოპერატორი და აღინიშნება –– 4 სიმბოლოთი. 
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მაგალით: 6. ვთქვათ „1 არის X0Vყ სებრტყის მობრუნება კო– 
ორდინატთა სათავის გარშემო დ კუთხით, საათის ისრის მოძრაობის. 

საწინააღმდეგო მიმართულებეთ. ადვილია ჩვენება, რომ ეს გარდაქმნ»> 

წრფივია. 

განსაზღვრება 1.2. ვთქვათ #4 და 8 წრფევი ოპერატორე– 

ბია, რომლებიც მოქმედებე§ #-დან და #-მ-. ამ ოპერატორთა ჯამი, 

რომელიც აღინიშნება 4+ 8 სიმბოლოთი, ეწოდება ოპერატორს გან- 

საზღვრულს ტოლობით 

(#4 + 8)(X9 = 40 + 8:(%ი. 

ცხადია, რომ + 85 წრფივი ოპერატორია. 

ადვილია ჩვენება რომ თუ 4, 8 და C წრფივი ოპერატორებია, 

რომლებიც 5-ს ასახავენ #-ში, მაშინ 

4+8=8 +, 

(+ 8+C-4+8+თ. | 0. 
4+0=4#, | 

4+(-4)=0, 
სადაც 0 ნულოვანი ოპერატორია, ხოლო -–- 4 არის #-ს მოპირდა– 

პირე. : 

განსაზღვრება 1.3. თ რიცხვისა და # ოპერატორის ნამ– 

რავლი, რომელიც აღინიშნება თ4 სიმბოლოთი, ეწოდება ოპერატორს 

განსაზღვრულს ტოლობით: 

(თ 4) (-) = C4#4(). 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ თუ # და 8 წრფივი ოპერატორე– 
ბია, ხოლო ფთ და ჩ ნებისმიერი რიცხვები, მაშინ 

თ (ჩ/1) = (თჩ) 4, 
1. # = 4, 

0-4 =0, 

(თ -L ჩ) # = თ4 + ჩ4, 

თ(4+ 8)=თ4 + თ8ჩ. 

(1.2 

ყველა იმ წრფივი ოპერატორის სიმრავლე, რომლებიც # სივრცეს 
ასახავენ #-ში, აღინიშნება # (5, #) სიმბოლოთი. (1.1) და (1.2) ტო- 
ლობებიდან გამომდინარეობს, რომ # (წ, #) სიმრავლე ოპერატორთა 
ზემოთ მოყვანილი შეკრებისა და რიცხვზე გამრავლების ოპერაციების 
მიმართ არეს წრფივი სივრცე. 
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განსაზღვრება 1.4. ვთქვათ, 6, ” და C წრფივი სივრცეებია. და 
.-4CL(CL§%, I), 8CL(ჩ/–, ი). 8 ოპერატორის #4 ოპერატორზე ნამრავლი, 

«ომელიც აღინიშნება #34 სიმბოლოთი, ეწოდება ოპერატორს განსაზღვრულს 

კტტოლობით 

(84)(0 = 8(4 00), XC. 

8M# წრფივი ოპერატორია. მართლაც, 

(85/) (X, + X-) = 8 (4 (X -L X-)) = 8(4X, + 4 X) = 
=8(4X) + 8C04X) =(84)(X,) + (84) (ჯ) 

და 

(84) (X) = 8(4 (თი) = 8 (თ40ე=Vთ8(4(X0)) = თ(8/1X»X). 

შევნიშნოთ, რომ იმ შემთხვევაშიც კი, როცა 4CL(5, 6) და 3CL(V, #), 

რსაზოგადოდ #48 >“ 84. 

ადვილია შემოწმება, რომ ადგილი აქვს შემდეგ თვისებებს: 

1. თუ #6C6L(#, 7), 8CL(I, C) და თC71, მაშინ 

თ (84) = (თ8) #4. 
.· თუ 46L(ს, 0), 86L(C-, 60) ღა CCL(ნ6,L), მაშინ 

(4-+ 8)C = 4C + #8C. · 

3. თუ 8CL(Lს, L), CCL(ნ, წ) და 46L(, 0), მაშინ 

4(8+C)= 48 + C. 

4. CCL(წ, /), 8C6LC;, 0) და #4CL(C0, MI), მაშინ 

4(8C) =(48) C. 

შევამოწმოთ მაგალითად მე-4 თვისება.ა «უნდა ვაჩვენოთ, რომ 

სივრცის ნებისმიერი X ელემენტისათვის 

უა
 

(4(86)) (X) = ((48)C) (X). 
მართლაც, 

(4(8C)) (XX = 4((8C)C2)= 4(8(C(X))= 

= (48) (C (X)) =( (48)C) (ი- 

თუ #CL(ნ, ჩნ), მაშინ აღვნიშნოთ „77 = 4#-/--4. ადგილია შე- 
_-–_ 

/”ჯერ 

-მოწმება, რომ ადგილი აქვს ტოლობას 

#ტ4ე+. - ,48. /4”!. 
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§ 5. წრფივი ოპერატორის მატრიცა 

ეთქვათ, ს და #” წრფივი სივრცეები, ხოლო ძ,, 0,,..., რა და 
7. წაი. ი შესაბამისად ამ სივრცეების რაიზე ბაზისებია. დავუშვათ, რომ 

4CL%(ნ, L), მამინ რადგანაც „#46„C” (# = 1, 2,..., /!), ამიტომ ის # 

სივრცის /,, /ა,.., I, ბაზისის მიხედვით ერთადერთი სახით შეგვიძლია 
წარმოვადგინოთ შემდეგნაირად: 

” 

უებ–” ი. L მ, I, (2-1) 
(=) 

(2.1) გამლის 0,, (| = 1, 2,..., MI; #= 1, 51) კოეფიციენტები 

“შეადგენენ M1X IL განზომილების მატრიცას 

0): ძი ·· თი 

0ი1 რაია “ს მაგ (2.2) 

რთი, 0,2 “იი 

ამ მატრიცას უწოდებენ /# ოპერატორის მატრიცას მოცემულ. 0, , რ, ..., 6, 

და /,, ა, -.., |, ბახისებმი- როგორც ვხედავთ, (2.2) მატრიცის სვეტები 

წარმოადგენენ „ამსაბამისად 40, #6ა,..., #4 0ე · ვექტორების კოორდინატებს 

შა ; 1,, ბაზისში. 

ჩ 

ვთქვათ, ახლა X = 2. თ, 0, არის ნ სივრცის ნებისმიერი ელემენტი 

= 1 

ჩ' · 
და ყ = /#X = ბ, ზ,I,, დავადგინოთ როგორ გამოისახებიან V ვექტორის 

L==1 

8, კოორდინატები X ვექტორის თ, კოორდინატების მიხედვით. (2.1) ტო– 

ლობის გათვალისწინებით გვაქვს 

„=3 ==. თა)“ > თ. #4 6, = 

(==) #=>1 

ს 

= > თ, ა) ძ.,I, = ა 4) (2-3) 
(=1 2, #=-1 

ვექტორის აზის მიხედვით გაშლის ერთადერთობის ძალით (2.3) 

ტოლობიდან მივიღებთ 

” 

ზ, = ბ, ი, თ, #=1,29,..., /I. (2.4) 

#=1



გამლილი სახით (2.4) ასე ჩაიწერება 

ზ, = თ, თ) + თათა + .-+ ძ.,0თ, 
ზ. = ძა) CC) -+ რაა წა +- + რა, %გ (2-5) 

ჩ„ = შე თ) +თეა თა + ·· + მძი თე. 

ამრიგად, თუ ვიცით # ოპერატორის მატრიცა 6,,0,,.., მ, და 

ჩას 8. 1„ ბაზისებში, მამინ > სივრცის ნებისმიერი ჯ ელემენტისათვის 
შეგვიძლია განვსაზღვროთ /#IXC# ვექტორი. 24X ვექტორის კოორდინატები 

(2.59) ფორმულებით, წრფუვად გამოისახება X ვექტორის კოორდინატე- 

ბით. შევნიშნოთ, რომ (2.59) ფორმულების კოეფიციენტების მატრიცა 
ემთხვევა # ოპერატორეს (2.2) მატრიცას. 

მაშასადამე, ვაჩვენეთ, რომ მოცემულ ბაზისებში ყოველ წრფივ 

4 ოპერატორს ცალსახად შეესაბამება (2.2) მატრიცა. ახლა ვაჩვენოთ, 

რომ ადგილი აქვს შებრუნებულ დებულებას. ვთქვათ, (ძ,) ნების- 

” 

მიერი MX 8 განზომილების მატრიცაა. თუ X= ბ, თ. Cსხ, მაშინ 
' #=-1 

(2.5) · ფორმულების საშუალებით ჩვენ შეგვიძლია ავაგოთ /” სივრცის 

ელემენტი 
MI 

ყ= ბ, ჩ, ჩM· 

L==1 

ადვილი საჩვენებელეია, რომ ასეთნაირად განსახღვრული #4 ოპერატო- 

რი ეკუთვნის L (8, ჩ) სივრცეს, ე. ი. წრფივია. “შევადგინოთ ამ 4 

ოპერატორის მატრიცა 6), 6ე,..., 6ე და /,, /:,...,1, ბაზისებში. 6,,6,,..-., 6ი 
ბაზისში 6, ვექტორის კოორდინატებია თ, = 1, თა = თვ = ·-·= თ, = 0. 

(2.5) ფორმულების ძალით „40, ვექტორის კოორდინატებია 0,), ძე), ..-, 0:10 
ე. ი. 

40, = 011) + 0: /2+ ·-- + ძო Iთ· 

ანალოგიურად, 
#0.=0)I) + 0-ს I +. + მუLIთ (4=1, 2,..., /1)- 

სვიდთ რომ 4 ოპერატორის მატრიცა ემთხვევა მოცემულ (თძ,,) მატ– 

ამრიგად, ყოველი #7 X-,) განზომილების მატრიცა არის L(C8, #) სივრ- 
ცის რაიმე # ოპერატორის მატრიცა ( და # არის შესაბამისად # და #1 

განზომილებიანი წრფივი სივრცეები ფიქსირებული %6,,6ე,..,რ, და 

ჩე. ჩ. ..) I ბაზისებით). 
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მაშასადამე,“ არსებობსს ურთეერთვცალსახა შესაბამისობა წრფ“ვ 

ოპერატორთა L# (#, #) სიმრავლესა ღა /IXM განზომილებიან მატ- 

რიცთა სემრავლეს შორის. ამ-ს გამო 4 წრფივ“ ოპერატორის შესაბა- 

მის მატრიცას აღნიშნავენ «გივე #4 ასოთი. 

შევნიშნოთ, რომ ერთეულოვანი ჯა ნულოვანი ოპერატორების 
მატრიცებია შესაბა1-სად ერთეულოვანი და ნულოვანი მატრიცები. 

ამრიგად, ყოველი წრფივი გარდაქმნა (ოპერატორი) შეიძლება ჩაი– 

წეროს მატრიცის საშუალებიეთ, ე. ი. მატრიცთა თეორია არის ის ანა- 

ლიზური აპარატი, რომლის საშუალებითაც შეისწავლება წრფივი 

ოპერატორები სასრულგანზომილებიან წრფივ სივრცეში. 

შევნიშნოთ, რომ ბაზისის შეცვლისას მოცემული წრფივი ოპერა–- 

ტორის მატრიცა საზოგადოდ იცვლება. 

ვთქვათ, 4 და 8 წრფივე ოპერატორები” მატრიცებია შესაბამისად 

4 =(ძ,,) და 8 = (ხე) (IL = 1, 2,...,M1; # = 1, 2,..., II), მაშენნ /# +- 8 
ოპერატორის მატრიცა იქნება # -+ 8 = (ძი, + ხ,), ხოლო თ.) ოპერატო- 

რის მატრიცა იქნება თI/4 = (თძი;). 

ახლა ვიპოვოთ C = 84 წრფივი ოპერატორის მატრიცა, სადაც; 

#CL(8, L), 8CL(',0) და CCL(ნ,0). ვთქვთ, #6, ჩ და C 
სივრცეების ბაზისები,ი "შესაბამისად (8), რა,..., ნი), (7 /9) ---, I) და 

(თ, ფა--.) 8-#. მაშინ 

I 

#42, = ბ), 0,I, (28= 1, 2,...,1); 

|I==1 

, 

8I,= 8 ხ,ყ, ((=1,2,..., M)- 

|-==1 

84 ნამრავლისათვის გვაქვს 

8 „7 

(84) 6, = 8(410,) = 8( 2. ი, ) = ?, 0,8), = 
L==1 L==1 

” , , MV ა" 

= 2. ძა ბ, ხ,, 8, = ბ, ( ბჯ, ნიი. | დ,- 
L==1 1=-1 |I=1 (==1 

ამ ტოლობიდან ვღებულობთ, რომ C= 84 ოპერატორის შესაბამისი 
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C = (C,,) (7 =. 1, 2,...,/; #=1, 2)...,,) მატრიცის ელემენტები გამო- 

ითვლება ფორმულით 

ჩ! 

C/L = ბ, ხ,; “I 

(== 1 

ე. ი. ოპერატორთა ნამრავლს შეესაბამება აჭ“ ოპერატორების შესაბა–- 

მისი მატრიცების ნამრავლი. 

§ 3. წრფივი ოპერატორის საკუთრივი ვექტორები 

და საკუთრივი მნიშვნელობანი 

ვთქვათ, 6 არის წრფივი სივრცე, 6), 6-...., 06 ამ სივრცის ბახისია, „4 

წრფივი გარდაქმნაა # (5, 7) სივრციდან, / ერთეულოვანი გარდაქმნაა ამ 
სივრციდან, „#4 =(0,,) არის მოცემული ბაზისის მიმართ # წრფივი გარ- 

დაქმეუის მატრიცა. 

განსაზ ღვრება 3.1. მრავალწევრს 

| თ) ლ #. (74%. თი 

-– 
(2611 რაა –-» ... ძა, 

რი. რეე “წია 2. 

ეწოდება 4 წრფივი გარდაქმნის (შესაბამისი მატრიცის) მახასიათებე– 

ლი მრავალწევრი”, ხოლო გავტოლებას 

|რ–2.1|=0 (3.1) 

ეწოდება 4 გარდაქმნის მახასიათებელი განტოლება. 

განსაზღვრება 3.2. არანულოვან X» გეექტორს ეწოდება 4 

წრფივი გარჯაქმნის საკუთრივი ვექტორი, თუ არსებობს ისეთი 7. რი– 

ცხვე, რომ 

#X =- 2.X. (3.2) 

ამ ჯ# რიცხვს ეწოდება X ვექტორის შესაბამისი 4 წრფივი გარდაქმნის 
(შესაბამისი მატრიცის) საკუთრივე მნიშვნელობა, ანუ მახასიათებელი 

რიცხვი. 

ისმის ამოცანა: როგორ ვიპოვოთ წრფივი გარდაქმნის საკუთრივი 
მნიშვნელობა და საკუთრივი ვექტორი. მართებულია შემდეგი 

  

« მტკიცდება, რომ დ (#) მრავალწევრი არ არის დამოკიდებული ბაზისის შერჩევაზ ე 
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თეორემა 3.1. იმისათვის, რომ 1. რიცხვი იყოს „#6 #(#6, ს) წრფი- 

ვი გარდაქმნის საკუთრივი მნიშვნელობა, აუცილებელია და საკმარისი 

იგი იყოს 4 გარდაქმნის მახასიათებელი (3.1) განტოლების ფესვი. 

დამტკიცება. ვთქვათ, ' 7 არის #4 წრფივი გარდაქმნის საკუთრივი 
მნიშვნელობა, ხოლო X 5350 იყოს 2-ს შესაბამისი საკუთრივი ვექტორი. 

დავუშვათ, რომ 6), 6C.,...,6„ არის 8 სივრცის ბაზისი, ხოლო 4 = (0,,) 
მისი მატრიცაა ამ ბაზისის მიმართ, მაშ:ნ, რადგან 

ჩ 

#6, = ბ. ი.ი, (#=1, 2,..., #1); (3.3) 

(==1 

ამიტომ 7,-ს შესაბამისი საკუთრივი 

X»X=0) 6, -L თანა +- “+ თე 6 

ვექტორისათვის (3.2) ტოლობა ასე გადაიწერება: 

4X=> თ, #40, -C თე /#40ე + ·· + თ, 4 0, = 

= C, (0,1 6, -L ძა1 6 + --· L ძე1 მე) + თ: (0,ა 6; -L ძეა 65 -L ··· + 

+ 0აა 6.) +-.- + Cდ, (ით (2) + რაც ნა დ... + მიი მ») = 

= (0)1C, -L C,ი ძა -L ·· + 0)ე თი) 6) -L (ძი: თ; -L ძაი თა + ·-· + 

+ ... + (#0-% (C29) 0. –- “. + (ძი C, + რიგი Cი + .. + იმი Cთ,)6, = 

= XC,.0, ++ #Cთანა -L ·· + #Cთე 6. 

ვექტორის ბაზისის მიხედვით გაშლის ერთადერთობის ძალით ამ ტო– 

ლობიდან მივიღებთ 

(რეე –– 2) თ, + თით + "+ ფთ =0 

“4 რ + (02. –_ ” და “დ. ·-+ თ 9% =0 (3.4) 

ი მათ, + ძ,ათა+- + 6, – შეთ, = 0. 

იმისათვის, რომ ამ სისტემას ჰქონდეს არანულოვანი ამონახსენი, აუ– 
, ცილებელია და საკმარისი მისი დეტერმინანტი უდრიდეს ნულს, ე. ი. 

ადგილი ჰქონდეს ტოლობას 

>... = 0. (3.5) 

რი1 შევ ' რგ 

ამრიგად, თუ 7, საკუთრივი მნიშვნელობაა, მაშინ ადგილი აქვს (3.5) 

ტოლობას, ე. ი. ის არის მასასიათებელი განტოლების ფესვი. 
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პირიქით, ვთქვათ 7 არის მახასიათებელი განტოლების ფესვი, ე. ი. 

ადგ-ლი აქვს (3.5) ტოლობას. მაშასადამე, წრფივ ერთგვაროვან გან–- 

ტოლებათა (3.4) სისტემას აქვს არანულოვანი ამონახსენი თ,, Cთე,·-·, ე, 

ეს კი ნიშნავს, რომ ვექტორი 

X=0C)0, + თ-ნა + --+ თგ6, 2-0 

არის #-ს შესაბამისი საკუთრივი ვექტორი. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 3.2. იმისათვი, რომ #4 წოფივი გარდაქმნის „ = (ძ,,) 
მატრიცა მოცემულ 06,, რC,..., 06 ბაზისშე იყოს დიაგონალური, აუცილებე- 

ლია და საკმარისი საბასისო ვექტორები იყოს ამ გარდაქმნის საკუთ- 

რივი ვექტორები. 

დამტკიცება. ვთქვათ, საბაზისო 0, ვექტორი არის 4 წრფივი 

გარდაქმნის საკუთრივი ვექტორი. მაშინ ადგილი აქვს ტოლობას 

#40.=726 (#%=1, 2)..., /1)- (3.6) 

მაშასადამე, 4 წრფივი გარდაქმნის მატრიცას აქვა სახე 

2» 0 ·- 0 

(ა M .. 0.1, (3.7) 

ე. ი. ის დიაგონალურია. 

პირიქით, ვთქვათ 4 წრფივი გარდაქმნის მატრიცა მოცემულ ბა- 

ზისში დიაგონალურია, ე. ი. აქვს (3.7) სახე. მაშინ (3.3) ტოლობები 

მიიღებს (3.6) სახეს, ეს კი ნიშნავს, რომ 6, არის #4 წრფივი გარდაქ- 

მნის საკუთრივი ვექტორი. თეორემა დამტკიცებულია. 

ამრიგად, თუ #4 წრფივ გარდაქმნას აქვს # წრფივად დამოუკიდე- 

ბელი საკუთრივი ვექტორი, მაშინ თუ ამ ვექტორებს ავიღებთ ბაზი- 

სად, ამით 4 გარდაქმნის / =(ძ,,) მატრიცას დავიყვანთ დიაგონალურ 

სახეზე. პირიქით, თუ რალაც ბაზისის მიმართ # გარდაქმნის მატრიცა 

დიაგონალურია, მაშინ ამ ბაზისის ყველა ვექტორი მოცემული გარ- 

დაქმნის საკუთრივი ვექტორია. 

დავამტკიცოთ საკუთრივი ვექტორების კიდევ ერთი თვისება. 

თეორემა 3.3. თუ „#4 წრფივი გარდაქმნის საკუთრივი 2), Xა,..., #ი 

მნიშვნელობები ერთმანეთისაგან განსხვავებულია, მაშიზ მათი შესაბამისი სა- 

კუთრივი 6,, 6:,..., 6; ვექტორები წრფივად დამოუკიდებელია. 
დამტკიცება. თეორემის მტკიცება ჩავატაროთ მათემატიკუ- 

რი ინდექციის მეთოდით. #=1-სათვის თეორემა მართებულია. მართ- 
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ლაც, 0| არახულოვანი ვექტორია და ის წრფივად დამოკიდებულია. 

ვიგულისხმოთ, რომ თეორემა მართებულია #-–-I რაოდენობის საკუთ- 

რივი ვექტორებისათვის და ღავამტკიცოთ მისი მართებულობა # რაო- 

დენობის საკუთრივი ვექტორებისათვის. დავუშვათ საწინააღმდეგო, 

გთჟევათ, ადგილი აქვს ტოლობას 

თ, 6, -L თა 6ი ++ ··· + C, 0, =:0, (3.8) 
სადაც C,, თა, ..., თ, კოეფიციენტებიდან ერთი მაინც განსხვავებულია ნული– 

საგანი ზოგადობის შეუზღუდავად ვიგულისხმოთ, რომ თ|50. (3.8) 

ტოლობიდან გვაქვს 

4(C, 0, + თანა + "+ თ, 6») = 0, 

თ, 1, 60, + Cთა 7-ე6ე + - + თ, 2.1 6, = 0. (3.9) 

(3.8მ)-ის ორივე ნაწილი გავამრავლოთ 2. -ზე და გამოვაკლოთ (3.9) 

ტოლობას, მივიღებთ 

CI) (M#, -–– #) 6, -+ თა (#ა –– I) 0 + · "+ თს-1 (7-ს კ –– 2) 6, –1 = 0. 

უკანასკნელი ტოლობის მარცხენა მხარის პირველი კოეფიციენტი არ უდრის 

ნულს (რადგანაც დაშვებბთთ C,2-0 ღა თეორემის პირობის ძალით 

?., 55 #,, (52“#). ეს კი ეწინააღმდეგება ჩვენს დაშვებას, რომ 0,, 6ა,..., 6, _ 1 

ვექტორები წრფ-ეად დამოუკიდებელი ვექტორებია. თეორემა დამ- 

ტკიცებულია. 
შედეგი. თუ 4 წრფ-ვი გარდაემ5ის მახასიათებელ განტოლე–- 

ბას აქვს # სხვადასხვა ფეჯLვი, მაშინ აჭ გარდაქმნის შესაბამისი #=(0ი/#) 

მატრიცა შეიძლება დავიყვანოთ დიაგონალურ სახეზე. 

მართლაქ, მახასიათებელი განტოლების ყოველ 27. ფესვს შეესაბა- 

მება ერთე მაინც საკუთრივი ვექტორი, ე. ი. თეორემა 3.3-ის ძალით 

გვაქვს # წრფივად დამოუკიდებელი საკუთრივი ვექტორი 0,, 6-,..., 6,„. 
თუ ამ ვექტორებს ავიღებთ ბაზისად, მაშინ #4 წრფივი გარდაქმნის 

შესაბამისე მატრიცა ამ ბასისის მიმართ იქნება „დიაგონალური. 

' 8) მატრიცით მოცემული წრფი– 

ვი გარდაქმნის საკუთრივი მნეშვნელობანი და საკუთრივი ვექტორები. 

"ამოხსნა. შევადგინოთ 4 მატრიცის მახასიათებელი განტო- 

ლება 

მაგალითი. ვიპოვოთ #4 = | 

17-- „ 6 = 0, 

რი 8--7, 

ანუ ს 

7. –– 257 -+L 100 =0. 
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ამ განტოლების ფესვები 27.,=5 «და 72=20 წარვოადგეზნენ წრფივი 

გარდაქმნეს საკუთრივ მნიშვნელობებს. 

საკუთრივი ვექტორების მოსაჭქებნად განვიხილოთ განტოლებათა 

სისტემა 

ითი 6Xა =:0, (3.10) 

6X, –(8–– 7.1 Xე =0. 

თუ ამ სისტემაში ჩავსვამთ #=7#)=5, მივიღებთ განტოლებათა სისტე– 
მას პირველი საკუთრივი V XVI), Vი) ვექტორისათვის 

|129, – 6. = 0, 

სL 6, +–3Vა =0. 

ამ სისტემის მატრიცის რანგი ”=1 და მისი ზოგადი ამონახსენია 

Mი =– 2 MM. 

ამრიგად, პირველი საკუთრივი ვექტორია 

IM (II, IM) == (M); –– 2V0,))1=M1(1; –– 2). 

"ს-ის ცვლილებით ჩვენ ვივიღებთ კოლინეარულ ვექტორებს. ცხა- 

დია, ყველა ის საკუთრივია. 

თუ (3.10) სისტემაში ჩავსვამთ #=7X#2=20, მივიღეათ განტოლება– 

თა სისტემას მეორე საკუთრივი მ (მ); შე) ვექტორისათვის 

– ვუ) + 6ხ=0 

6) –– 12% = 0. 

ამ სისტემის მატრიცის რადგი #=1, ხოლო ამონახსენია 

(#7 = 2 შე. 

ამრიგად მეორე საკუთრივი ვექტორია 

ს (V); ში) == (2 შა; შე) = ზა (2; 1). 

შევნიშნოთ, რომ წრფივი გარდაქვნის მატრიცას სახე დამოკიდე– 
ბულია ბაზისის შერჩევაზე. თუ ბაზისად ავიღებთ საკუთრივი ვექტო– 

რების ერთობლიობას, მაშინ წრფივი გარდაქმნის მატრიცა მიიღებს 

დიაგონალურ სახეს, სადაც მთავარ დიაგონალზე საკუთრივე მნიშვნე– 

ლობებია. მაგალითად, ორგანზომილებიან სივრცეში ეს იქნება შემდე– 

გი მატრიცა: 

(V »)'



§ 4#X. კვაწრაბული ფორ?ები 

განსაზღვ რება 4.1. X, და X· ჰძვლადების მეორე რიგის 
ერთგვაროვა5 მრავალწევოს 

(00 (9, X:) = ძე) XI + 20): XX. + ძა: X5 (4.1) 

ეწოდება ამ ცვლადების კვადრატული ფორმა, 
თუ დავუშვებთ, რომ ძე:|)=0|Iი, 2ამენ (4.1) კვადრატული ფორმა 

სავსებით განისაზღვრება მატრიცით 

4= ( მ, 015 ) 

მაე რია 

რომელსაც (4.1) კვადრატული ფორმის მატრიცა ეწოდება. 

ვიპოვოთ # წრფივი გარდაქმნის (4 მატრიცის) საკუთრივი მნიშვ- 

ნელობები და შესაბამისი საკუთრივი ვექტორები. თუ ამ ვექტორების 

ერთობლიობას მივიჩნევთ ბახისად, მაშინ ამ ბაზის–ი წრფივი გარ- 

დაქმნის მატრიცა იქნება დიაგონალური, დიაგონალზე საკუთრივი 

მნიშვნელობებით 

2. ი) 

0 1.” 
სადაც 7), #2 საკუთრივი მნიშვნელობებია. 

რ 
ამ გარდაქმნის შედეგად (4.1) კვადრატული ფორმა მიიღებს სახეს 

დ = 7) (X;)? –+– 7#ე (X;)”. (4.2 

(4.2) გამოსახულება” ეწოდება კვადრატული ფორმის კანონიკური 

სახე. 

ანალოგიურად დაიყვანება კანონიკურ სახემდე მეტი რაოდენობის 

ცვლადების კვადრატული ფორმაც. 
კვადრატული ფოთომის კანონიკურ სახემდე დაყვანა შეიძლება გა–- 

მოვიყენოთ მეორე რიგის წირებისა და ზედაპირების განტოლებათა კა– 
ნონიკურ სახემდე დაყვანისას. 

მაგალითი. დავიყვანოთ კანონიკურ სახეზე განტოლება 

17 X? ++ 12 XV + 8ყზ –– 20 = 0. 

ამოხსნა. ამ განტოლების კვადრატული ფორმაა 

17»? + 12XV + 8 ყ?. 
მისი მატრიცაა 

4=(” 6... 

6 8) 
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ამ მატრიცის შესაბამისი წრფივი გარდაქმნის საკუთრივი მნიშვნე– 

ლუობებია 7) = 5, #2= 29, ე. ი. კ.ადრატული ფორმის 

17X-?–. + 12Xყ+.8ყ" 

კანონიკური სახე იქნება 

5 (2) + 20 (ყი · 
ამრეგად, მოცემული განტოლება მიიღებს სახეს 

5 (XI)? -+ 20 (V”)? –– 20 =0, 
ანუ 

00? , ()? 
= 1. 

4 + 1 

კითხვები თვითშემოწმებისათვის 

1. განსაზღვრეთ ოპერატორი, წრფივი ოპერატორი, ნულოვანი 

ოპერატორი. 

2. განსახღვრეთ ოპერატორთა ჯამი, რიცხვისა და ოპერატორის 

ხამრავლი, ოპერატორთა ნამრავლი. 

3. განსაზღვრეთ წრფივი ოპერატორის საკუთრივი მნიშვნელობა 

და საკუთრივი ვექტორი. 

4. განსახღვრეთ კვადრატული ფორმა. 

5, მოიყვახეთ კვადრატული ფორმის კანონიკურ სახეზე დაყვანის 

წესი.



სავარჯპბიშოები და განტოლებები 

§ 1. მატრიცები ღა ღეტერგიზანბები 

1.1. იპოვეთ 4-+78, თუ: 

ა #-(-11? გ-(. –3), 
03 2 = 

–- 1 3.2 5 –-1 ვ 
2) 4= 2--7 4 I, 8=|-–-5 2 6), 

2. 0 4 – ვ 1-2 

>– 0 –2 4 
3) #=/ , 8= : 

) ს 4 7 ი) ( ) 

–2 5 ხი -–-–4 

4 4= 0 1 I, 8 = 1 7 I. 

–4 1 –3 1 

1.9. მოცემულია მატრიცები 

' 2.1 0 ვ .- 1 2 
4= 8 = . 

– I) დ წ 1 _) 

იპოვეთ: 1) 4+ 8; 2) –– 44; 3) 38-28; 4) 8-- 4. 

1.8.,მოცემულია მატრიცები 

3-1 2 = 4 1 
4=|0 2 –3 და 8= ვ. 0 –2!. 

4-2 1 1 –-ვ3 1 

იპოვეთ. 1) 4–-– 8; 2) 24+ 8; 3) #-–-48; 4) 34--28. 
1.4. იპოვეთ 48 ნამრავლი, თე: 

ხრ გ ბ-(6 
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–-1 

2 

4 

2 

/ 1 

" 

·-( 3.2 
1 1 /” 

2) 4=(_ 

ვა 4=( -:9) 
( 

ხ 
- ძ)' 

ი ხა. 

C #): 

12) 4 

I//) 

ი!) · 

– თ” 

I 

I 

–! ს. -(C ი ხ C2C 

2ძ 2 2-C 

3ძი 3ხნ 30 

13) 4 

1 

ჩ 

” 

1 1 

” 7 

ი ”» 

14) 4 
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1 

15) 4=(–3 2 –1 0, #8= , ; 

ვ 
=%I 0 

16) 4=( 21:00 _:)' 8=| 2 -პ 
= 1 2 –2 4 –-1 

1 1 
3 1 

1.6. 1) იპოვეთ. /189, 4= ): ) იპოვეთ თუ ( _ 

1:21 
2) იპოვეთ #4, თუ 4=I!–1 3 1|; 

0 2.1 

0 1. 0,0 
0010 

ვ) იპ #4”, 4= . : , ) იშოვეთ შუ 0 0.0 .) 
0000 

1.0 1 

4) დაამტკიცეთ, რომ „1 = 2 #/, თუ „= ( 0 ი) ; 

0 1 

: 6 0 ···70 2, 0 ·-·70 

5) დაამტკიცეთ, რომ #2" = | 9 #--0 ,თუ8მ=(19 რომი. 

0 0...) 0 0---M, 

6) დაამტკიცეთ, რომ 7 = ( 005 0 დიაგ , თუ 

აიი 005MC 

4 = MM დი · 

ეკით -ლ0ად ' 

7) დაამტკიცეთ, რომ (1 -L 18)? = 41 +-248 + 8% და (3+8) X 

XCI-–-– 8 = 0#–-–8, თუ 48 = 8/. 

“1.6. იპოვეთ 4 მატრიცის კომუტაციური ყველა მატრიცა, თუ: 

0 0 1 
) 4=(L. 1): 2 4=(| 1 0 1I. 

== 0 2 –1 
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1.7. იპოვეთ #8-–-ჩ8/4, თუ: 

11.8. იპოვეთ (#8)C, თუ: 

4=(2 3), 8=(- 1). ც=:2 9 ი. 
2.1 , 

1.9. იპოვეთ 4(3+-C), თუ: 

2 1 4.2 4 =(1 2), 8-=( _“ .)' C= LI 8. 

1.10. იპოვეთ / (4), თუ /(X) = X?–– 2X, 

4=- ( –_ 1) . 

2 1 

11.11. აჩვენეთ, რომ მეორე რიგის მატრიცა 

X = (? ) 

C ძ 

აკმაყოფილებს განტოლებას 

XL -C-2+ძიძX +“(იძ--ხC0 6 =0. 

1.15, იპოვეთ C მატრიცა, თუ: : 

1) C= 48–27/ 4 
2 

1 ( 
(. 2 6=/4 88-84) 4=(. 1 ვ)' 8-LC 7)! 

1 3 6 7 

3.1 8 2 

3) C = #/8–248, #4=I2 4 2.1, .-(: ; 

7053 4 6 

# 6=8–-/4, 4=L, 2 1 2), _/29 = 

41 13 L18 17 
+868 4



13.1. 

1.14. 

«
 

· -
 

ტე
 

1) დაამტკიცეთ, რომ („1')” = (#I'M, #CVV. 

2) დაამტკიცეთ, რომ ნებისმიერი კვადრატული 4 მატრიცა ერ- 
თადერთი გზით წარმოიდგინება ორი მატრიცის ჯამის სახით- 

რომელთაგან ერთი სიმეტრიულია, ხოლო მეორე ანტისიმეტ– 

რიული. 

გამოთვალეთ დეტერმინანტები: 

  

        

  
  

    

11 “?2. 2) 2.5. 
ვ 4 –31 

ვაით 510ჩ |. 005 5იჩ 

ლ05თ C05ჩ |” 59I1თ C05ჩ 

· გამოთვალეთ დეტერმინანტები სამკუთხედების წესით:. , ა 

2 –1. 3 3-1. 2' 
1) ვ 1 0; 2) ტ 5 61: 

1. 8 4 7-8 2 

–2 1 4 –4 2 1 

ვა 3--5 8; 4) 0 3 41; 

2 0 1 5-5 7 

ი-–--ძი-––-–ძ 1 2 31 

5) ი ი იძ! 6) ტტ 5 61; 

ძ–ი ძი 7 8 9 

–ჯ 1 ჯ 2 1-–-3 

7) 0-Xჯ-–-1; 8) ი ხ #Cი 

0 1-––ჯ 1 –-1 3 

· გამოთვალეთ დეტერმინანტები მინორებად დაშლის წესით: 

–2 3 ––-1 2-5 1 

1) 1 4 2|!; 2) 6 -––1 -––-3 1; 

–4 3 -––-.3 2 1 1 

0 1 0 2 ––1 3 

3) 2 4 1|; 4) 3ვ 1 0 |; 

0 ––1 0 1 3 4 

1 1 1 1 5113 C0053Cთ 

5) X Vყ 2 |; 6) |1 §I2თ ილ0§2თC | :. 

ჯ ყა 2 1 50» 0C05CL  
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11.19, 

  

  

  

    

  

  

  
    

3 7 7.7 1 2 გ..M 
7 3 7..7 –1 0 ვ... 

9 |7 7 3..-7 | (/1-რიგის); 10) | –- 1 “2 0.01; 

7 7 7-3 –1 -.2 .ვ..0 

1 1 1. თ. 1 

CI Cა ძგ ... რ ი 

11) | ი: ი ივ ·- ძი 

01-! თ:- ეე“... - 

„ ამოხსენით განტოლებები: 

. __ ი, » ვა: 1 =23. 2) 2X 5| __|5 71. 

ჩჯ»ჯ» 2ჯX–3 2 1 X 1 ჯ 

ვა 4511X. 1 = 4) 005 8ჯ –- 510 5ჯ = 0; 

1 C05Xჯ 5II1 მჯ 005 5X 

3 2 1 LL. 
5X. 1 

5) #X1-X11=1, , |; 6) IX. 1 3) =2; 
0.1 ; “1 21 2 

5(1X ლ00X 7 5 005X –50X 

7) | 205X ––5I01X 9 | =1, 8) 2 §0X 005 ჯ | = 0. 

0 0 2005ჯ 0ლ052X 0 0 

ამოხსენით უტოლობები: 

1) ჯ-––-<3 2 >0: 2) X 3X < 14: 

ჯ 1 4 2X 

11. 1 ?2.3.2 

3 I 1 3 4 1I<0; 4 |X ––1 1) >0. 

X9 16 0 1 4 

. იპოვეთ 4 მატრიცის მიკავშირებული მატრიცა, თუ: 

–2 1) 4= 1 ): 2) 4 = 3 0 : 

ვ 4 –1702 

1 2 0" 1 –-1 1 

ვ) 4=|0 1: 3 |; 4 #=|I0 1 –-2 I. 
5 0 - 1 ვ 1 0 

191



1.91. დაამტკიცეთ, რომ თუ 4 მეორე რიგის კვადრატული მატრიცაა, 

მაშინ | „# | = | /4” | . 

1.52. დაამტკიცეთ, რომ თუ 4 და 8 ერთიდაიგივე რიგის კვადრატული 

მატრიცებია, მაშინ (/4”I8)“ = ( (8!4)3)”. 
1.93. ვთქვათ #4 მეორე რიგის კვადრატული მატრიცაა დაამტკიცეთ, 

რომ: 1) თუ „#95 = 0, მაშინ „#41? =50; 2) თუ #41? > 0, 

45ო536- 0 ყოველი I! >> 3-სათვის. 

1.94. იპოვეთ მეორე რიგის ყველა მატრიცა, რომლის: 

1) კვადრატი ნულოვანი მატრიცაა; 

2) კუბი ნულოვანი მატრიცაა; 

3) კვადრატი ერთეულოვანი მატრიცაა. 

1.95. იპოვეთ C მატრიცის დეტერმინანტი, თუ: 

1) C= 4#/8-- 38, 4=(> .)' 8=('! 
2 1 1 

2) C=#', 8-4, 4=( 1 1, =(3 
–)I)I -–-4 

მაშინ 

–) 

23 --1 1..0 5 
ვ) C=248-84, #4= 41 2), 8=|0 1 3|!, 

–10 5 22-24 

ი) C= /8., #-( 01 2), -(“1. ). 
-- 13 –6-2 02 1 

2.3 2 1 
5 =/'(87 4), #4= ", 8 == : ) C=/4/(8“-+ #4) წი (_. 8 

6) C=(48"-- 2/4'8), 4-LC 1) 8-( 2 .). 
1 1 –32 

0 – –101 7) C =(/4'8)", 4= , 8= : 
) რი (6 – ვ ლო 

· 01 -–1 –10 

მ) C=(/48)პ-- 8, 4=| –12 + | 2 
3.1 0 00 
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1.56. იპოვეთ 4 მატრიცის შებრუნებული მატრიცა, თუ: 

1) 4- (> 8). 2) 4-(C. ;): 

1 2X. _ /3 1+. 

+ ვ): ი 4=(L. _ 1): 

3-4 5 > 6 8 

2-–-3 1|)/., 6) /#=- 

3--5 -–-1 " 5 4 

ვ) 4= 

5) ##4= 

8 3.4 2.10 
7) 4=| 1 –-1 2|; 8მე 4=|4 3 11; 

' 11. 2 7 2-1 2 

2 2 3 2-1 2 
9) 74= 1--1 0); 10) 4:-=|4 3 1I; 

-.1.2.1 2.10 

1. 2 --1 3 1-ს 1-1 
_ - 1 –-1 I) 4-2| 2-1 01). ,ცუტ-|“ 1 1. 

1 2-1 1 11.1. 1 
0.1 3.2 1-1-1 1 

0 1 1..1 
1.0 1.-1 

13) 4=| 1 1 0..-1 | (/-რიგის); 

11 1--0 

1-1 0.--ტ 
0 1 ––1--0 

14) 4= (| 0 ი 1..0 | (/M-რიგის). 

0 0 0:.:1 

1.97. ამოხსენით მატრიცული განტოლებები: 

1 2 ვ. § ვ –) 2) 
ა) (ვ ვ )X-L აე 2 2 XL( (_. = 
ვ) XC) _ :)=C თ: ი(-2– = 1> (–. 2 

0 –-–1 3 -–-–-3 

13. ს, თოფურია 193



1.29. 

194 

3-. 1.2 « 

8 |--4 2 1) X= | ––4 -––.2 --–.1|I. 

3-2 1 3. 1 2 

· დაამტკიცეთ შემდეგი ტოლობები: 

1) (თ4)-! =-  4-,, თCM, თ25+0; 
Cთ 

2) (4“!) = (4ჩ“'; ვ) (4”)“! = (4-1; 

4 (6-- ტ/)-=სნ+4+ 4, თუ 4%= 0; 

5) 7#90+?7 == 49.40, სადაც 0 და ძ ნებისმიერი მთელი რიცხვე– 

ბია (4“ი = (4-1), MCVMV); 

6) ტ#“-1.8-1 == 8-1.4-, თუ #48 =88/; 

7) |ტ4%I= |4”-!, 1>2. 

იპოვეთ მატრიცის რანგი: 

3.1 1X + + 
1) წ 0 –') 1“ 2) 

21 –-2 

1 ვ --2%)0 1 ვ 2MI 

პ) (-: –6 3) 4) 3 9 3) 

4 12 –.8 -.2-.6 –4 

·- ( 

40 15 6 )» 1 4 –-2%ზი 

5) 14 ––2 5 1); C6) 11 7 1 681; 

2 –-1 1 8 20 10 5 4 

1.1 
1111 1%.2 010601 

ი (12 :+5). --" 

3.23 2 2 111 1



ი 2-2 --1 გ | 2.1 
2 1-1 2 – 1. 2 

9) ; 101 0 0-1. 1 
- 2-1 2 –-3 ; 

1. 2 1 12 1-1 
2. “3 2.2.2 2 

2 “1 1.3 2 1 4 I 21 

11) 1 2 -–53 0 1 : 12) 0 1 -––1 -.-2 2 

4-7 9094 29 5 24 
1 –-8 11 6 1 27 7:60 

1.80. როგორ შეიძლება შეიცვალოს მატრიცის რანგი, თუ მას მივუ–- 
წერთ: 

1) ერთ სტრიქონს? 2) ერთ სტრიქონს და ერთ სვეტს? 

1.81. რას უდრის 4 მატრიცის რანგი Xს სხვადასხვა მნიშვნელობე– 
ბისათვის: 

1 » –1 2 | 

-- _- » 51; 2) #= 

1 10 –=6 7, 

· დაამტკიცეთ, რომ IL (48) <-იIი (ნძC 4, ILC-8). 

1 

4 10 

7 

ა
–
ი
ლ
თ
 

1.8 „5
 

§ 9. წრფივ განტოლებათა სისტემები 

ამოხსენით სისტემები კრამერის ფორმულების გამოყენებით: 

    

– 4X--–- ყ=5 2 4-- 3ვყ= -––-1 

3 + 2ყ=1, 3X –- 4ყ = 18, 

ვა 2X + 3ყ =0 ” 7X–– 2ყ=0 

X-–--–4ყ=0, X –+ 2ყ =60. 

4X -L 3ყ–– 22 = 15 2X + 7ყ + 132=0 
ი.ბ. 1) 13ჯX-- 4ყ-++-92=1 2) 1 3X + 14ყ + 12>= 18 

5X–ყ-“+ 32 =6, 5X -L 25ყ -L 162 = 39, 

4X + 2ყ -+ 2 = 1 2 6-3ვყ-2=2 

3) 13X-–-– ყ+42=2 4) IX+ყ+2=1 

  

8X-+- Vყ + 62 =3, 2X-–- 7ყ= –-1.



პ3X–+ 2ყ-+--2=8 

ბ.ზ. 1) !2ჯ–– ყ––22=-–-2 

4X-- ნ6ყ+-72= –– 1, 

X+ყ+2=0 
3) 12X-–– ვ31I+42=0 

  

5X-–-7ყ + 82=>0, 

  

2X + 3ყ -- 2 =- 6 

2 1:-–-–-2ყ+2=0 
2X + 2ყ ++ 2. = 5, 

2146 ყ–-–2=0 

4 1X+2ყ+2=0 

  

2X-–“–- ყ + 32 =0. 

  

2X, + 2Xვ -+L Xვ = 2 3X, -L 2 -––'Xვ = 5. 

2.4. 1) 3X) –– X2 -L+ Xვ = 6 2) XXს ––- 3X + 13Xვ = 9 

ი 3Xვ=–-5, 2X, + Xვ –– 3Xვ = 4, 

3X + X –– Xვ–+ 2Xგ=–2 31კ –– 2Xგ + 4Xვ ––-. X=1 

ვა 2X. + XX 3Xვ + X.,= 2 4) 2X, + 5X% + 3X, == 6 

5Xე ––- 2X5-+-Xვ –– Xგ=–- 1 X –– Xე +. 5Xვ +- X= –– 5 

X; ++ 3Xვ + 4Xვ –– 2Xგკ=3, X) -L Xა -L Xვ -L Xკ, = 1. 

ამოხსენით სისტემები შებრუნებული მატრიცის გამოყენებით: 

  

9.წ. 1) ს. _ 2X = 4 2) 2X) + 3X = 8 

2X, + 5X: = 9, 4X, –– X: = 2, 

5X1 –+– 4Xე ·7+ 3Xვ = 17 5X1 + 2X- + 3Xვ = 0 

2X, –+- 2Xე -L Xვ = 7, X, + 4X. + 5X = 8. 

5X1) –+ X: + 6Xვ = 2 

3X, -L Xა -L 4Xვ == 0. 

5X) –– X· +. 3Xვ = 0, 

2X; –> 3Xე –– 3Xვ –– 2Xკ1=0 

X; -L Xა + Xვ + X, = --4 
X -– 4: ––– Xვ + 2X, = 2. 

5X, + 7Xა + 7Xვ = 4 

2-6. 1) (+++ -2 2) 

4X, -L 4Xვ –– 5Xვ = 0, · 

X, + 2X + Xვ + 2X,=16 
Xი -L 2Xვ -L Xკ = 12 

X) –– 3Xვ -L 3X, = 4 

X. ––- 4Xე +- X = –“– 3, , 

  

41) 4) 

კრონეკერ-კაპელის თეორემის გამოყენებით ღაადგინეთ თავსება– 

დია თუ არა გახტოლებათა შემდეგი სისტემები: 

8.7. 1) (190 “-X=5 
X) -L 2X; = 4, 

X, + 2Xე –– Xვ = 1 

ბ) 13. +4X4+X3=2 

2X). + 2X· -L 2X3 => 3, 
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2X) –– 41:= 3, 

2X –– XX=3 

X, -+ 2Xვ –– Xვ = 3 

31 ––- 4X. + 2Xვ3 = 4. 

4) 

 



44) –“ ვ –– Xვ = 2 X, + 2Xა + Xვ +-X- = 5 
შ.პ.. 1) 1 2 +X +2X=5 2) 2X, –“- Xგ -L 2Xვ + Xკ = 

8X) + Xი –+ 3Xვ = 12, X + 3Xე –“ Xვ + X, = 4, 

X ი–- 2V = 2X, –– ი – 9 +4X=4 21% 25 ბ 
3) I MX +22--2%+X=2 4) | “1” % IL 2Xვ = 5 

X –– 3X, + 4Xკ = 3 
4X; –+– 3Xა –– 5Xვ + 6 Xკ, =6, 

5X, –– 4Xე -L 8Xკ = 14. 

ამოხსენით განტოლებათა სისტემები: 

2X, + 5Xა –– 4X32=8 XI –“ 3X. +- 4%ვ = 2 

950. 1) !) 3X,+-15X––9X3 =5 2 | 3 +X-–-3X%=1 
X ––5X: + Xვ = 11, X, + 7Xე–– 11Xვ = –– 3, 

3X, + 2X –– Xვ = 0 4X, –– X; + 3Xვ = 

ა 26 ი4+3გ= 09 4) | #-––-– XX +2X3=0 
X. + 3V) –– 4Xვ = 0, 5X, ––- 2X; + 5Xვ-ვ = 0- 

სა ი81 8-1 (ხ-–-X-+X3=0 

2.10. 1) –- 6X + 9X=:3 2) 1 2X,––2X, + 2Xკ = 0 
–- 8X, ++ 12Xკ= 4, ვაც –– 3X, + 3Xვ = 0, 

ვ) 4-5 19%-7 4) X, + 2. + X =:0 

4X, –“– 2Xვ –-–- 5Xვ = 2 X, –– 2X: +- Xვ = 0. 

თ + 2% =- =4 გ 2X, + Xე –– 3Xვ + 2X, = 4 
9 11. 1) 1) “1 % “ავ 2) ) X-- 2X + 2+ვ-–- X, = 1 

X, + 7X. = 16 3 X, -C 22–– 5Xვ -LX4=4, 

5X. + 5 –- 6Xვ = 8, 

3X, -L 2X, + Xგ--– 2X, = 0 2X, –- 3X; + Xვ-- 2X, =0 I ე 12 –0 
ვ) 1) # + 31 – 4ი-–– X=0 4) 5 L 19- -=0 

: ––=·.–. 1 3- X3= 5X, ++6Xა –– 11Xკ –– 5Xკ4=0, 2X, ––3%+2X –- 3X,=0, 

7X, _– -ბ92%9- 2Vვ –– 4X«,=8 X. –+ Xა == 1 

| 35+25+%+2ი- –მ (5+5+%= 4 

5) ს 2 – ა –– წ–5--– 2X1= 1 6) / XX -–Xვ+ს=–-3 

|L5+5+%-) (5+9+%=2 
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გამოიკვლიეთ პარამეტრების რა მნიშვნელობებისათვის აქვს სისტე– 

მას ერთადერთი ამონახსნი, უამრავი ამონახსნი, არა აქვს ამონახსნი. 

თავსებადობის შემთხვევაში იპოვეთ მისი ამონახსნები: 

  

3X, ++ 2Xე + Xვ = –– 1 CიX, -+ Xე -L Xვ = 0 

2.15. 1) (5 366+%-ი 2) 15X, -L Xგ–– 2Xვ = 2 

5X “+|+ 4Xე -L Xვ = 2, 2X, ++ 2Xე –– Xვ = 3, 

X, ++ Xა ++ თXვ =1 თXI + Xგ –+ Xვ = 1 
3) 1X, ++ თXა +– Xვ = 1 4) (IX +0X + Xგ=90 

თX, -I- Xი + Xკ = 1, 'ჯ.... 

ძX, -+ Xგ +. Xვ = 4 ძX, + ხXა + Xვ = 1 

2.18. 1) 1X, +ხX+X=3 2) აქე. 

X) + 2ხXა -++ Xვ = 4, X, + ხXა -L ძXვ = 1, 

5Xე –– 3Xე + 2Xვ +- 4X,= 3 3, + 2X. + 5Xვ + 4X,= 3 

ვ 4X, –– 2Xე + 3Xვ –-L 7Xკ =: 1 2X, + 3X. + 6Xვ -L+ 8Xგ= 5 
) 4) 821, –“–- 6Xე –“- Xვ-––- 5X, = 9 +I––-6Xა-–-9Xვ--20Xკ=-–-11 

7X) –– 3X; -L 7Xვ-L17 X,=0, 4X, -L Xე -L 4Xვ –I- თX,კ = 2. 

იპოვეთ განტოლებათა სისტემის ამონახსენთა ფუნდამენტური სის- 

ტემა და ზოგადი ამონახსენი: 

2X, –“– X + 4X =0 + –- 2X: + 3Xვ = 0 

2.14. 1) 16Xე, –– 3X + 12X3= 0 2) 13X; -L Xაე –– 5Xვ = 0 

– 40-+ 2X –– 8Xგ=0, 5Xე –– 3Xე + Xვ = 0, 

2X) -L X: + 4Xვ + X, = 0 

3X, -++ 2Xე –– Xვ -––- 6, = 0 

7X, -L 4X: -L 6Xვ –– 5X, =0 

X, + 8Xკ -L+ 7Xკ = 0. 

2 + 4X2- + 2Xვ –– 3X, = 0 

2) 

–-10X,--25X: + 5Xგ-L- 45X,=0 4) 

14% + 35X:––7Xვ-––63X,=0 

3) 
26X, +65X:–– 13Xვ––117X,კ=0, 

9X) ++21Xე –– 15Xვ -L 5Vკ=0 9.16. 1) 2X1 +-9X:-1- 5Xვ-2Xკ-+X5=0 

X.-–+-3X--LXვ--2X,–– 9X5=0, 

X, +- 2Xე + 4Xვ –– 3Xკ1= 0 6X,-––-2X--+-+2Xვ-+5Xკგ-L7 X-=0 

3X, +5X5 +- 6Xვ –– 4X, = 0 #) 9X,––-3Xა--++L4Xვ-IL-8Xკ4+9X-=0 

4X, –- 5Xგ –– 2Xვ -+ 3;კ=0 6X,–-–2X:-+C6Xვ-- 7XI+-X5=0 
3X,+-8X5-L24Xვ--19Xკ=0, 3X–“–X:-L 4Xვ-L 4Vკ––X-=0. 

3) 

_–_
 
_
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იპოვეთ განტოლებათა სისტემის ზოგადი ამონახსენი: 

3X; -L 4X: + Xვ + 2Xკ = 3 

2) 16X, + 8Xე + 2Xვ -L 5X, = 7 

9X) -+ 12Xე + 3Xვ + 10X, = 13, 

2X) –“ X.ა + Xვ + 2X, -L 3X- = 2 

6Xე –“ 3Xე -++ 2Xვ –++ 4X,+-5X, = 3 
ვ 

) 6Xე –“ 3Xგე “++ 4Xვ + 8X, +- 13Xყ = 9 
4X, –– 2Xა “+ Xგ + X, + 2X, = 1, 

6X, -L 4Xა -+L 5Xვ + 2X, ++ 3X, = 1 

4) 3X, -L 2Xა + 4Xვ -+L X, -L 2X, = 3 
3X. –+ 2Xვ –“- 2Xვ + MX, =-7 

9X, + 6Xა + Xვ + 3X, + 2X, = 2. 

ამოხსენით განტოლებათა სისტემები გაუსის მეთოდით: 

4X, -++ 3Xე –– 2Xვ =. 15 IX + 2X + 3Xვ3=0 

2.17. 1) 13 –– 4Xე + 9Xვ == 1 2) )2X, –– 3Xე -- 4Xკ = –- 1 

5X, –– XX) + 3Xგ = 6, IX, –+ 4რX- –+ 5Xვ = 8, 

3, –– Xე + 2Xვ = 1 3X) –– Xე + 2Xვ = 4 

3) 1%X, -L+ 2X –– 3Xკ = 2 4) 12X; + Xე + 4Xვ =7 

1-–-–5X + 8X3=:4, 4X, –“– 3Xე = 1. 

X) –“ Xე + 3Xვ -L 2Xკ = 4 

XI –– 3Xვ –– 2Xვ –– X, = 4 
2.18. –- 

3X, + 2Xა -+ Xვ-–- Xკ = 6, 

(IX –– 8) + 13Xვ + 8X, + 6, = –“2 

2) 1X, + 2 – 30წ3--– 2#/=83 

2X, –“– X, + 2Xვ “++ Xკ + 3Xყ = –-1, 

X. -C Xგ == 1 

| 5 -_ 2% + 29% 4Xგ==2 X. + XX +X23= 4 
3) /6X, –– 4X, + 4X2–+ 3X=3 4) ( XX +X+X=–-3 

“9%--6#, + 3Xგ+-2X,=4, (412 +X2=2 

X, -L Xც = –“- 1. 
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მარტიგ. იტერაციისა და ზეიდელის მეთოდებით იპოვეთ სისტემის 

მიახლოებითი ამონახსენი 8=0,001 სიზუსტით: 

1,12X ––-0,21 ჯე + 0,01 Xკ = 0,3 

0,15 X) -L 1,05 Xე –– 0,12 Xვ = 0,42 

L0,21 XX ––0,03 X, –– 1,11 Xვ =0,6, 

1,05 X, + 0,31 Xე –– 0,17 Xკ = 0,01 

2) ? 0,2X, –– 1,13Xე –– 0,22 Xვ = 0,4 

0,11 Xე –– 0,02 Xე -– 0,21 ჩXკ = 0,5, 

1,13 1, –– 0,429 Xე -L 0,17 Xკ + 0,02 X, = 0,23 
0,13X, +0,27 X –– 0,42 Xვ –– 0,52X, =0,1 

9.19. 1) 

3) 0,03 X, + 0,22 X; –– 1,23 Xვ –– 0,37 Xკ = 0,52 

0,62 X, –– 0,2 X; +- 0,11 Xვ–– 1,24 X, = 0,7, 

0,27 X, –– 0,62 ჯა -L 0,15 Xვ–– 0,03 X, = 0,2 

” 0,25 X, –– 1,25 Xგ –– 0,1 Xვ + 0,4X, =0,1 

0,31 X, + 0,23 Xე –– 1,17 Xვ –– 0,17 Xკ = 0,5 

0,01 X, -L 0,62 Xე –– 0,21 Xვ –– 1,11X, = 0,3. 

§ 8. კოორდინატთა სისტემები 

8.1. CX ღერძზე იპოვეთ X=3 წერტილის სიმეტრიული წერტილი 

X=--2 წერტილის მიმართ. 

ვ.9. დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემაში მოცემულია 

წერტილები: 4 (C–2; 3), 8 (4; ––1), C «(0; 2), # C–3; -––-2). იპოვეთ 

მათი CIXX ღერძზე გეგმილების კოორდინატები. 

8.8. დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემაში მოცემულია 

წერტილები: 4 (4; ––3), 8 (–-2; -“-4), C (–-2; 0), M (3; 5). იპოვეთ 

მათი CV ღერძზე გეგმილების კოორდინატები. 

8.4. იპოვეთ # C-4; –-3), 8 (0; ––4), C (2; 3), #) (3; 0) წერტი- 

ლების სიმეტრიული წერტილები C0X ღერძის მიმართ. 

8.წნ. იპოვეთ # (5; ––1), 8 C–3; ––5), C C–4; 0), # (0; 7) წერტი- 
ლების სიმეტრიული წერტილები Cყ ღერძის მიმართ. 

8.0. იპოვეთ # (7; 1), 8 (–4; 0), C C-–5; ––2), # (0; 6) წერტი- 

ლების სიმეტრიული წერტილები კოორდინატთა სათავის მიმართ. 

მ.7. იპოვეთ 4 (5; 2), 8 C–4; ––6), C C–C3; 1), #) (2; –4) წერ- 

ტილების სიმეტრიული წერტილები პირველი და მესამე საკოორდინა- 

ტო კუთხეების ბისექტრისების მიმართ. 

8.8. იპოვეთ 4 (–-4; 1), 8 (2; –-24), C (2; 0), # (–5; ––6) წერ- 

ტილების სიმეტრიული წერტილები მეორე და მეოთხე საკოორდინა- 
ტო კუთხეების ბისექტრისების მიმართ. 
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ვ.9, განსაზღვრეთ, რომელ საკოორდინატო მეოთხედებს შეიძლება 

ეკუთვნოდეს M (X; ყ) წერტილი თე: 

1) Xყ.>0; 2) Xყ <<0; 3) X--Vყ =0; 4) X+Vყ=0; 
5) X+ყ>0 6) X+ყ<0 7) X–ყ>90; 8) X–-– ყ-=<- 0. 

8.10. დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემაში ააგეთ წერ- 

ტილები: 

4(03; –-1; 5), 8(--2; 1: 3, C(1; –-4; 2), 0 (1; 3; 2), 
6(-2; 0; 0) #(–-4; –– 3; 1), 6(––2; -–4; –– 1), #(–1; –-2; 0). 

8.11. იპოვეთ # C–4; 2; ––1) და #8 (3; ––1; 1) წერტილების გეგ- 

მილების კოორდინატები საკოორდინატო ღერძებზე. 

8,19. იპოვეთ #4 (2; ––3; 1) და 8 C–-4; 2; 0) წერტილების გეგმი– 

ლების კოორდინატები საკოორდინატო სიბრტყეებზე. 

8.13. იპოვეთ 4 (–3; 1; 2), 8 (2; 0: ––1), C (3; 5; 2), # C–I; 

– 3; --2) წერტილების სიმეტრიული წერტილები 0XVყ საკოორდინა- 
ტო სიბრტყის მიმართ. 

8.14, იპოვეთ #4 (4; -–-2; –-1), 8 (C–4; 1; ––1), C (0; –-2; 1), 

#” (4; 1; 2) წერტილების სიმეტრიული წერტილები 0VX2 საკოორდი- 

ნატო სიბრტყის მიმართ. 

8.1წ. იპოვეთ #4 (–3; 2; –-1), 8 (4; 5; 2), C C–3; ––2; –-1), 

# (2; ––1; 01) წერტილების სიმეტრიულე წერტილები CXX ღერძის 

მიმართ. 

8.10. იპოვეთ # (4; 3; –-2), 8 (<4; -–1; 3), C C–.1; 0; ––2), 

ს (2; 1; ––3) წერტილების სიმეტრიული წერტილები 02 ღერძის 

მიმართ. 

8.17. იპოვეთ #4 (2; ––5; 1), 8 C-2; 3; ––2), C (0; ––-3; 3), #) (4: 

2; 1) წერტილების სიმეტრიული წერტილები კოორდინატთა სათავის 

მიმართ. 

8.18. პოლარულ კოორდინატთა სისტემაში ააგეთ წერტილები /4 C :3) 

8(2; +). C C = , 2C 5), §(4 3). 
4 6 6 2 

8.19. იპოვეთ IC +) კ 8 C 2) 0(2; 5% ,ხი (+ +) 
4 2 6 6 

წერტილების სიმეტრიული წერტილების კოორდინატები პოლარული ღერძის 

მიმართ. 

8.90. იპოვეთ 4 C +). 8(2 %)' C (: %) , ი(+ 3) 
ს 6 :. 6 6 ვ 
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წერტილების სამეტრიულე წერტილების კოორდინატები პოლუსის 

მიმართ. : 

8.91. პოლარულ კოორდინატთა სისტემის პოლუსი ემთხვევა დე– 

კარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემის სათავეს, ხოლო პოლა- 

რული ღერძი აბსცისათა ღერძს. 

1 პოლარულ სისტემაში მოცემულია წერტილები ,1 ( 5; +) , 

8(+ +, C(7;“), #(+. =4 · იპოვეთ ამ წერტილების დეკარტის 

კოორდინატები. 

2) დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემაში მოცემულია 

წერტილები 4 (2; 2), 8 (3; 0), C (90; 5), # (C–5; 0), # (0; ––3), # (2; 

–2V3). იპოვეთ ამ წერტილების პოლარული კოორდინატები. 

ვ.ე”. იპოვეთ მანძძლი პოლარული კოორდინატებით მოცემულ 

M C +) და M (+ >) წერტილებს შორის, 

8.2ვ იპოვეთ მანძილი პოლარული კოორდინატებით მოცემულ 

M(4; «) და M (§. +») წერტილებს. შორის. 

§ 4. წრფივი ოპერაციები ვექტორებზე. ვექტორის გეგმილი ღერძზე 

4.1. მოცემული თ და ხ ვექტორებისათვის ააგეთ 30, -- თ, +, 
>+ -– 

ი+ხ, ძ–სხ, 490+2ხ, 20–- 3ხ. 
4.9. რა პირობებში სრულდება შემდეგი ტოლობები: 

  

1) თ+ხ=0; 2) |თ+ ნ|I=IიI + IხI; 

ვ) |თ-–-ხ|)=|ი|)“– | ნ; 4)|თ–-ნ|= |01+|Iხ); 

5) |ი+ხ|=|)ხნ|“– ი); 6|I2+ხ)|=|)92-ნI); 
7) |თ|)-ნ=|ხI-C0; 8) |(თ+ ხ|I>|Iი| –|6I; 

9) |6+ხ|)<|)0| ნ; 1თთ.-“- 4 8-წ” =0 
ICI |ხ I 

4.8. რა პირობებს უნდა აკმაყოფილებდნენ ძ და ხნ ვექტორები, რომ 

2+ ხ და ინ ვექტორები იყვნენ კოლინეარულნი. 
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4.4. ი, ხ და C არაკომპლანარული ვექტორებია. 2 და. I-ს რა მნი- 
შვნელობებისათვი არიან კოლინეარული ვექტორები X 0. + სხ + - და 

ი+ხ+ს0. 
4.წ. რა შემთხვევაში ყოფს შუაზე 2 და ხ ვექტორებს შორის კუთხეს 

ძ -L ხ ვექტორი? 
4.6. დაამტკიცეთ, რომ Iი2+ხ)< |01+(|ხI- 

4.7. მოცემულია 10 = 10, |61=15, | ი-++ ხ|=20. იპოვეთ |ი–- სხ! · 

4.8. მოცემულია I2| =7 |ხ|= 11, LI =14. იპოვეთ |0 + ნ I. 

4.9. მოცემულია :16 | = 5, | 6 | = 12, 9Lხ. იპოვეთ |ძთ+ ხ | და 

|0--წ|. == 
4.10. მოცემულია |I2|=8, | 6 | =5, (9, წ) = 1200: იპოვეთ I2+ხI. 

4.11. მოცემულია · 16|=5, |6|=8, (2. ხ)= 6ე9: იპოვეთ Iთი–-ნI. 

4.19. მოცემულია I9I =1, | ნ) =2, (ძი, , ხ|=60%: იპოვეთ I5თ+46წ| 

და | 50 461. 

4.13. 48C. პარალელოგრამში 48 = ძ, 486 =V. გამოსახეთ ი და 

ხ ვექტორებით შემდეგი ვექტორები; /, /VI8, MC და MLს, სადაც  M# 
დიაგონალების გადაკვეთის წერტილი... _ 

4.14. #8C სამკუთხედში 728=0C, 8C =0ძ, C4 = 0. გამოსახეთ 

მ, , ხ და - ვექტორებით შემდეგი ვექტორები: #V, 8M და Cწ, სადაც 

#V, M და L შესაბამისად 8C, 4C და #8 გვერდების შუაწერტილებია. 

4.15. 48C სამკუთხედში „8C = და 64=წ. გამოსახეთ ძ და ხ 

ვექტორებით შემდეგი ვექტორები; „47, 8V და Cჩ, სადაც VI, M და. 
შესაბამისად /3C, #C და ,48 გვერდების შუაწერტილებია. 

4.16. 48C სამკუთხედის 8C გვერდი გაყოფილია ხუთ ტოლ ნაწილად 

და დაყოფის ჩ,, დ», სვ, LX, წერტილები შეერთებულია 4 წვეროსთან. 

იპოვეთ 4. 4ჩ,, 40, 4ჩ, ვექტორები, თუ 48 =C და 86 =ი. 

4.17. დაამტკიცეთ, რომ თუ C არის 48 მონაკვეთის მუაწერტილი 

და 0 სივრცის ნებისმიერი წერტილია, მაშინ 

– 

0C 6=-“-(04+ 08).



4.18. //, და „Mე წერტილები 21)/83, და 4:28: მონაკვეთების შუა- 

წერტილებია. დაამტკიცეთ, რომ 
> 1 – _ 

M./M>:= -2. (4,4: + 8,8.) . 

4.19. დაამტკიცეთ, რომ თუ #VI არის 48C სამკუთხედის მედიანე– 

ბის გადაკვეთის წერტილი, ხოლო 0 სივრცის ნებისმიერი წერტილია, 
მაშინ 

6 =--(04+08+06C). 

4.90. M, და M; წერტილები არიან შესაბამისად /#,8)C, და 
458:Cა: სამკუთხედების მედიანების გადაკვეთის წერტილები. დაამტკი– 

ცეთ, რომ 

–- 1 – – 

/,/Mა = 3. (4,4 + 8,8. + C)Cი)· 

4.51. დაამტკიცეთ, რომ თუ 0, 4, 8 წერტილები ერთ წრფეს არ: 

ეკუთვნიან და 06=0/4--08, მაშინ 084C ოთხკუთხედი პარალე– 

ლოგრამია. 
4.95. დაამტკიცეთ, რომ 48C/) ოთხკუთხედი პარალელოგრამია 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ნებისმიერი 0 წერტილისათვის ადგი– 
ლი აქვს ტოლობას: 

04+0C=08+0%6. 
4.98. „დაამტკიცეთ, რომ თუ ოთხკუთხედის -დიაგონალები ერთმა- 

ნეთს შუაზე ყოფს, მაშინ ოთხკუთხედი პარალელოგრამია. 
4.94. წესიერი მრავალკუთხედის ცენტრში მოდებულია ვექტორე- 

ბი, რომელთა ბოლოები მრავალკუთხედის წვეროებშია., დაამტკიცეთ, 
რომ მათი ჯამი ნულის ტოლია. 

4.95. დაამტკიცეთ, რომ თუ /# არის ,18Cს პარალელოგრამის 
დიაგონალების გადაკვეთის წერტილი, ხოლო 0 სივრცის ნებისმიერი 
წერტილია, მაშინ 

6M= –-(04+08 +0C+0ჩა. 
4.26. C ღა 0, წერტილები არიან შესაბამისად #8CM და 

4,8,C)9, პარალელოგრამების დიაგონალების გადაკვეთის წერტილები. 
დაამტკიცეთ, რომ 

– – 

00, =–-– (44, + 88, + CC, + 0,). 
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_. 4.97. დაამტკიცეთ, რომ თუ 0 არის #48C სამკუთხედის მედიანე- 

ბის გადაკვეთის წერტილი, მაშინ 

04+08 +0C =0. 
4.28. 0/1C8 ტრაპეციაში 86C=-- 04, 8C II 0#, 06 = C, 08= ხ. 

გამოსახეთ 04 ვექტორი ხ და C ვექტორების საშუალებით. 

4.99. 8 წერტილი წრეწირის 4C = 9ლ0– რკალს ჰყოფს ისე, რომ 
– 

48: 8C =2:1. 0 წრეწირის ცენტრია. გამოსახეთ 0C ვექტორი 04 = 2C 
და 08 = ხ ვექტორების საშუალებით. 

4.80. არაკომპლანარულ 48 =9, 40=ხ. და 44, =C ვექტორებზე 

აგებულია „48CM 4,8,C,ს, პარალელეპიპედი. ი, ხს, C ვექტორებით გა– 

მოსახეთ ვექტორები IX, CC,, 4C,, 08, , 8C,, C8,. 
4.81. 4860 ტრაპეციაში 48 = 9, 46=ხ, 40= 6. ამ ვექტო- 

რების საშუალებით გამოსახეთ ვექტორები 8C, 0C, 08, MX და ##M, სა- 
დაც # არის 8C წიბოს შუაწერტილი, ხოლო /M#M არის 8/0XC სამკუთხედის 
მედიანების გადაკვეთის წერტილი. 

4.39. იპოვეთ თ ვექტორის გეგმილი ( ღერძზე, თუ მისი სიგრძეა 

10 =4 და I ღერძთან ადგენს კუთხეს: 1) 30?; 2) 1207. 

4.33. იპოვეთ 0XVყ სიბრტყეზე მდებარე თ ვექტორის „გეგმილები 

0X და 0ყ ღერძებზე, თუ მისე სიგრძეა |თ|I=6 და 0X ღერძთან 

ადგენს 60“-იან კუთხეს. 
4.84. რამდენიმე ვექტორის ერთსა „ჯა იმავე ღერძზე გეგმილების 

ჯამი ნულის ტოლია. შეიძლება თუ არა დავასკვნათ, რომ ეს ვექტო- 

რები ადგენენ შეკრულ ტეხილს? 

4.85. იპოვეთ გიგჯ (40-–3ხ), თუ I2 | = 2, |0I=>, (0, ()= 

= 45მ, (ნ, 1) = 609. 

4:80. იპოვეთ გეგ+(20 + 5ჭ), თუ |0|= 1, |ხ|=3, (თ, I) = 

=ვ309, (ხ, #) = 1209. 
4.87. გამოთვალეთ “ ვექტორის გეგმილები საკოორდინატო ღერძებზე, 

თუ (9 1= 16 და საკოორდინატო ღერძებთან ადგენს შესაბამისად თ => 459, 

ჩ == 609 და “+ = 1209 კუთხეებს. 
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§ ნ. ბაზისი. ვექტორის კოორდინატები 

5.1. მოცემულია ვექტორები '0(1; –- 2; 4), ხ( –3: 1: -- 2). იპო- 

გეთ შემდეგი ვექტორების კოორდინატები; 1) თ + ნ; 2) 2-- ნ; 3) 20 ; 
4 3ი––5ხ: 5) 29+3ს; C6) --2+--ნ. 

წ.98. მოცემულია ვექტორები ძთ(4; –- 3; 6), ხ(– 5; 2; 4). იპოვეთ 

შემდეგი ვექტორების გეგმილები საკოორდინატო ღერძებზე: 1) ვხ; 

2 2ძ--56; 3) --6+ 46; 4)2თ-–-ხ. 

წ.8. მოცემულია 4 C-–3; 4; 2) და 8 C-–2; 1; 5) წერტილები. იპო- 

ვეთ 48 და 84 ვექტორების კოორდინატები. 

§.4. მოცემულია 48 C-–-4; ––2; 1) ვექტორი და 8 (1; 4; 5) წერ– 

ტილი. იპოვეთ #4 წერტილის კოორდინატები. 

წ.წ. მოცემულია 48 (3; 7; 1) ვექტორი და „1 (––-2; 1; ––3) წერ- 

ტილი. იპოვეთ 8 წერტილის კოორდინატები. 

5.6. მოცემულია #4 (–-2; 1; 3), 8 (1; 4; 2), C (5; 6; 4) წერტილე– 

ბი. იპოვეთ #4#M ვექტორის კოორდინატები, სადაც #M არის 8C მონა- 

კვეთის შუაწერტილი. 
_ წ.7. კოლინეარულია თუ არა ძ და ხ ვექტორები თუ; 

1) 2(––3; ––2; 1), 6(6; 4; ––2); 9) (>: 2 == , ნ6(=1; 
–- 8; 1). 

5.8. 2,-ს რა მნიშვნელობისთვისაა კოლინეარული ვექტორები მ (1: ––2; 7) 

და ხC- 4; 8; 3)? 

6.9. თ და ჩ-ს რა მნიშვნელობებისათვის არის კოლინეარული ვექტო- 

რები 0 (1; თ; –- 2), ხ (8; 4; 6)? 
5.10. მოცემულია 4 (–– 7; 2; 2), 8(–-10; –– 1; 5),C(2; 5; –– 4) და 

# (8; 5; –– 7) წერტილები. აჩვენეთ, რომ 46 და 8ხ ვექტორები კოლი– 

ნეარულია. 
ნ.11. აჩვენეთ, რომ 4 C–3; ––1; 1), 8 (2; 3; ––1), C (3; 3; ––5) 

და ჩ (2; ––1; ––19) წერტილები წარმოადგენენ ტრაპეციის წვეროებს. 

206



6.19, აჩვენეთ, რომ #4 (1; ––1; 3), 8 (2; 2; ––5), C (4; 1; ––6) და 

ჩნ (3; ––2; 2) წერტილები წარმოადგენენ პარალელოგრამის წვეროებს. 

ნ.13. პარალელოგრამის სამი მომდევნო წვეროა «4 (1; 2, 3), 8 (3: 

1; 6), C (0; ––1: 4). იპოვეთ პარალელოგრამის მეოთხე წვეროს კო- 

ორდინატები. 

5.14. მოცემულია 48C/) პარალელოგრამის სამი მომდევნო წვერო 

4 (1; ––2: 1), 8 (0: 0; ––2), C (1; 3; 0). იპოვეთ 8ხ ვექტორის კო– 

ორდინატები. | _ 

8.19. წრფივად დამოკიდებულია თუ არა შემდეგი ვექტორები: 

1) თ(2; –– ქ; 1); ხ(1; 5; 4), C(4; 1; ––3): 
2) თ(2; –-1; 1), ნ(1; 2; 3), C(1; –-3; –- 2). 
5.16. მოცემულია ძ, ხ და ი ვექტორები. აჩვენეთ, რომ ძ და ხ 

ვექტორები ადგენენ ბაზისს. იპოვეთ ს ვექტორის კოორდინატები ამ 

ბაზისში, თუ: 

1) თ2=2-–5/), ხ=3+/), #ი0=-–117--15/; 

2) 2 =3-); ხ=2:+/, #ი=:-2/; 
ვე 2=5:+3/), ხ=2:–7, ი=(I+5/; 

=3:+2I), 0ი=5:+12/. 

ნ.17. მოცემულია ძ, ხ, 6 და ძ' ვექტორები. აჩვენეთ, რომ ძ, ხ 

და C ვექტორები ადგენენ ბაზისს; იპოვეთ # ვექტორის კოორდინატები ამ 
ბაზისში; 

1) 09 =1–7+ჩ, ხ=21-)-%, 

ნ=-:+2!-2ნ, ძ=-5/+3/+3X; 

2 0=:–=3/--#, ხ=2:+-+5#, 

ი6=-3:+2)--2ხ, ძ=7!-- 77+5%; 

ვ) ძ=2:0+3/-–%#, ხ=:-/-#, 
6=31+2/+#, ძ= 13 C77; 

4) ძ=21+3#, ხ=+(--3ჯ/- 23%, 
6=5:-/, ძ=287 +47-+18/. 
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5.18. იპოვეთ · ვექტორის კოორდინატები 0;, 6: ბაზისში, თუ ის მო–- 

ცემულია IM მ ბაზისში: 
» – – , – – – – – 

1) 61=26ე -L 00, 06: = 36; + 2 09, „/=6–368%; 
, – – , – – – – – 

2). 6:.=526–“– 36), 0: =6, +206, ”=306-02რ6%; 

, – ლ , – – – – – 

3) 61= 6 –– რი, 6ა = 26 –“ რი, ”„= 360 +500; 

, – – , – – – – – 
4) 6 = 260) –– 26), 0 == 0 +C6, ”/=2თფთ–-5რ. 

წ.19. იპოვეთ ძ ვექტორის კოორდინატები #6), 6;, 6, ბაზისში, თუ. ის 
მოცემულია 6, IM მ ბაზისში; 

, – – – , – – – 

1) 6. = 30, ––20:+-63, 6ა = 61 –“ 6ე –“ 63, 

, – – – – – – – 

6ვ=–-60+20+6, ”= 9060:-–-70 +130; 

, – – , – 

2) 6.=26 –Cრ, 0 = 06: + 20: –– 603, 

, – – – – – – 

0ვ ==6კ + 6: + 63, #” = 20, –- 560); 

, – – , – – 

3) 61=26; + 303, 06: == 6 ++ 6: –– 63, 

, – – – –-– – – 

6ვ = 6: –“–“ წვ, „I = 560) L+L46 +26ე; 
, – – “– , – – – 

4) 0 = 6 + 6: +20ე, 6 = 26, -L 6: –– 63, 
, – – – – – – – 

0 = –“ 0 –– 26 + 306ვ, ” = 760, + 90ე––663. 

§ 6. ვექტორთა სკალარული ნამრავლი 

6.1. იპოვეთ ი დღა ხ ვექტორების სკალარული ნამრავლი, თუ 

I0I= 2, |ხ| =5, (0, ხ) =--. 

6.9, იპოვეთ ი და ხ ვექტორების” სკალარული ნამრავლი, თუ 

II =4, |ნI=V3,(0ი, ხ)= >. 

6.8. მოცემულია | I = 3, |ხ | = 2, (6, ხე)=– -· იპოვეთ 

1) ძთ-ხ; 2) ძ7; 3) ხ?; 4) (თ+ 6); 5) (6–=–ნ,)?; 6) (30-L 2ხ)?; 

7) 9(30+4%); 8) (22+სხ)(30=–2ხ). 
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_
?
 

6.4. მოცემულია |0)=4, |ნ)=1, |CI=2,(ი (ი, ხ 
X 

3.” 
–_“.–_ I – – 

(ი, 60)=--, (ხ, 2) =--. იპოვეთ: 1) (30--26+C)(6+0C; 

2) (თ–– 6)(2+ნ6 ––20); 3) (> 20)შ1- 2; 4) (9-+-2(6)?-–(2 2--3C1. 

6.5. მოცემულია | I =4, | 6 I = 5, (0, 6)==-. იპოვეთ |20 --ნ| 

და |3თ+ 2ხ|. 

6.6. მოცემულია |თ|= შ, (6 | = 5, IC I = 4, (2, ხ ხ)=--- 

(2, 6)=-1, ( ,0 =--. იპოვეთ: 1) | 0 + ხ + CI: 2) |––3ს+%I. 

6.7. ; ხ , X ერთეულოვანი ვექტორები აკმაყოფილებენ პირობას 

იCხ+იC 0. იპოვეთ ი-· ხ +ხ. ი6+ი-6. 

– 

"6.8. ძ, ხ, 6 ვექტორები აკმაკოფილებენ _ პირობას ი+ხ+ C=0 

იპოვეით #6-ნ-+ხ-6+6-0ი, თუ 12I=2, |ნI=3, I2|I =1. 
_6.0. იპოვეთ კუთხე ძ და ხ ვექტორებს შორის, თუ |0)=4, |ნ| C1, 

( > 

'თ. ხხ = 2 02. 

6.10. მოცემულია |თ | =2, |0|I =1, (ძ, ხ) = > იპოვეთ კუთხე 

2თძ+ხ ღა ი--3ხ ვექტორებს შორის. 
, 8.11. იპოვეთ კუთხე ძი – 26 და 2ხ--C ვექტორებს შორის, თუ 

– – – –“_ 2; –“–_ 

I0I=2, |0I =3, ICI =1, (თ, ხ)= <–, (0, 0)=--, 

– – ემ; 

ხ,0)=–-. (6,0) 3 

6.19. იპოვეთ 48 და 46 ვექტორებზე აგებული პარალელოგრამის დია 

გონალებს შორის კუთხე, თუ |48| =2, I|4CI = V2, (48, "თ =--- 

6.18. თ-ს რა მნიშვნელობებისათვის იქნებიან თ + თხ და ი -–-თხ ვექ- 

ტორები ურთიერთპერპენდიკულარული, 'თუ |0|=4, | 6| = 3? 
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6.14. X-ს რა მნიშვნელობებისათვის იქნებიან 2ი– 3 და ძი + თხ 

ვექტორები  ურთიერთპერპენდიკულარული, 

C CV, 3 · 

თუ |0თ)=2, |ნ|=3, 

6.16. იპოვეთ კუთხე თ და ხ ერთეულოვან ვექტორებს შორის, თუ 
ი = მ + 2ხ და ი =50–=4 ხ ვექტორები «ურთიერთპერპენდიკულა- 

რულია. 

– 

6.16. იპოვეთ ბეგ– ხ , თუ Iთ| =2, ძ-.ხნხ=-- 

6.17. იპოვეთ გეგ>( 30 +2ხ), თუ | | = 2, | 6 |=1, (0, ხ)==“. 

! 6.16. იპოვეთ გეგ– (2 0-- ხ)+ გეგ>(6+2ხ), თუ |თ|=4, |6| =9, 

კო ჩ 
(ძ, ხ)=–-- · 

6.10 იპოვეთ გეგ. _ _ (04 წ), თუ |ი|=V 3, |ხ|I=2, (თ, ,ხ)==- 

6.90. იპოვეთ გეგ „ (20-36), თუ I0I=2V2, |ნ| =1, 

არი 32 
(ი, ხუ1= <5 

6.91. გამოთვალეთ: 

1) (/7+2#)პ1--(2(+/)M-–-7)+M#(7 +#); 

2) (1–<-27):6–7/(21+3#) +C/7 – #)?. 
ტი იპოვეთ ით და ხნ ვექტორების სკალარული ნამრავლი: 

(0) 2=31-47+#, 6=7+7; 
2) თ(01; 0; –– 5), ნ(-–-3; 1; --2). 

6.93. იპოვეთ 6, და C. ვექტორების სკალარული ნამრავლი, თუ; 

, > = 3ვი--2ნხ, C=ძ0 L3ხ, ი(1;––2; –– 1), 6(2:1:–-1); 

2 C=20+5ნ, Cთ=–-32+ხ, ი(2:––2; –– 1), 6(0; 2; 1). 
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6.94. იაოვეთ ი=2:+3 ; => ვექტორის კოლინეარული ხ ვექ– 

ტორი, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას ი · ხ = 44. : 

6.95. იპოეეთ თ თ ვექტორის სიგრძე და მიმართულების კოსინუსები, 

თუ: 

1) ი0=3–5/+ V2X; 2) ი=2(+3/-6#. 

6.96. იპოვეთ ი=2ხ-–-3ი ვექტორის სიგრძე და მიმართულების კო– 

სინუსები, თუ ხ(1; –– 2; 4); C(-=-2; 0; –– 3). 

6.97. იპოვეთ 0 =1-L 2/-=–2# ვექტორის მგეზავი. 

6.58. იპოვეთ ძ= 31 ; +2/ ვექტორის კოლინეარული ხ ვექტო– 

რი, თუ |ნ| = 2V14. 

6.99. იპოვეთ ი=2ჯ. + 12 ჩ ვექტორის კოლინეარული ხ ვექტო– 

რი, თუ ის 07 ღერძთან მახვილ კუთხეს ადგენს და |ხ | = 9. 

6.30. იპოვეთ თ ვექტორის კოორდინატები, თუ მისი სიგრძეა 24 და 
ის 0ყ და 07 ღერძებთან ადგენს ჩ=»ჯ=60“ კუთხეებს ხოლო CX 

ღერძთან –– ბლაგვ კუთხეს. 

6.81. იპოვეთ ძ ვექტორის კოორდინატები, თუ მისი სიგრძეა 4 და 

ის 0X და 02 ღერძებთან ადგენს შესაბამისად თ=45?, ჯ=60? კუთხე– 

ებს. 

ჯ 

6.93. იპოვეთ კუთხე ი და ხ ვექტორებს შორის, თე: 

–––_..._.... 
06.34. მოცემულია სამკუთხედის წვეროები #4 (–-1; ––2; 4), 8 (–-4;: 

–-2; 0), C (3; ––2; 1). განსაზღვრეთ 8 კუთხის სიღიდე. 

6.35. გამოთვალეთ #8C სამკუთხედის # კუთხის სიდიდე, თუ 

48=3:-I)I-2ს,8C=-2:0+3/-+V. 
0.80. მოცემულია სამკუთხედის წვეროები 42 (2; 2: ––3), 8 (5; 1: 

– 1), C (1; ––-–2; 1). იპოვეთ 4 წვეროსთან მდებარე გარე კუთხე. 
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6.87. იპოვეთ კუთხე 48 = 1+ 1+ ;# და 485= 21 1– 2# ვექ- 

ტორებზე აგებული პარალელოგრამის დიაგონალებს შორის. 

6.88. მოცემულია 48C#M ოთხკუთხედის წვეროები 4 (1: 2: –-1), 

8 C-1; 2; 1), C (<0; 1; 5), #) (2; 1; 3). იპოვეთ კუთხე 4C და 8/ 

დიაგონალებს შორის. 

6.89. მოცემულია ოთხკუთხედის წვეროები 4 (1: –-2; 2), 8 (1; 

4; 0), C (C–4; 1; 1), 0 C–5; ––5; 3). აჩვენეთ, რომ მისი 4C (და 80 

დიაგონალები ურთიერთპერპენდიკულარულია. 
“თ – 
“0.40, განსაზღვრეთ, თ-ს რა მნიშვნელობებისათვის იქნებიან თ და 

ხ ვექტორები ურთიერთპერპენდიკულარული, თე: 

(1) 6=თ1--3/+2#, ხ= (+27-თჩ; 

2 თ=თ!:+37+4ჩს, ხ=4.+თ/+7%. 

6.41. იპოვეთ 0 =21+-37-–-# და ხ =1--2/+3# ვექტორების 

პერპენდიკულარული დ ვექტორი, თუ იგი აკმაყოფილებს პირობას: 

(0, 21–14+#)=-=-6. 

6.4ბ. მოცემულია ძ= ვ, 7+ 5ჩ და ხ= (+ 21-3# ვექ– 

ტორები. იპოვეთ 02 ღერძის პერპენდიკულარული ისეთი C ვექტორი, რო- 
მელიც აკმაყოფილებს პირობებს: (თ, 6)=9, (ხ, 0)=-–-4. 

6.48. მოცემულია ვექტორები თ(3; –– 2; 1), ხ (1;0; 2) და C(2; 1; –– 1). 

იპოვეთ ისეთი ძ ვექტორი, რომელიც აკმაყოფილებს პირობებს (ძ, 0)=9, 

(ძ, ხ)= 5, (9, 6)=–-2. 

6.44. მოცემულია ი= 51+ 27+ 5, ხ =21-- 1+ 2# ვექტო– 

რები. იპოვეთ ბებ+ თ. 

1: 

6.45. მოცემულია თ= 31--6/1--ჩ, ხ = (+415 და C = 

=31-- 47 + 128 ვექტორები. იპოვეთ გეგ– რთ +L ხ). 

/ 

6.46: მოცემულია 0=1-–-3/+ 48, ხ=31–-4/4+2ჩღა6= 

=-7+ 7-+ 4 # ვექტორები. “პოვეთ · გეგ». – 8 : 
6 
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6.47. მოცემულია ვექტორები 0 (–– 2; 1; 1), 6 (1; 50) და C (4; 4; –-2). 

იპოვეთ. გეგ-. (30–- 29). 
6.48. მოცემულია 4 (1; 2; –- 3), 8(7; 4; 0) და C(1; ––1; 2) 

წერტილები. იპოვეთ გეგ +, 48. 

6.49. სამართლიანია თუ არა შემდეგი ტოლობები: 

1) |იI- ი =|9/; 2). ICI · 0? = | |; 
ვ) |ი|?. თ = |0Iბ; 4) თ-(თ, ნ)=|I9I?.6; 

5) |ხI.ი=0ი(ხ,ხ); 6) (თ, ხ):=01.ხ! 

6.50. შეამოწმეთ (ი-- 6 )?= ებპ--20. ხ+ ხ? ტოლობის სამართ- 

ლიანობა. რაში მდგომარეობს მისი გეომეტრიული შენაარსი? 

6.51. შეამოწმეთ (#7 -L ნ)? -+–(0თ-–-6)1=2( 0" + ნ?) ტოლობის სა- 
შართლიანობა. რაში მდგომარეობს მისი გეომეტრიული შინაარსი? 

– ი(თ, ხ) 
6.69. დაამტკიცეთ, რომ ჩ =ხ6-–- ვექტორი პერპენდი- 

| 0! 

კულარულია თ. ვექტორის. , 
6.58. დაამტკიცეთ, რომ ი =9(ხ, 6)--C(ძთ, ხ) ვექტორი პერ- 

პენდიკულარულია 0 ვექტორის. 

6.64. დაამტკიცეთ, რომ 0 = ი (ხ, 0ი)–ხ(ძ, 2) ვექტორი პერ- 

პენდიკულარულია C ვექტორის. 

6.55. დაამტკიცეთ, რომ ორი ვექტორის სკალარული ნამრავლი არ 

შეიცვლება, თუ ერთ-ერთ თანამამრავლს მივუმატებთ მეორე ვექტო– 

რის პერპენდიკულარულ ვექტორს. 

6.56. დაამტკიცეთ, რომ რომბის დ.ააგონალები ურთიერთპერპენ- 

დიკულარულია. , 
6.57. დაამტკიცეთ, რომ პარალელოგრამი, რომლის «დიაგონალები 

ურთიერთპერპენდიკულარულია, არის რომბი. 

6.58. #8C პარალელოგრამში გავლებულია 8/-; სიმაღლე (-8# _I. 4#). 

იპოვეთ 87%, თუ 485=0, 48=ხ.



§ 7. ვექტორთა ვექტორული ნამრავლი 

7.1. #8Cნ 4,8,C,0, პარალელეპიპედში #48, 40, 44) ვექტორთა 
სამეულს მარცხენა ორიენტაცია აქვს. განსაზღვრეთ ვექტორთა შემდეგი სა- 

მეულების ორიენტაცია; 

1) ნ,, 64, 6C; 2) CC, Cხ., C8,; 3) 6,ნ, 6,8, 6.4: 
4) 04, 88, 8C; 5) M8, Mნ, M4,, 

სადაც # არის ,10 წიბოს შუაწერტილი. 

7.9, იპოვეთ IX ხI, თუ: 

-________ 

2 I6)=5 |ხ|=2/3, (ი,ხ)=–– 

7.8. იპოვეთ |0თ Xხ6I, თუ: 

'1)“16 | = 10, |IნI=2, თ·.·-ხ =12; 

2) |Iთ|)=2, |ნ|I=6, ძი-ხ=--24 

7.4. იპოვეთ ი. ხ, თუ: 

1) |ი|I=3, |ხ|I=26, |Iთ X ხ | = 72; 

2) I|)I=5, |ხ)=6, ICXხI)=12V2. 

7.5. მოცემულია |0| = 3, |ნ) =4, თ Lხ. იპოვეთ: 

1) |I(2+ნ)X(CC-–- სხ); 2) |I(30-=6)X (0-2) |I- 

7.6. მოცემულია 10) =1, |ნ|)=2, (0, , ხე)=<--. იპოვეთ: 

1) (02X ხX; 2) ((22+ნ)X(თ+2ხ0)); 

3) ((«+3ნ)X(30--ხ))? 4) ((0-3ხ) X (20+ხ)#. 
, 7.7. იპოვეთ 48Cა პარალელოგრამის ფართობი, თუ: 

6 -– – 

2) 48= 20+5ხ, 88=9-–-3წ, (თ, გა 'I9|=1, | ს I =3. 
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7.8. იპოვეთ იმ პარალელოგრამის ფართობი, რომლის ს დ. ააგონ2C7 

2” ” და 49-57, სადაც III = I | = 1, (MI, 7: ,) =- –- · 

7.9. შეასრულეთ მოქმედებანი: 

1) IX (/+ M)-7/X(,+M)+MX(,+/-2/): 
2) 3(-(/ X#)--27(ჰXM#ჩ)-–-#(7I X7). 

7.10. იპოვეთ იX ხ, თუ: 

1) ი=2– 7143, ხ=(+2)–#; 

2) 90; 3; 1), ხ(–=2; 0; –– 1). 

ს? -11. მოცემულია ი(3; ––1: ––2) და ნ(1, 2: –– 1) ვექტორები. 

იპოვეთ: _1) (20-+ ხა) Xხ: 2) (2ი–-ხ)X(292 +). 

7.19. მოცემულია „4(2; –– 1; 2), 8 (1; 2; –– 1), C (3; 2, 1) წერტი- 

ლები. იპოვეთ 1) 48 X 8C;. 2) (8C-- 2C4)XC8. 

7.18. მოცემულია ი(2; – 3; 1), ნ(–- 3; 1; 2), C(1; 2; 3) ვექტო- 

რები. იპოვეთ 1) (9 X ხ)XC; 2) იX(CნხX თ. 

7.14. იპოვეთ 0=41- 2/-–3# და ხ= 1+ 3ჩ ქექტორების პერ- 

პენდიკულარული ისეთი 6 ვექტორი, რომელიც 0ყ ღერძთან ბლაგევ 

კუთხეს ადგენს და რომლის სიგრძეა 26. 

?.15. იპოვეთ ძ (8; ––-15; 3) ვექტორისა და 02 ღერძის პერპენდი- 

კულარული ისეთი C ვექტორი, რომელიც 0X ღერძთან მახვილ კუთხეს 
ადგენს და რომლის სიგრძეა 51. 

7.16. იპოვეთ ითი=371-- 3/ + / და ხ=1– 2/+ 3#ჯ ვექტო- 

რების პერპენდიკულარული ისეთი C ქექტორი, რომელიც აკმაყოფილებს 

პირობას C ·-((-+27-–7#)=0. 
7.17. „დაამტკიცეთ შემდეგი ტოლობები: 

1) (+ ნხ)X(0-–-ხნ)=2-9Xხ; 
2) (0 X 6)7+(0-6)?= 01? .ხ?. 
7.18. დაამტკიცეთ უტოლობა: (თ X ხ” < ე?. ხ?. რა “შემთხვევაში 

აქვს ადგილი ტოლობას? 
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7.19. დაამტკიცეთ, რომ თუ ი Lნ და ძ _L C, მაშინ იX (იX>=0. 

ძ 7.90. დაამტკიცეთ, რომ თუ ი, ხ და C არანულოვანდ ვექტორებია 
– 

და 2= ნX2C, წხ =6X0ი, 6=იXხ, მაშინ ძ, ხ და C ურთი- 

ერთპერპენდიკულარული ერთეულოვანი ვექტორებია. 
7.91. დაამტკიცეთ, რომ თ2Xძ, 6Xძ და CXძ ვექტორები კომ- 

პლანარულია. 

7.29. დაამტკიცკეთ, რომ თუ ი+ხ+ 6 = 6, მაშინ იXხ = 

=6X06=C6X20. 
7.98. დაამტკიცეთ, რომ თუ თX ხ = CXძ და 2იX6= ხX ძ, მა– 

შინ ნ––C და ი–-ძ ვექტორები კოლინეარულია. · 

§ 8. სამი ვექტორის შერეული ნამრავლი. 

ვეკტორების ზოგიერთი გამოჰენება 

8.1. ურთიერთპერპენდიკულარული 2, % და C ვექტორები ქმნიან 
მარცხენა სამეულს. გამოთვალეთ (თ, ხ, 2), თუ ICI = 4, |ნ|=2, IC = ვ. 

8.9. 6 ვექტორი რთ და ხ ვექტორების პერპენდიკულარულია. გამოთვა- 

ლეთ (6, 6, 6), თუ || =6, || =9, |6I=3, (0, 6)=--. 
8.8. C ვექტორი ძი და ხ ვექტორებით განსაზღვრულ სიბრტყესთან 

ადგენს დ => კუთხეს. გამოთვალეთ (ი,ხ, C), თუ |0| =2, Iნ | = 4, 

––_ – 51L 
C = 1, , ხ =–-–-–. ICI (თ, ხ) რ 

8.4. დაადგინეთ ვექტორთა ი , ხს, C სამეულის ორიენტაცია, თუ: 

1) ი=%, ნ =L:, 0=7, 2) ი=!, ხ =ჩ, 0= 7; 

ვე 2=7, ნ=(, 6=#;. 4 2თ=LI+I, ხ=/, 6=-; 

5) ი=ჯ 7, ხ=ჯ-/, =/, 6) '(CL== +7, ხ=L--/, 26=%ჩ (+ 

8.წ. იპოვეთ თ, ხ და C ვექტორების შერეული ნამრავლი, თუ: 

# 

2 თ=2(-/)-%, ხ=:-3/- ჩნ, 2=:0+7+4#. 
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8.6. შეამოწმეთ კომპლანარულია თუ არა ი, ხ, C ვექტორები 

1) 0 (2; 3; –– 1), ხ(1; –1; 3), C(I; 9; ––11); 

2) თ(2; 21, ხ6(21:2, C(3; –– 1; 2; 

ვ) (3 1; 2, ხ(2; – 3, C(3; –-4; 7). 

4) ი(2; 5; 7), ხ(1; 1; –– 1), C(1; 2; 2). 

8.7. შეამოწმეთ მდებარეობს თუ არა ერთ სიბრტყეში წერტილები: 

1) 4(5:7;--2), 8(3:1;-–-1), C(9; 4: ––4); /#X(1; 5:0); 
2 4(00:0;1, 8(C2 3, 5;  C(6; 2; 3))| (3; 7; 2); 
ვ) 4(1; 2; ––1), 8(0:1:5,) C(C–1; 2: 1), 1X(2; 1; 3); 

4 4(2 22, 8C04 3 3,  C(4; 5; 4),) /#2(5; 5; 6). 

8.8. იპოვეთ სამკუთხედის ფართობი, თუ მისი წვეროებია: 

1) 4(2 3), 8(C-–-1; 1), C(3; ––2); 

2 #(1; 5), 8 (3; –– 1), CC(4; 5). 
8.0. იპოვეთ #8C სამკუთხედის 8) სიმაღლე, თუ მოცემულია 

სამკუთხედის წვეროები: 

4). 

1) 4(C-–1;2, 8(1;3), C (3; 5); 
2 #4(3; 6), 8 (2; –– 1) C(C-–-1; 3). 
8.10. იპოვეთ პარალელოგრამის ფართობი, თუ მისი სამი წვეროა: 

1) 4C-2:3, 8(1; ––5), C(3; 1); 
2 #4(3 3, 8(–-2; 1), C(5; ––4). 

8.11. პარალელოგრამის სამი წვეროა #4 (3; 7), 8 (2; ––3), C (–I; 

იპოვეთ 8 წვეროდან 4C გვერდზე დაშვებული სიმაღლის სიგრქე. 

8.19. სამკუთხედის ორი წვეროა 4 (2; 6) და 8 C-–6; 2), ხოლო მე– 

სამე წვერო 0X ღერძზე ძევს. იპოვეთ მესამე C წვეროს კოორდინა- 

ტები, თუ სამკუთხედის ფართობია 12. 

8.13. სამკუთხედის ორი წვეროა #4 (6; –-–9) და 8 (–-3; -–6), ხო- 

ლო მესამე წვერო CV ღერძზე ძევს. იპოვეთ მესამე C წვეროს კოორ–- 
დინატები, თუ სამკუთხედის ფართობია 36. 

8.14. იპოვეთ 48C#) პარალელოგრამის ფართობი, თუ: 

1) 48=#-–-I, 495=6+7+X#; 

2) 48 =31-–7+2, #0=2:+)–3ჩ.



8.15. იპოვეთ სამკუთხედის ფართობი, თუ მისი წვეროებია: 

1) 4(1; 2 0ე) 8(3; 0; –– 3), C (5; 2; 6); 

2 #(–-2; 1; 1), 8(3; 0; –– 1), C(2; 2; 2). 

8.16. იპოვეთ 48C სამკუთხედის 8.) სიმაღლე, თუ მოცემულია 

სამკუთხედის წვეროები: 

1) 4(1; ––1; 2), 8(5; ––6; 2, C(1; 3; ––6); 

2) #01; –-2; 8), 8(0; 0; 4), C (6; 2; 0). 

8.17. გამოთვალეთ 48, 4C და 4ი ვექტორებზე აგებული პარა–- 

ლელეპიპედის მოცულობა, თუ: 

ჯ 1) 48=21–3/+ს, 46=1+1-–3, 40=1-–-#; 

2) ტ48=31-21+#6, 46=--21+7+3ნ, /0=27-–-2/#. 

8.18. იპოვეთ 48Cმ ტეტრაედრის მოცულობა და IL) წვეროდან 

დაშვებული სიმაღლის სიგრძე, თუ: 

1) 4(2; 1; 3), ,8C(4; 1; 3), C (5; 5: 3), X00(5; 5; 5); 

2 „1(2; 3; 1), 83(4; 1; ––2), C(6; 3; 7), 0(–--5; –– 4; 8). 

8.10. ტეტრაედრის მოცულობა V =5. მისი სამი წვეროა 4 (2; 1; 

–-1), 8 (3; 0: 1), C (2; ––1; 3). იპოვეთ მეოთხე წვეროს კოორდინა- 

ტები, თუ ცნობილია, რომ ის 0Vყ ღერძზე ძევს. 

8.00. აჩვენეთ, რომ ვექტორები ძ= ჯL 1+ MM, ხ=1+ 1+ 

4 თI+1)-# ღა 6=1-/ +M7I#. არ არიან კომპლანარული VI-ის 
არცერთი მნიშვნელობისათვის. “. 

8.21. აჩვენეთ, რომ: I ' 
ზ . 

1) (იძ––ხ,ხ––0,6–ძ)=0; 

2 (9+ხ,ნ+C6C,6–0)=0; 

ვე (თ+ხ,ხ+C,0+0)=2(0,ხ,C); 

4) (ძი, ნ,0+70+#ნხ)=(ი,ხ,0), MM6/ 
–_ – == 

8.99. აჩვენეთ, რომ ი +2ხ-, ვ8.-ხ -L C და –ძ + 5ხ-- 36 

ვექტორები კომპლანარულია. 
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– 

8.08. 6, ხ და C არაკომპლანარული ვექტორებია. 7-ს რა მნიშვნე- 
ლობისათვის არიან ვექტორები 70 +ხ +C, -0+2ხ+06, 0+ხ+1.C 
კომპლანარული? 

8.94. დაამტკიცეთ, რომ. | (9, ხ, C) | < (01. (I · (CI. 
8.93. დაამტკიცეთ, რომ თუ სამი ვექტორიდან რომელიმე ორი კო– 

ლინეარულია, მაშიხ მათი შერეული ნამრავლი უდრის ნულს. 

896. დაამტკიცეთ, რომ თუ იX6ნ6+ ხX 0 + -%X ი = 9, მაშინ 

თ, ხ, და C ვექტორები კომპლანარულია. 
8.97. იპოვეთ # ძალის მიერ § გადაადგილებაზე შესრულებული მუშა- 

ობა, თუ I#ნI = 2, |§|) =5, (L, §ვ)= -- · 

8.28. იპოვეთ მუშაობა, რომელსაც შეასრულებს ჩ (3; ––2; ––5) 

ძალა მისი მოდების წერტილის სწორხაზოვანი გადაადგილებისას 

4 (2; ––3; 5) წერტილიდან 8 (3; ––2: ––1) წერტილამდე. 

8.59. მოცემულია ერთ წერტილზე მოდებული სამი ძალა M (3; 

–-4; 2), M (2; 3; ––5) და ნ (–<3; --2; 4). გამოთვალეთ მათი ტოლ– 

ქმედის მიერ შესრულებული მუშაობა, როცა მათი მოქმედების წერ– 
ტილი სწორხაზოვნად გადაადგილდება #4 (5; 3; ––7) წერტილიდან 

8 (4 -–1; -–4 წერტილამდე. 

8.30. / (3; 2; ––4) ძალა მოდებულია #VI (2;-–-1; 1) წერტილზე. 

იპოვეთ ამ ძალის მომენტი კოორდინატთა სათავის მიმართ. 

8.31, # (2; ––4; 5) ძალა მოდებულია M (4; -––2; 3) წერტილზე. 

იპოვეთ ამ ძალის მომენტი # (3; 2; ––1) წერტილის მიმართ. 

ც,ვი, # (3; 4; ––2) ძალა მოდებულია #M (2; ––1; ––2) წერტილზე. 

იპოვეთ კოორდინატთა სათავის მიმართ ამ ძალის მომენტის სიდიდე 

და მიმართულების კოსინუსები. : 

8.38, #. (2; 2; 9) ძალა მოდებულია /M (4: 2; ––3) წერტილზე. იპო– 

ვეთ 4 (2; 4; 0) წერტილის მიმართ ამ ძალის მომენტის სიდიდე და 

მიმართულების კოსინუსები. 

8.84. მოცემულია M#M (–1; 4; ––2) წერტილზე მოდებული სამი ძა– 

ლა ჩ, (2; ––1; –-3), = (3; 2; ––1), #ვ (C–4; 1; 3). იპოვეთ #4 (02; 3; 

–-1) წერტილის მიმართ მათი ტოლქმედი ძალის მომენტეს სიდიდე და 

მიმართულების კოსინუსები. 
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§ ს. მანძილი ორ წერტილს ფორის. მონაკვეთის გაყოშმა 

მოცემული ფარდობით 

9.1. იპოვეთ მანძილი 4 და 8 წერტილებს შორის: 

1) 4(--2; 1), 8(1; 5); 
2) #4(14; 2), 78 (9; 14); 

3) #(C–-1; 3; 1), ,8(1; 0; 7); 
4 #(-2; --6;2), 8(4; –- 6; –- 6). 
9.9. სამკუთხედის წვეროებია 4 (3; -–4), 8 C–3; 4), C C–2; 2). 

იპოვეთ გვერდების სიგრძეები. 

9.8. სამკუთხედის წვეროებია (1; 4; 3), 8 (7; 8; ––1) და C (1; 

2; 1). იპოვეთ მისი შუახაზების სიგრძეები. 

9.1. 0X ღერძზე იპოვეთ წერტილი, რომელიც #4 (3; 4) წერტილი– 

დან დაშორებულია 5-ის ტოლი მანძილით. 

0.5. 0ყ ღერძზე იპოვეთ წერტილი, რომელიც #4 (C–8; 13) წერტი- 

ლიდან დაშორებულია 17-ის ტოლი მანძილით. 

9.6. 0ყ ღერძზე იპოვეთ წერტილი. რომელიც თანაბრადაა დაშო- 

რებული 4 (1; ––4; 7) და 8 (5; 6; ––5) წერტილებიდან. 

ე.7. აჩვენეთ, რომ სამკუთხედი, რომლის წვეროებია # (1; 1), 

8 (2; 3) და C (5; ––1) მართკუთხაა. 

9.8. აჩვენეთ, რომ სამკუთხედი, რომლის წვეროებია # C-–-2; 3; 4), 

8 (3; 1; ––-5) და C (0; -––2; ––5), ტოლფერდაა. 

9.9. აჩვენეთ, რომ სამკუთხედი, რომლის წვეროებია 4 (0; ––1; 1), 

8 (2; 0; 3) და C (–4; 2; 0), ბლაგვკუთხაა. 

9.10. აჩვენეთ, რომ სამკუთხედი, რომლის წვეროებია # (20; 1; 1), 

8 (2; 0; 1) და C (0; 3: 5), მახვილკუთხაა. 

9.11. კვადრატის მოპირდაპირე წვეროებია / (2; –-2) და V (––1; 

ვ). იპოვეთ ფართობი. 

9.15, კუბის მოპირდაპირე წვეროებია 4 (-––3; 1; 2) და #8 (1; 4; 0). 

იპოვეთ მოცულობა. 

9.13. M (1; –-2) წერტილზე გავლებულია წრეწირი რომელიც 
ეხება 0X ღერძს იპოვეთ ცენტრის კოორდინატები, თუ წრეწირის · 
რადიუსია 5. 

9.14. #4 (4; 2) წერტილხე გავლებულია წრეწირი, რომელიც ეხება 

ორივე საკოორდინატო ღერძს. იპოვეთ წრეწირის ცენტრიხ კოორდი- 

ნატები და რადიუსი. 

9.15. სამკუთხედის წვეროებია ,4 (––3; 6), 8 (9; ––10), C (––5; 4). 

იპოვეთ ამ სამკუთხედზე შემოხაზული წრეწირის ცენტრის კოორდი- 

ნატები და რადიუსი. 
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9.16. პირამიდის წვეროებია #4 (1; ––1: 2), 8 (–1: 1; ––2), C (I; 
2; 1) და #M C–2, 2; 3). იპოვეთ ამ პირამიდაზე შემოხაზული სფეროს 

ცენტრის კოორდინატები „და რადიუსი. 

9.17. იპოვეთ 48 ი მონაკვეთის შუაწერტიალის კოორდინატები, თუ: 

1) #4 C–2; 4), 8(4; –6); 2) 4 (3; ––1; 2), 8(4; –-3; 0). 
9.18. /I არის #8 მონაკვეთის მუაწერტილი. იპოვეთ /,3 წერტი- 

ლის კოორდინატები, თუ: 

1) 4(–-3; –– 2), #V(1; 2); 2) 4 (1; 3; 1), M#(C(– 2; –– 1; 3). 
9.19. მოცემულია #4 (-–-2; 4) და #8 (2; 2) წერტილები. იპოვეთ #8 

წერტილის მიმართ 4 წერტილის სიმეტრიული წერტილის კოორდინა- 
ტები. 

9.20. სამკუთხედის წვეროებია „# (2: ––4), 8 (–3; 1), C (=5; 

–-2). იპოვეთ გვერდების შუაწერტილების კოორდინატები. 
9.91. მონაკვეთი, რომლის ბოლოებია 4 (––-4: ––6) და #8 (2; 8), და– 

ყოფილია ოთხ ტოლ ნაწილად. იპოვეთ დაყოფის წერტილების კოორ- 

დინატები. 

9.92, /# (–3,5) და 8 (1; 7) პარალელოგრამის მეზობელი წვეროე- 

ბია ხოლო VI (1; 1) დიაგონალების გადაკვეთის წერტილი. იპოვეთ და– 

ნარჩენი წვეროების კოორდინატები. 

9.23. სამკუთხედის წვეროებია 4 (3; –I1; 5), 8 (4; 2; ––5) და 

C C–-4; 0: 3). იპოვეთ 4 წვეროდან გავლებული მედიანის სიგრძე. 

9.94. მონაკვეთი, რომლის ბოლოებია '4 (1; ––3) და 8 (4; 3), და– 

ყოფილია სამ ტოლ ნაწილად. იპოვეთ დაყოფის წერტილების კოორ– 

დინატები. 
9.96. მოცემულია ერთ წრფეზე მდებარე #4 (1; ––1), 8 (3; 3) და 

C (4; 5) წერტილები. განსაზღვრეთ რა ფარდობით ყოფს თითოეული 

მათგანი დანარჩენი ორით განსაზღვრულ მონაკვეთს. 

9.90. განსაზღვრეთ მონაკვეთის 4 და 8 ბოლოების კოორდინატე- 

ბი, თუ ეს მონაკვეთი 7 (2; 0; 2) და C (5; ––2; 0) წერტილებით გა- 

ყოფილია სამ ტოლ ნაწილად. 

9.97. სამკუთხედის წვეროები #4 (X,, ყ), 2) 13 (Xა, Vყ-, 2) და 

C (+, ყვ, 23). დაამტკიცეთ, რომ მედიანების გადაკვეთის წერტილის კოორ- 
დინატებია 

X, “LL Xა -L Xვ _ VI +ყ+9ყ3 __ 21+ 2 - -L2ვ 

X--2- :0%9–2 72:95. 
9.58. მოცემულია სამკუთხედის ორი წვერო # (23; 8) და 88 (10; 2) 

და მედიანების გადაკვეთის წერტილი # (1; 1). იპოვეთ სამკუთხედის 

მესამე წვეროს კოორდინატები. 

9.99. სამკუთხედის წვეროებია #4 (7; 2). 8 (1; 9) და C C–8; 
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–-11). იპოვეთ მანძილები მედიანების გადაკვეთის წერტილიდან წვე 
როებამდე. 

9.30. სამკუთხედის წვეროებია 4 (3: ––2; 1), 8 (3;1, 5) და C (4 

0; 3), იპოვეთ მანძილი მედიანების გადაკვეთის წერტილიდან კოორ– 

დ-ნატთა სათავემდე. 

9.31, მოცემულია სამკუთხედის ორი წვერო #4 (--4; –-1; 2) დ= 

8 (3; 5; –– 4), იპოვეთ მესაჭე C წვეროს კოორდინატები, თუ 4C“ 

გვერდის მუაწერტილი ძევს 0ყ ღერძზე, ხოლო 8C გვერდის შუა– 

წერტილი კი 0X2 სიბრტყეზე. 

9.39. სამკუთხედის წვეროებია 4 (2: ––5), 8 (1; ––2) „და C (4; 7), 

ხოლო 80 –- ბისექტრისაა. იპოვეთ ჩ წერტილის კოორდინატები დ. 

8. ბისექტრისის სიგრძე. 

9.33. სამკუთხედის წვეროებია #4 (1: ––1: ––3), 8 (2: 1; –-2) «და 

C (5; 2: ––6) იპოვეთ #4 წვეროდან გავლებული ბისექტრისის 

სიგრძე. 

ი.ვ4. სამკუთხედის წვეროები /„/ (0; 0; 00,,) 8(0; 0; 100) და 

ელ. · 15VM4. 14 : +) · იპოვეთ ბისექტრისების გადაკვეთის წერტი–- 

ლის საორდინუტები. 

9.8წნ. სამკუთხედის გვერდების შუაწერტილებია VM (2; ––1), MV C–1; 

4) და ” C-–2: 2). იპოვეთ სამკუთხედის წვეროების კოორდინატები. 

9.30. ოთხკუთხედის წვეროებია 4 C–3; 12), /3 (3: ––4), C (5; ––4) 

და # (6; 10). რა ფარდობით ყოფს 4C დიაგონალი 80 ·დიაგონალს? 

§ 10. წრფე სიბრტკეზე 

10.1. მოცემულია წრფე 2X–3ყ--3=0. შემდეგი წერტილებიდან 

რომელი მდებარეობს მასზე და რომელი არა: #M,; (3; 1), M-ი (2; 3), 

#ვ (6; 3), Mჯკ (–3; ––3), #VI§ (3; 1), M6 (–-2; 1)? 
10.9. /I), VI, M23, M წერტილები მდებარეობენ 3X--2ყ--6=0 

წრფეზე. იპოვეთ ამ წერტილების ორდინატები, თუ მათი აბსცისებია 

შესაბამისად 4; 0; 2: –– 6. 

10.8. /MI, /MI0, VIვ, MI წერტილები მდებარეობენ X-–--3Vყ-+2=პ9 

წრფეზე. იპოვეთ ამ წერტილების აბსცისები, თუ მათი ორდინატებია 

შესაბამისად: 1: 0; –-1; 3. 

10.4. 4 (2; ი) და 8 (6: ––4) წერტილებე მდებარეობენ 3X--V+ 

+5=0 წრფეზე. იპოვეთ იძ და ხ. 

10.5. იპოვეთ 2X–--3ყ--12=0 წრფის საკოორდინატო ღერძებთან 

გადაკვეთის წერტილები და ააგეთ ეს წრფე. 
10.6. განსახღვრეთ ის რა მნიშვნელობისთვისა (თ + 21X + 

+ (1--9ყ+3ი-–80+5=0 წრფე: 
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1) აბსცისთა ღერძის პარალელური; 

2) ორდინატთა ღერძის პარალელური; 

3) კოორდინატთა სათავეზე გამავალი? 

10.7. იპოვეთ შემდეგ წრფეთა „გადაკვეთის წერტილები: 
1) პხ-–- 4ტყ–– 29=0, 2X +-5ყ + 19=0; 

2 2-–-3ყ+6-5=0, X-+-2ყ--1=0. 

10.8. 48C სამკუთხედის 48, 8C და 4C გვერდების განტოლებე– 

ბია შესაბამისად 4++3ყ--5=0, X+3ყ+10=0 და X--–2=0. იპოვეთ 

სამკუთხედის წვეროების კოორდინატები. 

10.9. დაადგინეთ, იკვეთებიან თუ არა ერთ წერტილში შემდეგი 

წრფეები: 

1) 21+ყ-–-–-1=0, 3(+2ყ––3=0, X-–-– 5ყ+-16=0; 

2 3C-–– 5ყ--–1=0, 2X+ყ–-5=0, 4 4ყ--– 5=0. 

10.10. ი-ს რა მნიშვნელობებისათვის იკვეთებიან ერთ წერტილში 

წრფეები 3X+2V+1=0, X-–-ყ+2=0, 0C+4ყ––ი=0? 
10.11. წრფის კუთხური კოეფიციენტია /, ხოლო ამ წრფის მიერ 

0ყ ღერძზე მოკვეთილი მონაკვეთის სიდიდეა ხ. შეადგინეთ წრფის 

განტოლება და ააგეთ ნახახი, თუ: 1) #=3, ხ0=-2; 2) #=–-1 
1 ხ=--; მ) 6=2, ხ=0; 4) ს=0, ხ=-–-3, 556=-–---, ს= 

ვ 

10.19. შემდეგი წრფეებისათვის იპოვეთ # კუთხური კოეფიციენტი 

და 0V ღერძზე მოკვეთილი მონაკვეთის ხ სიდიდე: 

1) 5X-“–– ყ+3=0; 2) 2X1+--3ყ-–-–6=0; 

3 ყ––-–3=0, 4 5X+-3ყეყ+2=0,; 

5) 3X-2ყ =90; 6) X+ყ=0. 

10.13. იპოვეთ შემდეგი წრფეების მიერ 0X ღერძის დადებით მი- 

მართულებასთან შედგენილი კუთხის სიდიდე: 

1) 2X--–2V+5=0; 2 X+-V3ყ-4=0. 

10.14. შეადგინეთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც 0X ღერძის 

დადებით მიმართულებასთან ადგენს თ კუთხეს და 0ყ ღერიზე მო- 

კვეთს ხ სიდიდის მონაკვეთს: 

1) თ=-X, ხ=–--; 22 თ=-5-,6ხ= ვ. 
3 6 
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10.15. შემდეგი წრფეების განტოლებები ჩაწერეთ ღერძთა მონა- 
კვეთებში და ააგეთ ნახახი: 

1) 27+3ყ-6=0, 2) 42–– 3ყ/ +-24 =0; 

ვ) 2ჯ1+4+3ყ--9=0; 4) 5+2ყ--1=0. 

10.16. რომბის დიაგონალები, რომელთა სიგრძეებია 14 და 8, ძევს 

შესაბამისად 0X და CV ღერქებზე. შეადგინეთ რომბის გვერდების 
განტოლებები. 

10.17.Mმეადგინეთ # (––3; 4) წერტილზე გამავალი იმ წრფის განტო– 

ლება, რომლის საკოორდინატო ღერძებს შორის მოთავსებული მონა- 

კვეთი ი წერტილით შუაზე იყოფა. 

10.18. გამოთვალეთ საკოორდინატო ღერძებითა და მოცემული 

წროფით შედგენილი სამკუთხედის ფართობი: 

1) 3ჯ-+-2/ყ––12=0; 2) 7X-––2ყ-–14 =0. 
10.19. შეადგინეთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც გადის # (3; 

–-7) წერტილზე და საკოორდინატო ღერძებზე მოკვეთს ნულისაგან 

განსხვავებულ ერთიდაიგივე სიდიდის მონაკვეთება. 

10.90. შეადგინეთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც გადის #/ (2; 

3) წერტილზე და საკოორდინატო ღერძებზე მოკვეთს ნულისაგან გან– 

სხვავებულ ერთიდაიგივე სიგრძის მონაკვეთებს. 
10.21. შეადგინეთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც გადის C (1; 1) 

წერტილზე და საკოორდინატო ღერძებთან ადგენს სამკუთხედს 2-ის 

ტოლი ფართობით. 

10.59. შეადგინეთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც გადის #/ (8; 6) 

წერტილზე და საკოორდინატო ღერძებთან ადგენს სამკუთხედს 12-ის 

ტოლი ფართობით. 

10.98. შეადგინეთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც გადის #0 (12; 
6) წერტილზე და საკოორდინატო ღერძებთან ადგენს სამკუთხედს 
150-ის ტოლი ფართობით. 

10.24. შემდეგი წრფეების განტოლებები ჩაწერეთ ზოგადი სახით: 

  

  

  

– 2 –-3 L _ 
1) > =V--. ვ 2+3-#-1. 

3 2 0 2 

X+ჰ+1 Vყ–-1 ჯ ყ–2 
==–-–, ტს -–--– ==--–--, 

3) “52 0 . “კ 6 
10.95. მემდეგი წრფეების განტოლებები ჩაწერეთ ზოგადი სახით: 

Xჯ=21--1 IX=1 +1 X=3 X= 2” ს) I 2 ვ 4 
) L#=2(+1; Lყ= 3; ) თI-. VI-V 
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10.90. შეადგინეთ ორ მოცემულ წერტილზე გამავალი წრფის გან- 

ტოლება: 

1) 4C–1;2, 8(02 1; 2) 4(2; –- 2, 8(2; 3), 
ვ) 4(-2; –“ 1), 8(2; 1); 4 4(7;1)) 8C01;1); 
5) 4X(0; 1), 8 (2 –– 1); 6) 21(0; -–ლ 2, 8(2; 0). 

10.97. აჩვენეთ, რომ 4 (X,; VI) და 8 (X2; ყ.) წერტილებზე გამა–- 

ვალი წრფის განტოლება ასეც შეიძლება ჩაიწეროს: 

1) · -“წ1 L/ VI = 0; 2) X, ჩი 1 = 0. ბა 65 ყა–V Xა 9 1 

  

  
10.28. აჩვენეთ, რომ 4 (V;; VI), 8 (XX; ყ2) და C (Xვ; ყვ) წერტი– 

ლების ერთ წრფეზე მდებარეობის აუცილებელე და: საკმარისე პირო–- 

ბაა... 

X VყV 1) 

X. ყი 1)=0. 

Xვ ყვ. 1 

10.99. იპოვეთ ორ მოცემულ წერტილზე გამავალი წოფის კეთხუ- 

რი კოეფიციებტი: 

1) 4(2 –-–5, 8(3;2;; 2) 4(5:--3, 8(–1; 6). 
10.30. მოცემულია სამკუთხედის წვეროები „) (–-2; 3), 8 (2; 0), 

C (–4; ––1). შეადგინეთ გვერდების განტოლებები. 

10.81. 1 (––12; ––-13) და ,8 (C(-–2; --5) წვერტილებზხე გამავალ 

წრფეზე იპოვეთ წერტილი, რომლის აბსცისაა 3. 

10.32. 4 (2; ––3) და 8 C-6: 5) წერტილებზე გამპ:ვალ წრფეზე 

იპოვეთ წერტილი, რომლის ორდინატა -– 5-ის ტოლია, 

10.33. ოთხკუთხედის წვეროებია 41 (–-2; 14). 8 (4: –-2), C (6; 

–-2) და L (6; 10. იპოვეთ 1C და 8M) «-იაგონალების გადაკვეთის 

წერტილის კოორდინატები. 

10.84. გამოარკვიეთ, კვეთს თუ არა მოცეჭულე წრფე 48 მონა- 

კვეთს: 

1) მ3ჯ-–-Vყ+2=0, 4(C-1; 14), 84; 4): 
2 X#+2ყ-–-3=0, /4(2; 1), · 8 (4; 3); 

10.35. შეაღგინეთ #VI-ი წერტილზე გამავალი წრფის განტოლება, 

რომლის კუთხური კოეფიციენტია ?/:: 

1 Mეა(-–-2; 1, #=2; 2) Mეა(0; 2), #=--1. 
15. ს. თოფურია 995 

 



10.36. შეადგინეთ #4ი წერტილხე გამავალლე წრფის განტოლება, 

რომელიც 0X ღერძის დადებით მიმართულებასთან ადგენს თ კუთხეს: 

თ=1ვ5; 2) Mა(0; –-– 2), თ = 609. 
10.37. შეამოწმეთ, პარალელურია თუ არა წრფეები: 

!) M6(-–-3; 1), 

1) ყ=2X–-5, 

2 ყ=–X#+3, 

პ) 
4) 

5) 
6) 

V=X-–-1, 
2X--“3ყ+4=0, 3L+4ყ-–3=0; 

X-–- ვყ-.-2=0, –2X+6ყ+7 =0; 

9X + 3ყ+ 2=0, ყ= -–- 3ჯ-1; 

ჩჯ4+43ვყ--6=0, #V/=2ჯ-–-3 

10.38. შეამოწმეთ, პერპენდიკულარულია თუ არა წრფეები: 

1 
1 =-–--X+2, ) ყ ვ + -.." 

3) 21–-ყ–– 1=0, X-- 2ჯ1-+<-1=0; 

4 21––2ყ+1=0, 3X+3ყ-+1 = 0; 

59) 21:+10ყ––5=0, ყ=5X–-/; 

6) X--3=0, 

10.89. 

ყ––2=0? 

თს რა მნიშვნელობებისათვისა ვ3CთX-8ყ -+C 13=0 და 
(9 + 11X-–-– 2თყ –– 21 = 0 წრფეები პარალელური? 

10.40. თ-ს რა მნიშვნელობებისათვისაა (3თ –+- 2) # –- (1 –– 4თ)ყ-++8=0 

და (5 --2)X + (თ + 4)ყ--7=0 წრფეები პერპენდიკულარული? 
10.11. იპოვეთ იმ წრფის კუთხური კოეფიციენტიი„ რომელიც 

2X+ 5ყ-–-2=0 წოფის: 1) პარალელურია: 2) პერპენდიკულარულია. 

10.42. შეადგინეთ Mი წერტილზე მოცემული წრფის პარალელუ- 
რად გამავალი წრფის განტოლება: 

1) 

2) 
5) 
4) 
5) 
6) 
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VM- (0; 2), 

MM (1; 1), 

M- (2; 1), 

1 
=–--X-–--1; 

ჟ 2 

ყლ=–3X, 

2ჯ +–- 3ყ++-4 =0; 

#Vა(–- 2; ––5), 3X +- 4ყ-– 2 =0; 

ML (–- IL 3), 

#Mა (1, ვ), 

X--–4=0; 

ყ+2=0·



10.+3. შეადგინეთ #V-ი წერტილზე მოცეზული წრფის პერპენდიკუ- 

ლარულაღ გამავალი წრფის განტოლება: 

1) :Mე(2; 2), ყ=3X–1; 

2) M:(40, 9=-4+»++, 
2 5 

ვ) Mა(1: 3,  83X--3/--1 =0; 
4 #,(2--1, X--6ყ + 12 =0; 
5) IMე(2; 5), X4+3=0; 

6) M:(-- : 2), 2ყ-- 1=0. 

10.#+. განსახღვრეთ კუთხე შემდეგ წრფეებს შორის: 

1) ყ=2X-+5, ყ=–3X+1; 

3 2 
2 #/=–X#ჯ+7, =-–- - X–--23; ) V 2 + ყ 3 

3 5 -– ყ+7=0, 3X+2ყ=0; 

4) 224+3ყ--15=0, X“–-2ყ–-7=0, 

  

  

5) 31+–-2ყ--1=0, = --X+1; 

6) 2ყ––2V/V3X+1=0, V+2=0, 

7) #=5L-–-1 0, 

ყ == 2 + 5, ყ=%1+213, 
X=1–-1 

8) 2X-–- 2 5 =0, 

–_ 2 –-1 თ) X 1 ყ4+2. 24% _M--.1. 

3 4 4 ვ 

· X=2-–1 
19) ჩჯ =M9#9+X1. · ( 

– 2 ვ ყლ–!+2 

10.46. იპოვეთ მანძილი წერტილიდან წოფემდე: 

1) /VI (2; –-1), 4X-+ 3ყ +–-10=0; 

2) /VI (0; –– 3), 5X-–-– 12ყ-– 23 =0; 

3 1 
3 VI –2; 3), =აა ა --; ა) MC ) ყ 2 ჯ 2 

4) /I(3; 1), 3ყ--–1 =0; 

დ
 –
1



  

5) M#(1; –– 
) / (1; 1), ყ=3---=; 

8 

6) M(C--1:0, %X#=2.-V#+1, 
–-1 2 

10.46. / (2; ––3) წერტილი იმ კვადრატის წვეროა, რომლის ერთ- 

ერთი გვერდის განტოლებაა 3X--2ყ+1=0. იპოვეთ კვადრატის ფარ- 
თობი. 

10.47. მოცემულია მართკუთხედის ორი გვერდის განტოლებები 
4--ყ–-–-7=0, X+ჰ+4ყ+4=0 და ერთ-ერთი წვერო -– #4 C-2; 2). გამო- 
თვალეთ მართკუთხედის ფართობი. 

10.48. შეადგინეთ იმ წრფის განტოლება რომელიც „გადის 

# C–1; 3) წერტილზე და 0 (5; 1) წერტილიდან დამორებულია 2-ის 

ტოლი მანძილით. 

10.49. იპოვეთ მანძილი პარალელურ წრფეებს შორის: 

1) 3C+ყ–3V10=0, 6X+2ყ+5V10=0; 

  
  

2 2L-- ყ+–3=0, ყ=2X–-7; 

ვ X-–- 1=0, 2X -+ 7 =:0; 

ჯ +1 X--2 –ვ3 4) =M#+-+1%. =%9%=-->, 
–4 3 8 –6 

10.50. კვადრატის ორი გვერდის განტოლებებია X--3ყ+5=0, 

X-3ყ+25=0. იპოვეთ კვადრატის ფართობი. 

10.51. შეადგინეთ იმ წრფის "განტოლება, რომელიც პარალელუ- 

რეა 3++4ყ--5=0 წოფის და მისგან დაშორებულია #ჩ=4 მანძილით. 

10.59. მეადგინეთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც თანაბრადაა 

დამორებული ორი მოცემული პარალელური წრფიდან: 

1) 3ჯ-–– 2ყ-–-–1=0, 3–-– 2/--–13=0; 

2) 5+ყ1+3=0 5L+-ყ-17=0; 

ვ) 2ჯ(+3ყ--–6=0, 4X+ 6ყ+17=0; 

4 3X-- 1ა5ყ-–-– 1=0,ჯL-– 5ყ4ყ-––-–2=0. 

10.58. შეადგინეთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც პარალელურია 

X--2ყ+1=0, 2-4ყ+15=0 წრფეების და მათ შმორის მანძილს 

ყოფს 1:2 ფარდობით. 

10.54. სამკუთხედის გვერდების განტოლებებია 2X+3ყ--13=0, 

41--5ყ+7=0 და 3X--ყ--14=0. იპოვეთ სამკუთხედის ფართობი. 
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10.55. სამკუთხედის ორი წვეროა 4 (3; 1) და 8(C–1; 2), ხოლო 

C წვერო ძევს 3X+ყ–-5=0 წრფეზე. იპოვეთ C წვეროს კო'.რდე- 
ეატები, თუ სამკუთხედის ფაოთობი 4,5-ის ტოლია. 

10.56. სამკუთხედის ორი წვეროა 4 C–2; 3) და 8(1; 1), ხოლო 

მედააზებას „გადაკვეთის წერტილი ძევს 2X--V/--4 =0 წრფეზე. იპოვეთ 

C წვეროს კოორდინატები, თუ სამკუთხედის ფართობი 13,5-ეს ტო- 
ლია. 

10.57. შეადგინეთ 7 (5; ––4), 8 C–1; 3), C (–3; ––2) სამკუთხე– 

დის წვეროებზე მოპირდაპირე გვერდების პარალელურად „გავლებული 
წრფეების განტოლებები. 

10.55. სამკუთხედის გვერდების შუაწერტილებია #M (2; 1), VV (5; 3) 

და # (3; ––4). შეადგინეთ გვერდების განტოლებები. 

10.59. მოცემულია # (2; 3) და C C–1I; 0) წერტილები. შეადგი– 

ნეთ CC წერტილზე #C ნონაკვეთის პერპენდიკულარულად გავლებუ- 
ლიე წრუის განტოლება. 

10.60. შეადგინეთ წრფის განტოლება, თუ კოორდენატთა სათავი–- 

დან :მ წრფეზე დაშვებული პერპენდიკულარეს ფუძეა # (2; 3) წერ- 

ტილი. 

10.61. მოცემულია VI (3; 2) და V (4; 1) წერტილები. ორდინატთა 

ღერეზე იპოვეთ ისეთი ” წერტილი, რომ კუთხე ”MIM იყოს მართო. 

10.62. მოცემულია / (2; 2) და M (5:-–-2) წერტილები. აბსცისთა 

ღერძზე იპოვეთ ისეთი ” წერტილი, რომ კუთხე ##M იყოს მართი. 

10.03. იპოვეთ  C–6; 4 წერტილის გეგმილი 4X--5ყ+3=0 

წრფეზე. 
10.64. იპოვეთ # (–8; 12) წერტილის გეგმილი # (2; --3) და 

8 C–5: 1) წერტილებზე გამავალ წრფეზე. 

10.65. იპოვეთ # (–2; --9) წერტილის სიმეტრიული წერტილი 

2X+-5ყ-38=0 წრფის მიმართ. 

10.60. იპოვეთ # (1; 2) წერტილის სიმეტრიული წერტილი 4 (1; 0) 

და 8 (–-1; ––2) წერტილებზე გამავალი წრფის მიმართ. 

10.07. შეადგინეთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც სიმეტრიულია 

3X--ყ+2=0 წრფისა MV C-2; --2) წერტილის მიმართ. 

10.65. კვადრატის მოპირდაპირე წვეროებია #4 (3; 0) და C C-–4; 1). 

იპოვეთ. დანარჩენი ორი 8 და # წვეროს კოორდინატები. 
10.69. კვადრატის მეზობელი წვეროებია 4 (2; ––1) და 8 C–1; 3). 

იპოვეთ ღანარჩენი ორი C და #) წვეროს კოორდინატები. 

10.70. შეადგინეთ 2X+5ყ--8=0 და X--3ყ+4=0 წრფეების გა- 

დაკვეთის წერტილზე და M (4; 3) წერტილზე გავლებული წრფის გან– 
ტოლება. 

10.71. შეადგინეთ 2V+ყ-5=0 და L-/+2=0 წრფეების გადა- 
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კვეთის წერტილზე გამავალი იმ წრფის - განტოლება, რომელიც 4 (2; 4) 

და 8 C-4; 6) წერტილების შემაერთებელ მონაკვეთს მუაზე ყოფს. 

10.73. შეადგინეთ 2X+3ყ--18=0 და X–5ყ+17=0 წრფეების 
გადაკვეთის წერტილზე „გამავალი საკოორდინატო ღერძების პარალე- 

ლური წრფეების განტოლებები. 
10.73. შეადგინეთ 2X--3ყ-+7=0 და 3X+ყ--6=0 წრფეების გა– 

დაკვეთის წერტილზე 2X--Vყ-5=0 წრფის პარალელურად გამავალი 

წრფის განტოლება. 

10.7+, შეადგინეთ ჯ-–-5ყ+9=0 და 3VC+2ყ--7=0 წრფეების გა– 

დაკვეთის წერტილზე X+ ყ--4=0 წრფის პერპენდიკულარულაღ გამა- 

ვალე წრფის განტოლება. 

10.75. სამკუთხედის წვეროებია # (2; 1), 8 (C–1; ––1) და C (3; 2). 

შეადგინეთ სიმაღლეების განტოლებები. 

10.70. სამკუთხედის გვერდების განტოლებებეა 2X-Vყ+3=0, 

X+5ყ--7=0 და 3X--2ყ+6=0. შეადგინეთ სიმაღლეების განტო- 

ლებები. 

10.77. სამკუთხედის წვეროებია # (3; 2), 8 (5: ––2) და C (1: 0). 

შეადგინეთ მედიანების განტოლებები. 

10.78. სამკუთხედის გვერდების განტოლებებეა X+V--25=0, 
2X+ყ--3=0 და 3X+ჰ2ყ--6=0. შეადგინეთ მედიანების განტოლე- 

ბები. : 

10.79. სამკუთხედის წვეროებეა # (–-1; --3), 8 C-–2; 1) და 

C (3; 1). იპოვეთ მანძილი /#) წვეროდან 8/2 მედიანამდე. 
10.80. სამკუთხედის წვეროებია /# (1; ––2), 8 (5;4) და C (–2; 0). 

შეადგინეთ 4 წვეროსთან მდებარე შიგა და გარე კუთხექტბის ბისექ- 
ტრისების განტოლებები. 

10.81. სამკუთხედის წვეროებია 24 (0; –-4), 8 (3; 0) და C (0; 6). 

იპოვეთ მანძილი C წვეროდან #4 კუთხის ბისექტრისამდე. 

10.85, შეადგინეთ 2X--5ყ--1=0 და X+4ყ--7=0 წრფეების გა- 
დაკვეთის წერტილზე გამავალი იმ წრფის განტოლება, რომელიც მო- 

ნაკვეთს ბოლოებით #4 (4; ––3) და 8 «C-––1; 2) ყოფს X#= –   ფარდო- 

ბეთ (4 ბოლოდან). 

10.88. სამკუთხედის გვერდების განტოლებებია X--V+2=0 (48), 

X--2=0 (8C) და X+ყ–-–2=0 (4C). # წერტილი 4C გვერდს ყოფს 
ფარდობით 1 :3 (4 ბოლოდან). შეადგინეთ #3 და # წერტილებზე გა- 

მავალი წრფის განტოლება. 

10.84. სამკუთხედის წვეროებია #4 (1; ––1), 8 (<–<2: 1) და C (3; 5). 

შეადგინეთ 8 წვეროდან გავლებული მედიანისადმი #4 წვეროდან გავ- 

ლებული პერპენდეკულარის განტოლება. 
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10.85. სამკუთხედის წვეროებია / (2: ––2), 8 (3; ––5) და C (5: 7). 

შეადგინეთ 4 წვეროდან გავლებული ბისექტრისისადმი C წვეროდან 
გავლებული პერპენდიკულარის „განტოლება. 

10.86. სამკუთხედის გვერდების შმუაწერტილებია MI (--1: 1), 

M (1; 9) და # (9; 1). შეადგინეთ გვერდების წუაპერპენდიკულარების 

განტოლებები. 
10.87. სამკუთხედ-ს გეერდების განტოლებებია X + V-3 =0, 

2X+3ყ--7=0 და 3VI+4ყ--8=0. იპოვეთ სამკუთხედზე შემოხახული 

წრის ცენტრის კოორდინატები. 

10.88. 4 (–4; 5) იმ კვადრატის წვეროა, რომლის დაიაგონალ-ს 

„განტოლებაა 7X--#+8=0. შეადგინეთ კვადრატის გვერდებისა და მე– 

ორე დიაგონალის განტოლებები. 

10.89. მოცემულია მართკუთხედის ორი გვერდის განტოლებები 

2L--ქმყ+5=0, 3X+2ყ+7=0 და ერთ-ერთი წვერო 4 (2: ––3). შეად- 

გინეთ დანარჩენი გვერდების განტოლებები. 

10.90. მოცემულია მართკუთხედის ორი გვერდის განტოლებები 

X-2ყ+15=0, X-2ყ=0 და ერთ-ერთი დიაგონალის განტოლება 

7X+Vყ--15=0. იპოვეთ წვეროების კოორდინატები. 
10.91. მოცემულია პარალელოგრამის ორი გვერდის განტოლებებ- 

8X+3ყ+1=0, 2X+ყ--1=0 და ერთ-ერთი დიაგონალის განტოლება 
3+L+2ყ+3=0. იპოვეთ პარალელოგრამის წვეროების კოორდინატები. 

10.95. პარალელოგრამის ორი გვერდის განტოლებებეა X-––ყ-––2=0 
და X--5ყ+6=0. შეადგინეთ დანარჩენი გვერდებისა და დიაგონალე- 

ბის განტოლებები, თუ ·დიაგონალები კოორდინატთა სათავეში იკვე– 

თებიან. 

10.93. პარალელოგრამის ორი მეზობელი წვეროა /# C-–3; ––1) და 

8 (2; 2), ბოლო დეაგონალები“ გადაკვეთის წერტილია # (3: 0). 

შეადგინეთ პარალელოგრამის გვერდების განტოლებები. 

10.94. პარალელოგრამის ორი გვერდის განტოლებებია 2X-–V+ 

+5=0 და X--2ყ+4=0, ხოლო VI (1; 4) დ-აგონალების გადაკვეთის 

წერტელია. იპოვეთ პარალელოგრამის სიმაღლეები. 

10.95. პარალელოგრამის მომდევნო წვეროებია #« (0; 0), #8 (1: 3), 

C (7;1). იპოვეთ დიაგონალებს შორის კუთხე და აჩვენეთ, რომ პარა- 

ლელოგრამი წარმოადგენს მართკუთხედს. 

10.96. შეადგინეთ M (2; 1) წერტილზე გამავალი იმ წრფის გან- 

ტოლება, რომელიც 2X+3ყ+4=0 წოფესთან ადგენს 45”-იან კუთეს. 

10.97. შეადგინეთ VI (–-3; 2) წერტილზე გამავალი იმ წრფის გან– 

ტოლება, რომელიც V 3X--ყ +20=0 წოფესთან ადგენს 609–იან 

კუთხეს. 
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10.98. ტოლფერდა მართკუთხა სამკუთხედის მახვილი კუთხის წვე- 
როა 4 (4; 8), ხოლო კათეტის განტოლებაა X+2ყ--10=0. შეადგი- 

ნეთ მეორე კათეტისა და ჰიპოტენუზის „განტოლებები. 

10.ე39. კვადრატის მოპირდაპირე წვეროებია #4 C-–-1; 3) და # (6; 2). 

შეადგინეთ გვერდების განტოლებები. 
10.100. კვადრატის ერთ-ერთი გვერდის განტოლებაა X--2V+ 12= 

=0, ხოლო კეადრატის ცენტრია M (1; –-1). . შეადგინეთ დანარჩენი 

გვერდების "განტოლებები. 

10.101. შეადგ-ნეთ ორი წრფის გადაკვეთისას მიღებული კუთხე- 
ების ბისექტრისების განტოლებები: 

1) X-–– ექყ--5=0, 3X-–-– ყ––2=0; 

2 XჯX-–-2ყ--3 =0, 21:+4ყ+7=0. 

10.109. ტოლფერდა სამკუთხედის ფერდების განტოლებებია 

7X--Mხ--9=0 და X+ყ-7=0, ხოლო #M (6; ––-7) წერტილი ძევს ფუ- 

ძეზე. შეადგინეთ ფუძის განტოლება. 
10.103. კუთხის ერთ-ერთი გვერდის განტოლებაა 3X--2ყV+6=0. 

ხოლო ბისექტრისის განტოლებაა X–-3ყ+5=0. “შეადგინეთ მეორე 

გვერდის განტოლება. 

10.10+. მოცემულია სამკუთხედის ორი წვერო # (0; 1), 8 (2; 
და ბისექტრისების გადაკვეთის წერტილი # +1; 1). შეადგინეთ გვერ- 

დების განტოლებები და განსაზღვრეთ მესამე წვეროს კოორდინატები. 
10.105. #V (3; 4) წერტილზე «გამავალი სხივი (0ჰX ღერძს ეცემა C 

კუთხით. შეადგინეთ დაცემული და არეკლილი სხივების განტოლებე- 

ბი, თუ სთ თ=2. 

10,100. სხივი, რომლის განტოლებაა X-–-2ყ+5=0, ეცემა 3X-- 
–2ყ+7=0 წრფეს. შეადგინეთ არეკლილი სხივის განტოლება. 

10.107. სხივი რომელიც გაღის M (2; 2) წერტილზე ეცემა 

X+ყ-–2=0 წრფეს. იპოვეთ დაცემის წერტილის კოორდინატები, თუ 
არეკლილი სხივი გადეს M (3; 1) წერტილზე. 

10.108. მოცემულია სამკუთხედის ორი წვერო /# (2; ––3) და 

8 (5; 1), 8C გვერდის განტოლებაა X+2ყ--7=0 და 4M მედიანის 

განტოლებაა 51–-ყ--13=0. შეადგინეთ C წვეროდან (გავლებული სი- 

მაღლის გაზტოლება. 
10.109. მოცემულ-ა სამკეთხედის ორი წვერო /#(4 6) და 

8 (2; ––10). იპოვე მესამე C წვეროს კოორდინატები, თუ სიმაღლე- 

ების გადაკვეთის წერტილია VI «2:5). 

10.110. მოცემულია სამკუთხედეას ორი წვერო 4#(–-1; 5) და 

8 (3; ––3). შეადგინეთ გვერდების განტოლებები, თუ სიმაღლეების 
გადაკვეთის წერტილია VM (3; 4). 
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10.111. #8C სამკუთხედში მოცემულია: #48 გვერდეს განტოლე– 
ბაა 5+L-3ყ+2=0, 4VI სიმაღლის განტოლებაა 4X-3V+1=0 და 8M 
სემაღლის განტოლებაა 7X+2ყ-–-22=0. შეადგინეთ სამკუთხედის და– 
ნარჩენი ორი გვერდის და მესამე სიმაღლის განტოლებები, 

10.115. სამკუთხედის ორი სიმაღლის განტოლებებია X+ყ--–2=0 
და მ+L--3ყ--4=0, ხოლო ერთ-ერთი წვეროა #4 (2; 2). შეადგინეთ 

გეერდების განტოლებები. 
10.113. სამკუთხედში ორი გვერდის განტოლებებია 2X-–3/+7=0 

და 6+<-5ყ--21=0, ხოლო #M (2; ––1) მესამე გვერდის შუაწერტილია. 
“შეადგინეთ მესამე გვერდის „განტოლება. 

10.114. სამკუთხედის ორი მედიანის განტოლებებია 2X+ 11ყ--7=: 
=0 ღა 10X+13ყ--21=0, ხოლო ერთ-ერთი წვეროა 4 (1; 3). შეად- 
გინეთ გვერდების განტოლებები. 

10.1165. სამკუთხედის ერთი წვეროდან გავლებულია სიმაღლე 
X-7ყ+15=0 და ბისექტრისა 7+X+ყ+5=0. შეადგინეთ გვერდების 
განტოლებები, თუ მისი ერთ-ერთი წვეროა 8 (02; 6). 

10.116. სამკუთხედის ბისექტრისების განტოლებებია X-–-1=0 და 
და X-ყ--1=0. შეადგინეთ მისი გვერდების განტოლებები, თუ სამ- 

კუთხეღის ერთ-ერთი წვეროა #4 (4; ––1). 

10.117. სამკუთხედის სხვადასხვა წვეროებიდან გავლებულია სი- 

მაღლე 3X-4V+27=0 და ბისექტრისა X+2ყ--5=0. ”შეადგინეთ 

გვერდების. “განტოლებები, თუ სამკუთხედის ერთ-ერთი წვეროა 
8 (2: ––1). 

10.118. სამკუთხედის ერთი წვეროდან გავლებულია სიმაღლე 
2X-39ყ+12=0 და მედიანა 2XC+3ყ=0. შეადგინეთ გვერდების გან–- 
ტოლებები, თუ სამკუთხედის ერთ-ერთი წვეროა C (0; -––1). 

10.119. სამკუთხედის სხვადასხვა წვეროებიდან გავლებულია სი- 

მაღლე 3X+V+11=0 და მედიანა X+2V+7=0. შეადგინეთ გვერდე– 
ბის განტოლებები, თუ სამკუთხედის ერთ-ერთე წვეროა #8 (2; 7). 

10.190. სამკუთხედის ერთი წვეროდან გავლებულია ბისექტრისა 

X+2ყ--5=0 და მედიანა 4X+13ყ--10=0. შეადგინეთ გვერდების 
განტოლებები, თუ მისი ერთ-ერთი წვეროა C (4; 3). 

10.1=1, სამკუთხედის სხვადასხვა წვეროებიდან გავლებულია ბისექ– 

ტრისა X-4ყ+10=0 და მედიანა 6X+ 10ყ--59=0. შეადგინეთ გვერ- 

დების განტოლებები, თუ მისი ერთ-ერთი წვეროა 4 (3; ––1). 

10.193, აბსცისთა ღერძზე იპოვეთ ისეთი წერტილი, რომლიდანაც 
მანძილების ჯამი M და V წერტილებამდე არის უმცირესი: 

1) M(C61,) M(–--3; –-2); 

2 # (5; –– 2), MC–-4; –– 4). 
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10.1938. ორდინატთა ღერძზე იპოვეთ ისეთი წერტილი, რომლი– 

დანაც მანძილების სხვაობა M და V წერტილებამდე არის უდიდესი: 

1) MC(1; ––3,), MV (2: –– 7); 
2 #MC(-6 –5) VMX(2; 5). 

10.12524. 2X--V--5=0 წრფეზე იპოვეთ ისეთი წერტილი, რომლი- 

დანაც მანძილებეს ჯამი # C–7; 1) და MV (–-5; 5) წერტილებამდე არის 

უმცირესი. 

10.195. 3X--V--1=0 წრფეზე იპოვეთ ისეთი წერტილი რომლი- 

დანაც მანძილების სხვაობა / (4; 1) და V (0; 4) წერტილებამდე არის 

უდიდესი. 

6 11. სიბრტყე 

11.1. მოცემულია სიბრტყე X-–--3ყ+22--5 = 0. შემდეგი წერტი- 

ლებიდან რომელი მდებარეობს მასზე და რომელი არა: /V, (1; 2; 5), 

M(–-2; 1; 4), /Mვ (5; 3; 4), M (3; 0; 1). 
11.9. ,4(2; 4; 0), 8(ს; 5; –– 3) და C(-––-1:0; 2) წერტილები 

მდებარეობენ 5X + ყ-––- 32 ++ 1 = 0 სიბრტყეზე. იპოვეთ ძ, ხ და 0. 

11.8. იპოვეთ /V წერტილის კოორდინატები, თუ ის მდებარეობსL 

X-5ყ+2=0 სიბრტყეზე და 6M რადიუს-ვექტორის საკოორდინა– 

ტო ღერძებთან ტოლ კუთხეებს ქმნის. 

11.4. იპოვეთ 4X--2ყ-+32--24=0 სიბრტყის საკოორდენატო ღერ- 

ძებთან გადაკვეთის წერტილები და ააგეთ ეს სიბრტყე. 

11.5. შეადგინეთ #M წერტილზე გამავალი იმ სიბრტყის განტოლე– 

ბა, რომლის ნორმალური ვექტორია ო: 

1) M(-6; 13, (2; 4; 5); 
2 M(1 -3; –-2), (5; – 1; 4). 
11.6. შეადგინეთ კოორდინატთა სათავეზე გამავალი იმ სიბრტყის. 

განტოლება, რომლის ნორმალური ვექტორია ი (7; ––2; 2). 

11.7. შეადგინეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც 072 ღერპზე 
ტორი» 

მოკვეთს C=–3 მონაკვეთს და რომლის ნორმალური ვექ 

ჩ (4; –-2; 5) 

11.8. შეაღგ-ნეთ იმ სიბრტყის განტ-,ლება, რომელიც გადის #!! 

წერტილზე #M-Mვ ვექტორის პერპენდიკუ ლარულად: 

1) 71.(3; 50) /Mა.(– 4; 2; 7), #VIვ (5; –3; 4); 

2 M., (9: 1; –– 3), #V6(3; 3; 3,) /Mვ( –-2; 4; 7): 
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11.9. მოცემულია #MI,(-5:2:1) და #II(2:--2;ვ) წერტილები. 

შეადგინეთ იმ სიბრტყ-ს განტოლება, რომელიც გადის #I, წვრტილზე 

MM ვექტორ-ს პერპენდიკულარულად. 

11.10. შეადგინეთ იმ სიბრტყის განტოლება. რომელიც თანაბრა- 

დაა დაშორებული # (1; –-4; 2) და (2(7; 1; ––5) წერტილებიდან. 

11.11, შეამოწმეთ, პარალელურია თუ არა სებრყჭყეები: 

1) X–- 4ყ+272-–-5=0, XX–– 44/+22+4+1=0; 

2 3I-–-7ყ+72-1=0, 6X--14/+272––5=0; 

ვ) 54+ყ–-–372--2=0, 10X+2ყ+62+75=0, 

4 X-–-2+1=0, 3X-–--32 -L 2 =0. 

11.12. თ და ხ-ს რა მნიშვნელობებისთვისაა პარალელურია შემღე- 

გი სიბრტყეები: 

1) 5-––-იყ+372+1=0, 10L+- 9ყ/ყ+ხ2--2=0; 

2 (1(+1)X-–-–2ყ+(3--ხ)2+(C(-–--ხ)=0, 9%X + 6ყ +–92–– 13=:0- 

11.13. შეამოწმეთ პერპენდიკულარულია თუ არა სიბრტყეები: 

1) 5--2ყ+-32+2=0, X+Vყ-2=0; 

2) 6C“–-7ყ+2+1=0, 5XX+- 4/–-24+-1=0; 

ვ) 4+CV-–-12=0, ვჯ-- 12ყ + 57 =0; 
4) 3ყ––22-+1 =0, 2X + 3ყ-–– 1 =0. 

11.11. თ-ს რა მნიშვნელობებისთვისაა პერპენდიკულარული შემ- 

დეგე სიბრტყეები: 

1) იC+5ყ-–-–37+02=0, 2L–– 4+(9+2)2–-–2=0; 

2 (ი+1)X–– იყძ+22--–-4=0, 0იX+-6ყ +-32--5=0. 

11.15. შეადგინეთ კოორდინატთა სათავეზე გამავალი იმ სიბრტყის. 

განტოლება, რომელიც 6XV+4ყ--22+9=0 სებრტყის პარალელურია. 

11.10. შეადგინეთ /M (2; 2: 5) წერტილზე გამავალი იმ სიბრტყის 

განტოლება, რომელიც 4-V+32-1=0 სიბრტყის პარალელურია. 

11.17. შეადგინეთ /V (–-2; 4: -–-5) წერტილზე გამავალი იმ სიბრ- 
ტყის განტოლება, რომელიც: 1) 0XV სიბრტყის პარალელურია; 2) 0X> 

სიბრტყის პარალელურია; 3) 0ყ2 სიბრტყის პარალელურია. 

11.13. განსახღვრეთ ი-ს რა მნიშვნელობისთვისა (0 -- 3) # -C 

+(ი?1-- 50 + 4)ყ +(6-–-–ი)2+ 0 =0 სიბრტყე: 1) 0X ღერძის პარა- 
ლელური; 2) 0ყ ღერძის პარალელური; 3) 02 ღერძის პარალელური; 
4) გადის კოორდინატთა სათავეზე.



11.19. შეადგინეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც გადის: 

1) 0X ღერძზე და #VM (3; –-4; 1) წერტილზე; 2) 0ყ ღერძზე და 

M (-2; 5; ––1) წერტილზე; 3) 02 ღერძზე და M (1; 4; 5) წერტილზე. 

11.90. განსაზღვრეთ 0 და 0-ს რა მნიშენელობებისთვისაა (თ + ხ)XჯX + 

+იC--ნ-+-2)ყ+(2---0+6)2+30--6=0 სიბრტყე: 1) 0XV სი– 

ბოტყის პარალელური; 2) 0X2 სიბრტყის პარალელური; 3) 0ყ2 სიბრტყის 

პარალელური. 
11.51. შეადგინეთ #M, (1; ––1:3) და /Mე (–-2: 0; 1) წერტილებზე 

გავლებული («მ სიბრტყის განტოლება, რომელიც პარალელურია: 

1) CX ღერძის: 2) C0Mყ ღერძის. 

11.95, შეადგინეთ M წერტილზე გამავალი იმ სებრტყის განტოლე- 

ბა, რომელიც ი და ხ ვექტორების პარალელურია: 

1) M(3; 1; –-2), 0 (2; 1; –– 1), ხ(1; –-2; –– 3); 
2) M(0; 1:2, 0(2; 0; 1) ხX(1; 1; 0). 
11.93. შეადგინეთ M წერტილზე გამავალი იმ სიბრტყის განტოლე– 

ბა, რომელიც მოცემული ორი სიბრტყის პერპენდიკულარულია: 

1) MC0;1 1, X»+V9V-72+-1=0, 2X–-V+2+2=0; 
2) M(-–2; 1; -- 3), ვმ3ჯ-–– ყ-+2--1=0, X4+2/–2=0. 
11.94, შეადგინეთ M, და MV-ე წერტილებზე გამავალი იმ სიბრტყის 

განტოლება, რომელიც მოცემული სიბრტყის პერპენდიკულარულია: 

1) M, (1; –-–1:0),) /Mე(–-2; 0; 1), X--2ყ+2-+3:=0; 

2) M,(0; 1; –-2, #M:(1; –1; 0), 2X+V-–272+1=0. 
11.95. შეადგინეთ M,) და #I წეოტილებზე გამავალი იმ სიბრტყის 

განტოლება, რომელიც ი ვექტორის პარალელურია: 

Iს M,(– 1; 0; 2), M5%(0; –- 2; 1), 0 (2; –– 1; 0); 
2) M, (1: –– 1; 2), . M2(-–2; 1; –– 1), -(= 1; 2; ––3). 
11.96. შეადგინეთ /Mკ, /M-ა, /#ვ წერტილებზე გამავალი სიბრტყის გან– 

ტოლება: 1) #:(1; 2; 3, /VI.(2; 5; 7) /VMვ (1; –-– 1; –- 6), 
2) M,(1: 1; 1), /M-(0; –– 1; 2, /MIვ3(2, 3; –– 1). 

11.27. M (2: პ: –-5) წერტილიდან საკოორდინატო სიბრტყეებზე 

ღდაშვებულია პეოპენღიკულარები. შეადგინეთ ამ პერპენდიკულარების 

საკოორღლინატო სიბრტყეებთან თანაკვეთის წერტილებზე გავლებული 

ს-ბრტყეს განტოლება. 
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11.28. განსაზღვრეთ კუთხე შემდეგ სიბრტყეებს შოტის;: 

1) X-–-4ყ–2+5=0, 5X-- 4ყ+32--1=0; 
2 2X--3ყ+62--1=0, L-–- 2ყ-––272+4=0; 

ვ X+2+1=0, X+- ყ––5=0; 

4 2-–- ყ+77+3=0, X-–--–5ყ/--–2+ 1=0. 

11.99. იპოვეთ კუთხე VI (2; ––1; 3) წერტილზე გამავალ იმ სიბრ- 
ტყეებს შორის, რომელთაგან ერთი გადის 0X ღერძზე, მეორე კვ C> 
ღერძზე. 

11.30. შემდეგი სიბრტყეების განტოლებები ჩაწერეთ ღერძთა მო– 

ნაკვეთებში და ააგეთ ნახაზი: 

1) 4X4+ 3ყ+62-–-–24=0; 2 5“ ყ+372-+30=0; 

ვ) 22+5ყ-+372-–20=0; 4 4X+3ჰყ-–– 52-+-8=0. 

11,811. იპოვეთ იმ სამკუთხედების ფართობები რომელთაც 
12X--9ყ--2+36=0 სიბრტყე მოჰკვეთს საკოორდინატო კუთხეებიდა9. 

11.85. იპოვეთ იმ პირამიდის მოცულობა, რომელიც შემოსახღვ- 

რულია საკოორდინატო სიბრტყეებით და 6X--4ყ+32-12=0 სიბო- 

ტყით. 

11.88. შეადგინეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც გადის 

M (6; 8; 1) წერტილზე და 0ყ და 02 ღერძებიდას მოჰკვეთს შესაბა– 

მისად ხ=-–-4 და C=1 მონაკვეთებს. 
11.8+. შეადგინეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც გადის 

M, (4; 3:-––10), #2 (<––2; ––3; ––5) წერტილებზე და 0X ლერძზე მოპჰ- 

კვეთს თ=–-2 მონაკვეთს. 

11.95. შეადგინეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც გადის 

M (C–5: 10; –-2) წერტილზე და საკოორდინატო ღერძებიდან მოჰ- 

კვეთს ნულისაგან განსხვავებულ ტოლი სიდიღის მონაკვეთებს. 

11.86. შეადგინეთ იმ სებრტყი” განტოლებას რომელიც გადის 

M, (4; 4:3) და M2 (–-1; –-3; 9) წერტილებზე და 0X და 0ყ ღეო- 
ძებზე მოჰკვეთს ნულისაგან განსხვავებულ ერთიდაიგივე სიგრძის 

მონაკვეთებს. 

11.87. შეადგინეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც ნ (ლ. 
1; ––6) ვექტორის პარალელურია და 0X და 0ყ ღერძებიდან მოჰ- 

კვეთს შესაბამისად 0=2, 6=-–3 მონაკვეთებს. 

11.88. შეადგინეთ 7 (0; 3; 0) და 0 (1; 0; 0) წერტილებზე გამავალი 
იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც 0ყ2 სიბრტყესთან ადგენს 

609–იან კუთხეს. 

11.89. შეადგინეთ 3X--4ყ+2-3=0 და X-V+22+1=0 სიბრ- 
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ტყეების თანაკვეთის წრფეზე და MI (–-1I;2;0) წერტილზე გამავალა 

სიბრტყის განტოლება. 

11.40. შეადგინეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც გადის 

4C- ყ+32-1=0 და X+2ყ--62+3=0 სიბრტყეების თანაკვეთის 

წრფეზე 0X ღერძის პარალელურად. 

11.41. შეადგინეთ იმ სიბრტყის „განტოლება, რომელიც გადის 

3:+ყ-7+2=0 და X-2ყ+22-1=0 სიბრტყეების თანაკვეთის 

–რფეზე ხს C-I; 1; 2) ვექტორის პარალელურად. 

11.42. შეადგინეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც გადის 

2--ყ--122-3=0 და 3+ყ-72-2=0 სიბრტყეების გადაკვეთის 

წრფეზე X+2Vყ+52--1=0 სიბრტყეს პერპენდ-კულარულად. 
11.11. შეადგინეთ X+3ყ-2+4=0 და 2L“–-ყ+2-1=0 სიბრტყე- 

ების თანაკვეთის წრფეზე გამავალი იმ სიბრტყის განტოლება, რომე- 

ლიც 0ყ და 02 ღერძებზე მოჰკვეთს ტოლი სედიდის მონაკვეთებს. 

11.44. შეადგინეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც გადის 

(1 + / 2)X+2#/L27--–4=0 და X+V+2+1=:0 სიბრტყეების 
თანაკვეთის წრფეზე და 0XV სიბრტყესთან ადგენს 609-იან კუთხეს. 

11.45. გამოარკვიეთ ეკუთვნის თუ არა მოცემული სიბრტყე სიბრ- 

ტყეთა კონას: 

1) 5–-ყ--1=0, 71(2L–- ყ+2-–-3) +7ა-(X-+Lყ-–- 22-C5)=0; 

2) 4C+--ყ--52--6=0, /7., (2X –– ყ –– 37--1) --2-ა (3X –– ყ–– 2–– 5):=0. 

11.46. განსაზღვრეთ თ და ხ რიცხვების რა მნიშვნელობებისათვის 

ეკუთვის 4+იყ+-52+ხ6=0 სიბრტყე 7(X-- 7ე-+-- 32--3)+ 

+ ბა(–-– 2X-–- 9ყ -L 2 -++ 5) = 0 სიბრტყეთა კონას. 

11.47. იპოვეთ მანძილი წერტილიდან სებრტყემდი: 

.__–--_____.___ 
2) /#M (5; 3; 6), Xჯ-+–2ყ--–22-–-8 ==. 0' 

ვ) M(2-–-3; –– 3), 3--– 42+2=C; 

4 M( –-5:3, 2L--5V-- 37 = 0. 

11.45. იპოვეთ მანძილი #(2; 5; –– 1) წერტილიდან VVI, (–-1; 12; 1), 

M. (0; –-–2; –– 1), Mვ(–1; 2; 0) წერტელებხე გამავლ სებრტყემდ). 

11.49. იპოვეთ მანძილი პარალელურ სიბოტყეებს შორის: 

1) 6X+- 2ყ/––37+1=0, 6X + 2ყ-–-– 37 + 15= 0; 
2 X+-29-22--3=0 XჯX-–+–- 27 –-–– 22-–– 15 =00. 

11.50. კუბის ორი წახნაგი ძევს სიბრტყეებზე X-- 2ყ -- 22 –– 12=0 

და X--2ყ--22--6=0. გამოთვალეთ კუბის მოცულობა. 
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11.51. 02 ღერძზე იპოვეთ წერტილი, რომელიც 3ჯ-–-2ყ+627+3 =0 

სიბრტყიდან დამორებულია 3-ის ტოლი მანძილით. 

11.52. 0ყ ღერძზე იპოვეთ წერტილი, რომელიც თანაბრადაა და– 

შორებული M (–-2; 0; 1) წერტილიდან და 2X-6ყ–-32+9=0 სიბრ- 
ტყიდან. 

I1.523. 0X ღერძზე იპოვეთ წერტილი, რომელიც თანაბრადაა და- 

შორებული 3X-4ყ–--2+2=0 და X+52+8=0 სიბრტყეებიდან. 

11.54. შეადგინეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც თანაბრა– 

დაა დაშორებული მოცემული ორი პარალელური სიბრტყიდან: 

1) 5X4+2,-–2-3=0, 5X+2/-2--11=0; 
2) 4+--2/ +62--3=0, 2#X–-V+32+ 5=0. 
11.55. შეადგინეთ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც 2X--2ყ-- 

– 2--3=0 სიბრტყის პარალელურია და მისგან დაშორებული 0=5 

მანძილით. 

11.50. შეადგინეთ იმ სიბრტყეების განტოლებები, რომლებიც შუა- 

ზე ჰყოფენ ორი მოცემული სიბრტყით შედგენილ ორწახნაგა კუთხე– 

ებს: 

1) 5ჯ-–-2ყ +2--3=0, 2X-–-ყ--–524+-6=0, 

2 XჯX-–--4+2+6=0 4X+ 5ყ –-– 37 –- 1 =0. 

11.57. შეადგინეთ X–--3V+72+36=0 და 2X+Vყ-2--15=0 სიბრ–- 

ტყეების გადაკვეთის წრფეზე გამავალი სიბრტყის განტოლება, თუ 

მანძილი კოორდინატთა სათავიდან ამ სიბრტყემდე 3-ის ტოლია. 

11.58. "შეადგინეთ X + 7ყ –– 37+36=0 და 21--ყ+2- 15=0 

სიბრტყეების გადაკვეთის წრფეზე გამავალი სიბრტყის განტოლება, 

თუ მანძილი #I (3; --3; --2) წერტილიდა5 ამ სიბრტყემდე 7-ის ტო- 

ლია. 

11.59. შეადგინეთ 3X– 4ყ-+2+6=0 და 2ჯX-–--3ყ +2+2=0 

სიბრტყეების გადაკვეთის წრფეზე გამავალი სიბრტყის განტოლება, თუ 

ეს სიბრტყე თანაბრადაა დაშორებული V, (3; –-4; –-6) და VVIი (1; 2; 2) 

ერტილებიდან. 

11.60. აჩვენეთ, რომ 2X + 44 +2 +4=0, 3–– ყ-–42+2=0, 

5X + 3ყ-–-–82--4 = 0 სიბრტყეები იკვეთებიან ერთ წერტილში და იპოვეთ 

ამ წერტილის კოორდინატები. 

11.61. აჩვენეთ, რომ სიბრტყეები X-–- 4ყ + 32-–-– 1. =0, 3X + 2ყ –– 

–-424+1=0 და 9X-–-80 ++2-- 1 =-0 იკვეთებიან ერთ წრფეზე. 
11.69. აჩვენეთ, რომ 4X–-ყ +-22++3=0, X–-–3ვყე-–-– 52+2=0 

და 9X--5ყ--2+-7=0 სიბრტყეების წყვილ-წყვილად თანაკვეთის შე. 
დეგად მიღებული წრფეები პარალელურია. 
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11.68. განსაზღვრეთ თ და ხ-ს მნიშვნელობები, რომელთათვისაც სიბრტყე- 

ები: 2-–- V/+372--1=0, X+-2/ყ-–-7+6ხ6=0 და X+იყ--–62--10=%; 
1) იკვეთებიან ერთ წერტილში; 

2) იკვეთებიან ერთ წრფეზე; 

3) წყვილ-წყვილად იკვეთებიან პარალელურ წრფეებზე. 
11.64. აჩვენეთ, რომ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც გადის 

#M CXი; Vი; 20) წერტილზე თ, (სჩ; /L; Iს) და. რა (/ი; ბა; /ი) ვექტორების 
პარალელურად, შეიძლება შემდეგნაირად ჩაიწეროს: 

X“–Xა ყ““ყი 2- % 
” /11) ” = 0. 

L 718 ა 

11.05. აჩვენეთ, რომ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც გადის 

/Mი (X-; ყი; 2ი) წერტილზე 4,X + 8,ყ + C,2 + 80) =0 და #4-X+ 8.ყ+ 
+ C52 + M; = 0 სიბრტყეების პერპენდიკულარულად, შეიძლება ”შემდეგ– 
ნაირად ჩაიწეროს: 

X+““ XV ყ--9ყი 2-““-2 
4, 8, C) = 0. 

4ა 8. C» 

11.66. აჩვენეთ, რომ იმ სიბრტყის 'განტოლება რომელიც გადის 

# (X,; 9); 2) და /M: (X,; ყა; 2) წერტილებზე ი(C M; 1) ვექ- 
ტორის პარალელურად, შეიძლება შემდეგნაირად ჩაიწეროს: 

XX) ყ-–9ყ, 2-3 

რ -–-X ყა“ ყ,) 27 –--შ | =0. 
( ” M 

11.67. აჩვენეთ, რომ იმ სიბრტყის განტოლება, რომელიც I გადის 

#M#, (X,; ყ.; 2) და /M2 (X,; ყი; 2) წერტილებზე /X + 8ყ -L C2 + ს =0 
სიბრტყის პერპენდიკულარულად, შეიძლება შემდეგნაირად ჩაიწეროს: 

  

XX ყ--ყ 2>++2, 

X–– X ყაი“–– ყე) 2-2, | = 0. 
4 8 C 

§ 19. წრფე სივრცეში 

  

19.1. შემდეგ წრფეთა „განტოლებები ჩაწერეთ ზოგადია სახით: 

ც 5-3 ყ+2_ 2 . ცუ X 9-3 2+4. 
–2 1 –5 2 –3 1 

Xლ–-–-1!1-–-1 X= 2! 

ვ) 17 =3+2 4 | ყ=--2-+1 
| =–-2-–--2; ==



19.9. შემდეგ წრფეთა განტოლებები ჩაწერეთ პარაჰეტრული სა- 

  

ხით: | 

ე) 2-4. #-3 2. უღ 1+2 V 2-4 
–- 1 2 5 0 –3 1 

ვ 3ჯX+4ყ4+2-–-1=0 კ |4X--2ყ + 55---–3=0 

2X + 3ვყ-– 37--– 3=0; Lს3X-–-– 2ყ-– 7-- 5 =0. 

125,8. შემდეგ წრფეთა განტოლებები ჩაწერეთ კანონიკური სახით: 

X=21–2 X= 2 

ს2=--3+4; L2=/+2; 

ვა | 5X-+–- 2ყ-–-–2=0 #) 31+ყ-- 2+1=0 

ს2X + V –– 37 L 4 =0; 4 + ყ--22--2=0. 

135.4, დაადგინეთ შემდეგი წრფეების მდებარეობის თავისებუ– 

რებანი: 

 #X+89+C2=0, LC:2 + 9. =0, 

ვა 41% + 8,ყ + C,2 +0,=0 4 (21 C)12 + L) = 0 

4,X -L LX = 0, #ა.X-+ C-:2-+ Lა =90, 

5) 4ს)X ++ 8.ყ =0 რ)  წრარმოარის 

4.X-L 8, =0, C2:2 -L # =0, 

, = 

7) როშე 1 ო-ს) 244». 

19.9. C და რიცხვების რა მნიშვნელობებისათვის მდებარეობს 

X< ყ+C2+IL=90 

2X+ყ+2--7=90 

წრფე 0X#2 სიბრტყეში? 

19.6. შეადგინეთ M წერტილზე თ ვექტორის პარალელურად გამა– 

ვალი წრფის განტოლებები: 

1) M(–-2; 1: 3),) თ(4; 1; ––1); 

2) M (3; –– 1: 2) ძ(0; 2; –-2). 
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19.7. შეადგინეთ იმ წრფის განტოლებები „ რომელიც გადის 
M(62;-–-3უვ) წერტილხე და საკოორდინატო ღერძებთან ადგენს 
თ=459, 8ჩ= 120? და »=60” კუთხევბს. 

19.8. შეადგინეთ # (-–2; 1; 0) წერტილზე გავლებული წრფის გან– 

ტოლებები, რომელიც პარალელურია: 1) 0X ღერძის; 2) 0ყ ღერძის; 
ვ) 02 ღერძის. | 

19.9. შეადგინეთ M წერტილზე მოცემული წრფის პარალელურად 
გავლებული წრფის განტოლებები: 

  1) M%(0; 2; –– 3), 

2 #C(-–-5; 0; 3), “ჭ" V#I2 : 
–2 0 –-3 

X=2+1 

ვ) M#(–4; 1; –– 2), ყლ=–1!1–3 
12=3+2 

(1-1 

4, #(2; 0; ––- 1), ყლ–1ს+2 
12= 5-–– 1; 

2X-–-–- ვ3ვყ-- 4––1=0 

X- 2ყ-––32+7=0; 

6) M (C--3; 0; 2), იი %-C 

5) M (4; 1; –– 2), 

135.10.სშეადგინეთ M წერტილზხე ი და ხ ვექტორების პერპენდი- 
კულარულად გავლებული წრფის განტოლებები: 

)) M(1, 2; 3, (0; 13, 6(3; 1; 4) 
2 M(3; 0; ––1), თ(4; 0; ––1,, ხ(2; 2; 5). 
19.11.სშეადგინეთ იმ წრფის განტოლებები, რომელიც გადის #M 

წერტილზე მოცემული წრფეების პერპენდიკულარულად: 

1) MX2; 2; 2), X+X2 ყ-!1 2+!1 X-1_ ! 2-4. 
    

4 2 3 2 1 –2 

X= 3(+ 3 |“ - 2-5 
2) MI (––2;0; 4), ყ=1–1 = 2 –-1 

2= –-7, V2=(-4. 
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ორდინატთა სათავეზე, მდებარეობს 0XV სიბრტყეში და 

19.19. პ,რალელურია თუ არა შემდეგე წრფეები: 

    

  

  

  

    

  

=2/ + 1 XX+2 = + 1) “- = + , II - II --ვ 
– 3 ბ2=- 6-4; 

> X--5 _ყ 7 2-1 6“  ყ+–--22-+20=0 

2 2 –5”, (4+V9ყ+-22+10=0; 

)5 ლ X-–4 
ვა =--7LC2 რაითს 

12=--2--ვ, – 27=0; 

(017112290 5X -+ყ -L 22 -+L23 =:0 

2X+- ყ-2=0, X+ჰ24ყ-- 22–=5=0? 

15.13. პერპენდიკულარულია თუ არა შემდეგი წრფეები: 

1) XჯX+4 _ ყ-–-1 _ 2 X+3 _ ყ+2_ 2, 

–- 3 4 –2” 2 2 1.” 

X=ს1+4 
X-–- 4 1 2 2 ·> =V#+1_ , (ყ=--34+1 

–3 –4 |2= 3/, 

ვეჭ2-=-2 - #+1 2 IX + ჰყ/+ 32 +1=9 

რ“ ვ 1!„ --2”' |5X--3ყ-+62--13=0; 

4) (210 12- რაი ი ა, 

2X-- 2ყ-–- 2+2=0, 2L-- ყ–92--2=0? 

19.14. შეადგინეთ იმ წრფის განტოლებები, რომელიც გადის კო– 

X+2 ყ-1 
ეი 

=2+“ 
  წრფის პერპენდიკულარულია. 

=> იპოვეთ კუთხე შემდეგ წრფეებს შორის: 

ე 2+4- ყ 2-2 ჯ#-1 _ყ+2_ 2. 
1 1 –4” 1 –-2 2” 

  
    

  
  „|ს„"გ„„ჟ3_„_..... 

2=-V21-2; 
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ვა (X+V9-X+2=9 X=X-–2 = 3/ -L 1 
4 ––  ყ--52+24=0, 7= თ 

ა ი + V2)X+ყ--2-–-1-3V2 =0 

XII ყ–– 1=0, 

X-–(1--V/2)ყ-–2-3V/2=0 

არემჯი 15-C 6V 2 =-0. 

19.16. შეადგინეთ ორ მოცემულ წერტილზე გამავალი წრფის გან– 

ტოლებები: 

1) 4 (0; 3; 1), 8(––2; 1–– 3; 2) 4(3; –– 1; 2), ,8(1; 2; 6). 

19.17. შეადგინეთ იმ წრფის განტოლებები, რომელიც გადის 

M C–3; 4; -––2) წერტილზე და 0ყ ღერძს ჰკვეთს მართი კუთხით 

19.18. მდებარეობს თუ არა ერთ წრფეზე შემდეგი სამი წერტილი: 

1) 4(2; 4; ე), 8(–3,0; 5, C(–8; –– 4; 5); 
2 /#(6; ––- 1; 2), 8(5; ––3;1),, C(7; 1; 3)? 

19.19, ყ და 2 რიცხვების რა მნიშვნელობებისათვის მდებარეობენ ერთ 

წრფეზე წერტილები (3; 2; 1), 8(1; ყ; –- 2), C(2; –– 1; 7)? 
19.90. იპოვეთ მოცემული წრფის საკოორდინატო სიბრტყეებთა5 

გადაკვეთის წერტილები: 
ს 5X + 3ყ--57-+1=0 უ |5%+3ყ--32--15=0 

5-–-–-ყ4+5--4=0, 2L-–– 332-–– 9= 0, 

X=1-+1 
ვ %#+3 #-–-3_ 2. 4) II-X-+ 

–2 1 4 12=6. 

19.51. წრფე ჰკვეთს ორ. საკოორდინატო სიბრტყეს #M/ (1; ––3; 0) 

და M (0; 2; 1) წერტილებში. იპოვეთ ამ წრფის მესამე საკოორდინატო 

სიბრტყესთან თანაკვეთის წერტილი. 

მავალი წრფის საკოორდინატო სიბრტყეებთან თანაკვეთის წერტი– 

ლები. 

19,928. აჩვენეთ, რომ 

წერა 4“ხ–ვ32--8=0 

X--4ყე.772--4=0 

წრფე ჰკვეთს CX ღერძს. 
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19.91. განსაზღვრეთ. 0 რიცხვის რა მნიშვნელობისაშვის ჰკეეთს 

პი. ყ+22+ძ=0 

2X + 3ვყ– ვ32-–-–8=0 

წრფე: 1) 0X ღერძს; 2) 0ყ ღერძს; 3) 07 ღერძს. 
19.95. სამკუთხედის წვეროებია #4 (--4;3:2), „8(3; 5; ––5) და 

C (1;––1; 3). შეადგინეთ # წვეროზე გაბავალი მედიანის განტოლე– 
ბები, 

12.96. სამკუთხედის წვეროებია „(1;--4;1), გ8(5:0:3) და 
C (––1; 2; 0). შეადგინეთ C წვეროზე გავლებული ბისექტრისის გან– 
ტოლებები. 

19.27. იკვეთებიან, თუ არა შემდეგი წრფეები: 

X=3231--1 X=++4 
1) 9-5 V- 12. 

7=1–5, 2=-%–--2; 

7 X-–I)I ყ–-5 2+2 X+-3 ყ+3 2–-1 
? 

–1 2 1 1 2 3 

19.98. -ის რა მნიზვნელობებისათვის იკვეთებიან წრფეები: 

1) XXI ყ-4 2+5 X+2 ყ-!!1 2-3. 
– – (კ – – , 

–3 1 2 4 1 1 

  

    

19.29. წერტილის მოძრაობის განტოლებებია 

1=3--6! 

12=1--3/. 

იპოვეთ მისი სიჩქარე. 

19.80. წერტილის მოძრაობის განტოლებებია 

X==4–-12! 

2 = 4. 

იჰოვეთ მის მიერ გავლილი მანძილი 1=2 მომენტიდან 1=6 მომენ– 

ტამდე. 
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13.81. შეადგინეთ იმ წერტილის მოძრაობის განტოლებები, რომე– 

ლიც საწყის მომენტში იმყოფება /M0ი (1; ––3; 2) წერტილში და მოძ- 

რაობს ს დ; –- 21) ვექტორის მიმართულებით V=9 მუდმივი სიჩ- 

ქარით. 

19.39. შეადგინეთ იმ წერტილის მოძრაობის განტოლებები, რო- 

მელიც #Mი (<-<5; 3; ––3) წერტილიდან” იწყებს სწორხაზოვან თანაბარ 

მოძრაობას და 1=2 მომენტისათვის იმყოფება #M, (7; ––-13; 5) წერ- 

ტილში. 

§ 13. წრფე და სიბრტყე 

18.1. შეადგინეთ /M წერტილზე მოცემული სიბრტყის პერპენდი- 
კულარულად გამავალი წრფის განტოლებები: 

1) /#(3; –– 1; 4), 2X--წყ-+ 67 + 1 =0; 

2 #M(0; 5; –– 2), 3X + 2ყ + 3 = 0. 

18.2. შეადგინეთ MV წერტილზე მოცემული წრფის პერპენდიკუ- 
ლარულად გამავალი სიბრტყის განტოლება: 

  

ვ –-1 4 

I = X--1 

2 M(-–2; 3; 1) ყ= 2-+L 5 
12=-–-2+1. 

18.81. 8 და C რიცხვებს რა მნიშვნელობებისათვის არის 
6X+ 8ყ+C2-–-3=0 სიბრტყე 

|+=2--1 

ყ=41+1 

== /+3 

წრფის პერპენდიკულარული? 

18.4. იპოვეთ კუთხე წრფესა და სიბრტყეს შორის: 

1) +-1 V4+1 245. X+4ყ--2+2 =0; 

    

4 –3 –5 

XL1 ყ–5 22+4+1 
2 –=”?” , – V 2 –-– 1=0 

|, 1 V 2 – 1 + V +2 
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13.6. შეამოწმეთ, პარალელურია თუ არა წრფე და სიბრტყე: 

X= 4(––-1 

1) /ყ= 31+2 4--5+2-8=0; 
=–-2 -+7, 

1 2) 5010- #9 -21), 6X+ 5ყ-- 37 + 9=0? 

13.6. /I-ის რა მნიშვნელობებისათვის არიან პარალელური მოცე- 

მული წრფე და სიბრტყე: 
1 = 

3) #+4 #+1 2-1 4X-–-4ყ + 32 + 1 =0;     

  

2 5 I(/. 

XჯX=4–3 
2) (ყ= 21–-1 3 -L IIყ + 42--–8=0? 

2 == 31-L4, 

18.7. აჩვენეთ, რომ წრფე მდებარეობს სიბრტყეზე: 

1პ +-1 ყ1+2 2?“ 21-–- ყ–32--4=0; 
4 –1 ვ 

3X2-2ყ-–52-4=0 5X + 2ყ.-––62-–-–8=0. 
X-2ყ+32--4=0, 

13.8. 4. და C რიცხვების რა მნიშვნელობებისათვის მდებარეობს 

(/X= 4-2 

ყ=3+5 

I2=/+3 

წრფე 4X +. 3ყ-+C2-+5=0 სიბრტყეზე? 

13.9. იპოვეთ წრფისა და სიბრტყის თანაკვეთის წერტილი: 

    

1) L#ყ=383–-1 5X +„ყ-+32 +-2=0; 

== (+ 2; 

გ #-1-59ყ+5 2-4 , ყვ > 4-0. 
4 ვ –-1 

18.10. იპოვეთ M წერტილის გეგმილი მოცემულ სიბრტყეზე: 

1) (2; –– 2; –– 3), 3X -L 2ყ –– 52 + 21 =0; 

2 #M C-–3; 2; –– 1), 5X + 3ყ-– 27 + 8 =0. 
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18.11. "შეადგინეთ +-–---=9-+-= = წრფის საკოორდინატო 

სიბრტყეებზე გეგმილების განტოლებები. 

18.12. შეადგინეთ 20-69 7 2. წრფის 4X-–-V+ 

+ 22 --3 =0 სიბრტყეზე გეგმილის განტოლებები. 
18.13. იპოვეთ M წერტილის გეგმილი მოცემულ წრფეზე: 

1) /C(2; –– 1: ––6), “ 2=79 კ8)-- ლ. 

=-–-5-–6 

13.14. იპოვეთ M წერტილას სიმეტრიული წერტილი ი მოცემული 

სიბრტყის მიმართ: 

1) M#(–5; 4; –– 4), ვX-- 5ყ + 32 + 4 =0, 
ვ) #(7; 5: –- 4), 3ვX-- ყ-–272--2=0. 
13.16. იპოვეთ M წერტილის სიმეტრიული წერტილი მოცემული 

წრფის მიმართ: 

Xჯ=21–1 

·- 2) #M(2; 4; –-2), I---2 

| =24+4 

2) /1(4; –-1; 3), ყ=3/'+4 
12=--%X+2 

18.16. დაადგინეთ, ჰკვეთს თუ არა მოცემული სიბრტყე 28 მო- 
ნაკვეთს: 

1) ვჯ4+62ყ–--2--16=0, #(2; 3; –- 2), 8(5; 3; 4); 

2 2X+ყ+3+2=0; #(1; 4; 4), 8(5; 1; 6). 

18.17. შეადგინეთ # წერტილიდან მოცემულ წრფეზე დაშვებული 
პერპენდიკულარული წრფის განტოლებები: 

X+2 2 ყ+6 2–>1 
M#VC(8 –-–2; –– 5,0 =9!::..” ”. 

) ' ) 2 1 4 

2 - X-3 

2 M(–7;, --2; 3), ყ=3/-+8 
12=I--7 
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13.18. სამკუთხედის წვეროებია /4(3;5;–-7), ,8(6:4;0) და 

C (1; 9; ––12). შეადგინეთ 8 წვეროზე გავლებული სიმაღლის განტო– 
ლებები. 

18.19. შეადგინეთ მოცემულ #M წერტილზე და მოცემულ წრფეზე 
გავლებული სებრტყის განტოლება: 

  

1) M(1, –-ქ, 4), X-2 Vყ+1 2+3. 
1 6 6 

|#= --+2 

2 MC; 1; -–1), ყ=5–3 
7=!1–3 

X+3 ყ–2 2+1 _ ყ+1_ 2? 
18.90. შ ნ: = = --. ეადგიხნეთ 2 _–2 ვ და 2 2 ლოვე 

პარალელურ წრფეებზე გავლებული სიბრტყის განტოლება. 

18.51. შეადგინეთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც გადის /V (0; ––2; 3) 

ჯ– 33 –1 2-4 X-–-6 –2 2-13 
წერტილზე და ჰკვეთს == ” .. =9-“-   

    

–-1 4 ლ ვ 2 5 

წრფეებს. 

18.92, აჩვენეთ, რომ წრფეები 

X-–I ყ+2 _ 2 .X-3 ყ+4 2+1 

3 –2 1 2 –2 –1 

მდებარეობენ ერთ სიბრტყეზე „და შეადგინეთ ამ სიბრტყის განტო- 

ლება. 
18.93. შეადგინეთ მოცემულ (LI) წრფეზე მისი აცდენილი (V#-) 

წრფის პარალელურად გავლებული სიბრტყის განტოლება: 

1) X+2 _ ყ–3 _ == ჯL-2 ყ+-1 2-1 
    Lია), 5 2 (LI), 2 2 2 (L.) 

X=2–1 ალო 

2 'ყ=3+1 (LL), ყ=2 (CL). 

18.2ჭ. შეადგინეთ იმ სიბრტყის“ განტოლება რომელიც გადის 
– – –- 4 

M (4; 2; –– 1) წერტილზე +--3.--#-–-1_. 2 XL2 V+1 2 
4 ვ 1 –1 

წრფეების პარალელურად. 
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18.96. შეადგინეთ მოცემულ წრფეზე მოცემული სიბრტყის პერ- 

პენდიკულარულად გავლებული სიბრტყის განტოლება: 

  

    

ჯI3 ყ+2 2-2 1 =-–+-- =>! ..- კ) 21+4ყ–-2--3=0; 
) 3 –5 4 V 

2 ყ 2-1 2 =- # - ვ3-- ყ– 2-5 =0. 
ა __– 4.” #V2+ 

18,960. იპოვეთ მანძილი #M წერტილიდან მოცემულ წრფემდე: 

1) M(2; ––1; 5), 2-3 ყ12 242. 
3 2 – 3 

|6=1:+2 

2) #C– 3; 0; 1), Vყ#ყ=51+6 
2=–31-L1. 

13,957, გამოთვალეთ მანძილი შემდეგ პარალელურ წრფეებს 

შორის: 

X12 ყ+3 2-–ჰ–-2 X-5 ყ--2 2+3., 
    

    

1 
. 2 – 1” 5 2 –-1 

X= 3! +1 XჯX= 31 –+3 
2) /ყ=2-–-1 ყ=2 +4 

12 = 3-2, 2 == 3I. 

13.98, აჩვენეთ, რომ 

1 2X + ყ-–-–= 2-–-1=0 XX7 ყ–-5 2-9 

X–- ყ–2--22=0 3 –1 4 

წრფეები პარალელურია და გამოთვალეთ მანძილი მათ მორის. 
18.99. იპოვეთ მანძილი შემდეგ წრფეებს შორის: 

1) Xჰ2+5 ყ–-3 2+2 X _V+2_ 2?. 

..2 - 37 –2 ვ 1 ” 

= 7 5 X=2!–4 

თია ყიბა ეტლი ყ=-/4+4 
2=-–-2-–1. 

18.80. შეადგინეთ იმ წრფის განტოლებები რომელიც გადის 

M (2; ––3; 1) წერტილზე ი (2; 2; 5) ვექტორის პერპენდიკულარულად 

და კვეთს წრფეს 
ლ => ==5252=35:---–-. 
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13.81. შეადგინეთ იმ წრფის განტოლებები, რომელიც გადის 
M (3; ––4; 9) წერტილზე 6X––2ყ––32+5=0 სიბრტყის პარალელურად 

„4 V-–1 2+2 => “”“--<:რ< ს 3 2 _ ა წრფეს, 

18.35. შეადგინეთ მოცემული წრფეების საერთო პერპენდიკულა- 

რის განტოლებები: 

  და კვეთს 

X-<21! ყ–2 2-6 ჯე Mშყ 2+2 
    

4 3 2 1 –პვ3 3 

18.33. 0Xყ სიბრტყეზე იპოვეთ ისეთი წერტილი, რომლიდანაც 

მანძილების ჯამი M# და V წერტილებამდე არის უმცერესი: 

1) M(3; –– 2; 3), MV(––3; 1; ––-6); 2) M#L(C–3;5; 2), M(-–--5;9;2)- 
18.84. 0ყუ2 სიბრტყეზე იპოვეთ ისეთი წერტილი, რომლიდანაც 

მანძილების სხვაობა M და M წერტილებამდე არის უდიდესი: 

1) M(1;9;8), MV(2; 11; 11); 2) M(2;–- 1;0), M(-––-4; –– 2; 3). 
13.35. 2X-- 3ყ+32--17=0 სიბრტყეზე იპოვეთ ისეთი წერტილი, 

რომლიდანაც მანძილების ჯამი M (3; --4;7) და M(-5; -–-14; 17) 

წერტილებამდე არის უმცირესი. 

18.86. 2X+3ყ--–42--–15=0 სიბრტყეზე იპოვეთ ისეთი წერტილი, 

რომლიდანაც მანძილების. სხვაობა /V (5; 2; ––7) და M (7; ––25; 10) 

წერტილებამდე არის უდიდესი. 

§ 14. წრეწირი 

14.1. შეადგინეთ იმ წრეწირის განტოლება, რომლის ცენტრია C 

და რადიუსია #1: . 

1) C(0; 0), # =2; 2) C(–3; 1), 1=4. 
14.9. შეადგინეთ # წერტილზე გამავალი იმ წრეწირის განტოლე– 

ბა, რომლის ცენტრია C: 

1) 4(3; 1), C(0; 2); 2) #(4; 0), C(C-–2; 1). 

14.3. შეადგინეთ წრეწირის განტოლება, თუ # და 8 წერტილები 

წარმოადგენენ მისი დიამეტრის ბოლოებს: 

1) (3; 2, 8C–1; 4); 2) #4(0; –– 5), 8C<4; 3). 

14.4. შეადგინეთ იმ წრეწირის განტოლება, რომლის ცენტრია C 

წერტილი და ეხება მოცემულ წრფეს: 
1) C(0; 0, 3X-––2ყ-––26=0; 2) C(––2; 1), L–-– 3ყ/-––<5=0. 

25



14.5. შეადგინეთ იმ წრეწირის განტოლება, რომელიც C0ყ ღერძს 

ეხება 4 წერტილში და გადის 8 წერტილზე: 

1) 4(0,3), 8(1; 6); 2) 4(0; 8), 8(–4; 0). 

14.6. შეადგინეთ იმ წრეწირის განტოლება, რომელიც გადის #4 

და 8 წერტილებზე, ხოლო ცენტრი მდებარეობს მოცემულ წრფეზე: 

1) 4(3; 1), ,8(C-–1; 1, 2X+ყ-–-1=0; 

14.7. შეადგინეთ მოცემულ სამ წერტილხე გამავალი წრეწირის 

განტოლება: 

1) 4(C–-4; 4), 8(5;1),) C(2; ––8); 

2 #4#(0; –- 3, 8(5; –– 2), C (4; 3). 

14.8. შეადგინეთ იმ წრეწირის განტოლება, რომლის ცენტრია C 

წერტილი და რომელიც მოცემული წრფიდან მოჰკვეთს ძ სიგრძის 

ქორდას: 

1) C(3; –– 1), 2X-–-3/4+4=0, ძ=10. 
2) C(2; –-–3), X-–-5ყ+9=0 რძ =2. 

14.9. შეადგინეთ იმ წრეწირის განტოლება, რომლის რადიუსია /# 

და რომელიც მოცემულ წრფეს ეხება M# წერტილში; 

1) ”7=V10, X--–-3/+1=0, #M(2; 1); 
2 7=5, ვL-- 4ყ+9=0 VM(1; 3). 

14.10. შეადგინეთ იმ წრეწირის განტოლება, რომელიც ეხება ორ 

მოცემულ პარალელურ წრფეს, ამასთან ერთ-ერთ მათგანს # წერ- 

ტილში: 

.· 1) X--ყ+2=0, ჯ–- ყ-–-6=0 /V#(1; 3); 

2 X-5ყ--6=0, X-–-5ყ-+-46=0, /V(1; –- 1). 

14.11. შეადგინეთ იმ წრეწირის განტოლება, რომელიც ეხება ორ 

მოცემულ პარალელურ წრფეს და გადის M# წერტილზე: 
1) 31+2ყ--–10=0, 3X+2ყ+16=0, / (4; –-5); 

2 X+2ყ--6=0, X+2V+4=0 XV(3; 1). 

14.19. მმეადგინეთ იმ წრეწირის განტოლება, რომლის ცენტრი მდე– 

ბარეობს 3X--ყ+6=0 წრფეზე და ეხება 2XC--ყ=0 და 2X--ყ+10=0 

წრფეებს. 
14.18. შეადგინეთ იმ წრეწირის განტოლება, რომლის ცენტრი 

მდებარეობს ვ3ჯ--ყ+5=0 წრფეზე და ეხება X-+2Vყ+10=0 და 

2X––ყ––1=0 წრფეებს. 
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14.14. შეადგინეთ იმ წრეწირის განტოლება, რომელიკ ეხება სა- 

კოორდინატო ღერძებს და გადის /# (4; ––2) წერტილზე, 

14.15. შეადგინეთ იჭ წრეწირის განტოლება, რომელიც გადის 

4(02-–3) წერტილხე და ეხება 2L--3ყ=0 ლდა 3X--2ყ--4=0 
წრფეებს. 

14.16. იპოვეთ წრეწირის ცენტრი და რადიუსი: 

1) ((-- 21 +(#/+-3)11=16 2) X+ყ--6X+5=0, 

ვ) »?-L ყმL 4ყ--12=0; 4) 4X? +4ყ? + 20X –- 32ყ/+85=0. 
14.17. დაადგინეთ, სად მდებარეობს M წერტილი: მოცემულ წრე– 

წირზე, მის შიგნით თუ გარეთ: 

1) M(C––-3; 2), (X + 2)" + (ყ + 3)? = 26; 

2 #M0(0; 5), (X + 4) + (/–– 2)? = 32; 

ქ) /I(1; 5) (X-––- 5)? -L ყ? = 40; 

4 M(–-2; 2) სჯ? + ყ + 6X-– 10ყ = 0. 

14.18. შეადგინეთ X?+ყ2-6X+2ყ+5=0 წრეწირის იმ დიამეტ- 
რის "განტოლება რომელიც 6X+8ყ--7=0 წრფის პერპენდიკულა- 

რულია. რ 

14.19. შეადგინეთ X»X2+Vყ2--2X- 8ყ--1=0 წრეწირის M (–2; 1) 

წერტილზე გავლებული მხების განტოლება. 
14.90. იპოვეთ 4 (5;–-2) წერტილიდან (X--1)2+ (ყ–-3)2=5 წრე–- 

წირისადმი გავლებული მხების სიგრძე. 
14.51. იპოვეთ უმოკლესი მანძილი M# წერტილიდან მოცემულ 

წრეწირამდე: · 

1) ML(7; –– 3), (MX –– 4)? + (ყ–– 1)2 = 9; 

2 /I(3; –-9), X + ყ? + 4(-––6ყ-–-– 3 =0. 

14.99. შეადგინეთ იმ წრეწირის განტოლება,კ რომლის ცენტრია 

C (2; 6) წერტილი და რომელიც ეხება ს2+ყ?+ 10X--4ყ+-56=0 წრე– 

წირს. 
14.93. იპოვეთ წრეწირისა და წრდის თანაკვეთის წერტილები: 

1) (C+ 3)1+(ყ-–-– 7ტ11=45ი X–-ყ+15=0; 
2) + ყმ--12X+2=0 X+4/+11 = 0. 
14.91. დაადგინეთ წრეწირისა და წრფის ურთიერთმდებარეობა 

(იკვეთებიან, არ იკვეთებიან თუ ეხებიან): · 

1) («-+- 3?1+(ყ--1)=15, 4X-Vყ-10=0; 

2) (X--2)1+(ყ + 1))= 16 2X-3/+6=0; 

2) X+-V” + 4 -–- 44“ 32=0, 3X-–-ყ –12=0; 
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4) X2 +. ყე-+--2X--13,=–0, 3X–- 77-+-2=0. 

5) X? + (ყ + 2; =7, 5X + 2ყ –– 13 =0; 
6) (X+-3)1+(/--1)2=1ქ1  2X-+3ყ--10=0. 
14.9წ. /”-ს რა მნიშვნელობისათვის ჰკვეთს ყ=#ჩX+რ6რ წრფე 

(X-––1)2+(/+2)2=20 წრეწირს? ეხება მას? არ ჰკვეთს? 

14.90. შეადგინეთ (X––3)?+(V+2)2=34 წრეწირის იმ დიამეტრის 

განტოლება, რომელიც გადის 4XC+V+7=0 წრფეზე მოკვეთილი ქორ- 

დის შუაწერტილზე. 
14.97. შეადგინეთ (X+3)2+ (/--1)2=32 წრეწირის იმ ქორდის გან- 

ტოლება, რომელიც # (1;4) წერტილით შუაზე იყოფა. 
14,98. იპოვეთ (X--5)2+(ყ+ 1)2=44 წრეწირის იმ ქორდის სიგრ– 

ძე, რომელიც VM (3; ––3) წერტილით შუაზე იყოფა. 

14.90. იპოვეთ მანძილი X? -L ყ?-- 12X + 10ყ-+- 3= 0 წრეწირის 

ცენტრიდან (X -L 1)? -L (/ –– 1)2 = 25 და (X –– 3)? -L (ყ + 6)” = 80 წრე- 

წირების გადაკვეთის წერტილებზე გამავალ წრფემდე. 
14.80. იპოვეთ (X+1)?-+-(V+4)1=50 და (X-- 8)? + (ყ ––- 8)1= 125 

წრეწირების საერთო ქორდის სიგრძე. 
14.81. შეადგინეთ (X--2)?2-+4+XVყ--1)2=13 წრეწირისადმი /# C–5; 5) 

წერტილიდან გავლებული მხებების განტოლებები. 

§ 15. ელიფსი 

15.1. იპოვეთ მოცემული ელიფსის ნახევარღერძები, ფოკუსები, 

ექსცენტრისიტეტი და „დირექტრისების განტოლებები: 

ჯ? ყ” · 
1 ––. + –-––- =1); 2, X%? + 9ყ? = 9; ) 25 + 16 ; ) + ?მყ 

2 2 
ვ) 9X? -L 36ყ? = 1; ტეტ “- LM .. V ) 9 + 1C 

8 2 
1წ.9. > + + =1 ელიფსზე იპოვეთ წერტილი, რომლის აბსცი- 

სა X=2V3. 

15.8. შეადგინეთ იმ ელიფსის განტოლება, რომლის ფოკუსები 
მდებარეობენ აბსცისთა ღერძზე კოორდინატთა სათავის სიმეტრიუ- 
ლად, თუ ცნობილია, რომ: 

1) მისი ნახევარღერძებია 7 და 2; 

2) მისი დიდი ღერძია 16 და ფოკუსებს შორის მანძილია 12; 
პ) მისი მცირე ღერძია 10 „და ფოკუსებს შორის მანძილია 20; 
4) ერთ-ერთი ფოკუსიდან დიდი ღერძის ბოლოებამდე მანძილებია 

15 და 1; 
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5) ფოკუსებს შორის მანძილია 16 და ექსცენტრისიტეტი უდრის 

6 LC 
5 

6) მისი დიდი ღერძია 34, ხოლო ექსცენტრისიტეტე უდრის 

7) მისი მცირე ღერძია 24, ხოლო ექსცენტრისიტეტი უდრის 

5 
12 

8) ფოკუსებს შორ-ს მანძილია 4, ხოლო მანძილი დირექტრისებს 

შორის 25-ის ტოლია; 

9) მისი ღიღი ღერძია 12, ხოლო დირექტრისების განტოლებებია 

X=2+9; : · 

10) მისი მც-არე ღერძია 12, ხოლო დერექტრისების განტოლებებია 

Xჯ=2+15; 

11) დირექტრისებს შორის მანძილია 49, ხოლო ექსცენტრისიტეტი 

უდრის --; + 

12) M (3; 1) ელიფსის წერტილია და მისი მცირე ღერძია 4; 

13) M.(V 6; V 3) და M:(3; ––V 2) ელიფსის წერტილებია. 
15.4. შეადგინეთ ელიფსის განტოლება, რომლის ფოკუსები მდე– 

ბარეობენ ორდინატთა ღერძზე კორდინატთა სათავის სიმეტრიულად, 

თუ ცნობილია, რომ: 

1) მისი ნახევარღერძეზია 9 და 5; 

2) მისი დიდი ღერძია 8 და ფოკუსებს შორის მანძილია 2 V15; 

3) მისი მცირე ღერძია 4 და ფოკუსებს შორის მანძილია 14: 

4) ფოკუსებს შორის მანძილია 14 და ექსცენტრისიტეტი უდრის 

7 ს. 
8 

5) მისი დიდი ღერქია 12, ხოლო ექსცენტრისიტეტი უდრის ს; 

6) მისი მცირე ღერძია 12, ხოლო ექსცენტრისიტეტი უდრის 

-%4 ს; 
5 

7) ფოკუსებს შორის მანძილია 6, ხოლო მანძილი დირექტრისებს 

შორის 54-ის ტოლია; 

8) მისი დიდი ღერძია 24, ხოლო დირექტოისების განტოლებებია 

ყ= +16; 
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9) მისი მცირე ღერძია 6, ხოლო დეირექტრისების განტოლებებია 

ყ=>6; 
10) დირექტრისებს შორის მანძილია 32, ხოლო ექსცენტრისიტეტი 

1 რის +–--ს. 
უღოი 2» 

185.5. იპოვეთ იმ ოთხკუთხედის ფართობი, რომლის ორი წვერო 

ემთხვევა მოცემული ელიფსის ფოკუსებს, ხოლო დანარჩენი ორი მისი 

მცირე ღერძის ბოლოებს: 

1). 4X? + 5ყ? = 100; 2) 2 -L ყ? = 32. 
   

15.6.                    5 ელიფსი ფოკუსიდან ა 

ფოკუსების შესაბამის დირექტრისამდე. 

«+ 15.7. ელიფსის ფოკუსებია /“, (<5; 0) და #ე (5; 0), ხოლო ექსცენ- 

ტრისიტეტი 6 = –- · იპოვეთ მანძილები დირექტრისამდე ელიფსის იმ 

წერტილიდან, რომლის აბსცისაა·– 3. 

15.8. დაამტკიცეთ, რომ, თუ /M, (X,; ყ,) წერტილი ძევს => 2 4+4-= 

4 + 1< 1, ხოლო თუ #6(X-; Mი) წერტი- 

9 ი 
ი მდებარეობს ამ ელიფსის გარეთ, მაშინ 22 + + =>1 

(7) 

18.9. დაადგინეთ, სად მდებარეობენ მოცემული წერტილები 

2 ყ? _ 
> + 9-1 ელიფსზე, მის შიგნით, თუ გარეთ: 7%#(2; V3), 8(–1;2), 

C(--2, ა, 9(--3; 1), 5(2V 3 ; 1), # (3; –– 2)- 
15.10. დაადგინეთ, რას წარმოადგენს შემდეგი განტოლებით გან- 

საზღვრული წერი: 

ელიფსის შიგნით, მაშინ 

  

'' 2 
1) ყ= - -V25=X, 2) ყლ--Vმ- XI. 

15.11. '"მეადგინეთ 2 + 2 =1 ელიფსის /VI(2; 3) წერტილის 

ფოკალური რადიუსების განტოლებები. 

ჯ? 
16.12. იპოვეთ +> + + = ელიფსს #M (4 ნ) წერტილის 

ფოკალური რადიუსები. 

4 
15.12. ელიფსის ექსცენტრისიტეტი 6 =-- ხოლო ელიფსს /# 
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წერტილის ფოკალური რადიუსია 16. იპრვეთ მანძილი #I წერტილი- 

დან შესაბამის დირექტრისამდე. 

15.14. ელიფსის ექსცენტრისიტეტი,ა 6 = => ხოლო ელიფსი” /M 

წერტილიდან დირექტრისამდე მანძილია 12. იპოვეთ მანძილი #I/ წერ- 

ტილიდან ამ დირექტრისის შესაბამის ფოკუსამდე. 

15.15. ელიფსის ცენტრი კოორდინატთა სათავეშია. მისი ექსცენ– 

ტრისიტეტია 6 = + , ხოლო დირექტრისების განტოლებებია ჯ= X24. 

იპოვეთ ელიფსის იმ წერტილის ფოკალური რადიუსები, რომლის. 
აბსცისაა –-6. 

ყ? 
15.16. იპოვეთ -> + +“ =1 ელიფსის ის წერტილები, რომლე– 

ბიც ამ ელიფსის მარჯვენა ფოკუსიდან დამორებულია 5-ის ტოლი. 
მანძილით. 

ჯ? 9 
16.17. იპოვეთ > + +- = ელიფსის ის წერტილები, რომლე-- 

ბიც ამ ელიფსის მარცხენა ფოკუსიდან დაშორებულია 7-ის “რტოლი მან-- 
ძილით. 

16.18. იპოვეთ ელიფსის ექსცენტრისიტეტი, თუ: 1) მცირე ღერძი: 

ფოკუსიდან ჩანს 60”-იანი კუთხით; 2) მცირე ღერძი ფოკუსიდან ჩანს 

90“-იანი კუთხით; 3) მანძილი დირექტრისებსს შორის სამჯერ მეტია. 

ფოკუსებს შორის მანძილზე; 4) მანძილი ცენტრიდან დირექტრისამდე, 
დიდი ღერძის ტოლა. 

ყ? 
15.19. იპოვეთ –-- C + +- =1 ელიფსის და X –-2ყ--4=0' 

წრფის „გადაკვეთის წერტილები. 

15.90. ა რა მნიშვნელობისათვის ჰკვეთს V = –-X+ ”: წრფე, 

    

  

4 + == ელიფსს? ეხება მას? არ ჰკვეთს? 
+ 

15.91. დაწერეთ 48.1 M#=1 ელიფსი” /V (3; 1) წერტილზე, 

გავლებული მხების განტოლება. 
67 2 

15.59. დაამტკიცეთ, რომ V = #X -L ხ წრფე ეხება %. + + = 1, 
ი? გ 

ელიფსს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა #30” -L ხზ = |;ჯ?: 

17. ს, თოფურია 257.



2 ჯ” ! 
15.9ყ. დაამტკიცეთ, რომ - “ი ელიფსის  /V (Xი, Vი) 

VVი = 1. XX 
წერტილზე გავლებული მხების განტოლება» –-7- + –ი> 

2 2 

16.94. შეადგინეთ > + < = 1 ელიფსის იმ მხებების განტოლე- 

ბები, რომლებიც # –– 2V + 2 = 0 წრფის პარალელურია. 
8 

15.95. შეადგინეთ “- + ყ? = 1 ელიფსის იმ მხებების განტოლებები, 

რომლებიც 3 –– ყ + 4 = 0 წრფის მართობულია. 
„2 2 

<> + + = 1 ელიფსზე იპოვეთ ჯ–2ყ + 26 = 0 წრფის 

უახლოესი /#M წერტილი და გამოთვალეთ მანძილი /V წერტილიდან ამ 

წრფემდე. 
16.97. შეადგინეთ 22 -L V = 1 ელიფსისადმი /V C 5 წერ- 

45 5 _' ვ 
ტილიდან გავლებული მხებების განტოლებები. 

15.28. M(+ ; >) წერტილიდან ჯ! –+- V =1 ელიფსისადმი 
42' 2 13,5 ვ 

გავლებულია მხებები. გამოთვალეთ მანძილი /# წერტილიდან შეხების 

წერტილებზე გამავალ წრფემდე. 
15.99, ელიფსის რაიმე /# წერტილში გავლებული მხები ელიფსის 

ერთ-ერთი ღერძის გაგრძელებას ჰკვეთს VM წერტილში, ხოლო # წერ- 
ტილიდან ამ ღერძზე დაშვებული პერპენდიკულარის ფუძეა V. დაამ- 
ტკიცეთ, როვ ელიფსის ცენტრიდან M და V წერტილებამდე მანძილე- 
ბის ნამრავლი ელიფსის შესაბამისი ნახევარღერძის კვადრატის ტო- 
ლია. 

15.30. ელიფსის # ფოკუსიდან დიდი ღერძისადმი აღმართული 

პერპენდიკულარი ელიფსს ჰკვეთს MI წერტილში. დაამტკიცეთ, რომ: 

15.36. 

  

  ხ! = ძი, ი=- 09 ხ= 7 

1 –- 43 ” V1--დC ” 

სადაც თ და ხ ელიფსის ნახევარღერძებია, 6 ელიფსის ექსცენტოისი- 
ტეტია, ხოლო 0= | MM |. 

ე 15.31, დაამტკიცეთ, რომ ელიფსის ფოკუსებიდან მის 5ებისმიერ 
ხებამდე მანძილების ნამრავლი მცირე ნახევარღერძის კვადრატის 
ტოლია, 
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15.39. შეაღგინეთ იმ ელიფსის განტოლება, რომლის ფოკუსებია 
ჯ#, C-4;0) და #2: (4;0) და რომლის მხებია X+2ყ––6=0 წრფე. 

15.83. შეადგინეთ იმ ელიფსის განტოლება რომლის დიდი 
ღერძის ბოლოებია #4) (C-3;0) და „4: (3; 0) და რომელიც ეხება 
2X–-3ყ--9=0 წრფეს. 

15.34. შეადგინეთ საკოორდინატო ღერძების მიმართ სიმეტრიული 
იმ ელიფსი“ განტოლება რომელიე გად-ს // წერტილზე და ეხება 

მოცემულ წრფეს: 
1) MC2; –-–3),, X-–2ყ+8=0; 

2 M (– 4; +) 3X-- 5ყ -L 25 =0, 

ვ) M(4 V 7), X–Vყ+9=0. 
15.35. შეადგინეთ იმ ელიფსის -განტოლება, რომელიც სიმეტრიუ- 

ლია სააკორდინატო ღერძების მიმართ „და ეხება X–-V+5=0 და 
X–-4ყ-–10=0 წრფეებს. 

16.36. დაამტკიცეთ, რომ ელიფსის რაიმე წერტილზე გავლებული 

მხები ამ წერტილის ფოკალური რადიუსებით შედგენილი კუთხის მო- 

საზღვრე კუთხის ბისექტრისას წარმოადგენს. 

15.37. „დაამტკიცეთ, რომ თუ თ და ჩ სიბრტყეები ადგენენ დ მახ- 

ვილ კუთხეს, მაშინ თ სიბრტყეზე მდებარე ძ-რადიუსიანი წრეწირის 

გეგმილი ჩ სიბრტყეზე წარმოადგენს ელიფსს, რომლის დიდი ნახე– 

ვარღერძია ძი, ხოლო მცირე ნახევარღერძი ხ=ძ 005 დ. 
15.88. თ და ჩ სიბრტყეები ადგენენ დ=30”-იან კუთხეს. იპოვეთ 

ზ სიბრტყეზე მდებარე იმ ელიფსის ნახევარღერძები, რომელიც წარ– 

მოადგენს თ სიბრტყეზე მდებარე /1=4 რადიუსიანი წრეწირის გეგ- 

მილს. 

16.30. ელიფსი, რომლის მცირე ნახევარღერძია 8, წარმოადგენს 

IX=16 რადიუსიანი წრეწირის გეგმილს. იპოვეთ კუთხე იმ სიბრტყე- 

ებს მორის, რომელზედაც მდებარეობენ ელიფსი და წრეწირი. 

15.40. დაამტკიცეთ, რომ ხ რადიუსიანი წრიული ცილინდრის 

კვეთა ღერძასადმი დ მახვილი კუთხით დახრილი სიბრტყით წარმოად- 

გენს ელიფსს, რომლის მცირე ნახევარღერძია სხ, ხოლო დიდი ნაზე– 

ხ 
ვარღერძი” ძ C5C 

16.41. იპოვეთ იმ ელიფსის ნახევარღერძებიი„ რომელიც მიიღე– 

ბა I=9 რადიუსიანი წრიული ცილინდრის კვეთეთ მისი ღერჭისადღმი 

დ =60”-იანი კუთხით დახრილი სიბრტყით. 
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15.42. #=3 რადიუსიანი წრიული ცილინდრის კვეთა წარმოად- 

გენს ელიფსს, რომლის დიდი ღერძია 12. იპოვეთ კუთხე კვეთის სიბრ– 
ტყესა -და ცილინდრის ღერძს შორის. 

§ 16. ჰიპერბოლა 

16.1. იპოვეთ მოცემული პჰიპერბოლის ნახევარღერძები, ფოკუსე– 

ბი, ექსცენტრისიტეტი, ასიმპტოტების და დირექტრისების განტო- 

ლებები: · 

ჯ ყ? ი 
1 –- 1; 2) 4X1––- წ =4; 

, 144 25 ) წ 
ჯ? ყ? 

ვუ 16ჯ?%--9ყ?=1; ი -. წ... VI 
, / ) 64 36 

ჯ? ყ? 
16.9. “რვ =1 ჰიპერბოლაზე იპოვეთ წერტილი, რომლის 

აბსცისაა X = –-- 4. 

16.მ. შეადგინეთ ჰიპერბოლის განტოლება, რომლის ფოკუსები 

მდებარეობენ აბსცისთა ღერძზე კოორდენატთა სათავის სიმეტრიუ- 

ლად, თუ ცნობილია: 

1) მისი ნამდვილი და წარმოსახვითი ნახევარღერძებია შესაბა- 

მისად 5 „და 3; 

2) მისი წარმოსახვითი ღერძია 4 და ფოკუსებს შორის მანძი–- 

ლია 14; 

3) ერთ-ერთი ფოკუსიდან ნამდვილი ღერძის ბოლოებამდე მანძი– 
ლებია 13 და 3; 

4) ფოკუსებს შორის მანძილია 20 და ექსცენტრისიტეტი უდ- 
რის 2-ს; · 

5) მისი 5ამდვილი ღერძია 16, ხოლო ექსცენტრისიტეტი უდრის 

9 ს. 
8 

6) მასი წარმოსახვითი ღერძია 6, ხოლო ექსცენტრისიტეტი უდრის 

5 ს. 
4 

7) ფოკუსებს შორის მანძილია 30, ხოლო ასიმპტოტების განტო- 

ვ 
ლებებია M = + -> X, 

8) ფოკუსებს შორის მანძილია 16, ხოლო მანძილი დირექტრისებს 

შორის 6-ის ტოლია; 
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9) მისი ნამდვილი ღერძია 12, ხოლო დირექტრისების განტოლე– 

ბებია X=>+4; 

10) მისი წარმოსახვითი ღერძია 8, ხოლო „დირექტრისების განტო- 

ლებებია X= +6; 
11) დირექტრისებს შორის მანძილია 10, ხოლო ექსცენტრისიტეტი 

უდრის 2-ს; 

12) დირექტრისებს შორის მანძილია => ხოლო ასიმპტოტების  გან- 

ტოლებებია ყ = 2- --> ჯ. 
13) M (8; ––3) ჰიპერბოლის წერტილია და მისი ნამდვილი ღერ– 

ძია 8; 

14) M, (–10; 3) და #ე (20; –– 3V 6 ) ჰიპერბოლის წერტილებია; 
15) M(–8; 2V2) ჰიპერბოლის წერტილია, ხოლო ასიმპტოტების 

განტოლებებია ყ = + + ჯ. 

16.4. შეადგინეთ ჰიპერბოლის განტოლება, რომლის ფოკუსები 

მდებარეობენ ორდინატთა ღერძზე კოორდინატთა სათავის სიმეტრიუ– 

ლად, თუ ცნობილია: 

1) მისი 5ამდვილი და წარმოსახვითი ნახევარღერძებია შესაბა– 

მისაღ 4 და; 
2) მისი ნამდვილი ღერძია 6 და ფოკუსებს შორის მანძილია 14; 

3) ერთ-ერთი ფოკუსიდან ნამდვილი ღერძის ბოლოებამდე მანძი– 

ლებია 11 და 5; 

4) ფოკუსებს შორის მანძილია 14 და ექსცენტრისიტეტია +. 

5) მისი ნამდვილი ღერძია 10, ხოლო ექსცენტრისიტეტი უდრის 

1,8-ს; 

6) მიი წარმოსახვითი ღერძია 16, ხოლო ექსცენტრისიტეტი 

5 
უდრის 23 ს; 

7) ფოკუსებს შორის მანძილია 26, ხოლო ასიმპტოტების განტო- 

12 
ლებებია ყ = +--- ჯ, 

8) ფოკუბებს შორის მანძილია 20, ხოლო მანძილი დირექტრისებს 
შორის უდრის 16-ს; 

9) მისი ნამდვილი ღერძია 16, ხოლო დირექტრისების განტოლე– 
ბებია ყ= +4; 
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10) მისი წარმოსახვითი ღერძია 10, ხოლო დირექტრისების გან- 

ტოლებებია ყV= +5; 

11) დირექტრისებს შორის მანძილია - , ხოლო ექსცენტრისიტეტი 

უდრის 4-ს; 

12) დირექტრისებს შორის მანძილია = , ხოლო ასიმპტოტების გან- 

ტოლებებია ყ = +-- X: 

13) M C–3, 10) ჰიპერბოლის წერტილია და მისი ნამდვილი ღერ– 

ძია 10; 

14) „VI, (6; 5) და /Mე (9; 5V2) ჰიპერბოლის წერტილებია; 

15) M (3; –-4) ჰიპერბოლის წერტილია, ხოლო ასიმპტოტების გან– 

ტოლებებია V = - = ჯ. 

16.წ. დაამტკიცეთ, .რომ ჰიპერბოლის ფოკუსიდან ასიმპტოტზხე 
დაშვებული მართობი წარმოსახვითი ნახევარღერძის ტოლია. 

16.6. იპოვეთ იმ ოთხკუთხედის ფართობი, რომლის ორი წვერო 

ემთხვევა მოცემული ჰიპერბოლის ფოკუსებს, ხოლო დანარჩენი ორი 

მისი წარმოსახვითი ღერძის ბოლოებს: 

1 --- –. -?” =1. 2) 8X? -- ყზ= 8. 

16.7. იპოვეთ იმ ოთხკუთხედის ფართობი, რომლის წვეროები ძო– 

ცემული ჰიპერბოლის ღერძების ბოლოებია: 

ჯ? ყ? 
1 –-- –– ––-. =1; 2) 4X? –-– ყ? == 8. 

) 45 20 / 
ჯ? ყ? 

16.8. იპოვეთ მანძილი 3“ <0“. 1 ჰიპერბოლის ფოკუსიდან 

ამ ფოკუსის შესაბამის დირექტრისამდე. 

16.9. ჰიპერბოლის ფოკუსებია #) (–-16; 0) და #5 (16; 0), ხოლო 

ექსცენტრისიტეტი 6= -“ #2. იპოვეთ. მანძილი. დირექტრისამდე . ჰი- 
პერბოლის იმ წერტილიდან, რომლის აბსცისაა ––8. 

16.10. დაადგინეთ რას წარმოადგენს შემდეგი განტოლებით გან– 

“საზღვრული წირი: 
ა 1 >. 

1) ყ ==“ VM --12; 2) #=--V2-= 2. 
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2 2 
16.11. შეადგინეთ X – “> = ჰიპერბბოლს VI (5; – 2? 

წერტილის ფოკალური რადიუსების განტოლებები. 
2 2 ! 

16.19. იპოვეთ + – +- =1 ჰიპერბოლის /V (4; 3) წერტილის 

ფოკალური რადიუსები. 

10.18. ჰიპერბოლის ექცენტრისიტეტია 6 = 

ლი კუთხე ჰიპერბოლის ასიმპტოტებს შორის. 

16.14. იპოვეთ ჰიპერბოლის ექსცენტრისიტეტი, თუ მის ასიმპტო– 

ტებს შორის კუთხეა 60”. | 

16.15. დაამტკიცეთ, -რომ თუ ჰიპერბოლის ექსცენტრისიტეტი 

6 = V 2, მაშინ მისი ასიმპტოტები ურთიერთპერპენდიკულარულია. , 
10.16. ჰიპერბოლის ექსცენტრისიტეტია 6=3, ხოლო ჰიპერბოლის 

M წერტილია ფოკალური რადიუსია 21. იპოვეთ მანძილი # წერტი- 

ლიდან შესაბამის დირექტრისამდე. 

10.17. ჰიპერბოლის ექსცენტრესიტეტია 6=2, ხოლო ჰიპერბოლის 

M წერტილიდან დირექტრისამდე მანძილია 13. იპოვეთ მანძილი M 

წერტილიდან ამ დირექტრისის შესაბამის ფოკუსამდე. 

16.18. ჰიპერბოლის ცენტრი კოორდინატთა სათავეშია, მისი ექს– 

  

2 V3 „ იპოვეთ მახვი- 

ცენტრისიტეტია 6 = -- , ხოლო დირექტრისების განტოლებებია X = + 6. 

იპოვეთ ჰიპერბოლის იმ წერტილის ფოკალური რადიუჟსები, რომლის აბსცი- 

საა 15. 
| ჯ? ყ? 
16.19. იპოვეთ «C“– 4. “. 1 ჰიპერბოლის ის წერტილები, რომ- 

ლებიც ამ ჰიპერბოლის მარჯვენა ფოკუსიდან დაშორებულია 16-ის 

ტოლი მანძილით. 

ჯ? ყ? 
16.90. იპოვეთ “ი” “ > =1 ჰიპერბოლის ის წერტილები, 

რომლებიც ამ ჰიპერბოლის მარცხენა ფოკუსიდან დამორებულია 9-ის 

ტოლი მანძილით. 

16.91. იპოვეთ ჰიპერბოლის ექსცენტრისიტეტი, თუე: 

1) ნამდვილი ღერძი წარმოსახვითი ღერძის ბოლოდან ჩანს 60”-იანი 
კუთხით; 

2) ფოკუსიდან წაროსახვითი ღერძი ჩანს 609-იანი კუთხით; 
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3) ფოკუსებს შორის მანძილი ცხრაჯერ მეტია დირექტრისებს შო- 

რის მანძილზე; 

4) ნამდვილი ღერძი ოთხჯერ ძეტია დირექტრისებს შორის მან- 

ძილზე. 

16.99. შეადგინეთ იმ ტოლფერდა ჰიპერბოლის განტოლება, რომ- 
8 

ლის ფოკუსები ემთხვევა > + 5 = 1 ელიფსის ფოკუსებს. 

16.98. შეადგინეთ იმ ჰიპერბოლის განტოლება, რომლის ექსცენ- 

  

3 2 

ტრისიტეტი 4=3 და რომლის ფოკუსები ემთხვევა ->- + -%- =1 

ელიფსის ფოკუსებს. 

16.94. შეადგინეთ იმ ჰიპერბოლის განტოლება, რომლის ფოკუსე- 
2 8 ' 

ბი ემთხვევა 4 + ლა =1 ელიფსის წვეროებს ხოლო დირექტრი- 

სები ამ ელიფსის ფოკუსებზე გადის. 

16.96. შეადგინეთ იმ ჰიპერბოლის განტოლება, რომლის ფოკუსები 

ჯ? 2 

წარმოადგენს --- + +- = 1 ელიფსის წვეროებს, ხოლო წვეროები –– ამ 

ელიფსის ფოკუსებს. 
16.96. შეადგინეთ იმ ჰიპერბოლის განტოლება, რომლის დირექ- 

9 ჯ? 

ტრისები გადის --- + + =1 ელიფსის” ფოკუსებზე დიდი ღერძის 
მართობულად, ხოლო ფოკუსები ამ ელიფსის დირექტრისებზე ძევს. 

16.97. ჰიპერბოლის დირექტრისები „გაღის ელიფსის ფოკუსებზე 

დიდი ღერძის მართობულად, ხოლო ელიფსის დირექტრისები გადის 
ჰიპერბოლის ფოკუსებზე. დაამტკიცეთ, რომ ელიფსის დიდი ღერძი 

ემთხვევა ჰიპერბოლის ნამდვილ ღერძს. 
8 8 

16.98. დაამტკიცეთ, რომ =22 –“+#-= 1 ჰიპერბოლის ნებისმიე- 
თ 

რი წერტილიდან ასიმპტოტებამდე მანძილების ნამრავლი მუდმივი სი- 
5 89 

ი? + ხ?. 

16.99. „დაამტკიცეთ, რომ იმ პარალელოგრამის ·.ფართობი, რომე- 
3 8 

„ლიც შემოსაზღვრულია “- _ #.-1 ჰიპერბბოლის ასიმპტოტებით 

სა 

964 “ 

დიდეა და ის ტოლია.



და ჰიპერბოლის ნებისმიერ წერტილზე ასიმპტოტების პარალელურად 
, იხ გავლებული წრფეებით, მუდმივი სიდიდეა და ----ის ტოლია. 

8 
16.80. იპოვეთ > _– + = 1 ჰიპერბოლისა და 2X -L ჰყ-–- 4=0 

წრფის „გადაკვეთის წერტილები. 
16.81. გამოარკვიეთ მოცემული წრფისა და ჰიპერბოლის ურთი- 

ერთმდებარეობა (ჰკვეთს, ეხება თუ არ ჰკვეთს): 

· ჯ?ზ ყ? 

1) 2X-- 54+4+5=0, “> „=„ =1; 
| #+ 25 10 

2 2 

2) 3--2ყ--– 16 =0, 2? LV _1I. 
32 8 

2 8 

ვ) 2X-–-ყ+1=0, X _ 9 1. 
50 36 

16.82. გამოარკვიეთ /I-ის რა მნიშვნელობებისათვისს /# = 2X -L #7? 
ჯ2 2 

წრფე ფილ 4+- = 1 ჰიპერბოლას: ჰკვეთს, ეხება, არ ჰკვეთს. 
2 9 

16.83. შეადგინეთ > –_ +- =!1 პიპერბოლის /M#L(C –- 10; 15) 

წერტილზე გამავალი მხების განტოლება. 
16.84. დაამტკიცეთ, რომ თუ ყ=#X-L„. წრფე ეხება -- – + =1 

ჰიპერბოლას, მაშინ /3ე? -- 62 = „:?. 
16.85. დაამტკიცეთ, რომ თუ #1%ი? -- ხ2= ე.ბ, მაშინ ყ => ჩX -L MI 

ფრფე. წარმოადგენს _” = 1 ჰიპერბოლის მხებს, თუ. ი: 5-0, 

ხოლო თუ # = 0, ეს წრფე ჰიპერბოლის ასიმტოტია. 

16.86. დაამტკიცეთ, რომ თუ ყ=#X -+ MI წრფე ეხება 2. 9 
ხ? 

=-- 1 ჰიპერბოლას, მაშინ #2 0? –- ხ? = –- /I?. 

16.87. დაამტკიცეთ, რომ თუ #2 ც1? –- ხ? = –- 1, მაშინ ყ => #X -–+ #1 
2 ჯ? 2 

წრფე წარმოადგენს ->-- –- + = ––1 ჰიპერბოლის მხებს, თუ #1 5<0, 

ხოლო თუ #7! = 0, ეს წრფე ჰიპერბოლის ასიმპტოტია. 
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ჯ? ყ? 

16.88. დაამტკიცეთ, რომ ხოსია. 1 ჰიპერბოლის 7V (Xა; ყე) 

წერტილზე გავლებული მხების განტოლებაა 

XX _ __ Vყყიი _1 

ი? ს”"”' 

ჯ? ყ?. 
16.89. შეადგინეთ. -2C –_ IC = 1 ჰიპერბოლის იმ მხებების განტო– 

ლებები, რომლებიც 2 -IL- ყ–- 3 = 0 წრფის პარალელურია. 
2 9 

16.40. შეადგინეთ –“- -- 7? .= 1 ჰიპერბოლის იმ მხებების გან- 
30 14 

ტოლებები, რომლებიც Xჯ + 3V/ყ + 6-= 0 წრფის პერპენდიკულარულია. 
8 2 

16.41. > – +- = = ჰიპერბბხროლახე იპოვეთ X#–-ყ-–-1=0 

წრფის უახლოესი /VM წერტილი და გამოთვალეთ მანძილი /#/ წერტილიდან 

ამ წრფემდე. 
16.49. შეადგინეთ XV? -–- ყბ= 25 პიპერბოლისადმი ..MV (> 3 +) 

წერტილიდან გავლებული მხებების განტოლებები. 

16.43, ჰიპერბოლის რაიმე # წერტილში გავლებული მხები ჰიპერ- 

ბოლის ერთ-ერთი ღერძით განსაზღვრულ წრფეს ჰკვეთს ·#  წერტილ- 
ში, ხოლო X წერტილიდან ამ წრფეზე დაშვებული პერპენდიკულარის 

ფუძეა M. დაამტკიცეთ, რომ ჰიპერბოლის ცენტრიდან # და V წერ- 

ტილებამდე მანძილების ნამრავლი ჰიპერბოლის შესაბამისი ნახევარ–- 

ღერძის კვადრატის ტოლია. 

10.44. ჰიპერბოლის ” ფოკუსიდან ნამდვილი ღერძისადმი აღმარ– 

თული პერპენდიკულარი ჰიპერბოლას ჰკვეთს MM წერტილში. დაამ–- 

ტკიცეთ, რომ : 

ხ? = ძი, ძ = მ , ხ = ? 

60?1--1 6? –“ 1 

სადაც თ ჰიპერბოლის ნამდვილი ნახევარღერძია, ხ წარმოსახვითი ნა- 

ხევარღერძია, 6 ჰიპერბოლის ექსცენტრისიტეტია, ხოლო /#= |”MI. 

16.45. დაამტკიცეთ, რომ ჰიპერბოლის ფოკუსებიდან მის ნების- 

მიერ მხებამდე მანძილების ნამრავლი წარმოსახვითი ნახევარღერძის 

კვადრატის ტოლია. 

16.46. შეადგინეთ იმ ჰიპერბოლის განტოლება, რომლის .ფოკუსე–- 
(C-–2; 0) და #5:(2; 0) და რომლის მხებია 3X+ყ-–-4=0 წრფე. 

9იჩ



16.17. შეადგინეთ იმ ჰიპერბოლის განტოლება, რომლის წვეროე– 
ბია „4, (–3; 0) და „4: (3; 0) და რომლის მხებია #/=2X–-4 წრფე. 

16.48. შეადგინეთ იმ ჰიპერბოლის განტოლება, რომელიც სიმეტ- 

რიულია საკოორდინატო ღერძების მიმართ, გადის /#/(5%V 2; 3) წე“ 
ტილხე და ეხება #-–2#ყ=1 წრფეს. 

10.49. შეადგინეთ იმ ჰიპერბოლის განტოლება, რომელიც სიმეტ–- 
რიულია საკოორდინატო ღერძების მიმართ და ეხება მოცემულ 

წრფეებს: 
1) X––- ყ+1=0, 2ჯ1––ყ-–– 4=0; 2) 2X––- ყ/ + 1=0, X–-ყ+5=0. 

16.50. დაამტკიცეთ, რომ ჰიპერბოლის რაიმე წერტილზე გავლე– 
ბული მხები ამ წერტილის ფოკალური რადიუსებით შედგენილი კუ- 

თხის ბისექტრისას წარმოადგენს. 

§ 17. პარაბბოლა 

17.1. ყ2=12X პარაბოლაზე იპოვეთ წერტილები, რომლის აბსცი- 

საა X=3. 

17.2. შეადგინეთ იმ პარაბოლის განტოლება, რომლის წვერო კო– 

ორდინატთა სათავეშია და მისი ფოკუსია: 

1) 6(3:0); 2) #C-1; 0); 3) #(0; 2); 4) #(0; –– 5). 
17.3. შეადგინეთ იმ პარაბოლის განტოლება, რომლის წვერო კო– 

ორდინატთა სათავეშია და დირექტრისის განტოლებაა: 

1) X+4=0; 2) X--7=0; 3) #V+10=0; 4) #--–6 =0, 
17.4. შეადგინეთ პარაბოლის განტოლება, თუ მოცემულია მისი 

ფოკუსი და დირექტრისის განტოლება: 

1) #C4; 0), X+ 4=0:; 2) ”(--8; 0), #-–-8=ი0; 
ვ) #(0; 3), #/+3=0; 4) #(0; –– 1), /––1=0. 
17.6. შეადგინეთ იმ პარაბოლის განტოლება, რომლის წვერო მო– 

თავსებულია კოორდინატთა სათავეში, თუ ცნობილია, რომ: 

1) პარაბოლა სიმეტრიულია 0»X» ღერძის მიმართ და გადის 

4 (2: ––8) წერტილზე; 

2) პარაბოლა სიმეტრიულია 0» ღერძის მიმართ და გადის 

4 C–9; 6) წერტილზე; 

3) პარაბოლა სიმეტრიულია CV ღერძის მიმართ და გადის #4 (1; 4) 

წერტილზე; 
4) პარაბოლა სიმეტრიულია რის ღერძის მიმართ და გადის 

4 (10; ––5) წერტილზე. 
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17.68. დაადგინეთ, რას წარმოადგენს შემდეგი განტოლებით განსა–- 

ზღვრული წირი: 

1) ყ/=3VX; 2) ყ=–-V X» ; 3) ყ=–-– 5V-–X; 4) ყ=2 V-–-3Xჯ; 

5) X=--V5ყ; 6) X=4V2Vყ; 7) X=2V-–-5ყ; 8) X=--V--7ყ. 
17.7. იპოვეთ მოცემული პარაბოლის # ფოკუსი და დირექტრისის 

განტოლებები: 

1) ყ3= 32X;, 2) ყ? == –“-12X; 

ვ) ჯმ? = 4ყ; 4) X1=- –– 40ყ. 

17.8. შეადგინეთ მოცემული პარაბოლის M წერტილის ფოკალუ–- 

რი რადიუსის განტოლება: 

1) ყ? = 36Xჯ, /#M(1; 6); 2) ყ1 = –4X, ML(C(-–- 4; 4); 
ვ) ჯ%=9ყ, M(-–-3; 1) 4) XX= –5ყ, M(5; –- 5). 
17.მ. იპოვეთ მოცემული პარაბოლის იმ წერტილის ფოკალური 

რადიუსი, რომლის აბსცისაა Xი, თუ: 

1) ყ?ბ == 16X, Xე = 5; 2) ყ? = ––- 20X, Xე = ––- 3. 

17.10. იპოვეთ მოცემული პარაბოლის იმ წერტილის ფოკალური 

რადიუსი, რომლის ორდინატია წი, თუ: 

1) X2 = 36ყ, ყა => 1; 2) X? = –– 12ყ, ყე == –- 4. 

17-11. მოცემულ პარაბოლაზე იპოვეთ წერტილები, რომელთა 

ფოკალური რადიუსები „-ის ტოლია: 

1) ყბ= 4), #”=10; 2) ყზ= -–--20X, ”=10; 

3) X%= 16ყ, ”=8; 4) XX=-–-100ყ, ”= 26. 

17.19. იპოვეთ წრფისა და პარაბოლის თანაკვეთის წერტილი: 

1) 4+–-–- ყ––8=0, ყჭ=16X 2) X+Vყ+2=0, ჯ1=8ყ; 

3) 3X + 2ყ-- 3=0, ყზბ=-–-9X; 4) 4X+ყ-–-– 15=0, X? = –- 4ყ. 

17.18. გამოარკვიეთ მოცემული წრფისა და პარაბოლის ურთიერთ– 
მდებარეობა (ჰკვეთს, არ ჰკვეთს, ეხება): 

1) 3ჯ1-–ყ+2=0, ყმზ=მ3»ჯ; 

2) 8(+ყ+4=0, X# =-- ჟყ; 

ვ) 5+7ყ+10=0, ყზ= -- 15». 
17.14- გამოარკვიეთ, #-ს რა მნიშვნელობებისათვის ყ=V#/X--3 

წრფე X2=3ყ პარაბოლას: ჰკვეთს, ეხება, არ ჰკვეთს. 
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17.15. გამოარკვიეთ, ხ-ს რა მნიშვნელობებისათვის :V=5X+ხ 

წრფე ყ?=8X პარაბოლას: ჰკვეთს, ეხება, არ ჰკვეთს. 

17.16. დაამტკიცეთ, რომ ყ=#/X-ხ წრფე ეხება ყ?=20X პარაბო- 

ლას მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 0 =2ხ#. 

17.17. დაამტკიცეთ, რომ #=/X+ხ წრფე ეხება X2=2ჩი/ყ პარაბო- 

ლას მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა #/2+2ხ =0. 

17.18. დაამტკიცეთ, რომ ყ2=20X პარაბოლისადმი შეიძლება ერ- 

თადერთი მხების გავლება, რომლის საკუთხო კოეფიციენტია მოცე- 
მული #5-60 რიცხვი. 

17.19. დაამტკიცეთ, რომ X2=2ჩყ პარაბოლისადმი შეიძლება ერ- 

თადერთი მხების გავლება, რომლის საკუთხო კოეფიციენტია მოცემუ- 

ლი # რიცხვი. 

17.50. შეადგინეთ მოცემული პარაბოლისადმი # წერტილში გავ- 

ლებული მხების „განტოლება: 

1) ყ=9X /MM(4 –- 6; #2) XX= 18ყ, /V (12; 8). 

17.91. დაამტკიცეთ, რომ ყ2=20X პარაბოლის VV (Xი; ყი) წერ- 

ტილზე გავლებული მხების განტოლებაა ყიყV=0/ (X+Xი). 

17.99. დაამტკიცეთ, რომ -X2=2/ჩ0ყ პარაბოლის /VM (Xი; ყი) წერტილ. 

ზე გავლებული მხების განტოლებაა X0X=0/ (V+ყი). 

17.58. შეადგინეთ მოცემული პარაბოლის იმ მხების განტოლება, 

რომელიც მოცემული წრფის პარალელურია: 

1) ყ”=24X 3X-–-ყ+2=0; 2) X>2=-–-56ყ, 2X-–-– 4ყ-- 1=0, 

17.94. შეადგინეთ მოცემული პარაბოლის იმ მხების განტოლება, 

რომელიც მოცემული წრფის პერპენდიკულარულია: 

1) ყზ=–- 30X, 4 +3ყ–-– 3=0; 2) XX=24ყ, 4X -L 10ყ –- 3 = 0. 

17.95. ყ=48ჯX პარაბოლაზე იპოვეთ 4X-Vყ+20=0 წრფის უახ- 

ლოესი #MI წერტილი და გამოთვალეთ მანძილი # წერტილიდან ამ 

წრფემდე. 
17.26. შეადგინეთ ყ2=48X პარაბოლისაღმი VI (2; 10) წერტილი- 

დან გავლებული მხებების განტოლებები. 

17.27. პარაბოლის /# წერტილსე გავლებული მხებე პარაბოლის 

ღერძს კვეთს M# წერტეალშე, ხოლო # წერტილის გეგმილი ამ ღერძზე 

არის M. დაამტკიცეთ, რომ პარაბოლის წვერო //MV მონაკვეთის შუა- 
წერტილშია. 

17.58. პარაბოლის M წერტილხე გავლებული მხები მის ღერძს 

ჰკვეთს MV წერტილში. დაამტკიცეთ, რომ VI და M წერტილები თანაბ- 

რად არიან დაშორებული ფოკუსიდან. 
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§ 18. მეორე რიგის წირების განტოლებები პოლარულ 

კოორდინატებში 

ჯ? ყ? 

169 + 25 

ნეთ მისი განტოლება პოლარულ კოორდინატებში, თუ პოლარული 
ღერძის მიმართულება ემთხვევა აბსცისთა ღერძის მიმართულებას, 

ხოლო პოლუსი მოთავსებულია: 1) მარცხენა ფოკუსში; 2) მარჯვენა 

ფოკუსში. 

  18.1. მოცემულია ელიფსის განტოლება =1. შეადგი- 

გ 9 
18.9. მოცემულია ჰიპერბოლის განტოლება > == > = 1. 

გინეთ მისი მარჯვენა შტოს განტოლება პოლარულ კოორდინატებში, 

თუ პოლარული ღერძის მიმართულება ემთხვევა აბსცისთა ღერძის 

მიმართულებას, ხოლო პოლუსი მოთავსებულია: 1) მარჯვენა ფოკუსში; 

2) მარცხენა ფოკუსში. 

შეად- 

2 ყ? 

_ “-–- =1. შეად- 16 ეად 

გინეთ მისი მარცხენა შტოს განტოლება პოლარულ კოორდინატებში, 

თუ პოლარული ღერძის მიმართულება · ემთხვევა აბსცისთა ღერძის 

მიმართულებას, ხოლო პოლუსი მოთავსებულია: 1) მარცხენა ფოკუს- 

ში; 2) მარჯვენა ფოკუსში. 

18.4. მოცემულია პარაბოლის 'განტოლება Vყ2=12X. შეადგინეთ 

მისი განტოლება პოლარულ კოორდინატებში, თუ პოლარული ღერძის 

18.8. მოცემულია ჰიპერბოლის განტოლება   

მემართულება ემთხვევა აბსცისთა ღერძის მიმართულებას, ხოლო პო- 

ლუსი მოთავსებულია პარაბოლის ფოკუსში. 

18.5. გამოარკვიეთ, რა წირებია მოცემული შემდეგი პოლარული 

განტოლებებით: 

      

85 13 
1) 0= ; 2 0ი= –– -”" 

5-– 2005C6 3 –“– 3ილ5თ 

78 15 
ვ) 0= : –უ-დ--–<-- 

3 -–-– 40095C 7–+4009დ 

18 
18.6. ნეთ, რომ 0= –––----ძ ან ბ მოცემ დაადგიზეთ, როომ ი == = განტოლებით მოცემული 

წირი წარმოადგენს ელიფსს და განსაზღვრეთ მისი ნახევარღერძები. 

225 
„7. ნეთ, რომ 0 = ნ, 18.7. დაადგინეთ 0 8-- 17C5C განტოლებით მოცქმული 

წირი წარმოადგენს ჰიპერბოლის ერთ შტოს დღა განსაზღვრეთ მისი ნა– 
ხევარღერ ები. 
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1 
18.8. 0 =- 19 ელიფსზე იპოვეთ წერტილები, რომელთა პო- 

  

7-- 40ლ00რდ 
ლარული რადიუსი 2-ის ტოლია. 

18 
18.0. 0= =-–-- ჰიპერბ ს შტოზე იპ რ ბ ი 35-27 2 მრბოლის შტოზე იპოვეთ. წერტილები, 

რომელთა პოლარული რადიუსი 3-ის ტოლია. 

18.10. 0 = –“- პარაბოლაზე იპოვეთ წერტილები, რომელ- 
–-ლ05Cთ 

თა პოლარული რადიუსი 6-ის ტოლია. 

18.11. 0 = _“ ჩ–  _ პარაბოლაზე იპოვეთ წერტილები: 
1-–-ლი05დ 

1) უმცირესი პოლარული რადიუსით; 

2) პარამეტრის ტოლი პოლარული რადიუსით. 

18.1?. დაამტკიცეთ, რომ 0 = _ – ელიფსის დირექტრისების 
1-–-6ლ05დ 

ი 0(1 +426“) პოლარ ნ ბებია 0= ––“-- =-–-შრეეე– ოლარული განტოლებე 0 2005 დ დღა ლ0 (1 – 6) ლი§დ 

18.18. შმეადგინეით 0 = „7 _ ელიფსის დირექტრისების პოლა- 
3--2005დ 

რული განტოლებები. 

18.14. დაამტკიცეთ, რომ თუ ჰიპერბოლის ერთი შტოს განტოლე– 

ბა 0=--”” ., მაშინ; 
1-–- ილ05დთ 

, მ 
1 რისების ნტოლებები =- _ ':“"' =- ს) დირექტრისების განტოლებები. 0 ლ 2--დC 0 

ი (2 +.1) 
0(0--1100§C ” 

MX 

V6? –– 1(50 დ–-– #22-–– 1Cლ0§დ) 

06 

დი _. V6?-- 1 (590დ + V2?–– 1005C) · 

15.13. შეადგინეთ ჰიპერბოლის დირექტრისებისა და ასიმპტოტე- 

ბის პოლარული განტოლებები, თუ მისი ერთ-ერთი შტოს განტოლებაა 

144 

5 –– 130050 · 

2) ასიმპტოტების განტოლებებია 0 = 
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18.16. დაამტკიცეთ, “ტომ 0 = _” თ პარაბოლის დირექტრისის 

  

ი 

C05 დ 
  პოლარული განტოლებაა 0 = 

2 9 
18.17. "შეადგინეთ “- + + = 1 ელიფსის განტოლება პოლარულ 

კოორდინატებში, თუ პოლარული ღერძის მიმართულება ემთხვევა 

აბსცისთა ღერძის მიმართულებას, ხოლო პოლუსი მოთავსებულია 
ელიფსის ცენტრში. 

18.13. "შეადგინეთ > – 4 =1 ჰიპერბოლის მარჯვენა შტოს ი 2 

განტოლება პოლარულ კოორდინატებში, თუ პოლარული ღერძის მი- 
მართულება ემთხვევა აბსცისთა ღერძის მიმართულებას, ხოლო პო– 
ლუსი მოთავსებულია ჰიპერბოლის ცენტრში. 

18.19. შეადგინეთ ყ2=20X პარაბოლის განტოლება პოლარულ კო– 
ორდინატებში, თუ პოლარული ღერძის მიმართულება ემთხვევა აბს– 
ფისთა ღერძის მიმართულებას, ხოლო პოლუსი მოთავსებულია პარა- 
ბოლის წვეროში. : 

§. 190. მართკუთსა კოორდინატთა სისტემის გარდაქმნა 

19.1. დაწერეთ კოორდინატთა გარდაქმნის ფორმულები, თუ სათა- 
ვე გადატანილია C” წერტილში, ხოლო ღერძების მიმართულება 

უცვლელია: 

1) C”(2; 5); 2) 0'(–-3; 4); 3) 0'(2; –– 7); 4) C'(– 5; –- 111. 

19.2. კოორდინატთა სისტემის სათავე გადატანილია C7”/ C-5; 2). 

წერტილში, ხოლო ღერძების მიმართულება უცვლელია. # (2; 8) 

8 C–2; 0)), C (3; ––5), 0 C–4; ––2) წერტილების კოორდინატები მო-- 

ცემულია ახალ სისტემაში იპოვეთ ამ წერტილების კოორდინატები. 
ძველ სისტემაში. 

19.ვ, მოცემულია 4 (1; 7), 8 (3; –– 11), C (–5; ––3), L C–9§ 1). 

წერტილები. იპოვეთ ამ წერტილების კოოოდინატები ახალ სისტემაში,. 
თუ სათავე გადატანილია C7” (3; ––1) წერტილში, ხოლო ღერძების 

მიმართულება უცვლელია, 
19.4. იპოვეთ ახალი სისტემის C” სათვის კოორდინატები. ძველ- 

სისტემაში, თუ კოორდინატთა გარდაქმნის ფორმულებია: 

1) |X=X +7 2 თ ვა თ-ი13 4 როთ“ 

LV =M+1, ყ=Vყ" ყ=ყ'–-3, ყ=ყ--6.. 
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19.5. იპოვეთ ახალი სისტემის 07 სათავის კოორდინატები ძველ 

სისტემაში, თუ #4 (-–-2; 5) წერტილი მდებარეობს ახალი სისტემის 

აბსცისთა ღერძზე, ხოლო 8 (--4; –-1) წერტელი მდებარეობს ახალი 

სისტემის ორდინატთა ღერძზე, ამასთან ღერძების მიმართულება 

უცვლელია. 
19.6. დაწერეთ კოორდინატთა გარდაქმნის ფორმულები, თუ 

ჩ (4; ––6) წერტილი მდებარეობს ახალი სისტემის აბსცისთა ღერძზე, 

ხოლო 8 (–3; 1) წერტილი მდებარეობს ახალი სისტემის ორდინატთა 

ღერძზე, ამასთან ღერძების მიმართულება უცვლელია. 

19.7. დაწერეთ კოორდინატთა გარდაქმნის ფორმულები, თუ ღერ- 

ძები მობრუნებულია თ კუთხით, ხოლო სისტემის სათავე უცვლელია: 

1) თ = 309; 2) თ = 909: ვ) თ = 1809; 4) თ = 2709; 5) თ= 1359; 
6) თ = 2409, 

19.8. კოორდინატთა სისტემის ღერძები მობრუნებულია ძთ= 

= 120?9ით, ხოლო სათავე უცვლელია. #4(2; 4V3), 8(–-26; 0), 

C(0; ––2V3), 9 (6V 3; –– 2) წერტილების კოორდინატები მოცემუ- 
ლია ახალ სისტემაში იპოვეთ ამ წერტილების კოორდინატები ძველ 

სისტემაში. 

19.9. მოცემულია #4(4; 0), 8 (0; ––8V 3), C(2V3; 6), 12110: 
– .2V#3) წერტილები. იპოვეთ ამ წერტილების კოორდინატები ახალ 
სისტემაში, თუ ღერძები მობრუნებულია თ=30“-იანი კუთხით, ხოლო 

სათავე უცვლელია. 
19.10. იპოვეთ საკოორდინატო ღერძების მობრუნების კუთხე, თუ 

კოორდინატთა გარდაქმნის ფორნულებია: 

1) ს.ა” უ (1=-»X 
ყ= XI Lყ= -–-ყ” 

„-V2 „ V#2V _ V3» 'L4Vყ 

ვ) 2 ი 2 2 
, __ 

-V2 „ +%#2 /. ყ=5 –- I X3. ხ'. 

19.11. დაწერეთ კოორდინატთა „გარდაქმნის ფორმულები, თუ კო- 
ორდინატთა სისტემის სათავე უცვლელია, ხოლო ახალი სისტემის 

აბსცისთა ღერძის მიმართულება ემთხვევა #4 (5; 12) წერტილის რა- 

დიუს-ვექტორის მიმართულებას. 

19.19. დაწერეთ კოორდინატთა გაოდაქმნის ფორმულები, თუ სა- 
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თავე გადატაზილია 07” წერტილში, ხოლო ღერძები მობრუნებულია თ 

კუთხით: 

1!) 0'(--4; 1), თ=609; 2) 0” (3; –-5), თ = მორIდ-- . 
19.18. კოორდინატთა სისტემის სათავე გადატანილია C” (6; –-1) 

წერტილში, ხოლო ღერძები მობრუნებულია. თ =.გICLყ – კუთხით. 

4 (5; ––10) და 8 (0; 15) წერტილების კოორდინატები მოცემულია 

ახალ სისტემაში. იპოვეთ ამ წერტილების კოორდინატები ძველ სის– 

ტემაში. 

19.14. მოცემულია #4 (––12; 10), 8 (14; 3) წერტილები. იპოვეთ 

ამ წერტილების კოორდინატები ახალ სისტემაში, თუ ცენტრი გადა- 
ტანილია C7/(1; 3) წერტილში „ ხოლო ღერძები მობრუნებულია 

5 
%= ქ –– მICწC 125. კუთხით. 

19.15· იპოვეთ ახალი სისტემის C” სათავის კოორდინატები ძველ 
"სისტემაში და საკოორდინატო ღერძების მობრუნების თ კუთხე, თუ 

კოორდინატთა გარდაქმნის ფორმულებია: 

=3- =-58-V 1) თ-. ყ , 2) ს - 5. X 

ყ=-1-+X, ყ=-–ყ; 
1 -- – 

=1+ 24 V3 ყ' X=5- V 2 V2V 
ვა 2 2 ” 2 2 

= 1 _ 
ყ=1+V3 #+-- VI ყლ=-2+“ V2 ჯ _#V2. , 

19.16. მოცემულია 4 (1; 2) და 8C5; 5) ს ურტილები, დაწერეთ 

კოორდინატთა გარდაქმნის ფორმულები, თუ სათავე გადატანილია #4 

წერტილში, ხოლო ახალი სისტემის აბსცისთა ღერძის მიმართულება 

ემთხვევა 48 ვექტორის მიმართულებას. 

19.17. პოლარულ კოორდინატთა სისტემის პოლარული ღერძი დე–- 

კარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემის აბსცისთა ღერძის თანა- 

მიმართულია, ხოლო პოლუსია # (3; ––1) წერტილი. 4/ 4: +) 1 5(5;0), 
ს 

C (1; X), 2C <) წერტილების კოორდინატები მოცემულია პოლა- 

რულ კოორდინატთა სისტემაში. იპოვეთ ამ წერტილების კოორდინა- 

ტები დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემაში. 
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19.18. პოლარულ კოორდინატთა სისტემის პოლარული ღერძი დე–- 

კარტის მართკუთხა კოორდინატთა სისტემის აბსცისთა ღერძის თანა– 

მიმართულია, ხოლო პოლუსია #(–2; 41) 4C-–2;7), 8C-4; 4), 

C(-2; 3), (3; 4 + 5V 3 ) წერტილების კოორდინატები მოცემულია 
მართკუთხა კოორდინატთა სისტემაში. იპოვეთ ამ წერტილების კოორ-– 

დინატები პოლარულ კოორდინატთა სისტემაში. 

§ 90. მეორე რიგბის წირების ბანტოლებების 

დაყვანა კანონიკურ სასეჭზე 

90.1. დაადგინეთ, შემდეგი წირებიდან რომლებია ცენტრიანი, რომ– 

ლებს „არ გააჩნიათ ცენტრი და რომლებს გააჩნიათ ცენტრთა უსას- 

რულო სიმრავლე: 

1) 2X? + 6Xყ + 7ყ? -–- 10L-–-–- 2 ++1=0; 

2) 2X? + 8XV + 8ყ? –- 6X + 10ყ--9=0; 

ვ) X#2–– 12Xყ ++ 36ყ? -- 10X –– 60ყ -+- 13=0;, 

4) 3X? + 2Xყ -L 2ყ? –– 10 -–– 6ყ-– 1 =0. 

90.95. დაადგინეთ, რომ შემდეგი წირები ცენტრიანია და იპოვეთ 

მათი ცენტრების კოორდინატები: 

1) 3X2-- 8XV + 10ყ? + 10X–– 12 +-1.=0; 

2) 4X? -L 2XVყ - 2ყ? + 10X –– 8ყ -––- 5 =0. 

90.3. აჩვენეთ, რომ შემდეგ წირებს გააჩნიათ ცენტრთა უსასრუ- 

ლო სიმრავლე და თითოეული მათგანისათვის შეადგინეთ ცენტრთა 

' გეომეტრიული ადგილის განტოლება: - 

1) #2? + 4Xყ + 4ყმ-–– 10L-–-– 292ყ+-7=0; 
2) 4X? –– 8XV + 4ყ-–-– 6X + 6ყ-- 15=60. 
90.4. აჩვენეთ, რომ შემდეგი განტოლებები განსაზღვრავენ ცენტ- 

რიან წირებს; დაწერეთ თითოეული მათგანის განტოლება კოორდი– 

· ნატთა ახალ სისტემაში, რომელიც მიიღება ღერძების პარალელური გა- 
დატანით ისე, რომ ახალი სისტემის სათავე ემთხვევა წირის ცენტრს: 

1) ვX? + 4Xყ + 5ყ'-–--მ+-2ყ-–-– 3=0; 

2) 3X? -- 10Xყ –- 7ყ? ––- 4 –– 4ყ + 6 =0. 

90.5. 1 და # რიცხვების რა მნიშვნელობებისათვის განსახღვრავს 

ოX? -L 8XV –- 2ყ? ––- 6 + 2ვიყ–5=0 
განტოლება: 

1) ცენტრიან წირს; 

2) უცენტრო წირს;



3) წირს, რომელსაც გააჩაია ცენტრთა უსასრულო სიმრავლე. 

90.6. დაადგინეთ შემდეგი წირების ტიპები (ელიფსური, ჰიპერ- 

ბოლური თუ პარაბოლური): 

1) ვ3X#? –- 6Xყ + 80? -- 10-– 44ყ+3=0; 

2) 4X? ––- 12XV - 9ყ? -–- 2X + 4ყ-–– 17=0; 

ვა 5X#2? + 8Xყ –- 444--– 21––9=0; 

4) X? + 4Xყ--6X -–-– 10ყ--– 2 =0; 

§) 5X1--20XVყ + 20ყ1? ––- 6ყ--15=0; 

6) 2X? -+- 3Xყ -L ვყზ -– 6X -––- 10ყ-=0. 

90.7. საკოორდინატო ღერძების პარალელური გადატანით შემდეგი 

წირების განტოლებები დაიყვანეთ კანონიკურ სახეზე. რა წირს გან- 

საზღვრავს თითოეული მათგანი: 

1) 5»? + 8ყ? + 40» -L 16ყ + 8=0; 
2) ყ-–- 4X--2ყ--7=0; 

ვ) 3X?--2ყ? ––- 30X –– 16ყ + 37 = 0; 

4) 9X? -L 4ყ? L 18X-- 8ყ + 49=0; 
5) 2X? + 3ყ? + 8X –– 6ყ + 11 =0, 

6) 4X?-- ყე+8L-- 27+3=0? 

90.8. კოორდინატთა სისტემის მობრუნებით შემდეგი წირების გან–- 

ტოლებები დაიყვანეთ კანონიკურ სახეზე. რა წირს განსაზღვრავს თი–- 

თოეული მათგანი: 

1) 5X? -- 6XV + 5ყ–-32=0; 

2) 32X? -++ 52Xყ –– 7ყ? +- 180 =0; 

ვ) 17X? –- 12Xყ + 8ყ? = 0; 

4, 5X1 + 24XVყ –– 5ყ? =0? 

90.9. კოორდინატთა სისტემის გარდაქმნით შემდეგი წირების გან– 

ტოლებები დაიყვანეთ კანონიკურ სახეზე. რა წირს განსაზღვრავს თი- 

თოეული მათგანი: 

1) 14X? ++ 24XV + 21ყ?–- 4X + 18ყ –– 139 = 0; 

2) 3X?-- 10Xყ -L 3ყ? –– 2X –“–- 14ყ--–13=0; 

ვ) 9X2--24Xყ -L 16ყ? –“– 20X -L 110ყ –– 50 =0; 

4) 50X7-- 8XV + 35ყ? -+ 100X -––- 8ყ + 67 =0; 
5) 41X? + 24XV + 34ყ? + 34 –– 112ყ + 129 = 0; 
6) 7X? -+ 60XVყ -- 32ყ? -- 14X –– 60ყ + 7 = 0; 
7) 9X? + 12XV + 49” ––- 24X –– 16ყ + 3=0; 
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8) 16X? -– 24XV + 9ყ? –-160X -+- 120ყ -L 425 =- 0; 

9) 4X? -L 12XVყ + 9ყ? ––- 4 –– 6ყ –+- 1 = 0? 

90.10. აჩვენეთ, რომ თუ- 

4? + 28XV -L Cყ? + 20X -+ 2ნყ + ს =0 

განტოლება ელიფსური ტიპისაა, მაშინ 4 და C კოეფიციენტები გან– 

სხვავებულია ნულისაგან და ისინი ერთნაირნიშნიანი რიცხვებია. 

90.11. აჩვენეთ, რომ თუ 

#X? + 28X/ -+ CVყ? -“+- 20X + 2ნყ + ჯ=0 

განტოლება პარაბოლური ტიპისაა, მაშინ 4 და C კოეფიციენტებიდან 

ერთი მაინც „განსხვავებულია ნულისაგან და ისინი არ შეიძლება იყოს 

სხვადასხვანიშნიანი რიცხვები. 

90.12. მოცემულია განტოლება: 

/#X?: –+- 28XVყ + Cყ“? -L 20X + 2წყ + # = 0. 

აღვნიშნოთ 

4 ო 

8 C 

ა» LსL ჯL 

ი 
ბ = /C- 8, #= 8 

დაამტკიცეთ, რომ მოცემული განტოლება განსახზღვრავს: 
1) ელიფსს, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 6>0, ხოლო 4# და # 

სხვადასხვანიშნიანი რიცხვებია: 

2) ჰიპერბოლას, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 8<0 და #50; 

3) პარაბოლას, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 6=0 და #<0; 

4) წარმოსახვით ელიფსს, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 6>09, 

ხოლო 4 და # ერთნაირნიშნიანი რიცხვებია; 

5) წარმოსახვით გადამკვეთ წრფეთა წყვილს, მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა ი6>0 და #=0; 

6) გადამკვეთ წრფეთა წყვილს, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

8<0 და #=0. 

§ 21. მეორე რიგბის ზედაპირები 

91.1. შეადგინეთ იმ სფეროს განტოლება, რომლის ცენტრია C 

და რადიუსი 7ზ, თე: 

1) C (0; 0; 0), #=5; 2) C C--2; 3; ––7), #=4, 

91.9. შეადგინეთ #4 წერტილზე გამავალი იმ სფეროს განტოლება, 
რომლის ცენტრია C: 

1) # C–4: 1; 2), C (0; ––2; 1); 2) 4 (3; ––5; 2), C C–1; 7; ––2). 
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91.8. შეადგინეთ სფეროს განტოლება, თუ 4 და 8 წერტილები 

მისი ერთ-ერთი დიამეტრის ბოლოებია: 

1) 0 (<4; –-–5; 1), 8 (2; ––3; 5); 2) / (3; ––2; 4), 8 C-–-I; 2; 6). 
91.4. შეადგინეთ იმ სფეროს განტოლება, რომლის ცენტრია C წერ– 

ტილი და რომელიც ეხება მოცემულ სიბრტყეს: 

1 CC-13; –-–2, 2X+2ყ-–-–2-L12=0; 
2 C(3; –“ 1; 4), 6L-––- ყ--–-22-+8=0. 

91.წ. მეადგინეთ იმ სფეროს განტოლება რომელიც გადის 

M, (9; ––3; 10). M52(5; ––2; 1), #Mვ3(0; 1; 5) წერტილებზე, ხოლო 

ცენტრი მდებარეობს 2X-––-ყ--–-72+ 38=0 სიბრტყეზე. 

91.6. შეადგინეთ იმ სფეროს განტოლებას რომელიც გადის 

M) C=4; 4; 4), #2 (4; 7; 5), /#ვ , –-5; 0) წერტილებზე, ხოლო 

ცენტრი მდებარეობს 51. 1. #-“ = -“– < წრფეზე. 

91.7. შეადგინეთ /) (5; ––1; 0), M. (9; ––4; 3), /Mვ3(6; ––5; ––1), 

M, (8; ––5; 3) წერტილებზე გამავალი სფეროს განტოლება. 

91.8. შეადგინეთ იმ სფეროს განტოლება რომლის ცენტრია 

C(-–- 1; 2; –– 5) და, რომელიც 6. ... ·= =>. წრფიდან 

მოჰკვეთს 6 V2. სიგრძის ქორდას. 

91,9. შეადგინეთ იმ სფეროს განტოლება, რომლის რადიუსია V 43. 

და რომელიც 3X–--3ყ0--52+50=0 სიბრტყეს ეხება #M C–-3; 2; 7) 

წერტილში. 
91.10. შეადგინეთ იმ სფეროს განტოლება, რომლის ცენტრია C 

წერტილი და რომელიც ეხება მოცემულ სფეროს: 

1) C(6; 4; ––8), (X-+3)? -+ (CV –– 2)? ++ (2 + 2)? =25; 

2) C (1; 1; 3), (X + 5)? + (ყ ––-– 3)? + 27 = 

91.11. იპოვეთ იმ სფეროს რადიუსი, რომელიც ეხება X-2Vყ+ 

+22--9=0 და X--2ყ+22+3=0 სიბრტყეებს. 

91.19, შეადგინეთ იმ სფეროს განტოლება, რომლის ცენტრი მდე– 

ბარეობს 517 = 2-7 = 2-2 წრფეზე და რომელიც ეხება. 6X-L2Vყ -– 

== 0 და 6ჯ-+ 7-8 –+ 20 =0 სიბრტყეებს. 

91.18. შეადგინეთ იმ სფეროს განტოლება რომელიც ეხება 

9X+2ყ+62+30=0 და 9X+2ყ+62-212=0 სიბრტყეებს, ამასთან 

ერთ-ერთ მათგანს „# (--2; 6; ––4) წერტილში. 
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91.14. იპოვეთ სფეროს ცენტრი და რადიუსი: 

1) (X-- 7)7+ (/ +3)?1 + (2-– 1)1= 25; 
2) (X-+ 5) +ყწ +(2-- 8)? = 81; 
ვ) X9 + ყ1 -L 2? +. 4+-+ 6ყ-– 107-+-37 =0; 

4) XX +ყზ+-21-+- 8X-- 6ყ=0. 

21.16. დაადგინეთ სად მდებარეობს #M წერტილი, მოცემულ სფე– 

როზე, მის შიგნით, თუ გარეთ: 

1) M(–6; 8; –– 13), (X-+ 5) -+-(ყ-–- 7)? -L (2 + 10)? = 20; 

2 M(--12 –-48მ, (X+5);+(ყ+7)+(2--2)?=49; 

ვ) M(4; 3; 2), (X–– 7)? + (ყ + 2) + (2-+# 3)? = 50. 

91.16. შეადგინეთ (X+2)?+(ყ--7)2+22=27 სფეროს იმ დიამეტ- 

რის განტოლება, რომელიც 3X+ 5ყ–-92+ 11=0 სიბრტყის პერპენდი- 

კულარულია. 
21.17. იპოვეთ უმოკლესი მანძილი M წერტილიდან მოცემულ 

სფერომდე: 

1) M0(9; –-–2; 6), XL + ყი +21=9, 

2 #M(4 5; –-5) (X--2)? + (ყ + 1)? + (2 –– 4)? =49; 

ვ) /#M0(7; 0; 6), Xჯ? -Lყბ? + 21 -- 2X + 4ყ--– 62 –– 386 =0; 

4) M(6; 1; ––1), ჯ?2-+L ყ? -C 28-C-6X C2ყ –– 102-- 86 =0. 
91.18. დაადგინეთ სფეროსა და სიბრტყის ურთიერთმდებარეობა 

(იკვეთებიან, არ იკვეთებიან თუ ეხებიან): 

1) (X––- 2) -ყ” + (2-L 1)? =20, 2=1; 
2) (X-C23)1-C (/-- 3)? -I-(2- -2)მ= 72, X-–2/ + 27--28=0; 
ვ) (X--1)1+(ყ-–-–2)? + (2 +3)1=14 3ჯX+ ყ––42-––3=0; 

4) (X -+ 2)მ-L (ყ-–– 3)? + (2-– §5)%=100, 2X-––9V/ -CL67-–-32 =0. 
91.19. დაადგინეთ სფეროსა და წრფის ურთიერთმდებარეობა 

(იკვეთებიან, არ იკვეთებიან თუ ეხებიან): 

  

  

ქ) X--5'+(/+3)24+C-- 1)1= 25, =-9- #91 21; 

2) ჯ –- 2)? -L 2? = 49, + 0ყ-25 2-1. ა) XX +(ყ ა; + 2 > <= = 

ვ) (X--2)“ + (ყ-– 3)მ-+(2 +1)9=81, 2-=-8 == =5+7, 

91.90. (X+1)2-LCყ––2)1-+C2--1)2= 12 სფეროზე იპოვეთ 9X-–-–6Vყ + 
2-88=0 სიბრტყის უახლოესი წერტილი. 
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91.91. "შეადგინეთ /M (5; –– 5; 2) წერტილზე გამავლი (X -L 4)? -. 

+(/-–- 1)? + 2? = 121 სფეროს მხები სიბრტყის განტოლება. 

91.99, აჩვენეთ, რომ 6X–2ყ--3724+-14=0 სიბრტყე ეხება 

(X –– 5)? +(/ + 4)? + (2 –– 1)?= 49 სფეროს და იპოვეთ შეხების წერტი- 
ლის კოორდინატები. 

91.98. ი-ს რა მნიშვნელობებისათვის ეხება 2X-–--2ყ+2+0ძ0=0 

სიბრტყე (X -L 3)? + (V + 5)? +(2 –– 11 =16 სფეროს. 

91.94. დაამტკიცეთ, რიმ #X + 8ყ + C2 + 9ყ =0 სიბრტყე ეხება 
უშ -L ყ? -L 22 = IM? სფეროს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 1? (4? -L 

-L 81 -L C1) = #1. 
91.95ნ. დაამტკიცეთ, რომ ჯ? -L ყ?-- 2? = I2? სფეროს /Mე (Xე; ყი; 7ე) 

წერტილზე გავლებული მხები სიბრტყის განტოლებაა XX-+V·Vყი--2· 2ე==#??. 

91.9. დაამტკიცეთ, რომ (X-–ი)?-+CV –“– ხ)? + (7-–– 0)? = #? სფე- 

როს /VMე (Xა; ი; 27) წერტილზე გავლებული მხები სიბრტყის განტოლებაა 

(+ –– 0)(X–– თ) + (ყი–– ხ) (V –– ხ) + (2ე –– C) ((-–– 6) = #2. 

91.97. შეადგინეთ 511= #. 1 2-5 წრფის და (X –– 2)? + 

+ (ყ -L 7)? -L (7-– 3)? = 121 სფეროს გადაკვეთის წერტილებზე გამავალი 

სფეროს მხები სიბრტყეების განტოლებები. 

91,98. შეადგენეთ (X+ 1)2-L (ყ/--2)2+ (2––-1)2=9 სფეროს იმ მხები 

სიბრტყეების განტოლებები, რომლებიც 2X-––ყ--22+2=0 სიბრტყის 

პარალელურნი არიან. 

21.90. აჩვენეთ, რომ 25> = .-. =2+” წრფეზე შეიძლება 

(X-––6)?-L (ყ +- 3)  –-(7--1)72=9 სფეროს ორი მხები სიბრტყის გავ- 

ლება. 
–- 2 – 

91.80. აჩვენეთ, რომ 5. 2 <5 =- – წრფეზე არ შეიძლება 

(X–– 4)? -+L (ყ + 1)? –+- (2 –– 3)? = 49 სფეროს მხები სიბრტყის გავლება. 

–ვ3 +3 2-10 
ჯ = #- 7 = + წრფეზე შეიძლება 

(X + 5)? + (ყ-––-– 6)? + (7–– 1)? = 225 სფეროს მხოლოდ ერთი მხები 

სიბრტყის გავლება. 

91.89. რა ზედაპირს განსაზღვრავს მოცემული განტოლებები: 

  

  
  

21.81. აჩვენეთ, რომ 

ყ“ 2? ჯ? M/” 

1 -––- +“  +--. =1 2 –---– –- =1, 
) § -+ 4 + 81 36 4 

2? ჯ? ყ? 

ლლ _– . =-1) 4 .-.–. – -–-.=22, 3) > _ ს 9 5 2 
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2 ყ? 9 2 

16 4 25 81 
ჯ? ყ“ 

7) –- = 272: ? == 10X; ) 18 + < ; 8) ყ 

ჯ? ყ 

თ + +--2=თ 10) მ)1--4ყშ--242 =0; 
11) XX+ 3ყ-–-12=0; 12) X?-LC ყ? + 421 --16 = 0; 
13) 21–18ყ=0; 14) 2X? -L 2ყ? –– 321 = 0; 

15) #.+-2ყ–-– 622 -.6=0 16) 3X? -L 8ყ?-- 482 = 0; 

17) ჯ-– ვ3ყზ-– 18=0; 18) 2X? -L 4ყზ--2? -I- 16 =0. 

91.88. აჩვენეთ, რომ #" + ყ" ვ 2.1 ლიფსოიდის X-––-4=0 
' 24 ' 27. 12.” 

სიბრტყით კვეთა წარმოადგენს ელიფსს. იპოვეთ ამ ელიფსის ნახევარ– 

ღერძები და წვეროები. 

91.84. აჩვენეთ, რომ XX V 1 2. .- 1 ცალკალთა ჰიპერ 
უშეთ, 59. 32 8 ა მ 

ბოლოიდის 2--2=0 სიბრტყით კვეთა წარმოადგენ” ჰიპერბოლას. 
იპოვეთ ამ ჰიპერბოლის ნახევარღერძები „და წვეროები. 

91.85. აჩვენთ, რომ “- 1 # 2. თა ჰიპერ- · აჩვეხეთ, ო 28 27 3 ცალკალ ე 

ბოლოიდის 2+1=0 სიბრტყით კვეთა წარმოადგენს ელიფსს. იპოვეთ 

ამ ელიფსის ნახევარღერძები და წვეროები. 

2 8 9 
91.80. აჩეენეთ, რომ -“- 4 წ”... . 1 ო ჰიპერ- აჩვენეთ 27 +– 3 ორკალთა პიპე 

ბოლოიდის 2-2=0 სიბრტყით კვეთა წარმოადგენს ელიფსს. იპოვეთ 

  

ამ ელიფსის ნახევარღერძები და წვეროები. 
2 C 9 

91.87. აჩვენეთ, რომ -”-- -- # 1 ” –.  1ო.ორ ჰიპერბო- 
''პებეთ 16 50 + 18 საააირის 

ლოიდის ჯ--4=0 სიბრტყით კვეთა წარმოადგენს ჰიპერბოლას. იპო–- 

ვეთ ამ ჰიპერბოლის ნახევარღერძები და წვეროები. 
2 5 

21.88. აჩვენეთ, რომ -– + -- = 22 ელიფსური პარაბოლოიდის 

2-2=0 სიბრტყით კვეთა წარმოადგენს ელიფსს. იპოვეთ ამ ელიფსის 

ნახევარღერჭები და წვეროები. 

2 ი 
21.89. აჩვენეთ, რომ ი + + = 22 ელიფსური პარაბოლოიდის 
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ყ––4=0 სიბრტყით კვეთა წარმოადგენს პარაბოლას. იპოვეთ )მ პარა–- 

ბოლის წვერო. 

2 8 
91.40. გამოარკვიე თ, რა წირს წარმოადგენს ლ-+- = 22 

ჰიპერბოლური პარაბოლოიდის კვეთა მოცემული სიბრტყით და იპო- 

ვეთ მიღებული წირების წვეროები: 

1 2-1=0; 2)2+6=0; 3) #-+12=0; რ Xჯ--6=0. 

91.41. დაადგინეთ, რა წირს წარმოადგენს 

ელიფსოიდის 4X + 2ყ –-–32--–11=0 სიბრტყით. კვეთა და ა იპოვეთ. მისი 

ცენტრი. 
2 9 

91.49. დაადგინეთ, რა წირს წარმოადგენს –– ლ = 2 ჰიპერბო- 

ლური პარაბოლოიდის 3Xჯ -+ 4ყ#ყ -––- 374+-2= 0 სიბრტყით კვეთა და იპო- 
ვეთ მისი ცენტრი. 

.2 2 
91.48. დაადგინეთ, რა წირს წარმოადგენს -– + + =22 ელიფ- 

სური პარაბოლოიდის 3Xჯ =” + 62-14=0 სიბრტყით კვეთა და იპო- 

ვეთ მისი ცენტრი. 
ჯ? ყ? - 

21.44. დაადგინეთ, რა წირს წარმოადგენს –+C-–-+ = 1 

ცალკალთა ჰიპერბოლოიდის 9 -–-6ყ + 2-–- 28=0 სიბრტყით კვეთა 

და იპოვეთ მისი ცენტრი. 

91.46. დაადგინეთ, რა წირს წარმოადგენს + - 9 -X ჰიპერბო- 

ლური პარაბოლოიდის X# –- 2/ ++ 2 =:0 სიბრტყით კვეთა. 
91.46. აჩვენეთ, რომ X- -2ყ--27-2=0 სიბრტყე ეხება > -L ყბ= 22 

ელიფსიურ პარაბოლოიდს და იპოვეთ შეხების წერტილის კოორდინატები. 
91.47. აჩვენეთ, რომ X–-–2ყ––22-1L-18=0 სიბ“ტყე ეხება 2 + 9 + 

+--=) ელიფსოიდს და იპოვეთ შეხების წირტილის კოორდინატები. 

        

2 2 

91.48. აჩვენეთ, რომ 5X + 22 -- 5=0 სიბრტყე ეხება “--+%- 
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2 
-=-) ორკალთა ჰიპერბოლოიდს და იპოვეთ შეხების წერტილის კო- 

ორდინატები. 
91,49. შეადგინეთ 

2 2 

IM+-+--=1 
V=9 

ელიფსის CV ღერძის გარშემო ბრუნვით მიღებული ზედაპირის განტო– 
ლება. 

21.60. შეადგინეთ 
ჯ? ყ? 

(> +XV 
| 2=0 

ელიფსის C0X ღერძის გარშემო ბრუნვით მიღებული ზედაპირის გან– 
ტოლება. 

21.51. შეადგინეთ 

2 9 
' XX _ 2 _1 

ი? (? 

ჰიპერბოლის 02 ღერძის გარშემო ბრუნვით მიღებული ზედაპირის 

განტოლება. 

21.59. იპოვეთ მოცემული ზედაპირისა და წრფის გადაკვეთის წერ– 

ტილები: 

  

  

ჯ? ყ? 2? ჯვ ყ–ტჭ 2+2 ს) “72 #1 “ ==: “ ' .VV '. -!.“. 
· 81 ' 36. 9 ვ –-6 4 

ჯ? ყ! 2? X ყ 2+2 
–– –- – -=1, _ == = : 

146 1.9 4 ტ –-3 4 
2 2 – ვ + 1 #MV., X+1 ყ-2 243. 

ვ 2 1 –2 
2 2 – ტტ 2 #-, >+> ყ-2 2+1, 

9 4 ვ -.2 2 

§ ა. წრფივი სივრცე. წრფივი ოპერატორები 

29.1, გამოარკვიეთ, მოცემული სიმრავლე წარმოადგენს თუ არა 

წრფივ სივრცეს, თუ მასში განმარტებულია მისი ნებისმიერი ორი 

ძ და ხ ელემენტის ჯამი და ნებისმიერი თ რიცხვისა და ნებისმიერი 

ძ ელემენტის ნამრავლი: 
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1) ყველა იმ რადიუს-ვექტორთა სიმრავლე, რომელთა ბოლოები 

მოთავსებულია მოცემულ წრფეზე, თუ წრფივი ოპერაციები განმარ- 

ტებულია ჩვეულებრივად; 
2) ყველა იმ რადიუს-ვექტორთა სიმრავლე, რომელთა ბოლოები 

მოთავსებულია მოცემულ სიბრტყეზე, თუ წრფივი ოპერაციები გან- 

მარტებულია ჩვეულებრივად; 
3) ყველა იმ ორიენტირებულ მონაკვეთთა სიმრავლე, რომელთა 

კოორდინატები მთელი რიცხვებია, თუ წრფივი ოპერაციები განმარ- 

ტებულია ჩვეულებრივად; 
4) ყველა ორიენტირებულ მონაკვეთთა სიმრავლე, თუ ჯამია 9XCხ, 

ხოლო ნამრავლია თ · ი; 

5) ყველა დადებით რიცხვთა სიმრავლე, თუ ჯამია თ · ხ, ხოლო ნამ– 

რავლია ძ#%; 

6) ყველა უარყოფით რიცხვთა სიმრავლე, თუ ჯამია – |ი| · I6I, 

ხოლო ნამრავლია –– | 0 Iთ; 

7) ყველა ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე, თუ ჯამია ძ · ხ, ხოლო 
ნამრავლია თ0; 

8) (0, 1) შუალედზე განსაზღვრული ყველა უწყვეტი ფუნქციის 
სიმრავლე ჩვეულებრივი შეკრებისა და რიცხვზე გამრავლების ოპერა- 
ციების მიმართ; 

9) L-–1, 11 შუალედზე განსაზღვრული ყველა ლუწი (კენტი) ფუნ- 
ქციის სიმრავლე, ჩვეულებრივი შეკრებისა და რიცხვზე გამრავლე– 
ბის ოპერაციების მიმართ. 

10) ერთი ცვლადის ყველა იმ მრავალწევრთა სიმრავლე, რომელ- 
თა ხარისხი არ აღემატება #-ს, ჩვეულებრივი შეკრებისა და რიცხვზე 
გამრავლების ოპერაციების მიმართ. 

11) ერთიდაიმავე განზომილების დიაგონალურ მატრიცთა სიმრავ– 

ლე, მატრიცთა შეკრებისა და მატრიცის რიცხვზე გამრავლების ოპე– 

რაციების მემართ. 

12) ერთიდაიმავე განხომილების სიმეტრიულ მატრიცთა სიმრავ- 
ლე, მატრიცთა შეკრებისა და მატრიცის რიცხვზე გამრავლების ოპე– 

რაციების მიმართ. 
59.8. გამოარკვიეთ ვექტორთა მოცემული სისტემის წრფივად და- 

მოკიდებულების საკითხი მოცემულ შუალედში: 

1) 510X, C095X, 1CX, (–--: --)' 
2 2 

2) 2, 510 X, §1ი?X, C0§:X, (–- C; + C); 

3) 1, X, §11X, (– თ; + თ); 
984



4) 6", 27%, 6%, (–- 2; + C); 

5) X, X?, (1 + X), (– =; + C); 

6) 1, X, X”, (1 +X-0 (– «: + თ); 

2 > 
7) 005X, 5I1X, 5I12X, (– +; “ '. 

2 2 

8) 65 6“, 0, (–%; +299); 
0) 1 +-X-+ XX, 1-+2X-+X?7 1 + 3X + #2, (–– ი; + 22); 

10) _1. კ) X 1, (0; 1). 
Xჯ 

99.8. ვთქვთ წრფივი სივრცის X,, X.,.., X, ელემენტთა სისტემა 

წ რფივად დამოკიდებულია და V/ =თ, X, -L თა X, +... + თ, +. დაამტკიცეთ, 
რომ ყ' ამ სისტემის საშუალებით უამრავი გზით წარმოიდგინება. 

99.4, ვთქვათ X, ყ, 2 წრფივი სივრცის ელემენტთა წრფივად და- 

მოუკიდებელი სისტემაა. იქნება თუ არა წრფივად დამოუკიდებელი 

ელემენტთა შემდეგი სისტემა: 

1) X, X+Vყ, X+ყ+2; 2) X+Vყ, ყ+2, 2+X; 3) X–- ყ, ყ––-2, 2--%. 

29.5. აჩვენეთ, რომ წრფივი სივრცის ნებისმიერი X, ყ, 2 ელემენ- 

ტებისათვის და ნებისმიერი თ, ჩ, / რიცხვებისათვის ვექტორთა სის– 

ტემა თX-–-ჩყ, ყ–-თ2, ჩ2--V)X წრფივად დამოკიდებულია. 

99.6. იპოვეთ მრავალწევრთა შემდეგი სისტემის წრფივი გარსი: 

1) 1, 7, 72; 2) 1, #, (2, 1#მ; 

ვ) 1 --/ბ, 1+ 1, 1 +131): 4) 1--/0 7--/0. 2--(:-../2 

5) 1–-12, #–-#0, 

92.7. აჩვენეთ, რომ თუ წრფივი სივრცის ელემენტთა V/), V/,..-, ყი 

სისტემა წრფივად გამოისახება ამავე სივრცის ელემენტთა X,, X§,..., Xთ 

სისტემით, მაშინ პირველი სისტემის წრფივი გარსი შედის მეორე სის– 

ტემის წრფივ „გარსში. 

93.8. აჩვენეთ, რომ ვექტორთა შემდეგი სისტემებია წარმოადგენენ 

ო სივრცის ბაზესს: 

1) X, =(1; 2; 3;--;I1), 2 X,ე = (4); 1; 1;...; 1; 1), 

'Xა = (0; 2; 3;.-; II), X. = (1; 1; 1;--.; 1; 0), 

Xც = (0; 0; 0;--·; 7), X, =(1; 0; 0;-.-; 0; 0). 
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59.90. იპოვეთ # რიგის კვადრატულ მატრიცთა სივრცის განზომი- 

ლება და აჩვეხეთ, რომ მისი ერთ-ერთი ბახზისია: 

1 0.·.:.0 0 1..0 0 0.:--1 

4, = 0 0-0 ს) 47= 0 0--0 –_–_.” 0 0--0 

0 0:·-0 0 0:--0 0 0:--0 

99.10. იპოვეთ ვექტორთა მოცემული სისტემის წრფივი გარსის 

განზომილება და ბაზისი: 

1) X, =(3; –– 1; 2; 1; ––1),) XX. = (2; 3, –– 2; 0; 1), 
Xვ = (4; –– 5; 6; 2; 1), X, =(7; 5; –- 2; 1; 3); 

2 X, = (1; 3; –– 2; 0; –“– 1), X: =(2; 1; 1; ––3; 2), 

Xვ = (0; 1; ––1; 2 1,1) XX, =(3; 3; 0; –– 5; 2), 
X. = (1: –– 1; 2; –– 1; 2). 

99.11. იპოვეთ წრფივ ერთგვაროვან განტოლებათა სისტემის ამო- 

ნახსენთა სიმრავლის განზომილება და ერთ-ერთი ბაზისი: 

3X, –“–- 2Xგ + Xვ ––- 4X, = 0, X, + 3%ე –“– Xგ–– 2X, = 0, 

1) ( 2 –– 3%ე–– 2Xვ2 +X4 -=0,7, 2) ( 2X, -+L 5X: –– 2Xვ –– 5Xკ = 0, 

4X, –- Xე + 4Xვ –– 9X,კ = 0; X) + 4Xგ –- 5Xვ –++ Xკ = 0; 

X, -+- 2X + 4Xვ –– 3Xკ = 0,“ | 3Xე -L 2Xგ ++ Xგ-–– 2Xკ = 0, 
ვა 3X, -+ 5X: + 6Xვ –– 4Xკ = 0, ა 13X,ე -C 7Xვ –– 12Xკ = 0, 

4X) +– 5Xვ ––- 2Xვ + 3Xკ = 0, 5X, –+- 12Xვ –– Xვ = 0, 

3», -L 8Xა -L 2Xვ –– 19», =0; 2X, –– 3Xე -L 2Xვ –– 3Xკ = 0. 

ვექტორების», მაშინ ის მათი ნებისმიერი წრფივი კომბინაციის ორთო- 

გონალურიცაა. 

85.18. აჩვენეთ, რომ არანულოვან ვექტორთა ორთოგონალური 

სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია. 

99.14. გამოთვალეთ Xჯ და ყ ვექტორების სკალარული ნამრავლი: 

1) X=-(1; 1; 2; 2), ყ=(–-1; 2; 2; –– 1); 

2) X=(3; 2; 1; 0; –– 1, V=(1; –– 1; 1; 1; 0). 

99.15. განსახღვრეთ კუთხე X და V ვექტორებს შორის: 

1) X=-(3; 2; 1; 2), ყ =(1; 5; 3; 1) 

2 X=C4; 3; 3; 1: 1: 1,1 ყ=-X(5; 4; 2; 2; 0). 
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99.16 დაამტკიცეთ, რომ თუ I? სივრცის ვექტორთა სისტემა 

X; = (თ), Cკი, C)ვ, --.ე თი), 

Xა = (0, Cა, C-ვ, ... რეი) 

Xვ = (0, 0, Cვვ, .. თვი), 

X, =(0, 0, 0,..., თ,,) 

ადგენს ამ სივრცის ორთოგონალურ ბახისს, მაშინ თ,,560, : = 1, 2,..., 

და თ,;= 0, თუ (53–/. , 

92.17. წრფივია თუ არა X=(CXI; X:; Xვ)) ვექტორის შემდგი გარ- 

გარდაქმნა: 

1) #X= (6X, ––- 5Xე -––- 4Xვ, –– 3X –– 2Xე –– Xვ, X2 -L 2X3); 

2) #X= (6 -–5V –- 4Xვ, 3X, ––- 2Xე –– Xვ, XX: + 2). 

99,18. აჩვენეთ, რომ 12? სივრცის ვექტორების შემდეგი გარდაქმ– 

ნები წრფივია და იპოვეთ მათი მატრიცები ორთონორმირებულ ბა- 

ზისში: 

1) #X=(X + Xვ; 2X, + Xვ; 3 ––- MX + X3); 

2) 4X=(0; Xე: -–-Xვ; 0). 

99.19. ვთქვათ X = (X,; Xი; Xვ), /4X=(Xა –– Xვ; X,; XI + Xვ), 8X = 
=(2X., 3Xვ, X,). იპოვეთ 1) (24 + 38?)X; 2) (8(4-––8)) X. 

99.00, აჩვენეთ, რომ იმ მრავალწევრთა სივრცეში, რომელთა ხა- 
(უჩ 9 

რისხი არ აღემატება #M- და რომლის ბაზისი” 1, (, – – , 
L 

ჩვეულებრივი გაწარმოების ოპერაცია წარმოადგენს წრფივ ოპერა- 

ტორს. იპოვეთ ამ ოპერატორის მატრიცა ბაზისში 1, (, #3,..., (გ. 

92.91. იპოვეთ შემდეგი მატრიცით მოცემული წრფივი გარდაქმნის 

საკუთრივი მნიშვნელობანი და საკუთრივი ვექტორები: 

4 -–-1 –-2 

ს (LC 2): 2 /2 1-2); 
0 2 1-1 1 
4 1 1 “”“„42–-4 2 

ვ) 2.41); ი (| 2-4 I). 
0 14 –- 4 4-2 
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პასუხები 

§ 1 

4 2 5 
1.1. 1) (CC 2): 2) 0--–510 |; 3) –– 2 

2 2 -41 19 11 3.1 

-.2.1 –8 -4 
4) 1 ) 1.9. ალ” 1): 2) ( , 8 , 

–-- 7.2 – – –ზ 
4-5 1 

ვ( 9?“ ): იC “2 = 1.3. 1) –3 2--1 
–-34 7) _ 0 

52 5 7 --17 –-2 11-–-1. 4 
2)ვ 4-–8):უვ|-–1 2 51); 4)/ -–6 6--5 

9-7 3 0 10 -–-3 0. 0. 1 

14. 11 (““” 1): 2 ( 16 1 ' 9 (24) : რ (CL, ი): 
0 1 L- –23 C ძ 

· § 28 –- 13 
5 L , )' 6) ( ): 7) · _ :. 8) | 10 4 

19 7 _ I 8 

6 –1-3 0 10 ––11 –-12 
თ ( >») : ); 10 ვ): | 11 10 ––101: 12 C. 7 --26 

24 10 13 --17 “22 19 17 

8 I! თიჩ-+#ი #1+0-+7/ი0 6) 

13) რო451: 2! 2/1 |; “I I-II" ი? Iო.+-I0-+-7Iი Mხ+M+/ი 

ე
„
უ
–
 

3# 3! 37 ი.+III+-I0ი /11?1-+-)1?-L 0? თნი+ე). 

–- 1 10 4 

15) (––1); 16) 1.5. 1) 37 18 · 21 | 4 93 
11 ––7 9 1 _ი83 

0010 000001 

00001 · 0000 2. 8... 8 · 
3) #=| ა600)”.4 ი000', “=0 თუ #2>4 

0000 IL0 000 
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ი : 

1.0. 1) (ს. თ»). სადაც ი. და ხ ნებისმიერი ნამდვილი ”ი- 

2 

0 ჩ C 

ცხვებია; 2) 6+->- ი+ხ 6+-- , სადაც იძ, ხ, C ნებისმიერი 

ხ 22 ი0+ხ-–ი 
–48-4 0.0 0 

ნამდვილი რიცხვებია. 1.7. 1) ( 7 8 -–-14 ) ;.2) (0 0 0 )· 
–33-4-24 0.0 0 

1.8. (51 7 24). 1.9. (2 21). 6 1). 1.19. 1) (, _ვ)' 
4 –-3 7-3 

46 

2) 12 2)! ვ) (2-) : რ ( ი). 1.13. 2) მითი- 
8 12) 25 – 3-0 

თება: 4=+ (4+40+-- (4 ჟ/). 1.14. 1) 10; 21 17; 
, 

ვ) 5Iი( –– ჩ); 4) C05(თღ + ჩ). 1.15. 1) 44; 2) 6; 3) 63; 4) –– 139; 

5) 409); 6) 0; 7) –– 1 -–– X; 8) 3(386+0თ. 1.10. 1) 2; 2) 72; 3) 0; 

4) 26 5) (X–-ყ)(ყ–-–2)(2-“–X); 6) 4ფითაწი? > ; 7) 51(ჩ–C); 

მ) თ(X-- V)(ყ--2)(2--X; 9 21: 10) 75: 11) 160; 12) 0. 
1.17. 11 48: 2) 1800; 3) ი1 + ხ” +C –- 2(ინ4+ ხ2+ძ0); 4) X? ყ?; 
5) 394; 6) 665: 7) (–-– 1)“. მითითება; პირველი სტრიყჟონი ჯა- 

მოვაკლოთ ყველა დანარჩენს; 8) (–- 1)”“1: 9) (–-4)"“! (7) –- 4). მი- 

თითება: ყველა სტრიქონი დავუმატოთ პირველ სტრიქონს. შემდეგ პირ- 

ველი სვეტი გამოვაკლოთ დანარჩენ სვეტებს; 10) ”! მითითება: პიო- 

ველი სტრიქონი დავუმატოთ ყველა დანარჩენ სტრ“იქონს; 11) II (ი,– ი). 
1)! წლი! 

მითითება: თუ /! რიგის ვანდერმონდის დეტერმენანტს აღვნი"ეავთ 

#ს,-ით, მაშინ I, = (იე –– ძ,)(ძვ––ი0,). (ი, –– მე) ჩე-ე. ამ ტოლობის 

დასამტკიცებლად ბოლო სტოიქონის ელემენტებს გამოვაკლოთ. ი,-ზე. გამოავ- 
ლებული წინა სტრიქონი ელემენტები და სახოგადოდ ყოველი #-ური 
სტრიქონის ელემენტებს გამოვაკლოთ ძე-ზე გამრავლებული # -- 1 სტრიქო- 

ვ ნის ელემენტები 1.18. 1) = ->: 2) 2; 0,5; 3) (– )ე-–-+ 

ჟL ჯ (14 2: 

–-“ ”, ჩC2; 40)“ +––– ს, ჩC2; 5) 0; 6) ––9; 2; 7) +““– +-– C2; 4)-– + -ვ C2; 5) ) ს) = -–– + 

19. ს, თოფურია ი89



+ 21, ჩC2; 8) + --+76 ჩC 2. 1.19. 1) X->3; 2) ––1= ჯ<7; 

ვ) ვ-=<Xჯ<4: 4) –2<X<0. 1.90. 1) ( : 1): 2) C ვ): 

6 2 1 1 

+C. 5-) 1 – 3); 4|-6–3 2). 1.98. 1) მითითება; თუ 
–3-41 

თაი გინ | 4I=0. ამტომ #41=(თ+ძ)4 (იხ. ამოცანა 1.11), 
ე. ი. 0= #%=(ძ-Lძ) #.. აქედან, თუ 0 + 953-«0, მაშინ „1? =0. თუ 

ძთ–+ძ=0, მაშინ /# = წ ) , საიდანაც, თუ გავითვალისწინებთ, რომ 
C –თ 

(41 =0, მივიღებთ 4? = 0. 1.94. 1) (C; ი) , სადაც ხ6 == ––. 81 და 
6 –-–ძ 

0, C ნებისმიერი რიცხვებია. 2) წ ი)' სადაც ხ0 = –- ეზ და ხ, C 

6–ი 
–1 ვებისმიერი რიცხვებია, 3) (ა 1). ( ე _)) მატრიცები - და 

  

ძ ხ 
(I- -ი) მატრიცა, სადაც თ >“ 0 და ხ >– 0 ნებიმიერი ნამდვილი 

ხ 

რაცხვებია. 1.95. 1) 4: 2) –- 130; 3) 90; 4) 40; 5) ––4; 6) 900; 
= 7 “1) 7) 0: 8) 8640. 1.96. 1 – 

' ) - ( 1,5 _ივ)' (_. 
2 

_ / 11. II 2-1 –8 29 -11 
3) 1.1: 4) | 3__._..- . 

ტე _ 1. 5-3 1 –-ვ 1 
11 11; 

I6-10--) I 13-10 
ის 5 “””'' ( –-13 -.)ი 12 | ; 

“. სუბ ელე – 12 – 14. 11 
2 2 2 

7 I 1 
8 4 8 

1 –-4 - ვ, ვ I 1 
8) –“> ააა ; 9) ( 1 –5 –2) ; 

· 1 6 4 
_ 5 1. 1. 

4 2 4 
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/ 6 7 9 1 
1 _ 1. 7 | 17 I7 17 17 
8 4 8 7.3 192 

1 1 2 17 17 17 ––=–__-_ .- Iს ებებსბიაისი.'.. 
4 2 4 -- 1 5.5 

1 1 § 31. 17 34 17 

4 2 4 1.0 -.10 
2 2 

2-0 1 1... 1 

12) შებრუნებული მატრიცა არ არსებობს; 13) –- 1 2-/ 1.1 
”--1L...... .. 

1 1 1.-.2---/ 

L 1. 1...1ა 
'ა/01 1.1 –1-1 3.2 14) . 1.97. ს ( ; 2) ( · ვ) (1 1; ათთა ა 2. ვ):2(ა _,): 390» 

0 0 0.1 
3 13 , 1 1 10 

4) C ლ 3! ი. 6) 51 7) ( 2 I 

–- 3 --23 –-1 –2 –13 

11. 1 

8) წ 1 1 1.99. 1) 3; 2)2; 3)1; 4)1; 5) 2; 6) 3; 7) 3; 
(0. 0 1 

8) 4: 9) 4; 10) 4; 11) 2; 12) 2 1.მ10. 1) შეიძლება გაიზარდოს 

არაუმეტეს 1-ით; 2) შეიძლება გაიზარდოს არაუმეტეს 2-ით. 1.31. 1) 3; 
2) 2, თუ #»=0 და 3, თუ 7.5“ 0. 

§9 

3.1. 1) X=1; ყ=-–1 2)X=2; ყ=3. 3) X=0; V=90, 

4) X=0; ყ=0. 95.5. 1) X=1: #/V=5;2=2. 2) X= –-4; V =32; 

2=-–-1. 3) X=5; V/= –-– 7: 2=5. 4) LI=17; V = 5; 2=–21. 

5.). 1) X=1;: ყ=2; 2=1. 2) X=1; #/=1; 2=1. 3) X=0; 

ყ=0; 2=0. 4) X=0; V#V=0; 2=0. 9.4. 1) X,=1; X= ––-1; 

Xვ= 2. 2) X=3; Xა= –-2; X3= 0. 3)  =0; XX=1; X2= –- 1; 
Xგ= ––-2. 4) X, = 2; Xე =: 1; Xგ= –-– 1; X= –– 1. 9,5. 1) X,=.2; 
X=1. 2) ნ = 1; Xა=2. 3) X = 4; XX=0; Xვ = –– 1. 4) ჯ=–=–– 1; 

X.)= 1; Xჯ=1. 9.6. 1) X, = –-–2; Xე = 2; X2==0. 2) X, = –– 7; 

Xა)= –-– 11: X= 8. 3) X= 1; XX= 2; X = 3; წ =4. 4) XX =–1; 
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Xე=-–-- 1 Xჯვ=-–-1 X1=-–-1. 3.7. 1) თავსებადია. 2) არაჯჯავსებადია. 
3) არათავსებადია. 4) თავსებადია. 9.8. 1) თავსებადია. 2 თავსებადია 

3) არათავსებადია 4) თავსებადია. 9.9. 1) X, = – _+X% XI=- + + 

+ ---X: X – ნებისმიერია. 2) X, = 0,5 + 0,5X:; X = ––0,5 + 1,5 X; 
” 

11 
Xვ –– ნებისმიერი. 3) X, = +– --X Xე => “ Xვ; Xვ –– ნებისმიერია. 

4 X – ჯა. = - Xვ; Xვ –– ნებისმიერია. 9.10. 1) X, = 1 +. 

-+ 2 -–– 3Xვ; X, და Xვ ნებისმიერია. 2) X, => Xა –– Xვ; X- და Xვ ნებისმი- 

ერია. ვ) X, =0,5 + 0,5 X:; Xვ = 0; Xა –“- ნებისმიერია. 4) X, = –- %Xვ: 

7 
X- = 0; Xვ-–-– ნებისმიერი. 2.11. 1) X, ==-–- 4 “+ –– Xვ; V. =: 12 __ 

5 5 5 

1 
–-- Xვ; Xვ –– ნებისმიერია. 2) X, = 9X,–- 7; X.) = 16X,--15; Xვ= 

= 12 X,-- 11; Xკ ნებისმიერია. 3) X, = Xკ -L Xკ; Xა = Xვ; Xვ და Xკ ნე- 

ბისმიერია. 4) X, = –– “5 + + Xკ; X-= – ი > X,; Xვ და Xგ– 

ნებისმიერია. 5) Xე =–-1 + 1ვ -L 2X,; 9ა = –-– 3-+X3+2X; Xვ და %« 

ნებისმიერია. 6) X, == 6 –– X-; Xგ = –- 5 + X,; Xვ = 3; X= ––-1--X.; 
Xვ –– ნებისმიერია. 9.19. 1) თუ თ % 5 სისტემა არათავსებადია. თუ ი=5 
სისტემა თავსებადია და მისი ამონახსენია: X, = –- 4 -- Xვ; Xე = 5.5 –– 2Xვ; 

Xვ ნებისმიერია- 2) თუ 03“–-–3, სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსენი: 

»=- - 1; Xე: = 40 +11, X-=–- -0 1 11. .· თუ ძ=-––-3 სის- 
ი+3 3 (9-L3) 3Cლ1+3) 

ტემა არათავსებადია 3) თუ 7. = –- 2, სისტემა არათავსებადია. თუ C=1 

სისტემის ამონახსენია: X)ე = 1 –– 2. –– Xვ, სადაც X» და Xვ ნებისმიერია. 

თუ 0-1 (2+2)#%0 სისტესს აქვ ერთადერთი ამონახსენი: 

1 

ძი–+2 

ძი = 1, სისტემის ამონახსენია X) => 1 –– Xე ––- Xვ, სადაც X, და Xვ ნების- 

მიერია. თუ (ი–1)(თ+ 2) ><0, სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსენი 

  X, = Xა = Xვ = ტთუეძ= -2, სისტემა არათავსებადია. თუ 

  

ი+1 1 (თ -++ 1)? = : «ელ: ჰვკლ–ლ–-–“–--“, 9.1ვ. 1 ხ(თ––1) 2>0, 
4 2+2' 7 2+2' ?!. 0C2 ) თუ ხ(0--1)2- 

სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსენი: X, => „==ე ; X = -- ; Xვ= 
1-–- 
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_ 2იხ – 40+1 

ხ0-–-1) 

= 2 –X: X.=2, სადაც. Xვ ნებისმიერეა. სხვა შემთხვევებში სისტემას ამო- 

ნახსენი არა აქვს. 2) თუ ხ(-–1)(C+ 2) 20, სისტემას აქვს ერთად- 

  

თუ ძი= 1 და ხ = –. სისტემის ამონახსენია: X, = 

ერთი ამონახსენი. X, ==  ძ-0 __ : X·ა = _ 90+0--2__. 
(ი-––1)(თ+2) ხნი-––1)(თ+2) 

იხ 
Xკ= –--–--–-- .. თეი0მ=-2 და ნხ=-–-2, მაშინ სისტემის ი -0--00C+2 უ დ ტე 

ამონახსენია: X, = –-– 1 –– 2X:; ჯვ=–-1–2%, სადაც X,: ნებისმიერია. 

თუ 0 = 1 და 6 =-1, მაშინ სისტემის ამონახსენია X, = 1 –- Xა –– Xვ, სა- 

დაც X. და Xკ ნებისმიერია. სხვა შემთხვევებში სისტემას ამონახსენი არა აქვს. 

3) თუ ი 2-0, სისტემა არათავსებადია. თუ თ = 0, მაშინ სისტემის ამო- 

  

“5 13 ვ 7 19 7 
ნახსენია; X,ე = –- –.ეიე–- ხს - - -, ა == ცა - – Lს---, 
იო :-:201 2” 27 2491 2 

სადაც ჯვ და X,კ ნებისმიერია. 4) თუ ით = 0, სისტემა არათავსებადია. თუ 

0 5-0, სისტემის ამონახსენია: X=4 - 4 == #2 20-10 –_ 8), 
50 5 50 5 

X. = – „ სადაც Xვ ნებისმიერია. 9.17. 1) X = 1, X- = 5, Xვ = 2. 

2) X, = –– 1, X. = 1, Xვ = 1. 3) სისტემა არათავსებადია. 4) X, = 2,2 –- 

–-– 1,2 Xკ, X»= 2,6–– 1,6 ჯკ, სადაც Xვ ნებისმიერია. 9.18. 1) X, = 2; 

Xა = –– 1: X–=1; X=–1. 2) სისტემა არათავსებადია. 3) Xვ = 6 –– 
–- 15X, 4- 10Xა, X =–7 +18X –– 12X,კ, სადაც X, და Xე ნებისმიერია, 

4) X, =6 –– 9; X =–=––5+X, ავ=3, XX =--1--X,, სადაც. Xყ ნე- 

ბისმიერია. 

§83. 
8.1. X=–-7. 8.9. (–2; 0), (4; 0), (0; 0), (––<3; 0). 3.8. (0; –– 3), 

(0; –– 4), (0; 0), (0; 5): 3-4. (––4; 3), (0; 4), (2; –– 3), (3; 0). 
3.6. (– 5; ––1), (3; –– 5) (4; 0), (0; 7). 8.6. (–7; –– 1), (4; 0), 

(5; 2), (0; –– 6), 8.7. (2; 5), (--6;–– 4, (1; –– 3), (––4; 2). 
3.8. (–- 1; 4), (4: –– 2), (0; –– 2), (6; 5), 3.9. 1) პირველს აჩ მე- 

სამეს; 2) მეორეს ან მეოთხეს; 3) პირველს ან მესამეს; 4) მეორეს ან 

მეოთხეს; 5) პირველს, მეორეს ან მეოთხეს; 6) მეორეს, მესამეს ან მეოთხეს; 

7) პირველს, მესამეს ან მეოთხეს; 8) პირველს, მეორეს ან მესამეს. 3.11. ,4 

წერტილის გეგმილების კოორდინატებია (--4; 0; 0), (0; 2; 0) და (0; 0; 
“–– 1). 8 წერტილის გეგმილების კოორდინატებია (3; 0; 0), (0; –– 1; 0) 
და (0; 0; 1) 3.15. ,4 წერტილის გეგმილების კოორდინატებია (2; –– ქ; 0), 
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(2; 0; 1), (0; –– 3; 1); 8 წერტილის გეგმილების კოორდინატებია” (-- 4; 

2:0), (– 4; 0; 0), (0; 2; 0). 8.18. (–-<3; 1; ––-– 2), (2; 0; 1), 

(3; 5; –– 2), (–– 1; ––3; 2. 8.14. (4: 23; –– 1), (<––<4; –– 1; ––1), 

(0; 2; 1), (4, –-–1; 2). 8.16. (–-3; –– 2; 1), (4; –– 5, –– 2), (–– 3, 
2; 1), (2; 1; 0), 8.16. (–-–4; –-3; –-2), (4; 1; 3), (1; 0; ––2), 
(2; –-– 1; –– მვ) 8.17. (–-2; 5; –- 1), (2; –– 3; 2), (0; 3; –– 3), 

(–4 –“– 2: –– 1). ვ.19. C +) , C 3 , (2; 3) , C > ჯ“ 
4 2 3 5 

გ.ნი. (3; ==“ 72). (2, +”), C >) , C 5) 8.91. 1) (22. 
6 6 6 პ 

– ვ _ 

5V2), (0; 4), (7; 0), ლ. 3 #8. 2 (2V2; ->), (3; 0), 

(5. +), (5; :0, C ->). C 5% ს ვ.ა, §. ვ.ვ. 2V7· 
2 2 83. 

§ 4 

  

  

4.9. 1) ხ= 0; 2) თ და ნ თანამიმართული ვექტორებია ან ერთი 

მაინც ნულოვანი ვექტორია; 3) _ და ხ თანამიმართული ვექტორებია და 

II> |ხI, ან ხ=0; 4) ი და ხ საწინააღმდეგოდ მიმართული ვეჭ- 
ტორებია ან ერთი მაინც ნულოვანი ვექტორია; 5) ძმ და ხ საწინა ააღმდე– 

გოდ მიმართული ვექტორებია და |ნ| > |თI, ან თ=0; 6) ი Lხ, 
ან ერთი მაინც ნულოვანი ვექტორია; 7) ძ და ხ თანამიმრთული ვექ- 

ტორებია ან ერთი მაინც ნულოვანი ვექტორია: 8) “თ და ხ თანამიმარ- 

თული ვექტორებია ან მათ შორის კუთხე მახვილია; 9) ი და ხ საწინა- 

აღმდეგოდ მიმართული ვექტორებია ან მათ შორის კუთხე ბლაგვია; 10) თ=ჩ, 

თუ ი და ხ საწინააღმდეგოდ მიმართული ვექტორებია და C =–-ჩ, 

თუ ი და ხ თანამიმრთულია. 4.8. ი და ხ უნდა იყვნენ კოლინეა–- 

რული. 4.4. =M#=1. 4.6. |0|=|ნ|. 4.7. 5V 10. 4.8. 12. 

4.90. |2+ხ|) =|Iთ– ნ) =13. 4.10. 7. 4.11. 7. 4.19. | 50 + 

+ 4ხ|= V129; |50– 46) =7. 4.18. M2=---(ი+წ0), 

_– 

#M8=--(6--ს), MC =-- 6-ს), Mხ=--(ნ-- თ. 4.14. 4M= 

294



  

ძყძ--. -.'' ა 
=0-–+ ====- – სხ , 85 = –00ი =- _– , = ს + ი > ( ) M ი+--ხ (0 C), CL 

+265=4+(ნ- თ. 4.15. 1M =- (ნ+- 2), 8წV =06+ –ხ 2. –>2> «1... =–- ( 2“ ჯ / = (1 2 . 

Cნ = “ (ნ--ძ). 4.16. 40,=26+ 6, 2ქ0,=C6+4+ “2, 40 = 
2 5 5 

=64+--ძ, 4 4=06+ --ძ 4.58. 01=2(ხ–0). 4.9ი. 0C = 

= 2V3 ნ6-- V3 ძ. 4.80. 06C6=ძ, CC,=C6, 46 =0+ ხს +606 

88.=ი“–-ხ+2, 8C=0+0C, 68,=ხს+C. 4.31. 86=ხ-–-ი, 

8C=ხ-–-C, 6ნ8=6--2, ნ =-C64ხ)–4 4M=+-(9+0-– 

5 _ იი ი 
ლლი0. 4.89. 1 2/3; 2 –.2. 4.1ვ. 3; 3/ 3. 4.84. არა. 

4.86. 4V 2-––- 2,25. 4.86. (/3-– 15. 4.87. 8V2:; 8; –- 8. 

§ §5 

5.1. 1) (–-2; –- 1; 2; 2) (4, –– 3; 6); 3), (2; –-4; 8); 
1 2. 4 

4) (18; –– 11; 22); 5) (–-7; –– 1; 2); 6 ეე; I. ) ( );. 5) ( ); 6) ( - _ 3) 

ნ.ი. 1) –-15, 6, 12; 2) 33, –-– 16, –-8; 3) –– 18, >, 19: 

4) 13,––8, 8. 6.8. 18 (1; ––3; 3), 84(––-1:3; ––ვ). §.4. (5; 6; 4). 

ნ.5. 8(1; 8: –– 2). წ.6. ,4/VI (5; 4; 0). 8.7. 1) კოლინეარულია; 2). არა- 

კოლინეარულია. წ.ზ. 2. =- “> .· წ.9. C=–- – კუ იჩ:-= ––3. 

ნ.18. (–2; 0; 1). წ.14. ,8#2(2; 1; 5). 5.16. 1) წრფივად _დამოუკი“ 

დებელია; 2) წრფივად _დამოკიდებულია. ნ.10. 1) ჩ= 20 5ხ; 

2 09=0 –ხ; 3) –= 0--20; 4 ნ=2ი-–-3ხ. 5.17. 1) 6= 
=20--3ნ-+0C; 2) -=20 +ნ-– 6; 3) 9=0+20+830C: 4) 8 = 

= 30თ--3ხ +50. §.18. 1 ”„/ =110 ––70;; 2) ”ლ-- რ+ რ: 
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დ--__..-.. 
4 2 

–- რე –– 0; 2) ძ=28%--26- თ: 3)ძ=20, +6+3C; 4) ძ = 
–, >, –, 

= 26) -L 60ა–“ 3ტე. 

§6 

6.1. 5. 6.9 ––6. 6.ვ. 1) – .3; 2) 9; 3) 4: 4) 7; 5) 19; 6) 61; 
7) 15; 8) 49. 6.4. 1) 20; 2) 26: 3) 16: 4) ––24. 6.წ. V129; V 124. 

  

  

_ _ ჯ : 
6.6. 1) V47: 2) 7391. 6.7. –– -–., ც.8. – 7. 6.90.-“ . 610... 

2 4 2 
23 

–––-_-” ”  .. კ.ტ · 
2 V 221 V 5 ვ 

17 წ 
6.14. თ=-–-–-. 015... . ც.16. 2. 0.17. –-–1 6.18. 13. 

ვვ ვ 
59 6.19. ––1. 6.90. -––-. ც.91. 1) 7; 2) 2. 6.99. 1) ––- 1; 2) 7. 

V 61 

6.9ვ. 1) –– 11; 2) 87. 6.94. ხ (4; 6; ––6). 6.98. 1) |თI=6, C05Cფ= 

  
1 5 თ – 

=--: C5ჩ= --->, C§ჯ = XV 2, 2) | თ| = 7, 005Cთ = · 

3 6 – 995 
005ჩ = ---, 005 7 = –- ==, 6.90. |ი|= V369, ლ5თ = =>) 

005 წ = –– –––––--–- , ი09ჯC=–-–--–--, 697. "L“ 1... “სჩ”, 
V 369 ” V V 369 ვა 31 3 

6.98. 6(--2/-+4ჩ და –-6/ L2/--4#. 6.99. - 6ჯ--3/ +6ჩ. 
6.30. 2(––12V 2; 12; 12). 631. (2 V 2 ; 2; 2) და 9(2V2 ; ––2; 2). 

  

  

  

5 7 12 
6.52. 1) 2IC005-–--; 2) 200009( –- .· 6.88. 2IC005 –“––––––. 6.34. +. 

21 18 / 170 4 
- 3 4 ვ 

6.35. მიი005-––“– ––-. 6.80. 20005 == 6.87. 2I0C005–––-. 
2 V21 9 V 35 

6.38. 2ILC 005 5. 6.40. 1) ო=––6; 2) C= –– 4. 6.41. 6 = _ 
V 133 

– 37+C37+3#. 6.49. 6=2(-=-3/. 6.43. ძ(1; -–2;2). 6.44. 6. 
/ _ 

6.45. –– 4. 6.46. 5. 6.47. –- 11. 6.48. -5V54 6.49. 1) არ 

არის სამართლიანი; 2) სამართლიანია: 3) არ არის სამართლიანი; 4) სა- 
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მართლიანია მხოლოდ კოლინეარული ვექტორებისათვის; 5) სამართლიანია; 

6, სამართლიანია მხოლოდ კოლინეარული ვექტორებისათვის. 6.58. #8/C= 

– (დფ) – > 
| 0 I? 

§ 7 

7.1. 1) მარცხენა; 2) მარჯვენა; 3) მარცხენა; 4) მარცხენა; 5) მარცხე- 

ნა. 7.9. 1) 6; 2) 15. 7.8. 1) 16: 2) 6V/3. 7.4. 1) + 30; 
2) + 15V 2 · 7.5. 1) 24: 2) 60. 7.0. 1) 3; 2) 27; 3) 300: 4) 127. 

._-_-__-______ჰ_– 

7.10. 1) -–-57+57+5#; 2) 3/–=6#. 7.11, 1) 10(+2/+ 
-L I4 #; 2) 20214+47/-+28#. 7.19. 1) 67––= 4/ == 6#; 2) ––121+ 

+87+12#. 7.18. 1) ––77 + 14/-––7#; 2) 10( +137 +19#. 

7.1I. –61--24/+8#. 7.15. 45; + 24/. 7.16. 71+5/ +#/. 

§ 8 

8.1. 24. 8.9, + 27. 8.3. + 2. 8.4. 1) მარცხენა; 2) მარჯვენა; 
3) მარჯვენა; 4) მარცხენა; 5) ვექტორები კომპლანარულია; 6) მარჯვენა. 

8.5. 1) –– 7; 2) ––21. 8.6. 1) კომპლანარულია; 2) არაკომპლანარულია; 

ვ) არაკომპლანარულია; 4) კომპლანარულია. 8.7. 1) მდებარეობს; 2) არ 
მდებარეობს; 3) მდებარეობს; 4) არ მდებარეობს. 8.8. 1) 3,5; 2) 9. 

8.9. 1) 0,4: 2) 5. 6.10. 1) 34; 2) 13. 8.11. 7,4. 8.19. CC– 16:Cთ) 
დღა C(-4; 0). 8.13. C(0; ––15) და C(0; 1). 8.14. 1) V6; 

  

2) V 195. 8.1წ 1) 14; 2) #2... 8.10. 1) 5; 2) _2V21 

8.17. 1) 2; 2) 12. 8.18. 1) 8, 2. 2) 154. 77 8.19, (0; 8; 0) 
ვ ვ V13 

და (0; –– 7; 0). 8.93. 7, = 1 და #=–-2. 8.97. 5V 3. 8-96. 31. 
8.29. 13. §.80. (2; 11: 7). 8.31. (––4; 3; 4, 8.8». 1=;: C005თ =- 

=>; 0058 = –- -2-; C0§4 = - 1. 8.83. 28. ლ0650თ= >. 
ვ 15 15 7 

ლ058 = –- 9: C06§ჯ =-= , 8.84. 1/ 66; _–_“–” 0058 = 
7 7 V#66 

_ 4 7 
=--უ>) 0057 = 7C2 
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§9 

ი.1. 1) 5; 2) 13; 3) 7; 4) 10. ი.%. |/8| = 10, | 4CI =V61, 

|I8C|)=V 5. 9.8. V19; V2; V17. 9.4. (0: 0), (6; 0). 9.5. 

(დ; ––2), (0: 2). 9.6. (0; 1; 0), 9.11. 17. 9.15. 27. 9.13. (–- 3; 5) 

და (5; –– 5). 9.14. (2; 2), #= 2; (10; 10), I? = 10. 9.15. (3; –– 2), 
77 11. 11 +“4615_ 

= „16. |-ე ე, –-– = , 9.17. 1) (1:––1); 
#=10. 8.16 C 30 10 ; I 30 ) ( ) 

2) C –- 23; 1). 9.18. 1) (5; 6); 2) (<– 5; ––5; 5). 9.19. (6; 0)- 

ეაეაეაეას“”' 
5 1 9 _ 5V CI. 9), |: I. 9.99 (5; –– 3), (1; –– 5). 9.28. 7. ს -8 9, (+153) ი.ი0ი (5; ––3), ( ) 

  

48 4C 
ი.94. (2: –– 1), (3: 1). 9.96. 1 =-““ =2 1=-“““-= 32; 

( , ს) ( ' ა) 1 8C 2 C8 

84 2 
ვ შC 2 ( ) ( 

  

–_--  ..... 

9.81. C(4; –5; –შ. 9.89. 0(->; –-2), |80| =--. 9.88. --V 14. 

ი.84, (|-> , 5V14., +”). ი.მ5. (1; –– 3), (3; 1), (– 5; 7)- 
'V6' .6 ' 2 

9.86. 80: 00=1: 3, სადაც 0 დიაგონალების გადაკვეთის წერტილია. 

§ 10 

10.1. #6, Mევ M,ი წერტილები მდებარეობენ წრფეზე, ხოლო 
M., M+,, Mკ არ მდებარეობენ. 10.9. 3; –– 3; 0; –– 12. 10.8. 1; –– 2; 
–“ 5: 7. 10.4. 0= 11, ხ=––3. 10.წ. (6; 0), (0; –– 4). 10.6. 1) 0= 

=-2 2 ძ= +3; 3) ძ=1 და თ =--. 10.7. (3; ––5), (––1; 1). 

10.8. 4(2; –– 1), 3(5; –– 5), C(2; –– 4). 10.9. 1) იკვეთებიან; 2) არ 
იკვეთებიან. 10.10, ძ=2. 10.11. 1) 3#–-– #V--2=0; 2) 4X-+4ყ-–3=0; 
3) 2(–– ყ= 0; 4) ყ+370; 5) X+3ყ–-–2=0; 6) 2X + ყ + 4= 0. 

10.19. 1) #= 5, 0 =-:3; 20=--+, ხ=2; 3) #=0, 6=3; 
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>..-.-_-_ 

ლ 
| 
ა 

“ა 
| C

ა 

10.13. 1) 

5 

ვ 

+ 2 –-. 10.14. 11V3»X–ყ–2=0; 2) X–+ 

+V 3ყ-–3/3=0. 10.15, 1) “. _ #9 I. ეე 2.1 .#--. 1; V ა) 3 2 + 8 

3) > 1 MM =1: 4) _%_ LM I, 10.16. 4V + 7ყ-–- 28= 0; 
_9_ ვ 1 1 

2 5 2 

4V –– 7ყ + 28=0; 4X –– 7ყ + 28=0; 4 + 7ყ--–28=0. 10.17. 4+-- 
–3ყ+24=0. 10.18. 1) 12; 2) 7. 10.19. X-+V-+4=0. 
10.90. X+ ყ-–-5=0, L--/4+1=0, 10.91. ჯ –-– ყ--–2=0, 

01 +V2)X+(0-–V2)/–2=0,(1-–V2)X+(1+V2)ყ-– 
– 2 = 0. 10.99. 3L-–- 2--12=0; 3L––- მყ-.-24=0. 10.95. XL +- 

+30--30=0, 3X+ 4ყ--60=0, 3LC-- ყ--–30=0, X--12ყ--60=2. 
10.91. 1) 2ჯ-––წყ--5=0; 2) X+–-3=0; 3) ყ+1=0; 4) 6X –– 5ყ -- 
+10=0. 10.95. 1) X--– 2/ +1=0; 2) 3ვჯ–-– ყ––3=0; 3) X--3=0; 

4) 51“ 2ყ/ =0. 10.26. 1) X+ყ–– 1=:0; 2) L--– 2=0; 3) X-2ყ=0; 
4 ყ––1=0; 5) X+<+ყ–-1=0; 6) 2X–– 3ყ-––6=0. 10.99. 1) 7; 

რ 

2) –->-. 10.30. 3X+4ყ--6=0, ჯL-–-6ყ--–2=0, 2X-–-– V+<7=0. 

10.31. (3; –– 1). 10.39. (4: –– 5). 10.88. (4,5; 1). 10.34. 1) ჰკვეთს; 
2 არ ჰკვეთს. 10.85. 1) 2X- ყ-+-5=0ე 2) X+Vყ–-2=0. 

10.86. 1) X-+–-V#-+-2=0; 2) V/3X–-ყ-–-2=0. 10.37. 1) პარა- 
ლელურია; 2) არაპარალელურია 3) არაპარალელურია; 4) პარალელურია; 

5) პარალელურია; 6) არაპარალელურია. 10.38. 1) პერპენდიკულარულია; 
2) არ არიან პერპენდიკულარული; 3) არ არიან პერპენდიკულარული; 

4) პერპენდიკულარულია; 5) პერპენდიკულარულია; 6) პერპენდიკულაოულა. 

10.89. =2 და თ=---?., 10.10: თ= უე და Cთ= 1. 10.11. 
3 

2 5 1) ----; 2 --. 1049. 1) »--2/ +4=0; 2) 3-6 ყ – 4 = 0; 

3) 2X+ 3ყ-–-–7=0; 4) 3X++ 4ყ+-26 =0; 5) X+1==0; 6) ყ–-–3=0. 

10.43. 1) X+– პყ-––8 =0; 2) 21–– ყ––8=-0; 3) X+ყ-––4=0; 

4) 6C+ყ–-11=0; 5) #ყ--5=0; 6) 3XL--1=>0. 10.44. 1) · 

ა 
> 

15
 

  

2 წ 7 16 2% V 
2) ––; 3) ––; 4) მ-”(Cდ ––; 5) მ–ისწ–––; 6) ––; 7) 2IC005 

) 2 ) 4 § 4 ) წ 11 ) 3 1: C
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24 7 
8) ვმIC(C8; 9) მ2L0005 ––-:; 10) 02I0005–––--. 10.45. 1) 3; 2) 1; 

25 V65 

ვ) 4; 4) = 5) -–; 6) V 5. 10.46. 13. 10.47. 10. 10.48. /–– 

11 – 
–- 35250 და 31+4ყ--9 = 0. 10.49. ა) >: 2 2V5: მ) –– ; 

4) 22 . 10.50. 40. 1051. 3+L+4ყ+15=0 და 3X-+ 4V/-–– 25=0. 
5 ა 

10.55. 1) 3L-–– 2ყ/-–– 7 =00;; 2) 5%+V-–– 7 =0; 3) 81+-12ყ-+>- 5=0; 

4) 6X –> 39/–– 7 =0. 10.53. 3ჯ -––6ყ+16=0 და 6 + 12ყ +23=0. 

10.54. 11. 10.55. C(2; –– 1) და C(--: ს ) 10.56. C(4; –– 10) 

7 
და 6 (-“-; >)' 10.57. 5X-- 2ყ–– 33=0, X+4/-– 11=0, 

7:+--6ყ+33=0 10.65. 71 -–-- 2ყ--–- 12=0, 5 + ყ–– 28 =0, 
2--– ვყ-- 18=0. 10.59. X+ყ-+ 1 =0. 10.60. 2X + 3ყ –– 1=0. 

10.61. (0; –– 1), 10.09. #(1; 0) და #(6; 0). 10.63. ( –-2; 1). 
10.04. (–– 12; 5). 10.05. (10; 21). 10.00. (3; 0). 10.07. 3+X–-–#V + 

+6=0 10.08. 8(0; 4), L(C– 1; –-–3),.. 10.60. C(–-5; 0), 
სX(-2; 42 და C(2; 6), #XX6; 2. 10.70. 17X-- 40ყ + 52 =0. 

10.71. X+ ყ-–– 4 = 0. 10.79. XL––3=0, ყV––4=0. 10.73. 2X– 
–ყ-1=0. 10.71. XL--ყ+ 1=0. 10.76. 4X + 3ყ-– 11 =-0, 

X+<+ყ+2=0 3X+-2ყ- 13 =0. 10.76. 22X + 133ვყ-–– 35 =.0, 

5“ ყ+3=0, 17 +34ყ-–-–38=0. 10.77. XL--3 =0, ჯ+ყ – 
–3=0, ყ =0. 10.78. 4X–++3ყ-–-– 8 =0, ყ-–– 1 =0, 5X43ყ-––9=0. 

10.79. უფ. 10.8ი. 5X-+ყ ––3=0, L–– 5ყ/–– 11=0. 10.81. V10 · 

10.89. 2X-–-– ყ––5=0. 10.83. 5 –– 3ყ + 2 =0. 10.81. 4X + სწ –– 
–3=0. 10.85. XL--5=0. 10.86. X-- /M=0, X+5ყ--15=0, 

5 +“ ყ–-14=0. 10.87? (-– 15; –“– 1მ),.. 10.88. 4L+3ყ--1 =0, 

3ჯX –– 4ყ ++ 32=0, 4X+3ყ ––-– 24=0, 3X–– 4ყ-C 7=0, X+ჰ<7ყ–– 31=0: 

10.89. 3X +. 2ყ =0, 21–– 3ვყ/–– 13 =0. 10.90. (2; 1), (4; 2), (––1;7), 

(1; 8). 10.91. (1; –– 3), (––<2; 5), (5; -––59), (8; –– 17). 10.99, ჯ-–– 

–ყ+-2=0, L--– 5ყ--6=0, X+< ყ=0, X–-– 2ყ =0. 10.93. 3ჯ-–– 

–5ყ+4=0, X+7ყ-- 16 =0, 3ჯL--– 5/-––22=0, Xჯ +.7V/ +105=-0. 

6 
10.91, Iს = MM = "7 5. · 10.95. 2I0005 -- · 10.96. X--–-5ყ+3=0 

და 5X + V/-–-11=0. 10.07. ყ/-–2= 0 და V 3 X+Vყ+3V 3--2=0. 
ვიე



10.98. 2X--– ყ =0, 3X +ყ-–-–20=0, X–– 3ყ + 20=0. 1ხ.ი9. 3X-–– 

–-4ყ+15=0, 4C+3ყ-–– 30=0, 3L–- 4ყ--–- 10=0, 4X –– 3ყ–-5:=0. 

10.1ი0. 2X+–- ყ-–16=0, 2X+ყ+14=0 X–- 2ყ--18 =0. 

10.101. 1) 4+–-–4ყ+3=0, 2L+2ყ ––7=0; 2) 4:+-1=0, 

8ყ+13=0. 10.102. ჯ“– ვყ--– 27=0. 10.10. 6X -L 17ყ–-15-:0. 

10.104. X+2ყ-–– 2=0, X-–-– 2ყ+2=0, 2X +ყ –– 4=0, C(–: 8. - 
5 / 

10.105. 2L–– ყ–2=0, 2X + #/ +2 =0. 10.10ი. 29% -–– 2ყ + 33 = 0. 

1 
10-1071. (–-; +) · 10.108. 3X -L 4ყ –– 15 =0. 10.1ი09. C(–6; 6). 

10.110. 2X + ყ– 3=0, ყ––5=0, 4L–. ყ/––15=0. 10.111. 3; -- 

+“ 1ყ–-22=0, 2L-–– 7ყ--–5=0, 3+5ყ--23=:0. 10.115. L + 
+3ვყ- 8=0, X-- ყ=0, 71+5ყ--8=0. 10.113. X-+ 2ყ = 0. 

10.114. 2X-–– ვ, + 7=0, 6(+5ყ--–21=0, XX 4+-2ყ=0. 10.115. 

4--–- ვ3ყI+-10=0, 7X-“-ყ-––209=0, 3ჯ+4ყ-––5 =:0. 10.1!0. 2V--. 

– ყ+3=0, 21+V ––7 =0; X-––2ყ--=-6= 0. 10.112. 4C-- 7ყ–– 

–1=0, ყ--3=0, 4X+ 3ყ-–-5=0. 10.118. 3L-- 7/ყ--5.= 0, 

ვს + 2ყ--–109=0, 9X+11ყ+ 5=0. 10.119ი. X-–-– 3ყ--23= 0, 

7X -L 9ყ + 19 =0, 4X +3ყ +13=0. 10.19590. L-- ყ–-–7=0. L- 

+7Vყ+5=0, ჯ“–- 8ყ/+20=0. 10.191. 2 + 9ყ--65=0, 6L-- 

–7ყ--25=0, 18X + 13ყ--41=0. 10.192. 1) (2; 0). 2) (2; 0)- 

10.198. 1) (0; 1). 2) (0; 10). 10.194. (2; –1). 10.195. (2; 5). 

§ 11 

11.1. M,ე და M, წერტილები მდებარეობენ სიბრტყეზე, ხოლო „VI, და 

/Mვ წერტილები არ მდებარეობენ. 11.9. 0” = 5, ხ=–3, 0C=10. 

11.3. VI(1; 1; 1). 11.4. (6; 0; 0), (0; –– 12; 0), (0; 0; მ). 11.5. 

1) 2X+ 4/+ 57-–7=0; 2) 5--– #+ 42=0. 11.6. 7X-- 2ყ/--22=0. 
11.7. 4«--2ყ/4+--52+15=0. 11.8. 1) 9X+-– 5ყ-–-32--2 =0; 

2 5X--ყ–- 4-51=0. 11.9. 7X-- 44ყ+22 + 41 =:0. 11.10. 

6L + 5ყ--77--27=0. 11.11. 1) პარალელურია; 2) პარალელურია; 

3) არ არის პარალელური; 4) პარალელურია. 11.13. 1) ძ=-- 4,5; ხ-=6; 

2) თ= –-4; 06 = ნ. 11.13. 1) პერპენდიკულარულია; 2) არ არის პერ- 

პენდიკულაოული; 3) პერპენდიკულარულია; 4) არ არის პერპენდიკულა- 

რული. 11.11. 1) ძ=–-26; 2) თ0=2 და ძ=3. 11.15. 3X+2ყ--2=0. 

11.16. 42–-ყ+32-21=0. 11.17. 112+5=0, 2) ყ–-–4:=0; 

ვა X+4+ 2 =0. 11.18. 1) თ= 2; 2) თ='1, ძ=4; 3) ძ= 6; 4) ტ0 = 0. 

11.19. 1) #+ 42=0; 2) X-–-– 22 =0; 3) 4+–– ყ=0. 11.90. 1) 0= 
= - 1,ხ=1; 21 ძ=-–-2,ხ=2; 3) იძ= –-4, 6ხ= ––2. 11.91, 
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1) 2ყ+2-- 1=0; 2) 2L-–-37+7=0. 11.95, 1) XL“. ყ+.2 = 0; 

2) L–- ყ–– 27-+5=0. 11.53. 1) #-+ 2=0; 2) X–“– 4ყ–– 77-–– 15=0. 

11.21. 1) 2X+44/+52+1=0; 2) #ყ+2+1=0. 11.55. 1) X+ 

+ 2ყ-–- 37 –- 7 =0; 2) 3ყ++22-–– 1=0. 11.56. 1) 5X-–– პყ-+-2-––2=0; 

2 2X-–-Vხყ-1=0 11.92. 15X+ 10ყ--62--60=0. 11.98 

  

       

  

4 25 წ : 2. 
1) მ(Cლლ005-“ ; 2) მIC005->-– ; 3) ==; 4 ––-. 11.99. მთოთავ 

= 

ჯ “ 2 ჯ 
11.3ი. 1) - > +." +.“ =1. =1; 3) =.+ 

) 6 + 8 4 –-10 10 

I 2 Xჯ ყ 2 
: –-–=1 – =1. 11.81. 6: 54; 72. : – + “26 ; 4) – _– + ; 54; 7 

3 3 5 

–>>>>>33>)–– 
3 –4 1 –2 ვ –5 

ჯ ყ 2 
11.35 505 5 11.30. 3ჯ+–- 31 +22--=6=0 ღა 

6) 3 

ვა – ვყ-- 50 > =0. 11.87. 3პვ3L-–- 6ყ--– 22-–-–6=0. 11.38. 3X- 

+ „3 რი 3-6. 11.89, 4X–– ვყ -++ 137-L 10=0. 11.40. 95ყ/ –– 
–77:-+-13=0. 11.41. 7:--7ყ+-72-2= 0 11.45. 4 +–- 30 

–-22--1=0. 11.43. 5L+ ყ-++2+2=0. 11.44. /2X + Vყ + 

+2- 5=0 და (3V2--4)X+(2/2 –– 3)/ +(2V/2--–3)2+ 
–2V2-9=0. 11.45. 1) ეკუთენის 2) არ ეკუთვნის. 11.46. => 

18 
= –-5, ხ= –– 11. 11.47. 1) 2; 2) 3; 3) 4; 4) –. 11.48. 1. 

'V/38. 
11.49. 1) 2; 21 4 11.50. 8. 11.61. (0; 0; –-– 2) და (0; 0; 3). 

4 
11.52. (0; -- 2; 0) ღა (თ თ-6 ---; ი). 11.58. (3; 0; 0) და 

1 

(–--; 0; ი). 11.5ჭჰ. 1) 5X+20)--2-- 7=0; 2) 87 –- 4ყ + 

–122+4+7= 0. 11.25. 2 2ყ-––2--18=0 და 2-2 

–72-“+-12=0. 11.56. 1) 3ჯ-–-ყ--62--–9=ეღა 7L-- 3ყ--424+-:3=-C: 

2) 17IL-––- 5ყ-- 47 –- 27=0 ღა 7X + 350 -142--–- 331 -- 0. 11.57. 3L-– 

–- 2ყ + 62 –- 21 = 0 და 182X + 28ყ –- 4387-- 591 =0. 11.58. 2L-– 

–6ნ6ნყე-37+19=0 ღა 6XL-–- 3ვყ--22+18=0. 11.29. L-- 2ყ/ + 

-–=2-2=0 და X-50/- 42-20=0. 11.00. (–-3; 1: ––-2). 

11.63. 1) 2>-7; 2) ძ= 7, 9 = 33; 3) 02 =7, 965323. 

C
.
 

ლ
 
ო



§ 19 

19.1. 1) სიოი- 2 სერი ვ ცოიმლნ 

  

  

    

5ყ-+7-+10=0, ყ-C32-L9=0, 2ყ-+37-5=0 

თ+M- = 18.9. 1) Iყ=2(+3 2) Iყ-=–-3/ 3) 1ყ=11/+7 
V+>+- 0. = 2=1-L4, 2=(1 

= 1-2 

ყ=- >! (-2 19.8. 1) 2+2--9-1 2-4. ე X-2 ყ+3 _ 
2 1 –3 0 –2.. 

_ ვე #= 8. V+20 _ 2. 4) ჯXჯ-3 ყ+10 _ 2 

1. ' –5 13 1 ' 3 –0. 1” 
19.4. 1) გადის კოორდინატთა სათავეზე;, 2) პარალელურია 0X ღერძის; 

3) პარალელურია 0ყ2 სიბრტყის; 4) პარალელურია 0Vყ ღერძის; 5) ემ- 

თხვევა 02 ღერძს; 6) 02 ღერის კვეთს მართი კუთხით; 7) მდებარეობს 

  

  

  

    

      

    

      

  

    

0ყ2 სიბრტყემშ. 149.წ. C=--; 8=–- –- 19.0. 1) #+2-. 

=V9-1. 2-3. ფუ X-3 V#+1 2-2 19.7, +-=2-, 
1 –- 1 0 2 –2 V 2 

_______ 
–1 1 1 0 0” 0 

––_–___---- _ 
1 0 0 0 1 – 

X=2–-–-4 
=#--2 -2+3. 2 X+5_ ყ _2 3, ვ) | ყ=--(+C1 

X» = 

– –_ 2 –2 აII--., ი%-4 9-1 2+2. 0 1+3 V 2-2. 
2=5--1 1 10 7 1 7 5 

1 – – – -L 1 –.____–__________ 
7 1 5 1 –- 11 8 

XჯX=3–2 
19.11 1) #--2-9ყ=2 2-2, 2) Iყ = ––1 19.19. 1) პა- 

1 –2 9 2=81-L4. 

რალელურია; 2) პარალელურია; 3) არ არიან პარალელური; 4) პარალელუ- 

რია. 19.18. 1) პერპენდიკულარულია; 2) არ არიან პერპენდიკულარული; 
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პ) პერპენდიკულარულია; 4) პერპენდიკულარულია. 15.11. –ა=9-=- · 
_– C 

-_-_________ 
4 ვ 2 3 2 2 

_ _ -I- _ ჯ – 7 2 
=5 1. 2? 3 Vყ+1 2 –_ 1212.     
  

4 –2 3 4 3 0 2 

1 
15.18. 1) არ მდებარეობს; 2) მდებარეობს. 12.19. #ყ=–-4; 2=-- · 

19.90. 1) (0; 23; 9), C. 0; -–), (L; ––2; 0); 2) (0; 2; – 3), 
ვ 

_ –- 1: · ვ 0:-- :--6 , 3; 0: –- 12), 
(3; აე, I; 0); ) ( :–“ ) ( ) 

ი! ). – 6 – 6, (3; 0; 12, (1; –– 4; 0) 

CC 0; –-–-). 19.99. (0; 1; 3), (2:0; –– 1), (>:+ ი) · 
5 >) 2 ' 2 

8. 16 X2X-+4+4 

ვ” ვ 6 
  195,%–54. 1) თ=-–12; 2) ძი= 

  

თებიან; 2) არ იკვეთებიან. 19.98. 1) # = –- 3; 2) M = 14. 19.39. 7. 

XჯX=6(+1 Xლ=ლ=–-54+61 

12:32 19.30. 526 19.31. I)ყ= –-6(--3 ყლ=3--8I! 
= 3ჯ + 2. 2=--3--4/. 

§ 1: 

2+2 CI
 

ლ
 

  

    13.1. 1) ;   X-3 ყ+! 2-4 2) –2X« _ = .· 

2 _ 3 1 6 2 0 

13.9, 1) 3ჯ-- 4ი–-42-- 4=0; 2) 3X + 2ყ –--– 22+ 2=0. 

1 
13.8. 8=12 C=--ვ. 184. 1) მ(C§0--- ; 2) –. 18.6. 1) არა- 

პარალელურია; 2) პარალელურია. 18.6. 1) /: = 4; 2) /#/? = –- 12. 

13.8. #4 =- >, 6=-7. 18.9. 1) (1; –– 4: 1); 2) (9' 1; 2) 

18.10. 1) (–– 1; –– 4; 9); 2) (2; 5; –“ 3? 18.11, 404 #9100-<, 
ვ 
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X-–-4 2-5 = == V.- , § -ყX13 2-5 კვე X+1 
2 0 5 0 3 ' 5 1 

  
  

_ყ-–3 _ ლი 13.13. 1) (1; 2; 6; 2) (=–3; –– 11; –– 1). 

18.14. 1) (1; ––6; 2); 2) (1; 3; 0). 13.18. 1) (1; –– 1; 4); 2) (0; ქ; 5). 
X-3 ყ+4 2+2. 

5 2 · –3 

  

  18.16. 1) ჰკვეთს; 2) არ ჰკვეთს. 18.17. 1) 

    

2 5 –5 1 _ 3 2 

–+- 13ყ-- 424–-– 1=0. 13.91 “- = აღლ =--–-. 1ვ3,99. 4X- 
–_–_ 7 , 

–+ 5ყ –– 227-L 6 = 0. 13.93. 1) 16X-–– 19/ –– 147 + 75 =0; 2) 11X-–- 
–7ყ--–2 +21 =0. 13.54. ჯ-–-– 2#/+2-1 =0. 13.25. 1) X-–– ყ–– 

– -27-++5=0; 2) 5X+9/ყ+62-–-16=0. 18.96. 1) 1/29; 2) V26 . 

  

– – 81 18.97. 1) V29; 2) #11. 18.98. 25. 18.99. 1) –---––; 2) ქ, ) V ) V . 781 ) 

18.80. X+3 _ ყ+3 _ 2-4. 13.31. ჯX-– 3 ყ+ბ4ე 2-9. 

§ 0 –-ვ 2 - ვ 6 

18.39. 5-2 = #+. =--“. 13.83. 1) (1: ––1; 0); 2) (––4; 7; 0). 

18.84. 1) (0; 7; 5); 2) (0; 0; –- ვ): 18.85. (-- 2; –-2; 5). 
18.80. (––1: 3; –– 2. 

§ 14 

14.1. "1) X#?2-L ყ?=4; 2) (X-C 3) -+- (ყ-–-– 1)11= 16 14.9. 1) წ” -- 
–+(ყ--2)1=10; 2) (X+ 2) +(ყ --1)1= 37. 14.3. 1) (L-- 1171 -+> 
+(ყ--3)7=5; 2) (X-– 2)” + (ყ + 1)? = 20: 14.4. 1) X” -L ყ?= 52; 

2 (X+2)1+(ყ--–1)1= 10. 14.5. 1) (V–– 5)1-- (ყ–– 3)? ==25; 

2) (X-+10)? +(ყ-–- 8)? = 100. 14.6. 1) (X--–1)1+(/+ 1) =8; 

2) (X + 3)? + (ყ––1)7=834. 14.7. 1) (X+1)” +- (Vყ-L 2)? = 45; 

2) X-–--–- 2? +ყწ= 13 14.8. 1) (X-– 3) + (ყ - 1)? = 28; 
2) (+--2)1+ (/ + 3)?= 22. 14.90. 1) (X--3)? + (# + 2)3 = 10, 
(X-- 1) + (ყ–-– 4)7=10; 2) (+–-–4-'+(ყ+ 1)1=25, (X+ 2) + 
-L(ყ--7)2=25, 14.10. 1) (+X-–– 3)2-+-(ყ –– 1)2= 8; 2) X2-L(ყ-–- 4)2= 26. 

14.11. 1) («-– 1)ზ-+ (/ + 3)1= 13, (+– + (#+ 111 3“ =11, 
· :. 13 13.) ' 

20. ს. თოფურია 305



2 თ-- ებ+V=5(X+ +) +(-<) = 5. 14.19. ((+1)2+ 

LC (ყ-–– 3)1= 5. 14.18. (X-L 1) + (ყ/.–– 2)? = 5, ((+- +) + 

2 

+(: –- სი) == „14-14. ((-–2)1+ (/ + 2)? =4, (+-- 10)? + 

+(C + კუ: 100... 14.1ბ (C–-–5) -- (#/+-– 1)? = 13, (X-–– 109)? + 
+ (ყ ++ 105)? = 21853. 14.16. 1) CC; –- 3), #1-=4; 2) C(3;0), 11=2; 

ვ) C+X0; –-2), #=4, ი0(-- :4), IL =1. 14.17. 1) მდება- 

რეობს წრეწირზე; 2) მდებარეობს ს ხრეწიბის შიგნით; 3) მდებარეობს წრე- 

წირის გარეთ; 4) მდებარეობს წრეწირის შიგნით. 14.18. 4X -––- 3ყ--15=0. 
14.19. X-+-V +– 1 =0. 19.90. 6. 11.91. 1) 2; 2) 9. 14.99. (X-–-2)?- 
–(ყ--6)1= 8. 14.98. 1) (3; 4), (0; 1); 2) (1; –– 3), (9; 5). 14.94. 

1) არ იკვეთებიან; 2) იკვეთებიან; 3) ეხებიან; 4) იკვეთებიან; 5) არ იკვე- 

ოებიან; 6) ეხებიან. 14.55. პკვეთს, როცა ხ<-= ან #>>2; ეხება, 

როცა ნხ=- > ან #= 2; არ ჰკვეთს, როცა – -<6<2, 

11,960: ჯX--. 4#-–-–11=0. 14.97. 4L4+ 3ყ--16=0. 14.98. 12. 

14.99. V65. 14.30. 10. 14.81. 3X+-2ყ-L-5=0, X + 18ყ –-85=0. 

§ 15 

3 
15.1. 1) 02 = 5, 0=4, #, (–-3, 0), ”5(3; 0), 2=--, #=5+%4- 

2) თ=3, ნ=1, ჩ,(–-2V2;:0), ”M#(2V/ 2;0)0 2= 2V2 X=XL 

9V2 . 1 1. ე / უ/3 V3.. 
C-ს მ) 2=--, ნ=<-, ჩ(-“–>-;0 ი); # (X ი), 

  

  

  

/3. /3. _ 
(=+.-, ჯ=+-219; 4 0=მ, ხ=4, 80; –V 7), 

_V7. . 16% 7. _ ( == 
#, (0:V 7), 0=“---:ყ=X--> · 18.9. 2V3;--> 

3 ჯ? ყ? ჯ? ყ? ' /2. > ე +“ ე 20 ე #9. _ ღა (2) 1; 15.8. 1) –- + --=1; 2) <- + ე 1; 

- ჯ” ყ? ჯ ყ? V?, ყV' 8 ––=>>– = 1; 
125 + 25 , 64 + 15 / 100 + 36



  

  

  

  

  

  

  

ა 2 ა 2 2 2 

9 ““ M..) 1 “LV I) 3 # 1; 
36 20 45 ' 3 180 36 
ჯ ყ? ჯ? ყ?' ჯ“ ყ? 

1) ბმ... #..-- I 12 XX =1: 11 “CC M# =1 
45 4 ' 42 4 ,' 1 

წ /' · ყ' =. ყ? 
16.4. 1) + # =); 2 8C MM =1: 3 > + M#. 1, 

25 8) 16 ' 1-3 
ჯ“ ყ? ჯ? V %. ? –_–_–_–მ.-–“-” = 1; 
15 64 ' 1-6 ' 3 + 10 
ჯა ყ? ჯ? ყ? ჯ? ყ" 

7) ერი –-= 1; „ა– “+ = 1; 9 – _–- = 1; 

72 "81 . “ვ 144 აი 1-8 
ჯ? ყ? 

სგადCდდებებბეეესეეი “ს. 
48. 64 

15.9. # და მდებარეობენ ელიფსზე. C და # მის 'მიგნით, ხოლო 8 და 

# მის გარეთ. 15.10. ) + წი =1 ელიფსის ზედა ნახევარს;   

  2) + -> -#_ = 1 ელიფსის ქვედა ნახევარს. 15.11. X= 2, 3X ––- 4ყ-C 
9 

+ 6=0. 15.12. 6: 10. 15.13. 20. 15.14. 9. 15.15. 20; 12. 
15.16. (6; V2)), (6; ––V21). 15.17. (2; 2V 6), (2 ––2V6). 

· V3. .. V 2... V 3. 
15.18. 1) >; 2 –>-; 3 –; 

(4; 0). 15.20. ჰკვეთს, როცა |/1!| < 3; ეხება, როცა #7 = + 3; არ 

ჰკვეთს, როცა |/1| >> 3. 15.21. X + პყ––6=0. 15.54. L-- 2ყ-–-–8=0 

და L-- 2#/-+-8=0. 16.9. X + მყ –- V13=0 და X+-3ყ+V13=0. 

15.96. VIC––4; 6); 2V 5 . 15.27. 2; + 3ყ-–-– 15=0, L--6ყ-– 15=0. 

1 
; 4 >. 15.19. (-–2; 2); 

  

    

  

15.28. _3_ · 15.39. + MM I, მითითება; გამოიყენეთ 
#10 0 ' 4 

ამოცანა 15.3C-ში მოყვანილი ელიფსის თვისება. 15.33. = + + = 1 

#“ ყ! # M. იჯ , ყ? 
15.34. 1 –– =1; 2) --–--–- + ----=1 -–=– =1; 

ებ + 12 5196 ლ. 400 9 
. ” ჯ? ყ? ..” 

ვ). + .-- =1 ა ==. =1 15.35. „-- =1. 
. 72 ' 9 ა 2. ' 5 
15.38.-4: 2V3. 15.39. 6090. 15.11. 6V 3; 9. 15.48. 309. 
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§ 16 

16.1. 1) ი=12, ხ=5, ()(–-–13: 0, /V(13; 0), C=--, 

144 
2 =1, 95=2, – V5; , 13 ) ი „IM ( V 5 0) ყ=2+ ---X »ჯ= + 

_ ; , 

#:(V 5; C,6=V5, ყ/=+2%#=+VM2 3) ძ= >, ხ=–-, 

რ == რ(- 0, 4=--, ყ=2+-404%X#=+-3.. 

  

  

  

. 5 ვ 
4ძი=8,ხ=6, #1 (0; –- 10), ჩი (0; 1C), =>. #M= +-–--X, 

· 2 2 

ყ=35-3,66. 16.9. (=-4; 1), (––4; –-1). 16.8. 1) 5-4 = 1; 

ბ 2 2 ვ 2 2 

ა––ძიიიიიიი-–ეიიო.,,'ს"!,",.."იი...-.......–-.–– 
- 45 4 2 39 256... 75 · 

2 2 2 2 2 2 

ლ–ოძფძფლფპძწ/”“”წიწიწიწ”წ”წ”წ”წ“წ“იწი””იიი.'იქ-.-=-. 
ნირი 17 16 9 144. 81 

2 2 2 2 2 2 

-.–-<-----_ 
22 40 ვე 45 4 "16 

2 2 2 2 2 2 

ე–ო–უ–იიიი)ი..““. 
100 300 25 144 16 3 

2 2 3 2 2 

–––-–__222-3-ქ--______ 
404 6 32 8 4 16 

2 2 2 2 2 9 

ფუ 2. M.  . ვ 71... V.- 1 ცტ. ს. V -. /. 
4090 9 5... 9 133 3 

2 2 2 2 2 2 

უღ–_––უუუაიიიი:..იიიიიიიიიიიიიიიი 
ხნVCდ 25 ნი 36 25 144 

2 2 2 2 2 2 

__-___–._ . . __._. 
2 80 102 64 ვ 45 
ჯ? ჯ? ყ? ჯ? ყ? 

11) ––- –- ყზ= –-1: 12) ---- -- .= =--.1: 13)----,--–.“ =--1 

ევ ; 125 9 ) ვ 25 
2 2 2 2 

1ე 2. I 10 - . % –. 1. 10.6. 1) 84; 2) 6. 
9 5 2. 12 

2 

16.7. 1) 60; 2) 8. 16.8. 9. 16.9 5; 11 16.10. 1) -“_-- # =1 

308



ჰიპერბოლის ნაწილს მოთავსებულს ქვედა ნახევარსიბრტყეში; 2) > L =1 

პიპერბოლის ნაწილს მოთავსებულს ზედა ნახევარსიბრტყეში. 16.11 2X + 

+11ყ+12=0, 2ჯ“–- ყ--12=0. 10.19. 10; 3910. 16.11. 609. 

  

2/> 
16.11. 6= ICC ან ტ=2. 16.10. 7. 16.17. 26. 10.18. 15; 35. 

16.19. (10; 6V 7), (10; ––6V7), (–<6; 2V15), (–<6; ––2V15) 
_ = V6 

16.90. (––<4; 2V14), (<4; ––=2VM14). 10.91. 1) 2; 2) –>; 

2 2 “2 

ვ) 3; 4) 4. 16.99. ჯ? ყ?=8, 16.9ვ, “ ა M# 1, 1694. 
22 20 36 

_–-.--_ 
12 14 18 2გ8გ 84 

16.30. (5; –– 2), (–– 10; 8). 16.31. 1) ჰკვეთს; 2) ეხება; 3) არ ჰკვეთს. 

16.39. ჰკვეთს, როცა III >>V 119 ; ეხება როცა III = V 119 და 

არ ჰკვეთს, როცა | ი1| << V119 . 16.33. 5X + 3ყ + 5=0. 16.39. 2X-- 
+ყ + 8=0, 2X+<ყ-- 8=0. 16.40. 3L-–-– ყ–-– 16=0, 3X–“– ყ/+-16=0. 

16.41. /I(8; 4), ––––– 3VX2 · 16.49. 5X +- 4/ –– 15=0; 13X--12ყ--25=0. 

10.46. ჯმ ყ? _ 2. მითითება; გამოიყენეთ ამოცანა 16.45-ში მოყვა- 
გ 9 

ნილი ჰიპერბოლის თვისება. 10.47. _- 9 =1. მითითება; გა- 

C .2 9 

მოიყენეთ ამოცანა 16.36. 16.48. > ს ყზ=1 და X ტ/კ 
5 10 9 

9 9 „9 9 
16.ყი. 1) >... ==) 2 “  . ./... 1 

5 4 8 33 

§ 17 

· (3; ––6), (3; 6) 17.9. 1) ყ?=-12X; 2)ყ'=--4X; 3) X"=8ყ; 

4) X ალ 20ყ. 17.8. 1) ყბ=16X; 2) ყზ =-- 28; 3) X? = 40Vყ; 
4) ჯ2= –– 24ყ. 17.4. 1) ყმ=16X 2) ყ”= –-32X, 3) X” = 12ყ, 

1 
4) »? =–- 4ყ. 17.5. 1) ყ?= 32X; 2) ყ1=-–4X;, 3) X#=--ყ. 

4) XX= ––- 20ყ. 17.6. 1) ყწ = 9ჯX პარაბოლის ნაწილი მოთავსებული 

ზედა ნახევარსიბრტყეში„ 2) ყ=X»ჯ პარაბოლის ნაწილი მოთავსებული 

ქვედა ნახევარსიბრტყეში; 3) ყზ=-25X პარაბოლის ნაწილი მოთავსე- 
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ბული ქვედა ნახევარსიბრტყეში; 4) ყბ = –- 12ჯ პარაბოლის ნაწილი მო- 

თავსებული ზედა ნახევარსიბრტყეში; 5) X?2 = 5ყ პარაბოლის ნაწილი მო- 
თავსებული მარცხენა ნახევარსიბრტყეში; 6) X»? = ვ32ყ პარაბოლის ნაწილი 
მოთავსებული მარჯვენა ნახევარსიბრტყეში; 7) X? = –-20ყ პარაბოლის 

ნაწილი მოთავსებული მარჯვენა ნახევარსიბრტყეში; 8) X2 =- 7ყ პარა. 
ბოლის ნაწილი მოთავსებული მარცხენა ნახევარსიბრტყეში. 17.7. 1) / (0; 8), 

X+8=0; 2) ჩ(0; –– 3, X#–3=-0; 3) ჩ(1:0), #V –– 1 =0; 
--ღღ-___ 

2) 4X + ვე + 4=0; 3) 5X--12ყ/-+27=0; 4) 3X + 4ყ + 5=0. 
17.0. 1) 9; 2) 8. 17.10. 1) 10; 2) 7. 17.11. 1) (9; 6), (9; ––6); 

2) (––- 5; 10), (–-5; –– 10) 3) (–-8; 4)/ (8; 4); 4) (––10; –– 1), 

(10; –– 1). 17.15. 1) (1; –– 4), (4, 8) 2) (––4; 2); 3) (––1; 3); 
4) (6; ––9?9, (10: –– 25). 17.13. 1) არ ჰკვეთს: C კვება: 3). ჰკვეთს. 
17.14. ჰკვეთს, როცა |#I>> 2; ეხება, როცა I?) =-2; არ ჰკვეთს, როცა 

2 
IწI<<2. 17.15. ჰკვეთს როცა ხ<--- ეხება, როცა ხ= –-;: არ 

5 

ჰკვეთს, როცა ხ>-- . 17,90. 1) 3X-L 4/-+12 =0; 2) 4+(–– 3 – 

– 24=0. 17.98. 1) 3ჯ(--ყ+20=0; 2) ჯ--2ყ/ +7 =0. 

17.94. 1) 3#--4ყ-–40=0; 2) 51––-2ყ--75=0. 17.9წ. M( >. 6), V17 - 

12.50. 3ჯ––ყ+4=0, 2X–- ყ+-6:=0. 

        

§ 18 

13-––- 12ლ05დთდ 13 +– 120ლ005C 

18.98. 1) 0= 18 : 20=– 18 „· 18.8. 1) 0= 
4-––-– 500506 4--–50050 

16 16 6 
ლ–-ეეე,),6ა 5696სას6სჩ6(” ( 9585 „#20=– „· 18.4. 0=-–----, 

34+50095დ 3 -- 5005დ 1--ლ05 თ 

18.ნწნ. 1) ელიფსი; 2) პარაბოლა; 3) ჰეპერბოლის ერთი შტო; 4) ელიფსი. 

16.6. 10; 6. 18.7. 8; 15. 18.8. | 2; –-), (2 -– . 18.0. (3; =“ 
3 3. 6 

C =). 18.10. (C--): წ · 18.11. 1) (+-.»); 
3 ვ 2 · 

2(55). C+3) 18.18. ი=-– ? 0ი= 2? , 
2ლ005დ 10 C05 დ



194 144 156 
  18.18. ზლაე-– ... _, == , =–.::......... 

13ლ005დ წ 130050 ჩ 559ით–- 120050 ” 

156 ხ? 2 
=- --  “ იპI”>სჩჯვშჰიილიე-  'ხა"'ხ' ”“'ო”7წ>71818.ი“= 

5500 +12ლ0050 1–- 00510 , : 
= ტწხწ ს. კ·ცყკეი= 200059 

6? 605? დ –– 1 5102 დ 

§ 19 

19 ) 1#=XV +2 2 ალღო. ვე |X=X+2 

” Lყ=V+5, ყ=Vყ +4, Lყ=V –-7, 
= XX –- 5 გ |%X= X 195.9. 4 (C–3; 10), 8C-7; 2), CI––2; ––3), MX(C-–-9; თ). 

?V= ყ'–-11. 
19.8. #4 (–2; 8), 8(0; –– 10), C(–-8; ––2),, L#M(C-–-11; 2). 19.4. 

1) 0'(7; 1); 2) 0'(–9; 0); 3) 0' (2; –– 3); 4) 0/(-- 15; ე? 
· V3 , 

X=-ა-#+ –V” 

19.6. 0'(=-4: 5. 19.6 +=X-3 7) .წ. –- 4; 5). .6. „7. = 
· LV= ყ'– 6. =179+L წ /, 

ყი) 2 V. 

„- V2V V2 
გ |I=– ვე |# = –# 4 თ-. 9) 2 2 

20- აღა“... _V2 ,  V2. „ 
M-“2 2.7 

1 _ 

»= 4V+V2/ _ _ 

6) __ 19.8. 4(––7; –– V3), 8(3; –– 3#/ 3)» 

== _ V3. X- =”-V · 

CC–3:V3), 8(-–-2V3:10). 19.9. 4(2V3; –-2), 8(–-4V 3; ––12), 

C 6; 2V3), 0(4V 3; –8). 19.10. 1) 909; 2) 1809; 3) 459; 4) 2103. 

5 12 1 3. 

#52 53-V |.–-+ 9-7 
19.11. 2 5 19.19. 1) /3 , 

, , 3 
= --V/#V –-–-/. | = + – /!, 

#- 36 153 ყ–1+-25-X+5V 

Xჯ ==3 -L –X 5 V 

2 19.13. 4(17: ––3ვ),, 8(-–-6; 8). 
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19.14. 4(7; 17), 838(–-12; -–- 5). 19.15. 1) C/(3; –– 1), = 909; 

2) C” (–-5; 0), თ=1809?; 3) C0' (1; 1), თ=609; 4) C" (5; ––2), თ=1359. 

X=1 +- XX -–_ > ,' 

19.16. ' 19.17. 4(3;3), 8 (8; ––1), C(2;––1), 

ყ=2+-X+ --V. 

ს(063+4V/3; ვ) 19.16. 4(3 -), 8 (2; 29), C(L-- , 

ხ(თ 5): 
ვ 

§ 90 

90.1. 1) წირი ცენტრიანია; 2 წირი უცენტროა; 23) წირს გააჩნია 

ცენტრთა უსასრულო სიმრავლე; 4) წირი უცენტროა. 90.9. 1) (1; 2); 
2) (--2; 3), 90.1.: 1) X – 2/--3=0; 2) 4-–-–4ყ--3=0. 
90.4. 1) 3X?9 -L 4XV+5ყ“ –– 12=0; 2) 3ჯ” -10X/V'-+ 7ყ' +-6=0. 

90.5. 1) #73“ –-8; 2): 71 = ––- 8, #2 --; 3) ო=-878=--. 

90.6. 1) ელიფსური ტიპი; 2) პარაბოლური :ტიპი; 3) ჰიპერბოლური ტიპი; 

4) ჰიპერბოლური ტიპი; 5) პარაბოლური ტიპი: 6) ელიფსური ტიპი. 
„/? 2 

90.7. 1) ელიფსი: –- + -+--= 1; 2) პარაბოლა:“ ყ/” = 4; 3) ჰი- 

(L2 „2 2 

პერბოლა: –- ––“–-=1; 4) წარმოსახვითი ელიფსი: 2 2 + 2 =   

  

= –- 1; 5) წარმოსახვით გადამკვეთ წრფეთა წყვილი; 2X'? IL ვყ”? = 0; 

ი) გადამკვეთ წრფეთა წყვილი: 4” ყე =0. 90.8. 1) ელიფსი 

  

  

  

  

#2 “4 = 1; 2) ჰიპერბოლა: · = # = 1; 3) წარმოსახვით 

გადამკვეთ წრფეთა წყვილი: XI" + 4 ყ” = 0; 4). გადამკვეთ წრფეთა წყვი- 

ლი: X? – ყ?=0. 20.9. 1) ელიფსი: X + V = 1; 2) ჰიპერბო- 

ლა: XI –- “ = 1; 3)” პარაბოლა: #'= 2X”; 4) წარმოსახვითი ელიფსი: 

2X” + ვყ? = -- 1; 5) წარმოსახვით გადამკვეთ წრფეთა წყვილი: X” -- 
+2ყ” = 0; 6) გადამკვეთ წრფეთა წყვილი: #" -4ყ” = 0; 7) პარა- 

ლელურ წრფეთა წყვილი: X 1 = 0; მ წარმოსახვით პარალელურ 
წრფეთა წყვილი; ყ” + 1=0; 9) თანამთხვეულ წრფეთა წყვილი: ყ”” = 0. 
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ვ 91 

51.1. 1) XL + ყ?-+21=25; 2) (X -L 2)? -L (I ––- 3)?- (7 -L7)1=16. 
21.5. 1) XX-+-+CV +-2)1+(2--–1)1=26; 2) X +1)1+C–-– 71 + 
+(+2)პ7?=176. 291.3. 1) (Xჯ-L 1)2-L (ყ -L 4)?-L (7 –– 3)“ =14; 
2) X –– 11 +ყ + (2-–-–5)1=9. 91.4. 1) (X+1)1+ (#/-–– 3). + 
+ (2 -L 2)? = 26; 2) (X–– 3)? + (ყ-L1)2-+(2–– 4)2=9. 91.6. (X–-3)2+ 
+- (ყ + 5)? + (2–– 7)? =49. 91.0. (X-–– 2)? -L (/–– 1)?--(7 –– 2)2=49. 
91.7. (X–– 711 +C/ +3)1-- (2-–– 1)2-=- 9. 91.8. (X -L 1)?-L(ყ/ –– 2)? + 
(2 -+L 5)? = 50. 91.მ. X? + (ყ-+-1)?-L (7–– 2)2=4ვ, 91.10. 1) (X-–– 6)?2-- 

+(ყ--4)1+(2+8)= 36, (X –– 6)? + (ყ –– 4)? +(2--8)? = 256. 
2) (X–– 1)1+(ყ-–– 1)1+(2-–– 3)2=1, (X –– 1)2-L(ყV ––1)?-LC2 –– 3)2=225. 
21.11. 2. 91.19. (X-L 1)11-+. (#/ –– 3)? -- (2–– 2)2=4. 21.18. (X-–– 7)2?+ 
+(/-–-8)? -- (72 –– 211 = 121. 91.14. 1) C(7; ––3: 1), #=5; 
2) C (– 5; 0; 8), I =9; 3) C(C–2; ––3; 5), /#= 1; 4) C (–– 4; 3; 0), 
#= 5. 81.16. 1) მდებარეობს სფეროს შიგნით. 2) მდებარეობს სფეროზე. 

ვ) მდებარეობს სფეროს გარეთ 91.16. “ვ. =C- .=--., 

21.17. 1) 8; 2) 4; 3) 13; 44 0 91.18. 1) იკვეთებიან; 2) არ იკვეთებიან 

3) ეხებიან; 4) იკვეთებიან. 91.19, 1) იკვეთებიან; 2) ეხებიან; 3) არ იკვე- 
თებიან. 91.90, (8; –- 4: ვ)) 91.21. 9X-- 6ყ + 22 ––- 79 == 0. 
81.99. (–– 1; –-2; 4). 91.93. ი = 7 და თ= –– 19. 91.97. 9--6ყ-- 
–22+67=0 და 6++9ყ--22--64=0. 91.28. 2 ყ–-22+ 
+15=0 და 2--ყ--22--3=0. 91.89. 1) ელიფსოიდი; 2) პი- 

პერბოლური ცილინდრი; 3) ორკალთა ჰიპერბოლოიდი; 4) ჰიპერბოლუ– 

რი პარაბოლოიდი; 5) ელიფსური ცილინდრი; 6) ცალკალთა ჰიპერ–- 

ბოლოიდი; 7) ელიფსური პარაბოლოიდი; 8) პარაბოლური ცილინდრი; 

9) მეორე რიგის კონუსი; 10) ჰიპერბოლური პარაბოლოიდი; 11) ელიფ– 
სური ცილინდრი; 12) ელიფსოიდი; 13) პარაბოლური ცილინდრი; 14) 

მეორე რიგის კონუსი; 15) ცალკალთა ჰიპერბოლოიდი; 16) ელიფსური 

პარაბოლოიდი; 17) ჰიპერბოლური ცილინდრი; 18) ორკალთა ჰიპერ- 

ბოლოიდი. 91.88. 3; 2; (4; 3; 0), (4; –– 3; 0), (4; 0; 2), (4; 0; –– 2). 
21.84. 5; 4; (5; 0; 2), (–– 5; 0; 2). 91.8წ6. 8; 6; (8; 0; –– 1), (–8; 

0; –- 1), (0,6; –– 1), (0, ––6; ––1). 21.36. 3; 2; (3; 0; 2), (––3; 0; 2), 
(0; 2; 2), (0; –– 2; 2). 21.87. 10; 6; (4; 10; 0), (4; –– 10; 0). 91.88. 6; 4; . 

(6; 0; 2), (–-6; 0; 2), (0; 4; 2), (0; –– 4, 21. 31.39. (0; 4; 1). 
91.40. 1) ჰიპერბოლა; (––6; 0; 1), (6;0; 1). 2) ჰიპერბოლა; (0; ––12 -–6), 

(0; 12; –. 6), 3) პარაბოლა; (0; –- 12; –– 6). 4) პარაბოლა; (6; 0; 1). 
91.41. ელიფსი ცენტრით (1; 2; ––1) წერტილში. 91.49. ჰიპერბოლა 
ცენტრით (1; –- 2; –– 1) წერტილში. 91.43. ელიფსი ცენტრით (––-1; 1; 3) 
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წერტილში. 91.44. ჰიპერბოლა ცენტრით (2; ––3;-–-–4) წერტილში. 91.45. 
პარაბოლა. 91.40. (2; -- 1; 1), 91.47. (––< 8; 4; 1). 91.48. (3; 0; –– 10)- 

2 2 2 8.) ც? უ? 
--___-__._.. 

ლგ? ხ? (1? ი? ხ? გ: 

ჯ? ყ? 2 
21.51, -– L- + - =1 91.წ9. 1) (3, 4; –– 2), (6; –– 2; 2); 

ი“ ი? -C? 

2) (4; –– 3; 2); 3) არ ჰკვეთს; 4) წრფე ძევს ზედაპირზე. 

93.1, 1) წრფივე სივრცეა, თუ წრფე გადის კოორდინატთა სათავე–- 

ზე. წინააღმდეგ შემთხვევაში “არ არის წრფივი სივრცე. 2) წრფივი სივ– 

რცეა, თუ სიბრტყე გადის კოორდინატთა სათავეზე. წინააღმდეგ შემ– 

თხვეცაში არ არის წრფივი სივრცე. 3) არ არის წრფივი სივრცე. 4) არ 

არის წრფივი სივრცე. 5) წრფეუვი სივრცეა. 6) წრფივი სივრცეა. 7) არ 

არის წრფივი სივრცე. 8) წრფივი სივრცეა. 9) წრფივი სივრვეეა- 

10) წრფივი სივრცეა. 11) წრფივი სივრცეა. 12) წრფივი "სივრეეა. 

95.5, 1) წრფივად დამოუკიდებელია; 2) წრფივად დამოკიდებულია; 

ვ) წრფივად დამოუკიდებელია; 4) წრფივად დამოუკიდებელია; 
5) წრფივად დამოუკიდებელია; 6) წრფივად დამოკიდებულია: 7) წრფი– 

ვად დამოუკიდებელია; 8) წრფივად დამოუკიდებელია; 9) წრფივად 
დამოკიდებულია; 10) წრფივად დამოუკიდებელია. 99.4. 1) წრფივად 
“დამოუკიდებელია; 2) წრფივად დპმოუკიდებელია; 3) წრფივად დამო–- 

უკიდებელია. 99.6. 1) ყველა იქ მრავალწევრთა სიმრავლე, რომელთა 

ხარისხი არ აღემატება ორს; 2) ყველა იმ მრავალწევრთა სიმრავლე, 

რომელთა ხარისხი არ აღემატება სამს; 3) ყველა იმ მრავალწევრთა 

სიმრავლე, რომე.ლთა ხარისხი არ აღემატება ორს; 4) ყველა იმ მრა– 

ვალწევრთა სიმრავლე, რომელთა ხარისხი არ აღემატება ორს და კოე– 

ფიციენტების ჯამი ნულის ტოლია; 5) ყველა იმ მრავალწევრთა სიმრავ– 

ლე, რომელთა ხარისხი არ აღემატება ორს და კოეფიციენტების ჯამი 

ნულის ტოლია. 29.9, განზომილებაა #2 92.10. 1) განზომილებაა 2: ბა– 

ზისია, მაგალითად, X,, X:; 2) განხომილებაა 3; ბაზისია, მაგალითად, 

Xს XX, IXვ. 99.1). 1) განხომილებაა 2: ბაზისია მაგალითად, 

ს = (–-–7; –– 8; 5; 0), უშ) -==(14; 11; 0; 5). 2) განზომილებაა 2; ბაზისია, 

მაგალითად, V == (19; –– 6; 1; 0), 9 = (5; –– 1; 0; 1). 3) განზომილებაა 2; 

ბაზისია, მაგალითად, V = ( –- 38; 12; 9; 0)) 9 =( -–- 63; 45, 0; 9). 

4) განზომილებაა 1; ბაზისიას, მაგალითად, I = (23; ––- 10; 0; 26). 

20 – 98.14. 1) 3; 2) 2. 99.16. 1) +: 2) მ0C 009 –– . 92.17. 1) წრფივია; 
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0. 11 00 9 

2) არ არის წრფივი. 99.16: 1) 4 -(; 0 ') 2) #-(ი 1 ––-1 |I – 

3 --.11 00 0 
22.19. 1) (2X, + 16Xკ; 11X,; 2X, + 6X.'- 2Xვ); 2) (2X, –– 6Xე; –- 3Xვ; 

0 1 0.·:·-0 

0 0 1 .-.0 

–ე–ჰX). 99.90. იყი. |. 92,91, 1) 7,=7#.:=2. სა– 

0 0 0.·:.:.1 

0.0 0: 

კუთრივი ვექტორია ნებისმიერი არანულოვანი ვექტორი. 2) 2. =1, #-= 2, 

7 =3. საკუთრივი ვექტორებია CV, =(1; 1; 1), 9ე=(1; 0; 1), დ, =(1; 1; 0). 
3) 7. = #: = 3, ჯვ := 6. საკუთრივი ვექტორებია II, = (0; 1; –- 1), ყ, =: 

=(3; 4; ––“ 3). 4) #, = #ე=Xჯვ=0. საკუთრივი ვექტორებია LI, ==(1; 1; 0), 
ს, = (0; 1; 2). 

ლათინური ანბანი 

4, ძ–ა M, LM –“– ენ 
8, ხნ –– ბე 0, 0–-ო 
C, C–ცე #, მ–პე 
ს, ძ––დე 0, ძ– ქე 
ნ, 6–ე #· „ერ 
L, ,I–ეფ 5, § –– ეს 

0, წ–ჟე ე (–ტე 
#M, ჩ-- ჰაშ ხ, –უ 
'ი (--ი V, 9 –“ ვე 

#, |/“–-ჟი V, თ –– დუბლ-ვე 
/ს ჩ– კა X, X –– იქს 

L, L–– ელ V, ყ –– იგრეკ 
MI, M1––- ემ 27, 2 –– ზეტ 

ბერძნული ანბანი 

4, თ –– ალფა M,. V – ნიუ 
8, ჩ –– ბეტა =, ხ –“– ქსი 

I, 7 -- გამა 0, 0 –– ომიკრონი 
ტრ, ბ-– დლტა· II #--პი 
#M,. 6-–– ეფსილონ L, ირო 
7, C –– ძეტა 2, თ –- სიგმა 
8, უ –– ეტა წს C-––- ტაუ 

0, 90-– თეტა დ, დ– ფი 
I ს –- იოტა X, X -–– ხი 
I, X –- კაპა 1, ს –– იფსილონ 
#,  # –– ლამბდა V, V-– ფსი 
ML, LL –– მიუ (ა), დ –– ომეგა 
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გადაეცა ასაწყობად 8.01.88. ხელმოწერილია დასაბევდად 8.06.88. საბეჭდი 

ქაღალდი # 1. ქაღალდის ზომა 60X90I/,6. გარნიტურა ვენა. ბეჭდვა მა- 

ღალი, ნაბეჭდი თაბახი 20. საღებავგატარება 20,256. სააღრიცხვო-საგა- 

მომცემლო თაბახი 16,34 ტირაჟი 10 000. შეკვეთა # 128. უე # 08471. 

ფასი 75 კაპ. 

გამომცემლობა „განათლება“, თბილი!ი, ორჯონიკიძის ქ. # §0. 
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საქართველოს სსრ გამომცემლობათა, პოლიგრაფიისა და წიგნით ვაპრო- 

ბის საქმეთა სახელმწიფო კომიტეტის თბილისის ი. ჭავჭავაძის სახ. წიგნის 

ფაბრიკა, მეგობრობის გამზირი # 7. 
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