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ყზ წიგნი განკუთვნილია მე-10 კლასის მოსწავლე- 
თათვის და წარმოადგენს სახელმძღვანელოს---„ალგებ- 

რა ღა ელემენტარული ფუნქციების“ მეორე ნაწილს. 
ორივე წიგნში ღაცულია თავების, პარაგრაფებიზ, 

ნაბაზების» და ხავარჯიშოვბის ერთიანი ნუმერაცია.



ფეკრების ტრიბონომეტრიული 
თეორემები VII 
  

მანძილი სიბრტყის ორ წერტილს ფორის. 

კოორდინატთა სისტემები § 14 
  

სიბრტყის ყოველი 4 წერტილი ხასიათდება თავისი (ჯ, ყ) კთთრდი- 

ნატებით. ისინი ემთხვევიან 0 წერტილიდან –- კოორდინატთა სათავი– 

დან გამოსული 04 ვექტორის კოორდინატებს (ნახ. 216). 
ვთქვათ, # და 8 სიბრტყისჯ ნებისმიერი წერტილებია, შესაბამისად 

CV, ყ.) და (X,, ყა.) კოორდინატებით (ნახ. 217). მაშინ, ცხადია, 48 ვექ– 

ტორს აქვს (X,-–X,, ყა–-V) კოორდინატები. ცნობილია, რომ ვექტორის 
სიგრძის კვადრატი უდრის მისი კოორდინატების კვადრატების ჯამს (იხ. 

ნაწ. 1, § 92). ამიტომ /# და 8 წერტილებს შთრის მანძილი ძ,' ანუ 48 

ვექტორის სიგრძე, განისაზღვრება პირობიდან 

ძბ=(00- ი) + (9:--წ,), 

ძ=V (X--X,)? + (0; –- ყე? 

აქედან 

   
ნაზ, 216, ნახ, 217. 

მიღებული ფორმულა საშუალებას გვაძლევს ვიპთვოთ მანძილი სიბრ- 

ტყის ყოველ ორ წერტილს შორის, თუკი ცნთბილია ამ წერტილების 
კოორდინატები, , 

ყოველთვის, როდესაც სიბრტყის ამა თუ იმ წერტილის კოორდინა- 

ტებზე ვლაპარაკობთ, მხედველობაში გვაქვს სავსებით განსაზღვრული 

X0ყ კოორდინატთა სისტემა. საერთოდ კი, კოორდინატთა სისტემა სიბრ- 

ტყეზე სხვ:დასხვანაირ დ შეიძლება შეირჩეს, ზე, მაგალითად, X0ყ კო» 
ორდინატთა სისტემის მაგივრად შეიძლება განვიხილთთ კოორდინატთა 

ჯ



»X' 0ყ' სისტემა (ნახ. 218), რომელიც მიიღება საწყისი 0 წერტილის ირგ- 

ვლივ საათის ისრის მოძრაობის საწინააღმდეგო მიმართულებით, კოორ- 

დინატთა ძველი ღერძების თ კუთხით შემობრუნების შედეგად. თუ სიბრ- 

ტყის რომელიმე წერტილს XCV კოორდინატთა სისტემაში ჰქონდა LX, #) 

კოორდინატები, მაშინ X” 00, კოორდინატთა ახალ სისტემაში მას ექ- 

ნება უკვე სხვა (X, ყ”) კოორდინატები, 

მაგალითისათვის განვიხილოთ /M წერ- 

ტილი, რომელიც მდებარეობსს C0X” 

ღერძზე და 0 წერტილიდან დაშორე- 

ბულია 1-ის ტოლი მანძილით (ნახ. 218). 

ცხადია, X0ყ კოორდინატთა სისტემაში 

ამ წერტილს აქვს (C0§ თ, §I0 თ) კოორ–- 

დინატები, ხოლო Xჯ 0! კოორდინატთა 

სისტემაში –– (1, 0) კოორდინატები. 

სიბრტყის ყოველი ორი 4 და 8 

წერტილის კოორდინატები დამოკიდებუ- 

ლია იმაზე, თუ როგორაა ამ სიბრტყეში მოცემული კოორდინატთა სის. 

ტემა. ამ წერტილებს შორის მანძილი კი არაა დამოკიდებული კოორდი– 

ნატთა სისტემის მოცემის ხერხზე. ამ მნიშვნელოვან გარემოებას არსე– 

ბითად გამოვიყენებთ შემდეგ პარაგრაფში. 

  

ნახ. 218, 

სავარჯიშოები 

1094. იპოვეთ მანძილები სიბრტყის წერტილებს შორის, რომელთა 
კოორდინატებია: 

1) (3,5) და (3,4); 3) (0,5) და (5,0), 5) (–-3,4) და (9, ––17); 

2) 0,1) და (–5, 1); 4) (0,7) და (3,3); 6) (8,21) და (1, –-3). 
1096, იპოვეთ იმ სამკუთხედის პერიმეტრი რომლის გვერდები მო- 

ცემულია განტოლებებით: 

X+ყ-–-1=0, 2X--ყ--2=0: და ყ=1. 

1096, X0ყ კოორდინატთა სისტემამიი /#/M და MVM წერტილებს აქვს 
შესაბამისად (1, 0) და (0, 1) კოორდინატები, იპოვეთ ამ წერტილების 

კოორდინატები კოორდინატთა ახალ სისტემაში, რომელიც მიიღება სა– 

წყისი წერტილის ირგვლივ საათის ისრის მოძრაობის საწინააღმდე- 

გო მიმართულებით, ძველი ღერძების 30%-იანი კუთხით მობრუნების 

შედეგად. 
1087, X0ყ კოორდინატთა სისტემაში M და M წერტილებს შესაბა- 
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1 
მისად აქვს (2, 0) და CC» –+) კოორდინატები. იპოვეთ ამ წერ- 

ტილების კოორდინატები კოორდინატთა ახალ სისტემაში, რომელიც 

მიიღება საწყისი წერტილის ირგვლივ საათის ისრის მოძრაობის მი- 

მართულებით, ძველი ღერძების 30-იანი კუთხით მობრუნების შედეგად, 

ორი კუთხის ჯამისა და სსპაობის კოსინუხი § 160 
  

ამ პარაგრაფში დამტკიცებული იქნება შემდეგი ორი ფორმულა: 

C05 (თ-- ჩ)=005 თ 005 ჩ––5I!ი თ 510 ჩ, (ჩ– 

005 (თ––ჩ)= 005 თ 00§ ჩ-51ი თ §Iი ჩ. (C)) 

ორი კუთხის ჯამის (სხვაობის) კოსინუსი უდრის ამ კუთხეების კო– 

სინუსების ნამრავლს, მინუს (პლუს) ამავე კუთხეების სინუსების ნამ- 

რაელი 

ჩვენთვ ·. ღთრო მოსახერხებელია დავიწყოთ (2) ფორმულის დამ- 

ტკიცებით. გადმთ კემის სიმარტივისათვის წინასწარ ვივარაუდოთ, რომ 
თ და ჩ კუთხეები აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

1) თითოეული ამ კუთხეთაგანი დადებითია და აბსოლუტური სიდი- 

“დით ნაკლებია 2ჯ-ზე: 0ლთ<2ს%, 0ლჩ<2V, 

2) თ>ჩ. 

ვთქვათ, 0X ღერძის დადებითი ნაწილი თ და ჩ კუთხეების საერთო 

საწყისი გვერდია (ნახ. 219), ამ კუთხეების ბოლო გვერდები აღენიშნოთ 

შესაბამისად 04 და 078-თი. ცხადია, თ–-ჩ კუთხე შეიძლება განვიხი- 

ლოთ როგორც ისეთი კუთხე, რომელზედაც უნდა მოვაბრუნოთ 08 სხი- 

ვი 0 წერტილის ირგვლივ საათის ისრის მოძრაობის საწინააღმდეგო 

მიმართულებით, რომ მისი მიმართულება დაემთხვეს 04 სხივის 

მიმართულებას, 
04 და 08 სხივებზე აღვნიშნოთ /# და V წერტილები რომლებიც 

კოორდინატთა 0 სათავიდან დაშორებულია 1 ერთეული მანძილით, ასე 

რომ 0#=0M=1. ჯX0ყ კოორდინატთა სისტემაში / წერტილს აქვს 
(C-05 თ, §10 თ) კოორდინატები, ხოლო MV წერტილს -–– (005 ჩ, §5Iი ჩ) კო- 

თრდინატები. ამიტომ მათ შორის მანძილის კვადრატი უდრის: 

=(ლ005 თ––005 ჩ)2-- (510 თ--5I0 ჩ)?=005?თ--2 005 თ 005 8ზ+ 

“+ილ05'ჩ--5102თ--2 §1ი თ 510 ჩ-+-51ი?8=2(1--005 თ 005 ჩ-– 

–- ი თ 5Iი ჩ). 

გამოთვლების დრთს ვისარგებლეთ იგივობით: 

§)ითდ + ლ003"დ = 1.



ახლა განვიხილოთ მეორე –– 80C კოორდინატთა სისტემა, რომელიც 

მიიღება 0X და 0ყ ღერძების 0 წერტილის ირგვლივ საათის ისრის მოძრა- 
ობის საწინააღმდეგო მიმართულებით, ჩ კუთხით შემობრუნების შედე- 
გად. კოორდინატთა ამ სისტემაში /M წერტილს აქვს IC05 (თ–-ჩ), 

§1ი (––ჩ)| კოორდინატები ხოლო M წერტილს –– (1,0 კოორდინა- 

ტები, ამიტომ მათ შორის მანძილის კვადრატი უდრის: 

ძ ,ზ=I|C05(თ ––ჩ)––1|2-- (51ი (თ––ჩ)-––0)1=Cლ005%(თ––ჩ)–- 

–-2 005 (თ––-ჩ)+-1-L51ი?”(თ–-–ჩ)=2I1--00§ (თ––ჩ)). 

მაგრამ # და M წერტილებს შორის მანძილი არაა დამოკიდებუ- 

ლი იმაზე თუ კოორდინატთა რო- 

გორი სისტემის მიმართ ვიხილავთ ამ · 

წერტილებს. ამიტომ 

ძ,ბ=ძ,ბ; 

ანუ 

2(1--ლ08 თ 005 ჩ-–51ი თ 5I0 ჩ)= 

=2I1--C05 (თ–-ჩ)I. 

  

დას. 219. აჭედან გამომდინარეობ/. (2) ფორ-, 

ულა. 
ახლა უნდა გავიხსენოთ ის ორი შეზღუდვა, რომლებიც გადმოცემის 

სიმარტივისათვის თ და ჩ კუთხეებს წავუყენეთ, 
მოთხოვნა, რომ თ და ჩ კუთხეებიდან თითოეული იყოს არაუარყო- 

ფითი, მართლაც, არაარსებითია, თითოეულს ამ კუთხეთაგან ხომ შეიძ- 
ლება მიემატოს 2-ს ჯერადი კუთხე, რაც არავითარ გავლენას არ მოახ- 
დენს (2) ფორმულის მართებულობაზე, სწორედ ასევე, მოცემული კუ- 
თხეებიდან თიოოეულს შეიძლება გამოვაკლოთ 2»-ს ჯერადი კუთხე. ამი- 
ტომ შეიძლება მივიჩნიოთ, რომ 0<ძთ<2»ი, 0<ზ<2». 

არაარსებითი აღმოჩნდება თ>>ზ პირობაც. მართლაც, თუ თ<ჩ, მა- 
შინ ჩ>>თ; ამიტომ, თუ გავითვალისწინებთ 008 ჯ-ის ლუწობას, მივი– 
ღებთ: 

005 (თ-–ჩ)=C005 (ზ–-–თ)=005 ჩ C0§ თ-31ი ჩ §1ი 0, 
რაც არსებითად ემთხვევა (2) ფორმულას, 

ამრიგად, 

005 (თ––8) =005 თ 005 ჩ-+519ი თ 51ი ჩ 

ფორმულა მართებულია ნებისმიერი თ და ჩ კუთხეებისათვის. კერძოდ, 
თუ მასში ჩ-ს შევცელით - ჩ-თი და გავითვალისწინებთ, რომ C008 ჯ 

ფუნქცია ლუწია, ხოლო §1ი X ფუნქცია –- კენტი, მივიღებთ: 
« 
V



ლCC5 (თ+ 8) =C005 (თ--(––ჩ))-=005 C C05(––ჩჩ) -L51ი თ §10 C–6)= 

=00§8 თ 005 ჩ––-5Iი თ 519 ჩ, 

რაც ამტკიცებს (1) ფორმულას. 

ამრიგად, (1) და (2) ფორმულები დამტკიცებულია. 

მაგალითები : 

1) C05 75”=ლ0§ (30-45 0=-00§ 30? · 005 45 ––3Iი 309 - §Iუ 45'= 

_V 3 .V2 _,! V2 V6-V2 
_.2 – 2 

2) C0§ 15==ლ0§ (45-–309 =00§ 45” · C0§ 30?-L§1ი 45? · 510 3X=> 

_#V7 #32. V9C+V> 
2 2 

სავარჯიშოები 

1098, გამოიანგარიშეთ ტრიგონომეტრიული ცხრილების გარეშეა 

ა) ი«ი0§ 177 - C0§ 43%--511) 179. §11) 43”, 

ბ) ვIე 3ზ. 51 42--–--ლ0§ 39 · C0§ 429; 

ვ) C05 299- ლ00§ 74წ-1--511) 299 · 518 74% 

დ) ვი 979ა· 318 37”+-C0§ 377. 605 979, 

ჯ - 3 . % 
C05 –-%.-005--+ 50--9%-50-–-; 9 8.8 8 8 

- 3 .- 7 7 3 
ათ) 51) –-26-5111-- 1-–-C05 –--X-2C05““-I 

5 5 5 5 

გაიმარტივეთ გამოსახულებანი (M# 1029–-1034X 

1099. C05 (« +5-)+ ია(-5--ი ). 

1080. C0§ (36? –+-თ) · C0§ (24 –– თ)-+ 510 (36"-Lთ) · 510 (თ--–-245. 

: ჯ -/ წ # ჯ 
1081, 510 (3-4) -ძი(-+ «)- თ 5 + «). თა(-- –« + 

10883, 005 2თ--LდC თ · 319 2თ. 

ივე -C95 (თ-L8) + 510 თ - 5118 . 

005 (თ–– 8) –– 910 თ «5102 8 

1084. 905 (C-–ჩ) -– ი05 0 · ლ058. 
C% (თ+ ნწ) + 5#) C - 5328



1086. გამოიანგარიშეთ: ა) C05 (თ–-ჩ), თუ 

05 თ = 2 5Iი 8 5. C = ყლ 13 , 

90'=ძთ<180”, 180“=ჩზ<270“. 

ბ) C05 (+ +C I თუ 005თ=0,6; 

ვ 
ლ #<0<2#. 

1086. იპოვეთ 005 (თ-ჩ) და C0§8 (თ––ჩ), თუ ცნობილია, რომ =Iიი= 
C 

--. 0058=---> და ორივე კუთხე (თ და სჩ) ბთლოვდება ერთსა და 

იმავე მეოთხედში. 

გამოიანგარიშეთ: 

1 
1082. C05 ( მLი §5)ი ––“– + მIC005 3 

3 ვ 

10838. ლ005 | მIC 51ი 1 მLC C05 2 · - ( – ) . 

1 
1089, თა, გIC LC – 12% LC (2). 

ა 

თრი კუთხის პბამისა და სხვაობის სინუსი § 151 

წინა პარაგრაფში 005 (თ-Lჩ)-სათვის მიღებული ფორმულები ახლა 

გამოვიყენოთ §1ი (თ-+-ჩ)-სათვის შესაბამისი ფორმულების გამოყვანი- 

სას, ამისათვის მოგვიხდება დაყვანის ფორმულებით (იხ. ნაწ. 1, §. 111) 
სარგებლობა, 

510 (თC+-8) წარმოვადგინოთ 

§II (თ+ 8) = C08 2--რ+ჩ 

სახით, ამის შემდეგ შევნიშნავთ, რომ 
% ჯ 

მაშასადამე, 

§10 (თო+ ზ)==ლC05 (+ -«)-ჩ) =005 (3-4) «0058 + 

: / . _ 
+%ი(-- თ) · 510 8 => 51ით+C058+ 5)ი8 -C0§0,



ამრიგად, 

§Iი (თ+ჩ)=5)ი თ · 005 ჩ-+51ი ჩ · ლ05 თ. (1) 

ორი კუთხის ჯამის სინუსი უდრის პირველი კუთხის სინუსისა და 

მეორე კუთხის კოსინუსის ნამრავლს, პლუს მეორე კუთხის სინუსისა 

და პირველი კუთხის კოსინუსის ნამრავლი. 

მაგალითად, 

§1I) 105?=§5I19 (60?-+-459 =51ი0 60? · C0§ 45”-L§Iი 45? · C05 607= 

=V3.V2 V2 ! V6+V2 
2. 2102 2“ 4... 2 

(1) ფორმულა იგივობაა, ესე იგი ტოლობა, რომელიც მართებულია 

თ და ჩ-ს ნებისმიერი მნიშვნელობებისათვის. კერძოდ, იგი მართებული 

უნდა იყოს, თუ ჩ-ს შევცვლით –- 8-თი. ასეთი შეცვლით მივიღებთ: 

511 (თ––ჩზ) =51ი თ · C05 (–ჩ) +51ი (––ჩ) · C05 თ= 

=51ი თ· 005 ჩ––5Iი ჩ· C05 თ. 
ამრიგად, 

§1I) (თ––ჩ) =510 თ · 005 ჩ––510 ჩ · C05 თ, 

ორი კუთზის სხვაობის სინუსი უდრის პირველი კუთხის სინუსიხა 

და მეორე კუთხის კოსინუსის ნამრავლს, მინუს მეორე კუთხის სი- 

ნუსისა და პირველი კუთხის კოსინუსის ნამრავლი. 

მაგალითად, 

§II) 15 =§5|ი (45 -––309 =51ი 45” · 005 30?--აIი 30? · C0§ 45= 

=V2 ,V3 _! V2 _ #/5–V2_ 
0.2 2 2 2. 4 · 

სავარჯიშოები 

1040. გამოიანგარიშეთ: 

ა) 5Iო 19?. 005 26“ -5Iი 267. ლ0§ 1979; 

ბ) §Iუ 46?- 00§ 44?- 605 469? · ვIუ 449; 

გ) 51ი 619· ლ0§5 31% 0§ 61” · 51ი 319; 

დ) 51ი 53” · C0§ 7“---005 53? · 5§1ი (–-795; 

ე) 510 (–155 · C0§ 75-+:00§ 15” · 51ი 75“. 

გაამარტივეთ გამოსახულებანი (M#M 1041--–-1047): 

1041, C0§ (25”-Lთ) · 510 (15--–თ)+5Iი (25 ”-+ თ) · C0§ (15“ იც).



კ6ლთ. 5Iი (96“–– თ) · C05 (36”-Lთ)–-–C0§ (96––ი) - §(ი (36"-L თ). 

1048. 510 (თ-Lჩ) - C05 (თძ––ჩ)––-5Iი (თ––8) · C05 (თ-LL). 

1044. CLთ თ · 510 2თ--005 2თ. 

5II1I (ოთოთ+ 8) ––605 თ-510 

1046. ანა ლილლეი გ 

§11(თო–ჩ) + C05 C. 510 ჩ. 

§II(თო-+ჩ)–-§Iოი თ · C05 ჩ 

§II (თ–-ჩ) 

(თ LC. 

948. იპთეეთ §5Iი («---), თუ 3 6= --0,8. 

1048. 

3947. 

#8 
1049. იპოვეთ §10 (0 +ჩ) და 510 (თ--ჩ), თუ 510 თ= “–---; C05ჩ= 

– VI, ამასთან, 0< თ <->: –<ჩ <. 

1060. იპთვეთ 311) (თ-L ჩ) და 51ი (თ-–-ზ), თუ ცნობილია, რთმ 005 თ= 
5 

=-, 90ჩ=-- ამასთან, ორივე თ და ჩ კუთხე ბოლოვდება სხვა- 

დასხვა მეთთხედში. 

გამთიანგარიშეთა 

1 
1061. 51) 6 §1ი “ვ + >> თ5--). 

. - 1 2 
1069. 5) («ი ყი “> + 2გIC 205 ლ3) 

1968. 510 (81C (თ 3--2IXC LC 2). 

–___. 
ორი კუთსის ჯამიხა და სხვაობის ტანგენსი § 157 

  

ფორმულები, რომლებიც გამოსახავეწ ორი კუთხის ჯამის (სხვაობის) 

ხიწუსსა და კოსიწუსს ამავე კუთხეების სინუსებითა და კოსინუსებით, 

ზაშუალებას გვაძლევს მივიღთთ შესაბამისი ფთრმულები ტანგენსისა და 

M



მართლაც, 

5II (თ+ჩ) _ 51) თ·C05 8+ 51ი ჩ:C05თ 

C05 (თ +ჩ)..· 005 თ·C05 ჩ-––5Iი თ-51ი ჩ. 

ვიგულისხმოთ, რომ Cლ0§ თ და 005 8 განსხვავებულია ნულისაგან (ეს 
იმის ტოლფასია, რომ LV თ და LC ჩ განსახღვრულია). მაშინ, თუ უკანას- 

კნელი წილადის მრიცხველსა და მნიშვნელს გავყოფთ C05 თ · C05 ჩ-ზე, 

მიგიღებთ: 

(ყ(თ+ზ)= 

§1II თ/C05ჩ8-L 510 8·-C05თ 

  
  

§I1 თ-C05 ჩ -L 519) ჩ ·/C05 თ _ ლC05 თ-CCთ5ჩ – 

ლ05Cთ · 005 ჩ – 51ით.· 51ინ ი0§0C-ლ05 ჩჩ--5II თC-5(1 8 
005 თ·C058 

_ 189 + I«ჩ 

' 1– (ით. (8 

ამრიგად, თუკი თ, ზ და თ-+ჩ კუთხეების ტანგვნსები განსაზღვრუ– 

ლია, მაშინ 

Lთ თ-L L თ9თ+19ჩ . ძტ) 

1-Iყთ.1-ჩ 

ორი კუთხის ჯამის ტანგენსი უდრის ამავე კუთხეების ტანგენსების 

ჯამს, გაჟოფილს ერთისა და ამავე კუთხეების ტანგენსების ნამრავლის 

სხვაობაზე. 

მაგალითი: 

LC (თ- ჩ)= 

I.-- 1, 
(V- (++ >) = 111400. 

1-I->- (თ ს 1-+თ. 

თუ (1) ფორმულაში ჩ-ს შევცვლით C–-ჩ)-თი და გავითვალისწინებთ, 

რომ VყV=Lწ X კენტი ფუნქციაა, მივიღებთ) 

LC თ+ LC (––ჩ) ICთ –– (Cჩ. . 
  ( – , 

წ(6-ს)= 1– (თ. ICC=ჩ) 1+1ით. (C8ზ 

_ გც- ჰწთ-I6ჩ IC (თ ანეუოოოვლე 

ორი კუთხის სხვაობის ტანგენსი უდრის ამავგ კუთხვების ტანგენ- 

სების სხვაობას, გაკოფილს ერთისა და ამავე კუთხეების ტანგენსებიხ 

ნამრავლის ჯამზე.



მაგალითი 1, 

თ” ჯ 56436 66% 1 თ 
LC (+--) == 

4 I6–--.IC 

  

1+ თ 1+Vთ 

მაგალითი 2. ვთქვათ, V=/,X წრფე აბსცისების ღერძთან 
ქმნის თ კუთხეს, ხოლო ყ=/)X წრფე –– ჩ კუთხეს (ნახ. 220), მაშინ 

ამ წრფეებს შორის დ კუთხე იქნება: დ=ჩზ-–თ. 

ვიგულისხმოთ, რომ განსა- 

ხილველი წრფეები ერთმანე- 
თის მართობული არაა. მაშინ 

დ კუთხის ტანგენსი არსებობს 

და უდრის 

  

  

(იზ -–-1-თ 
(თძდ=Iთ(ჩ-თ)>-5+ 5... 
§%=IV(ჩ ) 1+ (IC ჩ-(ძთ 

მაგრამ (LC თ=7,; LC ზ=/5. 
ნას, 220 მაშასადამე, 

შ-ს) 
L-დ= · 
წწ 1+/%#M 

2 

წრფეებს შორის განისაზღვრება პირობიდან: 

1 
ასე, მაგალითად, კუთხე ყ = 3(” –+) და #/=3L (=> =3) 

ვ. 1 
(Mი=--- ბ. >, ამიტომ დ=--. 

1+3.-- 

ანალოგიურად შეიძლება მივიღოთ ორი კუთხის ჯამისა და სხვაობის 

კოტანგენსის ფორმულები, მაგრამ პრაქტიკაში ეს ფორმულები ძალიან 

იშვიათად გამოიყენება და ამიტომ მათ არ მოვიყვანთ, 

სავარჯიშოები 

1056, იპოვეთ Lდ 105, 105+>ის 60” -+-45? ჯამად წარმოდგენით. 

LV



1056. გამოიანგარიშეთ: 

'ფ1)ვბ+დ4M, ე _ (12 (469 - 
ა) 1--I(ფ13?. +LC479' 1+IC19. (დ 469 , 

გ 1--–Lთ 27”.(დ 33? . დ) 1+L(დ 49 .(დ 499 

ბ  (227პ7+1ე 339 + 499- (დ 45_ 

1067. იპოვეთ LC (თ+ ჩიჩ) და 1 (თ––ჩ), თუ §10თ=0,6; C05 ჩზ= 

12 3 
=--“ ".<თ<ი; ა5<ზ<--» 

13 2 ჩ<5 ) 

10658. იპოვეთ 16 (თ+ჩ) და IL6 (თ–-ჩ), თუ 50 თ= –- 005 ზ= 

=-. ამასთან ორივე (თ და ჩ) კუთხე ბოლოვდება ერთსა და იმავე მე- 

ოთხედში, 

გამოიანგარიშეთ (M 1059––-1061): 

1059. “LC (მIC LC 2-+-8გIC LC 3). 

1 
10წი. 1დ | მIC §ი--+ მჯC იი5--- | · 

1061. L | მჯი §1ი (– > +მIC 005 (– V->)' 

იპოვეთ კუთხე მოცემულ წრფეებს შორის (# 1062, 1063): 

1069. ყ=X და ყ=--+X+ 6. 

1068. 3X--2ყ=6 და. 2X-+3ყ--7=0. 

1064. დაამტკიცეთ, რომ ყ=#,X+ხ, და ყ=ჩეV+ხ, წრფეები ურ- 

თიერთმართობულია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა #,/,)=--1. 

ორმაბი კუთხის ტრიგონომეტრიული ფუნქციები 

  

§ 158 

ვთქვათ, 
5II (თ+-ჩ)=510 თ · C05 ჩ+5ი ჩ· C050C 

ფორმულაში ჩ=თ, მაშინ მივიღებთ: 

§II1) 2თ=-51 თ · C05 თ+51ი თ · C05 =2 5101 თ · 005 თ. 

ამრიგად, 

5111 2თ=2 510 თ · C05 თ. ()



ორმაგი კვთხის სინუსი უდრის მოცემული კუთხის სინუსისა და 

კოსინუსის გაორკეცებულ ნამრავლს. 

ანალოგიურად, ვთქვათ, 
005 (თ+ 8ჩ) =005 თ · 005 ზ––აი თ· 5(ი ჩ 

ფთრმულამი ჩზ=თ, მაშინ მივიღებთ: 

ლ0§ 2თ=00§5 თ · 005 თ––5I0 თ · 5II თ=C005'თC-––51ი2თ. 

ამრიგად, 

0C05 2თ=C005?თ––3'ი10. (9 

ორმაგი კუთზის კოსინუსი უდრის მოცემული კუთხის კოსინუსის 

კვადრატს, მინუხ იმავე კუთზის სინუსის კვადრატი, 

ზუსტად ასევე, ვთქვათ, 
Iდთ + 1Cჩ 

ფთრმულაში ჩ=თ, ·მივიღებთ: 

2 1-თ 
=-=-25-.. 3 I 2თ = 1- მთ (3) 

ორმაგი კუთზბზის ტანგენსი უდრის მოცემული კუთხის გაორკეცე- 

ზულ ტანგენხს, გაჟოფილს ერთს მინუს იმავე კუთხის ტანგენსის კვად– 

რატზე. 

მაგალითები, 1) ვთქეათ, ვი თ=0,6, ამასთან, თ კუთხე ბო- 

ლოვდება მეორე მეთთხედში, მაშინ 

005 ძ=--V/1--5102თ= --I/1--0,36=--0,8. 

ამიტთმ 

8I0 2თ=2 §51ი თ · Cლ0§ თ=2. 0,6 · (–<0,8)=––0,96, 

ლ05 2თღ=005თ–-5)ი20=0,64––0,36=0,28. 

2) ვთქვათ, LC თ=3. მაშიზ 

აე 
1-I0თ 1-9 ზ 4 

შენიშვწა, არ უწდა ვიფიქრთთ, რომ ორმაგი კუთხე უეჭველად 

შეიცავს გრადუსების აწ რადიაწების ლუწ რიცხვს: 20“ს: 60"-ს: 4. “ 

რადიანს და ა. შ. თრმაგი კუთხე გვესმის როგორც ყოველნაირი კუთხჯ 

მაგალითად, 

4



45? >) 
4#459-.2. =8. 75? =2 - (-- 1 38=2- C>) ლა #«- 9. 

საერთთდ, თ==2 >. 

იმთტთმ ზემთთ დამტკიცებული ფთრმულები ხაბარვვბლთა ზთუვურ ახვდ 
ჩაიწერთსა 

§Iით=25310- 605 “| 
2 2 

იი:თ=0ლცვ -“ - ვ ; 
2 2 

CC 

2% 2 
სო. 

თ 
1 =-%ზდ”--- “ 2 

ეხ ფორმულები გამოხაზავა კუთხის ტრიგონთმეტრიულ ფუნქცი» 
ნახევარი კუთხის ტრიგონომეტრიული ფუნქციებით. 

ხავარჯიშოები 

1066. ცნთბილია, რთმ §1ი თ=0,8, ამასთამ, « კუთზე ბთლთვდღებაია 
მე-2 მეთთხედში. თპთვეთ 2თ კუთხის სინუსი, კთსიწუსი, ტაწჯენსი დღ. 

კ#„თტანგენსი, : 
1066. იპთვეთ LC 2თ და 005 2თ, თუ ფწთბილია, რთმ C კუთხე. ბ– 

4 
ლთვდება არა პირველ მეთთხედში, ღია წლ თ =“ 

10072. იპთვეთ C05 თ, თუ 3ი <-=0,), და ი კუთზბე ბოდოთვ- 

დება მეთთზე მეთთხედში. 

1068. რთმელ მეთთხედში ბთლთვდება თ კუთზე, თუ 

ა) §(0 თ>0, 510 2თ>90, ბ) 51 თლ<-0მ, §1ი0 20>0, 

გ) 5 თ>0, §51Iი 2თლ0, დ) 510 თ<20, ვსი 2თ<-0? 

1089. გამთღანგარითშეთ: 

ა) 510 22%30! - C05 2230; ბ) C05322930!- აკი222%307, 

% 

(თ 22930”. 1- II-- 
ა 1--Lი? 229 30” ' ღ =C 

4 

 



1070. დაამტკიცეთ იგივობანი: 

ა) (510 თ+005 თ)7=1–+31ი 2თ; 

ბ) 205'თ–-5I010=-005 2თ; 

გ) CLწ თ-–-IC თძ=2 CLC 2თ. 

1071. დაამტკიცეთ, რომ ნებისმიერი მახვილი თ კუთხისათვის 

§11) 2თ<-2 511) თ. 

1079, რა საზღვრებში შეიძლება იცვლებოდეს გამოსახულება 

80 თ. C080? 

გაამარტივეთ გამოსახულებანი (M 1073-–1078): 

1078. 51M“(ჩ--45”)---C00§5%ჩ--459). 

1074. §1ი + · 005 +" · 
4 4 

1 
#7?5, 

1--.ყთ 1+VთC 

.- თ თ - CV Cთ 
1076. 51ი0-“--+-C005-- | · | 5111---–--–– 205§––- |. (ძი/-+თ++C )  (++- «+ ) 
ჯი; _ 1905 +თ_ 

1--(C72(45?+ თ) 

1078, 519) > C05 «+ ი08C. 

დაამტკიცეთ ტოლობანი (M 1079, 1080): 

1071, 510110797 · C0520? · C0§ 40? =-. 

2 
1080. ზი. .C0§- == 1 (ყე? 

5 4 5 

1081. გამოსახეთ §IM) თ და ლ05 თ: 

ა §ი > 005 « ით; 
2. => 2. ' 

, C 
ბა 5111 2 

ბ) C05 > -ით,



გაამარტივეთ გამოსახულებანი (M# 1082–-–-1087)) 

§10“თ- CLCთ 

§10 2თ 

1083. (LC თ-LიCLწ თ) §1ი 2თ. 

1082. 

1084, 2 0057თ-–005 2თ. 

წხ ეხ 
10მე. 5900| –– · 500 –-– · § C +) (+ «) 

1 –- (ეუ? 

ჯ1ივე 1--I6C. 
1 + IC7თ 

1087. 1--5102Cთ 
005X-– 510 თ 

გამოიანგარიშეთ (M 1088–-–1091)ა 

1088. LC (2 2IC (წ 3). 

108. L | 281C C05 ლ) · 

.- 1 
1090. ლ005 (| 2 მIC მი -). 

1091. 519 (2 მIC LC (––2)1. 
1099, იპოვეთ იმ არითმეტიკული პროგრესიის ზოგადი წევრის ფორ- 

მულა, რომლისთვისაც: 0,=00§ 2დ; ძთ:=-008%ი. 

1093, დაამტკიცეთ რომ უსასრულო გეომეტრიული პროგრესია, 

რომლისთვისაც თ,=4 §Iი დ, ძ:=5Iი 2დ, უსასრულოდ კლებადია და 
იპოვეთ მისი ჯამი. 

§ით-სა და C05თ-ს ბამოსასვა ნახევარი კუთხის ტანბენსით § 164 
  

ზოგიერთი ამოცანის ამოხსნისას სასარგებლოა შემდეგი ფორმულე- 
ბი: 

21. - 
ზით=-––-–-,) (1) 

9“. 1 + IC-5 

თ 
2_, 1-– წყ 5 

005თ = > 
ბ? 1+LI 3



დავამტკიცოთ ოხიზი. 
. C 

251ი->- · 005-- 

: => თ 2 _ 
9M0იC=250 -- 6005 =- ი “ო 

2 2 ასი“ + 60ა“ -> 

თ თ 
2 §|ი-ე- · C05 --- 

  

  

  

2 

| იივბ-უ- 2(->- 

ფირ | ლიბანი ს წ. 
თ 

<2 -- 

ამით (1) ფორმულა დამტკიცებულია. აწალოგიურად მტკიცდება (7 
ფთორმულაფ 

  

  

ლე > ვებ 
აპ ვთ 2 2 ლ025CX>=C005 §5101---= => 

2 2 8ე?-–- + 005 –- 
2 

თ თ 

ვ თ თ. 00 - "(ულ დ 5 

13 თ. ჯIე1 2 +200 – 1+V" > 

2 · 

ლ) დღა (7 ფთრმულები მატთებულიაა მბოლოდ იმ შემთხვევაში, რთ- 

ფა C2§ –%0 ან, სხვა სიტყვებით რთმ ვთქვათ, როცა გამთსახუ- 

რთ 
ლება I--- განსაზღვრულია, 

მაგალითი, ვიბოვთთი 806 ღა ლ03თ, თუ LV =-=2. 

ი,



(1) და (2) ფორმულების მიხედვით გვაქვსა 

2(-2- 4 
§5I1 თ == ––კ–კ>3კაუკაო4როუ–კაVი.. 

+ > 144 
2 

C 
– ?_ !“ <5) 4 

C05 თ = “ეადეეცგ“ “96 

1+-Iთ +! 2 

სავარჯიშოები 

1094. იპოვეთ §I(6 თ და 005 თ, თუ L <-=5. 

1096. იპოვეთ §10 2თ და 005 2თ, თუ 

ა) (ყ თ=–-3, ბ) დ თ=3. 
1096. დაამტკიცეთ ტრიგონომეტრიულად უტოლობა 

20 
1 

+2 ს 

(09?. დაამტკიცეთ, რომ ნებისმიერი თ-სათვის §1ი 2თ-სა და 1Lწ თ-ხ 
აქვს ერთი და იგივე ნიშანი (ორივე უარყოფითია, თრივვ დადებითია 
ან ორივე ნულის ტოლია). 

  

  

1008. ცნობილია, რთმ (V>C=--. იპოვეთ! 

ა) §5(4თ--ლ051თ; ბ) 51ი თ-· 005 თ": C0§ 20. 

თანაფარდობანი ნასევარი კუთსის რტრრიგონომეტრიულ 

ფუნქციებსა და მთელი კუთხის კოსინუსს შორის § 158 

თუ წევრობრივ 'მევკრებთ და გამოვაკლებთ 

Cთ Cთ 
1=005" –“–- + ვი – 

2 ი“ 
და 

Cთ რ 
05C>X; = მ _ ყუ8–– C C05 2 §19 2 

«გივობებს, მივიღებთ; 

1 + ლ005თ = 2 იი§--= , 

1-ლ05X=2 აIიბ>., 
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ეს ორი ფორმულა ძალიან ხშირად გამოიყენება სხვადასხვა ტრიგონო- 

მეტრიული გამოსახულების გარდაქმნისათვის, 

ამას გარდა, ისინი საშუალებას გვაძლევენ ნახევარი კუთხის სინუ- 

სი და კოსინუსი გამოვსახოთ მთელი კუთხის კოსინუსით: 

თ ___. 1+ C05XL ვ 
ია 8 1)7 1+95%., C) 

: ი _ 1-–-005თ 4 
იი = 3 / 02.“ (ი 

ამ უკანასკნელი ფორმულებიდან, თავის მხრივ, გამომდინარეობს 

თ 1-005XL 

( 2 + #1 +005 ლ) 

იგივობა, 

ნიშნები (+ ან –-) რადივალების წინ (3), (4) და (5) ფორმულებში 

შეირჩევა იმისდა მიხედვით, რომელ მეოთხედში ბოლოვდება –- კუთხე. 

თუ, მაგალითად, –<-- <ჯX, მაშინ (4) ფორმულაში უნდა ავიღოთ 

პლუს ნიშანი, ხოლო (3) და (5) ფორმულებში -- მინუს ნიშანი (მეორე 
მეოთხედში დაბოლოებული კუთხეების სინუსები დადებითია, ხოლო 
კოსინუსები და ტა გენსები –– უარყოფითი). 

მაგალითები. 1) ვიპოვოთ 2230”-იანი კუთხის სინუსი -და კო- 
სინუსი. 

(4) ფორმულის მიხედვით ვღებულობთ (3-– 22930, თ=459 I 

2 

· , 1–-ლ0§ 459 / ““5 
2930 = –=--–'„აეა' _–_ეVM< 510.2 V“ 5 5 

> 
_V 2–-V2 _ც ვცე7, 

2 

+ ნიშანი რადიკალის წინ იმიტომ შევარჩიეთ, რომ 22”30”-იანი კუ- 
თხის სინუსი დადებითია. , 

ანალოგიურად, თუ გამოვიყენებთ (3) ფორმულას, მივიღებთ: 

თა 22-30 =ე „/ 140549 (2 +V2 „ევი, 
2) ვიპოვოთ (LC <. 

20



(50) ფორმულის მიხეთვით ვღებულობთ + თ = +): 

ულულლ. -/ ' ე) 2-V#- 

1+C0§ -- V 1 %- 

სოლ (2–V2) _ ”-+>. ს > 

(2+V2)(2-V2) MVM4– V2 
=V2 –1=0,4142. 

სავარჯიშოები 

დაამტკიცეთ იგივობანი (M#M 1099– 1102); 

1099, 1-+2 005 2თ-+-005 4თ=4 ლC05%თ 005 20, 

„ „3 
100. 1--20053თ--005 6=–-–4 §(ი?->” · C05 3თ,. 

1101. 1 -C5(1თ = 200359 ჯაზს 
4 2 

110ზ. 1--5(0თ = 25)ი? # 2 · 
4 2 

1103. გაამარტივეთ =292 
1 +>II 

1104. იპოვეთ §Iი თ, C05 თ და 106 თ, თუ 005 2თ=>--0,6. 

გამოსახულება, 

ინ. იპოვეთ §5Iი < თა ->- და (2 -> თუ ცხობილი,ს რომ 

IC0§ თ |= 0,6, ამასთან. თ კუთხე ბოლოვდება II მეოთხედში. 

110ს, იპოვეთ (იყ თ, თუ 50 20=-––- 

გამოიანგარიშეთ: 

110?. 51”) (+ მIC 005 ი, |. 

1108. 005 (-- 8IC 510 04) · 

110ი– (დ კაო 5111 (<0. | · 

1110 Iთ წ მIC 16 ( –– 0,75) L



ნახევარი კუთხის ტანბენსის გამოსასვა მთელი კუთსის სინუსითა 
და კოსინუსით : § 1ჩ6 

ნახევარი კუთხის ტანგენსი შეიძლება გამოისახოს მთელი კუთხის 
სინუსით. და კოსინუსით შემდეგი ფორმულების საშუალებით: 

თ 510 Cთ 
I --=-- (1) 

§ 2 1+ლ059» 

1- 

2 §11Cთ 

მართლატ, 

, 2510 -“-. C0§ > 
§I1თ _. 2 2 _ დ 8 

1+0ლ005Cთ 2 ლ0§+%. 2” 
2 

ამით (1) ფორმულა დამტკიცებულია, ანალოგიურად მტკიცდება (ილ 
ფორმულაც. (1) და (2) ფორმულები უფრო ი მოხერხებულია 155-ე პარა- 

გრაფში დამტკიცებული 

XC _ / 1--C05Cთ მ) 

IV 5 =1+V 1-++დი5თ ( 

ფორმულებისათვის, ვინაიდან ისინი არ შეიცავენ რადიკალს და, მა- 

შასადამე, არაა საქირო გადაწყვეტა, თუ როგორი ნიშანი უნდა იდგეს 

რადიკალის წინ. მაგრამ (3) ფორმულით გამოთვლისას საკმარისია თ კუ– 

თხის მხოლოდ კოსინუსის ცოდნა, ხოლო (1) და (2) ფორმულებით (!გა- 

მოთვლისას, კოსინუსის გარდა, საჭიროა ამ კუთხის სინუსის ცოდნაც. 

მაგალითი, 

1 

ყევეიი ს 2. 1 
1+ლ030:. , V3ვ 2+V3 

+ 2 

(თ 1579= 

2 –V3_ -8 78679) >" =.0,267V 

სავარჯიშოები 

თ , 12 
1111. იპოვეთ LC -' თუ ცნობილია, რომ §(01 C =+გ და თკუ- 

თხე ბთლოვდება არა: პირველ მეოთხედში. 
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1118, იპოვეთ 10 თ, თუ ცწობილია, რომ 510 2თ=-–-0,8 და 26 კუ- 
თზე ბოლოვდება არა მეოთხე მეოთხედში, 

1118, დაამტკიცეთ, რომ თუ 2თ კუთხის სინუსი და კოსინუსი რაცი- 

თნალურია, მაშინ თ კუთხის ტანგენსიც რაციონალურია. 

მართებულია თუ არა შებრუნებული დებულება? 

რტრ0იბონოზმეტრიულ ფუნკციათა ნამრავლის ბარღაძზნა ჯამად გ 1 
  

თუ წევრობრივ შევკრებთ 

51II(თ-+- ჩ) =51ი თ · C05 ჩ+§5ი ჩ · C5 თ 

ღა 

§I0(თ––ჩ)=510ი თ · C05 ჩ-––აIი ჩზ · ი§ « 

ფთრმულებს, მივიღებთ: 
5II (თ-+ჩ)--5Iი (თ––ჩ) =2 510 თ · 005 ჩ, 

საიდანაც 

ი თ · C05ჩ= იი (თ+ჩ)+§Iი (თ-––-ჩ)!. თ) 

ერთი კუთხის ი სინუსის მეორე კუთხის კოხინუსზე ნამრავლი უდრის 

ამ კუთბეების ჯამის ხინუსისა და სხვაობის ხინუსის ნახევარჯამს, 

მაგალითად, 

§II 15%05 75-– ი (157+ 752+-83!1) (159---75% | = 

1... : 1 V 3 –-- იცა – =--/1 – 2 (5919 + ვი (– 60)) 2 ( 5 )– 

«უ წევრთბრივ შევკრებთ იგივობებსა 
C0§ (თო-+-ჩ)=00§ თ · 005 ჩ-––5Iი თ · ეი 8, 

C05 (თ––ჩ)=C00§ თ · C05 ჩ+ §Iი თ - §Iი ჩ, 

მივიღებთ»: 
005 (თო+ჩ)-+C05 (თ––-ჩ) =2 C05 თ · C05 ჩ, 

საიდანაც 

C05თ · C05 8=--IC0%C. + ჩზ) + C05(თ –– ჩ)). (ლო 

ორი კუთხის კოსინუსების ნამრავლი უდრის ამავე კუთხეების ჯამის 

კოსინუსისა და სზვაობის კოსინუხის ნახევარჯამს.



მაგალითად, 

008.” დ. C0§ ==. 205 სი++> +005 ფი-+% 
12 12 2 12 

ა... 
ანალოგიურად, თუ 

C05 (თ-–ჩ)=005 თ · 005 ჩ+51)ი თ · §Iი ჩ 

იგივობიდან წევრობრივ გამოვაკლებთ 

005 (თ+ჩ)=C05 თ · C005 ჩ–– პი თ· 51ი ჩ 

იგივობას, მივიღებთ: 

005 (თ––ჩ)-–C05 (თ-Lჩ) =2 510 თ · §)ი ჩ, 

საიდანაც 

51ით ს. 51ი §=-- |C05 (თ–- ზ) –– C05 (თ-L ჩ). ფთ 

ორი კუთზის სინუსების ნამრავლი უდრის ამავე კუთხეების სხვაო- 

ბის კოსინუსისა და ჯამის კოსინუსის ნახევარსხვაობას. 

სავარჯიშოები 

გამოიანგარიშეთ ცხრილების გამოუყენებლად 0# 1114-–-–1119); 

1114, 2 §1ე 37730” ლ0§ 7730”. 1117. §1» 52930” §1ი 7930”. 

111წნ. §11) 52930” C0§ 7930”, 1118. C0§ 75” C0§ 1059, 

1116. C0§ 37730” C0§ 7730”. 1119. §1ი 455 §1იე 159. 

წარმოადგინეთ ჯამების სახით მოცემული ნამრავლები (M 1120-- 

=–-1127): 

1190, §Iი 37. §Iი 5“. 

1191. §10 7” · 005.9”, 

1199. C0§5 17” · 005 3”. 

1198. 510 (X-+-თ) · 51ი (X-––თ). 

1194, 510 (X-Lთ) · C05 (X––თ). 

1196, 005 (X+თ) · C05 (X––თ). 

1190, 4 §1ი 20? · ლ00§ 50” · C00§ 809. 

1197, 4 C08 15 · §I) 20? · 510 409. 

2



დაამტკიცეთ იგივობანი: 

1198, 2510 2თ 5Iი თ+-0053თ=009 თ, 

1120. 591თC– 25ი % _ 159 · 005 >%X 159 _ 1, 
2 2 2 

ორი კუთხის სინუსების ჯამის (სხვაობის) ბარდაქმნა ნამრავლად § 15% 
  

წინა პარაგრაფმი მივიღეთ ფორმულა: 

§(0I თ · 005 6=-- (5I0ი(+ჩზ) + 50 (თ–-ჩ). (1) 

ეს ფორმულა სწორია თ-სა და ჩ-ს ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის, 

ვთქვათ, თ და ჩ ისეთია, რომ თ+ზ=»X, C--ჩ=ყ. მაშინ თ და ჩ მოინა–- 

ხება, რთგორც 

( =+ჩ=»X, 

! თ–ჩ=ყ 

განტოლებათა სისტემის ამონახსნი. ამ განტოლებათა წევრობრივ შეკ- 
რებით ვღებულობთ 2თ=Xჯ-+Vყ. ამ განტოლებათა წევრობრივ გამთკლე– 
ბით ვღებულობთ 2ჩ=X–--ყ. ამიტომ, 

  

X+ყ X–ყ 
– ზ = 2 

ასეთ შემთხვევაში (1) იგივობა შეიძლება ასეთი სახით ჩაიწეროს: 

ვერი · ილ---% = ფი» +51იV), 

საიდანაც 

511 X + 51ი ყ = 2ყე-ლ 29% · ლ5----9. · (2? 

ორი კუთხის სინუსების ჯამი უდრის ამავე კუთხეების ნახევარჯამის 

სინუსისა ლა ნაზევარსხვაობის კოსინუსის გაორკეცებულ ნამრავლს. 

თუ (2) ფორმულაში ე-ს შევცვლით --ყ-ით და გავითვალისწინებთ, 

რთმ §51ი (C–0)=–--Iი ყ, მივიღებთ: 

; ; „ XV +I 
51 –– 110იყ= 23ე-“ #. ლევ”. (3) 

: 2 2 

ორი კუთხის სინუსების სხვაობა უდრის ამავე კუთხეების ნახევარ- 

სხვაობის სინუსისა და ნახევარჯამის კოსინუსის გაორკეცებულ ნამრავლს,



მავალითები. 1) 5ი 75'+5Iი 15” ჯამი ადვილად გამოითვ-. 

ლება ცხრილების გარეშე, თუ გამოვიყენებთ (2) ფორმულას: 

. . __ 759 .-L 159 759 -– 159 
510 75?” + 510 15? = 2 ყი მე. ლ09- 0 = 

=2510 45%.00:305-2. V 2. · #2 =--V 6. 

- 5 : 
2 90: # – §I0+> სხვაობა ადვილად გამოითვლება ცხრილე- 

ბის გარეშე, თუ გამოვიყენებთ (3) ფორმულას: 

  

5 LI 5 + ჩჯ 

91... 12“ 12 ცა 12 _ 12 
912 “12... 2 

1 V V 
=230““- . თლე: =2>“. 2 = 2 

6 4 2 2 2. 

სავარჯიშოები 

ვამოიანგარიშეთ (MM 1130--1135) ცხრილების გარუშუ თრთ კუ- 

«ხის ხინუსების ჯამის (სხვაობის) ფორმულის გამოყენებითი 
. ._ 11 - 5 

11890. «ი 105”--5Mი0 75%. 1188. 5311 --- X –– ეპი -–-- 1 
12 12 

: ჩა : ჩჯ. 7 
11311. 510 105? –- 51ც 75”. !!ბ. ლ05--- +3)0-–ჯ 

: 12 12: 

„11 . 5 წ .-7 
111? ვ§L---9%+§590---ჯ. 1186. 0(ლ0§6----5)ი--–- 

12 12 12 

გაამარტივეთ მოცემული გამოსახულებანი (0# 1136, 1132» 

1186 510 + ეთ 510 2 –თ -  49(3+2)+% (ვ. –ი)- 
ჯ · ჯ 

1182- ძი (3-+ –9ი (<--თ). 

1488. დაამტკიცეთ იგივობანი: 

1 +510 თ = 2 იღ! (+-+>) 
. 4 2 

%ჯ თ 
1 1 ჯე? |---–- –-– !" –-830 თ =28) C 3



თრი კუთხის ჯამისა და სხვაობის სინუსების ფორმულების გამთყენებით 

წარმოადგინეთ ნამრავლთა სახით მოცემული გამოსახულებანი (# 1139, 

1140): 

1 - 
1189. 2+ §II1 თ. 1140, V3 – 251ით. 

1141. დაამტკიცეთ, რომ თ და ზ კუთხეების სინუსები ტოლია მა- 

შინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

თ=(C-–-1)"'ჩ+/», 

სადაც ი რომელიმე მთელი რიცხვია. 

ორი კუთხის კოსინუსების ჯამის (სხვაობის) გარდაქმნა ნამრავლად § 10 
  

ორი კუთხის კოსინუსების ჯამისა და სხვაობისათვის მართებულია შემ- 

დეგი ფორმულები: 

005 X +005 ყ=2 ი0§ 21% · იი - 7; (1) 

,C05 X-–005ყ = –2ყ1ი52# · კითი · (2–2 

ორი კუთხის კოსინუსების ჯამი უდრის. ამავე კუთხეების ნახევარ 

ჯამის კოსინუსისა და ნახევარსხვაობის კოსინუსის გაორკეცებულ ნწაჭ- 

რავლს, 

ორი კუთხის კოსინუსების სხვაობა უდრის ამავე კუთხეების ნა- 

ხევარჯამის სინუსისა და ნახევარსხვაობის სინუსის გაორკეცებულ ნამ- 

რავლს უარყოფითი ნიშნით. 

მაგალითები, 

9 9 59159 
1) C0§ 75”+C00§ 159=2 ლ0§ =ოლ · 005 2-0 

“20-02 

ჯ 5 ჯ 

5 ჯ #+“12 42" 12 
2) 005 –“–- 1 –-–00§-–- =–2 _ “"ში"ი“ ,§I ) 12 12 51ი 2 510 2 

._ ჯ =-V V2 1 V2 
=–-2 –_. უეაებებბ == == რირ>-  –-==555:---–--. §1) 4 L1I(I 6 2 5 5 2 

= 2 00§ 459 . C0§ 308--2 L--. ' 3 1 6. 

ლთ
 

 



(1) და (2) ფორმულები შეიძლება მრავალი ზერხით მივიღოთ. და- 
ვამტკიცოთ, მაგალითად, (1) ფორმულა, 

პირველი ხერხი. 157-ე პარაგრაფში დამტკიცებული იყო 

ფორმულა: 

C05თ · ლ0:8=-- |IC05 (-+ ჩ) +C05 (თ-–– 8)). 

«თუ ამ ფორმულაში ვიგულისხმებთ, რომ თ+-ჩ=X და თ-–-ჩ=Vყ, მი- 

ვიღებთ (1) ფორმულას, ეს ხერხი მსგავსია იმისა, რომლის საშუალები- 

თაც წინა პარაგრაფში მიღებული იყო ორი კუთხის სინუსების ჯამის 

ფორმულა. 
მეორე ხერხი. წინა პარაგრაფში დამტკიცებული იყო ფორ- 

გულა: 

=+8 თ §II + 51ი ჩ=251ი-–“ · ლხა“-L, 

თუ ამ ფორმულაში ვიგულისხმებთ, რომ თ=X + “ს ჩ=4ყ+5) 

მივიღებთ: 

51 (» +5-)+ 518 (§+ +) = 251) (++ ):თა5-? · 

მაგრამ, დაყვანის ფორმულების მიხედვით, 

51/1 ( +>) = Cლ005X; 511) (, + 2): ყ; 

§1ი X+9, 9. =ლ0§++%, 

2 2 2 

მაშასადამე, 

. ლე§+--9 005X + C05წV==2 005 2 X+9 
2 ჯ 

რაც უნდა დაგვემტკიცებინა. 

(ე ფორმულის დამოუკიდებლად დამტკიცებას ვავალებთ მოსწავ- 
ლეებს, სცადეთ, იპოვოთ დამტკიცების არა ნაკლებ ორი სხვადასხვა 

ხერხი! 

სავარჯიშოები 

ცხრილების გამოუყენებლად გამოიანგარიშეთ (M 1142--1147) ორი 

კუთხის კოსინუსების ჯამისა და სხვაობის ფორმულის გამოყენებით: 
# “რ



11 
11495, C0§ 105? L 00§75%9; 114. (005 45 გ ლ0§ -"_ წ. 

12 

1148, C05 105“-–ილი§ 75”. 1146, C05 15-–§!იე 15?, 

11 5 წ4 11 
1144. 005 -–-–- L-L 005-–- 1. 1147. 511 ––- C005–“–- 

12 + 12 121 12 

გაამარტივეთ მოცემული გამოსახულებანი (M#M 1148, 1149)ჯ 

წ 2 
1148. 005| ––- +თ 05) –– –_ · 

C )““ (3 3 
ე: წ 

1149, 005 | –“ თ |I“-005| –– ––თ I". 

1160, თითოეული იგივობათაგანი 

§)ით + ლC05თ = V2 §1ი (« + +) 

510 თ –- 005თ = V2 51ი (« –+): 

დაამტკიცეთ ორი სხვადასხვა ხერხით. 

0 წარმოადგინეთ ნამრავლთა საით მოცემული გამოსახულებანი 

ს 1151-1154): 

1161, V2-L2 00§ თ. 1163. 31ი X-L005 Vყ. 

1159, )23--2 008 თ. 1154, §1I X–-51ი ყ. 

116ნწ. გაამარტივეთ გამოსახულება: §1ი97 (+- + )-თიV(++ 8) 

დაშალეთ მამრავლებად მოცემული გამოსახულებანი (M 1156-–-1159): 

1150. 1-L5Iი თ––00§ თ, 

1167. 510 თ-L5I9 (თ-Lჩ) +519 ჩ. 

11წ8. C05 თ-+-C05 2Cთ--C05 3თ. 

1169, 1+-51ი თ-LC0§ თ. 

დაამტკიცეთ მოცემული იგივობანი (M 1160–-–1163): 

5II1 თ +510 3თ. _ 

0605 –+005 3თ. 

510 (+ ჩ) + 51ი (–-– ჩ) _ 

C05 (თ +ჩ) + C05 (X––ჩ) 

1160. 1C 2Cთ. 

1161 1C Cთ.



5111 (თ –38ი(თ- 

C05 (თ+ ზ) ––005 (თ-– ჩ) 

§)0 თ-–- 2518 2თ+ §51ი 3დ 

005>--2 005 2I-L C053Cთ 

1184. დაამტკიცეთ, რთმ თ და ჩ კუთხეების კოსინუსები ტოლია 
მაშინ და მხოლთდ მაშინ, როცა 

თ=-Lჩ-2ი», 

სადაც # რომელიმე მთელი რიცხვია. 

1168, = LC 2თ. 

ორი კუთხის რანბენსების ჯამის (სხვაობის) გარდაქმნა § 16ი 

ზოგიერთ” ამთცანის ამოხსნისას სასარგებლოა შემდეგი ფორმუ- 
ლები: 

სX+დე- 5290C1+#. (08) 

ლ05 X>:C05ყ 

(CX – (ე =- 10 -V. (2) 

ლ05 X· 005ყ 

ორი კუთხის ტანგენსების ჯამი უდრის ამ კუთხეების ჯამის სინუსს, 
გაყოფილს ამავე კუთხეების კოხინუსების ნამრავლზე. 

ორი კუთხის .ტანგენსების სზვაობა უდრის ამ კუთხეების სხვაობის 

ხინუსხ, გაკოფილს ამავე კუთხეების კოსინუსების ნამრავლზე. 

დავამტკიცოთ, მაგალითად, პირველი ფორმულა, გვაქვს! 

თ»X+Vყ _ 50X + §)1ყ _ §10X-C05ყ - C05X-511 ყ : 

ლა» C05ყ 005X · C05ყ 
მაგრამ 

მე X· C05 ყ-+C05 X-·- §31ი 7=51ი (X-L+), 
ამიტთმ: 

C05X-00589 

ამით (1) ფორმულა დამტკიცებულია, ანალთგიურად მტკიცდება (7 

ფორმულაც. 
მაგალითი, დავამტკიცთთ, რთმ თრ > +ი» და ჩ=->- +ის 

კუთხეების ტანგენსები ტთლია მაშინ და მხოლთდ მაშინ, რთდესაც ეს 
კუთხეები განსხვავდება ქ ერთმაწეთისაგამ ჯ-ს ჯერადი კუთხით. 

ვთქვათ, თ და ჩ ერთმაწეთისაგან განსხვავდება ჯ-ს ჯერ კჟკუთხით; 
მაშინ თძ=ჩ +ი», სადაც # რთმელიმე მთელი რიცხვია. მაგრამ ასეთ შემ- 
თხვევაში 

Lდ თ=Lწ (ზ+-ი%)=L6 ჩ. 
ყი



შებრუნებით, ვთქვათ, LC თ=1Cჩ, მაშიწ (დ თ--LC 8-0 და (2 ფოტ- 
მულის მიხედვით 

§1ი (–– ჩ) 

005Cთ · C05ჩ 
=-0. 

მაგრამ ეს შესაძლოა მხოლოდ მაშინ, როცა 510 (თ––ჩ) ==0. როგორც 

ცნობილია, სინუსი ნულად იქცევა მხოლოდ «ჯ-ს ჯერადი კუთხეებისა“ 

თვის. ამიტთმ 

თ--ჩ=7/9%, 

თ=ჩ-L/თი, 

რაც უნდა დაგვემტკიცებიმა.. 

სავარჯიშოები 

გამოიანგარიშეთ (M# 1165-1163 ტრითგონომეტრიუღლთძ ტცხრილე- 

ბის გამოუყენებლადა 

116ა. LC 22930” --LC 677930". 

1166, LC 22730" --Lი 67730”. 

11 5 
116393. ლ _– 

822 632“ 
11 5 1168. “ #2. ყ-- > 

«52 9322 
LCთ+Lჩ 

11გვ. გიაამარტივეთ ––-––---–'. გამოსახულება, 
Iხყთ–1Iჩ 

1170, წარმთადგიზმეთ ნმამრავლთა სახით მოცემული გამოსახულება- 
წია 

ა) V3-–-Lდ თ; ბ) 1+LV 9. 

1171, თპთვეთ პირთბა, რომლის დრთსაც # და ჩ კუთხეების კოტაწ- 

ჯენსები ერთმანეთის ტთლღიძ იქნება, 

დაამტკიცეთ თგძვთბანი) 

თ თ /%X თ 

ა. 5919 2თ + 5. 
1+Cს2თ _ 4 

1-–ი0LდC2Cთ. (2-2) · 11278,



ჯერათლი კუთხეების ტრიბონომეტრიულ ფუნქციათა გრაფიკები §10 

მე-5 თავში (ნაწილი 1) ვაჩვენეთ, როგორ აიგება ყV=8§1)ი X, #=005 X, 
9ყ=LCX, V=CLწ X ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა გრაფიკები, ახლა გან- 
ვიხალოთ საკითხი იმის შესახებ, თუ როგორ აიგება იმ თX ჯერადი კუ- 
თხეების ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა გრაფიკები, სადაც თ რომელი- 

მე ღაღებითი რი ად 
=31ი თX ფ იის გრაფიკის ასაგებად შევადაროთ ფუნქცია 

ჩვენ მიერ უკვე სწავლილ ყ=35Iი X ფუნქციას. ვიგულისსმოთ. რომ, 
თცა X=Xი, ყV= “ვი > ფუნ ცია ღებულობს ყე:-ის ტოლ მნიშვნელობას, 

მაშინ ყა=3510 X-. გარდავქმნათ ეს თანაფარდობა შემდეგნაირად, 

რიგად, დ-ი -%)- თი (2). 

რომი +(>)): 
მაშასადამე, ყ=5Iი თX ფუნქცია, როცა X= %ი –“, ღებულობს იმავე 

თ 
#% გნიშვნელთბას, რასაც რი თ ფუნქცია, რთცა X»=Xა. ეს კი ნიშ- 
ნავს, რთმ ყ=§Iი თX ფუნქცია თ-ერ უფრთ ხშირად იმეორებს თავის 

=<---- აი =ყ#(02# ღრ, 

CC # XX ა . 
პი ს ა რავრს 3 _– 

ი2 
“I. 

წას. 22ჰ.- 

მნიშვნელთბებს, ვიდრე ჟე=3)ი L ფოწქუი. ამიტოშ 9ე=510 თX ფუნჭ- 
ციის გრაფიკი მიიღება X-თა ღერძის გასწვრივ ყ=§8|ი X ფუნქციის გრა- 

ფიკის. თ-ჯერ „შეკუმშვით”. 

  

  
წას. 222, 

" თ-- ბერძნულია ასოა, )კითხება! ომეგა, 

34



მაგალითად, ყ=510 2X ფუნქციის გრაფიკი მიიღება Vყ=510X სინუ- 

სოიდის აბსცისების ღერძის გასწვრივ 2-ჯერ „შეკუმშვით“ (ნახ. 221). 

ყ=ვ8ი > ფუნქციის გრაფიკი მიიღება ყ=831ი X სინუსოიდის X-თა ღერ– 

ძის გასწვრივ ორჯერ „გაჭიმვით“( ან –- კერ „ შეკუმშვით“, ნახ. 222 ) · 

ვინაიდან ყ=51ი თX ფუნქცია თავის მნიშვნელობებს იმეორებს თ. 
ჯერ უფრო ხშირად, ვიდრე ყ=381ი X ფუნქცია, ამიტომ მისი პერიოდი 
თ-ჯერ ნაკლებია V=5Iი X ფუნქციის პერიოდზე, მაგალითად, V=35I1M 2X 

ფუნქციის პერიოდი უდრის 3 =თ-ს, ხოლო Vყ=3)ი + ფუნქციის პე- 

რიოდი უდრის 25=4. 

2 

ანალოგიურად აიგება ჯერადი კუთხეების სხვა ტრიგონომეტრიულ 
ფუნქციათა გრაფიკებიც. 223-ე ნახახხე წარმოდგენილია Vყ=0ლ0§ა 2X 

  

#7 “ 7 

  

ფუნქციის გრაფიკი, რომელიც მიიღება 9#==005 X კოსინუსოიდის აბსცი- 

სების ღერძის გასწვრივ ორჯერ „შეკუმშვით“. ყ=008 > ფუნქციის 

გრაფიკი (ნახ. 224) მიიღება ყ-==005 ჯX კოსინუსოიდის X-თა ღერძის გასწ- 

ვრთვ თრჯერ „გაჭიმვით“. 

” წ=005 

--2-2>1 => #7” ა “– 

რა. + საეა-ს ლ 
4“ 

  97 ყ =005 2 

ნახ. 224,
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225-ე ნახაზზე თქვენ ხედავთ §=LV 2ჯX ფუნქციის გრაფიკს, რომელიც 
მიღებულია ყ=%ს”იX ტანგენსოიდის აბსცისების ღერძის გასწვრივ ორ- 

ჯერ „შეკუმშვით“, ხოლო 226-ე ნახაზზე ყ=18> ფუნქციის გრაფიკს, 

რომელიც მიღებულია ყ=1–წ X ტანგენსოიდის ჯ-თა ღერძის გასწვრი; 
ორჯერ „გაჭიმვით“. 

სავარჯიშოები 

ააგეთ მოცემული ფუნქციების (M 1174–-1181) გრაფიკები და აჩვე- 

ნეთ ამ გრაფიკების კოორდინატთა ღერძებთან გადაკვეთის წერტილების 

კოორდინატები, განსახღვრეთ მოცემული ფუნქციების პერიოდები, 

4 5 
1124. = 5)-––-X. 11?8. = 0LC-–-X, ? V 2 7 ყ 265 

1128 = C09 5 ჯ 1179 = §ჭი-2 Xჯ ის. ყ= 3 · · ყ= ვ.“ 

1176 = L 4 ჯ “1180 = 0058 2 ჯ. · V=LC ვ + · V#ყ=00 3 

5 · Xჯ 
177 ყ= IC --ჯ 118). ყ=ლსC ლ. 

7 1189,. განსახღვრეთ V=3 XX და 9ყ=1C 37# ფუნქციების პერიო- 

დები, 
1188. მოიყვანეთ ისეთი ფუნქციების ორი მაგალითი, რომლებიც ღე- 

ბულობენ ყველა მნიშვნელობას --1-დან +1-მდე (ამ ორი რიცხვის ჩა- 

თვლით) და იცვლებიან პერიოდულად 10-ის ტოლი პერიოდით. 

11864 ?, მოიყვანეთ ისეთი ფუნქციების ორი 'მმაგალითი, რომლებიც 

ღებულობენ ყველა მნიშვნელობას 0-დან 1-მდე (ამ ორი რიცხვის ჩათვ- 

ლით) და იცვლებიან პერიოდულად – -ის ტოლი პერიოდით. 

1186. მოიყვანეთ ისეთი ფუნქციების თრი მაგალითი, რომლებიც 

ღებულობენ. ყველა ნამდვილ მნიშვნელობას და იცვლებიან პერიოდუ- 

ლად 1-ის ტოლი პერითდით. 
1186“. მოიყვანეთ ისეთი ფუნქციების თრი მაგალითი, რომლებიც 

ღებულობენ ყველა უარყოფით მნიშვნელობას და ნულს, მაგრამ არ 
ღებულობენ დადებით მნიშვნელობებს და _ იცვლებიან პერითდულად 

5ის ტოლი პერიოდით. 

«5



ყ5==/4 5)ი ოX, ყ=),4 00% თ X, /=/4 LV თX, ყ=.4 CL თ Xჯ 
ფუნქციათა ბრაფიკები § 165 

ვთქვათ, 4>>0, მაშინ, თუ V==/4 51) თI>>0, ამ ფუნქციის ყველა 

მნიშვნელობა 4-ჯერ მეტი იქნება #=§)ი თ/ ფუნქციის შესაბამის მნიშე– 

ნელობებზე. თუკი #=/4 §1ი თ/(<0, მაშინ ამ ფუნქციის მნიშვნელობები 

4-ჯერ ნაკლები იქნება ყ=351ი თ/ ფუნქციის შესაბამის მნიშვნელობებ- 
ზე, ამიტომ ყ=)4 §51ი თ! მრუდი მიიღება V=3!ი თX მრუდისაგან ვერ- 

ტიკალური მიმართულებით #4-ჯერ „გაჭიმვით“. 

  

” 
31 

21 

11) „– 

/ M ”“ M / % 
V% : = 

0 ჯ » 3» 27ჯ# #“ 

–=11 7 % 7 ? ა, ყოაი2 

=21 

ს ყ=34(02X 

=2+   
ნახ, 227, 

   



 
 

 
 

 
 

  
 



მაგალითად, წ=3 §Iი 2» მრუდი (ნახ. 227) მიიღება #=31ი 2Xჯ მრუე- 
დის ვერტიკალური მიმართულებით სამჯერ „გაჭიმვით/. ანალოგიურად, 

ყ=-- 510 2X მრუდი (ნახ. 228) მიიღება ყ=35) 2X მრუდის ვერტიკა- 

1 ლური მიმართულებით სამჯერ ი„ შეკუმშვით" (+ –-ჯერ „გაჭიმვით“ |. 

  
ნახ, 231, 

/ 

  
ნახ, 232. 

     

   LI. 

ია 

V/=35ი2#/ 

  
   

L /



„ანალოგიურად აიგება V = # 005 თ X, ყ=/4 LC თX, ე =:4 CLწ აX 

ფუნქციათა გრაფიკებიც. 229-ე მნახახხე წარმოდგენილია ყ=>3 005 2X 

ფუნქციის გრაფიკი, 230-ე ნახაზზე ყ=-- LC 2X ფუნქციის გრაფიკი, 

231-ე ნახაზზე /=3 CLC X ფუნქციის გრაფიკი. 
თუ 4<0, მაშინ ყ=# §Iი თX ფუნქციის გრაფიკის ასაგებად წინას- 

წარ უნდა აიგოს ყ= |4 | 510 თX ფუნქციის გრაფიკი და შემდეგ გარდა–- 
ისახოს იგი სიმეტრიულად X-თა ღერძის მიმართ. 232-ე ნახასზე, მაგა– 
ლითად, ნაჩვენებია ყ=––3 §(ი 2X ფუნქციის გრაფიკის აგება. ანკალოგი– 

ურად აიგება ყ=- 2ჯ ფუნქციის გრაფიკიც (ნახ. 233), 

V“" 
I სყ 2-2” , 

I . I – 

რ/რწ
/წძ/
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ნახ. 233, 

შევნიშნოთ, რომ #=.4 §Iი თ», #=4 005 თ», 9=/4 LC თX, ყ= 
=#4 CL თX(C4 5-0) ფუნქციათა პერითდები არაა დამოკიდებული #4-ზე, 

სავარჯიშოები ; 

ააგეთ მოცემული ფუნქციების (M#M 1187-–-1196) გრაფიკები და აჩვე- 

ნეთ ამ გრაფიკების კოორდინატთა ღერძებთან გადაკვეთის წერტილების 
კთორდინატები. განსახღვრეთ მოცემულ ფუნქციათა პერიოდები: 

1187. ყ= 310 3Xჯ. 1188, ყ=ლ=––-3 §10:2ჯ. 

1 1 Xჯ 
1189. = ––- 31ი 3#. 1190. =. 810) ––– |. 

7“ 5 5 ( 3)



1 
1101. 9= – --- ლC0§2X. 1194. ყ=2V% +. 

11090. /ყ=--2 C0§ -“-, 1195. ყ= – + (ი 2X. 
2 2 

1 ჯ 
11983. ყლ=--2005 (–-3ჯ. 119 V= 2 %( -–--): 

1197. მოიყვანეთ ისეთი ფუნქციების ორი მაგალითი, რთმლებიც მი- 

იღებენ ყველა მნიშვნელობას – --დან + ---მდი, ამ ორი რიცხვის 

"ჩათვლით, პერიოდულად --ის ტოლი პერიოდით. 

1198“, მოიყვანეთ ისეთი ფუნქციის მაგალითი, რომელიც მიიღებს 

ყველა მნიშვნელობას 5-ზე მეტი მოდულით და იცვლება პერიოდულად 
1 

--“-ის ტოლი პერიოდით. 

ყ=4# 5)ი (თ (X+0)), ყ=/ 005 (თ (X+ი) და ა. შ. 
ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა გრაფიკები 6 168 
  

დავიწყოთ მარტივი მაგალითიდან. ვთქვათ, უნდა ავაგოთ V= 

=2510 (> + <) ფუნქციის გრაფიკი ამისათვის მოცემული ფუნქცია 

შევადაროთ ყ=35)ი X ფუნქციას, რომლის გრაფიკის აგება უკვე ვიცით. 

: 2 · ' 
ვთქვათ, მოცემული ყლასი( » +-- ) ფუნქცია, როცა X=X»ი, ღებუ- 

ლობს ყ-ის ტოლ რომელიმე მნიშვნელობას, მაშინ 

4 
=51M) | X)+-–“–- I. 95 ( 9 3) 

მაგრამ ასეთ შემთხვევაში ყ=5IიX ფუნქციამ უნდა მიიღოს იგივე 

ყი მნიშვნელობა, როცა X=Xე- +--- ამრიგად, ყველა მნიშვნელთბას, 

რომლებსაც ღებულობს ყ=51ი C + 2) ფუნქცია, მიიღებს ყ=31ი ჯ 

ფუნქციაც, თუ X-ს განვმარტავთ როგორც დროს, შეიძლება ითქვას, 

რთმვ თითთეულ ყია მნიშვნელობას /-ძი(> + 5.) ფუნქცია ღებულობს



დროის – ერთეულით უფრო ადრე, ვიდრე §=5Lი X ფუნქცია. აქედან - - 

გამომდინარეობს, რომ ყ=3§!ი ( X+ 5) ფუნქციის გრაფიკი“ მიიღება 

ყ=5ი Xჯ სინუსოიდის გადაწევით აბსცისებს ღერძზე მარცხნივ 

– ერთეულზე (ნახ. 234). 

ყ=5ი/X+3) 

წპი, 234. 

ანალოგიურად შეიძლებოდა აგვეგო ისეთი ფუნქციების გრაფიკე- 

ბიც, როგორიცაა ყ=C% ( X+ +) /=LV(+++) და ა. შ. 

შევნიშნავთ, რომ მსგავსი ამოცანები ჩვენ უკვე გვხვდებოდა 120-ე 
ბარაგრაფში (L ნაწ.) 

ყVყ=005 X=5)ი (»+ +) 

ფუნქციის გრაფიკის აგებისას. 

თუ საჭირო იქნებოდა V=3ი (· –ჯ) ფუნქციის გრაფიკის აგება. 

მაშინ ზემომოყვანილის ანალოგიური მსჯელობები მოგვცემდა იმავე შე- 
(14 

დეგს. ყ=85ი (» =2 ფუნქცია მიიღებს იმავე მნიშვნელობებს, რასაც 

ყ=51ი0 ჯ ფუნქცია, მხოლოდ დროში ერთეულით დაგვიანებით (თუ X-ს 

განვმარტავთ როგორც დროს). ამიტომ /=51ი ( X –+-) ფუნქციის გრა- 

ფიკი მიიღება წ=81ი L სინუსოიდის გადაწევით აბსცისების ღერძხე მ ა რ- 

ჯენივ 2 ერთეულზე (ნახ. 235).



ახალოგიურად შეიძლებოდა აგვეგო ისეთ ფუნქციების გრაფიკებიც, 

როგორიცაა · ყ=005 (» –%) , ყ-ს8( XL- <) და ა. ფშ 

ახლა განვიხილოთ უფრო რთული მაგალითები. ვთქვათ, საჭიროა 
აიგოს ყ=4 5Iი(თ + თ) ფუნქციის გრაფიკი, ამისათვის მოცემული 

=§ი(- წ – V- – 
ს ლა “ებ 

+ 

_–_ C-ს –_ > ” 
ლთ ბლ არ“ “+ 

ღი – > ..–“ 

ყ= §1ჩ7X 

ნაზ 235, 

ფუნქცია შევადაროთ ყ=)1 §1ი იX ფუნქციას რომლის გრაფიკის აგე- 
ბა უკვე ვიცით (იხ. § 162). ვთქვათ, ყ=/4 51ი ICCCX-++თ)) ფუნქცია, რო- 
ცა X=Xა, ღებულობს ყ-ის ტოლ რომელიმე მნიშვნელობას. მაშინ 

მი=/# 519 (თ(X--Lთ)I. 

ეს თანაფარდობა გვიჩვენებს რომ ყ=,74 §Iი თX ფუნქცია როცა 
X= XL, ღებულობს იმავე ყე მნიშვნელობას. ამიტომ ყველა მნიშენე–- 
ლობას, "რომელსაც ღებულობს Vყ=/ §5Iი |თ(X-+ თ) ფუნქცია, მიიღებს 

ყ=4 510 ითX ფუნქციაც, ამასთანავე, თითოეულ მნიშვნელობას პირვე- 

ლი ფუნქცია მიიღებს დროის თ ერთეულით (თუ X-ს განვმარტავთ რო- 
გორც დროს) უფრო ადრე, ვიდრე მეორე ფუნქცია, მაგრამ ეს ნიშნავს, 

რომ ყ=)/1 §1ი (თ(X-+-თ)) ფუნქციის გრაფიკი მიიღება ყ=4 5(ი თX ფუნ- 

ქციის გრაფიკისაგან აბსცისების ღერძზე მარცხნივ თ ერთეულზე 

გადაწევით. 
მაგალითად, ყ=3 ვი 2 (+ + %) მრუდი მიიღება ყ==3 519 2X 

მრუდის გადაწევით აბსცისების ღერძზე მარცხნივ – ერთეულზე (ნახ. 

236). 

ყ=--3 008 |2(» + <) | მრუდი მიიღება ყ=--3 00§ 2X მრუდის 

გადაწევით აბსცისების „ღერძზე მარცხნივ ლ მანძილზე (ნახა 237). 
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ანალოგიურად შეიძლება აიგოს ისეთი ფუნქფიების გრაფიკებიც, რო- 

გორიცაა #/=.4 §Iი(თ0(X--თ)), ყ=,/4 005 (თ(X--თ)) და ა. შ. 

«



ისინი მიიღებიან შესაბამისად ”=7/4 5I(ი C0X, V=/4 005 CთX და ა. ფშ, 

ფუნქციათა გრაფაკების გადაწევით აბსცისებს ღერძხე მარჯვ ნივ 

თ მანძილზე. 

· ჯ 
238-ე ნახახხე თქვენ ხედავთ V=3 5Iი |2(» _ +) ფუნქციის 

გრაფიკს, რომელიც მიღებულია V=3 §1ი 2 ფუნქციის გრაფიკის გადა- 

წევით აბსცისებს ღერძზე მარჯვ ნივ + მანძილზე. 239-ე ნახაზზე 

1 2 
წარმოდგენილია /=--- C16 2 ( X-– 5) ფუნქციის გრაფიკი, რომე– 

1 
ლიც მიღებულია ყ=-- CL 2X ფუნქციის გრაფიკის გადაწევით აბსცი- 

ჯ 
სების ღერზე მარჯვნივ –- მანძილზე. 

შევნიშნოთ, რომ ყ=/4 §Iი Iთ(X+-თ)) ფუნქციის პერიოდი, ისე რო- 

გორც სხვა ანალოგიური ტრიგონომეტრიული ფუნქციის პერიოდები, 

არ არის დამოკიდებული თ-ზე. 

სავარჯიშოები 

ააგეთ მოცემული ფუნქციების (M 1199--1205) გრაფიკები და აჩვე- 

ნეთ ამ გრაფიკების კოორდინატთა ღერძებთან 'გადაკვეთის წერტილების 

კოორდინატები, განსახღვრეთ მოცემულ ფუნქციათა პერიოდები: 

1199, ა წ=9ი (+++): დ /= თა( » –->). 
4 6 

ბ) V= 31 _ 5 = XX). ) ყ მი| + >) ე) ყ «(++ +) 

2% წ 
მ #-=Cა( »+<). მ8#9=%(»- +). 

1900, /-29ი (++ )- 
2 3 

1 (5L წ 
1901. ყ = –– 005 –X#-– · 

2 2 +) 
1 ჯ „ ყლ–--V”I2 XV. 1203“. ყ 2 C) (»+ 3 

1... I 1 
9808. ლ–- –_ – , 1 ყ 2 ძი, 3 (X – I) | 

V%4



 
 

 
 

 
 

  
 



1904. წ=--2005 (+ (L-–») I 

1უ0ბ. ჟყ=21C L>- (+–-+) | 

)=415ი(თL+ ი), M-==/ C05 (თX+-ი) 
და ა. შ. ფუნქციათა გრაფიკები § 16+ 

ვთქვათ, უნდა აიგოს ყ9=3 510 (2X--5) ფუნქციის გრაფიკი, ეს ფუნ- 

ქცია წარმოვადგინოთ V=3 §Iი 2 (+–+) სახით, ამის შემდეგ ადვი- 

ლი მისახვედრია, თუ როგორი თანმიმდევრობით უნდა აიგოს იგი. 
1) თუ ყ=510 + სინუსოიღას „შევკუმშავთ/“ X#-თა ღერძზე ორჯერ, 

მივიღებთ ყV=31ი 2X მრუდს (ნახ. 240, მრუდი I). 

/ 

  

  
  

ნახ. 240. 

2) ყ=50 2X მრუდის ვერტიკალური მიმართულებით 3-ჯერ „გა- 
ჯიძვით" მივიღებთ ყ=3 §Iი 2X მრუღს (ნახ. 240, მრუდი Iს. 

3 თუ ყ=3 §5ი 2X მრუდს მარჯვნივ გადავწევთ მასშტაბის გ-ერ- 
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თეულ მანძილზე, მივიღებთ ყ=3 §1ი (2X--5) ფუნქციის გრაფიკს (ნაზ. 

240, მრუდი II9. 
ანალოგიურად აიგება ყ=.4 §Iი (თL+ თ) ფუნქციის გრაფიკიც 4, 

თ და თ-ს ნებისმიერი სხვა მნიშვნელობებისათვის, 

იმავე პრინციპხეა დამყარებული Vყ=)4 0085 (თ.X-L-თ), ყ=/# LC(თX- 

+თ), ყ=4 CLC (თX+თ) ფუნქციების გრაფიკების აგება. მაგალითად, 

1 
ყ=--M(2 + <=) ფუნქციის გრაფიკის · ასაგებად ჯერ მას წარმოვა- 

«48 თება, “1 -, 

_დგენთ ყ=-- (7-4 |2 (X++)) სახით, რის "შემდეგ: 

·1. თუ ყ=19 X ტანგენსოიდას „მევკუმშავთ/“ Xთა ღერძზე ორჯერ, 

მივიღებთ ყ=1წ 2X ფუნქციის გრაფიკს (ნახ 241, მრუდი V; 

-V/L 

  

  

  
ნახ, 241, 

2. თუ ყ=Iლ2X მრუდს“ „შევკუმშავთ ვერტიკალური მიმართულე- 

ბით 3.ჯერ, მივიღებთ ყ = --V 2X მრუდს (ნახ. 241, მრუღი IM. 

1 ს 
3. თუ ყ=-- სყ 2ჯ მრუდს გადავწევთ მარცხნივ--– მანძილზე, მივი–- 

ღებთ ყ = გVM(2:+ 5) ფუნქციის გრაფიკს (ნახ. 241, მრუდი II) 

4



სავარჯიშოები 

ააგუთ მოცემული ფუნქციების (M 1206--1213) გრაფიკები და აჩვე- 
ნეთ ამ გრაფიკების კოორდინატთა ღერძებთან გადაკვეთის წერტილების 

კოორდინატები. განსახღვრეთ მოცემული ფუნქციების პერიოდები. რო- 
გორია ამ ფუნქციათა ექსტრემალური (ე. ი. მინიმალური და მაქსიმა- 

ლური) მნიშვნელობანი? 

1950. ყ=285)ი (3X--2). 1910. ყ= – – 005 (3X +2). 

1... 1 1 2 
1907. ყ =-- §1ი (3X-– 3). 1911. ყ=“---- 005 აჯ 

1 23L 1 ჯ ჯ% 
1908, 2510| –– X+4 –– 1915. ყლ=–ს--––|). /- 290(--++ >”). #(=--8(+--« ) 

XL 
1509. ყ=2 005 (1-X). 118. /=3|ყ (3-2 )' 

ჰარმონიული რხევა § 185 

ვთქვათ, # წერტილი (ნახ. 242) მოძრაობს თანაბრად 4-რადიუსიან 

წრეწირზე საათის ისრის მოძრაობის საწინააღმდეგო მიმართულებით, 

წამში ით რადიანი მუდმივი 

კუთხური სიჩქარით. თუ დროის 

საწკის მომენტში (/==C0) ამ 

წერტილს ეჭირა ი კუთხით 

განსახღვრული /, მდებარეო- 

ბა, / წამის შემდეგ იგი დაიჭერს 

იდ კუთხით განსახღვრულ 

რომელიმე / მდებარეობას. 

იმ დროს როდესაც VM 

წერტილი მოძრაობს წრეწირ- 

ზე, მისი ” გეგმილი ორდი- 

ნატთა ღერძზე ასრულებს რხე- 

ხნ ვას Cა) დიამეტრის გასწვრივ 

ნახ. 242, და აღწევს ხან უმაღლეს C მდე- 
ბარეობას, ხან უდაბლეს #) მდე– 

ბარეობას, ეს რხევა რომ მათემატიკურად აღვწეროთ, გამოვსახოთ # 

წერტილის ორდინატი დ კუთხით, კუთხური თ სიჩქარითა და # მიმდი- 

48   

 



ნარე დროით. ამ #/ ორდინატის შეფარდება წრეწირის #4 რადიუსთან 

არის იმ კუთხის სინუსი, რომელსაც ქმნის 0M ვექტორი X ღერძთან. 
მაგრამ ეს კუთხე დროის ( მომენტში, როგორც ზემოთაა მითითებული, 

უდრის თ/--დ-ს. ამიტომ ძ-=Vი (თ(+Cთ), საიდანაც 

ყ=24 §1ი (თ!I--C). (– 

(1) ფორმულა წარმოადგენს ორდინატთა ღერძზე // წერტილის გეგ- 

მილის რხევის კანონს. ასეთი სახის რხევებმა მიიღო ჰარმონიული 

რხევების სახელწოდება, 

ჰარმონიული რხევის V=.4 5)ი (ი(+ი) ფორმულა განსაზღვრავს 

ყ-ს, როგორც I დროის ფუნქციას ამ ფუნქციის მაქსიმალური მნიშვ- 

ნელობა, ცხადია, უდრის 4-ს, ხოლო მინიმალური (–-/4)-ს, მაშასადამე, 

ამ ფუნქციის ყველა მნიშვნელობა მოთავსებულია (-–-4)-სა და 4-ს შო- 

რის. ამიტომ 4-ს ეწოდება რხევის ამპლიტუდა. 

ცვლად თ/+დ კუთხეს ეწოდება რხევის ფაზა. რხევის საწყი- 

სი ფაზა დ ყოველთვის დადებითია და ნაკლებია 2M-ხე. 1” დროს, 
რომლის განმავლობაში // წერტილი წრეწირზე აკეთებს ერთ სრულ 

ბრუნს ეწოდება ჰარმონიული რხევს პერიოდი. ამ პერიოდში 

M წერტილის /” გეგმილი ორჯერ გაივლის ყველა თაქის შესაძლო მდე- 
ბარეობას და დაბრუნდება საწყის მდებარეობაში. გამონაკლისია მხო- 

ლოდ ზღვრული C და მდებარეობები (იხ. ნახ 242), რომელთაგან 

თითოეულს წერტილი ერთხელ გაივლის. . 

გამოვსახოთ ჰარმონიული რხევის ” პერიოდი 4 ამპლიტუდით, 

თ კუთხური სიჩქარითა და საწყისი დ ფახით. 

7 დროში. VI წერტილი გაივლის (ა?” რადიან გხას. მაგრამ ეს გზა, 

ამასთან ერთად, უდრის წრეწირის სიგრძეს, ე. ი. 2X რადიანს. ამიტომ 

თა 7 =2X, საიდანაც 

7= <%, (2) 
ი 

ამრიგად, ჰარმონიული რხევის პერიოდი კუთხური სიჩქარის უკუ- 

პროპორციულია. იგი არაა დამოკიდებული რხევების არც ამპლიტუდა– 

ზე და არც საწყის ფაზაზე, 

ჰარმონიული რხევის (1) პერიოდი არის V=4 5Iი (თ!+დ) ფუნქციის 

პერიოდი. მართლაც, 

2, 
თ ( +C)+ ყ = 

· თ 

=74 510 | ს (+ V + 22) = 4 §1ი (თI +დ). 

რვი|თC +7+Cდ|)=4%%ი 

 



ამას შეიძლება მივხვედრილიყავით, რასაკვირველია, შესრულებული 

გარდაქმნების გარეშეც. დროის #+7' მომენტში. # წერტილი ხომ ბრუნ- 

დება „იმავე მდებარეობაში რომელიც მას ეჭირა დროის “I მომენტში. 

4 ი (თ!-+დ) ფუნქციის მნიშვნელობები კი ” წერტილის ორდინატე4 

რხევის პერიოდის შებრუნებულ სიდიდეს უწოდებენ რხევის ს იხ- 

შირეს და აღნიშნავენ V»?” ასოთი. ჰარმონიული რხევის (1) სიხშირეა: 

7 2 

ეს სიდიდე გვიჩვენებს, თუ რამდენ რხევას ასრულებს წერტილი ერთ 
წამში, 

თ კუთხური სიჩქარე რხევის V ს სახმირითა და 7 პერიოდით შემდეგ- , 

ნაჭრად გამთისახება (იხ. (3): 

ია = 2:IV = 2. 
7 

ამიტომ ჰარმონიული რხევის განტოლება თ) ხშირად ჩაიწერება 

ყ==#4 5Iი (2=-/--დ) 

21 
=/4910| ––1 · ყ=/1511 ( ჯ + 9) 

სავარჯიშოები 

1814. მოცემული ჰარმონიული რხევებიდან თითოეულისათვის გან- 

სახღვრეთ 4 ამპლიტუდა, 7” პერიოდი, V სიხშირე და საწყისი · დ -ფაზა: 

სახით აზ ასეა 

1 – 
ა) ყ -;პი(3 ++)! გ) ყ=3 C0§ 3/, 

ბ)-ც=7 510 (> + <) დ) ყ=250(3+7+1). 

1915, როგორი რიცხვითი მნიშვნელობები შეიძლება მიიღოს ჰარ- 
მთხიული რხევის ამპლიტუდამ, სიხშირემ და საწყისმა -ფახამ? 

ააგეთ მთცემულ პარმონიულ რხევათა გრაფიკები (# 1216, 1217); 

1916, ე = 3§ი (2!+ < 

“ ს ბერძნული ახთა; იკითხება: წიგ. 
9



1 . 6 
ყლ–-–5ი (3, + <)' 

ე VL 5 

1918. როგორ გავლენას ახდენს ჰარმონიული რხევის გრაფიკზე 

ამ რხევის ამპლიტუდა და სიხშირე? 

ჰარმონიული რხევა ელექტროტექნიკაში § 166 

ელექტრული დენი, რომლითაც იკვებება ქალაქის განათების ქსელი, 

ცვლადი დენია. ასრულებს 'რა ჰარმონიულ რხევას მისი / სიდიდე 

/= /) 519 (+ (+ ი ) 8. 

განუწყვეტლივ იცვლება. (1) ფორმულაში /: დენის მაქსიმალური მნიშ– 
ვნელობაა, 7' –- რხევის პერიოდი, დ ––- საწყისი ფახა, 

გამოვარკვიოთ, დროის რომელ მომენტებში აღწევს დენი ექსტრემა- 
ლურ ლ. 0. მინიმალურ: ან მაქსიმალურ) მნიშვნელობას „და მისი სიდიდე 

როდის იქცევა ნულად, 
როგორც ეს (1) ფორმულიდან გამომდინარეობს, თავის მინიმალურ 

მნიშვნელობას დენის ძალა აღწევს მაშინ როცა §)ი (-I+)=- –1, 

ეს განტოლება გვაძლევს: 
21 ვ 
–! = #6 27, . · /+9 + 

საიდანაც 

(=7' (#++-;-). (2? 
4 2, 

თუ) 2 > % ან დC- თ, მაშინ მინიმუმის პირველი მომენტი შე– უშ >> 2 უ ველი მომენტი შე 
იძლება მივიღოთ (2) ფორმულიდან, როცა /1=0: 

6=7 ლ 

. 
თუკი <7. ან დ >”. მაშინ მინიმუმის პირველ მომენტს მი- 

ვიღებთ (ბ) ფორმულიდან, როცა #=1: 

იხ=7ჯ 7? _დC 
4 2: 

51



მინიმუმის ყოველი მომდევნო მომენტი დგება მინიმუმის წინა მო–- 

მენტიდან 7' წამის შემდეგ (დაამტკიცეთ ეს). 

თავის მაქსიმალურ მნიშვნელობას / დენი აღწევს მაშინ, როცა 'მეს- 
რულებულია პირობა: 

22 
51 |––/+დ)=1. ფს) 

ეხ განტოლება გვაძლევს: 

2%, +დ-=->-+ 21. 

ხაიდანაც 

1 დ (=7 + · 3 

C 4. 2 ო 

თუ >> ან დ <--, მაშინ მაქსიმუმის პირველი მომენტი შე– 

იძლება მივიღოთ (პ) ფორმულიდან, რთცა M=0: 

6=”(+-7ე 

ს4 2X 

თუკი <X» ან დ>->-, მაშინ მაქსიმუმის პირველ მომენტს  მივი- 

ღებთ (3) ფორმულიდან, რთცა #=1ა 

5_ დ (.=1| –––-L). 1” (- 2ჯ 

მაქსიმუმის ყოველი შემდეგი მომენტი დგება მაქსიმუმია წინა მო- 

შენტიდან 7 წამის შემდეგ (დაამტკიცეთ ეს). 

ახლა გამოვარკვიოთ, / დენის“ სიდიდე დროის რომელ მთმენტებში 

იქცევა ნულად. ამისათვის უნდა ამოვხსნათ 

27% 
910| –– =0 

(+ +9) 
განტოლება. 9გი' გვაძლევს)“ 

'ა 25 
V»ჯ წ+დ=>ით, 

ლC -+): (4 

ზაიდანაც



ასე, მაგალითად, დენის სიდიდე პირველად გახდება ნულის ტოლი 

(=-> (! –+) 
2 ჯ 

დროის მომენტში, თუ დ<», და 

(–+(2 =3 
2 ჯ 

დროის მომენტში, თუ დ>>». თითოეული მომდევნო მომენტი დადგება 

წინა მომენტიდან ->– წამის შემდეგ (დაამტკიცეთ ეს”. 

სავარჯიშოები 

1919. იცით თუ არა, როგორია დენის რხევის სიხშირე თქვენს განა–- 

თების ქსელში? | 

1990, დროის რომელ მომენტებში ღებულობს ყ სიდიდე, რომე« 

ლიც იცვლება 
=5111 24 ე 2 

წ” 2 '3 

კანონის მიხედვით, ექსტრემალურ (ე, ი. მინიმალურ და მაქსიმალურ) 

მნიშვნელობებს და როდის იქცევა იგი ნულად? 

1991. იგივე, რაც 1220-ე ამოცანაშია, ოღონდ შემდეგ რხევათა კა- 
ნონებისათვის: 

ა) /=2 51ი C + 3) 

· 5 
ბ) ყ=7 §11 C + #6 ) · 

859იX+-ხლიი§». ბამოსახულების ბარდაქმნა დამსმარე 
კუთხის შემოტანით § 16? 

ლემა. თუ ორი ნამდვილი რიცხვის კვადრატების ჯამი უდრის 

ერთს, მაშინ ამ რიცხვებიდან ერთი შეიძლება განვიხილოთ როგორც 
რომელიმე კუთხის კოსინუსი, ხოლო მეორე –– როგორც „სინუსი.. 

სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, თუ ი“-+6?=1, მაშინ არსებობს ისეთი 

დ კუთხე, რომ ძ=00§ დ; ხ=>-519ი დ. 

სანამ ამ ლემას დავამტკიცებდეთ, განვმარტოთ იგი შემდეგ მაგალით– 
ზე: 

· V3. 2 1 2 3 1 1 
(V- +| ––-– |) = აჭი =4. 

86
1



1 
ამიტომ არსებობს ისეთი დ კუთხე, რომ V? _იიად; 2 “რ6 511 დ. 

დ კუთხედ ამ შემთხვევაში შეიძლება ავიღოთ ყოველი კუთხე შემდეგი 

კუთხეებიდან: 30”, 30”+3609, 30“-+-2.360” და ა, შ. 

ლემის დამტკიცება. განვიხილლოთ 04 ვექტორი (ნახ. 

243), რომლის კოორდინატებია (თ, ხ). ვინაიდან 01+62=1, ამიტომ -ამ 

ვექტორის სიგრძე უდრის 1-ს. მაგრამ ამ შემთხვევაში მისი კოორდინა– 

“ტები. უნდა უდრიდეს (C0§ დ-სა და 

50 დ-ს, სადაც დ მოცემული ვექ- 
ტორის მიერ აბსცისების ··ღერძთან 

შედგენილი კუთხეა. ამრიგად, 

ი=ლ058თი, ხ=-319 დ, 

_ რაც უნდა დაგვემტკიცებინა, 
დამტკიცებული ლემა საშუალე- 

ბას „გვაძლევს, რომ ი §Iი X-Lხ 005 X 

გამოსახულება გარდავქმნათ და მისი 

ნახ. 243. შესწავლის გაადვილების მიზნით უფ- 

რო მარტივი სახით ·წარმოვადგინოთ. 

  

  

„, პირველ ყოვლისა, გამოვიტანოთ ფრჩხილებს გარეთ V0”+6" გამო- 
სახულება: 

ძ ხ 
050 X+ხ0C05X =V 0? + ე „C--- §5I0X + :7/58+ §C იის» ): 

ძ 2 ხ 2 ძ 
ვინაიდან (7227) + (:=>=>») = 1, ამიტომ V202+ ხ2. და 

ხ : 7. , 

––-- რიცხეებიდან პირ შეიძლება განვიხილოთ, როგორც ოროო- Vთ=ნი ოლ 9 ველი ძეიძლება გახვიხილ გოოც 

მელიმე დ კუთხის კოსინუსი, ხოლო მეორე ––როგორც იმავე დ კუთხის 

ძ ხ 
: –==== –-––===-C: წ ს) სინუსი: 706. ლC05დ, V/05+ 2 აი დ. მაგრამ ასეთ შემთხვევაში 

ი 510 X+ხ 009 X=V20--ხ“? (C0§ (ი 510 X-L§10 («ი ლ05 X) = 

=V0?-Lხ" 5Iი (X–+-C). 

"ამრიგად, 
ი 51ი X+ხ 005 L=V02+ხ? 510 (++დ), 

სადაც დ კუთხე განისაზღვრება 

§I1 დ = 005დ = პირობებიდან. 
  

ხ ძ 

V01ზ+ხ? V0? +ხ? 

#
.



მაგალითები 

: =/“ 1 1 | 
1) §I0X+005X=V/2 | ––– 50 +-–-–-005X |= 

(წ V2 
-V2(C» + 510 X+ §Iი-- იი§X | =V2Lი (C. + +) · 

"მიღებული 

5(ი X-+-C0§5 X=V 2 §51ი ( +%) 

ფორმულის დამახსოვრება სასარგებლოა, 

2) თუ ძ და ხ რიცხვებიდან ერთი დადებითია, ხოლთ მეორე –უარ- 

ყოფითი, მაშინ ი §1(ი X+ხ 005 X გამოსახულება უნდა გარდავქმწათ არა 
სინუსების ჯამად, არამედ ორი კუთხის სინუსების სხვათბად, მაშასადა- 

ე! 

  3310 X-- 4005X=%V9 +16 (-==> 
, 4 

§ა1იX-–-–=--0005X |= 
9+16 #9 +16 ) 

3 4 
=5 (6 X.-ლ--იძ0§ ჯ. -)<5 510 (X– დ), 

სადაც დ კუთხედ შე-ქლება ვიგულისხმოთ ნებისმიერი კუთხე, განსაზ- 

ღვრული პირობებით: 

005 დ = 3 §I1 დ= შტ დ= §” დ= 3. 

სახელდობრ, შეიძლება ავიღოთ დ=8L0 LC – მაშინ მივიღებთ: 

· . 4 
3 §51ი --4 005 X=5 510 C – მIC LI +): 

სავარჯიშოები 

დამხმაოე კუთხის შემოტანით „გარდაქმენით მოცემული გამოსახულება- 

ნი (M#M 1222-–-1229): 

(999, 510 X--V3 005 X. 1996, 5 510 X--12 005». 

1598, §10 X--008 X. 1997. –-7 §I0 2X-24 005 2X. 

1994, 3 5Iი X+-4 008). 1998, 3 ყი 3X1-2V2 C0§ 3ჯ. 

1985, -4 აIი X--3 ლ0ა X. (539. 51 5X-LC05 5X.



1980. როგორი უდიდესი და როგორი უმცირესი მნიშვნელობა შე- 
იძლება მიიღოს თითოეულმა შემდეგ გამოსახულებათაგან: 

ა) 3510 X+4 003 X; დ) 5--7 510 X--24 005 X; 

ბ) 133510 X-–-4005XI, ე) V5I0 X--005 X; 
1 

გ) –-5 510 X+12 0035 X; ქე-–._ 
|511X + 005XI 

19581, დაამტკიცეთ, რომ 

V99 §Iი X--49 005 X=51 
განტოლებას არა აქვს ფესვები. 

ააგეთ მოცემული ფუნქციების (M 1232, 1233) გრაფიკები: 

1989. ყV=3510 X-LV3 C05 X. 
1988. ყ=51I) 2X--005 2X. 

ერთნაირი სიხშირის ჰარმონიულ რხევათა შეკრება § 168 

პრაქტიკაში (მაგალითად, ელექტროტექნიკაში) ხშირად საქმე გვაქვს· 

ერთნაირი სიხშირის რხევებთან, ნებისმიერი ორი ასეთი რხევა შეიძ-. 
ლება წარმოვიდგინოთ ასეთი სახით: 

Vყ:=#4, §ი (ი/+დთდ,) და (ა=/4ე 51ი (თ? 4+-დე). 

განსაკუთრებულ ინტერესს იწვევს შემთხვევა, როცა პირველი რხე- 

ვის საწყისი ფახა უდრის ნულს, ხოლო მეორე რხევის საწყისი ფაზა 

ფ-ს. მაშინ V,=,4, 51ი თ: ყა=/ე 51ი (+ + +) =/ე 005 C)/. ასე– 

თი ჰარმონიული რხევების ჯამი უდრის: , 

4, 51ი თ/-+/4ე C05 თ!= V4,?+ 71. 510 (თ/+დ), (1) 
სადაც დ კუთხე განისაზღვრება პირობებიდან: 

ი. 4. 

VI+2I. " VI+CII 
(0) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ, თუ ორ პარმონიულ რხევას აქვს 

§Iი დ = (23 

ერთნაირი სიხშირე და მათი ფაზებია 0 და--, მაშინ ამ რხევათა ჯამი 

იმავე სიხშირის პარმონიული რხევაა, 

შეჯამებული რხევის ამპლიტუდა 4 გამოისახება შესაკრებ რხევათა 

4: და 4, ამპლიტუდებით 
#4=V4,+#47 , 

ფორმულის მიხედვით, ხოლო საწყისი დ ფაზა განისაზღვრება (2) პირო- 

ბებიდან. 
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მაგალითი, ვიპოვოთ V=51ი 5/--V 3 005 5/ რხევის ამპლიტე- 
და, სიხშირე და საწყისი ფახა. 

გვაქვს: §Iი 5I-- -V3 C0§ 5/= VIX3 810 (5/-L (6)=2 519 (5/-+Cთ), 

ამასთან, იდ=–- #2, ი დ = –-. ამიტომ დ=-” და, მაშასადამე, 

– § 
51ი 5--V3 C55-29ი( ++ = · 

მოცემული რხევის ამპლიტუდა უდრის 2-ს, სიხშირეა -– , ხოლო სა– 
ჩხ 

წყისი ფაზაა ს 

სავარჯიშოები 

მოცემული ჰარმონიული რხევებიდან (M 1234-1237) თითოეული-– 
სათვის იპოვეთ ამპლიტუდა, სიხშირე და საწყისი ფაზა. ააგეთ ამ "რხევა- 
თა გრაფიკები, 

1284. ყ=§5)ი 21--008 21. 

1986. ყ=V3 §1ი 37+-009 3/. 
19536. ყ=4 510 XI/-L3 005 II, 

15987. ყ=7 510 X---24 005 X. 

1938. დაამტკიცეთ, რომ ერთნაირი სიხშირის ორი ჰარმონიული 

რხევის ჯამი არის იმავე სიხშირის ჰარმონიული რხევა. როგორ განისაზ- 

„ ღვრება შეჯამებული რხევის ამპლიტუდა, სიხშირე და საწყისი ფაზა შე- 
V საკრებ რხევათა შესაბამისი მახასიათებლებით? 

1239, სახელოსნომი დადგმულია ორი ძრავა. ერთი მათგანის ჩარ- 

თვისას იატაკის თითოეული წერტილი იწყებს ჰარმონიულ რხევას 0,1 მმ 

ამპლიტუდითა და 1400 – სიხშირით. მეორის ჩართვისას იატაკის თითო- 
თ 

ეული წერტილი იწყებს ჰარმონიულ რხევას იმავე ამპლიტუდითა და 

1450 = სიხშირით. როგორ დაიწყებს რხევას იატაკი ორივე ელექტრთო- 
თ 

ძრავას ჩართვისას? 

ტრიგონომეტრიულ იგივობათა დამტკიცება § 108 

არსებობს ტრიგონომეტრიულ იგივობათა დამტკიცების მრავალი 

სხვადასხვა ხეოხი. განვიხილოთ ზოგიერთი მათგანი კონკრეტულ მაგ> 

ლითებზე.



მაგალითი 1. დავამტკიცოთ იგივობა:. 

XC05Cთ + 50C = §(=++). თ) 

005Cთ -–- 510 თ 

პირველი ხერხი. ამ იგივობის მარცხენა ნაწილში მდგომი 

გამთსახულება გარდავქმნათ ისე, რომ იგი დავიყვანოთ Lთ (=++ ) 

სახეზე. ამისათვის C0§5 თ ჩავწეროთ როგორც §1ი (+ თ). მაშინ, 

თუ გამოვიყენებთ ორი კუთხის სინუსების ჯამისა და სხვაობის ფორმუ- 
ლებს, მივიღებთ: 

ი05Cთ + 510 თ = §Iი (> +თ)+ 510 თ = 2351ი. (« ++) ლ05-=-– 

=V 2. 51ი (++): 47 

აშ · : ჯ : · .- # ' ქს 
C005C>XL-- 5I11თ = 51 (2+)–“ი თ=2 ში>- · C05 («+ +)= 

=V2 005 («+ +): 

V2 510 (« > 
005X+5Iით _ I =ო 

„ააეა.ა= = (C++). 
ილათ- ვით / 2 იი§ («++ ) 4 

მეთრე ზერხი. მოცემული იგივობის მარჯვენა ნაწილში მდგო- 

მი 1 (+ +) გამოსახულება გარდავქმნათ ლ05C1 510> გამოსახუ- 
4. 009 ––510Cთ | 

ლებად. ამისათვის ვისარგებლოთ თრი კუთხის ჯამის ტანგენსის ფორმუ- 
ლით: 

ამიტთმ 

  

  

§10 თ 

+ «> _ 1თთ+1 ათის «(C++>)=- წ 905X _____ 
=ით52“ 1-– ICC 1 510 

ლ005Cთ 

91ით +005C 

-= „. 00§5Cთ ._ ლ05თ+ §I0 თ 

ილ05LX--850Cთდ დ§თ – ით 

წ. ი0ვთ



მაგრამ აქ აუცილებელია ერთი პრინციპულად საყურადღებო შენიშენის 

გაკეთება. როდესაც ვწერდით, რომ 

LIთთ + LC + 

«(6CC=)---- ე“, 
1-Iთ-IC-- 

მაშინ ფაქტიურად ვგულისხმობდით, რომ (LC თ განსაზღვრულია, ე, ი: 

თრ +ით. სიაამდვილეში კი ეს „ვარაუდი შეიძლება არასწორი აღმოჩ- 

ნდეს. ამიტომ შემთხვევა, როცა ი=--+ით, ცალკე უნდა განვიხილოთ. 

ამ შემთხვევაში C0§ თ=0 და ამიტომ მოცემული იგივთბის მარცხენა. ნა- 

წილი.. მითღებს 

ლ005Cთ+ვIით_ _ 59 10ით _ _ _ . 

ლზთ.-აითთ –აით 

სახეს, მოცემული იგივობის მარჯვენა ნაწილი კი, როცა თ=-=-+ით, 

(+ +) = I" (> % + MI ) · 

მაგრამ # არის ტანგენსის პერიოდი. მაშასადამე, 

წს 3 
( – ს = (თ--X=--1, «(+ +) 65% 

„ამრიგად, როცა თ=-> +/თ, მაშინაც (1) ტოლობა მართებულია, 

მოგვცემს: 

ახლა კი მოცემული იგივობა შეიძლება ჩაითვალთოს სავსებით დამ- 

ტკიცებულად, 
მესამე ხე რხ ი. მოცემული იგივობის მარცხენა და მარჯვენა 

ნაწილებში მდგომი გამთსახულებანი დავიყვანოთ ერთსა და იმავ ე სა- 

005 +519 თ წი 

0035თ–- მით. 
ყოთ 00. თ–ზე, ოღონდ. თავიდაწვე ვიგულისხმოთ, რომ C05 0#0. ამიხ 

მედეგად მივიღებთ: 

ხეზე. ამისათვის ლადღის მრიცხველი და მნიშვნელი გავ- 

  

ლ05>XL+951ი თ 

005 0+9I0ითღ _ __ ლ05თ _ _ 1+1-C . თ) 

ილათ –აი თ “ ი0§C-ყით 1-–I(CCთ 

005 თ _ 
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მოცემტლი იგივობის მარჯვენა ნაწილის გარდაქმნისათვის გამოვიყე 
ნოთ ორი კუთხის ჯამის ტანგენსის ფორმულა: 

IV-4 არმია 
4 _18თ+1. 1. 

თუ (2) და (3) ტთლობებს შევადარებთ, მივიღებთ: 

5C 511  _ <591+50% ,/V ++ 
005თ–-5ი თ 

იიი ამსაიმვოლოი ვენა – თე როგორც 
მაგალითი 2. დაამტკიცეთ იგივობა: 

005 3თ · 510 5თ––51ი 2თ=§)ი 30 · 005 50. 

ვაჩვენოთ, რომ მოცემული ოგივთბის . მარცხენა და მარჯვენა ნაწი– 

ლებში მდგომ გამოსახულებათა შორის სხვაობა უდრის ნულს, მართლაც, 

005 3თ · §)ი 5თ––51ი 2თ––51ი 3თ · “C0§ 5= 

=(005 3თ · 510 5თ-––-51ი 3თ · 005 50)––51ი 2ღთ= 

=51ი (5თ––-–3თ)––5Iი 2თ=518 2თ––3Iი 2თ=0, 

ამით იგივობა დამტკიცებულია. 

სავარჯიშოები 

დაამტკიცეთ მოცემული იგივობანი: 

1940, (590 (+-–ჩ). 
ICთ -–-I098 

ი დ 6. +2)-V ლ 

=005C.·005ჩ. 

  

=8510 2თ. 

ენთული 
ჯაკე, 162 510 («+ჩ) + 510 («––ჩ) 

Iდჩ §0(თ+ჩ) – §5Iი(თდ-–ჩ) 
2 591ით-005 ჩ –– 510 (–– ჩ) 1948, 

§C+ჩ (§Iი თ+00§თ) 005 ჩ-– (510 ჩ-- 05 ჩ) 5(0C 
1იკკ, _ (959 _ -V(+ – >)' 

1+ვ1ი თ. · 

1046, 59 (901+ თ – C05(60 +თ) _ V3 ICC. 
310 (30? + თ) + 005 (60" +თ)



1546, C05 40 · C05 6თ-–C0§ 100 =5)ი 4თ · 510 60. 

1 1 · 

1247. – –- (ძ2ვვი2ღ= ––– -”“"'პ_ 
4 (თ2თ -- C(თ?თ 

ყIC §1ი ი, მIC0050 და ა. შ. ბამოსახულებათა შემცველი ტოლობანი § 120 

ვთქვათ, უნდა დავამტკიცოთ ტოლობა: 

მICLდ 2'ს+- გICLთ 3=-> ჯ, 

პირველად გამოვარკვიოთ, რა საზღვრებშია მოთავსებული მ8VCLC2-L 
+2-C-(ყ 3 კუთხე, თითოეული მVCILC 2 და მICL 3 კუთხეთაგანი 0-ზე მე- 

ტია და “ზე ნაკლები. ამიტომ 

0<28I1ლ0LC 2-L გICLC 3ლX. 

ანალოგიურ უტოლობას აკმაყოფილებს =– » კუთხეც: 

ვ 
0<--%<X. 

ამგვარად, მICLC 2-Lგ+1იLC 3 და --ი კუთხეები იმყოფება 0-დან #-მდე 

შუალედში, მაგრამ ამ შემთხვევაში მათი ტოლობის დასამტკიცებლად 

საკმარისია ვაჩვენოთ მათი ტანგენსების ტოლობა. გვაქვს: 

1დ (მXC LC 2) +Lდ (მIC LC 3) _ 

1 (ფ(მICLC 2) 10 (მXCLC 3) 
_ 2+3 
“1–=2.3.. 

LC (გIC IC2 +მLC LC 3)= 

3 
(დ-- X=--1, წი 

ამით მოცემული ტოლობა დამტკიცებულია, 

შევნიშნოთ, რომ იმ სახღვრების მონახვა რომლებშიც მოთავსებუ- 

ლია გICLდ 2-+მIC (წ 3 ჯამი, სავალდებულოა. არ შეიძლება დავასკვნათ, 

რომ მIC LC 2--2:C 10 3= - L მხოლოდ იმის საფუძველზე რომ 

LC (მICLდ2 -L 2მICLთ 3)=ჯC + ჯ. ორი კუთხის ტანგენსების ტოლობიდან 

არ გამომდინარეობს, რომ თვით ეს კუთხეებიც ტოლია, მაგრამ, თუ კუ- 

ი)



თხეები მოთავსებულია 0-დან ჟ-მდე საზღვრებში, მაშინ მათი ტანგენ- 

სების ტოლობა უზრუნველყოფს თვით კუთხეების ტოლობასაც, 
სავარჯიშოები 

დაამტკიცეთ მოცემული ტოლობანი: 

2 . ვ 1 
194. მჯC1C “> + მ2LC (ი--= კ“ 

1--5VM/3 წ 
1948, ემი IC5+მ801წ–--–––-...– =- 

წე+მ006 55V/3ვ #6 

18%60. მIC 510 0,6 + მIC 511 0,8 => · 

: 5 12 120 
·19651, 2-0 005 –-––-მI0005-- == 8-10005 -––, 

13 13 169“ 

· 4 
1965. მLC510 0,8 + მოლლ0§-- =-2- · 

1968. მIC §1 0,8––მIXC C05 0,6=0, 

ტრიგონომეტრიული განტოლებანი § 1721 
  

ამ თავში მიღებული იყო რიგი მნიშვნელოვანი ტრიგონომეტრიული 
იგივობანი. ახლა კონკრეტულ მაგალითებზე ვაჩვენებთ, თუ როგორ შე- 

იძლება გამოვიყენოთ ეს იგივობანი ტრიგონომეტრიულ განტოლებათა 
ამთსახსნელად, 

მაგალითი 1, ამოვხსნათ 

1დX+1IC (++ Xჯ)=–2 

განტოლება, 

თუ. გამოვიყენებთ ორი კუთხის ჯამის ტანგენსის ფორმულას, მივი- 
ღებთ: 

C- - +I# 1+X, 
«(+ +)=-–“ “ - ==“ –( ჯ. 

1- (>> LC» § 

ამიტომ მოცემული განტთლება შეიძლება ასე გადაიწეროსა 

1 +VC Xჯ 
I ჯ + --2. 

– IX



თუ "LC ჯ-ს აღვნიშნავთ ყ-ით, მივიღებთ 

1+ყ 
=-2 

ალგებრულ განტოლებას, ანუ 
ყ(1-–ყ)+1+9=--2(1--ი), 

ყ=-LV3. 

ამრიგად, ან LV X=V 3. და მაშინ Xჯ = 3-+ ი, ან LC X= -V3 და 

საიდანაც 

მაშინ X= – +, სადაც # და # ნებისმიერი მთელი რიცხვები. 

ამონახსნთა ეს ორი ჯგუფი შეიძლება წარმოვადგინოთ ერთი ფორმუ- 

ლით: X= + ფ-+ი. 

პასუხი: X=+-2 +ით. 

მაგალითი 2. ამოვხსნათ 

3 005 2X=7 §1I1 X 

განტოლება. 
_ 205 2X წარმოვადგინოთ 005%X--51იX-ის სახით. მაშინ მოცემული 
განტოლება შეიძლება ასე ჩაიწეროს: 

== -:3(2052X-–5102X) =7 51ი X.. 

ლ05“% ' შევცვალოთ (1-–-510%%-ით, მივიღებთ: 

3(1-–2 5102X) =7 §10 X. 

თუ 510 X-ს აღვნიშნავთ ყ-ით, მივიღებთ შემდეგ კვადრატულ განტო- 

ლებას: –-6ყ”--7ყ+3=0, საიდანაც Vყ) = -- #=---. თუ გავიხსე- 

  ხებთ,: რრმ Vყ=3)M0 X, მივიღებთ: ან 519 X=--3ან 810 Xჯ= ლ · მაგ-. 

რამ მეორე შეუძლებელია: არც ერთი კუთხის სინუსი აბსოლუტური 

სიდიდით 1-ს არ აღემატება. ამიტომ 90Xჯ= – საიდანაც »Xჯ= 

=(-–-1)” 2LC §1ი ვენირ სადაც » ნებისმიერი მთელი რიცხვია. 

მაგალითი ვ. “ ამოვხსნათ 

2 ასიბ--009%=->- 510 2X 
“9 
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განტოლება. 
§I0 2X წარმოვადგინოთ 2 §I1ი X· 005 X-ის სახით, რის შედეგადაც 

მივიღებთ ერთგვაროვან განტოლებას: 

2 3)ი“X-+C05პX= 3 510) X · C05 X. 

თუ ამ განტოლების ორივე ნაწილს გავყოფთ 0057-ზე, მივიღებთ: 

2 LCCX+1=3 LX». 
აქედან 

((CX))=1, ანუ X#= ++M% 

1 
((I-I == ანუ X=მICLწ – +”. 

პასუხი: »ჯ=-> + ინ, X = გინ -+ჩი, სადაც ი და # ნებისმი- 

ერი მთელი რიცხვებია, 

მაგალითი 4. ამოვხსნათ 

1+00§ X+5ი X=0 
განტოლება. 

წარმოვადგინოთ 1--C0§ X როგორც 2 009? – ხოლო 3510 X –- რო- 

გორც 2 810 005 > მაშინ მოცემული განტოლება ”მეიძლება ჩაიწე- 

როს 

2ლ00§%> ჯ 2 §ი--. » 60§-“ = 
21“ 5 2. 9 

სახით, ამიტომ 

ჯ ჯ ჯ 
2005-–- 05 -–– +5ჰ0-–- |=0. 2 6 2. 3 · 

ჯ X. წ 
თუ 008 –-=9, მაშინ 2 => +იX და, მაშასადამე, X = ჯ + 90%. 

თუ 003 -+ ძი =0 (ერთგვაროვანი განტოლება), მაშინ 1+ (დ-- = 

=0, საიდანაც C--=- 1; >=-4+54% მაშასადამე, ჯX= – + 

2 

> 
2 

+ 21. 

პასუხი; X=X-+27/X; == 2-+2 #2, სადაც ი და X ნებისმიერი 

მთელი რიცხვებია, 
L-.



მაგალითი 5 ამოვხსნათ 

C05 2X=005 6X 

განტოლება. 

მოცემული განტოლება გადავწეროთ 005 2X--00§ 6X=0 სახით და გა- 

მოვიყენოთ ორი კუთხის კოსინუსების სხვაობის ფორმულა, 

ამის შედეგად მივიღებთ: 

2ბ2X + 6X 2X-6Xჯ => 
–2 ყი ი 0, 

ანუ 

2 510 4X 51 2X=0, 

ასეთ შემთხვევაში ან 51ი 2X=0 და მაშინ 2X=/IX; ==, ან 8Iი 4+=> 

#2 
" . 

=0 და მაშინ 4X=/X; X= წა ფესვების ორივე ჯგუფი მეიძლება წა- 

'რმოვადგინოთ ერთი ფორმულით: X= + ;. 

პასუხი: X= <#. 

მაგალითი რნ. ამოვხსნათ 

005 4X · C05 2X=C005 5X · 005 ჯ 

განტოლება, 
წარმოვადგინოთ C00§ 4X · 005 2X და 005 5X · C05 X ნამრავლები ჯა- 

მების სახით (იხ. § 157): 

1 
C05 4ჯ · C05 2=-- (C-03 6X+-005 2X); 

1 
005 5X · C05 +=-- (=C05 6X-LC05.4X). 

მაშინ მოცემული განტოლება შეიძლება ასეთი სახით გადაიწეროსა 
1 

– (05 6ჯ +003 29) =---(00§ 6X+-008 4X). 

აქედან 
005 2X=00§ 4Xჯ; 

C05 2X--005 4X =0; 

=<-2 5)ი 3ჯ · 5Iი (<–<-X–-=0; 

. 2 5ი 3ჯ· 510 X=0. 

ამიტომ, ან 510 L=0 და მაშინ +=/12, ან 51ი 3X=0 და მაშინ 3X=/ჩ2: 

5 C5



=+# ცხადია, ფესვების ორივე ჯგუფი შეიძლება ჩაიწეროს ერთი ფო- 

რმულითრ X= =ი. 

პასუხი: ჯ <2. 

მაგალითი 7. ამოვხსნათ LV 3 X-LC X=0, განტოლება. 

თუ გამოვიყენებთ ორი კუთხის: ტანგენსების” სხვაობის ფორმულას, 
მივიღებთ: ' 

510 2X 
_-- ე ე'–=0 

005 3X · 005 ჯ 

საიდანაც 3Iი 2X=0, 2X=/10ს; X==-V. ჯ-ის ამ მნიშვნელობათაგან უწ. 

და ჩამოვაშოროთ ისინი, რომელთათვისაც 00§ 3X-.და C05 X „გამოსახუ. 

ლებათაგან ერთ-ერთი მაინც იქცევა ნულად. გამოსახულება 00§ X იქ. 

ცევა ნულად, როცა X = +. ამიტომ წინათ “მიღებულ ჯ => ” 

მნიშვნელობათაგან რჩება მხოლოდ X=/IXL მნიშვნელობანი. 'გამოსახუ- 

ლება C0§ 3X იქცევა ნულად მაშინ, როცა 3ჯ=:%-+L ით, ანუ. X= 

=-- +5%#= – (2ჩ + 1) რიცხვი (2ჩ”--1) კენტია, ხოლო რიცხვი 

242) არ- შეიძლება იყოს მთელი და, მა–-   6 -- ლუწ”. ამიტომ რიცხვი 

შასადამე, „-%+ 1   ჯ მნიშვნელობები: არ“იმყოფება X=/I% მნიშვნელო- 

ბათა შორის, ამრიგად, X=MIს სახის ყველა რიცხვი მოცემული გან- 
ტოლების ფესვია. : 

პასუხი. X=/Mი. 
მაგალითი 8.-:ამოვხსნათ 

5111”2X-1-5107X=1. 
განტოლება. : 

1---05 თ=2 ზი? > იგივობიდან გამომდინარეობს, რომ 

§1122X= 1-2902450%; თინ 90022. 2X. 

ამიტომ მოცემული განტოლება შეიძლება ასე გადმოიწეროს: 

1--C05 4X--” 1--0052X- > , 

2... 2 ” 

   



საიდაწ აც 
005 4X+005 2X=0. 

ეს განტოლება ადვილად ამოიხსნება ორი კუთხის კოსინუსების ჯამის 
ფორმულით, საიდანაც ვღებულობთ: 

2 005 3X · 005 X=0. 

თუ C00§ X=0, მაშინ C= 3 +იით თუკი 005 3X=0, მაშინ 3+=--+ MX, 

საიდანაც M=-C+ > M. ძნელი არაა იმის გაგება რომ, რთცა # = 

=3ი-+1, ფესვების მეორე ჯგუფი ( =-+>+ > # ) შეიცავს პირველი 

ჯგუფის ყველა (C. =-> +7M2 ) ფესვს. ამიტომ მოცემული ამოცანის 

პასუხი შეიძლება გამოისახთს ერთი ფორმულით: =-++ ფ# 

მაგალითი 9. ამთეხსნათ 

510 X--V3 005 X= 1 
განტოლება. 

გარდავქმნათ §1ი X--V=3 C05 X. გამოსახულება დამხმარე კუთხის შე- 

მთტანით (იხ. § 167): 

818 X-–-V3 C03 X = 

-/შ+0 97 (იც თაფ ნ)“ 
=2 (+ 811 > –– M3 იიი» )– 

=2( ლ0§--- ძი X- ი > თა») =2 510 (»– 23) 

ახლა მთცემული განტოლება შეიძლება ასე ჩაიწერთსხა 

2 3 C დ )- 1, 
3. 

' 

აი (+–-- )–+ 

ვ 2 

ჩჯ 

6 1ჩ% 

საიდანაც 

და, მაშასადამე, 

თ =(–--1)5



ჯ წ 
ჯ-- –1)ჰპ –“–- +V”IX, ვ + ) 6 + 

პასუხი »-- +(-1)ბ <4”. 

მაგალითი 10. ამოვხსნათ 

5 51ი X-–-<Cლ05 X=5 
განტოლება. 

ეს განტოლება პრინციპში შეიძლება ამოიხსნას იმავე ხერხით, რომ- 

ლითაც წინა განტოლება: 

_ /5 1 
–ყის-  -=-C005XI)= 5 

V 2 ( 26 V 26 ) ' 

#26 5111(X–– დ) =5, 

  

სადაც 

5 : _ 1 
0056 = 56, ბიწ- 2 

ანუ 

დ=3830 LC 1 , 
5 

ამიტომ 

5111 (+-+იC.-)-->- 
5/ V26”' 

საიდანაც 

1 · 5 
X–მIC I>--= (–-1)წმ-C5)ი –=–-+ის, 726 

X=მ1XC C-- + (–1)” მIC 519   > +711 
V26 ' 

მაგრამ ამ შემთხვევაში უმჯობესია გამოვიყენოთ ამოხსნის სხვა მე- 
თოდი, რომელიც უფრო მარტივ პასუხს იძლევა. შემოვიტანოთ ახალი 

.X 

ცვლადი ყ=Iწ-: 

  

Xჯ X 2(ღ-“. 12.2. 
: წ 2 2ყ § 2 1--ყ? 
90X= ლეი ლიბ ლ053X=-–იაიალის ლ ლლ=, 

1+ I -- +V' 1+1C“-> 1+ყ 

მაშინ მოცემული განტოლება შეიძლება ასე გადაიწეროს:



საიდანაც 

10ყ--1-Lყზ=5(1 -++Vყ1); 
4ყ?ა 10ყ-+6=0; 

ვ 
ყ1=1, ყ.-“ა“ 

თუ გავიხსენებთ, რომ ყ=1I§ >, მივიღებთ: 

(>) =-” LI: (2-) =მIXC IC 3 ხი. 
2/ 4 2 #2 2 

მაშასადამე, მოცემულ განტოლებას აქვს ფესეების ორი ჯგუფი! 

ვ 
=->-+ 2MMI და X=2მ0C18--4+2##., 

სადაც # და # ნებისმიერი მთელი რიცხვებია. 

მსურველებს შეუძლიათ შეამოწმონ, რომ ორი სხვადასხვა ხერხით 

მიღებული პასუხები ერთსა და იმავე შედეგს გამოსახავს. 

სავარჯიშოები 

ამოხსენით განტოლებანი: 

1954, (CX--LC (2--» )='. 

_ % 1 /3 19655, – – – ვი ჯ= · - 5) C ++X ) 2 9909X=-–> 

II · 
19წ6. 005 («-+ )-9.5 510 X = 

  

ა
 

ჯა 
ლ)
 

ი ლ თ » 

1267. C05 2X · C05 X=3510ი 2X· 5'ი X. 

1968, 510 თ · 005 (თო+X) =00§5 0 · 51ი (თ-+X). 

ჯ · 9 
1969. 005 –- + |“–აი|–– –X |=0, 

19560. (9 3X · Lი X=-1. 

1961. 510 2X==2 511) X. 

1969, C05 2X=2 §1ი0->X. 

1963, §5II) X · C0§ X=0,25. 

· X 
1964, 51) X+00§ - <0. 

1965. 5)ი'X--C051ჰ;+=5)1) 2X. 
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1966, 

1587. 

1288, 

1989. 

1%90. 

1991. 

1998. 

1894. 

§Iე? + – ივ? --=0.5. 

§(ებ“. -. ტევა – = 0,25, 

· 5 005 2X=V/56 510 #X. 
: 1 

C05 2X = 251I)1X – 2. 

ჯ Xჯ 
“– .(-X=12-–- +ICX. I(-> 8X = 16 --- +I9% 

. (C 2X=3 LC X. 

#2 , IX 
IX LC 2ჯ 

2 51ე7X=V6 510 2X-–--3 C05%. 
C05?X-L4 5Iი?X=2 51ი 2X. 

811) 2X-L 511) X · C05 X=2 005 2X. 
C0§5 7X · C05 3X=00§8 4X. 

005 3X · C05 X=005 79X · 005 5X. 

C05 2X · 005 3X=C005 5X · 005 6X. 

510 V· 51II) 3X=511) 2X- 510 4X. 

= 2, 

5III 2X · C05 3X=:51ი0 3X · 005 2X. 

C05 (თ+-X) · C05 (თ––X)-+510“X=0,5. 

ჯ 
.· C05 2 =1--008 X. 

1--005 X= 511) X. 

1+005 X+C00§ 2X=0. 

C05 2X=1-+-§51ი X. 

4(1 +005X) -ა X 
_ -–---2=3 2 –_. §ი” -3 

ილვ > 
2 

§5Iი ჯX-L5Iი 3X=0. 

910 X––-51) 3X=0. 

519(30"-+-X)––910(60“-–-X) =1. 

005 2X+C0§5 6X=0. 

Cლ00§ 2+--C05 6X=0. 

005 (L-- თ)--C05 (X--ჩ) =§51ი (ჩ––თ). 

§Iი 3X=00§5 2X. 

§1ი X+51ი 2X+ 5)ი 31 + აი 4X==0.



1995, C05 X--C0§5 2X=35)ს 3». 

12996. 51 X+510 3X+51ი 5X=0. 

1297, (C 5X-+ LV 3X=0. 

1598, (თ 5X=IC 3Xჯ. 

1999, (თ 4+=LVC 2X. 

1300. წCთ(თ-LX)-L L(თ––X) ==20. 

X 3ჯ 
1801. (IC –– + = (C-–-. 6 2 +ICXჯ წ 

1802". (თ X-+LC 3X-LLC 5X=0. 

1808. C05?X–+3 ილ? > =2, 

1804. დსიზი-აწიშვა-L-- C0§ 6X=1. 

· 3 10Xჯ 
180წ. C0§52X-+2 ვ)ე?ბ5ჯ=-- 595 1-X. 

.ი 1 
1806, §510“4X-L7 ლ00§? 6X + -2 205 8X=5. 

1807. 510 X-–-V3 C05 X=1. 
1808. /3 510 X+00§5 X=V2. 
1809. §I0 5X+V3 C05 5X=2 აIი 7X. 
1810", 510 X-–-V7 005 X=V”7.. 

510 X + 0ლ05X =V2 

005 2X 

1818. §III X--C05 X-+LICთ-X=>1, 

1818. 2 510 X-–-5005X-+2 IV X=5. 

1814 , V3 §Iი X-–-/5 C05 ჯXC=V3. 
181წ. 51II 2X· L6 X=1. 
1816. C05 4X-LLთ 2X=1, 

1811. 

ჯ ვ 
1817 ლ05X-.Iყ0ხ--=-- 

2 2 

ტრიგონომეტრიულ განტოლებათა ამოხსნის გრაფიკული სერხი § 179 
  

ზოგიერთი ტრიგონომეტრიული განტოლების გრაფიკული ხერხით 

ამოხსნის შესახებ ჩვენ უკვე გვქონდა ლაპარაკი 125-ე პარაგრაფში (ნაწ. 

ს). ახლა, როდესაც ვიცით ჯერადი კუთხეების ტრიგონომეტრიულ „ფუნქ- 

ციათა გრაფიკების აგება, შეგვიძლია ამ ხერხით გაცილებით მეტი; გან– 

ტოლება ამოვხსნათ, ვიდრე წინათ. მაგრამ ამოხსნის ძირითადი . "იდეა, 
ცხადია, იგივე რჩება, % 

7”



მაგალითისათვის განვიხილოთ 

( 2-2 8 2 : 

განტოლება. 

ყ=V-- და ყ=2-X ფუნქციების გრაფიკები (ნახ. 244) იკვეთება 

უსასრულოდ ბევრ წერტილში. მაშასადამე, მოცემულ განტოლებას აქვს 
ფესვების უსასრულო სიმრავლე. ვიპოვოთ, მაგალითად, უმცირესი და- 
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ნახ. 244. 

დებითი Xე ფესვი. ეს ფესვი არის გრაფიკების გადაკვეთის წერტილის აბს– 
ცისა. იგი დაახლოებით უდრის 1,2-ს, 

ეს ფესვი რომ უფრო ზუსტად ვიპოვოთ, ვისარგებლოთ ტანგენსების 

ცხრილებით (იხ. ვ. მ. ბრადისის ცხრილები, გვ. 56), ამოვიწეროთ ყV= 

= IC და #=2–--X ფუნქციების მნიშვნელობანი X=1,2 წერტილის 

  

  

  

მიდამოში. 

ჯ 1,2 1,3 

> - 
ძ => 0,6041 0,7602 

2 

ყლ=2-ჯ 0,8000 0,7000 

    X 

(თ----(2 – X) | –011595 | 0,0602 
2           
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როგორც ამ ცხრილიდან ჩანს, როდესაც X=1,2 მნიშვნელობიდან 

X=1,3 მნიშვნელობაზე გადავდივართ, LC –-- (2-–-X) სხვაობა იცვლის 

ნიშანს მოპირდაპირე ნიშნით (– -იდან +-ზე), მაშასადამე, ეს სხვაობა 

ნულად იქცევა სადღაც 1,2 და 1,3 მნიშვნელობებს შორის. მაშასადამე, 

სიზუსტით 0,1-მდე Xე=>1,2 (ნაკლებობით) და Xე=21,3 (მეტობით). 

ტანგენსების ცხრილის გამოყენებით შეიძლება ვიპოვოთ ამ ფესვის 

მიახლოებითი მნიშვნელობა სიზუსტით 0,01-მდეც. ამისათვის განვიხი- 

ლოთ 1,2 და 1,3 რიცხვების საშუალო Xჯ=1,25 მნიშვნელობა, როცა 

X=1,25, მაშინ 

Xჯ (თ -# =0,7215, 
§ 2 

2––-X=0,7500. 

ვინაიდან (LC > < 2--X, ამიტომ Xე >>1,25 (იხ. ნახ, 244). ამრიგად, 1,25< 

<X-<-1,30, 

ახლა ვსინჯოთ X=1,28 მნიშვნელობა, რომელიც ახლოსაა 1,25 და 

1,302 რიცხვების საშუალო მნიშენელობასთან. როცა X=1,28, მა 
შინ 

ჯ (დ > =0,7445, 

2–-X=0,7200. 

ახლა უკვე LC> >2--, მაშასადამე (იხ. ნახ. 244), Xი<-1,28. 

ანალოგიურად, თუ განვიხილავდით Xჯ=1,26 მნიშენელობას, მივი–- 

ღებდით: L§ --<2-+ და ამიტომ Xე->>1,26. მაშასადამე, 

1,26<X:<1,28. 
ამიტომ სიზუსტით 0,01-მდე 

Xს) ==1,27. 

თუ საჭირო იქნებოდა იმის განსაზღვრა, როგორია ეს მიახლოებითი 

მნიშვნელობა (ნაკლებობით თუ ნამეტით), მაშინ უნდა შეგვედარებინა 

IC ->--ისა და (2-- X)-ის მნიშვნელობანი X=1,27 წერტილში. ვავა- 

ლებთ მოსწავლეებს შეასრულონ ეს დამოუკიდებლად, 

წა



სავარჯიშოები 

1819, იპოვეთ 

ჰ 3 2X – –- |=2- ჯა (2. 3 X 

განტოლების უმცირესი დადებითი ფესვი 0,01-მდე სიზუსტით. 

181). იპოვეთ 

510 2X=1--4Xჯ 

განტოლების ფესვი 0,01-მდე სიზუსტით, 

ამოცანები გამეორებისათვის 

1890, რამდენი ნამდვილი ფესვი აქვს თითოეულს მოცემულ განტო- 
ლებათაგან: 

ა) 510 X=2X; გ) LI -2X=ხX-LC(ხ=-0); 

ბ) 51ი §=22) დ) C05 2X=Xჯ? 

1391. შეიძლება თუ არა, რომ ორი კუთხის ჯამის ტაწგენსი ამავე 

კუთხეების ტანგენსების ჯამის ტოლი იყოს? თუ შეიძლება, რა შემთხვე- 
ვაში? 

1899, ' გამოიანგარიშეთ 51II(თ+ჩ) და C0§ (თ–--მ), თუ ცნობილია, 

რომ V3 519 თ=---, 005 ჩ= _ V2, ამასთან, თ და ჩ კუთხეები ბოლოვ- 

დება ერთსა და იმავე მეოთხედში, 

: : - 2V0ხ (Cნობი- 1898. გამოიანგარიშეთ §1ი9 2თ და C05 2თ, თუ 005 თ=--- შაბო 

ლია, რომ 0>>ხ>0 და თ კუთხე ბოლოვდება არა'I  გერთხედში). 

1894. იპოვეთ §10 4X, თუ 19 X=3. 

_ დაამტკიცეთ იგივთბანი (M# 1325-–-1327): 

18965. 5Iო 200? · §|ი 310”-LC0§ 3407 · C0§ ჟეზ=-V2.. 

18% 16 §1ი 10” · §Iი 30“ · §1ი 50? · §10 70?1=1, 

·1 
1857. (005 „ა ლ§ == :L., 

„5 ა 2 
გაამარტივეთ გამოსაზულებანი (M 1328, 1329): 

§Iი?თ-- 510 ”ჩ ჰვვ ჰ "ჰ' ჰ “უღ. 
50 ჩ C0§5 თ -–– C05ჩ 51ით 

„წა



წ/შშ _ ჯ 
ჰვიე V1+5იდ – /1-–30დ; როცა ა) 0 <დ< > 

ბ) 2-<9 <% 

1830. დაშალეთ მამრავლებად 

ლ0§5?4თ-+C00573თ--5(ე"20--5107თ,. 

დაამტკიცეთ იგივობანი (# 1331-1334): 

1881. 1-902 _ VI > –ჯ)' 
1+5ით 4 2 

1 1889 +0ლ005 თ-L 005 2C + C05 3C> =2Cი§ფ, 

C05C +2 00§5?>-–-1 

1 –-ლუბზX-- ცს 1383. 5111" -005% _ 3. 

1 –- 51 11X-- C05პC>» 2 

1834 (თ3თ = IC (2. +თ). (---თ) «(ყთ. 

1885. ელექტროგენერატორი გამოიმუშავებს სამფახიან დენს: 

11 == 1ე 511) (9# +Cდ), ა-ა. V+თ+> 2 ). 

4 
1 = (აი ( X+დ+-ე-» )' 

დაამტკიცეთ, რომ დროის ნებისმიერ ( მომენტში 

/.-+L75-L/ =0. 

1386. როგორ, არის ერთმანეთთან დაკავშირებული თ და ჩ· კუთხე- 

ები, თუ |I5Iი თ|= (ი ჩI? 

1837, გაამარტივეთ 

/5102თო-+Cლ005 2თ-L1 

გამოსახულება და შეამოწმეთ მიღებული მედეგების მართებულობა, რო- 

ცა თ=0 და თ:=. 

ამოხსენით განტოლებანი (M#M 1338–-1351): 

1მ8მ8. 2510 X- §(0 2X+C00§5 3X=0, 

წ



1339, 

1830. 

1841. 

13495. 

1343, 

18ჩ1. 

1 
0052 –- §(ო2X |=-–-–. 

C05 2X 
511) X-+- 005 X= - · 

1--510 2X 

5(5|ი X-LC0§ X)2–13 (§Iი X-+00§ X)-+8=20. 

005 3X-––-51ი X=005 X-––-51I) 3». 

Lთ X--Lთ 2X-–- წ 3X+Iთ 4X=0. 

1... . ; 
-> (§107X+ ლ0054X) –- 510 X · ლ05 X-5II)წV · C0§7X>2=0. 

. 510 2X+C005 2X-L51)) X· C05 X-+C15==0, 

.- 5111 (C05 X)=C005 (511) X). 

„ C05'X-LC05?2X-L C05წ3X-+-C0§პ4X=2, 

. C05 2X-+LLC X=1. 

: · 3 
0059ჯ · 510 3X+51ი% · C005 3X=–-, 

„ 590 X· 5909 3X=0,5. 

510 X-LC0§ X-+-2 §11) X· C05 X-–--1, 

ამთხსენითთ განტოლებათა სისტემები: 

§10 X+ 51Iი ყ=1, – ვ 
ყ = გ' 

18369. X+V9V= 2. 1816წ. 

პ LC X-L ყ=3. 

50X+50ყ=V2, (თXჯ-LLCს= V3(V 3-2), 
1868, ჯ 1866. « 

X+ყ = -–-. ' X+ყ=-კ-. 

3- §1I1 X 
510 X+-51L ( = V9–), §(იV 3, 

1864. _. 1867. 
· ლ05 X-C05ყ = V 3. +1, 005X _ _1 _ 

4 ( 209) V3..



ტარიგონომეტრიის იხტორიიდლან § 128 
  

სიტყვა „ტრიგონომეტრია? ბერძნული წარმოშობისაა და ნიშნავს „სამკუთხედების 

გაზოქვას“. როგორც მათემატიკის ჟველა სხვ, ნაწილი რომლებიც უძეელეს ღროში ჩა- 

ისას, ტრიგონომეტრიაც წარმოიშვა იმ ამოცანებს გადაწყვეტის ცდების შედეგად, 
ჩომელთაც ადამიანი პრაქტიკაში ხკდებოდა. ასეთ ამოცანებს შორის, პირველ ყოვლისა, 

შეიძლება დავასახელოთ მიწათმზომ ლობისა და ასტრონომიის ამოცანები, 

ტრიგონომეტრია რომ უძველეს მეცნიერებას მიეკუთენება, ამაში გვარწმუნებს 

თუნდაც ასეთი ფაქტი, მზის ან მთვარის დაბნელების დაწყების მომესტის წინასწარმეტ- 

ბისათვის აუცილებელია შევასრულოთ გამოთ ბი, რომლები, რიგონომ 
მოშეელიებას მოითხოვს  დაბნელ-ბებს მეტად ზუსტად წინასწარმეტქველებღნენ ჰეი. 
ლი ბაბილონი! სწავლულები. ეტყობ. მათ უკვე იცოდნენ ელემენტარული ტრიგონო – 
შეტრიული ცხებები. 

პირველ. უტყუარად დამოწმებული ტრიგონომეტრიელი ცხრილები შედგენილი 
იყო მეორე საუკუნეში ჩვენს წელთაღრიცხვამდე. მათი ავტოოი იყო ბერძენი ასტრონომი 

ჰიპარხი. ამ ცხრილებს ჩეენამდე არ მოუღწევია, მაგრამ სრულყოფილი სახით ისი- 

ნი შესულ” იყო ალექსანდრიელი ასტრონომის პ ტოლომეოსის „ალმაგესტში“ 

(„დიდი აგება“). პტოლომეოსის ცხრილები მსგავსია 0'-დან 90“-მდე სინუსების ცხრი- 

ლებისა, რომლებიც შედგენილია ყოველი მეოთხედი გრადუსის შემდეგ. „ალმაგესტში“, 
კერძოდ, არის ფორმულები ორი კუთხის ჯამის სინუსისა და კოსინუსისათვის, განხილუ– 

ლია აგრეთვე სფერული ტრიგონომეტრიის ელემენტებიც". 

შუ. საუკუნეებშ- ტრიგონომეტრიის განვითარებაში უდიდეს წარმატებებს შიაღ- 

წიეს შუ. -აზიისა და ამიერკავკასიის სწავლულებმჭვა, ამ დროს ტრიგონომეტრიას თვლიან 

დამოუკიდებელ მეცნიერებად და მას უკვე. როგორც წინათ, აღარ უკავშირებენ ასტრო– 

ნომიას დიდი ყურადღება ექცევა ·სამკუთხედების ამოხსნის ამოცანას. ამ პერიოდის 

ტრიგონომეტრიაში ერთ-ერთი ყველაზე შესანიშნავი თხზულებათაგანია ნასირ ედი- 
ნიხ (XIII საუკუნე) „ტრაქტატ. ოთხკუთხედზე“. ამ ტრაქტატში შემოტანილია რიგი 

ახალი ტრიგონომეტრიული ცნებებისა. ახ ლებურადაა დაბტკიცებული უკვე ცნობილი 
ზოგიერთი შედეგი. ძირითადი შრომები ტრიგონომეტრიაში თითქმის ორი საუკუნით 

გვიან შესრულდა ,ვროპაში. აქ, პირველ ყოვლისა, უნდა აღინიშნოს გერმ ,ნელი მეცნიერი 

რეგიომონტანი (XV საუკუნე). მისი მთავარი ნაწარმოები „ხუთი. წიგნი სხვადა– 

სხვაგვარ სამკუთხედებზე“ შეიცაე” ტრიგონომეტრიის საფუძვლების საკმაოდ სრულ 

გადმ ოცემა. ტრიგონომეტრიის ახლანდელი სახელმძღვანელოებისაგან ეს თხზულება 

განსხვავდება 'ძირითადად თანამედროვე მოხერხებული აღნიშვნების უქონლობით ყეე- 

ლა თეორემა სიტყვიერადაა ჩამოყალიბებული, რეგიომონტანის „ხუთი წიგნის“ გამო–- 

ჩენის შემდეგ ტრიგონომეტრია საბოლოოდ გამოიყო ასტრონომიისაგა დამოუკიდებელ 

პეცნიერებად, რეგიომონტანმა შეადგინა აგრეთვე საკმაოდ ერცუელი ტრიგონომეტრიული 

ცხრილები ჯ 

ალგებრული ხიმბოლიკის განვითარებამ და მათემატიკაში უარყოფითი რიცხეების 
შემოტანამ უარყოფითი კუთხეების განხილვის საშუალება მოგვცა; შესაძლებელი გახდა 

რიცხვითი არგუმენტის ტრიგონომეტრიული ფუნქციების განხილვა. მათემატიკის გან– 

ვითარებამ საშუალება მოგვცა, გამ ოვიანგარიშოთ ნებისმიერი რიცხვის ტრიგონომეტრი- 

ულ ფუნქციათა მნიშვნელობანი წინასწარ მოცემული ნებისმიერი სიზუსტით. 

  

« სფერული ტრიგონომეტრია განიხილავს კუთხეებსა დ, სხვა ნაკვთებს არა სიბრ 

ტყეზე, არამედ სფეროზჟ.



არსებითი განძი ტრიგონომეტრიის განვითარებაში შეიტანა ეილერმა მა 

მოგვცა ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა თანამედროვე განსაზღვრა: და მიუთითა ამ 
ფუნქციების! მაჩვენებლიან ფუნქციებთან მჭიდრო კავშირზე (იხ. თავი VIII). 

დღეს ტრიგონომეტრიული ფუნქციები საფუძვლად უდევს სპეციალურ მათემა- 
ტიკურ აპარატს, ეგრეთ წოდებულ ჰარმონიულ ანალიზს, რომლის საშუა- 
ლებით შეისწავლება სხვადასხვაგვარი პერიოდული პროცესები: რხევითი მოძრაობები, 

ტალღების გავრცელება, ზოგიერთი ატმოსფერული მოვლენა და სხვ,



მაჩვენებლიანი დღა ლოგარითმული ფუნქციები წII 

დადებითი რიცხვის დადებითი რაციონალურმაჩვენებლიანი 

სარისსხსი § 174 

IV თავში (L ნაწილი) მოცემული იყო რაციონალურმაჩვენებლიანი 

დადებითი თ რიცხვის ხარისხის განსაზღვრა. მოგაგონებთ ამ განსახზღვ- 
რას. 

თუ „# რიცხვი ნატურალურია, მაშინ ი? არის ” რიცხვთა ნამრავლი, 

რომელთაგან თითოეული უდღრის' თ-ს: 

თ'==ძ.·თ.0 «.· ძ. (1) 

  

, 

თუ „ რიცხვი წილადური და დაღებითია, ე. ი, ”=““, სადაც #! 
#M”# 

და #” ნატურალური რიცხვებია, მაშინ 
” 

I ი'=0 ' = Vთ". (2) 

0) და (2) ფორმულები განსაზღვრავს ყოველი დადებითი თ რიცხ- 
ვის ხარისხებს ნებისმიერი დადებითი რაციონალური ” მაჩვენებლით. 

თუკი # მაჩვენებელი რაციონალური და უარყოფითია, მაშინ ი” გამოსა–- 

ხულება განისაზზღვრებ როგორც ი“ გამოსახულების შებრუნებული 
სიდიდე: 

  თ'= (3) 
იძ“ 

აქ უკვე C–»უ) რიცხვი დადებითია, 

ბოლოს, თუ #=0, მაშინ ი” უდრის 1-ს; 

ც9ზ-=-1. (4) 

(1), (2), (3) და (1) ფორმულები განსაზღვრავს დადებითი C რი- 

ცხვის ხარისხს ნებისმიერი რაციონალური „ მაჩვენებლისათვის. 
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შემდგომისათვის დაგვჭირდება შემდეგი ორი თეორემა. 
თეორემა 1. თუ ე რიცხვი 1-ზე მეტია, მაშინ ამ რიცხვის ორი 

დადებითი რაციონალურმაჩვენებლიანი ზარისხიდან ისაა მეტი, რომლის 

მაჩვენებელიც მეტია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, ი>1 და #28, სადაც /I, #M, 0 და 

”" ძ 

ძ ნატურალური რიცხვებია. ვაჩვენოთ, რომ 

= # 

ი" >ი" 
მართლაც, 

== 

ი" =MV0"; ძ” =%ი”. 

დავიყვანოთ ეს ფესვები ერთნაირმაჩვენებლიან ფესვებზე1 

Vიბ ="Vი”“, (09 ="%Vეი?, 

ვინაიდან +>+#, ამიტომ #0->”ი. რადგანაც 0ძ>>1, 
ი
ყ
 

= ჯ 
ი" >0"%, ამის გამო ჩი/ცოთ>5M% ცო”, ანუ ი" >თძ' 

ანალოგიურად, შეიძლება დამტკიცდეს მეორე თეორემაც, 
თეორემა 2. თუ #0 რიცხვი მეტია ნულზე, მაგრამ ნაკლებია 

1-ზე მაშინ ამ რიცხვის ორი დადებითი რაციონალურმაჩვენებლიანი 

ხარისხიდან ისა მეტი, რომლის მაჩვენებელიც ნაკლებია. 

აი თეორემის დამოუკიდებლად დამტკიცებას ვავალებთ მოსწავლე- 
ებს. 

ძაგალითები: 1) 1,4–1,5, ამიტომ 31:1–ლ3LVხ, 

(დ 
2) 0,51<20,52, ამიტომ 20,ზ1 „- ვL9,52, 

# X%0,5) ჯ XV0,5:. 
–_–_ > _– · (+) >(5) 

1868. რომელი რიცხვია მეტი: 

2 +. 1 ტ,5 1 7 

9 · –_ _1 

_– 10 00 0 

ბ V/(თე/! ტდ არფა აუ/ლთ, 

სავარჯიშო



დადებითი რიცხვის დადებითი რაციონალურმაჩვენებლიანი სარისსი § 1? 

წინა პარაგრაფმი მოგაგონეთ, როგორ განისახღვრება ყოველი და- 
დებითი 0 რიცხვის ნებისმიერი რაციონალური „ მაჩვენებლიანი თ, ხა- 

რისხი ახლა მოგვიხდება დადებითი თ რიცხვის დადებითი ირაციონა- 

ლური ჯ მაჩვენებლიანი 06% ხარისხის განსახღვრა. დავიწყოთ შემდეგი 
კერძო მაგალითის განხილვით: როგორ უნდა გვესმოდეს 3V5 გამოსახუ- 

ლება? 
ამოვწეროთ V2 რიცხვი ათწილადი მიახლოებანი ნაკლებობით: 

1; 1,4; 1,041: 1,414;... () 
მეტობით: | 

2; 1,5; 1,421; 1,415;.., (2 

ამ მიმდევრობათა ყველა წევრი რაციონალური რიცხვია, ზოლო და- 

დებითი რიცხვის რაციონალურმაჩვენებლიანი ხარისხი უკვე განსაზღვ- 

რული გვაქვს, ამიტომ უფლება გვაქვს განვიხილოთ მიმდევრობანი: 

ვ1; ვ1,4. ვ1,41, ვ1!.414. ფ) 

ვ, ვა; ვ!) ვL+41(%..,. (წ!) 

როგორც ცნობილია, 

1=<V2<2. 

1,4–1/2<-1,5 

1,41=V2<1,42 

1,414 <2 <1,415 

ამიტომ, თუ მივიღებთ მხედველობაში წინა პარაგრაფის I თეორემას, 

ბუნებრივად შეიძლება ჩაითვალოს, რომ ჩვენთვის საინტერესო ყ=ვ3"“ 

რიცხვი აკმაკოფილებს უტოლობებს: 

ვ1ლყლვ? 
31, 1 ლყლვ!.§ 

ვსა1-ყლევ!. 

ვ1))პ1ლყლვ!!ჯ!ა



შეიძლება დამტკიცდეს, რომ არსებობს და მასთან მხოლოდ ერთი 
რიცხვი თ, რომელიც აკმაყოფილებს თითოეულს ამ უტოლობათაგან %. 

"განსაზღვრის თანახმად, ამ თ რიცხვად მიღებულია 3 | 

განვიხილოთ კიდევ ერთი მაგალითი: როგორ უნდა გვესმოდეს 

(> )” გამოსახულება ? 

პირველი მაგალითის ანალოგიურად განვიხილოთ მიმდევრობანი: “ 

ყა" ' 
ეას“ 

ბუნებრივად შეიძლება ჩაითვალოს, „რომ ჩვენთვის „საინტერესო 

#= (> I” რიცხვი აკმაყოფილებს უტოლობებს (იხ. წინა პარაგრაფის 

(>) <#<(+) 

I ” 
” <(2 1. ა“ 

იი ერად“ 
(>) <4 <( 1 ა“ 

შეიძლება დამტკიცდეს, რომ არსებობს მხოლოდ ერთი 'რხცხვი ჩ, 
რომელიც აკმაყოფილებს ამ. .უტოლობათაგან თითოეულს. განსაზღვრის 

V9მ 

თეორემა 2): 

– : 1 
თანახმად, ამ ჩ რიცხვად მიღებულია (> 

ორი წარმოდგენილი მაგალითის განხილვა გვაძლევს შემდეგ გან- 
'სახღვრას. 

  

“ბა ფაგტის 'დამტკიცებ«· სცილდება ნვენი პროგრამის საზღვრებს. და «გი აქ “არ 

4თგვუავს. | 
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განსაზღვრა. თუ 0C>1, მაშინ ამ რიცხვის დადები- 

თი იოაციონალურ0ი XჯX მაჩვენებლიანი ხარისხი 

ეწოდება რიცხვს, რთმელძიც მეტძა ი რიცხვის 

ყველა ხარისხზე რთმელთ: მაჩვენებლებია XX 

რიცხვის ათწილად მიახლოებათა ტოლია ხაკ„კ- 
ლებთბით, მაგრამ ნაკლებია ი რიცხვის ყველა 

ხარისხზე რომელთა მაჩვენებლები » რიც 

ვის ათწთლად მთიახლოებათა ტოლია მეტობით. 

თუ 0<0<1, მაშინ ამ რიცხვის დადებითი ირ» 

ციოხალური ჯ მანხვენებლიანი ხარისხი ეწო- 

დება რიცხვს, რომელიც მეტია ძი რიცხვის ყვე- 

ლა ზარისიხზე რომელთა მაჩვენებლები Xჯ რი- 

ცხვის ათწილად მთახლოებათა ტოლია მეტო- 

ბით, მაგრამ, ნაკლებია-0 რიცხვის ყველა ხ> 

რისხზე რომელთა მაჩვენებლები XL რიცხვის 

ათწილად იიახლოებათა ტოლია ნაკლებობით. 

ამას დავუმატოთ ისიც, რომ ნებისმიერი ირაციონალური ჯ რიცხვი- 

სათვის 

15=I 

“ დაღებითი რიცხვის უარყოფითი ირაციონალურმაჩვენებლიანი სარისხი § 126 

თუ ძ>0 და X დადებითი რაციოხალური რიცხვია, ძაშინ, გახსაზღვ- 
რის თანახმად, 

ც-ბპლ=-- 
ც”. (C8: 

მაგალითად, 

3 “-V. 1 1 X+-V > 1 
ლ ლლ=2>=> § _– –ე=–– 

3V 3” >) '"ი1V> " 
(2) 

შემოტანილი განსახღვრა რომ მართებული იყოს, აუცილებელია 

კაჩვენოთ, რომ (1) ტოლობის მარჯვენას ნაწილში 1 წილადს ახრი 
კი - 

აქვს ჟოველი დადებითი ი ჯა X-სათვის; ამისათვის საჭიროა დავამტკი– 

ცოთ, რომ 

რთ 55650.



მართლაც, იმ ხარისხის განსაზღვრის თანახმად, რომლის მაჩვენე 
ბელი არის დადებითი ირაციონალური რიცხვი, გვაქვს: 

ით” =05ლ07?, 

სადაც » და X»” რიცხვებიდან ერთი არის X რიცხვის ათწილადი მიახ- 
ლოება ნაკლებობით, ხოლო მეორე –- ამ რიცხვის შესაბამისი ათწილა- 

დი მიახლოება მეტობით. რიცხვები X და X” რაციონალური და დადე- 
ბითია, ამიტომ ი” >0 და ი+”>0. მაგრამ ორ დადებით რიცხვს შმორის 
მოთავსებული რიცხვი თვით უნდა იყოს დადებითი. ამიტომ თ %>0. 

ამრიგად, განვსაზღვროთ დადებითი რიცხვის ნებისმიერი ნამდვილ- 
მაჩვენებლიანი ხარისხი. უარყოფითი რიცხვის ნამდვილმაჩვე- 
ნებლიანი ხარისხი, სახოგადოდ, განუსაზღვრელია. , 

დადებითი რიცსჭის ნამღვილმაჩვენებლიანი სარისხების 

ძირითადი თვისებანი § 177 

დადებით რიცხვთა ზარისხებს აქვს შემდეგი ძირითადი თვისებები: 

1) თ“. თV=ე%+V, 3) (იხ) %=ი05%ხ», 5) (25)VსV=60%V, 

ბ ფრი 4 (+ -+> 
იწ ხ ხ“ 

„ ეს თვისებები ნაწილობრივ დავამტკიცეთ რაციონალური მაჩვენებ- 
ლებისათვის IV თავში (I) ნაწ... სინამდვილეში ისინი სწორია ირაციონა- 
ლური მაჩვენებლებისათვისაც. ამ ფაქტის დამტკიცებაზე არ შევჩერდე- 

ბით. 

მაგალითები 

1) (>)” =0 ს 

ერიდე რდ თილი 
–-V9. „ვM3, 

  

ა" ა. ენ 
5 

სავარჯიშოები 

დაამტკიცეთ იგივობანი (# 1359, 1360): 

1 912 6 1 MM 9 2 2 Vპ3 V“ბ, 
18589, _– -4 .!-- .· 165 = (3) “'·(§) “(0 ) 

V 4 278. – 

49880 "2 _..2 – =(6.29”?, 
კV/ს „V7 

გა



გაამარტივეთ გამოსახულებანი: 

5 V2 
1861. (ც/ვა” ირ 1869. (C/8) ->) ი 

მაჩვენებლიანი ფუნქცია და მისი გრაფიკი § 128 
თ. 

მაჩვენებლიანი ფუნქცია ეწოდება 

ყ=ძ0“ 

  

სახის ფუნქციას, სადაც ი რომელიმე ფიქს” 

რებული დადებითი რიცხვია. 

მაჩვენებლიან ფუნქციათა მაგალითს წარმოადგენს ფუნქციები: 

ყ=5 #=(+): #= CI". 
ბუნებაში შეიმჩნევა მთელი რიგი მოვლენები, რომლებიც შეიძლება 

მათემატიკურად გამოისახოს მაჩვენებლიანი ფუნქციებით; მაგალითად, 
რადიუმის დაშლა დაახლოებით შეიძლება გამოვსახოთ 

იI(/)=#X(0) · (0,9996)! 

თანაფარდობით, სადაც /7I(0) არის რადიუმის პირვანდელი რაოდენობა 

გრამობით, ხოლო VI) არის რადიუმის ის რაოდენობა, რომელიც დარ- 
ჩება დაშლის დაწყებიდან ( წლის შემზეგ. მაჩვენებლიანი კანონის მი– 

ხედვით იცვლება ატმოსფერული წნევაც სიმაღლის ცვლასთან ერთად. 

მაჩვენებლიანი #=0% ფუნქციის განსაზღვრაში მითითებულია, რომ 

ი რიცხვი დადებითია. ეს იმით აიხსნება, რომ უარყოფითი რიცხეის ნე– 

ბისმიერმაჩვენებლიანი ხარისხი, ზოგადად რომ ვთქვათ, არაა განსაზ_ 

ღვრული. 
ძ: რიცხვის ყველა დადებით L 

მნიშვნელობას “შორის განსაკუთ- # 
რებით უნდა გამოიყოს ძ=1. 

ასეთი ტიტ რიცხვისათვის ყ=ძ0% 

  

  

  
ფუნქცია იქცევა ყ=1 ფუნქციად V=7 
(ნახ. 245). ასეთი ფუნქცია კი სა- 7 

ინტერესო არაა, ამიტომ შემდგომ- : -- ”“–– 

ში, როდესაც ლაპარაკი გვექნება 0 4“ 

ყ=0% მაჩვენებლიან ფუნქციაზე, 
ყოველთვის ვიგულისხმებთ, რომ ნას, 245. 

ძ>0 და 0541. 

გადავიდეთ მაჩვენებლიანი ფუნქციის გრაფიკის აგებაზე. მაგალითი– 

სათვის ერთ ნახაზზე ავაგოთ ყ=2“% და ყ=10% ფუნქციების გრაფიკები, 

ჩ



. 1 Mჯ 1 MX 
ხოლო მეორეზე #-(X) და „-(+) ფუნქციების” გრაფიკები. 

ამისათვის წინასწარ შევადგინოთ ამ ფუნქციების მნიშვნელობათა 

ცხრილები. ყ=25 და -(>” ფუნქციებისათვის X-ის მნიშვნელო- 

ბებად შევარჩიოთ შემდეგი მნიშვნელობანი: 

–ვ3, 2, –1, 0, 1, 2 და 3. 
  

  

    
  

              

ჯ -3-2 –1I0| 1I 2 I .. ყ=10% და Vყ = +) ფუნქცი- 

_=2> |1I1I1I ,:141ც ებისათვისს მიზანშეწონილია შე- 
V/= 8)4|2. ვარჩიოთ X-ის სხვა მნიშვნელობა- 

· ს 'შ31,)12) 1111) ნი, ვინაიდან, როცა Xჯ=+-2, +3, 

ს) 2146) “|! მოცემული ფუნქციები ღებულობს     
  ან მეტად დიდ, ან მეტად მცირე 

1 Xპ 1 
მნიშენ ბებს. მ , 109=1000, | –– | =–––- -ის ასეთ იშვნელობებს. მაგალითად (+) 100. ჟი. შე 
მნიშვნელობათა ჩანიშვნა გრაფიკზე ძნელია, ამიტომ ამ შემთხვევაში 
უფოო მოსახერხებელია X-ის მნიშვნელობებად შევარჩიოთ, მაგალი- 

ვ 2 1 1 2 ვ 
თად, ასეთი რიცხვები: –-1, –- ა – –ე– 0, –. ფლ. +» 

· 

და 1. 

ყ-ის შესაბამისი მნიშვნელობანი შეიძლება გამოვიანგარიშოთ მიმდევ- 

რობით: 

10?=1 ; 

1 „':=– _---“_- 

10% = V16=1V/ 10=V 3.1622 =1,8; ლ 

  

  

10" =10 

101=V1C = |/ I 1000 =V31.6227 =5,6; 

101=10; 
1 

“ 1 1 

10



1 
შემდეგში ვღებულობთ #=10% და ყ = | -> 

ლოებით მნიშვნელობათა შემდეგ ცხრილებს: 

I ფუნქციების მიახ- 

  

ვ 2 1 
X» ა „–_ .–-–– | ++   

  

4 4. 4       
0 | -1 | _2 | _3 I| 1 

4 
  

    ყ-=10> | 0,1, 0,2| 0,3 | 0,6 1,8 3,2 5,6| 10 -.   
  

1,0 

1 %” | ყ=(-> 10| 5,6 | 3,2 | 1,მ, 1I,0| 0,6 | 0,3! 0,2| 0,1 
                  

თუ გამოვიყენებთ შედგენილ ცხრილებს, შეიძლება ზოგადად წარ- 

მოვიდგინოთ განსახილველი ფუნქციების ყოფაქცევა. ყ#=2% და ყ=10% 
ფუნქციების ზუსტი გრაფიკები წარმოდგენილია 246-ე ნახახზე, ხოლო 

ჯ / 1 1 XX 

-L 62) დ V-ს ვნ) ფუნქციების გრაფიკები––-247-ე ნახასზე- 

VI 

0”, 1. 

  

  

  

    
ნახ. 246. წახ. 247. 

სავარჯიშოები 

1868. გამოიყენეთ Vყ=2% ფუნქციის გრაფიკი. და იპოვეთ: 
1... 1 

V2, V4: 33 2/5 ' 
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არგუმენტის რომელი მნიშვნელობებისათვის ღებულობს ფუნქცია 

0,5; 0,9; 1,0; 1,8; 2,7-ის ტოლ მნიშვნელობებს ? 

1864. გამოიყენეთ #=(+) ფუნქციის გრაფიკი და იპოვეთ 

5/1. ჰყ "2061 1 X-=0,7 

X-ის რომელი მნიშვნელობებისათვის იქცევა ეს ფუნქცია 0,5-ად, 

0,9-ად, 1,0-ად, 3,0-ად, 5,0-ად? 

1365. ააგეთ შემდეგ ფუნქციათა გრაფიკები: 

ა) ყ=2%-); დ) ყ=2%--1; 

ბ) ყ/=25%4); ე) ყ=2%-L1; 

გ) ყ=–2!%; ვ) ყ=2 “5, 

1866, ააგეთ შემდეგ ფუნქციათა გრაფიკები: 

ა = 1. _ – 1 M 2: 

გ _ _1_ X+3 _ _1. ჯ · 
ბ) #-(--) ი #=(-;)+2, 

_ / 1 MM, _ (/1%-M ა ოდები აცე 
1867. ერთსა და იმავე ნახაზზე ააგეთ 

ყ=3=- და ყ=3“% 
ფუნქციათა გრაფიკები. 

მაჩვენებლიანი ფუნჭპციის ძითითადი თვისებანი § 129 

ამ პარაგრაფში შევისწავლით 

ყ=09% (1) 

მაჩვენებლიანი ფუნქციის ძირითად თვისებებს. 

მოგაგონებთ, რომ (1) ფორმულაში ი რიცხვად ვგულისხმობთ 1- 

ისაგან განსხვავებულ ყოველ ფიქსირებულ დადებით რიცხვს. 

თვისება 1. მაჩვენებლიანი ფუნქციის განსაზლვრის არეა ყვე- 
ლა ნამდვილი რიცხვის ერთობლიობა. 

მართლაც, როცა ძ დადებითია, თ% გამოსახულება განსაზღვრულია 

ნებისმიერი ნამდვილი ჯ რიცხვისათვის, 

გგ



თვისება 2. მაჩვენებლიანი ფუნქცია ღებულობს მხოლოდ და- 

დებით მნიშვნელობებს 

მართლაც, თუ X>0, მამიხ, როგორც 176-ე პარაგრაფმი იყო დამ- 

ტკიცებული, ი“>90. 
თუკი X<0, მაშინ 

1 
0%-= –--, 

წპშნევ 

სადაც –X უკვე მეტია ნულზე. ამიტომ ი -%>0. მაგრამ მაშინაც 

  

ბოლოს, როცა X=0, 

295%=1. 

მაჩვენებლიანი ფუნქციის, მე–2 თვისებას აქვს მარტივი გრაფიკული 

ახსნა–განმარტება. იგი მდგომარეობს იმაში, რომ ამ ფუნქციის გრაფიკი 

(იხ, ნახ. 246 და 247) მთლიანად მდებარეობს აბსცისათა ღერძის ზე- 

მოთ. · 

თვისება 3. თუ თ> 1), მაშინ, როცა X>0, ი-2>>1, ხოლო, როცა 

X<0, 2ი%<1. თუკი ი<1, მაშინ, პირიქით, როცა X>0, თი%-<1, ხოლო, 

როცა X=<0, ძ%>1. 

მაჩვენებლიანი ფუნქციის ამ თვისებასაც აქვს მარტივი გეომეტრი- 

ული ინტერპრეტაცია. თუ თ>>1 (ნახ. 246), ყ=0თ% მრუდები განლაგ- 

დება ყ=1 წრფის ზემოთ, როცა X>>0, და #/=1 წრფის ქვემოთ, როცა 

X<0. თუკი თ<1 (ნახ. 247), მაშინ, პირიქით, ყ=ძ% მრუდები განლაგ- 

დება ყ=1 წრფის ქვემოთ, როცა X>0, და ამ წრფის ზემოთ, როცა ჯX< 

<0. 

მოვიყვანოთ მე-3 თვისების მკაცრი დამტკიცება. ვთქვათ, 0ი>>1 და 

ჯ ნებისმიერი დადებითი რიცხვია. ვაჩვენოთ, რომ #5>1. 

/(/! - ” 
თუ X რიცხვი რაციონალურია C =+) , მაშინ ე0%=-ცი = ჩ/ ძი”. 

ვინაიდან თ>1, ამიტომ ი”>1. მაგრამ ფესვი 1-ზე მეტი რიცხვიდა9, 

ცხადია, აგრეთვე 1-ზე მეტია. 

თუ Xჯ ირაციონალურია, მაშინ არსებობს დადებითი რაციონალური 

X და X” რიცხვები, რომლებიც Xჯ რიცხვის ათწილადი მიახლოებებია: 

X'–<X<X"" 

მაშინ ირაციონალურმაჩვენებლიანი ხარისხის განსახღვრის თანახმად, . 

ი-ლ<ლ0%<ძ0%”.



როგორც ზემოთ იყო ნაჩვენები, თ=' რიცხვი 1-ზე მეტია, ამიტომ 

ძ%5 რიცხვიც, რომელიც მეტია თ“”-ზე, მეტი უნდა იყოს 1-ზე. 

ამრიგად, ვაჩვენეთ, რომ, როცა 0>>1 და X ნებისმიერი დადებითია, 

ი+1>1. 

X რიცხვი რომ უარყოფითი ყოფილიყო, მაშინ გვექნებოდა: 

1 

თ“ წ 
  ძ9 = 

სადაც რიცხვი (-–-X) უკვე დადებითი იქნებოდა. ამიტომ თ ->>1, მაშა- 
სადამე, 

1 

ც““ 
ცხ: == <1,   

ამრიგად, როცა ი>>1 და X ნებისმიერი უარყოფითია, 

0%<ლ1. 

შემთხვევა როცა 0=0<1, ადვილად დაიყვანება უკვე განხილულ 

შემთხვევაზე... მოსწავლეებს ევალებათ დამოუკიდებლად დარწმუნდნენ 
ამაში. 
თვისება 4. თუ X;=0, მაშინ0 როგორიც არ უნდა იყოს ძ, 

თ%=1. 

ეს გამომდინარეობს ნულოვანი ხარისხის განსაზღვრიდან: ნულისა-: 
გან. განსხვავებული ნებისმიერი რიცხვის ნულოვანი ხარისხი უდრის 1-ს. 

გრაფიკულად ეს თვისება იმით -გამოისახება, რომ ნებისმიერი თ-სათვის: 

ყ=0+% მრუდი (იხ. ნახ. 246 და 247) ჰკვეთს ყ-თა ღერძს წერტილში, რთ- 

მლის ორდინატია 1. 

თვისება 5. როცა 0->1, მაჩვენებლიანი (/=ძ% ფუნქცია მო- 

ნოტონურად ზრდადია, ხოლო, როცა ი<1, –“– მონოტონურად კლებადი. 

ამ თვისებასაც აქვს მარტივი გეომეტრიული ინტერპრეტაცია. 

როცა ი>1 (ნახ. 246), ყ=ძ5% მრუდი ჯ-ის ზრდასთან ერთად მიემარ- 
თება სულ ზევით და ზევით, ხოლო, როცა 0<1 (ნახ. 247), ეშვება სულ“ 

ქვევით ღა ქვევით. 
მოვიყვანოთ მე-5 თვისების მკაცრი დამტკიცება. 

ვთქვათ, 0>>1 და X:>>X,. ვაჩვენოთ, რომ 

თ0=59%>0ძთ%). 

ვინაიდან X:>>X,, ამიტომ X:=X+ძ, სადაც ძი რომელიმე დადებითი 
რიცხვია. ამიტომ 

05%-05=ძ0954%9 ც%=0%L(04%- 1). 
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მაჩვენებლიანი ფუნქციის მე-2 თვისების თანახმად თ%>>0. ვინაიდან 

ძ>0, ამიტომ მაჩვენებლიანი ფუნქციის მე-3 თვისების ძალით ი94>1. 

ორივე მამრავლი 0 %I(2 9-1) ნამრავლში დადებითია, ამიტომ თვით ეს 

ნამრავლიც დადებითია. მაშ, 09:--0%>0, ანუ 0%9-+->ძ7%!, რაც უნდა 

დაგვემტკიცებინა, 
ამრიგად, თუ ი>1, მაშინ ყ=0% ფუნქცია მონოტონურად ზრდადია, 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ, როცა ი<1, მაშინ ყ=0% ფუნქცია მო- 

ნოტონურად კლებადია. 

ფშ ედეგი. თუ 1-ისაგან განსხვავებული ერთი და იმავე დადებითი 

რიცხვის ორი ზარისხი ტოლია, მაშინ მათი მაჩვენებელიც ტოლი იქნე- 

ბა. 

სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, თუ 

ცგხ=0ძ%ი > 0 და 0=+1), 
მაშინ 

ხ=0. 
მართლაც, ხ და C რიცხვები რომ ტოლი არ ყოფილიყო, მაშინ ყ=0% 

ფუნქციის მონოტონურობის ძალით, როცა ი>>1, უდიდეს მათგანს შე- 

ესაბამებოდა ამ ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობა, ხოლო, როცა ი<1.-– 

უმცირესი მნიშვნელობა, ამრიგად, გვექნებოდა ან 0V9>ძ%, ან იხ<ი 7. 

ერთიც და მეორეც ეწინააღმდეგება პირობას: ხ=ძ 9. დაგვრჩენია ვა- 

ღიაროთ, რომ ხ=0. 

თვისება ნ თუ 0>1, მაშინ L არგუმენტის უსაზღვროდ 

ზრდასთან ერთად (X->C-) ყ=0ძ5<5 ფუნქციის მნიშვნელობებიც უსაზღვ- 

როდ იზრდება (/--+C2) » არგუმენტის უსაზღვროდ კლებასთან ერ- 

თად (X->- –-ი ი) ამ ფუნქციის მნიშვნელობები მიისწრაფვის ნულისა–- 

კენ და, ამასთან, რჩება დადებითი (V->+0; Vყ>20). 

თუ მივიღებთ მხედველობაში ყ=0% ფუნქციის ზემოთ დამტკიცე- 
ბულ მონოტონურობას, შეიძლება ითქვას, რომ განსახილველ შემთხვე- 

ვაში ყ/=ძ5% ფუნქცია მონოტონურად იზრდება 0-დან CC-მდე. 

თუ 0<0<1, მაშინ X არგუმენტის უსაზღვროდ ზრდასთან ერთად 

(X->9) ყ=05% ფუნქციის მნიშვნელობები, რჩება რა დადებითი, მიის- 

წრაფვის ნულისაკენ (#-+0, ყ>>0). X არგუმენტის უსაზღვროდ კლებას-“ 

თან ერთად (X->- –-90) ამ ფუნქციის მნიშვნელობები უსაზღვროდ იზრ- 

დება (/->2C2). 
ყ=0% ფუნქციის მონოტონურობის ძალით შეიძლება ითქვას, რომ 

ამ შემთხვევაში ყ=0+ ფუნქცია მონოტონურად კლებულობს =9-დან 

0-მ 

“მაჩვენებლიანი "ფუნქციის მე-6 თვისება თვალსაჩინოდაა ასახული 

246-ე და 247-ე ნახაზებზე. მის მკაცრ მტკიცებას _ არ , დავიწყებთ, ” 
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დაგვრჩა მხოლოდ ყ=0“ (ი>0, 05-21), მაჩვენებლიანი ფუნქციის 

ცვლილების არის დადგენა. 

ზემოთ დავამტკიცეთ, რომ #ყ=065% ფუნქცია ღებულობს მ ხო. ლოდ 

დადებით მნიშვნელობებს და ან მონოტონურად იზრდება 0-დან 99-მდე 
(როცა ი>1), ან მონოტონურად კლებულობს CC-დან 0-მდე (როცა 0< 

<0<1). მაგრამ. გამოურკვეველი ·რჩება შემდეგი საკითხი: ხომ არ გა- 

ნ ცდის ყ=0% ფუნქცია თავისი ცვლილების დროს რაიმე ნახტომებს? 
ღებულობს თუ არა იგი ნებისმიერ დადებით მნიშვნელობას? ეს საკითხი 
დადებითად წყდება. თუ თ>0 და თ5+1, მაშინ, როგორიც არ უნდა იყოს 
დადებითი ყე რიცხვი, აუცილებლად მოინახება ისეთი ჯე, რომ 

თ -0ი=ყე. 

(ყ/C=ძ% ფუნქციის მონოტონურობის ძალით მითითებული ჯე მნიშვნელო- 

ბა, რასაკვირველია, ერთადერთი იქნება). 

ამ ფაქტის დამტკიცება ჩვენი პროგრამის საზღვრებს სცილდება. მი–- 
სი გეომეტრიული ინტერპრეტაცია იმაში მდგომარეობს, რომ ყოველი 

დადებითი ყე მნიშვნელობისათვის ყ=0ძ#% ფუნქციის გრაფიკი აუცილებ- 
ლად გადაიკვეთება #=ყა წრფესთან და, ამასთან, მხოლოდ ერთ წერ- 
ტილში (ნახ. 248). 

    

  
    

4 VI 

#5=% / ს #”% 

I ' 
I ' 

' ' 
' ' =3–>7 

== 0 ი I” X 0 ჯ»   
ნახ, 248. 

აქედან შეიძლე“"ა გაკეთდეს შემდეგი დასკვნა, რომელსაც მე-7 თვი- 
სების სახით ჩამოვაყალიბებთ. 

თვისება 7. ყ=0%(00>90, 0561) მაჩვენებლიანი ფუნქციის ცვლი– 

ლების არეა ყველა დადებითი რიცხვის სიმრავლე. 

სავარჯიშოები 

1868, იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების განსაზღვრის არეები: 
იბ. გ 1 VV>ე- , == 

ა) /=2%5; ბ) ყ= 46) გ V ვე



1869. მოცემული რიცხვებიდან რომელია 1-ზე მეტი ღა რომელი 

1-ზე ნაკლები: 

-„-'' 
1 X-VI5. X VM 1,001 X V-IV 1001 

5 – _ · – · 

(ვ) 9(/“ 2? ()“: 
ი ფეს ი CI 4 4 

1870. მაჩვენებლიანი ფუნქციის რომელი თვისების საფუძველზე შეი- 
ძლება მტკიცება, რომ: 

9 X96 5 X26 4 M1.3 4 MI,2 

ა (+) <6): " (3) ”(>) 
1871, რომელი რიცხვია მეტი: 

–_ -Vვ თუ (+)"; გ) წვერ =ი(+); 

წ 4 4 

) 2 M+V5 თ 2 M/ 2+V 5, 

ი (1) = (3) 
-დ. (/3)” “წ თუ (/3)”'? 

  

1879. ტოლფასია თუ არა უტოლობანი: 

ა) თ%2>0% და X>4; 

ბ) 5X7<:5% და X-2<=X; 

) 1 #_ 1 V%X-1 2 19 ჯდა. 
1878. რა შეიძლება ითქვას X და V რიცხვებზე, თუ 0%=ძ9V, სადაც 

ძი მოცემული დადებითი რიცზხვია7. 

1874. 1) შეიძლება თუ არა, ყ=–2% ფუნქციის ყველა მნიშვნელობას 

შორის გამოიყოს: 

ა) უდიდესი მნიშვნელობა; ბ) უმცირესი მნიშვნელობა? 

2) შეიძლება თუ არა, ყ/=2!“ ფუნქციის ყველა მნიშვნელობას შო- 

რის გამოიყოს: 

ა) უდიდესი მნიშვნელობა, ბ) უმცირესი მნიშვნელობა?



რიცსპის ლობარითვი მოცემული ფუკით § 1850 

ალგებრას ზოგჯერ „შვიდი მოქმედების არითმეტიკას“ უწოდებენ, 

როცა უუდათ ზაზი ს ტაუსვან, რომ ი«თხი არითმეტიკული მოქმედების 

გარდა ეკრე ა, გამოკლება, გა? რავლება ა გაყოფა), იგი გა იხილავს 

ახარისხებას და მის ორ შებრუნებულ მოქმედებას, ბ 

აღვნიშნოთ ხარისხის ფუძე 6 ასოთი, მაჩვენებელი ჯ»-ით, ხოლო თვით 
ხარისხი ხ-თი. მაშინ შეიძლება დავწეროთ: ' 

ხ=ი“. (სა 

„მეხუთე“ ალგებრული მოქმედება -- ახარისხება –– მდგომარეობს 

ცნობილი 06 და Xჯ რიცხვების მიხედვით ჩ რიცხვის პოვნაში. ეს მოქმე- 

დება დაწვრილებით შევისწავლეთ IV თავში (I ნაწ.), მასზე ლაპარაკი 
იყო აგრეთვე ამ თავის დასაწყისში. 

„მეექვსე“ ალგებრული მოქმედება ძდგომარეობს ხ და »-ის ცნობი- 
ლი მნიშვნელობების მიხედვით ი რიცხვის პოვნაში. თუ (1) ტოლთბის 

ორივე ნაწილს ავახარისხებთ 1 ხარისხში (თუკი ჯ 5-0), მივიღებთ: 
X 

- 
ი=ხ“ 

ამიტომ „მეექვსე” ალგებრული მოქმედება ადვილად დაიყვანება 
„მეხუთეზე“. 

ახლა გადავდივართ „მეშვიდე“ ალგებრული მოქმედების შესწავლა- 

ზე -– ესაა ხ ხარისხისა და 6 ფუძის ცნობილ მნიშვნელობათა მიხედვით 

ჯ მაჩვენებლის პოვნა. ეს ამოცანა არსებითად მდგომარეობს 
თ%=ხ (CI 

განტოლების ამოხსნაში, სადაც ძი და ხ რომელიმე მოცემული რიცხვებია, 

ხოლო ჯ –– უცნობი სიდიდე, ერთბაშად შეიძლება შევნიშნოთ, რთმ 

მოცემული ამოცანა ყოველ- 
V“ თვის როდი ამოიხსნება. თუ, 

მაგალითად, (2) განტოლებაში 

ი რიცხვი დადებითია, ხოლო 

ხ რიცხვი –– უარყოფითი, მ» 

შინ ამ განტოლებას ფესვები. 

არა აქვს. მაგრამ თუკი ი და ხ 

დადებითია და 05-1, მაშინ მას 

უეჭველად აქვს ფესვი და მას- 
თან მხოლოდ ერთი. მოგაგო- 

ნებთ რომ ყ=ძ29% მაჩვენებ- 
ლიანი ფუნქციის გრაფიკი უეჭ- 

ნახ. 249. ველად გადაიკვეთება” ყ = 6 

  

    0 (ძლეს ” 

წა



წრფესთან და მასთან მხოლოდ ერთ წერტილში (იზ. ნახ. 249), გადაკვე– 
თის წერტილის აბსცისა სწორედ (2) განტოლების ფესვია. 

(2) განტოლების ფესვს აღნიშნავენ ასე: 10წკხ (იკითხება: ხ რიცხვიც 
ლოგარითმი თი ფუძით). 

ხ რიცხვის ლოგარითმი 0 ფუძით არის ხა- 

რისხის მაჩ ნებ ი რომელში წდი ავახა- 
რისხოთ 0, მომ მივიღოთ იხ რიცხვთ წ მ 

1ილხ 
0 % = ხ, 

მაგალითები: 

1) 21=16, ამიტომ I06,16=4; 

2) 2-3 = –, ამიტომ I0C--= –3; 

3) 61=1, ამიტომ 10ლ.1=0. 

ლოგარითმებს ვხვდებით ზოგიერთი გამოყენებითი ზასიათის ამო- 

-ცანების ამოხსნისას, მაგალითის სახით განვიხილოთ შემდეგი ამოცანა. 

როგორც ვიცით, რადიუმის დაშლა დაახლოებით გამოისახება 

. MICI) =იX(0) · (0,9996)! 

ფორმულით (იხ. § 178), სადაც MI(0) არის რადიუმის პირვანდელი რაო- 

დენობა. გრამობით, ხოლო »I(0 –– რადიუმის. რაოდენობა (აგრეთვე 

გრამობით) / წლის შემდეგ. გამოვარკვიოთ, როგორია რადიუმის ნახევარ– 

დაშლის პერიოდი, ე. ი. რამდენი წლის შემდეგ შემცირდება ორჯერ რა- 
დიუმის რაოდენობა? 

საძებნი წლების რიცხვი ( წარმოადგენს 

#MC9) · (0,9996) =-0,5%ი1(0), 
ანუ . 

(0,9996)=0,5 
განტოლების ფესვს. 

ამიტომ. · : , · 
L=- 10წი,იყიი 0,5. 

შემდგომში შევისწავლით ასეთი ლოგარითმების სპეციალური ცხრი- 
ლებით მოძებნას, ხოლო ჯერჯერობით დაუმტკიცებლად მივიღოთ, რომ 

10ფი.ს»ა6 0,5 2 1600. 

ამრიგად, რადიუმის რაოდენობა ორჯერ შემცირდება დაახლოებით 

ყოველი 1600 წლის შემდეგ. ”- 
სავარჯიშოები 

1876. მოცემული ტოლობები ჩაწერეთ ლოგარითმული ტოლობე- 
ბის სახით (მაგალითად, 3%=9-+>10ყწ39 =2): 

ა) 22=4; ბ) 391= 27; გ) 4%=256; დ) 53==125, 
95



5) 

2 

L 1 

1 1 – 8 
ე) 2-1=--; ვ) 3-ბ=%ჯ1: ზე 70=1; თ) 4? =2; ი) 83 = 4; 

კ V#27=3; ლ) 8ჰძ=1; მ) V8 =2 
1876. შეამოწმეთ შემდეგ ტოლობათა მართებულობა: 

ა) 10C,16=2; ბ) 10ყვ243 = 5; გ) 109,125 =3; 

1 1 
დ) "იყე ელ --2; ე) )0ფ 2“ 4: ვ) 10ფი01=0. 

1877. იპოვეთ შემდეგი რიცხვების ლოგარითმები, თუ ფუძე 2-ია! 

=> 1 
4; 16 32; 1; 0,5; 0,125; V2 –––=: 2VM2.- 

V. IM-I 

1878. იპოვეთ შემდეგი რიცხვების ლოგარითმები, თუ ფუძე –-ია: 

1 1 – 
1; 2; 8; 32; 0,25; –“-; –– V2; 4M2. IC 76. V2: “V 
1879, იპოვეთ 1ეზღეგი რიცხვების ლოგარითმები, თუ, ფუძე 3-ია: 

1 1 
3; 1; 27; 81: --- : 3: .--.;: 3V3, 

-9' 243 ' V 3. V3 

1880, იპოვეთ შემდეგი რიცხვების წეგიითებ, თუ ფუძე გ-ის 

1 1 1 
ლ ლ 3, 27; -1-: 3; 

ვ 27 81 V3 V3 თ 

1881. გამოიანგარიშეთ: 

ა) 108, (ყი +) გ) 109, (« +) 

ბ) | ი -- 22% ა) '9> («ი 3 დ) 10ფვ (« 2 ) 

1389, დაამტკიცეთ იგივობა: 

I0ჯა" (0”) =4%. 
ჩ 

ამ იგივობის გამოყენებით გამოიანგარიშეთ: 

1 
102.16; ბ) 10, 2 V2;: ბ) 198,“ დ) 108,364 ე) 10ფე 27: 

10თ:2431 %) 108 +. 125; თ) 10, (ძი +) ი) I0ფ (« 5)“



15858. გამოიყენეთ ძირითადი ლოგარითმული იგივობა 

100 ჩხ 
ცე % =ხ 

და გამოიანგარიშეთ : 

=+ I0ლკ9 5 103 2 I0ით9 
ს 2. ევ ვ) 92 „ე ვ219C7, 

+ (09,49 –4I9ყე1 –1+I9თ 8 10თ0 7 
ყლ 5:.2 6) 2 ' უვ ბათ 8) 4.” 

0 6 –2I 12 I ე “”” 
1384, დაამტკიცეთ, რომ ყოველი დადებითი 0 რიცხვისათვის, რთ- 

ცა 056), 
10თ (518 19) · 10«ე(§1ი 29...10და(§(ი 899) · 10%ა(51ი0 905) =0. 

ლოგარითმული ფუნქცია და მისი გრაფიკი § 181 
  

ლოგარითმული ფენქცია ეწოდება ყ=1)0იყაX ს«- 
ხის ფუნქციას, სადაც ძ 1-იისაგან განსხვავებუ- 

ლი რომელიმე ფიქსირებული დადებითი რი 

ცხვია, 

ყ=I!0ლაX ფორმულა იმასვე გამოსახავს, რასაც 

თV=ჯ (1) 

ფორმულა, აქედან ადვილია კავშირის დამყარება ლოგარითმულ ფუნქ- 

ციასა და მაჩვენებლიან 

ყ=0% () 
ფუნქციას შორის. 

თუ მაჩვენებლიანი (2) ფუნქცია აღწერს ხარისხის ცვლილებას მისი 

მაჩვენებლის ცვლილებასე დამოკიდებულებით, მაშინ (1)-ის გამო 

ლოგარითმული ფუნქცია, პირიქით, . აღწერს ხარისხის მაჩვენებლის 

ცვლილებას ხარისხს ცვლილებაზე დამოკიდებულებით. ამიტომ 9= 

=10”.X ლოგარითმულ ფუნქციას ეწოდება ყ=თ5% მაჩვენებლიანი ფუნქ– 

ცის შექცეული ფუნქცია. 
(1) ფორმულა მიიღება (2) ფორმულიდან, თუ ამ უკანასკნელში X-ს 

და ყ-ს ადგილებს შევუცვლით. აქედან გამომდინარეობს, რომ ყ=10წაჯ 
ლოგარითმული ფუნქციის მნიშვნელობები ადვილად მიიღება ყ=ძ0% 
მაჩვენებლიანი ფუნქციის მნიშვნელობებიდან, თუ მას, რაც "მაჩვენებ- 

ლიანი ფუნქციისათვის იყო MV, ლოგარითმული ფუნქციისათვის განვი- 

7 V”



ხილავთ, როგორც X-ს, ხოლო მას, რაც მაჩვენებლიანი ფუნქციისათვის 

იყო X, ლოგარითმული ფუნქციისათვის, განვიხილავთ, როგორც ყ-ს. 

ყ=:2”, ყ==10“, #-(- | და #-(- ე) მაჩვენებლიანი ფუნქციე- 

ბის მნიშვნელობათა ცხრილები ჩვენ მიერ მედგენილი იყო 178-ე პარა 

გრაფში. მათი გამოყენებით მივიღებთ V=10წ.X, V=10ფიX ყ=106 X 
8: - 5. 

დაყ=108, X ფუნქციების ძიახლოებით მნიშვნელობათა შემდეგ ცხრი- 

10 

  

  

  

                      
  

  

  
  

  
    

ლებს: 

1 1 1 , 2 
– – – 4 8 
8 4 2 

10ლჯ –3 <2 – 0 1 2 3 

19%, + 1 0 | –) | --2 | --3 
გ .. 

4 

, : 
0,1 | 0,2 | 0,3 | 0,6 | 1,0 | 1.8 | 3,2 | 5,6 | 10,0 | 

| ) ვ 1 1 ი 1 1 ვ “ე 
0იფეX | – –– | ––- –_– – – – 
530 4 2 4 4 2 4 

I0§ 1 X I 3 1 1 0. _ 1. _ 1. _3 – 
10. | 4 2 4 4 2 4                         
    

ეს ცხრილები იძლევა ერთგვარ (თუმცა მეტად შეზღუდულ) წარ- 

მოდგენას განსახილველი ფუნქციების ყოფაქცევაზე. კერძოდ, შეიძლება 
მათი გამოყენება ამ ფუნქციების გრაფიკების აგებისას. 

250-ე ნახახხე თქვენ ხედავთ ყ=10წ,X და ყ=10ფიX ფუნქციების 

გრაფიკებს, ხოლო 251-ე ნახაზზე ყ=)98+ X და ყ=10ც 1 ჯ ფუნ- 

ქციების გრაფიკებს. 

ყურადღება უნდა მიექცეს შემდეგ მნიშვნელოვან გარემოებას. როცა 

X->0, ყ=I0ნაX ლოგარითმული მრუდი შეუზღუდავად უახლოვდება 
თრდინატთა ღერძს, მაგრამ ამ ღერძს იგი ვერასოდეს ვერ აღწევს (იხ. 

ნახ, 250 და 251). ეს არ უნდა დავივიწყოთ ლოგარითმული მრუდების 

აგების დროს, 

ყ=10წაX "ლოგარითმული ფუნქციის, გრაფიკის მისი „შესაბამისი ყ-= 

0” მაჩვენებლიანი ფუნქციის გრაფიკთან შედარებისათვის უნდა მივმარ- 
თ“



  

  

  
ნახ. 250.. 

  

  

  

ნახ. 251, 

თოთ 252-ე (0=2) და 253-ე წ. >) ნახაზებს. როგორც ამ ნახაზე- 

ბიდან ჩანს, ლოგარითმული ფუნქციისა და მისი შესაბამისი მაჩვენებ- 

ლიანი ფუნქციის გრაფიკები ერთმანეთის სიმეტრიულია პირველი და 

მესამე საკოორდინატო კუთხეების ბისექტრისების მიმართ. თუ, მაგა- 

ლითად, 252-ე ნახაზს გადავკეცავთ ამ ბისექტრისაზე, მაშინ #/=2% და 

ყ=)0თფX ფუნქციების გრაფიკები ერთმანეთს დაემთხვევა. 

  

  
ნახ, 252, 

სავარჯიშოები 

  

    

  
ნახ, 253, 

1886, გადაიკვეთება თუ არა ყ=10”,X ლოგარითმული მრუდი 
ა) X-თა. ღერძით; ბ) ყ-თა ღერძით?



1380. გამოიყენეთ ყ=10“X ფუნქციის გრაფიკი და იპოვეთ შემ- 

დეგი რიცხვების ლოგარითმები ფუძით 2: 

0,5; 0,6; 0,7; 1,5; 2,3; 3,0 

რომელი რიცხვების ლოგარითმები (ფუძით 2) უდრის: 

0,7-ს; 0,8-ს; 0,9-ს; 1,0-ს; 1,5-ს? 

1387. ყ = 10-X ფუნქციის გრაფიკის საფუძველზე ააგეთ შემდეგ 

ფუნქციათა გრაფიკები: 

ა) #=109.(X-–1); დ) ყ#=10ფაIXI; 
ბ) ყ=-10ყა(X-L2); ე) ყ#=II10წაXI; 

გ) ს#=–-)იყაX; მ) ყ=10წყა(––X»). 

1858. ააგეთ შემდეგ ფუნქციათა გრაფიკები: 

ა ყ#=106, »; დ) ყ-ის. XI; 
ვ 

ბ) / =19ყ1 (-I); ე) MV=1906, XI; 
3 

გ) #=)ინ,(X+2;; ვ) ყ=10წ (--X. 
ჭ მ 

1389, ერთსა და იმავე ნახაზზე ააგეთ შემდეგ ფუნქციათა გრაფიკე- 
ბი: 

ყ=I0X და Vყ=108.X. 
3 

ლოგარითმული ფუნქციის ძირითადი თვისებანი : § 132 
  

ამ პარაგრაფში შევისწავლით 

ყ=10ლCაX (1) 

ლოგარითმული ფუნქციის ძირითად თვისებებს. 

მოგაგონებთ, რომ (1) ფორმულაში ძი რიცხვად შეიძლება ვიგულისხ- 
მოთ 1-ისაგან განსხვავებული ნებისმიერი ფიქსირებული დადებითი რი- 

ცხვი. 
თვისება 1. ლოგარითმული ფუნქციის განსაზღვრის არეა ჟყვე- 

ლა დადებითი რიცხვის სიმრავლე. 

მართლაც, ვთქვათ, ხ ნებისმიერი დადებითი რიცხვია. ვაჩვენოთ, 

რომ 10ყაი გამოსახულება განსახღვრულია. როგორც ვიცით. I0ლახ 
სხვა არა არის რა, თუ არა ფესვი 

ი:=ხ (თ 
100



განტოლებისა. თუ 0 და ხ დადებითი რიცხვებია, ამასთან ძ5+1, მაშინ 

მაჩვენებლიანი ფუნქციის მე-2 და მე-5 თვისებათა ძალით (იხ. § 179), 

ასეთ განტოლებას ყოველთვის აქვს ფესვი, და, ამასთან, მხოლოდ ერთი, 

ეს ფესვი არის” 10წახ. მაშასადამე, 10ყ.)ხ მოცემულ შემთხვევაში განსახ- 

ღვრულია. 
ვაჩვენოთ ახლა, რომ, თუ ხ<0, მაშინ 10წ „ხ ,გამოსახულება არა 

განსაზღვრული. 

მართლაც, ამ გამოსახულებას რომ აზრი ჰქონოდა, მაშინ იგი მოგვ– 

ცემდა (2) განტოლების ფესვს; ამ შემთხვევაში უნდა შესრულებულიყო 

ტოლობა; 

ი19წი” = ხ. 

ნამდვილად კი ეს ტოლობა არ სრულდება, ვინაიდან მისი მარცხენა 

ნაწილი დადებითი რიცხვია, ხოლო მარჯვენა –– უარყოფითი რიცხვი 

ან ნული. 
ამრიგად, 10Cახ(02>>0, 05-1) გამოსახულება განსახღვრულია ხ-ს 

ყველა დადებითი მნიშვნელობისათვის და არაა განსახღვრული ხ-ს არც 

ერთი უარყოფითი მნიშენელობისათვის, არც ხ=0-ისათვის. ეს კი ნიშ- 

ნავს, რომ ყ=10ყაX ფუნქციის განსაზღვრის არეა ყველა დადებითი რი- 

ცხვის სიმრავლე. 

ლოგარითმული ფუნქციის პირველი თვისება დამტკიცებულია, ამ 
თვისების გეომეტრიული ინტერპრეტაცია იმაში მდგომარეობს, რომ 

ყ=10“აX ფუნქციის გრაფიკი მთლიანად მდებარეობს მარჯვენა ნახევარ– 
სიბრტყეში, რომელიც შეესაბამება ჯ»-ის მხოლოდ დადებით მნიშვნელო– 

ბებს (იხ. ნახ. 250 და 251). 

თვისე ბა:.2. ლოგარითმული ფუნქციის ცვლილების არეა ჟვე- 

ლა რიცხვის სიმრავლე. 

ეს ნიშნავს, რომ I0წა.X გამოსახულებას X-ის სხვადასხვა მნიშენელო– 

ბისათვის შეუძლია მიიღოს ნებისმიერი რიცხვითი მნიშვნელობა. 

ვთქვათ, ხ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია. ვაჩვენოთ, რომ არსე- 

ბობს ისეთი რიცხვი X, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას: 

10 .X=ხ. (3) 

სწორედ ამით დამტკიცებული იქნება მე-2 თვისება. 

(3) თანაფარდობა იმასვე ნიშნავს, რასაც 

ცხ=ჯ 

თანაფარდობა. ი რიცხვი დადებითია, ხოლო ყოველი დადებითი რიცხ- 

ვის ნებისმიერმაჩვენებლიანი ხარისხი ყოველთვის განსახღვრულია, ამი– 

ტომ, როდესაც X-ის საძებნ მნიშვნელობად თ” ავირჩიეთ, ამით დავაკმა– 

ყოფილეთ (3) პირობა. 
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თვისება 3. როცა ი>1, ლოგარითმული ფუნქცი. V=1)0ეჯმ 

მონოტონურად ზრდადია, ხოლო, როცა 0ლილ<), –- მონოტონურად 

კლებადი. 

ვთქვათ, 0>>1 და X.>>X,. დავამტკიცოთ, რომ 

10წაX-->10წ აX,. 

დამტკიცებისათვის დავუშვათ საწინააღმდეგო: იწ აXა<0დაX, ან 

10 აXე==10წ.X,. როცა 0>>1, ყ=0% მაჩვენებლიანი ფუნქცია მონოტო- 
ნურად იზრდება, ამიტომ 10წ X·<10წ5X, პირობიდან გამომდინარეობს, 

I 4 ! იყი 
რომ 0 9945 <ძ 9თო მაგრამ 0 თი X, 0 შით =X,. მაშასადამე, X, < 

< X. ეს კი ეწინააღმდეგება პირობას, რომლის თანახმად X,->X. 

წინააღმდეგობამდე მივყავრთ მეორე დაშვებასაც: I0წ6.X, = 10წაXე. 

ამ შემთხვევაში უნდა გვქონდეს. რ თი = ფინ ე%, ანუ X1=Xეა. დაგ- 
ვრჩენია ვაღიაროთ, რომ I09,X->>I0თაX,. ამით დავამტკიცეთ, რომ, 

როცა ით>1, V=10წეX ფუნქცია მონოტონურად ზ% რდადია. 
ვავალებთ მოსწავლეებს დამოუკიდებლად განიხილონ შემთხვევა, 

როცა 0<1. 

ლოგარითმული ფუნქციის მე-3 თვისებას აქვს მარტივი გეომეტრი- 
ული ინტერპრეტაცია, როცა ძ>1, ყ=10ძაX ფუნქციის გრაფიკი ჯ-ის 

ზრდასთან ერთად მიემართება სულ ზევით და ზევით (იხ. ნახ. 250), 
ხოლო, როცა ძ<1, ჯ-ის ზრდასთან ერთად იგი ეშვება სულ ქვევით და 

ქვევით (იხ. ნახ. 251). 

შედეგი. თუ ორი რიცხვის ლოგარითმები 1-ისაგან განსხვავე- 

ბული ერთი და იმავე დადებითი ფუძით ტოლია, მაშინ თვით ეს რიცხ- 

ვებიც ტოლი იქნება. 

სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, 

7 10Cა0X=10წაყ(0>>0, 05-1) 

პირობიდან გამომდინარეობს, რომ 

X=ყ. 
მართლაც, Xჯ და ყ რიცხვებიდან ერთი რომ მეტი ყოფილიყო მეორე- 

ზე, მაშინ ლოგარითმული ფუნქციის მონოტონურობის გამო 10წ6ეX და 

106”/ რიცხვებიდან ერთი მეტი იქნებოდა მეორეზე. მაგრამ ეს ასე არ 
არის, მაშასადამე, X=ყ. 

თვისება 4, როცა X=1, ყ/=)10წეX ლოგარითმული ფუნქცია ღე- 

ბულობს ნულის ტოლ მნიშვნელობას. 

გრაფიკულად ეს ნიშნავს, რომ ი რიცხვისაგან დამოუკიდებლად V-– 

=I0C.X მრუდი მკვეთს L-თა ღერძს წერტილში, რომლის აბსცისაა X=1 
(იხ. ნახ, 250 და 251), 
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მე-4. თვისების დასამტკიცებლად „საკმარისია შევნიშნოთ, რომ ყოვე- 
ლი დადებითი ი რიცხვისათვის 

ც9=>1, 
ამიტომ 10ლა1=0. 

თვისება 5. ვთქვათ, თ>1. მაშინ, როცა X>1, ყ=10წაX ფუნ- 

ქცია ლებულობს დადებით მნიშვნელობებს, ხოლო, როცა 0<X<1,–- 

უარყოფით მნიშვნელობებს. 

თუკი 0=0<1, მაშინ, პირიქით, როცა X>), Vყ=10ყეX ფუნქცია 

ღებულობს უარჟოფით მნიშვნელობებს, ხოლო, როცა 0<Xჯ<1, –-და- 

დებით მნიშვნელობებს, 

ლოგარითმული ფუნქციის ამ თვისებასაც აქვს მარტივი გეომეტრი- 

ული ინტერპრეტაცია. ვთქვათ, მაგალითად, ი>>1, მაშინ ყ=10წCაჯ მრუ- 

დის ის ნაწილი, რომელიც შეესაბამება X>>1 მნიშვნელობებს, მოთავსდე– 

ბა X-თა ღერძის ზემოთ, ხოლო ამ მრუდის ის ნაწილი, რომელიც შეესა- 

ბამება 0–=X<1 მნიშვნელობებს, X-თა ღერძის ქვემოთაა (იხ. ნახ. 250). 

ანალოგიური ინტერპრეტაცია ექნება იმ შემთხვევას, როცა ი<1 (ნახ. 
251). 

ლოგარითმული ფუნქციის მე-5 თვისება მე-3 და მე-4 თვისებების 

მარტივი შედეგია. გარკვეულობისათვის განვიხილოთ შემთხვევა, როცა 

ი>1. მაშინ მე-3 თვისების ძალით ყ=10ყაX ფუნქცია მონოტონურად 

ზრდადია, ამიტომ, თუ X>1, მაშინ 10C.X>>10წე1. მაგრამ მე-4 თვისების 

ძალით .10წე1 =0. მაშასადამე, როცა X>1, მაშინ 10წ.X>>0. როცა X< I 
მაშინ 10აX<10ყწე1, ე. ი. 10წ-X<90. 

ანალოგიურად შეიძლება განვიხილოთ შემთხვევა, როცა ი<1. მოს- 
წავლეებს ევალებათ გაარჩიონ იგი დამოუკიდებლად, 

ლოგარითმული ფუნქციის განხილულ ხუთ თვისებას დაუმტკიცებ“ 

ლად დავუმატებთ კიდევ ერთ მნიშვნელოვან თვისებას, რომლის მართე- 
ბულობაც თვალსაჩინოდაა ასახული 250-ე და 251-ე ნახაზებზე. 

თვისება C. თუ C>1, მაშინ, როცა X->0, ყ=10წაX ფუნქციის 

მნიშვნელობები უსაზღვროდ კლებულობს (ყ–-> -–- 90). თუ 0=ძ<1, მა- 

შინ, როცა X->0, ყ=10წ”ძაX ფუნქციის მნიშვნელობები უსაზღვროდ იზრ– 

დება (ყ/ –> XC). 

სავარჯიშოები 

1890, იპოვეთ შემდეგ ფუნქციათა განსაზღვრის არეები: 

ა) ყ=10წე(X-L1); ე) ყ=10წ;IMXI; 

:ბ) ყ=106C. ·(X2-L1); მ) ყ==10წვ(X2-L-X-––-2); 
1 
ვ 

გ) ყ=10ფა(4--X2); ზ) ყ=10წე,ც (5X--X%--6); 
დ) ყ=10წ,C–»); თ) ყ=10წ) (X"-LX-L1).



1891. X-ის როგორი მნიშვნელობებისთვისაა განსაზღვრული 0< 
<X<2წ შუალედში გამოსახულებანი: 

ა) 10წ.(51%ი X); გბ) 10წ|(Lწ X); 
ბ) 10Cე(C05 X); დ) 10C. (CLC X)? 

1899. რა შეგიძლიათ თქვათ შემდეგი ფუნქციების უდიდეს და, უმ- 
ცირეს მნიშვნელობებზე: 

ა) ყ=1085X; ბ) ყ= | 10-X|? 
1898. ლოგარითმული ფუნქციის რომელი თვისების საფუძველზე 

შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ 

ა) 10წ)05->10წჯ04; ბ) 109:,15<10წე,14? 
1894. რომელი რიცხვია მეტი: 

. 1 
ა, Iიყი5 თუ 10C6; ბა 108---- თუ I0თ-- ' 

4 
გ) იწ, 2 თუ '6, 4: დ) 108, --- თუ I, -? 

1898. ამოხსენით X-ის მიმართ უტოლობანი: 

ა) 106-V>>10წე3. დ) 10 , (3X) « 106 ,_ 6; 

ბ) |0ყეX”>>10წე4; ე) 10თ,ა(X+--1)->109,ა(4X-L-4); 

გ )106,X > 19§,2; ვ) 106%,1(1––X9>>109ფთ,1(2X+-2). 

1896. რა შეიძლება ითქვას თ რიცხვის შესახებ, თუ: 

ა) 10წა7>>10ყფერ6; გ) 10წა – < I09 = 

ბ) 10ყ.ა5<10წე4; დღ) 10C.-5->>0? 
1897, რა შეიძლება ითქვას ძი რიცხვის შესახებ, თუ ჯ-ის ნებისმიერი 

მნიშვნელობისთვის 
10Cა(X?-L 11>>10ყაX? 

1898. რომელ მთელ მომდევნო რიცხვებს შორისაა მოთავსებული 
ლოთგარითმები: 

ა) 1065; გ) 1089) 7; 
3 

ბ) 10ყე8; დ) 1იდ) 9? 
9 

1899. მოცემული რიცხვებიდან რომელია დადებითი და რომელი 
უარყთფითი: 

ა) 1005; ე) 101; 

ბ) I096--; ვ) 10წ-3, 

ბ) ი61 5; ზ) Iიწ=ო 4: 

1 
დ) 106)--; თ) Iიყი 4? 

ზი <2 2



ნამრავლისა და განაყოფის ლოგარითმი § 198 
  

თეორემა 1. ორი დადებითი რიცხვის ნამრავლის ლოგარითმი 

უდრის მათი ლოგარითმების ჯამს, უფრო ზუსტად, თუ ი, X და ყ რი- 

ცხვები დადებითია და ძ541, მაშინ 

10% ა(Xყ) == 10 აX-+-I0ლეყ. (1) 

ამ იგივობის დასამტკიცებლად საკმარისია დავრწმუნდეთ, რომ 

10 X 10ყცX-L- I ი 9 #V _ 984 08იყ თ 

(თუ 1-ისაგან განსხვავებული ერთი და იმავე დადებითი რიცხვის ხარის- 

ხები ტოლია, მაშინ ამ ხარისხების მაჩვენებლებიც ტოლია). (2) ფორ- 

მულის მართებულობის დადგენა მეტად მარტივია, თუ ვისარგებლებთ 

ლოგარითმის განსაზღვრით, გვაქვს: 

10C-(XV) 
ძი =X 

გ 98X+ I9CV _ „1989ჯ-10თ/ = X#წ. 

აქედან გამომდინარეობს (2) ფორმულა და, მაშასადამე, (1) ფორმულაც' 

მაგალითები. 

1) 10ყვე15=10ყე(3 · 5)=10წე3-L I0Cვ5 = 1 -LI10წვე5. 

2) I0თი2-L10თ05=10წი(2 · 5) =106010=1. 
თუ X და ყ უარყოფითია, მაშინ (1) ფორმულა კარგავს აზრს. მაგალი- 

თად, არ შეიძლება და იწეროს: 

10 I (––8) · C–4))1= 10წ:(––8) + 10წ:(–4), 

ვინაიდან 10წა(––8) და 10წ(–-4) გამოსახულებები საერთოდ არაა გან- 
საზღვრული (#=I0თX ლოგარითმული ფუნქცია განსაზღვრულია Xჯ არ- 

გუმენტის მხოლოდ დადებით მნიშვნელობათათვის). 

თეორემა 1 მართებულია არა მხოლოდ ორი თანამამრავლისათვის, 

არამედ თანამამრავლთა ნებისმიერი რიცხვისათვის, ე, ი. ნებისმიერი ნა– 

ტურალური #-სა და ნებისმიერი დადებითი X,, Xა,... X რიცხვებისა- 

თვის: 

10% ა(9,, X:, Xვ...VL )==1096X-+LIოCწიXა-+I0წაXე-L..-+-IოCთა X-. 

თეორემა 2. ორი დადებითი რიცხვის განაყოფის ლოგარითმი 

უდრის გასაყოფისა და გამყოფის ლოგარითმების სხვაობას. 

სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, თუ ძ, X და ყ რიცხვები დადებითია 

და 05-1, მაშინ 

10869 (+)– 10წაX-–I0წაყ. (3) 
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დამტკიცება. (3 ფორმულა, ცხადია ტოლფასია შემდეგი 
ფორმულისა: 

ჯ 
I0ყა––- + 10წი ყ=10წ-X, (4) 

V 

რომელიც მიიღება (3)–დან, თუ I0წ იყ გამოსახულებას გადავიტანთ მარ- 

ჯვენა ნაწილიდან მარცხენაში, ამიტომ (3) ფორმულის დასამტკიცებლად 
საკმარისია დავადგინოთ (4) ორმულა. ეს ფორმულა კი ცხადად გამომ- 
დინარეობს (1) ფორმულიდან: ' 

I0დ,-- + I0ყაყ = 10წი (--. )= 100ა X. 
ყ ყ 

მაგალითები. 

25 
1) 108: 106 25 – Iიყე16; 

2 Iი9:1000 – I10C.125 = |I0თ. 
1000 

125 
  = 10ითე8=3. 

მი2 თეთრემის შედეგი. ვინაიდან 10Cა)1=0, ამიტომ 

I06.--=10ც,) – !0წა0 = – 10წყან. 

ამრიგად, 

1 
100ი –--== –-10ყახ. 08 წ 08 

ერთი და იმავე ფუძით აღებული ორი ურთიერთშებრუნებული რი- 

ცხვის ლოგარითმები ერთმანეთისაგან მხოლოდ ნიშნით განსხვავდება. 

მაგალითები. 

. 1 
ა) Iივ9= –-I0წ55 : 

სავარჯიშოები 

1400. გამოიანგარიშეთ. 

1) 10, 2+ I0იდ, 3; 

4 
2 !იყაპ + 09%-ვ-: 

7 8) 107 – I0-“- : ) 10ფვ 9წ3-2> 

4) 10წკა 49 + ICთე 25: 
-5V 1099 0,18--10ყკა:180; 

1 , 
ბ) 10%: – 10წ, 125 და ა. მ. 

6) 10624 + 106 36; 
7) I1იყ,კ 100--Iიდე4; 

8) 10ყე4 + 10669; 
კ 1 

”) 10% +8 + 109, 12! 

10) 108, 50 –– I0წს, 9,5..



1401. ვთქვათ, ვიცით, რომ I0ფა2 =20,3010: I0C,03 =0,4771: 10605 = 

=0,6990. იპოვეთ შემდეგი რიცხვების ლოგარითმები, თუ ფუძე 10-ია: 

6, 15; 5. 1. 20; 62 
6 30 

1403. იპოვეთ |0ფიე2 და 10ფ:5, თუ ცნობილია, რომ ამ ლოგარით- 

მების ნამრავლი მიახლოებით უდრის 0,2104-ს. 

1408. იპოვეთ 10C.(L დ) და I0თ.(CLC თ) თუ ცნობილია რომ 

I0თა(51ი0 დ) =>20,1919 და I0წ-(C0§ C),220,1157. 
1404, X-ის როგორი მნიშვნელობებისათვის სრულდება ტოლობა: 

10წეI(X-L 1)(X––1)1==10დვ(X-L 1) -L 10Cე(X––1) ? 

1408. X-ის როგორი მნიშვნ ელობებისათვი სრულდება ტოლობა!) 

2+1 –_.“ =I 2 1)--I · 3X+2)? 190-.-.–3;+2 96, (L+1) 98, (XL--3X+2) 

1406. რამდენით მეტია 10Cე1000 I0C, 2 V? 

1407. როგორ უნდა შეიცვალოს რიცხვი, რომ მისი ლოგარითმი მო- 

პირდაპირე ნიშნით შეიცვალოს? 

სარიხსისა და ფესვის ლოგარითმი § 184 
  

თეორემა 1. დადებითი რიცხვის ხარისხის ლოგარითმი უდ- 

რის ამ ხარისხის მაჩვენებლისა ღა მისი ფუძის ლოგარითმის ნამ- 

რავლს. 
სხვა სიტყვებით რრომ ვთქვათ, თუ ძი და ჯ რიცხვები დადებითია და 

თ5C1, მაშინ ნებისმიერი, ნამდვილი # რიცხვისათვის 

10CაX"=# |0წაX. (1 

ამ ფორმულის დასამტკიცებლად საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ 

გში! გ (0-75. თ) 

გვაქვს: 
_ 100:XV 
0 

: I : „9“ =( ი'9%“') =#”. 

აქედან გამომდინარეობს (2) ფორმულის მართებულობა, და, მაშა- 

%სადამე, (1)-ისაც. 

' (07



შევნიშნავთ, რომ, თუ # რიცხვი ნატურალურია (ხ=ი). მაშინ (1) 

ფორმულა წინა პარაგრაფში დამტკიცებული 

10Cი(X, · Xა...X,) =109 XX1+I)006 XL ...+L 09 -X. 

ფორმულის კერძო შემთხვევაა. მართლაც, თუ ამ ფორმულაში ძივიჩ- 

ნევთ, “რომ 

X,=Xე=...=X–-=X, 
მივიღებთ: 

I0CაX” =/1 108 ეX. 
მაგალითები. 

, 1) 10ყე25-=10წყე5”=2 100ე5; 

2) 10ყვ2 7 / 3 I6ფუ2. 
როცა ჯ-ის მნიშვნელობანი უარყოფითია. (1) ფორმულა კარგავს 

აზრს. მაგალითად, არ შეიძლება დაიწეროს 

10ყ:(-–-4)ზ=2 10წა(––-4), 
ვინაიდან 10თ(–4) გამოსახულება არაა განსახღვრული, შევნიშნოთ, 
რომ ამ ფორმულის მარცხენა ნაწილში მდგომ გამოსახულებას აქვს აზ- 
რი: 

10წე(––4)?=10Cე16==4, 

საერთოდ, თუ X უარყოფითია, მაშინ 10ყეჯ"» განსახღვრულია, ვი- 
ნაიდან X#>0. 10წ6აX გამოსახულებას კი ამ შემთხვევაში აზრი არა აქვს. 
ამიტომ არ შეიძლება დაიწეროს 

10თ.X%=27/ 10წა»X. 

მაგრამ შეიძლება დაიწეროს: 

I0თაX”'=2# 10წკ IXI. (პა 

ეს ფორმულა ადვილად მიიღება (1) ფორმულიდან, 'თუ გავითვალისწი- 
ნებთ, რომ 

X-%#= IX I2. 
მაგალითად, 

10ყე(––3)4=4 10ყ3|-–3 |=4 10წვ3=4. 

თეორემა 2. დადებითი რიცხვიდან ფესვის ლოგარითმი უდრის 

ფესვქვეშა გამოსახულების ლოგარითმს, გაყოფილს ფესვის მაჩვენე- 

«“ ბელზე. 

სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, თუ თ და X რიცხვები დადებითია, 05+!) 

და ” ნატურალური რიცხვია, მაში5 

ი 1 
10 VX =––-I0წაX. 

”



მართლაც, 
11 

MX = ჯ ” · 

ამიტომ; 1-ლი თეორემის თანახმად, 

I06./» = => =--19X 

მაგალითები. 

1) 10წ/ 8 == -- ინამ: 2 10დ V27 = - 10C 27. 

სავარჯიშოები 

1408. როგორ შეიცვლება რიცხვის ლოგარითმი, თუ ფუძის შეუც- 

ვლელად: 
ა) ავახარისხებთ რიცხვს კვადრატში; 

ბ) ამოვიღებთ რიცხვიდან კვადრატულ ფესვს? 
1409 როგორ შეიცვლება 10წფ0--I0ყახ სხვაობა, თუ ძი და ხ რიცხ- 

ვების მაგიერ შესაბამისად ავიღებთ: 

# ა) 'თმ-სა “და ხ?-ს; ბ) 30-სა და 3ხ-ს? 

1410. ვთქვათ, ვიცით, რომ 10ფ,:2 20,3010 და 10ფე3 220,4771. იპო- 
ვეთ შემდეგი რიცხვების ლოგარითმები, რომელთა ფუძეა 10: 

1 
8; 9:V2; V6; 0,5; ა“ 

1411, დაამტკიცეთ, რომ გეომეტრიული პროგრესიის მომდევნო წევ- 
რების ლოგარითმები შეადგენს არითმეტიკულ პროგრესიას. 

1419. განსხვავდება თუ არა ერთმანეთისაგან ფუნქციები: 

ყ=10ლღვX” და ყ=2 10ყეჯ? 

ააჯეთ ამ ფუნქციების: გრაფიკები. 

1413. იპოვეთ შეცდომა შემდეგ გარდაქმნებში: 

I0 1..I 1. წი <5 წა ვ' 

2 I0დ-- >.10თ <: 

I 1 M2 1. 
0წა ლ > 10 გ' 

1 2_ 1. 
3. I 2-3. 

1 1 
– >-. 
ი. 3



ლობგარითმების ერთი ფუკჰიდან მეორეზე გადასვლა /§ 19: 
  

ზოგჯერ სასარგებლოა ერთი ფუძით (მაგალითად, თ ფუძით); აღებუ- 

ლი ლოგარითმებიდან სხვა ფუძით (მაგალითად, C ფუძით) აღებულ ლო- 
გარითმებზე გადასვლა. ამ შემთხვევაში სარგებლობენ შემდეგი ფორმე- 

ლით: 

I0დ,ხ = 19850. , ქტ) 
I0თ.თ 

ამასთან, იგულისხმება, რომ თი, ჩ ღა C დადებითი რიცხვებია და 0 და 

6 1-ისაგან განსხვავებულია. 

ვთქვათ, მაგალითად, ცნობილია, რომ 1I0წ,ე2 220,3010; 1003 220,4771. 

საჭიროა ვიპოვოთ 10ყწე3. (1) ფორმულის თანახმად, 

I0ფა 3 _ 0,4771 
ლ“ --–-=1,58, 

I0დი 2 0,3010 
I0Cდ, 3 = 

(1) ფორმულის დასამტკიცებლად გამოვიყენოთ ძირითადი ლოგარით- 

მული იგივობა: 

L 
ი ლთა _ ხ 

თუ დადებითი რიცხვები ტოლია, მაშინ, ცხადია, ტოლი იქნება მათი 

ერთი და იმავე ფუძით აღებული ლოგარითმებიც. ამიტომ 

სიყახ 
I0წ, ( ი 5 )=1იფ. 

მაგრამ ხარისხის ლოგარითმის "შესახებ თეორემის თანახმად, 

Iიწ, C ვაი )=Iილ,ხ · 10წ,ძ. 

მაშასადამე, 

10დახ · 10C „ა2=10წ ახ, 

საიდანაც გამომდინარეობს ·(1) ფორმულა. 
თუ (1) ფორმულაში C-ს მაგიერ ავიღებთ ხ-ს, გვექნება! 

10იდ,ხ = 1 თხ ხ = 1 

Iხითი I0ფ0 

იდი



მაგალითები. 

' 1 1 1 1. 
I0 _ | 5=. .„, –-–-., 'წყვ2 109 32 5 0812: 109,125 ვ 

რ. 

"სავარჯიშოები 

“I414: ვთქვათ, ვიცით, რომ |0ლფ,ა2 =20,3010 და I0ფე3 20,4771. იპთ- 
ვეთ: 

ა) 10ფვ2: გ) 108312; 

ბ) I0ყე8;, დ) I0ფ.ვ. 

1415, დაამტკიცეთ, რომ 

10წვX 109.3 

შეფარდებები არაა დამოკიდებული X-ზე. 

1416. დაამტკიცეთ უტოლობანი: 

ა) -I0ფ5-+10C,2>2; 

ბ I0Cი14+ I09,1+>-<--2. 
3 ვ 

1417. შეიცვლება თუ არა რიცხვის ლოგარითმი, თუ ამ რიცხვს 

და ლოგარითმების ფუძეს ერთსა და იმავე ხარისხში ავახარისხებთ?.. 

გალოგარითმება და პოტენცირება § 198 

თუ რომელიმე გამოსახულება შედგენილია დადებითი” რიცხვებისა- 

გან გამრავლების, გაყოფის, ახარისხებისა და ამოფესვის საშუალებით, 

მაშინ მთელი ამ გამოსახულების ლოგარითმი ადვილად შეიძლება გამოვ- 

სახოთ მასში შემავალი რიცხვების ლოგარითმებით. 

ვთქვათ, მაგალითად, 

_ 13. V28 

მაშინ წილადის ლოგარითმის შესახებ თეორემის თანახმად, 

I0ოCV.აX = I0ნა(13?1.3/140) – 10ლ0ა 67-96. 

ნამრავლის ლოგარითმის შესახებ თეორემა პვაძლევსს» 

10Cა(13?.V140) = I0C.ა131+ 10ლ,)/ 140;



10C, #67-98 = !0ფა %/67 + 1ით, 5/98 / 

/ 
ახლა, თუ გამოვიყენებთ ხარისხისა და ფესვის ლოგარითმების შესახებ 

თეორემებს; მივიღებთ: / 

109 ,ც131=2 10ყ ე13: 

1 
I0C„V140= ვ“ 069 140; 

3 
7 

ამრიგად, 

1 1 1 Iი6,X = 2106:13 + --I0დ, 140 – 108, 67 10698. 

გამოსახულებიდან მის ლოგარითმზე გადასვლას ამ გამოსახულების 

გალოგარითმება ეწოდება, 

გალოგარითმების შებრუნებულ მოქმედებს პოტენცირება 
ეწოდება. იგი მდგომარეობს რომელიმე გამოსახულების ლოგარითმის 
მიხედვით თვით გამოსახულების აღდგენაში. განვმარტოთ ეს შემდეგ 

მაგალითზე. ვთქვათ, 

10დ2X = 210ყა 10 –– – I0თი 7–3!0იწ”ა3 +- 19, 19. 

პირველ ყოვლისა, თუ გამოვიყენებთ ხარისხისა და ფესვის ლოგა- 

რითმის შესახებ თეორემებს, შეგვიძლია ჩავწეროთ: 

“2 10 ა10=10ფCს107=1098 100, 

2-9, 7 = Iიწა(7) ? =10./ 7; 

3 1იყ.ე3=10წ9ე33=10ყე27, 

+ 10ყი 19=10წ, ძთ! = 10 V19. 

ამის შემდეგ 10CაX შეიძლება ჩაიწეროს ასეთი სახით: 

10CX=100 „100--I06 IM 7-–-10Cა27-LI0დლ ,V19. 
ახლა. თუ „ამოვიყენებთ ნამრავლისა და განაყოფის შესახებ თეორემებს, 

მივიღებთ; 

112



10C.-X =(100, 100 + I0C, #19) (10CLV 7 -L 106.27) = 

  

ა 100-V19 = I0სკ (100V/19) – I0ლაV 7 · 27 | = 100) –––+»---. იც /19) – I0ყ8აV 7 · 27 ) = 10 2717 
ამრიგად, 

100:V19 
10წX => Iი„,190- V19 “. 

27V7 
მაგრამ, თუ ორი დადებითი რიცხვის ერთი და იმავე ფუძით აღებუ- 

ლი ლოგარით თმები: ტოლია, მაშინ ტოლია თვით ეს რიცხვებიც. ამიტომ 

_ 100 V19 

_. 277 · 
სავარჯიშოები 

გაალოგარითმეთ ფუძით 10 შემდეგი გამოსახულებანი (M 1418--– 
–-1422): 

1418. ა) X=30?2; გ) X=0? / თხ; 

ბ) X=15 ი?ჭხზე?; დ) X=0/ იხ?. 

1419. ა) X= 2+ხ 0–ხ. ბ) X= , თ. 
; ძ–-ხ ხ–-L-ხ /? 

  ბ) X=-“” 9“ - –/ხ” დ; დ) --(V 2) 

1490. 211) 0. ა) #X= (03. თი): 

4 - 
ბ) #= 5Iი2თ 3. 

) (IC პაი ი) 
/ 4 2 

1421. ა) X= –(/2- ეხ ბ) +-M > · MI > 
V3ინ 0 ხ 

ენე 
1499. ა) X= 2 /2V2 ბ) .--V ა 0 /0. 

  

  

  

8, #13



M 1423-1426 ამოცანებში მოცემული განტოლებებიდან <პოვეთ, :X: 

14958. 

1434, 

143წ, 

1456, 

ა). 10ითაX=10ფლე2-+10ლა3; 

ბ) 10 X=10წა2--10ლწე4; /' 

გ) 10წX=2 106ა8--4 10წე2; 

დ) 10წაX=3 10წა2-L2 I0ნე2. 

1 
ა 10წX =- 10ყე8; 

· 2 1 
ბ) I0ყეX=---10ყე 8 +-ე-10წვ, 16; 

_ 2103 _ I0დ. 7 
I · გ) 108: X 5 16 

ა I09-X=10ლყათ +7 10ყა(თ + ხ) _-Iიფრ –ხ); 
ჩ 

1. 1 2 
ბ) 100ვკX= – -“ 10ყვთ + წე 10ყვნ – ლ Iითვთ + 

2 1 
+ -–- 10წ3(0--ხ) –-– –– 10თვ(თ+-ჩ) | : 

ვ 2 

2 1 : 
ბგ) 10–1X= – XIV. (თ=+ხ) + «+ წ 10ძ, 0 + > 10წა ხ–– 

1 
–_> (10წკ თ––10დ) 0)––10ფგთ0 | - 

2 · 1 2 
ა I0თ-X =5“ 10. 510 დ + 3 10წა LC დ –-ვ 19% 005 დ; 

1 თ 1 . 
ბა 10თ-X ==! 4“ > 199 IC ს დელი (0 ლ ( 1+ Lდ? 2)” 

1 დ 
+-- 109005 –– . 2 CL 2 

რიცხვის მთელი დღა წილადური ნაწილები §4 18? 
  

ი რიცხვის მთელი ნაწილი ეწოდება უდიდეს 
მთელ რიცხვს, რომელიც თ-ს არ აღემატება. 
“ ძპ რიცხვის მთელი ნაწილი აღინიშნება ასე: (CI. მაგალითად, IL2,3) == 

=2; I0,1651=0; (5)=5. –4,7 რიცხვის მთელი ნაწილია ––- 5. შეცდომა 
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იქნებოდა მიგვეჩნია, რომ |--4,71=--4. განსაზღვრის თაწახმად, 6 რი- 
ცხვის მთელი ნაწილი არ უნდა აღემატებოდეს თ-ს, მაგრამ –-4>>––4,7, 

ანალოგიურად, 

(––0,142)=––1; 

|––X)=|-–3,14.,.)=--4. 

ი რიცხვსა და მის (ი| მთელ ნაწილს შორის 
სხვაობას ეწოდება ამ რიცხვის წილადური ნა- 
წილი და აღინიშნება (0): 

(ი)=0-–LI0I. 

მაგალითად, 

(2,3)1=2,3–-2=0,2; 
(0,165)-==0,165––0=0,165; 

(–5,791=–-5,79--(--6) =0,21. 

(C–0,142)1=––0,142–'(=–1) =0,858. 
ცხადია, თ რიცხვის მთელი ნაწილი შეიძლება იყოს ნებისმიერი მთე- 

ლი რიცხვი: დადებითი, უარყოფითი ან ნული, 6 რიცხვის · წილადური 

ნაწილი კი ყოველთვის არაუარყოფითია და 1-ზე ნაკლები. 

ნებისმიერი ნამდვილი ძი რიცხვი შეიძლება წარმოვადგინოთ მისი მთე- 

ლი და წილადური ნაწილების ჯამის სახით: 

0=I(0XI+ (თ). 
მაგალითად, 

2,3=2+-0,3; 

0,165=0-L0,165; 

–5,79=--6-+0,21; 

–-0,142=–-1-0,858. 

სავარჯიშოები 

1497. მოცემული რიცხვები წარმოადგინეთ მათი მთელი და წილა– 
დური ნაწილების ჯამის სახით: 

2,01; X; 5; –-2,37; –ძ6,07; –--7; –-ს. . 

1428. ა) შეიცვლება თუ არა რიცხვის წილადური ნაწილი, მას რთმ 

მთელი. რიცხვი მივუმატოთ? 

ბ) შეიცვლება თუ არა რიცხვის მთელი ნაწილი, მას რთმ წესიერი 

წილადი მივუმატოთ?



ათობითი ლოგარითმები და მათი თვისებები § 138 
  

ლოგარითმების ფუძედ ხშირად ღებულობენ რიცხვ 10-ს. რიცხვების 

ლოგარითმებს ფუძით 10 ეწოდება ათობითი ლოგარითმები. ათო- 

ბითი ლოგარითმების აღსანიშნავად ხმარობენ ნიშანს IC-ს, და არა 10C; 
ამასთან რიცხვ 10-ს, რომელიც ფუძეს გამოსახავს, აღარ წერენ. მაგა- 

ლითად, 106,:105-ის ნაცვლად წერენ Iყ 105; 10ფი2-ის ნაცვლად -- 
16 2 და ა. შ. 
ათობით ლოგარითმებს ახასიათებს ყველა ის. თვისება, რომლებიც 

აქვს ლოგარითმებს 1-ზე მეტი ფუძით. მაგალითად, ათობითი ლოგარით- 

მები განსახღვრულია მხოლოდ დადებითი რიცხვებისათვის. 1-ზე მეტი 

რიცხვების ათობითი ლოგარითმები დადებითია, ხოლო 1-ზე ნაკლები- 

სა –– უარყოფითი. ორი დადებითი რიცხვიდან უდიდესს შეესაბამება 

უდიდესი ათობითი ლოგარითმი და ა. შ. მაგრამ, ამას” გარდა, ათობით 

ლოგარითმებს აქვს ზოგიერთი სპეციფიკური თვისება, რომლებითაც 

აიხსნება, თუ ლოგარითმების ფუძედ რატომაა მოხერხებული სწორედ 

რიცხვი 10-ის არჩევა. 

კანამ ამ თვისებებს განვიხილავდეთ, შემოვიტანოთ შემდეგი განსაზ- 

ღვევოა 
' თ რიცხვის ათობითი ლოგარითმის მთელნა- 
წილს ი ეწოდება მახასიათებელი, ხოლო ამ ლო: 
გარითმის წილადურ ნაწილს–- მანტისა. 

| თ რიცხვის ათობითი ლოგარითმის მახასიათებელი აღინიშნება, რო- 
გორც IIC ძი), ხოლო მანტისა –– როგორც (I§ ი). 

ცნობილია, მაგალითად, რომ IC 220,3010. ამიტომ I|1IC 21)=0; 
9; 9) >20,3010, 

ცნობილია” აგრეთვე, რომ 1დC 543,1 =2,7349. მაშასადამე, 

1 |Iთ 543,11=2; 0ფ 543,1 1) =0,7349. 
სწორედ ასევე 1ყ 0,005 2--2,3010 ტოლობიდან დავასკვნით, რომ 

M (I 0,005|=-––3; (1თ 0,005| =0,6990. 

ახლა გადავიდეთ ათობითი ლოგარითმების თვისებების განხილვახე. 

თვისება. 1. ერთიანითა და მისი მომდევნო წულებით გამოსა- 

ხული მთელი დადებითი რიცხვის ათობითი ლოგარითმი არის მთელი 

დადებითი რიცხვი, რომელიც უდრის ამ რიცხვის ჩანაწერში წნულების 

რაოდენობას. 

მაგალითად, 

1თ 1000=33: IC 1000000=6. 

  

“ მემდაომში შეგიხწავლით დადებით» რიცხვების ათობითი ლოგარითმების ცხრი- 

ლ--ბით მთქებნას, 

016 ”



საერთოდ, თუ 

ძ0=1000...0, 

მაშინ ი=10" და ამიტომ 

IC თ=Iდ 10%=ი IC 10=ი. 

თვისება 2. ერთიანითა და მისი წინამდებარე ნულებით გამო- 

სახული დადებითი ათწილადის ათობითი ლოგარითმი უდრის –-/-ს, 

სადაც / ამ რიცხვის ჩანაწერში ნულების რიცხვია, ნული მთელის ჩათ–- 

ვლით. 

მაგალითად, Iდ 0,01=-––-2, 1 0,00001 =––5. 

საერთოდ, თუ 

ძ=0,000...01, მაშინ თ=10 -" და ამიტომ 
ი 

ჩ 

1ყ ი=1C6 10-=–-ი I 10ლ=––ი, 

თვისება 3. 1-ზე მეტი დადებითი რიცხვის ათობითი ლოგა- 

რითმის მახასიათებელი უდრის ციფრების რაოდენობას ამ რიცხვის. 

მთელ ნაწილში, ერთის გამოკლებით. 

მაგალითები. 

1) 12 75,631 ლოგარითმის მახასიათებელი უდრის 1-ს, მართლაც,, 

10<75,631<:100. ამიტომ 

1 10<IVC 75,631<1Iდ 100, 

ანუ 
1<-1დ 75,631<2. 

მაშ, 

1C 75,631=1+%თ, 

სადაც თ რომელიმე წესიერი დადებითი წილადია. მაგრამ მაშინ 

IIთ 75,5311=1, 
რაც უნდა დაგვემტკიცებინა. 

2) 12 5673,1 ლოგარითმის მახასიათებელი უდრის 3. 

მართლაც, 1000<5673,1<10 000, 

ამიტომ 

LC 1000<=IC 5673,1<=1დ 10000, 
ანუ 

3=1დ 5673,1<-4. 
მაშასადამე, 

(1თ 5679,1)=3, 

#1),



საერთოდ, თუ ერთზე მეტი დადებითი ძ რიცხვის მთელი ნაწილი 

შეიცავს # ციფრს, მაშინ 

10" -!<C 0 < 10”, 
ამიტომ 

Iდ 10" -! IC ი<Iდ 10”, 
ანუ 

#--1 <Iთ ძლყ</. 

მაშასადამე, 
II ი)=/L--1. 

თვისება 4. 1-ზე ნაკლები დადებითი ათწილადის ათობითი ლო- 

გარითმის მახასიათებელი უდრის -–- I-ს, სადაც / არის ნულების რი- 

ცხვი მოცემულ ათწილადში პირველი ნიშნადი ციფრის წინ, ნული მთე- 

ლის ჩათვლით. 

მაგალითები. 

1) 1თ0,0015 ლოგარითმის მახასიათებელი უდრის – ვ-ს, 

მართლაც, 

0,001<20,0015<0,01. 

ამიტომ 
1 0,001<1დ 0,0015<1წ 0,01, 

ანუ 
–3<IVყ 0,0015< -– 2. 

მაშ, 10 0,0015=-––3+-თ, სადაც თ რომელიმე წესიერი დადებითი წი– 
ლადია. 

მაგრამ ამ შემთხვევაში 

II 0,0015)=––3, 
2) IC 0,6 ლოგარითმის მახასიათებელი უდრის --1-ს, 

მართლაც, 0,1<0,6<1., ამიტომ 

1თ 0,1< 1 0,6<1დ 1, 
ანუ 

–1<1« 0,6<0. 

მაშასადამე, 
1C 0,6=–-1-თ, 

ზადაც თ რომელიმე წესიერი დადებითი წილადია. მაგრამ ამ შემთხვე- 
გაში 

IIდ 0,6)==--–1. 
“” 
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"საერთოდ, თუ წესიერ ი ათწილადს პირველი ნიშნადი ციფრის წინ 

უძღვის „ ნული (ნული მთელის ჩათვლით), მაშინ 

0,000.-.-001 <. ი < 0,00...01. 

  

_ეეაღაეღსს 

ჩ ჩ–-1 

ამიტომ 

IV0,000. · .001 <: ICღძ<1IC0,00...01, 

ჩ ი–-1 

ანუ 
–”ხ<I ძლ–ლ–-(1--1). 

ძაშასადამე, 

სყ 0)ლ––-–ჩ. 

თვისება 5, თუ რიცხვს 10"--ზე გავამრავლებთ, მისი ათობითი 

ლოგარითმი /-ით გადიდდება. 

მართლაც, ნამრავლის ლოგარითმის შესახებ თეორემის თანახმად, 

1C (თ- 10")=1დC თ-L1Cთ 10-=1IC 0+7ჩ. 
მაგალითად, 

IC (579,13 · 100)=1წC 579,13+-2; 

IC (16 · 1000)=!C 16-L3. 

დადებით ათწილადში მძიმის მარჯვნივ # ნიშანზე გადატანა ტოლფა- 

სია ამ წილადის 10"-ზე გამრავლებისა. ამიტომ დადებით ათწილადში 

მძიმის მარჯვნივ 7 ნიშანზე გადატანით ათობითი ლოგარითმი /#-ით დიდ 

დება. 

თვისება 6. თუ რიცხვს 10"-ზე გავყოფთ, მისი ათობითი: ლო- 

გარითმი MI-ით შემცირდება. 

, ,57 
მაგალითად, IC --1= I 1,57–--3; 

0,63 9,652 _ 063 2, 
100. > IC 

დადებით ათწილადში მძიმის მარცხნივ » ნიშანზე გადატანით ათო 

ბითი ლოგარითმი #-ით მცირდება. 

მაგალითად, 16 0,3567=1ც 35,67–-2; 

I 0,00054 = IC 0,54-–3. 
.· ა" ' 

მოსწავლეებს ევალებათ ამ დებულებათა დამოუკიდებლად დამტკი- 
ცება. 

.§19



აქამდე დამტკიცებული ათობითი ლოგარითმების ყველა თვისება 

ეხებოდა მათ მახასიათებელს. ახლა მივმართოთ ათობითი ლოგარითმე- 

ბის მანტისას. 

თვისება 7. დადებითი რიცხვის ათობითი ლოგარითმის მახ- 

ტისა არ შეიცვლება, თუ ამ რიცხვს გავამრავლებთ 10-ის ნებისმიერ 

მთელ მაჩვენებლიან ხარისხზე. . 

მართლაც, ყოველი (როგორც დადებითი, ისე უარყოფითი) მთელი 

-ისათვის 

1ყ («· 10")=1წ თ-+IVთ 10"=1C ი#+ი. 

მაგრამ რიცხვის წილადური ნაწილი არ შეიცვლება, თუ მას მთელ 
რიცხვს მივუმატებთ. 

დადებით ათწილადში მძიმის გადატანა მარჯვნივ და მარცხნივ ტოლ- 

ფასია ამ რიცხვის 10-ის მთელმაჩვენებლიან (დადებით ან უარყოფით) 

ხარისხზე გამრავლებისა. ამიტომ დადებით ათწილადში მძიმის მარცხ- 

ნივ ან მარჯვნივ გადატანით ამ წილადის ათობითი ლოგარითმის მან- 

ტისა არ შეიცვლება 

მაგალითად, 

(1 0,0067 )1= (1C 0,67 )= (IC 0,0000067). 

სავარჯიშოები 

გ 1499 (ხეპირად), იპოვეთ რიცხვების ათობითი ლოგარითმე- 
ი: 

1; 10; 100; 1000; 10 000; 

0,1; 0,01; 0,001; 0,0001; 0,00001. 

1430, (ხეპირა ღ). იპოვეთ შემდეგი რიცხვების ათობითი ლო. 

გარითმების მახასიათებლები: 

2,00; 57,38, 632,70; 3 402,99; 

0,17; 0,99; 0,023; 0,0100; 0,0003. 

1431. ცნობილია, როქ I 2220,3010, 1C 3=0,4771. 

იპოვეთ შემდეგი ლოგარითმების მახასიათებლები და მანტისები: 

ა) Iთ6; ბ) IC 15; გ) IC 32 დ) 1C 30; ე) IC-- 

ათობითი ლოგარითმების ცხრილები § 1% 
  

ათობითი ლოგარითმების მოსაძებნად შედგენილია სპეციალუ4“ი მა- 

თემატიკური ცხრილები. ამ ცხრილების მიხედვით, თუ გვეცოდინება 

რიცხვი X, შეიძლება ამა თუ იმ სიზუსტით განვსაზღვროთ I§ X. ჩვენ 
ვისარგებლებთ ვ, მ. ბრადისის „ოთხნიშნა მათემატიკური ცხრილებით4, 
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ისინი შეიცავენ ათობითი ლოგარითმების მნიშვნელობებს 0.0001–მდე 
სიზუსტით. 

188-ე პარაგრაფში ნაჩვენები იყო, რომ ათობითი ლოგარითმების 
მახასიათებლები ადვილად მოინახება ცხრილების გარეშე, ამიტომ ცხრი- 

ლებში მოცემულია ლოგარითმების მხოლოდ მანტისები-ი განვიხილოთ 
ცხრილების საშუალებით რიცხვების ლოგარითმების მოძებნის რამდე– 
ნიმე მაგალითი. . 

1) სამნიშნა მთელი რიცხვების ლოგარითმები 

ვთქვათ, მაგალითად, უნდა მოინახოს 1წ 456. ამ ლოგარითმის მახა- 

სიათებელი უდრის 2-ს, XII ცხრილში. გვ. 66-68, ვპოულობთ 

რიცხვს, რომელიც დგას ნიშნით 54 სტრიქონისა და ნიშნით 6 სვერის გა- 
დაკვეთაში. ეს რიცხვია 6590. იგი გვიჩვენებს, რომ 1დ 456-ის მანტისა 

უდრის 0,6590-ს, მაშ, 1Cთ 456 =22,6590. ანალოგიურად ვპოულობთ 
IC 238 =:2,3766, 1C 850 =>>2,9294 და ა. 9 

9) ერთ-და ორნიშნა მთელი რიცხვების ლოგარითმები 

ვთქვათ უნდა მოინახოს Iყ 5. თუ რმძსახვს 100-ზე გავამრავლებთ, 

მისი ათობითი ლოგარითმის მანტისა არ შეიცვლება. ამიტომ ერთნიშნა 

რიცხვის 5-ის ლოგარითმის მანტისა უდრის სამნიშნა რიცხვის 500-ის 
მანტისას. ცხრილების მიხედვით ეს მანტისა დრის 0,6990-ს. ვინაიდან 
1დ 5-ის მახასიათებელი უდრის ნულს, ამიტომ, I 5220,6990. ანალოგი- 
ურად ვიპოვით: 1§ 3 20,4771 და ა. შ 

თუ უნდა მოინახოს რიცხვი 13-ის ლოგარითმი, მისი მანტისის გან- 

საზღვრისათვის საკმარისია რიცხვი 13 გამრავლდეს 10-ზე. 1დ 130-ის 

მანტისა უდრის 0,1139-ს. ვინაიდან 1დ 13-ის მახასიათებელი უდრის 1-ს, 

ამიტომ 1დ 13 =1,1139, ანალოგიურად ვიპოვით: 1Iწ 75 =–11,8751; 16 64 2 
1,8062 და ა. შ. 

ვ) ოთხნიშნა მთელი რიცხვების ლოგარითმები 

თქვენ, ალბათ, უკვე მიაქციეთ ყურადღება იმას, რომ XIII ცხრი- 

ლის მარჯვენა ნაწილში განლაგებულია რიცხვები, „მომლებიც ტრიგო– 

ომეტრი ნქციათა ცხრილების შესწორებებს მოგვაგონებს . ი- 
ლის ეს რწ ფეფმციათა მასწ ს ევა ს რევ აც. შესაძლებ- 

ლობას გვაძლევს გამოვიანგარიშოთ ოთხნიშნა რიცხვების ლოგარითმე. 
ბი. ვთქვათ, მაგალითად, უნდა ვიპოვოთ IV 2587. XIII ცხრილის მიხედ. 

ვით ვიპოვით სამნიშნა რიცხვის 258-ის მანტისას და მას მივუმატებთ 

რიცხვ 7-ზე შესწორებას. ამის შედეგად მივიღებთ ოთხნიშნა რიცხვის 

2587-ის ლოგარითმის მანტისას. 1წ 258-ის მანტისა მიახლოებით უდრის 

0.4116-ს, ხოლო 7-ზე შესწორება უდრის 0,0012-ს (ცხრილში 0,0012-ს 

ნაც ად წერენ 12-ს), ამიტომ რიცხვ 2587-ის ლოგარითმის მანტისა 

უდრის 

C 

0,4116 
-L0,0012 

0,4128 
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თუ გავითვალისწინებთ, რომ ამ ლოგარითმის მახასიათებელი უდრის 
3-ს, საბოლოოდ მივიღებთ: IC 2587 =3,4128. 
ანალოგიურად, 

1ყ 9625 2:3,9832 1C 7718 =>3,8871 

–+0,0002 –+0,0004 

3,9834 3,8875 

4) ოთხ ციფრზე მეტის შემცველი მთელი რიცხვების ლოგარითმები 

თუ მთელი რიცხვი შეიცავს ოთხ ციფრზე მეტს, მაშინ მას ამრგვა- 

ლებენ ისე, რომ ყველა ციფრი, დაწყებული მეხუთიდან, "იყოს ნული. 

თუ ამასთან, მეხუთე ციფრი 5-ზე ნაკლებია, მაშინ პირველი ოთხი ციფ- 

რი არ იცვლება. თუკი მეხუთე ციფრი მეტია ან უდრის 5-ს, მაშინ მეო- 
თხე ციფრს 1-ით ადიდებენ. 

მაგალითად, 573 528 2573 500 „ 36289 >2:36290, 19 998 =-20 00, 
7425 538 27 ·426 000. პირვანდელი რიცხვების ლოგარითმები მიახლო- 

ებით უდრის დამრგვალების შედეგად მიღებული რიცხვების ლოგარით- 

მებს. ამ რიცხვების ლოგარითმების მანტისები ადვილად მოინახება ცხრი- 

ლებში, მაგალითად, 573 500-ის ლოგარითმის მანტისა უდრის 5 735-ის 

ლოგარითმის მანტისას (რიცხვის 100-ზე გაყოფისას მისი ათობითი ლო- 

გარითმის მანტისა არ იცვლება). ამ მანტისას ვპოულობთ ცხრილებში: 

0,7586. თუ გავითვალისწინებთ, რომ 1§ 573 528-ის მახასიათებელია 5, 

მივიღებთ: Iდ 573 528 =5,7586, 

ანალოგიურად ვღებულობთ: 36290-ის ლოგარითმის მანტისა უდ- 

რის რიცხვ 3629-ის ლოგარითმის მანტისას, ე. ი. 0,5598-ს, ამიტომ 

1თ 36 289 >:4,5598. 
ნ) წილადური რიცხვების ლოგარითმები 

ვთქვათ, მაგალითად, უნდა მოინახოს 19 803,24. ამ ლოგარითმის 

მახასიათებელი უდრის 2-ს (რიცხვ 803,24-ის მთელი ნაწილი შეიცავს 

3 ციფრს). ამ ლოგარითმის მანტისა უდრის რიცხვ 80 324-ის ლოგარით- 

მის მანტისას ან მიახლოებითი რიცხვის 80 320-ის ლოგარითმის მანტი- 

სას, ცხრილებიდან ვპოულობთ ამ მანტისას: 0,9048. მაშ, 1«< 803,24 => 

222,9048. ანალოგიურად, 0,0053-ის ლოგარითმის მახასიათებელი უდ- 

რის –– 3-ს (0,0053 წილადს პირველი ნიშნადი ციფრის წინ აქვს სამი 

ნული, ნული მთელის ჩათვლით). ამ რიცხვის ლოგარითმის მანტისა უდ- 

რის რიცხვ 530-ის ლოგარითმის მანტისას. ცხრილებიდან ვპოულობთ ამ 

მანტისას: 0,7243-ს. მაშასადამე, 1წ 0,0053-–>––-3-L0,7243=-–--2,2757. 

სავარჯიშოები 

1489, ისარგებლეთ ბრადისის ცხრილებით და იპოვეთ შემდეგი რი- 

ცხვების ათობითი ლოგარითმები; 
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257; 301; 25: 99; 2; 3; 3796; 9999; 10 325: 267 39ყ; 

37 990 653; 263,56; 35,074; 2,9345; 0,002863; 0.000056. 

1433. ვ. მ. ბრადისის ცხრილების გამოყენებით გამოიანგარიშეთ: 

10ყე5; 10ყ)17; 10წ6ე,ია 0,004. 

ანტილოგარითმების ცხრილები § 19ი 

XI) ცხრილით შეიძლება მოინახოს რიცხვების არა მხოლოდ ლო– 

გარითმები, არამედ მათი ლოგარითმების მიხედვით –– თვით რიცხვე- 
ბიც. მაგრამ ეს ამოცანა კიდევ უფრო მარტივად წყდება XIV ცხრილის 
საშუალებით (იხ. ვ. მ. ბრადისის ცხრილი, გვ. 69––-70). განვიხილოთ 

რამდენიმე მაგალითი. 

1) ვიპოვოთ რიცხვი, რომლის ლოგარითმი უდრის 2,345-ს, ნუ მი- 

ვაქცევთ ყურადღებას ამ ლოგარითმის მახასიათებელს 2-ს და ვიპოვოთ 

რიცხვი, რომლის ლოგარითმის მანტისა უდრის(6,345-ს. ამისათვისე XIV2 

ცხრილში ვპოულობთ სტრიქონს ნიშნით 34 და სვეტს ნიშნით 5. მათ 

გადაკვეთაში დგას რიცხვი 2 213. ეს არის საძებნი რიცხვის ნიშნადი ნა 

წილი (მიახლოებით). ვინაიდან ლოგარითმის მახასიათებელი უდრის 2-ს; 

ამიტომ საძებნი რიცხვის მთელი ნაწილი შეიცავს სამ ციფრს. მაშ, სა- 
ძებნი რიცხვი დაახლოებით უდრის 221,3-ს. 

2) ამოვხსნათ განტოლება: 1 X=0,7823. XIV ცხრილში ვპოულობთ 

რიცხვს, რომელიც დგას ნიშნით 78 სტრიქონისა და ნიშნით 2 სვეტის 

გადაკვეთაში. ამ რიცხვს, 6053-ს, ვუმატებთ 3-ის შესაბამის შესწორე- 

ბას, ამ შემთხვევაში 4-ს. ამის შედეგად ვღებულობთ 6057-ს, ეს არის სწო- 

რედ რიცხვის ნიშნადი ნაწილი. ვინაიდან X რიცხვის ლოგარითმის მახა- 

სიათებელი უდრის 0-ს, ამიტომ X რიცხვის მთელი ნაწილი შეიცავს ერთ 

ციფრს. ამიტომ X 26,057. 

3) ვიპოვოთ რიცხვი, რომლის ლოგარითმი უდრის –-3,0576-ს. პირ- 

ველ ყოვლისა მოვნახოთ ამ ლოგარითმის მახასიათებელი და მანტისა, 
–-3,0576=--4-+0,9424. მაშასადამე, მახასიათებელია -–-4, ხოლო მან- 

ტისა 0,9424. ასეთ ლოგარითმს წერენ 4,9424-ის სახით. ხაზი ციფრ 

4-ის თავზე მიუთითებს, რომ ლოგარითმის მახასიათებელია ––4 და არა 

4. ახლა ნუ მივაქცევთ ყურადღებას მახასიათებელს 4 და მთვნახოთ 

რიცხვი, რომელიც შეესაბამება მანტისსს 0,9425-ს, ეს რიცხვია 8758, 

ვინაიდან საძებნი რიცხვის ლოგარითმის მახასიათებელია –4, ამიტომ 

საძებნი რიცხვი ჩაიწერება ათწილადის სახით, ოთხი ნულით პირველი 

ნიშნადი ციფრის წინ: 0,000 8758. 
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სავარჯიშო 

1484. ანტილოგარითმების ცხრილების გამოყენებით ამოხსენით შემ- 
დეგი განტოლებანი: 

ა) 1თ X=0,3625; დ) 1C X=--2,5440; 
ბ) 1ყ X=4,0002; ე) 1წ X=–-–+3,0257; 

გ) 16 X=-–0,3928; ვ) 1წ X=––1,9994. 

ტრიბონომეტრიულ ფუნქციათა ათობითი ლოგარითმების ცხრილები § 191 
  

მცირე კუთხეების (0-დან 14“-მდე) სინუსების ლოგარითმები მოცე- 
მულია ვ. მ. ბრადისის მიერ XV ცხრილში (გვ. 72--73) მაგალითად, 
რომ ვიპოვოთ 

IC 510 8147”, 

ვეძებთ ამ ცხრილში სტრიქონს მარცხენა ნიშნით 8:40” და 

სვეტს ზე და ნიშნით 7”, მათ გადაკვეთაში დგას რიცხვი 1,1838 (მა- 

ხასიათებელი 1 ნაჩვენებია ზევით, სადაც იკვეთება სტრიქონი ნიშნით 

870; და სვეტი ნიშნით 0”). მაშასადამე, 

IC 51ი 847” =1,1838 (ანუ –-1+0,1838=–-–-0,8162). 

XV ცხრილით შეიძლება მოინახოს 76“-იდან 90-მდე კუთხეების კო- 
სინუსების ლოგარითმებიც, ვთქვათ მაგალითად, უნდა მოინახოს 
1თ C05 7734; მარჯვენა ნიშნით 7730” სტრიქონისა და ქვედა 

ნიშნით 4” სვეტის გადაკვეთაში დგას რიცხვი 1,3331. მაშასადამე, 

1დ C0§ 77-34 =1,3331 (ანუ –– 0,6669) . 

რომ ვიპოვოთ 14“-დან 90-მდე კუთხეების სინუსებისა და აგრეთვე 

0“-დან 76“-მდე კუთხეების კოსინუსების ლოგარითმები, უნდა ვისარგებ- 
ლოთ ვ, მ. ბრადისის XV1 ცხრილით (გვ, 74-–-75). აქ კუთხეები მოცე- 

მულია ყოველი 6”-ის შემდეგ, ამიტომ ზოგჯერ უნდა გავითვალისწინოთ 

შესწორებები. შესწორებათა წესი ასეთია: თუ მოცემული კუთხე მეტია 
ცხრილში მოყვანილ კუთხეზე, მაშინ სინუსისათვის შესწორება ემატე- 

ბა, ზოლო კოსინუსისათვის აკლდება; თუკი მოცემული კუთხე ნაკლე- 

ბია ცხრილში მოყვანილ კუთხეზე, მაშინ, პირიქით, შესწორება ემა- 

ტება კოსინუსისათვის და აკლდება სინუსისათვის. 

მაგალითები. 1) ვიპოვოთ I§ §51ი 43136 XV) ცხრილში მარ- 

ცხენა ნიშნით 43”, სტრიქონისა და ზედა ნიშნით 36” სვეტის გადაკვეთა- 

ში დგას რიცხვი 1,8386. მაშ, 1C §(ი 43-36” =71,8386 (ანუ –- 0,1614), 
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2) ვიპოვით I 51ი 65-32? მარცხენა ნიშნით 657 სტრიქონისა და ზე- 

და ნიშნით 30” სვეტის (გვ. 75) გადაკვეთამი დგას რიცხვი. 1,9590. ამ 

რიცხვს უნდა მივუმატოთ ?”-ის შესაბამისი შესწორება 1. ამის შედეგად 

მივიღებთ: I §1ი 65-32 =1,9591 (ანუ –– 0,0409), 
3) ვიპოვოთ IC ლ0§5 11-54 მარჯვენა ნიშნით 11“ სტრიქონისა და 

ქვედა ნიშნით 54” სვეტის გადაკვეთაში დგას რიცხვი 1,9906. ამიტომ 

1დი05 11954” 2+1,9906 (ანუ –– 0,0094), 
4) ვიპოვოთ Iყ C0§5 5120”. ჯერ მოვნახოთ Iდ 005 51”18, და შემდე გ 

მას გამოვაკლოთ 2”-ის შესაბამისი შესწორება. IC 005 51918” =1,7960; 

2-ის შესწორება უდრის 3-ს, ამიტომ 1 C0§ 51 “20” 22--%,7957 (ანუ 
–-–0,2043), 

0-დან 14“-მდე კუთხეების ტანგენსების (და აგრეთვე 76”-დან 
90“-მდე კოტანგენსების ლოგარითმები მოყვანილია XVII ცხრილში 

(გე. 76-77). 14-დან 76“მდე კუთხეების ტანგენსებისა და კოტანგენ“ 
სების ლოგარითმები მოინახება XVIII ცხრილში (გვ. 78–--79). 76“-დან 

90“მდე კუთხეების ტანგენსებისა და 0-იდან 14“-მდე კუთხეების კოტან- 

გენსების ლოგარითმები მოცემულია XI) ცხრილში (გვ. 80--81). ეს 

სამი (XVII, XVIII, XIX) ცხრილი ზემოაღწერილი XV და XVI ცხრი- 

ლების სრულიად ანალოგიურადაა შედგენილი. ამიტომ დაწვრილებით 

მათზე აღარ შევჩერდებით. აღვნიშნავთ მხოლოდ, რომ შესწორებებს 
ვითვალისწინებთ კუთხეების ტანგენსების ლოგარითმებისათვის ისე, რო- 

გორც კუთხეების სინუსების ლოგარითმებისათვის, ხოლო კუთხეების 

კოტანგენსების ლოგარითმებისათვის ისე, როგორც კუთხეების კოსინუ- 

სების ლოგარითმებისათვის. 

სავარჯიშოები 

1486. ისარგებლეთ ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა ლოგარითმების 

ცხრილებით და იპოვეთ შემდეგი სიდიდეებისათვის ათობითი ლოგარით- 

მები: 

ა) §10 1217”; §1ი 13129”; 005 77'47'; 005 88?19"; 

ბ) §Iი 48387; 510 607 46”; §1ი 8557”; 

005. 4134”; C0§ 49 52”; 00§ 7433”; 
გ) (9 3%9/; L 13%3/; CLდ 80%29”; CL 89935; 
დ) Lდ 4538”; LV 67”10”; Lთ 74739”; 

იყ 31%; იLდ 5646”; ლ 71'27'; 

ე) LC 83%39”; LC 89%29”; CL 0%17/; CLდ 9936”, 
1430. დაასაბუთეთ ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა ლოგარითმების 

ცხრილებით მოძებნისას შესწორებათა წესი, 
ჭ25



ზოქმედებანი ლოგარითმებზე § I99 
  

ლოგარითმების შეკრებას განსაკუთრებული ახსნა-განმარტება არ 

ესაჭიროება. ამიტომ დავკმაყოფილდებით მხოლოდ ორი მაგალითის 

მოყვანით) 

3,0607 4,0380 
+1,8701 + 5,9927 

3,0056 2,0449 

__ 1,9364 6,0756 

ლოგარითმების გამოკლება მიზანშეწონილია დავიყვანოთ შეკრება- 

ზე. ამიტომ ლოგარითმებს, რომელთა წინ ––-ნიშანი დგას, ისე გარდა- 

ქმნიან, რომ ეს ნიშანი +-ნიშნით შეიცვალოს. მაგალითად, 

–-7,5604= -–8--0,4396=8,4396; 

– 5,2967=5-–-0,2967=4,70ვქ3, 

ამრიგად, გამოსახულება 2,0073--–7,5604-––5,2967 გარდაიქმნება ჯა- 

მად: 

2,0073 
8,4396 
4,7033 

5,1502 

ლოგარითმების გამრავლება რიცხვზე. ჯერ რიცხვზე ვამრავლებთ 

მახასიათებელს, შემდეგ–– ლოგარითმის მანტისას, და მიღებულ შედე- 

გებს ვკრებთ. მაგალითად, 

5,6315 · 4=––20-+-2,5260=18,5260; 

2,0501 · 2 >--3+0,0751 =3,0751; 

3,7500 · (––0,5) =1,5-–0,3750=1,1250. 

ლოგარითმის გაყოფა რიცხვზე თუ ლოგარითმის მახასიათებელი 

არაჟარყოფითია, მაშინ მისი გაყოფა რიცხვზე სრულდება ჩვეულებრი- 

ვი ხერხით. მაგალითად, 8,024 : 4=2,006. თუ მახასიათებელი უარყო- 

ფითია, შესაძლოა ორი შემთხვევა. 

.1) უარყოფითი მახასიათებელი იყოფა გამყოფზე უნაშთოდ, ამ შემ. 

თხვევაში მახასიათებელსა და მანტისას ცალ-ცალკე ვყოფთ გამყოფზე. 

მაგალითად, 

15,6305 ;5=3,1261.



“2) უარყოფითი მახასიათებელი არ იყოფა გამყოფზე უნაშთოდ, მა- 

შინ მას ვუმატებთ იმდენ უარყოფით ერთეულს, რომ მიღებული რიცხვი 

გაიყოს გამყოფზე უნაშთოდ; მანტისას ვუმატებთ იმდენსავე დადებით 
ერთეულს. მაგალითად, 

2,560635 4=(--4--2,5608) : 4=1,6402. 

ჩვენ განვიხილეთ შემთხვევები, როდესაც გამყოფი მთელი რიცხვია. 

თუ ეს ასე არაა. მაშინ წინასწარ ლოგარითმები უნდა წარმოვადგინოთ 
ჩვეულებრივი სახით. მაგალითად, 

“47102 : 2,3546=–-––-3,28988 2,3546-=--1,3971 –-2,6029. 

ლოგარითმის უარყოფით რიცხვზე გაყოფა დაიყვანება დადებით 
რიცხვზე გაყოფახე. მაგალითად, 

3ვ,640– (-–-4=>-–-608,660– 4) =>-–-0,4102)=1––0,4102=0,5898. 

სავარჯიშოები 

შეასრულეთ მითითებული მოქმედებანი ლოგარითმებზე; 

1487. ა) 1,4792-I-1,5706-L3,0056; 
ბ) 5,0032--2,7368--3,9263; 

გ) 0,9329-–-1,2605--5,0060; 

დ) 2,4645–-4,3839 -L 6,0092---5,3972; 
ე). 1,2396––0,5974––2,9328. 

გამოიანგარიშეთ სიზუსტით 0,0001-მდე (M# 1438,. 1439): 

1488, ა) 2,0296 · 0,36; 1489. ა) 2,6302 : 7; 
– = 2 ბ) 3.1728 · 5; ბ) 3,0280 : -“.: 

4 გ) 7,2894 · 9,8; გ) 5,2709 : C 3)“ 

დ) 1,0256 - C? 1): 

ე) 4,4437 · (–-0,2). 

მაბალითები გამოანგბარიშებაზე ლობარითმების ცხრილების მეშვეობით § 198 

  

მაგალითი 1. 

ვთქვათ, უნდა გამოვიანგარიშოთ: 

– (0,475)? · V5Iი? 38922” _ 
LC 8597 13' ზ235,3. 
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თუ გავალოგარითმებთ ამ გამოსახულებას. მივიღებთ: 

IC X=2190,475 + 88 §ყო38%22“ - IC (თ ცეხვ, 239,3. 

ლოგარითმების ცხრილებში ვპოულობთ: 

1C 0,475 =1,6707 ; 

|თ 239,2 =2,3790 ; 

1C §1ი 3822, =1,7929 ; 

1ყ LC 85“13/ =1,0774. 

  

ამიტომ 

210,475 =2 + 1,3534 = 1,3534; 

–- 19 239,3= –– 0,4758=1,5242; 

2-1,792 1,585 – 
2. 16 51ი 38922” = _2.1,7929 _ 1,5658 _ 1,8619 
ვ ვ C 

– ICLV-C85913/ = -- 1,0774 = 2,9226. 
მაშასადამე, 

1,3534 
1,5242 
1,8619 
2,9226 

1 X=3,6621 

ამრიგად, 19 X >3,6621. აქედან, თუ ვისარგებლებთ ანტილოგარით- 
მების ცხრილით, მივიღებთ: X250,004593 

მაგალითი 2. გამოვიანგარიშოთ: 

»+=V %35- %V30 

უშუალო გალოგარითმება აქ შეუძლებელია, ვინაიდან მე-5 ხარისხის 

ფესვის ქვეშ სხვაობაა. მსგავს შემთხვევებში გამოანგარიშებას ასრულე- 

ბენ ნაწილ-ნაწილად: ჯერ პოულობენ V35-ს, შემდეგ %V30-ს, შემ- 
დეგ მათ სხვაობას და, სოლის მე-5 ხარისხის ფესვს ამ ს სხვაობიდან. 

1 I /35=-- Iდ35 = –- · 1,5441 = 0,3860, 

4/35 = 2,432, 
1 1 

6 
19 /30 5 წ 6 , 

V30 = 1,763. 

-12,



4 35--V 30=2,432-–1,763--0,669 , 

ხა=–'სასხეა'აგეაე| ა -–-I"Iჟ _ _ Iდ/ V 35--წ/30= IC)/ 0,669= -- IC0,669= <–.1,8254 >1,9651, 

#// V 35-%V/30 = 0 ,9228. 

სავარჯიშოები 

გამოიანგარიშეთ ლოგარითმების ცხრილებით (M# 1440––1446); 

_ 
4 

12,483.1/ 5,76 
9/673,8 . 1,842 

1441. / >“ · /0,0836. 
1,1472 

3,89-1? .3//--0,1536 

1440. 

  

1449, 
0,924? 

ვ/ =56 137 9 1448. V/ 510 32” 14” „26,735. 

/13,65.C(C 29918, 
იოც/ ნ/ი< კაკ 599575128 ·.V 0,5 . 

_ეე_– I; 

VIC- 70916” ·5(ი- 

144წ. #V 5V2 +V3 -––2V5. 

? ო” + 21 
14406. %/-0§16932” + I Cც· 

–-, 

1447. იპოვეთ ისეთი სამკუთხედის ფართობი. რომლის გვერდებიცაა: 
67,28 სმ, 36,54 სმ და 59,02 სმ. 

1448, იპოვეთ ისეთი სამკუთხედის ფართობი, რომლის გვერდებია 
238,4 სმ და 79,3 სმ, ხოლო ამ გვერდებს შორის კუთხეა 37“23”. 

ნატურალური ლოგარითმები § 184 
  

ათობითი ლოგარითმები მეტად მოხერხებულია ჩეენი საქიროებისათვის, მაგრამ 

უმაღლესი მათემატიკის შესწავლისას უფრო მოხერხებული გამოდგა ლოგარითმე- 

ბი, რომელთა ფუძე არის რიცხვი 6 = 2,718281828 ... (იხ, § 1234, 1 “ნაწ.ე). ამ 

ლოგარითმებს გამოყენება საშუალებას გვაძლევს მნიშვნელოვნად გავამარტი- 

ვოთ მათემატიკური ფორმულების დიდი რაოდენობ. ლოგარითმეი « ფუძით 
მიიღებ მრაეალი ფიზიკური ამოცანის ამოხსნისას და ბუნებრივად შედის ზოგი- 

9



ურთი ქიმთური, ბიოლოგიური და სხვა პროცესების მათემატიკურ »ღწერაში ამით აიხსნე–- 

ბა მათი სახელწოდება.+. „ნატურალური, ლოგარითმებიბ 
ძ რიცხეის ნატურალური ლოგარითმი აღინიშნება Iი თ-თი, ამჟაძად არსებობს ნატუ- 

რალური“. ლოგარითმების საკმაოდ სრული ცხრილები 

ლოგბარითმულ სასაზავზე მოქმედებათა , დახაბუთეგა - ყ 198 

  

ჩვენთვის” ცნობილი ლოგარითმების თვისებები საშუალებას ”გვაძ. 

ლევს საკმაოდ მარტივად დავასაბუთოთ იმ მოქმედებათა წესები, რომ_ 

ლებიც სრულდება ლოგარითმული სახაზავის გამოყენებით. ამ პარა- 

გრაფში განვიხილავთ ორ უმარტივეს მოქმედებას –– გამრავლებასა და 

გაყოფას. წინასწარ ვაჩვენოთ,„ ორი მარტივი სახაზავიძთ როგორ შეი- 
ძლება შევასრულოთ რაცხვების შეკრება და გამოკლება. 

ორი ერთნაირი სიგრძის 48 და. CI სახაზავიდან თითოეულს დავ– 

ყოფთ 20 ტოლ ნაწილად და აღვნიშნავთ ამ ნაწილებს 7 #8 სახახავზე ზედა 

ნაპირთან, ხოლო CI) სახაზავზე –– ქვედა ნაპირთან (ნახ. 254). 

- + 
  

  

0 5 0 5.20 C ა ”! 
რ 8. მ 5 0. 1           

ნახ, 254. 

ვთქვათ, რიცხვ 11-ს უნდა მივუმატოთ რიცხვი .5. C#2 “სახაზავის 

ნიშანს 0-ს დავაყენებთ 8-სახაზავის ნიშან 11-ზე (ნახ;:255). მაშინ” CI) 
სახაზავის ნიშან 5-ის ქვეშ აღმოჩნდება 4,8 სკალის ნიშანი 16. ეს ნიშ» 
ნთ კვიჩვენებს რიცხვების 11-ისა და 5-ის ჯამს. 

  

      

      

, 
20 

მ აოლლი -- . 0 - _ 5 „_..– წ M _ 

, 
I I წ – 

| 5 40 MM 15 16 20!: 

| რ... 8 

ნას, 255, 

აზლა, ვთქვათ, რომ 18-ს უნდა გამოვაკლოთ 6. 48 სკალის ნიშან - 

18-ზე დავაყენებთ CM სკალის ნიშან C-ს (ნახ, 256). მაშინ CL) სკალის 
ნიშან 0-ის ქვეშ აღმოჩნდება 74 8 სკალის ნიშანი 12. ეს. ნიშანი გვიჩვე- 

ნებს რიცხვების 18-ისა და 6-ის სხვაობას. 
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ილაი ააა. 
6 6 ) 

0 56 10 I 20: 

ჩIIჰ1II:IIIხII0VX?!! ( ! I ა– 1 2 

7 234 5 6 7 8 9101112131415LM6171819 

4 8 I 

ნახ. 255, 

ამ მარტივ პრინციპზეა დამყარებული ლოგარითმული სახაზავის 

აგება. მხოლოდ აქ ნიშნები გამოსახავს არა რიცხვებს, არამედ მათ ლო–- 
გარითმებს, როგორც ცნობილია, ორი დადებითი რიცხვის ლოგარითმე- 

ბის ჯამი უდრის მათი ნამრავლის ლოგარითმს: 

IC ი+IVყ ხ=1ც (ძხ). 

ხოლო ორი დადებითი რიცხვის ლოგარითმების სხვაობა უდრის მათი 

განაყოფის ლოგარითმს: 

წ/4 
ყი--–)თხ=Iწ ––. I-4V 8 წ წ 

ამიტომ, თუ სახაზავებზე აღვნიშნავთ არა თვით რიცხვებს, არამედ 

მათ ლოგარითმებს, მაშინ ორი ასეთი სახაზავის (ანუ სკალის) დახმარე- 

ბით შეგვიძლია ადვილად შევასრულოთ რიცხვების გამრავლება და გა- 

ყოფა. 

7 2... 3 « 2 _6 7 8 9710 
L I“--ო.. 

  
  

ნახ. 257. 

მივიღოთ სახაზავის სიგრძე ერთეულად. ციფრით 1 აღვნიშნოთ 

მასზე წერტილი, რომელიც შეესაბამება რიცხვს 1წ 1=0; ციფრით 2 -- 
– წერტილი, რომელიც შეესაბამება რიცხვს I 2=0,3010; ციფრით 3-- 

წერტილი, რომელიც შეესაბამება რიცხვს IC 3 220,4771 და ა. შ. (ნახ. 

257), მარჯვენა ბოლო წერტილი, ამასთან, აღინიშნება რიცხვით 10, რაც 

შეესაბამება რიცხვს IC 10=1. ამის შედეგად მივიღებთ სკალას, რომელ- 

სც ლოგარითმული სკალა ეწოდება. ასეთი ორი სკალის 

131



საშუალებით შეიძლება შევასრულოთ რიცხვების გამრავლება და გაყო- 

ფა. 

ვთქვათ, მაგალითად, 2 უნდა გავამრავლოთ 4-ზე. CI) სკალის ნი- 

შანს 1-ს დავაყენებთ 48 სკალის ნიშან 2-ზე (ნახ. 258). C/) სკალის ნი- 

შან 4-ის ქვეშ #4 8 სკალაზე ვკითხულობთ ნიშან 8-ს, ეს ნიშანი კი გვიჩ- 

ვენებს რიცხვების 2-ისა და 4-ის ნამრავლს. 

C ი   

      

თ
 -I 

თ
-
–
 

ლ 
- 
თ
 
C 

%
 

= 

” 2 პ 4 

    
  

ნახ, 258. 

ანალოგიურად სრულდება გაყოფა, ვთქვათ, 9 უნდა გავყოთ 6-ზე. 

CL) სკალის ნიშანს 6-ს ვაყენებთ 48 სკალის ნიშან 9-ზე (ნახ. 259). C# 

სკალის ნიშან 1-ის ქვეშ დგას 4,8 სკალაზე ნიშანი 1,5. ეს ნიშანი იძლევა 

შეფარდებას L · 

  

      

      

C –_ =ი 

2 6 
1. 1 | ! „I. I - I "L | 

I „5 2 ვ 4 5 6789 

4 8 

ნახ, 259, 

მაჩმვენებლიან განტოლებათა ამოსსნის ძირითადი სერხები 6 106 
  

მაჩვენებლიანი განტოლებები ეწოდება ისეთ 

ანტო ბებს, რომ ბი ხარისხის მაჩ ნ 

ხელში შეიცავენ უცნობ სიდიდეს, ჭე? 
ასეთს მიეკუთვნება, მაგალითად, განტოლებები: 3%=-2>-1; 5291 -9 _ 

–-1=0 და სხვ. 

მაჩვენებლიან განტოლებებს, ისე როგორც ტრიგონომეტრიულს, 
ალგებრულისაგან (მაგალითად, წრფივისაგან, კვადრატულისაგან) გან- 

სხვავებით, უწოდებენ ტრანსცენდენტულ. განტოლებებს, 
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უმარტივესი მაჩვენებლიანი განტოლებაა 

ძ «–=ხ (1) , 

განტოლება, სადაც თ და ხ მოცემული დადებითი რიცხვებია (ძ=-)) 

ხოლო Xჯ უცნობი სიდიდეა. ასეთ განტოლებას აქვს ერთადერთი ფესვი 
X=)10ყეხ. უფრო რთული მაჩვენებლიანი განტოლებები დაიყვანება ან 
ალგებრულ განტოლებებზე, ან (1) სახის განტოლებებზე. 

განვიხილოთ: მაჩვენებლიან განტოლებათა ამოხსნის ძირითადი ხერ- 
ხები კერძო მაგალითებზე. 

1. ამოვხსნათ განტოლება: 

5%-0--.516 -2ჯ, 

მსგავსი განტოლებების ამოხსნა დამყარებულია ხარისხების შემდეგ 

თვისებაზე: თუ 1-ისაგან განსხვავებული ერთი და იმავე დადებითი რი- 

ცხვის ორი ხარისხი ტოლია, მაშინ ტოლია მათი მაჩვენებლებიც. მოცე- 

მულ შემთხვევაში ხარისხების ეს თვისება გვაძლევს: 

X--6=15--2X, 

საიდანაც X=7. 

შემოწმება. როცა ჯX=7, მაშინ 5+--6=5; 515§-2%=5, მაშ, X= 

=7 არის მოცემული განტოლების ფესვი. 

პასუხი: X=7. 

ანალოგიურად ამოიხსნება განტოლება: 

492 -/ 1 V/ 
7 

· LI 

მართლაც, 49 2= (72) «== 752; (+) =(7 -1) 22=7 –?, ამიტომ 72%= 

=7 -%?, საიდანაც 2X=--X?, ანუ X,=0; X-=--2. შემოწმება გვიჩ ვენებს, 

დომ X-ის ორივე ეს მნიშვნელობა აკმაყოფილებს მოცემულ განტოლე- 
ას, 

პასუხი: X,=0; Xა=---2, 

_ ამავე პრინციპის მიხედვით შეიძლება ამოიხსნას თ=>=ხ მაჩვენებლი– 

ანი განტოლებაც, თუკი 68 არის თ რიცხვის მთელი ხარისხი. მაგალითად, 
თუ 3%=27, მაშინ 27-ს წარმოვადგენთ 27=313 სახით და მივიღებთ: 
3%+=339, საიდანაც X=3, 

II. ზოგჯერ ახალი უცნობი სიდიდის შემოტანის გზით მაჩვენებლი- 

ანი განტოლება დაიყვანება ალგებრულ განტოლებაზე., ვთქვათ, მაგა- 

ლითად, უნდა ამოიხსნას განტოლება:. 

4=2-L2-“- 6=0,



აღენიმნოთ 2% ყ-ით, მაშინ 4 %>-=(22)2=2?12=(22)1=ყ?, ამიტომ მოცე“ 

მული განტოლება დაიყვანება კვადრატულ განტოლებაზე: 

ყ"+ყ--6=0, 
რომლიდანაც ვღებულობთ: V,=2; ყა=–-3. მაგრამ ყ=22%, მაშასადამე, 

თუკი მოცემულ განტოლებას აქვს ფესვები, მათ უნდა დააკმაყოფილონ 

ან 2%=2 განტოლება, ან 25=-–-3 განტოლება. ამ განტოლებათაგან 

პირველს, აქვს ფესვი XC=1, მეორეს კი ფესვები არა აქვს, ვინაიდან, 2”. 
გამოსახულებას უარყოფით მნიშვნელობათა მიღება არ შეუძლია. ამ- 
რიგად, მივიღეთ: X=>1, 

შემოწმება. როცა X=1, 

4=-L2> 6=ქ/1L2L 6=0, 
მაშასადამე, X=1 არის მოცემული განტოლების ფესვი, 

პასუხი: X=1, 

III, ამოვხსნათ განტოლება: 2%=37, 

მოცემული განტოლების ორივე წევრი გავყოთ 3%-ზე (ასეთი გაყოფა 
"'შესაძლებელი:., ვინაიდან ყოველი X-ისათვის 3% >>0) და მივიღებთ 

0 
წელ მაგრამ I<(5-) ამიტომ ჯ=0. შემოწმება გვიჩვენებს 

რომ ეს, მართლაც, მოცემული განტოლების ფესვია. 

პასუხი: X=0. 

ანალოგიურად ამოიხსნება განტოლება: 

5289=-7მ1 >. , 

მართლაც, 512=(5% «=252%, 79>= (73) >= ვ4ვ 2, 
ამიტომ მოცემული განტოლება შეიძლება გადაიწეროს ასე: 

25+=ვ343>, 
აქედან, ისე როგორც წინა შემთხვევაში, ვღებულობთ: ჯ=0, ' 

სავარჯიშოები 

ამოხსენით განტოლებანი (M 1449–---1454): 

1449. ა) 5%=>125; გ) 8+=16, 

ბ) 4%=64; ზ) 9-%5=-27; 

ე 3+= –; თ V3 =%/29; 
დ) 25-= --, ი V7> = V343 ; 

ე) 25+3=32; კ V2“%· /325=36.



„2 VX 3 M4 
14წ0. ა) (1) = (>) : დ) 2295-6> 9, __ =16 V2; 

გ 4 Mჯ 3 X5 
) (>) _ (>) ე) ი–C' (6-9 =1; (ი->0); 

2 MV# 9 MX 27 : 
გ) ლ · 5 ==: ვ) 52. 54. 5%...52%=0,04 -4. 

1451, ა) 3%--3%+1=108; დ) 35% -1-+3 #9 -2-L3% -53=13; 

ბ) 7=--7%-1=6; ე) 75+2-+4 .· 75<-1=347; 

გ) 55+ 5=-1=24; ვ) 5-5+1-+3. 5=-+ -6.5%--10=0. 

1459. ა) 25->--ე2მ>-; 0,25)?-> – .255 . ვ) (0,25--> = –-5: 

ა ცალად არისო 
1 VX-3 1 X –_აე' 

გ) %-(C--). =(2) თ) %0=+! =9/52--2(0>0)1 

დ) 2»#.5X=0,1.(10“-1)5 ; ი 4 _ (6.25. 

2/ ვ, 3/2 –==–==–=–=–== ეუ – 

ე I %V 43) =|//5/C,5>: >: კ) 16,/ დ,2505-+« = 79 

1468. ა) 5:>- 5“ 600=0; ე) ვ.” · _ ,„.ვ/ წ ,ვ-ი. 

_. 2 5 ბ) 9-3” 6=0; ვ) 4+ ––“–--=->: 

გ) 4=-+25+=80; %ზ) ლM% 0)“ 

დ) 3++9+-+ 810=0; თ) 9=+6%=4= 
1464. ა) 11%=>=177%; დ) 5'>--7> 51+. 17+7%. 17=0; 

ბ) 9ჯ = · 29==2 .ვ3 5; 

ვ) 7· 29=5 · 32; 

გ) 13+=19 42, %) ==ხ%(2>0; ხ>>0). 
ამოხსენით განტოლებათა "სისტემები: 

11 
3.22+2.3–V=--, 2-.3V=648, 

145წ. 1466 
2= _ – 3 მვ». თ= 482. 
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1 - 5. 5V=100. 
2%2+3V=8“5, 1458 52-11, 5V-1=20, 

14697. 8 –––_–_>–ძ.. 

2%.3V= +” 49- 1/ 343, 
14589. 

3V==922-» 

ლოგარითმულ განტოლებათა ამოსსნის ძირითადი ხერხები § 190? 

  

ლოგარითმული განტოლებები ეწოდებაისეთ 

განტოლებებს, რომლებიც ოგარითმის ნი95%- 
ნის ქვეშ შეიცავენ უცნობ სიდიდეებს. 

ასეთს მიეკუთვნება, მაგალითად, განტოლებები: 

10ოVეX=5; 109 (X––1) =0. 

ისე, როგორც მაჩვენებლიანი, ლოგარითმული განტოლებებიც ტ რანს- 

ცენდენტულია. 
უმარტივესი ლოგარითმული განტოლებაა 

10CაX=ხ () 

განტოლება, სადაც თ და ხ მოცემული რიცხვებია, ხოლო X –– უცნობი 

სიდიდე. თუ 0 დადებითი და 1-ის არატოლი რიცხვია, მაშინ ასეთ განტო- 
ლებას აქვს ერთადერთი ფესვი: 

X=ფხ, 

უფრო რთული ლოგარითმული განტოლებების ამოხსნა როგორც 

წესი, დაიყვანება ან ალგებრულ განტოლებათა ამოხსნაზე, ან (1) 

სახის განტოლებათა ამოხსნაზე, განვმარტოთ ეს რამდენიმე კერძო მაგა- 
ლითზე. 

1. ამოვხსნათ განტოლება: 

10თ. (IX---3X-C6)=2. 

ლოგარითმის განსაზღვრის თანახმად, ამ განტოლებიდან გამომდინარე- 
თბს, რომ 

კტლ)ბ–3;4+6, საიდანაც ჯXჯ=2. 

შემოწმება. როცა X=2, 

10C,(X2–-–3X-L6) == 10Cა(4––6-L 6) = 10წკ4=2. 

მაშასადამე, X=2 არის მოცემული განტოლების ფეხვი. 

პასუხი: ჯ=2, 

I. ამოვხსნათ განტოლება: 

1V(X?”––17) ==1C(X-L- 3), 

მსგავსი განტოლებების ამოხსნა დამყარებულია ლოგარითმების შემ- 

ღეგ თვისებაზე: თუ ორი რიცხვის ლოგარითმები ერთი და იმავე ფუძით 
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ტოლია, მაშინ ტოლი იქნება თვით ეს რიცხვებიც. ლოგარითმების ამ 

თვისებიდან გამომდინარეობს, რომ, თუკი მოცემულ განტოლებას ფეს- 

ვები აქვს, მაშინ ისინი უნდა აკმაყოფილებდნენ 

"ჯ---17=Xჯ-+3 
განტოლებას, საიდანაც 

X,=5, Xგ=-–--+4, 

შემოწმება. როცა X=5, 

1 (X"--17)=IC8; 1 (X-L3) =1ლ 8. 

მაშასადამე, X=5 არის მოცემული განტოლების ფესვი, როცა X=–+-4, 

მაშინ მოცემული განტოლების მარცხენა და მარჯვენა ნაწილები არაა 

განსაზღვრული, ვინაიდან X2-17=--1<0 და X+-3=-1<0. მაშასა- 

დამე, X=–-4 არ არის მოცემული განტოლების ფესვი. 

პასუხი. ,X=5, 3 

განვიხილოთ კიდევ ერთი განტოლება: 

26%-0=--I60-VV»X- (2) 

შევასრულოთ შემდეგი გარდაქმნები: 

2 16 (X––-1) =1დ (X––1)9, 

.1 2 + > 8 
-IფX- I VX=I6X5 –– 10X 2 = I-- = ICX 

ჯ ". 

ამრიგად, (2) განტოლებიდან მივიღეთ 

თ (X––1)?=1C X?. (3) 

ამ განტოლებიდან კი გამომდინარეობს, რომ (C-- 11=ჯ ანუ 

1 „ მაგრამ, როცა X=-+, მაშინ (2) განტოლების მარცხენა ნა- X=- 
2 

წილი არაა განსაზღვრული (”– =–- – < ი), მაშასადამე, მოცე- 

მულ განტოლებას ფესვები არა აქვს. 

მაგრამ შევნიშნოთ, რომ რიცხვი -- არის (3) განტოლების ფესვი. 

ამრიგად, (2) და (3) განტოლებები ერთმანეთის ეკვივალენტური არაა. 

ეს ერთხელ კიდევ ლაპარაკობს იმაზე, რომ ლოგარითმფლ განტოლება- 

თა ამოხსნისას აუცილებელია მიღებულ მნიშვნელობათა შემოწმება. 

მათ შორის ხშირად აღმოჩნდება ხოლმე „გარეშე“ ფესვები. 
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I). ზოგიერთი ლოგარითმული განტოლება დაიყვანება ალგებრულ 

განტთლებებზე ახალი უცნობი სიდიდის ' შემოტანით. თუ, მაგალითად, 

10ყე-X––3 10წ0ეX--10=0 

განტოლებაში I08ეX-ს აღვნიშნავთ ყ-ით, მაშინ იგი დაიყვანება 

ყბ--3ყ- 10=0 
კვადრატულ” განტოლებაზე, საიდანაც ყ)=-2, ყ:=5. თუ გავიხსენებთ, 

რომ ყ=10ლღეX, მივიღებთ: თუ I0წეX=--2, მაშინ X = – თუ 198ფ3X=5, 

მაშინ Xჯ=243. 

შემოწმებით ადვილად დავადგენთ, რომ »-ის ეს ორივე მნიშვნელობა 
აკმაყოფილებს მოცემულ განტოლებას, 

ეაეაეასაეაეა” –, Xე=943. 

IV. ზოგიერთი განტოლება ამოიხსნება · წევ--წევრად გალოგარით- 

მების გზით. ვთქვათ, მაგალითად, მოცემულია 

XIV>-! = 100, 

განტოლება. გავალოგარითმოთ ეს განტოლება წევრ-წევრად: 
დ >-I 

|I- ( ) = IV 100, 

0C X-–-1) 1ყ X=2. 

16 X აღვნიშნოთ ყ-ით, მივიღებთ 

ყ--ყ--2=0 
კვადრატულ განტოლებას, რომლის ფესვებიცაა 9,=--1, #:=2. .თუ 
გავიხსენებთ, რომ ყ=1წC X, მივიღებთ: ან 16 X=--1, და მაშინ X=0,1; 

ან IC X=2, და მაშინ X=100. 

შემოწმება. რთცა X=290,1, 

XI6=-1--0,1-1-1 -.0,1-? _1. ჯი. 

მაშასადამე, X=0,1 მოცემული განტოლების ფესვია. 

როცა Xჯ=100, 

XI6 =–).=:1002-1=-100, 

ასე რომ, X=100 აგრეთვე განტოლების ფესვია. 

პასუხი: X,=0,1; X.=100. 

V. ზოგიერთი ლოგარითმული გახტოლების ამოსახსნელად სასარ- 
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-გებლოა ლოგარითმის ერთი ფუძიდან სხვა ფუძეზე გადასვლის ფორმუ- 
ლით სარგებლობა. ეს ფორმულაა: 

Iილ, 6= 986. 
I0თ, თ 

ამოვხსნათ, მაგალითდ, 

10C.-VC+- 10–ე1X=1 

განტოლება. ამ შემთხვევაში ლოგარითმებიდან, რომელთა ფუძეესრო 
2 და ჰ, გადავიდეთ ლოგარითმებზე, რომელთა ფუძეა 10: 

)1თX IX 
IილაX= -––--, |0ლვX = -5=-., წი I>2 წე Iდ3 

მაშინ მოცემული განტოლება მიიღებს ასეთ სახეს: 

IX IX 
–=–- LC-- 1 
Iთ2 + 1დ3 

საიდანაც 
2.Iთ3 თ 2.)თ3 

Iფჯ= 1 2“6 2. (63 _ IC2:73. , 
Iდ 2+1დ 3 Iთ6 

'რმიტომ 
1ლ2-1დ8 1ლღვ Iდშ 

»=10 #5 2=-(10I7 106 -- 2125, 
თუ აუცილებელია, X-ის ეს მნიშვნელობა შეიძლება განისაზღვროს 

ლოგარითმების ცხრილების საშუალებით. 
შემოწმება. X-ის ნაპოვნი მნიშვნელობისათვის 

IX 1 ელემ. 1 I-2.ყ3 Iილ3 1ით.XჯX=-5=-· §6 - . 6 ნ 

წინ 2“ C ' ) I2 I)ინ “Iდ6 
ანალოგიურად, 

I 2 Iიდე X =-5“, 
ამიტომ“ წე X 1.6 

' 3 I)C2 |)-3+Iთ2 Iლ6 
10თ X + 10CვX _#%3 1C2_ 1C3+ I-2_ IC 6 _ 1. 

)Iჰ6 Iდ6 106 1თ 6 

მაშ, X-ის ნაპოვნი მნიშვნელობა არის მოცემული განტოლების ფესვი, 
163 

პასუხი: X=2M% 
განვიხილოთ კიდევ ერთი განტოლება: 

1იფX-I08, 2=2. 

, ამიტომ, თუ 10წაV-ს აღვნიშნავთ ყ-ით, მივი-   ვინაიდან 109, 2= 
I0თ. ჯ 

ღებთ: 
' 1 

ყ+--=2. 
ყ



საიდანაც #=1. მაშასადამე, 10–X=1 და X=2, შემოწმება გვიჩვენებს, 
რომ X=2 არის მოცემული განტოლების ფესვი. 

პასუხი. X=2. 

სავარჯიშოები 

ამოხსენით მოცემული განტოლებანი (ს 1460––1465): 

1460. ა) 1C(1თ X)=0; ე) 1 X=3-–IV 5; 

ბ) 10CთაII0ნე(10ი,)X))=0;ჯ ვ) _ %§6X  _ 2; 
1–Iდ2 

გ) 106; -((X”--5X-I-7) =1; 

დღ) I0ფ.2--I06-3=4; ზ) 100!-(<-+2) =-10000; 

  

    

  

1461. ა) 1თC X=1C 2; ე) 21წ X=––-1C (6–-X?); 

21თX 
ბ) IC X=–-IVCდ 2; = 1; 

) 16X წ ) 1თ(5X-––4) 

გ) 106 (+-1) = 10, C--+-16;  ზ) 2106:X= <-I0C, --- 
დ) 2 1CVX=1C(15-–2X); 

1469. ა) 1თ(0,5-L+X) =1წ 2--IIC X; 

ბ) 0,5 1თ (2X––1)=1––1ფ/X-–9; 

ე IC>X+6--2=-- 1დ(2X--3)- IC 25. 

1468. ა) –'- 1ლ2 1 1» 168. ა) –“– ICI % = –ე–– ჯ . 12 8 3 2 6X; 

1 2 
ბ + = 1; 

) 5-)IწX 1+I1დიX» 
1 4 

+ = 3. 
ი 5 4)CC+I)  1+1CCC+1) 
დ) 0,1 1დქX--)ლ2X-+-0,9=0. 

1464. ა) X–=X; დ) X#++2=1000; 

ბაუ XIწ”5>-2--125 · ე) X=>10)-0.2წ# » 

ბ) 531-+--12,5X ; მ) 0,1XIწ=<-2=–100. 

1465. ა) 10C.X+10C-:3=1 ; დ) 10თ.X+1I0Cთ.5=2,5; 

ბ) 10წაX- 10CვX=10წ)3; ე) 10წე„3= (I0დვ3X)”; 
გ) 10C.X+I10წ,X=10ყე15; ვ) I0C,კX+I0CC,X+10წ:ეX=7. 

ამოხსენით განტოლებათა სისტემები (M 1466-–-1469): 

1466. ( 1თ X+2 წ ყ=-–-2, 1467. X+ყ=34, 
1ფ Xმ-–-IC ყწ=9. | 10ლX-L10C.ყ=6: 
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1468 | 5%--36ყ=0, 146ი. X9ყ=240, 
6=--25ყ=0. XII #=4, 

მაჩვენებლიან ღა ლოგარითმულ განტოლებათა გრაფიკული 

ამოსსნის მაბალითები § 198 

მაგალითი 1. ამოვხსნათ განტოლება 

2%=2X,. 

ერთსა და იმავე ნახაზზე (ნახ. 260) აგებულია ორი ფუნქციის ყ=. 

=2% და ყ=2X» გრაფიკები. ეს გრაფიკები გადაიკვეთება ორ წერტილ- 
ში: 4-ში, რომლის აბსცისაა 1, და 8-ში, რომლის აბსცისაა 2. ამიტომ 

მოცემულ განტოლებს აქვს 

ორი ფესვი: X=1 და X=2. VI 

მაგალითი 2. ამოვ-. 
ხსნათ 4+ 64 

1თ X=X I 
” 

განტოლება. ყ=Iწნ X და ყ=« 3+ I 
ფუნქციათ„ გრაფიკები (ნახ, · ! 

261) ერთმანეთს არ კვეთს. 2. I 

ამიტომ მოცემულ განტოლებას 

ფესვები არა აქვს. 

ჩვენ განვიხილეთ უმარტი- კ? 

ვესი მაგალითები. განტოლებე- 
  

რ
 

უ
ა
,
'
ა
ა
.
_
–
-
–
 

  ბი, რომლებიც მიიღება პრაქ- –2 + + 0 2 == 

ტიკული ამოცანების გადაწყვე- „ 

ტისას ჩვეულებრივ, მნიშვნე- ა, -I+ 

ლოვნად განსხვავდება ასეთი 

„სასწავლო“ ამოცანებისაგან. ნახ, 260. 

მათი ამოხსნისათვის, გრაფიკულ ილუსტრაციასთან ერთად, მიმართავენ 

ცხრილებსაც. განვიხილოთ, მაგალითად, ასეთი განტთლება: 
.”     

აწ
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10დX = 2 _ ჯ" 

§=10CX ღა ყ=-“- ფუნქციების გრაფიკები (ნახ. 262) იკვეთება ერთ 
ჯ 

წერტილში, რომლის აბსცისა მოთავსებულია 1-სა და 2-ს შორის. აში- 

ტომ მოცემულ განტოლებას აქვს ერთი ფესვი X,, რომელიც 1-ზე მე- 

ტია, მაგრამ 2-ზე ნაკლები: 1=Xე<2. ავიღოთ წერტილი X=1,5, რო- 

მელიც (1,2) შუალედის შუა წერტილია, ამ წერტილში: 

VI 

     
  

ნახ. 262. 

3 Iდ3... 
108,X=10წი---= I0თა3–– 9თ2-–<2 == 

თუ გამოვიყენებთ ვ, მ. ბრადისის ცხრილებს, ვიპოვით, როომ 

3 
I0ყე–– <= 0,58. 0წყ2 2 

როცა X=1,5; მაშინ 1 2=0,66, 
X 

"ვინაიდან X=1,5 წერტილში 

1 
106–;X<-––, 

X 

ამიტომ საძიებელი ჯა ფესვი მეტი უნდა იყოს 1;5-ზე (იხ. ნახ. 262). 
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ახლა დარწმუნებული ვართ, რომ 

1,5<Xა<-2, 

„გავსინჯოთ“ X=1;7 წერტილი, როგორც (1;5: 2,0) შუალედის შუა 
წერტილის ერთი უახლოესთაგანი. როცა #ჯ=1,7, ვ. მ. ბრადისის , ცხრი- 

„ლების გამოყენებით ვღებულობთ: 

17... 
(51.7 _ 676; 1 50,58. IოC-X = 

ინი |I.8”) ჯ 
  

1 
ვინაიდან 10თ,1,7 >> 7 ამიტომ საძიებელი ჯე ფესვი ნაკლები უნდაიყთს 

1,7-ზე (იხ. ნახ. 262), მაშასადამე, 

1,5<X-ი<- 1,7. 

ამიტომ სიზუსტით 0,1-მდე , 
X- 221,6. 

თუ განვიხილავდით (1,5; 1,7) შუალედის წერტილებს, მივიღებდით 

X- ფესვის უფრო ზუსტ მნიშვნელობასაც. სცადეთ, მაგალითად, »ჯე-ის 

მიახლოებითი მნიშვნელობის დამოუკიდებლად მიღება სიზუსტით 0,01 

დე. 

სავარჯიშოები 

1470. ამოხსენით გრაფიკულად განტოლებანია 

ა) 2%=X+2; დ) 106:X=X--1; 

ბ) 3%=ჯ; ე) I0თX= =- ; 

გ) 2%2=»,: ვ) 106XX--3)=3--»ჯ. 
1471. იპოვეთ 

2%-2–-X 

განტოლების ფესვი, 0, 1–-მდე სიზუსტით. 

1479. იპოვეთ 
1 

განტოლების უმცირესი ფესვი 0,01-მდე სიზუსტით, 

მაჩვენებლიანი და ლოგარითმული უტოლობანი § .99 

მაჩვენებლიან დაო ლოგარითმულ უტოლობათა ამოხსნა დამყარებულია იმაზე, რომ 

ყ=0% და ყVყ=10წეXჯ ფუნქციები, როცა ი>1, მონოტონურად ზრდადია. ხოლო როცა 

0<0ძ<1, მონოტონურად კლებადია, 

განვიხილოთ. რამდენიმე მაგალითი. 
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Lს) ამოვხსნათ უტოლობა: 2%>4 

4 წარმოვადგინოთ, როგორც 2” და მოცემული განტოლება ასე გადავწეროთ. 

2%>2პ. 

ყ=2% )ნქ ია მონოტონურად ზრდადია, ამიტომ სმ ფუნქციის უდიდეს ძხნი'მვნელობას 
ზეესაბამე ა არგუმენტის უდიდესი მნიშვნელობა, მაშასადამე, + >2. 

1 
2) ამოვხსნათ უტოლობა: 3X2. ეX >> · 

- 

"ე წარმოვადგინოთ 3-2 სახით და მოცემული განტოლება გადავწეროთ ასე: 

ვაი-1X5> 3-3, 
აქედან IX2-3X>-–2 ანუ Xპბ>--3X+2>0. ეს უტოლობა (იხ. ნაწ. I, § 6) სრულდება, 

როცა X<1, და აგრეთეე, როცა X>2. 

ვ) ამოვხსნათ უტოლობა: 10ღ კ (X-–-1)> –2 

§ 
<- 2 წარმოეადგინოთ, როგორე 0წ ,; 25 და მოცემული განტოლება: ასე გადა- 

“5 
ვწეროთ: 

Iიდე (X-– 1) > 1061 25, 
ზ ნ 

ყ=)0C, X ფუნქცია მონოტონურად ჯლებადია, ამიტომ ამ ფუნქციი ს უდიდეს მნი- 

5 

შენელობას შეესაბამება არგუმენტის უმცირესი მნიშვნელობა, მამასადაშე, »--1 <:25. 

-ამ უტოლობას აუცილებელია დაემატოს კიდევ X-–1>>0 უტოლობა, რომელიც გამოსახავს 
იმ ფაქტს, რომ ლოგარითმის ნიშნის ქვეშ შეიძლება იყოს მხოლოდ დადებითი სიდიდე. 

ამრიგად, მოცემული უტოლობა ორი წრფივი უტოლობის სისტემის ეკვივალენტურია: 

( »-I<25 
X-1 >0, 

საიდანა/ ა-ღებულობთ: 

1<-:X<:26. 

უნდა აღინიშნოს, რომ, თუ „დაგვავიწყდებოდა” X»-1>0 პირობის გათვალისწი- 

ნება, მივიღებდით არასწორ დასკვნას. X<:26. კერძოდ ამ »მონახსნშ, შევიდოდ. V=0 

მნიშვნელობაც, რომლისთვისაც მოცემული უტოლობის მარცხენა ნაწილს ·ზრი არ აქეს. 

სავარჯიშოები 

1478. ამოხსენით უტოლობანი: 

1 
ა %+>>; ბ) 1#+>27; გ) 2>>2: 

1 Vნ>- 1 აზ 1 VXX2- 1 ა (“ადა ა დ)“ 
I4?4, ამოხსენით უტოლობანი: 

-ბ) Iთ(X-L 1უ)> 16 (5–»# 

ბ) I0C, (»–-7)>4 

გ) 106 1, (2»X--6)<10ყ ; X#. 
? ?



147” ამოხსენით კრაფიკულად მოცემულ” უტოლობანი! 

ა) 2%<-2ჯ; ბ) ,0 X>X»X-–-). 

ლოგარითმების აღმოჩენის ისტორიიდან § .3800 
  

ლოგარითმების შემოტანის ძირითადი იდეა დამყარებულია 
რთ. = ცყ+ ი“) 

ფორმულაზე და მდგომარეობს იმაში, რომ გამრავლება შეიძლება დავიყვანოთ უფრო 

მარტივ მოქმედებაზე –– შეკრებახე. აძ იდეას იცნობდნენ ჯერ კიდევ ძველი დროის მა- 

თემატიკოსები, გამრავლების (1) წესის ეკვივალენტური ზოგადი ფორმულირება მოცე- 

მულია, მაგალითად, ევკლიდეს ცნობილი „საწყისების“ მეცხრე წიგნში, მაგრამ 

ლოგარითმებზე ძველ დროში ლაპარაკიც კი არ შეიძლებოდა, მაშინ კიდევ არ განიხი- 

ლებოდა ხარისხები წილადური და უარყოფითი მაჩვენებლებით. და თვით უარყოფითი 

რიცხვებიც ბევრი მათემატიკოსისათვის არ იყო ცნობილი. პირველად წილადური მანხ– 

ვენებლები როგორც ჩანს. გამოუყენებია ფრანგ მათემატიკოს, ორეზმს (XVI საუ- 

კუნის მეორე ნახევარი). ძაგრამ ორეზმის იდეებმა ძეტისმეტად გაუსწრო იმ დროის მა- 

თემატიკას და მისი ტრაქტატი მალე დავიწყებას მიეცა. ნულოვანი და უარყოფითი მაჩ– 

ვენებლებ კაძოჩნდა ფრანგი მათემატიკოსის შ უ კ ე ს შრომაში (XV საუკუნე). მათე– 

მატიკაში ხებისმიერი ნამდვილ. მაჩვენებლის მქონე ხარისხების შემოტანამ მოამზადა 
ნიადაგი ლოგარაითმების განსახილველად. 

პირველი ლოგარითმული ცხრილებ ერთძანეთისაგა: დამოუკიდებლად შეადგინეს 

შოტლანდიელმა ნ ე პე რმ ა (1)550-––1617) და შვეიცარიელმა ბიურგიმ (1552-- 

1632), დამახასიათებელია ნეპერის შემდეგი გამოთქ მა, რომელიც მას მოჰყავს თავისი 

ცხრილებფა წინასიტყვაობაში: „მე კოველთვის ვცდილობდი, რამდენადაც ხელს მიწყობ- 

და ჩემი ძალა და უნარი, თავიდან ·მეცილებინა იმ გამოთვლების სიძნელეები და მოწყენი– 

ლობა, რომლებიც ბევრისთევი” ქმომაბეხრებელი და დამაფრთხობელია მათემატიკის 
შესწავლის დროს“ 

ნეპერის ცხრილები რამდენადმე უფრო სრულყოფილი იყო, ვიდრე ბიურგის ცხრი- 

ლები, მაგრამ ისინიც მოუხერხებელი იყო გამ ოთვლებისათვის. ნეპერი ულოგარითმები 

(Mბი I0წ ») განისაზღვრებოდ.: (ჩვენი აღ5იშვნებით შე !1დე გნაირად: 

ე 

Mძი 10 X = 10?10% ე) ჯ' 

სადაც 6=>2,7 (იხ. ნაწ I, § 134 კერძოდ 

Mიი I0C 1==10?10დ,1015+0, - 

ასეთი ცხრილები თვით ნეპერსაც არ აკმაყოფილებდა, თავის თაყვანისმცემელ 

ბრიგსთან ერთად (1561--163!1) წეპერმა გადაწყვიტა შეედგინა უფრო მათტივი. 

ათობით, ლოგარითმების ცხრილები. ეს ცხრილები ბრიგხმა გამოსცა 1624 წეფს, უკვე 
ნეპერის სიკვდილის შემდეგ. >. 

ლოგარით;ებმა უდიდესი კავლენ· ძოახდინა ასტრონომიის განვითარებაზე. 

ზღვაოსნობის წარმატებები შუა საუკუნეებში აპირობებდა დიდ მოთხოვნას ასტრო- 

ნომიულ ცხრილებზე, რომელთა შედგენაც მეტად რთულ გამოთვლებს მოითხოვდა, 

ლოგარითმული ცხრილების გამოყენება მნიშენელოვნად აადვილებდა ამ გამოთვლებს 

ფრანგი მათემატიკოსის ლაპლასის (1749-1827. ხატოვანი გამოთქმით –– ლოგარით» 

მების აღმოჩენამ შეამცირ ასტრონომის სამუშაო, რითაც გაახანგრძდივა მიხი სიცთცხ- 

ლე 
ლოგარითმული ფუნქციის ხსოგადი განსახღვრა დ, მისი ფართო განზოგადება მოგვ» 

ლეონარდო ეილერმა., 

10, 145



ამოცანები გამეორებისათვის 

1476, ქალაქის მოსახლეობა წინა წლებთან შედარებით 3%-ით იზრ- 

დება ყოველწლიურად. რამდენი წლის შემდეგ გაიზრდება ამ ქალაქის 
მთსახლეობა 1,5-ჯერ? 

1477. ერთი ბრიგადა თვეში 1,1-ჯერ ნაკლებ პროდუქციას უშვებს, 

ვიდრე მეორე “ბრიგადა. ყოველთვიურად პირველი ბრიგადის შრომის 

ნაყოფიერება იზრდება 1%-ით, ხოლო მეორე ბრივგადისა –– 0,7%-ით. 

რამდენი თვის შემდეგ დაეწევა პირველი ბრიგადა მეორე ·ბრიგადას ცვლა- 

ში პროდუქციის გამოშვებაში, ამ ბრიგადებიდან რომელი მეტ პროდუჟ- 
ციას იძლევა ნახევარ წელიწადში: პირველი თუ მეორე.მ 

14278, გამოიანგარიშეთ: 

ა) 24 10წ.მ-1 . ბ) 28 Iილ5+L4: 

ა ებ იცებ“ 
14798. ააგეთ ფუნქციათა გრაფიკები: 

ა) ყ= |108აXI; ბ) ყ=10%IXI; 
გ) #=10ფC–. 

1480. ამოხსენით განტოლებანი: 

ა (/2)"“=V2 ბ) 53» –(>») · 

1481, იპოვეთ – 

10 ით)/ 2 V 2V2. 

1488. |0ლაX--510ლX-+--4=0. კვადრატული განტოლების ამოუხსნე- 

ლად დაამტკიცეთ, რომ მისი ფესვების ნამრავლი უდრის 32-ს. 

1488, მოცემულ განტოლებათა ამოუხსნელად იპოვეთ მათი ფესვების 

ნამრავლი: 

ა) 18?X-L1C X–-–2=0, 

ბ) 618M%-LICთ X--1=0; 

გ) 1ლX--Iთ.X-++1=0. 

1484, ამოხსენით განტოლება: 

10, 0=0(თ>1).. 

1486, ათობითი ლოგარითმების ცხრილების გამოყენებით იპოვეთ: 

1 
ა) I0C, 25; ბ) Iიდ 12 

' LI



1486 „ რომელია მეტი! 

! 1 1 1 1 +I> ა) I0§ , თუ 0C,--; ბ) ,-–– თუე1M0თ, --; გ) (>) > 

«3 + 2 7 51 § .§ 

148? 

1 XV-L 

· X-ის რომელი მნიშვნელობებისთვისაა განსახღვრული 0<X%< 
<2 ინტერვალში ფუნქციები: 

ა) ყ=>1დ (5IILV); ბ) ყ=35I1I) (1 X)? 
1488. დაამტკიცეთ, რომ 

Iფ §5I0 X=510ი X 
განტოლებას არა აქვს ნამდვილი ფესვები, 

1489, რამდენ ციფრს შეიცავს რიცხვები: 2100, 5200? 

1490 „ დაამტკიცეთ, რომ ყ=IV(1–+-X) ფუნქცია მონოტონურად ზრდა- 

დია, ხოლო V=I9(1--X)--მონოტონურად კლებადი. 

ამოხსენით განტოლებანი (M 1491––1499): 

1491, 

1495 

1498 

1494 

1495 

1496 

140? 

(498. 

1499, 

1600 
IC 5, 

1601 

1502. 

5. ვ? -1 თო25-05--02.) 4 „ვ?ჯ -პ. 

· 392«Lვ3%9+-394%--55%, 

.3 4%L2.9%=5 67, 
„. 57%=7582 

„ 69%+2=-28+< , ვმ2, 

+ 00075) -00%- 8-3.   

.· Iილ(X--1)?- I00,,,(+-– 1) =9. 
58 ვIყა-1-=-ვIდ6:+1.  5I0X-1 _ 

1ო0C,კX-L 008 X+I0ოCთX+... = – · 

· ლოგარითმების ცხრილის გამოყენების გარეშე იპოვეთ Iდ2 
თუ.ცნობილია, რომ 

1C 2––IC 5 = ––0,3980, 

. დაამტკიცეთ იგივობანი: 
190Mხ ()0წ ცხრ)“ 

ა) თს = ხ1წი; ბ) 0 1084 9 => I0CV თ. 

რომელი რიცხვი მეტია, თ თუ 6, როცა: 

ა) !10ყაი=)იყვ1ხ; ბ) 10ყა2=)0თ3? 

1508. 10ყააVX გამოსახეთ )0წაX-ისა და 100 X-ის საშუალებით. 
1501. დაამტკიცეთ იგივობა: 

106 ა(0+ /6%--1)=-–10და(ნ-– V/6%-–1).



ამოხსენით განტოლებანი 00% 1505––1507): 

1605. 3.)ყ?(Xმ)-–-I)6 X-–-1 ==0. 

1606, 2 1C%X))––3 1თ X––1=0. 

160?. 4 10Cე15X––7 106ე15 X-L-7 =0. 

ამოხსენით განტოლებათა სისტემები (M#M 1508---1 509); 

; : ვ 
ვფი > , ვი+V – 3 Iთ 511 X + IC 510 ყ=19 3. 

1608. | , 1609. 
ვუ)სს XჯC05V -- 1. · – ვ 

| 5I0ი“+X +§51ი'ყ=-- 

1510; ამოხსენით განტოლებათა სისტემა: 

ჯV = ყ, 

ყი ლ”, 

1611. იპოვეთ ფუნქციათა ზრდისა და კლების ინტერვალები. 
ა) ყ==2%2+ 45248. 

ბა ყ= 10თ1_ (8 + 2X ---X?) · 

5 

ამთხსენით უტოლობანი (# 1512–-–1514)) 

1619. 1>0(X2--3)>>IC(X-L3). 

1518, 10X7?--2 19 X–--8<20. 

1614. (0,25)+“ ბ (+): 

ს48 ა?



ფუნქციები და სღვრები 1ჯ 
  

მუღვივი და ცვლადი სიდიდეები, ფუნქციის ცხება ' · § 83% 
  

ფუნქციის ცნებას არაერთხელ შევხვედრივართ, I ნაწილში განვი- 
ხილეთ წრფივი, კვადრატული, ხარისხოვანი და ტრიგონომეტრიული 

ფუნქციები. წინა თავი მიეძღვნა მაჩვენებლიანი და ლთგარითმული 

ფუნქციების შესწავლას, ახლა კი უნდა გავაკკთოთ იმის საერთო მი- 

მოხილვა, რაც უკვე ვიცით ფუნქციებზე, და განვიხილოC: · რამდენიმე 
ახალი საკითხი. 

სხვადასხვა პროცესზე დაკვირვების დროს შეიძლება შევნიშნოთ, 

რომ მათში მონაწილე სიდიდეები სხვადასხვანაირად იქცევა: ზოგიერ- 

თი იცვლება, ზოგი კი მუდმივი რჩება, 

თუ, მაგალითად, 48C სამკუთხედში 8 წვეროს გადავაადგილებთ 

4C ფუძის პარალელური #M/”MV წრფის გასწვრივ (ნახ. 263), მაშინ, 4, 
8 და C კუთხეების სიდიდეები | 

  

    

განუწყვეტლივ იცვლება, ხო ”. _ 8 მჩ _ #ჩ8 VM 
ლო მათი ჯამი, აგრეთვე სამკუ- , ქ” >“: 

თხედის სიმაღლე და ფართობი, ” V–« / 

უცვლელი რჩება. M -%ა% | 
მეორე მაგალითი, თუ რო- · "7 I“ ==: / 

მელიმე გაზს შევკუმშავთ მუდ- წ :–. 

მივ ტემპერატურახე, მისი მო- –- ნაზ. 263. 
ცულობა (V) და წნევა (2) შე- 
იცვლება: მოცულობა შემცირდება, ხოლო წნევა გაიზრდება, ამ სიდი–- 

დეთა ნამრავლი კი როგორც ბოილ-მარიოტის კანონითაა დადგენილი, 

მუდმივი დარჩება: 

V0=0, 

სადაც C რაღაც მუდმივი სიდიდეა. 

ყველა სიდიდე შეიძლება დაიყოს მ უდმივებად და ცვლა- 
დებად, რაიმე პროცესში მონაწილე ცვლადი სიდიდეები ურთიერთდა- 

მოუკიდებლად კი არ იცვლება, არამედ „ერთმანეთთან მჭიდრო 
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კავშირში. მაგალითად, გაზის შეკუმშვა (მუდმივ ტემპერატურაზე) იწ. 

ვევს მისი მოცულობის შეცვლას, ხოლო ეს, თავის მხრივ, განაპირობებს 

გაზის წნევის შეცვლას. ცილინდრის ფუძის რადიუსის ცვლილება იწვე ეს 

ამ ფუძის ფართობის ცვლილებას; უკანასკნელი კი ცილინდრის მოცუ. 

ლობის ცვლილებას მოასწავებს. ამა თუ იმ პროცესის მათემ ატიკური 

შესწავლის მთავარი ამოცანა იმაში მდგომარეობს, რომ დადგენილ იკ- 

ნეს, როგორ "გავლენას ახდენს ერთი ცვლადი სიდიდის ცვლილება მეორე 

ცვლადის ცვლილებაზე. 
განვიხილოთ რამდენიმე მაგალითი, ბოილ-მარიოტის ზემოხსენებუ- 

ლი კანონის თანახმად მუდმივ ტემპერატურაზე გაზის V მოცულობა იცე” 

ლება ი წნევის უკუპროპორციულად: 

V=-C, 
ი 

თუ ცნობილია წწევა, ამ ფორმულის მიხედვით შეიძლება გაზის მოცუ- 

ლობის გამოთვლა. ანალოგიურად, ფორმულა 5=#M? განსაზღვრავს 

წრის 5 ფართობს, თუ ცნობილია მისი რადიუსი, => თ ფორმუ- 

ლის საშუალებით შეიძლება ვიპოვოთ მართკუთხა სამკუთხედის ერთი 

მახვილი კუთხე, თუ ცნობილია ამ სამკუთხედის მეორე მახვილი კუთხე 

და ა, ფ 

“ ორი ცვლადი სიდიდის შედარების დროს უფრო მოხერხებულია ერ- 

თი მათგანი დამოუკიდებელ ცვლადად განვიხილოთ, ხოლო 

მეორე დამოკიდებულ ცვლად სიდიღედ. მაგალითად, წრის 

/ რადიუსი, ბუნებრივია, ჩავთვალოთ, დამოუკიდებელ ცვლადად, ხოლო 

წრის ფართობი 5=1V?--დამოკიდებულ ცვლად სიდიდედ. ანალოგიუ- 

რად, გაზის ე წნევა შეიძლება დამოუკიდებელ ცვლად სიდიდედ ჩავთვა- 
ლოთ; მაშინ მისი მოცულობა V=-C. დამოკიდებული ცვლადი სიდი- 

ჩ 
დე იქნება. 

ორ ცვლად სიდიდეს მორის რომელი ჩავთვალოთ დამოუკიდებლად 
და რომელი დამოკიდებულად? ეს საკითხი სხვადასხვანაირად წყდება 

დასმული მიზნის მიხედვით. თუ, მაგალითად, გვაინტერესებს, რას მოას- 

წავებს გაზის წნევის ცვლილება მუდმივი ტემპერატურის პირობებში, ბუ- 

ნებრივი იქნება წნევა დამოუკიდებლად მივიჩნიოთ, ხოლო მოცულობა 

––დამოკიდებულ ცელად სიდიდედ. ამ შემთხვევაში დამოკიდებული ცვლა- 
დი სიდიდე V გამოისახება დამოუკიდებელი ი# სიდიდით ასე: V= –– 

ჩ 
მაგრამ, თუ გვსურს გავარკვიოთ, რა შედეგი მოჰყვება გაზის შეკუმშვას, 

130,



მაშინ უკეთესია დამოუკიდებლად” მოცულობა ჩავთვალოთ, ხოლო წნევა 

–-– დამოკიდებულ ცვლად სიდიდე დ. ამ შემთხვევაში დამოკიდებული 
ცვლადი სიდიდე # გამოისახება დაპოუკიდებელი V ცვლადი სიდიდით ასებ 

C 

V 
კვებისმიერ პეთ შემთხვევაში ორი ოდოია იი ერთმანეთთან დ> 

ავშირებული, რომ ერთი მათგანის ყოვე საძლო იშვნელობ 
მეორის სრულიად განსაზღვრული მნიშვნელობა ს შეესაბამება, 

თუ ერთი ცვლადი X სიდიდის ყოველ მნიშვ- 

ნელობას რაიმე წესით მეორე ყ სიდიდის სრუ- 

ლიად განსაზღვრული მნიშვნელობა შეესაბა- 
მება, მაშინ ამბობენ, რომ მოცემულია ფუნჯვ- 

ცია. ამასთანავე, წყ სიდიდეს უწოდებნ დამოკიდებულ 

ცვლად სიდიდეს, ანუ ფუნქციას, ხოლო ჯ სიდიდეს. ს–-– დამ ოუ- 

კიდებელ ცვლად სიდღიდეს, ანუ არგუმენტ 
იმის-გამოსასახავად, რომ ყ არის X არგუმენტის ფუნქცია, ჩეეულებრივ 

იხმარება აღნიშვნები ყ=/(X), ყ=V(X), ყ=დ(X) და ა. შ. (იკითხება: იგ- 

რეკი უდრის ეფ იქსს, იგრეკი უდრის ჟე იქსს, იგრეკი უდრის ფი იქსს 

და ა. შ.). რა თქმა უნდა, ფუნქციის აღსანიშნავი ასოს (/, #, დ) შერჩევა 

არსებითი არ არის. არსებითია მხოლოდ ის, თუ რა კავშირს გამოსახავს 
ეს ასო ჯ და ყ სიდიდეებს შორის. 

მნიშვნელობა, რომელსაც /(ი0) ფუნქცია ღებულობს, როცა X=20, 

აღინიშნება /(0)-თი. თუ, მაგალითად, /(X)=X"+1, მაშინ 

I(1)=1%?-L1=2; 

I(2) ==2"-L1=5; 

M(თ-+1)=(თ-L1)?-+1=0"-20-+L2; 
I(2თ) =(2თ)?-L 1=401-L1 

და ა. შ. 

სავარჯიშოები 

1616. გახი, რომელიც იმყოფება 2 ატმოსფეროს წნევის ქვეშ, იკუმ- 

შება. როგორ შეიცვლება ამ დროს: ·ა) გახის მოცულობა; ბ) მისი წონა: 
გ) მისი წნევა? 

1616. ელექტრულ წრედში გადის დენი, რეოსტატით. ვცვლით წრე 

დის წინაღობას. იცვლება თუ არა ამ დროს: ა) დენი წრედში;” ბ) დენის 
ძაბვა? 

1517. 48C სამკუთხედის 8 წვერო მოძრაობს წრეწირზ რომლის 
დიამეტრი ამ სამკუთხედის ტC ფუძეს ემთხვევა. ამ პროცესში რომელი 
სიდიდე რჩება მუდმივი და რომელი იცვლება? 

1518. /(X)= 212, 
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ვიპოვოთ: ა) /(0); ბ) /(C); გ) '(+) დ) /(51ი ძი). 

1519, /(20) გამოვსახოთ /(0)-ს საშუალებით შემდეგი ფუნქციებისა- 

თვის: ა) /#(X)=–51ი X; ბ) /(XI=1Lწ X; გ) /(X)=X". 

ფუნკციის მოცემის სერხები § 9იია 

  

ფუნქცია მოცემულია -–– ეს ნიშნავს, დადგენილია წესი, რომლის ძა- 
ლით არგუმენტი მნიშვნელობათა მიხედვით მოიძებნება ფუნქციის შე- 
საბამისი მნიშვნელობანი. 

მათემატიკის სასკოლო კურსში მივეჩვიეთ ფუნქციის მოცემის ა ნ ა- 

ლიზურ ხერხს. ამ ხერხის მიხედვით მოიცემა ფორმულა, რომელიც 

აკავშირებს დამოკიდებულ ცვლადს (ფუნქციას) დამოუკიდებელ ცვლად 
სიდიდესთან (არგუმენტთან),; მაგალითად, წV=VX, ყ=1”0 X 3=>XI2, 

V =-“. და ა. შ. განვიხილოთ ანალიზურად განსახღვრულ ფუნქციათა 
ი 

უფროო რთული მაგალითები, 

ვთქვათ, 
ყ= X, თუ X<20, 

§10 X, თუ X>0. (1) 

ჯ-ის ყოველ მნიშვნელობას შეესაბამება ყ-ის სრულიად განსაზღვრუ- 

ლი მნიშენელობა, ისე, რომ X-ის უარყოფითი მნიშვნელობებისათვის Vყ 
სიდიდე მოიძებნება ყ/–ჯ ფორმულით, ხოლო X-ის არაუარყოფითი მნი 

  

ნახ. 264. 

შვნელობისათვის ყ=510 X ფორმულით. თუ, მაგალითად, X=--2, მა-. 

შინ ყ=X=-2, თუ X= 23 მაშინ ყ=5Iი-> =1 და ა, შ. 
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არ უნდა ვიფიქროთ, რომ (1) ფორმულა განსაზღვრავს ორ ფუნქციას, 
საუბარია მხოლოდ ერთ ყ ფუნქციაზე, რომელიც ჯ არგუმენტის უარყო- 
ფითი მნიშვნელობებისათვის წარმოადგენს #/=X წრფივ ფუნქციას, ხო- 
ლო ჯ არგუმენტის არაუარყოფითი მნიშენელობათათვის ყ=31ი ჯ ტრი- 

გონომეტრიულ ფუნქციას. განსახილავი ფუნქციის გრაფიკი წარმოდგე- 
ნილია 264-ე ნახაზზე. 

განვიხილოთ კიდევ ერთი მაგალითი: 

X”, თუ X<20, 
ყ/=I 3, თუ X>0. (2 

Xჯ-ისა და ყ-ის მნიშვნელობათა შორის ეს თანაფარდობა ერთ ფუნქ- 
ციას განსაზღვრავს. ამ ფუნქციის გრაფიკი წარმოდგენილია 265-ე ნახაზ- 
ზე. ისარი წრფივ უბანზე აღნიშნავს, რომ / წერტილი არ ეკუთვნის მო- 

ცემული ფუნქციის გრაფიკს. (2) ფორმულის თანახმად, როცა X=0, ყ 

სიდიდე განისაზღვრება ყ=X? ფორმულით და არა ყ=3 ფორმულით. 

ამიტომ, როცა ჯXჯ=0, ყ-იც ნულის ტოლია. 

ვთქვათ, ყ ფუნქცია მოცემულია რაიმე /(X) გამოსახულების საშუა, 

ლებით, მაგალითად: (=X”, ყ= 16X და ა. შ. თუ ამასთან, აღნიშნული 
არ არის ჯX არგუმენტის მნიშვნელობათა ცვლილების საზღვრები, ჩავთ- 

ვალოთ, რომ /(ი) გამოსახულება იძლევა ფუნქციას ჯ-ის ყველა იმ მნიშვ. 
ნელოზისათვის, რომელთათვისაც იგი განსახღვრულია, ასე, მაგალითად, 

ჩანაწერი ყ=X? ნიშნავს, რომ ყ=»"-ს, X-ის ყველა ნამდვი ლი 

მნიშვნელობისათვის, ანალოგიურად, ჩანაწერი ყ=16 ჯ ნიშნავს, რთმ 
ყ=1CX, X-ის ყველა დადებითი მნიშვნელობისათვის, 

ანალიზური ხერხის გარდა, ყ 

პრაქტიკამშმი ხშირად სარგებ- 

ლობენ ფუნქციის მოცემის 

გრაფიკული ხერხით. ეს L 

ხერხი მიზანშეწონილია, მა- / 
შინ, როცა ფუნქციის მოცემა 

ანალიზურად საკმაოდ ძნელია 

(ია მაგალითად, ნახ. 266). 

გარდა ამისა მრავალი პრო- ” 

ცესის შესწავლისას ვიყენებთ ? 
  

ხელსაწყოებს, რომლებიც ფორ- 

მულის ენით ვერ გველაპარა- 

კებიან, მაგრამ ამ ხელსაწყო- ნაზ. 265, 

ების მეშვეობით ვღებულობთ ისეთ მრუდებს, რომელთა მიხედვით შეგ- 

ვიძლია' ვიმსჯელოთ რომეღ+მე სიდიდის ცვლილების ხასიათზე მეორე 
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სიდიდის ცვლილებასთან დაკავშირებით. მედიცინაში, მაგალითად, ფარ- 

თოდ გამოიყენება ელექტროკარდიოგრაფი. ამ ხელსაწყოთი შეიძლება 

მივიღოთ ელექტროკარდიოგრამები––მრუდები, რომლებიც გულის კუნ- 

თში წარმოშობილი ელექტრული იმპულსების ცვლილებას ასახავენ. ასეთი 
მრუდეები შესაძლებლობას 

„#4 იძლევა სწორი დასკვნა გა»- 

.I ვაკეთოთ გულის · მუშაობის 

შესახებ. 

ფუნქციის განსახღვრის 
გრაფიკული ხერხი ხშირად 

» გამოიყენება მათემატიკაში, 
0 ფუნქციის ამა თუ იმ თვი- 

სების საილუსტრაციოდ. 

ზოგიერთი პროცესის შეს- 

წავლისას სასარგებლოა აგ- 

რეთვე ფუნქციის მოცემის 
ცხრილური ხერხის გ> 

მოყენება, მაგალითად, მეტე- 
ოროლოგები ადგენენ "დედამიწის სხვადასხვა წერტილში მოსული ნა- 

ლექების ცხრილებს. დედამიწის ეს სხვადასხვა წერტილი ამ შემთხვევაში 
„არგუმენტის მნიშვნელობათა“ როლს ასრულებს, ხოლო ნალექების რ». 

თდენობა –– „ფუნქციის მნიშვნელობათა“ როლს, 

  

რახ. 266. 

სავარჯიშოები 

19%. /ცე = | 05 X, თუ »X<9, 
ლოა Mი (9ი »ჯ, თუ X>90. 

იპოვეთ: ა L-5): ბ) (+): გ) M0): დ) IM”. 

–_ კ 1+X, თუ X<2, 
)§ბ1. /() = 5Iი X, თუ X>>2. 

იპოვეთ: ა) (>): ბ /”(:); გ) I(2--ძ?2?. 

ააგეთ შემდეგი ფუნქციების გრაფიკები (# 1522. 1525 

I თუ X<--)1, , 

16589. ყ=! X, თუ –--1<X<), ' 
1, თუ X>1, 

“+« 1,5 X-+L3, თუ X<290, .1§%%, 7= ) ვ 2», თუ X>0.



| -+6 თუ #<--2, 
1694. ყ=) X-X-2, თუ II<-2, 

0, თუ X>2, 

25, თუ X>90, 

1636. /=I 1, თუ X«<:0. 

1696, როგორ უნდა აიგოს V=/(#X) ფუნქციის გრაფიკის მიხედვით 

#=/(X)+C ფუნქციის გრაფიკი, სადაც C რომელიმე მოცემული რიცხვია? 

პასუხი განმარტეთ შემდეგ ფუნქციათა მაგალითზე) 

ა ე=-++ 2; ბ) ყ=2:+1; 
ჯ 

1 
ბ) ყლ--–-1; დ) #=IდთX--2. 

ჯ 

1597, როგორ აიგოს ე=/(ა9 ფუნქციის გრაფიკის მიხედვით წ=/(X+ 

+ძ) ფუნქციის გრაფიკი, სადაც თ რომელიმე მოცემული რიცხეია? 
პასუხი განმარტეთ შემდეგ ფუნქციათა მაგალითზე: 

1) /-ი(» –<-): 4) „თ“ +5): 

ჯ წ” 
2 = I –_–_ · 5 = ედეუღუედ--_” .ა _” «ი(» + +) ) ჟყ V(» 2 ): 

წ) ყ-რ(»- >): 6) /-იV( +++). 

1698, როგორ უნდა აიგოს ყ=/(X) ფუნქციის გრაფიკის მიხედვით 

ყ=/#4/(C) ფუნქციის გრაფიკი, სადაც 4 რომელიმე მოცემული რიცხვია? . 
პასუხი განმარტეთ შემდეგი ფუნქციების მაგალითზე: 

1) ყ=2X%; 4) ყ==3 310 X; 

2) ყ=--X?; 5) ე=–--2 005 X; 

3) ყ=--2X2; 6რ ყ= – LC X. 

1699, როგორ უნდა აიგოს ყ=/(X) ფუნქციის გრაფიკის მიხედვით 

ყ= I(CX)) ფუნქციის გრაფიკი? 

პასუხი განმარტეთ შემდეგი ფუნქციების მაგალითზე: 

1) ყ= ს" --X--61; 3) ე= LX0§ Xს 

2) ყლ– L-6X?-+X-#1 (|; 4) ყ= I5Iი XI. 

1630. როგორ უნდა აიგოს V=/(ი0) ფუნქციის გრაფიკის მიზედვით 
ყ=/(ით»X) ფუნქციის გრაფიკი, სადაც თ რომელიმე მთცემული "რიცხვია? 
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პასუხი განმარტეთ შემდეგ ფუნქციათა მაგალითზე: 

1) ყ=51ი 2X; 3) ყ=00§ 1,5 X; 
Xჯ X 

2 = §5I0–- ; 4 ყ=005--. ) ყ 2 ა) ყ 3 

ფუ§4ციის ბანსაზღვრის არე და ცვლილების არე § 908 
  

რა წესითაც არ უნდა იყოს მოცემული Vყ=/(X) ფუნქცია, მისი გან- 

ხილვის დროს ყოველთვის ორ სიმრავლესთან გვაქვს საქმე: იმ მნიშვნე- 

ლობათა სიმრავლესთან, რომლებიც შეიძლება მიიღოს X არგუმენტმა, 

და იმ მნიშვნელობათა სიმრავლესთან რომლებიც შეიძლება მიიღოს 
ყ ფუნქციამ. ასე, მაგალითად, ყ=2% ფუნქციისათვის (ნახ, 267) ყველა 
იმ მნიშვნელობათა სიმრავლე, რომელთა მიღება შეუძლია Xჯ არგუ- 
მენტს, წარ ოადგენს ყველა. ნამდვილი: რიცხვის ერთობლიობას, ო 

„სალ. 2 
== “1-7 “–- >» 

| 
ნახ. 267. ნახ. 268. 

ლო იმ მნიშვნელობათა სიმრავლე, რომელთა მიღება შეუძლია 9 
ფუნქციას, –– ყველა დადებითი რიცხვის ერთობლიობას, 

ა იმ მნიშენ ობის ერთობლიობას, რო- 
მელთა მიღება შ შეუძლია /=76ე ფუნქც იის ჯარ- 
გუმენტს, ამ ფუნქციის განსაზღვრის არე ეწო- 

დება. ყველა იმ მნიშვნელობის ერთობლიობას, 
რომელთაც ღებულობს თვით ყ ფუნქცია, ამ ფუ- 
ნქციი ცვლილების არე ეწოდება. მაგალითად, ყ= 
==51L) X ფუნქციისათვის (ნახ. 268) განსახღლვრის არეს წარმოადგენს ყვე- 
ლა ნამდვილი რიცხვის ერთობლიობა, ხოლო ცვლილების არეს –– ყველა 
იმ რიცხვის ერთობლიობა, რომელიც –-1-სა და 1-ს შორისაა, ამ ორი 
რიცხვის ჩათვლით. #=1C X ფუნქციისათვის (იხ. ნახ, 269). განსახღვრის 
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არეს წარმოადგენს ყველა დადებითი რიცხვის ერთობლიობა, ხოლ ცვლი 

ლების არე ყველა ნამდვილი რიცხვის ერთობლითბაა და ა. მ 

წინათ ჩვენ ვსწავლობდით რიცხვთა მიმდევრთბებს. რიცხვთა ნების- 

მიერი მიმდევრობის წევრები შეიძლება განვიხილთთ, როგორც არგუ- 

მენტის ნატურალურ მნიშვნელობათათვის განსაზღვრული რომელიღაც. 

ფუნქციის შესაძლებელი მნიშვნელობანი. მაგალითად, 

-_-_ 
2 ვ'. ჩ 

მიმდევრობის წევრები წარმოადგენს ყ=-L ფუნქციის მნიშვნელობებს, 
ი 

ხოლთ 

1, 1; 1, –-1,... 

მიმდევრობის წევრები ყ=(-–-1)"- ფუნქციის მნიშვნელთბებს, 

თითოეულს ამ ფუნქციათაგან განვიხილავთ როგთრც ფუნქციას“ , 

განსახლვრულს . არგუმენ- 

ტის მხოლოდ ნატურალური მნი- 

შვნელობისათვის. აი, რატომ ამ- 

ბობენ ზოგჯერ, რომ რიცხვ- 

თა მიმდევრთბა არის 

ნატურალური არგუ- 

მენტის ფუნქცია. 

ფუნქციის განსაზღვრის არის ნახ. 269. 

  

პოვნაზე განვიხილოთ რამდენიმე უფრო რთული მაგალითი. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ 

X-–-1 

#“ X2+2X--3 

ფუნქციის განსაზღვრის არე. 

ეს ფუნქცია განსაზღვრულია ჯ-ის ყველა მნიშვნელთბისათვის, გარდა 

იმ მნიშვნელობებისა, რომლებიც წილადის Xჯ2-+2L--3 მნიშვნელს წუ“ 

ლად აქცევენ. თუ ამოვხსნით X2-+-2X-––3=0 განტოლებას, ვიპთვით X1== 1. 
X:=--მ1, ამიტომ მოცემული ფუნქციის განსაზღვრის არეა ყველა ნწამდ- 

ვილი რიცხვის ერთობლიობა, გარდა 1-ისა, და =– 3-0სა, 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ 

2X –- 4 

# / >- 3--6ჯ 

ფუნქციის განსაზღვრის არე, 
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კვადრატული ფესვი განსახღვრულია მხოლოდ არაუარყოფითი რი- 

ცხვებისათვის. ამიტომ ჯ-ის ყველა მნიშვნელობა მოცემული ფუნქციის 
განსახღვრის არიდან უნდა აკმაკოფილებდეს 

2X-–4 

3--6X 290 

უტოლობას., 

თავდაპირველად გავარკვიოთ, წილადის მრიცხველი და მნიშვნელი 

ჯ არგუმენტის რომელი მნიშვნელობისთვისაა დადებითი და რომლისა- 

თვის უარყოფითი, თუ ამოვხსნით 2X--4>>0 უტოლობას, მივიღებთ X>>2. 

ამრიგად, როცა X>>2, მრიცხველი დადებითია; თუ X<2, ცხადია, იგი 
უარყოფითია, ეს აღნიშნულია 270-ე ნახაზზე რიცხვითი წრფის ზედა 

გველსა ა-....დაააათ2- 

0 2 ი (56ი6-(4M 
+ 0 7 

0 7 2 ' , 2 ალლ ერე რეაეებმრრეერრრრრაეეტვირეარრირრირრრრაა 
2 27 0 

ნახ. 270. ნაზ. 271. 

დაშტრიხული ნაწილი იმ არეს შეესაბამება, სადაც მრიცხველი დადები- 
თია, ხოლო დაუშტრიხავი -– იმ არეს, სადაც იგი უარყოფითია, ანალოგი- 
ურად გამოიკვლევა 3--6X მნიშვნელიც, გვაქვს: 

3-.6X>90, 

3>6X», 

6X<23, 

–1 
<6“ 

მეორე რიცხვითი წრფის დამშტრიხული ნაწილი 270-ე ნახაზზე იმ არეს 
შეესაბამება, სადაც 3--6X მნიშვნელი დადებითია, ხოლო დაუმტრიხავი 
–- იმ არეს, სადაც იგი უარყოფითია, 

270-ე ნახაზიდან ჩანს, რომ ორივე გამოსახულებას (მრიცხველსა და 

მნიშვნელს) ერთნაირი ნიშანი აქვს, როცა –-<+<C2. ამიტომ ამ არეში 
2X-–-4 

3-- 6X 
ცა X=2, მაშასადამე, მოცემული ფუნქციის განსაზღვრის არეა იმ ნამდ- 
ვილ რიცხვთა ერთთბლიობა, რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობას; 

1 
– <Xჯ<:2. 2 <ა 

  ილადი დადებითია. გარდა ამისა, იგი ნულის ტოლი ხდება, რო- ლადი დადე გაოდ გი ხულის ტოლი ზდე 

(5ხ



მაგალითი 3 ვიპოვოთ 

2X 

“ «(-–5 ) 

ფუნქციის განსახღვრის არე. 

ათობითი ლოგარითმები განსახღვრულია მხოლოდ დადებითი რიცხ- 

ვებისათვის, ამიტომ X არგუმენტის ყველა მნიშვნელობა მოცემული ფუნ– 
ქციის. განსახღვრის არიდან უნდა ამაყოფილებდეს 

2X –1>0 
  

უტოლობას. _ : 

თუ ამ ·უტოლობის მარცხენა მხარეში შევასრულებთ გამოკლებას, 
მივიღებთ: 

ამ წილადის მრიცხველი. დადებითია, როცა XV>1, და უარყოფითია, 

როცა X<1, ხოლო მნიშვნელი დადებითია, როცა X>>–--1 და უარყოფი- 

თია, როცა X<--1 (იხ. ნახ. 271) მთლიანად წილადი დადებითია, რო- 

ცა X–--1 და X>1. X-ის ყველა ეს მნიშვნელობა შეიძლება ჩაიწერთს 
IMXI>>1 ერთი უტოლობის სახით. 

მაგა ლითი 4 ვიპოვოთ 
· „= 1თX 

5191X–-–005X 
ფუნქციის განსაზღვრის არე. 

უპირველესად შევნიშნოთ, რომ (LC ჯ არ არის განსახღვრული, რო- 

ცა X= 2 +ოუოი. მეორე, მხრივ, აღებული წილადი არ არის განსაზღვრუ- 

ლი X-ის იმ მნიშვნელობებისათვის, რომლებიც მნიშვნელს ნულად აქცე– 
ვენ. ეს: მნიშვნელობანი მოიძებნება §1ი X-–C05 X=0 განტოლებიდან, ეს 
ჟი არის ერთგვაროვანი ტრიგონომეტრიული განტოლება. თუ გავყოფთ 
ის ორივე ნაწილს C0§ X-ხე (დაამტკიცეთ, რომ ეს გაყოფა შესაძლებე- 

ლია!), მივიღებთ: 
-C X=1, 

საიდანაც 

X=-- + + დ 
4 

მაშ, მოცემული ფუნქციის განსახღვრის არეა ყველა ნამდვილი რი- 

ცხვის ერთობლიობა, გარდ» > +M2-ისა და + “+ ჩX-ისა, სადაც M დ: # 

ნებისმიერი ძთელი რიცხვებია, 
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ახლა განვიხილოთ ფუნქციის ცვლილების არის მოძებნის რამდენი- 
მე მაგალითი, 

მაგალითი 5. როგორც ცნობილია ყ=0იX+ ხხ წრფივ, ფუნქცი- 

ას, როცა 05650, შეუძლია მიიღოს ნებისმიერი ნამდვილი მნიშვნელობა, 
ამიტომ ამ ფუნქციის ცვლილების არეა ყველა ნამდვილი რიცხვის ერთობ- 
ლიობა, 

მაგალითი 6. ვიპოვოთ ყ=X?–-4X+7 ფუნქციის ცვლილების 
არე. 

გარდავქმნათ ჯ?-4X+7 კვადრატული სამწევრი მისგან სრული კვად- 

რატის გამოყოფით: ყ=X?-4X+4-+3=(X--2)'-+3. ცხადია, (X--2)? გა- 

მოსახულება ღებულობს ყველა არაუარყოფით მნიშვნელობას. ამიტომ 
მოცემული ფუნქციის ცვლილების არეა ყველა იმ რიცხვის ერთობლიო- 
ბა, რომელიც 3-ზე მეტი ან მისი ტოლია. ეს არე შეიძლება ჩაიწეროს 
ყ>>3 უტოლობის სახით. 

ს მაგალითი 7. ვიპოვოთ 

ყ=5)0 X+005 ჯ 

ფუნქციის ცვლილების” არე, 

თუ წარმოვიდგენთ ამ ფუნქციას V=V 2 9Iი (»+ +) სახით (გ> 

იხსენეთ, როგორ კეთდება ესი, ძნელი არაა მიხვედრა, რომ მისი ი- 
ლების არე განისახღვრება შედ პმდ 

–V2<ყ <V2, ანუ VI<V2. 

  

  

  

უტოლობით. 

სავარჯიშოები 

ვიპოვოთ შემდეგი ფუნქციების განსაზღვრის არეები (# 1531––1566): 

1681. ყ=- +. 1538 ყ=1/51ი X--1, 

ჰხვი ყ=2--9, 1539. ყ/=2VX-1-- 2, 
X+3 V4-Xჯ 

1688. ყ- 1540, ყ=VX2-+2X+4. 
ვ, ) 1641. ყ=VX-V1-–X. 

შაზყ ყლ-–– 1649, ყ=VX2?--4X--12. 

15365. ყ=VX-–-1. 1643. ყ=V(1–-1+5X. 
16544. ყ=10ნე(X”–--4X––5). 

16546. ყ = 1061 (–- 3X? –-7X-- 2) 
ი 

1537, ყ= V”1-–005 X, 1646. #-)/ თლ. , 

X-+ 

15386. ყ=V5--10Xჯ.. 

ახშ



1547, #-I/ -35=-+. 1657 ყ=- 1... 
2-X V3 +»; 

1 1 

  

  

1548. ყ=- - 1 1568. ყ == · 
X 51IIX-C05X 

1549. # = )/”? + 24... 1559. ყ = “ეუ. 
1–ჯ §510X-+C05X 

X XC –3 (ოუოX LV 3. 1560. / = IC ლები 1660. / = MX LV 3 C0%. 

X-- 510I1X –– /3 005 

X-–? 5 
1551 ყლ! -–––----. 1661, ყ- 1999 _უ_ 

2+L-X V 2 5(0?X-––005ჯ 

1 –V=Xჯ 
1659 ყ=106--. 11669, ყ=2“ V-X 

ჯ 

1558. ყ = ლIდX. 

1554 ყ/=(51ი XV) -! 

005 X 1604, ყ=>1 8 |I6X-–-8|I. 

7 ჯ ”“ჯL 
1663, ყ=ვ! “ «ვ! “+ 

1ინნ6. ყლ __"”""", 
V 3-–25იჯ 1666. ყ=1V6 ლ05 X. 

1 
1-6. ,=–:.»”""""""",სხს"'" 1506. ყ=Iდ LC V. 

V #3 + 2005X M წწ 

1567. (ხეპირაღ) იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების „ცვლილების 
არეები: 

ა) ყ= |51ი XI; ე) ყ==5|ი?X-+C052X; 

ბ) ყ=>0ლ035%; ვა ყ=C05 X–-51ი X; 

გა #V=005 X––); ზ) ყ=3 51) X-+ 4 005 L; 

დ) ყ=Lწ%; თ) ყ=12 510 X--5005X; 

ი) ყ#=5)0 X-C05 X. 

1568. იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების ცვლილების არეები: 

ა) V==(X--3)?--1; დ) ყ=59%ი2, 

ბ) ყ––(CX+-2)+5; ე) ყ–=X-–-IXI; 

გ) ყ/=2X7-28L-+-96; ვ) ყ==510“X-LC05“. 

1609. შეადარეთ შემდეგი ფუნქციების განსახღვრის არეები) 

ა) ყ=X და ყV=10!)წ%,; 

ბ) ყ=2 1C X და ყ==1C X?. 

ააგეთ ამ ფუნქცძების გრაფიკები. 
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ფუნქციათა ზრდა და კლება . .§..904 

IV) ფუნქციას ი<X<0 შუალედში მონოტონე- 

რად ზრდადი (ან, უბრალოდ, ზრდადიეწოდება, 

თუ X>X პირობიდან გამომდინარეობს 

IC::)>>ICX). 
ამასთანავე 

ძღჰუდახ, ძლX·ადნ. 

სხვანირად, ფ უნქციას რაიმე შუალედში მონოტ.ო- 
ნურად ზრდადი ეწოდება, თუ არგუმენტის ნე- 
ბისმიერ ორ მნიშვნელობას შორის,'რომლებიც 

ამ შუალედს ეკუთვნიან, უდიდესს ფუნქციის 
უდიდესი მნიშვნელობა შეესაბამება, 

მაგალითად, ყ=>51ი X ფუნქცია (ნახ. 268, გვ. 156) ზრდადია შუალე- 
დებში: 

1L 1 3 5 
– დდ, –-ს<. X ––-2X; 22 <- 2 <«. 5: ---% 

7 9 
2 92%<5->% და ა. შ. 

ყ = 2-2 ფუნქცია (ნახ. 267) ზრდადია მთელს რიცხვით წრფეზე. 

1 "M 
#«=(+) ფუნქცია არსად ზრდადი არ არის (ნახ. 272). 

თუ ყ=/(X) ფუნქცია მონოტონურად 

ყ ზრდადია ი< X<ხ შუალედში, მაშინ 

მისი გრაფიკი ამ შუალედმი X-ის 

ზრდის დროს სულ მაღლა და. მა- 

ღლა მიიწევს. ეს, რასაკვირველია, 

არ ნიშნავს, რომ გრაფიკი „მიემარ- 

თება“ ზევითკენ “ნებისმიერად მაღ-” 

ლა, მაგალითად, ყ= – + ფუნქ- 
ჯ 

0 ციის გრაფიკი X-ის დადებითი მნიშვ– 

ნელობებისათვის (ნახ 273) არგუ- 

მენტის ზრდასთან ერთად სულ ზევით 

და ზევით მიემართება, მაგრამ, მიუხედავა+X ამისა, იგი” ვერასოდეს ვერ 

გადალახავს აბსცისათა ღერძს და ვერც მიაღწევს მას. 
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ყ–ლ/მი) ფუნქციას ი-<ჯ<Cხ შუალედში მონოტო- 
წურად კლებადი(ანნ6, უბრალოდ, კლებადი) ეწო. 

ღება თუ X>ს პირობიდან გამომდინარეობს 

I(X-)</(%)). ამასთან, 

ძ<-X) =ხ, 0 =X <ხ. 

სხვანაირად, ფუნქციას რაიმე შუალედში მონო- 

ტონურად კლებადი ეწოდება, თუ არგუმენტის 

ნებისმიერ ორ მნიშვნელობას შორის, რომ- 

ლებიც ამ შუალედშია აღებული, უდიდესს 
ფუნქციის უმცირესი მნიშვნელობა ფშეესაბა- 
მება, 

მაგალითად, ფუნქცია ყ=51იX მონოტონურად კლებადია შუალედებში: 

+ 3 5 7 9 11 1 MM 
=X<---X –ი<X<-–-წ, –-ს<X<- , მ. ყ=| –– 2 =X< > 2 95 X<-> 2 M<X<-- დაა I-(+) 

ფუნქცია კლებადია მთელს რიცხვით წრფეზე. ყ=-2% ფუნქცია არსად 

კლებადი არ არის. 

თუ /X) ფუნქცია მონოტონურად კლებადია ი-<X=<ხ შუალედში, 

მაშინ მისი გრაფიკი ამ შუალედში ჯ-ის ზრდის დროს სულ დაბლა და 
დაბლა ეშვება. თუმცა ეს იმას 

არ ნიშნავს, რომ გრაფიკი ნე–- 4 
ბისმიერად შეიძლება „ეშვებო- 

დეს“ ქვევითკენ. მოსწავლეებს 
ევალებათ დამოუკიდებლად აა- 
გონ შესაბამისი ნახაზი. 

ფუნქციებს, რომლებიც 0ი<-: 
< Xდხ შუალედში მხოლოდ .-->- · 

ზრღადია ან მხოლოდ კლებადი, «ე 2 | 0 

უწოდებენ მონოტონურს -+1 

ამ შუალედში. -2+ 

აქამდე საუბარი გვქონდა „1 

0<-X=<ხ შუალედზე. ასეთი შუ- 

ალედი: მოიცავს X=0ძ და Xჯ=ხ 

კიდურა წერტილებსაც, ამიტომ 

იგი ჩაკეტილ შუალედღად 
იწოდება. მაგრამ ზოგ შემთხვევაში ჩაკეტილ შუალედზე ლაპარაკი არ 

შეიძლება, ასე, მაგალითად, უხერხულია ვილაპარაკოთ ყ=სLწ X ფუნქ- 

  

  
ნაზ. 273. 

ციის ყოფაქცევაზხზე –> <X<-> შუალედში. ეს ფუნქცია ხომ სა- 
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ერთოდ განსახღვრული არ არის, როცა #=-– > და #= 5. ამიტომ 

– – <XC> შუალედის ნაცვლად სჯობს ვილაპარაკოთ – > <Xჯ< > 

შუალედზე, ასეთი შუალედი არ მოიცავს #=- > და #=->- კიდურა 

წერტი ლებს და ამიტომ მას ღ ი ა შუალედი ეწოდება. 

შემდგომში საუბარი გვექნება როგორც ღია, ისე ჩაკეტილ შუალე- 

დებზე, ამავე დროს ყოველ ასეთ შემთხვევაში ცხადი იქნება, რომელ შუ- 

ალედთან გვაქვს საქმე, ამიტომ საუბარი უბრალოდ შუალედებზე გვექ- 

ნება. შევნიშნოთ მხოლოდ, რომ ჩაკეტილი ი<-X<ხ შუალედი, ჩვეულებ- 

რივ, (თ, ხ) სახით ჩაიწერება, ხოლო ღია იძ–X<ხ შუალედი-––-(ი, ხ) სა- 
ით, 

სავარჯიშოები 

განსაზღვრეთ მოცემული ფუნქციებისათვის ზრდადობისა და კლე- 

ბადობის უბნები; ააგეთ ამ ფუნქციათა გრაფიკები (M# 1570-––1585), 

  

  

  

1670. ყ==Xმ?-+-3X--108, 1578. ყ= |C05 XI. 

=--ჯ? 2. 1571. ყ Xბ2-+-3X-L4. 1579. _ X 4 . 

16579. ყ= |X?--3X--10|. X-–-2 

1678. ყ=| -–X2+3X+4I. “1680, /=>31ი 2». 

1674, ყ = 9ი(+ ++): 1581, #=00%->-. 

1676. ყ=005 ჯ-2+I). 1689. ყ=18(1-+1-X). 
6 1588, X=)ფთ(1––»). 

5) 1676. ყ= I» +<). 1684, ყ=52+X-4%, 
ვ X 

1 1577. ყ =09(Xჯ----), 1685. ყ= -+X1, 
4 X–1 

1686. განსაზღვრეთ ზრდადობისა და კლებადობის უბნები შემდეგი 

ფუნქციებისათვის: 

ა ყ=29 -6 >. ბ) ყ= CM 

) 

1587. დაამტკიცეთ, რომ ორი მონოტონურად ზრდადი ფუნქციის 

ჯამი მონოტონურად ზრდადი ფუნქციაა, 

16558, იქნება თუ არა ორი მონოტონურად ზრდადი ფუნქციის სხვა– 

ობა მონოტონურად ზრდადი ფუნქცია?



ფუნკჰციის ექსტრემალური მნიშვნელობანი . § 208 

ამ პარაგრაფში ჩვენ შევისწავლით |0ი, ხ) მუალედში ყ/=/(»X) ფუნ- 
ქციის ყოფაქცევის ზოგიერთ საკითხს, ამასთან, რა თქმა უნდა, ვიგუ- 

ლისხმებთ, რომ /() ფუნქცია განსაზღვრულია ამ შუალედის ყოველ წერ– 
ტილში. 

უდიდესს ყველა იმ მნიშვნელობათაგან, რო- 

მელსაც ღებულობს ყ=/ი) ფუნქცია (ი, ხ) შუა- 

ლედში, უწოდებენ ფუნქციის აბსოლუტურ მაქ- 
სიმუმს, ხოლო უმცირესს-––აბსოლუტურ მინი- 

მუმს მოცემულ შუალედში. 

მაგალითად, 274-ე ნახაზხე გრაფიკულად წარმოდგენილი ყ=I(X) ფუ- 

ნქციის აბსსოლუტურ მინიმუმს 10,71 შუალედში წარმოადგენს მნიშვ- 

ნელობა /(0) = 1, ხოლო აბსოლუტურ მაქსიმუმს -- მნიშვნელობა 

I(6) =5. 
აბსოლუტური მაქსიმუმისა და აბსსოლუტური. მინიმუმის გარდა, მა– 

თემატიკაში ხშირად საუბარა ლოკალურ (ე: ი. ადგილობ– 

რივ) მაქსიმუმებსა და მინიმუმებზე. 

(ი, ნ) შუალედის შიგნით მდებარე Xჯ=C6 წერ- 

ტილს ეწოდება ყ=/0) ფუნქციის ლოკალური მა/- 
სიმუმის წერტილი, თუ Xჯ-ისყველა იმ მნიშვნე- 

ლობისათვის, რომელიც საკმაოდ ახლოსაა 
Cსთან, 

/00) <I(0. (1) 

ყ–Iმ) ფუნქციის მნიშვნელობებს ლოკალე- 

რი მაქსიმუმების წერტილებზე ამ ფუნქციის 

ლოკალურ მაქსიმუმებს უწოდე ბენ, მაგალითად, 274-ე 
ნახაზზე გრაფიკულად წარმოდგენილია ყ=/(X) ფუნქციისათვის ლოკალუ- 

რი მაქსიმუმის წერტილები ჯ=2 და X=6, ხოლო თვით ლოკალური მაქ- 

სიმუმებია /(2)=3 და /(601=5 მნიშვნელობანი, X=2 და X=6 წერტილებ- 
ში /CX) ფუნქცია ღებულობს უფრო. დიდ მნიშვნელობებს, ვიდრე მათ 

საკმაოდ მახლობელ მეზობელ წერტილებში: 

I(2>!0); /(6)>/Vი. 

ყ=/(ი) ფუნქციისათვის რომელიც გრაფიკულად წარმოდგენილია 
275-ე ნახაზზე ლოკალური მაქსიმუმის წერტილი იქნება, მაგალითად, 

X=C წერტილი, C-სთან საკმაოდ მახლობელი ყველა X-ისათვის 

/(ი =II0, 
1ა§



ასე, რომ (1) პირობა სრულდება. X=X, წერტილიც ლოკალური მაქსი- 
მუმის წერტილია. X-ის ყველა მნიშვნელობისათვის, რომელიც საკმაოდ ' 
ახლოსაა X,-თან, /(X)</(X,), თუ. X=<X,, და /(X) ==/(X,)), თუ X>>Xე. მაშა- 

სადამე, ამ შემთხვევაშიც /(X)</(X,); X=X-ე წერტილი კი უკვე აღარ იქ- 
ნება ლოკალური მაქსიმუმის წერტილი, მის მარცხნივ /(X) =/(X.), მაგრამ 

ყ მარჯვნივ /(X)>>/(X). ამიტომ 

| (1) პირობა არ სრულდება. 

' Iი ხს შუალედის 

შიგნით მდებარე 

X=6 წერტილს ეწოდე- 
ბა ყ=/'ი ფუნქციის 
ლოკალური მინი- 

მუმის წერტილი, თუ 

ჯ-ის ყველა იმ მნიშ- 

ვნელო ბისათვის, რო- 
  

  

  X მლებიც საკმაოდ ახ- 

ლოსაა Cსთან, 

ნახ. 274. I(CX)>I(0თV. (2 

ფუნქციის მნიშვნელობებს ლოკალური მი- 
ნიმუმის წერტილზე ამ ფუნქციის ლოკალური 
მინიმუმი ეწოდება. მაგალითად, 274-ე ნახაზზე გრაფიკულად 
წარმოდგენილი ყ=”(X) ფუნქციისათვის X=3 წერტილი არის ლოკალუ- 

რი მინიმუმის წერტილი, ხოლო თვით ლოკალურ მინიმუმს, წარმოადგენს 
(3) =2 მნიშვნელობა. 

275-ე ნახაზზე გრაფიკულად წარმოდგენილი ფუნქციისათვის ლოკალუ- 

რი მინიმუმის წერტილი იქნება X=X; წერტილი. X-ის ყველა მნიშვნე- 
ლობისათვის, რომლებიც საკმაოდ ახლოსაა Xჯე-სთან, /(X) =/(X,), თუ X<X> 

და /(X)>>/(X), თუ X>>X,. მამასადამე, პირობა /(X) >/(X.) სრულდება. 

X=6C წერტილი, რომელიც ზემოთ აღვნიშნეთ, როგორც ლოკალური 
მაქსიმუმის წერტილი, ამავე დროს მინიმუმის წერტილიცაა, რადგან ყვე-. 

ლა წერტილისათვის, რომლებიც საკმაოდ ·ახლოსაა მასთან, სრულდება 
პირობა: 

IX) =I(თ 
და ამიტომ /(X>>/(0ლ უტოლობა ფორმალურად სრულდება. 

I(X) ფუნქციის მინიმუმებისა და მაქსიმუმების წერტილებს ამ ფუნკ- 

ციის ექსტრემუმების წერტილები ეწოდება. /I( 

ფუნქციის მნიშვნელობებს ექსტრემუმების წერტილებში ამ ფუნქციის 
ექსტრემალური მნიშვნელობები ეწოდება, 
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274-ე ნახაზი გვიჩვენებს განსხვავებას აბსოლუტურ და ლოკალუტ 
ექსტრემ უმებს შორის, ამ ნახახზე წარმოდგენილ ყ=/I(X) ფუნქციას X= 

=2 წერტილში აქვს ლოკალური მაქსიმუმი, რომელიც (0;7) შუალედში 
აბსოლუტურ მაქსიმუმს არ წარ- 

მოადგენს, ზუსტად ასევე, X= “ 
=3 წერტილში ამ ფუნქციას 

აქვს ლოკალური მინიმუმი, რო- 

მელიც (0,7) შუალედში არ წარ- 

მოადგენს აბსოლუტურ მინი- 

მუმს. 

   

   
  

| 
' 

თუ IC, ხ) შუალედში ყ= _ 
=/(CX) ფუნქცია აღწევს აბსო- ' ' 

ლუტურ მაქსიმუმს ამ შუა- I! . 
ლედის შიგა წერტილში, მაშინ 'ჟ #, 4 

ეს აბსოლუტური მაქსიმუმი, ნახ. 275. 
ცხადია, ლოკალური მაქსიმუ- 

მიც იქნება (იხ. მაგალითად, ნახ. 274, X=6 წერტილში). მაგრამ, შესაძ- 
ლებელია მოხდეს, რთმ ეს აბსოლუტური მაქსიმუმი მიღწეული იყოს 

შუალედის არა შიგა წერტილში, არა- 

მედ მის რომელიმე კიდურა წერტილ- 

ში (ნახ 276), მაშინ იგი არ იქნება 

ლოკალური მაქსიმუმი. აქედან გამომდი– 

ნარეობსს (ი, ბ) შუალედში ყ=I/(X) 

ფუნქცის აბსოლუტური მაქსიმუმის 

მთძებნის შემდეგი წესი: 

1. ვპოულობთ V=/(») ფუნქციის 

ყველა ლთკალურ მაქსიმუმს მოცემულ 

შუალედში. 

2.· მიღებულ მნიშვნელობებს დავურთავთ ამ ფუნქციის მნიშვნელო- 

ბებს შუალედის კიდურა წერტილებში, ე. ი. /(0) და /(ხ) მნიშვნელობებს, 

ყველა ამ მნიშვნელობათაგან უდიდესი მოგვცემს ყ=/(X) ფუნქციის 
აბსოლუტურ მაქსიმუმს (თ, ხI შუალედში. 

ანალოგიურად მოიძებნება ყ=/(X) ფუნქციის აბსოლუტური მინი– 

მუმი Iთ, ხ) შუალედში. 

მაგალითი. ვიპოვოთ ყ=X?-2X--3 ფუნქციის ყველა ლოკა. 

ლური ექსტრემუმი რთგორია ამ ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი 

მნიშვნელობანი (0,5) “შუალედში? 

გარდავქმნათ მოცემული ფუნქცია მისგან სრული კვადრატის გამთ- 
ყოფით: 

  

ნაზ. 276. 

ყ=Xზ--2X+1--4=(X--1)2--4,. 

90?



ახლა ადვილია მისი გრაფიკის აგება. ეს იქნება ზევითკენ მიმართუ - 

ლი პარაბოლა წვეროთი (1,––4) წერტილში (ნახ. 277). ლოკალური ექსტ- 

რემუმის ერთადერთი წერტილია X= 

=1 წერტილი. ამ წერტილში ფუნ- 

ქციას აქვს ლოკალური მინიმუმი, 

რომელიც ––4ის ტოლია მოცე- 

მული ფუნქციის მაქსიმალური და 

მინიმალური მნიშვნელობები რომ ვი- 

პოვოთ (0,5) შუალედში, შევნიშ- 

ნოთ, რომ, როცა Xჯ=0, ყ=--3, 

ხოლოდ თუ X=5, ყ = 12. სამი 
მნიშვნელობიდან –-4, -–-3 და 12 

უმცირესია ––4, ხოლო უდიდესია 12, 
ამგვარად, მოცემული ფუნქციის უმ- 

ნახ. 277. ცირესი მნიშვნელობა (აბსოლუტური 
(მინიმუმი) (0,5) შუალედში -–-4-ის 

ტოლია; იგი მიღწეული იქნება, როცა X=1. უდიდესი მნიშვნელობა 

აბსოლუტური მაქსიმუმი) უდრის 12-ს, იგი მიღწეული იქნება, როცა 
X=5. ? 

  

სავარჯიშოები 

1589. თქვენთვის ცნობილ ფუნქციათა შორის რომელია ისეთი, რო- 
მელსაც მთელს რიცხვით ღერძზე: 

ა სრულიად არა აქვს ლოკალური ექსტრემუმი; 
ბ) აქვ მხოლოდ აქვა ლი აარ ეის არეიშ 
გ) აქვს ლოკალურ ექსტრემუ თა უსასრულო სიმრავლე. 

# 1590--1600 სავარჯიშოებში იპოვეთ მოცემულ ფუნქციათა ლო 
კალური ექსტრემუმების წერტილები და თვით ლოკალური ექსტრემე- 
ვეში. გაარკვიეთ, როგორია ეს ექსტრემუმები (მაქსიმუმები, თუ მინი- 

უძე«ბი): 

1690, 9==(X--1)2-I-5. 1596. ყ = V X?--2X-+8. 

1591, ყ=3--(X--2)?. 1697. ყ==-- X(X-+L20) 

1599, ყ==12X”--X--1, 1598. /- ი» –%). 

1698. ყ==(X-–-1) (X––3). 4 

1694. ყ = 9-2 · 1699%. ყ= თ» + 5) · 

1 : 
1585. ყ=25 1600. ყ=>=51I) X +-CC05 X. 

–005X



ვიპოვოთ მოცემულ ფუნქციათა აბსოლუტური ექსტრემუმები მითი– 

თებულ შუალედებში (M 1601––1603): ' 

1601. ყ=--2X"- 3X- 1 IMXI<-2 შუალედში. 

1009. ყ= IX?-+5X-L6 | L--5, 4) შუალედში. 

1603. ყ=51ი V–-ლ05X 8 , 3. | შტალედში. 

160+. ვიპოვოთ #V==(X--3)(X--5) ფუნქციის აბსოლუტური ექსტრე- 

მუმები შუალედებში: 

ა) (2,3); ბ) L3,4I: გ I4,5); დ) L2, 51. 

ლუწი და კენტი ფუნკციები § 308 
  

ყ=/(9) ფუნქციას ეწოდება ლუწი, თუ «ის ყვე- 
ლა მნიშვნელობისათვის ამ ფუნქციის განსა- 

ზღვრის არიდან 

IC–X =/Vთი. 

ლუწი ფუნქციების მაგალითებად გამოდგება V=X2?, ყ==005 X, ყ= 

= IXI და სხვ. ფუნქციები. 
ვთქვათ, // წერტილი, რომლის კოორდინატებია (0, ხ), ეკუთვნის 

ლუწი ყ=/()) ფუნქციის გრაფიკს. მაშინ ხ=/(ი). რადგან /Cი) ლუწია, 

ამიტომ /(-–-თ) =/(ძ) =ხ. მაგ– 

რამ ეს ნიშნავს, რომ /M# (თ, ხ) V 

წერტილთან ერთად, ყ=/(X) | 

ფუნქციის გრაფიკს უნდა ეკუ- M/-თ,ხ) . M/ყ.ხ) 

თვნოდეს M წერტილიც, კო– 000000:--- 
ორდინატებით (––-ი, 6). ეს L 

ორი წერტილი ( ღერძის მი- 

მართ ურთიერთსიმეტრიულია 

(ნახ, 278). 

ამგვარად, რომელი წერ– 
ტილიც არ უნდა ავიღოთ 

ლუწი ფუნქციის გრაფიკზე, მასხე უთუოდ მოიძებნება მეორე წერტილი, 

რომელიც პირველის სიმეტრიულია ყ ღერძის მიმართ. ალ, რის გამო– 

  

0 

  

ნახ. 278.



წარმოადგენს ლუწი ფუნქციის გრაფიკი ორდინატათა ღერძის მიმართ 

სიმეტრიულ წირს (ერთი ასეთი გრაფიკთაგანი ნაჩვენებია 279-ე ნახახზე). 

ყ=Iლ) ფუნქციასეწ- 
V ოდება კენტი, თუ X-ის 

ყველა მნიშვნელო- 
ბისათვის ამ ფეუნქ- 

ციის განსაზღვრის 

V თ არიდან 

(--90=--ICი. 

  

/ 0 

  

ნახ. 279. კენტ ფუნქციათა მაგალი- 

თებად. გამოდგება ყ=X, ყ=X2, ყ=351ი X და ა, შ. ფუნქციები. 
ვთქვათ, ს წერტილი, რომლის კოორდინატებია (თ, ხ), ეკუთვნის 

ყ=/(0) კენტი ფუნქციის გრაფიკს; მაშინ ნ=/(ძ). რადგან /(X) ფუნქცია 

კენტია, /(–-თ =--I(თ. ამის გა- 

მო, /(-–0)ლ–--ხ. უკანასკნელი ტო- V 

ლობა აღნიშნავს რომ 0 წერ- 
ტილი, რომლის კოორდინატებია –/ძ.ხ) 
C-ი, –ხ) უნდა ეკუთვნოდეს 8-4 
ყ=/I(ა) ფუნქციის გრაფიკს. მაშ, <= X) 

თუ წერტილი, რომლის კოორ- –“ 

დინატებია (თ, ნ), ეკუთვნის ყ= _ ქVი-ხ) 
=/C0%) კენტი ფუნქციის გრაფიკს, 
მაშინ ამ გრაფიკს უნდა ეკუთვნო- 

დეს C წერტილიც, კოორდინატე- ნახ. 280. 
ბით (––ძ, ––ხ) (ნახ. 280). ს და 0 წერტილები სიმეტრიულია კოორდი- 

'ნატთა სათავის მიმართ (დაამტკიცეთ ეს”. 

ამგვარად, რომელი წერტილიც არ უნდა ავიღოთ კენტი ფუნქციის 

გრაფიკზე, მასზე უთუოდ მოიძებნება მეორე წერტილი, რომელიც პირ- 

ველის სიმეტრიულია კოორდინატთა სათავის მიმართ. აი რატომ არის, 
რომ ნებისმიერი კენტი ფუნქციის გრაფიკი სიმეტრიულია კოორდინატ- 
თა სათავის მიმართ (ნახ. 281). 

არ უნდა ვიფიქროთ, რომ ყოველი ფუნქცია ან ლუწი იქნება, ან კენ– 

ტი. მრავალი ფუნქცია არსებობს, რომლებიც არც ლუწია და არც კენტი. 

ასე, მაგალითად, /(X) =X-LX? ფუნქციისათვის გვექნება: /(––X) =--X+ჯ%ზ. 

ორი ტოლობიდან: /ლი= IC) და I|(=<-X)=-–--/0) არც ერთს არა. აქვს 

ადგილი. მაშასადამე, მოცემული ფუნქცია. არც ლუწია და არც კენტი. 
გარდა ამისა, ლაპარაკი იმაზე, რთმ ყ=/(X) ფუნქცია ლუწია თუ 

170 

    
  

    
 



“კენტი, შესაძლებელია მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა ამ ფუნქეიის 
განსაზღვრის არე სიმეტრიულია კოორდინატთა სათავის მიმართ. ეს 

ამას ნიშნავს, რომ, თუ ფუნქცია განსაზღვრულია ჯ=90-სათვის, იგი გან– 

საზღვრული უნდა იყოს აგრეთვე X=–-ძ-სათვის, წინააღმდეგ შემთხვე– 

ვაში / (X) და (/-–-X) გამოსახულებათა შედარებას აზრი არა აქვს. მაგალი– 
თად, #ყ=Iწ X ფუნქცია განსახღვრულია არგუმენტის მხოლოდ დადებითი 

VL 

  
ნახ. 281. 

მნიშვნელობებისათვის, ამიტომ 1C X და 16 (––X) გამოსახულებათა შორის 
ერთ-ერთს ნამდვილად არა აქეს აზრი, მაშასადამე, ლოგარითმ კლი ფუხ- 

ქცია ლუწია თუ კენტი, ამაზე ლაპარაკს აზრი არა აქვს. 

თი 

სავარჯიშოები 

160. ხზ ეპირად), მოცემულ ფუნქციათა შორის უჩვენეთ ლფუ- 

და კენტი: 
1) ყ=>X199; 8) ყ=%Lფ X+CლLC X; 

2) X=X -9; 9) ყ==511) X-+-C058C XI 

3) ყ=VX. 10) ყლ=X-L51იX; 

4 ყ=VX, 11) ყ=25-2-2; 

იიი. 
ჯ 

6) ყ==X9--5X--1; 13) /= 90%. 

7) /V==51IXX-"); Xჯ



1606. მოცემულ ფუნქციათა შორის რომელია ლუწი და რომელი 
კენტი: 

1) ყ=10-+--10ე 4) ყ=პ%ი(+- +), 

2) ყ=51ი0C–); 5) ყ=5ი C + 2-): 

3) #=005(--X); რი ყ= I» –3-)? 

1607. დაამტკიცეთ, რომ ორი ლუწი ფუნქციის ჯამი, სხვაობა, ნამ- 
რავლია და განაყოფი ლუწი ფუნქციაა. : 

1608. დაამტკიცეთ, რომ ორი კენტი ფუნქციის ნამრავლი და განა- 

ყოფი ლუწი ფუნქციაა. 
1009. შეიძლება თუ არა, ფუნქცია ერთდროულად ლუწიც იყოს და 

კენტიც? 
161075, რას იტყვით /(M) ფუნქციის ლუწობის შესახებ, თუ ცნობილია, 

რომ | /(X) | ფუნქცია: ა) ლუწია; ბ) კენტია? 

1611. ფუნქცია, რომელიც მონოტონურია მთელს რიცხვით წრფე- 
ზე, შეიძლება თუ არა იყოს: ა) ლუწი; ბ) კენტი? 

1615. როგორ ავაგოთ V=/(ა) ლუწი ფუნქციის გრაფიკი, თუ იგი 
მოცემულია მხოლოდ X>>0-სათვის ? | 

  

პეტიოდული ფუნქციები § 20? 

IX) ფუნქციას ეწოდება პერიოდული, თუ 
რ ობს ისეთი რიცხ ი 740, რომ ჯ-ის ყველა 
ნ ნელობისათვის ამ ფუნქციის განსაზღე- 
ი რიდან 

I (X+71=IC. 
7” თიცხვს ამ შემთხვევაში ფუნქციის პე რიო დი ეწოდება. 

პერიოდულია, მაგალითად, ტრიგონომეტრიული ფუნქციები: Vყ==51იX 

ყ 

  

ნახ. 262,



და 9 = 005X. მათი პერიოდია 25%. პერიოდული არატრიგონოშე- 

ტრიული ფუნქციის მაგალითია ფუნქცია #ყ=(X), რომელიც ყთველ X»X 
რიცხვს შეუსაბამებს მის წილადურ ნაწილს”. მაგალ: თად, (3,56 1=0,56, 

(2,01 1=:0,01 და ა. შ. თუ ნებისმიელ X რიცხვს მივუმატებთ 1-ს, მაშინ 

ამ რიცხვის მხოლოდ მთელი ნაწი- 

ლი შეიცვლება, ხოლო Xჯ რიცხვის · 

წილადური ნაწილი უცვლელი დარ- 
ჩება. მამასადამე. (X-L1 1= (XV) და 
ამიტომ #= (X) ფუნქცია პერიო- იიი.» 
დულია პერიოდით 1. “2 110. 1 2 3 .#« 

I(X+7) =/I(I) ტოლობიდან გა–- | V=I») 

მომდინარეობს, რომ ყ=/(00 ფუნ- 

ქციის ყველა მნიშვნელობა პე- ნახ. 283, 

რიოდულად მეორდება პერიოდით #', ეს გარემოება თავის ანარეკლს 
პოულობს პერიოდული ფუნქციის გრაფიკულ გამოსახულებაში. ასე, 
მაგალითად, (0,2”) შუალედში სინუსოიდას ისეთივე ფორმა აქვს, რთ- 

გორიც L2X, ·4X), (4X, 61) და ა, შ. შუალედებში (ნახ, 282). 283-ე ნახაზ– 

ზე წარმოდგენილია Vყ= (X) ფუნქციის გრაფიკი. ყV= (X) ფუნქციის პე_ 
რიოდულობა:იმას გვიჩვენებს, რომ მის გრაფიკს (0,1 | შუალედში ისე_ 

თივე ფორმა აქვს, როგორიც II, 2|, I2, 3) და ა. შ. შუალედებში. 

თუ 7? არის /(X) ფუნქციის პერიოდი, მაშინ 27, 37” 47' და ა. შ. 

აგრეთვე ამ ფუნქციის პერიოდები იქნება. მართლაც. 

I(X+213=/I(CX+ 71+ 7'1=/(X-L 7) =/V), 

/I+371=/Iთ+27+7)=/თ+27 =/6ი 
და ა. შ. გარდა ამისა, /(X) ფუნქციის პერიოდად შეიძლება ჩაითვალოს 
ნებისმიერი შემდეგ რიცხვთაგან: –-7, –-21, –-37' და ა. შ. 

მართლაც, 

/IX-71=IIX--73-+ 71=/(Cი, 

((X-- 27) =/IX-271+27)=/(00. 

და ა. შ. მაშ, თუ 7' რიცხვი არის /(X) ფუნქციის პერითდი, მაშინ, რო– 
გორიც არ უნდა იყოს მთელი #, #7 რიცხვიც ამ ფუნქციის პერიოდი 

იქნება. ამიტომ ყოველ პერიოდულ ფუნქციას პერიოდების უსასრულო 

სიმრავლე აქვს. მაგალითად, V=8§1ი X ფუნქციის პერითდად ჩაითვლება 
21, 4,0, 61, –-2M, --45,... რიცხვებიდან ნებისმიერი რიცხვი, ხოლო 
ყ=(X) ფუნქციის პერიოდად –- ნებისმიერი რიცხვი 1, 2, 3, ––1, ––2, 

–-–3 და ა, შ. რიცხვებიდან. 
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თუ ლაპარაკია ყ=/(0ე ფუნქციის პერიოდზე, ჩვეულებრივ, გულისხ- 
მობენ უმცირეს დადებით პერიოდს. ასე, მაგალითად, ვამბობთ, როძ 

ყ=35 X ფუნქციის პერიოდია 2 X, 

V= IX ფუნქცის პერიოდია X. 

(XX) ფუნქციის პერიოდია 1 და ა. მ. 
თუმცა მხედველობაში უნდა ვი- 

3 , ქონიოთ ისიც, რომ პერიოდულ ფუნ- 

ქციას შეიძლება არც გააჩნდეს უმ- 

ცირესი დადებითი პერიოდი ასე, 

ლ –----_---_–_.7 მაგალითად, /#X)=3 ფუნქციისათვის 

(ნსხ. 284) ნებისმიერი ნამდვილი“ 

რიცხვი პერიოდს წარმოადგენს, მაგ- 

რამ ნამდვილ დაღებით რიცხვთა 

ნახ. 284. შორის არ არსებობს უმცირესი. ამი- 

ტომ /(ლ)=3 ფუნქციას არა აქვს 

უმცირესი დადებითი პერიოდი, მიუხედავად იმისა, რომ მას გააჩნია 
პერიოდების უსასრულო სიმრავლე. 

ყ 

  

  

სავარჯიშოები 

მოცემული ფუნქციებიდან (#M 1613-1621) თითოეულისათვის იპო- 

ვეთ უმცირესი დადებითი პერიოდი: 

1618. ყ=>51ი 2X. 1618. ყ=0 >. 

1614. ყ=ლ0§-“-. 1619, /-9ი(მ+--% ). 
2 4 

1616. ყ=LC 3». | 
1616. ყ=Cლ05(1--2»X). 1690, ყ=51ი%. 

1617. ყ=310 X ლ05 X. 1691, ყ==5)1X-+ 005". 

16სა. დაამტკიცეთ, რომ ჯამი და ნამრავლი ორი პერიოდული ფუნ- 
ქციისა, რომელთა პერიოდი ერთი და იგივე 7' რიცხვია, პერიოდული 

ფუნქციაა ჯ პერიოდით. 

1698 5, დაამტკიცეთ, რომ ყ=31) X+ (X) ფუნქცია, რომელიც ორი 
ყ=5)ი ჯ და ყ= (X) პერიოდული ფუნქციის ჯამია, თვით არ არის პერი- 
ოდული ფუნქცია. ხომ არ ეწინააღმდეგება ეს წინა ამოცანის შედეგს? 

1694. როგორ დავასრულოთ ყ=/(X) ფუნქციის გრაფიკის აგება, თუ 

ფუნქცია პერიოდულია ?' პერიოდით და გრაფიკი მოცემულია მხოლოდ 

I(0,71) შუალედში? 
სა



მექცეეული ფუნპციები § 30 

_ ყ=/(X) ტოლობა ჯ ცვლადი სიდიდის ყოველ დასაშვებ მნიშვნელობას 
შეუსაბამებს ყ ცვლადი სიდიდის სრულიად განსაზღვრულ მნიშვნელო- 
ბას, მაგრამ, ზოგ შემთხვევაში ყ=/(X) თანაფარდობა შეიძლება განვიხი- 

ლოთ როგირც ისეთი ტოლობა, რომელიც V გცვლაღი სიდიდის 

ყოველ მნიშვნელობას შეუსაბამებს X ცვლადი სიდიდის სრულიად გან- 

სახღვრულ „მნიშვნელობას. ეს გარემოება ნათელვყოთ კონკრეტულ მა- 
გალითებზე. 

მაგალითი 1, V=2X-1 ტოლობა (V-ის ყოველ მნიშვნელობას 
შეუსაბამებს X-ის შემდეგ მნიშვნელობას: 

ჯ -.4#+X1, 
2 

მაგალითად, თუ ყ=1, X=1; თუ ყ=2, X=1,5; თუ #M=3, X=2 და ა. შ. 

ამიტომ შეიძლება ითქვას რომ ყ=2X--1 ტოლობა: განსაზღვრავს X-ს, 

როგორც ყ ცვლადი სიდიდის რაღაც ფუნქციას. ცხადი სახით ეს ფუნქ- 

ცია ასე ჩაიწერება: ჯ == · 

“მა გალითი 2. ყ=2% ტოლობა ყ-ის ყოველ' დადებით მნიშვნე- 

ლობას შეუსაბამებს X-ის შემდეგ მნიშვნელობას: X=-10ფაყ. მაგალითად, 

თუ ყ=1, X=10თფ1=0; თუ ყ=2, X=100.2=1; თუ ყ=3, X=1I0ყ.3 და 
ა, შ. მაშასადამე, ყ=2% ტოლობა განსაზღვრავს X-ს, როგორც V ცვლა- 

დი სიდიდის რაღაც ფუნქციას. ცხადი სახით ეს ფუნქცია ასე ჩაიწერება: 

=10ყფ-V. 

მაგალითი 3.თუე – –<XC> , მაშინ ყ=51ი V ტოლობა 

ყ-ის ყოველ მნიშვნელობას (--1, 11 შუალედიდან შეუსაბამებს X რიცხვს 

რომელისV მIC 510 ყ-ის ტოლია. მაგალითად, როცა =–1, 

„ · თ · , 1 
:=>8IC §III(–-1) =– ---; როცა #=0, V=მIC 510 0=0: როცა Vყ=––= , X=გს( 511LC 2 ცა ყ ცა ყ= => 

X=8IC 51ი უდ=+ და შ. მაშასადამე; ყ=53ი» ტოლობა 

–-<X< > დამატებითი პირობისას განსახღვრავს X-ს. როგორც V 

ცვლადი სიდიდის რაღაც ფუნქციას. ცხადი სახით ეს ფუნქცია შემდეგ- 
ნაირად ჩაიწერება: .“ 

X=8IC 519 ყ. 
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ზოგადად, ვთქვათ, რომ #=/(0ი0) ტოლობის მიხედვით ყ სიდიდის ყო- 
ველი დასაშვები მნიშვნელობისათვის შესაძლებელია X სიდიდის ე –- 
თი და მხოლოდ ერთი მნიშვნელობის აღდგენა. მაშინ ეს ტო- 
ლობა განსაზღვრავს X-ს, როგორც ყ-ის რაღაც ფუნქციას, აღვნიშნოთ 

ეს ფუნქცია დ ასოთი: 

X=დV/). 
ამ ფორმულაში ყ ასრულებს არგუმენტის როლს, ხოლო X-–– ფუნქ- 

ციის როლს. ჩვეულებრივ, X ასოს იყენებენ არგუმენტის აღსანიშნა- 
ვად, ხოლო ყ ასოს –– ფუნქციის აღსანიშნავად, ამიტომ იმ ფუნქციონა- 
ლურ დამოკიდებულებას, რომელიც დ ასოთია აღნიშნული, ჩვენ ასე გ> 

დავწერთ: 
ყ=დCი). 

ასეთნაირად განსახღვრულ ყ=Cდ(»წ) ფუნქციას /=/() ფუნქციის მი- 

მართ შე ქ ცე.უ ლი ფუნქცია ეწოდება. 
მაგალითები. 1. ყლმL- ) განტოლებიდან მივიღებთ 

=7 „=M · ამიტომ ყ = >" ფუნქცია /=2»-1 ფუნქციის შექცეული 

ფუნქციაა. 
2. ყ=2% განტოლებიდან მივიღებთ X=10ფVყ. ამიტომ ყ= 10წყეX ფუნ- 

ქცია ყ=2% ფუნქციის შექცეულია. 
ჰ, როცა –> <«- X< 5 ყლ=ვზი»ჯ» ტოლობიდან მივიღებთ: 

X = მIC 510 ყ. ამიტომ ყ=მ1Iლ 51ი X ფუნქცია ყ=351ი X ფუნქციის შექ- 

ტცეულია – ი <X< > შუალედში. 

შევნიშნავთ, რომ Mყ=/(») ფუნქციისა და მისი შექცეული Vყ==დ(X) 

ფუნქციის განსახღვრისა და ცვლილების არეები, ასე ვთქვათ, როლებს 

"იცვლიან. ის, რაც /(X) ფუნქციისათვის განსახღლვრის არე იყო, შექცეუ- 

ლი ყ=დ(X) ფუნქციისათვის ცვლილების არედ იქცევა, ხოლო ის, რაც 

ყ=Iლი ფუნქციისათვის ცვლილების არე იყო, შექცეული ყ= დ) ფუნქ- 
ციისათვის განსახღვრის არედ იქცევა. ასე, მაგალითად, ყ=2% ფუნქცი- 

ისათვის განსაზღვრის არეა ყველა ნამდვილი რიცხვის ერთობლიობა, 

ხოლო „ცვლილების არე –-– ყველა დადებითი რიცხვის ერთობლიობა. 

მისი შექცეული Vყ=10წX ფუნქციისათვის, პირიქით, ყველა დადები- 

თი რიცხვი,” ერთობლიობა წარმოადგენს განსაზღვრის არეს, ხოლო ყვე- 
ლა ნამდვილი რიცხვის ერთობლიობა –– ცვლილების არეს, 

არსებობს თუ არა ნებისმიერი /=/(X) ფუნქციისათვის მისი შექცეუ- 

ლი ფუნქცია /=დ(X)? ამ კითხვაზე პასუხის გასაცემად განვიხილოთ ორი 

მაგალითი,



მაგალითი 1, ყ=-X2 ფორმულის მიხედვით ყ-ის ყოველ მნი–- 

შვნელობას შეესაბამება X-ის ორი მნიშვნელობა; მაგალითად, V=1 მნი- 

შვნელობას შეესაბამება X=-+1, X=–-1 მნიშვნელობანი; ყ=4 მნიშე- 

წელობას შეესაბამება X=2 და X=–-2 მნიშვნელობანი და ა, შ. ამიტომ, 

თუ.ყ=V? ფუნქციას განვიხილავთ მთელს რიცხვით წრფეზე (ანუ X-ის 

ყველა ნამდვილი მნიშვნელობისათვის), მას არ ექნება შექცეული ფუნ- 

ქცია. მაგრამ, თუ ამ ფუნქციას განვიხილავთ ჯ-ის მხოლოდ დადებითი 

მნიშვნელობებისათვის, მაშინ მისთვის შექცეული ფუნქცია იარსებებს. 

დადებითი რიცხვის კვადრატის მნიშენელობის მიხედვით ეს 

რიცხვი ცალსახად აღსდგება. ამ შემთხვევაში შექცეული ფუნქცია შეიძ- 

ლება ყ= VX სახით ჩაიწეროს. 

მაგალითი 2. ყ სიდიდის ყოველ მნიშვნელობას რომელიც 

|--1, 1) შუალედშია აღებული, V=35!ი X ფორმულის მიხედვით X-ის 
მნიშვნელობათა უსასრულო სიმრავლე შეესაბამება, მაგალითად, თუ 

ყ=0, X-ის ასეთი მნიშვნელობებია 0, XX, 20, 30 და ა. შ., თუ V=1, 

Xჯ =- , >, და ა, შ. ამიტომ, თუ V=5!ი X ფუნქციას გან- 

ვიხილავთ მთელს რიცხვით წრფეზე (ანუ X-ის ყველა ნამდვილი მნიშე– 
ნელობისათვის), მას არ ექნება შექცეული ფუნქცია. მაგრამ, თუ ამ ფუ- 

2 

მნიშვნელობათა მიხედვით ჯ-ის მნიშვნელობები ცალსახნდ აღდგება. 

ნქცია განვიხილავთ მხოლო.,ა (-+. 2. შუალეჯში, მაშინ (V-ის 

მამასადამე,ე როცა –2-<X<-> , ყ=50 X ფუნქციას აქვს შექცეუ- 

ლი ფუნქცია ყ=მIC 310 X. 

ძნელი არაა შევნიშნოთ ის საერთო, რასაც მოცემული ფუნქციე ბის 

მექცეული ფუნქციების მოძებნისას·: ადგილი ჰქონდა ორსავე მაგალით- 

ში. თითოეული მოცემული ფუნქციისათვის გამოვყოფდით შუალედს, 

რომელშიც იგი მონოტონურია, შეიძლება დამტკიცდეს ზოგადი დებუ- 

ლება: თუ V=/(X) ფუნქცია მონოტონურია (0, 6) შუალედში, მაშინ ი<- 

<X<ხ მნიშვნელობებისათვის არსებობს მისი შექცეული ფუნქცია. 

სავარჯიშოები , 

# 1625-1628 სავარჯიშოებში იპოვეთ მოცემული ფუნქციების შექ- 
ცეული ფუნქციები. დაადგინეთ განსახღვრის არეები და („ცვლილების 

არეები როგორც მოცემული, ისე მათი შექცეული ფუნქციებისათვის. 

1–ჯ 

14+X 
72 177 

16აწ. ყ=Xჯ!. 1626. ყ=109, X. 1697. ყ =



-9698, ე=X"CX<0). 

109588. დაამტკიცეთ, რომ ყ=იX-+ჩხ (05-0) წრფივი ფუნქციის შექ- 

ცეული ფუნქცია არის წრფივი ფუნქცია. 

1080, დაამტკიცეთ, რომ ყ=ლ მი (იძ--სხი 5-0) წილად-წრფივი 
CX ' 

ფუნქციის შექცეული ფუნქცია თვით წილად-წრფივია. 
1081, რა პირობას უნდა აკმაყჟოფილებდეს თ, 6, C და ძ რიცხვები, 

რთმ ყ =21წ წილად-წრფივი ფუნქცია იგივურად უდრიდეს მის შექ- 
C 

ცეულ ფუნქციას? 
მთიყვანეთ რამდენიმე მაგალითი. 

1683. არსებობს თუ არა ყ=005წX ფუნქციის შექცეული ფუნქცია 

შუალედში: 

3 ა –-2<X2>: ბ 0<X<; გ) =-<X<C-- ბ 

1688. არსებობს თუ არა 9=LC Xჯ ფუნქციის შექცეული ფუნქცია 
შუალედში: 

2 ჯ 3 ვ ა) == <X<-. ბ) 0<X<%; გ) 2 <5X<-ე- იი 

1684. არსებთბს თუ არა ყ=(X1 ფუნქციის შექცეული ფუნქცია 
შუალედში: 

1 1 3. 
ა 0<X<->; ბ) 0<X<1; გ) 0<X<!; დ)-<X<-_? 

პირდაპირი და შექცეული ფუნქციების ბგრაფიკთა ურთიერთგანლაგება § 809 
  

ამ პარაგრაფში განვიხილავთ ყ=/() ფუნქციის გრაფიკისა და მისი 

შექცეული ყ=დ() ფუნქციის გრაფიკის ურთიერთგანლაგებას. ამისა– 

თვის დაგვჭირდება შემდეგი ლემა. 

ლემა. სიბრტყის წერტილები, რომელთა კოორდინატებია (ძ, წ) 

და (Cხ, თ, ურთიერთსიმეტრიულია პირველი და მესამე საკოორდინატო 

კუთხეების ბისექტრისის მიმართ. 

დამტკიცება. ვთქვათ, # წერტილს აქვს (ი, ნ) კოორდინატები, ხოლთ 

0 წერტილს –– კოორდინატები (Lხ, ძ) (ნახ. 285). 

წ



დავუშვათ ამ წერტილებიდან მართობები კოორდინატთა "ღერძებზე: 

მივიღებთ: 

04=00=0ი; 08-–=0C=ნხ. 

გადავკეცოთ ნახაზი 0/ წოფეზე, რომელიც წარმოადგენს პირველი 

'და მესამე საკოორდინატო კუთხეების ბისექტრისას. მაშინ ყ ღერძი გაჰყვე” 

ბა X ღერძს, რადგან / /I08 =/ #M0C. 3 წერტილი შეუთავსდება C წე” 

რტილს, რადგან 08=0C, 8# გაჰყვება C0-ს, რადგან C წერტილზე მე- 

იძლება ჯX ღერძის მართობული მხოლოდ ერთი წრფის გავლება. ხოლო, 

რადგან 87=CC, ს წერტილი შეუთავსდება 0 წერტილს. 

ამრიგად, თუ ნახაზს 0/M წრფეზე გადაეკეცავთ, მაშინ – და 0 წერ- 

ტილები შეთავსდებიან. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ ისინი ურთიერთსიმე- 

ტრიული არიან 0/ ბისექტოისის მი- 

მართ. 

ლემა დამტკიცებულია. 
ვთქვათ, ახლა / წერტილი, რომლის 

კოორდინატებია (ი, ხ), ეკუთვნის ყ= 

=/C(ე) ფუნქციის გრაფიკს. მაშინ ყ = ხ 

მნიშვნელობას V#=/(ლ) ტოლობა შეუსა- 
ბამებს X=ძ მნიშვნელობას. ეს კი ნიშ- 

ნავს, რომ 0 წერტილი, რომლის კოორ- 

დინატებია (ხ, თ), უნდა ეკუთვნოდეს 

შექცეული ყ=CდC) ფუნქციის გრაფიკს. 
ამგვარად, თუ ” წერტილი, რომლის კოოოდინატებია (0, ხ), ეკუთვ- 

ნის ყ=/(X) ფუნქციის გრაფიკს, მაშინ C წერტილი, რომლის კოორდი- 

ნატებია (6,0), უნდა ეკუთვნოდეს შექცეული #/=დ(X) ფუნქციის გრაფიკს, 
ეს წერტილები სიმეტრიულია. პირველი და მესამე საკოორდინატო კუთ- 

ხეების ბისექტრისის მიმართ. 

მაშასადამე, რომელი ” წერტილიც არ უნდა ავიღოთ /V=/(წ)) ფუნქ- 

ციის გრაფიკზე, შექცეული V=Cდ(X ფუნქციის გრაფიკზე უეჭველად მო - 
იძებნება C წერტილი, რომელიც # წერტილის სიმეტრიულია პირველი 

და მესამე საკოორდინატო კუთხეების ბისექტრისის მიმართ. აი, რატომ 

არის, რომ ურთიერთშექცეული ფუნქციების გრაფიკები ურთიერთსი- 

  

ნახ. 285. 

მეტრიულია პირველი და მესამე საკოორდინატო კუთზეების ბიხექტრი– 

სის მიმართ (იხ. მაგალითად, ნახ. 286, რომელზედაც წარმოდგენილია 

ყ=25%. და ყ=1)0ცა%X ურთიერთშექცეული ფუნქციების გრაფიკები). 
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სავარჯიშოები 

ერთსა და იმავე ნახაზზე ააგეთ მოცემული და მათი შექცეული ფუნქ- 
ციების გრაფიკები (M%. 1635-–1641): 

1685. V=X?(X>0) 

1 
1686. #/= –-X+1, #=53%X 

_ IX, თუ X<0, 
16ვ7. ყ= 2X, თუ X>0. 

1688. ყ=V1--X. 
_ (0,5X+2, თუ X>90, 

M= ) 2ჯ-L2, თუ X#<0. 
– Xჯ 

0/”““ X", თუ X>0 ”. / 1040. V/= 1! თუ 250, 

1641, ყ=§5)7) X-X<-2) · 

1030, 

  

  

ნახ. 286, 

1649. როგორია ყ=/(X) ფუნქციის თავისებურებანი, თუ ეს ფუნქ- 
ცია იგივურად უდრის მის შებრუნებულ ფუნქციას? პასუხი განმარტეთ 
მაგალითებზე (იხ., მაგალითად, ამოცანა # 1631). 

წინათ შესწაპლილი ფუნქციების თვისებათა და გრაფიკების 

მოკლე მიმოხილვა § 910 

ამ პარაგრაფში მოცემული იქნება წინათ შესწავლილ ფუნქციათა 
თვისებებისა და გრაფიკების მოკლე მიმოხილვა. ამასთანავე, ჩვენ შემ- 
დეგ გეგმას გავყვებით: 1) ფუნქციის განსაზღვრის ირე, 2) ფუნქციის ცვლი- 
ლების არე, 3) ფუნქციის ლაოწ-კენტობა, 4) ფუნქციის პერითდულობა, 
5) ნიშანმუდმივობის შუალედები, 6) ფუნქციის ნულები, ესე იგი არგუ- 
მენტის ის მნიშვნელობანი, რომელთათვის ფუნქცია ნულად იქცევა, 7) 
ფუნქციის მონოტონურობა, 8) ფუნქციის ლოკალური ექსტრემუმები, 

9) ფუნქციის ყოფაქცევა ,,განსაუთრებული“ წერტილების მახლობლთ- 
ბაში (მაგალითად, =1 ფუნქციის ყოფაქცევა X=0 წერტილის მახ- 

ჯ 

ლობლობაში). 

ეს რიგი სავალდებულო არაა და საჭირთების შემთხვევაში შეიძლება 

შეიცვალთს, აღვნიშნავთ მხოლთდ, რთმ სასარგებლოა გეგმის თითთე- 

ული პუნქტის განხორციელებას ყთველთვის თან ახლდეს გეომეტრიული 

ინტერპრეტაცია გამთსაკვლევი ფუნქციის გრაფიკზე. 
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1. კვადრატული ფუნქცია #=>0X?+ ხX-IL-C(0 5-0) 

ეს ფუნქცია განსახღვრულია X-ის ყველა მნიშვნელობისათვის, აზე 

რომ, მისი განსახღვრის არეა ყველა ნამდვილი რიცხვის ერთობლითობა. 

კვადრატული ფუნქციის გრაფიკია პარაბოლა, რომლის წვეროს კოორ- 

  

' ხ ხ1–--400 
ინატებია | –-––., – · ' 

ღიზატე ( 26” 48 « " 

როცა თ>0, პარაბოლა მიმართუ- ყ=0»1+სხ#+6    
ლია ზევით (ნახ 287), ხოლო, 

რთცა ძ<0, –- ქვევით (ნახ. 288). 

თუ თ>0, მაშინ მოცემული ფუნქ- 

ციის ცვლილების არეა ყველა იმ 

რიცხვის ერთობლიობა, რთომლე- » 

ხ-4% ს. 

    (779, 

  ბიც მეტი ან ტოლია-–- 
    თუკი თ<0, მაშინ მისი ცვლილე- 

ბის არეა ყველა იმ რიცხვის ერ- ნახ, 287, 

თობლიობა, რომლებიც ნაკლები 

ხ"--4ძ0 -სი   ან ტთლია – 

როცა 650 ყ=თX"-+ხX-+0 

ფუნქცია არ იქნება არც ლუწი, 

არც კენტი, ვინაიდან   

თაბ ხX-+-6=თXბ-LხX-+90, 

(/––>+) =/) 

და 

თა“--ხX-+-0=--(X?-LხX+0ძ, 

სV(C–-X= –– /(9)I ნახ. 288. 

  

ტოლობებიდან იგივურად არც ერთი არ სრულდება. როცა ხ=>0, მაშინ 

კვადრატული ფუნქცია ღებულთბს 9ყ=0X--+C სახეს და ამიტომ ლუწი 
ფუნქტიაა. 

მთცემული ფუნქცია არაპერიოდულია. თუ 

ძ=ხ"--40C 
VI



დისკრიმინანტი უარყოფითია, მაშინ ფუნქციას ნულები არა აქვს. ამ 

შემთხვევაში ყველა მის მნიშვნელობას აქვს ერთი და იგივე ნიშანი, კერ- 

    
    
    

წ 
ყ =0»?+ხ#+C 

(9207 

    ყ= 0X%ხX+C 

'6<0) 
(240 

ნახ. 289. ნახ. 290. 

  
მოდ, რ კოეფიციენტის ნიშანი (იხ. ნახ. 289 ი>0-სათვის და ნახ. 290 

თ<0-სათვის). თუ ძ დისკრიმინანტი დადებითია, მაშინ ფუნქციას აქვს 
ორი ნული: 

–ხ--V ხ?--40C –ს+V ხ1– 406 ხ1–4ძC 
«თ = “ოო -. > და Xაგ = ვ ·   

თუ, ამასთანავე, თ>>0, მაშინ ფუნქცია დადებითია, როცა X<XI და X> 

>»), ხოლო უარყოფითია, როცა X,<X<X; (იხ. ნახ. 287). თუ ძ>0, 
ხოლო ძ<0, მაშინ ფუნქცია დადებითია, როცა X, < ჯ < ჯ#, ხოლო 

უარყოფითია, როცა X<X), და X>>X, (იხ. ნახ. 288). 

დაბოლოს, შესაძლოა შემთხვევაც, როცა ძ=0. მაშინ კვადრატულ 

ფუნქციას აქვს ერთადერთი ნული: 

ჯX=-–- 

20. 

უველა X5C–– 2. მნიშვნელობისათვის იგი ინარჩუნებს ერთსა და იმა- 
ძ 

ვე ნიშანს, კერძოდ, ძ კოეფიციენტის ნიშანს. 
იმ შემთხვევაში, როცა 0>0, კვადრატული #V=ითX”+ხX-+6C ფუნქცია 

მონოტონურად კლებულობს, თუ X<- >, და მონოტონურად იზ- 
რ 

რდება, თუ =>-> (იხ. ნახ, 287 და ნახ. 289). იმ შემთხვევაში, როცა 
C 
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0<0, იგი, პირიქით, მონოტონურად იზრდება. თუ+<-+>, და მონო- 
ძ 

ტონურად კლებულობს, თუ X>- > (იხ, ხახ. 288 და ხახ. 290). 
თ 

მოცემულ ფუნქციას აქვს ერთადერთი ლოკალური ექსტრემუმი: 
ხ?1–--4ძC 

4ი ' 
  ზეკსტრ.== –– 

ამ ექსტრემუმს აღწევს ფუნქცია, როცა X=- > და იგი მინიმუმია, 
თ 

თუ ი>90 (ნახ. 287 და ნახ. 289), და მაქსიმუმია, თუ 0<290 (ნახ. 288 და 

ნახ. 290), ' 

2, ხარისხოვანი ფუნქცია #=X" 

ამ ფუნქციის განსაზღვრის არე დამოკიდებულია ”-ზე. მაგალითად, 

თუ ”(=1(ყ=X), განსაზღვრის არე იქნება ყველა ნამდვილი რიცხ;ვის სიმ- 

რავლე, თუ #= –ფ=V»2 –- არაუარყოფითი რიცხვების სიმრავლე, 

ხოლო თუ #”#=0(ყ=ჯმ) –– ნულისგან განსხვავებული ყველა. რიცხვის 

სიმრავლე, X-ის დადებითი მნიშვნელობებისათვის ყ=X? ფუნქცია ყო- 

ველთვის განსაზღვრულია, იმისდა მიუხედავად, თუ როგორია „. 

ყ=X. ფუნქციის ცვლილების არე აგრეთვე დამოკიდებულია /„-ზე: 

მაგალითად, ყ=XC=1) ფუნქციას შეუძლია მიიღოს ყველა ნამდვილი 

მნიშვნელობა, V=X?(=2) ფუნქციას -- მხოლოდ არაუარყოფითი მნიშ– 

ვნელობა, ხოლო ყ=X9%=0) ფუნქციას ––- მხოლოდ 1-ის ტოლი” მნიშე– 

ნელობა. –_ 
«ხარისხოვან ფუნქციათა შორის არის ლუწიც და კენტიც. მაგალითად, 

ყ=X), ყ=X" ლუწი ფუნქციებია, ხოლო ყ=X2?, ყ=X-98 -- კენტი. ზოგი- 
ერთი ხარისხოვანი ფუნქცია (მაგალითად, V= VX) განსაზზღვრულია არ–- 

გუმენტის მხოლოდ დადებითი მნიშვნელობებისათვის. მათთვის ლოწ-კენ– 

ტობის საკითხის დასმას აზრი არა აქვს. 

ხარისხოვანი ფუნქცია ყ=X' არაპერიოდულია. '' 

თუ X>0, ხარისხოვანი ფუნქცია ყ=X#' დადებითია, იმისდა მიუხე- 

დავად, როგორია /„. 
ე 

ზოგიერთ ხარისხოვან ფუნქციას ( მაგალითად, ყ =-21 ს V= #2) 
X 

ნულები არ გააჩნია, სხვას კი ნულად იქვს რიცხვი 0 (მაგალითად, ფუნ– 

კპციებს ყ=VX, #ყ=X და ა. შ.). : 
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თუ ” დადებითი რიცხეია და X>0, ხარისხოვანი ფუნქცია ყ=X მო” 

ნოტონურად იზრდება (ნახ. 291); ხოლო, თუ #/ უარყოფითაა და X> 0, 

ფუნქცია ყ=X მონოტონურად კლებულობს (ნახ. 292), 

  

#5»” 

  

ნახ. 291, ნახ. 292. 

ზოგიერთ ხარისხოვან ფუნქციას, მაგალითად, ყ=-X?, ყ=X1! ლოკალუ- 
რი მინიმუმი გააჩნია X=0 წერტილში. 

1 1 
შევეხოთ კიდევ ყ=-- და #ყ= -გ ბ ფუნქციების ყოფაქცევას Xჯ=0 

წერტილის მახლობლობაში, როცა X ისე მიისწრაფვის ნულისაკენ, რომ 

იგი დადებითი ოჩება, მაშინ ყ=-+ფუნქცია უსაზღვროდ იზრდება; ხოლო, 
. ჯ 

“
რ
.
 

“–
..
 

“>> 

თ
)
 >

 

  2 ს. ++    
ნახ. 293. ნახ. 294. 

როცა ჯ ისე მიისწრაფვის ნულისაკენ, რომ იგი უარყოფითი რჩება, მაშინ 
ეს ფუნქცია უსაზღვროდ კლებულობს (ნახ. 293).



,=+ ფუნქცია X-ის ნულთან მიახლოებისას (როგორც მარჯვნი– 
Xჯ 

დან, „ისე მარცხნიდან) უსაზღვროდ იზრდება (ნახ. 294), 

8. ტრიგონომეტრიული ფუნქციები 

ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა შორის განვიხილოთ მხოლოდ ორი 

ფუნქცია: 

ყ=5!0 XL და ყ=1C X. 

ყ=51ი X ფუნქციის განსაზღვრის არეა ყველა ნამდვილი რიცხვის 

ერთობლიობა, ხოლო ცვლილების არე –– ყველა იმ რიცხვის ერთობ- 

ლიობა, რომლებიც L--1, 1) შუალედშია მოთავსებული, ეს ფუნქცია 

კენტია და პერიოდული პერიოდით 2. 2/<Xჯ<ო5-+--+207 შუალედებ- 

ში ეს ფუნქცია დადებითია, “ხოლო L-+201<X<2-+2% შუალედებში 

– უარყოფითი (ნახ. 295), როცა X=/M#%, ფუნქცია ნულის ტოლი ხდე- 

« 

-# , 3 ”” ს, 2 “> (> # 

ნახ. 295. 

ბა; –-2>+ 2იL <ჯ< 5-+2ი» შუალედებში იგი მონოტონურად იზრ– 

- ვ · 

დება, ხოლო-2- 1-209<X<-2 % + 2 შუალედებში მონოტონურად 

კლებულობს, 

ჯ => +2ი2 წერტილები ყ=§5I0 X ფუნქციის ლოკალური მაქსიმუ- 

მის წერტილებია. ამ წერტილებში ფუნქცია ღებულობს უდიდეს მნი- 

შვნელობას, რომელიც 1-ის ტოლია. »=- > +2ი# წერტილები ლო– 

კალური მინიმუმის წერტილებია. ამ წერტილებში ფუნქცია ღებულთბს 
უმცირეს მნიშვნელობებს, რომლებიც –-1-ის ტოლია, 

ყ=LC X ფუნქცია განსახღვრულია ჯ-ის ყველა მნიშვნელობისათვის 

გარდა Xჯ= > +I/I%-ისა, მისი ცვლილების არეა ყველა ნამდვილი რიცხვის 
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ერთობლიობა. ეს ფუნქცია კენტია და პერიოდული პერიოდით X (ნახ. 

296). გMი<X<-- +ი” შუალედებში იგი დადებითი,ა ხოლო 

  ღ 0 |X /1I |30/ 271(15# 

ნახ. 296. 

»X 

–- + ი <X <M>X შუალედებში-–- 

უარყოფითი. როცა X=7/IXM, ფუნ- 

ქცია ნულის ტოლი ხდება. ყო- 

ველ შუალედში, რომელიც X= 

=-> +ი: წერტილებს არ მო- 

იცავს, ეს ფუნქცია მონოტონურად 

იზრდება ფუნქცის ლოკალური 

ექსტრემუმები არა აქვს. როცა 

„ჯ-ის მნიშვნელობა უსაზღვროდ 

უახლოვდება 3 +M#-ს და, ამას- 

თან, -_ +იი-ზე ნაკლები რჩება, მაშინ ყ=LწV X ფუნქციის მნიშვნელთ- 

ბა უსაზღვროდ იზრდება. ხოლო, როცა X-ის მნიშვნელობა უსახღვროდ 

უახლოვდება -+ი%-ს, ისე, რომ ამ მნიშვნელობაზე მეტი რჩება, 

მაშინ ყ=ჯLწ X ფუნქცია უსაზღვროდ კლებულობს. 

4, მაჩვენებლიანი ფუნქცია ყ=0“%(0>0, ძ5+41) 

ამ ფუნქციის განსახღვრის არეა ყველა ნამდვილი რიცხვის სიმრავლე, 

ხოლო ცვლილების არე –– ყველა დადებითი რიცხვის სიმრავლე. ეს 

ფუნქცია არც ლუწია, არც კენტი. 

იგი არც პერიოდულია. » არგუმენ- 

ტის ყველა მნიშვნელობისათვის ეს 

ფუნქცია დადებითი. თუ ძ>1, 

მაჩვენებლიანი ფუნქცია ყ=0% მო- 

ნოტონურად ზრდადია (ნახ. 297), ხო- 

ბადი (ნახ. 298). ლოკალური ექსტრე- 

მუმის წერტილები ფუნქციას არ გა- 

აჩნია, 

186, ”  



წ. ლოგარითმული ფუნქცია ყ=10”,„X(02>90, 0 =+-) 

ამ ფუნქციის განსახღვრის არეა ყველა დადებითი რიცხვის სიმრავ- 

ლე, ხოლო ცვლილების არე –– ყველა ნამდეილი რიცხვის სიმრავლე, 

ფუნქცია არც ლუწია, არც კენტი. იგი არც პერიოდულია. თუ ი>>1, 
მაშინ ფუნქცია დადებითია, როცა X>1, ხოლო უარყოფითია, რთცა L<-% 

VI 

  

  

0 “ | ყ 549,» /0>/)   
ნახ. 298. ნახ. 299. 

(ნახ, 299). თუ ძ<1, მაშინ პირიქით როცა X>1. ფუნქცია უარყოფი- 

თია, ხოლო, როცა X<1, იგი დადებითია (ნახ. 300), ლოგარითმული ფუნ- 

ქციის ერთადერთ ნულს წარმოადგენს წერტილი L=1, თუ 0>1, ეს ფუნ- 

ქცია მონოტონურად ზრდადია (ნახ, 299), ხოლო, თუ 6<1, მონოტონუ- 

რად კლებადია (ნახ, 300), ფუნქ- 
ციას ლოკალური ექსტრემუმები არ # 

გააჩნია, თუ ი>1, მაშინ X-ის 

ნულთან მიახლოებისას ფუნქცია 

უსახღვროდ კლებულობს; ხოლო, 

თუ ი=1, მაშინ X-ის ნულთან 
მიახლოებისას ფუნქცია უსაზღვ- 0) / 
როდ იზრდება, 

  

  სავარჯიშოები ყ 5409,» /(0+/) 

ამ. პარაგრაფში აღწერილი გეგ- 
მის მიხედვით გამოიკვლიეთ ფუნქ- ნახ. 300. 

ციები (M 1643 1652); 
1648, ყ=-5)ეპჯ, 1644. /=511 2X. 

: 5 
1645. ყ=-- (05 XI. 1646. ყ-9ი(+ =3) 
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ჯ 
1647. ყ=1L X+ %)' 1648, ყ==X?--4X-+5. 

1649, ყ=»ჯბ-LX--7. 166), /”ყ=XVX. 

1650, ყ=>1-+X--2ჯ!. 1662, ყ = 1+7. 
1–Xჯ 

ფუნქციის ზღვარი · § 211 

  

სანამ ფუნქციის ზღვრის ზოგად განმარტება” მოვიყვანდეთ,„ განვიხილოთ რამდე- 

ნიმე მაგალითი, 

მაგალითი 1. ვთქვათ, /(X=». თუ # არგუმენტი გაირბენს რიგ მნიშვნე- 
ლობებს, კრებადს 2 რიცხვისაკენ, მაშინ /(X) ფუნქცია გაირბენს რიგ მნიშვნელობებს, 
კრებადს 4 რიცტხვისაკენ, ამას შევნიშნავთ, თუ განვიხილავთ |»X”--4 |) ფუნქციის მიახლო- 

ებით მნიშვნელობათა შემდეგ ცხრიდს: 
  

  

  

2 1,96 | 1,97 | I,98 | 1,99 | 2,00| 2,01 | 2,02 

#" (მიახლდებით) 3,84 | 3,88 | 3,92 | 3,96 | 4,00 | 4,04 | 4,08 

|ჯმ–4I (ჩიახლთებით) 0,16 | 0,12 | 0,08 | 0,04 0 | 0,0 | 0,08               
  

რაც უფრო ახლოა »ჯ არგუმენტის მნიშცნელობა 2-თან,„ იმღენად მცირეა »>-4 სხვა- 
ობის აბსსოლუტური მნიშვნელობა. 

ამაში შეიძლება დავრწმუნდეთ მკაცრი მათემატიკური მსჯელობითაც, განხილული 

ცხრილის დახმარების გარეშეც, დავამტკიცოთ, რომ, რაგინდ მცირე დადებითი 6 რიცხ- 

ეიც არ უნდა ავიღოთ, ყოველთვის შეიძლება #X=2 წერტილის შემცველი (ისეთი შუალედი 
ო : 

გამოიყოს, რომ ამ შუალედის ყველა წერტილისათეის შესრულდეს უტოლობის 
| ,%--4 | <8 

მართლაც, |»"-4| <8 უტოლობა ტოლფასია ორმაგი უტოლობისა: 

–ნ8<X-4<8 
საიდანაც მივიღებთ ' 

4-6<-X<24-L68. 

V4-8<X<V4+-6 
(გავითვალისწინეთ ჯ-ის მხოლოდ დადებითი მწიშვნელობები, რამდე ნადაც V==ჯ ('(ფუნ- 

ქციის ყოფაქცევა ამ შემთხვევაში გვაინტერესებს მხოდოდ X=2 წერტილის მახლობ- 
ლობაში). 

ამ გვარად, I2-–-4| <8 უტოლობა სრულდება VM2–--ზ<»<V/4+-8 შუალედში, რო 
მელიც X=2 წერტილს მოიცავს, 

მაგალითად, |»---4|) <0,1 უტოლობა 8=0,1) სრულდება 7/3,9<»X<V4,1 შუა- 

ლედში, ანუ 1,98<+<2,02, |X2-4| <0,01 უტოლობა §6=0,01) სრულდება V3,99< 

<X<V4,01 შუალეღში, ანუ 1,998<-X<-2,002, 
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(1-ს, V4+86) შუალედი აიგება გეომეტრიფლადაც. ვთქვათ, 4 არის ყ=»მ 

ფუნქციის გრაფიკის წერტილი, რომლის აბსცისაა X=-2 (ნახ. 301), ამ წერტილის ორი- 

ვე მხარეს გავავლოთ ორი ჰორიზონტალური წრფე, რომლებიც #4 წერტილიდან დიშორე– 

ბულია 6 მანძილით. ეს წრფეები გადაკვეთენ #/=„»3? პარაბოლის მარჯვენა ნაწიღს 8 და 
C წერტილებში თუ ამათგან მართობებს 

დავუშეებთთ აბსცისთა ღერძზე, მივი- ყ 

ღებთ 8' მონაკვეთს სწორედ ეს 

მონაკვეთი წარმოადგენს (V4--6, V4+58) C 

შუალედს, რომელიც ადრე მივიღეთ ალ- 
გებრული გზით. | და 

მამ თუ # არგუმენტისათვის 2-ის ' 

საკმაოდ ახლო მნძმვნელობებსს შეეარ- ტ I 
ჩევთ, მაშინ ყ=# ფუნქციის მნიშვ” 
ნელობაი რაგინდ მცირედ იქნებიან 
განსხვავებული 4-ისაგნ. მაგალითად, 
შეიძლება მიყაღწიოთ იმას რომ შე- ზ 

სრულდეს უტოლობანი: 
|'-4|<0,001; |» --4(< 0,000. და 

ა, შ, ასეთ შემთხვევაში, ბუტნებრივია, 

რიცხვ 4-ს ეწოდოს ყ=-»” ფუნქციის ზღვა- 
რი. როცა X მიისწრაფვის %-ისაკენ, 

მაგალითი 2, განვიხილოთ /= 0 
8 

=> – ფუნქციის მნიშვნელობათა ცხრი. 

  

    

ღი X=3 წერტილის მახლობლობაში, 
  

ჯ 2,94 | 2,096 | 2,98 ვ 3,02 | 3,04 | 3,06 

        
  

  5,94 | 5,96 | 5,98 · ფუნქ 6,096 
X–-8 განსაზღვრული არაა | 592 | 6,094 '                     

Xჯ==3-ისათვის ჩვენი ფუნქცია განსაზღვრული არ არის; წილადის მრიცხველი და 
მნიშვნელი ნულად იქცევა, ამავე დროს, თუ »-ის მნიშვნელობანი საკმაოდ ახლოსაა 3- 
თან (მაგრამ 3-ის ტოლი არაა), მაშინ ყ-ის შესაბამისი მნიშენელობანი რაიინდ ახლოს 
იქნება 6-თან. 

დავამტკიცოთ ეს მკაცრი მათემატიკური “მსჯელობით, ცხრილური ილუსტრაციიხ 
გარეშე; სახელდობრ, ვაჩვენოთ, რომ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის, რაგინდ 
მცირე იყოს იგი, შეიძლება X=3 წერტილის შემცეელი ისეთი შუალედი გამოიყოს, რომ 
ყველგან მის შიგნით, გარდა თვით X=3 წერტილისა, შესრულდეს უტოლობა: 

  

Iყ/-–0|) <8. () 
მართლაც, თუ X23-3, მაშინ 

უზ–-9 
= 3. 

ჯ–-3 ++ 

ამის შემდეგ (1) უტოლობა ასეთ უტოლობამდე დაიკვანება: 

|IX+ 3-–6) <8, 
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ანუ 

I§–3| <4 

უკანასკნელი უტოლობა ტოლფასია შემდეგი ორმაგი უტოლობისა! 

–-8<#-3<28, 

საიდანაც მივიღებთ 

3-8<Xჯ<3-Lვ. 

ამგვარად, (1) უტოლობა სრულდება ჯ-ის ყველა იმ მნიშენელობისათვის, რომ- 

ლებიც მოთავსებულია (3-6 3+6) შუალედში, გარდა X=3 მნიშვნელობისა. 

თუ, მაგალითად, გვსურს, რომ ყ-ის 

V C მნიშვნელობა განსხვავდებოდეს რ6-ისაგან 

უფრო მცირედ, ვიდრე 0,01 (8=0,01), მაშინ 
X-ის მნიშვნელობანი უნდა განვიხილოთ (3 – 

00) 3+0,0) შუალედში, ე. ი. (2,99: 

3,01) შუალედში ანალოგიურად, თუ 6= 

=0,001, მივიღებდით (3-0,001; 3+0,00)) 

შუალედს, ანუ (2,999; 3,001) და «. შ. 

3-5>XIX<3+.ა შუალედი შესაძლებე- 

ლია -გეომეტრიულადღაც აგებულიყო, ეს 
აგებ სრულიად ანალოგიურია პირველ 
მაგალითში ჩატარებული აგებისა. ამიტომ 

აქ დავკმაკოფილდებით მხოლოდ სათანადო 

ნახაზის მოყვანით (იზ. ნას 302), ზოლო 

წას. 302. მოსწავლეებს ვანდობთ თვითონ გაერკვნენ 

მასში. 
მაშ, თუ X არგუმენტისათვის შევარჩევთ 3-თან საკმაოდ ახლო, მაგრამ 3-ისაგან 

განსხეაეებულ მნიშვნელობებს, მაშინ I! (X) ფუნქციის მნიშენელობანი რაგინდ მც;:- 
რედ განსხვავდებიან 6-ისაგან; შესაძლებელია, მაგალითად, მივაღწიოთ იმას, რომ 
I/-6| ნაკლები გახდეს 0,1-ზე; 0,01-ზე, 0,001-ზე და ა. შ. მიუხედავად იმისა, რომ 
განსახილავი ფუნქცია განსაზღვრული არაა X=3-ისათვის, ბუნებრივია, ჩავთვალოთ, 

რომ როცა Xჯ-+-ვ, მისი ზღვარი: არსებობს და 6-ის ტოლია. 
განხილული მაგალითების საფუძველზე შეგვიძლია ფუნქციის ზღვარი შემდეგნაი- 

რად განემარტოთ: სხ რიცხეს ეწოდება II) ფუნქციის ზღვარია, 
როცა ჯ მიისწრაფვის ძ-საკენ, თუ ნებისმიერი დადებითი 

გ რიცხვისათვის იარსებობს ჯ=ი წერტილის შემცველი 
ისეთი ღია შუალედი, რომ ყველგან მის შიგნით. გარდა, 
შესაძლებელია, თვით Xჯ=0 წერტილისა სრულდება უტო- 

ლობი ' 

  

  

  

  

  

  

1I() –ხ)<4. 

ის ფაქტი, რომ /”(») ფუნქციის ზღეარი ხ-ს ტოლია, როცა X მიისწრაფვის 
ძ-საკენ, შემდეგნაირად ჩაიწერება: 

IIთ/(X) =ხ 
ი 

(იკითხება: ” (X)-ის ზღვარი, რიცა X მიისწრაფვის ი-საკენ, ხ-ს ტოლია).



სთ #2? = 4, 
2–->2 

· 2_9 
მყო X =6 

#X-3>3 -ვ 

სავარჯიშოები 

ზღერის განმარტების საფუძველზე დაამტკიცეთ შემდეგ თაწაფარდობათა მართვ> 
ბულობა (M#M |!653–--1658): 

I'ტხვ. IIი(3X-+5)=5. 1660 წე #1 =2 

=>8 X»-->IV X – 1 

ცნს. IIიIV # =2. Iს Iე2-X-6 -._ყ, 
Xჯ->8 ჯ»>-2 L+2 

: 3.0,25 ა 2-2 –2>-=1. 1050." IIი 107=1. 
· X>3>0 „> 

1654, ზოგიერთი წილადის ზღვრის გამოთვლისას (იზ, მაგალითად, X# 1655--1697 
სავარჯიშოები) რატომ არის შესაძლებელი ამ წილადების შეკვეცა? ხთმ შეიძლება ხულად 

იქცეს ის გამოსახულება. რომელზედაც ხდება შეკვეცა? 

ძირითადი თეორიები ფუნქციათა %ზღვრების შესასებ § 919 

წინასწარ შევნიშნოთ, რომ ყოველი ყ=/(X) ფუნქციისათვის ზღვარი 

IIიი/00 არ არსებობს. ასე, მაგალითად, როცაX->->-, ყ=LC ჯ ფუნქცი- 
X–>0 

  

          

V « 

, '( 

' 17% 

-# /0 140/X » 
2 2 ! -2 

-X,თუ X<0 

ძ4 0.თუ »X50 
-2-»თუ #20 

ნახ. 304. ნახ. ვ30ვ. 
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ის მნიშვნელობანი (ნახ, 303) ან უსაზღვროდ იზრდება (თი X< 2) 
' 2 

ან უსაზღვროდ კლებულობს (თი Xჯ >+) ამიტომ, ვერ დავასახელებთ 

ვერც ერთ ისეთ ხ რიცხვს, რომლისკენაც ფუნქციის მნიშვნელობანი მიის- 

წრაფოდეს. 
მეორე მაგალითი. ვთქვათ 

1--X, თუ X<0, 

I(X)= 0, თუ X=0, 
–-2-X, თუ X>0. 

ამ ფუნქციის გრაფიკი წარმოდგე ნილია 304-ე ნახაზზე, როცა X არ 

გუმენტის მნიშვნელობანი 0-ს ისე უახლოვდება, რომ ამავე დროს უარ- 

ყოფითი რჩება, ფუნქციის შესაბამი სი მნიშვნელობანი 1-ისაკენ მიისწრაფ- 

ვიან, ხოლო, როცა ჯ არგუმენტის მნიშვნელობანი ნულს ისე უახლოევ“ 

დება, რომ დადებითი რჩება, მაშინ ფუნქციის შესაბამისი მნიშვნელობა- 

ნი 2-ისაკენ მიისწრაფვიან, თვით X=0 წერტილზე ფუნქცია ნულის 
ტოლი ხდება. ცხადია, შეუძლებელია დავასახელოთ რომელიმე ერთი რიცხ- 
ვი, რომლისკენაც მიისწრაფვის ყ-ის ყველა მნიშვნელობა, როცა Xჯ უახ- 
ლოვდება წულს, ამიტომ აღებულ ფუნქციას ზღვარი არ გააჩნია, როცა 
X-–>-0. 

როდესაც შემდგომში ფუნქციის ზღვარზე ვილაპარაკებთ, ყოველთვის სარე აე მინტომმი ფენჭციის პლვატბი ფილაპარაგბო, გოგელოგ 
ვარაუდი IIთ /( ზღვრის არსებობის შესახებ კიდევ არ ნიშნავს, რომ ეს ზღვარი 

X->0 
ემთხვევა (>) ფუნქციის მწიშვნელობას X=0 წერტილში. მაგალითისათვის განვიხილოთ 
ფუნქცია, რომლის გრაფიკი წარმოდგენილია 305-ე ნახ-ზე. ცხადია, რომ Iთ (X ზღვ- 

X->0 

რი არსებთბს და უდრის 1-ს, -LC=0 წერტილში კი ფუნქცია ღებულობს 2-ის ტოლ მნიშ. 
ვნელობას. ამიტომ “მოცემულ შემთხვევაში 

  

ჭ ი /(2=</ (0) 
2 Xჯ->0 

თუ ყ=/(2) აკმაყოფილებს 
MI9ი /(X:==/(0) 

7 X->0 

პირობას, მაშინ შას ეწოდება უწ ჭ ვე- 

> > ტი X=ი წერტილში, თუკი მითიხთებუ- 

„–. 0 “სა X ლი პირობა არ სრულდება, მაშინ I(X) 

ფუნქცია ეწოდება წყვეტიფდი «- 
=2ი წერტილში, 

ყველა ელემეწტარული ფუნქცია (მა- 

ნახ. (05. გალითად, #=#X, ყ=§0ი »„ ყ==10 XV, 

ყ=1C-X + IC » და ა, შ.. უწყვეტია ყო- 
ველ წერტილში, რომელშიც იხანია განსახღვრული, 
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ყ=I2 ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი I0, 6) შუალედში, თუ იგი უწყ- 
ვეტია ამ შუალედის ყოველ წერტილში, მაგალითად, V=IC X ფუნქცია უწყვეტია 
-I+. + შუალედში, ყ==51ი + დღა ყ=0C005 # ფუნქციები უწყვეტია ნებისმიერ 

შუალედში და ა. შ, 

აუმტკიცებლად მოვიყვანთ აქ ' ძირითად თეორემებს ფუნქციათა 
ზღერების შესახებ. ეს თეორემები სავსებით ანალოგიურია იმ თეორე- 
მების. რომლებიც განხილული იყო ადრე (აგრეთვე დაუმტკიცებლად) 
რიცხვითი მიმდევრობების ზღვართა შესწავლის დროს. 

1. მუდმივი სიდიდის ზლვარი თვით ამ მუდმივი სიდიდის ტოლია: 

II0) 2=0. 
X–>6ძ 

თ მუდმივი მამრავლი შეიძლება ზღვრის ნიშნის გარეთ გამოვიტა- 
ნოთ: 

III (67 (X))=–X# IIი) /(%ი). 
X-–+>ძ L+0ი 

8. ფუნქციათა ჯამის (სხვაობის) ზლვარი ამ ფუნქციების ზღვართა 
ჯამის (სხვაობის) ტოლია: 

II01I/(X)+ წ09 | =IIIი /(X) +1Iი) «C9. 
–>ი ჯ–>0 X–>0ი ჯ 

4. ფუნქციათა ნამრავლის %ზლღვარი ამ ფუნქციების ზლვართა ნამ 
რავლის ტოლია: 

IIიიI/(X) · CCX)|IC III /(9 · IIთ (09 · 
X->0 XL-5>0 L>ძ 

ჩ. ორი ფუნქციის შეფარდების ზლვარი ამ ფუნქციების ზღვართა 

შეფარდების ტოლია, თუ გამჟოფის ზღვარი ნულის ტოლი არაა: 

წი 60 III / (X) 
'დი X L->2 : 
ალ, (ი C(Xი %0). 

520 § (ი IIი « (ი) სისხნა 
Xჯ>ი 

განვიხილოთ რამდენიმე ტიპობრივი მაგალითი ფუნქციათა ზღვრე- 
ბის საპოვნელად. 

  

მაგალითი I. ვიპოვოთ III) 7-5 
X->5 10 + 2X 

ზღვრის თვისების ძალით გვექნება: 

· 0) (7X–-5) (0) 7X–Iოი 5 
Iდ _7X-5 _ _X#-+>5 _ _L-4 55  _ 

235 1 2ჯ IM9(10+2X) 110) 10+ II 2Xჯ 
X-->3>5 X->5 L>5 

7 IIიXჯ-–--5 
X->5 75-55 30 3 

10+21I0IX 10+2.5 20 2. 
ჯ->5



მაგალითი 2 ვიპოვოთ 

სიე 2X-3 

X--ვ X2-5X-+6. 

როცა X->3, მოცემული წილადის მრიცხველიც და მნიშვნელიც ნუ- 

ლისაკენ მიისწრაფვის, ამიტომ განაყოფის: ზღვრის შესახებ თეორემის 

უშუალო გამოყენება აჭ არ შეიძლება. მაგრამ შესაძლებელია მოცემუ- 

ლი წილადი შევკვეცოთ: 
ჯ-2 3 (-–-3(X+1) _ X+1 

უ--5X+ნ (X-–3)(X-– 2) X-2. 

ამის შემდეგ ზღვარი ადვილად გამოითელება: 

სე -2X-3 _ყუნ+ 1 3+1. 

I+აპებ 546 ჯა3ვX-2 3-2 

მაგალითი 3. ვიპოვოთ 

სი 2+V X. 
X->0 X-–-1M/X. 

ეს ზღვარი ადვილად მოიძებნება, თუ მოცემულ წილადს წინასწარ V> -ზე 

შევკვეცავთ: 
X+VX , VX+1 0+1 

I == = 
X->0 X-VX. ისი) ' 0-1 

(ყურადღება მიაქციეთ განხილული მაგალითის შემდეგ მნიშვნელო- 

გან თვისებას, როდესაც ვლაპარაკობთ IIი1 /(X) ზღვარზე, ჩვეულებრივ 
' X->0 | 

–1 

გგულისხმობთ, რომ /(X) ფუნქცია განსაზღვრულია Xჯ=ძ წერტილის საკ- 

მაოდ ახლობელ ყ ვ. ე ლ ა წერტილში. მაგრამ X+V X_ 
X“– VX 

სახღვრულია X-ის მხოლოდ დადებითი მნიშვნელობებისათვის. 

ამიტომ, როდესაც ვიხილავთ ამ ფუნქციის ზღვარს, ფაქტიურად ვგულის- 

ხმობთ, რომ X–-- 0, რჩება რა ამასთან ყოველთვის დადებითი, მსგავს შემ- 

თხვევებში ლაპარაკობენ. არა უბრალოდ ზღვარზე, არამედ ც ალმხ- 

რივ ზღვარხე. ანალოგიურ მაგალითებს კიდევ შევხვდებით ამ პარაგ- 

რაფის სავარჯიშოების შესრულებისას). 

მაგალითი 4. ვიპოვოთ 

ფუნქცია გან- 

X 
MIთი-–--––––-. 
X->-0 'V1-+Xჯ–1 

#94



ამ წილადის მნიშვნელი ნულად იქცევა, როცა X-+0. ამიტომ შეფარდების 

ზღვრისათვის არსებული თეორემის უშუალო გამოყენება აქ შეუძლებე. 

ლია. გარდა ამისა, მოცემული წილადის შეკვეცა არ შეიძლება, როგორც 

ამას ვაკეთებდით მე-2 და მე-3 მაგალითებში. ამ შემთხვევაში მრიცხვე–- 

ლი და მნიშვნელი უნდა გავაძრავლოთ V1-+X+) გამოსახულებაზე. რო- 

მელიც წილადის მნიშვნელის მეუღლებულია., შედეგად მივიღებთ: 

M X ” (V 1+X+1) _ XX/1+X+1) /”=+I. 
VI+X--I (/1+X–1)(V1+X+1 1+X-1 

ამის შემდეგ ზღვარი ადვილად გამოითვლება: 

(II -– ––- = 'IIIII(43/1 +1)=1-+1= 
X->0V1 + X--1 =IXIXCV1+> 1+X )= + 2 

(როდესაც ვიღებთ, რომ IIIIV/1+X=1, ამით ვიყენებთ ყ=V/1-+Xჯ ფუნ- 
Xჯ230 

ქციის უწყვეტობის თვისებას: 

II0I) (V1 +X=V 1+0 =1) 
Xჯ–>0 

მაგალითი 5. ვიპოვოთ 

სიო#M-2 2 
X--4“. 

როცა X->4, მოცემული წილადის მრიცხველი და მნიშვნელი ნულისა- 

კენ მიისწრაფვის. ამიტომ თეორემას წილადის ზღვრის შესახებ აქ ვერ 

გამოვიყენებთ. გარდავქმნათ წილადი, რისთვისაც მნიშვნელი წარმთოვად- 
გინოთ ნამრავლის სახით: 

VX-–2 _ VX -–-2 

X-4 “ 0/X +2) (V»=2) #+2 
მივიღებთ: 

სო VX-2 ცე 1 = 1.1. 
ატა X-4 >+VX+2 2+2 4 

სავარჯიშოები 

იპოვეთ ხღვრები 0# 1660––1675): 

10წი II1(2X"-+3X-–-5). 1061, IIMI(3+-––ჯზ. 
+-> #ჯ–5 

ა%



Xჯ?–-1 

  

1609, III –----- 
X->0 2“ --Xჯ--1 

X#- 3XL2 1608. III “-–-1+4 
X>I V-- 4V +3 

ვექ-. 5X-2 
1664, ოი + 21:- 

X>-2 5X?+ 12X +4 

166. II) --X1+2--3. 
1 X?-6X-7 

I 

2 
1666. IV _-1X_ · 

X->2 1 –VX +3 

1607, 1 .V5+X-V9_ , 
X–->0 Xჯ 

· X-–1 
1668. II _–_–ეუეა.. 

X–->I 1 ––VX 

. 

166ი. 119) VI -- 2. 
X->16 VX –- 4 

სთ 2VX -3X, 1070, V-X 
X->0 3 VX ––- 2ჯ 

. X# 
Iთ 

X-–>0 

1071.   

#XI+4-2. 

X–-3 
1679. III _ ბეე 

X->31/2 X 1- 10-––4 

1673. II VX+3 –-2 , 
X->1 X–- 

X 
1674. III) -–-–-–--–-, 

X>0 /X+1 –-1 

ვ,“ "წალ 

1676. I MX 1-6-V6 
ჯ-–>0 ჯ 

ჯობგიერთი ბრიბონომეტრიული უტოლობა და მათი გამოყენება 

ზღვრების გამოთვლისას § ხი 

ამ პარაგრაფში ჩვენ დავამტკიცებთ ზოგიერთ ტრიგონომეტრიულ 
უტოლობას რომელთატკც დიდი 

C 

0 ერტ 

ნახ. 306, 

ხამკუთხედის ფართობზე ნაკლებია. 

§ 
1 1 

ა0/ე = 50:04 = აჯ ჩხ; 

.-196 

მნიშვნელობა ექნებთ ფუნქციათა 

შემდგომი შესწავლისათვის, 

1. ნებისმიერი მახვილი X კუ- 

თხისათვის (რომელიც რადიანები- 

თაა გამოსახული) §111X<-X<LV X. (1) 

დამტკიცება ვთქვათ, 

306-ე ნახაზზხზე 04=08=1, / 4 08 

=Xჯ რადიანს, 8 და #C მართო- 

ბებია 04-სადმი ცხადია, 048 
სამკუთხედის ფართობი 0718 წრი- 

ული სექტორის ფართობზე ნაკლე- 

ბია, ხოლო 0/4 8 წრიული სექტო- 

რის ფართობი, თავის მხრივ, 04C 

მაგრამ 

5 _ 9:04 ,_ X ჯა 

აუ



1 1 
ა5საცეგ= 2. 04-460:-= 2 4C. 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ 890 =5Iი X, 4C=LMVCX», მივიღებთ, 
1 

კ-მი X< 2-7 LX, საიდანაც გამომდინარეობს (1) უტოლობა, 

307-ე ნახაზი (1) უტოლობის გრაფიკული ილუსტრაციაა, ( 0, 2) 

შუალედში #=X ფუნქციის გრაფიკი ყ=31ი X ფუნქციის გრაფიკის ზ% ე- 
მოთ, ამავე დროს ყ=Lწ ჯ ფუნქციის გრაფიკის ქვემოთ მდებარეობა, 

შევჩერდეთ 5,0 X<X უტოლობა- 

ზე, უფრო დაწვრილებით ჩვენ იგი 

      

დავამტკიცეთ იმ დაშვებით, რომ | I 

0<X<->. მაგრა ასეთ შემთხვე- 

ვაში X და 51ი X დადებითია. ამიტომ X + 

X=1IX, 510 X=–|5I0Xს და §Iი X<X ჯ ა//“ 
უტოლობა შეიძლება შემდეგი სა- ' ჯ 

ხით გადაიწეროს: | 

|5Iი XI<)XI. (2 : - 

ეს უტოლობა მართებულია აგრეთვე წყV5ასიX , 

X-ის უარყოფითი მნიშვნელობათათ 0 #( ' 

ვის, რომლებიც (–<- 0 ) ში» 2 
2 

ლედშია მოთავსებული, რადგან ნახ. 307. 

|5IIC––X) |ლ |––51ი XI= |51ი XI, 

L-XI= XI. 
გადავწეროთ (2) უტოლობა შემდეგი სახით: 

|510 X--–0 |< IXI. 

თუ ჯ ნულისაკენ მიისწრაფვის, მაშინ, რამდენადაც |510 X--0) ნაკ- 

ლებია XI-ზე, იგიც ნულისაკენ მიისწრაფვის. კერძოდ, |51ი X–--0| შეიძ- 

ლება ნაკლები გახდეს, ვიდრე 0,1; 0,01; 0,001 და ა. შ. სახოგადოდ, 

რაგინდ მცირე დადებითი § რიცხვიც არ უნდა ავიღოთ, ყოველთვის შე- 

იძლება იმას მივაღწიოთ, რომ შესრულდეს |5ი L-0IC უტოლობა, 
ამისათვის საჭიროა X-ის შერჩევა (–-6, 8) შუალედში, ეს ნიშნავს, რომ 

IIიი §1ი X=0. 
Xჯ-–3>0 

სინუს X-ის ზღვარი, როცა X-+0, ნულის ტოლია, 
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(რადგანაც 0=51ი 0, ამიტომ მიღებული შედეგი არსებითად ნიშნაის. რომ V=5910 L 

ფუნქცია უწყვეტია, როცა X=0. 
ა ბა. ნებისმიერი მახვილი X კუთხისათვის (რადიანებით გამოსახული) 

1--005 X-ლX. 

მართლაც, 1––005 X=2 §51ი? >. მაგრამ 0<391ი <1. ამიტომ 

„20X  ..X 
§Iი? – <51ი ––. 

2 2 

ზემოთ დამტკიცებულის მიხედვით §Iი 2<2- მაშასადამე, 

1--00§ X = 251)ი0? > < 29ი-- <2% =ჯ, 
2 2 2 

რაც ამტკიცებს (3) ფორმულას. 

თუ X კუთხე მახვილია, მაშინ X და 1–-–00§ X დადებითია. ამიტომ X= 
= IV, 1--00§ X= I1--005 XI. ამგვარად, (3) უტოლობა შეიძლება ასე გა- 

დაიწეროს: 

|I1-–ლC05 XI< IXI. (4) 

ეს უტოლობა, ცხადია, მართებულია მაშინაც, როცა ჯX<0, ვინაიდან 

|1-–-005(––X)|= |1-–-005 X, L–X)ლ= MI. 

(4)-დან გამომდინარეობს, რომ 

1Iიი C05 X==1. 
X->0 

კოსინუს X-ის ზღვარი, როცა X->0, ერთის ტოლია. 

(ვინაიდან 1=00§ 0, ამიტომ მიღებული შედეგი არსებითად ნიშნავს, 
რომ ყ#=005 X ფუნქცია უწყვეტია. როცა X=0. 

აქედან, თუ გამოვიყენებთ ყ=§1ი X ფუნქციის ზემოდამტკიცებულ 
უწყვეტობას ნულისათვის, ადვილად ვაჩვენებთ, რომ ყ=5ი X და ყ= 

=0ლ005 X ფუნქციები უწყვეტია ყოველ X წერტილში. სცადეთ ამის 
„შვსრულება). 

სავარჯიშოები 

იპოვეთ ზღვრები (# 1676--1681): 

1628. 119) 19 X. 1677. IIი ლი» -> , 
ჯი ჯ–>0 2 
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1628. II სთ აი(++ »). 167ი. IIი) 51ი 2Xჯ. 
ი 

1680. II» CC. 7 ). 1681. IIლ05| > XI. 
X->0 ვ X–>0 ვ 

1659. დაამტკიცეთ იგივობანი: 

ა) III) 510 (X-- თ) =51M0 თ; ბ) 1II) C05 (X-L თ) =00§ თ. 
ჯ3>0 Xჯ->0 

1683. X-ის ყველა დადებითი მნიშვნელობისათვის მართებული იქნე- 

ბა თუ არა შემდეგი უტოლობანი: 

ა) §10 XლX; 

ბ) X<L6 ჯ? 

1684. დაამტკიცეთ, რომ §I0X=»X განტოლების ერთადერთი” ფესვი 
იქნება X=0. 

§ი0> უეფარდების %ღვარი, როცა »-–-0 
ჯ 

დავამტკიცოთ, რთმ 

სთ 5: =1. (C) 
(> 

ვთქვათ, ჯ მიისწრაფვის ნულისაკენ და ამავე დროს დადებითი რჩე- 

ბა. მაშინ შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ 0<X<-> და ამიტომ,: როგორც 

  

ეს ნაჩვენები იყო 213-ე პარაგრაფში, 

§III X--X<L§ X, 

ამასთან, ამ უტოლობაში შემავალი ყველა გამოსახულება დადებითია. 

განვიხილთთ სამი წილადი: 

§10 ჯ 510 ჯX §12 X 

510 X ჯ დ IC X 

იმ წილადებს შორის რომელთაც ერთნაირი მრიცხველი აქვთ, 

ის იქნება ნაკლები, რომლის მნიშვნელიც მეტია. ამიტომ 

30 X _ 90X _ 510 ჩჯ , 
50 Xჯ ჯ Iდჯ · 

      

  

  

  

ანუ 
4> 51ი ჯ 
  > 0ლ05§X.



გავამრავლოთ ეს უტოლობა წევრობრივ –--1-ზე, მაშინ უტოლობის 

ნიშნები მოპირდაპირეთი შეიცვლება 

აი X 

X 
–-1<–- < –-ლ05 X.   

თუ ამ უტოლობის თითოეულ ნაწილს მივუმატებთ 1-ს, მივიღებთ 

§1ი V 
0<1 ––-–--<1-0ლ005X. 

ჩჯ 

მაგრამ 

1--ლ005 X–X (იხ. § 213), 

ამიტომ 

0<1- 2917 Cჯ, 
X 

რადგან X>>0 და 1– 50 +--0, ამიტომ 1 _90+X და X სიდიდეები უკა- 
ჯ ს 

ნასკნელ უტოლობაში შეიძლება შევცვალოთ მათი აბსოლუტური მნიშვ- 
ნელობებით. ამის შედეგად მივიღებთ: 

5111 X სბ <IXI, 

  

რაც, ცხადია, შეიძლება შემდეგი სახით ჩაიწეროს: 

51ი X 
_– < IXI. (2. 

    
(2 უტოლობა მივიღეთ იმ პირობით, რომ X>0, მაგრამ იგი მართე- 

  ბულია მაშინაც, როცა X<0, რადგან 30 + ფუნქცია ლუწია, და, მაშა- 
ჯ 

სადამე, 

5II(–-X) _ ,|_ 510 X _ 1 

(–X ' X ·   

  

  
თუ Xჯ ნულისაკენ მიისწრაფვის, მაშინ, როგორც ს” (2)-დან ჩანს, 

  

Vწ 

ლისაკენ. რაგინდ მცირეც უნდა იყოს დადებითი § «იცხვი, ყოვეღ თვის 
შეიძლება მივაღწიოთ იმას, რომ შესრულდეს უტოლობა: 

Iყი»X_, 
L » 

519 ჯ_ |, რჩება რა IXI-ზე ნაკლები, მით უფრო მიისწრაფვის ნუ- 

  

<6. 
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ამისათვის Xჯ უნდა შეირჩეს (–-, წ) შუალედში, მაგრამ ეს ნიშნავს, 

რომ 

. 9იXჯ 
წი =1, 
L-–>0 ჯ 

  

510 X 
ა.“ ჟ 

V 

შედეგი. რამდენადაც X-ის მცირე მნიშვნელობებისათვის 
  

  

§1I) X 
მცირეა, ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ 2902 | =0 მიახლოებითი 

»ჯ   

ტოლობა. აქედან 292+> 1. და, მაშასადამე, §1ი X 2>X. 

ამგვარად, X-ის მცირე მნიშვნელობებისათვის 

5111 X2=X. 

ეს ერთხელ კიდევ ამტკიცებს იმ დასკვნის მართებულობას, რომელიც 

მივიღეთ V თავის 113-ე პარაგრაფში, როცა ვიხილავდით ყ=§ი X ფუნ- 

ქციის გრაფიკს X-ის მცირე მნიშვნელობებისათვის, 

მაგალითები: 

510 (0,01) =0,01, 

811(0,04) 220,04, 

519(0,07) 220,07, 

§1I0(––0,03) =––0,03. 

შეადარეთ ეს მენნაბ საატის“ იმ მნიშვნელობებს, რომლებიც მოყვა- 
ნილია ვ, მ. ბრადისის ცხრილებში. 

ზღვრების გამოთვლის მაგალითები _ (§21 
  

ამ პარაგრაფში ჩვენ გამოვთვლით რამდენიმე ზღვარს, შემდეგი თა– 
ნაფარდობის გამოყენებით 

IIი 5I1X_ 1. 
X-30 X 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ 

სი 2509, 
X->0 X 

თუ მოცემული წილადის მრიცხველსა და მნიშვნელს გავამრავლებთ 
ვ3.-ზე, მივიღებთ: 

  

303» 3ვეე1» 
”  3ჯ



შემოვიღოთ აღნიშვნა 3ჯ=ყ. ცხადია, X->0 პირობიდან გამომდინა- 

რეობს, რომ აგრეთვე ყ-+0. ამიტომ 

ყე მ % სე 3ვყი3ჯ –=სოიეაი ყV_ ვცუეიV9. ვ.)_ვ 

აი Xჯ აი 3ჯ ყა0 ყ ყა0 ყ 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ 

5110 M1 X 

    

I “+ (520. 
X3>0 MX 

თუ გავამრავლებთ მოცემული წილადის მრიცხველსა და მნიშვნელს 
ი!-ზე და შემოვიღებთ ახალ ყV=/1X ცვლადს, მივიღებთ: 

სიე პით _ სე რაი % ე 09094 _ I ე მიყ_ 

X+>0 MX C>60 72(III) ყაი /”ყ ჩ ყამი ყ 

=-.1=-%, 
7 M 

მაგალითი 3, ვიპოვთთ 

·- 1---05Xჯ 
I ეღეა”––––.ე იე ჯ2 

თუ გამოვიყენებთ 1-–C0§ X=2 ზი? > იგივობას, მივიღებთ: 

· 23X 
_–_–_–” 259 2 

Iთ –– –– =IMი 
13>0 ჯ? ჯ>30 ჯ? 

შემოვიღოთ ახალი 9=->- ცვლადი, მაშინ X=2ყ და 

  

1 „_ 282 1 ყე 1 .· ჯ§წიყ,. 5 ი 205X _ კვე უი ში9_ 1 სუ 59 9,ე 509 _ 

„ი X# ყაი (2ყ) 2 ყავი ყ 2 ყამ0 V ყა ყ 

=-1 .· 1 1-1. 
2 2 

მაშ, 

·. 1-0095X 1 
წთ =--- 
X->0 ჯ? 2 

აქედაწ, გამთმდინარეთბს, რთმ X-ის მცირე მნიშვნელობათათვის გვექ- 
ნე ა: · 

1--005X 

ჯ 

  

1 
“ი”'



1 
1– 005X= #0, 

2 

1 
ლ005X = 1---- #2, 

2 

მაგალითად, 

ლ005(0,04) = (> ·0,0016=0,9992, 

005(––0,08) = 1–<--0,0064 =0,9968 , 

შეადარეთ ეს მნიშვნელობანი ცხოილურს | 

სავარჯიშოები 

იპოვეთ ზღვრები: 

  

  

-__ 504 - 
1685, II X. 1699, "0 _C05 6# : ი0§ 4»ჯ , 

ჯი 2X L->0 ”; 

: I0 5X . –-ყყეტ 
1686. ი) >. -X, ეე. (იე2- 5904X 

„აი 6X =>0 ჯ 

. . 3ჯ . ლიე 

1682. III –-““., 1694. IIIი V X+50X –V X 

ჯ>0 კი 2 X+->» 90 X 
C) 

«+ 502 3X–- §(ი 12. 
1695. I) 21 -X =- 510 12% 

X->0 10Xჯ 

_იC-2 -9. – 
: 5 511) 7X 

1688. 1696. 0 -%412+<+XI7/4>X, 
XL>0 X. 

»>“> #-2 

ვ 
4 

5II1 (++ ძი (+++) 1697. II V5 + 50X-V5--5I9#, 
1688. II) – ს . X->0 ჯ _ 

.->--- 1608. სო V1+00% – V2_. 

· L->9 ჯ? 

ი0 : · 10X–-ძილ05 (600 I 15%, 1600. (ყე - > “+ 005( 
X>ი + VL->0 4ყ? 

ჯ · II 11X-–6 
Iყ01 ე 52% 1200. სე 910 11X-6 

X->0 ხX 
L>30 5ჯ 
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1 +. 5 
““005 | --1+ §10 X-- 5§(ო0?თ 

1701 I –  _ –-” ””"", 1709. (იე) –––! 
· (5X -L XI)? 8 X?--ფთ? 

აეავა.– 
§ 

ღუნქციისა და ზლვრის ცნებების განვითარების ისტორიიდან § 21ტ 
  

XVII საუკუნემდე მათემატიკა წარმოადგენდა მეცნიერებას მუდმივ სიდიდეთა შ ე- 
სახებ ცვლად სიდიდეთა შემოღება დაკავშირებულია განთქმული ფრანგი მეცნიერის 
დეკარტის სახელთან, მისმა შრომებმა ფ. ენგელსის მაღალი შეფასება დაიმსახურა; 

ფ. ენგელსი წერდა: „შემობრუნების პუნქტი მათემატიკაში იყო დეკარტის ცვ ლადი 
სიდიდე. ამის გამო მათემატიკაში შემოვიდა მ ოძრაობა ღა დიალექტი- 

კა“. 

ტერმინი “ფუნქცია” პირველად გამოჩნდა გერმანელი მეცნიერის ლაიბნიცის (1646 

1716) ერთ-ერთ შრომაში, 

ფუნქციის ცნებას XVII და XVIII საუკუნის მეცნიერების სხვადასხეა აზრს მიაკუთვ- 

ნებდნენ. ზოგი ფუნქციას განსახღვრავდა როგორც ერთგვარ „ანალიზურ გამოსახულე- 
ბას“, მეორენი ფუნქციის ცნებას უკავშირებდნენ „ნებისმიერ დახაზულ მრუდს“. შე- 

საბამისობის იდეას, როგორც ფუნქციის ცნების ერთადერთ საფუძველს, ხაზი გაუსვა 
გამოჩენილმა გერმანელმა მათემატიკოსშა დ ი რი ხს ლემ (1805-1059), იგი ამბობდა: 
ყ არის X-ის ფუნქცია, თუ »-ის ყოველ მნიშვნელობას შეესაბამება ყ-ის სრულიად გან 

საზღვრული მნიშვნელობა, იმისდა მიუხედავად, თუ სახელდობრ როგორი წესით არის 
ეს შესაბამისობა დამყარებული, შესაბამისობის იდეა, ჯერ კიდევ დირიხლეზე ადრე, 
გამოთქვა არაევკლიდური გეომეტრიის ფუძემდებელმა ნიკოლოზ ივანეს ძე 
ლობაჩევსკიმ (1792-1856), თუმცა დიდი ხნის განმავლობაში ეს შეუმჩნეველი 
რჩებოდა მათემატიკაში, 

ფუნქციის ჩვეულებრივი აღნიშვნა ყ=/(»X) ეკუთვნის ე ი ლე რს, 

ზღვარი პირველად განმარტვს XVII საუკუნეში. ზღვართა თეორიის ჩანასახი შეიძ- 
ლება შევამჩნიოთ ინგლისელი ფიზიკოსისა და მათემატიკოსის «ს ააკ ნიუტონის 
(1642–-1727) შრომებში, მაგრამ XVII და XVIII საუკუნის მათემატიკოსებს მიზნად არ 

დაუსაზავთ აეგოთ ზღვეართა მწყობრი თეორია, ეს ამოცანა დაისვა და გადაწყდა მხოლოდ 
(XIX საუკუნეში, ამ საქმეში დიდი დამსახურება მიუძღვის ფრანგ მათემატიკოსს კ ოშ ის 

(1789––-1857). მან განავითარა ზღვართა თეორია და საფუძვლად დაუდო იგი მათემატიკის 

ერთ-ერთი» უმნიშენელოვანესიი დარგის ––მათემატიკური ანალიბზბის-- 
შექმნას, 

ამოცანები გამეორებისათვის 

იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების განსახღვრის არეები (MM1703--1706) 

  

  

  

1 1703, ყ=4ფ /% + X+95 , 170წ. ყ= , 
+-I/ 2- , (თX + CLCX 

X(2-–7) V X. 17204. ე=Iყ –““ 1706. ყ= 
9= 18 ჯ?--2X–-- 15 წ ყ 61 XX 

L



იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების ცვლილების არეები (M#M 1707---1709). 

1707. ყ=-=(–-1)%, · 

1708. ყ=5 510 X--10 00§ X-L1, 

1709, /=10005 

1710. /(X) და (XI) ფუნქციები მთელს რიცხვით წრფეზე მონოტო- 
ნურად ზრდადია. მათი ნამრავლი იქნება თუ არა მონოტონურად ზრდა– 
დი? პასუხის ნათელსაყოფად მოიყვანეთ მაგალითები. 

1711. დაამტკიცეთ, რომ, თუ /(C9) ფუნქცია პერიოდულია პერიოდით 

„1, ხოლო «(0 ფუნქცია პერიოდულია პერიოდით ”7', სადაც #1 და ჩ” 

ნატურალური რიცხვებია, მაშინ /(X) +-თ(CX) და /(X)·#(%) ფუნქციები პერიო- 
დულია პერიოდით ///171'. 

1719. დაამტკიცეთ, რომ ყ=0% და ყ=10ლაX (ი > 0, 051) ფუნქციე– 
ბი არაა პერიოდული. 

როგორ შეიძლება ამ შედეგის განზოგადება? 

1718. გამოიყენეთ იგივობა (მოიფიქრეთ, როგორ მიიღება იგი): 

IM(0) + I(–7X) 4,0 –I(C=X 
2 2 

და დაამტკიცეთ, რომ მთელს რიცხვით წრფეზე განსახღვრული ნების- 

მიერი ფუნქცია შეიძლება წარმოვადგინოთ ლუწი და კენტი ფუნქციე- 

ბის ჯამის სახით. 

1714", დაამტკიცეთ, რომ მთელს რიცხვით წრფეზე განსახღვრული 

I(X) ფუნქცია შეიძლება ერთადერთი ხერხით წარმოვადგინოთ ლუწი 
დ() ფუნქციისა და კენტი თ(X) ფუნქციის ჯამის სახით: 

I(X0)=დCლ9 +909. 

1716. ყ/=2% ფუნქცია წარმოადგინეთ ლუწი და კენტი ფუნქციების 
ჯამის სახით. 

გამოიკვლიეთ ფუნქციები (M#M 1716-––1721): 

  /(X)= 

  

1716. ყ=V3 510 X+005 X; 1717, ყ= |X-- 2-3. 

2X–1 ს” "' 
1718. ყ= 171მ. ყ=V1--ლ0: წ. 

1790. ყ=6X?-+-X-L1, 1721. ყ== (X). 

იპოვეთ ზღვრები: (M# 1722-–-1737): 
2 0 ” 

1735. IIი1 X +3ჯ +2, 1754. IIი) /2+X-V9-X, 
X->) X'-- 2X +3 X->0 ჯ 

– ა– "2.2 ს _– 

1798. II #2 -–- V2--X, 17255. (ი /1+X-V1-X. 
X–->0 2X X->0 Xჯ 
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1796. სი) V 1+X”-1. 

  

"->0 ჯ 

. 01 9X აII 11X 
1257. II 5202721+250171%, 

L->0 5ჯ 

· აიV-–- I9X 
1798. სიე > 85, 

X->0 „ 

.· 1-005ჯ 
17მ III ––-–., 

L->0 ჯ 

. აი თX 1780. ი 02%... 
X->0 აII1 6X 

· იX 
1681. III) «დ · 

L->0 (დ ხX 

1288. დაამტკიცეთ იგივობა: 

  

1739 

1783. 

1734. 

1738. 

1786. 

II 16X1+I8გ2X IV 2X, “ 
ან ა03X 

სწო Lთ0იX + Lდ0X. 

ჯან (0ი+ხ)X 

=- V 1+5იX-V1 – აIიXჯ 

X->0 Lყ9X 

: 1 1 
III -––.– · 
+->0%V 510 X LX ) 

კი V 51X--V აIით. 
L->0თ VX –Vთ 

  

  

1787. ყ= ი 1-V590+X 
V1-+0ლ003X-1 #” 

L>- 
2 

სადაც # და # ნებისმიერი ნატურალური რიცხვებია, 
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წარმოებული ლა მისი გამოყენება 

ფუნქციათა გამოსაკვლევად ჯ 
  

თანაბარი და ცვლადი მოძრაობა წრფეზე. 

მოძრაობის: სიჩქარე და საშუალო, სიჩქარე § 91? 
  

სხეულის მოძრაობათა შორის უმარტივესია თანაბარი მოძრაობა წრფე- 

ზე, ეს ისეთი მოძრაობაა, როცა სხეული მიმართულების შეუცვლელად 

დროის ნებისმიერ თანატოლ შუალედებში ერთნაირი სიგრძის გზას გაიე– 

ლის. გზის გარკვეულ უბანზე თანაბრად მოძრაობს მატარებელი, მანქა- 

ნა, თვითმფრინავი, გემი და ა. შ. 

გზას, რომელსაც გაივლის სხეული დროის ერთეულმი წრფეზე თანა- 

ბარი მოძრაობისას, ეწოდება ამ მოძრაობის სიჩქარე. 

პრაქტიკაში ხშირად გვაქვს საქმე არათანაბარ მოძრაობასთან. სად- 

გურიდან გამავალი მატარებელი ნელ-ნელა „ავითარებს სიჩქარეს“. მოძ- 

რაობის მეორე წუთში იგი მეტ გზას გაივლის, ვიდრე პირველში, მესა- 

მე წუთში -- უფრო მეტ გზას, ვიდრე მეორეში“ და “ა. 9. განავითარებს 
რა გარკვეულ სიჩქარეს, შემდეგ იგი მიდის თანაბრად ისე, რომ ყოველ 

წუთში ერთნაირი სიგრძის გზას გაივლის. დანიშნულების ადგილთან მი- 

ახლოებისას მატარებელი უკლებს სიჩქარეს, ყოველ წუთში ნაკლებ გხას 
გაივლის, ვიდრე წინა წუთში. იგივე ითქმის ავტომანქანაზე, თვითმფრი–- 

ნავზე, გემზე და ა. შ. 
სხეულს, რომელიც არათანაბრად მოძრაობს, შეუძლია დროის სხვა- 

დასხვა ერთეულში სხვადასხვა სიგრძის გზა გაიაროს. ამიტომ არათანაბა–- 

რი ·მოძრაობა (თანაბრისაგან განსხვავებით) მთლიანად ვერ დახასიათდე- 
ბა დროის რომელიმე ერთეულში გავლილი გხის სიგრძით. 

არათანაბარი მოძრაობა ხშირად ხასიათდება საშუალო სიჩქარით დრო- 

ის გარკვეულ შუალედში. 
მოძრაობის საშუალო სიჩქარე ( დროის გან- 

მავლობაში ეწოდება ამ დროის განმავლობაში გავლილი გზის 

§ სიგრძის შეფარდებას „თვით ამ დროსთან: 

§ჯ 
წსსამ. =– 

( 

თანაბარი მოძრაობის შემთხვევაში საშუალო სიჩქარე გხის ნებისმი- 

ერ უბანზე მოძრაობის სიჩქარის ტოლია. მატარებლის მოძოაობა, სყე- 
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ულებრივ, საშუალო სიჩქარით ხასიათდება. მაგალითად, ექსპრესი/მოს- 

კოვი –– ლენინგრადი (მანძილი 650 კმ) გზაში 6 საათს იმყოფება, „რა ამი- 
ტომ ვამბობთ, რომ მისი საშუალო სიჩქარე / 

65 2 
თხამ. --> 2 108 («) 

მაგრამ ეს არ ნიშნავს, რომ ექსპრესი ყოველ საათში 108 კილომეტრს 

გადის, მაგალითად, მოძრაობის პირველ საათში, როცა მატარებელი 

    

” „სიჩქარეს ავითარებს“, იგი გა” 

-ზყმ დის მხოლოდ 80––90 კმ საათში, 

––––- მომდევნო საათში კი -- დაახ- 

3001. ოებით 130 მ-ს. გარდა ამისა, ლოე კ გ 

250-ე სადგურ ბოლოგოეში ექსპრესი 
200- – | ჩერდება და ამიტომ იმ საათის 

150 LI I | I განმავლობაში, რომელშიც გა- 

100 I II I ჩერება ხდება, ექსპრესი 80-- 

_ 90 კმ-ზე ნაკლებ მანძილს გა- 501– > | კი სე ზხზაკლე ლს გ 
I I | | | ივლის. ამ მაგალითიდან ჩანს, 

· ? M 
0. 1 რომ საშუალო სიჩქარე ვე 

2.3 « 5Lით გამოდგება არათანაბარი მოძ- 

ნახ. 308. რაობის სრული დახასიათები- 

სათვის. 

'სავარჯიშოებ- 

1739, 308-ე ნახაზზე წარმოდგენილია მატარებლის მოძრაობის გრაფი- 

კი. რომელ უბანზე მიდიოდა მატარებელი თანაბრად და რომელზე არა- 
თანაბრად? როდის ჩერდებოდა და რამდენი წუთით? იპოვეთ მატარებ- 

ლის საშუალო სიჩქარე პირველი ოთხი საათის განმავლობაში. 

როგორი საშუალო სიჩქარით მიდიოდა მატარებელი მოძრაობის მე- 
ოთხე საათის განმავლობაში? 

1740. დროის (0, (,)) შუალედში მატარებელი მიდიოდა ფა სიჩ– 
თ 

ქარით, დროის (/,, /) შუალედში –- 6,” სიჩქარით, დროის (/„. (.) 
თ 

“შუალედში –- შვ – სიჩქარით და ა, შ., ბოლოს, დროის (,„_,, #) 
თ 

შუალედში –– თ სიჩქარით. რას უდრის მატარებლის საშუალო სიჩ- 

ქარე დროის (0, ?ე) შუალედში? 
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მოძრაობის კანონი. მოძრაობის მყისი სიჩძარე § %ლ 
  

მოძრაობის უფრო სრული დახასიათება შემდეგნაირად შეიძლება, 

სხეულის მოძრაობის დრო დავყოთ (LL), 1ე), ((:, (ე) და ა. შ. რამდენიმე 

ცალკეულ შუალედად (არ არის აუცილებელი თანატოლად, იხ, ნახ: 

309), და ყოველ ამ უბანზე განვიხილოთ საშუალო სიჩქარე. ესენი, რა 

თქმა უნდა უფრო სრულად დაახასიათებენ მოძრაობს მთელს 

უბანზე, ვიდრე საშუალო სიჩქარე მოძრაობის მთელი დროის განმავ- 

ლობაში. მაგრამ, ეს საშუალო 

სიჩქარეები ვერ გვიპასუხებს, მა- " (M 

გალითად, ასეთ კითხვაზე: დროის ჯ ჯ ც 

აღებულ შუალედში (/,-დან /(.-მდე ! ? # 

(ნახ. 309), რომელ მომენტში უფ– 

რო ჩქარა მიდიოდა მატარებელი 

”,) მომენტში, თუ #” მომენტში? 

საშუალო სიჩქარე მით უფრო სრულად ახასიათებს მოძრაობას, რაფ 

უფრო მოკლეა გზის უბნები, რომლებზეც განსახღვრულია ეს სიჩქარე, 

ამიტომ ერთ-ერთი შესაძლებელი ხერხი არათანაბარი მოძრაობის სრუ- 

ლი აღწერისათვის ითვალისწინებს ამ მოძრაობის საშუალო სიჩქარის 

ცოდნას გზის სულ უფრო და უფრო მცირე უბნებზე. 

ვთქვათ, მოცემულია -5(0 ფუნქცია, რომელიც გვიჩვენებს, თუ რა 

გზას გადის სხეული წოფივი მოძრაობისას I! დროის განმავლობაში, მოძ- 

რაობის დაწყებიდან. ეს ფუნქცია განსახღვრავს სხე ულის მთოძ–- 

რაობის კანონს. მაგალითად, თანაბარი მოძრაობა ხდება შემ- 
დეგი კანონის მიხედვით: 

  

ნახ. 309. 

§(1) =VI, 

სადაც წ მოძრაობის სიჩქარეა. სხეულის თავისუფალი ვარდნა ხდება ასე– 
თი კანონის მიხედვით: 

§L 

§(,)= ლ 

სადაც C არის თავისუფლად ვარდნილი სხეულის აჩქარება, და ა. შ. 

განვიხილოთ გზა, რომელიც გაიარა 5%(,) კანონის მიხედვით მოძრავ – 

მა სხეულმა ( მომენტიდან (+ +-მდე. ( დროისათვის სხეული გაივლის §(0) 

გზას, ხოლო 1-L-+-სათვის §(I-+ +) გზას. ამიტომ “-დან L-- +-მდე იგი გაივ– 

ლის §((-L +) 5(0 გზას. თუ ამ გზას გავყოფთ + დროზე, რომლის განმავ– 

ლობაში ხდებოდა მოძრაობა, მივიღებთ მოძრაობის საშუალო სიჩქარეს 

( მომენტიდან #-L «-მდე: 

_ 595((++4)–§0 
1 < ა 
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ამ სიჩქარის ზღვარს, როცა +->0 (თუ იგი არსებობს),- ეწოდება მო- 

ძრათბის მყისი სიჩქარე დროის ( მომენტში: 

0(0)= I=ი აL+%9ი-50. 

L>0 1 

მოძრათბის მყისი სიჩქარე დროის ! მომენტ- 
ში ეწოდება I-დან (++ მომენტამდე მოძრაობის 

საშუალო სიჩქარის ზღვარს, როცა « მიაისწ- 
რაფვის ნულისხსაკენ. 

განვიხილოთ ორი მაგალითი. 
მაგალითი 1. თანაბარი მოძრაობა წრფეზე. 
ამ შემთხვევაში §(0 =%I/, სადაც ხშ მოძრაობის სიჩქარეა. ვიპოვოთ ამ 

მოძრაობის მყისი სიჩქარე. ამისათვის წინასწარ უნდა ვიპოვოთ საშუა- 
ლთ სიჩქარე დროის შუალედში (-დან 1-++-მდე. მაგრამ, თანაბარი მოძ. 
რაობის დრთს საშუალო სიჩქარე ნებისმიერ უბანზე მოძრაობის ხ სიჩქ. 
თის ტთლია. ამიტომ C(0 მყისი სიჩქარე იქნება: 

შს (,) = Iი01 ყლუ. 
+->-0 

ამგვარად, თანაბარი მოძრაობის შემთხვევაში მყისი სიჩქარე (რთო- 

გორც საშუალო სიჩქარე გზის ნებისმიერ უბანზე) მოძრაობის სიჩქარის 
ტოლია. 

იგივე შედეგი, რა თქმა უნდა, შეგვეძლო ფორმულითაც “მიგვეღო, 

თუ გამოვიყენებდით (1) ტოლობას. 

მართლაც, 

სხ0= სთ 
+->0 

0) 

§((4+<)--50) _ ,,,90+9–%_ ე % სე ე=ს, ჯ +>0 «+ 30 % <- 

  

მაგალითი 2. თანაბარაჩქარებული მოძრაობა ნულოვანი საწ- 

ყისი სიჩქარითა და თ აჩქარებით. 

ამ შემთხვევაში, როგორც ფიხიკიდან ცნობილია, სხეული მოძრაობს 

შემდეგი კანონის მიხედვით: “ 

ი დ ი 
§(0=-– · 

თანახმად (1) ფორმულისა მივიღებთ, რომ ასეთი მოძრაობის 9(ჩ მყი– 

სი სიჩქარე იქნება: 

ძთ(++)--ი/ 

ხი=თ "(+9ი-არ „ფო 2? 
, 30 ჯ% ჯ–>0 დ 
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2 + 2 _ სიე“ 20! LX +0« « სი 2ძ( +0+ _ 

->0 2 ჯ C–->0 2/ 

· ი . - «ძ 
=სთ( თ + 3-+ = III) ი1+ II) – +. 

დ=>0 2 :->0 +->0 

რამდენადაც CI არ არის დამოკიდებული L-ზე, ამიტომ 

IIIს 01=0M. 
გარდა ამისა, §–>0 

I 2 =-- სი+= -- .0=0. 
სL->0 <->0 

ამის გამო 

0(0)==0I-++0=0!. 

ამგვარად, თანაბარაჩქარებული მოძრაობის მყისი სიჩქარე ( მომენ- 

ტში აჩქარებისა და 1 დროის ნამრავლის ტოლია, თანაბარი მოძრაობისა 

გან განსხვავებით, თანაბარაჩქარებული მოძრაობის მყისი სიჩქარე დრო- 

ის მონაკვეთში ცვლილებას განიცდის. აა 

სავარჯიშოები 

1741. წერტილი მოძრაობს შემდეგი კანონის მიხედვით: 5(/) = ყე!-L 

რ (§–-გზა მეტრობით, (-––დრო წუთობით). იპოვეთ ამ წერტილის ძყი– 

სი სიჩქარე: 

ა) მოძრაობის საწყის მომენტში, 

ბ) დროის (ა) მომენტში. 

1749. იპოვეთ წერტილის მყისი სიჩქარე, თუ იგი მოძრაობს ასეთი 

კანონის მიხედვით: §()=/”" (--გხა მეტრობით, (-–- დრო წუთობით): 

ა) მოძრაობის საწყის მომენტში, 

ბ) მოძრაობის დაწყებიდან 10 წამის შემდეგ; 

გ) როცა 1=5 წუთს. 
1741. იპოვეთ სხეულის მყისი სიჩქარე დროის ნებისმიერ / მომენტში. 

თუ იგი მოძრაობს ასეთი კანონის მიხედვით: 

§(0=V!1. 

ფუნქციის წარმოებული § 319 

  

ალგებრისა და ელემენტარული ფუნქციების სასკოლო კურსის მთელს 

მანძილზე ვაფართოებდით მათემატიკურ ცნებებს, ვაღრმავებდით მათ და 

უფრო ზოგადი ჯა რთული ცნებები შემოგვქონდა. იგივე უნდა გავაკ. 

თოთ ან პარაგრაფშიც. 
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რას წარმოადგენს მოძრაობის მყისი სიჩქარე, რომელიც § 218-ში 

განვსაზღვრეთ? 
მოცემულია რაღაც §5() ფუნქცია, რომელიც იძლევა სხეულის მიერ 

გავლილ გხას დროის შუალედში 0-დან (-მდე. ( არგუმენტს ეძლევა რა- 
ღაც + ნახარდი, ე. ი. ( მნიშვნელობის ნაცვლად განიხილება (+ %, ამ 

არგუმენტის ნაზრდს შეესაბამება §() ფუნქციის შემდეგი ნა- 

ზრდი: 

§(1-L §)––5(,). 

ფუნქციის ეს ნახრდი იყოფა არგუმენტის + ნაზოდზე: 

§(,+1) – §() 

« 

და აიღება ზღვარი, როცა «+->0. გამოსახულება 

§(1++X)–5(7 

ჯ 

შეიძლება განხილულ იქნეს როგორც %#) ფუნქციის ცვლილების „სა- 
შუალო სიჩქარე“ შუალედში (-დან 1++-მდე, ხოლო ამ შეფარდების 
ზღვარი, როცა +-+0, როგორც ამ ფუნქციის ცვლილების მყისი სიჩქარე 

წ) მომენტში. 

ზემოთ მოყვანილ მსჯელობაში §(0ი ფუნქცია წარმოადგენდა სხეულის 
მიერ გავლილ გზას ( დროის განმავლობაში, ეს გარემოება §(0 ფუნქციას 

გარკვეულ შეზღუდვას ადებდა, კერძოდ, იგი განსახღვრული უნდა ყო- 
ფილიყო 1 არგუმენტის მხოლოდ არაუარყოფითი მნიშვნელობებისათვის 

(( ხომ დროა), უნდა მიეღო მხოლოდ არაუარყოფითი მნიშვნელობანი 

(§.გზის სიგრძეა) და უნდა ყოფილიყო მონოტონურად ზრდადი (რაც უფ- 
რო მეტია დრო, მით უფრო მეტია გავლილი გზა). ახლა კი ჩვენ მიერ მი- 

ღებული შედეგები განვახოგადოთ ნებისმიერი ფუნქციებისათვის, რომ- 
ლებიც სხეულის მოძრაობასთან არ არიან დაკავშირებული, 

ვთქვათ, /(X) ნებისმიერი ფუნქციაა; როცა Xჯ არგუმენტის ფიქსირებუ- 

ლი მნიშვნელობაა ჯე, მაშინ ეს ფუნქცია ღებულობს /(ჯა))-ის ტოლ მნწიშვ- 
ნელობას. მივცეთ X- მნიშვნელობას #Xა ნახრდი?, ე. ი. Xა მნიშვნე- 
ლობის ნაცვლად განვიხილოთ Xა+- #ს+ე მნიშვნელობა. მაშინ /(X) ფუნქ- 

" რჩ», გამოსახულება იკითტიბი ასე, დელტა იქს ნული. ეს ერთი განუყოფელი გა- 
მოსახუფებაა. თგი არ უნდა აურიოთ #. Xე ნამრავლში. 
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ცია: მიიღებს /(X-+ ტX-ა) მნიშვნელობას და, ამრიგად, მიიღებს რVა 
ნაზრდს ?: 

გყა=/ (Xი + რVMე)ა–/ (Xა). 

შეფარდება 

4##ი _ IX + რXი) ––/(Xი) 
გX რ)X-ი 

წარმოადგენს /() ფუნქციის X--დან X,-+ #Xა-მდე შუალედში ცვლილე- 
ბის საშუალო სიჩქარეს. ეს საშუალო სიჩქარე დამოკიდე– 

ბულია, ცხადია, როგორც Xა-ზე, ისე /#X--ზე. ახლა #Xე-ის ნულისაკენ 

მისწრაფებით მივიღებთ /(X) ფუნქციის ცვლილების მ ყის სიჩქარეს 

X=Xჯე- წერტილში: 

წე 6+M0 | /(%ი14Xი)-- /(%ი) 
რტX,->0 სრXიე რ#Xა->0 #X, 

(თუ, რასაკვირველია, აღნიშნული ზღვარი არსებობს). მოცემული /(ჯ) 

ფუნქციისათვის ეს ზღვარი დამოკიდებულია Xე–ხე დღა ეწოდება /(#X) 

ფუნქციის წარმოებული X=X» წერტილში ჯX-ი 

თითოეულ მნიშვნელობას შეესაბამება /(0) ფუნქციის ცვლილების მყი- 

სი სიჩქარის თავისი მნიშვნელობა. ამიტომ ზღვარი (თუკი იგი არსებობს) 

ყო 7214 -7>X , 
ტ#X.->0 რX 

რომელიც წარმოადგენს /(X) ფუნქციის ცვლილების მყის სიჩქარეს ნე– 
ბისმიერ X წერტილში, შეიძლება განვიხილოთ როგორც ჯ არგუმენტის 

ახალი ფუნქცია. ამ ახალ ფუნქციას ეწოდება მოცემ ული /V“V) ფუ- 

ნქციის წარმოებული. 

მათემატიკაში გამოიყენება ფუნქციის წარმოებულის რამდენიმე აღ- 

ნიშვნა. ვისარგებლოთ V” და //(X) აღნიშვნებით: 

ტყ ყ'=/ +) = ყი 9 __ Mი M(X+#0X)-––- /(X) · 

რ#ტXე–>0 რ” #ტX->0 ტX 

განვიხილოთ რამდენიმე მაგალითი. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ /(X)=C ფუნქციის წარმოებული, ხა- 
დაც C რაღაც მუდმივი სიდიდეა (კონსტანტა). 

გვაქვს: 
IIი=0 /|(V-- რX) =6. 

· რყ,-იც განუყოფელი გამოსახულებაა. »გი არ უნდა ავურიოთ“ 4 -V, ნამრაილში, 
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ამიტომ ტყ=/(X-L #X)--I00=0-0=0 და, მაშასადამე, 

ამ გვარად, 

V=სთ 429#= Iი10 = 0. 
რX–->0 ტყ #4X->0 

“მუდმივი სიდიდის წარმოებული ნულის ტოლია, 

მაგალითი 2.ეიპოვოთ /(X=X ფუნქციის წარმოებული. გვაქვს: 

ICX)=X; IM(X-L- #X)-ლ–X-L #ტX. 
ამიტომ 

რყ=I(X-+ 46X)–-/(X) =(X-+ #%X)-–--X= #4%X, 
მაშასადამე, 

ბე ბ»_, 
ტX. ტX 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

ყ'= Iო ტყ _ MI) 1= 1. 

რX->0 ს" #X->0 

(X=X ნქციის წარმოებ ი 1-ის ტოლია, I ფუნქციის წარმოებულ ლ 
ძაგალითი ქ. ვიპოვოთ /(X) =X2 ფუნქციის წარმოებული.. 

გვაქვს! 

IX) =–=Xჯზ, I(X-+ /#X) =(X-L #X)ბ?. 
ამიტომ 

#ყ=I(X-L #აე-–-/00 =(X-L #X)?--X+%= 

=|ჯ?+-2X · #სX-- (/სX)?|--X?2==2X · (ჭსX-L (/#X)1?, 
მაშ, 

ტყ 
–=-=2X+40X, XX X X 

მაშასადამე, 

= III ტი MIი1 (2X +#X) =. II01 2X + 1Iი1 (M%X)=2X-+0=2X»X, 
ტX->-0 ,)XV რ»->0 ტ»->-0 ზX->0 

წ 

I(X00)1=X? ფუნქციის წარმოებული 2X-ის ტოლია. 

პირველი ორი მაგალითისაგან განსხვავებით, აქ წარმოებული X-ზეა 

დამოკიდებული. 

I(X) ფუნქციის წარმოებულის მნიშვნელობას Xჯ=0-–სათვის აღნიმ- 

ნავენ /“(9)-თი. მაგალითად, თუ /(X) =X»”, მაშინ / (X)=2X და ამიტოძ 

I'(00=2X0=0; 

M/(1)=2X1=2, 
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სავარჯიშოები 

1744. იპოვეთ შემდეგ ფუნქციათა წარმოებულები: 

ა) ყ=X-L1; დ) ყ=2VX; 
ბ) ყ=2X1; ე) ყ==1--X2; 

გ) ყ–(X-L1)პ;, ვ) ყ=X. 
1745. სხეულის გახურებისას მისი 7' ტემპერატურა იცვლება დრო- 

ის მიხედვით 7 '=0,4/? კანონით (7' –– ტემპერატურა გრადუსობით, #-–- 

დრო წამობით)., იპოვეთ: 

ა) სხეულის ტემპერატურის ცვლილების საშუალო სიჩქარე დროის 

შუალედში #,=4 წამიდან (:=8 წამამდე, 

ბ) სხეულის ტემპერატურის ცვლილების მყისი სიჩქარე /=5 წამი- 

სათვის. 

1746. / ამპერი დენი იცვლება ( დროის განმავლობაში /=20,5!" კა– 

ნონით, სადაც (1 წამების რიცხვია, იპოვეთ დენის ცვლილების სიჩქარე 

მეხუთე წამის დასასრულს. 

წარმოებადი ფუნქციები § ?ი 
  

ყ=/I(X) ფუნქციის წარმოებული X წერტილში განისახღვრება რო- 

გორც ზღვარი 

#(X+6X)–-/VX) , 

ტბX 

მაგრამ ზღვრები ყოველთვის არ არსებობს. სწორედ ასევე არც წარმოე- 
ბულები არსებობს ყოველთვის. მაგალითის სახით განვიხილოთ შემდე- 

გი ფუნქცია: 

I (X.=1IIთ 
#ტX->0 

/00= II. 
ვაჩვენოთ, რომ ამ ფუნქციის წარმოებული ჯ=0 წერტილში არაა განსა– 

ზღვრული. მართლაც, წარმოებულის განსახღვრის თანახმად, 

”რ=)სი #61069-/0) ცუ 9+4XLI9) ცე 14L, 
#X->0 ტX #X->0 ტX ბ-ა0ი რ”Xჯ 

თუ #Xჯ ისე მიისწრაფვის ნულისაკენ, რომ რჩება დადებითი, მაშინ |#4XI= 

=#X და 

ყე 42პბXI 1. 
ტაი #რX 

(4X>9) 
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თუკი #MX ისე მიისწრაფვის ნულისაკენ, რომ რჩება უარყოფითი, მაშინ 
|სX)ლ–-–--4ტX და 

IIი 16XI  _ 1. 
ტბX->-0 #V 
(ტX<9) 

(1) ფორმულაში თუ ზღვარი იარსებებდა, მაშინ იგი არ იქნებოდა დამო- 
კიდებული იმაზე, თუ როგორ მიისწრაფვის #X ნულისაკენ. სინამდვილე- 
ში კი ეს ასე არაა. მაგრამ აქედან შეიძლება გავაკეთოთ მხოლოდ ის დასკ- 

ვნა, რომ (1) ფორმულაში ზღვარი არ არსებობს, 

ამრიგად, /(X) = |”L ფუნქციისათვის X=0 წერტილში წარმოებული 
თრ არსებიბს. ადვილად შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ყველა დანარჩენ 
წერტილში /(9 = IX) ფუნქციის წარმოებული არსებობს და უდრის: 

'წე –. | 1, თუ X>0; 
> | –1, თუ X<0. 

ვავალებთ მოსწავლეებს, დამოუკიდებლად დარწმუნდნენ ამაში. 

მოცემული ფუნქციის წარმოებულის მოძებნის ოპერაციას ამ ფუნქ- 

ციის გაწარმოება ეწოდება. ფუნქციას, რომელსაც X=0 წერ- 

ტილში წარმოებული აქვს, ამ წერტილში წარმოებადი ეწოდე- 
ბა. თუ ფუნქცია წარმოებადია რომელიმე შუალედის თითოეულ წერ- 
ტილში, მაშინ ამბობენ, რომ იგი წარმოებადია მთელს ამ შუალედში. 
მაგალითად, V= |IXI ფუნქცია წარმოებადია ყოველ შუალედში, რომელიც 

არ შეიცავს X=0 წერტილს; ყ=Xჯ ფუნქცია ყველგან წარმოე- 

ბადია, 

(შეიძლება დამტკიცდეს რომ ფუნქცია, რომელიც წყვეტილია X=08 

წერტილში (იხ. თავი IX, § 212), არ შეიძლება იყოს წარმოებადი ამ 

წერტილში, ამრიგად წარმოებადი შეიძლება იყოს მხოლოდ უწყვეტი 

ფუნქციები. მაგრამ არ უნდა ვიფიქროთ, რომ X=ი წერტილში ყოველი 

უწყვეტი ფუნქცია წარმოებადია ამ წერტილში. მაგალითად, V= IXI ფუნ- 
ქცია უწყვეტია X=0 წერტილში, მაგრამ, როგორც ნაჩვენები იყო ზემოთ, 

იგი არაა წარმოებადი ამ წერტილში, არსებობს მეტად დამაჯერებელი მა– 

გალითებიც: ფუნქცია შესაძლოა ყველგან უწყვეტი იყოს, მაგრამ არსად 

არ იყოს წარმოებადი. ასეთი მაგალითების განხილვა ჩვენი პროგრამის 

საზღვრებს სცილდება), 

სავარჯიშო 

1747. არის თუ არა /(X) = IXI” და /(X) = IXI1 ფუნქციები წარმოებადი 
=0 წერტილში? 
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მრუდის მხები § 992 

  

აქამდე საქმე გვქონდა მხოლოდ წრეწირის მხებთან. მოცემულ #M 

წერტილში წრეწირის ძხებს ვუწოდებდით წრფეს, რომელსაც წრეწირ- 

თან ერთი და ძხოლოდ ერთი საერთო / წერტილი ჰქონდა, ასეთი განსა– 

ზღვრა ყველა მრუდისათვის არ არის გამოსაყენებელი. მაგალითად, ბუ- 

ნებრივია ჩავთვალოთ, რომ 48 წრფე შეეხება /#/V# მრუდს /# წერ–- 

ტილში (ნახ. 310), თუმცა ამ მრუდთან მას აქვს არა ერთი, არამედ ორი 

საერთო /#/( ღა მ წერტილი CI) 

წრფეს, პირიქით, მხოლოდ ერთი 

ერთო წერტილი აქვს /#M ჩ მრუდთან – 

M წერტილი, მაგრამ სრულიადაც არ იქ- 

ნება ბუნებრივი, რომ იგი მხებად ჩავ- 

თვალოთ /V MV  მრუდისადმი.    
ნახ. 310. ნახ. 311. 

იმისათვის, რომ გაწვსაზღვროთ წებისმიერი მრუდის მხები მის რთ–- 

მელიმე /I წერტილში (ნახ. 311), ავიღოთ ამ მრუდზე კიდევ ერთი წერ– 

ტილი #M., და გავავლოთ მკვეთი /#VI,. თუ M, წერტილს ვამოძრავებთ 

მოცემულ მრუდზე ისე, რომ იგი უსახღვროდ მიუახლოვდეს /M წერ. 

ტილს, მაშინ მკვეთი იბრუნებს // წერტილის გარშემო და მიმდევრობით 

დაიკავებს #M/VI,, „M/VI,, /#/VIვ და ა. შ. მდებარეობებს. /IV მკვეთის 

ზღვრული მდებარეობა მოგვცემს მრუდის მხებს /#. წერტილში. 

მრუდის მხები M წერტილში ეწოდება იVVVI, 

მკვეთის ზღვრულ მდებარეობას, როცა მრუდზე 

მოძრავი M, წერტილი უსაზღვროდ უახლთევ- 

დება #M წერტილს. 
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ადვილი გასაგებია, რომ წრეწირისათვის ეს განსაზღვრა იმის ტოლ- 

ფასია, რითაც ვსარგებლობდით აქამდე გეომეტრიაში (იხ. ნახ. 312). 

მრუდზე მოძრავი #, წერტილი შე- 

იძლება უსაზღვროდ უახლოვდებოდეს 
MI წერტილს სხვადასხვა მხრიდან. 
მაგალითად, 313-ე ნახაზზე /#, წერ- 

% 

   
ნახ. 312, ნაზ, 313. 

ტილი უახლოვდება /#-ს არა ზემოდან, როგორც ეს 311-ნახაზზეა, არა- 

მედ ქვემოდან, ამ შემთხვევაში საქმე გვაქვს სხვა მკვეთებთან: ,7MV#, 

MM”, MM,” და ა. შ., 
თუმცა მათი ზღვრული V 

მდებარეობა იგივე MVM 

მხებია, 

მაგრამ გამორიცხული 

არ არის, ისეთი.შემთხვევაც 

როდესაც M, წერტილის 
/M წერტილისაკენ მ ა რ – 

ჯვნიდან _ მიახლოე– მ| » 

ბისას, /VI/VI,, /#IVIა, MM 7V_ 
მკვეთები ისწრაფვიან და- 

იკავონ ერთი ზღვრული /VI მდებარეობა, ხოლო /V” წერტილის M 
წერტილისაკენ მარცხნიდან მიახლოებისას, //VI,, IM MI” 7, MM” 
მკვეთები ისწრაფვიან დაიკავონ მეორე ზღვრული #/# მდებარეობა. ეს 

შემთხეევა იხ. 314-ე ნახახზე. ასეთ შემთხვევაში ამბობენ, რომ მრუდს 
აღებულ წერტილზე მხები არ გააჩნია. მმმ ე ი 

სავარჯიშოები 

1748. რა წარმოადგენს წრფისადმი მხებს მის ნებისმიერ წერტილში? 
1749, აქვს თუ არა ყ= IX) ფუნქციის გრაფიკს მხები იმ წერტილში, 

რომლის აბსცისაა: 

> ა) –-1; ბ) 0; გ) 1? 
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ნახ. 314.



1750. არსებობს თუ არა 9§=951იIXI ფუნქციის გრაფიკის მხები X=% 

წერტილში? 
1751. კარგად ცნობილია, თუ რო- 

გორ განისაზღვრება კუთხე ორ წრფეს 

შორის. როგორ განსახღვრავთ კუთხეს ა 2 

ორ ურთიერთგადამკვეთ მრუდს შორის 

მათი გადაკვეთის წერტილში (იხ. ხახ. 

315)? ნახ. 315. 

წარმოებულის გეომეტრიული ასსნა-ბანმარტება § 539 
  

ვთქვათ, 316-ე ნახახხე წარმოდგენილი /L მრუდი არის ყ=/(X) 

ფუნქციის გრაფიკი. დავნიშნოთ მასხზე ორი წერტილი: ერთი #M. რომ- 

ლის კოორდინატებია (CX, V), მეორე M, –– კოორდინატებით (X+ #X, 

ყ+ ტყ). გავავლოთ აბსცისათა ღერძის პარალელური / 7? მონაკვეთი. 

MM, სამკუთხედმი /V/##= 

V =#X, M,ჩ=6ტყ. ამიტომ “# 
#X 

იმ თ კუთხის ტანგენსის ტო- 

# ლია, რომელსაც /V /M, მკვე- 

M/X-ტX,ყ+4ყ) თი ადგენს აბსცისათა ღერძ. 

- “« თან. როცა #X–--0, /I წერ- 

/7CV) ტილი უძრავი რჩება, ხოლო 

V, მრუდის გასწვრივ უსაზღვ- 

„რ # ბX როდ უახლოვდება VVI-ს. #/MVVI 1 

” 0 + · წ მკვეთი ამასობაში იცვლის მი- 

2:რX მართულებას, ამასთან ერთად 

იცვლება თ კუთხეც ·და ად- 
ნახ. 316, გილი აქვს ტოლობას! 

ტყ –=–==19თ. 
#ტ»ჯ წ 

ზღვარზე გადასვლისას /M/M, ქორდა დაიკავებს //V მხების მდება- 

რეობას, შეადგენს რა აბსცისათა ღერძთან რომელიღაც ჩ კუთხეს, ცხა- 

დია, რომ ამ დროს ჩ=II.ა თ და LC ჩ=IIი) 19 თ. ძაგრამ (ძი = “წ · 
4ტX->0 ტ»X->0 ბტX 

  

    
    

მაშასადამე, 

Iდ ჩ= Iთ == 
ტX->0 #X 
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ამგვარად, /(X) ფუნქციის წარმოებული ჯX წერტილში წარმოადგენს 
იმ მხების დახრილობის კუთხის ტანგენსს, რომელიც გავლებულია ფუნ- 
ქციის მეან ერაში აზსცისის მქონე წერტილზე, 

ნებისმიერ ილში იის წარმოებულის მნიშვნელობასა და ამა- 
ვე წერტილში მხაბის სეი ეეიი წ იენტს შორის %ზ ი მოაღნიშნული თა- 
ნაფარდობა საშუალებას გვაძლევს მარტივად შევადგინოთ მხების განტო- 

ლება. ნათელვყოთ ეს მაგალითზე. 
გთქვათ საძიებელია ყ=X? პარა- 

ბოლის მხების განტოლება /M წერ- 

ტილში, რომლის აბსცისაა X=>2 (ნახ. 

317), საძიებელი მხების განტოლებას 

აქვს ასეთი სახე: ყ=/MX-Lხ. კუთხუ- 

რი კოეფიციენტი „ ტოლია ყ=X” 

ფუნქციის წარმოებულის მნიშვნე- 
ლობისა XჯX=2 წერტილში. რადგან ყ= 

=X?, ყ'=2ჯ. ამიტომ #=4. ამგვა- 
რად, მხების განტოლება იქნება: ყ= 

=4ჯX-I-ხ. უცნობი ს კოეფიციენტი 

შეიძლება იმ პირობიდან განვსახზღე- 

როთ, რომ მხები გადის ყ=X” პარა- 

ბოლის /V/( წერტილზე, რომლის აბს- 

ცისაა X=2 (ე. ი. შეხების წერტილ- 

ზე). ამ წერტილის ორდინატი 4-ის 

#I 

     –4 ტოლია, თუ ჩავსვამთ ყ=4X-+ხ გან- 

/ ტოლებაში ჯ=2 და Vყ=4, მივი- 

-V ღებთ: 4=8--ხ, საიდანაც ხ=--4. 

ამრიგად, საძიებელი მხების განტოლე- 
ნახ. 317. 

ბა იქნება: ყ=4X–-–-4. 
სავარჯიშოები 

175%, დაწერეთ V=Xჯ? პარაბოლის მხების განტოლება წერტილის- 

თვის, რომლის აბსცისაა: 

ა) ––1; ბ) 0; გ) +1. 

17658. რა კუთხით გადაკვეთს X=3 წრფე ყ=X” პარაბოლას? . 

1764, რომელ წერტილებში გადაკვეთს ყ=X წრფე V=X? პარაბოლას? 
რა კუთხეები მიიღება გადაკვეთის წერტილებში? 

მუდმივი „მამრავლის ბამოტანა წარმოებულის ნიშნის ბგარეთ § 228 
  

განვიხილოთ წ(X) =0/(X) ფუნქცია, სადაც თ რაიმე რიცხვია, ხოლო 

(00--ნებისმიერი წარმოებადი ფუნქცია. ვაჩვენოთ, რომ #(ჯ»X) ფუნქცია 
წარმოებადია და , , 

წ (0 =0/ (ა



მართლაც, 

წX+იბიე0–- ყი) 0/(X+06X)–ი/(X) == I(X+#X) – IX) 

ტX = ტX ტ)X 

ტ– 
გინაიდან /(X) ფუნქცია წარმოებადია, ამიტოგ 1“ 29--/00. შეფარ- 

დების ზღვარი, როცა #X->0, არსებობს და უდრის /”(X)-ს. ამიტომ 

სი §(X+ #X)–თ(0X) 

ჩგI–> ბX 

აგრეთვე არსებობს და უდრის ი/“(X)-ს. (1) თანაფარდობა დამტკიცებუ– 

ლია. 

მუდმივი მამრავლი შეიძლება წარმოებულის ნიშნის გარეთ გამოვი- 

ტანოთ, 

მა გალითები. 

(3X) =3(X)”=3 · 1=ვ3: 

C–5X?) =--5(X%) =--5 · 2X=-–-10Xჯ. 

სავარჯიშო 

1260. ხეპირად) იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების წარმოებუ- 

ლები: 

ჯმ 
ა) ყ=--X, ე) ყ= –6' 

X 1... 
ბ) ყ=-ა-: ვ ყ9=--X, 

1 _ 
გ) # =---X, ზ ყ=-V3X, 

#5 –1 
= 5 , თ) ყლ! დ) ყ=V 5X» 2V5 

ფუნძციათა ჯამის წარმოებული ნწ 9% 

  

თეორემა. თუ V(X) და V(CX) ფუნქციები წარმოებადია, მაშინ მა- 

თი ჯამიც VX)=I(X-+V(X) წარმოებადი იქნება, ამახთან, შესრულდე- 

ზა ტოლობა: 

VI (X)=V (0)+V (იი 
(ორი ფუნქციის ჯამის წარმოებული ამ ფუნქციების წარმოებულთა ჯა» 

მის ტოლია), 

%«2ა)



დამტკიცება. გვაქვს: 

#VI(X)==თ(X-L /ს#X)--–II(X) =IIV(X+ #0 + სCV-L #XII-– 

–- IVC0 +900)ლ=IV(X+ #0-–--V0ე1+IVCX + ბ–000I 
ამიტომ 

ტი _ "(X + MX) –VCX) 1 0 +ტ6ი– 90) , 

ტX #ტ»X ტX 
  

ვინაიდან V(X) და XX) ფუნქციები წარმოებადია, ამიტომ არსებობს მა- 
თი ზღვრები: 

_#M(X+ ტX)-– V(CX) 
III(I) =V" (X), 

4#)X->0 ტX «ი 

ყი V0(X+ #X)–V(CX) =VCლე. 

ტX–->0 #ტX 

მაშასადამე, არსებობს ზღვარიც 

II. ბთ დ. 
#ტX->0 

ამრიგად. VI (X) = V"(X) -+C” ხე. 

მივიღეთ ორი ფუნქციის ჯამის წარმოებულის ფორმულა. ამგვარად- 
ვე ვღებულობთ ორი ფუნქციის სხვაობის წარმოებულის ფორმულას: 

IVC0)-–ხ0ი0)/=V C()--ს 00; 

თუმცა, იგი შეიძლება ჯამის წარმოებულის ფორმულაზე დავიყვანოთ, თუ 

V(ი0–– ყე „გამოსახულებას განვიხილავთ როგორც ჯამს ყ(X)-+-|-–ყ(0XI 

და გამოვიყენებთ თეორემას მუდმივი მამრავლის წარმოებულის ნიშნის 

გარეთ გამოტანის შესახებ. მოსწავლეებს ვანდობთ: თვითონ გაერკვნენ 

ამაში. 

შევნიშნოთ, რომ ზემოთ დამტკიცებული თეორემა მართებულია 

შესაკრებთა ნებისმიერი რიცხვისათვის: 

(რ+Vაი+...-+Vი) = ს) +V +... +. 

მაგალითები. ვთქვათ, /(X)=X–1+2X--5, მაში9 

I (X) = (X9)” -+- (2X) –– (5) =2X 4+-2--0=2Xჯ+2, 

ანალოგიურად, 

(–3ჯ?12+5ჯ -L 7))=(–--3X9)” +C5X)” +(7) =–3-2X+5.-1+0= –-6X+5. 

სავარჯიშოები 

იპოვეთ შემდეგ ფუნქციათა წარმოებულები: 
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1266. (ხეპირად). 

ა) ყ=–=1–-X; ე) ყ=6–--3X2; 

  ბ) ყ=X-X2; მ): ყ=X--) 2 ჯ 

გ) ყ–=2X+X-2  ზ) ყV=XC1--X): 

დ) ყლ–1--3X+6X; თ) ყ=(C-+MI-1)(X 1). 

1757. ყV=(X–--1)(X-L2). 

1768. ყ==(X--1)?, 

1769. ყ==(2X--1)7. 

1760. ყ=-(3--2X)(X-––-6). 

1761. ყ=3X--5(1-–-X)(1––2». 

1769. ყ=-=(X--1)ბ?--(X-- 1)?. 

ორი ფუნქციის ნამრავლის წარმოება § 995 

  

ვთქვათ, VI) ფუნქცია ორი Vი) და 9V(CX) ფუნქციის ნამრავლია: 

LICX) =V(X) · 9(%). 

იგივე ჩავწეროთ. უფრო მოკლედ: 

· უ0=- LL «შ,. 

თმ ათ, ა 9 ფუნქციები წარმოებადი არიან. იქნება თუ არა წარმოება- 
ი მათი ნამრავლი? 

„გვაქვს: 

_ #20=CVI(X-- 4X)––VI(X%) =VI(X-L ტჯX) · 0(X-L #X)––იცფე · ხყი. 
მაგრამ 

V(X-- სტX)--–სმეილ–რტრს, 9(X-+-#X)––ხცი =რ9V. 
აქედან 

“ თ(X-L /#4X) ==M-L #წ; 9(X-L #X) =ყ-L #9. 
მაშასადამე, 

ტ#ა)=(V-L #ტი)(0-L რო–სხლ=ყყ-+-V0M0+შე/ყ-L რ“Vრი--ყხ= 

=Iტსუ-L0/V-+ MV/ტხხ. 

ამის გამო 

როცა #X->0, მივიღებთ:



ვაჩვენოთ, რომ, თუ #X->+0, მაშიჩ #ა->0. მართლაც, 

#4ხ= რს. ტX-–-0-0=0-· 
რX 

ამგვარად, 

IIი0 ბთ + 0 4-1 0=V0 +#V0. 
#+-–>0 #X 

მაშასადამე, განსახილავ შემთხვევაში ნამრავლის წარმოებული არსებობს 

და ადგილი აქს ტოლობას: 

(ი · 0) =V 0+Vს”. 

ორი ფუნქციის ნამრავლის წარმოებული უდრის პირველი ფუნქ- 

ციის წარმოებულისა და მეორე ფუნქციის ნამრავლს, პლუს მეორე 

ფუნქციის წარმოებულისა და პირველი ფუნქციის ნამრავლი. 

მაგალითები. 

1. იპოვეთ ყ=(X-+ი)(X+ხ) ფუნქციის წარმოებული. 

ნამრავლის გაწარმოების წესის მიხედვით გვექნება: 

ყ'=(X+0) (X--ხ)-L (X-Lი)(X-I- 6)? = 
=1· (X+6ხ)-+-CX-Lძ) · 1=2X-+0+-ხ. 

2. იპოვეთ ყ=(X-L1)(X”--3) ფუნქციის წარმოებული, 

"გვაქვს: 
ყ'=C-+ 1) (X?--3) -LCX+ 1)(X?-––3)” =(1-+0)(X”––3) -L ((-L 1)(2ჯ+0) = 

=3X?--2X--3. 
სავარჯიშოები 

იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების წარმოებულები 0% 1763––1771): 

1763. 0==(X2+1)(3–--5X“). 

1764. ყ==5X+X--X2). 

17065. ყ=(X”-LX-L 1)(X?1-- X-L 1). 

1760, ყ=(1--3X-L 7X72)(–-5X7--1). 

1767. /==X. 
1768. /-=X?(1--ჯ"). 

1769. (==(2X-3)4, 

1770. /==(V?-0X)1, 

1771. #=(X%--ი)(Xმ-LV). 

1272, დაასტკიცეთ, რომ თეორემა წარმოებულის ნიშნის გარეთ მუდ- 
მივი მამრავლის გამოტანის შესახებ (§ 2231), ნამრავლის გაწარმოების შე- 

სახებ. თეორემის კერძო 'შემთხვევაა, 
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1773. დაამტკიცეთ იგივობა: 

(«VCს)) =(/ 0:ე+ ზს VV)+ VI Vხ. 

ამ იგივობის გამოყენებით იპოვეთ 

=(X+ძ)(X+ხ)(X+09 

ფუნქციის წარმოებული. 

წილადის წარმოებული §8 996 

  

ვთქვათ, V და 0 არის X» არგუმეჩტის რაიმე ფუნქციები და ცნობილია ამ ფუნქციების 

ყ” და ი” წარმოებულები. ისმება კითხვა შეიძლება თუ არა ვიპოვოთ 5 შეფარ– 
ი 

დების წარმოებული იმ წერტილებში, სადაც 0 ნული არ ხდება? 

ამ ამოცანის ამოსახსნელად შევასრულოთ შემდეგი გარდაქმნები: 

V(X-L 4X) _ «(X) _#+ტი _4 იხ+იბი –ყი-იბის _ ხტბი-ყტი 
  

თX+Cბ») თVX) ხ+-რი იხ 9V(0–+-4#ხ) _ ყბL0.ტი 

ამის გამო 

#X+4X) _ 9(X) 

თX+46»)  VX) _ _! (24.0-4 4, 
V§ _  ც0?+-ეყტს LტX ტX 

რამდენადაც თ და 0 ფუნქციები წარმოებადი არიან, არსებობს ზდკოებძა 

(IყI) MI “ი, 

ტX->0 #0X 

Iთ ბთ ე, 
#ტX->0 Xჯ 

გარდა ამოხა, 

ო (0ბ-Lყტი) = ი ყ--ი49.ტ» 1=” +თ' 0=თ>V. 
4X->0 #4X->0 )X 

ამატო/ არსებობს ჭზღვარიფ:! 

“ თ(»X+4რX) _ #4 

ოი 90149 9 2C3) 
ტ->30 რჯ. . 

რომელიც 
ს” 0--ყი” 
–=. ას ტოლია 

ამჯვარად. თუ დღა 9 ფუნქციები წარმოებადია, მაშინ «მ წირჯილებში ზადაც 

( 

0 განსხვ: ვდება ხულიხაგან, –“- შეფარდება აგრეთვე წარმოებადია და 
ყV 

სი'»ხ V” თ-ს 
–_ = 8 ა 

ი 9 

15- §23



მაგალითები, 

1-3) (0+X/0-–9-0+)0 –»” =-_ააეარია--. =--__–= 

  

  
  

    

  

1» (1-- X)? 

10-9)-0+#X-I) _ _ 2... 
_ (1- ჯე? 0 (1-X)” 

1)” (1)7/.X-1.(XV” 0.X--1.1 ' 
2|–– =52-““ ” შრ?“ =---. 

X ჯ ჯ? ჯ? 

სავარჯიშოები 

იპოვეთ შემდეგ ფუნქციათა წარმოებულები: 

1-Xჯ ა 
1724, ყ= 1778, =საეეღღებერდ– 

1--X. 6X-–4 

1226 2X-8 1279 5 ' · %+=- გ; · ყ= 

1270 2 1780 =7 «4-ს. ყ= 5. · · #= 3 10ჯ. 

2ჯ? ძ0X+ხ 
1977. ყ=-““--. 1781. „= 2910. 

1-7Xჯ CX--ძ 

სარისსოვანი -ფუნკციის წარმოებული § 922 
  

15
 

წინა პარაგრაფებში განვიხილეთ ზოგიერთი მაგალითი ყ=X" ხარი- 

სხოვანი ფუნქციის წარმოებულის მოძებნაზხე ნატურალური ჩ-ის შემთ- 

ხვევაში. ასე, მაგალითად, დავამტკიცეთ, რომ (X)”=1, (X?)/=2ჯ. თუ 

გამოვიყენებთ თეორემას ორი ფუნქციის ნამრავლის წარმოებულის შე- 
სახებ, ადვილად მივიღებთ X-ის ნებისმიერი სხვა ნატურალური. ხარისხის 

წარმოებულს. მაგალითად, 

0C)” ==(X? ·X) =(X?) · X--X?· (X)/ლ=2Xჯ · X-+X?· 1==3X2: 

(V0)/==63--)/= 600)” “ X-LX3 · (2) =-3X? - X-LXმ : "L==4X9; 

(X5)/=C“ · X)= CC) · X-LX · (X)/=4X2: X-LX0 · 1=5# 

და ა, მ. ადვილი შესამჩნევია /=X# ფუნქციის წარმოებულის გამოთვ- 

ლის ზოგადი წესი ნებისმიერი ნატურალური #-ისათვის. 

იმისათვის, რომ ვიპოვოთ ყ=X" ფუნქციის წარმოებული, საჭიროა 

# მაჩვენებელი კოეფიციენტად ავიღოთ, ხოლო X-ის მაჩვენებელი ერთით 

დავწიოთ, ე. ი. 

(რ)? =ჯცრ -) , ძ) 

მაგალითად, (X19)” = 10ჯ?; (X15)/=45X4%, 
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მსჯელობა, რომელიც აქ ჩავატარეთ (1) ფორმულის მართებულობის 

დასადასტურებლად, რა თქმა უნდა, არ ჩაითვლება ამ ფორმულის მკაცრ 

დასაბუთებად. (1) ფორმულას კიდევ დავუბრუნდებით § 262-ში, სადაც 

მის მკაცრ დამტკიცებას მოვიყვანთ. 
ხარისხოვანი ფუნქციის წარმოებულის ჩვენ მიერ დადგენილი წესი 

მართებულია არა მხოლოდ ნატურალური, არამედ ნებისმიერი ნამდვი- 

ლი თ მაჩვენებლის შემთხვევაში: 

(XC) =თჯი 1 (X>0). 

ამ ფორმულის დამტკიცება სასკოლო პროგრამის ფარგლებს სცილ- 

დება და ამიტომ აქ არ მოიყვანება, 

მაგალითები. 

1) ვთქვათ, /=--, მაშინ 

#-(--) =თა=-ყლულიი =– > თ. 

2? ვთქვათ, ყ=VX, მაშინ 

__-_. = (/XV= (>) => I=+- XV =-> C>9ძ. 

1 : 3) თუ ყ=>' მაშინ 

1 V –1 V 1 -1., 1 –3 1 7. = 9 == 9 ლღეღეღეაეაა =–- 0). 

7 (7>) CI) --ჯ. 2. მი“) 
სავარჯიშოები 

  

იპოვეთ შემდეგ ფუნქციათა წარმოებულები (1782-––1788); 

1289, (ხეპირად). 

ა) ყ=X?; ე ყ=XVX; 
1, 1 

ბ #ყ=“+X, ვ) წ = ა 

1 
=–2 : % =–-–-. ბ) ყ X , ს) ყ ვგჯ 

დ) X = 
22?



  1788, ყ=M XVX. 1786. ყ= 

  

  

XV2X. 
წ ი” 

1784. ყ = V/ 3X/ 5ჯ 1787, X=-2X---X=1 
Xჯ 

1 9?-–-3X+X 
1786, #=:-–===- 178ნ. ხყ=---–- ––-, 'V> “ით 
1789, რატომაა, რომ, როდესაც წერენ ზოგად ფორმულას: 

(X2) = თ-.X4“ 1, 

ჩეეულებრივ აპირობებენ, X>07, 

მრავალწევრის წარმოებული § 598 

  

# ხარისხის მრავალწევრს შემდეგი სახე აქვს: 

ჩათ0)=ძაX"-+0ძ)X" 0, ++...+0ძი. 1X+0ი, 

სადაც ძე თავისუფალი წევრია, ხოლო იე, 0, 0ა,..., მი 1 მესაბამისად X”, 

ჯ.“,..., X-ის კოეფიციენტები, ამასთანავე 0ე5-60, ასეთი გამოსახულე- 

ბა შეიძლება განხილულ იქნეს, როგორც ჯამი (L++1) ფუნქციისა: 0ეX", 

0,X%-), თაი მ, . ი- 1X, ძა. ამიტომ მრავალწევრის წარმოებული ამ 
ფუნქციათა წარმოებულების ჯამის ტოლია: 

L გ(X=(ძაX) + (0)X" -)) + (ძეX" -?) +...+ (ძი 1X) +L (0). 

ძე-ის წარმოებული, როგორც მუდმივის წარმოებული, ნულის ტოლია. 

დანარჩენ წარმოებულთა მოძებნა ადვილია თუ გამოვიყენებთ მუდ- 

მივი მამრავლის წარმოებულის ნიშნის გარეთ გამოტანის წესს. და (X) = 

=/X –' ფთრმულას ნებისმიერი ნატურალური #-სათვის. ამ გვარად, ვღე- 
ბულობთ: 

(თაX")” =ძი(X”)” ==ძეიX29 -; 

(თ.X»-" -)/=0)(X- –ა) =0,(1--1)ჯ" -?; 

(რგ- )X) =0თე 1 =0»- 1; 

(ი,)/=0. 
აქედან 

(იაX"-+თ:X” -1-+ე(ე -?-L...+0ი- 1X+ი,) = 
= ძა/X” -%-L 0ე(M--1)»” ---+ 0ა(I--2)X5 -9:...+0ძ0ი. 1 

მაგალითები: 

1) (3კ?-–--5---7),=3. 2X--5=6X--5; 

2) (10X"-4:9 =>) =10 · 6X#5--4 . 3ჯ?2-L1 -–=60Xბ%--12X2--1.



სავარჯიშოები 

იპოვეთ შემდეგ ფუნქციათა წარმოებულები: 
1790. ყ=- 2Xმ-X. 

1791. ყ=3X.--6X%-4X1-+ 5X?-L17. 

1799, ყ=>----ჯ? ვჯბ-L6X--100, 

1793, ყ=5--6X-L 17X1. 

1794. ყ=>(X%-1--2X)(X”––5). 

1795, ყ=-(X7-LIX)9მ. 

1796. კ==(2X%---6X5)3. 

ტრიბგონოზეტრიულ ფუნქციათა გაწარმოება § 999 
  

თეორემა. 1. სინუსის წარმოებული კოსინუსის ტოლია: 

(510 X)/=005 X. 

დამტკიცება. ვთქვათ, X არგუმენტმა მიიღო #X ნაზრდი, მა- 

შინ ყ=51ი0 X ფუნქცია მიიღებს ნაზრდს: 

#ყ==51IIX-L #X)---51ი X. 

თუ გამოვიყენებთ ორი კუთხის ჯამის სინუსის ფორმულას, მიღებუ- 

ლი ნაზრდი ასე გარდაიქმნება: 

#ყ=3510ი X 005 (#MX)--C05 X 510 (/#X)––-51ი X= 

=00§ X 510 (/ს#X)--510 X (1--005 #X)I. 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ 1--ლ0§ #X=2 §1ი? ( მივიღებთ: 

/#აყ=ლ05 X 5წ0/4X -- 2510 X ი”) · 

აქედან 
8 (>) 

: §(ი?| –– 
ბყ =ლივეშებX _ 291იX _ Vს27. 
ტX ტ)X ტX (1) 
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51040X 
  როგორც ვიცით (თ, IX, § 214), )1ი) 

ბასი #რX 

. ი/ სX 
5II "I –– 

2 

ტX 

= 1. ამის საფუძველზე 

ვიპოვით გამოსახულების ზღვარს მართლაც, თუ 

““ს აღვნიშნავთ 2-ით, მაშინ #X=22, ამიტომ 

აო? (3) 
2 5160? 2 

ს 27 
მაშასადამე, 

. ტ 
§ი” (+) . , 

. 2 - 59ი2 1 . 302. . 
სი ––-45-=Iი -–--=- 1 –--.IIი1 5112= 

რ#X->9 #X 230 22 2 0 2 2-0 

=-1 .1.0=0, 
2 

ახლა უკვე (1)-დან ვღებულობთ: 

ტყ 51ი #X ვი? ( ) 
(5I11X) = II) ––=005X. II) –––––-  2იჯ. სი --- ა“2- 

ტX->0 #X ბ.ი #რ#X #ტX->0 #X 

=00§ X»; 1––2.5)0იX-0=005X. 

"თეორემა დამტკიცებულია, 

თეორემა 2. კოსინუსის წარმოებული მოპირდაპირე ნიშნით აღე- 

ბული სინუსის ტოლია. 

(C05 X)/= –-5Iი X. 

დამტკიცება: ვთქვათ, ჯ არგუმენტმა მიიღო #»ჯ ნაზრდი, მაშინ 
ყ=005 X ფუნქცია მიიღებს სათანადო ნაზრდს: 

#ყ=00§5 (X-L #X)––ლ005 X. 

თუ გამოვიყენებთ ორი კუთხის ჯამის კოსინუსის ფორმულას, მიღებუ- 

ლი ნაზრდი ასე გარდაიქმნება: 

#ყ=005(X-L #MX)--C085 X=008 X 005 #X--51ი0 X 30 #ტX-008 X= 

ლ=–--51ი X 510 #X--008 X(1--003 /#სX)= 

: : , #X 
=–-5111X 510) #X-–-2 005X §1ი? (;) ·



აქედან 

  

ძი “> ტყ - _ 5იტჯ +) 
–=–- მი  . 2ი6ი0- L.ქჟ “7. 
ტX რტ)X ? #ტX 

მაგრამ 

· უტ (194) L> მიL-) 

MI 29 2-1. ხოლო III) =0. 
ტX->0 #X ტX->0 

ამიტომ 

, · რტ - 

(0C05X) = IM) 59- ყი X-1-–-–2005 X-0=–-510 X, 
ტX->0 

თეორემა დამტკიცებულია 

მაგალითები. 

1) ვიპოვოთ ყ=0 §1ი X+ხ 005 X ფუნქციის წარმოებული. 
გვაქვს: 

ყ”=(0 510 X-Lხ 008 IX), =0(510 X) +-ხ(C05 X) =0 008 X–-ხ 510 X, 

2) ვიპოვოთ. ყ=X51ი0 X ფუნქციის წარმოებული. 
ორი ფუნქციის ნამრავლის გაწარმოების წესის მიხედვით მივიღებთა 

ყ'==(X 510 X) =X”510 X-+-X(C§5I0 X)/=310 X-LX CC X. 

თუ გამოვიყენებთ წილადის #გაწარმთების წესს, ადვილად ვიპოვით (დჯX ფუნქციის 
”ჯ 

წარმოებულს, თუ #+X 5-5 “ +ი”, და CC» ფუნქციის წარმოებულს, თუ ჯ5რი2.. 

  

  

  

მართლაც, 

, 590 Xჯ (5|ი X)” C05 X– 51 X (C05 XI" _ 005 X-C05 X– ყი ჯ (–9ი ჩ» 

(6 4 = 605 == ლ0§2 ჯ "თა? » >» 

ლევ“ ჯებ ჯ 1 

“  იი9ნჯ ლევ?» 

· ლ XX)” (C05 X)7-510 X-–C05 X (510X)” 

(18 XI –( 80 X/ > 5(02X – 

– 510 X.51ი X--C05 ჯ.005 X §Iე2? X-L-C05“ X, 1 სიო“, 

– §ს15ჯ =- 5107”X ლ- პე ა 

მაშასადამე, 

0C ი=-=5: (== +) 

  

) 
· (LC X)/,= 509» (X5+ILV).



სავარჯიშოები 

1797. ყ=51ი X სინუსოიდაზე აღებულია წერტილები, რომელთა აბ- 

სცისებია: ა) X=0; ბ) X=-- გ) X = –>% დ) X= 5: ე) X=X, 

დაწერეთ ამ წერტილებზე გამავალ მხებთა განტოლებანი,. 

1798. ყ=008 X ჟკოსინუსოიდაზე აღებულია წერტილები, რომელთა 

აბსცისებია: 

ჯ ვ ჩჯ 
=0; ბ X=–-; X= ––X; =--: Xჯ==1:L, ა) X ) 2 გ) 2 დ) X=-–-, ე) 

დაწერეთ ამ წერტილებზე გამავალ მხებთა განტოლებანი, 

იპოვეთ შემდეგ ფუნქციათა წარმოებულები: 

1799. ყ=3 §10 X-L2 005 X. 1809. ყ=(5X-+51ი X)(X"--005 X). 

1800. ყ=>4 510 X-––-5 003 X. 1810. ყ=(1–-2 510 X)(1--3005X). 

1801, ყ=-–-51ი X-L7 008 X. 1811. ყ=-511) 2». 

1809. ყ=-–-6 5111X--9 005 >»>. 18195. ყ=005 2». 

  

1808, ყ=51ი”X 1818. ყ=(ი-ხX)51ი X--(CC-ძ2X)005 X. 

1I1 X 1804. ყ=ლ0ვპX. 1814, ყ = 2907, 
X 

1808. ყ==511) X C05 X 1816. #=510X-+C057X 

1800, ყ=XXM510 X. 1816. ყ==VX 51 X 

3 1807. ყ=+X%05 X. 1817, ყ=- 59% 
X 

ჯ : 0. 
1808,“ ყ=005 –“–- , 1818. ყ=51ი |X+–-I. 

2 4 

1 
18189. ყ = 005 |X– –– 

3 

1C6X+ხ) ფუნკციის ბაწარმოება § 589 
  

მათემატიკაში ხშირარ საქმე გვაქვს /(X-+-ხ) სახის გამოსახულებებ- 

რან, სადაც /I(X) რომელიმე მოცემული ფუნქცია. ასე, მაგალითად, 

პარმონიული რხევების შესწავლისას განიხილება §1ი (თიX--დ) ტიპის ფუ- 
§22



ნქციები, სხვადასხვა საკითხის გადაწყვეტის დროს ხშირად გვხვდება 

1თ(9X-+ხ), (X+ძ)" და ა. შ. სახის გამოსახულებანი, დიდ ინტერესს იწ- 

ვევს მსგავსი ფუნქციების გაწარმოების საკითხი, 

ვთქვათ, /(X) რომელიმე ფუნქციაა, რომლისთვისაც შეგვიძლია ვი- 
პოვოთ წარმოებული, როგორ ვიპოვოთ ასეთ შემთხვევაში იმ დი) ფუნ- 
ქციის წარმოებული, რომელიც /(X)-ის საშუალებით შემდეგნაირად გა- 

მოისახება: 

დ(X) =/(იX-Lხ)? 

წარმოებულის განსაზღვრის თანახმად, 

დ(X+ #X) –– დ (ი _ სო /Iთ(X-L ბX) + ხ)–-–1(0X + ხ) _ 
'(Xე)= II» 
#9 4#ტX->0 ს·X #X-–>0 #ტX 

– სო #MI(ღ0CX+ხ)+0.4XI=/(თX+ ხ). 

#4X-–>0 ტXჯ 

თუ თX+ხ გამოსახულებას აღვნიშნავთ ყ-ით, მივიღებთ!) 

დ”(X) = III) . #ფ+06X)–/ თ) · 
#X–->0 ტბX 

ამ გამოსახულების მრიცხველი და მნიშვნელი გავამრავლთთ ძი რიცხვზე 

/ყ +თტ6X–IV) , დ” (X)=IIოI ძ. 
ტX->0 იაXჯX 

თუ თ/ტX-ს აღვნიშნავთ #-ით, მივიღებთ: 

თ'ხე= სთ -9+ი-170, 
'. ჩ-ამ ჩ 

(რამდენადაც #X-+09, ამიტომ #==თ/X---0). 

მაგრამ 

> ((6+90- MX =/ ფ). 
”->0 ჩ 

ამიტომ დ”(X) =თ/'(V). 

თუ გავიხსენებთ, რომ ყ=0X-Lხ, საბოლოოდ მივიღებთ) 

დ”(X) =0I(თX-+ნ). 
ამგვარად, 

I/(CX-Lხ))” =0I (თX-Lწ). (1) 
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= რიცბვი არის იX+ხ ფუნქციის წარმოებული. ამიტომ (1) ტოლობა 

შეიძლება ასე გამოითქვას: 

I(იX+ სხ) გამოსახულების წარმოებულის საპოვნელად საკმარისია 

'გავაწარმოოთ იგი /(X) გამოსახულების გაწარმოების წესის მიხედვით 

(ამახთან საბოლოო გამოსახულებაში VC უნდა შევცვალოთ თX-Lხ-თი) 

და შედეგი გავამრავლოთ თX+ნ6 გამოსახულების წარმოებულზე (ესე 

იგი თ რიცხვზე). ' 

მა გალითე ბ 0, 

1) I(2X-L 1)19მ)/ == 10(2X-L-1)? - (2X-L 1) ==10(2X-I-1)? - 2==20(2X-L1)? 

2) (§1ოი 3X) =ლ00§5 3X(3X)” =00§ 3» · 3=3 005 3ჯ. 

=C-)--+C-2):(:-)- 
იი(-2) (-4)-7(§5-ჯ). 

სავარჯიშოები 

  

იპოვეთ შემდეგ ფუნქციათა წარმოებულები (M# 1820-–-1834): 

1880, ე=(2X-L3)ზ. 1897. ყ=ლ0§ (1–”) . 

1891. /=(X-L7). 1898. ყ=/ 510 (თაX-IL დ)- 

--1899. ყ= 0-5" 18998. ყ=/4 ლ005(დ-–-თX). 

1888; ყ=§10 4X. 1880. ყ=3X 51ი.2X- 

“– 1894. ყ=5)ი-= · 1881, V==3(X--5)3-L 2(1--ჯ)ბ. 

188წ.. ყ=ლ0§ 6». 1889. ყ=3X 519 2X-L2X C0§ 3X. 

1896. /==51ი (2X--3). 1888. ყ=V2X-+1. 

1884. ყ ==V1--Xჯ. 

1885. დაამტკიცეთ, რომ 

9X+ხ"V" _ 0ძ-ხ (=- <=): 
C 

  

ლ%+ძ/ (CთX+თ?



მეორე წარმოებულის ცნება. 

უმაღლესი რიბის წარმოებულები § §9 
  

ყ ფუნქციის V წარმოებულის წარმოებულს 
ამ ფუნქციის მეორე წარმოებული ეწოდება და ყ'-ით ან /” C)-ით აღი- 
ნიშნება: 

ყ!' =(ყV')”; I '(X) =II”(CXV)I”. 

განვიხილოთ რამდენიმე მაგალითი. 

1) ვთქვათ, ყ=3X%მ-6X'-+7X-1: მრავალწევრის გაწარმოების წე- 
სის მიხედვით გვექნება: 

ყ == (3X“--–-62-+-7X--1)”=9X?2--12X-L7; 

ყ'”=(ყ') =(9X2--12X-L7)” = 18X––-12. 

2) ეთქვათ ყ=3III X, მაშინ წყ” =5(II(X)”=005 X; 

ყ'”=(00§ X) =--51) X. 

3) თუ ყ=5%-, მაშინ 

(-(+) -4+ => (X') = ა «.2X=0X; 

ყ ''=(ძX) =ძ. 

ეყ ფუნქციის მეორე წარმოებულს ყ”-ს, ისე როგორც მის -პირველ 
წარმოებულს #-ს, შეიძლება მიეცეს უბრალო ფიზიკური ახსნა–განმარ- 

ტება; რამდენადაც იგი არის პირველი წარმოებულის წარმოებული, ამი- 

ტომ იგი ახასიათებს ამ წარმოებულის ცვლილების სიჩქარეს. ს” წარმო- 
ებული კი ახასიათებს ყ ფუნქციის ცვლილების სიჩქარეს. ამგვარად, 

ყ” ახასიათებს ყ ფუნქციის „ცვლილების სიჩქარის ცვლილების სიჩქა- 

რეს“. ამგვარ ცნებას ჩვენ უკვე ფიზიკაში ვხვდებით. თანაბარ აჩქარე- 

ბული მოძრაობის შესწავლისას ჩვენ შემოვიტანეთ აჩქარების ცნე- 

ბა, როგორც მოძრაობის სიჩქარის ცვლილება დროის ერთეულში. სწო- 

რედ ეს ცნება ახასიათებს მოძრაობის სიჩქარის ცვლილების სიჩქარეს. 

ამიტომ, თუ გამოვიყენებთ მექანიკის ენას, შეიძლება ითქვას, რომ V 

ფუნქციის მეორე წარმოებული ყ' არის აჩქარება, რომლითაც V=/(X) 

ფუნქცია იცვლის თავის მნიშვნელობებს X არგუმენტის მნიშვნელობათა 

ცვლილებისას. 
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ყ=/!/ლ() ფუნქციის მესამე წარმოებული არის ამ ფუნქციის მეორე 
წარმთებულის წარმოებული, იგი ასე აღინიშნება: 

ყ”” ან I 0; ს ლ=(V ა”; , (1ე)=I/  (X)I” 

ანალოგიურად, #=I/(X) ფუნქციის მეოთხე წარმოებული (აღინიშნება 

ყIV-ით ან /!V (X) – ით) არის მესამე რიგის წარმოებულის წარმოებული და 

ა. შ. 

I(X) ფუნქციის /-ურ წარმოებულს სხვანაირად ი-ური რი გის წ» 

რმოებული ეწოდება (აღინიშნება /C) (X)). მაგალითად, მესამე წა- 

რმოებულს სხვანაირად მესამე რიგის წარმოებული ეწოდება, მეოთხე 

წარმოებულს -–– მეოთხე რიგის წარმოებული და ა. 98. 

მაგალითები, 

1) ყ=X"+X+1 ფუნქციისათვის გვექნება: 

ყ”=2X+1; ყ”=2; ყ'=0; ყ'V =0. 

ცხადია, რომ ამ ფუნქციის ყველა წარმოებული, დაწყებული მესამი- 
დან, ნულის ტოლია. 

2) ყ=351ი X ფუნქციისათვის გვექნება 

„ , ყშ=005 X; ს” =--51ი X; ყ'=--0085 X; 

ყ'=--(--51ი X)=519 X; ყV=0ლ005 X და ა. შ. 

სავარჯიშოები 

1836, იპოვეთ §(0==21(ბ%-+L5I'-+4! კანონის მიხედვით მოძრავი სხე- 

ულია აჩქარება (§5-გზა მეტრობით, #-დრო წუთი,ბით) დროის შემდეგ 
მომენტებში: 

ა) 1=40 წამს; ბ) 1=1 საათს, 

1887. იპოვეთ §=V1 კანონის მიხედვით მოძრავი სხეულის აჩქარე- 

ბა (§––გზა მეტრობით, (C-– დრო წუთობით) ( დროის ნებისმიერ მომენ- 

ტში, 

იაოვეთ შემდეგ ფუნქციათა ყველა რიგის წარმოებულები: (M 1838--– 

–- 12843): 

1ხვ5, ყ=(X-L2)პ. 1841. ყ==Xნ-L-4Xმ---7X42, 

1839, ყ= (2X-1)9, 1849. V=005 X. 

1840. ყლ=კჯ?--X-–-1. 1848, ყ=(1-|-„)199,



1844. დაამტკიცეთ, «ომ ყ=ძ 9510 #X+6 005 X ფუნქციისათვის მარ- 

თებულია თანაფარდობა VI!" =ყ, 

1845. რამდენჯერ უნდა გავაწარმოოთ ყ==(X”-L1)!ბ? ფუნქცია, რომ 

შედეგად მივიღოთ 50-ე ხარისხის მრავალწევრი? 

1846", იპოვეთ ყ=5Iი X-· 00§5:7X ფუნქციის მე-100 რიგის წარმოე- 
ბული. 

მრავალწევრის კოეფიციენტთა გამოსასჭა მისი 

  

წარმოებულების მწეფპვნელობათა საშუალებით 6 ივ9 

ვთქვათ, 
#C=0ძე+0,X-Lძ:X2-+თეXქ-+მკX"+...+ძ,X. (– 

მაშინ 
LC) =>1 · ძე+2ძ:X-30ეX?-+40თ,კXზ-+...-+-M6გX" 1: (2 

'C)=2· 1· ძი,;+3:· 2თვX-+4 · 30,X%-+...+6იMVLCI--))0ეჯ" “მ: (3) 

ნ'”ცე=3- 2: 1-იე+4-· 3· 20,)X+...+70(”--1)(I--2)ი,ლი (4) 

და ა. შ, 

თუ <1), (2), (3) და (4) ფორმულებში ვიგულისხმებთ, რომ ჯ=0, 

გვექნება; 

#(0) =თა, 

#C0)=) · თე, 

”(0)=1 · 2ძე, 

C'””(0)==1 - 2- 3ძე, 

საიდანაც დ 

თგ= , 

=”(C 1 უა 

CC) 
ფ--->. 

ძ 

 



თუ განვაგრძობთ ამ პროცესს, მივიღებთ: 

_ IV დ) 
_ 1.2-3.4”, 
_ ხVდ) 

ბა. 1.2.3.4.5' 

რთ ა 

და ა, შ. საზოგადოდ, წებისმიერი ნატურალური #:-სათვის 

_ ჩრდ) 
იო 23...ნ (9 

ხადაც რM() არის XC») მრავალწევრის # რიგის წარმოებულის მნიშ- 
ვნელობა X=0-სათვის. წამრავლი 1, 2. 3. ...#, ჩვეულებრივ აღინიშნე- 

ბა #! სიმბოლოთი (იკითხება: კა ფაკტორიალი). ამიტომ (5) ფორმულა 

შეიძლება ასე გადაიწეროს: 

ჩო (დ) 
'' სც. 

ეს ფორმულა სწორი იქნება მაშინაც, როცა #=0, თუ #9) 0) (ჩ#(0ი 
ოუნქციის ნულოვან წარმოებული) გამოსახულებად ვიგულისხმებთ 

უბრალოდ (ი) ფუნქციას და მივიჩნევთ, რომ 0!=1, 

(6) ფორმულა გამოსახავს (X) მრავალწევრის Xჯ-სთან მდგომ კოე- 

ფიციენტს, ამ მრავალწევრის ნულ წერტილზე #- რიგის წარმოებულის 
მნიშვნელობის საშუალებით. 

ამ ფორმულის შინაარსი ნათელვყოთ ზოგიერთ მაგალითზე. 

მაგალითი 1, ვიპოვოთ (ჯ-L1)1? მრავალწევრის კოეფიციენტი, 

რომელიც X-თან დგას. 

გვაქვს: 

(1 ' (60) 

600) =(X-L-1)1მ; 

”CX)=10(X-L1)%9; 

(0 =10 · 9(X-L-1)5; 

”'0ე=10:9-· 8(;-+1)? 

ამიტომ '””(C60ე)=10-· 9· 8· 17=720. (601 ფორმულის მიხედვით მივი- 

ღებთ: 

ს” დ) _ 720 _ 
ვე. 1.2.3 · 

120.   

ამგვარად, (X-L1)1 მრავალწევრის კოეფიციენტი, რომელიც X-თან 
დ.ს. 120-ის ტოლია. 
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მაგალითი 2. ვიპოვოთ, (3-1)? მრავალწევრის ის კოეფიციენ- 
ტი, რომელიც X-“-თან დგას. 

გვაქვს: 
ჩ00=C03X--1)?; 

ჩნ/0ე=%098X--1)ზ · 3=27(3X--1)ბ: 
ჩ–”/ც0=27 · 8(3X--1)? » 3=648(3X–-1)7, 

ამიტომ საძიებელი კოეფიციენტი იქნება: 

2! 1.2 

სავარჯიშოები 
იპოვეთ M# 1847--1851 ამოცანებში მოცემული -მრავალწევრებიზ 

კოეფიციენტები, რომლებიც X-ის მითითებულ ხარისხებთან დგას: 

1847. 000=C+2)"), X2-თან. : 
1845 ჩ00=(1- ეშ, ჯმ-თან, 

18492, #(=(2--X)1ნ, X3-თან. 

1850. 800) =6(X--თ), X“-სთან. 

1861. ჩ(X)=(X-L1)", X9-სთან. 

1869. განსახლვრეთ #(X)=:(X+2)" მრავალწევრის ” ხარისხი, თუ 

X“-თან მდგომი მისი კოეფიციენტი 24-ის ტოლია, 

ნიუტონის ბინომის ფორმულა -§ 988 

აქამდე ჩვენთვის ცნობილი იყო ფორმულები თ-ხ თრწევრის მეორე 

და მესამე ხარისხისათვის:, 

(თ+-ხ)ბ=იბ-+20ხ-Lხ?, 

(თ-+ხ)ვ=0ი93-+30%-L30ხ?-Lხ?. 
ამ “პარაგრაფში მიეიღებთ ფორმულას (თ-+-)5 · ხარისხისათვის ნებისმი- 

ერი ნატურალური ი მაჩვენებლით. ამისათვის განვიხილოთ # ხარისხის 

მრავალწევრი 

”0ი=(X-Lთ", 

სადაც თ რომელიმე მოცემული რიცხვია. 
ამ მრავალწევრის თავისუფალი წევრია IX0)=თ". X-ის ხარისხებთან 

მდგომი კოეფიციენტების საპოვნელად ვისარგებლოთ წინა პარაგრაფის 
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(60) ფორმულით. ამ ფორმულის თანახმად X'-სთან მდგომი კოეფიციენ- 
> 

ტი იქნება L თ 

წარმოებულის მნიშვნელობა, როცა Xჯ=0. ვიპოვოთ ეს მნიშვნელობა. 

გვაქვს: 

, სადაც #9 (0) არის (0) მრავალწევრის # რიგის   

”00ი=C(+ძ)"; 

ჩ'00=M(+0ძ)" -); 

L'"ს)=#ი(.--–1)1(X+თ)5 -9შ; 

ს” სე=იC--1)(--2)(X+-0)" -3 

და ა, შ. ცხადია, რომ #(ჯ») მრავალწევრის # რიგის წარმოებული იქ- 
ნება 

#6C0)(X) =MM(I--1)(M--2)...(II--–ჩ--1)(X-L თ)5 +. 

ამიტომ 
#X50CC)=#M(M-–-11(1--2)...(0--ჩ+1)ძი +. 

მაშასადამე, #9C) მრავალწევრის X'-სთან მდგომი კოეფიციენტი იქ- 
ნება ? 

ჩი) და _ MI -–- 1)(0 –-2) ·-. (1-ჩ#+1) 

#I! #! 

გამოსახულება 

ცო,   

M(CI––1) (1-–-2) · · ·(-"--– 7 +1) 

ჩ! 

ჩვეულებრივ აღინიშნება C," სიმბოლოთი (იკითხება: C ი-იდან #-მდე). 

ამიტომ #(X) მრავალწევრის XM-სთან მდგომი კოეფიციენტი C ი" “-+-ს 

ტოლია, მაგალითად, X-თან მდგომი კოეფიციენტი იქნება C„1ი" -!, X2-თან 

მდგომი –– C„“ი"-? და ა, შ. მაშ, მოცემული მრავალწევრი შეიძლება 

ასეთი სახით წარმოვადგინოთ: 

(X+ძ)"=თ"-LC.10"-1 X+ C. ებ“ 9X2 +... +Cა"“10XMს-1 +Cა5X-”. 

თუ ამ ფორმულაში ჯ=;, მივიღებთ: 

(თ+ხ)1=თძ"-+C,„,10"-1ხ+ Cა?ი"“? ხ1+ +C»ა" იხ" LCახ". (1) 

შევნიშნოთ, რომ (ი+V)”-ის გაშლაში (#--1)-ე შესაკრებს აქვს სახე: 

C."თ" -+ხ. (0-– ჩდ).



(1) ფორმულას ნიუტონის ბინომის" ფორმულა ეწოდება, ხოლო მას- 

ში მონაწილე 1, C„.!, C.” C,.პ..., C"-, C,ბ კოეფიციენტებს –- ბი- 
ნომიალური კოეფიციენტები. 

მაგალითი. 

(ძ+6)1=0%შ+C,!0ი'ხ+C,”ი"ხ"-+ C ,პთხზ-+ C ,!ხ. 
მაგრამ 

0) =4; C, 2 _9.3_ 6; იკ 33.2  ,. C,'= – 43.21 _ 1, 
!! 1.2 · 1.2.3 1-2-3-4 

ამიტომ 
(ი-+-ხ)1=0'+40თ'ხ+4-6ი?ხ“-++40ხ91-+ხ!. 

სავარჯიშოები 

1858. გამოთვალეთ: 

ა) C,; ბ) C; გ) C-; დ) C,: ე) CIი; ვ) C-”- 
1854. ნიუტონის ბინომის ფორმულაზე დაყრდნობით გამოიყვანეთ 

ფორმულები ორი რიცხვის ჯამისა და სხვაობის კუბებისათვის. 

1556. ნიუტონის ბინომის ფორმულის მიხედვით გამოთვალეთ: 

ა) (V5--)/2 )ბ; 
ბ) (V6-LV2 )"; 

გ) (V6--V2 )5; 
დ) ·(//10––V2 ), 

1856. განსაზღვრეთ (30--2) ბინომის ხარისხის მაჩვენებელი, თუ 

ცნობილია, რომ ი"-თან მდგომე კოეფიციენტი 216-ის ტოლია. 

1857. დაამტკიცეთ შემდეგ ტოლობათა მართებულობა: 

ა 67+=64=0 ბ 65-+=0= 5--ა), 

1858. დაამტკიცეთ იგივობა: 

C,+1=-6,. ”--ჩ 
#+1 

1859“. დაამტკიცეთ, რომ 111---1 იყოფა 100-ზე. 

  

" (1) ფორმულა მკაცრად დამტკიცებული იყო ჯერ კიდეე ნიუტონამდე იაკობ ბ ე რ 

ნულის მიერ (1654--1705) ––- შვეიცარიელ მეცნიერთა იმ ოჯახის ერთ-ერთი წეე- 

რის მიერ, რომელმაც მსოფლიოს მისცა 11 გამოჩენილი მათემატიკოსი, ნიუტონს ეკუთვ– 

ნის იდეა, თუ როგორ შეიძლება (51) ფორმულის გავრცელება იმ შემთხვევაში როცა 

#-ის მნიშვნელობანი წილადური და უარყ ოფითია. ეს იდეა ფართოდაა გამოყენებული 

უმაღლესი მათემატიკის მრავალი ამოცანის ამ თხსნისახ, 

16, 24)



ბინომიალური კოეფიციენტების ერთი თვისების შესახებ 6 98% 
  

განსახღვრის თანახმად, 

MI(CI-–-1)(1-–-2) · · -(1-–--#+1) 
  

  

C= 1.2.3...V 0) 

თუ ამ წილადის მრიცხველსა და მნიშვნელს გავამრავლებთ 

(მ--ე(Mრ--ჩ--1)..,.3 + 2 , 1-ზე, 

მივიღებთ 

5 M(0--1)ლ 2): წშმCL-#+1)რ-–-)ნხ-M”-1)--.3.2.1_  „! 
1.2-:3.. .#(”–#)(წ--#-- 1). ..3-2-1 ე თ-ი! 

ამგვარად, ' 

ჩ! 
ბ= თ ! (2 

ეზ ფორმულა მართვბულია ნებისმიერი ნატურალური „ და #-სათვის, 

თუ M>7. კერძოდ, თუ მასში #-ს ნაცვლად ო--#-ს შევიტანთ, მივიღებთ: 

ჩი. =>. 

თ-–-/)–თ–-ა)) თ-–-/)) 
(3   

(24) და (3) ტოლობათა მარჯვენა მხარეები თანატოლია; ამიტომ მარ- 

დფხენა მხარევბიც ტოლი იქნება: 

C'.=Cც"“). (4 

L-+X4) ფორმულა, „გამოსაზავს -რა ბინომიალური კოეფიციენტების: მნიშვ- 

წელოვან თვისებას, საგრძნობლად ამარტივებს მათ გამოთვლას. მაგალი- 

თად, თ- ხ ორწევრის მე-6 ხარისხში ახარისხებისას გამოსათვლელი იქნება 
Cა', C-ს, Cას» Cკ', C-ს» Cკ'. განსაზღვრის თანახმად (იხ. ფორმულა(1): 

6 
C)1-–--=6; 

ა 1 

6.5 

6-2 
6-5. 4 

_ვ_ვ_ აი აჰსჰ ჯ“ '. · C=123“



Cა' და Cკ?-ის გამოსათვლელად ახლა აღარ არის აუცილებელი მათი წარ- 

მოდგენა (1) ფორმულის შესაბამისად. საკმარისია ვისარგებლოთ (4) 

ფორმულით და უკვე მიღებული მნიშვნელობებით: 

C1=C,'-1=62=15; C:=C,პ-ს)=6C61=6 

შევნიშნოთ აქვე, რომ C„."=1. ეს უშუალოდ გამომდინარეობს C", 

რიცხვის განსაზღვრის წესიდან: 

/I/1–– 11(8-––2) ...3.2.:1 

1.2:3-..>.(1-–2)(-–- 1)/! 

I.- 
.,.“ =1, 

შევთანხმდეთ, რომ C9„=1, ასეთი შეთანხმების საფუძველზე. (4) ფორ– 

მულა მართებული აღმოჩნდება არა მხოლოდ მაშინ, როცა #>>7, არამედ 

მაშინაც, როცა #=7#: 

სავარჯიშოები 

1860, გამოთვალეთ: 

ა) C9,ა; ბ) C,?ე გ) C)იი: დ) Cვე'. 

1861, ცნობილია, რომ C,„%=Cიწ. შეიძლება თუ არა „დავასკვნათ, 
რომ L=ყ? 

1362. ამოხსენით განტოლებანი: 

ა) C„.5“?-C2X=9; 

ბ) C2-1=X"--13; 

გ) C”" -2=C»”. 

1863. (5<+-) ბინომის გამლაში როგორი იქნებ ზ-სთან 
ძ 

მდგომი კოეფიციენტი? ! 

1864. როგორი იქნება თ“-სთან მდგომი კოეფიციენტი, თუ გავშლით 

C=3) ბინომს? 
3ძ 

ნიუტონის ბინომის ფორმულის გამოყენება 

გიახლოებითი გამოთვლებისათვის § 985 
  

თუ ნიუტონის ბინომის ფორმულაში: 

(თ+ხ)"=0ს+C.10"“1ხ+C»0"“3ხ? L-.-..+Cა" 1იხ+ს“!-+C ახ" 

ჩავსვამთ ძ=1, ხ=X, მივიღებთ: 

(1+X)=1+C.'X+Cა XI +6-..· +6," 15.1 +C6ი%X. (6) 
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თუ #-ის სიდიდე მცირეა, მაშინ X2?, #9მ,,..,I” მით უმეტეს მცირენი იქ- 
ნებიან, ამიტომ თუ (1) ფორმულაში უკუვაგდებთ X4, X),...,X--ის შემ- 

ცველ წევრებს, მიღებული 
(1+X5 =1+ CV (C) 

ფორმულა მიახლოებითი იქნება, ამასთან, ასეთი მიახლოების მცდარო- 

ბა მცირე უნდა იყოს. რამდენადაც C„?!1=ი, (2) ფორმულა ასე გადაიწე- 
რებაჯ 

(1-+X)5 –1-+VX. (23) 

ჯ-ის მცირე მნიშვნელობისათვის (3) ფორმულა პრაქტიკულიდ სავ- 

სვბით ღამაკმაყოფილებელ შედეგს იძლევა, ამის დადასტურებას, როცა 
X=0,01, გვაძლევს შემდეგი ცხრილი: 

I   

  

მნიშვნ 
0-6" | (ვ) ფორმუ- | ოთხი ზუ 

მიხედვით ათწილადი. 
ნიშნით 

ჩ 

| 

2 1.02 1,020) 
ვ 1,03 1,0303 
4 1,04 1,040L 

10 L,10 1,1046     

(3) ფორმულა მართებულია #-ის მცირე უარყოფითი მნიშვნელო- 

ბისათვისაც. მაგალითად, 

(1–-–0,02)5 21––5 · 0,02=0,9; 

(0,93)?= (1––0,07)? >21––2 · 0,07=0,86. 

(0) ფორმულა მიღებული იყო ნატურალური ი»-სათვის, მაგრამ 0გი 
გამოსადეგია ჩ-ის ნებისმიერი ნამდვილი მნიშვნელობისათვისაც. 

მაგალითად, 

1. 1 
1,003=(1 +0,003) ? =1 + 5 0,003=1,0015; 

- 

'I 

30,097 =(1–20,03) ?.> 1-–--0,03=0,99; 

1 
–--=0,98-1=>(1 --0,02) +=1-C (1) (-––0,02) =1.02; 0.98 ( ) (–11( ) 

1 L 1 
დადემისიიი. 1 =(1-0,04) + =1 –-:0,04=-1,01. 
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სავარჯიშოები 

იპოვეთ შემდეგ გამოსახულებათა მიახლოებითი მნიშვნელობანთ 

1808. (1,04)9. 1878. 4/1,03, ბ 

1806. (1,001):9, 1874, %/0,99. 

1867, (1,03)%, 1876. V 2/0,24. 

1868. (0,99)2. 1876. (4/0,98)“- 

1869, (0,98)4, 1877. –-“., 
V0,98 

1870. (0,97)5, 1878. 1 · 
1,02 

1871. 1,05.. 18?9. --–---., 
V 0,97 

1 . 
187292. 0,95. 1880. -„აეღუღუეღე-« 

(V0,99)" 

წარმოებულის გამოყენება ფუნქციის ზრდადობისა 

და კლებადობის უბნების მოსაძებნად · #6 1286 
  

წარმოებულის საშუალებით ადვილია ნებისმიერი წარმოებადი ფუნქ- 

ციის ზრდადობისა და კლებადობის უბნების მოძებნა. გვაქვს "შემდეგი 

თეორემა. 

თეორემა. თუ /(X) ფუნქციის / (2) წარმოებული დადებითია 
(0, ხ) შუალედში, მაშინ /(X) ფუნქცია მონოტონურად ზრდადია ამ შუ- 

ალედში, ხოლო თუ წარმოებული უარყოფითია ამ შუალედში, მაშინ 

მასში /(X) ფუნქცია მონოტონურად კლებადია. 

ამ თეორემის დამტკიცება გამოდის სასკოლო პროგრამის ფარგლებს 

გარეთ, ამიტომ დიავკმაყოფილდებით მხოლოდ მისი გეომეტრიული და- 
სურათებით, 

ყ=/00 ფუნქციის წარმოებული, როცა X=Xა, იმ მხების კუთხური 

კოეფიციენტის ტოლია, რომელიც გავლებულია #=/(0ი) ფუნქციის გრა- 
ფიკის იმ წერტილზე, რომლის აბსცისა ჯეა-ია. პირობა /”(9)2>0 აღნიშნავს, 

რომ განსახილველ შუალედში მხებთა კუთხური კოეფიციენტები დადები- 

თია. მაგრამ ეს შესაძლებელია მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა მხებთა 

მიერ X ღერძის დადებით მიმართულებასთან შედგენილი კუთხეები მაზ– 
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ვილია (ნახ. 318), მაშინ /=/(ჯX ნქციის გრაფიკი V-ის ზრდისას ს 
მაღლა და მაღლა ს აემარიები, ასე ქიდს გ ავე ქის ბ ხოთ მო- 
ნოტონურად იზრდება, | 

შემთხვევა, როცა |ით, სხ) მუალედში /”(X)ლ0, ანალოგიურად განი- 

ხილება, პირობა / (X)<C ნიშნავს, რომ ყ=/(X) ფუნქციის გრაფიკისა- 

დმი გავლებულ მხებთა კუთხური კოეფიციენტები უარყოფითია. მაგ- 
რამ ეს შესაძლებელია იმ შემთხვევაში, როცა მხებთა მიერ ჯ ღერძის და– 

დებით მიმართულებასთან შედგენილი კუთხეები ბლაგვია (ნა. 319). მა- 
შინ #=/(X) ფუნქციის გრაფიკი ჯ-ის ზრდისას სულ დაბლა და დაბლა ეშ- 

ვება. ეს კი ნიშნავს, რომ ყ=/(ი) ფუნქცია მონოტონურად კლებულობს. 

“V 

LV 

· იზას“ 
ნახ. 318, ნახ. 319. 

მაგალითი, განვსახღვროთ /(X)=X1-4X+3 ფუნქციის ზრდ>- 

დობია და კლებადობის უბნები. 

გვაქვს: 
I (X)=2X--4. 

ყ=»-4X+3 როცა X>2, /(X9>0, ხოლო, როცა 

X=2 I(ი–ბ მაშასადაზე0 /(X)= 

=ჯ?- 4X+3 ფუნქცია ზრდადია, როცა 

X>2, ხოლო კლებადია, როცა X<2 

(იხ, ნახ. 320). 

იმავე შედეგს მივიღებდით, თუ მო- 

ცემულ ფუნქცის გამოვიკვლევდით 
სრული კვადრატის გამოყოფის გხითა 

I(CX) =X?-–-4X-+-3=Xჯზ--4X4+4-–-–1 = 

ნახ. 320. =(X--2)?--1, 

ამ შემთხვევაში წარმოებულის გამოყენება უფრო ადვილად და სწრა- 
ფად მიგვიყვანს ამოცანის ამთხსნასთან, 
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სავარჯიშოები 

განსახღვრეთ შემდეგ ფუნქციათა ზრდადობისა და კლებადობის უბ- 
ნები: | 

  

1881. ყ=3--4X-X?. 1886. ყ=3X2-LX. 

1889. ყ=X3?-3-L1, 1887. ყ=VX9--3X. 

1888, ყ==Xმ8--2X#2-3, 1888, ყ=X+ 1 · 
Xჯ 

1884. ც,=X3-L-6X2--15X-L2. 188. ყ=50ჯ- => 

1 
1886წ. ც=X"--5--2Xჯ-8ა)ქ. 1800. ყ = X +005X. ყ=X -X- ჯ V V 2 

დაამტკიცეთ, რომ ქვემოთ მოცემული ფუნქციები (# 1891--1894) 
მთელს რიცხვით წრფეზე მონოტონურნი არიან, მათგან რომელია მო- 
ნოტონურად ზრდადი და რომელი მონოტონურად კლებადი? 

1 1 _ 
1891. ყ=-ვ-ჯ" –% –+»-–5. 1803. ყ=V 2 X--C05X. 

(ვეი ყ=06-6V-2X9 +3X?. 1894, ყ=510X-– 2. 

განსახღვრეთ შემდეგ ფუნქციათა ზრდადობისა და კლებადობის უბ- 

ნები: : 

Xჯ'+1 

X 
18მნ. X= 18972. ყ=5102?შX--X.   

»–? 
1896. ყ=-ე- +005 X. 

წარმოებულის გამოყენება ფუნქციის : 

ლოკალური ექსტრემუმების საპოვნელად §.987 
  

ამ პარაგრაფში ვაჩვენებთ, რომ წარმოებულის. საშუალებით შესაძ- 

ლებელია ფუნქციის ლოკალური ექსტრემუმის პოვნა, : 

თეორემა. თუ X=თ წერტილი არის ყ=/(X) წარმოებადი ფუნქ- 
ციის ლოკალური ექსტრემუმის წერტილი, მაშინ /'(X) წარმოებული ამ 

წერტილში ხდება ნულის ტოლი: /” (0) ==0. 

ამ თეორემის დამტკიცება სცილდება სასკოლო პროგრამის ფარგლები 

და ამიტომ დავკმაყოფილდებით მხოლოდ მისი გეომეტრიული დასურა»-, 
თებით. “ – 
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ვთქვათ, X=თ წერტილი არის ყ=/(X) ფუნქციის ლოკალური მაქსი- 

მუმის წერტილი (ნახ. 321). მაშინ ამ ფუნქციის გრაფიკის იმ წერტილზე 

გავლებული მხები, რომლის აბსცისაა ი, X ღერძის პარალელური იქნე- 

ბა. ამ მხების კუთხური კოეფიციენტი ნულის ტოლია, მაგრამ, როგორც 

"ცნობილია, ეს კუთხური კოეფიციენტი /”(თ-ს ტოლი უნდა იყოს. მამასა- 

დამე, 

I (0) =0. 

ანალოგიური ახსნა აქვს იმ შემთხვევას, როცა X=ძთ წერტილი არის ლო- 

კალური მინიმუმის წერტილი (ნახ. 322). 

  

+ > 
“ 1-1... 

ნახ. 321. ნახ. 322. 

ხაზი უნდა გაესვას იმ გარემოებას, რომ /”(0)=0 მიღებული პირობა 

შეეხება მხოლოდ X+ჯ=0 წერტილში წარმოებად ფუნქციებს, საერთოდ კი, 

ფუნქციას X=თ წერტილში შეიძლება ჰქონდეს ლოკალური ექსტრემე- 

მი და არ იყოს წარმოებადი ამ წერტილში. ერთხელ კიდევ შეხედეთ 274-ე 

ნახაზზე წარმოდგენილ მრუდს (გვ. 166). ეს მრუდი იმ /() ფუნქციის 

გრაფიკია, რომლისთვისაც X=3 წერტილი არის ლოკალური მინიმუმის 

წერტილი. მაგრამ ამ ფუნქციას X=3 წერტილზე არა აქვს წარმოებული 

(მრუდს იმ წერტილში, რომლის აბსცისაა 3, არა აქვს მხები), ამიტომ 

I(3:=0 არ სრულდება. 

მაგალითი, /(0=0X-+ხX+C ფუნქციას გააჩნია ერთადერთი 

ლოკალური ექსტრემუმი X-- 2. წერტილში, ამაში ჩვენ ვრწმუნდე- 
I C 

ბით მოცემული კვადრატული სამწევრიდან სრული კვადრატის გამო- 
ყოფით: (იხ. ნაწ. I, § 49): 

ი „92 
თ0+ხX+0=0(»+ X) _ხ 406 , 

20 
  

40 
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ადვილი შესამოწმებელია, რომ /' (-») =0. მართლაც, ვინაიდან 
ძ 

'(X)=0X?-+LხX-LC, 

I 00 =2თX-ხ 

, ხ ჯ ლ- =0, 

ბუნებრივად ისმის კითხვა: თუ ვიცით, რომ ჯ=0 არის /(I) ფუნქციის 

ლოკალური ექსტრემუმის, წერტილი, როგორ განვსაზღვროთ, რა სახის 

ექსტრემუმს იძლევა იგი –– მაქსიმუმს თუ მინიმუმს? 

ვთქვათ, / (I)<0, როცა X<ძ, ხოლო ,'00>0, როცა X>ძ. მაშინ 

X=0 წერტილის მახლობლობაში /(X) ფუნქცია კლებადია თ-ს მარცხნივ 

მდებარე წერტილებში, ხოლო ზრდადია თ-ს მარჯენივ მდებარე წერტი- 

ლებში (ნახ. 322), ამ შემთხვევაში X=თ წერტილი არის ლოკალური მი- 

ნიმუმის წერტილი, თუ /'(9>>0, როცა X<ძ0, და /'(9<0, როცა #ჯ>9ძ, 

მაშინ პირიქით, /(ი) ფუნქცია თ-ს მარცხნივ ზრდადი იქნება, ხოლო თ-ს 

მარჯვნივ –– კლებადი, ამ შემთხვევაში X=ი წერტილი ლოკალური მაქ– 

სიმუმის წერტილი იქნება (ნახ. 321). 

მაშ, თუ / (წ) წარმოებული ჯX=ძ წერტილში ნულად იქცევა და, ამას- 

თან, ამ წერტილზე გადასვლისას იგი ნიშანს იცვლის „--“-დან „+4- 

%ზე, მაშინ თი წერტილი ამ ფუნქციის ლოკალური მინიმუმის წერტილი 

იქნება. თუ / (X) წარმოებული X=ძ წერტილში ნულად იქცევა, ხოლო 

ამ წერტილზე გადასვლისას იგი ნიშანს იცვლის „-+4“-დან „--“-ზე, მა- 

შინ ი წერტილი /(ა) ფუნქციის ლოკალური მაქსიმუმის წერტილი იქ- 

ნება. 

მაგალითად, /(X)=0X?-+ხX+C ფუნქციის წარმოებული /”(«)=-20X-+- ხ. 

ნულად იქცევა, როცა X=– 12 ვთქვათ, თ>0, მაშინ, თუ X< – – , 
: //4 თ 

და ამიტომ 

გვექნება: 20X<---ნ, 20X-Lხ<0, ხთლო თუ #+>-43- მივიღებთ: 20X-> 
=>-–-ხ, 20X+ხ>0. 

ამგვარად, თუ 0>0, მაშინ _ წერტილზე გადასვლისას /(60 = 

= თ + ს» + C ფუნქციის წარმოებული ნიშანს იცვლის „ -- “-ს 

9 +“-ზე, ამიტომ »=--7. წერტილი ამ ფუნქციის ლოკალური მინიმუმის 
ძი



წერტილია. იგივე შედეგი გვქონდა მიღებული ზემოთ, როცა ვიხი- 
ლავდით ი(»+ 2)“ 0 --4% გამოსახულებას. 

67) 40 

მოსწავლეებს ვანდობთ თვითონ განიხილონ შემთხვევა, როდესაც 

0<0 და წარმოებულის საშუალებით დარწმუნდნენ, რომ X=--- წერ- 
' (7) 

  

ტილი ამ შემთხვევაში არის თV-+ხX+C ფუნქციის ლოკალური მაქსიმუ- 
ის წერტილი. 

არ უნდა ვიფიქროთ, რომ თუ /”(29=0, X=ძ წერტილი უთუოდ ლო- 

კალური ექსტრემუმის წერტილია, მაგალითად, /C00=X? ფუნქციისათვის 
გვექნება: / X)=3»" და ამიტომ /'(0.=0. მაგრამ, როგორც ეს ამ ფუნ- 

ქციის გრაფიკიდან ჩანს: (ნახ, 323), X=0 წერ- 
წ, ტილი არ არის არც ლოკალური მინიმუმის 

რ. წერტილი და არც ლოკალური მაქსიმუმის წერ- 
' ტილი. ეს იმით აიხსნება, რომ X=0 წერტილ- 

ზე წარმოებული /00=3X2 ნულად იქცევა ისე, 
რომ ნიშანს არ იცვლის. როგორც Xჯ<0-ის,. ისე 
X->0-ისათვის /00>0. 

შეიძლება იმის დამტკიცება, რომ თუ /” (თ) =0, 

_ – XC ხოლო X=27 წერტილზე გადასვლისას /”(X) წარ- 
მოებული ნიშანს არ იცვლის, მაშინ X==ძთ წერ- 
ტილი არც ლოკალური მინიმუმის წერტილია და 

არც ლოკალური მაქსიმუმისა. 

წერტილებს, სადაც #00 ფუნქციის (ი 
ყით>. წარმოებული ნულად იქცევ, სტაციონ»> 

რული წერტილები ეწოდება, ხოლო 
ფუნქციის მნიშვნელობებს ამ წერტილებზე –– ამ 

ნახ. 223. ფუნქცი სტაციონარული მნიშვ- 
ნელობები. 

    
სავარჯიშოები ჯ 

მოცემულ ფუნქციათათვის (# 1898--1909) იპოვეთ ყველა ლოკა 
ლური ექსტრემუმში, შეძლებისდაგვარად გამოარკვიეთ, რომელია მათ- 
გან ლოკალური მინიმუმი და რომელი ლოკალური მაქსიმუმი: 

1898. ყ=4X"- 6X--7. 1904, ყ=3ჯბ- 49, 
18699. ყ=--3X?2--12X-L 100. 1906. ყ==511) X-LC05 X. 

1900, ყ=(0--X)(0--2X). 1906. ყ=-V3 51ი X--005 X. 

19801. ყ=(1--0X)(1--2X). 1907, ყ==511) X+V3 C095X. 

19095, ყ =2Xპ38-+L6ჯ“-- 18X+ 120 1908. ყ=-ჯბ. 

1908. ყ= 22%-6X?“--48X--17 1909, ყ=-510X--0057ჯ.



“M 1910--1913 ამოცანებში იპოვეთ მოცემულ ფუნქციათა სტა- 

ციონარული მნიშვნელობანი: 

1910, ყ==X--51I) X-+C035X. 1912. ყ=5 §)ი X--12 005X--11X, 

1911. ყ=-2X-+5Iი X-M3 ლ0§ > 1918, ყ=§10?X--005 X. 

1914, დაამტკიცეთ, რომ /(X)= IXI ფუნქციას X=0 წერტილზე აქვს 

ლოკალური მინიმუმი. გამოარკვიეთ, კმაყოფილდება თუ არა ამასთანა- 

ვე პირობა /”'(0)=0? 

1915. კონუსში ჩახაზხულია უდიდესი მოცულობის ცილინდრი, და- 

ამტკიცეთ, რომ ამ ცილინდრის რადიუსი კონუსის ფუძის რადიუსის 

--ი,, ხოლო სიმაღლე –– კონუსის სიმაღლის – , 

ფუნქციის უმცირესი და უდიდესი 

მნიშვნელობანი მოცემულ ფუალედში § 988 
  

IX თავში (§ 205) განვიხილეთ საკითხი, თუ როგორ მოიძებნება /(X) 

ფუნქციის აბსოლუტური მინიმუმი და აბსოლუტური მაქსიმუმი Lთ, ხI 

შუალედში. ამისათვის /(V) ფუნქციის ყველა ლოკალურ ექსტრემუმსა 

და (ი, 6) შუალედის ბოლოებზე ფუნქციის მნიშვნელობათა შორის უმ- 

ცირესი და უდიდესი უნდა შევარჩიოთ, სწორედ ესენი მოგვცემენ აბ- 

სოლუტურ ექსტრემუმებს. მაგრამ IX თავში შესაძლებლობა არ გვქონ- 

და გვეპოვნა ლოკალური ექსტრემუმები, ახლა კი შეგვიძლია ამ ამოცა– 
ნის ამოხსნა, 

იმისათვის, რომ ვიპოვოთ წარმოებადი ყ=/(#X) ფუნქციის აბსოლუ- 

ტური მინიმუმი და აბსოლუტური მაქსიმუმი LIი, ხI შუალედში, საჭი- 

როა: 

1. / (X1=0 განტოლებიდან ვიპოვოთ /(X) ფუნქციის ყველა სტაციო- 

ნარული წერტილი და ამ ფუნქციის სტაციონარული მნიშვნელობანი, 

შემდეგ ამ წერტილთაგან უნდა შევარჩიოთ ისეთები, რომლებიც LV, ხ) 

შუალედში მოხვდებიან, და განვიხილოთ ამ ფუნქციის სტაციონარული 
მნიშვნელობანი მოცემულ შუალედში, ' 

2. 0 ფუნქციის ამ სტაციონარულ მნიშვნელობებს დავუმატოთ 

ამ ფუნქციის /(ი) და /(ხ) მნიშვნელობანი, ე. ი. მნიშვნელობანი (ი, ხ) 

შუალედის ბოლოებზე. ყველა მიღებულ მნიშვნელობას შორის უნდა 

ავარჩიოთ უმცირესი და უდიდესი. 

ხელახლა ხაზი უნდა გაესვას იმ გარემოებას, რომ მიღებული შედეგი 

შეეხება მხოლოდ ფუნქციებს, რომლებიც წარმოებადია განსა- 

ხილველ |(I0ი, ხI შუალედში. თუ ამ შუალედში არის წერტილები, რომ- 

ლებშიც გამოსაკვლევ ფუნქციას არა აქვს წარმოებული, მაშინ ეს წერ- 

25).



ტილები ზაგანგებოდ უნდა განვიხილოთ; ფუნქციის აბსოლუტური მი- 
ნიმუმი და აბსოლუტური მაქსიმუმი (ი, ხ) შუალედში "შეიძლება მიღწე- 

ულ იქნეს ერთ ასეთ წერ ტილშიც (იხ. ნახ. 274, გვ. 166, L2, 6) შუალედ- 

ში). 
განვიხილოთ რამდენიმე მაგალითი. 

მაგალითი 1, ვიპოვოთ /(X)=XI--3X ფუნქციის უმცირესი 

და უდიდესი მნიშვნელობა (1, 3) შუალედში. 

გვაქვს: /LXI=I0--3X?, IX) =3ჯ?%-6X, /(X)=0 ანუ 3X2--6X=-0 გან- 
ტოლებიდან ვპოულობთ /() ფუნქციის სტაციონარულ წერტილებს: 
X,=0, X.ა=2. (1, 3) შუალედში მოხვდება მხოლოდ მეორე წერტილი. 
მასში ფუნქცია ღებულობს /(21=–--4 მნიშვნელობას. (1, ·3) შუალედის 

კიდურა წერტილებზე გვაქვს /(11=–-–-2, /(3)=0. სამი მნიშვნელობიდან: 

I(21=–--4, /(11=--2, /(313=0 უმცირესია –- 4, ხოლო უდიდესია 0. 

-ამიტომ /(X) =X2--3X ფუნქციის მინიმალური მნიშვნელობა II, 31! 

შუალედში არის –-4, ხოლო მაქსიმალური -–0, ამ მნიშვნელობებს ფუნ- 

ქცია აღწევს შესაბამისად X=2 და X=3 წერტილებში. 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ Iსა=-> X+5!0 Xჯ ფუნქციის უმცირე- 

სი და უდიდესი მნიშვნელობა Lი, ხ) შუალედში. 

გვაქვს: 
, ) 

1I'(X) = “1 005 X. 

ფუნქცია /(ი0) დადებითია X-ის ყველა მნიშვნელობისათვის, ამიტომ 
#X) მონოტონურად ზრდადია მთელს რიცხვით წრფეზე. ასეთ შემთხვე- 
ვაში ამ ფუნქციამ შუალედის მარცხენა ბოლოზე (X=ძ) უნღა მიიღოს 

უმცირესი <=-6+9ი ძი მნიშვნელობა, ხოლო მარჯვენა ბოლოზე (X==6)–– 

'უდიდესაბ – ხ+35)ი.ხ მნიშვნელობა. 

“სავარჯიშოები” 

1916, იპოვეთ #/=X3?--3ჯ» ფუნქციის უმცირესი და უდიდესი მნიშვნე- 
ლობანი შუალედებში: ა) |–-0,5;. 0,5|; ბ) (––-1,5; 2. 

1917. იპოვეთ ყ=5|I1 X--V3 005 X ფუნქციის უმცირესი და უდი- 
დესი მნიშვნელობა შუალედებში: 

ი) |–#; 0, ბ) IC XI · 
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” 
1918. იპოვეთ ყ=--- > X+6X+10 ფუნქციის უმცირესი და 

უდიდესი მნიშვნელობა შუალედებში: 

ა) |0: 11): ბ) I0; 2,5); გ) I0; 4I. 

იპოვეთ ქვემოთ მოცემულ ფუნქციათა უმცირესი და უდიდესი მნიშ- 
ვნელობანი მითითებულ შუალედებში (M# 1919-1923): 

I 
1919, ყ=-- X+-აIი X შუალედებში: ა) IM.+>I 4 

ე 25, 24) _8 #) 
) | 4 <| ბ | 2' 2 

#. 2 
1990. ყ=X-–-005 2X შუალედებში: ა) |-+- “> I ბ) L–- %; CI; 

გ) (–, 0). 

5 1921, ყ==X1-8X“---9 შუალედებში: ა) (--1; 1I; ბ) (0; 3); გ) L-––3; 

1090. ც=3კ- 4X-- 72X'--+200 შუალედებში: ა) L--1; 1); 

ბ) |--0,5; 3,5); გ) |--2; 5, 

199ე. ყ=1-+36X-36X"--2X) შუალედებში: ა) (--3; –-1); 

ბ) |-–-2; 2); გ) I--10; 4). 

შარმოებულთა გამოჟუენება წარმოებადი ფუნქციების 

გამოკვლევისა და მათი ბრაფიკების აბებისათვის § ზვი 
  

წარმოებულთა გამოყენება მნიშვნელოვნად აადვილებს წარმოებადი 

ფუნქციების გამოკვლევას და მათი გრაფიკების აგებას, წარმოებულთა 
საშუალებით შეიძლება დავადგინოთ ფუნქციათა ზრდადობისა და კლე- 
ბადობის უბნები, ვიპოვოთ სტაციონარული წერტილები და ლოკალუ- 

რი ექსტრემუმები. ეს კი საშუალებას გვაძლევს უფრო ზუსტად. ავაგოთ 

გამოსაკვლევი ფუნქციების გრაფიკები. 
შემდგომში მივყვებით #=/00 ფუნქციის გამოკვლევის შემდეგ გეგ- 

მას 9: 

  

« ეხ გეგმა მხოლოდ უმნიშვნელოდ განსხვავდება 210-ე პარაგრაფში აღწერილი» 

გე გმისაგახ. 
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1) ფუნქციის განსაზღვრის არე; 
2) ფუნქციის ყოფაქცევა „განსაკუთრებული“ წერტილების მახლობ- 

ლობაში (მაგალითად, /-L- ფუნქციისა X=0 წერტილის მახლობ- 

ლობაში); 

3) ფუნქციის ლუწობა; 

4) ფუნქციის პერიოდულობა; 

5) ფუნქციის სტაციონარული წერტილები და ლოკალური ექსტრე- 
მუმები; 

6) ფუნქციის ზრდადობისა და კლებადობის შუალედები; 

7) ფუნქციის ნულები, ე. ი. /I(X)=0 განტოლების ფესვები; 

-8). -ფუნქციის ნიშანმუდმივობის შუალედები; 

9) ფუნქციის ყოფაქცევა არგუმენტის უსაზღვროდ ზრდისას (X-> 

99) და არგუმენტის უსახღვროდ კლებისას (X->+ –– >); 

10) ფუნქციის ცვლილების არე. 

ამ გეგმის თითოეული პუნქტის განხორციელებას თან უნდა სღევ- 
დეს გეომეტრიული ინტერპრეტაცია, ე. ი. თანდათან უნდა სრულდებო- 

დეს გამოსაკვლევი ფუნქციის გრაფიკის აგება, 

მაგალითის სახით განვიხილოთ 

ყ==X--10X2-L9 
ფუნქცია. 

1) მოცემული ფუნქციის განსახღვრის არეა ყველა ნამდვილი რი- 

ცხვის სიმრავლე. 

2) „განსაკუთრებული“ წერტილები (X=0 ტიპის წერტილი ყ=- 
ჯ 

ფუნქცნისათვის) ამ ფუნქციას არა აქვს, 
3) ფუნქცია ლუწია, ვინაიდან ჯ-ის ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის 

(––1)/ჭ4-10(-––-X)1-+-9=ჯ%?%--10X?-L9. 

ამან თავისი ასახვა უნდა ჰპოვოს ფუნქციის გრაფიკშიც. იგი უნდა 
იყოს ორდინატების ღერძის სიმეტრიული. 

4) განსახილველი ფუნქცია, ცხადია, არაპერიოდულია. 

საერთოდ, ამა თუ იმ ფუნქციის პერიოდულობა დგინდება ამ ფუნქ- 

ცილს პერიოდულ მდგენელებზე უბრალო მითითებით (მაგ: 510 X, C095X 

და ა. შ.). მოცემულ ფუნქციას მსგავსი მდგენელები არა აქვს. ცხადია, 

უეს არ შეიძლება წარმოადგენდეს განსახილველი ფუნქციის არაპერიოდე- 
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ლობის მკაცრ დამტკიცებას, ამიტომ ამ “საკითხს კიდევ დავუბრუნდებით 
მე-6 პუნქტის განხილვის დროს. 

(თუმცა შესაძლებელია არაპერიოდულობის ასეთი დამტკიცებაც. 

ჩვენი ფუნქცია რომ პერიოდული: ყოფილიყო 1 >0 პერიოდით, მაშინ 
ჯ-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის შესრულდებოდა შემდეგი ტოლთ- 

ბა; 

(X+ 7ე)“--10(X+ 7ე:--9=X#“--10ჯ#"-L9. 

კერძოდ, როცა X=0, მივიღებდით: 

74% 1079-L9=-9, 

საიდანაც 7.=V10. ამრიგად, პერიოდის სახით შეიძლება ავიღოთ მხო 

ლოდ რიცხვი V10. მაგრამ, როგორც ვიცით, პერიოდულ ფუნქციებს 

აქვს უსასრულოდ ბევრი დადებითი პერიოდი. მიღებულია წინააღმდე–- 
გობა, მაშასადამე, მოცემული ფუნქციის პერიოდულობის ვარაუდი არა- 

სწორია). 

5) /(X) ფუნქციის სტაციონარული წერტილები მოიძებნება როგორც 

I (X=0 განტოლების ფესვები. მოცემულ შემთხვევაში //(X)==24X9%--20ჯ; 
ამიტომ უნდა ამოვხსნათ 

4X3--20X=0 

განტოლება. მას აქვს სამი ფესვი: 

X.)=0; 

X-=--V5; 

Xვ=V5. 

რომ გამოვარკვიოთ, ამ სამი სტაციონარული წერტილიდან რომელი 
იძლევა ლოკალურ ექსტრემუმებს და, სახელდობრ, რომელ ექსტრემუ- 

მებს (მინიმუმებს თუ მაქსიმუმებს), განვიხილოთ |2462) წარმოებულის 

ყოფაქცევა სტაცითნარული წერტილების მახლობლობაში, გვაქვს: “ 

”(ი =4ჯ%--20X= 4XCX?––5). 

თუ ჯ ახლოა ნულთან და <0, მაშინ ორივე მამრავლი 4X და ჯბ'– 
უარყოფითია. ამ შემთხვევაში /”(X)>>0. თუკი X ახლოა ნულთან და X> 
>90, მაშინ 4X მამრავლი იქნება დადებითი, ხოლო X“-5 მამრავლი –- 
უარყოფითი. ამ შემთხვევაში /”(X)<0. 

X=0 წერტილზე გადასვლისას /” (9) წარმოებული „+4 ნიშანს იცვ- 
ლის „--“ ნიშანზე. ამიტომ X=0 წერტილი არის ყ=-X4--10X?-+9 ფუნქ- 
ციის ლოკალური მაქსიმუმის წერტილი. 
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ანალოგიურად შეიძლება დავადგინოთ (შეასრულეთ ეს დამოუკი- 

დებლად!), რომ X=–-V5 და X=V5 წერტილები ლოკალური მინიძუ- 

მის წერტილებია. 

ახლა შეიძლება ვიპოვოთ თვით ლოკალური ექსტრემუმებიც. როცა 

X=0, მაშინ ყ=9; როცა X=+V5, ყ=--16. 

ამრიგად, ყ=XI--10X"+9 ფუნქციას აქვს ერთი ლოკალური მაქსი. 

მუმი, რომელიც 9-ის ტოლია (მას ფუნქცია აღწევს, როცა X=-0). თა 

ორი ლოკალური მინიმუმი, რომელთაგან თითოეული --16-ის ტოლის 

(მათ ფუნქცია აღწევს, როცა X=–-V5. და X=V/5). 

  

              
  

Vს 7 

4§ბ /!. I 

, 9 
I 

-6 0, M _ 

–3.-– I '3 X –_– 
' ! ! „1 -3) I- 
I I ' I 'I | 

' I I ' I I 
1 ! ' ' I I | ' ' | 

! ! ' | ; ' ' | 
I IL.) ' | I 
8 ! ' ' I 

I ' ! 

1 11.1 | 
I ' ' | 
! _ ! ზ | 
იუი. 1... -I6 _1 

ბ 
ნახ. 324. 

ს საშუალებას გვაძლევს აღვნიშნოთ საკოორდინატო სიბრტყეზე 
ჩვენი ფუნქციის გრაფიკის კიდევ სამი წერტილი, ეს იქნება წერტილები 

(0.9), C–V5, –-16) და/ 5, –16) კოორდინატებით, ამასთან, პირველი 
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მათგანი აბის ლოკალური მაქსიმუმის წერტილი, ხოლო ორი დანარჩე- 

ნი –– ლოკალური მინიმუმის წერტილებია (ნახ. 324, ა), 

6) ვიპოვოთ განსახილველი ფუნქციის ზრდადობის და კლებადობის 

შუალედები. სტაციონარული წერტილების გამოკვლევის შემდეგ აღვი- 
ლი გასაგებია, რომ, როცა –-V5=X<0 და X>V5, ეს ფუნქცია იზრდე- 

ბა, ხოლო, როცა X<-V5. და 0<X<V:5, – კლებულობს (იხ. ნახ, 

324, ა). მაგრამ ეს შეიძლება მკაცრადაც დამტკიცდეს, ისე რომ არ მივ- 

მართოთ გეომეტრიულ ინტუიციას. 

მართლაც, 

I (X) =4X(X2ძ––5) 

წარმოებული, როცა –-V5=X=<–0 და X>V5, დადებითი), ხოლო, რო- 

ცა X<-V5 და 0<X<V-5, –- უარყოფითი. ეს კი წარმოადგენს იმის 

დამტკიცებას, რაც ზემოთ შევამჩნიეთ გეომეტრიულ მოსაზრებათა სა–- 

ფუძველზე. 
მიღებული შედეგი, სხვათა შორის, ამტკიცებს (და ამასთან, სრულიად 

მკაცრად), რომ ყ=X4-10X2+-9 ფუნქცია არაპერიოდულია. მართლაც, 

როცა X>V5, იგი მონოტონურად იზრდება და, მაშასადამე, მისი მნიშე- 

ნელობები არ შეიძლება პერიოდულად გამეორდეს. 

7) მოცემული ფუნქციის ნულები მოინახება 

XI-–- 10X?-I-9=0. 

განტოლებიდან. მას აქვს ოთხი ფესვი: 

X.,=-–--13, Xე=--1, Xვ=1, Xჯკა=3. 

(ამ ფესვების სიმეტრიულობა სავსებით გასაგებია: მოცემული ფუნქცია 

ხომ ლუწია), 

ახლა შეგვიძლია კოორდინატთა სიბრტყეზე აღვნიშნოთ კიდევ ოთხი 

წერტილი, რომლებიც ჩვენი ფუნქციის გრაფიკს ეკუთვნის. ეს X ღერძის 

წერტილებია აბსცისებით: –-3, ––1, 1 და 3 (იხ. ნახ. 324, ბ). 

8) ცხადია, რომ ყოველ ორ მეზობელ ნულს შორის /(X) ფუნქცია 

ინარჩუნებს თავის ნიშანს.” ასე, მაგალითად, როცა –3<X<-–-1, იგი 

ღებულობს ან მხოლოდ დადებითს, ან მხოლოდ უარყოფით მნიშვნე- 

ლობებს, რომ გამოირკვეს, სახელდობრ, როგორ (ნიშნის მიხედვით) 

მნიშვნელობებს ღებულობს ჩვენი ფუნქცია, როცა –3=X<--1, საკმა- 

რისია განისაზღვროს ფუნქციის ნიშანი ამ შუალედის რომელიმე წერ– 

" ეს „ცხაღი“ დებულება შეიძლება სრულიად მკაცრადაც იქნეს დამტკიცებული, 
მაგრამ დამტკიცება ჩვენი პროგრამის ფარგლებს სცილდება. 
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ტილში, მოცემულ შემთხვევაში ხელსაყრელია შეირჩეს X=--V5 წერ- 

ტილი –– ლოკალური მინიმუმის წერტილი, მასში, როგორც ზემოთ იყო 

ნაჩვენები, ფუნქცია ღებულობს –16-ის ტოლ მნიშვნელობას, ამიტომ 

ყველგან ––3ლ–ჯ<=<–-) შუალედში ჩვენი ფუნქცია ღებულობს უარყო- 

ფით მნიშვნელობებს. 

ანალოგიურად შეიძლება დავადგინოთ (შეასრულეთ დამოუკიდებ- 

ლად), რომ როცა –-1<X<1, ჩვენი ფუნქცია დადებითია, ხოლო, რო- 

ცა 1ლ–ლXლ3 –– უარყოფითი, რაც შეეხება ფუნქციის მნიშვნელობებს, 

როცა |IXI>>3, მაშინ ყველა ეს მნიშვნელობა დადებითი იქნება, 

9) X-ის უსაზღვროდ ზრდისას (X->ლი) და უსაზღვროდ კლებისას 

(> –%), ყლ–ჯ'--10X--+9 ფუნქციის მნიშვნელობები უსაზღვროდ იზრ- 

დება (ყ–>თ9), ეს ფაქტი ცხადია, ვინაიდან X-ის ზრდასთან ერთად X# 

სიდიდე გაცილებით სწრაფად იზრდება, ვიდრე 10X7?. შესაძლებელია ასე- 
თი ახსნაც: 

Xი--10X2-L9 == (ჯ?-–-1)1(X-––9), 

როცა X-+>+%9, ან X=-> --90, მაშინ ჯ“-–-1 და X“-–-9 თანამამრავლები- 

დან თითოეული უსახლვროდ იზრდება. ამიტომ უსაზღვროდ იზრდება 
მათი ნამრავლიც. 

10) ახლა ძნელი აღარაა გამოსაკვლევი ფუნქციის ცვლილების არის 

განსახღვრა. –-16-ის ტოლ მინიმალურ მნიშვნელობას ფუნქცია ღებუ- 

ლობს ორ წერტილში: X=--V5 და X=V5. მაქსიმალური მნიშვნელობა 
მას არა აქვს: ჯ-ის (აბსოლუტური სიდიდით) უსაზღვროდ ზრდასთან ერ- 

თად ფუნქციის მნიშვნელობებიც უსაზღვროდ იზრდება, ამიტომ ყ=X-- 

–-10X-+9 ფუნქციის ცვლილების არე განისაზღვრება ყ>>--16 უტო- 
ლობით, 

ყ=X'--1)0X12-+9 ფუნქციის გრაფიკი წარმოდგენილია 324, გ ნა- 

ხაზზე. 

სავარჯიშოები 

გამოიკვლიეთ მოცემული ფუნქციები (# 1924-1930) და ააგეთ მა- 
თი გრაფიკები: 

1994, ყ=Xტ 2X?>--3, 1998. =1 + + §Iი». 
2 

1 
1996. #=--00-–-13-+36. ჰყვიილ ყ=V 3005X--2X. 

| 1 199ცს. ყ=X378--9X. 1930". ყ=510-X+2005++–>- 

1991, ყ=ჯ?-- 3X1-L2.



წარმოებულის გამოუენება განტოლებათა გრაფიკული 
ამოსსნისათვის § 9%ი 
  

განტოლებათა გრაფიკული ამოხსნისათვის წარმოებულის გამოყენე- 
ბის საკითხს ჩვენ განვიხილავთ 518 X=X განტოლების მაგალითზე. 

ამ განტოლების ამოსახსნელად ერთსა და იმავე ნახაზზე ავაგოთ 

ყ=51იX და ყ=X ფუნქციათა გრაფიკები (ნახ. 325). ეს გრაფიკები გადაი– 
კვეთებიან წერტილში, რომლის აბსცისაა X=0. ამიტომ X==0 მოცემული 

განტოლების ფესვია. 

შეგვიძლი. თუ არა დარწმუნებული ვიყოთ, რომ ამ განტოლების 
სხვა ფესვი არ არსებობს? ვინ იცის, იქნებ X=0 წერტილის მახლობლო. 

ბაში კიდევ არის გრაფიკების გადაკვეთის წერტილი, რომელსაც უბრა- 

ლოდ ვერ ვამჩნევთ? მართლაცდა, 325-ე ნახაზზე მიღებული მასშ- 
ტაბის მიხედვით, განა შეიძლება „გრაფიკულად“ დავრწმუნდეთ, რომ, 

მაგალითად, 0,01 არ არის §)0 X=Xჯ განტოლების ფესვი? ამასთან, 

თუ ჩავიხედავთ ტრიგონომეტრიულ ცხრილებში ვნახავთ, რომ 
510 0,01=>0,01; §I0 0,02 =>0,02; 
§II1 0,03 =0,03... ასე რომ, არა- 

ვითარი საფუძველი არ გვაქვს ვი– 
ფიქროთ, რომ X=0 არის §10 X= 

=ჯ განტოლების ერთადერთი ფეს- 

ამ საკითხში გარკვევისათვის 

შევნიშნოთ, რომ (§Iი X)/=005 X, 
ხოლო (X)=1. ნებისმიერი მახვი– 

ლი Xჯ კუთხისათვის 005 X<1. ამის 

  

გამოთ 0< X< =– უბანზე ყ9 = ჯ 
ნახ. 325. 

ფუნქციის ცვლილების სიჩქარე მე– 

ტია, ვიდრე #=§811 ჯXჯ ფუნქციისს ცვლილების სიჩქარე, მაგრამ, ასეთ 

შემთხვევაში, როცა 0<X< > ყ = X ფუნქცია მუდამ „გაუსწრებს“ 

ყ=51ი X ფუნქციას. მაშასადამე, არც ერთი რიცხვი 0=X< > შუალე- 

დიდან ვერ გამოდგება 510 X=Xჯ განტოლების ფესვად. მით უმეტეს გან« 

ტოლების ფესვად ვერ გამოდგება X>--, რადგან §5Iი X<1. ამგვ> 

რად, განტოლებას დადებითი ფესვები არ გააჩნია, 
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ამ განტოლების უარყოფითი –-- ი ფესვი რომ არსებულიყო, მაშინ 

გვექნებოდა §1ი C–0ი)=–-ი, საიდანაც §1ი ი=0ძ. ეს კი იმის ნიშანი იქჟ- 

ნებოდა, რომ §1ი X=X განტოლებას აქვს დადებითი ფესვი X=ძ. 

მიღებულია წინააღმდეგობა ამგვარად, 510 X=X განტოლებას არ 

შეიძლება ჰქონდეს უარყოფითი ფესვი. მაშ, X=0 რიცხვი ამ განტოლე- 

ბის ერთადერთი ფესვი ყოფილა. 

სავარჯიშოები 

1931, დავამტკიცოთ, რომ C05 »=- –X განტოლების ერთადერ- 

თი სვია X=-“ ფეხვ 2. 

ამოხსენით გრაფიკულად განტოლებანი: 

1982, 510 X=-–--X-–-ნ, 

ვ 
193ე. ლ05 X=X- >. 

ისტორიული შენიფვნები § 941 
  

მათემატიკის იმ დარგს, რომელიც სწავლობს ფუნქციათა წარმოებულებს და მათ 

გამოყენება, დიფერენციალური აღრიცხვა ეწოდება ეს აღრიცხვა 
აღმოცენდა ისეთი ამოცანების ამოხსნის ნიადაგზე, როგორიცაა მრუდე ბისადამი” მხების 

გავლება, მოძრაობის სიჩქარის გამოთელა, ფუნქციის უდიდეს და უმცირეს მნიშვნელო- 

ბათა მოძებნა. 
უკვე დიდი ხანია, რაც დიფერენციალურ აღრიცხვაში მიღებულ იქნა ცალკეული 

შედეგები. მაგრამ XVI) საუკუნის დამლევამდე ვერ იქნა და ვერ გამოიყო ის ძირითადი 

ცნებანი. რომლებიც საგნის საფუძველს შეადგენდნენ. ამიტომ, თუმცა ახალი აღრიცხვის 

შექმნას ნიადაგი მომზადებული ჰქონდა, მაგრამ თვით აღრიცხვა, როგორც ასეთი, ჯერ 
კიდეც ჩამოყალიბებული არ იყო. 

დიფერენციალური აღრიცხვა სისტემატური სახით პირველად გადმოცემული იყო 

სბვადასხვანაირად და ერთმანეთისაგან დამოუკიდებლად ნ « უტ ონისა და ლა- 

იბნიცის მიერ, ახალ აღრიცხვაზე თავისი შეხედულებანი ნიუტონმა გადმოსცა შრომაში · 

„,ფლუქსიათა და უსასრულო მწკრივთა მეთოდი“. ეს ტრაქტატი შედგენილი იქნა დაახლოე- 

ბით 1671 წელს, მაგრამ «გი გამოქვეყნდა მხოლოდ 1736 წელს–– უკვე ავტორის გარდაცვა- 

ლების შემდეგ. ლაიბნიცის პირველი შრომა დიფერენციალურ აღრიცხვაზე გამოქეეყნდა 

1684 წელს 

დიფერენციალური აღრიცხვის კურსის პირველი ავტორი იყო ლაიბნიცის სკოლის 

წარმომადგენელი ფრანგი მათემატიკოს ლოპიტალი (1661--1704) ეს კურსი 
„უსასრულო მცირეთა ანალიზის“ სახელწოდებით გამოქვეყნდა 1696 წელს. 

დიფერენციალური აღრიცხვის თანამედროვე სახეს დასაბმილ მისც- კ ოშ იმ. 
ტერმინი „წარმოებული“ შემოიღო ფრანგმა მათემა ტ,კოსმა ლა გრანემა 

(1736––1813).



ამოცანები გამეორებისათვის 

1984. იპოვეთ ყV= = ჯ'“- 416 ფუნქციის წარმოებულის მწიშ- 

ვნელობანი X=0 და X=2 წერტილებში. 
1986, იპოვეთ ყ=(3X--5)(2X-1) ფუნქციის წარმოებულის მნიშ- 

ვნელობანი X=–-1 და X=0 წერტილებში. 
1980, იპოვეთ ყ=5 510 X--3 C-05 X ფუნქციის მეორე წარმოებულის 

მნიშვნელობანი X=-- და X=-> წერტილებში. 

1987, წერტილი მოძრაობს §()=# კანონის მიხედვით (§ -- მანძილი 

მეტრობით, | –– დრო წამობით). მისი მყისი სიჩქარე დროის რომელ 

მომენტში უდრის მოძრაობის საშუალო სიჩქარეს შუალედში /,=13 

წამიდან /:=46 წამამდე? 

1988. წერტილი მოძრაობს §5(/)=15--(5--ჩ(3--0 კანონის მიხედვით 

მანამდე, სანამ მისი სიჩქარე ნულად არ იქცევა. რა მანძილს გაივლის 

წერტილი ამასობაში? 

1989. ერთი წერტილი მოძრაობს §,(0=13/-+#M# კანონის მიხედვით, 

ხოლო მეორე –– §5(0=3/პ1-L/ კანონის მიხედვით, სადაც §, და §, მანძი– 

ლებია მეტრობით, ხოლო |! --– დრო წამობით. იპოვეთ წერტილთა მოძ- 

რაობის სიჩქარენი იმ მომენტში, როცა მათ მიერ გავლილი მანძილები 

ტოლია. 

1940. იპოვეთ ყ=3X1-+2X+5 მრუდისადმი იმ მხების განტოლება, 

რომელიც ამ მრუდის ორდინატთა ღერძთან გადაკვეთის წერტილხეა 

გავლებული. 
1941. იპოვეთ ყ=8X-1 მრუდისადმი იმ მხების განტოლება, რო- 

მელიც ამ მრუდის აბსცისათა ღერძთან გადაკვეთის წერტილზეა გავლე- 

ბული. 

194%. რა კუთხე შეიქმნება X=--» წრფის. და ყ=31ი ჯXჯ სინუ- 

სოიდის გადაკვეთისას? 

1948. რა კუთხეები წარმოიშობა /=-- წრფისა და ყ=005X კოსინუ- 

სოიდის გადაკვეთისას? 

1944. იპოვეთ შემდეგი ორი პარაბოლის წვეროების კოორდინატე- 

ბი: 

ა) ყ=3X“--6X-+7; 

ბ) ყ=2X7-+8X--3, 

26)



” 
194წ. (2-+>) გამლაში იპოვეთ ის წევრი, რომელიც «V-ს 

შეიცავს. 

1946. დაამტკიცეთ შემდეგი იგივობა 1+Cე1 -+ C„?+ ... +Cი" = 

=2". (მითითება: ნიუტონის ბინომის ფორმულაში ვიგულისხმოთ 

ძი=ხ=1). 

1947. რამდენ რაციონალურ წევრს შეიცავს: CV 2+#V3 )19 'გა- 

შლა, 

გამოიკვლიეთ შემდეგი ფუნქციები (M#M 1948--1955) და ააგეთ მათი 

გრაფიკები; 

1 5 ჯ 
1948, ყ=--_ ქელ კმ 1959. ყ=31ი1? ––., 

16 2 ” 2 

1949, ყ= 2X%---/მ%----1 1968”, ყ=0,5X“-LC05 X. 

1960, ყ=X--ჯ). 1964". ყ=51ი X(1-+-005 X). 

1951. ყ=X-151ი X. 1965. ყ=4 ლ005-X--4V3 510 X+ 5. 

1956. ცნობილია, რომ მართკუთხა კვეთის მქონე ძელის სიმტკიცე 

კვეთის სიგანისა და მისი სიგრძის კვადრატის პირდაპირპროპორციულია. 

იპოვეთ უდიდესი სიმტკიცის იმ ძელის კვეთის განზომილებანი, რომე- 

ლიც შეიძლება გამოიხერხოს ძ სანტიმეტრი დიამეტრის მქონე მრგვალი 

მორიდან. 

იპოვეთ შემდეგი ფუნქციებს წარმოებულები (# 1957 – 

––1963): 

1 
  1857. ყ= · 1961, /== (X”-L 11005X-––- (V”--–– 1151IIX. 57. ყ 2215 ყ= (X”-L 1)C C 

1968. ყ:-=V3-–-X. 1969, ყღ2- 1... 
LCთX +C1LCX 

185მ. V = (X--3)2 + _ 1. 1968, ყ==5|I%შX-L 005%. 
(X– ვ3)3 

1960. ყ=-51022X-+C05 > · 
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1964. დაამტკიცეთ, რომ ყ=005” +510 2X და ყლ–-5X?--+-2X+1 მრუ- 

დები ერთმანეთს ეხება X=0 წერტილში (რაიმე წერტილში მრუდე- 

ბის შეხება ნიშნავს. რომ მათ აქვთ საერთო მხები ამ წერტი- 

ლში). 

1965. /-რადიუსიან სფეროში ჩახაზულია უდიდესი მოცულობის ცი- 

ლინდრი. რას უდრის ეს მოცულობა? 

1966“, დაამტკიცეთ, რომ ბინომიალური კოეფიციენტები მთელი რი- 

ცხვებია.



კომპლეძსური რიცხვები XI 

რიცხვითი ველები § 949 

რიცხვის ცნებამ ისტორიული განვითარების -რძელი გზა განვლო. 

II თავში (იხ, ნაწ. 1) ლაპარაკი გვქონდა იმახე, თუ როგორ მივიდა ადა- 

მიანი უმარტივესი -- ნატურალური რიცხვებიდან უფრო რთულ – ნამ- 

დვილ რიცხვებამდე. ახლა გვსურს დავუბრუნდეთ ამ საკითხის განხილ- 

ვას. მაგრამ ამასთანავე მოგვიხდება რამდენადმე გვერდი ავუაროთ იმ 

რიგს, რომლითაც ისტორიულად ვითარდებოდა რიცხვის ცნება. 
რიცხვით სიმრავლეთა შორის ერთ-ერთი უმარტივესია ნატურალურ 

რიცხვთა სიმრავლე 
1, 2, 3, 4, 5... 

მასში ყოველთვის შესრულდება ორი ძირითადი ალგებრული მოქმე- 

დება: შეკრება და გამრავლება. ეს ნიშნავს, რომ, როგორიც არ უნდა 

იყოს ნატურალური /”! და #/ რიცხვები, მათი /+ / ჯამი და აგრეთვე #.. / 

ნამრავლი უეჭველად ნატურალური რიცხვებია. ამასთან, სრულდება 

1) შეკრების გადანაცვლებადობის კანონი 

MI+-»=,-L #1; 

2) შეკრების ჯუფთებადობის კანონი; 

(III-++LM)-- ჩ=/1-+LC1L-+L79; 

ვ) გამრავლების გადანაცვლებადობის კანონი; 

!IL . /L==/%ზ . /, 

4) გამრავლების ჯუფთებადობის კანონი: 

(MM) . #=7/1 . (1 . ე); 

5) გამრავლების განრიგებადობის კანონი შეკრების მიმართ: 

თცII-L I) . #==/) . #-+II . 
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რაც შეეხება გამოკლებასა და გაყოფას, ეხ ორი მოქმედება ნატურა- 
ლურ რიცხვთა სიმრავლეში ყოველთვის კი არ სრულდება, ასე, ძაგალი– 
თად, 3--5 და 2--2 სხვაობები,კან და 3 : 5 და 7 : 4 განაყოფებიდი/ნ არა- 

ვითარი ნატურალური რიცხვით არც ერთი არ შეიძლება გამოისახოს. 

მოქმედება გამოკლება რომ ყოველთვის სრულდებოდეს, ნატურა- 

ლური რიცხვების სიმრავლე უნდა გაფართოვდეს ამ სიმრავლისაღმი ყვე- 

ლა უარყოფითი მთელი რიცხვისა და წნულის მიერთებით, ასეთი გაფარ- 

თოების შედეგად ვღებულობთ ყველა მთელი რიცხვთის 

სიმრავლეს 

... –-ჰ, --2, –), 0, 1, 2, შ,.., 

რიცხვთა სიმრავლეს, რომელშიც ყოველთ- 

ვის სრულდება ზემოხსენებულ ხუთ კანონს 

დაქვემდებარებული შეკრება და გამრავლება 
და აგრეთვე გამოკლება, ეწოდება რგოლი. ამრი– 

გად, ყველა მთელი რიცხვის სიმრავლე ქმნის რგოლს. 

ყველა ნატურალური რიცხვის სიმრავლის ყველა მთელი რიცხვის 

სიმრავლემდე გაფართოებით მივაღწიეთ იმას, რომ მოქმედება გამოკლე– 
ბის შესრულება ყოველთვის შესაძლებელი გახდა. მაგრამ გაყოფის შეს- 

რულება, საერთოდ რომ ვთქვათ, უწინდებურად 'შმეუძლებელი დარჩა. 

ამ ხარვეზის თავიდან ასაცილებლად ყველა ძთელი რიცხვის სიმრავლე 

აგრეთვე უნდა გაფართოვდეს. ეს შეიძლება შესრულდეს ამ სიმრავლი- 

სადმი ყველა ჩვეულებრივი წილადის, ე. ი, წ2 სახის რიცხვების მიერ– ა 
” 

თებით, სადაც ”. და ი ნებისმიერი მთელი რიცხვებია და M#5-0. ასეთი 

გაფართოების შედეგად ვღებულობთ ყველა რაციონალური 

რიცხვის სიმრავლეს. როგორც მეორე თავში იყო ნაჩვენე- 

ბი, რიცხვით სიმრავლეში ყოველთვის შეიძლება შესრულდეს შეკრების, 

გამოკლების, გამრავლებისა და გაყოფის (გარდა ნულზე გაყოფისა) მოკ- 

მედებები, ამასთან პირველი ორი მათგანი ექვემდებარება შეკრებისა და 

გამრავლების ხუთ ძირითად კანონს. 

რიცხვთა სიმრავლეს, რომელშიც ყოველთ- 

ვის სრულდება ხუთ ძირითად კანონს დაქვეძ4ძ- 

დებარებული შეკრება დღა გამრავლება, აგრე- 

თვე გამოკლება და გაყოფა (არდა ნულზე გ.» 
ყოფისა, ეწოდება ველი. ყველა რაციონალური რიცხვის 
სიმრავლე უმარტივესი რიცხვითი ველია. 

მართებულია ახლავე შევნიშნოთ, რომ ყველა ირაციონალური რი- 

ცხვის სიმრავლე არ ქმნის ველს. მართლაც, ირაციონალურ რიცხვებზე 
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ოთხი მოქმედებიდან (შეკრება, გამოკლება, გამრავლება და გაყოფა) 

ხებისმიერს შეუძლია მოგვცეს რაციონალური რიცხვი. ასე, მაგალითად, 

V2+C-V2=0, 
V2 . V2=2 

და ა. შ. ყველა ნამდვილი რიცხვის სიმრავლე კი ქმნის ველს, როგორც 

მითითებული იყო მეორე თავში, ნამდვილი რიცხვების შეკრების, გამ- 
რავლების, გამოკლებისა და გაყოფის (გარდა ნულზე გაყოფისა) მოქმე- 

დებებს არ გამოვყევართ ნამდვილ რიცხვთა ფარგლებიდან, ამასთან, შეკ- 

რება და გამრავლება ექვემდებარება ხუთ ძირითად კანონს. 

ძოვიყვანოთ რიცხვითი ველის კიდევ ერთი, უფრო რთული მაგალითი, განვიხილოთ 

„+5V2 სახის ყველა ნამდვილი რიცხვი, სადაც /” და § რაციონალური რიცხვებია, ვთქვათ, 

ი+ხV2 და C+ძV2 განსახილველი სახის ორი ნებისმიერი რიცხვია. მაშინ 

(9–+ხV2)+C+ძV2)=(ი-+-თ+ (ხ+ძ)/2. 

0+ხV2)-–-(C+-ძV2) = (ი–-თ+ (ხ–-ძ)V2; 

(–+ხV2 )-(=LძV2)=იC+იძV2--ხCV2- 2ხძ= 

=(თ-+2ხძ)+(იძ+- ხC0/2- 

ვთქვათ ახლა, რომ C+ძV2 რიცხვი არ უდრის ნულს. მაშინ, ცხადია. მისი შეუღლე- 

ბული C- ძV2 რიცხვიც განსხვავებული იქნება ნულისაგან (დაამტკიცეთ ეს!) ამიტომ 

შეიძლება დავწეროთ: 

ი+-ხV 2 _ C+ხV-2 )(C-4«V 2) _ (9--2ხძ) -+ (ხC– 9ძ)V_2_ 

ი+9იV2 (=ძV 2 X6–ძV2): ლ. 2ყბ 
ძლ 2ხძ ხი–0ძ = 

“ 2. 2ქ + C5-2ქ2? V 2- 
  

როგორც ვხედავთ, „++V2 სახის რიცხვებბე ოთხი მოქმედებიდან თითოეული 

(შეკრება, გამოკლება, გამრავლება და გაყოფა) გვაძლევს იმავე სახის რიცხვს. ცხადია 

აგრეთვე, რომ ყველა ამ რიცხვის შეკრება და გამრავლება ექვემდებარება ზემოთ მითი- 

თებული ხუთი კანონიდან თითოეულს. ამიტომ „-+L§V2 სახის ყველა რიცხვის ეოთობლი. 

თბა. სადაც ” და § რაციონალური რიცხვებია. ქმნის რიცხვით ეელხ. 

სავარჯიშოები 

1967. ქმნის თუ არა რგოლს: 

ა) ყველა ლუწი რიცხვის სიმრავლე; 

ბ) ყველა კენტი რიცხვის სიმრავლე; 

გა ყველა იმ რიცხვის სიმრავლე, რომელიც რომელიმე /ც რიცხვის 
ჯერადია? 

«ი



1968. ქმნის თუ არა ველს: 

ა) ყველა იმ წილადის სიმრავლე, რომელთა მნიშვნელია 3; 
ბ) ყველა იმ წილადის სიმრავლე, რომელთა მნიშვნელებია 3-ის მთე- 

ლი ხარისხები? 

1909, დაამტკიცეთ, რომ ყველა სასრული ათწილადის სიმრავლე 

ქმნის რგოლს, მაგრამ არ ქმნის ველს. 

.1970. დაამტკიცეთ, რომ ნებისმიერი რიცხვითი ველი ან ემთხვევა 

ყველა რაციონალური რიცხვის სიმრავლეს, ან მოიცავს ამ სიმრავლეს, 

როგორც ნაწილს. 

1971, დაამტკიცეთ, რომ ი-+ხV ვ სახის ყველა რიცხვის სიმრავლე, 

სადაც თ და ხ რაციონალური რიცხვებია, არის ველი, მოიცავს თუ არა 

ეს ველი: 
“ ა) ყველა რაციონალურ რიცხვს; 

ბ) ყველა ირაციონალურ რიცხვს; 

გ) ყველა ნამდვილ რიცხვს? 

წამდვილ რიცხვთა ველის გაფართოების ამოცანის დასმა. 

კომალექსური რიცხვები გ 34 
  

მათემატიკის სხვადასხვა მოთხოვნილება უკვე დიდი ხანია მიუთითებ- 

და ნამდვილ რიცხვთა ველის გაფართოების საჭიროებაზე. როგორც ვი- 

ცით, ამ ველში,. გარდა შეკრების, გამოკლების, გამრავლებისა და გაყო–- 

ფისა, სრულდება აგრეთვე ხარისხების მოქმედება, რომელიც სხვა არა“ 

ფერია, თუ არა მრავალგზის გამრავლება. ამოფესვა კი, ე, ი. ახარისხე– 

ბის შექცეული მოქმედება, ყოველთვის არ სრულდება. მაგალითად, არ 

ვიცით, რა აზრი შეიძლება ჰქონდეს ასეთ გამოსახულებებს: V-–, V-–-16. 

ამიტომ ნამდვილ რიცხეთა ველში პირველი შეხედვთ ისეთი 

მარტივი განტოლებანი როგორიცაა X?+1+0, X4-+16=0 და ა. შ. 

ამოუხსნადია.ა ამრიგად, წარმოიშვა აუცილებლობა გაფა რთოვ- 

ღეს ნამდვილ რიცხვთა ველი ახალი რიცხვე- 

ბის მიერთებით ისე, რომ გაფართოებულისიმ- 

რავლე წარმოადგენდეს რიცხვთა ველს, რო- 

მელშიც ყოველთვის სრულდება ფესვის ა-მ ო– 

ღება. 

ეს ამოცანა საბოლოოდ ამოიხსნა მხოლოდ XIX საუკუნეში. 

ვნახოთ, როგორ ელემენტებს უნდა მოიცავდეს ახალი, გაფართოებუ- 

ლი ველი. 
უპირველეს ყოვლისა, იგი უნდა მოიცავდეს ყველა ნამდვილ რიცხვს. 

შემდეგ, მასში ამოხსნადი უნდა იყოს X+=-–-1 განტოლება, რამდენადაც 

ამ ველში სრულდება ახარისხების შექცეული მოქმედება, მიღებულია. 
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რომ რიცხვი, რომლის კვადრატი --1-ის ტოლია, 

აღინიშნოს ( ასოთი და ეწოდოს წარმოსახვითი 
ერთეული. მაშასადამე, ( რიცხვის განსაზღვრის ძალით, 

ჯზ-–-- 1. 

მოვითხოვთ, რომ რიცხვთა ახალი სიმრავლე წარმოადგენდეს ველს. 
ამიტომ, რამდენადაც ნამდვილი ხ რიცხვი და წარმოსახვითი ერთეული 

( ეკუთვნის გელს, მასვე უნდა ეკუთვნოდეს მათი ნამრავლიც ხ!. სრუე- 
ლიად ასევე, ნამდვილ ძ რიცხვთან და ხI( ნამრავლთან ერთად ახალ რიც- 
ცხვთა ველს უნდა ეკუთვნოდეს მათი ჯამიც თC-+-ხ?!. 

ამგვარად, ახალი სიმრავლე უნდა მოიცავდეს თ+ხ: სახის ყველა 

რიცხვს, სადაც ძ და ხ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვებია, ხოლო (-– 

წარმოსახვითი ერთეული. ამ რიცხვებს” კომ პლ ექსურ რ იც ხ- 

ვებს ვუწოდებთ. | 
თ რიცხვს უწოდებენ თ+ხ! კომპლექსური რიცხვის ნამდვილ 

ნაწილს, ხჯ; გამოსახულება –– წარმოსახვით ნაწილს. 

ხ რიცხვს ეწოდება კოეფიციენტი წარმოსახვით ნა- 
წილთან. მაგალითად, 2+3! კომპლექსური რიცხვისათვის ნამდვი- 
ლი ნაწილია რიცხვი 2, ხოლო წარმოსახვითი -–– გამოსახულება 3/;'წარ- 

მოსახვითი ნაწილის კოეფიციენტი 3-ის ტოლია. 0--3/ რიცხვისათვის 

ნამდვილი ნაწილია რიცხვი 0, ხოლო წარმოსახვითი –- გამოსახულება 
3: წარმოსახვითი ნაწილის კოეფიციენტი ––3-ის ტოლია. 5-+0.-(/ რიცხ- 
ვისათვის ნამდვილი ნაწილია რიცხვი 5, ხოლო წარმოსახვითი -–- გამო- 
სახულება 0 · (; წარმოსახვითი ნაწილის კოეფიციენტი 0-ის ტოლია, 

ორი კომპლექსური რიცხვი ტოლად ითვლე- 
ბა, თუ ტოლია მათი ნამდვილი ნაწილე ბი და 

სსრმოსახვითი ნაწილების კოეფიციენტები. 
სხვანაირად რომ ვთქვათ, 

თ+ხ!=0+ძ! 

მხოლოდ მაშინ, როცა ძ=0, ხ=ძ. 

როგორც ვიცით, ორი არატოლი ნამდვილი რიცხვისათვის 
განსახღვრულია თანაფარდობანი „მეტი“ და „ნაკლები“, ასე, მაგალი– 
თად, 5:>>4, 0<7 და ა, შ. არატოლი კომპლექსური რიცხვებისათვის შე- 

უძლებელია ასეთ თანაფარდობათა განსაზღვრა, მაგალითად, არ შეიძ- 
ლება ითქვას, რომელია მეტი ორ რიცხვს შორის 2+3! თუ 5-7(; 0+2! 

თუ 0+4! და ა. შ. 

სავარჯიშოები 

1979, რას წიშწავს, რომ ორი კომპლექსური რიცხვი ძ-Lხ! და C+ 
+ძ!: 

ა) ტოლია, ბ) ტოლი არ არის?



1078, იპოვეთ X-ის და ყ-ის ნამდვილი მნიშვნელობანი შემდეგი გან- 
„ტოლებებიდან: 

ა) (X-––-ყ)+(3X-L-ყ) 1=3--3/: 

ბა (X--5/)-LC2V-–-/) (=6-L3/, 

კომალექსურ რიცხვთა შეკრება. 

მოპირდაპირე რიცხვები გ? 
  

განსზღვრა,ა ორი იძ+ხ! და 0+ი კომპლექსური 

რიცხვის ჯამი ეწოდება კომპლექსურ რიცხვს 

(09+თ-+L(ხ+თ 1: 

(ი+ხ0ი–+(C-+ძ0=(ი+0თ -(ხ+თ!. 

სხვანაირად რომ ვთქვათ კომპლექსური რიცხვების 

შეკრებისას მათი ნამდვილი ნაწილები და წ.“ 

მოსახვითი ნაწილების კოეფიციენტები იკრ”- 
ბება. 

მაგალითები. 

1) (1+0+(2+30=(1+2)+(1--3)(=3-L47: 

2) (5-+6:)-+-(7-–6!)=(5-I-7)-L(C6––6):= 12-+-0(; 

3) (4+9/)+C–4+0=(4-–4)-++ (9- 1)7=0-L 10!: 

4) (3-–7/)-+(–-3--71)=(3-––3)+(––7-7)ჯ1=0-L0!. 

ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეში იმყოფება რიცხვი 0, რომლის მიმა- 
ტება ნებისმიერ ნამდვილ რიცხვთან არ ცვლის ამ რიცხვს: 

ძ+0=ძ. 

კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლეში ანალოგიური რიცხვია 0-L0/. 
მართლაც, როგორიც უნდა იყოს ძ+ხ: კომპლექსური რიცხვი. 

(თ+ხ0+(C0-+-00 =(0ი-+0)-+(ხ-L0)(=0-Lხ!. 

ამიტომ 0--0/ რიცხვს კომპლექსური ნ ული ეწოდება. 

როგორც ვიცით, ორ ნამდვილ 0 და -–ი რიცხვს, რომელთა ჯამი ნუ- 

ლის ტოლია, მოპირდაპირე რიცხვები ეწოდება. ამის ანალოგიურად, 

ორ 6ი+ხ! და –ი--ხ, კომპლექსურ რიცხვს აგრეთვე მოპირდა- 
პირე რიცხვები ეწოდება. ბშშშშემ 

სავარჯიშოები 

19724 ხს ეპირად) დაასახელეთ მოცემული რიცხვების მოპირ- 
დაპირე კომპლექსური რიცხვები: წ ვეულ ცევე 

ა) 3+/; ბ) 1-–-5/; გ) –-2-L0/; დ) 0+4(; ე) 0-+0(!; ვ) 7-L+. 
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1975. იპოვეთ X-ისა და ყ-ის ნამდვილი მნიშვნელობანი შემდეგი 

განტოლებებიდან: 

ა) (5X-+L3ყ!)-L (2ყ––XI)=3-–;; 

ბ) (2-50-LCყ-L2X0 =–-12-L3V/, 
ვ : 

გ) C+2/0+(--/ + 2 )=4+წV. 

კომპლეკსურ რიცსვთა გამოკლება § 545 

  

განსაზღვრა. ორი 2,=ძ-+სხ( და 2=0+ძ, კომპლექსური 

რიცხვის სხვაობა ეწოდება ისეთ 2ვ=X+VI კომა- 

ლექსურ რიცხ;ჯ;ს:ს, რომელიც მიმატებული 

2წ-სთან იძლევა 7-ს, 

სხვანაირად -რომ ვთქვათ, კომპლექსური რიცხვებისათვის, ისევე რო- 

გორც ნამდვილისათვის, 

შე= შ-ე. 

ეს ტოლობა განსახღვრის ძალით იმავეს აღნიშნავს, რასაც 

2ვ-+2:=21 
ტოლობა, 

ჩვენ მიერ შემოღებული განსაზღვრა თავისთავად არ უზრუნველ- 
ყოფს იმას, რომ ყოველ კომპლექსურ რიცხვს შეიძლება გამოვაკლოთ ნე- 
ბისმიერი სხვა კომპლექსური რიცხვი. ასეთი გამოკლების შესაძლებლო- 

ბა და მისი ცალსახობა შემდეგი თეორემით დასტურდება. 

თეორემა. ნებიხმიერი 2,=0+ხ(, და 2:=0+ძ! კომპლექსური 

რიცხვებისათვის სხვაობა 2ვ= 2-2, განსაზღვრულია და, ამასთან, ცალ- 

"სახად. 

ფაქტიურად დასამტკიცებელი გვაქვს, რომ არსებობს, და ამასთან 
ერთადერთი, კომპლექსური 22=X+ყ( რიცხვი, რომლის ჯამი 2.-სთან 

გვაძლევს 2-ს: 
(C+ძიეი+(X+ყ0=0-Lხ!. (1) 

კომპლექსურ რიცხვთა ჯამის განსაზღვრის ძალით: 

(C+ძ,)-++(CX--ყI)=(2+X)-L(ძ-I-ყ)?. 

ამიტომ (1) განტოლება შეიძლება ასე გადაიწეროს: 

(C+X)+(ძ-+-ყ)I=ძ0-+ხ!. 

ორი კომპლექსური რიცხვი მხოლოდ მაშინ არის ტოლი, როცა მათი 
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ნამდვილი ნაწილები და წარმოსახვითი ნაწილების კოეფიციენტები ტო- 

ლია. ამიტომ 

|C++X=0, 
Lძ+ყ=ხ 

განტოლებათა ამ სისტემას ყოველთვის აქვს ამოხსწა და, ამასთან, ერ- 

თადერთი: 

XV=0-0, ხVყ=ხ--ძ. 

ამის გამო არსებობს, და ამასთან ერთადერთი, წყვილი (ჯ, ჟ) ნამდვილი 
რიცხვებისა, რომელიც აკმაყოფილებს (1) განტოლებას. ამით თეორემა 

დამტკიცებულია. 

არსებითად დავამტკიცეთ, რომ 

(9+ხ0--(CC+ძ?)=(თ-–-თ+(ხ--თ!. 

იმისათვის, რომ ერთ კომპლექსურ რიცხვს გამოვაკლოთ მეორე, 

საკმარისია ეს გამოკლება შევასრულოთ ცალ-ცალკე ამ რიცხვების ნამდ- 

ვილ ნაწილებზე და წარმოსახვითი ნაწილების კოეფიციენტებზე. 

მაგალითები. 

1. (5+6.)--(3+7ე=(5––-3)-++(C6––-7)ჯ=2-–-I; 

2. (2+ი–--–(9--0=(2-–9) + (1-––1)1=––7-L0(; 

3, (3+40-–-(03-–-ი=(3-––3)-L (4-L 1)7=0-L-5(; 

4. (7–-ი--–(7-–-02 =(7-–-7)-LC-–-1-L 1)7=0-L0”. 

სავარჯიშოები 

1976. რას გამოსახავს თითოეული შემდეგი ფორმულებიდან ––- გაწ. 

საზღვრას თუ თეორემას: 

ა) (9+ხე+(-+ძი=(ძიძ+0თ-+-(ხნ+ძX;, 

ბ) (9+8+ხ0–(0+ძი=(ი-–-0+6(ხ-–თ;? 

1977. იპოვეთ X-ისა და ყ-ის ნამდვილი მნიშვნელობანი შემდეგი გან– 

ტოლებებიდან: 

ა) (0+3X0)––(10X--2ყ0 =––5ყ-L3/. 

ბა (– 3ყ + 2-#)-(-%+5ყ0= -2+17. 

3 
გ) ლ I 2 )-(ჯ- + რი )= 0+2!)(. 
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კომპლეკსურ რიცსვთა გამრავლება § 944 
  

ბუნებრიძვია მოვითხოვოთ, რომ ი I-ხ/;| და C+ძ( კომპლექსური რი- 

ცხვების გამრავლება ისეთნაირადვე შესრულდეს, როგორც ნამდვილ- 

კოეფიციენტებიან ორწეგრთა გამრავლება, სახელდობრ: 

(ი-+ხი · C--ძი=თძC-იძ!-+-ხCI+ ხძებ=ძC-(იძ-+-ხC0)(+ ხძ!!. 

მაგრამ, 1 რიცხვის განსახღვრის ძალით, 

(%=>-–-1, 

ამიტომ ხი/წ=--ხძ და, მაშასადამე, 

(ი+ხ0(C+ძე=(ძიC–ხნძ)+ (იძ-ხთ!. (1) 

სწორედ ეს ფორმულა ედება საფუძვლად ორი კომპლექსური რიცხვის 

ნამრავლის განსაზღვრას, 

განსაზღვრა ორი 60+ჩხ და C4+ძი კომპლექსური რ“ 

ც ხვის ნამრავლი ეწოდება კომპლექსურ 

რიცხვს (იC--ხთ+(იძ+ხოთ!. 
იმისათვის, რომ შეგვეძლოს კომპლექსურ რიცხვთა ერთიმეორეზე 

გადა” რავლება, სავალდებულო არ არის გვახსოვდეს (1) ფორმულა. მხო- 

ლოდ ის კი უნდ: ვიცოდეთ, რომ იგი იძლევა იმავე შედეგს, რასაც 0+ 

+ხ! ღა C+ძ ორწევრთა უბრალო გადამრავლება, რის შემდეგ L"”-ძა 
ნაცვლად ჩაიწერება --1, 

მაგალითები, 

1. (2-+3/)(6-–50:=12-–10ჯ--18(--.15/%=412 + 15) --C18-––10)1== 

=27-L-8/. 

2. (4+0)(4-––-–0ე=16--4/+4/-–--(წ=(16-- 1) --(––4-+4)7/=17--0X; 

3. (1+0?=(1-+-0)(1+0=1+!+:6+0?0=(1--1) -21=0-+L2(. 

როგორც ვიცით, ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეში ნულს ის თვისება 

აქვს, რომ მისი და ნებისმიერი სხვა ნამდვილი რიცხვის ნამრავლი ნუ–- 

ლის ტოლია: 

თ · 0=0, 

მოსწავლეებს არ გაუჭირდებათ თვითონ დარწმუნდნენ იმაში, რომ 

კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლეში ანალოგიური თვისება აქვს 0+0; 

რიცხვს. ყოველი ც-Lხ; კომპლექსური რიცხვისათვის სრულდება ტო: 

ლობა: 

(2+ხL (09+0-0) -=0 +-0L.



სავარჯიშ ოები 

გამოთვალეთ: (M% 1978--1987): 

1978. (5+LI) (–2+3ი, 1983, (5+70(15-––3ი. 

1979, (3+4!) (6–54) 1984, (--6--2ი(11+5ი. 

1980. (7--240(3,5-–ი, 1988, (0,5-+7ი(1+2ი. 

1981. (0,5+0,240(2-L3ი. 1986, (/2––ი0(/3-L2ი. 

1989, (7--47)პ, (987, (/3+50(4–V3ი 

1988. იპოვეთ 2 კომპლექსური რიცხვი (2--302=-–-1--5/ განტოლე- 
ბიდან. 

კომპლექსურ რიცხვთა ბგაყოფა 4 34? 

კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლეში, ისევე როგორც ნამდვილ რიცხ- 

ვთა სიმრავლეში, 

2 

თანაფარდობა უნდა გვესმოდეს იმ აზრით, რომ 2, . 2ა=72კ. 

განსაზღვრა. 2, კომპლექსური რიცხვის 2, კომაპ- 

ლექსურ რიცხვზე გაყოფით მიღებული გან.- 

ყოფი ეწოდება ისეთ 7უ კომპლექსურ ოიცხვს, 

რომელიც გამრავლებული 2;-ზე იძლევა 2-ს. 

ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეში + განაყოფი განსახღვრულია 0 და 

ჩ-ს ყველა მნიშვნელობისათვის, თუკი ხ59-0. ანალოგიური მდგომარეო– 
ბაა კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლეში, 

ძ-L 
თეორემა. 19 განაყოფი განსაზღვრულია, და ამასთან ცალ-   

სახად, ჟველა C+ხ! და C+ძ(/ კომპლექსური რიცხვისათვის, თუკი C-+ 

-Cძ(560+0/. 
დამტკიცება. უნდა ვაჩვენოთ, რომ, თუ C+ძ:5-50-+0/, მაშინ 

არსჟ/ბობს, და ამასთან, ერთადერთი წყვილი (X, ყ) ნამდვილი რიცხვე- 

ბისა, რომელიც აკმაყოფილებს 

(X+ყი(C-+-ძი=0+ხ! (1) 

18. 273



განტოლებას, კომპლექსურ რიცხვთა გამრავლების წესის თანახმად, 

(X+ყი(C-+-ძე=(XC–ყთ +(XV+ყთ!. 

ამიტთმ (1) განტოლება შეიძლება ასე გადაიწეროს: 

(აC–ყთ)-+-CVძ-+-ყთ:=თ-+-ხ?. 

ორი კომპლექსური რიცხვი მხოლოდ მაშინაა ტოლი, როცა ტოლია მათი 
ნამდვილი ნაწილები და წარმოსახვითი ნაწილების კოეფიციენტები. ამი- 
ტომ 

CX--ძყ=0, (დ), 
ძX+0ყ=ხ. 

გამოვთვალთთ ამ სისტემის მთავარი დეტერმინანტი: 

6 –ძ 

C 

გინაიდან C-+-ი75-0-L0/, ამიტომ C და ძ რიცხვებიდან ერთი მაინც 

განსხვავდება ნულისაგან. მაგრამ მაშინ #=03?-ძ2>0. მაშასადამე, კრა- 

მერის წესის თანახმად (იხ. § 30, I ნაწ.), განტოლებათა (2) სისტემას 

აქვს ერთადერთი ამონახსნი: 

ბ= =C0+ძ 

  

  

  

  

  

  

  

»ჯ=45:-Iხ 0 _ 92+ხძ 

ალფ”. თ +თ 

C 068 

ყ–“ ძ ხ ხი - იძ 

ამგვარად, 

ი+ხ! იილ+ხძიძ ხი–იძ. 
“–-ე=–+- I. 
ი+ძ ლთ+0თ C”+2რ 

საჭირო არ არის გვახსოვდეს ეს ფორმულა. საკმარისია ვიცოდეთ მხო- 
ლოდ, "თუ როგორ მიიღება იგი. 

მაგალითი. ვიპოვოთ => შეფარდება. 
–.: 

თქვათ, 
ვ 9-7; 

2-3; 
  = X + ყI. 

მაშინ 
(C+9ყ0)(2–30=9-–-7; 

2X-+2VI--3XC-3ყ,ბ=9--7; 

·(2X-L3V))-I- (2ყ––3X)1=9––7L.



აქედან 
2X+3ყ=9, 
– 3X--2ყ=--7. 

თუ ამოვხსნით ამ სისტემას, მივიღებთ X=3, ყ=1. ამიტომ 

9-7 

2--3; 
=3 +".   

სავარჯიშოები 

1989, რას გამოსახავს თითოეული შემდეგი ფორმულებიდან –– გან– 

სახღვრას თუ თეორემას: 

ა) (ი+ხ0(-+ძი=(იC-ხძი)+(იძ+ხთ!; 

ბ) 9+ხ! _ _00+ხძ. ხი იძ გ 

ი+ი” თ+თ”თ C+თ 

"გამოთვალეთ (# 1990---1992); 

  

სისი 9+" ჯიე| 2+! Vჯელე 19% 
1+7 2-/ ი = 443 

დაამტკიცეთ შემდეგი ტოლობანი: 
C-; . : : 

1498. 65--L _ 13141! _. 1994. 21!” 1314: ' 
ვ3ვ+4 –25+25' 3ვ-; 17-–- 9 

კომპლექსურ რიცხვთა ველი (1-2 L) 
  

კომპლექსურ რიცხვებს უკვე რამდენიმე პარაგრაფი მივუძღვენით. მაგრამ ჩვენ= 

მსჯელობა ხშირად სიმკაცრეს იყო მოკლებული. ჩვენ დავუშვით (თუმცა შეგმებულად) 

ზოგი ლოგიკური შეცდომა. რომლებიც ახლა უნდა გამოვასწოროთ, 

ამაში რომ გავერკვეთ. დავსვათ ჩვენს წინაშე ასეთი კითხვა: რას ნიშნავს აზ ა ლი 

რიცხვების შე მოღება? რა თქმა უნდა, ახალი რიცხვებისათვის რაღაც აღ- 

ნიშვნები უნდა შევარჩიოთ. მაგალითად, კომპლექსურ რიცხვებს 0+წჩ(-თი. აღვხიშნავთ, 

მაგრამ ეს არ არის მთავარი, მთავარი ის არის, რომ განსაზღვრული 'იყოს, “თუ როგორ 

ზდება ამ რიცხვთა ურთიერთშედარება, როგორ სრულდება ამ რიცხვებზე ესა თუ ის მოქ- 

შედება (შეკრება, გამოკლება, გამრავლება, გაყოფა). სანამ ეს მოქმედება · განსაზღვრუ- 

ლი არ არის, .უფლება არა გვაქვს ვიხმაროთ ისეთი გამოთქმები, როგორიცაა „პალ რი- 

ცხვების ჯამი“ და „ახალი რიცხვების ნამრავლი“ , 

როგორ შემოგვაქვს კომპლექსური რიცხვები? უპირველეს ყოვლისა (იხ. ' 6943) 

მოვითხოვეთ, რომ რიცხვთა ახალი სიმრავლე მოიცავდეს რიცხვს, რომლის კვადრატი 

(ე. ი. თავისთავზე ნ ამ რავ ლი) –– 1-ის ტოლი იქნება. ჩვენთვის უკვე ცნთბილ .6:1- 
დვილ რიცხვთა შორის ასეთი რიცხვი არ არსებობს, თუ იგი არსებობს, მხოლოდ. 'ახალ 

რიცხვთა შორის, მაგრამ ამ შემთხვევაში როგორღა შეგვიძლია ნამრავლზე ვილაპარაკოთ 

ახალი რიცხვების გამრავლება ჯერ ხომ არ ყოფილა განსაზღვრული ? ამ გვარად, უკვე წარ-



მოსახვითი ერთეულის ' განსაზღვრა იყო მათემატიკურად არამართებული. ახალ 
რიცხვთა გამრავლებაზე საუბარი გვქონდა მაშინაც, როცა მოვითხოვდით, რომ 

რიცხვთა ახალი სიმრავლე ხ რიცხვთან და წა-მოსახვით ერთეულთან ერთად მოი- 

ცავდეს ხI ნამრავლსაც. ამის შემდეგ ვლაპარაკობდით თC+ჩ! ჯამზე, თუმცა ახალი 

რიცხვების შეკრება, ისე როგორც გამრავლება, ჯერ არ იყო განსაზღვრული. 
აი რატომ არის, რომ ჩვენ მიერ გადმოცემული კომპლექსურ რიცხვთა თეორია არ 

შეიძლება მივიჩნიოთ მათემატიკური თვალსაზრისით დასაბუთებულად. მაშ, როგორღა 

შემოგიღოთ ხმარებაში კომპლექსური რიცხვები? ამ საკითხს ქვემოთ ეძლევა პასუხი. 

კომპლექსური რიცხვები ეწოდება 0ი+წ/ სახით ჩაწერილ 

რიცხეებს, სადაც ძ და ხ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვეე- 

ბია, ხოლო ! რაღაც სიმბოლოა. 

შემოვიღეთ რა აღნიშვნა თ+ხI, სრულიადაც არ ვაკავშირებთ მას რაიმე ჯამთან. 
ნიშანი „+“ თ+ხ( გამოსახულებაში ჯერჯერობით არ წარმოადგენს შეჯამების მაჩ- 

ვენებელს. ის შედის უბრალოდ როგორც ერთი მთლიანი განუყოფელი 0 +სხ! გამო– 

სახულების შემადგენელი ნაწილი. შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ ჩვენ არ მოვითხოვთ 

წინასწარ (2=--1 თანაფარდობის შესრულებას, ჯერჯერობით | ხომ სიმბოლოა 

და არა რიცხვი. 
განსაზღვრის თანახმად, რთ+ხ1:=6+4/! მხოლოდ მაშინ, როცა 0=0, 

ხ=ძ. 
ორი კომპლექსური რიცხვის (ამი განასაზღვრება 

ფორმულით: 

(ი--ხ/)+(C-+ძI) =(თ-LCთ)-L(Cს+ძ), (1) 

ზოლო ნამრავლი-–- ფორმულით: 

(ძ-Lხს) (C-+–ხI)= (06 – ხძ)+-(იძ–>ხთ) :. (2) 

ორი 0ი+ხ, ღა C0+ძ!. კომპლექსური რიცხვის სხვაობა გა- 

ნისაზღვრება, როოგორიე ასეთი კომპლექსური რიცხვი, რო- 

მელიც შეჯამებული C6+ძ!სთან იძლევა 0+ხ!-ს, როგორც § 245-მი 

იყო დამტკიცებული, ეს რიცხვი არსებობს და (ით--ი)+(ხ--ძ),-ს ტოლია, ე. 0. 

(თ–+-ხ0ე – (C+ძნ=(თ-C+(-–-ძთ?7/. (3) 

ძიძ+ხ! კომპლექსური რიცხეის C+ძ/ კომპლექსურ რიცხვზე 
გაყოფით მიღებული განაყოფი ეწოდება ისეთ კოძპლეკ- 

სურ რიცხეს, რომელიც 0ლ+ძ-ხე გამრავლების შედეგად 

იძლევა 0ძ0+ხ/-ს, § 247-ში დამტკიკებული იყო, რომ, თუ C-Lძი/(550 +0!, 

მაშინ 06+ხ!-ს C+ძ(-ზე გაყოფის შედეგად მიღებული განაყოფი არსებობს ღა შემ- 
დეგნაირად გამოისახება: 

ძ+L+ხ! _ ძი+ხძ %-0ძ, 

-ი”ი ლთ ' 2--თ 
ზემოთ მოყვანილ ოთხ ფორმულათაგან ბუნებრივად მოჩანს მხოლოდ (1) და (3) 

ფორმულა. დანარჩენი ორი ფორმულა კი პირველი შეხედვით ძნელად გასაგებია. 
აი რატომ დავიწყეთ კომპლექსურ რიცხეთა თეორიის ისეთნაირი გადმოცემა, რომე- 
ლიც, თუმცა მათემატიკურად არამკაცრია, მაგრამ იგი იმის გაგების შესაძლებლობას 

იძლევა, თუ როგორ შეიძლება (2) და (4) ფორმულებამდე მისვლა. 

კომპლექსური რიცხვების შეკრება, გამოკლება, გამრავლება და გა– 

ყოფა იძლევა ისევ კომპლექსურ რიცხვებს. ვნახოთ, სრულდება თუ არა 
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ამ დროს შეკრებისა და გამრავლების ის ძირითადი კანონები, რომლე- 

ბიც ახასიათებდა ნამდვილ რიცხვებს: 

2+23=2+შ; 

(2,-L2,)-L2ვ=2)-L (2;-L2უ); 

21 . 2= 22 . 21; 

(2, . 2ე)7ვ==71(2ე . 23); 

(21--2:)2ვ==:უუვ-L შეშვ. 

თუ ვაჩვენებთ, რომ ეს კანონები სრულდება, ამით დამტკიცებული 
იქნება, რომ კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლე შეადგენს ველს. 

დავიწყოთ პირველი კანონით, ვთქვათ, 2:=0ი-Lხ(, 2:=0-+-9ძI. მაშინ 

2 +272 =(-+ხ0+(-++ძი=(თL0თ-L(ხ--თX, 

2-+-2,=(C+ძი0-+(თ--ხI =(C-Lძ)-L(94-+-ხ)!. 

როგორც ვიცით, ნამდვილ რიცხვთა მიმართ გადანაცვლებადობის 

კანონი სრულდება, მაშასადამე, თ+ი=6C+ძ, ხ+ძ=ძ-+ხ. ამიტომ 2,+ 

+272 და 2:-+2, კომპლექსურ რიცხვებს ერთნაირი აქვს ნამდვილი ნაწი- 

ლებიც და წარმოსახვითი ნაწილების კოეფიციენტებიც. ეს კი ნიშნავს, 
რომ 2,-++7უკ=7ე:-L7. 

ახლა გადავიდეთ მეზუთე კანონზე, ვთქვათ, 2,=0ძ-+ხ!, 7:=C--ძ/, 
2==6+//, მაშინ 2,-++72:=(0+Cთ-+(ხ-+ძ)!. მაშასადამე, 

(2,-++2ე)2ე=I(0-L0თ)-L(ხ-Lთ!I(2-+L/0 = 

=I(თ+C6--(ხ-+-თ/)+(C-0თ/!--(6-+-თი)(= 

=(06--ხ0)+(X-ძ01+(0+ხთ + (0 +ძი!. 

მეორე მხრივ, 2,2ე=(თ-Lხ0(0+-/0=(9-6ჩ-L(2/+ხთ!, 
2:2ვ=(C-Lძ0)(6-L //) = (06––ძ/ -L (0/-Lძი)+. 

ამიტომ 

2,შვ-- შეშვ=I(თ6--ნ/0)+(თ-ძ/1-L((0/-L ხი) -L (C/+-ძრ)II. 

თუ შევადარებთ (2,-+7)2 და 2,2+7ე2 რიცხვებს, შევწიშნავთ, რომ 
მათ აქვთ ერთნაირი ნამდვილი ნაწილები და წარმოსახვითი ნაწილების 

ერთნაირი კოეფიციენტები. ეს კი ნიშნავს ამ კომპლექსური რიცხვების 
ტოლობას: (72-I-2ე)შვ=- შეუვ-L შვშვ. | 

დავამტკიცეთ, რომ კომპლექსური რიცხვებისათვის სრულდება შეკ- 

რების გადანაცვლებადობის კანთნი ღა გამრავლების გაწრიგებადობის 
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კანონი შეკრების მიმართ. წინადადებას ვაძლევთ მოსწავლეებს თვი- 

თონ დარწმუნდნენ დამოუკიდებლად, რომ კომპლექსურ რიცხვებზე 

სოულდება შეკრებისა და გამრავლების დანარჩენი კანონებიც. 

ამგვარად, ჟველა კომპლექსური რიცხვის სიმრავლე შეადგენს ველს. 

სავარჯიშოები 

1908. შეადგენს თუ არა ველს შემდეგი სახის რიცხვთა ერთობლიო- 

ბანი: 

ა) 0+ხ!, სადაც ხ ნამდვილი რიცხვია: 

ბ) ძრ-Lი!, სადაც ძ ნამდვილი რიცხვია; 

გ) თ+სხ!, სადაც თ და ხ ნებისმიერი რაციონალური რიცხვებია? 

კომალეჭსურ რიცსვთა ბერომეტრიული გამოსახვა § 948 
  

როგორც ცნობილია (იხ. ნაწ.1I , § 44), ნამდვილი რიცხვები შეიძ- 

ლება. გამოისახოს წერტილებით რიცხვითს წრფეზე. ამასთან, თითოეულ 

ნამდვილ რიცხვს შვესაბამება ერთადერთი წერტილი რიცხვითს წრფე- 

ზე. მაგალითად, ნამდვილ რიცხვს ს შეესაბამება 4 წერტილი (წახ. 

326), რომელიც საწყისი წერტილის მარჯვნივაა სიგრძის – ერთე– 

ულ მანძილზე; ნამდვილ რიცხვს –-2-ს შეესაბამება 8 წერტილი, რომე- 

ლიც იმყოფება 0 წერტილის 

-. 8 _... ტრ მარცხნივ სიგრძის 2 ერთეულ მან– 

–2 0 V2 2 ძილზე; ნამდვილ რიცხვს V2-ს შე- 

ესაბამება C წერტილიდ რომელიც 

მდებარეობს 0-ს მარჯვნივ სიგრძის 

V2 ერთეულ მანძილზე. შებრუნებით, რიცხვითი წრფის თითოეულ 

წერტილს შეესაბამება სრულიად განსახღვრული ნამდვილი რიცხვი. 

მაგალითად, #4 და ,8 წერტილებს (ნახ. 326) შეესაბამება რაციონალური 

ნახ. 236. 

რიცხვები: - და –-2, ხოლო C წერტილს –– ირაციონალური რიცხვი 

2. ამგვარად, ყველა ნამდვილი რიცხვის სიმრავლე ურთიერთცალსახა 

შესაბამისობაშია რიცხვითი წრფის ყველა წერტილის სიმრავლეს- 

თან, 
„როგორც ნამდვილი რიცხვები შეიძლება გამოვსახოთ რიცხვითი 

წოფის წერტილებით, ისევე შეიძლება კომპლექსური რიცხვები გეომეტ- 

რიულად წარმოვადგინოთ სიბრტყის წერტილების სახით,



ყოველ ი0–-ხ! კომპლექსურ რიცხვს შევუსაბამოთ სიბრტყის წერ- 

ტილი კოორდინატებით (0, 6). მაგალითად, 2--3( რიცხვს შევუსაბამოთ 

(ნახ. 327) 4 წერტილი კოორდინატებით (2, 3), –-1+ჯ რიცხვს 8 

წერტილი კოორდინატებით (C-–1, 1), 4+0/ რიცხვს C წერტილი კო- 

ორდინატებით (4, 0), 0-–2/ რიცხვს 

  

ხს წერტილი კოორდინატებით (0, 7 
–--- 4 

–-2) და ა. შ. 3 ! 

სიბრტყის ყოველ წერტილს 8.1... | 
არ ი კოორდინატები აქეს. 1 „I _C გაოკვეული კ დინატე ვმ 2 1 => 

ამიტომ მიღებული შესაბამისობის 

მიხედვით სიბრტყის ყოველ წერ- –-256 

ტილს პასუხობს რაიმე კომ პლექ- –” 
· 327. სური რიცხვი. მაგალითად, 4 წერ- 

წერტილს, კოორდინატებით (2, 3), ეთანადება 2-+-3/ რიცხვი (ნახ. 327), 
8 წერტილს, კოორდინატებით (C-–1, 1), –- რიცხვი –– 1+7,, C. წერ- 

ტილს, კოორდინატებით (4,0), –– რიცხვი 4+0M/, ხოლო # წერტილს, 

კოორდინატებით (0, ––2), –– რიცხვი 0-–2/. მაგრამ, ხომ არ ”შეიძლება 
მოხდეს ისე, რომ სიბ“ტყის ერთსა და იმავე წერტილს, მაგალითად, (V, 

ჩ) წერტილს, შეესაბამებოდეს სხვადასხვა კომპლექსური რიცხვი, მაგა– 

ლითად, #6,)+ხ)! და ძა+ხეა/?. ასე რომ ყოფილიყო, მაშინ გვექნებოდა: 

თ=ძ), ჩ=ხ,, 

თ=ძა, ჩზ=ხა, 

აქედან თ,=ძეა, ხ,=ხე. ასეთ შემთხვევაში კი ი,-+ხ,!' და ძ.-LხაL რიცხ- 
ვები თანატოლი იქნებოდნენ, 

მაშ, ყოველ თ+ხ(! კომპლექსურ რიცხვს სიბოტყის ერთი, სრულიად 

განსაზღვრული წერტილი შეესაბამება, სახელდობო, წერტილი კოორ- 

დინატებით (ი, ხ). პირიქით, სიბრტყის ყოველ (თV,"ჩ) წერტილს ერთი, 

სრულიად განსაზღვრული კომპლექსური რიცხვი შეესაბამება, სახელ- 

დობრ, თ--ჩI რიცხვი, ამგვარად, ყველა კომპლექსური რიცხვის სიმრავ- 

ლე და სიბრტუის ჟველა წერტილის სიმრავლე ურთიერთცალსახა შე–- 

საბამისობაში იმყოფება, 

სიბრტყის ყოველ # წერტილს შეიძლება' დავუკავმიოოთ 04 ვექ– 

ტორი, რომელიც გამოდის კოორდინატთა სათავიდან და მთავრდება “4 

წერტილში (ნახ. 328), ამიტომ კომპლექსურ რიცხვებს შეიძლება მეო- 

რენაირი გეომეტრიული ინტერპრეტაცია (ახსნა-განმარტება) მიეცეს. ყო– 

ველი ი->-ხ! კომპლექსური რიცხვი გეომეტრიულად შეიძლება განვმარ–- 

ტოთ როგორც 04 ვექტორი, კოორდინატებით (0, (ხ). ამასთან, 04 ვექ- 
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ტორის კოორდინატები იგივე იქნება, რაც # წერტილის კოორდინატე- 

ბი, სახელდობრ, (თი, ხ). ადვილი საჩვენებელია, რომ ასეთი შესაბამისო- 

ბა ყველა კომპლექსურ რიცხვსა და სიბრტყის ყველა იმ ვექტორს შო- 

  

  

რის, რომლებიც კოორდინატთა სათავიდან გამოდიან, აგრეთვე ურთიერთ- 

ცალსახაა. 

”" 
დ---ხ 

I 
I 

| ' 
I · 

_–..._ 
ი 0 « 

ნახ. 328. ნახ. 329. 

გამოვიყენებთ რა კომპლექსურ რიცხვთა ვექტორულ ინტერპრეტა- 
ციას, ადვილად ავხსნით იმ განსახღვრას, რომელიც მივიღეთ ორი კომ- 

პლექსური რიცხვის ჯამისათვის: 

(თ+ხ!)-(CC-+-ძ?)=(თ+Cთ)+(0+თ!. 

როგორც ცნობილია, ვექტორთა შეკრების დროს მათი შესაბამისი 

კოორდინატები იკრიბება, ამიტომ, თუ მ4 ვექტორს (ნახ. 329) აქვს 
– 

კოორდინატები (თ, ხ), ხოლო 08 ვექტორს –– კოორდინატები (C. თ, 

მაშინ მათ ჯამს –– 0C ვექტორს –– ექნება (9--თ (ხ+-თ. კოორდინატები. 
ეს ვექტორი შეესაბამება სწორედ იმ (თ-I-თ + (ხნ + თ! კომპლექსურ 
რიცხვს, რომელიც ძი+ხ; და C+ძ! კომპლექსური რიცხვების ჯამია. 

სამწუხაროდ, ორი კომპლექსური რიცხვის 

(თ-ხI)(C+ძ0=(იC-ხთ +(იძ-Cხთ! 

ნამრავლის განსაზღვრას ასეთი მარტივი ინტერპრეტაცია არ ეძლევა. 

სავარჯიშოები 

1996. მოცემული კომპლექსური რიცხვები გამოსახეთ სიბრტყის 
წერტილებით: 

ა) 1--I; ბ) 1–-/; გ) –-2-L3/; დ) –-3--2;, 
ე) 5-+0(, ქ) --6--0I!; %) 0-L5!; თ) 0-–-4“. 
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1997. რომელ კომპლექსურ რიცხვებს გამოსახავს 330-ე ნახაზზე 
წერტილები: 4, 8, C, L და 0? 

1998. მიეცით გეომეტრიული ინტერპრეტაცია შემდეგ ფორმულებს; 

ა) (1+-20 + (1––20 = 2+0(; 

ბ) (3-40+C-1+20= 
2-2”. 

1999. ვთქვათ, #M წერ- 
ტილი ი+ხ, კომპლექსური 
რიცხვის გამოსახულებაა სი- 

ბრტყეზე, ააგეთ იმავე სი- 

ბრტყეზე წერტილები, რომ- 

ლებიც გამოსახავენ კომპლე- 

ქსურ რიცხვებს: ა) ძ--სხ/; 

ბ) ––ი+ ხნ; გ) ––ძ–-სხ!; დ) 

0+0,! ე) 0+ხი ვ) –-ი+ წას. ვვ0. 
0(|; ზ) 0-–ხ!. . 

9000. ვთქვათ, M წერტილი ძი--ნ! კომპლექსური რიცხვის გამოსა- 
ხულებაა სიბრტყეზე. სად იმყოფება იმავე სიბრტყეზე ის წერტილები, 

რომლებიც გამოსახავენ რიცხვებს: 

ა) 3თ-+0(/; ბ) ––50+0; გ) 0--ხ/; დ) 0+2ჩ!; ე) 4თ-L3ხ!? 

V 

  

ნამდვილი და წმინდა წარმოსახვითი რიცხვები (XI) 

  

ცალკე განვიხილოთ სიბრტყის ყველა ის წერტილი, რომლებიც აბს- 

ცისათა ღერძზეა მოთავსებული. მათი კოორდინატებია (ი, 0) და, მაშა– 

სადამე, ეს წერტილები 0ი-+-0! სახის კომპლექსურ რიცხვებს შეესაბამე- 

ბა, ვთქვათ, ი,+0L და ძ-+0! ორი ასეთი რიცხვია, ადვილად დავრწმუნ- 
დებით შემდეგ თანაფარდობათა მართებულობაში: 

(თ,+00 --(ძა--01) =(ძთ,)-+-თა) -+0L; 

(0,-+00)––(0-+0/) =(0,––ძა) +0!; 

(0ი,-+-080(თ:+0/ =თ,ძე-0IL; 

ძ.+C! 

ძე+C0! 

ეს თანაფარდობანი უჩვენებენ, რომ ით+0ჯ სახის კომპლექსურ რიცხ- 

ვებზე, ე. ი. ყველა იმ რიცხვზე, რომელთა წარმოსახვითი ნაწილის კოე- 

ფიციენტი ნულია, შეკრება, გამოკლება, გამრავლება და გაყოფა ისევე 
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სრულდება, როგორც მათ შესაბამის ნამდვილ რიცხვებზე. ამ რიცხვე- 

ბის გეომეტრიული გამოსახულება აგრეთვე ემთხვევა შესაბამისი ნ ამ- 

დვილი რიცხვების 'გეომეტრიულ გამოსახულებას: როგორც ერთნი, ისე 

მეორენი წარმოიდგინებიან აბსცისათა ღერძის წერტილებით. ეს გარე- 

მოება საბაბს გვაძლევს აღარ გავარჩიოთ ერთმანეთისაგან თ-L0/ კომპ- 

ლექსური რიცხვი და ნამდვილი ი რიცხვი. ამიტომ შემდეგში ყველგან 

ი+090-ს მაგიერ დავწერთ უბრალოდ თ-ს. კერძოდ, 0+07=0. ამ მიზეზის 

გამო აბსცისათა ღერძს, რომელზეც განლაგებულია ნამდვილი რ: :ხვე- 

ბის, ანუ 0+01ჯ სახის კომპლექსური რიცხვების შესაბამისი წერტილები, 

ეწოდება ნამდვილი ღერძი. 

ახლა ჩვენთვის ცხადია, რანაირად შედიან ნამდვილი რიცხვები კომ- 

პლექსურ რიცხვთა სიმრავლეში. 

„ორდინატთა ღერძის წერტილთა ჟგოორდინატებია (0, ს) და ამიტომ 

ისინი შეესაბამებიან 0+-ხჯ სახის რიცხვებს, ე. ი. კომპლექსურ რიცხ- 

ვებს, რომელთა ნამდვილი ნაწილი ნულის ტოლია. ასეთი რიცხვები 

იმით ხასიათდება, რომ მათი კვადრატები ყოველთვის უარყოფითია, თუ 

ხ5-0. მართლაც, 

(0+-ხ0?=(0+ხ0(0+ 60 =0--0ხ(ჯ-Lხ · 0-–-ხ1= 

=–-ხ1?-L01L=--ხ?. 

(0+01=-––1, 

როცა კომპლექსური რიცხვები არ იყო შემოტანილი მათემატიკაში, ძნე- 

ლი წარმოსადგენი იყო, რომ რიცხვის კვადრატი შეიძლება უარყოფითი 

ყოფილიყო. ამიტომ 0-+V6ხ, სახის კომპლექსურმა რიცხვებმა მიიღეს 
წმინდა წარმოსახვითი რიცხვების სახელწოდება. 
შემდეგში ამ რიცხვებს 0--ჩI-თი კი არ აღვნიშნავთ, არამედ უბრალოდ 

ხ(-თი. ორდინატთა ღერძს, რომელზეც განლაგებულია ყველა წმინდა 
წარმოსახვითი რიცხვი წარმოსახვითი ღერძი ეწოდება. 

შემდე გისათვის შევთანხმდეთ, რომ 0+-/ სახის რიცხვი უბრალოდ (I-თი აღვნიშნოთ. 

ასეთნაირი შეთანხმების საფუძველზე შეგვიძლია ვილაპარაკოთ არა მხოლოდ რაღაც 1 

სიმბოლოზე, არამედ როგორც კომპლექსურ ჯ რიცხეზე, ვგულისხმობთ რა მას.როგორც 

0+I რიცხვს. როგორც ზემოთ იყო ნაჩვენები, (0-+-/)პ=--1, ამიტომ 

(1=--, 

ჯ რიცხვმა მიღო წარმოსახვითი ერთეულის სახელწოდება. განვი– 
ხილოთ ნებისმიერი ნამდვილი ნ რიცხვისა და წარმოსახვითი / ერთეულის ნამრავლი: 

ხ . :=(ხ+01IX(0-+70=ხ · 0+ხ:+0 · 0(+0-/'=0+ხ”. 

მაშ, 

ხ.:=0-+სჩ. 
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ახით გამართლებულია ზემოთ მიღებული შეთანხმება, აღინიშნოს 0+#%/ სახის რი- 
ცხვები უბრალოდ VL-თი. 

§ 24ს-ში ვამბობდით, რომ განსაზღვრის თანახმად თ+M/ არის უბრალო აღნიშვნა 
და არა 0 და ხI რიცხვების ჯამის გამოსახულება. ეს გამოწვეული იყო იმით, რომ მაშინ 
არ ვიცოდით, რას წარმოადგენდა ძ და ხ/ კომპლექსური რიცხვები და რას წარმოადგენდა 
ორი კომპლექსური რიცხვის ჯამი, ახ ლა ჩვენ ეს ვიცით, ამიტომ კანონიერია დაისვას 

კთხეა, ხომ არ შეიძლება თ+ხ/ გამოსახულება განხილულ იქნეს როგორც ორი #6 და 
ხ. რიცხვის ჯამი. ამ საკითხის გადასაწყვეტად შევნიშნოთ, რომ 

0==ძ-L0I, 

ხ:=0-Lხ!. 

ამიტომ ი დ: ხ/ რიცხვების ჯამი იქნება: 

'ძ-+L0!)+-(0+ხ70=(0-L0)+ (0-+L ნ)I=0-Lხჯ 

ეს იძლევა დადებით პასუხს დასმულ კითხეაზე, კომპლექსური რიცხვი 0+ხ/ შეიძლება 
გაჩჩილულ. იქნას როგორც ორი კომპლექსური რიცხვის ჯამი: ნამდვილი 6 რიცხვისა და 
წიინდა წარმოსახვითი ხI რიცხვისა, 

სავარჯიშოები 

9001. რას ნიშნავს თითოეული შემდეგი გამოთქმებიდან: 

ა) ი-+ხ! კომპლექსური რიცხვი ნულის ტოლია? 

ბ) 2+ხ( კომპლექსური რიცხვი ნულის ტოლი არ არის? 

9009, იპოვეთ ნამდვილი X და ყ რიცხვები შემდეგი განტოლებები- 
დან: 

ა) (X+V)+(X––ყ)(=2-+4(; ბ) (X+Vყ)+(X––ყ)1=4!; 

გ) (X-+ყ)+(X-––ე)1=2; დღ) (/-+2X)+(2ყ-+4X)I=0; 

ე) (X-= 1,5ყ)-+(2X-+3ყ)1= 13”. 

9003, იპოვეთ წმინდა წარმოსახვითი V და 0 რიცხვები შემდეგი გან“. 

ტოლებებიდან: 

ა) #V+”ნხ=–-3-+-2;; 

.ბ), 5ყ––-6(0==–-24––-57, 

9004. რა ითქმის ორ კომპლექსურ რიცხვზე, თუ მათი ჯამი და სხვა- 

ობა ერთდროულად წარმოადგენს: 

ა) ნამდვილ რიცხვებს; 

ბ) წმინდა წარმოსახვით რიცხვებს? 

9005. გამოთვალეთ: 

ა) I((2-–იI1. ბ) (2I(3––4ი0)1. 

9006. დაამტკიცეთ, რომ 0+ხ! კომპლექსური რიცხვის კვადრატი 

ნამდვილი რიცხვია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ან ძ=0, ან ხ=0. 
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ფეუღლებული რიცხვები. კომპლექსურ რიცსვთა გაქოფის 

პრაქტიკული სეირსი § 961 

  

ძ–--ჩ! კომპლექსურ რიცხვს ეწოდება თ+ხ(! კომპლექსური რიცხვის 
შეუღლებული. მაგალითად, 2-–-3ჯ რიცხვი 2+3ჯ რიცხვის შეუღ- 
ლებულია, 5+4! რიცხვი 5--4ჯ რიცხვის შეუღლებულია, –-6I((=0--6:) 
რიცხვი 6((=0-+6/) რიცხვის შეუღლებულია, და ა. შ. 

ვთქვათ, ძ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია, მაშინ 

ძთ=8-L01=ძ--0!. 

ამიტომ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვი თავისი შეუღლებულის ტოლია. 

შებრუნებული დებულებაც მართებულია: თუ ძი-+-ხ! კომპლექსური რი- 
ცხვი თავისი მშეუღლებულის ტოლია, ე. ი. 

0+ხ!L=0-–-ს!, (1) 

მაშინ ეს რიცხვი ნამდვილია, მართლაც, (1)-დან გამომდინარეობს, რომ 

ხ=-–-ხ, ანუ ხ=0. მაშასადამე, თ+ხI=ძ+01=ძ0, რისი დამტკიცებაც 
მოითხოვებოდა. 

ამგვარად, ყველა კომპლექსურ რიცხვს შორის მხოლოდ ნამდვილი 

რიცხვები (და მხოლოდ ისინი) არიან თავიანთი შეულლებულების 

ტოლნი. 

ძ-ხ,: რიცხვი ძთ+ხ!: რიცხვის 
| შეუღლებულია, მაგრამ ძთ-+ხ! რი- 

ცხეი, ცხადია, თ–--ჩ/ რიცხვის შე- 

უღლებული იქნება ამგვარად, 
( 0+ხ: და ძ–--–ნ! რიცხვები ურთი- 

I ერთშეუღლებულნი არიან. ამის 
! გამო მათ ურთიერთშეუღლე- 

6 C »ჯ ბული კომპლექსური რიცხვები 

| 
I 
I 

| 
7 ალა. _––-–- «0146! 

ეწოდება, ცხადია, რომ ნებისმიერი 
ურთიერთშეუღლებული თი-L-ხ! და 
0--ხ! კომპლექსური რიცხვები სი- 
ბრტყეზე ნამდვილი ღერძის მი- 
მართ სიმეტრიული წერტილებით 
გამოისახება (იხ, ნახ. ვვ31), 

  -–ხ - აა–-–-–-_– აძ-ხ! 

ნახ. 331, 

ორი ურთიერთშეუღლებული კომპლექსური რიცხვის ნამრავლი 
ნამდვილი რიცხვია. 

მართლაც, 

ე C+ხი(ი--ხი =ი"-(ხ)"=0თ"--ხ"”, 

მაგრამ /პ–-- 1, ამიტომ , აგრამ 1 ი სერხი =0+ხ!. 
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ურთიერთშეუღლებული რიცხვების შესახებ დამტკიცებული თვისება 

საშუალებას გვაძლევს საკმაოდ მარტივად შევასრულოთ კომპლექსური 

რიცხვების გაყოფა. ვთქვათ, საჭიროა ვიპოვოთ განაყოფი: 

0ი+ხ: 

C 

  ე; 610 (2-0). 

ამ წილადის მრიცხველი და ს მიშენელი გავამრავლოთ C-–ძ/ რიცხვზე, 

რომელიც მნიშვნელის შეუღლებულია. შედეგად მივიღებთ წილადს, 

რომლის მნიშვნელი ნამდვილი რიცხვი იქნება: 

ი+ხ (+ხ)აC-–-ძი) _ (2C+ხძ)+(ხC-ით)! 

ი-+ი (:+ძიC–-ძი (1+ძ? 

ახლა, თუ გამოვიყენებთ შეკრების მიმართ გამრავლების განრიგებადო– 
ბის კანონს, მივიღებთ: 

ი+ხ: 1 0C+ხძ 1 .%--0ძ. ; 
= 0C+ხძ) + (ხC–0ძ):| = –ეაღეღნ + 

0+ძ! 23-ე)! +C »! თ+-ი დთ+თ 

§ 247-ში ეს ფორმულა სხვა გზით იყო მიღებული, 

  

  

მაგალითები. 

7-( 0-006-ი0 2-7-3-1_ 20-10, 
  

  

1) =2–-!)! 
ვა) (3+006–)ი 9+1 10... 

2 1+1ჯ –_0+ი0 +90 _ 1+2L–1 =2-, 

1-– “ 0-–ი00 +ი 1+1 2 

სავარჯიშოები 

9007. დაასახელეთ მოცემული კომპლექსური რიცხვების შეუღლე- 

ბულნი, გამოსახეთ მოცემული და მათი შეუღლებული რიცხვები სიბრ- 

ტყის წერტილებით: 

ა) 1+(; ბ) 2-–-31;; გ) 5; დ) 4L; ე) 0; ვ) 2–-1. 

  

  
    

გამოთვალეთ: 

იიი–ი V3–-1. ლილუ, 2-5%_ 6-7. 
V 3 +! 46 4 

42 -L2; ; ; 
9009 +- , იიკვ 2+ე 4 I. 

3+ 5: 3-5, (|–-1 

7-2! –ხ – 
9010. ', იე/ე 6--V_ ,ხ 

2+7!' ხ+ი! VI 

1 
90)! – 

§ 

““265



ოთ
 

L ა
 ჟო წარმოსასვითი- ერთეულის სარისსხები § 

განსაზღვრის თანახმად, ( რიცხვის პირველი ხარისხია თვით რიცხვი 

,, ხოლო მეორე ხარისხი –– რიცხვი –-1: 

ტ-ს (%=--1. 

ჯ რიცხვის უფრო მაღალი ხარისხები შემდეგნაირად მიიღება: 

ცუ=/ . (=--1 .1=--; 

კბ=ს9 , ჯ=--%=1; 

ჯ5==1ზ , 1=ჯ; 

ჯ=ჯკს, (=-1%=- 1. 

და ა. შ. ცხადია, ნებისმიერი ნატურალური M-ისათვის 

ჟფი=1; 
კოთ. -); 

ჟშო+- 1. 

კო. / 
მაგალითად, 

ჟამს ;%6-  ე)%+1 „9449--/ ,მ- 7) 1. 

(100 | ;98_, ჯ63--;100_) ;06 42.) ;60 +9-- 1. 1. /წ=--7, 

სავარჯიშოები 
“გამოთვალეთ: (#:· 2015--2020). 

:8016, /9-L /14.| /96.) /შ80:| ·/40. | ;60. 

9016, /8-L /13.) 29. 83. | 43.) ჯ68, 
„8012: (-+- 0მ0--0+8M-+...+L"Cთ>2>4). 

“58018. ჯ'. ჯ2: ”./ბ,,/0X, 

9091, 3/3- 2ე/2-(1--ი)/-+5 რიცხვი ი-ს რომელი ნამდვილი მნიშ” ” 
ვნელობისათვის იქნება: ა) ნამდვილი; ბ) -წმინდა წარმთსახვითი; გ) ნუ- 

ლი+- ტოლი? 
28ა



უარჟოფითი რიცხვებიდან კვადრატული ფესვის ამოლება, 

უარქოფითლისკრიმინანტიანი ავადრატული განტოლების ამოსხნა § 868 
_ 

როგორც ვიცით, 

=-1 

ამასთან. 

(C–0?1=C-1 . 0%=C-1)? ., 70=–--1, 

ამგვარად, არსებობს –-1-დან კვადრატული ფესვის ორი მნიშვნელობა, 

სახელდობრ, ! და –-I, მაგრამ, იქნებ კიდევ არის რაიმე კომპლექსური 

რიცხვი, რომლის კვადრატი –-1-ის ტოლია? 

ამ საკითხის გამოსარკვევად დავუშვათ, რომ 0+ხჯ კომპლექსური 

რიცხვის კვადრატი –--1-ის ტოლია. მაშინ 

(ი+-ხ0ე?2=–-1. 

0“ + 20ხI--ხ1=--1. 

ორი კღმპლექსური რიცხვი ტოლია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

ტოლია ნამდვილი ნაწილები და წარმოსახვითი ნაწილების კოეფიციენ- 

ტები, ამიტომ 

| ც“-ხ?2=-1. (1) 
ძხ=90. 

(1) სისტემის მეორე განტოლების თანახმად, რ და 6 რიცხვთა შორის 

ერთი მაინც უნდა იყოს ნულის ტოლი. თუ ხ=0, მაშინ პირველი გან- 

ტოლებიდან მიიღება 0?=--1. 0 რიცხვი ნამდვილია, ამიტომ 09?»0. 

არაუარყოფითი რიცხვი არ შეიძლება უარყოფითი --1 რიცხვის ტოლი 

იყოს. ამიტომ ამ შემთხვევაში ტოლობა ხ=0 შეუძლებელია. დაგვრჩე- 

ნია დავადასტუროთ, რომ ძ=0, მაგრამ მაშინ სისტემის პირველი გან– 

ტოლებიდან ვღებულობთ: --ხბზ–--1, ხ=-L1. 

მაშასადამე, მხოლოდ ( და –”/ წარმოადგენს იმ კომპლექსურ რი–- 

ცხვებს, რომელთა კვადრატი –-1-ის ტოლია. პირობითად ეს შემდეგი 

სახით ჩაიწერება: | 

V-1=-+L. 

ანალოგიური მსჯელობით მოსწავლენი დარწმუნდებიან, რომ არსე- 
ბობს მხოლოდ ორი რიცხვი, რომელთა კვადრატი უარყოფითი –-ი რი- 

ცხვის ტოლია. ასეთი რიცხვებია V0 1 და –VC,. პირობითად ეს ასე 
ჩაიწერება: 

– =-+V0



Vი სიმბოლო უნდა გვესმოდეს როგორც არითმეტიკული, ე. ი. დადე- 

ბითი ფესვი; მაგალითად, V4=2; #V9=3, ამიტომ 

V-4=+2, V-9=-#3! და ა, შ. 

თუ წინათ უარყოფით დისკრიმინანტიანი კვადრატული განტოლების 

განხილვისას ვამბობდით, რომ ასეთ განტოლიბას თისვები არა აქვს 

ახლა ამის თქმა აღარ შეიძლება. კვადრატულ განტოლებებს, რომელთა 

დისკრიმინანტი უარყოფითია, კომპლექსური ფესვები აქვს, ეს ფესვები 

მიიღება ჩვენთვის ცნობილი ფორმულებით. ვთქვათ, მაგალითად, მო- 

ცემულია X"+2X-+5=0 განტოლება, მაშინ 

Xცა=-1+V1--5=--1-+V--4=--1-+2/. 

ამგვარად, მოცემულ განტოლებას აქვს ორი ფესვი: X,=--1+2/, 

X- = –1 –21. ეს ფესვები ურთიერთშეუღლებულია. საინტერესოა, 

რომ მათი ჯამი ––2-ის ტოლია, ხოლო ნამრავლი 5-ის, ასე რომ, ვიეტას 
თეორემა სრულდება. 

სავარჯიშოები 

პისპ, (ხეპირად). ამოხსენით განტოლებანი: 

ა) X-+2==–“16; 

ბ) Xმ=--2; 

გ) 3X7=–-5, 

8098, იპოვეთ ყველა ის კომპლექსური რიცხვი, რომელთა კვადრა- 

ტები შემდეგი რიცხვების ტოლია: 

ა) L; ბ) ! V3, 5 , 

8094, ამოხსენით კვადრატული განტოლებანი: 

ა) #- 2++2=0, 
ბ) 4+?--4X--5=0, 

გ) X?2--14X+74=0. 

ამოხსენით განტოლებათა სისტემები (M# 2025, 2026): 

8026. X–+ყ=6. 90506. ( 2X--3/=1. 
| Xყ==45. Xყ=>1. 

9097. დაამტკიცეთ, რომ იმ კვადრატული განტოლების ფესვები, რო- 
მელსაც აქვს ნამდვილი კოეფიციენტები და უარყოფითი დისკრიმინან- 
ტი, ურთიერთშეუღლებულია. 
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%ი98, დაამტკიცეთ რომ ვიეტა, თეორემა მართებულია ყოველი 

კვადრატული განტოლებისათვის ჯა რა ძხოლოდ არაუარყოფითდის- 

კრიმინანტიანი განტოლებები!.ათვის, 

%ი99, შეადგინეთ ნამდვილკოეფიციენტებიანი კვადრატული გახტო. 

ლება, რომლის ფესვებიცაა: 

ა) X,==5--!, X,=5+(: ბ) X=3!, X=--3/, 

ზივი. შეადგინეთ ნამდვილკოეფიციენტებიანი კვადრატული განტო- 

ლება, რომლის ერთ-ერთი ფესვი (3--ი(2--4)-ის ტოლია. 

8081. მეადგინეთ ნამდვილკოეფიციენტებიანი კვადრატული განტთ- 

ლება, რთმლის ერთ-ერთი ფესვია --”–- 7. · 

ნანდვილკოეფიციენტებიანი მე-8 სარისხის 

ორწევრა ბგანტოლებანი ჭგ 954 
  

ასე ეწთდება შემდეგით სახის გაწტოლებასა 
იX"=ხ, 

სადაც თ და ჩ წულისაგან განსხვავებული ნებისმიერი წამდვილი რიცს- 

ვებია. 

ასეთ განტოლებებს ამთვხსნით ზოგიერთ კერძთ მაგალითზე. 

მაგალითი 1. ამთეხსნათ განტთლვება: 

X1= 8. 

მოცემული განტოლება გადავწეროთ შემდეგნაირად: X---8=0; გამო- 

ვიყენოთ კუბების სხვაობის ფთრმულა, მივიღებთ: (X-––2)(X'+-2X-L4) =0. 

თუ X--2=0, მაშინ X=2, ხოლო თუ X?1+2X-L-4=0, მაშინ =–-1+ 

+V1--4=--1+V-3=--1+V3 (. ამგვარად, მთცემულ განტოლებას 

აქვს სამი ფესვი: 

X.=2, Xა=--1---V3 7, Xვ-=--) +V3 (. 

მათ შორის ნამდვილია მხოლთდ ერთი ფესვი »=2. 

მაგალითი 2. ამთვხსნათ განტოლება: 

_ 1 2=4. 
2 

თუ ამ განტოლების ორძვე მზარეს გავამრავლებთ –-2-ზე, მივიღებთ 

(3=--8 განტოლებას, ეს განტოლება პრინციპულად არ გახსხვავდიბა 
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ზემოთ განხილული X2=8 განტოლებისაგან6. მისი ამოხსნა მოგვყავს 
განმარტებების გარეშე: 

ჯ!.+–-8=20, 

(X-L2)(X-––2X-L4) =0, 

X.=--2; X.=1--V3 6; 'Xვ=1-+LV3 ?.: 

მაგალითი: 3, ამდვხსნათ განტოლება: 

საიდანაც 

1 3-2. 
+ 

გავამრავლოთ ამ განტოლების ორივვ მხარე 3-ზე, მივიღებთ: X2=-–- 

--6, საიდანაც XI--6=0. თუ განვიხილავთ 6-ს როგორც V6 რიცხვის 
კუბს, მაშინ XX-+-6 დაიშლება მამრავლებად: 

ხ0-+-6)=(+V6)I(X2-–- V6X+(/6 )). 
მაშასადამე, 

ან X+%/6 =0 ან »”--9%/6X +(1/6 )?=-0. 

ამ განტოლებათაგან პირველს აქვს ფესვი X,=-–-V6, მეორე განტოლე- 
ბიდან კი ააა 

+ V IV 6)1-40/ 6) _/6+V 6. /3, 
- 2 X§,ე == 2 

ვ,/–- 

=V 950) +V/ 31). 
2 

მაშ. მოცემულ განტოლებას აქვს სამი ფესვი: 

X) = - #6: 

X2== => ც +V3!I. 

M-M6 0-/3/. 

ამ სამი ფესვიდან მხოლოდ ერთია ნამდვილი რიცხვი. 

სავარჯიშოები 

ამოხსენით განტოლებანი (M# 2032-–2037): 

იევი 3X?=81. 9085. X1=--5, 
აივე, X9=--27. 9030, 3X1=-2. 

9034. XL·=3, 9087. _ 42=.1. ' 
2



ბივი დაამტკიცეთ, რომ X2---4 განტოლების ყველა ფესეის ჯამი 

ნულის ტოლია, 

9039, იპოვეთ X-=6 განტოლების ყველა ფესვის ნამრავლი. 

ნამდვილკოეფიციენტებიანი მე-4 სარისსიხ 

ორწევრა განტოლებანი § 95% 

  

ასე ეწოდება შემდეგი სახის განტოლებას: 

0Xშ9=ხ, 

სადაც ძ და ხ ნულისაგან განსხვავებული ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვე- 
ბიძა, 

ასეთ განტოლებათა ამოხსნას ჩვენ განვიხილავთ ზოგიერთ კეოძო მა– 

გალითზე. 

მაგალითი 1. ამოვხსნათ განტოლება: 

X4=16. 

გადავწეროთ მოცემული განტოლება შემდეგი სახით: 
ჯ--16=0. 

ამ განტოლების მარცხენა მხარე დავშალოთ მამრავლებად: 

წჯ--–-16== (X?-–-–4) (X?1-L4) = (X-L 2)(X-––2)(X2-L4). 

აქედან გამომდინარეობს, რომ X4=16 განტოლების ფესვებია: 

X.=--2, X.=2; Xვ=2L; X=--2. 

ამ ფესვთა შორის ნამდვილია მხოლოდ ორი ფესვი: 

X.=--2, X3==2. 

მაგალითი 2. ამოვხსნათ განტოლება: 

ჯ4=--16, 

ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეში ამ განტოლებას არ გააჩნია ფესვები, 

რადგან ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვის ლუწი ხარისხი არაუარყოფითია; 

კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლეში ამ განტოლებას, როგორც ახლავე 

ვაჩვენებთ, 4 სხვადასხვა ფესვი აქვს. 

მოცემული განტოლება გადავწეროთ შემდეგი სახით: 

ჯ"-L-16=0,



X+16 გამოსახულება შეიძლება განხილულ იქნეს როგორც X+ისა 

და 4-ის კვადრატების ჯამი. თუ ამ ჯამს მევავსებთ ხუსტ კვადრატამდე, 

მივიღებთ: 

Xბპშ+16=X4%-L16-+2 , 4X2--2 . 4V2-2=(X?-L4)?”--8ჯ? 

ახლა გამოვიყენოთ ორი რიცხვის კვადრატების სხვაობის ფორმულა: 

00-64)---8X2=602+4+V8X500+-4--V/6X9= 

=(X"-L 2/ 2X--4)(X2-2V 2X-L4). 
მაშ, 

»"-L16=(X98-L2V2X-L 4)(X"--2V 2X-L4). 

ამის გამო X7X=--16 განტოლება შეიძლება წარმოდგენილ იქნეს შემდე- 

გი სახით: 

(X?2-+2V 2X-I-4)(X2--2V/ 2X-L4) =0. 

თუ »ბ“+2V2X+4=0, მაშინ X,,,=-V2-+V2–-4, ანუ 

X.=--V2-V21 

X=–-V2+V72 L. 

თუკი X-2-2V 2X+4=0, მაშინ X-,,=V2 +V 2-4, ანუ 

X3=V2––V2 7. 

X,=V2+V2 1. 

მივიღეთ X1=--16 განტოლების ოთხი ფესვი. მათ შორის ნამდვილი 

ფესვი არც ერთი არაა. 

მა გალითი 3. ამოვხსნათ განტოლება: 

ვ3ეტ=-––6, 

არსებითად ეს განტოლება არ განსხვავდება წინა განტოლებისაგან. ამი- 

ტომ ამოვხსნით მას განმარტებების გარეშე: 

Xჯ32=--2. 

ჯრ--2=»“-+ 0/2 )1=X"+ (V/2 )1-+ 2X2V2-2XVსV/2= 

=(Xქ-LV2)2--2V2X2= (Xმ1-LV 2)?––(V 8X )ზ= 

=(C-+V8X+V2 )(X'--V8X+V2) 
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თუ X1-+-%V8X-I-V2=0, მაშინ 
სჯ, _.-----_-. 

="M 6+1/(/ 8): 4V2 _–V8 +V/ –2V2 
2 = 

  

  

    

X1,2== = 2 

= –Vზ +V8(. 
2 

თუკი ჯზ -V8X-LV2=0, მაშინ ანალოგიურად მივიღებთ: 

V8 +V8! 
M„ლთ-83--- 

ამგვარად, მოცემულ განტოლებას აქვს ოთხი სხვადასხვა ფესვი. მათ 
? შორის ნამდვილი ფესვი არც ერთი არაა, 

სავარჯიშოები 

ამოხსენით განტოლებანი (#M 2040-– 2044): 

2040. X4=81. 9048, X)=--3, 

9041, X1=-–-81, 8044. 3X4%=-5, 

§048, ჯბ=2. 

9046. იპოვეთ X#=4 განტოლების ყველა ფესვის ჯამი. 

9046, იპოვეთ X4=--7 განტოლების ყველა ფესვის ნამრავლი. 

კომპლექსურ რიცხვთა ტრიბონომეტრიული სახე § 860 

– 
ვთქვათ, ი-LხI კომპლექსურ რიცხვს შეესაბამება 04 ვექტორი, კო- 

ორდინატებით (0, ხ) (ნახ. 332). აღვნიშნოთ ამ ვექტორის სიგრძე /-ით, 
ხოლო კუთხე, რომელსაც იგი შეადგენს X ღერძთან, დ-თი. სინუსისა 
და კოსინუსის განსაზღვრის თანახმად, 

ძ ხ · 
–=00დ –-=ვ8იდ, 
, , 

ამიტომ ძ=L 005 დ, ხ=/ 50 დ. მაგრა ასეთ 

შემთხვევაში ი-+ხ( კომპლექსური რიცხვი შეიძ- 

ლება ასე ჩაიწეროს: 

თ-+ხ!=I 005 დ-LI” 5(ი დ=/(005 დ-LI 51ი დ). 

როგორც ცნობილია, ნებისმიერი ვექტორის 

სიგრძის კვადრატი მისი კოოოდინატების კვად- 

რატების ჯამის ტოლია, ამიტომ 

ჯ?=02-Lხ, 

საიდანაც #7=V01-+-ჩ?, ნახ. 332. 

  
მაშ, ნებისმიერი ი+წ! კომპლექსური რიცხვი შეიძლება შემდეგი 

სახით წარმოვადგინოთ: 

0-+ხL=/ (0C05 დ+-LI §3)ი დ), (1) 
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სადაც /=V0?+ხ?, ხოლო დ კუთხე განისაზღვრება შემდეგი პირობე- 
ბიდან: 

. ხ 
51 == 

დ Vით' + ცხ? , 

C05 დ = _“ _ 
Vი" +ხ? 

კომპლექსურ რიცხვთა ჩაწერის ასეთ სახეს ეწოდება ტრ იგონო- 

მეტრიული. 
(1) ფორმულაში „ რიცხვს ი+ხ(/ კომპლექსური რიცხვის მო. დ უ- 

ლი ეწოდება, ხოლო ·დ კუთხეს –– ამ რიცხვის არგუმენტი. 

თუ რ+ს! კომპლექსური რიცხვი ნულის, ტოლი არ არის, მაშინ მისი 

მოდული დადებითია; თუკი 0+ხI=0, მაშინ ი=ხ=0 და #7=0: ნების- 

მიერი კომპლექსური რიცხვის მოდული ცალსახად განისაზღვრება. 

თუ 0+ჩ! კომპლექსური რიცხვი ნულის ტოლი არ არის, მაშინ მისი 

არგუმენტი (2) ფორმულებით განისაზღვრება ცალსახად, სიზუსტით 2%-ს 

ჯერად კუთხემდე. თუკი ი-+ხ(=0, მაშინ ი=ხ=0. ამ შემთხვევაში .7=-0. 

(1) ფორმულიდან ადვილი გასაგებია, რომ დ არგუმენტად ამ შემთხვე- 
ვაში ნებისმიერი კუთხე· შეგვიძლია“ ავირჩიოთ.·. მართლაც, „ ნებისმიერი 

დ-სათვის გვექნება: 

0. (005 დ+? §510.დ) =0,, 

ამიტომ კომპლექსური ნულის არგუმენტი გან უსაზ ღვრელია. 

2 კომპლექსური რიცხვის მოდულს ზოგჯერ |2L-ით აღნიშნავენ, ზო- 

ლო არგუმენტს –-– მILწ 2-ით. 

განვიხილოთ რამდენიმე მაგალითი კომპლექსურ რიცხვთა ტრიგონო- 

მეტრიული სახით წარმოდგენაზე. 

მაგალითი 1, ჩავწეროთ ტრიგონომეტრიული სახით 1+L! კოა- 

პლექსური რიცხვი. ” ' 

ვიპოვოთ ამ რიცხვის ” მოდული და დ არგუმენტი: 

„=%V1?+1- 17=9/2. 

1 
მაშასადამე, 5Iი:დ = == -005 ი= >> საიდანაც C--+-+ 2 /IL. 

ამგვარად, 

Iა-/2 CL + 2» ) + (თი(++ 2ი» 1. 

სადაც / ნებისძიერი მთელი რიცხვია: ჩვეულებრივ; კომპლექსური რი- 

ცხვის არგუმენტის მნიმვნელოჯათა . უსასრულო სიმრავლიდან შეარჩე- 
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ვენ იმას, რომელიც 0-სა და 2%-ს შორის იმყოფება. განსახილველ შემთხ- 

ვევაში ასეთ მნიშვნელობას წარმოადგენს + ამიტომ 

IL ჯ 
1 +/I =:4/5 05-–- +I59ი-–- / V2(« §5--+/9ი +) 

მა გალითი 2. ჩავწეროთ ტრიგონომეტრიული სახით /3--/ 
კომპლექსური რიცხვი. გვაქვს: 

=V3+1=2, 
ვ : 1 

თად = X>, აიდ= <5 ' 

ამის გამო. დ = 2 ”, 2X-ს ჯერადი კუთხის სიზუსტით. მაშასადამე, 

= 11 11 
3 -–1=2 _– (§11–– დ I. V:' 008 -> 2L+ (51 2 

მაგალითი 3. ჩავწეროთ ტრიგონომეტრიული სახით ( კომპ- 
ლექსური რიცხვი. „ 

§ კომპლექსურ რიცხვს ეთანადება 04 ვექტორი, რომელიც თავდე– 
ბა ყ ღერძის 4 წერტილში, ორდინატით 1 (ნახ. 333). ასეთი ვექტორის 
სიგრძე უდრის LL, ხოლო კუთხე, რომელსაც იგი აბსცისათა ღერძთამ 

შეადგენს, --ის ტოლია, ამიტომ 

L = 005 1 +17151ი 2» 
0-2 2. 

მაგალითი 4. ჩაწერეთ ტრიგონომეტრიული სახით კომ პლექ- 
სური რიცხვი 3. 

– 

კომპლექსურ რიცხვს 3-ს შეესაბამება 04 ვექტორი, დაბოლოებუ- 
ლი X-თა ღერძის იმ წერტილში, რომლის აბსცისაა 3 (ნახ. 334). ასეთი 

“ 

LI 

4 

4 

ლ –ი) 0 3 

| 
  + 

ნახ. ვვვ. ნახ. 334. 

ვექტორის სიგრძე უდრის 3-ს, ხოლო კუთხე, რომელსაც იგი ადგენს 
აბსცისათა ღერძთან. ნულის ტოლია. ამიტომ 

3=3(ლ00§ 0+ (51ი 0).



მა გალითი 5. ჩავწეროთ ტრიგონომეტრიული სახით კომ პლექ- 

სური რიცხვი --5. 

–-5 კომპლექსურ რიცხვს შეესაბამება 04 ვექტორი, რომელიც თაე- 

დება X ღერძის 4 წერტილში, აბსცისით –--5 (ნახ. 335). ასეთი ვექტო- 

რის სიგრძე 5-ის ტოლია, ხოლო კუთხე, რომელსაც იგი აბსცისათა ღერძ- 

თან ადგენს, %-ს ტოლია. ამიტომ 

–-5=5(ლ005 IX-+I 51ი XI). 

V 

რ სხოლთ 

ნახ. 335. 

სავარჯიშოები 

%047?. მოცემული კომპლექსური რიცხვები ჩაწერეთ ტრიგონომეტ- 

რიული სახით მას შემდეგ, რაც განსაზღვრავთ მათ მოდულებსა და არ- 

გუძე ტებს: 

1) 2+2V3,.. 4) 125. 7). 3/. 
2 V3+7. 5) 25. 8) –-2”. 
3) 6--6/. 6) –-4. 9) 3/--4. 
9043. უჩვენეთ სიბრტყეზე იმ კომპლექსური რიცხვების გამომსახ- 

ველი წერტილების სიმრავლე, რომელთა ” მოდულები და თ არგუმენ- 

ტები აკმაყოფილებენ პირობებს: 

1) =1, დ=--; 4) „ლვ; 7) 0<დ<- ; 

8) 0 <-აL; 
2) ”=2; 5) 2=7+-=3; <-დ 

9) 1<-/ <2, 
7. 

+ 3 0<იMი< >, 
4 
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9049, შეიძლება თუ არა #” და --/ რიცხეები ერთდროულად იყოს 

კომპლექსური რიცხვის მოდულები? 

9050, შეიძლება თუ არა დ და –დ ერთდროულად იყოს კომპლექ- 

სური რიცხვის არგუმენტები? 

მოცემული კომპლექსური რიცხვები წარმოაღგინეთ ტრიგონომეტ- 
რიული სახით, მას შემდეგ, რაც განსახღვრავთ მათ მოდულებსა და არ- 

გუმენტებს: 
%061 V. 1-LC05 თ-L/ 510 თ. 9054.". 2 (C0§ 20“-––/ §Iი 209. 

90ნსა?. §I) დ-LI ლ0ა «დ. 9055", 3(––-600§ 15“--/ §(Iი 159. 

90569? –-5(00§ 40”--I| 51ი 407). 

ტრიგონომეტრიული სასით მოცემული კომალექსური რიცსვების 

გამრავლება და გაქოფა § 988? 
  

სჯომპლექსურ რიცხეთა გამრავლება და გაყოფა უფრო მოხერხებულია, როცა ეს 
რიცხვები ტრიგონომეტრიული სახითაა მოცემული. ცნობილია შეგდეგი თეორემები: 

თეორემა I. ორი კომპლექსური რიცხვის ნამრავლის მოდული მათი მოდუ- 

ლების ნამრავლის ტოლია. ზოლო არგუმენტი – მათი არგუმენტების /ამიხა. 

დამტკიცება. ვთქვათ. 

2,=/,(005 დ,+ ! 5Iი დ,), ხოლო 2:==/ (005 დე+! §Iი დ.). 
მაშინ 

უ,2 ==/,/ა(C05 დ,+' §-ი დ, -.C0- დ.-+ 1: დ.)= 

= „”/ე(ლ05 დ, · 005 დ,-L. C05 დ · 510 დ,-+I/ 5)ი დ, . 205 დ.––§სი დ, - §Iო დ.)= 

=/”ჩ/ა(C05 დ, · 003დ;–-5Iი დ, . §I0 დკ)-I- /(51ი დ, · C05 დ.+005 დ, · 510 დე))) 

მაგრამ 

დივ დ, · 605 დე––ჯIი დ, . §10 დ,=C05(დ,+დ), 

აი დ, C08 დ;+-ი03 დ, . §18 დ.==51ი (დ,-L დე). 
ამის გამო 

2,2.=/,/აC05(დ,+დ,)-L- / 510(დ,+დ,)). 

ეს კი ნიშნავს, რომ 2, · 2, ნამრავლის მოდული 2, და 2, რიცხვების მოდულების ნამრაე:- 

ლის ტოლია, ხოლო ნამრავლის -„რგუმენტი 2, და 7, რიცხვების არგუმენტების ჯაძი- 

სა. თეორემა დამტკიცებულია. 

მაგაღფითებიას 

1) 2(00§ 130”? §Iი L30?) . 3(C05 230“-L | §(ი 230წ)==6(C0C§ 360“-+-! §(ი 360 )=6რ, 

'2· 5(C0§ 47-LI §Iი 47“) . 4(-0ა 13-+ 6Iი0 13“,=>220(85ვ 60 +: კ,ი 60)= 
1 53. – 

=2(-- + (7. )=10+0V 31. 
2 2 

შევნიშნოთ, რომ დამტკიცებული თეორემა მართებულია თანამამრავლთა ნებისმი- 

ერი რიცხვისათვის. ე. თ, ნებისმიერი ი-ისათვის: 

/,(C05 დ;-+- / §1ი დ,) · #:(605 დ,-+- : 510 დ,)../„(C03 დ„+ ( 5Iი დ,)= 

=თ</ე/ვ.../IC03(დ,+დ,+ ...+დე)-L1 §|ი.დ,+და+ ...+დე)!I.



კურმოდ. თუ ყველა თანამამრავლი ტოლია. მაშინ ვღებულობთ 

I/(C0§ დ-L I §Iი დ)|I==/M%ლ0ა 7! V-LI ა!) #! 

ეს ფორმულა მუავრის“ ფორმულის სახელწოდებას ატარებს, როცა #”=1. იჯ: 
ასეთ სახეს ღებულობს: 

(-ი0§ დ–+-! 5)ი დ)5==ლ0§ ი დ–+-I 5I/ ი“ 

თეორემა 2. ორი კომპლექსური რიცბვის განაუოფის პოდული განაუოფისა 

ღა გამყოფის მოდულთა განაყოფის ტოლია ხულასაგკან განხზვავებული ორი კომპლეკ 

სური რიცხვის განაყოფის არგუმენტი გასაჟოფისა და კამყოფის არგუმინტ,0ბის სხვ» 

ობის ტოლია. 

დამტკიცებ.. 2,=/|(005 დ,+ I! აIი დ,) კომპლექსური რიცხვის >.=/ე(ლ0ა V-+- 
+ ( 51ი დ,)550 კომპლექსურ რიცხვზე გაყოფით მიღებული განაყოფი აღენიშნოთ ?:= 

2 
=/(005 დ-L I ყIო დ)-თი. მაშინ 2==. ანუ 22 =2,, ამიტოძ 

2 

„(C05 დ-LIL ა.ი დ) · /-(C05 დე-L-! 51ი და)==/,(C0ა დ,+I( 5Iი Cდ,, 

თუ შევასრულებთ გამრავლებას ამ ტოლობის მარცხენ.- მხარემი მივიღებთ. 

”MაC05 (დ+- დ )-+-L §(ი(დ-+დ.)|==”,(C05 დ,+ აი C, 

ნულისაგან განსხვავებული ორი ტოლი კომპლექსური ოიცხვის 'ოდულებ ტოლია, 
ხოლო არგუმენტები შეიძლება განსხვაცდებოდნენ პხოლოდ 2-ს ჯერად. უთხით მის 
ამო უკანასნელი ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

“ია=7ს) დ+დ;,-–-დ,=21L. 

ხადაც ო რომელიმე მთელი რიცხვია, მაშასადამე 

” 
/7=–, თ=დ, – და–-2იX. 

ჩ5 

ნულისაგან განსხვავებული ნებისმიერი კომპლექსური რიცხვის არგუძენტი კგანსაზ- 

ღვოულია მხოლოდ 2X-ს ჯერადი კუთხის სიზუსტით. ამის კამო შეიძლება ჩავთვალოთ. 
რომ 2? კომპლექსური რიცხვის დ არგუმენტი დ,–დ,-ის ტოლი». თეორემა დამტკიცებუ- 

ფია, 

მაგალითები 

  

2(C0§ 1509-LV §Iი 1509) 2 · 1 =-“ ( თ§ 459-, აჯი 45') = 
: “ვ(=§ 1050-L, §(ე 1059) _(თა თ3ი 49) 

=--(#2-+ 2 +X2 2 #2 )=X2 ი+ი. 
800 

თ ოლთისი... §ი(– 309) = 
C05 1009-L-/ 5101009 

· 03. 
= 005 309 --/ §Iი 309 = #3. რ“ 

  

მუავრ- (1667-1754) – ინგლოსელი მათემატუკობი.



სავარჯიშოები 

95050. შეასრულეთ აღნიშნული მოქმედებანი: 

ა) 5 (C05 40” -L ( §II) 40") .3 (C0§ 509 -L. / §II 509; 

ბ) 2 (00§ 205 -L-/ §)ი 209) .7 (C05 1009 + ( §(ი 1005); 

ჯ , _.. ბ? 7 7 
ბ) 4( ++! ძიჯ ) 6( დ 2+/ი+») 

) 7 1 + 8 ზვ 2 აეე .2 · დ 005“. # §Iი 12 # თაა ი+I9ი „)X 

: 4... 4. 
2 | C05-– Iს –– ჯI. X (თ.+2+(ი+») 

25067. გამოთვალეთ: 

ვ 1 M0 0 წეს? „თ 

34), ს ბ(V34ი2 გ) (:=+-)' 

9058. როგორ შეიცვლება კომპლექს რი რიცხვის მოდული და აოგუმენტი, თუ ამ 
რიცხვს ვამრავლებთ შემდეგ რიცხვებზე: 8 9 გუშებტი თუ 

ას” ბ) –”/; გგ2 ლდ) –– 3; ე)4; ე) 5 

2059. შეასრულეთ გაყოფა: 

(005 1309 -L / §|ი 1309 გა? ლ0§ 1309 -– 7 §1ე 130? 

C05 409 -L / §Iი 409 ' ? 55405 + (510 405 ' 

„ –005 1009 -L / 510 1009 2 (C05 1079 –L- / §I1 1079) 
ბ) 00§ 409 –– / 51ე 40? 5 (C0§ 479 -L (§10 479) “ 

3060. -როგორ 'შეიცელება კომპლექსური რიცხვის მოდული და არგუმენტი, თუ ამ 

რიცხვს გავყოფთ შემდეგ რიცხვებზე: ა), ბ) –/? 

კომპლექსური რიცხვებიდან ფესვის ამოლება § 9568 
  

ვთქვათ, ნულისაგან განსხვავებული · # (C05 დ + /§Iი დ) „კომპლექსური რიცხვიდან. 
/I-ური ხარისხის ფესვი არსებობს და ი (C05 მ –+ ( §51ი ზა"-ს ტოლია, მაშინ 

L0 (C0§.0 -+L (§1ი )Iი =7# ( C05დ -L 1 510 დ). 

თუ გამოვიყენებთ მუავრის ფორმულას, მივიღებთ: 

"ხM(C05 7 0 -L 7 §Iი #8) = # (C0§დ -L 7 510 დ)- 

ნულისაგან განსზვა ვებული ორი ტოლი კომპლე ქსური რიცხვის მოდულები ტოლია, 
ხოლო არგუმენტ ები შეიძლება  განსხვავდეზოდნენ 2X-ს ჯერადი კუთხით. ამიტომ 

0M=”/, 7L0=ღდ-L21-L. 

  

9 ი და 0 ბერძნული ასოებია; იკითხება შესაბამისად: რო დ» თეტა.



–=დრ+2M# (ლი 
სადაც # შეიძლება ნებისმიერი მთელი» რიცხვი იყოს. კერძოდ 

როცა #=0, ზ=---, 

2ჯ# 
როცა #=1, ც=-” 1 “7, 

ჩ #ჩ 

თ 4Xჯ 
როცა #=2, ზ=--კ-=; 

როცა (=ი-1, წ=– 

როცა ხ=ი, ი+1, M+2 და ა, შ., 0 მიიღებს ისეთ ძნიშვნელობებს, რომლებიც განხხვავ“ 
დებიას ზემოთ დაწერილისაგან 2X-ს ჯერადი კუთხით. ამის გამო #-ს ეს ი ნიშუნელობანი 
არავითარ ახალ სომპლექსურ რიცხვს არ მოგვცემს. 

ადკილი საჩვენე ბელია, რომ #-ხ უარყოფითი მჩიშვნელობებისთვისაც არავითარი 
ახალი კომპლევსურ« რიცხვა არ მიიღება. 

მამ, თუკი არსებობს 7#(005 დ+31ი დ) კომპლექსური რიცხვიდან #-ური ხარისხის 
ფესვ-, მას შეუძლია მიიღოს მხოლოდ შემდეგი # მნიშვხელთბანი: 

«,=M/ » (თა > + (თინ); 

–იC 9:- /ყ 212) ) 

რძი-, =ჩM/,. C05 5920- ს) 42% (59 დ+2(–)) “). 
ჩ 

მუავრის ფორმულის გავოყენებით ადეილი დახადგენია, რომ ყოველი იხ რიტხვო 
აკმაყოფიდებს 

თ 79=/(ლ00§ დ-L-L პI) დ) 

თანაფარდობას და ამიტომ იოგი #-ური ხა- 

რისხის ფესვია 

წCი0§ დ-+ ! §I0 დ) 

“ომპლექსურ« რიცხვიდან, 

ამგვარად. ნულიხაგან განსხვავებულ ჟუო- 

ყელ ·ომპლექსურ რიცხყს ი-ური ზარი! ხის 

# ფეხვი :ქვხ. 

„(605 დ+ / ვი დ) #ომპლექსურ. რიცბ- 
ეიდან ი-ური ბარისბის ფესვის ყველა ჩ მხიმ- 

ვნელთბა გეთმეტრიულად გამ ღისახიბა -მ 

ნს. ვვ6, წრეწირის წერტილებით რთმეუთა ცენ- 

ტრი კოორდინატთა სათავემი,, ხოლო რა. 

დღიუხ V7/-ის ტოლია (ის, ძაკალითად, ნას 336, რომელზეც /„ (005 დ -+- L §)ი დ) = 

0- 

      

 



=1, #=6). თუ ყველა ამ წერტილს წრფიეი მონაჯვეთებით თანმიმდევრობით შე- 

ვაერთებთ შედეგად წესიერ M-კუთხედს მივიღებთ. 
მაგალითი. ვიპოვოთ რიცხვიდან მე-4 ხარისხის ფესვის ყეელა მნიშვნელობა. 

ჯ ჯ 
წარმოვიდგინოთ ( ასეთი სახით! (/ => 003 “ + (§1ი 2. აქედან ვიპოვით, რომ ყვე- 

ლა ფესვის მოდული V ! =1-ის ტოლია, ხოლო არგუმენტებია! 

1 8 2 ჯ 4ჯ # 6 ან # § 9 13 
–, კ-ე ეა ს _ “წი ი – 
8 8.4 3.4 ისევ შა “5 გ” ვი» გ 

ამიტომ ( რიცხვიდან მე-4 ზარისხის ფესვებია შემდეგი რიცხვები; 

ჯ (ენ – ყი 005 5. + ი“! 

18, ყელ 
- ჯი –- C06 – 8. 

10), სე 8 
C0 ზია! 

I(ხ3ვჯ => 13ჯ 
–- ვე. ლ03 8 ი 8 

თუ გამოვიყენებთ ტრიგონომეტრიულ ცხრილებს, ეს ფესვები შეიძლება უფრო 
ცხადი სახითაც ჩაიწეროს. 

სავარჯიშოები 

9061. იპოვეთ შემდეგი ფესვების -ყველა მნიშვნელობა: 

ია 3; ბ V/7I– აჯ) VI; 
– I ე  #VC09100წ +75Iი 1001, 

8002. ამოხსენით განტოლებანი: 

ა) XX2-+- «(თ ნამდვილი რიცხვია), ბ) XM=>/. 

9068. ამოხსენით განტოლება! 

კ L 2 #MLX»+I=90. 
9084. დაამტკიცეთ, რომ 2 კომპლექსური რიცხეიდან M-ური ხარისხის ყველა ფეს– 

ი ისე შეიძლე ბა ანლაგდეს, რომ მივიღოთ გეო ეტრიული პროგრესია. იპოვეთ 
პროგრესიის 2) ი იშვნელი. 

დ) 

ი”-შრი· სარისსის, ალგებრული განტოლება § ინ 

ელემენტარული მათემატიკა ყველაზე სრულყოფილად მხოლოდ 
პირველი და მეორე ზარისხის ალგებრულ განტოლებებს განიხილავს. 

ამ განტოლებებს ასეთი სახე აქვს: 

ი +ჩ==0(05=0) 

0X1-LხX+C=0 (ი =0). 
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კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლეში პირველი ხარისხის ნებისმიერ 

ალგებრულ განტოლებას ზუსტად ერთი ფესვი აქვს, ხოლო მეორე ხა- 

რისხის ნებისმიერ ალგებრულ განტოლებას -- ზუსტად ორი ფესვი, 

უმაღლეს ალგებრაში ნებისმიერი ხარისხის განტოლებას შეისწავლიან. 
M-ური ხარისხის ელლგებრულ განტოლებას შემდეგი სახე აქვს: 

ძეს" -+თ,X9 +-ის" -ბ-L...+თ ძა )X+ძე=0, (1) 
სადაც X უცნობი სიდიდეა, ხოლო თე, ძ,, ძი... მე –- მოცემული კომპ- 

ლექსური რიცხვები, ამასთან, ძე5-0. ასეთი განტოლების ფესვთა არსე- 

ბობისა და რაოდენობის საკითხი დიდხანს წარმოადგენდა ალგებრის ძი- 
რითად საკითხს 1799 წელს გამოჩენილმა გერმანელმა მათემატიკოსმა 

გაუსმა (1777--1855) დაამტკიცა შემდეგი თეორემა: #-ური ხარის- 

ხის ნებისმიერ ალგებრულ განტოლებას ერთი კომპლექსური ფესვი 

მაინც აქვხ. 

ეს დებულება მათემატიკაში შევიდა ალგებრის ძირითა- 

დი თეორემის სახელწოდებით". გაუსის დამტკიცებას მოჰყვა ამ 

თეორემის დამტკიცების ბევრი სხვა ხერხი, თვით გაუსმა დამტკიცების 

კიდევ სამი ხერხი მოგვცა. ამ თეორემის დღემდე არსებული ყველა დამ- 

ტკიცება საკმარისად რთულია და ამის გამო ჩვენს სახელმძღვანელოში 

შეუძლებელია მათი განხილვა. 

განვიხილოთ 

(X––1)%(X-––2) =0 

განტოლება. ადვილი გასაგებია, რომ მას აქვს ზუსტად ორი ფესვი: 1 

და 2, მაგრამ ეს ფესვები არ არიან თანაბარ უფლებაში. ფესვი 2-ის შე- 

საბამისი X--2 მამრავლი განტოლების მარცხენა ნაწილში შედის პირ- 

ველ ხარისხში, ხოლო ფესვი 1-ის შესაბამისი X--1 მამრავლი –– მესამე 
ხარისხში. ფესვ 2-ს უწოდებენ განსახილავი განტოლების მარტივ ფესვს, 
ხოლო ფესვ 1ს-–- ჯერად ფესვს, უფრო ზუსტად, სამჯერად 

ფესხვს. 
ალგებრის ძირითადი თეორემა უზრუნველყოფს ალგებრული გან- 

ტოლების ერთი მაინც კომპლექსური ფესვის არსებობას. მაგრამ, ამ.ზე 
დაყრდნობით, ადვილი დასამტკიცებელია, რომ M#-ური ხარისხის ალგებ- 
რულ განტოლებას ზუსტად #” კომპლექსური ფესვი აქვს, თუ თითოე- 
ულ ფესვს ჩავთვლით იმდენჯერ, რამდენიცაა მისი ჯერადობა. ამასთან, 

თუ (1) ალგებრული განტოლების ფესვებია X,, X., ..., X; , მაშინ ამ გან- 
ტოლების მარცხენა მხარე ასეთი სახით წარმოიდგინება: 

ძი(X––X,) (X–––Xე). ..(X––X ი) 

(შეადარეთ კვადრატულ განტოლებას!). 

· ალგებრის განვითარებასთან ერთად მისი შინაარსიც იცვლებოდა, თანამედროე 

ალგებრა მოიცავს იმდენად ფართო მასალას, რომ ახლა უკვე ზემოხსენებულ თეორემას 
ხშირად აღარ უწოდებენ ალგებრის ძირითად თეოოემას. 
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„ პირველი და მეორე ხარისხის განტოლებებისათვის გამოყვაწილია 
ზოგადი ფორმულები, რომელთა მიხედვით შეიძლება ამ განტოლებათა 
ფესვების პოვნა, ასე, მაგალითად, თX"-+ხX+C6=0 განტოლებისათვის ასე- 

თი ფორმულაა: 

ჯ= –ხ +V ხბ–-406 
ლ=--=5იი–. 

ანალოგიური ფორმულებია მიღებული მესამე და მეოთხე ზარისზის 

განტოლებებისათვის, მაგრამ ეს ფორმულები საკმაოდ რთულია და ამი- 
ტომ აქ ·არ მოგვყავს. უფრო 'მაღალი ხარისხის ნებისმიერი ალგებრული 

განტოლებებისათვის, როგორც ნთრვეგიელმა მათემატიკოსმა აბე ლ- 

მ ა '(1802––1829) გვიჩვენა, ასეთი ფორმულების შედგენა, სახოგადოდ, 

არშეიძლება, ამომწურავი პასუხი საკითხზე, თუ რა პირობებში შეიძ- 

ლება განტოლება ამოიხსნას რადიკალებში, მთგვცა გამოჩენილმა ფრანგ- 

მა მათემატიკოსმა ევ არისტ გალუ ამ (1811-1832). 

ამრიგად, მეოთხეზე უფრო მაღალი ზარისხის ალგებრული განტთლე- 

ბის ზუსტი ამოხსნა ყოველთვის არ ზერხდება. მაგრამ, თანამედრთვე 

„მათემატიკას გააჩნია ასეთ განტოლებათა მიახლთებითი ამთხს- 

ნის მეტად ეფექტური მეთოდები. ეს მეთოდები განიხილება შრთმებში 

გამოთვლითი მათემატიკის შესახებ. 

ისტორიული შენიშვნები. გ 560 

„წარმოსახვითი“ რიცხვების პირველად ხსენება, როგორც უარყოფითი რიცხვები– 

დან კვადრატული ფესვებისა, ეკუთვნის ჯერ კიდევ XVI საუკუნეს. 1545 წელს იტა- 

ლიელმა მეცნიერმა კარდანომ (1501-–– 1576) გამოაქვეყნა შრომა, რომგლშიც 
ცდილობდა რა ამოეხსნა XX-12X+16=0 განტოლება, მივიდა V – 243 გამოსახულე- 
ბამდე. ამ გამოსახულების საშუალებით წარმოიდგინებოდა განტოლების ნამდვილი 

ფესვები: X,=X-ი=2 Xვ= – 4. ამგვარად, კარდანოს შრომაში წარმოსახვითი რიცხვე- 

ბი გაჩნდნენ როგორც შუამავალი წევრები გამოთვლებში. 

1629 წელს ჰოლანდიელმა მეცნიერშა ჟირარმა (1595-- 16322 პირველად 

გამოთქვა დებულება, რომ #-ური ხარისხის ყოველ ალგებრულ განტოლებას ზუს- 

ტად # ფესვი აქვს. ამის მკაცრი დამტკიცება მან ვერ მოახერხა. როგორც ვიციო. 

ეს გააკეთა გაუსმა მხოლოდ 1799 წელს, მაგრამ, მნიშვნელოვანია ის, რომ, გა- 
მოთქვა რა მართებული ჰიპოთეზა, ქირარმა ხაზი გაუსვა რომ ნამღვილ ფესვთა 
გარდა საჭიროა ამასთანავე კომპლექსური ფესვების გათვალისწინებაც. 

XVIII საუკუნის შუა წლებამდე კომპლექსური რიცხვები მხოლოდ ეპიხოდურაღ 
ჩნდებოდა ზოგიერთი მათ პატიკოსის შრომებში. XVIII საუკუნის შუა წლებიდან ღ ა- 
ლამბერი, ეილერი და ლაგრანჟი წარმატებით იყენებენ ჯომპლექსური არ- 
გუმენტის ფუნქციებს ჰიღროდინამიკის ზოგიერთი ამოცანის ამოსახსნელად. კომპლექ- 
სური ცვლადის ფუნქციათა საშუალებით ამოიხსნებოდა როგორიც წმინდა ი მათემატიკური 
ამოცანები, ისე ამოცანები გეოგრაფიული რუკების ' შედგენაზე; XVIII საუკუნის ღასაL-



რეულისათვის შესწავლილ იქნ. კომპლექსერ რიცხეთა ყველა შირითადი თვისება. 
ეს რიცხვები მათემატიკის ერთ-ერთი უძლიერესი იარაღი ხდება. 

მაგრამ XVIII საუკუნის მათემატიკოსებს ამომწურავად არ ესმოდათ კომპლექ- 
სურ რიცხვთა ბუნება; ისინი მათ მიაჩნდათ ყოველგვარ ობიექტურ შინაარსს მოკ- 
ლებულ წარმოსახვით რიცხვებად. 

მხოლოდ XVIII საუკუნის დასასრულს, როდესაც მათემატიკამი განმტკიცდა 
ეექტორის ცნება, შესაძლებელი გახდა კომპლექსური რიცხვებისათვის მიეცათ მარ- 
ტივი გეომეტრიული ინტეოპრეტაცია ღა აეხსნათ მათზე მოქმედების ფეხები. პირ- 
ველად ეს გააკეთა დანიელმა მეცნიერმა ვესელმა (1745-1818). ს საინტერესოა 
აღინიშნოს. როშ ვესელი არ იყო სსპეციალისტი-მათემატიკოსი. მისი გამოკვლევანი 
კომპლექსური რიცხვების გეომეტრიული წარმოდგენის “შესახებ დიდხანს არ იყო 
ცნობილი; მათ ყურადღება მიი ყრეს ხოლოდ XIX საუკუნის მეორე ნახე არში. 

კომპლექსური რიცხვი მათემატიკოსებმა აღიარეს მხოლოდ გაუსის რომე- 
ბის გამოქვეყნების შემდეგ. 

XVIII და XIX საუჯუნის მათემატიკოსთა ერთ-ერთ თვალსაჩინო მიღწევად უენ- 
და ჩაითეალოს კომპლექსური ცვლადის ფუნქციათა თეორიის შექმნა. ამჟამ:დ ეს 
თეორია ერთ-ერთ ძირითად როლს ასრულებს გამოყენებითი მათემატიკის დარგებში. 

ამოცანები გამეორებისათვის 

9005, შეიძლება თუ არა ორი რიცხვის კვადრატების ჯამი უარყოფი- 
თი იყოს? პასუხი ნათელყავით მაგალითებით. 

2066. ძ-LჩI! კომპლექსური რიცხვის კვადრატი რა პირობებშია წმინ- 

და წარმოსახვითი რიცხვი? 
_ 906?. ორი კომპლექსური რიცხვის ჯამი და ნამრავლი რა შემთხვე- 

ვაში წარმოადგენს ნამდვილ რიცხვებს? 

გაამარტივეთ მემდეგი გამოსახულებანი (#M 2068-–2073): 

14114 
1. 1+ჯ 

(1 +ი + 3+2 

ე-ე. (6–-8იე 

ქ0+იე: /2-/ 1+2/ 
0,4(1-- ტბ (2; 3+2/. 

დაამტკიცეთ შემდეგი იგივობანი (M 2074, 2075): 

8074. (1-+- 0ე29მ=--219, 

მმ?) (1--ე)3%ზ=21%/, 
%07 მეადგინეთ ნამდვილკოეფიციენტებიანი კვადრატული განტო- 

“ლება, როპლის ერთ-ერთი ფესვი შემდეგი რიცხვების ტოლია: 

ა (+0C0-3; -– - 
8077. შეიძლება თუ არა ნამდვილკოეფიციენტებიან კვადრატულ 

განტოლებას ფესვებად ჰქონდეს რიცხვები 1+V(/ და 1+ 27 
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8068, (1+ 0) +(1-–იეი1 907). 

ზ06ს, (1-++/)პ+(1--– ებ 3079. .(1+01. 

8070 (1+20ბშ-(1--/#. 9078.



9078, იპოვეთ ნამდვილი X და ყ რიცხვები შემდეგი განტოლებები- 

დან: 

პბ– (ს  7+5L , გ ყ-!X  4+! 
ა _---- = ; · 

) 2ყ–5IX 12-8; X+I) 41-11 

9070. იპოვეთ წმინდა წარმოსახვითი V და 0 რიცხვები შემდეგი გან- 

ტოლებებიდან: 

ა) 50--7V:=--7-L5(; ბ) 20)+3ყVყ(=12-6!. 

აიდი. დაამტკიცეთ, რომ ნებისმიერი კომპლექსური 12, და #) რიცხ- 

ვებისათვის 

I2,+2ა:I + |2--2:| =2|I2, |"+2 |2-I' 

პარალელოგრამის დიაგონალთა "შესახებ გეომეტრიიდან ცნობილ რო- 

მელ თეორემას გამოსახავს ეს თანაფარდობა? 

95081. იპოვეთ 

(5––120(3–-4ი 

კომპლექსური რიცხვის მოდული და არგუმენტი. 

90858. გამოსახეთ კომპლექსური რიცხვის მოდული და არგუმენტი 

მლდამი შეუღლებული რიცხვის მოდულითა და არგუმენ-ით. 

9083. წარმოადგინეთ ტრიგონომეტრიული სახით შემდეგი კოძპლექ– 

სური რიცხვები: 

1–(1CCთ 

1 + I-თ | 

9084. სიბრტყის 4 წერტილი გამოსახავს ი +ხ?! კომპლექსურ რიცხვს. 

რა რიცხვს გამოსახავს 8 წერტილი. რომელიც #71 წერტილის სიმეტრიუ– 
ლია: 

ა) ნამდვილი ღერძის მიმართ; 

ბ) წარმოსახვითი ღერძის მიმართ; 

გ) კოორდინატთა სათავის მიმართ? 

20359, სიბრტყეზე ცნობილია კომპლექსური 2 რიცხვის შესაბამისი 

წერტილის მდებარეობა, ფარგლისა და სახახავის საშუალებით როგორ 

ა)1+I/ICთ; ბ) 

მოვძებნოთ იმავე სიბრტყეზე კომპლექსური –- ოიცხვის შესაბამისი 

წერტილი? 

ა0სპ6. დაამტკიცეთ, რომ /„ (C0§ დ-+I 5Iი ი) კომპლექსური რიცხვი- 

დან #-ური ხარისხის ყველა ფესვი კეომეტრიულად გამოისახება წესიერი 
„- კუთხედის წვეროებით, იპოვეთ ამ ი-კუთხედის ჯვერდი. 
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იინ7 დაამტკიცეთ, რომ ნებისმიერი კომპლექსური რიცხვიდან 

თ-ური ხარისხის ყველა ფესვის ჟამი ხულის ტოლია. 

8038. გამოთვალეთ: 

(M/3+იე0!94+(/3-ი!პ. 

9080, X,, Xე, და Xყ არის X--1=0 განტოლების ფესვები. რას უდ- 

რის 

.) I I 
+ – + 

X," Xა" · ე Xვ" Xვ" Xე" 

გამთსახულება?



  

მათემატიკური ინდუქციის მეთოდი XII 

ზოგადი და კერძო დებულებანი. დედუქცია და ინდუქცია § უშ 

ყველა დებულება შეიძლება დაიყოს ზოგად და კერძო დღე- 
ბულებებად. ზოგადი დებულებების მაგალითებია: 

1) ნებისმიერ სამკუთხედში ორა გკერდის ჯამი მესამე გვერდზე მე- 
ტია; : 

2) ყველა რიცხვი, რომელიც ლუწი ციფრით თავდება, იყოფა .2-ზე 
და ა. შ 

კერძოა, მაგალითად, შემდეგი დებულებანი: 

1) 48C სამკუთხედში (ნახ. 337) 

ორი 48 და 8C გვერდის ჯამი მესა- 

მე 4C გვერდზე მეტია. 8 

2) რიცხვი 136 იყოფა 2-ზე. 
ზოგადი დებულებებიდან კერძო- 

ზე გადასვლას დე დ უქცია ეწო- 
დება. დედუქცია ხშირად გამოიყენ- # 

ბა მათემატიკაში. ყველა ზოგად თე- 

ორემას ვამტკიცებთ იმისათვის, რომ 

შემდგომ გამოვიყენოთ იგი სხვადასხვა კერძო ამოცანის ამოსახსნე– 

ლად. 
მაგრამ, ამასთან ერთად, მათემატიკაში ხშირად გვხვდება კერძო დვ- 

ბულებებიდან ზოგადზე გადასვლა. მაგალითად, როდესაც ვიხილავდით 

  

ნაზ. 337. 

ძა რე, ძვე,.- რი ,... 

არითმეტიკულ პროგრესიას (იხ. ნაწ. 1, § 142), შევნიშნეთ, რომ 

ძა=თ,+9ძ, 

ძე=ძ0|+-2ძ, 

ძკ=ძ)-+L3ძ. 

ამ კერძო ფორმულებზე დაყრდნობით გავაკეთეთ დასკვნა, რომ ნების- 

მიერი ნატურალური #-ისათვის 

ძ„. =ძ)-LCI-––-1) ძ. 

კერძო დებულებებიდან ზოგადზე გადასვლას ინდუქცია ეწო- 
დება.



დედუქციისაგან განსხვავებით ინდუქციამ შეიძლება მიგვიყვანოს 

როგორც მართებულ, ისე არამართებულ შედეგამდე. მაგალითად, თუ 

განვიხილავთ /(M)=ი?+#იM-+41 კვადრატული სამწევრის მნიშვნელობებს 

სხვადასხვა ნატურალური /I-ისათვის, შეიძლება შევნიშნოთ, რომ ის 

მნიშვნელობანი მარტივი რიცხვებით გამოისახებიან (ე. ი. რიცხვებით, 

რომლებიც უნაშთოდ იყოფიან მხოლოდ თავისთავზე და 1-ზე). მართ–- 

ლაც, 

I(1) =43; I(3)=53; 

I(2)=47: /(4)=61 
და ა. შ. აქედან სავარაუდოა დასკვნა, რომ ყოველი ნატურალური /”-ისა- 
თვის „პ+M-41 გამოსახულება მარტივი რიცხვია, მაგრამ ასეთი დასკვნა 

მართებული არ არის. მაგალითად, თუ #=41, მაშინ 

ი?Lი”-+41=4114+41-L41=41(41-L1-L1)=41 . 43. 

ვთქვათ, რაიმე დებულება მართებულია რამდენიმე კერძო შემთხვე- 
ვაში: ყველა დანარჩენი: შემთხვევის განხილვა: ან სრულიად შეუძლებე- 

ლია, ან დიდი რაოდენობით გამოთვლებს მოითხოვს, როგორღა გავი- 
გოთ, მართებულია თუ არა ეს დებულება საზოგადოდ? ამ საკითხის გა- 
დაწყვეტა ზოგჯერ ხერხდება მსჯელობის თავისებური მეთოდის გამოყე- 

ნებით, რასაც მათემატიკური ინდუქციის მეთოდი 

ეწოდება. ამ მეთოდს 'შემდეგ პარაგრაფში განვიხილავთ. 

მათემატიკაში ძველთაგახვე იყენებდნენ ინდუქციურ მეთოდს. «გი დამყარებულია 
იმაზე, რომ ესა თუ ის ზოგადი დებულება გამოჰყავთ მხოლოდ რამდენიმე #,ერძო შემ- 

თხვევის განხილვის საფუძეელზე. ისტორიამ, მაგალითად. შემოგვინაბა ეილე რის 

გამონათქვამი: „არავითარი სხვა დასკვნები დამტკიცებისათვის არა მაქვს. გარდა გრძე- 
ლი ინდუქციისა, რომელშიც მე ისე შორს წავედი, რომ არასგზით არ შემიძლია ექვი 'მევი– 

ტანო კანონში, რომელც ამ წევრების წარმოქმნას განაგებს... შეუძლებლად მეჩვენება, 

რომ კანონი, როგორც აღმოჩენილი იყო, სრულდებოდეს, მაგალითად. 20 წევრიხათვის 

და არ შეინიშნებოდეს მ ომდევწოებისთვისაც“ , 

"სჯეროდათ რა ინდუკციის შეუმცდარობა, მეცწიერები ზოგჯერ უხეშ "შეფდომებს 

უშვე დნენ. მეჩვიდმეტე საუკუნის მუა წლებიხთვის მითემატიკაში დაგროვდ- არც თუ 

„იყე „ცოტა 9ცდარი დასკვნა, მეტად ხაქირო გახდა შემუშავება მეცხიერულად დასაბუთე- 

ბული ისეთი მეთოდისა, რომლის მიზედვით შესაძლებელ» გახდებოდა ზოგადი დისკვნე- 

ბის გაკეთება რამდენიმე კერძო შემთხვევის განხილვინ საფუძველზე. ახეთი მეთოდი, 

გართლაც, შემუშავდა. მთავარი დამსახურება ამაში ე.უთვნის ფრანგ მათემატიკოხებს 

პასკალხა (1623-:I662) ღა დეკარტს, აგრეთვე შვეიცარიელ მათემატიკოსს 
იაკობ ბერნულის (1654-1705). 

სავარჯიშოები 

9080, მოცემულ დებულებათაგან რომელია ზოგადი და რომელი კერ- 
ძო: 

ა) რიცხვი 16 ლუწია; 
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ბ) ყოველი რიცხვი, რომელიც თავდება ციფრით 6, ლუწია; 

„გ) ნებისმიერი კუთხის სინუსი აბსოლუტური მნიშვნელთბით არ აღე- 

მატება 1-ს; 

დ) 50" კუთხის სინუსი 1-ზე ნაკლებია; 

ე) --2 რიცხვის ათობითი ლოგარითმი განსაზღვრული არაა; 

ვ) უარყოფით რიცხვებს ათობითი ლოგარითმი არა აქეს. 

2091, რიცხვები: 24, 64, 104 იყოფა 4-ზე. ამის საფუძველზე შეიძ- 

ლება თუ არა ითქვას, რომ ნებისმიერი რიცხვი, რომელიც თავდება ციფ- 
რით 4, იყოფა 4-ზე? 

5099, 45“ და 60? კუთხის სინუსი ირაციონალურია (V> და V3). 

შეიძლება თუ არა აქედან დავასკვნათ, რომ ნებისმიერი კუთხის სინუსი 

ირაციონალურია? 

მათემატიბური ინდუქციის მეთოდი § 965 

  

მათემატიკური ინდუქციის მეთოდს საფუძვლად უდევს შემდეგი პრინ- 

ციპი. 

რაიმე დებულება მართებულია ნებისმიერი ნატურალური #-ისათვის, 

თუ 
1 იგი მართებულია, როცა #=1 და 

2) ამ დებულების მართებულობიდან ნებისმიერი #==#(M->1) მნიშ–- 

ვნელობისათვის გამომდინარეობს, რომ იგი მართებულია აგრეთვე #= 

=/-1-ისათვის. 

მართლაც, როცა #=1, დებულება მართებულია 1)-ის ძალით. ამის 

შემდეგ, 2=1-+1, და ამიტომ 2)-ის ძალით წინადადება მართებულია 

-8=2-ისათვის; 3=2-+-1, ამიტომ 2)-ის ძალით წინადადება მართებულია 

M#=3-სათვისაც. საზოგადოდ, ნებისმიერი ნატურალური რიცხვი # შეიძ- 

ლება მიღებულ ·იქნეს 1-დან ერთეულის თანმიმდევრობით დამატებით 

#--1-ჯერ. ყოველი ასეთი დამატებისას ვღებულობთ ნატურალურ რიცხვს, 

რომლისათვის განსახილველი დებულება მართებულია. ამიტომ იგი მარ- 

თებული იქნება აგრეთვე ნატურალური # რიცხვისათვისაც. 

ამ პრინციპის გამოყენებახე დამყარებულ დამტკიცების მეთოდს 

მათემატიკური ინდუქციის მეთოდი ეწოდება. 

განვიხილთთ რამდენიმე მაგალითი. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ ჯამი 

1 1 1 
ხალ ++- -  +--- + 1 + · 

1.2 23 3.4 /L(/L + 1) 
 



ჯერ ვიპთვოთ ერთი, ორი,. სამი და ოთხი. შესაკრების, ჯამები, გვაქვს» 

თითოეულ ამ შემთხვევაში მიიღება წილადი, რომლის მრიცხველში 

დგას შესაკრებთა რიცხვი, ხოლო მნიშვნელში შესაკრებთა ·რიცხვსხე „ერ- 

თით მეტი რიცხვი. ეს საბაბს გვაძლევს გამოვთქვათ ჰიპოთეზა (ვარაუ- 

დი), რომ ნებისმიერ ნატურალური ი„-ისათვის 

§=-ჩ.. 
M#+1 

„ამ. პიპოთეზის შესამოწმებლად. ვისარგებლოთ მათემატიკური ინდუქ- 

ციის მეთოდით: 

1) #=>1-ისათვის ჰიპოთეზა მართებულია, რადგან 5, =-> => 

2) ვთქვათ, ჰიპოთეზა მართებულია /=#-სათვის, ე. 0. 

_______._ 
1-2 2.3 MI+1) #+1 

    

დავამტკიცოთ, რომ მაშინ ჰიპოთეზა მართებული იქნება 8M8=#ჩ-+1- 

სათვისაც, ე. 9. 

1 1 1 1 #X+1 ა == 1 123 თბე +ი + - = + · “2 2.3 ჩხ+)) (?2+1)#+2) #+2 

1 
ჩა) = ----–--–.. MI =5L+ X+1) თ+2) 
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” 
  

  

მაგრამ, პირობის თანახმად, 5,= I ამიტომ 
+ 

|. I სჩ" +2#+1 
5 M+) = + = = 

+ (C+1)#+2) (#+1)(6+2) 

(2 +1)? _ #+1 

“ (+1)6+<2) #+2 

ამგვარად, დავამტკიცეთ, რომ, თუ ჰიპოთეზა 5„=            

როცა # =#-ს, იგი მართებული იქნება მაშინაც, როცა #=#-+1. ამიტომ 

1 1 
_ + =- 42 

9 = 1 

" 1.2 2.3 თ +1) ი+1. 
  

ფორმულა მართებულია ნებისმიერი ნატურალური #-ისათვის. 

მა გალითი 2. დავამტკიცოთ, რომ არითმეტიკული '"პროგრე- 

სიის ი–ური წევრი 

ძ,გ=ძ0:+(.M–-1) ძ, (1) 

სადაც 0, პირველი წევრია, ხოლო ძ -- ამ პროგრესიის სხვაობა. 

ეს მაგალითი იმით განსხვავდება წინა მაგალითისაგან, რომ აქ ჰიპო- 
თეზის დადგენა საჭირო არ არის; იგი მოცემულია. საჭიროა“ მხოლოდ 
დამტკიცება, რომ ეს ჰიპოთეზა მართებულია. 

დამტკიცება შევასრულოთ მათემატიკური ინდუქციის მეთოდით. 

1) ო=1-–ისათვის (1) ფორმ-ოულას აქვს ასეთი სახე: 

0,=ძ,, 

ასე რომ, ღოცა #=1, ეს ფორმულა მართებულია. 

2) ვთქვათ, იგი მართებულია /=#-სათვის, ე. ი. 

ძL=0,+(#/-–-1) ძ; 

ქაჩვენოთ, -რომ იგი მართებული იქნება #==#+ 1-ისათვისაც, ·ე. ი.. 

0+ე)=60, +#ძ 
მართლაც 

თძ.1,=0ს+ძ=|0,+(ჩ/-1)იI+ძ=0,+0#ძ, 

რაც უნდა დაგვემტკიცებინ» 

ამრიგად, მათემატიკური ინდუქციის მშეთოდის ორივე პირობა დეს- 

ოულებულია. და ამიტომ (1) ფორმულა მართებულია ნებისმიერი ნატუ- 

რალური ჩ- -ისათვის.



მაგალითი 3. დავამტკიცოთ იგივობა: 

(C=05 თ-LIL 510 თ)"=C005 /10-+(I §1ი 70, (2) 

1) ”=>1-ისათვის (2) ფორმულის ორივე მხარეს ერთი და იგივე 005 თ+ 
+! 50 თ სახე აქვს; ასე რომ, როცა #=1, ეს ფორმულა მართებუ- 
ლია, 

2) ვთქვათ, იგი მართებულია #=#-სათვის, ე. ი. 

(C05 თ-LI 510 ოთ))=005 7თ+-! 510 #თ,. 

მაშინ 

(C05 თ-LI 5(|ი თ):+1=(ლ00§ თ-LI 51ი თ) (C05 ძ-LI 5Iი თ, = 

=(C05 ”Cთ-I-/ 510 /7თ) (C05 თ-LI 510 თ) = (005 #/თ 005 თ– 

–- 50 #თ 5111 თ)-L-( (C05 #”Cთ 510 თ -L 5I9 /თ 005 თ) = 

=00§5 (# თ-- თ)-+-I 5Iი (7 თ--თ)==ლ0§5 (?+1)თ-I-ჯ 5§1ი (”-L1)თ0. 

მაგრამ ეს ნიშნავს, რომ (2) ფორმულა მართებულია /L=#-L1-ისა- 

თვისაც. 

მათემატიკური ინდუქციის მეთოდის ორივე პირობა სრულდება და 

ამიტომ (1 ფორმულა მართებულია ნებისმიერი ნატურალური #-ისათ- 
ის, 

, მაგალითი 4. დავამტკიცოთ, რომ ნებისმიერი ნატურალური #%-ისათვის 

(XM)”==/IX9 1 (3 

1. /=1-სათვის (1) ფორმულა ღებულობს ასეთ სახეს: 

#=1. 

ეს თანაფარდობა, როგორც X თავში იყო დამტკიცებული, მართებულია. მაშასადამე, 

როცა -M8=1, (32) ფორმულა მართებულია. 
2. ვთქვათ, იგი მართებულია, როცა M#=#, ე. ი. (XMს)/=#XM“! და ამის საფუძველზე, 

დავამტკიცოთ, რომ იგი მართებული იქნება M==#+ 1-სათვისაც, ე. 06. 

(#+1)/ == (ჩ-L 1)XM, 

მართლაც. თუ წარმოვადგენთ I#+-ს როგორც +" · X, და გამოვიყენებთ ნამრავ– 
ლის გაწარმოების წესს, მივიღებთ: 

+X#+)/==(X# . 2) =(XM) · X+ XMV)”. 

მაგრამ ჩვენი დაშვების თანახმად (X#)==#XM“-!, ამასთასავე X”=1. 

ამიტომ 

(+#+1)/=#Xჩ-1 . ++ #". 1=(ჩ+1)X", 

ამრიგად, მათემატიკური ინდუქციის ორივე პირობა სრულდება და ამიტო? (3) ფორმუ- 
ლა მართებულია "ნებისმიერი ნატურალური #-იხათვის, 

312. 
თუ +550, X=0 შემთხვევა ცალკე განიხილება



სავარჯიშოები 

დაამტკიცეთ იგიეობანი (M 2093-2096): 

ბ0983 11 1. _1.  "“ ” MM... 
1.3 3.5 5-7 (210-––1)(2,)+)) 2/+1 

1 1 1 ” 
90904 ...-   

(ი+-ი--)) (9+/) იძ(9+ი). 
(I, +- 1) (2/! +1) 

ლიი ტი 
M(II+1) |2 

2 

8097, გამოიყვანეთ გეომეტრიული პროგრესიის ზოგადი წევრის 
ფორმულა, 

5098, დაამტკიცეთ, რომ #9%--5/ რიცხვი ნებისმიერი ნატურალური 
M-ისათვის უნაშთოდ იყოფა 6-ზე. 

9099. რამდენ ნაწილად იყოფა სიბრტყე # სხვადასხვა წრფით, რომ- 

ლებიც გადიან ამ სიბრტყეზე და ამავე სიბრტყეზე მდებარე ერთ წერ- 
ტილზე? 

9100, მათემატიკური ინდუქციის მეთოდით დაამტკიცეთ იგივობა; 

ირი+!) (ი–+1)(9+2) · 

ბი9ე, 1“ + 22+21 -+L....+C 1 = 

იიეც 11314+294-L31L,., ებ.   

    

ჯ ”+1! 

005თ 005 2Cთ.·008 4თC- · .C05 2C-= 512 - « 
2"?1 5111 თ 

ამ იგივობის დამტკიცებისათვის კიდევ რა მეთოდი შეგიძლიათ გამო– 
იყენოთ? 

3101, დაამტკიცეთ, რომ ნებისმიერი ნატურალური #I-ისათვის და 
0>=>>--1-ისათვის 0+Vთ + 

ძ)">>1-L #0. 

9102. დაამტკიცეთ, რომ ყოველი /#-ისათვის ფარგლისა და სახაზა- 
ვის საშუალებითა და სიგრძის მოცემული ერთეულით შეიძლება ავაგოთ 

XIს სიგრძის მონაკვეთი. 

9108. დაამტკიცეთ, რომ ყოველი ნატურალური #-ისათვის 

|510ი /1X | ლ”! |§1I) XI. 

9104, დაამტკიცეთ, რომ ყოველი ნატურალური #-ისათვის 

(/C01I/=V//”“ (ი ./ (9. 
9105. გამოიყენეთ M# 2104 ამოცანის ფორმულა და იპოვე: შემდეგი ფეხქციების 

წარმოებულები: 
X-IM1? 

1 ყ=3)ი9%X-+005წ+ 2) ყ=35I” 2X; 3) # = “–) ჯ 

2X-.IV2პ . 
4 ყ= (X2--ეჯ- 5)4; 5) ყ= –> ; 6) ყ=(51ი X-–ლი§ ჯ)ბ; 

მათემატიკური ინდუქციის მეთოდის მეორჯ:ნაირი ვარიანტი § 983 
  

ზოგიერთი დებულება მართებულია არა ყველა ნატურალური რი- 

ცხვისათვის, არამედ რომელიმე # რიცხვიდან დაწყებული ნატურალუ- 

(0 XI



რი /-ისათვის. ე თი დებულებები ზოგჯერ მტკიცდება 262-ე პარაგრაფ. 

ში აღწერილი მეთოდის ანალოგიური, თუმცა მისგან განსხეავებული 

მეთოდით. იგი შემდეგში მდგომარეობს: 

დებულება მართებულია ყველა M#I>>/ ნატურალური მნიშვნელობი- 

სათვის, თუ 

1) იგი მართებულია == 0- სათვის (და არა #=1-ისათვის, როგორც 

ეს“§ 962-ში იყო); 

9) ამ დებულების მართებულობიდან, როცა #=/, სადაც #>>/ (და 

არა 7>>1, როგორც § 262-ში), გამომდინარეობს მისი მართებულობა 

#=V/#-L1-სათვისაც. 

ნათელვყოთ ეს შემდეგი მაგალითით. 
დავამტკიცოთ, რომ "ნებისმიერი ამოზნექილი მრავალკუთხედის” ში- 

გა კუთხეების 5 ჯამი (M--2)X-ის ტოლია, სადაც ჩ# ამ მრავალკუთხედის 
გვერდების რაოდენობაა: 

5გ=(10--2)X.- (1) 

„ამ დებულებას აზრი „აქვს არა ყველა ნატურალური „-ისათვის, არა- 

მედ მხდლოდ. M->3-ისათვის, -ამიტომ § 262-ში აღწერილი მეთოდი აქ 

არ გამოიყენება. მაგრამ შეიძლება ინ- 
დუქციის მეორე ვარიანტის მ აამოყენება, 
რომელიც ზემოთ იყო აღწერილი. 

1) #=3-ისათვის დებულება ღებუ- 

ლობს ასეთ სახეს: 5ვ=ჯ. მაგრამ ნების- 

მიერი სამკუთხედის შიგა კუთხეების 

ამი, მართლაც, X-ს ტო ამიტომ, 
როცა ”=3 0) ფორმულა მა ა რთებულია, 

ნახ. 338. 2) ვთქვათ, ეს ფორმულა მართებე- 
ლია, როცა M=#/, ე. ი. 5:=(/#--2)X, 

სადაც M>3. დავამტკიცოთ, რომ მაშინ გვაქვს ასეთი ფორმულა: 5:,კ= 

=(/–-1)ჯ. 

ვთქვათ, „კ/მე...4:4L ე ნებისმიერი ამოზნექილი (#-L 1)-კუთხედია 

(ნახ. .338). თუ:.შევაერთებთ კ .და 4, წერტილებს, მივიღებთ ამოზნე- 

ქილ. #4143...4. 4... #-კუთხედს, ცხადია, 4,.4ა...4.4 ე (#+1)- 
კუთხედის კუთხეების ჯამი უდრის 4)4ა...4, #-კუთხედის კუთხეების 
ჯამს პლუს 241444; სამკუთხედის კუთხეების ჯამი. მაგრამ „81.45...4, 
ჩ-კუთხედის კუთხეების ჯამი, პირობის თანახმად, (---2)ჯ-ის ტოლია, 

ხოლო #414.4.. სამკუთხედის კუთხეების ჯამი #-ს ტოლია. 

  

C ეს დებულება მართებულია არაამოზნექილი მრავალკუთხედებისათვისაც, თუ 

მათი გვერდები იკვეთება მხოლოდ წვეროებში. სიმარტივისათვის ვკმაყოფილდე- 
ბით მხოლოდ ამოზნექილი მრავალკუთხედებით. 

314



ამიტომ 

5L,1=95( +1=(7--2)X +X=(”--1)ჯ. 

მაშ, მათემატიკური ინდუქციის ორივე პირთბა სრულდება და ამის გამო 

(1) ფორმულა მართებულია ნებისმიერი M>>3-ისათვის. 

სავარჯიშოები 

95106. რამდენ სამკუთხედად შეიძლება დანაწილდეს ამთზნექილი 
M-კუთხედი თავისი არაგადამკვეთი დიაგთნალებით? 

%107, დაამტკიცეთ რომ, თუ ჩM>3, 

2%2>>2M-L1. 

2103. ი-ის რომელი ნატურალური მნიშვნელთბებისათვისაა მართე- 

ბული უტოლობა: 

2Mლი?? 

ფენიშვნა მათემატიკური ინდუქციის მეთოდის მიმართ §964 

  

დამტკიცება მათემატიკური ინდუქციის მეთოდით ორი საფეხურისა- 

გან შედგება. 

პირველი საფეხური. ვამოწმებთ, მართებულია თუ არა 
დებულება M#=1-ისათვის (ან #=ყ-სათვის, თუ საუბარია § 263-ში აღ- 

წერილ მეთოდზე). 
მეორე საფეხური, დავუშვებთ, რთმ წინადადება მართე- 

ბულია, როცა #=7# და ამის მიხედვით ვამტკიცებთ, რომ იგი მართებუ- 

ლია მაშინაც, როცა M=#:-L1. 

ამ საფეხურთაგან თითოეული თავისებურად მნიშვნელოვანია. § 261- 

ში, როცა განვიხილეთ /(M)=M'-+/M+41 მაგალითი, დავრწმუნდით, რომ 

დებულება შეიძლება მართებული იყოს მთელ რიგ კერძო შემთხვევაში, 
მაგრამ საზოგადოდ არ იყოს მართებული. ეს. მაგალითი გვარწმუნებს, 

თუ რამდენად მნიშვნელოვანია მათემატიკური ინდუქციის მეთოდის მეო- 

რე საფეხური, თუ მას უგულებელვყოფთ, შეიძლება არამართებულ. შე- 

დეგამდე მივიდეთ. 
. მაგრამ, „რ უნდა ვიფიქროთ, რომ პირველი საფეხური ნაკლებად 

მნიშვნელოვანია, ვიდრე მეორე. ახლავე მოვიყვანთ მაგალითს, როძე- 

ლიც უჩვენებს, თუ რა უაზრო დასკვნამდე შეიძლება მივიდეთ. თუ უგუ- 

ლებელვყოფთ პირველ საფეხურს. 
„თეო რ ე "მ. ა“. ნებისმიერი ნატურალური #-ისათვის რიცხვი 

2ი +) ლუწია. =. 
ვსა



„დამტკიცება. ვთქვათ, ეს თეორემა მართებულია #M=#- 

სათვის, ე. ი. რიცხვი 2#+1 ლუწია. დავამტკიცოთ, როძ მაშინ ლუწი 
იქნება აგრეთვე რიცხვი 2(”--1)-L1. 

მართლაც, 

2 (”-+1)+1=(2#-+-1)-–+2. 

პირობის თანახმად, 2#+1 ლუწია და ამიტომ, თუ მას ლაოწ რიცხვს 2-ს 

დავუმატებთ, ისევ ლუწ რიცხვს მივიღებთ. თეორემა, „დამტკიცებუე- 

ლია“. 

რომ არ დაგვვიწყებოდა შემოწმება –– მართებულია თუ არა „თეორე- 

მა“, როცა #=1, მაშინ არ მივიდოდით ასეთ „შედეგამდე“. 

ვპი.



ამოცანები ალგებრისა და ელემენტარული ფუნქციების 
მთელი კურსის ბასამეორებლად 

9109, ერთ საწყობში ძ ტონა ნახშირია, მეორეში –– წყ ტონა. ყოველ– 
დღიურად. ორივე საწყობში შემოდის C ტონა ნახშირი. რამდენი დღის 
შემდეგ იქნება პირველ საწყობში 2-ჯერ მეტი ნახშირი, ვიდრე მეორე– 
ში? 

9110. ორი ერთდროულად მოქმედი ონკანი ჭურჭელს ავსებს 6 სა- 

ათში. რა დროში აავსებს ჭურჭელს თითოეული ონკანი ცალ-ცალკე, 

თუ ცნობილია, რომ მარტო პირველი ონკანი ჭურჭელს ავსებს 5 საათით 

უფრო გვიან, ვიდრე მარტო მეორე? 

5111, მატარებელმა 16 წუთით დაიგვიანა. 80-კილომეტრიან გადა–- 

სარბენზე მან გამოასწორა დაგვიანება, რისთვისაც სიჩქარე გაადიდა 
ჩვეულებრივთან შედარებით 10 კმ/სთ-ით, იპოვეთ მატარებლის ჩვეუ- 
ლებრივი სიჩქარე. 

9119, მინდვრის მოხვნა ერთი ტრაქტორისტი ანდომებს 1,2-ჯერ 

მეტ დროს, ვიდრე მეორე, ხოლო 3 საათით ნაკლებს, ვიდრე მესამე ტრაქ– 

ტორისტი. ერთად მუშაობით სამივე ტრაქტორისტმა მინდორი მოხნა 4 

საათში. რამდენ საათში შეიძლება მოხნას მინდორი თითოეულმა ტრაქ– 

ტორისტმა? . 

311ყს, ველოსიპედისტმა იმგზავრა ,4-–დან და ,8-საკენ და უკან. გზა 
წარმოადგენდა აღმართს, ჰორიზონტალურ უბანს და დაღმართს. ჰო- 

რიზონტალურ უბანზე იგი მიდიოდა 20 კმ/სთ სიჩქარით, დაღმართზე-––- 

25 კმ/სთ-ით, ხოლო აღმართზე -- 15 კმ/სთ-ით. /#-დან 8-საკენ ველო– 
სიპედისტი მიდიოდა 2 საათსა და 22 წუთს, ხოლო 8-დან 4-საკენ –– 

2 საათსა და 14 წუთს. განსაზხღვრეთ აღმართის სიგრძე და დაღმართის 
სიგრძე, თუ გზის ჰორიზონტალური უბანი 30 კმ-ია. 

9114. ორი თვითმფრინავი ერთიმეორისაკენ ერთდროულად გამო- 

ფრინდა #4 და 8 ქალაქებიდან, რომელთა შორის მანძილი 1800 კმ-ის 

ტოლია, ისინი შეხედნენ ერთმანეთს გამოფრენიდან ერთი საათის შემ- 

დეგ. პირველი თვითმფრინავი 8 ქალაქში 27 წუთით ადრე მივიდა, ვიდ- 

რე მეორე 4 ქალაქში, იპოვეთ თვითმფრინავების სიჩქარეები. 

2116. ერთ შენადნობში ორი ლითონი შედის შეფარდებით 1: 2, 

ხოლო მეორეში –- იგივე ორი ლითონი შეფარდებით 3: 4, თითოეული 
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შენადნობის რამდენი ნაწილი უნდა ავიღოთ, რომ მივიღოთ იმავე ლი- 

თონების 15 : 22 შეფარდებით · შემცველი მესამე შენადნობი? 

9116. ერთიმეორისაგან 10,2 კმ-ით დამორებული ორი მგზავრე ერთ- 

დროულად გამოდის 4 და 8 პუნქტებიდან და მოძრაობენ 4,8 წრფის 

მიმართულებით. ისინი ერთმანეთს შეხვდებიან 1 საათისა და 12'წუთის 
შემდეგ, თუ ივლიან ურთიერთშემხვედრი მიმართულებით, ხოლო 6 

საათისა და 48 წუთის შემდეგ, თუ ივლიან ერთი მიმართულებით, იპო- 

ვეთ თითოეული მგზავრის სიჩ ქარე. 

3117. საჭადრაკო ტურნირიდან ორი მონაწილე გამოითიშა, მას შემ- 
დეგ რაც თითოეულმა ითამაშა ხუთ-ხუთი პარტია. ამის გამო ტურნირში 

სულ გათამამდა 38 პარტია, რამდენი მონაწილე იყო ტურნირის დასაწ- 

ყისზი? ითამაშეს თუ არა ერთმანეთთან ტურნირიდან გამოთიშულმა მო 

ჭადრაკეებმა? 

2118. გემი მიდის გორკიდან ასტრახანამდე 5 დღე-ღამის განმავლთ- 
ბაში, ასტრახანიდან გორკამდე კი –– 7 დღე-ღამეს ანდთმებს, რა დრო- 
მოუნდება გორკიდან ასტრახანამდე ტივების ცურვას? : 

9119" ორი მოციგურავე ერთდრთულად გამორბის: პირველი #. 

დან /„8-ში, ხო ლო მეორე 8-დან 4-ში და ხვდებიან ერთმანეთს „/4-დან 
300 მ მანძილზე, 48 გზის გავლის შემდეგ თითოეული მათგანი უკან 
ბრუნდება და მეორეს ხვდება 8-დან 400 მ დაშორებით. იპოვეთ 48 
გზის სიგრძე. 

2190. ამოხსენით განტოლებანი: 

ა) იX-1=0+X; ბ) თ–X=ხ--X; 

0(1–-ხX) + ხ+ი » _ ითX(ი”+ხ") 

რთ+ხ ძ--ხ ეხ... 

9181, ამთხსენით განტოლებანი: 

  

„ა) I2X–-31=0; 'ბ)- /4--5X1=.|8--XI. 

ბ " X+1)+ |(--1I+ IX--3)=3-LX. 

9199, -ტეპითრ-აღ). რამდენი ამთნახსნი აქვს თითთეულს მთცე- 

მულ. 'სისტემათაგან: : . 

ა) ( 8--20=0, ბ) ( 4X-++5ყ=3, 
3X-–-ხ=1;, 2X--6ყ=0; 

გ) | X-–-0,5ყ=3,5, დ) | X–-9ყ=0, 
2X–-–ყ=7; | 0,5X--–4,5ყ=2) 

ე | 2X--30ყ=5, 
დო. 4ყ–-6X=7?1 

კ)8



8193 ამოხსენით განტოლებათა სისტემები, 

ა) (0 ა2-V=V ბ) (9-0 
X+იძიყ=ძ; 0X--2ყ=1; 

“1 1 
–+--=), 
X " 
– 
აეე –=5ძ-ქ, 

ჯX ყ 

9124. Cპთვეთ განტოლებათა სისტემების ნამდვილი ამონახსნები. 

1 _ 1 _ _ ) Xჯ? XX #- 

ა 1 სყ 2” ბ 1ყ X 
XVყ=20; X-+ყ=2; 

გ) | X?--ყ?=0ძ, დ) | X+ყ=0, 
ს X-–-ყ=ხ; -Xყ=ხ. 

5195, დაამტკიცეთ უტოლობანი; 

"09+ხ __0. 9 _- 0. (ძ>9, ხ>0); 

ა სკი+ხ 1+ი 1+ნ 

ბ რ20+4ხ>4V9იძხ (თ>0, ხ>90);, 

#2 Vხ > 1. +-1. 
ბ ი –/ Vხ' 

0 +ხX»' 
2 დ) > 2V9ხ(0>0, ხ>90). 

9196, გამყიდველს არაზუსტი სასწორი აქვს (სასწორის უღლის 

მხრებს სხვადასხვა სიგრძე აქვს), ამიტომ იგი თითოეულ მყიდველს სას- 

წორის ერთ თეფშზე უწონის საქონლის ნახევარს, ხოლო მეორე თეფშ- 

ზე ––მეორე ნახევარს და ფიქრობს, რომ ამით ანახღაურებს სასწორის 

უზუსტობას. მართალია თუ არა იგი? 

21577, დაამტკიცეთ, რომ მოცემული #– პერიმეტრის მქონე ყველა 

სამკუთხედიდან უდიდესი ფართობი აქვს ტოლგვერდ+» სამკუთხედს. 

5)98, დაამტკიცეთ, რომ ნებისმიერი მახვილი «ა კუთხისათვის 

19 დ+CიC1LC დ>2. 

ა|959, აძოხსეიით უტოლობა: 

X--6 

)-X 
1< <3.  



9180“. როგორ უნდა შეირჩეს ი-ს მნიშვნელობა, რომ 

_ვ- 1 +0X-2 ე 
XL - X+1 

უტოლთბა დაკმაყოფილდეს X-ის ყველა მნიშვნელობისათვის? 

9131. ამოხსენით განტოლებანი: 

  

ა) X--6=1-+VX--1; ბ) VX–1+%V3X+1=2; 

გ) VX-–1+VX--4=3. 

8135. როგორ უნდა შეირჩეს ი-ს მნიშვნელობა, რთოძ 

(ე–-3)X?––-4X-––20=0 

განტოლებას ჰქონდეს: 

ა) ნამდვილი ფესვები: 

ბ) ერთნაირი ნიშნის ნამდვილი ფესვები; 

გ) სხვადასხვა ნიშნის ნამდვილი ფესვები? 

9188. ამოხსენით განტოლებანი: 

ა) V(X--2)?=--(X--2); ბ) V(X"-–-X-C1)2=Xზ--ჯ-L 5 

გ) VCVC--2)1-+-V(X--4)2=2. 

2184. ააგეთ 

ყ=VX”+V(X--1)? 
ფუნქციის გრაფიკი. 

9185. რომელი უფრო მეტია: 

ა) 3900 თუ 6300, 

ბ) (2V#3)?; თუ (3V2)2%, 

გ) (2V 2)-> თუ (+V (5) >7 
ა138, მოსახლეობის ნამატის საშუალო წლიური პროცენტი წლიდაზ 

წლამდე მუდმივი რჩება. ის რთმ #%-ით გაზრდილიყო, მაშიხ ” წლის 

შემდეგ მოსახლეობის რიცხვი ორჯერ მეტი იქნებოდა, ვიდრე ნორმა- 
ლურ პირობებში. განსაზღვრეთ მთსახლეთბის ნამატის წლიური პრო- 

ცენტი. 
»·137 იპოვეთ დ კუთხის კოსინუსი, ტანგენსი და კრტანგენსი, თუ 

§Iი 5 (ი 5=–. 
I” ვ 
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9188. იპოვეთ დ კუთხის სინუსი, ტანგენსი და კოტანგენსი, თუ 

005 დ = 3 =. 

213ს, იპოვეთ დ კუთხის სინუსი, კოსინუსი და კოტანგენსი, თუ 

«დ=-“+- 

. 1 
9140. იპოვეთ მIC311 ყო კუთხის სინუსი, კოსინუსი, ტანგენსი და კო– 

ტანგენსი. 

9141. იპოვეთ მIC «9 --ვ ) კუთხის სინუსი, კოსინუსი, ტან- 

გენსი და” კოტანგენსი. 

9149. იპოვეთ მVCIC (–) კუთხის სინუსი, კოსინუსი, ტან- 

გენსი და კოტანგენსი. 

დაამტკიცეთ იგივობანი (# 2143-2147): 

1-005C “1 § · 9148. / 1--005% , 11005C _ 2 -იკყით 1+ლ005Cთ 1-–005C 

ხთ + ლ(C"თ – 6 
9144, – =0054თ. 

LC2თ + CIC”თ +2 

– + 
«+ ”) 1 + 50 2თ 

914წ. –-ა>“–––%51 ყი თ 
აა «) 

9140. 2 510 5თ 510 3თღ+-ლ05 8თ=005 2თ,. 

9147. 1-90თ_ V(+--+). 
14+8ით 

გაამარტივეთ გამოსახულებანი (M#M 2148---2150): 

1-–50ზთ- C051> . 

1–80'ს-ლ005!თ 

9149. /1+-C55-/1- თად 0<9< +). 
9160. ა) LC1” (C2" . (თ3“...(C89?, ბ) I6 161“ IC LC27...1C LC89" 

21. კ?! 

2148.



9151. როგორ უნდა შეირჩეს თ-ს მნიშვნელობანი, რომ ქვემოთ მო- 

ცემულ განტოლებებს ჰქონდეთ ნამდვილი ფესვები: 
ა) 1ყ?X-––-IC X+ძ=0, 

ბ) C05“X+-C005 X-+-+0=0. 

9169, თ, ჩ და. ჯ რიცხვები შეადგენს არითმეტიკულ პროგრესიას, 

რომლის სხვაობა -> – -ის. ტოლია. დაამტკიცეთ, რომ 
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L”დთ. V ჩ+ICჩზჩ .)წეუ+Iწ 4 წ ძ=-–3, 

91613. დაამტკიცეთ ტოლობებთ 

ა) Lთ 20%LC40%§809=-V3, 

ბ) 518 18? C0§5 36”=0,25; 

1215” / ფ. 
ბ დი“ 5. 

9164. გამოთვალეთ: 

ა)? «თ -;-ბი იი%- 0,8) 1. ბ) §0IმXC(C2 + მICCწთ(-–2)); 

ვა IC (> მჯ «ი(-0.6| · 

%155. შეამოწმეთ ტოლობანი: 

ვ 1 7 · 
ა 2XC-IC 1 მ15 1 “+--: ბ) ვLC 510 0,8-–– 2IC Cლ0§ 0,6=0. 

ამოხსენით განტოლებანი (# 2156––2179: 

9156. 510 X--–-00§ 2X=2. 

9167. §5II) X C05 3X=-––-1, 

9158. 005 2X= 511) X 005 2X. 

9159. 2 00§2X--7 510 X--5=0. 

Lთ3X 

LC X 

9161. 3 51) X-–2 005 X=6, 

3100. = 0.   

9109, V3 005 X=–-––8)ი X.. 

9168. C05“X-–-3 510 X C05 X+1-=0. 

9164. C05 (C05 X)==510 (511) X). 

. I 
15656. აI0 XC0§X = უ=-005%.



ჯ ვ 
9160. .C05XCL0?---=–, 

V 2 2 

98167, §III1X=1--C00§პ%ჯ, 

II 
8168. CI-C(+--+)=-I. 

9169. 3 C05 4X=7 511 2X. 

. ვ... 
9170. 2 005MX+-§)ი“%X=–- 910 2X, 

9171. C05 3X 005 5X=005 X 005 7X. 

8179, 5§10პ2X-+510ი?X=1, 

9178, 51ი X--3 C05 X=--1, 
9174. 510 X--4 005 X+ LC X=4, 

9175, 00§%X+23 ილ > = 2, 

9176, -C05 7X--510 5X=%V/3 (C05 5X--5Iი 7X). 

9177. 51) ( + გ )=ძი» + 50 <. 

?178. L (#+ <%)=%++M +. 

9179: (LC X)59პ -= (ლ1ც ჯა?“ , 

ამოხსენით განტოლებათა სისტემები (# 2180-2183): 

21. ( 1 –V3 
X+ყ = ფა §III X+ 005ყ = V3. 

8180,” _ 9186, 
90»X+05ყ/=1+V2?. 

  

2 

: 3. 
§1II X იი: /= --V>. 

1 
ლ05X005ყ = –-, 

, “ლ >»+6059 -- 

8181. წ” "ლ ”=1, 9188. 
09! 02X +605 –- 3, ვ 

ი(C XCLC ყ= –+. 

1 
9184. არის თუ არა 005 -–-=0 განტოლების ყველა დადებითი ფეს– 

X# 

გის მიმდევრობა) 
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ა) სასრული; ბ) შემოსახღვრული? 

9135. არითმეტიკული პროგრესიის კიდურა წევრებია 5 და 25, იპო- 
ვეთ მათგან თანაბრად დამორებული ის ორი წევრი, რომელთა ნამრავლი 

189-ის ტოლია. 
9186. იპთვეთ ოთხი რიცხვი, რომელთა შორის პირველი სამი გეო- 

მეტრიულ პროგრესიას შეადგენს, ხოლო უკანასკნელი სამი ––– არითმე- 

ტიკულს; კიდურა წევრების ჯამი 14-ის ტოლია, ხოლო შუა წევრების 

ჯამი ––- 12-ის. 

8187. არითმეტიკულსა და ზრდად გეომეტრიულ პროგრესიებს 2-ის 

ტოლი პირველი წევრები აქვთ, ტოლია აგრეთვე მათი მესამე წევრებიც. 
არითმეტიკული პროგრესიის მეორე წევრი 4-ით მეტია გეომეტრიული 
პროგრესიის მეორე წევრზე. იპოვეთ ეს პროგრესიები. 

«98188, იპოვეთ მართკუთხა სამკუთხედის მახვილი კუთხე, თუ ცნო- 
ბილია, რომ მისი გვერდები შეადგენს გეომეტრიულ პროგრესიას, 

9189. მოცემულია წესიერი სამკუთხედი, რომლის გვერდი ძ-ს ტო- 

ლია. სამკუთხედში ჩახაზულია წრე, წრეში ხელახლა ჩახაზულია წესძე- 

რი სამკუთხედი, სამკუთხედში –– ისევ წრე და ასე შემდეგ უსასრულთდ. 
განსაზღვრეთ ყველა წრის ფართობთა ჯამი და ყველა წრეწირის სიგრძე- 
თა ჯამი. 

9190. იპოვეთ უსასრულოდ კლებადი გეომეტრიული პროგრესია, 

თუ მისი ჯამი 3-ია, ხოლო მისი წევრების კვადრატების ჯამია 4,5. 
9191. X-ის რომელი მნიშვნელობებისათვის შეადგენს არითმეტიკულ 

პროგრესიას რიცხვები: 1წ2, Iი(2-––-1) და 1წ(25-IL-1)? 

9199, დაამტკიცეთ, რომ 10ფ3 ირაციონალური რიცხვია. 
9198, გამოთვალეთ: 

1 + 
ა) 10თ, 27; ბ) 1-1“ –- 12150; გ) I0წ- IV --; 

დ) 29%? “1; ე) (დ)ს"– 8 ვ) 2951 V-2 1წ, 

ამოხსენით განტოლებანი (M# 2194–-2208); 
8184, 22=. 92 2. 6352-4.| 41%2-1, ვ42:-2--0; 

++ 2++> 
919ნ. 9%--2 =2 ?-ვ1X-1, 

81906, 845-I--18”- 2. 27%=-0, 

5-3 
9X%7. 3“-- 50.2 =5.3?.22. 

    

898." (//2 + V/3)” «რ V3 ) =4



9199. 1C0(X-L-ი) =1C X-L1Cძ. 

9200.“ XI9 2-ზ - 100. 

9901. 1C(3X-–4) =1C0(6X-L2)–-1, 

ილელ, „1 თ ანიჯათ-4 1 ს 
ჯ 

9903, 10ფპე4X–-–10C312X=>1, 

9904, 1)ლ2Xმ---5 |თXმ--1=0, 

––“ ასლ 9906. VIIIC· · 21% კ 9992 )=2, 
99006. 2X--IC(51--L4X-–-16) =1ფ4 5, 

ვ 
ზა0?. 108 ––+ 10თ3X=1. 

X 

8908, 1თ 51ი ჯ= IV 003 X, 

9909. გამოთვალეთა 

== 1 

ი )06,10§1/ 7 /7V,: 2 10197%'. 

გ) 10ყ35 · 10წ,კ27; დ) 10Cთაკახ, თუ 10წაა2=4, 

99810. დაამტკიცეთ, რომ I1§ C05 XC=005 X განტოლებას ფესვები არა 
აქვს. 

9911. რომელი უფრო მეტია: 

ა 1002 თუ I0თჰ3; ბე #0,01 თუ V90,001? 

89195, იპოვეთ X-ის ყველა ის მნიშვნელობა, რთმელთათვისაც 

1 X+3 |დ2+5 , 

X–+4 X+2 

9918, ამოხსენით განტოლებათა სისტემები; 

106+(XV) ==5. 
ა 10C, X 1. 

<0.“ 
ყ 

> 10თCX--I0თV=5, 
) 10ღკ(X%-ჯ-ყ?) =106310-L3, 

16X-1(XV)=2, 
გ) 

IC C. 2= 3, 

ყ



'V 2-2. / V/ 27= V 128, 
) 

შ 19(X + ყ) = 1040-–– IC(X–– ყ) 

| 5(10ფ,X + 10ყ.-ყ)=26, 
ე) 

ჯყ = 64. 

9914, პლასტმასის ფირფიტაში გავლისას სინათლის სხივი კარგავს 

თავისი ინტენსივობის 2-ს, რამდენი ასეთი ფირფიტა შეიძლება დაიდ- 

ჯას სხივის გზაზე, რომ მათში გავლისას დაიკარგთს თავდაპირველი ია- 

–ისა?   

211 
ნსივობის არა უმეტეს ტეხსივო ა უძეტე 243 

9915, ააგეთ შემდეგ ფუნქციათა გრაფიკები: 

ა ყ= 1I0თX, ბ) 9=)0ყ0 XL გ) ყ=10ლ I-XII 

9916. იპოვეთ შემდეგ ფუნქციათა განსახღვრის აოეეიბთ, 

ა V=V--521-8X1-4; 

VX +1-91 – » 

24 X+1. 
ჯ+X83 5=ჯ: 

დ) ყხ=–- 
23X- 1 1 

ე ყ= VX 
C1-+X 

ვ) ყ=1%(1,5-+51ი ჯ-Lი00§ X). 
9 

9917. დაამტკიცეთ, რომ /(X) –0120, ფუნქცი ოუწია,ა ხოლო 

· 1+Xჯ 
II) = წ-–-- ფუნქცია -- კენტი. 

8918. ჯირიხლეს ფუნქცია შემდეგნაირად განისაზღვრება: 

0, თუ X რაციონალურია, 

ხთ = LI 1, თუ ჯX ირაციონალურია. 
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ა! ლუწია თუ არა ეს ფუნქცია? 

ა) დაამტკიცეთ, რომ ეს ფუნქცია პერიოდულია, ამასთაზ, ნებისმი– 
ერი რაციონალური რიცხვი მისი პერიოდია. გააჩნია თუ არა ამ ფუნქ- 
ციას უმცირესი ღადებითი პერიოდი? 

გ) დაამტკიცეთ, რომ არც ერთი ირაციონალური რიცხეი არ არის 
მოცემული ფუნქციის პერიოდი, 

3210, დაამტყიცეთ, როვ პერიოდული ფუნქციის წარმოებული პერიოდულ ფუნქ- 
ციას წარმოადგენს. მოიყვანეთ მაგალითები. 

9090 დაამტკიცუთ, რომ ი ფუნქციის წარმოებ ჯენ; ნქცია, ხოლო 

კენტი ფუნქციი ასრმოებულ “ლენი მე ნქცია, მოიყვა უთ მაგალითები, 8 
9ა51, რომელ შუალედებში არსებობს ფუნქციები, რომლებიც მო- 

ცემულის შექცეულნი არიან: 
X XL 

=18| ––-–– |; ბ) ყ=00§%X? ა) ყ «( 2 2 ) ) ყ 

5988. ერთსა და იმავე ნახაზზე ააგეთ მოცემული ფუნქციისა და მისი 
შექცეულის გრაფიკები: 

ა) ყ=2X--1; ბ) ყ=3254, 

9998, ლპოვეთ ზღვრები: 

ა) სი2VX-3V3.. 
ჯ–3 VX –V#3 ' 

ბ Iთ _ XX. . 
X->0 /X2C+9-–3 

· 1–005 2Xჯ სუ -- 52-24. 
ა 239 ვჯ? 

დ Mთ §1II(X-L0) + 51ი(X-–0) , 

L->0 ჯ 

93894 გამოთვალეთ: 

უჯ. 81ბ 5ჯბშ 421 10, როცა X=წ. 

  

  

9895. დაამტკიცეთ, რომ =. 11. მოპირდაპირე რიცხვებია. 
( –!: 

8996. შეასრულეთ აღნიშნული მოქმედებანი: 

ა 2-1 5-2! . 34 _, ბ) 1+?71ლთ 

1+1:1 4-:; 1-–! 1–ჯICთ 

2+ი0–ს 
გ 327.1! დ) (2+(V 2)'+(2–LV 2 X».



9907, დაამტკიცეთ, რომ შეუღლებულ რიცხვთა კუბები შეუღლებუ- 
ლი რიცხვებია. 

9998, იპოვეთ ნამდვილი მნიშვნელობანი ჯ და V შემდეგი განტოლე- 
ბებიდანს “ 

ა) (X(-–--ყ)ბ=6–--8/-+ (X+ყი?; 

–” 
ჯ ყ 6 X V 

9999, აჩვენეთ, რომ X9=1!1 განტოლების ნებისმიერი ორი ფესვის 

ნამრავლი აგრეთვე ამ განტოლების ფესვია. 

99580, გამოთთვალეთ (1+005 C+I 51ი თ)”. 

მითითება. ისარგებლეთ მუავრის ფორმულით), 

9981, აჩვენეთ, რომ თუ # 3-ის ჯერადია, მაშინ 

–1 +”V3 V ,/ – 1 –7(V3 V 2, 
2 2 

998- სიბრტყეზე მოცემულია ორი წერტილი, რომლებიც 2,=X,+ 

+!ყ, და 2ე:=X.-+I/VM, კომპლექსურ რიცხვებს შეესაბამებიან. სად მდე- 

ბარედბს წერტილი, რომელიც – (+2ე) რიცხვს შეესაბამება? 

  

ა?88, (05 დ-LI 5Iი დ). გამოსახულება გარდაქმენით ორნაირი ბერხით: მუავრის 

თორმულიზა და ნთუტონის ბინთძის ფორმულას მეშვეობით შეადარეთ შედეგები და 

§0ი 5 დ და C235დ გამთაახეთ აI0 დ-სა და C0 (0-ს ხაშმუალებით. 

ა894, სხეული მოძრაობს §«(/)=/ კანონის მიხედვით (§ მაწძილია მეტრობით, /<დრთ. 

წამობით). რაღ-ც + წმ მომენტში მისა მვისი სიჩქარე ხაშუალო სიჩქარის ტოღ»:ა შუა- 

ლედშე 7, წმ–დან #, წმ-მდე (( >/,). დაამტკიცეთ, რომ /,<-+<-ჩ. 

8986. დაწერეთ ე=V+X მრუდჯსადმი იმ წერტილზე გავლებული მხების განტოდება, 
რომლის აბსციხაა +=>4. 

3980. დაწერეთ. ყ=>X- და V=(X-2) პარაბოღების მხზებთა განტოლებანი მათი გა- 

დაკვეთის წერტილზე. 
9887. იბთვეთ შემდეგ ფუნქციათა წარმთებულები! 

ა) §Iცბ.: ბ) C03%2+; გ) C057(X->9); 

დ) C05(2–» ე) (§2-L 1)ზ; ვ) (8--2X1, 

§988. წერტიდი ასრულებს პარმთ:იუფ რხევა. 4 ამპლიტუდით. თ ბიჩშირითა 
და დ ზაწყიზი ,ფახით. იბთვეთ ამ წერტილის ხიჩჟარე და აჩქარება. 

«აM9 შეთძუება თუ არა თ“ ხხვადასხვა ფუნეციას ჰქონდეს ტთღო წარმთებულები ? 

პახუხსი ხათელყავით მაკავლითყებით. 

328



ი9კი გამო-კვლიით მოცემული ფუნქციებ- და ააგეთ მათი გრაფიკები! 
ა) ყლ >–-ყაკლ: ბა, ყლ» –-4ჯ: 

ჯ 
გ; «==00§“ = დ) ყM==ლ0ა X(1+ ზი »). 

241 ცთ1პქვათ. („გMლ=Cე! დაამტკიცეთ, ოოძ #=/ ას წ=ი--, 

ჯიკ– დაამტკიცეთ რომ (2+-+7)" და (7.+ 2)» ფუნქციების მე-1000 რიგის 
წარმოებუღები ტოღია. 

Vაჰსს. ვთქვათ, -4+--2) მ = +" +-+იაX -+L ...0., #9, 

იბთეყთ- 

ა) თავ. 

ბ) რი+ი,+ი + ..ი,V: 
გ) თ+20ე+30-+.. + 1909,ი. 

9944 დაამტკიცეთ, რომ # რიცხვის ჯამის კვადრატი უდრის ამ რი- 

ცხვთა კვადრატებისა და მათი ყოველხაირი წყვილების გაორკეცებული 
ნამრავლების ჯამს. ' 

8945. დაამტკიცეთ, რომ თუ 7 /(X) ფუნქციის პერიოდია, მაშინ ნე- 

ბისმიერი ნატურალური ი-ისათვის #7 აგრეთვე ამ ფუნქციის პერიოდი 
იქნება. 

9946. დაამტკიცეთ იგივობა: 

1დ(მკრე-..ი»„)=I)ლძი,+1წთა-+L...+ ლი» 

(თ>>0, 0:>0,...ი„>0). 

9947. დაამტკიცეთ, რომ ნებისმიერი ნატურალური #-ისათვის აIი /IX 
და 005 IX რაცითნალურად გამოისახება §(ი0 X-ითა და 005 X-ით. 

8248. დაამტკიცეთ უტოლთბა: 

|0უ+0ძა-Lძვ...+ ია | < I01 |+ M:I++.-.+ |0იI. 

8949, დაამტკიცეთ იგივობაა: 

M 2.M >” #2+... 4 1/ 2 +V2. თოი 

=2 005 

  

  

  

29ი+1 

2960. შეამოწმეთ: 

80 "თ + C0525ძ0 <1 

უტოლობის მართებულობა, სადაც ი” ნატურალური რიცხვია. 

9961. დაამტკიცეთ. რთმ როგთრიც არ უხდა იყოს წარმთებად ფუხეუციათა თათდე- 
ნთბა, მათი ჯამის  წარმოებუფი ამ ფუნქციების წარმთებულთა ჯამის ტოდჯა. 
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'სავარვიშოების პასუხები 
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1497. 9. 1488. 100. 1499. 2. 1603. ა) ხ; ბ)ხ. 1წ60მ1. 1წ05, 

წა 
M=--1+2 MX, ==- +. 1609. ხისტემა არათავსებადია. 1510. X=Vყ=1. 1611. 

ა) არღება, როცა =- 2; კლებულობს, როცა X< --2; ბ) იზრდება როც. X>!; 

კლებულობს, როცა X<1. 1512. –3<ჯ < –2; ჯ <3. 15183. 0,01 <=: X <. 10000. 

1514. ლ –-4. 

ფუნძციები ლა ზღვრები IX 

  

1618. გ) როცა 02=0 და 9=1, '(ა განუსაზღერელია;: როცა 05-0 და 052), 

/ (+ )=:-- 1510. ა) თუ –53- +20%< იდ > 2» (თ ნებისმიერ» მთელი 

რიცხეია), მაშინ / (20)=2 / (ი) V1 –/X9); თუ კ–2”=ლძ <> ჯ L 27%, მაშინ 

| (21=–2 I (ი) V 1– /#(9) ; 16590. დ)1, თუ ძ=0 და, §1ი?თ, თუ 05-50. 1521. 

ა) 14% ბ) 0; გ)5§Iი2, თუ 0=0, და 1+(2-–02)2, თუ 0550. 1684. ყველა ნამდ- 

ვილი რიცხეის ერთობლიობა, 1688. +=3-+2იი. 16მ9. 1=X <4. 1649. X <= 2; 

X>6. 1548. -- ლ=X=<1. 1547. <2; X>4. 1648. 0<Xდე1. 1660. 0<X< – 

2 ჯ # 
3. 1662, ; ღა“ 1ნნე, .· 16657. X=– კ აუხნ-- · X> ა. X560; X56 Cი+1) = X56C./) X 2 –+»ო1; X5- ვ 

(588. XL _0. 1506. ე +2ი<X < + 4+2ჩი. 1წტმ. 23) #/> – 2; ე) #<90; 

1 ვ 
გ) 2 ლV <1. 1609. ბ) იხ. ნახ. 1” და 2", 1620. როცა «<-<5) კლებულობს; 

ვ · ვ 
როცა ჯX > –3 იზრდება. 1675. კლებულობს, რთცა X<:-5 და – 2 <X<2; იზ- 

4) 5 
რდება, როცა –-5CXCდ--> და X>2. 1676. »ზრდება, როცა –< % -L- II <. ჯ < 

1 
<-- 9 + 8%. 1670. იზრდება უოველ ინტერვალში, რთმელიც არ შეიცავს X= 2 
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წერტილს, 131, კლებულობს როც LC ჯღლ2X+4ი: იზრდება. როცა 2ი+ 

–+4ჩ-:ლიდეტს6-4/ “68 ლებულობს ყოვედ ინტერვალში რომეფიც »რ შეიცავს 

X–+-I 2 . 
1+L+ –. 15886. · ა კდ »-) +: ა «ვეგას , 

ბულობს; ბ) ყველგან კლებულთბს. 1688. საერთოდ რთმ ვთქვათ. არა. 1690. L„,,= 

=1, ყი,კე=5 1ნზმ. X„ჯგ=2, წთ/ე=-!. 1597. საეჯ= – ი. ყუვ7,ლიე. ! მმ. 

  Xჯ=0 წერტიღს. 1685. მითითება, 

ჯ 3 3 
X+.ო(გ=- – +2ი%, ყო(ლელ= -; Xთი2= +: #X+2M%, ყოთიX=1. 1800. L„ჯგ= – ჯ 9 + 

– ჯ# – 1 
–+ 20%, ყო(= –%2; X»იცL= “+ -L2MX, ყოიX=V2 .· 1001, – 15) I · 1602. 0; 

42. 1608. --V2; #3), 1600. ლუწი ფუნქციებია 3) და 5), კენტი 1) და 2). 

დანარჩენი ფუნკციები „რ მიეკუთვნება არც ლუწსა და არც კენტს, 1000, ერთადერთი 

ასეთი ფუნქცია, V=0 ფუნქცია I1610. ა) /() ფუნქცია აკმაყოფილებსს /(--+)ლ=>+ 
9+/(») პირობას. ამასთან, X-ის ზოგ მნიშვნე ლობას შეესაბამება „+“ (პლუხი ნიშანი, 

ხოლო ზოგს „–-“ (მინუსი) ნიშანი. ამ შემთხეევაში /(>» ფუნქციის ლუწობის შესახებ, 

საერთოდ რომ თქვათ. არავითარი დასკენის გა,ეთება არ შეიძლება: ბ) -I(X)==0, 1011. 

ჯ# 
ა) არა: ბა) კი; მაგალითად; ყ=X. (618. # 1614, 4. L616, გ. 18616, ჯ. 1612, #M. 

ყ LI 

| ––“ ასა , 

  =-=== 

ნაბ. 1%. ნაი. 29. 

2ჯ ჯ - ვი 1 2 
1616. 3. 1619. ––, 1690. თ, 100I.-–-– 1625, ყლ=V. 1696. ყ= >) · 1447. 

1-ჯ ' ა 
V.“-L: მოცემული და 'მიხი შექცეული ფუნქციები ,რთმანეთხ ემთხვევა. “ამ ფუნქ- 

ფიათა. , განსაზღვრის არეები მოცემულია X>-) უტოლობით, ხოფო ცვლილების 

არეები #55) უტოლობით. 1098 -”. 1683. ა) არა; ბ) ი. გ) არა. 1688, 

ა) კი; ბ) კი; გ) კი. 1084, ა) კი: ბ) არა: გ) კი; დ) არა 1600, 0. 1601. --10. 

1 7 2 
1669. 1. 1668. –-. 16064. –-. 1665. 0. 10860. --2. 1067. ––-– 100. ი. 

2 8 2V2 ი ? 

92: ვვ7



1 2 I 1 
–-. 1670, ––. 1021, 4. ?16079. 4. 16078. –-. 1674. 3. 1076. –“––-–. 180 -> 3 > ვ-3/2? 

ჯ V 2 ა? 
1677. 1. მთთთთეზა. შემთატანეთ ახაღი ცვლადი #=-' 1678. ვ. მთთდითება. 

ძი(+-+:)=V/- (540 X + ლ03 „). 1685. 2. 1682, 9, 1688. 1. მითთითება. შე: 

  

ჯ 1 
= 18 – –-. 1690. 1. 1098. --10. 1604. =. V695, მთიტანეთ ახადი ფვლადი ყ 7 3 - 

9 1. 51Iი თ C050თC 
–->. 1696. 48. 1698. – –“–-– . 1700. 1. 1701. 0,02. 1709. ––––– თუ 

10 თ +V2 
MI; 

თ; 1, თუე თ=0. 1708: 2<»Xლ?. 1704.--3<X<0; 2<X<5. 170წ. 557. 

1706. ყველა არამთელი დადებით» რიცხვის ერთობლითბა. 1708, 1 5 V5 < ლ1 - 

+L-5V5. 1209. 0,1=V<10. 1710. საერთოდ რთმ ვთქვათ, არა. 1716. 2 2-+ 
1 
=. 1784. 

I 
4 V2 M#?.. 

' 0 
19922. 4. 172788. –-+ · 1789. 0. 1780, ბ: 1781. 1. 1288. 1. 178438, 1. 1286. 0. 

1780. Cი5თC V –--,. 1787. 0. 
ვი თ 

  2-4) +C0ძ--2>-). 1299, ვ, 1298. 1796. =. 12796. 0. 

  

წარმოებული და მისი ბამოყენება ფუწქციათა გამოსაკვლევად ჯ 

1941 ჩ წ”. 1943 8 ბ ! ?5 ჟ #124ც - 741. ა) იე, ხ) ლე- CI. სეთ წ. ა 12 წთ ; ბ)? წთ' · 2 I 

გრად.· 
1744. ა) 1 ბ) 4Xს გ) 2(X-IL-.1); დ) ჯ= ( ე) –2X; ვ) 3»2. 1746. ი) 4,8 «თ ' 

  

ჯ „რან. 7 ამპერი , 
). ოფ, · 46. წ .. 1747. თრივე ფუნქცი წარმთებადია Xჯ=0 წერტილში 

1949, იგივე წრფე. 1749. ა აქვს, ყ= –# ბ) არას გ) აქვს, ყ = »X. 1761. მრუ- 
: დებისადმი მხებთა შთრის კუთხე ამ მხებთა გადა- 

. ძვეთოს წერტილში (თხ. ნახ. 39) I7ნბ. ა) 2X > 
„ა . +Vყ+1=0: ბბ. ყ=0; გ) 2X1– # -–– 1.=0.    

  

1758. +- სმIC (დ 6. 1754. (0, 0) წერტილში. 

> კუთბთ და (1, 1) წერტილში მ8IC 12-- 
რ, წ “ წაზ, 39, – + დთხით. 1267. 2241. 1268. 2ჯ-2. 1969. 

8-4. 1960, –4X-I15, 1701. 16--20». 1709, 4. 1708, – 20XI --4X. 1704. 5ჯ" (3-- 
<-4X). 1766. 4X?--2+X, 1766, --140X?-I-45X2 - 24X-L3. 1707. 4X?, 1768. 2X(1 -- 2X2), 

-2 
3269. 8(2X-8)?. 1770. 2(+0-LიჯL) (2X-Lი). 12?1,. ც+X2(2X!-ხ-Lთ). 1774. 

2 1 , 01-ე. ჯ 41--14ჯ4 15. 

პრი საულ უ იას ესააა აისი აუ 
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70 ძრ–ხი ვ 
1279. . (7280. ––––-- . 108. –--- - (7889, · 1284. (6–»)? (3–10ჯ)? (6X-Lძ)” – >» ჟ" 

V 428 I I 
V 45. 1:86. – –უ==- I78. – ბვ“. .' 
2VX- 3XV + 2V2XVX # 

=2)+3X+5X»)     ==” (790. 10X 1, IL201. 2111-.36ჯ--12X1-L101. 1202. --311– 
2XV +X | 

–6X+6. 17მე, –6--68X, 1704, 5X--21X9--2X-+-10. 17მბ. 2X(X4-L1)(7X%-L1), 
(?მ8, 2#X2(1 -- 3Xბ)2 (1 –-15ჯა). 1797. ა) ყ=X, ბ) V=11) გ) V=-1; დღ) 4X- 

– 4V2Vყ--(4-29)=0, ჯე) X+-V–-ა=0 IL80მ.. 802. I80. –-3I1 2X. 
1პიგ6. ლივ2,. 1800. ' 2X 310 L1+-X12C05,. 1809 (5-IL-C083 X) (X2 ––-C03 X) –- 

I 
+–+-(5X+ 5)ი X) (2X+§Iი X). 181ა. 25 2ჯ. 1815.0. 1816, ––-=> (§I1X -.-2XC05 X). 

2VX 

1818. თა(++“ ) 1890. 10 (2X-L.ვ)ბ. 1891, 6 (X-I-7)", 1899. --35(1 –-5X)ბ. #698. 

1 X · - 
40054» I894, C§ --. 'I82ს. „45 C05(ითX-+დთდ). 1899. 40 510 (თ– თ»). 1818, 

ლ 

–-. .. (834, ––_–--., 1836. ა) => ბ) ჟვე- მ, 1882. 
V 2X-LI ” წ 3/V0 –»2? წთ?” წი? 

1 

4VL-. 
ყ'=6(2X-1)1, ყ”'=24(2X-1); ყ'”=48. ყIV =VV =...=0. 1842. ყწ=-3X; 

  1888. სV'=3(X-L2)1; ყ''=6(X+2); ყ ''=6; ყI=ყV”V =.,=0. 1839. 

ყ=ლ005X, ს” ''=5იX. VყIV =ლ05» და შემდეგ უველაფერი მეორდება. 1815. 
ვ)აე 1 1 

150-ჯერ. (840. “2 5იX- 2 0052-+-–-– 810 3X. 1812. 15360 (ა.ბ ?80. 1849. 

M(0– 1) (2-2) (0-3) (<–4) 
1120 

1856. ა) 89-28V 10; ბ) 112-+-64V3; გ) 176V 6 –304V 2. Iცან. 4- 1859. 
მითითება !11მ0--1=(10-+1)1--1; (10+ 1) დაშალეთ ნიუტონის ?ანომის ფორ- 

მულის მიხედვით, ამოცანის სტული ამოხსნისათვის უნდა დამტკიცდეს, რომ ბინომია– 

ლური კოეფიციენტები მთელი რიცხვებია. 1860. ა) 45: დ) 630 186». ა) 3; ბ)4; გ) 5. 

– 2300 :211, (861. - 1865: 4. 1851ე. ა) 10; დ) 7; ვ)6. 

5120 
1808. 66. 1884. -5> 1666· 1 ,12. 1868. 0,97. 18?1. 1,025. 1876» 0,99, 1877. 1 ,01., 

18628. 0.96. !სპ1. როცა #<2, იზრდება, როცა +>2, კლებულობს. !სვ». როცა 

1XI<I. კლებულობხ; როცა | XI >I!, აზრდება, 1888. როცა -–-1<+X<0 და LX>), იზრ- 

დება, ხოლო როცა +L<--) და 0<+<1, კლებულობს. 1884. როცა X+<-5 და >! 

„იზრდება: როცა –5<X<1 კლებულობს. 1865. ყველგან კლებულობს. 1889. როცა 

ჯ § 
– <+2 გი<X<> + 2M#, იზრდება; რთცა + 2-%L< X <2 X-+-2XX, კლებულობს. 

(4 3 ვ 9 
18900. როცა 2“ +2 MI<X< + ჯ+2/1, კლებულობს, როცა Iო დ-2ჩი<X<-X-L 

--2M>, იზრდება, 1891. იხრდება. 16). კლებულობს, 1898, იზრდება. 1884, ლებუ- 
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ლობს, 1895, როცა –1<X<0 დღა 0<X<1, კლებულობს; როცა წ(XI>1. იზრდება, 

1898. როცა X<:0, კლებულობს; ხოლო, როცა X>0, იზრდება. 1807. ყველგან კლებუ- 

37 : 
ლობს, 1898. –-+ (მინიმუმი). 1900. -- (მინიმუმი). L909. მინიმუმი 110, მაქსთმუმი 

174. 1808. მინიმუმთ – 177, მაქსიმუმი ––39. 1004, მინიმუმი ––1. 1905. მინიმუმი ––V2 , 

მაქსიმუმი V2 · 1000. მინიმუმით––-2, მაქსიმუმი 2. 1008. ლოკალური ექსტრემუმები არა 

აქვს. 1910. 2/ X-I-1 და +2-I. 1916, ა) –– 1,375; 1,375; ბ) –-2; 

2, 1017. ა) –2) V3; ბ)–V3 ; 1. 1019, ა) +-V>, 0, ბ) ––= #2... 5, 

V + V2. ცი XV3, : %, V.. 
  

206 უს. –ი1--. 
1950. იხ, ნახ. 4“. 1998, იხ. ნახ, 54, 

6V3 1987, (=31 წმ, 1080. 25. მ/წმ და     

   

37 მ/წმ. 1940. 2L--ყ-++5=0. 1941. 6L-– 

ჯ V2_ 
–ყ-3=4. 1849. _– V 4 მზ4 2 8IC IC 3    თ

.
 

„
.
ე
ა
ს
ე
–
_
–
 

       
! 19048. 8(Cლ 1ღდ #3 ღა X – მIC (დ #2. 

, I | | 1944. ა) (1, 4); ბ)|(–<2, –11). 1946. 

| ' -ე-X. 1947. 51. 1960. სთგანე უნდა 

4 | % _ ძ 2 

  

== უდრიდეს 78“ ს 1967. – 

    
_–_- ა. (2#-L5)9 

3) 18 ' ” · – 27 3->' 1969. 3(X-3)1 – 

ვ 1 ჯ 
– · 1900. 254L-–-- აი-- 

' («–მ3)ბ 2 2 
1901, (1 – 2ჯ -– #2) C0§ X-- (X-L-1)9 510 # 
1908. --§Iს 4.   კომპლეკსური რიცსმები 11 
  

( 
1967. ა) კი; ბ) არა; გ) კი. 1908. ა) არა- 

“ დზ, 44. ბ) არა. 1979, ა) თ=ი, ხ=ძ;) ბ) ან 
· ძ5-0, ან ხ5-ძ; შესაძლებელია, რახა- 

კვირვეფია, რთმ არც თ უდრიღებ C-ს და არც ხ უდრიდღეს ძ-ხბ. 1978. ა) X=0, 

11 2 “2 
ფ=-3, ბ) #=%ა ყ=-1ა 197ნ. ა) == «== ბ) X=', ყ=ა“რ4-იჩ, 

52 
"აღაც 7 ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია,» 1977. ა) X=-21, ყ––-6; ბ) X= –ე>: 

194 9 
ყ= – უე!) ბ) #==-2, წ =-"2. 102მ. «ჯვ. 13/, 1089. 33-I-56/, 1988. 1--/. 

” ათ



  

როა,” 
4“ 

%-X –“! 
1477 

–.ჟ-.. 
“ 

4 2 
= IM -39) - 3-7 >“ IL – 5 L –» 

I L CV) 2 _.. 
I _L“ ვი 34 37.7 

– “ი, “ 
I – 

I 4 ' 

4“ 

- ს   
ნახ. 59 

4 
198მ. ა) განხაზღვრა: ბ) =ეორემ. 1900. 2-L2/ 1991. +++. 1998. 

მოთითება, ==. პროპთრციის დასამტკიცებლად საკმარისია ვაზვეწოთ, რთმ 

ხ და 4 რიტხვები განხბვავდვბა ნუღდახაგან ჯა იძლხი. 19მზ. ა) არა ბ) არა) 

გბ) ა 3001. ა) ძღ»ხი»6: ბ) 6 და # რიცბვებიდაწ ·ერთი მაიზც განხბვავებუფია ნუღიხა- 

გან. 8009. :) =>8, ყ=-1: ბ) X=9, ყლ--2: გ) .«ლყ=1, დ) >=V, ყ=>--2/, ზადაც 
/ ნებისმიერი, ჩაადვიფდი რიფხვია; კ) ტთდთბ. ატ ხრულდება X-იხა და ყ-ის არც ერთი 
ნამდვიფ=» მწიშენედთბიხათვიბ. პ004. ა) წაშდვილი რიცხვები; ბ) წმინდა წარმთხაზვითი 

1 _ · 

რიცხვები. ?ი08.---( –-V3ვ ე. 3011. –/. 9014. –1-/,. ?ი16წ. 0. 8016. 0. 

90172. 0, თუ ი=4ჩ წ თუ ი=4ნ+I (=1,თუ ი=442, –=1,თუე 

  

2 V3>I! 
ი=4M-+3, ბ018. –1. 91010. /. 8091. ა) +753 04+4ჩ) ბ) + 2 9084. ა) 1+# 

9099. ა) თ(X2--107-L26) =0. 9080. 0(X"-L20»-I-200) =0. 9081. თ(2+X2 -–= 14X-I-205) =0: 

20398. 8 –20+V39 9088. –3, <-0+V37-· იი86, -V5 | X 56 +V 30. 

9089. X,X,+ა=6. 8049, +1/ 2; +1ე/2 :; 9048მ. -#V X0ჯი, # 12 0>+0, 

ჯ „, % ჯ . #ჯ ?045, 0. ა046. წ, 9ი47. 1) « თავ +/% ს 2) 2 (თ გ+%Iძიგ): 
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7 7 
ვე) 6V 2 (თ: ჯ4 +735 17 ). რ 13/C05(X დ) - 7 51ი(# – თ), ზხაღაც თ= 

12 ჯ ჯ 
=ლვ3IC '“C--; 5) 25(C050 +-/ 5Iი 0), 5) 4(C05M-+ ! 510 XI); 7) 3( §05-> + (9ი 7). 

3 0 3 8 პ 
8) 2 C- XLI 5)ი 52%) 19) 5|C05(2 –4-)+/ 510 (+-- თ), ზადაც თ=მ9IC (+. 

9048. 2 წრეწირზე რომლის რადიუსი არის 2 და ცენტრი -- კოორდინატთა სა- 

თავე; 3) წრეში, რომლის რადიუსია 3 და ცენტრი –– კოორდინატთა სათავე; 5) რგოლში 

კონცენტრულ წრეწირებს შორის, რომელთა რადიუსებია 2 დ- 3 და ცენტრი –- კოორ- 

დინატთა სათავე თვით წრეწირების გამორიცხვით. 6) სხიეზე, რომელიც კოორდინატთა 

სათავიდან გამოდის და ქმნის X»-თა ღერძთან ღ> კუთხეს. 3040, მხოლოდ, როცა 7=0, 

- , - ი ((3 .·.. 60 
ლ0ი0ხ. შეუძლიათ, როცა თ =ჩ7. 9001. 2 005 -- (=ძ+ –+:§5Vი 5) თე -#+ 

+ 21 <თ< #-+27XL; -20თ + (თ+( <-+») +(+ი (+-+7») | ა =ეX+ 

+ 2 <თ< 31» + 2”. 2004. 2(C05 340” -+LL7 §|ო 1403). უპსხეჩ. 3(-ლ05195?-+ 

· 8 (| 
+!5195შფ. 9066. ა) 15 (; ბ) –7-+7 V3X/; გ) –24; დ) 42. 2067. ა) – 2 

/>, 
– 5-6 ბ) 2) (1+%V3/); გ) 1. პ0ბს, ა)/; ბ) C051909 I-/5I0190. 9002, ა) 

== 2 X . 1. 2 
16 («-+C + Iთი-“ ' ხ=0. I, 2, 3, 4; ბთ -+<#) + 

2 
+! ძი( ++ M),=9, 1, 2, 3, 4. 2066. როცა | თ | = | ხ | =5 0. 9069, –-4. 

9070. –-წ. 90721. 0. 9078. – 2, 80280. ა) თ(X?-I-32 X-1260) =0; ბ) თ (5X-+ 
–+!4 X + 13)=0. 9077. არა. 9078. ა) X=2/; ყ=!I, სადაც 1 ნულისაგან განსხვავე- 
ბული ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია, ბ) X და ყ ნებისმიერი ნამღვილი რიცხვებია, რომ- 

ლებიც ერთდროულად არ უდღრის ნულს. 908მ. ბ) C05( – 2C) + #51 (– 2თ). 

8088. 1024. 

მათუმატიკური ინდუძციის მეთოდი XII 

9089. 2, ნაწილი. 9101, როცა #=1, დებულება მართებულია. ეთქვათ, იგი მართებუ- 

ლია, როცა MI = #, მაშინ (1 +0)#+! = (1) + ძ)#. (1 -+ ძ) :· (1 +ჩთ) (1 +––ი)= 1 + 

+ #ი+04-#ი1=1-+L(L+)) თ + #ი- > 1 + (L+ I), 

ამოცანები ალგებრისა და ელემენტარული ფუნქციების მთელი 

კურსის ბგასამეორებლად 

  

929100. თუ C > Xჯ%,              თუ ძღდან, მაშინ პირველ სა- 

წყობში არასოდეს არ იქნება არე მეტი ნახშირი, ვიდრე შეორეში, 92110. 15 სთ და 10 სთ-· 
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9111. 50 კმ/სთ, 5117, 12, 10 და 15 სთ. 9118. 10 კმ და 5 „მ. 5I14. 1000 კმ/სთ და 

800 კმ/სთ. 9115. 9; 28, 9116. 5 კმ/სთ და 3,5 კმ/სთ. 9117. 10 კაცი. 2116, 35 დღე. 

  ღამე. 9119. 500 მ. 2190. ა) თუ #65-5+1, მაშინ X= ი თლ ი= –I მაშინ + 
რი -– 

ნებისმიერი რიცხვია. თუ 0=1, მაშინ ფესვები არა აქვს; გ) ფესვები არა აქვს. 95191. ა) თუ 

ძ<0, მაშინ ფესვები არა აქვს, თუ 0>0, მაშინ »X=-5“; ბ) –I, 2. 9198, ა) ჯL= 

20 ეზ-ი8-I 1 L-პ 
 ს'____>... 2, მაშინ ჯ–––-, =–-; .'ძ=2 ინ-0L ყ 00-ი+LI,. ) თუ 05C-+- ი 2 #=: 2! თუ , 

1+2! 
მაშინ ამონახსნები არა აქვს თუ 0= –2, მაშინ X=17, ყლ–“»“. სადაც ( ნების- 

მიერი რიცხვია; გ) როცა 6=0 და ძთ=1, ამონახსნები არა აქვს: როცა #50 და 

! 1 
0551 , მაშინ ჯჯჯნC –, #–-- ე 9124, ა) X=5, ყ=4 და X=–--4; ყლ–--5. ბ) X= 

ძი –ი C
I
.
 

=4% დაჯ=-“, ყ=-> ხ => 0, მაშინ X (++) (“. L) =-“ ააჯლ=-“, ყ=-–; გ) თ , მაშინ ჯX==-( = , ყ–ლ--(/ <– ყ=-- ღაX=>. 4“ ვ: ბ) თუ 2L 7» #-2L “ა 

თუ ხ=0. ი#ი5-0, ამონახსნები არა აქვს; თუ 0ი=ხ=0, მაშინ X=V=/, სადღაც ! 

9 7 
ნებისმიერი რიცხვია. 92129. ““< X< “ლ 9180, –1<0<2. 9181. ა) 10; ბ) 1; გ) 5. 

9188. ა) 0<1; 6>2; ბ) 0<0<:1: 2<:00<:3; გ) <0; 6>3. 3183. ა) ჯX<-2; ბ) X 

ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია: გ) 2ლX<4. 9218წ. ა) ვაიი –, 60-. მათითება. 

34900 –– (39)399 => 92500. 9186. თუ >) 00(5/2. – შ) , მაშინ მოსახლეობის ყთველწლიური 

ნამატია #- M#-100(V 2-1) –)) 4 2-1 პროცენტი, რთცა #<:100 
% 2-1 

ცანის პირობები ერთმანეთის საწინააღმდეგოა, 9187. თუ თ კუთხე ბოლოვდება I 

მაშინ ამო- 

5 
–-; თუ თ კუთხე ბოლოედება 11 მეთთ:ედში, 

12 
მეოთხედში, მაშინ C05დ= “ვ: (დდ = 12 

12 5 = 
მაშინ C05 დ ლ–-–-ვი ხათ = –»” 9186. თუ თ კუთხე ბოლოვდება 11 მეთთხედში, 

4 4 : 
მაშინ §1ი თ=–--, 'ყთ=-–-6239 თუ დ კუთზე ბთლოედება 11) მეოთხედში, მაშინ §Iი დ = 

  

  

4 _4 1 2V ? 1 = 5 2 
–– ლ. 9140. –-;, ; ==: 2V 2. მ141 –+ –– 

=- ე 8თ=3 3: “3 2V 2 13. 13 
5 12 2 ვ 2 3 ვ ( 5) 

ლ-ს ლ. მ14 ა ––-; –-–-–, ==, 9148. | თ>--- |. 9149, 
12 5 V 13 /13 ვ: 2 2 2 

ი რ“ 1 1 
2. --+-). 9150. ა) 1; ბ) 0. X151. ძ<--: ა) ბ) -2-0.C–-. 3154, 

– პ 1 ჯ 
ა) V0,9ს ბ) – - გ) ო 9156. > + 2ი„. 8167. ფესვები არა აქეს 8158. 
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ჯX Mჯ ჯ 
“<= +652) <+ 2. 91ნ0. (- 1)” «+ იი. 9160. => + ო. 9161, 

I ჯ 
ფესეები არა აქეს. 9169, – +ი#/. 9105. + იიი 800 182 + ჩი. 2164. ფესვები 

I XX XX 
არა აქვს, 9166. 2 +905 “–+#-ჩ 7. 9162, 5 ჩი. 9168. ი –მ8მICIC3 +#1X%, 

–1%- 
21ც9,   

. 1 MI ჯ #7 
8LC ვი –+ 5. 9170, 431 ი», მIC თ 2 -L#V2ა. 92171. + ა172. 

წ ჯ 
–აღ. 917მ1, ++ 2 + 2. 817. (21 4+1)X. 2(CIC4+7#ჩ%, 

V17–3 
4 

– ჩI9 I 
–_LC--, 91277. 2011, –– 
21.6 2. 2716 ლვ + 

წა 
2176. -L 8LC 005 -L 2 ოჯ. 9176. 132+ M1IL;   

ჯ % ჯ ჯ 
+2#X; 5128. ოჯ; – ა + 9179. + «იჯ. 9180. X= -- + 2, ყ=-- 

–_ 2X% – 
_2ი #=2 მIC IC (V3 +2) + 2იი; ყ=-ე“ – 28 (V3 –+-2) –2 ოჯ. 9181. X= 

ჯ 2 წ წ 
== (–1)7 – –+ის, ყV= + 7-2 #9; ჯ= ( – 137+1 “ +იი, Vყ=>+ ლ + 20 

ჯ 5 წ 
918ა, X=1(–-1)”- LI ყ=+----2ჩXM; =(-მი5-+Lით, ყ=V% “+ 2M X. 

9188. ჯX= + (0(+7#)Xჯ, ყ => -– (L-M) XL; #=- –-+თ+M 9, ყლ ++ 

  

25 15 9 3 
+Vთ-#M/. 3186. 9 და 21. 9180, 2, 4, 0, 12 ინ –, ->, –, 4. 9187. 2, 10, 

1-+V5. ჯი ' 270 2 18 და 2, 6, 18. 9168. გ(C «V/ +V · 9189. –ე-; ვაი (190, 2, -3-, 

99.1. 9106. -–. 9108. 0. 91972 2 9198. 2; =2, 9190 1 .1. სა . 0. · Iდ3–1C2“ . 2: 2, „·თუძ>1ა 

ძი 1 1 
მაშინ ჯ = 2-1: ფუ ძ<1, ფესვები არა აქვს. 2900, 100; + “78 „ 9909, 1, >) 

9 1 9/- ! 
ს L.) 

.·. 9908. –; == 92904. 10; 10. 98905· 1, 9900. 4. 9907, 1 –., /8 «': 12 V ჯვ) 3 

1 
90908, ++ 2 გ. 9219. X <- – 5. 2918. ა) =4, ყ=8; X= –-4; ყლ=--მ; ბ) X=8, 

ყ=რ: Xლ=4; ყ=8; ღ) X=7. ყ=3; L=--7, ყლ–-3; ე)X=2,ყ=32, =32, 

1 
ყ=2. 9914. არაუმეტეს 5 ფირფიტის. 821. გ) 2Cჯ#<5; Xჯ5-0 და X565-) 

ა ჯ წ 
ე) ჟვედა დადებითი რიცხვის ერთთბდითბა, გარფა ჯ = 2 –+ი% და ჯ= + + ჩი. 

?998, ა) 9; ბ) 6; გ) 2 დ) 2-ლ050. 9990, ა) 8--53 (|; დ) –8. 2838. ა) Xთ1, 
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9 » 
მნთ2 წა=-", ყ=-2 ბა L=0., /(=7: X= 3. ყ=18. 9980. C 008 +) 

(თ 59 +945; ). აავე ლ055თდ = 000 დ – 10ლ033დ 515 დ 4- 5ლ05დ 51ი" დ) 

91 5დ = 5იზდ--10 5|ემ დ 005: დ + 551იდიი5ა ზდ. 32915. L--4ყ -L-4 = 0. 99306. 2ჯ– 

–ყ- 1=0; 2L+ყ–3=0. 9987, ა) 451ი:XC05X; ბ) 65I012X ლ032ჯ#) 

გ) <5C05) (X-1) §1ი (– 1); დ) 4 605) (2 – X) §Iი (2 –X); ე) 10X (XLI; ე) –6(3– 

–2X)?. 2988, 4 თ 05 (თ L +#); – 4თ" 3ი (თ | -I- დ). 2989. შეუძლიათ, მაგალითად, 

ჯდა X+I. 99%4მ. ა) –1293600; ბ) 1ჯ გ) –100.
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